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ENDOSCOPIE ET CHANGEMENT DE CARACTERISTIQUE
D’apres J.-L. Waldspurger

Dans son article Endoscopie et changement de caractéristique [W2], Waldspurger montre qu’une
“certaine conjecture de transfert” pour les algebres de Lie en caractéristique positive implique
la méme conjecture en caractéristique nulle. Comme conséquence de ce résultat, il obtient que
le lemme fondamental (pour les algebres de Lie) en caractéristique positive implique le lemme
fondamental en caractéristique nulle. Rappelons que dans un travail antérieur [W1], Waldspurger
a montré qu’en caractéristique nulle, le lemme fondamental implique la conjecture de transfert
pour les groupes. Tout cela n’est valable que si la caractéristique résiduelle du corps local en
question est grande par rapport au rang du groupe. Dans [W2], Waldspurger prouve en fait que
sous cette hypothese, une “certaine conjecture de transfert” pour les algebres de Lie ne dépend
pas vraiment du corps local mais seulement de son corps résiduel. Notons qu’en caractéristique
nulle, cette hypothese n’est pas vraiment génante puisque dans les situations relatives a un corps
de nombres que ’on a en vue, elle est vérifiée en presque toutes les places finies.

1. Le principe de la démonstration (introduction)

1.1. Dans tout ce papier, F' désigne un corps commutatif localement compact non archimédien,
de caractéristique résiduelle p. On note op son anneau d’entiers, pp l'idéal maximal de op, et
kp = op/pr le corps résiduel. On note wr la valuation sur F' normalisée par wp(F*) = Z, et I'on
pose |z|p = ¢ “F*®) (z € F) ot ¢ est le cardinal de kp. Pour toute extension algébrique E de
F, on définit de la méme manieére og, pp et kg, et 'on note encore wr 'unique valuation de E
prolongeant wp.

Si X est un espace topologique totalement discontinu, on note C2°(X) l'espace des fonctions
complexes sur X qui sont localement constantes et a support compact. Si de plus X est compact
(resp. fini), on écrit simplement C°°(X) (resp. C'(X)). Le dual algébrique Hom¢(C°(X),C) est
Pespace des distributions sur X ; on le note D(X).

Si I’ est un groupe opérant sur un ensemble X, on note X' C X le sous-ensemble formé des
éléments fixés par I', et I'x C I' le sous-groupe {y € " : v(x) = z, Va € X }.

Pour tout groupe algébrique H défini sur un corps &, on note fh (méme lettre gothique) son
algébre de Lie, vue comme espace affine défini sur .

1.2. Soit F' comme en 1.1, et soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F (fixé
jusqu’a la fin du numéro 1.3). On pose g = Lie(G), et pour r € R, on note ®p(r) 'ensemble
des r-facettes généralisées (|D] 3.2.2) de 'immeuble étendu J(G, F'). On rappelle que deux points
z,y € J(G, F) sont dans la méme r-facette généralisée ¢ si et seulement si g(F'), , = g(F), et
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9(F)or+ = 9(F)yr+ ; on pose alors g(F)y = 8(F)a,r et §(F)g+ = g(F)q,p+. Solent

Sr = Sk(r), = D Ca(F)s/a(F)g).

reR PEP R (T)

Les inclusions C(g(F)g/g(F)p+) C C(g(F)g) C C(g(F')) définissent une application linéaire
Sk — CZ(8(F)), ¢ = ¢.

Si T est un tore défini sur une extension algébrique E de F, on note w p : t(E) — Q U {+o0}
la valuation sur t(E) définie par we,p(0) = 400 et

wi,p(X) = inf{wp(a(X)) : a e X*(T)} (X e t(F) ~{0}).

Et pour s € R, on pose t(E); = {X € t(E) 1w, p(X) > s} et {(E) o+ =Uyo, t{E)s .

s'>s

1.3. Soit un élément X € g(F') semisimple régulier. Notons T' = G% le centralisateur connexe
de X dans g; c’est un tore maximal de G défini sur F. Via le choix d’une mesure G(F')-invariante
dgx sur l'espace homogene T(F)\G(F), pour f € C*(g(F)), on définit I'intégrale orbitale

(£, X) = A(X) / F(Ad g™ (X))dgx
T(F)\G(F)

o A(X) désigne le facteur de normalisation habituel : A(X) = |detF(ad( ); t(F )\g(F))\;%
L’intégrale ci-dessus est absolument convergente, et 'application ¢ — A%(F)(p, X) est une forme
linéaire sur Sg.

On suppose que “p est grand par rapport au rang de G”; en particulier, on suppose que T se
déploie sur une extension modérément ramifiée de F'. Posons r(X) = wy r(X), et soit une fonction
¢ € C(g(F)y/9(F)p+) pour un r € R et une r-facette généralisée ¢. Si 7(X) < r, alors la G(F)-
orbite de X n’intersecte pas le support de ¢; par conséquent AG() (X,9) = 0. On peut donc
supposer 7(X) > r. On distingue alors deux cas :

Cas 1: r(X) > r. D’apres les travaux de DeBacker [D], il existe une fonction ¢ € @4~ Sr(s)
telle que ASF) (@, X) = AGUF) (5, X).

Cas 2 : r(X) = r. Notons G’ C G le “r-centralisateur” de X dans G, c¢’est-a-dire le sous-groupe
engendré par T et par les sous-groupes radiciels de G associés aux racines o € (G, T) telles que
wg,r(a(X)) > r. Le groupe G’ est réductif connexe et défini sur F. D’apres les travaux de Kim-
Murnaghan [KM], il existe un élément X' € g/(F) semisimple régulier et une fonction ¢’ € S (r),
tels que AGUF)(p, X) = AF"(F)(@, X'); ot S} (r) désigne analogue de Sp(r) pour G'.

On peut donc ramener le “calcul” de AG(F) (X, @) a celui d’une intégrale orbitale semisimple
réguliére sur un groupe plus petit. L’'idée est de montrer (par récurrence sur r(X) — r et sur le
rang de G) que les applications linéaires Sp (1) — @s5r SF(8), p — 4 et Sp(r) — Sp(r), ¢ — ¢’
ci-dessus, ne dépendent pas vraiment des données F';, G, X, mais seulement de Fq, d’une donnée
radicielle sur Fq (etc.). Le méme principe s’applique aux intégrales orbitales stables et aux intégrales
orbitales endoscopiques.

1.4. Décrivons brievement comment sont organisés les résultats.

Dans la section 2, le groupe de Galois I' de I'extension modérément ramifiée maximale F™°9 de
F, est décrit en termes indépendants de F'. Via le choix d’uniformisantes, on a une décomposition
[ =1 x©O. On note F™" = (F™°)! 13 sous-extension non ramifiée maximale de F™mod.

Dans la section 3, au lieu de se donner le groupe G défini sur F, on fixe une donnée de racines
D = (X*3,A,X,, ¥, A) munie d’une action de I'. On suppose que “p est grand par rapport au



3

rang de D” (i.e. le rang commun de X* et de X, sur Z). On note W le groupe de Weyl de 3. A cette
donnée D est associée un groupe réductif connexe G, défini sur F' et quasi-déployé sur F. On note
V l'espace X, ®zR. Le groupe I opére sur V via son action sur X,, et le sous-espace V* = VI Cc V
s’identifie & un appartement de 'immeuble étendu J(G, F™*). L’action du stabilisateur N(F™) de
V™ dans G(F™) est décrite en termes indépendants de F'; en particulier, elle se factorise & travers
un groupe N™ indépendant de F'.

Dans la section 4, grace aux travaux de Kottwitz, on attache a D un ensemble D de cocycles
de © & valeurs dans N™, qui paramétrise 'ensemble H!(©, G(F™)) = HY(I', G(F™°9)). A chaque
d € D est associé un cocycle dr € Z}(©,G(F™)), lequel définit un torseur intérieur 4¢ : ;G — G
défini sur F™. Soit d € D, vu comme un cocycle de I" trivial sur I. L’espace V muni de I'action
tordue I' x V' — V, (6,v) — d(v) - y(v), est noté 4V. Le sous-espace 4W = (4V)I' C V™" s’identifie
a un appartement de 'immeuble étendu J(4G, F).

Dans les sections 5 et 6, on décrit les quotients de la filtration de Moy-Prasad {4g(F ), : 7 € R}
dans 4g(F) = Lie(4G)(F) associée a un point v € ¢W, en termes indépendants de F'. Notons Z)
le localisé de Z en p, et posons ¢W,) = ¢W N (X, ®z Zy)) ; c’est un sous-ensemble dense de 4W.
Pour (v,r) € ¢Wy) X Zp), on définit un Fg-espace vectoriel 4g,, muni d'une action de ©, tel
que le F,-espace vectoriel dg?’r s'identifie canoniquement & qg(F')y. r/ag(F), -+ L'espace V™ x R
est muni d’une décomposition en facettes, indépendante de F, vérifiant les propriétés suivantes :
notons ¢® I'ensemble de ces facettes qui sont invariantes pour 'action de © sur V™ tordue par
d. Pour toute facette ¢ € 4@, I'intersection ¢ N (aWjp) X Z(y,)) est dense dans ¢ N (4W x R); et
pour tous (’U, T’), (’Ul7 r’) eopn (dVV(p) X Z(p)), on a dg(F)v,r = dg(F)v’,r’a dg(F)v,r+ = dg(F’)ﬂ/’,«/Jr et
dg?’r = dgve,ﬂ,,. On peut donc remplacer la paire d’indices “v,r” par un indice “¢” dans les notations.
Posons ¢S = @ge 0 dSp avec ¢Sy = C(dgg). Via les identifications C’(dgg)) =C(ag(F)g/ag(F)p+)
pour ¢ € @, on obtient une application linéaire greap : 4§ — C(q49(F)).

Dans la section 7, on montre la version indépendante de F' du cas 1 de 1.3. Pour X € 4g9(F)
semisimple régulier, le centralisateur T'x de X dans 4G est un tore maximal défini sur F', et I’espace
homogene Tx(F)\qG(F) est muni d'une mesure 4G (F)-invariante canonique; la distribution
AsGE) (. X)) sur 4g(F) est donc bien définie. A toute facette ¢ C V™ x R est associée un invariant
r(¢) € Z(p). Pour r € Z(p), posant ¢S, = Docq@,r(¢)>r aS¢ C aS et ¢S+ = Dpcqa@,r(¢)>r d8¢ C 4Sr,
on montre qu’il existe une application linéaire 4l : 4S, — 4S,+ telle que lapplication grear o gl
“réalise” Papplication ¢ — 4 de 1.3 (proposition 7.4).

Dans les sections 8 et 9, on montre la version indépendante de F' du cas 2 de 1.3. On
commence par décrire le centralisateur d’'un “bon élément” (au sens de [KM]) de 4g(F'), en termes
indépendants de F. On considere des quadruplets (D, 4,7, Z') ot D’ = (X% %/ A, X, % A est
une donnée de racines munie d’'une action de I'; i est une paire d’isomorphismes de Z-modules
(X — X*, X, — X,) en dualité; 7 € Zg,; et Z' € t'(r)" ol t'(r) désigne le Fg-espace vectoriel
X! ®z Fq munie d’une certaine action tordue de I' définie par . On demande que D’ s’identifie
via ¢ & un sous-systeme de Levi standard de D; que pour tout v € T, il existe un wy(y) € W
tel que ¥ oy = wy(y) oy o; et que I'ensemble {a € ¥ : awo ¥(Z’) = 0} coincide avec 1 (X).
Affectons d’un exposant “/” les objets attachés & D’ comme précédemment. On a une application
naturelle ¢¥p : D' — D. Pour d’ € D’, posant d = 1 p,(d’), on montre qu’il existe une application
linéaire gl : ¢S, — &S, telle que 'application greal o 4l “réalise” Papplication ¢ +— ¢’ de 1.3
(proposition 9.3).

Dans la section 10 est montré le théoréme principal de [W2]. On considere simultanément toutes
les formes tordues 4G pour d € D. On sait que les classes de conjugaison stable semisimples
régulieres dans pg(F) = [],cpag(F) sont paramétrées par l'ensemble Zp = (t;‘ggd/W)F ol

tﬁ;gd désigne ’ensemble des éléments W-réguliers de tmod = X, @z F™°4, Pour zp € Zp, on



note Og(zr) C pg(F) la classe de conjugaison stable associée & zp. On construit (de maniere
indépendante de F') un ensemble Z, et pour chaque z € Z, un groupe fini D,, vérifiant les
propriétés suivantes : il existe une application surjective (g : Zp — Z, et pour tout zp € Zp,
il existe une application surjective 6., : Og(2r) — D¢u(zp) dont les fibres sont exactement les
classes de conjugaison ordinaire dans Og(zp). Posons S = Ggep aS, Cr = Baep CP(49(F)), et
notons rear ’application linéaire @4cp greap : S — Cp. Pour f € Cp et X € Dg(F) semisimple
régulier, on pose APCE)(f X) = A«CE)(f, X) ol d est 'dlément de D tel que X € qg(F),
et fy est la composante de f sur 4g9(F). Pour z € Z et 6 € D,, on montre qu’il existe une
forme linéaire AP(-,z,6) sur S telle que pour tous zp € (5'(2) et X € 071(5), on ait 'égalité
APC(F) (veap(-), X) = AP(-,z,0) (théoreme 10.7).

Dans la section 11, on généralise le théoreme principal au transfert endoscopique. On introduit
la notion (indépendante de F') de donnée endoscopique de D, c’est-a-dire un triplet (Dy,7,s) ol
Dy = (X}, Xy, Ay, X s ¥y, Ay) est une donnée de racines munie d’une action de T, etc. (cf. 11.1).
Un tel triplet détermine un triplet endoscopique (Gy,7,s) de G. Mieux : (Gy, 1), s) est un triplet
endoscopique de 4G pour tout d € D. Affectons d’un indice “4” les objets relatifs a la donnée Dy. De

7 . . . d d . ’ 7 7 . . d
7 se déduit un isomorphisme 7°¢ — t™°¢, qui n’est en general pas I'-équivariant. Notons t°p° ..

I'image réciproque de tﬁ;gd, et posons 2y p_reg,F = ( D reg / Wb . On a une application naturelle
NF : 24 D—reg,F — ZF, Mais il n’existe en général pab d’application Z; — Z qui lui corresponde.
Pour résoudre cette difficulté, on construit (de maniere indépendante de F') un ensemble ) muni
d’applications 1y : Y — Z et € : Y — Z, et pour chaque y € Y, un groupe fini D, muni
d’identifications canoniques D,y = Dy = Dy, vérifiant les propriétés suivantes : il existe une
application surjective 7p : Zy p_reg,r — Y telle que nyoTr = (ponr et coTp = ChyF|Zh,D—rcg,F ; et
pour tout 2y g € 2y p_reg,F, Posant zp = nr(zyr), y = Tr(2y,r) €t 2 = ny(y) = (r(2F), il existe
un s, € Hom(D,,C*) tel que pour X € Oy (zr), le facteur de transfert de Langlands-Shelstad
A(zy,r, X) coincide avec s,(d,,(X)™!). Pour f € Cp et 2y p € ZyD—reg,r, on définit I'intégrale
orbitale endoscopique

APEICI) (f 2 ) = Z Az, p, X)APCE) (£, X)
X

ou X parcourt un systéme de représentants dans O (X ) des classes de conjugaison ordinaire. Pour
y € Y, le théoréme 10.7 implique qu’il existe une forme linéaire ADD (+,y) sur S telle que pour tout
2F € TR ' (y), on ait Pégalité ALCUD)CGel) (veap(-), 2, p) = APP: (., y) (proposition 11.4). On en
déduit que la conjecture de transfert pour les fonctions dans I'image des applications rear et reay r,
est indépendante de F' (corollaire 11.4). Si maintenant les données D et Dy sont non ramifiées, en
supposant toujours que p est grand par rapport au rang de D, on obtient que le lemme fondamental
pour les algebres de Lie est une conjecture indépendante de F' (corollaire 11.5).

2. L’extension modérément ramifiée maximale d’un corps local

2.1. Fixons un nombre premier p et une puissance ¢ = p” de p. Fixons aussi une cloture
algébrique F, de F,. Posons © = 7 et notons 6 le générateur topologique canonique de © (6, = 1).
Le groupe @ S 1dent1ﬁe au groupe de Galois de ]Fq /Fq, 61 s’identifiant au Frobénius.

Notons P ’ensemble des entiers e > 1 qui sont premiers a p. Posons I = <li_m6673 Ce (?q) o, pour

tout corps k, (.(k) désigne le groupe des racines e-itmes de I'unité dans «; la limite projective
étant prise par rapport aux morphismes de transition (e (Fy) — (o (F,), p— uel (e, ¢ € P). Pour
o € I, on note o I'image de o dans (.(F,). Et pour e € P, on note I(e) 'unique sous-groupe de I
d’indice e. On munit I de ’action de © donnée par 6;(0) = %, et 'on pose I' = © x I.



Notons Z;) le localisé de Z en p, et
I X Ly = Fy, (0,r) —7r(0)

la forme bilinéaire définie comme suit : pour (o, Q € I XZy, on écrit r = 2 avecn € Zet e € P, et
I'on pose (o) = o, ". Enfin, posons F* = Z,y xF* et munissons F* de I'action de I" définie comme
suit : pour (r,z) € Zgy x FX et (6,0) € © x I, on pose §(r, ) = (r,0(x)) et o(r,x) = (r,r(0) " x).

2.2 On suppose que kr est de cardinal ¢. Fixons une cloture séparable F de F, et notons F™*
(resp. F™°4) la sous-extension non ramifiée (resp. modérément ramifiée) maximale de F/F. On
a donc les inclusions F ¢ F™ C F™d C F. Posons Rp = Kpnr = k7. On a une identification
canonique Gal(F™/F) = ©. Fixons un isomorphisme ¢ : K — Fy. Pour e € P, la composée de ¢ et
de la réduction modulo pgnr, induit une identification (.(F™) = (.(F,). Fixons une uniformisante
w; de F, et pour tout e € P, fixons un élément wi € F™°4 de sorte que pour e, e/ € P, on ait
Pégalité (w%)e/ = wi. Alors on a

Fmod — U Fm(w;).
ecP

Pour r € Z(,, on écrit r = % avec n € Z et e € P, et I'on pose w, = (w1)".

On identifie T' au groupe de Galois Gal(F™°%/F) de la maniére suivante : le groupe © opere
naturellement sur F™ (via l'identification © = Gal(F™/F)); le groupe I fixe tout élément de F™*;
et pouroc € [ et e € P,onao(ws) = o.wi. Pour (0,7) € I X Zy), on a donc
r(o) = o(w_,)w,.

On définit un homomorphisme rp : F™°4X — F* de la maniére suivante : pour e € P, on
pose rp(ws) = (1,1); et pour 2 € F™°? tel que wp(x) = 0, notant Z 'image de x dans Rp,
on pose rp(x (0,¢(Z)). Notons U;:mod le sous-groupe de Upmoa = o;md formé des z tels que

wr(1 — ) > 0. On a la suite exacte courte

1— U

fmod Froodx I gk

De plus, 'homomorphisme rx est I'-équivariant. On définit une section sp : Z,) — Fmod, X de p
au-dessus de Z,) : pour 7 € Z,), on pose sp(r) = w,.

Pour e € P, on note F'* C F™° le sous-corps fixé par I(e); on a F® = F(w1). Pour alléger
I’écriture, on écrit o¢, p¢ au lieu de ope, ppe. Et si e = 1, on remplace l’exposeant “€” par un
exposant «nr» . 0n1r7 pnr.

2.3. On aadjoint & F (tel que k soit de cardinal ¢) des données F, ¢ et {ww1 }.ep, obtenant ainsi
un quadruplet F = (F, F,1,{w1}). Deux quadruplets F' = (F, F, ¢, {w1}) et F' = (F, F',/, {w" })
sont dits isomorphes 'l existe un isomorphisme de corps A : F — F' tel que \(F) = F’ (ce qui
entraine A\(F"7) = F'™% et \(F™mod) = p'mod) /o ) = X ot \: Rp — Kps désigne I'isomorphisme
de corps déduit de A\ par restriction et passage aux quotients, et A(w1) = wh pour tout e € P.
On fixe un ensemble CL, de représentants des classes d’isomorphisme de tels quadruplets. Pour
alléger 1’écriture, on considérera les éléments de CL, comme des corps locaux F' munis de “données

supplémentaires occultes” F, ¢ et {wi}.



3. Groupes et données radicielles

3.1. Soit une donnée de racines D = (X* X, A, X,, %, A) munie d’une action de I'. C’est-a-dire
que X* et X, sont des Z-modules libres de type fini en dualité, 3 est un systeme de racines réduit
dans X*, A C X est une base de racines simples, et ¥ (resp. A) est I’ensemble des coracines associé
a X (resp. A) dans X,. La base A détermine un sous-ensemble de racines positives ¥ C . On
note W le groupe de Weyl de X. Le rang de D, noté rg(D), est par définition le rang commun de
X* et de X, sur Z.

De D se déduisent de la manieére habituelle des données de racines Dy, = (XZ., 2, A, Xy sc, 3, A)
et Diger = (Xzer,E,A,X*ydcr,i,A) munies d’une action de I'. Ici, X, s C X, désigne le réseau
engendré par A, et X* C X* ®z Q celui engendré par les poids fondamentaux; et 'on pose
X*,der = X* N (X*,sc Rz Q) et X?ier = HomZ (X*,der7 Z)

On suppose que p est “grand par rapport au rang de D”. Pour tout systéme de racines ¥’ dans
un espace vectoriel réel V' qu’il engendre, introduisons I'ensemble des coracines %/ dans l'espace
dual de V', et le réseau X’ engendré par ¥'. Si ¥/ est réduit et irréductible, on sait définir le nombre
de Coxeter h(X') de X'. Si ¥’ est seulement réduit, on écrit X' = [, X% ou T/ est une composante
irréductible de ¥/, et Pon pose h(X') = max{h(X}):i=1,...,n}. On définit les conditions :

(PL,) pour tout sous-ensemble linéairement indépendant A C ¥', I'indice du réseau Z[A] dans le
réseau Q[A] N Homy (X', Z) est premier & p;
(P2,) pour tout sous-ensemble linéairement indépendant A C ¥’ et toute famille {cy}aca de
nombres rationnels telle que D ., ca € ¥/, on a wg, (1 =3 c4ca) € {0, +00};
(Psr) si ¥/ est réduit, on a p > 3(h(X') — 1).
Pour N € N, on définit la condition :
(Py) p > N + 2, et pour tout systéme de racines ¥’ de rang < N, les conditions (Pg,), (P2),
(Ps) sont vérifides.
L’hypothese “p est grand par rapport au rang de D” est précisément la suivante : la condition
(Prg(p)) est vérifiée.

3.2. Soit k un corps commutatif de caractéristique 0 ou p. Fixons une cloture séparable & de k,
et supposons qu’il existe un homomorphisme I'y, = Gal(k/k) — T'. Ainsi I'y opere sur D, et il existe
un groupe réductif connexe G, un sous groupe de Borel B de G et un tore maximal 7' C B de
G, tous trois définis sur I’ et vérifiant la condition suivante : il existe un couple d’isomorphismes
de Z[I'y]-modules j* : X* — X*(T) et j. : X — X, (T) en dualité, tel que j*(X) = X(G,T),
3« () = (G, T) et j*(A) = A(G, B,T). Posant j = (5% 5.), le quadruplet (G, B, T, j) est unique
& isomorphisme pres. Via j, on identifie X* & X*(T') et X, & X (7).

Pour a € ¥, on note g, le sous-espace radiciel de g associé & «. Fixons un épinglage {Ey }aca
de g défini sur k : pour (o,7) € A x T, on a E, € go(k) ~ {0} et ¥(Ey) = E,(4)- Le quintuplet
(G,B,T,j,{Ex}aca) est unique a isomorphisme unique pres.

Pour o € A, notons E_,, 'unique élément de g_,, (k) tel que [E,, E_,] = &. Posons N = Ng(T).
Le quotient N/T = N(k)/T (k) s’identifie & W. Puisque p > rg(D), on peut définir 'exponentielle
exp(X) € G(k) d’un élément nilpotent X € g(k). On définit une section ensembliste de la projection
canonique

n: W — N(k),
caractérisée par les propriétés suivantes (cf. [Sp] 11.2.9) :

- pour a € A, on a n(sy) = exp(Fo)exp(—FE_q)exp(Fy), ol s, € W désigne la symmétrie

associée a la racine «;

- pour tous w, w’ € W tels que [(ww') = l(w) +I(w'), on a n(ww’) = n(w)n(w’), ou ! : W — N

désigne ’application longueur.



Plus généralement (cf. [LS] 2.1.A), pour tous w, w’ € W, posant
Shw ={eeTtiw N a) <0, v w  (a) > 0},

on a n(w)n(w') = v(w,w )n(ww’) avec v(w,w") =[], &(—1) ot o parcourt les éléments de E;w/.
Notons que par construction, la section n est ['-équivariante. On sait que 'on peut prolonger la
famille {Eq }acta en une famille {E, }oexn vérifiant les conditions suivantes (cf. [Sp] 11.3.6) :

- pour a €%, E, € go(k);

- pour (a,7) € ¥ x I', il existe un € € {£1} tel que v(E,) = €Ey ) ;

- pour (a,w) € ¥ x W, il existe un € € {1} tel que Ad(n(w))(Ea) = €Ey(a)-

Le prolongement est unique au remplacement pres de certains E,, par leurs opposés.

On note p : Gsc — G le revétement simplement connexe du groupe dérivé Gge.. Notons que Gy
est “le” groupe associé a la donnée de racines Dg.. On note By, Ty (etc.) les images réciproques
de B, T (etc.) dans Gy, et 'on définit comme ci-dessus une section ensembliste ng. : W — N de
la projection canonique Ny — W. On a l'égalité n = p o ngc.

3.3. Appliquons la construction de 3.2 au corps &k = F, et a 'homomorphisme © — I'. On
obtient un groupe réductif connexe défini sur Iy, que I'on note G. Plus généralement, on souligne
par un trait “_” tous les objets associés & D en 3.2 : B, T (etc.). Et comme en 3.2, on fixe un
épinglage {E, }aea de g défini sur Fy, que I'on prolonge en une famille {E }qex.

Si H est un groupe algébrique défini sur une sous-extension de F,/F,, on Iidentifie (comme
d’habitude) au groupe de ses points F,-rationnels H(F,).

Puisque le groupe I opere sur D, il opere aussi sur G. Soit ¢ € I. De l'action de o sur X, se
déduit une action sur I’ = X, ®z qu. Cette action se prolonge a G de sorte que pour o € A, on
ait 0(E,) = E,(,)- Plus généralement, pour a € ¥, il existe un € € {+1} tel que o(E,) = €Ey(,)-
Puisque I ne commute pas a O, 'action de I sur G n’est en général pas définie sur F,; mais les
actions de I et de © se combinent néanmoins en une action de I' sur G. Notons en particulier que
la section ensembliste n : W — N est I'-équivariante.

Posons Tp = X, @z Zp) et T = X, ®z F*. Le groupe N opere sur X, via sa projection sur W;
il opere donc aussi sur T,. On pose N = N x T, et I'on note = : N — N la projection sur le
premier facteur. On a les égalités T = T,T et N =T, N = TN = Tn(W).

Des actions de I' sur X, et sur F*, on déduit une action sur T. D’autre part ’action de I" sur G
se restreint en une action sur N. Les deux actions coincident sur 7= T N N. On en déduit donc
une action de I' sur N. Notons que T, n’est pas I'-stable pour cette action : pour A® r € T, et
cel,onaoc(A®@r)=o0c(\)®r(c)"tr € T. L’application 7 n’est donc pas I'-équivariante.

Posons V =X, @z R et Vi) = X, @z Z,) C V. On note
NxV =V, (nv)— ng(v)

I'action de N sur V' définie comme suit : pour ¢ € Ty, (= V(p)), on pose tgr(v) = v —t; et le groupe
N opere via ’action de son quotient W sur X,. De 'action de I' sur X, se déduit une action sur
V' qui stabilise V(;,). Et pour (n,v) € N x Vet v € I', on a y(nr(v)) = v(n)r(y(v))-

On peut faire les mémes constructions pour le groupe Gy, ; on définit en particulier Ng. et Vic.
Posons Veent = {v € V 1 a(v) pour tout a € X} ; c’est un sous-espace vectoriel I'-stable de V', et
I'on a la décomposition V' = Viene @ Vie. Si u est un automorphisme affine de Vi, on identifie u a
un automorphisme affine de V' en le prolongeant par I'identité sur Viens. Alors pour n € Ny, ng
s’identifie & p(n)g.

Soit e € P. On note £¢ 'ensemble des orbites de I(e) dans X, et We C W, Ve C V, N* C N
(etc.) les sous-ensembles formés des points fixés par I(e). L’action de N° sur V stabilise V', et



I’on note W€ le groupe d’automorphismes affines de V¢ image de N¢ par cette action. On définit
W¢. de la méme maniere. Comme ci-dessus, on identifie W¢, & un groupe d’automorphismes
affines de V¢. Toute paire (a,r) € 3¢ x R définit une fonction affine oo 4+ r sur V¢, et I'on pose
HS,, ={veV:aw)+r =0} Onnote X I'ensemble de ces fonctions o + r pour lesquelles il
existe un élément w € W¢, tel que HS . = {v € V¢ : w(v) = v}. Les hyperplans Hy pour ¢ € ¥ig
définissent une décomposition en facettes. L’action de W€ sur V¢ conserve X¢g et la décomposition

en facettes. On note C¢ la chambre qui contient €p pour € > 0 assez petit, avec p = %ZQGEC a
+

ol X9 C X° désigne I'ensemble des orbites de I(e) dans X . Cette chambre est I-stable. On note
W¢ le stabilisateur de C® dans W€, et N¢ son image réciproque dans N°.

Si e = 1, on remplace 'exposant “¢” par un exposant “™*” : X' W™V (efe.). On utilisera
souvent cette convention d’écriture dans la suite du papier, sans la réintroduire explicitement.

3.4. Soit F' € CL4. Appliquons la construction de 3.2 au corps k = F et & I'homorphisme
Gal(F/F) — Gal(F™°d/F) = T. On obtient un groupe réductif connexe G défini sur F' et déployé
sur F™°d: un sous-groupe de Borel B de G et un tore maximal T C B de G, tous deux définis sur
F. On fixe un épinglage {E,}aca de g défini sur F', que l'on prolonge en une famille {F, }qcs.
Puisque G est déployé sur F™°9 on peut supposer que {Ey}aca C g(F™°4); alors pour a € X,
on a E, € g(F™°4). On pose G™°d = G(Fmed) pmed — B(Fmed) (etc.). Pour e € P, on pose
G® = G(F°), B¢ = B(F*°) (etc.).

Pour toute extension algébrique E de F', on pose

T(E); ={ze€T(E):wr(x(z)—1)>0,Vye X"}

Si E = F™°d (yesp. F° pour e € P, F™), on écrit Tj_n"d (resp. T'¢, T%"). De I'homomorphisme
rp : Fmodx _ F* ge déduit un homomorphisme rrp Tmod = X, @y FModx X, @, F* = T.
On a la suite exacte courte :

1 — imed , pmod T0E, g,

D’apres 3.2, ’homomorphisme rr r se prolonge en un homomorphisme ry z : NV mod _, N qui,
pour tout w € W, vérifie rp p(n(w)) = n(w). On a kerry p = kerry g, et ry, g est I'-équivariant.
Pour tout sous-groupe fermé I de T, on a HY (T, T_’E‘Od) =0 (¢ € Z>1). Par conséquent pour e € P,
on a la suite exacte courte :
1—T¢ — N® 25 Ne 1.
De la section sg de rr au-dessus de Z,) définie en 2.2, se déduit une section st p : Ty — Tmod
de rp r au-dessus de Ti.

Soit e € P. On note J5% l'immeuble étendu J(G, F¢); c’est un G¢ x Gal(F¢/F)-ensemble. Pour
v € J%, il existe un o0®-schéma en groupes affine lisse G¢ de fibre générique G' xp F, unique
& isomorphisme unique pres, tel que le groupe de ses points o®-rationnels G¢ = G¢(0°) coincide
avec le stabilisateur de v dans G°. On note G¢ sa fibre spéciale G¢ X,c B, et G¢ le quotient
réductif maximal de G¢. Ainsi G¢ est un groupe réductif (en général non connexe) défini sur une
sous-extension finie de Fr/kp. Comme en 3.3, on identifie G¢, G¢ (etc.) a G¢(Fr), GE(Fr) (etc.).

Notons S, le plus grang sous-tore de T déployé sur F'¢; c’est un sous-tore F°-déployé maximal de
GxpF° OnaX.(S.) = X[, Za(Se) =T et Ng(Se) = N. Au tore S, est associé un appartement
A(G, S., F°) de J%. Le stabilisateur de A(G, S., F°) dans G° est le groupe N¢ (= N(F*€)). On
vérifie que l'on peut identifier les N¢-ensembles A(G, S., F¢) et V¢ de sorte que l'action d’un
élément n € N°© soit ry p(n)r. L'immeuble J4 s’identifie donc au quotient de G¢ x V¢ par la



relation d’équivalence : (g,v) ~ (¢, v’) si et seulement s’il existe un n € N€ et un h € G¢ tels que
v = ryr(n)r(v) et ¢ = ghn~!. Au tore S, sont associés un ensemble de racines affines et un
groupe de Weyl affine étendu, qui ne sont autres que 3¢ et W€. De plus, W§, est le groupe de
Weyl affine associé a X<, et 'on a la décomposition W¢ = W§, x WE.

Soient maintenant e, ¢/ € P tels que e divise e’. Puisque 'extension F 67F ¢ est modérément
ramifiée, 'immeuble J¢ coincide avec I'ensemble des points fixes (3% )G21(F VE) = (3%)1(©). Et
pour v € I(e), le groupe G¢ n’est autre que le groupe des points fixes (G )1(©) = G¢' N G(F*°).

4. Torsion (d’aprés des constructions de Kottwitz)
Dans toute cette section, on fixe un corps F' € CL,.

4.1. Soit e € P. Appliquons la construction de 3.4 au cas G = T' : pour tout v € V¢, il existe un
0¢-schéma en groupes affine lisse 7,° de fibre générique T'x p F'¢, unique a isomorphisme unique pres,
tel que T¢ = 7.¢(0°) coincide avec le stabilisateur de v dans T°. Puisque T¢ = (X, ®7z Ugpmoa )'(€),
7, est indépendant de v. Soit 7%° la composante neutre de 7,¢; c’est aussi la composante neutre
du modele de Néron de T' x g F°. Posons T%° = 7%°(0°). On a linclusion 7%° C T¢. Si de plus
I(e) opere trivialement sur D, alors on a T¢ = X, ®z Upe = T%°; de la valuation wp sur F*° se
déduit un homomorphisme wf. p : T — 1X., et 'on a la suite exacte courte :

1T —T¢ 220 1x, 1,
Dans le cas général, on construit de la maniere suivante un homomorphisme wf, p : T — éX*’ I(e)
ot X, (e) désigne le groupe des coinvariants de X, pour I'action de I(e) : on choisit un e’ € P tel

. . \ . . . . / . .
que e divise ¢’ et I(e’) opere trivialement sur D. L’application norme T¢ — T est surjective, et
. . 7 . . . . ’ . .
par fonctorialité, elle induit une application T¢>° — T°. La suite exacte ci-dessus se prolonge en
un diagramme & carrés commutatifs dont les deux suites horizontales sont exactes :

e

’ 1 Wr R
1 — T%° — T° IX, —1

l l l

1 —s Te° —s e 205 %X*J(e) — 1

Les deux premiere fléches verticales sont les normes, la troisiéme est la composée de la surjection
canonique éX* — %X*J(e) et de la multiplication par % L’application w7  est bien définie, i.e.
elle ne dépend pas du choix de ¢€’.

Puisque 'extension F e//F ¢ est modérément ramifiée, 'application norme T ¢ _ T¢ induit une
application surjective T¢ — T¢. Or T¢ = X, ®z Uf. C T¢°; d’'ott Vinclusion TS C T*°. Soit
Te° = Xi(e) ®7 qu la composante neutre du groupe algébrique T¢ = 7! (), Via I’homorphisme
rr.r, le diagramme précédent induit le diagramme a carrés commutatifs et suites horizontales
exactes suivant :

e/

/(JJT
— T¢ — éX* — 1

T
l l l

e

1 —

W\
1 —TI"° — T° 5 %X*,I(e) — 1
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Tout élément n € N s’écrit de maniére unique n = tn(w) avec t € T¢ et w € W€. En envoyant
n sur (w§(t), w), on définit un homomorphisme wg : N¢ — 1X, ;) x W¢. Et de la deuxiéme suite
exacte du diagramme ci-dessus, on déduit la suite exacte courte :

1— T — N N IX 0 x We — 1.

4.2. Prenons e = 1, et considérons la surjection canonique X, ; — (X, /X, ). Elle est W™-
équivariante pour les actions naturelles de W™. Or le groupe W opeére trivialement sur X, /X, s :
pour w € Wet A € X, on a w(A) — X € X, 4. Par conséquent la surjection précédente se prolonge
en un homomorphisme surjectif X, ; x W™ — (X, /X, sc)r- En composant ce dernier avec wyf, on
obtient un homomorphisme surjectif @xf : N™ — (X, /X sc)s. Le sous-groupe N3* € N™ défini
en 3.3 contient T™ = T ; & fortiori, il contient la composante neutre T7"°. D’apres le lemme 1.8.1
de [W2], on a la suite exacte courte

~nr

1—-1T"°— Ng" o (Xs/Xose)r = 1.

D’autre part, on a I'égalité H' (0, (X./Xisc)1) = (Xu/Xuse)T tor 0l (Xu/Xisse)T tor désigne le
sous-groupe de torsion de (X, /X, sc)r : & un cocycle 6§ € Z'(0, (X./X. sc)1), on associe 'image de
§(01) dans [(X./X, sc)rlo = (Xi/Xy sc)r. L’homomorphisme oy est ©-équivariant. Il induit donc
une application H' (0, N%") — (X, /X, sc)r tor- D’apres le lemme 1.8.2 de [W2], cette application
est bijective.

Fixons un sous-ensemble D C Z'(©,N2) tel que l'application naturelle D — H!(0,NZ) soit
bijective. On munit D de la structure de groupe déduite de celle de (X /X, sc)r tor Via la bijection
D — (X./Xisc)rtor- On considere aussi les éléments de D comme des cocycles de I' triviaux
sur /. Notons Ng" I'image réciproque de Ng" par 'lhomomorphisme r}y . Ce dernier définit une
application H'(©, N§*) — H'(©,N%") qui, puisque H(©,T%") = 0 (i € Z>1), est bijective. Plus
précisément, tout cocycle de © a valeurs dans Ng' se releve en un cocycle de © a valeur dans Nj".
Pour chaque d € D, on fixe un tel relevement que I'on note dg.

4.3. Dans [K2] §7, Kottwitz a défini un homomorphisme wg : G™ — (X, /X, sc)1 qui possede
les propriétés suivantes :
- la restriction de wg a T™" coincide avec la composée de wir et de la surjection canonique
X*,I - (X*/X*,SC)I;
- p(G%) C kerw.
On en déduit que la restriction de wg' & N™ coincide avec I'application composée wyy o rly .
D’autre par, on a les égalités

HY(Gal(F/F),G(F)) = HY(T,G™°%) = HY(0, G™);
et wg induit une application bijective
H1(®7 Gnr) - Hl(ea (X*/X*,SC)I) = (X*/X*,SC)F,tor-

D’apres 4.2, Iinclusion N* C G™ induit une application bijective H' (0, Ng*) — H'(©, G™). Ainsi
I'application d +— dp identifie D a un ensemble de cocycles représentant ’ensemble H! (O, G™*).

Tout élément d € D définit une nouvelle structure de G sur F, notée ¢G. Précisément, ;G
est muni d’un isomorphisme de groupes algébriques 4§ : 4G — G défini sur F™ et vérifiant
a€ 00 = Ad(dr(0)) 00 o4& pour tout § € ©; i.e. vérifiant 4€ o v = Ad(dp(y)) o v o 4€ pour tout
v € I'. Notons 47" 'image réciproque de T par 4&. C’est un tore de 3G défini sur F. Soit 4S5 le plus
grand sous-tore de 47" déployé sur F.
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LEMME ([W2] lemme 1.9). — Le tore ¢S est un sous-tore F-déployé mazimal de 4G.

Notons 4V lespace V muni de 'action de T' suivante : (v,v) — d(y)r(y(v)) pour v € T et
v € V. Soit e € P tel que I(e) opeére trivialement sur D. De méme que l'on a construit J% comme
quotient de G¢ x V' (cf. 3.3), on construit 'immeuble étendu 4J% = J(¢G, F¢) comme quotient
de 4G(F*®) x 4V. D’ailleurs, via l'isomorphisme de groupes ;G(F¢) — G¢ induit par 4¢, les G°-
ensembles ;J% et J% sont isomorphes. L’action de I' sur 4G (F©) x 4V passe au quotient et définit
une action sur ¢J%. Gréace au lemme précédent, I'immeuble ;Jp = J(4G, F) s’identifie au sous-
ensemble (;J%)T C 43% des points fixés par I'. Au tore 45 est associé un appartement A(4G, 45, F)
dans 4Jp, qui n’est autre que le sous-ensemble W = (4V)I' C 4V des points fixés par I'.

Pour v € 4W, il existe un op-schéma en groupes affine lisse 4G, de fibre générique 4G, unique
a isomorphisme unique pres, tel que le groupe des points o™ -rationnels ;G%* = 4G, (0™") coincide
avec le stabilisateur de v dans 4G (F™). L’application 4¢ induit un isomorphisme ;G1* — G@.
Par fonctorialité, on en déduit qu’il existe un unique isomorphisme de o0™'-schémas en groupes
d€y * dGy Xop 0™ — GIT prolongeant g¢; i.e. tel que ¢&, Xonr F'F = 4€.

On pose 49 = Lie(4G) et q4g™ = 49(F™). Le groupe © opére naturellement sur 4™, et 'on a
dgnr — (dgnr)@ QR FOT avec (dgnr)@ — dg(F)

5. Filtrations de Moy-Prasad (sur F™)

5.1. Posons Vi) = Vd)) (= XL @z Z)). De la forme bilinéaire I x Z,) — FY, (o,7) — r(0)
définie en 2.1, on déduit une forme bilinéaire
IxViy— X! @y FY =1T"°, (0,v) — v(0).
On peut aussi la définir autrement : pour v € V), il existe un unique élément ¢, € Ty tel que
(ty)r(0) = v (avec l'identification Ty = V{;,), on a t, = —v). Rappelons qu’on a défini en 3.3 une
action de I' sur T, pour laquelle T, n’est pas I'-stable. Pour (o,v) € I x V(’;’S7 on a

v(o) = a(ty)t, .

Soit v € V(I;r) Le groupe I opere sur G, et pour o € I, on note p,(o) le F,-automorphisme
Ad(v(0)) oo de G. L’application I — Autgz, _g(G), 0 — p, est un homomorphisme. Soit G, C G
le sous-groupe (en général non connexe) formé des éléments fixés par p, (o) pour tout o € I.

Pour (v,r) € V(‘;’S X Z(py, on pose

gor = {X € g:d(py(0))(X) = r(0)X pour tout o € I}.

Cet espace est stable sous 'action de G,,. Et pour r =0, on a g, o = Lie(G,).
Soient (v,r), (v,7') € V() X Zp). Choisissons un entier e € P tel que ev, ev’ € X, et er, er’ € Z.
Posons A = ev’ — ev. Pour x € qu, on a donc A(z) € T. Pour i € Z, posons

gli] = {X € g: Ad(A\(z))(X) = #'X pour tout z € F)},

On vérifie que pour i = er’ — er, les espaces g[i], g[> 7] et g[> i], ne dépendant pas du choix de e;
de plus on a g, = ®iez (go,r N gli]). On pose

mv,r;v’,r’ - gv,r N 9[67”’/ - 67‘],

Ev,r;v’,r’ = Gu,r N

g[>er’ —er],
Uy rw/ir = gv,r N g

>
[> er’ —er].
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On a Py rvr = My rovrpr B My pipryr. Side plus 7 = r’ = 0, alors Py, ;.07 est une sous-Fy-algebre
parabolique de g, ;- de radical nilpotent wy v/, €6 My, 7 €t une composante de Levi de py e, -

5.2. Pour a € X", on note g, I'espace ©3gg ou B parcourt les éléments de ¥ appartenant a
l'orbite . On pose T = ¥or (Y {0} et go = t avec (rappel) t = Lie(T). Pour o € ¥ on note Ry
I'ensemble des € Z,) pour lesquels il existe un X € g, ~\ {0} tel que o(X) = (o)X pour tout
o € I. L’ensemble R, est stable par translation par Z et son image dans Z,) est finie. La collection
des hyperplans Ho, = {(v,7") € V* xR : 7' —a(v) = r} C V™ x R pour o € X™ et r € R,,
définit une décomposition en facette. On note ® I'ensemble de ces facettes. Pour (v,r) € V™ x R,
on note ¢, , € @ la facette a laquelle appartient (v,r). Chaque facette est stable par translation
par lespace VI = (Veent)! (cf. 3.3). Posons V™ = V™/V  Pour ¢ € ®, le sous-ensemble

cent cent*

¢ = ¢/VE de V™ x R est relativement compact, et sa projection sur R est un intervalle borné

de R dont on note r(¢) la borne supérieure. La condition (P4 p)) implique le

Lemue ([W2] lemmes 2.4.1 et 2.4.2). — Pour ¢ € ®, Uintersection ¢ N (V) X Zy)) est dense dans

¢, et l'on a r(¢) € L. De plus, il existe un e € P tel que er(¢) € Z pour tout ¢ € ®.

Pour ¢ € ®, on note wy l'ensemble (fini) des facettes ¢’ € ® dont 'adhérence contient ¢; et
pour (v,r) € V™ x R, on pose wy, = wg, .-

5.3. Soit F' € CL, (fixé jusqu’a la fin de la section 5), et soit e € P tel que I(e) opere trivialement
sur D. Le point v = 0 € V = V¢ est hyperspécial, par conséquent la fibre spéciale G§ du 0°-schéma
en groupes G associé & 0 en 3.4, est réductive et conneze; i.e. on a G§ = G§ et G est un groupe
algébrique connexe. D’autre part, puisque 1" est déployé sur F¢, on a 7.5 = 7° pour tout v’ € V.
Notons 7§ : G§ = G§(0°) — G§ = G§(Rp) la projection canonique (réduction modulo p¢). Alors
B = n5(B°NGE) et TG = n5(T° N G§) sont respectivement un sous-groupe de Borel et un
tore maximal de G§. On a une identification canonique X, (T§) = X, ; et via cette identification,
Y(G§, T§) s’identifie & ¥. La famille {d(7§)(Eq)}aca est un épinglage de Lie(G§). On peut donc
identifier les groupes Gf et G de sorte que :

- T§ s’identifie & T de maniére compatible avec les identifications X, (T§) = X, = X.(T);

- pour a € A, d(n§)(E,) s'identifie & E,,.

Alors on vérifie que :

- lintersection N¢ N G€ est I'image réciproque de N par I'application N¢ I, Ne;

- les applications ry g et 7§ coincident sur cette intersection.

La famille {d(7§)(Es)}acx prolonge I’épinglage {E, }aca de g au sens de 3.2, c’est-a-dire qu’elle
vérifie les trois conditions imposées & la fin de 3.2. Pour o € A, on a nécessairement d(7§)(E_,) =
E_ . Et d’aprés 3.2, quitte a remplacer la famille de départ { E, }aex en la multipliant par certains
signes, on peut supposer que d(7§)(E,) = E,, pour tout o € X.

5.4. Soit v € V(‘;)r) Choisissons un entier e € P tel que ev € X, et I(e) opere trivialement sur D.
On avuen 3.4 que (G¢)! = G™. L’action de I sur G¢ se descend en une action (algébrique) de I sur
la fibre spéciale G¢, et puisque l’extension F'¢/F"" est modérément ramifiée, I'égalité (G¢)! = GU*
se complete en le diagramme commutatif suivant (cf. [L] 3.5) :

nr TI'L" nr
G Gy

|| ||
(G5)' 7 (G5
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ot ™ est la composée des projections canoniques GI' — G = G (Fp) (réduction modulo p™*)
et G — G,

Posons tg, = sr p(ty) € T4 o ¢, est Iélément de T, défini en 5.1, et st,r est la section de
rp r au-dessus de T, définie en 3.4. On vérifie que tp, € T°, puis que G5 = Ad(tr,)(G§). Notons
1y : G3¥ — G 'homomorphisme composé de 'application 7§ o Ad(t;}v) et de l'inclusion G3* C G%,.
D’apres le lemme 2.3.1 de [W2], on a 7,(GY") = G, et L, se quotiente en un isomorphisme

LG G,

qui ne dépend pas du choix de e. On pose 7, = 1, o))" : G — G,.
Notons que pour n € N4 NG = N*NG¢, on a

w6 o Ad(ty))(n) = Ad(t, ") (rn,r(n)) = mo Ty r(n).

La premiere égalité résulte de ce que mf et ry p coincident sur l'intersection N¢ N G§; et
puisque N¢ N G§ coincide avec 'image réciproque de N par la surjection N°¢ wE N°¢, on a
Ad(t; ') (rn,r(n)) € N. Or & se restreint en I'identité sur IV, et m(t,) = 1, d’olt la seconde égalité.

5.5. Soit e € P. Pour (v,7) € V¢ x R, Moy et Prasad ont défini un o®-réseau g, = g(£*)y,»

dans g(F). Fixé v, lapplication r +— gf .. est décroissante, et l'on pose g5, .+ = U, 85 ,- Sie’ € P

divise e, alors pour (v,7) € V¢ x R, on a I'égalité giir = (gfj,r)l(e/).

Supposons de plus que I(e) opere trivialement sur D. Alors pour (v,7) = (0,0), posant
g5 = Lie(G§)(0%), on a g§ o = g§; et pour (v,7) = (0,7) avec r € 1Z, on a g§, = w,g§.
Soit maintenant (v,r) € Vi) X Z(y). Choisissons un e € P tel que ev € X, er € Z et I(e) opére
trivialement sur D. Alors on a I'égalité g5, = Ad(tF,)(w,g5). Notons 7, , : gy, — g l'application
linéaire définie comme la composée de la suite d’applications suivante :

Ad(tph) Xt d(xg)
I F,v —r
Gor = (85,) C oy, @, g6 g5 —

D’apres le lemme 2.3.2 de [W2], on a m, (g;",.) = gv,r €t T, se quotiente en un isomorphisme

nr nr ~
gv,r/gv,r Ev,r

qui ne dépend pas du choix de e.

5.6. D’apres le lemme 2.5.1 de [W2], pour (v,7), (v/,7/) € V™ X R, on a ¢y, = ¢y si et
seulement si gy, = g7, et oot = Gorprt- Cela signifie que pour r € R, la décomposition en
facettes de V™" obtenue en coupant les éléments de ® avec V™" x {r} puis en les projetant sur V"',
coincide avec la décomposition de V™ en r-facettes généralisées définie par DeBacker (cf. 1.1). En
particulier pour r = 0, on retrouve la décomposition en facettes de V""" définie en 3.3.

Pour ¢ € ® tel que ¢ = ¢, pour un (v,r) € V™ x R, on peut donc poser g9y = Gy, et
g5+ = g,,+ Pour ¢, ¢ € ® tels que ¢’ € wy, on a les inclusions

g5+ C gy C oy C oy

Soient (v,r), (v,r') € (1;3 X Ly tels que ¢y € wypr. On a deux fagons d’envoyer gy,
dans g : la premicre est I'application ., (cf. 5.5); la seconde est la composée de Papplication
m,, et de I'inclusion g7, C g;’,. D’apres le lemme 2.5.2 de [W2], on a lv,r(ﬂﬁ%) = Poriies
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, .. .. ,
gvyr(ggfﬁ%) = Uy rirs Golrr = My e, eb Uapplication my, coincide avec la composée de la
projection canonique Py yppr — My iy, €t de 1, . Cela implique que I’espace g, et la projection
Tyt G — Gur D dépendent pas vraiment de (v/,7), mais seulement de la facette ¢’ = @y,
contenant (v’,r’); on les note respectivement gy et mg . Posant ¢ = ¢, ., on définit de la méme
maniere g4 et mg. Alors les espaces My, iy s Poriwr’, Uorore €t la restriction de m,,» & ghr,, ne
dépendent eux aussi que des facettes ¢ et ¢'; on les notes respectivement mg.pr, Pgigr, Ugigr €t
T’ - On a donc g¢ = Mgy

6. Filtrations de Moy-Prasad et torsion

Dans toute cette section, on fixe un élément d € D. On rappelle que d est un cocycle de ©
(considéré aussi comme un cocycle de I' trivial sur I) & valeurs dans NZ'.

6.1. Notons ©, C O le sous-groupe formé des 6 opérant trivialement sur 4V ; i.e. tels que
d(0)gr o 0 opere trivialement sur V. Puisque rg(D) < p — 1, pour € € O, Pautomorphisme affine
d(@)r o8 de V est d’ordre fini premier a p (cf. [W2] 2.8). On en déduit que l'indice (© : ©4) est fini
et premier & p. Pour 6§ € O, d(0)g o 0§ stabilise le sous-espace V™ C V, et induit une permutation
de T’ensemble ® (défini en 5.2) des facettes de V™ x R. On note 4@ C ® le sous-ensemble formé
des facettes O-stables pour cette action de ©. Par convexité, tout élément de 4® coupe 4W x R.

Le sous-espace V(,y C V' est I-stable pour I'action de I' tordue par d définie en 4.3; i.e. il définit
un sous-I'-ensemble 4V{,y C 4V. On pose ¢W,) = (dV(p))F C aVipy; on a donc (W) = aW N V.
D’apres le lemme 5.2, pour tout ¢ € ¢®, I'intersection ¢ (aWip) X Z(p)) est dense dans ¢N (W xR).
En effet, la projection de V™ x R sur 4W x R définie par

1

m Z (d(O)r 0 O(v),T)

€O /04

(v,7) =

envoie V(I;r) X ZLpy sur ¢Wpy X Zp). On en déduit en particulier que pour tout ¢ € 4@, 'adhérence
de ¢ dans V™" coupe ¢Wp) x {r(¢)}.

Pour ¢ € 4® et r € R, on pose qwy = wg N ¢®, et I'on note qwy(> r) Pensemble des ¢’ € qwy
tels que r(¢') > r.

6.2. Puisque O fixe le groupe Ty, 'application d = wod : © — N est encore un cocycle. Comme
en 4.3, on peut définir un F,-groupe algébrique 4G, muni d’un Fq-isomorphisme i€ 4G — G
vérifiant 4€ 00 = Ad(d(0)) o 6 o 4& pour tout 6 € O. B

Soit v € aWip). Pour 0 € © et o € I, les automorphismes Ad(d(6)) o 6 et p,(0) de G ne
commutent pas, mais on a ’égalité :

Ad(d()) 0 00 py(c) = py (05~ ) o Ad(d(0)) 0 6.

Par conséquent Ad(d()) o 0 stabilise le sous-groupe G, C G, et le sous-groupe 4G, = dﬁfl(gv)
de 4G est défini sur F,. On peut aussi dire les choses autrement : puisque v € JWV, on a
to-1d(y)y(t,) € N pour tout v € I'. L’application v — t;1d(y)y(t,) est un cocycle, et pour
v € T, on note 4p,(7y) le Fy-automorphisme Ad(t,*d(v)y(t,)) oy de G. On munit 4G d’une action
de T' de sorte que 4€ 0y = 4p, (7) o 4€ pour tout v € I". Cette action prolonge celle de © définie
plus haut, et 4G, coincide avec le sous-groupe WG C 4G des points fixés par 1.

On note 4G9 = 4G, (F,) le groupe des points Fy-rationnels de ¢G,.

Posons gg = Lie(qG). Comme en 3.3, on identifie 4g a 49(IFy). Pour (v,r) € 4W;) X Z(;), notons
dfv,r C ag le sous-espace formé des X tels que o(X) = r(0) pour tout o € I. Ce sous-espace est
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défini sur Fy, ie. il est O-stable. Et il est 4G,-stable pour l'action adjointe de 4G, sur 4g. Par
construction on a I'égalité d(4&)(a@v,r) = Gu,r- B

Pour ¢ € 4@, on pose qgg = d(4€) "' (gy); 1.€. agg = agu,r pour tout (v,7) € ¢ N (W) N Zy)).
Pour ¢ € 4@ et ¢/ € 4wy, on a défini en 5.6 les sous-espaces My.¢r, Ppip €t Up.e de gy. Leurs
images réciproques par d(q€), notées respectivement qMe. ', aPgs;p €t diqmz;', sont des sous-espaces
O-stables de 4g4. Puisque gy = Mg ¢, 0N & g@y = dMe;er. On note dgg) C a8¢> quew/ C aMmg, ¢,
(etc.), les sous-espaces formés des points fixés par ©. Et pour tous (v,r), (v',r') € ¢W(p) NZ,) tels
que (v,r) € ¢ et (v,r') € ¢’, on pose dgg),r = dgg), dmﬁrw,’r, = dgiw, (etc.).

6.3. Dans ce numéro et dans le suivant, le terme “nilpotent” signifie nilpotent dans la Fq—algébre
ag- Soit v € 4W,. L’application qui & r € Z,) associe le caractere o — r(o) de I se quotiente
en un isomorphisme de Z,)/Z sur le groupe des caracteres lisses d’ordre fini de I. On en déduit
que pour 7 € Z,), le sous-espace qg,,, ne dépend que de I'image de r dans Z,)/Z. L’ensemble des
r € L) /7 tels que qg,,, # {0} est fini, et 'on a la décomposition

g = Dr d9v,r

ol r parcourt les éléments de Z ) /Z.

Notons que pour 7, s € Zy), I'espace [agv,r : afv,s] = {[X,Y]: X € agv,r, ¥ € 4@u,s} est contenu
dans ggu,r+s. DeBacker a remarqué que la théorie des sls-triplets s’adaptait a cette situation (cf.
[D] Appendix A). Soient r € Zpy et X € dggr nilpotent. Grace a la condition (Ps) de 3.1, on
montre qu’il existe un élément Y € dgg_T et un élément semisimple H € dggo tels que (X, H,Y)
soit un slo-triplet (cf. [W2] lemme 2.9.1). On gradue alors I'espace 4g de la maniere habituelle
suivante : pour i € Z, on pose 4g(i) = {Z € 49 : [H,Z] = iZ}. Cette graduation est définie sur
[F, au sens ou les sous-espaces 4g(i) sont O-stables. Pour i € Z, on pose qg(> i) = ®;>i 48(J)- A
nouveau grace a la condition (Ps), on montre que pour Z € dgs)’r N qg(> 3), il existe un élément
g € 4G9 tel que Ad(g)(X) = X + Z (cf. [W2] lemme 2.9.2).

6.4. Pour ¢ € 4@, on pose ¢Sy = C’(dgg) et ¢S* = D(dgg). Puisque dgg est un espace vectoriel
de dimension finie sur F,, c’est un ensemble fini; et dime(¢Ss) < +00.

Soient ¢ € 4@ et ¢’ € qwy. D’apres 6.2, on a dg((;), = dmgqt, et dggw = dmi(ﬁ/@dﬁ@/- Cela permet
de définir une application linéaire injective ¢sg.¢ : 4SSy — aSg. Précisément, a toute fonction
' €4Sy, a54,¢ associe la fonction ¢ € 4Sy a support dans dE§;¢/ donnée par (X +Y) = ¢/'(X)
pour tout X € dmg@’ et tout Y € dﬂg(;)@“ Supposons de plus que 7(¢’) > 7 pour un r € Z)
tel que ¢ coupe 4W;,) x {r}. Alors il existe deux éléments v, v' € 4W[;,) et un 1’ € Z, tels que
>, (v,r) € ¢ et (V,1r') € ¢. Choisissons un e € P tel que ev, ev’ € X, et er, er’ € Z. Posons
A = ev’ — ev et graduons 'espace g comme en 5.1 : pour i € Z, posons

gli] = {X € g: Ad(\(z))(X) = 2'X pour tout = € F)}.

L’espace g[> 1] est le radical nilpotent d’une sous-algebre parabolique de g; il est donc formé
d’éléments nilpotents. Puisque 1’ > 7, espace apgppr = d(a€) ' (gler’ — er]) est contenu dans
(a€) " (g[> 1]), donc est lui aussi formé d’éléments nilpotents. En particulier, toute fonction dans
I'image de gs4;¢ est a support nilpotent.
Pour ¢ € 4@, les injections 4544 définissent une application linéaire 454 : ©greyw, dS¢r — dSp-
Grace a aux résultats de 6.3, on montre le
LEMME ([W2] lemme 2.10.2). — Soit ¢ € 4@ et soit (v,7) € ¢ N (aWp) X Zp)). 1l exviste une
application linéaire dqu 1aSy = Dgreqwy(>r) dSer VETifiant la propriété suivante : pour toute paire
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(p,J) € aSy x dS; telle que J soit dQU@—mvarmnte (pour Uaction adjointe de ng) sur dgg et a
support nilpotent, on a l’égalité J(4s4 © dl:;(cp)) = J(p).

6.5. Soit I’ € CLg, et soit v € 4W;,). On a définit en 4.3 le op-schéma en groupes ¢G,. Notons
4Gy le plus grand quotient réductif de la fibre spéciale 4G, = 4G, X0, kr de ¢G,. Ainsi 4G, est un
groupe réductif défini sur kp, en général non connexe. Notons 47i* : 4G5 — 4G, = 4G, (FF)
la composée des projections canoniques G — 4G, = 4G,(Kr) (réduction modulo po) et
1Gv — 4G,. Pour § € ©, on a l'égalité m, o Ad(dr(#)) 0 6 = 4p,(0) o m,. On en déduit qu’il
existe un (unique) isomorphisme de groupes algébriques g4i, : aGy — 4G, défini sur kp (identifié
a Fg via ¢), tel que posant gm, = giy © amy" : aGh" — 4Gy, le diagramme

Ty
dGL]r = > dQv

at | | at

s
G I, @,

soit commutatif. Puisque 4¢, est défini sur kg, g7, est ©-équivariant.

Posons ¢X, = {\ € X2 : d(0)of(\) = )\, VO € ©}. Puisque le point v appartient & 'appartement
aW = A(4G, ¢S, F) de 4T, la théorie de Bruhat-Tits nous dit que I'image de 4S(F™) N 4G4 par
4T, est le groupe des points Fq-rationnels d’un sous-tore maximal 4S5, de ¢G,, défini sur F,. Ce tore
est nécessairement déployé sur F,. Et par construction, on a a€(4Sy) C T et Xy (a€(aSy)) = aXs.

Soit une facette ¢ € 4®. On note ¢gg’ le 0™-réseau dans qg"* défini par 49" = d(df)_l(ggr). Tl est
O-stable. Posons 4g(F)y = [dggr]@; c’est un op-réseau dans 4g(F), et 'on a qg3" = ag(F)y @o 0™
11 existe une (unique) projection ©-équivariante 4y : a9 — df¢ rendant le diagramme

nr 4Té
a9y — d9¢
d(af) l l d(af)

U
gy — 9o

commutatif. Pour (v,7) € ¢ N (aW(p) X Z(p)), on écrit aussi 47y, = ame. Soit dggi = d(df)_l(ggﬂ).
D’apres 5.5, 4wy se quotiente en un isomorphisme

dggr/dggi — d9e-

En particulier, qg3% est un o™-réseau ©-stable dans qg™". Posons a9(F) g+ ; c’est un

= g ]®
op-réseau dans 4g(F), et lon a g = a8(F )4+ ®o, 0. Puisque H' (O 7dgw) = 0, 'application

dT induit un isomorphisme

a9(F)s/ag(F)g+ = agy.
Pour (v,7) € ¢ N (¢W x R), on pose qg(F)v,r = ag(F)g et 4@(F)y -+ = a@(F) s+ ; par construction,
on a donc ¢g(F)y r+ = U, a8(F)v,s- Notons que 4g(F),, . est bien le op-réseau dans 49(F) associé
a (v,r) par Moy et Prasad.
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7. Analyse harmonique : une premiere réduction

Dans toute cette section, on fixe un élément d € D. Dans les trois premiers numéros, on fixe
aussi un corps F' € CL,.

7.1. Pour v € 4W;), on a défini en 6.5 un homomorphisme ©-équivariant 4w, : 4Gy" — 4Go-
Posons 4K = (ker 47,)®; c’est un sous-groupe ouvert distingué de (4G™)® = 4G, (0F). Puisque
HY (0, ker 4,) = 0, 'application 47, induit un isomorphisme 4G, (0r)/aK;} — 4GO.

La chambre C™ définie en 3.3 appartient & ¢® : pour § € O, d(0) € Ng" par conséquent d(§)r o8
stabilise C"". Soit v € W) N C™. Considérons la mesure de Haar 4dg sur ¢G(F') définie par

vol(4Gy(0F), adg) = |dQ9|q_%dim(‘iQﬂ). Alors pour tout v' € 4W;y, on a

— L dim ’
vol(aGu (07), adg) = 4G |q 2 T leCer),
En effet, d’apres le paragraphe précédent, 1’égalité ci-dessus équivaut a

vol(4 K", adg) = MG, —dim(sGy)]
vol(¢ K, adg)

Quitte & remplacer v’ par gv’ pour un g € 4G(F), on peut supposer que v’ appartient & ’adhérence
de la chambre C**. Alors on a dK;F, C oK' C 4Gy (0r), et application 4m, identifie le quotient
aKSJaK :C au groupe des point F-rationnels du radical unipotent U d’un sous-groupe parabolique
P de 4G; (la composante neutre de 4G,) défini sur Fy, tel que P/U soit Fy-isomorphe & 4G9, .
D’ou I’égalité cherchée.

Le groupe G lui-méme est défini sur F, et ’'on peut comme ci-dessus définir une mesure de Haar
dg sur G(F); cela revient & prendre pour d le cocycle représentant la classe de cohomologie triviale
dans H!'(©,NZ). Le F™-isomorphisme 4 est un torseur intérieur de ;G vers sa forme quasi-
déployée G. On sait qu'un tel torseur établit une correspondance entre mesures de Haar sur G(F')
et mesures de Haar sur ;G(F). D’apres Kottwitz [K1] §1, les mesures dg et 4dg se correspondent
(cf. [W2] lemme 3.1.2).

7.2. Pour r € R, on pose

awFr=J U Ad@)s(Fur),  ag(F)rr = | as(F)s.

gEWG(F)veEaW s>r

Pour X € 49(F) ~ {0} semisimple, on pose r(X) = sup{r € R: X € 49(F),}; et pour X = 0, on
pose 7(0) = +o0.

Choisissons une sous-extension galoisienne finie E;/F de F™°Y/F tel que le sous-groupe
Gal(F™°d/E;) C T opere trivialement sur D et que le cocycle d se factorise & travers Gal(E;/F).
Puisque |W| est fini, il n’y a qu'un nombre fini de sous-extensions Eo/E; de F//E; de degré divisant
|W|. Grace a la condition (Pgp), |W/| est premier a p et une telle extension E3 est contenue dans
Fmod Soit E la composée sur F de ces extensions Fy. C’est une extension galoisienne finie de F,
qui vérifie la propriété suivante (cf. [W2] lemme 3.2.(i)) : pour tout X € 4g(F) semisimple, il existe
un g € 4g9(F) tel que Ad(g) o d(4&)(X) € t(E). Alors pour r € R, on a X € 4g9(F), si et seulement
si Ad(g) o d(4€)(X) € t(E),. Cela résulte du lemme 2.2.1 de [KM] et du fait que la définition de
la filtration r — 4g(F'), est compatible aux extensions modérément ramifiées de F' (cf. [KM] 2.1).
Notons e € P I'indice de ramification de E/F. Puisque T est déployé sur E, pour X’ € t(E) {0},
onasup{r € R: X' € t(E),} € w(K*) = 1Z. On en déduit que pour X € 49(F)~ {0} semisimple,
onar(X) € 1Z.
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7.3. Posons 48 = Bge,a aSs et notons ¢Cp = CF(49(F)). Pour ¢ € 4P et ¢ € 43Sy, on note
reap(¢) € C(49(F)p/ag(F)g+) la composée de I'isomorphisme qg(F)g/ag(F)g+ — dgg) de 6.5 et
de . Via les inclusions C(qg(F)g/a9(F)p+) C C(ag(F)g) C aCp, cela définit une application
linéaire greap : ¢S — 4Cp, qui n’est en général ni injective ni surjective.

Soient ¢ € 4@ et ¢’ € qwg. On a défini en 6.4 une application injective gsg.¢ : aSy — aSs.
D’apres 6.2, pour ¢’ € 4Sy, on a Pégalité greap (') = qreap o gsg.4 (¢').

Pour r € R, on pose 4@, = {¢p € 4@ : r(¢) > 1} et 4@+ = {d € 4@ : r(¢) > r}; on pose aussi
iSr = Dpe,a, Sy et aSp+ = Dy @, aSp. D'apres 6.1, pour ¢' € 4@, 'adhérence de ¢’ coupe
aWpy x {r(¢'}. En d’autres termes, il existe un point v € ¢W(;) tel que posant ¢ = ¢, (¢, on ait
@' € qwg. On en déduit que pour r € R et ¢ € 4S, on a ¢ € ¢S, si et seulement si le support de la
fonction grear(y) est contenu dans 4g(F),.

Le résultat suivant est bien connu :

LeMME ([W2] lemme 3.3). — Soit ¢ € 4@ et soit (v,7) € ¢ N (aWip) X Z(p)). Tout élément de dgg)
appartenant & l'image de gg(F)+ N a@y’ par Uapplication g1y, est nilpotent (dans qg).

Notons ¢g(F)reg C ag(F) le sous-ensemble formé des éléments semisimples réguliers. D’apres la
condition (Px), pour X € 49(F)req, le centralisateur Tx de X dans 4G est un groupe algébrique
connere; c’est donc un tore maximal de 4G, défini sur F et (d’aprés 7.2) déployé sur Fmod, 11
correspond & une donnée Dx = (X*(T'x), 0,0, X.(Tx), D, ®) munie d’une action de I' comme en 3.1.
On peut lui associer, comme en 7.1, une mesure de Haar dt. Soit 4dgx la mesure % sur 'espace
homogene Tx (F)\qG(F). Posons tx = Lie(Tx), et notons A«“(F)(., X) la distribution sur 4g(F)
définie par

MG (f,X) = A(X) F(Ad(g™")(X))adgx
Tx (F)\aG(F)
avec

A(X) = |detr(ad(X); tx (F)\ag(F))|2.

7.4. Jusqu’a présent, le corps F' était fixé. En combinant les lemmes 6.4 et 7.3, on peut le
supprimer des données :

PRrOPOSITION ([W2] prop. 3.4). — Soit r € Z,y. Il existe une application linéaire gl : Sy — 4S,+
telle que pour tous ¢ € ¢S, F € CL, et X € 4g9(F)reg N ag(F),+, on ait ’égalité

A‘lG(F)(dreaF(SO)’ X)= AdG(F)(dreaF o dl," (), X).

Démonstration : Par linéarité, il suffit de définir 4l,(¢) pour ¢ € Sy avec ¢ € 4®,. Si
r(¢') > r, alors p € 4S,+ et l'on pose 4l (¢) = . Supposons donc 7(¢') = r. D’apres 6.1
(cf. aussi 7.3), il existe un point v € 4W(;) tel que, posant ¢ = @, ,, on ait ¢’ € qwy. Supposons
lapplication 4l;7 définie sur 4Sy. Alors on définit 4/ sur 4Sy comme la composée de P'injection
dSei¢ + dS¢ — aS4 et de l'application précédente. D’apres le second paragraphe de 7.3, cette
application convient. Reste & définir ¢l;" sur S, : puisque @y 0 +(>r) dSg est contenu dans 4S,.+,
on peut prendre ’application dl;‘ du lemme 6.4. Montrons qu’elle convient. Soient F' € CL,,
X € 49(F)reg N a8(F),+ et ¢ € 4Sy. Posons f = greap(yp), f+ = greap o dl;r(go), et notons
I'ensemble {g € Tx (F)\aG(F) : Ad(g~*)(X) € 4g9(F)s}; il est stable par multiplication & droite
par 4G, (0F), et pour g € 4G(F) ~ Q, on a f(Ad(g~1(X)) = 0. Posant ¢ = vol(4G,(0F), adg), on a
donc

(%) AdG(F)(f,X)A(X)/Q/g( )c*lf(Ad(kflgfl)(X)ddkddgx
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ou qgdk désigne la restriction de la mesure qdg & ¢G,(0F). Pour g € Q, on définit J, € dS(’; par :

Jo(o1) = 1aGP17 Y w1 (Ad(a™) o amy 0 Ad(g™1)(X)) -

z€4GY

Par définition de ’application dreap, lintégrale sur 4G, (oF) dans la formule (*) n’est autre que

J4(¢). Onadonc AaGU) (f, X) X) [ 7y dng Posons " ds¢odl+( Yet [ = gqreap ().
Le calcul ci-dessus conduit & l’egahte AdG(F)(f” fQ ") adgx . Mais d’apres le lemme
7.3, pour g € , la distribution J, sur dg¢ Verlﬁe les hypotheses du lemme 6.4 : on a donc
J,(¢) = J,(¢"). D’ou Iégalité AaG( F)(f,X) AGE) (7 X). Or d’apres le second paragraphe de
7.3, on a f” = f+.

8. Centralisateurs d’éléments semisimples
Dans toute cette section, on fixe un corps F' € CL,.

8.1. Soit ¢ un cocycle de I' & valeurs dans N. On définit les espaces ;W = (sV)I' C sV comme
en 4.3, et les espaces sW,) = (5V(p))F C §V(p) comme en 6.1. Pour v € V(;,), on a v € sW si et
seulement si ¢, '6(y)y(t,) € N pour tout v € I'. Si v € sW;,), Vapplication v — t;*8(7)7(t,) est
un cocycle & valeur dans IV, et pour v € T', on note 5p, () le Fy-automorphisme de G défini comme
en 6.2.

Soit A C V un sous-espace affine tel que Ay, = ANV, soit dense dans A. On note ¥(A)
I'ensemble des racines o € X qui prennent une valeur constante, notée a(A), sur A. Puisque A,
est dense dans A, pour a € ¥(A), on a a(A) € Z,). L’ensemble ¥(A) est un sous-ensemble de Levi
de X. 11 lui correspond un sous-groupe connexe H(A) C G dont lalgebre de Lie h(A) est engendré
par t et les g, pour o € $(A). Pour n € N, on a I'égalité H(ng(A)) = Ad(z(n))(H(A)); et si de
plus 7(n) € H(A) et ng fixe un élément de A(,), alors np fixe tout élément de A (cf. [W2] lemme
4.2.1). Supposons de plus que A C s;W. Alors A,y = ANsWy); et d’apres le lemme 4.2.2 de [W2],
pour tout v € A, et tout v € T, 'automorphisme 5p, (y) stabilise le sous-groupe H(A) C G et sa
restriction & H(A) est indépendante de v.

8.2. Soit e € P. Pour v € V¢, on note G5 C G le sous-groupe formé des éléments fixés par
py(0) pour tout o € I(e) (cf. 5.1); et Pon définit comme en 5.4 un homomorphisme surjectif
T G¢ — G¢. Rappelons la construction : on choisit un entier e’ € P tel que e divise €/, e'v € X,
et I(e) opere trivialement sur D. L’égalité (G¢ )(¢) = G¢ se complete en le diagramme commutatif
suivant :

e
€ v €
G, — G

| Lo
(Ge ) (e) *_> (Ge )I(e

ot ¢ est la composée des projections canoniques G¢ — G¢ (réduction modulo p¢) et G¢ — G¢.
L’homomorphisme , : G — G composé de I'application 7§ o Ad(t;lv) et de 'inclusion G¢ C Gﬁ’,
se quotiente en un 1somorphlsme Lv G¢ — G¢. On pose alors m, = Ly w6 G — Ge D’apres 5.4
et 5.3, les applications 7§ OAd( ) et mory, p coincident sur I'intersection N ‘N Ge , et induisent

une application surjective N ¢n Gi — N. Le noyau de cette surjection est cohomologiquement
trivial. On en déduit que 7, se restreint en une application surjective NN GS — N N G¢, qui
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coincide avec 7 o ry . Notons que pour v € V™, le sous-groupe G, C G est stabilisé par p,(o)
pour tout o € I, et le diagramme

Gy =5 G,
N n
G, — G

jusy

est commutatif (les notations sont donc cohérentes).
Soit un cocycle 67 de I' & valeur dans N™°4, et soit e € P tel que dr soit trivial sur I(e). Posons
0 =rnyrpodp:I' = N, et soit v € sWy). Puisque d est trivial sur N¢, on a sW,) C V(;). Pour

tout v € T, "automorphisme Ad(6r (7)) o v de G™°9 stabilise G¢; et puisque v € sW, il stabilise
aussi G¢. Pour g € G¢ et v € T, on a I'égalité w, o Ad(6r (7)) 0 v(9) = spv © m,(g). On en déduit
que pour tout v € ', 'automorphisme sp,(y) de G stabilise le groupe 7,(G¢) = G€.

Soit A un sous-espace affine de V tel que A(p) soit dense dans A. Choisissons un e € P tel
que ea(A) € Z pour tout a € X(A), et I(e) opere trivialement sur D. On a définit en 3.3 une
décomposition en facettes de V' = V€. Parmi les facettes qui coupent A, on en choisit une de
dimension maximale, que I’on note F. D’apres le lemme 4.4.1 de [W2], pour tout v € A,y NF, la
composante neutre G%° de G¢ = m,(G¢) coincide avec H(A); et pour tout g € G¢, il existe un
n € N°NG¢ tel que m,(n"1g) € H(A). Au sous-ensemble de Levi 3(A) C ¥ correspond, comme
en 8.1, un sous-groupe réductif connexe H(A) C G. Posons Hf = H(A)(F°) C G° D’apres le
lemme 4.4.2 de [W2], pour tout v € Ay, le groupe Hf N G est indépendant de v; et le groupe

m, (H§ N GE) coincide avec H(A).

8.3. Pour r € Z,), on note t(r) le Fy-espace vectoriel t = X, ®z F, muni de Paction de T'
définie comme suit : pour A € X, z € Fy, 8 € © et 0 € I, on pose (A ® z) = 0(\) ® §(x) et
c(A®z)=0(N)®r(o)x.

Soit £(D) I'ensemble des quadruplets (D’,+, 7, Z") de la forme suivante :

- D = (XY A XY, A’) est une donnée de racines munie d’une action de I' comme en 3.1.

On affecte les objets relatifs & D’, introduits précédemment pour la donnée D, d’un exposant
“r W' G, T (ete.). On fait la méme chose pour les objets dépendant de F : G', T”, (etc.).

- = (X - X*, X, — X,) est un couple d’isomorphismes de Z-modules en dualité. Pour
simplifier, on note encore 1 chacun de ces isomorphismes, ainsi que tout isomorphisme qui
s’en déduit par fonctorialité. On suppose que ¥(A’) C A et ¥(A’) C A, et que ¥(X') (resp.
(X)) est le sous-systeme de racines de 3 engendré par 1(A’) (resp. par 1)(A’)). En d’autres
termes, on suppose que v identifie D’ & un sous-systeéme de Levi standard de D. On suppose
aussi que pour tout v € T', il existe un w € W tel que ¥ oy = w oy o 1. Cet élément w est
unique; on le note wy (7).

-re Z(p)

- Z et (rl avec £ (1) = {X € (r) : &/(X) =0, Vo' € X'}. Ici, t'(r) désigne le F,-espace
vectoriel ¥ = X/ @z Fq muni de l'action de I' définie plus haut. On suppose que pour tout
a€eXNY(X),onaaop(Z)#0.

Deux éléments (D}, 11,71, 2,) et (Dy, 2,19, Z5) de L(D) sont dits isomorphes si r; = 7y et 8'il
existe un isomorphisme I'-équivariant f : D} — D) (i.e. un couple d’isomorphismes de Z[I']-modules
(X7 — X5, XL 1 — X ) en dualité, tel que f(X7) = X5, f(A]) = A), f(E) =35 et f(AL) = AL)
et un élément w € W tels que ¥y o f = wohy et f(Z)) = Zj. Grace a 'hypothese (Ps), on vérifie
que le groupe d’automorphismes d’un élément de £(D) est trivial.
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8.4. Soit un élément (D', 9,7, Z') € L(D), fixé jusqu’a la fin de la section 8. On définit un
plongement @'w : G’ — G, caractérisé comme suit : g’w se restreint en I'isomorphisme 77 = T déduit
de 9; et pour tout o’ € A’, on a d(iy)(E,,) = Ey(a). Alors iy, se restreint en un plongement
N’ — N qui, par construction, est compatible aux sections n’ : W — N’ et n: W — N : pour
w € W', on ai,on'(w)=mnoy(w). Dautre part, de ¢ se déduit un isomorphisme de groupes
T! = T, qui permet de prolonger le plongement iy N " — N en un plongement iy : N — N.

Notons Zy, C T le sous-groupe formé des ¢ tels que «(t) = 0 pour tout a € ¥(X’), et posons
Z, =ZyNT. Les éléments de Zy, commutent & ceux de iy (N'), et Z,, est le centre de 7,,(G").

Posons Z = (Z') € t. Pour +, on pose sz ={a e XT wy(y) " (a) <0} et

2 (V) = (Zaezzwd) Qr € Ty,

2p(7) = llaesy_dcalZ) €T,

) = 2w, (V)2y (V)n(wy (7)) € N,

) =m(ny (7)) = 24 (V)n(wy (7)) € N.

D’apres le lemme 4.6 de [W2], application v — ny(7y) est un cocycle (cela est une conséquence
de la preuve du lemme 2.2.A de [LS]), et pour tout v € I', on a 25 4(7) € Zy et 2,,(7) € Z,,; de
plus, on a les égalités :

Ly 0y = Ad(ﬂw('Y)) 07y Oy,

iy oy =Ad(ny (7)) oyoiy(y).

8.5. On construit comme en 8.4 un plongement i, : G' — G, qui est défini sur F™°9,

Pour s € R, posant t7°d = ¢(F™od), et tm0d = t(F™4) 4 (cf. 1.2), on a t2°4 C 7°9 avec
¢égalité si et seulement si s € R\ Z,). Pour s € Z(,), on définit comme suit un isomorphisme de
I-modules 704 /tm°d — {(s) : pour A € X, et x € F™°% avec wp(x) > s, il envoie A ® z (en fait sa
classe modulo t7°9) sur A ® 1(@_,Z) ol @_,Z € Kp désigne la réduction de w_,x € 0 pmoa modulo
P pmoa. Puisque le I'-module t‘;‘fd est cohomologiquement trivial, par passage aux points fixes sous
I, on obtient un isomorphisme t(F),/t(F)+ — t(s)*.

On pose t,,, = {X € t: d(X) =0,Va’ € ¥'}; c’est un sous-espace affine de t' défini sur
F. Pour s € R, on pose {000, =t (F™%), et t/cr:r?t(?ﬁ = e (F™%) 4. Et pour s € Z,), on

t/mod t/mod

/
—
cent,s/ “cent,st t

définit comme ci-dessus un isomorphisme de I'-modules .t (), qui par passage

aux points fixes sous I, induit un isomorphisme t., (F)s/tone (F) s+ — toons (5)L-
Prenons s = r. Puisque Z' € t'(r)", on peut fixer un élément Z’ € t._ . (F), dont la classe modulo
t.ont (F),+ s’envoie sur Z' par l'isomorphisme précédent. A I'aide de Z’, on construit comme en

8.4 un cocycle ny p € ZHI, N™°9) : pour v € T, on pose zy,7(7) = [Toex+ @0 a(¥(Z')) et
P,y

Ny #(77) = $17.7 (20,7 (7)) 2, 7 (V)1 (wy (7). Par construction, on a ny, = ry r o ny, r; et d’apres la
démonstration du lemme 4.6 de [W2], on a I’égalité
iy 0y = Ad(ny (7)) 0y o iy.
8.6. Comme pour la donnée D, on fixe un ensemble D’ de cocycles de © & valeurs dans Ng*
(I'analogue de Ng" pour D’) tel que application naturelle D’ — H'(©, NZ¥) soit bijective. De 1) se
déduit un homomorphisme surjectif X/ /X! . — X, /X, «, qui est I-équivariant puisque W opere

*,SC

trivialement sur l’espace d’arrivée. D’ott un homomorphisme surjectif (X, /X’ .. )r — (Xi/Xu sc)r-

*,SC
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En passant aux sous-groupes de torsion, on obtient un homomorphisme p: : D’ — D, qui n’est
en général pas surjectif.

Soit un cocycle d’ € D', fixé jusqu’a la fin de la section 8, et soit d = ¥p/(d). Pour v € T,
posons do(7y) = iy o d'(7)ny(y). D’apres 8.4, dy est un cocycle de I' dans N. De méme, on définit
un cocycle do  de I' dans N™°4 en posant do = iy, 0 d(V)ny, 2 (7).

LeMME ([W2] lemme 4.8). — Les cocycles do r et dr définissent le méme élément de HY (T, G™°9).

Fixons un sous-groupe ouvert I'g C I' opérant trivialement sur D et sur D’. D’apres 6.1, on
peut supposer que U'indice (" : Ty) est premier & p. On peut donc remplacer T par I'/Ty dans les
constructions précédentes; en particulier, I'application v +— 25 4 se factorise a travers I'/Ty. On
note zg € Ty I'élément défini par :

1
0= Ty D> zeu).

Y€El'/To
Notons 9y : V! — V lisomorphisme déduit de 1. D’apres le lemme 4.9 de [W2], Papplication
d’V/ — dov’ ’Ul — ZO,]R ¢} QZJV/(’U/)

est I-équivariante. Par passage aux points fixes sous I', on obtient un isomorphisme W' — 4, W.
D’apres le lemme 4.10 de [W2], il existe un couple (n, g) € N x G vérifiant les conditions suivantes :
- nR(dDW) C dW;
- posant A = ng(a,W), A(p) est dense dans A, et g appartient a H(A);
- posant m(y) = ndo(7)y(n)~'d(y)"" (v €T), on a m(m(y)) = Ad(g) © apy(7) pour tout v € T
et tout v € Agy).

8.7. Fixons un couple (n,g) € N x G vérifiant les conditions de 8.6, et posons n = m(n). On
définit une application affine :

d/i/}v/ : d/W/ — dW7 U/ = NR O ZO,R o "(/}V/ (U/).

Elle envoie d/VV(;) dans 4W;y. Soit v’ € d/W(’p), et posons v = ghy (V7).
D’apres la preuve du lemme 4.11 de [W2], pour v € T, on a ’égalité

apv(7) 0 Ad(g™'n) 0 iy, = Ad(g™'n) 0 iy 0 apl (7).

1

Par conséquent I'homomorphisme Ad(g~'n) o 1‘1/1 : G — G envoie Q;, dans G, et il existe un

=
unique homomorphisme g7, , : Gl — 4G, défini sur F, tel que

Ad(g_lﬂ) Olw [¢] d/é’ = d§0 d@.’gb,’u"

De méme, pour s € Z,), 'homomorphisme Ad(g~'n) o d(i,) : g — g envoie g, dansg . etil

existe un unique homomorphisme g, ,  : d/g; Lo T dE, défini sur Iy, tel que
v Lo, o,

Ad(gilﬂ) © d(lw) © d(d’él) = d(dé) o d@'w,v’,s'

Bien sir, 44, , ; ne dépend pas vraiment de (v', s) mais seulement des facettes ¢’ € 4@’ et ¢ € 4P
contenant respectivement (v, s) et (v, s).
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Choisissons un élément nyp € N™°4 tel que ry r(np) =n. Posons A = gy (aW') = nr(a,W);
on a donc v € A(,). Choisissons un e € P tel que I(e) opere trivialement sur D et sur D', np € N¢,
et ea(A) € Z pour tout o € X(A). D’apreés 8.2, on a w,(HG N GS) = H(A). Soit un élément
gr € HG NG tel que m,(gr) = g. D’apres [W2] 4.12, on peut choisir gp de telle maniére que pour
tout v € T, on ait ’égalité :

dp () = gp'nr ty o dp(V)ny.r(7) Y(ng' gp).

Alors il existe un unique homomorphisme giy, : G’ — 4G, défini sur F, tel que
Ad(gp'np) oy o at’ = a€ o giy.

LemME ([W2] lemme 4.12.1). — L’application giby: : ¢gW' — 4W se prolonge en une application
a0 I(@GL F) — T(4G, F) telle que pour tout g’ € oG'(F) et tout ' € I(¢G, F)), on ait I’égalité
a¥(g' - &) = wiy(g') - anp(2’). De plus, ce prolongement est unique.

Par construction, gi, se restreint en un plongement ¢G%, — ¢G," défini sur op, et pour s € Zpy,

d(giy) se restreint en un plongement 4g,)", — g’y défini sur ox; de plus, les deux diagrammes
suivants sont commutatifs :

) d( " )
mr dlv nr /mr arty nr
d,Gv’ dG’U d/gv’,s v,8
’ !
ATy l l dTv ATyt s l l dTw,s «
! l
_ [N
aG - Gy s — dfv,s
d’ Loy vt dllw,v’,s

9. Analyse harmonique : une deuxiéme réduction (descente centrale)

9.1. Soit d € D. Pour v € Wy, notons 4¢M, I'ensemble des couples u = (m,h) € N x G
vérifiant les deux conditions suivantes (pour tout v € ') :

- t,1d(y)y(m)d(vy)~'t, appartient & N,

-ty td(y)y(m)d(y) "ty = hapy(V)h
Pour un tel couple p, on pose u(v) = mgr(v). Si e € P est tel que I(e) opere trivialement sur D et
ev € X,, alors on a m € N¢ et eu(v) € 1X,; donc pu(v) € ¢W,). L’application Ad(z(m)h) envoie

G, sur G, et il existe un unique isomorphisme p : 4G, — dQu(v)v défini sur F,, tel que

Ad(z(m)h) o 4 = a o -

De méme, pour s € Z,, I'application Ad(x(m)h) envoie g, s sur g,(),s et il existe un unique
isomorphisme fi5 : 4@vs — dBu(v),s, défini sur Fy, tel que

Ad(z(m)h) o d(4€) = d(af) © ps-

Soit ~ la relation binaire sur 4W,) définie par : v ~ vy si et seulement s’il existe un p € g M,
tel que v1 = p(v). Alors ~ est une relation d’équivalence, et pour tout v € ¢4W;), on a I'inclusion

aXs x {1} € ¢M,, ou le groupe 4X, (cf. 6.5) est identifié & un sous-groupe de Ty = X, ® Zp).
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Soit F' € CLyg, et soient v, v1 € ¢W(y). D’apres le lemme 5.1 de [W2], on a v ~ si et seulement

'l existe un g € 4G(F) tel que g -v = vy (dans J(4G, F)). Plus précisément : si v; = p(v) pour
un p € ¢M,, alors il existe un g € 4G(F) tel que :

- g-v =115

- pour tout s € Z,), les diagrammes suivants sont commutatifs :

Ad(g) Ad(g)

dgv(oF) E— dg'Ul (OF) dg(F)v,s dg(F)'Ul-,s
dlv Jr l dTvy dTv,s i l dTvq,s *
1G9 - aGS ago, ——  agd .

9.2. Soit un quadruplet (D,¢,r, Z") € L(D), et soit d’ € D’. Posons d = ¢p/(d’). Comme en
9.1, on définit les ensembles 4M!, pour v’ € d/VV(; s et la relation d’équivalence ~ dans dIVV(; X Soit

v € ¢W,y. Notons Q! l'ensemble des v/ € d/VV(;) tels que gpy (V') ~ . Cet ensemble est clos pour

la relation d’équivalence ot D’apres 9.1, il existe un e € P tel que la classe de rdv—équivalence de v

dans W, soit contenue dans é(dX*). On peut ensuite choisir un €’ € P tel que 'image réciproque
de 2(4X,) par gy soit contenue dans % (4X,). Alors on a Iinclusion Q) C % (4X.). Pour tout
v € aW,), on a l'inclusion ¢X| x {1} C aM;, (cf. 9.1). Puisque le groupe ¢X est d’indice fini
dans éd/X;, on en déduit que Q; est réunion d’un nombre fini de classes de :iv,-équivalence. Fixons

un ensemble ) C Q; de représentants de ces classes, et pour tout v’ € Q. fixons un élément
Mo € aM.,, tel que Mo’ v (v) = d/wv’(v,)'

Soit F' € CL,. Pour tout v’ € Q/,, fixons un élément g,,, € ¢G(F) vérifiant les deux conditions
de la fin de 9.1 relativement a I’élément p,, € ¢gM,. Alors on a les diagrammes commutatifs
suivants (pour tout s € Zp)) :

Ad(gyr,) "0 st Ad(g,,) " od(giy)
Vvl TdTY

d’g:ﬂ (OF) ng(OF) d’g/(F)v’,s dg(F)'u,s
d’EL/ l l dTv d'E:;’,s l l dTv,s *
d/Q;,(? dQ?l d’g;(?s dgq? s

—1 . —1 .
Koy Cd’tep v’ (ﬁu’,v)s Oa’ap v s

L’ensemble €/ s’interprete de la manieére suivante : soit v’ € d/VV(;) tel que gapy (v') = g-v pour
un g € 4G(F). Alors il existe un unique v’ € Q) tel que v = ¢’ - v pour un ¢’ € 4G’ (F).

9.3. Continuons avec les notations de 9.2. Supposons de plus que Z" # 0.

ProposITION ([W2] prop. 5.3). — Il existe une application linéaire 4l.. : 4S, — S, telle que pour
tous ¢ € ¢S, F € CL,, Z' € ¢/ (F) tel que d(¢€')(Z") € t. oo (F)r et son image dans ., (r) soit

égale 0 Z', X' € gg'(F)reg N a9 (F),+, on ait égalité
A (grear(p), d(aip) (2’ + X)) = AvSE (grealp 0 all (), X').
(Remarque : Uélément d(aiy)(Z" + X') appartient a q@(F)reg N (a8(F)r ~ ag(F),+).)
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Démonstration : Posons X = d(giy)(Z' + X'). Choisissons un ¢’ € G™°9 tel que I’élément
X! = Ad(g") od(4¢')(X') appartienne & t™°9, et posons Z; = Ad(g') o d(4€")(Z") = d(4€")(Z").
existe un g € G™°d tel que I'élément X; = Ad(g)od(4€)(X) coincide avec d(iy)(Z; +X/). Montrons
que X7 est régulier. Soit o € X, et posons o/ = 1~ (a) € X"*. On a donc a(X;) = o/(Z] + X7}).
Si o/ € ¥, alors o/ (Z1) = 0 et /(X]) # 0 car X’ est régulier, donc a(X;1) # 0. Supposons que
o' € X"*\¥'. Puisque X' € 4¢/'(F),+,onawp(a’(X7)) > r. D’autre part on awp(a’(Z7)) > r, et la
réduction modulo ppmea de w, 1o/ (Z}) coincide avec o/ (Z'). Or o/ (Z") # 0 (cf. 8.3), par conséquent
wr(a(Z])) =r =wr(d/(Z]+ X})) = wr(a(X1)). En particulier a(X7) # 0. Donc X; est régulier,
et X € 700\ %4 Par conséquent X € 4g(F),,, et (d’apres 7.2) X € qg(F)r ~ ag(F),+.

Par linéarité, il suffit de définir 41).(¢) pour ¢ € 4S4, avec ¢1 € ¢®,. Si r(¢1) > r, alors pour
@ € ¢Sy, le support de greap(y) est contenu dans 4g(F'), ., et puisque X € qg9(F), N ag9(F)+,
on a A¢“(F) (yreap(p), X) = 0; on pose donc 41..(¢) = 0. Supposons 7(¢1) = r. Comme dans la
démonstration de la proposition 7.4, on peut remplacer ¢; par une facette ¢ qui coupe ¢W(,) x {r}.
Soit un point v € ¢4, tel que (v,r) € ¢. Fixons une fonction ¢ € 45y, et posons f = grear(p).

Un calcul facile donne 1’égalité A(X) = q%(ml'_m'A’(X).

Pour v1 € J(4G, F') est défini (par transport de structure) le op-réseau qg(F),, . dans 4g(F); et
pour g € 4G(F), on a Ad(g71)(X) € 4g(F)4 si et seulement si X € 4g(F )y, D’apres le lemme
2.2.6 de [KM], on a linclusion

{v1 €3(aG, F) : X € 49(F)oyr} € ab(3(aG', F));

en effet, d(4iy)(Z’) est un “bon élément” de 4g(F), et giy(4G'(F)) en est le centralisateur dans
dG(F). Soit donc Y = {g € 4G(F) : g-v € ¢0(I(¢G, F))}. D’apres le numéro 9.2, dont on reprend
ici les notations, on a la décomposition Q = Hv’eﬂg, Yo avec Yy = ¢G'(F)gvv aGu(0F). Pour
v € Q, posons

Ty = / F(Ad(g~Y)(X))adgix
Tx (F)\Y,

on a donc ACF)(f X) = A(X) ZU,EQ; Jyr. Soit v' € Q. Notons ¢’ € 4@’ la facette contenant
(Vr), et jg¢ : d/gg? — dgg le plongement (Hv/ﬂ,);l 0 @iy o (cf. 9.2). On définit comme suit les
fonctions ¢ € ¢Sy, @), € d’St/i)’ et ¢, € ¢S, -

- BY) = ¢ G 3 e p(Ad(2)(Y));

- (V) =[2G T g G o g 4 (V')

- (V) = ¢, (AaE) N (Z) + V)
Cette derniere définition a un sens : pour tout v € V'™, on a d(dé’)_l(Z/) € ¢9(F)yr,. Posons
f!, = arealn(¢',). Un calcul facile (mais pénible!) conduit & égalité J,» = A& E)(f!, X7).

Soit ¢’ = @U/egz;qg(lzl‘*m@;ﬂ € &S/, et posons f' = greap(¢’). D’aprés les paragraphes
précédents, on a 'égalité A2GUF)(f X) = A« (F)(f7 X'). Reste & poser 4l.(¢) = ¢’. Cela acheve
la démonstration de la proposition. [

10. Classes de conjugaison et théoréme principal

10.1. Notons B I'ensemble des couples (r, Z) tels que r € Zpy et Z € t(r) ~ {0}. Le groupe
W x T opere sur B via son action sur £(r), et 'on pose B = (B/W)". Comme en 7.2, on montre
qu’il existe un e € P vérifiant la propriété : pour tout (r,Z) € B tel que I'image de (r,Z) dans
B/W soit fixe par ', on a er € Z.
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A tout élément b € B, on associe comme suit un élément, de L(D) dont la classe d’isomorphisme
est uniquement déterminée par b. Choisissons un relevement (r,Z) de b dans B, et notons ¥
Iensemble des a@ € ¥ tels que a(Z) = 0. D’aprés (Px), X1 est un sous-ensemble de Levi de
3. 1l existe donc un élément w € W tels que w(Xq) soit standard, c’est-a-dire engendré par
(w(T1)NA)U—(w(E1)NA). Quitte & remplacer (r, Z) par (r,w(Z)), on peut supposer ¥, standard.
Soit alors Dl = (X*, El,Al,X*,El,Al) avec Al = 21 N A, 21 = {5& Lo e 21} et Al = 21 N A
Posons Wi = W(2;) € W. A nouveau grice & (Ps), on a Wy = {wy; € W : wi(Z) = Z}.
Puisque I'image de (r, Z) dans l’;’/W est fixe par T', pour tout v € T, il existe un w(y) € W tel
que w(y) o y(Z) = Z; I'élément w(7y) n’est pas unique, mais la classe Wiw(7y) est unique. On a
w(y) o v(X1) = X1, et quitte & remplacer w(y) par wiw(y) pour un (unique) wy € Wi, on peut
supposer que w(y)oy(A;) = A;. Cela détermine w(y) de maniére unique. Posons D’ = Dy, notons
P = (X™* = X* X, — X,) les morphismes identité, et munissons D’ de laction de I" donné par
oy =w(y)oyor. Soit Z' =¢~1(Z). Alors (D,¢),r,Z") € L(D), et c’est 1'élément cherché. Cet
élément n’est pas uniquement determiné par b car il n’y a pas unicité du relevement (r, Z) tel que ¥4
soit standard. Mais deux tels relevements donnent lieu & deux éléments de £(D) isomorphes au sens
de 8.3. Inversement, si (D, s, 7, Z5) € L(D) est isomorphe a (D', 1, r, Z'), alors (r,12(Z5)) € B
est un relevement de b.

10.2. Notons Z, ensemble des suites (71, ... Tk Z1y- .-y Zy,) telles que (pour i =1,...,k) :
- ke ZZl ;
-1 €Ly ety <rp < < T
- Z; € {ri) ~ {0};
- posant ¥; = {a € ¥ : a(Z;) = 0,Vj € {1,...,i}}, Xoi = XN Q@ : a € %) et
t; =X, ;@zF, C t(r;), on demande que t 2t 2 --- 24, ={0}et Z;,, €t; (j=1,...,k—1).
Notons que pour ¢ = 1,...,k, ¥; est un sous-ensemble de Levi de X; et que t;, considéré comme
un sous-espace de t(r;), n’est en général pas I'-stable. Le groupe W x I" opére naturellement sur
Z,, et on pose Z, = (Z,/W)L. Tout élément de Z, est régulier au sens oi1 son stabilisateur dans
W est trivial. En effet (avec les notations ci-dessus) posant W; = W(X,), le fixateur de Z,; dans
W est Wy (cf. 10.1) et pour j = 2,...k, le fixateur de Z; dans W;_; est W;. Or Wy = {1} car
t, = {0}, par conséquent le fixateur de (ry,...,rx;Zq,...,2Z;) dans W est {1}.

A tout élément z € Z,, on associe comme suit un groupe D,. On choisit un relevement z de
z dans Z,. Puisque % est régulier et que son image dans Z. /W est fixe par T, pour tout v € T,
il existe un unique wz(y) € W tel que wz(7) o v(2) = z. L’application v — wz(y) est un cocycle.
Posons :X, = X,, notons 3¢ : : X, — X, le morphisme identité, et munissons ;X, de ’action de "
donnée par zpoy = wz(y)ozp. On pose Dz = (3Xu)r tor- Si maintenant Z’ est un autre relevement
de z dans Z,, alors il existe un unique w € W tel que w(Z) = Z’, et un unique isomorphisme de
Z-modules tz 3 : X, — X, tel que zporzz = wozp. De plus, 135 est [-équivariant et définit un
isomorphisme ¢33 : Dz — Dz . On note D, la limite inductive des D; pour Z parcourant I’ensemble
des relevements de z dans Z,, les morphismes de transition étant ces isomorphismes Uz 3.

Continuons avec les notations ci-dessus. De I'isomomorphisme ;¢ se déduit un homomorphisme
surjectif ;X — X, /X sc. Puisque W opeére trivialement sur X, /X, s, ce dernier est I'-équivariant.
Il induit donc un homomorphisme Dz — (X, /X, sc)r tor, qui est compatible avec les isomorphismes
Uz z. D’ou un homomorphisme ., : D, — D.

Si X # 0, onpose Z = Z,; et si X =0 (ie si D est la donnée de racines d'un tore), on
pose Z = Z, U {25} et I'on considére que 2z, est fixe par . Soit Z = (Z/W)'';si ¥ = 0, on a
donc Z = Z, U {2 }. Toujours si ¥ = ), on pose D, = (Xi)rtor €t U'on note p,  : D, — D
I’isomorphisme canonique.
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Pour z € Z, on note r(z) € Z,) U {+oo} et k(z) € Zx¢ les invariants définis comme suit : si
Y #0,ousi X =0etz# 2o, on choisit un relevement (r1,...,7%; Z;,...,Z;) de z dans Z,, et
I'on pose r(z) =r1 et k(z) =k; et si ¥ =0 et 2 = 200, on pose r(z) = +oo et k(z) = 0.

10.3. L’application Z, — B, (r1,...,7%:2Z;,...,2Zy) +— (r1,Z;) est surjective et W x I-
équivariante. Elle induit une application surjective Z, — B dont la fibre au-dessus d’'un élément
b € B est notée Zy.

Soient b € B et z € Z,. Comme en 10.1, on associe a b un élément (D,¢,7,Z') € L(D).
Comme dans la section 8, on affecte les objets relatifs & D', introduits précédemment pour
la donnée D, d’'un exposant “”. On peut choisir un relévement z de z dans Z, de la forme
Z=(r,ro,...,t;0(Z"), Zy, ..., Z}). Lasuite (r,ro, ... .16 Z' 07 Zy), ..., 9" (Z,)) appartient
a 2’ et son image dans Z. L /W' est fixe par . Cette image ne dépend pas du choix du relevement
Z de z; on la note B4 (2) € Z,. D’autre part, la suite (rz,...,7%; %" (Z,), .., 1(Z,)) appartient
Az, et son image dans Z' /W' est fixe par T. A nouveau, cette image ne dépend pas du choix du
relevement Z de z; on la note 3(z) € Z’. On a donc défini deux applications

z, Loz oz Loz

Ces deux applications sont injectives. L’'image de [, est la fibre Z/, de la surjection Z, — B’ au-
dessus de V', ou b’ est 'image de (r, Z’) dans B'. Notons Z),, I'ensemble obtenu en remplagant D’
par D). (cf. 3.1) dans la définition de Z’. On a une identification naturelle Z)_ . C Z’, et I'image
de (3 est 'ensemble des 2’ € Z), tels que r(z’) > r. Par construction, on a Dlﬁ.(z) ﬁ(z , et
induit un isomorphisme 1, g.) : DIB( 5 D.. De plus, le diagramme suivant est commutatif :

D P=,68(2)

by — D

() l l H=
D — D

Ypr

10.4. Soit un corps F € CL,, fixé jusqu’a la fin du numéro 10.6. Pour X € t™°4  on pose
r(X) =we,p(X) (cf. 1.2 et 7.2).

Pour tout sous-systéme de racines ¥’ de 3, on pose X, 5/ —cent = {X € X : a(X) =0, Vo € X'}
et tg,ofcent X5 —cent @7 F™°Y, Xy s _gor = Xo N Qs v € XY et 8809, = Xy —ger @7 F™04
D’apres (Px), le réseau X, 5 _cent @ X 5/ —der €st d’indice premier & p dans X,., par conséquent on

a la décomposition tmd = ¢med @ tm"dder.

Posons 204 = {X € tmod : w(X) # X, Vw € W} et Zp = (t224/W)L'. On définit comme suit

reg reg

une application (g : Zp — Z. Soit X € t;‘é‘g’d Si X = 0 (ce qui implique ¥ = () puisque X est
régulier), on pose (r(X) = 2. Supposons maintenant X # 0, et notons r1, ..., rg les éléments du

sous-ensemble {r(X)} U{wr(a(X)) : a € ¥} de Z(,), ordonnés de maniere croissante. On a donc
r1 =r(X). Pour i = 1,...,k, posons 3; = {a € ¥ : wp(a(X)) > r;}. Les ensembles X; sont des

sous-systemes de racines de ¥, et 'ona ¥ D ¥, D ¥y D - D %;. Notons que si t™°9 = tgﬂ%er, alors

mod
31 —cent"

'inclusion ¥ D ¥; est stricte. Par conséquent t™°9 D t D’apres le paragraphe précédent,

on a la décomposition :

mod mod mod mod mod mod mod mod
t t21 cent @ (tEl—der N tEg—cent) D (tEg—der N t23—Cel’lt) DD (tEk,l—der N tEk—cent)'
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Ecrivons X = X1 + Xo+ - - -+ X}, suivant cette décomposition. Par construction, pouri=1,...,k,
onaX; € t?j"d ~ t?;‘;)dJr. Notons X; € t(r;) I'image de X; par la projection canonique tﬂf_‘)d — t(r;)

(cf. 8.5). Alors la suite (r1,...,7%;X;,...,X;) appartient a Z,; on la note (p(X). L’application

Cp: t;ggd — Z ainsi définie est W x [-équivariante. Elle induit donc une application (g : Zp — Z.

Pour z € Z, on pose Zp(2) = (5'(2)

Soient b € B et 2z € Z;,. Comme en 10.1, on associe a b un élément (D', 7, Z') € L(D). On pose
grred = (X7 e tmod s w(X) # X/, Yw € W'}, 2 = (4med/W)T, et I'on définit comme ci-dessus
une application ¢}, : Z§, — 2. Soit 2z, = B.(2) € Z., et posons Zj.(zL) = (t(zl) C Zh.
Rappelons que l'isomorphisme i, : gmod _, gmod plest pas I-équivariant; mais ’application
gmod /j! — gmed /T qui s’en déduit est I-équivariante. Cette derniere induit une application
bijective (cf. [W2] 6.6)

(1) Zp(2) = Zr(2).

D’autre part, a la donnée D/, sont associés comme ci-dessus un ensemble Z/, et une application
) der der,F
! . / lA lA : : : A /
Cder’F : chr’F — Zl,.. Comme pour Zj_ ., on a une identifcation naturelle chr,F C Zp.

Soit 2" = fB(z) € Z] (F)(Z') Pensemble des

éléments de t.. . (F), qui s’envoient sur Z’ par la projection canonique t. . (F), — t....(r)F.

De la décomposition t™°d = t/mod g ¢/mod " on déduit une application bijective (cf. [W2] 6.6)

er’

. / n . #1—1 / s
ers €6 posons Zi, p(2') = (g p(2'). Notons teey

(2) Zp(2,) = &

cent

(F)Z) % Zer,p(2)-

Des bijections (1) et (2) ci-dessus, par récurrence sur le rang de D, on déduit le

LEMME ([W2] lemme 6.6.1). — L’application (r est surjective.

10.5. On note pg la variété [] ., qg sur F, et I'on pose pgmed = Haen ag™od et DI(F)reg =
Hacp d8(F)reg. Soient d, d' € D, X € qg(F)reg et X' € ¢g(F)reg. On dit que X et X' sont :

- conjugués si d = d' et 8’il existe un g € 4G(F) tel que Ad(g)(X) = X';

- stablement conjugués s'il existe un g € G(F) tel que Ad(g) o 4£(X) = 4£(X).

D’apres 7.2, si X et X’ sont stablement conjugués, alors on peut choisir g dans G™°d.

Soit X € qg(F)reg pour und € D. D’apreés 7.2, il existe un g € G™°4 tel que Ad(g)oqaé(X) € tféfg’d.
L’image de Ad(g) o 4¢(X) dans tﬁ;gd/W est fixe par I, et ne dépend pas du choix de g; on la note
t(X). L’application pg(F)reg — Zr, X — t(X) est surjective, et ses fibres sont les classes de
conjugaison stables dans pg(F')reg. Pour zp € Zp, on pose Og(2r) = t=1(zp).

Soient z € Z et zp € Zp(z). On définit comme suit une application 0 = J,,. : Oy (zr) — D.,.
Choisissons un relevement Z de z dans Z. D’aprés la définition de ¢, il existe un Z € t?égd relevant
zp et tel que (p(Z) = Z. Puisque 7 est régulier, la condition (x(Z) = Z détermine Z de maniére
unique. Puisque Papplication (p est I-équivariante, pour v € T, wz(7y) (cf. 10.2) est I'unique
élément de W vérifiant wz(y) o v(Z) = Z. Notons :T le tore défini sur F' dont le groupe des
cocaracteres est ;X,. On a un isomorphisme ;7 — T défini sur Fmod que ’on note encore ;¢, tel
que 3¢ oy = wz(7y) o z pour tout v € T'. D’aprés 4.3, ’homomorphisme de Kottwitz wip induit
une application bijective H! (T, (:7)™°Y) — (:X.)r tor = Dz. On identifie HY(T, (;7)™°¢) et D; via
cette application. Pour v € T', on pose E;v ={a et 1 ws(y)"t(a) <0} et

tz(vy) = HQGE;W doa(Z) e Tmed,
nz(7) = n(wz(y)) € N™%
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Soit X € 4@(F)reg N Ost(2r) pour un d € D. Choisissons un g € G™°4 tel que Ad(g) o 4&(X) = Z.
Pour v € T, l'élément gdp(y)y(g)~! appartient & N™°9 et son image dans W est ws(y).
Alors I'élément gdr(7)v(g) " tnz(y) " ts(y) ! appartient & 7™ et son image par 1'isomorphisme
s 1T — ;T appartient & (7)™°¢; on la note 3 x 4. Grace au lemme 2.2.A de [LS], on vérifie
que l'application v — &z x 4 est un cocycle. Elle définit un élément §:(X) € HY(T, (:T)™°) = D3,
qui ne dépend pas du choix de g. D’apres le lemme 2.3.A de [LS], Uapplication &3 : Og(2r) — D3,
est compatible avec les isomorphismes 7z ;. D’oll une application 0 : Og(2p) — D,.

Pour zr € ZF, notons cl(zp) 'ensemble des classes de conjugaison (ordinaire) contenues dans

Ogt(zr). Par construction, 8., se factorise en une application 6., : cl(zp) — D¢y (zp).-

LeEMME ([W2] lemme 6.5). — Soient z € Z et zp € Zp(z).
(1) Pourd e D et X € 49(F)reg N Ost(2F), on a pi 06, (X) = d.
(2) L’application 0., est bijective.

10.6. Soient b € B, 2z € Zy et 2r € Zr(2). Posons z, = [(2) et 2’ = (3(z). Notons z, p € Zj(2s)
limage réciproque de zp par la bijection (1) de 10.4, et (Z25) € tou(F)(Z') X 2o p(¥)
I'image de z, r» par la bijection (2) de 10.4. Pour définir cette bijection (2), on a choisi un élément
(D',4p,r, Z') € L(D) associé & b comme en 10.1. On définit comme en 10.5 les classes de conjugaison
stable Osi(2q p), Ost(2F) C p@'(F)reg, c'est-a-dire les fibres de la surjection (r : Zp — 2’ au-
dessus de 2, » et de zj (on considere ici 2, comme un élément de Zj, et non de Zjj, ). De méme,
on définit comme en 10.5 les ensembles cl(z, ) et cl(2}).

Pour tout d’ € D, on a défini en 8.7 un F-plongement giy : oG’ — 4G avec d = ¢¥p:(d'); d’ou
un F-plongement d(giy) : ¢’ — 48. Les d(ady) pour d' € D', se regroupent en un F-plongement
Iy : pg’ — pg. Ce dernier est compatible avec les conjugaisons stable et ordinaire. On vérifie que
si X € Ost(zg ), alors Iy (X,) € Og(2r). Et la restriction de I, & Os(z, ) se factorise en une
application Ty, : cl(z] p) — cl(zr).

L’élément Z’ est central pour la donnée D’ et I'on peut décrire son action sur les classes de
conjugaison : pour d’ € D', la restriction & t., . de I'isomorphisme d(4£')71 : g/ — 4g’ est définie
sur I, par conséquent Y/ = d(4£")~1(Z’) appartient & 4g'(F). Et Papplication X’ — X’+Y” induit
une application bijective 4g'(F) N O (2%) — a@' (F) N Os(z, ). D’olt une application bijective
cl(z, p) — cl(zf), qui permet d’identifier cl(z, ) et cl(z}). D’apres le lemme 6.6.2 de [W2], les
deux carrés du diagramme suivant sont commutatifs :

Iy

cl(zy p) = cl(zf) — cl(zr)
la,, l&, Lo
Dlz/ = D;/ — D,

z,z!

(La commutativité du carré de gauche est immédiate par construction.) La commutativité du carré
de droite implique en particulier que I'application I, est bijective.

10.7. Pour d € D et F' € CL,, on a défini en 7.3 une application linéaire grear : 4§ — 4Cr. On
pose S = ByepaS et Cp = Bgep aCr, et 'on note rear : S — Cp Papplication linéaire @ 4¢p greap.
On considere les éléments de Cp comme des fonctions sur pg(F). Pour X € pg(F)reg €t f € Cp,
on pose APCF)(f X) = AaGF)(f, X)) ot1 d est 'unique élément de D tel que X € 4g(F) et fy est
la restriction de f & 4g9(F).

Le résultat suivant est le théoréme principal de [W2] :
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TuiorEME ([W2] théoreme 7.2). — Soient 2 € Z et § € D,. Il existe une forme linéaire AP (-, z,9)
sur S telle que pour tous p € S, F € CLy, zp € Zp(z) et X € 62,1(0), on ait I’égalité

APE ) (reap (), X) = AP(p, 2,6).

Démonstration : On raisonne par récurrence sur 'entier k(z), cf. 10.2. Précisément, fixé un entier
k > 0, on suppose le théoreme vrai pour toutes les données (Dq, z1,01) telles que rg(D;) < rg(D)
et k(z1) < k(z). Posons k = k(z).

Commencons par traiter le cas k = 0. On a ¥ = 0, z = 2o, et D, = (Xi)rtor s'identifie
canoniquement & D. Soit F' € CL,. On a Zp = g(F) = t(F), Zr(2) = {0} et 6,1 (6) = {X} o X
est I'élément 0 de sg(F). Soit ¢ € S. Ecrivons ¢ = > dep Pd avec pq € 4S, et pour d € D, posons
fa = arear(pq) € 4Cr. Alors on a les égalités APCF) (rear(¢), X) = f5(0) = ©5(0). 1 suffit donc
de poser AP (i, z,8) = ¢5(0).

On suppose désormais k > 1, i.e. 2 € Z,. Par linéarité, il suffit de définir AP(-,2,d) sur
aSy avec d € D et ¢ € 4P fixés. Soient ¢ € ¢S4, et F, zrp, X comme dans I’énoncé. Posons
f = areap(p) € 4Cr et di = ¥p (). D’apres le lemme 10.5, on a X € 4,g(F). Si d # di, on a
donc AP (f X) = 0; on pose alors AP (i, z,8) = 0.

Supposons d = dy. Si r(z) < r(¢), puisque tout conjugué de X dans G(F) appartient &
48(F)r(z) ~a8(F),(z)+, le support de f ne coupe pas la ¢G(F)-orbite de X, donc A?CUF)(f, X) = 0;
et I’on pose & nouveau AP (p, z,§) = 0. On suppose désormais 7(z) > 7(¢). D’aprés 7.2 et le premier
paragraphe de 10.1, il existe un e € P indépendant des données r(z) et r(¢), tel que r(z), r(¢) € %Z.
On peut donc raisonner par récurrence sur entier e(r(z) — r(¢)). Précisément, on peut supposer
que la forme linéaire AP (-, z,0) est définie sur 4S,.(4)+. Posons r = 7(¢). On distingue deux cas :

Cas 1 : r(z) > r. Alors on pose AP(p,2,8) = AP(alf(¢),2,0) ou 4l : 4SS — 4S+ est
I’application linéaire de la proposition 7.4.

Cas 2 : r(z) = r. Notons b 'image de z dans B (i.e. I’élément tel que z € Z;), et associons
a b un élément (D',4,7,Z') comme en 10.1. Posons 2/ = B(z) € 2/, §' = 1/);;/(5) € D), et
d = pl,(8) € D'. Dapres 10.3, on a d = ¢p/(d’). Puisque k(z') = k — 1, on peut poser
AP(p,2,6) = AP (4l.(¢),2,0") ot gl : 4S, — aS. est I'application linéaire de la proposition
9.3. Montrons que cette définition convient. Soient F' € CLg, zp € Zp(2) et X € 62,1(6). Soit
(Z',2%) € ten(F)(Z') X 2l p(2) Vimage de zp par la composée des bijections (1) et (2) de
10.4. Soit X' € 5;;1(6’) C Og(2%). D’apres le lemme 10.5, on a X € 4¢'(F), et d’apres 10.6, les
éléments X et d(giy)(d(4€ 1) (Z’) + X') sont conjugués dans 4G(F). La proposition 9.3 appliquée
au couple (d(4€'~1)(Z"), X’) entraine donc Pégalité : A«GUF)(f, X) = AwG'(F) (yreap o g1l (), X').
Mais d’apres I'hypothese de récurrence, on a AvS (F) (greap o gl (), X') = AP (4 (), 2,6"). []

Le théoréeme précédent permet de comparer des intégrales orbitales relatives a des groupes
définis sur des corps de base différents. Mais il affirme aussi, pour un corps F' € CL, fixé, la
propriété de constance locale suivante des intégrales orbitales des fonctions dans 'image de reap :
pour tous zp, tp € Zfp tels que (r(zrp) = Cr(tr), et tous X € Og(zp), Y € Og(tr) tels que
0.0 (X) =6, (Y), on a I'égalité

ADG(F)(reaF(SO)a X)= ADG(F)(reaF(‘P)7 Y) (v €S).
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11. Endoscopie, transfert et lemme fondamental

11.1. On appelle donnéev endqscopique de D un triplet (Dy,7,s) de la forme suivante :
-Dy = (X;7 Zh Ay, X, X, Ay ) est une donnée de racines munie d’une action de I' comme
en 3.1. Comme en 8.3, on affecte d'un indice “4” les objets relatifs a Dy : Wy, Gy, T, (ete.);
-n = (X; — X" Xy — X4) est un couple d’isomorphismes de Z-modules en dualité. On
note encore 7 chacun de ces isomorphismes, ainsi que tout isomorphisme qui s’en déduit par
fonctorialité. On suppose que 7(X;) C X et n(ih) C ¥, et que pour tout v € I, il existe un
élément w € W tel que o fy woryorn. Cet élément w est unique, et noté w, (7).
-s€ ZAhF ou l'on a posé Th X ®zC* et Zh ={te Th a(t) =1, Va € ¥y}. De laction de I sur
X se déduisent des actions sur Tn et sur Zh On suppose aussi que pour tout a € ¥\ n(%y),
on a 71 (&)(s) £ 1.
Deux données endoscopiques (D 4,71, 51) et (D27h7 72, 82) de D sont dites isomorphes s’il existe un
isomorphisme I'-équivariant f : Dy — Dy (cf. 8.3) et un élément w € W tels que

neo f=won, f(Sl)ESQZg’EO.

Ici, f désigne I'isomorphisme leh — TQﬁh déduit de XT,n 7, X;m et ZE; la composante neutre de
Zy,.

Soit (Dy, n, s) une donnée endoscopique de D. Notons D la donnée duale (Xss Y AL XE S ,A). A
cette donnée D, on associe comme en 3.3 un groupe complexe G muni d’une action de T préservant
un épinglage. De méme, a la donnée duale Dh, on associe un groupe complexe Gh muni d’une action
de T’ preservant un épinglage. De 1 se déduit un plongement 7 : Gh — G, et Zh est le centre de Gh
Soit F' € CL,. ADet Dy, on associe comme en 3.4 des groupes réductifs connexes G et Gy définis sur
F. Le triplet (Gy, 7, s) est un triplet endoscopique de G au sens habituel. Plus généralement, c’est
un triplet endoscopique de 4G pour tout d € D. En revanche, la notion d’ 1somorphlsme ci-dessus
est plus fine que celle habituellement utilisée (d’habitude, on demande que f(s1) € 5325 Y Lz")

oll Z est le centre de () et mieux adaptée & la considération simultanée de tous les 4G.

11.2. Soit (Dy,n, s) une donnée endoscopique de D fixée jusqu’a la fin du numéro 11.4. Pour
7 € Zp) l'isomorphisme 7 : t,(r) — t(r) n’est en général pas I'-équivariant. Soit Y Pensemble des
suites (r1,...,rg; Y q,...,Y ;) telles que :
-pouri=1,....,k,onar; € Zgy et Y, € t,(ri);
- la suite (r1,...,7%;7(Y,),...,n(Y,) appartient & Z.
Le groupe W} x I' opére naturellement sur Y, et l'on pose Y = (37 /Wy)F'. L’application

37:5}_>2~”7 (Tlv"'vrk;zlv"'vzk)'_) (Tlv"~77Ak;n(xl)a'“777(zk’)

est bijective (par définition) mais n’est en général pas I'-équivariante. En revanche, I’application
V/Wy — Z/W qui sen déduit est T-équivariante. D’ott une application 7y : Y — 2.

On définit comme suit une application € : J — Z; avec 2y = Z4 4 U {2zo0y} (cf. 10.2). Soit
un élément § = (r1,...,7%;Y,,...,Y,) € V. Si k = 0, on pose &) = Zoo 4. Supposons k > 1.
Pour i = 1,...,k, posons %(i) = {a € ¥y : a(Y;) = 0,Vj € {1,...,i}}; c’est un sous-systeme
de racines de Xy. On a les inclusions Xy D ¥y(1) D -+ D Ey(k) = 0. Considérons 'ensemble des
i€{2,...,k} tels que Xy(i — 1) D Xy(i). Notons E cet ensemble, et posons EU {1} = {i1,...,ix}
avec iy < iy < --- < Q. On a donc ¢; = 1. Pour j = 1,... k', posons %y ; = X;(i;). Pour
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j€{1,...,k'}, on a la décomposition (cf. 10.4) tE“Od = t‘hngdh cent @ hEdu der s €6 pour 7 € Zy,

on en dedult une décomposition t;(r) = t, 5. _cent(r) ® by 5, _qer(r). Posons Z, ; =Y, et pour

j = 2,...,k, notons Z,, la projection de Y, sur 5 der(rZ ). Par construction, la famille
h— J

(ri,... ,TW,Zl, ..., Z,; ) appartient a Zey (cf. [W2] 8.2); on la note &(§7). L’application & : Y — Z,
ainsi définie est W x r -équivariante. Elle induit donc une application € : Y — Zj.

Soit y € Y. Posons z = ny(y) € Z et z; = €(y) € Z;. On a une identification canonique
D., = D.. Si 2 = 25, alors zy = 2oy et lidentification (Xi p)rtor = (Xu)r t0r est celle induite
par 7. Supposons donc z # z, et choisissons une relevement ¢ de y dans Y. Posons Z = 775,(3]) et
Zy = €(g). Pour v € T, il existe un wy(y) € W; tel que wy(y) o y(§) = §. Puisque 'application
€ est W x I'-équivariante, on a wg(y) = wsz, (y) (v € I'). D’autre part, pour v € T, il existe un
wy; (7) € W tel que ny,07 = wy; (v)oyony. On en déduit que wz(y) = n(wy(y))wyy (v) (v € T). Par
conséquent ’application 590*1 0Noz Py ghX*’h — X, est [-équivariante; ol z, ¢y : an*’h — Xsh
est défini comme en 10.2. Elle induit donc un isomorphisme Dz, — Dz, qui est compatible aux
morphismes de transition (cf. 10.2); d’olt un isomorphisme D, — D.. On verifie que ce dernier ne
dépend pas du choix du relevement g.

Soit zy € Zy. A la paire (s,z2;), on associe comme suit un homomorphisme s, : D,, — C*.
On choisit un relevement 2, de z; dans ZNh, et 'on note 3 XE‘ le I-module dual de z X, . De
I'isomorphisme 208 ¢ 5 Xy — Xiy S€ déduit un isomorphisme 2Py Tb — 5 Xy Q7 C*. La
restriction de ce dernier & Z, est T-équivariant. En particulier, on a 5P5(s) € [5,Xuy ®z CX]F =
Hom(Dz,,C*). Si maintenant Zé est un autre relevement de 2, dans Z~'h7 a nouveau parceque
s € Zh, on a z, y(s) = gé@h(S) o(Dz, — Dgé) ot Dz, — Dgé est l'isomorphisme défini en 10.2 (i.e.
le morphisme de transition). D’ott un homorphisme D, — C*, que l'on note s, .

Pour y € Y, on pose s, = s.(,) € Hom(D,(,),C*) = Hom(D,,,,(,),C*).

11.3. Soit F' € CL;. De n se déduit un isomorphisme tE“Od — tm°d Notons tE‘j%d_reg I'image

réciproque de tﬁgd par cet isomomorphisme; c’est un sous-ensemble W} x I'-stable de tﬁ‘r"e‘é.
Posons Zy p_reg,r = (P 0o/ Wy)" Lapplication 7jp : %31 . — t2od n'est en général pas T-

équivariante, mais 'application tmo reg,F /Wy — t;‘égd /W qui s’en déduit l’est. D’oli une application
NF 2y D-reg F — ZF- . B

L’application 7r = 773?}1 o(ponp: tg?%‘img’ r — Y est W, x I'-équivariante. Elle induit donc une
application 7r : 2y p_reg,r — V. D’apres le lemme 8.3.1 de [W2], les diagrammes

Zh,Dfreg,F LI y Zh,D—reg,F E_) y
Lor Loy s no 1
ZF C—> Z Zh,F £> Zh

sont commutatifs (la commutativité du diagramme de gauche est immédiate). Et de la surjectivité
de Papplication (g, on déduit que 'application 7 est surjective ([W2] lemme 8.3.2).

Soit 2y Fp € 2y D—reg,F, €t posons zp = 77F(Zn7F)~ A 2y F est associée comme en 10.5 une classe
de conjugaison stable O (2y,r) C p,85(F)reg- Soient Y € Ogi(2y,r) N gy(F) et d € D. Langlands
et Shelstad ont défini un facteur de transfert A, (ry,q,(r)(Y,"), qui est une fonction sur 4g(F) a
support dans Og(zr) N qg(F). Plus précisément :

- Langlands et Shelstad ont défini le facteur de transfert pour les groupes [LS]. Il se descend

aux algebres de Lie (il y est d’ailleurs beaucoup plus simple que sur les groupes).
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- Le facteur Ary est supprimé ici puisqu’il a été incorporé dans la définition des intégrales
orbitales.

- Le facteur de transfert n’est en général défini qu’a une constante pres. Il est canoniquement
défini dans le cas des groupes quasi-déployé moyennant le choix d’épinglages. Cette définition
canonique s’étend a notre situation, puisque pour chaque d € D, on dispose d’'un cocycle
dp € Z'(©, N2*) définissant le torseur intérieur 4¢ : 4G — G.

On note simplement A(z , -) la fonction sur Oy (2r) telle que pour chaque d € D, la restriction de
A(zy,F, ) & Ogt(2r) Nag(F) coincide avec A q(r),q, (F)(Y; ). Posons y = 7r(2y r) et 2 = (p(2r) =
Ny (y). Alors le facteur de transfert A(zy r,-) est donné par la formule suivante :

Az, X) = 5,0:, (X)) (X € Ou(2r))

11.4. Pour F € CLy, 25,5 € Zyp—reg,r €t [ € CX(pg(F)), on définit 'intégrale orbitale
endoscopique :

APCENCEN(f 20 p) =3 Al p, X)ATE (£, X)
X

ou X parcourt un systeme de représentants de cl(np(zy, 7)) dans pg(F).

ProposITION ([W2] prop. 9.1). — Soit y € Y. Il exziste une forme linéaire AP"Pi (-, y) sur S telle
que pour tous ¢ € S, F € CLy, et 2y 5 € 2y D—reg,r tel que Tr(2y,r) =y, on ait l’égalité

APCUINCI) (vear(p), 2, p) = AP P2 (0,y).

Démonstration : Soit z = 1y(y), et posons APP:(. y) = > seD. sy(671)AP (-, 2,68). D’apres
le théoreme 10.7 et la formule pour le facteur de transfert donnée en 11.3, cette forme linéaire
convient. [

Le triplet (Djy,id,s) est une donnée endoscopique de Dy. On peut donc, pour F € CLg,
2r € Zyr et fy € CF(p,gy(F)), définir comme ci-dessus l'intégrale orbitale endoscopique
ADhG”(F)’G“(F)(fu,sz). Notons que la forme linéaire ADHG“(F)’G”(F)(-,ZE,F) sur C(p,gy(F))
dépend de 1'élément s (méme si ce dernier n’apparait pas dans la notation). En fait, remplacer
s par 1 revient a multiplier cette forme linéaire par un scalaire non nul sur chaque composante
Cgo(thh(F)) pour dy € Dy.

Soient f € CF(pg(F)) et fy € CZ(p,gy(F)). On dit que f; est un transfert de f si pour tout
24, F € 24 D—reg,F, ON & I'égalité ADNC"”(F)’G”(F)(fh7 2pF) = APGE).Ge(F)(f 2.F)-

CorOLLAIRE ([W2] cor. 9.2). — Soient ¢ € S, vy € Sy, et F, F' € CL,. Alors reay p(py) est un
transfert de reap(p) si et seulement si reay p/(py) est un transfert de reap:(p).

Démonstration : Remplagons D par Dy dans les constructions précédentes : on a Zy p, —reg r =
2y r, Yy = Zy, et application 7y r : 2y r — 24 coincide avec (y p. Pour z; € 2y, on dispose donc
d’une forme linéaire AP=Pa (-, 2;) sur Sy. Soit 2y, p € 2y D_reg,F, €t posons y = 7p(zy, ). On a les
égalités

APEIG ) (reap(p), 2, 1) = APP(p, )

et

AP G E) (poap (), 2 p) = AP (4, G (21,7))
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avec Cy,r(2y,r) = €(y) (cf. 11.3). Puisque I’application 77 est surjective, reay g () est un transfert
de rear(y) si et seulement si pour tout y € Y, on a 'égalité AP=Ps (g, €e(y)) = AP Pi(p,y). Dot
le corollaire, puisque cette seconde condition ne dépend pas de F.

11.5. Supposons les données D et Dy non ramifiées, c’est-a-dire telles que I opere trivialement.
Le groupe (X./Xy sc)r tor contient I’élément 0, représenté par le cocycle trivial dy € D. Le point
v = 0 appartient a 4, W, et est hyperspécial. Notons ¢g € 4,P la facette contenant (0,0), et
Yo € dySe, la fonction constante égale a |d0Qg)|_1q%dim(d0Q0) sur doggo. Pour F' € CL4, on
pose fro = reap(pg); c’est la fonction caractéristique du réseau hyperspécial 4,8(F)g, C 4,8(F)
multipliée par une constante > 0. On considere fr o comme un élément de pg(F') dont la restriction
a qg(F) pour d # dy, est nulle. On définit de la méme maniere la fonction ¢y o € 4, ,Sy.¢, .0, €6 POUT
F € CLg, la fonction fy ro € Cgo(Dhgh(F)).

Pour F' € CLg, le “lemme fondamental pour les algebres de Lie” est 1'assertion suivante : fy 7o
est un transfert de fro. En appliquant le corollaire 11.4 au couple (¢4, 7,0, ¢F,0), on obtient le

CoRroLLAIRE ([W2] cor. 9.3). — Soient F, F' € CL,. Alors le lemme fondamental pour les algébres
de Lie est vrai pour F si et seulement s’il est vrai pour F’.
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