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des maths. Il y a deux personnes en particulier sans lesquelles je ne serais pas en ce
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Samoth d’une personnalité exceptionnelle. Ainsi que la bandabizal et nos expéditions
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1.2.1 Définitions et principaux résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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Introduction

Le but de cette thèse sera d’approfondir quelques questions en théorie d’approximation
et d’en donner des applications nouvelles en problème inverse. La théorie d’approximation
étant un thème très large, on s’intéressera dans ce travail à la notion d’approximation de
compacts fonctionnels par des sous-ensembles donnés. On considère un espace vectoriel
normé qu’on notera L, un sous-ensemble F et un sous-ensemble compact K. On définit
alors l’approximation de K par F de la manière suivante :

D(K,F ) = sup
y∈K

inf
z∈F

‖y − z‖ (1)

(la condition que K est compact intervient en particulier pour s’assurer que D(K,F ) est
fini). Cette définition traduit le défaut d’approximation de K par F . Elle est d’autre part
liée à la notion d’entropie qui est très importante en théorie d’approximation.

L’ε-entropie d’un compact K a été définie par A. Kolmogorov comme étant le loga-
rithme du nombre minimal de boules de rayon ε pour recouvrir K (cf. [15]). Elle est liée
à l’ε-capacité de K, définie par le logarithme du nombre maximal d’éléments de K qui
sont ε-séparés (cf. [15], [18]).

Dans une première partie de ce travail, on se consacrera à l’approximation de com-
pacts dans certains espaces fonctionnels : L désignera soit l’espace C([0, 1]s) des fonctions
continues sur le pavé [0, 1]s, soit l’espace L1([0, 1]s) des fonctions intégrables (avec leurs
normes respectives). Quant au compact K, on choisira la boule unité des fonctions de
classe C l, i.e.

Λl,s =
{
h ∈ C l([0, 1]s), ∀ j, 0 ≤ j ≤ m,

∥∥h(j)
∥∥
∞ ≤ 1,

∥∥h(m)
∥∥
α
≤ 1
}
, (2)

où l = m+ α, m ∈ N, 0 < α ≤ 1 et la norme α-hölderienne ainsi définie :

‖h‖α = sup
x 6=y

|h(x) − h(y)|
‖x− y‖α

(Λl,s est effectivement un compact de (C([0, 1]s), ‖ · ‖∞) et de (L1([0, 1]s), ‖·, ‖L1)). Ces
objets étant fixés, l’étude portera sur le choix du sous-ensemble F qui approximera Λl,s.
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8 Introduction

0.1 Résultats négatifs en théorie d’approximation

Une approche classique est celle de l’approximation linéaire où F , noté Ln, est un
sous-espace vectoriel de dimension finie n. La question qui suit concerne le choix, pour n
fixé, de l’espace Ln optimal, ce qui nous amène à définir

Dn(Λl,s) = inf
Ln

D(Λl,s, Ln), (3)

où Ln parcourt l’ensemble Ln des sous-espaces vectoriels de dimension n de L. Dn(Λl,s) est
appelé n−width du compact Λl,s. Dans la suite des travaux de Vitushkin (cf. [35]), Tiho-
mirov (cf. [32]) établit quelques propriétés générales des n-widths ainsi que des exemples
de calcul avec explicitation de l’espace Ln optimal (cf. [25]). On trouve

cl,s
nl/s

≤ Dn(Λl,s) ≤
bl,s
nl/s

, (4)

ce qui détermine le comportement asymptotique de la précision.
Des applications nous motivent à considérer pour F des variétés non linéaires. Ce

qui amène en particulier A. Vitushkin à se fonder sur l’approximation par des familles
polynomiales. On pose, pour n ≥ 1 et d ≥ 2,

Pn,d =




∑

|k|≤d
ak(·)ζk, ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn



 , (5)

où ak ∈ L (ζk est le multi-produit ζk11 · · · ζkn
n ). On pose de même

Dn,d(K) = inf
Pn,d

D(K,Pn,d), (6)

où Pn,d parcourt l’ensemble Pn,d des variétés de L paramétrées par n variables indépendantes,
polynomialement de degré au plus d. L’inégalité suivante constitue la première partie du
théorème de Vitushkin que l’on trouve dans [35], [38] :

Dn,d(Λl,s) ≤
b′l,s

(n ln d)l/s
. (7)

L’amélioration par le degré n’étant pas significative, la question qui se pose est de savoir
si cette estimation peut être améliorée, ou est au contraire optimale. Cela conduit à la
seconde partie du théorème de Vitushkin que l’on peut trouver dans [13], [20], [35], [38]
et [11] :

Théorème 0.1. Soit Pn,d une famille polynomiale à n paramètres de degré au plus d.
Alors il existe h ∈ Λl,s tel que, pour tout ζ ∈ Rn,

‖h− Pn,d(ζ)‖ ≥
c′l,s

(n ln d)l/s
.
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De façon équivalente, on a

Dn,d(Λl,s) ≥
c′l,s

(n ln d)l/s
. (8)

On donne en outre un calcul des constantes c′l,s = c∞(l, s) et cL1(l, s) (cf. chapitre 1,
(1.1), (1.2)).

Le premier constat de cette généralisation du cas linéaire est le fait qu’augmenter la
complexité par le degré n’apportera pas d’amélioration significative. On aboutit ainsi à un
résultat négatif d’approximation en établissant une borne inférieure. Vitushkin a montré
cette estimation en utilisant la théorie de variation of sets, sans en expliciter les constantes
b′l,s, c

′
l,s.

H. Warren a donné dans [37] une démonstration de ce résultat par une autre méthode,
avec explicitation des constantes, mais dans des cas particuliers : Λω([0, 1]) ⊂ C([0, 1]) (ω
étant un module de continuité) et Λα,s ⊂ L1([0, 1]s), 0 < α ≤ 1. Sa méthode n’utilise pas
les variations of sets, mais se fonde, comme pour Vitushkin, sur l’estimation du nombre
de composantes connexes d’un ensemble algébrique de Rn, de O. Oleinik et I. Petrovskii
(cf. [24]). Cette dernière repose finalement sur le théorème de Bézout : une intersection
de n ensembles algébriques {ζ ∈ Rn, Pj(ζ) = 0}, où degPj = pj , ne peut avoir plus de∏n

j=1 pj points, les ensembles de zéros se trouvant en position générique (i.e. les coefficients
de ces polynômes étant pris dans un ouvert de Zariski).

C’est donc dans cet esprit et en s’appuyant sur ces estimations que l’on redonne en
premier chapitre une preuve du théorème 0.1.

Dans le cadre de la théorie d’approximation non linéaire figure aussi l’étude d’ap-
proximation rationnelle, que l’on peut trouver dans [12] et [35]. Ici non plus, passer du cas
polynomial au cas rationnel n’améliore pas essentiellement la précision puisqu’on obtient
un résultat négatif similaire à (8) (d étant cette fois la somme des degrés du numérateur
et du dénominateur).

En plus de tenter de généraliser l’étude polynomiale, des applications en problème
inverse nous motivent à considérer l’approximation par des familles analytiques. La classe
de ces familles étant très large, une première direction consiste à transposer la méthode de
Warren et l’utilisation du théorème de Bézout. On a ainsi recours aux résultats de A. Kho-
vanskii qui considère le cas des variétés dites de Pfaff, définies comme étant les solutions
intégrales des systèmes de formes différentielles à coefficients polynomiaux (cf. [14]). Il
établit des estimations de type Bézout sur le nombres de composantes connexes d’une
telle variété. Ce qui permet par ailleurs de regrouper une grande classe de variétés analy-
tiques qui se comportent de ce point de vue comme des variétés algébriques.

Une sous-classe de ces variétés de Pfaff est celle des fonctions appelées quasi-polynômes
et qui sont de la forme

P (ζ1, . . . , ζn, exp < a1, ζ >, . . . , exp < ak, ζ >) ,



10 Introduction

où ζ ∈ Rn, a1, . . . , ak ∈ Rn, < aj, ζ >= a1
jζ1 + · · · + anj ζn. On montre ainsi au cours du

premier chapitre le théorème 1.4 qui est un résultat analogue au théorème 0.1 pour le cas
des familles quasi-polynomiales, avec une borne inférieure de l’ordre de

1

(k2n lnn ln d)l/s
. (9)

Cependant, et quelle que soit sa valeur, ce résultat s’avère insuffisant pour les applications
qui nous motivent. Il est donc nécessaire d’adopter une autre approche plus générale dans
l’approximation analytique, ce qui fait l’objet de la seconde partie du premier chapitre.

Une classe assez naturelle de fonctions analytiques est celle des fonctions entières
d’ordre fini, i.e. qui vérifient :

∀ z ∈ Cn, |f(z)| ≤ A exp
(
b‖z‖d1

)
, (10)

où ‖z‖1 = |z1| + · · ·+ |zn|. C’est une classe qui contient en particulier celle des fonctions
de type exponentiel (celle pour d = 1). Ce travail aboutira au résultat suivant qui traite
des familles de L paramétrées analytiquement d’ordre fini par N variables indépendantes
(cf. [11]) :

Théorème 0.2. On considère pour N ≥ 2,

f(x, ζ) = f(x1, . . . , xs, ζ1, . . . , ζN), x ∈ [0, 1]s, ζ ∈ RN ,

où f est entière par rapport à ζ ∈ CN et continue (resp. intégrable) par rapport à x ∈
[0, 1]s. On suppose de plus que, pour tout ζ ∈ CN ,

‖f(·, ζ)‖ ≤ AeuN
v

ebN
t‖ζ‖d

1 .

Alors il existe h ∈ Λl,s tel que, pour tout |ζj| ≤ BN r, j = 1, . . . , N , on a

‖h− f(·, ζ)‖ ≥ C ′

(N lnN)l/s
.

De façon équivalente,

sup
h∈Λl,s

inf
|ζj |≤BNr

‖h− f(·, ζ)‖ ≥ C ′

(N lnN)l/s
. (11)

Ici aussi, on explicite les constantes C ′
∞ et C ′

L1 (cf. chapitre 1, (1.13), (1.14)).
Une des principales motivations de ce résultat est l’application en théorie inverse sur

laquelle on reviendra. On aura cependant besoin d’établir une version plus générale, mais
aussi plus technique, avec des familles issues de fonctions analytiques d’ordre fini sur
CN × CM

+ , où C+ désigne le demi-plan complexe {z ∈ C ,ℜ z > 0}. Ce sera l’objet du
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théorème 1.20. En outre, de même que dans le résultat précédent on impose une restric-
tion sur les paramètres du type ∀ j = 1, . . . , N, |ζj| ≤ BN r, on devra supposer que les
paramètres restent dans un ensemble borné de CN ×CM

+ , appelé domaine des paramètres
d’approximation (cf. définition 1.19).

Un autre constat est le suivant : dans toutes les bornes inférieures énoncées jusqu’ici
figure l’exposant l/s (cf. (4), (7), (8), (9) et le théorème 0.2), ce qui est cohérent puisque
Λl,s est d’autant plus petit que l est grand (les fonctions sont très régulières) et que s est
petit (car s’il y beaucoup de variables, il y a beaucoup de fonctions). En fait, l’exposant

l/s est lié à l’ε-entropie du compact Λl,s, qui est de l’ordre de (1/ε)s/l (cf. [15], [35], [19]).
Cela conduit à la question suivante étudiée par A. Vitushkin (cf. [35], [19]) : on ap-

pelle ε-algorithme une famille fonctionnelle rationnelle à n paramètres dont les polynômes
associés sont de degré au plus d ; s’il existe un algorithme approximant tout élément d’un
compact fonctionnel K à ε-près, quelle relation peut-on déduire entre K, ε, n et d ? Pour
K = Λl,s, le théorème 0.1 peut être reformulé ainsi :

n ln(d+ 1) ≥ CHc1ε(K) , (12)

Hε(K) étant l’entropie deK. De même, si on appelle ε-algorithme d’ordre fini toute famille
f(·, ζ) vérifiant les conditions du théorème 0.2 (avec la restriction sur les paramètres), alors
(12) est encore une reformulation du théorème 0.2.

0.2 Applications en théorie inverse de Sturm-Liouville

La seconde partie de cette thèse portera sur des applications des résultats qui ont
été énoncés. Avant d’expliquer les motivations qui ont conduit à tenter de généraliser ces
résultats négatifs en théorie d’approximation, on commence par donner quelques rappels.

On considère l’équation aux valeurs propres de Sturm-Liouville sur le demi-axe R+ :

−d
2y

dx2
− ω2Qy = λy ,

où Q est strictement positif et admet m + 1 dérivées intégrables sur R+, et ω est un

paramètre assez grand. L’opérateur associé − d2

dx2
− ω2Q admet N(ω) valeurs propres

négatives −ξ2
j et, pour chacune d’elles, une unique fonction propre φj qui vérifie les condi-

tions aux bords :

φj(0) = 0 et

∫ ∞

0

|φj(x)|2dx = 1 .

On pose alors

Cj =
(
φ′
j(0)

)2
,
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appelée constante caractéristique associée à ξj.
Le problème inverse qui nous intéresse est le suivant : à partir de la donnée des ξj

et Cj, pour ω assez grand, comment peut-on reconstruire le potentiel Q ? Et avec quelle
précision ? La motivation de ce problème vient, d’une part de questions de sismologie
(cf. [9], [33]), d’autre part des résultats de Lax et Levermore en théorie KdV (cf. [16]).

Grâce aux travaux de Gelfand, Levitan, Kohn et Jost, il existe des formules, en général
non explicites, qui donnent une reconstruction théorique de Q. Il y a cependant un cas
auquel on s’intéressera particulièrement où Q peut être approximé par la formule explicite
suivante :

Q0
ω(x) =

2

ω2

d2

dx2
ln | detWj,k(x)|, (13)

où, pour tous j, k = 1, . . . , N(ω),

Wj,k(x) =
2 sinh(ξj + ξk)x

ξj + ξk
− (1 − δj,k)

2 sinh(ξj − ξk)x

ξj − ξk
− δj,k

(
2x−

4ξ2
j

Cj

)

(δj,k étant le symbole de Kronecker). Plus précisément, G. Henkin et N. Novikova ont
montré dans [9] que, si Q admet 2 dérivées intégrables sur R+, alors on a, uniformément
sur tout intervalle [0, X],

∣∣∣∣
∫ x

0

Q(t)dt−
∫ x

0

Q0
ω(t)dt

∣∣∣∣ ≤ Γ(Q)
lnω√
ω
, (14)

ce qui donne une précision sur la vitesse de convergence de Q0
ω.

L’autre cas qui nous intéressera dans ce travail est celui où Q admet m + 1 dérivées
intégrables. Supposons que l’on connaisse, non seulement les valeurs propres et constantes
caractéristiques de Q, mais aussi Q et ses m premières dérivées en 0. Alors l’autre résultat
dans [9] est le suivant : il existe une formule Qω, non explicite mais qui vérifie, uni-
formément sur tout [0, X],

|Q(x) −Qω(x)| ≤ Γ′(Q)
1

ωm
. (15)

Bien que Qω ne soit pas explicite, on a tout de même dans le cas où, par simplicité, on
suppose que Q(j)(0) = 0, j = 1, . . . , m :

Qω(x) =
2

ω2

(
− d

dx
Aω(x, x) +

d2

dx2
ln | detTω,j,k(x)|

)
, (16)

où Aω(x, y) est une solution de l’équation intégrale suivante

Aω(x, y) +

∫ x

0

Aω(x, s)Φω(s, y)ds+ Aω(x, y) = 0 , (17)
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avec

Φω(x, y) =
1

π

∫ ∞

0

sin(x
√
τ)√

τ

sin(y
√
τ)√

τ

(√
τ + ω2Q(0) −

√
τ
)
dτ , (18)

et pour tous j, k = 1, . . . , N(ω)

Tω,j,k(x) =
4ξ2
j

Cj
δj,k

+ 4

∫ x

0

(
sinh(ξjt) +

∫ t

0

Aω(t, s) sinh(ξjs)ds

)(
sinh(ξkt) +

∫ t

0

Aω(t, s) sinh(ξks)ds

)
dt .

Se posent alors plusieurs questions : la précision de l’approximation par la formule (13)
(resp. (16)) est-elle meilleure que celle donnée par (14) (resp. (15)) ? Existe-t-il une autre
formule (du même type) qui donnerait une approximation plus fine de tout potentiel ?
La précision peut-elle être améliorée par une donnée autre que les valeurs propres et
constantes caractéristiques ?

Avant de donner une première réponse, on considère une classe de potentiels définie
ainsi :

Définition 0.3. Pour m ≥ 1 et p > 0, on pose

Km,p =
{
Q ∈ L1(R+), Q > 0 et ∀ j, 0 ≤ j ≤ m,

∥∥Q(j)
∥∥
L1 ≤ p

}
.

Une première réponse est le résultat suivant (cf. [10]) :

Théorème 0.4. Pour tout ω assez grand et tout [0, X], on a pour la formule (13) :

sup
Q∈K2,p

sup
x∈[0,X]

∣∣∣∣
∫ x

0

Q(t)dt−
∫ x

0

Q0
ω(t)dt

∣∣∣∣ ≥
c2,p

(ω lnω)3
. (19)

On a de même pour la formule (16), pour tout m ≥ 1 :

sup
Q∈Km+1,p

sup
x∈[0,X]

|Q(x) −Qω(x)| ≥
cm+1,p

(ω lnω)m+1
. (20)

L’argument essentiel qui intervient pour la preuve est de remarquer que les for-
mules (13) et (16) sont des familles fonctionnelles paramétrées analytiquement par rapport
aux ξj, Cj, au nombre de 2N(ω). On sait d’autre part que N(ω) est de l’ordre de ω : on
a en effet, grâce aux bornes de Calogero (cf. [3]),

ω

π
√
Q(0)

∫ ∞

0

Q(x)dx− 1

2
≤ N(ω) ≤ 2ω

π

∫ ∞

0

√
Q(x)dx . (21)
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On connait également le comportement asymptotique de type Weyl (cf. [26]) :

lim
ω→∞

N(ω)

ω
=

1

π

∫ ∞

0

√
Q(x)dx . (22)

Cela permet de ramener l’étude d’approximation de tout potentiel par une telle formule à
2N(ω) paramètres, à celle d’approximation de toute classe Km,p par une famille analytique
à ω paramètres. Il en résulte que la première assertion du théorème est une application
du théorème 0.2 pour l = 2, s = 1 (de même, la seconde assertion est une conséquence,
pour l = m+ 1, d’une version plus fine du théorème 0.2).

Cependant l’application n’est pas immédiate, il y a des difficultés essentielles à sur-
monter : d’abord, s’assurer que les formules (13) et (16) proviennent de familles analy-
tiques d’ordre fini (ce qui est loin d’être évident en ce qui concerne la formule (16)) ;
ensuite, prolonger le théorème 0.2 pour des familles plus générales, en particulier celles
qui ont un dénominateur (comme dans (13)) ; enfin, le choix des valeurs propres et
constantes caractéristiques doit être compatible avec la restriction sur les paramètres
(du type |ζj| ≤ BN r dans l’énoncé du théorème 0.2).

La dernière condition énoncée est satisfaite grâce au résultat suivant :

Théorème 0.5. Soit Q ∈ C1(R+) strictement positif, strictement décroissant, polynomia-
lement décroissant à l’infini et tel que Q′(0) = 0. Alors pour tout ω et tout j = 1, . . . , N(ω),
on a les estimations suivantes :

1

α1ωβ1
≤ ξj(ω

2Q) ≤ α1ω et
1

α2 exp (β2ω2)
≤

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
≤ α2 exp

(
β2ω

β3
)
.

La preuve de ce théorème sera donnée en second chapitre. On utilise pour cela la
théorie WKB où, afin de l’appliquer rigoureusement, on suppose que Q est décroissant et
Q′(0) = 0 (le résultat devrait être vrai dans un cas plus général, cf. [16], III). Remarquons
d’autre part que, contrairement aux résultats sur les estimations asymptotiques des valeurs
propres qui sont nombreux dans les références, il ne semble pas en être de même pour le
cas des constantes caractéristiques.

On prolonge ensuite le théorème 0.2 à des familles analytiques plus générales, inspirées
des formules (13) et (16), que l’on appelle familles de potentiels de type Gelfand-Levitan,
notées GL(ζ), ce qui conduit au résultat suivant, prouvé à la fin du premier chapitre :

Théorème 0.6. Soient GL(ζ) une N-famille de type Gelfand-Levitan et Km+1,p un sous-
ensemble fonctionnel. Alors pour tout [0, X],

D(Km+1,p, GL(ζ))L∞([0,X]) ≥
c̃m+1,p

(N lnN)m+1
. (23)
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Enfin, on prouve que les formules (13) et (16) s’expriment à l’aide de familles analy-
tiques d’ordre fini et peuvent ainsi être considérées comme des famille de type Gelfand-
Levitan. Cette assertion fait l’objet de la proposition 2.1 prouvée en seconde partie du
deuxième chapitre, ce qui termine la preuve du théorème 0.4.

Une autre conséquence du théorème 0.6 est que le choix de toute famille de type
Gelfand-Levitan, autre que celles correspondant aux formules (13) et (16), ne donnera pas

de précision meilleure que de l’ordre de
1

(ω lnω)m+1
. En particulier, la formule (16), dont la

précision est de l’ordre de
1

ωm
, se trouve être un cas d’approximation presque optimal ; de

même, entre la borne inférieure
1

(ω lnω)3
et la précision de

lnω√
ω

par la formule (13). Pour

cette dernière, il est intéressant de constater qu’elle n’a pas été construite spécialement
dans le cadre de la théorie d’approximation puisqu’elle provient des problèmes inverses
de la physique mathématique.

Se pose alors une autre question : où se trouve l’optimalité entre les deux bornes ? On
pense que la précision (14) de la formule (13) devrait être améliorée pour être voisine de
la borne (19) (de même, la précision (15) devrait se rapprocher de la borne (20)).

En guise de conclusion, ces résultats théoriques semblent prometteurs pour d’autres
applications en problème inverse : on signale à la fin du second chapitre d’autres exemples
où on espère trouver des résultats analogues.
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Chapitre 1

Résultats négatifs en théorie

d’approximation

1.1 Approximation par des variétés algébriques

1.1.1 Introduction

On rappelle les notations : L désigne l’espace vectoriel normé (C([0, 1]s), ‖ · ‖∞) ou
(L1([0, 1]s, ‖ · ‖L1), Λl,s est la boule unité des fonctions de classe C l sur [0, 1]s, avec s ∈
N \ {0}, l > 0,

Λl,s =
{
h ∈ C l([0, 1]s), ∀ j, 0 ≤ j ≤ m,

∥∥h(j)
∥∥
∞ ≤ 1,

∥∥h(m)
∥∥
α
≤ 1
}
,

où l = m+ α, m ∈ N, 0 < α ≤ 1 (m = −[−l] − 1), et

‖h‖α = sup
x 6=y

|h(x) − h(y)|
‖x− y‖α ,

‖ · ‖ étant la norme euclidienne usuelle sur [0, 1]s.

Le cas du compact Λl,s est très étudié. On considère également, parmi les compacts
fonctionnels, la boule unité des restrictions de fonctions analytiques bornées sur un voisi-
nage de [0, 1]s dans Cs (cf. [15] pour des calculs de son entropie).

La première partie de ce chapitre sera consacrée à la preuve du théorème suivant de
Vitushkin, signalé dans l’introduction :

Théorème 1.1. Soit

Pn,d =




∑

|k|≤d
ck(·)ζk, ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn



 ,

17
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une famille fonctionnelle polynomiale à n ≥ 1 paramètres, de degré au plus d ≥ 2, avec
ck ∈ C([0, 1]s) (resp. L1([0, 1]s)).

Alors il existe h ∈ Λl,s tel que, pour tout ζ ∈ Rn,

‖h− Pn,d(ζ)‖ ≥ C(l, s)

(n ln d)l/s
,

où ‖·‖ désigne la norme uniforme ‖·‖∞ (resp. ‖·‖L1), C(l, s) = C∞(l, s) (resp. CL1(l, s)).
De façon équivalente, si Pn,d désigne l’ensemble des familles de C([0, 1]s) (resp. L1([0, 1]s))

paramétrées avec n variables, polynomialement de degré (au plus) d, on a

Dn,d(Λl,s) ≥ C(l, s)

(n ln d)l/s
.

Remarque 1.2. Le fait de supposer d ≥ 2 n’enlève rien à la généralité, c’est uniquement
pour ne pas que ln d soit nul. On peut prolonger le résultat pour d = 1 quitte à remplacer
ln d par ln(d+ 1) (afin d’y inclure les variétés linéaires).

On en déduira comme corollaire le calcul des constantes :

Corollaire 1.3.

C∞(l, s) =
(ln 2)l/s√

s 2l+18l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1)
(1.1)

et

CL1(l, s) =
(([l] + 1)!)2s(ln 2)l/s

5
√
s 2l+218l/s([l] + 1)[l]+1((2[l] + 3)!)s(1 + e)s([l]+1)

. (1.2)

L’idée de la preuve se fonde essentiellement sur la méthode qu’utilise H. Warren dans
[37] (cf. aussi [30]) : il s’agit d’estimer le nombre de composantes connexes d’un ensemble
algébrique de Rn, et d’en déduire, pour tous polynômes P1, . . . , Pq, une majoration du
nombre de composantes de l’ensemble

Rn \
q⋃

j=1

{Pj = 0} .

La connaissance de l’ε-entropie de Λl,s, dont on redonnera un calcul en explicitant une fa-
mille ε-séparée en section 1.1.2, permettra d’en déduire la minoration voulue dans l’énoncé
du théorème 1.1.

De plus, cette méthode peut être transposée à des cas d’approximation par des variétés
plus générales, dès lors que l’on est capable d’en estimer le nombre de composantes
connexes. C’est ce que l’on traitera dans la section 1.1.4, où on considérera l’approxi-
mation de Λl,s par des familles quasi-polynomiales en se fondant sur les estimations de
A. Khovanskii (cf. [14]), ce qui conduira au résultat suivant :
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Théorème 1.4. Soit, pour n, d ≥ 2, k ≥ 1,

Pn,k,d =




∑

|j|≤d
cj ζ

j1
1 · · · ζjnn ejn+1<a1,ζ> · · · ejn+k<ak,ζ>, ζ ∈ Rn



 ,

une famille d’éléments de C([0, 1]s) paramétrée par un quasi-polynôme à coefficients cj ∈
C([0, 1]s), à n variables ζi, k pseudo-variables e<ai,ζ> et de degré total au plus d.

Alors il existe h ∈ Λl,s tel que, pour tout ζ ∈ Rn,

‖h− Pn,k,d‖∞ ≥ C1(l, s)

(k2n lnn ln d)l/s
.

De façon équivalente, si Pn,k,d désigne l’ensemble des familles paramétrées par des
quasi-polynômes à n variables, k pseudo-variables et de degré total (au plus) d, on a

Dn,k,d(Λl,s) := inf
P∈Pn,k,d

sup
h∈Λl,s

inf
ζ∈Rn

‖h− P (ζ)‖∞ ≥ C1(l, s)

(k2n lnn ln d)l/s
.

En outre, la constante C1(l, s) peut être calculée et vaut

(ln 2)2l/s

√
s 2l+1 38l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1)

.

On terminera la première partie de ce chapitre par le résultat négatif suivant qui utilise
de manière plus directe le théorème de Descartes :

Proposition 1.5. On considère la famille Ψn,p1,...,pn
⊂ C([0, 1]) définie par

{(
t ∈ [0, 1] 7→ ψ(t, ζ) =

n∑

j=1

Pj(t) exp(ζjt)

)
, ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn

}
,

où Pj est un polynôme en t de degré ≤ pj.

Alors il existe h ∈ Λl([0, 1]), tel que

inf
ζ∈Rn

‖h− ψ(·, ζ)‖∞ ≥ Cl(
n + 1 +

∑n
j=1 pj

)l .

En outre, h ne dépend pas de la famille Ψn,p1,...,pn
, mais seulement de l, n et p1, . . . , pn.
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1.1.2 Construction d’une famille η-séparée de Λl,s

Le résultat suivant sera utile pour la preuve du théorème 1.1. C’est une reformulation
du calcul de l’η-capacité du compact Λl,s, que l’on retrouve dans [15], p. 313.

Proposition 1.6. Soient r un entier ≥ 1, q = rs, et ε = (ε1, . . . , εq) une suite de ±1. On
définit sur [0, 1]s la fonction hε de la façon suivante : on considère le pavage (moyennant
les bords) de [0, 1]s en les q = rs cubes Ki, i = 1, . . . , q. Si x ∈ Ki =

∏s
j=1

[
ti,j , ti,j + 1

r

]
,

alors x = ti + y, où ti = (ti,1, . . . , ti,s), y ∈
[
0, 1

r

]s
, et on pose

hε(x) = εi
gl,s(ry)

2rlMl,s
,

où gl,s est définie sur [0, 1]s par

gl,s(x) =

s∏

j=1

(xj(1 − xj))
[l]+1, (1.3)

[l] étant la partie entière de l, et

Ml,s =
√
s(1 + e)s([l]+1)([l] + 1)[l]+1. (1.4)

Alors hε est bien définie et est un élément de Λl,s.

On commence par prouver le

Lemme 1.7. Soit la fonction définie sur [0, 1] par

t 7→ t[l]+1(1 − t)[l]+1.

Alors ∀ k, 0 ≤ k ≤ [l] + 1,

∥∥∥∥
dk

dtk
(
t[l]+1(1 − t)[l]+1

)∥∥∥∥
∞

≤ (1 + e)[l]+1([l] + 1)k.

Démonstration. ∀ k, 0 ≤ k ≤ [l] + 1, ∀ t ∈ [0, 1],

t[l]+1(1 − t)[l]+1 =

[l]+1∑

j=0

Cj
[l]+1(−1)jt[l]+j+1,

donc

∣∣∣∣
dk

dtk
(
t[l]+1(1 − t)[l]+1

)∣∣∣∣ ≤
[l]+1∑

j=0

Cj
[l]+1([l] + j + 1) · · · ([l] + j − k + 2) t[l]+j+1−k.
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Or,

([l] + j + 1) · · · ([l] + j − k + 2) ≤ ([l] + 1)k
(

1 +
j

[l] + 1

)k

≤ ([l] + 1)k exp
jk

[l] + 1
,

ce qui donne

∣∣∣∣
dk

dtk
(
t[l]+1(1 − t)[l]+1

)∣∣∣∣ ≤ ([l] + 1)k
[l]+1∑

j=0

Cj
[l]+1

(
e

k
[l]+1

)j

= ([l] + 1)k
(
1 + e

k
[l]+1

)[l]+1

,

et prouve l’assertion.

On en déduit le :

Lemme 1.8. Soit

gl,s(x) =
s∏

j=1

(xj(1 − xj))
[l]+1,

alors gl,s/Ml,s ∈ Λl,s.

Démonstration. On voit d’abord que gl,s ∈ C [l]+1([0, 1]s) ⊂ Cm([0, 1]s), en tant que po-
lynôme (où l = m+ α).

Il s’agit de montrer que, ∀ k = (k1, . . . , ks), 0 ≤ |k| = k1 + · · · + ks ≤ m,

∥∥∥∥
∂|k|gl,s
∂xk

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥
∂|k|gl,s

∂xk11 · · ·∂xks
s

∥∥∥∥
∞

≤Ml,s ,

et ∀ k, |k| = m, ∥∥∥∥
∂mgl,s
∂xk

∥∥∥∥
α

≤Ml,s .

Pour la première estimation, prenons même k, |k| = k1 + · · · + ks ≤ [l] + 1, et soit
x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1]s :

∂|k|gl,s
∂xk

(x) =

s∏

j=1

∂kj

∂x
kj

j

(
x

[l]+1
j (1 − xj)

[l]+1
)

=
s∏

j=1

(
dkj

dtkj
t[l]+1(1 − t)[l]+1

)
(xj),
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ce qui donne, par le lemme précédent puisque 0 ≤ kj ≤ [l] + 1,

∥∥∥∥
∂|k|gl,s
∂xk

∥∥∥∥
∞

≤
s∏

j=1

(1 + e)[l]+1([l] + 1)kj

= (1 + e)s([l]+1)([l] + 1)|k|

≤ Ml,s.

Si l n’est pas entier, cela prouve l’estimation. Si l est entier, on a montré un peu plus

puisque [l] = m+ 1 : si |k| = m+ 1, gl,s ∈ Cm+1([0, 1]s) et
∥∥∥ 1
Ml,s

∂m+1gl,s

∂xk

∥∥∥
∞

≤ 1.

Pour la seconde majoration, on a, par le théorème des accroissements finis et l’inégalité
de Cauchy-Schwarz : ∀ k, |k| = m, ∀x, y ∈ [0, 1]s,

∣∣∣∣
∂mgl,s
∂xk

(x) − ∂mgl,s
∂xk

(y)

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥
−→∇ ∂mgl,s

∂xk

∥∥∥∥ ‖x− y‖,

soit puisque ‖x− y‖ ≤ ‖x− y‖α,

∥∥∥∥
∂mgl,s
∂xk

∥∥∥∥
α

≤
(

s∑

j=1

∥∥∥∥
∂

∂xj

(
∂mgl,s
∂xk

)∥∥∥∥
2

∞

)1
2

.

Puisque m+ 1 ≤ [l] + 1, on obtient d’après la première estimation,

∥∥∥∥
∂mgl,s
∂xk

∥∥∥∥
α

≤
(

s∑

j=1

(
(1 + e)s([l]+1)([l] + 1)[l]+1

)2
) 1

2

=
√
s(1 + e)s([l]+1)([l] + 1)[l]+1,

ce qui prouve le lemme.

On peut donc prouver la proposition 1.6.

Démonstration. hε est effectivement bien définie sur [0, 1]s car elle s’annule sur les bords
des Ki. D’autre part, gl,s ∈ C [l]([0, 1]s) et toutes ses dérivées partielles jusqu’à [l] (qui sont
continues sur [0, 1]s) s’annulent sur le bord de [0, 1]s, ce qui montre que hε construite par
recollements est également dans C [l]([0, 1]s) ⊂ Cm([0, 1]s).

On vérifie ensuite que la fonction définie sur
[
0, 1

r

]s
par

x 7→ 1

rl
gl,s(rx)

Ml,s

,
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est bien dans Λl,s

([
0, 1

r

]s)
. En effet, d’après le lemme 1.8, ∀ |k| ≤ m, ∀x ∈

[
0, 1

r

]s
,

∂k1+···+ks

∂xk11 · · ·∂xks
s

(gl,s(rx1, . . . , rxs)) = rk1+···+ks

(
∂|k|gl,s
∂xk

)
(rx),

et donc
1

rl

∣∣∣∣
∂|k|

∂xk
(gl,s(rx))

∣∣∣∣ ≤
Ml,s

rl−|k| ≤Ml,s.

De même, si x 6= y, |k| = m, alors rx, ry ∈ [0, 1]s, et :

1

‖x− y‖α
∣∣∣∣
∂m

∂xk
(gl,s(rx)) −

∂m

∂xk
(gl,s(ry))

∣∣∣∣ =
rα

‖rx− ry‖αr
m

∣∣∣∣
(
∂mgl,s
∂xk

)
(rx) −

(
∂mgl,s
∂xk

)
(ry)

∣∣∣∣

≤ rlMl,s.

Il en résulte que hε a toutes ses dérivées d’ordre ≤ m bornées par 1 en norme uniforme
sur [0, 1]s, car, ∀Ki, ∀ |k| ≤ m,

∥∥∥∥
∂|k|hε
∂xk

|Ki

∥∥∥∥
∞

=
1

2Ml,s

∥∥∥∥
∂|k|gl,s
∂xk

∥∥∥∥
∞

≤ 1

2
≤ 1.

Reste à s’assurer que, ∀ |k| = m,
∥∥∥∥
∂mhε
∂xk

∥∥∥∥
α

≤ 1.

C’est immédiat si x et y sont dans le même cube Ki, et c’est même majoré par 1
2
. Sinon, on

a x ∈ Kix , y ∈ Kiy , avec ix 6= iy. Le segment [x, y] va donc respectivement couper les bords
de Kix et Kiy en zx et zy (si x est sur le bord de Kix , on prend zx = x ; sinon, l’élément
zx est bien défini ; de même pour y), ce qui donne, puisque ∂mhε

∂xk (zx) = ∂mhε

∂xk (zy) = 0, et
‖x− zx‖, ‖y − zy‖ ≤ ‖x− y‖,

∣∣∂mhε

∂xk (x)
∣∣

‖x− y‖α ≤
∣∣∂mhε

∂xk (x) − ∂mhε

∂xk (zx)
∣∣

‖x− zx‖α
≤ 1

2
,

dans le cas où x 6= zx. Sinon, x est sur le bord de Kix , donc ∂mhε

∂xk (x) = 0, et la majoration
est triviale.

De même, ∣∣∂mhε

∂xk (x)
∣∣

‖x− y‖α ≤ 1

2
,

donc ∣∣∂mhε

∂xk (x) − ∂mhε

∂xk (y)
∣∣

‖x− y‖α ≤
∣∣∂mhε

∂xk (x)
∣∣

‖x− y‖α +

∣∣∂mhε

∂xk (y)
∣∣

‖x− y‖α ≤ 1,

ce qui donne la majoration cherchée pour tout |k| ≤ m, et prouve l’assertion.
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Remarque 1.9. Comme on l’a vu auparavant, pour l entier ≥ 1, gl,s et hε sont toujours
dans l’espace C l([0, 1]s) usuel : gl,s comme restriction d’un polynôme, et hε puisque ses
dérivées partielles sont continues sur chacun des Ki et qu’elles s’annulent sur les bords
des Ki. En particulier, hε ∈ Λl,s, car par définition, m = l − 1, α = 1, et hε admet des
dérivées partielles continues d’ordre l− 1, qui sont lipschitziennes. Ainsi, le théorème 1.1
pourra également se formuler avec le sous-ensemble Λl,s ∩ C l([0, 1]s).

1.1.3 Preuve du théorème de Vitushkin : méthode de Warren

Dans la suite, on notera simplement log pour le logarithme binaire log2 (ln désignera
toujours le logarithme népérien).

Quelques rappels en géométrie algébrique réelle

On va énoncer sans démonstration quelques résultats sur les partitions de Rn par des
variétés algébriques. Ils sont prouvés en détails par H. Warren dans [37].

D’abord (cf. [37], lemme 2.5), si p est un polynôme réel quelconque à n variables de
degré d, alors le nombre de composantes connexes de l’ensemble {ζ ∈ Rn, p(ζ) = 0} ne
peut pas dépasser 2dn. Dans le cas où p est régulier on a une majoration plus fine par dn

(cette borne majore la somme des nombres de Betti bj de {p = 0}, donc en particulier le
nombre de composantes connexes b0, cf. [31]). La preuve utilise des résultats de Oleinik
et Petrovskii (cf. [24]) et le théorème de Bézout.

Grâce à un résultat intermédiaire sur les partitions d’une variété topologique par
des sous-variétés ([37], théorème 1), il en déduit le résultat suivant (théorème 2) : si
p1, . . . , pq sont des polynômes (quelconques) sur Rn, de degré au plus d, alors le nombre
de composantes connexes de l’ensemble

Rn \
q⋃

j=1

{ζ ∈ Rn, pj(ζ) = 0}

ne peut dépasser

n∑

j=0

2(2d)n 2jCj
q (1.5)

(en convenant que le coefficient binomial Cj
q = 0 si q < j).

Puisque la restriction de chaque pj sur chaque composante connexe de Rn \
⋃q
j=1{ζ ∈

Rn, pj(ζ) = 0} donne une fonction continue qui ne s’annule pas, donc de signe constant,
il en déduit l’estimation suivante (théorème 3) : le nombre de suites de signes prises par
la fonction

ζ ∈ Rn \ ∪qj=1{pj = 0} 7→ (sgn p1(ζ), . . . , sgn pq(ζ)) ,
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ne peut pas dépasser

(
4edq

n

)n
(1.6)

(cf. aussi [36]). Cela conduit au résultat suivant qui récapitule les corollaires 3.1 et 3.2 de
[37] (en convenant que sgn 0 = 0) :

Corollaire 1.10. Si q ≥ 8n log d, alors il existe une suite ε = (ε1, . . . , εq), où εj = ±1,
qui n’est jamais atteinte par sgnP (ζ) = (sgn p1(ζ), . . . , sgn pq(ζ)), ζ ∈ Rn.

De même, si q ≥ 18n log d, il existe une suite ε qui diffère de plus de q/10 places de
toute suite sgnP (ζ), ζ ∈ Rn.

L’idée de la démonstration sera donc d’exploiter l’entropie de Λl,s par l’utilisation
de la famille η-séparée construite en section 1.1.2 : le fait que toute suite ε puisse être
représentée par un élément hε traduit la capacité d’oscillation arbitraire de Λl,s. L’appli-
cation du corollaire 1.10 rendra la minoration possible afin de prouver le résultat négatif
d’approximation.

Démonstration du théorème

On est maintenant en mesure de donner la preuve du théorème 1.1 de Vitushkin.

Démonstration. Traitons dans un premier temps le cas continu, qui utilise la première
assertion du corollaire 1.10. q étant donné, il s’agit de montrer qu’il existe η(q) tel que,
pour toute suite (ε1, . . . , εq), il existe f ∈ Λl,s et q formes linéaires λj de norme ≤ 1 sur
C([0, 1]s) qui vérifient

εjλj(f) ≥ η(q), j = 1, . . . , q .

Cela entrâınera
Dn,d(Λl,s) ≥ η(q).

En effet, étant donné P ∈ Pn,d, en prenant q ≥ 8n log d et ε comme dans le corollaire 1.10,
et η(q), f , λ = (λ1, . . . , λq) associés, on aura, puisque ‖λj‖ ≤ 1,

sup
h∈Λl,s

inf
ζ∈Rn

‖h− P (ζ)‖∞ ≥ inf
ζ∈Rn

‖f − P (ζ)‖∞ ≥ inf
ζ∈Rn

sup
1≤j≤q

|λj(f) − λj(P (ζ))|.

Pour tout j, pj(ζ) := λj(P (ζ)) est un polynôme réel à n variables de degré au plus d.
D’après le corollaire 1.10, pour tout ζ ∈ Rn, la suite sgn λ(P (ζ)) = (sgn p1(ζ), . . . , sgn pq(ζ))
diffère de ε d’au moins une place : ∃ k, εk 6= sgn pk(ζ) (sgn pk(ζ) peut être nul). Dans ce
cas,

sup
1≤j≤q

|λj(f) − λj(P (ζ))| ≥ |λk(f) − pk(ζ)| ≥ |λk(f)| ≥ η(q),
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ce qui démontre l’inégalité cherchée pour P fixé. L’arbitraire sur P ∈ Pn,d nous donne
finalement la minoration voulue.

Choisissons alors un entier r ≥ 1, tel que q = rs ≥ 8n log d, donnons-nous la suite
ε grâce au corollaire 1.10, ainsi que hε construite à partir du pavage de [0, 1]s en les Ki

(cf. section 1.1.2). On sait d’après la proposition 1.6 que hε ∈ Λl,s.
Prenons alors pour les λi les morphismes d’évaluation en les centres des Ki. On a

λi(hε) = εi‖hε‖∞ = εi
gl,s
(

1
2
, . . . , 1

2

)

2rlMl,s
= εi

1

2Ml,s4s([l]+1)rl

(où Ml,s est défini en (1.4)). En particulier, si r est le plus petit entier (≥ 2) tel que
rs ≥ 8n log d, on a

1

r
≥ 1

2(r − 1)
≥ 1

2(8n log d)1/s
,

soit

εiλi(hε) ≥
1

2Ml,s4s([l]+1)2l8l/s
1

(n log d)l/s
,

ce qui permet de conclure pour le cas continu :

Dn,d(Λl,s) ≥
C∞(l, s)

(n ln d)l/s
,

avec

C∞(l, s) =
(ln 2)l/s

2l+14s([l]+1)8l/sMl,s
.

Traitons maintenant le cas intégrable (qui utilise la deuxième assertion du corol-
laire 1.10). Comme pour le cas continu, choisissons q = rs, r ≥ 2, tel que rs soit le
plus petit entier ≥ 18n log d.

Soient ε une suite, hε ∈ Λl,s la fonction associée, et pour les λi, posons

λi(h) =

∫

Ki

h(x)dx.

On a alors
m∑

i=1

|λi(h)| ≤
m∑

i=1

∫

Ki

|h(x)|dx = ‖h‖L1 ,

donc
m∑

i=1

‖λi‖L1 ≤ 1.
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D’autre part,

λi(hε) = εi
1

2rlMl,s

∫

[0, 1r ]
s
gl,s(ry)dy

= εi
1

2rlMl,srs

∫

[0,1]s

s∏

j=1

(xj(1 − xj))
[l]+1dx1 · · ·dxs

= εi
1

2rlMl,srs

(∫ 1

0

(t(1 − t))[l]+1dt

)s
.

Cette intégrale peut être calculée par intégrations par parties successives, ce qui nous
donne ∫ 1

0

(t(1 − t))[l]+1dt =
(([l] + 1)!)2

(2[l] + 3)!
,

donc

εiλi(hε) ≥
(([l] + 1)!)2s

2Ml,s((2[l] + 3)!)s rlrs
.

Soit alors P ∈ Pn,d : les pi(ζ) = λi(P (ζ)) sont des polynômes réels à n variables de
degré ≤ d. D’après le corollaire et par hypothèse sur q = rs, il existe une suite ε qui
diffère d’au moins q/10 places de sgn λ(P (ζ)) = (sgn p1(ζ), . . . , sgn pq(ζ)), ∀ ζ ∈ Rn, ce
qui entrâıne, puisque

∑q
i=1 ‖λi‖L1 ≤ 1,

sup
h∈Λl,s

inf
ζ∈Rn

‖h− P (ζ)‖L1 ≥ inf
ζ∈Rn

‖hε − P (ζ)‖L1 ≥ inf
ζ∈Rn

q∑

i=1

|λi(hε) − λi(P (ζ))|.

Comme, pour au moins q/10 indices i, on a

|λi(hε) − pi(ζ)| ≥ |λi(hε)|,

il vient

inf
ζ∈Rn

‖hε − P (ζ)‖L1 ≥ q

10

(([l] + 1)!)2s

rs2Ml,s((2[l] + 3)!)srl
=

(([l] + 1)!)2s

20Ml,s((2[l] + 3)!)srl
.

Enfin, le fait d’avoir ici encore

1

r
≥ 1

2(18n log d)1/s

et l’arbitraire sur P ∈ Pn,d aboutissent à

Dn,d(Λl,s) ≥
CL1(l, s)

(n ln d)l/s
,
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avec

CL1(l, s) =
(([l] + 1)!)2s(ln 2)l/s

20Ml,s2l18l/s((2[l] + 3)!)s
,

ce qui achève la preuve dans le cas L1([0, 1]s), et prouve le théorème.

On peut en particulier expliciter les constantes de minoration.

Corollaire 1.11. On a : pour le cas continu,

Dn,d(Λl,s) ≥
C∞(l, s)

(n ln d)l/s
,

où

C∞(l, s) =
(ln 2)l/s√

s 2l+1 8l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1)
;

et pour le cas intégrable,

Dn,d(Λl,s) ≥
CL1(l, s)

(n ln d)l/s
,

avec

CL1(l, s) =
(([l] + 1)!)2s(ln 2)l/s

5
√
s 2l+2 18l/s([l] + 1)[l]+1((2[l] + 3)!)s(1 + e)s([l]+1)

.

On peut par ailleurs imposer certaines restrictions sur la fonction h = hε intervenant
dans le théorème 1.1 :

Corollaire 1.12. Dans le cas continu avec s = 1, on peut de plus prendre h ∈ Λl([0, 1])∩
C l([0, 1]), nulle sur un sous-intervalle [0, δ] (ici

[
0, 1

20

]
). Elle vérifie alors : pour tout

ζ ∈ Rn, il existe xζ , tel que





c(l)

(n ln d)l
≤ ‖h‖∞ = |h (xζ) | ≤

2lc(l)

(n ln d)l

h (xζ)Pn,d (xζ , ζ) ≤ 0

h(x) = 0, ∀x ∈
[
0,

1

20

]

(1.7)

(c(l) étant une autre constante).
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Démonstration. D’abord, le fait de pouvoir prendre h dans Λl([0, 1]) ∩ C l([0, 1]) provient
de la remarque 1.9. Ensuite, les deux premières conditions découlent de la première partie
de la preuve du théorème 1.1. Quant à la dernière, il suffit juste de s’assurer que l’élément
xζ peut être choisi dans l’intervalle

[
1
20
, 1
]
, ce qui découle de la seconde assertion du

corollaire 1.10 : si q ≥ 18n log d, il existe une suite ε qui diffère de plus de q/10 places
de toute suite sgn λ(P (ζ)), ζ ∈ Rn, les λj étant ici les morphismes d’évaluation en les

centres des intervalles
[
j−1
q
, j
q

]
, j = 1, . . . , q. Il existe donc au moins une place pour xζ se

trouvant en dehors de
[
0,

1

q

]
∪ · · · ∪

[
k − 1

q
,
k

q

]
⊃
[
0,

1

20

]
,

k étant le plus grand entier ≤ q/10. Il ne reste plus qu’à changer h en 0 sur

[
0,
k

q

]
.

Remarque 1.13. Ce corollaire montre que l’entropie de Λl([0, 1]) reste inchangée (du moins
son ordre) lorsque l’on ne considère que les fonctions nulles sur un sous-intervalle fixé,
puisque les résultats négatifs sont encore valables (avec le même exposant l). Le choix de
se restreindre sur [0, 1] (i.e. s = 1) n’a rien de spécial. On pourrait étendre ce corollaire
pour s ≥ 1 quelconque en considérant les éléments de Λl,s qui s’annulent sur un sous-
ensemble de [0, 1]s (et on aurait toujours le même exposant l/s).

1.1.4 D’autres applications de la méthode de Warren : variétés

quasi-algébriques

Application des estimations de Khovanskii

La méthode de Warren peut encore être appliquée à d’autres familles de Rn, dès lors
qu’on est capable d’en estimer le nombre de composantes connexes. C’est ce que nous
allons faire ici en considérant des quasi-polynômes, définis par

P (ζ1, . . . , ζn, exp < a1, ζ >, . . . , exp < ak, ζ >),

où P est un polynôme à n+k variables, de degré total d, et où on a remplacé les k dernières
variables par les fonctions exp < aj, ζ >, avec aj ∈ Rn et < aj, ζ >= a1

jζ1 + · · ·+ anj ζn.
On se fondera cette fois sur les estimations de A. Khovanskii : si on considère un

système non dégénéré

P1 = · · · = Pp = 0

de p équations quasi-polynomiales à n variables, k pseudo-variables et de degrés respectifs
mj , alors la variété de dimension n − p définie par ce système est homotopiquement
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équivalente à un complexe cellulaire dont le nombre de cellules est majoré par (cf. [14],
p. 91, corollaire 3)

2
k(k−1)

2 m1 · · ·mp

(
p∑

j=1

mj + n− p+ 1

)n−p [
(n− p+ 1)

(
p∑

j=1

mj + n− p+ 1

)
− n + p

]k
. (1.8)

A. Gabrielov donne dans [5] des estimations explicites qui sont analogues pour des inter-
sections non isolées de variétés de Pfaff complexes.

L’équivalence homotopique est définie ainsi (cf. [7], [34]) : deux espaces topologiques X
et Y sont homotopiquement équivalents s’il existe des applications continues f : X → Y
et g : Y → X telles que g ◦ f et f ◦ g sont respectivement homotopes à IdX et
IdY . Deux espaces homéomorphes sont topologiquement équivalents, mais la réciproque
n’est pas vraie. Cependant la relation d’équivalence homotopique a des invariants comme
le nombre de composantes connexes. D’autre part, le nombre de cellules étant additif
par rapport à la réunion, on en déduit que l’estimation (1.8) donne en particulier une
majoration du nombre de composantes connexes de la variété P1 = · · · = Pp.

On montre alors le résultat suivant signalé comme le théorème 1.4 :

Théorème. Soit, pour n, d ≥ 2, k ≥ 1,

Pn,k,d =




∑

|j|≤d
cj ζ

j1
1 · · · ζjnn ejn+1<a1,ζ> · · · ejn+k<ak,ζ>, ζ ∈ Rn



 ,

une famille quasi-polynomiale de C([0, 1]s), à n variables, k pseudo-variables et de degré
total au plus d.

Alors il existe h ∈ Λl,s tel que, pour tout ζ ∈ Rn,

‖h− Pn,k,d‖∞ ≥ C1(l, s)

(k2n lnn ln d)l/s
. (1.9)

En outre, la constante C1(l, s) peut être calculée et vaut

(ln 2)2l/s

√
s 2l+1 38l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1)

.

On pourrait tenter de prouver une estimation (analogue à celle de type de Warren
établie dans [37]) du nombre de composantes connexes de l’ensemble Rn \

⋃q
j=1{Pj = 0}

dans le cas général (i.e. avec singularités). Cependant, il n’est pas trivial que les arguments
de type algébrique utilisés par Warren se transposent dans le cas quasi-algébrique. On va
donc plutôt se ramener au cas régulier par perturbation de la famille Pn,k,d, ce qui conduit
aux deux prochains lemmes utiles pour la preuve du théorème et dont le premier utilise
le lemme de Sard.
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Lemme 1.14. Soient P1, . . . , Pq des quasi-polynômes à n variables, k pseudo-variables et
de degré total au plus d. Alors, pour tout ε = (ε1, . . . , εq) ∈ Rq en-dehors d’un ensemble de
mesure nulle, les quasi-polynômes P1−ε1, . . . , Pq−εq vérifient les conditions du théorème 1
dans [37] :

1. les ensembles Mi = {Pi = εi} sont des variétés (fermées) et localement plates ;

2. pour tout j = 1, . . . , n, l’intersection de n’importe quels j des Mi est soit vide, soit
une variété de dimension n − j avec un nombre fini de composantes connexes, et
localement plate dans l’intersection de n’importe quels j − 1 de ces Mi ;

3. toute intersection de plus de n des Mi est vide.

Démonstration. Pour tout J ⊂ {1, . . . , q} de cardinal j ≤ n, on considère la fonction

PJ : Rn → Rj

ζ 7→ (Pl1(ζ), . . . , Plj(ζ)) .

Par le lemme de Sard, l’image de l’ensemble des points pour lesquels la différentielle de PJ
n’est pas surjective, est de mesure nulle. Il en résulte que, pour tout εJ = (εl1, . . . , εlj) ∈ Rj

en-dehors d’un ensemble de mesure nulle, le système

{PJ = εJ} = {Pl1 = εl1, . . . , Plj = εlj} ,

donne une variété de dimension n− j (s’il n’est pas vide).
En particulier, pour tout J ′ ⊂ J de cardinal j − 1, l’ensemble {PJ = εJ} est une

sous-variété de {PJ ′ = εJ ′}, avec un nombre fini de composantes connexes en vertu des
estimations de Khovanskii. Cette propriété de finitude entrâıne également qu’elle est loca-
lement plate : en effet, pour tout ζ ∈ {PJ = εJ}, par le théorème des fonctions implicites,
il existe un voisinage U de ζ et un homéomorphisme

u : (U ∩ {PJ ′ = εJ ′}, U ∩ {PJ = εJ}, ζ) →
(
Rn−j+1,Rn−j, 0

)

(avec la convention que Rn−j correspond aux y ∈ Rn−j+1 tels que yn−j+1 = 0).
Cette fois, si |J | = j > n, alors

{PJ = εJ} ⊂ {Pl1 = εl1 , . . . , Pln+1 = εln+1} ,

et (toujours grâce aux estimations de Khovanskii) pour tout (εl1 , . . . , εln) en-dehors d’un
ensemble de mesure nulle, le système {Pl1 = εl1, . . . , Pln = εln} est un ensemble fini de
points. Il en résulte que, pour chacun de ces (εl1, . . . , εln), sauf pour un nombre fini de
εln+1, le système {Pl1 = εl1, . . . , Pln+1 = εln+1} sera vide.

L’arbitraire sur |J | = j et j = 1, . . . , q nous permet de conclure que les assertions
énoncées dans le lemme sont vérifiées pour tout (ε1, . . . , εq) ∈ Rq en-dehors d’un ensemble
de mesure nulle.
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On en déduit le résultat suivant.

Lemme 1.15. Sous les conditions du lemme précédent, pour tout ε = (ε1, . . . , εq) en-
dehors d’un ensemble de mesure nulle, le nombre de composantes connexes de l’ensemble
Rn \⋃q

j=1{Pj = εj} est majoré par

2k(k−1)/2(2dnq)n+2k.

Démonstration. Pour tout j = 1, . . . , n, soit bj le nombre total de composantes connexes
des intersections de n’importe quels j des Mi. On a par (1.8) :

bj ≤ Cj
q 2k(k−1)/2dj (jd+ n− j + 1)n−j [(n− j + 1) (jd+ n− j + 1) − n+ j]k

≤ Cj
q 2k(k−1)/2dj(jd+ n)n−j [n(jd+ n)]k

≤ Cj
q 2k(k−1)/2[n(d+ 1)]n

[
n2(d+ 1)

]k
.

Par le lemme précédent, pour tout ε = (ε1, . . . , εq) en-dehors d’un ensemble de mesure
nulle, les variétés Mi = {Pi = εi} vérifient les conditions du théorème 1 dans [37]. On en
déduit que le nombre de composantes connexes de l’ensemble Rn \

⋃q
j=1Mj est majoré

par

n∑

j=0

bj ≤ 2k(k−1)/2[n(d+ 1)]n
[
n2(d+ 1)

]k n∑

j=0

Cj
q

≤ 2k(k−1)/2(2dn)n
(
2dn2

)k n∑

j=0

qj

j!

≤ 2k(k−1)/2 (2dn)n+2k
n∑

j=0

qn

n!

≤ 2k(k−1)/2(2dnq)n+2k.

On peut maintenant prouver le théorème.

Démonstration. La preuve est du même esprit que pour le théorème 1.1. On se donne
Pn,k,d une famille quasi-polynomiale de C([0, 1]s). On pose q = rs et on considère les λj
morphismes d’évaluation en les centres des Kj qui pavent [0, 1]s. Pour tout j = 1, . . . , q,
on pose Pj(ζ) = λj (Pn,k,d(ζ)). Considérons d’autre part, les fonctions µj ∈ C([0, 1]s) qui
vérifient : ∀ i, j = 1, . . . , q, λi(µj) = δi,j (symbole de Kronecker). Pour tout ε = (ε1, . . . , εq),
on pose µε =

∑q
j=1 εjµj et on a, pour tout ζ ∈ Rn :

∀ j = 1, . . . , q, λj (Pn,k,d(ζ) − µε) = Pj(ζ) − εj .
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Les Pj étant des quasi-polynômes à n variables, k pseudo-variables et de degré au plus
d, on en déduit par le lemme précédent que, pour tout ε ∈ Rq en-dehors d’un ensemble
de mesure nulle, le nombre de composantes connexes de l’ensemble Rq \ ⋃q

j=1{Pj = εj}
est majoré par 2k(k−1)/2(2dnq)n+2k. On vérifie que si r est le plus petit entier ≥ 2 tel que

q = rs ≥ 38k2n(log n)(log d),

alors ce nombre est plus petit que 2q. Il existe donc une fonction h = hε ∈ Λl,s qui vérifie

inf
ζ∈Rn

‖hε − (Pn,k,d(ζ) − µε)‖∞ ≥ 1

2Ml,s4s([l]+1)rl

≥ 1√
s 2l+138l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1)

1

(k2n log n log d)l/s
.

Puisque ε = (ε1, . . . , εq) est dans un ensemble de mesure pleine, on peut choisir une suite
qui tend vers 0 = (0, . . . , 0). Λl,s étant compact, quitte à extraire une sous-suite pour ε,

on peut supposer que la suite associée hε converge vers h̃ ∈ Λl,s (en fait, comme on l’a
vu, la famille (hε)ε peut être prise dans l’ensemble fini des fonctions construites dans la

partie 1.1.2, la limite h̃ sera donc l’une de ces fonctions). D’autre part, µε −−→
ε→0

0, on en

déduit par passage à la limite que, pour tout ζ ∈ Rn,

∥∥∥h̃− Pn,k,d(ζ)
∥∥∥
∞

≥ C1(l, s)

(k2n log n log d)l/s
,

ce qui termine la preuve.

Remarque 1.16. Comme pour le cas polynomial, le résultat est aussi valable si on considère
l’espace L1([0, 1]s) muni de la norme ‖ · ‖L1 , avec les familles quasi-polynomiales à coeffi-
cients cj ∈ L1([0, 1]s) (et une autre constante CL1(l, s)).

Ces variétés quasi-algébriques sont, comme on l’a signalé dans l’introduction, une sous-
classe des variétés de Pfaff (variétés définies comme solutions intégrales de systèmes de
formes différentielles à coefficients polynomiaux). En particulier, les variétés algébriques
sont de Pfaff. De même que le théorème de Bézout donne une estimation du nombre
de points d’intersection de n variétés algébriques sur Rn, A. Khovanskii montre plus
généralement dans [14] qu’on est capable d’obtenir des estimations analogues pour des
variétés de Pfaff, ne dépendant que de données comme le nombre de variables ou le degré
(cf. par exemple l’estimation (1.8)). Cependant elles ne sont pas toujours explicites et
les seuls cas sont entre autres ceux des variétés quasi-polynomiales (c’est aussi une des
raisons pour lesquelles on a considéré ce cas).
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Cette étude est liée à la notion de complexité. Un exemple fondamental qui motive
cette définition est celui d’un polynôme à une variable, dont la complexité correspond au
nombre de termes non nuls, et nous amène au théorème de Descartes : si

P (X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n

est un polynôme à coefficients réels, alors le nombre de racines positives est majoré par
le nombre de changements de signes de la suite (a0, . . . , an). Il en résulte qu’un polynôme
qui s’écrit avec k monômes non nuls ne peut avoir plus de k − 1 racines positives (et
donc au plus 2k − 1 racines réelles), et ce quel que soit son degré. Ainsi, la complexité
pourrait être un nouveau moyen d’obtenir des estimations de type Bézout, mais reste à
usage délicat dans les applications qui nous motivent (en particulier, le fait qu’elle ne soit
pas toujours explicitée). A. Khovanskii (cf. [14] et [28]) et J.-J. Risler (cf. [27] et [29]) ont
donné des résultats d’étude de complexité.

Un autre moyen dans cette optique aurait été l’utilisation de la conjecture de Kouch-
nirenko, qui est une généralisation à plusieurs variables du théorème de Descartes, et qui
dit qu’un système P1 = · · · = Pn = 0 d’équations polynomiales à n variables, où mi est le
nombre de termes de Pi, ne peut avoir plus de (m1 − 1) · · · (mn− 1) racines positives non
dégénérées. Elle aurait pu nous être utile, vu la simplicité de cette borne. Elle a cependant
été récemment infirmée par B. Haas qui nous donne un contre-exemple dans [8].

Utilisation du théorème de Descartes

On va donner ici un résultat négatif d’approximation de Λl([0, 1]) par des familles
exponentielles Ψn,p1,...,pn

⊂ C([0, 1]), i.e. de la forme

{(
t ∈ [0, 1] 7→ ψ(t, ζ) =

n∑

j=1

Pj(t) exp(ζjt)

)
, ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Rn

}
,

où Pj est un polynôme en t de degré ≤ pj. La preuve repose sur une application directe du
théorème de Descartes. Quant au choix de cette famille, il est motivé par l’expression des
formules de type Gelfand-Levitan où apparaissent des fonctions du type exp(< ζ, x >)
(cf. formule (13) dans l’introduction). On montre donc la proposition suivante formulée
en tant que proposition 1.5.

Proposition. Soit Ψn,p1,...,pn
⊂ C([0, 1]) une famille exponentielle.

Soit également hε, la fonction définie sur [0, 1] =
⋃n+1
i=1

[
i−1
n+1

, i
n+1

]
, par

hε(x) = εi
gl((n+ 1)x− i+ 1)

Ml (n+ 1)l
, x ∈

[
i− 1

n + 1
,

i

n+ 1

]
,

où εi = 1, si i pair, −1 sinon (gl(x) = gl,1(x) = (x(1 − x))[l]+1, cf. (1.3), section 1.1.2).



1.1. Approximation par des variétés algébriques 35

On a alors

inf
ζ∈Rn

‖hε − ψ(·, ζ)‖∞ ≥ Cl(
n+ 1 +

∑n
j=1 pj

)l .

Démonstration. Supposons d’abord les ζj ∈ N et les Pj = cj constants. Par le théorème
de Descartes, le polynôme

∑n
j=1 cjX

ζj a au plus n− 1 racines > 0. Si ζ ∈ Zn, on factorise

par X−k, k assez grand. Enfin pour ζ ∈ Qn, on pose X = exp t
p
, p dénominateur commun

des ζj, ce qui montre que la fonction

t ∈ R 7→ ψ0(t, ζ) =

n∑

j=1

cj exp(ζjt),

a au plus n− 1 zéros dans R (l’injectivité de la fonction exponentielle n’augmente pas le
nombre de zéros).

Or hε changeant de signe n fois sur [0, 1] et ψ0(·, ζ) s’annulant au plus n − 1 fois, il
existe au moins un sous-intervalle où hε et ψ0(·, ζ) sont de signe contraire, ce qui implique,
∀ ζ ∈ Qn,

‖hε − ψ0(·, ζ)‖∞ ≥ Cl
(n+ 1)l

.

Enfin, l’assertion est encore valable pour ζ ∈ Rn par densité, la convergence étant uniforme
sur [0, 1].

Considérons maintenant le cas général

ψ(t, ζ) =

n∑

j=1

Pj(t) exp(ζjt),

où Pj est un polynôme de degré ≤ pj . On commence par remarquer que la fonction t est
limite uniforme sur [0, 1] de exp ηt−1

η
, pour η → 0+. On a alors, pour tout m ≥ 0,

tm = lim
η→0+

(
exp ηt− 1

η

)m
= lim

η→0+

m∑

s=0

(−1)m−sCs
m

ηm
exp(sηt).

Ainsi, chaque Pj(t) exp(ζjt) va être limite uniforme sur [0, 1] d’une famille de fonctions de
la forme

pj∑

s=0

aj,s(η) exp(sη + ζj)t,

qui pour tout j, 1 ≤ j ≤ n, possède au plus pj + 1 termes ; ce qui pour ψ(·, ζ) donnera∑n
j=1 pj + n termes et aboutira, par limite uniforme, à

‖hε − ψ(·, ζ)‖∞ ≥ Cl(
n + 1 +

∑
j pj

)l .
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Remarque 1.17. On peut bien sûr prolonger le résultat sur tout intervalle [a, b] de R (à

condition qu’il soit compact pour assurer la convergence uniforme de exp(ηt)−1
η

vers t).
D’autre part, on utilise l’idée simple, mais fondamentale qu’une fonction continue sur

un intervalle et qui change beaucoup de fois de signes, doit beaucoup s’annuler. C’est
aussi cet argument qui intervient dans la preuve du théorème 1.1. Il est caractéristique à
R et ne peut pas être directement transposé au cas complexe.

1.1.5 Quelles applications ?

En guise de conclusion, on a tenté de prolonger nos résultats négatifs pour les cas
de familles polynomiales (Théorème de Vitushkin), quasi-polynomiales (théorème 1.4) et
exponentielles (proposition 1.5). Comme on l’a signalé, ce dernier résultat a été motivé
par l’insuffisance, en vue d’applications en problème inverse, du théorème 1.4 où l’on
ne considère que la classe des familles quasi-polynomiales (en particulier, il n’y a pas
de fonction de la forme exp(aζjx), où variable et paramètres sont ”mélangés”). De plus,
le résultat négatif est trop faible (du moins, dans le cadre du problème inverse qui nous
intéresse) du fait de la présence de k2 dans la minoration (1.9). C’est ce qui nous a poussés
à établir la proposition 1.5.

A première vue, ce résultat pourrait s’appliquer dans le cadre de notre problème in-
verse. L’inconvénient est qu’ici aussi la minoration est trop faible : en effet, la formule de
type Gelfand-Levitan possède en tant que déterminant (cf. formule (13) dans l’introduc-
tion) tous les

exp 2(b1ζ1 + · · ·+ bNζN), bj ∈ {−1, 0, 1},
qui sont au nombre de 3N , sans compter ceux qui ont une partie polynomiale, ce qui ne
donnera pas mieux que Cl/3

lN , qui est déjà insuffisant.
Comme on l’a signalé dans l’introduction, cela nous contraint à tenter une autre ap-

proche qui fera l’objet de la section suivante. Le résultat principal concernera les familles
analytiques d’ordre fini où figurera la borne de l’ordre de (N lnN)−l/s (cf. (11) dans le
théorème 0.2).

En revanche, les théorème 1.4 et proposition 1.5 présentent un avantage qu’il n’y a pas
dans le cadre du théorème 0.2 : à aucun moment il n’y a besoin de borner les paramètres
(ζ1, . . . , ζN). De plus, la fonction hε de la proposition 1.5 est explicitée, et ne dépend pas
de la famille exponentielle imposée au départ. Elle se trouve ainsi uniformément distante
de toutes les familles exponentielles à n termes. Ceci nous conduit à la question suivante :
soit le théorème 1.4 (ou la proposition 1.5) peut être nettement amélioré afin d’obtenir
une estimation voisine de (N lnN)−l. Ce qui prolongerait le théorème de Vitushkin pour
des familles quasi-polynomiales, et étendrait dans ce cas la relation (12), formulée dans
l’introduction, entre le nombre N de paramètres et l’entropie du compact Λl,s.

Soit au contraire le résultat n’est pas loin d’être optimal, et la comparaison avec
(N lnN)−l montre que c’est alors pour des grandes valeurs des paramètres ζ1, . . . , ζN
(donc au-delà de la taille polynomiale en N) que l’approximation est bien meilleure.
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Cela mis à part, le résultat donné par le théorème 0.2 est d’une part préférable pour
la meilleure précision et pour sa forme plus générale qui ne concerne pas seulement les
familles quasi-polynomiales ou exponentielles, mais toutes les fonctions entières d’ordre
fini ; d’autre part, comme on le verra dans le chapitre 2, ce résultat sera exploitable pour en
déduire l’optimalité des formules d’approximation (13) et (16) de type Gelfand-Levitan.

1.2 Approximation par des variétés analytiques

1.2.1 Définitions et principaux résultats

On va montrer ici un des principaux résultats de cette thèse, qui est une généralisation
essentielle dans le cas analytique du théorème de Vitushkin. On donne ainsi la définition
suivante d’une famille analytique, de façon analogue à une famille polynomiale.

Définition 1.18. On appelle (N,M)-famille analytique d’ordre fini continue (resp. intégrable)
toute fonction f définie sur [0, 1]s × CN × CM

+ (où C+ = {z ∈ C, ℜ z > 0}) et qui vérifie
les conditions suivantes : pour tout (ζ, w) ∈ CN × CM

+ , f(·, ζ, w) ∈ C([0, 1]s) (resp.
L1([0, 1]s) ) ; pour tout x ∈ [0, 1]s (resp. presque tout x ∈ [0, 1]s), f(x, ζ, w) est holo-
morphe sur CN × CM

+ et d’ordre fini, i.e. pour tout (ζ, w) ∈ CN × CM
+ ,

‖f(·, ζ, w)‖∞ ≤ Aeu(N+M)v

eb(N+M)t(‖ζ‖d
1+‖w‖d

1)

(resp. ‖f(·, ζ, w)‖L1 ≤ Aeu(N+M)v

eb(N+M)t(‖ζ‖d
1+‖w‖d

1) ) , (1.10)

où A, u, v, b, t, d ∈ [1,+∞[ et ‖ζ‖1 = |ζ1| + · · ·+ |ζN | (de même pour ‖w‖1).

De façon analogue, on définit une N-famille analytique d’ordre fini continue (resp.
intégrable) toute fonction f qui vérifie les mêmes conditions sur [0, 1]s × CN .

Cependant, contrairement aux résultats négatifs établis dans la partie précédente, on a
besoin d’imposer une restriction sur les paramètres, ce qui nous amène à poser la définition
suivante.

Définition 1.19. On appelle (N,M)-domaine des paramètres d’approximation tout en-
semble compact ΩN,M de RN × RM

+ de la forme

ΩN,M =

{
(ζ, w) ∈ RN ×

(
R+
)M

, ∀j ≤ N, |ζj| ≤ B1(M +N)r1 , ∀i ≤M, |wi − ai| ≤
(

1 − ε

a2
i

)
ai

}
,

où pour tout i = 1, . . . ,M , 1 ≤ ai ≤ B2(M +N)r2 , avec B1, B2, r1, r2 ≥ 1 et 0 < ε < 1.
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On définit de même un N-domaine des paramètres d’approximation ΩN par

ΩN =
{
ζ ∈ RN , ∀ j ≤ N, |ζj| ≤ BN r

}
.

ΩN,M est le produit d’un polydisque (réel) dont la taille grandit avec N +M et d’un
autre dont le centre s’éloigne à l’infini. Remarquons que, quelle que soit la famille de
domaines ΩN,M avec les bornes fixées, alors tout compact de CN ×CM

+ de la forme KN ×
KM

+ , où K (resp. K+) est un compact de C (resp. C+), finit par être contenu dans un
tel domaine ΩN,M , pourvu que N et M soient assez grands (de même pour ΩN et tout
compact KN de CN). Bien que la définition de ΩN paraisse plus naturelle, le choix de
considérer ΩN,M est motivé par les applications qui seront données au chapitre 2.

On peut maintenant énoncer les principaux résultats de cette partie.

Théorème 1.20. On considère, pour N ≥ 2 et M ≥ 0, f une (N,M)-famille analytique
d’ordre fini continue (resp. intégrable) et un (N,M)-domaine des paramètres d’approxi-
mation ΩN,M . Alors il existe h ∈ Λl,s tel que pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M , on a

‖h− f(·, ζ, w)‖∞ ≥ C ′
∞

((M +N) ln(M +N))l/s

(resp. ‖h− f(·, ζ, w)‖L1 ≥ C ′
L1

((M +N) ln(M +N))l/s
) ,

où C ′
∞ (resp. C ′

L1) est une constante dépendant de l, s, A, u, v, b, t, d, B1, B2, r1, r2, ε (et
pas de N, M).

De façon équivalente,

sup
h∈Λl,s

inf
(ζ,w)∈ΩN,M

‖h− f(·, ζ, w)‖ ≥ C ′

((N +M) ln(N +M))l/s
.

On obtient en particulier comme corollaire un résultat analogue pour une N -famille
analytique :

Théorème 1.21. On considère, pour N ≥ 2, f une N-famille analytique d’ordre fini
continue (resp. intégrable) et un N-domaine des paramètres d’approximation ΩN . Alors
il existe h ∈ Λl,s tel que pour tout ζ ∈ ΩN , on a

‖h− f(·, ζ)‖∞ ≥ C ′′
∞

(N lnN)l/s

(resp. ‖h− f(·, ζ)‖L1 ≥ C ′′
L1

(N lnN)l/s
) ,

où C ′′
∞ (resp. C ′′

L1) est une constante dépendant de l, s, A, u, v, b, t, d, B, r (et pas de N).
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De façon équivalente,

sup
h∈Λl,s

inf
|ζj |≤BNr

‖h− f(·, ζ)‖ ≥ C ′′

(N lnN)l/s
.

On a en outre le calcul des constantes que l’on obtient comme corollaire de la preuve
de ces deux théorèmes d’une part, et d’autre part du calcul des constantes C∞ et CL1

données dans le théorème 1.1 de Vitushkin.

Corollaire 1.22.

1

C ′
∞

=

√
s 2l+2 16l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1)

(ln 2)l/s
(1.11)

×
[
((d+ 1)(r1 + 2r2 + 1) + t+ v) ln

(
4bud2Bd

1

(
eB2

2

)d+1
(

1 +
l

s

)2
1

ε2

)]l/s

×
[
ln

(
ln
A
√
s 2l+3 8l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1)

(ln 2)l/s

)]l/s
,

et

1

C ′
L1

=
5
√
s 2l+3 36l/s([l] + 1)[l]+1((2[l] + 3)!)s(1 + e)s([l]+1)

(([l] + 1)!)2s(ln 2)l/s
(1.12)

×
[
((d+ 1)(r1 + 2r2 + 1) + t+ v) ln

(
4bud2Bd

1

(
eB2

2

)d+1
(

1 +
l

s

)2
1

ε2

)]l/s

×
[
ln

(
ln

5A
√
s 2l+4 18l/s([l] + 1)[l]+1((2[l] + 3)!)s(1 + e)s([l]+1)

(([l] + 1)!)2s(ln 2)l/s

)]l/s
.

De même,

1

C ′′
∞

=

√
s 2l+3 8l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1) [d(r + 1) + t+ v]l/s

3(ln 2)l/s
(1.13)

×
[
ln

(
4bued+1Bd

(
1 +

l

s

)2(
ln
A
√
s 2l+3 8l/s([l] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+1)

(ln 2)l/s

))]l/s
,

et

1

C ′′
L1

=
5
√
s 2l+4 18l/s([l] + 1)[l]+1((2[l] + 3)!)s(1 + e)s([l]+1)

3(([l] + 1)!)2s(ln 2)l/s
(1.14)

×
[
(d(r + 1) + t+ v) ln

(
4bued+1Bd

(
1 +

l

s

)2
)]l/s

×
[
ln

(
ln

5A
√
s 2l+4 18l/s([l] + 1)[l]+1((2[l] + 3)!)s(1 + e)s([l]+1)

(([l] + 1)!)2s(ln 2)l/s

)]l/s
.
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Comme on le constate, en plus de l et s, C ′ (resp. C ′′) dépend des paramètres qui
interviennent pour définir f et ΩN,M (resp. ΩN), mais pas de N , M .

On donnera en dernière partie des résultats négatifs plus spéciaux qui nous seront
utiles dans le chapitre 2. On généralisera les théorèmes 1.20 et 1.21 à des familles dites de
type Gelfand-Levitan (cf. définition 1.29), dont le choix est motivé par les formules (13)
et (16) données en introduction.

1.2.2 Preuve des théorèmes 1.20 et 1.21

L’idée de la preuve sera d’utiliser le développement en série de Taylor de la famille
analytique f , afin de l’écrire comme somme d’une famille polynomiale et d’un reste suf-
fisamment petit. L’assertion sera alors une application du théorème 1.1 de Vitushkin.
Comme la série doit converger, on comprendra la motivation, d’une part de supposer que
f est d’ordre fini, d’autre part que les paramètres restent dans un domaine du type ΩN,M .

Cas d’une (N,M)-famille analytique

On va établir dans cette partie le théorème 1.20, et en déduire une version plus spéciale
qui nous sera utile pour la suite (corollaire 1.27).

Théorème. On considère, pour N ≥ 2 et M ≥ 0, f une (N,M)-famille analytique
d’ordre fini continue (resp. intégrable) et ΩN,M un (N,M)-domaine des paramètres d’ap-
proximation. Alors il existe h ∈ Λl,s tel que pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M , on a

‖h− f(·, ζ, w)‖ ≥ C ′

((M +N) ln(M +N))l/s
.

Démonstration. Tout au long de la preuve, la norme ‖ · ‖ désignera la norme uniforme
‖ · ‖∞ sur C([0, 1]s) (resp. intégrale ‖ · ‖L1 sur L1([0, 1]s)).

L’analyticité de f par rapport à (ζ, w) ∈ CN × CM
+ permet d’écrire :

f(·, ζ, w) =
∑

|k|+|l|≥0

ck,l(·)ζk(w − a)l

=


 ∑

|k|≤K,|l|≤L
+

∑

|k|≤K,|l|>L
+

∑

|k|>K,|l|≥0


 ck,l(·)ζk(w − a)l

= PK,L(·, ζ, w) + SK,L(·, ζ, w) +RK(·, ζ, w), (1.15)

où K et L sont des entiers > 0, avec k ∈ NN , l ∈ NM et ζk = ζk11 · · · ζkN

N , (w − a)l =
(w1−a1)

l1 · · · (wM−aM )lM . La fonction ck,l est le coefficient de Taylor du monôme ζk(w−a)l
au point (0, a) = (0, . . . , 0, a1, . . . , aM).
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L’égalité doit être interprétée au sens fonctionnel, i.e. point par point dans C([0, 1]s)
(resp. presque partout dans L1([0, 1]s) ). Elle est justifiée par le lemme suivant qui nous
donne une estimation de ck,l.

Lemme 1.23. Pour tout (k, l) ∈ NN+M ,

‖ck,l‖ ≤ Aeu(N+M)v eb(2B2)dMd(N+M)dr2+t

al

(
ebd(N +M)d+t

|k|

) |k|
d

.

Démonstration. On commence par remarquer que, pour tout (k, l), la fonction

[0, 1]s → C([0, 1]s) (resp. L1([0, 1]s) )

x 7→ ck,l(x)

est bien définie, i.e. dans l’espace C([0, 1]s) (resp. L1([0, 1]s) ). En effet, elle est donnée par
la formule de Cauchy : pour tout R0 > 0 et Ri < ai, i = 1, . . . ,M ,

ck,l(x) =
1

(2πi)N+M

∫

|ζj |=R0,|wi−ai|=Ri

f(x, ζ, w)

ζk+1(w − a)l+1
dζ ∧ dw,

où (k + 1) = (k1 + 1, . . . , kN + 1) (de même pour l+ 1) et dζ = dζ1 ∧ · · · ∧ dζN (de même
pour dw). Pour le cas de C([0, 1]s), il s’agit d’une intégrale à paramètre d’une fonction
continue par rapport à x ∈ [0, 1]s ; tandis que pour le cas de L1([0, 1]s), c’est le théorème
de Fubini appliqué à la fonction f sur l’ensemble [0, 1]s× (bD(0, R0))

N ×
∏M

i=1 bD(ai, Ri),
qui permet de définir sur [0, 1]s (presque partout, puis en prolongeant par 0) la fonction
ck,l, qui sera alors dans L1([0, 1]s).

Il vient

‖ck,l‖ ≤ 1

(2π)N+M

∫

|ζj |=R0,|wi−ai|=Ri

‖f(·, ζ, w)‖
R

|k|+N
0 Rl1+1

1 · · ·RlM +1
M

dζdw,

soit (puisque c’est vrai pour tout Ri < ai)

‖ck,l‖ ≤ 1

(2π)N+M

∫

|ζj |=R0,|wi−ai|=Ri

Aeu(N+M)v

eb(N+M)t(‖ζ‖d
1+(‖a‖1+‖w−a‖1)d)

R
|k|+N
0 Rl1+1

1 · · ·RlM+1
M

dζdw

≤ Aeu(N+M)v eb(N+M)t(NdRd
0+2d(a1+···+aM )d)

R
|k|
0 a

l

≤ Aeu(N+M)v eb(2B2)dMd(N+M)dr2+t

al
eb(N+M)d+tRd

0

R
|k|
0

L’inégalité étant valable pour tout R0 > 0, on l’a en particulier pour R0 = Rmin qui
minimise le membre de droite. On le détermine en considérant la fonction définie sur
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]0,+∞[ par R0 7→ eb(N+M)d+tRd
0

R
|k|
0

. Elle tend vers +∞ en 0 et +∞, elle admet donc (au

moins) un minimum, qui annule sa dérivée, donnée par :

R0 7→ eb(N+M)d+tRd
0

R
|k|
0

bd(N +M)d+tRd−1
0 − |k|e

b(N+M)d+tRd
0

R
|k|+1
0

=
eb(N+M)d+tRd

0

R
|k|+1
0

(
bd(N +M)d+tRd

0 − |k|
)
,

qui s’annule exactement en R0 = Rmin =
(

|k|
bd(N+M)d+t

) 1
d

. On obtient

‖ck,l‖ ≤ Aeu(N+M)v eb(2B2)dMd(N+M)dr2+t

al

(
ebd(N +M)d+t

|k|

) |k|
d

,

ce qui prouve le lemme.

Notre objectif est maintenant de rendre petits les restes RK et SK,L de la décomposition (1.15),
pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M , pourvu que K et L soient assez grands. Comme on va estimer
des restes de séries, on a au préalable besoin d’un résultat combinatoire qui constitue le
lemme suivant.

Lemme 1.24. Pour tous p ≥ 1 et n ≥ 0,

card{k ∈ Np, k1 + · · ·+ kp = n} =
(n+ p− 1)!

(p− 1)!n!
,

et

card{k ∈ Np, k1 + · · ·+ kp ≤ n} =
(n+ p)!

n! p!
.

Démonstration. Pour la première égalité, le membre de gauche est le coefficient en Xn de
la série formelle ∑

k1,...,kp≥0

Xk1
1 · · ·Xkp

p ,

après l’évaluation X1 = · · · = Xp = X. Or, cette série vaut :

p∏

j=1


∑

kj≥0

X
kj

j


 =

p∏

j=1

1

1 −Xj
,
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qui après évaluation donne 1
(1−X)p . On a d’autre part :

1

(1 −X)p
=

1

(p− 1)!

dp−1

dXp−1

(
1

1 −X

)

=
1

(p− 1)!

∑

k≥0

k(k − 1) · · · (k − p+ 2)Xk−p+1,

dont le coefficient en Xn correspond à k = n + p− 1, ce qui donne finalement

(n+ p− 1) · · · (n + 1)

(p− 1)!
,

et achève la première égalité.

La seconde s’en déduit par récurrence sur n ≥ 0 (c’est la dimension de l’espace des
polynômes de degré au plus n) : c’est immédiat pour n = 0, et si n ≥ 1, on a en séparant
les |k| ≤ n− 1 et les |k| = n,

card{k ∈ Np, k1 + · · ·+ kp ≤ n} = Cn−1
n+p−1 + Cn

n+p−1 = Cn
n+p ,

ce qui prouve le lemme.

On peut maintenant établir le lemme suivant qui donne une estimation du reste RK .

Lemme 1.25. Supposons K ≥ KN,M , où

KN,M := 2bud2Bd
1

(
eB2

2

)d+1
(

1 +
l

s

)2
1

ε2

(
ln

4A

C

)
(N +M)(d+1)(r1+2r2+1)+t+v (1.16)

et C désigne la constante C∞(l, s) (resp. CL1(l, s)) intervenant dans le théorème 1.1 de
Vitushkin (KN,M n’est pas forcément entier).

Alors pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

‖RK(·, ζ, w)‖ ≤ C

4((N +M) ln(K +K2))l/s
.
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Démonstration. Par hypothèse, pour tout i = 1, . . . ,M , |wi−ai|
ai

≤
(
1 − ε

a2i

)
, donc :

‖RK(·, ζ, w)‖ ≤ Aeu(N+M)v

eb(2B2)dMd(N+M)dr2+t
∑

|k|>K,|l|≥0

(
1 − ε

a2

)l(ebd(N +M)d+t

|k|

) |k|
d ∣∣ζk

∣∣

≤ Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t

M∏

i=1

a2
i

ε

∑

|k|>K

(
ebd(N +M)d+t

|k|

) |k|
d

(B1(N +M)r1)|k|

≤ Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t (B2(N +M)r2)2M

εM

×
∑

n>K

(
ebdBd

1(N +M)d(r1+1)+t

n

)n
d (n+N − 1)!

(N − 1)!n!
,

la dernière inégalité provenant du lemme 1.24.

Par ailleurs,

(n +N − 1)!

(N − 1)!n!
=

(n +N − 1) · · · (n+ 1)

(N − 1)!

=

(
1 +

n

N − 1

)
· · ·
(
1 +

n

1

)

≤ (n + 1)N−1 .

On en déduit

‖RK(·, ζ, w)‖ ≤ Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t (B2(N +M)r2)2M

εM

×
∑

n≥K+1

(
ebdBd

1(N +M)d(r1+1)+t

n
(n+ 1)

d(N−1)
n

)n
d

.

Du fait que ε < 1 et C ≤ 1, et par hypothèse sur les autres constantes, tous les termes
qui interviennent dans l’expression de KN,M sont minorés par 1. En particulier, n ≥ K ≥
dN2 − 1. D’autre part, par décroissance de la fonction (t+ 1)1/t sur [1,+∞[, on a

(n+ 1)
d(N−1)

n ≤
(
dN2

) d(N−1)

dN2−1 ≤
(
dN2

) 1
N+1 ≤ 2d , (1.17)
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car t2/(t+1) ≤ 2. Il vient

‖RK(·, ζ, w)‖ ≤ Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t (B2(N +M)r2)2M

εM

×
∑

n≥K+1

(
2ebd2Bd

1(N +M)d(r1+1)+t

n

)n
d

.

Pour estimer la série, on commence par remarquer que

K ≥ 2bd2ed+1Bd
1(N +M)d(r1+1)+t ,

donc pour tout n ≥ K + 1,

(
2ebd2Bd

1(N +M)d(r1+1)+t

n

) 1
d

≤ 1

e
,

soit

∑

n≥K+1

(
2ebd2Bd

1(N +M)d(r1+1)+t

n

)n
d

≤ 1

1 − e−1

1

eK+1

≤ 1

eK
,

ce qui donne

‖RK(·, ζ, w)‖ ≤ Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t

(B2(N +M)r2)2M

εM eK
.

Il s’agit donc, pour prouver le lemme, de montrer que

Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t

(B2(N +M)r2)2M

εM eK
≤ C

4((N +M) ln(K +K2))l/s
,

soit

K − l

s
ln ln

(
K +K2

)
≥ ln

4A

C
+M ln

1

ε
+ 2M ln (B2(N +M)r2) +

l

s
ln(N +M)

+ u(N +M)v + b(2B2)
dMd(N +M)dr2+t.
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Puisque K ≥
(

1 +
l

s

)2

≥
(
l

s

)2

et que, pour tout t ≥ 10, ln ln (t+ t2) ≤
√
t

2
, on a

K − l

s
ln
(
ln
(
K +K2

))
= K

(
1 − l

s

ln (ln (K +K2))

K

)

≥ K

(
1 − l

2s

1√
K

)

≥ K

2
.

Il suffit donc de s’assurer que

K

2
≥ ln

4A

C
+M ln

1

ε
+ 2M ln (B2(N +M)r2) +

l

s
ln(N +M) (1.18)

+ u(N +M)v + b(2B2)
dMd(N +M)dr2+t.

Etant donné que ln t ≤ t et que toutes les constantes sont minorées par 1, on a

ln
4A

C
+M ln

1

ε
≤ (N +M) ln

4A

C
+ (N +M)

1

ε

≤ 2(N +M)

(
ln

4A

C

)
1

ε

De même,

2M ln (B2(N +M)r2) +
l

s
ln(N +M) ≤ 2B2(N +M)r2+1 +

l

s
(N +M)

≤ 2

(
1 +

l

s

)
B2(N +M)r2+1 .

Ainsi, la somme des quatre premiers termes de (1.18) est majorée par

4B2

(
1 +

l

s

)(
ln

4A

C

)
1

ε
(N +M)r2+1 ≤ B2

(
1 +

l

s

)(
ln

4A

C

)
1

ε
(N +M)r2+3 .

D’autre part,

u(N +M)v + b(2B2)
dMd(N +M)dr2+t ≤ bu2dBd

2(N +M)d(r2+1)+t+v .

Le second membre de (1.18) est donc majoré par

2 × bu2dBd
2

(
1 +

l

s

)(
ln

4A

C

)
1

ε
(N +M)d(r2+1)+t+v ≤ KN,M

2
,

ce qui prouve le lemme.
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On établit de même une estimation du reste SK,L.

Lemme 1.26. Pour L = K2, avec K ≥ KN,M , on a

‖SK,L(·, ζ, w)‖ = ‖SK,K2(·, ζ, w)‖ ≤ C

4 ((N +M) ln (K +K2))l/s
.

Démonstration. On commence par écrire de même :

‖SK,L(·, ζ, w)‖ ≤ Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t
∑

|k|≤K

(
ebdBd

1(N +M)d(r1+1)+t

|k|

) |k|
d ∑

|l|>L

(
1 − ε

a2

)l
.

Or d’après le lemme 1.24,

∑

|k|≤K

(
ebdBd

1(N +M)d(r1+1)+t

|k|

) |k|
d

≤
(
ebdBd

1(N +M)d(r1+1)+t
)K

d
(N +K)!

N !K!

≤ (ebd)
K
d BK

1 (N +M)(r1+1+ t
d)K(N + 1)K

≤
(
2ebdB1(N +M)r1+t+2

)K

(car N +M ≥ N + 1 ; sinon M = 0, et SK,L = 0). D’autre part, pour tout i = 1, . . . ,M

ai ≤ a0 := B2(N +M)r2 . (1.19)

Puisque L = K2 ≥M , on a

∑

|l|>K2

(
1 − ε

a2

)l
≤

∑

n>K2

(
1 − ε

a2
0

)n
(n+M − 1)!

(M − 1)!n!

≤
∑

n>K2

(
1 − ε

a2
0

)n
(n+ 1)M

≤
∑

n>K2

(√
1 − ε

a2
0

)n [√
1 − ε

a2
0

(n + 1)
M
n

]n
.

Or, pour tout t ≥ 1,
ln(t+ 1)√

t
≤ 1, et ln(1 + t) ≤ t. D’autre part,

2Ma2
0

ε
=

2MB2
2(N +M)2r2

ε
≤ 2

ε
Bd+1

2 (N +M)(d+1)r2 ≤ KN,M ,

donc puisque n ≥ K2 ≥
(

2Ma2
0

ε

)2

, il vient

1

2
ln

(
1 − ε

a2
0

)
+
M

n
ln(n+ 1) ≤ − ε

2a2
0

+
M√
n
≤ 0 ,
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ce qui donne

∑

|l|>K2

(
1 − ε

a2

)|l|
≤

∑

n>K2

(√
1 − ε

a2
0

)n
≤

(
1 − ε

a2
0

)K2

2

1 −
√

1 − ε

a2
0

.

Par ailleurs,
√

1 + t ≤ 1 +
t

2
et 1 + t ≤ et, on en déduit

‖SK,K2(·, ζ, w)‖ ≤ Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t (
2ebdB1(N +M)r1+t+2

)K 2a2
0

ε

(
1 − ε

a2
0

)K2

2

≤ Aeu(N+M)v+b(2B2)dMd(N+M)dr2+t (
2ebdB1(N +M)r1+t+2

)K 2a2
0

ε
e
−
εK2

2a2
0 .

Comme pour le lemme précédent, il s’agit de prouver que

εK2

2a2
0

−K ln
(
2ebdB1(N +M)r1+t+2

)

− l

s
ln ln

(
K +K2

)
≥ ln

4A

C
+
l

s
ln(N +M) + ln

2a2
0

ε
+ u(N +M)v + b(2B2)

dMd(N +M)dr2+t .

D’abord, pour tout t > 1, ln t ≤
√
t et ln ln t ≤ t. Ensuite, on a K ≥ 2ebdB1(N+M)r1+t+2

et

K ≥ 2e2(N +M)B4
2

(
1 +

l

s

)2
1

ε2
(N +M)4r2 ≥

((
1 +

l

s

)
4a2

0

ε

)2

,

donc

εK2

2a2
0

−K ln
(
2ebdB1(N +M)r1+t+2

)

− l

s
ln ln

(
K +K2

)
≥ εK2

2a2
0

−K3/2 − l

s
K

≥ K2

(
ε

2a2
0

−
(

1 +
l

s

)
1√
K

)

≥ ε

4a2
0

K2 .

Ainsi, pour prouver le lemme, il suffit de vérifier que

K2 ≥ 4a2
0

ε

[
ln

4A

C
+ ln

2a2
0

ε
+
l

s
ln(N +M) + u(N +M)v + b(2B2)

dMd(N +M)dr2+t

]
. (1.20)
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D’abord,

ln
4A

C
+
l

s
ln(N +M) + ln

2a2
0

ε
≤ ln

4A

C
+
l

s
(N +M) +

2a2
0

ε

≤
(

1 +
l

s

)(
ln

4A

C

)
(N +M) + 2B2

2

1

ε
(N +M)2r2

≤ 3B2
2

(
1 +

l

s

)
1

ε

(
ln

4A

C

)
(N +M)2r2 .

Ensuite,

u(N +M)v + b(2B2)
dMd(N +M)dr2+t ≤ bu(2B2)

d(N +M)dr2+t+v+1 .

Il en résulte que le second membre de (1.20) est majoré par

4B2
2

1

ε
(N +M)2r2 × 4bu2dB2d

2

(
1 +

l

s

)
1

ε

(
ln

4A

C

)
(N +M)2dr2+t+v+1 ≤

≤
[
4bu2dB

2(d+1)
2

(
1 +

l

s

)
1

ε

(
ln

4A

C

)
(N +M)2(d+1)r2+t+v+1

]2

,

ce qui est vrai par définition de KN,M .

De la décomposition (1.15) de f , il en résulte, grâce aux lemmes 1.25 et 1.26, que,
pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

‖f(·, ζ, w)− PK,K2(·, ζ, w)‖ ≤ ‖RK(·, ζ, w)‖+ ‖SK,K2(·, ζ, w)‖

≤ C

2((N +M) ln(K +K2))l/s
. (1.21)

Or, la fonction

PK,K2(·, ζ, w) =
∑

|k|≤K,|l|≤K2

ck,l(·)ζk(w − a)l

est une famille polynomiale en (ζ, w) de l’espace C([0, 1]s) (resp. L1([0, 1]s) ), à N + M
variables et de degré au plus K + K2. D’après le théorème 1.1 de Vitushkin, il existe
h ∈ Λl,s, tel que, ∀ (ζ, w) ∈ RN+M ,

‖h− PK(·, ζ, w)‖ ≥ C

((N +M) ln(K +K2))l/s
, (1.22)

où C = C∞(l, s) (resp. CL1(l, s) ). Il résulte de (1.21) et (1.22) que, pour tout (ζ, w) ∈
ΩN,M ,

‖h− f(·, ζ, w)‖ ≥ C

2((N +M) ln(K +K2))l/s
.
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Pour terminer la preuve du théorème, il reste à estimer K +K2 polynomialement en
N +M . On choisit pour cela le plus petit entier K̃ ≥ KN,M . D’abord,

K̃ + K̃2 ≤
(
K̃ +

1

2

)2

≤
(
KN,M +

3

2

)2

.

Ensuite,

KN,M +
3

2
≤ 4bud2Bd

1

(
eB2

2

)d+1
(

1 +
l

s

)2
1

ε2

(
ln

4A

C

)
(N +M)(d+1)(r1+2r2+1)+t+v ,

donc

ln
(
K̃ + K̃2

)
≤ 2[(d+ 1)(r1 + 2r2 + 1) + t+ v] ln(N +M)

+ 2 ln

[
4bud2Bd

1

(
eB2

2

)d+1
(

1 +
l

s

)2
1

ε2

(
ln

4A

C

)]

≤ 2[(d+ 1)(r1 + 2r2 + 1) + t+ v] ln(N +M)

× ln

[
4bud2Bd

1 (eB2)
d+1

(
1 +

l

s

)2
1

ε2

(
ln

4A

C

)]
.

On achève ainsi la preuve du théorème : il existe h ∈ Λl,s tel que, pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

‖h− f(·, ζ, w)‖ ≥ C ′

((N +M) ln(N +M))l/s
,

avec

C ′ =
C

21+l/s [(d+ 1)(r1 + 2r2 + 1) + t+ v]l/s

× 1
[
ln

(
4bud2Bd

1 (eB2
2)
d+1

(
1 +

l

s

)2
1

ε2

(
ln

4A

C

))]l/s . (1.23)

On en déduit en particulier le calcul des constantes C ′
∞ et C ′

L1 données dans le corol-
laire 1.22.

En vue de prouver les résultats de la prochaine section qui serviront dans le second
chapitre, on aura besoin d’imposer certaines restrictions à la fonction h réalisant la mino-
ration. On établit pour cela le résultat suivant qui est une conséquence du corollaire 1.12
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et de la preuve du théorème 1.20. Cela provient en effet du fait que la fonction h qui
réalise la minoration dans le théorème 1.20 est la même que celle qui donne la minoration
dans le théorème 1.1.

Corollaire 1.27. f et ΩN,M étant donnés, pour tout N +M ≥ 2 et pour tout K ≥ KN,M

(cf. (1.16)), il existe h = hK ∈ Λl([0, 1]) ∩ C l([0, 1]) qui vérifie pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M :




c(l)

((N +M) ln(K +K2))l
≤ |hK (xζ,w) | = ‖hK‖∞ ≤ 2lc(l)

((N +M) ln(K +K2))l
,

hK (xζ,w) P̃K (xζ,w, ζ, w) ≤ 0,∥∥∥R̃K(·, ζ, w)
∥∥∥
∞

≤ c(l)

2((N +M) ln(K +K2))l
,

hK(x) = 0, ∀x ∈
[
0, 1

20

]
,

(1.24)

où R̃K(·, ζ, w) = RK(·, ζ, w)+SK,K2(·, ζ, w), P̃K = PK,K2(·, ζ, w) dans la décomposition (1.15)
de f et xζ,w est bien choisi.

Application pour une N-famille analytique

On va donner ici la preuve du théorème 1.21 qui, bien que moins général, a une
formulation plus naturelle (en particulier pour le domaine ΩN ). On en déduira de même
le corollaire 1.28 qui nous servira dans la section suivante.

Théorème. On considère, pour N ≥ 2, f une N-famille analytique d’ordre fini continue
(resp. intégrable) et un N-domaine des paramètres d’approximation ΩN . Alors il existe
h ∈ Λl,s tel que pour tout ζ ∈ ΩN , on a

‖h− f(·, ζ)‖∞ ≥ C ′′
∞

(N lnN)l/s
.

où C ′′ est une constante dépendant de l, s, A, u, v, b, t, d, B, r (et pas de N).

Bien que l’énoncé de ce théorème se déduise immédiatement du théorème 1.20 en
prenant M = 0 et B2 = r2 = ε = 1, on a besoin de reprendre la preuve afin d’en déduire
les constantes C ′′

∞ et C ′′
L1 du corollaire 1.22.

Démonstration. D’abord, la décomposition (1.15) de f va se réduire à

f(·, ζ) =
∑

|k|≤K
ck(·)ζk +

∑

|k|>K
ck(·)ζk

= P̃K(·, ζ) + R̃K(·, ζ) ,
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où, d’après le lemme 1.23 avec M = 0, on a

‖ck‖ ≤ AeuN
v

(
ebdNd+t

|k|

) |k|
d

.

Ensuite, on pose de même

KN := 2bud2ed+1Bd

(
1 +

l

s

)2(
ln

4A

C

)
Nd(r+1)+t+v . (1.25)

Il vient, pour tous ζ ∈ ΩN et K ≥ KN ,

∥∥∥R̃K(·, ζ)
∥∥∥ ≤ AeuN

v
∑

|k|>K

(
ebdNd+t

|k|

) |k|
d

(BN r)|k|

≤ AeuN
v
∑

n>K

(
ebdBdN (r+1)d+t

n

)n
d (n +N − 1)!

n! (N − 1)!

≤ AeuN
v
∑

n≥K+1

(
2ebd2BdNd(r+1)+t

n

)n
d

,

par le lemme 1.24 et du fait que, comme KN ≥ dN2, alors pour tout n ≥ K (cf. (1.17)),

(n+N − 1)!

n! (N − 1)!
≤ (n+ 1)N−1 ≤ (2d)

n
d .

Etant donné que l’on a KN ≥ 2bd2ed+1BdNd(r+1)+t, on obtient
∥∥∥R̃K(·, ζ)

∥∥∥ ≤ AeuN
v
∑

n≥K+1

1

en
≤ AeuN

v

eK
.

Il vient de même
∥∥∥R̃K(·, ζ)

∥∥∥ ≤ C

4(N lnN)l/s
. (1.26)

En effet, comme on a K ≥ (l/s)2, cela entrâıne

K − l

s
ln lnK ≥ K

2
;

d’autre part,

2 ln
4A

C
+ 2uNv + 2

l

s
lnN ≤ 2 ln

4A

C
+ 2u

(
1 +

l

s

)
Nv

≤ 4u

(
1 +

l

s

)(
ln

4A

C

)
Nv

≤ KN .
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Il en résulte que, pour tout K ≥ KN ,

K − l

s
ln lnK ≥ K

2
≥ ln

4A

C
+ uNv +

l

s
lnN ,

ce qui prouve (1.26).

Enfin, l’application du théorème 1.1 de Vitushkin à la famille polynomiale P̃K(·, ζ) à
N variables et de degré au plus K, nous dit qu’il existe h ∈ Λl,s tel que, pour tout ζ ∈ RN ,

∥∥∥h− P̃K(·, ζ)
∥∥∥ ≥ C

(N lnK)l/s
,

ce qui entrâıne, pour tout ζ ∈ ΩN et K ≥ KN ,

‖h− f(·, ζ)‖ ≥ 3C

4(N lnK)l/s
.

K̃ étant le plus petit entier ≥ KN , il ne reste plus qu’à remarquer que

ln K̃ ≤ ln(KN + 1)

≤ (d(r + 1) + t+ v) lnN + ln

[
4bued+1Bd

(
1 +

l

s

)2(
ln

4A

C

)]

pour en conclure que, pour tout ζ ∈ ΩN ,

∥∥∥h− P̃K(·, ζ)
∥∥∥ ≥ C ′′

(N lnN)l/s
,

avec

C ′′ =
3C

4[d(r + 1) + t+ v]l/s

[
ln

(
4bued+1Bd

(
1 +

l

s

)2(
ln

4A

C

))]l/s . (1.27)

On en déduit également le calcul des constantes C ′′
∞ et C ′′

L1 données dans le corol-
laire 1.22.

Ici aussi, on peut en outre imposer à la fonction h des restrictions analogues à celles
du corollaire 1.27.
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Corollaire 1.28. f et ΩN étant donnés, pour tous N ≥ 2 et K ≥ KN , il existe hK ∈
Λl([0, 1]) ∩ C l([0, 1]) qui vérifie, pour tout ζ ∈ ΩN :





c(l)

(N lnK)l
≤ |hK (xζ) | = ‖hK‖∞ ≤ 2lc(l)

(N lnK)l
,

hK (xζ) P̃K (xζ , ζ) ≤ 0,

∥∥∥R̃K(·, ζ)
∥∥∥
∞

≤ c(l)

2(N lnK)l
,

hK(x) = 0, ∀x ∈
[
0,

1

20

]
,

(1.28)

où xζ est bien choisi.

1.2.3 Généralisation aux familles de type Gelfand-Levitan

En vue d’appliquer les théorèmes 1.20 et 1.21 en problème inverse (chapitre 2), on a
besoin d’établir des résultats analogues pour des familles analytiques plus générales. Dans
cette section, on ne considérera que le cas continu sur le segment [0, 1] (i.e. avec C([0, 1])
et Λl([0, 1]).

On introduit alors la définition suivante :

Définition 1.29. On appelle N-famille de type Gelfand-Levitan toute famille de la forme

GL[0,1](ζ) =

{
γN

(
1

ψ

∂ψ

∂x

)
(·, ζ), ζ ∈ ΩN

}
(1.29)

avec les conditions suivantes : γN est une constante strictement positive telle que γN et
1/γN sont polynomialement bornées par rapport à N ; ψ est de classe C1 par rapport

à x ∈ [0, 1] ; les fonctions ψ et
∂ψ

∂x
induisent des N -familles analytiques d’ordre fini

continues ; enfin, ΩN est un N -domaine des paramètres d’approximation et il existe B0,
α et β tels que, pour tout ζ ∈ ΩN ,

1

|ψ(0, ζ)| ≤ B0e
αNβ

. (1.30)

De même, on appelle (N,M)-famille généralisée de type Gelfand-Levitan toute famille
de la forme

GLg,[0,1](ζ, w) =

{
γN,M

(
χ+

∂

∂x

(
1

ψ

∂ψ

∂x

))
(·, ζ, w), (ζ, w) ∈ ΩN,M

}
, (1.31)
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avec des conditions analogues : γN,M et 1/γN,M sont polynomialement bornées par rapport
àN+M ; ψ (resp. χ) est de classe C2 (resp. continue) par rapport à x ∈ [0, 1] ; les fonctions

ψ,
∂ψ

∂x
,
∂2ψ

∂x2
et χ induisent des (N,M)-familles analytiques d’ordre fini continues ; en outre,

la restriction de χ sur [0, 1]×RN×RM
+ est de type polynomial par rapport à (ζ, w) ; enfin,

pour tout (ζ, w) ∈ CN × CM
+ ,

∂ψ

∂x
(0, ζ, w) = 0 , (1.32)

et il existe B0, α et β tels que, pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

1

|ψ(0, ζ, w)| ≤ B0e
α(N+M)β

. (1.33)

Le choix de telles définitions est motivé par l’expression des formules de reconstruction
de type Gelfand-Levitan données en introduction (cf. formules (13) et (16)). Remarquons
d’autre part qu’une N -famille de type Gelfand-Levitan peut ne pas donner une famille
de fonctions continues, ni même définies, à cause du dénominateur qui peut s’annuler (de
même pour une (N,M)-famille de type Gelfand-Levitan).

On peut maintenant établir les résultats suivants comme généralisations des théorèmes 1.20
et 1.21.

(N,M)-familles généralisées

Proposition 1.30. Soit GLg,[0,1](ζ, w) une (N,M)-famille de type Gelfand-Levitan. Alors
il existe h ∈ Λl([0, 1]) tel que

inf
(ζ,w)∈ΩN,M

∥∥h−GLg,[0,1](ζ, w)
∥∥
∞ ≥ c

((N +M) ln(N +M))l
,

où c ne dépend pas de N , M .
En outre, h ∈ Λl([0, 1]) ∩ C l([0, 1]) est identiquement nulle sur

[
0, 1

20

]
.

Démonstration. D’abord, on peut supposer que, pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M , ψ(0, ζ, w) > 0 :
en effet, la condition (1.33) montre que la fonction ψ(0, ζ, w) ne s’annule pas sur l’ensemble
(connexe) ΩN,M , elle a donc un signe constant. On peut alors remplacer ψ par −ψ et ça
redonnera la même famille GLg,[0,1](ζ, w).

Posons maintenant

χ̃(x, ζ, w) =

∫ x

0

dt

∫ t

0

χ(s, ζ, w)ds (1.34)
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et

ψ̃(x, ζ, w) = eeχ(x,ζ,w)ψ(x, ζ, w) . (1.35)

ψ̃ étant de classe C2 par rapport à x ∈ [0, 1], on peut définir, pour tous ζN+1 ∈ CN+1,

f(x, ζ1, . . . , ζN , ζN+1, w) = eζN+1


∂

2ψ̃

∂2x
ψ̃ −

(
∂ψ̃

∂x

)2

 (x, ζ, w) . (1.36)

On voit alors que l’on a

f(x, ζ, ζN+1, w) = e2eχ(x,ζ,w)g(x, ζ, ζN+1, w) , (1.37)

où g est une (N +1,M)-famille analytique d’ordre fini continue (remarquons en revanche
que f n’est pas forcément d’ordre fini).

Par hypothèse, χ est de type polynomial par rapport à (ζ, w) ∈ RN ×RM
+ , on a donc,

pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

∥∥e2eχ(·,ζ,w)
∥∥
∞ ≤ e2‖χ(·,ζ,w)‖∞ ≤ Aeeα(N+M)

eβ

.

D’autre part, la fonction Aeeα(N+M)
eβ

g est encore une (N+1,M)-famille analytique d’ordre
fini continue.

Choisissons maintenant un domaine ΩN+1,M qui contient ΩN,M , i.e.

ΩN+1,M =
{

(ζ, ζN+1, w) ∈ RN+1 × RM
+ , (ζ, w) ∈ ΩN,M , |ζN+1| ≤ B′(N +M)r

′
}
, (1.38)

où B′ et r′ sont assez grands afin que le choix du dernier paramètre

ζN+1 = ln

(
γN,Me

1/γN,M

ψ̃(0, ζ, w)2

)
(1.39)

soit possible dans ΩN+1,M , pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M . De tels B′ et r′ existent (et ne
dépendent pas de N , M) : en effet, ψ étant d’ordre fini (et χ̃(0, ζ, w) = 0), on a, pour
tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

0 < ψ̃(0, ζ, w) = ψ(0, ζ, w) ≤ B′
0e
α′(N+M)β′

;

il en est de même pour 1/ψ(0, ζ, w) par hypothèse (condition (1.33) de la définition 1.29) ;
enfin γN,M et 1/γN,M sont polynomialement bornés en N +M .
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On peut alors appliquer le théorème 1.20, et plus précisément le corollaire 1.27 à la
(N +1,M)-famille g avec le domaine ΩN+1,M . Il existe h ∈ Λl([0, 1])∩C l([0, 1]) qui vérifie
la condition (1.24) : pour tout (ζ, ζN+1, w) ∈ ΩN+1,M , il existe x = xζ,ζN+1,w, tel que




c(l)

((N +M + 1) ln(K +K2))l
≤ |h (x) | = ‖h‖∞ ≤ 2lc(l)

((N +M + 1) ln(K +K2))l
,

h (x) P̃K (x, ζ, ζN+1, w) ≤ 0,∥∥∥R̃K(·, ζ, ζN+1, w)
∥∥∥
∞

≤ c(l)

2((N +M + 1) ln(K +K2))l
,

h(t) = 0, ∀ t ∈
[
0, 1

20

]
,

(1.40)

où Aeeα(N+M)
eβ

g(·, ζ, ζN+1, w) = P̃K(·, ζ, ζN+1, w) + R̃K(·, ζ, ζN+1, w), et K ≥ KN+1,M ,
KN+1,M étant polynomialement borné en N +M . Du fait que e2eχ(x,ζ,w) > 0, on obtient en
particulier





h (x)
e2eχ(x,ζ,w)

Aeeα(N+M)eβ
P̃K (x, ζ, ζN+1, w) ≤ 0 ,

∥∥∥∥∥
e2

ek(·,ζ,w)

Aeeα(N+M)eβ
R̃K(·, ζ, ζN+1, w)

∥∥∥∥∥
∞

≤ c(l)

2((N +M + 1) ln(K +K2))l
,

ce qui prouve encore une propriété du type (1.24), mais avec la (N + 1,M)-famille f qui
n’est plus nécessairement d’ordre fini.

Par ailleurs, pour tout réel µ ∈ [0, 1], on a encore




µh (x)
e2eχ(x,ζ,w)

Aeeα(N+M)eβ
P̃K (x, ζ, ζN+1, w) ≤ 0,

∥∥∥∥µ
e2eχ(·,ζ,w)

Aeeα(N+M)eβ
R̃K(·, ζ, ζN+1, w)

∥∥∥∥
∞

≤ c(l)

2((N +M + 1) ln(K +K2))l
.

On en déduit, avec la première ligne de (1.40),

|h(x) − µf(x, ζ, ζN+1, w)|∞ =

∣∣∣∣h(x) −
µe2eχ(x,ζ,w)

Aeeα(N+M)eβ
Aeeα(N+M)

eβ

g(x, ζ, ζN+1, w)

∣∣∣∣
∞

≥
∣∣∣∣h(x) − µ

e2eχ(x,ζ,w)

Aeeα(N+M)eβ
P̃K(x, ζ, ζN+1, w)

∣∣∣∣

−
∥∥∥∥

e2eχ(·,ζ,w)

Ãeeα(N+M)eβ
R̃K(·, ζ, ζN+1, w)

∥∥∥∥
∞

≥ c(l)

2((N +M + 1) ln(K +K2))l
.
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Cela étant vrai pour tout (ζ, ζN+1, w) ∈ ΩN+1,M , ça l’est en particulier avec le choix (1.39)
du dernier paramètre (possible dans ΩN+1,M), ce qui donne, pour tout µ ∈ [0, 1],

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h(x) − µγN,Me
1/γN,M

∂2ψ̃

∂2x
(x, ζ, w) ψ̃(x, ζ, w) −

(
∂ψ̃

∂x

)2

(x, ζ, w)

(
ψ̃(0, ζ, w)

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≥

≥ c(l)

2((N +M + 1) ln(K +K2))l
. (1.41)

Supposons alors que

e−1/γN,M

(
ψ̃(0, ζ, w)

ψ̃(x, ζ, w)

)2

≤ 1.

Alors on peut choisir

µ = e−1/γN,M

(
ψ̃(0, ζ, w)

ψ̃(x, ζ, w)

)2

dans l’inégalité (1.41) pour obtenir
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h(x) − γN,M

∂2ψ̃

∂2x
(x, ζ, w) ψ̃(x, ζ, w)−

(
∂ψ̃

∂x

)2

(x, ζ, w)

(
ψ̃(x, ζ, w)

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≥ c(l)

2((N +M + 1) ln(K +K2))l

≥ c

((N +M) ln(N +M))l
, (1.42)

la dernière inégalité venant du fait qu’on peut choisir K polynomialement borné en N+M
(par exemple en prenant le plus petit entier ≥ KN,M , cf. (1.16)).

Dans l’autre cas, on a

∣∣∣∣∣
ψ̃(x, ζ, w)

ψ̃(0, ζ, w)

∣∣∣∣∣ < e
−

1

2γN,M . (1.43)

On peut supposer que la fonction t 7→ ψ̃(t, ζ, w) ne s’annule pas sur l’intervalle [0, x] ;
dans le cas contraire, soit x0 le premier zéro, il suffit de choisir x′ < x0, x

′ assez proche
de x0 pour avoir

0 <
ψ̃(x′, ζ, w)

ψ̃(0, ζ, w)
< e

−
1

2γN,M .
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Ainsi, la fonction

t ∈ [0, x] 7→ ln
ψ̃(t, ζ, w)

ψ̃(0, ζ, w)
,

est bien définie et de classe C2, et l’hypothèse (1.43) nous donne

ln
ψ̃(x, ζ, w)

ψ̃(0, ζ, w)
< − 1

2γN,M
.

Par le théorème des accroissements finis, il existe x1 ∈ ]0, x[ tel que

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ̃

∂t
(x1, ζ, w)

ψ̃(x1, ζ, w)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣

(
∂

∂t
ln
ψ̃(t, ζ, w)

ψ̃(0, ζ, w)

)
(x1)

∣∣∣∣∣

=
1

x

∣∣∣∣∣ln
ψ̃(x, ζ, w)

ψ̃(0, ζ, w)

∣∣∣∣∣

>
1

2γN,M
.

Par ailleurs, par la condition (1.32) et du fait que, par construction,
∂χ̃

∂t
(0, ζ, w) = 0, on a

∂

∂t

(
eeχ(t,ζ,w)ψ(t, ζ, w)

)
(0) = 0 .

En appliquant à nouveau le théorème des accroissements finis, il existe x2 ∈ ]0, x1[, tel que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2ψ̃

∂2t
(x2, ζ, w)ψ̃(x2, ζ, w)−

(
∂ψ̃

∂t

)2

(x2, ζ, w)

(
ψ̃(x2, ζ, w)

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

>
1

2γN,M
.

De plus, d’après la première ligne de (1.40), on a ‖h‖∞ ≤ 1/4, ce qui donne

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h(x2) − γN,M

∂2ψ̃

∂2t
(x2, ζ, w)ψ̃(x2, ζ, w)−

(
∂ψ̃

∂t

)2

(x2, ζ, w)

(
ψ̃(x2, ζ, w)

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≥ 1

2
− ‖h‖∞ ≥ 1

4
.
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Quitte à réduire c, on a encore

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h(x2) − γN,M

∂2ψ̃

∂2t
(x2, ζ, w) ψ̃(x2, ζ, w)−

(
∂ψ̃

∂t

)2

(x2, ζ, w)

(
ψ̃(x2, ζ, w)

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≥ c

((N +M) ln(N +M))l
,

ce qui prouve à nouveau une minoration du type (1.42), mais dans le second cas.

Ainsi, l’arbitraire sur (ζ, w) ∈ ΩN,M et le fait que l’on a

∂2

∂x2
ln
ψ̃(x, ζ, w)

ψ̃(0, ζ, w)
= χ(x, ζ, w) +

∂2

∂x2
ln
ψ(x, ζ, w)

ψ(0, ζ, w)
,

nous permettent de conclure que, pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
h− γN,M


χ(·, ζ, w) +

∂2ψ

∂2x
(·, ζ, w)ψ(·, ζ, w)−

(
∂ψ

∂x

)2

(·, ζ, w)

(ψ(·, ζ, w))2




∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∞

≥ c

((N +M) ln(N +M))l
.

En outre, h ∈ Λl([0, 1]) ∩ C l([0, 1]) et identiquement nulle sur
[
0, 1

20

]
, ce qui achève la

preuve.

N-familles

On montre de la même manière le résultat analogue suivant :

Proposition 1.31. Soit GL[0,1](ζ) une N-famille de type Gelfand-Levitan. Alors il existe
h ∈ Λl([0, 1]) tel que

inf
ζ∈ΩN

∥∥∥∥
∫ ·

0

h(t)dt−GL[0,1](ζ)

∥∥∥∥
∞

≥ c′

(N lnN)l+1
,

où c′ ne dépend pas de N .

Ici aussi, on peut supposer h ∈ Λl([0, 1])∩C l([0, 1]) et identiquement nulle sur
[
0, 1

20

]
.
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Démonstration. La preuve est analogue à celle de la proposition précédente. Ici aussi, on
peut supposer que, pour tout ζ ∈ ΩN , ψ(0, ζ) > 0.

On pose ensuite

f(x, ζ, ζN+1) = eζN+1
∂ψ

∂x
(x, ζ) .

Alors f est une N -famille analytique d’ordre fini continue.
On considère d’autre part un domaine ΩN+1 de la forme

ΩN+1 =
{

(ζ, ζN+1) ∈ RN+1, ζ ∈ ΩN , |ζN+1| ≤ B′N r′
}
,

où B′ et r′ sont assez grands afin que, pour tout ζ ∈ ΩN , l’évaluation

ζN+1 = ln
γNe

1/γN

ψ(0, ζ)
(1.44)

soit possible.
En appliquant de même le corollaire 1.28 du théorème 1.21 à f et ΩN+1, il existe

h1 ∈ Λl+1([0, 1]) ∩ C l+1([0, 1]) qui vérifie : pour tout (ζ, ζN+1) ∈ ΩN+1, il existe x ∈ [0, 1],
tel que





c(l + 1)

((N + 1) lnK)l+1
≤ |h1 (x) | = ‖h1‖∞ ≤ 2l+1c(l + 1)

((N + 1) lnK)l+1
,

h1(x)P̃K(x, ζ, ζN+1) ≤ 0,

∥∥∥R̃K(·, ζ, ζN+1)
∥∥∥
∞

≤ c(l + 1)

2((N + 1) lnK)l+1
,

h1(t) = 0, ∀ t ∈
[
0,

1

20

]
.

Prenons de même µ ∈ [0, 1], il vient

|h1(x) − µf(x, ζ, ζN+1)| ≥
∣∣∣h1(x) − µP̃K(x, ζ, ζN+1)

∣∣∣− µ
∥∥∥R̃K(·, ζ, ζN+1)

∥∥∥
∞

≥ c(l + 1)

2((N + 1) lnK)l+1
.

En particulier, le choix (1.44) donne

∣∣∣∣h1(x) − µ
γNe

1/γN

ψ(0, ζ)

∂ψ

∂x
(x, ζ)

∣∣∣∣ ≥ c(l + 1)

2((N + 1) lnK)l+1
.



62 Chapitre 1. Résultats négatifs en théorie d’approximation

De deux choses l’une : ou bien

e1/γN
ψ(x, ζ)

ψ(0, ζ)
≥ 1 ,

dans ce cas le choix, µ =
ψ(0, ζ)

e1/γNψ(x, ζ)
est possible pour donner

∣∣∣∣∣∣∣
h1(x) − γN

∂ψ

∂x
(x, ζ)

ψ(x, ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
≥ c(l + 1)

2((N + 1) lnK)l+1
≥ c′

(N lnN)l+1
.

Sinon, on a

ln
ψ(x, ζ)

ψ(0, ζ)
< − 1

γN
,

où la fonction définie par t ∈ [0, x] 7→ ln
ψ(t, ζ)

ψ(0, ζ)
, est de classe C1 (quitte à rapprocher x

de 0). L’application du théorème des accroissements finis nous donne alors x1 ∈ ]0, 1[, tel
que

∣∣∣∣
(
∂

∂t
ln
ψ(t, ζ)

ψ(0, ζ)

)
(x1, ζ)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣

∂ψ

∂t
(x1, ζ)

ψ(x1, ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
>

1

γN
,

soit, puisque ‖h1‖∞ ≤ 1/2,

∣∣∣∣∣∣∣
h1(x1) − γN

∂ψ

∂x
(x1, ζ)

ψ(x1, ζ)

∣∣∣∣∣∣∣
≥ 1

2
≥ c′

(N lnN)l+1
.

L’arbitraire sur ζ ∈ ΩN conduit finalement à

∥∥∥∥∥∥∥
h1 − γN

∂ψ

∂x
(·, ζ)

ψ(·, ζ)

∥∥∥∥∥∥∥
∞

≥ c′

(N lnN)l+1
.

Il ne reste plus qu’à poser h = h′1 ∈ Λl([0, 1]) ∩ C l([0, 1]) : on a h1(t) =
∫ t
0
h(s)ds et h est

identiquement nulle sur
[
0, 1

20

]
.

On introduit la définition suivante :
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Définition 1.32. Pour tout l > 1, Λ+
l ([0, 1]) désignera l’ensemble des fonctions de

Λl([0, 1]) ∩ C l([0, 1]) qui sont strictement positives, strictement décroissantes sur [0, 1]
et qui vérifient

h(j)(0) = 0, ∀ j = 1, . . . , [l].

Cette définition est motivée par le corollaire suivant qui nous sera utile dans le prochain
chapitre.

Corollaire 1.33. Pour tout p > 0, les propositions 1.30 et 1.31 sont encore vraies avec
pΛ+

l ([0, 1]).

Démonstration. Commençons d’abord par remarquer le fait suivant : pour toute fonction
h ∈ Λl([0, 1]), identiquement nulle sur

[
0, 1

20

]
, posons

h̃(x) = h(x) + 2b2 − b1([l] + 3)([l] + 2)x[l]+1 , (1.45)

avec b1, b2 > 0 à déterminer. Alors, puisque ‖h′‖∞ ≤ 1, on a pour tout x ∈
[

1
20
, 1
]
,

h̃′(x) = h′(x) − b1([l] + 3)([l] + 2)([l] + 1)x[l]

≤ −b1([l] + 3)([l] + 2)([l] + 1)
1

20[l]
+ 1

≤ −1 ,

en choisissant

b1 = 2
20[l]

([l] + 3)([l] + 2)([l] + 1)
. (1.46)

h̃ est donc strictement décroissante sur
[

1
20
, 1
]
, ainsi que sur

[
0, 1

20

]
où h ≡ 0. b1 ainsi

choisi et ‖h‖∞ ≤ 1, on fixe

b2 =
20[l]

[l] + 1
+ 1 (1.47)

pour avoir h̃(x) ≥ 1, ∀x ∈ [0, 1]. De plus, h̃ a toutes ses dérivées qui s’annulent en 0 par
construction.

Enfin si on pose

b3 = b1([l] + 3)([l] + 2) + 2b2 + 1 , (1.48)

alors h̃/b3 ∈ Λl([0, 1]).



64 Chapitre 1. Résultats négatifs en théorie d’approximation

On peut maintenant prouver le corollaire : fixons p > 0 et considérons le cas d’une
(N,M)-famille généralisée de type Gelfand-Levitan, soit

GLg,[0,1](ζ, w) =

{
γN,M

(
χ+

∂

∂x

(
1

ψ

∂ψ

∂x

))
(·, ζ, w), (ζ, w) ∈ ΩN,M

}
,

et posons

{
γ̃N,M =

b3γN,M

p
,

ψ̃(x, ζ, w) = e(b1x
[l]+3−b2x2)/eγN,M ψ(x, ζ, w),

où b1, b2 et b3 sont définis précédemment. Par hypothèse sur γN,M , la (N,M)-famille

associée à γ̃N,M , χ, ψ̃ et ΩN,M est encore de type Gelfand-Levitan. De plus,

∂2

∂x2

(
ln

∣∣∣∣∣
ψ̃(x, ζ, w)

ψ̃(0, ζ, w)

∣∣∣∣∣

)
=

∂2

∂x2

(
ln

∣∣∣∣
ψ(x, ζ, w)

ψ(0, ζ, w)

∣∣∣∣
)

+
1

γ̃N,M

(
b1([l] + 3)([l] + 2)x[l]+1 − 2b2

)
.

D’après la proposition 1.30, il existe h ∈ Λl([0, 1]) ∩ C l([0, 1]), identiquement nulle sur[
0, 1

20

]
, telle que, pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

∥∥∥∥∥h− γ̃N,M

(
χ+

∂2

∂x2
ln

∣∣∣∣∣
ψ̃

ψ̃(0, ζ, w)

∣∣∣∣∣

)
(·, ζ, w)

∥∥∥∥∥
∞

=

=

∥∥∥∥h̃− b3γN,M
p

(
χ+

∂2

∂x2
ln

∣∣∣∣
ψ

ψ(0, ζ, w)

∣∣∣∣
)

(·, ζ, w)

∥∥∥∥
∞

≥ c

(N lnN)l
,

où h̃ est définie par (1.45). Il vient, pour tout (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

∥∥∥∥
p

b3
h̃− γN,M

(
χ+

∂2

∂x2
ln

∣∣∣∣
ψ

ψ(0, ζ, w)

∣∣∣∣
)

(·, ζ, w)

∥∥∥∥
∞

≥ pc/b3
(N lnN)l

,

ce qui prouve la proposition 1.30 mais avec le sous-ensemble pΛ+
l ([0, 1]).

La preuve pour le cas d’une N -famille de type Gelfand-levitan est similaire avec le

même choix de
p

b3
h̃.

Remarque 1.34. On constate que, bien que h̃ dépende de N etM , on a, pour tout x ∈ [0, 1],

p ql ≤ p

b3
h̃(x) ≤ p , (1.49)
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où ql ne dépend que de l (d’après (1.46), (1.47) et (1.48)). Cette remarque nous sera utile
dans le prochain chapitre.

Par ailleurs, vu la preuve du corollaire 1.33, on peut de même prouver que les résultats
précédents sont encore vrais avec le sous-ensemble pΛ−

l ([0, 1]) := −pΛ+
l ([0, 1]). Cela per-

met d’une part de les étendre à des familles de type Gelfand-Levitan où, cette fois, γN
(ou γN,M) est de signe quelconque.

D’autre part, comme pour le cas du corollaire 1.13, cela prouve que ces sous-ensembles
compacts ont même entropie que Λl([0, 1]). En effet, la première partie de la preuve du
corollaire 1.33 consiste à translater Λl([0, 1]) d’un élément (ne dépendant pas de N ou M),
puis d’en prendre un homothétique qui le ramène dans Λl([0, 1]). L’entropie (du moins
son ordre) est ainsi conservée par ces opérations élémentaires.
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Chapitre 2

Applications in inverse problems

2.1 Introduction

In this chapter we will give some applications of those negative results in Sturm-
Liouville inverse theory. We have the following equation on the half-axis R+

−d
2y

dx2
− ω2Qy = λy ,

where Q is strictly positive with m + 1 integrable derivatives, and ω is a large enough
parameter.

We define the Weyl function for ℑk > 0 as

j(k) =
φ′(0, k)

φ(0, k)
,

with φ a L2-integrable solution (and k2 = λ). It is a meromorphic function on the half-
plane whose poles are exactly the iξj and whose residues are (modulo multiplication by
2iξj) the characteristic constants Cj. Then if we consider σ+(dτ) a measure defined on
R+ such that

lim
ℑk→0,(ℜk)2=τ

ℑj(k) dk2 = πσ+(dτ),

we can determine the spectral measure σ(dτ) of −ω2Q :

σ(dτ) =

{
σ+(dτ), τ ≥ 0,∑N(ω)

j=1 Cjδ
(
τ + ξ2

j

)
, τ < 0

(δ is the Dirac measure).
In the case of zero potential the spectral measure becomes

σ0(dτ) =

{
1
π

√
τdτ, τ ≥ 0

0, τ < 0.

67
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From the classical Gelfand-Levitan formula (see [6], [17]), we have
∫ x

0

Q(y)dy = − 2

ω2
A(x, x),

where A(x, y) is a solution of the following integral equation

A(x, y) +

∫ x

0

A(x, s)Φ(s, y)ds+ A(x, y) = 0 (2.1)

with kernel Φ(x, y) of the form

Φ(x, y) =

∫ +∞

−∞

sin(x
√
τ)√

τ

sin(y
√
τ )√

τ
(σ(dτ) − σ0(dτ)).

It follows that Q can be theoretically reconstructed if we completely know the spectral
measure σ(dτ).

If the spectral measure has the following form

σ0
ω(dτ) =

{
1
π

√
τdτ, τ ≥ 0∑N(ω)
j=1 Cjδ

(
τ + ξ2

j

)
, τ < 0,

(2.2)

the associated potential can be explicitly reconstructed to get the first formula Q0
ω that

is given as (13) in the introduction (see [9], [33]) :

Q0
ω(x) =

2

ω2

d2

dx2
ln | detWj,k(x)|, (2.3)

where, for all j, k = 1, . . . , N(ω),

Wj,k(x) =
2 sinh(ξj + ξk)x

ξj + ξk
− (1 − δj,k)

2 sinh(ξj − ξk)x

ξj − ξk
− δj,k

(
2x−

4ξ2
j

Cj

)
.

More generally, we can give an explicit spectral measure σω(dτ) constructed with ξj,
Cj and Q(j)(0), j = 0, . . . , m. When we assume, for simplicity, that Q(j)(0) = 0, for all
j = 1, . . . , m, the spectral measure becomes

σω(dτ) =

{
1
π

√
τ + ω2Q(0)dτ, τ ≥ 0∑N(ω)

j=1 Cjδ
(
τ + ξ2

j

)
, τ < 0 ,

(2.4)

and this gives the other formula (16) in the introduction :

Qω(x) =
2

ω2

(
− d

dx
Aω(x, x) +

d2

dx2
ln | detTω,j,k(x)|

)
, (2.5)
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where Aω(x, y) is a solution of the integral equation (2.1) with

Φω(x, y) =
1

π

∫ ∞

0

sin(x
√
τ)√

τ

sin(y
√
τ)√

τ

(√
τ + ω2Q(0) −

√
τ
)
dτ , (2.6)

and for all j, k = 1, . . . , N(ω)

Tω,j,k(x) =
4ξ2
j

Cj
δj,k

+ 4

∫ x

0

(
sinh(ξjt) +

∫ t

0

Aω(t, s) sinh(ξjs)ds

)(
sinh(ξkt) +

∫ t

0

Aω(t, s) sinh(ξks)ds

)
dt .

Now we recall the results of G. Henkin and N. Novikova that have been given in the
introduction. The first is Theorem 2 from [9] : if Q is strictly positive with two integrable
derivatives on R+, we have, uniformly on any [0, X],

∣∣∣∣
∫ x

0

Q(t)dt−
∫ x

0

Q0
ω(t)dt

∣∣∣∣ ≤ Γ(Q)
lnω√
ω

(2.7)

In addition we think that the precision should be better than lnω/
√
ω.

The second result is Theorem 1 from [9] : if Q is strictly positive, has m+1 integrable
derivatives and satisfies Q(j)(0) = 0, j = 1, . . . , m then we have, uniformly on any [0, X],

|Q(x) −Qω(x)| ≤ Γ′(Q)
1

ωm
. (2.8)

Similarly, the precision could be better than 1/ωm.

In addition, as G. Henkin noted, one can see from the proof of these results that
Γ′(Q) = Γ′ (‖Q‖Wm+1,1(R+)

)
, where Wm+1,1(R+) is the space of functions in L1(R+) with

m+ 1 integrable derivatives (similarly, Γ(Q) = Γ
(
‖Q‖W 2,1(R+)

)
).

Now we recall the definition of Km,p given in the introduction.

Definition. For m ≥ 1 and p > 0, we set

Km,p = {Q ∈ L1(R+), Q > 0 and ∀ j, 0 ≤ j ≤ m, ‖Q(j)‖L1 ≤ p}.

This allows us to give the first result of this chapter that has been given in the intro-
duction and that gives an answer for the improvement of the precision of approximation
from (2.7) and (2.8).
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Theorem 2.1. For all large enough ω and for any [0, X], we have

sup
Q∈K2,p

sup
x∈[0,X]

∣∣∣∣
∫ x

0

Q(t)dt−
∫ x

0

Q0
ω(t)dt

∣∣∣∣ ≥
c2,p

(ω lnω)3
. (2.9)

Similarly, for all large enough ω and for any [0, X],

sup
Q∈Km+1,p

sup
x∈[0,X]

|Q(x) −Qω(x)| ≥
cm+1,p

(ω lnω)m+1
. (2.10)

This statement is a consequence of several results : first, Theorem 2.3 below ; next,
Proposition 2.1 below, whose proof uses the following theorem that has been given in the
introduction and that is an estimation of the eigenvalues and characteristic constants of
a Sturm-Liouville operator (it will bee proved in Section 2.2).

Theorem 2.2. Let Q ∈ C1(R+) be strictly positive, strictly decreasing with polynomial
behavior at infinity, and such that Q′(0) = 0. Then for all ω and all j = 1, . . . , N(ω), one
has

1

α1ωβ1
≤ ξj(ω

2Q) ≤ α1ω and
1

α2 exp (β2ω2)
≤

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
≤ α2 exp

(
β2ω

β3
)
.

On the other hand, where Q is strictly positive and decreasing, we have the bounds of
Calogero that have been given in the introduction as (21) (see [3], as well as [1] and [2]) :

ω

π
√
Q(0)

∫ ∞

0

Q(x)dx− 1

2
≤ N(ω) ≤ 2ω

π

∫ ∞

0

√
Q(x)dx . (2.11)

We also have the asymptotic formula of N(ω) of Weyl type (see [26]) given as (22) :

lim
ω→∞

N(ω)

ω
=

1

π

∫ ∞

0

√
Q(x)dx . (2.12)

Now Theorem 2.1 leads to other questions : would there exist another formula of the
same kind giving a better approximation ? And could the precision be made better with
data other than ξj(ω

2Q) and Cj(ω
2Q) ?

It has been conjectured in [9], p. 22, that any (analytic) formula with ω parameters
could not uniformly approach all functions with m + 1 bounded derivatives better than
of order 1/ωm+1 (we know that this is true for a polynomial family, as well as an analytic
family of finite order). As it has been noted in the introduction, the analytic dependence
of formulas (2.3) and (2.5) on the 2N(ω) parameters ξj(ω

2Q) and Cj(ω
2Q), makes us set

the following definition.
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Definition 2.1. An N-family GL(ζ) of potentials of finite order is a functional family of
the following form

GL(ζ) =

{
γN

(
1

ψ

∂ψ

∂x

)
(x, ζ1, . . . , ζN), ζ ∈ ΩN

}
(2.13)

with the following conditions : γN is a positive constant polynomially bounded on N as
well as 1/γN ; ψ is of class C1 with respect to x and is such that ψ and ∂ψ

∂x
are entire of

finite order with respect to ζ ∈ CN , i.e. for any [0, X],

‖ψ(·, ζ1, . . . , ζN)‖L∞([0,X]) ≤ A exp (uNv) exp
(
b‖ζ‖d1

)
(2.14)

(as well as ∂ψ
∂x

) ; ΩN is an N -domain of parameters of approximation (see Chapter 1,
Definition 1.19) :

ΩN =
{
ζ ∈ RN , ∀ j = 1, . . . , N, |ζj| ≤ BN r

}
;

lastly, we assume that, for all ζ ∈ ΩN ,

1

|ψ(0, ζ)| ≤ B0 exp
(
αNβ

)
.

Similarly, an (N,M)-generalized family GLg(ζ, w) of potentials of finite order is defined
as

GLg(ζ, w) =

{
γN,M

(
χ+

∂

∂x

(
1

ψ

∂ψ

∂x

))
(x, ζ, w), (ζ, w) ∈ ΩN,M

}
, (2.15)

with analogous conditions : γN,M and 1/γN,M are polynomially bounded on N + M ; ψ
(resp. χ) is of class C2 (resp. continuous) with respect to x and ψ (resp. χ), as well as ∂ψ

∂x

and ∂2ψ
∂x2 , is holomorphic of finite order with respect to (ζ, w) ∈ CN × CM

+ ; moreover, the
restriction of χ on RN × (R+)M is of polynomial type with respect to (ζ, w) ; lastly, we
assume that, for all (ζ, w) ∈ CN × CM

+ ,

∂ψ

∂x
(0, ζ, w) = 0

and, for all (ζ, w) ∈ ΩN,M ,

1

|ψ(0, ζ, w)| ≤ B0 exp
(
α(N +M)β

)
.

This definition is similar to the one of families of Gelfand-Levitan type (see Chapter 1,
Definition 1.29). In particular, the restriction to [0, 1] of an N -family GL(ζ) (resp. (N,M)-
generalized family GLg(ζ, w)) of finite order gives an N -family (resp. (N,M)-generalized
family) of Gelfand-Levitan type.

Such a definition is motivated by the fact that formula (2.3) (resp. (2.5)) comes from
an 2N(ω)-family (resp. (2N(ω), 1)-generalized family) of potentials of finite order. Before
proving this assertion, we need to consider more special subsets of potentials.
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Definition 2.2. The set K̃m,p,q will mean the subset of all functions Q ∈ Km,p satisfying
the following conditions : Q is strictly decreasing, Q′(0) = 0 and there is k ≥ 4 such that,
for all x ∈ R+,

1

q

1

1 + xk
≤ Q(x) ≤ q

1 + xk
. (2.16)

The motivation of this definition comes from the fact that, ifQ ∈ K̃m,p,q, the coefficients
αj and βj appearing in Theorem 2.2, as well as the coefficients in the bounds of N(ω)/ω in

(2.11), will only depend on K̃m,p,q (see Corollary 2.2). This will be useful for the proof (see
Section 2.4) of the following proposition. In particular, the second part uses the existence

of the solution Ã of the integral equation (2.1), for all w ∈ C+, associated to Φ̃, the
holomorphic extension of Φω to C+ (see Proposition 2.5).

Proposition 2.1. Let us fix K̃m,p,q, with m ≥ 2.
Consider the 2N-family GL(ζ) of potentials of exponential type associated to the fol-

lowing function

Ψ(x, ζ) := det W̃j,k(x, ζ), (2.17)

where

W̃j,k(x, ζ) =
2 sinh(ζj + ζk)x

ζj + ζk
− (1 − δj,k)

2 sinh(ζj − ζk)x

ζj − ζk
− δj,k (2x− exp (ζj+N)) ,

j, k = 1, . . . , N . Then, for all large enough ω and all Q ∈ K̃m,p,q, the approximating
formula Q0

ω in (2.3) is obtained by taking N = N(ω), γ2N(ω) = 2/ω2 and

ζj(ω
2Q) = ξj(ω

2Q) , ζj+N(ω)(ω
2Q) = ln

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
, j = 1, . . . , N(ω). (2.18)

In addition, this choice is possible in some domain Ω2N(ω), whose coefficients B and r (see

Definition 2.1) only depend on K̃m,p,q.
Similarly, consider the following functions defined on R+ × CN × C+ as

χ̃(x, ζ, w) := − ∂

∂x
Ã(x, x, w) and Ψ̃(x, ζ, w) := det T̃j,k(x, ζ, w), (2.19)

where, for j, k = 1, . . . , N ,

T̃j,k(x, ζ, w) = exp (ζN+j) δj,k

+ 4

∫ x

0

(
sinh(ζjt) +

∫ t

0

Ã(t, s, w) sinh(ζjs)ds

)

×
(

sinh(ζkt) +

∫ t

0

Ã(t, s, w) sinh(ζks)ds

)
dt.
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Then the associated family GLg(ζ, w) is a (2N, 1)-generalized family of exponential type.

Moreover, for all large enough ω and all Q ∈ K̃m,p,q, the approximating formula Qω in
(2.5) is obtained by taking N = N(ω), γ2N(ω),1 = 2/ω2 and the following choice, which is
possible in some Ω2N(ω),1 :

w(ω2Q) = ω2Q(0), (2.20)

ζj(ω
2Q) = ξj(ω

2Q), ζj+N(ω)(ω
2Q) = ln

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
, j = 1, . . . , N(ω).

It follows that formula (2.3) (resp. (2.5)) can be seen as a familyGL(ζ) (resp.GLg(ζ, w))
with the particular choice of parameters (2.18) (resp. (2.20)). In order to deal with their
optimality, we need to define, as in the previous chapter, the approximation of any func-
tional subset by such a family.

Definition 2.3. Consider GL(ζ) (resp. GLg(ζ, w)) an N -family (resp. (N,M)-generalized
family) of potentials of finite order, and F a functional subset of L1(R+). Then the ap-
proximation of F by the family GL(ζ) (resp. GLg(ζ, w)), uniformly on any [0, X], is
defined as

D(F,GL)L∞([0,X]) = sup
f∈F

inf
ζ∈ΩN

∥∥∥∥
∫ ·

0

f(t)dt−GL(ζ)

∥∥∥∥
L∞([0,X])

(resp.

D(F,GLg)L∞([0,X]) = sup
f∈F

inf
(ζ,w)∈ΩN,M

‖f −GLg(ζ, w)‖L∞([0,X]) ).

Now the following theorem gives an answer for the optimality of formula (2.3) (resp.
(2.5)) considered in the class of N -families GL(ζ) (resp. (N,M)-generalized families
GLg(ζ, w)). Indeed, the following lower bounds are similar to (2.9) and (2.10) in Theo-
rem 2.1.

Theorem 2.3. Consider an N -family GL(ζ) and a subset Km,p, with m ≥ 2. Then, for
any [0, X],

D(Km,p, GL)L∞([0,X]) ≥
c̃m+1,p

(N lnN)m+1
. (2.21)

Similarly, consider an (N,M)-generalized family GLg(ζ, w) and a subset Km,p. Then,
for any [0, X],

D(Km,p, GLg)L∞([0,X]) ≥
c̃m,p

((N +M) ln(N +M))m
. (2.22)
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Theorem 2.3 will be proved in Section 2.4 and Theorem 2.1 will follow.

The conclusion is that the lower bounds (2.9) and (2.10) cannot be made better by
choosing another family of Gelfand-Levitan type with another choice of parameters than
the eigenvalues and characteristic constants.

Moreover, we see that the choice of the formulas (2.3) and (2.5) is almost optimal.
Indeed, by applying (2.8) and Proposition 2.1, we can deduce that, for any subset of

K̃m+1,p,q of potentials Q satisfying Q(j)(0) = 0, j = 1, . . . , m and for all large enough ω,

the approximation of K̃m+1,p,q by the (2N, 1)-generalized family GLg(ζ, w) associated to
(2.19) is of order 1/ωm, i.e. for any [0, X],

D
(
K̃m+1,p,q, GLg

)
L∞([0,X])

≤ Γm+1,p,q

ωm

(one has also the same result at order
lnω√
ω

for K̃2,p,q and the 2N -analytic family associated

to (2.17)). This leads to the following question : can the lower bounds be made even better,
or else can the estimations by the formulas (2.3), (2.5) or by another similar formula be
done close to these lower bounds ?

There is another question : could the explicit formula Q0
ω from (2.3) get the approxi-

mation of any K̃m+1,p,q at order 1/ωm ? One notices that, if Q(j)(0) = 0, j = 0, . . . , m, the
spectral measure σω(dτ) becomes σ0

ω(dτ) in (2.2) which gives Q0
ω. However, in order to

apply (2.8) from Theorem 1 in [9], the function Q must be strictly positive on R+ (particu-
larly at 0). Nevertheless, numerical experiments lead us to think that the approximation
at order 1

ωm is valid in this case (see [9], Section 4).

Another progress would be to improve the negative results from Theorem 2.1 : indeed,
the subset Km,p has an entropy bigger than the one of Km,p ∩ Cm. Therefore we hope to
improve Theorem 2.1 in order to get the order 1/(ω lnω)5/2 instead of (2.9) (similarly,
1/(ω lnω)m+1/2 instead of (2.10)). Another similar progress would be to improve the po-
sitive results (2.7) and (2.8) from [9], but with the (smaller) subset Km,p ∩Cm in order to
get a precision close to the lower bounds (2.9) and (2.10).

More generally, the essential argument of entropy makes us think that these results
should still be true with any analytic formula with N parameters (in particular, without
assuming that the family is of finite order, neither choosing any domain ΩN ).

We finish then by giving some examples of inverse problem with some possible analo-
gous results (Section 2.5).
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2.2 An estimation of the eigenvalues and characte-

ristic constants

In this section, we prove the following theorem that has been given as Theorem 2.2 in
the introduction.

Theorem. Let Q ∈ C1(R+) be strictly positive, strictly decreasing with polynomial
behavior at infinity, and such that Q′(0) = 0. Then for all ω and all j = 1, . . . , N(ω), one
has

1

α1ωβ1
≤ ξj(ω

2Q) ≤ α1ω and
1

α2 exp (β2ω2)
≤

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
≤ α2 exp

(
β2ω

β3
)
.

Proof.
Q and ω being fixed, we will not specify the dependence on Q and ω of N(ω), ξj and

Cj in the proof.
This statement is a corollary of the WKB theory which is not precisely formulated in

the references, so we give a proof by principally using the WKB method as in [16]. The
proof consists in some following lemmas.

Lemma 2.1. For all j = 1, . . . , N ,

1

α1ωβ1
≤ ξj ≤ α1ω .

Proof.
First, φj being the normed eigenfunction, we have

−ξ2
j = λj = −

∫ ∞

0

φ′′
j (x)φj(x)dx− ω2

∫ ∞

0

Q(x)φ2
j (x)dx

≥ −
[
φ′
jφj
]∞
0

+

∫ ∞

0

φ′2
j (x)dx− ω2 inf

x≥0
Q(x)

≥ −ω2 sup
x≥0

Q(x),

then, for all j = 1, . . . , N ,

ξj ≤ ω
√
Q(0). (2.23)

Now we want to extend the equation to the whole line R in order to apply the WKB
method of Lax and Levermore. First, we extend Q to an even function which still is of class
C1 (since Q′(0) = 0) and integrable with polynomial behavior at infinity. Moreover, the
extension (which we still write Q) is monotone on R−, R+ and has the unique maximum
at 0.
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Next, we extend each eigenfunction φj to an odd function φ̃j (this is possible since

φj(0) = 0) which still is of class C2 on R. Then each function φ̃j/2 is an eigenfunction on
R with the same eigenvalue. Hence it is sufficient to prove the lower estimate for the NR

(≥ N) eigenvalues on R+.
Now consider the equation in the quasi-classic case :

−ε2y′′ −Qy = −η2y,

where ε = 1
ω

and ηj =
ξN−j+1

ω
, j = 1, . . . , N . By WKB method one has (see [16])

Φ(ηj) =

(
j − 1

2

)
επ (2.24)

where Φ(η) =
∫ x+(η)

x−(η)
(Q(y) − η2)

1
2 dy and x+(η) = −x−(η) ≥ 0 satisfying −Q(x+(η)) =

−Q(x−(η)) = −η2. Next,

NR =

[
1

επ
Φ(0)

]
=

[
1

επ

∫ ∞

−∞
(Q(y))

1
2dy

]
. (2.25)

Lastly,

sj = 2 exp

(
θ+(ηj)

ε

)

where θ+(η) = ηx+(η) +
∫∞
x+(η)

η− (η2 −Q(y))
1
2 dy ; sj is the normalized coefficient of the

Jost solution :
φj(x)

2
∼ sj

2
exp

(
−ηjx

ε

)
, x→ +∞.

Hence it is sufficient to prove that

ηNR
≥ 1

α1ωβ1
.

Q being polynomially decreasing, there exist q ≥ 1 and k1 ≥ k2 ≥ 4 such that, for all
x ∈ R+,

1

q

1

1 + xk1
≤ Q(x) ≤ q

1 + xk2
.

It follows that

1

q

1

1 + x+(ηNR
)k1

≤ Q(x+(ηNR
)) = η2

NR
≤ q

1 + x+(ηNR
)k2
,
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thus (
1

qη2
NR

− 1

) 1
k1

≤ x+(ηNR
) = −x−(ηNR

) ≤
(

q

η2
NR

− 1

) 1
k2

.

We can assume that η2
NR

≤ 1/2q (otherwise the lemma is proved) then

1

(2q)
1

k1 η
2

k1
NR

≤ x+(ηNR
) ≤ q

1
k2

η
2

k2
NR

. (2.26)

On the other hand,

Φ(0)−Φ(ηNR
) =

(∫ x−(ηN
R
)

−∞
+

∫ ∞

x+(ηNR
)

)
(Q(y))

1
2dy +

∫ x+(ηN
R
)

x−(ηNR
)

(Q(y))
1
2−
(
Q(y) − η2

NR

) 1
2 dy.

Furthermore,
∫ ∞

x+(ηNR
)

(Q(y))
1
2dy ≤

∫ ∞

x+(ηNR
)

√
q

y
k2
2

dy =
2
√
q

k2 − 2

1

x+(ηNR
)

k2−2
2

≤ √
q(2q)

k2−2

2k1 ηNR

k2−2

k1 ≤ q
√

2 η
k2−2

k1
NR

(the same inequality is true for
∫ x−(ηNR

)

−∞ (Q(y))
1
2dy). The last integral is not greater than

∫ x+(ηNR
)

x−(ηN
R
)

(
Q(y) −

(
Q(y) − η2

NR

)) 1
2 dy = ηNR

(x+(ηNR
) − x−(ηNR

))

≤ 2q
1

k2 η
k2−2

k2
NR

≤ 2q
1

k2 q
k2−2
2k2

(
ηNR√
q

) k2−2
k1

≤ 2
√
q η

k2−2
k1

NR
,

by (2.26) and (2.23). It follows that Φ(0) − Φ(ηNR
) ≤ 4q η

k2−2
k1

NR
.

Since NR ≤ Φ(0)
επ

, one has by (2.24) Φ(0) − Φ(ηNR
) ≥ επ

2
. Hence

ηNR
≥
(
π

8q

) k1
k2−2 1

ω
k1

k2−2

(2.27)

and the lemma is proved.
�

Now we need a formula for Cj (see [4]). We extend the equation

−y′′ − ω2Qy = k2y (2.28)
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with respect to k to the half-plane {ℑk > 0}. We know that there are the solutions
φ(k, ·), ψ(k, ·) and f(k, ·) which respectively satisfy





φ(k, ·) ∈ L2([0,∞[) and
∫∞
0

|φ(k, x)|2dx = 1,

ψ(k, 0) = 0 and ψ′(k, 0) = 1,

f(k, x) ∼ exp(ikx), x→ ∞ .

φ(k, ·) is the physical solution and f(k, ·) is called the Jost solution. When k is one of the
iξj (and only in this case), these three solutions are proportional :





f(iξj, ·) = f ′(iξj, 0)ψ(iξj, ·),
φ(iξj, ·) = C

1
2
j ψ(iξj , ·),

φ(iξj, ·) = sjf(iξj, ·)

then f ′(iξj , 0) =
C

1
2
j

sj
.

The Jost function F being defined as F (k) = f(k, 0), we claim that

4ξ2
j

Cj
= −s2

j

(
Ḟ (iξj)

)2

. (2.29)

Indeed by differentiating the equation (2.28) with f(k, x) with respect to k, the derivative
(with respect to x) of the Wronskian of f(k, ·) and ḟ(k, ·) = ∂f

∂k
(k, ·) becomes

W ′
(
f, ḟ
)

= f(k, x)ḟ ′′(k, x) − f ′′(k, x)ḟ(k, x)

= −2kf 2(k, x) .

When k = iξj, this yields

Ḟ (iξj)f
′(iξj, 0) = −2iξj

∫ ∞

0

f 2(iξj, x)dx = −2iξj
s2
j

= Ḟ (iξj)
C

1
2
j

sj

and the assertion is proved.

Since 0 < ηN < · · · < η1, we see that 0 ≤ x+(η1) ≤ · · · ≤ x+(ηN ) and by Lemma 2.1,
for all j = 1, . . . , N , we have

θ+(ηj) ≤ α1x+(ηN) +

∫ ∞

0

(Q(y))
1
2dy
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which gives with (2.26)

2 ≤ sj ≤ 2 exp

(
α2 ω

1+
2k1

k2(k2−2) + ω

∫ ∞

0

(Q(y))
1
2dy

)
.

Now, by formula (2.29), the proof of Theorem 2.2 will be complete with the following
lemma.

�

Lemma 2.2. For all j = 1, . . . , N

1

α2 exp(β2ω2)
≤
∣∣∣Ḟ (iξj)

∣∣∣ ≤ α2 exp
(
β2ω

2
)
.

Proof.
In order to be more clear, we note by α2 different constants, as well as β2.
First, the Jost solution f (and the Jost function F as well) of equation (2.28) can be

constructed by successive approximations by setting, for x ≥ 0 and ℑk ≥ 0,
{
f0(k, x) = eikx,

fn(k, x) = −ω2
∫∞
x

sink(x−t)
k

Q(t)fn−1(k, t)dt , n ≥ 1.

We know (see [4]) that F is holomorphic on the half-plane {ℑk > 0}, is continuous on
{ℑk ≥ 0}, vanishes exactly on the iξj and converges to 1 at infinity. Moreover there is
the following estimate : ∀x, k,

|fn(k, x)| ≤ exp(−ℑkx) 1

n!

(
ω2

∫ ∞

x

2
√

2 t

1 + |k|tQ(t)dt

)n

.

Then, for all k,

|F (k)| ≤ sup
x≥0

|f(k, x)| ≤ exp

(
2
√

2ω2

∫ ∞

0

tQ(t)dt

)
≤ exp

(
β2ω

2
)
. (2.30)

For all iξj one has, by the Cauchy formula on a small disc D(iξj, ε) contained in the
domain of holomorphy of F (with ε = ξ1

2
≥ 1

α1ωβ1
),

∣∣∣Ḟ (iξj)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1

2πi

∫

|k−iξj |=ε

F (k)

(k − iξj)
2dk

∣∣∣∣∣ ≤
‖F‖∞
ε

≤ α2 exp
(
β2ω

2
)

and this proves the upper estimate.

In order to prove the lower estimate we begin by setting

F̃ (k) =
F (k)

∏N
l=1

k−iξl
k+iξl

,
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which is also continuous on the closed half-plane, is holomorphic inside it, converges to 1
at infinity and does not vanish. Moreover

Ḟ (iξj) =
1

2iξj

(
∏

l 6=j

ξj − ξl
ξj + ξl

)
F̃ (iξj). (2.31)

Now we want to prove that, for all l = 1, . . . , N − 1,

ηl − ηl+1 ≥
1

α2ωβ2
. (2.32)

By (2.24), we have

π

ω
= Φ(ηl+1) − Φ(ηl) =

∫ x+(ηl+1)

x−(ηl+1)

(
Q(y) − η2

l+1

) 1
2 dy −

∫ x+(ηl)

x−(ηl)

(
Q(y) − η2

l

) 1
2 dy.

On [x+(ηl), x+(ηl+1)] (resp. [x−(ηl+1), x−(ηl)]) one hasQ(y)−η2
l+1 ≤ η2

l−η2
l+1 ; on [x−(ηl), x+(ηl)]

one has
(
Q(y) − η2

l+1

) 1
2 − (Q(y) − η2

l )
1
2 ≤

(
η2
l − η2

l+1

) 1
2 . It follows that

π

ω
≤ (ηl − ηl+1)

1
2 (ηl + ηl+1)

1
2 (x+(ηl+1) − x−(ηl+1))

and (2.32) follows by Lemma 2.1.
By (2.11), N = O(ω) then

∏

l 6=j

∣∣∣∣
ξj − ξl
ξj + ξl

∣∣∣∣ ≥
(

1

α2ωβ2

)N−1

≥ 1

α2 exp(β2ω2)
.

By (2.31) and Lemma 2.1, it is sufficient to get a lower estimate for
∣∣∣F̃ (iξj)

∣∣∣. Since F̃

is holomorphic without zeroes, one has for any large enough R :

1

4iξj F̃ (iξj)
=

1

2πi

(∫ R

−R

k

F̃ (k)(k − iξj)(k + iξj)2
dk +

∫ π

0

iR2e2iθ

F̃ (Reiθ)(Reiθ − iξj)(Reiθ + iξj)2
dθ

)
,

which gives by taking limit (F̃ (k) → 1 as k → ∞)

1

F̃ (iξj)
=

4iξj
2πi

∫ +∞

−∞

k

F̃ (k)(k − iξj)(k + iξj)2
dk.

Thus

1∣∣∣F̃ (iξj)
∣∣∣
≤ 4ξj

π

∫ ∞

0

k

|F (k)| |k − iξj| |k + iξj |2
dk,
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since ∀ k ∈ R,
∣∣∣F̃ (k)

∣∣∣ = |F (k)| and F (−k) = F (k).

In order to get a lower estimate of 1
|F (k)| on R+ we use the Wronskian of f(k, ·) and

f(−k, ·), which is constant and equal to −2ik. It follows that, for all k > 0,

−2ik = f(k, 0)f ′(−k, 0) − f(−k, 0)f ′(k, 0) = 2iℑ
(
F (k)f ′(k, 0)

)
.

Since f(k, ·) is a solution of the following integral equation

f(k, x) = eikx − ω2

∫ ∞

x

sin k(x− t)

k
Q(t)f(k, t)dt,

we have by (2.30)

|f ′(k, 0)| ≤ k + ω2

∫ ∞

0

| cos kt|Q(t) |f(k, t)|dt

≤ k + ω2 exp
(
β2ω

2
) ∫ ∞

0

Q(t)dt.

Hence
2k ≤ 2|F (k)|

(
k + α2 exp

(
β2ω

2
))
.

It follows that
∫ +∞

0

k

|F (k)| |k − iξj | |k + iξj|2
dk ≤

∫ +∞

0

k + α2 exp (β2ω
2)

(
k2 + ξ2

j

) 3
2

dk

≤ 1 + α2 exp (β2ω
2)

ξ3
j

+

∫ +∞

1

1 + α2 exp (β2ω
2)

k2
dk

and the proof is complete.
�

Under the condition that Q ∈ K̃m,p,q, we have a little stronger result.

Corollary 2.2. K̃m,p,q being given, there exist ω0 and n2 ≥ n1 > 0 such that, for all

ω ≥ ω0 and all Q ∈ K̃m,p,q,

n1ω ≤ N(ω) ≤ n2ω . (2.33)

In addition, for all j = 1, . . . , N(ω),

1

α1ω
≤ ξj(ω

2Q) ≤ α1ω and
1

α2 exp (β2ω2)
≤

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
≤ α2 exp

(
β2ω

2
)
,(2.34)

where the coefficients α1, α2 and β2 only depend on K̃m,p,q.
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Proof.
First, if Q ∈ K̃m,p,q, by (2.16), there exists k ≥ 4 such that

∫ ∞

0

√
Q(x)dx ≤

∫ 1

0

√
qdx+

∫ ∞

1

√
q√

1 + xk
dx

≤ √
q

(
1 +

∫ ∞

1

1√
1 + x4

dx

)
.

On the other hand, we have

1√
Q(0)

∫ ∞

0

√
Q(x)dx ≥ 1

q
3
2

∫ 1

0

1

1 + xk
dx ≥ 1

q
3
2

.

From the bounds of N(ω) in (2.11), it follows that we have, for all ω ≥ ω0,

n1ω ≤ N(ω) ≤ n2ω,

where ω0 and n2 ≥ n1 > 0 only depend on q.
Now, by (2.23), for all j = 1, . . . , N(ω), we have ξj(ω

2Q) ≤ √
q ω. On the other hand,

since we can take k1 = k2 = k ≥ 4 in (2.27), one has

ξj(ω
2Q) ≥ ω ηN(ω)(ω

2Q) ≥
(
π

8q

) k
k−2 1

ω
2

k−2

≥ π2

64q2

1

ω
.

Similarly, we get

1

α2 exp(β2ω2)
≤

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
≤ α2 exp

(
β2ω

2
)

and we see that, uniformly on k ≥ 4, the coefficients α1, α2, β1 and β2 only depend on q.
�

Before ending, we consider two different examples.

Example 2.3. Let

Q1(x) =
1

(1 + x2)2 .

Q1 satisfies the conditions of Theorem 2.2. We have by (2.11)

N(ω) ≤ [ω] .

For all ω ≥ 10 and all j = 1, . . . , N(ω),

π2

65

1

ω
≤ ξj(ω) ≤ ω
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and
1

8
(

66
π2

)3
e

π2

320

1

ω6e
√

2(1+ 32
π )ω2

≤
4ξ2
j (ω)

Cj(ω)
≤ 1302

π4
ω2e2

√
2ω2+(π+1)ω .

Example 2.4. Let be

Q2(x) =

{
1, x ∈ [0, 1],

0, x > 1.

The potential −ω2Q2 is a special case because it is discontinuous at x = 1. Then we
calculate directly the estimates.

The equation −y′′ − ω2y = λy with λ = −ξ2 and 0 < ξ < ω, has the following
eigenfunctions

yξ(x) =





√
2ξ

1+ξ
sin
(√

ω2 − ξ2 x
)
, if x ∈ [0, 1],√

2ξ
1+ξ

eξ sin
√
ω2 − ξ2 e−ξx, if x ≥ 1,

where ξ satisfies the following equation

ξ sin
√
ω2 − ξ2 +

√
ω2 − ξ2 cos

√
ω2 − ξ2 = 0. (2.35)

The solutions yξ ∈ C1(R+) fulfill the condition yξ(0) = 0 and are normed :

∫ +∞

0

y2
ξ (x)dx = 1.

First we know that ξ ≤ ω. And since

Cξ =
(
y′ξ(0)

)2
=

2ξ

1 + ξ

(
ω2 − ξ2

)
,

there is
4ξ2

Cξ
=

2ξ(ξ + 1)

ω2 − ξ2
.

About the first estimate we find as well 0 < 4ξ2

Cξ
≤ 220ω2 : indeed, if ω ≥ 10 and

ε =
√
ω2 − ξ2 ≤ 1

10
, the equation 2.35 becomes

√
ω2 − ε2 sin ε+ ε cos ε ≥ 10 ε > 0.

It follows that ε must be ≥ 1
10

then

ξ ≤
√

99

100
ω.
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However the lower estimate of 4ξ2

Cξ
need an analogous estimate for ξ which is in general

false since the first eigenvalue ξ1 cannot be low bounded by 1
ωk or exp(−aωb) (which is a

necessary condition to get ln 4ξ2

Cξ
= O(ωb) ).

Indeed, let fix for example ω0 large enough and ≡ π
2

(mod 2π), and consider the equa-
tion 2.35 with respect to (ξ, ω), given by a smooth function g in a neighborhood of (0, ω0).
Since ∂g

∂ξ
(0, ω0) = sinω0 = 1 and ∂g

∂ω
(0, ω0) = −ω0, an application of the implicit functions

theorem allows us to consider the function ω 7→ ξ(ω) which has in a neighborhood of ω0

the following expansion

ξ(ω) = ω0(ω − ω0) +O
(
(ω − ω0)

2
)
.

Then for all ω such that 0 < ω − ω0 ≤ η(ω0) with η(ω0) small enough, one has

0 < ξ(ω) ≤ 2 exp

(
−1

2
expω

)

and it follows that for any ω large enough we cannot find a lower estimate for ξ as we
need. This accident comes from the fact that Q2 is not continuous at x = 1.

However if we set a condition for ω ≥ 10 as

∣∣∣ω − π

2
+ πZ

∣∣∣ ≥ 1

5
,

we see that for any ξ with 0 < ξ ≤ 1
10

, we get
∣∣∣
√
ω2 − ξ2 − π

2
+ πZ

∣∣∣ ≥ 1
10

then

∣∣∣ξ sin
√
ω2 − ξ2 +

√
ω2 − ξ2 cos

√
ω2 − ξ2

∣∣∣ ≥ 1

2
.

Hence ξ ≥ 1
10

and
4ξ2

Cξ
≥ 1

5ω2
,

then we get as well a stronger estimate for
(

4ξ2

Cξ

)−1

as O(ω2).

2.3 Some properties of the solution of a certain inte-

gral equation

Consider, for (x, y) ∈ ∆ = {0 ≤ y ≤ x} and w ∈ C+, the integral equation (2.1) given
in the introduction

A(x, y, w) +

∫ x

0

A(x, s, w)Φ̃(s, y, w)ds+ Φ̃(x, y, w) = 0 , (2.36)
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where

Φ̃(x, y, w) :=
1

π

∫ ∞

0

sin(x
√
τ)√

τ

sin(y
√
τ)√

τ

(√
τ + w −

√
τ
)
dτ . (2.37)

We see that Φ̃ (x, y, ω2Q(0)) = Φω(x, y) (see (2.6)). It follows that, if Ã is the solution of

the equation (2.36), then Ã (x, y, ω2Q(0)) will be exactly the solution Aω in the formula

(2.5). Indeed, by Proposition 2.5 below, the solution Ã is unique. So we will give the proof
of this result which will be useful in order to prove the second part of Proposition 2.1.

Proposition 2.5. The equation (2.36) has a unique solution Ã(x, y, w) defined on ∆ ×
C+. It is continuous with respect to (x, y) and holomorphic with respect to w, and the
application

x 7→
(
y 7→ Ã(x, y, w) ∈ L2

y([0, x])
)
,

is continuously differentiable (with respect to the topology of L2([0, x]) ).
Moreover, we have the following estimates : for all X ≥ 1 and w ∈ C+,

sup
y≤x≤X

∣∣∣Ã(x, y, w)
∣∣∣ , sup

x≤X

∥∥∥∥∥
∂Ã

∂x
(x, y, w)

∥∥∥∥∥
L2

y([0,x])

, sup
x≤X

∣∣∣∣
d

dx
Ã(x, x, w)

∣∣∣∣ ≤ C(X)(1 + |w|)α

(the exponent α does not depend on X).

The proof consists of the following lemmas. We begin by proving these properties for
Φ̃.

Lemma 2.3. The function Φ̃ is continuous with respect to (x, y) ∈ R+ × R+ and holo-
morphic with respect to w ∈ C+. For all X ≥ 1, the application

x 7→ Φ̃(x, y, w) ∈ L2
y([0, X])

is continuously differentiable and we have the following estimates :

sup
x,y∈[0,X]

|Φ̃(x, y, w)|, sup
x≤X

∥∥∥∥∥
∂Φ̃

∂x
(x, y, w)

∥∥∥∥∥
L2

y([0,X])

≤ C(X)(1 + |w|)α.

Moreover, the restriction
x 7→ Φ̃(x, x, w)

is continuously differentiable (in the usual sense) and

sup
x≤X

∣∣∣∣
d

dx
Φ̃(x, x, w)

∣∣∣∣ ≤ C(X)(1 + |w|)α

(in all the cases the exponent α does not depend on X).
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Proof.
First Φ̃ is well-defined since the integral is absolutely convergent :

Φ̃(x, y, w) =

∫ ∞

0

sin kx

k

sin ky

k

w

k +
√
k2 + w

2k

π
dk,

where we have chosen the principal determination of
√
z. Φ̃ is holomorphic with respect

to w and for all X ≥ 1 ∥∥∥Φ̃(·, w)
∥∥∥
∞,X

≤ C(X)|w|.

Next we want to prove the differentiability of x 7→ Φ̃(x, ·, w) :

Φ̃(x, y, w) =

(∫ 1

0

+

∫ ∞

1

)
sin kx

k

sin ky

k

w

k +
√
k2 + w

2k

π
dk,

and

∂

∂x

∫ 1

0

sin kx

k

sin ky

k

(√
k2 + w − k

) 2k

π
dk =

∫ 1

0

cos kx
sin ky

k

(√
k2 + w − k

) 2k

π
dk,

which is continuous with respect to (x, y) in the usual sense (then as well in the space
L2
y([0, X]) ) and polynomially bounded on w.

On the other hand,

∫ ∞

1

sin kx

k

sin ky

k

w

k +
√
k2 + w

2k

π
dk =

w

π

∫ ∞

1

cos k(x− y) − cos k(x+ y)

k
(
k +

√
k2 + w

) dk.

Now let us consider the integral with cos k(x− y) : by integrating by parts, we get

∫ ∞

1

cos k(x− y)

k
(
k +

√
k2 + w

)dk = −sin (x− y)

x− y

1

1 +
√

1 + w

+

∫ ∞

1

sin k(x− y)

x− y

2 +
√

1 + w
k2 + 1√

1+ w

k2

k3
(
1 +

√
1 + w

k2

)2 dk

= −sin (x− y)

x− y

1

1 +
√

1 + w
+

∫ ∞

1

sin k(x− y)

x− y

1

k3
√

1 + w
k2

dk.

The first term is clearly continuously differentiable with respect to (x, y) and its derivative
is polynomially bounded on w. Now assume that x > y and differentiate in the integral
to get

∫ ∞

1

k(x− y) cos k(x− y) − sin k(x− y)

(x− y)2

1

k3
√

1 + w
k2

dk =

∫ ∞

x−y

k cos k − sin k

k3
√

1 + w
k2 (x− y)2

dk ,
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which is continuous with respect to (x, y) since it is an absolutely convergent integral of a
continuous function, and can be extended to y ≤ x. Moreover, it is bounded with respect
to w.

Now if x < y the derivative of the integral is
∫ ∞

y−x

k cos k − sin k

k3
√

1 + w
k2 (y − x)2

dk,

and can be continuously extended to {x ≤ y}.
In the same way the integral with cos k(x+ y) is continuously differentiable on R+×R+

and bounded with respect to w.

Notice that ∂eΦ
∂x

does not exist on {x = y} since the limits from each side are different.
Indeed,

lim
(x−y)→0+

∂Φ̃

∂x
(x, y, w) − lim

(x−y)→0−

∂Φ̃

∂x
(x, y, w) = 2

∫ ∞

0

k cos k − sin k

k3
dk 6= 0.

Nevertheless, the application x 7→ Φ̃(x, y, w) ∈ L2
y([0, X]) is continuously differentiable,

∫

y 6=x

∣∣∣∣∣
Φ̃(x+ h, y, w)− Φ̃(x, y, w)

h
− ∂Φ̃

∂x
(x, y, w)

∣∣∣∣∣

2

dy −−→
h→0

0,

since for all y 6= x

Φ̃(x+ h, y, w)− Φ̃(x, y, w)

h
−−→
h→0

∂Φ̃

∂x
(x, y, w)

with domination in L2
y([0, X]) (∂

eΦ
∂x

can be continuously extended to {x ≥ y} and {x ≤ y}
although the limits do not coincide). In the same way one proves that the derivative

x 7→ ∂eΦ
∂x

(x, y, w) ∈ L2
y([0, X]) is continuous.

Lastly, supx≤X

∥∥∥∂eΦ
∂x

(x, y, w)
∥∥∥
L2

y([0,X])
is polynomially bounded on w.

Now we want to prove the last assertion : for all x ≥ 0,

Φ̃(x, x, w) =
2wx

π

∫ ∞

0

sin2 k

k
(
k +

√
k2 + wx2

)dk.

One can differentiate in the integral to get

d

dx
Φ̃(x, x, w) =

2w

π

∫ ∞

0

sin2 k

k
(
k +

√
k2 + wx2

)dk

−2w2x2

π

∫ ∞

0

sin2 k

k
√
k2 + wx2

(
k +

√
k2 + wx2

)2dk,
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which is continuous with respect to x ≥ 0 and the estimate follows.

�

Next, we prove the existence and uniqueness of the solution Ã.

Lemma 2.4. For all x > 0 and w ∈ C+, the equation (2.36) has a unique solution

Ã(x, y, w) for almost all y ≤ x. Moreover, Ã(x, y, w) is holomorphic with respect to w as
a vector-valued function in L2

y([0, x]).

Proof.

First, x and w being fixed, consider the complex Hilbert space L2([0, x]) with the
associated inner product

< f, g >=

∫ x

0

f(s)g(s)ds .

Solving equation (2.36) is equivalent to finding the functions h ∈ L2([0, x]) such that

(Id+Kx,w)(h) = −Φ̃(x, ·, w),

where Kx,w is the integral operator of L2([0, x]) : h 7→
∫ x
0
h(s)Φ̃(s, y, w)ds.

Next, Φ̃ being continuous with respect to y and holomorphic with respect to w, the
operator Kx,w is compact and holomorphic on the domain C+ (in the Banach space of
operators of L2([0, x]) with the associated norm). By the analytic Fredholm Theorem
(see [26]) either (Id + Kx,w)−1 exists for no w ∈ C+ or (Id + Kx,w)−1 exists and is
holomorphic on C+ \ S, where S is a discrete subset of C+ ; in this case, for all w ∈ S,
the equation (Id+Kx,w)(h) = 0 has a nonzero solution in L2([0, x]).

The first case is not possible since for w small enough Φ̃(x, ·, w) is small enough for
all x, y ∈ [0, X]. Then, (Id + Kx,w)−1 can be constructed by successive approximations.
In fact the inverse operator exists for all w ∈ C+ since ker(Id+Kx,w) = {0}. In order to
prove this, one has for all h ∈ L2([0, x])

ℜ
(
< h,

∫ x

0

h(s)Φ̃(s, ·, w)ds >

)
≥ 0. (2.38)

Indeed, h being in L1([0, x]), we can write

ℜ < h,

∫ x

0

h(s)Φ̃(s, ·, w)ds > = ℜ
∫ x

0

h(y)dy

∫ x

0

h(s)ds

∫ ∞

0

sin ks

k

sin ky

k

(√
k2 + w − k

) 2k

π
dk

=

∫ ∞

0

ℜ
(√

k2 + w − k
) 2k

π
dk

∣∣∣∣
∫ x

0

h(y)
sin ky

k
dy

∣∣∣∣
2

≥
∫ ∞

0

(√
k2 + ℜw − k

) 2k

π
dk

∣∣∣∣
∫ x

0

h(y)
sin ky

k
dy

∣∣∣∣
2

.
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Now let h ∈ L2([0, x]) such that (for almost all y ∈ [0, x])

h(y) +

∫ x

0

h(s)Φ̃(s, y, w)ds = 0.

It follows from (2.38) that

0 = ℜ
(
< h, h+

∫ x

0

h(s)Φ̃(s, ·, w)ds >

)
≥
∫ x

0

|h(y)|2dy,

thus h = 0. The operator (Id+Kx,w)−1 exists for all w ∈ C+ and is holomorphic on C+ as
an operator-valued function of L2([0, x]). Hence the equation (2.36) has a unique solution

Ã(x, ·, w) ∈ L2([0, x]) and is holomorphic as a vector-valued function in L2([0, x]).
�

In order to establish the regularity of Ã we prove the following lemmas.

Lemma 2.5. Fix x0 ∈ [0, X] and a neighborhood V0 of x0, and consider the operator
Lx0,w = (Id+Kx0,w)−1. Then for all continuous functions f(x, y) on V0 × [0, X] such that
the application

x ∈ V0 7→ f(x, y) ∈ L2
y([0, X])

is continuously differentiable, the image Lx0,w(f(x, ·)) satisfies the same properties as f
and

∂

∂x
Lx0,w(f(x, ·)) = Lx0,w

(
∂f

∂x
(x, ·)

)
.

Moreover, we have the following estimates :

sup
x∈V0,y≤X

|Lx0,w(f(x, ·))(y)| ≤
(
1 + x0

∥∥∥Φ̃(·, w)
∥∥∥
∞
‖Lx0,w‖L2([0,x0])

)
‖f‖∞

and

sup
x∈V0

∥∥∥∥
∂

∂x
Lx0,w(f(x, ·))(y)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

≤
(
1 +X

∥∥∥Φ̃(·, w)
∥∥∥
∞
‖Lx0,w‖L2([0,x0])

)
sup
x∈V0

∥∥∥∥
∂f

∂x
(x, ·)

∥∥∥∥
L2([0,X])

.

Proof.
First, the element Lx0,w(f(x, ·)) is well-defined and since f(x, ·) = (Id+Kx0,w)(Lx0,w(f(x, ·)),

then for almost all y ∈ [0, x0]

Lx0,w(f(x, ·))(y) = f(x, y) −
∫ x0

0

Lx0,w(f(x, ·))(s)Φ̃(s, y, w)ds. (2.39)

The integral does not depend on the choice of the representative of Lx0,w(f(x, ·)) and
gives a continuous function with respect to y. Since the right-hand side is still defined for
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y ∈ [0, X], it follows that the representative of Lx0,w(f(x, ·)) can be chosen as a continuous
function which can be extended to [0, X] (and (2.39) will be true for all y ∈ [0, X] ).

Since f is continuous with respect to (x, y), the application x 7→ f(x, ·) ∈ L2
y([0, x0])

is continuous, and so is Lx0,w(f(x, ·)). It follows that the integral in (2.39) is continuous
with respect to (x, y) ∈ V0 × [0, X], as well as the function Lx0,w(f(x, ·))(y). By using the
Cauchy-Schwarz inequality,

|Lx0,w(f(x, ·))(y)| ≤ |f(x, y)|+ ‖Lx0,w‖L2([0,x0])‖f(x, s)‖L2
s([0,x0])

∥∥∥Φ̃(s, y, w)
∥∥∥
L2

s([0,x0])

and the first estimate follows.
Next, since the application x 7→ f(x, ·) ∈ L2

y([0, X]) is continuously differentiable and
Lx0,w an operator of L2([0, x0]), it follows that the application

x 7→ Lx0,w(f(x, ·)) ∈ L2
y([0, x0])

is continuously differentiable and

∂

∂x
Lx0,w(f(x, ·)) = Lx0,w

(
∂f

∂x
(x, ·)

)
.

In order to extend this equality to [0, X], one can differentiate (in L2
y([0, x0]) ) the for-

mula (2.39) to get

Lx0,w

(
∂f

∂x
(x, ·)

)
(y) =

∂f

∂x
(x, y) −

∫ x0

0

Lx0,w

(
∂f

∂x
(x, ·)

)
(s) Φ̃(s, y, w)ds,

which is still well-defined if y ∈ [0, X] and gives a function in L2
y([0, X]) which is continuous

with respect to x ∈ V0.
Lastly, the second estimate follows since, for all x ∈ V0,

∥∥∥∥
∂

∂x
Lx0,w(f(x, ·))(y)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

≤
∥∥∥∥
∂f

∂x
(x, y)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

+

∥∥∥∥Lx0,w

(
∂f

∂x
(x, ·)

)
(s)

∥∥∥∥
L2

s([0,x0])

∥∥∥Φ̃(s, y, w)
∥∥∥
L2([0,x0]×[0,X])

.

�

Lemma 2.6. The assertion is still true if we consider the operator Hx,x0,w defined as

Hx,x0,w : f(x, ·) 7→
(
y ∈ [0, X] 7→

∫ x

x0

f(x, s)Φ̃(s, y, w)ds

)
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with derivative

x ∈ V0 7→ f(x, x)Φ̃(x, y, w) +

∫ x

x0

∂f

∂x
(x, s)Φ̃(s, y, w)ds.

Moreover, we have the following estimates (with V0 = [x0 − η, x0 + η] ) :

sup
x∈V0,y≤X

|Hx,x0,w(f(x, ·))(y)| ≤ η
∥∥∥Φ̃(·, w)

∥∥∥
∞
‖f‖∞

and

sup
x∈V0

∥∥∥∥
∂

∂x
Hx,x0,w(f(x, ·))(y)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

≤
√
X
∥∥∥Φ̃(·, w)

∥∥∥
∞
‖f‖∞

+
√
η
√
X
∥∥∥Φ̃(·, w)

∥∥∥
∞

sup
x∈V0

∥∥∥∥
∂f

∂x
(x, s)

∥∥∥∥
L2

s([0,X])

.

Proof.
First, the function Hx,x0,w(f(x, ·))(y) is continuous on V0× [0, X] and the first estimate

follows.
Next, one proves that the application x 7→ Hx,x0,w(f(x, ·)) ∈ C0

y([0, X]) is continuously
differentiable (i.e. with respect to the uniform topology). Indeed, by uniform continuity

of f and Φ̃, for all x ∈ V0,
∣∣∣∣
1

h

∫ x+h

x

f(x+ h, s)Φ̃(s, y, w)ds− f(x, x)Φ̃(x, y, w)

∣∣∣∣ −−→h→0
0

and (by continuity of the application x 7→ ∂f
∂x

(x, s) ∈ L2
s([0, X]))

∣∣∣∣
∫ x

x0

(
f(x+ h, s) − f(x, s)

h
− ∂f

∂x
(x, s)

)
Φ̃(s, y, w)ds

∣∣∣∣ −−→h→0
0

uniformly on y ∈ [0, X].
Lastly, the derivative

x ∈ V0 7→ f(x, x)Φ̃(x, y, w) +

∫ x

x0

∂f

∂x
(x, s)Φ̃(s, y, w)ds ∈ C0

y([0, X]),

is continuous and the second estimate follows.
�

Now the regularity of Ã can be proved.

Lemma 2.7. The function Ã(x, y, w) is continuous with respect to (x, y) ∈ ∆, is holo-
morphic with respect to w ∈ C+ (in the usual sense) and is such that the application

x 7→ Ã(x, y, w) ∈ L2
y([0, x]) is continuously differentiable. In particular, equation (2.36) is

satisfied for all (x, y) ∈ ∆ and w ∈ C+ (and not only for almost all y ≤ x).
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Proof.
Regularity being a local property, let us fix X ≥ 1, x0 ≤ X and a neighborhood

V0 = [x0 − η, x0 + η]. For all x ∈ V0 and almost all y, 0 ≤ y ≤ x, the equation (2.36) is
equivalent to

(Id+Kx,w)
(
Ã(x, ·, w)

)
(y) = −Φ̃(x, y, w).

Writing Kx,w = Kx0,w+(Kx,w−Kx0,w) = Kx0,w+Hx,x0,w and applying Lx0,w, the equation
becomes

Ã(x, y, w) + [Lx0,w ◦Hx,x0,w]
(
Ã(x, ·, w)

)
(y) = Lx0,w

(
−Φ̃(x, ·, w)

)
(y).

Now we want to solve equation (2.36) by successive approximations by setting for x ∈ V0 :
{
ã0(x, y, w) = −Lx0,w

(
Φ̃(x, ·, w)

)
(y),

ãn+1(x, y, w) = −[Lx0,w ◦Hx,x0,w](ãn(x, ·, w))(y) for all n ≥ 0.

So it is sufficient to prove that the function ã(x, y, w) :=
∑

n≥0 ãn(x, y, w) is well-defined,
is continuous for all x − x0 small enough with x ≤ X and y ≤ X, and is such that x 7→
ã(x, y, w) ∈ L2

y([0, X]) is continuously differentiable. Indeed, by uniqueness of the solution

of equation (2.36), ã(x, y, w) will be a local extension of Ã(x, y, w) to [x0−η, x0+η]×[0, X].

Moreover, the equation (2.36) will be true for all (x, y, w) and Ã holomorphic in the usual
sense.

From Lemmas 2.3, 2.5 and 2.6, we see by induction that, for all n ≥ 0, ãn(x, y, w)
is continuous on V0 × [0, X] and the application x ∈ V0 7→ ãn(x, y, w) ∈ L2

y([0, X]) is
continuously differentiable. Thus it is sufficient to prove that the following series

∑

n≥0

‖ãn(·, w)‖∞ and
∑

n≥0

sup
x∈V0

∥∥∥∥
∂ãn
∂x

(x, y, w)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

are convergent. By Lemmas 2.5 and 2.6, one has for all n ≥ 0 and η small enough,

‖ãn+1(·, w)‖∞ ≤ η
(
1 + x0

∥∥∥Φ̃(·, w)
∥∥∥
∞
‖Lx0,w‖L2([0,x0])

)∥∥∥Φ̃(·, w)
∥∥∥
∞
‖ãn(·, w)‖∞

≤ ‖ãn(·, w)‖∞
4

,

then ‖ãn(·, w)‖∞ ≤ ‖ea0(·,w)‖∞
4n and this gives the convergence of the first series.

In the same manner, for all n ≥ 0,
∥∥∥∥
∂ãn+1

∂x
(x, y, w)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

≤
(
1 +X

∥∥∥Φ̃(·, w)
∥∥∥
∞
‖Lx0,w‖L2([0,x0])

)√
X
∥∥∥Φ̃(·, w)

∥∥∥
∞

×
(
‖ãn(·, w)‖∞ +

√
η sup
x∈V0

∥∥∥∥
∂ãn
∂x

(x, y, w)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

)
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uniformly on x ∈ V0. Set

C0(X, x0, w) = max
{
‖ã0(·, w)‖∞,

√
X
∥∥∥Φ̃(·, w)

∥∥∥
∞

(
1 +X

∥∥∥Φ̃(·, w)
∥∥∥
∞
‖Lx0,w‖L2([0,x0])

)}
,

assume that η ≤ 1
16C2

0
, choose an integer N0 = N0(X, x0, w) such that for all n ≥ N0,

C0

4n ≤ n+1
2n+2 , and lastly set

C1 = C1(X, x0, w) = max

{
C0, 2N0 sup

x∈V0

∥∥∥∥
∂ãN0

∂x
(x, y, w)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

}
.

So it is sufficient to prove by induction that for all n ≥ N0

sup
x∈V0

∥∥∥∥
∂ãn
∂x

(x, y, w)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

≤ C1
n+ 1

2n
.

Indeed, if it is true for any n ≥ N0 one has from above

sup
x∈V0

∥∥∥∥
∂ãn+1

∂x
(x, y, w)

∥∥∥∥
L2

y([0,X])

≤ C0

(
C0

4n
+
√
η C1

n+ 1

2n

)

≤ C1

(
C0

4n
+
n + 1

2n+2

)

≤ C1
n + 2

2n+1
.

�

Now we want to prove the following lemma, which is an estimate of the norm of Lx,w.

Lemma 2.8. For all x > 0 and w ∈ C+, for all h ∈ L2([0, x]),

‖h‖L2([0,x]) ≤
∥∥∥∥h(y) +

∫ x

0

h(s)Φ̃(s, y, w)ds

∥∥∥∥
L2

y([0,x])

.

Proof.
One has

∥∥∥∥h(y) +

∫ x

0

h(s)Φ̃(s, y, w)ds

∥∥∥∥
2

L2
y([0,x])

≥
∫ x

0

|h(y)|2dy + 2ℜ
∫ x

0

h(y)dy

∫ x

0

h(s)Φ̃(s, y, w)ds

and the inequality follows from (2.38).
�

The proof of Proposition 2.5 will be complete with the last lemma of this section.
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Lemma 2.9. The function Ã(x, y, w) is polynomially bounded on w : for all X ≥ 1 and
all w ∈ C+,

sup
y≤x≤X

∣∣∣Ã(x, y, w)
∣∣∣ , sup

x≤X

∥∥∥∥∥
∂Ã

∂x
(x, y, w)

∥∥∥∥∥
L2

y([0,x])

, sup
x≤X

∣∣∣∣
d

dx
Ã(x, x, w)

∣∣∣∣ ≤ C(X)(1 + |w|)α

(where α does not depend on X).

Proof.
In the proof we will use the same notation for different constants C(X) and α.
First, by Lemmas 2.8 and 2.3, for all x ∈ [0, X],

∥∥∥Ã(x, y, w)
∥∥∥
L2

y([0,x])
≤

∥∥∥∥Ã(x, y, w) +

∫ x

0

Ã(x, s, w)Φ̃(s, y, w)ds

∥∥∥∥
L2

y([0,x])

=
∥∥∥Φ̃(x, y, w)

∥∥∥
L2

y([0,x])

≤ C(X)(1 + |w|)α.

It follows that for all 0 ≤ y ≤ x ≤ X

∣∣∣Ã(x, y, w)
∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫ x

0

Ã(x, s, w)Φ̃(s, y, w)ds+ Φ̃(x, y, w)

∣∣∣∣

≤
∥∥∥Ã(x, s, w)

∥∥∥
L2

s([0,x])

∥∥∥Φ̃(s, y, w)
∥∥∥
L2

s([0,x])
+
∥∥∥Φ̃(·, w)

∥∥∥
∞

then ∥∥∥Ã(·, w)
∥∥∥
∞

≤ C(X)(1 + |w|)α

and this proves the first estimate.
Next, by differentiating the equation (2.36) with respect to x, one has in the space

L2
y([0, x]) for all x ≤ X

∂Ã

∂x
(x, y, w) +

∫ x

0

∂Ã

∂x
(x, s, w)Φ̃(s, y, w)ds+ Ã(x, x, w)Φ̃(x, y, w) +

∂Φ̃

∂x
(x, y, w) = 0.

Then by Lemma 2.8

∥∥∥∥∥
∂Ã

∂x
(x, y, w)

∥∥∥∥∥
L2

y([0,x])

≤
∥∥∥∥∥Ã(x, x, w)Φ̃(x, y, w) +

∂Φ̃

∂x
(x, y, w)

∥∥∥∥∥
L2

y([0,x])

and the second estimate follows by Lemma 2.3.
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In order to prove the last estimate, take y = x in the equation (2.36) and differentiate

to get (which is possible since by Lemma 2.3, ∂eΦ
∂x

exists in L2
y([0, X]) )

d

dx
Ã(x, x, w) +

∫ x

0

∂Ã

∂x
(x, s, w)Φ̃(s, x, w)ds

+Ã(x, x, w)Φ̃(x, x, w) +

∫ x

0

Ã(x, s, w)
∂Φ̃

∂x
(x, s, w)ds+

d

dx
Φ̃(x, x, w) = 0,

since Φ̃(x, s, w) = Φ̃(s, x, w). It follows that for all x ≤ X

∣∣∣∣
d

dx
Ã(x, x, w)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣Ã(x, x, w)Φ̃(x, x, w)

∣∣∣+
∥∥∥∥∥
∂Ã

∂x
(x, s, w)

∥∥∥∥∥
L2

s([0,x])

∥∥∥Φ̃(s, x, w)
∥∥∥
L2

s([0,x])

+
∥∥∥Ã(x, s, w)

∥∥∥
L2

s([0,x])

∥∥∥∥∥
∂Φ̃

∂x
(x, s, w)

∥∥∥∥∥
L2

s([0,x])

+

∣∣∣∣
d

dx
Φ̃(x, x, w)

∣∣∣∣ ,

thus the last estimate follows.
Lastly, the exponent α does not depend on X since this is true for Φ̃.

�

2.4 Formulas of Gelfand-Levitan type as analytic fa-

milies

Now we will prove the following proposition that has been formulated as Proposi-
tion 2.1 in the introduction and says that formulas (2.3) and (2.5) come from families of
potentials of exponential type (and not only of finite order).

Proposition. Let us fix K̃m,p,q, with m ≥ 2.
Consider the 2N-family GL(ζ) of potentials of exponential type associated to the fol-

lowing function

Ψ(x, ζ) := det W̃j,k(x, ζ), (2.40)

where

W̃j,k(x, ζ) =
2 sinh(ζj + ζk)x

ζj + ζk
− (1 − δj,k)

2 sinh(ζj − ζk)x

ζj − ζk
− δj,k (2x− exp (ζj+N)) ,

j, k = 1, . . . , N . Then, for all large enough ω and all Q ∈ K̃m,p,q, the approximating
formula Q0

ω in (2.3) is obtained by taking N = N(ω), γ2N(ω) = 2/ω2 and

ζj(ω
2Q) = ξj(ω

2Q) , ζj+N(ω)(ω
2Q) = ln

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
, j = 1, . . . , N(ω). (2.41)
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In addition, this choice is possible in some domain Ω2N(ω), whose coefficients B and r

only depend on K̃m,p,q.
Similarly, consider the following functions defined on R+ × CN × C+ as

χ̃(x, ζ, w) := − ∂

∂x
Ã(x, x, w) and Ψ̃(x, ζ, w) := det T̃j,k(x, ζ, w), (2.42)

where Ã is the solution of the previous section and, for j, k = 1, . . . , N ,

T̃j,k(x, ζ, w) = exp (ζN+j) δj,k

+ 4

∫ x

0

(
sinh(ζjt) +

∫ t

0

Ã(t, s, w) sinh(ζjs)ds

)

×
(

sinh(ζkt) +

∫ t

0

Ã(t, s, w) sinh(ζks)ds

)
dt.

Then the associated family GLg(ζ, w) is a (2N, 1)-generalized family of exponential type.

Moreover, for all large enough ω and all Q ∈ K̃m,p,q, the approximating formula Qω in
(2.5) is obtained by taking N = N(ω), γ2N(ω),1 = 2/ω2 and the following choice, which is
possible in some Ω2N(ω),1 :

w(ω2Q) = ω2Q(0), (2.43)

ζj(ω
2Q) = ξj(ω

2Q), ζj+N(ω)(ω
2Q) = ln

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)
, j = 1, . . . , N(ω).

Proof.
We begin by the first part of the statement. First, the 2N -family associated to Ψ in

(2.40) is of exponential type with respect to ζ ∈ CN . This is true for all W̃j,k(x, ζ) since,
for all j, k = 1, . . . , N and all x ∈ [0, X],

∣∣∣∣
sinh(ζj ± ζk)x

ζj ± ζk

∣∣∣∣ ≤
∑

n≥0

(|ζj| + |ζk|)2nx2n+1

(2n+ 1)!
≤ X expX(|ζj| + |ζk|).

Then this is still true for each product
∏N

j=1 W̃j,τ(j)(x, ζ) and there are N ! such products

in the determinant. One also has the same estimate for
∂Ψ

∂x
.

On the other hand, for any domain Ω2N and ∀ ζ ∈ Ω2N ,

∣∣∣det
(
W̃j,k

)
(0)
∣∣∣
−1

=

N∏

j=1

|exp (−ζN+j)| ≤ exp(‖ζ‖1) ≤ exp
(
αNβ

)
.

Next, by applying Corollary 2.2 to a given K̃m,p,q, there exists n1 > 0 such that

ω ≤ N(ω)
n1

, for all large enough ω and all Q ∈ K̃m,p,q. Furthermore, for all j = 1, . . . , N(ω),
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|ξj(ω2Q)| ≤ αω and
∣∣∣ln 4ξ2j (ω2Q)

Cj(ω2Q)

∣∣∣ ≤ βω2, where α and β only depend on K̃m,p,q. It follows

that we can choose large enough B such that

|ξj(ω2Q)|,
∣∣∣∣ln

4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)

∣∣∣∣ ≤ B(2N(ω))2,

i.e. the choice (2.41) is possible in the domain Ω2N(ω) associated to B and r = 2.
Finally, γ2N(ω) = 2/ω2 and 1/γ2N(ω) are polynomially bounded on N(ω) (although

they do not only depend on N(ω)).

Now we prove the second part of the proposition. First, by Proposition 2.5, the function
x 7→ ∂

∂x
Ã(x, x, w) exists, is continuous with respect to x and is holomorphic of polynomial

type with respect to w ∈ C+ (in particular, the restriction of χ̃ to R+ is of polynomial
type with respect to w).

Next, each function T̃j,k is of class C2 with respect to x : indeed, Ã(x, y, w) is continuous
with respect to (x, y), 0 ≤ y ≤ x. Therefore

∂T̃j,k
∂x

(x, ζ, w) = 4

(
sinh(ζjx) +

∫ x

0

Ã(x, s, w) sinh(ζjs)ds

)

×
(

sinh(ζkx) +

∫ x

0

Ã(x, s, w) sinh(ζks)ds

)
.

Since the application x 7→ Ã(x, y, w) ∈ L2
y([0, x]) is continuously differentiable, it follows

that, for all j, k = 1, . . . , N , the following function

∂2T̃j,k
∂x2

(x, ζ, w) = 4

(
ζj cosh(ζjx) + Ã(x, x, w) sinh(ζjx) +

∫ x

0

∂Ã

∂x
(x, s, w) sinh(ζjs)ds

)

×
(

sinh(ζkx) +

∫ x

0

Ã(x, s, w) sinh(ζks)ds

)

+ 4

(
sinh(ζjx) +

∫ x

0

Ã(x, s, w) sinh(ζjs)ds

)

×
(
ζk cosh(ζkx) + Ã(x, x, w) sinh(ζkx) +

∫ x

0

∂Ã

∂x
(x, s, w) sinh(ζks)ds

)

exists and is continuous with respect to x ∈ R+. Hence Ψ̃ is of class C2 with respect to x,

and Ψ̃, ∂
eΨ
∂x

and ∂2 eΨ
∂x2 are holomorphic of exponential type with respect to (ζ, w) ∈ C2N×C+.

On the other hand, for all (ζ, w) ∈ C2N × C+,
∂ eTj,k

∂x
(0, ζ, w) = 0, therefore

∂Ψ̃

∂x
(0, ζ, w) = 0.
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Moreover, for any domain Ω2N,1 and ∀ (ζ, w) ∈ Ω2N,1,

1∣∣∣Ψ̃(0, ζ, w)
∣∣∣
≤ exp(‖ζ‖1) ≤ exp

(
αNβ

)
.

Lastly, the choice of parameters (2.43) gives the formulaQω in (2.5) since Ã (x, y, ω2Q(0)) =

Aω(x, y). We know that there exists B1 which only depends on K̃m,p,q, such that |ξj(ω2Q)|,∣∣∣∣ln
4ξ2
j (ω

2Q)

Cj(ω2Q)

∣∣∣∣ ≤ B1(2N(ω))2. Moreover, by (2.33) in Corollary 2.2, it is sufficient to take

B2 ≥ n2
1q and ε ≤ 1

qn2
2

in order to get

ω2Q(0) ∈
[
ε, B2(2N(ω) + 1)2

]
,

for all large enough ω and all Q ∈ K̃m,p,q. It follows that the choice (2.43) will be possible
in the associated domain Ω2N(ω),1.

�

In addition, we prove the following theorem that has been given as Theorem 2.3.

Theorem. Consider an N -family GL(ζ) and a subset Km,p, with m ≥ 2. Then, for any
[0, X],

D(Km,p, GL)L∞([0,X]) ≥
c̃m+1,p

(N lnN)m+1
.

Similarly, consider an (N,M)-generalized family GLg(ζ, w) and a subset Km,p. Then,
for any [0, X],

D(Km,p, GLg)L∞([0,X]) ≥
c̃m,p

((N +M) ln(N +M))m
.

Proof.
Since K̃m,p,q ⊂ Km,p, it is sufficient to prove the theorem with some K̃m,p,q instead of

Km,p.
The restriction to [0, 1] of an N -family (resp. (N,M)-generalized family) of potentials

of finite order being an N -family (resp. (N,M)-generalized family) of Gelfand-Levitan
type, we can apply Corollary 1.33 from Chapter 1 with l = m (> 1). In addition, we know
by (1.49) from Remark 1.34 that the function h giving the lower bound satisfies, for all
x ∈ [0, 1],

p1 ≤ h(x) ≤ p ,

where p1 only depends on m and p.
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It follows that we can extend h to R+ to a function Q that is in K̃m,p,p1 (and therefore
the bound c̃m,p does not depend on X).

�

Lastly, we can prove the following theorem given as Theorem 2.1 in the introduction.

Theorem. For all large enough ω and for any [0, X], we have

sup
Q∈K2,p

sup
x∈[0,X]

∣∣∣∣
∫ x

0

Q(t)dt−
∫ x

0

Q0
ω(t)dt

∣∣∣∣ ≥
c2,p

(ω lnω)3
. (2.44)

Similarly, for all large enough ω and for any [0, X],

sup
Q∈Km+1,p

sup
x∈[0,X]

|Q(x) −Qω(x)| ≥
cm+1,p

(ω lnω)m+1
. (2.45)

Proof.
It is sufficient to prove the first part (the proof of the second part being similar).

K2,p being given, we consider, by the proof of the previous theorem, the associated subset

K̃2,p,p1. Now we can apply Proposition 2.1 with the 2N -family GL(ζ) from (2.40) to get
the associated 2N -domain Ω2N . An application of the first part of the previous theorem
(for m = 2) gives

sup
Q∈K2,p,p1

inf
ζ∈Ω2N

∥∥∥∥
∫ ·

0

h(t)dt−GL(ζ)

∥∥∥∥
L∞([0,X])

≥ c̃3,p,p1
(2N ln(2N))3

.

Lastly, the particular choice (2.41) for ζ (that is possible in Ω2N ) gives formula Q0
ω in (2.3).

By the bounds (2.11), N(ω)/ω is uniformly bounded on Q ∈ K̃2,p,p1. The assertion follows

since K̃2,p,p1 ⊂ K2,p.
�

2.5 Other possible applications

We give here some examples of problems in which we would like to obtain similar
results to that in Theorem 2.1.

2.5.1 Other inverse problems in one dimension

Theorem 1.2 p. 260 in [16] gives an original result in the case of L2-approximation : if
u is a negative potential of class C1, has a finite number of critical points and tends to 0
so fast that

∫ +∞
−∞ (1 + x2) |u(x)|dx < +∞, then L2 − limε→0 u(·, ε) = u, where

u(x, ε) = −2ε2 d
2

dx2
ln det(I +G(x, ε))
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with

G(x, ε) = ε




exp

(
−ηj + ηk

ε
x

)

ηj + ηk
cjck




and 1 ≤ j, k ≤ N(ε). The −η2
j (resp. cj) are the semi-classical approximations of eigenva-

lues (resp. norming constants) of the corresponding Sturm-Liouville operator −ε2 d2

dx2 + u
(one has φj(x) ∼ cj exp (−ηjx/ε), x→ +∞, where

∫
|φj(x)|2dx = 1).

We have an analytic family of potentials with exponential type dependence on para-
meters ηj and ln cj.

In [22], V. Marchenko deals with the problem of reconstruction by knowing the spectral

measure σ(dτ) of the operator − d2

dx2
− ω2Q on any interval [−A,A]. The precision of

approximation is at order 1/Am, where Q has m derivatives. We think that this is the
optimal precision. Therefore we hope to get a negative result with 1/(A lnA)m as lower
bound.

2.5.2 Inverse problems in several variables

In [23], R. Novikov gives a method for nonlinear approximation, in the case of dimen-
sion s = 3, of a potential from its scattering amplitude at fixed energy E. If Q has m

continuous derivatives, the precision is of order
1

E(m−3−ε)/2 in the uniform norm (for any

fixed ε > 0).
In this case, the number of parameters N is of order E3/2. We hope to apply our

negative results in order to get a lower bound for nonlinear approximation at order

1/
(
E3/2

)m/3
= 1/Em/2 , and deduce some answers for the optimality of this method

of reconstruction.

In [21], N. Mandache gives a negative result by showing an exponential instability for
the reconstruction of a potential from the Dirichlet-to-Neumann map of its Schrödinger
operator. We hope to improve this negative result in order to make it close to the positive
case of approximation.
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