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Introduction

Le but de cette these sera d’approfondir quelques questions en théorie d’approximation
et d’en donner des applications nouvelles en probléeme inverse. La théorie d’approximation
étant un theme tres large, on s’intéressera dans ce travail a la notion d’approximation de
compacts fonctionnels par des sous-ensembles donnés. On considere un espace vectoriel
normé qu’on notera L, un sous-ensemble F' et un sous-ensemble compact K. On définit
alors 'approximation de K par F' de la maniere suivante :

D(K,F) = sup inf |y — 2| (1)

yeK #

(la condition que K est compact intervient en particulier pour s’assurer que D(K, F') est
fini). Cette définition traduit le défaut d’approximation de K par F. Elle est d’autre part
liée a la notion d’entropie qui est tres importante en théorie d’approximation.

L’e-entropie d'un compact K a été définie par A. Kolmogorov comme étant le loga-
rithme du nombre minimal de boules de rayon e pour recouvrir K (cf. [15]). Elle est liée
a ’e-capacité de K, définie par le logarithme du nombre maximal d’éléments de K qui
sont e-séparés (cf. [15], [18]).

Dans une premiere partie de ce travail, on se consacrera a ’approximation de com-
pacts dans certains espaces fonctionnels : L désignera soit 1'espace C([0, 1]*) des fonctions
continues sur le pavé [0, 1]%, soit 'espace L'(]0,1]*) des fonctions intégrables (avec leurs
normes respectives). Quant au compact K, on choisira la boule unité des fonctions de
classe C', i.e.

Mo = {heCUO1), V5 0  <m, W] <1 ], <1}, @)
oul=m+a, meN,0<a<1etlanorme a-hélderienne ainsi définie :

wry T =yl

(Ars est effectivement un compact de (C([0,1]%),] - [|o) et de (L*([0,1]%), ||, |Iz1)). Ces
objets étant fixés, I’étude portera sur le choix du sous-ensemble F' qui approximera Ay ;.

7



8 Introduction

0.1 Résultats négatifs en théorie d’approximation

Une approche classique est celle de 'approximation linéaire ou F', noté L,, est un
sous-espace vectoriel de dimension finie n. La question qui suit concerne le choix, pour n
fixé, de I'espace L,, optimal, ce qui nous amene a définir

Dn(Al,s) = iBfD(Al,&Ln)a (3)

ou L, parcourt 'ensemble L,, des sous-espaces vectoriels de dimension n de L. D,,(A; ;) est
appelé n —width du compact A; ;. Dans la suite des travaux de Vitushkin (cf. [35]), Tiho-
mirov (cf. [32]) établit quelques propriétés générales des n-widths ainsi que des exemples
de calcul avec explicitation de 'espace L,, optimal (cf. [25]). On trouve

Cls bl,s
TLl/S S Dn(Al,s) S Wa (4)
ce qui détermine le comportement asymptotique de la précision.

Des applications nous motivent a considérer pour F' des variétés non linéaires. Ce
qui amene en particulier A. Vitushkin a se fonder sur I'approximation par des familles
polynomiales. On pose, pour n > 1 et d > 2,

Pn,d = Z ak(')cka C = (Cla SR Cn) eR" ) (5)

|k|<d
ott ag € L (¢ est le multi-produit ¢* - - - ¢¥»). On pose de méme

Dn,d(K> - IIDIlf D(K7 Pn,d)? (6)
n,d

ou P, 4 parcourt ’ensemble P, 4 des variétés de L paramétrées par n variables indépendantes,
polynomialement de degré au plus d. L’inégalité suivante constitue la premiere partie du
théoreme de Vitushkin que I'on trouve dans [35], [38] :

/
bl,s

Dy ) < ——2—.
alAes) (nind)V/s

(7)
L’amélioration par le degré n’étant pas significative, la question qui se pose est de savoir
si cette estimation peut étre améliorée, ou est au contraire optimale. Cela conduit a la
seconde partie du théoreme de Vitushkin que I'on peut trouver dans [13], [20], [35], [38§]
et [11] :

Théoreme 0.1. Soit P, 4 une famille polynomiale a n paramétres de degré au plus d.
Alors il existe h € Ay tel que, pour tout ¢ € R",

/
Cl,s

I~ PusOll 2 i
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De facon équivalente, on a

/
Cl,s

D, N ) > ——2—.
alAes) (nind)V/s

(8)

On donne en outre un calcul des constantes ¢, = cxo(l, 8) et cri(l,s) (cf. chapitre 1,

(1.1), (1.2)).

Le premier constat de cette généralisation du cas linéaire est le fait qu’augmenter la

complexité par le degré n’apportera pas d’amélioration significative. On aboutit ainsi a un
résultat négatif d’approximation en établissant une borne inférieure. Vitushkin a montré
cette estimation en utilisant la théorie de variation of sets, sans en expliciter les constantes
b;,s7 C;,s‘
H. Warren a donné dans [37] une démonstration de ce résultat par une autre méthode,
avec explicitation des constantes, mais dans des cas particuliers : A, ([0, 1]) € C([0,1]) (w
étant un module de continuité) et A, s C L*([0,1]%), 0 < a < 1. Sa méthode n’utilise pas
les variations of sets, mais se fonde, comme pour Vitushkin, sur I’estimation du nombre
de composantes connexes d’un ensemble algébrique de R”, de O. Oleinik et I. Petrovskii
(cf. [24]). Cette derniere repose finalement sur le théoreme de Bézout : une intersection
de n ensembles algébriques {¢ € R", P;({) = 0}, ou deg P; = p;, ne peut avoir plus de
H;.lzl p; points, les ensembles de zéros se trouvant en position générique (i.e. les coeflicients
de ces polynomes étant pris dans un ouvert de Zariski).

C’est donc dans cet esprit et en s’appuyant sur ces estimations que l'on redonne en
premier chapitre une preuve du théoreme 0.1.

Dans le cadre de la théorie d’approximation non linéaire figure aussi I’étude d’ap-
proximation rationnelle, que I’on peut trouver dans [12] et [35]. Ici non plus, passer du cas
polynomial au cas rationnel n’améliore pas essentiellement la précision puisqu’on obtient
un résultat négatif similaire a (8) (d étant cette fois la somme des degrés du numérateur
et du dénominateur).

En plus de tenter de généraliser I’étude polynomiale, des applications en probleme
inverse nous motivent a considérer I'approximation par des familles analytiques. La classe
de ces familles étant tres large, une premiere direction consiste a transposer la méthode de
Warren et 1'utilisation du théoreme de Bézout. On a ainsi recours aux résultats de A. Kho-
vanskii qui considere le cas des variétés dites de Pfaff, définies comme étant les solutions
intégrales des systemes de formes différentielles a coefficients polynomiaux (cf. [14]). 11
établit des estimations de type Bézout sur le nombres de composantes connexes d’une
telle variété. Ce qui permet par ailleurs de regrouper une grande classe de variétés analy-
tiques qui se comportent de ce point de vue comme des variétés algébriques.

Une sous-classe de ces variétés de Pfaff est celle des fonctions appelées quasi-polynomes
et qui sont de la forme

P(Ciy - oy Guyexp < a1, (>, ...,exp < ag,( >),
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ou¢ € R ay,...,ap € R", < a;,( >= a}(’l + -+ + ajC,. On montre ainsi au cours du
premier chapitre le théoreme 1.4 qui est un résultat analogue au théoreme 0.1 pour le cas
des familles quasi-polynomiales, avec une borne inférieure de ’ordre de

1
(2nInnind)’/*"

(9)

Cependant, et quelle que soit sa valeur, ce résultat s’avere insuffisant pour les applications
qui nous motivent. Il est donc nécessaire d’adopter une autre approche plus générale dans
I’approximation analytique, ce qui fait I'objet de la seconde partie du premier chapitre.

Une classe assez naturelle de fonctions analytiques est celle des fonctions entieres
d’ordre fini, i.e. qui vérifient :

VzeC, |f(z)] < Aexp (b]=]). (10)

ou ||z]]y = |z1] + - - - + |2n|. C’est une classe qui contient en particulier celle des fonctions
de type exponentiel (celle pour d = 1). Ce travail aboutira au résultat suivant qui traite
des familles de L paramétrées analytiquement d’ordre fini par N variables indépendantes

(cf. [11]) :
Théoreme 0.2. On considére pour N > 2,
f(xaC) :f(xlw"?mel?"WCN)? VS [071]87 C ERN?

ol f est entiére par rapport a ( € CN et continue (resp. intégrable) par rapport a x €
[0,1]5. On suppose de plus que, pour tout ¢ € CV,

1, Q)| < AetN" NI,

Alors il existe h € Ay 4 tel que, pour tout |(j| < BN", j=1,...,N, on a

C/
lh = fC Ol = (NInN)/s -
De fagon équivalente,
C/
i T >~ 11
hedn, GISBNT =761 =2 (NIn N)s -

Ici aussi, on explicite les constantes C’_ et C', (cf. chapitre 1, (1.13), (1.14)).

Une des principales motivations de ce résultat est ’application en théorie inverse sur
laquelle on reviendra. On aura cependant besoin d’établir une version plus générale, mais
aussi plus technique, avec des familles issues de fonctions analytiques d’ordre fini sur
CN x CH, ot C; désigne le demi-plan complexe {z € C,Rz > 0}. Ce sera l'objet du
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théoreme 1.20. En outre, de méme que dans le résultat précédent on impose une restric-
tion sur les parametres du type Vj = 1,..., N, |(;| < BN", on devra supposer que les
parametres restent dans un ensemble borné de CV x CJ‘JF/[ , appelé domaine des paramétres
d’approzimation (cf. définition 1.19).

Un autre constat est le suivant : dans toutes les bornes inférieures énoncées jusqu’ici
figure 'exposant [/s (cf. (4), (7), (8), (9) et le théoreme 0.2), ce qui est cohérent puisque
A, est d’autant plus petit que [ est grand (les fonctions sont tres régulieres) et que s est
petit (car s'il y beaucoup de variables, il y a beaucoup de fonctions). En fait, 'exposant
[/s est 1ié a I'e-entropie du compact A; s, qui est de I'ordre de (1/e)*"" (cf. [15], [35], [19]).

Cela conduit a la question suivante étudiée par A. Vitushkin (cf. [35], [19]) : on ap-
pelle e-algorithme une famille fonctionnelle rationnelle a n parametres dont les polynomes
associés sont de degré au plus d; s’il existe un algorithme approximant tout élément d’un
compact fonctionnel K a e-pres, quelle relation peut-on déduire entre K, €, n et d? Pour
K = Ay, le théoreme 0.1 peut étre reformulé ainsi :

nln(d+1) > CH..(K), (12)

H_.(K) étant 'entropie de K. De méme, si on appelle e-algorithme d’ordre fini toute famille
f (-, ¢) vérifiant les conditions du théoréme 0.2 (avec la restriction sur les parametres), alors
(12) est encore une reformulation du théoreme 0.2.

0.2 Applications en théorie inverse de Sturm-Liouville

La seconde partie de cette these portera sur des applications des résultats qui ont
été énoncés. Avant d’expliquer les motivations qui ont conduit a tenter de généraliser ces
résultats négatifs en théorie d’approximation, on commence par donner quelques rappels.

On considere I'équation aux valeurs propres de Sturm-Liouville sur le demi-axe RT :

d2y

e -W'Qy = My,

oll ) est strictement positif et admet m + 1 dérivées intégrables sur R™, et w est un
2

, d

parametre assez grand. L’opérateur associé Tz w?@ admet N(w) valeurs propres
x

négatives —@2- et, pour chacune d’elles, une unique fonction propre ¢; qui vérifie les condi-

tions aux bords :

®;(0) =0 et /OO |p;(x)|*dr = 1.

0

On pose alors
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appelée constante caractéristique associée a &;.

Le probleme inverse qui nous intéresse est le suivant : a partir de la donnée des §;
et C}, pour w assez grand, comment peut-on reconstruire le potentiel ()7 Et avec quelle
précision 7 La motivation de ce probleme vient, d’'une part de questions de sismologie
(cf. 9], [33]), d’autre part des résultats de Lax et Levermore en théorie KdV (cf. [16]).

Grace aux travaux de Gelfand, Levitan, Kohn et Jost, il existe des formules, en général
non explicites, qui donnent une reconstruction théorique de Q. Il y a cependant un cas
auquel on s’intéressera particulierement ou () peut étre approximé par la formule explicite
suivante :

d2

0 _
Q.(r) = E@In\det Wik(2)|, (13)

ou, pour tous j, k=1,..., N(w),

2sinh(&; + &)z 2sinh(&; — &) 4€2
- — 0k | 20 — —=
&+ &k & — &k ¢
(01 étant le symbole de Kronecker). Plus précisément, G. Henkin et N. Novikova ont

montré dans [9] que, si @ admet 2 dérivées intégrables sur R™, alors on a, uniformément
sur tout intervalle [0, X],

Wik(z) (1—05r)

[ awi- [ wal <r@ (1)
0 o B Vw'’
ce qui donne une précision sur la vitesse de convergence de Q°.

L’autre cas qui nous intéressera dans ce travail est celui ou ) admet m + 1 dérivées
intégrables. Supposons que 1’on connaisse, non seulement les valeurs propres et constantes
caractéristiques de (), mais aussi () et ses m premieres dérivées en 0. Alors 'autre résultat
dans [9] est le suivant : il existe une formule @),, non explicite mais qui vérifie, uni-
formément sur tout [0, X],

1
1Q(7) — Qu(z)| < F'(Q)w—m. (15)
Bien que @), ne soit pas explicite, on a tout de méme dans le cas ou, par simplicité, on
suppose que QU (0) =0,j=1,...,m :
2

Quz) = = (_iAw(a:,x)+%ln]detTw,j7k(aﬁ)\> , (16)

w? dx

ou A, (z,y) est une solution de ’équation intégrale suivante

Ay(z,y) + /OI Az, 8)Py(s,y)ds + A, (z,y) =0, (17)



0.2. Applications en théorie inverse de Sturm-Liouville 13

avec

bo(0.y) — %/000 sm(\xﬁﬁ) sin(\%ﬁ)< /7T+MQQ(O)_\E> ir. (18)

et pour tous j, k=1,..., N(w)

452
J

+ 4 /O ’ (sinh(gjt) + /0 t A(t,s) sinh(gjs)ds) (sinh(gkt) + /O t At s) sinh({ks)ds) dt

Se posent alors plusieurs questions : la précision de I'approximation par la formule (13)
(resp. (16)) est-elle meilleure que celle donnée par (14) (resp. (15)) ? Existe-t-il une autre
formule (du méme type) qui donnerait une approximation plus fine de tout potentiel ?
La précision peut-elle étre améliorée par une donnée autre que les valeurs propres et
constantes caractéristiques ?

Avant de donner une premiere réponse, on considere une classe de potentiels définie
ainsi :

Définition 0.3. Pour m > 1 et p > 0, on pose
Kinp={Q € L'(RY), @ >0et Vj, 0<j <m, [|QY],, <p}.
Une premiere réponse est le résultat suivant (cf. [10]) :

Théoréme 0.4. Pour tout w assez grand et tout [0, X], on a pour la formule (13) :

/Q dt—/ Q° (1) dt'z(wﬁi) (19)

On a de méme pour la formule (16), pour tout m > 1 :

sup  sup
QGICQ,p IBG[O,X]

Cm—l—l,p
su su ) —Qu(x)| > ——7—r. 20
QGKWEL;: $€[qu’Q( ) — Qu(z)] (wlnw)mt (20)

L’argument essentiel qui intervient pour la preuve est de remarquer que les for-
mules (13) et (16) sont des familles fonctionnelles paramétrées analytiquement par rapport
aux &;, C;, au nombre de 2N (w). On sait d’autre part que N(w) est de l'ordre de w : on
a en effet, grace aux bornes de Calogero (cf. [3]),

\/7/ Qz d:ic——<N( )< — VQ(x)dx . (21)
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On connait également le comportement asymptotique de type Weyl (cf. [26]) :

lim %‘”) _ %/OO JO@)dz. (22)

w—00

Cela permet de ramener I'étude d’approximation de tout potentiel par une telle formule a
2N (w) parametres, a celle d’approximation de toute classe IC,,, ,, par une famille analytique
a w parametres. Il en résulte que la premiere assertion du théoreme est une application
du théoreme 0.2 pour | = 2, s = 1 (de méme, la seconde assertion est une conséquence,
pour [ = m + 1, d’une version plus fine du théoreme 0.2).

Cependant I'application n’est pas immédiate, il y a des difficultés essentielles a sur-
monter : d’abord, s’assurer que les formules (13) et (16) proviennent de familles analy-
tiques d’ordre fini (ce qui est loin d’étre évident en ce qui concerne la formule (16));
ensuite, prolonger le théoreme 0.2 pour des familles plus générales, en particulier celles
qui ont un dénominateur (comme dans (13)); enfin, le choix des valeurs propres et
constantes caractéristiques doit étre compatible avec la restriction sur les parametres
(du type |¢;] < BN™ dans ’énoncé du théoreme 0.2).

La derniere condition énoncée est satisfaite grace au résultat suivant :

Théoréme 0.5. Soit Q € C*(RY) strictement positif, strictement décroissant, polynomia-
lement décroissant a l'infini et tel que Q'(0) = 0. Alors pour tout w et tout j = 1,..., N(w),
on a les estimations suivantes :

1
owh

1 _ 463 (w*Q)
azexp (fow?) = Cj(w?Q)

La preuve de ce théoreme sera donnée en second chapitre. On utilise pour cela la
théorie WKB o, afin de appliquer rigoureusement, on suppose que () est décroissant et
Q' (0) = 0 (le résultat devrait étre vrai dans un cas plus général, cf. [16], IIT). Remarquons
d’autre part que, contrairement aux résultats sur les estimations asymptotiques des valeurs
propres qui sont nombreux dans les références, il ne semble pas en étre de méme pour le
cas des constantes caractéristiques.

< &(WPQ) < aqw et < g exp (ﬂgwﬁ3) )

On prolonge ensuite le théoreme 0.2 a des familles analytiques plus générales, inspirées
des formules (13) et (16), que 'on appelle familles de potentiels de type Gelfand-Levitan,
notées GL((), ce qui conduit au résultat suivant, prouvé a la fin du premier chapitre :

Théoréme 0.6. Soient GL(¢) une N-famille de type Gelfand-Levitan et K11, un sous-

ensemble fonctionnel. Alors pour tout [0, X],

gm 1,
D(Kont1.p, GL(C)) Loe(0.x]) = (Nm% (23)
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Enfin, on prouve que les formules (13) et (16) s’expriment a 1'aide de familles analy-
tiques d’ordre fini et peuvent ainsi étre considérées comme des famille de type Gelfand-
Levitan. Cette assertion fait 'objet de la proposition 2.1 prouvée en seconde partie du
deuxieme chapitre, ce qui termine la preuve du théoreme 0.4.

Une autre conséquence du théoreme 0.6 est que le choix de toute famille de type
Gelfand-Levitan, autre que celles correspondant aux formules (13) et (16), ne donnera pas

de précision meilleure que de l'ordre de En particulier, la formule (16), dont la

(wlnw)m+1’

précision est de l'ordre de —, se trouve étre un cas d’approximation presque optimal ; de
w

~ . s ;. nw
méme, entre la borne inférieure et la précision de —= par la formule (13). Pour
w

wlnw)3
cette derniere, il est intéressant (de corzstater qu’elle n’a pas été construite spécialement
dans le cadre de la théorie d’approximation puisqu’elle provient des problemes inverses
de la physique mathématique.

Se pose alors une autre question : ou se trouve 'optimalité entre les deux bornes? On
pense que la précision (14) de la formule (13) devrait étre améliorée pour étre voisine de
la borne (19) (de méme, la précision (15) devrait se rapprocher de la borne (20)).

En guise de conclusion, ces résultats théoriques semblent prometteurs pour d’autres
applications en probleme inverse : on signale a la fin du second chapitre d’autres exemples
ol on espere trouver des résultats analogues.
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Chapitre 1

Résultats négatifs en théorie
d’approximation

1.1 Approximation par des variétés algébriques

1.1.1 Introduction

On rappelle les notations : L désigne I'espace vectoriel normé (C([0,1]°),] - |l) ou
(LY([0,1)%, 1] - |lz1), Aus est la boule unité des fonctions de classe C! sur [0, 1]%, avec s €
N\ {0}, 7> 0,

Ay ={h e C([0,1]°), ¥4, 0 < j <m,

W, < 1 W), <13,
oul=m+a,meN0<a<l(m=—[-l]—-1), et

Hh“ = sup |h(l‘) B h(y)‘
N

)

| - || étant la norme euclidienne usuelle sur [0, 1]°.

Le cas du compact A, est tres étudié. On considere également, parmi les compacts
fonctionnels, la boule unité des restrictions de fonctions analytiques bornées sur un voisi-
nage de [0, 1]* dans C* (cf. [15] pour des calculs de son entropie).

La premiere partie de ce chapitre sera consacrée a la preuve du théoreme suivant de
Vitushkin, signalé dans I'introduction :

Théoréme 1.1. Soit
Pn,d: ch()cka C: (Cla"'?Cn) € R" s

17
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une famille fonctionnelle polynomiale a n > 1 paramétres, de degré au plus d > 2, avec
cx € C([0,1]°%) (resp. LY([0,1]%)).
Alors il existe h € Ay tel que, pour tout ¢ € R",

I Pua(Q)] = S

(nInd)V/s’
ot || -|| désigne la norme uniforme ||- || (resp. ||-||z1), C(l,s) = Co(l,s) (resp. Cri(l,s)).
De fagon équivalente, si P, 4 désigne ’ensemble des familles de C([0,1]%) (resp. L'([0,1]*))
paramétrées avec n variables, polynomialement de degré (au plus) d, on a
C(l, s)
Dpa(As) > ————.
albs) 2 (nind)V/s

Remarque 1.2. Le fait de supposer d > 2 n’enléve rien a la généralité, c’est uniquement
pour ne pas que Ind soit nul. On peut prolonger le résultat pour d = 1 quitte a remplacer
Ind par In(d + 1) (afin d’y inclure les variétés linéaires).

On en déduira comme corollaire le calcul des constantes :

Corollaire 1.3.

Oull,s) = (In2)" (1.1)
\l;8) = /5 2185 ([I] + 1)IFL(4(1 + e))s(@+D ‘

et
Cni(l,s) = (([1] + DY (In 2)7* (1.2)

B/s 20021815 ([1] + DI ((2[1] + 3)D) (1 + e)s@+D) -

L’idée de la preuve se fonde essentiellement sur la méthode qu’utilise H. Warren dans
[37] (cf. aussi [30]) : il s’agit d’estimer le nombre de composantes connexes d'un ensemble
algébrique de R", et d’en déduire, pour tous polynomes P, ..., P,, une majoration du
nombre de composantes de I’ensemble

R\ (7 =0}

La connaissance de 1’e-entropie de A; 5, dont on redonnera un calcul en explicitant une fa-
mille e-séparée en section 1.1.2, permettra d’en déduire la minoration voulue dans I’énoncé
du théoreme 1.1.

De plus, cette méthode peut étre transposée a des cas d’approximation par des variétés
plus générales, des lors que l'on est capable d’en estimer le nombre de composantes
connexes. C’est ce que l'on traitera dans la section 1.1.4, ol on considérera 1’approxi-
mation de A;; par des familles quasi-polynomiales en se fondant sur les estimations de
A. Khovanskii (cf. [14]), ce qui conduira au résultat suivant :
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Théoreme 1.4. Soit, pourn,d > 2, k> 1,

— E J1 Jn pin+1<a1,0> J <ap,¢> n
Pn,k,d_ C] 1 ‘.‘Cnnen-‘-l 1 .‘.en+k k ’CER ,

lil<d

une famille d’éléments de C([0,1]°) paramétrée par un quasi-polynéme a coefficients c; €
C([0,1]%), a n variables (;, k pseudo-variables e<%%> et de degré total au plus d.
Alors il existe h € Ay tel que, pour tout ¢ € R",

Cl(l7 S)
h—P o > )
H oo 2 (k2nInnlnd)Y/s

De facon équivalente, si Py q désigne l’ensemble des familles paramétrées par des
quasi-polynémes a n variables, k pseudo-variables et de degré total (au plus) d, on a

) . 01 (l, 8)
D, A s) = f fllh=p 00 Z .
wahes) = dnf - sup i [l = P(Qlleo 2 Gy g T

En outre, la constante C(l, s) peut étre calculée et vaut

(ln 2)21/3
\/521+1 381/3([1] + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]—H) )

On terminera la premiere partie de ce chapitre par le résultat négatif suivant qui utilise
de maniere plus directe le théoreme de Descartes :

Proposition 1.5. On considére la famille V,, ,, ., C C([0,1]) définie par

{(i €[0,1] = (t,¢) = ZE(@GXD(@)) , =1y, Gn) € R”}7

ot P; est un polynome en t de degré < p,.
Alors il existe h € ([0, 1]), tel que

. C
dnf {1h = ()l > —
(n+1+5m)

En outre, h ne dépend pas de la famille V,, ,, .., mais seulement de l, n et py,...,py.
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1.1.2 Construction d’une famille 7-séparée de A;

Le résultat suivant sera utile pour la preuve du théoreme 1.1. C’est une reformulation
du calcul de I'n-capacité du compact A, s, que l'on retrouve dans [15], p. 313.

Proposition 1.6. Soient r un entier > 1, ¢ =1°, et € = (e1,...,&,) une suite de £1. On
définit sur [0,1]° la fonction h. de la fagon suivante : on considére le pavage (moyennant
les bords) de [0,1]° en les ¢ = r° cubes K;, i =1,...,q. Six € K; = szl |:t7;7j,ti7j + H,
alors x =t; + vy, ot t; = (ti1,...,tis), Y € [0, %]s, et on pose

ha(z) = 915(ry)

=£
ZQTlMl,S ’

ou g5 est définie sur [0,1)° par

S

gus(@) = [ J (s (1 = 2, (1.3)

j=1
[l] étant la partie entiére de l, et
My = V(14 )T+ i, (1.4)
Alors h. est bien définie et est un élément de Ay .
On commence par prouver le
Lemme 1.7. Soit la fonction définie sur [0, 1] par
£ (1 — ),

AlorsVk, 0 <k <[l]+1,

JA0+1 ]
(11 = 1))

H & < (1 + )1 + 1)k

dt*

‘ o0

Démonstration. Vk, 0 <k <[l]+1,Vte|0,1],

[1]+1
=l = B Gy (1y e,
§=0
donc
i i+ .
o (A=) < ST O 1) ([ g ke 2)
=0
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Or,
W+i+D- ([ +i-k+2) < ([l]+1>k<1+m]ﬁ)
k gk
< ([J+1) expm,

ce qui donne

dk I+ . E \J
ﬁ (t[l}-l—l(l _ t)[l}-l—l) < ([l] + 1)k Z C[Jl]—i—l <em)
=0

[1+1
= ([+D* (14ern)

et prouve l'assertion.

On en déduit le :

Lemme 1.8. Soit

S

gus() = [ (i (1 =),

j=1
alors gi.s/Mys € Nys.
Démonstration. On voit d’abord que g;, € CU+L([0,1]*) € C™([0,1]*), en tant que po-

lynéme (ou l =m + «).
Il s’agit de montrer que, Vk = (ki,...,ks), 0 < |k| =k + -+ ks < m,

|K| |K|
Ha g’flS’ :’ k? e k < My,
31‘ o axl ...axss ~
et Yk, |k| = m,
amgl,s
’ a([jk S MZ,S .

Pour la premiére estimation, prenons méme k, |k| = k1 + -+ ks < [I] + 1, et soit
x=(z1,...,25) €[0,1]% :

Ol g, S ok
@) = [T (" a—ap)

k;
j=10%;

. dkj I]4+1 I]+1
=TI (Gt -0 @),

Jj=1
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ce qui donne, par le lemme précédent puisque 0 < k; < [I] + 1,

8\k|gz,s < ﬁ(1+ )[l}+1(m+1)kj
ork || pole ¢
= (1+ e)s([l]“)([l] + 1)““|
S Ml,s'
Si [ n’est pas entier, cela prouve l'estimation. Si [ est entier, on a montré un peu plus
m-+1
puisque [[] =m+1:si k| =m+1, g, € C™([0,1]%) et L9 (;;kg“ < 1.

Pour la seconde majoration, on a, par le théoreme des accroissements finis et 'inégalité
de Cauchy-Schwarz : Vk, |k| =m, Vz, y € [0,1]°,

amgl s amgl s _>amgl s
) _ ) < )
‘ oz (z) oz (y)' - HV oz

|z —yll,
soit puisque ||z — y|| < ||z — y||%,

g a amgls 2 ’
< —_— ’ .
o (; 0z; ( ok ) Oo)

Puisque m + 1 < [l] + 1, on obtient d’apres la premiere estimation,

i

ce qui prouve le lemme.

amgl,s
oxk

amgl,s
oxk

IN

(i: ((1 + 6)5([l]+1)([l] + 1)[l}+1)2) 2

j=1

— V(14 ([ 1)

On peut donc prouver la proposition 1.6.

Démonstration. h. est effectivement bien définie sur [0, 1]* car elle s’annule sur les bords
des K;. D’autre part, g;, € CI1([0, 1]*) et toutes ses dérivées partielles jusqu’a [I] (qui sont
continues sur [0, 1]*) s’annulent sur le bord de [0, 1]°, ce qui montre que h. construite par
recollements est également dans CU([0, 1]*) € C™([0, 1]*).

On vérifie ensuite que la fonction définie sur [O, Hs par

1 gs(rax)
= = )
’I“l Ml,s
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s

est bien dans A, ([O, %]s) En effet, d’apres le lemme 1.8, V |k| < m,Vz € [O, H ,

P ) oltlg
— 1++k5 l7s
—3x’f1 R (qrs(rey, ..., res)) =7 (701”“ ) (rz),
et donc "
110 M, s
] %(gl,s(m’)) < ) < M,

De méme, si z # y, |k| = m, alors rz, ry € [0,1]°, et :

1 om om o
|z — y[|* |Oz* (g15(rz)) = @(Qz,s(ry))'

m

Irz — rylle

(%) oo (%) <ry>]

Il en résulte que h. a toutes ses dérivées d’ordre < m bornées par 1 en norme uniforme
sur [0, 1]%, car, V K;, V |k| < m,

< TZMLS.

¥, 1|0, 1
T sy ol L Y
oxr 0o 2Ml,s oxr 0o 2
Reste a s’assurer que, V |k| = m,
0" h,
< 1.
7. <

C’est immédiat si x et y sont dans le méme cube K;, et ¢’est méme majoré par % Sinon, on
ar € K;,,y € K, avec i, # i,. Le segment [z, y] va donc respectivement couper les bords
de K;, et K;, en 2, et z, (si z est sur le bord de K, on prend z, = x; sinon, I’élément
2z, est bien défini; de méme pour y), ce qui donne, puisque 6(;; he (2,) = 65; he(z,) =0, et
[ = zal, Iy — 2]l < llz —wll,

[T ()] _ [ () = ()] 1
le =l = e-zle T2

donc 88";},15 (x) = 0, et la majoration

dans le cas ou x # z,. Sinon, x est sur le bord de K;
est triviale.

x )

De méme,
St (@] _1
lz =yl ~ 27
done 9™h 9™h 9™h 9™h
T @) - SEw)| 5] | 150l
lz =yl ~ =yl e =yl T

ce qui donne la majoration cherchée pour tout |k| < m, et prouve 'assertion.
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Remarque 1.9. Comme on l'a vu auparavant, pour [ entier > 1, g; 5 et h. sont toujours
dans l'espace C'([0,1]*) usuel : g;; comme restriction d’'un polynome, et h. puisque ses
dérivées partielles sont continues sur chacun des K; et qu’elles s’annulent sur les bords
des K;. En particulier, h. € A;;, car par définition, m =1 — 1, o = 1, et h. admet des
dérivées partielles continues d’ordre [ — 1, qui sont lipschitziennes. Ainsi, le théoreme 1.1
pourra également se formuler avec le sous-ensemble A; N CY([0, 1]%).

1.1.3 Preuve du théoréme de Vitushkin : méthode de Warren

Dans la suite, on notera simplement log pour le logarithme binaire log, (In désignera
toujours le logarithme népérien).

Quelques rappels en géométrie algébrique réelle

On va énoncer sans démonstration quelques résultats sur les partitions de R™ par des
variétés algébriques. Ils sont prouvés en détails par H. Warren dans [37].

D’abord (cf. [37], lemme 2.5), si p est un polynéme réel quelconque & n variables de
degré d, alors le nombre de composantes connexes de 'ensemble {¢ € R", p(¢) = 0} ne
peut pas dépasser 2d". Dans le cas ou p est régulier on a une majoration plus fine par d”
(cette borne majore la somme des nombres de Betti b; de {p = 0}, donc en particulier le
nombre de composantes connexes by, cf. [31]). La preuve utilise des résultats de Oleinik
et Petrovskii (cf. [24]) et le théoreme de Bézout.

Grace a un résultat intermédiaire sur les partitions d’une variété topologique par
des sous-variétés ([37], théoreme 1), il en déduit le résultat suivant (théoreme 2) : si
P1, - ., Dg sont des polynomes (quelconques) sur R™, de degré au plus d, alors le nombre
de composantes connexes de ’ensemble

R\ J{C € R, p(¢) = 0}

ne peut dépasser

2(2d)" 2’ CY (1.5)

J=0

(en convenant que le coefficient binomial C?7 = 0 si ¢ < j).

Puisque la restriction de chaque p; sur chaque composante connexe de R™ \ | Ji_,{¢ €
R", p;(¢) = 0} donne une fonction continue qui ne s’annule pas, donc de signe constant,
il en déduit I'estimation suivante (théoréme 3) : le nombre de suites de signes prises par
la fonction

€ R\ Uj_1{p; =0} — (sgnpi(¢),.--,s9np4(C))
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ne peut pas dépasser

(4675@)” (1.6)

(cf. aussi [36]). Cela conduit au résultat suivant qui récapitule les corollaires 3.1 et 3.2 de
[37] (en convenant que sgn0 = 0) :

Corollaire 1.10. Si ¢ > 8nlogd, alors il existe une suite € = (e1,...,¢,), ot €; = £1,
qui n'est jamais atteinte par sgn P(C) = (sgnpi(C), ..., sgnp,(C)), ¢ € R™.

De méme, si q > 18nlogd, il existe une suite € qui différe de plus de q/10 places de
toute suite sgn P((), ¢ € R™.

L’idée de la démonstration sera donc d’exploiter l'entropie de A;, par 1'utilisation
de la famille n-séparée construite en section 1.1.2 : le fait que toute suite € puisse étre
représentée par un élément h. traduit la capacité d’oscillation arbitraire de A; ;. L’appli-
cation du corollaire 1.10 rendra la minoration possible afin de prouver le résultat négatif
d’approximation.

Démonstration du théoréme

On est maintenant en mesure de donner la preuve du théoreme 1.1 de Vitushkin.

Démonstration. Traitons dans un premier temps le cas continu, qui utilise la premiere
assertion du corollaire 1.10. ¢ étant donné, il s’agit de montrer qu’il existe 7(q) tel que,
pour toute suite (£1,...,¢&,), il existe f € A4 et ¢ formes linéaires A\; de norme < 1 sur
C(]0,1]*) qui vérifient

giN(f)=zme), j=1,....q.

Cela entralnera

Dy.a(Nis) > n(q).

En effet, étant donné P € P, 4, en prenant ¢ > 8nlogd et ¢ comme dans le corollaire 1.10,
et n(q), f, A= (A1,..., ;) associés, on aura, puisque |[A;]| <1,

sup inf [|b = P(Q)]lw = inf I = P(C)l = inf sup () = A(P(O)]

heA s " 1<j<q

Pour tout j, p;(¢) == A;(P(C)) est un polynéme réel a n variables de degré au plus d.
D’apres le corollaire 1.10, pour tout ¢ € R”, lasuite sgn A(P(¢)) = (sgnpi(C), - .., sgnp,(C))
differe de £ d’au moins une place : 3k, e # sgn pr(C) (sgn pr(¢) peut étre nul). Dans ce
cas,

sup | A;(f) = A (PO = () = pe(O = [A(F)] = n(a),

1<j<q
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ce qui démontre 'inégalité cherchée pour P fixé. L’arbitraire sur P € P, 4 nous donne
finalement la minoration voulue.

Choisissons alors un entier r > 1, tel que ¢ = r® > 8nlogd, donnons-nous la suite
e grace au corollaire 1.10, ainsi que h. construite a partir du pavage de [0,1]* en les K;
(cf. section 1.1.2). On sait d’apres la proposition 1.6 que h. € A ;.

Prenons alors pour les \; les morphismes d’évaluation en les centres des K;. On a

1 1
‘ o - ‘gl,s (5775) o 1
/\z(ha) = gZHhEHOO =& QTZMZ,S =& 2Ml,845([l]+1)rl

(ou M, est défini en (1.4)). En particulier, si 7 est le plus petit entier (> 2) tel que
r® > 8nlogd, on a

1 S 1 S 1

r— 2(r—1) = 2(8nlogd)'/s’

o1t

S 1 1

= 2Ml,s4s(m+1)218l/8 (n log d)l/s’

5i)\i(hs)

ce qui permet de conclure pour le cas continu :

Cuo(l, 5)
Dpa(Mis) > ———-,
d(Ais) > (nind)/s
avec /
B (In2)/s
Cul(l,s) = 2 14s(UHDRs M, o

Traitons maintenant le cas intégrable (qui utilise la deuxiéme assertion du corol-
laire 1.10). Comme pour le cas continu, choisissons ¢ = r°, r > 2, tel que r° soit le
plus petit entier > 18nlogd.

Soient € une suite, h. € A; 4 la fonction associée, et pour les \;, posons

On a alors
OEDS /K Ih(z)|dz = [[h],
=1 =1 i

donc

S il < 1
=1
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D’autre part,

1
i s(ry)d
c 20t M /[0,1]5 9us(ry)dy

/ [T =)+ day - - - da
[0,1]¢

S

1 1
S H1 — )IHge ) .
SO M, ( /0 (1 -t) )

Cette intégrale peut étre calculée par intégrations par parties successives, ce qui nous
donne . )
[t -y - W0
0 (2[1] + 3)!

2s
SRR (L E 11
2M,((2[1) + 3))s rlrs
Soit alors P € P, 4 : les p;(¢) = Mi(P(()) sont des polynomes réels a n variables de
degré < d. D’apres le corollaire et par hypothese sur ¢ = r?, il existe une suite € qui
differe d’au moins ¢/10 places de sgn A(P(C)) = (sgnp1(C),...,sgnp,(()),V( € R", ce
qui entraine, puisque > ¢, [[A][z < 1,

1
EiT——
2TIMZ7S7“S

donc

sup inf ||h — P(¢)|| Zciggn lhe — P(O)|| 2 > 1nf ZM (P(C))|.

heA Ls CeR™
Comme, pour au moins ¢/10 indices i, on a
| Ai(he) = pi(Q) = [Ai(he)],

il vient

PR ()R 0D N (1) R VD)
= 102 My, (200 + 3)1)r  20My,((2[0] + 3)1)r!”

inf [lhe = P(Q)l

Enfin, le fait d’avoir ici encore

1 1
> -
r — 2(18nlogd)'/s
et I'arbitraire sur P € P, 4 aboutissent a
CLI (l, S)

Dya(As) > 2
nalhis) 2 CUTS
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avec

_ (1 nhm2)
Cri(l,s) = 20 M 211845 ((2[1] + 3)!)®’

ce qui acheve la preuve dans le cas L*([0, 1]*), et prouve le théoreéme.

On peut en particulier expliciter les constantes de minoration.

Corollaire 1.11. On a : pour le cas continu,

Cuxl(l, 8)

Dpa(Mis) 2 ———7%
nalfis) 2 (nInd)V/s

ot
(In2)¥/

Coo(lys) = /8 2L 8U/s([1] + 1)+ (4(1 + e))s(W+D ;

et pour le cas intégrable,

OLl l,S
Dy a(As) > (n%d)l/l’
T ((1)-+ 1)) (m2)
i\t,s) = 5\/521—1—2 18l/s([l]+1)[l]+1((2[l]+3)!)5(1+6>s([l]+1) .

On peut par ailleurs imposer certaines restrictions sur la fonction h = h, intervenant
dans le théoreme 1.1 :

Corollaire 1.12. Dans le cas continu avec s = 1, on peut de plus prendre h € Ay([0,1])N
CY([0,1]), nulle sur un sous-intervalle [0,0] (ici [0,55]). Elle vérifie alors : pour tout
¢ € R, il existe ¢, tel que

[ (1) B 2le(l)
(i) < |hlloo = R ()| < (nInd)
§ "o (@¢) Poa (¢, 6) <0 (1.7)

1
h =0,V 0, —
(x) , :1:6[,20]

\

(c(l) étant une autre constante).
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Démonstration. D’abord, le fait de pouvoir prendre h dans A;([0, 1]) N CY([0, 1]) provient
de la remarque 1.9. Ensuite, les deux premieres conditions découlent de la premiere partie
de la preuve du théoreme 1.1. Quant a la derniere, il suffit juste de s’assurer que I’'élément
x¢ peut etre choisi dans l'intervalle [%, 1], ce qui découle de la seconde assertion du
corollaire 1.10 : si ¢ > 18nlogd, il existe une suite ¢ qui differe de plus de ¢/10 places
de toute suite sgn A(P(C)), ¢ € R™, les \; étant ici les morphismes d’évaluation en les

centres des intervalles %, % ,j=1,...,q. Il existe donc au moins une place pour z; se

u k=1 k ) Oi
q 7q 720 M

k
k étant le plus grand entier < ¢/10. Il ne reste plus qu’a changer h en 0 sur [O, —].
q

trouvant en dehors de

O

Remarque 1.13. Ce corollaire montre que I’entropie de A;(]0, 1]) reste inchangée (du moins
son ordre) lorsque 'on ne considere que les fonctions nulles sur un sous-intervalle fixé,
puisque les résultats négatifs sont encore valables (avec le méme exposant 1). Le choix de
se restreindre sur [0, 1] (i.e. s = 1) n’a rien de spécial. On pourrait étendre ce corollaire
pour s > 1 quelconque en considérant les éléments de A;; qui s’annulent sur un sous-
ensemble de [0, 1]° (et on aurait toujours le méme exposant [/s).

1.1.4 D’autres applications de la méthode de Warren : variétés
quasi-algébriques

Application des estimations de Khovanskii

La méthode de Warren peut encore étre appliquée a d’autres familles de R”, des lors
qu’on est capable d’en estimer le nombre de composantes connexes. C’est ce que nous
allons faire ici en considérant des quasi-polynomes, définis par

P(Cb"'aCTMQXp<alac>a"'7exp<&kac>)a

ou P est un polynome a n—+k variables, de degré total d, et ot on a remplacé les k dernieres
variables par les fonctions exp < a;,( >, avec a; € R" et < a;,( >= ajl-Cl + 4 ajCa.

On se fondera cette fois sur les estimations de A. Khovanskii : si on considere un
systeme non dégénéré

de p équations quasi-polynomiales a n variables, k pseudo-variables et de degrés respectifs
m;, alors la variété de dimension n — p définie par ce systeme est homotopiquement
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équivalente a un complexe cellulaire dont le nombre de cellules est majoré par (cf. [14],
p. 91, corollaire 3)

p n-p p
k(k—1)
27 my--omy, (ij+n—p+1> [(n—p—l—l) (ij+n—p+1) —n+p

j=1 j=1

k

A. Gabrielov donne dans [5] des estimations explicites qui sont analogues pour des inter-
sections non isolées de variétés de Pfaff complexes.

L’équivalence homotopique est définie ainsi (cf. [7], [34]) : deux espaces topologiques X
et Y sont homotopiquement équivalents s’il existe des applications continues f : X — Y
et g : Y — X telles que go f et f o g sont respectivement homotopes a Idy et
Idy. Deux espaces homéomorphes sont topologiquement équivalents, mais la réciproque
n’est pas vraie. Cependant la relation d’équivalence homotopique a des invariants comme
le nombre de composantes connexes. D’autre part, le nombre de cellules étant additif
par rapport a la réunion, on en déduit que l'estimation (1.8) donne en particulier une
majoration du nombre de composantes connexes de la variété P, = --- = B,.

On montre alors le résultat suivant signalé comme le théoreme 1.4 :

Théoreme. Soit, pourn,d > 2, k> 1,

Pn,k,d = § Cj {1 U C?qzn e]n+1<a17C> o e]n+k<ak74>’ C e R" )
l71<d

une famille quasi-polynomiale de C([0,1]°), a n variables, k pseudo-variables et de degré
total au plus d.
Alors il existe h € Ay, tel que, pour tout ¢ € R",

Cl(la 8)
- P > ‘
Hh n,k,dHOO = (k2n1nnlnd)l/s

(1.9)

En outre, la constante C(l, s) peut étre calculée et vaut

(ln 2)21/3
\/521+1 381/5([” + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]+l) .

On pourrait tenter de prouver une estimation (analogue a celle de type de Warren
établie dans [37]) du nombre de composantes connexes de I'ensemble R™ \ [Jj_,{P; = 0}
dans le cas général (i.e. avec singularités). Cependant, il n’est pas trivial que les arguments
de type algébrique utilisés par Warren se transposent dans le cas quasi-algébrique. On va
donc plutot se ramener au cas régulier par perturbation de la famille P, j, 4, ce qui conduit
aux deux prochains lemmes utiles pour la preuve du théoreme et dont le premier utilise
le lemme de Sard.

. (L.8)



1.1. Approximation par des variétés algébriques 31

Lemme 1.14. Soient P, ..., P, des quasi-polynomes a n variables, k pseudo-variables et
de degré total au plus d. Alors, pour tout e = (ey,...,¢,) € R? en-dehors d’un ensemble de
mesure nulle, les quasi-polynomes Py —¢1, ..., Py—e, vérifient les conditions du théoréeme 1
dans [37] :

1. les ensembles M; = { P, = ¢;} sont des variétés (fermées) et localement plates ;

2. pour tout j = 1,...,n, l'intersection de n’importe quels j des M; est soit vide, soit
une variété de dimension n — j avec un nombre fini de composantes connexes, et
localement plate dans l'intersection de n’importe quels j — 1 de ces M; ;

3. toute intersection de plus de n des M; est vide.
Démonstration. Pour tout J C {1,...,q} de cardinal j < n, on considere la fonction
P, R" - R
¢ = (P(C),--, Py(Q))

Par le lemme de Sard, 'image de I’ensemble des points pour lesquels la différentielle de Py
n’est pas surjective, est de mesure nulle. Il en résulte que, pour tout e; = (ey,,...,&;,) € R/
en-dehors d’un ensemble de mesure nulle, le systeme

{PJ:€J}:{-PZ1:gllu"w-Plj:glj}?

donne une variété de dimension n — j (s’il n’est pas vide).

En particulier, pour tout J' C J de cardinal j — 1, 'ensemble {P; = £;} est une
sous-variété de { Py = €}, avec un nombre fini de composantes connexes en vertu des
estimations de Khovanskii. Cette propriété de finitude entraine également qu’elle est loca-
lement plate : en effet, pour tout ( € {P; = ¢}, par le théoréme des fonctions implicites,
il existe un voisinage U de ¢ et un homéomorphisme

U/:(UQ{PJ/:éfJ/},Uﬂ{PJ:gJ}’C) SN (Rn_j—i—l,Rn_j,O)

(avec la convention que R™™7 correspond aux y € R" 7! tels que y,,—;41 = 0).
Cette fois, si |J| = j > n, alors

{PJ :gJ} - {Pll = €l1"">Pln+1 :5ln+1}a

et (toujours grace aux estimations de Khovanskii) pour tout (¢, ..., ;) en-dehors d'un
ensemble de mesure nulle, le systeme {P, = ¢;,,..., P, = €, } est un ensemble fini de
points. Il en résulte que, pour chacun de ces (¢, ..., ), sauf pour un nombre fini de
Elpsq, le systeme {P, =¢;,,..., P, ., =€, } sera vide.

L’arbitraire sur |J| = j et j = 1,...,q nous permet de conclure que les assertions
énoncées dans le lemme sont vérifiées pour tout (1, ...,¢g,) € R? en-dehors d’'un ensemble
de mesure nulle.

O
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On en déduit le résultat suivant.

Lemme 1.15. Sous les conditions du lemme précédent, pour tout € = (e1,...,&,) en-
dehors d’un ensemble de mesure nulle, le nombre de composantes connexes de [’ensemble
R\ Uj_{P; = ¢;} est majoré par

2k(k71)/2 (2dnq)n+2k

Démonstration. Pour tout j = 1,...,n, soit b; le nombre total de composantes connexes
des intersections de n’importe quels j des M;. On a par (1.8) :

b < CIREDRP (jd+n—j+1)" [(n—j+1)(Gd+n—j+1)—n+j]*
< CI MNP (jd + n) I [n(jd + n))*
< €I 2Dl 4 1)) [n2(d + 1)]"
Par le lemme précédent, pour tout ¢ = (£q,...,¢,) en-dehors d'un ensemble de mesure

nulle, les variétés M; = {P; = ¢;} vérifient les conditions du théoreme 1 dans [37]. On en
déduit que le nombre de composantes connexes de I'ensemble R™ \ (Ji_; M; est majoré
par

i b < 28ED2p(d 4 1)) [n?(d + 1)]" Z Cy

< ohD/2 ()2 q
=0
S 2k(k71)/2(2dnq)n+2k'

On peut maintenant prouver le théoreme.

Démonstration. La preuve est du méme esprit que pour le théoreme 1.1. On se donne
P, k.4 une famille quasi-polynomiale de C([0,1]*). On pose ¢ = r® et on considere les ),
morphismes d’évaluation en les centres des K; qui pavent [0, 1]°. Pour tout j = 1,...,q,
on pose P;(¢) = Aj (Pyx.4(¢)). Considérons d’autre part, les fonctions p; € C([0,1]*) qui
vérifient : Vi, j = 1,...,q, \i(i;) = &;; (symbole de Kronecker). Pour tout € = (1, ..., ¢,),
on pose [l = 2321 g;jp; et on a, pour tout ¢ € R™ :

v] - 17“‘7q7 /\j (Pn,k,d(C) _:ué) - PJ(C) _gj'
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Les P; étant des quasi-polynomes a n variables, k pseudo-variables et de degré au plus
d, on en déduit par le lemme précédent que, pour tout £ € R? en-dehors d’un ensemble
de mesure nulle, le nombre de composantes connexes de I'ensemble R?\ (J]_{P} = ¢}

est majoré par 2F=1/2(2dng)"+?*. On vérifie que si 7 est le plus petit entier > 2 tel que
q=r1°> 38k*n(logn)(logd),

alors ce nombre est plus petit que 29. Il existe donc une fonction h = h, € A; 5 qui vérifie

. 1
nf [l = (Poga(C) = p)lle 2 20, 45D

1 1
/s 21385 ([1] + 1)H+1(4(1 + ¢))s(+D) (k2nlognlogd)!/s

Puisque € = (£1,...,¢,) est dans un ensemble de mesure pleine, on peut choisir une suite
qui tend vers 0 = (0,...,0). A; s étant compact, quitte a extraire une sous-suite pour ¢,

on peut supposer que la suite associée h. converge vers he A5 (en fait, comme on 'a

vu, la famille (h.). peut étre prise dans ’ensemble fini des fonctions construites dans la

partie 1.1.2; la limite h sera donc I'une de ces fonctions). D’autre part, pi. 0 0, on en
£—

déduit par passage a la limite que, pour tout € R",

Ol (l7 S)
> Y
~  (k*nlognlogd)V/s

HE — Pn,k,d(C)H

ce qui termine la preuve.
O

Remarque 1.16. Comme pour le cas polynomial, le résultat est aussi valable si on considere
'espace L'([0,1]*) muni de la norme || - |11, avec les familles quasi-polynomiales a coeffi-
cients ¢; € L*(]0,1]%) (et une autre constante Cri(l, s)).

Ces variétés quasi-algébriques sont, comme on I’a signalé dans l'introduction, une sous-
classe des variétés de Pfaff (variétés définies comme solutions intégrales de systemes de
formes différentielles a coefficients polynomiaux). En particulier, les variétés algébriques
sont de Pfaff. De méme que le théoreme de Bézout donne une estimation du nombre
de points d’intersection de n variétés algébriques sur R™, A. Khovanskii montre plus
généralement dans [14] qu’on est capable d’obtenir des estimations analogues pour des
variétés de Pfaff, ne dépendant que de données comme le nombre de variables ou le degré
(cf. par exemple l'estimation (1.8)). Cependant elles ne sont pas toujours explicites et
les seuls cas sont entre autres ceux des variétés quasi-polynomiales (c’est aussi une des
raisons pour lesquelles on a considéré ce cas).
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Cette étude est liée a la notion de complexité. Un exemple fondamental qui motive
cette définition est celui d’'un polynome a une variable, dont la complexité correspond au
nombre de termes non nuls, et nous amene au théoreme de Descartes : si

P(X):a0+a1X+~-~+anX"

est un polynome a coefficients réels, alors le nombre de racines positives est majoré par
le nombre de changements de signes de la suite (ao, . .., a,). Il en résulte quun polynéme
qui s’écrit avec k monoémes non nuls ne peut avoir plus de k& — 1 racines positives (et
donc au plus 2k — 1 racines réelles), et ce quel que soit son degré. Ainsi, la complexité
pourrait étre un nouveau moyen d’obtenir des estimations de type Bézout, mais reste a
usage délicat dans les applications qui nous motivent (en particulier, le fait qu’elle ne soit
pas toujours explicitée). A. Khovanskii (cf. [14] et [28]) et J.-J. Risler (cf. [27] et [29]) ont
donné des résultats d’étude de complexité.

Un autre moyen dans cette optique aurait été I'utilisation de la conjecture de Kouch-
nirenko, qui est une généralisation a plusieurs variables du théoreme de Descartes, et qui
dit qu'un systeme P, = --- = P, = 0 d’équations polynomiales a n variables, ot m; est le
nombre de termes de P;, ne peut avoir plus de (m; — 1) - - - (m,, — 1) racines positives non
dégénérées. Elle aurait pu nous étre utile, vu la simplicité de cette borne. Elle a cependant
été récemment infirmée par B. Haas qui nous donne un contre-exemple dans [8].

Utilisation du théoréeme de Descartes

On va donner ici un résultat négatif d’approximation de A;([0,1]) par des familles
exponentielles ¥,, , . C C([0,1]), i.e. de la forme

{(t € [0,1] = v(t.C) = Za-(t)exp(cjt)) =G e R”},

ou P; est un polynome en ¢ de degré < p;. La preuve repose sur une application directe du
théoreme de Descartes. Quant au choix de cette famille, il est motivé par I'expression des
formules de type Gelfand-Levitan ou apparaissent des fonctions du type exp(< ¢,z >)
(cf. formule (13) dans I'introduction). On montre donc la proposition suivante formulée
en tant que proposition 1.5.

Proposition. Soit ¥, ,, . C C([0,1]) une famille exponentielle.
Soit également h., la fonction définie sur [0,1] = U?jll [, -], par

n+1’ n+1
g(ln+ 1)z —1i+1) i—1 i
he(x) = g y T E |y ——— |
(x)=¢ M, (n+1) S P

ot g; =1, sii pair, —1 sinon (q(z) = g1(x) = (x(1 — )+, of. (1.3), section 1.1.2).
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On a alors
C

7°

Démonstration. Supposons d’abord les (; € N et les P; = ¢; constants. Par le théoreme
de Descartes, le polynome Z;‘:l ¢; X% a au plus n — 1 racines > 0. Si ( € Z", on factorise

o
inf e = 040l 2

par X % k assez grand. Enfin pour ¢ € Q", on pose X = exp 1%’ p dénominateur commun
des (;, ce qui montre que la fonction
n
te R (t,() =Y ciexp(Gi),
j=1
a au plus n — 1 zéros dans R (I'injectivité de la fonction exponentielle n’augmente pas le
nombre de zéros).
Or h. changeant de signe n fois sur [0, 1] et ¢(+, () s’annulant au plus n — 1 fois, il
existe au moins un sous-intervalle ol h. et 1 (+, () sont de signe contraire, ce qui implique,

v(eQr,

Ci
[he = o (5 Ol > CE

Enfin, 'assertion est encore valable pour ( € R™ par densité, la convergence étant uniforme
sur [0, 1].

Considérons maintenant le cas général

ZP exp((;t),

ou P; est un polynome de degré < p,. On commence par remarquer que la fonction ¢ est
limite uniforme sur [0, 1] de %, pour 77 — 0,. On a alors, pour tout m > 0,

t—1 m m —1)ym=sC's
t"™ = lim (GXL) = li Himexp(snt).
n—0+ Ui = nm

Ainsi, chaque P;(t) exp((;t) va étre limite uniforme sur [0, 1] d’une famille de fonctions de
la forme

Zajs exp(sn + )t

qui pour tout 7, 1 < j < n, possede au plus p; + 1 termes; ce qui pour ¢(-,() donnera
2?21 pj -+ n termes et aboutira, par limite uniforme, a

Ci .
<n+ 1+ ijj)l

[17e = (- Olloe =
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Remarque 1.17. On peut bien stir prolonger le résultat sur tout intervalle [a, b] de R (a
condition qu’il soit compact pour assurer la convergence uniforme de =L yorg t).

D’autre part, on utilise I'idée simple, mais fondamentale qu'une fonction continue sur
un intervalle et qui change beaucoup de fois de signes, doit beaucoup s’annuler. C’est
aussi cet argument qui intervient dans la preuve du théoreme 1.1. Il est caractéristique a

R et ne peut pas étre directement transposé au cas complexe.

1.1.5 Quelles applications ?

En guise de conclusion, on a tenté de prolonger nos résultats négatifs pour les cas
de familles polynomiales (Théoreme de Vitushkin), quasi-polynomiales (théoréme 1.4) et
exponentielles (proposition 1.5). Comme on ’a signalé, ce dernier résultat a été motivé
par l'insuffisance, en vue d’applications en probleme inverse, du théoréeme 1.4 ou l'on
ne considere que la classe des familles quasi-polynomiales (en particulier, il n’y a pas
de fonction de la forme exp(a(;z), ou variable et parametres sont "mélangés”). De plus,
le résultat négatif est trop faible (du moins, dans le cadre du probléme inverse qui nous
intéresse) du fait de la présence de k% dans la minoration (1.9). C’est ce qui nous a poussés
a établir la proposition 1.5.

A premiere vue, ce résultat pourrait s’appliquer dans le cadre de notre probleme in-
verse. L’inconvénient est qu’ici aussi la minoration est trop faible : en effet, la formule de
type Gelfand-Levitan possede en tant que déterminant (cf. formule (13) dans I'introduc-
tion) tous les

exp2(biCy + - -+ bnCy), bj € {—1,0, 1},

qui sont au nombre de 3%, sans compter ceux qui ont une partie polynomiale, ce qui ne
donnera pas mieux que C;/3", qui est déja insuffisant.

Comme on I’a signalé dans l'introduction, cela nous contraint a tenter une autre ap-
proche qui fera 'objet de la section suivante. Le résultat principal concernera les familles
analytiques d’ordre fini oti figurera la borne de I'ordre de (N1In N)~"/* (cf. (11) dans le
théoreme 0.2).

En revanche, les théoreme 1.4 et proposition 1.5 présentent un avantage qu’il n’y a pas
dans le cadre du théoreme 0.2 : a aucun moment il n’y a besoin de borner les parametres
(C1,-.-,Cn)- De plus, la fonction h. de la proposition 1.5 est explicitée, et ne dépend pas
de la famille exponentielle imposée au départ. Elle se trouve ainsi uniformément distante
de toutes les familles exponentielles a n termes. Ceci nous conduit a la question suivante :
soit le théoreme 1.4 (ou la proposition 1.5) peut étre nettement amélioré afin d’obtenir
une estimation voisine de (N In N)~'. Ce qui prolongerait le théoréme de Vitushkin pour
des familles quasi-polynomiales, et étendrait dans ce cas la relation (12), formulée dans
I'introduction, entre le nombre N de parametres et I'entropie du compact A; ;.

Soit au contraire le résultat n’est pas loin d’étre optimal, et la comparaison avec
(N1n N)~! montre que c’est alors pour des grandes valeurs des parametres (i, ...,y
(donc au-dela de la taille polynomiale en N) que 'approximation est bien meilleure.
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Cela mis a part, le résultat donné par le théoreme 0.2 est d’'une part préférable pour
la meilleure précision et pour sa forme plus générale qui ne concerne pas seulement les
familles quasi-polynomiales ou exponentielles, mais toutes les fonctions entieres d’ordre
fini ; d’autre part, comme on le verra dans le chapitre 2, ce résultat sera exploitable pour en
déduire l'optimalité des formules d’approximation (13) et (16) de type Gelfand-Levitan.

1.2 Approximation par des variétés analytiques

1.2.1 Définitions et principaux résultats

On va montrer ici un des principaux résultats de cette these, qui est une généralisation
essentielle dans le cas analytique du théoreme de Vitushkin. On donne ainsi la définition
suivante d’une famille analytique, de facon analogue & une famille polynomiale.

Définition 1.18. On appelle (N, M)-famille analytique d’ordre fini continue (resp. intégrable)
toute fonction f définie sur [0,1]* x C¥ x C¥ (ot C; = {z € C, Rz > 0}) et qui vérifie

les conditions suivantes : pour tout ((,w) € C¥ x C¥, f(-,¢,w) € C([0,1]%) (resp.
LY([0,1]%)); pour tout = € [0,1]* (resp. presque tout = € [0,1]%), f(x,¢,w) est holo-
morphe sur CV x C4 et d’ordre fini, i.e. pour tout (¢, w) € CV x C,

1F (-, )]s < AtV +M)? SN (€I HRwl)

(resp. |[f(- C,w)[pn < AeuN+I" VEIM(IClEHle) ) (1.10)
ou A,U,U, b7tad € [17 +OO[ et ”CHl = ‘Cl‘ +ot ‘CN‘ (de meme pour Hle)

De fagon analogue, on définit une N-famille analytique d’ordre fini continue (resp.
intégrable) toute fonction f qui vérifie les mémes conditions sur [0, 1]¥ x CV.

Cependant, contrairement aux résultats négatifs établis dans la partie précédente, on a
besoin d’imposer une restriction sur les parametres, ce qui nous amene a poser la définition
suivante.

Définition 1.19. On appelle (N, M)-domaine des paramétres d’approximation tout en-
semble compact (y s de RN x Rﬂ‘f de la forme

Qe = {(g,w) c RN x (R*)M Vi< N, |G| < Bi(M + N)™' Vi < M, |w; — a] < (1 — %) az} ,
a;

oupourtout i =1,..., M, 1 <a; < By(M+ N)™, avec By, By, r1, 2 > 1let 0 <e < 1.
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On définit de méme un N-domaine des parameétres d’approximation 2y par
Qv ={CeRY, Vj <N, || <BN"}.

Qs est le produit d'un polydisque (réel) dont la taille grandit avec N + M et d’un
autre dont le centre s’éloigne a l'infini. Remarquons que, quelle que soit la famille de
domaines Qu 3s avec les bornes fixées, alors tout compact de CV x CJ‘JF/[ de la forme KV x
K¥, ou K (resp. Ky) est un compact de C (resp. C,), finit par étre contenu dans un
tel domaine Qpy 57, pourvu que N et M soient assez grands (de méme pour Qy et tout
compact KV de CV). Bien que la définition de Qu paraisse plus naturelle, le choix de
considérer 2y ps est motivé par les applications qui seront données au chapitre 2.

On peut maintenant énoncer les principaux résultats de cette partie.

Théoréme 1.20. On considere, pour N > 2 et M >0, f une (N, M)-famille analytique
d’ordre fini continue (resp. intégrable) et un (N, M)-domaine des paramétres d’approxi-
mation Qn ar. Alors il existe h € Ay tel que pour tout (C,w) € Qn ., on a

C/
((M 4 N)In(M + N))"/*

!
resp. ||h— f(-,(,w)|[p1 > Ll ,
fresp =0 Gl 2 o o)
ou Cl  (resp. C7,) est une constante dépendant de l,s, A, u,v,b,t,d, By, B, 71,72, (et
pas de N, M ).
De facon équivalente,

. (O
sup inf Hh_f(>Caw)H > /s"
heh; s (Gw)EQN M ((N + M) ]n(N + M))

On obtient en particulier comme corollaire un résultat analogue pour une N-famille
analytique :

Théoreme 1.21. On considere, pour N > 2, f une N-famille analytique d’ordre fini
continue (resp. intégrable) et un N-domaine des paramétres d’approximation Q. Alors

il existe h € Ay 5 tel que pour tout ¢ € Qn, on a
C//
B (0| > o

"

(resp. [[h — f(-, )|l = (NTL]Q)Z/S )

ou CI (resp. C7,) est une constante dépendant de l,s, A,u,v,b,t,d, B,r (et pas de N ).
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De facon équivalente,

O//
inf [|h— f(: >

On a en outre le calcul des constantes que 1’on obtient comme corollaire de la preuve
de ces deux théoremes d’une part, et d’autre part du calcul des constantes Cy, et Cr:
données dans le théoreme 1.1 de Vitushkin.

Corollaire 1.22.

1 B \/§2l+2 161/5([” + 1)[l]+1(4(1 + e))s([l]Jrl) (1 11)
c. (In2)i/s '
[ Ne 1\
x| ((d+1)(ri +2rs + 1)+t + ) In <4bud23f (eB2)™! (1 + —) —2)]
s) ¢
(g AVE2HI8Y(l] + DI (A(L 4+ ) (N
X [In ,
(In2)i/s
et
1 By/s2336Y5([1] + DIFL((2]1) + 3)1)*(1 + e)*(+D) (1.12)
CL ([ + 1)1 (In2)"/s '
r ] 9 1 l/s
X |((d+1)(r1+2r+1)+t+v)ln <4bud23f (eBg)dle (1 + —) ?>]
s
- 5A\/§2l+4 18l/s(m + 1)[”“((2[” +3))5(1 + e)s([l]+1) l/s
X [In | In .
([ + 1)1 (n2)/s
De méme,
1 /s238Y5([1] 4 DI (4(1 4 €)W [d(r + 1) + ¢ 4 0]V (1.13)
cro 3(In2)¥/s ‘
2 143 Ql/s 141 s([l+1) s
x |ln | 4buet™ B [ 1 + £ In Avs 28T+ )7 (41 +¢)) )
s (In2)i/s
et
1 B 5\/§2l+4 181/3([ ] + 1)[1]—}—1((2[] ) )3(1 =+ e)s([l]—f—l) (1 14)
c?, B 1)N2s(In2)/s '
- l 9 /s
X [(d(r+1)+t+v)ln 4bued+le —) >]

& (l bAys2 18R £ 1) L 2[11+3>!>S<1+e>s<m+l>)rs
(] + D)2 (In 2)V/s .
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Comme on le constate, en plus de [ et s, C" (resp. C”) dépend des parametres qui
interviennent pour définir f et Qy s (resp. Q2y), mais pas de N, M.

On donnera en derniere partie des résultats négatifs plus spéciaux qui nous seront
utiles dans le chapitre 2. On généralisera les théoremes 1.20 et 1.21 a des familles dites de
type Gelfand-Levitan (cf. définition 1.29), dont le choix est motivé par les formules (13)
et (16) données en introduction.

1.2.2 Preuve des théorémes 1.20 et 1.21

L’idée de la preuve sera d’utiliser le développement en série de Taylor de la famille
analytique f, afin de I’écrire comme somme d’une famille polynomiale et d’un reste suf-
fisamment petit. L’assertion sera alors une application du théoreme 1.1 de Vitushkin.
Comme la série doit converger, on comprendra la motivation, d’'une part de supposer que
f est d’ordre fini, d’autre part que les parametres restent dans un domaine du type {2y as.

Cas d’une (N, M)-famille analytique

On va établir dans cette partie le théoreme 1.20, et en déduire une version plus spéciale
qui nous sera utile pour la suite (corollaire 1.27).

Théoréme. On considére, pour N > 2 et M > 0, f une (N, M)-famille analytique
d’ordre fini continue (resp. intégrable) et Qn ar un (N, M)-domaine des paramétres d’ap-
proximation. Alors il existe h € A5 tel que pour tout (¢, w) € Qy ., on a

C/
||h_f(7C7w>H > /s "
(M + N)In(M + N))
Démonstration. Tout au long de la preuve, la norme || - || désignera la norme uniforme

| - loo sur C([0, 1]%) (resp. intégrale || - |[: sur L'([0,1]%)).

L’analyticité de f par rapport a ((,w) € CV¥ x C} permet d’écrire :

f('? Ca w) = Z Ck‘,l(')ck(w - a)l

|k|+1]>0

= Z + Z + Z Ck,z(')Ck(w —a)’
|k|I<K <L |k|<KJ>L  |k|>K,|l|>0
= PK,L('7C7w)+SK,L('7C7w)+RK('7C7w)7 (115)

ott K et L sont des entiers > 0, avec k € NV, [ € NM et ¢F = (... ]@N, (w—a)t =
(wy—ay)™ - - (wpr—ans)™ . La fonction ¢y est le coefficient de Taylor du monéme ¢ (w—a)’
au point (0,a) = (0,...,0,ay,...,an).
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L’égalité doit étre interprétée au sens fonctionnel, i.e. point par point dans C(][0, 1]%)
(resp. presque partout dans L'([0,1]%) ). Elle est justifiée par le lemme suivant qui nous
donne une estimation de c.

Lemme 1.23. Pour tout (k,1) € NV+M

b(2Bay AN 4 M) (ebd(N + M)d+t) i

[kl

lewil| < e+ z
a

Démonstration. On commence par remarquer que, pour tout (k,[), la fonction

[0,1]* — C([0,1]°) (resp. L'([0,1]%))

r — cpy(x)

est bien définie, i.e. dans l'espace C([0,1]*) (resp. L*([0, 1]%) ). En effet, elle est donnée par
la formule de Cauchy : pour tout Ry >0et R; <a;,t=1,..., M,

- f@lw e

Ck,l(w) = 7
(27TZ)N+M 1G5 /= Ro wi—as] =F <k+1(w _ a)l+1

ou(k+1)=(k1+1,...,kxy +1) (de méme pour [+ 1) et d¢ = d(; A --- AN d(y (de méme
pour dw). Pour le cas de C(]0,1]*), il s’agit d'une intégrale a parametre d’une fonction
continue par rapport a x € [0, 1]*; tandis que pour le cas de L'(]0, 1]*), c’est le théoréme
de Fubini appliqué a la fonction f sur 'ensemble [0, 1]* x (bD(0, Ry))™ x Hf\il bD(a;, R;),
qui permet de définir sur [0, 1]° (presque partout, puis en prolongeant par 0) la fonction
ck.1, qui sera alors dans L'([0, 1]°).

Il vient

el < m=mmr
(2m)N+M (o 1=Ro s —as| = R(\)kIJrNRlllJrl .. ~R§(‘f+1

soit (puisque c’est vrai pour tout R; < a;)

lewall < d¢dw

1 / AetN+M)? N+M)* (CIIF+(llally +lw—al1)?)

N+M k|l+N
2m)N M = Rowi—ai | =R; RIEWN gt Rl

(v €T (NR3+2 (@1t +an) )
< Ae* h

k
R(‘) lql

< ApWN+M) eb(2B2) MY (N+M)4r2+t b(N+M)* T R
S (&

! ||
a Ry

L’inégalité étant valable pour tout Ry > 0, on I’a en particulier pour Ry = R,.;, qui
minimise le membre de droite. On le détermine en considérant la fonction définie sur
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6l)(J\H-M)d+t1%g
10, +o0[ par Ry +— P . Elle tend vers +oo en 0 et 400, elle admet donc (au
0
moins) un minimum, qui annule sa dérivée, donnée par :
b(N+M)d+t Rd b(N+M)d+t RS
e 0 e 0
Ry — ———r——bd(N + M)™*Ri™" — |k| T
Ry Ry
eb(N+M)*H RY it o
- IR (bd(N + M) R§ — |K]) ,
0
é
qui s’annule exactement en Ry = R, = (W) . On obtient

[

o A (ebd(N + M) T
K|

Hck,lH S Aeu(NJrM 7

al

ce qui prouve le lemme. O

Notre objectif est maintenant de rendre petits les restes Ry et Sk 1, de la décomposition (1.15),
pour tout (¢, w) € Qn s, pourvu que K et L soient assez grands. Comme on va estimer
des restes de séries, on a au préalable besoin d'un résultat combinatoire qui constitue le
lemme suivant.

Lemme 1.24. Pour tousp > 1 etn > 0,

. (n4p-1)
card{k € NP, k1+...+kp_n}_m7
et
|
CCLTCZ{/{ENP7 kl—i-.._i_k’pgn}:M
n!p!

Démonstration. Pour la premiere égalité, le membre de gauche est le coefficient en X" de
la série formelle
Z k1 k
Xl Ce prv
k1, kip>0

apres I'évaluation X; = --- = X, = X. Or, cette série vaut :

P
. 1
H ZXJk] :Hl_Xj’

Jj=1 \k;>0 Jj=1
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qui apres évaluation donne m On a d’autre part :

1 1 ot 1
1—xy (p—1)!pr1(1—X)
> k(k—1)-(k—p+2) X

1
— 1)
dont le coefficient en X™ correspond a k =n + p — 1, ce qui donne finalement

(n+p—1)---(n+1)
(p—1)! ’

et acheve la premiere égalité.

La seconde s’en déduit par récurrence sur n > 0 (c’est la dimension de l'espace des
polynémes de degré au plus n) : c’est immédiat pour n = 0, et si n > 1, on a en séparant
les |[k| <n —1etles |k| =mn,

card{k e N, ki + -+ k, <n}=Cp +Cr _=Cr_,

ce qui prouve le lemme.

On peut maintenant établir le lemme suivant qui donne une estimation du reste Rg.

Lemme 1.25. Supposons K > Ky ur, ot

IN? 1/, 44
KN,M — QbudQBtli (€B§)d+1 (1 + _) » (ln ?) (N“— M)(d+1)(7’1+27‘2+1)+t+’u (116)
S 15

et C' désigne la constante Co(l,s) (resp. Cpi(l,s)) intervenant dans le théoreme 1.1 de
Vitushkin (K a n'est pas forcément entier).
Alors pour tout (C,w) € Qn.ar,

C
(N + M)In(K 1 K2
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Démonstration. Par hypothese, pour tout ¢ =1,..., M, @ < <1 - %), donc :

i

d
O D DI (L (ebd(N+M)+) <"
|k|>K,|l[|>0 a |k|

IN

M 9
P —
-1 ©

1k|

) " (BN 4 Ay

ebd(N + M)*H
2 ( ||

|k|>K

ro\2M
ApU(N+M)Y+b(2B2) MA(N+M)dra+t (Ba(N + M)™)
gM
s ebdBI(N + M)Ar+D+\ 4 (n 4 N —1)]
n (N —1)!n! "~

IN

n>K

la derniere inégalité provenant du lemme 1.24.
Par ailleurs,

(n+N-1)!  (+N-1)---(n+1)
(N-Din! (N —1)!

_ (Hﬁ)...mg)

< (n+DN

On en déduit

" v dygd dr By(N 4+ M)™ 2M
HRK('>Caw)H < Ae (N+M)V+b(2B2)*M*(N+M) 2+t( 2( . ) )

Bd N+ M d(r1+1)+ _ Fl
< 3 (HEEEET eyt

n
n>K+1

Du fait que € < 1 et C' < 1, et par hypothese sur les autres constantes, tous les termes
qui interviennent dans l'expression de K s sont minorés par 1. En particulier, n > K >
dN? — 1. D’autre part, par décroissance de la fonction (¢ + 1)/* sur [1, +o0[, on a

d(N 1) d(N-1)

< (dN?) 4 B < (dN2) T <2d, (1.17)

(n+1)



1.2. Approximation par des variétés analytiques

car t2/(+D) < 2 1] vient

“ v dprd drg+t (Bo (N + M)TQ)ZM
|Ric(Cw)l| < AR AT BT

y Z (erdQBf(N + M)d(r1+1>+t) d |

n
n>K+1

Pour estimer la série, on commence par remarquer que
K > 2bd*e ! BY(N + M4+t

donc pour tout n > K + 1,

2ebd? BY(N + M)Aty @ 1
n — e’
soit
2ebd? BY(N + M)dri+D+t\ d o1
;1 n — 1 —el KAl
) 1
S e_K )
ce qui donne
u v dpagsd dro+t r 2M
(R(oCow)| < ACTHDTHEEICTANTT (By(N + M)™)

eM K

Il s’agit donc, pour prouver le lemme, de montrer que

At (NFM @B MIN+MT2H (B (N p)re)2M C
<
eM ek = 4((N + M)In(K + K2))V/s”’
o1t
z , 44 1 I
K—-Inln (K + K?) > ln? +MIn—+2MIn(By(N + M)™)+ —In(N + M)
s € s

+u(N + M)" + b(2B) M (N + M)+,
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na

Vit
——, 0
2

N _ (1)
Puisque K > (1 + —) > (—) et que, pour tout t > 10, Inln (¢ + ¢?) <
s s

K-t - & (1o O

s K

v

v

Il suffit donc de s’assurer que

K 4A 1 l
5 > ln?+M1n—+2M1n(Bg(N+M)T2)+—1n(N+M) (1.18)
£ s

+u(N + M)" + b(2By)*M*(N + M)+,

Etant donné que Int <t et que toutes les constantes sont minorées par 1, on a

4A 1 4A 1
In— +MIn- < (N+M)In— + (N + M)=
n0+ ng_(+)n0+(+)€

4A\ 1

< 2(IN+M)[In— | -

< aN+ >(n0)€

De méme,
l l
2M In (By(N + M)™) + ~In(N + M) < 2By(N + M) + —(N + M)
S S
l
< 2 <1 + —) By(N + M)+t
S

Ainsi, la somme des quatre premiers termes de (1.18) est majorée par

l 4A\ 1 41 l 4A\ 1
v To < - - r2+3'
4B, (1+S) (ln—c) (N + M) < By (1+8) (ID—O)g(N-FM)

€
D’autre part,
W(N + MY° + b(2B) MAN + M)drett < pu2d BA(N + M)dra+Dt+v.
Le second membre de (1.18) est donc majoré par

Knwm
2 )

IN

4A\ 1
2 X bUQng (1 + g) (hl ?) _(N + M)d(rg—f—l)-{—t-{—v
S £

ce qui prouve le lemme.
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On établit de méme une estimation du reste Sk r.
Lemme 1.26. Pour L = K?, avec K > Ky, on a

C

HSK,L('7C7w>H - ||SK,K2('7C7U])|| < 4((N—|—M) In (K+K2))l/s

Démonstration. On commence par écrire de méme :

I

d ri+1)+ d
1Sk.L(-, €, w)|| < Aeu(N+A+b@Ba) A (N2 e Z (ede TN +kM) dlr )+ ) ¢ Z <1 B 62>l'
k| <K k| U>L @

Or d’apres le lemme 1.24,

|

ebd BE(N + M)d(”“)“) B 4 J £ (N +K)!
< (ebdBH(N + M)dritD+tyd 2
w;K ( |&| (cbdB; ) N!K!
< (ebd)® BE(N + M)t )E (N 4 1)K
< (2ebdBy (N + M) ++2)"

(car N+ M > N +1; sinon M =0, et S =0). D’autre part, pour tout i =1,..., M
a; S ag - — BQ(N+ M)T2 . (119)
Puisque L = K? > M, on a

—_
|
@w|m
~
A\ INA A
7 N N /N
—_ —
—_ | |
| o Ko
§w|m \/z ~__
~_ . -
— i E}
— = |
| < :,i
w| S|=
= —
+
=
3
_
s

In(t+1)
Vi

2 2 2y
2Mag _ 2M B3 (N + M) < EBSH(N X M)(d+1)r2 < Ky,
5 € 5

Or, pour tout ¢ > 1, <1, et In(1 +¢) <t. D’autre part,

2Ma2\’
donc puisque n > K? > ( 0) , il vient
£

\)

1 € M M
“m(1-S )+ 5250 1<__
n( &O)+nn(n—|—) +\/7_
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ce qui donne

K2
£ 2
el e\" (1 a ?)
S 2 X () =
[1|>K?2 a n>K?2 R L=y /1—=
a
0
t
Par ailleurs, 1+t <1+ 3 et 14+t <et, onen déduit
9 K2
HSK,KQ('a <7w>” < Aeu(N+M)U+b(QBQ)de(N+M)dT2+t (QGbClBl(N + M)r1+t+2)K % (1 _ %) ?
€ a?
e K?
9 _—
< Aeu(N+M)UHb2B2) MAN+ M)ttt (2ebdBi (N + M )’"1+t+2)K 24y e 2aj

£

Comme pour le lemme précédent, il s’agit de prouver que

eK? 142
ag

l 1A 202
—~nln (K +K°) > 5+ In(N + M)+ =2
S S £

+u(N + M)? +b(2By)*M*(N + M)t

D’abord, pour tout t > 1, Int < v/t et Inlnt < ¢. Ensuite, on a K > 2ebdB; (N + M)r+t+2
et

2 4 AN 4r [ 4ag ’
K2>2(N+M)By |1+~ ) (N+M)™ > {1+=)— ],
s) € s) €
donc
K2
Sor — K In (2ebdBy(N + M) )

ap

l K? l

Sl (K+K?) > S - K¥—-K
5 2a4 5
2a5 S K
€ g2
= 4&2K‘
0

Ainsi, pour prouver le lemme, il suffit de vérifier que

daf [, 4A 2a3 1

K? In— +In =2+ ~In(N + M) +u(N + M)" + b(2By)*M*(N + M)d”“] . (1.20)
S

€ C £



1.2. Approximation par des variétés analytiques 49

D’abord,
4A 2a3 4A 2a3
4 - -V < 4 -9
lnC —|—Sln(N+M)+1n - = lnC +S(N+M)+ 8
[ 4A 1
< (1+—) (111—) (N + M) +2B3=(N + M)>"
S C €
[\ 1 4A
< 3BY(1+-)=(In— ) (N+ M)>.
< a5 (1+0) 2 (n ) e an
Ensuite,

w(N + M)" + b(2B)* M (N + M)¥** < bu(2By)*(N + M)ttt

Il en résulte que le second membre de (1.20) est majoré par

1 (\1 4A
433_(]\[ + M)QTQ % 4bu2dB22d (1 + _) - (h’l 6) (N + M)QdTQthJrUJrl S
g S g

2

< [4bu2dB§(d+1) <1 + é) 1 (m %) (N + M)2(d+1)r2+t+u+1 ’
s) €

ce qui est vrai par définition de Ky /.
O

De la décomposition (1.15) de f, il en résulte, grace aux lemmes 1.25 et 1.26, que,
pour tout (¢, w) € Qn r,

Hf('?(vw>_PK,KQ('7C7w)|| < HRK(7C7w>H+||SK,K2(7C7w)H

C

= SN+ M)In(K + K27 (121)

Or, la fonction

PK,K2('7 C? w) - Z Ck‘,l(')ck(w - a)l

k| <K |l|<K?

est une famille polynomiale en ((,w) de Pespace C([0,1]*) (resp. L*([0,1]%) ), a N + M
variables et de degré au plus K + K2 D’apres le théoreme 1.1 de Vitushkin, il existe
h € Ay, tel que, V (¢, w) € RVTM,

C
(N + M) In(K + K2)/s’

ou C = Cy(l,s) (resp. Cpi(l,s)). Il résulte de (1.21) et (1.22) que, pour tout (¢, w) €
QN,M>

1h = Pk (-, ¢ w)|| = (1.22)

C
(N + M) In(K + K2))/*




50 Chapitre 1. Résultats négatifs en théorie d’approximation

Pour terminer la preuve du théoreme, il reste a estimer K + K 2 polynomialement en
N + M. On choisit pour cela le plus petit entier K > Ky ;. D’abord,

. ~1\?2 3\ 2
K+K2§(K+§) S(KN,MJr—) :

2
Ensuite,
3 IN? 1 (44
Ky + 5 < 4bud23f (eBS)dH (1 + _) = (ln F) (N + M)(d+1)(7“1+2r2+1)+t+v’
s) €
donc

In (K +K2) < 2((d+1)(rs+2r 1) + ¢4 ] (N + M)

2
4bud®BY (eB2) (1 + E) < (m %)

21
+21In S =

IN

2[(d+1)(r1 +2ro+ 1)+t + o] In(N + M)

2
Abud? B¢ (eBy)™ (1 + E) k= (m ﬁ)

x 1
& s/) &2 C

On acheve ainsi la preuve du théoreme : il existe h € A, 5 tel que, pour tout (¢, w) € Qn u,

C/

’|h_f(7C7w)|| > ((N—FM)IH(N—FM))I/S,
avec
C = ¢
O 2Ws [(d+ 1) (ry + 2ry + 1) + 4 v/
« 1 . (1.23)

2
1 4A
[111 <4bud23f (eB2)"! (1 + é) = (111 F))
s

On en déduit en particulier le calcul des constantes C?_ et C”L1 données dans le corol-
laire 1.22.

O

En vue de prouver les résultats de la prochaine section qui serviront dans le second
chapitre, on aura besoin d’imposer certaines restrictions a la fonction A réalisant la mino-
ration. On établit pour cela le résultat suivant qui est une conséquence du corollaire 1.12
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et de la preuve du théoreme 1.20. Cela provient en effet du fait que la fonction h qui
réalise la minoration dans le théoreme 1.20 est la méme que celle qui donne la minoration
dans le théoreme 1.1.

Corollaire 1.27. f et Qy r €tant donnés, pour tout N + M > 2 et pour tout K > Ky
(cf. (1.16)), il existe h = hx € A([0,1]) N CY([0,1]) qui vérifie pour tout (¢, w) € Qs :

( c(l) B 2le(l)
(N + M) In(K + K?))! < Jhuc (o) | = laclloe < (N + M)In(K + K2))I’
S hi (2ew) Pi (2, ¢ w) <0, (1.24)

HE&KWWWSKW4WJ$K+KWW
| hic(x) =0, Vo € [0, 5] ,

720

ol §K(~, ¢,w) = Rg(-,(,w)+Sk k2(-, (,w), Py = Py g2(+, ¢, w) dans la décomposition (1.15)
de f et x¢q est bien choisi.

Application pour une N-famille analytique

On va donner ici la preuve du théoreme 1.21 qui, bien que moins général, a une
formulation plus naturelle (en particulier pour le domaine y). On en déduira de méme
le corollaire 1.28 qui nous servira dans la section suivante.

Théoreme. On consideére, pour N > 2, f une N-famille analytique d’ordre fini continue
(resp. intégrable) et un N-domaine des paramétres d’approzimation Q. Alors il existe
h € A s tel que pour tout ¢ € Qy, on a

C//

Hh—f(',C)Hoo > m

ot C" est une constante dépendant de l, s, A,u,v,b,t,d, B,r (et pas de N ).

Bien que l'énoncé de ce théoreme se déduise immédiatement du théoreme 1.20 en
prenant M =0 et By =ry =¢ = 1, on a besoin de reprendre la preuve afin d’en déduire
les constantes CZ, et C7, du corollaire 1.22.

Démonstration. D’abord, la décomposition (1.15) de f va se réduire a

FO = Y el + ) al)dt

k|<K k| > K

= ﬁK('?C)+§K('7C)7
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ou, d’apres le lemme 1.23 avec M =0, on a

k|

1kl
el < Ae™” (ebde+t) a
||
Ensuite, on pose de méme
ARTARY!
Ky = 2bud®™™ B? (1 + —) (m ?) N+t (1.25)
s

Il vient, pour tous ¢ € Quy et K > Ky,

[k

H?%K(wC)H < A"y (ebde+t)T(BNr)kl

|k|>K ‘k‘

. ebd BINT+DE+N G (4 N — 1)
s Ae Z ( n n! (N —1)!

n>K

2 pd \Fd(r+1)+t \ d

- n
n>K+1

par le lemme 1.24 et du fait que, comme Ky > dN?, alors pour tout n > K (cf. (1.17)),

(n + N - 1)' N—-1 n
-~ - < 1 < (2d)4d .
a1 ST = 2d)
Etant donné que l'on a Ky > 2bd?et! BN +D+t on obtient
~ 1 AetN*
uN?
| Buc(.0)f| < e <t
n>K+1
Il vient de méme
Hf: ( C)H < ¢ (1.26)
LA = 4(NInN)/s" '
En effet, comme on a K > (I/s)?, cela entraine
l K
K—-InlnK > —;
S 2

d’autre part,

21nﬁ+2uN”+2£1nN < 2lnﬁ—|—2u 1—1—1 N?
C S C

A
W
N
N
—_
+
w |~
N——
/?\
=
ks
N———
=2
<

IN
3
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Il en résulte que, pour tout K > Ky,
+uN"4+-In N,
s

ce qui prouve (1.26).
Enfin, 'application du théoreme 1.1 de Vitushkin a la famille polynomiale Pg(-,() a
N variables et de degré au plus K, nous dit qu’il existe h € Ay, tel que, pour tout ¢ € RY,

Hh—ﬁK(‘aC)H > (NTCK)US’

ce qui entraine, pour tout ( € Qy et K > Ky,

3C

Hh_f(>0” > m

K étant le plus petit entier > K, il ne reste plus qu’a remarquer que

2
4buett B¢ (1 + é) (ln ﬁ)
s C

ImnK < In(Ky+1)

< (dir+1)+t+v)InN+In

pour en conclure que, pour tout ( € Qy,

" o4
T
H (0] = (N1In N)V/s
avec

o= 3¢ )

N/ aa )]
Ald(r +1) +t +v]l/s [ln <4bued+13d (1 + —) (m F))
S

O

On en déduit également le calcul des constantes C7 et C, données dans le corol-
laire 1.22.

Ici aussi, on peut en outre imposer a la fonction h des restrictions analogues a celles
du corollaire 1.27.
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Corollaire 1.28. f et Qy étant donnés, pour tous N > 2 et K > Ky, il exviste hg €
Ny([0,1]) N CY([0,1]) qui vérifie, pour tout ¢ € Qy :

( C(l) . 2lc(l>
hK (Ig) ?K (ZL’<, C) < 0’
) (1.28)

|t 0] < ﬁ

1
hK(ZL’) = 0, Ve |i0, 2—0} s

\

ot z¢ est bien chois.

1.2.3 Généralisation aux familles de type Gelfand-Levitan

En vue d’appliquer les théoremes 1.20 et 1.21 en probléme inverse (chapitre 2), on a
besoin d’établir des résultats analogues pour des familles analytiques plus générales. Dans
cette section, on ne considérera que le cas continu sur le segment [0, 1] (i.e. avec C(]0, 1])
et A;([0,1]).

On introduit alors la définition suivante :

Définition 1.29. On appelle N-famille de type Gelfand-Levitan toute famille de la forme

GLpy(C) = {VN (ig—f) (-¢), C€ QN} (1.29)

avec les conditions suivantes : vy est une constante strictement positive telle que vy et
1/vn sont polynomialement bornées par rapport a N ; v est de classe C'! par rapport

a x € [0,1]; les fonctions ¢ et — induisent des N-familles analytiques d’ordre fini
x

continues; enfin, {25 est un N-domaine des parametres d’approximation et il existe By,
a et [ tels que, pour tout ¢ € Qy,

1 aNP?
wo.g] = P A

De méme, on appelle (N, M)-famille généralisée de type Gelfand-Levitan toute famille
de la forme

0 0
GLynn6u) = o (x+ 5 (555) ) 6w, (G € . (131)
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avec des conditions analogues : vy a et 1/ a7 sont polynomialement bornées par rapport
a N+M ;4 (resp. x) est de classe C? (resp. continue) par rapport a z € [0, 1] ; les fonctions
oy 0%

P, % 9a et x induisent des (N, M)-familles analytiques d’ordre fini continues ; en outre,
x’ Or
la restriction de x sur [0, 1] x RY x R} est de type polynomial par rapport a (¢, w) ; enfin,

pour tout (¢,w) € CN x C¥,

%

%(O,C,w) =0, (1.32)

et il existe By, a et (3 tels que, pour tout (¢, w) € Qn ,

1
- < B ea(NJrM)ﬁ. 1.33
w00,y = B0 (1.33)

Le choix de telles définitions est motivé par I’expression des formules de reconstruction
de type Gelfand-Levitan données en introduction (cf. formules (13) et (16)). Remarquons
d’autre part qu'une N-famille de type Gelfand-Levitan peut ne pas donner une famille
de fonctions continues, ni méme définies, a cause du dénominateur qui peut s’annuler (de
méme pour une (N, M)-famille de type Gelfand-Levitan).

On peut maintenant établir les résultats suivants comme généralisations des théoremes 1.20
et 1.21.

(N, M)-familles généralisées

Proposition 1.30. Soit GLg 01)(¢, w) une (N, M)-famille de type Gelfand-Levitan. Alors
il existe h € ([0, 1]) tel que

C

inf Hh — GLg,[0,1](<>w)Hoo 2 (N + M)In(N + M)’

Cw)EQN, M

ot ¢ ne dépend pas de N, M.

En outre, h € Ay([0,1]) N CY([0,1]) est identiquement nulle sur [0, %}

Démonstration. D’abord, on peut supposer que, pour tout (¢, w) € Qnar, (0, w) > 0:
en effet, la condition (1.33) montre que la fonction ¢(0, ¢, w) ne s’annule pas sur I’ensemble
(connexe) 2y, elle a donc un signe constant. On peut alors remplacer 1 par — et ¢a
redonnera la méme famille G Ly 0.1(¢, w).

Posons maintenant

$x, Cw) = /O dt /Otx(s,C,w)ds (1.34)
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et

U(x, ¢ w) = Xy (z, (w) . (1.35)

1) étant de classe C? par rapport a x € [0,1], on peut définir, pour tous (v € CVN*L,

~ ~\ 2
Py~ [0
F(@,61 e s Gy, w) = €98 8Ti)¢ — (%) (x,C,w). (1.36)

On voit alors que 'on a

f(x>Ca<N+1>w) == 62%<x7€7w>9(£7<7<N+1aw)7 (137)

ou g est une (N + 1, M)-famille analytique d’ordre fini continue (remarquons en revanche
que f n’est pas forcément d’ordre fini).

Par hypothese, x est de type polynomial par rapport a (¢,w) € RY x RJ‘JF/[, on a donc,
pour tout (¢, w) € Qn r,

[eXCE0)|| < XCEmlle < AedN+M)P

N+M)P

D’autre part, la fonction Ae® g est encore une (N + 1, M)-famille analytique d’ordre

fini continue.
Choisissons maintenant un domaine Qx_; 37 qui contient Qy a7, i.e.

Qiaar = { (¢ Cvnyw) € RV X RY, (Gw) € Qs [Gvn < BN + M), (1.38)

ou B’ et r' sont assez grands afin que le choix du dernier parametre

/N, M
(N1 = In (%) (1.39)

soit possible dans Qy1 s, pour tout (¢,w) € Qu . De tels B’ et ' existent (et ne
dépendent pas de N, M) : en effet, ¢ étant d’ordre fini (et Xx(0,(,w) = 0), on a, pour
tout ((,w) € Qn s

0 < (0,¢,w) = (0, ¢, w) < Bpe® NI
il en est de méme pour 1/¢(0, ¢, w) par hypothese (condition (1.33) de la définition 1.29);
enfin vy s et 1/n m sont polynomialement bornés en N + M.
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On peut alors appliquer le théoreme 1.20, et plus précisément le corollaire 1.27 a la
(N 41, M)-famille g avec le domaine Qx 1 5. Il existe h € Ay([0, 1]) N CY([0, 1]) qui vérifie
la condition (1.24) : pour tout (¢, (n41, w) € Q1,0 il existe x = x¢ ¢y, w, tel que
c(l) 2'c()
(N+M+1)In(K + K?)) (N+M+1)In(K + K2))’

< h(@) ] = hlle <

h(x) Py (2, Cn,w) < 0 (1.40)

) <0,
~ (1)
HRK(”C’CN“’“)) WS 2(N+ M+ 1) In(K + K2))
LA(t) =0, Vie [0,5],

720
ou Ae N+M)ﬂ ('>Ca<N+1>w) = ﬁK('>Ca<N+1aw) + EK('?C)CNJrlaw); et K Z KNJrl,M;

K41, étant polynomialement borné en N + M. Du fait que e2X(@¢w) > (0, on obtient en
particulier

62%(557(710) —
he) s P (GG w) <0,
— Rl <
L Ae&(N—i—M)B K( 7C7CN—|—17U)) —= 2((N+M+ 1) IH(K—G—KQ))Z 9

ce qui prouve encore une propriété du type (1.24), mais avec la (N + 1, M)-famille f qui
n’est plus nécessairement d’ordre fini.
Par ailleurs, pour tout réel u € [0, 1], on a encore

2R Cw)
ph () WPK (2, ¢, vy, w) <0,
(Cw) c(l)
H m Bie C’CN“’“’)HOO = 2((N+ M+ 1)In(K + K2)

On en déduit, avec la premiere ligne de (1.40),

2X(z,¢,w) =
pe & 2
W a(N+M) 9(1’7 ¢, Cn1, w)‘

Ih(&) = uf (2,6 O W)l = 'h(a:)—

o0

2%($7C7w) ~
PK(‘T7 Ca CN-I-l?w)‘

> y—
'h(x) WY
62%(7C’w) ~
W RK(':C7§N+17W)H

N c(l)
~ 2(N+M+1)In(K + K2))

o0
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Cela étant vrai pour tout (¢, (41, w) € Qn+1.01, ¢al'est en particulier avec le choix (1.39)
du dernier parametre (possible dans Qy1/), ce qui donne, pour tout p € [0, 1],

~ ~\ 2
0? ~ 0
an(fB,C,’LU) w(% C?w) - (%) (.Z',C,’LU)

h(x) _ M/}/N,Mel/'YN,]\/[

Y

(7(0.¢.u))

c(l)
ZaN M ymE Ry

e—l/’YN,JW (%(Oagw))Z < 1.
Yz, Cw) )

Supposons alors que

Alors on peut choisir

W= e—l/yN_,M <1E(O,<,’LU)>2
7,/)(%’, C?w)

dans I'inégalité (1.41) pour obtenir

0% ~ 90\
h(x> . %(ZL’, C?w) ¢($7 Cv U)) - <%> (ZL’, C?w) . c(l)
’ @@KWDQ ~ 2(N+M+1)In(K + K2))!
(v anm oy 42

la derniere inégalité venant du fait qu’on peut choisir K polynomialement borné en N+ M
(par exemple en prenant le plus petit entier > Ky 5/, cf. (1.16)).

Dans 'autre cas, on a
)
1

e 2N (1.43)

#}(07 C? w)

On peut supposer que la fonction ¢t +— (¢, (,w) ne s’annule pas sur l'intervalle [0, z];
dans le cas contraire, soit xy le premier zéro, il suffit de choisir 2’ < xq, 2’ assez proche
de x( pour avoir

‘J(x,c,m

N 1
, .
0< YL CGw) o Toygn,

(0, ¢, w)
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Ainsi, la fonction

t €0, x] HIHM,

¥(0,¢,w)
est bien définie et de classe C?, et 'hypothese (1.43) nous donne

In = — )
¥(0,¢,w) 29N, Mm

Par le théoreme des accroissements finis, il existe x; €0, z[ tel que

0
%(:ﬂl,f,w) _ (gln %(t, C,w)) (21)
U(z, ¢, w) Ot (0,¢,w)
_ L, )
T (0,¢w)
> L .
2YN,M

X

0, w) =0, ona

Par ailleurs, par la condition (1.32) et du fait que, par construction,

0

o (X0, ¢ w)) (0) = 0.

En appliquant a nouveau le théoreme des accroissements finis, il existe x5 €10, z4[, tel que

~ ~\ 2
0? ~ 0
a—;f(x%C?w)qu)(x%Cuw) - <a_1f> (x%va)

1
>

<1Z(372, c. w)>2 29N

De plus, d’apres la premiere ligne de (1.40), on a ||h|| < 1/4, ce qui donne

0%t 1 1

> == |l >~

~ ~\ 2
2 ~
a—w(x27C7w)¢(I27C7w) - (%) (I27C7w)

h(ﬂﬁz) — YN,M

[\)
S

<QZ($27 ¢, w))2
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Quitte a réduire ¢, on a encore

~ ~\ 2
2 ~
%%@@wwmmaw—<%ﬁ<u«w>

= (N4 M)I(N M)

h(l’2) — IN.M — 5
' (d(@2,¢w))

ce qui prouve a nouveau une minoration du type (1.42), mais dans le second cas.

Ainsi, Parbitraire sur (¢,w) € Qy s et le fait que 'on a

(@ w) & W, w)
02 M S ST 5 G )
nous permettent de conclure que, pour tout (¢, w) € Qy ur,
i o\’
aTtﬁ('vCﬂU)qvb('?va)_ (a_tﬁ) ('7C7w> c
S GO0y Z (N + M) W(N + D))

o0

En outre, h € A([0,1]) N C*([0,1]) et identiquement nulle sur [0, 5], ce qui acheve la
preuve.
U

N-familles

On montre de la méme maniere le résultat analogue suivant :

Proposition 1.31. Soit GLj1)(¢) une N-famille de type Gelfand-Levitan. Alors il existe
h € A([0,1]) tel que

. C,
. _ > - ==
<1€%fN /0 h(t)dt GL[O,l](C) HOO = (NInN)H+1’

ou ¢ ne dépend pas de N.

Ici aussi, on peut supposer h € A([0,1]) NCY([0,1]) et identiquement nulle sur [O, 2%} .
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Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition précédente. Ici aussi, on
peut supposer que, pour tout ¢ € Qy, ¥(0,¢) > 0.
On pose ensuite

0
f(xa C? CN+1) - €CN+18—1£([B, C) :

Alors f est une N-famille analytique d’ordre fini continue.
On considere d’autre part un domaine {2y, de la forme

Onyr = {(CaCN-I—l) e RV ¢ € Qp, [¢via] < B/NT/} ;

ou B’ et 1’ sont assez grands afin que, pour tout ¢ € Qy, I’évaluation

ﬁ)/Nel/'VN

= e

(1.44)

soit possible.

En appliquant de méme le corollaire 1.28 du théoreme 1.21 & f et Qn.q, il existe
hy € Ary1([0,1]) N CHL([0,1]) qui vérifie : pour tout (¢, (ny1) € Qa1 il existe z € [0, 1],
tel que

( cl+1)
(N + 1) InK)+

27 e(l + 1)
(N1 1) In K+

T < (@) ] = lhlle <

hl(x)ﬁK(x> Ca CN+1) S Oa

~ c(l+1)
HRK('7<>CN+1) - < 2((N—|— 1) an)lJrl )

1
hl(t) — 0, Vt S |:0,2—0:| .

\

Prenons de méme p € [0, 1], il vient

— ’)}N%K(-,Q,CN+1)

hy(z) — ,ulgk(xa ¢, CNt1)

c(l+1)
T 2(N+1)InK)Ht

‘hl(‘r)_:uf(x7C7CN+l)‘ Z

oo

En particulier, le choix (1.44) donne

el 8_w( C)' c(l+1)
¥(0,¢) Ox o = 2((N+1)InK)H+-

hi(z) —
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De deux choses 'une : ou bien

>1
¥(0,¢) —
dans ce cas le choix, y = % est possible pour donner
o
_(‘I? C) /
P c(l+1) c
() _VNW = YN+ )K= (NN
Sinon, on a
¥(z, Q) 1
1 _
MU0, S T

¥(t, )
¥(0,¢)

de 0). L’application du théoreme des accroissements finis nous donne alors x; €0, 1], tel
que

ou la fonction définie par ¢t € [0, x] — In , est de classe C' (quitte & rapprocher z

% (21,0)
9 w(t,c)) '_ @O 1
‘(atlnwo,o O = @ |~
soit, puisque [|h]|s < 1/2,
o
a_f(xlaC) C/

1
hl(xl) - 'YNiw(xhC) > 5 7(NIHN)Z+1 .

L’arbitraire sur ¢ € )y conduit finalement a

o
%(7() c

>
¥(-¢) — (NInN)H#

[e.°]

hi — N

Il ne reste plus qu’a poser h = b} € Ay([0,1]) N CY([0,1]) : on a hy(t) = f(f h(s)ds et h est

identiquement nulle sur [O, 2%}

O

On introduit la définition suivante :
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Définition 1.32. Pour tout I > 1, A/ ([0,1]) désignera I'ensemble des fonctions de
Ay([0,1]) N CY([0,1]) qui sont strictement positives, strictement décroissantes sur [0, 1]
et qui vérifient

AD0)=0,Vji=1,...,[.

Cette définition est motivée par le corollaire suivant qui nous sera utile dans le prochain
chapitre.

Corollaire 1.33. Pour tout p > 0, les propositions 1.30 et 1.31 sont encore vraies avec
pA; ([0, 1))

Démonstration. Commencons d’abord par remarquer le fait suivant : pour toute fonction
h € A([0,1]), identiquement nulle sur [0, 5], posons

W) = h(x)+ 2by — by ([I] + 3)([I] + 2)2l+ (1.45)

avec by, by > 0 & déterminer. Alors, puisque ||h/||» < 1, on a pour tout z € [2—10, 1},

W(x) = B(x)—bu([l] +3)([1] +2)([1] + 1)
< b+ 3)(E + 2 + gy +1
< -1,
en choisissant
o= 2 20% (1.46)

([+3)[+2)[1+1)

h est donc strictement décroissante sur [i 1], ainsi que sur [O, i} ou h = 0. by ainsi

20° 20
choisi et ||h]lo < 1, on fixe

by = +1 (1.47)

pour avoir E(a:) > 1, Vx € [0,1]. De plus, h a toutes ses dérivées qui s’annulent en 0 par
construction.
Enfin si on pose

bs = bi([l] +3)([{] +2)+ 2by + 1, (1.48)

alors h/bs € A([0,1]).
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On peut maintenant prouver le corollaire : fixons p > 0 et considérons le cas d’une
(N, M)-famille généralisée de type Gelfand-Levitan, soit

GLg,[O,l](<7w) = {P)/N,M (X+ a (%g_,ﬁ)) ('>Caw)> (Caw) € QN,M}>

et posons

~ _ by3yn,um
INM = (>
{¢<x, ¢ow) = (B0 sty ¢ ),

ou by, by et by sont définis précédemment. Par hypothese sur vy, la (IV, M)-famille
associée a Yy, X, ¥ et Oy est encore de type Gelfand-Levitan. De plus,

e ! M - Pz, ;v ! L+
o (l 'J(o,c,m) ( ' (0,¢,w D 5o, G+ +2) 2b,) .

D’apres la proposition 1.30, il existe h € Ay([0,1]) N CY([0, 1]), identiquement nulle sur

[0, 210] telle que, pour tout (¢, w) € Qn ,

N o " B
h —nm <X+ 922 In J(O,Qw) ) (-, ¢, w) } =
= byywvm 0? 0 c
| (X+ o2 " w(mc,w)') ("C’MHOO = (NInN)!’

ol h est définie par (1.45). Il vient, pour tout (¢, w) € Qy .,

pT 0 Y pc/bs
by N (’“a:c?l“ <o,<,w>D ("C’“”Hoo = VA

ce qui prouve la proposition 1.30 mais avec le sous-ensemble pA; ([0, 1]).

La preuve pour le cas d'une N-famille de type Gelfand-levitan est similaire avec le

meéme choix de bgh.

3
0

Remarque 1.34. On constate que, bien que h dépende de N et M, on a, pour tout x € [0, 1],

pa < Lh) < p, (1.49)
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ot ¢; ne dépend que de [ (d’apres (1.46), (1.47) et (1.48)). Cette remarque nous sera utile
dans le prochain chapitre.

Par ailleurs, vu la preuve du corollaire 1.33, on peut de méme prouver que les résultats
précédents sont encore vrais avec le sous-ensemble pA; ([0, 1]) := —pA; ([0, 1]). Cela per-
met d'une part de les étendre a des familles de type Gelfand-Levitan ou, cette fois, vy
(ou vy ) est de signe quelconque.

D’autre part, comme pour le cas du corollaire 1.13, cela prouve que ces sous-ensembles
compacts ont méme entropie que A;([0,1]). En effet, la premiere partie de la preuve du
corollaire 1.33 consiste a translater A;([0, 1]) d’un élément (ne dépendant pas de N ou M),
puis d’en prendre un homothétique qui le ramene dans A;([0, 1]). L’entropie (du moins
son ordre) est ainsi conservée par ces opérations élémentaires.
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Chapitre 2

Applications in inverse problems

2.1 Introduction

In this chapter we will give some applications of those negative results in Sturm-
Liouville inverse theory. We have the following equation on the half-axis R™
d?y

) — W'y =Ny,

where () is strictly positive with m + 1 integrable derivatives, and w is a large enough
parameter.
We define the Weyl function for Sk > 0 as

o 9'(0,k)
j(k) = S0

with ¢ a L2-integrable solution (and k* = X). It is a meromorphic function on the half-
plane whose poles are exactly the i§; and whose residues are (modulo multiplication by
2i&;) the characteristic constants C;. Then if we consider o (d7) a measure defined on
R* such that

I S (k) dk* = moy (d
i Sj(k) mo(dr),

we can determine the spectral measure o(d7) of —w?Q :
o (dr), 720,
o(dr) = +N(w) 2
ijl ;6 (T+§j) , 7<0

(0 is the Dirac measure).
In the case of zero potential the spectral measure becomes

L /rd > ()
O—O(d’]—):{ﬂ—ﬁ 7_7 7—_

0, 7 <0.

67
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From the classical Gelfand-Levitan formula (see [6], [17]), we have

/ Qy)dy = ——A(x x),

where A(z,y) is a solution of the following integral equation

Alwy)+ [ Al )05, )ds + Aw,y) =0 21)
0
with kernel ®(z,y) of the form

Y sm(x\/_) sm(y\/_) B

It follows that () can be theoretically reconstructed if we completely know the spectral
measure o(dr).

oo(dT)).

If the spectral measure has the following form

L /rdr, >0
ol (dr) = ”\]/\,—(w) ) (2.2)
Zj:1 C;o (7’ +£j) , T <0,

the associated potential can be explicitly reconstructed to get the first formula Q° that
is given as (13) in the introduction (see [9], [33]) :

0(z) = wi— I | det W ()], (2.3)

where, for all j, k=1,..., N(w),

2sinh(§; + &)z o\ 2sinh(§ — &) ( 52)
&+ &k (L= 05%) & — &k o\ 2 Cj

More generally, we can give an explicit spectral measure o,,(d7) constructed with &;,
C; and QU (0), j = 0,...,m. When we assume, for simplicity, that Q) (0) = 0, for all
7 =1,...,m, the spectral measure becomes

o (dr) = {%\/7‘ + w?2Q(0)dr, 7> 0 (2.4)

Wik(z) =

ij:(;J)Oj(;(T‘i‘é?), T7<0,

and this gives the other formula (16) in the introduction :

2 d d?
Qu(z) = 2 (—@Aw(x,x) + ] In | det Tw,M(x)\) , (2.5)
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where A, (x,y) is a solution of the integral equation (2.1) with

ooy = [ EYDROD (AU - VA4 20

and for all j,k=1,..., N(w)

44 /O ’ (sinh(fjt) + /0 AL s) smh(gjs)ds) (sinh(fkt) + /0 AL ) sinh(fks)ds) dt

Now we recall the results of G. Henkin and N. Novikova that have been given in the
introduction. The first is Theorem 2 from [9] : if @ is strictly positive with two integrable
derivatives on R*, we have, uniformly on any [0, X],

Inw
Vw

In addition we think that the precision should be better than Inw//w.
The second result is Theorem 1 from [9] : if @ is strictly positive, has m + 1 integrable

;Q(t)dt - / ' Q&(t)dt] <T(Q) (2.7)

derivatives and satisfies QU)(0) = 0, j = 1,...,m then we have, uniformly on any [0, X],
1
Q) — Qul)] < T'(Q) 28)

Similarly, the precision could be better than 1/w™.

In addition, as G. Henkin noted, one can see from the proof of these results that
I'(Q) =T (|Qllwm+r1r+)), where W™LL(RT) is the space of functions in L'(RT) with
m + 1 integrable derivatives (similarly, I'(Q) =T (||Q[lw21=+))).

Now we recall the definition of IC,, , given in the introduction.
Definition. For m > 1 and p > 0, we set
Konp={Q € L'R"), Q > 0 and Vj, 0 < j < m, [|QY]| 1 < p}.
This allows us to give the first result of this chapter that has been given in the intro-

duction and that gives an answer for the improvement of the precision of approximation
from (2.7) and (2.8).
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Theorem 2.1. For all large enough w and for any [0, X], we have

/Q dt—/ Q° (1) dt'z wi’i% (2.9)

Similarly, for all large enough w and for any [0, X],

sup sup
QeKa,p €[0,X]

Cm+1,p
sup sup |Q(z) — Qu(z)| > —=2 910
QELm+1,p xe[o,)q| (@) () (winw)m+l ( )

This statement is a consequence of several results : first, Theorem 2.3 below ; next,
Proposition 2.1 below, whose proof uses the following theorem that has been given in the
introduction and that is an estimation of the eigenvalues and characteristic constants of
a Sturm-Liouville operator (it will bee proved in Section 2.2).

Theorem 2.2. Let Q € C'(R™T) be strictly positive, strictly decreasing with polynomial
behavior at infinity, and such that @’(0) = 0. Then for all w and all j = 1,..., N(w), one
has

1 467 (w*Q)

J

oz exp (Ba?) = Cj(@?Q)

< &G(w Q) < oqw and < ap exp (ﬁgwﬁ3) .

alwﬁl

On the other hand, where () is strictly positive and decreasing, we have the bounds of
Calogero that have been given in the introduction as (21) (see [3], as well as [1] and [2]) :

\/7/ Q(x dac——<N /\/7619; (2.11)

We also have the asymptotic formula of N(w) of Weyl type (see [26]) given as (22) :

lim / VQ(x)dx . (2.12)

Now Theorem 2.1 leads to other questions : would there exist another formula of the
same kind giving a better approximation? And could the precision be made better with
data other than &;(w?Q) and C;j(w?Q)?

It has been conjectured in [9], p. 22, that any (analytic) formula with w parameters
could not uniformly approach all functions with m + 1 bounded derivatives better than
of order 1/w™*! (we know that this is true for a polynomial family, as well as an analytic
family of finite order). As it has been noted in the introduction, the analytic dependence
of formulas (2.3) and (2.5) on the 2N (w) parameters &;(w?Q) and C;(w?Q), makes us set
the following definition.
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Definition 2.1. An N-family GL(C) of potentials of finite order is a functional family of
the following form

GL(C) = {w (ig—f) (2,C1,. . Cn), C € QN} (2.13)

with the following conditions : vy is a positive constant polynomially bounded on N as
well as 1/yn; ¢ is of class C' with respect to x and is such that ¢ and g—i’ are entire of
finite order with respect to ¢ € CV, i.e. for any [0, X],

G G i) leqoxy < Aexp (uN") exp (bC]I7) (2.14)
oy

(as well as 57); Qu is an N-domain of parameters of approximation (see Chapter 1,
Definition 1.19) :

Oy = {¢CeRY, Vj=1,...,N, || <BN"} ;
lastly, we assume that, for all { € Qy,
1

140, )]

Similarly, an (N, M)-generalized family GL,((, w) of potentials of finite orderis defined
as

< Byexp (aNﬁ) .

61,60 = {mar (x+ 3 (50 ) ) (060, (G € O}, (219

with analogous conditions : yx s and 1/vn s are polynomially bounded on N 4+ M ; ¢

, N . . o
(resp.Qx) is of class C* (resp. continuous) with respect to 2 and 1 (resp. x), as well as Z&
and 3715, is holomorphic of finite order with respect to (¢,w) € C¥ x C}; moreover, the
restriction of y on RY x (RT)M is of polynomial type with respect to ({,w); lastly, we

assume that, for all (¢,w) € CV x C,

oY _
%(07 Cu w) =0
and, for all (¢,w) € Qy .,
1 B
90, Cu] = oo (o + ).

This definition is similar to the one of families of Gelfand-Levitan type (see Chapter 1,
Definition 1.29). In particular, the restriction to [0, 1] of an N-family GL(() (resp. (N, M)-
generalized family GL,(¢, w)) of finite order gives an N-family (resp. (NN, M)-generalized
family) of Gelfand-Levitan type.

Such a definition is motivated by the fact that formula (2.3) (resp. (2.5)) comes from
an 2N (w)-family (resp. (2N (w), 1)-generalized family) of potentials of finite order. Before
proving this assertion, we need to consider more special subsets of potentials.
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Definition 2.2. The set IEWM will mean the subset of all functions @) € KC,,,, satisfying
the following conditions : @ is strictly decreasing, )’(0) = 0 and there is k > 4 such that,
for all z € RT,

1 1 q

— < < .
ql+a* < Qr) < 14 ¥

(2.16)

The motivation of this definition comes from the fact that, if Q) € Igm,p,q, the coefficients
a; and (; appearing in Theorem 2.2, as well as the coefficients in the bounds of N(w)/w in

(2.11), will only depend on KC,,, , , (see Corollary 2.2). This will be useful for the proof (see
Section 2.4) of the following proposition. In particular, the second part uses the existence
of the solution A of the integral equation (2.1), for all w € C,, associated to &), the
holomorphic extension of @, to C (see Proposition 2.5).

Proposition 2.1. Let us fix IEm,p,q, with m > 2.
Consider the 2N -family GL(C) of potentials of exponential type associated to the fol-
lowing function

U(z,¢) = det W i(z, (), (2.17)

where
2sinh (¢ + )z 2sinh(¢; — Gz
G+ Ck G — Ck

2,k =1,...,N. Then, for all large enough w and all Q) € Em,p,qf the approximating
formula Q2 in (2.3) is obtained by taking N = N(w), Yan(w) = 2/w? and

462w
Q) =60, v Q) =l =1 N, (219

In addition, this choice is possible in some domain Qan (), whose coefficients B and r (see

Win(z,¢) = — (13 — 8 (22 — exp (Gj4n))

Definition 2.1) only depend on ICp,p.q-
Similarly, consider the following functions defined on RT x CV x C, as

X(z,(,w) = —%g(x,x,w) and \T/(x,(’,w) = det Tj,k(x,(’,w), (2.19)

where, for j, k=1,..., N,

jjj,k(xv C? w) = e&Xp (CN-Fj) 5j7]€

+ 4 /0 ' (sinh(Cjt)—i— /0 t A(t, s, w) smh(gjs)ds)

X (sinh((kt) + /t A(t, s, w) sinh(Cks)ds) dt.
0
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Then the associated family GL4(C,w) is a (2N, 1)-generalized family of exponential type.
Moreover, for all large enough w and all Q) € lzm,p,q, the approximating formula @, in
(2.5) is obtained by taking N = N(w), Yan(w)a = 2/w? and the following choice, which is
possible in some oy ()1

w(w?@) = w?Q(0), (2.20)

Q) = 62Q). v = D = 1.

,N(w).

It follows that formula (2.3) (resp. (2.5)) can be seen as a family GL(() (resp. GL,((, w))
with the particular choice of parameters (2.18) (resp. (2.20)). In order to deal with their
optimality, we need to define, as in the previous chapter, the approximation of any func-
tional subset by such a family.

Definition 2.3. Consider GL(() (resp. GL4(¢, w)) an N-family (resp. (IV, M)-generalized
family) of potentials of finite order, and F' a functional subset of L'(R™). Then the ap-
proximation of F' by the family GL(¢) (resp. GLy(¢,w)), uniformly on any [0, X], is
defined as

F,GL);~ = sup inf
D( )22([0,X)) sup

Af@ﬁ—amo

Lo([0,X1)
(resp.

D(F,GLg)r=qox)y =sup inf  ||f = GLy(C, )| L(o,x]) )

feF (CGw)EQn, M

Now the following theorem gives an answer for the optimality of formula (2.3) (resp.
(2.5)) considered in the class of N-families GL({) (resp. (N, M)-generalized families
GL,(C,w)). Indeed, the following lower bounds are similar to (2.9) and (2.10) in Theo-
rem 2.1.

Theorem 2.3. Consider an N-family GL(¢) and a subset K, ,, with m > 2. Then, for
any [0, X,

Em—l—l,
D(Km,paGL)LOO([O,X]) > W- (2.21)

Similarly, consider an (NN, M )-generalized family GL,((,w) and a subset K, ,. Then,
for any [0, X],

D(KConp, GLg) Lo (10,x]) = ((N+M)('i:11(pN+M)) (2.22)
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Theorem 2.3 will be proved in Section 2.4 and Theorem 2.1 will follow.

The conclusion is that the lower bounds (2.9) and (2.10) cannot be made better by
choosing another family of Gelfand-Levitan type with another choice of parameters than
the eigenvalues and characteristic constants.

Moreover, we see that the choice of the formulas (2.3) and (2.5) is almost optimal.
Indeed, by applying (2.8) and Proposition 2.1, we can deduce that, for any subset of
lzmH,p’q of potentials Q satisfying Q) (0) = 0, j = 1,...,m and for all large enough w,
the approximation of l%mH,m by the (2N, 1)-generalized family GL,((, w) associated to
(2.19) is of order 1/w™, i.e. for any [0, X],

~ Fm
D <]Cm+1,p,qa GLg) < S e

() A

Inw
Vw
to (2.17)). This leads to the following question : can the lower bounds be made even better,
or else can the estimations by the formulas (2.3), (2.5) or by another similar formula be
done close to these lower bounds ?

(one has also the same result at order for lzg,p,q and the 2 N-analytic family associated

There is another question : could the explicit formula Q° from (2.3) get the approxi-
mation of any lzmH,p’q at order 1/w™ ? One notices that, if QU)(0) =0, j =0,...,m, the
spectral measure o, (d7) becomes ¢%(dr) in (2.2) which gives Q°. However, in order to
apply (2.8) from Theorem 1 in [9], the function @) must be strictly positive on R (particu-
larly at 0). Nevertheless, numerical experiments lead us to think that the approximation
at order —% is valid in this case (see [9], Section 4).

Another progress would be to improve the negative results from Theorem 2.1 : indeed,
the subset K,,, has an entropy bigger than the one of KC,, , N C"™. Therefore we hope to
improve Theorem 2.1 in order to get the order 1/(wlnw)®? instead of (2.9) (similarly,
1/(wlnw)™1/2 instead of (2.10)). Another similar progress would be to improve the po-
sitive results (2.7) and (2.8) from [9], but with the (smaller) subset K, , N C™ in order to
get a precision close to the lower bounds (2.9) and (2.10).

More generally, the essential argument of entropy makes us think that these results

should still be true with any analytic formula with N parameters (in particular, without
assuming that the family is of finite order, neither choosing any domain Q).

We finish then by giving some examples of inverse problem with some possible analo-
gous results (Section 2.5).
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2.2 An estimation of the eigenvalues and characte-
ristic constants

In this section, we prove the following theorem that has been given as Theorem 2.2 in
the introduction.

Theorem. Let Q € C'(R") be strictly positive, strictly decreasing with polynomial
behavior at infinity, and such that @’(0) = 0. Then for all w and all j = 1,..., N(w), one
has

2 2
L <4(W*Q) < aw and : B

B3
ag exp (fow?) = Cj(w?Q) < azexp (fow™) .

alwﬁl
Proof.
() and w being fixed, we will not specify the dependence on @) and w of N(w), &; and
C; in the proof.
This statement is a corollary of the WKB theory which is not precisely formulated in
the references, so we give a proof by principally using the WKB method as in [16]. The
proof consists in some following lemmas.

Lemma 2.1. Forall j=1,..., N,

< &<
i S § < ow.

Proof.
First, ¢; being the normed eigenfunction, we have

¢ =n = - [ d@ed - [ o) s

>~ [#6)] /¢>’2 )~ inf Q(z)

Z _w sup Q( )7
x>0

then, for all y =1,..., N,

& < wyvQ(0). (2.23)

Now we want to extend the equation to the whole line R in order to apply the WKB
method of Lax and Levermore. First, we extend () to an even function which still is of class
C! (since Q'(0) = 0) and integrable with polynomial behavior at infinity. Moreover, the
extension (which we still write @) is monotone on R™, R™ and has the unique maximum
at 0.
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Next, we extend each eigenfunction ¢; to an odd function 53- (this is possible since
$;(0) = 0) which still is of class C? on R. Then each function d}- /2 is an eigenfunction on
R with the same eigenvalue. Hence it is sufficient to prove the lower estimate for the Ng
(> N) eigenvalues on R™.

Now consider the equation in the quasi-classic case :

—*y" — Qy = —n’y,

where ¢ = < and 7; = ENgHL 5 =1, .., N. By WKB method one has (see [16])

o) = (- 5) er (2.24)

where o(n) = [ (Q(y) —n?)?* dy and w4 (n) = —z_(n) > 0 satisfying —Q(r+(n)) =
—Q(a—(n)) = 1. Next,

Ne= | 2o0)| = |- [~ @upia]. (2.25)

em em J_o

Lastly,

3

5 = 2exp <9+(77j))

where 0, (n) = nz(n) + f:j(n) n—(n?*— Q(y))% dy; s; is the normalized coefficient of the

Jost solution :
M ~ ﬁexp (—@> , T — 40Q.
2 2 €

Hence it is sufficient to prove that

> .
NN = alwﬁl

() being polynomially decreasing, there exist ¢ > 1 and k; > ko > 4 such that, for all
r € R,

It follows that

1 1 q
S 10 —_n <
ql +-T+(77NR)k1 = Q( +(77NR)) nNR =1 +£E+(77NR)k2
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thus

( ! —1)k11 < 2y () = —2-(nve) < (%—1);2'

q 77]2VR NNg

We can assume that 7%, < 1/2q (otherwise the lemma is proved) then

1 q%
T < $+(7]NR) =z (2-26)
(2g) "y, NN,

On the other hand,

z—(nng) 00 1 @+ (1Ing ) 1
<1><o>—<1><nNR>:(/ +f )(Q(y))Qdy+ [N GRS

- +(ng)

N|=

Furthermore,

IN

/; (Qy))dy /:o \/C_]dyz 2V ! =

&
+(ng) +(1ng) y72 kp — 2 75+(77NR) 2

ko—2

ko—2 ko—2
< \/6(2([) RNy B < Q\/inNRl

kg —2
k

(the same inequality is true for ff;o(nNR)(Q(y))%dy). The last integral is not greater than

(S

o4 (M)
/ (Qy) — (Q) —nx,))? dy = nne(z(nng) — 2 (Nng)

—(ng)
ko—2

ko—2 ko—2 A
< 2Ry < 2ghg <n%) 1
g
ko—2
k
< 2\/677]\@; )
kg—2

by (2.26) and (2.23). It follows that ®(0) — ®(nn,) < 4gny.'
Since Ng < 29 one has by (2.24) ®(0) — ®(ny,) > 5. Hence

Em

k1

T\ k22 1

wka—2

and the lemma is proved.

Now we need a formula for C; (see [4]). We extend the equation

' —Qy = Ky (2.28)
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with respect to k to the half-plane {Sk > 0}. We know that there are the solutions
o(k,-), ¥(k,-) and f(k,-) which respectively satisfy

¢(k,-) € L*([0,00[) and [ |p(k,z)|*dx =1,
G(k,0) =0 and ¢/(k,0) = 1,
f(k,z) ~ exp(ikz), © — 0.

¢(k, -) is the physical solution and f(k, -) is called the Jost solution. When £ is one of the
i&; (and only in this case), these three solutions are proportional :

f( ):flglgjv ) (Zgjv')v
¢(i€j’ ) = C§¢(26J’ ')a
¢(7’€] ) = f(ija )

< o

then f'(i€;,0) = —=.

Sj

The Jost function F being defined as F'(k) = f(k,0), we claim that

%§:=—63(F@§»)2- (2:29)

Indeed by differentiating the equation (2. 28) with f(k, x) with respect to k, the derivative

with respect to z) of the Wronskian of f(k,-) and f(k,-) = 2L (k,-) becomes
= ok

W(fF) = FO2) " 2) = £k 2) f (k)
= —2kf*(k,x).
When £ = i, this yields

F(i€)'(i6;,0) = —2ig; / " ity e = — 25

02
= (Zgy) '

and the assertion is proved.

Since 0 <y < - -+ <y, we see that 0 < z, (1) <

-+ < xy(ny) and by Lemma 2.1,
forall j =1,..., N, we have

0.(1s) < onies () + / Q) dy
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which gives with (2.26)

142k o 1
2<s5;<2exp|ayw Rk +u (Qy))2dy ) .
0

Now, by formula (2.29), the proof of Theorem 2.2 will be complete with the following
lemma.

O
Lemma 2.2. Forall j=1,... N

< ’F(zfj) < ap exp (ﬁgw2) )

v exp(Bow?)

Proof.

In order to be more clear, we note by ay different constants, as well as [.

First, the Jost solution f (and the Jost function F' as well) of equation (2.28) can be
constructed by successive approximations by setting, for z > 0 and Sk > 0,

fo(k,l’) —_ eik;a:’
falk,x) = —w? [ Do) (K tdt, n > 1.

We know (see [4]) that F' is holomorphic on the half-plane {3k > 0}, is continuous on
{Sk > 0}, vanishes exactly on the i{; and converges to 1 at infinity. Moreover there is
the following estimate : Vx, k,

| fa(k, 2)| < eXp(—Skx)% <w2 /OO 2v21 Q(t)dt)

1+ |k|t

Then, for all &,

|F(k)| <sup|f(k,z)| <exp (2\/§w2/ tQ(t)dt) <exp (fow?).  (2.30)
z>0 0

For all i§; one has, by the Cauchy formula on a small disc D(i&;, ) contained in the
domain of holomorphy of F (with e = %1 > 1),

— alwﬂl

1 F(k)
1 Wk
271 /kigj|:s (k— 7;53')2

and this proves the upper estimate.

= <

Flloo
% < azexp (ﬂ2w2)

£5))

In order to prove the lower estimate we begin by setting

ﬁ(k) — &

HN k—i&
=1 k+ig;
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which is also continuous on the closed half-plane, is holomorphic inside it, converges to 1
at infinity and does not vanish. Moreover

F(ig) = o (Hfﬂ ) i£;). (2.31)

Now we want to prove that, forall [ =1,..., N —1,

> 1 (2.32)
m M+1 = 0@4}52 : .
By (2.24), we have
T T (Mi41) 5 1 x4 (m) o L
— = ®(n1) — O(n) = / (Qy) = mi)? dy — / (Qy) —n7)* dy.
w z_(M41) x_ ()

On [+ (m), 2+ (1)) (vesp. [ (1), 2- (1)) one has Q(y)=nfyy < 07 =1y 5 on [v—(m), z ()]
one has (Q(y) — 17 1)® — (Qy) —n)? < (n} 771+1) . It follows that

™

" < (=) (e + 1) 2 (2 (an) — 2 (Mig1))

and (2.32) follows by Lemma 2.1.
By (2.11), N = O(w) then

5] gl
1£j 5] + gl

1 \V! - 1
QrpwP? — agexp(fow?)

ﬁ(z’fj) . Since F

By (2.31) and Lemma 2.1, it is sufficient to get a lower estimate for

is holomorphic without zeroes, one has for any large enough R :

1 /R~ i dk+/ﬂ~ e o)
4ig; F(ig;)  2m \J-r F(k)(k — i&;)(k + i&;)? o F(Re")(Re® —i€;)(Re® 4 i;)?

which gives by taking limit (ﬁ(k) — 1lask — o0)

RS / _ b dk.
F(i&)  2m Jooo F(k)(k —i&)(k +i&;)?
Thus

1 1 [ 2
<> dk,
’ﬁ(zgj) oo /0 |F (k)| [k — & |k + i&;]?
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since ¥k € R, )ﬁ(k)) — |F(K)| and F(—k) = F(k).

In order to get a lower estimate of m on R* we use the Wronskian of f(k,-) and

f(—k,-), which is constant and equal to —2ik. It follows that, for all £k > 0,
2k = f(k 0) (=K, 0) = f(—k,0)f'(k,0) = 23 (F(k)F'(k,0) ).

Since f(k,-) is a solution of the following integral equation

k) = et [T D g par

we have by (2.30)
PO < ktw? / " coskt| Q) | £ (k, £)]dt
0
< k+wexp (fow?) / h Q(t)dt.
0

Hence
2k < 2|F(k)| (k + azexp (fow?)) .

It follows that

+o0 +o0 2
/ k gk < / k + s exp (632(4) )dk;
o TFRIE— gk i o e

1 + a exp (Bow?) Tl + g exp (Bow?)
= 3 + 2
&; 1 k

dk

and the proof is complete.
B O
Under the condition that @) € KC,,, 4, We have a little stronger result.

Corollary 2.2. /Em,p,q being given, there exist wy and n, > n; > 0 such that, for all
w > wy and all Q € Ky, p g,

nw < N(w) < naw . (2.33)

In addition, for all j =1,..., N(w),

2 2
L < &(w*Q) < aqw and ! <4 Q)

2
o w g exp (fow?) = C;(w2Q) < agexp (Bow?) ,(2.34)

where the coefficients a1, ay and (5 only depend on /Em,p,q.
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First, if Q € lzm,p,q, by (2.16), there exists & > 4 such that

Proof.
/Ooomdx < /Olﬂdx+/lm\/%dx
< ﬁ(““/fﬁdx)'

On the other hand, we have
1 > IR | 1
/ VQ(x)dr > —3/ sdr > —.
\/Q(O) 0 q2 Jo 14+ q2

From the bounds of N(w) in (2.11), it follows that we have, for all w > wy,

nw < N(w) < now,
qw. On the other hand,

where wy and ne > ny > 0 only depend on gq.
Now, by (2.23), for all j =1,..., N(w), we have &;(w?Q) <

since we can take k; = ko = k > 4 in (2.27), one has
=
T —2
§(WQ) > winnwWQ) > (8_) ——
q wk-2
2 1
> —.
642 w

4632((«02@) < ay exp (gng)

Similarly, we get
— Ci(w?Q)

1

ay exp(faw?)
and we see that, uniformly on k& > 4, the coefficients oy, as, 51 and (5 only depend on ¢

1

Before ending, we consider two different examples.
Example 2.3. Let

r)=—.

Ql( ) (1 + [B2)2

()1 satisfies the conditions of Theorem 2.2. We have by (2.11)
Nw) < [w].

Forallw>10and all j =1,..., N(w),
2
1
o<W <w

65w
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and

2
1 ]_ < 46] (CL)) < 1302 w262\/§w2+(ﬂ.+1)w '

8(%)36% w%ﬁ(l*%)‘ﬂ - Cjw) T

Example 2.4. Let be

0, z > 1.

Ou() = {1, z €[0,1],

The potential —w?(Q, is a special case because it is discontinuous at z = 1. Then we
calculate directly the estimates.
The equation —y” — w?y = Ay with A = —€? and 0 < £ < w, has the following

eigenfunctions
2 . .
ngsm <\/w2 — §2x> , if z €0,1],
2 - —tr
ﬁ/ﬁiefsm\/aﬂ—@e & ifr > 1,

where ¢ satisfies the following equation

Esin\/w? — €2 4+ Jw? — €2 cos y/w? — €2 = 0. (2.35)

The solutions ye € C*(R™) fulfill the condition y¢(0) = 0 and are normed :

+oo
/ ye(x)de = 1.
0

First we know that ¢ < w. And since

Ye() =

Ce= (0)" = g (=€),

there is

482 28(E+ 1)

C& N w2 —62 '
About the first estimate we find as well 0 < % < 220w? : indeed, if w > 10 and
g =/w?—§£< %, the equation 2.35 becomes

Vw? —e2sine +ecose > 10e > 0.

99
< —W.
<\ 100v

It follows that € must be > % then
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However the lower estimate of % need an analogous estimate for & which is in general
false since the first eigenvalue &; cannot be low bounded by wik or exp(—aw®) (which is a
necessary condition to get In % =0 ).

:E

Indeed, let fix for example wy large enough and = 7 (mod 27), and consider the equa-
tion 2.35 with respect to (£,w), given by a smooth function g in a neighborhood of (0, wy).
Since g—g((), wp) = sinwy = 1 and g—i(O, wp) = —wp, an application of the implicit functions
theorem allows us to consider the function w +— &(w) which has in a neighborhood of wy
the following expansion

£(w) = wo(w — wp) + O ((w — wp)?) .
Then for all w such that 0 < w — wy < n(wp) with (wp) small enough, one has

0 < {(w) <2exp (—%expw)

and it follows that for any w large enough we cannot find a lower estimate for & as we
need. This accident comes from the fact that () is not continuous at = = 1.

However if we set a condition for w > 10 as
T 1
~ I Z) > 2
‘“’ 2 T =5

we see that for any ¢ with 0 < £ < 1—10, we get ‘\/wQ -2 -3 +7TZ’ > 1—10 then

>

)ﬁsin\/w2—§2+\/w2—§2008\/w2—§2 %

1
Hence § > 75 and

482 1
- >
Cé - 5w2

-1
then we get as well a stronger estimate for <%) as O(w?).

2.3 Some properties of the solution of a certain inte-

gral equation

Consider, for (z,y) € A = {0 <y <z} and w € C,, the integral equation (2.1) given
in the introduction

Az, y,w) + / Alx, s,w)EIVD(s, y, w)ds + :I;(x,y,w) =0, (2.36)
0
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where

N 1 4 :

O(z,y,w) = — / sin(zy'7) sin(yv/) (VT +w—/T)dr. (2.37)
T Jo VT VT

We sce that & (z, y,w?Q(0)) = @y, (7,y) (see (2.6)). It follows that, if A is the solution of

the equation (2.36), then A (z,y,w?Q(0)) will be exactly the solution A, in the formula

(2.5). Indeed, by Proposition 2.5 below, the solution A is unique. So we will give the proof
of this result which will be useful in order to prove the second part of Proposition 2.1.

Proposition 2.5. The equation (2.36) has a unique solution Z(x,y,w) defined on A X
C,. It is continuous with respect to (x,y) and holomorphic with respect to w, and the
application

T — (y — g(x,y,w) € LZ([O>37])) )

is continuously differentiable (with respect to the topology of L*([0,z]) ).
Moreover, we have the following estimates : for all X > 1 and w € C,

dA
%([L‘, Y, U])

, sup Z(x,x,w)' < C(X)(1 4+ |w|)

<X

, Sup
<X

a
dx

y<z<X

Li([0.2])
(the exponent a does not depend on X ).

_ The proof consists of the following lemmas. We begin by proving these properties for
o.

Lemma 2.3. The function ® is continuous with respect to (z,y) € RT x RT and holo-
morphic with respect to w € C,. For all X > 1, the application

z— Oz, y,w) € L;([O,X])

is continuously differentiable and we have the following estimates :

0P
%(1’7 Y, w)

sup  |®(z,y,w)]|, sup
z,y€[0,X] <X

< C(X)(1 + ).
L3 ([0,X])

Moreover, the restriction
x— O(x,x,w)

is continuously differentiable (in the usual sense) and

%&)(x,x,w)‘ < CX)(1 + [w))

sup
<X

(in all the cases the exponent o does not depend on X).
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Proof.
First ® is well-defined since the integral is absolutely convergent :

&«)( ) /°° sin kx sin ky w 2kdk
T, Y, w) = —ar,
Y 0 k k k+\/k2+w7T

where we have chosen the principal determination of /. D is holomorphic with respect
tow and for all X >1

HEIS(.,w < C(X)|uwl.

Hoo,X

Next we want to prove the differentiability of z — (f)(x, W)

(/ / ) sin kx sin ky w dek
[B ) —_ )
4 ko k+vVE2+w

1 ink 2k
8/ smkxsmky <\/l€27 k) —dk—/ oskxsmky< /7k2+w—/€) X,
0

and

ox k

which is continuous with respect to (z,y) in the usual sense (then as well in the space
L2([0, X]) ) and polynomially bounded on w.
On the other hand,
/Oosinkxsinky w dek_w/oocosk(x—y)—cosk(x—i-y)
vk k+VERtw T ™ )i k(k+VE 4+ w)

Now let us consider the integral with cos k(z — y) : by integrating by parts, we get

/°° cosk(z —y) dk = _sin(z —y) 1
1k (k+VE +w) -y 1+v1ltw

)2 VI

dk.

+/ sink(z —y 1/1+ K
LTy B+ 11 5)°
sin (z — y) / sin k(x — y) 1 dk
r—y 1—|—\/1—|— k314 1%
The first term is clearly continuously differentiable with respect to (z,y) and its derivative

is polynomially bounded on w. Now assume that x > y and differentiate in the integral
to get

/°° k(x —y)cosk(x —y) — sink(xz — y) / kcosk — sink
1 z—y

(x —y)? ,/1+k2 k314 &z —y)?

dk |
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which is continuous with respect to (z,y) since it is an absolutely convergent integral of a
continuous function, and can be extended to y < x. Moreover, it is bounded with respect
to w.

Now if z < y the derivative of the integral is

/ *  kcosk —sink
y—z kg\/l + k%(y —x)?
and can be continuously extended to {z < y}.

In the same way the integral with cos k(z + y) is continuously differentiable on RT xR*

and bounded with respect to w.

Notice that % does not exist on {x = y} since the limits from each side are different.
Indeed,

dk,

0% 0P * kcosk —sink
! oz L Oy =2 ———dk # 0.
(o) 0+ O (.9, 0) (e—9) -0~ Ox (@ 9,w) /o k3 7

Nevertheless, the application z +— &)(x, Yy, w) € L;([O, X]) is continuously differentiable,

d — o
/ @t hp) = Sn ) a—(~”C,y,w) dy — 0,
. h Ox h—0
since for all y # z
E)(x_}_huva) — a)(x7y7w> a&)
L h—0 %(ajayaw)

with domination in L ([0, X]) (% can be continuously extended to {z > y} and {z <y}
although the limits do not coincide). In the same way one proves that the derivative

x> 22(z,y,w) € L3([0,X]) is continuous.
LaStIY> Supng Hg_i(% Y, w)’

2 (0x1) is polynomially bounded on w.
L2([0,X

Now we want to prove the last assertion : for all x > 0,

- ) o0 i 2
O(z,x,w) = wx/o K sin” )dk:.

™ k+ VE2 + wa?
One can differentiate in the integral to get

. 9 o9 i 02
i@(x,a:,w) = _w/ sin” dk
o K ( )

dx T k+Vk? + wa?

Qw32 sin® k

™ /0 kVE? + wa? (k + VE? + wa?

dk,
)2
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which is continuous with respect to x > 0 and the estimate follows.

Next, we prove the existence and uniqueness of the solution A.

Lemma 2.4. For all z > 0 and w € C,, the equation (2.36) has a unique solution

A(z,y,w) for almost all y < z. Moreover, A(x,y,w) is holomorphic with respect to w as
a vector-valued function in L ([0, z]).

Proof.
First, * and w being fixed, consider the complex Hilbert space L?*([0,z]) with the
associated inner product

< f,g>= /Oxmg(s)ds.

Solving equation (2.36) is equivalent to finding the functions h € L*([0, z]) such that

(Id + K,)(h) = =®(z, -, w),

where K, ,, is the integral operator of L*([0,z]) : h— [ h(s)®(s,y, w)ds.

Next, d being continuous with respect to y and holomorphic with respect to w, the
operator K, is compact and holomorphic on the domain C, (in the Banach space of
operators of L?([0,z]) with the associated norm). By the analytic Fredholm Theorem
(see [26]) either (Id + K,,) ' exists for no w € C; or (Id + K,,,)" ! exists and is
holomorphic on Cy \ S, where S is a discrete subset of C, ; in this case, for all w € 5,
the equation (Id + K, ,,)(h) = 0 has a nonzero solution in L*([0, x]).

The first case is not possible since for w small enough ®(z,-,w) is small enough for
all z,y € [0, X]. Then, (Id + K,,,)"" can be constructed by successive approximations.
In fact the inverse operator exists for all w € C since ker(/d + K, ,,) = {0}. In order to
prove this, one has for all h € L*([0, z])

ace<< h, /0 " h(s)B(s, -, w)ds >) > 0. (2.38)

Indeed, h being in L'(]0, z]), we can write

x _ x x *® ginkssink 2k
R < h, / h(s)B(s, -, w)ds > = / Wdy | h(s)ds / P TS Sn Y <\/k¢2 Tw— k;) ik
0 0 0 0 ™

R k k
o 2k v sinky . |
= k? — k) —dk h d
/O R ( +w ) - /0 (v)— y'

o0 2%k v inky |
/ k2+§Rw—k> —dk/ h(y) 225 gyl
0 0 k

v

™
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Now let h € L?([0, z]) such that (for almost all y € [0, z])

h(y) + /093 h(s)®(s,y, w)ds = 0.

It follows from (2.38) that

0="% (< h,h+ /Oxh(s)éﬁ(s, - w)ds >) > /0 \h(y)|2dy,

thus h = 0. The operator (Id+ K,,,) ! exists for all w € C, and is holomorphic on C, as
an operator-valued function of L?([0, z]). Hence the equation (2.36) has a unique solution

A(z,-,w) € L*([0,z]) and is holomorphic as a vector-valued function in L?([0, z]).
O
In order to establish the regularity of A we prove the following lemmas.

Lemma 2.5. Fix zy € [0, X] and a neighborhood Vj of zy, and consider the operator
Lyyw = (Id+ Ky, .,) . Then for all continuous functions f(z,y) on Vg x [0, X] such that
the application

v € Vo= f(x,y) € L,([0, X])

is continuously differentiable, the image L., .,(f(z,-)) satisfies the same properties as f
and

%Lm,w(f(:r, )) = Logw (g_i(x’ ')) '

Moreover, we have the following estimates :

> | Lyl @) )] < (1420 [$C,0)]| Manllzgoen) 1]

zeVo,y<X
and
B} - of
U || =Ly, ) (9) < (14X |C,0)|_IZavllizgoan ) sup || 5 () .
zeVp || OF £2([0,X)) o vV || OF L£2([0,X])
Proof.

First, the element L, .,(f(x,-)) is well-defined and since f(z,-) = (Id4+Kyu)(Lagw(f (2, ),
then for almost all y € [0, x]

Lagw(f(z,))(y) = f(xay)—/OxoLaco,w(f(l“,'))(S)Q(S,y,w)ds' (2.39)

The integral does not depend on the choice of the representative of L, .(f(x,-)) and
gives a continuous function with respect to y. Since the right-hand side is still defined for
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y € [0, X], it follows that the representative of L, ,,(f(z,-)) can be chosen as a continuous
function which can be extended to [0, X] (and (2.39) will be true for all y € [0, X] ).

Since f is continuous with respect to (z,y), the application z — f(x,-) € L2 ([0, 2])
is continuous, and so is Ly, ., (f(z,-)). It follows that the integral in (2.39) is continuous
with respect to (z,y) € Vp x [0, X], as well as the function L, .,(f(x,-))(y). By using the
Cauchy-Schwarz inequality,

‘Lﬂﬁo,w(f(xa ))(y)‘ < If(x,y)! + HLIO,WHL2([0,$0])Hf(x’ 3)

L2((0,x0]) H‘D(S’y’w) L2((0,70])

and the first estimate follows.
Next, since the application = +— f(z,-) € L2([0, X]) is continuously differentiable and
L., an operator of L?([0,zo)), it follows that the application

& Lygw(f(x,-)) € L2([0, 20))

is continuously differentiable and
0 of
iy N =L e ).
ax xo,w(f(x? )) Zo,w <ax ('CE) ))

In order to extend this equality to [0, X], one can differentiate (in L ([0, 2c]) ) the for-
mula (2.39) to get

Luv (S09) 0 = Lwn) = [ Ly (5H00) 980500005,

which is still well-defined if y € [0, X] and gives a function in L?([0, X]) which is continuous
with respect to x € Vj.
Lastly, the second estimate follows since, for all z € Vj,

) of
D Ll £, ) ) < |Few
H Ox £2([0,X]) O L2([0,X])
af ) ~
+ || Lygw | 5= (2, - S P(s,y,w .
' (8:5( ) ()Lg(mm]) H S )LQ([O,xo}X[O,X])

O

Lemma 2.6. The assertion is still true if we consider the operator H, ,, ., defined as

Hospwo: £ (e DX [ o s) (s, 0)ds )
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with derivative
xEVO»—>f(xx (r,y,w / fxs~sy, w)ds.
Moreover, we have the following estimates (with Vi = [z — 0,20 + 1] ) :

D | () 0)] < 1 ||, 0|11

zeVp,y<X
and
a ~
SUP || Ho (2, ) (0) < VX [¢,w)|_IIfl
zeVp || 0T 12(10,X)) >
- of
—i—\/ﬁ\/fHCD(,w)H sup ||==(z, s) :
o0 zely || O 12((0,X))
Proof.

First, the function H, ., .(f(x,+))(y) is continuous on V; x [0, X] and the first estimate
follows.

Next, one proves that the application  +— Hq 2y (f(2,-)) € C)([0, X]) is continuously
differentiable (i.e. with respect to the uniform topology). Indeed, by uniform continuity
of f and ®, for all z € Vj,

h—0

1 h ~ ~
3 e R = b0 0

and (by continuity of the application z — % (z,5) € L2([0, X]))

oz
/:Bo (f(x - Sli e gf (z, 8)) O(s,y, w)ds Pl

uniformly on y € [0, X].
Lastly, the derivative

€ Vo f(z,2)®(z,y,w) + / %(x, 5)®(s,y,w)ds € CY([0, X]),

is continuous and the second estimate follows.
B O
Now the regularity of A can be proved.

Lemma 2.7. The function le(x,y,w) is continuous with respect to (x,y) € A, is holo-
morphic with respect to w € C, (in the usual sense) and is such that the application
T — g(x, y,w) € L;( [0, z]) is continuously differentiable. In particular, equation (2.36) is
satisfied for all (z,y) € A and w € C, (and not only for almost all y < z).
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Proof.
Regularity being a local property, let us fix X > 1, zg < X and a neighborhood
Vo = [xo — n, 20 + ). For all x € Vj and almost all y, 0 < y < z, the equation (2.36) is
equivalent to
(Ud+ Kpu) (A, w)) (5) = —Ble, y,w),

Writing K,y = Kopgw+ (Kapw — Kugw) = Kagw+ Hy zow and applying L, ., the equation
becomes

A, g, 0) + [Lagan © Haaon) (A1) (5) = Laga (-8, 0)) ().

Now we want to solve equation (2.36) by successive approximations by setting for x € Vj :

{50(a:,y,w) =—Lyw <EIV)($, -,w)) (y),

Gn41(%, Y, W) = —[Lygw © Hy wo ) (@n(z, -, w))(y) for all n > 0.

So it is sufficient to prove that the function a(z,y,w) := > -, an(z,y, w) is well-defined,
is continuous for all  — xy small enough with z < X and y < X, and is such that z —
a(x,y,w) € LQ([O X]) is continuously differentiable. Indeed, by uniqueness of the solution
of equation (2.36), a(x, y, w) will be a local extension of A(z, y, w) to [zo—n, To+n] x [0, X].
Moreover, the equation (2.36) will be true for all (x,y,w) and A holomorphic in the usual
sense.

From Lemmas 2.3, 2.5 and 2.6, we see by induction that, for all n > 0, a,(x,y,w)
is continuous on Vy x [0, X] and the application x € Vo — @,(z,y,w) € L2([0, X]) is
continuously differentiable. Thus it is sufficient to prove that the following series

Z |an (-, w)|leo and Z sup

n>0 0 TEV0

xy,)

L5([0,X])

are convergent. By Lemmas 2.5 and 2.6, one has for all n > 0 and 7 small enough,

fGnsaCw)lloo < n (140 [SC,0)||_NZavnllzzqom) |86 w)| (s w)l

)l

— 4 )

then ||a, (-, w)|loo < ”60('4’7?)”‘” and this gives the convergence of the first series.
In the same manner, for all n > 0,

aa’/n+1 (.CE 'l,U)
ax Y y’

< (14X |36 w)|_ I amallzoan) VX [3Cw)]|

L%([Wﬂ))

Li([0,X])

oa,
8—95(36’ Y, w)

zeVy

X (H&n(-,w)Hoo + /1 sup
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uniformly on z € V. Set
ColX, w0, w) = maxc{ o+, w)loes VX |[BC,w0)| (14X B¢, 0)|| a2 ) }

assume that n <

_1
16C2
fno < 24, and lastly set

choose an integer Ny = No(X, 2o, w) such that for all n > Ny,

L%([O,X])} '

Cl - OI(X7 Io,U}) = max {007 2N0 sup agx (‘T Yy, w )

zeVy

So it is sufficient to prove by induction that for all n > N

da,

n+1
ox )

< on
LZ([0,X])

sup || —=—(z,y, w)

zeVp

Indeed, if it is true for any n > Ny one has from above

< ( \/_Cln+1)

(2, y,w)

L5([0,X])

4n 2n+2
n+2

s G

O
Now we want to prove the following lemma, which is an estimate of the norm of L, ,,.

Lemma 2.8. For all z > 0 and w € C,, for all h € L*([0, z]),

1oy < Hh@) + [ hs)s.pws
0

L5([0,2])

Proof.
One has

Hh<y> + [ 0

\W(y)Pdy + 2R [ h(y)dy | h(s)B(s,y,w)ds
on?h f) 7 [

and the inequality follows from (2.38).
O
The proof of Proposition 2.5 will be complete with the last lemma of this section.
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Lemma 2.9. The function /Nl(x, y,w) is polynomially bounded on w : for all X > 1 and
all w e Cy,

OA

d ~
%(:payaw)

—A(x,x,w)' < C(X)(1 4+ |w|)”

y<z<X

, Sup
<X

, Sup
<X

LZ([O@D
(where a does not depend on X).

Proof.
In the proof we will use the same notation for different constants C'(X) and «.
First, by Lemmas 2.8 and 2.3, for all z € [0, X],

Za:, , W < (z,y, / Ax s, w)P(s,y, w)ds
H (2,9, w) £2((0,2]) H ke 1) £2([0,2])
= ||D(x,y,w
H (z.y )Lg([o,x})
< C(X)(1 4+ |w))>.
It follows that forall 0 <y <z < X
)] = | [ Aosw)ls g w)ds + Bo)
0
= HA(x,s,w) L2([0,2]) )q) 5Y,w) L2([0,2]) +H(D Hoo

then
HZ(-,w)Hm < O(X)(1+ |w])®

and this proves the first estimate.
Next, by differentiating the equation (2.36) with respect to z, one has in the space
L2([0,z]) for all z < X

0A " 9A ~ ~ = 0P
%(Il?y?w) + /0 a—l'(x’ Suw>q)(87y7w)d8 + A(ZE,I,’U})(I)(I,y,U)) + a(a:,y,w) = 0.

Then by Lemma 2.8

- - o
Ao, w) (g, w) + 5 (2, 0)

aﬁ( ) _
ax x7y7w J—

L ([0,2])

L ([0,2])

and the second estimate follows by Lemma 2.3.
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In order to prove the last estimate, take y = x in the equation (2.36) and differentiate
to get (which is possible since by Lemma 2.3, %2 exists in L2([0, X]) )

ig(x,x,w)%—/ %(x,s,w)é(s,x,w)ds
0

dz Ox
~ ~ T 0P d ~
+A(x,z,w)P(x,z,w) + [ A(z,s,w)=—(z,s,w)ds + —P(x,z,w) =0,
0 ox dx
since ®(z, s, w) = O(s, z, w). It follows that for all z < X
i/T(yc r,w)| < ’g(x z,w)P(z, x w)’ + a—g(x S, W) H%(s T, W)
dl‘ 9 J — J 9 9 J al‘ J ? J 9 L%([O7x])
L3([0,2])
- Ob -
+HA(I7S7UJ) £2([0,2]) a(l’vsvw) + '@@(ZL’,I‘,U}) ’
L3([0,2])

thus the last estimate follows. B
Lastly, the exponent o does not depend on X since this is true for ®.
O

2.4 Formulas of Gelfand-Levitan type as analytic fa-
milies

Now we will prove the following proposition that has been formulated as Proposi-
tion 2.1 in the introduction and says that formulas (2.3) and (2.5) come from families of
potentials of exponential type (and not only of finite order).

Proposition. Let us fix lzm,p,q, with m > 2.
Consider the 2N -family GL(C) of potentials of exponential type associated to the fol-
lowing function

U(z,¢) = det W i(z, (), (2.40)

where

2sinh(¢; + Gz 2sinh((; — )z
G+ Ck G — Gk

1,k =1,...,N. Then, for all large enough w and all Q) € l%m7p7q, the approximating
formula Q2 in (2.3) is obtained by taking N = N(w), Yan(w) = 2/w? and

1€
Q) =60, Goria Q) =l =1 N, (24

Wi(, C)

— 0k (22 — exp ((jyn))
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In addition, this choice is possible in some domain oy, whose coefficients B and r

only depend on ﬁm,p,q.
Similarly, consider the following functions defined on RT x CV x C, as

~ 0 ~ ~ ~
X(z,(,w) = —%A(x,a:,w) and V(z,(,w) :=det T} x(z, (,w), (2.42)
where A is the solution of the previous section and, for j, k=1,..., N,

ﬂ7k(x, Cw) = exp(Cn+j) Ojk

+ 4/36 (sinh(Cjt) + /t A(t,s,w) sinh(st)ds)
X (sinh((kt) + /t A(t, s, w) sinh(Cks)ds) dt.

Then the associated family GL4(C,w) is a (2N, 1)-generalized family of exponential type.
Moreover, for all large enough w and all Q € K,,, 4, the approximating formula Q) in
(2.5) is obtained by taking N = N(w), Yan(w)a = 2/w? and the following choice, which is

possible in some oy ()1

w(w?@) = w?Q(0), (2.43)

4 2
(@) = &(w?Q), Gynw(W?Q) =In 6((w2§)) =1,...,Nw).

Proof.
We begin by the first part of the statement. First, the 2N-family associated to ¥ in

(2.40) is of exponential type with respect to ¢ € CV. This is true for all W x(z, ¢) since,
forall j, k=1,...,N and all z € [0, X],

sinh((; £ (x)x
G £ Gk

Then this is still true for each product Hj\;l Wj,T(j)(a:, ¢) and there are N! such products

' o, 2n+1
Sz(’@‘glfi)l)‘x < X exp X (|G| + |Ck])-

n>0

in the determinant. One also has the same estimate for FrS
z
On the other hand, for any domain Qsy and V( € Qo

N

= [ lexp (=Cns)l < exp(li¢lly) < exp (aN7).
i—1

‘det (W]k) (0)

Next by applying Corollary 2.2 to a given lCmpq, there exists n; > 0 such that

w < X for all large enough w and all Q € K, pq- Furthermore, for all j =1,..., N(w),
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& (w?Q)| < aw and ’ln %) < Bw?, where a and /3 only depend on lzm,p,q. It follows
that we can choose large enough B such that
463 (w?Q)

hlm‘ < B(2N(w))?,

i.e. the choice (2.41) is possible in the domain §2yx(,) associated to B and r = 2.
Finally, van() = 2/w? and 1/72n(.) are polynomially bounded on N(w) (although
they do not only depend on N (w)).

6w Q)]

Now we prove the second part of the proposition. First, by Proposition 2.5, the function
T — %A(x, x,w) exists, is continuous with respect to = and is holomorphic of polynomial
type with respect to w € C, (in particular, the restriction of x¥ to RT is of polynomial
type with respect to w).

Next, each function T]k is of class C? with respect to z : indeed, ﬁ(x, Y, w) is continuous
with respect to (z,y), 0 < y < z. Therefore

aTjk(x Cw) = 4 (sinh(ij)jL/x Az, s,w) sinh(st)ds)
O 0

x (sinh(@kx) + /0 ’ Az, s,w) sinh(Cks)ds) .

Since the application z — A(z,y, w) € L2(]0,x]) is continuously differentiable, it follows
that, for all j, k =1,..., N, the following function

2
8Jk

2 —=(z,(,w) = 4 (Cj cosh((jx) + Az, z,w) sinh((jx) —l—/ox%(x,s,w) sinh(@s)ds)
X (sinh({kaj) + /x Az, s,w) sinh((ks)ds)
0
+ 4 <smh () / Az, s, w) sinh(¢;s)d )

X (Ck cosh(Cex) + A(z, z, w) sinh(Cx) + /$ g—i(x, S, w) sinh((ks)ds>
0

exists and is continuous with respect to x € R*. Hence W is of class C? with respect to x,
and U, ‘9‘1’ and ‘9 9= are holomorphic of exponential type with respect to (¢, w) € C* xC,..

On the other hand, for all (¢,w) € C2¥ x C., 2B£(0, ¢, w) = 0, therefore
v
~—(0 =0
ax ( 9 C? w)
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Moreover, for any domain oy ; and V (¢, w) € Qan1,

= < exp([[¢lh) < exp (aN”).
(0., w)

Lastly, the choice of parameters (2.43) gives the formula @), in (2.5) since A (z,y,0?Q(0)) =
A, (z,y). We know that there exists B; which only depends on K, , 4, such that |;(w?Q)],

A6 (w@Q) ) , - :
In T(20) < B1(2N(w))?. Moreover, by (2.33) in Corollary 2.2, it is sufficient to take
J
By > n?q and € < — in order to get

n3

w?Q(0) € [¢, By(2N(w) +1)?],

for all large enough w and all Q) € lfém,p,q. It follows that the choice (2.43) will be possible

in the associated domain Qap(y),1-
O

In addition, we prove the following theorem that has been given as Theorem 2.3.
Theorem. Consider an N-family GL(({) and a subset K,,,, with m > 2. Then, for any
[0, X],

Emﬂ,p
D(Kpnpy GL) > ___mtlp
( P )L (fo,x]) = (NlIl N)m+1

Similarly, consider an (NN, M)-generalized family GL,((,w) and a subset K, ,. Then,
for any [0, X],

c,
D(Kypp, GLy) oo > P .
(Konn GL)i=0.5) 2 TR T3 (N + A0
Proof. B
Since K, pq C Ky p, it is sufficient to prove the theorem with some /C,, ,, , instead of
Ko p-

The restriction to [0, 1] of an N-family (resp. (IV, M)-generalized family) of potentials
of finite order being an N-family (resp. (N, M)-generalized family) of Gelfand-Levitan
type, we can apply Corollary 1.33 from Chapter 1 with [ = m (> 1). In addition, we know
by (1.49) from Remark 1.34 that the function h giving the lower bound satisfies, for all
x € [0,1],

p1 < h(z) <p,

where p; only depends on m and p.
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It follows that we can extend h to RT to a function @ that is in lzm,p,pl (and therefore
the bound ¢, , does not depend on X).
O

Lastly, we can prove the following theorem given as Theorem 2.1 in the introduction.

Theorem. For all large enough w and for any [0, X], we have

Cgp
/Q dt—/ Q° (t) dt'z ) (2.44)

Similarly, for all large enough w and for any [0, X],

sup  sup
QeKa,p €[0,X]

Cm+1,p
a2t g ) AN E Gy 0

Proof.

It is sufficient to prove the first part (the proof of the second part being similar).
Ko, being given, we consider, by the proof of the previous theorem, the associated subset
Eg,p,pl. Now we can apply Proposition 2.1 with the 2N-family GL({) from (2.40) to get
the associated 2N-domain (yn. An application of the first part of the previous theorem
(for m = 2) gives

03,17,171

f R
up - Iy = (2N In(2N))?

QEK2,pp, ¢eQaN

/ﬁ@ﬁ—GUQ

0

Leo([0,X])

Lastly, the particular choice (2.41) for ¢ (that is possible in Q) gives formula Q) in (2.3).
By the bounds (2.11), N(w)/w is uniformly bounded on @ € Ky, ,,. The assertion follows

since Ko, C Ko p.
O

2.5 Other possible applications

We give here some examples of problems in which we would like to obtain similar
results to that in Theorem 2.1.

2.5.1 Other inverse problems in one dimension

Theorem 1.2 p. 260 in [16] gives an original result in the case of L*-approximation : if
u is a negative potential of class C*, has a finite number of critical points and tends to 0
so fast that [ (1 + 22) |u(z)|dz < +oo, then L? — lim._qu(-,€) = u, where

2

u(z,e) = —2¢ %lndet(f—l—G(x £))
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with

( n; + Mk )
exp | ——x
19

G(z,e)=¢

C;iCp
15 + M ’

and 1 < j, k < N(e). The —nf- (resp. ¢;) are the semi-classical approximations of eigenva-

lues (resp. norming constants) of the corresponding Sturm-Liouville operator —82% +u
(one has ¢;(x) ~ ¢;exp (—n;z/e), © — 400, where [|¢;(z)]*dx = 1).

We have an analytic family of potentials with exponential type dependence on para-
meters 7; and Inc;.

In [22], V. Marchenko deals with the problem of reconstruction by knowing the spectral
2

measure o(dr) of the operator —ga T w?@Q on any interval [—A, A]. The precision of
x
approximation is at order 1/A™, where @) has m derivatives. We think that this is the

optimal precision. Therefore we hope to get a negative result with 1/(Aln A)™ as lower
bound.

2.5.2 Inverse problems in several variables

In [23], R. Novikov gives a method for nonlinear approximation, in the case of dimen-
sion s = 3, of a potential from its scattering amplitude at fixed energy E. If ) has m

continuous derivatives, the precision is of order

fixed € > 0).

In this case, the number of parameters N is of order E%2. We hope to apply our
negative results in order to get a lower bound for nonlinear approximation at order
1/ (E% 2)m/ ® = 1/E™? | and deduce some answers for the optimality of this method
of reconstruction.

Fm 3o in the uniform norm (for any

In [21], N. Mandache gives a negative result by showing an exponential instability for
the reconstruction of a potential from the Dirichlet-to-Neumann map of its Schrodinger
operator. We hope to improve this negative result in order to make it close to the positive
case of approximation.
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