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Introduction

Cette these est consacrée a I’'étude des C*-algébres graduées par un semi-
treillis.

Dans le cadre de leur travail sur le probleme & N corps, A. Boutet de
Monvel et V. Georgescu ont été amenés a introduire dans [9], [10] et [13]
I’étude des C*-algébres graduées par un semi-treillis fini.

L’utilisation des C*-algébres dans le probléme & N corps quantique est
assez récente (cf. [5| - voir aussi par exemple [6] pour d’autres utilisations
récentes).

D’autre part, R.G. Froese et I. Herbst ont introduit dans [17] la notion
d’un semi-treillis toujours en relation avec le probléme a N corps. Cette
notion était par la suite utilisée et développée par W.O. Amrein, A. Boutet
de Monvel et V. Georgescu dans [2], [3] et [4] pour donner une description
détaillée des propriétés spectrales des hamiltoniens des systémes quantiques
a plusieurs corps (en particulier ils ont étudié une classe d’hamiltoniens « de
type A » qui apparait pour la premiére fois dans le livre de S. Agmon [1]).

C’est donc tout naturellement que A. Boutet de Monvel et V. Georgescu
ont été amenés a introduire dans [9], [10] et [13] I’étude des C*-algébres
graduées par un semi-treillis fini. Les composantes (parties homogénes) de
ces algebres correspondent aux « niveaux d’intéraction ». L’utilisation de ces
C*-algebres graduées leur a permis de retrouver des résultats classiques sur
le spectre essentiel des hamiltoniens qui « engendrent » ces algébres, comme
par exemple le théoréme de Hunziker-Van Winter-Zhislin (HVZ) et de donner
une généralisation de I’équation de Weinberg-van Winter (WVW) introduite
dans les années soixante (voir aussi dans [28] pour une premiére approche).
De plus, dans [11] et dans un cadre plus général dans [13] ils se sont servis
des C*-algébres graduées pour faire le calcul de I'estimation de Mourre pour
des systémes a N corps (cf. aussi [12]). On retrouve les C*-algébres graduées
dans 'article de A. Boutet de Monvel, V. Georgescu et A. Soffer [14] pour
I’étude des hamiltoniens d'un systéme a N-corps avec des interactions tres
singuliéres.



On pourra consulter [5| pour une présentation plus globale et systéma-
tique des résultats rapidement cités ci-dessus.

Les travaux de M. Damak et V. Georgescu dans [15], [16] ainsi que V.
Georgescu et A. Iftimovici dans [18], [19] et [20] proposent un élargissement
du cadre et une systématisation de ’étude des C*-algébres graduées. Dans
ces travaux, les auteurs étudient les C*-algebres graduées par des semi-treillis
pouvant étre infinis.

Un important résultat de cette série d’articles consiste a reconnaitre la
C™-algebre graduée considérée dans [9] comme un produit croisé. Ceci est
démontré par M. Damak et V. Georgescu dans [15] en s’appuyant sur un
résultat donné par V. Georgescu et A. Iftimovici (voir théoréme 3.12 dans
[18]). 11 s’agit du produit croisé de la C*-algébre formée des potentiels d’in-
téraction (qui est une C*-algébre graduée et commutative) par le groupe des
translations. Cette nouvelle forme a été tres utile pour déterminer le quotient
de cette C*-algébre par une algébre d’opérateurs compacts et par conséquent
pour obtenir des nouveaux résultats dans la théorie spectrale des hamilto-
niens d’un systéme physique. Ces résultats sont développés dans [15], [18] et
[20].

En dehors de ce produit croisé, un autre exemple de C*-algébres graduées
par un semi-treillis, la C*-algébre symplectique (qui était déja apparue dans
[13]), a été étudié par V. Georgescu et A. Iftimovici dans [19].

Dans cette thése, nous proposons une étude systématique des C*-algébres
graduées par un semi-treillis quelconque.

e On simplifie quelques axiomes des C*-algébres graduées.

e On reconstruit ces algébres et on donne une présentation algébrique en
fonction des composantes et de leur produit.

e On établit la stabilité des C*-algébres graduées pour des opérations
comme le produit croisé et le produit tensoriel.

e On étudie des propriétés classiques des C*-algebres pour les C*-algébres
graduées (commutativité, nucléarité, exactitude) ainsi que leur K-théorie.

e On propose enfin I’étude de quelques exemples.

Nous présentons maintenant nos résultats un peu plus en détail.

Soit A une C*-algébre. On dit qu’elle est graduée par un semi-treillis £
ou bien qu’elle est L-graduée si 'on s’est donné une famille linéairement
indépendante et totale (A;);c. de sous-C*-algebres de A, que 'on appellera
les composantes de A telles que A;A; C A;,; pour tout 7, j € L.



Soit 2 une C*-algebre graduée par un semi-treillis. On dit que (A, (A4;)ier)
est une C*-algébre L-graduée ot pour ¢ € £ on a noté A; la composante de
2l correspondante.

On peut remarquer tout de suite qu'une C*-algébre graduée par un semi-
treillis £ est limite inductive de ses sous-algebres graduées par les sous-semi-
treillis finis de £. De plus, une C*-algébre graduée présente plusieurs suites
exactes scindées qui permettent - dans le cas d’un semi-treillis fini - de la
comprendre inductivement. Dans un sens, on peut considérer qu’une gra-
duation d’'une C*-algébre par un semi-treillis est une facon d’organiser une
famille de suites exactes scindées « compatibles entre elles ». Il s’ensuit que
toute construction « fonctorielle » de C*-algébres qui est compatible avec les
suites exactes scindées et les limites inductives, va aussi étre compatible avec
les C*-algebres graduées. Par exemple, si (2, (A;)icz) est une C*-algébre gra-
duée et si un groupe localement compact G opére sur 2 en préservant les
A;, alors le produit croisé (plein ou réduit) 2 x G est gradué par les A; x G.
Il en va de méme pour les produits tensoriels de C*-algeébres. De plus, le
méme principe montre que la K-théorie d’une C*-algebre graduée est somme
directe des K-théories de ses composantes homogénes.

Soit (A, (A;)iec) une C*-algebre graduée. La restriction du produit au ni-
veau de ses composantes, fournit des applications ¢; ; : A; x A; — A;,; (pour
i,7 € L) appelées applications de structure et des morphismes de C*-algébres
i+ Aj — M(A;) (avec 1,5 € L tels que ¢ < j) appelés morphismes de
structure - ici M (A;) désigne 1'algébre des multiplicateurs de A;. On énonce
immédiatement les propriétés algébriques de la famille (¢; ;)i jec et de la fa-
mille (¢;;)i<; qui traduisent I'associativité du produit et les propriétés de
I'involution de la C*-algebre A, et il est alors facile de décrire le passage de
I'une & l'autre de ces familles. Nous démontrons en fait que ces applications
et morphismes de structure nous permettent de reconstruire les C*-algébres
graduées en ce sens qu’a une famille (A;);c, de C*-algébres et une famille
d’applications (g; j)ijec (ou (s )i<j) vérifiant les propriétés mentionnées ci-
dessus correspond une et une seule C*-algébre graduée (a isomorphisme prés)
qui admet les A; comme composantes et les ¢; ; comme applications de struc-
ture (ou les ¢; ; comme morphismes de structure).

Puisqu’'une C*-algébre graduée est entiérement décrite par ses compo-
santes homogénes, il est naturel d’essayer de lire des propriétés de cette al-
gébre uniquement en termes des dites composantes. On démontre ainsi qu’une
C*-algébre graduée est commutative, nucléaire ou exacte si et seulement si
ses composantes vérifient cette méme propriété. Dans le cas commutatif, on
peut aussi faire un lien entre le spectre d’une algébre graduée 2 et ceux
de ses composantes. Dans de bons cas, le spectre des composantes décrit



complétement celui de 2.

Les représentations d'une C*-algébre graduée (ainsi que les morphismes
a valeurs dans une autre C*-algébre) sont entiérement décrites en termes
des représentations de ses composantes. On peut alors donner les conditions
necéssaires et suffisantes pour qu'un homomorphisme d’une C*-algébre gra-
duée a valeurs dans une autre C*-algébre soit injectif ou surjectif en termes
de ses restrictions aux composantes. Si le semi-treillis posséde un plus petit
¢élément 75 on étudie plus particulierement l'injectivité de ’'homomorphisme
A — M(A,;,). Ces résultats nous permettent d’une part de simplifier I'étude
du produit croisé traité par M. Damak et V. Georgescu dans [15] et d’autre
part d’étudier de nombreux exemples de C*-algébres graduées.

Nous étudions en particulier deux exemples commutatifs dont nous dé-

terminons le spectre.

e Pour le premier, on considére un sous-semi treillis G du treillis (pour
I'inclusion) de sous espaces d’'un espace vectoriel de dimension finie F et
dont les composantes sont A;, = Cy(E/L) (pour L € G). Nous étudions
particuliérement le cas ot E est un plan P et G = {{0}, 41, ..., d,, P}
ou 9d1,...,0, sont n droites de P. En utilisant la théorie des formes
normales d’une surface de Riemann (voir [24] et [29]) on montre que
le spectre de la C’*—al%ébre graduée associée est homéomorphe au tore

7, a g trous ol ¢ = — si n est pair et dans le cas ol n est impair ce
2

spectre est un tore a g = F (g) trous pincé (i.e. deux de ses points sont
idéntifiés).

e Dans le deuxiéme exemple, on considére un semi-treillis £ et on prend
toutes les composantes A; égales a C. On identifie le spectre de L
avec l'ensemble des sous-semi treillis finissants (non vides) de £. En
particulier, lorsque £ = Q, on montre alors que le spectre de la C*-
algébre graduée dont les composantes sont les A; est en bijection avec

I'ensemble R[JQ[[{—oc}.

Le texte de la thése se décompose de la maniére suivante :

e Dans le premier chapitre, on rappelle les principales définitions et pro-
priétés des C*-algébres. On y rappelle en particulier les notions de
multiplicateurs de C*-algébres, de produits croisés d’une C*-algébre
par une action d'un groupe localement compact et de produit tensoriel
de C*-algebres.

e Les C*-algébres graduées par un semi-treillis sont introduites dans le
deuxiéme chapitre. On explore les morphismes de C*-algébres graduées



et on discute l'injectivité et la surjectivité de ces morphismes ; on expli-
cite la relation entre les C*-algébres graduées et les suites exactes scin-
dées de C*-algébres. Ensuite, on introduit les applications de structure
et les morphismes de structure d’'une C*-algébre graduée et on étu-
die les propriétés algébriques de ces familles d’applications. On conclut
avec un cas particulier de morphisme de C*-algébres graduées dont on
traite 'injectivité qui nous sera utile dans ’étude d’exemples.

Dans le troisiéme chapitre on montre comment une C*-algébre graduée
peut étre entiérement reconstruite a partir de ses composantes et des
morphismes de structure.

Dans le chapitre 4 on montre que le produit croisé de C*-algébres et
le produit tensoriel de C*-algébres ont un bon comportement pour les
C*-algébres graduées.

Au chapitre 5 on étudie la commutativité, nucléarité et exactitude d’une
(C*-algebre graduée et on exprime ses groupes de K-théorie en termes
de ceux des composantes. Enfin, on étudie le spectre des C*-algébres
graduées commutatives.

Enfin le chapitre 6 est consacré a I’étude de quelques exemples de C*-
algébres graduées.






Chapitre 1

Préliminaires, rappels

1.1 ("-algébres

On rappelle ici briévement un certain nombre de définitions et proprié-
tés des C*-algebres qui seront utiles dans la suite. Nous ne donnons pas de
démonstrations. Celles-ci peuvent étre trouvées dans [25], [26] et [34].

Définition 1.1.1. Soit A une algeébre complexe. Une involution de A est une
application antilinéaire a — a* de A dans A telle que pour tout a,b € A on
ait (a*)" =a et (ab)” = b*a".

On appelle le couple (A, x) une algébre involutive ou une *-algébre.

Une algebre de Banach involutive est une algébre involutive A munie d’une
norme sous-multiplicative qui est compléte, dont I'involution est isométrique.

Une C*-algebre A est une algébre de Banach involutive telle que pour
tout a € A on ait ||a*al| = ||a|[*.

Plus généralement, une C*-(semi)-norme sur une algébre involutive A
est une (semi)-norme sous-multiplicative N : A — R, satisfaisant 1’égalité
N(a*a) = N(a)* pour tout a € A. On vérifie alors que 'on a N(a*) = N(a).
En ce sens, une C*-algébre est une algébre de Banach involutive dont la
norme est une C*-norme.

Définition 1.1.2. Soit A une algébre complexe unifére et a € A. On note
A7 T'ensemble des éléments inversibles de A. Le spectre de a dans A est le

sous-ensemble Sp,(a) ={A\€C;a— ¢ A"} de C.

Si A est une algebre non unifére, on peut la plonger dans une algébre
unifére A qui comme espace vectoriel est isomorphe & A x C et dont la
loi du produit est définie par : (a, A)(b, ) = (ab + Aa + pb, \u) (pour tout
a,b € A, A\, pu € C). Cest une algebre unifére (d’unité (0, 1)) qui contient une



copie de A, A x {0}. On identifie alors A avec son image dans A Pourae A
et A € C on note a + A I'élément (a, \) de A.
_Si A est une algébre de Banach qui n’est pas unifére, I'algébre unifére

A admet une structure d’algébre de Banach pour la norme définie par :
[[(a, M| = llal[ + [A] (pour a € A, A € C).

Remarque 1.1.3.  a) Si A est une algébre non unifére, pour tout a € A,
0 € Spz(a).
b) Sil’algebre A posséde déja un élément unité noté e, 'application (a, \) —
(a+ Ae, A) est un isomorphisme entre A et I'algébre produit A x C. Ceci
montre que Sp;(a) = Sp,(a) U {0} pour tout a € A.

¢) Sim: A — B est un homomorphisme d’algébres, il existe un unique
homomorphisme unital 7 : A — B défini par 7(a + \) = 7(a) + A dont
7 est la restriction. Il est injectif (resp. surjectif) si m est.

Proposition 1.1.4. Soit A une C*-algébre (non nécessairement unifére).
Munie de linvolution (a + \)* = a™ + A, algébre A est une C*-algebre. En
d’autres termes A admet une (nécessairement unique) norme qui en fait une
C*-algebre.

O

Donc 'algébre A est une sous-algébre involutive fermée de A.

Définition 1.1.5. Soit A une C*-algeébre et B un sous-ensemble de A, on
pose B* = {b"|b € B}, on dit que B est autoadjoint si B* = B.
Un élément a € A est autoadjoint si a = a* et il est normal si a*a = aa”.
Si A posséde un élément unité, on dit que a € A est unitaire si a*a =
aa* = 1.

Définition 1.1.6. Soient A, B des algébres involutives. Un homomorphisme
v : A — B est appelé un x-homomorphisme ou un homomorphisme involutif
s’il est stable par I'involution, c¢’est-a-dire si ¢(a*) = (¢(a))” pour tout a € A.
Sip: A — B est un *-homomorphisme, alors ¢(A) est une sous-*-algébre
de B. Si A et B sont des C*-algébres on dit aussi que ¢ est un morphisme
de C*-algebres.

Exemple 1.1.7. Soit ‘H un espace de Hilbert. On note B(H) I’ensemble
des applications linéaires bornées de H dans lui-méme (opérateurs sur H).
L’algebre B(H) est une C*-algebre.

Soit A une C*-algébre. Un morphisme de C*-algébres A — B(’H) s’appelle
une représentation de A dans H.



Théoréme de Gel’fand. Soit A une algébre de Banach. On appelle ca-
ractere de A tout homomorphisme d’algébres continu et non nul de A dans
C.

On appelle spectre d’'une algébre de Banach commutative A et on note
Sp(A) l'ensemble de ses caractéres. On munit Sp(A) de la topologie de la
convergence simple. Autrement dit la topologie de Sp(A) est la topologie la
moins fine pour laquelle les applications x — x(z) de Sp(A) dans C sont
continues (pour tout = € A).

Proposition 1.1.8. (Transformation de Gel’fand). Soit A une algébre de
Banach commutative.

a) Pour tout a € A on a Spy(a) = {x(a) o x € Sp(A)}.
b) Si A est unifére, Sp(A) est compact.

c) L’application G : A — C(Sp(A)) donnée par G(a) : x — x(a) est un
homomorphisme d’algeébres de Banach qui est continu.

O

Théoréme 1.1.9. (Gel’fand). Soit A une C*-algébre commutative et unifére.
La transformation de Gel’fand G : A — C(Sp(A)) de A est un isomorphisme
isométrique de C*-algébres.

OJ

Remarque 1.1.10. a) Soit A une algébre de Banach non unifére et x €
Sp(A). On peut étendre x de maniére unique & un caractére Y de A
en posant Y(a + A\) = x(a) + A (pour tout a € A, X\ € C). Ceci nous
permet de voir que le spectre de A est la partie du spectre de A formée
des caractéres qui ne sont pas nuls sur A.

b) Soit A une algébre de Banach commutative non nécessairement unifére.
Le spectre de A est un espace localement compact dont le compactifié
d’Alexandroff est le spectre de A. La transformation de Gel’fand de
A est ’homomorphisme a — G(a) de A sur Cy(Sp(A)) qui est donné
par G(a)(x) = x(a) pour tout a € A et x € Sp(A). Si A est une C*-
algebre commutative, le théoréme de Gel’fand correspondant nous dit
que 'application G est un isomorphisme isométrique de C*-algébres.

Calcul fonctionnel continu. Un cas particulier du théoréme de Gel’fand
est le suivant : soit x un élément normal d'une C*-algébre unifére A. Notons
B T’adhérence dans A de I'ensemble { P(z,z"), P € C[X,Y]}. C’est une sous-
C*-algébre commutative de A contenant I'unité, donc isomorphe a C'(Sp(B)).
Son spectre Sp(B) s’idéntifie & Sp 4 () via ’homéomorphisme x — x(z). La



transformation de Gel’fand de B est un isomorphisme isométrique G : B —
C(Sp4(z)) qui associe a z la fonction z qui désigne I'inclusion de Sp 4 (x) dans

C. Pour f € O(Spy(x)) on pose f(z) =G *(f).

Proposition 1.1.11.  a) Soient x un élément normal d’une C*-algébre
unifere A et f € C(Spa(x)). On a Spaf(x) = f(Sps(x)), Uélément
f(x) de A est normal et pour toute fonction g € C(Spaf(x)) on a

(9o f)(x) = g(f(x)).
b) Soient w: A — B un morphime unital de C*-algebres (uniféres), x € A
un élément normal de A et f une fonction continue sur Spy(z). Alors
f(x(x)) = w(f(z)). .

Soient A une C*-algébre non unifére, z un élément normal de A et f €
C(Spu(x)), alors f(z) € A. A l'aide de la proposition precédente (partie b)
appliquée au morphisme € : (a,\) — X de A dans C on a f(z) € Asiet
seulement si f(0) = 0.

Eléments positifs ; la relation d’ordre d’une C*-algébre. Un élément
a € A est positif s’il est autoadjoint et son spectre Sp,(a) est un sous-
ensemble de R*.

Proposition 1.1.12. Soit A une C*-algébre.

a) Pour un élément autoadjoint h de A les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(a) SpA(h> C R+.
(b) Il existe k € A tel que k = k* et k* = h.
(c) Il existe a € A tel que a*a = h.

b) Les éléments autoadjoints de A vérifiant ces conditions forment un cone
convexe saillant de A.

O

Le cone des éléments positifs de A est noté A,. On définit une relation
d’ordre sur ’ensemble des éléments autoadjoints de A par b —a € A, que
I’on note a < b.

Unités approchées. On appelle unité approchée d’une algébre de Banach
A une famille (u;);e; d’éléments de A indéxée par un ensemble I muni d’un
ordre filtrant croissant telle que, pour tout a € A on ait ¢ = limau; et
a = lim u;a.
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Si A est une C*-algebre, on dit qu'une unité approchée (u;);e; de A est
croissante si pour 7 < ¢ on a u; < uy.

Proposition 1.1.13. Toute C*-algebre admet une unité approchée crois-
sante.

O

Morphismes de C*-algébres. Un morphisme de C*-algébres est continu,
de norme inférieure ou égale a 1. Autrement dit, on a la proposition suivante :

Proposition 1.1.14. Tout morphisme de C*-algébres est contractant.
OJ

Proposition 1.1.15. Soit ¢ : A — B un morphisme de C*-algébres, alors
pour tout y € p(A) il existe x € A tel que p(x) =1y et ||z|| = ||y|].

Démonstration. On peut supposer que A et B sont uniféres. Soit y € p(A),
il existe z € A tel que p(z) = y. Posons f(s) = inf(l,”i\/ﬂ) pour s > 0
B

(f(0) = 1) et & = zf(z"2). Pour s € Sp(y*y) on a s < [|y*yl| = ||y|[* donc
f(s) = 1desorte que f(y*y) = 1. Puisque ¢ est un morphisme de C*-algébres
on a ¢(x) = yf(y"y) = y. Par la proposition precédente ¢ est contractant
donc ||y|| = ||¢(z)]| < ||z||. Par ailleurs 2*z = g(2*z) ou g(s) = sf(s)* =
inf(s, ||y|[*), donc ||z[|* = [[z"[| < [[y||* d'on Végalite ||z]| = [|y||. O

On en deduit un résultat classique de C*-algébres qui sera trés utile dans
la suite.

Proposition 1.1.16. Tout morphisme injectif de C*-algébres est isomé-

trique. Tout morphisme de C*-algébres est d’image fermée.
O

Idéaux et quotients d’une C*-algébre. Un idéal a gauche (resp. a
droite) I, d’'une algébre A est un sous-espace vectoriel de A tel que a € A et
bel = abel (resp. ba € I). Un idéal bilatére (on I'appellera simplement
idéal) est un idéal & gauche et a droite.

Soit I un idéal d’une algeébre A, alors A/I est une algébre munie de la
multiplication (a + I)(b+ I) = ab+ I. Soit I un idéal fermé d’une algébre
normée A, alors A/ est une algebre munie de la norme quotient : |la+I|| =
inf o+ o]

Soient A, B des algébres involutives. Remarquons que le noyau d’un ho-
momorphisme involutif ¢ : A — B est un idéal autoadjoint de A.
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Proposition 1.1.17. Soit I un idéal fermé d’une C*-algébre A, alors I est
autoadjoint et le quotient A/I est une C*-algébre pour la norme quotient.
O

Proposition 1.1.18. Soit I un idéal fermé d’une C*-algébre A et B une
sous-C*-algébre de A. Alors I + B est une C*-algébre.
O

Un idéal I d’'une C*-algébre A est essentiel si pour tout autre idéal non-
nul J de AonalnJ#{0}.

Doubles centralisateurs ; multiplicateurs. Soit A une C*-algébre.
On appelle double centralisateur de A un couple (L, R) d’applications L, R :
A — A qui verifie

R(a)b = aL(b)

pour tout a,b € A. On note DC(A) I'ensemble des doubles centralisateurs de
A.

Proposition 1.1.19. Si (L, R) est un double centralisateur de A alors L(ab) =
L(a)b et R(ab) = aR(b) pour tout a,b € A. Les applications L et R sont li-

néaires bornés avec ||L|| = ||R||.
O

L’ensemble DC(A) est une algébre de Banach munie de la norme ||(L, R)|| =
I|L|| = ||R]| et les opérations suivantes :

(Ll, R1> + (LQ, RQ) - (Ll + LQ, R1 + RQ),

2(L,R) = (2L, zR) (pour z € C),

(L17 Rl)(L27R2) - (L1L2)R2R1)'
Si L : A — A est une application linéaire, on définit L* : A — A par
L*(a) = (L(a*))*. Alors L* est linéaire et Papplication L — L* est une
application antilinéaire isometrique de B(A) dans lui-méme telle que L** = L
et (L1Ly)* = LiL;. Si (L,R) € DC(A) alors (L,R)" = (R*,L*) € DC(A).
L’application (L, R) — (L, R)" est une involution sur DC(A).
On a la proposition suivante :

Proposition 1.1.20. Si A est une C*-algébre, alors DC(A) est une C*-
algebre.

OJ
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Exemple 1.1.21. Soit A un idéal fermé d’une C*-algébre B et soit b € B,
alors Ly : a — ba et Ry : a — ab sont des applications de A dans A et le couple
(Ly, Ry) € DC(A). On remarque que pour tout b € B, ||(Ly, Rp)|| < |-

Si A est une C*-algébre, 'application A — DC(A) donnée par a +—
(Lqa, R,) est un morphisme de C*-algébres isométrique appelé le plongement
canonique de A dans DC(A). Donc, on idéntifie A avec son image dans DC(A)
qui est un idéal fermé.

Proposition 1.1.22. Soit A un idéal fermé d’une C*-algébre B. L’appli-
cation j1 = b — (Ly, Ry) est un homomorphisme u : B — DC(A) dont la
restriction a A est le plongement canonique de A dans DC(A). De plus, u
est injectif si et seulement si A est essentiel dans B.

OJ

Soit A et B des C*-algébres. Un morphisme 7 : A — DC(B) est non-
dégénéré si m(A)B = {m(a)b ou a € A, b € B} est dense dans B.

Proposition 1.1.23. Soit A un idéal fermé d’une C*-algébre D et w: A —
DC(B) un morphisme non-dégénéré. Il existe une unique extension 7 : D —
DC(B) de . En particulier, tout morphisme de C*-algébres m : A — DC(B)
non-dégénéré s’étend de maniére unique en 7 : DC(A) — DC(B).

O

Remarque 1.1.24. Soit A une C*-algébre (non nécessairement unifére) et x
un caractére de A, alors x est un morphisme non-dégénéré x : A — DC(C) =
C et s’é¢tend donc de maniére unique en un homomorphisme x : DC(A) — C.
On a X(T)x(a) = x(Ta) pour tout T' € DC(A) et a € A.

Remarque 1.1.25. Soit 7 : A — DC(B) un morphisme non-dégénéré de
C*-algebres. Alors il existe une application continue 7 : Sp(B) — Sp(A)
satisfaisant 7 () (a) = x(7(a)b) pour tout a € A et b € B tel que x(b) = 1.

Soient A une algébre involutive et H un espace hilbertien. On dit qu'une
représentation L : A — B(H) de A est non-dégénerée si 'ensemble {L(a)h :
a € A, h € H} engendre un sous-espace dense de H. On dit que L est fidéle
si ker L = {0}.

Proposition 1.1.26. Soit A un idéal fermé d’une C*-algébre B et wy une
représentation non-dégénerée de A. Alors wa se prolonge de fagon unique en
une représentation (non-dégénerée) mg de B.

O
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Supposons que A est une sous-C*-algébre de B(H) et que AH = H.
Définition 1.1.27. On appelle algébre de multiplicateurs de A I'ensemble

M(A) :={z e B(H)|zA C Aet Az C A}.

L’algebre M(A) est une C*-algébre contenant A comme idéal essentiel.

Exemple 1.1.28. Soit H un espace de Hilbert. On note K(H) C B(H) l'en-
semble des opérateurs compacts définis sur H. En fait, K(H) est un idéal
fermé de B(H), représenté de fagon non-degenerée et 'on a M(K(H)) =

B(H).

Suite a la proposition 1.1.22 on a :

Proposition 1.1.29. Si A est représenté de fagon fidéle et non-dégénérée,
alors lapplication x — (L., R,) de M(A) — DC(A) est un isomorphisme de
C*-algébres.

O

Remarque 1.1.30. L’application réciproque est donnée par la proposition
1.1.26 appliqué & B = DC(A).

On idéntifiera dans la suite M (A) avec DC(A).

1.2 Produits tensoriels

On va donner rapidement quelques résultats classiques sur les produits
tensoriels de C*-algebres qui seront utiles dans la suite (cf. [25], [31], [33] et
[34]).

Soient A et B des espaces vectoriels. On note A ® B le produit tensoriel
algébrique de A et B et a ® b le tenseur élémentaire qui est un élément de
A©Bavecae Aet be B.

Si A et B sont deux algébres, la formule (a1 ® by, a2 ® by) — (ajas9) ®
(b1be) pour les tenseurs élémentaires permet de munir A ® B d’une structure
d’algebre. Si A et B sont des algébres involutives, la formule (a®b)* = a*®@b*
permet de définir une involution sur A ® B.

Soient A, B et C des algébres involutives. Soient ¢ : A — C, ¥ : B —
C' des homomorphismes involutifs tels que ¢(a)(b) = ¥(b)p(a) pour tout
a € A, b € B, alors 'application linéaire ¢ x ¢ : A ® B — (' satisfaisant
(o x ¥)(a®b) = ¢(a)p(b) est un homomorphisme involutif.
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Soient A, B,C, D des algébres involutives et ¢ : A — C, ¢ : B — D des
homomorphismes involutifs. Alors ’application linéaire oy : A©OB — C®D
vérifiant (¢ © ¥)(a ® b) = p(a) @ 1(b) est un homomorphisme involutif.

Soient A et B des C*-algébres et [| - ||, une C*-norme sur 'agebre involu-
tive A® B. Le complété de A® B par rapport a la norme || ||, est le produit
tensoriel de A par B, noté A ®, B. C’est une C*-algébre.

Soient H et K des espaces hilbertiens, le produit tensoriel hilbertien H® K
est I'espace hilbertien obtenu en complétant ‘H © K pour le produit scalaire
défini par < h1 Y ]{?1, hg & k‘g >=< h1, hg >< kl,k‘g >.

Soient H; et Hs des espaces de Hilbert. Pour 77 € B(H,), To € B(H,)
Iapplication linéaire 77 ® Ty de H; @ Hs dans lui-méme définie par (77 ®
TQ)(hl X hQ) = Tlhl & T2h2 s’étend en un opérateur (Tl X TQ) € B(Hl & HQ)
et 'on a ||77 ® Ta|| < ||T1]|||T2]]- On décrit ainsi Iinjection naturelle de
B(H1) ® B(H2) comme une sous-algébre involutive de B(H; ® Hs). De plus
on a [Ty @ Ta|| = [|T1[| [|T2]]-

Sim Ay — B(Hy) et mo @ Ay — B(H3) sont des représentations de C*-
algébres, il existe un unique homomorphisme involutif m ® m : A1 ® Ay —
B(H; ® Hy) vérifiant (m; @ ma)(a; ® ag) = m1(a1) ® me(az) pour tout a; € Ay
et ay € Ay. Sim et my sont fidéles, m; @ 7y est injectif.

Produit tensoriel maximal ; produit tensoriel minimal. En général,
on n’a pas unicité de C*-norme sur le produit tensoriel algébrique de C*-
algebres. Ici on va discuter les deux cas extrémes de C*-normes.

Proposition 1.2.1. Soient Ay et Ay des C*-algébres. Toute C*-semi-norme
|- ||, sur Ay ©® Ay vérifie ||a1 @ asl], < |laq]] ||az|| pour tout ay € Ay, as € As.
O

Pour t € A; ® As on définit
[|t]|max = sup{||t||, ott]| - ||, est une C*-semi-norme sur A; ® As}.

Suite & la proposition précédente || - ||nax est finie et on peut voir que c’est
une C*-norme sur A; ® A, qui majore toutes les C*-semi-normes de A; ® A,
et qui vérifie : ||a; ® az||max = ||a1]]||az||, pour tout a; € Ay, as € As.

Cette C*-norme est appelée la C*-norme maximale de Ay ® A,. Le com-
plété de A1 As pour la norme maximale, notée A; R Ao est une C*-algébre
que 'on appelle le produit tensoriel maximal de A; et As.
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Proposition 1.2.2. Si ¢y : Ay — B, 1y : Ay — B sont des morphismes
de C*-algebres tels que 1(ar)a(az) = a(ag)ihi(ar) pour tout a; € Ay et
as € Ao, alors 1y X 1y s’étend en un morphisme 1 X g 1 Ay Qmax A2 — B.

Soient 1 : Ay — By et pg 1 Ay — By des morphismes de C*-algébres,
alors o1 ®ws s’étend en un morphisme Y1 @max P2 : A1 @max Ao — B1 @pax Bo.
St 1 et wo sont surjectifs alors 1 Qmax Y2 est surjectif.

Si Ay et Ay sont des idéaux fermés de By et Bs respectivement alors
V1 Omax P2 €St un morphisme injectif.

O

Proposition 1.2.3. Soient Ay et Ay des C*-algébres et m 1 A1 — B(H,),
o+ Ay — B(Ha2), p1 @ A1 — B(Ky), po @ Ay — B(Ks) des représentations
fidéles. Alors, ||(m1 @ m2)(t)|| = ||(p1 © p2)(t)|| pour tout t € A} © As.

OJ

On définit ainsi une C*-norme sur A;© Ay par t — ||(m10m2)(t)|| = ||t]|mins

ou 7 et my sont des représentations fidéles de A; et As qu’on appelle norme
minimale ou spatiale et elle vérifie ||a; ® ag|lmn = |a1]] ||az]||, pout tout

a; € Ah ay € AQ.
Le complété de A; ® A, pour cette norme est une C*-algébre qu’on la note

Al ®min Ao et on Pappelle le produit tensoriel minimal ou spatial de A; et
As.

Proposition 1.2.4. Soient 7, et my des représentations (non nécessairement

fidéles) de Aq et Ay, alors on a ||(m1©m2)(H)|] < ||t]|min pour tout t € A1 © A,.

Autrement dit, il existe une unique représentation m ® Ty @ Ay Qumin Az —

B(H1 ® Hs) vérifiant (m; ® m)(a; ® ag) = m1(a1) @ ma(az) pour tout a; € A,
et ag € As.

Simy et o sont fidéles, m Qo est une représentation fidéle de Ay ®pin As.

O

Proposition 1.2.5. Soient ¢, : A1 — By et g : Ay — By deux morphismes
de C*-algébres, alors il existe un unique morphisme o1 @min s : A1 Qmin Ao —
B ®min By tel que (1 @minp2)(a1®a2) = @1(a1) @minp2(az) pour tout a; € A
et ay € Ag. De plus, si p1 et pg sont injectifs, alors o1 Qmin w2 est injectif,
st 1 et g sont surjectifs, alors 1 @min Y2 est surjectif.

O

Proposition 1.2.6. (cf. [31]) La norme spatiale est minimum. Autrement
dit, si A et B sont des C*-algébres, toute C*-norme || - ||, sur A® B domine
la norme spatiale, i.e. ||t||min < ||t||a pour toutt € A® B.

O
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Proposition 1.2.7. Soient Ay et Ay des C*-algébres. Soit || - ||, une C*-
norme sur Ay ® As. Il existe des morphismes injectifs iy, : M(A;) —
M(A; ®4 Ag) et ia, : M(Ay) — M(A; ®q Ag) tels que ig,(aq)ia,(az) =
ia,(a2)ia, (a1) = a1 ® ay pour tout a; € Ay, ay € As.

O

Remarque 1.2.8. Soient A et B des C*-algébres. Par les propositions 1.2.7
et 1.2.2 on obtient un morphisme M(A) Quax M(B) — M (A @max B).
Soient 7 : A — B(H;) et m : B — B(Hz) des représentations fidéles.
Par la proposition 1.2.4 la représentation m; ® o de A®;i, B est aussi fidéle.
Notons 7 l'extension de m; & M(A) et w3 celle de m & M(B). Alors m; et
7o sont fidéles et on obtient une représentation fidéle m ® T de M(A) Qumin
M(B). En idéntifiant A ®,;, B avec son image par m; ® my on remarque
que I'image de m; ® Ty est contenue dans M (A ®uin B). Autrement dit on a

M<A) Gmin M(B) - M(A Omin B)

Corollaire 1.2.9. Soient p1 : Ay — M(By) et @y : Ay — M(B3) deuz mor-
phismes de C*-algébres. En composant o1 @minpe avec linclusion M (B1) @umin
M(By) — M(B1 @min B2) on a un morphisme Ay @uin Az — M (B] Qmin B2)
que l’on note ausst Y1 Qmin Y2. Remarquons que le morphisme 1 Qi 2 est
injectif ou non-dégénéré si oy et py vérifient la méme propriété.

O

Remarque 1.2.10. Soient B, By des C*-algébres et A; (resp. Ag) un idéal
fermé de B; (resp. By), alors A; ® As est un idéal de By ® Bs.

Posons @ = min ou max. Notons 7; : Ay — Bj et 49 : Ay — By les
inclusions naturelles, puisque 77 ®, 12 : A; ®q Ay — B; ®, By est continue
alors (i1 ®412) (A1 ®4 Az) est un idéal fermé de By ®, By. De plus, i1 ®,, iy est
injectif d’aprés les propositions 1.2.2 et 1.2.5, donc on peut idéntifier A3 ®, Ao
a un idéal fermé de By ®, Bs.

Remarque 1.2.11. Soient A et B des C*-algébres et || - ||a, || - ||s des C*-
normes sur A ® B telles que || - ||o < || - ||, alors A ®, B est un quotient de
A®gB.

On en deduit que pour tout C*-norme || - ||, sur A ® B, A Quin B est un
quotient de A ®, B qui lui-méme est un quotient de A ®,.x B.

Proposition 1.2.12. Soit D une C*-algébre et 0 — A 5 B C =0 une
suite exacte de C™*-algébres, alors

i®maxld p®mdx1d
00— A Rmax D === —_—

B®maxD C®maxD_)O
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est une suite exacte de C*-algébres. De plus, elle est scindée si la suite
i p .
0—A— B 2C — 0 est exacte scindée.

o

O

i p
Proposition 1.2.13. Soit D une C*-algébre et 0 — A — B = C — 0 une

ag
suite exacte scindée de C*-algebres, alors on a une suile exacte scindée de
produits tensoriels minimaux

i®@minld p®'min]d
0—AQuin D—> B @uin D =—=C Qmin D —0.
0 ®min

OJ

C*-algébres nucléaires. Une C*-algébre A est nucléaire si pour toute
C*-algebre B, il existe une unique C*-norme sur A ® B, autrement dit si le
morphisme naturel A®.x B — A®uin B est injectif (dans ce cas A®pax B >~
A Quin B).

Rappelons quelques propriétés des C*-algébres nucléaires.

e Un idéal fermé I d’une C*-algébre nucléaire A est nucléaire et le quo-
tient A/I est aussi nucléaire.

e [’extension d'une C*-algébre nucléaire par une C*-algébre nucléaire
est nucléaire. Plus précisement : si la suite 0 = A — B — C' — 0 est
exacte et A et C' sont nucléaires, alors B est nucléaire.

e Toute C*-algébre commutative est nucléaire.

e Une limite inductive de C*-algébres nucléaires est nucléaire.

On pourrait consulter [32], [33] ou [34] pour les démonstrations de ces résul-
tats.

C*-algébres exactes. Une C*-algébre D est exacte si pour toute suite
exacte de C*-algébres 0 — A = B & €' — 0, la suite

O_>A®m1nD M>B(g)mm-D MC@mmD_)O
est exacte.
Rappelons quelques propriétes des C*-algébres exactes.
e Une sous-algébre d’une C*-algébre exacte est exacte.
e Une C™-algébre nucléaire est exacte.
e Un quotient d'une C*-algebre exacte est exact (Kirchberg).
e Une limite inductive de C*-algébres exactes est exacte.
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On peut trouver ces propriétés dans [33|. Signalons I'important résultat
qu’ont récemment démontré Kirchberg et Philips dans [23]. Une C*-algébre
séparable est exacte si et seulement si elle peut étre plongée dans une C*-
algébre nucléaire.

1.3 Produits croisés

C*-systémes dynamiques. On appele C*-systéeme dynamique un triplet
(A, G, ) ot A est une C*-algeébre, G un groupe localement compact et «
une application g — «, qui est un homomorphisme continu de G dans le
groupe Aut(A) des automorphismes involutifs de A muni de la topologie de
la convergence simple (i.e. pour tout a € A l'application g — ay(a) est
continue).

Soit (A, G, ) un C*-systéme dynamique. Notons A une mesure de Haar
a gauche sur G. Notons A : G — R’ la fonction modulaire de G' définie par :

A(r)/Gh(sr)d)\(s) = /Gh(s)d)\(s) pour tout h € C.(G),r € G.

Rappelons que pour tout f € C.(G),

/fl (s (s /f )dA(s

L’algébre involutive. L’espace C.(G, A) des fonctions continues ¢ : G —
A & support compact est muni d’une structure d’algébre involutive donnée
par :

a) un produit appelé convolution
(f*g)(s /f oy (g(r~ts)dA(r), f,g € C.(G, A), s € G,
b) une involution

Fr(s) = A(s™Das(f(s71)), f € CulG, A)
On définit une norme sur C.(G, A) par :

11l = /G 1£()l1dA(s)

Elle verifie ||f||, = |1/*]l; et IIf * gll, < If]l,]|9]l, grace aux propriétés de la
mesure de Haar. On I'appellera norme L'. Le complété de C.(G, A) pour la
norme L' est une algébre de Banach involutive notée L*(G, A).

19



Représentations covariantes. Soit (A, G, ) un C*-systéme dynamique.
On appelle représentation covariante de (A, G, a)) une paire (w4, U) ou my :
A — B(H) est une représentation de A et U : G — U(H) est un homomor-
phisme *-fortement continu de G dans le groupe des unitaires de B(H) (on
I'appelera aussi une représentation unitaire de G) notée U(g) = U, et telle
que, Ta(as(a)) = Usma(a)U; pour tout a € A, s € G.

On dira que (74, U) est non-dégénérée si 74 est non-dégénérée.

Exemple 1.3.1. Représentations régquliéres a gauche

Soit p4 : A — B(H) une représentation de A sur H. Le couple (pa,U) de
représentations sur I'espace de Hilbert L*(G,H) définies par :

pa s A — B(L*(G,H)) telle que pa(a)h(r) = pa(a; (a))(h(r)), a € A1 €
G,h € L*(G,H) et U : G — U(L*(G,H)) telle que U,h(r) = h(s~'r) pour
r,s € G,h € L*(G,H) est une représentation covariante de (A, G, ) qu’on
appelle représentation réguliére a gauche associée a p4. De plus elle est non-
dégénerée si py lest.

Proposition 1.3.2. Soit (74, U) une représentation covariante de (A, G, )
sur ‘H. Alors

(s X U)(f) = / ra(F($)UdA(s) . | € Cu(G, A)

G
définit une représentation involutive de C.(G,A) sur H qui est bornée pour
la norme L'. Par conséquent elle définit une représentation involutive de
Ualgébre de Banach involutive L'(G, A).

La représentation (m4 x U) est non-dégénerée si wa est non-dégénerée.
De plus, Uapplication (ma,U) — ma x U est une bijection entre les re-
présentations covariantes non-dégénerées de (A, G, a) et les représentations
non-dégenerées de L'(G, A).
O

Produit croisé. Soit (A, G, «) un C*-systéme dynamique. On définit une
norme sur C.(G, A) par

£, = sup{||(maxU)(f)|| ot (74, U) représentation covariante de (A, G, ) }.

On 'appelle norme universelle et elle majorée par la norme L'. Le completé
de C.(G,A) ou de L'(G, A) pour la norme universelle, noté Ax,G est le
produit croisé maximal de A par G et c’est une C*-algébre.

Remarquons que 1'on a (par la proposition 1.3.2)

1£1], = sup{||L(f)|| ott L représentation de L' (G, A)}.
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En d’autres termes, Ax,G est la C*-algébre enveloppante de L'(G, A).

Le complété de C.(G, A) ou de L' (G, A) pour la norme
| f1I,, = sup{||(pa x U)(f)|| ott pa représentation de A}

est le produit croisé reduit de A par G qu’on le note Ax, ,G et qui est une
C*-algebre.

Proposition 1.3.3. Soit (A, G, «) un C*-systeme dynamique et w4 une re-
présentation fidéle de A alors ma x U est une représentation fidéle de Ax,. ,G.
O

Donnons trois autres facons d’énoncer cette proposition. On suppose
qu’on a un C*-systeme dynamique (A, G, «) et une représentation fidéle 74
de A, alors

o IIfll, = [I7 x U(H)I| pour tout f € C.(G, A).

o Ax, G = Ax,G/ker(my x U).

o Ax, G~ (ma x U)(Ax.G).

Exemple 1.3.4. (cf. [30]) Soit G un groupe localement compact et Cy(G)
la C*-algébre des fonctions continues définies sur G qui tendent vers zéro a
I'infini. Alors le produit croisé Co(G) x G pour 'action continue de G donnée
par les translations a gauche est isomorphe a la C*-algébre K(L*(G)) des
opérateurs compacts définis sur L*(Q).

Morphismes équivariants. Soient A, B des C*-algébres munies des ac-
tions «, § d'un groupe G et soit ¢ : A — B un morphisme de C*-algebres.
On dit que ¢ est équivariant si ploy(a)] = By[¢(a)] pour tout g € G et tout
a€A. N

Pour g € G notons 3, I'extension de 3, a 'algebre des multiplicateurs
M (B) qui est donnée par : gg(b)ﬁg(b’) = B,(bV') pour tout b € M(B),V € B
et ¢ € G. On dit qu'un morphisme 7 : A — M(B) est équivariant si
m(ay(a)) = gg(w(a)) pour tout g € G,a € A, autrement dit si m(ay(a))B,(b) =
Bg(m(a)b) pour tout g € G,a € Aet be B.

Proposition 1.3.5. Soient (A,G,«) et (B,G,[3) deur C*-systémes dyna-
miques et @ : A — B un morphisme équivariant. Alors il existe un unique
morphisme @, : AxoG — BxgG donné par ¢.(f)(s) = o(f(s)) pour tout
f € C.G, A). Plus précisément, on a un diagramme commutatif

21



C.(G, A) <~ C.(G, B)

| |

Ax,G BxgCG

Px

ot les fleches verticales sont les applications canoniques dans le complété et
ot l'on a noté ¢, : C.(G,A) — C.(G, B) Uapplication f — po f.

Démonstration. Puisque ¢ est équivariant on vérifie immédiatement que l'ap-
plication ¢, : C.(G, A) — C.(G, B) est un homomorphisme involutif.
De plus, puisque ¢ est un morphisme de C*-algébres, on a ||p.(f)||; =

/ lo(F(s)lIdA(s) < / 1£(5)]ldA(s) = [If]l,. Donc . admet un unique
G G

prolongement a L'(G, A).

Soit L une représentation de L'(G, B), alors Lo ¢, est une représentation
de LY(G, A) et ||L o p.(f)|| < ||f]l, pour tout f € L*(G, A). On en deduit
que [|e«(Hl, < |Ifll, pour tout f € L'(G, A). Donc il existe une unique
extension de ¢, & un morphisme ¢, : Ax,G — Bx3G. O

On a également,

Proposition 1.3.6. Soient (A,G,a) et (B,G,[3) deux C*-systémes dyna-
miques et @ : A — B un morphisme équivariant. Alors il existe un unique
morphisme ., @ AX.oG — Bx, 3G donné par o..(f)(s) = o(f(s)) pour
tout f € C.(G, A).

Démonstration. Soit mp une représentation fidéle de B et soit g x U la re-
présentation de Bx G correspondante a la représentation (75, U). En posant
Tp o @ = m4 on a par un simple calcul que (75 x U) o ¢, = (w4 x U) donc
e« (O, < |f]l, pour tout f € C.(G,A) et ¢, admet un unique prolonge-
ment a Ax, ,G. Il

Corollaire 1.3.7. Soient (A, G, «) et (B, G, 3) deux C*-systémes dynamiques
et p : A — B un morphisme équivariant. Soient Ay (resp.\g) la surjection
canonique AXo,G — AX,. .G (resp.BxgG — Bx, 3G), alors le diagramme
sutvant est commutatif :

ANQGLBNﬁG

N s

ANT’QG W BNT”@}G.
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Il est clair que la construction est naturelle au sens suivant

Proposition 1.3.8. (Naturalité des produits croisés)
Soient (A,G,a), (B,G,[3), (C,G,7) des C*-systéemes dynamiques et soient
w:A— B, ¢ : B — C des morphismes equivariants. On a (Ida), = Ida,c,

([dA>*,r = [dAX'r,aG et (w © 90)* = w* O P, (2/) © 90)*,7’ = w*,r © 80*77“'
O

On dit qu'une sous-C*-algébre B de A est G-invariante si elle est stable
par les automorphismes o, ,g9 € G.

Proposition 1.3.9. Soit (B,G,3) un C*-systéme dynamique et soit A un
idéal fermé G-invariant de B. Notons i : A — B l'inclusion et encore 3, la
restriction de B, a A. Alors le morphisme i, : AxgG — BxgG est injectif.

Démonstration. Soit || - ||, p la norme universelle sur C.(G, B) et || - ||, 4 la
norme universelle sur C.(G, A).

Pour tout f € AxgG on a ||i.(f)|| < ||f|| parce que i, est un morphisme
de C*-algebres.

D’autre part soit 7 x U une représentation fidéle non-dégénerée de Ax3G.
La représentation 7 : A — B(H) admet une unique extension 7 : B — B(H)
et par unicité de l'extension (mp,U) est une représentation covariante de
(B, G, 3). Doncona||fl, o = [lmxU(f)I| = [lmsxU(f)]| < [|fI],,5 pour tout
f € C(G,A). On en deduit que ||f|[, , = [|f]l, 5 Pour tout f € C.(G, A)
donc 7, est injectif. O

Proposition 1.3.10. Soit p : A — B un morphisme équivariant surjectif
alors p, : AxoG — BxgG et py, 1 Ax, G — Bx, 3G sont des morphismes
surjectifs.

Démonstration. On note B l'espace de fonctions de la forme Z wibi , i €

i=1

C.(G),b; € B. L’espace B est dense dans C.(G, B) pour la topologie de la

convergence uniforme a support contenu dans un compact fixé, donc B est

dense dans C,(G, B) pour la norme L' et par suite il est dense dans Bx3G.

On a de plus que p,.(Ax,G) est une sous-algébre fermée de Bx G car p,

est un morphisme de C*-algébres. Puisque I'image Imp, contient B qui lui
méme est dense dans BxgG, p, est surjectif.

A l'aide de 1.3.7 on a que p,, est aussi surjectif. n

Proposition 1.3.11. Siv i : A — B est un morphisme équivariant injectif de
C*-algébres alors, iy, : AX, G — Bx, 3G est injectif.
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Démonstration. Le resultat est immediat suite & la proposition 1.3.3 O]

Soit (B, G, #) un C*-systeme dynamique et A un idéal (fermé) G-invariant
de B. Notons i : A — B l'inclusion. Alors C.(G, A) est un ideal de C.(G, B).
Puisque i, : AxgG — BxgG et i,, : Ax, 3G — Bx, 3G sont continus alors
i (AXgG) (resp. iy, (Ax, 3G)) est un idéal fermé de BxgG (resp. Bx, 3G).
Puisque 1., i., sont injectifs on idéntifiera AxgG (resp. A, sG) & un idéal
fermé de BxgG (resp.Bx, gG).

Proposition 1.3.12. Soient (A,G, ) et (B,G,[3) deuxr C*-systémes dyna-
miques. Soit m : A — M(B) un morphisme équivariant. Alors il existe des
morphismes uniques T : AXoG — M(BxgQ) et T, : Ax, oG — M(Bx,3G)
donnés par

G (s) = (7 (F)R)(s) = /G () B (1)) aA(r),

pour tout f € C.(G,A),h € C.(G,B) et s € G. De plus, si w est injective
alors m, l’est aussi.

Démonstration. Soit L une représentation fidele non-dégénérée de BxgG.
Par la proposition 1.3.2; la représentation L est de la forme L = ¢p X
U ou (¢p,U) est une représentation covariante non-dégénérée de (B, G, [3).
Notons L = ¢ x U : M(B x3 G) — B(H) son extension a l'algébre des
multiplicateurs qui est aussi fidéle.

On définit p4 = Pp o ol P est l'unique extension de la représentation
vp : B — B(H) al'algébre des multiplicateurs M (B). Alors, ¢4 est une re-
présentation de A et avec un simple calcul, en utilisant que 7 est équivariante,
on montre que la représentation (g4, U) est covariante. Donc par la propo-
sition 1.3.2, on peut définir une représentation o4 x U de Ax,G. L’'image
de Ax,G est dans les multiplicateurs et I'on obtient un homomorphisme
7 AXyG — M(BxpQG) tel que pa x U = pp x U oT.

Pour le produit croisé reduit, soit ¢p une représentation fidele et non-
degenerée de B et pp son extension a l’algebre des multiplicateurs qui est
aussi fideéle. Par la proposition 1.3.3, L = pp x U est une représentation
fidele non-degénérée de Bx, 3G, avec (pp,U) la représentation réguliére a
gauche de (B, G, 3) associée a pp. Il est clair que py = (pgomU) est la
représentation réguliére a gauche de (A, G, «v) associée a p4 = Ppom, qui est
covariante. Donc, ¢4 x U est une représentation de A %, , G' et on obtient un
homomorphisme 7, : A, G — M(Bx, gG) tel que pa x U = o x U oT,.
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Si 7 est injective ¢4 = Pp o 7 est fidéle. Donc la représentation g, x U
est fidéle et on en deduit que 7, est injective.
O

Proposition 1.3.13. Soient (A, G, ), (B,G,[3), (C,G,~) des C*-systémes
dynamiques. On suppose qu’on a une suite exacte de C*-algébres,

0-A5 B2 C=0

ol i, p sont des morphismes équivariants. Alors les produits croisés mazximaux
forment aussi une suite exacte :

0— Ax,G 2 BxgG 25 0,6 — 0.

Démonstration. Par la proposition 1.3.9, puisque Ax,G est un ideal de
BxgG on a que 7, est injectif. Par la proposition 1.3.10, p, est surjectif.

Montrons que kerp, =Imi, = Ax,G. Nous devons démontrer que le
morphisme j : BxgG/Ax,G — Cx,G déduit de p, est injectif. Soit L
une représentation fidéle non-dégénerée de BxgG/Ax,G alors L est de la
forme suivante : L = mp x U représentation non-dégénerée de BxzG (ou
(rp,U) est une représentation covariante de (B, G, 3) et mp représentation
non-dégénerée de B) telle que (15 X U)(Ax,G) = 0.

Onanp(A)(mpxU)(BxzG) C (mpxU)(Ax,G). Puisque (mpxU)(AxG)
= 0 alors mg(A)(mp x U)(BxgG) = 0, or la représentation 7 x U de BxgG
est non-dégénerée donc mg|, = 0. Il existe donc une unique représentation
7o de C telle que g = me o p. Or, (7, U) est une représentation covariante
de (C,G, ) car : d'une part on a m(5,(b)) = mc(p(By(b))) = me(v4(p(D)))
pour tout ¢ € G,b € B et d’autre part on a 7p(5y(b)) = Uymp(b)U,; =
Uy(mc(p(b))U, pour tout g € G. Alors, L = (7o x U)o j. Comme L est fidele,
J est injectif.

Il est clair que p, o7, = 0.

O

Corollaire 1.3.14. Si on suppose que la suite exacte
i p
0—-A—B=C-—0

est scindée (avec i, p, et o des morphismes équivariants), alors on obtient
aussi une suite exacte scindée des produits croisés maxrimaud,

) D
0 — Ax,G = BxgG 2 Cx,G — 0.
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Démonstration. C’est évident puisque par la proposition 1.3.8 ona (po o), =
P« 00y = IdC><1.YG- L

En d’autre termes, on a un isomorphisme linéaire
BxgG =i, (AxG) B 0, (Cx,G) ~ (Ax,G) B (Cx,G).
Proposition 1.3.15. Soient (A, G,«) , (B,G, ), (C,G,~) des C*-systemes
dynamiques. On suppose qu’on a une suite exacte scindée de C*-algébres,

: p
0—-ASB =2 C—0

ol i,p et o sont des morphismes équivariants. Alors les produits croisés re-
duits forment ausst une suite exacte scindée :
Per

0= Ax,0G 25 By, sG = Cx,,G — 0.

Tx,p

Démonstration. On a vu que i,, est injective (proposition 1.3.11) et on a
Dsgr ©Oxpr = IdCNT,,yG'

Notons A avec K = A, B,C' les surjections canoniques respectivement
de K x,G — Kx, G, k = «, 3,7. Puisqu'on a une suite exacte scindée

BxgG = i.(Ax,G) @ 0, (Cx,G),

le diagramme

00— AxyG — > Bx1sG === Cx,G —

O %

AAl ABl lkc
Dx,r

0 ——> Axy0G 0 By G == O,y G0

.
*,1
est commutatif et comme g est surjective, on a

Bx, 3G =i,,(AX,,G) B 0.,(Cx,,G).

1.4 K-théorie de C*-algébres

La K-théorie de C*-algébres est un domaine qui s’est beaucoup developpé
depuis une trentaine d’années. Il y a plusieurs livres consacrés a la K-théorie,
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par exemple on pourrait consulter les livres [7], [22] et [34] pour se familiariser
avec cette théorie.

La K-théorie K, et K; est un foncteur covariant de la catégorie des C*-
algébres dans la catégorie des groupes commutatifs.

Ce n’est pas le but de ce travail de la présenter. Signalons ici les deux
propriétés élémentaires, qui nous seront utiles, sans du tout rentrer dans sa
définition.

e Si A est une C*-algébre qui est une limite inductive des C*-algéebres i.e.

A =lim A4;, alors K, k(A), k= 0,1 est une limite inductive des groupes
Ko, K correspodants, i.e. Kj(A) = lim Ky (4;) pour k =0, 1.

e Si0 — A — B =2C — 0 est une suite exacte scindée de C*-algebres,

alors 0 — Ki(A) — Ky(B) & K(C) — 0 pour k = 0, 1, est une suite

exacte scindée de groupes.
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Chapitre 2

C*

2.1

-algébres graduées

Semi-treillis

Soit (£, <) un ensemble ordonné. On dit que (£, <) est un semi-treillis
si pour tout k,¢ € L, I'ensemble {m € L£; m < k et m < (¢} posséde un
plus grand élément noté k A £. On dira parfois (improprement) que £ est un
semi-treillis.

Soit (£, <) un semi-treillis.

Si F' est une partie finie non vide de £ l'ensemble {k € L;V/ € F, k <
¢} posséde un plus grand élément noté Agepl. Cela se voit immédiate-
ment & l'aide d’une récurrence sur le nombre d’éléments de F'.

Une partie M de L est appelée un sous-semi-treillis de L si pour tout
kEle M,onakANle M.

Une partie commencante de L est une partie M de L telle que pour
tout @ € M on ait {b € £; b < a} C M. Toute partie commengante
de L est un sous-semi-treillis de L.

Un sous-semi-treillis finissant de £ est un sous-semi-treillis M qui soit
une partie finissante i.e. telle que, pour tout a € M, on ait {b € L; a <
b} C M.

Soit k € L. L’ensemble £, = {¢ € L; k < {} est un sous-semi-treillis
finissant de £. Remarquons que le complémentaire d'une partie finis-
sante est commencante. En particulier ensemble £ = £\ L, est un
sous-semi-treillis de L.

L’ensemble des sous-semi-treillis de £ est stable par intersection. En
particulier, si M est une partie de L, il existe un plus petit sous-semi-
treillis de £ contenant M ; on l'appelle le sous-semi-treillis engendré
par M. 1l est en fait facile de caractériser ce sous-semi-treillis : c’est
I’ensemble des A,era pour F parcourrant I’ensemble des parties finies
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non-vides de M.

e Toute partie finie M de L est contenue dans un sous-semi-treillis fini
de L. En effet, il est clair que le sous-semi-treillis engendré par M est
fini.

e On dit que L est un bon semi-treillis si toute partie totalement ordonnée
non vide de £ est bien ordonnée (i.e. tout sous-ensemble non vide de
cette partie admet un plus petit élément).

Remarque 2.1.1. Soit (£*)7_,, n € N une famille finie de semi-treillis. Le

produit £ = H L est muni de lordre :
k=1

pour touta = (a*), b = (b*) € Lalors, a < b < a" < b* pour tout k.

De plus, pour tout a,b € £ on a aAb = (a*Ab*)7_,, donc £ est un semi-treillis.

Remarque 2.1.2. Soit £ un semi-treillis. On a les equivalences suivantes :
a) L’ensemble £ est un bon semi-treillis.

b) Toute partie totalement ordonnée non vide de £ admet un plus petit
élément.

¢) Tout sous-semi-treillis non vide de £ admet un plus petit élément.

d) Tout sous-semi-treillis finissant non vide de £ admet un plus petit élé-
ment.

C’est evident que a) < b).

Montrons b) = ¢). Soit F un sous-semi-treillis non vide de L. Par le
lemme de Zorn il existe une partie A totalement ordonnée maximale de F.
Notons a son plus petit élément et prenons x € F. Puisque F est un sous-
semi-treillis aAz € F. Comme l'ensemble {a Az} UA est totalement ordonnée
et A est maximal alors a Ax € A et donc a < a Az. Cela implique a Az = a.
D’autre part, on a a A x < x et par conséquent a < x. En d’autres termes a
est le plus petit élément de F.

Puisqu’une partie totalement ordonnée de £ est un sous-semi-treillis de
L onac)=b).

C’est evident que ¢) = d).

Pour montrer que d) = ¢), on considére I un sous-semi-treillis de £ et
soit J ={j € L£;3i € I;i <j}. Alors J est un sous-semi-treillis finissant de
L. Par hypothése J admet un plus petit élément, notons-le jy. Alors puisque
Jo € J il existe ig € I tel que iy < jp. Mais puisque par construction I C J,
19 € J. Donc jg < 79 et on a l’égalité, autrement dit iy est le plus petit
¢élément de .
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2.2 ("-algébres graduées

Rappels
e Soit £ un espace vectoriel. On dit qu'une famille (E;);c; de sous-espaces
vectoriels de E est en somme directe (ou linéairement indépendante)
si pour toute famille (5;),.; telle que S; € E;, i € I et S; # 0 pour
seulement un nombre fini au maximum de ¢, alors si Z S;i=0ona
iel
S; = 0 pour tout ¢ € [.

e Soit E un espace vectoriel normé. Une partie de E est dite totale si
le sous-espace vectoriel de E qu’elle engendre est dense dans E. Une

famille (7;);c; de parties de E est dite totale si UTi est une partie
iel
totale de F.

Soit (£, <) un semi-treillis.

Définition 2.2.1. Une C*-algébre 2 est dite graduée par £ ou L-graduée si
I'on s’est donné une famille linéairement indépendante et totale (A;);c. de
sous-C*-algebres de A telles que A;A; C A;,; pour tout 7,5 € L.

On dira alors que (2, (A;);ec) est une C*-algebre graduée et on appellera
les A;, i € L les composantes de 2.

Définition 2.2.2. Soit B une sous-C*-algébre de 2. Posons B; = A; N ‘8.
On dit que B est une sous-algébre L-graduée si @ B; =B.

€L

Soit (A, (A;)iec) une C*-algébre graduée. Pour toute partie M de £ no-
tons A, le sous-espace de £ somme de la famille A; pour i € M.
On a immédiatement :

Proposition 2.2.3.  a) Si M est un sous-semi-treillis de L, [’ensemble
A est une sous-C*-algebre de A. Elle est graduée par M.

b) Si M est une partie commencante de L, l'ensemble Ay est un idéal
fermé de 2.
O

Le résultat suivant sera trés utile dans toute la suite :

Proposition 2.2.4. Si F est un sous-semi-treillis fini de L, ’ensemble A x
est fermé dans A. C’est une sous-C*-algébre de 2.
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Démonstration. On va le démontrer par récurrence sur le nombre d’éléments
de F.

Si F posséde un seul élément F = {i} alors A; est fermé par hypothése.

Supposons que c¢’est vrai pour tout sous-semi-treillis possédent un nombre
d’éléments inférieur ou égal a n — 1. On va le montrer pour F & n éléments.

Soit ¢ un élément maximal de F et soit S = F\{i}. L’ensemble S est un
sous-semi-treillis de F a n — 1 éléments.

On a Ar = Ag B A; et on remarque que S est une partie commencante
de F, donc par la proposition précedente g est un idéal fermé de Ax. Par
I’hypothése de récurrence 2Ag est un idéal fermé de As D A;.

L’application A; — g @ A;/As est un isomorphisme de C*-algébres
puisque son noyau est nul et son image est dense.

Soit z € ™A P A;, il existe y € A; tel que la classe de x modulo g soit
égale a la classe de y modulo g. Alors t —y € As = € y+™As = x €
As D A; et UAr est fermé dans 2.

]

Notons F, I'ensemble des sous-semi-treillis finis de L.
Si Fi, Fo € Fp alors il existe F3 € F, tel que F; C F3 et Fo C F3. Par
définition pour F, M € F, tels que M C F on a Ay C Ax. En d’autres
termes les (%r) rop, forment un systeme inductif de sous-C*-algebres de 2.

Puisque U Ar = ZAi = 2 contient les A;, i € L et (4;),., est une
FeF, ieL
famille totale alors 2, est dense dans L. On en deduit que la C*-algébre A
est la limite inductive des (z) zcp, -

Proposition 2.2.5. Soient L1 et Ly des semi-treillis et (A, (A;)ier,) (Tesp.
(A, (Bj)jec,)) une C*-algebre Ly-graduée (resp. Lo-graduée). Supposons que
la somme Z (A; N Bj) est dense dans A. Alors, U est aussi une C*-

(i,j)eﬁl X Lo
algebre L1 x Lo-graduée dont les composantes sont les A;NB;, i € Lq,] € L.

Démonstration. Montrons que la famille (A; N B;) (i j)ec, xc, est linéairement
indépendente. Soit (Si;) (i )ec,xc, une famille telle que S;; € (A; N B;) pour
tout @ € L4,5 € Ly et Z S;; = 0. Alors, Z Z Sij = 0 et puisque
(i,j)e[,lX[,Q i€L] JELS
Sij € A; et la famille (A;);ec, est linéairement indépendent on a Z Si; =0
JEL

pour tout ¢ € £,. Mais puisque S;; € B; et la famille (B}) e, est linéairement
indépendente, donc S;; = 0 pour tout j € Ly et ¢ € L.
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Par hypothése elle est aussi totale, donc il suffit de montrer que (A; N
B;) - (A; N By) C (Aine N Bjag) pour tout i, € Ly et j,k € Ly. Pour cela,
soient Sz'j S (Az N Bj) et Dy, € (Ag N Bk) Puisque Sij S Ai, Dy, € Ay et
(A, (Ai)iec, ) est graduée, on a S;j Dy, € Ajpne. On a également S;; Dy, € Bjg,
d’ou le résultat.

]

2.3 Morphismes de C*-algébres graduées

Définition 2.3.1. Soit £ un semi-treillis et soient (2, (A4;)icc) et (B, (Bi)icr)
des C*-algeébres L-graduées. On dit qu'un homomorphisme ¢ : A — B est
un homomorphisme de C*-algébres graduées si 1(A;) C B; pour tout i € L.

Proposition 2.3.2. Soient (A, (A;)icc) une C*-algeébre graduée, B une C*-
algebre et ¢ : A — B un homomorphisme. Pour tout sous-semi-treillis fini
F de L, notons Yr : Ar — B la restriction de ¥ a Ar. Pouri € L on écrit
Vi + Ay — B plutét que g
a) Pourtout j,k € L et tout v € Aj, y € A on a Yja(zy) = ¥j(x)e(y).
b) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’application ) est surjective.
(ii) La famille v;(A;) est totale.
c¢) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) L’application 1) est injective.
(ii) Pour tout sous-semi-treillis fini F de L, Vx est injective.
(iii) Pour tout i € L lapplication v; est injective et la famille 1;(A;)
de sous-espaces de B est en somme directe.

Démonstration.  a) est clair.

b) Puisque 'image d’un homomorphisme de C*-algébres est fermé et que
la famille (A;);., est totale dans 2, I'image de v est le sous-espace
fermé de B engendré par les ¢;(A;).

¢) Remarquons que la condition (ii) équivaut a : (iii)" la restriction ¢
de ¢ a A, est injective. Il est alors clair que (i) = (iii) = (i7).
Supposons que (i) soit satisfait. Soit x € .. Il existe un sous-semi-
treillis fini F C L tel que x € Ax C A,. Le morphisme ¢r de C*-
algébres étant injectif, il est isométrique. On a donc |[¢(z)|| = ||z||

pour tout x € A, et, par densité, pour tout x € 2.
O
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Proposition 2.3.3. Soient (A, (A;)icc) une C*-algébre graduée et B une
C*-algébre. Donnons-nous pour tout i € L un homomorphisme 1; : A; — B.
On suppose que pour tout j. k € L et tout x € A;, y € Ay on a Yjnp(xy) =
Y (2)Yi(y). Alors il existe un unique homomorphisme ¢ : A — B dont la
restriction a A; soit 1; pour tout i € L.

Démonstration. Puisque les A; sont indépendants, il existe une unique appli-
cation linéaire v : A, — B dont la restriction aux A; soit ;. L’application
1, est un homomorphisme d’algébres involutives. Soit © € .. Il existe un
sous-semi-treillis fini F C L tel que x € Ar C A,. La restriction de v,
a Ar est un homomorphisme de C*-algebres ¢r : Ar — B. On a donc
|z (2)|] = [|[vF(2)]| < ||z||- On en déduit que 1, admet un unique prolon-
gement a ’adhérence 2 de 2.

O

On remplace maintenant la C*-algébre B dans les propositions 2.3.2, 2.3.3
par une C”- algebre L-graduée (B, (B;), ), donc on a

Corollaire 2.3.4. Soit L un semi-treillis et soient (A, (A;);c.) et (B, (Bi);cr)
deur C*-algebres L-graduées. Soit p; : A; — B; un morphisme tel que
pi(x)p;(y) = pinj(xy) pour tout i,j € L et pour tout © € A;,y € Aj. Alors
il existe un unique morphisme p : A — B qui soit un morphisme de C*-
algebres graduées. De plus si pour tout © € L le morphisme p; est injectif
(resp. surjectif) alors p est injectif (resp. surjectif).

Démonstration. Cela résulte de 2.3.2 et 2.3.3.
O]

2.4 Sous-semi-treillis finissants et suites exactes
scindées

Proposition 2.4.1. Soit L un semi-treillis et M un sous-semi-treillis finis-
sant de L ; notons M’ son complémentaire dans L. Il existe un unique ho-
momorphisme p : A — g dont la restriction a A; soit égale a Idy, sii € M
et0sii e M. On akerp=Ayy. En dautres termes, on a A = Ay B Apq
et une suite exacte scindée

0—>91M/—>Ql leM—>O7

ot 1 et o sont les inclusions naturelles.
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AZSIZEM

0 siie M alors l'algébre (Anq, (B;)icr) est
si i

Démonstration. Soit B; = {

une C*-algébre £ graduée.
IdAi sii € M
0 site M.

D’aprés le corollaire 2.3.4 il existe un unique homomorphisme p : A — A,
tel que p, = p; pour tout i € L. Alors p|m—M, = 0 et plg; = Idg; de sorte
que Ape N Ap = {0}

D’autre part, A est un idéal fermé de A et A est une sous-C*-algébre
de A (proposition 2.2.3), donc Ay + Apq est fermé (proposition 1.1.18).
Comme 2 + A, contient A, qui est dense dans A on a A = Ay + Ay,
autrement dit on a A = Ay B Ap,.

Soit p; : A; — B; le morphisme défini par p; = {

]

En particulier, 'ensemble £, = {b € £; a < b} étant un sous-semi-treillis
finissant, on obtient une suite exacte scindée

- Pa
O—>Q[Lg—>9l = Q[La—>0

Oa

ou l'on a noté L, = {b € L; a £ b} le complémentaire de L,,.

Corollaire 2.4.2. Soit L un semi-treillis et soient (A, (A;),c.) et (B, (Bi);cr)
des C*-algébres L-graduées. Soit p : A — B un morphisme de C*-algebres
graduées. Notons p; sa restriction a A; pour tout v+ € L. St p est surjectif
alors p; est surjectif pour tout 1 € L.

Démonstration. Supposons que p soit surjective et soit ¢ € L. Par la prop.
2.4.1, on a A = %EBQI_D de sorte que B = p(A) = p(A,) + ,O(Ell_g)
Remarquons que l'on a p(Ql_gl) C %_51 et p(Q(_g) - %_g Comme de plus
B = %_&@58_47 il vient p(gll;i) = %[;i et p(ng;) = %Ei
Soit alors b € B; C B,. Il existe ¢ € A, tel que p(c) = b. Soit ¢ > 0. 1l
existe un sous-semi-treillis fini F de L; et € Ag tel que ||z — ¢|| < e.
Posons T' = F \ {i} et, pour j € T, notons p; : B — B, I'homomor-

phisme associé¢ et P : B — H B, 'homomorphisme y — (p;(y))jer.- On a
jer
P(b) = 0, de sorte que [[P(p(x))]| = [[P(p(z —c))|| <e.

Lemme 2.4.3. On a ker PNBr C B;.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments de F.
Si F C {i} il n’y a rien & montrer. Sinon, soit j un élément maximal de 7" et
posons F; = F \ {j}. Soit y = Zyk € ker PNBx . Puisque y; = p;(y) =0,
keF
onay= Z Yk, de sorte que par hypothése de récurrence y € B;. O]
keF1

Comme les p(Ay) sont contenus dans By qui sont en somme directe, il
vient p(Az) Nker P = p(Ax) N BxrNker P C p(~Ax) N B; C p(A;). Par la
proposition 1.1.15 appliquée & P : p(xr) — H%_LJ’ il existe h € p(Ax) tel

jeT
que P(h) = P(p(z)) et ||h|| = ||P(p(x))|| < e. Posons z = p(z) — h. On a
z € p(Axr) Nker P C p(A;) et ||p(x) — z|| < e. Alors ||z — b|| < 2e. Comme
p(A;) est fermée, on trouve b € p(A;). O

Par la proposition 2.3.2 et le corollaire précedent on a alors

Corollaire 2.4.4. Soit L un semi-treillis et soient (A, (A;),c.) et (B, (Bi);cr)
des C*-algébres L-graduées. Soit p : A — B un morphisme de C*-algebres
graduées. Notons p; sa restriction a A; pour tout i € L. Alors p est surjectif
(resp. injectif) si et seulement si p; est surjectif (resp. injectif) pour tout
ic L.

O

On en deduit aussi

Corollaire 2.4.5. Soient L un semi-treillis, % une C*-algebre et (A;)icr,
(Bi)icc des familles de sous-C*-algébres de U telles que (A;) soit totale, (B;)
soit linéairement indépendente, A;A; C A;n; pour tout 1,5 € L, B;B; C
Bin; pour tout i,j € L et A; C By pour tout i € L. Alors (A, (A;),c.) et
(A, (Bi),cp) sont L-graduées et A; = B; pour tout i € L.

Démonstration. C’est clair par la définition d’'une C*-algébre L-graduée que
2 est une C*-algebre L-graduée dont les composantes sont les A; et les B;.

L’égalité de ces deux composantes résulte du corollaire 2.4.2.
[

Remarque 2.4.6. Soit M un sous-semi-treillis de £. L’algébre 2, est une
A;jsiie M

Osii¢ M.

En effet, c’est clair que sii € M ona Ay N A; = A;.

sous-C*-algébre de A, L-graduée et on a Ay N A; = {
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Supposons que i ¢ M. Soit L; ={j € L; i<jtet Li={j€L; i L]}
Alors on a une suite exacte scindée

— pi
00—y =2 = A, — 0.

o

Prenons x € Ay N A; non nul. Comme z € A; on a p;(r) = .

L’ensemble M N L; est un sous-semi-treillis finissant de M et son com-
plémentaire dans M est I'ensemble M N £L.. En appliquant la proposition
précedente on obtient une suite exacte scindée

_ 4
0 — Amne, = Am & Apng, — 0.

Or, gi(z) =xsiz € Aj; jeMNL et gi(x) =0siz € Aj; j € MN L,
donc ¢; est la restriction de p; & A Puisque z € Apq et on a z = pi(z) alors
z € pi(Am) = ¢(Am) = Apnc,-

Comme M N L; est un sous-semi-treillis finissant de (M N L;) U {i} et
{i} est son complémentaire dans (M N £;) U {i}, on a aussi A vinc)opy =
Apine, ® A;. Puisque 2 € Apgnz, N A;, on en deduit que z = 0.

2.5 Morphismes de structure de C*-algébres gra-
duées

Soit £ un semi-treillis et (A, (Aq),c,) une C*-algebre L-graduée. Comme
{a} est une partie commencante de L,, A, est un idéal fermé dans A, .
On obtient donc un morphisme ¢, : A, — M(A,) et donc un morphisme
Ta = Qo O Pg : A — M(A,).

Soient a,b € L tels que a < b. Notons ¢, : A, — M(A,) la restriction
a Ay de g : Az, — M(A,). Les morphismes @i ; s'appellent les morphismes
de structure de 'algébre graduée (2, (A;)icr)-

Proposition 2.5.1. Soit (U, (4;),c.) une C*-algebre L-graduée. Alors,

(1) pour tout i,j € L tels que i < j, il existe un unique morphisme
wij - Aj — M(A;) satisfaisant ¢; j(y)r = yz, © € A,y € Aj. Les
morphismes p; ; vérifient:

a) i; = Ida, pour touti € L,
b) pour touti,j € L posons k=1 A j et prenons m < i A j alors,

Ori(T)pr;(y) € Ap
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et
Pk (P11 (2) Pk (Y) = Om,i(T)Pm,;(Y),
pour tout x € A;,y € Aj.
(17) pour tout i,j € L il existe une unique application
Qi Ai X Aj — Ajn; osatisfaisant q; ;(z,y) = xy, © € A,y € A Les
applications q; j sont bilinéaires et verifient:
a') qii(z,y) = xy pour tout i € L,
V) pour touti,j € L etx € Ajy € A, qii(x,y) = qi(y",2*)" et
) pour tout i,j,k € L etx € Aj,y € Aj,z € A, on a

Qi/\j,k(%,j (96, ZJ)7 2) = %,jAk(JJ, %’,k(ya Z))

Démonstration. (i) Par définition on a A;A; C A;,; pour tout 7,5 € L.
Sii < jalors AjA; C A, doncsiz € Aj,y € Aj = oy € A; et on
peut définir un morphisme ¢; ; : A; — M(A4;) par ¢;;(y)r = yz. On
va démontrer que y; ; vérifie les conditions a) et b). En effet,

a) @i, est le plongement canonique de A; — M (A;).

b) Soit i,j € L et x € A;,y € A;. Posons k = i A j et prenons
z € Ay, alors par hypothése on a A;A; C Aj. Par les applications
Pra(T) o 2 xz et o (y) @ 2 = yzoon a, ()], (y)(2)] =
eri(x)(yz) = zyz, donc wpi(x)er;(y) = prr(zy) = 2y € Ap.

Soit maintenant m < k et w € A,,, alors
P e (r,i (1) 0n, (Y) (W) = Emp(zy) (W) = (zy)w.

D’autre part @, () [@m.;(¥)(w)] = omi(2)[yw] = z(yw).
Puisque w € A,, est quelconque on obtient I'égalité :

P (P (1) 08,3 (Y) = Pmi(2)Pmi(y)-

(ii) Puisque A;A; C A;n; pour tout ¢, j € £ on peut définir une application
qij: Ai X Aj — A par (x,y) — ¢ ;(z,y) = zy qui est bilinéaire. On
va démontrer qu’elle verifie les conditions a'), b'), ). En effet,

a') c’est évident.
V') Soient i,j € L et x € A;, y € Aj, par définition on a ¢; j(x,y)" =
(zy)" = y"2" = q;i(y", 27).
) Solent i,j,k € Let x € A;, y € Aj, z € Ay alors,
Qi/\j,k(%,j(xay)a Z) = Qi/\j,k:(xya Z) = TYyz = %’,j/\k(-r?yz)
= Gijnk (7, Gk (Y, 2)).
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Remarque 2.5.2. Soient i, € L tels que ¢ < j. On suppose que le mor-
phisme ¢; ; est non-dégénéré i.e. ¢, j(A;)A; = Aipi;j(A4;) = A;. Suite a la
proposition 1.1.23 ¢; ; admet un unique prolongement en un morphisme
it M(Ay) — M(A,).

Si pour tout a,b € £, a < b les morphismes ¢, ; sont non-dégénérés, la
condition b) de la proposition précedente est équivalente a la condition

DPab © Poe = Pac, aveca < b<c¢, a,b,ce L.

Proposition 2.5.3. Soit (A, (A¢)eec) une C*-algébre graduée. On suppose
que les morphismes de structure pr, @ Ay — M(Ay), k < { satisfont
ore(Ar) = {0}, alors pour tout i € L, Uapplication ¢; = Az, — M(A;)
est injective.

Démonstration. Soit F un sous-semi-treillis fini non vide de £. Notons ¢ son
plus petit élément. Montrons par récurrence sur le nombre d’éléments de F
que 'application ¢, : Ax — M(A,) est injective.
Soient (xy)ker une famille d’éléments de Az avec x, € Ay et Z wor(Tr) =
keF

Si F a deux éléments, ¢, k, avec £ < k, on a ¢ i(vxr) = —pee(xs) = —x0,
donc @y i(x) € Ap, d’ott Pon déduit zp =0 et 2y = —pyi(zg) = 0.

Supposons que F a au moins trois éléments et que, pour tout sous-semi-
treillis 7 de F distinct de F de plus petit élément ¢, Iapplication ¢y :
Az — M(Ap) est injective.

Soit k € F un élément tel que k # ¢ et que k ne soit pas le plus grand
élément de F. Posons F' = {j € F; j < k}. Posons aussi F, = {j € F; k <
j}et F.=1{j € F; k £ j}. Remarquons que F', F, F sont distincts de F.

Donnons-nous un élément ij € keryy et soit x € Ag. Le produit

JEF
x g x; s'écrit g y;, ot pour j € F', on a posé y; = x 5 x;. Comme
jeF jEF! 1€F; iNk=j
vy, (1: g a‘;j> = 0, on trouve <pg< g yj) = (0. Par hypothése de récurrence,
jEF JEF!

on trouve y; = 0 pour tout j € F'; en particulier, y, = 0. Or y;, = Z TXj; =

JEFk
xgpk(z x;). Ceci étant vrai pour tout x € Ay, le multiplicateur gpk(z ;)
JEFK JEFK

est nul. Par hypothése de récurrence l'application ¢y : Az, — M(Ay) est
injective, donc tous les x; sont nuls pour j € Fj. Appliquant une derniére
fois I'hypothese de récurrence a Fj, on trouve que tous les z; sont nuls.
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Soit enfin ¢« € L. Pour tout sous-semi-treillis fini F de L£;, 'ensemble
F' = FU{i} est un sous-semi-treillis (fini) de £ de plus petit élément 4, donc
la restriction de ¢; a Az est injective, donc la restriction de p; & Ar C Ax
est injective. Par la proposition 2.3.2, ¢; : Az, — M(A;) est injective. m

Soit (2, (A¢)ecc) une C-algebre graduée. Rappelons qu’on obtient des
morphismes 7; : A _>_M(Az) par m; = @; o p; pour tout ¢ € L, ot ; : Ay, —
M(A;) et p; - A — A,. Suite a la proposition 2.5.3 on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.4. Supposons que L posséde un plus petit élément, {y et que
les morphismes de structure i avec k <  satisfont gp,;é(Ak) = {0}. Alors
le morphisme @y, = g, est injectif.

O

Remarque 2.5.5. Soit £ un semi-treillis et (2, (Ay)eez) une C*-algebre gra-
duée. Supposons que les morphismes de structure ¢y ¢, & < £ satisfont
00(Ax) = {0}.
La proposition 2.5.3 montre que ker m; = Ql_q ou L, ={j€L;iLj}.
Soit I un ensemble (infini) et (B;);c; une famille de C*-algébres. Rappe-

ZOO
lons que le produit £*° des B; que nous noterons ici H B; est
iel
KOO
HBZ» = {(xi)icr; x; € B;et sup||z;|| soit fini}
icl el

Co
et la somme directe ¢, des B; que nous noterons ici @ B, est
icl

@Bi = {()ier; ®i € B;et||z;|]| — 0 quand i — oco}.

i€l

Co £°
Soit M une partie de £. Posons By = M(@ Ap) = H M(A).

meM meM
Notons m = (mp),enq @ A — Baq le morphisme donné par a — 7(a) =

(T (@)) e rq- On en deduit que

ker m = ker (p),,c v = m kerm, =A;ouJ ={jeL:VYme M m<;j}
meM

Donc le morphisme 2/ ; — By est injectif.
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Supposons de plus que £ a un plus petit élément, ¢;. On rappelle qu'un
atome de L est un élément a # ¢y tel que si b < a = b = {y ou b= a. On
dit que L est atomique si tout élément i € L différent de ¢, est minoré par
un atome. Notons encore M l'ensemble des atomes de £. On remarque que
I'ensemble J posséde un seul élément ¢, et que le morphisme 2A/A,, — B est

400
injectif. Notons A= H Az, . On en deduit que le morphisme /A, — A

meM
est injectif.
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Chapitre 3

Reconstruction des C*-algébres
graduées

3.1 Reconstruction

Nous démontrons ici que les morphismes de structure nous permettent de
construire les C*-algébres graduées.
Soit £ un semi-treillis et (A;),., une famille de C*-algebres indixées par

L.

On veut construire une C*-algébre graduée 2 dont la composante indexée
par i soit A;. Si une telle C*-algébre graduée est donnée, on dispose par la
proposition 2.5.1

(i) des morphismes ; ; : A; — M(A;), pour tout 4,5 € L tels que ¢ < 7,
vérifiant les conditions
a) pi; = Ida, pour tout i € L,
b) pour tout ¢,j € £L,m <iAjettoutz € A;,y € Aj posons k =iAj
alors,
Pri(T)pri(y) € Ag
et
Pk (P () 0k, (Y) = i (@) om, 5 ().
(1) des applications bilinéaires ¢; ; : A; X A; — A;pj, pour tout 4,5 € L,
vérifiant les conditions
a') qii(z,y) = xy pour tout i € L,
V') pour tout i,j € Letx € A,y € Ay, qij(x,y) = q:(y", 2")" et
) pour tout i,j,k € L et v € A,y € Aj,z € Ay on a

Qinj k(@i (T, ), 2) = Gijne(®, 4.1y, 2)).
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Proposition 3.1.1. Soit £ un semi-treillis et (A;),., une famille de C*-
algébres.

(1)

On se donne pour tout i,j € L tels que © < j, des morphismes ¢;; :
A; — M(A;) qui vérifient les conditions a) et b). Pour i,j € L notons
Qi Ai X Aj — Aipj Uapplication (x,y) — @inji(2)ins;i(y). La famille
d’applications q; ; vérifie les conditions a'), V'), ¢') ci-dessus.
Inversement, on se donne pour tout i,j € L des applications q;; :
A; X Aj — Ainj qui vérifient les conditions a'), b') et ') ci-dessus.
Pouri,j € L tels que i < j il existe un morphisme @; ; : A; — M(A4;)
qui est donné par ¢; j(y)r = ¢;i(y, x) et vp; j(y) = ¢ ;(z,y) pour x €
A;,y € Aj. La famille de morphismes @, j vérifie les conditions a), b)
ci-dessus.

Démonstration. (1) Solent i,j € Let x € A;, y € A;.

La condition a) est satisfaite car par a) on a g;;(x,y) = ¢ii(z)pii(y) =
xy.
On a b') puisque
6", 2") = inji (V) ina(&") = ©ingi(y) Pinji(x)
= (Pinia(®)pini(y))" = ¢ij(x,y)".
Soit aussi z € Ay, en utilisant b) on a
Giink (T, Gk (Y5 2)) = Pingani(2)Pingnn jnk(@6(Y; 2))
= %AjAk,z(x)%AJAk,J/\k(SOJAk,g (y)%‘Ak,k(z))
()
z) =

*

= Pinjnk,i(T)Linink,s () Piniakk(2)-
De méme on a qi/\j,k(qi,j (.71:, y) Pinjnk, z( )SDiAj/\k,j(y)%Aj/\k,k(Z) donc
la famille ¢; ; vérifie aussi ).
Solent i,j € L tels que i < j et x € A;, y € A;. Le morphisme ¢; ;(y)
est un multiplicateur puisque si 2’ € A; alors on a
(i (y)x) = 2'q53(y, v) = qii(2', 45.4(y, 2)) = @il (@', y), ©)

= qij(@' y)z = (2'pi;(y))z.

En utilisant les propriétés b') et ¢) des ¢;; c’est facile de montrer que
©; j est un morphisme de C*-algébres.

C’est évident qu’on a a).
Soient 7,7 € L et posons k =1 A j alors j Ak = k. Soient x € A;, y €
A;, z € Ay, en utilisant ¢') on va démontrer b).

Dingi(T)Pingj(¥)(2) = Vinji(®)(@4ini (Ys 2)) = Giing(T, @j.ini (Y, 2))
= Qi jnk(T, Gk (Y, 2)) = Qinjx (i (2, y), 2)
- Qk,k(qz',j(‘r7 y)7 Z) = Qi,j(‘%‘? y)Z
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Done winji(®)ping(y) = ij(z,y) € Ag.

Soit m <iAjetzeA,, alors

Pming (Pingi(@)9ingj(¥)z = Ginjm(4,5(2, ), 2) = Qi jnm (T, @m (Y, 2))
= Gi;n (%, 4jm (Y, 2)) = Pmi(®)¢jm(Y, 2)
= Pim,i(@)Pm,; (y)2.

Donc SOm,i/\j(QOi/\j,i(flf)SOi/\j,j (?J)) = Som,i<$>90m,j (y)
O

Théoréme 3.1.2. Soit L un semi-treillis et (A;),c, une famille de C*-
algebres. On se donne des morphismes

@ij Ay = M(A;) pouri < j,i,j € L,

qui verifient les propriétes a) et b) de la proposition 2.5.1. Alors, il existe
a isomorphisme pres une unique C*-algebre L-graduée (A, (A;),c,) dont les
morphismes de structure soient les @; ;.

Démonstration. On va faire la démonstration par étapes :

I) existence

On définit A, = EB A; et on idéntifie A; avec son image canonique dans

ieL
A,. Un élément © € A, est écrit sous la forme z = Z x; avec x; # 0 pour
ieL

seulement un nombre fini de 7 € £. On va démontrer f:lue le complété de A,
pour une norme qu’on définira est une C*-algebre L-graduée. On notera 2A
ce complété.

Soient x,y € A, alors = sz = (%);cp ety = Zyj = (Yj) e avec

ieL jec

x; € Ai,y; € A; pour tout 4,7 € L.

e Pour tout i,j € £ on pose k =1 A j et on définit le produit :

TilYj = Pri(i)er,;(y;) € Ak
Soit x et y € ™A,. On définit le produit dans 2, par :

1,jEL

Il résulte immédiatement de la proposition 3.1.1 que ce produit est

associatif.

Définissons une application * de 2, dans lui-méme par z +— x* = Z x;
ieL

pour tout x € A, Cest clair qu'on a ™ = z et (zy)* = y*z* pour

tout z,y € A, donc cette application est une involution.
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L’espace 2, muni de ce produit et de cette involution est une algebre
involutive.

Définissons la norme de 2.
e Pour tout ¢ € £, on définit une application linéaire

5 :iﬁg — Af(/iﬁ

par

mi(z) = Wi(zfl‘?j) = Z ij(x;) pour z = ij-

jeL JELi<j JjeL

Montrons que 7; est un morphisme d’algebres involutives.

Par bilinéarité il suffit de montrer que pour tout i, j, k € L et pour tout
z, € Ay, y; € Aj on a mi(xgy;) = mi(xk)mi(y;).

Siie Lesttel quei LkAjalorsi £ joui £k, donc
mi(wk)mi(y;) = 0 = mi@ey;)-

Sii<iAj alors
Ti(2kY;) = Pigni (TrY5) = Piseni (Prnik(Tr)Prngi(U5)) = ik (L) iz (y;)
= mi(xi)mi(y;)-
De plus on a pour tout = € 2, et tout ¢ € L,
mi(z") = Z %‘,j(!ﬂ;) = Z %‘,j(%‘)* = mi(x)".

JEL: JEL:
i<j 1<J

e Soit S C L une partie quelconque, on définit ||z||g = sup ||m;(x)]].
i€s
Remarquons tout d’abord que pour tout S, || - || est finie :

JEZI® =Sup ||mi(2)]| = sup | Z ©ij(@;)]|
€S €S ji<j
<sup > i (ap)l] < sup > [yl <D [l
€8 i< 168 ji<j jes
De plus, || - || s est une C*-semi-norme puisque c’est le supremum d’une
famille de C*-semi-normes.

Lemme 3.1.3. Si m est mazimal dans le support de x € U, alors x,, =
Tm(T).
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Démonstration. Le résultat est immediat par définition i.e.

(@) =D (@) = Y Omi(s) = Cmm(Tm) = T 0

JEL JEL ML)

Proposition 3.1.4. || - ||z est une C*-norme sur A.

Démonstration. Soit x € 2, non nul, alors z = le avec r; # 0 pour
ieL
seulement un nombre fini de i € £. Notons 2 = {j € L : z; # 0} le support
de x. Soit m € ) un élément maximal alors x,, # 0 par définition de 2. Par
le lemme précedent on a m,,(z) # 0 = ||m(x)|| # 0 = sup||me(z)|| # 0 =
keQ

=]l # 0. 0

Le completé de 2, par rapport a la norme || - ||, est une C*-algebre.

Montrons que 2 est L-graduée. Les A; sont linéairement independents
car ils le sont dans R, (par définition) et || - ||, étant une norme sur A,
I’application 2, — 2 est injective.

De plus par la définition du produit on a A;A; C A;»; pour tout ¢,5 € £
et finalement par construction on a que U Ar = EBAZ' = A, est dense

FeF. ieL
dans son complété 2 pour la norme || - ||.
IT) unicité
Soit B = A pour une autre norme || - ||,. Pour i € £ notons p; : A; —

B; = A, l'idéntité Idy,. C’est évident qu’on a p;(z)p;(y) = pin;(zy) pour tout
x € A,y € Aj et i,j € L. Donc par le corollaire 2.3.4 il existe un unique
morphisme p : A — B qui est injectif donc isométrique, d’ot I'unicité.

]

Corollaire 3.1.5. Soient (A, (A;),c.) et (B, (Bi),c.) des C*-algebres
L-graduées. On se donne un morphisme p : A — B de C*-algebres graduées.
Notons p; la restriction de p a A;. Alors

a) kerp = @kerpi et

€L

b) Imp = @ Imp;.
€L

Démonstration.  a) Pour tout ¢ € £ on a ker p; C ker p, donc GB ker p; C
ieL
ker p.
Soit F un sous-semi-treillis fini de £. Montrons @ ker p; = ker pr.
i€F
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Soit x = le € ker pr alors pr(z) = 0 donc Zpl(xl) = 0. Puisque
ieF ieF
pi(x;) € B; pour tout i € F et (B;),.r est une famille linéairement
indépendente on a p;(x;) = 0 pour tout i € F. Donc z; € ker p; pour
tout t € Fetx e @kerp,-.
ieF
Si z € ker p alors pour tout € > 0 il existe F un sous-semi-treillis fini de
a0 €
L et il existe y € Ax tel que ||z —y|| < 3 On a ||lp()|| = ||p(y —2)|| <

%. Puisque p(y) € p(2A#) par la proposition 1.1.15 il existe z € Ax tel
€
que p(2) = p(y) et ||zl = llo(y)ll < 5.
Mais p(y —2) =0=y—z €kerpNUAr =y — 2z € ker pr = @kerpi.
i€F
Alors ||z — (y — 2)|| < ||z — y|| + ||z|] < € i.e. on a trouvé un élément
y — z dans ker pr qui est proche de x € ker p, donc ker p = @ ker p;.
ieL
b) Comme (4;), . est totale dans A, (p(A;)),c. est totale dans p(2A).
O

3.2 Idéaux et quotients de C*-algébres graduées

De la proposition 2.3.2 et du corollaire 3.1.5 on deduit immediatement :

Corollaire 3.2.1. Soient (J,(Jo)eer), (A, (Ao)eer) et (B, (Be)y,) des C*-
algebres L-graduées. On se donne v :J — A et p: A — B des morphismes
de C*-algébres graduées. Si pour tout ¢ € L la suite 0 — J; — Ay — By — 0

est exacte, alors la suite 0 — 3 — A — B — 0 est exacte.
O

Proposition 3.2.2. Soit (A, (A;)icr) une C*-algébre graduée et prenons la
surjection canonique ™ : A — A/I ou I est un idéal fermé de A. On pose
7(A;) = B;. Alors on a une équivalence entre :

a) I est une sous-C*-algébre L-graduée de A (et dans ce cas on a

@] NA;, =1 d’apres la définition 2.2.2).
ieL

b) La famille (B;) est linéairement indépendente, autrement dit
(A/1, (B;);c.) est une C*-algebre L-graduée.

Démonstration. b) = a) On applique le corollaire 3.1.5 pour ker m = 1.
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a) = b). Comme 2 est une C*-algébre L graduée, par la proposition 2.5.1
il existe une unique application bilinéaire ¢; ; : A; x A; — A;s; définie par
¢i.;(x,y) = xy pour tout = € A; et y € A; qui vérifie les conditions a'), '), )
de cette proposition. On a le diagramme suivant :

qi,j
Ai X Aj — Ajpj

m,jl iﬂm

Bi X B] *)q/. , Bi/\j

2,J

otl ¢;; est une application bien définie. En effet, soit x; = 7n(z}) € B; et
y; = 7(y;) € By (avec x; € A; et y; € Ay) alors a,y; = w(2jy)) € Bipj et
¢; ;(,y5) = w35 est bien définie.

Comme les applications ; ; et m;s; sont surjectives qg’j vérifie aussi les
conditions a'), '), ) de la proposition 2.5.1.

Alors d’aprés le théoréeme 3.1.2 il existe a isomorphisme prés une unique
C*-algébre L-graduée (B, (B;),..) dont les applications de structure soient
les q; ;.

Pour tout ¢ € £, notons 7; la restriction de m a A;. D’aprés le corollaire
2.3.4 il existe un unique morphisme 7' : 2 — B dont la restriction a A; soit
m; pour tout i € L. Comme ker m; = I N A; pour tout i € L et par hypotheése,

on a kern’ = @ker m = GBI NA; = I = ker. Les applications 7 et 7/
sont surjectiveéegt ont mémzednoyau. Il existe donc un unique isomorphisme
p:B — A/ tel que porn’ =m.

Comme (B, (B;),..) est une C*-algebre graduée (A/1, (p(B;))ier) est gra-
duée. Or, en considérant la restriction de porn’ et m & A;, on trouve P = ldp,
de sorte que p(B;) = B;, d’ou le résultat. Z O
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Chapitre 4

Produits tensoriels et produits
croisés de C*-algébres graduées

4.1 Produits tensoriels

Les produits tensoriels de deux (un nombre fini) C*-algébres graduées
par des semi-treillis finis ont été étudiés dans [21]. Nous généralisons ici leur
résultat dans le cas de semi-treillis quelconques.

Notons « la C*-norme minimale min ou maximale maz.

Lemme 4.1.1. Soit (A, (A¢)eer) une C*-algébre graduée et C une C*-algébre.
Alors (AR, C, (Ar ®a Cecr) est aussi une C*-algebre L-graduée.

Démonstration. Tout d’abord, montrons que pour tout ¢ € L l'inclusion
naturelle ¢, : Ay, — 2 induit un morphisme injectif ¢, ®, Ild¢ : Ay ®, C —
A ®, C. En d’autres termes, montrons que (A ®, C)er est une famille de
sous-C™-algebres de A ®,, C.

C’est immeédiat pour le produit tensoriel minimal.

Montrons-le pour le produit tensoriel maximal. Soit ¢ € L, puisque 2 est
une C*-algébre graduée on a par la proposition 2.4.1 une suite exacte scindée

N Pe
0— Az — A = A, —0.
a¢

Par la proposition 1.2.2 on a des morphismes

p ®maxId
2A Qmax C e<:> CQ[EZ ®max C

0 ®max C
et (pg ®max Idc) @) (O'e ®max Idc) = (pg ¢ 0'[) & Idc = Id@@maxC' Donc
le_morphisme 0y @max 1de est injectif. Puisque A; @max C est un idéal de
Az, @Qmax C on a le diagramme suivant :

o1



AE Omax C—— Ql—ﬁg Qmax C

g maxI
Wm l Baexldo

A Quax C

et par conséquent ¢; ®pax Ide est injectif.

Montrons ensuite que (A ®, C)per est une famille linéairement indépen-
dente. Soit (z;);cs une famille telle que z; € A; ®, C pour tout i € L et
notons I = {j € L : x; # 0} le support de =z = sz On va montrer par

ieL
recurrence sur le nombre d’éléments de I que si Z x; = 0 alors x; = 0 pour
iel
tout ¢ € I.

C’est evident si I a un seul élément. Supposons que c’est vrai pour tout
sous ensemble de [ distinct de I. Soit m € I un élément maximal et = =
Z x; = 0. Puisque 2 est graduée on a
iel

. Pm
0—>ng;n—>91 = ngm—>0.

Par les propositions 1.2.12 et 1.2.13 on a aussi :

_ m®ald
0—=Apy R, C—=AR,C e CQl[;m ®q C —=0.

omQa C

Donc (pm ®q Ide)(x) = 2, = 0 et Z x; = 0. Comme I\{m} est un sous-
ie\{m}

ensemble de I par hypothése de recurrence on a z; = 0 pour tout i € I'\{m},
d’ou le résultat.

La famille (A ®, C)ser est clairement totale.

Soient ¢, ¢’ € L, on vérifie facilement avec les tenseurs élémentaires qu’on
a (Ay ®a C) (A ®a C) C Agpr ®4 C.

O

On va généraliser ce résultat par la proposition suivante

Proposition 4.1.2. Soient L et M deux semi-treillis. Soit (A, (A¢)wer) une
C*-algébre L-graduée et (B, (Bpm)mem) une C*-algebre M-graduée, alors
(A @0 B, (Ar @a Bm)emyccxm) est une C*-algebre L x M-graduée.
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Démonstration. Soit £ € L,m € M, puisque A et B sont des C*-algébres
graduées on a par la proposition 2.4.1 des suites exactes scindées

0— Uz — 2 & A, -0,

L

OH%M%—)% = %Mm—>0.

On remarque que si @y : Ay — A et ¢, : B, — B sont les inclusions
naturelles pour tout ¢ € L et m € M, alors par les propositions 1.2.5 et 1.2.2
on peut définir un morphisme ¢; ®, Yy, : Ar R B — A R4 B pour tout
¢ e L et me M. Montrons que py @, 1, est injectif.

Par la proposition 1.2.5 le morphisme ¢; ®yin ¥y, est injectif donc Ay @pin
B,,, est une sous-C*-algébre de A ®,,;, B pour tout £ € L et m € M.

Montrons-le pour le produit croisé maximal. Soit ¢ € L et m € M.
Puisque 9B est une C*-algébre graduée en appliquant le lemme 4.1.1 pour
C = A; on a un morphisme injectif

IdAg Qmax 'l/}m : A€ max Bm - AZ Qmax B.

Maintenant on utilise la graduation de 2 et on applique une deuxiéme fois
le lemme 4.1.1 avec C' = B. On obtient donc un morphisme injectif

SOZ ®max Id% : AZ ®max % — Ql ®max %

La composition de ces deux morphismes injectifs (¢ @max Ids) o (Ida, @max
Um) = @0 @max ¥m est aussi un morphisme injectif. Autrement dit Ay ®pax B,
est une sous-C*-algebre de A Rpax B pour tout £ € L et m € M.

Montrons ensuite que la famille (A; ®o Bm)@myccxm est linéairement
indépendente. Il est clair (sur les tenseurs elémentaires) que Ay ®, By, C
(A R4 B) N (A®, Byy,) pour tout £ € L et m € M. Mais par le lemme 4.1.1
les familles (A ®q B)rer et (A Rq B )mer sont linéairement indépendentes,
d’on le résultat.

La famille (A ®a By)@m)ecxm €st clairement totale.

Finalement, soient (¢,m), (¢',m') € L x M et ay @ B, ap @ By des
tenseurs elémentaires de Ay ®, By, Ap Q@4 By Alors (o @ G (e @ Br) =
QpQpr ®ﬁmﬁm/ S Ag/\g/ Qo Brmams. On en deduit que (Ag Ra Bm)(Agl Ra Bm/) C
AK/\K’ Ra Bm/\m’-

]
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Remarque 4.1.3. Par la proposition précedente on a une C*-algébre £ x M-
graduée (A ®q B, (Ar ®a Bin)@m)ccxm) et on a montré que Ay ®q By, C
(A ®0 B) N (A ®q Byy) pour tout £ € L et m € M. Montrons ’égalité.

Par le lemme 4.1.1 la C*-algébre (A ®, B, (Ar @4 B)rer) est L-graduée
et (ARq B, (A Rq Bin)mem) est M-graduée. Puisque Z (A ®¢4 B)

(¢,m)eLx M

est dense dans 2 ®, B, en appliquant la proposition 2.2.5, on a que (A ®,
B, ((Ar®aB)N(ARa B)) e;m)ccxm) est aussi une C*-algebre graduée. L'éga-
lité Ay®qy By = (Ar®6B)N (AR, By,) résulte maintenant du corollaire 2.4.5.

Remarque 4.1.4. On reprend les hypothéses de la proposition 4.1.2. Suite
a la proposition 2.5.1 on remarque que les morphismes de structure de la
C*-algebre L x M-graduée (A @4 B, (Ar ®a Bm)(e,myccxm) sont donnés par
Cem), (¢ m) = Pp Qo Pmmy pour (£,m), (¢',m') € L x M tels que £ < (' et
m < m' ol Cor, Pmgy sont les morphismes de structure de la C*-algébre
graduée (A, (A¢)eer) et (B, (Bm)mem) respectivement. Plus precisement, si
p @ L, apr @ B, sont des tenseurs elémentaires de Ay ®q By, A @a By
respectivement avec ¢ < ¢ et m < m' alors le morphisme

oy Ra Pm,m’ - AZ/ Ra Bm’ - M(AE Ra Bm)

est donné par

(SDE,K’ ®a Qom,m’) ((Xg/ ®ﬁm’) = Qe (a€’>®a me,m’ (ﬁm’) - Qy ®5m = QprQy ®5m’6m~

On peut voir facilement que les morphismes g ), (¢7,m’) vérifient les condi-
tions a) et b) de la proposition 2.5.1.

Remarque 4.1.5. Soient £ et M des semi-treillis qui chacun posséde un
plus petit élément noté ¢, et mg respectivement. Alors le semi-treillis produit
L x M posséde aussi un plus petit élément noté (¢y, my).

Soit (A ®a B, (Ar o Bm)@myccxm) une C*-algebre £ x M-graduée. On
suppose que les morphismes de structure ¢, o avec £ < ' et @, avec
m < m’ de lalgebre (A, (A¢)ecr) et (B, (Bm)mem) respectivement vérifient
00 (Ag) = {0} et ¢! (Bm) = {0}. Alors, par le corollaire 2.5.4 les mor-
phismes @y, : A — M(Ay) et ©m, : B — M(B,,,) sont injectifs.

D’aprés le corollaire 1.2.9 le morphisme

Doy ®min @mo - Q[ ®min % - M(AZO ®min Bmo)

est injectif.
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On peut généraliser ces résultats par recurrence pour une famille finie
de semi-treillis (£*)?_,, n € N et une famille finie de C*-algébres (A*)7_,
graduées par LF, k € N respectivement.

4.2 Produits croisés

Proposition 4.2.1. Soit £ un semi-treillis et soit (A, (A;),c ) une C*-algébre
L-graduée, munie d’une action continue d’un groupe localement compact G.
Supposons que pour tout i € L la C*-algebre A; est G-invariante i.e. stable
par les automorphismes de A, oy ,9 € G.

Alors le produit croisé mazimal (UAx,G, (AixaG),c ) et le produit croisé
reduit (Ax, oG, (Aix,oG),cp) sont des C*-algebres L-graduées.

Démonstration. On va faire la démonstration pour le produit croisé maximal
puisque le méme raisonment démontre que le produit croisé reduit est aussi
une C*-algébre L-graduée.

Soit k € Let Ly = {j € LIk < j}, £, = {j € LIk £ j}. Puisque
(A, (As)e E) une C*-algébre L-graduée par la proposition 2.4.1 on obtient
que A = Ql% @ U.,. Par le corollaire 1.3.14 on a donc une suite exacte
scindée des produits croisés maximaux,

R : Px
0 — A X G 2 Ax G 2 Ap, ¥ G — 0.

Ox

Autrement dit on a
AxoG ~ (Agy ¥aG) B (Az, ¥aG)

On va démontrer que :
i) hg: ApgxaG — AX,G est injectif pour tout k € L.

i1) La famille de C*-algébres (A;x,G), . est linéairement indépendante,
i11) (AixaG)(AjXaG) C AipjxaG Vi, j € L,
iv) U Qlfx G= ZA X oG est dense dans Ax,G.
FeF, €L

i) Comme Ay est un idéal de Ql_[;k alors Apx,G est un idéal de Ql_gkNaG
et on a
ApXoG—= A, 1o G
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i1) Soit f € Ax,G, f = Z fi = 0 avec f; # 0 pour seulement un nombre
ieL
fini de i € £. Notons Q = {j € L : f; # 0} le support de f. Supposons
que Q # () et soit m € Q un élément maximal alors f,, # 0 = || f,|| # 0.
On a £,,NQ = {m} et puisque p, est un morphisme || f,|| < || Z fill-
ieL
Mais Z fi=0= f,, =0, ce qui est absurde.
icL

i1i) Soient 4,5 € L et soit f; € C.(G,4;), f; € C(G,A;) alors par la
définition du produit dans l'algeébre involutive C.(G,2l), pour tout s €
G on a (fi* fj)(s) € Ajn;. Done Co(G, A;)Co(G, Aj) C C.(G, Ajpj) et
par continuité du produit on a (A;x,G)(A;X,G) C (Ain; X G).

iv) Par hypothese on a que l'algébre U Ar = ZAi est dense dans la
FeF, ieL
C*-algébre 2A. Puisque le produit croisé des limites inductives est la
limite inductive des produits croisés on a iv).

]

Remarque 4.2.2. On reprend les hypothéses de la proposition 4.2.1. Les
morphismes de structure de A, ¢;; : A; — M(A;) avec i < j, sont équi-
variants. Suite & la proposition 1.3.12, on remarque que les morphismes de
structure de la C* algebre graduée (Ax,G, (A;x,G), ) sont les morphismes

o AjxaG — M(Aix,G)

pour tout 7,j € L tels que i < j satisfaisant ¢f;(f)g = f * g pour tout
f € AjNaG, g c AiNaG.

Egalement, pour le produit croisé reduit (A4, G, (A;ix,oG),c.) on re-
marque que ses morphismes de structure sont les morphismes

gO::;X : Aj Nr,aG — M(AZ‘X],,’OZG)
satisfaisant ;" "(f)g = f * g pour tout f € A;x, .G, g € A;ix,G.

Remarque 4.2.3. Soit (2, (A;)iec) une C*-algebre graduée. On suppose que
L a un plus petit élément qu’on note ¢, et que les morphismes de structure
et Ay — M(Ay) satisfont gpﬁ(Ak) = {0}. Alors, par le corollaire 2.5.4 on
obtient que g, : A — M(Ay,) est injectif.

Soit G un groupe localement compact agissant sur 2 et préservent les
A;, notons « cette action. Par la proposition 4.2.1 on a que Ax,. ,G est une
C*-algébre graduée. Le morphisme équivariant ¢y, est injectif, alors par la
proposition 1.3.12, le morphisme o, : Ax, oG — M (Ag, %, oG) est injectif.
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Chapitre 5

Propriétés des C*-algébres
graduées

On suppose dans la suite qu’on se donne un semi-treillis £ et une C*-
algebre L-graduée (A, (A;);cr)-

5.1 Commutativité

Proposition 5.1.1. La C*-algébre A est commutative si et seulement si les
composantes A; sont commutatifs pour tout i € L.

Démonstration. C’est évident que si 2 est une C*-algeébre commutative alors
toute sous-C*-algébre de 2 est commutative. Donc A; est commutative pour
tout ¢ € L.

Supposons que A; est commutatif pour tout ¢ € L. Par densité, il suffit
de montrer que pour tout ¢,j € L et x; € A;, y; € Aj on a z,;y; = y;x;. Mais
TiY; = Pinji(Ti)inj;(y;) et comme A;n; est une C*-algébre commutative,
'algébre de multiplicateurs M (A; ;) Uest aussi, donc x;y; = @inj.i(%i)@ingj(Y;)
= ingj(¥5)Pinji(Ti) = y;zi.

O

Etudions le spectre de C*-algebres graduées commutatives.

Remarque 5.1.2. Soit (A, (A¢)ees) une C*-algébre graduée et commutative.
Soit i € L et x; un caractére de A;. Notons y; son extension dans ’algébre
des multiplicateurs M (A;). Alors, on définit de facon unique un caractére de
2 par y = x; om; ol m; = ; o p; est le morphisme A — M(A;). On obtient
ainsi une application continue injective v; : Sp(A;) — Sp(2).

Soit x un caractére de 2 et supposons qu'’il existe 7, j € L tels que y = x;o0
7 = X; © ;. On peut supposer que ¢ £ j. Alors Tila, = 0 donc y; o Tila, = 0

=
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or xjom, =x; 7 0doula contradiction. Autrement dit les images des 1);
J

sont disjoints.

Proposition 5.1.3. Soit (A, (A¢)ecs) une C*-algébre graduée et commuta-
tive. i L est un bon semi-treillis alors

Sp(A) = U%(Sp(Ai))-

i€l

Démonstration. Soit x € Sp(). On considére 'ensemble I = {i € L; x|, #
0}. On remarque que I est un sous-semi-treillis de £ car si i,j € [ prenz)ns
a; € A;, aj € A; tels que x(a;) # 0 et x(a;) # 0, alors puisque x est un
morphisme de C*-algébres on a x(a;a;) = x(a;)x(a;) # 0 donc Xlajn, # 0
Par hypothése et par la remarque 2.1.2 I'ensemble I admet un plus petit
élément qu’on note 7. On pose x;, = x| Ay alors x;, # 0. On va montrer

que X = ;,(xi,). Pour cela il suffit de montrer que pour tout j € L et
a; € A;, x(a;) = i, (xi,)(a;) car alors par linéarité I'égalité sera vraie pour
tout = € A, et par densité pour tout z € 2.

Soit j € L. Siig £ j, puisque i est le plus petit élément de 1, alors j ¢ I
et par consequent x|, = 0. D’autre part si a; € A;, alors ¥y, (xi,)(aj) =
N 0 Tula;) = 0.

Si iy < 7, puisque x;, # 0 il existe a;, € A;, tel que x4, (ai,) = x(ai,) =1
et comme ;,(a;,) = a;, alors ¥;,(xi,)(ai,) = 1. Soit a; € A;, alors

djio (Xio)(aj) = 'lvbio (Xio)(aj)¢io (Xi0)<ai0) = ¢io (Xio)(aja’io) = Xio (ajaio)

= x(ajai,) = x(a;)x(ai,) = x(a;)
d’ou le résultat. O

Remarque 5.1.4. Soit £ un bon semi-treillis et (A, (A)ees) une C*-algébre
graduée, commutative. On suppose que les morphismes de structure ¢; ; sont
non-dégénérés pour tout i, j € L tels que ¢ < j.

Soit M un sous-semi-treillis de £. On a A, C A. Supposons que A A =
2, autrement dit que tout élément de L est majoré par un élément de
M. A Tinclusion ¢ : Ay — A correspond alors I'application continue ¥ :
Sp(A) — Sp(An,) donnée par y ~ x o . Etudions cette application a
la lumiére des décompositions Sp(2A) = Uwi(Sp(Ai)) et comme un sous-

i€l
semi-treillis d’'un bon semi-treillis est un beon semi-treillis écrivons de méme
Sp@a) = | pm(Sp(Am)).
meM

Soit x € Sp(2A). Il existe un unique ¢ € L tel que x = ¥;(x;) € ¥;(Sp(4;)).
Soit £; = {j € L;i < j}. Comme x|, # 0 et les morphismes ¢; ; sont non-
dégénérés pour tout j € L tel ques < ]Z', X est non nul sur A;A; donc X|a, £ 0.
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En d’autres termes on a £; = {j € L;i < j} ={j € ‘C;X|Aj # 0}. Posons
Mi=MnNL ={me M;i <m} ={j € M X\, 7 0}, alors M, est
un sous-semi-treillis finissant de M . Puisque £ est un bon semi-treillis, M
admet un plus petit élément (remarque 2.1.2). Soit my = m(i) = inf M.
Alors Xlamg = Xmo # 0.

Le morphisme ¢; n, : Ay, — M(A;) détermine une application continue
W, : Sp(A;) — Sp(A,) qui est donnée par W, (x;) = Xi © Qimo- Notons @ m,
I'extension de ¢; ,,, & l'algébre des multiplicateurs M (A,,,). Le diagramme

A 2
L
M(Apy) — M(A;)

est commutatif (on le vérifie sur les composantes de 20,,). Par conséquent le
diagramme

Sp(A;) —> Sp(Apm,)

] Jomo

Sp(A) —> Sp(Ap)

est commutatif. En d’autres termes I'application ¥ est entierement décrite
par 'application W;.

5.2 Nucléarité

Proposition 5.2.1. La C*-algébre A est nucléaire si et seulement si les
composantes A; sont nucléaires pour tout i € L.

Démonstration. Supposons que pour tout ¢ € £, A; est nucléaire. Soit B une
C*-algebre. Par le lemme 4.1.1, (A ®pax B, (A; @max B)icr) et
(A Rmin B, (A; @min B)ier) sont des C*-algebres L-graduées.

Notons p : A Qumax B — A @min B ’homomorphisme naturel. Pour tout
i € L, p(A; Omax B) C A; Quin B. Donc p est un homomorphisme de C*-
algeébres graduées. Notons p; la restriction de p sur A; ®y.« B. Par hypotheése
pi + A Omax B — A ®uin B est un isomorphisme de C*-algébres donc en
appliquant la proposition 2.3.2 on a que p est un isomorphisme.

Supposons que 2 est une C*-algébre nucléaire. Soit i € £, alors 2, qui
est un quotient de 2 est nucléaire. Donc A; qui est un idéal fermé de A, est
nucléaire. ]



5.3 Exactitude

Proposition 5.3.1. La C*-algébre A est exvacte si et seulement si A; est
exacte pour tout 1 € L.

Démonstration. Si A est exacte, comme pour tout ¢ € L, A; est une sous-
C*-algebre de %A, alors A; est exacte.

Supposons que A, est exacte pour tout £ € £. Soit0 - A - B 5 C —0
une suite exacte de C*-algebres. Par le lemme 4.1.1 les C*-algébres (A ®min
Ql, (A Qmin Aé)éeﬁ)a (B Qmin Ql, (B Qmin AE)EEE) et (C Qmin 9’[7 (C Qmin Aé)éeﬁ)
sont L-graduées. On vérifie facilement que les morphismes induits A ®yi,
A Eminldy, B @pin A et B @pin A Pomnlda, C ®@min A sont des morphismes de
C*-algebres graduées. Comme A, est exacte la suite

i®minIdA£ PQmin

Id
0_>A®minA€%B®minAé—AZ>C®minA€_>O

est exacte donc par le corollaire 3.2.1 la suite

p@minld‘l(
_—

0_>A®m1nmm3®mmm C®mlnm_>0

est exacte. Cela prouve que 2 est exacte.

5.4 K-théorie

L’inclusion naturelle de A; <— 2 pour tout ¢ € £ définit un morphisme
de groupes K, Ki(A;) — Ki(2A), k =0, 1. Donc on en deduit un morphisme
® des groupes Ky et K,

Proposition 5.4.1. ® est un isomorphisme.

Démonstration. Soit F € F,. On va montrer par recurrence sur le nombre
d’éléments de F que O : @Kk(Ai) — Ki(Ax), k = 0,1 est un isomor-
i€F
phisme de groupes.
C’est clair si F posseéde un seul élément. Supposons que F a au moins
deux éléments et que pour tout sous-semi-treillis distinct de F, F’ le résultat
est, vrai.

60



Soit ¢ # min F, puisque 2Ar est une C*-algébre F-graduée, par la propo-
sition 2.4.1 on a une suite exacte scindée de C*-algébres

i Pe
0—>Ql]:é —Z>Ql]:<:> Ql]:e — 0.

o¢

Donc, on en deduit une suite exacte scindée de groupes

: P
0 — Ki(Ar) = Kp(Ar) = Kip(A5,) — 0, k=0,1,

g
et on a le diagramme suivant :

p

00— Kip(Ar) —— Ki(Ay) Ky(%r) —0

g

0 D K4y v @ Ki(4)) 2. @D Knldy)
JEF, JEF o J€F )
Par hypothése de recurrence, on a que @z et @, sont des isomorphismes,
donc ® 'est aussi.
Puisque la K-théorie preserve la limite inductive, on a le méme résultat

pour un semi-treillis infini £. O]
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Chapitre 6

Exemples de C*-algébres graduées

6.1 Semi-treillis de sous-groupes

Soit G un groupe localement compact. L’ensemble G des sous-groupes
fermés de G est un treillis (complet) pour l'inclusion : si (H;);e; est une
famille quelconque de sous-groupes fermés de G, leur intersection ﬂHi est

iel
bien le plus grand élément de {H € G; Vi € I, H C H,}; le plus petit élément
de {H € G; Vi€ I, H; C H} est 'adhérence du sous-groupe engendré par
les Hz

Pour H € G, posons Ay = Co(G/H). Si H, K € G sont tels que K C
H, toute classe a gauche x € G/K est contenue dans une classe a gauche
pr.m(x) € G/H, d’ou une application continue px g : G/K — G/H. On en
déduit un homomorphisme g g : Ay = Co(G/H) — Cp(G/K) = M(Ak).

Lemme 6.1.1. Soient H, K € G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Ona iPHmK,H(AH)SOHmK,K(AK) C Annk-

(ii) L’application q : x — (punk.u(x),pankk(x)) de G/(H N K) dans
G/H x G/K est fermée.

(iii) Le sous-ensemble HK = {xy; v € H, y € K} est fermé dans G et
Uapplication produit H x K — HK, (z,y) — xy, est ouverte.

(iv) pu(K) est fermé (dans G/H ) et Uapplication K — py(K) obtenue par
restriction de py est ouverte.

(v) pr(H) est fermé (dans G/K ) et Uapplication H — px(H) obtenue par
restriction de pg est ouverte.

Démonstration. Tout d’abord on remarque que ¢ est une application injec-
tive.
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Montrons (i) = (7). Puisque ¢ est continue, injective et fermée, c’est une
application propre donc pour tout C' sous-espace compact de G/H x G/K,
¢ *(C) est un sous-espace compact de G/(H N K). Soit f € Co(G/H), g €
Co(G/K) et supposons que ||f||, < 1, ||g]|l, < 1, on va montrer que fg =
ouni.a(f)eankx(g) € Co(G/(H N K)). On doit montrer que pour tout
e > 0 le sous ensemble M :={z € G/(HNK) : |(fg)(x)| > e} de G/(HNK)
est compact.

Soient Cy = {x € G/H : |f(z)| > ¢}, Cy = {x € G/K : |g(x)] > €}.
Par hypothése, ce sont des sous-ensembles compacts de G/H, G/K. En uti-
lisant le fait que Yprr,r €t Yunk,x sont des morphismes de C*-algébres on
a M C ¢ '(C, x Cy). Puisque C; x Cy est compact et ¢ est propre, alors
q ' (C} x Cy) est compact et par suite M est compact.

Montrons (i) = (i7). Montrons en fait que ¢ est propre. Soit C' un com-
pact de G/H x G/K et montrons que ¢ *(C) est compact. Il existe C;, Cy
compacts de G/H et G/K tels que C C C; x Cy. Comme ¢ '(C) est un
fermé il suffit de montrer que ¢~'(C; x Cy) est un compact.

Soit f € Co(G/H) telle que f =1 sur C] et soit g € Cy(G/K) telle que
g = 1 sur Cy. Par hypothése on a fg = ¢ounr u(f)ennkx(g) € Co(G/(H N
K)). L'ensemble S = {z € G/(HNK) : (fg)(z) = 1} est un compact de
G/(HNK), or ¢ 'Oy x Cy) C S done ¢~ (C; x Cy) est compact.

Montrons que (i) < (iii). Soit r : G — G/H x G/K lapplication
z+— (pu(z), pr(z)). Puisque ¢ est injective, p : G — G/(HNK) est surjective
et ouverte et r = g o p, on a les équivalences suivantes :

a) ¢: G/(HNK) — G/H x G/K est fermée.
b) ¢(G/(HNK)) est fermé et G/(HNK) — q(G/(HNK)) est un homéo-

morphisme.

c) r(G) est fermé et r : G — r(G) est ouverte.

Rappelons d’abord qu'un carré cartésien (d’espaces topologiques) est un
carré commutatif d’applications continues

X—Y

)

Z?T

tel que 'application X — Y X7 Z déduite soit un homéomorphisme de X sur
le produit fibré {(y,2) € Y x Z;g(y) = f(2)}.
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On considére le diagramme suivant

GxG

| T )

G/(HNK)—~G/H xG/K

Puisque les applications py : G — G/H et px : G — G/ K sont ouvertes,
lapplication ¢t : GxG — G/H xG/K est ouverte. En d’autres termes 'appli-
cation naturelle (G x G)/(H x K) — G/H x G/K est un homéomorphisme.

Onar(G)=q(G/(HNK))
= {(z,y) € G/HxG/K;3g € G :x=gH, y=gK}, alors

t7(r(G) ={(91,92) EGx G; g€ G, INE H, k € K : g1 = gh, g» = gk}
={(g1,92) €EGxG;FheH ke K:glgo=h""k}
= {(gl,gz) eGxG: gflgg c HK}
On en déduit que HK est fermé si et seulement si ¢! (r(G)) est fermé
dans G x G, autrement dit si et seulement si 7(G) est fermé.
Remarquons que le produit fibré de G' par ¢! (r(G)) au-dessus de 7(G)
s’écrit
GXT(G)t_l(T(G)) = GXG/ng/K(G X G)
={(z,y,2) € G X G X G;r(x) =t(y, 2)}
={(2,9,2) EGXxGx Gz lyec H, 272 € K}

Pour (g, h, k) € Gx H x K posons s(g, h, k) = g et p(g,h, k) = (gh, gk) €
t7'(r(G)). Lapplication ¢ : G x H x K — Gxyt ' (r(G)) donné par
(g9,h, k) — (g,gh, gk) est un homéomorphisme. Donc le diagramme suivant
est un carré cartésien

G x Hx K-2=t"(r(Q))

l \ |

G - r(G).

Les applications du diagramme ci-dessus sont surjectives. De plus ¢, est
ouverte car ¢ l'est. Puisque G x H x K est le produit fibré Gx,t " (r(G))
alors r est ouverte si et seulement si ¢ I'est. L’application t' : t~(r(G)) —
G x HK donnée par (g1,92) — (g1,9; "g2) est un homéomorphisme. Donc
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I'application ¢’ = t'o¢ : GXx Hx K — Gx HK définie par ¢'(g, h, k) = (g, hk)
est ouverte si et seulement si 'application H x K — HK est ouverte d’ou
I'équivalence (ii) < (ii7).

On va montrer que (iii) < (iv). Tout d’abord on remarque que

pitpi(K) = {9 € G : pu(g) € pu(K)} = {g € G; Ik € K, gH = kH}
—{geG;IeK, IheH: g=kh} = KH.

Donc py(K) est fermé dans G/ H si et seulement si K H est fermé et par
passage aux éléments inverses de K H on a que py(K) fermé si et seulement
si HK est fermé.

D’autre part, I'application K x H — Kx,,x)/XH donnée par (k,h) —
(k, kh) est un homéomorphisme. Donc on a un carré cartésien :

KxH——KH

L

K ———pu(K).

Donc 'application K — pg(K) est ouverte si et seulement si 'application
K x H — KH est ouverte, ce qui a lieu si et seulement si ’application
H x K — HK est ouverte.

Par symmetrie on obtient aussi que (iii) < (v).

]

Donnons-nous un sous-semi-treillis £ de G et supposons que tout H, K €
L satisfont les conditions équivalentes du lemme 6.1.1. On déduit du théo-
reme 3.1.2 :

Proposition 6.1.2. [l existe une algébre graduée (U, (An)mer) dont les mor-

phismes de structure soient les i g définis ci-dessus.
O

L’algébre des multiplicateurs de Cy(G) est Ialgébre Cy(G) des fonctions
continues bornées sur G.

Pour H € L. Notons py : G — G/H application quotient. L’application
f > fopy identifie Co(G/H) a une sous-C*-algébre de Cp(G).

On obtient des morphismes ¢y qui sont non-dénégérés pour tout H € L
donc ils se prolongent a des morphismes gy définis sur 'algébre de multi-
plicateurs Cy(G/H). Il est clair que yy = Yk o Yx,u pour tout H, K € L
tels que K C H. Ceci implique que ¢y (f)¢x(9) = @unx(fg) pour tout
K, HeLet feCy(G/H),g € Cy(G/K). On en deduit un homomorphisme
v A — Cy(G).
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Proposition 6.1.3. L’homomorphisme ¢ : A — Cy(G) est injectif si et
seulement si, pour tout H K € L tels que K C H et H # K [’espace
quotient H/K n’est pas compact.

Nous aurons besoin d’un lemme :

Lemme 6.1.4. Soient K, H deux sous-groupes de G avec K C H.
a) Si H/K est compact on a ¢ u(Co(G/H)) C Co(G/K).
b) St H/K nest pas compact on a ox,u(Co(G/H)) N Co(G/K) = {0}.

Pour cela on démontre le lemme suivant :

Lemme 6.1.5. Soit G un groupe localement compact et soient H et K des
sous-groupes fermés de G tels que K C H.

a) Si H/K est compact, Uapplication px p est propre.

b) Si H/K n'est pas compact, pour tout a € G/H la partie py({a}) nest
pas relativement compacte dans G/ K.

Démonstration.  a) Soit C' une partie compacte de G/ H, puisque G est lo-
calement compact et 'application py est ouverte et surjective, il existe
une partie compacte A de G telle que py(A) = C. On a p;(’lH(C) =
{ax; a € A, © € H/K}, c’est I'image du compact A x H/K, donc une
partie compacte de G/ K.

b) Soit g € G dont la classe est a, 'application = — gz est un homéomor-
phisme de G/K qui envoie H/K dans py';({a}). Or, comme H/K
est fermé dans G/K et n’est pas compact, il n’est pas relativement

compact.
O

Démonstration du lemme 6.1.4.
a) Soit f € Cyo(G/H). Pour tout ¢ > 0, I'ensemble {x € G/K; |f o
pra(x)| > e} = py({e € G/H; |f(x)| > €}) est compact, donc
f OPK,H € Oo(G/K)
b) Soit f € Co(G/K)Npk u(Co(G/H)). Pour tout a € G/H, I'application
f, constante sur pl_{}H({a}), y est donc nulle.
0

Démonstration de la proposition 6.1.3. S’il existe H, K avec K C H,
H # K et H/K compact, alors pour f € Co(G/H) on a

o(f —eru(f) =vulf) —ox(exu(f)) =0,
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donc ¢ n’est pas injective.

Supposons inversement que pour tout H, K € L tels que K C H et
H # K Tespace quotient H/K n’est pas compact. Nous distinguons trois
cas :

a) Si {e} € L. Ce cas résulte immédiatement du lemme 6.1.4 et de la
prop. 2.5.3.

b) Si aucun H € L n’est compact, on pose L = L U {{e}} et on revient
au premier cas.

c) S’il existe H € L avec H compact, alors pour tout K € L, l'espace
H/H N K est compact. Cela n’est possible que si H N K = H. Donc
H est le plus petit élément de L. Par a prop. 2.5.3, application my :
A — Cy(G/H) C Cy(G) est injective.
O

6.2 Exemple non-commutatif

On en déduit que si on a un semi-treillis de sous-groupes fermés vérifiant
les conditions du lemme 6.1.1 et de la proposition 6.1.3, les sous-C*-algebres
Co(G/H)x G C B(L*(@)) forment une sous-C*-algébre de B(L?*(G)) graduée
(a l’aide de la proposition 4.2.1).

Exemple 6.2.1. Soit X un espace vectoriel de dimension finie et soit G le
treillis pour l'inclusion de tous les sous-espaces vectoriels de X. En dimen-
sion finie, un sous-espace vectoriel est fermé et toute application linéaire et
surjective est ouverte. Donc la condition (i7i) du lemme 6.1.1 est satisfaite
et on a pour tout Y, Z € G que Co(X/Y)Co(X/Z) C Co(X/(Y N Z)). Par
la proposition 6.1.2, on a pour tout sous-semi-treillis £ de G une C*-algébre
graduée
A= Co(X/Y).
Yer

De plus, un espace vectoriel n’est pas compact, donc la condition b) du lemme
6.1.5 est aussi satisfaite et on peut considerer 2l comme une sous-C*-algébre
de Cy(X) = M(Co(X)) C B(L*(X)) ou la deuxiéme inclusion est donnée par
lapplication qui a une fonction u € Cy(X) associe un opérateur de multipli-
cation par u défini sur L*(X).

On remarque que 2 est stable par translations. On considére le produit
croisé 2 »x X pour 'action continue de X donnée par les translations. Par la
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proposition 4.2.1 ce produit croisé est aussi une C*-algébre G-graduée i.e.

Ax X = P(Co(X/Y) % X).
Yel

En appliquant une nouvelle fois la proposition 6.1.3 et par ’exemple 1.3.4 on a

A x X = P(Co(X/Y) % X) C M(Co(X) x X) = M(K(L*(X)))
Yel
= B(L*(X)).

En d’autres termes 21 x X est aussi une C*-algébre d’opérateurs définis
sur 'espace de Hilbert L?(X).

L’exemple précedent est une autre approche du produit croisé considéré
et étudié par M. Damak et V. Georgescu dans [15] et par V. Georgescu et A.
Iftimovici dans [18] (voir en particulier théoréme 3.12).

6.3 Exemples commutatifs

Exemple 6.3.1. On se donne un plan P et n droites d;, 2 = 1,...,n de P. On
définit n formes linéaires f;, © = 1,...,n de P tellesque ker f; = 6;,, 1 =1, ..., n.
On a un treillis d’espaces vectoriels F' = {{0}, 41, ...,0,, P}. Par 'exemple
précedent on a une C*-algébre F'-graduée :

B =P Co(P/Y) C Ciy(P).

YeF’

On se propose de déterminer le spectre de la C*-algébre commutative et
unifére B.

On commence par traiter le cas n = 1. Alors le treillis 7' = {{0}, 0, P}
et l'algebre B = Cy(P) @ Co(P/61) & C.

On consideére le sous-treillis de F', F; = {{0},01}. Alors, on a un idéal
B, = Co(P) ® Co(P/61) C Cyp(P). Par le théoréme de Gelfand-Naimark on
a By ~ Co(Sp B).

Idéntifions P a R? et §; a I’ “axe des x” (i.e. {(z,y); y = 0}). Alors un
¢lément de Cy(P/d1) est de la forme (z,y) — g(y) on g € Cy(R). Posons
T = P'(R) = RU {oo} qui est homéomorphe au cercle. On a alors les
inclusions g : Co(P) — Co(T x R) et 15, : Co(P/d1) — Co(T x R) données
par :
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flzyy)sizeR

0si 2 — o CPa(9) 1 (@ y) = g(y).

2/}0<f> : (.I,y) = {
On vérifie facilement que les morphismes 1, et 15, satisfont les hypotheéses
de la proposition 2.3.3, i.e.

77Z)0/\51 (fg> - %(fg) = ¢0<f)¢51 (g),Vf S CO(P)vg S CU(P/51)7

ou le produit fg = wo0(f)pos (9) est donné par (fg)(z,y) = f(z,y)9(y)
pour tout (x,y) € T x R. Donc il existe un unique homomorphisme 9 :

B, — Co(T x R) dont la restriction & Cy(P) et Co(P/d1) soit 1y et s,

respectivement. De plus, comme le diagramme

B, — % Cy(T x R)
N
Cy(P).

est commutatif, le morphisme v est injectif. -

L’algebre B est obtenue en adjoignant une unité a B, i.e. B = B,
et le morphisme ¢ s’étend de maniére unique a un morphisme ¢ : B —
C((T x R) U{oo}) ou (T x R) U {oco} est le compactifié d’Alexandroff de
T x R. C’est évident que le morphisme @Z est injectif et de plus il est surjectif
d’aprés le théoréme de Stones-Weiestrass car ’algeébre ¢ (*B8) separe les points
de (T xR)U{oo}. Donc B ~ C((T x R)U{occ}), autrement dit le spectre de
B est homéomorphe a (T x R)U{oc} qui topologiquement est homéomorphe
a une spheére pincée.

Pour n > 2, on commence par considérer un autre exemple d’algébres
graduées : considérons une base de l'espace vectoriel E = R", (ey, ..., e,). Soit
I un sous-ensemble de {1, ...,n}. Notons P; le sous-espace vectoriel engendré
par (e;);c;- Soit F I'ensemble {Pr; I C {1,...,n}}, alors F est un treillis dont
le plus petit élément est {0}. On remarque que Papplication I — P; est un
isomorphisme de treillis.

On va plonger P dans E par l'application linéaire (f1,..., f,) : P — R™.
On a PN P = {0} pour tout I tel que dim P; < n — 2. Notons H; =
P, oy @ = 1,...,n les hyperplans de E, alors les droites 6; = P N {z; =
0} =PNH; aveci=1,...,n.

Puisque les conditions équivalentes du lemme 6.1.1 sont satisfaites pour
tout H, K € F on a par la proposition 6.1.2 une C*-algébre F-graduée
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(2, (Co(E/H))mer) dont les morphismes de structure soient les px g définis
ci-dessus. Elle est donnée par :

A= P Co(E/H).

HeF

On remarque que 2 est commutative et unifére donc par le théoréme de
Gelfand-Naimark on a

A~ C(Sp(A)).

Puisque les hypothéses de la proposition 6.1.3 sont satisfaites on peut
considerer 2 et par consequence C'(Sp(2()) comme une sous-C*-algébre de
lalgebre C,(E). On appelle encore ¢ cette inclusion. En d’autres termes,
Sp(2() est un compactifi¢ de F.

On va montrer que l'image de A dans Cy(F) est I'espace de fonctions
continues sur le tore de dimension n, T", autrement dit que Sp A = T".

Puisque T" est un compactifié de E, la C*-algebre Cy(FE) est un idéal
essentiel de C(T"). On obtient donc un morphisme injectif p : C(T") —
Cy(E) = M(ColE))

Notons J l'ensemble {1,...,n} et soit I C J. Notons I' = J\I et soit pp,
I’application quotient

pp; - E— E/P[ ~ P[/.

Soient pg et pp, les inclusions naturelles de £ et P dans leurs compactifiés

T" et T!', donc par continuité on peut prolonger pp, en une application
pp, : T" — T’ Autrement dit, on obtient le diagramme commutatif

pPp
E—>Pp
PEi \LPPI/
PPy ,
T" —T7T.

Soit H € F alors H = P;, I C J. Par le diagramme précedent on
en deduit un morphisme vy : Co(E/H) — C(T") et on a le diagramme
commutatif :

Co(E/H) 2= C(T")
| A
Cy(E).

Comme p est injective, le morphisme 15 = p~' 0 @g g satisfait les hypothéses
de la proposition 2.3.3, alors il existe un unique homomorphisme ¢ : A —
C(T™) dont la restriction sur Co(E/H) soit 5. Donc on a le diagramme
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Cy(E)

qui est commutatif et par consequent le morphisme 1) est injectif.

Pour montrer qu’il est surjectif, par le théoréme de Stone-Weiestrass, il
suffit de montrer que () sépare les points de T". Soient z,y € T" tels
que = # vy, alors il existe j € {1,...,n} tel que z; # y; avec z;,y; € T.
Donc il existe f € Cy(R) telle que f(z;) # f(y;). Or 'application ;(f) :
(21, ..y 2n) = f(z;) est un élément de (2A) et ¢¥;(f)(z) # ¥;(f)(y) d'oi la

surjectivité voulue.

On revient dans notre cas de 1'algebre 8. On va montrer que ‘B est 1’al-
n
gebre des fonctions continues définies sur le tore 7, & g trous ot g = E(§)

qui, dans le cas ol n est impair, est pincé i.e. deux de ses points sont identifiés.

A Tinclusion (propre) P — E correspond un homomorphisme (surjectif)
Cy(E) — Cu(P). Puisqu'on a 2 C C,(E), on obtient donc un morphisme
D : A — Cy(P).

Pour tout Pr; I C {1,...,n}, soit ®p, la restriction de ¢ sur les composants
de Ql, CQ(E/P[)

SidimP; < n—2onaP — E/P et par suite I'image par ®p, de
Co(E/Pr) dans Cy(P) est Co(P).

Si Pr=H;, i =1,...,n alors pour tout i, F'/H; est homéomorphe a P/J;
et on a un isomorphisme donné par @, : Co(E/H;) ~ Co(P/d;).

Donc on a montré que ®(2A) = B.

D’autre part 2 = C(T") et en considérant C'(P) comme une sous-algébre

de Cy(P) alors ® est la réstriction de C(T") a P i.e. C(P) = ¢(A) = B. En
d’autres terms, Sp(*B) est I'adhérence de P dans T".

Décrivons un peu plus cette adhérence. Avec les hypotheses de départ le
plan P sera de la forme suivante :

P = {(£B1, ,l’n) € Rn; T = Azjkl‘l + Bijk$j}7
avec i,k,j € {1,...,n},i,jfixés, k ¢ {i,j} et les coeflicients réels A;ji, Bijk

sont non nuls et ils vérifient B;jrA;j0 # AijrBije pour tout k, ¢ ¢ {i,j}
distincts.
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Notons par @ I'adhérence de P dans (R)". Alors 'adherence de P dans
T", P = p(Q) o p est la surjection canonique (R)™ — T".

Soit (ay, ..., a,) € @ alors il existe une suite de vecteurs (z1 , ..., Tnx)x € P
telle que (14, ..., Tn k) — (a1, ...,a,) quand k — oo.

Supposons qu’au moins deux coéfficients de (ay, ..., a,,) soient finis, a;, a;,
et soit m € {1,...,n}\{7,j}. Alors si z;, — a; et z,;x — a; quand k — oo on
obtient que @y, 1 = Aijm@ik + Bijm®jr — Aijma; + Bijma;, donc a,, est fini.
On en deduit que la limite de (xq g, ..., 2, ) quand k — oo est dans P.

Supposons qu’'un seul coéfficient a; est fini. Alors si j € {1,...,n}\{i} et
Tk — a; quand k — oo et si z;; — a; = 00, oll oo signifie +-00 ou—oo, pour
m e {L,...,n}\{i,5} on a 2,k — Aijm@i + Bijm@; = Aijm@i + Bijm(00) = 00,
ou le signe de I'infini depend du signe de I'infini limite de x;; et du signe de
Bijm, i.€. @y = Bjjm(a;). Donc dans @ on a des vecteurs dont un coefficient
est fini et les autres sont infinis. On les appelle les droites & I'infini et puisque
i parcourt ’ensemble {1,...,n} il y en a 2n. On va montrer que le nombre
des points d’intersection de ces droites, qu’on appelera points & l'infini, est
également 2n. Par consequent () aura la forme d’un polygone a 2n cotés.

En effet, choisissons une orientation de P et un point A € P\ U, §;. On
réindexe les droites de la fagon suivante : on choisit d’appeller la premiére
droite qu’on rencontre dans le sens direct par 07, la deuxiéme d5 jusqu’a la
niéme d,,, i.e. on obtient

On

On choisit les n formes linéaires f;,i = 1,...,n telles que f;(A) = 1 pour
tout 7. Donc, dans le secteur formé par les droites §; et d,, qui contient le
point A, les signes du point & 'infini seront tous positifs. Si on traverse la
droite d; et on passe dans le secteur formé par §; et dy au-dessus du point A,
les valeurs de f; deviennent negatives, donc on a un changement du premier
signe en negatif i.e. le point a l'infini sera (—oo, 400, ..., +00). Avec la méme

73



procedure on ne trouve que 2n possibilités de signes qui sont de la forme
(4, ety =y ey —) € (— oy — 4, oy ).

Donc I'adhérence de P dans (R)™ est un polygone a 2n cotés. En passant

de (R)" a T", on idéntifie +00 et —oo, ce qui revient a
a) identifier chaque coté au coté opposé

b) identifier tous les sommets.

La premieére identification, donne lieu & la surface de Riemann Y, dont la
1 -1

forme normale est ajas...a,a; ey t...a; (voir par exemple dans [24], [29])
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qui est équivalente a

-1, -1 -1 -1
QOO Qg Oty QO O

si n est pair et a

-1 -1 -1 -1 -1
Q120 Ay ...0p_20n 10, >0, 1000,

n
si n est impair. C’est donc un tore & g trous ol g = E(i)

Indexons les sommets par Z/2nZ. En faisant l'identification des cotés on
identifie aussi le j-iéme sommet avec le sommet j+n—1 pour tout j € Z/2nZ.
En d’autres termes deux sommets sont identifiés si et seulement si ils sont
dans la méme orbite pour I'addition de (n — 1) dans Z/2nZ. Or, si n est pair
PGCD(n —1,2n) =1 et si n est impair PGCD(n — 1,2n) = 2.

Donc l'application Y, — Sp(*B) est un homéomorphisme lorsque n est
pair.

Lorsque n est impair, on passe de Y, a Sp(*B) en idéntifiant ces deux
points, Sp(B) est donc une surface de genre g pincée.

Appliquons la remarque 5.1.4 & cet exemple.

Remarque 6.3.2. Notons F le treillis donné par F = {{0},41,...,d,, P}
et F' le treillis qui contient une droite de moins, par exemple choisissons
F'={{0},61,....,0,_1, P} = F\{0,}.

Soit Ar = GB Co(P/H) et Ap = @ Co(P/K) les C*-algebres graduées

HeF KeF
correspondantes. Elles sont commutatives et uniféres. On a A C Ar et par

conséquent on a une application U : Sp(Ar) — Sp(UAx). Notons Ay =
Co(P/H) pour tout H € F.

Puisque F et F’ sont finis, ce sont de bons treillis et on a Sp(/z) =
U Sp(Ap) et Sp(Ux) = U Sp(Ak) (proposition 5.1.3).

HeF KeF!
Soit x € Sp(Ax). Il existe un unique H € F tel que x = xu € Sp(A4p).

En appliquant la remarque 5.1.4 on obtient que : Si H € F', 'image de xg
par 'application ¥ est lui-méme. Si H € F\F' i.e. H = §,, alors inf{K €
F'; 6, € K} = P et I'image de x;, par Papplication ¥ est dans Sp(Ap) i.e.
c’est le point a l'infini.

En d’autres termes, on passe du spectre de A a Az en contractant la
droite P/d, en un seul point : le point a U'infini.



Exemple 6.3.3. Soit £ un semi-treillis et (A;);c la famille de C*-algébres
définie par A; = C pour tout ¢ € L. Pour i,j € L tels que i < j posons
¢;; = Idc. Ces morphismes vérifient les propriétés a) et b) de la proposition
2.5.1, donc par le théoréme 3.1.2 il existe & isomorphisme prés une unique
C*-algebre L-graduée (A, (A;)icc) dont les morphismes de structure soient
les ¢; ;. On veut ici calculer son spectre Sp(2).

Montrons que ’ensemble des sous-semi-treillis finissants non vides de £
est en bijection avec I’ensemble des caracteres de 2.

Notons e;, i € L I'image de 1 € A; dans 2. C’est clair que e; est un
idémpotent pour tout i € £ donc si y est un caractére de 2 on a x(e;) €
{0,1}. De plus, par la définition du produit dans A on a e;e; = e;x; pour
tout i, € L.

Soit x un caractére de A. Posons M, = {i € L; x(e;) = 1}. C’est un sous-
semi-treillis de £ car si i,j € M, on a x(eir;) = x(eiej) = x(ei)x(e;) =1
donc i A j € M,. C’est un sous-semi-treillis finissant car pour ¢ € M, et
Jj € L tel que i < jon a x(e;) = x(e)x(ej) = x(ee;) = x(e;) =1 ice.
JjEM,.

Soit M un sous-semi-treillis finissant non vide de L. D’aprés la pro-
position 2.3.3 il existe un unique homomorphisme s : A — C satis-
faisant x(Ae;) = A %E M pour tout A € C et tout ¢ € L. En ef-

0,i¢ M
fet, il est facile de voir que, puisque M est un sous-semi-treillis finissant,
xm(Ae)xam(pe;) = xam(Apein;). Comme M # (), xp est un caractére de 2.

Remarquant que tout caractére est déterminé par sa valeur sur e; (i € L)
on a montré que les applications x — M, et M — x4 sont des bijections
inverses I'une de 'autre.

Remarquons enfin que, puisque A; = C, Sp(A;) a un seul point Idc. On

1, 1<y
wde)(e) = 1 )
x de 2 est dans U@Z),(Sp(AZ)) si et seulement si M, est de la forme L;

ieL
i.e. si et seulement s’il posséde un plus petit élément. Finalement Sp(2() =

U 1;(Sp(A4;)) si et seulement si £ est un bon semi-treillis.
ieL

i.e. ¥;(Ide) = xg,. Il en résulte qu'un caractére

Etudions un cas particulier de cet exemple.

Exemple 6.3.4. On considére ’ensemble Q avec son ordre. Remarquons
que Q étant totalement ordonné, c’est un semi-treillis mais ce n’est pas un
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bon semi-treillis. On prend alors £ = Q et on va étudier le spectre de la
C*-algebre graduée correspondante (2, (A;)icq)-

Notons B,(R) la C*-algebre des fonctions complexes boreliennes bornées
définies sur R.

Pour tout ¢ € Q on définit une application 7; : A; — By(R) par 7;(A\e;) =
Alj_ 4 ol 1 est la fonction caractéristique. On vérifie facilement que 7
est un morphisme injectif de C*-algébres satisfaisant I'égalité m;5;(Ae;pe;) =
7;(Xe;)Tj(pej) pour tout 7,5 € Q et A\,u € C. Par conséquent, suite a la
proposition 2.3.3 il existe un unique morphisme 7 : A — B,(R) dont la
restriction a A; soit 7; pour tout i € Q.

Montrons que 7 est injectif. D’aprés la proposition 2.3.2 il suffit de 1'étu-
dier pour tout sous-semi-treillis fini F de Q. Soit F € Fg. Supposons que
F posseéde n éléments. Puisque 'ordre est total on peut aussi supposer que
F = {i1, ... in} avec iy < iy < ... < i,. Soit 7 la restriction de 7 & Ax et
x € ker 77. Alors x = Z Aie; et Z Ailj—oo () = 0 pour tout s € R. Pour s

i€F ieF
tel que i,,_1 < s <1, on trouve A, = 0. Si on prend s tel que i, < s < 7,,_1
ona \,_1+ A, =0 et par conséquent \,_; = 0. On continue de la méme
maniére et on démontre que \; = 0 pour tout ¢ € F. Autrement dit x = 0 et
TF est injectif.

On peut idéntifier donc 2 avec son image par 7. Décrivons cette image.
On va montrer que 7(2A) = A ot A est I'espace des fonctions complexes
boreliennes bornées définies sur R qui sont reglées, continues a gauche en
tout point de R, continues sur R\Q, nulles en +o0o et qui admettent une
limite en —oo.

Montrons d’abord que A est une sous-C*-algébre de B,(R). Il suffit de
montrer qu’elle est fermée. Ceci est clair car une limite uniforme de fonctions
reglées (resp. continues a gauche en tout point de R, resp. continues sur R\Q,
resp. nulles en +00, resp. qui admettent une limite en —o0) est reglée (resp.
continue & gauche en tout point de R, resp. continue sur R\@Q, resp. nulle en
+00, resp. admet une limite en —o0).

Pour tout i € £, 7(e;) € A donc 7(2,) C A. Puisque A est fermé et 2,
est dense dans 2 on a 7() C A.

Soit f € A. Supposons que la limite de f en —oo est égale a A, donc
soit € > 0, il existe a € Q tel que pour tout x < a on ait |f(z) — A| < e.
D’autre part f est nulle en 400 donc il existe A € Q tel que pour tout
x> Aon ait |f(x)] <e. Autrement dit, pour tout = €] — oo, a]UJA, +o0o[ on
a|f(r) = Ao q ()| <e.

Puisque f est une fonction reglée, elle est reglée sur [a, A et il existe une
fonction en escaliers g sur [a, A] telle que ||f — g||oo = sup{|f(t) — g(t)|,t €
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[a, A]} < e. 1l existe donc une subdivision g, i1, ..., is de [a, A] telle que ig = a
et iy = A et g est égale a une constante ¢, sur |i,_1, .| pour tout r € {1, ..., s}.

Par hypothése f est continue a gauche en i, pour tout r € {0, ..., s} donc
1) = el = lim (1) = g(0)] <.

Si i, ¢ Q, la fonction f est continue en 4, donc il existe j, €li,,111[NQ
tel que pour tout t € [i,, j.] on ait |f(t) — f(i,)| < €. Pour t € [i,, j.] on a
|f(t) - C’/‘| S |f(t) - f(lr)| + |f(zr) - Cr| < 2e.

Sii,. € Q, on pose j, = i,.

Maintenant on a une nouvelle subdivision jo, ..., js de [a, A]. Soit g la
fonction définie par

0,t>A
gt)=_4 A\ t<a
Cry t €]jr_1,Jr] avecT € {1,...; s}.

Onag=Aj_4 +Z ey = AT(eq) + Z c(ej, —ej ) € T(™Ax)
r=1 r=1
ou F = {jo, ..., Js} € Fp. Comme ||f — gl = suﬂg) |f(t) —g(t)] < 2e et 7(A)
te

est fermé on en deduit que f € 7(2).

On a Sp(/A) = Sp(7(A)) = Sp(A). Par 'exemple précedent il y a une
bijection entre les caractéres de 2 et les sous-semi-treillis finissants non vides
M de Q. Remarquons que les seules formes possibles de M sont les suivantes :
M=QouM=Qnt+oo[= L; ou M = QnNJt,+o0[= M, avec t € Q.
Remarquons que si t € R\Q alors £, = M;. On a donc une bijection naturelle
entre les caractéres de A et {Q} U {Ly; t € R} U{M,; t € Q}.

Idéntifions le caractére qui correspond & chacun de ces sous-semi-treillis
finissants & travers 'isomorphisme 7 : 2l — A décrit ci-dessus. En vérifiant
qu’il coincide sur les générateurs e; (i € L) on trouve :

* xo(a) = lim 7(a)(s),
e xr,(a) =7(a)(t) pour tout ¢t € R,
e xum,(a) = Slirgr 7(a)(s) pour tout t € Q.

78



Bibliographie

1]
2l

13l

4]

5]

6]

17l
8]
19]

[10]

[11]

S. Agmon, Lectures on exponential decay of solutions of second order
elliptic equations, Princeton Univ. Press, 1982.

W. O. Amrein, A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, Se-
micompactness and spectral analysis of N-body Hamiltonians, C. R.
Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 307 (1988), no. 15, 813-818.

W. O. Amrein, A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, Notes
on the N-Body Problem, I, Preprint Université de Genéve, UGVA-
DPT 1988/11-598.

W. O. Amrein, A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, Notes
on the N-Body Problem, II, Preprint Université de Genéve, UGVA-
DPT 1991/04-718, p.164-424.

W. O. Amrein, A. Boutet de Monvel, V. Georgescu, Cy-groups,
Commutator Methods and Spectral theory of N-body Hamiltonians,
Birkhauser-Verlag, 1996.

W. O. Amrein, M. Mantoiu, R. Purice, Propagation properties for
Schrddinger operators affiliated with certain C*-algebras, Ann. Henri
Poincaré 3 (2002), no. 6, 1215-1232.

B. Blakadar, K-theory for Operator algebras, New York, Springer-
Verlag, 1986.

N. Bourbaki, Eléments des mathématiques, Topologie Générale, Cha-
pitres 1 a 4, Hermann, Paris, 1971.

A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, Graded C*-algebras in
the N-body problem, J. Math. Phys. 32 (1991), 3101-3110.

A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, Graded C*-algebras and
many-body perturbation theory. I. The N-body problem, C. R. Acad.
Sci. Paris Sér. I Math. 312 (1991), no. 6, 477-482.

A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, Graded C*-algebras and
many-body perturbation theory. II. The Mourre estimate, Astérisque
No. 210 (1992), 6-7, 75-96.

79



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

21

[22]
23]

[24]

A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, Some developments and
applications of the abstract Mourre theory, Astérisque No. 210 (1992),
5, 27-48.

A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, Graded C*-algebras as-
sociated to symplectic spaces and spectral analysis of many channel
Hamiltonians, in Dynamics of Complex and Irregular Systems (Bie-
lefeld 1991), Bielefeld Encount. Math. Phys., vol. 8, World Sci. Pu-
blishing, River Edge, NJ, 1993, pp. 22-66.

A. Boutet de Monvel-Berthier, V. Georgescu, A. Soffer N-body Ha-
miltonians with hard-core interactions, Rev. Math. Phys. 6 (1994),
no. 4, 515-596.

M. Damak, V. Georgescu, C*-cross products and a generalized me-
chanical N-body problem, Mathematical Physics and Quantum Field
Theory, Electronic Journal of Differential Equations, Conf. 04, 2000,
pp- 51-69.

M. Damak, V. Georgescu, C*-algebras related to the N-body problem
and the self-adjoint operators affiliated to them, preprint 99-482 at
hhtp ://www.ma.utexas.edu/mparc/.

R. G. Froese, I. Herbst, A new proof of the Mourre estimate, Duke
Math. J., 49, 1982, pp. 1075-1085.

V. Georgescu, A. Iftimovici, C*-algebras of energy observables.
I.  General theory and bumps algebras, preprint 01-521 at
hhtp ://www.ma.utexas.edu/mparc/.

V. Georgescu, A. Iftimovici, C*-algebras of energy observables. II.
Graded symplectic algebras and magnetic Hamiltonians, preprint 01-
99 at hhtp ://www.ma.utexas.edu/mparc, .

V. Georgescu, A. Iftimovici, Crossed products of C*-algebras and
spectral analysis of quantum hamiltonians, Commun.Math.Phys. 228,
519-560 (2002).

V. Georgescu, A. Iftimovici, C*-algebras of quantum hamiltonias,
Operator algebras and mathematical physics (Constanta, 2001), 123
167, Theta, Bucharest, 2003.

M. Karoubi, K-theory : an introduction, Springer-Verlag, Grundleh-
ren N° 226. (1978).

E. Kirchberg, N. C. Phillips Embedding of exact C*-algebras in the
Cuntz algebra Oy , J. Reine Angew. Math. 525 (2000), 17-53.

W. S. Massey, Algebraic topology : an introduction, New York :
Springer-Verlag, 1967.

80



[25] G. J. Murphy C*-algebras and operator theory, Academic Press, 1990.

[26] G. K. Pedersen, C*-algebras and their automorphismes groups, Lon-
don : Academic Press, 1979.

[27] M. Reed, B. Simon, Methods of modern mathematical physics I :
Functional analysis, Academic Press, New York 1972.

[28] M. Reed, B. Simon, Methods of modern mathematical physics IV :
Analysis of Operators, Academic Press New York, San Francisco,
London 1978.

[29] G. Springer, Introduction to Riemann surfaces, Addison-Wesley, Rea-
ding, MA, 1957.

[30] H. Takai, On a duality for crossed products of C*-algabras, J. Func-
tional Analysis 19 (1975), 25-39.

[31] M. Takesaki, Theory of Operator algebras Vol.I, Springer-Verlag,
1979. Heidelberg, New York, Hong Kong, Tokyo.

[32] M. Takesaki, Theory of Operator algebras Vol.III, Springer-Verlag,
2002. Heidelberg, New York, Hong Kong, Tokyo.

[33] S. Wasserman, Ezact C*-algebras and related topics, University Press,
National University Seoul, 1994.

[34] N. E. Wegge-Olsen, K-Theory and C*-algebras, Oxford University
Press, 1993.

81



