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Spécialité :
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Cette thèse est le fruit de trois ans de travail, qui n’ont pas été sans dif-
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Cognet puis d’Anne Raoult. C’est avec eux que j’ai découvert les mathéma-
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Introduction

On se place sur un corps algébriquement clos K, de caractéristique quel-
conque. L’objet de cette thèse est de décrire explicitement les composantes
irréductibles du lieu singulier d’une variété de Schubert arbitraire pourGLn(K),
ainsi que la singularité le long de chacune d’entre elles.

Variétés de Schubert

On note B le sous-groupe de GLn(K) formé des matrices triangulaires
supérieures. Dans la variété de drapeaux classique Fn(K), les B-orbites sont
paramétrées par le groupe symétrique d’ordre n, noté Sn, et appelées les
cellules de Schubert. On note {e1, . . . , en} la base canonique de Kn, et K• =
K1 ⊂ · · · ⊂ Kn le drapeau complet associé à cette base, où Kp = Vect (e1, . . . ep).
Alors, la cellule de Schubert Cw associée à la permutation w ∈ Sn est, par
définition, la B-orbite du drapeau wK•, noté aussi ew. Explicitement, Cw

est l’ensemble des drapeaux complets V • ∈ Fn(K) qui vérifient les relations
d’incidence suivantes : pour tous p, q ∈ [1, n],

dim(V p ∩K
q) = #{i ∈ [1, p] |w(i) ∈ [1, q]}.

La variété de Schubert Xw est l’adhérence de la cellule Cw, elle peut aussi
être décrite en termes de relations d’incidence, par :

dim(V p ∩K
q) ≥ #{i ∈ [1, p] |w(i) ∈ [1, q]},

pour tous p, q.

Singularités génériques

L’inclusion des variétés de Schubert induit l’ordre de Bruhat-Chevalley
sur le groupe symétrique – nous suivrons cette terminologie usuelle, bien que
cet ordre ait été d’abord introduit par C. Ehresmann : pour v, w ∈ Sn, v ≤
w ⇐⇒ Xv ⊆ Xw. La variété de Schubert Xw étant B-stable, et B étant
connexe, les composantes irréductibles du lieu singulier de Xw, noté Sing Xw,
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8 Introduction

sont B-stables, ce sont donc elles-mêmes des variétés de Schubert. Elles sont
données par les permutations maximales v telles que le drapeau ev soit un
point singulier de Xw.

Etant donné v ≤ w, le voisinage ouvert standard du drapeau ev dans Xw

se décompose comme le produit Cv ×Nv,w ; Nv,w est appelée la transversale
à Cv dans Xw. Alors, Xv est une composante irréductible de Sing Xw si et
seulement si ev est l’unique point singulier de Nv,w. Ce sont les singularités
génériques que l’on va décrire.

Les situations connues jusqu’ici (cf. [3]) suggèrent de définir les deux types
de singularité suivants. Soit Xv une composante irréductible du lieu singulier
de Xw ; on dira qu’elle est de type S1 s’il existe des entiers i et j (i, j ≥ 2)
tels que Nv,w soit isomorphe à la variété Ci,j des matrices de taille (i, j) et de
rang au plus 1, et l’on dira que Xv est de type S2 si Nv,w est isomorphe à un
cône quadratique non dégénéré de dimension au moins 5.

L’étude des variétés de Schubert relève à la fois de la géométrie et de
la combinatoire, qui en offrent deux approches, plus complémentaires que
concurrentes. Le point de départ de ce travail a été de tenter de comprendre et
exploiter géométriquement des résultats combinatoires de A. Lascoux ([22]).

Une première illustration de l’interaction entre géométrie et combina-
toire est le critère de singularité de V. Lakshmibai et B. Sandhya ([20]) :
la variété de Schubert Xw associée à la permutation w de Sn est singulière
si et seulement s’il existe des entiers a < b < c < d dans [1, n] vérifiant :
w(d) < w(b) < w(c) < w(a) – on dira que ces entiers forment une configu-
ration (4231) de w – ou bien w(c) < w(d) < w(a) < w(b) – configuration
(3412).

Variétés de Schubert covexillaires

Auparavant, A. Lascoux et M.-P. Schützenberger avaient introduit la no-
tion de permutation vexillaire ([24]) : w est vexillaire si elle ne contient
pas de configuration (2143). On dit qu’une permutation w, et par exten-
sion la variété de Schubert Xw, est covexillaire si elle ne contient pas de
configuration (3412) ; ainsi, w est covexillaire si et seulement si ww0 est
vexillaire au sens de Lascoux-Schützenberger, w0 étant la permutation maxi-
male de Sn. D’après [22], on sait calculer les polynômes de Kazhdan-Lusztig
pour les variétés de Schubert covexillaires (Lascoux les appelle “vexillaires” :
nos paramétrisations des variétés de Schubert diffèrent d’un facteur w0 à
droite). Ainsi, lorsque w est covexillaire, cela met en évidence les compo-
santes irréductibles du lieu des points non rationnellement lisses de Xw, qui
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sont exactement celles du lieu singulier d’après [9]. En mettant en œuvre ces
calculs, on a trouvé la forme conjecturale du résultat, puis on s’est attaché
à en établir une preuve géométrique : d’une part en décrivant les transver-
sales à certaines cellules Cτi

, d’autre part en construisant une résolution,
particulièrement intéressante car elle induit un isomorphisme au-dessus du
complémentaire de la réunion des Xτi

, dont on montre finalement que c’est
le lieu lisse de Xw. On obtient ainsi que les composantes irréductibles du
lieu singulier d’une variété de Schubert covexillaire Xw sont paramétrées par
les configurations (4231) de w qui sont minimales en un certain sens, et l’on
en donne une description explicite. Plus précisément, les composantes sont
paramétrées par certains points coessentiels de w – notion duale des points
essentiels définis par W. Fulton dans [13] – que l’on appellera bien bordés. De
plus, on montre que les singularités génériques sont de type S1, conformément
au modèle grassmannien ([3], cf. aussi [4]). Ce premier travail a fait l’objet
d’un article aux Annales de l’Institut Fourier ([6]). La première partie de ce
texte en est une version légèrement remaniée.

Cas général

Ensuite, il était naturel de tenter de faire opérer les mêmes techniques sur
les configurations (4231) d’une permutation arbitraire. On a ainsi obtenu, par
le calcul des transversales, un certain nombre de composantes irréductibles de
Sing Xw, de type S1. Cela nous a conduit au passage à un résultat auxiliaire
qui a son intérêt propre : la description des composantes irréductibles de
la sous-variété d’une variété de Schubert définie par le renforcement d’une
condition d’incidence.

Il fallait également prendre en compte, dans le cas général, les configura-
tions (3412). On s’est bien entendu appuyé sur les cas connus (cf. [3] 4.6).
Grâce aux calculs que l’on a pu effectuer en utilisant le programme Coxeter
de F. du Cloux ([5]), et à certaines idées tirées de [1] et [15], on s’est forgé
une intuition de la description des composantes irréductibles du lieu singulier
dans le cas général, toujours par la description des transversales. On a ainsi
exhibé d’autres composantes irréductibles du lieu singulier, ayant toutes une
singularité générique de type S1 ou S2.

On note Σw la réunion des composantes identifiées à ce stade ; elles sont
paramétrées par les configurations (4231) et (3412) de w qui sont minimales
en un certain sens. Plus précisément, on définit les notions de configura-
tion I et II d’une permutation, qui sont une extension des configurations
(4231) et (3412) respectivement, et on leur associe des permutations ≤ w.
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Les composantes de Σw sont alors paramétrées par les configurations I dites
non dégénérées, et par les configurations II dites pures ou mixtes. Les sin-
gularités génériques sont de l’un des deux types S1 ou S2 : les composantes
associées à des configurations I non dégénérées ou de type II mixtes ont une
singularité générique de type S1, tandis que celles qui sont associées à des
configurations II pures ont une singularité générique de type S2.

Il reste alors à montrer que Σw est exactement le lieu singulier. L’approche
adoptée pour démontrer cette égalité conjecturale est la suivante : le résultat
étant connu dans le cas covexillaire, on a cherché à s’y ramener. Cela nous
a amené à considérer des “quasi-résolutions” des variétés de Schubert non
covexillaires, construites à partir de variétés de Schubert plus petites, qui,
d’une certaine manière, présentent un moindre défaut à être covexillaires.
L’étude des lieux exceptionnels de ces quasi-résolutions et du lien de ceux-ci
avec Σw permet finalement d’établir l’égalité Sing Xw = Σw.

A la suite de ce résultat, on obtient, pour chaque composante irréductible
Xv de Sing Xw, le polynôme de Kazhdan-Lusztig Pv,w, ainsi que la multipli-
cité de Xw en ev. Les résultats de cette deuxième partie sont annoncés dans
une Note aux Comptes Rendus ([7]).

Remarquons que, de manière concomitante à notre travail, et avec une
méthode plus combinatoire, la description des composantes irréductibles du
lieu singulier dans le cas général a été obtenue, de manière quasi-simultanée,
par L. Manivel ([27]) d’une part, S. Billey et G. Warrington ([2]) d’autre
part, et enfin C. Kassel, A. Lascoux et C. Reutenauer ([16]), en utilisant la
description de l’espace tangent obtenue par V. Lakshmibai et C. S. Seshadri
([21]) et par K. Ryan ([33]). Suite à cela, L. Manivel a également donné la
description des singularités génériques ([28]).



Préliminaires

0.1 Notations et rappels

K est un corps algébriquement clos de caractéristique arbitraire, G =
GLn(K), B est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures,
U (resp. U−) est le groupe des matrices triangulaires supérieures (resp. infé-
rieures) unipotentes, T est le tore maximal des matrices diagonales.

On note Sn le groupe symétrique d’ordre n, et ≤ l’ordre de Bruhat-
Chevalley. Pour w ∈ Sn, on note ew le point wB de G/B, Cw = Bew la
cellule de Schubert, et Xw = Cw la variété de Schubert associés. On note
`(w) le nombre d’inversions de w ; on rappelle que l’on a `(w) = dimXw. On
désigne par Γw le graphe de w.

La variété des drapeaux G/B, sera aussi notée Fn. On notera K• = K1 ⊂
· · · ⊂ Kn le drapeau standard dans Fn, associé à la base canonique de Kn,
notée {e1, . . . , en}. Pour g ∈ G, on notera indifféremment gK• ou V •

g le
drapeau associé. Pour toute suite finie d’entiers 1 ≤ d1 ≤ · · · ≤ dk ≤ n, on
notera F(d1,...,dk;n) la variété des drapeaux partiels de dimensions d1, . . . , dk

dans Kn. Pour p ≤ n, on notera Grp(n) la grassmannienne des sous-espaces
de dimension p dans Kn.

Tous les intervalles considérés ici sont des intervalles de nombres entiers.
Si i et j sont deux entiers distincts de [1, n], on note (i, j) la transposition de
support {i, j}, et pour i ≤ n− 1, on note si la transposition simple (i, i+ 1).
Si I ⊆ [1, n− 1], on note PI le sous-groupe parabolique contenant B associé,
et SI le sous-groupe parabolique de Sn correspondant. On note I

Smin (resp.
I
Smax) l’ensemble des représentants minimaux (resp. maximaux) des classes

à droite de Sn modulo SI .

On rappelle le lemme suivant, qui se vérifie aisément en recensant les
inversions de v et v′.

11
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Lemme 0.1.1. Si v′ = (i, j) v avec i < j et v−1(i) > v−1(j), on a

`(v′) = `(v)− 1− 2#{i < k < j | v−1(j) < v−1(k) < v−1(i)}.

0.2 Singularités génériques

Les composantes irréductibles du lieu singulier de la variété de Schubert
Xw sont données par les permutations maximales v telles que le point ev soit
un point singulier de Xw.

Etant donné v ≤ w, l’ensemble v(U−)ev ∩Xw est le voisinage standard de
ev dans Xw. D’après la décomposition de Bruhat, il est isomorphe au produit
Cv ×Nv,w où Nv,w = [v(U−)∩U−]ev ∩Xw (cf. [17], Lemma A4). On appelle
Nv,w la transversale à Cv dans Xw. La cellule de Schubert Cv étant un espace
affine, on a en fait : Xv est une composante irréductible du lieu singulier
de Xw si et seulement si Nv,w a ev pour unique point singulier. Ce sont les
singularités génériques que l’on va décrire.

Les situations connues jusqu’ici (cf. [3], 3.3 et 4.6) suggèrent de définir
les deux types de singularité suivants. Soit Xv une composante irréductible
du lieu singulier de Xw ; on dira qu’elle est de type S1 s’il existe des entiers
i et j (i, j ≥ 2) tels que Nv,w soit isomorphe à la variété Ci,j des matrices
de taille (i, j) et de rang au plus 1, et l’on dira que Xv est de type S2 si
Nv,w est isomorphe à un cône quadratique non-dégénéré K2k+1 de dimension
2k+1 ≥ 5. Remarquons que dans le second cas, l’anneau local de Nv,w en ev

est factoriel (cf. [30], III.7, Example J) alors qu’il ne l’est pas dans le premier
(cela peut se déduire de [30], III.9, Prop. 1, en considérant la résolution
Z = {(D, u) | D ∈ Pi−1, u : Kj −→ D} de Ci,j).

0.3 L’ordre de Bruhat-Chevalley

0.3.1 Le point de vue classique

L’inclusion des variétés de Schubert induit un ordre partiel sur le groupe
symétrique, appelé le plus souvent ordre de Bruhat-Chevalley : pour v, w ∈
Sn, v ≤ w ⇐⇒ Xv ⊆ Xw.

Cet ordre a d’abord été introduit par C. Ehresmann (cf. [12]), qui l’a
décrit en termes de clef d’une permutation ; on note, pour tout k, vk

1 <
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· · · < vk
k les entiers v(1), . . . , v(k) ordonnés en une suite croissante. On a

alors v ≤ w si et seulement si vk
j ≤ wk

j pour tous j ≤ k < n.

Cette description permet de démontrer le lemme suivant. Si v et w sont
deux permutations de {1, . . . , n} qui cöıncident sur k places, elles définissent
naturellement des permutations ṽ et w̃ de {1, . . . , n− k} comme suit : soient
i1 < · · · < ik les entiers sur lesquels v et w cöıncident. Soit ϕ l’unique
bijection croissante de {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik} dans {1, . . . , n− k}, et soit ψ
l’unique bijection croissante de {1, . . . , n}\{v(i1), . . . , v(ik)} dans {1, . . . , n−
k}. Soient alors ṽ = ψ ◦ v ◦ ϕ−1 et w̃ = ψ ◦ w ◦ ϕ−1 ; ce sont des éléments de
Sn−k. On a alors le

Lemme 0.3.1. v ≤ w ⇐⇒ ṽ ≤ w̃.

Une troisième caractérisation de l’ordre de Bruhat-Chevalley nous sera
utile. Elle fait intervenir la fonction rang associée à une permutation : pour
w ∈ Sn et (p, q) ∈ [1, n]2, on définit

rw(p, q) = #{m | m ≤ p et w(m) ≤ q}.

On a alors le lemme suivant (cf. [26], Prop. 2.1.12),

Lemme 0.3.2. Pour v, w ∈ Sn

v ≤ w ⇐⇒ rv(p, q) ≥ rw(p, q) ∀p, q ∈ [1, n].

0.3.2 Une nouvelle approche : les corectrices

A. Lascoux et M.-P. Schützenberger ont introduit une nouvelle approche
de l’ordre de Bruhat-Chevalley sur le groupe symétrique, en définissant les
rectrices d’une permutation (cf. [25]). Il est plus commode pour nos besoins
de considérer une notion duale, et nous parlerons des corectrices d’une per-
mutation.

On appelle cograssmanniennes les permutations n’ayant qu’une montée,
et cobigrassmanniennes les permutations cograssmanniennes dont l’inverse
est aussi cograssmannienne. Une cobigrassmannienne est déterminée par un
quadruplet d’entiers (n0, n1, n2, n3), avec n0, n3 ∈ N, n1, n2 ∈ N∗ et

∑
ni =

n : on coupe (n, n−1, . . . , 1) en quatre blocs dont les cardinaux sont les ni, et
on permute les deux blocs médians. Explicitement, une cobigrassmannienne
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γ est de la forme :





γ(i) = n + 1− i pour 1 ≤ i ≤ n0,
γ(i) = n + 1− n2 − i pour n0 + 1 ≤ i ≤ n0 + n1,
γ(i) = n + 1 + n1 − i pour n0 + n1 + 1 ≤ i ≤ n0 + n1 + n2,
γ(i) = n + 1− i pour n0 + n1 + n2 + 1 ≤ i ≤ n.

En termes de graphe, les cobigrassmanniennes sont de la forme suivante :

×
×
×

×
×
×

×
×

×
×

-�
n0

-�
n1

-�
n2

-�
n3

On dispose alors d’un critère simple pour comparer une permutation ar-
bitraire et une cobigrassmannienne, analogue à [25], Lemme 4.3 :

Lemme 0.3.3. Soient w ∈ Sn et c la cobigrassmannienne définie par le qua-
druplet (n0, n1, n2, n3). On a w ≤ c si et seulement si l’ensemble
w([1, n0 + n1]) ∩ [1, n1 + n3] contient au moins n1 éléments.

Il est encore plus simple de comparer deux cobigrassmanniennes : si c et
c′ sont les cobigrassmanniennes associées respectivement à (n0, n1, n2, n3) et

(n′
0, n

′
1, n

′
2, n

′
3), alors on a c ≤ c′ si et seulement si

{
n0 ≤ n′

0

n3 ≤ n′
3

et

{
n1 ≥ n′

1

n2 ≥ n′
2

.

Les cobigrassmanniennes permettent de décrire l’ordre de Bruhat-
Chevalley de la façon suivante : notant C l’ensemble des cobigrassmanniennes,
on munit l’ensemble des parties de C de l’ordre inverse de l’inclusion. Alors,
d’après [25], l’application qui à w ∈ Sn associe l’ensemble {c ∈ C | w ≤ c}
induit un isomorphisme d’ensembles ordonnés de Sn sur son image dans
2C. Etant donné une permutation w de Sn, les éléments minimaux de {c ∈
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C | w ≤ c} sont appelés corectrices de w ; d’après ce qui précède, leur donnée
détermine entièrement w.

Pour les décrire explicitement, introduisons l’ensemble coessentiel de w,
dual de l’ensemble essentiel défini par W. Fulton (cf. [13]) :

Coess(w) =

{
(p, q) ∈ [1, n]2

∣∣∣∣
w(p− 1) ≤ q < w(p)
w−1(q) ≤ p− 1 < w−1(q + 1)

}
.

Cet ensemble paramètre les corectrices de w. La corectrice associée au point
coessentiel (p, q) de w, notée cp,q, est donnée par son quadruplet (n0, n1, n2, n3)
comme suit :

n0 = #{m < p | w(m) > q}

n1 = #{m ≤ p | w(m) ≤ q}

n2 = #{m ≥ p | w(m) ≥ q}

n3 = #{m > p | w(m) < q}

p

q ?

n0

n1

n2

n3

×

×

×

×

×

×
×

×

×

×

Définition 0.3.4. Soit c une cobigrassmannienne, associée au quadruplet
(n0, n1, n2, n3). On dit que c est itérable si on a n0, n3 ≥ 1, et on définit alors
l’itérée c1 de c par son quadruplet (n0 − 1, n1 + 1, n2 + 1, n3 − 1). Elle vérifie
l’inégalité c1 ≤ c.

0.4 Description des variétés de Schubert

La fonction rang définie en 0.3.1 permet de décrire les variétés de Schubert
en termes de relations d’incidence : la variété de Schubert Xw est l’ensemble
des drapeaux complets V • de Kn qui vérifient pour tous p, q ∈ [1, n],

dim(V p ∩K
q) ≥ rw(p, q)

(cf. par exemple [26], Prop. 3.6.4).



16 Préliminaires

Les points coessentiels de w fournissent un ensemble minimal de relations
d’incidence pour Xw : les relations dim(V p−1 ∩ Kq) ≥ rw(p − 1, q) pour
(p, q) ∈ Coess(w) sont indépendantes et suffisent à décrire Xw (cf. [14] chap.
10, ex. 6).

Comme de plus la fonction rang en un point coessentiel (p, q) vérifie
rw(p, q) = rw(p − 1, q) (puisque l’on a w(p) > q), ces relations s’écrivent
aussi dim(V p−1 ∩K

q) ≥ rw(p, q) pour (p, q) ∈ Coess(w).
En particulier, la variété de Schubert associée à la cobigrassmannienne c

de quadruplet (n0, n1, n2, n3) est définie par la seule relation

dim(V n0+n1 ∩K
n1+n3) ≥ n1.

0.5 Quadrants et rectangles

La donnée d’un point (p, q) du carré [1, n]2 détermine les quatre quadrants
suivants :

NO(p, q) = {(i, j) | i ≤ p, j > q}

SO(p, q) = {(i, j) | i ≤ p, j ≤ q}

NE(p, q) = {(i, j) | i > p, j > q}

SE(p, q) = {(i, j) | i > p, j ≤ q}

p

q

NO(p, q)

SO(p, q)

NE(p, q)

SE(p, q)

On considère w ∈ Sn. Les quadrants associés à (p, q) déterminent natu-
rellement la partition suivante du graphe de w :

NOw(p, q) = Γw ∩NO(p, q),
SOw(p, q) = Γw ∩ SO(p, q),
NEw(p, q) = Γw ∩NE(p, q),
SEw(p, q) = Γw ∩ SE(p, q).

Si (p + 1, q) est un point coessentiel de w, cela correspond au découpage
donné en 0.3.
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On note ∂(NOw(p, q)) (resp. ∂(SEw(p, q))) la frontière Sud-Est (resp.
Nord-Ouest) de NOw(p, q) (resp. SEw(p, q)). On notera simplement NO,
NOw, ∂(NOw), etc. lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüıté.

On introduit aussi les notations suivantes ; soient a et b deux entiers dis-
tincts de [1, n]. Ecrivant indifféremment [a, b] et [b, a] pour désigner l’ensemble
des entiers compris entre a et b, on note :

R(a,b)(w) = ] a, b [× ]w(a), w(b) [
R(a,b)(w) = [ a, b ]× [w(a), w(b) ]
R(a,b)(w) = ]w−1(a), w−1(b) [× ] a, b [

R
(a,b)

(w) = [w−1(a), w−1(b) ]× [ a, b ].

Soient maintenant A et B deux points distincts du graphe de w, de co-
ordonnées respectives (a, w(a)) et (b, w(b)), on désigne aussi par R(A,B)(w)
(resp. R(A,B)(w)) le rectangle R(a,b)(w) (resp. R(a,b)(w)).
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Première partie

Cas des variétés de Schubert

covexillaires
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Introduction

On dit qu’une permutation w, et par extension la variété de Schubert Xw,
est covexillaire si elle n’a pas de configuration (3412). Les points coessentiels
d’une telle permutation vérifient la propriété suivante (cf. [26] Prop. 2.2.8) :
si (p, q) et (p′, q′) sont deux points coessentiels tels que p ≥ p′ alors on a
q ≥ q′. Ainsi, l’ensemble des points coessentiels de w est totalement ordonné
pour l’ordre produit sur [1, n]2. On parlera donc de la suite croissante des
points coessentiels de w.

De plus, la suite des rangs associée est alors strictement croissante. En
effet, si (p, q) et (p′, q′) sont deux points coessentiels de w consécutifs avec
p ≤ p′, alors, comme on vient de le remarquer, on a aussi q ≤ q ′. Ainsi on
a SO(p, q) ⊆ SO(p′, q′), d’où rw(p, q) ≤ rw(p′, q′). Si de plus p < p′, alors le
point (p′−1, w(p′−1)) est dans SO(p′, q′) mais pas dans SO(p, q), tandis que
si p = p′ alors on a q < q′, et le point (w−1(q + 1), q + 1) est dans SO(p′, q′)
mais pas dans SO(p, q). On a donc bien rw(p, q) < rw(p′, q′).

On va montrer que dans le cas covexillaire, les singularités génériques sont
de type S1, comme dans le cas grassmannien (cf. [3] et [4]).
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Chapitre 1

Des composantes irréductibles

du lieu singulier

Soit w ∈ Sn une permutation covexillaire. Soient (Pi)1≤i≤k la suite crois-
sante des points coessentiels de w, Pi = (pi, qi), (ri)1≤i≤k la suite stric-
tement croissante des rangs de w aux points coessentiels, et enfin pour
i ∈ {1, . . . , k}, ci la corectrice de w associée au point coessentiel Pi.

Définition 1.1. Un point coessentiel (p, q) de w est dit bien bordé si la
corectrice de w associée est itérable, c’est-à-dire si le graphe de w rencontre
les quadrants NO(p− 1, q) et SE(p− 1, q).

Soit Pi = (pi, qi) un point coessentiel bien bordé de w. On va construire
une composante irréductible du lieu singulier de Xw associée à Pi.

Soient x∞ l’abscisse du point du graphe de w le plus à l’Est dans le
quadrant NO(pi− 1, qi), et x−∞ l’abscisse du point du graphe de w le plus à
l’Ouest dans le quadrant SE(pi − 1, qi), c’est-à-dire

x∞ = sup {p | p < pi et w(p) > qi},
x−∞ = inf {p | p ≥ pi et w(p) ≤ qi}.

On pose y∞ = w(x∞) et y−∞ = w(x−∞). Comme w est covexillaire, le point
(x∞, y∞) est aussi le point du graphe de w le plus au Sud dans le quadrant
NO(pi − 1, qi) : en effet, si NO(pi − 1, qi) contenait un point (x, w(x)) avec
w(x) < y∞, on aurait aussi x < x∞ par définition de x∞, et les points
d’abscisses x, x∞, pi−1, w−1(qi +1) formeraient une configuration (3412). De
même, le point (x−∞, y−∞) est aussi le point du graphe de w le plus au Nord

23
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dans le quadrant SE(pi − 1, qi). Autrement dit, on a

NOw(pi − 1, qi) ⊆ NO(x∞, y∞ − 1),
SEw(pi − 1, qi) ⊆ SE(x−∞ − 1, y−∞).

De plus, comme (pi, qi) est un point coessentiel de w on a les inégalités
suivantes :

x∞ < pi − 1,
x−∞ > pi,
y−∞ < qi,
y∞ > qi + 1.

Lemme 1.2. Le rectangle R(x∞,x−∞)(w) rencontre chacun des deux ensembles
SOw(pi − 1, qi) et NEw(pi − 1, qi).

La situation est résumée sur le diagramme suivant :

x∞

y∞

x−∞

y−∞

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

. . . . . . .

. . . . . . .

..

..

.

..

.

?

pi

qi

∅

∅

∅

∅

∅

∅

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×
×

×

×

×

×

Preuve. Comme (pi, qi) est un point coessentiel de w, on a w−1(qi) < pi et
w(pi− 1) ≤ qi. De plus on a w(x∞) > qi, en particulier w−1(qi) 6= x∞, on est
donc dans l’un des deux cas suivants : w−1(qi) ≥ x∞ + 1 ou w−1(qi) <
x∞. Dans le premier cas, le point (w−1(qi), qi) est dans SO(pi − 1, qi) ∩
R(x∞,x−∞)(w). Dans le second cas, on a nécessairement y−∞ < w(pi−1), sinon
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les abscisses w−1(qi) < x∞ < pi − 1 < x−∞ donneraient une configuration
(3412). Le point (pi−1, w(pi−1)) est alors dans SO(pi−1, qi)∩R(x∞,x−∞)(w).
Ainsi la zone SO(pi − 1, qi) ∩ R(x∞,x−∞)(w) contient au moins un point du
graphe de w.

On montre de même que la zone NE(pi − 1, qi) ∩ R(x∞,x−∞)(w) contient
nécessairement l’un des deux points (w−1(qi + 1), qi + 1) ou (pi, w(pi)), donc
rencontre le graphe de w.

On associe à (pi, qi) deux suites de points du graphe de w, et deux entiers
si et ti, les longueurs de ces suites ; la première suite est la frontière Sud-Ouest
de NEw(pi − 1, qi) ∩ R(x∞,x−∞)(w) (non vide d’après le lemme 1.2), appelée
suite Nord-Est associée à (pi, qi), notée (xh, yh)1≤h≤si

, avec qi < y1 < · · · < ysi

et x1 > · · · > xsi
≥ pi.

La seconde est la frontière Nord-Est de SOw(pi − 1, qi) ∩ R(x∞,x−∞)(w),
notée (xh, yh)−ti≤h≤−1, avec qi > y−1 > · · · > y−ti et x−1 < · · · < x−ti < pi.

Exemple 1.3. On considère la permutation

w = (16, 3, 15, 5, 7, 4, 6, 2, 13, 9, 12, 11, 8, 1, 10, 14)

dans S16, et le point coessentiel (9, 7). Sur le diagramme suivant, on a
représenté par des • les points du graphe de w de coordonnées (x∞, y∞)
et (x−∞, y−∞) ainsi que les points des suites Nord-Est et Sud-Ouest, et par
des ◦ les autres points du graphe.
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?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

pi

qi

x∞ x−∞

y−∞

y∞

◦

◦

•

◦

•

◦

•

•

•

•

◦
◦

•

•

◦

◦

Définition 1.4. On notera X i = X i
+ ∪ X

i
− (resp. Y i = Y i

+ ∪ Y
i
−) l’ensemble

des abscisses (resp. ordonnées) ainsi construites, où

X i
+ = {xh | h ∈ [1, si] ∪ {−∞}}, X i

− = {xh | h ∈ [−ti,−1] ∪ {∞}},
Y i

+ = {yh | h ∈ [1, si] ∪ {∞}}, Y i
− = {yh | h ∈ [−ti,−1] ∪ {−∞}}.

On omettra l’exposant i lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüıté.
On définit alors le cycle γi par

γi = (y∞, y−1, . . . , y−t, y−∞, y1, . . . , ys),

et la permutation τi par
τi = γi w.

On note D′
i la région de [1, n]2 définie par :

D′
i = R(x∞,x−∞)(w) \

( ti⋃

h=1

SO(x−h − 1, y−h − 1) ∪
si⋃

h=1

NE(xh − 1, yh − 1)
)
,

et Di la région obtenue en retirant à D′
i la bande d’ordonnée y∞, et la bande

d’abscisse x−∞.
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Exemple 1.5. On reprend l’exemple précédent ; la permutation τi est alors
donnée par

(16, 3, 7, 5, 6, 4, 2, 1, 15, 13, 12, 11, 9, 8, 10, 14).

Sur le diagramme suivant, on a représenté par des • les points du graphe de
τi dont l’abscisse est dans X i, et par des ◦ les autres points du graphe de τi.
On a représenté par des + les points du graphe de w dont l’abscisse est dans
X i. Enfin Di est la région délimitée par les pointillés.

?
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

pi

qi

x∞ x−∞

y−∞

y∞

◦

◦

•

◦
•

◦

•
•

•

•
◦
◦

•
•

◦

◦
+

+
+

+

+

+
+

+

Di

Démontrons maintenant quelques propriétés simples de la permutation τi

qui résultent de sa construction. On note χDi
la fonction caractéristique de

l’ensemble Di.

Lemme 1.6. (a ) rτi
= rw + χDi

, en particulier τi ≤ w,
(b ) `(τi) = `(w)− (si + ti + 1),
(c ) rτi

(pj − 1, qj) = rw(pj − 1, qj) + δij pour tout (pj, qj) ∈ Coess(w).

Preuve. On vérifie que rτi
= rw + 1 sur Di et rτi

= rw en dehors de Di.
Compte tenu du lemme 0.3.2, cela implique τi ≤ w.

On remarque que γi peut s’écrire

γi = (y−1, y1) [(y−1, y−2) · · · (y−ti, y−∞)] [(y1, y2) · · · (ysi
, y∞)].
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D’après le lemme 0.1.1, si σ′ = (a, b) σ avec a < b et σ−1(a) > σ−1(b), aucun
point du graphe de σ n’étant à l’intérieur du rectangle de sommets (σ−1(a), a)
et (σ−1(b), b), alors `(σ′) = `(σ)− 1. Ici, l’intérieur de D′

i ne contient aucun
point du graphe de w. On est donc dans la situation précédente pour chacun
des produits par une transposition permettant de passer de w à τi. L’assertion
(b) en résulte immédiatement.

Reste, pour démontrer (c), à s’assurer que pour tout autre point coessen-
tiel (pj, qj), le point (pj−1, qj) n’est pas dansDi. Comme Di ⊆ R(x∞,x−∞)(w)\(
{x = x−∞} ∪ {y = y∞}

)
, on peut supposer (pj − 1, qj) ∈ R(x∞,x−∞)(w), et

que ce point n’est pas dans les bandes d’abscisse x−∞ ou d’ordonnée y∞.
Ainsi, on suppose que l’on a les inégalités

{
x∞ ≤ pj − 1 < x−∞

y−∞ ≤ qj < y∞.

Supposons pour commencer pj > pi. Il vient alors w(pj − 1) > qi ; en
effet, si l’on a pj − 1 = pi, c’est l’une des inégalités qui caractérise le point
coessentiel (pi, qi), et sinon, on a pi < pj − 1 < x−∞, et cela résulte alors
de la définition de x−∞. Ainsi (pj − 1, w(pj − 1)) ∈ NEw(pi − 1, qi). Comme
les points (xh, yh)h∈[1,si] forment la frontière Sud-Ouest de NEw(pi− 1, qi), il
existe un entier h tel que (pj − 1, w(pj − 1)) ∈ NE(xh − 1, yh − 1). On en
déduit, comme qj ≥ w(pj − 1), que (pj − 1, qj) ∈ NE(xh− 1, yh− 1), et donc
(pj − 1, qj) /∈ Di. De même, si pj < pi, on obtient (pj − 1, qj) /∈ Di comme
conséquence de l’inégalité qj < w(pj).

Supposons enfin pj = pi, on a alors w−1(qj) < pj = pi ≤ w−1(qj + 1).
Comme on a supposé

qj < y∞ = inf {q | q > qi, w
−1(q) < pi}

qj + 1 > y−∞ = sup {q | q ≤ qi, w
−1(q) ≥ pi},

il vient d’une part qj ≤ qi et d’autre part qj+1 > qi, c.-à-d. qj ≥ qi. Ainsi on
a qj = qi, et on obtient (pj, qj) = (pi, qi). Cela achève la preuve.

Nous allons maintenant décrire la transversale Nτi,w. Soit τ i ∈ GLn la
matrice de la permutation τi.

On renvoie à 1.4 pour la définition de X− et Y+, et on définit alors

CY+,X−
=




u = (uhl) ∈ GLn

∣∣∣∣∣∣∣

uτi(l)l = 1 pour tout l,
uhl = 0 si h /∈ Y+ ou l /∈ X−,
rg (uhl)h∈Y+

l∈X−

≤ 1




.



29

Le tore T agit sur CY+,X−
par : t · u = tu(τ−1

i t−1τ i).
Nous allons démontrer le

Théorème 1.7. L’application u 7−→ uK• induit un isomorphisme T -équi-
variant de CY+,X−

sur Nτi,w. En particulier, Xτi
est une composante irréductible

du lieu singulier de Xw.

Preuve. Par définition,Nτi,w = [τi(U
−)∩U−]eτi

∩Xw. Il résulte de la décompo-
sition de Bruhat que l’application

φ : (τ iU
− ∩ U−τ i) −→ [τi(U

−) ∩ U−]eτi

u 7→ uK
•

est un isomorphisme T -équivariant. Il s’agit de montrer que

CY+,X−
= φ−1(Nτi,w).

On remarque d’abord que

τ iU
− ∩ U−τ i =

{
u ∈ GLn

∣∣∣∣
uτi(l)l = 1 pour tout l,
uhl = 0 si h < τi(l) ou l > τ−1

i (h)

}
.

Fixons maintenant u ∈ φ−1(Nτi,w), et montrons que uhl = 0 si l 6∈ X− et
h > τi(l), ou si h 6∈ Y+ et l < τ−1

i (h).
Considérons pour commencer le cas où l 6∈ X−. Alors le point (l, τi(l))

n’est pas dans Di, on a donc, d’après le lemme 1.6, rτi
(l, τi(l)) = rw(l, τi(l)).

L’espace u(Kl) + K
τi(l) contient la famille de vecteurs

{e1, . . . , eτi(l)} ∪ {uep | p < l, τi(p) > τi(l)} ∪ {uel − eτi(l)}.

S’il existait h > τi(l) tel que uhl 6= 0, alors cette famille serait libre. Or son
cardinal est

τi(l) + l − rτi
(l, τi(l)) + 1 = τi(l) + l − rw(l, τi(l)) + 1,

alors que dim(u(Kl)+ Kτi(l)) ≤ τi(l)+ l− rw(l, τi(l)), une contradiction. Cela
montre que uhl = 0 pour tout h > τi(l).

On montre de même que si h 6∈ Y+, alors uhl = 0 pour tout l < τ−1
i (h).

Soit maintenant ρ le rang de la matrice extraite (uhl)h∈Y+
l∈X−

. On considère

l’espace F engendré par la famille de vecteurs

{e1, . . . , eqi
} ∪ {uep | p ≤ pi − 1, τi(p) > qi} ∪ {uel, l ∈ X−}.
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On voit que sa dimension est

qi + pi − 1− rτi
(pi − 1, qi) + ρ.

D’autre part on a rτi
(pi − 1, qi) = rw(pi − 1, qi) + 1, et donc il vient

dimF = pi − 1 + qi − rw(pi − 1, qi)− 1 + ρ.

Or F est contenu dans l’espace u(Kpi−1) + Kqi , qui est de dimension au plus
pi − 1 + qi − rw(pi − 1, qi). On obtient donc ρ ≤ 1.

On a donc montré que φ−1(Nτi,w) ⊆ CY+,X−
. Or CY+,X−

est une variété
irréductible de dimension si + ti + 1, et d’après le lemme 1.6, Nτi,w est aussi
de dimension si + ti + 1. On obtient ainsi φ−1(Nτi,w) = CY+,X−

.
La variété CY+,X−

a un unique point singulier : τ i. On en déduit que Xτi

est une composante irréductible du lieu singulier de Xw.



Chapitre 2

Réciproque, description du lieu

singulier

On conserve les notations du chapitre précédent.
Nous allons d’abord construire une résolution de la variété de Schubert

Xw, du type de celles considérées par A. Zelevinsky (cf. [34]) et par K. Ryan
(cf. [33]), que l’on utilisera à plusieurs reprises dans la suite. Soient

Zw = {(U•, V •) ∈ F(r1,...,rk;n) × Fn | U
rj ⊆ V pj−1 ∩K

qj pour tout j},

π : Zw −→ Fn la seconde projection, et

Ω = {V • ∈ Fn | dim(V pi−1 ∩K
qi) = ri pour tout i}.

Proposition 2.1. La projection π fait de Zw une résolution de Xw. De plus,
π induit un isomorphisme au-dessus de l’ouvert Ω de Xw.

Preuve. On montre d’abord que la variété Zw est irréductible et lisse, par une
méthode inspirée de [33]. On donne ici les détails de la preuve afin d’obtenir
une formule explicite donnant la dimension de Zw, qui sera utile dans la suite.

Considérons d’abord la variété

Z̃w = {(U•, V •) ∈ F(r1,...,rk;n) × Fn | U
rj ⊆ V pj−1 pour tout j}.

La première projection F(r1,...,rk;n) × Fn −→ F(r1,...,rk;n) induit une fibration

localement triviale π1 : Z̃w −→ F(r1,...,rk;n), de fibre isomorphe à

Y = {V • ∈ Fn | K
rj ⊆ V pj−1 pour tout j}.
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On a
π1(Zw) = {U• ∈ F(r1,...,rk;n) | U

rj ⊆ K
qj pour tout j}

et π−1
1 π1(Zw) = Zw, donc π1 induit une fibration localement triviale Zw −→

Y ′, où
Y ′ = {U• ∈ F(r1,...,rk;n) | U

rj ⊆ K
qj pour tout j},

de fibre Y. Il suffit maintenant de montrer que Y et Y ′ sont irréductibles et
lisses.

On projette d’abord Y sur la variété Ŷ = {V̂ • ∈ F(p1−1,...,pk−1;n) | Krj ⊆

V̂ pj−1 pour tout j}. Cette projection est une fibration localement triviale
dont la fibre est un produit de variétés de drapeaux, donc irréductible et
lisse. Définissons pour 1 ≤ j ≤ k,

Ŷ≥j = {V̂ • ∈ F(pj−1,...,pk−1;n) | K
rh ⊆ V̂ ph−1 pour tout h ≥ j}.

Alors Ŷ≥k est une grassmannienne, donc elle est irréductible et lisse. Puis on

observe que la projection naturelle de Ŷ≥j−1 sur Ŷ≥j est une fibration locale-
ment triviale, de fibre isomorphe à une grassmannienne, donc irréductible et
lisse. On obtient ainsi par récurrence l’irréductibilité et la lissité de tous les
Ŷ≥j, en particulier de Ŷ = Ŷ≥1.

De même, les projections

F(r1,...,rk;n) // // F(r1,...,rk−1;n) // // . . . // // Grr1(n)

font de Y ′ une suite de fibrations en grassmanniennes, donc Y ′ est irréductible
et lisse. On a ainsi le résultat pour Zw.

Il est clair que Zw se projette par π sur Xw, et que π est bijective au-
dessus de l’ouvert Ω de Xw. En particulier on en déduit que les variétés Zw

et Xw ont même dimension. Soit zw = (Kr•, ew) ∈ Zw, l’orbite Uzw est un
ouvert dense de Zw et il résulte de la décomposition de Bruhat que π induit
un isomorphisme Uzw −→ Uew ; par conséquent π est birationnelle.

Comme Ω est un ouvert de la variété normale Xw (cf. par exemple [32]), il
résulte alors du théorème principal de Zariski que π induit un isomorphisme
au-dessus de Ω (cf. [10] 5.4, cor. 2).

On déduit de cette proposition que l’ouvert Ω de Xw est formé de points
lisses. Le lieu singulier de Xw est donc contenu dans le complémentaire de Ω,
c’est-à-dire dans

⋃
ci itérable

Xw∩Xc1i
(cf. 0.4). Nous montrerons qu’il y a en fait
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égalité, et que les intersections Xw ∩Xc1i
sont les composantes irréductibles

du lieu singulier construites au chapitre 1.
Pour commencer, nous avons la

Proposition 2.2. Pour tout i ∈ {1, . . . , k} tel que la corectrice ci soit
itérable, la variété Xw ∩Xc1i

est irréductible.

Preuve. On fixe i dans {1, . . . , k} tel que la corectrice associée soit itérable,
c’est-à-dire tel que le point coessentiel Pi soit bien bordé. Nous allons montrer
que l’intersection Xw ∩ Xc1i

est l’image d’un morphisme Z i
w −→ Xw où Z i

w

est une variété irréductible.
Comme le point coessentiel Pi est bien bordé, il existe un entier p < pi tel

que w(p) > qi. On a donc ri < min(pi − 1, qi). On définit la suite (ri
j)1≤j≤k

par :
ri
j = rj + δij.

Cette suite est croissante. On définit alors la variété

Zi
w = {(U•, V •) ∈ F(ri

1,...,ri
k
;n) × Fn | U

ri
j ⊆ V pj−1 ∩K

qj pour tout j}.

Soit πi la projection de Z i
w sur le deuxième facteur πi : Zi

w −→ Xw

(U•, V •) 7−→ V •

.

Par construction, l’image de πi est contenue dans Xw∩Xc1i
. Réciproquement,

si V • ∈ Xw ∩ Xc1i
, la suite Ej = V pj−1 ∩ Kqj pour j ≤ k est croissante car

w est covexillaire, et on a dimEj ≥ ri
j. On peut donc choisir U ri

j ⊆ Ej

pour j ≤ k avec dimU ri
j = ri

j et U ri
j ⊆ U ri

j+1 . Ainsi Xw ∩ Xc1i
est l’image

de πi, et il reste à montrer que Z i
w est irréductible. Cela se fait aisément

en adaptant la preuve de l’irréductibilité de Zw dans la proposition 2.1 :
la projection de Z i

w sur le premier facteur est une fibration localement tri-

viale de base Y
′i = {U• ∈ F(ri

1,...,ri
k
;n) | U

ri
j ⊆ K

qj pour tout j}, et de fibre

isomorphe à Y i = {V • ∈ Fn | K
ri
j ⊆ V pj−1 pour tout j}. On démontre

l’irréductibilité de Y i et Y
′i comme on a procédé pour Y et Y ′. Cela achève

la démonstration.

Remarque 2.3. On notera vi la permutation définie par Xw ∩ Xc1i
= Xvi

.
On observe que pour toute autre corectrice itérable ci′ , les permutations vi et
vi′ sont incomparables. En effet, on a rvi

(pj − 1, qj) ≥ ri
j pour tout (pj, qj) ∈

Coess(w). Mais d’après le lemme 1.6 (c), on a τi ≤ vi et rτi
(pj − 1, qj) = ri

j

pour tout j. On en déduit que rvi
(pj − 1, qj) = ri

j pour tout j. En particulier,
d’après le lemme 0.3.2, vi et vi′ sont incomparables.
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Voyons maintenant la

Proposition 2.4. Le point evi
est singulier dans Xw.

Preuve. Supposons au contraire que ce soit un point lisse. Considérons

C[vi,w] :=
⋃

vi≤y≤w

Bey.

Alors C[vi,w] est un ouvert B-stable et lisse de Xw contenant evi
. La projection

π : Zw −→ Xw induit une projection birationnelle π : π−1(C[vi,w]) −→ C[vi,w].
Notons Reg(π) l’ouvert de Zw formé des points admettant un voisinage ouvert
U tel que π induise un isomorphisme de U sur π(U). Le fermé complémentaire
de Reg(π) est le lieu exceptionnel de π, noté Ex(π). On note aussi Regπ et
Eπ les images par π de Reg(π) et Ex(π). On définit de la même manière
Reg(π), Ex(π), Regπ et Eπ.

D’après une forme du théorème principal de Zariski (cf. [30], III, 9,
prop.1), si π n’est pas un isomorphisme, on aura l’égalité suivante :

dim(Ex(π)) = `(w)− 1 (]).

Nous allons expliciter le lieu exceptionnel de π pour voir que cette égalité
n’est pas vérifiée. Cela achèvera la démonstration.

Observons que comme π est surjective, Eπ est le fermé complémentaire de
Regπ ; il en est de même pour π, et il en résulte en particulier que Ex(π) =
π−1(Eπ). Comme π est un isomorphisme au-dessus de l’ouvert Ω, on a Eπ ⊆ Ωc

(où c désigne le complémentaire), c.-à-d. Eπ ⊆
⋃

cj itérable

Xw ∩ Xc1j
. On en

déduit, compte tenu de la proposition précédente, Eπ ⊆
⋃

cj itérable

Xvj
.

On a remarqué que les permutations vj associées aux corectrices itérables
de w sont incomparables, donc C[vi,w] ∩ (

⋃
cj itérable

Xvj
) = Bevi

, et il vient

Eπ ⊆ Bevi
. Ainsi, l’image du lieu exceptionnel de π est soit égal à Bevi

, soit
vide, selon que evi

∈ Eπ ou non. On s’intéresse donc maintenant à la fibre de
π au point evi

:

π−1(evi
) ' {U• ∈ F(r1,...,rk;n) | U

rj ⊆ V pj−1
vi

∩K
qj pour tout j}.

Comme on l’a remarqué précédemment, on a dim(V
pj−1
vi ∩ Kqj ) = rj +

δij pour tout j, donc on a

π−1(evi
) ' {U ri ∈ Grri

(n) | V pi−1−1
vi

∩K
qi−1 ⊆ U ri ⊆ V pi−1

vi
∩K

qi},
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c’est-à-dire
π−1(evi

) ' P(Kri−ri−1+1).

En particulier, comme ri − ri−1 + 1 ≥ 2, evi
∈ Eπ, d’où Eπ = Bevi

.
On déduit de la décomposition de Bruhat l’isomorphisme π−1(Bevi

) '
π−1(evi

) × Bevi
, et donc dim(π−1(Bevi

)) = ri − ri−1 + `(vi). L’égalité (])
donne donc

`(w)− `(vi) = ri − ri−1 + 1.

On peut d’autre part tirer des preuves des propositions 2.1 et 2.2 une
autre expression de la codimension de Xvi

dans Xw. En effet, on a déjà
remarqué que dimXw = dimZw. D’autre part, l’ensemble

Ωi = {V • ∈ Xvi
| dim(V pj−1 ∩K

qj ) = ri
j}

est un ouvert non vide de Xvi
et la projection πi est bijective au-dessus de cet

ouvert, on a donc dimXvi
= dimZi

w. En reprenant pas à pas les preuves de
ces propositions (2.1 et 2.2), on obtient, en posant p0 = 1, r0 = 0, et pk+1 =
qk+1 = rk+1 = n+ 1 :

dimZw =
1

2

k∑

j=0

(pj+1 − pj)(pj+1 − pj − 1)+

k∑

j=1

(pj+1 − pj)(pj − 1− rj) +

k∑

j=1

(rj − rj−1)(qj − rj)

et

dimZi
w =

1

2

k∑

j=0

(pj+1 − pj)(pj+1 − pj − 1)+

k∑

j=1

(pj+1 − pj)(pj − 1− ri
j) +

k∑

j=1

(ri
j − r

i
j−1)(qj − r

i
j).

D’où par soustraction : `(w)− `(vi) = (pi+1−pi)− (qi− ri)+(ri +1− ri−1)+
(qi+1 − ri+1).

En rapprochant les deux expressions, on obtient :

(pi+1 − pi) + (qi+1 − qi) = ri+1 − ri.
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Cela est absurde, car par un raisonnement simple de dénombrement, tenant
compte, suivant les cas, des inégalités w(pi+1) > qi+1 ou w−1(qi + 1) > pi, on
montre que l’on a toujours

ri+1 − ri ≤ (pi+1 − pi) + (qi+1 − qi)− 1.

Cette contradiction montre que evi
est un point singulier de Xw, et la pro-

position 2.4 est démontrée.

Il résulte immédiatement de cette proposition que SingXw =
⋃

ci itérable

Xvi
,

et vi = τi pour tout i tel que la corectrice ci est itérable.
On a ainsi obtenu le théorème suivant

Théorème 2.5. Soit w une permutation covexillaire.

(a ) Les composantes irréductibles de Sing Xw sont en bijection avec l’en-
semble des points coessentiels bien bordés du graphe de w : la composante
correspondant au point Pi est donnée par la permutation τi construite au cha-
pitre 1. Elle est de type S1, la transversale étant isomorphe au cône Csi+1,ti+1.

(b ) Si ci est la corectrice (itérable) associée à Pi, alorsXw∩Xc1i
est irréductible,

et l’on a Xτi
= Xw ∩Xc1i

.

Remarque 2.6. L’irréductibilité de Xw ∩Xc1 était connue de Lascoux (cf.
[23], remarque suivant le théorème). En utilisant les clefs des permutations,
inf(w, c1) se calcule simplement en prenant les minima composante par com-
posante ; cette dernière description des composantes irréductibles du lieu sin-
gulier se prête ainsi à être implémentée.

Exemple 2.7. On considère la permutation covexillaire

w = (7, 2, 3, 6, 4, 1, 5),

et la corectrice itérable c définie par le quadruplet (1, 2, 3, 1). L’itérée c1 est
définie par (0, 3, 4, 0). Les clefs de w et c1 sont respectivement :

7 7 7 7 7 7 et 3 3 3 7 7 7
2 3 6 6 6 2 2 3 6 6

2 3 4 4 1 2 3 5
2 3 3 1 2 3

2 2 1 2
1 1
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On construit la clef de inf(w, c1) composante par composante, prenant
le plus petit des deux entiers correspondant dans les clefs de w et c1. On
obtient :

3 3 3 7 7 7
2 2 3 6 6

1 2 3 4
1 2 3

1 2
1

On en déduit
τ = inf(w, c1) = (3, 2, 1, 7, 6, 4, 5).
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Deuxième partie

Cas général
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Chapitre 3

Renforcement d’une condition

d’incidence

On a démontré au chapitre précédent que lorsque w est covexillaire et
que c est une corectrice de w, la variété Xw ∩ Xc1 est irréductible, et l’on
a construit un cycle γ, dépendant de w et c, tel que, posant τ = γ w,
on ait Xw ∩ Xc1 = Xτ . Nous allons étendre cette construction à une per-
mutation w quelconque et une cobigrassmannienne itérable c, de quadru-
plet (n0, n1, n2, n3), telle que w ≤ c et w 6≤ c1, et décrire les composantes
irréductibles de Xw ∩ Xc1. Cela revient à décrire les éléments maximaux de
Λ(w, c1), où pour des permutations w1, . . . , wk, on note Λ(w1, . . . , wk) l’en-
semble des permutations z telles que z ≤ wi pour i = 1, . . . , k.

Posant p = n0 + n1 et q = n1 + n3, on voit que Xw ∩ Xc1 est la sous-
variété, notée X

(p,q)+
w , définie par le renforcement de la condition d’incidence

correspondant à (p, q)

X(p,q)+
w = {V • ∈ Xw | dim(V p ∩K

q) ≥ rw(p, q) + 1}.

Réciproquement, étant donné (p, q) tel que rw(p, q) < Min(p, q), la cobigrass-
mannienne c de quadruplet défini par

n0 = p− rw(p, q),
n1 = rw(p, q),
n2 = n− (p+ q) + rw(p, q),
n3 = q − rw(p, q),

est itérable, et d’après le lemme 0.3.3, elle majore w, et l’on a w 6≤ c1. On a

X(p,q)+
w = Xw ∩Xc1.

41
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Soit c une cobigrassmannienne itérable de quadruplet (n0, n1, n2, n3) ; on
note

Ω(c) = {w ∈ Sn | w ≤ c et w 6≤ c1}.

On pose p = n0 +n1 et q = n1 +n3. On considère w ∈ Ω(c) ; d’après le lemme
0.3.3, on a

#SOw = n1,

et il vient alors aussi
#NOw = n0,
#NEw = n2,
#SEw = n3.

On voit facilement que la bigrassmannienne

b = (1, . . . , n1, n1 + n3 + 1, . . . , n1 + n3 + n0,

n1 + 1, . . . , n1 + n3, n1 + n3 + n0 + 1, . . . , n),

qui, avec les notations de [25], est la bigrassmannienne associée au quadruplet
(n1, n0, n3, n2), est le plus petit élément de Ω(c).

Proposition 3.1. Les éléments maximaux de Λ(b, c1) sont exactement les
(i, j) b pour n1 < i ≤ q, et q < j ≤ q + n0.

Preuve. Comme on a b(i) = i pour i ∈ [1, n1] ∪ [n1 + n3 + n0 + 1, n], toute
permutation v ≤ b cöıncide avec b sur ces intervalles. On peut donc supposer
n1 = n2 = 0, c’est-à-dire que b = (q + 1, . . . , n, 1, . . . , q), avec n = p+ q. La
condition v ≤ c1 est alors

#SOv ≥ 1 (?).

On observe que l’on a v ≤ b si et seulement si

v(i) ≤ q + i pour i ≤ p, et v(i) ≥ i− p pour i ≥ p+ 1 (??).

Cela s’exprime aussi en termes de graphe, comme représenté sur la figure
suivante : le graphe de v doit être contenu dans la zone non hachurée
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On considère maintenant v ∈ Λ(b, c1) maximale. Soit r = #SOv =
# {i ≤ p | v(i) ≤ q} ; on a r ≥ 1 puisque v ≤ c1. On a aussi r = #NEv =
# {i > p | v(i) > q}. Soient i1 < · · · < ir les i ≤ p tels que v(i) ≤ q,
et i′r < · · · < i′1 les i > p tels que v(i) > q. La maximalité de v entrâıne
v(i1) > · · · > v(ir) et v(i′r) > · · · > v(i′1). On veut montrer que r = 1 et que
v(i) = b(i) pour i 6∈ A := {i1, . . . , ir, i′r, . . . , i

′
1}. Or on a pour tout i ∈ [1, p],

v(i) = b(i) ou i ∈ A (∗).

En effet, c’est clair pour i = 1 car b(1) = q + 1 ; soit i ∈ [2, p], supposons
v(i) 6= b(i) et i 6∈ A. On a donc q < v(i) < q+ i. Or, comme v ≤ b, on a pour
tout i′ ∈ [1, i− 1], v(i′) ≤ q + i′ < q + i, il vient donc v−1(q + i) > i. On a
ainsi (v(i), q + i) v > v, et on vérifie sans peine que (v(i), q + i) v ≤ b, c1 à
l’aide de (?) et (??). Cela contredit la maximalité de v, et (∗) est démontrée.

On démontre de même que pour tout i ∈ [p+ 1, n],

v(i) = b(i) ou i ∈ A.

Cela entrâıne, comme q ≥ v(i1) > · · · > v(ir) et v(i′r) > · · · > v(i′1) > q,
que v(i1) = b(i′1) = i′1− p et v(i′1) = b(i1) = q+ i1. On obtient alors r = 1 car
si l ≥ 2, alors v < v(i1, i

′
1) ≤ b, c1, exclu par maximalité de v. Cela montre

que v = (i′1 − p, i1 + q) b, c’est-à-dire que v est de la forme voulue.
On remarque de plus que, si i ≤ q, et q < j, notant D le rectangle

[ j − q, i+ p− 1 ]× [ i, j − 1 ], on a

r(i,j)b = rb + χD,

où χD désigne la fonction caractéristique de D. Il résulte alors du lemme
0.3.2 que les permutations (i, j) b pour i ≤ q, et q < j, sont deux à deux
incomparables. Cela achève la preuve de la proposition 3.1.
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On considère maintenant un élément arbitraire w de Ω(c), et l’on se
donne (P+, P−) ∈ ∂(NOw) × ∂(SEw) (voir 0.5 pour ces notations). No-
tons (x∞, y∞) les coordonnées de P+, et (x∞, y−∞) celles de P−. Si l’en-
semble NEw ∩ R(P+,P−)(w) est non vide, sa frontière Sud-Ouest constitue la
suite NE associée à (P+, P−). Soient s la longueur de cette suite (s = 0 si
NEw ∩ R(P+,P−)(w) = ∅), et (xi, yi)1≤i≤s les coordonnées des points, indexés
de sorte que xs < · · · < x1. On a alors y1 < · · · < ys.

De manière symétrique, si l’ensemble SOw ∩ R(P+,P−)(w) est non vide,
sa frontière Nord-Est constitue la suite SO associée à (P+, P−). Soient t la
longueur de cette suite et (xi, yi)−t≤i≤−1 les coordonnées des points, indexés
de sorte que x−1 < · · · < x−t. On a alors y−t < · · · < y−1.

Définition 3.2. On notera X = X+ ∪ X− (resp. Y = Y+ ∪ Y−) l’ensemble
des abscisses (resp. ordonnées) ainsi distinguées, où

X+ = {xi | i ∈ [1, s] ∪ {−∞}}, Y+ = {yi | i ∈ [1, s] ∪ {∞}},
X− = {xi | i ∈ [−t,−1] ∪ {∞}}, Y− = {yi | i ∈ [−t,−1] ∪ {−∞}}.

On définit alors le cycle γ(P+,P−) par

γ(P+,P−) = (y∞, y−1, . . . , y−t, y−∞, y1, . . . , ys),

et la permutation τ(P+,P−) par

τ(P+,P−) = γ(P+,P−) w.

Il pourra être nécessaire par la suite de spécifier la permutation w à laquelle
τ(P+,P−) est associée, en écrivant τ(P+,P−)(w). En revanche, on la notera sim-
plement τ lorsqu’il n’y aura pas d’ambigüıté sur w et (P+, P−).

On note D′ la région de [1, n]2 définie par :

D′ = R(P+,P−)(w) \
( t⋃

i=1

SO(x−i − 1, y−i − 1) ∪
s⋃

i=1

NE(xi − 1, yi − 1)
)
,

et D la région obtenue en retirant à D′ la bande d’ordonnée y∞, et la bande
d’abscisse x−∞.

On démontre alors comme au chapitre 1 le

Lemme 3.3. (a) rτ = rw + χD, en particulier τ ≤ w,
(b) `(τ) = `(w)− (s+ t+ 1).
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Nous allons démontrer le

Théorème 3.4. Les permutations τ(P+,P−), pour (P+, P−) ∈ ∂(NOw)×∂(SEw),
sont exactement les éléments maximaux de Λ(w, c1).

Nous procédons par étapes, en prouvant d’abord la

Proposition 3.5. Pour tout (P+, P−) ∈ ∂(NOw)× ∂(SEw), τ(P+,P−) est un
élément maximal de Λ(w, c1).

Preuve. Le groupe des permutations de l’intervalle [x∞, x−∞] (resp. [y−∞, y∞])
s’identifie naturellement à un sous-groupe de Sn, que l’on note SX (resp.
SY). L’ensemble des permutations dont le graphe cöıncide avec celui de
w en dehors du rectangle R(P+,P−)(w) est F = SYw ∩ wSX . Soit n′ =
#R(P+,P−)(w) ∩ Γw ; il existe un isomorphisme d’ensembles ordonnés ϕ :
F −→ Sn′, qui préserve la différence des longueurs (cf. [31], 4.2).

Nous allons montrer que τ(P+,P−) est un élément maximal de Λ(w, c1), en
établissant successivement que F ∩ Λ(w, c1) a un plus grand élément v, puis
que v est un élément maximal de Λ(w, c1), et enfin que v = τ(P+,P−).

On observe d’abord que l’ensemble F ∩ [id, c1] a un plus grand élément.
En effet, posons

n′
0 = #R(P+,P−)(w) ∩NOw,
n′

1 = #R(P+,P−)(w) ∩ SOw,
n′

2 = #R(P+,P−)(w) ∩NEw,

n′
3 = #R(P+,P−)(w) ∩ SEw,

et soit c̃ la cobigrassmannienne de Sn′ de quadruplet (n′
0, n

′
1, n

′
2, n

′
3). Alors

on a n′
0 = n′

3 = 1 par choix de P+ et P−. En particulier c̃ est itérable. La
permutation γ définie par γ = ϕ−1(c̃1) est le plus grand élément de F∩[id, c1].
En effet, on a γ ≤ c1 par construction, et si y ∈ F ∩ [id, c1], alors on a ϕ(y) ≤
c̃1, ce qui entrâıne, puisque ϕ est un isomorphisme d’ordre, y ≤ ϕ−1(c̃1) = γ.

On en déduit que

F ∩ Λ(w, c1) = F ∩ Λ(w, γ).

D’autre part, on a
ϕ(F ∩ Λ(w, γ)) = Λ(ϕ(w), c̃1).

Soit L = {1, . . . , n′
1, n

′
1 +2, . . . , n′−1}, et soit SL le sous-groupe parabolique

de Sn′ engendré par {si, i ∈ L}. La cobigrassmannienne c̃1 est le plus grand
élément de SL. On a maintenant besoin du lemme suivant, dû à V. Deodhar
(cf. [19], Lemma 11.1).
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Lemme 3.6. Soit W un groupe de Coxeter et WQ un sous-groupe parabo-
lique de W. Soit WQ l’ensemble des représentants minimaux de W/WQ dans
W. Alors pour tous σ, σ′ ∈ WQ et w ∈ WQ tels que σ′ ≤ σ, il existe un
unique w′ = η(σ′, σ, w) ∈ WQ tel que σ′w′ ≤ σw qui soit maximal pour cette
propriété.

Il en résulte que Λ
(
ϕ(w), c̃1

)
a un unique élément maximal, soit α. Posons

v = ϕ−1(α) ; comme ϕ(F ∩ [id, c1]) = [id, c̃1] et que ϕ est un isomorphisme
d’ordre, alors v est le plus grand élément de F ∩ Λ(w, c1).

De plus, v est un élément maximal de Λ(w, c1). En effet, soit y ∈ [v, w]∩
[id, c1]. Comme v ∈ F , on a aussi y ∈ F . En effet, on a v(i) = w(i) pour
tout i < x∞ ou i > x−∞, il vient donc y(i) = w(i) pour tout i < x∞ ou
i > x−∞. De même, on a v−1(j) = w−1(j) pour tout j < y−∞ ou j > y∞, il
vient donc aussi y−1(j) = w−1(j) pour tout j < y−∞ ou j > y∞, et y ∈ F .
La maximalité de v entrâıne alors y = v.

Montrons maintenant que v = τ(P+,P−). Par construction, τ(P+,P−) ∈ F ∩
Λ(w, c1), on a donc τ(P+,P−) ≤ v. Pour obtenir l’égalité, il suffit de montrer
que ces permutations ont même longueur.

La démonstration du lemme est constructive, ce qui va nous permettre
d’expliciter α, puis v. On applique ici le lemme avec σ′ = id. Soit σ le
représentant minimal de la classe ϕ(w)SL, et soit u = σ−1ϕ(w). Il résulte de
la preuve du lemme donnée dans [19] que si s est une réflexion simple telle
que sσ ≤ σ, alors

(†) η(id, σ, u) =

{
η(id, sσ, u) si s 6∈ SL,
s ∗ η(id, sσ, u) si s ∈ SL,

où ∗ est l’unique loi associative sur Sn′ telle que pour toute transposition
simple s et tout y ∈ Sn′, s ∗ y = max(y, sy).

On voit sans peine que

σ = (2, 3, . . . , n′
1 + 1, n′, 1, n′

1 + 2, n′
1 + 3, . . . , n′ − 1) ;

par conséquent une écriture réduite de σ est :

(sn′−1 · · · sn′

1+2) (s1 · · · sn′

1
) sn′

1+1.

On obtient donc, en utilisant (†),

α = η(id, σ, u) =
(
(sn′−1 · · · sn′

1+2) (s1 · · · sn′

1
)
)
∗ u.
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D’autre part, on obtient facilement que la permutation u = σ−1ϕ(w) est
donnée par :

u(1) = n′
1 + 1,

u(p) = ϕ(w)(p)− 1 pour p ∈ [2, n′
1 + 1],

u(p) = ϕ(w)(p) + 1 pour p ∈ [n′
1 + 2, n′ − 1]

u(n′) = n′
1 + 2.

Le graphe de ϕ(w) est obtenu à partir de celui de w en ne considérant
que les points contenus dans le rectangle R(P+,P−)(w). En particulier, les
suites NE et SO définies plus tôt donnent deux suites de points du graphe
de ϕ(w), que l’on appelle encore NE et SO. Notons b−t < · · · < b−1 < b1 <
· · · < bs les ordonnées des points de ces suites. On voit alors que α = σ̄u,
avec `(α) = `(σ̄) + `(u), où σ̄ est le sous-mot de (sn′−1 · · · sn′

1+2) (s1 · · · sn′

1
)

obtenu par omission, de droite à gauche, de sb−1−1, . . . , sb−t−1, sb1 , . . . , sbs
. En

particulier, on a `(α) = `(u)+n′−2−(s+t). Mais `(u) = `(ϕ(w))−`(σ), c.-à-d.
`(u) = `(ϕ(w))−(n′−1). On en déduit finalement `(ϕ(w))−`(α) = (s+t+1),
et donc `(w)−`(v) = (s+t+1) puisque ϕ préserve la différence des longueurs.
Il vient donc `(v) = `(τ(P+,P−)), et τ(P+,P−) = v est un élément maximal de
Λ(w, c1).

Nous allons maintenant démontrer, par récurrence sur la longueur de
w ∈ Ω(c) la

Proposition 3.7. Pour tout w ∈ Ω(c), Λ(w, c1) a exactement #
(
∂(NOw)

× ∂(SEw)
)

éléments maximaux.

Preuve. Compte-tenu de ce qui précède, il suffit de démontrer que Λ(w, c1)
a au plus #

(
∂(NOw) × ∂(SEw)

)
éléments maximaux. La proposition 3.1

donne le résultat pour l’élément minimal de Ω(c).
On se donne maintenant w ∈ Ω(c) tel que w > b. On suppose que pour

tout z ∈ [b, c] tel que `(z) < `(w), les éléments maximaux de Λ(z, c1) sont
exactement les τ(P+,P−)(z) pour (P+, P−) ∈ ∂(NOz)× ∂(SEz).

Soit y un élément maximal de Λ(w, c1) ; comme w > b, il existe soit
un entier j 6= q tel que sjw < w, soit un entier i 6= p tel que wsi < w.
Plaçons-nous par exemple dans le premier cas (l’autre situation se traite de
manière similaire). On remarque alors que sjw ∈ Ω(c). De plus, il résulte de
la “propriété Z” de Deodhar (cf. [8], Theorem 1.1) que sjy ≤ w. D’autre part,
l’entier j est choisi de sorte que sjc

1 < c1, et il vient donc aussi sjy ≤ c1. On
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en déduit, par maximalité de y, que sjy < y. A nouveau, par la propriété Z,
on obtient sjy ≤ sjw. Il existe donc un élément maximal τ de Λ(sjw, c

1) tel
que sjy ≤ τ. On montre alors, à l’aide de la “propriété Z” que y = sj ∗ τ. On
a donc obtenu

Max
(
Λ(w, c1)

)
⊆ sj ∗ Max

(
Λ(sjw, c

1)
)
.

De plus, si τ ∈ Λ(sjw, c
1), alors on a sj ∗ τ ≤ w, c1. Il vient donc

Max
(
Λ(w, c1)

)
⊆ Max

(
sj ∗ Max

(
Λ(sjw, c

1)
))

(†).

Il nous suffit maintenant de montrer que #
(
∂(NOw)× ∂(SEw)

)
majore

le cardinal du terme de droite de (†). Par hypothèse de récurrence, on a

# Max
(
sj ∗ Max

(
Λ(sjw, c

1)
))
≤ #

(
∂(NOsjw)× ∂(SEsjw)

)
.

Supposons j > q ; alors il est clair que ∂(SEsjw) = ∂(SEw), et l’on voit fa-
cilement que # ∂(NOsjw) = # ∂(NOw) ou # ∂(NOw)+ 1. Plus précisément,
on a # ∂(NOsjw) = # ∂(NOw) + 1 si et seulement si (w−1(j), j) appartient
à ∂(NOw), et est l’unique point de NOw au Sud-Est de (w−1(j + 1), j + 1).
C’est le seul cas à considérer, car si # ∂(NOsjw) = # ∂(NOw), la majoration
cherchée est établie. On a alors

∂(NOsjw) = ∂(NOw) \ {(w−1(j), j)} ∪ {(w−1(j), j + 1), (w−1(j + 1), j)}.

Notons P+ (resp. H ′
+) le point de Γsjw de coordonnées (w−1(j + 1), j) (resp.

(w−1(j), j + 1)). Pour tout P− ∈ ∂(SEw) = ∂(SEsjw), on a

sj ∗ τ(P+,P−)(sjw) = τ(P+,P−)(sjw),

et
sj ∗ τ(H′

+,P−)(sjw) = sjτ(H′

+,P−)(sjw).

Montrons qu’alors

sj ∗ τ(P+,P−)(sjw) ≤ sj ∗ τ(H′

+,P−)(sjw) ;

on note x−1 < · · · < x−t les abscisses des points de la suite SO définie par
(P+, P−). Soit i le plus petit entier tel que x−i > w−1(j) ; alors les points
de la suite SO définie par (H ′

+, P−) ont pour abscisses x−i < · · · < x−t. Les
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permutations τ(P+,P−)(sjw) et sjτ(H′
+,P−)(sjw) ne diffèrent qu’en les abscisses

w−1(j + 1) < x−1 < · · · < x−i+1 < w−1(j), sur lesquelles sjτ(H′

+,P−)(sjw)
induit la permutation maximale. On obtient ainsi

sj ∗ τ(P+,P−)(sjw) ≤ sj ∗ τ(H′

+,P−)(sjw).

Il vient donc

# Max
(
sj ∗ Max

(
Λ(sjw, c

1)
))
≤ #

[(
∂(NOsjw) \ {P+}

)
× ∂(SEsjw)

]
,

c’est la majoration cherchée. On traite de même le cas j < q. On obtient ainsi
le résultat voulu pour w, ce qui achève la démonstration de la proposition,
et par conséquent du théorème 3.4.
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Chapitre 4

Des composantes de type S1 et

S2

4.1 Configurations I et II

Dans cette section, on définit les configurations I et II d’une permutation
w, et on leur associe des permutations ≤ w. Les configurations I sont une
version intrinsèque de la construction du chapitre précédent (c’est-à-dire qui
ne nécessite pas le choix préalable d’une cobigrassmannienne c telle que w ∈
Ω(c)).

Définition 4.1.1. • On appelle configuration I de w un ensemble de points
du graphe de w,

I = {(x∞, y∞), (x−∞, y−∞)} ∪ {(xi, yi), i ∈ [−t,−1] ∪ [1, s]} ,

avec s, t ≥ 0, vérifiant les inégalités

x∞ < x−1 < · · · < x−t < xs < · · · < x1 < x−∞,
y−∞ < y−t < · · · < y−1 < y1 < · · · < ys < y∞,

et tels que, notant R = R(x∞,x−∞)(w), on ait :

Γw ∩R ⊆
t⋃

i=1

SO(x−i, y−i) ∪
s⋃

i=1

NE(xi − 1, yi − 1) (4).

• Si st = 0, on dit que la configuration est dégénérée, au Nord-Est si s = 0,
et au Sud-Ouest si t = 0.

51
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• Si I est une configuration I de w, on lui associe le cycle

γ(I) = (y∞, y−1, . . . , y−t, y−∞, y1, . . . , ys),

et l’on définit la permutation

τ(I) = γ(I)w.

On définit alors la région D comme au chapitre 3, et l’on rappelle que l’on
a : rτ(I) = rw + χD, en particulier τ(I) ≤ w, et `(τ(I)) = `(w)− (s+ t + 1).

On obtient une paramétrisation des configurations I de w de la manière
suivante.

Définition 4.1.2. Soit P = (p+1, q) un point coessentiel bien bordé de w (cf.
déf. 1.1). On appelle bordage minimal de P tout couple de points (P+, P−) ∈
NOw(p, q) × SEw(p, q) tels que R(P+,P−)(w) ∩ NO(p, q) et R(P+,P−)(w) ∩
SE(p, q) ne contiennent aucun point du graphe de w.

On fixe un point coessentiel bien bordé P = (p+1, q) de w, et un bordage
minimal (P+, P−) de P. Alors on a (P+, P−) ∈ ∂(NOw(p, q))× ∂(SEw(p, q)),
et l’on considère alors les suites NE et SO associées, notées (xi, yi)1≤i≤s et
(xi, yi)−t≤i≤−1. Alors l’ensemble

I := {P+, P−} ∪ {(xi, yi), i ∈ [−t,−1] ∪ [1, s]} ,

est une configuration I de w. De plus, toutes les configurations I de w sont
obtenues de cette manière. On note Tw l’ensemble des triplets (P, P+, P−), où
P est un point coessentiel bien bordé de w et (P+, P−) un bordage minimal
de P. L’application qui à un tel triplet associe la configuration I décrite
plus haut n’est en général pas injective ; ces configurations sont paramétrées
par les classes d’équivalence de Tw pour la relation suivante : (P, P+, P−) ∼
(Q,Q+, Q−) si l’on a P+ = Q+, P− = Q−, et si les quadrants associés aux
points coessentiels P et Q définissent la même partition de Γw∩R(P+,P−)(w).

On passe maintenant aux configurations II.

Définition 4.1.3. • Une configuration (3412) de w est la donnée de quatre
points du graphe, d’abscisses a < b < c < d, tels que w(c) < w(d) < w(a) <
w(b). Par abus de langage, on assimilera cette donnée à celle des abscisses.
• Une configuration (3412), d’abscisses a < b < c < d, est dite incompressible
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s’il n’existe pas d’autre configuration (3412) d’abscisses x < y < c < d telle
que (x, w(x)) (resp. (y, w(y))) soit au Sud-Est de (a, w(a)) (resp. (b, w(b))),
ni, de manière symétrique, d’autre configuration (3412) d’abscisses a < b <
x < y telle que (x, w(x)) (resp. (y, w(y))) soit au Nord-Ouest de (c, w(c))
(resp. (d, w(d))).

La donnée d’une configuration (3412) détermine une partition du rec-
tangle RII = [ a, d ]× [w(c), w(b)] en neuf zones. D’une part les zones

NOII = [ a, b ]× [w(a), w(b) ],
NEII = [ c, d ]× [w(a), w(b) ],
SOII = [ a, b ]× [w(c), w(d) ],
SEII = [ c, d ]× [w(c), w(d) ],

la zone centrale

C = ] b, c [× ]w(d), w(a) [,

et enfin les zones médianes

MN = ] b, c [×[w(a), w(b) ],
MO = [ a, b ]× ]w(d), w(a) [,
ME = [ c, d ]× ]w(d), w(a) [,
MS = ] b, c [×[w(c), w(d)].

Exemple 4.1.4. On considère la permutation

w = (11, 12, 17, 7, 3, 5, 16, 10, 1, 9, 2, 6, 15, 4, 18, 13, 8, 14) ∈ S18,

et la configuration (3412) donnée par les points d’abscisses 2, 7, 11, 17 (cette
configuration est incompressible). Sur le diagramme suivant, on a représenté
par des ⊗ les points de la configuration, et par des × les autres points du
graphe de w. On a représenté le rectangle RII associé et les 9 zones décrites
ci-dessus.
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⊗

⊗

⊗

⊗

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×
×NOII MN

NEII

MO

C

ME

SOII MS SEII

Soit maintenant a < b < c < d une configuration (3412) incompressible.
Alors, d’une part, aucune des quatre zones médianes ne contient de point
du graphe de w, et, d’autre part, si C ∩ Γw est non vide, notant ses points
(ci, di)1≤i≤r, avec c1 < · · · < cr, on a d1 > · · · > dr. Cette suite de points du
graphe de w est appelée la suite centrale associée à la configuration a < b <
c < d.

On considère maintenant l’ensemble NEII ∩ Γw. S’il n’est pas vide, sa
frontière Sud-Ouest constitue la suite NE associée à la configuration a < b <
c < d. Soient s la longueur de cette suite, et (xi, yi)1≤i≤s ses points, indexés
de sorte que c < xs < · · · < x1 < d. On a alors w(a) < y1 < · · · < ys < w(b).

De manière symétrique, on considère SOII ∩ Γw. S’il est non vide, sa
frontière Nord-Est constitue la suite SO associée à la configuration a < b <
c < d. Soient t la longueur de cette suite et (xi, yi)−t≤i≤−1 ses points, indexés
de sorte que a < x−1 < · · · < x−t < b. On a alors w(c) < y−t < · · · < y−1 <
w(d).

Définition 4.1.5. • On appelle configuration II de w la donnée d’une confi-
guration (3412) incompressible et des trois suites de points associées comme
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ci-dessus. Une configuration II n’ayant pas de suite centrale sera dite mixte,
et une configuration II avec une suite centrale mais n’ayant ni suite NE ni
suite SO sera dite pure.
• On notera

X− = {xi | i ∈ [−t,−1]}, Y− = {yi | i ∈ [−t,−1]},
C = {ci | i ∈ [1, r]}, D = {di | i ∈ [1, r]},
X+ = {xi | i ∈ [1, s]}, Y+ = {yi | i ∈ [1, s]}.

On définit alors le cycle γ(II) par

γ(II) =
(
w(a), y−1, . . . , y−t, w(c), w(d), y1, . . . , ys, w(b)

)

et la permutation σ(II) par

σ(II) = γ(II) w.

Soit D′
II la région du carré [1, n]2 définie par

D′
II = RII \

( t⋃

i=1

SO(x−i − 1, y−i − 1) ∪
s⋃

i=1

NE(xi − 1, yi − 1)

∪NO(b− 1, w(a)− 1) ∪ SE(c− 1, w(d)− 1)
)
,

et soit DII la région obtenue en retirant à D′
II la bande d’ordonnée w(b) et

la bande d’abscisse d.

Exemple 4.1.6. On reprend la permutation considérée dans l’exemple précédent

w = (11, 12, 17, 7, 3, 5, 16, 10, 1, 9, 2, 6, 15, 4, 18, 13, 8, 14) ∈ S18,

et la configuration (3412) incompressible donnée par les points d’abscisses 2,
7, 11, 17. Sur le diagramme suivant, on a représenté par des ⊕ les quatre
points de la configuration, par des ⊕ les points des trois suites décrites ci-
dessus, et par des + les autres points du graphe de w.
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⊕

⊕

⊕

⊕

+

+

⊕

+

⊕

⊕

+

⊕

+

⊕

+

+

⊕
+

La permutation σ(II) est alors

σ(II) = (11, 7, 17, 5, 3, 2, 12, 10, 1, 9, 8, 6, 16, 4, 18, 15, 13, 14).

Sur le diagramme suivant, on a représenté par des ⊕ les points du graphe de
σ(II) dont les ordonnées sont dans {w(c), w(d), w(a), w(b)}, par des ⊕ ceux
dont les ordonnées sont dans Y− ∪D ∪Y+, et par des + les autres points du
graphe de σ(II). On a représenté par des · les points du graphe de w dont les
abscisses sont dans {a, b, c, d} ∪ X− ∪ X+. Enfin, DII est la région délimitée
par les pointillés.
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⊕

⊕

⊕

⊕

+

+

⊕

+

⊕

⊕

+

⊕

+

⊕

+

+

⊕
+

·

·

·

·
·

·

·

·

Le résultat suivant est une extension du lemme 1.6.

Lemme 4.1.7. (a) rσ(II) = rw + χDII
, en particulier σ(II) ≤ w.

(b) `(σ(II)) = `(w)− (2r + s+ t + 3).

Preuve. (a) L’égalité rσ(II) = rw + χDII
résulte de la construction de σ(II),

et l’inégalité σ(II) ≤ w en découle d’après le lemme 0.3.2.
(b) On remarque que γ(II) s’écrit aussi

γ(II) =
[(
w(d), y1

)(
y1, y2

)
· · ·
(
ys−1, ys

)(
ys, w(b)

)]

[(
w(a), y−1

)(
y−1, y−2

)
· · ·
(
y−t+1, y−t

)(
y−t, w(c)

)] (
w(c), w(b)

)
.

En utilisant le lemme 0.1.1, on obtient d’abord `((w(c), w(b))w) = `(w) −
(2r + 1). Ensuite, à chaque étape élémentaire v ′ = (i, j)v du passage de
w à σ(II), le rectangle de sommets (v−1(i), i) et (v−1(j), j) ne contient pas
d’autre point du graphe de v, de sorte que l’on a `(v′) = `(v) − 1. On en
déduit l’égalité annoncée.
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4.2 Des composantes de type S1 et S2

Nous allons déterminer, parmi les permutations associées aux configu-
rations I et II de w, définies à la section précédente, celles qui donnent des
composantes irréductibles du lieu singulier de Xw. Pour cela, comme expliqué
en 0.2, nous décrivons les transversales correspondantes dans Xw.

On considère d’abord une configuration I de w, notée I, et l’on note sim-
plement τ la permutation associée. On rappelle que l’on a défini au chapitre
3,

Y+ = {yi | i ∈ [1, s] ∪ {∞}},
X− = {xi | i ∈ [−t,−1] ∪ {∞}}.

On définit encore

CY+,X−
=




u = (uij) ∈ GLn

∣∣∣∣∣∣∣

uτ(j)j = 1 pour tout j,
uij = 0 si i /∈ Y+ ou j /∈ X−,
rg (uij)i∈Y+

j∈X−

≤ 1




.

Le tore T agit sur CY+,X−
par : t · u = t u (τ−1 t−1 τ ), où τ désigne la ma-

trice de la permutation τ, c’est-à-dire la matrice dont les coefficients sont les
δi τ(j). La projection deMn (ensemble des matrices carrées d’ordre n à coef-
ficients dans K) surMs+1,t+1 (ensemble des matrices de taille (s+ 1, t+ 1) à
coefficients dans K) obtenue par omission des lignes (resp. colonnes) d’indice
n’appartenant pas à Y+ (resp. X−) induit un isomorphisme T -équivariant de
CY+,X−

sur Cs+1,t+1.
On démontre alors, exactement comme le théorème 1.7, le

Théorème 4.2.1. (a ) L’application u 7−→ uK• induit un isomorphisme T -
équivariant de CY+,X−

sur Nτ,w.
(b ) Par conséquent, si st = 0, eτ est un point lisse de Xw, et si st 6= 0, Xτ

est une composante irréductible de Sing Xw, de type S1.

On considère maintenant une configuration II de w, et la permutation
associée, notée simplement σ. En vue de la description de la transversale
Nσ,w, il est utile de considérer la variété suivante : étant donné trois entiers
i, j, k avec i, k ≥ 1 et j ≥ 2, on définit

Ni,j,k = {(M,N) ∈ Cj,k × Ci,j | NM = 0} .
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Proposition 4.2.2. Ni,j,k est une variété irréductible de dimension 2j+ i+
k − 3. Elle est singulière au point (0, 0).
(a ) Cette singularité est isolée si et seulement si j = 2 ou i = k = 1.
(b ) Si i > 1, j > 2, et k = 1 (resp. i = 1, j > 2, et k > 1) alors Sing
Ni,j,1 = Cj,1 × {0} (resp. Sing N1,j,k = {0} × C1,j).
(c ) Si i, k > 1 et j > 2, Sing Ni,j,k a deux composantes irréductibles,
Cj,k × {0} et {0} × Ci,j.
(d ) On a :
• Ni,2,k est isomorphe à Ci+k,2,
• N1,j,1 est un cône quadratique non dégénéré de dimension 2j − 1.

Preuve. Les assertions (a ), (b ) et (c ) de cette proposition sont un cas par-
ticulier du Théorème 1 de [15] ; on en donne ici, dans ce cas particulier, une
démonstration directe, plus simple et plus géométrique.

Notons P(Kj) (resp. P∗(Kj)) l’espace projectif des droites (resp. hyper-
plans) dans Kj. En considérant la résolution

Zi,j,k = {(M,D,H, N) ∈ Cj,k × P(Kj)× P
∗(Kj)× Ci,j |

Im M ⊆ D ⊆ H ⊆ Ker N},

on voit que Ni,j,k est irréductible et de dimension 2j + i+ k − 3.
D’autre part, on voit facilement que l’espace tangent à Ni,j,k en (0, 0)

s’identifie à Mj,k ×Mi,j. Par conséquent, le point (0, 0) est singulier dans
Ni,j,k. Par ailleurs, notant mpq les coefficients de la matrice M, on définit les
ouverts affines

Upq = {M ∈ Cj,k | mpq 6= 0}

et

Upq = {(M,N) ∈ Ni,j,k | mpq 6= 0}.

On voit sans peine que, premièrement, l’application qui à M associe les
coefficients mpq, mrq, mps pour r 6= p et s 6= q, induit un isomorphisme
Upq ' K

∗ × K
j+k−2, et deuxièmement, l’application (M,N) 7−→ (M,N), où

N est la matrice obtenue par omission de la colonne d’indice p de N, induit
un isomorphisme Upq ' Upq × Ci,j−1.

De même, on définit

Vpq = {(M,N) ∈ Ni,j,k | npq 6= 0}
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et
Vpq = {N ∈ Ci,j | npq 6= 0}.

On obtient comme précédemment que Vpq ' K∗ × Ki+j−2 et que Vpq '
Cj−1,k × Vpq.

D’autre part, on observe que Cr,s est lisse si r = 1 ou s = 1 et a 0
pour unique point singulier sinon. Comme les ouverts Upq et Vpq recouvrent
Ni,j,k \ {(0, 0)}, on en déduit les assertions (a ), (b ) et (c ). Il reste à établir
les deux isomorphismes de (d ).

D’abord, il est clair que si i = k = 1, N1,j,1 est un cône quadratique non
dégénéré de dimension 2j − 1. Supposons maintenant j = 2 ; alors

Ni,2,k = {(M,N) ∈ C2,k × Ci,2 | NM = 0}.

On vérifie sans difficulté que l’application

M2,k ×Mi,2 −→ Mi+k,2,

(M,N) 7−→

(
N

M̃

)

où M̃ = tM

(
0 −1
1 0

)
, induit un isomorphisme de Ni,2,k sur Ci+k,2. Cela

achève la preuve de la proposition.

On passe maintenant à la description de la transversaleNσ,w ; cela nécessite
encore quelques notations. On définit

X− = X− ∪ {a}, Y+ = Y+ ∪ {w(b)},
C = C ∪ {b, c}, D = D ∪ {w(a), w(d)},

et l’on désigne parMσ l’ensemble des u ∈ GLn tels que :
• uσ(j)j = 1 pour tout j,
• uij = 0 si i 6= σ(j) et (i, j) 6∈ (D × X−) ∪ (Y+ × C),

• (M,
←−
N ) ∈ Ns+1,r+2,t+1, où M et N sont les matrices extraites de u

définies par M = (uij)(i,j)∈D×A−
et N = (uij)(i,j)∈Y+×C, et

←−
N est la matrice

obtenue en lisant N de droite à gauche.
On fait agir le tore T sur Mσ par t · u = t u(σ−1 t−1 σ).

Théorème 4.2.3. L’application u 7−→ uK• induit un isomorphisme T -
équivariant de Mσ sur Nσ,w.
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Preuve. La preuve de ce théorème s’obtient en étendant les arguments de la
preuve du théorème 1.7. Rappelons que Nσ,w =

(
σ(U−) ∩ U−

)
eσ

⋂
Xw, et

qu’il résulte de la décomposition de Bruhat que l’application

φ : σU− ∩ U−σ −→
(
σ(U−) ∩ U−

)
eσ

u 7−→ uK•

est un isomorphisme T -équivariant. Il s’agit donc de montrer que Mσ =
φ−1(Nσ,w).

On a d’abord

σU− ∩ U−σ =

{
u ∈ GLn

∣∣∣∣
uσ(j)j = 1 pour tout j,
uij = 0 si i < σ(j) ou j > σ−1(i)

}
.

Considérons maintenant u ∈ φ−1(Nσ,w), et montrons que pour (i, j) 6∈
(D × X−) ∪ (Y+ × C), avec i > σ(j) et j < σ−1(i), on a uij = 0.

Pour commencer, si j 6∈ X− ∪ C, le point (j, σ(j)) n’est pas dans DII , on
a donc rσ

(
j, σ(j)

)
= rw

(
j, σ(j)

)
. L’espace u(Kj) + Kσ(j) contient la famille

de vecteurs

{e1, . . . , eσ(j)} ∪ {uep | p < j, σ(p) > σ(j)} ∪ {uej − eσ(j)}.

S’il existait i > σ(j) tel que uij 6= 0, alors on aurait i /∈ {σ(p) | p < j} car
uσ(p)j = 0 pour j < p, et donc cette famille serait libre. Or son cardinal est

σ(j) + j − rσ

(
j, σ(j)

)
+ 1 = σ(j) + j − rw

(
j, σ(j)

)
+ 1,

alors que dim(u(Kj) + Kσ(j)) ≤ σ(j) + j − rw

(
j, σ(j)

)
, une contradiction.

Ainsi, si j 6∈ X− ∪ C, on a uij = 0 pour tout i > σ(j). De même, on montre
que si i 6∈ Y+ ∪ D alors uij = 0 pour tout j < σ−1(i).

Remarquons de plus que si (i, j) ∈ D×C, avec σ(j) 6= i, alors on a i < σ(j)
ou bien j > σ−1(i), car la restriction de σ à C×D est l’élément de plus grande
longueur ; et donc uij = 0, d’après la description de σU−∩U−σ. Par ailleurs,
on voit que si (i, j) ∈ Y+ × X−, le point (j, i − 1) n’est pas dans DII ; en
considérant l’espace u(Kj)+Ki−1, on montre alors comme précédemment que
uij = 0. Cela prouve que uij = 0 si i 6= σ(j) et (i, j) 6∈ (D ×X−) ∪ (Y+ × C).

Soient maintenant µ le rang de la matrice extraite M = (uij)(i,j)∈D×X−
, et

ν le rang de la matrice extraite N = (uij)(i,j)∈Y+×C. Soit E l’espace engendré
par la famille de vecteurs

{e1, . . . , ew(d)−1} ∪ {uej | j < b, σ(j) > w(d)} ∪ {uej | j ∈ X−}.
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On voit que sa dimension est

(w(d)− 1) + (b− 1)− rσ

(
b− 1, w(d)

)
+ µ.

Le point (b− 1, w(d)) est dans DII, donc on a

dimE = (w(d)− 1) + (b− 1)− rw

(
b− 1, w(d)

)
+ µ− 1.

Or E ⊆ u(Kb−1)+Kw(d)−1, donc dimE ≤ (w(d)−1)+(b−1)−rw

(
b−1, w(d)

)
.

Il en résulte que µ ≤ 1. On montre de même que ν ≤ 1.

Montrons maintenant que
←−
NM = 0. Pour cela, on introduit les notations

suivantes : on pose c0 = b, cr+1 = c, d0 = w(a), et dr+1 = w(d). Il s’agit alors
de montrer que pour tout (i, j) ∈ Y+ × X−

r+1∑

k=0

uick
udkj = 0.

Fixons j ∈ X− ; d’après ce qui précède,

uej = eσ(j) +
r+1∑

k=0

udkjedk
,

et pour tout k ∈ [0, r + 1],

ueck
= edk

+
∑

i∈Y+

uick
ei.

Soit fj = uej−eσ(j)−
∑r+1

k=0 udkjueck
. Ce vecteur appartient à l’espace u(Kc)+

Kw(d)−1, et il s’écrit en fait

fj = −
∑

i∈Y+

(
r+1∑

k=0

uick
udkj

)
ei.

S’il existait j ∈ X− tel que fj 6= 0, alors la famille

{e1, . . . , ew(d)−1} ∪ {uep | p ≤ c, σ(p) ≥ w(d)} ∪ {fj}

serait libre. Son cardinal est w(d) − 1 + c − rσ(c, w(d) − 1) + 1, et elle est
contenue dans l’espace u(Kc)+Kw(d)−1, dont la dimension est au plus w(d)−
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1 + c − rw(c, w(d) − 1). Or le point (c, w(d) − 1) n’est pas dans DII ; on a
donc rσ(c, w(d)− 1) = rw(c, w(d)− 1), une contradiction.

Ainsi, on a montré que φ−1(Nσ,w) ⊆Mσ. Or d’après le lemme 4.1.7 et la
proposition 4.2.2, ce sont deux variétés irréductibles de dimension 2r+t+s+
3 ; on en déduit donc φ−1(Nσ,w) =Mσ. Cela prouve le théorème 4.2.3.

Corollaire 4.2.4. (a ) eσ est un point singulier de Xw.
(b ) Si la configuration est mixte (i.e. si r = 0), Xσ est une composante
irréductible de type S1 de Sing Xw, la transversale étant isomorphe à Cs+t+2,2.
(c ) Si la configuration est pure (i.e. si r 6= 0 et s = t = 0), Xσ est une com-
posante irréductible de type S2 de Sing Xw, la transversale étant isomorphe
à K2r+3.
(d ) Si rt 6= 0 et s = 0 (resp. rs 6= 0 et t = 0) alors Xσ est contenu dans
exactement une composante irréductible Xτ de Sing Xw, associée à une confi-
guration I de w, et telle que Nτ,w ' Cr+1,t+1 (resp. Nτ,w ' Cs+1,r+1).
(e ) Si rst 6= 0, alors Xσ est contenu dans exactement deux composantes
irréductibles de Sing Xw, correspondant à des configurations I de w, et dont
les transversales sont isomorphes à Cr+1,t+1 et Cs+1,r+1.

Preuve. Les trois premiers points résultent directement de la proposition
4.2.2 et du théorème 4.2.3.

Supposons maintenant rt 6= 0. Alors les points (a, w(a)) et (c, w(c)), la
suite SO et la suite centrale forment une configuration I de w, non dégénérée.
La permutation τ associée donne donc une composante irréductible du lieu
singulier de Xw.

De plus, les graphes de τ et σ ne diffèrent qu’en les points dont les abs-
cisses sont dans C ∪ X+ ∪ {d} ; leurs ordonnées sont dans D ∪ Y+. Or sur
ces points, τ induit la permutation maximale telle que τ(C) ⊆ D ∪ {w(b)}.
Comme σ(C) = D, on obtient donc, en vertu du lemme 0.3.1, σ ≤ τ. On
remarque de plus que `(τ) = `(w)− (r + t+ 1).

De même, si rs 6= 0, les points (b, w(b)) et (d, w(d)), la suite centrale et
la suite NE forment une configuration I non dégénérée de w. La permutation
τ ′ associée donne une composante irréductible de Sing Xw, et l’on a σ ≤ τ ′.
Elle vérifie de plus `(τ ′) = `(w)− (r + s+ 1).

Par ailleurs, on observe que si rst 6= 0, les permutations τ et τ ′ sont
distinctes. Or, d’après la proposition 4.2.2 et le théorème 4.2.3, eσ est contenu
dans exactement une composante irréductible de Sing Xw lorsque rt 6= 0 et
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s = 0 ou lorsque rs 6= 0 et t = 0, et dans exactement deux lorsque rst 6= 0.
Cela achève la démonstration du corollaire.

Remarque 4.2.5. Soit I une configuration I dégénérée de w. D’après le
théorème 4.2.1, le point eτ(I) est lisse dans Xw. On peut voir qu’il existe une
configuration (3412) incompressible II telle que la permutation associée σ(II)
corresponde à une composante irréductible de SingXw, et vérifie τ(I) > σ(II).



Chapitre 5

Quasi-résolutions des variétés

de Schubert

Définition 5.1. On note Σw la réunion des composantes du lieu singulier
exhibées au chapitre précédent.

On considère une permutation w non covexillaire. L’objet des deux der-
niers chapitres est de démontrer que Σw = Sing Xw. A cet effet, nous allons
introduire des quasi-résolutions des variétés de Schubert non covexillaires,
c’est-à-dire des morphismes birationnels P ×Q Xy −→ Xw pour certains
sous-groupes paraboliques P ⊇ Q de G et certaines variétés de Schubert
Xy ⊆ Xw.

On rappelle que, étant donné un morphisme birationnel π : X −→ Y
entre des variétés irréductibles, on définit l’ouvert Reg(π) de X comme l’en-
semble des points admettant un voisinage ouvert U tel que π induise un
isomorphisme de U sur π(U). Le lieu exceptionnel de π, Ex(π), est le fermé
complémentaire de Reg(π). D’autre part, on peut définir dans Y l’ouvert
Regπ comme l’ensemble des points admettant un voisinage V tel que π in-
duise un isomorphisme de π−1(V ) sur V. Alors π induit un isomorphisme de
Reg(π) sur Regπ. Si de plus π est surjectif, notant Eπ = π(Ex(π)), Eπ est le
fermé complémentaire de Regπ, et l’on a aussi π−1(Eπ) = Ex(π).

Nous étudierons les lieux exceptionnels des quasi-résolutions, et leurs
images, que nous relierons finalement à Σw.

65
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5.1 Définition des quasi-résolutions

Définition 5.1.1. Soit II une configuration (3412) de w, correspondant aux
abscisses a < b < c < d. Notons α = w(a), β = w(b), γ = w(c), δ = w(d).
• On associe à II la paire d’entiers suivante : son amplitude am(II) =

α− δ et sa hauteur ht(II) = β − γ.
• On dit que II est bien remplie si w−1

(
]δ, α[

)
⊆ ]b, c[.

Remarquons qu’il existe des configurations (3412) bien remplies : on voit
facilement qu’une configuration (3412) d’amplitude minimale est bien rem-
plie.

On fixe une configuration (3412) de w, correspondant aux abscisses a <
b < c < d, et aux ordonnées γ < δ < α < β, bien remplie et de hauteur
minimale (parmi les configurations bien remplies). On vérifie alors sans peine
qu’elle est incompressible. On pose h = α− δ.

On considère

α′ = max{q ≥ α | ∀q′ ∈ [α, q[, w−1(q′ + 1) < w−1(q′)}
δ′ = min{q ≤ δ | ∀q′ ∈ ]q, δ], w−1(q′ − 1) > w−1(q′)}.

Soit I = {sδ′ , . . . , sα′−1}, et pour i = 1, . . . , h, soient ki = δ′+α′−α+i−1
et Ji = I \ {ski

}. Notant wI et wJi
les permutations maximales des sous-

groupes paraboliques de Sn correspondant, on définit wi = wJi
wIw. Comme

w est maximal dans sa classe SIw, wi est maximal dans sa classe SJi
wi.

On définit enfin

Zi = PI ×
PJi Xwi

.

L’application naturelle de Zi dans G/B a pour image Xw, et la projection
induite πi : Zi −→ Xw est birationnelle ; néanmoins, la variété Zi n’est
en général pas lisse, on l’appelle donc quasi-résolution de Xw. On va décrire
l’image du lieu exceptionnel de chaque πi.

5.2 Un lemme

On commence par établir un lemme, dû à P. Polo. Soient z ∈ Sn et
j ∈ [1, n − 1] tels que z < sjz. A chaque point (b′, β ′) de la frontière Sud-
Est de Γz ∩ {(p, q) | p < z−1(j), q > j + 1}, on associe une permutation
θb′ , dite de type Nord-Ouest, définie comme suit : on note y1 < · · · < ys les
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ordonnées des points de la frontière Sud-Ouest de l’ensemble Γz∩R(j+1,β′)(z).
La permutation θb′ associée est

θb′ = (j + 1, y1)(y1, y2) · · · (ys−1, ys)(ys, β
′)z.

De façon similaire, à chaque point (c′, γ′) de la frontière Nord-Ouest de Γz ∩
{(p, q) | p > z−1(j + 1), q < j}, on associe une permutation θc′ , dite de type
Sud-Est : on note y−t < · · · < y−1 les ordonnées des points de la frontière
Nord-Est de l’ensemble Γz ∩ R

(γ′ ,j)(z), et la permutation θc′ associée est

θc′ = (j, y−1)(y−1, y−2) · · · (y−t, γ
′)z.

Enfin, si
(
(b′, β ′), (c′, γ′)

)
est un couple de points de Γz vérifiant

z−1(j) < b′ < c′ < z−1(j + 1), γ′ < j et j + 1 < β ′,

et tels que le rectangle R(b′,c′)(z) ne contienne pas de point du graphe de z, on
lui associe une permutation θ(b′ ,c′), dite de type mixte : on définit les ordonnées
y1 < · · · < ys et y−t < · · · < y−1 comme ci-dessus, et la permutation θ(b′,c′)

est alors

θ(b′ ,c′) =
[
(j+1, y1)(y1, y2) · · · (ys−1, ys)(ys, β

′)
][

(j, y−1)(y−1, y−2) · · · (y−t, γ
′)
]
z.

On a alors le

Lemme 5.2.1. Soient z ∈ Sn et j ∈ [1, n−1] tels que z < sjz. Les éléments
maximaux de {θ ∈ Sn | θ < z et sjθ < θ} sont précisément les permutations
décrites ci-avant.

Preuve. On construit pour commencer un “ordre de réflexion” sur l’ensemble
des transpositions de Sn (cf. [11]). On considère la permutation σj définie
par la décomposition réduite σj = sj−1 . . . s1 sj+1 . . . sn−1. On considère une
décomposition réduite si1 · · · siN de w0, l’élément de plus grande longueur de
Sn, obtenue par concaténation de celle de σj ci-dessus et d’une décomposition
réduite de σ−1

j w0. D’après [11], prop. 2.13, en posant pour k = 1, . . . , N, tk =
(si1 · · · sik−1

) sik (sik−1
· · · si1), l’ordre défini par t1 ≺ · · · ≺ tN est un ordre de

réflexion. On a,

pour k = 1, . . . , j − 1, tk = (j − k, j),
pour k = j, . . . , n− 2, tk = (j + 1, k + 2).
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Cet ordre étant construit, on considère une permutation θ telle que θ < z
et sjθ < θ, maximale pour cette propriété. Soit k = `(z)− `(θ), d’après [11],
prop. 4.3, il existe des transpositions tl1 ≺ · · · ≺ tlk telles que θ = tlk · · · tl1z,
avec pour tout p = 1, . . . , k, `(tlp · · · tl1z) = `(z) − p. Or on observe que
l’on a tlk ∈ {t1, . . . , tn−2} : c’est évident si k = 1, et cela résulte de la
maximalité de θ sinon. Alors, comme cet ensemble de réflexions est un idéal
pour l’ordre ≺, on en déduit que tlp ∈ {t1, . . . , tn−2} pour tout p = 1, . . . , k.
Plus précisément, il existe des entiers q1 < · · · < qm et q′1 < · · · < q′m′ , avec
m,m′ ≥ 0, et m +m′ = k, tels que

{
tlp = (j − qp, j) pour p = 1, . . . , m,
tlm+p

= (j + 1, j + 1 + q′p) pour p = 1, . . . , m′.

Supposons d’abord m′ = 0. Alors le fait que sjθ < θ entrâıne z−1(j−qk) >
z−1(j+1). Puis, par maximalité de θ, on obtient au contraire z−1(j−qk−1) <
z−1(j+1). Enfin, comme la longueur diminue de 1 à chaque étape élémentaire
du produit tlk · · · tl1z, on a z−1(j) < z−1(j − q1) < · · · < z−1(j − qk), et de
plus, posant q0 = 0, on a

Γz ∩
(
] z−1(j − qp), z

−1(j − qp+1) [× ] j − qp+1, j [
)

= ∅

pour p = 0, . . . , k−1. Il en résulte que le point (z−1(j−qk), j−qk) est dans la
frontière Nord-Ouest de Γz ∩{(p, q) | p > z−1(j+1), q < j}, et que les points
(z−1(j − qp), j − qp), pour p = 1, . . . , k − 1 forment la frontière Nord-Est
de Γz ∩ R

(j−qk,j)(z). Ainsi θ est une permutation de type Nord-Ouest. On
procède de même lorsque m = 0 pour montrer que θ est une permutation de
type Sud-Est.

Supposons maintenant mm′ 6= 0. Alors, le fait que sjθ < θ entrâıne
z−1(j+1+ q′m′) < z−1(j− qm). Puis, par maximalité de θ, on obtient z−1(j−
qm−1) < z−1(j + 1 + q′m′) et z−1(j − qm) < z−1(j + 1 + q′m′−1). Et, pour
terminer, comme la longueur diminue de 1 à chaque étape élémentaire du
produit tlk · · · tl1z, on a d’abord z−1(j) < z−1(j − q1) < · · · < z−1(j − qm),
et z−1(j + 1 + q′m′) < · · · < z−1(j + 1 + q′1) < z−1(j + 1), et de plus, posant
q0 = q′0 = 0, l’on a

Γz ∩
(
] z−1(j − qp), z

−1(j − qp+1) [× ] j − qp+1, j [
)

= ∅

pour p = 0, . . . , m− 1,

Γz ∩
(
] z−1(j + 1 + q′p+1), z

−1(j + 1 + q′p) [× ] j + 1, j + 1 + q′p+1 [
)

= ∅

pour p = 0, . . . , m′ − 1.
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On en déduit que θ est une permutation de type mixte.
Réciproquement, il est clair que si θ est une permutation de l’un des

types décrits avant l’énoncé, elle vérifie sjθ < θ. De plus, si θb′ est de type
Nord-Ouest, associée au point (b′, β ′), les points de Γz d’ordonnées

j + 1 < y1 < · · · < ys < β ′

forment une configuration I dégénérée au Sud-Ouest, et θb′ est la permutation
associée. La région de [1, n]2 associée comme en 3.2 est ici notée DNO. On a
alors, d’après le lemme 3.3,

rθb′
= rz + χDNO

(1),

d’où en particulier θ ≤ z. De même, si θc′ est de type Sud-Est, associée au
point (c′, γ′), les points de Γz d’ordonnées

γ′ < y−t < · · · < y−1 < j

forment une configuration I dégénérée au Nord-Est, et θc′ est la permutation
associée. La région de [1, n]2 associée comme en 3.2 est ici notée DSE. On a

rθc′
= rz + χDSE

(2).

Enfin, si θ(b′,c′) est de type mixte, associée au couple
(
(b′, β ′), (c′, γ′)

)
, alors

d’une part les points de Γz d’ordonnées

j + 1 < y1 < · · · < ys < β ′

forment une configuration I dégénérée au Sud-Ouest, et l’on définit comme
ci-dessus la région DNO. D’autre part, les points de Γz d’ordonnées

γ′ < y−t < · · · < y−1 < j

forment une configuration I dégénérée au Nord-Est, et l’on définit comme
ci-dessus la région DSE. On pose alors DM = DNO ∪DSE, et l’on a

rθ(b′,c′)
= rz + χDM

(3).

Il résulte alors de (1), (2) et (3) que les différents θ sont deux à deux incom-
parables. Le lemme est démontré.
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5.3 Le lieu exceptionnel Ex(πi)

Etant donné i ∈ [1, h], on note ∂NO(i) la frontière Sud-Est de

NO(i) = Γw ∩ {(p, q) | p < w−1(α− i+ 1), q > α′},

et ∂SE(i) la frontière Nord-Ouest de

SE(i) = Γw ∩ {(p, q) | p > w−1(α− i), q < δ′}.

A chaque point (b′, β ′) de ∂NO(i) on associe la permutation ti(b′), dite de
type Nord-Ouest, décrite comme suit. Soit α̃b′ , le plus grand entier de l’inter-
valle [α− i+1, α′ ] tel que b′ < w−1(α̃b′) ; si l’ensemble Γw∩{(p, q) | w−1(α−
i+1) < p < w−1(α− i), α′ < q < β ′} est non vide, on note xs < · · · < x1 les
abscisses des points de sa frontière Sud-Ouest. Alors les points d’abscisses

b′ < w−1(α̃b′) < · · · < w−1(α− i+ 1) < xs < · · · < x1 < w−1(α− i)

forment une configuration I de w, éventuellement dégénérée au Nord-Est,
notée I, et l’on pose ti(b′) = τ(I).

De manière analogue, à chaque point (c′, γ′) de ∂SE(i), on associe la
permutation ti(c

′), dite de type Sud-Est, décrite comme suit. Soit δ̃c′ , le
plus petit entier de [ δ′, α − i ] tel que w−1(δ̃c′) < c′ ; si l’ensemble Γw ∩
{(p, q) | w−1(α − i + 1) < p < w−1(α − i), γ′ < q < δ′} est non vide, on
note x−1 < · · · < x−t les points de sa frontière Nord-Ouest. Alors les points
d’abscisses

w−1(α− i + 1) < x−1 < · · · < x−t < w−1(α− i) < · · · < w−1(δ̃c′) < c′

forment une configuration I de w, éventuellement dégénérée au Sud-Ouest,
notée I ′, et l’on pose ti(c

′) = τ(I′).

Enfin, si w−1(α − i + 1) < b′ < c′ < w−1(α − i) est une configuration
(3412) incompressible de w, notée II, on note mi(b

′, c′) la permutation σ(II),
dite de type mixte.

Proposition 5.3.1. Soit i ∈ [1, h]. Les composantes irréductibles de Eπi
,

l’image du lieu exceptionnel Ex(πi), correspondent exactement aux permuta-
tions ti(b′), ti(c

′) et mi(b
′, c′) décrites ci-dessus.



5.3. Le lieu exceptionnel Ex(πi) 71

Preuve. Puisque πi est propre, l’ensemble des x ∈ Xw dont la fibre π−1
i ({x})

est finie est un ouvert de Xw (voir, par exemple, [18], Prop. 6.4.5). Puis,
comme πi est birationnelle et que Xw est normale (voir, par exemple, [32]),
on déduit du théorème principal de Zariski que l’image du lieu exceptionnel
de πi, Eπi

, est égale à

{x ∈ Xw |#π
−1
i ({x}) > 1}.

Le morphisme πi est PI-équivariant, donc les composantes irréductibles de
Eπi

sont des variétés de Schubert Xv avec v ≤ w, v ∈ I
Smax. On se donne une

telle composante Xv, et l’on note V1, . . . ,Vm les composantes irréductibles de
π−1

i (Xv). Elles sont toutes de la forme PI×
PJi Xtj , avec tj < wi, tj ∈ JiSmax.

Comme πi est surjective et propre, on a

Xv =

m⋃

j=1

πi(Vj)

et chaque πi(Vj) est fermé. Or Xv est irréductible, il existe donc j tel que
Xv = πi(Vj). Alors tj ∈ SIv, et il résulte du lemme 3.6 qu’un tel j est unique ;
on peut supposer j = 1. Soit θ1 = wJi

t1, le représentant minimal de SJi
t1.

On a ainsi

dim(PI ×
PJi Xt1) = `(wI) + `(θ1),

et

Xv = πi(PI ×
PJi Xt1) = XwI∗θ1 .

On en déduit que θ1 6∈ I
Smin. En effet, supposons au contraire θ1 ∈ I

Smin,
il vient dim(Xv) = dim(PI ×

PJi Xt1). Alors si z ∈ π−1
i (ev), l’orbite U z est un

ouvert dense de PI×
PJi Xt1 . Il en résulte que la fibre π−1

i (ev) est un singleton,
et l’on a alors Xv 6⊆ Eπi

, une contradiction. On a donc θ1 6∈ I
Smin, ce qui

équivaut, comme θ1 ∈ JiSmin, à ski
θ1 < θ1. Finalement, on a montré que

v = wI ∗ θ, avec θ < wIw, θ ∈ JiSmin, et ski
θ < θ.

Réciproquement, si l’on se donne un tel θ, on a wJi
θ < wi, πi(PI ×

PJi

XwJi
θ) = XwI∗θ, et dim(PI×

PJi XwJi
θ) = `(wI)+ `(θ) > `(wI ∗ θ) puisque θ 6∈

I
Smin. Il en résulte que XwI∗θ est contenu dans l’image du lieu exceptionnel

de πi.

Ainsi, Eπi
est la réunion des XwI∗θ pour θ comme ci-dessus. Comme de

plus on a wI∗θ ≤ wI∗θ′ si θ ≤ θ′, on peut se restreindre aux tels θ maximaux.
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En appliquant le lemme 5.2.1 à z = wIw et j = ki, on obtient la descrip-
tion de l’ensemble Max ki

(wIw) des éléments maximaux de {u ∈ Sn | u <
wIw et ski

u < u}. Comme wIw ∈ I
Smin, on a

(wIw)−1(δ′) < · · · < (wIw)−1(α′).

D’après le lemme 5.2.1, tout élément u de Max ki
(wIw) vérifie les conditions

suivantes :




u−1(j) = (wIw)−1(j) pour tout j ∈ [δ′, α′], j 6= ki, ki + 1,
u−1(ki) ≥ (wIw)−1(ki),
u−1(ki + 1) ≤ (wIw)−1(ki + 1).

On en déduit en particulier que u−1(δ′) < · · · < u−1(ki), et u−1(ki + 1) <
· · · < u−1(α′), c’est-à-dire que u ∈ JiSmin. L’ensemble Max ki

(wIw) cöıncide
donc avec l’ensemble des θ maximaux cherchés.

Il reste maintenant à décrire explicitement les wI ∗ θ. Remarquons que
ce sont les représentants maximaux des classes SIθ, et qu’ils sont aisément
décrits à partir des θ : (wI ∗ θ)−1 cöıncide avec θ−1 en dehors de [δ′, α′], et
(wI ∗ θ)−1 est décroissante sur [δ′, α′].

Voyons d’abord le cas des permutations θ de type Nord-Ouest. On rap-
pelle que ki = δ′ + α′ − α + i− 1, et l’on remarque que

(wIw)−1(ki) = w−1(α− i+ 1) et (wIw)−1(ki + 1) = w−1(α− i).

De plus, on a (wIw)−1([ki + 1, α′]) ⊆ [(wIw)−1(ki + 1), n], donc il n’y a pas
de point du graphe de wIw dans le rectangle [1, (wIw)−1(ki)] × [ki + 1, α′].
On a ainsi

ΓwIw ∩ {(p, q) | p < (wIw)−1(ki), q > ki + 1} =

ΓwIw ∩ {(p, q) | p < (wIw)−1(ki), q > α′}.

Comme les graphes de w et wIw cöıncident pour les ordonnées de ]α′, n], on
obtient finalement

ΓwIw ∩ {(p, q) | p < (wIw)−1(ki), q > α′} = NO(i),

NO(i) étant défini avant l’énoncé de la proposition.
Soit alors (b′, β ′) un point de ∂NO(i) ; notons (xi, yi), pour i = 1, . . . , s, les

coordonnées des points de la frontière Sud-Ouest de ΓwIw ∩ R(ki+1,β′)(wIw),
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avec xs < · · · < x1. Comme (wIw)−1 est croissante sur l’intervalle [δ′, α′], il
n’y a pas de point du graphe de wIw dans ] b′, (wIw)−1(ki +1) [× ] ki +1, α′ [,
i.e. dans ] b′, w−1(α − i) [× ] ki + 1, α′ [. De plus, comme (b′, β ′) est un point
de la frontière Sud-Est de NO(i), il n’y a pas non plus de point de ΓwIw dans
] b′, w−1(α− i+ 1) [× ]α′, β ′ [. Il vient donc

ΓwIw ∩ R
(ki+1,β′)(wIw) ⊆ ]w−1(α− i + 1), w−1(α− i) [× ]α′, β ′ [,

cet ensemble est donc formé de points du graphe de w. Soit α̃b′ le plus grand
entier de l’intervalle [α− i+ 1, α′] tel que b′ < w−1(α̃b′). Alors on vérifie que
les points d’abscisses b′ < w−1(α̃b′) < · · · < w−1(α− i+1) < xs < · · · < x1 <
w−1(α− i) forment une configuration I de w, notée I, et que wI ∗ θ = τ(I).

Le cas des permutations de type Sud-Est se traite de manière analogue.

Soit maintenant θ une permutation de type mixte, associée à un couple(
(b′, β ′), (c′, γ′)

)
de points du graphe de wIw vérifiant

(wIw)−1(ki) < b′ < c′ < (wIw)−1(ki + 1),

c’est-à-dire
w−1(α− i + 1) < b′ < c′ < w−1(α− i),

et
γ′ < ki et ki + 1 < β ′.

On suppose aussi que le rectangle R(b′ ,c′)(wIw) ne contient aucun point du
graphe de wIw. Les inégalités b′ < w−1(α− i) et ki +1 < β ′ donnent β ′ > α′,
donc (b′, β ′) est un point du graphe de w. On obtient de même γ ′ < δ′,
d’où (c′, γ′) ∈ Γw. Ainsi, les points w−1(α − i + 1) < b′ < c′ < w−1(α − i)
forment une configuration (3412) de w, notée II. Cette configuration est
incompressible : en effet, elle est d’amplitude 1, il suffit donc de vérifier que
les rectangles MN et MS associés ne contiennent pas de point du graphe
de w, ce qui résulte immédiatement du fait que R(b′,c′)(wIw) ∩ ΓwIw = ∅.
Ensuite, on remarque que les points du graphe de wIw contenus dans le
rectangle R(γ′ ,ki)(wIw) sont d’ordonnée < δ′, donc sont des points du graphe
de w et que leur abscisse est en fait < b′ : ce sont donc exactement les points
de SOII ∩ Γw. On voit de même que les points du graphe de wIw contenus
dans le rectangle R(ki+1,β′)(wIw) sont des points du graphe de w, et que ce
sont exactement les points de NEII ∩Γw. On obtient alors que wI ∗θ = σ(II).

On remarque pour terminer que les permutations que l’on vient de décrire
sont deux à deux incomparables, à l’aide des propriétés de leurs fonctions
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rang vues aux lemmes 3.3 et 4.1.7. Elles décrivent donc les composantes
irréductibles de l’image du lieu exceptionnel de πi.

Exemple 5.3.2. On considère la permutation

w = (6, 4, 2, 7, 1, 5, 3)

dans S7, dont le graphe est représenté sur le diagramme suivant.

⊕

⊕

⊕

⊕

+

+

+

La configuration (3412) donnée par les points
d’abscisses 2, 4, 5 et 7 (représentés par des ⊕)
est bien remplie et de hauteur minimale ; elle
est incompressible. On a h = 1, α′ = α = 4, et
δ′ = δ = 3. La permutation w1 associée est

w1 = (6, 3, 2, 7, 1, 5, 4).

Sur le diagramme suivant, on a représenté dans Γw le quadrant NO(1) et
la bande verticale d’abscisses ∈ ] a, d [.

⊕̃

+̃

+̃

⊕̃

+

+̃

+̃

D’après la proposition qui précède, l’image du
lieu exceptionnel de π1 a deux composantes
irréductibles, l’une de type Nord-Ouest associée
au point d’abscisse 1 (représenté par +), l’autre
de type mixte, associée aux points d’abscisses 4
et 5 (représentés par +̃).

La configuration I qui définit la permutation t1(1) est non dégénérée (c’est un
fait général, qui sera établi au lemme 5.4.2), constituée des points d’abscisses
1, 2, 6, 7 (ce sont les points soulignés de la figure), et on a

t1(1) = (4, 3, 2, 7, 1, 6, 5).

La configuration II qui définit m1(4, 5) est mixte, donnée par les abscisses 2,
3, 4, 5, 6, 7 (ce sont les points surmontés d’un ˜ sur la figure), et on a

m1(4, 5) = (6, 2, 1, 4, 3, 7, 5).
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5.4 Lieux exceptionnels et lieu singulier

5.4.1 Intersection des images des lieux exceptionnels

Proposition 5.4.1. L’intersection des images des lieux exceptionnels des πi,
pour i parcourant l’intervalle [1, h], est contenue dans Σw.

Preuve. On va montrer que pour toute famille (Xvi
)i∈[1,h], où chaque Xvi

est

une composante irréductible de Eπi
, on a

h⋂
i=1

Xvi
⊆ Σw. Dans cette perspec-

tive, il est utile de faire les remarques suivantes : d’abord, on peut supposer
que tous les vi sont de type Nord-Ouest ou Sud-Est, car les composantes
de type mixte sont de la forme σ(II) pour une certaine configuration II de
type II mixte, donc telle que Xσ(II) ⊆ Σw. On peut aussi supposer que les
configurations I qui définissent les permutations vi sont dégénérées, puisque
sinon Xvi

⊆ Σw. Cela implique en particulier que la composante Xv1 est de
type Sud-Est, et que la composante Xvh

est de type Nord-Ouest, en vertu du
lemme suivant.

Lemme 5.4.2. (a ) Les composantes de type Nord-Ouest (resp. Sud-Est) de
Eπ1 (resp. Eπh

) sont associées à des configurations I non dégénérées.
(b ) Si i > 1, (b, β) est le point le plus à l’Ouest de ∂NO(i), et de même, si
i < h, (c, γ) est le point le plus à l’Est de ∂SE(i).

Preuve du lemme 5.4.2. Montrons par exemple que les composantes de type
Nord-Ouest de Eπ1 sont associées à des configurations I non dégénérées. On
remarque pour commencer que le fait que la configuration a < b < c < d soit
de hauteur minimale parmi les configurations bien remplies entrâıne :

w
(
]w−1(α′), c [

)
∩ ]α′, β [ = ∅ (†).

Considérons alors un point (b′, β ′) de ∂NO(1) ; on a b′ < a, et donc a fortiori
b′ < b. On constate que si β ′ > β, alors la configuration I qui définit la
composante irréductible Xt1(b′) de Eπ1 est non dégénérée, car sa suite NE
contient le point (b, β).

Voyons maintenant que si h > 1, alors on a β ′ > β. En effet, supposons
β ′ < β ; alors on obtient d’après (†), b′ < w−1(α′). Il résulte aussi de (†) que
w−1(α′ + 1) > c, et que pour tout j ∈ [α′ + 1, β ′ [, on a w−1(j) < w−1(α′)
ou w−1(j) > c. Il existe donc un entier j ∈ [α′ + 1, β ′ [, tel que w−1(j) > c
et w−1(j + 1) < w−1(α′). Comme de plus h > 1, on a w−1(α − 1) ∈ ] b, c [,
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et donc les abscisses w−1(j + 1) < b < w−1(α − 1) < w−1(j) forment une
configuration (3412) de w, bien remplie (car d’amplitude 1) et de hauteur
β − α + 1 < β − γ, exclu. On a donc β ′ > β.

Reste le cas h = 1 et β ′ < β : comme précédemment, il existe j ∈
[α′+1, β ′ [, tel que w−1(j) > c et w−1(j+1) < w−1(α′). On a de plus w−1(j) ∈
] c, d [, car sinon, les abscisses w−1(j + 1) < b < d < w−1(j) formeraient une
configuration (3412) de w, bien remplie (car d’amplitude 1) et de hauteur
β−δ < β−γ, exclu. La configuration qui définit t1(b′) est alors non dégénérée
car sa suite NE contient le point (w−1(j), j).

On montre de même que les composantes de type Sud-Est de Eπh
sont

associées à des configurations I non dégénérées.
Montrons maintenant la deuxième assertion du lemme. Soit i > 1, on

rappelle que

NO(i) = Γw ∩ {(p, q) | p < w−1(α− i+ 1), q > α′}.

On a (b, β) ∈ NO(i) ; de plus, comme la configuration a < b < c < d est de
hauteur minimale parmi les configurations bien remplies, (b, β) est dans la
frontière Sud-Est, ∂NO(i). S’il y avait un point plus à l’Ouest dans ∂NO(i),
d’ordonnée β ′, on aurait β ′ < β, et on obtiendrait comme précédemment une
configuration bien remplie de hauteur plus petite, une contradiction.

On montre de même que pour i < h, (c, γ) est le point le plus à l’Est de
∂SE(i).

On a remarqué au début de la preuve de la proposition 5.4.1 que les
composantes de type mixte sont contenues dans Σw. Donc, dans le cas h = 1,
le lemme 5.4.2 achève la preuve de cette proposition.

Exemple 5.4.3. On renvoie à l’exemple 5.3.2, où l’on a h = 1, et où les com-
posantes irréductibles de Eπ1 sont associées à la configuration I non dégénérée
donnée par les abscisses 1, 2, 6, 7, et à la configuration II mixte donnée par
les abscisses 2, 3, 4, 5, 6, 7.

On suppose dorénavant h ≥ 2, et on introduit la notion suivante.

Définition 5.4.4. Soit (Xvi
)i∈[1,h] une famille de composantes irréductibles

des Eπi
, chacune de type Nord-Ouest ou Sud-Est, et associée à une configu-

ration I dégénérée. On dit que (Xvi
)i∈[1,h] est une bonne famille, s’il existe

des entiers i < j tels que :
( a ) la composante vi soit de type Sud-Est, associée au point (ci, γi),
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( b ) la composante vj soit de type Nord-Ouest, associée au point (bj, βj),
( c ) on ait les inégalités

w−1(α− i+ 1) < bj < ci < w−1(α− j).

Nous allons démontrer le

Lemme 5.4.5. Si la famille (Xvi
)i∈[1,h] est bonne, alors

h⋂
i=1

Xvi
⊆ Σw.

Preuve du lemme 5.4.5. Soient i < j vérifiant les conditions (a ), (b ) et (c )
de la définition. On définit les entiers αj et δi dans [ δ′, α′ ] par les conditions
w−1(αj) < bj < w−1(αj − 1) et w−1(δi + 1) < ci < w−1(δi).

On a b ≤ bj < w−1(α− j + 1) (la première inégalité résulte de l’assertion
(b ) du lemme 5.4.2, car j ≥ 2, et la seconde de la définition de NO(j)).
De même, on a w−1(α − i) < ci ≤ c. On en déduit que αj ∈ [ δ + 2, α ], et
δi ∈ [ δ, α− 2 ].

D’autre part, comme bj < ci, on a w−1(αj) ≤ w−1(δi + 1), et donc
αj ≥ δi + 1 car w−1 est décroissante sur [ δ′, α′ ]. Ainsi les points d’abscisses
w−1(αj) < bj < ci < w−1(δi) forment une configuration (3412), que l’on
note II. Montrons que II est incompressible ; il s’agit d’une configuration
(3412) bien remplie, il suffit donc de montrer que MS = ] bj, ci [× ] γi, δi [ et
MN = ] bj, ci [× ]αj, βj [ ne rencontrent pas Γw.D’une part, (ci, γi) ∈ ∂SE(i),
on a donc

(
]w−1(α− i), ci [× ] γi, δ

′ [
)
∩ Γw = ∅ (1).

D’autre part, la configuration I définissant ti(ci) (décrite avant la proposition
5.3.1) est supposée dégénérée, donc on a aussi

(
]w−1(α− i+ 1), w−1(α− i) [× ] γi, δ

′ [
)
∩ Γw = ∅ (2).

Par ailleurs, comme w−1 est décroissante sur [ δ′, α′ ], on a w−1
(
[ δ′, δi ]

)
⊆

[w−1(δi), n ], en particulier

w−1
(
[ δ′, δi ]

)
∩ ]w−1(α− i + 1), ci [ = ∅ (3).

On déduit de (1), (2), et (3) que

(
]w−1(α− i+ 1), ci [× ] γi, δi [

)
∩ Γw = ∅ (�).
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En particulier, il en résulte que MS ne rencontre pas Γw, puisque bj >
w−1(α− i+ 1).

On démontre de même

]bj, w
−1(α− j) [× ]αj, βj [∩Γw = ∅ (��),

et l’on en déduit que MN ne rencontre pas Γw. La configuration II est donc
incompressible.

Notant simplement σ la permutation associée à II, nous allons montrer
que Xvi

∩Xvj
⊆ Xσ.

La configuration I qui définit vj, dégénérée au Nord-Est, est donnée par
les points d’abscisses bj < w−1(αj − 1) < · · · < w−1(α− j +1) < w−1(α− j).
Celle qui définit vi est dégénérée au Sud-Ouest, et donnée par les points
d’abscisses w−1(α− i + 1) < w−1(α− i) < · · · < w−1(δi + 1) < ci.

Il résulte de (�) et (��) que les rectangles SOII etNEII de la configuration
II ne rencontrent pas Γw, donc le graphe de σ ne diffère de celui de w qu’en
les points d’abscisses w−1(αj), bj, ci et w−1(δi).

On en déduit que les graphes des permutations w, vj, vi, et σ ne diffèrent
qu’en les points d’abscisses w−1(α− i+ 1) < · · · < w−1(αj) < bj < w−1(αj −
1) < · · · < w−1(δi + 1) < ci < w−1(δi) < · · · < w−1(α − j). Notons vj, vi et
σ les permutations obtenues en focalisant sur ces abscisses ; soient

m1 = # [αj, α− i+ 1 ] ≥ 1,
m2 = # [ δi + 1, αj − 1 ] ≥ 0,
m3 = # [α− j, δi ] ≥ 1.

et soit m = m1 +m2 +m3 +2. Les permutations vj, vi et σ sont dans Sm ; vj

est la permutation maximale telle que vj(m1 +m2 +2) = 1 et vj(m) = m, vi

est la permutation maximale telle que vi(1) = 1 et vi(m1) = m, et σ est la
permutation maximale de Sm telle que σ(m1) = 1 et σ(m1 +m2 + 3) = m.
Soit v la permutation maximale de Sm telle que v(1) = 1 et v(m) = m ; on
voit facilement que v est le plus grand élément de Λ(vi, vj), et que v ≤ σ. On
en déduit, en vertu du lemme 0.3.1, que Xvi

∩Xvj
⊆ Xσ.

D’autre part, on a remarqué que les rectangles NEII et SOII de la confi-
guration (3412) qui définit σ ne rencontrent pas Γw, on a donc, d’après le
corollaire 4.2.4, Xσ ⊆ Σw. Cela prouve le lemme 5.4.5.

Pour terminer la preuve de la proposition 5.4.1, nous allons maintenant
démontrer le
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Lemme 5.4.6. Toute famille (Xvi
)i∈[1,h] de composantes irréductibles des

Eπi
, chacune de type Nord-Ouest ou Sud-Est, et associée à une configuration

I dégénérée, est bonne.

Preuve du lemme 5.4.6. On se donne une famille de composantes comme
dans l’énoncé du lemme, notée F . Rappelons que, d’après le lemme 5.4.2,
la composante v1 est de type Sud-Est, disons associée au point (c1, γ1), alors
que la composante vh est de type Nord-Est, disons associée au point (bh, βh).
Si l’on a bh < c1, alors F est bonne : en effet, d’après le lemme 5.4.2, on a
b ≤ bh et c1 ≤ c, et il vient w−1(α) = a < bh < c1 < d = w−1(δ).

On peut donc supposer c1 < bh. Posant j0 = 1 et i0 = h, supposons avoir
construit des entiers

j0 < j1 < · · · < jk−1 < ik−1 < · · · < i1 < i0

et des points (cjl
, γjl

) ∈ ∂SE(jl) et (bil , βil) ∈ ∂NO(il), pour l = 0, . . . , k−1,
tels que

(†) cj0 < cj1 < · · · < cjk−1
< bik−1

< · · · < bi0

et que les entiers jl+1 et il+1 soient définis par les encadrements

(††)

{
w−1(α− jl+1 + 1) < cjl

< w−1(α− jl+1),
w−1(α− il+1 + 1) < bil < w−1(α− il+1),

pour l = 0, . . . , k − 2.
On définit alors les entiers jk et ik par

w−1(α− jk + 1) < cjk−1
< w−1(α− jk)

et
w−1(α− ik + 1) < bik−1

< w−1(α− ik).

On a alors jk−1 < jk ≤ ik < ik−1.
Si vjk

est de type Nord-Ouest, définie par le point de Γw d’abscisse bjk
,

alors bjk
est dans l’intervalle ]w−1(α), w−1(α−jk+1) [, il existe donc l ≤ k−1,

tel que w−1(α−jl+1) < bjk
< w−1(α−jl+1+1). On obtient alors, en utilisant

(††), que
w−1(α− jl + 1) < bjk

< cjl
< w−1(α− jk),

et F est une bonne famille.
Si vjk

est de type Sud-Est, définie par le point de Γw d’abscisse cjk
, alors,

d’après (††) et la définition de SE(jk), on a cjk
> w−1(α− jk) > cjk−1

. Si de
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plus cjk
> bik−1

, en considérant le plus petit entier l tel que bil < cjk
, on a

cjk
< bil−1

, et bil−1
< w−1(α− il) par (††). On a aussi bil > w−1(α− il+1 + 1)

d’après (††), mais il+1 ≥ ik ≥ jk, et comme w−1 est décroissante sur [ δ′, α′ ],
il vient w−1(α− il+1 + 1) ≥ w−1(α− jk + 1). On a donc obtenu

w−1(α− jk + 1) < bjl
< cjk

< w−1(α− il),

et F est bonne.
On procède de même avec vik : on montre d’abord que si vik est de type

Sud-Est, F est une bonne famille. Ensuite, si vik = tik(bik) est de type Nord-
Ouest, on remarque que bik < bik−1

et l’on montre que si de plus bik < cjk−1

alors la famille F est bonne.
En regroupant ces résultats, on constate que l’on a montré que F est

une bonne famille, sauf, éventuellement, si jk < ik, vjk
= tjk

(cjk
) de type

Sud-Est, vik = tik(bik) de type Nord-Ouest, et bik , cjk
∈ ] cjk−1

, bik−1
[. Si l’on

a de plus bik < cjk
, il vient d’une part w−1(α − jk + 1) < bik car bik > cjk−1

,
par hypothèse et cjk−1

> w−1(α − jk + 1) par (††). On obtient de même
cjk

< w−1(α− ik), d’où finalement

w−1(α− jk + 1) < bik < cjk
< w−1(α− ik),

et la famille F est bonne.
On peut donc supposer que cjk

< bik et l’on est à nouveau dans les
hypothèses de la récurrence. Ce processus s’arrête, puisque les suites d’entiers
bil et cjl

sont strictement monotones et bornées, on en déduit donc que F est
une bonne famille. Cela termine la preuve du lemme 5.4.6, et par conséquent
aussi celle de la proposition 5.4.1

Exemple 5.4.7. On considère la permutation

w = (6, 7, 5, 1, 8, 4, 2, 3)

de S8.

⊕

+

+

⊕

⊕

+

+

⊕

La configuration (3412) formée par les points
d’abscisses 1, 2, 7, 8 est bien remplie et de hau-
teur minimale. On a h = 3, α′ = α = 6 et
δ′ = δ = 3. Les permutations associées sont

w1 = (3, 7, 6, 1, 8, 5, 2, 4),
w2 = (4, 7, 3, 1, 8, 6, 2, 5),
w3 = (5, 7, 4, 1, 8, 3, 2, 6),
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dont les graphes sont représentés ci-dessous.

+ + +

+ + +

+ + +

+ + +
⊕

⊕

+

+ +

⊕

⊕

+ +

+

⊕

⊕

Sur les trois diagrammes suivants, on a représenté les quadrants associés
respectivement à chacune des trois quasi-résolutions, ainsi que les bandes
verticales d’abscisses ∈ ]w−1

i (α′), w−1
i (δ′) [ :

⊕ ⊕ ⊕

+ + +

+ + +

⊕ ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕

+ + +

+ + +

⊕ ⊕ ⊕

Ainsi, d’après la proposition 5.3.1, chacun des Eπi
a deux composantes

irréductibles. Les deux composantes de Eπ1 sont de type Sud-Est, t1(4) =
(1, 7, 6, 5, 8, 4, 2, 3) et t1(7) = (2, 7, 6, 1, 8, 5, 4, 3). Le lieu Eπ2 a une compo-
sante de type Nord-Ouest et une de type Sud-Est, t2(2) = (6, 5, 4, 1, 8, 7, 2, 3)
et t2(7) = (6, 7, 2, 1, 8, 5, 4, 3). Enfin, Eπ3 a deux composantes de type Nord-
Ouest, t3(2) = (6, 5, 4, 1, 8, 3, 2, 7) et t3(5) = (6, 7, 5, 1, 4, 3, 2, 8).

Aucune de ces composantes n’est contenue dans Σw : elles correspondent
toutes à des configurations I dégénérées, qui donnent des points lisses d’après
le théorème 4.2.1. En revanche, d’après le lemme 5.4.6, toute intersection
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Xv1 ∩Xv2 ∩Xv3 , où chaque Xvi
est une composante de Eπi

, est contenue dans
Σw.

Voyons par exemple l’intersection Xt1(4) ∩Xt2(7)∩Xt3(5). Les entiers i = 2
et j = 3 remplissent les conditions de la définition 5.4.4 : (a) t2(7) est de type
Sud-Est, associée au point (7, 2) ; (b) t3(5) est de type Nord-Ouest, associée au
point (5, 9) ; (c) on a α = 6 et w−1(5) = 3 < b3 = 5 < c2 = 7 < w−1(3) = 8.

+

⊕

⊕

⊕

c1 b3 c2

+

+

+

+

D’après le lemme 5.4.5, l’intersection Xt2(7)∩Xt3(5) est contenue dans Xσ,
où σ est la permutation associée à la configuration II pure formée par les
points d’abscisses 3, 5, 6, 7, 8, c.-à-d. σ = (6, 7, 2, 1, 5, 4, 3, 8).

5.4.2 Correspondance entre configurations

Pour toute configuration K de wi, de type I ou II, on note wIwJi
(K)

l’ensemble des points (x, w(x)) tels que (x, wi(x)) ∈ K.

Proposition 5.4.8. Pour toute configuration K de wi, de type I ou II, pa-
ramétrant une composante irréductible Xv du lieu singulier de Xwi

, on a :
• ou bien PI ×

PJi Xv ⊆ Ex(πi),
• ou bien wIwJi

(K) est une configuration du même type de w, et πi(PI×
PJi

Xv) = XwIwJi
v est la composante irréductible du lieu singulier de Xw as-

sociée.

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons la notion suivante

Définition 5.4.9. Soit z une permutation et F une famille de points du
graphe de z, F = {(x1, z(x1)), . . . , (xm, z(xm))}, avec x1 < · · · < xm.
Pour j = 1, . . . , m − 1, on appelle successeur de (xj, z(xj)) dans F le point
(xj+1, z(xj+1)).
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Preuve. On considère une configuration K de wi, paramétrant une compo-
sante irréductible Xv de Sing Xwi

. On suppose de plus que PI ×
PJi Xv 6⊆

Ex(πi).
D’après la discussion au début de la preuve de la proposition 5.3.1, il vient

que wJi
v ∈ I

Smin, de sorte que wI ∗ v = wIwJi
v. Il suffit alors de montrer

que wIwJi
(K) est une configuration du même type de w. En effet, la dernière

assertion en découle : on a v = γ(K)wi, où γ(K) est un certain cycle sur
les ordonnées de la configuration K, et de même, la composante irréductible
de Sing Xw associée à wIwJi

(K) de w est donnée par v′ = γ(wIwJi
(K))w, et

comme γ(z(K)) = z γ(K) z−1, pour tout z, il vient v′ = wIwJi
γ(K)wi = wIwJi

v.
On remarque de plus que l’on a (δ′, α′) v 6≤ wi. En effet, notant v′ =

(δ′, α′) v, on a v′ = wJi
ski
θ, et comme θ ∈ I

Smin, il vient v′ ∈ JiSmax. Si
l’on avait v′ ≤ wi, alors PI ×

PJi Xv′ ⊆ Zi aurait même image que PI ×
PJi Xv,

d’où PI ×
PJi Xv ⊆ Ex(πi), une contradiction.

On note SS
i (resp. SN

i ) l’ensemble des points du graphe de wi dont l’or-
donnée est dans [δ′, ki] (resp. [ki + 1, α′]), et Si = SS

i ∪ S
N
i . On note aussi

S = wIwJi
(Si).

1. Supposons pour commencer que K est une configuration I, nécessai-
rement non dégénérée puisqu’elle paramètre un point singulier de Xwi

. On
conserve les notations concernant les configurations I définies dans les cha-
pitres 3 et 4. On note KN la réunion de {P+} et de la suite NE, et KS la
réunion de {P−} et de la suite SO. Si la configuration K ne rencontre pas
Si, le résultat est clair. Supposons au contraire que K ∩ Si 6= ∅. Soit p2 la
deuxième projection de [1, n]2 sur [1, n]. Comme w−1

i est décroissante sur
chacun des p2(E), pour E = SS

i ,S
N
i ,K

S,KN , et que SS
i est au Sud-Ouest de

SN
i , chacune des deux parties KS et KN ne peut rencontrer qu’au plus l’une

de SS
i et SN

i .
Montrons de plus que Si ne peut rencontrer simultanément KN et KS . En

effet, supposons que ce soit le cas. Alors, nécessairement, KN rencontre SN
i

et KS rencontre SS
i , et cela entrâıne que Si ne contient ni P+ ni P−. Ainsi

KN ∩SN
i est contenu dans la suite NE, et KS ∩SS

i dans la suite SO. Comme
P− est au Sud-Est de la suite NE, on en déduit que x−∞ > w−1

i (α′), d’où
x−∞ > w−1

i (δ′).
Soit ym = inf {y | (w−1

i (y), y) ∈ KS ∩ SS
i } ; on a ym = δ′, car sinon

le point (w−1
i (δ′), δ′) serait contenu dans Γwi

∩ R(x∞,x−∞) mais pas dans⋃t
j=1 SO(x−j, y−j) ∪

⋃s
j=1NE(xj − 1, yj − 1), ce qui contredirait (4). On

montre de même que α′ est l’ordonnée d’un point de la suite NE. Mais on
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voit alors que v′ := (δ′, α′) v < wi. En effet, les graphes Γv′ et Γwi
cöıncident

en dehors des ordonnées de Y (cf. 3.1), il suffit donc de comparer les permu-
tations obtenues en focalisant sur ces ordonnées. Posant n′ = s+ t+ 2, on a
alors

wi = (n′, t + 1, . . . , 2, s+ t+ 1, . . . , t+ 2, 1)
v = (t + 1, . . . , 1 n′, . . . , t+ 2)

et v′ = (j1, j2)v avec j1 ∈ [2, t+1] et j2 ∈ [t+2, s+ t+1]. On a donc v′ < wi,
d’où v′ < wi, exclu. On a ainsi démontré que K∩Si est contenu dans KN ou
bien dans KS, donc égal à l’un des quatre K∗ ∩ S∗′

i où ∗, ∗′ ∈ {N, S}.
Supposons par exemple que K ∩ Si = KN ∩ SS

i . Alors il est clair que les
coordonnées des points de wIwJi

(K) vérifient les inégalités requises (cf. 3.1),
et il suffit donc de vérifier l’inclusion (4). Notons

K = {(x∞, y∞), (x−∞, y−∞)} ∪ {(xj, yj), j ∈ [−t,−1] ∪ [1, s]} ,
wIwJi

(K) =
{
(x∞, y

′
∞), (x−∞, y

′
−∞)} ∪ {(xj, y

′
j), j ∈ [−t,−1] ∪ [1, s]

}
.

Comme les graphes Γwi
et Γw cöıncident sur les ordonnées hors de [ δ′, α′ ], il

suffit de montrer que

S ∩ R(x∞,x−∞)(w) ⊆
t⋃

j=1

SO(x−j, y
′
−j) ∪

s⋃

j=1

NE(xj − 1, y′j − 1) (4′).

Soit ym = inf {y | (w−1
i (y), y) ∈ KN ∩SS

i } ; on a m ∈ [1, s]∪{∞}. Soit m′

l’entier tel que xm′ = v−1(ym) ; on am′ ∈ [1, s]∪{−∞}. Le point (xm′ , ym′) est
à l’Ouest, au sens large, du successeur de (w−1

i (ym), ym) dans Si. En effet, si
ym 6= δ′, alors le successeur de (w−1

i (ym), ym) dans Si est (w−1
i (ym − 1), ym−

1). Si l’on avait w−1
i (ym − 1) < xm′ , alors le point (w−1

i (ym − 1), ym − 1)
serait contenu dans Γwi

∩ R(x∞,x−∞)(wi), et pas dans
⋃t

j=1 SO(x−j, y−j) ∪⋃s
j=1NE(xj − 1, yj − 1), ce qui contredit (4). D’autre part, si ym = δ′,

alors le successeur de (w−1
i (ym), ym) dans Si est (w−1

i (α′), α′). Si l’on avait
w−1

i (α′) < xm′ , alors on aurait (δ′, α′) v < v, d’où (δ′, α′) v < wi, exclu.
Il vient alors : si m′ = −∞, S ∩R(x∞,x−∞)(w) ⊆ wIwJi

(K), d’où (4′), et
si m′ 6= −∞, comme on a wi(xm′) = ym′ < δ′, alors w(xm′) = wi(xm′), ou
encore y′m′ = ym′ et alors

S ∩R(x∞,x−∞)(w) ⊆ wIwJi
(K) ∪NE(xm′ − 1, y′m′ − 1),

d’où l’on déduit (4′).
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Le cas K ∩ Si = KS ∩ SN
i est semblable, et les cas où K ∩ Si est égal à

KS ∩ SS
i ou KN ∩ SN

i sont similaires, mais plus simples.
On a donc démontré le résultat lorsque K est une configuration I.

2. Supposons maintenant que K est une configuration II : comme Xv est
une composante irréductible du lieu singulier, on a, d’après le corollaire 4.2.4,
s = t = 0 ou r = 0.

2.1. Traitons pour commencer le cas d’une configuration pure. Notons
A,B,C et D les quatre points de la configuration (3412) qui détermine K,
et (xA, yA), etc. leurs coordonnées. On va montrer que wIwJi

({A,B,C,D})
est une configuration (3412) de w, incompressible, et telle que les zones
NEII(w) et SOII(w) associées ne contiennent pas de point de Γw. Comme
précédemment, il suffit de montrer que
(
MN(w)∪NEII(w)∪ME(w)∪MS(w)∪SOII(w)∪MO(w)

)
∩S = ∅ (5).

Comme l’ensemble des ordonnées des points de Si est un intervalle, le
résultat est clair si K ∩ Si = ∅. On suppose donc K ∩ Si 6= ∅.

2.1.1. Supposons pour commencer B ∈ Si. Alors le seul autre point de
K qui pourrait appartenir à S est A, mais on aurait alors (δ ′, α′) v < v,
exclu. On a donc K ∩ Si = {B}. Alors il est clair que wIwJi

({A,B,C,D})
est une configuration (3412) de w, notée II. Si B ∈ SN

i , alors comme on
a vu que A 6∈ Si, on a p2(SS

i ) ⊆ ] yA, yB [, et l’on obtient que II est de
la forme voulue. D’autre part, si B ∈ SS

i , on a d’abord yA < δ′, et donc(
ME(w) ∪MS(w) ∪ SOII(w) ∪MO(w)

)
∩ S = ∅. Ensuite, si yB 6= δ′, le

successeur de B dans Si a pour ordonnée yB − 1 ∈ ] yA, yB [, et comme K
est incompressible et que le rectangle NEII(K) ne rencontre pas Γwi

, on a
nécessairement xD < w−1

i (yB − 1). D’autre part, si l’on a yB = δ′, alors le
successeur de B dans Si est le point d’ordonnée α′, et l’on a xD < w−1(α′),
car sinon on aurait (δ′, α′) v < v. On en déduit, dans les deux cas,

(
MN(w)∪

NEII(w)
)
∩ S = ∅. On a ainsi obtenu (5) lorsque B ∈ Si. Le cas où C ∈ Si

se traite de façon semblable.
2.1.2. Il reste donc à traiter le cas K∩Si ⊆ KM , où KM désigne la réunion

de A, D et de la suite centrale. Dans ce cas, K ∩ Si est contenue dans l’une
des deux zones SN

i ou SS
i , disons SS

i .
Si l’on a A ∈ SS

i etD 6∈ SS
i : alors on a d’une part yD < δ′, donc

(
MS(w)∪

SOII(w)
)
∩S = ∅. D’autre part, on a yB > α′, donc, comme la configuration

K est incompressible et que NEII(K) ne rencontre pas Γwi
, les abscisses de

B et D sont contenues dans un même intervalle de la subdivision donnée
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par les abscisses des points de Si. Alors les proriétés voulues concernant les
rectangles MN(w), NEII(w), MO(w) et ME(w) résultent de leur analogue
dans Γwi

. On a donc établi (5) dans ce cas. Les autres cas, plus simples, sont
laissés au lecteur. On a donc démontré le résultat pour K de type II telle que
s = t = 0.

2.2. Soit maintenant K de type II mixte. On décompose alors K en
trois parties : on note KN la réunion de {B} et de la suite NE, KM =
{A,D} et KS est la réunion de {C} et de la suite SO. On va montrer que
wIwJi

({A,B,C,D}) est une configuration (3412) de w, incompressible et de
zone centrale ne contenant pas de point de Γw, et que

Γw ∩
(
SOII(w) ∪NEII(w)

)
⊆

t⋃

j=1

SO(x−j, y
′
−j) ∪

s⋃

j=1

NE(xj − 1, y′j − 1) (♦)

avec les mêmes conventions d’écriture que précédemment. A nouveau, on
peut remplacer (♦) par

S ∩
(
SOII(w) ∪NEII(w)

)
⊆

t⋃

j=1

SO(x−j, y
′
−j) ∪

s⋃

j=1

NE(xj − 1, y′j − 1) (♦′).

Le résultat est clair si K∩Si = ∅, on suppose donc K∩Si 6= ∅. On remarque
que l’intersection de chacune des parties SS

i et SN
i avec K est contenue dans

l’une de KN , KM et KS.
2.2.1. Supposons pour commencer que K ne rencontre qu’une seule de

SS
i et SN

i . Les deux cas sont symétriques, il suffit donc de traiter par exemple
K ∩ Si ⊆ K ∩ SS

i . On suppose d’abord K ∩ SS
i = KN ∩ SS

i . Alors il est clair
que wIwJi

({A,B,C,D}) est une configuration (3412) de w. Par ailleurs, on a
yA < δ′, donc les propriétés voulues concernant les rectangles MO(w), C(w),
ME(w), MS(w), et SOII(w) résultent de leur analogue dans Γwi

. Les abs-
cisses de B et C sont nécessairement contenues dans un même intervalle
de la subdivision donnée par les abscisses des points de Si (sinon MN(wi)
contiendrait des points de Si). Il en résulte que MN(w)∩Γw = ∅. Concernant
NEII(w), il suffit de montrer que

NEII(w) ∩ wIwJi
(SN

i ) ⊆
s⋃

j=1

NE(xj − 1, y′j − 1) (♦′′).
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Or on montre que l’on a xD < w−1
i (α′) ou bien qu’il existe j ∈ [1, s] tel que

xj < w−1
i (α′) et yj < δ′. Dans le premier cas, il vient

NEII(w) ∩ wIwJi
(SN

i ) = ∅,

et dans le second, on a y′j = yj et on obtient

NEII(w) ∩ wIwJi
(SN

i ) ⊆ NE(xj − 1, y′j − 1).

On a donc établi (♦′′). Cela prouve le résultat voulu dans le cas K ∩ Si =
KN ∩ SS

i . Le cas K ∩ Si = KS ∩ SS
i , plus simple que celui que nous venons

de détailler, est laissé au lecteur.
Le cas K ∩ Si ⊆ K ∩ SS

i ⊆ K
M se traite de la même manière que son

analogue traité en 2.1.2.
2.2.2. Il reste pour terminer à montrer que K ne peut pas rencontrer à

la fois SN
i et SS

i . On remarque d’abord que si SS
i rencontre KN ou contient

D, alors SN
i ∩ K = ∅. De même, si SN

i rencontre KS ou contient A, alors
SS

i ∩ K = ∅. Ainsi, si K rencontrait à la fois SN
i et SS

i , on aurait

SS
i ∩ K ⊆ {A} ∪ K

S, et SN
i ∩ K ⊆ {D} ∪ K

N .

De plus, on n’a pas simultanément SS
i ∩ K ⊆ K

S et SN
i ∩ K ⊆ K

N , car les
ordonnées de A et D sont entre celles des points de KS et KN . Les possibilités
qui restent sont donc

A ∈ SS
i et SN

i ∩ K
N 6= ∅

ou, symétriquement,
D ∈ SN

i et SS
i ∩ K

S 6= ∅.

Mais on montre alors que l’on aurait (δ′, α′) v < v, exclu. Cela termine la
preuve de la proposition 5.4.8.
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Chapitre 6

Théorème principal

Nous pouvons maintenant démontrer le

Théorème principal 6.1. Le lieu singulier de Xw est la réunion des compo-
santes décrites dans la section 4.2. En particulier, les singularités génériques
sont de type S1 ou S2, c’est-à-dire soit un cône de matrices de rang au plus
1, soit un cône quadratique non dégénéré de dimension impaire d ≥ 5.

Preuve. Nous allons procéder par récurrence sur la dimension de Xw pour
montrer que Sing Xw = Σw. On peut supposer n ≥ 4 puisque les variétés de
Schubert de GL3/B sont lisses. L’énoncé a été établi dans le cas des variétés
covexillaires dans la partie I.

On suppose maintenant l’égalité démontrée pour toute variété de Schu-
bert de dimension ≤ k − 1, et on se donne Xw de dimension k. On peut
supposer w non covexillaire. On fixe alors une configuration (3412) de w,
bien remplie et de hauteur minimale, et on considère les quasi-résolutions
de Xw étudiées dans le chapitre 5. Etant donné une composante irréductible

Xv de Sing Xw, ou bien Xv ⊆
h⋂

i=1

Eπi
, ou bien il existe un entier i tel que

Xv 6⊆ Eπi
. Dans le premier cas, on obtient Xv ⊆ Σw, d’après la proposition

5.4.1.
Dans le second cas, considérons l’ouvert Regπi

. Nous utiliserons le fait
suivant : si Ω est un ouvert d’une variété X, les composantes irréductibles de
Sing X qui rencontrent Ω sont en bijection avec les composantes irréductibles
de Sing Ω, par l’application Y 7−→ Y ∩ Ω.

Ici, la composante irréductible Xv de Sing Xw rencontre Regπi
, donc

Xv ∩ Regπi
est une composante irréductible de Sing Regπi

. Comme πi in-
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duit un isomorphisme de Reg(πi) sur Regπi
, π−1

i (Xv ∩Regπi
) est une compo-

sante irréductible de Sing Reg(πi). Il existe alors, d’après le fait évoqué plus
haut, une composante irréductible Y de Sing Zi telle que π−1

i (Xv ∩Regπi
) =

Y ∩Reg(πi). Par ailleurs, comme la projection de Zi sur PI/PJi
est une fibra-

tion localement triviale de fibre Xwi
, les composantes irréductibles de Sing Zi

sont les PI ×
PJi Xvi

, avec Xvi
composante irréductible de Sing Xwi

. Ainsi, il
existe une composante irréductible Xvi

de Sing Xwi
telle que Y = PI×

PJi Xvi
.

Il vient alors, comme πi est surjective et propre, Xv = πi(PI ×
PJi Xvi

). Par
hypothèse de récurrence, on a Sing Xwi

= Σwi
, donc il existe une configura-

tion K de wi telle que vi = γ(K)wi. Il résulte alors de la proposition 5.4.8 que
Xv = XwIwJi

vi
⊆ Σw. Le théorème est démontré.

Remarque 6.2. Le théorème précédent, combiné avec [3], 3.3 et 4.6, per-
met de déterminer, pour chaque composante irréductible Xv de Sing Xw,
le polynôme de Kazhdan-Lusztig Pv,w et la multiplicité de Xw en ev, notée
mv,w (on renvoie par exemple à [29], chap.5, 14 pour cette notion). Si Nv,w '
Ci+1,j+1 alors

mv,w =

(
i + j
i

)
et Pv,w = 1 + q + . . .+ qu,

où u = Min (i, j), tandis que si Nv,w ' K2k+1, alors

mv,w = 2 et Pv,w = 1 + qk.

Exemple 6.3. On considère la permutation

w = (5, 10, 7, 2, 9, 8, 1, 6, 3, 4)

dans S10.

+

+

+

+

+
+

+

+

+
+
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Il y a deux points coessentiels bien bordés P1 = (5, 5) et P2 = (5, 7) ; P1

admet trois bordages minimaux, donnés par les couples de points d’abscisses
(3, 7), (3, 9) et (3, 10), tous dégénérés (l’un au Nord-Est, les deux autres au
Sud-Ouest). Le point P2 admet deux bordages minimaux, donnés par les
couples de points d’abscisses (2, 7) et (2, 8), non dégénérés, qui donnent deux
composantes de type S1. D’autre part, les configurations (3412) incompres-
sibles sont d’abscisses

1, 3, 4, 9
1, 3, 4, 10,
1, 6, 7, 9,
1, 6, 7, 10,
1, 8, 9, 10,
3, 6, 7, 8,
3, 6, 9, 10 (∗).

Elles donnent toutes des configurations II mixtes, sauf celle qui est marquée
d’une (∗), qui donne une configuration II pure.

Le lieu singulier de Xw a donc 9 composantes irréductibles. Elles sont
données dans le tableau ci-après. Dans la colonne de gauche, on a écrit les
configurations, données par les ordonnées des points, dans l’ordre des abs-
cisses croissantes, ainsi que le type de la configuration. Pour les configurations
I, les ordonnées y−∞ et y∞ sont marquées en gras ; pour les configurations
II, les ordonnées des points de la configuration (3412) sont indiquées en gras.
La composante irréductible correspondante v est donnée dans la deuxième
colonne ; les points où elle diffère de w sont en gras. Dans les quatre colonnes
suivantes, on donne la classe d’isomorphisme de la transversale, sa dimension
d = dimNv,w = `(w)− `(v), le polynôme de Kazhdan-Lusztig Pv,w, et enfin
la multiplicité mv,w.
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Configuration v Nv,w d Pv,w mv,w

I 10, 7, 2, 9, 8, 1 (5, 7, 2, 1, 10, 9, 8, 6, 3, 4) C3,3 5 1 + q + q2 6
I 10, 7, 9, 8, 6 (5, 7, 6, 2, 10, 9, 1, 8, 3, 4) C2,3 4 1 + q 3

IIm 5, 7, 2, 6, 3 (2, 10, 5, 3, 9, 8, 1, 7, 6, 4) C3,2 4 1 + q 3
IIm 5, 7, 2, 6, 4 (2, 10, 5, 4, 9, 8, 1, 7, 3, 6) C3,2 4 1 + q 3
IIm 5, 8, 1, 6, 3 (1, 10, 7, 2, 9, 5, 3, 8, 6, 4) C3,2 4 1 + q 3
IIm 5, 8, 1, 6, 4 (1, 10, 7, 2, 9, 5, 4, 8, 3, 6) C3,2 4 1 + q 3
IIm 5, 6, 3, 4 (3, 10, 7, 2, 9, 8, 1, 5, 4, 6) C2,2 3 1 + q 2
IIm 7, 2, 8, 1, 6 (5, 10, 2, 1, 9, 7, 6, 8, 3, 4) C3,2 4 1 + q 3
IIp 7, 8, 6, 3, 4 (5, 10, 3, 2, 9, 7, 1, 6, 4, 8) K5 5 1 + q2 2
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