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Introduction

On se place sur un corps algébriquement clos K, de caractéristique quel-
conque. L’objet de cette these est de décrire explicitement les composantes
irréductibles du lieu singulier d’une variété de Schubert arbitraire pour GL,, (K),
ainsi que la singularité le long de chacune d’entre elles.

Variétés de Schubert

On note B le sous-groupe de GL,(K) formé des matrices triangulaires
supérieures. Dans la variété de drapeaux classique IF,,(K), les B-orbites sont
paramétrées par le groupe symétrique d’ordre n, noté G, et appelées les
cellules de Schubert. On note {ey,...,e,} la base canonique de K", et K® =
K! C --- C K" le drapeau complet associé a cette base, ou KP = Vect (eq,...e,).
Alors, la cellule de Schubert C,, associée a la permutation w € &,, est, par
définition, la B-orbite du drapeau wK®, noté aussi e,. Explicitement, C,
est I’ensemble des drapeaux complets V* € [F,,(K) qui vérifient les relations
d’incidence suivantes : pour tous p, ¢ € [1,n],

dim(V? AK?) = #{i € [L,p] | w(i) € [1,q]}.

La variété de Schubert X, est 'adhérence de la cellule C,,, elle peut aussi
étre décrite en termes de relations d’incidence, par :

dim(V? NK?) > #{i € [1,p] |w(i) € [1,4]},

pour tous p, q.
Singularités génériques

L’inclusion des variétés de Schubert induit ’ordre de Bruhat-Chevalley
sur le groupe symétrique — nous suivrons cette terminologie usuelle, bien que
cet ordre ait été d’abord introduit par C. Ehresmann : pour v,w € &,,, v <
w <— X, C X,. La variété de Schubert X, étant B-stable, et B étant
connexe, les composantes irréductibles du lieu singulier de X,,, noté Sing X,

7



8 Introduction

sont B-stables, ce sont donc elles-mémes des variétés de Schubert. Elles sont
données par les permutations maximales v telles que le drapeau e, soit un
point singulier de X,.

Etant donné v < w, le voisinage ouvert standard du drapeau e, dans X,
se décompose comme le produit C,, X N, ; N, est appelée la transversale
a C, dans X,,. Alors, X, est une composante irréductible de Sing X, si et
seulement si e, est I'unique point singulier de N, ,,. Ce sont les singularités
génériques que 'on va décrire.

Les situations connues jusqu’ici (¢f. [3]) suggerent de définir les deux types
de singularité suivants. Soit X, une composante irréductible du lieu singulier
de X, ; on dira qu’elle est de type S; s’il existe des entiers i et j (7,5 > 2)
tels que N, ,, soit isomorphe a la variété C; ; des matrices de taille (i, j) et de
rang au plus 1, et on dira que X, est de type Sy si N, ,, est isomorphe & un
cone quadratique non dégénéré de dimension au moins 5.

L’étude des variétés de Schubert releve a la fois de la géométrie et de
la combinatoire, qui en offrent deux approches, plus complémentaires que
concurrentes. Le point de départ de ce travail a été de tenter de comprendre et
exploiter géométriquement des résultats combinatoires de A. Lascoux ([22]).

Une premiere illustration de l'interaction entre géométrie et combina-
toire est le critere de singularité de V. Lakshmibai et B. Sandhya (]20]) :
la variété de Schubert X, associée a la permutation w de &,, est singuliere
si et seulement s’il existe des entiers a < b < ¢ < d dans [1,n] vérifiant :
w(d) < w(b) < w(c) < w(a) — on dira que ces entiers forment une configu-
ration (4231) de w — ou bien w(c) < w(d) < w(a) < w(b) — configuration
(3412).

Variétés de Schubert covexillaires

Auparavant, A. Lascoux et M.-P. Schiitzenberger avaient introduit la no-
tion de permutation vexillaire ([24]) : w est vexillaire si elle ne contient
pas de configuration (2143). On dit qu’une permutation w, et par exten-
sion la variété de Schubert X, est covexillaire si elle ne contient pas de
configuration (3412); ainsi, w est covexillaire si et seulement si wwq est
vexillaire au sens de Lascoux-Schiitzenberger, wy étant la permutation maxi-
male de &,,. D’apres [22], on sait calculer les polynémes de Kazhdan-Lusztig
pour les variétés de Schubert covexillaires (Lascoux les appelle “vexillaires” :
nos paramétrisations des variétés de Schubert different d’'un facteur wgy a
droite). Ainsi, lorsque w est covexillaire, cela met en évidence les compo-
santes irréductibles du lieu des points non rationnellement lisses de X, qui
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sont exactement celles du lieu singulier d’apres [9]. En mettant en ceuvre ces
calculs, on a trouvé la forme conjecturale du résultat, puis on s’est attaché
a en établir une preuve géométrique : d’une part en décrivant les transver-
sales a certaines cellules C,, d’autre part en construisant une résolution,
particulierement intéressante car elle induit un isomorphisme au-dessus du
complémentaire de la réunion des X, dont on montre finalement que c’est
le lieu lisse de X,. On obtient ainsi que les composantes irréductibles du
lieu singulier d’une variété de Schubert covexillaire X, sont paramétrées par
les configurations (4231) de w qui sont minimales en un certain sens, et I’on
en donne une description explicite. Plus précisément, les composantes sont
paramétrées par certains points coessentiels de w — notion duale des points
essentiels définis par W. Fulton dans [13] — que I'on appellera bien bordés. De
plus, on montre que les singularités génériques sont de type S, conformément
au modele grassmannien ([3], cf. aussi [4]). Ce premier travail a fait I'objet
d’un article aux Annales de 'Institut Fourier ([6]). La premiere partie de ce
texte en est une version légerement remaniée.

Cas général

Ensuite, il était naturel de tenter de faire opérer les mémes techniques sur
les configurations (4231) d’une permutation arbitraire. On a ainsi obtenu, par
le calcul des transversales, un certain nombre de composantes irréductibles de
Sing X, de type S;. Cela nous a conduit au passage a un résultat auxiliaire
qui a son intérét propre : la description des composantes irréductibles de
la sous-variété d’une variété de Schubert définie par le renforcement d’une
condition d’incidence.

Il fallait également prendre en compte, dans le cas général, les configura-
tions (3412). On s’est bien entendu appuyé sur les cas connus (cf. [3] 4.6).
Grace aux calculs que 'on a pu effectuer en utilisant le programme Coxeter
de F. du Cloux ([5]), et a certaines idées tirées de [1] et [15], on s’est forgé
une intuition de la description des composantes irréductibles du lieu singulier
dans le cas général, toujours par la description des transversales. On a ainsi
exhibé d’autres composantes irréductibles du lieu singulier, ayant toutes une
singularité générique de type S; ou Ss.

On note >, la réunion des composantes identifiées a ce stade; elles sont
paramétrées par les configurations (4231) et (3412) de w qui sont minimales
en un certain sens. Plus précisément, on définit les notions de configura-
tion I et IT d’une permutation, qui sont une extension des configurations
(4231) et (3412) respectivement, et on leur associe des permutations < w.
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Les composantes de ., sont alors paramétrées par les configurations I dites
non dégénérées, et par les configurations II dites pures ou mixtes. Les sin-
gularités génériques sont de I'un des deux types S; ou Ss : les composantes
associées a des configurations I non dégénérées ou de type II mixtes ont une
singularité générique de type Sy, tandis que celles qui sont associées a des
configurations II pures ont une singularité générique de type S.

Il reste alors a montrer que X, est exactement le lieu singulier. L’approche
adoptée pour démontrer cette égalité conjecturale est la suivante : le résultat
étant connu dans le cas covexillaire, on a cherché a s’y ramener. Cela nous
a amené a considérer des “quasi-résolutions” des variétés de Schubert non
covexillaires, construites a partir de variétés de Schubert plus petites, qui,
d’une certaine maniere, présentent un moindre défaut a étre covexillaires.
L’étude des lieux exceptionnels de ces quasi-résolutions et du lien de ceux-ci
avec Y,, permet finalement d’établir I’égalité Sing X, = X,,.

A la suite de ce résultat, on obtient, pour chaque composante irréductible
X, de Sing X,,, le polynome de Kazhdan-Lusztig P, ,,, ainsi que la multipli-
cité de X, en e,. Les résultats de cette deuxieme partie sont annoncés dans
une Note aux Comptes Rendus ([7]).

Remarquons que, de maniere concomitante a notre travail, et avec une
méthode plus combinatoire, la description des composantes irréductibles du
lieu singulier dans le cas général a été obtenue, de maniere quasi-simultanée,
par L. Manivel ([27]) d'une part, S. Billey et G. Warrington ([2]) d’autre
part, et enfin C. Kassel, A. Lascoux et C. Reutenauer ([16]), en utilisant la
description de I'espace tangent obtenue par V. Lakshmibai et C. S. Seshadri
([21]) et par K. Ryan ([33]). Suite a cela, L. Manivel a également donné la
description des singularités génériques ([28]).
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0.1 Notations et rappels

K est un corps algébriquement clos de caractéristique arbitraire, G =
GL,(K), B est le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures,
U (resp. U™) est le groupe des matrices triangulaires supérieures (resp. infé-
rieures) unipotentes, T" est le tore maximal des matrices diagonales.

On note G,, le groupe symétrique d’ordre n, et < l'ordre de Bruhat-
Chevalley. Pour w € &,,, on note ¢, le point wB de G/B, C,, = Be, la
cellule de Schubert, et X,, = C,, la variété de Schubert associés. On note
¢(w) le nombre d’inversions de w ; on rappelle que I'on a /(w) = dim X,,. On
désigne par I',, le graphe de w.

La variété des drapeaux G/ B, sera aussi notée F,,. On notera K®* = K! C
.-+ C K" le drapeau standard dans F,,, associé a la base canonique de K",

notée {er,...,e,}. Pour g € G, on notera indifféremment gK* ou V' le
drapeau associé. Pour toute suite finie d’entiers 1 < d; < --- < dp < n, on
notera (g, . 4,:n) la variété des drapeaux partiels de dimensions dy, ..., dy

dans K". Pour p < n, on notera Gry(n) la grassmannienne des sous-espaces
de dimension p dans K".

Tous les intervalles considérés ici sont des intervalles de nombres entiers.
Sii et j sont deux entiers distincts de [1,n], on note (7, j) la transposition de
support {i, 7}, et pour ¢ < n — 1, on note s; la transposition simple (i,7+ 1).
Si I C [1,n— 1], on note P; le sous-groupe parabolique contenant B associé,
et &7 le sous-groupe parabolique de &,, correspondant. On note &,,;, (resp.
I&,42) ensemble des représentants minimaux (resp. maximaux) des classes
a droite de &,, modulo &;.

On rappelle le lemme suivant, qui se vérifie aisément en recensant les
inversions de v et v'.

11



12 Préliminaires

Lemme 0.1.1. Siv' = (i,5) v avec i < j et v=(i) > v7'(j), on a

(W) =) —1-2#{i<k<j|v () <v (k) <v (i)}

0.2 Singularités génériques

Les composantes irréductibles du lieu singulier de la variété de Schubert
X, sont données par les permutations maximales v telles que le point e, soit
un point singulier de X,,.

Etant donné v < w, I’ensemble v(U ™~ )e, N X, est le voisinage standard de
e, dans X,,. D’apres la décomposition de Bruhat, il est isomorphe au produit
Co X Ny OUN, o = [0(U7)NU |e, N X, (¢f. [17], Lemma A4). On appelle
N, la transversale a C, dans X,,. La cellule de Schubert C, étant un espace
affine, on a en fait : X, est une composante irréductible du lieu singulier
de X, si et seulement si NV, ,, a e, pour unique point singulier. Ce sont les
singularités génériques que 1’on va décrire.

Les situations connues jusqu'ici (cf. [3], 3.3 et 4.6) suggerent de définir
les deux types de singularité suivants. Soit X, une composante irréductible
du lieu singulier de X, ; on dira qu’elle est de type 5] s’il existe des entiers
ietj (i,j > 2) tels que N,, soit isomorphe & la variété C;; des matrices
de taille (7,7) et de rang au plus 1, et 'on dira que X, est de type Ss si
N, est isomorphe a un cone quadratique non-dégénéré Kox 1 de dimension
2k +1 > 5. Remarquons que dans le second cas, anneau local de NV, ,, en e,
est factoriel (cf. [30], I11.7, Example J) alors qu’il ne I'est pas dans le premier
(cela peut se déduire de [30], II1.9, Prop. 1, en considérant la résolution
Z={(D,u) | DePHu:K — D} de C;).

0.3 L’ordre de Bruhat-Chevalley

0.3.1 Le point de vue classique

L’inclusion des variétés de Schubert induit un ordre partiel sur le groupe
symétrique, appelé le plus souvent ordre de Bruhat-Chevalley : pour v, w €
G, v<w = X, CX,.

Cet ordre a d’abord été introduit par C. Ehresmann (cf. [12]), qui I'a

décrit en termes de clef d'une permutation; on note, pour tout k, vf <
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- < vF les entiers v(1),...,v(k) ordonnés en une suite croissante. On a
alors v < w si et seulement si v;‘? < w;? pour tous j < k < n.

Cette description permet de démontrer le lemme suivant. Si v et w sont
deux permutations de {1,...,n} qui coincident sur k places, elles définissent
naturellement des permutations ¥ et @ de {1,...,n —k} comme suit : soient
11 < --- < 1 les entiers sur lesquels v et w coincident. Soit ¢ 'unique
bijection croissante de {1,...,n}\ {i1,... i} dans {1,...,n — k}, et soit ¢
I'unique bijection croissante de {1, ..., n}\{v(i1),...,v(ix)} dans {1,...,n—
k}. Soient alors © = ovop et w=1owoep!; cesont des éléments de
S, —k. On a alors le

Lemme 0.3.1. v <w <— v < w.

Une troisieme caractérisation de 'ordre de Bruhat-Chevalley nous sera
utile. Elle fait intervenir la fonction rang associée a une permutation : pour
w € &, et (p,q) € [1,n]?, on définit

rw(p,q) = #{m [m <p et w(m)<q}.
On a alors le lemme suivant (cf. [26], Prop. 2.1.12),

Lemme 0.3.2. Pour v,w € 6,

v<w <= 1,(p,q) >ru(p,q) Vp,q€l,n].

0.3.2 Une nouvelle approche : les corectrices

A. Lascoux et M.-P. Schiitzenberger ont introduit une nouvelle approche
de l'ordre de Bruhat-Chevalley sur le groupe symétrique, en définissant les
rectrices d'une permutation (cf. [25]). Il est plus commode pour nos besoins
de considérer une notion duale, et nous parlerons des corectrices d’une per-
mutation.

On appelle cograssmanniennes les permutations n’ayant quune montée,
et cobigrassmanniennes les permutations cograssmanniennes dont l'inverse
est aussi cograssmannienne. Une cobigrassmannienne est déterminée par un
quadruplet d’entiers (ng, ni, ng, n3), avec ng,ng € N, ny,ng € N et > n; =
n :on coupe (n,n—1,...,1) en quatre blocs dont les cardinaux sont les n;, et
on permute les deux blocs médians. Explicitement, une cobigrassmannienne
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v est de la forme :
(i) =n+1—1i pour 1<1i < ny,

v(@) =n+1—ny—i pour ng+ 1 <i<ng+ng,
(i))=n+1+n;—1 pour ng+ny+1<1i<ng+n;+ no,
(i))=n+1—17 pour ng+ny+ny+1<i<n.

X

Un T Mo ns

On dispose alors d'un critere simple pour comparer une permutation ar-
bitraire et une cobigrassmannienne, analogue a [25], Lemme 4.3 :

Lemme 0.3.3. Soientw € G,, et ¢ la cobigrassmannienne définie par le qua-
druplet (ng,mi,n9,n3). On a w < ¢ si et seulement si [’ensemble
w([1,n9 4+ n1]) N [1,ny + ng] contient au moins ny éléments.

Il est encore plus simple de comparer deux cobigrassmanniennes : si ¢ et
¢’ sont les cobigrassmanniennes associées respectivement a (ng,ni, ng, n3) et
ny < ny ny > nj
ng < nj ng >nj

Les cobigrassmanniennes permettent de décrire l'ordre de Bruhat-
Chevalley de la fagon suivante : notant C I’ensemble des cobigrassmanniennes,
on munit ’ensemble des parties de C de 'ordre inverse de 'inclusion. Alors,
d’apres [25], Papplication qui a w € &,, associe 'ensemble {c € C | w < ¢}
induit un isomorphisme d’ensembles ordonnés de &, sur son image dans
2¢. Etant donné une permutation w de &, les éléments minimaux de {c €

(ng, ny,nb,nk), alorsonac < ¢ si et seulement si
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C | w < ¢} sont appelés corectrices de w ; d’apres ce qui précede, leur donnée
détermine entierement w.

Pour les décrire explicitement, introduisons ’ensemble coessentiel de w,
dual de 'ensemble essentiel défini par W. Fulton (cf. [13]) :

Coess(w) = {(p, q) € [1,n)?

w(p—1) < g <w(p) }
wig)<p-l<wl(g+1) [°

Cet ensemble parametre les corectrices de w. La corectrice associée au point
coessentiel (p, ¢) de w, notée ¢, 4, est donnée par son quadruplet (ng, nq, ne, n3)
comme suit :

X
no = #{m <p | wm) > q} X no| , " X
mo=#{m<plwm)<q  1|X x
ny = #{m >p | w(m) > q} : X
i n, X
nz =##{m >p [ w(m) < ¢} - X Xng
| X
p

Définition 0.3.4. Soit ¢ une cobigrassmannienne, associée au quadruplet
(ng, n1,m2,m3). On dit que c est itérable si on a ng,n3 > 1, et on définit alors
l'itérée c! de c par son quadruplet (ng — 1,11 + 1,19 + 1, n3 — 1). Elle vérifie
I'inégalité ¢! < c.

0.4 Description des variétés de Schubert

La fonction rang définie en 0.3.1 permet de décrire les variétés de Schubert
en termes de relations d’incidence : la variété de Schubert X, est ’ensemble
des drapeaux complets V* de K™ qui vérifient pour tous p,q € [1,n],

dim(V? NK?) > ry(p, q)

(cf. par exemple [26], Prop. 3.6.4).
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Les points coessentiels de w fournissent un ensemble minimal de relations
d’incidence pour X, : les relations dim(V?~! N KY9) > r,(p — 1,q) pour
(p,q) € Coess(w) sont indépendantes et suffisent a décrire X,, (cf. [14] chap.
10, ex. 6).

Comme de plus la fonction rang en un point coessentiel (p,q) vérifie
rw(p,q) = row(p — 1,q) (puisque 'on a w(p) > ¢q), ces relations s’écrivent
aussi dim(VP~' NKY) > r,(p, q) pour (p,q) € Coess(w).

En particulier, la variété de Schubert associée a la cobigrassmannienne ¢
de quadruplet (ng, ni,ne, ng) est définie par la seule relation

dim (V™o N K™ Hm8) > py.

0.5 Quadrants et rectangles

La donnée d’un point (p, ¢) du carré [1, n]? détermine les quatre quadrants
suivants :

NO(p.q) ={(i,j) | i <p.j > q} | NO(p,q) | NE(pq)

SO(p,q) ={(i,j) i <p,j < q} 7L

NE(p,q) = {(i.4) | i > p.j > q} SO(pa) | SE(m.q)

SE(p,q) =1{(i,7) | i >p,j < q}

p

On considére w € &,,. Les quadrants associés a (p, q) déterminent natu-
rellement la partition suivante du graphe de w :

NO(p,q) =TWw N NO(p, q),
SOu(p,q) =TwN SO(p,q),
NEw(p7 Q) = Fw m NE(pv Q)v
SEw(p,q) =TwNSE(p,q).

Si (p+ 1,q) est un point coessentiel de w, cela correspond au découpage
donné en 0.3.
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On note A(NOy(p,q)) (resp. O(SE,(p,q))) la frontiere Sud-Est (resp.
Nord-Ouest) de NO,(p,q) (resp. SE,(p,q)). On notera simplement NO,
NOy, O(NOy), ete. lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

On introduit aussi les notations suivantes ; soient a et b deux entiers dis-
tincts de [1, n]. Ecrivant indifféremment [a, b] et [b, a] pour désigner I'ensemble
des entiers compris entre a et b, on note :

Soient maintenant A et B

= ]a7b[x]w(a)’w(b)[
= [a,b]x[w a)’w(b)]
= Jwa),w™(b) [x]a,b]
= [wa),w 1 (b)] x [a,b].

deux points distincts du graphe de w, de co-

ordonnées respectives (a,w(a)) et (b,w(b)), on désigne aussi par R p)(w)
(resp. R(a,p)(w)) le rectangle R, ) (w) (resp. Rgp(w)).
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Préliminaires



Premiere partie

Cas des variétés de Schubert
covexillaires
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Introduction

On dit qu'une permutation w, et par extension la variété de Schubert X,
est coverillaire si elle n’a pas de configuration (3412). Les points coessentiels
d’une telle permutation vérifient la propriété suivante (cf. [26] Prop. 2.2.8) :
si (p,q) et (p/,q') sont deux points coessentiels tels que p > p’ alors on a
q > ¢'. Ainsi, 'ensemble des points coessentiels de w est totalement ordonné
pour l'ordre produit sur [1,7n]%. On parlera donc de la suite croissante des
points coessentiels de w.

De plus, la suite des rangs associée est alors strictement croissante. En
effet, si (p,q) et (p,¢") sont deux points coessentiels de w consécutifs avec
p < p/, alors, comme on vient de le remarquer, on a aussi ¢ < ¢'. Ainsi on
a SO(p,q) C SO(p,q), dou ry(p,q) < ru(p',q). Si de plus p < p/, alors le
point (p'—1,w(p'—1)) est dans SO(p', ¢') mais pas dans SO(p, q), tandis que
sip=p alorsonaq<¢,etlepoint (w(qg+1),q+ 1) est dans SO(p', ¢')
mais pas dans SO(p, q). On a donc bien r(p, q) < (P, ¢).

On va montrer que dans le cas covexillaire, les singularités génériques sont
de type 51, comme dans le cas grassmannien (cf. [3] et [4]).
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Chapitre 1

Des composantes irréductibles
du lieu singulier

Soit w € &,, une permutation covexillaire. Soient (P;);<;<x la suite crois-
sante des points coessentiels de w, P, = (p;,q), (7i)1<i<k la suite stric-
tement croissante des rangs de w aux points coessentiels, et enfin pour
i€ {l,...,k}, ¢ la corectrice de w associée au point coessentiel P;.

Définition 1.1. Un point coessentiel (p,q) de w est dit bien bordé si la
corectrice de w associée est itérable, c’est-a-dire si le graphe de w rencontre
les quadrants NO(p — 1,q) et SE(p —1,q).

Soit P; = (p;, ¢;) un point coessentiel bien bordé de w. On va construire
une composante irréductible du lieu singulier de X, associée a P;.

Soient x., 'abscisse du point du graphe de w le plus a I'Est dans le
quadrant NO(p; — 1, ¢;), et ©_ 'abscisse du point du graphe de w le plus a
I'Ouest dans le quadrant SE(p; — 1, ¢;), ¢’est-a-dire

Tog =sup {p | p<p; et w(p) > ¢},
T o=1inf {p|p>p; et wp) <q}.

On pose Yoo = W(Tso) €t Y—oo = W(x_o). Comme w est covexillaire, le point
(Too, Yoo) €St aussi le point du graphe de w le plus au Sud dans le quadrant
NO(p; — 1,q;) : en effet, si NO(p; — 1, ¢;) contenait un point (x,w(z)) avec
w(z) < Yoo, ON aurait aussi r < x, par définition de z., et les points
d’abscisses T, oo, pi — 1, w™(q; + 1) formeraient une configuration (3412). De
méme, le point (2_«,y_o) est aussi le point du graphe de w le plus au Nord

23
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dans le quadrant SE(p; — 1,¢;). Autrement dit, on a

NOw(pi —1,¢) € NO(Zoo, Yoo — 1),
SEw(pz - 17(]2) g SE(:E—OO - 17y—oo)'

De plus, comme (p;,q;) est un point coessentiel de w on a les inégalités
suivantes :
Too < Pi — 17
Tooo = Dis
Y- < g,
Yoo = G + 1.

Lemme 1.2. Le rectangle R, »_..)(w) rencontre chacun des deux ensembles
SOu(pi —1,4;) et NEu(pi — 1, ).

La situation est résumée sur le diagramme suivant :

X J :
Yoo X -
....... s
i | | X
i | X |
| : X |
i \ . \
: X
L0 0 ; |
i | X
i ! X !
| : X |
R S e
; X *
a | | |
i \ X . \
| X : |
! X : 0 0
< 5 l
L X o
Y- L : @ . X
Loo Di T — o

Preuve. Comme (p;, ;) est un point coessentiel de w, on a w™!(g;) < p; et
w(p; — 1) < ¢;. De plus on a w(zs) > ¢, en particulier w™!(g;) # oo, On est
donc dans I'un des deux cas suivants : w™'(q) > 7o + 1 ou w(g) <
Too. Dans le premier cas, le point (w='(g),q) est dans SO(p; — 1,¢;) N
R (2o ,_)(w). Dans le second cas, on a nécessairement y_o, < w(p;—1), sinon
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les abscisses w_l(qi) < Too < p; — 1 < x_, donneraient une configuration
(3412). Le point (p; —1,w(p;—1)) est alors dans SO(p;—1, ¢;)) "R(zm 2oy (W).
Ainsi la zone SO(p; — 1,¢;) N Rz 2_.)(w) contient au moins un point du
graphe de w.

On montre de méme que la zone NE(p; — 1,¢;) N Rz »_..)(w) contient
nécessairement 'un des deux points (w(¢; 4+ 1),¢; + 1) ou (p;, w(p;)), donc
rencontre le graphe de w. O

On associe a (p;, ¢;) deux suites de points du graphe de w, et deux entiers
s; et t;, les longueurs de ces suites ; la premiere suite est la frontiere Sud-Ouest
de NE,(pi —1,¢i) N Rz o_)(w) (non vide d’apres le lemme 1.2), appelée
suite Nord-Est associée a (p;, ¢;), notée (Tn, Yn)i<n<s;, avec ¢; < y1 < -+ < Ys,
et x4 > - > x,, > pi.

La seconde est la frontiere Nord-Est de SOy, (pi — 1,¢) N Rzee z_o0) (W),
notée (Tn, Yn)—t;<h<—1, AVEC 3 > Y1 > - > Yy et v < - < Ty, < ;.

Exemple 1.3. On consideére la permutation

w = (16,3,15,5,7,4,6,2,13,9,12, 11,8, 1, 10, 14)

dans Gyg, et le point coessentiel (9,7). Sur le diagramme suivant, on a
représenté par des e les points du graphe de w de coordonnées (T, Yoo)
et (T_ oo, Y—_oo) ainsi que les points des suites Nord-Est et Sud-Ouest, et par
des o les autres points du graphe.
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o .
yoo L o
.- - — - — - — — — — 1
\ : \ ©
| ‘o |
| : o \
| : o |
3 | : |
i | : o °
| \ : ° \
| : ol
e, R
q | ‘ ° ‘
° .
i | : |
| | O : \
| o : |
o | . |
| : |
Lo e. N
yioo ! : e
Lo Di T—o

Définition 1.4. On notera X' = Xjr UX® (resp. V' = yi U Y") I'ensemble
des abscisses (resp. ordonnées) ainsi construites, ou

X}:r ={xzy | h €[1,s] U{-00}}, _Xf ={x, | he[~t;,—1]U{o0}},
Vi=Aun|hel,sJU{oo}}, V. ={yn|he[-t;,—-1]U{—0c}}.

On omettra 'exposant ¢ lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.
On définit alors le cycle v; par

Vi = <y007 Y-1, -5 Y=ty Y005 Y1, -+, y8)7

et la permutation 7; par
T, = 7 W.

On note D! la région de [1,n]? définie par :

t; Si
D)= Ripa (W) \ ( L SO(@—n = 1,y-n =) U NE(z) — 1,y — 1)),
h=1 h=1

et D; la région obtenue en retirant a D) la bande d’ordonnée vy, et la bande
d’abscisse r_.
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Exemple 1.5. On reprend I'exemple précédent ; la permutation 7; est alors
donnée par
(16,3,7,5,6,4,2,1,15,13,12,11,9, 8,10, 14).

Sur le diagramme suivant, on a représenté par des e les points du graphe de
7; dont I'abscisse est dans X?, et par des o les autres points du graphe de 7;.
On a représenté par des + les points du graphe de w dont 1’abscisse est dans
Xt Enfin D; est la région délimitée par les pointillés.

,O °
Yoof  + . ®
[ | o
| + e
| e
D o
| | o
I 4 °
..... e
4 o _t .:
o 1 |
o: . |
o o I
i o +: |
Y- ‘ —!.' ‘ I+
Lo Di T—oo

Démontrons maintenant quelques propriétés simples de la permutation 7;
qui résultent de sa construction. On note xp, la fonction caractéristique de
I’ensemble D;.

Lemme 1.6. (a) r;, =7y + Xp,, en particulier 7, < w,

(b) €(mi) = l(w) — (s; + t; + 1),

(¢) 7o (p; — 1, 45) = rw(p; — 1,q5) 4 0i; pour tout (p;,q;) € Coess(w).
Preuve. On vérifie que r,, = r, + 1 sur D; et r,, = r, en dehors de D;.

Compte tenu du lemme 0.3.2, cela implique 7; < w.
On remarque que ; peut s’écrire

Yi= Y-1,91) [(Y-1,9-2) - (Yt Yoo)] [(Y1,92) - (Vs Yoo)]-
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D’apres le lemme 0.1.1, si ¢/ = (a,b) o avec a < b et 07 (a) > o~(b), aucun
point du graphe de o n’étant a 'intérieur du rectangle de sommets (o~!(a), a)
et (071(b),b), alors £(c’) = £(c) — 1. Ici, l'intérieur de D) ne contient aucun
point du graphe de w. On est donc dans la situation précédente pour chacun
des produits par une transposition permettant de passer de w a 7;. L’assertion
(b) en résulte immédiatement.

Reste, pour démontrer (c), a s’assurer que pour tout autre point coessen-
tiel (p;, ¢;), le point (p;—1, ¢;) n'est pas dans D;. Comme D; C Rz o .y(w)\
({# = 2} U{y = yso}), on peut supposer (p; — 1,¢;) € Rzeo_o)(w), et
que ce point n’est pas dans les bandes d’abscisse x_,, ou d’ordonnée 7.
Ainsi, on suppose que 'on a les inégalités

{xoogpj_1<xoo
Yoo < G < Yoo-

Supposons pour commencer p; > p;. 1l vient alors w(p; — 1) > ¢;; en
effet, si 'on a p; — 1 = p;, c’est I'une des inégalités qui caractérise le point
coessentiel (p;,q;), et sinon, on a p; < p; — 1 < T_o, et cela résulte alors
de la définition de x_«. Ainsi (p; — 1,w(p; — 1)) € NE,(p; — 1, ¢;). Comme
les points (x5, Yn)nef,s,] forment la frontiere Sud-Ouest de NE,,(p; — 1, ¢;), il
existe un entier h tel que (p; — 1,w(p; — 1)) € NE(xp, — 1,y, — 1). On en
déduit, comme ¢; > w(p; — 1), que (p; — 1,¢;) € NE(z, —1,y, — 1), et donc
(pj —1,q;) ¢ D;. De méme, si p; < p;, on obtient (p; — 1,q;) ¢ D; comme
conséquence de l'inégalité ¢; < w(p;).

Supposons enfin p; = p;, on a alors w™(g;) < p; = pi < w(g; + 1).
Comme on a supposé

4 < Yoo =inf{q | ¢> g, 0w (q) < pi}
g +1>y o=sup{q|q<q,w (g >n},

il vient d’une part ¢; < ¢; et d’autre part ¢;41 > ¢;, c.-a-d. ¢; > ¢;. Ainsi on
a ¢; = ¢;, et on obtient (p;, q;) = (pi, ¢;). Cela acheve la preuve. O

Nous allons maintenant décrire la transversale N, ,,. Soit 7; € GL, la
matrice de la permutation 7;.
On renvoie a 1.4 pour la définition de X_ et ), et on définit alors

urqy =1 pour tout I,

Cy..v. = u=(up) € GL, | Unl = 0si h¢Y, oulg¢gX

rg (Uup)pey, <1
leXx_
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Le tore T agit sur Cy, x par : t-u = tu(7; 't7'7;).
Nous allons démontrer le

Théoreme 1.7. L’application u —— uK® induit un isomorphisme T -équi-
variant de Cy, x_ sur N w- En particulier, X, est une composante irréductible
du lieu singulier de X,,.

Preuve. Par définition, N7, ., = [1:(U~)NU " |e,,NX,,. Il résulte de la décompo-
sition de Bruhat que 'application

gbl (?iUfﬂUfFi) — [Ti(Uf)ﬂUf]GTi
U — ukK*®

est un isomorphisme T-équivariant. Il s’agit de montrer que
Cy.x. = ¢~ (M)

On remarque d’abord que

U NUT = {u € GLn up =0si h<7(l)ou I >77(h)

urnqy =1 pour tout I, }

Fixons maintenant u € gb’l(/\/}i,w), et montrons que uy; =0sil & X_ et
h>7(l),ousi hg Y, etl < '(h).

Considérons pour commencer le cas ou [ ¢ X_. Alors le point (I, 7;(1))
n’est pas dans D;, on a donc, d’apres le lemme 1.6, ., (I, 7;(1)) = 7, (1, (1)).
L’espace u(K') + K™ contient la famille de vecteurs

{en,. et U{ue, | p <1, 7(p) > (D)} U {ue —eqny }-

S'il existait h > 7;(1) tel que up; # 0, alors cette famille serait libre. Or son
cardinal est

() +l—r, (L) +1=70) +1 —ru,(, (1) + 1,

alors que dim(u(K") +K7®) < 7;(1) +1 —r,(l, (1)), une contradiction. Cela
montre que uy; = 0 pour tout h > 7;(1).
On montre de méme que si h € Y, , alors uy; = 0 pour tout [ < 7, *(h).

Soit maintenant p le rang de la matrice extraite (un)pey,. On considere
lex_
I'espace F' engendré par la famille de vecteurs

{e1,...,eq,} U{ue, | p<pi—1,7(p) > ¢} U{ue, | € X_}.
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On voit que sa dimension est
¢ +pi—1—r(pi —1,q)+p.
D’autre part on a r, (p; — 1,¢;) = 7w(pi — 1,¢;) + 1, et donc il vient
dim F =p; =1+ ¢ —mw(pi — 1,q:) — 1+ p.

Or F est contenu dans I'espace u(KPi~!) + K%, qui est de dimension au plus
pi—1+q —ru(p; —1,¢;). On obtient donc p < 1.

On a donc montré que ¢~ (N, ) € Cy, x . Or Cy, x est une variété
irréductible de dimension s; + ¢; + 1, et d’apres le lemme 1.6, N, ,, est aussi
de dimension s; +t; + 1. On obtient ainsi ¢~ (N, ) = Cy, x_.

La variété Cy, »_ a un unique point singulier : 7;. On en déduit que X,
est une composante irréductible du lieu singulier de X,,. O



Chapitre 2

Réciproque, description du lieu
singulier

On conserve les notations du chapitre précédent.

Nous allons d’abord construire une résolution de la variété de Schubert
Xy, du type de celles considérées par A. Zelevinsky (cf. [34]) et par K. Ryan
(cf. [33]), que 'on utilisera & plusieurs reprises dans la suite. Soient

Zw = {(U.u V.) € F(rl ..... TEiN) X IE?n | U’ g ijil N K% pour tout j},
7 Z, — [, la seconde projection, et
Q={V*eF, | dim(V* ' NK%) = r; pour tout 7}.

Proposition 2.1. La projection 7 fait de Z,, une résolution de X,,. De plus,
7w induit un isomorphisme au-dessus de 'ouvert ) de X,,.

Preuve. On montre d’abord que la variété Z,, est irréductible et lisse, par une

méthode inspirée de [33]. On donne ici les détails de la preuve afin d’obtenir

une formule explicite donnant la dimension de Z,,, qui sera utile dans la suite.
Considérons d’abord la variété

oy = {U*,V*) €Fpry,mpm) X Fn | U7 C VPi~! pour tout 5}.

La premiere projection F,. . ..y X Fy — F(, .. induit une fibration

localement triviale m; : Z,, — F(., . ..m), de fibre isomorphe a

Y ={V*ecF, | K7 C VP! pour tout j}.

31
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On a
71-1(Zw) = {U. € F(rh...,rk;n) | U - K% pour tout j}

et 7 'm(Zy) = Zy, donc m; induit une fibration localement triviale Z,, —
Y’ ou
Y = {U. € F(T’l,---ﬂ"k;n) ‘ U C K% pour tout ]}7

de fibre Y. Il suffit maintenant de montrer que Y et Y’ sont irréductibles et
lisses. R R

On projette d’abord Y sur la variété Y = {V* € F,, 1, po—1m) | K7 C
yri-l pour tout j}. Cette projection est une fibration localement triviale
dont la fibre est un produit de variétés de drapeaux, donc irréductible et
lisse. Définissons pour 1 < j <k,

?Zj = {‘7. € Fp—1,.p—1in) | K™ C yen-l pour tout h > j}.

Alors }A/Zk est une grassmannienne, donc elle est irréductible et lisse. Puis on
observe que la projection naturelle de }A/Zj,l sur }A/zj est une fibration locale-
ment triviale, de fibre isomorphe a une grassmannienne, donc irréductible et
lisse. On obtient ainsi par récurrence l'irréductibilité et la lissité de tous les
Y>;, en particulier de Y = Y>,.

De méme, les projections

F(rl,...,rk;n) — F(rl,...,rk_l;n) e Grn (TL)

font de Y une suite de fibrations en grassmanniennes, donc Y est irréductible
et lisse. On a ainsi le résultat pour Z,,.

Il est clair que Z,, se projette par m sur X,,, et que 7 est bijective au-
dessus de l'ouvert 2 de X,,. En particulier on en déduit que les variétés Z,,
et X, ont méme dimension. Soit z, = (K" e,) € Z,, l'orbite Uz, est un
ouvert dense de Z,, et il résulte de la décomposition de Bruhat que 7 induit
un isomorphisme Uz, — Ue,, ; par conséquent 7 est birationnelle.

Comme €2 est un ouvert de la variété normale X,, (cf. par exemple [32]), il
résulte alors du théoreme principal de Zariski que 7 induit un isomorphisme
au-dessus de Q (cf. [10] 5.4, cor. 2). O

On déduit de cette proposition que 'ouvert €2 de X,, est formé de points
lisses. Le lieu singulier de X, est donc contenu dans le complémentaire de €2,
cest-a-diredans |  X,NX. (¢f. 0.4). Nous montrerons qu'il y a en fait

¢; itérable
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égalité, et que les intersections X, N X1 sont les composantes irréductibles
k2
du lieu singulier construites au chapitre 1.
Pour commencer, nous avons la

Proposition 2.2. Pour tout i € {1,...,k} tel que la corectrice c¢; soit
itérable, la variété X, N X1 est irréductible.

Preuve. On fixe ¢ dans {1,...,k} tel que la corectrice associée soit itérable,
c’est-a-dire tel que le point coessentiel P; soit bien bordé. Nous allons montrer
que lintersection X,, N X, est I'image d'un morphisme Z! — X,, ou Z
est une variété irréductible.

Comme le point coessentiel P; est bien bordé, il existe un entier p < p; tel
que w(p) > ¢;. On a donc 7; < min(p; — 1,¢;). On définit la suite (r})i1<j<x
par :

T ; = Tj -+ 52J
Cette suite est croissante. On définit alors la variété
7L ={(U*,V*) € Fi,.rim) X Fn | U™ C VP~ K% pour tout j}.

Soit 7; la projection de Z sur le deuxieme facteur m; : Z — X, .
U, ve) — V*
Par construction, I'image de m; est contenue dans X, NXc. Réciproquement,
si Ve Xy, NXa, la suite E; = VPi~! N K% pour j < k est croissante car
w est covexillaire, et on a dim F; > r; On peut donc choisir Ui C E;
pour j < k avec dim Ui = 'r’; et U5 C Ui+, Ainsi X, N Xcll est I'image
de 7;, et il reste & montrer que Z' est irréductible. Cela se fait aisément
en adaptant la preuve de l'irréductibilité de Z,, dans la proposition 2.1 :
la projection de Z! sur le premier facteur est une fibration localement tri-
viale de base Y = {U* € Firiiny | U C K% pour tout j}, et de fibre
isomorphe & Y? = {V* € F, | K% C V%! pour tout j}. On démontre
Pirréductibilité de Y7 et Y'# comme on a procédé pour Y et Y. Cela achéve
la démonstration. O

Remarque 2.3. On notera v; la permutation définie par X,, N X, = X,,.
On observe que pour toute autre corectrice itérable c;/, les permutatilons v; et
vy sont incomparables. En effet, on a r,,(p; — 1,¢;) > r§ pour tout (p;,q;) €
Coess(w). Mais d’apres le lemme 1.6 (c), on a 7; < v; et rr(p; — 1,¢;) =1}
pour tout j. On en déduit que 7, (p; —1,¢;) = 'r’; pour tout j. En particulier,
d’apres le lemme 0.3.2, v; et v; sont incomparables.
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Voyons maintenant la
Proposition 2.4. Le point e,, est singulier dans X,,.

Preuve. Supposons au contraire que ce soit un point lisse. Considérons

Clos,w] = U Be,,.

v Sys<w

Alors (Y, ] est un ouvert B-stable et lisse de X,, contenant e,,. La projection
T Zy — X, induit une projection birationnelle 7 : 77 (Cly, w]) — Clu; )
Notons Reg(m) 'ouvert de Z,, formé des points admettant un voisinage ouvert
U tel que 7 induise un isomorphisme de U sur w(U). Le fermé complémentaire
de Reg(m) est le lieu exceptionnel de 7, noté Ex(7). On note aussi Reg, et
Er les images par m de Reg(m) et Ex(7). On définit de la méme maniere
Reg(7), Ex(T), Reg et &=

D’aprés une forme du théoréme principal de Zariski (cf. [30], III, 9,
prop.1), si T n’est pas un isomorphisme, on aura 1’égalité suivante :

dim(Ex(7)) = ((w) — 1 (f).

Nous allons expliciter le lieu exceptionnel de 7™ pour voir que cette égalité
n’est pas vérifiée. Cela achevera la démonstration.

Observons que comme 7 est surjective, £, est le fermé complémentaire de
Reg_ ; il en est de méme pour T, et il en résulte en particulier que Ex(7) =
7 1(&r). Comme 7 est un isomorphisme au-dessus de 'ouvert 2, on a £, C Q°
(ou ¢ désigne le complémentaire), c.-a-d. &, C U XuNXa. On en

c; itérable !
déduit, compte tenu de la proposition précédente, &£, C U X,
c; itérable

On a remarqué que les permutations v; associées aux corectrices itérables

de w sont incomparables, donc Cp, ) N ( U  Xy;) = Be,,, et il vient
c; itérable

&= C Be,,. Ainsi, I'image du lieu exceptionnel de 7 est soit égal a Be,,, soit

vide, selon que e,, € & ou non. On s’intéresse donc maintenant a la fibre de

7T au point e, :

%_1(6%) = {U. S IF(1“1,...,%;11) | U C ‘/vlzj_l NK% pour tout j}

Comme on I'a remarqué précédemment, on a dim(V,’ n K%) = r; +
d;; pour tout j, donc on a

ﬁ’l(evi) ~{U" € Gry,(n) | vazl’l’l NK%1 C U™ C vai’l NK%},
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c’est-a-dire
T (ey,) > P(K 1),

En particulier, comme r; — 7,1 +1 > 2, e,, € &, d'ou & = Be,,.

On déduit de la décomposition de Bruhat lisomorphisme 7 !(Be,,) ~
7T 1(ey) X Be,,, et donc dim(71(Be,,)) = r; — ri_1 + L(v;). L'égalité ()
donne donc

E(w) — E(?}Z) =71, —Ti_1+ 1.

On peut d’autre part tirer des preuves des propositions 2.1 et 2.2 une
autre expression de la codimension de X, dans X,. En effet, on a déja
remarqué que dim X,, = dim Z,,. D’autre part, ’ensemble

0= {V* e X, | dim(V" ' NKY) = ri}

est un ouvert non vide de X, et la projection m; est bijective au-dessus de cet
ouvert, on a donc dim X, = dim Z’. En reprenant pas & pas les preuves de
ces propositions (2.1 et 2.2), on obtient, en posant py = 1,79 = 0, et pgr1 =
Qe+1 =Tey1 =n+ 1

k
dim Z,, = %;O(pm — i) Pjr1 —pj — 1)+
A k
Zp]Jrl 1—7”J —|—Z le _Tj)
j=1 i=1
et
R
dim Z;, = 5 ;(pjﬂ —pj)(Pj+1 —pj — 1)+
& k
ijJrl—p] —1—7” +ZT_T 1 _T;)'
j=1 i=1

Dot par soustraction : £(w) —€(v;) = (pit1—pi) — (¢ — 1)+ (ri+1—1i_1) +

(Giy1 — Tig1)-
En rapprochant les deux expressions, on obtient :

(pi+1 - pz) + (q2+1 qi ) =Tiy1 — 15
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Cela est absurde, car par un raisonnement simple de dénombrement, tenant
compte, suivant les cas, des inégalités w(p; 1) > ¢ir1 ou w™(g; +1) > p;, on
montre que I'on a toujours

Tiv1 — 7 < (Piv1 — pi) + (@1 —qi) — 1.

Cette contradiction montre que e,, est un point singulier de X, et la pro-
position 2.4 est démontrée. O

Il résulte immédiatement de cette proposition que Sing X, = J = X,
¢; 1térable
et v; = 7; pour tout ¢ tel que la corectrice ¢; est itérable.
On a ainsi obtenu le théoreme suivant

Théoreme 2.5. Soit w une permutation covexillaire.

(a) Les composantes irréductibles de Sing X, sont en bijection avec l'en-
semble des points coessentiels bien bordés du graphe de w : la composante
correspondant au point P; est donnée par la permutation T; construite au cha-
pitre 1. Elle est de type S1, la transversale étant isomorphe au cone Cs, 11 ¢,41-
(b) Sic; estla corectrice (itérable) associée a P, alors X,,NX 1 est irréductible,
etl’onaXTi:XwﬂXc}. ,

Remarque 2.6. L’irréductibilité de X, N X était connue de Lascoux (cf.
[23], remarque suivant le théoreme). En utilisant les clefs des permutations,
inf(w, c!) se calcule simplement en prenant les minima composante par com-
posante ; cette derniere description des composantes irréductibles du lieu sin-
gulier se préte ainsi a étre implémentée.

Exemple 2.7. On considere la permutation covexillaire
w=1(7,2,3,6,4,1,5),

et la corectrice itérable ¢ définie par le quadruplet (1,2,3,1). L’itérée ¢! est
définie par (0,3,4,0). Les clefs de w et ¢! sont respectivement, :

TT T T T 7T et 333777
2 3 6 6 6 2 2 366
2 3 4 4 1 2 35
2 3 3 1 2 3

2 2 1 2

1 1
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On construit la clef de inf(w,cl) composante par composante, prenant
le plus petit des deux entiers correspondant dans les clefs de w et ¢!. On
obtient :

— N W
N W g

— N W O
=N Wk O

On en déduit
7 =inf(w,c') = (3,2,1,7,6,4,5).
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Chapitre 3

Renforcement d’une condition
d’incidence

On a démontré au chapitre précédent que lorsque w est covexillaire et
que c est une corectrice de w, la variété X,, N X. est irréductible, et 1'on
a construit un cycle v, dépendant de w et ¢, tel que, posant 7 = yw,
on ait X, N X, = X,. Nous allons étendre cette construction a une per-
mutation w quelconque et une cobigrassmannienne itérable ¢, de quadru-
plet (ng,ni,n2,n3), telle que w < c et w £ ¢!, et décrire les composantes
irréductibles de X,, N X.1. Cela revient a décrire les éléments maximaux de
A(w, ct), ot pour des permutations wy, ..., wy, on note A(wy, ..., wy) Pen-
semble des permutations z telles que z < w; pour i =1,... k.

Posant p = ng + ny et ¢ = ny + ng, on voit que X,, N X est la sous-
variété, notée xp ’Q)+, définie par le renforcement de la condition d’incidence
correspondant a (p, q)

XPO+ — (v e X, | dim(V? NK?) > ry(p, q) + 1}.

Réciproquement, étant donné (p, q) tel que r,(p, q) < Min(p, ¢), la cobigrass-
mannienne ¢ de quadruplet défini par

no = p — Tw(p, q),

ny = Tw(p, Q)a

ny =n—(p+q)+rw(p,q),
n3 = q—ru(p,q),

est itérable, et d’apres le lemme 0.3.3, elle majore w, et 'on a w £ ¢t. On a

XPO+ = X, N X,

41
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Soit ¢ une cobigrassmannienne itérable de quadruplet (ng,ny, ng, n3); on
note

Qc)={we, |w<cetwLc'}

On pose p = ng+ny et ¢ = ny+ng. On considere w € Q(c); d’apres le lemme
0.3.3, on a

# S50, = ny,
et il vient alors aussi

#NOw = Nyo,

#NEw = Ng,

#SEw = ns.

On voit facilement que la bigrassmannienne

b:(l,...,nl, n1+n3+1,...,n1+n3+n0,
ni+1,...,n1+n3, ng+n3+ne+1,...,n),

qui, avec les notations de [25], est la bigrassmannienne associée au quadruplet
(ny,n9,n3,M2), est le plus petit élément de (c).

Proposition 3.1. Les éléments maximauz de A(b,c') sont exactement les
(1,7)b pour ny <i<gq, et ¢ <j<q+ne.

Preuve. Comme on a b(i) = ¢ pour i € [1,n4] U [ny + n3 + ny + 1, n|, toute
permutation v < b coincide avec b sur ces intervalles. On peut donc supposer
ny =ng = 0, c’est-a~dire que b= (¢+1,...,n, 1,...,q), avec n = p+¢q. La
condition v < ¢! est alors

450,>1 (x).
On observe que 'on a v < b si et seulement si

v(i) <g+ipouri<p, etv(i)>i—ppouri>p+1 (¥x*).

Cela s’exprime aussi en termes de graphe, comme représenté sur la figure
suivante : le graphe de v doit étre contenu dans la zone non hachurée
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p

On considére maintenant v € A(b,c') maximale. Soit r = # S0, =
#{i <plwv(@)<gq};onar>1puisque v <c'. On aaussir = #NE, =
#{i > p | v(i) > ¢}. Solent iy < --- < 4, les i < p tels que v(i) < g,
et i), < --- < 1) les ¢ > p tels que v(i) > ¢. La maximalité de v entraine
v(iy) >+ >w(i,) et v(il) > -+ > v(i}). On veut montrer que r = 1 et que
v(i) = b(i) pour i & A:= {iy,... i, 1., ...,4;}. Or on a pour tout i € [1,p],

v(i) =b(i) oui e A (x).

En effet, c’est clair pour i = 1 car b(1) = ¢ + 1; soit i € [2,p|, supposons

v(i) # b(i) et i € A. On a donc g < v(i) < ¢+1. Or, comme v < b, on a pour

tout i' € [1,1 — 1], v(i') < q+14' < q+1, il vient donc v=(¢+ 1) >i. On a

ainsi (v(7),q + ) v > v, et on vérifie sans peine que (v(i),q+i)v < b, c! a

I'aide de (%) et (xx). Cela contredit la maximalité de v, et (x) est démontrée.
On démontre de méme que pour tout i € [p + 1,n],

v(i) = b(i) ou € A.

Cela entraine, comme ¢ > v(i1) > -+ > v(i,) et v(il.) > -+ > v(i}) > ¢,
que v(iy) = b(i}) =i} —p et v(i}) = b(i1) = g+i;. On obtient alors r = 1 car
sil > 2, alors v < v(iy, 1)) < b, ¢!, exclu par maximalité de v. Cela montre
que v = (i} — p,i1 + q) b, c’est-a-dire que v est de la forme voulue.

On remarque de plus que, si ¢+ < ¢, et ¢ < 7, notant D le rectangle
[j—qi+p—1]x[i,j—1],ona

T65)b = To T XD

ou xp désigne la fonction caractéristique de D. Il résulte alors du lemme
0.3.2 que les permutations (i,j)b pour ¢ < ¢, et ¢ < j, sont deux a deux
incomparables. Cela acheve la preuve de la proposition 3.1. O
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On considere maintenant un élément arbitraire w de €(c), et l'on se
donne (Py,P_) € O(NO,) x 0(SE,) (voir 0.5 pour ces notations). No-
tons (ZTeo, Yoo) les coordonnées de P, et (Too,Y-oo) celles de P_. Si l'en-
semble NE,, N R(p, p_)(w) est non vide, sa frontiere Sud-Ouest constitue la
suite NE associée a (P, P_). Soient s la longueur de cette suite (s = 0 si
NE, N Rep, py(w) =0), et (2;,yi)1<i<s les coordonnées des points, indexés
de sorte que x5 < --- < z;. On a alors y; < -+ < ys.

De maniere symétrique, si 'ensemble SO,, N Rp, p_y(w) est non vide,
sa frontiere Nord-Est constitue la suite SO associée a (P, P_). Soient t la
longueur de cette suite et (z;,y;)_t<i<—1 les coordonnées des points, indexés
desorteque x4 <---<x_4. Onaalorsy ; <--- <y_q.

Définition 3.2. On notera X = X UX_ (resp. YV = Y, U Y_) l'ensemble
des abscisses (resp. ordonnées) ainsi distinguées, ou

Xy ={z; |ie[l,s]u{—oc}}, Vy={yili€][l,s]U{oo}},
Xo={z; |1€[-t,—1]JU{oo}}, V- ={yi|ie[-t,—1]JU{-oo}}.

On définit alors le cycle v(p, p_) par
VPp,Po) = (Yoo, Y1y s Yty Yooy Y1o oy Ys),
et la permutation T(p,,p_) Par
TPy Po) = V(Py,Po) W-

Il pourra étre nécessaire par la suite de spécifier la permutation w a laquelle
T(p,,p_) est associée, en écrivant 7(p, p y(w). En revanche, on la notera sim-
plement 7 lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur w et (P, P_).

On note D’ la région de [1,n|* définie par :

t s
D' =R, py(w)\ <USO(9€—i -lLy;—1)U UNE(% — 1Ly — 1)),
i=1 =1
et D la région obtenue en retirant & D’ la bande d’ordonnée y., et la bande
d’abscisse T_.
On démontre alors comme au chapitre 1 le

Lemme 3.3. (a) v, =1y, + XD, en particulier 7 < w,
(b) U1) =l(w) — (s +t+1).
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Nous allons démontrer le

Théoreme 3.4. Les permutations 7(p, p_y, pour (P, P_) € O(NOy)x0(SE,),
sont exactement les éléments mazimauz de A(w, ct).

Nous procédons par étapes, en prouvant d’abord la

Proposition 3.5. Pour tout (P, P-) € 0(NO,) x 0(SEy), T(p, p_y est un
élément mazimal de A(w, cb).

Preuve. Le groupe des permutations de I'intervalle [, o] (T€SP. [Y— o0, Yoo])
s’identifie naturellement a un sous-groupe de &,,, que 'on note Sy (resp.
Sy). L’ensemble des permutations dont le graphe coincide avec celui de
w en dehors du rectangle Rp, p j(w) est F = Syw N wSy. Soit n' =
#Rp,py(w) N T, il existe un isomorphisme d’ensembles ordonnés ¢ :
F — &,y, qui préserve la différence des longueurs (cf. [31], 4.2).

Nous allons montrer que 7(p, p_y est un élément maximal de A(w, ct), en
établissant successivement que F N A(w,c') a un plus grand élément v, puis
que v est un élément maximal de A(w, c'), et enfin que v = 7(p, p.).

On observe d’abord que I’ensemble F N [id, ¢!] a un plus grand élément.
En effet, posons

TL6 == #E(P-F’P )(w) N NOw,
TL/l = #E(er,p_)(w) N SOw,
TL/Q = #E(P+P )(w) N NEw,
ng = #R(p+ P )(U}) N SEw,

et soit ¢ la cobigrassmannienne de &,/ de quadruplet (ng,n},n5, ns). Alors

on a ny = ny = 1 par choix de P, et P_. En particulier ¢ est itérable. La

permutation 7 définie par v = ¢ ~1(¢!) est le plus grand élément de FN[id, c'].

En effet, on a v < ¢! par construction, et si y € FNlid, c!], alors on a p(y) <

¢t ce qui entraine, puisque ¢ est un isomorphisme d’ordre, y < ¢~ 1(c!) = ~.
On en déduit que

FNA(w,c')=FnAw,7).

D’autre part, on a

P(FNA(w,7)) = Alp(w),&).
Soit L = {1,...,n}, nf+2,...,n =1}, et soit &, le sous-groupe parabolique
de &, engendré par {s;,i € L}. La cobigrassmannienne ¢! est le plus grand

élément de &7. On a maintenant besoin du lemme suivant, du a V. Deodhar
(cf. [19], Lemma 11.1).
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Lemme 3.6. Soit W un groupe de Coxeter et Wq un sous-groupe parabo-
lique de W. Soit W€ I’ensemble des représentants minimaux de W/Wq dans
W. Alors pour tous o, o' € W9 et w € Wy tels que o' < o, il existe un
unique w' = n(o’,o,w) € Wy tel que o'w' < ow qui soit maximal pour cette
Propriété.

I en résulte que A(p(w), ¢') a un unique élément maximal, soit a.. Posons
v = ¢ ' (a); comme ¢(F N id,c']) = [id,c'] et que ¢ est un isomorphisme
d’ordre, alors v est le plus grand élément de F N A(w, c!).

De plus, v est un élément maximal de A(w, ct). En effet, soit y € [v, w] N
[id, ¢!]. Comme v € F, on a aussi y € F. En effet, on a v(i) = w(i) pour
tout i < To, OU @ > T_, il vient donc y(i) = w(i) pour tout i < x ou
i > T_o. De méme, on a v=1(j) = wl(j) pour tout j < y_oo OU J > Yoo, il
vient donc aussi y71(j) = w™l(j) pour tout j < y_o 0U J > Yoo, €t y € F.
La maximalité de v entraine alors y = v.

Montrons maintenant que v = (P, ,P_)- Par construction, TPy ,pP.) € FN
A(w, c'), on a donc 7(p, p_y < v. Pour obtenir 'égalité, il suffit de montrer
que ces permutations ont méme longueur.

La démonstration du lemme est constructive, ce qui va nous permettre
d’expliciter a, puis v. On applique ici le lemme avec o’ = id. Soit o le
représentant minimal de la classe ¢(w)S, et soit u = o~ p(w). Il résulte de
la preuve du lemme donnée dans [19] que si s est une réflexion simple telle
que so < o, alors

n(id, so,u) sis€ &y,
sxn(id,so,u) sisé€ Sy,

) atid.o.0) = {

ol * est 'unique loi associative sur G, telle que pour toute transposition
simple s et tout y € S,, s*y = max(y, sy).
On voit sans peine que
o=(2,3,...,n,+1,n, 1, n)+2 n+3,...., 0 —1);
par conséquent une écriture réduite de o est :
(Sn’—l T Sn’1+2) (31 T Sn’l) Snl+1-

On obtient donc, en utilisant (),

a =n(id,o,u) = ((Sp—1- - Spy42) (517 501)) * w.
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D’autre part, on obtient facilement que la permutation u = o~ tp(w) est
donnée par :

(1) =n}

u(p) = p(w)(p) — 1 pour p € [2,n) +1],

E) (w)(p) + 1 pour p € [0} +2,n" — 1]
/ 2.

Le graphe de ¢(w) est obtenu a partir de celui de w en ne considérant
que les points contenus dans le rectangle ﬁ(p+,p_)(w). En particulier, les
suites NE et SO définies plus tot donnent deux suites de points du graphe
de ¢(w), que I'on appelle encore NE et SO. Notons b_y < --- < b3 < b <

- < b, les ordonnées des points de ces suites. On voit alors que o« = au,
avec ((a) = £(d) + L(u), ol & est le sous-mot de (S,/—1 - Sn;12) (S1° - 8ny)
obtenu par omission, de droite a gauche, de s,_, _1,...,8p_,—1,Sbys - - - Sp,- BN
particulier, on a () = ¢(u)+n'—2—(s+t). Mais l(u) = {(p(w))—£(0), c.-a-d.
l(u) = l(p(w))—(n'—1). On en déduit finalement ¢(p(w))—Ll(a) = (s+t+1),
et donc (w)—/¢(v) = (s+t+1) puisque @ préserve la différence des longueurs.

Il vient donc l(v) = U(7(p, p_)), et T(p, p.) = v est un élément maximal de
A(w, ct). O

Nous allons maintenant démontrer, par récurrence sur la longueur de

w € Qc) la

Proposition 3.7. Pour tout w € Q(c), Alw,c') a exactement # (O(NO,,)
X O(SEy,)) éléments mazimaus.

Preuve. Compte-tenu de ce qui précede, il suffit de démontrer que A(w, ')
a au plus # (O(NO,) x O(SE,)) éléments maximaux. La proposition 3.1
donne le résultat pour 1’élément minimal de Q(c).

On se donne maintenant w € €(c) tel que w > b. On suppose que pour
tout z € [b,c| tel que £(z) < £(w), les éléments maximaux de A(z,c!) sont
exactement les 7(p, p_)(2) pour (P, P_) € 9(NO,) x d(SE,).

Soit y un élément maximal de A(w,c!); comme w > b, il existe soit
un entier j # ¢ tel que s;w < w, soit un entier i # p tel que ws; < w.
Plagons-nous par exemple dans le premier cas (Iautre situation se traite de
maniere similaire). On remarque alors que s;jw € (c). De plus, il résulte de
la “propriété Z” de Deodhar (cf. [8], Theorem 1.1) que s;y < w. D’autre part,
Ientier j est choisi de sorte que s;c' < ¢!, et il vient donc aussi s;y < ¢'. On
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en déduit, par maximalité de y, que s;y < y. A nouveau, par la propriété Z,
on obtient s;y < s;w. Il existe donc un élément maximal 7 de A(s;w, c!) tel
que s;y < 7. On montre alors, a 'aide de la “propriété Z” que y = s; * 7. On
a donc obtenu

Max(A(w, c)) C s; % Max(A(sjw,ch)).
De plus, si 7 € A(sjw,c!), alors on a s; x 7 < w, c'. Il vient donc
Max (A(w,c")) C Max(sj s MaX(A(sjw,cl))> (1)-

I nous suffit maintenant de montrer que # (O(NO,,) x d(SE,,)) majore
le cardinal du terme de droite de (). Par hypotheése de récurrence, on a

# Max(sj * Max (A(s;w, cl))) < # (O(NOs, ) X O(SEq,w)).

Supposons j > ¢; alors il est clair que 9(SE;,,) = 9(SE,), et I'on voit fa-
cilement que # d(NOy,,,) = # O(NO,) ou # I(NO,,) + 1. Plus précisément,
on a #9(NOy,,) = #0(NO,) + 1 si et seulement si (w™'(j),j) appartient
a O(NO,), et est 'unique point de NO,, au Sud-Est de (w='(j +1),5 + 1).
C’est le seul cas a considérer, car si # O(NOy,,) = # I(NO,), la majoration
cherchée est établie. On a alors

O(NOy,uw) = O(NOW) \ {(w™(5), 1)} U{(w ™ (5),5 + 1), (w™' (G +1),5)}-

Notons P, (resp. H',) le point de Iy, de coordonnées (w™"(j +1),7) (resp.
(w™(4),7 +1)). Pour tout P_ € 9(SE,,) = (SE;,,), on a

S * T(py,po) (S5w) = T(py Py (SjW),

et
S5 * T(H_/F,P_)(Sjw) = SjT(H;,P_)(Sjw)

Montrons qu’alors
Sj * T(py,p_)(Sjw) < 85 % T, py(S50) 5

on note r_; < --- < x_; les abscisses des points de la suite SO définie par
(P, P_). Soit 7 le plus petit entier tel que x_; > w™1(j); alors les points
de la suite SO définie par (H,, P_) ont pour abscisses z_; < --- < x_4. Les
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permutations 7(p, p_)(s;w) et S§T(H,, p_y(s;w) ne different qu’en les abscisses
wl(f+1) <o <o <z < wl(g), sur lesquelles s;7 poy(s5w)
induit la permutation maximale. On obtient ainsi

s; * T(p, p_)(s;w) < 55 % T([ﬁﬂpf)(SjU}).

Il vient donc
#Max(sj « Max(A(sjw, cl))) < # [(8(N05jw) \{P,}) x a(SEsjwﬂ,

c’est la majoration cherchée. On traite de méme le cas j < ¢. On obtient ainsi
le résultat voulu pour w, ce qui acheve la démonstration de la proposition,
et par conséquent du théoreme 3.4. U
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Chapitre 4

Des composantes de type S; et
59

4.1 Configurations I et II

Dans cette section, on définit les configurations I et II d’'une permutation
w, et on leur associe des permutations < w. Les configurations I sont une
version intrinseque de la construction du chapitre précédent (c’est-a-dire qui
ne nécessite pas le choix préalable d’une cobigrassmannienne c telle que w €
Q(c)).

Définition 4.1.1. e On appelle configuration I de w un ensemble de points
du graphe de w,

1= {(xooayoo)a (:L‘—ooay—oo)} U {(xzayz)a (S [_t7 _1] U [17 S]}a
avec s, t > 0, vérifiant les inégalités

Loo KT < < T4 <Tg <+ < T < T_oo,
yfoo<y7t<"'<y71<y1<"'<ys<y007

et tels que, notant R = R »_.)(w), on ait :
t s
TyNRC|JSO(@_s,y—) U JNE(; — 1,4 — 1) (D).
i=1

i=1

e Si st = 0, on dit que la configuration est dégénérée, au Nord-Est si s = 0,
et au Sud-Ouest si t = 0.

51
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e Si 7 est une configuration I de w, on lui associe le cycle

’Y(I) = (yooa Y-1, -5 Y=ty Y=oy Y1, -- -, ys)a

et I'on définit la permutation

On définit alors la région D comme au chapitre 3, et ’on rappelle que 1’'on
a T = Ty + Xp, en particulier 7(z) < w, et £(7(z)) = L(w) — (s + 1+ 1).

On obtient une paramétrisation des configurations I de w de la maniere
suivante.

Définition 4.1.2. Soit P = (p+1, ¢) un point coessentiel bien bordé de w (cf.
déf. 1.1). On appelle bordage minimal de P tout couple de points (P, P_) €
NOu(p,q) x SEy(p,q) tels que Rep, p_y(w) N NO(p,q) et Rep, p_y(w) N
SE(p,q) ne contiennent aucun point du graphe de w.

On fixe un point coessentiel bien bordé P = (p+1, q) de w, et un bordage
minimal (P, P_) de P. Alors on a (Py, P_) € d(NOy(p,q)) x O(SEw(p,q)),
et l'on considere alors les suites NE et SO associées, notées (x;,y;)1<i<s €t
(%, Yi) —t<i<—1. Alors I'ensemble

T :={Py, P} U{(xs,wi), i € [~t,—1]U[L, 5]},

est une configuration I de w. De plus, toutes les configurations I de w sont
obtenues de cette maniere. On note 7., ’ensemble des triplets (P, Py, P_), ou
P est un point coessentiel bien bordé de w et (P, P_) un bordage minimal
de P. L’application qui a un tel triplet associe la configuration I décrite
plus haut n’est en général pas injective; ces configurations sont paramétrées
par les classes d’équivalence de 7,, pour la relation suivante : (P, Py, P_) ~
(Q,Q+,Q_)silona P, =Q., P.=Q_, et siles quadrants associés aux
points coessentiels P et () définissent la méme partition de I'y, "R p, p_)(w).

On passe maintenant aux configurations II.

Définition 4.1.3. e Une configuration (3412) de w est la donnée de quatre
points du graphe, d’abscisses a < b < ¢ < d, tels que w(c) < w(d) < w(a) <
w(b). Par abus de langage, on assimilera cette donnée a celle des abscisses.

e Une configuration (3412), d’abscisses a < b < ¢ < d, est dite incompressible
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sil n’existe pas d’autre configuration (3412) d’abscisses x < y < ¢ < d telle
que (z,w(z)) (resp. (y,w(y))) soit au Sud-Est de (a,w(a)) (resp. (b, w(b))),
ni, de maniére symétrique, d’autre configuration (3412) d’abscisses a < b <
x < y telle que (z,w(x)) (resp. (y,w(y))) soit au Nord-Ouest de (¢, w(c))

(resp. (d,w(d))).

La donnée d’une configuration (3412) détermine une partition du rec-

tangle Ry; = [a,d] x [w(c), w(b)] en neuf zones. D'une part les zones
NOp = [a,b] x [w(a), w(b)],
NE; = [e¢,d] x [w(a),w(b)],
SO = [a,b] x [w(c),w(d)],
SEnr = [ed] x [w(c),w(d)],

la zone centrale

C=]bc[x]w(d),w(a)]

et enfin les zones médianes

MN = ]b,c[x[w(a), w(b)],
MO = [a,b]x]w(d),w(a)],
ME = [c,d]x]w(d),w(a) [7
MS = ]bc[x[w(c), w(d)].

Exemple 4.1.4. On considere la permutation
w=(11,12,17,7,3,5,16,10,1,9,2,6,15,4,18,13,8,14) € Ss,

et la configuration (3412) donnée par les points d’abscisses 2, 7, 11, 17 (cette
configuration est incompressible). Sur le diagramme suivant, on a représenté
par des ® les points de la configuration, et par des x les autres points du
graphe de w. On a représenté le rectangle R;; associé et les 9 zones décrites
ci-dessus.
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X
| X
®
| X
| NOiy MN X
| NErr X
&
[ %
c
MO X ME
X
&
X
X
SOrr X MS SErr
X
X
®

| X

Soit maintenant a < b < ¢ < d une configuration (3412) incompressible.
Alors, d'une part, aucune des quatre zones médianes ne contient de point
du graphe de w, et, d’autre part, si C' N I",, est non vide, notant ses points
(¢iyd;)1<i<r, avec ¢; < -+- < ¢y, on ady > --- > d,. Cette suite de points du
graphe de w est appelée la suite centrale associée a la configuration a < b <
c<d.

On considere maintenant 1’ensemble NE;; N T',. S’il n’est pas vide, sa
frontiere Sud-Ouest constitue la suite NE associée a la configuration a < b <
¢ < d. Soient s la longueur de cette suite, et (x;,¥;)1<i<s ses points, indexés
de sorte que ¢ < 3 < -+ <z < d. On a alors w(a) < y; < -+ < ys < w(b).

De maniere symétrique, on considere SO;; N T',. S’il est non vide, sa
frontiere Nord-Est constitue la suite SO associée a la configuration a < b <
¢ < d. Soient t la longueur de cette suite et (x;,y;)—t<i<—1 ses points, indexés
desorte que a <z < -+ <z <b Onaalorsw(c) <y, < ---<y.1<
w(d).

Définition 4.1.5. e On appelle configuration II de w la donnée d’une confi-
guration (3412) incompressible et des trois suites de points associées comme
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ci-dessus. Une configuration II n’ayant pas de suite centrale sera dite mixte,
et une configuration II avec une suite centrale mais n’ayant ni suite NE ni
suite SO sera dite pure.

e On notera

X = {l‘z | &S [_t7_1]}7 Y- = {yl | (S [_t7_1]}7
C={c i), D={d|ie L},
Xo={wlic[Ls), Yi={nlicLs}
On définit alors le cycle y(zz) par

V(H) = (w(a)v Y-1,--+5 Y-t w(c), w(d)v Yis- -5 Yss w(b))

et la permutation o(zz) par

Soit DY, la région du carré [1,n]? définie par

t s
D/II = R[[\ <USO(5L‘—1 - l,y_i - 1) U LJ]VE‘(ZL‘Z - 1,yi - 1)
=1 =1

UNO(®b — 1,w(a) — 1) U SE(c — 1,w(d) — 1)),

et soit Dy la région obtenue en retirant a D, la bande d’ordonnée w(b) et
la bande d’abscisse d.

Exemple 4.1.6. On reprend la permutation considérée dans ’exemple précédent
w=(11,12,17,7,3,5,16,10,1,9,2,6,15,4,18,13,8,14) € S5,

et la configuration (3412) incompressible donnée par les points d’abscisses 2,
7, 11, 17. Sur le diagramme suivant, on a représenté par des @ les quatre
points de la configuration, par des @ les points des trois suites décrites ci-
dessus, et par des + les autres points du graphe de w.
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F—_ — — A

- = —

La permutation o(zz) est alors

o(m) = (11,7,17,5,3,2,12,10,1,9,8,6,16, 4,18, 15,13, 14).

Sur le diagramme suivant, on a représenté par des @ les points du graphe de
o(zz) dont les ordonnées sont dans {w(c), w(d), w(a),w(b)}, par des @ ceux
dont les ordonnées sont dans YV UD U Y., et par des + les autres points du
graphe de o(7z). On a représenté par des - les points du graphe de w dont les
abscisses sont dans {a,b,c,d} UX_ U X,. Enfin, D;; est la région délimitée
par les pointillés.
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- - = = = =

Le résultat suivant est une extension du lemme 1.6.

Lemme 4.1.7. (a) 7o(z) = 7w + Xp;;» €n particulier o(zz) < w.
(b) l(o(zz)) = L(w) — (2r + s+t + 3).

Preuwve. (a) L'égalité ry(zz) = 14 + Xp,, résulte de la construction de o(zz),
et l'inégalité o(zz) < w en découle d’apres le lemme 0.3.2.
(b) On remarque que y(zz) s’écrit aussi

() = [ (wld),mn) (1, 32) - (vo-1,05) (3 0(0)) |
[(w(a), y—l) (y—h y—2) e (y—t+17 ?/—t) (y—ta w(c))} (w(c), w(b)).

En utilisant le lemme 0.1.1, on obtient d’abord ¢((w(c), w(b))w) = {(w) —
(2r 4+ 1). Ensuite, a chaque étape élémentaire v/ = (i,j)v du passage de
w A o(1z), le rectangle de sommets (v=1(i),i) et (v™1(j),5) ne contient pas
d’autre point du graphe de v, de sorte que l'on a ¢(v') = ¢(v) — 1. On en
déduit I'égalité annoncée. O
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4.2 Des composantes de type S; et 5,

Nous allons déterminer, parmi les permutations associées aux configu-
rations I et Il de w, définies a la section précédente, celles qui donnent des
composantes irréductibles du lieu singulier de X,,. Pour cela, comme expliqué
en 0.2, nous décrivons les transversales correspondantes dans X,,.

On considere d’abord une configuration I de w, notée Z, et ’on note sim-
plement 7 la permutation associée. On rappelle que 'on a défini au chapitre
3,

Vi =Ayi | i €[L,s]U{oo}},
X ={x;|i€[-t,—1]U{o0}}.

On définit encore

ur(j); = 1 pour tout j,
Cy+,x_: U:(UZJ)EGLn uij:o si Z¢y+ ou jg:LX_,

rg (Uij) ey, <1
jex

Le tore T agit sur Cy, v par:t-u=+tu (7 't"'7), ot T désigne la ma-
trice de la permutation 7, c¢’est-a-dire la matrice dont les coefficients sont les
di+(j)- La projection de M,, (ensemble des matrices carrées d’ordre n a coef-
ficients dans K) sur M1 441 (ensemble des matrices de taille (s+1,t+1) a
coefficients dans K) obtenue par omission des lignes (resp. colonnes) d’indice
n’appartenant pas a ), (resp. X_) induit un isomorphisme 7T-équivariant de
Cy+,X, sur Cs+1,t+1-

On démontre alors, exactement comme le théoreme 1.7, le

Théoréme 4.2.1. (a) L’application u — uK® induit un isomorphisme T -
équivariant de Cy, x_ sur Ny

(b) Par conséquent, si st =0, e, est un point lisse de X, et si st #0, X,
est une composante irréductible de Sing X,,, de type Si.

On considére maintenant une configuration II de w, et la permutation
associée, notée simplement o. En vue de la description de la transversale
/\/’U,w, il est utile de considérer la variété suivante : étant donné trois entiers
i,7,k avec i,k > 1 et j > 2, on définit

Nijr={(M,N) € Cj x Ci; | NM = 0}.
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Proposition 4.2.2. N, ;; est une variété irréductible de dimension 2j +1i+
k — 3. Elle est singuliére au point (0,0).
(a) Cette singularité est isolée si et seulement si j =2 oui=Fk=1.
(b) Sii>1,7j>2ethk=1(resp.i =1, j>2, et k>1) alors Sing
./\/;7]'71 = Cj,l X {0} (7”68]). San Nl,j,k = {0} X CLJ)'
(¢) Si i,k > 1 etj > 2, Sing N;jr a deur composantes irréductibles,
CjJ{; X {O} et {0} X Ci,j~
(d) On a :

o Ny est isomorphe a Ciyp 2,

e N1 est un cone quadratique non dégénéré de dimension 2j — 1.

Preuve. Les assertions (a), (b) et (¢) de cette proposition sont un cas par-
ticulier du Théoreme 1 de [15]; on en donne ici, dans ce cas particulier, une
démonstration directe, plus simple et plus géométrique.

Notons P(K7) (resp. P*(K7)) I'espace projectif des droites (resp. hyper-
plans) dans K’. En considérant la résolution

Ziix={(M,D,H,N) € Cjj, x P(K?) x P*(K/) x C;; |
Im M CD CHC Ker N},

on voit que N . est irréductible et de dimension 25 + i + k — 3.

D’autre part, on voit facilement que 'espace tangent a N en (0,0)
s'identifie a M x M, ;. Par conséquent, le point (0,0) est singulier dans
N jx. Par ailleurs, notant my, les coefficients de la matrice M, on définit les
ouverts affines

Upg ={M € Cjy | mpg # 0}

et
Upg ={(M,N) € M]k | mpg # 0}

On voit sans peine que, premierement, l'application qui a M associe les
coefficients my,, m,q, mys pour v # p et s # ¢, induit un isomorphisme
Upy =~ K* x KIt*=2 et deuxiemement, application (M, N) — (M, N), olt
N est la matrice obtenue par omission de la colonne d’indice p de N, induit
un isomorphisme U,q >~ Upq X C; j_1.

De méme, on définit

Vg = {(M,N) € Mjk | npg # 0}
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et
Vig = {N € Cij | Npg 7# 0}.

On obtient comme précédemment que V,, ~ K* x K772 et que V,, =~
Ci1k X Vg

D’autre part, on observe que C,, est lisse si7 = 1 ous = 1et a0l
pour unique point singulier sinon. Comme les ouverts U, et V,, recouvrent
Nk \ {(0,0)}, on en déduit les assertions (a ), (b) et (c). Il reste & établir
les deux isomorphismes de (d ).

D’abord, il est clair que si i = k =1, N} est un cone quadratique non
dégénéré de dimension 25 — 1. Supposons maintenant j = 2; alors

Niox ={(M,N) € Cop x Cis | NM = 0}.
On vérifie sans difficulté que ’application

Mo X Mo — Mk,

= (4]

0 —1
1 0
acheve la preuve de la proposition. O

ou M = 'M , induit un isomorphisme de N oy sur Ciix 2. Cela

On passe maintenant a la description de la transversale N ,, ; cela nécessite
encore quelques notations. On définit

X=X U{a}, _y_+ =Y+ U{w(d)},
C=CU{bct, D=DU{w(a)wd},

et 'on désigne par M, '’ensemble des u € GL,, tels que :

® Uy;); = 1 pour tout j,

® u;j :<_Osii7§a(j) et (1,7) € (Dx X_)U (Y, xC),

o (M,N) € Nit1r42041, o M et N sont les matrices extraites de u
définies par M = (u;); jyemxa— et N = (wij) i jeyrxc: et N est la matrice
obtenue en lisant N de droite a gauche.

On fait agir le tore T' sur M, par t -u = tu(c 1t 7).

Théoreme 4.2.3. L’application u —— uK® induit un isomorphisme T'-
équivariant de M, sur No,.
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Preuve. La preuve de ce théoreme s’obtient en étendant les arguments de la
preuve du théoreme 1.7. Rappelons que N,,, = (o(U7) N U™ )e, () Xu, et
qu’il résulte de la décomposition de Bruhat que 'application

¢: sU NU T — (o(U)NU e,

U — uK

est un isomorphisme T-équivariant. Il s’agit donc de montrer que M, =

O (Now)-
On a d’abord

cU NU 7= {u e GL,

Ug(;); = 1 pour tout j,
u; =0si i <o(j)ou j>o (i) [°

Considérons maintenant u € ¢~*(N,,,), et montrons que pour (i,j) &
(Dx X )U(Y; xC), avec i > a(j) et j <o 1(i), on a u;; = 0.

Pour commencer, si j € X_ UC, le point (j,o(j)) n’est pas dans D;;, on
a donc r4(j,0(j)) = rw(j,0(j)). L'espace u(K7) + K°U) contient la famille
de vecteurs

{er,. ey Ufue, | p<j,olp) > o(j)} Uiue; — s}

S'il existait ¢ > o(j) tel que w;; # 0, alors on aurait ¢ ¢ {o(p) | p < j} car
Ugy(p); = 0 pour j < p, et donc cette famille serait libre. Or son cardinal est

o(j)+7—re(j,0() +1=0()+j—rw(jo(s)) +1,

alors que dim(u(K’) + K7@) < ¢(j) 4+ j — (4, 0(j)), une contradiction.
Ainsi, si j € X_UC, on a u;; = 0 pour tout ¢ > o(j). De méme, on montre
que sii € Y, UD alors u;; = 0 pour tout j < o 1(3).

Remarquons de plus quesi (4, j) € DxC, avec (j) # i, alorson ai < o(j)
ou bien j > ¢71(4), car la restriction de o & C x D est 1’élément de plus grande
longueur ; et donc u;; = 0, d’apres la description de cU~ NU~@. Par ailleurs,
on voit que si (i,5) € Y, x X_, le point (j,i — 1) n’est pas dans Dj;; en
considérant 'espace u(K?)+K~!, on montre alors comme précédemment que
u;; = 0. Cela prouve que u;; = 0sii# o(j) et (i,5) & (D x X_)U (Vg x C).

Soient maintenant y le rang de la matrice extraite M = (u;)(; jepxa> €t
v le rang de la matrice extraite N = (u;;) )y xe- Soit  Uespace engendré
par la famille de vecteurs

(ih]

fer,. w1} U{ues | j < b,0(G) > wld)} U fue; | j € XY,
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On voit que sa dimension est
(w(d) = 1)+ (b—1) = re(b— 1,w(d)) + p.
Le point (b — 1,w(d)) est dans Dy, donc on a
dim E = (w(d) = 1)+ (b—1) — ry(b— 1, w(d)) + p — 1.

Or E C u(KP"1)+K»@=1 donc dim E < (w(d)—1)+(b—1)—r, (b—1,w(d)).
Il en résulte que p < 1. On montre de méme que v < 1.

Montrons maintenant que N M = 0. Pour cela, on introduit les notations
suivantes : on pose ¢g = b, ¢, 41 = ¢,dy = w(a), et d, 1 = w(d). Il s’agit alors
de montrer que pour tout (i,j) € YV, x A_

r—+1

E Ui, Udyj = 0.
k=0

Fixons j € X_; d’apres ce qui précede,

r+1

ue;j = €q(j) + E Uy j€dy s
k=0

et pour tout k € [0,r + 1],
UEe, = €4, + Z Ui, €5 -
i€y

Soit f = ue;—eoy— S rit ug, sue., . Ce vecteur appartient a I'espace u(K¢)+
J J (4) k=0 YdijUCey
K@@= et il s’écrit en fait

r+1
fi=— E E Wic, Udyj | €i-
k=0

i€y

S'il existait j € X_ tel que f; # 0, alors la famille

{er, s ew@-1t U{ue, | p<c, o(p) >w(d)}U{f;}

serait libre. Son cardinal est w(d) — 1+ ¢ — ry(c,w(d) — 1) 4+ 1, et elle est
contenue dans I'espace u(K®) +K“(@~! dont la dimension est au plus w(d) —
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1+ c¢—ry(c,w(d) —1). Or le point (¢,w(d) — 1) n’est pas dans Dy;; on a
donc r,(c,w(d) — 1) = ry(c,w(d) — 1), une contradiction.

Ainsi, on a montré que ¢~ (N, ) € M,. Or d’apres le lemme 4.1.7 et la
proposition 4.2.2, ce sont deux variétés irréductibles de dimension 2r+t+ s+
3; on en déduit donc QS*I(NU,w) = M,. Cela prouve le théoreme 4.2.3. [0

Corollaire 4.2.4. (a) e, est un point singulier de X,,.

(b) Si la configuration est mixte (i.e. si r = 0), X, est une composante
irréductible de type S; de Sing X,,, la transversale étant isomorphe a Csiiy22.
(¢) Si la configuration est pure (i.e. sir #0 et s=1=0), X, est une com-
posante irréductible de type Sy de Sing X, la transversale étant isomorphe
0 Korys.

(d) Sirt #0 et s =0 (resp. rs # 0 et t = 0) alors X, est contenu dans
exactement une composante irréductible X, de Sing X,,, associée a une confi-
guration I de w, et telle que N7 ~ Cry1441 (1esp. Now =~ Csi1011)-

(e) Sirst # 0, alors X, est contenu dans exactement deux composantes
wrréductibles de Sing X, correspondant a des configurations I de w, et dont
les transversales sont isomorphes a Cri1 441 €t Copq i1

Preuve. Les trois premiers points résultent directement de la proposition
4.2.2 et du théoreme 4.2.3.

Supposons maintenant ¢t # 0. Alors les points (a,w(a)) et (¢, w(c)), la
suite SO et la suite centrale forment une configuration I de w, non dégénérée.
La permutation 7 associée donne donc une composante irréductible du lieu
singulier de X,,.

De plus, les graphes de 7 et ¢ ne different qu’en les points dont les abs-
cisses sont dans C U X, U {d}; leurs ordonnées sont dans D U Y, . Or sur
ces points, 7 induit la permutation maximale telle que 7(C) € D U {w(b)}.
Comme ¢(C) = D, on obtient donc, en vertu du lemme 0.3.1, ¢ < 7. On
remarque de plus que (1) = l(w) — (r+t+1).

De méme, si rs # 0, les points (b, w(b)) et (d, w(d)), la suite centrale et
la suite NE forment une configuration I non dégénérée de w. La permutation
7/ associée donne une composante irréductible de Sing X, et 'on a o < 7'.
Elle vérifie de plus (7)) = {(w) — (r + s + 1).

Par ailleurs, on observe que si rst # 0, les permutations 7 et 7/ sont
distinctes. Or, d’apres la proposition 4.2.2 et le théoreme 4.2.3, e, est contenu
dans exactement une composante irréductible de Sing X, lorsque rt # 0 et
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s = 0 ou lorsque rs # 0 et t = 0, et dans exactement deux lorsque rst # 0.
Cela acheve la démonstration du corollaire. O

Remarque 4.2.5. Soit Z une configuration I dégénérée de w. D’apres le
théoreme 4.2.1, le point e,(;) est lisse dans X,,. On peut voir qu’il existe une
configuration (3412) incompressible ZZ telle que la permutation associée o (zz)
corresponde a une composante irréductible de Sing X, et vérifie 7(z) > o(z).



Chapitre 5

Quasi-résolutions des variéteés
de Schubert

Définition 5.1. On note >, la réunion des composantes du lieu singulier
exhibées au chapitre précédent.

On considere une permutation w non covexillaire. L’objet des deux der-
niers chapitres est de démontrer que >, = Sing X,,. A cet effet, nous allons
introduire des quasi-résolutions des variétés de Schubert non covexillaires,
c’est-a-dire des morphismes birationnels P x9 X, — X,, pour certains
sous-groupes paraboliques P O () de G et certaines variétés de Schubert
X, € Xy

On rappelle que, étant donné un morphisme birationnel 7 : X — Y
entre des variétés irréductibles, on définit I'ouvert Reg(m) de X comme 1'en-
semble des points admettant un voisinage ouvert U tel que 7 induise un
isomorphisme de U sur 7(U). Le lieu exceptionnel de 7, Ex(7), est le fermé
complémentaire de Reg(m). D’autre part, on peut définir dans Y l'ouvert
Reg, comme l'ensemble des points admettant un voisinage V' tel que 7 in-
duise un isomorphisme de 7~(V) sur V. Alors 7 induit un isomorphisme de
Reg(m) sur Reg,. Si de plus 7 est surjectif, notant &, = 7(Ex(n)), &, est le
fermé complémentaire de Reg,, et 'on a aussi 771(&,) = Ex().

Nous étudierons les lieux exceptionnels des quasi-résolutions, et leurs
images, que nous relierons finalement a ¥,,.

65
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5.1 Définition des quasi-résolutions

Définition 5.1.1. Soit ZZ une configuration (3412) de w, correspondant aux
abscisses a < b < ¢ < d. Notons a = w(a), 8 = w(b),y = w(c),d = w(d).

e On associe a 77 la paire d’entiers suivante : son amplitude am(ZZ) =
a — 0 et sa hauteur ht(ZZ) = 3 — 7.

e On dit que 77 est bien remplie si w='(]6, af) C ]b, .

Remarquons qu'il existe des configurations (3412) bien remplies : on voit
facilement qu’'une configuration (3412) d’amplitude minimale est bien rem-
plie.

On fixe une configuration (3412) de w, correspondant aux abscisses a <
b < ¢ < d, et aux ordonnées v < d < a < [, bien remplie et de hauteur
minimale (parmi les configurations bien remplies). On vérifie alors sans peine
qu’elle est incompressible. On pose h = o — 9.

On considere

o =max{q>a |V¢ €la,q], w ¢ +1) <w(¢)}
0" =min{g <3| V¢ €]g, 9], w (¢ — 1) >w (¢}

Soit I = {sg,...,Sar—1}, et pouri =1,... h,soient k; = ¢ +a'—a+i—1
et J; = I\ {sg,}. Notant w; et wy, les permutations maximales des sous-
groupes paraboliques de &,, correspondant, on définit w; = w;wrw. Comme
w est maximal dans sa classe Gjw, w; est maximal dans sa classe & jw;.

On définit enfin

Zy = P xPi X,

L’application naturelle de Z; dans G/B a pour image X, et la projection
induite m; : Z; — X, est birationnelle; néanmoins, la variété Z; n’est
en général pas lisse, on 'appelle donc quasi-résolution de X,,. On va décrire
I'image du lieu exceptionnel de chaque ;.

5.2 Un lemme

On commence par établir un lemme, diu a P. Polo. Soient z € &,, et
j € [1,n —1] tels que z < s;z. A chaque point (¥, ') de la frontiere Sud-
Est de T, N {(p,q) | p < 27(j), ¢ > j + 1}, on associe une permutation
Oy, dite de type Nord-Ouest, définie comme suit : on note y; < --- < ys les
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ordonnées des points de la frontiere Sud-Ouest de 'ensemble I', NRU+L)(2).
La permutation 6, associée est

Oy = (5 + 1, y1) (W1, 92) - - - (Ys-1,Ys) (s, ) 2.

De fagon similaire, & chaque point (¢’,v’) de la frontiere Nord-Ouest de I', N
{(p,q) | p>2"1(j+1), ¢ < j}, on associe une permutation 6., dite de type
Sud-Est : on note y_; < --- < y_; les ordonnées des points de la frontiere
Nord-Est de I’ensemble I, N R""7)(2), et la permutation . associée est

O = (3, y-1)(Y-1,9-2) - (y-1.7)z.
Enfin, si ((b', g, (d, 7')) est un couple de points de I', vérifiant
) <V <d <z MG+, Y <jetj+1<f,

et tels que le rectangle Ry ) (2) ne contienne pas de point du graphe de z, on
lui associe une permutation 6y ., dite de type mixte : on définit les ordonnées
yr < - <ysety, <--- <y, comme ci-dessus, et la permutation 6 o)
est alors

Ow.ey = [GH+1,y1) (W1, 42) -+ Wsm1,9) Ws, B)] [ (G y=1) (=1, 9=2) - - - (Y=, 7)) -
On a alors le

Lemme 5.2.1. Soient z € G, et j € [1,n—1] tels que z < s;z. Les éléments
mazimauz de {0 € G,, | 0 < z et 5;0 < 0} sont précisément les permutations
décrites ci-avant.

Preuve. On construit pour commencer un “ordre de réflexion” sur I’ensemble
des transpositions de &,, (cf. [11]). On considere la permutation o; définie
par la décomposition réduite o; = s;_1...515j41...5,-1. On considere une
décomposition réduite s;, - - - s;,, de wy, I’élément de plus grande longueur de
S, obtenue par concaténation de celle de o; ci-dessus et d'une décomposition
réduite de aj’lwo. D’apres [11], prop. 2.13, en posant pour k = 1,..., N, t; =
(Siy =+ Sip_y) Siy (Sip_y -+~ 8i,), Vordre défini par ¢; < --- <t est un ordre de
réflexion. On a,

pourk=1,....7—1, tpr=(—k,j),
pourk=7j....n—2, t,=0U+1,k+2).
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Cet ordre étant construit, on considere une permutation € telle que 6 < z
et s;0 < 0, maximale pour cette propriété. Soit k = ¢(z) — £(6), d’apres [11],
prop. 4.3, il existe des transpositions ¢;, < --- <t;, telles que 0 =¢;, -- -1, 2,
avec pour tout p = 1,...,k, £(t,---t;,2) = £(z) — p. Or on observe que
l'on a t, € {t1,...,t,—2} : C’est évident si k = 1, et cela résulte de la
maximalité de 6 sinon. Alors, comme cet ensemble de réflexions est un idéal
pour l'ordre <, on en déduit que #;, € {t1,...,tn—2} pour tout p =1,... k.
Plus précisément, il existe des entiers ¢; < -+ < g et ¢} < -+ < ¢/, avec
m,m' >0, et m +m' =k, tels que

t, =0—a7) pour p=1,...,m,
tlm+p :(]"‘1794‘1—1-(1;) pOUI“pZL...,m’.

Supposons d’abord m’ = 0. Alors le fait que s;0 < 6 entraine 2~ (j —q) >
2z71(j+1). Puis, par maximalité de 6, on obtient au contraire 271 (j —qr_1) <
27 '(j+1). Enfin, comme la longueur diminue de 1 & chaque étape élémentaire
du produit #;, -+ -t z, ona 271 (j) < 27 i —q) < - < 27Nj — qx), et de
plus, posant ¢o = 0, on a

Pz N (]Z_l(j _Qp)az_l(j _Qp—l—l)[x]j - Qp—i-laj[) = @

pour p =0, ..., k—1. Il en résulte que le point (27 (5 —qx), 7 —qx) est dans la
frontiere Nord-Ouest de T, N {(p,q) | p > 271 (j+1),q < j}, et que les points
(27j — 4p),7 — @), pour p = 1,....k — 1 forment la frontiere Nord-Est
de I', N RU=%J) (). Ainsi 6 est une permutation de type Nord-Ouest. On
procede de méme lorsque m = 0 pour montrer que # est une permutation de
type Sud-Est.

Supposons maintenant mm’ # 0. Alors, le fait que s;6 < 6 entraine
YN j+144,,) < 27'(j — gm). Puis, par maximalité de 6, on obtient z~*(j —
Gn-1) < 271G+ 1+ q,) et 27 (1 —gu) < 27'(J + 1+ qy_y). Et, powr
terminer, comme la longueur diminue de 1 a chaque étape élémentaire du
produit ¢, ---t;, 2, on a d’abord z71(j) < z7'(j —q1) < - < 27HJ — qm),
et 27 +1+q,) < <z'(j+1+4+4q)<2j+1), et de plus, posant
9% =¢q,=0,lona

r.n (]271(17._QP)azil(j_Qp—I—l)[X]j_qP-Haj[) =0
pour p=0,...,m—1,
LN (127 G+ 14+ d), 2 U+1+q) [x]1i+1i+1+q,,[) =0
pour p=0,...,m —1.
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On en déduit que 0 est une permutation de type mixte.

Réciproquement, il est clair que si 6 est une permutation de l'un des
types décrits avant ’énoncé, elle vérifie s;0 < 6. De plus, si 0y est de type
Nord-Ouest, associée au point (¢, 3’), les points de I', d’ordonnées

Jtl<y < <y, <f

forment une configuration I dégénérée au Sud-Ouest, et 8 est la permutation
associée. La région de [1,n]? associée comme en 3.2 est ici notée Dyo. On a
alors, d’apres le lemme 3.3,

T, =Tz + XDyo (1)7

d’ou en particulier < z. De méme, si 0. est de type Sud-Est, associée au
point (¢’,~"), les points de I', d’ordonnées

YV <y < oo <y-1<j

forment une configuration I dégénérée au Nord-Est, et 6. est la permutation
associée. La région de [1,n]? associée comme en 3.2 est ici notée Dgp. On a

T9, =Tz 1+ XDsg (2).

Enfin, si 6« est de type mixte, associée au couple ((b' 0, (Y )), alors
d’une part les points de I', d’ordonnées

JHl<y < <y, <f

forment une configuration I dégénérée au Sud-Ouest, et 'on définit comme
ci-dessus la région Dyo. D’autre part, les points de I', d’ordonnées

Y <y <<y <j

forment une configuration I dégénérée au Nord-Est, et 'on définit comme
ci-dessus la région Dgg. On pose alors Dy; = Dyo U Dgg, et I'on a

T ey = T2 + XDu <3>

Il résulte alors de (1), (2) et (3) que les différents 6 sont deux a deux incom-
parables. Le lemme est démontré. O
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5.3 Le lieu exceptionnel Ex(;)
Etant donné i € [1, h], on note INO(i) la frontiere Sud-Est de
NO@) =TuwN{(p.q) |p<w (a—i+1), ¢>a'},
et 0SE(1) la frontiere Nord-Ouest de
SE@) =Twn{(p.q) | p>w (a—1i), ¢ <0}

A chaque point (¥, 3) de 9NO(i) on associe la permutation ¢*('), dite de
type Nord-Ouest, décrite comme suit. Soit a4, le plus grand entier de 'inter-
valle [ —i+ 1,0/ ] tel que ¥/ < w™!(ay); si ensemble T, N {(p, q) | w™* (o —
i+1) <p<wa—i), o’ <q< '} estnon vide, on note r, < --- < x; les
abscisses des points de sa frontiere Sud-Ouest. Alors les points d’abscisses

V<w'(ay)<-<wHa—i+l)<z,<-- <z <w '(a—i)

forment une configuration I de w, éventuellement dégénérée au Nord-Est,
notée Z, et I'on pose t'(V) = 7(1).

De maniere analogue, a chaque point (¢/,") de dSE(i), on associe la
permutation t;(¢'), dite de type Sud-Est, décrite comme suit. Soit 5(;/, le
plus petit entier de [&',a — i] tel que w(dy) < ¢; si Vensemble T, N
{p,q) |wHa—i+1) <p<wHa—1), ¥ < q < '} est non vide, on
note r_; < --- < x_; les points de sa frontiere Nord-Ouest. Alors les points
d’abscisses

w_l(a—i+1)<x_1<---<x_t<w_1(a—i)<---<w_1((§c/)<c'

forment une configuration I de w, éventuellement dégénérée au Sud-Ouest,
notée Z’, et 'on pose t;(c) = 7(z/).

Enfin, si w(a—i+1) <V < < w'(a—1) est une configuration
(3412) incompressible de w, notée ZZ, on note m;(b', ') la permutation o(zz),
dite de type mixte.

Proposition 5.3.1. Soit i € [1,h]. Les composantes irréductibles de &,
limage du lieu exceptionnel Ex(m;), correspondent exactement auzx permuta-
tions t'(b'), t;(¢) et my(V',c) décrites ci-dessus.
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Preuve. Puisque 7; est propre, I'ensemble des z € X, dont la fibre 7r; '({z})
est finie est un ouvert de X, (voir, par exemple, [18], Prop. 6.4.5). Puis,
comme T; est birationnelle et que X,, est normale (voir, par exemple, [32]),
on déduit du théoreme principal de Zariski que I'image du lieu exceptionnel
de m;, &, est égale a

{z € X |4 ({2}) > 1}

Le morphisme 7; est Pr-équivariant, donc les composantes irréductibles de
Ex, sont des variétés de Schubert X, avec v < w, v € 'S, 42 On se donne une
telle composante X, et I'on note Vi, ..., V,, les composantes irréductibles de
71 (X,). Elles sont toutes de la forme Pj x Xi;, avec t; < wj, t; € G
Comme 7; est surjective et propre, on a

X, = U mi(Vj)
j=1

et chaque m;(V;) est fermé. Or X, est irréductible, il existe donc j tel que
X, =m(V)). Alors t; € v, et il résulte du lemme 3.6 qu’un tel j est unique;
on peut supposer j = 1. Soit 6; = wy,t;, le représentant minimal de &¢;.
On a ainsi

dim(P; x4 X)) = (wy) + £(6,),

et
X, =7 (Pr x77 X,) = Xopyuo, -

On en déduit que 8; € 1S,,;,. En effet, supposons au contraire 8; € 1&,,i,
il vient dim(X,) = dim(P; x% X;,). Alors si 2z € 7; ! (e,), Iorbite U 2 est un
ouvert dense de Py xF7 X; . Il en résulte que la fibre 7; ! (e, ) est un singleton,
et I'on a alors X, Z &;,, une contradiction. On a donc 6, ¢ IS nin, ce qui
équivaut, comme 0, € 7S, & sp;01 < 6. Finalement, on a montré que
v=wr *0, avec 0 < wyw, 0 € 1S, et s,0 < 6.

Réciproquement, si 'on se donne un tel 0, on a w0 < w;, m;(Py x"
Xuy,0) = Xueo, et dim(Py x™i Xy, 9) = ((wr) +£(0) > ((w*0) puisque 6 ¢
IS, in- 11 en résulte que X, ,+0 est contenu dans 'image du lieu exceptionnel
de ;.

Ainsi, &, est la réunion des X,y pour # comme ci-dessus. Comme de
plus on a wr*f < wrx6 sif < @, on peut se restreindre aux tels # maximaux.
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En appliquant le lemme 5.2.1 & z = wyw et j = k;, on obtient la descrip-
tion de l'ensemble Max , (wyw) des éléments maximaux de {u € &, | u <
ww et sg,u < u}y. Comme wyw € IS, in, OI &

(wyw) () < -+ < (wrw) ).

D’apres le lemme 5.2.1, tout élément u de Max y, (wyw) vérifie les conditions
suivantes :

u'(4) = (wyw)~'(j) pour tout j € [¢',a’], j # ki, ki + 1,
u™t (k) > (wrw) ™ (k)
u‘l(ki + 1) < (w;w)_l(kl- + 1)

On en déduit en particulier que u=(¢) < -+ < u™'(k;), et w™(k; +1) <
- <ul(a)), cest-a-dire que u € 7iG,,;,. L'ensemble Max y, (wyw) coincide
donc avec I’ensemble des # maximaux cherchés.

Il reste maintenant a décrire explicitement les w; * 6. Remarquons que
ce sont les représentants maximaux des classes G0, et qu’ils sont aisément
décrits & partir des 0 : (wy * 0)~! coincide avec §~! en dehors de [, o], et
(wr x 0)~! est décroissante sur [§, ].

Voyons d’abord le cas des permutations 6 de type Nord-Ouest. On rap-
pelle que k; = ¢ + o' — a+1i — 1, et 'on remarque que

(wrw) N k) =w Ha—i+1) et (wrw) (ki +1) =w ! (a—1).

De plus, on a (wyw) *([k; + 1,¢']) C [(ww) ' (k; + 1),n], donc il n’y a pas
de point du graphe de w;w dans le rectangle [1, (wyw)™ (k)] x [k; + 1,/].
On a ainsi

Cuwrw V{0, q) | p < (wrw) ™' (ki) q > ki +1} =
Cuwrw V{0, q) | p < (wpw) ™" (ki) q > o'},

Comme les graphes de w et wyw coincident pour les ordonnées de | o/, n|, on
obtient finalement

Cwrw N {(p.q) | p < (wpw)~'(k;), ¢ > '} = NO(i),

NO(i) étant défini avant I’énoncé de la proposition.
Soit alors (¢, #') un point de INO(i) ; notons (z;,y;), pouri = 1,..., s, les
coordonnées des points de la frontiere Sud-Ouest de 'y, N REF1) (wiw),
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avec T, < --- < x1. Comme (wyw)™! est croissante sur lintervalle [0/, o], il

n'y a pas de point du graphe de wyw dans |V, (wyw) Y k; +1) [ x | ki + 1,0/ |,
i.e. dans |V, w1 (a — i) [ x]k; + 1,0/ [. De plus, comme (¥, 3’) est un point
de la frontiere Sud-Est de NO(7), il n’y a pas non plus de point de I',,,,, dans
10, w i a—i+1)[x]a, B[ 1l vient donc

leme(k“ﬁ)(ww)g] Na—i+1),w Ha—i)[x]d, 3]

cet ensemble est donc formé de points du graphe de w. Soit &y le plus grand
entier de l'intervalle [ — i + 1, /] tel que ¥’ < w™!(ay ). Alors on vérifie que
les points d’abscisses V) < w™H(ay) < - <w Ha—i+1)<zs < - <1 <
w™!(a — i) forment une configuration I de w, notée Z, et que wy * 0 = 7(7).
Le cas des permutations de type Sud-Est se traite de maniere analogue.

Soit maintenant # une permutation de type mixte, associée a un couple
(', 3),(c',")) de points du graphe de ww vérifiant

(w;w)*l(ki) <V <d< (U)[U))ilafi + 1),

c’est-a-dire
w il a—i+1)<b <d <wHa—1i),

et
’7/<k3i et k’z*|>1<ﬁ,

On suppose aussi que le rectangle Ry ) (wyw) ne contient aucun point du
graphe de wyw. Les inégalités b/ < w™(a—1) et k;+1 < 3 donnent ' > o,
donc (¥, ') est un point du graphe de w. On obtient de méme ' < ¢,
d’ott (¢,7') € Ty. Ainsi, les points w™H(a —i+1) <V < < w Ha —1)
forment une configuration (3412) de w, notée ZZ. Cette configuration est
incompressible : en effet, elle est d’amplitude 1, il suffit donc de vérifier que
les rectangles M N et MS associés ne contiennent pas de point du graphe
de w, ce qui résulte immédiatement du fait que Ry ) (wiw) N Ly = 0.
Ensuite, on remarque que les points du graphe de w;w contenus dans le
rectangle ”R(V"ki)(w ;w) sont d’ordonnée < ¢, donc sont des points du graphe
de w et que leur abscisse est en fait < b’ : ce sont donc exactement les points
de SO NT,. On voit de méme que les points du graphe de w;w contenus
dans le rectangle R*i+15) (w;w) sont des points du graphe de w, et que ce
sont exactement les points de N E;;NT,. On obtient alors que w; 6 = o(1z).

On remarque pour terminer que les permutations que ’on vient de décrire
sont deux a deux incomparables, a ’aide des propriétés de leurs fonctions
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rang vues aux lemmes 3.3 et 4.1.7. Elles décrivent donc les composantes
irréductibles de 'image du lieu exceptionnel de ;. O

Exemple 5.3.2. On considere la permutation

w=(6,4,2,7,1,5,3)

dans &7, dont le graphe est représenté sur le diagramme suivant.

La configuration (3412) donnée par les points
d’abscisses 2, 4, 5 et 7 (représentés par des @)
est bien remplie et de hauteur minimale; elle
est incompressible. Ona h =1, o = a =4, et
0" = ¢ = 3. La permutation w; associée est

wy = (6,3,2,7,1,5,4).

Sur le diagramme suivant, on a représenté dans I',, le quadrant NO(1) et
la bande verticale d’abscisses € | a, d .

+

&'

i

_|_

D’apres la proposition qui précede, I'image du
lieu exceptionnel de m; a deux composantes
irréductibles, I'une de type Nord-Ouest associée
au point d’abscisse 1 (représenté par 4 ), 'autre
de type mixte, associée aux points d’abscisses 4
et 5 (représentés par +).

La configuration I qui définit la permutation ¢!(1) est non dégénérée (c’est un
fait général, qui sera établi au lemme 5.4.2), constituée des points d’abscisses
1,2, 6, 7 (ce sont les points soulignés de la figure), et on a

tH(1) = (4,3,2,7,1,6,5).

La configuration IT qui définit m;(4,5) est mixte, donnée par les abscisses 2,
3,4, 5,6, 7 (ce sont les points surmontés d’'un ~ sur la figure), et on a

mi(4,5) = (6,2,1,4,3,7,5).
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5.4 Lieux exceptionnels et lieu singulier

5.4.1 Intersection des images des lieux exceptionnels

Proposition 5.4.1. Lintersection des images des lieux exceptionnels des m;,
pour i parcourant l'intervalle [1,h], est contenue dans 3.

Preuve. On va montrer que pour toute famille (X, );cp1,n), olt chaque X, est

h
une composante irréductible de &, on a (| X,, C X,,. Dans cette perspec-
=1

tive, il est utile de faire les remarques sui\;antes : d’abord, on peut supposer
que tous les v; sont de type Nord-Ouest ou Sud-Est, car les composantes
de type mixte sont de la forme o(zz) pour une certaine configuration ZZ de
type II mixte, donc telle que X,z € X,. On peut aussi supposer que les
configurations I qui définissent les permutations v; sont dégénérées, puisque
sinon X,, C X,,. Cela implique en particulier que la composante X, est de
type Sud-Est, et que la composante X, est de type Nord-Ouest, en vertu du
lemme suivant.

Lemme 5.4.2. (a) Les composantes de type Nord-Ouest (resp. Sud-Est) de
Ery (resp. &, ) sont associées a des configurations I non dégénérées.

(b) Sii>1, (b,3) estle point le plus a I’Ouest de ONO(i), et de méme, si
i <h, (c,7) estle point le plus a I’Est de OSE(i).

Preuve du lemme 5.4.2. Montrons par exemple que les composantes de type
Nord-Ouest de &, sont associées a des configurations I non dégénérées. On
remarque pour commencer que le fait que la configuration a < b < ¢ < d soit
de hauteur minimale parmi les configurations bien remplies entraine :

w(Jw (o), c[)N]a,B[=0 (1).

Considérons alors un point (b, 5) de ONO(1); on a b’ < a, et donc a fortiori
b < b. On constate que si #° > (3, alors la configuration I qui définit la
composante irréductible X1y de £, est non dégénérée, car sa suite NE
contient le point (b, 3).

Voyons maintenant que si h > 1, alors on a ' > (. En effet, supposons
(' < 3; alors on obtient d’apres (1), b’ < w™!(a’). Il résulte aussi de () que
w (o + 1) > ¢, et que pour tout j € [/ + 1,3 [, on a w™'(j) < w™(a)
ou w(j) > c. 1l existe donc un entier j € [o’ + 1,5, tel que w™(j) > ¢
et w(j+1) <w ). Comme de plus h > 1, on a w™(a — 1) €]b,c|,
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et donc les abscisses w™'(j +1) < b < wHa —1) < w(j) forment une
configuration (3412) de w, bien remplie (car d’amplitude 1) et de hauteur
B—a+1< (-7, exclu. On a donc 5’ > f3.

Reste le cas h = 1 et # < [ : comme précédemment, il existe j €
[a/+1, 03[, tel que w™(j) > cet w'(j4+1) < w (/). Onade plusw™(j) €
] ¢, d], car sinon, les abscisses w™(j + 1) < b < d < w!(j) formeraient une
configuration (3412) de w, bien remplie (car d’amplitude 1) et de hauteur
=08 < -, exclu. La configuration qui définit ¢! (') est alors non dégénérée
car sa suite NE contient le point (w=(5), 7).

On montre de méme que les composantes de type Sud-Est de &, sont
associées a des configurations I non dégénérées.

Montrons maintenant la deuxieme assertion du lemme. Soit ¢ > 1, on
rappelle que

NO@G) =T, N{(p,q) | p<w a—i+1), ¢>a'}.

On a (b, 3) € NO(i); de plus, comme la configuration a < b < ¢ < d est de
hauteur minimale parmi les configurations bien remplies, (b, 3) est dans la
frontiere Sud-Est, ONO(7). S’il y avait un point plus a I’Ouest dans INO(3),
d’ordonnée 3, on aurait 3’ < [3, et on obtiendrait comme précédemment une
configuration bien remplie de hauteur plus petite, une contradiction.

On montre de méme que pour i < h, (¢,7) est le point le plus a 'Est de
OSE(7). O

On a remarqué au début de la preuve de la proposition 5.4.1 que les
composantes de type mixte sont contenues dans 3.,,. Donc, dans le cas h = 1,
le lemme 5.4.2 acheve la preuve de cette proposition.

Exemple 5.4.3. On renvoie a ’exemple 5.3.2, oul’'on a h = 1, et ou les com-
posantes irréductibles de &, sont associées a la configuration I non dégénérée
donnée par les abscisses 1, 2, 6, 7, et a la configuration II mixte donnée par
les abscisses 2, 3, 4, 5, 6, 7.

On suppose dorénavant h > 2, et on introduit la notion suivante.

Définition 5.4.4. Soit (X, )icp1,n) une famille de composantes irréductibles
des &;,, chacune de type Nord-Ouest ou Sud-Est, et associée a une configu-
ration I dégénérée. On dit que (Xvi)l-e[Lh] est une bonne famille, s’il existe
des entiers 7 < j tels que :

(a) la composante v; soit de type Sud-Est, associée au point (¢;,7;),
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(b) la composante v; soit de type Nord-Ouest, associée au point (b;, 5;),
(c¢) on ait les inégalités

wla—i+1)<by <c¢<w Ha-—j).
Nous allons démontrer le

h
Lemme 5.4.5. Si la famille (X,,)icq1n est bonne, alors (] X, € X,
i=1

Preuve du lemme 5.4.5. Soient i < j vérifiant les conditions (a ), (b) et (¢)
de la définition. On définit les entiers «; et ¢; dans [, /| par les conditions
wHay) <bj <w Ha; —1) et w (5 +1) < ¢ <w ().

Onab<b; <w'(a—j+1) (la premiere inégalité résulte de I'assertion
(b) du lemme 5.4.2, car j > 2, et la seconde de la définition de NO(j)).
De méme, on a w(a —4) < ¢; < ¢. On en déduit que a; € [§ + 2,a], et
52‘ S [5, a — 2]

D’autre part, comme b; < ¢;, on a w(a;) < w (4 + 1), et donc
aj > 0; + 1 car w™! est décroissante sur [0, a’]. Ainsi les points d’abscisses
w () < b; < ¢ < w(4;) forment une configuration (3412), que l'on
note ZZ. Montrons que ZZ est incompressible; il s’agit d’une configuration
(3412) bien remplie, il suffit donc de montrer que M.S =]bj,¢; [ x| 7, d; | et
MN =]b;,c; [ %], B; | nerencontrent pas I'y,. D'une part, (¢;, ;) € 0SE(i),
on a donc

(Jw ™ a—14),¢; [ x]7,6[) N Ty =10 (1).

D’autre part, la configuration I définissant ¢;(c;) (décrite avant la proposition
5.3.1) est supposée dégénérée, donc on a aussi

(Jo ™ a—i+1),w (a—1i)[x]7d[) NT,=10 (2).

! est décroissante sur [¢',a], on a w™([0,6;]) C

Par ailleurs, comme w™
[w™1(8;),n], en particulier

wH([0.6])Nw  (a—i+1),¢[=10 (3).
On déduit de (1), (2), et (3) que

(Jo™a—i+1),¢[x]7, &) NTy=0 (o).
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En particulier, il en résulte que MS ne rencontre pas I'y, puisque b; >
w i a—i+1).
On démontre de méme

]ijwil(a_j)[x]ajvﬁj [mrw =0 (00)7

et 'on en déduit que M N ne rencontre pas I',,. La configuration ZZ est donc
incompressible.

Notant simplement ¢ la permutation associée a ZZ, nous allons montrer
que X,, N X,, € X,.

La configuration I qui définit v;, dégénérée au Nord-Est, est donnée par
les points d’abscisses b; < w Ha;—1) < - <w Ha—j+1) <w a—j).
Celle qui définit v; est dégénérée au Sud-Ouest, et donnée par les points
dabscisses wHa—i+ 1) <w Ha—i) < - <w 1+ 1) < ¢

I résulte de (¢) et (¢0) que les rectangles SOy et N Eyr de la configuration
7ITI ne rencontrent pas I',,, donc le graphe de ¢ ne differe de celui de w qu’en
les points d’abscisses w™(a;), bj, ¢; et w ().

On en déduit que les graphes des permutations w, v;, v;, et o ne different
qu’en les points d’abscisses w (o —i+1) < -+ < w Hay) < b; < wHa; —
D<o <wo+1) <e¢<w () < - <w Ha-—j). Notons 75, v; et
o les permutations obtenues en focalisant sur ces abscisses ; soient

my = #laj,a—i+1]>1,
mo = #[52+1,(1/]—]_] O,

m3 = #[a_jvdz] > 1.

>
>

et soit m = my +mg +mg+ 2. Les permutations v;, v; et o sont dans G,,, ; v;
est la permutation maximale telle que T;(my +me+2) =1 et 7;(m) = m, v;
est la permutation maximale telle que T;(1) = 1 et T;(my) = m, et 7 est la
permutation maximale de &,, telle que @(m) = 1 et d(my + mg + 3) = m.
Soit v la permutation maximale de &,, telle que v(1) =1 et v(m) = m; on
voit facilement que v est le plus grand élément de A(7;,7;), et que v < 7. On
en déduit, en vertu du lemme 0.3.1, que X,, N X, € X,.

D’autre part, on a remarqué que les rectangles N E;; et SOy de la confi-
guration (3412) qui définit o ne rencontrent pas I',, on a donc, d’apres le
corollaire 4.2.4, X, C . Cela prouve le lemme 5.4.5. ]

Pour terminer la preuve de la proposition 5.4.1, nous allons maintenant
démontrer le
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Lemme 5.4.6. Toute famille (X,,)icp,n de composantes irréductibles des
Ex,;, chacune de type Nord-Ouest ou Sud-Est, et associée a une configuration
I dégénérée, est bonne.

Preuve du lemme 5.4.6. On se donne une famille de composantes comme
dans I’énoncé du lemme, notée F. Rappelons que, d’apres le lemme 5.4.2,
la composante v; est de type Sud-Est, disons associée au point (c1, 1), alors
que la composante vy, est de type Nord-Est, disons associée au point (b, ).
Si l'on a b, < ¢y, alors F est bonne : en effet, d’apres le lemme 5.4.2, on a
b<bypetc <c etil vient w(a)=a<b, <c; <d=w1().

On peut donc supposer ¢; < b,. Posant jo = 1 et ig = h, supposons avoir
construit des entiers

Jo < J1 <o < Jpor <dpog <0<y <

et des points (c;,,v;,) € OSE(j;) et (b;,, 5;,) € ONO(i;), pour l =0,...,k—1,
tels que
(T) Cj0<cj1<"'<Cjk71<bikf1<”'<bi0

et que les entiers j;;11 et 7,11 soient définis par les encadrements

(J[J[) w_l(a - jl+1 + 1) < ¢y < w_l(a - jl+1)7
w i (a—dyg +1) < by, <w Ha—ig1),

pour [ =0,...,k—2.
On définit alors les entiers j; et iy par

w o=k +1) < ¢, <wHa - i)

et

w N a—ip+1) <by,_, <w Ha—i).

k-1
On a alors j5_1 < jp < i < tp_1.

Si v, est de type Nord-Ouest, définie par le point de I',, d’abscisse b;,,
alors b;, est dans l'intervalle | w™!(a), w™ (a—jr+1) [, il existe donc | < k—1,
tel que w(a—j+1) < bj, < w ' (a—ji;1+1). On obtient alors, en utilisant
(1), que

w_l(oz —n+1)<b, <¢ < w_l(a — Jk)s

et F est une bonne famille.
Si vj, est de type Sud-Est, définie par le point de I',, d’abscisse c;, , alors,
d’apres (1) et la définition de SE(ji), on a ¢j, > w ' (a — ji) > ¢;,_,. Side
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plus ¢, > b;,_,, en considérant le plus petit entier [ tel que b; < ¢;,, on a
¢j, <bi,_,,et by, <w(a—1i) par (11). On a aussi b;, > w™ (o — @41 + 1)
d’apres (1), mais 441 > ix > ji, et comme w™! est décroissante sur [¢, o],
il vient w™ (o — 441 + 1) > w™(a — jx + 1). On a donc obtenu

w N o —ji +1) < by, < ¢, <w Ha—1ip),

et F est bonne.

On procede de méme avec v;, : on montre d’abord que si v;, est de type
Sud-Est, F est une bonne famille. Ensuite, si v;, = ¢ (b;, ) est de type Nord-
Ouest, on remarque que b;, < b et I'on montre que si de plus b;, < ¢, _,
alors la famille F est bonne.

En regroupant ces résultats, on constate que 'on a montré que F est
une bonne famille, sauf, éventuellement, si ji < iy, v;, = tj;,(c;,) de type
Sud-Est, v;, = t*(b;,) de type Nord-Ouest, et b;,,c;, €]¢j_,,bi,_, [ Silon
a de plus b;, < ¢j,, il vient d'une part w™(a — jx + 1) < b;, car by, > ¢;,_,,
par hypothese et ¢;,_, > w™(a — jp + 1) par (). On obtient de méme
¢j, <w Ha — i), d’ol finalement

Th—1

w N o — i+ 1) < b, <cj, <w Ha—ig),

et la famille F est bonne.

On peut donc supposer que c¢;, < b; et I'on est a nouveau dans les
hypotheses de la récurrence. Ce processus s’arréte, puisque les suites d’entiers
b;, et c¢j, sont strictement monotones et bornées, on en déduit donc que F est
une bonne famille. Cela termine la preuve du lemme 5.4.6, et par conséquent
aussi celle de la proposition 5.4.1 O

Exemple 5.4.7. On considere la permutation
w=(6,7,51,8,4,2,3)
de 68.

+ La configuration (3412) formée par les points

S d’abscisses 1, 2, 7, 8 est bien remplie et de hau-

S% teur minimale. On a h = 3, o/ = a = 6 et
+ 0’ = § = 3. Les permutations associées sont

wy = (3,7,6,1,8,5,2,4),
) Wo = (47 773717876a )a
ws = (5,7,4,1,8,3,2,6),

SR
o Ot
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dont les graphes sont représentés ci-dessous.

Sur les trois diagrammes suivants, on a représenté les quadrants associés
respectivement a chacune des trois quasi-résolutions, ainsi que les bandes
verticales d’abscisses € | w; (o), w;(8') [ :

Ainsi, d’apres la proposition 5.3.1, chacun des &, a deux composantes
irréductibles. Les deux composantes de &, sont de type Sud-Est, ¢;(4) =
(1,7,6,5,8,4,2,3) et t1(7) = (2,7,6,1,8,5,4,3). Le lieu &, a une compo-
sante de type Nord-Ouest et une de type Sud-Est, t?(2) = (6,5,4,1,8,7,2,3)
et t2(7) = (6,7,2,1,8,5,4,3). Enfin, &, a deux composantes de type Nord-
Ouest, t3(2) = (6,5,4,1,8,3,2,7) et t3(5) = (6,7,5,1,4,3,2,8).

Aucune de ces composantes n’est contenue dans 3, : elles correspondent
toutes a des configurations I dégénérées, qui donnent des points lisses d’apres
le théoreme 4.2.1. En revanche, d’apres le lemme 5.4.6, toute intersection
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X, N X, N X,,, ol chaque X, est une composante de &;,, est contenue dans
Dy

Voyons par exemple I'intersection X, 4y N X, 7y N Xi3(5). Les entiers ¢ = 2
et 7 = 3 remplissent les conditions de la définition 5.4.4 : (a) to(7) est de type
Sud-Est, associée au point (7,2); (b) t3(5) est de type Nord-Ouest, associée au
point (5,9); (c)onaa=6et w(5) =3 <b3=5<ca=T<w !(3) =8,

+
)

@ L L
C1 bg Co

D’apres le lemme 5.4.5, l'intersection Xy, 7) M Xys(5) est contenue dans X,
ou o est la permutation associée a la configuration II pure formée par les
points d’abscisses 3, 5, 6, 7, 8, c.-a-d. 0 = (6,7,2,1,5,4, 3,8).

5.4.2 Correspondance entre configurations

Pour toute configuration I de w;, de type I ou II, on note wywy, (K)
I'ensemble des points (z, w(z)) tels que (z,w;(x)) € K.

Proposition 5.4.8. Pour toute configuration IC de w;, de type I ou II, pa-
ramétrant une composante irréductible X, du lieu singulier de X,,,, on a :
e ou bien Py x™i X, C Ex(m;),
e ou bien wyw,(K) est une configuration du méme type de w, et m;( Py x":
X,) = lew(,iv est la composante irréductible du lieu singulier de X, as-
sociée.

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons la notion suivante

Définition 5.4.9. Soit z une permutation et F une famille de points du
graphe de z, F = {(x1,2(x1)), ..., (@m,2(zm))}, avec x1 < -+ < .
Pour j =1,...,m — 1, on appelle successeur de (z;,2(x;)) dans F le point
(@j41, 2(Tj41)).
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Preuve. On considere une configuration K de w;, paramétrant une compo-
sante irréductible X, de Sing X,,. On suppose de plus que P; x X, ¢
Ex(m;).

D’apres la discussion au début de la preuve de la proposition 5.3.1, il vient
que wy,v € IS, in, de sorte que wy * v = wrwy,v. 11 suffit alors de montrer
que wywy, (K) est une configuration du méme type de w. En effet, la dernieére
assertion en découle : on a v = y(k)w;, ou (k) est un certain cycle sur
les ordonnées de la configuration /C, et de méme, la composante irréductible
de Sing X, associée a wywy,(K) de w est donnée par v' = y(wrw,, (K))w, et
comme (z(k)) = z (k) 271, pour tout z, il vient v’ = wrw,y(K)w; = wrwyv.

On remarque de plus que 'on a (¢',¢/)v € w;. En effet, notant v' =
(8',a)v, on a v' = wy,s;,0, et comme O € 1&S,,,, il vient v/ € YiG,,,,. Si
'on avait v’ < w;, alors Py x%7 X,, C Z; aurait méme image que P; x7i X,
d’on Py x™ X, C Ex(m;), une contradiction.

On note 8¢ (resp. SY) I'ensemble des points du graphe de w; dont 1'or-
donnée est dans [§, k;] (resp. [k; + 1,]), et S; = 87 U SY. On note aussi
S = w[sz(Sz)

1. Supposons pour commencer que K est une configuration I, nécessai-
rement non dégénérée puisqu’elle parametre un point singulier de X,,.. On
conserve les notations concernant les configurations I définies dans les cha-
pitres 3 et 4. On note KV la réunion de {P,} et de la suite NE, et K7 la
réunion de {P_} et de la suite SO. Si la configuration I ne rencontre pas
S;, le résultat est clair. Supposons au contraire que X N'S; # 0. Soit py la
deuxieme projection de [1,n]? sur [1,n]. Comme w; ' est décroissante sur
chacun des py(E), pour E = 87, SN, K% KN, et que SF est au Sud-Ouest de
SN chacune des deux parties K et KV ne peut rencontrer qu’au plus I'une
de S et SN.

Montrons de plus que S; ne peut rencontrer simultanément XV et °. En
effet, supposons que ce soit le cas. Alors, nécessairement, KV rencontre SiN
et K rencontre S7, et cela entraine que S; ne contient ni P, ni P_. Ainsi
KN NSY est contenu dans la suite NE, et £ NS? dans la suite SO. Comme
P_ est au Sud-Est de la suite NE, on en déduit que z_,, > w; *(a’), d’on
T > w; H(8).

Soit y,, = inf {y | (w;'(y),y) € KSNS’}; on a y,, = &, car sinon
le point (w; '(8"),0’) serait contenu dans 'y, N Ry, .) mais pas dans
U;:l SO(x—j,y—5) UUjoy NE(z; — 1,y; — 1), ce qui contredirait (A). On
montre de méme que ' est 'ordonnée d’'un point de la suite NE. Mais on
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voit alors que v' := (¢, /) v < w;. En effet, les graphes I,y et T',,. coincident
en dehors des ordonnées de ) (cf. 3.1), il suffit donc de comparer les permu-
tations obtenues en focalisant sur ces ordonnées. Posant n’ = s+t +2, on a

alors
wi=(n, t+1,...,2, s+t+1,...,t+2 1)
v=(t+1,....,1n ..., t+2)

et v = (j1,72)0 avec Ji € [2,t+1] et jo € [t+2,s+t+1]. On a donc v/ < w;,
d’ott v/ < w;, exclu. On a ainsi démontré que KX N S; est contenu dans KV ou
bien dans %, donc égal & 1'un des quatre K* NS} ot *, ¥ € {N,S}.

Supposons par exemple que X NS; = KN N SP. Alors il est clair que les
coordonnées des points de wyw,, (K) vérifient les inégalités requises (cf. 3.1),
et il suffit donc de vérifier I'inclusion (A). Notons

K = {(xOanOO)v ("E—omy—OO)}U {(ﬁj’yj)v JE€ [_t7_1] U [175]}a
wrwy(K) = (T, yho)s (000, ¥ 00)} U{(25,9)), j € [=t, —1J U[L, 8]}

Comme les graphes 'y, et T, coincident sur les ordonnées hors de [¢', /], il
suffit de montrer que

t

SN Rgmay(w) S| JSO@_s,y ) U| JNE(; — Ly} - 1) (A).
j=1

j=1

Soit y,, = inf {y | (w; *(y),y) € K¥NNS*}; onam € [1,s]U{oo}. Soit m’
entier tel que x,,y = v~ (y,,);onam’ € [1,s|U{—oc}. Le point (.., Ym:) est
a I'Ouest, au sens large, du successeur de (w; *(Ym), ym) dans S;. En effet, si
Ym # 0, alors le successeur de (w; ' (Ym), Ym) dans S; est (w; ' (Yo — 1), Y —
1). Si Pon avait w; '(y,, — 1) < @, alors le point (w; ™ (ym — 1), ym — 1)
serait contenu dans Iy, N Rz 2_.)(w;), et pas dans U;Zl SO(x_j,y_;) U
U§:1 NE(z; — 1,y; — 1), ce qui contredit (A). D’autre part, si y,, = ¢,
alors le successeur de (w; ™ (ym), ¥m) dans S; est (w;*(a’),a’). Si I'on avait
w; (') < 2y, alors on aurait (8, /) v < v, dout (¢, ') v < w;, exclu.

Il vient alors : si m' = —00, SNR (g 2_.)(w) C wrwy, (K), dou (A'), et
sim' # —oo, comme on a w;(Tyy) = Yy < &, alors w(x,,) = w;(T,), ou
encore Y., = Y et alors

SN R(xoo,:v_oo)<w) C ’LUIU)JZ.(IC) U NE(xm/ — 17y;n, — 1)’

d’ou 'on déduit (A).
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Le cas KNS; = K5 N SN est semblable, et les cas ot K NS; est égal a
K5NS ou KN N SN sont similaires, mais plus simples.
On a donc démontré le résultat lorsque K est une configuration I.

2. Supposons maintenant que K est une configuration II : comme X, est
une composante irréductible du lieu singulier, on a, d’apres le corollaire 4.2.4,
s=t=0our=0.

2.1. Traitons pour commencer le cas d'une configuration pure. Notons
A, B,C et D les quatre points de la configuration (3412) qui détermine IC,
et (xa,ya), etc. leurs coordonnées. On va montrer que wywy, ({4, B,C, D})
est une configuration (3412) de w, incompressible, et telle que les zones
NE;;(w) et SOp(w) associées ne contiennent pas de point de I',,. Comme
précédemment, il suffit de montrer que

(MN(w)UNE;(w)UME(w)UMS(w)USO(w)UMO(w))NS =0 (v7).

Comme ’ensemble des ordonnées des points de S; est un intervalle, le
résultat est clair si X N'S; = (). On suppose donc K NS; # 0.

2.1.1. Supposons pour commencer B € S;. Alors le seul autre point de
K qui pourrait appartenir a S est A, mais on aurait alors (§',a/)v < v,
exclu. On a donc K N'S; = {B}. Alors il est clair que wywy, ({4, B,C, D})
est une configuration (3412) de w, notée ZZ. Si B € S, alors comme on
avu que A € S;, on a po(SP) Clya,ys[, et Von obtient que ZZ est de
la forme voulue. D’autre part, si B € S, on a d’abord y4 < ¢, et donc
(ME(w) U MS(w) U SO (w) UMO(w)) NS = (. Ensuite, si yp # &, le
successeur de B dans S; a pour ordonnée yg — 1 € |ya,yp [, et comme K
est incompressible et que le rectangle N E;;(K) ne rencontre pas I, on a
nécessairement xp < w; *(yp — 1). D’autre part, si on a yp = &', alors le
successeur de B dans S; est le point d’ordonnée o', et I'on a zp < w™* (),
car sinon on aurait (¢, /) v < v. On en déduit, dans les deux cas, (M N (w)U
NE(w)) NS = 0. On a ainsi obtenu (77) lorsque B € ;. Le cas ou C € S;
se traite de facon semblable.

2.1.2. Il reste donc a traiter le cas KNS; € KM, ott KM désigne la réunion
de A, D et de la suite centrale. Dans ce cas, L N'S; est contenue dans 1'une
des deux zones S ou 87, disons S7.

Silona A € 8 et D ¢ 87 : alors on ad’une part yp < &', donc (MS(w)U
SOU(’LU)) NS = (. D’autre part, on a yg > o, donc, comme la configuration
K est incompressible et que N E;(K) ne rencontre pas Iy, les abscisses de
B et D sont contenues dans un méme intervalle de la subdivision donnée
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par les abscisses des points de S;. Alors les proriétés voulues concernant les
rectangles M N(w), NE(w), MO(w) et M E(w) résultent de leur analogue
dans I'y,,. On a donc établi (v7) dans ce cas. Les autres cas, plus simples, sont
laissés au lecteur. On a donc démontré le résultat pour K de type II telle que
s=1t=0.

2.2. Soit maintenant K de type II mixte. On décompose alors K en
trois parties : on note KV la réunion de {B} et de la suite NE, KM =
{A, D} et K est la réunion de {C} et de la suite SO. On va montrer que
wrwy,({A, B,C, D}) est une configuration (3412) de w, incompressible et de
zone centrale ne contenant pas de point de I'y,, et que

Pw N (SO[](U)) U NE]](U))) Q
Jso_;.y UUNE 1Ly, —1) (0)

avec les mémes conventions d’écriture que précédemment. A nouveau, on
peut remplacer (¢) par

SN (SO[](U)) U NE]](U))) Q
t
JSo_;.y UUNE ~ 1y, —1) (0.
j=1
Le résultat est clair si XNS; = ), on suppose donc KNS; # (. On remarque
que Dintersection de chacune des parties SP et SV avec K est contenue dans
I'une de KV, KM et 5.

2.2.1. Supposons pour commencer que K ne rencontre qu'une seule de
S7 et SN. Les deux cas sont symétriques, il suffit donc de traiter par exemple
KNS CKNS?P. On suppose d’abord K NSP = KV N SP. Alors il est clair
que wywy, ({A, B,C, D}) est une configuration (3412) de w. Par ailleurs, on a
ya < ¢, donc les propriétés voulues concernant les rectangles MO (w), C(w),
ME(w), MS(w), et SO;r(w) résultent de leur analogue dans I',,. Les abs-
cisses de B et C' sont nécessairement contenues dans un méme intervalle
de la subdivision donnée par les abscisses des points de S; (sinon M N (w;)
contiendrait des points de ;). Il en résulte que M N (w)NT,, = 0. Concernant
NE(w), il suffit de montrer que

NE(w) Nwywy, (S UNE — Ly, —1) (0.
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Or on montre que 'on a zp < w; '(a’) ou bien qu'il existe j € [1, 5] tel que
z; < w; (') et y; < &'. Dans le premier cas, il vient

NE][(U]) N wIwJZ(SZN) = @7
et dans le second, on a y; = y; et on obtient
NE;;(w) Nwrwy,(SY) € NE(z; — 1,y; — 1).

On a donc établi (¢”). Cela prouve le résultat voulu dans le cas KN S; =
KY¥NSP. Le cas KNS; = K5NS?, plus simple que celui que nous venons
de détailler, est laissé au lecteur.

Lecas KNS, C KN Sis C KM se traite de la méme maniére que son
analogue traité en 2.1.2.

2.2.2. 1l reste pour terminer a montrer que K ne peut pas rencontrer a
la fois SN et S7. On remarque d’abord que si S rencontre KV ou contient
D, alors S¥ N K = (). De méme, si SV rencontre K° ou contient A, alors
SP N K = 0. Ainsi, si K rencontrait a la fois SV et S, on aurait

SENKC{A}UK?, et SN NK C{D}uK".

De plus, on n’a pas simultanément S N K C K% et S¥ NK C KV, car les
ordonnées de A et D sont entre celles des points de K et ICV. Les possibilités
qui restent sont donc

AeSS et SNNKN £0

ou, symétriquement,

DeSNet SENKS #£0.

Mais on montre alors que 'on aurait (¢’,a')v < v, exclu. Cela termine la
preuve de la proposition 5.4.8. O
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Chapitre 5. Quasi-résolutions des variétés de Schubert



Chapitre 6
Théoreme principal

Nous pouvons maintenant démontrer le

Théoreme principal 6.1. Le lieu singulier de X, est la réunion des compo-
santes décrites dans la section 4.2. En particulier, les singularités génériques
sont de type S ou So, c’est-a-dire soit un cone de matrices de rang au plus
1, soit un cone quadratique non dégénéré de dimension impaire d > 5.

Preuve. Nous allons procéder par récurrence sur la dimension de X, pour
montrer que Sing X, = >,,. On peut supposer n > 4 puisque les variétés de
Schubert de GL3/B sont lisses. L’énoncé a été établi dans le cas des variétés
covexillaires dans la partie I.

On suppose maintenant 1’égalité démontrée pour toute variété de Schu-
bert de dimension < k — 1, et on se donne X,, de dimension k. On peut
supposer w non covexillaire. On fixe alors une configuration (3412) de w,
bien remplie et de hauteur minimale, et on considere les quasi-résolutions
de X, étudiées dans le chapitre 5 Etant donné une composante irréductible

X, de Sing X, ou bien X, C ﬂ Ex,;, ou bien il existe un entier 7 tel que

X, € &,. Dans le premier cas, on obtient X, C ¥, d’apres la proposition
54.1.

Dans le second cas, considérons I'ouvert Reg,. . Nous utiliserons le fait
suivant : si 2 est un ouvert d’une variété X, les composantes irréductibles de
Sing X qui rencontrent €2 sont en bijection avec les composantes irréductibles
de Sing €2, par I'application Y — Y N Q2.

Ici, la composante irréductible X, de Sing X, rencontre Reg, , donc
X, N Reg,, est une composante irréductible de Sing Reg, .. Comme 7; in-

89
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duit un isomorphisme de Reg(m;) sur Reg, , m; ' (X, NReg, ) est une compo-
sante irréductible de Sing Reg(m;). Il existe alors, d’apres le fait évoqué plus
haut, une composante irréductible Y de Sing Z; telle que 7; *(X,, N Reg,.) =
Y NReg(m;). Par ailleurs, comme la projection de Z; sur P;/Pj, est une fibra-
tion localement triviale de fibre X, , les composantes irréductibles de Sing Z;
sont les Py x i X,,;, avec X,, composante irréductible de Sing X,,,. Ainsi, il
existe une composante irréductible X, de Sing X, telle que Y = Py x"7 X,
Il vient alors, comme 7; est surjective et propre, X, = m;( Py x P X,,). Par
hypothese de récurrence, on a Sing X, = X,,, donc il existe une configura-
tion K de wj telle que v; = y(k)w;. Il résulte alors de la proposition 5.4.8 que
X, = XwIinvi C Y. Le théoreme est démontré. ]

Remarque 6.2. Le théoréme précédent, combiné avec [3], 3.3 et 4.6, per-
met de déterminer, pour chaque composante irréductible X, de Sing X,
le polynome de Kazhdan-Lusztig P, ,, et la multiplicité de X, en e,, notée
My (00 renvoie par exemple a [29], chap.5, 14 pour cette notion). Si N, ,, ~
Ci+17j+1 alors

mv,w:<2j]> et Pow=14+q¢+...+¢"

olt u = Min (i, 7), tandis que si N, ,, >~ Kop11, alors
My =2 et Py =1+ qk.
Exemple 6.3. On considére la permutation
w=(5,10,7,2,9,8,1,6,3,4)
dans Gqj.
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Il y a deux points coessentiels bien bordés P, = (5,5) et P, = (5,7); P,
admet trois bordages minimaux, donnés par les couples de points d’abscisses
(3,7), (3,9) et (3,10), tous dégénérés (I'un au Nord-Est, les deux autres au
Sud-Ouest). Le point P, admet deux bordages minimaux, donnés par les
couples de points d’abscisses (2, 7) et (2,8), non dégénérés, qui donnent deux
composantes de type S;. D’autre part, les configurations (3412) incompres-
sibles sont d’abscisses

Elles donnent toutes des configurations II mixtes, sauf celle qui est marquée
d’une (), qui donne une configuration II pure.

Le lieu singulier de X, a donc 9 composantes irréductibles. Elles sont
données dans le tableau ci-apres. Dans la colonne de gauche, on a écrit les
configurations, données par les ordonnées des points, dans 'ordre des abs-
cisses croissantes, ainsi que le type de la configuration. Pour les configurations
I, les ordonnées y_., et y. sont marquées en gras; pour les configurations
I1, les ordonnées des points de la configuration (3412) sont indiquées en gras.
La composante irréductible correspondante v est donnée dans la deuxieme
colonne; les points ou elle differe de w sont en gras. Dans les quatre colonnes
suivantes, on donne la classe d’isomorphisme de la transversale, sa dimension
d = dimN,, = {(w) — {(v), le polynéme de Kazhdan-Lusztig P, ,,, et enfin
la multiplicité m, .
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Configuration v Now d P,y My
[ 10,7,2,9,8,1 (5,7,2,1,10,9,8,6,3,4) Css 5 l+qg+q® 6
[ 10,7,9,8,6 (5,7,6,2,10,9,1,8,3,4) Cos 4 lig 3
M, 57,263  (210,53,9.81,76,4) Ci2 4 lig 3
1I,, 5,7,2,6,4 (2,10,5,4,9,8,1,7,3,6) Cs2 4 1+4¢ 3
1I,, 5,8,1,6,3 (1,10,7,2,9,5,3,8,6,4) Cs» 4 14¢ 3
M, 581,64  (1,10,7,2,9,5,4,8,3,6) Css 4 l+g 3
1, 5634 (3,10,7,2,9,8,1,5,4,6) Cos 3 ltg 2
M, 7,2.81,6  (510,2,1,9,7,6,8,3,4) Cs2 4 ltg 3
I, 7,8,6,3,4 (5,10,3,2,9,7,1,6,4,8) K5 5 1 + ¢? 2



Index des notations

Cw 11
Cu 11
X, 11
l(w) 11
T, 11
F, 11
K* 11
F(ay,....din) 11
Gry(n) 11
Gt 11
'S in 11
. 11
N 12
Singularité de type S; 12
Cz',j 12
Singularité de type Ss 12
Kok-t1 12
NO(p,q) 16
NOu(p, q) 16
I(NOwu(p,q)) 16
R(a,b)(w)v 7-\)’(a,b) (w) 17
R (w), R (w) 17
dw 65
Reg() 65
Ex () 65
Reg, 65
Ex 65
t'(b") 70
ti(d) 70
m; (b, ) 70
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