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Introduction

Depuis la généralisation du déterminant aux corps non-commutatifs par
Dieudonné (voir [1]) en 1943, on sait que ce déterminant réalise un isomorphime
entre le groupe des matrices inversibles sur un corps (non nécessairement com-
mutatif) quotienté par son sous-groupe des commutateurs et le corps lui-méme
quotienté par son sous-groupe des commutateurs. Le calcul de ce dernier groupe
n’est pas toujours évident. On dispose de théoremes de structure des corps non
commutatifs. La dimension d’un corps non commutatif D de dimension finie sur
son centre I est nécessairement un carré. Sa racine carrée est appelée indice de
D (noté n). De plus, par une extension des scalaires de D par une extension
finie E de F, on peut obtenir une algebre de matrices sur F. Cela permet de
définir une norme réduite, qui est une racine n-ieme du déterminant “naif’ que
I’on obtient en considérant la multiplication & gauche d’un élément de D comme
une application F-linéaire. Cette norme réduite est multiplicative et est donc
nulle sur le sous-groupe des commutateurs. Une question naturelle est le calcul
de son noyau, quotienté par les commutateurs, appelé SK;D. Wang a montré
des 1949 (voir [26]) que ce groupe est nul dés que l'indice de D ne comporte
pas de facteurs carrés. Il a ensuite fallu attendre 1976 pour avoir un exemple de
corps D pour lequel SK; D n’est pas nul, donné par Platonov dans [18]. Depuis,
un certain nombre d’exemples ont été fournis, mais on ne connait toujours pas
de caractérisation satisfaisante des cas ou SK;D n’est pas nul. Le cas le plus
simple, qui n’est pas traité par le théoreme de Wang est celui d’une algebre de
biquaternions (produit tensoriel de deux algebres de quaternions). Lorsque cette
algebre est un corps, son indice est 4, qui est le plus petit carré non trivial.

Dans un langage plus moderne, apres définition de la K-théorie algébrique,
un corps D quotienté par ses commutateurs s’appelle K7D, et la norme réduite
est une application de K1 D vers K;F'. Dans les années 80, une approche a été
tentée, initiée par Suslin, pour relier SK;D a la cohomologie galoisienne. Rost
a alors montré que pour une algebre de biquaternions D associée a la forme
quadratique d’Albert ¢, on a la suite exacte

0 — SK\D — H*F,Z/2) — H*(F(q),Z/2)

ou la cohomologie est la cohomologie galoisienne du groupe de Galois absolu
Gal(Fsep/F) & coefficients dans les racines carrées de I'unité. Ce théoreme im-
plique notamment que SK;D est nul pour tout corps D de centre F' dont la



dimension cohomologique est inférieure ol égale a 3. Au niveau de la K-théorie,
il est naturel de se demander si on peut faire une telle construction pour KsD,
qui est un goupe moins bien connu que K;D par bien des aspects, afin d’en
dégager certaines propriétés. Suslin, dans [23] a donné une définition satisfai-
sante de la norme réduite pour KoD. Merkurjev a alors montré que le groupe
S K5 D était nul pour D un corps de quaternions. Le cas le plus simple qui suit
est encore une algebre de biquaternions.

Le but de ce qui suit est de tenter d’obtenir une suite exacte analogue a celle
de Rost pour SK3;D, quand D est une algebre de biquaternions.

La méthode de démonstration de la suite exacte de Rost exposée par Merkur-
jev dans [12] se divise en trois étapes principales. La premiére consiste a relier les
groupes de cohomologie galoisienne qui interviennent avec de la K-cohomologie.
La deuxieme étape consiste a relier cette K-cohomologie aux groupes de la filtra-
tion topologique d’une quadrique d’Albert par 'intermédiaire de la suite spec-
trale de Brown-Gersten-Quillen. Enfin, la derniere étape utilise la décomposition
de la K-théorie de la quadrique en somme directe de groupes de K-théorie
d’algebres associées a la quadrique tel que I’a montré Swan dans [24]. Dans le
cas particulier d’'une quadrique d’Albert, les algebres qui interviennent sont le
corps de base et une algebre de biquaternions. C’est le calcul de la filtration to-
pologique en fonction de cette décomposition qui permet enfin de relier SK; D
et le reste.

Dans ce qui suit, nous avons essayé de suivre une démarche analogue. Mal-
heureusement, un certain nombre de propriétés de la K-théorie sont connues
pour Ky et K7 et ne le sont plus pour Ks. Cela conduit & des problémes nou-
veaux qui n’interviennent pas dans la démonstration exposée par Merkurjev, et
dont certains ne sont d’ailleurs pas résolus.

Le résultat principal de ce texte est le théoreme 5.2 :

Lorsque F' est un corps de caractéristique nulle et qui contient un sous-corps
algébriquement clos, on a un morphisme surjectif

SKoD @ KyD — ker(H®(F, pg)—H®(F(q), j12))

ou F(q) est le corps des fonctions de la quadrique d’Albert, et KoD est un quo-
tient de Ko D défini au chapitre 5.

Ce texte est organisé en cinq chapitres. Dans le premier, on présente une
catégorie dans laquelle il est agréable d’introduire les morphismes classiques en
K-théorie algébrique et leurs propriétés. La norme réduite a un statut parti-
culier, puisqu’elle ne se définit qu’au niveau de la K-théorie. Dans le deuxieme
chapitre, on utilise une approche différente de celle de Rost pour identifier la co-
homologie galoisienne qui intervient avec de la K-cohomologie. On utilise pour
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cela certaines suites spectrales en cohomologie motivique et des méthodes intro-
duites par Kahn dans [9]. Cela permet d’obtenir des identifications de maniere
assez synthétique, mais oblige a certaines restrictions sur le corps de base, dues
a D'utilisation de la cohomologie motivique (c’est 14 qu’intervient principalement
la caractéristique nulle). C’est 1& qu’apparait aussi le sous-corps algébriquement
clos, mais cela semble moins lié a la méthode. Dans la troisieme partie, on uti-
lise la description de Panin de la K-théorie des variétés projectives homogenes
(voir [17]), qui a 'avantage d’englober la description de la K-théorie des qua-
driques et des variétés de Severi-Brauer généralisées. C’est un aspect qui est par-
ticulierement utile dans notre cas, car il se trouve qu’'une quadrique d’Albert est
isomorphe & une variété de Severi-Brauer généralisée particuliere (voir théoréme
3.18). Dans le quatrieme chapitre, on exploite en particulier cet isomorphisme
pour calculer, comme dans la démarche de Rost, la filtration topologique de
la quadrique (autant que possible). Enfin, dans le cinquie¢me chapitre, on met
bout a bout les résultats acquis dans les chapitres précédents, et on obtient le
théoreme 5.2.

0.1 Notations et définitions

Dans tout ce texte, F' désigne toujours un corps de caractéristique différente
de 2.

Lorsque A est une algebre centrale simple (resp. X un schéma, g une forme
quadratique) sur F, on note Ag (resp. X, qg) 1’algébre centrale simple (resp. le
schéma, la forme quadratique) obtenue en étendant les scalaires & une extension
E de F.

La notation X, désigne la quadrique projective des zéros de la forme qua-
dratique gq.

Le symbole ¢ désigne, sauf mention contraire, une forme quadratique d’Al-
bert (voir A.2).

Le symbole D désigne, sauf mention contraire, une algébre de biquaternions
(voir A.1).

Une quadrique associée a une forme quadratique est dite déployée lorsque la
forme quadratique est elle-méme déployée (i.e. est hyperbolique en dimension
paire). Une algebre centrale simple est dit déployée lorsqu’elle est neutre dans
le groupe de Brauer.
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Chapitre 1

Norme réduite et
morphismes associés

Le but de ce chapitre est de décrire le cadre utilisé pour les calculs dans
les chapitres qui suivront. Plus précisément, on introduit une catégorie dont les
objets sont les algebres séparables sur F' (simples de rang fini sur un corps F'
et dont le centre est un produit d’extensions séparables de F'), et on met les
morphismes qu’il faut pour pouvoir retrouver les morphimes classiques en K-
théorie et introduire les propriétés imposées a la norme réduite. La catégorie
qu’on va utiliser est une sous-catégorie d’une catégorie plus générale, introduite
par Merkurjev et Panin dans [13]. Les objets de cette derniére catégorie sont
des couples (X, A), ou X est un schéma sur F et A une algebre séparable sur
F, alors que nous nous restreindrons au cas ou X = Spec(F).

1.1 Algebres séparables

Définition 1.1 On dit qu’une algebre A est séparable sur F lorsqu’elle est de
rang fini sur son centre (noté Z(A)) qui est lui-méme un produit fini d’extensions
séparables de degré fini de F'. On considére la catégorie Alg(F') dont les objets
sont les algébres séparables sur F' et dont les morphismes sont les morphismes
de F'-algebres.

La catégorie Alg(F') est stable par produit fini (qui est une somme directe
pour cette catégorie) et par produit tensoriel au dessus de F. Elle dispose d’un
endo-foncteur involutif qui & une algébre associe son algebre opposée.

Définition 1.2 Soit E une extension de F, l’extension des scalaires définit un
foncteur Extg p de Alg(F) vers Alg(E). Si de plus E est une extension finie
séparable de F', on a un foncteur de restriction Resg/p de AlgE vers Alg(F').

Définition 1.3 Soit ACS(F') la sous-catégorie pleine de Alg(F') dont les objets
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sont ceuzr de Alg(F) qui sont des anneauzx simples de centre F'. On appelle ses
objets des algébres centrales simples sur F'.

Pour une extension E de I, le foncteur £xt g/ p induit un foncteur de ACS(F)
vers ACS(E).

Proposition 1.4 (voir [1], théoréme II1.3) Pour deux objets A et B de ACS(F)
tels que A C B, on note Cp(A) le commutant de A dans B. C’est un objet de
ACS(F), et on a B=A®p Cp(im(A))

Proposition 1.5 Soient A et B deux objets de ACS(F). Alors tout morphisme
de A dans B est injectif. Soit im(A) l’image de A dans B. Par la proposition
1.4, on a B=1im(A) ®x Cp(A).

Théoreéme 1.6 (Skolem-Noether, voir [1], théoréme III.4) Soient A et B deux
objets de ACS(K). Soient f et g deux morphismes de A dans B. Alors il existe
un automorphisme intérieur o de B tel que g =0 o f.

Proposition 1.7 (voir [1], théoréme II.2) Soit A un objet de ACS(F). Soit S4
un module simple sur A (ils sont tous isomorphes). Soit D = End 4 (S4)°P. Alors
D est un objet de ACS(F) qui est un corps (non nécessairement commautatif),
et A est isomorphe d une algébre de matrices sur ce corps D. On dit que D est
le corps gauche sous-jacent a A (il est défini a isomorphisme pres).

On rappelle (voir [1], théoréme III.1) que la dimension d’un objet A de
ACS(F) sur F est un carré et qu’on appelle degré de A sa racine carrée (notée
deg(A)). La racine de la dimension du corps gauche sous-jacent a A est appelé
indice de A et est noté ind(A). Ce dernier divise le degré de A par la proposition
précédente.

Définition 1.8 Soient A et B des anneauz. Un A-B-bimodule est un A-module
a gauche qui est également un B-module a droite tel que les actions de A et de
B commutent.

Proposition 1.9 Soit A un objet simple de Alg(F). Alors le module simple S
est un A-End 4(S4)°P-bimodule.

Proposition 1.10 Soit A un objet de ACS(F'). Posons D = Enda(S54)°?. En
tant que D-D-bimodules, Saor @4 Sa et D sont isomorphes.

On rappelle la définition du groupe de Brauer de F (voir [1], définition
II1.2). On dit que deux objets de ACS(F’) sont semblables si leurs corps gauches
sous-jacents sont isomorphes. Les classes d’algebres semblables sont des classes
d’équivalence. Le produit tensoriel au dessus de F' passe aux classes, et munit
I’ensemble des classes d’équivalences d’une loi de groupe. Ce groupe est appelé
groupe de Brauer de F' et est noté Br(F'). L’élément neutre est la classe de F,

2



et linverse de la classe d’une algebre est la classe de son algebre opposée. Ce
groupe est commutatif. Tout élément [A] de ce groupe est d’ordre fini (appelé
exposant de A et noté exp(A)), et cet ordre divise l'indice de A et a les mémes
facteurs premiers.

L’extension des scalaires définit un morphisme de groupe de Br(K) vers
Br(E).

Définition 1.11 On dit qu’une algébre de ACS(F) est déployée si elle est
neutre dans le groupe de Brauer de F.

Définition 1.12 Si A est un objet de ACS(F'), on dit qu’une extension E de
F déploie A si Ag est déployée.

Proposition 1.13 (voir [1], corollaire III.1, proposition II1.3) Si A un objet de
ACS(F) et L est un sous-corps commutatif mazimal de A, alors L déploie A.
De plus, tout sous-corps commutatif est contenu dans un sous-corps commutatif
mazimal. Si E est un sous-corps commutatif de A, alors [E : F] divise deg(A).

Si de plus A est un corps, alors un sous-corps commutatif mazximal L vérifie
deg(A) = [L: F].

Proposition 1.14 Pour A et B deuz objets de ACS(F), munis d’un morphisme
f de A dans B, il existe C € ACS(F) tel que im(A)@rC ~ B, par la proposition
1.4. Si C" est le corps gauche sous-jacent a C, alors le morphisme f de A C B
se factorise en A—im(A) @ C' = B’ C B, et B’ est le plus petit sous -objet
(au sens de linclusion) de B qui posséde cette propriété de factorisation de f.
De plus B’ ~ B.

Proposition 1.15 Tout objet de Alg(F) se décompose comme un produit fini
d’objets simples.

Définition 1.16 Soit A un objet de Alg(F). On note P(A) la catégorie des
A-modules de rang fini, et K.(A) la K-théorie de Quillen de cette catégorie.

Proposition 1.17 Soit A un objet simple de Alg(F). Comme A est simple, il
existe un module (simple) S tel que tout élément de P(A) soit isomorphe & une
somme de copies de Sy.

Définition 1.18 Soient A et B deux éléments de Alg(F), et f : A—DB un
morphisme. On appelle rang de B sur A le rang de B considéré comme A-
module par le morphisme f. Ce rang est indépendant du morphisme choisi. On
le note rg 4 (B).

Définition 1.19 Soient A, B et C des objets de Alg(F). Le foncteur bi-exact

P(B?®p C) x P(A? @r B) — P(AP@pr(C)
(P, P — P®pgP



induit un accouplement en K -théorie

Kn(B0p QF C) ® Km(AOp QF B) — n+m(A0p QF C)
(u®w) — uowv

Proposition 1.20 Cet accouplement est associatif.

Démonstration : Cela se vérifie sur les catégories sous-jacentes, et cela résulte
immédiatement du fait que le produit tensoriel est associatif. O

1.2 La catégorie Ap

Soit Ap la catégorie suivante. Les objets de sont les algebres séparables sur
F'. Les morphismes sont donnés par

Homy, (A4, B) = Ko(A? @ B)

La composition est donnée par (u,v) — wow (voir proposition 1.19). L’associa~
tivité résulte de la proposition 1.20. L’identité Id 4 est la classe dans Ko(A? Qp
A) de A vue comme A°? ® p A-module par

(b® c).a—cad

La catégorie Ap est additive et munie d’une somme directe (donnée par le
produit sur les objets). Elle est également munie d’un endo-foncteur contrava-
riant involutif op, qui a tout objet A associe 'objet A°P et & tout morphisme
u € Hom 4, (A, B) = Ko(A°P? ® B) associe u’? € Ko(B? ® A).

La catégorie Ap est munie d’une structure tensorielle, compatible avec la
somme directe. A tout couple d’objets (A, B), on associe 'objet A®p B. A tout
couple de morphismes u € Ko(A°? ®F B) et v € Ko(C°? @ D), on associe le
morphisme

URp v E K()(AOP RpF B®p cer RF D) ~ KQ((A RF C)Op RF (B RF D))

Définition 1.21 Soient A et B deux objets de Ap tels que A ~ B. Soit D le
corps gauche sous-jacent a A. On définit le morphisme M de A dans B d’inva-
riance de Morita par Mg p = Sp @p Saer € Ko(A°? @F B).

Proposition 1.22 Pour trois objets A, B et C de Ar semblables, on a Mp ¢ o
My, =Ma,c.

Démonstration : Par définition de la composition dans Ap, il suffit de vérifier
que S¢ ®p Sper @ SB ®p Saor est isomorphe & Sc R p S a0». Mais par la pro-
position 1.10, Sger ® g Sy est isomorphe a D en tant que D-D-bimodule, ce qui
permet de conclure. O



Définition 1.23 On définit le foncteur "graphe” covariant vp de Alg(F) vers
Ap. Ces deux catégories ont les mémes objets. Pour un objet A de Alg(F), on
pose que yp(A) = A. Pour un morphisme f : A—B de Alg(F), on pose que
vr(f) est la classe dans Ko(A°? @ B) de B vu comme A @p B-module par
la formule (a @ b).x = bz f(a). On note aussi yrp(f) = fu.

De méme, on définit le foncteur contravariant v°P p de Alg(F') vers Ap qui est
la composée de yr avec le foncteur op. On note aussi v°P p(f) = f*

Démonstration : Vérifions que le foncteur g est bien défini. Il envoie clairement
l'identité de A sur lidentité de A. De plus, si f : A—DB et g : B—C sont
deux morphismes de Alg(F), si on note [B] = vr(f) et [C] =vr(g), on a

[Cl@p [B] =[Cl=vr(fog)

Définition 1.24 Si E est une extension de F, on a un foncteur Extp p de Ap
vers Ag. A tout objet A de Ap, on associe l'objet Ap = E @p A de Ag. A
tout morphisme u € Ko(A°? ®p B) associe E ®@p u dans Ko(AY @ Bg). Ce
foncteur possede le méme nom que celui de la définition 1.2 car le diagramme
de foncteurs

Ext
Alg(F) —24 Alg(E)
WF\L 'YE\L
SItE/F

Ap

est commutatif de maniére évidente.

E

Définition 1.25 Si E est une extension finie séparable de F, on a un foncteur
Resg/p de Ap vers Ap. A tout objet A de A, on associe l'objet Apy (A vu
comme F algébre) de Ap. A tout morphisme u € Ko(A°? ®@p B), on associe la
restriction de u KO(AE);) ®r Br)). Le diagramme

Resg,r
Alg(E) —> Alg(F)

“/El "/Fi
Resp/r

Ag Ar

est commutatif de maniére évidente.

Proposition 1.26 Lorsque A et B sont deuz objets simples de Alg(F), et f :
A—B est un morphisme, la composée f* o f,. coincide avec rg,(B)Id 4.

Démonstration : Soit [fB] la classe de B vu comme B°? ® A-module, soit [By]
celle de B vu comme A°? ® B-module et soit [B] la classe de [B] vu comme
A°? @ A-module par f (& gauche et & droite). Alors [;B] ®p [Bf] = rg4(B)[B]
comme A-modules pour des raisons de dimension (A est simple). O



Proposition 1.27 Lorsque A et B sont deux objets de ACS(F') tels qu’il existe
un morphisme f : A— B, le morphisme f. ne dépend pas du morphisme f
choist.

Démonstration : L’algebre A°? @ B est simple. La classe d’isomorphie de B
en tant que A°? ® p B-module (par f) ne dépend donc que de son rang sur F,
qui est indépendant du morphisme f. O

Proposition 1.28 Lorsque A et B sont deux objets de ACS(F) tels qu’il existe
un morphisme f : A— B, le morphisme f* ne dépend pas du morphisme f
choisi.

Démonstration : La démontration est analogue a celle de la proposition précé-
dente. O

Définition 1.29 Lorsque A et B sont deux objets de ACS(F), munis d’un mor-
phisme f : A—DB, on note Resp a4 = f* et 14 g = f.. Cela se justifie par les
propositions précédentes.

Proposition 1.30 Si A et B sont des objets simples de Alg(F) tels que A ~ B
et munis d’un morphisme f de A dans B, alors 1 p = giigg

deg(B
on a Resp 4o = WEA%MB’A'

Ma, g. De méme,

Démonstration : Comme vu précédemment, il suffit de calculer les dimensions
sur F' de ces deux modules sur A% ® B. Le module B est de dimension deg(B)?
sur F, et le module Sg ®@p Saor est de dimension deg(A). deg(B) sur F, ce qui
fournit le résultat. En applicant le foncteur op, on obtient la seconde égalité. O

Définition 1.31 Lorsque A est un objet de ACS(F) et L est une extension
finie séparable de F, et que f est le morphisme d’extension des scalaires de A
vers L®p A, on note Extr,/p le morphisme f. et Np/p le morphisme f* (sans
mention explicite de A).

Proposition 1.32 On montre sans difficulté en utilisant les modules sous-
jacents que si A et B sont deuzx objets de ACS(F) munis d’un morphisme entre
les deuzx, et E est une extension finie séparable de F', les diagrammes suivants
sont commutatifs.

EXtE/F EXtE/F

E— BE B - > BE
IA,BT TIAE,BE ReSB‘Al lReSBE,AE
A—— Ap A—— Ap
Extp/r Extgp/r



ExtE/p NE/F

MB,Al \LMBE,AE IA,BT TIAE,BE
A—— Ag A= Agp
EXtE/F EXtE/F
Ng,r Ng/r
B<——Bg B<——Bg
R%Bﬂl iR%BEAE MBAl lMBEﬂE
Ng/r Ng,/r

Proposition 1.33 Si A est un objet de ACS(F), et L est un sous-corps com-
mutatif mazimal de A, alors Ay, est déployée (par la proposition 1.13). Notons
i Uinclusion de L dans A. Le diagramme

Mr,a,
L——=Ap

Nr/F
deg(A) ,
TLFT e

A

est commutatif.

Démonstration : Soit [Az] la classe dans Ko(A7 ®p A) de A vu comme
AP @p A-module. On a My, 4, = Sa, ® L comme L ®p Ar-module. De plus,
Ar®4, Sa, ®L =S54, comme L°? ®r A module. Il faut montrer que d[CLg:(If]) fois
ce dernier est isomorphe & A vu comme L°? @ A-module. Cela découle encore
une fois de leurs dimensions sur F' (qui sont respectivement deg(A).[L : F] et

deg(A)?). O

Définition 1.34 Soient A et B deux objets de ACS(F') tels que A C B. Soit
B’ le plus petit sous-objet de B semblable a B et qui contient A. Il existe grdce
a la propriété 1.1/. On pose alors ﬁB,A = Resp/, 4 oMp, p .

Proposition 1.35 Pour deuz objets A et B de ACS(F) tels que A C B, on a

R _ deg(B)
BEA T d(B ® A°) deg(A)

Resp,a

Démonstration : Cela découle directement de la proposition 1.30. O

1.3 Foncteurs de K-théorie

Pour chaque indice i € N, on définit le foncteur K/ de la catégorie Ap
vers celle des groupes abéliens, qu’on note également K; lorsqu’il n’y a pas de
confusion possible. Pour un objet A de Ap, on pose que K;(A) est le groupe
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de K-théorie de Quillen de 'anneau A. Pour un morphisme u € Ky(A% ® B),
K;(u) est le morphisme de K;(A) vers K;(B) qui & z associe u o z (au sens de
la definition 1.19). Ce foncteur est bien défini car il envoie bien I'identité de A
sur I'identité de K;(A), et il respecte la composition par la proposition 1.20.

Proposition 1.36 Le foncteur composé K;ovp de Alg(F') vers la catégorie des
groupes abéliens est le foncteur K-théorie de Quillen classique.

Démonstration : Il n’y a rien a vérifier pour les objets, et pour les morphismes,
c’est une conséquence immédiate de la définition du graphe v et de la foncto-
rialité de la K-théorie de Quillen, qui est justement induite par P — B Q4 P
sur les catégories de modules sous-jacentes. O

Pour ne pas alourdir les notations, on note également f*, f., 14 5, Resa p,
Ma, B, Resp a, Extp,/p, Resg,r les images par K; de ces derniers morphismes.

Proposition 1.37 Par fonctorialité, ces morphismes images par K; vérifient
les mémes diagrammes commutatifs que leurs antécédants (proposition 1.52).

Définition 1.38 Soit E une extension de F. On a une transformation naturelle
entre les foncteurs KI" o Extp/p (voir définition 1.2]) et KE, donnée par l'ex-
tension des scalaires classique de K;(A) vers K;(Ag). On note provisoirement
E’);(/tE/F le morphisme de K;(A) vers K;(Ag) de cette transformation naturelle.
De méme, si E est une extension finie séparable de F, on a une transforma-
tion naturelle entre les foncteurs KE o Resp/r et KF. On note provisoirement

ﬁJesE/F le morphisme de K;(A) vers K;(Ag) de cette transformation naturelle.

Proposition 1.39 Si A et B sont des objets de ACS(F), les diagrammes sui-
vants (quand les morphismes sont définis) sont commutatifs.

Ext Ext
Ki(B) —% Ki(B) Ki(B) —% Ki(B)
IA‘BT TIAE,BE ReSA’B\L \LRGSAE’BE
Kz(A) T>K1(AE) Kz(A) T>K1(AE)
Extp,r Extp,r
MA,Bi lMAE,BE IA,BT TIAE.BE
K;i(A) — K;(Ag) K;i(A) =< K;(Ag)
Extg,r Resg,Fr
ﬁéSE/F ﬁgsE/F
Ki(B) <— Ki(Bp) K;(B) <— Ki(BE)
ReSA,B\L \LRQSAE’BE MA,Bi \LMAEVBE
Ki(A) = Ki(Ag) Ki(A) =~ Ki(Ap)
Resg,r Resg,r



Démonstration : Ces diagrammes sont commutatifs par définition d’une trans-
formation naturelle. O

Lorsque E est une extension finie séparable de F', le morphisme Ext E/F
coincide avec le morphisme Extp,p. Comme le morphisme Extp, p vérifie les
méme propriétés de commutation que Extp,r, on le note également dorénavant

Extp,p. On fait de méme pour les morphisme f/{e\/sE/F et Resg/p.

1.4 Norme Réduite

Pour i =0, 1 ou 2, on dispose de morphismes appelés normes réduites pour
le foncteur K;, et qui consistent en la donnée, pour tout corps F et tout objet
A de Ap d’un morphisme

On définit cette norme réduite pour les objets simples, et on pose qu’elle
respecte la somme directe de Ap.

Pour i = 0, Ko(A) est isomorphe a Z, de générateur le module simple S4, et
Ky(F) est par conséquent engendré par [F]. La norme réduite est I’application
qui envoie S4 sur ind(A).[F].

Pour i = 1, K;(A) est isomorphe & A*/[A*, A*], et la norme réduite est in-
duite par lapplication A— Ag ~ M, (E) det, E*, ou E est une extension finie
de F' qui déploie A. On peut montrer que cette application arrive dans F* (voir

[5])-

Pour i = 2, la définition est un peu plus compliquée. Une définition est
donnée par Suslin dans [23], corollaire 5.7. Si Y est la variété de Severi-Brauer
de A (voir [2]), sa K;Y se décompose en une somme directe dont un des facteurs
est K;A. De plus, Suslin montre dans [23] que la composée

KoF — Ky Y —H(Y, Ks)

est un isomorphisme. I1 définit alors la norme réduite comme la composée
KyA—K;Y —H(Y,Ky) «<— K,F.

On appelle SK; A le noyau de la norme réduite de K; A vers K;F. Ces mor-
phismes vérifient les propriétés suivantes.

Proposition 1.40 Par construction, la norme réduite vérifie que Nrdagp =
Nrd4 ¢ Nrdg.

Cela signifie que l'on peut se ramener a examiner ses propriétés pour les
algebres simples.



Proposition 1.41 La norme réduite avale le morphisme d’invariance de Mo-
rita : lorsque A et B sont des objets de ACS(K), et que A ~ B, on a Nrdy o
MB,A == NI‘dB.

Proposition 1.42 Si A est un objet de ACS(F) et E est une extension quel-
conque de F, le diagramme suivant est commutatif

Ext
Ki(A) —* Ki(Ap)
Nrd 4 \L NrdAE
EXtE/F

Ki(F) — K;(E)
Proposition 1.43 Si E est une extension finie séparable de F, le diagramme

Ki(A) or Ki(Ag)

/
Nrd 4 i J/ NrdAE

Ki(F) sz(E)

est commutatif.

Ces dernieres propriétés sont classiques pour ¢ = 0 ou 1 (voir par exemple
[5]), et on peut les montrer pour ¢ = 2, en prenant pour définition celle de
[23], corollaire 5.7. En effet, dans la composée qui définit la norme réduite, tous
les termes sont fonctoriels par rapport a l’extension des scalaires et & la norme
Ng/F, cela montre donc les proposition 1.42 et 1.43. Pour la proposition 1.41, on
montre qu’on peut se ramener au cas déployé en utilisant le corps des fonctions
K de la variété de Severi-Brauer de A. En effet ce corps vérifie Ko F' C Ko K (voir
la proposition A.6). Dans le cas déployé, la norme réduite de Suslin correspond
naturellement au morphisme d’invariance de Morita. On obtient alors le résultat
par la relation de la proposition 1.22.

On peut en tirer les conséquences suivantes.

Proposition 1.44 Lorsque A est un objet de ACS(F) tel que A ~ F, alors
Nl"dA = MAyp.

Démonstration : C’est un conséquence de la propriété 1.41. O

Proposition 1.45 Il n’y a qu’une seule famille de morphismes Nrd qui puisse
vérifier les propriétés précédentes.

Démonstration : Pour i = 0, 1 ou 2, pour tout corps F' et toute algebre centrale
simple sur F', il existe un corps F4 extension de F' qui déploie A et tel que
Papplication K;F— K;F4 soit injective. Pour ¢ = 0 et 1, il suffit de prendre
n’importe quel corps qui déploie A, et pour i = 2, on prend le corps des fonc-
tions de la varitété de Severi-Brauer de A (voir [23]). Par la propriété 1.42, on
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est alors ramené au cas ou A est déployée, mais dans ce cas, la norme réduite
est unique, puisqu’elle coincide avec le morphisme d’invariance de Morita, par
la proposition 1.44. O

Proposition 1.46 Lorsque A est un objet de ACS(F) et L est un sous-corps
commutatif mazimal de A, alors le diagramme

deg(4)
[L:F] '

Ki(L) — Ki(A)

Nrd s
% J/

K;i(F)

est commutatif, ot i est linclusion de L dans A.

Démonstration : C’est une conséquence de la proposition 1.33 et de la propo-
sition 1.43. O

Proposition 1.47 Lorsque A est un objet de ACS(F') qui est un corps et E est
un sous-corps commutatif de A, alors le diagramme

d <A>\ iNrdA
[1§:F] Ng/r

Ki(F)

est commutatif, ou i est linclusion de E dans A.

Démonstration : Tout sous-corps commutatif de A est inclus dans un sous-
corps commutatif maximal (noté L) de A, on se rameéne donc & la proposition
précédente en utilisant que si A est un corps deg(A) = [L : F] et que la com-
posée de I'inclusion de E dans L et de N /g est la multiplication par [L : E]. O

Proposition 1.48 Si A est une algébre de ACS(F), la composée de linclusion
de F' dans A et de la norme réduite est la multiplication par le degré de A.

Démonstration : Si Dy est le corps gauche semblable & A, alors le diagramme

Ki(F) — Ki(Da)

Nrd
deg(A) iID . rdp 4

deg(D 4)

Nrd g

Ki(F) — Ki(A) —— Ki(F)

est commutatif (par les propositions 1.30 et 1.41). On peut donc se ramener a
montrer la proposition dans le cas o A est un corps. Mais dans ce cas, cela
découle directement de la proposition 1.46. O
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1.5 Cup-produit

Si on utilise la K-théorie de Quillen pour deux indices ¢ et j, on peut
considérer le (bi-)foncteur K; ®z K; de Ap x Ap vers la catégorie des groupes
abéliens. On peut aussi considérer le (bi-)foncteur de Ap x Ap vers Ap donné
par le produit tensoriel au dessus de F. Il y a une transformation naturelle de
K; ®z K; vers K;1; o ®F appelée cup-produit, et induite par le produit ten-
soriel sur F' dans les catégories de modules sous-jacentes. Pour x € K;(A) et
y € K;(B), on note z.y 'image dans K;;(A ®p B) par cette transformation
naturelle de z ®z y. Ce cup-produit est associatif.

Proposition 1.49 Si A, B, A’ et B’ sont des algébres de ACS(F) telles que
A~ A et B~ B'. Alors My aMp B =Mag.B A0rB -

Démonstration : Comme le cup-produit est une transformation naturelle, la
seule chose a vérifier est que le morphisme My 4+ ® Mp, g/ coincide avec
MugpB,a'®r5 - Cela se fait en comparant les modules (Sar @p, Saor) @
(SB/ XpDp SBOP) et SA’®FB/ ®DA®FB S(A®FB)op dans KQ((A(X)F B)Op Rp (A' R
B’)). Ils ont méme dimension sur F' (deg(A) deg(A’) deg(B)deg(B’)), ils sont
donc isomorphes. O

On a de méme

14,4/ 1,3 = lagrB,A0rB

et

Resg, a/.Resp,pr = ResagpB,A/0p B/

La norme réduite se comporte également bien par rapport au cup-produit.

Proposition 1.50 Pouri < 2, pour un objet A de ACS(F) et pour x € Ky(A)
ety € K;i(F), on a Nrdg(z).y = Nrda(z.y).

Démonstration : Par la proposition 1.49, on se ramene au cas ou A est un corps.
11 suffit ensuite de vérifier pour un élément de K F et le générateur [S4] de KA.
Mais dans le cas ot A est un corps, S4 = [4], et le cup-produit d’un élément de
K, F par [A] coincide donc avec le morphisme (induit par I'inclusion de F' dans
D) 1pp: K;F—K;D. La propriété est alors immédiate par compatibilité de I
au cup-produit.

O

Nous ne 'utiliserons pas, mais on peut montrer que la norme réduite vérifie
plus généralement la propriété suivante.

Proposition 1.51 Pouri+j < 2, pour deux objets A et B de ACS(F) et pour
xz € K;(A) ety € K;(B), on a Nrda(z) Nrdg(y) = Nrdag.p(2.y).
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1.6 Cas particulier d’une algebre de biquater-

nions

On termine ce chapitre par un calcul dans le cas particulier d’une algebre de
biquaternions (voir annexe A.1), qui servira par la suite.

Une algebre de biquaternions D qui est un corps est d’indice et de degré 4
et d’exposant 2 dans le groupe de Brauer. Par conséquent, on a ind(D®?) = 4
si et seulement si ¢ est pair, et 1 sinon. De plus, D ~ D°P. Toutes les puissances

paires de D sont semblables entre elles, et toutes les puissances impaires aussi.
Le degré de D®? est 4°.

Proposition 1.52 Sii < j <k, que i et k ont méme parité et que 25 < k + 1,
alors la composée Resper pe; © Mpe: per coincide avec 4i+k_2jID®i’D®j, Si
2] >k+1, 0ona 42j_i_kReSD®k’D®j o MD@i,D@)k = ID®i7D®j.

Démonstration : Si D est un corps, et si [ est impair, le module simple Spe: est
isomorphe a DY7' 11 faut alors comparer les dimensions sur F' de D®* @ per
DY " @p DY et de D®I. On trouve 4% pour le premier, et 42 pour le
deuxieme. D’ou le résultat. On procede de méme quand D n’est pas un corps.
O
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Chapitre 2

K-cohomologie et
cohomologie galoisienne

Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant.
Théoréme 2.1 Soient D une algébre de biquaternions,
q=<a,b,—ab,—c,—d,cd >

une forme d’Albert associée, X la quadrique projective d’équation q = 0 et
de corps des fonctions F(q). Soit Y la variété de Severi-Brauer SB(D). On
suppose de plus que F' est de caractéristique nulle et contient un sous-corps Fy
algébriqguement clos. On a un isomorphisme

ker(H?(X,Kq)—H?*(Xp(y), Ka)) = ker(H"(F, Z/2)—H"(F(q), Z/2))

2.1 Utilisation des suites spectrales

Dans cette section, on utilise la méthode introduite par B.Kahn dans [9] qui
consiste a relier des termes de deux suites spectrales ayant un but commun. Il
s’agit ici de la suite spectrale de coniveau en cohomologie motivique étale et de
la suite spectrale “des poids” en cohomologie motivique (B.4).

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.1, on a une suite exacte,
apres localisation en 2

0—HE, (F, Q/Z(4))— HE, (X, Z(4))— K> (F) & K(F)

Démonstration : On considere la suite spectrale “des poids” en cohomologie
motivique (B.4) en poids n = 4. Pour les termes Es, sur Uantidiagonale p+¢q = 6,
on trouve (apres identification) les groupes

EYOTP = H2P (B, Z(p — 2))
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Or, d’apres [9], lem. 8.2, E, = F sauf si ¢ = 2, auquel cas Ey = F' x F.

Tout ce qui suit dans cette démonstration est vrai apres localisation en 2.
Les groupes E%? sont uniquement 2-divisibles pour ¢ > p par C.9 (car(F') # 2).
Ils sont méme nuls si de plus ¢ > 2, car dans ce cas, ils ne sont que de la
cohomologie de faisceaux en degré négatif.

Les différentielles sont de 4-torsion. En effet, un transfert d’une extension F
de degré 4 qui déploie X le montre puisque Xg est cellulaire (A.5) et que la
suite spectrale pour Xg est alors dégénerée (B.4). Toutes les différentielles qui
arrivent ou partent des termes E?, ¢ > p sont donc nulles.

E3?® = HY,(F,Z(1)) est nul (C.7).

E3" est nul (“Hilbert 90” pour K3 de Milnor, [9], Corollaire 4.7, b)).

Les seuls termes F non nuls sur cette antidiagonale sont donc E%? et ES.0.
On obtient une suite exacte

0— B —HE(X, Z(4)— B

La différentielle dy'' est nulle, par [9], Corollaire 8.6, a). Les différentielles
d;, © > 3 qui arrivent dans les EZ-6 0 sont nulles car elles partent de termes
uniquement divisibles. Si dg’Q est nulle, on a donc une suite exacte

0—Ey" —HE,(X, Z(4)—E,”

Calculons d’abord le terme E3?. Les différentielles dy® et di” sont nulles
car E21’3 et Eg”l sont nuls d’apres ce qui précede. Il s’ensuit que Eg”Q = ES’Q =
H},(F x F,Z(2)) ~ K3(F)ina x K3(F)ina. L’hypothese sur le sous-corps Fy
n’intervient que pour la nullité de cette différentielle dg’z. En effet, on utilise le

Lemme 2.3 Si F' contient un sous-corps Fy algébriquement clos, Ks(F)inq est
divisible.

Démonstration : D’apres [15], prop. 11.6, le conoyau du morphisme

K3(Fo);pg—HK3(F)ind

ind

est uniquement divisible. Comme Fj est algébriquement clos, K3(Fp),,,, est di-
visible et donc K3(F);nq aussi. O

La différentielle dg’Q est donc nulle car elle est de torsion et part d’'un groupe
divisible. O

Théoréme 2.4 On a une suite exacte, aprés localisation en 2,
0—H?(X, Ka)—HE(X, Z(4))—HZ,(F(q), Q/Z(4))

Démonstration : On utilise la suite spectrale de coniveau en cohomologie moti-
vique étale (B.3) en poids n = 4. Tout le raisonnement qui suit est vrai apres lo-
calisation en 2. Sur 'antidiagonale p+q = 6, les seuls termes E%"? éventuellement
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non nuls sont EY° et E§’4. En effet, By° = E3° = Ey' = E5” = 0 par la pro-
position B.2 et E}? = D.cxw H;*(F(x),Z(0)) = 0 par le corollaire C.7. On
obtient donc une suite exacte courte

0—EX'—Hg (X, Z(4))—E3’—0

Par ailleurs, sur 'antidiagonale p + ¢ = 7, les termes E%'? sont nuls ou uni-
quement divisibles pour p > 4 pour les mémes raisons. Les différentielles d,.,

r > 2, qui partent de 'antidiagonale p + ¢ = 6 sont donc toutes nulles. Par

ailleurs, dy° = 0 car Ey”® = 0 par B.2. Ceci permet déja d’obtenir E24 = E3*.

Les différentielles qui arrivent en E%5 sont nulles car elles proviennent de
groupes nuls, donc E%® ¢ EY"°. On obtient donc la suite exacte

0—EX' —HE(X,2(4)—E}°
qui, apres identification des termes grace au paragraphe B.3 et & I'isomorphisme
HO(F(X),Z(4)) ~ H°(F(X),Q/Z(4))

fournit la suite exacte voulue. O

2.2 Démonstration du théoreme

En croisant les suites exactes précédentes, qui ont le méme terme central, on
relie la K-cohomologie et la cohomologie galoisienne.

Lemme 2.5 (dit “du 700°™¢”) La donnée de deux suites exactes croisées

0

N

C

fournit un isomorphisme canonique kern ~ ker&.

Proposition 2.6 On a un isomorphisme
ker(HG,(F, Q/Z(4)) = HE(F(9), Q/Z(4)))

~ ker(H%(X, K1) > Ko(F) ® Ko (F))
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Démonstration : 11 suffit d’appliquer le lemme 2.5 aux suites exactes des théore-
mes 2.2 et 2.4. O

Proposition 2.7 Lorsque X a un point rationnel,
ker(HZ,(F, Q/Z(4))—H,(F(q), Q/Z(4)) = 0
Proposition 2.8 On a un isomorphisme
ker & ~ ker(H*(X,K4)—H*(Xp(v),K4))
(ouY est la variété de Severi-Brauer associée a D).

Démonstration : Les diagrammes utilisés jusqu’ici sont tous fonctoriels par
rapport au corps de base, on a donc le diagramme commutatif suivant :

ker f

l

H?(X,Ky) Ky(F) @ Ky (F)

| |

HQ(XF(y), Ky)—— Ky(F(Y)) ® Ko(F(Y))

ker &

En effet, ker {py) > kernpyy = 0 par 2.7. De plus le morphisme d’extension
des scalaires Ko(F)—Ko(F(Y)) est une injection (théoreme A.G). Une chasse
au diagramme fournit le résultat. O

Lemme 2.9 Le corps F(Y) des fonctions de la variété de Severi-Brauer Y de
D est un composé d’une extension de degré une puissance de 2 et d’une extension
transcendante pure de F'.

Démonstration : Cela résulte de [2], Prop. 3, (iii). O

Corollaire 2.10 Le groupe ker(H?(X,K4)—H?*(X (v, K4)) est de 2-torsion.
Démonstration : Pour une extension transcendante pure K, le groupe
ker(H?(X, K4)—H?*( X, K4))

est nul. Pour une extension L de degré i, ker(H?(X, K4)— H?(X1,K4)) est tué
par i, par un argument de transfert. O

Le théoreme 2.1 est alors simplement la partie de 2-torsion des isomorphismes
précédents :
ker(H?(X, Ks)—H*(Xp(yy, K1)
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~ ker ¢ ~ kern

~ ker(HE, (F, Q/Z(4))—HE,(F(q), Q/Z(4)))
~ ker(H¢,(F, Z/2(4))— H, (F(q), Z/2(4)))

ou le dernier isomorphisme provient de C.11.
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Chapitre 3

K-théorie des quadriques et
des grassmanniennes
tordues

Dans [17], Panin calcule la K-théorie des variétés projectives homogenes en
termes de K-théorie d’algebres de Tits associées canoniquement aux représenta-
tions des groupes algébriques dont ces variétés sont issues. Parmi ces variétés, on
peut trouver les grassmanniennes tordues (et donc les variétés de Severi-Brauer
généralisées), ainsi que les quadriques. Le but de cette partie est d’expliquer en
ces termes un isomorphisme entre la quadrique projective d’Albert et la variété
de Severi-Brauer généralisée SB(2, D) de I'algébre de biquaternions D qui lui
est associée.

3.1 La construction de Panin

Ce paragraphe contient principalement un rappel des notations et les prin-
cipaux théoréemes de Panin qui seront utilisés, ainsi que la démonstration de
quelques lemmes et propriétés élémentaires qui en découlent, mais qui ne sont
pas mentionnées explicitement dans [17].

Soit G un groupe algébrique semi-simple, connexe, simplement connexe et
déployé sur un corps F. Soit Z le centre de ce groupe. Soit T un tore déployé
maximal de G et P un sous-groupe parabolique qui contient T. Soit Z' un sous-
groupe de Z. On pose G = G/Z' et P = P/Z'. On note F = G/P = G/P la
variété quotient. Pour un 1-cocycle v : Gal(Fyep/F)—G(Fsep), on note ,F la
variété obtenue en tordant F par +.

Pour un groupe algébrique affine quelconque H, on désigne par Repp(H) la
catégorie exacte des représentations linéaires de H de dimension finie ration-
nelles sur F', et R(H) son groupe de Grothendieck. Il est naturellement muni
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d’un produit induit par le produit tensoriel des représentations. Le foncteur ou-
bli, qui a une représentation associe son espace vectoriel sous-jacent induit en
K-théorie le morphisme

dim : R(H)—Z

Soit x un caractere de Z. On considére la sous-catégorie pleine Rep}. (15) (resp.
Repi(G)) de Repp(P) (resp. Repr(G)) dont les objets sont les représentations
sur lesquelles Z agit par le caractére y. On note RX(P) (resp. RX(G)) son groupe
de Grothendieck.

Le produit sur R(]S) respecte les caracteéres, ¢’est-a~dire qu’il vérifie

RX(P) @z RX (P) — R (P)
Proposition 3.1 (Voir [17], lemme 2.8) Les caractéres donnent des décompo-

sitions

& r¥(P) ~ R(P)

et

P r¥(G) ~ R(G)

On dit qu'un élément de R(P) est Ch-homogene sil appartient & un RX(P)
pour un certain caractere x. Le produit de deux éléments C'h-homogenes de
caracteres x et x’ est donc Ch-homogene de caractere xx'.

Soit W le groupe de Weyl de G, et Wp le sous-groupe de W constitué des
éléments w tels que wPw™! = P.

Théoreme 3.2 (Voir [17], théoréme 2.3 et lemme 2.12) Soit X = Hom(T', G,,)
et X, lensemble des éléments de X qui induisent le caractére x sur Z. Alors

R(T) ~ Z[X

R(P) ~ Z[X]|Wr

R(G) ~ Z[X]V
et

RX(T) =~ Z[X,]

RX(P) - Z[XX]WP

RX(G‘) = Z[XX]W

De plus, R(G) est un anneau de polyndmes sur Z dont les variables sont les
classes des représentations fondamentales.

Théoreme 3.3 (Voir [17], théoréme 2.2) L’anneau R(P) vu comme module

sur R(G) est un module libre.
Corollaire 3.4 Les anneauz R(G) et R(P) sont intégres.

Démonstration : On a R(P) C R(G) qui est un anneau de polynémes sur Z. O
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On désigne par Vecté(}" ) (resp. Vect®(F)) la catégorie des fibrés vectoriels
G-équivariants (resp. G-équivariants) au dessus de F. Pour une représentation
U de Repp(P), on consideére l'action de P sur G x U donnée par (g,u).p =
(gp, p~ ) et le fibré vectoriel Ind(U) = (G x U)/P au dessus de G/P. Ce fibré
est naturellement muni d’une action & gauche de G. On définit donc I'induction

Ind : Repp(P) —Vect® (F)

A T'inverse, a V, fibré G’—équivariant au dessus de G / P, on peut associer sa fibre
au dessus de la classe de I’élément neutre de GG. L’action de P la laisse stable,
c’est donc une représentation de P notée Res(V'). On définit donc la restriction

Res : Vect® — Repp (P)
Ces deux foncteurs induisent en K-théorie deux isomorphismes inverses
Ind : R(P)—KS(G/P)

et
Res : K¢ (G/P)—R(P)

Lemme 3.5 Lorsque U est une représentation de P induit par une représen-
tation de G, Ind(U) est un fibré vectoriel trivial.

Démonstration : L’application entre fibrés G-équivariants au dessus de G / P

nd(U) — G/P
(g:u)  +— (g,9u)

est un isomorphisme (son application inverse est évidente). O

Les algebres centrales simples que nous allons introduire maintenant sont
dues a Tits, et portent son nom. Soit V € Repy(G) et Ay, = Endp(Vy). On
aVy € Rep?l(é). Soit v : Gal(Fsep/F)—G(Fsep) un cocycle. On désigne
par A, ., l'algebre A, tordue par le cocycle 74, obtenu en poussant v dans
PGL(Fsep) = Autpsw (AX Rp Fsep)-

Lemme 3.6 (voir [17], § 3 et lemme 3.4 en particulier)

1. L’algébre A, ~ est une algébre centrale simple dont la classe dans le groupe

de Brauer ne dépend pas du représentant V- choisi dans Repf(G).

2. Si on prend Vyy =V, Qp Vi, alors Ay, @ Ay ~ Ayyr . Dans le cas
général, on a seulement A, , ® Ay ~ Ay 5
op
3 A1y~ AP

4. Sia € RX(G), alors ind(A, ) divise dim(a).

Démonstration : Seul le dernier point n’est pas montré dans [17]. I suffit pour
'obtenir de montrer que pour toute représentation V) € Repy(G), ind(Ay ~)
divise dim V). Or le degré de A’ | =, End(VY) est justement dim V7, il est donc
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divisible par ind(A} ) = ind(A, ) (par le point 1). O
Soit U’ € Vect®(F) un fibré muni d’une action a droite de A,. La forme
tordue LU’ de U est naturellement munie d’une action a droite de A, . On
définit un foncteur bi-exact
RepX(P) x (Ay ., —mod) — Vect(,F)
(U, M) 4 (Ind(U) @F V) ®a, , M

X

Ce foncteur induit un accouplement

fry t BX(P) @7 K.(Ay ) — K. (,F)

Proposition 3.7 (Voir [17], remarque 3.7) Soient V,, € Rep}(G) , Ay =

Endp(Vy), Vi € Repp(G) , A, = Endp(Vy) Par le lemme 3.6, on a Ay, ~

A;m’ on peut donc définir le morphisme d’invariance de Morita

M K(Ays) 5 Ka(A] )

et le diagramme suivant est commutatif

Hx,
RX(P) Xz K*(Ax,'y) > K*(vf)
\LId@M \le
= o
RX(P) @7 K. (A, ;) % K.(, )
0l [y est défini a Uaide de Ay ., et pi) ., a laide de A .
Proposition 3.8 Le diagramme suivant est commutatif.

RX(P) ® RX (P) ® Ki(Ay.y) ® K;(Ay ) ——> RX(P) ® Ki(Ay,y) ® RX (P) ® K;(Ay )

\L.@. iMX’A/@“X,”Y

R (BY @ Kitj(Ag o) Ki(yF) @ K;(+F)
l“xx’,’v l
Ki+_7’(—y.7'-) i Ki+_7(’v-7:)

Démonstration : Cela se vérifie sur les catégories sous-jacentes. Il suffit d’iden-
tifier deux produits tensoriels au moyen du lemme 3.6 et du fait que le foncteur
Ind commute au produit tensoriel. O

Lemme 3.9 Soient A\ € RX(G) et a € RX (P). Alors le diagramme suivant est
commutatif (le morphisme Res est défini dans la définition 1.3]).

_ .o (Id.1d)®Id .-
RX(G) ® RX (P) ® K. (Axy' ~) > RXX(P) @ Kio(Ayyr )

(s -fd)@Resl lu

Hx?

RY(P) ® K.(Ay.,) K.(F)

24



Démonstration : Le morphisme vertical de gauche est bien défini grace au lemme
3.6, point 4. La commutativité du diagramme se vérifie sur les catégories sous-
jacentes. Soit @ € RepX(G), B € Repk(P). Le fibré Ind(Q) est alors trivial
par le lemme 3.5, et de fibre Q). Soit V) une représentation irréductible de
RepX.(P). On peut se ramener au cas ot Q = V&, Soit Vys une représentation
de Repk(P). On choisit Vy,» = V), ® V. On a alors Ay, o ~ Ay, @p Ay o
par le lemme 3.6, point 2. Soit M un A,,s -module. On a alors (les produits
tensoriels non indicés sont sur F')

+(Ind(@B) @V, )) ®a_,
+((Ind(Q )®Ind(3)) (Vy®@Vy)) ®a, o4, M

(
( )
L(Ind(Q) ® V) ® (Ind(B) © V1)) ©a, 04, , M
( o)
(

X
+(Ind(Q) @ VY) @ (Ind(B)® V) ®a, 04, M
VXEB ® V*) ~(Ind(B) ® V;,) DAy ABA M
3" (Ind(B) ® V;/) PAay®A ., M

"
+(Ind(B) @ V) ©a,  Resa,  oa, ., (M)®"

I
a2

Mais dim(Q) = ndim V), = ndeg(A, ) et

_ deg(Ay )
ind(Ay,)

dim(Q)
ind(Ay

Res

par la propriété 1.35, donc n Res = )Res, ce qui fournit finalement

A((Ind(Q) @ V) ® (Ind(B) @ Vi) @4, o4, M
_dim(Q)
= »Y(I'I'Ld(B) X VX’) ®Ax',’y (ReSAx,’y@AX/,,WAX/’,Y ( i [))@md(AXW)

Définition 3.10 Pour a un élément C'h-homogéne, on pose

Pay * K*(AXa) I K*(“/]:)
x — Nxa/y(a®x)

Théoreme 3.11 (voir [17], théoréme 4.2) Si {a;|i = 1...n} € R(P) est une
base du R(P)-module libre R(G) qui est Ch-homogéne, alors le morphisme

> fan @K xoy ) — K (4 F)
i=1

est un isomorphisme.

Lemme 3.12 Soient a et b deux éléments Ch-homogeénes, soient x € K, (A,)
ety € K.(Ay,), alors

Paby(TY) = Pay ()06~ ()

Démonstration : C’est une application immédiate de la proposition 3.8. O
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Lemme 3.13 Les morphismes @, commutent a l’extension des scalaires et a
la norme pour une extension finie

Démonstration : Il suffit de revenir a la définition des morphismes p, . Tous
les termes dans la formule commutent a I’extension des scalaires. Il en est de
méme pour la norme (qui est simplement une restriction). O

Lemme 3.14 Soit a un élément Ch-homogéne de R(P) qui se décompose en
a =Y, Akbi ot les by sont Ch-homogénes et libres (comme sous-ensemble du
R(G)-module R(P) et A\, € R(G) pour tout k, alors

P = 2 (A, P O Tt

Démonstration : Montrons tout d’abord que les Ay sont C'’h-homogenes. Par la
proposition 3.1, A\ = Zl e oulesey € R(é) sont C'h-homogenes de caractere
X1k (on a xik # xvk pour [ # I'). Pour tout k, le produit € xby, est donc Ch-
homogene.

a = ij Zl €k1lbk
= ZXl,kka —xo ROE D0, ZXz,kka:x’ €110k

Comme a est homogene de caractere y,, par la proposition 3.1, chaque terme

sz X =X er, b, de la deuxieme somme est nul. Mais les b, sont libres donc
Lk Xby, =

tous les € qui interviennent dans ces sommes sont nuls. On a donc

a = ZXL,kka:Xaek’lbk

Cela implique en particulier que x; ; = xax;kl (indépendant de ). Pour chaque
k, il n’y a donc qu’un seul ! tel que €;; # 0 et A\, est donc Ch-homogene de
caractere XaXb_kl' Ceci, ainsi que le lemme 3.9 justifie les égalités

Pary(T) = pyay () Akbr) ® )
2k oy (Arbi ® )
Zk NxAkbk,'y()‘kbk(g )
b i o (b © Resi ()

dim(A
K ﬁ@bk + © Res(2)

ol Res, = Resy A, 0O

Xa?

3.1.1 Quadriques

On choisit G' = Spin(h), ot h est la forme quadratique [n/2]H lorsque n est
pair, et [n/2JH L< 1 > lorsque n est impair (ou H est la forme hyperbolique
xy). Onaalorstug si n est impair, Z = pg X pp sin = 4n’ et Z = py si
n =4n’'+2. On prend Z’ = gy dans les trois cas (diagonal dans le deuxieéme) et
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on obtient G' = SO(h). Le tore T est le tore diagonal de G et T est son image
réciproque dans G. On considere action de G sur I'espace projectif P*~1. On
peut prendre pour P I'image réciproque du sous-groupe P de G qui stabilise le
point isotrope (1,0,...,0). La variété F = G/ P est alors la quadrique projective
d’équation h = 0.

Soit 7; le caractére de T induit par le caractére de T de la forme ri(a) =
a2i—1,2i—1. Dans le cas m impair, on note 0 le caractere de la représentation
spinorielle et dans le cas pair, 6+ et d_ les caracteres des deux représentations
spinorielles. Ces caracteres spinoriels ne sont pas induits par des caracteres de
T, toutefois leurs carrés le sont. On a

(52 = 7’1...7”[”/2]
53 T{... T[n/g],lr[:ll/z]

(53 = T1..-Tn/2]-1"[n/2]

On a alors dans le cas impair

X=Zr & --& Z~7‘[n/2]71 ® Zo
et dans le cas pair
X=Zr @ ® Lo ® Ly &L

Le groupe de Weyl W est le groupe &, /9] X Sign, o ot Signp, g est le
groupe Z/2["/2 dans le cas impair, et ker(Z/2["/?—Z/2) (un élément est
envoyé sur la somme de ses coordonnées) dans le cas pair. L’action du groupe
de Weyl est la permutation des r; pour le facteur &, /o) et le changement de 7;
en r;l pour le facteur Signy, ). Le groupe Wp (voir 3.2) est le stabilisateur de
r1. On obtient alors dans le cas impair

T % + +
R(T) =Z[X] = Z[r{, . 7y 0]
et dans le cas pair
R(T) = Z[X] = Z[Titla cee 770[:/‘,:11/2]71’ 5+7 5—]

On pose alors

n= >

wESign[n/Q]ﬂWP

Ny = >, oY

wESign[n/Q] NWp
n- = > o
wESign[n/Q]ﬁWp
Ces trois termes sont stables par Wp. On pose également

= o

wESign[n/g]
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Br= Y &

wESign[n/Q]
o= > o
WESIGN[n /2]

Ces trois termes sont stables par W. On note 6; (resp. 6}) le i-éme polynéme
symmétrique élémentaire en y1,...,Ym 2 (resp. Y2, ..., Y 2)) OU Yi = 75 + T;l.
On obtient, dans le cas impair

RP) = 2K = 260,00
R(G) = Z[X}W = Z[alv"we[n/Q]—laﬂ}
et dans le cas pair
R(P;) = Z[{é]wp = Z[ritlaella'“70{71/2]_1;77—,774-}
R(G - Z[X]W = Z[Qla"'aa[n/ﬂ—laﬂ—,ﬂ-i-]

La dimension d’un élément de R(G), R(P), ot R(G) est obtenue en spécialisant
les r;, 6, 04 et d_ en la valeur 1.
Pour n pair, on obtient la décomposition

R(P)=R(G).1® R(G)r &...2 R(G)r? > R(G).n_ & R(G)n,
et pour n impair
R(P)=R(@G)1®R(G)r @...®R(G)r"2 @ R(G)1

Les algebres A, , qui interviennent sont F' pour les puissances de r1. Par
contre lorsque n est impair Ay, ., = Co(yh) (qui est bien une algebre centrale
simple), et lorsque n est pair, Co(vh) = Cf (yh) & Cy (vh) et ces deux com-
posantes sont des algebres centrales simples. On a alors Ay, =, = Cq (4h) et
Ay, ~ = Cqy (yh) (voir [17], § 5.1). Toute forme quadratique peut étre obtenue
comme forme tordue de h. La variété ,F correspondante est alors la quadrique
projective X_j; d’équation ,h = 0. On obtient alors par le théoreme 3.11, lorsque
n est pair, I'isomorphisme

D ¢ Ku(F) @ ... @ K.(F) & K.(Cy (1) ® K. (CF (+h) = K.(X,n)
i=1
et lorsque n est impair

Z ¢l K (F)&...8 K.(F)® K.(Co(yh)) — K.(X,n)

La K-théorie des quadriques a été calculée en premier lieu par Swan, dans
[24], mais par une méthode différente de celle de Panin.
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3.1.2 Variétés de Severi-Brauer généralisées

Lorsqu’on choisit G = SL,, on a Z = p,, G = PGL,. Le tore T est
I'image du sous groupe diagonal de GL,, dans PGL,, et T est le sous-groupe
des matrices diagonales dans SL,. On peut alors poser

P= {( 8 lc) > avec det(a)det(b) =1} C SL,

ol a (resp. b) est une matrice carrée de taille k (resp. n — k).

Soit t; le caractere de T' induit par le caractére de T de la forme t;(a) =
a;;. Le groupe de Weyl W est alors le groupe &,,, et Wp est le sous-groupe
S X 6,,_. On obtient alors

X=(Zt,® - ®Zt,)/ Lt .. 1)

puis, si on appelle o; (resp. o}, resp. o}) le i-éme polynéme symmétrique élé-
mentaire en ¢y ...t, (resp. ty...tg, resp. tgi1 .. .tn),

R(T) Z[X] = Z[E .t (et — 1)
R(If) = Z[{(]WP = Z[aiv'--7025011/""’Uxfk}/(ggca;z/fk - 1)
R(G) Z XV = Zloy,...,00)/(0n — 1)

La dimension d'un élément de R(T), R(G) ou R(G) est obtenue en spécialisant
les t; en la valeur 1.
On obtient la décompositions

R(P) = @ Cu

ol 0, est le polynoéme de Schur (voir par exemple [6], p. 49) associé au multi-
indice «, qui parcourt toutes les suites aq,...,ar qui vérifient n — k > o >

L’algebre A, -, est simplement A?d(a) oud(a) =y +---+apet Ay ~
~End(V') pour V lespace vectoriel de dimension n dont la grassmanienne pa-
rametre les sous-espaces. On obtient alors par le théoreme 3.11, 'isomorphisme

> ¢t P K(AGHY) = KL (,Gr(k,n))

Les variétés de Severi-Brauer généralisées SB(k, A) (voir [2]) sont des grassman-
niennes tordues, et entrent donc dans ce cadre.

3.2 Le cas des groupes SL, et Sping

Ce paragraphe a pour but d’expliquer pourquoi la quadrique projective as-
sociée a une forme quadratique d’Albert est isomorphe a la variété de Severi-
Brauer généralisée SB(2, D), o D est l’algebre de biquaternions qui correspond
a la forme d’Albert. En effet, la premiere est une forme tordue de la quadrique
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projective d’équation 3H = 0, et la seconde est une forme tordue de la grass-
mannienne Gr(2,4), or il est bien connu que ces deux variétés sont isomorphes.
On peut en fait retrouver cet isomorphisme & partir des groupes algébriques,
et montrer qu’il est conservé lorsqu’on tord convenablement les deux variétés.
Le paragraphe précédent fournit alors deux descriptions de la K-théorie de ces
variétés, qui possedent toutes deux leurs avantages.

Rappelons brievement la description classique de I'isomorphisme entre SL4
et Sping d’une forme hyperbolique. Soit V' un espace vectoriel sur F' de dimen-
sion 4, muni d’une base v, ..., v4. On considere alors W = A2V Cet espace W
est naturellement muni par le déterminant d’une forme bilinéaire symétrique

A%V x A2V — AV ~F
(’ul/\UQ,Ug/\U4) — U1 A\ U2 /\U3/\U4

La forme quadratique associée a cette forme bilinéaire est hyperbolique ; dans
la base wq = v1 Avg, wg = v3 A Vg, W3 = Vg A V3, Wy = V1 AVUg, w5 = V1 A3 €t
wg = vg Avg, la forme quadratique a pour équation z1y1 + z2ys + 3y3. Notons-
la h. Un élément g de SL(V) agit sur W par u; A us — g(u1) A g(uz). Cela
définit un morphisme ¢g; de SL(V') vers GL(W). Par définition du déterminant,
g(ur) Aglug) Ag(us) Ag(usa) = det(g)ur Aug Aug Aug, donce la forme quadratique
est conservée par l'action de g, et le morphisme g; arrive en fait dans SO(h).
Or Spin(h) et SO(h) sont deux groupes simples et simplement connexes, donc
g1 se releve de manieére unique en un morphisme g de SL(V') vers Spin(h).

Lemme 3.15 Le morphisme g est un isomorphisme. Notons f son inverse.

Démonstration : C’est un morphisme entre groupes simples, simplement con-
nexes et de méme dimension. O

Lemme 3.16 Le diagramme suivant a des lignes exactes (en tant que complezes
de groupes algébriques) et est commutatif.

1 —— p2 —— Spin(h) —— SO(h) ——1

)
d
)

1——>po — = SL(V) -2 SO(h) —>1

Démonstration : Le carré de droite est commutatif par définition du relevement
g. Pour le carré de gauche, la seule chose a vérifier est que —Id dans SL(V)
s’envoie bien sur —Id. C’est une conséquence du fait que g est un isomorphisme.
O

Notons pour la suite G; = SL(V), Go = Spin(h). Ainsi que dans les sections
3.1.1 et 3.1.2, on note T3 et T3 les deux tores maximaux, P; et P, les deux sous-
groupes paraboliques. On rappelle que T3 est I'image réciproque dans Spin(h)
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du tore diagonal T5 de SO(h). L’'image d’une matrice de T, par g, est donnée
par

tito
31 (0) t3ts (0)
2 tols
ts3 tityg
(0) ty (0) tit3
talo

ou tytatsty = 1. Il est donc immédiat que Tl et TQ se correspondent bijective-
ment par f. Le parabolique Py est le sous-groupe de SL(V) qui laisse globale-
ment stable le plan < vy, vs >. Le parabolique P» est I’image réciproque dans
Spin(h) de P, qui est le stabilisateur du point (projectif) isotrope (1,0,...,0).
Mais g € SL(V) est tel que g(v1 Ava) = Avy A vy si et seulement si g laisse glo-
balement stable le plan < vy, ve >. Ce qui montre que Py et Py se correspondent
également bijectivement par f. Cela induit immédiatement des isomorphismes
f et £~ inverses 'un de I’autre entre la grassmannienne Gr(2,V) = G1/P; et
la quadrique Xj, = G/ Ps.

Montrons au passage un résultat qui servira plus tard. L’espace projectif
P® est obtenu comme quotient @3/]53, ou C;'s = SL(W) et ]53 est ’ensemble
des matrices qui laissent fixe le point projectif (1,0,...,0). Par définition, le
plongement de Pliicker de G7(2,V) dans P® est induit par le morphisme g;
décrit plus haut. Le plongement de la quadrique X}, dans l’espace projectif P>
est induit par le morphisme naturel SO(h) C SL(W). De plus, les groupes
paraboliques se correspondent, par ce qui vient d’étre montré pour Pyet Py (P
est par définition 'image réciproque de Py, il n’y a donc rien de plus & montrer).
On a donc montré le

Lemme 3.17 Si on note Pl;, le plongement naturel de X;, dans P° et Plk le
plongement de Pliicker de Gr(2,V) dans P®, le diagramme

Pl
Xn

lf Plk

Gr(2,V)

P5

est commutatif.

Les anneaux de représentations de R(P;) et R(P,) sont isomorphes. Eta-
blissons la correspondance entre les caracteres. Par la correspondance entre les
tores T et T; vue plus haut, on obtient

(f7H*(r) = tits
= oty
(f7H*(rs) = tits

—~
~
|
—
—
*
—~
3
N
N



Pour le caractere ¢, il faut se rappeler que la représentations spinorielle dont
c’est le plus haut poids est justement obtenue comme représentation standard
de SL(V). Or la représentation standard de SL(V) est t; + t2 + t3, donc
(f~H)*(d4) = t1, t2 ou t3, selon le choix de la base. Mais le choix qui a été fait im-
pose 02 = rirpry?, done (f71)7(02) = (f71)*(r).(f 1) (ra).(F ) (7Y) =
t3, done (f71)*(64) = ta. On en déduit (f~1)*(6_) = (f~1)*(64).(f~H*(r3) =
t1tats. Les morphismes f* et (f~1)* étant inverses I'un de I'autre, on en déduit
immédiatement les images des caractéres par f*. Finalement,

(fhHa =1
(f7H*(r) = tit
(f7H)*(r2) = tats
(f7H*(rs) = tits
(f7H*0y) = ta
(f7H* (=) = titats
et

1 =1
frt) = ooyt
fr(t2) = 04
frts) = ot
frta) = oyrytry?

Pour pouvoir vérifier que l'isomorphisme entre la grassmanienne Gr(2,V)
et la quadrique X}, induit, apres torsion par un cocycle, un isomorphisme entre
la variété de Severi-Brauer généralisée SB(2, D) et la quadrique d’Albert X, il
suffit de montrer que le cocycle par lequel il faut tordre h pour obtenir ¢ s’envoie
par I’isomorphisme f sur un cocycle par lequel on peut tordre la grassmannienne
Gr(2,V) pour obtenir SB(2, D).

Le diagramme commutatif du lemme 3.16 induit le diagramme commutatif
aux lignes exactes

1 —— 2 — Spin(h) — SO(h) ——1

P

1—> s —= SL(V) —> PGL(V) —> 1

Chacune de ces lignes induit une suite exacte longue en cohomologie galoisienne
jusqu’au terme H? du premier groupe de la ligne car le groupe uo (resp. py) est
central dans Spin(h) (resp. SL(V)) (voir [21], Chapitre I, § 5.7). Les morphismes
de bord entre les termes de degré 1 et 2 donnent le diagramme commutatif
suivant

HY(F, SO(h)) —> H2(F, ig) —~—> 3 Br(F)

| -

HY(F, PGL(V)) — H2(F, i4) —~— 4Br(F)
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Soit v un élément de H'(F, SO(h)) tel que 4h = ¢. Son image dans 2 Br(F) est
wa(q) — wa(h), olt wy est Vinvariant de Stiefel-Whitney (voir [21], Ch III, § 3.2,
b.). Calculons la valeur de w(q) pour la forme d’Albert < a, b, —ab, —¢, —d, c¢d >.
On utilise le symbole (a,b) qui représente la classe dans Br(F') de I’algebre de

quaternions < ab ) Ce symbole (d’ordre 2) vérifie

F
(a,b) (b,a)
(a?,b) =0
(a,1—a) = 0
(a,—a) = 0
(a,be) = (a,b) + (a,0)

Par définition wa(q) = >, ;(ai, a;) ot les a; sont les coefficients de ¢ dans une
base orthogonale. D’out

wa(q) = (a,b) + (a,—ab) + (a,—c) + (a, —d) + (a, cd) + (b, —abd)
+(b, —¢) + (b,—d) + (b, cd) + (—ab, —c) + (—ab, —d) + (—ab, cd)
+(—¢,—d) + (—¢,cd) + (—d, cd)

Apres simplification en utilisant les relations mentionnées plus haut, on obtient
wa(q) = (=1,=1) + (a,0) + (¢, d)
En prenant a = b= c=d =1, on obtient également wy(h) = (-1, —1). Donc
wa(q) = wa(h) = (a,b) + (¢, d) = [D]

ou D est I'algébre de biquaternions associée a la forme d’Albert g. Mais I'image
d'un élément v de HY(F, PGL(V)) = H*(F, Aut(End(V))) dans 4Br(F) est la
classe de l'algebre , End(V') obtenue en tordant End(V) par v (voir [20], cha-
pitre X, §4 et §5). Par ailleurs, la torsion des grassmanniennes est compatible
avec la torsion des algebres au sens que la variété obtenue en tordant Gr(k, V)
par un élément v de H'(F, PGL(V)) est précisément la variété de Severi-Brauer
généralisée SB(k,, End(V)) (voir [2], § apres le théoreme 1). On a donc bien
montré que le cocycle utilisé pour tordre la forme quadratique h en g s’en-
voie par l'isomorphisme f sur le cocycle utilisé pour tordre la grassmanienne
Gr(2,V) en la variété de Severi-Brauer généralisée SB(2, D), ou D est l'algebre
de biquaternions associée a la forme d’Albert. On a donc le

Théoréme 3.18 L’isomorphisme f entre SL(V') et Spin(h) induit, aprés tor-
sion, un isomorphisme entre la variété de Severi-Brauer généralisée SB(2, D)
et la quadrique d’Albert X, .

3.3 Morphismes en K-théorie

Les lemmes démontrés dans la partie 3.1 vont maintenant servir a obtenir
la correspondance entre la décomposition de la K-théorie de SB(2, D) et celle
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de X, par le théoréme 3.11. Considérons la base de R(P;) (en tant que R(G1)-
module) (1,71,7%,73,7—,m4). Les algébres A, ., associées & chaque élément sont
respectivement F, F, F, F, D, D (voir § 3.1.1), mais on choisira F', D®2 D®%,
D®6 D, D®3 qui leur sont semblables, ce qui est possible et ne pose pas de
probleme grace a la proposition 3.7. Considérons la base

(0'0,0701,07 01,1,02,0, 02,1,02,2)

(des polynoémes de Schur en t; et t5) de R(Py) (en tant que R(Gs)-module). Les
algebres qui interviennent sont les D®!*!. Décomposons les images des éléments
de la premiere base par (f~1)* sur la deuxieme. On a les égalités

Ny o= 6+t
no o= 6_ 4oyt
_ —1
B+ = n4+nerg
-1
p— = n-+n-rg
On rappelle que les o; (resp. o}, resp. o.') sont les polynémes symmétriques
élémentaires en tq,...,ty (resp. t1,ta, resp. t3, ty), et que t1tatsty = ohol = 1.
On a les égalités
(f7H*(r1) = tita=o0b=011
i) = (o) =01,
1) = (03 =07,

ty + titats(tats) ™t = 0] = 01,0
titats + tg(t2t3)71 = 0'/20'/1/ = 01011 — 02,1
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Il faut ensuite décomposer les éléments trouvés sur la base
(00,0701,0, 01,1,02,0, 02,1702,2)

en prenant les coefficients dans R(Gg), constitué des polynomes en oq,...,04.
Pour cela, on utilise la table de produits suivante.

Proposition 3.19 Les produits des polynomes de Schur o, sont donnés par la
table de la figure 5.1.

Démonstration : Ces produits s’obtiennent, dans ’ordre indiqué sur le tableau
de la figure 3.2, en utilisant dans le méme ordre les relations qui vont suivre
entre les polynomes de Schur (en t; et t2) et les fonctions symmétriques.

2 _
1. 0'170 —0'171+O'270
2. 01,0011 =021
2 _
3. 0171 = 02,2

La décomposition en polynémes symmétriques élémentaires o et U;’ des oy,

donne
o1 = o) +of
oy = o4+ oiol +of
o3 = ojoy +ofoh
o4 = ohol
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a || 10 |11 |20 2,1 2,2

1,0 02,0 02,1 | 0300,0 — 02010 0400,0 — 0201,1 0401,0 — 0301,1
+01,1 +0102,0 + 02,1 +0102,1 + 02,2 +0102,2
1,1 02,2 0400,0 — 02011 0401,0 — 03011 04020 — 03021
+0102,1 +0102,2 +0202 2
2,0 010300,0 010400,0 + 04010 0104010
+(o3 — 0102)01,0 —010201,1 +(—0o103 +04)011
—0201,1 +(0F — 02)02,1 +(0F — 02)02,2
+(U? —02)02,0 +0102,2
+01021 + 02,2
2,1 0104010 0104020
+(=0103 +04)o11 | +(—0103 +04)021
+0402,0 — 03021 +(o102 — 03)02,2
+<Tf0’2,2
2,2 0300,0 — 0304010
+(—0204 + 03)o1 1
+0204020
+(—0203 + 0104)02,1
+(05 — 0103)02,2

Fic. 3.1 -
a [ro]1n1]20][21]22]
1,0 || 1 2 3 10
1,1 4 |5 |9 |12
2,0 7 8 11
2,1 13 | 14
2,2 15
FiG. 3.2 -
En remplagant o = o019 et 05 = 011 et en utilisant les produits obtenus
précédemment, on tire
4. 010020 = 03— 02010+ 01020+ 021
5. 01,1020 = 04— 02011+ 01021

Enfin, on utilise successivement les relations suivantes qui fournissent un terme
du tableau & chaque fois, en développant les produits (d’abord ceux entre pa-
renthéses) grace aux relations déja obtenues.

6. 010021 = 01,1020+ 022
03,0 = 02001,0 — 021
7 (020)> = 022+030010
8. 020021 = (01,1020)01,0
9. 011021 = 02,0030+ 020021 — (01,003,0)01,0
10. = 01,002,2
11. 020022 = (02,001,1)01,1

01,0(01,002,2) — 02,0022
(02,101,1)01,0
(02,101,1)01,1
15. 022022 = (022011)011

12. 01,1022

13. 021021

14. 02,1022
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O
Cela permet donc d’obtenir

(f) () = 0f1 = 02,2

(ffl)*(r%) = J:1)’,1 = 04020 — 03021 + 02022

et enfin en résumé

(f ) ( ) 00,0

(f7H* () = o011

(fH*(r7) = o022

(f7H*(r}) = 04020 — 030214 02022
(f7H*ny) = o010

(fH*(n-) = o011 — 021

Pour un caractere x, seule la classe [4,] dans le groupe de Brauer de I’algebres
A, est bien définie (on fait le choix de la représentation de V, pour définir
Ay = End(Vy)). Mais on a [A,] = [A«(y)], puisqu’elles correspondent a des
représentations isomorphes. Cela donne alors un isomorphisme de Morita entre
K.(Ay 1. (7)) et Ki(Af-(y),~)- La fonctorialité en K-théorie des schémas (contra-
variante) est simplement induite par le pull-back des faisceaux. On a alors
(fF~H*(pa) = ©(f-1)*(a)- On utilise le lemme 3.14 pour calculer, pour chaque
élément b de (1,71,72,73,m7_,71.), le morphisme (f~1)*(p,) en fonction des
Ya, & € (00,0,01,0,01,1,02,0,02,1,02,2). La dimension des o; est obtenu en les
spécialisant en t; = to = t3 = t4 = 1, ce qui donne dim(o7) = 4, dim(o2) = 6,
dim(o3) = 4 et dim(o4) = 1. Pour ne pas trop alourdir les notations, on laisse
tomber l'indice v dans I’écriture de ¢.

(f_l)*(pl(x) = Yoo, (.T)
(f_l)*gorl (x) = 90(71,1(‘%‘)
(F)*0m2(@) = @on,(@)
(fil)*cpn+ (’JI) = Yo (x)
De plus
(fil)*(p(n)3 ($) = Pos02,0—0302,1+0202,2 (33)
et

(fil)*gonf (.’,U) = <)0010'1,1—<72,1(x)
Or, d’apres le lemme 3.14, lorsque D est un corps (ind(D) = deg(D) = 4),

Po402,0—0302,14+0202,2 (.73) - 7

= Poao (RCSU@G,D®2 (ZC)) — Poa (}{CSD®5,D®3 (LE)) + 6Q002,2 (RCSD®6,D®4 (‘r))
= Poao (NID@G,D®2 (ZE)) — Poa (}{eSD@“,D®3 © 1\/ID‘596,D®4 (:L'))

+69002,2 (MD®6,D®4 (x))

De méme,

Poro1,1—021 ()
= Po1,1 (RGSD®3’D®2 (IE)) — Poa ('T) = Poi11 (}{'ESD@’?’,D®2 (I)) — Poan (.CE)
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Finallement, on a

(fil)*gol(x) = Yoo, (.’E)

(fil)*@m () = 9001,1(55)

(f_l)*go(m)z(:v) = 500’2,2(55)

(f) Pep(@) = $o,0(Mpes ps:(z))
—(pgzwl (RQSD®4,D®3 o MD@G’D®4 (IE))
+6§002,2 (NID@‘",D®4 (aj))

() en (@) = @o0(@)

(f_l)*%’m (3?) = @Ul,l(ReSD®3,D®2(w)) - 900’2,1(3")

En applicant le morphisme f* et en utilisant la transitivité du morphisme d’in-
variance de Morita et les relations de commutation calculées dans la partie 1.6,
on obtient dans I'autre sens

f*00,0(@) p1(2)

f*wo'l,o(x) = 9077+ (x)

f*SDm,l(m) = ()

f*<100'2,0 (33) 16¢;-, ($> - 690(7“1)2 (MD®2,D®4 (.%‘)) + ‘)0(7"1)3(N[DW,D‘X’6 (.T))
—pn_(Ipe2 pes(z))

[*@oy1(x) = ¢r (Respes pe:(x)) — on_(2)

f*wo'zz(x) = 90(7"1)2(x)

De plus, tous les morphismes utilisés dans ces expressions commutent a ’exten-
sion des scalaires (ce qui n’était pas le cas de Res), donc les formules restent
valables lorsque D n’est pas un corps.

3.4 Cup-produit

On peut remarquer qu’en utilisant le lemme 3.12, le lemme 3.14 et la table de
la figure 3.1, on peut décomposer en images de morphismes ¢, les cup-produits
d’images de morphismes ¢,,. On obtient ainsi, pour tout «,

Poo,0 (f)Pou () = Yo, (fx)

puis
Poro(0)Poro(Y) = Por1(:Y) + oy (2-y)
(pm,o(x)'(pol,l(y) = Po2a (:L‘y)
<p01,0(x>'<)002.0(y) =  Pog,o © ReSD,F o MD®3,D(x'y)
_69001,0 o MD®3,D(1'-y)
+3002,0 © ReSD®3,D®2 (ny) + Pos 1 (zy)
4)001,0(‘%)'9002,1(2/) =  Pog,o © MD®4,F(x'y) - 69001,1 o 1\/ID‘@“,D‘X’2 (xy)
+5002,1 © I{QSD@L,D‘X’3 (xy) + Poa o (CCy)
9001,0(»’5)-@02.2 (y) = $o10° MD®5,D(x'y)

—@o,, ©Respes pez o Mpes pes(2.y)
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+<,D(;2’2 o RQSD®57D®4 (;L'y)

@01,1(37)'900’1,1(y) = (pffz,z(x'y)

Po1,1 (x)'@Uz,o (y) =  Poo,0 ©° MD@‘*,F(x'y) - 69001,1 © N[D®4,D®2 (acy)
—|—<,00211 o ResD®47D®3 (l‘y)

9001,1(x)'9002,1(y) = QPoio OMD@S,D®1(x'y)

~Po1,1 © R‘ESD@3,D®2 © MD®5,D®3 ((Ey)
+<Pg2’2 o ReSD®57D®4 (.’Ey)
Poia (x)-@oz,z (¥) = @ou00Mpas poz(z.y)
—@o,, ©Respes pes 0 Mpes pea(.y)
+69002,2 © 1\/ID®6,D®4 (xy)
9002,0 (x)'@ﬂz,o (y) = 163900,0 o MD®47F((E.y)
_59001,0 © ReSD®2,D S MD®4,D®2 (a:y)
—6¢s, , © Mpes poz(2.y)
+10¢4, , © Mpes, po2(2.y)
+§002,1 © RESD®47D®3 (l'y) + Poas (.’ty)
@UQ,O(x)'@UzJ(y) =  QPooo ORGSD®17F OMD®5,D(5I;«Z/)
+Po1,0© MD®5,D(-'17-y)
_6<p01.1 © 1%esD®3,D®2 o MD®5,D®3 (Jiy)
+10¢5, , © Mpes pes (z.y)
F¥gy, © Respes pes (z.y)
Poa0 ($)~@02,2 (y) = SOUI’ORGSD(@Q,D o MD®6,D®2 ($y)
—15¢4, , © Mpes pe2(2.y)
+10¢4, , © Mpes pos(2.y)
4,002)1(‘T)-(,0(,—271(y) = <P01,0ReSD®2,D OMD®6,D®2 (ny)
—15¢4, , © Mpes pe2 (2.y)
—Hpaz,o © 1\/*[D®6,D®2 (xy)
—Poyq © I%eSD@"l,DQ??’ o MD®6,D®4 (Q}y)
+16¢4, , © Mpes pos(2.y)
Poa (I)'@Ug,z (y) = Ygp4© ReSD®3,D®2 o MD®7,D®3 (;Ey)
—15¢,,, © Mper pes(z.y)
+5¢0, , 0 Respes pes 0 Mper pes(2.y)
Pos2 (x)-@az,g (y) = Pogo © MD®S7F(x.y)
~o, )Respe2 p o Mpes pe:(z.y)
+1090(71,1 © MD®8,D®2 (xy)
+6¢0, , © Mpes pez(z.y)
_59002,1 ° ReSD®4,D®3 o MD®8,D®4 (xy)
+2005, , © Mpes pea(.y)
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Chapitre 4
Filtration topologique

Le but de ce chapitre est de calculer autant que possible la filtration topolo-
gique (voir annexe B.1) de la quadrique projective d’Albert X, ou de la variété
de Severi-Brauer généralisée SB(2, D), ce qui revient au méme d’apres I'isomor-
phisme du théoreme 3.18. De ce point de vue, l'inconvénient des morphismes
construits par Panin est qu’ils ne respectent pas la filtration topologique. Nous
allons donc les modifier légerement de maniére & obtenir des morphismes qui
arrivent dans les différents étages de la filtration de la quadrique. Les nouveaux
morphismes sont définis a ’aide d’une norme réduite, or cette norme réduite
n’est définie que pour Ky, K; et K. Ces morphismes ne sont donc définis que
pour ces niveaux de K-théorie.

4.1 Morphismes respectant la filtration

On note K;X) le j-eme groupe de la filtration topologique de K;X, et
K;XU0+D = g, x0) /K X G+,

Définition 4.1 Pouri=0, 1 ou 2, on définit les morphismes

\I’(), \Ijl, \:[12, \Ilg . KZF—>K1Xq

par

Vo =1

Uy = @1 — @r, o Mp pe2

U2 = 1 — 2, © Mp pe2 + @(ry)2 © Mp pes

\113 = Y1 — 3@7»1 ] MF,D®2 + 3(,0(7,1)2 o MF,D®4 — gp(rl)z o MRD@G
et

\11/2, \11/2/ . KZD—>K1X(1

par

WY = @1 oNrd + ¢, o Mp pe2 o Nrd — ¢,
Uy = 1 0 Nrd + ¢, 0 Mp pe2 o Nrd — ¢, o Mp pes
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Théoréme 4.2 Pouri =0, 1 ou 2, le morphisme
Voo U @U@ V30V, @ WY : K,F¥ o K;D?—K; X,
est un isomorphisme.
Démonstration : On se raméne au morphisme
P1OPr, D P2 DY © Py, Oy
K,F© K;D®?*® K;,D® © K;D®?° © K;D®' ¢ K;D®*—K,X,

qui est un isomorphisme. Le morphisme de 1’énoncé est la composée du mor-
phisme précédent et de I’isomorphisme

K,F® ¢ K;D®?—K,F & K;D*? ¢ K;D® @ K;D®® @ K;D®' & K,D®3

donné par la matrice

Id Id Id Id Nrd Nrd

0 _MF,D®2 _2MF,D®2 _3MF,D®2 MF,D®2 o Nrd MF,D®2 o Nrd
0 0 Mpg pes 3Mp pes 0 0

0 0 0 ~Mgppes 0 0

0 0 0 0 —Id 0

0 0 0 0 0 —Mp pes

qui est inversible parce que triangulaire et de termes inversibles sur la diagonale.
O

Théoréme 4.3 Pouri =0, 1 ou 2 et pour tout j, ¥;, W et U arrivent dans
v ()
KXY,

Pour effectuer la démonstration de ce théoreme, nous aurons besoin de deux
étapes. La premiere étape consiste a identifier, dans le cas ou la quadrique est
déployée, les morphismes du théoreme avec des cup-produits par des éléments
de KyX,, dont la codimension est connue. La deuxieme étape consiste a se
ramener au cas ou la quadrique est déployée, en utilisant le corps des fonctions
de la variété de Severi-Brauer SB(D).

Certains élements de KoX; (quadrique déployée) que nous allons utiliser
sont des éléments qui proviennent du plongement de Xj, dans P°. Soit H (resp.
D) la classe dans KX}, de Pintersection d'un hyperplan de P® et de X}, (resp.
d’une droite).Soit Q la classe d’un point rationnel. Soit P; (resp. P2) la classe de
lintersection de X}, avec les plans (projectifs) d’équation we = wy = wg = 0 et
wy = wyq = ws = 0 (dans la base de W choisie au § 3.2). On note également 7 la
classe du faisceau structural. La classe H (resp. D, Q) dans Ky X}, ne dépend pas
de ’hyperplan (resp. de la droite, resp. du point) choisi, par contre les classes
Py et Py sont différentes (voir [11]). Les codimensions de ces éléments sont par
construction 0, 1, 2, 2, 3 et 4 dans l'ordre Z, H, P1, P2, D et Q.

40



Par le lemme 3.17, le plongement de Pliicker de Gr(2,V) dans P5 et le plon-
gement naturel de X, dans P® sont compatibles a I'isomorphisme f. Pour ne pas
alourdir les notations, nous noterons également Z, H, Py, P2, D et Q les éléments
=@, (D)), (FH*(Pr), (f)*(P2), (F71)*(D) et (f71)*(Q) (bien

évidemment, (f~1)*(Z) est la classe du faisceau structural de Gr(2,V)).

La table des cup-produits de ces éléments est donnée par (voir [11]) :
Jz] " [P[P]D|Q]
A A H P |P2|D|Q
H|H|P1+P—D|D|D|Q]|O
P1 || P1 D Q0|00
Py || P2 D 0] Q1010
D | D Q 00010
Q1 <9 0 0/0[0]O0
Fic. 4.1 -

Nous utiliserons aussi des éléments de KoGr(2,V), qui sont des classes de
fibrés vectoriels. Soit J le fibré canonique de Gr(2,V) (la fibre au dessus d’un
point est lespace vectoriel que représente ce point). Les éléments qui nous
intéressent sont la classe dans KoGr(2,V) des fibrés vectoriels S*J, ou S¢
est le foncteur de Schur associé au multi-indice a, et ou « prend les valeurs
(0,0), (1,0), (1,1), (2,0), (2,1) et (2,2). Ces fibrés sont résumés dans le tableau

a | (0,0) ] (1,1) ] (2,0) (2,2) (Lo | (1)
o 0 2 2 4 1 3
ST 1 AT | 2T | NToANT | T | TeAT

Par abus de langage, pour un élément k de /G F et un élément = de K;X,
ou X est une variété sur F', on appelle cup-produit de k£ par x et on note k.x
Pélément obtenu en faisant le cup-produit de l'image de k dans K;X (par le
pull-back par le morphisme structural) par .

Lemme 4.4 Dans le cas déployé, si [F] est la classe de F dans KoF et si
ke K;F, on a les égalités

k.@o, o MF,D®|°“\([F]) = ¥o, © Mp pola (k)
k-o@ry)i © Mpp2i([F]) = ¢(p,)i © Mp,p2: (F)
k.py_ o Mp ps([F]) = ¢,_ o Mp ps(k)
k.py, o Mp p([F]) = ¢y, o Mpp(k)

Démonstration : Le morphisme ¢g o (resp. ¢1) coincide avec le pull-back par le
morphisme structural de Gr(2,V) (resp. X},) par construction. On applique le
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calcul de cup-produit de la section 3.4 pour les morphismes ¢,_ et on utilise le
fait que le cup-produit par [F] dans K;F est Uidentité. Cela fournit exactement
le résultat. Pour les morphismes sur X}, il suffit d’appliquer f* au cas précédent.
O

Lemme 4.5 (voir [17], § 10.2) Dans le cas déployé, on a K;D ~ K;F par
lisomorphisme de Morita. Alors

Qpaa o MF,D®|O¢\ (k’) == k.SO‘j

Démonstration : D’apres le lemme précédent, il suffit d’identifier les élément
Yoo (Mp poial ([F])) et ST, ce qui est fait dans [17], § 10.2 (et est par ailleurs
immédiat si on utilise la définition de ¢, ). O

Lemme 4.6 Dans le cas déployé (q = h), on a, pour tout i >0,
P(r)i © Mg pezi (k) = k.(Z = H)’

de plus,
50774- o MF,D(k) = k(2I - H - Pl)

et
80777 [¢] MF,D®3(k) == k.(21— - H - PQ)

Démonstration : Nous allons démontrer ce lemme en utilisant des relations
qu’on peut trouver sur la K-théorie de Gr(2, V'), puis appliquer le morphisme
f* grace aux formules obtenues a la fin de la section 3.3.

Le fibré Ogyr(2,v)(—1) est le pull-back de Ops(—1) par le plongement de
Pliicker. Le fibré Ox, (—1) est le pull-back de Ops(—1) par le plongement de la
quadrique X, dans P°. Par compatibilité de I’isomorphisme f au plongement,
I'image de Ogy(2,vy(—1) par f* est donc bien Ox, (—1). De plus, par définition
du plongement de Pliicker (qui envoie un sous-espace U de V sur A2U dans
A2V), le pull-back de Ops(—1) (fibré canonique de P%) est A2J. Par pull-back,
Pégalité classique Ops(—1) = Ops — H donne donc

NT=T-H

dans KoGr(2,V). Par ailleurs, ces considérations permettent de montrer que la
classe H est définie méme lorsque la quadrique X, (resp. la variété de Severi-
Brauer généralisée SB(2, D)) n’est pas déployée. En effet, il suffit de la définir
comme la classe de Z—Ox, (—1) (resp. Z—Ogp(2,p)(—1)) qui sont bien définies,
méme dans le cas non déployé. La classe de H est alors de codimension 1. En
effet, les éléments de Ky X pour une variété X qui sont de codimension 1, sont
exactement ceux du noyau de I'application rang, ce qui est évidemment le cas
pour H.
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Par définition, le fibré J s’insere dans une suite exacte
0—JT—V @ Ogr2,v)— T —0
qui se dualise en
0—J"—V & Ogr@,v)—IT " —0

Soit ¢ un élément de V* de noyau < vy, va,vs > (ce sont les vecteurs de la base
définie au début de la section 3.2). Un tel élément fournit une section s de J*
par la composée
PR
Ogr2,vy — V@ Ogra,v)y—J"

Le lieu d’annulation de s est I’ensemble des points z tels que la composée

$.1d
Te—V ® OGT(Z,V),w - OGT(Z,V),w

est nulle. Or cette composée est nulle si le sous-espace 7, de V est dans ker ¢, et
par le plongement de Pliicker, cette condition se transforme en A2.7, C A? ker ¢.
Mais A2ker ¢ =< vy A va,v1 A v, 01 A vz >=< wy,ws,ws >. On obtient donc
exactement la sous-variété du plan projectif (we = wy = wg = 0) qui a fourni la
classe Py dans KoGr(2,V).

La suite exacte de Koszul (voir [7], IV, §2) associée au fibré J (de rang 2)
et a la section s donne

0—>A2‘7—>‘7—>(’)GT(2,V)—>OS—>O
ou Oy est le faisceau structural des du lieu d’annulation de s, et donc
J=S"T+I-P

dans KoGr(2,V).
La table de cup-produits de la figure 4.1 et la section 3.4 permettent alors
de déduire les autres éléments. On obtient

§007 =T
Sl’oj ZQZ—H—P1
Sty =T-H

S207 =3T—-3H—-3P1+P2+D+Q
S21T =2T —3H + P,
$227 =(IT-H)?=Z—-2H+P1+Ps—D

On a alors pour tout k € K;F,

P(ry)i © MF,D®% (k) = (90(017
(

ce qui est la premiere égalité du lemme. De plus,

Py © MF,D<k) I* (SDU'I 0( ))
(k.2 —H —"P1))
k.(2Z —H —P1)
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et

¢n_ o Mp pes(k) *(9001,1 o Respes pe2 o My pes (k) — Poza © Mg pes(k))
*((pffl,l o 41\/IF,D‘X’2 (k) — Pos, © MF,D®3 (k))

f
!
F*(kASY T — k.S217)
f
k

“(kA(Z —H) — k.(2T — 3H + P3))
(27 —H —Py)

ce qui fournit les deux autres égalités du lemme. O

Lemme 4.7 Dans le cas déployé, pour i =0, 1 ou 2 et pour tout k € K;F, on
a

Uy (k) =k7Z
U, (k) =kH
Uy (k) =k.H?

\11/2 o MF,D(k) = kP1
\IJIQIOMF’D(]C) = kPQ
W (k) = kH3

Démonstration : En utilisant le lemme 4.6 et le fait que dans le cas déployé, la
norme réduite coincide avec le morphisme d’invariance de Morita,

o (k) = ¢i(k)=kZT
Wy (k) = ¢1(k) — ¢r, o Mp pez(k)
— kI-k(I-H)
= kH
Wy (k) = p1(k) = 2¢py, o Mp pez(k) + ¢(r,)2 © Mp pe(k)

kI —2k(T—H)+k.(T—-H)?

k. H>

VioMpp(k) = ¢i10oNrdoMgp(k)+ ¢ o Mg pe2 o Nrd o Mg p(k)
—¢n, ©Mpp(k)

@1(k) + @r, o Mp pez (k) — ¢y, 0 Mp,p(k)

kI +k(Z—-H)—k(2Z—-H—"P1)

k. Py

U5 oMpp(k) = ¢10NrdoMgp(k)+ ¢ o Mg pe2 o Nrd o Mg p(k)
—¢n_ o Mp pes o Mg p(k)

@1(k) + ¢, © Mp pe2(k) — on_ o Mp pes (k)

kI +k(Z—-H)—k(2Z—-H—Ps)

k. Py

(k) = ¢1(k) = 3pr, o Mp pez(k) + 3¢, )2 © Mp pe (k)
—@(ry)? © Mp pas (k)

kZ —3k(ZT —H)+3k(ZT —H)?— k(T -H)3

k.H3
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Ceci suffit pour montrer le théoreme 4.3 dans le cas déployé, puisque tout les
éléments de KX}, qui apparaissent ont la bonne codimension, et la codimension
est compatible au cup-produit (voir B.1).

Pour la deuxieme étape, nous allons nous ramener au cas déployé par exten-
sion des scalaires.

Définition 4.8 Pour i = 0, 1 ou 2, en utilisant la suite spectrale de Brown-
Gersten-Quillen B.2, on définit les morphismes &y et & comme les composées

o KiF—K; X,— K; X"V — H(X,K;)

et
& K F 25 KX — KX s HY(X, Kig)

Théoreme 4.9 Les morphismes & et &1 sont des isomorphismes.

Démonstration :
) est engendré par les cup-produits de
K F avec les éléments de (Z,H, Py, P2, D, Q) qui ont une codimension supérieure

a j (voir [11], § 3.2). Donc les morphismes

Dans le cas déployé, le groupe K; X }(Lj

KiF—K; X;— KX "V

et
KF -2 K x(0

sont des isomorphismes. De plus, dans le cas déployé, la suite spectrale B.2 est
dégénérée, donc les inclusions

KX — HY (X, K;)

et
KiXél/Q) — H'(X,Kis1)

sont des isomorphismes. Par conséquent, & et &; sont des isomorphismes.

Dans le cas général, d’apres [9], § 5.3, § 5.4 et corollaire 8.6, &y et &; sont des
isomorphismes apres localisation en 2. Leurs noyaux et leurs conoyaux n’ont
donc pas de 2-torsion. De plus, ces morphismes commutent a l’extension des
scalaires, or on peut trouver une extension F de degré 4 telle que la quadrique
X, soit déployée, et la composée de I'extension des scalaires et de la norme
Ng/r o Extg/p est la multiplication par le degré [E : F']. Donc ces noyaux et
conoyaux sont annulés par 4, et donc nuls. O
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Corollaire 4.10 Pouri =20, 1 ou 2 et pour j =0 ou 1 le morphisme
K XPPH) — HY(X,Kiy )
est un isomorphisme.

Définition 4.11 Pouri =0, 1 ou 2, on définit les morphismes &, et & comme
les composées

—1
€1 KiXg— KXV s HO(X, K;) 2 KGF

_ —1
& KXV —K X[V — HY(X, K1) S KF
Ces morphismes commutent a l’extension des scalaires.

Lemme 4.12 Pour tout j > 1, la composée £y o W, (resp. Wh et UY) est nulle.

Démonstration : Ceci revient a dire que pour tout j > 1, ¥; arrive dans
KiX,gl). Or dans le cas déployé, cela a déja été montré. Pour le cas général, on
utilise le corps des fonctions K de la variété de Severi-Brauer SB(D) qui déploie
X, (voir propositions A.4 et A.G) et qui vérifie que pour ¢ < 2, le morphisme
K;F—K;K est injectif (voir proposition A.6). Comme &, commute & l'exten-
sion des scalaires, cela nous ramene au cas déployé. O

Lemme 4.13 Pour tout j > 2 la composée &, o W; (resp. Wy et WY ) est bien
définie (par le lemme précédent), et est nulle.

Démonstration : Cela se démontre exactement de la méme fagon que le lemme
précédent. O

Les deux lemmes précédents concluent la démonstration du théoréeme 4.3.
Proposition 4.14 Pouri =0, 1 ou?2 et pour j = 0 ou 1, le morphisme composé
KiF =5 K; X[ — K, X[/

est un isomorphisme.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate du corollaire 4.10, puisque
¥, coincide avec le morphisme induit par le morphisme structural, et ¥y coincide
avec le cup-produit par H. O

Proposition 4.15 Pour ¢ =0, 1 ou 2 les morphismes
U @U@ Vs 00, eV KFY e KDY —K, X

et
Uy @U@V e 0y K, F*? e KDY —K;X{?

sont des isomorphismes.
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Démonstration : C’est un corollaire de la proposition 4.14. O

Définition 4.16 Pouri =0, 1 ou 2, on définit le morphisme
\I/é K,D—K; X,

par

f =W, + ) — ¥y 0Nrd

Proposition 4.17 Pour i =0 ou 1, ¥4 arrive dans KiX(§3).

Pour i =2, la composée

Ng/r Ty
@ KyDg —5 KoyD — KX,
KdéploieD

arrive dans KQXq(?)) .

Démonstration : Dans le cas déployé, en utilisant la table de cup produit de la
figure 4.1 et les résultats déja obtenus pour les morphismes ¥, ¥’ et ¥, on voit
que V% (z) coincide avec le cup-produit Mp p(x).(P1 + P2 — H?) = Mp p(z).D.
Le morphisme ¥/ arrive donc bien dans K; X (53). Dans le cas général, on passe par
des normes provenant de quadriques déployées. la norme respecte la filtration
topologique (voir annexe B.1). Les morphismes ¢ de Panin sont compatibles &
la norme (voir 3.13), et les extensions qui déploient X, sont les mémes que celles

qui déploient D (voir proposition A.4), donc la composée

Ng/r Ty
@ KDx -5 K;D =% KX,
KdéploieD

arrive dans Kith?’). Ceci montre le second point. Pour le premier, il suffit de
constater que le morphisme

Ni/r
@ K;Dx =4 K,D
KdéploieD

est surjectif pour ¢ = 0 ou 1. En effet, le morphisme est déja surjectif si 'on se
restreint aux sous-corps commutatifs maximaux de D. O

Nous n’aurons pas besoin du théoreme suivant, toutefois il est démontré dans

[12].

Théoreme 4.18 (voir [12], démonstration de la proposition 2) Pour i =0 ou
1, le morphisme
Uy Uy K F & K;D— KX

est un isomorphisme.

Démontrons enfin un dernier lemme qui servira par la suite.
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Lemme 4.19 Soient k € K;F, k' € KoF et d € KoD (i =0, 1 ou 2). Pour
7=0,1,20u3, ona

U (k) = k.0, (K)

Pour 3 =2 ou 3, ona

On a également

Démonstration :

V' (k.d) = k.9;(d)

) (k.d) = k.Us(d)

On constate d’abord que par définition Wy = (1 coincide avec

le pull-back par le morphisme structural. On utilise ensuite le lemme 3.12 et la
propriété 1.50 pour passer d’une ligne a I’autre dans les égalités suivantes.

W (k.k')

Uy (kK

Uy (kK

Uy (k.k')

W, (k.d)

Y (k.d)

(pl(kk/)
e1(k).p1 (k')
k Wl(k )
(k')
( k') = ¢r, o Mp poz (k.k')
e1(k.k") — op, (k.Mp pez (k')
1(k).p1 (k") — p1(k)-r, © Mp pez (k')
k Uy (K

(pl(k.k/) — 3¢, 0 MF,D®2 (kk/) + 390(7”1)2 o MF,D®4 (/{k/)

—(p(ﬁ)s o MF)D®6 (kk/)

(pl(k.k/) — 3¢, (k.MF7D®2 (k/)) + 3(,0(T1)2 (k.MF7D®4(k'I))
P(ry)2 (k-Mp, pes (k')

p1(k).p1 (k") — 3p1(k).0r, o Mp pez (k')

+301(k)-@(ry)2 © Mp,pes (k) — @1(k).¢ ()3 © Mp, pee (k')

kWs(K)

(pl(k.k/) —3¢p, 0 MF,D®2 (kk/) + 3(,0(7,1)2 o MF,D®4 (kkl)

—@ ()3 © Mp pes (k.k)

(,Ol(k'.k/) — 3¢, (k.MED@z (k‘/)) + 3(,0(”)2 (k.MF7D®4(k/))

—¢(r1)2 (k- Mp pes (K'))

p1(k).p1(k") = 3p1(k)-or, © Mp poz (k')

+3¢1(k)-0(1)2 © Mp,pea (k') = @1(k).@(r )2 © Mp, pes (k')

kE.Ws(k')

@1 0 Nrd(k.d) + ¢, o Mp pe2 o Nrd(k.d) — ¢, (k.d)

©1(k.Nrd(d)) + ¢r, (k- Mp pez o Nrd(d)) — ¢y, (k.d)

¢1(k).1 o Nrd(d) 4 ¢1(k).¢r, © Mp, pe2 o Nrd(d)

—1(k).y., (k.d)

@1 o Nrd(k.d) + ¢r, o Mg pe2 o Nrd(k.d) — ¢, o Mp pes(k.d)

1(kNtd(d) + o, (5 M pes o Ned(d)) — gy (k:Mp, pea (d))
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= @i(k)p1 0 Nrd(d) + g1 (k).pr, © M, pe2 o Nrd(d)

_Spl(k) pn_ o Mp ,D®3 (d)
440

Uy(kd) = Wy(k.d)+ UY(k.d) — V30 Nrd(k.d)
= Wy(k.d) + Y (k.d) — Us(k.Nrd(d))
= kUY(d) + k.9Y(d) — k.3 o Nrd(d)

. k. W (d)

4.2 Calcul de K; XV

Dans cette section, pour une variété X projective lisse sur F' de dimension
d, nous aurons besoin d’utiliser la norme N& : Hd(X, Kita)— K;F. Elle vérifie
les propriétés suivantes.

Proposition 4.20 Si E est une extension de F, alors
1. La norme N% commute a ’extension des scalaires Extp,p.

2. Si de plus, [E : F] est fini, la norme N% commute auz normes Ng/F.

Proposition 4.21 (/3], exemple 2.3) Si L est une extension de F' telle que X,
posséde un point L-rationnel (q est isotrope sur L), alors le morphisme

N, : HY((Xy)r, Ks)— K1 L
est un isomorphisme.
Proposition 4.22 Si 7 désigne le morphisme structural de X, le diagramme
Hd(Xa ch+i) - KZX
T
N
K, F
est commutatif.

Démonstration : On utilise la propriété de covariance par rapport aux mor-
phismes propres de la suite spectrale B.2 (voir [3], théoréme 7.22). Le morphisme

Ty BETH X)) —EY T F) ~ K F
coincide par définition avec
Ni : EY N X)— K, F
On utilise alors le diagramme commutatif
EPTTX) —— KiX

EYTF) —— KF
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qui induit le résultat sur les termes Fs. O
Nous aurons également besoin de la propriété suivante.

Proposition 4.23 (voir [7]) Le morphisme

S Niyr: @ HUXp, Kas1)—HUX, Kag)
X(L)£2

est surjectif (X (L) désigne les points L-rationnels de X ).

On rappelle que ST'(g) est le groupe de Clifford spécial de la forme quadra-
tique ¢ et Spin(q) le groupe Spin, noyau de sn : SI'(¢)— F* la norme spinorielle.

Théoreme 4.24 (voir [10], prop. 4.2 et cor. 4.83) On a le diagramme commu-
tatif aux lignes et aux colonnes exactes

1 1
1 —> Spin(q) D — o
1 ST'(q) D* x F* 2> p
1

ot w(d, f) = Nrd(d)/ f2.

Ce diagramme est fonctoriel par rapport a 'extension des scalaires, on ob-
tient donc les méme suites exactes en remplacant chaque terme du diagramme
par le groupe algébrique dont le terme est ’ensemble des points F-rationnels.

Dans [3], Chernousov et Merkurjev construisent un morphisme
a: SI'(g)—Ao(Xy, K1)

Dans notre cas (g est une forme d’Albert), Ao(X,, K1) coincide avec H*(X,, Ks).
Ce morphisme vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 4.25 (/3], lem. 3.4 et prop. 3.7) Lorsque E est une extension de
F, Le morphisme o commute a lextension des scalaires Extp, p et, lorsque

[E : F] est fini, a la norme Ng,p
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Proposition 4.26 (/3], prop. 3.5) Le diagramme

ST(q) —> H*(X,, Ks)

sn 1
\ iqu

F*
est commutatif.

Pour G un groupe algébrique, on note RG son sous-groupe de R-équivalence

(voir [3]).

Théoréme 4.27 ([3], prop. 6.2) Le morphisme « induit des isomorphismes
(également notés a)

ST'(q)/RSpin(q) ~ H*(X4, Ks)

et
Spin(q)/RSpin(q) ~ ker Nx,

Proposition 4.28 (voir [3], théoréme 6.1) Le sous-groupe de R-équivalence du
groupe SL1 (D) est RSL1(D) = [SL1(D), SL1(D))].

Le diagramme commutatif du théoreme 4.24 et la proposition précédente
induisent donc un morphisme injectif

B :SI'(q)/RSpin(q)— K 1D & K1 F
qui vérifie
Lemme 4.29 Le diagramme

ST'(q)/RSpin(g) = K, D & K, F
K1 F

(ot la fleche verticale est simplement la projection sur le facteur K1 F) est com-
mutatif.

Corollaire 4.30 Cela fournit les isomorphismes
ker(sn : SI'(¢)/RSpin(q)— K1 F) ~ SK1D

et
ker(NY : H' (X, KC5)— K F) ~ SK, D
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Démonstration : Le premier isomorphisme est simplement induit par le mor-
phisme (. C’est bien un isomorphisme par chasse au diagramme sur le dia-
gramme commutatif aux lignes et colonnes exactes

1 1

ker(sn) —— = SK1 D

1 — ST'(¢)/RSpin(q) — K1D & K1 F —>1

sn D2

KlF:KlF

Le second noyau est isomorphe au premier par le morphisme «. O

Définition 4.31 Pour: =0, 1 ou 2, on définit le mophisme

par
O(d, f) = W5(d) — ¥s(f)

Ce morphisme est injectif.

Pour faciliter les raisonnements, on introduit aussi le sous-groupe de K1 D @
K4 F suivant

Définition 4.32 Pouri =0, 1 ou 2, on considere l’application

(d, ) —  Nrd(d) - 2f

on définit VK; D comme le noyau de cette application.

Proposition 4.33 Le diagramme

ST'(¢)/RSpin(q) K\D® K\ F
ia 3
HY(X,,Ks5) — K Xx(Ve—— K x P
est commutatif.
Démonstration : La proposition 4.23 et 'isomorphisme
a : ST'(q)/RSpin(q)—H"(Xy, Ks)
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(qui commute & la norme Ny ,p d’aprés la proposition 4.25) montrent que le
morphisme

Y Nyp: @ SI(a)/RSpin(q)r—SI(q)/RSpin(q)
X,(L)#2

est surjectif. On peut donc se ramener a vérifier la commutativité du dia-
gramme dans le cas ou la forme quadratique est isotrope. C’est ce que nous
supposerons pour la fin de la démonstration. Mais dans ce cas, la norme Nﬁ(q
H*(X,,K5)— K1 F est un isomorphisme. Le diagramme commutatif

HY(X,K5) — K; XV

T
Nﬁ(q

K\ F

de la proposition 4.22 permet donc de conclure que 7, induit un isomorphisme de
K1X¢§4) vers K1 F. Son inverse (noté 7, 1) est donné par le morphisme K7 F -2,
Kx,, ot Q est la classe d'un point rationnel de X,. En vertu des propositions
4.22, 4.25, du lemme 4.29 et de la proposition 4.26, dans le diagramme

SI'(q)/ RSpin(q) KD & K\ F

\ /
N

tous les triangles sont commutatifs, mais pas forcément le quadrilatere de droite.
Les normes N&q, sn et le morphisme m, restreint a K1X154) sont des isomor-
phismes. Pour montrer la commutativité du carré extérieur, il suffit de montrer
que 77 opy o3 = © o . Mais I'image de 8 dans KD @ K F est VKD
par définition du morphisme 3, et le morphisme py restreint & VK;D est un

isomorphisme. Calculons son inverse (noté py ' : Ky F—VK;D).

Lemme 4.34 Si D n'est pas un corps, la composée VK1 D — KD @& K F 2%
K1 F admet une section s : K1F— VK D.

Démonstration : Sil’algebre D (de degré 4) n’est pas un corps, elle est semblable
& une algebre @ de degré 2 (de quaternions). On considére alors la composée
t= MQ,D o IRQ. On a alors

Nrdpot =NrdpoMgpolrg
= NI‘dQ OIF,Q

= deg(Q)ldk, F
— 20dg,
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Le morphisme s = (t,Id) : K1 F— KD @& K1 F se factorise donc par VK; D et
est bien la section recherchée. O
Cette section est bien p; ' (car c’est un isomorphisme).

L ops o = O o f, il suffit alors de vérifier que
=0 0p2_1. Soient [F] la classe de F' dans Ko F, [Q] la classe de @ dans KyQ
et [D] la classe de [D] dans KyD. On a alors

Pour vérifier 'égalité w7 !

o opgl(k) =UsoMgpolpg(k)— \Ifg(k)
= V5 0Mg polpq(k.[F]) — Vs(k.[F])
= V5 (k-Mq,p o Irq([F])) — Vs(k.[F])
= k.(¥5 0 Mq,p o Irq([F]) — ¥s([F]))

ou le passage de la ligne 2 a la ligne 3 s’effectue grace aux propriétés de com-
mutation avec le cup-produit de I et M et le passage de la ligne 3 a la ligne 4
grace au lemme 4.19. Montrons maintenant que ¥50Mg p oIp o ([F]) — ¥3([F])
est la classe dans KX, d’un point rationnel. Pour cela, comme ’extension des
scalaires est injective sur KX, il suffit de montrer que cette classe s’envoie sur
celle d’un point rationnel apres extension des scalaires. Or, pour E une extension
de F' qui rend la quadrique X, déployée (et donc D déployée), on a

Extp)r(V3 0 Mg, p o Irq([F]) — ¥s([F]))

= U4 oMg,, DEOIEQEOEXtE/F([ ) — W3 0 Extg, p([F])
= V3 0Mg, pp 0 1.qs([E]) — Ys([E])

= V5 02Mp p, ([E]) — Ws([E])

= 2W5 0 Mp p, ([E]) — ¥3([E])

et on a déja vu que dans le cas déployé, ¥4 oMp p correspondait au cup-produit
par D (démonstration de la proposition 4.17) et W3 correspondait au cup-produit
par H3. Par ailleurs, 2D — H? = Q d’apres la table de la figure 4.1. On obtient

donc bien
©op, (k) =kQ
=, (k)

Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.33. O

Corollaire 4.35 La composée

VKD — K1D & K\ F -2 K| X,

4) 4)

arrive dans Kleg et induit un isomorphisme de VK1 D vers KlXé
Démonstration : Le diagramme de la proposition 4.33 induit un diagramme
ST'(¢)/RSpin(q) ~— VK, D
ok

H*(X,, Ks) K xiY
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sur lequel une chasse au diagramme fournit le résultat. O

Corollaire 4.36 Le morphisme H4(Xq,IC5)*>K1X,g4) est un isomorphisme.

Démonstration : Cela s’obtient dans la chasse au diagramme précédente. O

Corollaire 4.37 Dans la suite spectrale B.2 pour la quadrique d’Albert, la diffé-
rentielle dy " est nulle.
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Chapitre 5
Le groupe SKyD

Dans ce chapitre, on rassemble les résultats obtenus dans les chapitres pré-
cédents afin d’obtenir enfin une relation entre le groupe SK>D et le noyau de
cohomologie galoisienne ker(H®(F, us)— H®(F(q), u2)), out F(q) est le corps
des fonctions de la quadrique d’Albert.

Proposition 5.1 1. Dans la suite spectrale de Brown-Gersten-Quillen B.2
pour X, la différentielle dy~° : By > —E>™" est nulle.

2. Ko(X)?/3) ~ H*(X, Ky)

Démonstration : Le point 2 est une conséquence du 1, puisque le corollaire 4.37
montre que la différentielle d3~* est nulle. Montrons donc 1. Les différentielles
sont de 2-torsion, on peut donc localiser en 2. Tout ce qui suit dans cette
démonstration est vrai apres localisation en 2.

En utilisant la suite spectrale B.3 en poids 3, on obtient la surjection (c’est
ici qu’intervient la localisation en 2),

HE(X,2(3)) — H(X,K3)
En utilisant la suite spectrale B.4, on obtient la suite exacte
0—HE (F, Z(3))—HE (X, Z(3))— H, (F, Z(2))—0

o H3,(F,Z(3)) ~ KM(F), H,(F,Z(2)) ~ K3(F)inq. De plus, cette suite exacte
est scindée par une section s donnée par la multiplication par la classe d’'une
section hyperplane h. On a ainsi le diagramme commutatif

S

0 ——= HE(F.Z(3)) — HZ, (X, Z(3)) — H}(F,Z(2)) —>0

KM (F) — = HO(X, k)

Or p est une localisation, donc p o s = 0 car h s’annule au point générique.
La ligne du haut est exacte. Ainsi, par chasse au diagramme, le morphisme
KM(F)—H(X,K}) est surjectif.
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On dispose de plus du diagramme commutatif

0 — K3/(F) K3(F) K3(F)ing —0
00— HO(X’ K:‘]%M) - HO(Xa ’C3) - HO(X7 (IC?))?nd)

dans lequel les deux lignes sont exactes. Une chasse au diagramme montre donc
que le morphisme K3(F)— H°(X,K3) est surjectif. Le morphisme dg o g est
nul car il se factorise en

K3(F)—K3(X)—H"(X, K3)—H*(X, K4).

ce qui montre que dy est nulle. O

Posons

N
KD =coker( @) KiDx = KD)

KdéploieD

Ce groupe est nul pour ¢ = 0 ou ¢ = 1, et lorsque D est déployée.

Théoreme 5.2 Lorsque F' est un corps de caractéristique nulle et qui contient
un sous-corps algébriqguement clos, on a un morphisme surjectif

SKyD @ KoD — ker(H(F, po)—H>(F(q), p2))
ot F(q) est le corps des fonctions de la quadrique d’Albert.

Démonstration : Par la proposition 4.15, les morphismes Wq, U3, U} et ¥}
induisent une surjection

Ky F®2 @ Ky D% —— K, X (2/3)
Mais W3 arrive dans Kqu(S), on a donc une surjection induite par ¥o, U} et ¥}
KoF @ KyD®2 — [, x{?/%)

D’apres la définition de ¥4 (voir définition 4.16), le morphisme induit par Us,
U, et Uh est également surjectif. De plus, la proposition 4.17 montre que ce
dernier morphisme se factorise en un morphisme surjectif

KyF & KyD & KyD — Ky X9

qui est un isomorphisme dans le cas déployé. En effet, dans ce cas, la composante
K5 D est nulle, et il ne reste plus que ¥y et ¥, qui correspondent (3 morphisme
d’invariance de Morita prés) au cup-produit par H? et P; (d’apres le lemme
4.7). L’isomorphisme découle alors du fait que la filtration est engendrée, dans
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le cas déployé, par les éléments parmi (Z,H,P1,P2,D, Q) qui ont la bonne
codimension (voir [11], § 3.2), et H? =Py + Py — D.

Si K est le corps des fonctions de la variété de Severi-Brauer SB(D), le
morphisme d’extension des scalaires Ko F'— K3 K est injectif, et le noyau de
KyD— KDk est SKoD. Par chasse au diagramme, on obtient donc un mor-
phisme surjectif

SKyD @& KyD — ker(K, X% — Ko (X))
De plus, par la proposition 5.1, on a
ker(Ko X(2/¥ — K5(X,)2Y) ~ ker(H(X, Ky)— H* (X, Ka))

Le théoreme 2.1 permet alors de conclure. O
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Annexe A

Algebre de biquaternions et
forme d’Albert

Définition A.1 On appelle algébre de biquaternions un produit tensoriel de
deuzx algébres de quaternions sur le méme corps de base.

Une algebre de biquaternions est une algebre centrale simple. Son degré est 4
et son exposant (dans le groupe de Brauer) est 2 ou 1 selon qu’elle est déployée
ou pas.

Le symbole D désigne I'algebre de biquaternions

ab ® cd
F F\F
Définition A.2 On appelle forme d’Albert une forme quadratique de dimension

6 qui est dans I*F (idéal de I’anneau de Witt engendré par les formes de Pfister
de dimension 2% = 4).

Le symbole ¢ désigne la forme quadratique d’Albert
< a,b,—ab,—c,—d,cd >
dans une base orthogonale, et X, désigne la quadrique projective associée.
Soit SB(2, D) la variété de Severi-Brauer généralisée (voir [2]) associée & D.

Elle parameétre les idéaux & gauche (ou a droite) de D de rang r = 2deg(D) = 8.

Théoréme A.3 Le corps des fonctions de la variété SB(2, D) est isomorphe
au corps des fonctions de la quadrique d’Albert X, .

Démonstration : Le théoreme 3.18 fournit un isomorphisme entre ces deux
variétés, et donc un isomorphisme entre leurs corps des fonctions. O
Proposition A.4 On a les propriétés suivantes.
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1. D ~ C(q), ot C(q) est l’algébre de Clifford associée a la forme quadratique
q=<a,b,—ab, —c,—d,cd >, et I’équivalence celle de Brauer.

2. L’algébre D est déployée si et seulement si q est déployée (hyperbolique).

3. L’algébre D est a division (est un corps gauche) si et seulement si q est
anisotrope.

Démonstration : Le point 1 est un calcul simple de la théorie des algebres de
Clifford. En effet, on a

My(C(q)) = Clg L<1,-1>) ~C(< a,b>)0pC(— < ¢,d>)

L ab cd

=(% ) (%)

Le point 2 résulte de I’équivalence entre le fait qu’une forme quadratique d’Al-
bert soit hyperbolique et le fait que son algebre de Clifford soit neutre dans le
groupe de Brauer. Le point 3 résulte de 1’équivalence entre le fait que la variété
SB(2, D) possede un point rationnel (et donc que D possede un idéal & gauche

et ne soit pas un corps) et le fait que X, (qui lui est isomorphe) possede un
point rationnel, et donc que ¢ soit isotrope. O

Proposition A.5 Sih est une quadrique déployée (hyperbolique), alors X, est
cellulaire.

Démonstration : Une équation de Xj est z1y1 + 2oy + ... + 2oy, = 0. On
considere 'hyperplan H, d’équation z,, = 0, et le fermé FF = X N'H. On a
alors X \ F ~ A2=1D) ot F ~ YV x P, o YV est la quadrique d’équation
T1y1 + oYz + ... + Tp—1Yn—1 = 0. X} est donc cellulaire par récurrence. O

Proposition A.6 Si X est la variété de Severi-Brauer associée a une algébre
centrale simple A (voir [2]), alors

1. Apx) est déployée,
2. Ko(F)—Ky(F (X)) est injective.

Démonstration : Pour le point 1, voir [2], et pour le point 2, voir [23], §5. O
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Annexe B

Suites spectrales

B.1 Filtration topologique

Pour un schéma X sur un corps F', on peut définir une filtration topologique
sur KX, induite par la codimension du support des faisceaux (voir [19]).

On note K; XU le j-éme groupe de filtration, et
K XU+ — [, x0) /| x 0D
Pour un morphisme f : X—Y, on a f*(K;Y)) c K; X1,

Lorsque X et Y sont des schémas de dimension finie et que f : X—Y est
un morphisme propre, on a f, (KZ-X(j)) C K;YU-dim(¥)+dim(X)) Ep particulier,
pour une extension finie ' du corps F, la norme Ng,p : K; Xp—K; X respecte
la filtration.

La filtration topologique est compatible au cup-produit :

KXW K, X0 c K X0t

B.2 Suite spectrale de Brown-Gersten-Quillen

Pour un schéma X lisse de dimension finie sur un corps F, on a la suite
spectrale ([19])

EP = @ K, o(F(X) = K (X).
zeX(®)

Le gradué de la filtration vers lequel converge cette suite spectrale est celui
de la filtration topologique. De plus, on a l’isomorphisme canonique

BT~ HP(X,K_,)
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Cette suite spectrale est naturellement contravariante par rapport aux mor-
phismes quelconques et covariante par rapport aux morphismes propres. Les
différentielles sont des dérivations par rapport au cup-produit

HP(X,K_y) x H™(X,K_)—HP"" (X, K_q_s)

Proposition B.1 EY? =0 pour p > dim X, pour p > —q ainsi que pour p < 0.
Par ailleurs, EY™P ~ CHP(X) (p*®™ groupe de Chow de X ).

B.3 Suite spectrale de coniveau en cohomologie
motivique étale

Cette suite spectrale est obtenue en filtrant la cohomologie motivique étale
par la codimension du support ([9], p.161). Pour X un schéma lisse de dimension
finie sur un corps F, on a la suite spectrale

EP = @ HYLNX,Z(n)) = H"YI(X, Z(n)).

T, et
zeX®)

Le terme F; s’identifie canoniquement a

EP ~ @ HEP(F(x),Z(n—p))
reX(P)

Le terme Es vérifie, pour ¢ = n
EY™ ~ HP(X, K}

Proposition B.2 En particulier ([9], p.161),
1. EP?T =0 pour p tel que p > q et p > n, ainsi que pour p > q et p=n,

2. apreés localisation en 2, EV'? est uniquement l-divisible (I premier a la
caractéristique) pour p tel que p > q et p < n. Ef’q =0pourp=q=n—1,

3. apreés localisation en 2, B} =0 pour g =n+1,

4. EY? =0 pour p > dimX ainsi que pour p < 0.

B.4 Suite spectrale “des poids” en cohomologie
motivique
Dans [9], B.Kahn construit une suite spectrale en cohomologie motivique.

Pour X un schéma lisse équidimensionnel, géométriquement cellulaire sur un
corps F', elle est donnée, pour tout poids n > 0, par

EPY(X,n) = HY (F,CHY(X,) ® Z(n — q)) — HP*.
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ol X, désigne 'extension de X a la cloture séparable de F'. On dispose de plus
de morphismes H?+?— H? (X, Z(n)) bijectifs pour p + ¢ < 2n et injectifs
pour p+q=2n+ 1.

D’apres [9], 5.1, on a l'identification

He (F,CHY(Xs) © Z(n — q)) = H " (Eq, Z(n — q))

ol E, est une algebre étale associée & CHI(X;)
Lorsque le schéma X est cellulaire, la suite spectrale dégénere.
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Annexe C

Cohomologie Motivique

Pour une définition de la cohomologie motivique, voir [22].

Conjecture C.1 (Bloch-Kato) Pourl entier premier d la caractéristique de
F, on a un isomorphisme naturel

KN (F) /U~ HE(F, Z/1(n))

donné par ’homomorphisme de résidu normique ([1/]) Le cas | = 2 avait été
congecturé par Milnor ([10]) et est donc connu sous le nom de Conjecture de
Milnor.

Théoreme C.2 La conjecture précédente est vraie dans les cas suivants
1. n=0,1 (Hilbert 90)
2. n=2 ([1/])
3. 1=2([25])

Elle est également vraie pour quelques autres cas particuliers.

Cette conjecture implique notamment les résultats suivants pour la cohomo-
logie motivique.

Corollaire C.3 (“Hilbert 90 motivique”) Sous la conjecture C.1, le groupe
HUTN(F,Z(n)) n'a pas de l-torsion.

Démonstration : On a le diagramme commutatif suivant

HE(F, Z(n) —"> HE(F, 2/U(n) —= N (F, 2(n) —— 2 (F, Z(n))

d 1
KN (F) ——— KM (F)/

ou la ligne du haut est une suite exacte longue en cohomologie et 'isomor-
phisme vertical est donné par la conjecture de Bloch-Kato.Le morphisme f est
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la composée KM (F)—H"(F,Z(n))— HZ%(F,Z(n)). Le morphisme p est donc
surjectif, et § est nul. La multiplication par [ est donc injective. O

Corollaire C.4 H."'(F,Z(n)) n'a pas de 2-torsion.

Conjecture C.5 (Beilinson-Soulé) Pour X un schéma lisse de dimension
finie sur I,
HY(X,Z(n)) =0Vn, Vi <0

et
H°(X,Z(n)) =0Yn > 0.

Définition C.6 La cohomologie motivique étale H:,(X,Z(n)) est définie com-
me la cohomologie du pull-back au grand site étale du complexe de faisceaux
Z(n).

Proposition C.7 La conjecture de Beilinson-Soulé est vraie pour la cohomo-
logie motivique étale ou Zariski en poidsn =0 et n = 1.

Démonstration : Z(0) est le faisceau Z placé en degré 0. Z(1) est le faisceau
G, placé en degré 1. O

Théoréme C.8 (voir [25]) La cohomologie motivigue étale des corps a coeffi-
cients dans Z /1 s’identifie a la cohomologie étale classique :

H,(F, Z/1(n)) ~ H, (F, ™)
pour I premier a la caractéristique de F'.

Corollaire C.9 H:,(F,Z(n)) est uniquement l-divisible pour tout i < 0 et [
premier & la caractéristique de F'.

Démonstration : Il suffit de considérer la longue suite exacte de cohomologie
associée a la suite exacte courte

0—Z(n)—Z(n)—27Z/l(n)—0

et de remarquer que HZ, (F, ,ul®") =0 poure<0.0O

Corollaire C.10 H.,(F,Z(n)) est de torsion pour i >n

Démonstration : C’est ’hypercohomologie d’un complexe de modules galoisiens,
or la cohomologie galoisienne est de torsion en degré strictement positif, et Z(n)
est acyclique en degré strictement supérieur a n. O

Proposition C.11 La 2-torsion de Hi T (F, Q/Z(n)) est H (F,Z/2(n)).
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Démonstration : On a le diagramme commutatif suivant :

HE,(F,Q2/Za(n)) — 3= HY,(F, Q2/Z2/1(n)) ——> HZT(F, Z/2(n) > H%(F, Qa/Zs(n))

KM(F) © Q)22 —— KM (F)® Qa/Zs HF(F, Q/Z(n))

dans lequel la premiere ligne est un morceau de la longue suite exacte en
cohomologie associee a la suite exacte courte

O—>Z/2—>Q2/Z2—>Q2/Z2—>O

les isomorphismes verticaux proviennent de C.2, I'inclusion verticale provient du
fait que la fleche naturelle admet une section et les autres propriétés des mor-
phismes sont impliquées par ces premieres propriétés. Ceci fournit le résultat,
car la fleche qui suit dans la longue suite exacte de cohomologie est justement
la multiplication par 2. O
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