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Hγ �

• hI =
(
β′2 0
0 −β′2

) N
hJ =

(
0 β′

β′3 0

) N

• A = β′+β′3

2

(
β′ 1
1 β′3

) N

• B = β′′2 ( 0 1
−1 0

) 9
�

�0.[�Q����� *����B%O��.>%(. .3�ts �05�4��?@��B%(' 4��?@X! �W�^%(�B%�����G����?@H! �
Q8 oC3

� �B%(' 4��W5I9 � �
P\%(u�� �! �" �0����! �

H
� �B%(' 4��b5I9 � <aP\%(u�� �! �"Z@Q�

q ≡ 5 (mod 8)
N<�B%(' 4��C5I9 ��� P\%(u��

�! !&b@Q�
q ≡ 3 (mod 8)

�t9
;=4 �tsE��@Q���7� .

2
D=@B���3@SD{u:����� P)�"! �Hx,�d4���$

S
! �
G
�?��.,����.V�a!3%(.3@

H
9�Ke.�� �$���^N�@����-�

S
� .

2
D=@����3@SD{u:����� Pj�I! �cx,�,4��.$�! �

G
�?��.V����.\%(.,�

P ′ NE��.�%b%(4�����@
P ′ = S ∩ SL2(q)P\%(���a%�sd�-�a%(4-�-��8C! �

P ′ 96�7�?���e�-�CPj�:@��bUV�3� S .3���Q�a%(4-��@��
P ′ N � �'
 � � S ⊆ H

9]�0.o%
%(4�����@H4l%bP ����P �Q��8���8c@Q� �-*:%(.V���4<
� � ����� 4  /  	 � ��� * � � 
 �-��" �(� ������" � 
 H .���� ������#2
+#5� �(" �(� ���  
(�

2
�;�-��" �(� ������" � 
(�  


G
�

q}��� �b! 8�����.V�Q�������?���Q���aP ����P �Q��8���8:N	��.�@��aP 4l%��?�[!3%(.3@A4��[U,�3���Q����.V�b! �
G

P\%(�
@���.o�?��.V�Q���:N}��.p����.V�Q���[� .3�CP ����P �Q��8���8[P 4-�3@ ~ ���Q����U,�3�C4����?��.V�Q�	��4��m! �C4l% ~ �3@Q����.
!3%(.3@

PGL2(q)
N\! ��.V�".3���3@I%(� ����.3@T'j�?@����-.>P\%(�I%(�-4-4���� ��@ � � 9�'E9 � �tN<���"��.3@Q� �-����.3���3@

��.>! 8?!E� ��@���.3@T4����?��.,�Q�	��4���! ��4l% ~ �3@Q����.+!3%(.3@
G

<



�!< ������� � �����	��
����� ��� �����
GL2(q)

xd���-�
Z
4��T�?��.,�Q���T! �

G
9:qr��� �f����� �M@����3@QD=��.3@�����'j�

X
! �
G
��.�.3�����

X
4{# �-�a%(u��

! �
X

P\%(�T4l%OP ���(RS�?���Q����.
GL2(q)→→ PGL2(q)

9
if# �-.�RS�?���Q����. �^%(.3��. ��U,�3�

H ↪→ NG(P
′
)
�?@Q�m� . ��@��������QP 2 ��@����:97KM.�� �$����@Q�

h ∈ G �?@Q�H����4]U,�3�
h̄ ∈ NG(P

′
)
N3%(4�����@HPj��� �T����� �

x ∈ P ′ ��.+%
xh ∈ ZP ′ 9\�0� xh�?@Q�A! �C! 8������Q�C�-.\%(.V� � ����!$#k����!E����� .3��P � ��@�@B%(.3�?��! � �E9r�7���C���C4�� ��D=�?��.V�Q���m! �

SL2(q)
�?@Q�H�-.3��4-�3@"!3%(.3@

P ′ N ��.1%
xh ∈ P ′ N3! ��.3� H = NG(P

′
)
9

� ����� � 4 6/  	 � � � 7 ��� ��"$� ����"7�
2
�;�-��" �(� ���9�&" � 
 � ��� ���(���!� ��#

Q
 

H

���	�

NG(Q) = NH(Q).O2′(CG(Q)).

qr��� �0! 8�����.,�Q�����0�?�?���{N .3���3@08��B%(' 4-��@�@���.3@H4��c4����C���c@Q� �-*:%(.V� <

 � � � � 	�� ��� � ��� ��� �

w
"$�8
 � � � ��# "$��� ���  


PGL2(q)
��� #5���(��#5
,. 
��������# � ���&�;
"$�

 

w


(�-� �'�-������� ��� 
��4" � ������" � 
  ����� �����# �  	� ���9 &��
 2(q − 1)
��"

2(q + 1)
�

�  � � 	�, /�� ��/.45� 	 � xd���-�
ẇ
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ḡ1 ∈ NH(Q)

N ���
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1 u
0 1

)
F (γ−1)
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(
xq

yq

)
= F (g)

(
β
1

)
= gF (γ)

(
1 u
0 1

)
F (γ−1)

(
β
1

)

donc ψ ◦ ϕ(g) = g

((
βq 0
1 0

)
+ F (γ)

(
1 u
0 1

)
F (γ−1)

(
0 β
0 1

))
γ−1
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γ−1

(
βq

1

)
=
(

1
0

) %(4�����@ (0 u
0 0

)
F (γ−1)

(
0 β
0 1

)
= 0

N ���
ϕ ◦ ψ = Id
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si t = γ

(
βi 0
0 βqi

)
γ−1, alors

(
x
y
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· t =
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xβi

yβi

)
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IrrK(B`(G))←→ IrrK(Z)× IrrK(B`(G)).

�7���Q���c�?���Q���?@QPj��.3!3%(.3�?�c�-.3!E� �-�T� .Z��@B�������QP 2 ��@Q���

A(G) : CF (B`(G),K) −→ IrrK(Z)× CF (G,K)

xd���-�
χ
N
ϕ
���
θ
! �?@0�^%(�B%�����G����?@W�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@�! �c���?@QPj�?���Q�-*�������.V�

B`(G)
N
B`(G)

N
���
Z
9 iM#k�tsEP ���?@�@Q����.1! �

A(G)
���0! ��@���.Z�-.V*�����@��A@���.V�T! ��. .38?�?@"P\%(�

A(G) : χ 7−→ (θχ, (θGχ )−1χ)

A(G)−1 : (θ, ϕ) 7−→ θG × ϕ̃.
�".3�m�?��.3@Q�Q�Q�3���Q����. ��! ��.V�Q��U,�3��! ��. .3�[� .���@��������QP 2 ��@Q���

A(X)
P)��� �O����� �C@����3@SD

u:����� P)�
X

! �
G

�?��.V����.\%(.,�
Z
9\i]�?@0! ���EsZ4����C���?@I@Q� �-*:%(.V�W�tsdP �Q�-����.,�04��?@W%(P P 4-�nD

�^%(�Q����.3@"! ��! 8?�?���CPj�:@Q�-�Q����. �!� �I4��?@H��@B�������QP 2 ��@Q���?@
A(X)
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 � � � ��* � 7�� ��� � ��"$� ����"7�
x ∈ Ξ

� ��� �4"$�  ���� ���9�&� �4

D̃x

.��&� � "7���&��� �

CF (B`(G),K)
A(G) //

dx
G

��
D̃x

IrrK(Z)× CF (B`(G),K)

ΦG, x

��
CF (B`(CG(x)),K)

A(CG(x))
// IrrK(Z)× CF (B`(CG(x̄)),K).


� � ���-�����
ΦG, x(θ0, ϕ) =

∑

θ∈Irrk(Z)

(
θ,
θG0 (x)

|Z| d
x̄
G
(ϕ)

)

� �&" � ���&"$� θ0 ∈ IrrK(Z)

-�
ϕ ∈ CF (B`(G),K)

�

�  � � 	�, /�� ��/.45� 	 � xd���-�
θ0 ∈ IrrK(Z)

���
ϕ ∈ CF (B`(G),K)

9$; 4e�tsd��@Q���O� .3�
~ %(�C�-4-4��

(ϕθ)θ
!$#k8�4�8�����.,��@f! �

CF (B`(CG(x̄)),K)
�-.3! �ts 8?�7P\%(�

IrrK(Z)
����4-4��HU,�3�

dxG(θG0 × ϕ̃) =
∑

θ

θCG(x) × ϕ̃θ.

qr��� �a����� �
y ∈ CG(x)

Ne��. �?��.3@Q��! G�����4l% ~ ��.3���Q����.��?��.V�Q�B%(4��+! 8 F . ���+@Q� �
Z

P\%(�
z 7→ dxG(θG0 × ϕ̃)(zy)

9<xd���-�
θ′

� .+�^%(�B%�����G������-�Q��8?!E�3���Q�-' 4���! �
Z
9\�0.1%

〈 θ′ |
∑

θ

(θCG(x) × ϕ̃θ)(· y) 〉Z = θ′CG(x)(y)ϕθ′(ȳ),

���"!$#&%(� �Q���cP\%(�Q�

〈 θ′ | (dxG(θG0 × ϕ̃))(· y) 〉Z =
1

|Z|
∑

z∈Z
θ′(z)(dxG(θG0 × ϕ̃))(z−1y).

JI��.3�>@Q�
y
.]#&%(P P\%(�Q�Q����.V�mP\%�@a_

ZCG(x)`′
%(4�����@

ϕθ(ȳ) = 0
P)��� �C����� �

θ
9eq	%(�

�?��.,�Q����@^# �-4]�tsE��@Q���
z0 ∈ Z

���
y′ ∈ CG(x)`′

����4�@"UV�3�
y = z0y

′ N3%(4�����@"��.+%

ϕθ(ȳ) =
1

|Z|θ
CG(x)(y−1)θ(z0)(θ

G
0 × ϕ̃)(xy′)

=
1

|Z|θ
G
0 (x)ϕ(x̄ȳ′).

L0�-.3@Q�
ϕθ =

θG
0 (x)
|Z| d

x̄
G
(ϕ)

Pj��� �H����� �
θ ∈ IrrK(Z)

N !$#k��=>4�����8?@Q� 4-�B%(�^9
�

�0. ! 8 F . �-�[�a%(�-.,����.\%(.V�^N7Pj��� �
x ∈ Ξ

���
z ∈ Z

Ne4{#&%(P P 4-���^%(�Q����. y=�-.3��4-�3@Q����.
������!E�3�t|

ezxX : CF`′(B`(CG(x)),K) −→ CF (B`(CG(x)),K)
P\%(�

ezxG (χ) : y 7→ χ(z−1y)
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� � � ����� " �

� 8��Q� F ��.3@bU,�3�
ezxG (χ)

�?@��O!3%(.3@O4��[' 4��,�[P �Q�-.3���-P\%(4T! �
CG(x)

<}Pj��� �
θ
P\%(�SD

�?��� �B%(.V�m4{#k��.3@�����' 4��1! �?@[�^%(�B%�����G����?@[�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@�! �
Z
Nf@����-�

ϕθ
4{#k8�4�8�����.,�m! �

CF (B`(CG(x)),K)
����4]U,�3�

χ =
∑

θ

θCG(x) ⊗ ϕ̃θ.

�0.+%�%(4�����@
ezxG (χ) =

∑

θ

θ(z−1)θCG(x) ⊗ ϕ̃θ

! ��.3�
ezxG (χ)

�?@Q�7�?���A' �-.\%(��@���.Z4-�-.38^%(�-����! �?@
θCG(x) ⊗ ϕ̃ 9d; 4)*,�-�X! ��.3�W4��0' 4��d�WP �Q�-.ED���-P\%(46! �

CG(x)
9

�r�-.\%(4�������.V�^N]��.`! 8 F . �-�
d̃xG =

∑
z∈Z e

zx
G ◦ dzxG

P)��� �I����� �
x ∈ Ξ

9]�0.`*����Q�B%
!3%(.3@C4l%`! 8�����.3@Q�Q�B%(�Q����. @Q� �-*�%(.,���>U,�3�

d̃xG
�?@Q��4l%w���?@��Q�Q�����Q����. ! �?@ ~ ��.3���Q����.3@[%(�

@����3@SD{u:����� Pj�
ZCG(x)`′

9

�� � � � * � 7 ��� � � ��" ������"$�

x ∈ Ξ
� ��� � 3-����
��� "$�  �� � ������� �4
 .���� � "$���&��� �

Ẽx

CF (B`(G),K)
A(G) //

d̃x
G

��
Ẽx

IrrK(Z)× CF (B`(G),K)

ΨG, x

��
CF (B`(CG(x)),K)

A(CG(x))
// IrrK(Z)×CF (B`(CG(x̄)),K)


� � � �-��� �
ΨG, x(θ, ϕ) = (θ, θG(x).dx̄

G
(ϕ)).

� ��"$� ����"7� θ ∈ IrrK(Z)

-�
ϕ ∈ CF (B`(G),K)

�

�  � ��	 ,�/�� ��/.45� 	 � xd���-�
χ0 = θG0 × ϕ̃0

� .`�^%(�B%�����G����b�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��C! �
B`(G)

9
;=46�tsE��@Q����� .3� ~ %(�C�-4-4���! � ~ ��.3���Q����.3@0�?��.,�Q�B%(4��?@

ϕθ ∈ CF (B`(CG(x)),K)
�-.3! �tsE8?�

P\%(�H4��?@T�^%(�B%�����G����?@"�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@
θ
! �

Z
����4-4��cUV�3�

d̃xG(χ0) =
∑

θ

θCG(x) × ϕ̃θ.

�0.+%C! ��.3��4{#k8�uV%(4-�-��8c! � ~ ��.3���Q����.3@T@Q� �
CG(x)

@�� �-*�%(.,���4<

ϕ̃θ = (θCG(x))−1.〈 θ | d̃xG(χ0) 〉Z .
x,�
y ∈ CG(x)

%(4�����@

ϕ̃θ(y) = θCG(x)(y−1)
1

|Z|
∑

z, z′∈Z
θ(z′)[dzxG (θG0 × ϕ̃0)](z

−1z′−1y).
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x,�
y 6∈ ZCG(x)`′

%(4�����@�P)��� ������� �
z′′ ∈ Z ��.�%

(dzxG (θG0 × ϕ̃0))(z
′′y) = 0

N}���
ϕ̃θ(y) = 0

9
x,�
y = z0y

′ %?*��?� z0 ∈ Z ���
y′ ∈ CG(x)`′

N ��.+%

ϕ̃θ(y) = θCG(x)(y−1)
1

|Z|
∑

z∈Z
θ(z0z

−1)[(θG0 × ϕ̃0)(xzz
−1
0 y)]

= θG0 (x)ϕ0(x̄ȳ)〈 θ | θ0 〉Z

KM.O�?��.3@�8?U,�3��.3�?�
(A(CG(x))◦d̃xG)(χ0)

�?@Q�64{#k8�4�8�����.,�
(θ0, ϕθ0)

���]4��f�^%(�B%�����G����
ϕθ0

��.,*������b� .w8�4�8�����.,�
ȳ
! �

CG(x̄)
@Q� �  [@Q�

ȳ 6∈ CG(x̄)`′
���I@Q� �

θG0 (x)ϕ0(x̄ȳ)@Q�
ȳ ∈ CG(x̄)`′

9\�7���C���
A(G)(χ0) = (θ0, ϕ0)

N 4��I4����C�����?@��T! 8�����.V�Q��8:9
�

�'- �'-�� �@1�� X´\cW 5 1 9�� i 1 j(Whk@5�\ � RvWYj

�0.�@Q� P Pj�:@��0������RS��� ��@XU,�3�
G

�?@Q��� .mu:����� Pj� F . �{9 xd���-�
H

� .m@����3@QD{u:����� P)�W! �
G

�?��.V�Q�	��4l%(.,�"4l% ~ �3@Q����.Z! �?@
`
D=8�4�8�����.,��@^N

P
� .>@����3@SD{u:����� Pj�W! �cx,�d4���$ ! �

H
9E�0.

@Q� P Pj�:@���U,�3�
P

�?@Q�"%('j8�4-����.]N3���T��.>.3�����
Z
4��
`
D=�?��.V�Q���c! �

H
N ! ��.3�c! �

G
9

qr��� �
X

� .O@����3@QD{u:����� P)�7����� .b8�4�8�����.V�e! �
G
��.O.3������������RS��� ��@

X
@���.��-�a%(u��

P\%(�T4l%OP ���(RQ�?���Q����.1�^%(.3��. ��U,�3�
G→→ G/Z

9

� ����� � 4 6/  * � 7 � � 
�� �����3��45�6� � � � �
I

(�-� " �8
 � ���&��� � � 
4
������
 #2
(� 3#5�!.� � ��'�8.-�'�

� �&" �  

H


��  

G
����#5���(�

I
� � �-�;
-�  4
�,"$�8
+�'�-����� � � 
 
-������
 #5
(� 3#5�!.� � ��'� .�� � �&" � 


H

-�  


G
�

�  � � 	�, /�� ��/.45� 	 � xd���-�
I : CF (B`(H),K) → CF (B`(G),K)

� .3�b��@���� �,P ���
! �c@��d@Q��G����I4��d�^%(4

(Ix)x∈Ξ

9 qr��� �
x ∈ Ξ

N3��.>! 8 F . �-�0� .3�c%(P P 4-���^%(�Q����.

Ix : CF (B`(CH(x)),K)→ CF (B`(CH(x)),K)

��.>Pj�:@B%(.,�^N3@Q�
θ ∈ IrrK(Z)

���
ϕ ∈ IrrK(B`(CH(x)))

<

Ix : θCH(x) ⊗ ϕ̃ 7→ θCG(x) ⊗ Ĩx(ϕ)

qr��� �
x ∈ Ξ

���
z ∈ Z N z 6= 1

N,��.aPj�:@��
Izx = Ix

9E�0.a*:%�����.V�Q�����XU,�3�
I = I1�?@Q�H� .3�c��@����=�dP ���c! �c@Q�E@Q��G����I4��d�^%(4

(Izx)x∈Ξ, z∈Z
9
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� � � ����� & �

xd���-�
x
� .>8�4�8�����.,�0! �

Ξ
9<�0.>�?��.3@���! G����c4������ 'j��@Q� �-*�%(.,� <

CF (B`(H),K)
I //

A(H)

))SSSSSSSSSSSSSS

dx
H

��

CF (B`(G),K)

dx
G

��

A(G)

))SSSSSSSSSSSSSS

IrrK(Z)×CF (B`(H),K)
Id×I //

ΦH, x

��

IrrK(Z)×CF (B`(G),K)

ΦG, x

��

CF (B`(CH (x)),K)
Ix

//

A(CH(x)) ))SSSSSSSSSSSSSS
CF (B`(CG(x)),K)

A(CG(x))

))SSSSSSSSSSSSSS

IrrK(Z)×CF`′ (B`(CH(x̄)),K)
Id×Ix

// IrrK(Z)×CF`′(B`(CG(x̄)),K).

qr%(�0! 8 F . �-�Q����.1! �
I
���"! �

Ix
NE4��?@ ~ %��?�?@H2\%(� ���c���H'\%�@�@���@B��.V�"�?���C�A� �B%(�Q�-*��?@^9
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θH(x) = θG(x)
9

Ke.>�?��.3@�8?U,�3��.3�?�:N34l% ~ %��?��%(�Q�Q��G����c�?@Q�T�?���C�A� �B%(�Q�-*��:9
xd���-�

χ
� .��^%(�B%�����G������-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��a! �

B`(H)
9	�0.�%

dzxH (χ) = θχ(z)d
x
H (χ)

9
qr%(�H�?��.3@Q�Q�Q�3���Q����.>! �

I
��.Z%

θχ = θI(χ)
9E�7�?���j�-�CP 4-��U,�3�IUV�3�04��0��� 'j�I�?@Q�X��.V�Q��G����tD

����.V�0�?���C�A� �B%(�Q� ~ @Q�}��.+�����CP 4l%��?�A4��?@
x
P\%(�0! �?@

zx
93L0�-.3@Q�64{#&%(P P 4-���^%(�Q����.

I1 �?@Q�
�?���CP\%(�Q�-' 4��A_O4l% ~ �3@Q����.]N3! ��@Q�E@Q��G����I4��d�^%(4

(Ix)x∈Ξ
9

/1��.,�Q����.3@1U,�3�`Pj��� �>����� �
x ∈ Ξ

N
Ix

��.,*������
CF`′(B`(CH(x)),O)

!3%(.3@
CF`′(B`(CG(x)),O)

9
�7���C���74��?@r�^%(�B%�����G����?@M���,!E� 4l%(�-���?@	�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@ ~ ���Q����.V�e� .3�7'\%�@��7@Q� � O ! �

CF`′(B`(CH(x)),O)
Nj�-4M@Q�76���! �O����.V�Q�����AUV�3�

Ix(χ0) ∈ CF`′(B`(CG(x)),O)P)��� �X����� �T�^%(�B%�����G��������d!E� 4l%(�-�����-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��
χ0

! �
B`(CH(x))

9 i6��!E�l%(u:�B%(�C���
Dx 8��B%(.V���?���C�A� �B%(�Q� ~ N}���

χ0
8��B%(.V�O8�4�8�����.V��! �

CF`′(B`(CH(x)),K)
N]��.p@B%(�-�

! 8�RQ_bU,�3�
Ix(χ0)

�?@Q�08�4�8�����.V�0! �
CF`′(B`(CG(x)),K)

9
iM#&%(P P 4-���^%(�Q����.a! �7! 8?�?���CP)�:@��-�Q����.

d1
CH(x)

�?@Q�	@Q� � RQ�?���Q�-*��:N�4��?@	�?�d�6a������.V��@M! �X@B%
�a%(�Q�Q���?�T!3%(.3@e4��?@e'\%�@��?@M�3@Q�3��4-4��?@M@���.,�f8�4�8�����.V��@�! � O 9:JW��.3�X�-43�tsE��@Q���X� .3� ~ %(�C�-4-4��
(λθ,ϕ)

!$#k8�4�8�����.,��@H! � O NV�-.3! �tsE8?�0P\%(�74��?@��^%(�B%�����G����?@X�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@H����!E�-.\%(�-���?@X! �
Z

���"! �
B`(CH(x̄))

N ����4-4���UV�3�

χ0 =
∑

θ,ϕ

λθ,ϕθ
CH(x) × ϕ̃.

qr%(�"! 8 F . �-�Q����.w! �
Ix

��.+%

Ix(χ0) =
∑

θ,ϕ

λθ,ϕθ
CG(x) × Ĩx(ϕ).

�7���C���
ϕ
�?@Q�H� .1�^%(�B%�����G����A! �

CH(x̄)
N3�-4]�?@Q�0_C*�%(4���� �"!3%(.3@ O 9<�7���C���

Ix
�?@Q�

� .3�I��@�����8��Q�Q���IP\%(� ~ %(�-���:N
Ĩx(ϕ)

�?@Q�T_O*:%(4���� ��@T!3%(.3@ O 9 L0�-.3@Q� Ix(χ0)
�?@Q�T8�4�8�����.,�

! �
CF (B`(CG(x)),O)

N ! ��.3� F .\%(4�������.V�I! �
CF`′(B`(CG(x)),O)
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i}%"@���� 4���P ����P �Q��8���87�a%(.3UV�\%(.,���X�?@Q�64�� ~ %(�-�rUV�3�
Ix

��.V*������
CF (B`(CH(x)),O)!3%(.3@
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|C
H

(h̄)|
@���.V�Z8�4�8�����.V��@+! � O 97JI��.3�

µx(g,h)
|CG(g)|

��� µx(g,h)
|CH(h)|

@B��.V�"8�4�8�����.,��@0! � O 9
x,�
g
���
h
@���.V������4�@�U,�3�

µx(g, h) 6= 0
N]%(4�����@
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OG 9

� ���3@0%?*���.3@H*d�>UV�3��!3%(.3@T4��c�^%�@
q ≡ ±1 (mod 8)

%(�3��� .1@����3@SD{u:����� P)�I4��d�^%(4
.3�0�?��.,�Q�	��4��04l% ~ �3@Q����.[! �?@ ��D=@����3@SD{u:����� Pj�?@X! �

G
� P ����P �Q��8���8 � 9 "39�' �tNE! ��.3�0!3%(.3@X�?�

�^%�@0%(�3��� .+' 4��d��P �Q�-.3���-P\%(4r! �c@����3@SD{u:����� Pj�c4��d�^%(46! �
G

.]#k�?@Q�"! �����������=�dP)�cU,�3�
�?��4-� �6! �

G
9

J�%(.3@I4��O�^%�@
q ≡ ±3 (mod 8)

4��O.3���Q�a%(4-��@B%(����� ��!3%(.3@
G

!$# � .p@����3@SD{u:����� Pj�
! ��x,�d4���$ ! �

SL2(q)
�?��.V�Q�	��4��c4l% ~ �3@Q����. � P ����P �Q��8���8 � 9 "39�� �t9 � ���3@T%(4-4���.3@H����.,�Q�����

UV�3�I4{#k��.1%O� .3�c��@����=�dP ���c��.V�Q���c4���' 4��,�IP �Q�-.3���-P\%(4r! ���?��u:����� Pj�c���T�?��4-� �6! �
G
9

� ���3@0@Q� P Pj�:@���.3@"! ��.3�AP)��� �"4��c���?@Q���A! ���?���Q����@B�?���Q����.1U,�3�
q ≡ ±3 mod 8

N
��� 
����)U,�3� {a, b} = {1, 2} 9



'! ������� � ������� 
 � ��� ��� � � � �

� � ,
q ≡ 5 mod 8

xd���-�
P ′ � . ��D=@����3@SD{u:����� Pj�c! �Ax,�d4���$�! �

SL2(q)
N3���

H = NG(P ′)
93Ke.+*����Q�Q�

! �I4l%OP ����P �Q��8���8 � 9 "39��EN34���@����3@SD{u:����� Pj�
H

�?��.V�Q�	��4��c4l% ~ �3@Q����.>! �?@ ��D=@B���3@SD{u:����� P)�?@
! �

G
9

i6�?@f�^%(�B%�����G����?@��-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@7! �
H

@���.,�f! ��. .38?@MP\%(��4l%I�B%(' 4��T5I9 � <�P\%(u�� �! �"39
i6�?@��^%(�B%�����G����?@7!E��' 4��d�TP �Q�-.3���-P\%(4<! � OG @���.,��! ��. .38?@MP\%(u�� �! � NV!3%(.3@f.3���Q���

@Q�-�Q�\%(�Q����.1�?�c@���.V��<
• ϕλu

Pj��� �
λ = 0 . . . 3

• ϕ′
λu

Pj��� �
λ = 0 . . . 3

• ϕλu µu
Pj��� �

λ, µ = 0 . . . 3 λ < µ

• ψλuv
Pj��� �

λ = 1 . . . 7 λ
�-�CP\%(�-�^9

i6�?@"�^%(�B%�����G����?@"!E�+' 4��,�IP �Q�-.3���-P\%(4r! � OH @���.,� <

• χλu
Pj��� �

λ = 0 . . . 3

• χ′′
λu

Pj��� �
λ = 0 . . . 3

• χ′
u−1

2
+λu

Pj��� �
λ = 0 . . . 3

• χ
(4)
λu

Pj��� �
λ = 0, 1

• χ′′′
λu−1

2

Pj��� �
λ = 1, 3

9

� ����� � 4 6/ �* � � � 7 � �(# 
 ���'��;
 "$�8
 � ���&��� � ��
 I �;
# #5
 � "�


I : CF (B`(H),K) −→ CF (B`(G),K)


χλu

χ′′
λu

χ′
u−1

2
+λu

χ
(4)
λu

χ′′′
λu−1

2




7−→




−ϕλu
ϕ′
λu+2u

ϕµu νu

ϕu−λu 3u−λu
ψλuv



.

i6�?@M�-�a%(u��?@f! �?@
χ′
i

N:P)��� �
i = i(λ) = u−1

2 +λu
@B��.V�M4��?@

ϕµu νu
����4�@fU,�3�

µ+ν�?@Q�H�-�CP\%(�-�^9<qe4-�3@HP ��8?����@�8�����.,�^N\4��?@"�?���Q���?@QP)��.3!3%(.3�?�?@0@���.V�

si u ≡ 1 ou 3 (mod 8) :




χ′
u−1

2

χ′
3u−1

2

χ′
5u−1

2

χ′
7u−1

2



7→




ϕ2u 3u

ϕ0 3u

ϕ0 u

ϕu 2u



,



� ��� 
 � � � ��� � � � � 	 � ���
GL2(q)

' �

si u ≡ 5 ou 7 (mod 8) :




χ′
u−1

2

χ′
3u−1

2

χ′
5u−1

2

χ′
7u−1

2



7→




ϕ0u

ϕu 2u

ϕ2u 3u

ϕ0 3u



.

�  � ��	 ,�/�� ��/.45� 	 � �7��.3@Q��! 8�����.3@I4��b@Q�d@���G����A! �A����P ��8?@���.V�B%(.,��@�! �?@I��4l%�@�@��?@I! �
��D=8�4�8�����.V��@W@Q� �-*�%(.,� <

•
(
α′r 0
0 α′r

) P)��� �
r = 0 . . . 3

� 4��?@T8�4�8�����.V��@W�?��.V�Q�B%(�Es��
•
(
α′r 0
0 α′s

) P)��� �
r, s = 0 . . . 3 r < s

•
(

0 α′r

α′r+1 0

) P)��� �
r = 0, 1

9
xd���-�

h
� .+8�4�8�����.,�0! �I4l%C! ���EsE��G����c�^%(��8�u����Q���:9j�0.+%

CH(h) =

{
αi
(

1 0
0 α′j

)
i = 0 . . . q − 2, j = 0 . . . 3

}
,

CG(h) =

{(
αi 0
0 αj

)
i, j = 0 . . . q − 2

}
.

�7�?@r! ���EsAu:����� P)�?@	@���.,�	%('j8�4-����.3@^N
CH(h) ∼= Cq−1×C4

���
CG(h) ∼= Cq−1×Cq−1

N
! ��.3�

O2(CH(h)) ∼= O2(CG(h)) ∼= C4 × C4
9e�0. %+Pj��� �A����� �

χ
�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��

χ(h) = −I(χ)(h)
NT�?��U,� ��RS�3@Q�Q� F ��U,�3�

χλu
�?@Q�Z��.,*��^��8p@Q� � −ϕλu NXU,�3� χ′′

λu�?@Q�Z��.V*��^��8�@Q� �
ϕ′
λu+2u

NH���ZPj���Q�����>!$#k��' ����. �-�>4��?@Z�-�a%(u��?@+! �?@
χ′

u−1
2

+λu

9Hq	%(�
%(P P 4-���^%(�Q����.+!E�Z4����C��� �E9��E9 � Pj��� �T��2\%�U,�3�

h
��.>��' �Q����.,�T� .3����@�����8��Q�Q����P\%(� ~ %(�-���

Ih : CF (B`(CH(h)),K)→ CF (B`(CG(h)),K).

xd���-�
h
� .+8�4�8�����.,�0! �I4l%b�Q������@���G����c�^%(��8�u����Q���:9)�0.+%

CH(h) =

{
αi
(

1 0
0 1

)
, αi
(

0 1
α′ 0

)
i = 0 . . . q − 2

}
,

CG(h) =

{(
αi αj

α′αj αi

)
i, j = 0 . . . q − 2

}
.

�0.�����.V�Q���oU,�3�`�?�?@Zu:����� Pj�?@>@���.,�>���d��4-��U,�3�?@	<
CH(h) ∼= C2(q−1)

NH��. u���.3!E��8
P\%(���tsE���CP 4��aP\%(�

α
1−u

2

(
0 1
α′ 0

) N]���
CG(h) ∼= Cq2−1

N]��. u���.3!E��8[P\%(� ( a1 a2
a2α′ a1

) ��=
a1 = 1

2 (β+βq)
���
a2 = 1

2β
−uv(β−βq) 9d�0.m%

O2(C2(q−1)) ' O2(Cq2−1)
N�Pj��� �

����� �
χ
�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��

χ(h) = −I(χ)(h)
Ne! ��.3�Z��.3�?�����m� .3� ~ ����@O��.�%(P P 4-��U,�3�m4��

4����C��� �E9��E9 � N3U,� �]! ��. .3�c! �?@T��@�����8��Q�Q���?@TP\%(� ~ %(�-���?@
Ih
9

�0.�*�8��Q� F �wU,�3� χ(x)
χ(1) = (I(χ))(x)

(I(χ))(1)

Pj��� �m����� �
2
D=8�4�8�����.V�1�?��.V�Q�B%(4

x
��������� �

�^%(�B%�����G������-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��
χ
9 /1��.,�Q����.3@"U,�3�I4��c!E�l%(u:�B%(�C���

D1 �?@Q�T�?���C��� �B%(�Q� ~ 9



'!� ������� � ������� 
 � ��� ��� � � � �

i6�W�^%(4���� 4j����.,�Q���WU,�3�04{#k�?@QP\%��?�
CF`′(B`(H),K)

%cPj��� �7'\%�@�� {χ̃0, χ̃1}
%^*��?�

χ̃0 =
∑

λ

(χλu + χ′′
λu) + 2

∑

λ

χ′′′
λu−1

2

),

χ̃1 =
∑

λ

(χ′
u−1

2
+λu

+ χ′′
λu) + 2

∑

λ

(χ
(4)
λu + χ′′′

λu−1
2

).

iM#k�?@�P\%��?�
CF`′(B`(G),K)

%OPj��� �T'\%�@�� {ϕ̃0, ϕ̃1}
%^*��?�

ϕ̃0 =
∑

λ

(−ϕλu + ϕ′
λu) + 2

∑

λ

ψλuv,

ϕ̃1 =
∑

λ,µ

ϕλu µu +
∑

λ

ϕ′
λu +

∑

λ

ψλuv.

�7�?���e����.,�Q���CUV�3�O4��b!E�l%(u:�B%(�C���
D1 �?���C�A� ���:9}�0.�P)�:@��b��.3@Q� �-���

Ix = I
Pj��� �

����� � ��D=8�4�8�����.V�c�?��.,�Q�B%(4
x
N)��.w� �Q�-4-��@B��4��O4����C��� �E9��E9 "39]�7�?���r����.,�Q���CUV�3�A4��O!E�l%�D

u:�B%(�C���
Dx �?@��I�?���C�A� �B%(�Q� ~ 96Ke.3@Q� �-���C��.o%(P P 4-��U,�3�b4��A4����C��� �E9��E9�&ENj�-4	����.,�Q���

U,�3�
I
�?@Q�H' ����.+� .3�I��@����=�dP ���:9

�

� � ,
q ≡ 3 mod 8

xd���-�
P ′ � . ��D=@����3@SD{u:����� Pj�C! �Cx,�d4���$ ! �

SL2(q)
Nj���

H =γNG(P ′)
9]�0.`@B%(�-�

u:�����?�I_�4l%�P ����P �Q��8���8 � 9 "39��AU,�3�
Hγ �?��.V�Q�	��4��W4l% ~ �3@Q����.m! �?@ ��D=@B���3@SD{u:����� P)�?@X! �

G
9

i}%b�B%(' 4��c5I9 ��� P\%(u�� �! !&b! ��. .3��4��?@T�^%(�B%�����G����?@T�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@W! �
H
9

i6�?@��^%(�B%�����G����?@c!E��' 4��,�OP �Q�-.3���-P\%(4M! � OH @���.,�
χ0

N
χu

N
χ′

u−1
2

N
χ′

3u−1
2

N
χ

(4)
0

N
χ′′

0

N
χ′′
u

���
χ′′′

u−1
2

9
� ����� � 4 6/ �* � � � ��� �(# 
 ���'��;
 "$�8
 � ���&��� � ��
 I �;
# #5
 � "�
 �

I :




χ0

χu
χ′

u−1
2

χ′
3u−1

2

χ
(4)
0

χ′′
0

χ′′
u

χ′′′
u−1

2




7→




ϕ0

ϕu

ψ5uv

ψuv

ψ2uv

ϕ′
u

ϕ′
0

ϕ0 u




ou




ϕ0

ϕu

ψuv

ψ5uv

ψ2uv

ϕ′
u

ϕ′
0

ϕ0u




.

i}%>P �����C��G����mPj�:@�@Q�-' �-4-�-��8a�?@���4{#k�tsEP ���?@�@Q����. ! �
I
@Q�
uv ≡ 1

���
3 mod 8

N}4l%
! ���EsE��G����c@Q�

uv ≡ 5
���

7 mod 8
9



� ��� 
 � � � ��� � � � � 	 � ���
GL2(q)

' �

�0.C�����a%(��UV�3�"UV�3�T�?���Q���X��@B���=�dP ���H.]#&%�U,�3�H! �?@M@Q�-u:.3�?@ePj�:@Q�-�Q� ~ @^9V�0.C*����Q�B%�!3%(.3@
4l%A@B�?���Q����. � 9�'bU,�]#k��4-4��WP ���^*d����.V�"!$# � .3��8?U,� �-*:%(4���.3�?��! �W/w���Q�-�B% � �Q238?����G���� � 9�'E9 � �t9
�  � ��	 ,�/�� ��/.45� 	 � �0.>�?��.3@���! G�����4���@Q�E@Q��G�����! �I����P ��8?@���.V�B%(.,��@I! �?@H��4l%�@�@��?@T! �
�?��.�R�� uV%(��@���.p! �?@ ��D=8�4�8�����.,��@�@Q� �-*:%(.V��< ± (1 0

0 1

) N ±hI N ±αu−1
2 B

��� ±αu−1
2 hJB

9
x,�

h
�?@Q�w4{# � .�!$#k���Esz���

χ
� .��^%(�B%�����G���� �-�Q��8?!E�3���Q�-' 4���%(4�����@���. %

d−hH (χ) =
χ(−1)
χ(1) d

h
H(χ)

N	���b��.�*�8��Q� F ��U,�3� χ(−1)
χ(1) = I(χ)(−1)

I(χ)(1)

Pj��� �O����� �O�^%(�B%�����G����
χ
�-�Q��8tD

!E�3���Q�-' 4��:N]%(�-.3@Q�	4l%[�?���C�A� �B%(�Q�-*,�-��8a! �
D−h �?@Q�W�-�CP 4-��UV�38?�bP\%(�c�?��4-4��b! �

Dh 9]�0.@��T���?@Q�Q�����-.,�7! ��.3�I%(�Es ��D=8�4�8�����.V��@
1
N
hI
N
α

u−1
2 B

���
α

u−1
2 hJB

� �a%(��@���.m.3�TPj��� �
P\%�@HP)��� �"%(� �B%(.,�0@��IP\%�@B@����T! ������.V�Q�����04l%b�?���C��� �B%(�Q�-*d�-��8A! �

D1 �t9
x,�
h = 1

N$��.w����.,�Q����U,�3�b4{#k�?@QP\%��?�
CF`′(B`(H),K)

%mPj��� �I'\%�@�� {χ̃0, χ̃1}%?*��?�
χ̃0 = χ0 + χu + χ′′

0 + χ′′
u + 2χ′′′

u−1
2

,

χ̃1 = χ′
u−1

2

+ χ′
3u−1

2

+ χ′′
0 + χ′′

u + χ′′′
u−1

2

+ χ
(4)
0 .

iM#k�?@QP\%��?�
CF`′(B`(G),K)

%CP)��� �H'\%�@�� {ϕ̃0, ϕ̃1}
%?*��?�

ϕ̃0 = ϕ0 + ϕu + ϕ′
0 + ϕ′

u + 2ϕ0 u,

ϕ̃1 = ψuv + ψ2uv + ψ5uv + ϕ′
0 + ϕ′

u + ϕ0u.i]��!E�l%(u:�B%(�C���
D1 �?@Q�T! ��.3�c�?���C�A� �B%(�Q� ~ 9

x,�
h = hI

N�%(4�����@
h
�?@Q�m�?��.�R�� u:�38w_`4{#k8�4�8�����.,� γ

(
βn 0
0 βqn

) ! �
G

%^*��?�
n =

(q − 1)v
9)�0.1%

CH(h) =

{
αiβ′′j

(
1 0
0 β′2j

)
i = 0 . . . q − 2, j = 0 . . . 3

}
,

CG(h)γ =

{(
βi 0
0 βqi

)
i = 0 . . . q2 − 2

}
.

! ��.3�
CH(h) ∼= C4(q−1)

NM��. u���.3!E��8>P\%(�a�ts ���CP 4��ZP\%(�
β′′
(

1 0
0 β′2

) Ne���
CG(h) ∼=

Cq2−1
9T�0.�%

O2(C4(q−1)) = O2(Cq2−1)
NX���[Pj��� ������� �

χ
�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��`��.�%

χ(h) = I(χ)(h)
9

x,�
h = α

u−1
2 B

N %(4�����@
h
�?@��T�?��.�R�� u:�38O_O4{#k8�4�8�����.V�

h′ =
(

1 0
0 −1

) ! �
G
N ��.1%

CH(h) =

{
αi
(

1 0
0 1

)
, αiβ′′2

(
0 1
−1 0

)
i = 0 . . . q − 2

}
,

CG(h′)γ =

{(
αi αjβ′′2

−αjβ′′2 αi

)
i, j = 0 . . . q − 2

}
.



'�" ������� � ������� 
 � ��� ��� � � � �

�?�>U,� �T! ��. .3�
CH(h) ∼= Cq−1 × C2

NM%^*��?�
Cq−1

��. u���.3!E��8>P\%(�
α
(

1 0
0 1

) ���
C2

��. u���.3!E��8�P\%(�
α

u−1
2 β′′2

(
0 1
−1 0

) 9�i]�fu:����� Pj�
CG(h′)

�?@Q�}�?���C�A� �B%(�Q� ~ N(�-4,%"UV�\%(�Q��� ��D
8�4�8�����.,��@ < ±1

��� ±β′2 ( 0 1
−1 0

) ! ��.3�
O2(CG(h′)) ∼= C2×C2

∼= O2(CH(h))
9�Ke. F .

��. %Z' ����.
χ(h) = I(χ)(h′)

Pj��� �c����� �
χ
�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��mu:�����?�m%(�Es�%�@�@��d���l%(�Q����.3@

I(χ′′
0) = ϕ′

u

���
I(χ′′

u) = ϕ′
0

9
x,�
h = α

u−1
2 hJB

Nr%(4�����@
h
�?@Q���?��.�RS� u:�38�_Z4{#k8�4�8�����.V� γ

(
βn 0
0 βqn

) ! �
G

%^*��?�
n = 5uv

N�4��?@M�?��.,�Q�B%(4-��@B%(����� ��@X@���.V��4��?@M�������?@fU,�3�HPj��� �M4��T�^%�@
h = hI

NV��.�*�8��Q� F �
U,�3�IP)��� �X����� �

χ
�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4�����.+%

χ(h) = I(χ)(h)
� �?��U,� �).38?�?�?@B@Q�-���I4{#k�ts %(����.

! ��4l%b�?��. u:�Q�3��.3�?�A! �
uv

���,!E� 4�� < �t9
qr��� ���?�?@O�Q������@b! ���Q. ��G����?@C��4l%�@�@��?@b!$#k8�4�8�����.V��@C��.�%(P P 4-��U,�3�[4��[4����C��� �E9��E9 � N
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S ⊗ ker dn ' ker (1S ⊗ dn)
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0→ im (1S ⊗ dn−1)→ S ⊗ ker dn → S ⊗Hn(E)→ 0.
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HomA(C, D)n =
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HomA(Ci, Di+n),

d(f) = dD ◦ f − (−1)nf ◦ dC pour tout f ∈ HomA(C, D)n.

�0. .3����� EndA(C) = HomA(C, C)
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Hn(HomA(C, D)) = HomH(A)(C, D[n]).
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S ⊗R HomH(A)(C, D) ∼−→ HomH(S⊗RA)(S ⊗R C, S ⊗R D).
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τ : S ⊗R HomR(X, Y ) ∼−→ HomS(S ⊗R X, S ⊗R Y ).
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HomR(X, Y )
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τ : S ⊗HomRG(X, Y ) ∼−→ HomSG(S ⊗X, S ⊗ Y ).
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τ : S ⊗HomA(X, Y ) ∼−→ HomS⊗A(S ⊗X, S ⊗ Y ).
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H0(τ) : H0(S ⊗ (HomA(C, D))) ∼−→ H0(HomSA(S ⊗ C, S ⊗D))

= HomH(SA)(S ⊗ C, S ⊗D).
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C+ : · · · 0 → 0 → coker d−1→C1→C2 · · ·

C− : · · · C−2→C−1→ ker d0 → 0 → 0 · · ·

H0 : · · · 0 → 0 → H0(C) → 0 → 0 · · · .



� � ������� � ����� � 
�� �!� ��� � � � �  � � � � � � � 	 ��	 � �

i]�b�����QP 2 ��@����
ḡ
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HomHb(kSL2(q))(ResGL2
SL2

V [−1], ResGL2
SL2

kΛs) = 0.

� ���3@X@B%^*���.3@TUV�3�W4��?@H�?���CPj�:@B%(.V���?@"! �
Λs

@���.,�H4-�-' ���?@H@Q� � O ���HU,�3�W4{# 23������4���u:���
H∗(Λs)

4{#k�?@��W%(�3@�@Q�{9 � �����?�b%(�+4����C��� � 9��E9�<a.3���3@0��.�! 8?!E� ��@���.3@I! ��.3�AU,�3�cPj��� �
����� �"��.V�Q�����

n
��.+%

Hn(k ⊗ Λs) = k ⊗Hn(Λs).
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i]�`�^%(�B%�����G����o���,!E� 4l%(�-���`! �
H2(k ⊗ Λs)

�?@Q�Z! ��.3�`4{# �-�a%(u��`!E� �^%(�B%�����G����
χ2! �

H2(Λs)
P\%(��4{#&%(P P 4-���^%(�Q����.�! ��! 8?�?���CPj�:@Q�-�Q����.]9"�7���C���

χ2
�?@Q��@����C���`! �

�^%(�B%�����G����?@A! ��! ��u:��8 � Nj4��C�^%(�B%�����G��������d!E� 4l%(�-����! �
H2(k ⊗ Λs)

�?@Q�c@B���C����! �
�^%(�B%�����G����?@X���d!E� 4l%(�-���?@X! �0! ��u:��8 � NV���X! ��.3�"4��W@����3@SD=U,�3���Q����.V�

V
! �
H2(kΛs)

�?@Q�
! �c! ��u:��8 � 9

JI��P 4-�3@W!$#&%(P ��G?@04l%�@B�?���Q����.w5I9 � 4��O@���� 4r�^%(�B%�����G��������d!E� 4l%(�-���A! �O! ��u:��8 � ! �
SL2(q)

�?@Q�	4��H�^%(�B%�����G����H���d!E� 4l%(�-���X�Q�Q�-*,�l%(4{N:! ��.3�
ResGL2

SL2
V
�?@��e4������d!E� 4��X�Q�Q�-*d�l%(4{9

�0�"��.+%

HomHb(kSL2(q))(k[−1], ResGL2
SL2

kΛs) = H1(HomkSL2(q)(k, ResGL2
SL2

kΛs))

���TP\%(�T! 8 F . �-�Q����.w! �?@HPj���-.V� F s �?@T!$# � .+��'ERQ���"! �I4l%C�^%(��8�u����Q����23����������P ��U,�3�

HomkSL2(q)(k, ResGL2
SL2

kΛs) = SL2kΛs,

! ��.3���-4]@��76��"! ������.V�Q�����WUV�3�

H1(SL2kΛs) = 0.

q	%(�"4��I�Q238?����G���� =kgT� � N�"39 � ? ! ���\93gT���B��%(��!$N3��.w%
SL2kΛs ' Λc(SL2(q)\Ys, k).

�0.m@B%(�-�Mu:�����?�0_�4l%IP ����P �Q��8���8 � 9 "39�&�UV�3�
SL2(q)\Ys ' (A1)q−1 9�Jb#&%(P ��G?@M4��?@f�Q238?�(D��G����?@ =kJW/ �EN �  E9 �!� �-���e��� �  E9 �!� ? N:4l%��?��23������4���u:���

H∗
c ((A

1)q−1, k)
�?@��f�?��.3�?��.V�Q��8?�

��.+! ��u:��8 �EN ! ��.3�
H1(SL2kΛs) = 0

9\�7�?���]�����Q�C�-.3�c4l%b! 8�����.3@��Q�B%(�Q����.]9
�

��� /��
	�,.45� 	 ��� , , � �����045���6,
K ⊗O EndHb(A)(Λs)

� ��/ ��/.45� 	 7 � ����� � � � �8�&�;
  ������� � � �����
A

#5� �-��� �4
  
�,3#5�!.�, 
 OG  ����/�
#2
(� � "/
# � �!��� 
� � #2
(��.���� � ���-�����;
�  
 Λs

�

�0.w%b! ��.3�
A⊗OG Λs = Λs

N ��� OG = A⊕AnnHb(OG)(Λs)
9

� � � � � �3��� 7 � ��� ��� J�%(.3@X4��I�^%�@H��=
` |q+ 1

N
` 6= 2

Nd4��?@X' 4��d�?@H! � OG ! �I! 8 ~ %(� �
�a%�sE�-�a%(4e�?��.V�Q����. .3��.V�A�����3@W4��?@��^%(�B%�����G����?@

ϕi
N
ϕ′
i

���
ψj

9)i]�?@c%(� �Q���?@I' 4��,�?@I@���.,�
! �I! 8 ~ %(� �H.V� 4{NE�-4�@H�?��.V�Q����. .3��.,�"4��?@

ϕi, j
93x,�$��.>��23����@��-�H� .m����P ��8?@B��.V�B%(.V�0�C�-. �-�a%(4

! �
Λs

!3%(.3@O4��m�^%(��8�u����Q��� Cb(OG)
��.���! 8 F . �-�Q����. � 9��E9 � �tNe%(4�����@A4l%1�?��. .\%(��@�@B%(.3�?�

! �?@H�^%(�B%�����G����?@0! �
H∗(Λs)

����.V�Q���cU,�3�I�?�I����P ��8?@���.V�B%(.,�T*d�-�X!3%(.3@T4l%A@B���C����! �?@
' 4��d�?@A! �[! 8 ~ %(� �A�a%�sd�-�a%(4{N � �'
����

A
�?@���4l%>@B���C���a! �?@A' 4��,�?@A! � OG ! �[! 8 ~ %(� �

�a%�sE�-�a%(4{9

�0.1�?��.3@Q��! G����c! ��.3�
Λs

�?���C����� .1�?���CP 4��tsE�c! �
A⊗OTsop

D{���d!E� 4��?@^9
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q + 1
�  �

�7���C���
K

�?@Q�T4����?���QP3@0! �?@ ~ �B%����Q����.3@W! � O N3�:#k�?@Q�"� .3� O D %(4-u�G�' ���cP 4l%(���A@Q� �
O 9E�0.Z@B%(�-�7U,�3�T4��W�?���CP 4��ts �

Λs
�?@Q�7'j���Q.38W_A�?���CP)�:@ %(.V���?@H! �0�=�dP)� F . �{Nd%(�-.3@��<4l%

P ����P �Q��8���8 � 9��E9�'b.3���3@"! ��. .3�c� .>��@��������QP 2 ��@Q���

K ⊗ EndHb(A)(Λs)
∼−→ EndHb(K⊗A)(K ⊗ Λs).

� ���3@b%(4-4���.3@O����.V�Q����.3@bU,�3�
EndHb(A)(Λs)

�?@Q��4-�-' ���m@Q� � O ��.�� �Q�-4-��@B%(.V�b4l%
P ����P �Q��8���8 � 9��E9 �d9

i]���?���CP 4��tsE�
Λs

�?@Q�O')���Q.38:9Mxd�?@b�?���CPj�:@B%(.V���?@
(Λis)i∈Z

@���.,�O4-�-' ���?@C@�� � O N! ��.3��4��?@ O D{���,!E� 4��?@
HomA(Λis, Λjs)

@���.,�04-�-' ���?@I���"4��O�?���CP 4��ts � EndA(Λs)
�?@Q�

')���Q.38c_C�?���CPj�:@B%(.,���?@T4-�-' ���?@"@�� � O 9�0.>@B%(�-�Tu:�����?��_O4l%CP ����P �Q��8���8 � 9 "39�'CU,�3��P)��� �H����� �0��.V�Q�����
i
.3��.+.V� 4

HomH(kA)(k ⊗ Λs, k ⊗ Λs[i]) = 0,

! ��.3�
Hi(EndkA(k⊗Λs)) = 0

P)��� ������� �
i 6= 0

9E�0�f4��?@����,!E� 4��?@
Λis

8��B%(.V�74-�-' ���?@
@Q� � O N ��.1%b! �?@H��@��������QP 2 ��@Q���?@

τi, j : k ⊗O HomA(Λis, Λjs)
∼−→ HomkA(k ⊗O Λis, k ⊗O Λjs)

P)��� �c�����3@
i
N
j
N}�����?�?@c��@B�������QP 2 ��@Q���?@A�?���C�A� ����.V��%?*��?�a4��?@�!E� �$8�����.V�Q����4-4��?@O! �?@

�?���CP 4��tsE�?@ EndkA(k⊗Λs)
���
k⊗EndA(Λs)

9:�7�?@r! ���Es��?���CP 4��ts �?@e@���.,�r! ��.3����@��(D
�����QP 23�?@^N����M��.CPj��� �f%(P P 4-��UV�3���M4l%WP ����P �Q��8���8 � 9��E9 �d9:i]� O D{���d!E� 4��

EndHb(A)(Λs)�?@Q� ~ %�������� �0!E�-���?���0! � EndA(Λs)
9)�7��4-� �nD=���	�?@Q�T4-�-' ���O@Q� � O N3! ��.3� EndHb(A)(Λs)�?@Q�H4-�-' ���c@Q� � O 9�0.+%C! ��.3�c��' ����.,�+4l%OP ����P �Q��8���8�@�� �-*�%(.,����<

� � ����� 4  /  7�� ��� � � ��� 
 ���;
�/�(� ���  
(� ��.���#5���'��
(�� 
 O �
K

 �����8
 " � 
 � ���!
�.���� ���

EndHb(A)(Λs)→ EndHb(K⊗A)(K ⊗ Λs).

�'-
	 -�� � 5 1 k1\ 77idV�\cW 5 1 9qj(Z � W[k 55e 587cRPbdWhk�efj OHs ' EndHb(A)(Λs)

iM#&%����Q����.1! �
Ts

���0! �
Fs

_b!E�����-���c@Q� �
Λs

! ��. .3��� .+�����QP 2 ��@Q����!$#&%(4-u�G�' ���?@

g0 : O[Ts o 〈Fs 〉] −→ EndHb(A)(Λs).

�0.>! 8 F . �-�0�?��4-� �nD=���]P\%(�
g0(a) : x 7→ x.a

@Q�
a ∈ O[Ts o 〈Fs 〉]

���
x ∈ Λs

9
�0.>�?��.3@Q��! G����c4���!E�l%(u:�B%(�C���A@Q� �-*:%(.V� <

O[Ts o 〈Fs 〉]
g0 //

��

EndHb(A)(Λs)

��
K[Ts o 〈Fs 〉]

1K⊗g0 // EndHb(KA)(K ⊗ Λs).
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i]�?@ ;\G?�B23�?@H*����Q�Q���^%(4��?@T@���.,�T! ��. .38?�?@HP\%(�H�tsd����.3@�����.�! �?@H@B�^%(4l%(�-���?@T! � O _
K
9,KM.

*����Q�Q�+! �c4l%OP ����P �Q��8���8 � 9 "39 � 4l%b! ���EsE��G���� ;\G?�B23�c�?@Q�H�-.�RQ�?���Q�-*��:9
�7���C���

KA
�?@Q�T@����C�nD=@��-�CP 4��:N3��.1%

EndHb(KA)(K ⊗ Λs) '
⊕

n∈Z

EndKA(Hn(K ⊗ Λs)).

�0.+! 8 F . �-�"4{#k8�4�8�����.V�0@�� �-*�%(.,�"! � O[Ts o 〈Fs 〉]
<

ωs = F 2
s + q −

∑

t∈Ts
det t=−1

tFs.

i6%[P ����P �Q��8���8 � 9 "39 � ����.,�Q���CUV�3�O�?����8�4�8�����.V�c�?@Q��!3%(.3@I4��A.3�^�V%(�p! �
g0
N)! ��.3�b4��

!E�l%(u:�B%(�C���A@Q� �-*�%(.,�"�?���C��� ��� <

O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉
g1 //

��

EndHb(A)(Λs)

��
K[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉

1K⊗g1 // EndHb(KA)(K ⊗ Λs).

/w��.V�Q����.3@0UV�3�
1K ⊗ g1

�?@Q�X�-.�RS�?���Q�-*��:9)�0.>�B%(P P)��4-4���U,�3�
VC

! 8?@��-u:.3��4l%b�?���bD
Pj�:@B%(.V�������3@�P ��!3%(4���! �

K ⊗ H1(Λs)
NW���`U,�]#k��4-4�� �?@Q�`@����C��� !E�-���?������! �?@`�?@SD

P\%��?�
W ′
j

Pj��� �
j = 1 . . . q2 − 1

.3��.���� 4-�Q�-P 4��+! �
q + 1

9M�6��� �m8�4�8�����.V�
a
! �

K[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉
@^#k8?���Q�-�0! � ~ % �?��.1� . ��UV�3�

a = a1 + a2Fs
��=

a1
N
a2 ∈ KTs

9
iM#&%����Q����.`! �

Fs
��.,*������A4l%[�?���CPj�:@B%(.V���

W ′
j

!3%(.3@"4l%[�?���CPj�:@B%(.V���
W ′
qj

%(4�����@WU,�3�
����� �O8�4�8�����.V�C! �

Ts
4{#k��.,*�������@Q� ����4-4��tD{�������:9	JI��.3�a@Q�

a
�?@Q�O!3%(.3@�4���.3�^�V%(��! �

1K ⊗ g1
%(4�����@

a1
���
a2Fs

@B��.V�T%(�3@�@Q�)!3%(.3@7�?�0.3�^�V%(�]93�7���C���W4{#&%����Q����.�! �
Fs

@Q� �
�B2\%�UV�3�c�?@�P\%��?�

W ′
j

�?@��H.3��.ED{.V� 4-4��
a2

�?@Q�T8�uV%(4�������.,�0!3%(.3@"�?�I.3�Y�V%(�]9
�7���C���A4��c�^%(�B%�����G����

ResG×Ts
op

1×Ts
op χ1

!E�
KTs

op D{���,!E� 4��
H1
c (Ys, K)

�?��.,�Q����.V�
�����3@"4��?@T�^%(�B%�����G����?@"! �

Ts
��.+%

a1 = a2 = 0
N3���T! ��.3�

1K ⊗ g1
�?@Q�H�-.�RQ�?���Q�-*��:9

i}%C!E�-����.3@Q����.+@Q� �
K

! � ⊕
EndKA(Hn(K ⊗ Λs))

�?@Q�T8�uV%(4���_

(q − 1) + (q − 1) + 4
q(q − 1)

2
= 2(q2 − 1),

! ��.3�
1K ⊗ g1

�?@Q�H� .>��@B�������QP 2 ��@Q���:9
qr��� �a����� ��8�4�8�����.,�

x
! � O[Ts o 〈Fs 〉]

����! �
K[Ts o 〈Fs 〉]

Ne��.�.3�����
x̄4l%���4l%�@�@B�O! �

x
���d!E� 4��

ωs
9ji]� O D{���,!E� 4�� O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉

�?@Q�I4-�-' ���:N$�-4e�?@Q�
��. u���.3!E��8�P\%(�T4l% ~ %(�C�-4-4�� {t̄, t̄F s} ��= t P\%(���?��� �Q� Ts 9 iM#k�tsd����.3@�����.1! �?@T@��^%(4l%(�-���?@

O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉 → K[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉
�?@Q�C� .3���-.�RQ�?���Q����.]9eL0�-.3@Q�H4{#&%(P P 4-���^%(�Q����.

g1
�?@Q�b�-.�RS�?���Q�-*��:9 � ���3@�%(4-4���.3@C����.,�Q�����

U,�]#k��4-4��c�?@Q�T@Q� � RQ�?���Q�-*��c@Q�
`
!E�-*,��@B�

q + 1
���>@Q�

`
.3�c!E�-*d��@��I. �

q − 1
. �
q + 1

9
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q + 1
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�0.Z.3�����c! ����8�.\%?*:%(.V�

Hs = Z[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉,
���T��. ~ ���B%A4{#&%(�a%(4-uV%(������.,�Q����4��?@H8�4�8�����.V��@0! �

Z[Ts o 〈Fs 〉]
���H4���� �T�-�a%(u���!3%(.3@

Hs
9

� � ����� 4  /  7 � � �5	�� � � " � � � �-�&�/� � "�
 `  ����!� �!

q + 1

� � #5���(��#2
 ����� � � � ��4
  	� ��# �
� :!3��
(�

g1 : O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉 −→ EndHb(A)(Λs)

�� " � � ��������� ��� �'�(�4
��

�  � ��	 ,�/�� ��/.45� 	 � i]�?@�%(4-u�G�' ���?@ O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉
���

EndHb(A)(Λs)
@B��.V�

4-�-' ���?@0@Q� � O ! �c�������A�B%(. u3N\�^%(�
1K ⊗ g1

�?@��"� .w��@��������QP 2 ��@Q���:9);=46@��76��W! ��.3�
! �I����.V�Q�����0U,�3�I4{# �-.�RQ�?���Q����.

g1
�?@Q�T@����-.3! 8?�:9

�0.��?��.3@Q��! G����Z4��?@[%(4-u�G�' ���?@ O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉
���

EndHb(A)(Λs)
�?���C���

! �?@
(OTs, OTs)

D{' �-���d!E� 4��?@^N����
g1

�?���C���7� .A�����QP 2 ��@Q���X! �
(OTs, OTs)

D{' �-���(D
!E� 4��?@^9

xd���-�
V

4��[' �-���d!E� 4�� O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉
9	�0.�%

V = V1 ⊕ V2
N6��=

V1
�?@Q�

4��
(OTs, OTs)

D{' �-���,!E� 4�� OTs ��� V2
4��c' �-���,!E� 4��O%?�V%(.V�WPj��� �"'\%�@��c@�� � O 4{#k��.ED

@�����' 4��c! �?@
tFs

Pj��� �
t ∈ Ts

9\�0.1%C%(4�����@

V1 ' IndTs×Ts
op

∆Ts
O et V2 ' IndTs×Ts

op

∆′Ts
O � � 9 �^� �

��=
∆Ts = {(t, t−1) | t ∈ Ts}

���
∆′Ts = {(t, t−q) | t ∈ Ts}

9	�0.�.3�����
S
4��

`
D=@����3@SD{u:����� Pj�X! �Xx,�d4���$�! �

Ts
N(���e��.C! 8 F . �-�	! �74l%0������� ~ % �?��.b4��?@	@����3@SD{u:����� Pj�?@

∆S
���

∆′S
! �

Ts × Tsop
9

�0.a��.a! 8?!E� �-�fU,�3�
∆S

�?@��e� .�*����Q���ts�! �?@f�?���CPj�:@B%(.V���?@f�-.3! 8?�?���CP)�:@B%(' 4��?@7! �
V1
NV���7UV�3�

∆′S
�?@Q�f� .[*����Q���tsa! �?@��?���CPj�:@B%(.,���?@f�-.3! 8?�?���CPj�:@B%(' 4��?@X! �

V2
9VJI��.3�:N

u:�����?��_o4l%�P ����P �Q��8���8 � 9��E9 �!� NX@Q�
Br∆S(g1)

���
Br∆′S(g1)

@���.V�Z! �?@��-.�RQ�?���Q����.3@
@����-.3! 8?�?@"%(4�����@

g1
�?@Q�T8�uV%(4�������.,�"� .3���-.�RQ�?���Q����.+@����-.3! 8?�:9

g0%(����.3��.3@74{#k8��Q�3! �I! �
Br∆′S(g1)

_��?��4-4��W! �
Br∆S(g1)

<,@��
G

�?@Q�7� .[u:����� Pj�
F . �<U,�3��4��?��.3UV�3�0���

σ
� .m%(� ���������QP 2 ��@����0! �

G
N,%(4�����@�P)��� �f����� �7@����3@QD{u:����� P)�

H! �
G

���H����� �0%(. .3�^%(�
R

��.1%O� . ~ ��.3������� � ���&� ������ � ��� σ <

σ̃ : RH
D{���d! → R[σ−1H]

D{���d!
UV� � �?@Q�e� .3�T8?U,� �-*:%(4���.3�?�H! �T�^%(��8�u����Q���?@^9,�7� ~ ��.3������� �f�?@Q�M�?���CP\%(�Q�-' 4��"%(� ~ ��.3������� �
! �Z5��B%(�3���[!3%(.3@C4��Z@���.3@�@Q� �-*:%(.V�,<e@��

P
�?@Q�C� .

`
D=@B���3@SD{u:����� P)�Z! �

G
N�%(4�����@C4��

!E�l%(u:�B%(�C����! � ~ ��.3������� ��@

OG D{���,! σ̃ //

Brσ(P )

��

OG D{���,!
BrP

��
kNG(σ(P ))

D{���d!
σ̃

// kNG(P )
D{���d!
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�?@Q�T�?���C�A� �B%(�Q� ~ 9$�0.>�?��.3@Q��! G�����%(4�����@"4{#&%(� ���������QP 2 ��@Q����!$#k����!E��� �b@Q� �-*:%(.V� <

σ : Ts × Tsop −→ Ts × Tsop
(t1, t2) 7−→ (t1, t

q
2).

�7���C���
∆′S = σ(∆S)

N�@��
Br∆S(g1)

�?@��e� .3�X�-.�RS�?���Q����.a@B���-.3! 8?�T%(4�����@
Br∆′S(g1)�?@Q�T8�uV%(4�������.,�0� .3�I�-.�RQ�?���Q����.1@B���-.3! 8?�:9

x,�
Ω
�?@���� .

Ts×Tsop
D=��.3@����A' 4��:Nd���

L
� .

`
D=@����3@SD{u:����� Pj�0! �

Ts×Tsop
NE%(4�����@

BrL(OΩ) ' k[ΩL]
N ��.1%b! ��.3�

Br∆S(k[Ts × Tsop/∆Ts]) = k[∆S(Ts × Tsop/∆Ts)] = k[Ts × Tsop/∆Ts]
���^N P � ��@BUV�3�I4{#k��.+@�� P P)�:@���U,�3�

` |q + 1
N

Br∆S(k[Ts × Tsop/∆′Ts]) = k[∆S(Ts × Tsop/∆′Ts)] = 0.

L0�-.3@Q�]��.1%
Br∆S(V ) = kTs

9
�7���C����P)��� �

t ∈ Ts
4{# �-�a%(u��

g1(t)
�?@��H4l%b��� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.p_C!E�����-����P\%(�

t
N\��.

��' �Q����.,�0U,�3�I4{# �-�a%(u���! �
t
P\%(�

Br∆S(g1) : kTs → Br∆S(EndHb(A)(Λs))

�?@Q�f4l%I��� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.>_�!E�����-���"P\%(�
t
N����aP 4-� �	���^N�Pj��� �f���Q���T�Q�-u���� �����Es$NV@���.a�-�a%(u��

P\%(�
br∆S : ∆SEndHb(A)(Λs)→ Br∆S(EndHb(A)(Λs)).

�0.z@B%(�-�>UV�3�
Λs

�?@��>� . �?���CP 4��tsE�o! �`���,!E� 4��?@+! �
`
D{Pj���Q��� �B%(�Q����.]N0���>4l%

P ����P �Q��8���8 � 9 "39�'b�-�CP 4-��UV�3��UV�3�

HomHb(A)(Λs, Λs[i]) = 0 pour tout i 6= 0,

! ��.3�p��.�� �Q�-4-��@ %(.V�+4l% ! 8�����.3@��Q�B%(�Q����.z! � =kg"� "3NX�Q238?����G���� "39 � ? ��.���' �Q����.,�+� .
��@��������QP 2 ��@�����! �

(kTs, kTs)
D{' �-���d!E� 4��?@

ϕ0 : BrTs×Ts
op

∆S (EndHb(A)(Λs))
∼−→ EndHb(kTs)(Br

G×Ts
op

∆S (Λs))

! ��.,�H4{#k�tsdP ���?@�@�����.>�?@Q�X4l%A@�� �-*�%(.,��� <d@B���-�
f
� .Z��.3! �������QP 2 ��@Q���c!E�>�?���CP 4��ts �

Λs���
f̄
@B%m��4l%�@�@��C!3%(.3@

EndHb(A)(Λs)
96�0.`@Q� P Pj�:@��CU,�3�

f̄
�?@��I@��B%(' 4��bP\%(�

∆S
N$���

��.p.3����� ˜̄f
@B%Z��4l%�@�@��a!3%(.3@

BrTs×Ts
op

∆S (EndHb(A)(Λs))
96L04�����@c4{# �-�a%(u��a! � ˜̄f

P\%(�
ϕ0

�?@��f4l%c��4l%�@B@��"!3%(.3@
EndHb(kTs)(Br

G×Ts
op

∆S (Λs))
!E�m�����QP 2 ��@Q���0! �0�?���CP 4��tsE�?@

BrG×Ts
op

∆S (f) : BrG×Ts
op

∆S (Λs)→ BrG×Ts
op

∆S (Λs).

Ke.+P)�:@B%(.,�
g2 = ϕ0 ◦ Br∆S(g1)

N ��.+��' �Q����.,�"� .3��%(P P 4-���^%(�Q����.

g2 : kTs → EndHb(kTs)(Br
G×Ts

op

∆S (Λs)).
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ϕ0

UV�3�0@Q�
t ∈ Ts

%(4�����@
g2(t)

�?@Q��4l%I��� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.
_c!E�����-���WP\%(�

t
9d�7���C���

ϕ0
�?@���� .m��@��������QP 2 ��@Q���W��.m�?@����B%(����.38I_c����.,�Q�����HUV�3�

g2
�?@Q�H� .3�I�-.�RQ�?���Q����.1@B���-.3! 8?�:9
�0.�� �Q�-4-��@��0��.3@Q� �-��� =kg"� &ENV�Q238?����G���� �E9�� �@? N,UV� �3����.,�Q���0U,�3�H4{#k��.[%�� .a��@��������SD

P 2 ��@Q����! �c�?���CP 4��ts �?@"! �
k[Ts × Tsop]

D{���d!E� 4��?@

BrG×Ts
op

∆S (Λc(Ys, O)) ∼−→ Λc(Ys
∆S).

�7���7��@B�������QP 2 ��@Q���I�?@Q�
k[Ts× Tsop]

D{4-�-.38^%(�-���IPj��� ��4��?@H@Q�Q�Q�3���Q� ���?@H�^%(.3��. ��U,�3�?@H! �
k[Ts × Tsop]

D{���,!E� 4��?@c! �C@ %�@���� ���?�C���c! �C@���.`' � �^9$; 4r�-.3!E� �-�A! ��.3�C� .`��@��������SD
P 2 ��@Q���

ϕ1 : EndHb(kTs)(Br
G×Ts

op

∆S (Λc(Ys, O))) ∼−→ EndHb(kTs)(Λc(Ys
∆S)).

���f4{# �-�a%(u��I! �"4l%���� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.+_A!E�����-���0P\%(��� .�8�4�8�����.V�
t ∈ Ts

�?@Q�74l%��A� 4-�Q�-P 4-�nD
�^%(�Q����.+_b!E�����-����P\%(�

t
@Q� �

Λc(Ys
∆S)

�-.3!E� �-����P\%(�H4l%O��� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.`_b!E�����-����@Q� �
Ys

∆S 9
�0.ZP)�:@B�

g3 = ϕ1 ◦ g2
���"��.>�?@Q�H�B%(����.38O_O����.V�Q�����WUV�3�

g3 : kTs → EndHb(kTs)(Λc(Ys
∆S))

UV� �j_
t ∈ Ts

%�@�@��d�����T4l%���� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.1_A!E�����-���"P\%(�
t
�?@Q�7� .3�"�-.�RQ�?���Q����.Z@����-.3! 8?�:9

xd���-�
(t, t−1)

� .m8�4�8�����.,�7! �
∆S

N���� (x
y

) � .�8�4�8�����.V�X! �
Ys

NV! ��.3�0� .[�?��� P 4��
!$#k8�4�8�����.V��@W! �

F2 ����46UV�3�

(xyq − xqy)q−1 = −1.

xd���-�
i
� .1��.V�Q�����I����4rUV�3�

t =
(
βi 0
0 βqi

) 9<iM#&%����Q����.`! �
(t, t−1)

@Q� � (x
y

) �?@��0! ��. .38?�
P\%(�

(t, t−1)
(
x
y

)
= γtγ−1

(
x
y

)
βi,

! ��.3� � ��.m�B%(P P)��4l%(.,�TUV�3�04{#k��.�@Q� P P)�:@B�0U,�3�
` |q+1

�tN (x
y

) �?@Q�X@Q�B%(' 4��"P\%(�
(t, t−1)@Q�]���T@���� 4�������.V�W@^# �-4]�tsE��@Q���

z ∈ F
����46U,�3�

γ−1
(
x
y

)
=
(
z
0

)
.

�7�?���]�-�CP)�:@B��UV�3�
Ys

∆S =

{(
yβq

y

)
| y ∈ F×

q2

}
.

�7���Q���"*:%(�Q��8���8I�?@Q�f� .���.3@�����' 4��I! �0P)���-.,��@^NE! ��.3�
Λc(Ys

∆S) = k[Ys
∆S ]

9 �0.�%�� .
��@��������QP 2 ��@Q���

ψ : Ys
∆S ∼−→ Ts

(
yβq

y

)
7−→ γ

(
y 0
0 yq

)
γ−1
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U,� �e�?@Q�I' ����.
Ts × Tsop

D{4-�-.38^%(�-���C@Q�	4{#k��.�! ��. .3��_
Ts

4l%�@Q�Q�Q�3���Q� ���C! �
Ts × Tsop

D
��.3@����A' 4����-.3!E� �-����P\%(�"4l%���� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.`���0_

Ys
∆S 4l%C@��Q�Q�3���Q� ���c�-.3!E� �-���AP\%(�"4l%

@Q�Q�Q�3���Q� ����! �
(G, Ts)

D{' �nD=��.3@����A' 4��A! �
Ys

9
�0.w%C%(�-.3@Q�]� .>! ���Q. �����"��@B�������QP 2 ��@Q���

ϕ2 : EndHb(kTs)(Λc(Ys
∆S)) −→ kTs

f 7−→ ψ(f(1))

U,� �T�?@Q�
k[Ts × Ts

op]
D{4-�-.38^%(�-���:N����b��.,*������>4l%1��� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.�_�!E�����-����P\%(�

t
@Q� �

4{#k8�4�8�����.,�
t
4-� �nD{�������:93L0�-.3@Q�

ϕ2 ◦ g3
�?@��74{# ��! ��.,�Q�-��8c! �

kTs
NE���H4l%A! 8�����.3@��Q�B%(�Q����.

�?@Q�H�����Q�C�-.38?�:9
�

�0.w%b��.3@Q� �-����4l%bP ����P �Q��8���8c@�� �-*�%(.,����<
� ����� � 4 6/  7 � ��� 	�	�� � �����

R
" �*�&���8
���" . ��� � "7���&��� � � � " ��� � �����/� � "�
 � 
-�

q− 1������� �'� ��
� �� 3-#5
(�  ����/�
R
� 
-� � "�
 R . ��������
��� " � 
 ����.-� �8
 .��&�(����


r
 
 −q � � � 
��

�� 3#2
 � �;
-#'#2
 � "/
 r + 1

(�� � � � 
�(�(��3#2
�� � #5��� � #2
(�4��# � :!3��
(�

RHs

-�
R ⊗ Hs

�������
�'�-������� ��� 
� �

�  � � 	�, /�� ��/.45� 	 � �7���C����Pj��� �H4l%b! 8�����.3@Q�Q�B%(�Q����.1! �I4l%OP ����P �Q��8���8 � 9 � 9��EN3��.
! 8 F . �-�T4��?@0! ���Es�8�4�8�����.,��@0@�� �-*�%(.,��@T! � Hs <

C =
∑

t∈Ts
det t=1

t D =
∑

t∈Ts
det t=−1

t,

���"��.+%
C2 = D2 = (q + 1)C

N
CD = DC = (q + 1)D

9
xd���-�

g2 : RHs → R ⊗Hs
4{#&%(P P 4-���^%(�Q����.

R
D{4-�-.38^%(�-���b! 8 F . ���AP\%(�

g2(t) = t
@Q�

t ∈ Ts
N ���

g2(s) = σ
��=

σ =
1

r
Fs +

1

q − 1
D − r − 1

r(r + 1)(q − 1)
CFs.

�0.�%a%(4�����@
σ2 = 1

N<���
σt = tqσ

Pj��� �"����� �
t ∈ Ts

N3! ��.3�
g2

�?@Q�"� .1�����QP 2 ��@Q���
!$#&%(4-u�G�' ���?@^9<;=4]�?@��T@Q� � RS�?���Q� ~ �^%(�

Fs
�?@Q�H4{# �-�a%(u���! �

rs+
1

2

∑

t∈Ts
det t=−1

t− r − 1

2(r + 1)

∑

t∈Ts
det t=1

ts.

U,� �$�?@Q�X' ����.�8�4�8�����.,�"! �
RHs

9EKe. F .]N �?���C���
R[Ts oFs]/〈ωs 〉

�?@Q�X4-�-' ���I@Q� �
R! ���B%(. u

2(q2 − 1)
N
g2

�?@��H� .>��@��������QP 2 ��@Q���c!$#&%(4-u�G�' ���?@Y9
�

�0.�%"4����?������4-4l%(�-���X�-�C��8?!E�l%(�e! �?@	! ���EsAP ����P �Q��8���8?@	P ��8?�?8?! ��.,���?@^N:��.O�B%(P P)��4l%(.,�
U,�3�"@Q�

` 6= 2
���
` |q+1

%(4�����@
Hs

! 8?@Q�-u:.3�04��T.3���Q�a%(4-��@B%(����� �H!3%(.3@
G

!$# � .
`
D=@B���3@SD

u:����� Pj�c! �Ax,�d4���$�! �
G

<
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 ` 6= 2

-�
` |q+ 1

� � � ��"$� �'�-�&� �&� ��� � ���

 	� �&# � :13��
�

g : OHs
∼−→ EndHb(A)(Λs).

�0.+%�%(�3@�@Q�]�?���Q�����?��.3@�8?UV�3��.3�?��! ��4l%OP ����P �Q��8���8 � 9 "39 �!� <
� ����� � ���04 ��� 7�� � � 	 7 � � �

` 6= 2
�4
-�

`
� 
  ����!� �!
 ���

q + 1
� ���

q + 1
�&#%���(�*#2


� �&� ��� � ���
  	� ��# � :!3��
(�
g1 : O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉 −→ EndHb(A)(Λs)


(�� "$� � �����
� �&� ��� � ���
 �

�  � ��	 ,�/�� ��/.45� 	 � i]�?@	@Q� P P)�:@��-�Q����.3@ ~ %(�-���?@	@Q� �
`
.3���3@rPj���Q�����Q����.V�M!$#&%(P P 4-��U,�3���

4l%pP ����P �Q��8���8 � 9 "39 �!� ��.�P)�:@ %(.V�
R = k

9Xi]�?@Z%(4-u�G�' ���?@
k[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉

���
kHs

@���.V�C! ��.3�m��@��������QP 23�?@^9M�0�
kHs

�?@Q�C@����C�nD=@��-�CP 4��:Nr�^%(�b4{#k����!E���Z! �
Hs

�?@Q�
2(q − 1)(q + 1)

9)�0.1%(P P 4-��U,�3�c��.3@Q� �-����4l%OP ����P �Q��8���8 � 9��E9 � %(�>�����QP 2 ��@Q���
g1
N3��.

P)�:@B%(.,�
R = O 9j�0.w@ %(�-�0U,�3�

IdK ⊗O g1
�?@Q�0� .1��@��������QP 2 ��@����:N<���IUV�3�

k ⊗Hs�?@Q�T@����C�nD=@Q�-�CP 4��:N3! ��.3�
g1

�?@Q�H� .+��@��������QP 2 ��@Q���:9
�

�'-
	 -�� � bdX 1 ��j�efj 1 \ 9dj×V65�e_RPZYj 4 j
i]�"�?���CP 4��ts �

Λs
�?@Q�M� .[�?���CP 4��ts �"! � O[Tso 〈Fs 〉]

D{���,!E� 4��?@H_�!E�����-���:9,iM#&%��tD
�Q����.w! �

ωs
.]#k8��B%(.V�IP\%�@W.V� 4-4��:Nj�?�A.]#k�?@Q�WP\%�@"� .��?���CP 4��tsE�b! � O ⊗Hs D{���d!E� 4��?@^9

�0.Z*�%b! ��.3��4��c�Q�B%(.3@ ~ ���Q�����^N\@Q� �-*�%(.,�T4l%O��8��Q23�d! �c! �cv���4-4���� � =kv�� � N0<E9 � 9 � ? � <
i]�b�?���CP 4��tsE� B = EndA(Λs)

%[� .3�b@Q�Q�Q�3���Q� ���C!$#&%(4-u�G�' ���C!E� �j8�����.,�Q����4-4��Cu:�B%�D
!E�38?� � J � D %(4-u�G�' �����t9$�0.w�?��.3@���! G����A@B%a@����3@SD=J � D %(4-u�G�' ��� B′ ! 8 F . ���OP\%(�04��A�?���bDP 4��tsE�

· · · → B−2 → B−1 → Z0(B)→ 0→ · · · .
�0.�.3�����p! ����8�.\%?*:%(.V�

B = EndHb(A)(Λs) = H0(B)
9"�7���C���

Z0(B) =
EndCb(A)(Λs)

Ne��.�%w� .3�m@�� � RS�?���Q����.
π : B′ →→ B

NrU,� � ~ %(�-��! �
B

� . B′ D=J � D���,!E� 4��:9ji]�?@I�����QP 2 ��@Q���?@�! �O�?���CP 4��ts �?@ B′ ↪→ B ��� B′ →→ B
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EndHb(OG)(Λ) ' O ⊗OZ EndHb(OG)(Λ)
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EndOG(Λe(G)) ' O ⊗OZ EndOG(Λe(G)).
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GL2(q)
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EndOGL2(Λe(GL2)) ' O[Te o 〈Fe 〉]/〈ωe 〉

avec ωe = F 2
e − q −

∑

t∈Te
det t=−1

tFe,

EndHb(OGL2)(Λs(GL2)) ' O[Ts o 〈Fs 〉]/〈ωs 〉

avec ωs = F 2
s + q −

∑

t∈Ts
det t=−1

tFs,

EndOSL2(Λe(SL2)) ' O[T ′
e o 〈F ′

e 〉]/〈ω′
e 〉

avec ω′
e = F ′

e
2 − q

(−1 0
0 −1

)
−
∑

t∈T ′
e

tF ′
e,

EndHb(OSL2)(Λs(SL2)) ' O[T ′
s o 〈F ′

s 〉]/〈ω′
s 〉

avec ω′
s = F ′

s
2
+ q

(−1 0
0 −1

)
−
∑

t∈T ′
s

tF ′
s.

�0.w��' �Q����.V�I! ��.3��4{# ��@��������QP 2 ��@Q���O@Q� �-*:%(.V�^N\P)��� �
G ∈ {GL2(q), SL2(q)}

���
w ∈ {e, s} <

EndHb(OG)(Λw(G)) ' O[Tw o 〈Fw 〉]/〈ωw 〉

avec ωw = F
2
w + εq − 2

∑

t∈Tw
det t=η

tFw.

��=
• ε = −1

@Q�
w = e

���
ε = 1

@Q�
w = s

N
• η = −1

@Q�
G = GL2(q)

���
η = 1

@��
G = SL2(q)

N
•
4{#&%����Q����.1! �

Fw
@�� �

Tw
�?@Q�T! ��. .38?��P\%(�

tFw = Fwt
−1 9
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9jx,�

` = 2
��.

��' �Q����.,�
EndkPGL2(kΛe(PGL2)) ' kD2(q−1),

EndHb(kPGL2)(kΛs(PGL2)) ' kD2(q+1),

EndkPSL2(kΛe(PSL2)) ' kDq−1,

EndHb(kPSL2)(kΛs(PSL2)) ' kDq+1.

�'-	�'-�� 
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�?@Q�74{# � .[! �?@XUV�\%(�Q���"u:����� P)�?@

GL2(q)
N

SL2(q)
N
PGL2(q)
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PSL2(q)

N}��. .3�����
A(G)
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2
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kG
9rKM.
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A(PGL2) = OPGL2⊗OGL2 A(GL2)
���

A(PSL2) = OPSL2⊗OSL2 A(SL2).

q}��� �
w = e, s

��.Z.3�����

Xw(G) = A⊗OG Λw(G).

i]�?@
A(G)

D{���d!E� 4��?@
Xe(G)
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A(G)
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Xs(G)
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(� � "7�&����
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(� GL2(q)

�
SL2(q)}

�
PGL2(q)
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PSL2(q)
� �-�����

w ∈ {e, s} � � �&� � T ′ #5� 2′
� � �&�����
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� ��������� � � � ��4
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EndHb(A(G))(Xw(G)) ' O ⊗OT ′ EndHb(OG)(Λw(G)).
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2
D{' 4��d�HP �Q�-.3���-P\%(4j! �

H
���
H

4��TU,�3���Q����.V�
H/Z(H)

9 � ���3@f@B%^*���.3@
! ��.3��u:�����?�o%(��4����C��� � 9��E9 � & U,�3�

bH
�?@Q�Z4{# �-�a%(u��p! �

bH
P\%(�Z4l%�P ���(RQ�?���Q����.

�^%(.3��. ��UV�3� OH →→ OH 9
� ���3@W%?*���.3@0*,�1UV�3��Pj��� �

G = GL2(q)
���
w = e

N
s
N\��.1%

bG.Λw = Λw.bTw��.��������a%(��U,�3�?@ � 9 � 9�'b��� � 9 "39 � �t9 � ���3@"�?��. .\%(��@�@���.3@H4��?@T�^%(�B%�����G����?@0! �
Λe(SL2(q))���[! �

H∗(Λs(SL2(q)))
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UV�3�w�?�+��8?@�� 4-�B%(�>�?@Q��%(�3@B@Q�0*d�B%(�WP)��� �
G = SL2(q)

9T�7�?���I�-�CP 4-��UV�3��U,�3�+Pj��� �
G = GL2(q)

���
SL2(q)

��.+%

bG.Λw = Λ.bTw
.
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G

4{# � .Z! �?@XUV�\%(�Q���0u:����� Pj�?@
GL2(q)

N
SL2(q)}

N
PGL2(q)

���
PSL2(q)

Nj��.w.3�����
A = A(G)

N
T = Tw

���
Λ = Λw(G)

���
X = Xw(G)
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EndOG(bG.Λ) ' EndOG(Λ.bT ) ' bT .EndOG(Λ).bT

! ��.3� F .\%(4�������.V�
EndA(X) ' bT .EndOG(Λ).

xd���-� E = EndOG(Λ)
Ne���

1E
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bT .1E
�?@Q�b� .
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! ��! ��u:��8  Z!E�o.3�^�V%(� ! �C4l%>!E� �$8�����.V�Q����4-4��m! � E 9}�0. %Z! ��.3��� .p��@B�������QP 2 ��@Q���
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H0(bT .E) ' bT .H0(E)
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bT .1E
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EndHb(A)(X) ' bTEndHb(OG)(Λ).
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�?@Q�c�?���C��� �B%(�Q� ~ N}@B��.`' 4��,�CP �Q�-.3���-P\%(47�?@Q��4{# ��! ���CPj������.V�O%�@B@��,����8[_�@B%
`′
D{P\%(�Q�Q���

T ′ <
bT =

1

|T ′|
∑

t∈T ′

t.
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EndHb(A)(X) ' O ⊗OT ′ EndHb(OG)(Λ),

�?�cU,� �$����.V�Q����4l%OP ����P �Q��8���8:9
�

i6�c�?������4-4l%(�-����@Q� �-*:%(.V�0�?@Q�H�-�C��8?!E�l%(� � ��.>�?��.,*,����.,�0U,�3�
D2 = C2

�t9
� ��� �������045��� 7 ��� � 7�� � � � #5
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�

EndkPGL2(q)(kXe(PGL2(q))) ' kD2a+1 ,

EndHb(kPGL2(q))(kXs(PGL2(q))) ' kD2b+1 ,

EndkPSL2(q)(kXe(PSL2(q))) ' kD2a ,

EndHb(kPSL2(q))(kXs(PSL2(q))) ' kD2b .

� ���3@0%(4-4���.3@"�a%(�-.V����.\%(.,�I�tsEP 4-�����-�����"4������,!E� 4��
kXe(G)

���"4��?@"�?���CPj�:@B%(.V���?@
!E�+�?���CP 4��ts �

kXs(G)
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kGL2(q)
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ρ0
4��m�^%(�B%�����G����m���(D

!E� 4l%(�-�����Q�Q�-*d�l%(4{N
ρ1

4{#&%(� �Q���c�^%(�B%�����G����c���,!E� 4l%(�-�����-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��:N\P � ��@
P0

���
P1
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ρ0
���
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Xe(GL2)
�?@Q�

∑

λ=1...2a

(ϕλu + ϕ′
λu) + 2

∑

(λ, µ)=1...2a

λ<µ

ϕ(λu, µu)
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kXe(GL2)
<

22a+1ρ0 + 22aρ1.Ke. �?��.3@�8?U,�3��.3�?�:N���. � �Q�-4-��@B%(.V�m4l%��a%(�Q�Q���?�w! �w�X%(�Q�B%(.�����4�� ~ %(�-�[U,�3�
kXe
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kXe ' P0
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∑
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ϕλu
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Xs
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H2(k ⊗O Xs) = k ⊗O

H2(Xs)
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kGL2(q)
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4����^%(�B%�����G����c���d!E� 4l%(�-���c!E�

kGL2(q)
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H1(kXs)
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2aρ0 + 2a+bρ1
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P n0 ⊕ P 2
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0 .
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kPGL2(q)
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GL2(q) →→ PGL2(q)
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P i = OPGL2(q) ⊗OGL2 Pi
P)��� �

i = 0
N
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kXe(PGL2)
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P 0

Nr�?@Q�
kXs(PGL2)
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� �����Q23��.3!E���?���jNf�:#k�?@Q�SD _�D=!E�-���1UV�3�>4{#k��.�P ����.3!E�B%`4��?@��^%(�B%�����G����?@[���d!E� 4l%(�-���?@a�-�Q��8tD
!E�3���Q�-' 4��?@ {α0, α1}

Pj��� �}'\%�@B��! �
R(A)

N�4��?@	�^%(�B%�����G����?@	���,!E� 4l%(�-���?@	�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@
{β0, β1}

P)��� �e'\%�@B�H! �
R(B)

N����e4��?@e�^%(�B%�����G����?@M���d!E� 4l%(�-���?@M! �?@M��.,*���4���P P)�?@fP ���(D
RS�?���Q�-*��?@�! �?@����d!E� 4��?@c@Q�-�CP 4��?@IPj��� ��'\%�@��C! �

Rp(A)
���
Rp(B)

9jL"�-.3@��M!3%(.3@��?�?@
'\%�@��?@74l%��a%(�Q�Q���?��! �

cB
�?@Q� (4 2

2 3

) !$#&%(P ��G?@T4{#&%(. .3�tsE�I5I9�'AP\%(u�� �! !'ENd���X4l%A�a%(�Q�Q���?�
! �
cA

�?@Q�^N !$#&%(P ��G?@05W9 � ���05W9��OP\%(u��?@ ��� 'C��� ��� � <
(

8 4
4 3

)
si q ≡ 5 (mod 8) et

(
4 2
2 3

)
si q ≡ 5 (mod 8).

�0.+%(P P)��4-4��
ω0

���
ω1

4��?@T��.,�Q������@".\%(�Q� ����4�@"����4�@TU,�3�

ResABβ1 = ω0α0 + ω1α1.
� � 9 � � �

iM#k�tsdP ���?@B@Q����.a! �
ω0

���
ω1

! 8�Pj��.3!�! �H4l%I�?��. u:�Q�3��.3�?�W! �
q
���d!E� 4��

24
N:�a%(��@�!3%(.3@

�����3@I4��?@��^%�@���.`%
ω0 + 2ω1 = q − 1

N$�?�bU,� �	�?@��I��' ����.,�o��.p%(P P 4-��UV�\%(.,� � 9 � �m_
4{#k8�4�8�����.V�"� . �-��8�! �

H
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i}%a�a%(�Q�Q���?�b! �
R

�?@Q�I%(4�����@
ω =

(
1 ω0
0 ω1

) N<P\%(��%�!(RS��.3���Q����.`�?��4-4��b! �
Ip

�?@�� tω N���"! ��.3���?��4-4��c! �
I
�?@Q�

cA
tωc−1

B

9
�0.�@ %(�-�MUV�3�

V ∨⊗B T0 ' S0
N�! ��.3�H��.C� �Q�-4-��@B%(.,� � 9 � &I��.���' �Q����.V�

AA⊗BT0 =
S0 ⊕ Pm0

1

N ! ��.3�
(cA

tωc−1
B − 1)

(
1
0

)
= m0

(
2
3

)
,

puis m0 =
1

8
(3ω0 − 2ω1)− (0 1) c−1

A

(
1
0

)
.

Jb#&%(P ��G?@ � 9�'E9 � 4��A�^%(�B%�����G����O���,!E� 4l%(�-���O! �
V ⊗A S1

�?@Q�W! �c4l% ~ ���Q���
λβ1

��=
λ
�?@Q�H� .+��.V�Q�����0.\%(�Q� ����4{N3! ��.3�c�?���C���

BA⊗A S1 = V ⊗A S1 ⊕Qm0
0 ⊕Qm1

1

%(4�����@
(
ω0

ω1

)
=

(
0
λ

)
+m0

(
4
2

)
+m1

(
2
3

)
.

��.>P ���(RQ���B%(.V�0@Q� �T4l%OP �����C��G������?�d����! ��. .38?�c��.>����.,�Q����U,�3�

m1 =
1

2
ω0 − 2m0,

P � ��@0��.ZP ���(RS���B%(.,�0@Q� �H4l%b! ���EsE��G������?�d����! ��. .38?�c��.+��' �Q����.,�

λ = ω1 − (2m0 + 3m1) = ω1 −
3

2
ω0 + 4m0 = −4(0 1)c−1

A

(
1
0

)
,

�?���C���
detCA = 8

N3�?�?���6����.V�Q���cU,�3�

λ =
1

2
dimk HomA(P0, P1).

L0�-.3@Q�
λ = 1

@Q�
q ≡ 3 (mod 8)

���
λ = 2

@Q�
q ≡ 5 (mod 8)
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B
D{���d!E� 4��

V ⊗AS1
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q ≡ 3 (mod 8)%(4�����@
V ⊗A S1 ' T1

N]����@��
q ≡ 5 (mod 8)
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V ⊗A S1
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�-.3! 8?�?���CPj�:@B%(' 4���! �

T1
P\%(�T4-� �nD{�������:9
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q ≡ 3 (mod 8)
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�^%(���-4	�?@�� ~ %�������� �c!E�-���?����! �

BAA
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kHkGkG
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IndH×Gop

∆H
k
N,! ��.3�

V
�?@���! �"@B��� ���?�T�Q�Q�-*d�l%(4�� ��.��

4����C��� � 9��E9 �  �X���"! �I*����Q���ts>!E�l%(u���.\%(4{9

Ke.+�?��.3@�8?U,�3��.3�?�:N 4{#k8?U,� �-*�%(4���.3�?��! �c/1���Q�-�B%C�-.3!E� �-����P\%(�
V

�?@��T@QP 4���.3!E��! �:9

� � ,
q ≡ 5 (mod 8)

J�%(.3@0�?�A�^%�@^N34���' �-���,!E� 4��
BVA

.3����8^%(4-��@���P\%�@"� .3�A8?U,� �-*:%(4���.3�?�A! �A/1���Q�-�B%EN
�^%(�

V ⊗AS1
.]#k�?@Q�MP\%�@�@Q�-�CP 4��:9 � ���3@f%(4-4���.3@7�?��.3@Q�Q�Q� �-���T� .a�?���CP 4��ts �"! �

(B, A)
D

' �-���,!E� 4��?@"��8^%(4-��@B%(.V�0� .3��8?U,� �-*�%(4���.3�?�c��.,�Q���c4��?@0�^%(��8�u����Q���?@"23����������P ��U,�3�?@0! �
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iM#&%(P P 4-���^%(�Q����.
R(A) → R(B)

�-.3!E� �-���aP\%(��4��b' �-���,!E� 4��
V

%mPj��� ���a%(�Q�Q���?�
(

1 0
0 2

) N ��.+%�! ��.3��4���!E�l%(u:�B%(�C����@Q� �-*:%(.V��<

R(B)
AV

∨⊗B−

(
1 2
0 2

)

// R(A)
BV⊗A−

(
1 0
0 2

)

// R(B)

Rp(B)
BV⊗A−
(
1 0
0 2

)
//

cB
(
4 2
2 3

) OO

Rp(A)
AV

∨⊗B−
(
1 0
2 2

)
//

cA
(
8 4
4 3

)OO

Rp(B)

cB
(
4 2
2 3

)OO
� � 9 � < �

iM# �-�a%(u��T!E�
A
D{���,!E� 4��T@��-�CP 4��X.3��.C�Q�Q�-*,�l%(4

S1
�?@��e� .3�H�tsd����.3@Q����.C.3��.a�Q�Q�-*,�l%(4��

!E�
B
D{���,!E� 4��O@Q�-�CP 4��O.3��.w�Q�Q�-*,�l%(4

T1
P\%(�I4-� �nD{�������:9]xd��.`��.V*���4���P Pj�AP ���(RQ�?���Q�-*��

�?@Q�
Q1

96Ke. %(P P 4-��U,�\%(.V�O4���4����C��� =kg"� �EN �  E9��E9 � � ? N}��.���' �Q����.V�CU,�3�C4{#k��.V*���4���P Pj�
P ���(RS�?���Q�-*��c!E�

(B, A)
D{' �-���d!E� 4��

V
�?@Q�

(Q0 ⊗k P∨
0 )⊕ (Q1 ⊗k P∨

1 )
(d0 d1)
−−→ V.

xd���-�
V̂

4��+�?���CP 4��ts �+! �
(B, A)

D{' �-���,!E� 4��?@m�?��.3�?��.V�Q��8���.�! ��u:��8?@ −1
���

0@Q� �-*�%(.,� <
0 −→ Q1 ⊗k P∨

1
d1−→ V −→ 0.
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-������
 #2
(�+. �&�;� �������
(�
Hb(A)


�� Hb(B)
�

�  � � 	�, /�� ��/.45� 	 � �0.p@ %(�-�WU,�3�O4��?@��?���CP)�:@B%(.,���?@c! �
V̂

@���.,��_m�?���CPj�:@B%(.V���?@
P ���(RQ�?���Q�-*��?@>��.��B%(.V�1UV�3�

A
D{���d!E� 4��?@1_�!E�����-���p���Z��.��B%(.,�+UV�3�

B
D{���d!E� 4��?@+_

uV%(�3�B23�:N\! ��.3�c!$#&%(P ��G?@"4����?������4-4l%(�-��� � 9��E9�� � �-46@��76��T! ������.V�Q�����WUV�3�

V̂ ⊗A V̂ ∨ ' B dans Hb(B ⊗k Bop).

qr��� �
i = 0, 1

N\��.Z.3�����
Ri

4��
(B, A)

D{' �-���,!E� 4��
Qi ⊗k P∨

i

9 L04�����@
V̂ ⊗A V̂ ∨�?@Q�H4����?���CP 4��tsE�c! �

(B, B)
D{' �-���,!E� 4��?@ � �?��.V�Q��8���.>! ��u:��8  �X@Q� �-*:%(.V� <

0 // R1 ⊗A V ∨ // (V ⊗A V ∨)⊕ (R1 ⊗A R∨
1 ) // V ⊗A R∨

1
// 0

��=>4��?@ ;\G?��23�?@"@B��.V�"! 8 F . ���?@"P\%(�
(
d1 ⊗ 1
1⊗ d∨1

)
et

(
1⊗ d∨1 −d1 ⊗ 1

)
.

KM.[%(P P 4-��UV�\%(.,�M4�� ~ ��.3������� � −⊗AR∨
1

_04l%I@Q� � RQ�?���Q����.
(d0 d1) : R0⊕R1 →→ V��.+��' �Q����.,�"� .3��@Q� � RQ�?���Q����.

d : (R0 ⊗A R∨
1 )⊕ (R1 ⊗A R∨

1 )→ V ⊗A R∨
1 .

�7���C���
R∨

1

�?@��C� .
(A, B)

D{' �-���,!E� 4���P ���(RQ�?���Q� ~ NM%(4�����@������3@C4��?@b���,!E� 4��?@a@���.V�
P ���(RQ�?���Q� ~ @"��.>�B%(.V�"U,�3�

(B, B)
D{' �-���d!E� 4��?@^N3! ��.3�

d
�?@Q�T� .3��@Q� � RQ�?���Q����.+@����-.3! 8?�:9

Jb#&%(P ��G?@+4��p!E�l%(u:�B%(�C��� � 9 � <ENT��.�%
V ⊗A P1 ' Q2

1

NH! ��.3�
V ⊗A R∨

1 '
(Q1 ⊗k Q∨

1 )2
9<�7���C���

cA
%OP)��� �H�a%(�Q�Q���?� (8 4

4 3

) N ��.w%

P∨
1 ⊗A P1 ' k3 et P∨

0 ⊗A P1 ' k4,

puis R1 ⊗A R∨
1 ' (Q1 ⊗k Q∨

1 )3 et R0 ⊗A R∨
1 ' (Q0 ⊗k Q∨

1 )4.
L0�-.3@Q�$4l%b���?@Q�Q�Q�����Q����.1! �

d
_
R1 ⊗A R∨

1

�?@Q�H������RQ��� ��@T� .3�c@Q� � RQ�?���Q����.>@����-.3! 8?�:9
q	%(�M!E�\%(4-�-��874��7�����QP 2 ��@Q���

1⊗d∨1 : R1⊗AV ∨ → R1⊗AR∨
1

�?@Q�}� .3�7�-.�RQ�?���Q����.
@����-.3! 8?�:9

�7���C���
BVA

��8^%(4-��@��e� .3�f8?UV� �-*:%(4���.3�?�f@Q�B%(' 4��f��.�@B%(�-�6U,�3�	4��
(B, B)

D{' �-���:!E� 4��
BV ⊗AV ∨

B

�?@Q�	��@��������QP 23�T_04l%W@����C���X!E�-���?�����H! �
B

���e!$# � .b' �-���,!E� 4��XP ���(RQ�?���Q� ~ 9
�7���C���W4{#&%(P P 4-���^%(�Q����.

R(B)→ R(B)
�-.3!E� �-���WP\%(��4�� ~ ��.3������� �

BV ⊗A V ∨⊗B−%OPj��� �T�a%(�Q�Q���?� (1 2
0 4

) %(4�����@"��.w%

BV ⊗A V ∨
B ' B ⊕ (Q1 ⊗k Q∨

1 ).
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Ã⊗n = 0

@Q�
n > 0

N
���TP\%(�H4l%�!E� �j8�����.,�Q����4-4��

d(a0 ⊗ · · · ⊗ an) =
∑

i=0...n−1

(−1)ia0 ⊗ · · · ⊗ aiai+1 ⊗ · · · ⊗ an.

�7�O�?���CP 4��tsE�O�?@Q�W� .3����8?@B��4-� �Q����.1P ���(RQ�?���Q�-*��b!E�
(A, A)

D{' �-���d!E� 4��
A
9$x,�

M
�?@Q�

� .
(A, A)

D{' �-���d!E� 4��:N)4l%��?��23������4���u:���b! � 
W�d��23@��B2 �-4�!
HH∗(A, M)

! �
A

_�*�%�D
4���� ��@A!3%(.3@

M
�?@���4l%Z�?��23������4���u:���a!E�o�?���CP 4��ts � HomA⊗Aop(Ã, M)
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Pj��� �

i
P\%(�-��!E� �j8�����.,�I! �
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ti = e
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ti = s
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n+ 1

2
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2
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�?@Q�"! �A! ��u:��8 � @Q�
n = 6

��� "[@Q�
n = 7

9\/�%(��@0�?�?���}�-�CP)�:@��AUV�3�
t1 = e
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δ−→ P0
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P1
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HomH(B)(Xs, Xs[i]) = 0
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� �6, � � 45� /.45��	 ��� ��� ���
�
���5��
����� E

i]�?@T�?���CPj�:@B%(.V���?@0.3��.Z.V� 4-4��?@0! � E = EndB(Xe ⊕Xs)
@���.V� <

A0 = B−1 = B′1 = EndB(P0)

A′−1 = B′0 = HomB(P0, P1) A′1 = B0 = HomB(P1, P0)

A′0 = A′0
a ⊕A′0

b avec A′0
a = EndB(P1) et A′0

b = EndB(P0).

�0.ZP)��� �"����P ��8?@���.V�����04����?���CP 4��tsE� E ! ���?���Q��� ~ % �?��. <

A0

⊕

A′−1

(
δ∗

δ∗

)

// (A′0
a ⊕A′0

b )
(δ∗ −δ∗) // A′1

⊕

B−1

(
δ∗

0

)

// B0 ⊕B′0 (0 δ∗) // B′1.

i6%��B%(' 4��O! �
m : E⊗2 → E N<4l%��A� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.p! � E N)�?@Q�I! ��. .38?��P\%(�W4��A�B%(' 4��^%(�"39��E9��EN^4��?@r�?����' �-.\%(��@���.3@	�a%(.3U,�\%(.V���?@	8��B%(.V�	��.V*��Y��8?�?@e@Q� �  E9��0.�Pj��� �}����P ��8?@B��.V�����

4{#&%(4-u�G�' ��� E @����3@ ~ ���Q�����a%(�Q�Q��������4-4��4<

E =




A0 B′0 B′1

B0 A′0
a A′1

B−1 A′−1 A′0
b


 .

� ��� ��"39 ��� �}%(' 4��A! �I��� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.�! � E

A0 B′0 B′1

A0 A0 B′0 B′1

B−1 B−1 A′−1 A′0
b

B0 B0 A′0
a A′1

A′−1 A′0 A′1 B−1 B0

A′−1 A′−1 A′0
b B−1

A′0 A′−1 A′0 A′1 B−1 B0

A′1 A′0
a A′1 B0

B′0 B′0 B′1 A0

B′1 B′0 B′1 A0

� �6, � � 45� /.45��	 ��� � � ���5 � � � � �� ��� � 6� A
i]�?@T�?���CPj�:@B%(.V���?@0.3��.Z.V� 4-4��?@0! � A = H∗E @���.,� <
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• H0 = EndB(P0)
N

• H ′0 = EndHB(Xs)
N

• K−1 = HomHB(Xs[1], Xe)
N

K0 = HomHB(Xs, Xe)
N

• K ′0 = HomHB(Xe, Xs)
N

K ′1 = HomHB(Xe, Xs[−1])
9

i}%+�B%(' 4��m! �
m2 : A⊗2 → A N}4l%>�A� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.�! � A N6�?@Q�b! ��. .38?�mP\%(�b4��

�B%(' 4��^%(� "39��E9
� ��� ��"39�� � �}%(' 4��A! ����� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.�! � A

H0 H ′0 K−1 K0 K ′0 K ′1

H0 H0 K ′0 K ′1

H ′0 H ′0 K−1 K0

K−1 K−1 H ′0

K0 K0 H ′0

K ′0 K ′0 H0

K ′1 K ′1 H0

�7���Q����@��Q�Q�3���Q� ���I��� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q�-*��c8?U,� �-*�%(� �T_A4l%O! ��. .38?��!$# � .3�I@Q�Q�Q�3���Q� ����!$#&%(4nD
u�G�' ����@Q� �

H0 ���X@�� �
H ′0 NE!$# � .3��@Q�Q�Q�3���Q� ����! � (H ′0, H0)

D{' �-���,!E� 4���@Q� �
K−1 ���

K0 N�!$# � .3�X@Q�Q�Q�3���Q� ���X! � (H0, H ′0)
D{' �-���,!E� 4��X@Q� �

K ′0 ��� K ′1 N(���e! �f�����QP 2 ��@����?@
! �

(H0, H0)
D{' �-���d!E� 4��?@ � ���?@�P)�?���Q�-*�������.,�0! �

(H ′0, H ′0)
D{' �-���d!E� 4��?@�� <

µi : K ′i ⊗H′0 K−i −→ H0 i = 0, 1

µ′i : K−i ⊗H0 K ′i −→ H ′0 i = 0, 1

���?@QPj�?���B%(.V�04��?@T�?���CP\%(�Q�-' �-4-�-��8?@W@Q� �-*�%(.,���?@TPj��� �
i = 0, 1

<

µi(k
′
1 ⊗ k).k′2 = k′1.µ

′
i(k ⊗ k′2)

µ′i(k1 ⊗ k′).k2 = k1.µi(k
′ ⊗ k2)

��=
k
N
k1

���
k2

@���.,�"8�4�8�����.V��@W! �
K−i N\��� k′ N k′1 ���

k′2
@���.,�"8�4�8�����.V��@W! �

K ′i 9
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A∞

D %(4-u�G�' ���X@Q� � A ���6� .bU,�\%�@Q�nD{��@��������QP 2 ��@Q���
f : A → E! �

A∞
D %(4-u�G�' ���?@"@ %(�Q��@ ~ %(��@ %(.V�H4��?@"�?��.3!E�-�Q����.3@0!E�>�Q238?����G���� "39 � 9�'E9

� ���3@T! ��*���.3@0��23����@Q�-�
•
� .3�C%(P P 4-���^%(�Q����.

f1 : H∗E → E _[*:%(4���� ��@�!3%(.3@
Z∗E UV� �	�?@Q�I� .3�b@��?���Q����.p! �

4l%bP ���(RS�?���Q����.1�^%(.3��. ��UV�3�
Z∗E → H∗E N
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•
� .3�b%(P P 4-���^%(�Q����.

g1 : E → H∗E ! ��.,��4l%����?@Q�Q�Q�����Q����.o_
Z∗E �?@Q�04l%[P ���(RQ�?���Q����.

�^%(.3��. ��U,�3�:N
•
� .3�a%(P P 4-���^%(�Q����.

s : E → E(−1)
! ��.V�c4l%m���?@Q�Q�Q�����Q����. _

B∗E �?@���� .3��@��?���Q����.
! �I4l%C@Q� � RQ�?���Q����. E(−1)→ B∗E �-.3!E� �-���cP\%(�H4l%C!E� �$8�����.V�Q����4-4��A! � E N����4-4��?@TUV�3�

sd+ g1f1 + ds = IdE
���
sds = s
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k
! � E ���e! �

A 9 � ���3@e! 8 F . �-����.3@f! �?@M%(P P 4-���^%(�Q����.3@ f1 : A → E N g1 : E → A ���
s : E → E(−1)��.>! ��. .\%(.V�"4���� ��@"�a%(�Q�Q���?�?@"!3%(.3@T�?�?@T'\%�@��?@^9

qe��8?����@�8�����.,�^N34��?@H�a%(�Q�Q���?�?@

D−1, D′0, ∆−1, ∆0 ���
S0, S′1, Σ0, Σ1

@�������.V�H4��?@H�a%(�Q�Q���?�?@T���?@QP)�?���Q�-*��?@"! �?@H���?@Q�Q�Q�����Q����.3@T! �
d
���T! �

s
%(�Esm@����3@QD=�?@QP\%��?�?@

B−1, B′0, A′−1, A′0 ���
B0, B′1, A′0, A′1

���H4��?@H�a%(�Q�Q���?�?@

F−1, F 0, F ′0, F ′1, Φ
���

G−1, G0, G′0, G′1, Γ

@�������.V�	4��?@r�a%(�Q�Q���?�?@	���?@QPj�?���Q�-*��?@r! �?@	���?@��Q�Q�����Q����.3@e! �
f1

���	! �
g1

%(�EsA@B���3@SD=�?@QP\%��?�?@

K−1, K0, K ′0, K ′1, H ′0 ���
B−1, B0, B′0, B′1, A′0

i]�?@A�a%(�Q�Q���?�?@O! �
d
@�������.V�b�?��. .V�3�?@^9ri]�?@O�a%(�Q�Q���?�?@

F−1 N F ′0 N G0 ���
G′1 4��

@�������.V�H8�uV%(4�������.V�T�^%(�74��?@7���?@Q�Q�Q�����Q����.3@H! �
f1

%(�Es[@����3@QD=�?@QP\%��?�?@
K−1 ���

K ′0 @���.V�
! �?@A�-.3��4-�3@�����.3@C�^%(.3��. ��UV�3�?@^Ne���O4��?@b���?@Q�Q�Q�����Q����.3@C! �

g1
%(�Es�@B���3@SD=�?@QP\%��?�?@

B0 ���
B′1 @���.,�"! �?@HP ���(RQ�?���Q����.3@"�^%(.3��. ��U,�3�?@^9
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s
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•
4��?@X�a%(�Q�Q���?�?@ (G−1 D−1

0 F 0

) ��� (F−1 0
S0 G0

) @���.,�7�-.,*�����@��?@H4{# � .3��! �W4{#&%(� �Q���:N

•
4��?@H�a%(�Q�Q���?�?@ (G′0 D′0

0 F ′1

) ��� (F ′0 0
S′1 G′1

) @���.V�T�-.,*�����@��?@T4{# � .3��! �I4{#&%(� �Q���:N

•
4��?@H�a%(�Q�Q���?�?@ (

Σ0 Γ ∆0
) ���




∆−1

Φ
Σ1
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f2

H0 H ′0 K−1 K0 K ′0 K ′1

H0 · · · · · B′0

H ′0 · A′−1 · B−1 · ·
K−1 · · · · · A′−1

K0 B−1 · · · A′−1 A′0
s

K ′0 · · · · · ·
K ′1 · B′0 · · · ·

�0.[P)�:@B���B%c��.3@Q� �-���
m2 = g1m(f1⊗f1)

���
f2 = −sm(f1⊗f1)

9,i6%��B%(' 4�� "39 �
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f2
N ��.+.3���B%(.V�

A′0
s

4{# �-�a%(u���! �
s : A′1 → A′0 9

if# �-�a%(u���! �
f2

@����B%b! ��.3���-.3��4-�3@B�c!3%(.3@H4��c@����3@QD=�?@QP\%��?�

A′−1 ⊕A′0
s ⊕B−1 ⊕B′0.

�0.m� �Q�-4-��@����B%O��.3@Q� �-���04l% ~ ���Q��� 4��
f3 = sm(f2⊗ f1− f1⊗ f2)

9,if# �-�a%(u��W! �
f3@����B%b! ��.3�c�-.3��4-�3@��c!3%(.3@T4���@B���3@SD=�?@QP\%��?�

A′−1 ⊕B−1 ⊕B′0.
� ���3@7P)��� *���.3@T%(�-.3@��)����.,�Q�����TUV�3�W4{# �-�a%(u��I! �

m3 = g1m(f2⊗ f1− f1⊗ f2)@����B% � � �� ���(�).3��.Z.V� 4-4��A@Q� � �!<C! �?@ � � '�@����3@SD=�?@QP\%��?�?@TU,� �]�?���CPj�:@���.V� A⊗3 9
� ���3@H� �Q�-4-��@�������.3@0��.3@Q� �-����4��?@ ~ ���Q��� 4��?@�<

f4 = sm(−f1 ⊗ f3 + f2 ⊗ f2 − f3 ⊗ f1)

m4 = g1m(f1 ⊗ f3 − f2 ⊗ f2 + f3 ⊗ f1)

m5 = g1m(f1 ⊗ f4 − f2 ⊗ f3 + f3 ⊗ f2 − f4 ⊗ f1).
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R1 ⊕R2
//

Id
��

R0

Q1 : R1 ⊕R2

! ��.3�c��.w%(P P 4-��UV�\%(.,�"4�� ~ ��.3������� �
F0

��.w%O� .>�Q�Q�l%(. u:4��c!E��@Q�Q�-. u:�38
P1

op → Pj
op ⊕ Pj2op → F0(R0)→ P1

op[1]

P � ��@"P\%(�HP\%�@�@B%(u���_O4l%b�^%(��8�u����Q���A��P P)�:@�8?�:N\��.+%b� .Z�Q�Q�l%(. u:4���!E��@Q�Q�-. u:�38
Pj ⊕ Pj2 → P1 → F1(R0)[−1]→ (Pj ⊕ Pj2)[1]�?�cU,� �$����.V�Q���AUV�3�

F1(R0)
�?@Q�T�?��.3�?��.V�Q��8O��.>! ��u:��8?@  b��� � N ! �c4l% ~ ���Q���

Pj ⊕ Pj2 → P1.
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Xs
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PSL2(q) � q ≡ ±3 (mod 8)
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���
Xs
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g0%(P Pj��4���.3@m4l% ~ ���Q���w�a%(�Q�Q��������4-4��`! �+4{#&%(4-u�G�' ���`!E� �$8�����.V�Q����4-4��pu:�B%�!E�38?� E =
EndB(Xe ⊕Xs)
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E =




A0 B′0 B′1

B0 A′0
a A′1

B−1 A′−1 A′0
b


 .

x,�]��.>.3������� .>8�4�8�����.,�0! � E P\%(�



a1
1 (α2

1 α3
1 ) a4

1

(
α1

2

α1
3

) (
a2

2 α3
2

α2
3 a3

3

) (
α4

2

α4
3

)

a1
4 (α2

4 α3
4 ) a4
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eβα
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d
�?@Q�




0 ( 0 0 ) (α2
1 + α3

1 )σ

|a1
4 |
(

1
1

) (
α2

4σ 0

0 α3
4σ

) (
|a2

2 + a4
4 |

|a3
3 + a4

4 |

)

0 ( 0 0 ) (α2
4 + α3

4 )σ
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a2

2 α3
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α2
3 a3

3

)
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|a2

2 | = |a3
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4 |.



� &!� ������� � ����� � 
�� ���
 � ���
A∞


 � � ����� ��� �
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+ σ

��� (0 0
0 σ

)
+ σ
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a
���
b
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(

1 0

ej
j2

1

)
+ 1

��� (
1 ej

2

j

0 1

)
+ 1
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H ′0 9
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ab

���
ba
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1 ej
2

j

ej
j2

1

)
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H ′0 N3! ��.3���-4�@ ~ ��� �Q. ��@�@���.,�"� .��@��������QP 2 ��@����

H ′0 ∼−→ k[C2 × C2]
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i6�?@H23������4���u:���?@
K−1 N K0 N K ′0 ���

K ′1 @���.V�H����� ���?@"! ��!E�-����.3@Q����. � N ��. u���.ED
!E��8?�?@a���?@QP)�?���Q�-*�������.,�aP\%(�

σ
Ne4l%p��4l%�@�@��Z! � (1

0

) N
(1 1)

Nf���C4l%p��4l%�@�@��>! �
1
9��0.

%(P Pj��4-4��c�?�?@TU,�\%(�Q���c8�4�8�����.V��@0���?@QPj�?���Q�-*�������.V�
h−1 N h0 N h′0 N ��� h′1 9

�0.o.3�����
1
4{# � . �-��8�! �

H0 = A0 = kC2
N
1′

�?��4-4��C! �
H ′0 = k[C2 × C2]

N]���
σ′ = 1′ + a+ b+ ab

9 if#&%(4-u�G�' ����u:�B%�!E�38?� A �?@Q�T! �I!E�-����.3@Q����. �  ENd��.Z4-� �]�B23����@Q�-�
4l%b'\%�@B� {1, t, 1′, a, b, ab , h−1, h0, h′0, h′1} 9

xE%C�B%(' 4��c! �I��� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.��?@Q�"! ��. .38?��P\%(�"4l%O�B%(' 4�� "39 "39

� ��� ��"39 " � �}%(' 4���! ����� 4-�Q�-P 4-���^%(�Q����.�! �
H∗E 9

1 t 1′ a b ab h−1 h0 h′0 h′1

1 1 t h′0 h′1

t t 1 h′0 h′1

1′ 1 a b ab h−1 h0

a a 1 ab b h−1 h0

b b ab 1 a h−1 h0

ab ab b a 1 h−1 h0

h−1 h−1 h−1 σ′

h0 h0 h0 σ′

h′0 h′0 h′0 h′0 h′0 σ

h′1 h′1 h′1 h′1 h′1 σ

xd���-� A = H∗E 93�0.m*�%��a%(�-.V����.\%(.,�"! ��. .3���X� .3�I@Q�Q�Q�3���Q� ���I! �
A∞

D %(4-u�G�' ���c_
A N����	� .CUV�\%�@��nD{��@��������QP 2 ��@Q���T! �

A∞
D %(4-u�G�' ���?@

f : A → E 9��0.C��23����@Q�-�M! ��.3�7� .3�@��?���Q����.
s
! �

d
N)� .3��%(P P 4-���^%(�Q����.

f1 : A → E Nj����� .3��%(P P 4-���^%(�Q����.
g1 : E → A



� ��� 

PSL2(q) � q ≡ ±3 (mod 8)
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i]�?@H�a%(�Q�Q���?�?@0! 8 F . ���?@"!3%(.3@T4l%b@B�?���Q����. "39��E9��C@���.,� <
(
G−1 D−1

0 F 0

)
=

(
G′0 D′0

0 F ′1

)
=




1 1 1
0 1 1

0 1 0




(
F−1 0
S0 G0

)
=

(
F ′0 0
S′1 G′1

)
=




1 1 0

0 0 1
0 1 1




(
Σ0 Γ ∆0

)
=




| | 1
1 | 1 1 1 1 | 1
| 1 1 |
| 1 1 |
| | 1

1 | 1 1 1 1 | 1
| 1 | 1 1
| 1 1 1 | 1 1







∆−1

Φ
Σ1


 =




1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1

1
1
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f2 = sm(f1 ⊗ f1)
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f2
N
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�X%(4���� 4���.3@T�a%(�-.,����.\%(.V�

m3
���
f3

NEu:�����?�A%(�Es ~ ���Q��� 4��?@�<
m3 = g1m(f2 ⊗ f1 + f1 ⊗ f2) f3 = sm(f2 ⊗ f1 + f1 ⊗ f2)

�0.a��' �Q����.V�7UV�3�
f3

�?@Q�e.,� 4-4��:NV���fU,�3�
m3
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*��?�������Q����4�@"U,� �]�?���CP)�:@���.,�

(A)⊗3 <
K0 ⊗K ′0 ⊗K0 → K−1 K0 ⊗K ′1 ⊗K0 → K0

K ′1 ⊗K0 ⊗K ′0 → K ′0 K ′0 ⊗K0 ⊗K ′1 → K ′0

H ′0 ⊗K0 ⊗K ′1 → H ′0 K0 ⊗K ′1 ⊗H ′0 → H ′0

H ′0 ⊗H ′0 ⊗K0 → K−1 K ′1 ⊗H ′0 ⊗H ′0 → K ′0

xd�?@H*�%(4���� ��@TP ��8?����@��?@"@���.,�
Sur H ′0 ⊗K0 ⊗K ′1 : a⊗ h0 ⊗ h′1 7−→ 1 + a

ab⊗ h0 ⊗ h′1 7−→ 1 + a
Sur K0 ⊗K ′1 ⊗H ′0 : h0 ⊗ h′1 ⊗ b 7−→ 1 + b

h0 ⊗ h′1 ⊗ ab 7−→ 1 + b
Sur H ′0 ⊗H ′0 ⊗K0 : b⊗ a⊗ h0 7−→ h−1

ab⊗ a⊗ h0 7−→ h−1

b⊗ ab⊗ h0 7−→ h−1

ab⊗ ab⊗ h0 7−→ h−1

Sur K ′1 ⊗H ′0 ⊗H ′0 : h′1 ⊗ b⊗ a 7−→ h′0

h′1 ⊗ ab⊗ a 7−→ h′0

h′1 ⊗ b⊗ ab 7−→ h′0

h′1 ⊗ ab⊗ ab 7−→ h′0
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σ 0
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(
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0 σ
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(
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(
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e
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)
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(
0 e
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(
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(
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(0 e) σ′
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e
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e
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e
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)
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)
0 t h0

B′0 (e 0) σ 0 h′0

(0 e) σ 0 0

B′1 1 0 0 h′1

t 0 (0 e) h′1
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f1

H0 1 1

t t

H ′0 1′
(

1 0
0 1
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a
(

1 e
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b
(
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e 1
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(

1 e
e 1

)
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K−1 h−1 1+t

K0 h0
(
e
0

)

K ′0 h′0 (e e)

K ′1 h′1 1
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PSL2(q) � q ≡ ±3 (mod 8)
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H0 H ′0 K−1 K0 K ′0 K ′1

H0 B′0

H ′0 A′−1

K−1

K0 A′−1 A′0
a

K ′0

K ′1 B′0

1 t 1′ a b ab h−1 h0 h′0 h′1

1

t (0 e)

1′

a (0 e) (0 e)

b (e 0) (e 0)

ab (e 0) (0 e) (e e)

h−1

h0 (e 0)
(

1 0
0 0

)

h′0

h′1 (0 e)
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// P1 ⊕ P1
// 0 · · · .
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1 e e
1 e
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1

1

)
et b′ =




1
e 1
e e 1


+

(
1
1 1

)
.

�0.1%
a′2 = b′2 = 1

N3���

a′b′ = b′a′ =




1 e e
e t e
e e 1


+

(
1
1 1

)



� ��� 

PSL2(q) � q ≡ ±3 (mod 8)

� &��

JW�[P 4-�3@
a′

���
b′

@B��.V�C!3%(.3@O4��a.3�Y�V%(��! �
d
N	��.�*�8��Q� F ��UV�3�[4���� ��@C��4l%�@�@��?@O!3%(.3@

H0(A′)
��. u���.3!E����.,�

H0(A′)
9<�0.+%C! ��.3�c� .Z�����QP 2 ��@Q����!$#&%(4-u�G�' ���?@

r : EndH(B)(Xs)→ EndC(B)(X
′
s)

! ��. .38aP\%(�
a 7→ a′

N
b 7→ b′

9ex,�X��.�4��m�?���CP)�:@B�m%^*��?�[4l%+P ���(RQ�?���Q����. �^%(.3��. ��U,�3�
π : EndC(B)(X

′
s) → EndH(B)(X

′
s)
Nr��.���' �Q����.,�O� .���@��������QP 2 ��@Q���:9M�0.�.3�������B%

! ��.3�
a
���
b
4��?@"��4l%�@B@��?@H!3%(.3@

EndH(B)(X
′
s)

! �
a′

���
b′
9

�0.���23����@��-� {1′, a, b, ab} Pj��� �]'\%�@��M! � H ′0 N?P � ��@]4��?@]8�4�8�����.,��@SD{'\%�@��?@r@Q� �-*:%(.V��@
! �?@H23������4���u:���?@"! �

K−1 ���
K ′0 <

h−1 =

(
σ
0

)
∈ K−1, h′0 =

(
e 0 0

)
∈ K ′0,

���"4��?@W8�4�8�����.V��@SD{'\%�@��?@
h0 ���

h′1
! �?@023������4���u:���?@�! �

K0 ���
K ′1 N\! 8 F . ��@W�?���C���

8��B%(.V�T4��?@T��4l%�@B@��?@H���?@QPj�?���Q�-*��?@"! �?@T8�4�8�����.,��@


e
0
0


 ∈ B0 et

(
1 0

)
∈ B′1.

�0.>��23����@Q�-�W��.3@Q� �-����4��?@H'\%�@B�?@T@Q� �-*:%(.V���?@HPj��� �T4��?@T@����3@QD=�?@QP\%��?�?@T! � E ′ <

B−1 =

〈(
1
0

)
,
(
t
0

)
,
(

0
1

)
,
(

0
t

)〉

B0 =

〈( e
0
0

)
,
(0
e
0

)
,
( 0

0
1

)
,
(0

0
t

)〉

B′0 = 〈(e 0 0), (0 e 0), (0 0 1), (0 0 t)〉

B′1 = 〈(1 0), (t 0), (0 1), (0 t)〉

A′−1 =

〈(
e · ·
· · ·
)
,
( · · ·
e · ·
)
,
( · e ·
· · ·
)
,
( · · ·
· e ·
)
,
( · · 1
· · ·
)
,
( · · t
· · ·
)
,
( · · ·
· · 1
)
,
( · · ·
· · t
)〉

,

A′0 =

〈(1 · ·
· · ·
· · ·

)
,
( t · ·

· · ·
· · ·

)
,
( · · ·
e · ·
· · ·

)
,
( · · ·

· · ·
e · ·

)
,
( · e ·
· · ·
· · ·

)
,
( · · ·
· 1 ·
· · ·

)
,
( · · ·
· t ·
· · ·

)
,
( · · ·
· · ·
· e ·

)
,

( · · e
· · ·
· · ·

)
,
( · · ·
· · e
· · ·

)
,
( · · ·
· · ·
· · 1

)
,
( · · ·
· · ·
· · t

)
,
(

1 ·
· ·
)
,
(
t ·
· ·
)
,
( · ·

1 ·
)
,
( · ·
t ·
)
,
( · 1
· ·
)
,
( · t
· ·
)
,
( · ·
· 1
)
,
( · ·
· t
)〉

A′1 =

〈( e ·
· ·
· ·

)
,
( · ·
e ·
· ·

)
,
( · ·

· ·
1 ·

)
,
( · ·

· ·
t ·

)
,
( · e
· ·
· ·

)
,
( · ·
· e
· ·

)
,
( · ·
· ·
· 1

)
,
( · ·
· ·
· t

)〉
.
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 � � ����� ��� �

�0.1��23����@Q�-�04��?@0%(P P 4-���^%(�Q����.3@
f1
N
g1

���
s
N ! 8 F . ��@TP\%(�T4��?@"�a%(�Q�Q���?�?@"@Q� �-*:%(.V���?@YN

������RQ��� ��@"��.Z� �Q�-4-��@B%(.,�"4��?@H.3���B%(�Q����.3@0! ��4l%b@��?���Q����. "39��E9��,<

(
G−1 D−1

0 F 0

)
=

(
G′0 D′0

0 F ′1

)
=




1 | 1 1
| 1 1
| 1
| 1

| 1




(
F−1 0
S0 G0

)
=

(
F ′0 0
S′1 G′1

)
=




1 1 |
| 1

1 | 1
1 |

1 |




(
Σ0 Γ ∆0

)
=




| | 1
1 1 | 1 1 1 1 | 1

1 1 | 1 1 |
1 | | 1 1

1 | 1 1 |
| | 1
| 1 1 1 1 | 1

1 | | 1 1
| | 1
| | 1
| | 1
| | 1

1 | 1 | 1 1
1 1 | 1 1 1 | 1 1

| | 1
| | 1

1 | | 1 1
1 | | 1 1

1 | | 1
1 | | 1




���




∆−1

Φ
Σ1


 =




1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1

1
1

1
1

1
1




�0.wPj��� �W! ��.3�b�^%(4���� 4����W4��?@0*:%(4���� ��@I! ��4{#&%(P P 4-���^%(�Q����.
f2
N)��4-4��?@W@B��.V�I! ��. .38?�?@

P\%(�T4l%O�B%(' 4�� "39 �d9



� ��� 

PSL2(q) � q ≡ ±3 (mod 8)

� & �

��������"39 � � � %(4���� ��@0! �
f2
9

H0 H ′0 K−1 K0 K ′0 K ′1

H0 B′0

H ′0 B−1

K−1 A′−1

K0 A′−1 A′0
a

K ′0

K ′1 B′0

1 t 1′ a b ab h−1 h0 h′0 h′1

1

t (· e ·)
1′

a
( ·
σ

)

b (· · 1)

ab
( ·
σ

)
(· · 1)

h−1
( · e ·
· · ·
)

h0
(
e e ·
· · ·
) (1 · ·

· · ·
· · ·

)

h′0

h′1 (· · 1) (· · 1)
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 � � ����� ��� �

�0.`�^%(4���� 4��b��.3@Q� �-���O4��?@�%(P P 4-���^%(�Q����.3@
f3

���
m3

9$�0.��?��.3@��B%(���OU,�3�A4{#k��.wPj����!
4l%b.,� 4-4-�-��8c! �

f3
N ��4-4��c�?@Q�H.3��.ED{.,� 4-4���@Q� �T! ���Es>@����3@QD=�?@QP\%��?�?@T! � A′⊗3 <

f3 : H ′0 ⊗K0 ⊗K ′1−→A′−1 K0 ⊗K ′1 ⊗H ′0−→A′−1

a⊗ h0 ⊗ h′1 7−→
( · · ·
· e ·
)

h0 ⊗ h′1 ⊗ b 7−→
( · · 1
· · ·
)

ab⊗ h0 ⊗ h′1 7−→
( · · ·
· e ·
)

h0 ⊗ h′1 ⊗ ab 7−→
( · · 1
· · ·
)

: �\%(.,�a_>4{#&%(P P 4-���^%(�Q����.
m3

Nr��.��?��.3@��B%(���mU,�]#k��4-4��mP ����.3!o4��?@O�������?@b*:%(4���� ��@
U,�3���?��4-4��c! ��4l%b@��?���Q����.+P ��8?�?8?! ��.V���:9

/w��.V�Q����.3@WU,�3�I4��?@0%(P P 4-���^%(�Q����.3@
fn

���
mn

@���.V�T.,� 4-4��?@"Pj��� �
n ≥ 4

< 4{# �-�a%(u��
! �

m(f2 ⊗ f2)
�?��.,�Q����.V�C� .�@����3@SD=�?@QP\%��?�m! �

A′−1 ���A4{#k8�4�8�����.,� (1 · ·
· · ·
· · ·

) ! �
A′0 N

! ��.3�c��4-4����?@Q�"%(. .V� 4�8?��P\%(�
s
���TP\%(�

g1
9

if# �-�a%(u��W! �
m(f3⊗ f1)

�?��.,�Q����.V�X� .m@B���3@SD=�?@QP\%��?�W! �
A′−1 ���74{#k8�4�8�����.V�

(· · 1)! �
B′0 N ! ��.3�c��4-4��c�?@Q�"%(. .,� 4�8?�cP\%(� s ���TP\%(� g1 9i6�?@0�-�a%(u��?@W! �

m(f1 ⊗ f3)
N
m(f2 ⊗ f3)

N<���
m(f3 ⊗ f2)

@B��.V�W�-.3��4-�3@��?@I!3%(.3@
A′1 ! ��.3��%(. .V� 4�8?�?@0P\%(�

s
���TP\%(�

g1
NE4{# �-�a%(u��A! �

m(f3 ⊗ f3)
�?@��H.V� 4-4��:9

L0�-.3@Q�$4��?@
fn

���T4��?@
mn

@���.V�H.,� 4-4��?@"Pj��� �H����� �
n ≥ 4

9
i}%

A3
D %(4-u�G�' ��� A′ �?@Q�e! ��.3� � ����#2
M_04l% A3

D %(4-u�G�' ��� A ��' ����.,�3�T!3%(.3@r4l%0@B�?���Q����.
P ��8?�?8?! ��.,���:9

	 - �'-
	 � 5 1 ��� 5877e_X@ZhW \�T 9qj A
� ��	 4 /.4 ��	 ��� 7 � * � � �8


A∞
� ��# � :!3��
 A 
(�-�� ����;
 ~ ���Q����4-4����(��
-#'#2
 �� ��4
-� " �8


��# � :!3-��
 �&�9�� &"/��
����9 &�'� �&�'��
 � ��"$� ���! :#2
�� �'��� ����# �
� ���3@A%(4-4���.3@A����.V�Q�����OUV�3�a4l%ZJ � D %(4-u�G�' ��� E .]#k�?@Q��P\%�@ ~ ���Q����4-4��:9}q}��� �O�?��4l%

.3���3@T�?��.3@���! 8�����.3@H4l%
A∞

D %(4-u�G�' ���c��' ����.,�3�c!3%(.3@H4��?@H! ���Es�@��?���Q����.3@HP ��8?�?8?! ��.V���?@YN
���M.3���3@f����.V�Q����.3@7UV�]#k��4-4��".]#k�?@Q�eP\%�@M��@B�������QP 23�0_�@B%I@B���3@SD %(4-u�G�' ���Tu:�B%�!E�38?�0@����3@SD
R�%��?��.V���:9

�0.��?��.3@Q��! G���� A �?���C����� .3�b%(4-u�G�' ����u:�B%�!E�38?�:9]�0.1.3����� A1
4��A���,! G�4����C�nD

. �-�a%(46U,�3��.3���3@"%^*���.3@"��' ����.,�1!3%(.3@H4��?@T! ���Es>@��?���Q����.3@TP ��8?�?8?! ��.V���?@^9
x,� P Pj�:@���.3@0UV�3� A ��� A1

@���.,�T��@��������QP 23�?@0��.>�B%(.V�"U,�3�
A∞

D %(4-u�G�' ���?@^9
Jb#&%(P ��G?@Z4l%�P ����P �Q��8���8 "39 � 9 �!� NH�?��4l% �-�CP 4-��UV�3�`U,�]# �-4c�tsE��@Q���w� .3�p%(P P 4-���^%(�Q����.

ϕ : A⊗2 → A(−1)
����4-4��cU,�3�IPj��� �T����� �

a0 ⊗ a1 ⊗ a2 ∈ A⊗3 ��.+%

m3(a0 ⊗ a1 ⊗ a2)

= a0 ϕ(a1 ⊗ a2) + ϕ(a0a1 ⊗ a2) + ϕ(a0 ⊗ a1a2) + ϕ(a0 ⊗ a1) a2.



� ��� 

PGL2(q) � q ≡ ±3 (mod 8)

� ' �

�0.+%(P P 4-��UV�3�A�?���Q���c8�uV%(4-�-��8�_O4{#k8�4�8�����.,�
ab⊗ h0 ⊗ h′1 <

1 + a = abϕ(h0 ⊗ h′1) + ϕ(h0 ⊗ h′1) + ϕ(ab⊗ h0)h′1.
�5"39�& �

�7���C���
ϕ

�?@Q�a! �+! ��u:��8 −1
NM4{#k8�4�8�����.,�

ϕ(ab ⊗ h0)
�?@Q�a! �1! ��u:��8 −1

@^# �-40�?@Q�
.3��.ED{.V� 4{N\! ��.3�c4{#k8�4�8�����.V�

ϕ(ab⊗ h0)h′1
�?@Q�H��� 4-�Q�-P 4��A! �

σ′
9

Ke.w��� 4-�Q�-P 4-�l%(.V��4{#k8�uV%(4-�-��8 "39�&m_CuV%(�3��23�OP\%(�
1 + a

��.w��' �Q����.V�
0 = σ′ϕ(h0 ⊗

h′1)
96Ke.�4l%Z��� 4-�Q�-P 4-�l%(.,�CP\%(�

1 + b
��.���' �Q����.V�

σ′ = σ′ϕ(h0 ⊗ h′1) 9	�0. %Z� .3�
�?��.V�Q�B%�!E�����Q����.]9

L"�-.3@��e4l%ZJ � D %(4-u�G�' ��� E .]#k�?@��cP\%�@ ~ ���Q����4-4��:N]�-4M�?@Q�c�-�CPj�:@�@Q�-' 4��a!$#k��.o��' ����. �-�
� .Z���,! G�4����C�-. �-�a%(4

(A, m3, . . .)
����46U,�3�

mn = 0
Pj��� �H����� �

n ≥ 3
9

�
���
PGL2(q)

� ��+��
q ≡ ±3 (mod 8)

�0.+@Q� P Pj�:@��I������RQ��� ��@"U,�3�
k
�?@Q�H� .+�?���QP3@W%(4-u�8�' �Q��UV�3������.,�W��4��:@0! �c�^%(�B%�����8tD

�Q��@Q�Q��UV�3� �E9 � ���3@	@B%^*���.3@eUV�3�7@Q�
q ≡ ±3 (mod 8)

N:%(4�����@	�-4d�tsE��@Q���7� .3�78?UV� �-*:%(4���.3�?�
@QP 4���.3!E��! �a��.,�Q���a4��a' 4��,�CP �Q�-.3���-P\%(4X! �

kPGL2(q)
���A4{#&%(4-u�G�' ���

kS4
� P ����P �Q��8���8?@

� 9�'E9 "a��� � 9�'E9�' �t9
xd���-� B = kS4

NE��.m� �Q�-4-��@��W4��?@�.3���B%(�Q����.3@H! �W4{#&%(. .3�ts �I5WNd@��?���Q����.3@H5I9�'A���X5I9 �d9
xd���-�

Xe
4��O���,!E� 4��OP ���(RQ�?���Q� ~

Q0
*d�w�?���C���C�?���CP 4��ts �C�?��.3�?��.V�Q��8���.`! ��u:��8

 b���
Xs

4����?���CP 4��ts �c�?��.3�?��.V�Q��8O��.>! ��u:��8?@  b��� � ! ��. .38�P\%(�T4{#&%(P P 4-���^%(�Q����.
(
e′

f ′

)
: Q2

1 −→ Q0.

�0. *�8��Q� F �[�B%(P ��! ����������.,�aU,�3�
Xs

*�8��Q� F �m4l%+P ����P �Q��8���8Z! ��!E��@ RS��.3���Q����.]N	��.
� �j���T��.1%O� .3�c�-.�RS�?���Q����.

HomH(B)(Xs, Xs[−1]) ↪→ HomB(H1(Xs), Q
2
1)

���]4{# 23������4���u:���
H1(Xs)

.3�M�?��.V�Q����.,�	�?���C����@����3@SD=U,�3���Q����.V�r@Q�-�CP 4��fU,�3�e4��M���d!E� 4��
α0

NeU,� �H.]#k�?@Q�CP\%�@ ~ %�������� �a!E�-���?���a!E��@��d��4��Z! �
Q2

1

9eJI�Z����� ���?@ ~ % �?��.3@��?�?���T�?@Q�
�?��.3@�8?UV�3��.3�?��! �I4l%b�����a%(��UV�3�����nD=! �?@�@����3@^9
� � � � � �3� � ��� � �5	 � �7���C���m.3���3@A4���*����Q����.3@b!3%(.3@O4l%>@��?���Q����. "39�&E9 � N}4��?@A�?���bD
P 4��tsE�?@

Xe
���
Xs

�?���Q���?@QP)��.3! ��.,�0%(�EsZ�?���CP 4��tsE�?@T! �IJI��4-�-u:.3�tD=i$�3@)(?�Q�-um�?��.3@Q�Q�Q� �-��@
!3%(.3@H4l%C@��?���Q����. � 9�&E9 � 9

�0.>� �Q�-4-��@�������� ���?@T4��?@T.3���B%(�Q����.3@0����4l%(�Q�-*��?@I%(�EsZJ � D7���
A∞

D %(4-u�G�' ���?@ E ��� A! 8 F . ���?@"!3%(.3@H4l%b@��?���Q����. "39��E9��E9
�0.>��23����@Q�-�04��?@H'\%�@��?@T@�� �-*�%(.,���?@ <

A0, A′0
b , B

−1, B′1 : (1, a, b, ab)
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 � � ����� ��� �

A′−1, B′0 : ((e 0), (f 0), (0 e), (0 f))

A′1, B0 :

((
e′

0

)
,
(
f ′

0

)
,
(

0
e′
)
,
(

0
f ′
))

A′0
a :

((
1 0
0 0

)
,
(
c 0
0 0

)
,
(
c2 0
0 0

)
,
(

0 0
1 0

)
,
(

0 0
c 0

)
,
(

0 0
c2 0

)
,
(

0 1
0 0

)
,
(

0 c
0 0

)
,
(

0 c2

0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,
(

0 0
0 c

)
,
(

0 0
0 c2

))

�0.�.3�����[������RS��� ��@
p1 : Z∗E →→ H∗E 4l%>P ���(RS�?���Q����.��^%(.3��. ��U,�3�[! �?@O���E��4��?@

@Q� �H4{# 23������4���u:���:9
i6�?@c�a%(�Q�Q���?�?@�! �b4l%>!E� �j8�����.,�Q����4-4��

d
! � E @���.V��! ��. .38?�?@�P\%(u�� � ' � N]��.pPj��� �

4��?@H� �Q�-4-��@B���TP)��� �0�^%(4���� 4����T4{# 23������4���u:����! � E 9
i6�?@T23������4���u:���?@

H
���
H ′ @B��.V�"�?��.3�?��.,�Q��8?�?@0��.+! ��u:��8  E9\�0.1%

H0 = EndB(Q0) ' k[C2 × C2]
���

H ′0 ' kD8.

qr��� �"*�8��Q� F ���"�?���Q����! ���Q. ��G����A%�@�@����Q�Q����.Z.3������.3@
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PGL2(q) � q ≡ ±3 (mod 8)
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� ��=]N:' ����.a@Q� �^N���.a��! ��.V�Q� F �

D(2A)1, c
���
D(2B)1, c

�r�?@Q�M� .[@Q�d@���G����H! �H����P ��8?@���.ED
�B%(.V��@	! �?@}��4l%�@B@��?@}!$#k8?U,� �-*:%(4���.3�?�?@e! �f/w���Q�-�B%"! �?@r' 4��d�?@r_"! 8 ~ %(� �	!E��8?!E�B%(4 ���	_"! ���Es
��4l%�@�@��?@e!$# ��@��������QP 2 ��@Q���?@�! �X���,!E� 4��?@f@Q�-�CP 4��?@^9�qe��8?����@B8�����.V�^NV@��d4��Xu:����� Pj�T! �H! 8tD
~ %(� �7!$# � .a' 4��d�

B
%?�V%(.,�X! ���Esa��4l%�@B@��?@f!$# ��@��������QP 2 ��@����?@7! �"���,!E� 4��?@7@Q�-�CP 4��?@7�?@Q�
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 � � ����� ��� �

!E��8?!E�B%(4 !$#k����!E���
4t

%(4�����@
B
�?@Q�	8?UV� �-*:%(4���.V�M%(�C@���.3@r! ��/w���Q�-�B%I_T4{# � .3�X! �?@	UV�\%(�Q���?@

%(4-u�G�' ���?@
D(2A)t, c

���
D(2B)t, c

N
c = 0

N � 9
JI��P 4-�3@YN ��9�
0��4-� %C����.V�Q��8cU,�3��4l% ~ %(�C�-4-4��

{D(2B)t, c | t = 2n, n ≥ 0, c = 0, 1}
�?@Q�7� .�@Q�d@���G����"! �0����P ��8?@���.V�B%(.,��@T! �?@���4l%�@B@��?@X!$#k8?UV� �-*:%(4���.3�?�?@X! 8��Q�-*�8?�?@7! �?@7' 4��d�?@
_b! 8 ~ %(� �"!E��8?!E�B%(4r%^�V%(.V�W! ���Es���4l%�@�@B�?@T!$# ��@��������QP 2 ��@Q���?@0! �����,!E� 4��?@"@Q�-�CP 4��?@^9

�0.3��! ���?�?@T%(4-u�G�' ���?@"8��B%(.,� F s 8?�:NE.3���3@H.3����������.3@
P0

���
P1

4��?@X���d!E� 4��?@HP ���(D
RQ�?���Q� ~ @T�-.3! 8?�?���CP)�:@B%(' 4��?@0�?���Q���?@QPj��.3!3%(.V�W%(�EsZ���d!E� 4��?@T@Q�-�CP 4��?@

0
���

1
9

� ���3@"%^*���.3@T4���4����C���c@�� �-*�%(.,� <

 � � � � � � � � 	�� � �����

t
"$�8
 � "$� �(�-��� .(
� 
 2


-�
c
" �	�#2��4
���  
 {0, 1} �

� � � �����
B = D(2A)t, c

� � 
(� ��# � :!3��
(�
EndB(P0)


-�
kD4t

�-����� �'�-������� ��� 
� �(�
-� �!
"$#5
�4
� � ��
c = 0

�
� � � �����

B = D(2B)t, c
� � 
(� ��# � :!3��
(�

EndB(P0)

��
k[C2 × C2]

�-����� �'�-���
� �&� ��� 
(� �(� 
-� ��
-" #2
�4
��� �(�

c = 0
�

�  � � 	�, /�� ��/.45� 	 � x,�
B = D(2A)t, c

N6%(4�����@�4{#&%(4-u�G�' ���
EndB(P0)

�?@Q�A! 8 F . ���
P\%(�Tu�8�.38��B%(����� ��@W���H����4l%(�Q����.3@TP\%(�

EndB(P0) = 〈α, βγ | α2 = c(α.βγ)t, (βγ)2 = 0, (α.βγ)t = (βγ.α)t 〉.

x,�
B = D(2B)t, c

N3%(4�����@H4{#&%(4-u�G�' ���
EndB(P0)

�?@Q�T! 8 F . ����P\%(�Hu�8�.38��B%(����� ��@W���
����4l%(�Q����.3@"P\%(�

EndB(P0) = 〈α, βγ | α2 = c α.βγ, (βγ)2 = 0, α.βγ = βγ.α 〉.

; 4�@��76��A! ��.3�m! �[! 8�����.,�Q�����O4��a4����C���aPj��� �
B = D(2A)t, c

%?*��?�
t = 2n

N
n ≥ 0

97; 40@����B%�%(4�����@m*�%(4-��! �1P)��� �
t = 1

N�! ��.3�wPj��� �
B = D(2B)t, c

%^*��?�
tU,�3��4��?��.3UV�3�:9

� ���3@��?���C����.��?��.3@[P\%(�C����.V�Q�����mUV�3�Z@Q�
B = D(A)t, 0

%(4�����@C4��?@[%(4-u�G�' ���?@
EndB(P0)

���
kD4t

@���.V�6��@��������QP 23�?@^N?P � ��@6.3���3@$����.V�Q��������.3@rUV�3�e@��
B′ = D(2A)t, 1%(4�����@"4��?@"%(4-u�G�' ���?@

EndB(P0)
���

EndB′(P0)
.3��@���.V�HP\%�@"��@��������QP 23�?@^9

qr�:@���.3@
B = D(2A)t, 0

9X�0. � �Q�-4-��@B�>4l%p! 8 F . �-�Q����.�! �
D4t

! ��. .38?�w@��?���Q����.
� 9 � 9��E9<xd���-�

ϕ
4��I�����QP 2 ��@�����!$#&%(4-u�G�' ���?@"! 8 F . �6P\%(�

ϕ : kD4t −→ EndB(P0)
s 7−→ 1 + α
sr 7−→ 1 + βγ



� ��� 
��� � � ���
 ��� 	 ��� �
� � 	 � � 	 � � � � ' �

� ���3@�@B%?*���.3@XU,�3�
s
���
sr

��. u���.3!E����.,�
D4t

9Vqr��� �7����.V�Q�����HUV�3�
ϕ
�?@Q�f' ����.m! 8 F . �{N

�-4 ~ %(� �e����.,�Q�����7U,�3�
ϕ(s)2 = ϕ(sr)2 = 1

N��?�TU,� �\�?@Q�M��4l%(�-�^NVP � ��@fU,�3�
ϕ(r)2t = 1

<
�0.+%

ϕ(r) = 1 + α+ βγ + α.βγ

ϕ(r)2 = 1 + α.βγ + βγ.α+ α.βγ.α+ βγ.α.βγ + (α.βγ)2

ϕ(r)4 = 1 + (α.βγ)2 + (βγ.α)2 + (α.βγ)3 + (βγ.α)3

+α(βγ.α)3 + βγ(α.βγ)3 + (α.βγ)4.

�".3�I��8?��� �Q����.3�?������.V�Q����U,�3�IPj��� �H����� �"��.V�Q�����
i ≥ 2

��.1%

ϕ(r)2
i

= 1 + (α.βγ)2
i−1

+ (βγ.α)2
i−1

+ (α.βγ)2
i−1 + (βγ.α)2

i−1

+ α(βγ.α)2
i−1 + βγ(α.βγ)2

i−1 + (α.βγ)2
i

,

%(�-.3@Q�
ϕ(r)2t = 1

9
xd���-�

ψ
4��������QP 2 ��@����c!$#&%(4-u�G�' ���?@0! 8 F . �6P\%(�

ψ : EndB(P0) −→ kD4t

α 7−→ 1 + s
βγ 7−→ 1 + sr.

;=47�?@Q�O8�*d��! ��.V�CU,�3�
(ψ(α))2 = 0

���
(ψ(βγ))2 = 0

Nr! ��.3�[Pj��� �O*�8��Q� F ���bU,�3�
ψ�?@Q�c' ����.�! 8 F . �{N}�-4 ~ %(� ������.,�Q�����OU,�3�

(ψ(α.βγ))t = (ψ(βγ.α))t
9r�0�

t
�?@���� .3�

P � ��@�@B%(.3�?��! � �b! ��.3�c��.w%

(ψ(α.βγ))t+(ψ(βγ.α))t = (ψ(α.βγ)+ψ(βγ.α))t = (r+r−1)t = rt+r−t = 0

���
ψ

�?@Q��' ����.�! 8 F . �{9r�0. %
ϕ ◦ ψ = Id

���
ϕ ◦ ψ = Id

! ��.3�
ϕ
���
ψ

@���.V��! �?@
��@��������QP 2 ��@Q���?@^9

�0.>Pj�:@����a%(�-.V����.\%(.,�
B = D(2A)t, 0

���
B′ = D(2A)t, 1

93i}%C�����a%(��U,�3��@Q� �nD
*�%(.,�r4��7�Q238?����G���� =kKM�^N � ;t9�<E9 � ? ����.,�Q���TU,�3��4��?@e%(4-u�G�' ���?@

EndB(P0)
���

EndB′(P0).3��@���.V�TP\%�@T��@��������QP 23�?@^9 � ���3@T��.>���?! ��. .3��.3@"� .+! 8�����.3@Q�Q�B%(�Q����.]9
q}�:@B��.3@

A = EndB(P0)
���
A′ = EndB′(P0)

9H�0.�.3�����
α

���
βγ

4��?@mu�8tD
.38��B%(����� ��@m! �

A
���
α′ ��� β′γ′ �?���Es ! �

A′ 9�; 40�?@Q����4l%(�-��UV�3�14��+�B%�!E���^%(4I! �
A� ���?@QP)�?���Q�-*�������.,��! �

A′ �c�?@��O��. u���.3!E��8mP\%(�b4��?@b8�4�8�����.V��@
α
���
βγ

� ���?@QPj�?���Q�-*��tD
����.V�

α′ ��� β′γ′ �tN3���0U,�3��@���.1@��,��4��A�?@Q�"! �A!E�-����.3@Q����. � N<��. u���.3!E��8�P\%(�
(α.βγ)t� ���?@QP)�?���Q�-*�������.,�"P\%(�

(α′.β′γ′)t
�t9

Ke.1�?��.3@B8?UV�3��.3�?�:N)@Q�
A

���
A′ @���.,�"��@��������QP 23�?@�%(4�����@T�-4r�tsd��@������ .18�4�8�����.,�

ω! �
radA − rad2A

����4	UV�3�
ω2 �?@Q�"� .`8�4�8�����.V�I.3��.w.V� 4e! �

socA
<)�:#k�?@Q�W4{# �-�a%(u��

! �
α′ P\%(�T� .Z2,�,Pj���Q238��Q��UV�3����@��������QP 2 ��@Q���

A′ → A
9

xd���-�
ω
� .>8�4�8�����.V�W! �

radA− rad2A
<

ω = λ.α+ µ.βγ + ω′
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 � � ����� ��� �

��=
ω′ �?@Q�T8�4�8�����.,�0! �

rad2A
N3���

(λ, µ)
�?@Q�T8�4�8�����.V�I! �

k2 − {(0, 0)} 9j�0.1%b� .
%(� ���������QP 2 ��@Q���[!$#&%(4-u�G�' ����@Q� �

A
! 8 F . �eP\%(�

α 7→ βγ
���
βγ 7→ α

! ��.3�CU,� �-�Q���
_b4{#&%(P P 4-��U,�3���0_

ω
��.>Pj��� �"@Q� P Pj�:@����TU,�3�

λ 6= 0
9 : � �-�Q������.3@Q� �-���A_b��� 4-�Q�-P 4-�����

ωP\%(�T� .>@B�^%(4l%(�-���:N\��.>@Q� P Pj�:@���U,�3�
λ = 1

9
; 4]�tsE��@Q����! �?@"8�4�8�����.,��@

X1
N
X2

N
X3

���
X4

! �
A
����4�@"U,�3�

ω′ = αX1α+ αX2βγ + βγX3α+ βγX4βγ.

���"! �?@"8�4�8�����.V��@
Y1

N
Y2
N
Y3

���
Y4

! �
A
����4�@"U,�3�

ω2 = αY1α+ αY2βγ + βγY3α+ βγY4βγ.

��.>P\%(�Q�Q����� 4-�����W��.+%

αY1α = α[X2βγ + βγX3 +X1α.βγX3 +X2βγ.αX1]α.

�7���C���
X1

�?@��f�?����' �-.\%(��@���.[4-�-.38^%(�-���T!$#k8�4�8�����.V��@7! �H4l% ~ ���Q���
βγ.(α.βγ)i

���
X3�?@Q�I�?����' �-.\%(��@B��.`4-�-.38^%(�-���O!$#k8�4�8�����.,��@c! �A4l% ~ ���Q���

(α.βγ)i
N<��.`%

X1α.βγX3 =
βγX3αX1

N3P � ��@

αY1α = α(X2βγ + βγX3)(αX1α+ α).

; 4]�tsd��@�����! �?@T@��^%(4l%(�-���?@
λ0 . . . λt

���
µ0 . . . µt

����4�@"U,�3�

X2 =
∑

i

λi(βγ.α)i
���

X3 =
∑

i

µi(α.βγ)i.

xd���-�
i0

4{#k��.,�Q�����"! 8 F . �]�?���C���c8��B%(.V�H4��IP 4-�3@XPj���Q�-�T��.V�Q�����
i
����4]U,�3�

λi 6= µi
@Q�j� .

����4]P 4-�3@TP)���Q�-�"��.,�Q�����"�tsE��@Q���:N3���HP\%(�
i0 = t

@Q�-.3��.]9\�0.1%C%(4�����@

αY1α ∈ rad2i0+3A.

x,� P Pj�:@���.3@��a%(�-.,����.\%(.V�1U,�3�
ω2 ∈ socA

9T�7���C���
socA = rad2tA

%(4�����@
i0 ≥ t− 1

9
�0.�*�8��Q� F �mUV�3�a4{#k�?@QP\%��?�a*��?�������Q����4

[A, A]
��. u���.3!E��8mP\%(�A4��?@O�?���C�A� �B%(����� ��@

! �
A

%�!E�����TPj��� �T'\%�@��I4{#k��.3@����A' 4��

{(α.βγ)iα, βγ(α.βγ)i, (α.βγ)i + (βγ.α)i | i = 1 . . . t− 1}
! ��.3�����d!E� 4��

[A, A]
��.+%

ω2 ≡ (αX2βγ)
2 + (βγX3α)2

≡ (α.βγ)2X2
2 + (βγ.α)2X2

3

≡
∑

i≥0

[λ2
i (α.βγ)2i+2 + µ2

i (βγ.α)2i+2]



� ��� 
��� � � ���
 ��� 	 ��� �
� � 	 � � 	 � � � � � �

���6@Q�
i < i0

%(4�����@
λ2
i (α.βγ)2i+2+µ2

i (βγ.α)2i+2 ∈ [A, A]
NY���r�?���C���

i0 ≥ t−1
��.

��' �Q����.V�
ω2 ∈ [A, A]

9<iM# �-.V������@��?���Q����.
[A, A] ∩ socA

8��B%(.V�W���?@Q�Q�����-.V���b_C4{#k�?@QP\%��?�
.V� 4{N:��.�%

ω2 = 0
N:�?�7U,� � �-�CP 4-��U,�3�HUV�]# �-4E.]#k�tsE��@Q���XP\%�@e!$# ��@��������QP 2 ��@Q���

A′ ∼−→ A
9

�

�0.+%�%(�3@�@Q�$4��I4����C����@Q� �-*�%(.,� <

�� � � � ����� � * � � �����

B
"$� �#2��4
���  
 {D(2A)t, c, D(2B)t, c} � 
�� C " ��.��&� �

� #5
 � 
  

B
�;���! �"$#5
, 
4#%� �������


P 2
1

δ−→ P 0 .����8. 
������� 
�  
 ������ � 
-� � � � �
�(" ��� � �!
 � "/
 C � �-�(� � 
�#5� � �9� � �(���-�;�  
  ��'� ����� .!������� � � #%���(� C 
(�� �'�-������� ��� 
 ��".���� � #2
 � 


C0 : P 2
1

(
γ
γα

)

// P0.

.���� . 
-�������4
�  
 ����� � 
�� � �

�  � ��	 ,�/�� ��/.45� 	 � xd���-�
B = D(2A)t, c

9 � ���3@f%(4-4���.3@M�tsEP 4-�����-�����M4{#k��.3@����A' 4��T! �?@
�?���CP 4��tsE�?@"��@��������QP 23�?@0%(�>�?���CP 4��ts �

C0
9\�7��4l%b����*d����.V�0_��^%(4���� 4����T4{#k��.3@�����' 4��

E =

{
f−1.

(
γ
γα

)
.g

∣∣∣∣ f ∈ End(P 2
1 ), g ∈ End(P0), f, g inversibles

}
.

i]�?@C�?@QP\%��?�?@
Hom(P1, P0)

���
Hom(P0, P1)

%�!E�����Q����.V�aP)��� �b'\%�@��m4��?@C��.ED
@�����' 4��?@

Hom(P1, P0) : {γ(αβγ)i, γ(αβγ)iα | i = 0 . . . t− 1}

Hom(P0, P1) : {β(γαβ)i, αβ(γαβ)i| i = 0 . . . t− 1}.
�0.�.3�����

I
4��m@����3@SD=�?@QP\%��?��! �

Hom(P1, P0)
��. u���.3!E��8�P\%(�O4��?@

γ(αβγ)i
���

4��?@
γ(αβγ)iα

����4�@[UV�3�
i ≥ 1

97�0.�.3�����
J0

���
J1

4��?@��B%�!E���^%(�Es����?@�P)�?���Q� ~ @a! �
End(P0)

���
End(P1)

NdP � ��@
I ′

4��0@B���3@SD=�?@QP\%��?�
Hom(P1, P0).J0

9 �0.Z%b%(4�����@
I ′ =

γα.End(P0) = γ.J0
93i]�?@H�-.3��4-�3@Q����.3@

I ⊂ I ′ ⊂ Hom(P1, P0)

@���.V�"@��Q�Q�������?@T�^%(�
γ ∈ Hom(P1, P0)− I ′

���
γα ∈ I ′ − I 93i]��@����3@SD=�?@QP\%��?�

E1 =

{(
γ
γα

)
.g

∣∣∣∣ g ∈ End(P0), g inversible

}

�?@Q�H4{#k��.3@�����' 4��
{(

a0γ + b0γα+ I
d0γα+ I

) ∣∣∣∣
(
a0 b0
0 d0

)
∈ GL2(k)

}
.



� � � ������� � ����� � 
�� ���
 � ���
A∞


 � � ����� ��� �

qr��� �a����� �[8�4�8�����.V�
a
! �

End(P1)
Nf��.�.3�����

a = a01 + a1
��=

a0
�?@Q��� .

@��^%(4l%(�-�������
a1 ∈ J1

9	xd���-�
f =

(
a b
c d

) � . ��.3! �������QP 2 ��@Q���Z! �
P 2

1

9rL04�����@
f
�?@Q�

�-.,*�����@Q�-' 4��I@Q�\����@B��� 4�������.V�H@Q�34l%c�a%(�Q�Q���?�
f0 =

(
a0 b0
c0 d0

) �?@Q�M�-.,*�����@Q�-' 4��:93�0.[��' �Q����.,�
! ��.3�

E =

{(
a0γ + b0γα+ I
c0γ + d0γα+ I

) ∣∣∣∣
(
a0 b0
c0 d0

)
∈ GL2(k)

}
.

x,� P Pj�:@���.3@0UV�3�
C

�?@��H� .>�?���CP 4��tsE�

P 2
1

δ // P0
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)
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4
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q+1 ξ2
a−1in+ξ−2a−1in 0 1 1

τi

i=1... q−1
4

q−1 0 −ζ2(q−1)in−ζ2(1−q)in −1 −1

� ����� <
α′′ = α2a−1 N

β′′ = β2a 9



��� � � � � ��� � � 
 � � � � � � 	 �  � � � �� � ��� � ��� � �
��� �� � � 	 � 	 �  � � � � � � �������

i}%o�B%(' 4���5I9�&�! ��. .3�14���� ��@����?@��Q�Q�����Q����.3@�%(�Es
2′
D=8�4�8�����.,��@^NH���m4l%o�B%(' 4���5I9�'

! ��. .3��4��?@"�^%(�B%�����G����?@"���d!E� 4l%(�-���?@T�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@W! �
PSL2(q)

@Q�
q ≡ 3 (mod 4)

9
i}%b�a%(�Q�Q���?��! ��! 8?�?���CPj�:@Q�-�Q����.1�?@�� <




1 1 · · ·
1 1 1

1 1 1 · · ·
1 9 9 9

1

19 9 9
1

1 9 9 9
1
. . .

19 9 9
1

1 9 9 9
1




.

i6�?@�' 4��,�?@ 1 9 9 9
1

19 9 9
1

@���.,�c! �b�B%(�-4-4�� v−1
2 × (v − 1)

Nj�-4�@c%(P P\%(�B%(��@B@���.V�
2b−2

~ ����@f�B2\%���� .]9Vi]�"' 4��,� 1 9 9 9
1

F .\%(4\�?@Q��! �H�B%(�-4-4�� q−3
4 ×

q−3
4

9Vi6%��a%(�Q�Q���?�0! �0�X%(�Q�B%(.
�?@Q� <




2 1 1

1 2b−2+1 2b−2

1 2b−2 2b−2+1

2b−1 9 9 9
2b−1

1 9 9 9
1




.

�r%(' 4��^%(�1! �?@ χ(g)|Cl(g)|
χ(1) (mod 2)

<

1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0
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)
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4
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2
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(−1+

√−q) 1
2
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2
(−1+
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2
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i=1... q−3
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1 1 1 1 2 · · ·
1 1 1

1 9 9 9
1

19 9 9
1

1 9 9 9
1
. . .
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1

1 9 9 9
1

19 9 9
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1
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1
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19 9 9
1
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4 ×
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1 1 1 1 · · ·
1 1 1

1 9 9 9
1

19 9 9
1

1 9 9 9
1

19 9 9
1

1 9 9 9
1
. . .

19 9 9
1




.

i6�0P �����C�����H' 4��d� 1 9 9 9
1

19 9 9
1

�?@Q�H! �0�B%(�-4-4�� q−3
4 ×

q−3
2

N,4��?@7' 4��,�?@ 1 9 9 9
1

19 9 9
1@Q� �-*:%(.V��@0@���.V�0! �I�B%(�-4-4�� v−1

2 × (v − 1)
N �-4�@T@���.,�0%(�Z.3����' ���A! �

2b−1 9
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4 2
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N
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0���
ψ̄(q−1)v
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(
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(
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2 3
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SL2(q)
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�}%(' 4��^%(�w! �?@ χ(g)|Cl(g)|

χ(1) (mod 2)
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1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0

1 ξ̄in+ξ̄−in 0 q−1
2

q−1
2

q−1
2

q−1
2

1 0 ζ̄in+ζ̄−in q+1
2

q+1
2

q+1
2

q+1
2

1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
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1
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1
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. . .

19 9 9
1

1 9 9 9
1




.

i]�?@W' 4��,�?@ 1 9 9 9
1

19 9 9
1

@���.V�I! ���B%(�-4-4�� u−1
2 × (u − 1)

N)�-4�@�%(P P\%(�B%(��@�@���.V�
2a−1

~ ����@X��2\%���� .]N3%(�-.3@��)4�� �b%(P P\%(�B%����
2a−1 − 1

~ ����@^9di]�W' 4��d� 1 9 9 9
1
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q ≡ 3 (mod 4)
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(

1 0
0 1
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1 0
0 α′′n

)

n=1...u−1
2

γ
(
β′′n 0
0 β′′qn

)

n=1...v−1
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(
1 1
0 1
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i=1... q−3
4

q + 1 ξ2in+ξ−2in 0 1

ρ′i
i=1...v−1

2

q − 1 0 −ζ21+b(q−1)in−ζ−21+b(q−1)in −1

����� �\5I9 �!��� �X%(�B%�����G����?@0�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@W! �
SL2(q)

N
q
�-�CP\%(�-�

��� ��������� λ
(

1 0
0 1

)

λ=±1

(
αn 0
0 α−n

)

n= q−3
2

γ
(
βn 0
0 β−n

)

n=(q−1)m

m=1... q−1
2

(
1 1
0 1

) (−1 1
0 −1

) (
1 α
0 1

) (−1 α
0 −1

)

� ��� � �
	���� � �
� �� �� � � ������� � q(q+1) q(q−1) q2−1

2
q2−1

2
q2−1

2
q2−1

2

ϕ0 1 1 1 1 1 1 1

ϕ′
0 q 1 −1 0 0 0 0

ϕi

i=1... q−3
2

(q+1)λi ξin+ξ−in 0 1 (−1)i 1 (−1)i

ψi

i=1... q−1
2

(q−1)λi 0 −ζin−ζ−in −1 −(−1)i −1 −(−1)i

ϕ′
ε

ε=±1
q+1
2
λ

q−1
2 (−1)n 0 1

2
+ ε

2
r 1

2
η+ ε

2
r 1

2
− ε

2
r 1

2
η− ε

2
r

ψ′
ε

ε=±1
q−1
2
λ

q+1
2 0 −(−1)m − 1

2
+ ε

2
r 1

2
η+ ε

2
r − 1

2
− ε

2
r 1

2
η− ε

2
r

� ������<
η = (−1)

q−1
2
N
r =
√
ηq
9



� ��� 

GL2(q)

���!�




2a+1 2a 2a

2a 2a−1+2 2a−1

2a 2a−1 2a−1+2

2a 9 9 9
2a

1 9 9 9
1




.

x,�
q ≡ 3 (mod 4)

N 4l%b�a%(�Q�Q���?��! �c! 8?�?���CP)�:@��-�Q����.+�?@Q�



1 1 . . . 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 9 9 9
1

1 9 9 9
1

19 9 9
1

1 9 9 9
1
. . .

19 9 9
1




.

i]�?@I' 4��d�?@ 1 9 9 9
1

19 9 9
1

@B��.V�c! �O�B%(�-4-4�� v−1
2 × (v − 1)

Nj�-4�@c%(P P\%(�B%(��@�@���.,�
2b−1

~ ����@e�B2\%���� .]9Vi]�H' 4��d� 1 9 9 9
1

F .\%(4<�?@Q�M! �X�B%(�-4-4�� u−1
2 × u−1

2

9:i}%I�a%(�Q�Q���?�T! �"�X%(�Q�B%(.
�?@Q� <




4 2 2

2 2b−1+2 2b−1

2 2b−1 2b−1+2

1 9 9 9
1

2b 9 9 9
2b




.

� � �
GL2(q)

i6%A�B%(' 4���5I9 � �A! ��. .3�I4��?@H�^%(�B%�����G����?@T�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@"! �
GL2(q)

9EKe4-4����?@Q�X�Q�-��8?�
! � =kJI/ �EN(P\%(u�� � &�" ? 9 �0.3�H%��?�?��4l%�! �T%(�ED=! �?@�@Q�3@e!$# � .3�H�?��4���. .3�X�-.3!E��U,�3�X4��7.3����' ���
! �A��4l%�@�@B�?@"����P ��8?@���.,��8?�?@IP\%(�W�?���Q���O�?��4���. .3�:N)� .3�O%��?�?��4l%�! �b! ��*:%(.V�I� .3�A4-�-u:.3���-.ED
!E��UV�3�A4���.3���A' ���C! �A�^%(�B%�����G����?@c����P ��8?@���.V��8?@IP\%(�I�?���Q���O4-�-u:.3�:9$�7�?@W�-. ~ ���Q�a%(�Q����.3@
@����Q*���.V�0_b�?��.,�Q�����"4��?@T! 8 ~ %(� ��@"!$# �-.3!E� �^%(u��:9



�! ! � � � ��� � � 
 � � � � � � 	 �  � � � �� � ��� � ��� � �
��� �� � � 	 � 	 �  � � � � � � �������

� � ���<5I9 � � � �X%(�B%�����G����?@T�-�Q��8?!E�3���Q�-' 4��?@W! �
GL2(q)

(q−1)
(q−1)(q−2)

2
q(q−1)

2 (q−1)
︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷

� � ���������
(
αn 0
0 αn

)

n=0...q−2

(
αn 0
0 αm

)

n,m=0...q−2

n<m

γ
(
βn 0
0 βqn

)

n=1...q2−2

q+1-n

(
αn 1
0 αn

)

n=0...q−2

� ��� � �
	������ �
� �� �� � � ������� � q(q+1) q(q−1) q2−1

(q−1)

{
ϕi

i=0...q−2
ξ2in ξi(n+m) ξin ξ2in

(q−1)

{
ϕ′

i

i=0...q−2
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λ = 1 . . . 2a+b − 1 2b - λ

9
i]�T' 4��d�HP �Q�-.3���-P\%(4j! �

GL2(q)
�?��.,�Q����.V�X! ���Esa�^%(�B%�����G����?@f���d!E� 4l%(�-���?@��-�Q��8?!E�3�tD

�Q�-' 4��?@^NV4��I�^%(�B%�����G����I�Q�Q�-*d�l%(4$����� .Z�^%(�B%�����G�����! �W! ��u:��8
q− 1

NE8�uV%(4]_A4l%c���?@��Q�Q�����Q����.
!$# � .+�^%(�B%�����G����

ψλuv
%(�Es

2′
D=8�4�8�����.V��@Y9

xE%O�a%(�Q�Q���?��! ��! 8?�?���CPj�:@Q�-�Q����.1�?@��H4l%C@Q� �-*:%(.V����<
(

1 · · · 1 1 · · · 1 2 · · · 2 0 · · · 0
0 · · · 0 1 · · · 1 1 · · · 1 1 · · · 1

)

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
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(
αn 0
0 αn

)

n=0...q−2

(
αn 0
0 αm

)

n,m=0...q−2

n<m
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0 1
αn 0

)

n=0...q−2

� �������
	���� � �
� ����� � � ������� � �

q−1

(q−1)

{
χi

i=0...q−2
ξ2in ξi(n+m) ξin

(q−1)

{
χ′

i

i=0...q−2
ξ2in ξi(n+m) −ξin

(q−1)(q−2)
2

{
χij

i,j=0...q−2

i<j

2ξ(i+j)n ξin+jm+ξim+jn 0
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��� ���������
(
αn 0
0 αn
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n=0...q−2

γ
(
βn 0
0 βqn

)

n=1...q2−2

q+1-n

γ
(

0 βn

βqn 0

)

n=0...q−2

� ����� �
	 ��� � �
� �� �� � � ������� � �

q+1

(q−1)

{
χi

i=0...q−2
ξ2in ξin ξin

(q−1)

{
χ′

i

i=0...q−2
ξ2in ξin −ξin

q(q−1)
2

{
χ′′

i

i=1...q2−2

q+1-i

2ξin ζin+ζqin �

� ������< γ(βn 0
0 βqn

)
∼ γ
(
βqn 0
0 βn

) N
χ′′
i = χ′′

qi

��=
qi
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q2 − 1
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n=0...q−2

(
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(
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(q−1)

{
χi

i=0...q−2
ξ2in ξ2inξ′im ξ2inξ′im

(q−1)

{
χ′

i

i=0...q−1
ξ2in ξ2inξ′im −ξ2inξ′im

q−1
2 (2a−1)





χi j

i=0...q−2

j=0...2a−1

2a-i−2j

2ξin ξin(ξ′jm+ξ′(j−i)m) �

� ����� < (αn 0
0 αnα′m

)
∼
(
αnα′m 0

0 αn

) N
χi j = χi j−i

��=
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��� ���������
(
αn 0
0 αn

)

n=0...q−2

(
β′′n 0
0 β′′qn

)

n=1...2b(q−1)−1

2b-n

(
0 β′′n

β′′qn 0

)

n=0...2b−1

� ��� � �
	���� � �
� �� �� � � ������� � �
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(q−1)

{
χi

i=0...q−2
ξ2

bin ξin ξin

(q−1)

{
χ′

i

i=0...q−2
ξ2

bin ξin −ξin

q−1
2 (2b−1)





χ′′
i

i=1...2b(q−1)−1

2b-i

2ξin ζ′in+ζ′qin �

� ����� < (β′′n 0
0 β′′qn

)
∼
(
β′′qn 0

0 β′′n
) N
χ′′
i = χ′′

qi

��=
qi
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χ0
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χ1

� � �
ω ω ω2 ω2

χ2
� � �

ω2 ω2 ω ω
χ′

0

� D �  D � � D � �
χ′

1

� D �  −ω ω −ω2 ω2

χ′
2

� D �  −ω2 ω2 −ω ω
χ′′ � � D �     

� ������<
ω
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q ≡ 5 (mod 8))

(q−1)
q−1
2 (q−1) (q−1)

q−1
2︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷

��� �������	�
(
αn 0
0 αn

)

n=0...q−2

(
αn 0
0 −αn

)

n=0... q−3
2

(
αn 0
0 α′αn

)

n=0...q−2

αnA

n=0...q−2

(
0 αn

α′αn 0

)

n=0... q−3
2� �������
	���� � �

� ����� � � ������� � � � � � �

(q−1)

{
χi

i=0...q−2
ξ2in (−1)iξ2in ξ′iξ2in ξ2in (−ξ′)iξ2in

(q−1)

{
χ′

i

i=0...q−2
2ξ(2i+1)n 0 (1+ξ′)ξ′iξ(2i+1)n −ξ(2i+1)n 0

q−1
2

{
χ

(4)
i

i=0... q−3
2

2ξ2in 2(−1)iξ2in 0 −ξ2in 0

(q−1)

{
χ′′

i

i=0...q−2
3ξ2in −(−1)iξ2in ξ′iξ2in 0 −(−ξ′)iξ2in

q−1
2

{
χ′′′

i

i=0... q−3
2

4ξ(2i+1)n 0 0 ξ(2i+1)n 0
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q ≡ 3 (mod 8)
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(q−1)
q−1
2 (q−1)

q−1
2 (q−1)

︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷
��� ��������� αn

(
1 0
0 1

)

n=0...q−2

αnhI
n=0... q−3

2

αnA
n=0...q−2

αnB
n=0... q−3

2

αnhJB
n=0...q−2

� ��� � �
	���� � �
� �� �� � � ������� � 6 8 12 6

(q−1)

{
χi

i=0...q−2
ξ2in ξ2in ξ2in ξ(2n+1)i ξ(2n+1)i

(q−1)

{
χ′

i

i=0...q−2
2ξ(2i+1)n 0 −ξ(2i+1)n 0 ξ(2i+1)n+iζ′2(ζ′3u−ζ′u)

q−1
2

{
χ

(4)
i

i=0... q−3
2

2ξ2in 2ξ2in −ξ2in 0 0

(q−1)

{
χ′′

i

i=0...q−2
3ξ2in −ξ2in 0 −ξ(2n+1)i ξ(2n+1)i

q−1
2

{
χ′′′

i

i=0... q−3
2

4ξ(2i+1)n 0 ξ(2i+1)n 0 0
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