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0. Introduction

0.1 Motivations

Nous étudions dans cette these un cas particulier d’'une conjecture sur la distribution des
points CM des sous-variétés de variétés de modules de variétés abéliennes. Il s’agit d’une
question motivée par une conjecture d’André et Oort concernant la géométrie des variétés
de Shimura.

Les variétés de Shimura usuelles sont les variétés qui paramétrisent les variétés abéliennes
polarisées munies d’endomorphismes, ou plus généralement de cycles de Hodge. En pre-
scrivant davantage de cycles de Hodge, on obtient des sous-variétés remarquables de la
variété de Shimura considérée, appelées sous-variétés de type de Hodge. Les sous-variétés
de type de Hodge de dimension 0 sont appelées points spéciaux. Ces points spéciaux sont
denses dans toute sous-variété de type de Hodge.

La conjecture en question caractérise précisément les sous-variétés de type de Hodge par
la Zariski-densité des points spéciaux qu’elles contiennent.

Dans le cas de A, 'espace de modules des variétés abéliennes principalement polarisées de
dimension g, Les points spéciaux sont appelés des points CM. La conjecture en question
prédit précisément dans ce cas

0.1.1 Conjecture Soit S une sous-variété de A, @ C l'espace de modules de variétés
abéliennes polarisées sur le corps de nombres complexes. Si S contient un ensemble de
points CM dense alors S est une sous-variété de type de Hodge.

Dans [A89] pp 214-216 André a proposé de caractériser les courbes modulaires dans
A, par la propriété qu’elles contiennent une infinité de points CM.
Plus tard, mais indépendamment, Oort [097] a conjecturé que les sous-variétés de type de
Hodge de A, sont caractérisés par la Zariski-densité des points CM.

Dans [A89] pp 214-216, André a remarqué l'analogie de cette conjecture avec le
théoreme de Raynaud.

0.1.2 Théoreme [R83] Soit X une variété abélienne complexe. Soit S une sous-variété
algébrique qui contient un ensemble Zariski denses de points de torsion. Alors S est le
translaté d’une sous-variété abélienne par un point de torsion.
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Dans ce contexte, 'analogue de la variété abélienne (resp. des points de torsion, des
translatés de sous-variétés abéliennes par un point de torsion ) est la variété modulaire A,
(resp. les points CM, les sous-variétés de type de Hodge ).

Ce travail est motivé aussi par la conjecture de Coleman ([C87] conjecture 6):

0.1.3 Conjecture Soit g > 4. Alors il existe uniquement un nombre fini de courbes
algébriques C de genre g tel que Jac(C) est de type CM.

Pour ¢ = 4 ou 6, les exemples “hypergéométriques” de de Jong et Noot montrent qu’il
n’en est rien. Pour g = 5 et ¢ > 7, la conjecture reste toujours ouverte.

0.2 Rappel des résultats antérieurs

0.2.1 Moonen s’est intéressé a la conjecture dans [Mo95] IX. Il a caractérisé les sous-
variétés de Hodge en termes de linéarité formelle. Il a donné une variante de la conjecture,
ce qui permet de prouver la conjecture pour une sous-variété S qui vérifie la propriété suiv-
ante. La variété S contient un ensemble Zariski dense ¥ de points spéciaux tel qu’il existe
un nombre premier p tel que les variétés correspondantes a tous les s dans ¥ admettent
une réduction ordinaire dont elles sont le relevement canonique.

0.2.2 Dans [E98], Edixhoven a démontré la conjecture pour le produit de deux courbes
modulaires sous I’hypothese de Riemann généralisée pour un corps quadratique.

Il montre en premier lieu, que les deux corps CM associés au couple de points CM
(j1, j2) coincident pour une infinité des points CM. C’est un résultat di essentiellement a
I’action de Galois sur les points CM et au théoreme de Siegel sur la croissance du nombre
de classes d’idéaux.

Puis, il montre que les sous-variétés en question sont incluses dans leurs images par
un opérateur de Hecke T}, x T}, pour p assez grand. L’hypothese de Riemann généralisée
permet d’affirmer I'existence d’un tel p.

André [A98] a démontré le méme résultat sans ’hypothese de Riemann généralisée.

0.2.3 Théoréme [A98] Soit S une courbe algébrique irréductible dans C%, qui ne soit
ni une droite horizontale, ni une droite verticale. Alors S est une courbe modulaire si et
seulement si S contient une infinité de points (j,7’) tels que j et j' soient des invariants
modulaires singuliers.

Pour la démonstration, on suppose 'existence d’une suite infinie (j,,j/) de points
complexes de S tels que j, (resp. j;,) soit I'invariant modulaire d’une courbe elliptique E,,
(resp. E!) & multiplication complexe
Dans la premiere partie, André montre 1’égalité entre les deux corps CM associés au couple
(Jn, jl,)- Sa démonstration est différente de celle d’Edixhoven mais elle repose sur les méme
arguments.

Dans une deuxieme partie, André montre que la suite de points (j,, j/,) se situe sur une
branche unique de S passant par (0o, 00). Cette affirmation repose essentiellement sur un
résultat d’approximation diophantienne de D. Masser [Ma75] I-1-1.
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0.2.4 Dans [Ya99] chp7, Yafaev a démontré la conjecture pour le produit de deux courbes
de Shimura associées a une algebre de quaternions indéfinie sur Q sous I’hypothese de
Riemann généralisée.

Edixhoven [E99] a prouvé la conjecture, pour des surfaces modulaires de Hilbert, sous
I'hypothese de Riemann généralisée. Il a utilisé les méme arguments que dans [E98]. Avec
en plus des techniques plus avancées comme le théoreme de partie fixe sur la variation de
structure de Hodge.

Yafaev [Ya00], a démontré qu'une courbe dans une variété de Shimura contenant un sous-
ensemble infini de points spéciaux dans une orbite de Hecke est de type de Hodge. Ce
dernier résultat a été généralisé par Edixhoven et Yafaev [EYa0l], en remplagant l'orbite
de Hecke par les classes d’isomorphismes de Q-structure de Hodge.

0.3 Résultats principaux

0.3.1 Nous nous intéressons dans ce travail au cas des courbes de type hypergéométrique.
Oort est le premier qui a proposé d’étudier le cas de ce type de courbes [A97] 2.2.

Soit A € C\ {0,1} et N un entier > 1 non divisible par 3.

Soit C'n(A) la complétion projective lisse de la courbe affine d’équation

CnA) sy =z(z —1)(z — N

Puisque 3 f N, Cx(A) est une courbe de genre N — 1. L’image de P! \ {0,1,00} dans
An_1, 'espace de modules des variétés abéliennes principalement polarisées, correspond
a une famille de jacobiennes .Jy(\); c’est une courbe irréductible que nous notons Sy .
Dans ce cas, la conjecture 0.1.1 se traduit de la fagon suivante :

0.3.2 Conjecture Soit N un entier > 1 non divisible par 3. La courbe Sy est modulaire
si et seulement si l'image dans Sy(C) des points A € C\ {0,1} pour lesquels Jn(A) est
une variété abélienne de type CM, est infini.

Il est déja connu [Mu69] que si une variété algébrique S de A, est modulaire alors I’ensemble
de ses points CM est partout dense dans S(C) munide sa topologie archimedienne. Donc,
il est question de la réciproque.

0.3.3 1l est clair que So est modulaire. En effet, I'application correspondante de P!\

3
{0,1,00} dans A! est donnée par A — j = 28(126\%. Donc Ss est la droite des

invariants modulaires.

La jacobienne J4(A) est isogéne au cube de la courbe elliptique J2(\). Donc Sy est une
sous-variété modulaire de A3 paramétrant des variétés abéliennes munies d’une certaine
isogénie vers le cube d’une courbe elliptique.

De Jong et Noot [dJN91] ont étudié le cas N =5 (resp. N = 7). On obtient une famille de
jacobiennes avec multiplication complexe par Q(¢s) (resp. Q(¢7)). La variété de Shimura
qui paramétrise J5(A) (resp. J7(A)) est de dimension 1. Donc Sy (resp. S7) est une partie
ouverte d’une sous-variété de type de Hodge .
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Les deux auteurs, dans le méme article [prop 5.7] suggerent que Sy n’est modulaire que
pour N < 8.

Dans ce cas, la conjecture 0.1.1 revient a démontrer que pour N > 8, I’ensemble des
A e C\{0,1,00} pour lesquels Jy(A) est de type CM, est fini.

Dans ce travail, nous commencons par démontrer le résultat suivant:

0.3.4 Théoreme Soit N un entier, N > 8 non divisible par 3. Alors:

Sy est mon modulaire.

Soient A € C\ {0,1} et N un entier > 4 non divisble par 3. Soit Con(\) la complétion
projective de la courbe affine
Con(\) 1 y*N = z(z — 1)(z — N)

Soit Jon (A) la jacobienne de Con(A). On procede a une décomposition de la jacobienne
Jon (A) du & Wolfart:

J2N(>\) ~ J2N,new(>‘) X H JD(A)

ol Jon new(A) est une variétté abélienne de dimension ®(2N), dite la partie nouvelle de
Jon (M) et ot Jp(A) est la jacobienne de la complétion projective de la courbe

Cp(\) :yP = x(x —1)(z — \).
On modifie la décomposition précédente par un revétement S de P! pour obtenir une
variété abélienne Jon new (A)principalement polarisée.
Le produit de Jan new(A) X J2(A) est & isogenie pres un facteur de Jon ().

On s’intéresse aux parametres A tel que Jon(A) est de type CM. Alors, il en est de
méme de Jon new(A) (et de J2(X)).

Considérons les points A CM vérifiant les propriétés suivantes:

H;) La variété abélienne Jan new() est & multiplication complexe par un ordre On new ()
de la forme Z[(] ® O2()), ot O2(A) est I'ordre de multiplication complexe de Ja()) et

C:ezN_

H) La variété abélienne Jon new(A) est simple.
Le résultat principal de ce travail est le suivant:

0.3.5 Théoréme Soit N un entier > 4 non divisible par 3. Alors ’ensemble des A € C\
{0,1} tels que Jon(A) est a multiplication compleze et tels que Hy et Ha soient satisfaites,
est fini.

Les théoremes 0.3.4 et 0.3.5 impliquent le théoreme 0.3.6:
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0.3.6 Théoreme : Soit N un entier > 4 non divisible par 3. Alors Son n’est pas modulaire
si et seulement si l’ensemble des A € C\{0,1} tels que Jan () est a multiplication compleze
et tels que Hy et Ha sont satisfaites, est fini.

0.4 Contenu de la these

Pour la démonstration de théoreme 0.3.4, on commence par déterminer les valeurs de
N pour lesquelles la famille Jy new(A) n'est pas modulaire. On utilise un calcul direct de
la monodromie des périodes d’intégrales abéliennes attachées a cette famille.
Pour les autres N, on calcule la dimension d’une certaine variété de Shimura attachée a la
famille Jn new(A) X J2(A). On utilise la théorie de Hodge et les groupes de Mumford-Tate.
On démontre plus précisement que le groupe qui définit la variété de Shimura associée a
JIN new(A) X J2(A) coincide avec le groupe de Mumford-Tate de Jn new(A) X J2(A).

La démonstration du théoreme 0.3.6 sur la finitude des A pour lesquelles la jacobienne
Jan (A) est & multiplication complexe repose sur le fait que les deux familles Jan new(A) et
J2(A) ont un comportement totalement différent lorsque A tend vers I'une des singularités
0,1, oo:la famille Jon new(A) y @ potentiellement bonne réduction tandisque J2(A)y possede
des pointes (cusps).
La variété de Shimura associée a Jan new(A) st compacte.

L’application de I'inégalité de Liouville aux relevés dans des domaines fondamentals at-
tachés a l'uniformisation des variétés de Shimura associées aux deux familles Jon new(A)
et Ja(A) aboutit & une contradiction; s’il existait une infinité de points A,, CM.

e D’un coté la considération de la partie elliptique et I’hypothese Hy implique que
pour les A CM, on a

| A |~ expD

ou D est le discriminant de EndJon new(A). On utilise essentielement un dévéloppement
de Puiseux.

e De l'autre coté, le probleme revient a majorer la hauteur logarithmique d’un point
T, d’'un domaine fondamental attaché & I'uniformisation de variété de Shimura associée
a JaN new(A) par la norme d’un idéal de I'ordre de multiplication complexe. Bien que le
point 7,, appartient au domaine fondamental en question, on en sait rien a priori sur ces
conjuguées. D’oti 'idée de remplacer provisoirement 7, par un point 7 € GLag(R N Q)
commode dont on peut controler les conjuguées.

Ci-dessous le plan de ce travail :

Dans le chapitre 1, on fait tout d’abord quelques rappels sur les fonctions hypergéo-
métriques, notamment sur leurs représentations intégrales comme quotients de périodes.
Ensuite, on établit des résultats sur les courbes de “type hypergéométrique” Cn () et
'action de py sur HO(Cn(N), Q') et HL 5 (Cn(A)). On explique alors comment obtenir la
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décomposition de la jacobienne Jy(A) de Cn(A) donnée par Wolfart. Ces résultats nous
seront utiles pour réduire le probleme.

Dans le chapitre 2, on fait des rappels sur les structures de Hodge, les variations de
structures de Hodge sur les variétés analytiques complexes lisses et les variétés de Shimura.
Apres, on démontre le théoreme 0.3.4. La démonstration repose essentiellement sur le
calcul de groupe de Mumford-Tate et la détermination de la variété de Shimura associée a

JN,new()‘)-

Le chapitre 3 est une application de la théorie de la multiplication complexe. On

démontre pour presque tout A CM, que le compositum du corps cyclotomique et du
corps CM associé & J2(A) coincide avec le corps CM des isogénies de Jon new(A) tel que
I’hypothese Ho soit satisfaite.
La premiere étape de la démonstration repose sur ’action d’un groupe de Galois sur un
autre par conjugaison. Cette action se fait par —1 par la théorie de multiplication elliptique.
D’autre part, par la théorie de multiplication complexe de Jon new(A), elle sera triviale.
Ensuite, on démontre par un argument géometrique que le degré d’extension de corps de
module sur Q(\) est borné indépendament de A. On conclut la démonstration par un
résultat de Chowla sur la croissance de nombre de classe.

Dans le chapitre 4, on montre la finitude des points CM vérifiant les hypotheses Hy
et Ha. Ces hypotheses permettent des simplifications pour des raisons techniques, et sont
probablement superflues. Nous supposons 'existence d’une infinité de points A, CM. Par
conjugaison, on peut supposer que A, tend vers 0. Les considérations sur les préimages
dans un domaine fondamental attaché a I'uniformisation des variétés de Shimura associées
a la famille Jon new(A) contredit I'inégalité de Liouville.

[’appendice 1, chapitre 4 est un rappel des résultats sur les réseaux et les minima successifs
utilisés pour la démonstration du résultat principal.

Dans I’appendice 2 du chapitre 4, on démontre le lemme de Minkovski pour un ordre
quelconque.

Dans le chapitre 5, on s’intéresse au cas N=10. Ce cas est tres particulier; c’est le seul
cas ol la variété de Shimura associée a J1g new(A) est de dimension 0 (N non divisible par
3). On calcule explicitement les périodes en termes de facteurs hypergéométriques. On
détermine leurs valeurs modulo Q* en termes de fonctions gamma dans des cas particuliers
de multiplication complexe et les relations monomiales entre elles.
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Chapitre 1

La famille de courbes
de type hypergéomeétrique

Dans ce chapitre, on commence par des rappels sur les courbes de “type hypergéométri-
que”. Ensuite, on explicite une décomposition a isogénie pres de la jacobienne d’une
courbe de “type hypergéométrique”, due essentiellement & Wolfart. On s’intéresse partic-
ulierement a la famille de la “ partie nouvelle” qu’on note T et & son algebre d’endomorphi-

smes. On utilise ces résultats pour effectuer une réduction de notre probleme au §1.5.

1.1. Rappels sur les fonctions hypergéométriques

1.1.1 Soient a,b,c € R et ¢ € Z<y.
On définit la fonction hypergéométrique de Gauss par :

(1.1.2) F(a,b,c,z) = iwz"

= (¢)nn!
(le symbole de Pochhammer (z),, est défini par (z)o =1 et (), = z(z + 1)...(x +n — 1)).
Elle satisfait a 1’équation différentielle :

(1.1.3) 2(z=1)F"+ ((a+b+1)z—c)F' +abF =0

Cette équation différentielle ordinaire du second ordre a pour points singuliers 0,1 et
oo. En dehors de ces points, (1.1.3) admet deux solutions locales Fy et Fy linéairement
indépendantes sur C.

Si on suppose que ¢,c —a — b et a — b ¢ 7Z, pour éviter les solutions logarithmiques,
alors on peut prendre comme systeme fondamental de solutions:
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- Au voisinage de 0 : {F(a,b,¢,2),2'“Fa+1—c,b+1—¢,2—c, 2)}

- Au voisinage de 1: {F(a,b,a+b+1—¢c,1—2),(1 —2)* P F(c—a,c—bc+1—
a—>b1-2)}

-Au voisinage de 0o : {z7*F(a,a+1—c,a+1—b, %),z_bF(lH-l —c¢,b,b+1—a, %)}

Sic > b > 0, la fonction hypergéométrique admet la représentation intégrale d’Euler

1 ' b—1 b—1
- - 1_ c—0— 1_ —a,d
B(b,c—b)/o "7 x) ( 2) x

ou B désigne la fonction Béta

F(a,b,c,z) =

! r
Blp.q) = [ 71—t =
0
Il est bien connu depuis déja la fin du 19°™¢ siecle que deux solutions indépendantes de

(1.1.3) sont données par
1 o0
/w et / w
0

w=az""11 - 2) "Y1 — zz) "%z

=

w

ou

1.1.4 Soient 29 € Pt — {0,1,00}, et (F1, F») la base ci-dessus de 1'espace des solutions de
(1.1.3).

Soit B € m1(PE—{0,1, 00}, 29). Le prolongement analytique de F; et F suivant 3 donne F
et F qui sont également deux solutions. Il existe alors une matrice carrée Mpg € GL(2,C)
telle que :

L’application:
p: m(Pct—{0,1,0}) — GL(2,C)
ﬁ — MB

est un homomorphisme de groupes, appelé représentation de monodromie. Son image
dans GL(2,C) est le groupe de monodromie. Pour décrire la monodromie, on utilise
les triangles de Schwarz.

Soit zp un point dans le demi-plan supérieur H = {z € C | Imz > 0}, et soient F; et Fy
deux solutions indépendantes de (1.1.3) au voisinage de z.

Le quotient D(z) = % est appelé fonction triangulaire et on a le théoreme suivant:

Théoréme 1.1.5 (Schwarz) La fonction D(z) = £t envoie # sur un triangle curviligne.
Les sommets correspondent auz points D(0), D(1), D(oo) et les angles correspondants sont

respectivement | (1 —c¢) | m,| (c—a —0b) | m,| (a —b) | 7.

Pour la démonstration nous renvoyons le lecteur a [Y97 §6] et [Ca61] pour plus de détails.
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1.2. La situation géométrique

Soient N > 2 et 1 < A, B,C < N des entiers tels que pged(N, A, B,C) = 1. Soit
A € C\{0,1}.
On considére la courbe projective lisse Cy(\) associée a I’équation affine:

y¥ =2t - 1P (@ - N

On note dy = pged(N, A),d; = pged(N, B),dy = pged(N,C),do = pged(N, A+ B + C).
La formule de Riemann-Hurwitz donne le genre g de Cn(A):

N d;
2g—2:—2N+Zd¢[E—1] donc g = 22 .

Soit le revétement Cn () — PL & N feuillets défini par (z,y) — x, ramifié en 0,1, X et
oo (avec A € QA #0,1,00)
Soit x 'automorphisme canonique qui permute ces feuillets, donné par :

(,y) — (z,¢x'y)  (v=eF

L’espace des différentielles de premiére espece de Cn x se décompose en somme directe
d’espaces propres V,, par l'action de x*;

H'(Ox(0).2Y) = PV,

avec Vy, = {w € HY(Cn A, Q) | x*w = (Rw}.
Dans la suite on choisit les formes différentielles de la forme:

z%(x — 1)P(x — N

dz 0<n<N-1 e ap,vez
yn

w(a, Byv,n) =

Lemme 1.2.1 w e H°(Cn()),QY) si et seulement si

B C 1
a>2d4 L1 g>oBpl_1 p>nC4 L
(1.2.2) ( )
A+B+C 1
OZ+6+V§%_W_]—

Démonstration. w(a,,v,n) est holomorphe si ord,w(a, 8,v,n) > 0 pour tout p €
Cn (). 11 suffit alors de calculer les ordres aux points de ramification :

ordow(a, B,v,n) = N(a—24)+ N —1
ordiw(a, B,v,n) = N(pB-Z2B)y+ N -1
ordyw(a, B,v,n) = N(py—28)+ N -1
ordew(a,B,v,n) = N(a+pf+v—-3%)+N—-1
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Soient:
() :Q—QnJ0,1] la partie fractionnaire

[ ] :Q—Z la partie entiere

Théoreme 1.2.3 Considérons la décomposition précédente:

n=N-—1
HO(CN(A)’Ql) = @ Va
n=0
Posons o :=[2%4], B:=[28),v:=[2¢] et 71, =dimV,. On a alors :

i) ra = () + (50) + (%) — (nAF6)
it) Sir, =1 alors V,, a pour base {w(c, B,v,n)}
Siry, =2 alors V,, a pour base {w(a, B,v,n),w(a+1,5,v,n)}.

Démonstration. Voir ([Wo88] §4) pour i) et ([Mar89] th 3.1.9) pour ii).
Remarque 1.2.4 On a

=01 ou 2 e r,+r_,=2 Vne(Z/NZ)*

et
Z rn =®(N) ; ou P(N) est la fonction d’Euler.
n€(Z/NZ)*

1.2.5 On considére toujours la courbe définie sur C(A) associée a la courbe affine Cnx ()
définie au § 1.2. Le groupe pn des racines N®™¢* de ['unité opere sur le corps de fonctions
C(A\)(z,y) par Pautomorphisme x. Donc il opere par fonctorialité sur Hpr(Cn())), la
cohomologie de de Rham de Cn ().

En effet, on peut définir une extension de 'action de py sur Q! par ¢%.(udx) = ((¥.u)dz.
C’est une action qui préserve les formes différentielles de seconde espece et les formes
différentielles exactes.

On en déduit, par passage au quotient, action de un sur Hpr(Cn(N)). Cette action
coincide avec 'action de x* par la multiplication a travers (.

Les formes différentielles w(c, 3,v,n), obtenues par laction de x*, forment une base de
HLER(Cn (X)) et on a la décomposition suivante:

Y p(On (V) = @ Hha(n)

oit Hpp(n) = {w € Hpp(Cn(N)) | X*w = (Rw}.
Proposition 1.2.6 [Mar89]

1 n n n n(A+B+C
1)d1meR(n):2_#({TA7WB,TC, ( +N+ )}ﬂZ)
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2) Si dimH}, 5 (n) = 2, alors Hp(n) a pour base U'ensemble {w(«, B,v,n),w(a+1,B,v,n)}
ot w(a, B,v,n) € QL.

Démonstration (voir [Mar89]th 3.1.13)

1.3 Décomposition de Wolfart

Dans ce paragraphe, nous commencons par décrire la décomposition de Wolfart de
la jacobienne de la courbe Cn(A). Nous déduisons ensuite des corollaires sur le corps de
multiplication complexe généralisée et son CM-type.

1.3.1 On peut interpréter la représentation intégrale des fonctions hypergéométriques
comme quotient de périodes a un facteur algébrique pres. Soient a,b,c € Q, et ¢ #
0,—-1,-2,.....

1 oo
F b 2\) = a—c -1 c—b—1 —A)d
(@hed) = gy, e DT = ) e

ou B désigne I'intégrale d’Euler. La forme différentielle intégrée

d
W= = 277z — 1)z — \) "%
Y

est une forme différentielle sur
On(N) sy =2 (z = )Pz = A)°
ou N est le plus petit dénominateur commun des parametres a, b, c et
A=(c—a)N, B=((b+c—1)N, C=aN.

Dans la suite on se borne aux formes différentielles w de premieres especes. La condition
de “premiere espece” s’exprime sous la forme

A B,C<N et A+B+C>N.

dz

La forme différentielle w = est un vecteur propre pour l'action de x* induite par

I’automorphisme de la courbe

Xt (z,y) = (@.0y'y),  (v=en.
La dimension de I’espace propre
Vo ={we H(Cn(X),Q") / X'w = (Ruw}
se calcule par la formule

ndy o nBy L nGy AT BEC

N)+<N>+<N>—(n N ). (ef.1.2.3)

rn =
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1.3.2  Soit S l'ensemble des différentielles propres obtenues pour les valeurs propres
n = ¢*F" avec n € (Z/NZ)*. Elles forment une base de V,, N'S. Soient a; et g deux
cycles d’intégration tels que x™(a1), x™(a2), (avec m = 0,..., N — 1) engendrent un sous-
groupe d’indice fini dans H1(Cn(\),Z). D’apres [K81], cela est possible, en prenant par
exemple les cycles de Pochhammer autour de 0, 1, A, et oo.

Les formes différentielles w € V,, avec (n,N) # 1, sont moins intéressantes, car leurs
périodes sont déja des périodes de la courbe

Cp(\) :yP? =22 (x - 1)B(x — N)°

ou D est un diviseur de N. En effet, il existe, pour tout diviseur D de N, un revétement
naturel  mp : Cny(A) — Cp(A)  donné par 3 — u =yD. Donc, Jp(A) est contenu
dans Jy ().

A chaque w € SNV, correspond le plongement

on  Qln) <= C
(v > (n

En utilisant I'intégration sur les cycles de Pochhammer et I’automorphisme canonique, on
obtient une forme simple pour la jacobienne décrite dans le théoréeme suivant [Wo88 §5
thi].

Proposition 1.3.3  La jacobienne Jn(X) est isogéne a un produit

INA) ~Tax [ Jo()
D|N,D#N

ot Ty est une variété abélienne de dimension ®(N), définie par C*WN) /A avec

A= {<an<u> /:ww(v) /fw) | u,v € ZICw]}.

weS

Corollaire 1.3.4 Z[(y] C End(T)).
Cela découle immédiatement de la définition de A. O

La jacobienne Jy(A) est principalement polarisée. Mais ce n’est pas le cas de la partie
nouvelle T. Dans la suite, on modifie la décomposition de Wolfart de la jacobienne Jy ()
dans le but d’obtenir une partie nouvelle T principalement polarisée.

Corollaire 1.3.5 Le CM-type généralisé de Ty est de la forme

S(N)
GG +2 D G
1 j=s+1
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ot s représente la moitié du nombre d’espaces propres V,, de H°(Ty, Q') de dimension 1.

Démonstration. TL’action de Q((y) sur HO(Ty, Q') induit la décomposition de la coho-
mologie de T en ¢(IN) espaces propres V,,. Cette action est donnée par la multiplication
par 0, (Q(Cn)), n € (Z/NZ)*. Donc le CM-type généralisé est de la forme ) 0.

Il y a une injection naturelle

(0n)wes : Z[(n] — EndgT)y

le morphisme o, est de multiplicité r,, dans cette injection. Les valeurs possibles de r,
sont 0,1,2. Puisque 7, = 0_p, > oy, est de la forme

weS
DGHG +2 D G
1 j=s+1

oll s représente la moitié du nombre d’espaces propres V,, de H°(T\, Q') de dimension 1.
O

1.3.6 On peut remplacer le réseau A par un réseau isomorphe

Al — {(Un(u) + a-n(v)Dw(A))wES | u,v € Z[CN]}

ou D, (A) = f lk: est la fonction triangulaire.

0
En calculant les ordres de w aux points de ramification 0, 1, A et 0o, la condition de premiere
espece s’exprime sous la forme

A B,C<N, A+B+C>N

Ainsi, on peut exprimer les angles définis dans la remarque 4 du paragraphe 1.1 de la facon
suivante:

To= -l = [1-A4C)
o= lb-al = %21
= le—b—a| = |1-Z<

On en déduit que v,0,x < 1. Alors D, () est une fonction triangulaire, qui applique
le demi-plan supérieur sur un triangle de sommets D, (0), D, (1) et D,(c0) et d’angles
Ty, 70, TK.

1.3.7 Dans [FKV99], les auteurs donnent une facon naturelle pour définir la partie nouvelle

Tx. Le revétement naturel mp : Cy(A\) — Cp(A) donnée par y — u = y> induit un

homomorphisme de jacobienne (en tant que variété d’Albanese) mpx : Jp(A) — Jn(A).
On note

INold(A) = Z miJp(N).

Le supplémentaire orthgonal de Jy o1q (en respectant la polarisation canonique de Jy (X))
est dite la partie nouvelle T ou Jn new(A).
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Les deux sous-variétés abéliennes peut étre exprimer en fonction des idempotents de Q[Z]
( Z =7/NZ) suivant:

€new = Z ,U/(D)GD
D|N

ou p est la fonction de Mobius, et

1
EDZBZh € Q[Z].

heZz

On a
Lemme 1.3.8 5% x:Z — C* est un caractere d’ordre N, alors

N-1 N-1

€Ep = E Exk €t €new = E Exk sy

k=0,D|k k=1,(k,N)=1

0U €yk = % dez x(9)kg~t € C[Z]. En particulier, epew est un idempotent symétrique de

Q[Z] et €p.€new =0, pour D | N, D # 1.
Démonstration (voir [FKV99] lemme 5.2).
Corollaire 1.3.9 On pose €new = Ne et €gja = N — €. Alors €pew, €o1a € End(Jn(N)) et

INo1d(A) = €1 (In(A),  INnew(A) = €new(In(A)).

En plus Jn(A) = IN,01d(A) +JIN new(A); €t IN 01a(A)NIN new(A) < IN(X)[N]. En particulier
IN(A) ~ Ino1d(A) X N new(A).

Démonstration (voir [FKV99] corollaire 5.3).

Remarque 1.3.10 La polarisation de Jy new(A) induite par la polarisation de Jy(X)
n’est pas principale .

1.4 La famille des variétés abéliennes 7y ..()

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques aspects de la méthode du plongement modulaire,
implicite dans les travauxde Fricke-Klein, puis développée par Cohen-Wolfart. Différentes
constructions du plongement modulaire d’un sous-groupe H d’indice fini dans un groupe
triangulaire Fuchien A de signature (p, g, r) sont détaillées dans [CoWo90].

1.4.1 On sait d’apres Klein [K81], que A agit sur les chemins d’intégration de la repré-
sentation intégrale de la fonction hypergéométrique, et donc sur toutes les composantes de
T.

En particulier, si o, correspond a un w, A agit sur D, par une transformation homo-
graphique. Donc A change uniquement les bases de 1’homologie et non la courbe Cn ()
ni les différentielles. Ainsi, A est le groupe qui fixe la famille des variétés abéliennes T .
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Drapres ([T76] pro2,pro3), tr(A) est contenu dans 'anneau Z[2, 2cos?, 2cos 7, 2cosT] en-
gendré par (2,2cos7, 2cos¥, 2cosT) sur Z. En particulier, le corps k1 = Q(tr(n)) (1 € A)
coincide avec Q(cos%, cosg, cos™). Soit A(A) I'espace vectoriel engendré par A sur ki dans
M5(R). Alors A(A) est une algebre de quaternions kq[A].

Si Ay un sous-groupe d’indice fixe de groupe triangulaire A et k£ le corps engendré par
les traces des éléments de Ag. Alors Ag engendre sur & une algebre de quaternions k[Ag]
contenue dans M>(R). Soit I' le groupe des unités de norme réduite 1 dans k[Ag]. Si H
désigne 'algebre des quaternions de Hamilton, il y a un isomorphisme d’algebres

L:k[Ag) ®g R — A= My(R)* @ H**

oun = [k: Q| et s est le nombre des places infinies non ramifiées de k dans k[A]. On
note k; la jé™¢ projection de A, alors v; = kj o L est un plongement de k[Ag] dans M2 (R)
sij=1,...,s et dans H pour j = s +1,...,n. Si on note w; = v;(w), w € k[Ao], on peut

définir une action de I' sur 4* donnée par
w:T = (T1,T2y .., Ts) —> (w1(T1), ..., ws(Ts))

ol w;(7;) est la transformation homographique de 7; par wj, j =1, ..., s.

Alors T' agit sur ‘H® comme un groupe discontinu. IL’inclusion de A, dans le groupe
arithmétique I' devient le plongement modulaire au niveau des groupes. Au niveau de
I’espace, on construit un plongement analytique

\ H — \ He
(fo wlyfl wl) — (IO wnafl wn)nE(Z/NZ)* avec rp=1

qui commute aux actions de Ay sur H et I" sur H®. Par passage au quotient on obtient un
morphisme non-trivial ¢» de X = Ay /H dans V = T'/H?® ou H le demi-plan de poincaré. Les
variétés abéliennes T construites sont de dimension ®(NV), et & multiplication complexe
généralisée par le corps cyclotomique Q(¢).

Shimura [S63] (voir aussi Siegel) [Si63] a prouvé que I'ensemble des variétés abéliennes
de type (Q(Cn), (0)w)wes est paramétré par un domaine complexe symétrique H*® ou
s =Y Tpr_n. Deux variétés abéliennes dans cette famille sont isomorphes si et seulement
si elles se trouvent dans la méme orbite du groupe modulaire I' qui agit comme groupe
discontinu sur H*®. La variété I'/H?®( nous revenons en détail sur cette variété de “ Shimura
” dans le chapitre 2) classifie donc cette famille de variétés abéliennes. On note

R={weS|weV, avec r,=1}.
Alors la dimension I'/H?® est s = %R. Les points de H*® qui correspondent aux variétés T’
sont donnés par 7 = (Dy,(A))wer-

1.4.2 Conséquences du prolongement modulaire Dans [CoWo090], les auteurs ont
développé certaines implications du plongement modulaire. Ils ont démontré en particulier
que les images des points fixes de A par le plongement modulaire sont des points CM. On
a la proposition suivante
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Proposition 1.4.3 Soit S une courbe projective lisse connexe défini sur Q. Il existe un
revétement fini surjectif
B:S — P

tel que T\ a bonne réduction potentielle en 0,1, 00 et les fibres en ces points de type CM.
En particulier,
T)\ ~ Al X Az

ot Ay et Ay sont deux variétés abéliennes avec multiplication complexe par Q(() (au sens
de Taniyama-Shimura) (2dimA; = [Q(¢) : Q|, i=1,2). Leurs types CM respectifs sont

2GH s ®(N)/2
r=) G =) Gt Y, G
j=1 j=1 j=s+1
Lemme 1.4.4 On a dimV =0 si et seulement si
. N P
#{ne(Z/NZ) |n<§}:%

Démonstration. dimV = 0 si et seulement si 7, =0 et rz =2 Vn € (Z/NZ)*. Ce
qui veut dire que §{ n € (Z/NZ)* | r, =0} = @. D’autre part

n 3n n 3n

hn=3< —> <" >=3[—]-[>2]=0

r <Ny <N [N] [N]
Ce qui est équivalent & 3[%] = [32]. Alors [3%] est un multiple de 3. Or 3% < 3 donc
[32]=0et n < 3. O
Proposition 1.4.5 Soit N = p un nombre premier tel que p = 2 mod 3.

End@T,\ = Q(C)

Démonstration. D’apres 1.4.2, La famille T, a une bonne réduction potentielle en

A = 0. On a alors par la théorie générale de la réduction [L.83 th3.2 p. 45] que I'application
EndQT)\ — EndQTo

est injective. Quitte a remplacer A par une racine de \ et faire tendre A tend 0. L a variété
T) se casse en deux parties ([CoWo090]§5)

TONBl><Bz
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ou Bj et B sont deux variétés abéliennes a multiplication complexe par Q(¢). Puisque

p = 2 mod 3, alors (voir [KR78] théoreme2) les deux variétés abéliennes By et By sont
simples.
Donc on a

e Si B; est non isogéne a Bs alors EndgTy = Q(¢) x Q(¢). Or Q(¢) est contenu dans

EndgT) alors EndgTh = Q(¢) ou Q(¢) x Q(¢).
e Si Bj est isogene & By alors EndgT\ = Q(¢) ou M>(Q(¢)) ou & un corps CM L tel que

Q(¢) € L € M(Q(¢))-
Dans le cas ou

Q(¢) x Q(¢)

End Ty = ¢ M2(Q(())

La variété T serait a multiplication complexe et donc dimV = 0 et T) est isotrivial. Or
d’apres le lemme 1.4.4, dimV = 0 si et seulement si N =6 ou 10. 0

1.5 Réduction du probleme

1.5.1 Soient A € C\ {0,1} et N un entier > 4, N non divisible par 3. Notons Can (M) la
complétion projective lisse de la courbe affine d’équation

y*N = a(z —1)(z — \)
Soit Jan () la jacobienne de Caon(A). On a la décomposition suivante (voir 1.3.9)

(1.5.2) Joan (A) ~ Jan new(A) X Jan o1d(A)

ol J2N,new()\) est une variété de dimension ®(2N) telle que EndgJan new(A) contient Q(¢)

ou ( = e3% . Soit V la variété de Shimura associe & JoN new(A). La variété V est de
dimension ¢ = 3Card(R) ot

R={ve (Z/2NZ)*/r, =1}

et
re= (D) ()~ Dy (e123)

D’apres la décomposition précédente Jon new(A) X J2(A) est & isogénie pres un facteur de
Jan(A) ot J2(A) est une courbe elliptique. Si Jon(A) est de type CM alors Jon new(A)
et Jo()) sont de type CM. Soient A (resp. A(M)) les points CM tel que Jo()) (resp.
JaN new(A)) est de type CM. Alors, on peut voir la droite des AN) (les points CM tel que
Jon(A) est & multiplication complexe ) comme une diagonale de la droite des A(?) et de la
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droite des A\y. Donc pour démontrer la finitude des points A € C\ {0, 1} tels que Ja()\)
est & multiplication complexe, il suffit de le faire pour le facteur Jon new(A) X Ja(A).

On remarque ici que la situation ressemble a celle du produit de deux courbes modulaires
étudiés dans [A98].

Remarques 1.5.3

e Si on prend A = 1 — j2, la courbe Con () est isomorphe & y?V = 23 — 1. La
jacobienne de cette courbe est & multiplication complexe par Q((sx). Donc A = 1 — 52 est
un point CM.

e D’apres le lemme, dimV # 0, pour N # 5. Pour N = 5, Jipnew(A) est isotrivial
i.e indépendant de A (nous revenons en détail sur ce cas dans la chapitre 5). Dans ce cas,
pour démontrer la finitude des points A € C\ {0,1} tels que Jip(A) est & multiplication
complexe, on prend le facteur J5(A) x Jo(A) au lieu Jig new(A) X J2(A).

1.5.4 Comme on 'a déja remarqué la variété abélienne Jon new(A) n’est pas nécessai-
rement principalement polarisée. Dans la suite et pour des simplifications techniques,

nous remplacons la variété Jon new(A) par une autre Jon new(A) principalement polarisée.

On peut choisir Jon new(A) de deux fagons différentes

1) Appliquer lastuce de Zarhin ( voir [F85] proposition 1) i.e remplacer Jon new(A)

par Jonnew(A) = Jon new(A)** X Jon new(A)* (01 Jan new(A)* est la duale Jon new(A)) qui
est une variété abélienne principalement polarisée de dimension 8®(2N).

2) On remplace Jon new(A) par une variété abélienne isogene et principalement po-
larisée, définie sur une extension fini de Q(A). On peut alors voir cette derniére comme la
fibre générique d’un shéma abélien Jon new(A) sur une courbe S, elle méme munie d’une

—_

fonction rationnelle A : S — P!. On remplace le schéma abélien initial Jon new(A) par
son image inverse sur S. On a alors une “décomposition de Wolfart” qui est lieu sur S ou
tous les facteurs sont principalement polarisés.

e~

Dans la suite on considére la “décomposition de Wolfart” sur S et note Jon new(A) par
J2N,new()\)-
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Chapitre 2

Groupes de Mumford-Tate et
variétés de Shimura attachés

8\

a Cn(A)

Dans ce chapitre, on démontre que la famille de jacobiennes Jy(A) n’est pas de type de
Hodge pour N non divisible par 3.

Comme m’a fait remarqué Edixhoven, si on combine ([dJN91] proposition 5.7) et ([No 96]
théoreme 3.7) on trouve que la famille de Jy (\) est de type de Hodge pour N non divisible
par 3. Mais cette preuve est trés indirecte.

On commence par rappeler les définitions principales et les résultats principaux sur les
structures de Hodge et leurs groupes de Mumford-Tate. On définit également la notion

de variété de Shimura et de sous-variété de type de Hodge. Pour plus de détails, on peut
consulter (par exemple) [D72], [D79], [M90], [M94], [M095], [M098] ainsi que [M0982].

2.1. Groupe de Mumford-Tate d’une structure
de Hodge

On désigne par S le groupe algébrique réel C*, déduit par restriction des scalaires a la Weil
de C a R du groupe G,,:
S = ReSC/RGm,@.

Soit

w: G, — S,
I’application canonique qui sur les points réels, induit 'inclusion de R* dans C*.
Soit

Nm:S — G,
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une application qui sur les points réels s’identifie a ’application norme définie par Nm = zZz.
Le noyau de Nm est le groupe Uy = {z € C* || z |=1}.

Définition 2.1.1  Soit V' un espace vectoriel sur Q de dimension finie. Une Q-structure
de Hodge sur V' de poids n peut étre définie de facon équivalente par :

e un morphisme h : S — GL(V)g tel que h o w(z) est une multiplication par z™.

e Une bigraduation V@ C = EBp+q:an’q,Vp’q =V2P oup,qc€Z.

e Une filtration FPVe = @<, V™" ™ telle que FP & FOD o Ve.

Si on remplace QQ par Z on obtient la notion d’une Z-structure de Hodge.

Soit V' une Q-structure de Hodge. On identifie S¢ a Gy, x G,,. Alors la filtration de Hodge
sur V est définie par
pn 2 G, — GL(V)c,

telle que pp(z) = he(z,1) et pp(2).v = 27 Pv ot v € VP1.

Définition 2.1.2 Le groupe de Mumford-Tate de V', noté MT(V), est le plus petit Q
sous-groupe de GL(V), tel que py, se factorise a travers MT (V).

Le groupe MT(V) est un groupe connexe, qui contient le sous-groupe G,, de GL(V) qui
consiste en les homothéties de V si n # 0.

Définition 2.1.3 Soit (V,h) une Q-structure de Hodge de poids n # 0.Le groupe de
Hodge ou le groupe de Mumford-Tate spécial, noté Hg(V), est le plus petit sous-groupe
de GL(V) défini sur Q tel que h/y, : Uy — GL(V) se factorise par Hg(V)r.

Ona MT(V) =G,,.Hg(V).

Proposition 2.1.4 Soit (V,h) une Q-structure de Hodge. Le groupe de Mumford-Tate
MT (V) est le sous-groupe de GL(V') qui fixe toutes les classes de Hodge i.e t € (V™ g
V®m2)(0’0), mi, Mg € ZZO et € Z.

Démonstration (voir [M90] prop 2.7).

Définition 2.1.5 Une polarisation d’une structure de Hodge V de poids n est un mor-
phisme
UV: VeV —Q(—n)

tel que la forme bilinéaire réelle qui a (z,y) associe (2im)™(x,h(i)y) soit symétrique et
définie positive.
Le groupe de Mumford-Tate d’une structure de Hodge polarisée est réductif.

2.1.6 Le groupe de Hodge d’un produit.

Soient V7 et V5 deux Q-structures de Hodge. Posons V = Vi @& V,. Par définition on a
Hg(V) C Hg(V1)xHg(Va) et les deux projections pr; : Hg(V') — Hg(V;) sont surjectives.
En général le groupe de Hodge Hg(V') n’est pas égal & Hg(Vy) x Hg(V3). Par exemple si
Vi = V4 le groupe Hg(V) est le sous-groupe diagonal de Hg(V7) x Hg(V2).
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La situation est similaire pour le groupe de Mumford-Tate sauf que MT (V') n’est jamais
égal & MT(Vy) x MT(V2) en poids n # 0. En effet le facteur central G,, est compté deux
fois dans MT (V1) x MT(V3) sauf dans le cas ot I'un de V; est de poids nul.

2.2. Groupe de Mumford-Tate d’une variété abé-
lienne

Le théoreme de Riemann donne une équivalence de catégories (cf [M0982] 1.2).

Z, — structures de Hodge
de type (—1,0)+ (0,-1)
polarisables

991 < variétés abéliennes >

sur C

qui & A associe Hy(A,Z). Par passage au dual (A — H'(A,Z)), on peut remplacer
(=1,0) + (0, —1) par (1,0) + (0,1). Ce résultat a plusieurs variantes:

e Les variétés abéliennes a isogénie pres correspondent aux Q-structures de Hodge
polarisables de type (—1,0) + (0, —1).

e Si S est une variété lisse sur C alors les schémas abéliens sur S correspondent aux
variations de Z-structures de Hodge polarisables de type (—1,0) + (0,—1) sur S. (cf.
ci-dessous).

Définition 2.2.2  Soit A une variété abélienne sur C. Alors le groupe de Mumford-Tate
de A, noté MT(A), est le groupe de Mumford-Tate de la structure de Hodge Hq(A, Q)
polarisable de type (—1,0) + (0, —1).

De méme le groupe de Hodge de A, noté Hg(A), est le groupe de Hodge de la structure
de Hodge H1(A,Q).

Soit A : A — A! une polarisation de A. Elle correspond & une polarisation de V

: VeV —Q(-1).
Soit ¢ € (V)®2 défini par (2iw)~'¢ la forme de Riemann qui correspond & ¢. Alors
d’apres [Mo98], la droite engendrée par ¢ est stable par Paction de Hg(A). Donc Hg(A)

est contenu dans le groupe symplectique Sp(V, ). L’équivalence de catégories (2.2.1)
implique I'isomorphisme suivant (cf [M0982] 1.2)

End(A4) ®z Q = Endg(A) ~ {classes de Hodge dans End(V)} = End(V)H94).

Donc Hg(A) est contenu dans le centraliseur de Endg(A) dans Sp(V, ¢).

2.3 Variations de structure de Hodge

La notion de variation de structure de Hodge est due a Griffiths (voir [G70], et aussi [D71]).

Définition 2.3.1  Soit S une variété analytique complexe lisse et connexe. Une variation
de @-structure de Hodge polarisée V de poids n sur S est la donnée de :
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e un systeme local Vg d’espaces vectoriels de dimension finie sur Q,

e une filtration holomorphe finie F* décroissante du faisceau analytique Vo = Os ®q
Vo,

e une polarisation définie par une forme bilinéaire

Q : VQ Xs VQ — Q(—n),

telle que les conditions suivantes soient vérifiées.

i) La condition de transversalité de Griffiths:
V(F?) C Qg ®os FP7!

ol v/ est la connexion de Gauss-Manin.
ii) En tout point s € S, V induit une Q-structure de Hodge polarisée (Vg s, Fs,Qs)
de poids n.

On définit de maniere analogue les variations de Z ou de R-structures de Hodge polarisées.

Soit S une variété analytique lisse complexe connexe munie d’une variation de Q-structure
de Hodge polarisable (V, F*, Q). On note M T} le groupe de Mumford-Tate de la structure
de Hodge fibre en s € S. Soit 7 : S — S le revétement universel. Choisissons un point
base b € S et un point b € S avec w(b) = b. On a donc une trivialisation 7*Vg ~ S x V,
telle que la polarisation 7*(Q corresponde a la polarisation ), dans V.

Soit s € S, le choix de 5 € S tel que 7(3) = s détermine un homomorphisme injectif
iz : MTg — GL(W). (cf [Mo095], chp 1 §2)

On sait qu'il existe (voir par exemple [A92] §4) un ensemble analytique 3 de S, distinct
de S union dénombrable de sous-variétés analytiques fermée de S tel que

i) Pour s € S\ %, I'image M :=im(i3) C GL(V}) ne dépend ni de s ni de 5. Le groupe
M est appelé groupe de Mumford-Tate générique de V.

ii) Pour tous les s et § comme ci-dessus avec s € 3, le groupe M T est un sous-groupe
propre du groupe de Mumford-Tate générique M.

L’ensemble S \ X est appelé le lieu de Hodge générique. Parfois il est plus commode
d’appeler MT; le groupe de Mumford-Tate générique de V. Les MT, forment un systeme
local en groupes réductifs sur S/X. Le systeme local Vg correspond & une représentation
p:m(S,s) — GL(Vs), dite représentation de monodromie.

Le groupe de monodromie algébrique est le plus petit sous-groupe algébrique de
GL(Vs) défini sur Q qui contient I'image de p. Sa composante d’identité connexe est dite
le groupe de monodromie algébrique connexe.

Supposons maintenant que S est munie d’une variation de Z-structure de Hodge V7.
Soit m : S — S son revétement universel. Choisissons comme avant une trivialisation

T*Vy ~ S x V. On note H, le groupe de monodromie connexe associé a la représentation
p:m(S,s) — GL(W).
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On a alors le théoreme suivant démontré par André [A92] dans le contexte plus général
d’une variation de structure de Hodge mixte.

Théoreme 2.3.2  Supposons S algébrique. Avec les notations ci-dessus, on a les résultats
sutvants:

e Pour tout s € S\ X le groupe de monodromie algébrique conneze est un sous-groupe
normal du groupe de Mumford-Tate générique dérivé MTIe".

e Supposons qu’il y ait un point sy € S tel que M Ty, soit abélien (donc un tore); alors
H, = MTder,
Démonstration ( Voir [A92] thl et prop 5).

2.4 Variétés de Shimura

Définition 2.4.1.  Soient G un groupe réductif défini sur Q et X une classe de G(R)-
conjugaison de morphismes de groupes algébriques réels de S dans Gg.
On suppose vérifiés les axiomes suivants:

i) pour h € X, l'algebre de Lie Lie (Ggr) est de type {(—1,1),(0,0),(1,—-1)},
ii) I'involution int(h(4)) est une involution de Cartan du groupe adjoint G&%,

iii) le groupe adjoint G% n’admet pas de facteurs G’ définis sur Q, sur lesquels la
projection de h soit triviale.

Alors le couple (G, X) est appelé donnée de Shimura.

La condition i) implique que ’homorphisme y5, = G, ¢ — G est a valeurs dans le centre
de G, donc indépendant de h.

2.4.2 Soit (G, X) une donnée de Shimura. On note G‘r“d(]R)Jr la composante neutre

topologique du groupe des points réels de G. Soient G(R), 'image inverse de G‘r“d(]R)Jr

dans G(R) et G(Q)4 la trace de G(R) sur G(Q).
Soit K un sous-groupe compact ouvert dans G(Af). Considérons le quotient

kM (G, X) = G(Q) \ X x G(A)/K,
ott G(Q) et K agissent sur X x G(A/) par (cf [M94]§3)
a(w,a)k = (gw, gak), ¢ € G(Q),z € X,a € G(A), k € K.

Soit X* une composante connexe de X. Pour chaque z € X, soit Al la composée
de Sg — G& . Donc ¥ — h/, identifie X+ & une classe de Ggd-conjugaison des
homomorphismes h/, : S — Gg&l. Alors d’aprés [M90], X+ s’identifie & un domaine
hermitien symétrique et X est une réunion de domaines symétriques hermitiens indexés
par G(R)/G(R),. Puisque G(Q) est dense dans G(R) (théoréme d’approximation réel).
On a
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G(Q/G(Q)+ ~ G(R)/G(R)+
et
kMc(G,X)=GQ\ Xt x G(AT)/K.
Soit C' un ensemble de représentants de I'ensemble fini G(Q), \ G(AS)/K dans G(AT).

Pour chaque g € C, on note T, = gKg~'NG(Q) et I’y 'image de T, dans G**(R) .. Nous
avons alors ([M90], §2)

kMc(G,X)=Ul,\ XT (union disjointe portant sur g dans C).

D’aprés [BaBo66], le quotient I'y \ Xt admet une structure naturelle de variété quasi-
projective et donc il en est de méme pour g Mc(G, X).

Si K est assez petit, le groupe I'y est sans torsion; d’apres [B072], Il en résulte que cette
structure est unique.

On note M¢(G, X) la limite projective des gk Mc (G, X). C’est un schéma sur C dit variété
de Shimura définie par (G, X).

L’avantage de Mc (G, X) est qu'il est muni d’une action naturelle de G (Af) définie par

[z, alg = [z,ag], =€ X,a€G(A),gecGAT).

On note 7 (g) Popération g de G (AS) sur Mc(G, X); c’est Popération de Hecke définie par
g.

2.5 Modeles canoniques

Shimura a introduit la notion de modele canonique sur un corps de nombres des variétés
algébriques g Mc (G, X) ou M (G, X) (voir par exemple [M94] §3).

Soient T" un tore sur Q et h est ’homorphisme de S dans Tr. Soit g le morphisme de
G, dans T¢ telle que = he(z,1). La donnée de Shimura (T, {h}) définit une variété de
Shimura.

Soient E : E(T,h) C Q le corps de définition de u et E 1'extension abélienne maximale
de F.

On a l'application de réciprocité d’Artin
5 — Gal(E™/E).

On applique le foncteur de restriction des scalaires Resg/g a ’homomorphisme p et on
compose par ’application norme, on obtient ’homomorphisme suivant

Nh : ReSE/QGm — ResE/QTE — T.
Soit T(Q)~ la cloture de T(Q) dans T'(A'). Soit,
r(T,h) : Gal(E™/E) — T(A")/T(Q)~
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I’application de reciprocité définie de la facon suivante:
Soient o € Gal(E™/E) et s € AY tels que resg(s) = 0. On écrit 8 = s5,87 0l o0 €8t UN
idele de (E®@ R)* et s; € (E® Af)* donc

r(T,h)(0) = Nu(sf) (mod T(Q)7).

Soit (G,X) une donnée de Shimura. Le corps reflex (ou corps dual) E(G, X) de g M (G, X)
est le corps de définition (dans C) de la G¢-classe de conjugaison de p : he(z,1); ’homor-
phisme composé hw

hw : Gm,(c — S(C — G@.

Le couple (T,{h}) est dit spécial dans (G, X) si T'C G est un tore et h € X se factorise
par Tk.

Définition 2.5.1 Un modele de M¢(G, X) sur un sous-corps k de C est la donnée de:
e un schéma M sur k muni d'une action continue de G (A7),
e un isomorphisme G (Af)-équivariant xMc (G, X) — M ® C.

Définition 2.5.2  Soit E une extension de E(G, h). Un modele Mg(G, X) de M (G, X)
sur F est dit canonique si, pour tout couple spécial (T,{h}) C (G, X) et tout élément
a € G(AS), le point [h,a] est rationnel sur E(h)® et o € Gal(E(h)*®/E(h)) opere sur
[h, a] par

Tlh,a] = [h,r(7T).a] ou r=r(T,h) et E(h)=FE.E(T,h).

2.6 Variétés de Shimura et espaces de modules

Soient (Gi, X;) (i =1,2) deux données de Shimura munies de classes de conjugaison de
morphismes h;. On désigne par u : (G, X;) — (Ga, X3) un homomorphisme tel que
u(X1) C X3 (i.e uwo hy conjugué a hg sous G(R)). Alors u induit une injection

u : M@(Gl,Xl) — Mc(Gz,Xz).

Pour tout sous-groupe compact K; de G (Af), il existe un sous-groupe compact ouvert
K5 de Go(Af) contenant K7, tel que u induise une immersion fermée de g, Mc(Gy, X;)
dans g, Mc(Gz, X2).

Soit G = CSpy4 le groupe des similitudes symplectiques muni d'une forme standard )
sur Q?9. 1l existe alors une et une seule classe de conjugaison X d’homomorphismes
h:S — CSpagr vérifiant les conditions (2.4.1). L’espace X s’identifie au double demi-
espace de Siegel hgi.

Les conditions (2.4.1) imposent que h définit une stucture de Hodge de type (—1,0)+(0, —1)
tel que +1 soit une polarisation.

Pour K C G(A), Deligne ([D72] §4) donne une interprétation g Mc(C'Spag, hE) comme
espace de modules des variétés abéliennes munies d’une certaine structure supplémentaire
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(niveau et cycle de Hodge ). Cette interprétation de g Mc(C'Spag, hi) en terme des variétés
abéliennes se fait par un isomorphisme qui dépend du choix du réseau A C Q?9. Ce choix
détermine le type de polarisation. Si on considere des variétés abéliennes principalement
polarisées on choisit A = Z29. Dans ce cas on a

Mc(CSpgg, h:gt) = 1'&149,” ® C.

Soit (G, X) une donnée de Shimura telle que j : (G, X) — (CSpay, h;t) est une immersion
pour un g donné. Alors le groupe est candidat a étre un groupe de Mumford-Tate des
variétés abéliennes et xMc(G, X) a une interprétation en terme des variétés abéliennes
avec certaines classes de Hodge prescrites ([Mo095], §3.2).

2.7 Sous-variétés de type de Hodge

Définition 2.7.1 Soit (G, X) une donnée de Shimura.
Une sous-variété S de g Mc(G, X) est dite sous-variété de type de Hodge s’il existe
un sous-groupe algébrique H de G défini sur Q, un élément p € G(Af) et une composante
connexe Y de

Yo={he€ X |h:S— Ggr se factorise par Hr}

tels que S(C) soit 'image de Y x uK dans g Mc(G, X).

Soit (G, X) une donnée de Shimura et p une représentation de G sur un Q-espace vectoriel
V qui se factorise par une représentation fidele de G?¢. Donc p donne lieu & une variation de
structure de Hodge sur X avec fibré vectoriel sous-jacent X x V. Alors pour K suffisament
petit, la variation de structure de Hodge sur X induit une variation de structure de Hodge
sur g Mc(G, X) (cf ([M098] 2.3).

Pour une variation de structure de Hodge sur x M¢(G, X ), Moonen a montré [Mo98, prop
2.8] que le lieu de Hodge exceptionnel est I'union des sous-variétés de Hodge propres. Il a
donné, plus précisément, la caractérisation suivante des sous-variétés de type de Hodge.

Proposition 2.7.2 Soit S C xMc(G, X) une sous-variété de type de Hodge. Alors il
existe un sous-groupe compact ouvert K’ de G(A') contenu dans K, une représentation

p: G — GL(V) qui se factorise par une représentation fidele de G®? et un groupe
algébrique M C GL(V), tels que

e la représentation p induit une variation de structure de Hodge V' (p) sur g Mc (G, X),
e la sous-variété S est I'image d’une sous-variété S’ C g Mc(G, X) par 'application:

K’M(C(GaX) — KM(C(GaX)v

telle que S’ soit une sous-variété irréductible maximale de groupe de Mumford-Tate géneri-
que M.

Si (G, X) = (CSpey(Z),H,), on identifie xMc(G,X) a A,. Alors S est de type de
Hodge (on dit aussi modulaire) s’il existe un sous-Q-groupe algébrique H de C'Spa,,
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telque S(C) soit une composante de 'image dans A, I'espace de modules des variétés
abéliennes principalement polarisées de {h € H, se factorisant par H(R)}.

Définition 2.7.3 Soit (G, X) une donnée de Shimura.

Un point h de X est dit spécial s’il existe un tore T C G, défini sur Q, tel que h : S — Gg
se factorise a travers Tgr. Un point  dans g Mc(G, X) est dit spécial s’il est de la forme
x = [h,gK]| avec h spécial.

Un point = de xMc(G, X) est une sous-variété de type de Hodge de dimension 0 si et
seulement si x est un point spécial.

Les points spéciaux de 1’ espace des modules de variétés abéliennes A, sont les points qui
correspondent aux variétés abéliennes de type CM. Dans ce cas on dit que ces points sont
des points CM.

2.8 Les sous-variétés modulaires associées a ix())

Soient A € C\ {0,1}, et N un entier > 4 non divisible par 3 , Notons Cx () la complétion
projective lisse de la courbe affine d’équation

yN =x(x—1)(xz - ).

Soit Jn(A) la jacobienne de Cn(A) qui est de genre N — 1. L’application A — Jx(A)
induit une application algébrique de S vers la variété de modules grossiere Ax_; des
variétés abéliennes principalement polarisées de dimension N — 1. Son image est une
courbe irréductible que nous notons Sy.

e Pour N = 4, on a une isogénie entre Jy(\) et le cube de Jo(\), ce qui permet de
conclure que S4 est une sous-variété modulaire de Aj .

e Lecas N =5 ou N =7 a été étudié par J. de Jong et R.Noot [dJN91]. Ils montrent,
que S5 (resp. S7) est modulaire, paramétrant des variétés abéliennes & multiplication
complexe par Q(e2™/%) ( resp. Q(e?™/7)) et d’un certain “type de Shimura”.

Dans le méme article les deux auteurs suggerent que Sy n’est modulaire pour aucun N > 7
(N non divisible par 3).

Nous démontrons dans ce paragraphe qu’ il en est ainsi pour N non divisible par 3.

Commencons par démontrer quelques lemmes qui nous serviront pour la démonstration.

On note Jn new(A) la partie nouvelle de Jy(A) dans la décomposition (1.3.9). On sait déja
que c’est une variété abélienne de dimension ®(N) et son algebre des endomorphismes est
égale & £ = Q(e " ). (Nous rappelons que pour le cas exceptionnel Jig(\), nous notons
JlO,new()\) - J5()\))

Soit Vi = H1(Jn new(A), Q) I'espace vectoriel sur Q de dimension 2@ (V). Le corps cyclo-
tomique E est un corps CM.

On a la décomposition

VieC=e,V,

indexée par tous les homomorphismes o : Q(() — C, avec V,, = (V1 ® C) ®gj¢jec,s C de
dimension 2.
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On fixe ® = {01,...,02) } un ensemble des plongements de Q(¢) dans C, tel que tout
2

plongement de Q(¢) dans C est soit dans @, soit de conjugué dans P.
Soit ET le sous-corps totalement réel maximal de F.
Pour chaque prolongement 7 : ET — R, posons X, = (V; ®g R) ®g+gr R. L’espace X,
admet une structure complexe naturelle donnée par I'action de F @ R sur V1 ® R. On a la
décomposition suivante
ieR= [] X
T:Et—R
et
X, C=V, 0 V5

ou o est ’extension de 7 sur C.

Dans le lemme qui suit, on calcule explicitement le groupe dérivé de groupe de Hodge
sous certains hypothese. Ce calcul ne servira pas dans la suite.

Lemme 2.8.1 Soit Hy le groupe de Hodge de Jn new(A) €t H{e™ son groupe dérivé .
Alors on a

i) Hi C Resg+ oUa(V1, @) ou Uy(Vi, ) est le groupe unitaire sur ET relativement a
une forme E-hermitienne o,

i) H{*" = Resg+,pSU2(V1, ) si EndgJnnew(A) = Q(C) (ce qui est équivalent
“JNnew(A) est simple,” pour X générique).

Démonstration.
i) L’espace vectoriel V7 est muni d’une polarisation

\IJ:V1XV1—>Q

telle que ¢ (4x,y) = ¢(x, by) ou £ € E, x,y € Vi et £ — £ est 'automorphisme non trivial
de E sur E*. On choisit un élément o € E tel que @ = —a. Donc il existe une unique
forme hermitienne ([D82] lemme4.6)

(,OZVlXVl—)E

satisfaisant ¢ (z,y) = tr(ap(z,y)) ou tr est la trace de E dans Q. Alors le groupe de
Hodge ([Ri83]§3)
H, C R63E+/QU2(V1, QO)

ou Resg+ g est la restriction des scalaires a la Weil de E* sur Q et Uy(V1, ¢) est le groupe
unitaire sur £ relativement & la forme hermitienne ¢. La représentation matricielle qui
correspond a Uz (V7, @) est

Us(9)(C) = {k € GL2(C) | "khk = h}
o h = (p(ei,ej)) ¢ <i<g © (ei)1<i<g est la base de V; sur E.

1<j<gyg
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ii) On a
Hycc [ GL(V,)cGL(V).
o, E—C
On rappelle
Vic = ®o,:B—c Vo, = Do,ea(Ve, ®V5,).

On peut écrire alors

[T GLive) =J[(GL(V,,) x GL(Vz,)).

o.:E—C occd

La forme hermitienne ¢ induit une forme hermitienne non dégénérée w, sur X, c. Sion
note L, la projection de L = Resg+ /gUz2(V1, ) dans GL(X;), alors on a ([Ku84] lemme
2.3)

L, =U(X;,w;)

(U(X7,w,) désigne le groupe unitaire relativement & w,) et Vz, ~ V;- comme L-module
(V- désigne le dual de V,,). Donc ([Ku84] lemme 2.2) Vz, ~ V;- comme Hy-module.

On a alors "
I GLtvi)=T1(GLVs) x GL(V;)).

o;:E—C occd

Soit p la projection définie par

p: [ GL(V.)— []GL(V.).

o;:E—C oced

Alors p induit une injection de H; dans [, .5 GL(V;,;). On note H,, la projection de H;
dans [[,.cp GL(V5,)-
Puisque EndgJn new(A) = Q(C), on a (voir la proposition 1.4.5)

(%) CY = EndJn new(A) ® C =~ Endpy,, ®0, Vo, ~ Endg, Go,ca (V, & V).

Donc Endg, Vi, = C et V;, est un H,,-module simple. La représentation standard de
GL(V,,) restreint a H,, est irréductible.
Le groupe H; est réductif connexe donc H,, aussi. On on déduit que

H, =GL(V,) ou H, =SL(V,) et H =SL(V,,).
D’autre part, d’apres (x)

si o #0; alors Hompg, (Vs,,Vs,) = Hompy, (Vs,, Vé) =0.

Puisque deux représentations de G Ly dont la restriction a SLs sont isomorphes, elles sont
isomorphes ou duales, donc Hom g, aer (Vs,, Vi) = 0. Alors, d’aprés Goursat-Kolchin [Ka
propl.8.2]
Hier = TT SL(V,,). O
o, €D
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Nous rappelons que pour A € C\ {0, 1}, on note C5(\) la complétion projective lisse de la
courbe affine d’équation
2 _
y°=xz(z —1)(xz — N).

Soient Vo = Hi(Jo(A), Q) et V =V1 © Vo = Hi(Jnnew(A) X J2(A), Q)

Proposition 2.8.2 Soient Hg(V) le groupe de Hodge de Jy new(A) X J2(A) et Hg(V)der
son groupe dérivé. Soient Hp le groupe de Hodge de V; et H" son groupe dérivé. Alors

Hg(V)der = Héer x SL(V3).

Démonstration.

On note Hj le groupe de Hodge de V3, alors (voir par exemple [Ku89))
Hg(V3) = SL(V3).

Alors
Hg(V) C H{ x Hy

et les projections p; : Hg(V) — H; (i = 1, 2) sont surjectives.
On choisit un revétement étale finis S” de S tel que I'image de la représentation de mon-
odromie

p:m1(S ;) — GL(V)

ait une adhérence de Zariski Hy connexe ( cette est indépendante de \).
Nous avons alors [théoreme 2.3.2], pour A € S’ suffisament général

Hg(v)der _ MTdeT _ H)\
olt MT?" est le groupe de Mumford-Tate dérivé. Donc

Hy, C H{" x SL(Vs).

Les projections
P11 H)\ — Hlder
P2 H)\ — SL(‘/Q)

sont surjectives.
On doit montrer que H) contient le groupe

H{r x SL(V3).

Sur C, le groupe H{" est un produit de facteur SLy. Par Goursat-Kolchin [Ka prop 1.8.2],
il suffit donc de démontrer qu’il n’y a pas d’homomorphismes non-trivial de représentations
entre celle défini par p; et celle par ps. Pour cela on applique ([D71] prop 4.4.13).
Pour A € §’, le groupe fondamental 7 (S’, \) agit sur la fibre Hi((Jnnew)r,Z), (resp.
Hi((J2(A))x,Z)) et on a :
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(%) Homy, (s 5 (Hy (J5(A), Z), Hy (i new (M), Z)) = Hom(J5(A), Jn mew ().

Comme Hy, = Hg(V)%" on a

() Hompgyyaer (V1,V2) C Homg, (s 2)(V1, V2)

D’autre part, Hom(J2(A), JNnew(A)) = 0. En effet, s’il existe un homomorphisme entre
J2(A) et Jn new(A) alors 'un de facteurs de Jn new(A) n’a pas bonne réduction potentielle
en 'un des points de S tels que A = 0. Ce qui contredit le fait que Jn new(A) a bonne
réduction potentielle en ce méme point ( la notion de bonne réduction potentielle est stable
par isogénie).

Donc (x) et (xx) implique que V; est non isomorphe a V5. O

On rappelle que Sy est 'adhérence de I'image de S dans Ax_7 par 'application qui & A
associe Jy(A). Alors on a la caractérisation suivante

Théoreme 2.8.3 Soit N > 7, N non divisible par 3. Alors Sy n’est pas modulaire.

Démonstration.
Soit SN new la variété de Shimura associé aux variétés abéliennes Jn pew (). Alors d’apres
[1.2.3], la dimension de Sy new €st donnée par

1
dimSy new = EcardR

. R={nc (Z/NZ)* | r, =1},
et
= () R+ () = () (ef1.2.3).

Donc dimSy new > 1 si et seulement si {n € (Z/NZ)* | & <n < 2} > 4.

Ceci est vrai pour tous les N = p premiers superieur 11 et pour tout N superieur a 19.
Pour N = 8,10, 14 et 16, la dimension de Sy new €st égale a 1 et donc elle est modulaire.
Dans ce cas, on considere le facteur Jy new(A) X J2(A) de Jn(A).

On note San new 1a variété de Shimura qui paramétrise Jy new(A) X J2(A). Elle est définie
par la donnée de Shimura (G, X).

D’apres le lemme [2.9.2], le groupe G%¢ coincide avec le groupe adjoint Hg(V)*? = Hd x
SL(V3) ou Hg(V) (resp. H;p) est le groupe de de Hodge de Jn new(A) X J2(A) (resp.
JNnew(A)) . Ainsi on peut voir la courbe Son new comme le produit de deux courbes
SNew X S2 0l Snew (resp. S2) est la variété de Shimura attachée & Jy new(A) (resp. Ja(N)).
Donc la dimension de San new €st égale & 2. Ce qui implique que Sy n’est pas une variété
modulaire. O
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Chapitre 3

Application de la théorie de
multiplication complexe

Le résultat principal de ce chapitre est d’établir une relation entre Endg(Jon new())) et
Endg(J2(A)). Dans les deux premiers paragraphes, on fait quelques rappels sur la théorie
de la multiplication complexe (Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a [L83], [S94],
[ST61]). Ces résultats seront utilisés tout au long de ce travail.

Dans le troisieme paragraphe, on démontre le résultat principal. Cette démonstration se
fait en trois étapes. La premiere étape repose sur 'action de Galois sur les points CM.
Ensuite, on démontre par un argument géométrique que le degré de corps de modules
de Jon new(A) sur Q(A) est borné indépendamment de A. On conclut par un résultat de
Chowla sur la croissance des nombres de classes.

3.1.Courbes elliptiques a multiplication complexe

Un theme central de la théorie de multiplication complexe est de donner une construc-
tion explicite d'une extension abélienne pour un corps donné. Si K = Q alors I'extension
abélienne maximale Q* de Q est engendrée par les racines de I'unité d’apres le théoreme
de Kronecker-Weber. Il existe un isomorphisme

Gal(Q* /Q) = H Y/

ou Zj est 'anneau des entiers p-adiques.

41



La théorie de la multiplication complexe donne une description similaire pour les extensions
abéliennes des corps quadratiques imaginaires (dans le cas des courbes elliptiques) ou
d’autres corps CM (dans le cas des variétés abéliennes de dimensions supérieures).

3.1.1 Notations

Soit E une courbe elliptique sur C. Sa forme affine de Legendre est donnée par
y* =x(z —1)(z —A)

pour A € C\{0, 1}.
L’invariant modulaire j(E) se calcule par

C\{0,1} — C
A — j(F)°

C’est un invariant de la classe d’isomorphie de FE.
Le groupe des points complexes de E s’écrit comme quotient de C par un réseau A, qu’on
peut normaliser sous la forme Z +77Z, avec Im 7 > 0. On a alors la formule pour I'invariant
modulaire de F

00 nSeQi'rrn'r 3
. (14240 oo

n=1 1_e2i7rn‘r

Hoo (]_ _ 62i7rn'r)24

n=1

i(B)=j(r)=e>"

3.1.3 Théorémes principaux

Les endomorphismes de FE s’identifient aux nombres complexes z € C tels que zA C A.
En général, End(F) = Z; si End(F) est plus grand, End(E) ® Q est un corps quadratique
imaginaire; c’est le cas de multiplication complexe.

Soit E une courbe elliptique & multiplication complexe. Soient K 1’algebre d’endomorphi-
smes de E et O l'anneau des entiers de K. Alors End(FE) est un sous-anneau de Ok
d’indice fini. Tout sous-anneau de Ok est de la forme O ; = Z + jOg ol § est un entier
positif > 1. On a alors les deux théorémes suivants ([Sil86] appendice C):

Théoréme 3.1.4 Soit Ok un ordre de Og. L’ensemble des classes d’isomorphismes

de courbes elliptiques telles que End(E) = Ok s est en bijection avec le groupe de Picard
Pic(Oks) de Uordre Ok .
Pour chaque classe d’idéaux a € Pic(Ok,s), on note j(a) I'invariant de C/a.

Théoreme 3.1.5 Soit E une courbe elliptique telle que End(E) = Ok ;. On a alors:

1) Gal(K (j(E))/K) ~ Pic(Ok ).
L’isomorphisme est le suivant: a tout o € Gal(K(j(E))/K), on associe b € Pic(Ok 5) tel
que

j(a)” =j(bta), Va € Pic(Ok ¢).
2) [K(i(E)) : K] =[Q((E)) : Q.
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3) Si aq, ....,an forment un systéme complet de représentants de Pic(Ok,¢), alors les
j(a;) sont les conjugués de j(ayr) sur Q et sur K.
4) Sif=1, K(j(E)) est le corps de classe de Hilbert de K.

Comme conséquence de 1), on a
pop~t =071 pour o€ Gal(K(jo)/Q)

ol p est ’automorphisme de conjugaison complexe de C. Puisque p est différent de I’identité
sur K, le groupe de Galois de K (j(F)) sur Q est une extension du groupe de Galois de
K(j(F)) sur K par un groupe d’ordre 2. La structure du groupe de Galois de K(j(F))
sur Q est complétement déterminée par le groupe de Galois de K (j(E)) sur K. On peut
énoncer le résultat suivant:

Corollaire 3.1.6 ([E98] 3.3) Soient K un corps quadratique imaginaire et f un entier
supérieur a 1. L’ élément non trivial o de Gal(K/Q) agit par —1 sur Pic(Ok ).

3.2. Variétés abéliennes a multiplication com-
plexe

Les résultats de ce paragraphe sont une généralisation due a Shimura-Taniyama des résul-
tats du paragraphe précédent en dimension supérieure.

Soient Q la fermeture algébrique de Q dans C et Gg le groupe de Galois Gal(Q/Q). On note
p la conjugaison complexe sur C. Nous nous contentons ici de rappeler certaines définitions
et, les théoremes principaux sans donner les démonstrations. Pour plus de précisions, nous
renvoyons le lecteur a [L83] et [ST61].

3.2.1 Préliminaires algébriques

On note par p : « — T la conjugaison complexe. Pour nous, un corps de nombres
algébriques est un sous-corps de C sur QQ, de degré fini.

Définition 3.2.2 Un corps de nombres, qui est une extension quadratique totalement
imaginaire d’un corps totalement réel, s’appelle un corps CM.

Proposition 3.2.3 ([S94] chp5, 5.11)  Un corps de nombres K est CM si et seulement si
K77 = K7 pour o € Gg et la restriction de p sur K est non triviale.

Définition 3.2.4  Un type CM d’un corps CM K est une partie ® de Hom(K,Q)
vérifiant:

1)dNpd =10
2)® U p® = Hom(K,Q)

On dit parfois que le couple (K, ®) est un type CM.
Définition 3.2.5
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1) Une variété abélienne A de dimension g est dite de type CM si End(A)®Q contient
une algebre semi-simple commutative de dimension 2g sur Q.

2) Une variété abélienne simple A sur C, sera dite avoir multiplication compleze par
(K, ®), si End(A) ® Q = K telle que 2dim(A) = [K : Q| et si

ot o; est l'ensemble de tous les plongements de K dans C par les quels K agit sur le
C-espace vectoriel des 1-formes holomorphes Q(A).

Définition 3.2.6 Un type CM (K, ®) est dit primitif (on dit aussi simple) si les variétés
abéliennes de type (K, ®) sont simples.
La proposition suivante donne une caractérisation d’un type CM primitif.

Proposition 3.2.7 ([ST61] pro 26) Soit (K,®) un type CM. Soient L une extension
galoisienne de Q qui contient K et G le groupe de Galois de L sur Q.
Soit Hy le sous-groupe de G qui correspond a K .
On pose
H ={y|v€G,v® = d}.

Donc (K, ®) est primitif si et seulement si Hy = H'.
3.2.8 Construction de variétés abéliennes de type CM

Soient K un corps CM de degré 2n et & = {¢q, ...., p,} un type CM de K dans C. Pour
tout a € K, on pose

®(a) ="(p1(a), ....on(a)) € C"

Soit a un Z-module libre de K, de rang 2n sur Z (on dit que a est un réseau de K). Alors
O(a) ={P(a) | @ € a}.
Soit Sy la représentation de K dans les matrices diagonales de Mat,,(C) donnée par

Sg(a) = diag(p1(a), ..., pn(@))

Théoréme 3.2.9 ([L83] chpl th4.1)

1)Soit a un réseau de K. Alors, ®(a) est un réseau de C* de type (K, D).

2) Réciproquement, soit (A,l) une variété abélienne de type (K, ®), ol est l'injection
de K dans End(A) ® Q. Alors il existe un réseau a € K et un isomorphisme analytique

©:C"/®(a) — A
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tel que le diagramme suivant commute pour tout o € K
C"/®(a) — A
Sa(a) + bi(a)
C"/®(a) — A
Si de plus O est le sous-anneau de K défini de la facon suivante
O={ae K|aaCa} alors [(O)=I[K)NEnd(A).

Remarques 3.2.10

1) Si un diagramme comme dans le théoreme [3.2.9] existe, on dit que (A4,1) est de
type (K, ®, a) relativement a ©.

2) Soit (K, ®) un type CM, avec K un corps CM et a un réseau de K. Soit (4,[,C)
une variété abélienne de type (K, ®, a) relativement & © ot © un isomorphisme analytique
définie comme dans le théoreme [3.2.7]. Soit X un diviseur de C et Ex une forme de
Riemann Fx définie par X relativement & © (voir [L83]§) telle que

EX(S.@(OK)Z,U)) :EX(ZHS"I)(@)U)) Z,w € K.
Il existe un ¢ € K tel que —(C” est totalement positif, Im(¢;¢) > 0 pour tout 7 et
Ex(®(z),®(w)) = trgp(Czw”), zec K,wec K.

On dit alors que (A,C,1) est de type (K, ®,a,E).
3.2.11 Le corps reflex

Soient K un corps CM de degré [K : Q] = 2n et ® = {1, ..., p,} un type CM de K. Le
type CM @ peut étre vu comme une combinaison linéaire formelle, ou une représentation
de 'algebre commutative simple K, qui s’écrit

=D i
i=1
On définit la trace type
re(z) = Z pi()
i=1

et la norme type
n

Na(2) = [[ ei(a)

=1

pour z € K.
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On peut construire un type CM (K', ®’) & partir d’'un type CM (K, ®).
Soit K’ le corps engendré sur Q par tous les éléments tre(z) avec x € K. On dit alors que
(K', @) est le reflex de (K, ®) ou bien encore le dual de (K, ®).

Proposition 3.2.12  Soit (K, ®) un type CM.

i)Le reflex (K',®') est un type CM primitif.

i1)Si (K, ®) est primitif, alors (K, ®) coincide avec son double reflex (K", ®").
Démonstration. (voir [ST61] §8.2)

Lemme 3.2.13 Soient K un corps CM de degré 2n et ®x = {1, ..., on} un type CM
de K. Soit L une extension galoisienne finie de Q contenant K. On suppose que L' est
un corps CM. Soit K' (resp. L') le corps reflex de K (resp. L). Alors K' C L'.

Démonstration. Soient @1, ..., des prolongements de 1, ...0,, a L. Soit
S =U,9;Gal(L/K).

Alors

est un CM type de L.
Le corps L' est le corps engendré par trg, (z),x € L.
Pour x € L, on a

tre, () = trq>K(trL/K(a:)).
Doncsiz e K
tro, (x) =[L: Kltre, (x)

ce qui montre que K’ C L'. O
3.2.14 Corps de modules

Dans le reste du paragraphe nous adoptons les notations suivantes. Soient A une variété
abélienne, C une polarisation de A et [ une représentation de R — Endgp(A) avec R une
Q-algebre.

Shimura dans [S94] s’est intéressé aux corps de définition de (A4,[,C). Il a défini un corps
de nombres algébriques caractérisé par certaines conditions.

Définition 3.2.15 Soient ty, ....t, des points de A dans C. Soit M(t) = M(A,ty,....t,;)
un corps qui vérifie la condition suivante:
un élément o € Aut(C) est identité sur M (t) si et seulement si il existe un isomorphisme
sur C

f:(A1,C)— (AL,C)°
tel que f(t;) =t7 pouri=1,...,r

Pour la démonstration de Pexistence de M () nous renvoyons le lecteur a [S94].
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Théoréme 3.2.16 ([L83] chpb5. th 3.1)  Soit (A,C) une variété abélienne polarisée. Soit
G un groupe fini d’automorphismes de A. Soit k le corps de définition de A et de tous les
éléments de G. Alors il existe une variété projective W et une application rationnelle h de
A dans W définie sur k satisfaisant

1) h est définie sur A

2)h(u) = h(v) si et seulement s’il existe un élément T € G tel que u = T (v)

3)Si f: A—V est un morphisme de A dans une variété V tel que f = foT pour
T € G, alors il existe une unique morphisme fyy : W — V tel que f = fw o h définie en
h(a) ot h est définie en a.
On dit alors que le couple (W, h) est le quotient de A par G.

Définition 3.2.17 Soient (A,1,C) une variété abélienne polarisée et G le groupe des
automorphismes de (A,1,C). On appelle variété de Kummer, notée (W,h) de (A,1,C) le
quotient de A par G.

Théoréme 3.2.18 ([S94] 5.5.18)  Soient (A,l,C) une variété abélienne polarisée et M
son corps de modules. Alors la variété de Kummer (W, h) de (A,l,C) vérifie les conditions
suivantes:

1) W est définie sur M.

2) h est définie sur tous les corps de définition de (A,1,C) contenant M.

3) Si k est un corps de définition de (A,l,C) contenant M, o un isomorphisme de k
sur M et

fo: (A1,C) — (A%,17,C7)
est un isomorphisme, alors on a h = h? f,.

Le théoreme suivant est une caractérisation du corps de modules en terme de variété de
Kummer.

Théoréeme 3.2.19 ([L.83] chpb th3.3)  Soient M un corps de modules et G = Aut(A,l,C).
Soit (W,h) la variété de Kummer de (A,1,C) définie sur le corps de modules M. Pour tout
point t de A on a

M(A,C,t) = M(h(t))

3.2.20 Interprétation du corps de modules comme un corps de classes

Soit (A,[,C) une variété abélienne de type (K, ®,a, F) relativement a ©. Dans ce qui suit
on donne une interprétation du corps de modules comme un corps de classes du corps
reflex K’. Dans cette interprétation nous faisons appel au premier théoréme principal de
la multiplication complexe (voir [L83]).

Théoréme 3.2.21 ([L83] chp3, 6.1) Soit (A,l,C) de type (K,®,a,E) relativement a
©. Soient 0 € Aut(C/K') et s un idéle de K' tels que o = (s, K') soit dans l’extension
mazimale abélienne de K'. On a alors

1) (A%,1°,C%) est de type (K, ®, Ng/(s~1)a, N(s)E) relativement a ©° .
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2) L’application ©, est U'unique application telle que le diagramme suivant commute

K/a — Ator

Nq>/(s_1) \l/ \I/O'
K/N(I)l (a) — Ator
ot A, représente les points de torsion de A.

Tenant compte des notations de théoreme précédent, on peut voir le corps de modules
comme un corps de classes du corps reflex de K'.

Théoréme 3.2.22 ([L.83] chpb, 4.1) Soit t; = © o ®(v;) avec v; € K/a. Soient t =
(t1,...,t.) et U(t) le sous-groupe des idéles s de K' vérifiant les conditions suivantes pour
un certain B € K qui dépend de s

Nq>:(s_1)a = Ba. Bﬁp = N(S)

et
qu(s_l)vi = ﬁ’l)i.

Alors le corps de modules M (A,1,C,t) est le corps de classe de K' qui correspond au groupe
Ul(t).

Remarque 3.2.23

1) La variété abélienne polarisée (A,C, 1) détermine un point z du demi-plan supérieur
H,, de degré n, on peut alors la noter par (A(z),C,,l,) , modulo un certain sous-groupe
discret I de Sp(n,R). Dans ce cas on peut noter (A,C,l) par (A(z),C,,1,). Soient T'(z)
le graphe pour la loi de composition de A(z) et V,(r) le graphe de I,(r) pour r € O.
Alors (voir [SH6] propl0), les applications z — ¢(A(z)), z — ¢(T(2)), z — ¢(V,(r))
sont holomorphes sur #,,, ou ¢(.) désigne le point de Chow (pour la définition voir [S57]
exposéel9 démonstration du théoreme3).
Soit A(0, z) Dorigine de A(z) défini par des fonctions holomorphes qui paramétrise le
systeme abélien de variété A(z) ( [S56 ] n 10). Alors ( [SH6 | n12) 1" application ¢ définie
par I’assemblement des applications c¢(A(z)), c(T'(2)), c(V,(r)) et A(0, z) est holomophe de
H,, dans l’espace projectif complexe, telle que Q(¢(z)) est le corps de modules (A,C,1)
pour toute polarisation C dont le type détermine le groupe I'.

3.3 Relation entre deux corps CM

3.3.1 Soient A € C\{0,1} et N > 4 un entier non divisible par 3. Soit Can () la complétion
projective lisse de la courbe affine d’équation

y?N = z(x —1)(z — ),
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de genre 2N —1 et Jon(A) sa jacobienne. On note toujours Jon new(A) la partie nouvelle de
Jan (A). La variété Jon new(A) est de dimension g = ®(2N). Soient £ = Q(¢) ou ( = 3%
et Vi = Hy(J2n new(A), Q) muni d’une structure de E-module et d’une forme alternée non
dégénérée, Y : Vi x Vi — Q.

On choisit un élément a € FE tel que @ = —«. Donc il existe une unique forme hermitienne
QY VixVi—FE

satisfaisant ¢ (z,y) = tr(ap(x,y)) ou tr est la trace de F dans Q
Soit G le groupe algébrique défini par

G = R68E+/QU2(V1, QO)

(voir 2.9.1).

Puisque 'espace vectoriel V; est la cohomologie d'une variété abélienne, il est muni d’une
structure de Hodge et d’une polarisation 1. Il existe alors une et une seule classe de
conjugaison de 'homomorphisme (voir §2.6)

h:S— GLE(V)R,

ot S = Resc/r Gy, -
L’homomorphisme h définit une structure de Hodge de type (—1,0) + (0, —1), se factorise
par Gr et on a:

ho : S — Grg.

On note X la classe de conjugaison d’homomorphisme hy : S — Ggr. La variété de
Shimura g Mc (G, X) par (G, X) a une interprétation comme espace de modules de variétés
abélienne principalement polarisées muni d’une structure extra. Une structure de niveau
de la variété abélienne principalement polarisée Jon new(A) définie sur un schéma S est
donnée par un isomorphisme de (Z/n)-modules non symplectique,

f : J2N,new(>\)[n] — (Z/n)if’

On note A, , l'espace de modules défini sur Z[%], des variétés abéliennes polarisées par
p muni d’'une structure de niveau. Pour n > 3, A, ,, est un espace de modules fin [Ch85
théoreme 1.4].

Il existe un sous-groupe compact ouvert tel que l'application A — Jon new(A) induit
une application algébrique de S vers la variété de Shimura g Mc(G, X). Pour tout tore
w: (H,{h'}) = (G, X) dans G, ou h' : S — Hy tel que uh' soit le conjugué de h par un
élément de G(R). Les points de x Mc(G, X) qui correspondent aux variétés abéliennes de
type CM sont les points de 'image de 1’application

M@(H, {h/}) — M@(G, X) — KM(C(G’, X)
Soit E(G, hg) le corps de définition de la classe de conjugaison de cet homomorphisme

hoT':Gm —>S@—>G@.
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D’apres [D72 3.7], E(G, ho) est le corps reflex du corps CM de Jan new(A).

Lemme 3.3.2
E(G, ho) C Q().

Démonstration.

L’application hgy est completement déterminée par la structure de Hodge Vi de type
(—1,0) + (0, —1). On a alors la décomposition de Hodge

VieC~H g HO L

L’action de Q(¢) sur Vi se fait a travers la multiplication par les valeurs propres (",
n € (Z/2NZ)*.

On note V7 (¢™) I'espace propre qui correspond a ("™ dans V3 @ C. On a alors la décomposi-
tion suivante:

Vi ® C >~ @pez/anzy-Vi(C™).

D’apres la définition de E(G, hg) dans [De72 3.7], E(G, ho) est 'intersection des corps de
définition des espaces H— 0.
L’automorphisme ¢ agit sur H 9 avec des valeurs propres qui appartiennent & I’ensemble

{¢"|1<i<g},

tel que les relations bilinéaires de Riemann suivante aient lieu:

1. H=19 est isotrope pour 9 ® C,

2. Vwe H*Y w#0 ona :ip(w,w) > 0.

Ce sont ceux donnés par le type généralisé, en fait.

Les dimensions [; des espaces propres qui correspondent a cette action sont égales a 0 ou
1 ou 2. On a alors la décomposition suivante

H MY =@, Vig oy Vi) c e C

ot V1 ; C V1(¢?) de dimension 1. On note J = {iy, ..., i}, 11, ..., 4; } tel que [; = 1 pour i € .J.
Alors la condition 2 précédente impose que le choix de V; ; détermine V; - pour tout i € J.

Donc les choix possibles de H~9 sont paramétrés par un ouvert de P(Vy(¢™), ..., Vi(¢%)).
Puisque cet espace contient des points qui sont rationnels sur Q[(], il existe alors un espace
H~10 défini sur Q[(]. O

3.3.3 Dans la suite on prend A = # un point CM et on note Cyn(#) la complétion
projective de la courbe affine d’équation

N =z(z —1)(z —0)

Soit Jan (0) sa jacobienne. D’apres le paragraphe 1.4.5,  Jon new(6) X J2(0) est a isogénie
prés un facteur de Jon (0).
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On rappelle que J3(0) est une courbe elliptique de type CM par un corps quadratique
imaginaire K5. On note jp U'invariant modulaire de J»(#). Soit Ok, 1’anneau des entiers
de Ko. Soit O2(f) un sous-anneau de Ok, d’indice fini de la forme O3(0) = Z + Ok, avec
f > 1 tel que EndJ3(0) = O3(f). On note D4(0) le discriminant négatif de O2(0).

H;) On suppose que Jan new(#) est simple. Donc Endg(Jon new(f)) est un corps
qu’on note K. Soit K le corps reflex de K. Soit M le corps de modules de Jan new(0)
munie des multiplications complexes.

H;) On suppose que, K2 n’est pas inclu dans Q(¢). Comme K5 est quadratique, K»
et Q(¢) sont linéairement disjoints sur Q.

Proposition 3.3.4  Soit K2Q(¢) = K2 ®q Q(C) le compositum de Ky et Q(C) (i.e le
corps engendré par Ko et Q(C)). Alors pour presque tout 0 CM vérifiant Hy et Hy on a

Q(¢)K2 = Kn.

Avant de démontrer la proposition 3.3.4, nous commencons par démontrer
Lemme 3.3.5 Q({)K> = Ky si et seulement si Ky C K.

Démonstration.

e Si Q()K2 = Ky alors Ky C K. D’apres le lemme 3.2.12 K C K}. Or K est
un corps quadratique donc Kj = Ky (voir [ST61] exemple 8.4). Alors Ko C K.

e Si Ky C K)y alors Ky C (Kjy)' (Lemme 3.2.12). Puisque Jan new(A) est simple
alors (Kn,®g, ) est un CM-type simple et Ky, = Ky. Donc Ky C Ky. D’autre part
Q(¢) € Endg(Jon,new(?)) = K, donc Q(¢)K> = Ky O]

Pour démontrer La proposition 3.3.4, supposons alors que Ky et K sont linéairement
disjoints sur Q.
La démonstration se fait en 3 étapes:

Etape 1: Nous démontrons que tous les éléments du groupe abélien Gal(M K2(jo) N
K\ Ks(jo)/K2K)) sont d’ordre 2.

Etape 2: Nous démontrons que le degré de [M.Q(0) : Q(#)] est borné indépendament de
0 ou M est le corps de modules.

Etape 3: D’apres les deux étapes précédentes le quotient h(O2(#)) du nombre de classes
d’idéaux de O2(f) par le nombre de classes d’idéaux d’ordre < 2 de Oz(f) est borné.
D’autre part ce quotient tend vers infini D2(f) tend vers Uinfini par Chowla. D’ou la
conclusion de la démonstration.

Démonstration.

Etape 1

Cette partie de la démonstration est inspirée de celle d’Edixhoven dans [E98], dans le cas
du produit de deux courbes modulaires.

Considérons le diagramme suivant,
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M K> (jo)

/ \K ",
\ / T \ /
\ /

Q

Commencons par déterminer les extensions galoisiennes dans ce diagramme:

Les corps Ky et K2(jo) sont galoisiens sur Q. Donc M Ky (resp. K3\ Kj ) est galoisien sur
M (resp. K}). De méme, M K»(jo) (resp. K Ka(jo)) est galoisien sur M (resp. Kj).

D’apres la théorie du corps de classes, le corps de modules M est galoisien sur K} et le
corps Ko (jo) est galoisien sur K. Donc M Ky (resp. MK2(jo)) est galoisien sur K Ko
(resp. K\ Ka(jo)).- De méme, M Ks(jo) (resp. KiK2(jo) ) est galoisien sur M Ko (resp.
K\ K>).

Puisque K\ K2(jo) et M Ko sont galoisiens sur K Ko, alors M Ka(jp) est galoisien sur
KKy et sur L = MKy N Ka(jo)KYy-

Avant de montrer que le groupe de Galois Gal(L/K2K ;) est de type (2,...,2), on commence
par démontrer les lemmes suivants.

Lemme 1 L’élément non neutre du groupe Gal(Ko/Q) agit sur Gal(K\ K2 (jo)/L) par —1.

Démonstration. Le groupe de Galois Gal(K3(jp)/Q) est une extension de Gal(K2/Q)
par le groupe abélien Gal(K2(jo)/K2). Le groupe de Galois Gal(M K»(jo)/M) est une
extension de Gal(MK,/M) par le groupe abélien Gal(M K3 (jo)/MK>3). On a les deux
suites exactes suivantes

0o — Gal(K2(jo)/K2) — Gal(K2(jo0)/Q) — Gal(K2/Q)—0

T T

0 — Gal(MK»(jo)/MKs) — Gal(MKy(jo)/M) — Gal(MKsy/M)—0

L’élément non neutre de Gal(K2/Q) agit par —1 sur Gal(K2(jo)/K2). Or le groupe
Gal(MK2(jo)/MK2) peut étre vu comme un sous-groupe de Gal(K3(jo)/K2). Donc,
Gal(K2/Q) agit par —1 sur Gal(M K2(jo)/MK>).
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D’autre part, M K5 (jo) est galoisien sur L et le groupe Gal(M K2 (jo)/M K2) est isomorphe
a Gal(KyK2(jo)/L). .

Lemme 2 Le groupe de galois Gal(K3/Q) agit sur Gal(M Ky/Ks(jo) KN N MKy) triv-
talement.

Démonstration.

Le groupe Gal(M Ks(jo)/KNK2) s’injecte dans Gal(M/KY}) x Gal(K2(jo)/K2). Donc
le groupe Gal(M K2(jo)/KNK2) est abélien. Ainsi I'action de Gal(M K»(jo)/ K K2) sur
lui-méme par conjugaison se factorise par Gal(K\ K2/ KY).

Le groupe Gal(M K2(jo)/KxK2(jo)) est a la fois un sous-groupe de Gal(M K2 (jo)/ K K2)
et un sous-groupe de Gal(M K,/K\ K>3). On a les suites exactes suivantes :

0o — Gal(M K> (jo)/MKs) —  Gal(MK,(jo)/KY) —  Gal(K:K\/KY) — —0
T T

0 — Gal(MK:(jo)/KK2(jo)) — Gal(MKs(jo)/Ky) — Gal(KyKs(jo)/Ky) —0
3 3

0o — Gal(MK, /Ky KY) —  Gal(MK,/KY) —  Gal(KyKy/KYy)  —0

Le groupe Gal(K2K /K1) agit par conjugaison sur Gal(M K (jo)/KNK2) et donc sur
Gal(M K»(jo)/KNK2(jo))- Comme les corps Ko et K sont supposés linéairement dis-
joints, Gal(K2 K /K ) ~ Gal(K2/Q).

L’action de Gal(K2/Q) sur le groupe Gal(M K2 (jo)/KNK2(jo)) coincide avec son action
sur Gal(MK2/K>KYy) via Gal(MKy/Ky). Or Gal(MKy/K}) est abélien donc cette
action est triviale. Donc Gal(K2/Q) agit trivialement sur Gal(M K2 (jo)/ K\ K2(jo)) qui
est isomorphe & Gal(M K5y /L). .

Lemme 3 Le groupe de Galois Gal(L/K2KYy) est de type (2,.,2).

Démonstration Le groupe Gal(L/K2KY;) est a la fois un groupe quotient du groupe
Gal(KyK2(jo)/K2(jo)Ky N MK3) et du groupe Gal(MKy/K>KY;). Ainsi, d’apres le
lemme 1 et 2, Gal(K2/Q) agit d’une part trivialement et d’autre part par —1 sur le groupe
Gal(L/K3KY;). Donc le groupe de Gal(L/K2KY) est de type (2,...,2). .

Etape 2

Reprenons les notations de 3.3.1. L’application A — Jon new(A) induit une application
algébrique de S vers la variété de Shimura g Mc(G, hg), vu comme variété de module
grossiere. Il existe un sous groupe K, C K C G(A/) telle que g, Mc(G, hg) s’interprete
comme une variété de module fine muni des points de n-torsions. On a le diagramme
suivant

Dy
X — KnM(C(G,hO)



ou X est le pull-back. Sify est un point de X au-dessus de 0, Ky[®1(0)] = My est le corps
de définition de Jon new(f) muni des structures supplémentaires mentionnées ci-dessus.
On voit que l'indice [K\(0n) : My] est bornée par le degré de @, donc indépendament,
de 6. On conclut que [Q(f) : M] est borné indépendament de 0 et donc [K\K2(jo) :
MK, N KN\ Ks(jo)] aussi.

Etape 3

Soit g(A) le cardinal du quotient de PicO3(A) par son plus grand sous-groupe de type
(2,....,2). Dans cette étape on applique directement le résultat de Chowla (cf [N90], 8.8)
suivant

g(A) — 00 quand D3(A) — —o0.

Puisque Gal(K2(jo)/K2) ~ PicO2(X) et que Gal(M Ky N Ky Ka(jo)/K2KY) est de type
(2,...,2). On a

[K K3 (jo): Ky Ko]
q(A) | [MK2gK;VIJ{02(j0§YK§VK2]

Donc
[KyK2(jo) : MKy N KyKa(jo)] — oo quand | Da(A) |— oc.

Ceci contredit I'étape 2. On en déduit que Ko et K ne sont pas linéairement disjoints
sur Q O

Lemme 3.3.6 Soit O2(\) lordre de multiplication complexe de Jo(X). Supposons que
Uordre de multiplication complexe de Jon new(A) est On new = Z[¢] @z O2(X) = Z[(]O2(N)
oti ¢ = e2™/2N  On note Dy () (resp. D2(N)) le discriminant de On pew (resp. O2(N)).

Alors -
VI DN(A) | € /| D2(N) | )

Démonstration. On a

| Dn(A) | = VI Dzic10500) |
2
= I Dzl VI Dz((/\))|
d(2N
< | Da() | :

B(2N)

Remarques 3.3.7
1) il est probable qu’on pourra démontrer le lemme 3.3.6 sans prendre Oy new = Z[(] @z

O2(N). L’idée est d’utiliser la théorie locale du corps de classes pour borner les ramifications
de corps de modules M sur K; (travail que j’ai déja entamé).
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Chapitre 4

Finitude des points CM

Dans ce chapitre nous adaptons les notations suivantes. Soient A € C\{0,1} et N >4 un
entier non divisible par 3. Notons Can (A) la complétion projective lisse de la courbe affine
d’équation:

N = z(z —1)(z - N).

Notons Jon(A) la jacobienne de Con ().

On rappelle qu’on se place sur un revétement S de P! défini dans (1.5.4). I’application
A — Jon(A) induit une application de S vers la variété de modules grossiere Aan_1
des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension 2N — 1; Son image est une
courbe irréductible que nous notons Sax. On a la décomposition de Wolfart sur .S suivante:

Jon(N) ~ JanmewN) x [ Ip(N).
D|ND#N

oll Jon new(A) est une variété abélienne principalement polarisée de dimension g = ®(2N).

On s’intéresse aux A pour lesquels Jon(A) est & multiplication complexe. Alors il est en
est de méme de Jan new(A) (et de J2(X)).

Considérons les points A CM vérifiant les propriétés suivantes

H;) La variété abélienne Jon new(?) est & multiplication complexe par un ordre Oy new(A)
de la forme Z[(] ® O3(A), ou O2(A) est 'ordre de multiplication complexe de J5(A) et

2im

C:e2N,

H;) La variété abélienne Jon new(A) est simple.

On peut énoncer le résultat principal de la these :
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Théoreme 4.1: Soit N un entier > 4 non divisible par 3. Alors Son n’est pas modulaire si
et seulement si l'ensemble des A € C\ {0, 1} tels que Jan () est a multiplication compleze
et tels que Hy et Ha soient satisfaites, est fini.

Tenant compte du théoreme 2.8.3 qui affirme que San n’est pas modulaire ( N > 4, non
divisible par 3), le théoreme 4.1 revient a démontrer le résultat suivant:

Théoréme 4.2 Soit N un entier > 4 non divisible par 3. Alors l'ensemble des A\ € C\
{0, 1} tels que Jan(A) est a multiplication compleze et tels que Hy et Ha soient satisfaites,
est fini.

Puisqu’on est placé sur un revétement S de P! tel que Jan new(A) soit principalement
polarisée, on peut se limiter & démontrer que les points A € S CM tels que Jon new(A) X
J2(A) est & multiplication complexe et vérifiant les hypotheses Hy et Ho est fini.

La stratégie de la démonstration est la suivante. Si I’ensemble A est infini, on pourrait
supposer par conjugaison que Ay tend vers 0. La considération des relevés dans un do-
maine fondamental attaché a I'uniformisation de variété de Shimura associée a la famille
JaN new(A) contredit I'inégalité de Liouville. Pour cela nous construisons un point 7 de
GL2(R N Q) dont on controle la hauteur logarithmique. Dans le paragraphe 3, nous ra-
menons notre 7, a un point du domaine fondamental, en tenant compte du fait que le
domaine fondamental associé a la famille Jon new(A) est compact. Nous concluons en ap-
pliquant une version du lemme de Minkovski pour un ordre non nécessairement maximal.

Notations. Dans la suite nous utilisons les notations suivante:
Soit V une variété algébrique. Soient f et g deux fonctions deV dans RT.

La relation f = g signifie qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1

G9(@) < fla) < Cy(a).

La relation f < g signifie qu’il existe des constantes C, D > 0 telle que

f(z) < Cy(x)+ D

4.1. Application de I’inégalité de Liouville

Pour la démonstration du théoreme 4.2, nous allons donc supposer ’existence d’une suite
infinie (A,,) tels que Jon new(An) X J2(Ay) soit de type CM.

Soit j, l'invariant modulaire de J3 (A, ) & multiplication complexe par un ordre quadratique
O2(An) de discriminant négatif Dy(A,).

Comme 7, est algébrique sur Q, I'application qui A associe J3()) est Gal(Q/Q)-equiva-
riante. Donc J2(\,) est définie sur une extension finie sur Q. Alors nous pouvons remplacer
Jn par n’importe quel conjugué.

Soit j(7) la fonction modulaire usuelle. Par conjugaison nous pouvons supposer et nous

D (An)++/D2(Xn)
5 )

supposerons que j, = j(7) pour 7 =
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La fonction A est liée a la fonction modulaire j par

(A= A+1)?

g EXESVE

Alors on a A, = \(7).
Le développement de Fourier de la fonction A est

>\_16 H1+ 2n1
n>1

ou ¢ = exp(inT). Par simple substitution on obtient que

| A = exp (—7r [ Da(A) |) .

Ce qui montre que lim | A,, |= 0. On peut donc extraire une sous-suite A,, qui tend vers 0.
Soit 7, un point d’un domaine fondamental F,; pour I'action du groupe Spz4(Z) qui corre-
spond au point A, tel que A(7,) = Ay,. Soit T4 le point qui correspond & 'un des points de
S tel que A = 0 et M\(7) = 0. Le point 7, existe, puisque la famille Jon new(A) a bonne
réduction potentielle en 0.

Quitte & modifier un peu le domaine fondamental F, on peut supposer 7o, non situé sur
son bord; donc 7, tend vers 7,,. En développant A au voisinage de 7., on obtient

log | T — Too |~ xlog | A |,

ou X est une constante positive.
Donc il existe une constante ¢ > 0 tel que

log | T — Too |~ —cy/| Da2(An) |.
Sous I’hypothese Hy et le lemme 3.3.6, on a

VIDx(n) [ < V] D2(Mn) |

ou Dy (Ay,) est le discriminant de On new-

D’ou
log | Th — Too |[<< —V/| Dn(An) |-

Les points 7, et 7o, sont algébriques puisque la variété abélienne Jon new(An) est de type
CM (voir par exemple [Sh92] théoreme A-3) et de degré borné par 2g sur Q . D’apres
'inégalité de Liouville (voir [Fe66] Lemme 4) on a:

(#%) log | Th — Too |> —Ch(1y,).
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ot C' est une constante ne dépend que de 7o, et ot h(7,) désigne la hauteur logarithmique
de 7,, (le sup des hauteurs des coefficients) généralisée aux matrices. Pour conclure la
démonstration, il faut trouver une borne superieure de h(7;,).

Nous commengons tout d’abord par rappeler la définition de la hauteur logarithmique
pour un point z € Q suivant [H.S201]. Soit K un corps de nombre qui contient . On pose

1
(K : Q]

h(z) = Y log(maz{1, ||z |.}),

VEME

ol Mk est ’ensemble de places de K ( I’ensemble des places archimédiennes est noté par
M2 et || . ||, est la valeur absolue normalisée qui correspond a la place v.

Remarque Bien que 7, appartienne au domaine fondamental pour Sps4(Z), on ne
sait a priori rien de ses conjugués. La théorie de la multiplication complexe donne des
informations sur les conjugués de A,,, pas de 7,,. C’est la 'une des difficultés techniques
principales que nous rencontrons. D’ou l'idée de remplacer 7,, provisoirement par un 7
plus commode dont on peut controler la hauteur.

4.2 Construction d’un » “commode”

On rappelle que pour A un point CM, la variété abélienne Jon new(A) de dimension ®(2NV)
est a mutiplication complexe par un ordre Oy new dun corps CM de la forme Ky =

Q(¢).K2 ol Ky est le corps CM de Jy()) et ¢ = e2¥ (prop 3.3.4).

4.2.1 D’aprés le théoreme 3.2.7, il existe un Opn new-idéal entier a tel que Jon new(A) =
C9/®(a) ou @(a) ou @ est le CM-type de Jan new(A).
Soit @ € K. Soit S(«) la représentation de o dans C9. 1l existe donc un isomorphisme

CI/®(a) — C7/D(a).

Soit E4 une forme de Riemann de C9/®(a) et F,q son image par S(«a). Alors d’apres
[L83 chap 3 §5.2] et en considérant les formes de Riemann contravariantes suivant nos
convention on a pour aa € Q, £, = a—laEaa. Donc on peut remplacer a par n’importe quel
aa tel que % € Q.

Lemme 4.2.3 Il existe un T € GLyg(RN Ky) dont la projection dans le quotient
R*O24(R)\GL24(R)/GL3g(Z) est dans K\G(R)/Gz
et coincide avec le point qui paramétre la variété abélienne Jan new(A) =~ C9/®(a), tel que
h(7) < logVol(®(a))

ot Vol(®(a)) est le volume de ®(a).

Démonstration. On définit la fonction distance F' par

F(x) = suplSng\/x$+yl~2
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o x = (1, Y1, .., Tg,Yg) € R*. On note m; (1 < i < 2g) les minima successifs de F' sur
®(a) et Vg le volume de {z € R? | F(z) < 1}.

Soit b : (b1, ..., bag) une base de a choisie telle que ®(b) est une base de ®(a) qui vérifie les
conditions suivantes (voir appendice 1, proposition 1.3.5)

F(bl) = mq
2F(b;) < jm; (2<j<n).

D’apres identification de 1’ensemble des réseaux R de R?9 avec GLa,(R)/GLa,(Z) (voir
appendice 1 §1.2), on peut associer a ®(a) muni de la base ®(b) une matrice 7 définie par

Re(p1(b1)), -, Re(p1(bzg))
Im(e1(b1)), -y Im(p1(bag))
7=
Re(@g(bl))’ ) Re(@g(b2g))
Im(pg(b1)), ..., Im(pg(bag))
On munit GLoy(R) de la norme || - || définie par
g
|7 ]= ZSUp1gjg2g V $12j + yizj
i=1
1,1, - Tl1,2g
Yi,1, - Y129
Pour 7 =
l’g,h ceny .Tg’gg
yg,h seey yg,2g

On peut maintenant calculer la hauteur de notre 7

W) = e 22 log(max(1, || ¢i(7) |1)
< X, log(mar(1, 2, supi<icagy/Re | @i(by) | +1m | @ilb;) )

< Z?il log(maz(1, Z?il supi<i<ag | ©i(bj) [))

On utilise g fois le fait que maz(1,z +y) < 2max(1, z)maz(1,y) pour z,y > 0. Donc on a

h(F) < 22971300 300 log(max (L, supi<i<ag | @i(b)) 1))
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Or les b; (1 <j < 2g) sont des entiers de Ky (a un idéal entier ), donc Ng/g(b;) € Z.
Puisque

N /o(b;) = Na(b;)Ng(b;) € Z et No(b H | @i(bj) 1> 1,
on a supi<i<ag | vi(b;) > 1. Donc
WF) < 22971320 3% log(supi<icag | 9i(b)) |)

< 2% 25921 log(supi<i<ag | ¢i(bj) |)

< 223720 log(F((by))
< 2%y Z?il log(m;) — logVp
< 2%9glog2™ + 229glogdet(®(a)) — logVE

< 229glog2™ + 229glogV ol (®(a)) — logVy

< logVol(®(a)). O
Pour déplacer 7 dans le groupe Spag(R) plutét que dans GLa4(R), on va maintenant

modifier ®(b) en une base symplectique.

Lemme 4.2.4 [l existe une base symplectique (b7, ...b5,) de ®(a) pour la forme alternée
non dégénérée E, tel que

log | b} ||< logMazy < 5 < 9, | 25(50) Il
1<j5<g
ou 1 <1[<2g.

Démonstration. D’apres le lemme 1.4.4 (appendice 1), on a

log || by ||< logMaz |  ; < 2g | #i(be) [| +logMaz | < ; 1, < o5 Eal(j (i), @1 (bn)),
1<;<yg 1<4,k<yg

Pour tout 1 <1 < 2g.
Donc il suffit de majorer

logMaa:l <i,h<2g Ea(@j(bi)a @1 (bn))-
1<jk<yg
On munit la variété abélienne C9 /®(a) de la forme Hermitienne H, telle que E, = ImH,
soit & valeur dans Z sur ®(a) et identifier ®(a) & son dual. La variété abélienne princi-

palement polarisée (C9/®(a), H,) correspond au point 7 dans 'espace de Siegel hgy, et on
a
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(C7/®(a), Ha) ~ (C7/Z + TZ, H),
ou H est la forme hermitienne standard. Alors, pour les covolumes on a
Volg, (®(a)) =Voluy(Z + 77)

(Iindice est la forme hermetienne sur CY par rapport a laquelle on calcule le covolme).
Or si 7 reste dans un voisinage borné de 7o, Vol (Z + 7Z) est borné indépendamment de
7. On en déduit que H, < H, (la constante étant indépendante de a) et

Eq(pi(b;), or(br)) <l wi(bj) I| 1] ¢r(br) I -

4.3 Réduction de =

4.3.1 On commence par définir les groupes et les espaces qui interviennent

e L’espace de Siegel h, est définie par
hg={A e MyC) | A= At Im(A) > 0}.

Le groupe symplectique Spag(R) défini par

0 1 0 1
Spag(R) = {z € M2,(R) |tM<_1 09>M: (—1 Og>}
g g
agit transitivement sur h, par 'action suivante:
7 — 0.7 = (AZ + B)(CZ + D)™".

Soit Uy (C) le sous-groupe d’isotropie de 7, dans hy. alors on a hy >~ Uy(C) \ Spag(R)

e Soit G = Resg+ oSU2(¢p) le groupe algébrique défini sur Q o SUz(¢p) est le groupe
unitaire spécial associé a la forme hermitienne ¢ (voir lemme 2.9.1).
On note X = G(R)/K ou K est le compact maximal de G(R), la G(R)-classe de conju-
gaison du morphisme de S dans G(R) définissent la structure de Hodge de nos variétés
abéliennes. C’est un domaine hermitien symétrique contenu dans h,. On note g Mc (G, X)
la variété de Shimura associée aux données de Shimura (G, X) et Gz = G N Spay(Z, ).

Notre situation se résume par le diagramme suivant

7 € G(R) Spag(R) GLyy(R) > 7

7' € K\G(R) — U,\Spg(R) — > R*Oay(R)\GLay(R) > 7

K\G(R)/G7 — hg/Spag(Z) ——R* O24(R)\G L2y (R)/G L2y (Z)
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Lemme 4.3.2 La variété x Mc(G, X) est compacte.

Démonstration. D’apres [Bo69] théoreme 8.4, il suffit de démontrer que le groupe de
caracteres de la composante neutre G? est trivial (i.e Xo(GP) = {1}) et que tout élément
de G(Q) est semi-simple.

Le groupe SUs(¢p) est connexe sur ET. Donc G est connexe sur Q. Puisque le groupe
dérivé de G est égal a lui méme alors Xg(G) = {1}.

On note pr la projection de Gg+ dans le groupe SU,. Puisque SUs est compact alors pour
tout élément u dans G g+ on associe 1.

Soit w un élément unipotent de G(Q). Alors sa projection pr(u) = 1. Or Gg+ =[], SUY,
donc wu est égale a 1. O

Corollaire 4.3.3 Le domaine fondamental pour ’action par Gz est compact.
Démonstration. Découle du fait que la variété x Mc(G, X) est compacte. O

Lemme 4.3.4 Soit 7 dans la Speg(Z)-orbite de X et paramétre la variété abélienne
JoN new(A). Pour un quelconque relevé 7 de 7, il existe M € Spag(Z) tel que Mt € Fx et

| M <] 7 ]

ot || .|| désigne une norme matricielle.
Démonstration.

Puisque 7 est dans Spa,(Z)-orbite de X, alors on peut ’envoyer par un M € Spyg(Z) dans
Fx: c’est a dire
T, = M1 € Fx

ot M € Spay(Z).

Soit 7,, le représentant de 7,, dans G(R). On a alors

Tn = MT7a,

ou a € Uy.
Donc M~! = 7a 7,1 (M ™! existe car M est symplectique). Puisque o € U, qui est un
compact et 7, € Fx qui est aussi un compact (c’est le point), alors

M=l M= A 7 T el (17 -

4.4 Conclusion de la preuve de théoreme 4.2

4.4.1 On fixe tout d’abord des notions compatibles de hauteur sur hy et Spa,(R).

Pour chaque z € Q =~ Spyy(R)/SU,, on note h, '’homorphisme S — SpggR qui lui
correspond. Soit p, le cocaractere z — hy c(z,1) attachée a hy.

Pour chaque =z € Q, p, défini une filtration décroissnte Filt(p,) de la catégorie des
représentations de dimension finie de Spyy(R) sur C.
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On considére le plongement de Borel ([M90] p2,prol.1) défini par

B i hy — hyg
x o Filt(pg).
On sait que le groupe SU,(C) est le groupe d’isotropie de 7, dans Spyg(R). Soit P le
groupe d’isotropie de 7., dans Spy,(C).
Donc SU,4(C) = PN G(R) et on a le diagramme suivant

Spag(R)/SU, < Spay(C)/P(C)

!

hg —

~
~

2
S —

g-

ou 719 admet une structure de variété projective sur C.

On dit que 719 est le compact dual Hermitien symétrique de hy. Or 719 est une variété
algébrique définie sur Q, est méme sur le corps reflex Q[¢]. Alors la hauteur de 7, h(7) est
par la est bien définie.

On considere maintenant le diagramme suivant:

Sp24(R) — Sp24(C)

7:1\L 7'2~L
Sp2g(R)/SUzg = Sp2g(C)/P(C)

ol iy et iy sont définie sur Q. Alors le représentant 7 de 7 dans Sp2,(R) modulo SUs,(C)
est algébrique. D’autre part, puisque 4, algébrique sur Q, il existe une constante positif C
telque

h(i2(7))) < Ch(7).

Donc (cf [Sil86] VIIL, 5.6)
h(r) < Ch(7).

Proposition 4.4.2  Soit 7 € Spyy(R) dont la projection dans le quotient
K\G(R)/Gz  U,\Spz,(R)
est le point T qui correspond a la variété abélienne Jon new(A) = C7 /P (a), et tel que
h(7T) < logVol(®(a)).

Soit 7, le représentant de T dans le domaine fondamental pour 'action de Gy,.

Alors
h(r,) < logVol(®(a))

ot Vol(®(a)) est le volume ®(a).
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Démonstration. D’apres le lemme 4.3.4, on peut envoyer 7 par un élément de Sps,(Z)
sur 7, dans le domaine fondamental Fj; de Sp24(Z) ou plus précisement dans le domaine
fontamental Fx pour I'action Gy. La matrice de passage M de 7 dans 7,, est de norme
bornée par la norme de 7. Donc, on a

h(7n) = h(MT)

. A B
ou M = (C’ D) € Spag(Z). Donc
h(m) = h(GHD)

< h(AT+ B)+ h(CT + D)
< h(A)+ k(1) + h(B) + h(C) 4+ h(7) + h(D) + 2log2
Or A, B, C, et D sont des matrices a coefficients dans Z. Alors on a

Wra) < dog || Al| +log || B || +log || O || +1og || D || +h(r) + 2log?
< log || M || +h(T)
< h(T) + h(7).

Or d’aprés §4.4.1
h(r) < h(7),

alors
h(t,) < h(T) < logVol(®(a)).

O

Lemme 4.4.3 Nous gardons les mémes notations que dans la proposition 4.4.2. Soit
ON new ['ordre de multiplication complexe de Jon new(A). Soit Dy (X) le discriminant de
ON new- Supposons que Uhypothése Hy est vérifiée . Alors on a

h(tn) < log | Dn(A) | -

Démonstration.

D’apres le proposition 4.4.2 on a
h(r,) < logVol(®(a)).
Puisque

VOl(@(a)) = 2r2‘/| DN(A) |N(9N,new (Cl)
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(voir appendice 2, lemme 2.3.2), alors on a

h(Tn) < 27" og /| DN(A) |N(9N,new (Cl)

D’apres la remarque 4.2.1, on peut remplacer a par n’importe quel aa ou o € Ky et
vérifiant a_la € Q. Alors on peut prendre a un idéal entier pris convenablement dans la
classe des On new-idéaux propres modulo les idéaux principaux « tel que % e Q.

On pose b = aN Oz(A) ot O2(A) est I'ordre de multiplication complexe de Jz(A). Soit «
un élément de b~1 alors d’aprés le lemme 2.3.3 (appendice 2)

N, (@) <| Da(A) |2 Noyy(671).

On note Ng la norme type. Alors

No(Ni, () < | D2(A) |2 (Noy(x) (b))~
Niy(@) < | Da(N) ]2 a

Donc ,
Noy ow (@8) K| D2(A) [2 (Noy(2)(0)) "I Noy o (@)

Puisque b ® Z[(] C a (a étand un Oy new-idéal) alors on a

[ON new : 6] < [ONnew : b @ Z[(]] = [O2(N) @ Z[C] : b@ Z[C]] = [O2(A) : b]7.
Donc

NON,new (a) S NO2 ()\) (b)g7

et
Noy o (@a) < [ Da(N) |5

Or ON new = O2(X) ® Z[¢] donc | Da(N) |#<| Dy (X) |2 . Nous avons alors que
h(ma) < log | Dn(A) | -
U

Avec ce lemme on obtient une contradiction avec I'inégalité de liouville (**). Ce qui acheve
la démonstration du théoreme 4.2.
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Appendice 1

Réseaux et minima successifs

Dans cet appendice, on rappelle tout d’abord quelques définitions sur les réseaux et les
minima successifs. Dans le dernier paragraphe, on donne une construction d’une base
symplectique effectif a partir d’une base symplectique. Ces résultats sont utilisés dans
le chapitre 4, pour construire un élément de GLag4(R) puis dans Spey(R) et calculer sa
hauteur.

1.1 Réseaux
Commencons par rappeler la:
Définitions 1.1.1

1) Un réseau de R™ est un sous-groupe discret de rang n de R™.

2) Nous notons p la mesure de Lebesgue dans R™. On définit alors le volume d’une partie
integrable S de R™, par la mesure u(S).

3) Soit A un réseau de R™. Pour chaque base e = (ey,...,e,) de A, on désigne par P, le
parallélotope semi-ouvert

P, = {Zaiei 10 <oy <1},
i=1

On définit le volume d’un réseau A par le volume de 'un quelconque des parallélotopes P,
(le volume p(P,) est indépendant de la base choisie pour A).
4) Soit A un réseau de R™ de base (a1, ..., a,). On définit le déterminant de A par
det(A) =| det(aq, ..., ap) |
ot det(aq, ..., an) est le déterminant de matrice carrée n x n de jeme colonne de vecteur a;.

1.2 Le dictionnaire réseaux-formes quadratiques
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Nous identifions ’ensemble des réseaux R de R™ au quotient GL,(R)/GL,, (Z). En effet,
I'image u(A) d’un réseau A par un élément u de GL, (R) est un nouveau réseau. On obtient
tous les réseaux par ce procédé a partir d’ un réseau Ag. Pour une base donnée, on peut
toujours identifier Ag a Z™.

On a v(A) = u(A) si et seulement si u~'v appartient au stabilisateur GL,,(Z) de Z™.

Deux réseaux u(Z™) et v(Z™) sont semblables (resp. isomeétriques) si et seulement si on a
v = wus pour des éléments convenables s € GL,(Z) et w € R*O,(R) (resp. w € O, (R).
On peut donc identifier I’ensemble des classes d’isométrie et de similitudes de réseaux de
R™ respectivement a

On\ GLy(R)/GLy(Z) et R*On\ GLn(R)/G Ly (Z).

1.3 Les minima successifs

Nous allons définir maintenant les minima successifs d’une fonction distance sur un réseau
comme dans [Cas 59].

Définition 1.3.1 Une fonction distance est une application continue F' : R” — R a
valeurs positives vérifiant la condition d’homogénéité suivante

F(\x) = AF(x)

quels que soient z € R™ et A € R.
Une fonction distance F' est dite symétrique si F'(—z) = F(z).
Une fonction distance F' est dite convexe si F(z +y) < F(z) + F(y).

Définition 1.3.2 Soit A un réseau de R™ et soit F' une fonction distance. Soit Ag la
partie définie par
Ag={z e R" | F(x) < B}.

Les minima successifs de F' sur A sont les n nombres réels positifs my...m, définis de la
fagon suivante: Pour 1 <r <n

m, = min{f € Ry | Ag contient au moins r éléments linéairement indépendants}.

Remarque 1.3.3. Puisque AN Ag est un ensemble fini pour tout réels positifs. On vérifie
aussitot que cette définition est licite, 7.e. que ’ensemble

{8 € Ry | Ap contient au moins r éléments linéairement indépendants}

admet bien un minimum.
On a les propriétés suivantes

Théoréme 1.3.4[Mi07] Soit A un réseau de R™. Soit F' une fonction distance symétrique
convexe. Les minima successifs de F' sur A vérifient 'inégalité suivante

mel...mn S Qnd(A)
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ot Vg est le volume de {z € R” | F(x) < 1} dans R™.

Proposition 1.3.5 Soient mq, ..., m, les minmums successifs d’une fonction distance F
sur un réseau A. Alors il existe une base {by,...,b,} de A tel que :

F(bl) = miy

2F(b) < jm; (2<j<n).

1.4 Réseaux symplectiques

1.4.1 Définition Soit A un Z-module de rang de g et <,> une forme alternée non-
dégénérée tel que

<, >=AxA—17Z,
identifie A a son dual. Le réseau A est dit un réseau symplectique.

1.4.2 Définition Soit (ey, e, ..., €24) une base de A telle que

< e, eipg >= — < egqj,e; >=1 et <eje; >=0.
Une telle base est dite une base symplectique de A.

Remarque. Soit (er,e2,...,e24) une base symplectique de A. Soit (e},e3,....,e}) une

B
)
e; est obtenu par la multiplication par o du vecteur e;. la base (e}, e3,....,e;) sera une
base symplectique de A si et seulement si

0 IL,\. (0 I,
(G )= 0

1.4.3 Lemme Soit A un réseau symplectique de R?9. Soit <, > une forme non-dégénerée
alternée. Soit (ey,es,...,e2,) une base de A. Alors il existe une base symplectique de A
/

(€1, €9, ..y €g) tel que

log || e; ||< logmazi<i<ag || €i || +logmaz | <i<2g |< ei,ej >|
1<j<2

base de A. Il existe un unique élément o = <a € G'Lay(Z) tel que le vecteur colonne

c’est-a-dire o € Spay(Z).

Démonstration. On pose €| = e;. Les entiers < eq,e; > o 2 < i < 2¢g sont premiers
entre eux parce que A est un réseau symplectique. Par Bézout, il existe m;ou 2 < i < 2¢g

tel que Z?ZQ m; < ey, e; >=1et log | m; |< logMaz |< ey, e; >|.
2
On pose €], = Y 7, mie;

Alors pour tout e; de A,
"

€

=ej— < ejeqq > et <ej e >ehy

est contenu dans Ay = (Ze| @ Ze’gH)L. Si la restriction de la forme <, > sur Ay est # 0,

on réitere la construction ce qui donne, une base symplectique vérifiant par construction
log || e; ||< logmazi<i<ay || €i || +logmax | <i<2g |< e e; >|

1<j<2g

69



70



Appendice 2

Le lemme de Minkovski
pour les classes d’idéaux

d’un ordre quelconque.

Soit K un corps de nombre de degré n. On note o; les n plongements de K dans C et
o = (01,...,0p). Soit r1 le nombre de plongements réels. Les autres sont en nombre pair
2r9 et n = ry 4 2ry. Soit Ok anneau des entiers de K. Minkovski [Sa71] a démontré que
dans chaque classe d’idéaux, il existe un idéal a de Ok tel que

4 r n' 1
[ Ni(a) [< ()™ [ dx |2

nn
ou di est le discriminant de K et Ng est la norme de a.
Dans cet appendice, on va donner une généralisation de ce lemme pour les classes des idéaux
d’un ordre non-maximal. Résultat utilisé dans le chapitre 4, pour conclure la finitude de
points CM. La difficulté de cette démonstration par rapport a celle donnée par Minkovski
est qu’un ordre non-maximal n’est pas intégralement clos. Donc un idéal entier d’un ordre
non-maximal ne se décompose pas d’une facon unique en un produit d’idéaux premiers.

On commence par rappeler, dans le paragraphe 1, quelques résultats sur les idéaux
des ordres non maximaux. Dans le paragraphe 2, on définit le conducteur et on explique
son role pour passer des Oi-idéaux aux O-idéaux. Dans le paragraphe 3, on démontre le
lemme de Minkovski pour un ordre quelconque.

2.1.0rdres
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Définitions 2.1.1 On fixe un corps de nombres algébrique K sur Q.

1) Un réseau de K est un Z-module libre de K de rang [K : Q. Un ordre de K est un
réseau et un sous-anneau de K.

2) Un ordre O de K est dit maximal s’il n’existe aucun ordre contenant O autre que lui-
méme. L’anneau des entiers O de K est 'ordre maximal de K. Ainsi un ordre O est
décrit comme étant un sous-anneau de Ok d’indice fini. Et donc le corps des fractions de
O est K.

3) Un idéal fractionnaire a d’un ordre O de K (aussi appelé un O-idéal fractionnaire) est
un réseau de K tel que Oa C a. En particulier, un idéal entier de O ou O-idéal est un
idéal fractionnaire contenu dans O.

4) Le produit ab de deux idéaux fractionnaires de O est le plus petit sous-module de K
contenant {«af;a € a, € b}. Le quotient (a: b) de deux idéaux fractionnaires a et b est
I’ensemble des éléments v de K tels que vb C a.

5)Un idéal fractionnaire a de K est dit un O-idéal propre si le quotient (a : a) est égal a
0.

6) Un idéal fractionnaire a est principal s’il existe un v dans K tel que a = vO.

7) L’inverse d’un idéal fractionnaire a est I'idéal fractionnaire définit par a=! = (O : a).
Un idéal fractionnaire a est dit inversible dans O si aa™! est égal & . Un idéal principal
est un idéal inversible.

Lemme 2.1.2 Soit O un ordre dans un corps de nombres K. Chaque O- idéal frac-
tionnaire inversible de K est un O- idéal propre . L’ensemble des O-idéaux inversibles
fractionnaires forme un groupe multiplicatif pour le produit.

Démonstration. On commence par démontrer que si a et b sont deux idéaux frac-
tionnaires de O non nuls avec b inversible alors (a : b) = ab™!. En effet, si v € (a : b)
alors vb C a. On multiplie par b~! on obtient vO = vbb~! C ab~!. Donc (a: b)C ab™1.
Inversement, soit v € ab™!, alors vb C abb™! = a® =a. Doncv € (a:b) et ab™! C (a: b).
Maintenant, si on prend ¢ un O-idéal fractionnaire inversible alors d’apres ce qui précede
(c:¢) =cc™! = O donc ¢ est un O-idéal propre.

D’autre part, Si a et b sont deux O-idéaux fractionnaires inversibles alors (O : ab™1) =
a~'b. Donc ab= (O : ab™*) = ab~*a=*b = O et 'ensemble des O-idéaux fractionnaires
inversibles est un groupe. 0

On note

1o le groupe des 0-idéaux fractionnaires inversibles.

Py le sous-groupe des O-idéaux fractionnaires principaux.

Le groupe Clp = IID—‘; est dit le groupe de classes des O-idéaux. C’est un groupe fini
d’ordre hp.
Pour O = Ok, nous simplifions les notations. Nous notons alors Ix, Px, Clix et hg au
lieu de Ip,, Po,, Clo, et ho, . Dans ce cas tout idéal non nul est inversible.
2.1.3 Remarques

En général un O- idéal propre n’est pas inversible et ’ensemble des O-idéaux propres n’est
pas un groupe.

Lemme 2.1.4  Soit O un ordre d’un corps quadratique K. Alors chaque O-idéal propre
est inversible. L’ensemble des O-idéaux propres est un groupe multiplicatif pour le produsit.
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Démonstration. (Voir [L.73] p90)

2.2 Correspondance entre les o-idéaux et les ok-
idéaux
Il est clair qu’il existe des idéaux m de Ok inclus dans O, par exemple I'idéal principal

(M) ou M est I'indice de O dans Og. En effet, si « € Og on a aM € O puisque M est
l'ordre du groupe quotient Ok /O. Ces idéaux m vérifient la propriété suivante:

(2.2.1) a=1 mod m= acO.

2.2.2 Définition  Le conducteur § d’un ordre O de I’anneau des entiers Ok de K est le
plus grand idéal m (pour Uinclusion ) de tous les idéaur m de Ok qui vérifient la propriété
(2.2.1) ou la propriété équivalente :

mOg c O.

Remarque 2.2.3
[’idéal MOk est inclus dans § ou M est l'indice [Ok : O].

Définitions 2.2.4  Soit O un ordre d’un corps de nombres K.

e Un O-idéal a est relativement premier a un O-idéal m si a+m = O, ou a+ m est
le plus petit idéal contenu dans O qui contient a et m.

o Un O-idéal fractionnaire ¢ est premier ¢ un O-idéal m si ¢ peut s’écrire ¢ = ab™!
avec a et b deur O-idéaur relativement premiers a m.

Les idéaux entiers de O premiers a f forment un monoide .

Les O-idéaux ne possedent pas une factorisation unique parce que O n’est pas un anneau de
Dedekind. Néanmoins, on obtient une factorisation unique si on se restreint aux O-idéaux
relativement premiers au conducteur f.

Le théoreme suivant montre que les idéaux relativement premiers a §f permettent le passage
entre O et Of.

Théoreme 2.2.5. Il existe une bijection entre les Ok -idéaur relativement premiers a f
et les O-idéaux relativement premiers a | donnée par les relations

a=bNn0O
b= a0xk
avec b est un Ok -idéal et a est un O-idéal. De plus
[Ok : 0] =[O0 : q]
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Ainsi, les O-idéaux relativement premiers a § se factorisent d’une fagon unique en produit
de O-idéaux premiers.

Démonstration (voir [L73] p.92, 93)

Corollaire 2.2.6 Soit b un O-idéal entier premier a § alors b est inversible et b=1 est
premier a f.

Démonstration. Soit b I'extension de b par Og. D’apres le théoreme 2.3, I'idéal b
est premier A f dans Og. l'idéal b"< est principal dans Og. Le groupe (O /f)* est un
sous-groupe de (Ox/MOf)* et donc fini. Alors on peut choisir un entier positif r tel que
bPx" = vOK avec v € 1 +§ C O. Donc vO + | = O et l'idéal vO est premier & f. Alors,
par le théoreme 2.3, vOk est premier a | et vOx N O = vO.

D’autre part, bh " N O = bhE" alors BMET =y et b"<"y~1 = O. Donc b est inversible et
son inverse est le O-idéal fractionnaire b*<7—1p=1, 0

On considere les groupes suivants
Io(f) est le sous-groupe des idéaux fractionnaires inversibles de O premiers & f.

Po(f) = Po N Ip(f) est le sous-groupe des idéaux de O principaux et premiers a f.
On a alors la caractérisation suivante du nombre de classes des O-idéaux:

Proposition 2.2.6

Démonstration. (voir [San91])

2.3 Le Lemme de Minkovski pour un ordre quel-
conque.

Nous commencons par établir quelques lemmes qui serviront pour la démonstration.

Lemme 2.3.1 Si M est un sous Z-module de rang n et si (l‘i)1§i§n est une Z-base de
M, alors o(M) est un réseau de R™, dont le volume est donné par

v(o(M)) = 27" | detoi(x)1<i j<n |

Démonstration. voir ([Sa 71 |, IV 4.2,1).

Lemme 2.3.2 Soient K un corps de nombre et O un ordre de K de discriminant do. Soit
a un O-idéal. Alors o(O) et o(a) sont des réseauz et on a

v(@(0) =27 |do |> et v(o(a))=27"|do |? No(a)

Démonstration.
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Puisque a est un sous-module de O de rang n alors il existe une base (6i)1gign de O de
rang n et des éléments non nuls a; pour 1 <i <n de Z tels que (ajey, ..., aney,) S0it une
base de a et a; divise a;11 pour pour 1 < i <n —1. Alors dp = det(o;(e;))1<i,j<n. On
obtient donc la premiere formule en appliquant le lemme 2.3.1.

On a
v(a(a)) = 27" | detai(aiei)lgi,an |
= 27 "aqa;...ap | detai(ei)lsi,jgn |
= 27"2Np(a) | do |2 O

Lemme 2.3.3 Soient K un corps de nombre de degré n = ry + 2ry et O un ordre de K.
Sotent do le discriminant de O et a un O-idéal non nul. Alors, a contient un élément non

nul x tel que

| N@) |< (> do |4 No(a)

Démonstration.
Soit o le plongement canonique de K dans R™ x C™. Soient ¢ un nombre réel strictement
positif et I’ensemble

r1 T2
Bi={(Y1ys e Yrys 21y ooy 2ry) € R™ x C tels que Z | yi | +2Z | z; [< t}
i=1 j=1

C’est un ensemble compact, convexe et symétrique par rapport a 0, de volume ([Sa 71
appendice p. 79)

tn
plBy) = 2w

On peut choisir ¢ tel que p(Bt) = 2"v(o(a)), donc on a
Ty

Z)" 1 =2"""" | do | Nol(a)

'
2 ( n!

D’apres [Sa page 67], il existe un élément non nul x de a tel que o(z) € B;. On a

1 r1+72
[ N(@) =[] o) | ] loj(@)]?
i=1 i=ri1+1

L’inégalité de la moyenne géométrique montre qu’on a

IN@ <GS @) |42 Y o) )<
i=1 Jj=ri+1
D’out 4 |
[ N@) |< (=)= | do |F No(a) O



Proposition 2.3.4  Soient K un corps de nombre, O un ordre de K et { son conducteur.
Soient I et J des O-idéauxr premiers a f: on peut trouver un idéal a de O premier a | tels
que (a,IJ) = O, et tels que le produit al est principal.

Démonstration. Par la correspondace bijective avec les idéaux de K, on factorise I et
J en produit d’idéaux premiers

I= Hpn(p) J = Hpm(p)

Soit P l’ensemble des idéaux premiers qui divisent I.J et z, € p(®) /p"(p)Jrl pour tout
p € P. Le lemme chinois implique 'existence d’un élément a dans O satisfaisant a a =
zymod  (p™P)+1) pour p € P. On a alors aO = Ia ol a premier est & 1.J. O

On appelle norme de a et on note No(a) le nombre card(O/a).

Proposition 2.3.5 Soient K un corps de nombres et O un ordre de K. Alors toute
classe de O-idéauz propres contient un O-idéal a premier a f. on a

4 r n' 1
[ No(a) [< (—)™ 7 | do |2

nn

Démonstration.  Soient b un O-idéal de la classe donnée et b; son représentant Io(f).
Donc bj est un O-idéal premier a f. Il existe un O-idéal ¢; tel que bjc; est un idéal principal.
D’aprés le lemme 3, le O-idéal ¢; contient un élément non nul c tel que

(N 1< (22 ™ do 1F Noe)
pu nn O O\ty)-

L’idéal principal de O engendré par c est divisible par ¢;. On note a; 'idéal (c) cf_l. Donc
a; et by sont équivalents et

4 TL' 1
N, <(=)?—|do |2 .
| No(ay) |< (2) 2 | do |
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Chapitre 5

Les périodes de la jacobienne

Dans ce chapitre nous calculons les périodes de la jacobiennes Jig(\), et explicitons
les relations entre ces périodes. Il s’agit d’un cas exceptionnel ou les périodes de la partie
nouvelle Jig new(A) sont algébriques en A. Le groupe de symétrie qui leur correspond
est le groupe de I'icosaedre. Dans le paragraphe 1, nous donnons une généralisation de la
définition d’une période de variété abélienne & multiplication complexe en suivant Anderson
[Ad82] et Shimura [S79], et leur expression en termes de fonction Gamma. Nous appliquons
ces résultats dans le troisieme paragraphe pour calculer les périodes de Jip()).

5.1 Périodes aux points CM et valeurs de la fonc-
tion Gamma

5.1.1 Périodes d’une variété abélienne & multiplication complexe

Nous rappelons dans ce paragraphe des résultats d’Anderson [Ad82]. Il s’agit en fait
d’une interprétation et raffinement des résultats de Shimura [S79] sur les périodes des
variétés abéliennes a multiplication complexe par un corps CM.

On note Q la cloture algébrique de Q dans C et Gg le groupe de Galois Gal(Q/Q). On
note p la conjugaison complexe.

Soient « et 3 deux nombres complexes alors on note v ~ 3 si % cQ.

Soient A une variété abélienne a multiplication complexe par un corps CM, qu’on note K
et [ une représentation K — EndA ® Q. Soit ®(A, K,l) le CM type de A, c’est-a-dire
la classe d’isomorphie de K ®g C-modules sur lequel K agit par [. Les automorphismes
de K — C de ®(A, K,I) décrivent I'action de K sur la partie holomorphe et la partie
anti-holomorphe de la décomposition de Hodge de H} 5 (A) et on a

(A, K, 1)@ (A, K,lop) = K ®g C
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Définition 5.1.2 ([Ad82] §1) Soit w une classe de cohomologie de De Rham H}gx(A)
satisfaisant
(I(z))*w = 2w

ot x € K. Soit v un 1-cycle non homologue a 0 sur A. Alors une période P(A, K,l) €
C* \ Q* de A est définie par

P(A, K, 1) ~ /w.

Y

La forme différentielle w est définie a un facteur dans @* pres, et K* agit transitivement
sur la classe d’homologie de degré 1 a coefficients rationnels. Donc P(A, K,1) est bien
définie.

Par la relation de Riemann-Hodge on a

5.1.3. P(A,K,))P(A,K,lop) ~ 2in

Remarque Pour retrouver les notations de Shimura [S79]. Il convient de considérer le
CM-type ®(A, K,l) comme une combinaison formelle linéaire des plongements complexes
de K. On a alors en termes de symbole de Shimura pg (7, )

. WpK(idK,(I)) si idg € (I)(A,K,l)
P(A, K1) = { pr(p |, ®) 7t sinon

On peut généraliser la définition des périodes d’une variété abélienne a multiplication
complexe :

Proposition 5.1.4 Soient A une variété abélienne a multiplication complexe et K un
corps CM tel que [K : Q] = 2dimA. Soient | une représentation de K dans Endg(A) et w
une classe de cohomologie de De Rham H}yn(A) satisfaisant

pour z € K et 7 € Gal(K/Q). Soit v un 1-cycle non homologue a 0 sur A. Alors

P(AK,loT7) ~ /w.

Y

Démonstration Ilsuffit de remplacer la représentation [ par la représentation [ = lor—*
dans la définition 5.1.2. °

Soit I le groupe de Grothendieck engendré par les K ®g C-modules finis. Soit 1% le sous-
groupe de I engendré par les CM types des variétés abéliennes a multiplication complexe
par K. On peut voir I% comme le sous-groupe des modules ® qui satisfait

O P PP = n(K ®q C).
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Pour un entier convenable n. Soit (.,.)x la parité définie par

(P,9)k = dimcHomgge (P, )

pour tout ® € I, € Ik.
Soit L une extension de K. Alors I'application de restriction Resy/x : I — Ik et
I'application Indy, /i : [k — I sont définies par

(mdL/K(CI)),\II)L = (@,RGSL/K(\I/))K
pour tout ® € I, ¥ € I,. On a
P(o) = (0 | K, P)k

alors on peut voir chaque ® de I comme une fonction de G localement constante & valeurs
dans Z. Soient K, L deux corps CM tels que K C L. On a

indp /i (®)(0) = @(0)

alors lim I% peut étre vu comme un sous-groupe du groupe des fonctions de G localement
H.

constantes a valeurs dans Z et on a
Proposition 5.1.5 ([Ad82 ]§1, 1.4) Soit ¢ une fonction localement constante de G dans
Z. Alors ¢ est un élément de lim I% si et seulement si pour tous 0,7 € G on a
_).
i) p(opo=rpr) = (1),
i) p(op) + ¢(0) = e(id) + ¢ (p)

On note M l’espace des fonctions localement constantes de G a valeurs dans 7Z satisfaisant
aux conditions i) et ii).

Proposition 5.1.6 ([Ad82 ]§1, 1.5) Il existe une application Q-linéaire
W:M — C* /@X

telle que pour toute variété abélienne (A, K,l) de type CM

P(A,K,l)=W(®(A, K,I)).
5.1.7 La Relation entre une période d’une variété abélienne a multiplication
complexe et les fonctions Gamma .
Soit Ggp le groupe de Galois de ’extension abélienne maximale de Q dans C. On note
M®]e sous-espace de M formé des fonctions qui se factorisent par G,p. Dans la suite,

on expose un résultat non publié de Deligne qui donne une caractérisation d’'une période
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de variété abélienne & multiplication complexe restreint & M en termes de fonction T
classique.

Soient <>,{}: Q/Z — Q définies par
<>=a={a} mod Z
0<<a><l1l 0<{a}<1,
et § : Q/Z — M® une fonction telle que
d(a)(o) =< —=b>

ou o € G et exp(2ima)? = exp(2irdb). On a alors

Théoreme 5.1.8 L’image de

§:Q/Z — M
engendre M sur Q.
Démonstration Voir [Ad82]théoréme 3.1 p.321.
Soit la fonction
T: Q/7Z — C* /@X

définie par

Alors on a

Théoréme 5.1.9 ([Ad82] 4.7) B
[(a) ~T({a}).

5.2 La jacobienne de c;)) et ses périodes

5.2.1 Pour A € C\ {0,1}, notons C5(\) la complétion projective lisse de la courbe affine
d’équation
Cs(A\) 1 y° = z(z — 1)(z — N).

Soit 7 un automorphisme d’ordre 5 donné par

(z,y) — (z,¢5'y)

29w

ou (5 = e 5 , 7" opere sur 'espace de différentielles holomorphes avec les valeurs propres
(2,(3,(2, et (3. Une base des différentielles de premiere espece H?(Cs()), Q') est fournie

par ’ensemble S
dz

dz
_27“)3 —_

S: w]':
{wp ==



Soient les automorphismes

Op - Q(<5) — C
G — (5

oun € (Z/5Z)*. Soit V,, I'espace propre défini par
Vo ={w e H(C5(N),QY)/ 7w =0n((s5)w}
Si on note 7, la dimension de V;, pour tout n € (Z/5Z)* alors on a, d’aprés le théoreme

123, r1=0,r9 =r3=1¢et ry =2.
La décomposition de Wolfart nous donne

Js(\) = C*/A
ott A = {(0n(u) [y’ w +0u(v) [ wues, u,v € G}

Considérons la décomposition

Hll)R(C5()‘)): @ H(n).

n€(Z/5Z)*

ot H(n) = {w € Hyp/T*w = 0,((5) }-
D’aprés le lemme 1.3.5, dimH (n) =2 Vn € (Z/5Z)*.

1 dx 2

8
8

H(l) = <w; = 9, wi = HF>
H(?2) = <wl = ;—"2’”, wi = % >
H3) = <wi = 3—?, w3l = % >
H(4) = <wl = ‘;—f, w: = “;j# >

On peut exprimer les périodes et les quasi-périodes en fonction des séries hypergéo-
metriques [1.4.1]

[Fwh = BELHFE-2,2,0),  [lwb = (-DIAEBEHFL. L L))
[Zwh = BGLYHFE.L L, Jhwh = (DINBE 323,80
[Fwi = B(HFE L8, Jhwl = (FDIATB(Z2)F(2,2,4,))
JTwi = B, 5)F(3, 550, Jowh = (FDEATBLLHFE L2
[Pwi = BLAHFE-I -3, [fw? = (FDIABEHFE, L8N
[Pwi = B(=LHFE, -4 -8, [fwd = (DB HF(EE LN
[Fwi = B(=LDFE-LLN, el = (CDSMBELHFE L LN
[Zwi = BEHFEEEN, Jpwi = (FDFIAEB(E LF(4,8, 1))

5.2.2 Le CM type
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Dans la suite on prend A = # un point CM. La jacobienne .J5(#) est & multiplication com-
plexe par K un corps CM. Le corps K est une extension quadratique de corps cyclotomique
Q(¢). On peut I’écrire alors K = Q(\/N——D, (5). Pour simplifier le calcul on prend D = 3.
Soit L le corps cyclotomique Q((5) et [ la représentation

[: K — End(J5(6)))q-
On note 7y, m = (0pn, Am) avec

On : Q(§5) — Q(<5)
G5 — (g’
et
Ay 0 Q¢) — Q(¢3)

Gg — (3"
oun € (Z/52)*,m € (Z/3Z)*.
Lemme 5.2.3 Le CM Type ®(J5(0), K, 1) de J5(0) est Uensemble {721,731, Ta.1, Ta2}-

Démonstration. B
L’action sur H} 5 (C5(0)) par I(z) se fait avec multiplication par 7, ,(z) pour x € K donc
c’est un K ® C-module. On a

KeC=o_ C

. Tm,n
,n.K7~>C

Donc H}, 5 (J5(0)) se décompose en ® ol

. TTL m
m’n.K——MC ’

H,, ={we Hpgp(J5(0)/ ((x))'w =Ty m(z)w}.

On a la décomposition de Hodge
Hpp(Js(0)) =H " @ H*!
La structure de Hodge consiste en H~1% C H;(J5(0), Q) ® C. Soit

Vom ={w e H M/ (Ii(2))*w = T m(2)w}
Soit ®(J5(#), K,1) le CM type de K. Donc ®(J5(f), K,I) contient les homomorphismes
Tm.n € G(K/Q) telque pour chaque 7, , il existe un w € V,, ,. On en déduit que 7, ,, €

®(A, K, 1) si et seulement si Vi, ,, N H =Vom NH(n)#0. Or dimH (n) = 2 donc

Tm,n /L

0 st n=1
dimV,, m, NH(n) =<1 st n=2, 3
2 st n=4

L’action de (v/—3)* se fait par deux valeurs propres distincts ++/—3. Donc dans le cas
ol la dimension de V,, ., N H(n) est égale & 1, on peut choisir par convention 'action de

82



(v/—3)*. Dans la suite nous prenons 'action de (v/—3)* qui se fait par la valeur propre
v—3. On a alors

‘I)(J5(9),Kal) = {7'2,1,7'3,1,7'4,1,7'4,2} L

Si on écrit -
Q(WV-3,¢) = Q(¢is)

ou (15 = €15 , le groupe de Galois G(K/Q) est I’ensemble des homomorphismes

Ts + Q(Cs) — Q(¢75)

C15 — Cf5,
avec s € (Z/15Z)*. On a alors
Tr = (04,A1), 1 = (01,4)
7 = (02,A1), T2 = (02,A2)
Tis = (03,A1), T3 = (03,A9)
Tia = (04,09), 711 = (01,A9)

Donc )
@(J5(9), K, l) = {’7'47 T7, T13, 7~'14}-

5.2.4 Les périodes de la jacobienne C5()\) en terme des fonctions Gamma

On se propose dans ce paragraphe d’évaluer les périodes de la variété abélienne J5(A) o
A = 0 un point CM.

Soit
¥z, = Gal(K/Q) — Z
tel que
vr (7)) = 1 si Tk € ®(J5(0), K, o7 1)
Yz (Ty) = 0 sinon.

un tel 1z peut s’interpréter comme ¢ = G — Z qui s’annule sur Gal(Q*®/K) de G,
donc appartient & Mg,. D’aprés le théoreme [1.5.8] vz s’écrit

wi—n: Z 9(15(%)

a€Z /157

avec
0= Z/15Z — Mab

défini pour 7, € Gal(K/Q) et Ty (exp2imra) = exp2imb. On obtient alors le systéme suivant
AX =V
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ou

14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
3119 7 5 3 1 14 12 10 8 6 4 2
1m1m 7 3 14 10 6 2 13 9 5 1 12 8 4
A— § 1 9 2 10 3 1 4 12 5 13 6 14 7
7 14 6 13 5 12 4 1 3 10 2 9 1 8
4 8 12 1 5 9 13 2 6 10 14 3 7 11
2 4 6 8 10 12 14 1 3 &5 7 9 11 13
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

et

—

X = (X1, 0, Xy ooy X14).

Ainsi on peut résoudre le systeme, suivant les valeurs de 1z pour chaque 7, avec n €
Z/157.

* Pour n = 1, (I)(J5(9),K,ZO7~'1_1) = {%11,’7’&’7’2,’7’1} et alors ‘7 = (15, 15,0,0, 15, 15,0,0)
On obtient alors

3. 2 5 1
V7 = 55(E) - 5(1—5) + 55(

7

) 9 1_,12
15

1
+ 55(15) - 55(1_5)'

On en déduit
P(J5(0),K,lom ) = [ w]
~ T(R)IT(E) TR (%) T ()

5 15 15

[y

x Pour n =2, ®(J5(0),K,lo %2_1) = {77, T1, T4, T2} et alors V= (15,15,15,15,0,0,0,0).
On obtient alors

1 2

Y, = 20(52) — 8(2) — () + 5(%) Tl B T

S22
15) (15)
On applique I'application Q-lineaire Wa 1z . On a alors par (5.1.6), (5.1.7) et (5.1.9)
P(J5(9)7K7lo7~—2_1) ~ fyw%
~ T(5)P(E)T(E) ()T ()

x Pour n =4, ®(J5(0),K,lo 7:4_1) ~ {T14, T2, T8, T4} et alors V= (0,15,15,0,15,0,0,1).
On obtient alors
13

) 6 8 10
Vi, = _26(B) + 5(@) + 25(@) - 5(1—5) + 5(15

)

On en déduit alors

P(J5(0),K,lo7 ") ~ |
r

—~ =2
o &
=

)AL ($)T(35)°T (1) 7' T(53)

=
o



« Pourn =7, ®(J5(0),K,lo7; ') ~ {Fo, 711, T14, 77} et alors V= (0,15,0,15,0,15,0,15).
On obtient alors

b = 8 = 8(-2) ~ 26(5) + 8(-) + 6(2) + 3(13)
On en déduit alors
P(J5(0),K,lo7 ") = [ w}
~ T(3%)T(35)"'T(55)’T(55)T(55)

Pour les autres n € (Z/15Z)* , on en déduit les périodes en utilisant la relation 5.1.3 due
a la relation de Riemann-Hodge. On a alors

* Pour n =8

P(J5(0), K lo7g") ~ [ w3
~ 2 ()TN ) TR T

* Pour n = 11

P(J5(0), K,lom') ~ [ wi
~ 2R ()T ()T T T )

* Pour n = 13

P(J5(0), K lo7g') ~ [ w3

~ 20T ()TN )T

* Pour n = 14

P(J5(0), K, lo7y) ~ [ wi

< 2inD(2) NN () )

Gle

5.2.5 Détermination des fonctions hypergéométriques en termes des fonctions
Gamma

On rappelle que la fonction de Béta vérifie
B(a,b) =

Et que la fonction I' vérifie les équations fonctionnelles :

) M(z+1) =2I(2)
i) I'(z )I‘(l —2) = =

Sinmz
iii) [T5Z (Hs) )’ " p(z)

P 3
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Lemme 5.2.6 Soit V le Q-espace vectoriel de C* /@* engendré par m et {T'({¥) /a €
Z/15Z"}. Alors V' a pour base {T'(s%) /a € (Z/15Z)*,1 <a <T7,et a € (Z/15Z)*}.

Démonstration: Puisque V est de dimension @ + 1, il suffit de prouver que

1 2 4 7
N'—),I'(—=),I'(—=),I'(—
est une partie génératrice de V.

On a
7157 = 7./37 & Z]57.

Soit ,
a a;
— = — mod Z
15 Z Di
=1
ol p1 = 3,py = b et a; est défini mod p;.

Tis = {% / (ai,pi) = et a;#1 ou a=0}

2 23 4 1 4 7

o {0’3’5’5’5’15’15’E

D’aprés [L78] (théoreme 9.1 page 58) I’ensemble

10 6 9 12 1 4 2

1—),I‘(ﬁ),F(1—5),F(B),F(ﬁ),F(ﬁ),F(l—S)}

engendre V.
Par la relation ii) on a

15) T(55
Alors L i
I‘(E) e I'(55)2T(55)2I(55)>
E r(2)!

On prend maintenant dans ii) p =3 et p = % on a

1 6 11 1
F(E)F(E)F(ﬁ) ~ WF(E)-

86



Donc

() Papls) p 2,
1 :
NG 15
On prend dans ii) p=3 et z = % on a
2 7 12
(T () T(EE) ~ al (=
(P (EIP(2) ~ 2T(2)
Donc
(e0) a)0(5s) | 6
3
r(g) 15
On remplace I'(:%) dans () on a
r 2 PTGy}
15 F(%)E
On remplace dans (xx)
8y TEPTETERE
E ESY

5.2.7 En identifiant les périodes et les quasi-périodes en termes des fonctions hy-
pergéometriques (5.2.1) et les périodes de types CM (5.2.3), on exprime les fonctions
hypergéometriques en termes de la fonction Gamma, .

o F(%7%7§9) F(%a_%agae)
A= (F(é,g,l—f,w P =T )
73D(Z)3D(L)Ir(L)? AEr(2)Fr(L)?
()3 NESEINERY:
2%M(L)5T(Z)IT(L)5  2D(2)3T(L)IT(L)IT(L)?
r(4)3n5 s
15
F(2,3,8.9) F(2,1,40) )
A — 59 59 59 5'575"
’ (F(%%%,e) P22 2L p)
m () IN(E) T AN CILINCALING L,
N N TS
3 1 1 3 72T(&)2T(&)2
D (35) AT () 0 () P (f) e
F(%5)2T(5)2



F(ﬁzég) F(ﬁéﬁg))
A — 9 9 9 5,_5,5,
’ (F(%éé,e) F(2,22.1.0)
5 B g1
. 2i i _ 2;1“(3)231“(ﬁ)21
N I({5)20(%)2T(55)20(55)2 mIT(L)2T(L)2
. r(L)3 7IT(L)3T(2)2r(4)2
27’ 5 5 7 1 7
m20(&)2T(&)20(%)2 r(&)2
F(:,120) F(3,1,89)
ao= (e prr
F(37§7379) F(Eagagae)
2i (L)% B
P(L)3T(2)2T(L)?  2iT(Z)3T(L)IT(L)?
r(4)3 P(L)Ir(L)?
B I E AL INEATTUERE B SRR SRR

2 8 1
F(g,g, )

—
e
N
T
—~

[S{[%)

2,5.0)~1 F(3, 2,2 0)F(3,5,8,0)~1
On remarque que detA; =0 modQ V1 < i < 4. Donc il reste aux moins six fonctions
hypergéometriques indépendantes.

5.2.8 On peut aussi exprimer les fonctions F(%, %, 1,\A) et F(—%, %, 1,\) associées aux

périodes de courbe elliptique en terme de la fonction I'. On utilise le théoreme suivant:

Théoréme 5.2.9 (Chowla-Selberg). Soit E une courbe elliptique a multiplication com-
plexe parle corps K de discriminant —d, d > 0; on note w le nombre d’unités et h le nombre
de classes de K, el € le caractére de Dirichlet associé a K, i.e le symbole de (Legendre
-Jacobi-) Kronecker x(_q = (=%) défini (par exemple dans [Coh], §1.4.2). Soient w une

forme différentielle de premier espéce de E défini sur Q et v un 1-cycle non homologue a

0 sur E. Alors
a. we(a)
~ ]:‘— h .
Lw va I ry

0<a<d

Soit 77 une forme différentielle de seconde espece sur E, définie sur Q, n’appartenant pas 3
I'espace engendrée par w. Dans la décomposition de Hodge, w forme une base de H°(E, Q)
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et n forme une base de H(E, O¢). La formule de Chowla-Selberg combinée avec la relation

de Legendre donne
/ 2%\/T
v~ a we(a) *
Y [locaca D'(G)
Dans notre cas K = Q(v/=3), h=1, w =6 et

[T

Or B(3,1) = alors

3 3 3
113 =19 D(15)2(§5)20({5)?

< F(3,5,1,)) ) - " r(&)?

~Y 3 ~Y

F(_%aévla)‘) % 21 P(%)%
I'(3) 2 3 3 3
I({5)20(55)2 ()2

5.3 Les relations entre les périodes ()

5.3.1 Pour A € C\ {0, 1}, notons C1p(A) la complétion projective lisse de la courbe affine
d’équation
Cio(\) : 40 = z(z — 1)(z — \).

Soit J10(A) la jacobienne de Cy(A). Soit [ un automorphisme d’ordre 5 donné par

(z,y) — (2,¢10'y)

ou (19 = e o , [* opere sur 'espace des différentielles holomorphes avec les valeurs propres
Ty, ¢To, (o, et (Jp- Une base des différentielles de premiere espece H?(Cig(M), Q1) est

fournie par I’ensemble S

dz , azdz

Soient les automorphismes

&n : Q(Clﬂ) — C

oun € (Z/10Z)*. Soit V,, I'espace propre définie par
Vi ={w e H(C1o(N), ")/ 1"w = 0,(Cro)w}
Si on note r, la dimension de V;, pour tout n € (Z/10Z)* alors on a, d’apres le théoreme
123, = 0,’/’3 = 0,7"7 =2et g = 2.
La décomposition de Wolfart nous donne que

J10(A) ~ J10 new(A) @ J5(A) @ Ja(A).
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D’aprés (1.4.6), la variété de Shimura qui parametre Jig pew(A) est de dimension 0. Donc
J10,new(A) est isotrivial i.e lle ne dépend pas de A. Cela se traduit par le fait que les
périodes sont algebriques et les triplets (v,d, ), définis dans (1.2.1), liés & ces périodes
appartiennent a la liste de Schwartz. On a le tableau suivant

Périodes v 0 K

O S S

FEN 1 E

RN S

FldbN 4 b

SO P

SOER PN

R R

PN b
On obtient deux triangles Ay d’angles 4?”, £ £ et Ag d’angles 2?”, 2?7’ 2?” On peut couvrir
les triangles A; et Ay par 6 triangles élémentaires d’angles 7, T et £ [Ca61]. Donc

le groupe de monodromie est le groupe fini de signature (2,3,5). Le corps régulier qui
correspond a ces groupes de monodromie est l'icosaedre. On peut le recouvrir par une

triangularisation comprenant 120 triangles d’angles Z, T Z. On l'illustre par la figure
suivante

2' 3 5

5.3.2 Dans ce qui suit on montre que 'approche par les G-fonctions utilisée par André
dans [A97b] pour le produit de deux courbes modulaires n’est pas applicable pour Jig .
[’approche par les G-fonctions repose sur le théoreme suivant
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Théoréme 5.3.3 [A97b | Soit ¥ = (yo(2), ..., yu(2))t un vecteur de G-fonctions a co-
efficients dans un corps de nombres k C C, homogeénement algébriquement indépendantes
sur k(z), et vérifiant un systéme différentiel normal au sens de Siegel. Soit & € @* un
point dans le domaine de convergence de . On note h(§) sa hauteur logarithmique ab-
solue; on note v et § respectivement la dimension et le degré de la k(&)-variété projective
Projk(¢)[yo(2), ..., yu(2)] C P*. On suppose que p > 2v. Alors on a

log | € |< —V[k(€) : K]*h(£)®0° ou bien h(€) < [k(€) : k]~ 6, ot a,b,c,a’,b', ¢ sont des

constantes positives indépendantes de &, et a < 1,b < 1.

On rappelle ici que J5(\) X Ja(A) est a isogénie pres un facteur de Jig(A). Alors la valeur
p est égale au degré de transendance de lextension de Q(A) engendré par les périodes
de J5(A) x Jz(A). Nous utiliserons le résultat suivant sur I'indépendance des ”fonctions
ptriodes 7 :

Théoreme 5.3.4  Soit A —> S un schéma abélien. Supposons qu’il existe une fibre
s € S tel que Ag est de type CM. Alors le degré de transcendance de la C(S)-extension
engendrée par les périodes de A est égal a la dimension du groupe de Mumford-Tate dérivé
générique MT(A)%er,

Ce théoreme a été démontré par André [A92](théoréeme 2, page 15) dans un contexte plus
général sur les 1-motifs. En effet, le théoreme 2.3.2 implique que dimM T (A)%" = dimH,,
ou Hj est le groupe de monodromie connexe. Puisque la connection admet que des points
singuliers réguliers alors la dimension du groupe H est égale a la dimension du groupe
de Galois différentiel associé & Hpg(A). D’aprés [A84], la dimension de groupe de Galois
différentiel est égal au degré de transcendance de la C(S)-extension engendrée par les
périodes de A.

Alors d’aprés 5.3.4, u est égal a la dimension du groupe dérivé du groupe de Mumford-Tate
MT(Js)\) x Ja(X)%r. D’aprés 2.9.2, MT(J5(A) x J2(A)¥" = Sly x SLy x SLy est de
dimension 9. Mais puisque pour les périodes de Jo(\) la solution logarithmique s’exprime
en fonction de deux autres périodes de Jy(A), alors le degré de transendance chute a 8.
Cette valeur confirme notre calcul dans §5.2.4 en tenant compte de toutes les relations
fonctionnelles obtenues entre toutes les fonctions hypergéometriques.

La dimension v de la Q(\)-variété projective engendrée par F(%, %, %, 6), F(%, —%, %, 9),

F( . 1,0),F(—3,3.1,0)

N[ =

Y

ol
N[ =

) 71_5379)7F(%7%77_T370)7F(§7%7279)7}7(%’%’%’0)’[?(

(S

doit étre inférieure a 4. Nous devons alors trouver au moins quatre relations homogenes
non fonctionnelles indépendantes entre ces fonctions.
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On note Iy = logm et I, = logl'({¢). On a

bi = logF(L,2,8,0) ~ o+ 3+ 30— S+ 3y
by = logF(3,-2,2,0) ~ ilo—3li+ 21— 2la+ 37
by = logF(%,2,2,0) ~ —3lo+ 3+ 35l — 3+ 3y
by = logF(%,%,?,Q) ~ —1—2110+%l1+%l2+%l4+%l7
bs = logF(2,2,20) ~ Slo+32lL+ 1+ il+3;
be = logF(é,%%ﬁ) ~ %lo+%l1+%lz+%l4+%l7
by = logF(,1,1,0) ~ =B+ 3 4+ 3+ 3 — 3,
bs = logF(—1,%.1,0) ~ 2o+ 21y —211—31,+ 31,

Soient «; avec 1 < ¢ < 8 des nombres rationnels tels que Zle a;b; = 0. On remplace les
b; par leurs valeurs et on résoud le systeme, on obtient les relations indépendante suivantes

DR OEE L8 0 R(E S  0 R (10

2
o
—~
(S
|
(V)
(S ]
)
p—
—
V]
%)
o
—~
(S
|
\]
o[,

)147

~ PG DG

Les équations 1 et 2 avec le fait que detA; ~ 1 implique I’équation suivante

1 4 8 1 -7 =3 1 -2 2 19 13
=) e _,Q)F(_v = _) ~ F(_, = v Q)F(_, PR
55 b 5 5 5 5 5 °H 55 5
Cette équation permet de transformer les équations 2 et 3 en les équations homogenes
suivantes

P4 8077 F(2, 2,8, 0)19F(2, 8,1, 0)0F(3,1,1,0)14

F( 0) ~ 1.



On obtient donc trois relations homogenes entre les fonctions hypergéométriques. Il nous
manque alors une relation pour vérifier les conditions du théoreme 5.3.3.
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