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IntrodutionCette thèse ontient une étude spetrale de ertaines lasses d'opérateurs de Shrö-dinger ontinus (agissant sur L2(IRd)) et disrets ave le potentiel du type surfaique. Lemodèle de base est donné par la formule
H = −∆ + V (0.1)où −∆ est le laplaien sur IRd et (V ϕ)(x) = v(x)ϕ(x) est l'opérateur de multipliation parune fontion réelle de la variable v(x1, x2) ∈ IRd1×IRd2 identi�ée ave x ∈ IRd, d = d1+d2,déroissante assez rapidement par rapport à la variable x2 ∈ IRd2 , p. ex.

| v(x1, x2) |6 C(1+ | x2 |)−d2−δ0 (0.2)pour ertaines onstantes C, δ0 > 0 et possédant des propriétés d'ergodiité par rapport àla variable x1 ∈ IRd1 pour assurer l'existene de l'objet dit "la densité d'états surfaiques".Cette introdution est divisée en parties suivantes :(A) La densité d'états des opérateurs de Shrödinger ergodiques(B) La notion du déplaement spetral(C) La densité d'états surfaiques(D) Une brève desription de résultats de la thèse(E) Les énonés des résultats de haque hapitre(F) L'index des notations essentielles(A) La densité d'états des opérateurs de Shrödinger ergodiquesLa modélisation des phénomènes physiques en milieu désordonné onduit à l'étude del'opérateur de Shrödinger aléatoire
Hω = −∆ + Vωoù ω ∈ Ω et (Ω,F) est un espae mesurable muni d'une mesure de probabilité P. Enpartiulier le modèle de la struture périodique d'un ristal idéal perturbée de manière7



8 Introdution
homogène en moyenne spatiale devrait assurer l'existene de la limite thermodynamiqueomparant le volume ave le nombre des niveaux d'énergie du système restreint à unerégion bornée. Une théorie générale de es modèles a été développée par L. Pastur ([53℄,[54℄) qui a introduit la notion de la densité d'états d'opérateurs ergodiques. Dans le asoù Vω est l'opérateur de multipliation par la fontion vω(x) on suppose que l'on a

vω(x− z) = vτzω(x),ave une appliation mesurable τz : Ω → Ω onservant la mesure P pour tout z ∈ IRd(respetivement z ∈ ZZ
d). L'hypothèse de l'ergodiité signi�e que l'on doit avoir P(A) = 0ou 1 si A ∈ F est τz-invariant pour tout z ∈ IRd (respetivement z ∈ ZZ

d).Une lasse des opérateurs de Shrödinger ergodiques est donnée par le potentiel presquepériodique. En e�et, suivant M. A. Shubin [59℄ on peut dé�nir P omme la mesure deHaar sur le groupe ompat engendré par la famille des translations du potentiel presquepériodique.Une autre lasse des opérateurs de Shrödinger ergodiques est donnée par le modèled'Anderson où on onsidère le potentiel loalisé autour des sites du réseau ZZ
d ave desonstantes de ouplage formant une famille des variables aléatoires indépendantes et iden-tiquement distribuées ( p. ex. le ours de W. Kirsh [34℄ ou F. Klopp [40℄).Une dé�nition de la densité d'états des opérateurs de Shrödinger ergodiques utiliseles opérateurs H∗

ω,L dé�nis sur L2(]−L; L[d) omme HD
ω,L = −∆ + Vω ave les onditionsde Dirihlet ou HN

ω,L = −∆ + Vω ave les onditions de Neumann au bord de ] − L; L[d.Pour f : IR → C qui déroît assez rapidement à l'in�ni, on pose
n∗

ω,L(f) = (2L)−dtr f(H∗
ω,L) = (2L)−d

∞∑

n=1

f(λn(H∗
ω,L)),où λ1(H

∗
ω,L) ≤ · · · ≤ λn(H∗

ω,L) ≤ λn+1(H
∗
ω,L) ≤ . . . est la suite des valeurs propres(omptées ave leurs mulitipliitées) de H∗

ω,L. Si f ∈ S(IR) (l'espae de Shwartz desfontions à déroissane rapide sur IR) alors les limites
n(f) = lim

L→∞
nD

ω,L(f) = lim
L→∞

nN
ω,L(f)existent P-presque sûrement et sont indépendantes de ω. Ainsi le théorème de répresen-tation de Riesz permet d'érire

n(f) =

∫

IR

f(λ) dN (λ),où on intègre par rapport à la mesure dont la fontion de répartition
N (λ) = sup{n(f) : 0 ≤ f ≤ 1, supp f ⊂] −∞; λ[}



Introdution 9
s'appelle la densité d'états intégrée.L'importane de la densité d'états se voit déjà sur le fait que son support (en tant quela mesure) véri�e

supp n = σ(Hω) (0.3)
P-presque sûrement. Des études plus �nes de la nature du spetre et des propriétés dy-namiques du transport sont également liées à la régularité de la densité d'états intégrée :on peut iter p. ex. les artiles de R. Johnson, J. Moser, J. Avron, B. Simon ([2℄, [6℄,[7℄,[31℄,[41℄, [64℄) en e qui onerne les potentiels presque périodiques et J. M. Combes, P.D. Hislop, F. Klopp, S. Molhanov, P. Stollmann, W.Kirsh ([16℄,[21℄,[14℄,[34℄,[50℄,[62℄)en e qui onerne le modèle d'Anderson.Un résultat fondamental onernant la régularité de la densité d'état intégrée estl'estimation

E(n∗
L(χ[E−ε,E+ε]) 6 Cε, (0.4)obtenue par Wegner ([65℄) pour le modèle d'Anderson disret (ii E(...) désigne l'espéraneet χ[a,b] est la fontion aratéristique de l'intervalle [a, b]). Dans les travaux qui suivent,J. M. Combes, P. D. Hislop, S. Nakamura, A. Klein, W. Kirsh, E. Mourre, P. Stollmann,H. Zenk... (voir [12℄, [13℄, [16℄, [21℄,[14℄, [34℄, [62℄, [33℄, [68℄ et les référenes itées dans estravaux) prouvent l'estimation de Wegner pour des modèles ontinus et pour des systèmesà N orps (voir aussi F. Klopp, H. Zenk [44℄ pour l'existene de la densité d'états dessystèmes à N orps ).Les estimations de Wegner jouent un r�le lé dans l'analyse multi-éhelles permet-tant de prouver des propriétés de la loalisation (le spetre purement pontuel presquesûrement) pour es modèles ([3℄, [4℄, [5℄, [38℄, [29℄, [32℄, [62℄).(B) La notion du déplaement spetralSous l'hypothèse que le potentiel déroît assez rapidement à l'in�ni, on peut développerla théorie de la di�usion basée sur la fontion de déplaement spetral introduite par I.Lifshits et M. Krein ([49℄, [48℄). Cette notion a donné lieu à de nombreux travaux (voir [66℄,[67℄ pour divers résultats et référenes). La fontion de déplaement spetral est dé�niede façon générale pour une paire d'opérateurs auto-adjoints (A,B) dont la di�érene estnuléaire, 'est à dire || A−B ||B1<∞ où || . ||B1 désigne la norme trae. Elle est dé�niepar la relation ∫

IR

ζ(λ)df(λ) = tr(f(B) − f(A)), (0.5)dite formule de trae. Dans ette relation, trA désigne la trae de A et f est une fontiond'une lasse onvenable. Quant à la fontion réelle ζ , elle doit être dans tous les as



10 Introdution
loalement intégrable. Il est lair que la validité de (0.5) pour toute fontion f ∈ C∞

c (IR)implique l'uniité de ζ à une onstante près.En vertu du théorème spetral, la fontion ζ est donnée formellement par la relation
ζ(λ) = tr(EA(λ) −EB(λ)), (0.6)où EA(λ) est la résolution spetrale de l'identité pour A et EB(λ) elle relative à B. Leproblème est que la di�érene EA(λ) − EB(λ) n'est pas forément nuléaire. Cela est dûà la non-régularité de la fontion aratéristique de l'intervalle ] − ∞, λ]. Néanmoins, lafontion de déplaement spetral ζ est donnée par la relation (voir[66℄)

ζ(λ) =
1

π
lim

ε→0+
arg det[I + (B −A)RA(λ+ iε)], (0.7)où RA(z) est la résolvante de A.La fontion ζ est reliée à la matrie de di�usion S(λ) du ouple (A,B) par la formulede Birman-Krein

det S(λ) = exp(−2πζ(λ)), (0.8)pour tout λ ∈ σac(A).Comme nous l'avons vu déjà, les fontions ζ et n ont été introduites dans deuxontextes di�érents. Mais pour l'opérateur de Shrödinger ontinu en dimension 1 pourun potentiel vL(x) qui est la restrition à l'intervalle ]−L,L[ d'un ertain hamp aléatoireergodique v(x), x ∈ IR. V. Kostrykin et R. Shrader ([45℄) ont montré que si ζL(λ) est lafontion de déplaement spetral attahée à e potentiel, alors la limite
lim

L→∞

1

L
ζL(λ)existe, et elle oïnide ave la di�érene entre les densités d'états intégrées des deuxopérateurs

− d

dx
+ v(x) et − d

dxagissant dans L2(IR).(C) La densité d'états surfaiquesIl s'agit d'un as intermédiaire entre les deux théories préédentes. On renontre ettesituation partiulière dans la théorie de l'état solide lorsqu'une surfae sépare deux milieuxhomogènes ayant des propriétés di�érentes. De fait, dans une telle situation, on observedes ondes surfaiques qui se propagent le long de la surfae de séparation et qui sontloalisées au voisinage de ette surfae. Ces ondes surfaiques orrespondent à une partie



Introdution 11
du spetre qu'on appelle " spetre de surfae" ([3℄, [4℄, [10℄,[28℄, [29℄, [30℄,[32℄,[38℄, [63℄pour divers résultats et référenes).Chahrour dans ([8℄,[9℄) a onsidéré un potentiel v ergodique dans les diretions lon-gitudinales x1 et déroissant dans les diretions transversales x2. Il a don étudié le asanalogue de la densité d'état intégrée n et la fontion de déplaement spetral ζ . C'estpourquoi il a introduit une quantité analogue à n. C'est la densité d'états surfaiques Ndé�nie pour une lasse de f par

N(f,H) = lim
L→∞

1

(2L)d1
tr(χL(f(H) − f(H0)) (0.9)

= lim
L→∞

1

(2L)d1
tr(f(H∗

L) − f(H0∗
L ))

= E(
∑

x2∈ZZ
d1

Kf((0, x2), (0, x2)),oùH0 est le laplaien disret, χL est la fontion aratéristique de ]−L,L[d, H∗
L etH0∗

L sontles restritions des opérateurs H et H0 à ] − L,L[d ave la ondition au bord (Neumannou Dirihlet) et Kf(·, ·) est le noyau de l'opérateur f(H) − f(H0) pour un lasse de
f ∈ C3

0 (IR), don la densité d'états surfaiques est dé�nie omme une distribution d'ordreau plus 3.L'outil prinipal de la preuve est l'identité de la résolvante qu'il a hoisie onvenable-ment. Contrairement à la densité d'état intégrée, la limite dans (0.9) n'est pas néessaire-ment positive, si f est positive ; ela est dû à la soustration. C'est la raison pour laquelleon ne peut pas onlure que la densité d'états surfaiques est une mesure positive. Deplus Chahrour ([8℄) a montré un théorème sur le spetre analogue à (0.3), à savoir
suppN\σ(H0) = σ(H)\σ(H0).Ces résultats sont semblables à eux de H. English, W. Kirsh, M. Shröder, B. Simon[20℄ sur l'équation de Shrödinger ontinue dans un ontexte un peu di�érent, ar l'espaeest partagé en deux demi-espaes, haun portant un potentiel ergodique di�érent. Dansle as ontinu les preuves sont souvent plus ompliquées tehniquement (par exemple [20℄utilise des intégrales de Wiener).Pour e qui est de la théorie de la di�usion, rappelons que la fontion de dépla-ement spetral a été introduite et étudiée pour les potentiels déroissant à l'in�ni([66℄,[67℄,[49℄,[48℄). Mais e as sort de e adre. C'est pourquoi Chahrour ([8℄) a introduitune quantité analogue à ζ 'est la fontion généralisée de déplaement spetral ζ̃ dé�niepar ∫

f ′(λ)ζ̃(λ)dλ = lim
L→∞

1

(2L)d1

∫
f ′(λ)ζL(λ)dλ
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pour une lasse de fontion f ∈ C(IR) ave ζL est la fontion de déplaement spetraldu ouple (H0 + vL, H

0) ave vL est la restrition de v à ] − L,L[d1 . De plus Kostrykin,Shrader ([47℄, [46℄) et Chahrour ([8℄) ont montré que la densité d'états surfaiques est unedérivée d'une fontion intégrable qui ressemble à la fontion généralisée de déplaementspetral.La régularité de la densité d'états surfaiques joue un r�le fondamental dans l'étude dela loalisation. Cette régularité est onnue pour les opérateurs de Shrödinger surfaiquesave potentiel sous la forme d'une suite de variables aléatoires bornes indépendantes etidentiquement distribues (voir [8℄, [10℄) par ontre pour le as ontinu le résultat n'est pasenore onnu, 'est pourquoi on va étudier l'approximation de la densité d'état surfaiquesontinue par la suite des densités surfaiques disrètes et ei le but du Chapitre 1 dansle as presque périodique et du Chapitre 2 dans le as d'Anderson.On peut aussi iter Kirsh et Warzel ([38℄) en e qui onerne la dé�nition de densitéd'états surfaiques utilisant les onditions aux bords de Neumann et Dirihlet.(D) Une brève desription de résultats de la thèse.Dans le Chapitre 1 on onsidère H donné par (0.1) ave v(x1, x2) presque périodiquepar rapport à x1 et on dérit les opérateurs analogues disretsHh, où h > 0 ave l'espae deon�guration hZd au lieu de R
d. On prouve alors le résultat sur l'approximation du spetredeH par le spetre deHh analogue à elui de J. Herzynski [25℄ et on présente la preuve del'existene de la densité d'états surfaique en expliquant les di�érentes manières de passerà la limite thérmodynamique en montrant que le passage à la limite thermodynamiquepour Hh devient uniforme quand h→ 0. De plus on montre que le support de la densitéd'états de H oïnide ave le spetre de H sur ] −∞, 0] et dans le sens des distributionsla densité d'états de H est la limite des densités d'états de Hh.Dans le Chapitre 2 on étudie le modèle d'Anderson : on dé�nit la densité d'étatssurfaiques suivant l'approhe de F. Klopp [40℄ et on prouve que dans le sens des distri-butions la densité d'états surfaique du modèle ontinu est la limite des densités d'étatssurfaiques disrètes quand h→ 0.Dans le Chapitre 3 on prouve les estimations utilisées dans le hapitres préédents.D'abord on estime la déroissane hors la diagonale dans une version plus faible que ellede Thomas-Combes ([11℄,[12℄,[22℄), mais en ontr�lant toutes les onstantes uniformémentpar rapport à h. Puis on estime des e�ets perturbatifs du potentiel dans la version utilepour le problème à N orps onsidéré dans le Chapitre 5.Dans le Chapitre 4 on généralise les résultats préédents au as des potentiels avesingularités. En partiulier on onsidère les fontions presque périodiques dans les lassesde Stepanov et des singularités du type oulombien en tenant ompte des dimensions d1et d2.
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Dans le Chapitre 5 on étudie le modèle inluant les interations entre N partiules. Ils'agit d'une généralisation du modèle surfaique standard où le potentiel global est donnéomme une somme des potentiels surfaiques. On prouve l'existene de la limite thermo-dynamique analogue à elle de la densité d'états surfaique standard sous l'hypothèse del'existene de la densité d'états surfaique standard du problème ave un seul potentielsurfaique (orrespondant à l'interation entre deux partiules). Il s'avère que la densitéd'états surfaique généralisée du problème à N orps est la somme des densité d'étatssurfaiques orrespondant aux sous-systèmes à 2 orps et sous ertaines hypothèses elaassure le fait que le spetre du problème à N orps ontient le spetre de haque sous-système à 2 orps au dessous du spetre du hamiltonien libre. Cette a�rmation est vraieen partiulier dans le as du modèle standard à N orps dans le hamp extérieur presquepériodique (sous l'hypothèse de la déroissane onvenable pour des interations entre lespartiules).(E) Les énonés des résultats de haque hapitreChapitre 1On suppose que (0.2) est satisfaite ave ertains C, δ0 > 0 et x2 7→ v(·, x2) dé�nit l'ap-pliation ontinue IRd2 → CAP (IRd1), où CAP (IRd1) est dé�ni omme le plus petit sous-espae fermé de L∞(IRd1) ontenant toutes les fontions exponentielles {x1 → eiγ·x1}γ∈IRd1 .Soit H l'opérateur

H = −∆ + Vet pour tout h ∈]0; 1], Hh les opérateurs à di�érenes �nies agissant sur le réseau hZZd =
{hn ∈ IRd : n ∈ ZZ

d} par
Hh = −∆h + V hoù V h est dé�ni à l'aide du potentiel v par la formule

(V hϕ)(hn) = v(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd)et
(∆hϕ)(hn) =

d∑

j=1

ϕ(hn+ hej) + ϕ(hn− hej) − 2ϕ(hn)

h2
,Pour H et Hh ités i-dessus on va montrer les théorèmes suivants :Théorème 0.1. Pour toute fontion f ∈ C∞

0 (IR), la limite thermodynamique
N(f,H) = lim

L→∞
NL(f,H),ave NL(f,H) = (2L)−d1 trχL(f(H) − f(−∆)) et χL la fontion aratéristique du ube

] − L,L[d, existe.
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La distribution f → N(f,H) s'appelle la densité d'états surfaiques de H .Théorème 0.2. Pour toute fontion f ∈ C∞

0 (IR), la limite thermodynamique
N(f,Hh) = lim

L→∞
NL(f,Hh)existe. De plus pour tout ε > 0 on peut trouver hε, Lε > 0 tels que

sup
L≥Lε

sup
0<h≤hε

∣∣N(f,Hh) −NL(f,Hh)
∣∣ < ε,ave, NL(f,Hh) = (2L)−d1

∑

{k∈ZZ
d: hk∈[−T ; T [d}

〈(f(Hh) − f(−∆h))δhk, δhk〉hoù δhk(hn) = 0 si n 6= k et δhk(hk) = 1.Le but prinipal de e hapitre est de montrer queThéorème 0.3. Pour toute fontion f ∈ C∞
0 (IR) on a

N(f,H) = lim
h→0

N(f,Hh).On va mettre en évidene une relation entre N(f,H) et le spetre de H.Théorème 0.4. On désigne par suppN(·, H) le support de la distribution f → N(f,H)et σ(H) le spetre de l'opérateur H. Alors
σ(H) = suppN(·, H) ∪ σ(−∆). (0.10)La relation (0.10) est analogue à la relation (0.3).Chapitre 2Dans e hapitre on introduit les notations suivantes
Hω = −∆ +W +

∑

γ∈ZZ
d1

ωγvγoù vγ(x1, x2) = v(x1 − γ, x2), v : IRd −→ IR un potentiel et (ωγ)γ∈ZZ
d1 sont des variablesaléatoires indépendantes identiquement distribuées et bornées non onstantes.Nous supposerons que :
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i) v est ontinue, véri�e que pour tout ε > 0, N ∈ IN il existe une onstante CN telleque

| v(x1, x2) |6 CN(1+ | x1 |)−d1−ε(1+ | x2 |)−N .ii)W : IRd = IRd1 × IRd2 −→ IR est un potentiel ontinu véri�ant
∗ W (x1 + y1, x2) = W (x1, x2) pour tout y1 ∈ ZZ

d1 ,

∗ il existe δ0 > d2, CN > 0 |W (x1, x2) |6 CN (1+ | x2 |)−δ0pour tout (x1, x2) ∈ IRd1 × IRd2 .On dé�nit la famille d'opérateurs Hh agissant sur l(hZZd)

Hh
ω = −∆h +W h +

∑

γ∈ZZ
d1

ωγv
h
γoù (W hϕ)(hn) = W (hn)ϕ(hn) et (vh

γϕ)(hn) = vγ(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l(hZZd).Soit k ∈ IN∗, on dé�nit la suite d'opérateurs de Shrödinger
Hω,k = Hω +

∑

γ∈C
d1
k ∩ZZ

d1

ωγ

∑

β∈(2k+1)ZZd1

τγ+βvγet le as disret
Hh

ω,k = Hh +
∑

γ∈C
d1
k ∩ZZ

d1

ωγ

∑

β∈(2k+1)ZZd1

τγ+βv
h
γoù Cd1

k = {m ∈ ZZ
d1 , mj ∈]−k−1/2, k+1/2] pour j = 1, ..., d1} est le ube de entre 0et de oté 2k+1 et τγ est la translation dans IRd1 par rapport à γ. Pour ω ∈ Ω; Hω,k et Hh

ω,ksont des opérateurs de Shrödinger (2k + 1)ZZd1 périodiques.On introduit
N(ϕ,Hω,k) = lim

L→∞

1

(2L)d1
tr(χL

L(ϕ(Hω,k) − ϕ(H0))

= lim
L→∞

1

(2L)d1
tr(χ∞

L (ϕ(Hω,k) − ϕ(H0)),

N(ϕ,Hh
ω,k) = lim

L→∞

1

(2L)d1
trh(χh,L

L (ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))

= lim
L→∞

1

(2L)d1
trh(χh,∞

L (ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h)).pour tout ϕ ∈ C∞

0 (IRd). Dans e hapitre on va montrer les théorèmes suivants :
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Théorème 0.5. Soient Nh

k,ω ∈ D′(IR) dé�nies par la formule ϕ → N(ϕ,Hh
ω,k). Alors lasuite (Nh

k,ω)k∈IN onverge presque sûrement dans D′(IR) vers une limite Nh(·, Hω) ; pourtout ϕ ∈ C∞
0 (IR), ε > 0, h ∈]0, 1[ il existe kε tel que pour tout k > kε on ait

| N(ϕ,Hh
ω,k) −N(ϕ,Hh

ω) |< ε.De plus la distribution ϕ → N(ϕ,Hh
ω) ne dépend pas de ω et on va l'appeler la densitéd'états surfaiques pour l'opérateur Hh

ω .Théorème 0.6. Soient Nk,ω ∈ D′(IR) dé�nie par la formule ϕ → N(ϕ,Hω,k). Alors lasuite (Nk,ω)k∈IN onverge presque sûrement dans D′(IR) vers une limite N(·, Hω), 'est àdire pour tout ϕ ∈ C∞
0 (IR), ε > 0, il existe kε tel que pour tout k > kε on ait

| N(ϕ,Hω,k) −N(ϕ,Hω) |< ε.De plus la distribution ϕ → N(ϕ,Hω) ne dépend pas de ω et on va l'appeler la densitéd'états surfaiques pour l'opérateur Hω.Le résultat prinipal de e hapitre est la généralisation du Théorème 0.3 pour l'opé-rateur de Shrödinger surfaique du type d'Anderson.Théorème 0.7. Pour toute fontion ϕ ∈ C∞
0 (IR) on a

lim
h→0

N(ϕ,Hh
ω) = N(ϕ,Hω).Chapitre 3Dans e hapitre on s'intéresse aux approximations de la résolvante en norme Bp pouraboutir à des estimations en norme trae. Pour un ensemble �xé K, (vκ)κ∈K est une familledes fontions réelles vκ ∈ L2

loc(IR
d), véri�ant la propriété suivante : que pour tout κ ∈ Ket ϕ ∈ C∞

0 (IR) il existe des onstantes C0, c0 > 0 telles que
||vκϕ|| ≤ (1 − c0)||∆ϕ|| + C0||ϕ||. (0.11)Sur l'espae de Hilbert L2(IRd), on onsidère les opérateurs auto-adjoints

Hκ = −∆ + Vκ, (Vκϕ)(x) = vκ(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd)et sur l2(h(ZZd)) on onsidère
Hh

κ = −∆h + V h
κ , (V h

κ ϕ)(hn) = vκ(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd).
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On abrège B = B(L2(IRd)), Bh = B(l2(hZZd)) pour p ≥ 1, Bp = Bp(L

2(IRd)), Bh
p =

Bp(l
2(hZZd)) et on dé�nit χy ∈ B, χh

y ∈ Bh par
(χyϕ)(x) = χC(y)(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd),

(χh
yϕ)(hn) = χC(y)(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd),où C(y) = {x ∈ IRd : x− y ∈ [0; 1[d} pour y ∈ ZZ

d. Le but prinipal dans les estimationsprésentées dans e hapitre est de montrer un résultat analogue à l'estimation de Thomas-Combes (voir [11℄,[12℄,[22℄) pour les opérateurs Hκ, H
h
κ uniformément par rapport à h.Essentiellement, on va montrer les propositions suivantes :Proposition 0.1. Soit f ∈ C∞

0 (IR). Alors pour tout N ∈ IN il existe une onstante
CN > 0 telle que les estimations

||χyf(Hκ)χy′||B1 ≤ CN (1 + |y − y′|)−Net
||χh

yf(Hh
κ)χh

y′ ||Bh
1
≤ CN(1 + |y − y′|)−Nsoient valables pour tous κ ∈ K, y, y′ ∈ ZZ

d et 0 < h ≤ 1.Pour étudier les e�ets perturbatifs, on introduit
Ξκ,κ′

N (y) =
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−N ||χỹ(Vκ − Vκ′)(I − ∆)−1||B,

Ξκ,κ′

N (y, y′) = min{Ξκ,κ′

N (y), Ξκ,κ′

N (y′)}.Pour y, y′ ∈ ZZ
d on va prouverProposition 0.2. Si f ∈ C∞

0 (IR), alors pour tout N ∈ IN il existe une onstante CN > 0telle que les estimations
||χy(f(Hκ) − f(Hκ′))χy′ ||B1 ≤ CN(1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

N (y, y′)soient valables pour tout κ, κ′ ∈ K et y, y′ ∈ ZZ
d.Et pour le as disret on introduit

Ξκ,κ′

h,N(y) =
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−N ||χh
ỹ(V

h
κ − V h

κ′)(I − ∆h)−1||Bh
1

Ξκ,κ′

h,N(y, y′) = min{Ξκ,κ′

h,N(y), Ξκ,κ′

h,N(y′)}et on va montrer le résultat suivant :
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Proposition 0.3. Si f ∈ C∞

0 (IR), alors pour tout N ∈ IN il existe une onstante CN > 0telle que les estimations
||χh

y(f(Hh
κ) − f(Hh

κ′))χh
y′||Bh

1
≤ CN(1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

h,N(y, y′)soient valables pour tout κ, κ′ ∈ K, y, y′ ∈ ZZ
d et 0 < h ≤ 1.Chapitre 4Dans e hapitre on onsidère l'opérateur de multipliation

(V ϕ)(x) = v(x)ϕ(x),pour ϕ ∈ C∞
0 (IRd) et pour ρ ≥ 0 on érit v ∈ Vρ si et seulement si

||v||Vρ = sup
(y1,y2)∈ZZ

d1×ZZ
d2

(1 + |y2|)ρ||χ(y1,y2)V (I − ∆)−1||B <∞,où || · ||B est la norme de l'espae d'opérateurs bornés B(L2(IRd)) = B et χy ∈ B est dé�niepar
(χyϕ)(x) = χC(y)(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd),ave C(y) = {x ∈ IRd : x− y ∈ [0; 1[d}.On suppose l'existene des C0, c0 > 0 telles que

||vϕ|| ≤ (1 − c0)||∆ϕ|| + C0||ϕ||soit satisfaite pour toute ϕ ∈ C∞
0 (IRd), e qui permet de dé�nir l'opérateur auto-adjoint

H = −∆ + V,et de onsidérer
NL′

L (f,H) = (2L)−d1 trχL′

L (f(H) − f(−∆)),où f ∈ C∞
0 (IRd) et χL′

L ∈ B est donné par
(χL′

L ϕ)(x) = χ[−L; L[d1×[−L′; L′[d2 (x)ϕ(x),pour ϕ ∈ L2(IRd).On désigne par Vpp l'ensemble des fontions v ∈ C(IRd1 × IRd2) telles que x2 → v(·, x2)est une appliation ontinue IRd2 → CAP (IRd1), où CAP (IRd1) est muni de la normehéritée de L∞(IRd1). On va érire v ∈ V0
pp si et seulement si v ∈ L2

loc(IR
d) est adhérentà Vpp dans la norme || · ||V0 ('est-à-dire pour tout ε > 0 il existe vε ∈ Vpp tel que

||v − vε||Vpp < ε). Le théorème essentiel est la généralisation des Théorèmes 0.1 et 0.4.
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Théorème 0.8. Si v ∈ V0

pp ∩ Vρ ave ρ > d2 et f ∈ C∞
0 (IR), alors la limite

N(f,H) = lim
L→∞

NL
L (f,H)existe dans D′(IR) et on a

σ(H) = [0; ∞[∪ suppN(·, H).De même, on dé�nit Bh = B(l2(hZZd)) et on note par −∆h le Laplaien disret sur
l2(hZd). Soit H̃h ∈ Bh donné par la formule

H̃h = −∆h + Ṽ h,

(Ṽ ϕ)(hn) = ṽh(hn)ϕ(hn),ave
ṽh(hn) = h−d

∫

[0; h[d
dx v(hn+ x).On dé�nit Vp2,0

p1,pp omme la fermeture de Vpp dans Vp2,0
p1

('est-à-dire que le plus petitsous-espae fermé de Vp2,0
p1

ontenant Vpp). Si v ∈ Vp2,ρ
p1

∩Vp2,0
p1,pp ave ρ > d2, p1 ≥ 2, p2 ≥ 2et d1

p1
+ d2

p2
< 2, alors les assertions des Théorèmes 0.2 et 0.3 restent vraies ave H̃h au lieude Hh.Chapitre 5On s'intéresse, dans ette partie, à l'analyse spetrale d'un système quantique forméd'un nombre �ni de partiules dont l'Hamiltonien est dé�ni par un opérateur de Shrö-dinger aléatoire Hω := −∆ + V ω dans l'espae de Hilbert L2(X), où X est un espaeeulidien de dimension �nie et ∆ est l'opérateur de Laplae-Beltrami. On suppose quel'espae de on�guration X est un espae eulidien de dimension �nie, || · || est la normede L2(X), B = B(L2(X)) est l'algèbre de Banah des opérateurs bornés sur L2(X) et

B1 = B1(L
2(X)) l'idéal des opérateurs à trae sur L2(X). Pour plus de détails sur leproblème à N orps voir [1℄. Le but de e hapitre est de montrer l'existene d'une li-mite thermodynamique. Cette limite dé�nit un objet du type de la densité d'état quiorrespond à la densité d'états surfaiques dans le as du système à 2 orps .On onsidère

H0 = −∆X + V0,où ∆X désigne l'opérateur de Laplae-Beltrami sur X et V0 est un opérateur de multipli-ation par la fontion réelle v0 ∈ L2
loc(X) ave la borne relative nulle par rapport à ∆X ,'est-à-dire que pour tout ε > 0 il existe Cε > 0 telle que pour toute ϕ ∈ C∞

0 (X) on ait
||V0ϕ|| ≤ ε||∆Xϕ|| + Cε||ϕ||,
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où (V0ϕ)(x) = v0(x)ϕ(x) pour x ∈ X.On onsidère un ensemble �ni A et (Xa)a∈A une famille �nie de sous-espaes vetoriels
Xa ⊂ X tels que Xa 6= X pour tout a ∈ A. Soit πa : X → Xa la projetion orthogonalesur Xa. On pose πa = I − πa, Xa = Ker πa. Alors πa est la projetion orthogonale sur Xaet Xa est le supplémentaire orthogonal de Xa dans X. Ensuite, on onsidère H donné par

H = H0 + V, (0.12)ave
V =

∑

a∈A

Va,où Va est un opérateur de multipliation par la fontion réelle va ∈ L2
loc(X) ave la bornerelative nulle par rapport à ∆X , 'est-à-dire pour tout ε > 0 il existe Cε > 0 telle quepour toute ϕ ∈ C∞

0 (X) on ait
||Vaϕ|| ≤ ε||∆Xϕ|| + Cε||ϕ||,où (Vaϕ)(x) = va(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ C∞

0 (X). Pour r > 0, y ∈ X soit χB(y,r) ∈ B l'opérateurde multipliation par la fontion aratéristique de la boule B(y, r) = {x ∈ X : |x− y| <
r}, et on suppose que pour tout a ∈ A on peut trouver Ca, ρa > 0 tels que pour tout
y ∈ X on ait

||χB(y,1)Va(I − ∆)−1||B ≤ Ca(1 + |πay|)−ρa.On ommene par introduire une quantité analogue à la densité d'états surfaiques dansle as ontinu pour l'opérateur H dé�ni par l'expression (0.12). On montre tout d'abordl'existene d'une telle quantité en tant que distribution sur une ertaine lasse des fon-tions réelles. Pour ela on introduit
d1 = max{dimXa : a ∈ A}, A1 = {a ∈ A : dimXa = d1},alors on dé�nit

Ha = H0 + Va,pour a ∈ A1.Pour L ≥ 1 et f ∈ C∞
0 (IR) on dé�nit

NL(f,Ha) =
1

γd1L
d1

trχB(0,L)(f(Ha) − f(H0)).où γd1 est le volume de la boule unité dans IRd1 . On peut énoner :
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Théorème 0.9. Soit f ∈ C∞

0 (IR). On suppose que ρa > d − d1 pour tout a ∈ A et lalimite
N(f,Ha) = lim

L→∞
NL(f,Ha) (0.13)existe pour tout a ∈ A1. Alors la limite

N(f,H) = lim
L→∞

1

γd1L
d1

trχB(0,L)(f(H) − f(H0)) (0.14)existe et on a
N(f,H) =

∑

a∈A1

N(f,Ha). (0.15)Ces résultats sont semblables à eux de [20℄ dans le as ontinu et de [8℄ dans le asdisret dans un ontexte peu di�érent.
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Chapitre 1Approximations disrètes de la densitéd'états surfaiques presque périodique
1.1 Énonés des résultatsSoit d = d1 + d2 ave d1, d2 ∈ IN. On identi�e x ∈ IRd ave (x1, x2) ∈ IRd1 ×
IRd2 et on s'intéresse à l'opérateur de Shrödinger sur L2(IRd) ave le potentiel ontinu,presque périodique par rapport x1 ∈ IRd1 et déroit rapidement en variable x2 ∈ IRd2 .Plus préisément soit CAP (IRd1) l'espae des fontions ontinues presque périodiques
IRd1 → C, dé�ni omme le plus petit sous-espae fermé de L∞(IRd1) ontenant toutes lesfontions exponentielles {x1 → eiγ·x1}γ∈IRd1 et soit v : IRd → IR la fontion véri�ant leshypothèses(H1) il existe C, δ0 > 0 tels que pour tout (x1, x2) ∈ IRd1 × IRd2 on ait

|v(x1, x2)| ≤ C(1 + |x2|)−d2−δ0 (1.1)(H2) la formule x2 7→ v(·, x2) dé�nit l'appliation ontinue IRd2 → CAP (IRd1), où
CAP (IRd1) est dé�ni omme au dessus ave la norme héritée de L∞(IRd1).Sur l'espae de Hilbert L2(IRd) on onsidère l'opérateur auto-adjoint

H = −∆ + V, (1.2)où ∆ est l'opérateur de Laplae et
(V ϕ)(x) = v(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd). (1.3)27
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Si Z ⊂ IRd alors χZ : IRd → {0, 1} désigne la fontion aratéristique de Z et pour

L,L′ > 0 soit χL′

L l'opérateur dé�ni sur L2(IRd) par
(χL′

L ϕ)(x) = χ[−L; L[d1×[−L′; L′[d2 (x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd). (1.4)Alors il est bien onnu que ([55℄,[17℄) pour toute fontion test f ∈ C∞
0 (IR) les opérateurs

χL′

L f(−∆) et χL′

L f(H) appartiennent à la lasse d'opérateurs à trae sur L2(IRd) et onpeut introduire
NL′

L (f,H) = (2L)−d1 trL2(IRd) χ
L′

L (f(H) − f(−∆)). (1.5)Dans la Setion 1.3 on donnera la démonstration de :Théorème 1.1. On suppose que le potentiel de l'opérateur de Shrödinger H véri�eles hypothèses (H1) et (H2). Alors pour toute fontion f ∈ C∞
0 (IR) il existe la limitethermodynamique

N(f,H) = lim
L→∞

NL
L (f,H). (1.6)La distribution f → N(f,H) s'appelle la densité d'états surfaiques de H et on mon-trera le fait qu'elle est la limite des densités d'états surfaiques des opérateurs aux dif-férenes �nies Hh agissant sur le réseau hZZd = {hn ∈ IRd : n ∈ ZZ

d} de taille h ∈]0; 1]quand h→ 0.Plus préisément, soit l2(hZZd) l'espae de Hilbert dont les éléments sont les applia-tions ϕ : hZZd → C telles que
||ϕ||h =

(∑

n∈ZZ
d

|ϕ(hn)|2
)1/2

<∞, (1.7)et dont le produit salaire est donné par la formule
〈ϕ, ψ〉h =

∑

n∈ZZ
d

ϕ(hn)ψ(hn). (1.8)Alors le laplaien disret agit sur ϕ ∈ l2(hZZd) selon la formule
(∆hϕ)(hn) =

d∑

j=1

ϕ(hn+ hej) − 2ϕ(hn) + ϕ(hn− hej)

h2
(1.9)où e1 = (1, 0, ..., 0), . . . , ed = (0, ..., 0, 1) est la base anonique de IRd et soit

Hh = −∆h + V h, (1.10)
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où V h est dé�ni à l'aide du potentiel v par la formule

(V hϕ)(hn) = v(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd). (1.11)Par analogie au as ontinu on dé�nit
NL′

L (f,Hh) =
1

(2L)d1

∑

{k∈ZZ
d:hk∈[−L; L[d1×[−L′; L′[d2}

〈(f(Hh) − f(−∆h))δhk, δhk〉h, (1.12)où δhk(hn) = 0 si n 6= k et δhk(hk) = 1. Alors on aThéorème 1.2. On suppose que Hh est donné par (1.10) ave v véri�ant les hypothèses(H1) et (H2). Alors pour toute fontion f ∈ C∞
0 (IR) il existe la limite thermodynamique

N(f,Hh) = lim
L→∞

NL
L (f,Hh). (1.13)De plus pour tout ε > 0 on peut trouver Lε, hε > 0 tels que

sup
L≥Lε

sup
0<h≤hε

∣∣N(f,Hh) −NL
L (f,Hh)

∣∣ < ε. (1.14)En e qui onerne les démonstrations présentées dans la suite, les résultats des Théo-rèmes 1.1 et 1.2 onernant la famille des pavés [−L; L[d seront obtenus grâe à l'étudedes pavés [−L; L[d1×[−L′; L′[d2 . En partiulier on prouvera les théorèmes suivants :Théorème 1.3. Soit f ∈ C∞
0 (IR) et L′ ≥ 1. Alors les limites

NL′

(f,H) = lim
L→∞

NL′

L (f,H), NL′

(f,Hh) = lim
L→∞

NL′

L (f,Hh) (1.15)existent et pour tout ε > 0 on peut trouver Lε, hε > 0 tels que
sup
L≥Lε

sup
0<h≤hε

∣∣∣NL′

(f,Hh) −NL′

L (f,Hh)
∣∣∣ < ε. (1.16)De plus il existe une onstante C > 0 telle que pour tout L′ ≥ 1 on ait

|NL′

(f,H) −N(f,H)| ≤ CL′−δ0 , (1.17)
sup

0<h≤1
|NL′

(f,Hh) −N(f,Hh)| ≤ CL′−δ0 . (1.18)Il est également possible de retrouver N(f,H) et N(f,Hh) utilisant le proédé suivant :
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Théorème 1.4. Soit f ∈ C∞

0 (IR) et L ≥ 1. Alors les limites
NL(f,H) = lim

L′→∞
NL′

L (f,H), NL(f,Hh) = lim
L′→∞

NL′

L (f,Hh) (1.19)existent et on peut trouver une onstante C > 0 telle que pour L,L′ ≥ 1 on ait
|NL′

L (f,H) −NL(f,H)| ≤ CL′−δ0 , (1.20)
sup

0<h≤1
|NL′

L (f,Hh) −NL(f,Hh)| ≤ CL′−δ0 . (1.21)Si l'opérateur χ∞
L est dé�ni sur L2(IRd) par la formule

(χ∞
L ϕ)(x) = χ[−L; L[d1×IRd2 (x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd), (1.22)alors χ∞

L (f(H) − f(−∆)) appartient à la lasse d'opérateurs à trae sur L2(IRd) et on ales expressions
NL(f,H) = (2L)−d1 trχ∞

L (f(H) − f(−∆)), (1.23)
NL(f,Hh) =

1

(2L)d1

∑

{k∈ZZ
d:hk∈[−L; L[d1×IRd2}

〈(f(Hh) − f(−∆h))δhk, δhk〉h, (1.24)où la série (1.24) onverge absolument. De plus on a
N(f,H) = lim

L→∞
NL(f,H), N(f,Hh) = lim

L→∞
NL(f,Hh) (1.25)et pour tout ε > 0 on peut trouver Lε, hε > 0 tels que

sup
L≥Lε

sup
0<h≤hε

∣∣NL(f,Hh) −N(f,Hh)
∣∣ < ε. (1.26)En�n dans la Setion 1.4 on prouvera :Théorème 1.5. Pour toute fontion f ∈ C∞

0 (IR) on a
N(f,H) = lim

h→0
N(f,Hh). (1.27)Théorème 1.6. (a) On désigne par σ(H) (respetivement σ(Hh)) le spetre de l'opérateur

H (respetivement Hh). Alors
σ(H) =

⋂

κ>0

⋃

0<h<κ

σ(Hh), (1.28)ou autrement dit
σ(H) = {λ ∈ IR : lim inf

h→0
dist (σ(Hh), λ) = 0}. (1.29)(b) On désigne par suppN(·, H) (respetivement suppN(·, Hh)) le support de la dis-tribution f → N(f,H) (respetivement f → N(f,Hh)). Alors

σ(Hh) = suppN(·, Hh) ∪ σ(−∆h), (1.30)
σ(H) = suppN(·, H) ∪ σ(−∆). (1.31)



1.2. Idées de base 31
1.2 Idées de baseSoit B(H) l'algèbre des opérateurs bornés sur l'espae de Hilbert H et soit B1(H)l'idéal des opérateurs à trae. Si (ej)j∈J est une base orthonormée de l'espae de Hil-bert séparable H ('est-à-dire J est dénombrable), alors par dé�nition A ∈ B1(H) ⇔∑

j∈J |〈Aej, ej〉H| <∞ et
trHA =

∑

j∈J

〈Aej , ej〉H pour A ∈ B1(H). (1.32)Si p ≥ 1 alors par dé�nition A ∈ Bp(H) ⇔ (A∗A)p/2 ∈ B1(H) et
||A||Bp(H) =

(
trH(A∗A)p/2

)1/p
. (1.33)On abrège

B = B(L2(IRd)), Bh = B(l2(hZZd)), (1.34)
Bp = Bp(L

2(IRd)), Bh
p = Bp(l

2(hZZd)), (1.35)
trL2(IRd)A = trA, trl2(hZZ

d)A
h = trhAh. (1.36)En introduisant l'opérateur χh,L′

L ∈ Bh dé�ni par
(χh,L′

L ϕ)(hn) = χ[−L; L[d1×[−L′; L′[d2 (hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd) (1.37)et en utilisant le fait que (δhk)k∈ZZ
d est une base orthonormée de l2(hZZd) on trouve l'ex-pression

NL′

L (f,Hh) = (2L)−d1 trh χh,L′

L (f(Hh) − f(−∆h)). (1.38)Dans la suite on onsidère le pavé unité C(y) = {x ∈ IRd : x − y ∈ [0; 1[d} pour y ∈ IRdet on dé�nit χy ∈ B, χh
y ∈ Bh par

(χyϕ)(x) = χC(y)(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd), (1.39)
(χh

yϕ)(hn) = χC(y)(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd). (1.40)Soit K un ensemble (à préiser plus tard) et on suppose que vκ ∈ L∞(IRd) est réellepour tout κ ∈ K. On va étudier les opérateurs auto-adjoints
Hκ = −∆ + Vκ, Hh

κ = −∆h + V h
κ (1.41)

(Vκϕ)(x) = vκ(x)ϕ(x), (V h
κ ϕ)(hn) = vκ(hn)ϕ(hn). (1.42)L'énoné du résultat lé pour la suite est le suivant :
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Proposition 1.1. Soit f ∈ C∞

0 (IR) et (Hκ)κ∈K donnés par (1.41).(a) On suppose qu'il existe C0 > 0 telle que
||Vκ||B = sup

x∈IRd

|vκ(x)| ≤ C0 (1.43)pour tout κ ∈ K. Alors il existe une onstante C > 0 telle que
||χyf(Hκ)||B1 + ||χh

yf(Hh
κ)||Bh

1
≤ C, (1.44)pour tout κ ∈ K, y ∈ IRd et 0 < h ≤ 1.(b) Soit δ ≥ 0. On suppose

Mδ,κ,κ′ = sup
(x1,x2)∈IRd

(1 + |x2|)δ|vκ(x1, x2) − vκ′(x1, x2)| <∞. (1.45)Alors, il existe Cδ > 0 telle que
(1 + |y2|)δ||χ(y1,y2)(f(Hκ) − f(Hκ′))χ(y1,y2)||B1 ≤ CδMδ,κ,κ′, (1.46)
(1 + |y2|)δ||χh

(y1,y2)(f(Hh
κ) − f(Hh

κ′))χh
(y1,y2)

||Bh
1
≤ CδMδ,κ,κ′ (1.47)pour tout κ, κ′ ∈ K, y ∈ IRd et 0 < h ≤ 1.La Proposition 1.1 impliqueCorollaire 1.1. (a) Il existe une onstante C0 > 0 telle que

sup
L≥1

|NL1
L (f,H) −NL2

L (f,H)| ≤ C0(L
−δ0
1 + L−δ0

2 ), (1.48)
sup
L≥1

sup
0<h≤1

|NL2
L (f,Hh) −NL1

L (f,Hh)| ≤ C0(L
−δ0
1 + L−δ0

2 ). (1.49)(b) Les Théorèmes 1.1, 1.2 et 1.4 résultent du Théorème 1.3.() Il existe une onstante C > 0 telle que pour tout L, L′ ≥ 1 on ait
sup

0<ρ≤1
|NL′

L+ρ(f,H) −NL′

L (f,H)| ≤ CL−1, (1.50)
sup

0<ρ≤1
sup

0<h≤1
|NL′

L+ρ(f,H
h) −NL′

L (f,Hh)| ≤ CL−1. (1.51)
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Démonstration du orollaire 1.1. (a) On suppose L2 > L1. Alors

NL2
L (f,Hh) −NL1

L (f,Hh) = (2L)−d1trh(χh,L2

L − χh,L1

L )(f(Hh) − f(−∆h)). (1.52)On introduit
Λ(L,L1) = (ZZd1 ∩ [−L; L[d1) × (ZZd2 \ [−(L1 − 1); L1 − 1[d2) (1.53)et on remarque que

χh,L2

L − χh,L1

L =
∑

y∈Λ(L,L1)

χh
y(χ

h,L2

L − χh,L1

L ). (1.54)Cependant, utilisant la Proposition 1.1 ave V h
κ = V h, V h

κ′ = 0 on voit que Mδ,κ,κ′ < ∞ave δ = d2 + δ0 et (1.47) permet d'estimer
∣∣∣trh χh

(y1,y2)(χ
h,L2

L − χh,L1

L )(f(Hh) − f(−∆h))
∣∣∣ ≤ C(1 + |y2|)−d2−δ0 ,don la valeur absolue de (1.52) est majorée par

∑

{y2∈ZZ
d2 : |y2|≥L1−1}

C(1 + |y2|)−d2−δ0 ≤ C1L
−δ0
1 .(b) On va tout d'abord véri�er que le Théorème 1.2 résulte du Théorème 1.3 et duCorollaire 1.1(a). Pour obtenir l'assertion du Théorème 1.2 on doit montrer que pour tout

ε > 0 il est possible de trouver Lε, hε > 0 tels que
L2 ≥ L1 ≥ Lε ⇒ sup

0<h<hε

|NL2
L2

(f,Hh) −NL1
L1

(f,Hh)| < ε. (1.55)Soit C0 > 0 la onstante du Corollaire 1.1(a) et L′
ε tel que C0L

′−δ0
ε < ε/8. Ensuitel'assertion du Théorème 1.3 permet de trouver Lε ≥ L′

ε et hε > 0 tels que
L2 ≥ L1 ≥ Lε ⇒ |NL′

ε
L2

(f,Hh) −N
L′

ε
L1

(f,Hh)| ≤

|NL′
ε

L2
(f,Hh) −NL′

ε(f,Hh)| + |NL′
ε(f,Hh) −N

L′
ε

L1
(f,Hh)| < ε

2
(1.56)pour 0 < h < hε. Ainsi (1.56) et (1.49) impliquent

|NL2
L2

(f,Hh) −NL1
L1

(f,Hh)| ≤ |NL′
ε

L2
(f,Hh) −N

L′
ε

L1
(f,Hh)|+

∑

1≤k≤2

|NLk
Lk

(f,Hh) −N
L′

ε
Lk

(f,Hh)| ≤ ε
2

+ C0(2L
′−δ0
ε + L−δ0

1 + L−δ0
2 ) < ε,
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pour L2 ≥ L1 ≥ Lε, 0 < h < hε.Et il est lair que l'assertion du Théorème 1.1 s'obtient du Théorème 1.3 et du Corol-laire 1.1(a) de manière analogue. En e qui onerne le Théorème 1.4, il est évidentl'assertion du Corollaire 1.1(a) implique l'existene des limites (1.19) et les estima-tions (1.20), (1.21). Ensuite pour justi�er (f(H) − f(−∆))χ∞

L ∈ B1 on remarque quela suite ((f(H) − f(−∆))χL′

L )L′∈IN est Cauhy dans B1 et sa limite dans B1 oïnideave (f(H) − f(−∆))χ∞
L ar limL′→∞ ||χ∞

L ϕ − χL′

L ϕ|| = 0 pour tout ϕ ∈ L2(IRd). Dela même manière on trouve que ((f(Hh) − f(−∆h))χL′

L )L′∈IN onverge dans Bh
1 vers

(f(Hh) − f(−∆h))χh,∞
L , où

(χh,∞
L ϕ)(hn) = χ[−L; L[d1×IRd2 (hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd). (1.57)Ainsi, on a

NL(f,Hh) = (2L)−d1 trχh,∞
L (f(Hh) − f(−∆h)), (1.58)et par onséquent, la série (1.24) onverge absolument. Finalement pour tout ε > 0 ilexiste L′

ε > 0 tel que
L ≤ L′

ε ⇒ sup
0<h≤1

sup
L≥1

|NL(f,Hh) −NL
L (f,Hh)| ≤ C0L

′−δ0 < ε/2,don (1.26) résulte de (1.14).() Soit Λ′(L) = ZZ
d1 ∩ ([−(L+ 2); L+ 2]d1 \ [−(L− 1); L− 1]d1). Alors
χh,L′

L+ρ − χh,L′

L =
∑

y∈Λ′(L)×ZZ
d2

χh
y(χ

h,L2

L − χh,L1

L ) (1.59)et ompte tenu du fait que ardΛ′(L) ≤ C0L
d1−1 on a pu estimer le membre gauhe de(1.51) par

C1L
−1 sup

y1∈ZZ
d1

∑

y2∈ZZ
d2

||χh
(y1,y2)

(f(Hh) − f(−∆h))χh
(y1,y2)

||B1

≤ C2L
−1

∑

y2∈ZZ
d2

(1 + |y2|)−d2−δ0 ≤ CL−1.De la même façon on peut montrer le résultat pour le as ontinu e qui donne (1.50).
�Corollaire 1.2. Pour prouver le Théorème 1.5 il su�t de montrer que pour toute fontion

θ ∈ C∞
0 (IRd) on a

lim
h→0

trh Θh(f(Hh) − f(−∆h)) = trΘ(f(H) − f(−∆)), (1.60)
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où Θ et Θh sont les opérateurs de multipliation

(Θϕ)(x) = θ(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd), (1.61)
(Θhϕ)(hn) = θ(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd). (1.62)Démonstration du Corollaire 1.2. L'assertion du Théorème 1.5 sera démontrée si on montreque pour tout ε > 0, il est possible de trouver Lε, hε > 0 tels que

L ≥ Lε ⇒ sup
0<h<hε

|NL
L (f,Hh) −NL

L (f,H)| < ε. (1.63)Soit C0 > 0 la onstante du Corollaire 1.1(a) et Lε tel que C0L
−δ0
ε < ε/8. Ensuite,pour L > 0 on peut hoisir θL ∈ C∞

0 (IRd) telle que 0 ≤ θL ≤ 1, θL = 1 sur [−L; L[d et
supp θL ⊂ [−L− 1; L+ 1[d. On introduit les opérateurs ΘL et Θh

L dé�nis par
(ΘLϕ)(x) = θL(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd),

(Θh
Lϕ)(hn) = θL(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZZd),et on montre qu'il est possible de hoisir Lε tel que

L ≥ Lε ⇒ sup
0<h<hε

|NL
L (f,Hh) − trh Θh

L(f(Hh) − f(−∆h))| < ε/4, (1.64)
L ≥ Lε ⇒ |NL

L (f,H) − trΘL(f(H) − f(−∆))| < ε/4. (1.65)En e�et, pour obtenir (1.64) on remarque que
Θh

L − χh,L
L =

∑

y∈Λ(L,L)∪(Λ′(L)×ZZ
d2 )

χh
y(Θ

h
L − χh,L

L )où Λ(L,L) et Λ′(L) sont identiques à elle de la démonstration du Corollaire 1.1. De lamême manière on trouve
∑

y∈Λ′(L)×ZZ
d2

|trh (Θh
L − χh,L

L )χh
y(f(Hh) − f(−∆h))| ≤ C0L

−δ0 ,

∑

y∈Λ(L,L)

|trh (Θh
L − χh,L

L )χh
y(f(Hh) − f(−∆h))| ≤ C1L

−1,et (1.64) est assurée si C0L
−δ0
ε + C1L

−1
ε < ε/4. De manière analogue on obtient (1.65) etpour terminer la démonstration de (1.63) il su�t de remarquer que (1.60) assure l'existenede hε > 0 tel que

sup
0<h<hε

∣∣trh Θh
L(f(Hh) − f(−∆h)) − trΘL(f(H) − f(−∆))

∣∣ < ε/2.
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Lemme 1.1. Soit ε > 0. On peut trouver N(ε) ∈ IN, γε,k ∈ IRd2, vε,k ∈ C∞

0 (IRd2) pour
k = 1, . . . , N(ε) tels que

∣∣∣∣∣∣
v(x1, x2) −

N(ε)∑

k=1

vε,k(x2)e
ix1γε,k

∣∣∣∣∣∣
< ε.où eh

γε,k
∈ B(l2(hZZd1)), V h

ε,k ∈ B(l2(hZZd2)) sont donnés par
(eh

γε,k
ϕ1)(hn1) = eihn1γε,kϕ1(hn1) pour ϕ1 ∈ l2(hZZd1),

(V h
ε,kϕ2)(hn2) = vε,k(hn2)ϕ2(hn2) pour ϕ2 ∈ h2(hZZd2).Démonstration. Soit ε > 0 et wε(x1, x2) = v(x1, x2)θε(x2) où θε ∈ C∞

0 (IRd2) est hoisietelle que 0 ≤ θε ≤ 1 et |v(x) − wε(x)| < ε/2 pour tout x ∈ IRd. Ensuite on remarque quepour tout ε′ > 0 il existe δ′ > 0 tel que
|x2 − x′2| < δ′ ⇒ sup

x1∈IRd1

|wε(x1, x2) − wε(x1, x
′
2)| < ε′et utilisant par exemple les formules de polyn�me de Bernstein, on peut trouver les oef-�ients cN,y2,ν,ε ∈ IR tels que pour tout x1 ∈ IRd1 , x2 ∈ supp θε on ait

∣∣∣∣∣∣∣∣
v(x1, x2) −

∑

y2∈ZZ
d2∩supp θε

{ν∈ZZ
d2 : |ν|≤2d1N(ε)}

v(x1, y2/N(ε))cN(ε),y2,ν,εx
ν
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
<
ε

4
,si N(ε) ∈ IN est hoisi su�samment grand.Pour terminer la démonstration on remarque que v(·, N(ε)−1y2) ∈ CAP (IRd1) permetde trouver N ′(ε) et cε,k,y2 ∈ C, γε,k,y2 ∈ IRd1 pour k = 1, . . . , N ′(ε) tels que

∣∣∣∣∣∣∣∣
wε(x1, x2) −

∑

y2∈ZZ
d2∩supp θε

1≤k≤N′(ε)

cε,k,y2e
ix1γε,k,y2vε,k,y2(x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
<
ε

2ave
vε,k,y2(x2) =

∑

{ν∈ZZ
d2 : |ν|≤2d1N(ε)}

cN(ε),y2,ν,εx
ν
2θε(x2).
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1.3 Démonstrations des Théorèmes 1.1-1.4Les démonstrations sont basées sur l'étude de la famille d'opérateurs (Hz)z∈IRd1 dé�nitsur L2(IRd) par la formule

Hz = −∆ + Vz, (1.66)
(Vzϕ)(x) = v(x1 + z, x2)ϕ(x) pour ϕ ∈ L2(IRd). (1.67)On ommene par l'énoné du résultat lé de ette setion :Proposition 1.2. Soit f ∈ C∞

0 (IR), L′ ∈ IN et y1 ∈ ZZ
d1. On pose

uL′

y1
(z) =

∑

y2∈[[−L′; L′[[d2

trχ(y1,y2)(f(Hz) − f(−∆)), (1.68)où [[ − L′; L′[[ = ZZ ∩ [−L′;L′[. Alors uL′

y1
∈ CAP (IRd1).Démonstration de fait que la Proposition 1.2 implique le Théorème 1.1 :Soit T(z,0) l'opérateur de la translation, (T(z,0)ϕ)(x) = ϕ(x1 − z, x2). Alors

H = T(z,0)HzT(−z,0), χ(y1,y2) = T(y1,0)χ(0,y2)T(−y1,0), (1.69)
trχ(y1,y2)f(H) = trT(y1,0)χ(0,y2)f(Hy1)T(−y1,0) (1.70)et il est lair que

uL′

y1
(0) = uL′

0 (y1). (1.71)Ainsi, notant [L] la partie entière de L on peut érire
(2[L])−d1

∑

y1∈[[−L;L[[d1

uL′

0 (y1) = NL′

[L](f,H), (1.72)et ompte tenu du Corollaire 1.1 il su�t de montrer que pour tout ε > 0 il existe Lε > 0tel que
L2 ≥ L1 ≥ Lε ⇒ |NL′

L1
(f,H) −NL′

L2
(f,H)| < ε. (1.73)Soit C1 la onstante de l'assertion du Corollaire 1.1() et soit Lε ≥ 4C1/ε. Alors, pourobtenir (1.73) il su�t de montrer

L2 ≥ L1 ≥ Lε ⇒ |NL′

[L1](f,H) −NL′

[L2](f,H)| < ε/2. (1.74)Par dé�nition de CAP (IRd1) on peut trouver N(ε) ∈ IN, cε,k ∈ C, γε,k ∈ IRd1 tels que l'onait
|uL′

0 (z) − uL′

ε (z)| < ε/8, (1.75)



38 Chapitre 1. Approximations disrètes de la densité d'états surfaiques presque périodique
ave

uL′

ε (z) =

N(ε)∑

k=0

cε,ke
izγε,k . (1.76)Il su�t don de montrer que pour tout ε > 0, la fontion

NL′

ε,[L](f,H) = (2[L])−d1

∑

y1∈[[−L;L[[d1

uL′

ε (y1) (1.77)possède une limite quand L→ ∞. En e�et, la ondition de Cauhy pour L→ NL′

ε,[L](f,H)assure l'existene de Lε > 0 tel que
L2 ≥ L1 ≥ Lε ⇒ |NL′

ε,[L2](f,H) −NL′

ε,[L1](f,H)| < ε/4, (1.78)et (1.75) permet d'estimer
|NL′

[L](f,H) −NL′

ε,[L](f,H)| ≤ ε/8, (1.79)pour L = L1 et L = L2, don l'inégalité triangulaire implique (1.74).Il reste à justi�er que pour tout γ ∈ IRd1 , la fontion
L→ N[L](γ) = (2[L])−d1

∑

y1∈[[−L; L[[d1

eiy1γ (1.80)possède une limite quand L → ∞. Cependant dans le as γ ∈ 2πZZ
d1 , l'assertion estévidente ar

|1 −N[L](γ)| = |1 − (2[L])−d1card [[ − L; L[[d1 | ≤ C/L→ 0 quand L → ∞.Il reste à étudier le as γ = (γ(1), ..., γ(d1)) /∈ 2πZZ
d1 . Si j0 ∈ {1, ..., d} est tel que

γ(j0) /∈ 2πZZ, alors on ahève la démonstration en utilisant
∣∣∣∣∣

L−1∑

ν=−L

eiνγ(j0)

∣∣∣∣∣ ≤
2

|eiγ(j0) − 1| , (1.81)et
|N[L](γ)| = Πd1

j=1

∣∣∣∣∣
1

2[L]

L−1∑

ν=−L

eiνγ(j)

∣∣∣∣∣ ≤ 2L−1|eiγ(j0) − 1|−1 → 0,quand L→ ∞.
�
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Avant de ommener la démonstration de la Proposition 1.2 on va introduire desnotations auxiliaires. Si A est un espae de Banah, alors Cpp(IR

d1 ; A) désigne l'ensembledes appliations Φ : IRd1 → A telles que pour tout ε > 0 on peut trouver N(ε) ∈ IN,
γε,k ∈ IRd1 , Aε,k ∈ A (k = 1, ..., N(ε)) tels que

sup
z∈IRd1

||Φ(z) −
∑N(ε)

k=1
Aε,k eiz·γε,k ||A < ε. (1.82)On remarque que Cpp(IR

d1 ; A) est un espae de Banah ave la norme
||Φ||∞ = sup

z∈IRd1

||Φ(z)||A. (1.83)Lemme 1.2. Si Vz est donné par (1.67), alors la fontion z → Vz appartient à
Cpp(IR

d1 ; B).Démonstration. Soit ε > 0. Alors on a ||V − V0,ε||B < ε ave V0,ε =
∑N(ε)

k=0 V
ε,k, où V ε,kdésigne l'opérateur de multipliation par vε,k(x) = eiγε,kx1 ṽε,k(x2) omme dans la Setion1.2. Alors

Vz,ε = T−1
(z,0)V0,εT(z,0) =

N(ε)∑

k=0

V ε,keizγε,k (1.84)et on a ||Vz − Vz,ε||B = ||T−1
(z,0)(V − V0,ε)T(z,0)||B < ε.Lemme 1.3. Soit p ≥ 1. Alors Cpp(IR

d1 ; Bp) est un idéal bilatéral de l'algèbre de Banah
Cpp(IR

d1 ; B). Si Φj ∈ Cpp(IR
d1 ; Bpj

) pour j = 1, 2, alors on a Φ1Φ2 ∈ Cpp(IR
d1 ; Bp) ave

p = p1p2/(p1 + p2).Démonstration. Si Φj ∈ Cpp(IR
d1 ; Bpj

) et ε > 0, alors on peut trouverN(ε) et Aε,k,j ∈ Bpj
,

γε,k,j ∈ IRd1 (k = 1, ..., Nε) tels que
Φε,j(z) =

∑N(ε)

k=1
Aε,k,j eiz·γε,k,j (1.85)véri�e ||Φj(z) − Φε,j(z)||Bpj

< ε(1 + ||Φ1||∞ + ||Φ2||∞)−1. Puisque
1
p

= 1
p1

+ 1
p2

=⇒ ||Aε,k,1Aε,k′,2||Bp ≤ ||Aε,k,1||Bp1
||Aε,k′,2||Bp2

, (1.86)on peut trouver Nε et Aε,k ∈ Bp, γε,k ∈ IRd1 (k = 1, ..., N2
ε ) tels que

Φε,1(z)Φε,2(z) =
∑N2

ε

k=1
Aε,k eiz·γε,k (1.87)
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et on peut estimer ||Φ1(z)Φ2(z) − Φε,1(z)Φε,2(z)||Bp par

||(Φ1(z) − Φε,1(z))Φ2(z)||Bp + ||Φε,1(z)(Φ2(z) − Φε,2(z))||Bp ≤

||Φ1(z) − Φε,1(z)||Bp1
||Φ2(z)||Bp2

+ ||Φε,1(z)||Bp1
||Φ2(z) − Φε,2(z)||Bp2

< ε.On en déduit Φ1Φ2 ∈ Cpp(IR
d1 ; Bp) et en remplaçant Bpj

par B dans e raisonnementon trouve que Cpp(IR
d1 ; B) est une algèbre. En�n utilisant le raisonnement analogue ave

||Aε,k,1Aε,k′,2||Bp ≤ ||Aε,k,1||B||Aε,k′,2||Bp, (1.88)on trouve que Cpp(IR
d1 ; Bp) est un idéal à gauhe et pareillement

||Aε,k,1Aε,k′,2||Bp ≤ ||Aε,k,1||Bp||Aε.k′,2||B, (1.89)permet de trouver que Cpp(IR
d1 ; Bp) est un idéal à droite.On aura également besoin duProposition 1.3. Soit λ0 ≥ 1 + 2||V ||B et pour m ∈ IN∗ on pose

Rm
z = (−∆ + Vz + λ0I)

−m, (Rh
z )

m = (−∆h + V h
z + λ0I)

−m. (1.90)Si p ≥ max{m, 2}, p > d/2 et N ∈ IN, alors on peut trouver des onstantes CN,m > 0telles que l'on ait
||χyR

m
z ||Bp/m

+ ||χh
y(R

h
z )

m||Bh
p/m

≤ C0,m, (1.91)
||χyR

m
z χy′ ||Bp/m

+ ||χh
y(R

h
z )

mχh
y′ ||Bh

p/m
≤ CN,m(1 + |y − y′|)−N (1.92)pour tout y, y′ ∈ ZZ

d et 0 < h ≤ 1.La démonstration de la Proposition 1.3 sera détaillée dans le Chapitre 3.Démonstration de la Proposition 1.2.On �xe m0 ∈ IN tel que m0 ≥ 2 + d
2
. Soit ε > 0. Le théorème de Weierstrass permetde trouver un polyn�me d'une variable réelle, gε(s) =

∑N(ε)
k=0 cε,ks

k, tel que
sup

λ≥λ0/2

∣∣(λ+ λ0)
m0f(λ) − gε

(
(λ+ λ0)

−1
)∣∣ < ε/C0,m0, (1.93)où C0,m0 est la onstante de la formule (1.91). En posant fε(λ) = (λ+λ0)

−m0gε ((λ+ λ0)
−1)on obtient

λ ≥ λ0/2 ⇒ ± (f(λ) − fε(λ)) ≤ ε(λ+ λ0)
−m0/C0,m0,
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don

± trχy(f(Hz) − fε(Hz))χy ≤ ε

C0,m0

trχyR
m0
z χy < ε. (1.94)Ainsi, il su�t de prouver que pour tout ε > 0 la fontion

z → trχyfε(Hz) =

N(ε)∑

k=0

cε,ktrχyR
m0+k
z ,appartient à CAP (IRd1). Pour ela on va montrer que les fontions z → Φy,m(z) = χyR

m
zappartiennent à Cpp(IR

d1 ,B1) pour m ≥ m0. Plus préisément, on va établir
p ≥ max{m, 2 + d

2
} ⇒ Φy,m ∈ Cpp(IR

d1 ,Bp/m) (1.95)par réurrene par rapport à m ∈ IN∗.On ommene par m = 1. On pose R = (−∆ + λ0I)
−1 et

Φy,1,N (z) = χyR
N∑

k=0

(−VzR)k. (1.96)Puisque ||VzR||B ≤ 1/2 on peut érire
Φy,1(z) = χyRz = χyR(I + VzR)−1 = χyR

∞∑

k=0

(−VzR)k (1.97)et on trouve
||Φy,1(z) − Φy,1,N(z)||Bp ≤ ||χyR||Bp

∞∑

k=N+1

||VzR||kB ≤ 2−N ||χyR||Bp. (1.98)Ainsi pour montrer (1.95) pour m = 1 il su�t de savoir que Φy,1,N ∈ Cpp(IR
d1 ,Bp).Mais les fontions z → (VzR)k appartiennent à Cpp(IR

d1 ,B) et χyR ∈ Bp, d'où Φy,1,N ∈
Cpp(IR

d1 ,Bp).En utilisant le raisonnement par réurrene on suppose que l'assertion (1.95) est vraiepour un ertain m ∈ IN∗. Alors le Lemme 1.3 assure que
Φy,m+1,N =

∑

y′∈[[−N ; N [[d

Φy,1Φy′,m ∈ Cpp(IR
d1 ,Bp/(m+1))et en utilisant la Proposition 1.3 on peut estimer

N ′ > N ⇒ ||Φy,m+1,N ′(z) − Φy,m+1,N(z)||Bp/(m+1)
≤
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∑

y′∈[[−N ′; N ′[[d\[[−N ; N [[d

||χyRzχy′ ||Bp||χy′Rm
z ||Bp/m

≤
∑

y′∈ZZ
d\[[−N ; N [[d

C(1 + |y − y′|)−d−1 ≤ C ′/N.Ainsi, Φy,m+1 est la limite de la suite (Φy,m+1,N )N∈IN dans Cpp(IR
d1 ,Bp/(m+1)).

�Proposition 1.4. Soient f ∈ C∞
0 (IR), L′ ∈ IN, ρ > 0 et y1 ∈ ZZ

d1. On pose
uh,L′

ρ,y1
(z) = trh χh,L′

ρ,y1
(f(Hh

z ) − f(−∆h)), (1.99)où χh,L′

ρ,y1
∈ Bh est dé�ni par la formule
(χh,L′

ρ,y1
ϕ)(hn1, hn2) =

∑

y2∈[[−L′; L′[[d2

χC(y1,y2)(hn1/ρ, hn2)ϕ(hn1, hn2) (1.100)pour (n1, n2) ∈ ZZ
d1 × ZZ

d2 et ϕ ∈ l2(hZZd).Si ε > 0, ρ ∈ [1
2
; 1] alors on peut trouver N(ε) ∈ IN, ch,ρ

ε,k ∈ C, γε,k ∈ IRd1 (k =
0, . . . , N(ε)) tels que

sup
0<h≤1

sup
z∈IRd1

∣∣∣∣∣∣
uh,L′

ρ,0 (z) −
N(ε)∑

k=0

ch,ρ
ε,keizγε,k

∣∣∣∣∣∣
< ε/8, (1.101)

sup
0<h≤1

|ch,ρ
ε,k | <∞. (1.102)Démonstration du fait que la Proposition 1.4 implique le Théorème 1.2Au début on observe que pour ρ ∈ hIN, y1 ∈ ZZ

d1 on peut érire
uh,L′

ρ,0 (ρy1) = trh T h
(ρy1,0)χ

h,L′

ρ,0 (f(Hh
ρy1

) − f(−∆h))T h
(−ρy1,0), (1.103)où T h

(ρy1,0) est l'opérateur de la translation,
(T h

(ρy1,0)ϕ)(hn) = ϕ(hn1 − ρy1, hn2) pour ϕ ∈ l2(hZZd). (1.104)Compte tenu de
T h

(ρy1,0)χ
h,L′

ρ,0 T
h
(−ρy1,0) = χh,L′

ρ,y1
, T h

(ρy1,0)H
h
ρy1
T h

(−ρy1,0) = Hh (1.105)
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on obtient

uh,L′

ρ,0 (ρy1) = trh χh,L′

ρ,y1
(f(Hh) − f(−∆h)). (1.106)En introduisant la notation [L]ρ = ρ[L/ρ] on trouve

∑

y1∈[[−L/ρ; L/ρ[[d1

χh,L′

ρ,y1
= χh,L′

[L]ρ
(1.107)et par onséquent

(2[L]ρ)
−d1

∑

y1∈[[−L/ρ; L/ρ[[d1

uh,L′

ρ,0 (ρy1) = NL′

[L]ρ(f,H
h). (1.108)Compte tenu du Corollaire 1.1 il su�t de montrer que pour tout ε > 0 il existe Lε > 0tel que

L2 ≥ L1 ≥ Lε ⇒ |NL′

L1
(f,Hh) −NL′

L2
(f,Hh)| < ε. (1.109)Choisissant Lε assez grand et utilisant le Corollaire 1.1() on voit que pour obtenir (1.109)il su�t de montrer que pour un hoix onvenable de ρ(h, ε) ∈ [1/2; 1] ∩ hIN on a

L2 ≥ L1 ≥ Lε ⇒ |NL′

[L1]ρ(h,ε)
(f,Hh) −NL′

[L2]ρ(h,ε)
(f,Hh)| < ε/2. (1.110)Soient ch,ρ

ε,k , γε,k hoisis omme dans la Proposition 1.4 et
Nh,ρ

ε,L =

N(ε)∑

k=0

ch,ρ
ε,kN

ρ
L(γε,k), (1.111)où

Nρ
L(γε,k) = (2[L]ρ)

−d1

∑

y1∈[[−L/ρ; Lρ[[d1

eiρy1γε,k . (1.112)Alors (1.101) ave ρ = ρ(h, ε) assure que
|NL′

[L]ρ(h,ε)
(f,Hh) −N

h,ρ(h,ε)
ε,L | < ε/8 (1.113)et pour obtenir (1.110) il su�t de montrer

L2 ≥ L1 ≥ Lε ⇒ |Nh,ρ(h,ε)
ε,L1

−N
h,ρ(h,ε)
ε,L2

| < ε/4. (1.114)Ainsi, il su�t de prouver que (1.112) possède une limite quand L→ ∞ et le fait que pourtout ε > 0 on peut trouver hε > 0, Cε tels que
sup

0<h≤hε

∣∣∣Nρ(h,ε)
L (γε,k) − lim

L→∞
N

ρ(h,ε)
L (γε,k)

∣∣∣ ≤ Cε/L. (1.115)
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On peut supposer γε,0 = 0 (ave la possibilité d'avoir chε,0 = 0) et γε,k 6= 0 pour k =
1, ..., N(ε). Alors (1.115) pour k = 0 est évident et pour démontrer (1.115) ave k ≥ 1 onpose

dε(t) = inf
1≤k≤N(ε)

dist(tγε,k, 2πZZ
d) pour t > 0. (1.116)Alors la fontion t → dε(t) est ontinue et {t ∈ IR : dε(t) = 0} est disrète. Ainsion peut trouver t(ε) ∈ [1/2; 3/4] tel que dε(t) > 0 et h(ε) > 0 tel que t(ε) ≤ t ≤

t(ε) + h(ε) ⇒ dε(t) ≥ dε(t(ε))/2, don sous l'hypothèse 0 < h ≤ h(ε) il est possible detrouver ρ(h, ε) ∈ [1/2; 1]∩hIN tel que dε(ρ(h, ε)) ≥ dε(t(ε))/2. Comme au début de ettesetion on peut estimer
|Nρ(h,ε)

L (γε,k)| ≤ 2L−1|eidε(t(ε))/2 − 1|−1. (1.117)Ainsi on a démontré que le Théorème 1.2 résulte de la Proposition 1.4.
�Démonstration de la Proposition 1.4. Soit A = (Ah)0<h≤1 une famille d'espaes deBanah Ah. Alors on érira Φ ∈ Cpp(IR

d1 ; A) si et seulement si Φ = (Φh)0<h≤1 est unefamille d'appliations Φh : IRd1 → Ah telle que pour tout ε > 0 on peut trouver N(ε) ∈ IN,
γε,k ∈ IRd1 , Ah

ε,k ∈ Ah (k = 0, ..., N(ε)) tels que
sup

0<h≤1
sup

z∈IRd1

||Φh(z) −
∑N(ε)

j=0
Ah

ε,k eiz·γε,k ||Ah < ε (1.118)et sup0<h≤1 ||Ah
ε,k||Ah <∞ pour k = 0, ..., N(ε).Alors (z → V h

z )0<h≤1 ∈ Cpp(IR
d1 ; (Bh)0<h≤1) et le Lemme 1.3 restent valables égale-ment. Il reste à suivre la démonstration de la Proposition 1.4 en remplaçant Rz, Vz, R,

Bp/m par (Rh
z )0<h≤1, (V h

z )0<h≤1, ((−∆h + λ0I)
−1)0<h≤1 et (Bh

p/m)0<h≤1 respetivement.
�1.4 Démonstrations des Théorèmes 1.5 et 1.6On note par F l'opérateur unitaire sur L2(IRd) donné par la formule

(Fϕ)(ξ) = (2π)−d/2

∫

IRd

e−ix·ξϕ(x) dx pour ϕ ∈ L1 ∩ L2(IRd) (1.119)et on introduit la bijetion isométrique Fh : l2(hZZd) → L2([−π/h; π/h[d) par la formule
(Fhϕ)(ξ) = (2π/h)−d/2

∑

n∈ZZ
d

e−ihn·ξϕ(hn) pour ϕ ∈ l1 ∩ l2(hZZd). (1.120)
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Lemme 1.4. Soit θ ∈ C∞

0 (IRd). On dé�nit θh ∈ l2(hZZd) par θh(hn) = θ(hn) pour n ∈ ZZ
d.Alors pour tout N ∈ IN on a

sup
0<h≤1

sup
ξ∈[−π/h; π/h[d

hd/2|ξ|N |(Fhθh)(ξ)| <∞. (1.121)Démonstration. Pour N ∈ IN posons θh
N = (−∆h)Nθh. Il est lair que

sup
n∈ZZ

d

|θh
1 (hn)| ≤ C sup

x∈IRd

max
1≤j≤d

|∂2
xj
θ(x)| ≤ C ′ (1.122)et plus généralement, pour tout N ∈ IN on a

CN = sup
0<h≤1

sup
n∈ZZ

d

|θh
N (hn)| <∞, (1.123)don

|(Fhθh
N )(ξ)| ≤ (2π/h)−d/2

∑

{n∈ZZ
d:hn∈supp θh

N}

|θh
N (hn)| ≤ CNh

−d/2. (1.124)De l'autre �té, on a (Fhθh
N )(ξ) = ϑh(ξ)

N(Fhθh)(ξ) ave
ϑh(ξ) =

d∑

j=1

2 − 2 cos(hξj)

h2
=

d∑

j=1

4

h2
sin2

(
h

2
ξj

)
. (1.125)Il reste à remarquer que

ξ ∈ [−π/h; π/h[d =⇒ 1
4
|ξ|2 ≤ ϑh(ξ) ≤ |ξ|2 (1.126)ave (1.124) impliquent(1.121) .On note Jh l'injetion isométrique L2([π/h; π/h[d) → L2(IRd) qui s'obtient en prolon-geant les fontions par la valeur 0 sur IRd \ [−π/h; π/h[d. Alors

Jh∗ϕ = ϕ|
[−π/h; π/h[d

∈ L2([−π/h; π/h[d) pour ϕ ∈ L2(IRd) (1.127)est la formule de l'opérateur adjoint à Jh.Pour T > 0 on dé�nit χT ∈ B par la formule
(χTϕ)(ξ) = χ[−T ; T [d(ξ)ϕ(ξ) pour ϕ ∈ L2(IRd). (1.128)Ensuite on dé�nit PT ∈ B et P h

T ∈ Bh par
PT = F∗χTF , P h

T = (JhFh)∗χTJ
hFh (1.129)et on remarque que T ≥ π/h⇒ P h

T = I.
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Lemme 1.5. Si T ′ ≥ 1 est �xé, alors

lim
T→∞

||(I − PT ) ΘPT ′||B = 0, (1.130)
lim

T→∞
sup

0<h≤1
||(I − P h

T ) Θh P h
T ′||Bh = 0. (1.131)Démonstration. Soit Θ̃h

T,T ′ ∈ B(L2([−π/h; π/h[d)) dé�ni par
Θ̃h

T,T ′ = Fh(I − P h
T )ΘhP h

T ′(Fh)∗. (1.132)Alors
(Θ̃h

T,T ′ϕ)(ξ) =

∫

[−π/h; π/h[d
Kh

T,T ′(ξ, ξ′)ϕ(ξ′) dξ′, (1.133)
Kh

T,T ′(ξ, ξ′) = (1 − χ[−T ; T [d(ξ))(
h
2π

)d/2(Fhθh)(ξ − ξ′)χ[−T ′; T ′[d(ξ
′). (1.134)En vertu du Lemme 1.4 pour T > T ′ on peut estimer

|Kh
T,T ′(ξ, ξ′)| ≤ (1 − χ[−T ; T [d(ξ))CN(1 + |ξ − ξ′|)−Nχ[−T ′; T ′[d(ξ

′)

≤ CN |T − T ′|−N/2(1 + |ξ − ξ′|)−N/2χ[−T ′; T ′[d(ξ
′). (1.135)Si N > d alors on peut estimer

||Θ̃h
T,T ′||2B2(L2([−π/h; π/h[d)) =

∫

IR2d

|Kh
T,T ′(ξ, ξ′)|2 dξdξ′ ≤

∫

[−T ′; T ′[d
dξ′
∫

[−π/h; π/h[d
dξC2

N |T − T ′|−N(1 + |ξ − ξ′|)−N ≤ C ′
N |T − T ′|−Net pour terminer la démonstration de (1.131) on remarque que pour T ′ �xé on a

||(I − PT )ΘhPT ′ ||Bh = ||Θ̃h
T,T ′||B(L2([−π/h; π/h[d))

≤ ||Θ̃h
T,T ′||B2(L2([−π/h; π/h[d)) → 0 quand T → ∞.La démonstration de (1.130) est semblable : θ ∈ C∞

0 (IRd) assure le fait que Fθ est àdéroissane rapide, 'est-à-dire pour tout N ∈ IN il existe CN > 0 telle que
|Fθ(ξ)| ≤ CN(1 + |ξ|)−N (1.136)et dé�nissant l'opérateur Θ̃T,T ′ = F(I − PT )ΘPT ′F∗ on trouve l'expression

(Θ̃T,T ′ϕ)(ξ) =

∫

IRd

KT,T ′(ξ, ξ′)ϕ(ξ′) dξ′, (1.137)
KT,T ′(ξ, ξ′) = (1 − χ[−T ; T [d(ξ))(2π)−d/2(Fθ)(ξ − ξ′)χ[−T ′; T ′[d(ξ

′), (1.138)permettant d'appliquer le même raisonnement qu'auparavant.
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Lemme 1.6. On suppose θ ∈ C∞

0 (IRd) et Θ, Θh omme dans le Corollaire 2.4. On pose
Θ̃ = FΘF∗, Θ̃h = JhFhΘh(JhFh)∗, (1.139)
Ṽ = FVF∗, Ṽ h = JhFhV h(JhFh)∗. (1.140)Alors pour tout T ′ > 0 on a

lim
h→0

||(Θ̃ − Θ̃h)χT ′||B = 0, lim
h→0

||(Ṽ − Ṽ h)χT ′ ||B = 0. (1.141)Démonstration. Soit ε > 0. On va montrer qu'il existe hε > 0 tel que
sup

0<h≤hε

||(Θ̃ − Θ̃h)χT ′||B < ε. (1.142)Mais le Lemme 1.5 assure qu'il existe T = T (ε) ≥ T ′ tel que
||(I − χT )Θ̃χT ′||B = ||(I − PT )ΘPT ′||B < ε/3, (1.143)

||(I − χT )Θ̃hχT ′||B = ||(I − P h
T )ΘhP h

T ′||Bh < ε/3, (1.144)don pour obtenir (1.141) il su�t de prouver
sup

0<h≤hε

||χT (Θ̃ − Θ̃h)χT ′ ||B < ε/3. (1.145)On peut supposer que h ≤ hε ≤ π/T ≤ π/T ′. Alors
(χT (Θ̃h − Θ̃)χT ′)ϕ(ξ) =

∫

IRd

K̃h
T,T ′(ξ, ξ′)ϕ(ξ′) dξ′, (1.146)

K̃h
T,T ′(ξ, ξ′) = (2π)−d/2χ[−T ; T [d(ξ)(h

dFhθh − Fθ)(ξ − ξ′)χ[−T ′; T ′[d(ξ
′). (1.147)Ensuite on remarque que

lim
h→0

K̃h
T,T ′(ξ, ξ′) = 0 pour ξ, ξ′ ∈ IRd. (1.148)En e�et, pour tout ξ ∈ IRd on a hdFhθh(ξ) → Fθ(ξ) quand h → 0, pare qu'il s'agit dela suite des sommes de Riemann de l'intégrale de la fontion appartenant à C∞

0 (IRd).Pour terminer la démonstration de la première assertion (1.141) on remarque qu'ilexiste C0 > 0 telle que |K̃h
T,T ′(ξ, ξ′)| ≤ C0χ[−T ; T [2d(ξ, ξ′). Le théorème de la onvergenedominée de Lebesgue permet de onlure que (1.148) implique

lim sup
h→0

||χT (Θ̃ − Θ̃h)χT ′ ||2B ≤ lim sup
h→0

||χT (Θ̃ − Θ̃h)χT ′ ||2B2
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≤ lim

h→0

∫

IR2d

|K̃h
T,T ′(ξ, ξ′)|2 dξ dξ′ = 0.Pour terminer la démonstration de la deuxième assertion (1.141) on doit trouver hε > 0tel que

sup
0<h≤hε

||(Ṽ − Ṽ h)χT ′||B < ε. (1.149)Le Lemme 1.1 assure l'existene de N(ε) ∈ IN, γε,k ∈ IRd1 , vε,k ∈ C∞
0 (IRd1), k = 1, ..., N(ε)tels que l'on ait ||V − Vε||B < ε/3 ave

Vε =

N(ε)∑

k=1

eγε,k
⊗ Vε,k,où eγε,k

∈ B(L2(IRd1)), Vε,k ∈ B(L2(IRd2)) sont donnés par
(eγε,k

ϕ1)(x1) = eix1γε,kϕ1(x1) pour ϕ1 ∈ L2(IRd1),

(Vε,kϕ2)(x2) = vε,k(x2)ϕ2(x2) pour ϕ2 ∈ L2(IRd2).On a également ||V h − V h
ε ||Bh < ε/3 ave

V h
ε =

N(ε)∑

k=1

eh
γε,k

⊗ V h
ε,k,où eh

γε,k
∈ B(l2(hZZd1)), V h

ε,k ∈ B(l2(hZZd2)) sont donnés par
(eh

γε,k
ϕ1)(hn1) = eihn1γε,kϕ1(hn1) pour ϕ1 ∈ l2(hZZd1),

(V h
ε,kϕ2)(hn2) = vε,k(hn2)ϕ2(hn2) pour ϕ2 ∈ h2(hZZd2).Ainsi, au lieu de montrer (1.149) il su�t de prouver

sup
0<h≤hε

||(Ṽε − Ṽ h
ε )χT ′||B < ε/3 (1.150)ave

Ṽε = FVεF∗, Ṽ h
ε = JhFhV h

ε (JhFh)∗.Ensuite, on remarque que F = F1 ⊗F2, où Fj pour j = 1, 2, est l'opérateur unitaire sur
L2(IRdj ) donné par la formule

(Fjϕj)(ξj) = (2π)−dj/2

∫

IRdj

eixj ·ξjϕj(xj) dxj pour ϕj ∈ L2(IRdj )
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et en introduisant Ṽε,k = F2Vε,kF∗

2 on trouve
Ṽε =

N(ε)∑

k=1

Tγε,k
⊗ Ṽ h

ε,koù (Tγε,k
ϕ2)(x2) = ϕ2(x2 − γε,k) pour ϕ2 ∈ L2(IRd2).De manière analogue Fh = Fh

1 ⊗ Fh
2 ave Fh

j : l2(hZZdj ) → L2([−π/h; π/h[dj ) pour
j = 1, 2, est donnée par la formule

(Fh
j ϕj)(ξj) = (2π/h)−dj/2

∑

n∈ZZ
dj

eihnj ·ξjϕj(hnj) pour fj ∈ l1 ∩ l2(hZZdj ),et en introduisant enore Ṽ h
ε,k = JhFh

2 V
h
ε,k(J

hFh
2 )∗ on trouve que pour h ≤ π/T on a

Ṽ h
ε χT = χπ/h

N(ε)∑

k=1

∑

z∈ZZ
d1

Tγε,k+2πz/hχ
(1)
T ⊗ Ṽ h

ε,kχ
(2)
T ,où χ(j)

T ∈ B(L2(IRdj )) ave j = 1, 2 est donné par la formule
(χ

(j)
T ϕj)(xj) = χ[−T ; T [dj (xj)ϕj(xj) pour ϕj ∈ L2(IRdj ).Dans la suite, on prend hε = π/(T + max1≤k≤N(ε) |γε,k|) et on remarque que

0 < h < hε ⇒ Ṽ h
ε χT =

∑

z∈ZZ
d1

Tγε,k
χ

(1)
T ⊗ Ṽ h

ε,kχ
(2)
T .Cependant la démonstration de la partie (a) donne pareillement

lim
h→0

||(Ṽε,k − Ṽ h
ε,k)χ

(2)
T ||B(L2(IRd2)) = 0, (1.151)et ompte tenu de

0 < h < hε ⇒ (Ṽε − Ṽ h
ε )χT =

N(ε)∑

k=1

Tγε,k
χ

(1)
T ⊗ (Ṽε,k − Ṽ h

ε,k)χ
(2)
T ,L'inégalité (1.150) résulte de (1.151).Lemme 1.7. Soit λ0 ≥ 1 + 2||V || et posons

R = (−∆ + V + λ0I)
−1, Rh = (−∆h + V h + λ0I)

−1, (1.152)
R̃ = FRF∗, R̃h = JhFhV h(JhFh)∗. (1.153)Alors limh→0 ||R̃− R̃h||B = 0.
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Démonstration. Compte tenu des expressions

R̃ = R̃◦

∞∑

k=0

(−Ṽ R̃◦)
k, R̃h = R̃h

◦

∞∑

k=0

(−Ṽ hR̃h
◦)

k,où on a désigné
R̃◦ = F(−∆ + λ0I)

−1F∗, R̃h
◦ = JhFh(−∆h + V h + λ0I)

−1(JhFh)∗,il su�t de montrer
lim
h→0

||R̃◦ − R̃h
◦ ||B = 0, lim

h→0
||Ṽ R̃◦ − Ṽ hR̃h

◦ ||B = 0. (1.154)D'abord on montre que pour tout ε > 0 il existe hε > 0 tel que
sup

0<h≤hε

||R̃◦ − R̃h
◦ ||B < ε. (1.155)Cependant

(R̃◦ϕ)(ξ) = (|ξ|2 + λ0)
−1ϕ(ξ),

(R̃h
◦ϕ)(ξ) = χ[−π/h; π/h[d(ξ)(ϑh(ξ) + λ0)

−1ϕ(ξ),où ϑh est donné par (1.125) et on remarque qu'il existe C0 > 0 tel que
||(I − χT )R̃◦||B = sup

ξ∈IRd\[−T ; T [d
(|ξ|2 + λ0)

−1 ≤ C0T
−2, (1.156)

h ≤ π/T ⇒ ||(I − χT )R̃h
◦ ||B = sup

ξ∈IRd\[−T ; T [d
(ϑh(ξ) + λ0)

−1 ≤ C0T
−2, (1.157)où la dernière estimation résulte de (1.126). Pour justi�er (1.155) il su�t de hoisir T telque C0T

−2 < ε/4 et utiliser le fait que
lim
h→0

sup
ξ∈[−T ; T [d

∣∣ϑh(ξ) − |ξ|2
∣∣ = 0. (1.158)Il reste à montrer l'existene de hε > 0 tel que

sup
0<h≤hε

||Ṽ hR̃◦ − Ṽ R̃◦||B < ε. (1.159)Soit T tel que 2||V ||BC0T
−2 < ε/4. Si hε > 0 est su�samment petit, alors

sup
0<h≤hε

||Ṽ h(R̃h
◦ − R̃◦)||B ≤ ||V ||B||R̃h

◦ − R̃◦||B < ε/4, (1.160)
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et ompte tenu du Lemme 1.6,

sup
0<h≤hε

||(Ṽ h − Ṽ )χT ||B < ε/4. (1.161)Pour obtenir (1.159) on estime
||Ṽ hR̃◦ − Ṽ R̃◦||B ≤ ||Ṽ h(R̃h

◦ − R̃◦)||B + ||(Ṽ h − Ṽ )χT ||B||R̃◦||B
+||Ṽ h − Ṽ ||B||(I − χT )R̃◦||Bet il reste à remarquer que (1.160), (1.161) permettent de majorer la dernière expressionpar 3

4
ε+ 2||V ||BC0T

−2 < ε.Lemme 1.8. Pour démontrer le Théorème 1.5 il su�t de montrer que l'on a
lim
h→0

trh P h
T Θh(Rh)mΘh = trPT ΘRmΘ, (1.162)pour tout T ≥ 1 et m ≥ 2 + d

2
.Démonstration. Compte tenu du Corollaire 1.2 il faut montrer que pour tout ε > 0 ilest possible de trouver hε > 0 tel que

sup
0<h≤hε

∣∣trh Θhf(Hh)Θh − tr Θf(H)Θ
∣∣ < ε. (1.163)Montrons, qu'il existe T (ε) tel que pour T ≥ T (ε) on a

||(I − P h
T )Θhf(Hh)Θh||Bh

1
< ε/4. (1.164)En e�et, le membre gauhe de (1.164) est majoré par ζ1(h) + ζ2(h) ave

ζ1(h) = ||(I − P h
T )ΘhP h

T ′||Bh ||f(Hh)Θh||Bh
1
,

ζ2(h) = ||Θh(I − P h
T ′)(λ0I − ∆h)−1||Bh ||(λ0I − ∆h)Rh||Bh ||g(Hh)Θh||Bh

1où on a noté g(λ) = (λ0 + λ)f(λ). Puisque
||(I − P h

T ′)(λ0I − ∆h)−1||Bh = sup
ξ∈[−π/h; π/h[d\[−T ′; T ′[d

|λ0 + ϑh(ξ)|−1 ≤ CT ′−2,on peut hoisir T ′ su�samment grand pour assurer ζ2(h) < ε/8 pour tout h ∈]0; 1] etensuite le Lemme 1.5 permet de hoisir T su�samment grand pour assurer ζ1(h) < ε/8pour tout h ∈]0; 1].De manière analogue il est possible de trouver T (ε) tel que
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T ≥ T (ε) ⇒ ||(I − PT )Θf(H)Θ||B1 < ε/4. (1.165)Dans le deuxième pas on onsidère une approximation de f par (fε′)ε′>0 omme dansla démonstration de la Proposition 1.2. Alors il existe C0 > 0 telle que pour tout ε′ > 0,

||P h
T Θh(f − fε′)(H

h)Θh||Bh
1
≤ ε′ ||(Rh)mΘh||Bh

1
≤ C0ε

′,

|trPT Θ(f − fε′)(H)Θ| ≤ ε′ ||(Rh)mΘ||B1 ≤ C0ε
′.Soit ε′ = ε/(8C0). Alors (1.163) résulte de

sup
0<h≤hε

∣∣trh P h
T Θhfε′(H

h)Θh − trPT Θfε′(H)Θ
∣∣ < ε/4 (1.166)et on termine la démonstration en observant que (1.162) assure l'existene de hε > 0 telque (1.166) soit satisfaite.Démonstration du Théorème 1.5La démonstration est basée sur les égalités

trPT ΘRmΘPT = tr χT Θ̃R̃mΘ̃χT ,

trh P h
T Θh(Rh)mΘhP h

T = trχT Θ̃h(R̃h)mΘ̃hχT ,qui permettent d'érire (1.162) sous la forme
lim
h→0

trχT

(
Θ̃h(R̃h)mΘ̃h − Θ̃R̃mΘ̃

)
χT = 0. (1.167)Pour démontrer (1.167) on remarque que

||χT (Θ̃h(R̃h)mΘ̃h − Θ̃R̃mΘ̃)χT ||B1 ≤ ζ1(h) + ζ2(h) + ζ3(h),ave
ζ1(h) = ||Θ̃h(R̃h)m||B1 ||(Θ̃h − Θ̃)χT ||B,

ζ2(h) = ||Θ̃h((R̃h)m − R̃m)Θ̃||B1,

ζ3(h) = ||χT (Θ̃h − Θ̃)||B ||R̃mΘ̃||B1.En utilisant
(R̃h)m − R̃m =

m∑

m′=1

(R̃h)m′−1(R̃h − R̃)R̃m−m′
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on peut estimer

ζ2(h) ≤
m∑

m′=1

||Θ̃h(R̃h)m′−1||B(m−1)/(m′−1)
||R̃h − R̃||B ||R̃m−m′

Θ̃||B(m−1)/(m−m′)
,ave la onvention que l'on utilise la norme || · ||B au lieu de || · ||B(m−1)/(m′−1)

dans le as
m′ = 1 et au lieu de || · ||B(m−1)/(m−m′)

dans le as m′ = m. Mais
sup

0<h≤1
||Θ̃h(R̃h)m′−1||B(m−1)/(m′−1)

= sup
0<h≤1

||Θh(Rh)m′−1||B(m−1)/(m′−1)
<∞,est démontré dans le Chapitre 3 et de manière analogue on a

||R̃m−m′

Θ̃||B(m−1)/(m−m′)
= ||Rm−m′

Θ||B(m−1)/(m−m′)
<∞.Ainsi, en utilisant le Lemme 1.8, on trouve limh→0 ζ2(h) = 0. Pour terminer la démons-tration on remarque de manière analogue que limh→0 ζ1(h) = limh→0 ζ3(h) = 0 résulte duLemme 1.5.

�Démonstration du Théorème 1.6.Pour ommener on remarque que
λ ∈ C \

⋂

κ>0

⋃

0<h<κ

σ(Hh)signi�e que λ ∈ C \⋃0<h<κ σ(Hh) pour un ertain κ > 0, 'est-à-dire
dist

(
λ,

⋃

0<h<κ

σ(Hh)

)
= inf

0<h<κ
dist (λ, σ(Hh)) > 0pour un ertain κ > 0 et il est lair que ela équivaut à

lim inf
h→0

dist (λ, σ(Hh)) > 0.Lemme 1.9. Pour toute f ∈ C∞
0 (IR) on a ||f(Hh)||Bh → ||f(H)||B quand h→ 0.Démonstration. Comme dans la Setion 3 on peut érire

||(f − fε)(H)||B = ||(f − fε)(H
h)||Bh < ε ave fε(λ) =

N(ε)∑

k=1

ck,ε(λ+ λ0)
−k,
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pour ertains N(ε) ∈ IN, ck,ε ∈ C (k = 1, . . . , N(ε)). Ainsi, il su�t de montrer que pourtout ε > 0 on a ||fε(H

h)||Bh → ||fε(H)||B quand h→ 0. En utilisant les notations duLemme 1.7 on observe que
||

N(ε)∑

k=1

ck,ε(R
h)k||Bh = ||

N(ε)∑

k=1

ck,ε(R̃h)k||Bonverge vers
||

N(ε)∑

k=1

ck,εR̃
k||B = ||

N(ε)∑

k=1

ck,εR
k||B,quand h→ 0 du fait que ||R̃h − R̃||B → 0 quand h→ 0.Démonstration de l'assertion (a). Soit λ ∈ IR tel que lim infh→0 dist (λ, σ(Hh)) > 0.Il existe κ > 0 et r > 0 tels que 0 < h < κ ⇒ dist (λ, σ(Hh)) ≥ r. Soit f ∈ C∞(IR)telle que supp f ⊂]λ − r; λ + r[ et f(λ) = 1. Alors 0 < h < κ ⇒ f(Hh) = 0 et

||f(H)||B = limh→0 ||f(Hh)||Bh = 0 implique f(H) = 0, don λ /∈ σ(H).Supposons maintenant λ ∈ IR \ σ(H). Alors il existe f ∈ C∞(IR) telle que f = 1 sur
[λ − r/2; λ + r/2] et supp f ⊂]λ − r; λ + r[, où r = dist (λ, σ(H)). Alors f(H) = 0et on en déduit lim infh→0 dist (λ, σ(Hh)) > 0. En e�et, si lim infh→0 dist (λ, σ(Hh)) = 0,il existe une suite hk → 0 telle que [λ − /2; λ + r/2] ∩ σ(Hhk) 6= ∅ et ||f(Hhk)||Bh =
sups∈σ(Hhk ) |f(s)| = 1, la ontradition 1 = limh→0 ||f(Hh)||Bh = ||f(H)||B = 0.

�Lemme 1.10. Soit u ∈ CAP (IRd1). Pour ε > 0 on dé�nit l'ensemble
Pε(u) = {z ∈ IRd1 : ||Tzu− u||L∞(IRd1 ) ≤ ε},où Tzu(x1) = u(x1 − z). Alors on peut trouver ρε > 0 tel que haque boule de rayon ρεrenontre Pε(u), 'est-à-dire B(x1, ρε) ∩ Pε(u) 6= ∅ pour tout x1 ∈ IRd1.Démonstration. Pour γ ∈ IRd1 on note eγ(x1) = eix1γ et on observe que {Tzeγ}z∈IRd1 estune partie ompate de L∞(IRd1). Si u ∈ CAP (IRd1) et ε > 0 alors on peut trouver

N(ε) ∈ IN, γε,k ∈ IRd1 , cε,k ∈ C (k = 1, ..., N(ε)) tels que l'on ait
||u− uε||L∞(IRd1 ) < ε ave uε =

N(ε)∑

k=1

cε,k eγε,k
.
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Ensuite, on remarque que la fermeture de {Tzuε}z∈IRd1 dans L∞(IRd1) est une partie om-pate de L∞(IRd1). En e�et, si (zm)m∈IN est une suite quelonque, on peut en extraire unesous-suite (zmj,1

)j∈IN telle que (Tzmj,1
eγε,1)j∈IN onverge dans L∞(IRd1) et il est possibled'extraire des sous-suites (zmj,k

)j∈IN, k = 1, ..., N(ε), pour assurer la onvergene de lasous-suite (Tzmj,N(ε)
uε)j∈IN dans L∞(IRd1).Ainsi il existe un reouvrement �ni de {Tzuε/3}z∈IRd1 par des boules de rayon ε/3 dans

L∞(IRd1), 'est-à-dire qu'il existe une partie �nie Jε ⊂ IRd1 telle que pour tout x1 ∈ IRd1on peut trouver zε(x1) ∈ Jε véri�ant
||Tx1uε/3 − Tzε(x1)uε/3||L∞(IRd1 ) = ||Tx1−zε(x1)uε/3 − uε/3||L∞(IRd1 ) < ε/3,'est-à-dire x1 − zε(x1) ∈ Pε/3(uε/3) ⊂ Pε(u). Ainsi B(x1, |zε(x1)|) ∩ Pε(u) 6= ∅ et il su�tde prendre ρε tel que Jε ⊂ B(0, ρε).Démonstration de l'assertion (b). Dans le as disret la démonstration a été donnéepar Charour [8℄, don il reste à onsidérer le as ontinu. D'abord il est évident que

suppN(·, H) \ σ(−∆) ⊂ σ(H).En e�et, si λ /∈ σ(H) ∪ σ(−∆) et r = dist (λ, σ(H) ∪ σ(−∆)), alors f(H) = 0 = f(−∆)pour toute f ∈ C∞(IR) ave supp f ⊂]λ− r; λ+ r[ et par onséquent N(f,H) = 0 assure
λ /∈ suppN(·, H). Pour montrer ensuite

σ(H) \ σ(−∆) ⊂ suppN(·, H),on �xe λ ∈ σ(H)\σ(−∆) = σ(H)∩]−∞; 0[ et on va prouver que l'on a N(f,H) > 0 pourtoute fontion f ∈ C∞
0 (IR) telle que f ≥ 0, f = 1 au voisinage de λ et supp f ⊂]−∞; 0[.Pour ommener on va montrer l'existene de L0 > 0 tel que

NL0
L0

(f,H) = (2L0)
−d1trχL0

L0
f(H) > 0.En e�et, λ ∈ σ(H) assure l'existene de ϕ ∈ L2(IRd) tel que ||ϕ||L2(IRd) = 1 et 〈f(H)ϕ, ϕ〉 ≥

1/2, don
lim sup

L→∞
trχL

Lf(H) ≥ lim sup
L→∞

〈f(H)χL
Lϕ, χ

L
Lϕ〉 = 〈f(H)ϕ, ϕ〉 ≥ 1/2.Pour L > 0 et z ∈ IRd1 on introduit

C(z, L) = {x1 ∈ IRd1 :
x1

L
− z ∈ [0; 1[d1} × [−L; L[d2 ,

uL(z) = trχC(z,L)f(H) = trχC(0,L)f(HzL),
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où HzL = T(zL,0)HT(−zL,0) omme dans la Setion 3.Dans la suite soit L0 > 0 �xé tel que uL0(0) > 0 et ε0 > 0 tel que 2ε0 < uL0(0). On�xe ρ0 > 1 su�samment grand et on remarque que uL0 ∈ CAP (IRd1) assure le fait quepour tout x1 ∈ IRd1 il existe z(x1) ∈ Pε0(u

L0) tel que z(x1) − x1 ∈ [0; ρ0 − 1[d1 en vertudu Lemme 1.10. Alors pour tout y1 ∈ ZZ
d1 on a

z(y1ρ0)L0 + [0; L0[
d1⊂ y1ρ0L0 + [0; (ρ0 − 1)L0[

d1+[0; L0[
d1 ,et posant L1 = ρ0L0 on trouve z(y1ρ0)L0 + [0; L0[

d1⊂ y1L1 + [0; L1[
d1 d'où

C(z(y1ρ0), L0) ⊂ C(y1, L1)et
tr (χC(y1,L1) − χC(z(y1ρ0),L0))f(H) =

tr f(H)1/2(χC(y1,L1) − χC(z(y1ρ0),L0))f(H)1/2 ≥ 0.Ainsi uL1(y1) ≥ uL0(z(y1ρ0)) et puisque |uL0(z(y1ρ0)) − uL0(0)| ≤ ε0 résulte de z(y1ρ0) ∈
Pε0(u

L0), on trouve
uL1(y1) ≥ uL0(0) − ε0 ≥ 1

2
uL0(0).Ensuite

Ld1
1 N(f,H) ≥ lim sup

k→∞
(2k)−d1trχL1

kL1
f(H)et on termine la démonstration en remarquant que pour k ∈ IN on a

(2k)−d1trχL1
kL1
f(H) = (2k)−d1

∑

y1∈ZZ
d1∩[−k; k[d1

uL1(y1) ≥ 1
2
uL0(0).

�



Chapitre 2Approximation de la densité d'étatssurfaiques pour un opérateur deShrödinger surfaique du typed'Anderson
2.1 IntrodutionL'étude mathématique des opérateurs de Shrödinger aléatoires surfaiques , autantdans le as disret que ontinu, a ommené au début des années soixante dix. Elle s'estonsidérablement développée lors des trente dernières années et a présenté un terrainfertile d'interation entre la physique et les mathématiques. Très rihe en phénomènes, ellese situe à l'intersetion de nombreux hamps des mathématiques (équations aux dérivéespartielles, théorie des probabilités, théorie des opérateurs, analyse harmonique, et) ainsique de la physique (méanique quantique, physique statistique, théorie des hamps, et).Cet opérateur fait l'objet de nombreuses études ([50℄,[51℄,[30℄,[37℄, [20℄, [19℄, [8℄ pourdivers résultats et référenes ). Par exemple Molhanov, Jaksi, Pastur, Khoruzhenko,Chahrour ([50℄,[51℄,[30℄,[37℄, [8℄) ont montré que pour un modèle où le potentiel est unesuite de variables aléatoires indépendante identiquement distribués, les branhes surfa-iques du spetre situées à l'extérieur de σ(−∆). On dit alors que les états surfaiquessont loalisés. Dans les travaux ([3℄,[38℄) on montre la loalisation (on a le spetre pure-ment pontuel).Suivant l'approhe de Klopp [40℄ on va dé�nir la densité d'états surfaiques pour lemodèle du type d'Anderson utilisant des approximations périodiques.Soit W : IRd = IRd1 × IRd2 −→ IR un potentiel ontinu véri�ant :i) W (x1 + y1, x2) = W (x1, x2) pour y1 ∈ ZZ

d1 .57
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ii) Il existe δ0 > d2 et une onstante C > 0 telle que pour tout (x1, x2) ∈ IRd1 × IRd1on ait

|W (x1, x2) |6 C(1+ | x2 |)−δ0.Sur L2(IRd) ; onsidérons l'opérateur de Shrödinger périodique par rapport à x1

H = H0 +Woù H0 = −∆. Le modèle d'Anderson ontinu par rapport à x1 est l'opérateur aléatoire
Hω = H + vω = H +

∑

γ∈ZZ
d1

ωγvγoù vγ(x1, x2) = v(x1 − γ, x2), v : IRd −→ IR un potentiel et (ωγ)γ∈ZZ
d1 sont des variablesaléatoires indépendantes identiquement distribuées et bornées non onstantes. Nous sup-poserons que v est ontinue, véri�e que pour tout ε > 0, N ∈ IN il existe une onstante

CN telle que
| v(x1, x2) |6 CN(1+ | x1 |)−d1−ε(1+ | x2 |)−N .On onsidère la famille d'opérateurs Hh agissant sur l2(hZZd), h > 0

Hh = H0,h +W have H0,h = −∆h est le laplaien disret dé�ni par (1.9), W h est l'opérateur de multipli-ation dé�nit par (W hϕ)(hn) = W (nh)ϕ(hn) pour tout ϕ ∈ l2(hZZd) et
Hh

ω = Hh + vh
ω,où (vh

ωϕ)(hn) = vω(hn)ϕ(hn) pour tout ϕ ∈ l2(hZZd).2.2 Les approximations périodiquesSoit k ∈ IN∗, on dé�nit la suite d'opérateurs de Shrödinger
Hω,k = H +

∑

γ∈C
d1
k ∩ZZ

d1

ωγ

∑

β∈(2k+1)ZZd1

τγ+βvγet le as disret
Hh

ω,k = Hh +
∑

γ∈C
d1
k ∩ZZ

d1

ωγ

∑

β∈(2k+1)ZZd1

τγ+βv
h
γ
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où Cd1

k = {m ∈ ZZ
d1 , mj ∈]−k−1/2, k+1/2] pour j = 1, ..., d1} est le ube de entre 0et de oté 2k+1 et τγ est la translation dans IRd1 par rapport à γ. Pour ω ∈ Ω; Hω,k et Hh

ω,ksont des opérateurs de Shrödinger (2k + 1)ZZd1 périodiques.Utilisant Théorèmes 1.1 et 1.2 on peut introduire
N(ϕ,Hω,k) = lim

L→∞

1

(2L)d1
tr(χL

L(ϕ(Hω,k) − ϕ(H0))

= lim
L→∞

1

(2L)d1
tr(χ∞

L (ϕ(Hω,k) − ϕ(H0)),

N(ϕ,Hh
ω,k) = lim

L→∞

1

(2L)d1
trh(χh,L

L (ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))

= lim
L→∞

1

(2L)d1
trh(χh,∞

L (ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h)).pour tout ϕ ∈ C∞

0 (IRd). On peut montrer ainsi les Théorèmes suivants :Théorème 2.1. Soient Nh
k,ω ∈ D′(IR) dé�nie par la formule ϕ → N(ϕ,Hh

ω,k). Alors lasuite (Nh
k,ω)k∈IN onverge presque sûrement dans D′(IR) vers une limite Nh(·, Hω) ; pourtout ϕ ∈ C∞

0 (IR), ε > 0, h ∈]0, 1[ il existe kε tel que pour tout k > kε on ait
| N(ϕ,Hh

ω,k) −N(ϕ,Hh
ω) |< ε.De plus la distribution ϕ → N(ϕ,Hh

ω) ne dépend pas de ω et on va l'appeler la densitéd'états surfaiques pour l'opérateur Hh
ω .Théorème 2.2. Soient Nk,ω ∈ D′(IR) dé�nie par la formule ϕ → N(ϕ,Hω,k). Alors lasuite (Nk,ω)k∈IN onverge presque sûrement dans D′(IR) vers une limite N(·, Hω), 'est àdire pour tout ϕ ∈ C∞

0 (IR), ε > 0, il existe kε tel que pour tout k > kε on ait
| N(ϕ,Hω,k) −N(ϕ,Hω) |< ε.De plus la distribution ϕ → N(ϕ,Hω) ne dépend pas de ω et on va l'appeler la densitéd'états surfaiques pour l'opérateur Hω.Avant de montrer es deux théorèmes on peut énoner une généralisation du théorème1.5 pour l'opérateur de Shrödinger surfaique du type d'AndersonThéorème 2.3. Pour toute fontion ϕ ∈ C∞

0 (IR) on a
lim
h→0

N(ϕ,Hh
ω) = N(ϕ,Hω).
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2.3 Démonstrations des Théorèmes 2.1 et 2.2Pour montrer les Théorèmes 2.1 et 2.2 on aura besoin deProposition 2.1. Pour tout m > max{1, 1+d/2} ; il existe une onstante CN,m > 0 telleque pour tout z, λ ∈ C\IR et (y, y′) ∈ ZZ

d × ZZ
d on a

|| χh
y(z −Hh

k )−1(λ−Hh
k )−mχh

y′ ||Bh
1
≤ CN,m,λ|Imz|−(N+1)(1+ | y − y′ |)−N .Démonstration. Le résultat déoule immédiatement du fait que d(z) > |Imz| et du Lemme3.6 pour p = m+ 1.Démonstration du Théorème 2.1Soit ϕ ∈ C∞

0 (IR), on a
Nh

k,ω(ϕ) =
1

volcd1
k

trh(χh

c
d1
k

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))χh

c
d1
k

)ave χh

c
d1
k

(ϕ)(hn) = χ
c
d1
k

(hn1)ϕ(hn) pour tout ϕ ∈ C∞
0 (IR) et cd1

k = (2k+1)Co le domainefondamental de (2k + 1)ZZd1 . En utilisant le fait que
χh

c
d1
k

=
∑

γ∈c
d1
k ∩ZZ

d1

χh

c
d1
0 +γ

,la symétrie de Cd1

k et la propriété de oyliité de la trae on a
trh(χh

c
d1
k

(ϕ(Hh
ω,k) −ϕ(H0,h))χh

c
d1
k

)

=
∑

γ∈c
d1
k ∩ZZ

d1

trh(τγχ
h

c
d1
0

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))τγχ

h

c
d1
0

)

=
∑

γ∈c
d1
k ∩ZZ

d1

trh(χh

c
d1
0 +γ

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))χh

c
d1
0 +γ

).Or
volCd1

k = volCd1
0 .♯(ck ∩ ZZ)d1où ♯(c) désigne le ardinal de c, on a don

Nh
k,ω(ϕ) =

1

vol(Cd1
0 )♯(ck ∩ ZZ)d1

∑

γ∈c
d1
k

trh(χh

c
d1
k +γ

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))χh

c
d1
k +γ

).
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Comme les variables aléatoires (ωγ)γ sont indépendantes et identiquement distribuées ona

E(trh( χh

c
d1
k

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))χh

c
d1
k

))

= ♯(ck ∩ ZZ)d1E(trh(χh

c
d1
0 +γ

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))χh

c
d1
0 +γ

)),d'où
E(Nh

k,ω(ϕ)) =
1

vol(Cd1
0 )

E(trh(χh

c
d1
k +γ

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))χh

c
d1
k +γ

)).Pour tout k ≥ 0 on dé�nit
αh

γ,k(ω) = trh(χh

c
d1
0 +γ

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(H0,h))χh

c
d1
0 +γ

).On va montrer la ondition de Cauhy
lim
k→∞

sup
k′≥k

| αh
γ,k(ω) − αh

γ,k′(ω) |= 0.On �xe λ0 > 0 assez grand pour assurer
I 6 λ0 +Hh

ω,k et I 6 λ0 +Hh
ω,pour tout ω dans Ω et ∀h ∈ IR∗; k ∈ IN∗. En utilisant la formule de Hel�er-Sjöstrand (voir[23℄) :

ϕ(H) =

∫

C

∂z̄ϕ̃(z)(z −H)−1(λ0 +H)−qdz̄ ∧ dz (2.1)où ϕ̃ : C −→ C est une extension de ϕ telle quea) ∀z ∈ IR, ϕ̃(z) = ϕ(z)b) suppϕ̃ ⊂ {z ∈ C\ | Imz |< 1}) ϕ̃ ∈ S({z ∈ C\ | Imz |< 1})d) La famille des fontions x 7→ ∂z̄ϕ̃(x+ iy). | y |−n pour tout | y |< 1 est bornée dans
S(IR) et on a l'estimation suivante : ∀n > 0, d > 0, β > 0 il existe une onstante cn,α,βtelle que

sup
|y|<1

sup
x∈IR

| xα∂β
x (| y |−n ∂z̄ϕ̃(x+ iy)) |6 cn,α,β sup

β′6n+β+2,α′6α
sup
x∈IR

| xα′

∂β′

x ϕ | .Une telle extension existe toujours pour ϕ ∈ S(IR) et en appliquant ette formule dansnotre as, on peut érire
(αh

γ,k − αh
γ,k′)(ω) =

i

2π

∫

C

∂z̄ϕ̃(z)Λh
ω,k,k′(z)dz̄ ∧ dz
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ave

Λh
ω,k,k′(z)=χh

C
d1
0 +γ

[(z −Hh
ω,k)

−1(λ0 +Hh
ω,k)

−q − (z −Hh
ω,k′)−1(λ0 +Hh

ω,k′)−q]χh

C
d1
0 +γ

.Comme q > d/2, la Proposition 2.1 assure que χh

C
d1
0 +γ

(z −Hh
ω,k)

−1(λ0 +Hh
ω,k)

−qχh

C
d1
0 +γ

et
χh

C
d1
0 +γ

(z −Hh
ω,k′)−1(λ0 +Hh

ω,k′)−qχh

C
d1
0 +γ

est à trae don Λh
ω,k,k′(z) est à trae et on a

|| Λh
ω,k,k′ ||B16 A+B (2.2)ave

A = || χh

C
d1
0 +γ

((z −Hh
ω,k)

−1 − (z −Hh
ω,k′)−1)(λ0 −Hh

ω,k′)−qχh

C
d1
0 +γ

||Bh
1

= || χh

C
d1
0 +γ

(z −Hh
ω,k)

−1∆h
v,k,k′,ω(z −Hh

ω,k′)−1(λ0 −Hh
ω,k′)−qχh

C
d1
0 +γ

||Bh
1
,où,

∆h
v,k,k′,ω = vh

ω,k − vh
ω,k′ =

∑

{|α|>k,α∈ZZ
d1 ,α=ᾱmod(2k+1)ZZd1}

(ωᾱ − ωα)v(hn1 − α, hn2),et
B = || χh

C
d1
0+γ

(z −Hh
ω,k)

−1((λ0 +Hh
ω,k)

−q − (λ0 +Hh
ω,k′)−q)χh

C
d1
0+γ

||Bh
1

= || χh

C
d1
0+γ

(z −Hh
ω,k)

−1(

q−1∑

l=1

(λ0 +Hh
ω,k)

l−q∆h
v,k,k′,ω(λ0 +Hh

ω,k′)−l)χh

C
d1
0+γ

||Bh
1
.On va majorer en premier temps le terme A :

A 6
∑

β∈ZZ
d1

|| χh

C
d1
0+γ

(z −Hh
ω,k)

−1∆h
v,k,k′χh

β+C
d1
0

||

× || χh

β+C
d1
0

(z −Hh
ω,k′)−1(λ0 −Hh

ω,k′)−qχh

C
d1
0 +γ

||Bh
1

6 M
∑

β∈ZZ
d1 ,|α|>k,α∈ZZ

d1

|| χh

C
d1
0 +γ

(z −Hh
ω,k)

−1vhχh

β+α+C
d1
0

||

× || χh

β+C
d1
0

(z −Hh
ω,k′)−1(λ0 −Hh

ω,k′)−qχh

C
d1
0 +γ

||Bh
1Or d'après la Proposition 2.1 pour tout N ∈ IN il existe une onstante cN > 0 telle que

|| χh

β+C
d1
0

(z −Hh
ω)−1(λ0 −Hh

ω)−qχh

C
d1
0 +γ

||Bh
1
6 cN | Imz |−N−1 (1+ | β − γ |)−N
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et il existe K>0 telle que

|| χh

C
d1
0 +γ

(z −Hh
ω,k)

−1vhχh

β+α+C
d1
0

||6 K

| Imz | || τβ+α−γv ||L∞(C
d1
0 )ave τγ est la translation dans IRd1 par rapport à γ. Par onséquent

A 6
∑

β∈ZZ
d1

∑

|α|>k,α∈ZZ
d1

KcN
| Imz |N+2 (1+ | γ − β |)N

|| τβ+α−γv ||L∞(C
d1
0 )

.De même pour le terme B on a une estimation analogue
B 6

∑

β∈ZZ
d1

∑

|α|>k,α∈ZZ
d1

KcN
| Imz |N+2 (1+ | γ − β |)N

|| τβ+α−γv ||L∞(C0),don utilisant es deux estimations et la déroissane de ∂z̄ϕ̃ par rapport à l'axe réel eten vertu de (2.1) et (2.2) on a
| E (trh(χh

C
d1
0 +γ

(ϕ(Hh
ω,k) − ϕ(Hh

ω,k′))χh

C
d1
0 +γ

) |

6 π−1

∫

C

∑

β∈ZZ
d1

∑

|α|>kα∈ZZ
d1

KcN | ∂z̄ϕ̃ ||| τβ+α−γv ||
L∞(C

d1
0 )

| Imz |N+2 (1+ | γ − β |)N
dz ∧ dz̄. (2.3)Or ∑

γ∈ZZ
d1

|| τγv ||
L∞(C

d1
0 )
<∞, en vertu du théorème de onvergene dominé, le membregauhe de (2.3) tend vers zéro pour tout h ∈]0, 1] si k → ∞. On peut onlure que

αh
γ,k(ω) est une suite de Cauhy et don onvergente et on appelle αh

γ(ω) sa limite. Dela même façon on peut montrer | αh
γ,k(ω) − αh

0,k(ω) |→ 0 si k → ∞ don αh
γ satisfait

αh
γ(τβ(ω)) = αh

γ+β(ω) ave τβ((ωγ)γ∈ZZ
d1 ) = ((ωγ+β)γ∈ZZ

d1 ) pour tout ω = (ωγ)γ∈ZZ
d1 . Paronséquent pour montrer le théorème il su�t de véri�er que

1

♯(Ck ∩ ZZ)d1

∑

γ∈(Ck∩ZZ)d1

| αh
γ,k(ω) − αh

γ(ω) |→ 0si k → ∞. Alors l'existene limk→∞Nh
k,ω(ϕ) sera prouvée si on montre la onvergene de

Tk(ω) =
1

♯(Ck ∩ ZZ)d1

∑

γ∈(Ck∩ZZ)d1

αh
γ(ω).Soit P0 la mesure dé�nie sur une partie borélienne A ⊂ IR omme la probabilité de

{ωγ ∈ A}. Alors supp P0 est ompat et la famille des translations (τγ)γ∈ZZ
d1 possède la
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propriété de l'ergodiité sur l'espae produit (suppP0)

ZZ
d1 . Ainsi le théorème de Birkho�(voir par exemple [54℄) s'applique à la famille (αh

γ(ω))γ∈ZZ
d1 = (αh

0(τγ(ω))γ∈ZZ
d1 en assurantl'existene de limk→∞ Tk(ω) presque sûrement et son indépendane de ω.

�Démonstration du Théorème 2.2On remarque que la Proposition 2.1 reste valable dans le as ontinu don en suivantla même démarhe que la démonstration préédente en remplaçant Hh
ω,k par Hω,k, H

h
ω par

Hω et le ∆h
v,k,k′,ω par

∆k,k′

v = vω,k − vω,k′ =
∑

|α|>k,α∈ZZ
d1 ,α=ᾱmod(2k+1)ZZd1

(ωᾱ − ωα)v(x1 − α, x2)on peut démontrer le Théorème 2.2.
�2.4 Démonstration du Théorème 2.3 :Le théorème montre bien que la densité d'états surfaiques d'un opérateur de mo-dèle d'Anderson ontinu (dans le sens d1) peut être approximée par la densité d'étatssurfaiques ontinue. En e�et,

| Nω(ϕ) −Nh
ω(ϕ) |6 | Nω(ϕ) −Nk,ω(ϕ) |

+ | Nk,ω(ϕ) −Nh
k,ω(ϕ) |

+ | Nh
k,ω(ϕ) −Nh

ω (ϕ) | .D'une part, d'après le Théorème 2.2 et le théorème de Lebesgue on a pour tout ε > 0, ilexiste kε > 0 tel que pour tout k > kε on ait
E(| Nω(ϕ) −Nk,ω(ϕ) |) 6 ε/3.D'autre part d'après le Chapitre 1 (Théorème 1.5) on a pour tout ε > 0, il existe hεtel que pour tout h < hε on ait
E(| Nh

k,ω(ϕ) −Nk,ω(ϕ) |) 6 ε/3.En utilisant le Théorème 2.1 et le théorème de Lebesgue pour tout ε > 0, h0 ∈]0, 1[, ilexiste kε tel que k > kε on ait
E(| Nh

k,ω(ϕ) −Nh
ω(ϕ) |) 6 ε/3.
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D'où pour tout ε > 0, il existe hε tel que pour tout h < hε on ait

E(| Nh
ω(ϕ) −Nω(ϕ) |) 6 ε,le théorème est démontré.

�
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Chapitre 3Estimations de la déroissane
3.1 ÉnonésSoit K un ensemble �xé et soit (vκ)κ∈K une famille des fontions réelles vκ ∈ L2

loc(IR
d).On onsidère l'hypothèse qu'il existe des onstantes C0, c0 > 0 telles que l'inégalité

||vκϕ|| ≤ (1 − c0)||∆ϕ||+ C0||ϕ|| (3.1)soit satisfaite pour tout κ ∈ K et ϕ ∈ C∞
0 (IRd). Alors on peut dé�nir les opérateursauto-adjoints sur l'espae de Hilbert L2(IRd) par les formules

Hκ = −∆ + Vκ, (3.2)
(Vκϕ)(x) = vκ(x)ϕ(x) (3.3)pour ϕ ∈ C∞

0 (IRd).Comme auparavant, on abrège B = B(L2(IRd)) et pour p ≥ 1 on note Bp = Bp(L
2(IRd)).Pour y ∈ IRd on désigne par χC(y) la fontion aratéristique du pavé C(y) = {x ∈

IRd : x− y ∈ [0; 1[d} et on dé�nit χy ∈ B par la formule
(χyϕ)(x) = χC(y)(x)ϕ(x), (3.4)où ϕ ∈ L2(IRd). On va montrer un résultat analogue à l'estimation de Thomas-Combesvoir ([11℄,[12℄),[22℄) pour les opérateurs Hκ, H

h
κ uniformément par rapport à h. On a alorsles Propositions suivantes :Proposition 3.1. Si f ∈ C∞

0 (IR), alors pour tout N ∈ IN il existe une onstante CN > 0telle que l'estimation
||χyf(Hκ)χy′||B1 ≤ CN (1 + |y − y′|)−N (3.5)soit valable pour tout κ ∈ K et y, y′ ∈ ZZ

d. 67
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Pour étudier les e�ets perturbatifs on introduit

Ξκ,κ′

N (y) =
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−N ||χỹ(Vκ − Vκ′)(I − ∆)−1||Bet
Ξκ,κ′

N (y, y′) = min{Ξκ,κ′

N (y), Ξκ,κ′

N (y′)},pour y, y′ ∈ ZZ
d et dans la Setion 3 on va montrerProposition 3.2. Si f ∈ C∞

0 (IR), alors pour tout N ∈ IN il existe une onstante CN > 0telle que les estimations
||χy(f(Hκ) − f(Hκ′))χy′ ||B1 ≤ CN(1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

N (y, y′)soient valables pour tout κ, κ′ ∈ K et y, y′ ∈ ZZ
d.On va démontrer les résultats analogues dans le as disret. On suppose que (vh

κ)κ∈Kest une famille des suites hZZd → IR et qu'il existe des onstantes C0, c0 > 0 telles quel'inégalité
sup
κ∈K

||vh
κϕ

h||h ≤ (1 − c0)||∆hϕh||h + C0||ϕh||h (3.6)soit satisfaite pour tout κ ∈ K et ϕh ∈ l2(hZZd). On onsidère les opérateurs dé�nit sur
l2(hZZd) par les formules

Hh
κ = −∆h + V h

κ , (3.7)
(V h

κ ϕ
h)(hn) = vh

κ(hn)ϕh(hn) (3.8)pour ϕh ∈ l2(hZZd).On abrège Bh = Bh(L2(IRd)) et pour p ≥ 1 on note Bh
p = Bh

p (L2(IRd)). Pour y ∈ IRdon dé�nit χh
y ∈ Bh par

(χh
yϕ

h)(hn) = χC(y)(hn)ϕh(hn) (3.9)où ϕh ∈ l2(hZZd). Dans la Setion 2 on va démontrer :Proposition 3.3. Si f ∈ C∞
0 (IR), alors pour tout N ∈ IN il existe une onstante CN > 0telle que les estimations

||χh
yf(Hh

κ)χh
y′ ||Bh

1
≤ CN(1 + |y − y′|)−N (3.10)soient valables pour tout κ ∈ K, y, y′ ∈ ZZ

d et 0 < h ≤ 1.
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Ensuite pour y, y′ ∈ ZZ

d on introduit
Ξκ,κ′

h,N(y) =
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−N ||χh
ỹ(V

h
κ − V h

κ′)(I − ∆h)−1||Bh
1
,

Ξκ,κ′

h,N(y, y′) = min{Ξκ,κ′

h,N(y), Ξκ,κ′

h,N(y′)},et dans la Setion 3 on va montrerProposition 3.4. Si f ∈ C∞
0 (IR), alors pour tout N ∈ IN il existe une onstante CN > 0telle que les estimations

||χh
y(f(Hh

κ) − f(Hh
κ′))χh

y′||Bh
1
≤ CN(1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

h,N(y, y′)soient valables pour tout κ, κ′ ∈ K, y, y′ ∈ ZZ
d et 0 < h ≤ 1.Corollaire 3.1. La partie (a) de la Proposition 1.1 du Chapitre 1 résulte de l'assertionde la Proposition 3.1.En e�et, utilisant la déomposition

I =
∑

y′∈ZZ
d

χh
y′ (3.11)on peut estimer

||χh
yf(Hh

κ)||Bh
1
≤
∑

y′∈ZZ
d

||χh
yf(Hh

κ)χh
y′||Bh

1
≤

∑

y′∈ZZ
d

Cd+1(1 + |y − y′|)−d−1 =
∑

y′∈ZZ
d

Cd+1(1 + |y′|)−d−1 = C ′
d <∞pour tout κ ∈ K, y ∈ ZZ

d, 0 < h ≤ 1 et de manière analogue
||χyf(Hκ)||B1 ≤ C ′

d <∞pour tout κ ∈ K, y ∈ ZZ
d.Un raisonnement analogue à elui du Corollaire 3.1 donne égalementCorollaire 3.2. Pour tout N ∈ IN il existe une onstante C ′

N > 0 telle que les estimations
||χy(f(Hκ) − f(Hκ′))||B1 ≤ C ′

NΞκ,κ′

N (y),

||χh
y(f(Hh

κ) − f(Hh
κ′))||Bh

1
≤ C ′

NΞκ,κ′

N (y),soient valables pour tout y ∈ ZZ
d, κ, κ′ ∈ K et 0 < h ≤ 1.
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En�n l'assertion (b) de la Proposition 1.1 du Chapitre 1 résulte deCorollaire 3.3. Soit f ∈ C∞

0 (IR) et δ ≥ 0.(a) S'il existe C > 0 telle que
||χ(y1,y2)(Vκ − Vκ′)(I − ∆)−1||B ≤ C(1 + |y2|)−δ,pour tout (y1, y2) ∈ ZZ
d1 × ZZ

d2 , alors il existe C ′ > 0 telle que
||χ(y1,y2)(f(Hκ) − f(Hκ′))||B1 ≤ C ′(1 + |y2|)−δ,pour tout (y1, y2) ∈ ZZ
d1 × ZZ

d2 .b) S'il existe C > 0 telle que
||χh

(y1,y2)
(V h

κ − V h
κ′)(I − ∆h)−1||Bh ≤ C(1 + |y2|)−δ,pour tout (y1, y2) ∈ ZZ

d1 × ZZ
d2 et 0 < h ≤ 1, alors il existe C ′ > 0 telle que

||χh
(y1,y2)

(f(Hh
κ) − f(Hh

κ′))||Bh
1
≤ C ′(1 + |y2|)−δ,pour tout (y1, y2) ∈ ZZ

d1 × ZZ
d2 et 0 < h ≤ 1.Démonstration du orollaire 3.3 Si y = (y1, y2), ỹ = (ỹ1, ỹ2), alors utilisant

(1 + |y2|)δ ≤ (1 + |y − ỹ| + |ỹ2|)δ ≤ (1 + |y − ỹ|)δ(1 + |ỹ2|)δon voit que l'assertion (a) résulte du Corollaire 3.2 ave N ≥ d+ 1 + δ, ar
Ξκ,κ′

N (y) ≤ C
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−d−1−δ(1 + |ỹ2|)−δ ≤

C(1 + |y2|)−δ
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−d−1 = C ′(1 + |y2|)−δ.Il est lair que l'assertion (b) s'obtient de manière analogue.
�
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3.2 Démonstrations des Propositions 3.1 et 3.3Les démonstrations des Propositions 3.1, 3.3 sont semblables. On ommene pardétailler la démonstration de la Proposition 3.3. Le raisonnement est basé sur un ertainnombre des lemmes et on a besoin d'introduire des notations supplémentaires.Pour λ ∈ C on pose

d(λ) = inf
0<h≤1

inf
κ∈K

min{dist (σ(Hh
κ), λ), 1}, (3.12)où σ(Hh

κ ) désigne le spetre de Hh
κ . Dans la suite on note
Rh

κ(λ) = (Hh
κ − λI)−1 (3.13)si d(λ) > 0 et on observe que

||Rh
κ(λ)||Bh = max{1, 1/d(λ)}. (3.14)Lemme 3.1. On suppose p ≥ 2 et p > d/2. Il existe une onstante C1 > 0 telle que

d(λ) > 0 =⇒ sup
0<h≤1

sup
y∈ZZ

d

||χh
yR

h
κ(λ)||Bh

p
≤ C1d(λ)−1. (3.15)Démonstration. D'abord on remarque que l'hypothèse (3.1) permet d'estimer

||(I − ∆h)Rh
κ(λ)||Bh = ||I − VκR

h
κ(λ)||Bh ≤ C0d(λ)−1et par onséquent il su�t de prouver

sup
0<h≤1

sup
y∈ZZ

d

||χh
y(I − ∆h)−1||Bh

p
<∞. (3.16)Pour θh ∈ L∞([−π/h; π/h[d) on dé�nit Θh ∈ B(L2([−π/h; π/h[d)) par

(Θhϕ)(ξ) = θh(ξ)ϕ(ξ) pour ϕ ∈ L2([−π/h; π/h[d). (3.17)Soit Fh la transformée de Fourier disrète dé�nie par la formule (1.120) du Chapitre 1.On dé�nit
Ky(θh) = Fh∗ Θh Fhχh

y ∈ Bh, (3.18)et on remarque que l'estimation évidente
||Ky(θh)ϕ||h ≤ ||θhFhχh

yϕ||h ≤ sup
ξ∈[−π/h; π/h[d

|θh(ξ)| ||ϕ||h (3.19)implique ||Ky(θh)||Bh ≤ ||θh||L∞([−π/h; π/h[d).
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On va démontrer qu'il existe une onstante C̃ ≥ 1 telle que

||Ky(θh)||Bh
p
≤ C̃||θh||Lp([−π/h; π/h[d), (3.20)pour p ≥ 2. En e�et pour p ≥ 2 (3.20) résulte par interpolation des espaes Bh

p si onprouve (3.20) pour p=2.Pour k ∈ ZZ
d soit δhk ∈ l2(hZZd) tel que δhk(hk) = 1 et δhk(hn) = 0 si n 6= k. Alors

(δhk)k∈ZZ
d est une base orthonormée de l2(hZZd) et (3.20) pour p=2 résulte de

||Ky(θh)||2Bh
2

=
∑

k∈ZZ
d

||ΘhFhχh
yδhk||2L2([−π/h; π/h[d)

=
∑

{k∈ZZ
d: hk−y∈[0; 1[d}

||FhΘhFhδhk||2L2([−π/h; π/h[d)

≤ h−d (2π/h)−d||θh||2L2([−π/h; π/h[d).Cependant, on a (Fh∆hϕ)(ξ) = −ϑh(ξ)(Fhϕ)(ξ) où
ϑh(ξ) =

d∑

j=1

2(1 − cos(hξj))

h2
=

d∑

j=1

4

h2
sin2

(
hξj
2

) (3.21)pour ξ ∈ [−π/h; π/h[d, don
(I − ∆h)−1χh

y = Ky(θh) ave θh(ξ) = (ϑh(ξ) + 1)−1. (3.22)En utilisant ϑh(ξ) ≥ 1
4
|ξ|2 pour ξ ∈ [−π/h; π/h[d et le fait que
p > d/2 ⇒ sup

0<h≤1

∫

IRd

(1 + 1
4
|ξ|2)−1 dξ <∞,on voit que (3.16) déoule de (3.20) .Lemme 3.2. On suppose p ≥ 2 et p > d/2. Alors, pour tout N ∈ IN, on peut, trouverune onstante CN > 0 telle que

||χh
yR

h
κ(λ)χh

y′ ||Bh
p
≤ CNd(λ)−N−1(1 + |y − y′|)−N . (3.23)pour κ ∈ K, y, y′ ∈ ZZ

d, 0 < h ≤ 1.
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Démonstration. Soit B(y, r) = {x ∈ IRd : |x− y| < r} la boule de rayon r > 0 entrée en
y ∈ ZZ

d et on dé�nit χh
y,r,Θ

h
y,r ∈ Bh par

(χh
y,rϕ)(hn) = χB(y,r)(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZd)

(Θh
y,rϕ)(hn) = θy,r(hn)ϕ(hn) pour ϕ ∈ l2(hZd)ave θy,r(x) = θ(|x − y|/r) où θ ∈ C∞(IR) est telle que supp θ ⊂ [−3/2; 3/2], 0 ≤ θ ≤ 1et θ = 1 sur [−1; 1].Au lieu de (3.23) nous allons prouver que l'on a

L ≤ |y − y′| ⇒ ||χh
yR

h
κ(λ)χy′,L/2N ||Bh

p
≤ CNd(λ)−N−1L−N . (3.24)Il est lair que (3.24) est vrai pour N = 0 en vertu du Lemme 3.1. Dans la suite ononsidère N ∈ IN∗ dans le raisonnement par réurrene.Utilisant (I − Θh

y′,L/2N )χh
y′,L/2N = 0 et χh

yΘ
h
y′,L/2N = 0 si 4

√
d ≤ L ≤ |y − y′| on peutérire

χh
yR

h
κ(λ)Θh

y′,L/2N = χh
y,L/2N [Θh

y′,L/2N , R
h
κ(λ)]χh

y′,2−N L

= χh
yR

h
κ(λ)[−∆h, Θh

y,L/2N ]Rh
κ(λ)χh

y′,L/2N . (3.25)On établie maintenant la suite on va établir l'existene de la onstante C ′
N > 0 telle

sup
0<h≤1

sup
y′∈IRd

||[−∆h, Θh
y′,L/2N ]Rh

κ(λ)||Bh ≤ C ′
Nd(λ)−1L−1. (3.26)Soit (ej)j=1,...,d la base anonique de IRd et soit θ ∈ C∞

0 (IRd). On pose
(T h

±jϕ)(hn) = ϕ(h(n± ej)),

(Θhϕ)(hn) = θ(hn)ϕ(hn),

(Θh
±jϕ)(hn) = θ(h(n± ej))ϕ(hn)et on remarque que

(T h
hej

+ T h
−hej

)Θh = Θh
jT

h
hej

+ Θh
−jT

h
−hej

=

Θh(T h
hej

+ T h
−hej

) + (Θh
j + Θh

−j − 2Θh)T h
hej

+ (Θh − Θh
−j)(T

h
hej

− T h
−hej

)Par onséquent
[−∆h, Θh

y,L/2N ] =
d∑

j=1

(
Θ̃h,+

y,N,L,jT
h
hej

+ Θ̃h,−
y,N,L,jh

−1(T h
hej

− T h
−hej

)
) (3.27)
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où Θ̃h,±

y,N,L,j ∈ Bh sont de la forme
(Θ̃h,±

y,N,L,jϕ)(hn) = θ̃h,±
y,N,L,j(hn)ϕ(hn) (3.28)ave

supp θ̃ h,±
y,N,L,j ⊂ supp θy,L/2N +B(0, 2h), (3.29)

sup
n∈ZZ

d

|θ̃ h,±
y,N,L,j(hn)| ≤ C0 max

1≤|ν|≤2
sup
x∈IRd

|∂νθy,L/2N (x)| ≤ C1L
−1. (3.30)On en déduit (3.26) ompte tenu du fait que

||h−1(T h
hej

− T h
−hej

)Rh
κ(λ)||Bh ≤ C0d(λ)−1||h−1(T h

hej
− T h

−hej
)(I − ∆h)−1||Bh

≤ C0d(λ)−1 sup
−π/h≤ξj<π/h

2h−1| sin(hξj)|
(

1 + 4h−2
d∑

j=1

sin2(hξj/2)

)−1

≤ 2C0d(λ)−1 sup
ξ∈IRd

|ξj|(1 + 1
4
|ξ|2)−1 ≤ Cd(λ)−1.Dans la suite on suppose 2h ≤ L/2N+1 et par onséquent

(I − χh
y′,L/2N−1)[−∆h, Θh

y′,L/2N ] = 0,don en utilisant (3.25) on peut estimer le membre gauhe de (3.24) par
||χh

yR
h
κ(λ)χh

y′,L/2N−1 ||Bh
p
||[−∆h, Θh

y′,L/2N ]Rh
κ(λ)||Bh

≤ CN−1d(λ)−NL−N+1C ′
Nd(λ)−1L−1en vertu de l'hypothèse de réurrene (3.24) pour N − 1 et (3.26).Lemme 3.3. On suppose p ≥ 2, p > d/2 et on �xe λ0 ∈ C tel que d(λ0) ≥ 1/2. Si

m,N ∈ IN et p ≥ m+1, alors on peut trouver une onstante CN,m telle que les estimations
||χh

yR
h
κ(λ0)

mRh
κ(λ)χh

y′||Bh
p/(m+1)

≤ CN,md(λ)−N−1(1 + |y − y′|)−N (3.31)soient valables pour tout y, y′ ∈ IRd et 0 < h ≤ 1.Démonstration. On abrège Rh
κ(λ0) = Rh

κ et Rh
κ(λ0)

m = Rh,m
κ pour m ∈ IN. On observeque le as m = 0 a été traité dans le Lemme 3.2. Dans la suite, on �xe m ≥ 1 et on
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suppose que l'assertion est vraie pour m− 1. Utilisant le Lemme 3.2 ave λ0 et N + d+ 1au lieu de λ et N , on estime le membre gauhe de (3.31) par

∑

ỹ∈ZZ
d

||χh
yR

h
κχ

h
ỹ ||Bh

p
||χh

ỹR
h,m−1
κ Rh

κ(λ)χh
y′ ||Bh

p/m
≤

C ′
N,m d(λ)−N−1

∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−N−d−1(1 + |ỹ − y′|)−N , (3.32)en vertu de l'hypothèse de réurrene. On observe ensuite que l'inégalité
(1 + |y − ỹ|)(1 + |ỹ − y′|) ≥ 1 + |y − y′|permet d'estimer (3.32) par

C ′
N,md(λ)−N−1(1 + |y − y′|)−N

∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−d−1,'est-à-dire CN,md(λ)−N−1(1 + |y − y′|)−N .Démonstration de la Proposition 3.1On �xe λ0 ∈ C tel que d(λ0) ≥ 1/2 et on note fm(λ) = (λ−λ0)
mf(λ). On va exprimer

fm(Hκ) à l'aide de la formule de Hellfer-Sjöstrand. Pour ela on note par f̃m une extensionanalytique de fm, 'est-à-dire f̃m ∈ C∞(C) véri�ea) f̃(z) = f(z) pour z ∈ IRb) suppf̃ ⊂ {z ∈ C : Re z ∈ supp f, |Im z| < 1}) pour tout N ∈ IN il existe CN > 0 telle que
|∂z̄f̃m(z)| ≤ CN |Im z|N ,où ∂z̄ f̃m(z) = 1

2
(∂x + i∂y)f̃m(x+ iy) et x = Re z, y = Im z.Alors utilisant l'expression

fm(Hh
κ) =

i

2π

∫

C

∂z̄f̃m(z)Rh
κ(z)dz ∧ dzet f(Hh

κ) = Rh
κ(λ0)

mfm(Hh
κ ) on trouve

χh
yf(Hh

κ)χh
y′ =

i

2π

∫

C

∂z̄f̃m(z)χh
yR

h
κ(λ0)

mRh
κ(z)χ

h
y′dz ∧ dz̄.
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On termine la démonstration en estimant ||χh

yf(Hh
κ)χh

y′ ||Bh
1
par

Cm sup
z∈C\IR

|∂z̄f̃m(z)| ||χh
yR

h
κ(λ0)

mRh
κ(z)χ

h
y′ ||Bh

1
≤

CN,m(1 + |y − y′|)−N sup
z∈C\IR

|Im z|−N−1|∂z̄f̃m(z)|en vertu du Lemme 3.3 ave p = m+ 1 ≥ 1 + d/2 et d(z) ≥ |Im z|.
�3.3 Démonstrations des Propositions 3.2 et 3.4Lemme 3.4. On suppose p > d/2, p ≥ 2, on �xe λ0 ∈ C tel que d(λ0) > 1/2 et on pose

ηκ,κ′

h,m,p(λ, y, y
′) = ||χh

yR
h
κ(λ0)

m(Rh
κ(λ) − Rh

κ′(λ))χh
y′ ||Bh

p/(m+1)
. (3.33)Si N,m ∈ IN et p ≥ m+ 1, alors il existe une onstante CN,m > 0 telle que l'on ait

ηκ,κ′

h,m,p(λ, y, y
′) ≤ CN,m(1 + |y − y′|)−Nd(λ)−2N−2Ξκ,κ′

h,N(y, y′) (3.34)pour tout κ, κ′ ∈ K, y, y′ ∈ ZZ
d et 0 < h ≤ 1.Démonstration. On abrège Rh
κ(λ0)

m = Rh,m
κ . Alors

ηκ,κ′

h,m,p(λ, y, y
′) =

∑

ỹ∈ZZ
d

||χh
yR

h,m
κ Rh

κ(λ)χh
ỹ(V

h
κ′ − V h

κ )χh
ỹR

h
κ′(λ)χh

y′ ||Bh
p/(m+1)résulte de l'identité Rh

κ(λ) − Rh
κ′(λ) = Rh

κ(λ)(V h
κ′ − V h

κ )Rh
κ′(λ) et

ηκ,κ′

h,m,p(λ, y, y
′) ≤

∑

ỹ∈ZZ
d

min
j∈{1, 2}

ηκ,κ′,j
h,m,p(λ, y, y

′, ỹ),où
ηκ,κ′,1

h,m,p(λ, y, y
′, ỹ) = ||χh

yR
h,m
κ Rh

κ(λ)χh
ỹ ||Bh

p/(m+1)
||χh

ỹ(V
h
κ − V h

κ′)Rh
κ′(λ)||Bh,

ηκ,κ′,2
h,m,p(λ, y, y

′, ỹ) = ||χh
yR

h,m
κ ||Bh

p/m
||Rh

κ(λ)(V h
κ − V h

κ′)χh
ỹ ||Bh ||χh

ỹR
h
κ′(λ)χh

y′ ||Bh
pave la onvention ||χh

yR
h,m
κ ||Bh

p/m
= ||χh

y ||Bh = 1 si m = 0.En introduisant
Ξκ,κ′

h (ỹ) = ||χh
ỹ(V

h
κ − V h

κ′)(I − ∆h)−1||Bh (3.35)
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on peut estimer

||χh
ỹ(V

h
κ − V h

κ′)Rh
κ′(λ)||Bh ≤ Cd(λ)−1Ξκ,κ′

h (ỹ)et en utilisant le Lemme 3.3 ave 2N au lieu de N on trouve
ηκ,κ′,1

h,m,p(λ, y, y
′, ỹ) ≤ C ′

m,Nd(λ)−2N−2(1 + |y − ỹ|)−2NΞκ,κ′

h (ỹ).Le raisonnement dans la démonstration du Corollaire 3.1 permet de voir que le Lemme3.3 assure l'existene de Cm > 0 telle que ||χh
yR

h,m
κ ||Bh

p/m
≤ Cm et par onséquent

ηκ,κ′,2
h,m,p(λ, y, y

′, ỹ) ≤ C ′′
m,Nd(λ)−2N−2(1 + |y′ − ỹ|)−2NΞh,κ′

κ (ỹ).Cependant,
min{(1 + |y − ỹ|)−N , (1 + |y′ − ỹ|)−N} = (1 + max{|y − ỹ|, |y′ − ỹ|})−N

≤ (1 + 1
2
(|y − ỹ| + |y′ − ỹ|))−N ≤ (1 + 1

2
|y − y′|)−Npermet d'estimer minj∈{1, 2} η

κ,κ′,j
h,m,p(λ, y, y

′, ỹ) par
Cm,Nd(λ)−2N−2(1 + |y − y′|)−N min{(1 + |y − ỹ|)−N , (1 + |y′ − ỹ|)−N}Ξκ,κ′

κ (ỹ)et pour terminer la démonstration on remarque que
∑

ỹ∈ZZ
d

min{(1 + |y − ỹ|)−N , (1 + |y′ − ỹ|)−N}Ξκ,κ′

h (ỹ) ≤

min{
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−NΞκ,κ′

h (ỹ),
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y′ − ỹ|)−NΞκ,κ′

h (ỹ)}et la dernière expression est égale Ξκ,κ′

h,N(y, y′).Lemme 3.5. Pour tout κ, κ′ ∈ K, y, y′ ∈ ZZ
d, 0 < h ≤ 1 et N ∈ IN on a

Ξκ,κ′

h,N(y, y′) ≥ (1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

h,N(y).Démonstration. Si Ξκ,κ′

h (ỹ) est donné par la formule (3.35) alors
Ξκ,κ′

h,N(y′) =
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y′ − ỹ|)−NΞκ,κ′

h (ỹ) ≥

∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y′ − y| + |y − ỹ|)−NΞκ,κ′

h (ỹ) ≥

∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y′ − y|)−N(1 + |y − ỹ|)−NΞκ,κ′

h (ỹ)et la dernière somme est égale (1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

h,N(y).
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Lemme 3.6. On suppose p > d/2, p ≥ 2, on �xe λ0 ∈ C tel que d(λ0) > 1/2 et on pose

η̃κ,κ′

h,m,p(λ, y, y
′) = ||χh

y(R
h
κ(λ0)

m − Rh
κ′(λ0)

m)Rh
κ(λ)χh

y′||Bh
p/(m+1)

(3.36)Si m,N ∈ IN et p ≥ m + 1, alors on peut trouver une onstante C̃N,m > 0 telle que l'onait
η̃κ,κ′

h,m,p(λ, y, y
′) ≤ C̃N,m(1 + |y − y′|)−Nd(λ)−4N−2Ξκ,κ′

h,N(y, y′) (3.37)pour tout κ, κ′ ∈ K, y, y′ ∈ ZZ
d et 0 < h ≤ 1.Démonstration. On abrège Rh
κ = Rh

κ(λ0) et Rh
κ(λ0)

m = Rh,m
κ pour tout m ∈ IN. Alors

χh
y(R

h,m
κ − Rh,m

κ′ )Rh
κ(λ)χh

y′ =
∑

ỹ∈ZZ
d

∑

j∈{1, 2}

Bκ,κ′,j
h,m,λ(y, y

′, ỹ)ave
Bκ,κ′,1

h,m,λ(y, y
′, ỹ) = χh

y(R
h
κ − Rh

κ′)Rh,m−1
κ χh

ỹR
h
κ(λ)χh

y′

Bκ,κ′,2
h,m,λ(y, y

′, ỹ) = χh
yR

h
κ′(R

h,m−1
κ′ −Rh,m−1

κ )χh
ỹR

h
κ(λ)χh

y′ .Utilisant le Lemme 3.4 ave m − 1, 2N , λ0 au lieu de m, N , λ et le Lemme 3.2 on peutestimer
||Bκ,κ′,1

h,m,λ(y, y
′, ỹ)||Bh

p/(m+1)
≤

||χh
y(R

h
κ′ −Rh

κ)R
h,m−1
κ χh

ỹ ||Bh
p/m

||χh
ỹR

h
κ(λ)χh

y′ ||Bh
p
≤

C ′
N,md(λ)−4N−2(1 + |y − ỹ|)−2NΞκ,κ′

h,N(y)(1 + |ỹ − y′|)−2N .Ainsi ∑

ỹ∈ZZ
d

||Bκ,κ′

h,m,p(λ, y, y
′, ỹ)||Bh

p/(m+1)
≤

C ′
N,md(λ)−4N−2(1 + |y − y′|)−2NΞκ,κ′

h,N(y) ≤

C̃N,md(λ)−4N−2(1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

h,N(y, y′),où la dernière inégalité résulte du Lemme 3.5.Si m = 1 alors Bκ,κ′,2
h,m,λ(y, y

′, ỹ) = 0 et par onséquent l'assertion du lemme est vraiepour m = 1. Supposons maintenant que m ≥ 2 et l'assertion du lemme est vraie pour
m− 1. Alors ||Bκ,κ′,2

h,m,λ(y, y
′, ỹ)||Bh

p/(m+1)
s'estime par

||χh
yR

h
κ′(R

h,m−1
κ′ − Rh,m−1

κ )χh
ỹ ||Bh

p/m
||χh

ỹR
h
κ(λ)χh

y′||Bh
p
≤

C ′
N,md(λ)−N−1(1 + |y − ỹ|)−2NΞκ,κ′

h,N(y′)(1 + |y − ỹ|)−2N
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et omme auparavant on trouve

∑

ỹ∈ZZ
d

||Bκ,κ′,2
h,m,p(λ, y, y

′, ỹ)||Bh
p/(m+1)

≤ C̄N,md(λ)−N−1(1 + |y − y′|)−2NΞκ,κ′

h,N(y) ≤

C ′
N,md(λ)−N−1(1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

h,N(y, y′),terminant démonstration par réurrene.Démonstration de la Proposition 3.2Soit f̃m une extension presque-analytique de fm(λ) = (λ − λ0)
mf(λ) omme dans ladémonstration de la Proposition 3.1. Alors, en utilisant la formule de Hel�er-Sjöstrand

f(Hh
κ) − f(Hh

κ′) =
i

2π

∫

C

∂z̄f̃m(z)
(
Rh,m

κ Rh
κ(z) − Rh,m

κ′ Rh
κ′(z)

)
dz ∧ dz̄,où Rh,m

κ = Rh
κ(λ0)

m. On termine la démonstration en estimant
||χh

y(f(Hh
κ) − f(Hh

κ′))χh
y′||Bh

1
≤

Cm sup
z∈C\IR

|∂z̄f̃m(z)| ||χh
y

(
Rh,m

κ Rh
κ(z) −Rh,m

κ′ Rh
κ′(z)

)
χh

y′ ||Bh
1
≤

CN,m(1 + |y − y′|)−NΞκ,κ′

h,N(y, y′) sup
z∈C\IR

|Im z|−4N−2|∂z̄f̃m(z)|,où la dernière inégalité résulte des Lemmes 3.4 et 3.6 ompte tenu de
Rh,m

κ Rh
κ(z) − Rh,m

κ′ Rh
κ′(z) = Rh,m

κ (Rh
κ(z) −Rh

κ′(z)) + (Rh,m
κ − Rh,m

κ′ )Rh
κ′(z)et d(z) ≥ |Im z|.

�Démonstration de la Proposition 3.4On observe qu'il s'agit de la version ontinue de l'assertion de la Proposition 3.2 et ilsu�t de suivre le raisonnement analogue en utilisant Rκ au lieu de Rh
κ et Ξκ,κ′

N au lieu de
Ξκ,κ′

h,N .
�
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Chapitre 4Les potentiels ave singularités
4.1 Énonés des résultatsOn suppose que v ∈ L2

loc(IR
d) est une fontion réelle telle qu'il existe des onstantes

C0, c0 > 0 véri�ant l'estimation
||vϕ|| ≤ (1 − c0)||∆ϕ|| + C0||ϕ||,pour toute ϕ ∈ C∞

0 (IRd). Alors on peut dé�nir l'opérateur auto-adjoint sur L2(IRd) par laformule
H = −∆ + V,où (V ϕ)(x) = v(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ C∞

0 (IRd).Comme auparavant on désigne par || · ||B la norme de l'espae d'opérateurs bornés
B(L2(IRd)) = B, pour y ∈ ZZ

d on note C(y) = y + [0; 1[d , on dé�nit les opérateurs χy,
χL′

L ∈ B par les formules
(χyϕ)(x) = χC(y)(x)ϕ(x),

(χL′

L ϕ)(x) = χ[−L; L[d1×[−L′; L′[d2 (x)ϕ(x)où ϕ ∈ L2(IRd) et on s'intéresse à la quantité
NL′

L (f,H) = (2L)−d1 trχL′

L (f(H) − f(−∆)),pour f ∈ C∞
0 (IR).Dé�nition de Vρ. Pour ρ ≥ 0 on érit v ∈ Vρ si et seulement si

||v||Vρ = sup
(y1,y2)∈ZZ

d1×ZZ
d2

(1 + |y2|)ρ||χ(y1,y2)V (I − ∆)−1||B <∞.On a alors 81
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Théorème 4.1. On suppose v ∈ Vρ ave ρ > d2 et L′ ≥ 1. Alors la limite

NL(f,H) = lim
L′→∞

NL′

L (f,H)existe et pour un ertain C > 0 on a
sup
L≥1

|NL(f,H) −NL′

L (f,H)| ≤ CL′d2−ρ.Dé�nition de Vpp. On désigne par Vpp l'ensemble des fontions v ∈ C(IRd1+d2) tellesque x2 → v(·, x2) est une appliation ontinue IRd2 → CAP (IRd1), où CAP (IRd1) est munide la norme héritée de L∞(IRd1).Dé�nition de V0
pp. v ∈ V0

pp si et seulement si v ∈ L2
loc(IR

d) est adhérent à Vpp dansla norme || · ||V0, 'est-à-dire que pour tout ε > 0 il existe vε ∈ Vpp tel que ||v− vε||V0 < ε.Théorème 4.2. Si v ∈ V0
pp, L′ ≥ 1 et f ∈ C∞

0 (IR), alors il existe la limite
NL′

(f,H) = lim
L→∞

NL′

L (f,H).Théorème 4.3. Si v ∈ V0
pp ∩ Vρ ave ρ > d2 et f ∈ C∞

0 (IR), alors on a l'existene deslimites
N(f,H) = lim

L→∞
NL

L (f,H) = lim
L′→∞

NL′

(f,H),et f → N(f,H) est une distribution D′(IR) ave le support véri�ant
σ(H) = [0; ∞[∪ suppN(·, H).Notre but suivant est de dérire des onditions d'intégrabilité loale permettant d'es-timer la norme de Vρ et assurant la possibilité d'utiliser l'approximation disrète. Dansle Chapitre 5 on onsidère des interations du type à N orps où un as important estfourni par le potentiel de la forme
v(x1, x2) = w(x1)e

−c|x2||x2|−1ave d1 = 3(N − 1), d2 = 3 et c > 0 (l'interation du type de Yukawa).Pour pouvoir étudier des as omme le potentiel indiqué i dessus on va distinguer lespropriétés des régularités en diretion de IRd1 × {0} et {0} × IRd2 .Dé�nition de Lp2
p1

(IRd1 , IRd2). ϕ ∈ Lp2
p1

(IRd1 , IRd2) si et seulement si ϕ ∈ L1
loc(IR

d) esttelle que
||ϕ||Lp2

p1
(IRd1 ,IRd2 ) =

(∫

IRd1

(∫

IRd2

|ϕ(x1, x2)|p2dx2

)p1/p2

dx1

)1/p1

<∞.
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Dé�nition de Vp2,ρ

p1
. On va érire v ∈ Vp2,ρ

p1
si et seulement si v ∈ L1

loc(IR
d) est tel que

||v||Vp2,ρ
p1

= sup
(y1,y2)∈ZZ

d1×ZZ
d2

(1 + |y2|)ρ||χ(y1,y2)v||Lp2
p1

(IRd1 ,IRd2 ) <∞.Dé�nition de Vp2
p1,pp. On va érire v ∈ Vp2

p1,pp si et seulement si v ∈ Vp2,0
p1

est adhérentà Vpp dans la norme de Vp2,0
p1

, 'est-à-dire que pour tout ε > 0 il existe vε ∈ Vpp tel que
||v − vε||Vp2,0

p1
< ε.Proposition 4.1. On suppose p1 ≥ 2, p2 ≥ 2 et d1

p1
+ d2

p2
< 2. Si v ∈ Vp2,0

p1
, alors pour tout

ε > 0 il existe Cε > 0 telle que l'on ait
||vϕ|| ≤ ε||∆ϕ|| + Cε||ϕ||pour toute ϕ ∈ C∞

0 (IRd) et il existe une onstante C = Cp1,p2,ρ telle que l'on ait
||v||Vρ ≤ C||v||Vp2,ρ

p1pour tout v ∈ Vp2,ρ
p1

.Comme dans le Chapitre 1 on désigne par || · ||h la norme de l2(hZZd), on abrège
Bh = B(l2(hZZd)) et on note par −∆h le laplaien disret sur l2(hZZd).Dans la suite H̃h ∈ Bh est dé�ni par la formule

H̃h = −∆h + Ṽ h,

(Ṽ hϕh)(hn) = ṽh(hn)ϕh(hn),ave
ṽh(hn) = h−d

∫

[0; h[d
v(hn+ x) dx.Théorème 4.4. Si v ∈ Vp2,ρ

p1
∩Vp2

p1,pp ave ρ > d2, p1 ≥ 2, p2 ≥ 2 et d1

p1
+ d2

p2
< 2, alors lesassertions des Théorèmes 1.2 − 1.6 du Chapitre 1 restent vraies ave H̃h au lieu de Hh.Dé�nition des fontions presque périodiques de Stepanov Sp1AP (IRd1)Soit Lp1

unif(IR
d1) l'espae de Banah dé�ni par la ondition ϕ ∈ Lp1

unif(IR
d1) si et seule-ment si ϕ ∈ Lp1

loc(IR
d1) véri�e

||ϕ||Lp1
unif(IR

d1) = sup
y1∈IRd1

(∫

[0; 1[d
|ϕ(x1 + y1)|p1dx1

)1/p1

<∞.On dé�nit l'espae Sp1AP (IRd1) omme l'ensemble des fontions v ∈ Lp1

unif(IR
d1) qui sontadhérents à CAP (IRd1) dans la norme de Lp1

unif(IR
d1).
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Exemple. Pour r > 0 on onsidère

vr(x1, x2) = w1(x1)|x2|−rw2(x2)ave {
w1 ∈ Sp1AP (IRd1)

|w2(x2)| ≤ C(1 + |x2|)−ρoù C > 0 est une onstante. Alors on a vr ∈ Vp2,ρ
p1

∩ Vp2
p1,pp si r < d2/p2.4.2 DémonstrationsSoit (Hκ)κ∈K la famille d'opérateurs du Chapitre 3 et

NL′

L (f,Hκ, Hκ′) = (2L)−d1trχL′

L (f(Hκ) − f(Hκ′)). (4.1)Démonstration du Théorème 4.1. En utilisant les estimations du Chapitre 3 dans leraisonnement de la Setion 2 du Chapitre 1 on trouve
|NL1

L (f,Hκ, Hκ′) −NL2
L (f,Hκ, Hκ′)| ≤ C(Ld2−ρ

1 + Ld2−ρ
2 )||vκ − vκ′||Vρ,don la ondition ||vκ − vκ′ ||Vρ <∞ ave ρ > d2 assure l'existene de

NL(f,Hκ, Hκ′) = lim
L′→∞

NL′

L (f,Hκ, Hκ′). (4.2)Dans le as partiulier Hκ′ = −∆ et Hκ = H on trouve l'assertion énonée.
�Démonstration du Théorème 4.2. Il su�t de véri�er que pour tout κ ∈ K =]0; 1[ ilexiste vκ véri�ant (H1), (H2) du Chapitre 1 tel que

sup
L≥1

|NL′

L (f,H) −NL′

L (f,Hκ)| = sup
L≥1

|NL′

L (f,H,Hκ)| < κ/4. (4.3)En e�et, si vκ véri�e (H1), (H2) du Chapitre 1, alors on a l'existene de limL→∞NL′

L (f,Hκ)et on peut trouver L(κ) > 0 tel que
L2 ≥ L1 ≥ L(κ) ⇒ |NL′

L1
(f,Hκ) −NL′

L2
(f,Hκ)| < κ/4,e qui implique la ondition de Cauhy

L2 ≥ L1 ≥ L(κ) ⇒ |NL′

L1
(f,H) −NL′

L2
(f,H)| < κ,
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et l'existene de limL→∞NL′

L (f,H).Soit ϑ0 ∈ C∞
0 (IR) telle que 0 ≤ ϑ0 ≤ 1 et ϑ0 = 1 sur [−1; 1]. On dé�nit

HL′′

= −∆ + V L′′

, (4.4)où L′′ ≥ 1 et (V L′′
ϕ)(x) = vL′′

(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ C∞
0 (IRd) ave

vL′′

(x1, x2) = v(x1, x2)ϑ0(|x2|/L′′). (4.5)Alors, on peut estimer
|NL′

L (f,H,HL′′

)| ≤ CN

∑

y2∈ZZ
d2∩[−L′;L′]d2

ηN (y2, L),ave
ηN(y2, L) =

∑

ỹ2∈ZZ
d2

(1 + |y2 − ỹ2|)−N sup
y1∈ZZ

d1

||χ(y1,ỹ2)(V − V L′′

)(I − ∆)−1||B

≤ CN

∑

{ỹ2∈ZZ
d2 : |ỹ2|≥L′′}

(1 + |y2 − ỹ2|)−N ||v||V0.Don pour N > d2 on trouve
L′′ ≥ L′′(κ) ⇒ |NL′

L (f,H,HL′′

)| ≤ C ′
NL

′′d2−N ||v||V0 < κ/8 (4.6)si L′′(κ) est �xé su�samment grand.Ensuite on observe que supp vL′′(κ) ⊂ IRd1 × [−L′′(κ); L′′(κ)]d2 permet d'utiliser ladé�nition de V0
pp pour assurer l'existene de vκ véri�ant (H1), (H2) du Chapitre 1 et

|NL′

L (f,Hκ, H
L′′(κ))| ≤ C||vL′′(κ) − vκ||V0 < κ/8. (4.7)On termine la démonstration en remarquant que (4.6) et (4.7) assurent (4.3).

�Démonstration du Théorème 4.3. L'existene et l'égalité des limites pour H résultantdes propriétés analogues pour les opérateurs Hκ dérits dans la démonstration préédente.Pour prouver l'assertion onernant le support on remarque que
N(f,H) = lim

κ→0
N(f,Hκ),et

||f(H) − f(Hκ)||B ≤ C||v − vκ||V0 → 0,
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quand κ→ 0 implique ||f(Hκ)||B → ||f(H)||B quand κ→ 0. Ainsi suivant le raisonnementdu Chapitre 1 on trouve

σ(H) =
⋂

ε>0

⋃

0<κ≤ε

σ(Hκ)et de manière semblable σ(H) = [0; ∞[∪ suppN(·, H) résulte de l'égalité σ(Hκ) =
[0; ∞[∪ suppN(·, Hκ).

�La démonstration de la Proposition 4.1 sera donnée dans la Setion 3.Avant de ommener la démonstration du Théorème 4.4 on ompare la nouvelle formulede la disrétisation ave elle du Chapitre 1. Plus préisément on va montrerLemme 4.1. On suppose que v véri�e les hypothèses (H1), (H2) et Hh est dé�ni ommedans le Chapitre 1. Si H̃h est dé�ni omme dans la Setion 1 de e hapitre, alors
lim
h→0

sup
L,L′≥1

|NL′

L (f,Hh, H̃h)| = 0 (4.8)et les énonés des Théorèmes 1.2− 1.6 du Chapitre 1 restent valables ave H̃h au lieu de
Hh.Démonstration. Si ρ > d2, alors les résultats du Chapitre 3 permettent d'estimer

|NL′

L (f,Hh, H̃h)| ≤ sup
n1∈ZZ

d1 ,n2∈ZZ
d2

(1 + |hn2|)ρ|(vh − ṽh)(hn1, hn2)|et la dernière expression tend vers 0 quand h → 0 si ρ < d2 + δ0. En e�et, (x1, x2) →
(1 + |x2|)ρv(x1, x2) est uniformément ontinue sur IRd1 × IRd2 si ρ < d2 + δ0 et

|(vh − ṽh)(hn1, hn2)| ≤ sup
x∈[0; h[d

|v(hn) − v(hn + x)|.Ainsi, NL′

L (f,Hh, H̃h) = NL′

L (f,Hh) − NL′

L (f, H̃h) → 0 quand h → 0 uniformément parrapport à L,L′ ≥ 1 et de plus, (4.8) assure que les énonés des théorèmes 1.2-1.5 duChapitre 1 restent valables ave H̃h au lieu de Hh.A�n d'obtenir l'assertion du Théorème 1.6 du Chapitre 1 pour H̃h en suivant le rai-sonnement préédent, il su�t de prouver l'égalité
σ(H) =

⋂

ε>0

⋃

0<h≤ε

σ(H̃h),
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qui résulte du fait que ||f(H̃h)||Bh → ||f(H)||B quand h→ 0. Cependant

||f(H̃h) − f(Hh)||Bh ≤ sup
n1∈ZZ

d1 ,n2∈ZZ
d2

C(1 + |hn2|)ρ|(vh − ṽh)(hn1, hn2)|,tend vers 0 quand h→ 0, don ||f(H̃h)||Bh − ||f(Hh)||Bh → 0 quand h→ 0 et le résultatdu Chapitre 1 assure ||f(Hh)||Bh → ||f(H)||B quand h→ 0.Dans la suite on dérit la version disrète des normes Vp2,ρ
p1

. Pour une appliation
ϕh : hZZd → C on pose

||ϕh||lp2
p1

(hZZ
d1 ,hZZ

d2 ) =



∑

n1∈ZZ
d1


 ∑

n2∈ZZ
d2

|ϕh(hn1, hn2)|p2




p1/p2



1/p1

,et
||ϕh||Vp2,ρ

p1,h
= h

d1
p1

+
d2
p2 sup

(y1,y2)∈ZZ
d1×ZZ

d2

(1 + |y2|)ρ||χh
(y1,y2)

ϕh||lp2
p1

(hZZ
d1 ,hZZ

d2 ).Alors on aProposition 4.2. Il existe une onstante C = Cp1,p2,ρ telle que l'on ait
sup

0<h≤1
||ṽh||Vp2,ρ

p1,h
≤ C||v||Vp2,ρ

p1
, (4.9)pour tout v ∈ Vp2,ρ

p1
.La démonstration de ette proposition sera donnée dans la Setion 3.La démonstration du Théorème 4.4 se base surProposition 4.3. Soient p1 ≥ 2, p2 ≥ 2 tels que d1

p1
+ d2

p2
< 2. On suppose que ṽh : hZZd →

IR véri�e la ondition sup0<h≤1 ||ṽh||Vp2,ρ
p1,h

<∞. Alors(a) pour tout ε > 0 il existe Cε > 0 telle que l'on ait
||ṽhϕh||h ≤ ε||∆hϕh||h + Cε||ϕh||h, (4.10)pour tout ϕh ∈ l2(hZZd), 0 < h ≤ 1 et (y1, y2) ∈ ZZ

d1 × ZZ
d2,(b) il existe une onstante C = Cp1,p2,ρ telle que l'on ait

(1 + |y2|)ρ||χh
(y1,y2)

Ṽ h(I − ∆h)−1||Bh ≤ C||ṽh||Vp2,ρ
p1,h

, (4.11)pour tout (y1, y2) ∈ ZZ
d1 × ZZ

d2 et 0 < h ≤ 1.
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La démonstration de ette proposition sera donnée dans la Setion 3.Démonstration du Théorème 4.4 Dans la suite on suppose que p1 ≥ 2, p2 ≥ 2 satisfont

d1

p1
+ d2

p2
< 2 et (vh

κ)κ∈K est une famille des suites hZZd → IR telle que
sup
κ∈K

sup
0<h≤1

||vh||Vp2,ρ
p1,h

<∞. (4.12)Comme dans le Chapitre 3, on note
Hh

κ = −∆h + V h
κ , (4.13)

(V h
κ ϕ

h)(hn) = vh
κ(hn)ϕh(hn), (4.14)et on onsidère

NL′

L (f,Hh
κ , H

h
κ′) = (2L)−d1trχh,L′

L (f(Hh
κ) − f(Hh

κ′)).En ombinant l'assertion de la Proposition 4.2 ave les estimations du Chapitre 3, ontrouve
sup
L≥1

|NL′

L (f,Hh
κ , H

h
κ′)| ≤ CL′d2 ||vh

κ − vh
κ′||Vp2,0

p1,h
, (4.15)et omme préédemment ρ > d2 assure

|NL1
L (f,Hκ, Hκ′) −NL2

L (f,Hκ, Hκ′)| ≤ C(Ld2−ρ
1 + Ld2−ρ

2 )||vh
κ − vh

κ′ ||Vp2,0
p1,h

.Dans le as partiulier Hh
κ = −∆h et Hh

κ′ = H̃h dé�ni à l'aide de v ∈ Vp2,ρ
p1

on obtientl'existene de NL(f, H̃h) = limL′→∞NL′

L (f, H̃h) et l'estimation
sup

0<h≤1
sup
L≥1

|NL(f, H̃h) − lim
L′→∞

NL′

L (f, H̃h)| ≤ CL′d2−ρ. (4.16)On observe que l'utilisation du ritère de Cauhy de manière analogue omme dans lesdémonstrations des Théorème 4.2 et 4.3 permet d'obtenir les assertions des théorèmes 1.2-1.6 du hapitre 1 ave H̃h et v ∈ Vp2,ρ
p1

∩Vp2
p1,pp sahant l'existene d'une famille (H̃h

κ)0<κ≤1telle que
sup

L,L′≥1
|NL′

L (f, H̃h, H̃h
κ)| < κ/4, (4.17)où H̃h

κ = ∆h + Ṽ h
κ ave ṽh

κ dé�ni à l'aide de vκ véri�ant les hypothèses (H1), (H2).Ainsi, pour ompléter la démonstration on remarque que
|NL′

L (f, H̃h, H̃h
κ)| ≤ CL′d2 ||ṽh − ṽh

κ ||Vp2,0
p1,h

≤ C ′L′d2 ||v − vκ||Vp2,0
p1

,et l'hypothèse v ∈ Vp2
p1,pp ∩ Vp2,ρ

p1
permet de trouver vκ véri�ant les hypothèses (H1), (H2)de la même façon que elle de la démonstration du Théorème 4.2.

�
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4.3 Estimations des normesPour j =1, 2, 0 < h ≤ 1 et p ≥ 1 on dé�nit lp(hZZdj ) omme l'ensemble des appliations
ϕh

j : hZZdj → C telles que
||ϕh

j ||lp(hZZ
dj ) =


 ∑

nj∈ZZ
dj

|ϕh
j (hnj)|p




1/p

<∞.De plus l∞(hZZdj ) désigne l'ensemble des appliations bornées ϕh
j : hZZdj → C et on note

||ϕh
j ||l∞(hZZ

dj ) = sup
nj∈ZZ

dj

|ϕh
j (hnj)|.Pour y ∈ ZZ

d et yj ∈ ZZ
dj on note
C(y) = y + [0; 1[d, C′(y) = y + [0; 2[d,

C(yj) = yj + [0; 1[dj , C′(yj) = yj + [0; 2[dj .Démonstration de la Proposition 4.2. On pose
w̃h(x1, hn2) =

∫

[0; h[d2

v(x1, x2 + hn2) h
−d2dx2.Alors

ṽh(hn1, hn2) =

∫

[0; h[d1

w̃h(hn1 + x1, hn2) h
−d1dx1,et l'inégalité de Hölder assure

|ṽh(hn1, hn2)|p1 ≤
∫

[0; h[d1

|w̃h(hn1 + x1, hn2)|p1h−d1dx1.Don
hd1

∑

n1∈ZZ
d1

χC(y1)(hn1)|ṽh(hn1, hn2)|p1 ≤
∫

C′(y1)

|w̃h(x1, hn2)|p1dx1,et introduisant la notatioñ
vh

y1
(hn1, hn2) = χC(y1)(hn1)ṽ

h(hn1, hn2),

w̃h
y1

(x1, hn2) = χC′(y1)(x1)w̃
h(x1, hn2),
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on trouve

hd1/p1||ṽh
y1

(·, hn2)||l2(hZZ
d1 ) ≤ ||w̃h

y1
(·, hn2)||Lp1(IRd1 ).Ensuite on pose vy1(x1, x2) = χC′(y1)(x1)v(x1, x2) et on remarque que

||w̃h
y1

(·, hn2)||Lp1(IRd1 ) ≤
∫

[0; h[d2

||vy1(·, x2 + hn2)||Lp1(IRd1 )h
−d2dx2résulte de la onvexité de la norme, don

hd1/p1||ṽh
y1

(·, hn2)||p2

l2(hZZ
d1 )

≤
∫

[0; h[d1

||vy1(·, x2 + hn2)||Lp1(IRd1 )h
−d2dx2et l'inégalité de Hölder assure

h
d1p2
p1 ||ṽh

y1
(·, hn2)||p2

l2(hZZ
d1 )

≤
∫

[0; h[d1

||vy1(·, x2 + hn2)||p2

Lp1(IRd1 )
h−d2dx2.Ainsi

h
d2+

d1p2
p1

∑

n2∈ZZ
d2

χC(y2)(hn2)||ṽh
y1

(·, hn2)||p2

l2(hZZ
d1)

≤
∫

C′(y2)

||vy1(·, x2)||p2

Lp1(IRd1 )
dx2et �nalement

h
d2
p2

+
d1
p1 ||χC(y)ṽ

h||lp2
p1

(hZZ
d1 ,hZZ

d2 ) ≤ ||χC′(y)v||Lp2
p1

(IRd1 ,IRd2 )donne l'assertion de la proposition.
�Lemme 4.2. On suppose p ≥ 2 et 0 < d/p < s. Alors il existe une onstante C = Cs,p,dtelle que

||whϕh||l2(hZZ
d) ≤ Chd/p||wh||lp(hZZ

d) ||(I − ∆h)s/2ϕh||l2(hZZ
d), (4.18)pour tout ϕh ∈ l2(hZZd).Démonstration. Si Fh est la transformée de Fourier dé�nie dans la Setion 4 du hapitre1, alors

||ϕh||l2(hZZ
d) = ||Fhϕh||L2([−π/h; π/h[d), (4.19)et dé�nissant

ϑh
s (ξ) =

(
1 +

d∑

j=1

2(1 − cos(hξj))

h2

)s

,
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pour tout s ∈ IR on trouve

||(I − ∆h)s/2ϕh||l2(hZZ
d) = ||ϑh

sFhϕh||L2([−π/h; π/h[d).Si p ≥ 2 alors on peut trouver q′ ∈ [1; 2] tel que 1/q′ = 1/p + 1/2. Alors l'inégalité deHölder donne
||Fhϕh||Lq′([−π/h; π/h[d) ≤ ||ϑh

−s||Lp([−π/h; π/h[d)||ϑh
sFhϕh||L2([−π/h; π/h[d),et ompte tenu du fait que ps > d assure

sup
0<h≤1

||ϑh
−s||Lp([−π/h; π/h[d) ≤

(∫

IRd

(1 + |ξ|2/4)−ps/2dξ

)1/p

<∞,il existe une onstante C telle que
||Fhϕh||Lq′([−π/h; π/h[d) ≤ C||(I − ∆h)s/2ϕh||l2(hZZ

d). (4.20)Compte tenu de (4.19) et
||ϕh||l∞(hZZ

d) ≤ (2π/h)−d/2||Fhϕh||L2([−π/h; π/h[d), (4.21)on peut utiliser le théorème de l'interpolation des espaes Lp pour assurer
1

q
+

1

q′
= 1 ⇒ ||ϕh||lq(hZZ

d) ≤ (2π/h)d/q−d/2||Fhϕh||Lq′([−π/h; π/h[d). (4.22)Pour terminer on remarque que 1
q

= 1− 1
q′

= 1
2
− 1

p
permet d'utiliser l'inégalité de Hölder

||whϕh||l2(hZZ
d) ≤ ||wh||lp(hZZ

d)||ϕh||lq(hZZ
d),e qui termine la démonstration en vertu de (4.20) et (4.22) où on utilise d

2
− d

q
= d

p
.démonstration de la Proposition 4.3. On peut déomposer

∆h = ∆h
1 ⊗ I2 + I1 ⊗ ∆h

2 ,où ∆h
j désigne le laplaien disret sur l2(hZZdj ) et Ij désigne l'opérateur de l'identité sur

l2(hZZdj ) pour j =1, 2. L'hypothèse d1

p1
+ d2

p2
< 2 permet de trouver s1 > d1/p1 et s2 > d2/p2tels que s1 + s2 < 2 et que pour tout ε > 0 il existe Cε > 0 tel que

||(I1 − ∆h
1)

s1/2 ⊗ (I2 − ∆h
2)

s2/2ϕh||h ≤ ε||∆hϕh||h + Cε||ϕh||h.



92 Chapitre 4. Les potentiels ave singularités
Pour simpli�er on suppose supp ṽh ⊂ [0; 1]d et on montre

||ṽhϕh||h ≤ Ch
d1
p1

+
d2
p2 ||ṽh||lp2

p1
(hZZ

d1 ,hZZ
d2 )||(I1 − ∆h

1)
s1/2 ⊗ (I2 − ∆h

2)
s2/2ϕh||h. (4.23)En introduisant

ϕh
s1

(·, hn2) = (I1 − ∆h
1)

s1/2ϕh(·, hn2),

w̃h(hn2) = hd1/p1 ||ṽh(·, hn2)||lp1(hZZ
d1 ),on trouve que le Lemme 4.2 ave d1 au lieu de d et vh(·, hn2) au lieu de wh donne

∑

n1∈ZZ
d1

|(ṽhϕh)(hn1, hn2)|2 ≤
∑

n1∈ZZ
d1

|w̃h(hn2)ϕ
h
s1

(hn1, hn2)|2. (4.24)En utilisant le Lemme 4.2 ave d2 au lieu de d et w̃h au lieu de wh on trouve
∑

n2∈ZZ
d2

|w̃h(hn2)ϕ
h
s1

(hn1, hn2)|2 ≤ ||w̃h||2
lp2(hZZ

d2 )
|ϕh

s1,s2
(hn1, hn2)|2 (4.25)ave

ϕh
s1,s2

(hn1, ·) = (I2 − ∆h
2)

s2/2ϕh(hn1, ·).Ainsi (4.24) et la sommation des inégalités (4.25) par rapport à n1 ∈ ZZ
d1 donnent

||ṽhϕh||h ≤ Ch
d1
p1

+
d2
p2 ||w̃h||lp2

p1
(hZZ

d2 )||ϕh
s1,s2

||h,'est-à-dire on obtient (4.23).
�Démonstration de la Proposition 4.1. On observe qu'il s'agit de la version ontinue del'assertion de la Proposition 4.3 et il su�t de suivre le raisonnement analogue en utilisantla transformée de Fourier F au lieu de Fh et les laplaiens sur IRdj au lieu de ∆h

j .
�



Chapitre 5Problème à N orps
5.1 IntrodutionDans e hapitre on s'intéresse à un modèle mathématique d'un système quantiquedans un milieu non-homogène ave des propriétés d'homogénéité en moyenne spatialepermettant la dé�nition d'une limite thermodynamique qui ompare le volume ave lenombre des niveaux d'énergie en dessous d'une valeur donnée pour le système restreint àune région bornée. On désigne par H (respetivement H0) l'hamiltonien du système aveinterations (respetivement sans interations). On suppose que l'hamiltonien du systèmeest un opérateur de Shrödinger sur L2(IRd) de la forme

H = H0 + V, (5.1)où V est l'opérateur de multipliation par le potentiel d'interations entre les partiulesdu système.Un as partiulier de N partiules sans interations dans un hamp extérieur pério-dique ou presque périodique est donné par l'opérateur auto-adjoint sur L2(IR3N ) de laforme
(H0ϕ)(x1, ..., xN ) = −

N∑

j=1

1

2mj
∆xj

ϕ(x1, ..., xN) + vj(xj)ϕ(x1, ..., xN ), (5.2)oùmj > 0 est la masse de la partiule numéro j, xj = (x
(1)
j , x

(2)
j , x

(3)
j ) ∈ IR3 est sa position,

∆xj
= ∂2

x
(1)
j

++∂2

x
(2)
j

+∂2

x
(3)
j

et le potentiel extérieur vj : IR3 → IR est périodique ou presquepériodique pour j = 1, ..., N .On pose A = {(j, k) ∈ IN2 : 1 ≤ j < k ≤ N} et
π(j,k)(x1, ..., xN) = xj − xk pour (j, k) ∈ A.93
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Alors, on suppose que V est donné par la formule

(V ϕ)(x) =
∑

a∈A

va(π
ax)ϕ(x) (5.3)où le potentiel de l'interation entre les partiules numéro j et k s'exprime par la fontion

v(j,k) : IR3 → IR qui déroît rapidement à l'in�ni.Pour dérire le as général on suppose que l'espae de on�guration X est un espaeeulidien de dimension �nie, || · || est la norme de L2(X), B = B(L2(X)) est l'algèbre deBanah des opérateurs bornés sur L2(X) et B1 = B1(L
2(X)) l'idéal des opérateurs à traesur L2(X). On onsidère

H0 = −∆X + V0, (5.4)où ∆X désigne l'opérateur de Laplae-Beltrami sur X et V0 est un opérateur de multipli-ation par la fontion réelle v0 ∈ L2
loc(X) ave la borne relative nulle par rapport à ∆X ,'est-à-dire pour tout ε > 0 il existe Cε > 0 telle que pour toute ϕ ∈ C∞

0 (X) on ait
||V0ϕ|| ≤ ε||∆Xϕ|| + Cε||ϕ|| (5.5)où (V0ϕ)(x) = v0(x)ϕ(x) pour x ∈ X.On peut remarquer que l'opérateur (5.2) s'érit sous la forme (5.4) si X = (IR3N , 〈·, ·〉)ave 〈(x1, . . . , xN ), (y1, . . . , yN)〉 =

∑N
j=1 2mjxj · yj.Pour λ ∈ IR on désigne par E]−∞,λ](H

0) le projeteur spetral de H0 sur ] −∞, λ] et
χB(y,r) ∈ B est l'opérateur de multipliation par la fontion aratéristique de la boule
B(y, r) = {x ∈ X : |x − y| < r} pour r > 0, y ∈ X. La relation de base entre le volumeet le nombre des niveaux d'énergie est donnée parProposition 5.1. Soit λ ∈ IR. Alors sous l'hypothèse faite sur V0 on a

sup
y∈X

||χB(y,1)E]−∞,λ](H
0)||B1 <∞ (5.6)et par onséquent il existe une onstante Cλ > 0 telle que pour tout L ≥ 1 on ait

νH0

L (λ) = trχB(y,L)E]−∞,λ](H
0) ≤ CλL

dim X . (5.7)La démonstration de e résultat est essentiellement la tradution de la démonstrationdu Corollaire 3.2 du Chapitre 3.Pour dérire V on onsidère un ensemble �ni A et (Xa)a∈A une famille �nie dessous-espaes vetoriels Xa ⊂ X tels que Xa 6= X pour tout a ∈ A. Soit πa : X → Xala projetion orthogonale sur Xa. On pose πa = I − πa, Xa = Ker πa. Alors πa est la
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projetion orthogonale sur Xa qui est le supplémentaire orthogonal de Xa dans X. Ononsidère

V =
∑

a∈A

Va, (5.8)où Va est un opérateur de multipliation par la fontion réelle va ∈ L2
loc(X) ave la bornerelative nulle par rapport à ∆X , 'est-à-dire pour tout ε > 0 il existe Cε > 0 telle quepour toute ϕ ∈ C∞

0 (X) on ait
||Vaϕ|| ≤ ε||∆Xϕ|| + Cε||ϕ|| (5.9)où (Vaϕ)(x) = va(x)ϕ(x) pour ϕ ∈ C∞

0 (X). De plus on suppose que pour tout a ∈ A onpeut trouver Ca, ρa > 0 tels que l'on ait
||χB(y,1)Va(I − ∆)−1||B ≤ Ca(1 + |πay|)−ρa (5.10)pour tout y ∈ X.Dans la suite H = H0 + V ave H0 véri�ant (5.4-5.5) et V véri�ant (5.8-5.10).Alors l'assertion de la Proposition 5.1 reste vraie pour H , 'est-à-dire pour une ertaineonstante Cλ on a
νH

L (λ) = trχB(y,L)E]−∞,λ](H) ≤ CλL
dim X . (5.11)Dans la suite on note

d = dimX, d1 = max {dimXa : a ∈ A} (5.12)et on énone le résultat suivant :Proposition 5.2. Soit A′ ⊂ A et
H ′ = H0 +

∑

a∈A′

Va, (5.13)ave la onvention H ′ = H0 si A′ = ∅. Soit f ∈ C∞
0 (IR) et

ρ′ = min {ρa : a ∈ A \ A′}. (5.14)(a) Si ρa = d− da ⇒ da < d1 pour tout a ∈ A \ A′ alors
trχB(0,L)(f(H) − f(H ′)) = O(Ld1 + Ld−ρ′). (5.15)(b) S'il existe a ∈ A \ A′ tel que ρa = d− da = d− d1 alors

trχB(0,L)(f(H) − f(H ′)) = O(Ld1 lnL + Ld−ρ′). (5.16)
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Utilisant l'assertion de la Proposition 5.2 ave H ′ = H0 on voit que pour toute fontion

f ∈ C∞
0 (IR) on a

∫

IR

f(λ)L−d(dνH
L (λ) − dνH0

L (λ)) = trL−dχB(0,L)(f(H) − f(H ′)) → 0quand L→ ∞. Cei orrespond au résultat du travail de F. Klopp, H. Zenk [44℄ dérivantl'équivalene de l'existene de la densité d'états standards pour H et pour H0, 'est-à-direl'existene de la limite faible des mesures L−ddνH
L et L−ddνH0

L quand L → ∞, ainsi quel'égalité de es limites si elles existent.Par onséquent, des informations onernant le spetre de H peuvent être obtenuesuniquement par une étude plus �ne du omportement des mesures dνH
L quand L → ∞.Pour ela on introduit

A1 = {a ∈ A : dimXa = d1}, (5.17)
Ha = H0 + Va, (5.18)où a ∈ A1 et pour f ∈ C∞

0 (IR), L ≥ 1, on dé�nit
NL(f,Ha) =

1

γd1L
d1

trχB(0,L)(f(Ha) − f(H0)), (5.19)où γm désigne le volume de la boule unité dans IRm.Notre résultat prinipal estThéorème 5.1. Soit f ∈ C∞
0 (IR). On suppose que ρa > d − d1 pour tout a ∈ A et lalimite
N(f,Ha) = lim

L→∞
NL(f,Ha) (5.20)existe pour tout a ∈ A1. Alors la limite

N(f,H) = lim
L→∞

1

γd1L
d1

trχB(0,L)(f(H) − f(H0)) (5.21)existe et on a
N(f,H) =

∑

a∈A1

N(f,Ha). (5.22)On en déduitCorollaire 5.1. On suppose que ρa > d − d1 pour tout a ∈ A et f → N(f,Ha) dé�nitune distribution D′(IR) pour tout a ∈ A1. Alors(a) La formule f → N(f,H) dé�nit une distribution D′(IR).
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(b) La restrition de la distribution N(·, Ha) à IR\σ(H0) est une mesure positive dontle support véri�e

suppN(·, Ha) \ σ(H0) ⊂ σ(Ha) \ σ(H0)et la restrition de la distribution N(·, H) à IR \ σ(H0) est une mesure positive dont lesupport véri�e
suppN(·, H) \ σ(H0) ⊂ σ(H) \ σ(H0).() La formule (5.22) assure

suppN(·, H) \ σ(H0) =
⋃

a∈A1

suppN(·, Ha) \ σ(H0)et ompte tenu de (b) on a
⋃

a∈A1

suppN(·, Ha) \ σ(H0) ⊂ σ(H) \ σ(H0).Corollaire 5.2. On suppose que ρa > d − d1 pour tout a ∈ A et f → N(f,Ha) dé�nitune distribution D′(IR) telle que
suppN(·, Ha) \ σ(H0) = σ(Ha) \ σ(H0)pour tout a ∈ A1. Alors ⋃

a∈A1

σ(Ha) \ σ(H0) ⊂ σ(H) \ σ(H0).Pour ommenter l'hypothèse de l'existene de N(f,Ha) on peut se servir d'une isomé-trie ja : IRd → X donnée par
ja(x

(1), ..., x(d)) =

d∑

j=1

x(d)ej ,où (ej)j=1,...,d est une base orthonormée de X telle que ej ∈ Xa pour j = 1, . . . , d1. On aalorsProposition 5.3. On suppose que pour tout a ∈ A on a ρa > d− d1 et pour tout a ∈ A1on a va ◦ ja ∈ V0
pp et v0 ◦ ja ∈ CAP (IRd) ou bien SpAP (IRd) ave p ≥ 2, p > d/2, ennotations du Chapitre 4. Alors(a) Pour toute f ∈ C∞

0 (IR) on a l'existene de la limite (5.20) et
N(f,Ha) = (2L)−d1trχ[−L; L]d(f(−∆ + Ṽ0,a + Ṽa) − f(−∆ + Ṽ0,a)),où pour ϕ ∈ C∞

0 (IRd) on a dé�ni
(Ṽaϕ)(x) = va(ja(x))ϕ(x), (Ṽ0,aϕ)(x) = v0(ja(x))ϕ(x).(b) Si V0 = 0, alors on a suppN(·, Ha) \ σ(H0) = σ(Ha) \ σ(H0).
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5.2 Démonstration de la Proposition 5.2Dans la suite, X est muni d'une base orthonormée �xée (ej)j=1,...,d, on identi�e x =
x(1)e1+· · ·+x(d)ed ave (x(1), . . . x(d)) ∈ IRd et pour y ∈ X on érit y ∈ ZZ

d si et seulement si
y = y(1)e1 + · · · + y(d)ed ave y(1), . . . , y(d) ∈ ZZ. En�n χy est l'opérateur de multipliationpar la fontion aratéristique du ube C(y) omme dans le Chapitre 1. Dans toute lasuite, f ∈ C∞

0 (IR) est �xée.Lemme 5.1. Si H et H ′ véri�ent les hypothèses de la Proposition 5.2 alors
||χy (f(H) − f(H ′)) ||B1 ≤ C

∑

a∈A\A′

(1 + |πay|)−ρa. (5.23)Démonstration. En vertu du Corollaire 3.2 du Chapitre 3 on a
||χy (f(H) − f(H ′)) ||B1 ≤ CNΞN (y)ave

ΞN(y) =
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−N ||χỹ

∑

a∈A\A′

Va(I − ∆)−1||B.Ainsi on peut estimer
ΞN(y) ≤

∑

a∈A\A′

Ξa
N (y),où

Ξa
N(y) =

∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−N ||χỹVa(I − ∆)−1||B.En vertu de l'hypothèse (5.10) on a
Ξa

N(y) ≤ C
∑

ỹ∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)−N(1 + |πaỹ|)−ρaet (1 + |y − ỹ|)(1 + |πaỹ|) ≥ 1 + |πay| permet d'estimer Ξa
N (y) par

C(1 + |πay|)−ρa
∑

y∈ZZ
d

(1 + |y − ỹ|)ρa−N = C ′(1 + |πay|)−ρasi on hoisit N > d+ ρa.Lemme 5.2. Pour a ∈ A on pose da = dimXa et
Φa(L) =

∑

y∈ZZ
d∩B(0,2L)

(1 + |πay|)−ρa. (5.24)
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(a) Si ρa + da > d alors Φa(L) = O(Lda).(b) Si ρa + da = d alors Φa(L) = O(Lda ln L).() Si ρa + da < d alors Φa(L) = O(Ld−ρa).Démonstration. Dans la suite on suppose que L ≥ L0 où L0 est �xé en fontion de ladimension d. Alors on peut majorer

Φa(L) ≤ C

∫

B(0,3L)

(1 + |πax|)−ρadx.Ensuite, on observe que B(0, 3L) ⊂ Ba(3L) +Ba(3L) où
Ba(r) = B(0, r) ∩Xa, Ba(r) = B(0, r) ∩Xaet ompte tenu du fait que volBa(3L) = γda(3L)da on trouve

Φa(L) ≤ C ′LdaΦd−da,ρa(L)ave
Φm,ρ(L) =

∫

{z∈IRm: |z|≤3L}

(1 + |z|)−ρdz = cd

∫ 3L

0

sm−1(1 + s)−ρds,don on a 



ρ > m⇒ Φm,ρ(L) = O(1),

ρ = m⇒ Φm,ρ(L) = O(lnL),

ρ < m⇒ Φm,ρ(L) = O(Lm−ρ)et les assertions (a), (b), () en résultent.Démonstration de la Proposition 5.2. Si L ≥ L0 alors on peut érire
χB(0,L) = χB(0,L)

∑

y∈ZZ
d∩B(0,2L)

χyet le Lemme 5.1 permet d'estimer ||χB(0,L)(f(H) − f(H ′))||B1 par
∑

y∈ZZ
d∩B(0,2L)

||χy (f(H) − f(H ′)) ||B1 ≤
∑

a∈A\A′

Φa(L),où Φa(L) est dé�ni dans le Lemme 5.2.Soit a ∈ A \ A′ tel que ρa < d− da. Alors le Lemme 5.2() assure
Φa(L) ≤ CLd−ρa ≤ CLd−ρ′ .
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Soit a ∈ A \ A′ tel que ρa > d− da. Alors le Lemme 5.2(a) assure

Φa(L) ≤ CLda ≤ CLd1 .Soit a ∈ A \ A′ tel que ρa = d− da et da < d1. Alors le Lemme 5.2(b) assure
Φa(L) ≤ CLda lnL ≤ CLd1 ,e qui termine la démonstration de l'assertion (a).Pour obtenir l'assertion (b) il reste à remarquer que

ρa = d− da = d− d1 ⇒ Φa(L) ≤ CLd1 lnLrésulte du Lemme 5.2(b).
�5.3 Démonstration du Théorème 5.1Dans ette setion on suppose que toutes les hypothèses du Théorème 5.1 sont satis-faites. Pour ommener on remarque qu'au lieu de prouver l'assertion du Théorème 5.1pour l'opérateur H , il su�t de la prouver pour l'opérateur

H ′ = H0 +
∑

a∈A1

Va. (5.25)En e�et, on aLemme 5.3. Si H ′ est donné par (5.25) et f ∈ C∞
0 (IR) alors

lim
L→∞

L−d1trχB(0,L) (f(H) − f(H ′)) = 0. (5.26)Démonstration. En vertu du Lemme 5.1 on a
||χB(0,L) (f(H) − f(H ′)) ||B1 ≤ C

∑

a∈A\A1

Φa(L)ave Φa(L) du Lemme 5.2 et la démonstration s'ahève en utilisant les estimations duLemme 5.2 pour a ∈ A \ A1.La suite de la démonstration utilise une partition de la boule B(0, L) en 2 + cardA1parties deux à deux disjointes. Si Y ⊂ X et r > 0 alors on note
B(Y, r) = {x ∈ X : dist (x, Y ) < r} = Y +B(0, r).
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On �xe ε > 0 su�samment petit et on dé�nit

Xε
+(L) = B(0, L) \

⋃

a∈A1

B(Xa, 2L
ε), (5.27)

Xε
a(L) = B(0, L) ∩B(Xa, 2L

ε) \
⋃

a′∈A1\{a}

B(Xa′ , 2Lε) (5.28)pour tout a ∈ A1 et
Xε

−(L) = Xε
+(L) \

⋃

a∈A1

Xε
a(L). (5.29)Lemme 5.4. Pour a ∈ A1 on pose Γε

a(L) = ZZ
d ∩ B(0, 2L) \B(Xa, L

ε) et
Φε

a(L) =
∑

y∈Γε
a(L)

(1 + |πay|)−ρa. (5.30)Soit ρ1 = mina∈A1 ρa. Si 0 < ρ1ε < ρ1 + d1 − d alors Φε
a(L) = O(Ld1−ερ1).Démonstration. Si y ∈ Γε

a(L) alors |πay| ≥ Lε et par onséquent
(1 + |πay|)−ρ1 ≤ (1 + |πay|)−ρ1ε−(1−ε)ρ1 ≤ L−ρ1ε(1 + |πay|)−(1−ε)ρ1 .Il reste à remarque que l'hypothèse ρ1 − ρ1ε > d− d1 permet d'estimer

∑

y∈ZZ
d∩B(0,2L)

(1 + |πay|)−ρ1+ρ1ε = O(Ld1)omme dans la démonstration du Lemme 5.1 .Lemme 5.5. On dé�nit χε
+,L ∈ B par la formule

(χε
+,Lϕ)(x) = χXε

+(L)(x)ϕ(x) (5.31)pour ϕ ∈ L2(X) et on pose
Gε

+,L = χε
+,L

(
f(H ′) − f(H0)

)
. (5.32)Alors ||Gε

+,L||B1 = O(Ld1−ερ1).Démonstration. Compte tenu du fait que χε
+,Lχy 6= 0 ⇒ y ∈ ⋂a∈A1

Γε
a(L), on peut estimer

||Gε
+,L||B1 ≤

∑

y∈ZZ
d

||χyG
ε
+,L||B1 ≤ C

∑

a∈A1

Φε
a(L)ave Φε

a(L) du Lemme 5.4, don l'assertion énonée résulte de l'assertion du Lemme 5.4.
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Lemme 5.6. Pour a ∈ A1 on pose

Gε
a,L = χε

a,L (f(H ′) − f(Ha)) , (5.33)où χε
a,L ∈ B est dé�ni pour ϕ ∈ L2(X) par la formule

(χε
a,Lϕ)(x) = χXε

a(L)(x)ϕ(x). (5.34)Alors ||Gε
a,L||B1 = O(Ld1−ερ1).Démonstration. Compte tenu du fait que χε

a,Lχy 6= 0 ⇒ y ∈ ⋃a′∈A1\{a}
Γε

a(L), on peutestimer
||Gε

a,L||B1 ≤
∑

y∈ZZ
d

||χyG
ε
a,L||B1 ≤ C

∑

a′∈A1\{a}

Φε
a′(L),ave Φε

a′(L) du Lemme 5.4, don l'assertion énonée résulte de l'assertion du Lemme5.4.Démonstration du Théorème 5.1. Compte tenu du Lemme 5.3 il su�t de montrer
lim

L→∞
L−d1trGL = 0ave

GL = χL

(
f(H ′) − f(H0) −

∑

a∈A1

(
(f(Ha) − f(H0)

)
)
.Soit χε

−,L ∈ B dé�ni par la formule
(χε

−,Lϕ)(x) = χXε
−(L)(x)ϕ(x),pour ϕ ∈ L2(X). On peut alors érire la déomposition

χL = χε
+,L + χε

−,L +
∑

a∈A1

χε
+,Let exprimer

GL = Gε
+,L +Gε

−,L +
∑

a∈A1

(Gε
a,L + G̃ε

a,L),où Gε
+,L sont omme dans le Lemme 5.5, Gε

a,L sont omme dans le Lemme 5.6,
G̃ε

a,L = χε
+,L

(
f(Ha) − f(H0)

)
,

Gε
−,L = χε

−,L

(
f(H) −

∑

a∈A1

f(Ha)

)
.
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On observe que ||Gε

+,L||B1 = O(Ld1−ερ1) en vertu du Lemme 5.5 et il est possible de rem-plaer H ′ par Ha dans le raisonnement, don on a aussi ||G̃ε
a,L||B1 = O(Ld1−ερ1). Ensuite

||Gε
a,L||B1 = O(Ld1−ερ1) est assuré par le Lemme 5.6 et pour terminer la démonstration ilreste à prouver l'existene de κ > 0 tel que

||Gε
−,L||B1 = O(Ld1−κ).Pour obtenir ette dernière estimation on érit

∑

y∈ZZ
d

||χyχ
ε
−,Lf(H)||B1 ≤ Ccard Γε(L),

∑

a∈A1

∑

y∈ZZ
d

||χyχ
ε
−,Lf(Ha)||B1 ≤ Ccard Γε(L),où Γε(L) = {y ∈ ZZ

d : χyχ
ε
−,L 6= 0}. Cependant

Γε(L) ⊂ ∪a∈A1 ∪a′∈A1\{a} Γa,a′(L)ave Γε
a,a′(L) = ZZ

d ∩ B(0, 3L) ∩B(Xa, 3L
ε) ∩B(Xa′ , 3Lε). Mais

B(Xa, 3L
ε) ∩B(Xa′ , 3Lε) = B(Xa,a′ , 3Lε),où Xa,a′ = Xa ∩Xa′ . On désigne par Xa,a′ le supplémentaire orthogonal de Xa,a′ dans X.Alors

card Γε
a,a′(L) ≤ vol (Xa,a′ ∩B(0, 4L) +Xa,a′ ∩ B(0, 4Lε))et

volXa,a′ ∩ B(0, 4L) = γd(a,a′)(4L)d(a,a′),

volXa,a′ ∩ B(0, 4Lε) = γd−d(a,a′)(4L
ε)d−d(a,a′),où d(a, a′) = dimXa,a′ . Ainsi

card Γε
a,a′(L) ≤ CLd(a,a′)+ε(d−d(a,a′)) = Lεd+(1−ε)d(a,a′)et ompte tenu de d(a, a′) ≤ d1 − 1 on obtient

card Γε
a,a′(L) ≤ CLεd+(1−ε)(d1−1) = CLd1−κave κ = 1 − ε(d+ 1 − d1) > 0 si ε < 1/d.

�
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