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X
f−−−→ X

h

⏐⏐� ⏐⏐�h

Y −−−→
g

Y

��� ����������� �� 
�� ��� h ��� ��� ��������	
������ ����� f �� g� �����
	� ��� �� �� ���	����� �� 	����	������� f × g : (x, y) �→ (f(x), g(y)) ������ 	�

����� W 
� h 
��� 	�������� �� 
������� ������� 
��� 	� ��� 
����������	��
	� ��������� 
� 	� �������� �
����� h �������� ! ��		� 
���� ������������ W
���������� ��� f × g�

����� �������� � ����� "��� �������� ! ������� 
��� �� ������� �����
��� 
�����	������� 
� �����#�� 
� 	� ������� ����	� $���%&' �����(���� 	� �����
�#�� 
� )�������
 ��� 	� ��� �
����� 
����������	� 
�� ������������ 	���	���
*��� �� 
������ ��� ������� C1+Lip 
��� 	� ������� �������� 
� ����� ��#��
+����
����� ,�&�,� -����#�� &.�

�� ����� 
� ��� �
���� 
��� $���%&' �������� �� 
���	� ������
� / 
����
����� �� �����#�� 
� ������� ���������� ����� ��� �	�� 
�0��	� ! �������� ��
���������� ��� 	� ����	��� 
� )�������
� 1������ ����� �	 ������ 	� ��	�����

� �	������� ������ ����	#���� ��� �2���	� 	� ���� ���� ����� �����	� 
���
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1��� 	� ������� ��������� ���� ���	������ ����� ������
�� �� �����#�� ����
���� 
� 4������ / ���� 
���� ��������	� h : (Rn, 0) → (Rn, 0) 
� �����������
������� C1+Lipschitz ��� C1+Hölder5	���������	��
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��� 
� ��		� 
� 4������� ��
	�� ����	�6��� / ��� 
�� ������ ������	�� 
������ ��� ����	� ���	������� 
�
�����#�� 
� ������� ����
��������	�� 
��� 	� ������� ������� ��������		�����
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��� ����	���� ����� 
��� $���%&'� ��� 	���������� 
� �������� �����������
������� 	� �����
� 
� ;������=�>�� / ���	����� �� �����#�� 
� ���������
���	������ 
��� �� ������ 
� ������� �� �	� ��� 	� �����#�� < 
� ����
�����
,�&�&�

)�� 	� �	�� 
� 	������� ���������� 
��� ���� 
�����	����� +����
�����
,���,� �����#�� , �� ����
����� ,����� �����#�� �. 	� �����#�� 
� 4������
�� 
�������� ��6���� ������ ����	 8 ��� 
�� ?�����@ ���� �	���� 
��� 	�������	�

�� ��
�	�� 
��	������ 
� ������� 
� Dh(0)�

����� �8����#�� ��� ��������������� ����6�� ����
 Dh(0) ��� �� ����
������ �������� 
��� �� 
�������� 6���� ������� Dh(0) ����� ��� ��������	��
	� ����	��� ������ +�����#�� ,. ��� 	� ?�����	������������@ 
� h ��� ��� 6�
������� 	���	�� ��	� ������ ��� �2���	� 
�������� 
�� �������� �
������ 
�
�����
������ ! �� �����#��� ?������	�����@ ! 
�� 
������ ! �� �����#���
	��������� 1� ��		�� ���	�������� ������ 
���	������ 
��� ��� ���	������� �	�
���������

�� 
��2�#�� �������� ����� �� ���� ��	��������� �������� ���� 	�� �����
��������� =	 ����� ��� �� �����#�� 
� ���	��
����� 
� �������� �����������
+����
����� ��,��� �����#�� 9. ���	������ ����� ������� 
��� 	� ��� 
�� ������
	� �����#�� 
� ���	��
����� 
� ��� �
������ 	���	�� ��� 6
��� �� �����
���
A 
��� $���:A'� ��	�����  ��� �� �B	� ���
������	 
��� 	� 	������������ 
��

����� 
�������� �8�����	����� 
� Zk × Rm� ���	���� ��� 1����� 
��� ��
	������������ 	���	� 
� ���������� 
� ;������ $1��:%'�

�� �����#�� 9 ���	���� ����� �� ����� 
�� ����	���� ���	���� ��� 1������
�� ��� ����� ��� 	� ����	����� ��#� 
� 0 
��� �8��#�� 
����������

LUj
f = Θj , 1 ≤ j ≤ p

	������ 	�� Uj ���� 
�� ������ 
� �������� 	�������� ��� Rn ��������� 
��2
! 
��2� 	�� 
����� �� 0 ∈ Rn 
� ��������� ���		�� Θj ����6��� 	�� ���
������

� ���������	��� ���
������ �� �������� & �2�	���� ������� ?������@ 	� 
��
����������� 
� �� ����	��� 
��� �� ��� �������	��� +�C n = p + 1.� �� ���

�����	� ��� ���� 	��� �� 
���� ���	������� �	��������� �� ������ 
� 	� ���� ���
D�� �� ���	����� 	�� ?���������������@ �����
���� 
��� 	� �������� & 
� $���:A'�
����� ��� ����� ��������� �C 	� ����� 
� ��� ?�������� �����������@ ������ 
�
�� ��� 
�������� �	������� ���� ��������		����� 	� ���� ������

;��� ������� �� �������� �� 	� �����#�� 9 ��� �� ������ �� ��� ���������

��� 	� ������ ������(� ���� 
��� �� ��� ����	� / �� 	��� � �� ����� 
�
�������� 	������� ��� R3 
� 	� ����� λx∂x + μy∂y + νz∂z ���� λ, μ > 0 ��
ν < 0� ��� E�� 	����� ��������� ������ 
�� ����� �	��� 
� ����
������� ��
�����#�� 
� 	� ������� ������	� �����(�� ��� {z = 0} ��� 	� ���	 
���� �� 0 
�
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������������ ��������� ��� 	� E�� �� ���������� ! 	��2� 
�� z� ����� ������� ��
���� ��� ���� 	�� ������ �	��� 
� ����
������� ��� 	� �����#�� 9 ������� ���
�2���	� ��� ����		� ?
� 
�������� ��6���@ 
� �������� ����������� C∞ �8���
�� ������� ��6�� 	� 	��
 
�� �2�� ���� {x = 0} / 	������������� 
� 
���� 	�
	��
 
�� �2�� 
���� ��		� ������� ���� {|y| = 1} ��� ��������� ���	 
���� 
�
������ �8��� �� ������� ��6�� ���� {x = 0} F �� ����� 	� ������� 
�� �������
������ 
���� ��		� ������ ��� ��� ������� 
� {y �= 0} ��������� 	��2� 
�� y
���� 0� �� 	� �����#�� 9 �0��� ��� ����� ������� �� ���	��
� �� �� ������

���� 
� ������� ���������� ��� 	� E�� �� ������� ��� 0� ��� �������� 	� 
����

� 	��2� 
�� z�

�� �������� < ��� ��� �����
������ ��2 �������� 
� ;�������

1��� 	� �������� 9� ���� �������� ��� 	� �����#�� 
� 	������������ 	��
��	� 
� ���������� 
� ;������ 
������� ��� 1����� 
��� $1��:%'� �� ��������
+����
����� 9�3. 	� ��� n = p + 1 ��� ��8 6
����� ���G���� ��� 1����� �
������� ��� 	� �����G�� �� ��������� +����
����� 9�A. ��� 	� ?
������ 
�
;�������@� �C ���� ��� �������� �	�� ����	��

�� ��������	� ��������� ��� ��� ������� ��#� �2�	����� +����
����� 9�A�,�
	���� �H �� ����
����� 9�3�,� 	���� �&. 
��� ����	��� ��� 1����� 
�
������

� �����#�� 
� 
������� 
� )�I��� �� ��	��	 ����	�6� ���� 	�� ������ � � �! ��	
����� ����� ��� �	�� ������� 
��� 	�� ��� �����
����� 
� �����#�� 
� ����
	��
����� 
� �������� � +����
����� ��,��� �����#�� 9.� ��	����� ����������
��������� 
��� 	� ��� 
�����	 �����
��� 
��� $1��:%'� ��� 	����	 ���� �����
���� ������� 
��� ��� ���	������� ����������
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)��� H : (X, a) −→ (X, a) �� 
���� �� a 
� 
������������� 
� �	����
Cr(r ≥ 1) 
���� �������X 
��� �		� ����� J� ���� TaH 	����	������� 	�������
���
���� ! H �� a �� TaX 	������� ���
��� ! X �� a� J� 
�� ��� H ��� Ck5
	���������	� ���	 �2���� �� 
���� 
� 
������������� Φ : (X, a) −→ (TaX, 0)

� �	���� Ck ��	 ��� 	� 
��
����� ������� ���� ����������

(X, a)
H−−−→ (X, a)

Φ

⏐⏐� ⏐⏐�Φ

(TaX, 0) −−−→
TaH

(TaX, 0).

;� 4������ � ������ $4��AH' ����� 
�������� 6���� �� 
���� 
� 
��������
������ H : (X, a) −→ (X, a) 
� �	���� C1+Lip ��� C1+Höld5	���������	� �� 	�
��8�� �������	 
� TaH ��� ����������� ��������� ! , +����������� �������.�
;������ 
� ���� ��� 	� 
��
����� �����
��� ��� ����������� �� �� ���	�����
�� 	� 
����� 
� Φ ��� ��������� ��� 	� 
�������������

H × TaH : (X, a) × (TaX, 0) −→ (X, a) × (TaX, 0)

(x, y) �−→ (H(x), TaH(y)) ,

�� ���� ������� 
�� �����#��� 
� ��� �
����� �� 
� �������� �
����� ! 
��
������ �����	��� ����� 
� 	������������� ! ������ 
� �����#��� 
��2�������

� �������� ������������ �� ������ ����� 	����
� 
� ��������� ��������� ��2

3



: �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������


������� ������		�� �� ���#�� ! ��		� 
��� E�� �C 
��� �����E�� f t : (E, 0) −→
(E, 0) 
��� ������ 
� K����� E 
� 
�������� ��6���� �	 ��� ��#� ���������	�

� �� ��� �� ������ ! 	� 
�������� 6����

1��� �� ��������� �� ����������� ! 	� �����	������������ 
����������	� 
���

���� 
� ����������� �������� )��� ��� �8����#�� ������� ��� 	� ������� 
� ��
������ 	�������� �� �� 
�������� �� �����#�� 
� �����	������������ ��� �
���
����� ����		���� ��� 
�����	������� 
� ����	��� 
� ;� 4������ ! 	� 
��������
��6����

��� 
������� �� �������������������

����� �����	
��� �� 
����
 �� �	
��
���

)��� h : (M, p) −→ (M, p) �� 
���� �� p 
����	������� 
� �	���� C1+Lip


���� ������� M ��
�	�� ��� �� ������ 
� K����� 
��� 	� ����	�
�� ���� ����

�6��� ��� ��� ����� C1+Lip �� 
����� 
� H� J� ���� L := Tph 	����	�������
	������� ���
���� ! h �� p �� ρ(L) ��� ��8�� �������	� J� ������� ��� h ���
��� ����������� ������� �� ��� 	� ������� 
� L ��� 	� ������� 
��� ������ 6��

� �������� ��� ��
��

)���(L) = σ0 ∪ σ1 ∪ · · · ∪ σn ∪ σn+1

��	� ��� �� �� ����

ai = min{|z|; z ∈ σi} �� bi = max{|z|; z ∈ σi} ���� 0 ≤ i ≤ n+ 1

�� ���

0 ≤ an+1 ≤ bn+1 < an ≤ bn < · · · < a0 ≤ b0 = ρ(L) < 1

��

ai+1 ≤ bib0 < ai ���� 0 ≤ i ≤ n.

��������� ����� �8����#�� ��� ��� ���� ����6�� 	������ 	� �����������
������� L �= 0 ��� �� ��������� �������� ��� �2���	� ����
 M ��� 
� 
��
������� 6���� �� ����� �� 
����� �	��� 
��� σ0 	�� ��	���� ������� λ 
� L
���� |λ| > b 2

0 = ρ(L)2� ���� �� ����
 �������		����� ���� b1 	� ��2����

�� ��
�	�� 
�� ��	���� ������� ��� ��		�� ��������� �� 	��� 
����� 
��� σ1

	�� ��	���� ������� λ 
� L ���� b1b0 < |λ| ≤ b 2
0 � ���� +�� 
�������� ��6���� �	

���� ������� 	� n �C �������� 	� ���������.�
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���
�� � 
�
� ��� ���������� ������������ h ��� C1+Höld��������������
����� � �� ���� ����� �� ������������� �� E = TpM �� ����� ������� ��
��
��������� L�����������

E = E0 ⊕ · · · ⊕En ⊕ En+1

���� �
�

��� (L|Ei

) = σi ��
� 0 ≤ i ≤ n + 1,

�� ������ 
� ����� �� p �� �
�������� �� ������ C1+Höld

ϕn : (M, p) −→ (E0 ⊕ E1 ⊕ · · · ⊕En, 0) = (Fn, 0)

�������� � �� ���	������ �� E �
� Fn� �
� ��������	
�
� h � L|Fn� ��������
���� �

ϕn ◦ h = L|Fn ◦ ϕn.

����� �� �	
��
�� �� ���
����������

)� 	� ������� σn+1 ��� ��
�� 	� 
���� 
� h ��� �� 
���� 
� 
�������������
	���	� 1��� �� ���� 	� 
������������ 
� 	� �����	������������ ����� �2������

��� 	� ����� 
���� �� �����#�� 
� 	������������ 
���� ����������� ������� ��

�������� �������		����� ��6��� /

�����

��� �� ������ �� �
���
���

)��� h : (M, p) −→ (M, p) �� 
���� �� p 
� 
������������� 
� �	����
C1+Lip 
���� ������� M ��
�	�� ��� �� ������ 
� K����� 
��� 	� ����	�
��
���� ���� 
�6��� ��� ��� ����� C1+Lip �� 
����� 
� H� J� ������� ��� h
��� ��� ����������� ������� �� ��� 	� ������� 
� L := Tph ��� 	� ������� 
���
������ 6�� 
� �������� ��� ��
��

)���(L) = σ0 ∪ σ1 ∪ · · · ∪ σn

��	� ��� �� �� ����

ai = min{|z|; z ∈ σi} �� bi = max{|z|; z ∈ σi} ���� 0 ≤ i ≤ n

�� ���
0 < an ≤ bn < · · · < a0 ≤ b0 = ρ(L) < 1

��
bib0 < ai ���� 0 ≤ i ≤ n

ai+1 ≤ bib0 ���� 0 ≤ i ≤ n− 1.



,H �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������

	
���
�� � 
�
� ��� ����������� h ��� C1+Höld������������� � �� ������
E = TpM � �� ������ 
� ����� ϕ : (M, p) −→ (E, 0) �� �� ����������� ��
������ C1+Höld ������� �� p � ���������� �� E �
� ���	
�
� h � L� ������������

ϕ∗h := ϕ ◦ h ◦ ϕ−1 = L : (E, 0) −→ (E, 0).

����� ����������

�������� �� �� �	���� 
� 4L	
�� ��� ���� �������� ���� 	� 
������ 
� h

����
 
� ������� 
� L�

�������� �� J� � ���� ��� �8����#�� 
� ��
�	����� C1+Lip ��� 	� ����� 
�
E �� 
����� 
� 	����
��� ��� 	� �����#�� 
� 	� ������� ����
��������	�� ���
 ��� �� �B	� ������	 
��� ��� 
�������������� ��������� ��� ��� �����
���

��2������� ��� ��������� ��� ��		� �8����#�� $�7%9� ���%:'�

��� ������������� � �������� ������������

�� 
������������ 
� �����#�� 
� �����	������������ �� ���� ��� �	����
������ 
� ������ �� ������ 
�� ������ ?��� 	��������@ ���������
��� ! 	�
��������� 
� �������� ;��� �	������ 	� ����� ��� 	������� ���������
��� ! 	�
������ σ0 
� �������� �� � ������ 
��� ������� �����#�� 
� ������� �����������

����� ������� �	
��
�� �� ����
�
 �����������

�� �����#��� 
������� ��� "� �������� $���%&'� 
�����	��� 	� �����#��

� 	� ������� ����	� F �	 ��� ��	��	� 
��� 	�� �	����� Cr� +r ���	 �������.� ����
	8����� �� ��	�������� J� �� 
������ 	� 
������������ 
��� 	� ��� C1+Lip�

��� �� � ������� ���� ������ �� ���
���� 	� ����� 
� 	� �����
� 
�=�>��
$=�>:H�' / ���	����� 	� �����#�� 
�� ��������� ���	������ 
��� 
�� ������� 
�
������ ������	��

	
���
�� � 
��� h : (M, a) −→ (M, a) 
� ����� �� a ������������� ��
������ C1+Lip ��� �
� L := Tah ������ ��������� 
� ��
� ������ !����
� ������
S �� E := TaM �� ���� A "����# B$ ��������������� �� S "����# E/S$ ���
��
��� L# %� �
����� ρ(A) < 1� B ���������� ��

ρ
(
B−1

)−1
> ρ(A)2.

&���� �� ������ 
� 
���
� ����� �� a �� ��
��������� W �� ������ C1+Lip�
��������� ��� h �� ��� �
� TaW = S#
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����� �����
�� 
���� �� �� ��������
����������

M 	���
� 
���� ������ �� ���� �� ������� ! h : (E, 0) −→ (E, 0). 1����#�
	�� �8����#��� ��� 	� ������� 
� L� �	 �2���� ��� 
������������ 
� E �� �����

������ 
� 
��2 ������� L�����	�� E = E0 ×E

′
��		� ��� h ���� 
���� ���

h : (E0 × E
′
, 0) −→ (E0 × E

′
, 0)

(u, v) �−→
(
A0u+ e0(u, v), A

′v + e
′
(u, v)

)
,

�C A0 = L|E0 �� 
���
)���(A0) = σ0,

A′ = L|E′ � E ′ = E1 ⊕ · · · ⊕En+1 �� 
���

)���(A′) = σ1 ∪ · · · ∪ σn ∪ σn+1

�� 	�� ���	������� e0 �� e
′
���� 
� �	���� C1+Lip �� ��		�� ! 	���
�� , �� H�

J� ���	���� 	� ������� �������� �� ������� ���������� �� 
���� �� (0, 0)

����	������� h0 := h× A0 
���� ���

h0 := h× A0 : (E × E0, 0) −→ (E × E0, 0)

(u, x) �−→ (h(u), A0x) ,

�� ������� ���� S 	� 
����� +��������� ��� Dh0(0). 
� 	� ��� ������ pr0 
�
E ��� E0� =	 ��� �	��� ��� A ���
����6� ! L �� B ! A0� 
��C

ρ(B−1)−1 = a0 > b 2
0 = ρ(A)2

����� ��������� =	 �2���� 
��� �� 
���� �� 0 
� ������� h0���������� W 
�
�	���� C1+Lip ��	 ��� T0W = S� ��� ��� 	� 
����� 
��� 
���� 
� ����������
φ0 : E −→ E0 ���
���� ! pr0 �� H� ������������ 
� W ��� h0 ��
��6� ��� φ0

��������	
�
� h ! A0� ������!�
��� ���

φ0 ◦ h = A0 ◦ φ0,

�� ��� 
���� 	� ����	��� ������� /

���������� � '� ����� ������������� ����� ���

ϕ0 : (E, 0) −→ (E0 × E
′
, 0)

u �−→ (φ0(u), prE
′(u))



,� �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������

�( prE
′ ��� �� ���	������ �� E �
� E

′
� ��� 
� ����� �� �� ����������� �����

C1+Lip �
� ��� �
�� h � 
� ����� ������������� ϕ∗
0h := ϕ0 ◦ h ◦ ϕ−1

0 �� ��
!����

ϕ∗
0h : (E0 × E

′
, 0) −→ (E0 × E

′
, 0)

(x, y) �−→
(
A0x,A

′y + ẽ
′
(x, y)

)
�( ������������� ẽ

′
��� �� ������ C1+Lip �� �
��� � ������� ) �� *#

J� 
�
��� ����
�������� 
� �� ��� ����#
� +���� E
′
= {0}. 	�

���������� � 
�
� ��� ���������� �
 �������� �� �������������� �� n = 0�
����� h ��� C1+Lip�������������#

��������� �� ���
����� n = 0� ��� ������� ����� ρ(L−1)−1 > ρ(L)2� �2�	�� ��

�������� 6��� 	����������� 
� ?����������N μ = λ2� λ, μ ∈ )���(L)� ���
���
�����		����� ��������	� 	� 	������������ C2 �� ���� C1+Lip�

����� �����
�� �	
��
�� �� ����
�
 �����������

;��� �	������ 	�� ������ ������ ����	��������� �� ����#
� ��� ����������
�� ���	����� 	� ����	��� ������� /

	
���
�� � 
��� Ẽ = I × J ×K 
� ����
�� ��������� �� +����� ���� ���
������ ���� C1+Lip �� ������ �� * �� h̃ 
� ����� ������������� ����� ���

h̃ : (I × J ×K, 0) −→ (I × J ×K, 0)

(θ, x, y) �−→ h̃(θ, x, y) = (Λθ, f(θ, x, y), g(θ, x, y)) .

%� �
����� ��� ���������� �
������� ����,��� �
�$ '�� ������������ f �� g ���� �� ������ C1#
��$ '�� �������� ���������� ∂xf � ∂yf � ∂xg� ∂yg ���� ��������-������ ��� �������
� (θ, x, y)#
���$ '�� �������� ���������� ∂θf � ∂θg ���� ��������-������ ��� ������� � (x, y)
�� α��.���������� ��� ������� � θ� ���� α ∈ (0, 1)#
��$ '� �� ���������� �� h̃ �� * ��� ������ ���

Dh̃(0)(θ, x, y) = (Λθ, Bx+Dy,Cy)
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���� Λ 
� �
����������� �� I� B 
� ������������� �� J � D 
�� �����������
�������� ������
� �� K ���� J �� C 
� �
����������� �� K ���� �
��� ���

ρ(C) = ρ(B) < ρ
(
Λ−1

)−1 ≤ ρ(Λ) < 1 �� ρ
(
C−1

)
ρ(B)ρ(Λ) < 1.

&����� �� ������ 
� ����� �� 0 �� ������� h̃����������� Ṽ �� ������ C1+Hölder

�������� �� 0 � I × J × {0}� �
� ��� ���� �� ������ ��
� �����

(I × J, 0) −→ (K, 0)

(θ, x) �−→ Φ0(θ, x).

/� ����� ��� �� ������ C1� ������� � 0� �� ������� ��������� ∂xΦ0 ��� ���������
-����� ��� ������� � (θ, x) �� �� ������� ��������� ∂θΦ0 ��� ��������-����� ���
������� � x �� �.��������� ��� ������� � θ#

���� �����
�� 
���� �� �� ��������
����������

J� �
����6� E ! E0 × · · · × En+1� �� ���� Aj = L|Ej
�� 	��� ������� !

������� ��� ���������� 	�

����� � 0�
� 0 ≤ k ≤ n� �� ����� h ��� ���	
�
�� ��� 
� ����� ��
�����!�������� C1+Hölder �������� � ����������� � 
� ����� hk : (E, 0) →
(E, 0) �� �� !����

hk(x0, . . . , xn+1) = (A0x0, . . . , Akxk, gk(x0, . . . , xn+1))

�( ∂xj
gk ���

� ��������-����� ��
� j > k
� �.��������� ��� ������� �
� x� ���� � < k �� ��������-����� ��� �������
�
� �
���� ��������� ��
� j ≤ k#

;��� k = n� �� �� 
�
��� 	� �����#��� ����� 	� ��� �C k = 0 ����	�� 
�
����� �����#�� ������ �	 �� ����� ���! �2�	����� 	� �����
� 
� k ! k + 1 ����
0 ≤ k < n�

=	 ���
�� 
� ��� �
��� hk ! �� hk+1 ��������	� ��� ��� �������������� ϕk

���
���� ! 	��
������� ������!�
��� �� ���� 
� �������� �
��� hk ! Ak+1 ��� ��

���� 
� ���������� πk+1 ���
���� ! 	� ��� ������ prk+1 
� E ��� Ek+1 / ��
������
�� ����� 	� ���������� ������������ 
� ϕk� 	�� ������ ����� ��		�� 
�
	��
�������

=	 ������� �� ���� 
� ������� �� 
���� Wk+1 
� ������������ 
� E×Ek+1

+	� 
����� 
� πk+1. ��������� ��� hk × Ak+1 �� ���
��� �� 
����� Vk+1 
�



,< �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������

prk+1� J� �� ���� ��� ���	����� ����
�������� 	� �����
 �����#�� 
� �������
���������� ��	 ��� ���� 	������ ������� ��� Vk+1 ����� ��� E × {0}� ���� ��
��8 ���#�� ��� 	�������������� τk : (x, y) �→ (x, y − xk+1) 
� E × Ek+1�

O��	������ 	� �����
 �����#�� 
� ������� ���������� ! I = E0 × · · ·×Ek�
J = Ek+1 × · · · ×En+1� K = Ek+1 �� h̃ = τk ◦ (hk ×Ak+1) ◦ τ −1

k / �� �������
��� ������� ���������� Ṽ ��� ��� 	� 
����� 
��� 
���� fk+1(= Φ0) : E → Ek+1


� �	���� C1� ���
��� ! 0 �� 
��� 	�� 
������� ������		�� ∂xj
fk+1 ����

5 	�������P������ ���� j > k
5 	�������P������ ��� ������� ��2 x� ���� � > k �� �L	
�������� ��� ����

���� ��2 ������ ���� j ≤ k�
=	 �� ����	�� ��� Wk+1 = τ −1

k (Ṽ ) ��� ��� ������������ ���������� ��� hk×Ak+1�

����� 
� πk+1 : x �→ xk+1 + fk+1(x)�

1�� ���������� 
� fk+1 ����	���� ����
�������� ��		�� ��� 	��� ����������
���� hk+1 = ϕk ◦ hk ◦ ϕ−1

k �

��� ������������� ��� ���������

�� ������� �����������

�� �� ������ �� ������� �	
��
�� �� ����
�
 �����������

)��� U = E/S� O��� ��� ������ �� �� ���#�� !

M = E = S × U

	����	������� 	������� ���
���� ��� 
����� ���

L(x, y) = (Ax+ Cy,By)

���� �� C ∈ L(U, S)� a = 0 �� V = S × {0}� )��� λ �� ������ ���	 ��	 ���

μ := λ2 < ρ
(
B−1

)−1
�� ρ(A) < λ < 1.

J� ������� 	� ����� ��� E ��		� ���

μ <
∣∣B−1

∣∣−1
�� |A| < λ

�� �� ���� Eλ,μ = {z = (zn)n∈N; zn = (xn, yn) ∈ E} 	������� 
� K����� 
��
������ z 
��	������ 
� E ��		�� ���

|z| = sup
{
max

{
λ−n|xn|, μ−n|yn|

}
;n ∈ N

}
<∞
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Sλ = {x = (xn)n∈N; xn ∈ S} 	������� 
� K����� 
�� ������ x 
��	������ 
� S
��		�� ���

|x| = sup
{
λ−n|xn|;n ∈ N

}
<∞

Uμ =
{
y = (yn)n∈N; yn ∈ U

}
	������� 
� K����� 
�� ������ y 
��	������ 
�

U ��		�� ��� ∣∣y∣∣ = sup
{
μ−n|yn|;n ∈ N

}
<∞

�� Sλ,0 	� ����������� 
� Sλ ����� 
�� ������ x ��		�� ��� x0 = 0�
J� �� ������� ��� 	�� ������ z0 
�� ������ z 
��� Eλ,μ ��		�� ���

F (z) := (zn+1 − h(zn))n∈N = 0

������� ��#� 
� H 	� 
����� W 
���� ���	������� y0 = ψ(x0) 
� �	���� C1+Lip

��		� ! 	���
�� , �� H� �� 
���� 
� 	� ������� ���������� ��� 
��� ��	�� 
� W �

����� � '� ����� �� 0 �� ������������� ������ ���

F : (Eλ,μ, 0) −→ (Eλ,μ, 0)

z �−→ F (z) = (zn+1 − h(zn))n∈N

��� �� ������ C1+Lip �� �� ������� ��������� ��� ������� � (y0, (zn)n>0) �� 0 ���

� ������������ �
 ��
�������� Eλ,μ,0 = {z ∈ Eλ,μ/x0 = 0} �
� Eλ,μ#

1����#� 	� �����#�� 
�� ��������� ���	������� �� �������
� 
� 0� 	�������	�
F−1(0) ��� 
��� 	� 
����� 
���� �������� ���	�����

x0 �−→ Ψ(x0) = (y0, (zn)n>0)


� �	���� C1+Lip F 	� ������� ���������� W � 
����� 
� 	� ����������

y0 = ψ(x0)


� Ψ� ��� 
� �	���� C1+Lip� ;��� ���� ����		� ��� ���
���� ! S �� 0� �� ��
������� ���

Dψ(0) = 0.

�� ������
(x0, Dψ(0)x0) = (xn, yn)n∈N

	��
������
DF (0) (x0, Dψ(0)x0) = 0

��
��6� ���

(xn+1 −Axn − Cyn, yn+1 −Byn) = (0, 0) ���� ���� n ∈ N.
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���������������
B : y �−→ (yn+1 −Byn)n∈N

������ 
��� y ��� 0� 
��C �� �������	���

y0 = Dψ(0)x0 = 0.

������ �� ������ J� ������ 
�����
 ��� 	� 
������ ������		� 
� F �� 0
��� ������� ! (y0, (zn)n>0) ��� ��������	��
�� ��������� ��� F ��� C1� 	� 
���������		� 
� F �� 0 ��� ��������� 
�����
���

DF (0)z = (zn+1 − Lzn)n∈N

= (xn+1 − Axn − Cyn, yn+1 − Byn)n∈N ,

��� ������� 
�� ��� ������� z �→ zn 
� Eλ,μ ��� E ��� ��������� J� 
��� 
���
������� ��� 	� ��������� A 
���� ���

A : x �−→ (xn+1 − Axn)n∈N

��� �� ������������ 
� Sλ,0 ��� Sλ� ��� 	� ��������� C 
���� ���

C : y �−→ (Cyn)n∈N

��� 	������� ������� 
� Uμ 
��� Sλ �� ��� 	� ��������� B 
���� ���

B : y �−→ (yn+1 −Byn)n∈N

��� �� ������������� 
� Uμ�
G A ��� 	� ������� 
� 	������������� 
� Sλ,0 ��� Sλ 
���� ���

x �−→ (xn+1)n∈N

�� 
� 	���
���������� 
� Sλ 
���� ���

x �−→ (x0, (xn −Axn−1)n>0)

�� ��� ��� 
� 	� ����� ?=
 Q ����������� �������@� �������

λ−n |Axn−1| ≤ λ−1|A| (λ−(n−1)|xn−1|
) ≤ λ−1|A| |x| �� λ−1|A| < 1.

G C ��� 	������� ������� 
� Uμ 
��� Sλ ���

λ−n |Cyn| ≤ λ−2n |Cyn| ≤ |C| (μ−n|yn|
) ≤ |C| ∣∣y∣∣ .
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G B ��� 	� ������� 
� 	�������������� 
� Uμ 
���� ���

y �−→ (−Byn)n∈N

�� 
� 	���
���������� 
� Uμ 
���� ���

y �−→ (
yn − B−1yn+1

)
n∈N

�� ��� ��� 
� 	� ����� ?=
 Q ����������� �������@� �������

μ−n
∣∣B−1yn+1

∣∣ ≤ μ
∣∣B−1

∣∣ (μ−(n+1)|yn+1|
) ≤ μ

∣∣B−1
∣∣ ∣∣y∣∣ �� μ

∣∣B−1
∣∣ < 1.

;��� ������� ��� F ��� 
� �	���� C1+Lip� �	 ��0� 
� ������� ��� 	�� 
�����

����	�������� �������� ���� 
� �	���� C1+Lip /

(Eλ,μ, 0) � z �−→ f̃(z) = (f(zn))n∈N ∈ (Sλ, 0)

(Eλ,μ, 0) � z �−→ g̃(z) = (g(zn))n∈N ∈ (Uμ, 0).

�� ��� �� f̃ � ��� ���
�	���� ��������� �������� ��� f̃ ��� ���� 
�6����

λ−n |f(zn)| ≤ ���(Df)
∣∣λ−nzn

∣∣
≤ ���(Df) |z| .

��� ���
�	���� ��������� �������� ��� f̃ ��� 
����������	� /

λ−n
∣∣f(zn + δzn) − f(zn) −Df(zn)δzn

∣∣
≤ λ−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
Df (zn + tδzn) −Df(zn)

)
dt

∣∣∣∣ |δzn|
≤ λ−n���(Df) |δzn| |δzn|
≤ ���(Df)

(
λ−n |δzn|

)2

≤ ���(Df) |δz|2 .

J� � �����

λ−n
∣∣(Df(zn + δzn) −Df(zn)

)
Zn

∣∣ ≤ ���(Df)
∣∣λ−nδzn

∣∣ ∣∣λ−nZn

∣∣
≤ ���(Df) |δz| |Z| ;

�������∣∣∣Df̃(z + δz) −Df̃(z)
∣∣∣ = sup

|Z|≤1

sup
n∈N

∣∣λ−n
(
Df(zn + δzn) −Df(zn)

)
Zn

∣∣ ,



,: �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������

�� � 
��� ������ ��� Df̃ ��� 	�������P����� /∣∣∣Df̃(z + δz) −Df̃(z)
∣∣∣ ≤ sup

|Z|≤1

���(Df) |δz| |Z|

≤ ���(Df) |δz| .

�� ��� �� g̃� J� � ∂xg(0, 0) = 0� 
��� 	�� ���
�	���� ��������� �������� ���
g̃ ��� ���� 
�6����

μ−n|g(xn,yn)|

≤ μ−n

∣∣∣∣(
∫ 1

0

(∂xg(txn, 0) − ∂xg(0, 0))dt
)
xn +

( ∫ 1

0

∂yg(xn, tyn)dt
)
yn

∣∣∣∣
≤ ��� (∂xg)

∣∣λ−nxn

∣∣ ∣∣λ−nxn

∣∣ + sup |∂yg|
∣∣μ−nyn

∣∣
≤ ��� (∂xg) |x|2 + sup |∂yg|

∣∣y∣∣
��� ���
�	���� ��������� �������� ��� g̃ ��� 
����������	� /

μ−n
∣∣g(zn + δzn) − g(zn) −Dg(zn)δzn

∣∣
≤ μ−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
Dg(zn + tδzn) −Dg(zn)

)
dt

∣∣∣∣ |δzn|
≤ ���(Dg)

∣∣λ−nδzn

∣∣ ∣∣λ−nδzn

∣∣
≤ ���(Dg) |δz|2 .

J� � �����

μ−n
∣∣(Dg(zn + δzn) −Dg(zn)

)
Zn

∣∣ ≤ ���(Dg)
∣∣λ−nδzn

∣∣ ∣∣λ−nZn

∣∣
≤ ���(Dg) |δz| |Z| .

����� �� �

|Dg̃(z + δz) −Dg̃(z)| = sup
|Z|≤1

sup
n∈N

∣∣μ−n
(
Dg(zn + δzn) −Dg(zn)

)
Zn

∣∣
	�� ���
�	���� ��������� �������� ��� Dg̃ ��� 	�������P����� /

|Dg̃(z + δz) −Dg̃(z)| ≤ sup
|Z|≤1

���(Dg) |δz| |Z|

≤ ���(Dg) |δz| .



,�<� 1������������ 
�� �����#��� 
� ������� ����������� ,%

�� �� ������ �� �����
�� �	
��
��
�� ����
�
 �����������

J� �� �� ������� �� ��� �C f(θ, 0, 0) = 0 �� g(θ, 0, 0) = 0 �� ���	����� 	�
�����#�� 
� ������� ����
��������	� $�7%9� ���%:' /

	
���
��  
��� h : (M, p) −→ (M, p) 
� ����� ������������� �� �����
������ �� p ��
�� ������� ��������
� M # %� �
���� �
� �� ������� σ(L) ��
L := Tph ��� �� ��
���� �� ��
� �������� ���	����� ��� ����� σ1 �� σ2 ����

max
λ2∈σ2

|λ2| < min
λ1∈σ1

|λ1|;

�� ���� ���� I "����# S$ �� ��
�������� L������� �� E := TpM ������� � ��
������ σ1 "����# σ2$#
&���� �
��� �
� ������ �������� r ≥ 1 �� �� ���� α ∈]0, 1] ���� �
� ���� ���

max
λ2∈σ2

|λ2| < min
λ1∈σ1

|λ1|r+α,

�� h ��� Cr+α �� �
� �� ��������� �� E ��
� 1��� ��,��� ��� 
�� ����� Cr+α

�� ������ �� ���������� �� ������ 
� ����� h���������� V �� p �� ��
���������
Cr+α �� M ��� �
� TpV = I#

1����#� 	� �����#�� 
� 	� ������� ����
��������	�� ���� ���� β ∈ (0, α] ��	
��� ρ (Λ−1)

−(1+β)
> ρ(B)� �	 �2���� �� 
���� �� 0 
� ������� h̃����������� 
�

�	���� C1+β ���
���� �� 0 ! I × {0} × {0}� ����� ������� ��� 	���	����� 	�

����� 
���� ���	������� χ : (I, 0) −→ (J ×K, 0) 
� �	���� C1+β ��		� ���

χ(0) = 0 �� Dχ(0) = 0.

�� 
������������� 	���	 
���� ���

(θ, x, y) �−→ (θ, (x, y) − χ(θ))

��� �� ���������� �� ��������� ��� ������ 
� �������� �� �	�� 
�� �8���
��#��� 
� �����#�� ���

f(θ, 0, 0) = 0 �� g(θ, 0, 0) = 0.

J� ������� 
��2 ������� ���	 �������� a �� b ����P ������� ���� ����� ���

b < ρ
(
C−1

)−1 ≤ ρ(B) < a �� aρ(Λ)/b < 1



�H �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������

�� �� ������� 	� ����� ��� Ẽ 
� ����� ��� 	�� ������ 
�� ���	�������� 	��������
A,B,C �� D ������ ������� 
� 	���� ��8��� ��������2�
J� ���� Ea,b = {z := (zn)n∈N; zn = (xn, yn) ∈ J ×K} 	������� 
� K����� 
��
������ z 
��	������ 
� J ×K ��		�� ���

|z| := sup
{
max{a−n|xn|, b−n|yn|};n ∈ N

}
<∞

Ja = {x := (xn)n∈N; xn ∈ J} 	������� 
� K����� 
�� ������ x 
��	������ 
�
J ��		�� ���

|x| := sup
{
a−n|xn|;n ∈ N

}
<∞

�� Kb =
{
y := (yn)n∈N; yn ∈ K

}
	������� 
� K����� 
�� ������ y 
��	������


� K ��		�� ��� ∣∣y∣∣ := sup
{
b−n|yn|;n ∈ N

}
<∞.

J� �����
#�� 	� 
���� 
����	������� 
���� ���

F : (I × Ea,b, (0, 0)) −→ (Ea,b, 0)

(θ, z) �−→ (xn+1 − f(Λnθ, xn, yn), yn+1 − g(Λnθ, xn, yn))n∈N

�� �� �� ������� ��� 	� ������� ���������� Ṽ ��� 	� 
���� �� H 
� 	�������	�

�� ����	�� (θ, z0) �C 	�� z0 ���� 	�� ������ 
���
��� H 
�� ������ z ∈ Ea,b ��		��
��� F (θ, z) = 0�

����� � "�$ F ��,��� 
� ����� �� (0, 0) ������������� �� ������ C1#
"��$ ∂zF ��� ��������-����� ��� ������� � (θ, z)#
"���$ ∂θF ��� ��������-����� ��� ������� � z �� �.��������� ��� ������� � θ#
"��$ �� ������� ��������� �� F �� (0, 0) ��� ������� �

(
y0, (xn, yn)n>0

)
��� 
�

������������ �
 ��
� ������ E ′
a,b := {z ∈ Ea,b : x0 = 0} �� Ea,b �
� Ea,b#

1����#� 	� �����#�� 
�� ��������� ���	������� 	�������	� F−1(0) ��� 
��� ��
�������
� 
� (0, 0) 
��� I × Ea,b� 	� 
����� 
���� �������� ���	�����

Φ : (I × J, (0, 0)) −→ (E ′
a,b, 0)

(θ, x) �−→ Φ(θ, x).

����� �������� ��� 
� �	���� C1� �� 
������ ������		� ∂xΦ ��� 	�������P����� ���
������� ! (θ, x)� �� 
������ ������		� ∂θΦ ��� 	�������P����� ��� ������� ! x ��
�L	
������� ��� ������� ! θ� 1���� �� �������
� 
� H 
��� I × J � 	� �������
h̃����������� Ṽ ��� 	� 
����� 
� 
����

Φ0 : (I × J, 0) −→ (K, 0)

(θ, x) �−→ (Φ(θ, x))0 	� ���������� y0 
� Φ(θ, x).



,�<� 1������������ 
�� �����#��� 
� ������� ����������� �,

�� 
���� ��� 
� �	���� C1� �� 
������ ������		� ∂xΦ0 ��� 	�������P����� ���
������� ! (θ, x) �� �� 
������ ������		� ∂θΦ0 ��� 	�������P����� ��� ������� !
x �� ��� �L	
������� ��� ������� ! θ�
������ �� ������ J� �� 
�����
 ������� +��. �� ��������� +�.� J� ����

J ′
a := {x ∈ Ja : x0 = 0} �� K′

b :=
{
y ∈ Kb : y0 = 0

}
.

�� 
���������		� 
� F �� (0, 0) ��� 
����� ���

DF (0, 0)(θ, (xn, yn)n∈N) = (xn+1 −Bxn −Dyn, yn+1 − Cyn)n∈N.

J� 
��� ������� ��� 	� ��������� B 
���� ���

B : x �−→ (xn+1 − Bxn)n∈N

��� �� ������������ 
� J ′
a ��� Ja� ��� 	� ��������� D 
���� ���

D : y �−→ (Dyn)n∈N

��� 	������� �������� �� ��� 	� ��������� C 
���� ���

C : y �−→ (yn+1 − Cyn)n∈N

��� �� ������������� 
� Kb�
�� ��� �� B� =	 ��� 	� ������� 
� 	������������� 
� J ′

a ��� Ja 
���� ���

x �−→ (xn+1)n∈N

�� 
� 	���
���������� 
� Ja 
���� ���

x �−→ (
x0, (xn − Bxn−1)n>0

)
�� ��� 
� 	� ����� ?=
 Q ����������� �������@� �������

a−n|Bxn−1| ≤ a−1|B|(a−(n−1)|xn−1|) ≤ a−1|B||x| �� a−1|B| < 1.

�� ��� �� D� =	 ��� 	������� ������� �������

a−n|Dyn| ≤ |D|(b−n|yn|) ≤ |D||y|.
�� ��� �� C� =	 ��� 	� ������� 
� 	�������������� 
� Kb 
���� ���

y �−→ (−Cyn)n∈N

�� 
� 	���
���������� 
� Kb 
���� ���

y �−→ (yn − C−1yn+1)n∈N



�� �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������

�� ��� ��� 
� 	� ����� ?=
 Q ����������� �������@� �������

b−n|C−1yn+1| ≤ b|C−1|(b−(n+1)|yn+1|) ≤ b|C−1||y| �� b|C−1| < 1.

;��� ������� 	�� ������ ������ 
� 	����� �� �� ������� ��� 	�� 
�����

f̃ : (I × Ea,b, (0, 0)) −→ (Ja, 0)

(θ, z) �−→ f̃(θ, z) = (f(Λnθ, zn))n∈N

g̃ : (I × Ea,b, (0, 0)) −→ (Kb, 0)

(θ, z) �−→ g̃(θ, z) = (g(Λnθ, zn))n∈N

���� 
�� 
����� 
����	�������� 
� �	���� C1� 	���� 
������� ������		�� ∂zf̃ � ∂z g̃

���� 	�������P������ �� 	���� 
������� ������		�� ∂θf̃ � ∂θ g̃ ���� 	�������P������
�� z �� �L	
�������� �� θ�
�� ��� �� f̃ � ��� ���
�	���� ��������� �������� ��� f̃ ��� ���� 
�6����

a−n |f(Λnθ, zn)| ≤ a−n |zn| ≤ |z| .

��� ���
�	���� ��������� �������� ��� f̃ ��� 
� �	���� C1�

a−n
∣∣f(Λnθ, zn+δzn) − f(Λnθ, zn) − ∂zf(Λnθ, zn)δzn|

≤ a−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
∂zf(Λnθ, zn + tδzn) − ∂zf(Λnθ, zn)

)
dt

∣∣∣∣ |δzn|

≤ ���(∂zf) |δz|2

a−n
∣∣f(Λn(θ + δθ), zn) − f(Λnθ, zn) − ∂θf(Λnθ, zn)Λnδθ

∣∣
≤ a−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
∂θf(Λn(θ + tδθ), zn) − ∂θf(Λn(θ + tδθ), 0)

)
dt

∣∣∣∣ |Λnδθ|

+ a−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
∂θf(Λnθ, zn) − ∂θf(Λnθ, 0)

)
dt

∣∣∣∣ |Λnδθ|
≤ 2���z(∂θf)

∣∣a−nzn

∣∣ |Λ|n |δθ|
≤ 2���z(∂θf) |z| |δθ| .

��� ���
�	���� ��������� �������� ��� ∂zf̃ ��� 	�������P������

a−n
∣∣(∂zf(Λn(θ + δθ), zn + δzn) − ∂zf(Λnθ,zn)

)
Zn

∣∣
≤ ���(∂zf) |(Λnδθ, δzn)| ∣∣a−nZn

∣∣
≤ ���(∂zf)

∣∣(δθ, a−nδzn

)∣∣ |Z|
≤ ���(∂zf) |(δθ, δz)| |Z|



,�<� 1������������ 
�� �����#��� 
� ������� ����������� �&


��C ∣∣∂zf̃ (θ + δθ, z + δz) − ∂zf̃ (θ, z)
∣∣ ≤ ���(∂zf) |(δθ, δz)| .

��� ���
�	���� ��������� �������� ��� ∂θf̃ ��� 	�������P����� ��� ������� ! z�

a−n
∣∣∂θf(Λnθ, zn + δzn)Λn − ∂θf(Λnθ, zn)Λn

∣∣ ≤ ���z(∂θf) |Λn| ∣∣a−nδzn

∣∣
≤ ���z(∂θf) |δz| .

;��� ���� ��� ∂θf̃ ��� �L	
������� ��� ������� ! θ� �� �������� ��� ����
���� (θ, z) ��	 ��� "�2 {|θ|, |z|} ≤ r� r ����P ������ �� �

a−n
∣∣(∂θf(Λn(θ+δθ), zn)−∂θf(Λnθ, zn)

)
Λn

∣∣ ≤
⎧⎨
⎩ 4L	
β(∂θf)

(
|Λ|1+β

a

)n

|δθ|β

2���z(∂θf)|Λ|nr.
J� ����

K1 := 4L	
β(∂θf) �� K2 := 2���z(∂θf)

�� �� ������� 	� ������� ������ n ��	 ���

K2|Λ|nr ≥ K1

( |Λ|1+β

a

)n

|δθ|β

�� ������ �	���

n ≤
log

(
K2r

K1|δθ|β
)

log
(

|Λ|β
a

)

��C

a−n
∣∣(∂θf(Λn(θ + δθ), zn) − ∂θf(Λnθ, zn)

)
Λn

∣∣ ≤ Cste|δθ|β−β

(
log |Λ|1+β−log a

log |Λ|β−log a

)

∂θf̃ ��� 
��� �L	
������� ��� ������� ! θ� �������

0 <

(
log |Λ|1+β − log a

log |Λ|β − log a

)
< 1.

�� ��� �� g̃� ;��� max{|θ|, |z|} ≤ r� +� ����P �����.� 	�� ���
�	����

b−n
∣∣g(Λnθ, zn)

∣∣ ≤ b−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

∂xg(Λ
nθ, txn, tyn)dt

∣∣∣∣ |xn|

+ b−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

∂yg(Λ
nθ, txn, tyn)dt

∣∣∣∣ |yn|
≤ ���(∂xg)

(
b−1|Λ|a)n

r |x| + Cste
∣∣y∣∣



�< �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������

�������� ��� g̃ ��� ���� 
�6��� � ��� ��������� �������� ��� g̃ ��� C1�

b−n
∣∣g(Λnθ, zn + δzn) − g(Λnθ, zn) − ∂zg(Λ

nθ, zn)δzn

∣∣
≤ b−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
∂zg(Λ

nθ, zn + tδzn) − ∂zg(Λ
nθ, zn)

)
dt

∣∣∣∣ |δzn|

≤ ���(∂zg)

(
a2

b

)n

|δz|2

b−n
∣∣g(Λn(θ + δθ), zn) − g(Λnθ, zn) − ∂θg(Λ

nθ, zn)Λnδθ
∣∣

≤ b−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
∂θg(Λ

n(θ + tδθ), zn) − ∂θg(Λ
nθ, zn)

)
dt

∣∣∣∣ |Λnδθ|

≤ b−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
∂θg(Λ

n(θ + tδθ), zn) − ∂θg(Λ
n(θ + tδθ), 0)

)
dt

∣∣∣∣ |Λnδθ|

+ b−n

∣∣∣∣
∫ 1

0

(
∂θg(Λ

nθ, zn) − ∂θg(Λ
nθ, 0)

)
dt

∣∣∣∣ |Λnδθ|

≤ 2���z(∂θg)

(
a|Λ|
b

)n ∣∣a−nzn

∣∣ |δθ|
≤ 2���z(∂θg)

(
a|Λ|
b

)n

|z| |δθ|.

��� ���
�	���� ��������� �������� ��� ∂z g̃ ��� 	�������P������

b−n
∣∣(∂zg(Λ

n(θ + δθ), zn + δzn) − ∂zg(Λ
nθ, zn)

)
Zn

∣∣
≤ ���(∂zg)

(
a|Λ|
b

)n ∣∣(δθ, |Λ|−nδzn

)∣∣ ∣∣a−nZn

∣∣
≤ ���(∂zg)

(
a|Λ|
b

)n ∣∣(δθ, a−nδzn

)∣∣ ∣∣a−nZn

∣∣
≤ ���(∂zg) |(δθ, δz)| |Z|


��C

|∂z g̃(θ + δθ, z + δz) − ∂z g̃(θ, z)| ≤ ���(∂zg) |(δθ, δz)| .
��� ���
�	���� ��������� �������� ��� ∂θg̃ ��� 	�������P����� ��� ������� ! z�

b−n
∣∣∂θg(Λ

nθ, zn + δzn)Λn − ∂θg(Λ
nθ, zn)Λn

∣∣ ≤ (
a|Λ|
b

)n

���z(∂θg)
∣∣a−nδzn

∣∣
≤ ���z(∂θg) |δz|



,�<� 1������������ 
�� �����#��� 
� ������� ����������� �9


��C

|∂θ g̃(θ, z + δz) − ∂θ g̃(θ, z)| ≤ ���z(∂θg) |δz| .
;��� ���� ��� ∂θg̃ ��� �L	
������� ��� ������� ! θ� �� �������� ���

b−n
∣∣(∂θg(Λ

n(θ+ δθ), zn)−∂θg(Λ
nθ, zn)

)
Λn

∣∣ ≤
⎧⎪⎨
⎪⎩

4L	
β(∂θg)
(

|Λ|1+β

b

)n

|δθ|β

2���z(∂θg)
(

a|Λ|
b

)n

r.

J� ����
L1 := 4L	
β(∂θg) �� L2 := 2���z(∂θg)

�� �� ������� 	� ������� ������ n ��	 ���

L2

(
a|Λ|
b

)n

r ≥ L1

( |Λ|1+β

b

)n

|δθ|β

�� ������

n ≤
log

(
L2r

L1|δθ|β
)

log
(

|Λ|β
a

)

��C

b−n
∣∣(∂θg(Λ

n(θ + δθ), zn) − ∂θg(Λ
nθ, zn)

)
Λn

∣∣ ≤ Cste|δθ|β−β

(
log |Λ|1+β−log b

log |Λ|β−log a

)
.

∂θ g̃ ��� 
��� �L	
������� ��� ������� ! θ� �������

0 <

(
log |Λ|1+β − log b

log |Λ|β − log a

)
< 1.

J� � 
��� ������ �� 
���� 
� ������� h̃����������� ��� ��� 	� 
����� 
�

(I × J, 0) � (θ, x) �−→ Φ0(θ, x) := (Φ(θ, x))0 ∈ (K, 0).

;��� ������� ����		� ��� ���
���� ! I × J �� 0� �� �� ������� ���

DΦ0(0, 0) = 0.

J� ���� (
(θ, x0), DΦ0(0, 0)(θ, x0)

)
= (xn, yn)n∈N

	��
������
DF (0, 0)((θ, x0), DΦ0(0, 0)(θ, x0)) = 0



�A �������� ,� -����#�� 
� 4������ �� �������� ������������


����

(xn+1 − Bxn −Dyn, yn+1 − Cyn) = (0, 0) ���� ���� n ∈ N.

��������������� 
� Kb 
���� ���

C : Kb −→ Kb

y �−→ (yn+1 − Cyn)n∈N

������ 
��� y ��� 0� 
��C

y = 0 �� �� �������	��� y0 = 0

������!�
���
Dφ(0, 0) = 0.



��
�	��� �

������������ ��� �
�	����

	��
�	
����


��� �� 
�� �� �� ���������������� �������

J� ���� Tk = Rk/Zk� 	� ���� 
� 
�������� k ���� 
� 	� �������� �	���
������� ��� ��	#������ 
� 	� �������� ����
��
 
� 	������� ���	�
��� Rk ��
M := Tk ×Rn × Rp × Rq� )��� h : (M,Σ) −→ (M,Σ) �� 
���� ��

Σ := Tk × {0} × {0} × {0}

� 
������������� 
� �	���� C∞ 
� 	� �����

(θ, x, y, z) = u �−→ h(u) = (e(θ, x, y), f+(θ, x, y), f−(θ, x, y), g(θ, x, y, z)) .

�� 
������� ������� h ?6���@ ���
����� 
� 
���� f 
� 
������������� 
�
M0 := Tk × Rn × Rp ��� � ���� ����������� e� f+ �� f−�

����� �����	
��� �� ����������

J� ������� ��� 	�� 
����� �� Σ 
�� �������������

W+ := Tk × Rn × {0} × {0} �� W− := Tk × {0} ×Rp × {0}

� M ���� ���������� ��� h �� ��� 	� 
���� �� Σ 
� 	� ������������

W := Tk ×Rn × Rp × {0}

� M � �� ������� ��6�� ���� ��� ���
� ��� h 	� 	��
 
� W+ ∪W−� )���
	��8����#�� 
�?�8�����	����� �����	�@� �� � 	� �����#�� 
� ���	��
����� 
�
������� ���������� ��������

�3



�: �������� �� ;��	��
����� 
�� �������� ������������

����� !� �	
��
�� �� ������"������

	
���
�� ! %� �
����� �
� ��� �
������������ ��������� Aθ ∈ 2'(Rn) ��
Bθ ∈ 2'(Rp) ��,��� ���

Aθ :=
∂f+

∂x
(θ, 0, 0) �� Bθ :=

∂f−
∂y

(θ, 0, 0)

����,���

sup
θ

|Aθ| = c < 1 �� sup
θ

∣∣B−1
θ

∣∣ = c
′
< 1.+4*.

&���� ��
� ����� �� Σ �� ��
��������� V �� M \W− �� ������ C∞� ���������
��� h �� ����� 
� ������� ��,�� ���� W �� ���� �
 ����� �� Σ �� W+ ��
�������� �� ������� 
���
� �� 
� ����� �� Σ ��������� ��� h �� ��
���������
Ṽ �� M �� ������ C∞� ����� 
� ������� ��,�� ���� W �� ���� �
 ����� ��
Σ �� W−#

����� #��������� �� �	
��
���

1��� 	� ����� �� 
���
�� 	�� 
����� �� Σ 
� ���� 	�� �� ��� ����� ���
��
��� 	��� �������������� 1��� �� �������
� 
� ?{y = 0}@ 
��� M \ W−� 	�
������������ V ��� 
����� ��� 	� 
����� 
���� ���	������� φ 
� �	���� C∞

φ : Tk × Rn ×Rp −→ Rq

(θ, x, y) �−→ z = φ(θ, x, y)

��		� ���
∂kφ

∂yk
(θ, x, 0) = 0 ���� ���� k ∈ N.

J� 
�
���� 	� �����#�� 
� �� �����	����� �������� /

����� � 3��� 
� ��������� �� 4{(x, y) = (0, 0)}5 
��� M � ������������� φ
�� �������� �� ������� 
���
� �� 
�� ����������� �� ������ C∞ "�
��� ������
������ φ$ ���� �� ������ ��� ��������� ��� h� �� �� �

∂kφ

∂xk
(θ, 0, y) = 0 ��
� ��
� k ∈ N.

���� ���������

���
������� 
� 
������ 
� 
�6������ 
� 	����	�������
φ ������	� �� �������� � ������ ����� ������ 
� W−� ��������� ����� 
��� 
�
	����������� ��� h�



��,� �� ��� 
� 	� 
�����������	��� ��6���� �%

����$ ������ �� �%�����
 
��������� �� �	
��
���

�����
�� ������

R��	� ��� ������ 	�� ���	� r+� r− > 0 ����P ������� �� ���� r = (r+, r−) ��

Br = {(θ, x, y) ∈M0; |x| ≤ r+ �� |y| ≤ r−}
W±

r = W± ∩ Br (�� �
����6��� M0 ! M0 × {0})
Dr = Br \ f(Br).

O r− 62�� ���� r+ ����P ����� �� � Dr ⊂ 
��(φ)� �� ��� ���� ������������
J� ���� C±

r � c±r 	�� ���������� ������	�� ��		� ��� ���� ���� v ∈ Br� �� ���

e−C+
r |x| ≤ |f+(v)| ≤ e−c+r |x|+��,.

ec−r |y| ≤ |f−(v)| ≤ eC−
r |y|.+���.

J� 
���
�� ��� e−1� f−1
+ � f−1

− 	�� ����� ����������� 
� f−1 �� �� ����

−c+ = max

{
log

∣∣∣∣∂f+

∂x
(v)

∣∣∣∣ : v ∈ Σ

}

−c− = max

{
log

∣∣∣∣∂f−1
−
∂y

(v)

∣∣∣∣ : v ∈ Σ

}

C+ = max

{
log

∣∣∣∣∂f−1
+

∂x
(v)

∣∣∣∣ : v ∈ Σ

}

C− = max

{
log

∣∣∣∣∂f−∂y (v)

∣∣∣∣ : v ∈ Σ

}
��� ���� R > 0�

K = max {log |Dh(u)| : u ∈ Σ}
L = max

{
log

∣∣D(f−1)(u)
∣∣ : u ∈ Σ

}
Kr,R = log

(
���

(
h|Br×{|z|≤R}

))
Lr = log

(
���

(
f−1|Br

))
.

J� � ��� �8����#��

0 < c− ≤ C− ≤ K 0 < c+ ≤ C+ ≤ L+��&.

��

lim
r→0

C±
r = C± lim

r→0
c±r = c± lim

(r,R)→(0,0)
Kr,R = K lim

r→0
Lr = L+��<.



&H �������� �� ;��	��
����� 
�� �������� ������������

J� 
�6��� 
��2 ���	�������� mr : Br \W− −→ N �� Yr : Br \W− −→ Dr

��� 	� ��	�����

Yr(v) = f−mr(v)(v)+��9.

�� �� � �	��� 
����#� +��,. �� +���.

log
(

r+

|x|

)
C+

r

− 1 < mr(v) ≤
log

(
r+

|x|

)
c+r

+��A.

|y|
(|x|
r+

)C−
r

c+r ≤
∣∣∣f−mr(v)

− (v)
∣∣∣ ≤ ec−r |y|

( |x|
r+

) c−r
C+

r
.+��3.

�� ����� �� � 
���� ����

e−mr(v)C+
r

∣∣∣f−mr(v)
+ (v)

∣∣∣ ≤ |x| ≤ e−mr(v)c+r

∣∣∣f−mr(v)
+ (v)

∣∣∣
�� 
������ ����

e−C+
r r+ <

∣∣∣f−mr(v)
+ (v)

∣∣∣ ≤ r+,

�� �� 
�
��� 
��� +��A.� J� � �����

emr(v)c−r
∣∣∣f−mr(v)

− (v)
∣∣∣ ≤ |y| ≤ emr(v)C−

r

∣∣∣f−mr(v)
− (v)

∣∣∣ ,
�� �� 
�
��� 
��� ���

|y|e−mr(v)C−
r ≤

∣∣∣f−mr(v)
− (v)

∣∣∣ ≤ |y|e−mr(v)c−r

�� 
����#� +��A.

|y|e− log(
r+
|x| )

C−
r

c+r ≤
∣∣∣f−mr(v)

− (v)
∣∣∣ < |y|e

−
(

log(
r+
|x| )

C+
r

+1

)
c−r


��C +��3.� J� ����

u := (θ, x, y, z) := (v, z) �� h(u) := h(v, z) := (f(v), g(v, z)) .

�� ������� V ����� h������������ �� � 
���(
f(v), g

(
v, φ(v)

))
=

(
f(v), φ

(
f(v)

))
,



��,� �� ��� 
� 	� 
�����������	��� ��6���� &,

	������ 	�� 
��2 ������� ��� �� ����� ��	� ������ 
� ! 
�����
�� φ ! Br

��� 	� �����	�
φ(v) = g

(
f−mr(v)(v), φ

(
f−mr(v)(v)

))
.

)� �� ����
vn := f−n(v) ���� ���� n ∈ N

�� � �	���
φ(vn) = g

(
vn+1, φ(vn+1)

)
.

;�� �8����#��� �� � ���� ���� j ∈ N

∂j

∂xj
g(θ, 0, y, 0) = 0 ��

∂j

∂yj
g(θ, x, 0, 0) = 0,+��:.

�� ���� 
��� ������ ���� ���� ������ k

g(θ, x, y, z) =

(∫ 1

0

(1 − t)k

k!
∂k+1

x g(θ, tx, y, 0)dt

)
xk+1 +

(∫ 1

0

∂zg(θ, x, y, tz)dt

)
z

g(θ, x, y, z) =

(∫ 1

0

(1 − t)k

k!
∂k+1

y g(θ, x, ty, 0)dt

)
yk+1 +

(∫ 1

0

∂zg(θ, x, y, tz)dt

)
z

�� �� 	��� ����

KR = max {0,max {log |∂zg(θ, x, y, z)| : (θ, x, y) ∈ Br, |z| ≤ R}} ,
�	 �2���� 
���� ���� ���� α > 0� ��� ��������� kα ��		� ���� ���� |z| ≤ R� ��
���

|g(θ, x, y, z)| ≤ kα min{|x|, |y|}α + eKR|z|.+��%.

)� �� ����
vn := (θn, xn, yn) �� m := mr(v),

�� �� ����� 	��8����#�� � ������ ��� 	��� � |φ(vn)| ≤ R ,�� ����P ����� ����
0 ≤ n ≤ m� �� ��� 
���� 
����#� +��%.

|φ(vn)| ≤ kα min {|xn+1| , |yn+1|}α + eKR |φ(vn+1)|

��C� ���� 0 ≤ n ≤ m�

|φ(vn)| ≤ kα min {|xn+1| , |yn+1|}α + kαe
KR min {|xn+2| , |yn+2|}α+��,H.

+ · · ·+ kαe
(m−n−1)KR min {|xm| , |ym|}α + e(m−n)KR |φ(vm)| .

J� �������� �	��� ���� ���� r+� r− ����P ������� ����� �8����#�� � ������ ���
 ����6��� 1����#� +��,. ! +��<.� 	� ����� (|xn|)n∈N ��� ����������� ���������� ��



&� �������� �� ;��	��
����� 
�� �������� ������������

	� ����� (|yn|)n∈N ��� ����������� 
������������ �� �� ���� μ(v) = min{|x|, |y|}�
�	��� �� � 	��� 
�� ����� ��� ��������
������� ���� )� |x0| > |y0|� �� � �	���

max
0≤n≤m

μ(vn) = |y0|

�� 
����#� +��,H.� �� �

|φ(v0)| ≤ kα

(
m−n−1∑

j=0

ejKR

)
|y0|α + e(m−n)KR |φ(vm)|

≤ kα

(
e(m−n)KR − 1

eKR − 1

)
|x0|α + e(m−n)KR |φ(vm)|


��C

|φ(vn)| ≤ Cste|x0|α−
KR
c+ + Cste|x0|−

KR
c+ |φ(vm)|.+��,,.

"��#�
�� ���� )� |ym| ≥ |xm|� �� � �	���

max
0≤n≤m

μ(vn) = |xm| ≤ |ym|

�� 
����#� +��,H.� �� �

|φ(vn)| ≤ kα

(
m−n−1∑

j=0

ejKR

)
|ym|α + e(m−n)KR |φ(vm)| .


��C

|φ(vn)| ≤ Cste|x0|α
c−
C+ −KR

c+ + Cste|x0|−
KR
c+ |φ(vm)|.+��,�.

	�����
�� ���� =	 �2���� �� ������ k ∈ {1, . . . , m− 1} ��	 ���

|xk−1| ≤ |yk−1| �� |xk| > |yk|
�	��� 
����#� +��,. ! +��3.� �� �

log(|y0|/|x0|)
C+ + C− < k ≤ log(|y0|/|x0|)

c+ + c−
+ 1

max
0≤n≤m

μ(vn) ≤ |yk−1| ≤ ec−(1−k)|y0|.

)� �� ���� λ = c−/(C+ + C−)� �� � �	���

max
0≤n≤m

μ(vn) ≤ ec−|x0|λ|y0|1−λ



��,� �� ��� 
� 	� 
�����������	��� ��6���� &&


��C

|φ(vn)| ≤ kα

(
m−n−1∑

j=0

ejKR

)(
max

n≤k≤m
μ(vk)

)α

+ e(m−n)KR |φ(vm)|

≤ kα

(
m−n−1∑

j=0

ejKR

)
eαc−|x0|αλ|y0|α(1−λ) + e(m−n)KR |φ(vm)|

≤ kα

(
m−n−1∑

j=0

ejKR

)
eαc−r

α(1−λ)
− |x0|αλ + e(m−n)KR |φ(vm)| ,

������!�
���

|φ(vn)| ≤ Cste|x0|αλ−KR
c+ + Cste|x0|−

KR
c+ |φ(vm)|.+��,&.

����� 	� �������� 
����� ���

(θ, x, y) �−→ |φ(θ, x, y)|/|y|α

��� ������ ��� Dr ���� ���� α > 0� �� 
�
��� 
� +��A.� +��,,.� +��,�. �� +��,&.
	����
�	���

|φ(vn)| ≤ Cste|x0|αλ−KR
c+ , 0 ≤ n ≤ m

���� ��� ��������� 
����
��� 
� r� R �� α �� 
�������� ����
 r+� r− 
��
�������� *���� �8����#�� � ������ ��� 
���  ����6�� �� 	��� � �	��� 	� 	����
��������

�����  6
��� �
� ������ ��� ����� r+� r− > 0 ����- ������� �� ���� α > 0
����- ������ �� ��
� ��
� ���� β ��� �
� 0 < β < αλ− KR

c+
� �� !������� ������

���

(θ, x, y) �−→ |φ(θ, x, y)|/|x|β

��� ������ �
� Br \W−#

"��#�
�� ������

�� 	���� �����
��� ������ ����� ���� ���	��
�� ��� ���������� 	����	��
������ φ �� ���� ����� 
� W−

r � ��� H� =	 ����� ! ������� ����� ���� 	� �����

� ����#�� C∞� J� �������� ��� 	� �����#�� 
������� 1� 	��
������

φ(vn) = g
(
f−1(vn), φ

(
f−1(vn)

))



&< �������� �� ;��	��
����� 
�� �������� ������������

�� 
�
��� ���

Dφ(vn) = ∂1g
(
f−1(vn), φ

(
f−1(vn)

))
Df−1(vn)+��,<.

+ ∂2g
(
f−1(vn), φ

(
f−1(vn)

))
Dφ

(
f−1(vn)

)
Df−1(vn).

J� � ∣∣Df−1(vn)
∣∣ ≤ eLr+��,9. ∣∣∣∂2g

(
f−1(vn), φ

(
f−1(vn)

))∣∣∣ ≤ eKr .+��,A.

;��� �� ���� ∂1g(v, z)� �� ���	��� 	� ���� ��� ���� ���� j ∈ N� �� �

∂j

∂xj
∂1g(θ, 0, y, 0) = 0 ��

∂j

∂yj
∂1g(θ, x, 0, 0) = 0+��,3.

�� � 
��� ���� ���� ������ k

∂1g(v, z) =

(∫ 1

0

(1 − t)k

k!
∂k+1

x ∂1g(θ, tx, y, 0)dt

)
xk+1 +

(∫ 1

0

∂z∂1g(v, tz)dt

)
z

∂1g(v, z) =

(∫ 1

0

(1 − t)k

k!
∂k+1

y ∂1g(θ, x, ty, 0)dt

)
yk+1 +

(∫ 1

0

∂z∂1g(v, tz)dt

)
z.

�� �� 	��� ����

K1R = max {log |∂z∂1g(θ, x, y, z)| : (θ, x, y) ∈ Br, |z| ≤ R} ,
�	 �2���� 
��� ���� ���� α > 0� ��� ��������� k1α ��		� ���

|∂1g(v, z)| ≤ k1α min {|x|, |y|}α +K1R|z|.+��,:.

1� +��,<. ! +��,:.� �� ������� 
��� 	����
�	���

|Dφ(vn)| ≤ eKr+Lr |Dφ(vn+1)|
+ eLrk1α min {|xn+1|, |yn+1|}α + eLrK1R |φ(vn+1)| .

1����#� 	� ������ 
� ������� 	����� �	 �2���� ��� ��������� Cr,α ��		� ���

|Dφ(vn)| ≤ eKr+Lr |Dφ(vn+1)| + Cr,α|x0|α,

��C 6��	�����

|Dφ(v0)| ≤ em(Kr+Lr) |Dφ(vm)| + Cste
r,α |x0|α.+��,%.

1� ���� ��� ���� ���� α > 0� 	� �������� 
����� ���

(θ, x, y) �−→ |Dφ(θ, x, y)|/|y|α

��� ������ ��� Dr �� 
� +��A.� +��,%.� �� 
�
��� 	� 	���� ��������



��,� �� ��� 
� 	� 
�����������	��� ��6���� &9

����� ! 6
��� �
� ������ ��� ����� r+� r− > 0 ����- ������� �� �� ���� β > 0�
�� !������� ������ ���

(θ, x, y) �−→ |Dφ(θ, x, y)|/|x|β

��� ������ �
� Br \W−#

"����
�� ������

�� 	���� �����
��� ������ ����� ���� ���	��
�� ��� ���������� 	����	��
������ Dφ �� ���� ����� 
� W−

r � ��� H� ;��� ������� ��� ����� 	� ��� 
��

������� 
���
�� ���������� �� �������� ��� ����������� J� ������� ��� 	�
	���� ������� ��� ���� ���� 1 ≤ � ≤ (k− 1) �� �� ������ ����	 ��� ���� ����
� = k ≥ 2�

����� $ 6
��� �
� ������ ��� ����� r+� r− > 0 ����- ������� �� ���� α > 0 ��
��
� ��
� ������ � ∈ {1, . . . , (k − 1)}� �� !������� ������ ���

(θ, x, y) �−→ |D�φ(θ, x, y)|/|x|α

��� ������ �
� Br \W−#

J� ���� φ̃(v) := (v, φ(v))� �� � �	���

φ(vn) = g(φ̃(vn+1)).

1����#� 	� �����	� 
� S���
� K����� �� �

Dkφ(vn) = Dk
[
g(φ̃(vn+1))

]
Dkφ(vn) = Dg(φ̃(vn+1)) ·Dkφ̃(vn+1) ·Df−1(vn)�k

+Dg(φ̃(vn+1)) ·
[

k−1∑
j=1

Dj[φ̃(vn+1)]

]

+

k∑
j=2

Dj(φ̃(vn+1)) ·
⎡
⎣ i1+···+ij=k∑
{i1,...,ij}∈N∗

j⊙
�=1

Di� [φ̃(vn+1)]

⎤
⎦

�� 
�
��� 
��� ���∣∣Dkφ(vn)
∣∣ ≤ ∣∣∣Dg(φ̃(vn+1)

∣∣∣ ∣∣∣Dkφ̃(vn+1)
∣∣∣ ∣∣Df−1(vn)

∣∣k +Rn(x0)



&A �������� �� ;��	��
����� 
�� �������� ������������

������!�
��� ∣∣Dkφ(vn)
∣∣ ≤ eKr+kLr

∣∣Dkφ(vn+1)
∣∣ +Rn(x0)+���H.

�C 	�� Rn(x0) ���� 
�� ��������� ��		�� ��� 	��

Rn(x0)/|x0|β ���� 0 ≤ n ≤ (m− 1)

���� �� ����� ��� 	� ���� ��������� Kr,β ��� Br \W− ���� ���� β > 0� J�
������� 
��� 
� +���H. 	����
�	���∣∣Dkφ(v0)

∣∣ ≤ em(Kr+kLr)
∣∣Dkφ(vm)

∣∣ + Cste
r,β |x0|β .+���,.

1� ���� ��� 	� �������� 
����� ���

(θ, x, y) �−→ |Dkφ(θ, x, y)|/|y|α

��� ������ ��� Dr ���� ���� α �� 
� +��A.� +���,.� �� 
�
��� 	� 	���� ����
� = k�

����� % 6
��� �
� ������ ��� ����� r+� r− > 0 ����- ������ �� �� ���� β > 0�
�� !������� ������ ���

(θ, x, y) �−→ |Dkφ(θ, x, y)|/|x|α

��� ������ �
� Br \W−#

��� �� 
�� �� �� ���������������� �����

1��� ����� ������� �� �� ������� 	� ���� �����#�� 
� ���	��
����� 
�
�������� ����������� 
��� 	� ��
�� 
� 	� 
�����������	��� 6����

����� !� �	
��
�� �� ������"������

J� �����
#�� 
��� h : (M,Σ) −→ (M,Σ) �� 
���� ��

Σ := Tk × {0} × {0} × {0}


� 
������������� 
� �	���� C∞ 
���� ���

(θ, x, y, z) = u �−→ h(u) = (e(θ, x, y), f+(θ, x, y), f−(θ, x, y), g(θ, x, y, z)) .



���� �� ��� 
� 	� 
�����������	��� 6���� &3

J� ������� ��� 	�� 
����� �� Σ 
�� �������������

W+ := Tk × Rn × {0} × {0} �� W− := Tk × {0} ×Rp × {0}


� M ���� ���������� ��� h� J� �� ������� ��� ���� ���� k ∈ N� �	 �2���� ��
������ s(k) 
����
��� 
� k �� 
� h ��	 ��� �� �� ������� ��� 	� 
���� �� Σ

� 	� ������������

W := Tk ×Rn × Rp × {0}

� M � �� ������� 
���
�� s(k) ���� ��� ���
� ��� h 	� 	��
 
� 
���� �� Σ

� W+ ∪W− �� ��� 	��8����#�� 
�?�8�����	����� �����	�@ ��� ����6��� �� �
�	��� 	� �����#�� 
� ���	��
����� 
� ������� ���������� ��������

	
���
�� $ %� �
����� �
� ��� �
������������ ��������� Aθ ∈ 2'(Rn) ��
Bθ ∈ 2'(Rp) ��,��� ���

Aθ :=
∂f+

∂x
(θ, 0, 0) �� Bθ :=

∂f−
∂y

(θ, 0, 0)

����,���

sup
θ

|Aθ| = c < 1 �� sup
θ

∣∣B−1
θ

∣∣ = c
′
< 1.+4*.

&���� ��
� ����� �� Σ �� ��
��������� V ��M \W− �� ������ Cs(k)� ���������
��� h �� ����� 
� ������� ������� s(k) ���� W �� ���� �
 ����� �� Σ �� W+

�� �������� �� ������� 
���
� �� 
� ����� �� Σ �� ��
��������� Ṽ �� M ��
������ Ck� ��������� ��� h �� ����� 
� ������� ������� k ���� W �� ���� �

����� �� Σ �� W−#

����� &����
 
����������

����� 
��� 	� �����#�� ������� 
��� �� �������
� 
� ?{y = 0}@ 
���
M \W−� 	� ���� ������� V ��� 
����� ��� 	� 
����� 
���� ���	������� φ 
�
�	���� Cs(k)

φ : Tk ×Rn ×Rp −→ Rq

(θ, x, y) �−→ z = φ(θ, x, y)

��		� ���
∂jφ

∂yj
(θ, x, 0) = 0 ���� ���� j ∈ {0, . . . , s(k)}.



&: �������� �� ;��	��
����� 
�� �������� ������������

)� �� ������� s(k) ��	 ���

s(k)
c−

C+ + C− − K + kL

c+
− k > 0

�� 
�
���� 	� �����#�� 
�

����� & 3��� 
� ��������� �� 4{(x, y) = (0, 0)}5 
��� M � ������������� φ
�� �������� �� ������� 
���
� �� 
�� ����������� �� ������ Ck "�
��� ������
������ φ$ ���� �� ������ ��� ��������� ��� h� �� �� �

∂jφ

∂xj
(θ, 0, y) = 0 ��
� ��
� j ∈ {1, . . . , k}.

����� ������ �� �%
����
 
����������

�����
�� ������

����� 
��� 	� �����#�� ������� �� ����

u := (θ, x, y, z) := (v, z) �� h(u) := h(v, z) := (f(v), g(v, z)) .

�� ������� V ����� h������������ �� � 
���(
f(v), g

(
v, φ(v)

))
=

(
f(v), φ

(
f(v)

))
.

)� �� ����
vn := f−n(v) ���� ���� n ∈ N

�� � �	���
φ(vn) = g

(
vn+1, φ(vn+1)

)
.

;�� �8����#��� �� � ���� 0 ≤ j ≤ s(k)

∂j

∂xj
g(θ, 0, y, 0) = 0 ��

∂j

∂yj
g(θ, x, 0, 0) = 0,+����.

�� ���� 
��� ������ ���� ���� j ∈ {0, . . . , s(k)}

g(θ, x, y, z) =

(∫ 1

0

(1 − t)j

j!
∂j+1

x g(θ, tx, y, 0)dt

)
xj+1 +

(∫ 1

0

∂zg(θ, x, y, tz)dt

)
z

g(θ, x, y, z) =

(∫ 1

0

(1 − t)j

j!
∂j+1

y g(θ, x, ty, 0)dt

)
yj+1 +

(∫ 1

0

∂zg(θ, x, y, tz)dt

)
z



���� �� ��� 
� 	� 
�����������	��� 6���� &%

�� �� 	��� ����

KR = max {log |∂zg(θ, x, y, z)| : (θ, x, y, z) ∈ Br, |z| ≤ R} ,

�	 �2���� 
���� ���� ���� 0 < α ≤ s(k)� ��� ��������� kα ��		� ���

|g(θ, x, y, z)| ≤ kα min{|x|, |y|}α + eKR|z|.+���&.

)� �� ����
vn := (θn, xn, yn) �� m := m(u)

�� ��� 	��� ������� � ������ |φ(vn)| ≤ R 
���� ����� ���� 0 ≤ n ≤ m(u)� ��
� �	���

|φ(vn)| ≤ kα min {|xn+1| , |yn+1|}α + eKR |φ(vn+1)|

��C

|φ(v0)| ≤ kα min {|x1| , |y1|}α + kαe
KR min {|x2| , |y2|}α

+ · · ·+ kαe
(m−1)KR min {|xm| , |ym|}α + km

1α |φ(vm)| .

������!�
���

|φ(v0)| ≤ kα

(
m−1∑
j=0

ejKR min{|xj+1|, |yj+1|}α

)
+ emKR |φ(vm)|.+���<.

J� 
�
��� 
��� 
� +���<. �� 
�� ����� ��� 
� 	� �����#�� ������ 	�

����� �' 6
��� �
� ������ ��� ����� r+� r− > 0 ����- ������ �� α ��� �
�
0 < α ≤ k� ������� �� ����� �� s(k)� �� !������� ������ ���

(θ, x, y) �−→ |φ(θ, x, y)|/|x|α

��� ������ �
� Br\W−#

"��#�
�� ������

�� 	���� �����
��� ������ ����� ���� ���	��
�� ��� ���������� 	����	��
������ φ �� ���� ����� 
� W−

r � ��� H� J� �� ������� 	� ���� ����� ���� ���

��������
J� �������� ��� Dφ� �� ������� 
��� ��� k ≥ 1� 1� 	��
������

φ(vn) = g
(
f−1(vn), φ

(
f−1(vn)

))



<H �������� �� ;��	��
����� 
�� �������� ������������

�� 
�
��� ���

Dφ(vn) = ∂1g
(
f−1(vn), φ

(
f−1(vn)

))
Df−1(vn)+���9.

+ ∂2g
(
f−1(vn), φ

(
f−1(vn)

))
Dφ

(
f−1(vn)

)
Df−1(vn).

J� � ��� �8����#�� ∣∣Df−1(vn)
∣∣ ≤ eLr+���A. ∣∣∣∂2g

(
f−1(vn), φ

(
f−1(vn)

))∣∣∣ ≤ eKr .+���3.

;��� �� ���� ∂1g(v, z)� �� ���	��� 	� ���� ��� ���� ���� j ∈ {0, . . . , (s(k)−1)}
∂j

∂xj
∂1g(θ, 0, y, 0) = 0 ��

∂j

∂yj
∂1g(θ, x, 0, 0) = 0.+���:.

����� 
��� 	� �����#�� �������� �	 �2���� 
��� ���� ���� ���	 β ��	 ���
0 < β ≤ s(k) − 1� 
��2 ���������� kβ �� k1β 
����
��� 
� r �� β� ��		�� ���

|∂1g(v, z)| ≤ kβ min{|x|, |y|}β + k1β|z| ���� ���� (v, z) ∈ Br.+���%.

1� +���9. ! +���%.� �� ������� 
��� 	����
�	���

|Dφ(vn)| ≤ eKr+Lr |Dφ(vn+1)|
+ eLrkβ min {|xn+1|, |yn+1|}β + eLrk1β |φ(vn+1)| .

1������ 	� ������ 
� 	���� �����
���� �	 �2���� ��� ��������� Cr,α ��		� ���

|Dφ(vn)| ≤ eKr+Lr |Dφ(vn+1)| + Cr,α|x0|α ���� 0 < α ≤ k


��C 6��	������ ���� ���� α ��	 ��� 0 < α ≤ k� �� �

|Dφ(v0)| ≤ em(Kr+Lr) |Dφ(vm)| + Cste
r,α |x0|α.+��&H.

1� ���� ��� ���� ���� ���	 β ��	 ��� 0 < β ≤ (s(k) − 1)� 	� �������� 
�����
���

(θ, x, y) �−→ |Dφ(θ, x, y)|/|y|β
��� ������ ��� Dr �� 
� ����2 
� s(k)� �� 
�
��� 
� +��&H. 	� 	���� ��������

����� �� 6
��� �
� ������ ��� ����� r+� r− > 0 ����- ������ �� α ��� �
�
0 < α ≤ (k − 1)� �� !������� ������ ���

(θ, x, y) �−→ |Dφ(θ, x, y)/|x|α

��� ������ �
� Br\W−#



���� �� ��� 
� 	� 
�����������	��� 6���� <,

"����
�� ������

�� 	���� �����
��� ������ ����� ���� ���	��
�� ��� ���������� 	����	��
������ Dφ �� ���� ����� 
� W−

r � ��� H� ;��� ������� ��� ����� 	� ��� 
��

������� 
���
�� ���������� �� �������� ��� ����������� J� ������� ��� 	�
	���� ������� ��� ���� ���� 1 ≤ � ≤ (k− 1) �� �� ������ ����	 ��� ���� ����
� = k ≥ 2�

����� �� 6
��� �
� ������ ��� ����� r+� r− > 0 ����- ������� �������� � ∈
{1, . . . , (k − 1)} �� �� ���� α ��� �
� 0 < α < (k − �) + 1� �� !������� ������
���

(θ, x, y) �−→ |D�φ(θ, x, y)|/|x|α
��� ������ �
� Br\W−#

����� 
��� 	� �����#�� �������� �� ���� φ̃(v) := (v, φ(v))� �� � �	���

φ(vn) = g(φ̃(vn+1))

�� 
� 	� �����	� 
� S���
� K����� �� 
�
��� ���∣∣Dkφ(vn)
∣∣ ≤ ∣∣∣Dg(φ̃(vn+1)

∣∣∣ ∣∣∣Dkφ̃(vn+1)
∣∣∣ ∣∣Df−1(vn)

∣∣k +Rn(x0)

������!�
��� ∣∣Dkφ(vn)
∣∣ ≤ eKr+kLr

∣∣Dkφ(vn+1)
∣∣ +Rn(x0)+��&,.

�C 	�� Rn(x0) ���� 
�� ��������� ��		�� ��� 	��

Rn(x0)/|x0|β ���� 0 ≤ n ≤ (m− 1)

���� �� ����� ��� 	� ���� ��������� Kr,β ��� Br \W− ���� ���� ���	 β ��	
��� 0 < β < 1� J� ������� 
��� 
� +��&,. 	����
�	���∣∣Dkφ(v0)

∣∣ ≤ em(Kr+kLr)
∣∣Dkφ(vm)

∣∣ + Cste
r,β |x0|β .+��&�.

1� ���� ��� ���� ���� ���	 β ��	 ��� 0 < β ≤ (s(k) − k)� 	� �������� 
�����
���

(θ, x, y) �−→ |Dkφ(θ, x, y)|/|y|β
��� ������ ��� Dr �� 
� ����2 
� s(k)� �� 
�
��� 
� +��&�. 	� 	���� ����
� = k�

����� �� 6
��� �
� ������ ��� ����� r+� r− > 0 ����- ������ α ��� �
�
0 < α < 1� �� !������� ������ ���

(θ, x, y) �−→ |Dkφ(θ, x, y)|/|x|α
��� ������ �
� Br \W−#
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�	��� �

����	�
�	�� �� �������� ��

������������ ��� �
�	����

	��
�	
����


���  !"��������

J� �����
#�� p ������ 
� �������� U1, . . . , Up 	�������� 
��
����2 ��� Rn F
�	� ����6��� 
���

[Ui, Uj] = 0 ���� 1 ≤ i, j ≤ p.

)� 	��� ���� U : Rp −→ 
	n(R) 	����	������� 	�������

v �−→
p∑

i=1

viUi,

�� �

U(v) =
n∑

i=1

λi(v)xi
∂

∂xi

.

J� ������� n = p + 1 �� ��� 	�� ������ 	�������� ���		�� λi : Rp −→ R �����

�6���� ����6��� 	�� �8����#��� ��������� /
(��) �������� U ��� ?�8�����	����@� ������!�
��� ��� 	�� λi ���� p ! p ��
��
���
����� ��� R�
(��) ��� λi ���� 
��� ?	� 
������ 
� )��
�	@� ������!�
��� ��� 	�����	����
�����2� 
�� λi �������� 	����
��� +0 ∈ ����(λ1, . . . , λn).�
J� �� ���	����� 	� ?�����#�� 
� ���	��
����� 
�� �������� �����������@ ! 	�
����	����� 
�� ���������

LUj
(f) = θj ���� 1 ≤ j ≤ p,+�j.

<&



<< �������� &� O��	������� 
� �����#�� 
� ���	��
������

�C 	�� θj : (Rn, 0) −→ R ���� 
�� 
����� 
� ��������� C∞�

��� �� ���������

	
���
�� % 
� ��� θj ���� !����������� �
�� � ��
� ��� ������ �� ���� ���
���������� �� ����������� �� ���� �
�

LUj
θi = LUi

θj ��
� 1 ≤ i, j ≤ p,

����� �� ������ 
� ����� �� !������� �� ������ C∞

f : (Rn, 0) −→ (R, 0)

�
� ����,� ��� ��
������ (Ej) ��
� 1 ≤ j ≤ p#

�������� ����������� J� �� 
�
��� 	� ���� �����#�� ���� 
�� 
�����
Uj ��	� �� 0 
� ������ 
� �������� ��������� 
��2 ! 
��2 �� ?
���������@�
"� �������� �8��� ������ $���:A' ����	� ������� C∞�	���������	���

��� �� ���� ���
 �� �������� �� "�����#������

=	 ���
�� 
� �����
�� 	�� ���������

LU(v)(f) =

p∑
j=1

vjLUj
(f) =

p∑
j=1

vjθj = Θ(v)

������!�
���� �� �� ���� Θ(v)(x) := Θv(x)� �� 
��� �����
��

d

dt
f
(
etU(v)x

)
= Θv

(
etU(v)x

)
�C ������

f
(
etU(v)x

)
= f(x) +

∫ t

0

Θv

(
esU(v)x

)
ds.

�� 
����� 
� f ���� 
��� ��� ������� ���������� ��� 	�� 
��������������

ht
v : (x, y) �−→

(
gt

v(x), y +

∫ t

0

Θv (gs
v(x)) ds

)
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�C
gt

v(x) = etU(v)

��� 	� E�� 
� ����� 
� �������� U(v)� ����� ������� ���������� ��������� ���
��� ����� 
����	�������� 
� �����#�� 
� ���	��
������ ;��� �� ������ ��
���	��� 	�� ���������� �����
����� ��� "� �������� ���� 	����
� 
�� 
�����

�������� 
� 
������ �	���������� $���:A'�

��� �� $%	����%	������& �� Rn "�� �'�
�����

����� 0 ∈ ����(λ1, . . . , λn) �� ��� 	������� ��� �8�����	����� �� �

0 =

n∑
i=1

αiλi ���� 0 < αi ≤ 1.

J� ������� �	��� 	� ���� {e1, . . . , ep} 
� Rp 
� 	� ����#�� ���������
J� 
�������� e1 ���

λ3(e1) = · · · = λn(e1) = 0

λ1(e1) = 1 
��C λ2(e1) < 0

���� 2 ≤ k ≤ p− 1� �� 
�������� ek ���

λk+2(ek) = · · · = λn(ek) = 0

λ1(ek) = · · · = λk(ek) = 1 
��C λk+1(ek) < 0

�� �� 
�������� ep ���

λ1(ep) = · · · = λp(ep) = 1 
��C λn(ep) < 0.

	�� �������� e1, . . . , ep ���� 	����������� ��
����
����� ��� �� �� �

p∑
j=1

μjej = 0

�	���

λn

(
p∑

j=1

μjej

)
= μpλn(ep) = 0 �� μp = 0

λp

(
p−1∑
j=1

μjej

)
= μp−1λp(ep−1) = 0 �� μp−1 = 0



<A �������� &� O��	������� 
� �����#�� 
� ���	��
������

�� 
� ������ �� ������  �����!

λ2 (μ1e1) = μ1λ2(e2) = 0 �� μ1 = 0

J� �� ���
��� ���������� 	� ��������� 
� ?��������@ 
� Q0 := Rn ��� �����
������� )��� ε > 0� �� �������� ��� ����� ������ 
� ����� 
� ��������

Up = U(ep) =

n∑
k=1

λk(ep)xk∂xk


��� K1 = Q0 \ {xn = 0} ����� 	� ������������

Q1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xn| = ε}

����������	����� �� �� ����� ������ F 	������� �
������ 
� K1 ��� 	�� �������

� Up ��� 
��� 
���������� ! Q1� 	� ����� 
� ��������

Up−1 = U(ep−1) =

n∑
k=1

λk(ep−1)xk∂xk

��� ���
��� ! Q1 �� ����� ������ 
� Up−1 
��� K2 = Q1 \ {xn−1 = 0} �����
	� ������������

Q2 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |xn−1| = |xn| = ε}

����������	����� �� �� ����� ������� �� �
������ 
� K2 ��� 	�� ������� 
�
Up−1 ��� 
��� 
���������� ! Q2� O���� 
� ������ �� ������ �� ���� ��� 	�
������ 
� �������� U1 = U(e1) ��� ���
��� ! 	� ������������

Qp−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x3| = · · · = |xn| = ε}

�� ����� ������ 
� U1 
��� Kp = Qp−1 \ {x2 = 0} ����� 	� ������������

Qp = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x2| = · · · = |xn| = ε}

����������	����� �� �� ������ ������ �� �
������ 
� Kp ��� 	�� ������� 
�
U1 ��� 
��� 
���������� ! 	� ������������ Qp� ����� 	�� Uj ���������� �	�
��
��
���� ��� ������ 	�������

(t, x) �−→ eU(t)x


� Rp ��� Rn� �� Qp ��� 	� �������� 
� Rn\{x2x3 · · ·xn = 0} ��� ����� �������
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��( )��	�� �	 ���������

��$�� �����
�� 
�����

J� �������� 
��� ��� 	� ����	����� 
��� Qp−1 
� 	���������

LU1(f) = Θe1 := Θ1.+�1.

����� Qp−1 ��� 	� ������� 
�� ����� 
�� ���	��� �0��� 
� Rn ����		#	�� !
R2 × {0} �� ������� ��� 	�� ������ 
� 	�������	� 6��

Σp−1 := {(0, 0,±ε, . . . ,±ε)}

�� �� �����
�� 	��������� (�1) �� �������
� 
� Σp−1�
J� ������� ε ����P ������ ���� ��� Θ1 ���� 
�6��� 
��� �� �������
� Op−1 
�
������ ����� op−1 ∈ Σp−1 
��� Qp−1� �� �� ���	���� 	� �����#�� 
� �������
������ �� �������� ����������� !

h = ht
1 : (Qp−1 × R, (op−1, 0)) −→ (Qp−1 × R, (op−1, 0))

(x, y) �−→ ht
1(x, y) =

(
gt
1(x), y +

∫ t

0

Θ1 (gs
1(x)) ds

)

���� t > 0� �C gt
1(x) ��� 	� E�� 
� U1 
��� 	� ������� Qp−1� 1��� 	� �����

(x1, x2) ������� �� op−1� �� E�� ��� 
���� ���

gt
1(x) =

(
etλ1(e1)x1, e

tλ2(e1)x2

)
.

J� ��� 
��� 
��� 	� ��������� 
� �����#�� 
� ���	��
������ ����

M = R3

Σ = {0}
W+ = {0} ×R × {0}
W− = R × {(0, 0)}
W = R2 × {0}
Aθ = etλ1(e1) �� Bθ = etλ2(e1).

J� ����
 ���� 
���� �� Σ 
� ������������ 
� M \W−� ��������� ��� h ��
�8��� �� ������� ��6�� ���� V 	� 	��
 
� 
���� �� Σ 
� W+� 	� ������������

����� 	���	����� ��� 	� 
����� 
� 	� ���	�������

φ1 : (Kp = Qp−1 \ {x2 = 0}, op−1) → (R, 0)



<: �������� &� O��	������� 
� �����#�� 
� ���	��
������

��	����� 
� �������� �� /�
��� /{
LU1φ1 = Θ1

φ1

∣∣
Qp = 0.

����� ������������ �� ���	��
� 
� ����#�� ������ �� ��� ������������ 
� M
���������� ��� h �� �8��� �� ������� ��6�� ���� V 	� 	��
 
� W−� �		� ���
	���	����� 	� 
����� 
���� ���	�������

f1 : (Qp−1, op−1) −→ (R, 0)

��	����� 
� 	��������� +�1. �� �������
� 
� op−1�

��$�� �����
�� 
�����

�� ����� 
� �������� U2 ��� ���
��� ! 	� ������������

Qp−2 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x4| = · · · = |xn| = ε}

�� ����� ������ 
� ����� U2 
��� Kp−1 = Qp−2 \ {x3 = 0} ����� 	� ����
������� Qp−1 ����������	����� �� �� ������ ������ ;��� ���� z ∈ Kp−1� �	
�2���� 
��� t ∈ R �� x ∈ Qp−1 ������� ��	� ��� z = etU2x �� 
��� ��
�������
� Op−2 
� ������ �����

op−2 ∈ Σp−2 = {(0, 0, 0,±ε, . . . ,±ε)}


��� Qp−2� 	����	������� 
�6��� ���

φ2

(
etU2x

)
= f1(x) +

∫ t

0

Θ2

(
esU2x

)
ds


��� Op−2 ∩Kp−1 ����6� 	���������

LU2(f) = Θ2.+�2.

;��� ������� ��� ��	����� f2 
� +�2. 
��� Qp−2� �� ���	���� 	� �����#�� 
�
������������ �� �������� ����������� !

h = ht
2 : (Qp−2 ×R, (op−2, 0)) −→ (Qp−2 ×R, (op−2, 0))

(x, y) �−→ ht
2(x, y) =

(
gt
2(x), y +

∫ t

0

Θ2 (gs
2(x)) ds

)



&�9� ;����� 
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�C gt
2(x) ��� 	� E�� 
� U2 
��� 	� ������� Qp−2� 1��� 	� ����� (x1, x2, x3)

������� �� op−2� �� E�� ��� 
���� ���

gt
2(x) =

(
etλ1(e2)x1, e

tλ2(e2)x2, e
tλ3(e2)x3

)
.

J� ��� 
��� 
��� 	� ��������� 
� �����#�� 
� ���	��
����� ����

M = R4

Σ = {0}
W+ = {(0, 0)} ×R × {0}
W− = R2 × {(0, 0)}
W = R3 × {0}
Aθ =

(
etλ1(e2), etλ2(e2)

)
�� Bθ = etλ3(e2).

J� ����
 ���� 
���� �� Σ 
� ������������ 
� M \W−� ��������� ��� h ��
�8��� �� ������� ��6�� ���� V 	� 	��
 
� 
���� �� Σ 
� W+� 	� ������������

����� 	���	����� ��� 	� 
����� 
� 	� ���	�������

φ2 : (Kp−1 = Qp−2 \ {x3 = 0}, op−2) → (R, 0)

��	����� 
� �������� �� /�
��� /{
LU2φ2 = Θ2

φ2

∣∣
Qp−1 = f1.

����� ������������ �� ���	��
� 
� ����#�� ������ �� ��� ������������ 
� M
���������� ��� h �� �8��� �� ������� ��6�� ���� V 	� 	��
 
� W−� �		� ���
	���	����� 	� 
����� 
���� ���	�������

f2 : (Qp−2, op−2) −→ (R, 0)

��	����� 
� 	��������� +�2. �� �������
� 
� op−2�

��$�� #�����
�� 
�����

J� ������ ���������� ��� 	��� � 
��� Op−2 	��
�	���

LU1(f2) = Θ1.+�1,2.

�� ����� 
���� ����� 	 ����	������� LU1(f2) − Θ1 ��� ��������� 	� 	��
 
��
������� 
� U2 
��� Op−2� ���

LU2LU1(f2) = LU1LU2(f2) = LU1(Θ2) = LU2(Θ1)



9H �������� &� O��	������� 
� �����#�� 
� ���	��
������


������ ����� U1 ��� ���
��� ! Qp−1� �� � 
���

LU1(f2)|Qp−1∩Op−2 = LU1

(
f2|Qp−1∩Op−2

)
= LU1(f1) = Θ1.

����� ���� z ∈ Kp−1 ���������� ! ��� ������ ������ 
� U2 ������� ���
Qp−1� �� � 	��
�	��� +�1,2. 
��� Op−2 ∩Kp−1�
J� U1 ��� ���
��� ! Qp−2 ∩ ({x3 = 0}) ������ f2 �� Θ1 8 ���� ��		��� �� �

��� +�1,2. 
��� Op−2 ∩ ({x3 = 0}) �� ��� ����� +�1,2. ��� ����� 
��� Op−2�

��$� �����
�� 
�����

"���������� ��� ���������� ��� k� �� ������� ��� ���� 2 ≤ k ≤ p− 1� ��
� ��� ��	����� fk 
� 	���������

LUk
(fk) = Θk+�k.


��� �� �������
� Op−k 
� ���� �����

op−k ∈ Σp−k :=
{
(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k+1

,±ε, . . . ,±ε)}

��� Qp−k ��		� ��� ���� ���� j ∈ {1, . . . , k}� �� ���

LUj
(fk) = Θj+�j,k.

�� ��� fk ��� ��		� ! ���� ��
�� 
��� Op−k ∩ ({xk+1 = 0})�
J� �� ������� ��� 
��� �� �������
� Op−(k+1) 
� ���� �����

op−(k+1) ∈ Σp−(k+1) :=
{
(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

(k+1)+1

,±ε, . . . ,±ε)}


��� Qp−(k+1)� fk �� ���	��
� �� ��� ���	������� fk+1 ��� ������	� ! ���� 	��
��
��� 
���

Op−(k+1) ∩ ({x(k+1)+1 = 0})
�� ��		� ��� ���� ���� j ∈ {1, . . . , k + 1} �� ���

LUj
(fk+1) = Θj.+�j,k+1.

�� ����� 
� �������� Uk+1 ��� ���
��� ! 	� ������������

Qp−(k+1) =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x(k+1)+2| = · · · = |xn| = ε

}
�� ����� ������ 
� Uk+1 
��� Kp−k = Qp−(k+1) \ {x(k+1)+1 = 0} ����� 	� ����
������� Qp−k ����������	����� �� �� ������ ������ ;��� ���� z ∈ Kp−k� �	



&�9� ;����� 
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�2���� 
��� t ∈ R �� x ∈ Qp−k ������� ��	� ��� z = etU2x �� 
��� �� �������
�
Op−(k+1) 
� ������ ����� op−(k+1) ∈ Σp−(k+1) 
��� Qp−(k+1)� 	����	�������

�6��� ���

φk+1

(
etUk+1x

)
= fk(x) +

∫ t

0

Θk+1

(
esUk+1x

)
ds


��� Op−(k+1) ∩Kp−k ����6� 	���������

LUk+1
(f) = Θk+1.+�k+1.

;��� ������� ��� ��	����� fk+1 
� +�k+1. 
��� Qp−(k+1)� �� ���	���� 	� �����
�#�� 
� ������������ �� �������� ����������� !

h = ht
k+1 :

(
Qp−(k+1) × R, (op−(k+1), 0)

) −→ (
Qp−(k+1) × R, (op−(k+1), 0)

)
(x, y) �−→ ht

k+1(x, y) =

(
gt

k+1(x), y +

∫ t

0

Θk+1

(
gs

k+1(x)
)
ds

)

���� t > 0� �C gt
k+1(x) ��� 	� E�� 
� Uk+1 
��� 	� ������� Qp−(k+1)� 1��� 	�

����� (x1, . . . , x(k+1)+1) ������� �� op−(k+1)� �� E�� ��� 
���� ���

gt
k+1(x) =

(
etλ1(ek+1)x1, . . . , e

tλ(k+1)+1(ek+1)x(k+1)+1

)
.

J� ��� 
��� 
��� 	� ��������� 
� �����#�� 
� ���	��
����� ����

M = Rk+3

Σ = {0}
W+ = {(0, . . . , 0)} × R × {0}
W− = Rk+1 × {(0, 0)}
W = Rk+2 × {0}
Aθ =

(
etλ1(ek+1), . . . , etλk+1(ek+1)

)
�� Bθ = etλ(k+1)+1(ek+1).

J� ����
 ���� 
���� �� Σ 
� ������������ 
� M \W−� ��������� ��� h ��
�8��� �� ������� ��6�� ���� V 	� 	��
 
� 
���� �� Σ 
� W+� 	� ������������

����� 	���	����� ��� 	� 
����� 
� 	� ���	�������

φk+1 :
(
Kp−k = Qp−(k+1) \ {x(k+1)+1 = 0}, op−(k+1)

) → (R, 0)

��	����� 
� �������� �� /�
��� /{
LUk+1

φk+1 = Θk+1

φk+1

∣∣
Qp−k

= fk.



9� �������� &� O��	������� 
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������

����� ������������ �� ���	��
� 
� ����#�� ������ �� ��� ������������ 
� M
���������� ��� h �� �8��� �� ������� ��6�� ���� V 	� 	��
 
� W−� �		� ���
	���	����� 	� 
����� 
���� ���	�������

fk+1 :
(
Qp−(k+1), op−(k+1)

) −→ (R, 0)

��	����� 
� 	��������� +�k+1. �� �������
� 
� op−(k+1)�
J� ������ ���������� ��� 	��� � 
��� Op−(k+1) 	�� �
�	����

LUj
(fk+1) = Θj.+�j,k+1.

�� ����� 
���� ���� 	����	������� LUj
(fk+1) − Θj ��� ��������� 	� 	��
 
��

������� 
� Uk+1 
��� Op−(k+1)� ���

LUk+1
LUj

(fk+1) = LUj
LUk+1

(fk+1) = LUj
(Θk+1) = LUk+1

(Θj)


������ ����� Uj ��� ���
��� ! Qp−j� 
��� ����� ! Qp−k� 
��C

LUj
(fk+1)|Qp−k∩Op−(k+1)

= LUj

(
fk+1|Qp−k∩Op−(k+1)

)
= LUj

(fk) = Θj.

����� ���� z ∈ Kp−k ���������� ! ��� ������ ������ 
� Uk+1 ������� ���
Qp−k� �� � 
��� 	��
�	��� +�j,k+1. 
��� Op−(k+1) ∩Kp−k�
J� Uj ��� ���
��� ! Qp−(k+1)∩({x(k+1)+1 = 0}) ������ fk+1 �� Θj 8 ���� ��		���
�� � 
��� +�j,k+1. 
��� Op−(k+1) ∩ ({x(k+1)+1 = 0}) �� ��� ����� +�j,k+1. ���
����� 
��� Op−(k+1)�

��* +����%	� ������

�� ��� ����#
� �� 
�����	��� �� ��� �C 	�� Ui ���� 
�� ������ 
� ��������
	�������� ?
��
����2@ ��� Cc × Rn−c� ������!�
��� 
� 	� �����

(x1, . . . , xn) �−→ (λ1(ei)x1, . . . , λn(ei)xn)

���� 
�� λj ����	�2�� ���� 1 ≤ j ≤ c� ���		�� ������ ���8����#�� 
��8����
��	����� ��� ��� 	�� T�λj ���� 	����������� ��
����
������ �� �� ��� 
��� 	�

������ 
� )��
�	 �� 	����
��� ��� 
��� 	��� ����	���� �����2�� �� 
������
������� ��� �2�������� 	� ���� ��� �����
������� ���� ��� |z| = ε 
�6���
�� ����	� 
��� C� �� ��� �� ����� ������(��� 
�� Σ = Tk ���� k > 0�



��
�	��� �

���������	�� 
�� �
�	���� ��

��	����


��� ������	
�����

�� �������� ��� ��� �����
������ ��2 �������� 
� ;������� J� 
�6��� 	�
��������� 
� ;������� 	� ����� ����	������ ��
��
�� ��� ��� ��������� 	�
������� 
� )�������� 	� ��������� 
� ;������� 	� ������������ 
� ;������� 	�
���
 
� 	� ��������� 
� ;������ �� �� ����� �� 	� ��������� 
� ;������ ��
����
��� ��� ������������ ���� �� 
���� �� �����#�� 
� 
������������ �� �� ����
	� ����	#�� 
� 	������������� $7��:&'

��� ,��	
�	�� �� )�������

U�� ��������� 
� ;������ ��� ��� ������� M ��� ��� ��������� 
��	
#���

� ��� {, } ��� C∞(M)� 	�������	� 
�� ��������� ���		�� ��
�6������ 
�������
����	�� ��� M � ��� ��������� 	��
������ 
� ������P

{f, gh} = {f, g}h+ g{f, h}.
�� ������� {, } ��� 
��� ��� 
��������� �� ������ ������� �� �� �������	����
���� ����� �������� h ∈ C∞(M)� �	 �2���� �� ����� 
� �������� ξh ��� M ��	
����� ��� ���� ���� f ∈ C∞(M)

ξh.f := Lξh
(f) = {f, h}.

ξh ��� 	� ����� 
� ������� ����������� ��
��
�� ��� h� ����� {f, h}(x)
�� ξh(x) �� 
����
��� ��� 
� Txh� �	 �2���� 
��� �� ��������� 
� 6����

9&



9< �������� <� =����
������ ��2 �������� 
� ;�������

��������	�
B : T ∗M −→ TM

�� 
����� 
� M ��	 ���

ξh = B ◦ dh ���� ���� h ∈ C∞(M).

J� ���� ���� B ����� ��� ����� ��	������� ������8��������

Π : T ∗M ⊕M T ∗M −→ R

��		� ���
Π(df, dg) = {f, g}.

J� ���� ���� ����� Π ����� �� ����� 
� ����������� �� 	��
������ 
� V�����
���� {, } ��� �	��� ������	���� ! [Π,Π] = 0 �C [, ] ��� 	� ������� �� 
���
���

�6�� 
� 	� ����#�� ��������$�"3%' /
�	 ������� ! ���� ����� 
� p��������� A �� ���� ����� 
� q��������� B ��
����� 
� (p + q − 1)��������� ����� ���� [A,B] ��	 ��� ���� ����� �����

���������		� ������ β 
� 
�
�� (p+ q − 1) �� ���

ι[A,B]β = (−1)pq+qιAd (ιBβ) + (−1)pιBd (ιAβ) .

J� � 	�� 
��2 ��� �������	���� �������� /
,. ;��� ���� ����� 
� ����������� Π �� ����� &������ 
���������		� ������ β
�� �

ι[Π,Π]β = 2ιΠd (ιΠβ) .

�. ;��� ���� ����� 
� �������� E �� ���� ����� 
� p��������� A �� �

[E,A] = LEA.

1��� ��� ����� 	���	� (x1, . . . , xr)� ��� ��������� 
� ;������ ��� 
���������
��� 	�� ����������� Πij := {xi, xj} 
� Π ��

{f, g} =

r∑
i,j=1

Πij
∂f

∂xi

∂g

∂xj

��������� 	�������8������ �� 	��
������ 
� V����� �� �� ���	����� ��

Πij = −Πji ��
r∑

�=1

(Π�j
∂Πik

∂x�
+ Π�i

∂Πkj

∂x�
+ Π�k

∂Πji

∂x�
) = 0.

J� 
�
��� 
� 	��
������ 
� V����� ���

[ξh,Π] = 0
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��� 	� E�� 	���	 
� ξh �������� 	� ��������� 
� ;������ ��

ξ{f,g} = ξfξg − ξgξf = [ξf , ξg].

�� ��������� 
� ;������ 
�������� 
��� �� ��������� 
��	
#���� 
� ���

� C∞(M) 
��� 	��	
#��� 
� ��� 
�� �
������������ ��,��������
� 
� 	�
��������� 
� ;������� ������!�
��� 	�� ������ 
� �������� X ��	� ���

[X,Π] = LXΠ = 0.

U���������� �� 0������ ��� ��� ���	������� φ : (M1, {, }1) → (M2, {, }2)
��		� ���

{f ◦ φ, g ◦ φ}1 = {f, g}2 ◦ φ ���� ���� f, g ∈ C∞(M2).

U�� ��
��������� �� 0������ ��� ��� ������������ N 
���� ������� 
� ;������
M � ����� 
���� ��������� 
� ;������ ���� 	����		� 	��� ������ ��������� ���
�� ��������� 
� ;������� U�� ��		� ���������� ����
 �		� �2����� ��� �������
J� � �� �������	��� 	� 	���� ������� /

����� �� 7�� ��
��������� N ��
�� ������� �� 0������ M ��� �� 0������
�� ��� ��
������ �� ��
� ��
� x ∈ N � TxN �������� ������� �
 ��������� Bx :
T ∗

xM −→ TxM � ������������ �
� ��
� ��� ������ �� �����
�� ������������
���� �������� � N #

�� ���� 
� 	� ��������� 
� ;������ �� �� ����� x ∈ M ��� 	� ���
 
�
��������� Bx : T ∗

xM −→ TxM � 1��� ��� ����� 	���	�� ����� 	� ���
 
� 	�
������� (Πij)� ������������ 
� 	� ��������� 
� ;������ ��� 	�� E��� ����	���
����� ���	���� 	� ��������� 
� ���
 	� 	��
 
�� ������� 
� ��	� E���� ! ������

� 	!� �� 
�
��� 	��2������� 
���� ��������� �������� 
� M �� �������������

� ;������ ��		� ��� 	� 
�������� 
���� ��		� ������������ N ��� �
�	� �� ���


� 	� ��������� 
� ;������ +
� M �C N. �� ������ ����� 
� N � J� ����		�
��� �������������� 	�� !�
����� ����������
�� 
� M � ��������		�� ������� ��
����		���
� ��� 	� �����������	� ������ +
���� 
��� 	� ��� ���	8�����. �����

�� ������ �C 	� ���
 ��� 	���	����� ��2���	 $W��3A'�

U�� ��������� 
� ;������ ���� 	����		� 	� ���
 ��� �
�	 ! 	� 
�������� 
�
M �� ������ ����� ��� 
��� ����������
�� �� ������� ω ��� 
�6��� 	� ���������
�8��	������� ��� 
����� ���

ω(ξ, η) = Π(B−1ξ, B−1η).

�� ������� 
� ;������ �� 	�� ������ ����	������� ���� ����� ��������� �8��
�	������� ���� 	�� ����� ��� ���� 	� ��������� 
� ;�������



9A �������� <� =����
������ ��2 �������� 
� ;�������

1��� �������� ���� �	 ��� ������	� 
� 
�6��� ��� ��������� 
� ;������ ���
��� ������������ ��� ����� ��� 
� ;������� ����� ��������� ��� ����	�� ���
��
��
�� 0������ ���
���� U� ��� �������	��� ��� 	� ��������

����������� � 
��� N 
�� ��
��������� ��
�� ������� �� 0������ M �����
�
� ��� ���������� �
������� ���� ����,��� �� ��
� ����� x ∈ N �
"�$ Bx (&�� (TxN)) ∩ TxN = {0}
"��$ &�� (TxN) ∩8��Bx = {0}
�( &�� (TxN) ��� �����
����
� �� TxN ���� T ∗

xM # &���� �� ������ 
�� ���
��
�
�� �� 0������ ���
��� ���
����� �
� N #

������� �� ���
����� (ii) ��� ������	���� !

TxN + =�Bx = TxM

������!�
���� N ��� ���������� ! ������ 	�� ����		�� �8��	��������� �		� ��� 
���
��� ������� 
� �������� ��� ���� 
�� ������������� 
� �������� �8��	���������
	� ���
����� (i) 
�� ��� ��� ������������� ���� �8��	��������� J� ���� 
���
������� �� ������� 
� ;������ ��� N ! ������ 
� ����� ������� 
� ��������
�8��	��������� ;��� ���� ������ ��		� ��������� ��� 	����� �� �������� ��� 	��
���
������ (i) �� (ii) ���	������ ���

Bx (O�� (TxN)) ⊕ TxN = TxM ���� ���� x ∈ N

�� � 
��� �� ��������� 
� 6���� ��������	� π : TNM −→ TN � �� ���������

� ;������ ���
��� ��� N ��� 
��� 
����� ��� 	� ��������� �������

π∗ ◦B|N ◦ π : T ∗N −→ TN

�

��� ��
��"������� �'	�� ������� �� )�������

�� ���
��� M1 × M2 ��� ���� 
���� ��������� 
� ;������ ��		� ��� 	��
��� ������� πi : M1 ×M2 �−→Mi +i = 1, 2. ������ 
�� ���������� 
� ��������

� ;������ ������!�
��� ���

{f ◦ πi, g ◦ πi}1×2 = {f, g}i ◦ πi ���� ���� f, g ∈ C∞(Mi)

�� ��� 	�� ������	
����� π∗
1C

∞(M1) �� π∗
2C

∞(M2) 
� C∞(M1 × M2) ����
������� )� �� ���� Πi 	� ����� 
� ����������� ��� 
�6��� 	� ��������� 
�
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;������ 
� Mi +i = 1, 2.� �	��� 	� ������� 
� ;������ ��� C∞ (M1 ×M2) ���

���� ���

{f, g}1×2 = Π1 (∂xf, ∂xg) − Π2 (∂yf, ∂yg) .

�� �����#�� 
� 
������������ 
�� ��� ����� ������� 
� ;������ ��� 	���	�����
	� ���
��� 
���� ������� �8��	������� �� 
���� ������� 
� ;������ �8��� 	� ���

P��� �� �� ������

 ���� !� �	
��
�� �� �
������������

	
���
�� & 
��� a 
� ����� ��
�� ������� �� 0������ M � �� ������ 
� ������
���� U �� a ����M �� 
� ������������ �� �������� �� 0������ φ = φS ×φN

�� U ���� 
� ����
�� S ×N �( S ��� 
�� ������� ����������
� �� �� ���� ��
N �� φN(a) ��� ���� � -���# /���� ������������� ��� 
���
� � ������������
����� ����#

 ���� ������ �� �	
��
�� �� �
������������

J� � ������ 
��� ����	��� ���	�������� $�"3%'�

����� � 
��� a 
� ����� ��
�� ������� �� 0������ (M,Π) �� ���
�� ��
���� �� �� ���
��
�� ��� 2p (p > 0)# 9� ������ ����� 2p !�������� f1, . . . , fp ��
g1, . . . , gp �� ������ C

∞� ��,���� ���� 
� ��������� �
���� U �� a� ������ �
�

{fi, fj} = {gi, gj} = 0 �� {fi, gj} = δij ��
� 1 ≤ i, j ≤ p.

������ �� ������

+�. J� ������� f1 
� ����� ��� ξf1(a) �= 0 F ���� ��� ������	� ��� p > 0� ����
�� 
�������� g1 ��� 	� ����	����� 
��� ����	#�� 
� �����8 / �� ������ !
g1 
����� ��		� ��� �� 
���� �� a 
��8���������� H ���������� ! ξf1(a) �� 
�
����6�� 	��������� ��2 
������� ������		�� 	�������

Lξf1
g1 = 1,

�� ��� ������� ! 
�6��� g1 ���

g1

(
φt

f1
(x)

)
= t ���� x ∈ H,

�C
(
φt

f1

)
��� 	� E�� 
� ξf1 �

+��. )� p = 1 �� � �������� ������ ��� ���� 
����#� 	� ����� +�.� 	�� 
��2 ������
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������ ��2 �������� 
� ;�������


� �������� ξf1 �� ξg1 ����6��� 
���

[ξf1, ξg1] = 0,

���� ���	���� 	���
����
���� 	������� 
� ξf1(a) �� ξg1(a)� ��� �� 	��� �

λξf1(a) + μξg1(a) = 0,

�� ����
0 = (λξf1(a) + μξg1(a)) · (−μf + λg) = λ2 + μ2.

J� 
�������� �	��� 	� �������� f2 ��� 	� ����	����� 
��� ����	#�� 
� �����8 /
�� ������ ! f2 
����� ��� ����
����� ��� �� 
���� �� a 
� ������������ Vf2


� ��
�������� � ���������� �� ���	�� ��
��
�� ��� ξf1(a) �� ξg1(a)� �� 
�
����6��

Lξf1
f2 = Lξg1

f2 = 0,

�� ��� ������� ! 
�6��� f2 ���

f2

(
φs1

f1
◦ φt1

g1
(x)

)
= f2(x), x ∈ Vf2 ,

�C φs1
f1

�� φt1
g1

���� 	�� E��� +��� ���������. 
� ξf1 �� ξg1 ��������������� )�
f2|Vf2

��� ���� ������� +������!�
��� �� ξf2(a) ����� ��� ��	� �� ��� ��� ������	�

�X�� ! ����� �8����#�� ��� 	� ���
 
� 	� ���������.� �� � 	���
����
���� 	��
������ 
� ξf1(a)� ξg1(a) �� ξf2(a) �� �� 
�������� g2 ��� 	� ����	#�� 
� �����8
������� / g2 ��� ��		� ��� �� 
���� �� a 
� ������������ Vg2 
� ��
�������� &
���������� �� &��	�� ��
��
�� ��� ξf1(a)� ξg1(a) �� ξf2(a)� �� ����6�

Lξf1
g2 = Lξg1

g2 = 0 �� Lξf2
g2 = 1,

�� ��� ������� ! 
�6��� g2 ���

g2

(
φs1

f1
◦ φt1

g1
◦ φs2

f2
(x)

)
= g2(x) + s2, x ∈ Vg2,

�C φs2
f2

��� 	� E�� 
� ξf2 +��� ������� ��2 
��2 �����
����.� J� ��������
����� 
� ������ �� ������ ���� 
��������� 	�� 2p ��������� 
� 	�����

	
���
�� �' 
��� (M,Π) 
�� ������� �� 0������ �� ��������� m �� a 
�
����� �� M � �( �� ���� �� �� ���
��
�� ��� 2p "0 ≤ 2p ≤ m$# 9� ������ �����

�� ����� (U, φ) �� M �� a� ����� �
� ��� ����������� ������� ���������� ������
x1, . . . , xp, y1, . . . , yp, z1, . . . , zm−2p ����,��� �

{xi, xj} = {yi, yj} = 0 �� {xi, yj} = δij ��
� 1 ≤ i, j ≤ p+Y.

{xi, zk} = {yi, zk} = 0 ��
� 1 ≤ i ≤ p �� 1 ≤ k ≤ (m− 2p).+YY.



<�&� 1������������ 
���� ������� 
� ;������� 9%

3� ��
� ��� �������� �� 0������ {zk, z�} ��
� 1 ≤ k, � ≤ (m − 2p)� �� ����
!�������� �
� ��� ����������� ������� z1, . . . , zm−2p �� �����
���� �
 ����� a#
3��� �� ��� ������
���� �( �� ���� ��� ��������� ���� � 2p ���� 
� ���������
�� a� �
���� � ���
��� U � �� �

{zk, z�} = 0 ��
� 1 ≤ k, � ≤ (m− 2p).

������� )� p = 0� ����� �	���� )� p > 0� 	� 	���� �����
��� ������ ����	
�2���� 2p ��������� x1, . . . , xp �� y1, . . . , yp 
�6���� 
��� �� �������
� 
� a�
����6��� 	�� ��	������ +Y. 
� �� �����#��� ��� ������ 
� �������� ����	�������
�������� ! ��� ��������� ���� 	����������� ��
����
���� �� ����� a �� ��� 
��2
! 
��2 �� ������� ��	� �� 
�������� (z1, . . . , zm−2p) ��� 	� ����	����� 
�
����	#�� 
� �����8 ������� / �� ������ ! (z1, . . . , zm−2p) 
����� �� �8��#��

� ����
������ ��� �� 
���� �� a 
� ������������ Vz 
� ��
�������� 2p
���������� �� 2p��	�� ��
��
�� ��� 	�� ξxj

�� 	�� ξyj
+1 ≤ j ≤ p. �� 
� ����6��

{xi, zk} = {yi, zk} = 0 ���� 1 ≤ i ≤ p �� 1 ≤ k ≤ (m− 2p),

�� ��� ������� ! 
�6��� (z1, . . . , zm−2p) ���

(z1, . . . , zm−2p)
(
φs1

x1
◦ φt1

y1
◦ · · · ◦ φsp

xp
◦ φtp

yp
(u)

)
= (z1, . . . , zm−2p)(u), u ∈ Vz

�C 	�� φsj
xj �� 	�� φtj

yj 
���
���� 	�� E��� 
�� ξxj
�� 
�� ξyj

�������������� +�	�
��������� 	�� ��� ��2 ������.� ;��� ���� ��� 	�� {zi, zj} �� 
����
��� ���

�� zk� �	 ��0� 
� ��������� ��� 	��� �

{zi, zj} = Lξzi
zj

�� �� � �	���

Lξxk
Lξzi

zj = Lξ{xk,zi}
zj + Lξzi

{xk, zj} = 0

��
Lξyk

Lξzi
zj = Lξ{yk,zi}

zj + Lξzi
{yk, zj} = 0,

��� �� �
{xk, zi} = {xk, zj} = {yk, zi} = {yk, zj} = 0.

��� m ��������� ���� 
�6���� 
��� �� �������
� 
� a� ��� 
��2 ! 
��2 
��
�������� 
� ;������ ��� ����6��� ������ 	�� ��	������ 
� �����#�� �� 	����

���������		�� ���� 	����������� ��
����
������ =	 �2���� 
��� �� �������
�

� a 
��� 	����	 ��� m ��������� ������� �� �8��#�� 
� ����
������ 	���	��
��� �����
 ! 	� ��������� ��� 	�� �������� {zk, z�} ���� ���� ��	� �� ����� a



AH �������� <� =����
������ ��2 �������� 
� ;�������

+����� 	� ���
 
���������� 2p.� ���� 	� ���� ������� �� 	� ���
 ��� ��������
�� �������
� 
� a �� �
�	 ! 2p� ��� �������� �������� �
����������� ��	� 
���
�� �������
��

;��� ������� 	� �����#�� 
� 
������������� �� �������� ��� 	� ������
�2������� 
����	� 
� �����#�� �����
��� / J� ���� ������� 
�� ����
������
	���	�� ?����������@ (q1, . . . , qk, p1, . . . , pk, y1, . . . , ys) ��		�� ���

{qi, qj} = {pi, pj} = {qi, yj} = {pi, yj} = 0 , {qi, pj} = δij

��
{yi, yj} = vij(y) ���� vij(a) = 0.

��������� 
� ?������� �8��	�������@ S 
����	� 
� ���� ��� �� 
�������� ���
�
�	� �� ���
 
� M �� a� �� ������������ ?������	@ ���� S ��� 	� ����		�
�8��	������� ��� ����� ��� a�

;��� ������� 	�������� 
� N � �� �
����6� 	�� ��������� vij(y) ! ��� ������
���� 
� ;������ ���
��� ��� ��� ���� ������� ���������� ! 	� ����		� �8��	���
������ �� ���	����� 	� ����������� �����
����� J� ������� ��� 	�� ����
������
(p, q, y) ������	��� �� a� 	� ������� S ��� �	��� 
���� ��� ?{y = 0}@ �� N ���
?{q = p = 0}@� �� ��������� 
� ;������ 
� N ��� �	��� 	� ��������� ���
��� ��
���� 
� 	� ����������� ���� N ��� ����� ������������ 
� R2k+s / �� �����
	������� ���
��� TN ��� ��
��
�� ��� 	�� ������ 
� �������� ∂yi

�� O�� (TN)
��� 	�� ,������� dqj �� dpj� J� � B (dqj) = −∂pj

�� B (dpj) = ∂qj
� 
��� 	��

�8����#�� 
� 	� ����������� ���� ������������ �� ��� ������ π : TNM −→ TN
�	����� 	�� ∂qj

�� 	�� ∂pj
�� 	����� 62�� 	�� ∂yi

� ��� ���������� π∗ 	����� 62��
	�� dyi� 
��� 	� ��������� 
� ;������ ���
��� ��� �
�	� ! 	� ��������� 
� N �
�� ��������� ��
���� ����� ������������� 
�6���� 	� 	���� ������� ����	#��
	� ������ 
� 	�������� $7��:&'�

����� �! 
����� N1 �� N2 ��
� ��
���������� ��
�� ������� �� 0������
M ����� ��� ���������� ��������������� � 
�� !�
���� ����������
� S# %�
�
����� �
� ����
�� ������ ��
�� S ���������������� �� 
� 
���
� �����#
&���� �� ������ 
� �
����������� �� 0������ �� M �
� ������ 
� ���������
�� N1 ∩S ���� N1� �
� 
� ��������� �� N2 ∩S ���� N2# /�� �
�����������
���
�� 
� ������������ �� 0������ ��� ���
��
��� ���
���� �
� ��� ����������#

��� ,��	
�	�� �� )������ ���������

U�� ��������� 
� ;������ ��� �� �� ������ ��������	 V ��� 
��� �������� ��
	� ������� 
� 
��2 ������ 	�������� ��� V ��� ��� ����� 	�������� �� 
��	 V ∗



<�9� �������2������� 	�������� A,


� V ��� 
��� ��� �	
#��� 
� ��� ����� ���� g� �������� ��������	 V ��� 
���
	� 
��	 g∗ 
� 	��	
#��� 
� ��� g �� 	� ������� 
� ;������ ��� V ��� 
���� ���

{f, g}(μ) = 〈μ,
[
δf

δμ
,
δg

δμ

]
〉

�C [, ] ��� 	� ������� 
� ��� 
� g� 〈, 〉 ��� 	� ����� ��	������� 
� g∗ × g �� δf
δμ

���
	� 
���������		� 
� f �����
���� ����� �	����� 
� g �� 	��� 
� g∗∗�
�� �����	� ���
����� 
�6��� ��� ��������� 
� ;������ 	������� ��� 	� 
��	 g∗


� ����� �	
#��� 
� ��� g� �� {X1, . . . , Xr} ��� ��� ���� 
� g ��		� ���

[Xi, Xj] =

r∑
k=1

ckijXk

�	��� ����� ���� ��� ����� �8����� 
� ����
������ {x1, . . . , xr} ��� g∗ ����6�

[xi, xj] =
r∑

k=1

ckijxk

�� 	�� ����������� Πij ���� 
������ ��� Πij =
∑r

k=1 c
k
ijxk� �		�� ���� 
���

	�������� �� x�

��( �'�""��-������� ���������

1����#� 	� �����#�� 
� 
������������� 	����
� 	���	� 
���� ������� 
�
;������ �� ���#�� �� ��� �C 	� ���
 �� �� ����� ��� ��	� ;��� ���� x ∈ M �
	������� �����
��� T ∗

xM ���
����6� ! mx/m
2
x �C mk ��� 	��
��	 
� C∞(M) 
��

��������� ��		�� ! 	���
�� (k − 1) �� x� )� M ��� ��� ������� 
� ;������ 
���
	� ��������� ������	� �� x� �	�� mx ��� ��� ������	
#��� 
� ��� 
� C∞(M)� ��
m2

x ��� �� �
��	 
� ��� 
� mx� �� ����� m2
x ��� ��
��
�� ��� 	�� ���
���� gh


��	������ 
� mx �� {f, gh} ��� ��� ����� 
� ��	� ���
����� ���� f, g, h ∈ mx�
��� {f, gh} = {f, g}h+ {f, h}g �� 	�� �������� ���� ��	� �� x�
T ∗

xM = mx/m
2
x ��� 
��� ��� �	
#��� 
� ��� ����� ���� gx �� TxM = g∗

x

��� ���� 
���� ��������� 
� ;������ 	������� ����� ����		� ���������������
�������� 
� 	� ��������� 
� ;������ �� x �� 	� ������ 	�������� )� {x1, . . . , xr}
���� 
�� ����
������ ��� M ��� ������	��� �� x� �	��� 	�� Πij = {xi, xj}
������	��� �� H� �� ���� 
��� ������

Πij(x) =

r∑
k=1

ckijxk + o(x2)



A� �������� <� =����
������ ��2 �������� 
� ;�������

���� ckij = ∂Πij/∂xk(0)� ��� ckij ���� 	�� ���������� 
� ��������� 
� gx �� 	��
���0������ 
� 	� ������ 	������� ���� 	��

Π
(1)
ij (x) =

r∑
k=1

ckijxk.

��* �� "������� �� ��������������

)��� a ∈M �� ����� �C 	� ���
 
� 	� ��������� 
� ;������ ��� ��	� J� 
��
��� ����� ��������� ��� ������������ �� �������
� 
� a� ���	 �2���� �� �������
������ 	���	 
� ���������� 
� ;������ ��� 	������� ��� �� ������ 	������� �� a�
�� ����	#�� 
� 	� 	������������ 
����
 
� 	� ������ 	������� �� 
� 	� �	���� 
�

�����������	��� 
� 	� ��������� 
� ;������� J� 
�� ������ �	
#��� 
� ��� g
��� +�����		������ ���	8���������� C∞. ��� ��������� �� ����� ��������� 
�
;������ 
��� 	� ������ 	������� �� �� ����� 
� ���
 P��� ��� ��������� ! g∗�
��� �		� ���� 	���	����� ��������� ! g∗ 
� ����#�� +�����		�� ���	8������
C∞.� J� � 	� ����	��� ������� $7��:&'�

	
���
�� �� '�� �������� �� '�� ������������ ���� !����������� ��� ���
��������#

�� �����#�� 
� K���	 ��� 	��2������� 
���� �������� C∞ �8��� �� 
���	�����
���� 
� -�8	�� 
���� ���	���� 	� ����		���� ��������

���������� � 
��� a ∈ M 
� ����� �( �� ���� �� �� ���
��
�� �� 0������ ��
M ��� �
� �� ��� �
� �� ������ �������� �� ����� ���
��
�� �� �� ����� ��� ��
�
�� ��
�� ������� �� '�� �����������# &���� �� ������ ��� ����������� �������
(x1, . . . , xr) �
 ��������� �� a �� ��� ���������� c

k
ij ������ �
�

{xi, xj} =

r∑
k=1

ckijxk +O(x∞).

1��� 	� �������� ������� �� �� ��������� �� �����#�� 
� 	������������ C∞�



��
�	���  

!	��
�	�
�	�� �"��� ��������� ��

��	����


(�� ������	
�����

)��� {, } ��� ��������� 
� ;������ ��� Rn+p 
� �	���� C∞ �� 
� ���
 ��	 ��
H �� Π 	� ����� 
� ����������� �������� 1��� ����� �������� �� �� 
��������
�� �������� �� ������������� 
���� ��		� ��������� 
��� 	� ��� ?�Z�Q,@ ��

��� 	� ��� 
� ?
������ 
� ;�������@�

(��  !"������� �	 �������� �� ��������������

J� ������� ��� 	�� �8����#��� ��������� ���� ����6����
(��) �� ���
 ��2���	 
� Π ��� 2p�
(��) =	 �2���� p ��������� f1, . . . , fp : Rn+p −→ R ��		�� ���

df1 ∧ . . . ∧ dfp �= 0 �� {fi, fj} = 0 ���� 1 ≤ i, j ≤ p.

1��� 	�� ������ 
� �������� ����	������� Xf1 , . . . , Xfp ���������
��� ��2
��������� fk ��
������ �� 
���� 
������� ρ 
� Rp ��� 	� ������������

V = f−1
1 (0) ∩ f−1

2 (0) ∩ · · · ∩ f−1
p (0).

J� ���� Ui = Xfi
��� ���� a ∈ Rp� U(a) =

∑p
i=1 aiUi�

(��) J� ������� ��� 	� 
���� �� 0 
� ρ ��� ?�8�����	����@� ������!�
��� ���
	�� ��	���� ������� λ1, . . . , λn 
� 	� ������ 	������� U (1) : a �→ D [U(a)] (0) 
�

A&



A< �������� 9� ������������� 
���� ��������� 
� ;�������

U �� H 
�6���� ���

0 �= {v ∈ Cn+p : U (1)(a)v = λi(a)v ∀a ∈ Rp}
λi : Rp −→ C 	������� ��� R

����6��� 	�� ���
������ ����������
�. ��� ������ 	�������� λi ���� p ! p ��
����
����� ��� C +
��� ��� ��		��
��� ���� p ≥ 2� 
��2 ! 
��2 
���������.�
�. =	 ��8 � ��� 
� ?���������� 
�����	�����@

λi + λj =

n∑
�=1

k�λ� ���� 	�� k� ∈ N ��
n∑

�=1

k� ≥ 2.

��� �8����#��� �����
����� ���	������ n ≥ p� 1��� $1��%H' 	� �����#��
������� ��� 
������� 
��� 	� ��� p = 1�

(�� �� �������� �� ��������������

	
���
�� �� 
�
� ��� ���������� ������������ �� n ��� ���� � p + 1� �
 ��
���� � n > p+1 �� �
� ��� λi ���� ���� �� 4������� �� 0�������5� ������������
�
� ����������� ������� �� ��
�� ������� ������� �� �������� ��� *� ����� Π ���
������������# 3� ��
�� �� ������ ��� ����������� ������� x1, . . . , xn, u1, . . . , up

������ �
� ��
� 1 ≤ i, j ≤ n �� 1 ≤ r, s ≤ p �� ���

{xi, xj} = {ur, us} = 0

{xi, ur} = λi(er)xi

fs = gs(u1, . . . , up),

�( (e1, . . . , ep) ��� �� ���� �������
� �� Rp#

$���� '���� ��� ��� 
����
�

������� 	� ����� 	������� λi ����� ��� ���		�� 	� ?����
�����@ ����������

���� xi �� 	���� ��� ��� �	�� ��� �� λj = λ̄j � �	��� xj = x̄i� ;	�� ������������
�� ��������� ��� 	�� λi ���		�� ���� λ1, . . . , λn−2c �� ��� λj+c = λ̄j ����
n− 2c < j ≤ n− c� 	������� ����������

+�. ��� (u1, . . . , up, x1, . . . , xn−c) ��� �� 
������������� 	���	 
� (Rn+p, 0)
��� (Rp+n−2c ×Cc, 0)�
+��. ��� xj+c = x̄j ���� n− 2c < j ≤ n− c�
�� ������� 
� ;������ ��� ����	�2�6� 
� 	� ����#�� ���
����� ��� �������
����� ���������� 
� ������� 	� ��� �C �	 8 � 
�� ��	���� ������� ���
�������
�2�������� ����� 	�������



9�<� R��	���� 	����� 
� ����������� A9

$���� '���������

J� ���� (x, u) 	�� ����
������ 
� Rn × Rp �� ���� ����� �������� f :
Rn × Rp −→ R 
� �	���� C∞� �� �����
#�� ��� 
���	�������� 
� -�8	�� 	�
	��
 
� {0} × Rp /

f (0) + f (1) + · · ·+ f (q) + · · ·
�C f (q) ��� 	� ������ ����
#�� 
� 
�
�� q 
� f �� x 
����� ���

f (q) =
∑
|K|=q

fK(u)xK

����

K = (k1, . . . , kn) ∈ Nn, |K| =

n∑
i=1

ki �� xK = xk1
1 · · ·xkn

n .

J� 
���	���� ����� ������ ����� 
� �������� X ���� 	� �����

X(0) + · · · +X(q) + · · ·

�� ������ ����� 
� ����������� Π ���� 	� �����

Π(0) + · · · + Π(q) + · · · .

(�� ���	� �� �� "��	�� �	 ���������

.	��%	�� ������ �� "��"��������

J� �������� ��� ���	���� 	����� ��� ���� ����� ���� n ≥ p� $1��:%'�

$� �� ������� ����� �� ��
���������

����� �$ 
�
� ��� ���������� ���� �� ����� �� ������ ��� �����������
������� (x1, . . . , xn, u1, . . . , up) �������� �� * ������ �
� �� ���

fr = ur + cste

{xi, ur}(0) = {xi, xj}(0) = {xi, xj}(1) = 0

��
� 1 ≤ i, j ≤ n �� 1 ≤ r ≤ p#



AA �������� 9� ������������� 
���� ��������� 
� ;�������

$� �� ������ �� ������� ������

J� ������� �� ������� �8��#�� 
� ����
������ (x, u) ���� ui = fi + cste.
R����� ! �� ����� ! f1 ��� ����������� 	������� 
�� fi (i > 1)� �� ����
�������� ��� Xf1|{u=0} ��� �8�����	���� �� H� �� �����#�� 
�� ���������
���	������ ���	���� ���{

(x, u) ∈ Rn+p : Xf1(x, u) = 0
}

��� �� �������
� 
� H 	� 
����� 
���� ���	������� x = g(u)� ;������ 	�� Xfi

��������� ���� Xf1 � 	���� E��� ���������� 	� �������

S =
{
(x, u) ∈ Rn+p : x = g(u)

}
�	� ���� 
��� ���� ���
���� ! S� 1� �	�� �� �

Xfi
· uj = {fi, fj} = 0 ���� 1 ≤ i, j ≤ p.

;������ (u1, . . . , up) ���� 
�� ����
������ ��� S� 	�� Xfi
������	��� ��� S�

O��� 	� ����
����� 
� ������	�� (x, u) �−→ (x − g(u), u)� �� ���� ��������
��� 	�� Xfi

������	��� ��� {0} ×Rp� J� � 
��� ������ ���

{xi, ur}(0) = 0.

1��� ��� ����
������� Π ������� ���� 	� �����

Π =
∑
i<j

{xi, xj}∂xi
∧ ∂xj

+
∑
i,j

{ui, xj}∂ui
∧ ∂xj

+
∑
i<j

({ui, uj} = 0)∂ui
∧ ∂uj

.

����� �� �

∑
i,j

{ui, xj}∂ui
∧ ∂xj

=

p∑
i=1

∂ui
∧
(

n∑
j=1

{ui, xj}∂xj

)

��

Xfi
=

n∑
j=1

{xj , ui}∂xj
+

p∑
j=1

({uj, ui} = 0)∂uj

�� � �	���

∑
i,j

{ui, xj}∂ui
∧ ∂xj

=

p∑
i=1

∂ui
∧ Ui ���� Ui = −Xfi

.



9�<� R��	���� 	����� 
� ����������� A3

S���	����� /

Π = Π̃ +

p∑
i=1

∂ui
∧ Ui ���� Π̃ =

∑
i<j

{xi, xj}∂xi
∧ ∂xj

.

;������ Ui ��� �� ����� ����	������� �	 ��� �� ������������� ��6��������	

� Π� �� � 
���

0 = [Ui,Π] =
[
Ui, Π̃

]
+

[
Ui,

p∑
j=1

∂uj
∧ Uj

]
.

J� �� �[
Ui,

p∑
j=1

∂uj
∧ Uj

]
=

p∑
j=1

([
Ui, ∂uj

] ∧ Uj + ∂uj
∧ ([Ui, Uj ] = 0)

)

= −
p∑

j=1

[
∂uj

, Ui

] ∧ Uj

= −
p∑

j=1

∂Ui

∂uj

∧ Uj

J� ������� 
���

[
Ui, Π̃

]
=

p∑
j=1

∂Ui

∂uj

∧ Uj.+9�,.

J� ����� ���� 	�� ��������� �����
�����

Π̃ =
∑
r<s

(
a(0)

rs + a(1)
rs + · · · ) ∂xr ∧ ∂xs .

J� � �	���[
Ui, Π̃

]
=

∑
r<s

{(
U

(1)
i · (a(1)

rs ) + · · ·
)
∂xr ∧ ∂xs

− (
a(0)

rs + · · · ) ([∂xr , Ui] ∧ ∂xs + ∂xr ∧ [∂xs , Ui])
}

�� 	�� ������ 
���
�� H 
��� +9�,. 
������∑
r<s

a(0)
rs ()rs = 0



A: �������� 9� ������������� 
���� ��������� 
� ;�������

����

()rs =
n∑

�=1

∂U
(1)�
i

∂xr

∂x�
∧ ∂xs +

∂U
(1)�
i

∂xs

∂xr ∧ ∂x�
.

���8����#�� (��) ���	���� ��� 	�� λk ���� 
��2�!�
��2 
���������� �� �������
��2 ����
������ ����	�2��� �� ���� �������� ��� 	�� ������������ 
�� U (1)

i !
?u = 0@ ���� ���� ����� 
��
���	�

U
(1)
i (x, 0) =

n∑
s=1

λi
sxs∂xs .

J� �����
#�� U1, . . . , Up ����� 
�� ������ 
� �������� ��� Rn 
����
���

� u ∈ Rp� ;�������	� ���������� ���� ������ u ��#� 
� H 62�� �	� 
�6�������
�� 
���� 
������� 
� Rp ��� Rn ��� 62� H �� ��� ����6� 	��8����#�� (��)�
�� ?	���� 
� ���@ 
�� ������� �� ����
����� 
� ������	�� 	������� �� x 
�
	� ����� (x, u) �→ (α(u) · x, u)� �� ���� �������� ���

U
(1)
i (x, u) =

n∑
s=1

λi
s(u)xs∂xs

�� � �	���

()rs =
(
λi

r(u) + λi
s(u)

)
∂xr ∧ ∂xs �� a(0)

rs

(
λi

r(u) + λi
s(u)

)
= 0

���� ���� i ∈ {1, . . . , p} �� 	� ���
����� 
� �������������� 
����

a(0)
rs = 0 ���� 1 ≤ r < s ≤ n.

��� ������ 
���
�� , 
��� +9�,. 
������

U
(1)
i · a(1)

rs ∂xr ∧ ∂xs = a(1)
rs ()rs ���� a(1)

rs =
∑

j

ajxj


��C
aj

(
λi

j(u) − λi
r(u) − λi

s(u)
)

= 0

�� 	� ���
����� 
� �������������� 
����

a(1)
rs = 0 ���� 1 ≤ r < s ≤ n.

$� �� �����
�� ����� �� ��
���������

����� �% 6
���� � !���� 
� ���������� �� ��������� (x, u) �→ (x, μ(u))�

�� ��
� �
������ �
� U
(1)
1 , . . . , U

(1)
p ���� ������������ �� u#



9�<� R��	���� 	����� 
� ����������� A%

$� � ������ �� �����
�� ������

��� ������ 
���
�� � 
��� +9�,. 
������

∑
r<s

U
(1)
i · (a(2)

rs

)
=

∑
r<s

a(2)
rs ()rs +

p∑
j=1

∂U
(1)
i

∂uj
∧ U (1)

j .

�� ��	��	��� 	�� ������ �� xrxs∂xr ∧ ∂xs 
��� 	�� 
��2 ������� 
� �����
�
�	���� �� ������

p∑
j=1

∂λi
s

∂uj
λj

r −
∂λi

r

∂uj
λj

s = 0

�� ��� ������� ���� 	� �����

[Λs,Λr] = 0 ���� Λm =

p∑
i=1

λi
m(u)∂ui

.

����� ��� Λm ���� p ! p ��
����
���� 
����#� 	��8����#�� (��)� �	 �2����
�� ����
����� 
� ������	�� u

′
= μ(u) ��	 ��� Λm = ∂u′

m
, m ≤ p� 
��C �	

����	�� ��� ���� 	�� Λm ��� 
�� ����
������ ���������� λ
′j
m 
��� 	�� ������	��

u
′
� �� �����	� �������� 
���� �	��� 	� ����	��� /

{xi, u
′
j}(1) =

p∑
r=1

∂μj

∂ur
λr

ixi =

p∑
r=1

λ
′j
i xi.

$� �$ #�����
�� ����� �� ��
���������

����� �& &��� 
� ���������� �� ��������� �� �� !���� (x, u) �→ (x
′
, u)�

�� ��
� ���������� ��� ������ �� �����
�� U1, . . . , Up#

$� �( ������ �� ������
�� ������

J� �����
#�� U1, . . . , Up ����� ��� ������ ��6��������	� 
� Rp ��� Rn


����
��� 
� u� 1����#� 	� 	���� +�.� 	� ������ 	������� 
� ����� ������ ���
��
����
���� 
� u �� ��� �8�����	����� ��� ����	���� 
� $���:A' ���� 	�
	������������ 
�� ������� 
� 
������ 
� ��� �	���������� �����	������ 
��� ��
��� �������	���� �� ���� 
��� ������� �� 
������������� 	���	

φu : (Rn, 0) −→ (Rn, 0)



3H �������� 9� ������������� 
���� ��������� 
� ;�������


����
��� 
� ����#�� C∞ 
� u ��	 ����� ��� ���� u 
��� �� �������
� 
� H

φu
∗(U

u
i ) = U

(1)
i ���� 1 ≤ i ≤ n.

�� 
������������� 	���	 
���� ���

(x, u) �−→ (φu(x), u)

��� 	� ����
����� 
� ������	�� ��� 	�������� U1, . . . , Up�

(�( ,	��� �� �� "��	�� �	 ���������

�'�
���� �� ρ �	� ��� {xi, xj}�
=	 ����� 
��� ! ����� �� ����� ��� {xi, xj} = 0� 1����#� 	�� 	����� +�. ��

+&.� �� ���� �������� ��� U1, . . . , Up� ��� ����� ������ 
� �������� ��� Rn�
���� 	�������� �� x �� ��
����
���� 
� u� 1����#� +9�,. �� �[

Ui, Π̃
]

= 0 ���� 1 ≤ i ≤ p

�� �� � [
Ui, Π̃

]
=

[
n∑

m=1

λimxm∂xm ,
∑
j<k

{xj , xk}∂xj
∧ ∂xk

]

=
∑
j<k

(
n∑

m=1

λimxm
∂

∂xm
({xj , xk})

)
∂xj

∧ ∂xk

+
∑
j<k

{xj, xk}
[

n∑
m=1

λimxm∂xm , ∂xj
∧ ∂xk

]

=
∑
j<k

(
n∑

m=1

λimxm
∂

∂xm
({xj , xk})

)
∂xj

∧ ∂xk

−
∑
j<k

{xj , xk} (λij + λik) ∂xj
∧ ∂xk

.

J� 
�
��� 
��� ���

LUi
{xj , xk} = (λij + λik) {xj , xk}.

)��� {e1, . . . , ep} 	� ���� ��������� 
� Rp� ;��� ����

v =

p∑
j=1

vjej ∈ Rp



9�9� �������� 
� ρ ��� 	�� {xi, xj} 3,

�� �

λk(v) =

p∑
j=1

vjλk(ej) =

p∑
j=1

vjλkj.

)� �� ����

U(v) =

p∑
j=1

vjUj

�� �

U(v) =

p∑
j=1

vj

n∑
k=1

λkjxk∂xk
=

n∑
k=1

p∑
j=1

vjλk(ej)xk∂xk
=

n∑
k=1

λk(v)xk∂xk


��C 	��� 
�
��� ���

LU(v){xj , xk} = (λj + λk) (v){xj , xk}.

����� 	� E�� 
� U(v) ��� 
���� ���

φt
v := etU(v)

�� �
d

dt

[
(etU(v))∗{xj , xk}

]
= (λj + λk) (v){xj, xk}


��C
(etU(v))∗{xj, xk} = et(λj+λk)(v){xj , xk}

�� �� ����
xjk(u, x) := {xj, xk}(u, x)

�� � �	���

xjk(u, e
tλ(v)x) := xjk(u, e

tλ1(v)x1, . . . , e
tλn(v)xn) = et(λj+λk)(v)xjk(u, x).+9��.

J� � 
��� ���� ���� ��	�����
��� α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

∂αxjk(u, x) = et(α.λ−λj−λk)(v)∂αxjk(u, e
tλ(v)x)+9�&.

����

(α.λ)(v) :=

n∑
i=1

αiλi(v).
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(�* �� 
�� �	 ������� �� )���
����

J� ������� ��� 	�� λi ���� 
��� 	� ?
������ 
� ;�������@� ������!�
���
��� 	�����	���� �����2� 
� (Reλ1, . . . , Reλn) �� �������� ��� H� 1��� �� ���
�	 �2���� v ∈ Rp ��	 ���

Reλi(v) < 0 ���� ���� i ∈ {1, . . . , n}

�� �	 �2���� K ∈ N ��	 ���

Re(α.λ− λj − λk)(v) < 0

���� ���� ��	�����
��� α ����

|α| :=
n∑

i=1

αi ≥ K.

=	 ��0� 
� ����� ���
�� t ���� +∞ 
���

∂αxjk(u, x) = et(α.λ−λj−λk)(v)∂αxjk(u, e
tλ(v)x)

���� �����
∂αxjk(x, u) = 0 ∀|α| ≥ K.

���� ������ ��� xjk(u, x) ��� ��	8�B���	� �� x� �		� ��� 
��� 
� 	� �����

xjk(u, x) =
∑
|α|≤K

aα(u)xα

�� 	� �����	� ��������

xjk(u, x) = e−t(λj+λk)(v)xjk

(
u, etλ(v)x

)

���� ∑

|α|≤K

aα(u)xα = e−t(λj+λk)(v)
∑
|α|≤K

aα(u)(etλ(v)x)α


��C
aα(u) = aα(u)et(α.λ−λj−λk)(v)

�� ��� ���	���� ��� aα(u) = 0 ���� �� αj = αk = 1 �� αi = 0 ���� i �∈ {j, k}�
1��� 	�� xjk ���� 
� 	� �����

xjk(u, x) = ajk(u)xjxk.+9�<.
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$�(�� ������� ����� �� ����������

����� �' 9� ������ ��� ������ �� �����
�� A1, . . . , Ap �� �� !����

Ai(x, u) =
n∑

j=1

Aj
i (u)xj∂xj

���� �
�

Π =

p∑
i=1

(∂ui
+ Ai) ∧ Ui

���������

J� ���� �	��� ���� ���� 1 ≤ i, j ≤ p�

[Ai, Uj] =

[
n∑

�=1

A�
ix�∂x�

,
n∑

k=1

λjkxk∂xk

]

=
n∑

�=1

A�
ix�λj�∂x�

−
n∑

k=1

λjkxkA
k
i ∂xk

=

n∑
�=1

A�
iλj�x�∂x�

−
n∑

�=1

A�
iλj�x�∂x�

= 0.

$�(�� ������ �� ������� ������

)� �� ���� Xi := xi∂xi
+1 ≤ i ≤ n.� ��� ������ 
� �������� ���������

���� 	�� ∂uj
� 	� ��������� 
� ;������ �������

Π = Π̃ +

p∑
i=1

∂ui
∧ Ui

�� �� �

Ui =

n∑
j=1

λijXj �� Π̃ =
∑
i<j

aij(u)Xi ∧Xj .

J� ������� 
�� ������ 
� �������� Ai =
∑

j A
j
iXj ��	� ���

Π̃ =

p∑
i=1

Ai ∧ Ui.
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J� �������� ��� 	��� ������		� 
��� 	� ��
�	� 	���� 
� ���� (X1, . . . , Xn)
��� 	������� 
�� 
����� �� H 
� ��������� 
� �	���� C∞ ��� Rp� ��� ������

� �������� Ui +1 ≤ i ≤ p. ������������� � �� ��
�	� �� ���� 	�����������
��
����
���� ��� �8����#��� �� 	�� ����	����� +��� �������� 
�� Xi. �� ���
���� (U1, . . . , Un)� 	� ������ 
� ����������� Π̃ �� ������ �	���

Π̃ =
∑
i<j

cij(u)Ui ∧ Uj.

�� ��� �*�+�� 1��� �� ��� �� �

Π̃ =
∑
i<j

cijUi ∧ Uj =

p∑
i=1

(
n∑

j=i+1

−cijUj

)
∧ Ui

�� 	��������� �����
���� �
��� ��� ��	����� ���
���� /

Ai =

n∑
j=i+1

−cijUj =

n∑
j=i+1

−cij
n∑

k=1

λjkxk∂xk
=

n∑
k=1

(
n∑

j=i+1

−cijλjk

)
xk∂xk

.

�� ��� �,�+�� J� ����� 	� �����#�� �8����#�� 
� �����#�� ���� 	� �����

Π ∧ Π ∧ · · · ∧ Π︸ ︷︷ ︸
(p+1) ����

= 0

�� ��� 
����

Π̃ ∧ · · · ∧ Π̃︸ ︷︷ ︸
(p+1) ����

+ · · ·+ (p+ 1)Π̃ ∧ ∂u1 ∧ · · · ∧ ∂up ∧ U1 ∧ · · · ∧ Up = 0


��C 	��� 
�
��� ���

Π̃ ∧ U1 ∧ · · · ∧ Up = 0,+9�9.

������!�
��� (∑
i<j

cijUi ∧ Uj

)
∧ U1 ∧ · · · ∧ Up = 0.

J� �� 
�
��� ���
cij = 0 ���� p+ 1 ≤ i < j ≤ n

�� �� � �	���

Π̃ =
∑

i<j≤p+1

cijUi ∧ Uj =

p∑
i=1

(
p+1∑

j=i+1

−cijUj

)
∧ Ui,


��C ��� ��	����� ���� 	����������
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$�(�� �����
�� ����� �� ����������

����� �� 
� �� ���� Ãi(x, u) = ∂ui
+ Ai(x, u)� ��
� i = 1 � p� �� � ���

�������� �
������� � ∑
i<j

[
Ãi, Ãj

]
∧ Ui ∧ Uj = 0+9�A.

p∑
j=1

[
Ãj , Ui

]
∧ Uj = 0+9�3.

[
Ãi, Ãj

]
=

p∑
�=1

Λ�
ijU�.+9�:.

$�(� ������ �� �����
�� ������

J� 	� �����	� �������� $)��9&'�[
Ãi ∧ Ui, Ãj ∧ Uj

]
=

[
Ãi, Ãj

]
∧Ui∧Uj +

[
Ãj , Ui

]
∧Ãi∧Uj +

[
Ãi, Uj

]
∧Ãj ∧Ui

+	� ����� [Ui, Uj] ∧ Ãi ∧ Ãj ��� ��	.� ���
������ 
� V����� [Π,Π] = 0 
����

p∑
i,j=1

[
Ãj , Ui

]
∧ Ãi ∧ Uj +

∑
i<j

[
Ãi, Ãj

]
∧ Ui ∧ Uj = 0.+9�%.

����� �� � [
Ãj , Ui

]
=

[
∂uj

, Ui

]
+ [Aj, Ui] = 0

�� � 
��� +9�3.� ����
 ! +9�A.� �		� �� 
�
��� �	��� 
� +9�%.� ;��� �������
+9�:.� �� �������� ���

[Ai, Aj] =

[
n∑

�=1

A�
iX�,

n∑
k=1

Ak
jXk

]

=
∑
�,k

[
A�

iX�, A
k
jXk

]
=

∑
�,k

A�
iA

k
j [X�, Xk] = 0,

��� 	�� Xj ��������� �� 	�� Aj �� 
����
��� ��� 
� x� J� � 
���

[
Ãi, Ãj

]
= [∂ui

, Aj ] −
[
∂uj

, Ai

]
=

n∑
�=1

(
∂A�

j

∂ui
(u) − ∂A�

i

∂uj
(u)

)
X�
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�	 ��� 
��� 
� 	� ����� [
Ãi, Ãj

]
:=

n∑
�=1

C�
ij(u)X�.+9�,H.

�� ����	����� 	�� Ui +1 ≤ i ≤ p. �� ��� ���� (U1, . . . , Un)� �� ����

n∑
�=1

C�
ij(u)X� =

n∑
�=1

Λ�
ij(u)U�.

1� 	��
�	��� +9�A. �� 
�
��� ���[
Ãi, Ãj

]
∧ U1 ∧ · · · ∧ Up = 0,+9�,,.

������!�
��� (
n∑

�=1

Λ�
ij(u)U�

)
∧ U1 ∧ · · · ∧ Up = 0

�� � 
���
Λ�

ij(u) = 0 ���� p + 1 ≤ � ≤ n

�� +9�:. ��� ����6���

$�(�$ !� )� �� �� ���
����������

����� �� 9� ������ 
� ���������� �� ��������� �
� �������� ��� ������ ��
�����
�� U1, . . . , Up �� �
� �����!���� Ak �� 0 ��
� k = 1 � p# %� �
�� ����

Π̃ =

p∑
i=1

Ai ∧ Ui =
∑
j<k

{xj , xk}∂xj
∧ ∂xk

= 0

������������
{xj, xk} = 0 ��
� 1 ≤ j < k ≤ n.

J� ����#
� ��� ������ / ����� �� �[
Ui, Ã1

]
= 0 ���� 1 ≤ i ≤ p

�� ���� ����� �� ����
����� 
� ������	�� ��� �������� U1, . . . , Up �� ��� ������
����� Ã1 �� ∂u1 +�� A1 = 0.� J� ������� 
��� ��� ����������� ���

A1 = · · · = Aq−1 = 0 �� Ãi = ∂ui
���� 1 ≤ i < q.
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�����
�� ������

J� ������� �� ����
����� 
� ������	�� (x, u) �→ (x
′
, u) ��� ��������

U1, . . . , Up, ∂u1 , . . . , ∂uq−1 �� ��� ����	��� Ãq ���

∂uq +

p∑
�=1

α�(u)U�.

;��� ��	� �� ������� 
�� ��������� β1(u), . . . , βp(u) ��		�� ���[
Ãi, Ãq −

p∑
�=1

β�U�

]
= 0 ���� i = 1 ! q − 1.+9�,�.

1����#� +9�:.� ����� �������� ������� ���� 	� �����[
Ãi, Ãq

]
=

p∑
�=1

Λ�
iqU� =

[
∂ui
,

p∑
�=1

β�U�

]
=

p∑
�=1

∂β�

∂ui

(u)U�

������!�
���

Λ�
iq(u) =

∂β�

∂ui
(u).

����� 	��
������ 
� V����� �������� ���� 1 ≤ i < j < q ���� 	� �����[
Ãi,

[
Ãj, Ãq

]]
=

[
Ãj,

[
Ãi, Ãq

]]
������!�
��� [

∂ui
,

p∑
�=1

Λ�
jqU�

]
=

[
∂uj

,

p∑
�=1

ΛiqU�

]

��C

∂Λ�
jq

∂ui
(u) =

∂Λ�
iq

∂uj
(u)

������!�
���
∂β�

∂ui∂uj

(u) =
∂β�

∂uj∂ui

(u).

J� ���� 
��� ������� 
�� ��	������ β�(u) ���� +9�,�.� ��� ��������� ����
���������� 	� 	��
 
�� ������� 
�� ������ Ui� 
��C[

Ui, Ãq −
p∑

�=1

β�U�

]
= 0 ���� 1 ≤ i ≤ p.

J� ���� 
��� ����� �� ����
����� 
� ������	�� ��� ��������

U1, . . . , Up, ∂u1 , . . . , ∂uq−1

�� ��� ��
����� Ãq−
∑p

�=1 β
�U� ��� ∂uq � �� ����
����� 
� ������	�� ����������

Ãq �� ∂uq +
∑p

�=1 α
�U��
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"��#�
�� ������

;������ �� � ���� ����� ������� �8��������
(
f �

i (u)
)

i�

p∑
i=1

Ai ∧ Ui =

p∑
i=1

(
Ai +

p∑
�=1

f �
i (u)U�

)
∧ Ui

�� �� 
��� ����	���� ������ Ai ��� Ai+
∑p

�=1 f
�
i U� ����

(
f �

i (u)
)

i�
��� �������

�8�������� ��		� ���[
Ãi +

p∑
�=1

f �
iU�, Ãj +

p∑
�=1

f �
jU�

]
= 0 ���� 1 ≤ i < j ≤ q.+9�,&.

��� ��������� ���� 
� 	� �����

∂f �
j

∂ui
(u) − ∂f �

i

∂uj
(u) = 0 (1 ≤ i < j < q)+9�,<.

∂f �
q

∂ui
(u) − ∂f �

i

∂uq
(u) =

∂α�

∂ui
(u) (1 ≤ i < j = q).+9�,9.

��� ��������� +9�,<. �� +9�,9. ��� ���� ��	������ ��������������

f �
i (u) =

∂g�

∂ui
(u) (i < q, � = 1, . . . , p)

f �
q (u) =

∂g�

∂uq

(u) − α�(u) (� = 1, . . . , p).

=	 ���� ��� 	� �������
(
f �

i (u)
)

i�
���� �8��������� ������!�
���

∂g�

∂ui

(u) =
∂gi

∂u�

(u) (i < � < q)+Y.

∂gq

∂u�
(u) =

∂g�

∂uq
(u) − α� (� < q).+YY.

�� ������

ω(u) =

q∑
�=1

g�(u)du� �� α(u) =

q−1∑
�=1

α�(u)du�

+Y. �� +YY. �� 
�
������ 
� dω = duq ∧ α� ;��� �����
�� ����� ��������� �	
��0� 
� ������� ���

dα = 0.+9�,A.
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;��� ��	�� �� �������� ��� 	�� Uk ∧ U� ∧ Um ���� 1 ≤ k < � < m ≤ p
���� 	����������� ��
����
���� �� ��� 	� ���	 ����� 
� ������� ������ 
�
	��
�	��� +9�9. ��������� Ui ∧ Uj ∧ Uq ���� i < j < q ���

(∂αi

∂uj

(u) − ∂αj

∂ui

(u)
)
Ui ∧ Uj ∧ Uq.

�� ����� �� � [
Ãi, Ãj

]
= 0

���� i < j < q �� ���� i < j = q� �� �

[
Ãi, Ãq

]
=

[
∂ui
, ∂uq +

p∑
�=1

α�U�

]
=

p∑
�=1

∂α�

∂ui

(u)U�.

)� �� ���� Ui ∧ Uj ∧ Uq� �	 ���� �C ���� i = i �� � = j �� �� ������� �	���

∂αj

∂ui
(u)Uj ∧ Ui ∧ Uq = −∂α

j

∂ui
(u)Ui ∧ Uj ∧ Uq

�C ���� i = j �� � = i �� �� ������� �	���

∂αi

∂uj

(u)Ui ∧ Uj ∧ Uq

�� 
�
��� 
��� ��� (
∂αi

∂uj
(u) − ∂αj

∂ui
(u)

)
= 0


��C
dα = 0.

�� ����	�D��� ������ Ai ��� Ai +
∑p

�=1 f
�
i U� ���� 1 ≤ i ≤ q� �� ���� 
���

�������� ���
[
Ãi, Ãj

]
= 0 ���� ���� 1 ≤ i < j ≤ q�

	�����
�� ������

J� ���� �� ����
����� 
� ������	�� ��� �������� ���� 	�� Uk �� ��� ������
����� 	�� Ãi �� ∂ui

���� 1 ≤ i ≤ q� ;��� ��	� �� �����
#�� 	� �8��#��

���������� 
���������		�� ��
������� 
� ������� ��
��{ ∂h�

∂uj
(x, u) = A�

j(u)h�(x, u)

h�(x, 0) = x� (� = 1, . . . , n) (j = 1, . . . , q).



:H �������� 9� ������������� 
���� ��������� 
� ;�������

�� �8��#�� � ���� ��	������ 	�� ��������� h�(x, u) +� = 1, . . . , n. 
������ ���

e(
∫ u1
0 A�

1(t,u2,...,up)dt+
∫ u2
0 A�

2(0,t,u3,...,up)dt+···+∫ uq
0 A�

p(0,...,t,uq+1,...,up)dt)x�

�� 	�������� 
� 
������������� 
���� ��� (x, u) �→ (h(u, x), u) ∈ Rn+p ����
h(u, x) = (h1(x, u), . . . , hn(x, u)) ��
����� ������ ��� ��	������� �	 ������ 	�

����� 
� u �→ h(x, u) ��� ��	�� 
� u �→ x ���� ������ x� �	 ���������� 
���
	�� ������ 
� �������� Ã1, . . . , Ãq �� ∂u1 , . . . , ∂uq �

(�/ �� 
�� �0"1�� �� ������� �� ,��#���

1��� �� ���� �� �������� ��� �� 	���� 
�� ������ R−	�������� λi ���
����	�2� ��� ���		�� �	��� �� ��� ��������� 
��� 	� ������� �� 0��������
��� �	 8 ���� �� �	�� p ������� ���		�� 
��������� �� ��� �8����#��� �		� ����
	����������� ��
����
������ =	 ����� 
��� ! ���
��� 	� ��� 
�� ��	���� �������
���		��� J� �� 
�����
 ������� ��� 
��� �� ��� �� �

{xj , xk} (u, x) = 0 �� xj = 0 �C xk = 0.+�jk.

;��� ������� +�jk. 
��� 	� ��� xk = 0� �� �������� ��� ������� ����	 �2����
v ∈ Rp ��	 ���

λj(v) + λk(v) > 0 �� λi(v) < 0 ���� ���� i �= k.+Y.

�� ����� 
� ���� ��� 0 ∈ ����(λ1, . . . , λn) �� 
� 	��8�����	������ �	 �2����
α1, . . . , αn ∈ [0, 1] ���� ��� ��	� ��	� ���

0 =
n∑
1

αiλi.

J� ���� 
��� ������ λk ���� 	� �����

λk = −
∑
i
=k

βiλi

���� 
�� βi > 0� ����� λj(v) + λk(v) > 0 �� ����� ���� 	� �����

(βj − 1)λj(v) < −
∑
i
=j,k

βiλi(v),

���� ������� +Y. �� βj ≥ 1� �� ������� v ∈ Rp ��	 ��� λi(v) < 0 ���� ���� i �= k�
���� ��� ������	�� ��� 	�� ������ λi ���� p ��� p 	����������� ��
����
������
)� 0 < βj < 1� �� ������� v ��	 ��� λi(v) < 0 ���� ���� i �= k ��

(βj − 1)−1

(
−

∑
i
=j,k

βiλi(v)

)
< λj(v) < 0.



9�3� �� 
������ 
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�	 :,

;��� ����	�� +�jk.� �� ����	��� xk ��� H �� �� ���� ���
�� t ���� +∞ 
���

xjk(u, x) = e−t(λj+λk)(v)xjk

(
u, etλ1(v)x1, . . . , e

tλn(v)xn

)
.+9�,3.

1��� 	� ��� xj = 0� �� ����	�� +�jk. �� ��������� 	�� ��	�� 
� j �� k 
��� 	�
������������ �����
���� J� ���� 
��� ������ 	�� xjk ���� 	� �����

xjk(u, x) = ajk(u, x)xjxk.+9�,:.

J� � 
��� 
����#� +9�,3.

ajk(u, x) = ajk

(
u, etλ1(v)x1, . . . , e

tλn(v)xn

)
������!�
���

LU(v)ajk(u, x) = 0.+9�,%.

$�*�� ������� ����� �� ����������

����� �� 9� ������ ��� ������ �� �����
�� A1, . . . , Ap �� �� !����

Ai(x, u) =

n∑
j=1

Aj
i (x, u)xj∂xj

���� �
�

Π =

p∑
i=1

(∂ui
+ Ai) ∧ Ui

$�*�� ������ �� ������� ������

=	 ��0� ������ ��� ���� 
� �����
��

Π̃ =

p∑
i=1

Ai ∧ Ui.

O��� 	� ���� ������������ ��� 
��� 	� ��� 
� 
������ 
� ;�������� ��
������		� 
��� 	� ��
�	� 	���� 
� ���� (X1, . . . , Xn) ���� Xi = xi∂xi

� ���
	������� 
�� 
����� �� H 
� ��������� C∞ ��� Rn+p� ��� ������ 
� ��������
Ui +1 ≤ i ≤ p. ������������� � �� ��
�	� �� ���� 	����������� ��
����
����
��� �8����#��� �� 	�� ����	����� �� ��� ���� (U1, . . . , Up+1)� �C Up+1 ��� 	���

�� Xi� 	� ����� 
� ����������� Π̃ �� ������ �	���

Π̃ =
∑
i<j

cij(x, u)Ui ∧ Uj,



:� �������� 9� ������������� 
���� ��������� 
� ;�������

������!�
���

Π̃ =

p∑
i=1

(
n∑

j=i+1

−cijUj

)
∧ Ui

�� 	��������� �����
���� �
��� ��� ��	����� ���
���� /

Ai =

n∑
j=i+1

−cijUj =

n∑
j=i+1

−cij
n∑

k=1

λjkxk∂xk
=

n∑
k=1

(
n∑

j=i+1

−cijλjk

)
xk∂xk

.

$�*�� �����
�� ����� �� ����������

����� �� 
� �� ���� Ãi(x, u) = ∂ui
+ Ai(x, u)� ��
� i = 1 � p� �� � ���

�������� �
������� �

p∑
j=1

[
Ãj, Ui

]
∧ Uj = 0+9��H.

∑
i<j

[
Ãi, Ãj

]
∧ Ui ∧ Uj = 0+9��,.

[
Ãj , Ui

]
= 0+9���. [

Ãi, Ãj

]
=

p∑
�=1

Λ�
ijU�+9��&.

$�*� ������ �� �����
�� ������

��� ������ 
� �������� Ui ���� ��
����
���� 
� u� �� � 
���

[
Ui, Π̃

]
=

p∑
j=1

∂Ui

∂uj
∧ Uj = 0.

����� �� � ���� ���� i, j ∈ {1, . . . , p}

[Ui, Uj] =
[
∂uj

, Ui

]
= 0



9�3� �� 
������ 
� )��
�	 :&

�� � �	��� [
Ui, Π̃

]
=

[
Ui,

p∑
j=1

Aj ∧ Uj

]

=

p∑
j=1

[Ui, Aj ] ∧ Uj +

p∑
j=1

Aj ∧ [Ui, Uj]

= −
p∑

j=1

[
Ãj , Ui

]
∧ Uj = 0


��C +9��H.� '��������� �� :����� [Π,Π] = 0 
���� $)��9&'
p∑

i,j=1

[
Ãj, Ui

]
∧ Ãi ∧ Uj +

∑
i<j

[
Ãi, Ãj

]
∧ Ui ∧ Uj = 0

�� �� �������� ���
p∑

i,j=1

[
Ãj , Ui

]
∧ Ãi ∧ Uj = −

p∑
i=1

Ãi ∧
(

p∑
j=1

[
Ãj, Ui

]
∧ Uj

)
= 0


��C +9��,.� J� �� ���� 	�� ��������� 
� 9�3���[
Ãj , Ui

]
= [Aj , Ui]

=

[
n∑

�=j+1

−cj�U�, Ui

]

=

n∑
�=j+1

(−cj�LU�
(Ui) + cj�LUi

(U�) + LUi
(cj�)U�)

=
n∑

�=j+1

LUi
(cj�)U�.

����� U1, . . . , Up ��������� ����� ��2 �� ���� Up+1 +��� ��� 	��� 
�� Xi.�
�� �

0 =
[
Ui, Π̃

]
=

[
Ui,

∑
j<�

cj�Uj ∧ U�

]

=
∑
j<�

(LUi
(cj�)Uj ∧ U� + cj� [Ui, Uj] ∧ U� + cj�Uj ∧ [Ui, U�])

=
∑
j<�

LUi
(cj�)Uj ∧ U�



:< �������� 9� ������������� 
���� ��������� 
� ;�������

�� �� �� 
�
��� ���

LUi
(cj�) = 0 ���� 1 ≤ j < � ≤ p+ 1

�� +9���. ��� ����6��� J� �[
Ãi, Ãj

]
=

[
∂ui

+ Ai, ∂uj
+ Aj

]
= [∂ui

, Aj ] −
[
∂uj

, Ai

]
+ [Ai, Aj ]
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∑
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