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Introduction.

Lorsque le diagramme

est commutatif, on dit que h est une semi-conjugaison entre f et g. C’est
le cas si et seulement si application f x g : (z,y) — (f(x),g(y)) envoie le
graphe W de h dans lui-méme. En d’autres termes, dans le cas différentiable,
la recherche de la semi-conjugaison h équivaut a celle d’une sous-variété W
invariante par f x g.

Cette remarque a amené Marc Chaperon a prouver dans un premier temps
une généralisation du théoréme de la variété stable [Cha93] entrainant le théo-
réme de Sternberg sur la conjugaison différentiable des contractions locales.
Nous en donnons une version C'*%% dans le premier chapitre de cette thése
(paragraphe 1.3.1, Théoréme 3).

Le point de vue adopté dans [Cha93| présente un double avantage : d’une
part, ce théoréme de variété invariante n’est pas plus difficile & prouver, au
contraire, que le résultat de Sternberg. D’autre part, il permet la solution
de plusieurs autres problémes, par exemple la mise sous forme normale d’un
germe de champ de vecteurs ou de diffeomorphisme le long de sa variété
stable [CC97].

Dans le premier chapitre, nous appliquons cette stratégie au théoréme sui-
vant de Hartman : tout germe inversible /4 : (R™,0) — (R",0) de contraction
stricte C1HLipschitz ogt C1+HOlder Jinaarisable.

La démonstration reprend les grandes lignes de celle de Hartman, en
les simplifiant : une des étapes cruciales devient une simple application du
théoréme de variété pseudo-instable, dans la version précise essentiellement
due a de la Llave et Wayne [LW95, Cha98]|. Pour le reste, le point de vue initial
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est remplacé, comme dans [Cha93|, par 'obtention de variétés invariantes
suivant la méthode de Perron-Irwin : appliquer un théoréme de fonctions
implicites dans un espace de suites. La clé est le théoréme 4 du paragraphe
1.3.3.

Sur le plan de I’énoncé proprement dit, nous généralisons (paragraphe
1.2.1, théoréme 1 et paragraphe 1.2.2, théoréme 2) le théoréme de Hartman
en dimension infinie, pourvu qu’il y ait des “trous” bien placés dans I’ensemble
des modules d’éléments du spectre de Dh(0).

Cette hypothése est automatiquement vérifiée quand Dh(0) est un opé-
rateur compact, donc en dimension finie. Lorsque Dh(0) n’est pas inversible,
le résultat obtenu (théoréme 1) est la “semi-linéarisation” de h par une fi-
bration locale. Cela permet par exemple d’obtenir des semi-conjugaisons de
semi-groupes a un parameétre “paraboliques” a des groupes a un parameétre
linéaires. De telles applications seront développées dans une publication ul-
térieure.

Le deuxiéme chapitre forme un tout relativement cohérent avec les trois
suivants. Il porte sur un théoréme de prolongement de variétés invariantes
(paragraphe 2.1.2, théoréme 5) impliquant entre autres, dans le cas des tores,
le théoréme de prolongement de conjugaisons locales qui figure en appendice
6 dans [Cha86]. Celui-ci joue un role fondamental dans la linéarisation des
germes d’actions hyperboliques de Z¥ x R™, utilisée par Dufour dans sa
linéarisation locale de structures de Poisson [Duf89].

Le théoréme 5 implique aussi un autre des résultats utilisés par Dufour,
et qui porte sur la résolution prés de 0 d’un systéme d’équations

Ly, [ =0;,1<j<p

lorsque les U; sont des champs de vecteurs linéaires sur R" commutant deux
a deux, les germes en 0 € R™ de fonctions réelles ©; vérifiant les conditions
de compatibilité évidentes. Le chapitre 3 explique comment “marche” la dé-
monstration de ce résultat dans un cas particulier (ot n = p 4+ 1). Le cas
général, qui fera I'objet d'une publication ultérieure, se traite de la méme fa-
con en utilisant les “quasi-quotients” introduits dans le chapitre 3 de [Cha86|.
C’est une autre situation ou le point de vue “variétés invariantes” permet de
ne pas démontrer plusieurs fois essentiellement la méme chose.

Pour revenir au chapitre 2, le théoréeme 5 est un énoncé un peu technique
dont la nature apparait bien dans un cas simple : si I’on a un champ de
vecteurs linéaire sur R? de la forme A\zd, + pyd, + vz0, avec A\, u > 0 et
v < 0, son flot laisse invariant chacun des trois plans de coordonnées. Le
théoréme de la variété instable entraine que {z = 0} est le seul germe en 0 de



sous-variété invariant par le flot et transverse a I’axe des z. Cette unicité ne
vaut pas pour les autres plans de coordonnées, car le théoréme 5 fournit par
exemple une famille “de dimension infinie” de surfaces invariantes C'*° ayant
un contact infini le long des axes avec {z = 0} : 'intersection du germe le
long des axes d’une telle surface avec {|y| = 1} est n’importe quel germe de
courbe ayant un contact infini avec {x = 0} ; en effet, la réunion des orbites
issues d’une telle courbe est une surface de {y # 0} contenant 1’axe des y
sauf 0, et le théoréme 5 affirme que cette surface se prolonge en un unique
germe de surface invariante par le flot et passant par 0, qui contient le germe
de 'axe des z.

Le chapitre 4 est une introduction aux variétés de Poisson.

Dans le chapitre 5, nous revenons sur le théoréme de linéarisation lo-
cale de structures de Poisson démontré par Dufour dans [Duf89], en traitant
(paragraphe 5.7) le cas n = p + 1 qui n'y figurait pas—mais que Dufour a
annoncé par la suite—et en insistant (paragraphe 5.6) sur le “domaine de
Poincaré”, ou tout est beaucoup plus simple.

La principale nouveauté est une version trés explicite (paragraphe 5.6.1,
lemme 20 et paragraphe 5.7.1, lemme 23) d’un résultat que Dufour déduisait
du théoréme de division de Saito. Ce calcul simplifie bien les choses ...a tel
point qu’on n’a plus besoin, dans les cas considérés, du théoréme de pro-
longement du chapitre 2 (paragraphe 2.1.2, théoréme 5). Celui-ci intervient
néanmoins dans le cas général considéré dans [Duf89], sur lequel nous comp-
tons revenir dans une publication prochaine.






Chapitre 1

Théoréme de Hartman et variétés
invariantes.

1.1 Introduction.

Soit H : (X,a) — (X,a) un germe en a de difftomorphisme de classe
C"(r > 1) d’une variété X dans elle méme. On note T, H 'application linéaire
tangente & H en a et T, X I'espace tangent & X en a. On dit que H est C*—
linéarisable s’il existe un germe de difféomorphisme ® : (X,a) — (7,X,0)
de classe C* tel que le diagramme suivant soit commutatif

(X,a) —5 (X,q)

@l }p
(T.X,0) —— (T.X,0).

a

P. Hartman a montré [Har60| qu’en dimension finie, un germe de difféomor-
phisme H : (X,a) — (X, a) de classe C1TEP est C1TH Jingarisable si le
rayon spectral de T, H est strictement inférieur & 1 (contraction stricte).
Partant du fait que le diagramme précédent est commutatif, si et seulement
si le graphe de ® est invariant par le difféomorphisme

HxT,H: (X, a)x (T,X,0) — (X,a) x (T, X,0)
(2, y) — (H(x), ToH (y)),

on peut obtenir des théorémes de conjugaison ou de semi-conjugaison a des
formes normales, voire de linéarisation, a partir de théorémes d’existence
de variétés invariantes. En outre, comme 1’étude de certaines équations aux
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dérivées partielles se raméne a celle d’un flot ot d’un semi-flot f*: (E,0) —
(E,0) d’un espace de Banach E de dimension infinie, il est trés souhaitable
de ne pas se borner a la dimension finie.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la semi-linéarisation différentiable d’un
germe de contraction stricte. Sous une hypothése portant sur le spectre de sa
partie linéaire, on va démontrer un théoréme de semi-linéarisation qui admet
comme corollaire une généralisation du résultat de P. Hartman a la dimension
infinie.

1.2 Théoréme de semi-linéarisation.

1.2.1 Hypothéses et énoncé du théoréme.

Soit & : (M,p) — (M, p) un germe en p d’application de classe C''TEP
d’une variété M modelée sur un espace de Banach dont la topologie peut étre
définie par une norme C'™2% en dehors de 0. On note L := T,h l'application
linéaire tangente a h en p et p(L) son rayon spectral. On suppose que h est
une contraction stricte et que le spectre de L est la réunion d’un nombre fini
de compacts non vides

Spec(L) =ogUoy U---Uog, Uoyi
tels que si on note
a; = min{|z|; z € 0;} et b; = max{|z];z € 0y} pour 0 <i<n+1

on ait
OSanHSan<an§bn<---<a0§b0:p(L)<1

et
a;r1 < bibyp < a; pour 0 < i <n.

Remarque. Cette hypothése est toujours vérifiée lorsque la contraction
stricte L # 0 est un opérateur compact, par exemple quand M est de di-
mension finie. En effet, on groupe alors dans o( les valeurs propres A de L
avec |\ > b2 = p(L)?, puis on prend éventuellement pour b; le maximum
des modules des valeurs propres non nulles restantes et l’on groupe dans oy
les valeurs propres A de L avec biby < |\| < bé, ete. (en dimension infinie, il
faut choisir le n ou s’arréte le processus).
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Théoréme 1 Sous les hypotheses précédentes, h est CY1HHO _semi-linéari-
sable : si l'on écrit la décomposition de E = T,M en somme directe de
sous-espaces L-invariants

E:EO@@En@En—i-l
tels que
Spec(L|g,) = o; pour 0 <i<n+1,

il existe un germe en p de submersion de classe C1H0d
n: (M,p) — (Eg® E1 & -+ & E,,0) = (F,,0)

tangente & la projection de E sur F,, qui semi-conjugue h & L|g,, c¢’est-a-
dire :
Ynoh=1L|g, op,.

1.2.2 Un théoréme de linéarisation.

Si le compact 0,11 est vide, le germe de h est un germe de difféeomorphisme
local. Dans ce cas, la démonstration de la semi-linéarisation qu’on exposera
dans la suite donne un théoréme de linéarisation d’une contraction stricte en
dimension éventuellement infinie :

Hypothéses et énoncé du théoréme.

Soit h : (M,p) — (M, p) un germe en p de diffeomorphisme de classe
C'*Eir Qune variété M modelée sur un espace de Banach dont la topologie
peut étre définie par une norme C'*5%? en dehors de 0. On suppose que h
est une contraction stricte et que le spectre de L := T),h est la réunion d’'un
nombre fini de compacts non vides

Spec(L) =oqgUaoy U---Uay,
tels que si on note
a; = min{|z|; z € 0;} et b; = max{|z];z € 0;} pour 0 < i <n

on ait
0<a, <b,<---<ay<by=p(L) <1

et
biby < a; pour 0 <17 <n

air1 < bibg pour 0 <i<n—1.
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Théoréme 2 Sous ces hypothéses, h est C'H0 [inéarisable : en posant
E = T,M, il existe un germe ¢ : (M,p) — (E,0) de difféomorphisme de
classe C1H19 tangent en p a Uidentité de E qui conjugue h & L, ¢’est-a-dire

©*h:=pohop '=L:(E0) — (E,0).

1.2.3 Remarques.

Remarque 1. La classe de Holder que nous obtenons pour la dérivée de h
dépend du spectre de L.

Remarque 2. On a fait une hypothése de régularité C1+2% sur la norme de
E en dehors de l'origine car le théoréme de la variété pseudo-instable, qui
joue un role crucial dans nos démonstrations, s’obtient par une procédure
d’extension qui nécessite une telle hypothése [LW95, Cha98].

1.3 Démonstration : variétés invariantes.

La démonstration du théoréme de semi-linéarisation se fait par élimi-
nation de proche en proche des termes “non linéaires” correspondant a la
partition du spectre. Pour éliminer le terme non linéaire correspondant a la
partie oy du spectre, on a besoin d’un premier théoréme de variété invariante.

1.3.1 Premier théoréme de variété invariante.

Ce théoréme, démontré par M. Chaperon [Cha93|, généralise le théoréme
de la variété stable; il est valable dans les classes C", (r réel positif), ana-
Iytique et holomorphe. On en donnera la démonstration dans le cas O+,
dont on a besoin, pour mettre en évidence la force de la méthode d’Irwin
[Irw80a]| : appliquer le théoréme des fonctions implicites dans des espaces de
suites naturels.

Théoréme 3 Soit h : (M,a) — (M, a) un germe en a d’application de
classe C1HP tel que L := T,h laisse invariant un sous espace facteur direct
S de E:=T,M et soit A (resp. B) l’endomorphisme de S (resp. E/S) induit
par L. On suppose p(A) < 1, B inversible et

1\ -1
p(B™) " > p(A)>
Alors il existe un unique germe en a de sous-variété W de classe C1HLP,
invariant par h et tel que T,)W = S.
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1.3.2 Premiére étape de la semi-linéarisation.

A T'aide d’une carte, on peut se ramener a h : (E,0) — (E,0). D’aprés
les hypothéses sur le spectre de L, il existe une décomposition de £/ en somme
directe de deux espaces L-stables E = Ey x E telle que h soit donné par

h:(Eyx E,0) — (Ey x E,0)
(u,v) — (Aou +eg(u,v), A'v+ é(u,v)) ,

ou Ayg = L|g, et donc
Spec(Ap) = oy,

A=Llgy, E'=FE & @ E, et donc
Spec(A) =01 U---Uo, Uo,1

et les application e; et ¢ sont de classe C'+E%® et nulles & Pordre 1 en 0.
On applique le premier théoréme de variété invariante au germe en (0,0)
d’application hg := h x Ay donné par

ho:=hx Ay : (E X Fy,0) — (E x Ey,0)
(u, 2) — (h(u), Aoz),

en prenant pour S le graphe (invariant par Dhy(0)) de la projection pry de
E sur Ejy. 1l est clair que A s’identifie & L et B a Ay, d’ou

p(B™) = ap > b3 = p(A)?

comme souhaité. Il existe donc un germe en 0 de variété hp-invariant W de
classe C1TEP tel que TyW = S, qui est le graphe d’un germe de submersion
oo : E — FEj tangente a prg en 0. L’invariance de W par hg signifie que ¢y
semi-conjugue h a Ay, c’est-a-dire que

oo h = Ao ¢y,

ce qui donne le résultat cherché :

Corollaire 1 Le germe d’application donné par

0o : (E,0) — (Ey x E',0)
u— (¢o(u), pryy(u))
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ot pry est la projection de E sur E', est un germe de difféomorphisme local
CYL qui conjugue h @ un germe d’application pih == oo ho py' de la
forme

©ih: (Ey x E',0) — (Ey x E',0)
(z,y) — (on, Ay +é (, y))

ot Uapplication € est de classe C*tP et nulle & lordre 1 en 0.
On déduit immeédiatement de ce qui précéde (pour E' = {0}) le

Corollaire 2 Sous les hypothéses du théoreme de linéarisation, si n = 0,
alors h est C1HP linéarisable.

Remarque. La condition n = 0, qui s’écrit aussi p(L™')™' > p(L)?, exclut en
dimension finie I’apparition de “résonances" = A%, A, u € Spec(L), rendant
formellement impossible la linéarisation C? et méme C1*1P,

1.3.3 Deuxiéme théoréme de variété invariante.

Pour éliminer les autres termes non-linéaires, on procéde par récurrence
en utilisant le résultat suivant :

Théoréme 4 Soit E=1x Jx K un produit d’espaces de Banach dont les
normes sont C'7EP en dehors de 0 et h un germe d’application donné par

h(IxJxK,0) — (IxJxK,0)
(0,2,y) — h(0,2,y) = (AD, f(0,2,),9(0,7,y)).

On suppose les conditions suivantes vérifiées :

i) Les applications f et g sont de classe C*.

i) Les dérivées partielles O, f, Oy f, 0z9, 0yg sont lipschitziennes par rapport
a(0,x,y).

iii) Les dérivées partielles Opf, Opg sont lipschitziennes par rapport a (z,y)
et a-héldériennes par rapport a 0, avec o € (0,1).

w) La différentielle de h en 0 est donnée par

Dh(0)(0,z,y) = (A0, Bx + Dy, Cy)
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avec A un automorphisme de I, B un endomorphisme de J, D une application
linéaire continue de K dans J et C' un automorphisme de K tels qu’on ait

p(C)=p(B) < p (A7) < p(A) <1etp(C7Y) p(B)p(A) < L.

Alors, il existe un germe en 0 de variété h-invariante V de classe C1HHolder

tangente en 0 a I x J x {0}, qui est donc le graphe d’un germe

(I x J,0) — (K,0)
(0, 2) — Dy(0, ).

Ce germe est de classe C1, tangent & 0, sa dérivée partielle 0,®q est lipschit-
zienne par rapport a (0,x) et sa dérivée partielle OyPy est lipschitzienne par
rapport a x et héldérienne par rapport a 0.

1.3.4 Deuxiéme étape de la semi-linéarisation.

On identifie £ & Ey X --- X E, 11, on pose A; = L|g; et I'on cherche &
prouver par récurrence le

Lemme 1 Pour 0 < k < n, le germe h est conjugué, par un germe de
transformation CY1YHOer tangente o 'identité, a un germe hy : (E,0) —

(E,0) de la forme
hk(lb) B axn-‘rl) - (AO:L‘Oa B aAkxkv gk(x07 B axn-i-l))

ot Oy, gy est
— lipschitzienne pour j > k
— holderienne par rapport aux x, avec { < k et lipschitzienne par rapport
aux autres variables pour 7 < k.

Pour k£ = n, on en déduit le théoréme. Comme le cas o k = 0 résulte de
notre premiére étape, il ne reste qu’a expliquer le passage de k a k4 1 pour
0<k<n.

Il s’agit de conjuguer h; a un hy, 1 convenable par une transformation ¢y
tangente a 'identité, c’est-a-dire en fait de semi-conjuguer h; a A1 par un
germe de submersion 7., tangente a la projection pry; de E sur Ei.q : on
obtiendra ainsi la composante intéressante de ¢y, les autres étant celles de
I'identité.

Il revient au méme de trouver un germe Wy, de sous-variété de E' x Ej 4
(le graphe de 7y, 1) invariant par hy X Aj,q et tangent au graphe Vi 1 de
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pre+1- On ne peut pas appliquer immédiatement le second théoréme de variété
invariante tel que nous l’avons énoncé, car Vi1 n’est pas £ x {0}, mais on
s’y raméne par 'automorphisme 7 : (z,y) — (2,y — Tg11) de B X Epq.

Appliquons le second théoréme de variété invariante & [ = Ey X - - - X E},
J=Fp1 XX Eyy1, K= Epyy et h =1, 0(hy X Agy1) o, 2 on obtient
une variété invariante V qui est le graphe d’un germe fi,1(= ®¢) : E — Ej4q
de classe C!, tangent a 0 et dont les dérivées partielles Oz, fr41 sont

— lipschitziennes pour j > k

— lipschitziennes par rapport aux x, avec ¢ > k et holdériennes par rap-

port aux autres pour j < k.
Il en résulte que Wi 1 = kal(f/) est une sous-variété invariante par hy X Ay 1,
graphe de mp 1 : x — 21 + frr1(2).

Des propriétés de fr.1 résultent immédiatement celles que 1’on souhaitait
pour hy1 = @x 0 hy o @; .

1.4 Démonstration des théorémes
de variété invariante.

1.4.1 Preuve du premier théoréme de variété invariante.
Soit U = E/S. Avec une carte, on se raméne a
M=E=SxU

I’application linéaire tangente est donnée par

L(z,y) = (Ax + Cy, By)
pour un C' € L(U,S), a =0et V =5 x {0}. Soit A un nombre réel tel que

=M\ <p (B’l)f1 et p(A) < A< 1.

On choisit la norme sur E telle que

p< B et A < A

et on note &, = {2 = (2n)neN; 2n = (Tn,Yn) € E} 'espace de Banach des
suites z d’éléments de E telles que

2| = sup {max {A\""|z,|, p"|yn] } ;n € N} < 00
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S\ = {z = (,)neN; Tn € S} l'espace de Banach des suites x d’éléments de S
telles que
|z| = sup {\ "z, |;in € N} < o0

U, = {y = (Yn)nen; Yn € U} Pespace de Banach des suites y d’éléments de
U telles que
ly| = sup {1 "|yal;n € N} < 00

et S le sous-espace de Sy formé des suites z telles que zy = 0.
On va montrer que les termes z, des suites z dans &, ,, telles que

F(2) 1= (201 — h(zn))pere =0

forment prés de 0 le graphe W d’une application yo = () de classe C1TL%
nulle & 'ordre 1 en 0. Le germe de la variété invariante est donc celui de W.

Lemme 2 Le germe en O de ['application donnée par
F: (5)\4“9) - (5)\4179)
2+ F(z2) = (2041 — h(zn))neN

est de classe CYTL% et sa dérivée partielle par rapport a (Yo, (2n)n>0) en 0 est
un isomorphisme du sous-espace Ex 0 = {z € Ex /0 = 0} sur &y .

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, au voisinage de 0, I’ensemble
F~(0) est donc le graphe d’une fonction implicite

zo — W¥(x0) = (Yo, (2n)n>0)

de classe O1TEP ; 1a variété invariante W, graphe de la composante

Yo = ¥ (o)

de U, est de classe C'TEP. Pour voir qu’elle est tangente & S en 0, on va
montrer que

D1(0) = 0.
En posant
(w0, DY(0)20) = (Zn; Yn)pen
I'identité
DF(0) (zo, DY(0)x) =0

signifie que

(i1 — Azn — CYny Ynt1 — Byn) = (0,0) pour tout n € N,
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[’automorphisme
B:y— (Yn+1 — BYn)nen

envoie donc y sur 0, d’ou en particulier

Preuve du lemme. On montre d’abord que la dérivée partielle de F' en 0
par rapport a (Yo, (2,)n>0) est inversible.

En supposant que F est C*, la différentielle de F en 0 est forcément donnée
par

DF(O)Z = (Zn—i—l - LZTL)neN

= (anrl - Axn - Cyna Yn+1 — Byn)nGN )

car chacune des projections z — z, de &, , sur E est continue. On doit donc
montrer que le morphisme A donné par

Az r— (Tny — Axp),en
est un isomorphisme de Sy sur Sy, que le morphisme C donné par
C:yr— (Cyn)pen
est linéaire continu de U/, dans Sy et que le morphisme B donné par

B:yr— (Yns1 — BYn)pen

est un automorphisme de U,.
— A est le composé de I'isomorphisme de Sy o sur S, donné par

L+ (Zn11)nen
et de 'endomorphisme de S, donné par
x — (20, (¥ — ATp_1),-)
et qui est de la forme “Id + contraction stricte”, puisque
AT Az, ] < ATHAL (A Y|z, ]) < ATHA] 2] et ATHA] < L
— C est linéaire continu de U, dans S car

AT Cy| < AT Cyl < O] (07" wnl) < 1€ |y -
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— B est le composé de 'automorphisme de U, donné par

et de 'endomorphisme de U/, donné par
Y (¥n = B™Yn+1) sen
et qui est de la forme “Id + contraction stricte”, puisque
1B ] < B al) < a5 g |5 < 1.

Pour montrer que F est de classe C'+1% il suffit de montrer que les germes
d’applications suivants sont de classe C1TE%? :

(Exyis0) 2 27— f(2) = (f(20))en € (S2,0)
(Exw0) 3 27— 9(2) = (9(2n))nen € Uy, 0)-

Le cas de f Les inégalités suivantes montrent que f est bien définie.

A f(za)| < Lip(Df) [A "2,
< Lip(Df) |z|.

Les inégalités suivantes montrent que f est différentiable :

A7 (20 + 620) = f(z0) = Df(2,)82]

< A" /1(Df (20 + t02n) — Df(2n))dt|02,]
0

< AT'Lip(Df) |62n] |02,
< Lip(Df) (A" [6za])’
< Lip(Df) |6z

On a aussi

A" [(Df (204 02n) — Df(20)) Zn| < Lip(Df) X0z, | [N Z,|

puisque

’Df(z +6z) — Df(2)

= sup sup })\_” (Df(zn +0z,) — Df(zn))Zn} ;

Z|<1neN
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on a donc montré que D f est lipschitzienne :

Df(z+06z) = Df(2)| < Sup Lip(Df)|oz] |Z]

< Lip(Df)[0z]

Le cas de g. On a 0,¢(0,0) = 0, donc les inégalités suivantes montrent que
g est bien définie.

,Uzin|g(l'nayn)|
. 1
<u|( /0 (Oxg(tn, 0) — D2g(0,0))dt ), + ( /0 0y9(n, tyn)dt) o
< Lip (829) | A "@n| | X" 20| + sup [0yg] |1 "y

<L1p( 9) lz|” + sup [9,9] |y|

Les inégalités suivantes montrent que g est différentiable :

ﬂ_n}g(zn +02n) — g(2n) — Dg(zn)ézn}

1
/(Dg Zn 4 102,) — Dg(2,))dt| 62,
0
Dg)} ”5,2”’ ’/\ ”52,1}
(Dg)| Eg

On a aussi

" }(Dg(znjt(szn) Dg(zn))Zn} < Lip(D })\ "(5%} ’)\ "z, ’
< Lip(D )|5Z\ Z].

Comme on a

|Dg(z+ dz) — Dg(z)| = sup sup },u’” (Dg(zn +0z,) — Dg(zn))Zn’
2]<1 neN

les inégalités suivantes montrent que Dg est lipschitzienne :

|Dg(z + 0z) — Dg(z)| < \Szl\lfl Lip(Dg) |6z| | Z]

< Lip(Dg) |0z| .
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1.4.2 Preuve du deuxiéme théoréme
de variété invariante.

On va se ramener au cas ot f(6,0,0) =0 et ¢(#,0,0) = 0 en utilisant le
théoréme de variété pseudo-instable [LW95, Cha98| :

Théoréme 5 Soit h : (M,p) — (H p) un germe d’application différen-
tiable en p d’une variété banachique M. On supose que le spectre o(L) de
L:= T, h est la réunion de deuz compacts disjoints non vides o1 et o9 avec

Aol < min |A\|;
gggg\z\ ggglhl,

et 'on note 1 (resp. S) le sous-espace L-stable de E := T,M associé a la
partie oy (resp. o3).
Alors quels que soient Uentier r > 1 et le réel « €]0,1] tels que l'on ait

max |Ag| < mln |A|"Fe,
A2€02 A€o

si h est C™ et que la topologie de E peut étre définie par une norme C+¢

en dehors de Uorigine, il existe un germe h-invariant V en p de sous-variété
Crte de M tel que T,V = 1.

D’aprés le théoréme de la variété pseudo-instable, pour tout 3 € (0,a] tel

que p(A™1)” (+6) p(B), il existe un germe en 0 de variété h-invariante de
classe C1*# tangente en 0 & I x {0} x {0}. Cette variété est localement le
graphe d’une application x : (I,0) — (J x K,0) de classe C'*¥ telle que

x(0) =0 et Dx(0) =0.
Le diffeomorphisme local donné par
(0, 2,y) — (0, (,y) — x(0))

est un changement de variables qui permet de supposer en plus des hypo-
théses du théoréme que

f£(6,0,0) =0 et g(0,0,0) =0.
On choisit deux nombres réel positifs a et b assez proches pour qu’on ait

b<p(C) T <p(B) <aetap(h)/b<1
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et on choisit la norme sur E de sorte que les normes des applications linéaires
A, B,C et D soient proches de leurs rayons spectraux.

On note &, = {2 := (2n)neN; 2n = (Tn, yn) € J X K} l'espace de Banach des
suites z d’éléments de J x K telles que

2| := sup {max{a~"|z,|,b""|yn|};n € N} < 0

Jo = {z = (xp)nen; Tn € J} lespace de Banach des suites x d’éléments de
J telles que

|z| := sup {a "|z,|;n € N} < o0
et Ky = {g = (Yn)neN; Yn € K} I'espace de Banach des suites y d’éléments
de K telles que

|ly| == sup {b"|yn|;n € N} < .

On considére le germe d’application donné par

F: (-[ X ga,by (O,Q)) — (ga,byg)
(97 g) — (anrl - f(Anea T, yn)7 Yn+1 — g(AnG’ Ty yn>>n€N

et on va montrer que la variété invariante V est le germe en 0 de Iensemble
des couples (6, zp) ol les z, sont les termes d’indice 0 des suites z € &, telles
que F(0,z) =0.

Lemme 3 (i) F définit un germe en (0,0) d’application de classe C'.

(ii) O, F est lipschitzienne par rapport a (0, z).

(iii) OpF est lipschitzienne par rapport a z et héldérienne par rapport a 6.
(iv) la dérivée partielle de F en (0,0) par rapport a (yo, (xn,yn)n>0) est un
1somorphisme du sous espace 5;,b ={z€&p:x0=0} de &y sur Eqp.

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, 'ensemble F~1(0) est donc au
voisinage de (0,0) dans I x &, le graphe d’une fonction implicite

®: (1% J,(0,0)) — (£,4,0)
0, 2) — ®(0,x).
Cette fonction est de classe C'!, sa dérivée partielle 9,® est lipschitzienne par
rapport a (0, x), sa dérivée partielle 9P est lipschitzienne par rapport a z et
holdérienne par rapport a 6. Donc, au voisinage de 0 dans I X J, la variété
h-invariante V' est le graphe du germe
Oy : (I x J,0) — (K,0)
(0,x2) — (®(0,2)), la composante y, de ®(6, ).
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Ce germe est de classe C!, sa dérivée partielle 9,®, est lipschitzienne par
rapport a (6, x) et sa dérivée partielle 9p®q est lipschitzienne par rapport a
x et est holdérienne par rapport a 6.

Preuve du lemme. On va d’abord montrer (iv) en supposant (i). On note

T, ={z € J,:x0=0} et K, := {yeky:yo=0}.
La différentielle de F' en (0,0) est donnée par
DF(0,0)(0, (T, Yn)nen) = (Tn+1 — By — DYn, Ynt1 — CYn)nen.
On doit montrer que le morphisme B donné par
B:z+—— (xy41 — Brp)nen
est un isomorphisme de j(; sur J,, que le morphisme D donné par
D yr— (Dyn)neN
est linéaire continue et que le morphisme C donné par
C: Yyr— (yn+1 - Cyn)neN

est un automorphisme de C,.
Le cas de B. Il est le composé de I'isomorphisme de \7; sur 7, donné par

2 (Tng1)nen
et de '’endomorphisme de 7, donné par
z— (z9, (T, — Bxp_1)n>0)
et qui de la forme “Id + contraction stricte”, puisque
a " Bxp_1| < a YB|(a”" V|z,_1]) < a7 Bl|z| et a B < 1.
Le cas de D. Il est linéaire continu puisque
a”"|Dyn| < |DI(b™"|yn]) < |D][y-
Le cas de C. 1l est le composé de I'automorphisme de K, donné par
yr— (=CYn)nen

et de ’endomorphisme de K, donné par

yr— (yn - O_lyn-i-l)nEN
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et qui est de la forme “Id + contraction stricte”, puisque
b7 C ] < DICTH(O™ " g |) < B[CT [yl et B|CTH] < 1.

Pour montrer les autres points du lemme, on va montrer que les germes

f: ([ X ga,ba (O,Q)) - (ja,Q>

( a&) — f(@,g) = (f(AnQ, Zn))neN
g: (I xEp,(0,0)) — (Ky,0)

( 7&) — g(eag) = (g(ATLG’ Zn))nGN

sont des germes d’applications de classe C', leurs dérivées partielles 0, f , 0.0

sont lipschitziennes et leurs dérivées partielles dp f, 9pg sont lipschitziennes
en z et hijldé;riennes en 0. .
Le cas de f. Les inégalités suivantes montrent que f est bien définie.

a " [f(A"0, z)] < a™"|za| <2
Les inégalités suivantes montrent que f est de classe C".
a’"]f(A"@, Znt+0z,) — f(A"0, z,) — 0, f(A"0, z,)d 2,
/1 (0.f(A"0, 2, + 10z,) — O.f (A", zn))dt‘ 102,
< Lip(azoﬁ 6z

<a™"

[ FN(O +00), ) — F(A"0, 2,) — Oy f(A"0, 2, ) A"50)

<a

n /1 (0o f(A™(0 + 136), 2,) — Op f (A"(6 + 136), O))dt' |A"56)

ta / 1 (D0 f (A0, 2,) — Dp f (A", O))dt' |A"50)|
0

< 2Lip, (Dpf) [a 2| [A]" 56|
< 2Lip,(0sf) |2]60] .

Les inégalités suivantes montrent que 0, f est lipschitzienne.

a " (0. F(A™(0 + 80), 2, + 02,) — O.f(A"0,2,)) Z,|
< Lip(0. f) [(A"08, 6z,)| |[a™" Z,|
< Lip(0. f) |(60,a"62,)| |Z]
< Lip(.f)[(66,02)| |Z|
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d’ou
0. (0 + 66,2+ 6z) — 0.f (0, 2) | < Lip(9.f) (66, 6z)| -
Les inégalités suivantes montrent que 0y f est lipschitzienne par rapport a z.

a " 0p f(A"0, 2 + 62, ) A" — Dy f (A"0, 2, )A"| < Lip,(9pf) |A"] |a 02, |
< Lip,(0pf) |02].

Pour voir que 0y f est holdérienne par rapport a 6, on remarque que pour
tout (6, z) tel que Max {|6],|z|} < r, r assez petit, on a

Hold (3, f) (M)" 166]°
2ip, (0 f)|A [

a” | (Bpf (A (0+00), 2,) — g f (A0, 2,) ) A"| <

On pose
K1 = HOldg(agf) et Kg = 2L1pz(89f)

et on cherche le premier entier n tel que

‘A‘l—kﬁ "
Ko|A"r > K, ( ) 1667
a

on trouve alors
Kor
log <K1\59\5)

s ()

n <

d’ou
log \A\1+ﬁ—loga>

a—n} (89]"(/\”(0 + 50)7 Zn) i c%f(A”@, Zn))An} < Cste|50|ﬁﬁ< log [A]B —loga

Op f est donc holdérienne par rapport a 6, puisque

log |A|**? —loga
0< <1
log |A]? —loga

Le cas de g. Pour max{|6|, |z|} <r, (r assez petit), les inégalités

b‘”’g(A”(‘), zn)’ <bp™" |2, |

1
/ 0.g(A"0, tz,, ty,)dt
0

1
+ " / 8yg(A”0,txn,tyn)dt'|yn|
0

< Lip(d,g) (b7} [Ala)" r|z] + C* [y]
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montrent que § est bien définie . Les suivantes montrent que g est C.

b’”’g(/\"@, Zn +02,) — g(A"0, z,) — 0,g(A"0, zn)ézn’

1
<p™" / (8Zg(A”9, zZn +t62,) — 0,g9(A"0, zn))dt‘ |02,
0

. CL2 " 2
< Lip(0.g) () 152

b‘”}g(A”(Q +00), z,) — g(A"0, z,) — Dgg(A"0, Zn)A”(i@’

<b™"

1
/ ((%g(A"(@ +t0), z,) — Jpg(A"0, zn))dt’ |A"00)|
0

<b™"

1
/ (Bog(A" (0 + £56), 2,) — Dpg(A™(0 + t66), O))dt’ |A"S0)|
0

1
+o" / (5’99(A"0,zn)—c%g(A"e,O))dt'|A"59|
0
< 2Lip,(9pg) (%) la "2, |60

. al AN\
< 2Lip.(0g) () 121100

Les inégalités suivantes montrent que 0,g est lipschitzienne.

b (0.9(A™(0 + 60), 2, + 62,) — D.9(A"0, 2,)) Z,,|

< Lip(@. (%) (66,101 "52,) | |a =" 2|
< Lip(, )(#) (66, a="52,)| |a=" 2]

< Lip(0.9) (60, 462)||Z]

d’ou
10:9(0 + 60, 2+ 6z) — 0.9(0, 2)| < Lip(d.g) [(60,62)] .
Les inégalités suivantes montrent que Jyg est lipschitzienne par rapport a z.

A n
b0 00 (N0, + 620" ~ Dug (0,207 < (1) Liv.(0ug) a0

< Lip,(0sg) |02]
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d’ou
109G(0, 2+ 02) — 0pg(0, 2)| < Lip,(0pg) [0z| .

Pour voir que 0yg est holdérienne par rapport a 6, on remarque que

Holds(dhg) (1) (061"

b*"}(8gg(A"(0+50),zn)—c%g(A"Q,zn))A"’ < A
2Lip, (0pg) <GT> T

On note
L, := Hoéldg(0gg) et Lo := 2Lip,(0pg)

et on cherche le premier entier n tel que

AN" AP\

Lor
log (Ll\ge\ﬁ>

()

on trouve

n

d’ou

log \A\lJrﬁ—logb)

b‘”}(c‘)gg(A”(Q + 50)’ Zn) . c%g(A”Q,zn))A”] < C«ste|50|ﬁﬁ( log [A|B—loga

0pg est donc holdérienne par rapport a 6, puisque

+8 _
0 < log | A logb <1
log |A|? —loga

On a donc obtenu un germe de variété h-invariante qui est le graphe de
(I x J,0)> (0,z) — Po(0,2) := (P, 2)) € (K,0).
Pour montrer qu’elle est tangente a I x J en 0, on va montrer que
D®y(0,0) = 0.

On pose

((07 1'0), D®0(07 0)(0a :L‘O)) = (xna yn)nEN
I’identité

DF(0,0)((0,x0), D®o(0,0)(0,x)) =0
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donne
(anrl - an - Dyna Yn+1 — Cyn) = (07 O) pour tout n € N.
L’automorphisme de K, donné par

C : le — le
y— (Ynt1 — CYn)nen

envoie donc y sur 0, d’on
y = 0 et en particulier yo = 0

c’est-a-dire
D¢(0,0) = 0.



Chapitre 2

Prolongement des variétés
invariantes.

2.1 Le cas de la différentiabilité infinie.

On note T* = R*/ZF, le tore de dimension k& muni de la métrique plate
obtenue par relévement de la métrique standard de 'espace euclidien RF et
M =Tk x R" x R? x R% Soit h: (M,¥) — (M,¥) un germe en

¥ = T% x {0} x {0} x {0}
de difféeomorphisme de classe C*° de la forme
(0’ x) y7 Z) =UuUr— h(u) = (6(07 x? y)’ f"l‘(eﬂ x) y)? f_(07 x? y)’ 9(07 x? y7 2)) *

En d’autres termes, h “fibre” au-dessus du germe f de difféeomorphisme de
My = T* x R" x RP qui a pour composantes e, f, et f_.

2.1.1 Hypothéses et notations.

On suppose que les germes en ¥ des sous-variétés
WT:=TF x R" x {0} x {0} et W~ :=T* x {0} x R” x {0}
de M sont invariants par h et que le germe en 3 de la sous-variété
W =T x R" x R? x {0}

de M a un contact infini avec son image par h le long de W+ U W~. Sous
I’hypothése d*hyperbolicité normale”, on a le théoréme de prolongement de
variété invariante suivant.

27
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2.1.2 Le théoréme de prolongement.

Théoréme 6 On suppose que les automorphismes linéaires Ag € GL(R™) et
By € GL(RP) définis par

. Of+ _ 9
Ag 1= 7 5(6,0,0) et By = 5 (6,0,0)

vérifient

(HN) sup [Ag| = c <1 et sup |B;'| = ¢ <1
0 o

Alors tout germe en ¥ de sous-variété V- de M\ W~ de classe C*, invariant
par h et ayant un contact infini avec W le long du germe en ¥ de W7 se
prolonge de maniére unique en un germe en > invariant par h de sous-variété
V de M de classe C™, ayant un contact infini avec W le long du germe en
Y de W~

2.1.3 Traduction du théoréme.

Dans la suite on désigne les germes en > de tous les objets qu’on étudie
par leur représentants. Dans un voisinage de “{y = 0}” dans M \ W, la
sous-variété V' est donnée par le graphe d’une application ¢ de classe C*°

¢ :TF x R" x R» — RY
(97 x? y) —z = ¢(97 x? y)
telle que
o' 0,2,0)=0 keN
a—yk( ,x,0) = 0 pour tout k € N.
On déduira le théoréme de sa formulation suivante :

Lemme 4 Dans un voisinage de “{(x,y) = (0,0)}” dans M, l'application ¢
se prolonge de maniére unique en une application de classe C* (qu’on notera
encore ¢) dont le graphe est invariant par h, et on a

o ¢

%(9, 0,y) =0 pour tout k € N.

2.1.4 Remarque.

[’adhérence du domaine de définition de ’application
¢ initiale ne contient & priori aucun ouvert de W~. L’'unicité vient donc de
I’'invariance par h.
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2.1.5 Preuve de ’enoncé équivalent du théoréme.
Premiére étape.

Quels que soient les réels r,, r_ > 0 assez petits, on note r = (r,,r_) et

B, ={(0,z,y) € Mo;|z| <ryet |yl <r_}
Wri =W*n B, (en identifiant My a My x {0})
D’I" == Br \ f(Bfr>

A r_ fixé, pour ry assez petit on a D, C dom(¢), ce que nous supposerons.
On note C*, ¢ les constantes optimales telle que pour tout v € B,, on ait

(2.1) e O a) < |fr ()] < e |z
(2.2) e ly| < |f-(v)] < e yl.

On désigne par e~ 1, f;l, f~! les trois composantes de f~! et on pose

—c —max{log %('z}) :UEZ}
:UGE}

{ of!
C" = max {log af—;l('u)’ TV E Z}

5
Ox
vex)

af
a—y(v)
K = max {log |Dh(u)| : u € ¥}
L = max {log |D(f~")(u)| : u € £}
K,.r = log (Lip (h|5,x{z<r}))
L, =log (Lip (f~'|5,)) -

On a par hypothése

et, pour R > 0,

(2.3) 0<c <C <K 0<c"<CT<L

et

(2.4) lmCF=C* limc =c* lim K.,p=K limL, =1L
r—0 r—0 (r,R)—(0,0) ’ r—0
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On définit deux applications m, : B, \ W~ — Net Y, : B.\W~ — D,
par la relation

(2.5) Y(v) = 7 (v)

et on a alors d’aprés (2.1) et (2.2)

(2.6) LR <'_+'> -

2.1) ol (&

En effet, on a d’'une part

e Y
’f, )<er\y\( -
JF

7 w)

S E
v
ﬂ°+‘ﬁq|

e (v)C:"

W) < laf < e

et d’autre part
e_erJr < )f;mr(v)(v)) <y,

on en déduit donc (2.6). On a aussi

emr(v)cr_

f_—mr(v) (U)

<yl < et

2 w)

Y

on en déduit donc que

—my(v)er

e O < [0 )

et d’aprés (2.6)

10% CT mr v _< "
[yle o ’ff ) < lyle
d’ou (2.7). On note

u:=(0,z,y,2) = (v,2) et h(u) := h(v, z) := (f(v), g9(v, 2)).

La variété V' étant h-invariante, on a donc

(0. 9(0.60)) = (F0),6(f ),
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lorsque les deux membres ont un sens. Cela permet déja d’étendre ¢ a B,
par la formule

o(v) =g (f™ (), 0 (f™(v)).
Si on pose
v, = f"(v) pour tout n € N
on a alors
$(vn) = g(Vn1: (Vn41))-
Par hypotheése, on a pour tout j € N
j

(2.8) —

oI
(0 0 y,O) =0 et a—ng(eaxaoao) = Oa

on peut donc écrire pour tout entier k

1 —t)*
g(0,2,y,2) = (/ Tf?';“ g(0,tx,y,0 ) ’“+1+< 9.9(0,x,y,tz)d )

0

g9(0,x,y,2) = (/ X 8’;+1 (0, x,ty,0) ) k+1 —|—< 0.9(0,z,y,tz)d )

0

et si 'on pose
Kr = max {0, max {log |0,9(0,z,y,2)| : (0,z,y) € B,, |z| < R}},
il existe donc, pour tout « > 0, une constante k, telle que, pour |z| < R, on
ait
(2.9) 19(0, 2,y, 2)] < ko min{z], [y[}* + e"7|z].

Si on note
Up = (O, T, Yp) €6 M= m,.(v),

on va faire I’hypothése a priori que l'on a |¢(v,)| < R fizé assez petit pour
0 <n < m, ce qui donne d’aprés (2.9)

|6(vn)] < Ko min {|zpi1], [y [} + €7 [o(vnr1)]
d’ou, pour 0 < n < m,

(210) [6(v)] < ko min {2 1], [y} + kae® min {2l [ynso]}°
+ - kae(m_n_l)KR min {|"L‘m| 9 |ym|}a + e(m—n)KR |¢(Um)| .

On montrera alors que, pour r,, r_ assez petits, cette hypothése a prior: est
justifiée. D’aprés (2.1) a (2.4), la suite (|z,|),cn est strictement croissante et
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la suite (|y,|),,cn €St strictement décroissante, si on note j(v) = min{|z|, |y|},
alors on a I'un des trois cas suivant.
Premier cas. Si |zg| > |yo|, on a alors

Jmax 1i(vn) = |yol

et d’aprés (2.10), on a
m—n—1
|#(v0)] < Ko ( GJKR> [yol™ + ™R |6 (u,,))|

(m—n)Kr __ 1
<o (St ) el + e o)
d’ou
ste a—& ste L
(2.11) ()| < C7Jao| "= + O]~ [d(vm)]
Deuxiéme cas. Si |y,,| > |z, on a alors

Jax w(vn) = |zm| < |yml

et d’aprés (2.10), on a

m—n—1
[#(0n)] < Ka ( Z ejKR> Y|+ R [ ()]

d’ou

ste ai—ﬁ ste -Er
(2.12) [@(vn)| < CFao| T 4+ C* || | @ ()]
Troisiéme cas. Il existe un unique k& € {1,...,m — 1} tel que

|[Ze-1] < |yr—1] et [x] > [y
alors d’aprés (2.1) a (2.7), on a

1

ct++C- - ct+c +
< < c (1-k)

Jmax ju(vn) < Jyea| < e o).

Si on pose A = ¢~ /(CT + C7), on a alors

omax u(vn) < € fo|*yol
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d’ou

m—n—1 a
K (m—n)K
ol <k 3 ¢ ) (s ()} + e )
]:
m—n—1
< ka Z €]KR> eac"x0|a)\|y0‘a(lf)\) _i_e(mfn)KR ‘¢(Um>|
=0
m—n—1
< ka Z ejKR> eac_rg(l—k)|x0|a)\ + 6(m—n)KR |¢(vm)|’
=0
c’est-a-dire
ste a)\fﬁ ste LY 4
(2.13) [P(vn)| < C* o™ e + C™ao| ™ [d(vm)].

Comme la fonction donnée par

(0,2,y) — |0, 2,9)|/1y|*

est bornée sur D, pour tout o > 0, on déduit de (2.6), (2.11), (2.12) et (2.13)
I'inégalité
te ar-Er
6] < O™, 0 < <m
avec une constante dépendant de r, R et a et diminuant quand r,, r_ di-
minuent. Notre hypothése a priori est donc justifiée et ’on a alors le lemme
suivant.

Lemme 5 Quels que soient les réels ro, r— > 0 assez petits, le réel a > 0
assez grand, et pour tout réel 3 tel que 0 < § < al — %, la fonction donnée
par

(0,2,y) — |6(0, 2,)|/|z|”
est bornée sur B, \ W.

Deuxiéme étape.
Le lemme précédent montre qu’on peut prolonger par continuité I’appli-

cation ¢ en tout point de W, par 0. Il reste a montrer qu’on peut le faire
de maniére C'*°. On commence par la premiére dérivée. De I'identité

olvn) = 9 (£~ () 6 (/7 (0n) )
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on déduit que

(2.14)  Do(vn) = ong (/" (wa) o(S

—
—~
<
S
~—
~—
SN—
Kh
L
—~
<
S
~—

On a
(2.15) |Df " (va)| < e
(2.16) 029 (17 (o), 6(f 7 (w0a) )| <

Pour majorer 0;g(v, z), on utilise le fait que pour tout j € N, on a
oI

oI
(2.17) —019(60,0,y,0) =0 et oy

oxJ
on a donc pour tout entier k

A=k [ '
Og(v,z) = / T(?x O019(0,tx,y,0)dt |x" + /8zalg(v,tz)dt z
- 0

0

11 _ pk 1
O01g(v, z) = (/ %E)g“fhg(ﬁ,x,ty,(])alt)ykJrl + (/ 8zalg(v,tz)dt) z.
- 0

0

819(9,$,O,0) = 0

et si 'on pose
Kig = max {log|0.019(0,z,y,2)| : (0,x,y) € B,, |z2| < R},
il existe donc pour tout a > 0, une constante ki, telle que
(2.18) |019(v, 2)| < k1o min {|z|, [y[}" + Kigl2|.
De (2.14) a (2.18), on obtient donc l'inégalité
[Dé(va)] < e | D (1)
+ e kg min {|zn 1], [Yn [} + e Kig [@(vn11)] -
D’aprés la preuve du premier lemme, il existe une constante C, , telle que
[Dé(v)| < e [ D (vni1)| + Cralzol®,
d’ou finalement
(2.19) [D(wvo)| < ™) | D(vm)| + O ol
Du fait que pour tout a > 0, la fonction donnée par
(0, z,y) — [Do(0, z, y)|/Iy|*

est bornée sur D, et de (2.6), (2.19), on déduit le lemme suivant.
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Lemme 6 Quels que soient les réels ro, r_ > 0 assez petits, et le réel 3 > 0,
la fonction donnée par

(0, 2,y) — |Do(0, z,y)|/|z|”

est bornée sur B, \ W~.

Derniére étape.

Le lemme précédent montre qu’on peut prolonger par continuité I’appli-
cation D¢ en tout point de W, par 0. Pour montrer que c’est le cas des
dérivées d’ordre supérieur, on raisonne par récurrence. On suppose que le
lemme suivant est vrai pour 1 < ¢ < (k—1) et on montre qu'il est vrai pour
{=Fk>2.

Lemme 7 Quels que sotent les réels ro, r_ > 0 assez petits, le réel a > 0 et
pour tout entier £ € {1,...,(k — 1)}, la fonction donnée par

(0,2, y) — |D"¢(0,z,y)|/ |2
est bornée sur B, \ W~
On pose ¢(v) := (v, $(v)), on a alors
$(vn) = 9(P(vn11))-

D’aprés la formule de Faa-di Bruno, on a

D46(v,) = D* |g(d(vns1))]
Dk(b("]n) = Dg(q;(’unﬂ)) : Dk(;("]nﬂ) : D]Fl(vn)@g

+D9 (Vng1)) [ZD] Un+1]

k i1+etij=k j
+> D(@var))- | D, (DD [b(vns)]
Jj=2 {i1,...,i; JEN* £=1

on déduit donc que

D (0] < | Dg(@(vns)
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c’est-a-dire

(2.20) | DF¢(vy,)| < et

Dk(b(anrl)} + Rn(xO)
ou les R, (x¢) sont des fonctions telles que les
R (20)/]20|® pour 0 < n < (m — 1)

sont majorées par la méme constante K, g sur B, \ W~ pour tout § > 0. On
obtient donc de (2.20) l'inégalité

(2.21) | D*¢(vo)| < em(KrtkLr) D*¢(vy,)| + Cfs |z0|” .

Du fait que la fonction donnée par

(0,2, y) — |D*¢(0, z,y)|/|y|*

est bornée sur D, pour tout a et de (2.6), (2.21), on déduit le lemme pour
l=k.

Lemme 8 Quels que soient les réels r, r— > 0 assez petits et le réel 3 > 0,
la fonction donnée par

(0, z,y) — |D*¢(0, z,y)|/|z|*

est bornée sur B, \ W~.

2.2 Le cas de la différentiabilité finie.

Dans cette partie, on va montrer le méme théoréme de prolongement de
variétés invariantes dans le cadre de la différentiabilité finie.
2.2.1 Le théoréme de prolongement.
On considére donc h : (M,¥) — (M, X) un germe en
¥ = T" x {0} x {0} x {0}
de diffeomorphisme de classe C* donné par

(0,2,y,2) = ur— h(u) = (e(0,2,y), f(0,2,9), f-(0,2,9),9(0,2,y, 2)) .
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On suppose que les germes en X des sous-variétés
W :=T"x R" x {0} x {0} et W~ :=T* x {0} x R” x {0}

de M sont invariants par hA. On va montrer que pour tout k& € N, il existe un
entier s(k) dépendant de k et de h tel que si on suppose que le germe en X
de la sous-variété

W =T x R" x R? x {0}

de M a un contact d’ordre s(k) avec son image par h le long du germe en X
de W+ UW™ et que ’hypothése d*hyperbolicité normale” est vérifiée, on a
alors le théoréme de prolongement de variété invariante suivant.

Théoréme 7 On suppose que les automorphismes linéaires Ag € GL(R™) et
By € GL(RP) définis par

_ Of+
Oz

(0,0,0) et By := %(9,0,0)

A
0 oy

vérifient

(HN) sup [Ag| =c <1 et sup |By'| = ¢ <1
o o

Alors tout germe en Y de sous-variété V- de M\W~ de classe C**) invariant
par h et ayant un contact d’ordre s(k) avec W le long du germe en > de W+
se prolonge de maniére unique en un germe en S de sous-variété V de M de
classe C*, invariant par h et ayant un contact d’ordre k avec W le long du
germe en > de W™

2.2.2 Enoncé équivalent.

Comme dans la premiére partie, dans un voisinage de “{y = 0}” dans
M\ W, la sous variété V est donnée par le graphe d’une application ¢ de
classe C'*(%)

é: TF x R" x R — RY
(0,2,y) — 2 = ¢(0, 7,y)

telle que
fo0) ‘
@(Q,x,O) = 0 pour tout j € {0,...,s(k)}.
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Si on choisit s(k) tel que

c” K+ kL

crro- o kPl

s(k)

on déduira le théoréme du

Lemme 9 Dans un voisinage de “{(z,y) = (0,0)}” dans M, Uapplication ¢
se prolonge de maniére unique en une application de classe C* (qu’on notera
encore ¢) dont le graphe est invariant par h, et on a

tod0) .
@(G,O,y) =0 pour tout j € {1,...,k}.

2.2.3 Preuve de I’énoncé équivalent.
Premiére étape.

comme dans la premiére partie, on note

u:=(0,z,y,2) = (v,2) et h(u) := h(v,2) = (f(v),9(v,2)).

La variété V étant h-invariante, on a donc

(£ 9. 00)) = (£0).6(£()))-
Si on pose
v, = f7"(v) pour tout n € N

on a alors
¢(Un) = g(vn-i-la ¢(Un+1))-
Par hypothése, on a pour 0 < j < s(k)
J

0 ol
(222) @g(ea anv 0) =0 et a—y]g(evxa 07 0) = Oa

on peut donc écrire pour tout j € {0,...,s(k)}
Y1 =ty . 1
g(0,x,y,2) = (/ %'8;+1g(0,tx,y,0)dt)xJ+l +(/ 8Zg(Q,x,y,tz)dt)z
0 J: 0
Y1 =ty . 1
g(0,x,y,2) = (/ %'8;+1g(0,x,ty,0)dt)y3+l_|_(/ 8zg(e,x,y,tz)dt)z
0

0 J:
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et si 'on pose

Kr = max{log|0,9(0,z,y,2)| : (0,2,y,2) € B, |2| < R},
il existe donc, pour tout 0 < a < s(k), une constante k, telle que
(2.23) 1900, 2y, 2)| < ko min{|z], [y[}* + e[|,

Si on note
Un = (O, T, Yn) €6 M= m(u)

et que ’on suppose a priori |¢(v,)| < R donné petit pour 0 < n < m(u), on
a alors
|6(va)| < kamin {|zpe1], [y [} + €7 [d(vns1)]

d’ou
|¢(v0)| < ko min {[z1], [11]}* + kae™® min {|a , |yo]}"

+ o+ k™R min {2 ] [ym Y+ KT |d(0m)] -

c’est-a-dire

m—1

(2.24)  |o(vo)| < Ko (Z ¢/ min{|z; 1], \yj+1|}“> + "R ) ().

Jj=0

On déduit donc de (2.24) et des trois cas de la premiére partie le

Lemme 10 Quels que soient les réels v, r— > 0 assez petits et o tel que
0 < a <k, dapres le choiz de s(k), la fonction donnée par

(0, z,y) — (0, 2, y)|/|x|*

est bornée sur B,\W ™.

Deuxiéme étape.

Le lemme précédent montre qu’on peut prolonger par continuité ’appli-
cation ¢ en tout point de W=, par 0. On va montrer la méme chose pour ses
dérivées.

On commence par D¢, on suppose donc que k > 1. De 'identité

olvn) = 9 (£~ () 6 (/7 (0n) )
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on déduit que

(2:25)  Do(vn) = g (S 7 (w) (S (00) ) DS (v0)
+ 029 (£ 0n), &S (@) ) DO(S ™ (w)) DF (n).

On a par hypothése

Pour majorer 0;g(v, z), on utilise le fait que pour tout j € {0,...,(s(k)—1)}

J

o7
(228) 819(0,O,y,0) =0et ?819(0,:10,0,0) = 0.

oI 0

Comme dans la premiére section, il existe donc pour tout réel 3 tel que
0 < 8 < s(k) — 1, deux constantes kg et k13 dépendant de r et 3, telles que

(2.29) 1019(v, 2)| < kgmin{|z|, |y|}’ + kis|2| pour tout (v,2) € B,.
De (2.25) a (2.29), on obtient donc I'inégalité
D(va)] < 5 | D(v,11)
+ e kgmin {[@n 1], (g1} + € kig [6(vni1)] -
D’aprés la preuve du lemme précédent, il existe une constante C, , telle que
|D(vy)| < e | D (v, 11)| + Cra|wo]|® pour 0 < a < k
d’otu finalement, pour tout « tel que 0 < a < k, on a
(2.30) D (wo)| < €™+ D (v)] + O |0l

Du fait que pour tout réel 5 tel que 0 < § < (s(k) — 1), la fonction donnée
par

(0, z,y) — |Dp(0,2,9)|/y|’

est bornée sur D, et du choix de s(k), on déduit de (2.30) le lemme suivant.

Lemme 11 Quels que soient les réels ro., r— > 0 assez petits et « tel que
0<a< (k—1), la fonction donnée par

(0,2, y) — |Dp(0, z,y) /|
est bornée sur B,\W ™.
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Derniére étape.

Le lemme précédent montre qu’on peut prolonger par continuité ’appli-
cation D¢ en tout point de W, par 0. Pour montrer que c’est le cas des
dérivées d’ordre supérieur, on raisonne par récurrence. On suppose que le
lemme suivant est vrai pour 1 < ¢ < (k—1) et on montre qu'’il est vrai pour
{=Fk>2.

Lemme 12 Quels que soient les réels ro, r— > 0 assez petits, 'entier { €
{1,...,(k=1)} et le réel a tel que 0 < a < (k—{) + 1, la fonction donnée
par

(0, 2,y) — | D60, 2, y)|/|z|*
est bornée sur B,\W ™.

Comme dans la premiére section, on note ¢(v) := (v, ¢(v)), on a alors

P(vn) = g(d(vni1))
et de la formule de Faa-di Bruno, on déduit que
~ ~ _ k
D 6(0)] < | Dg(@(vnsn)| |D*d(0ni0)| [DF " (0a)]|" + Ruao)
c’est-a-dire

(2.31) |D¥¢(v,)| < efrthte

Dk¢(vn+1)’ + Rn(x0>
ot les R, () sont des fonctions telles que les
Ry (x0)/]xo|® pour 0 < n < (m — 1)

sont majorées par la méme constante K, g sur B, \ W~ pour tout réel 5 tel
que 0 < # < 1. On obtient donc de (2.31) 'inégalité

(2.32) | D¥¢(vo)| < ™R | DEG(v,,)| + C5 ||

Du fait que pour tout réel § tel que 0 < 8 < (s(k) — k), la fonction donnée
par

(0, 2.y) — |D*6(0, z,y)| /1y|’
est bornée sur D, et du choix de s(k), on déduit de (2.32) le lemme pour
l=k.

Lemme 13 Quels que soient les réels ro, r— > 0 assez petits « tel que
0 < a <1, la fonction donnée par

(0, 2,y) — [D"6(0, 2, y)| /||
est bornée sur B, \ W~.
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Chapitre 3

Application du théoréme de
prolongement des variétés
invariantes.

3.1 Hypothéses.

On considére p champs de vecteurs Uy, . .., U, linéaires diagonaux sur R";
ils vérifient donc
Ui, U;] =0 pour 1 <i,j < p.

Si 'on note U : R? — gl (R) I'application linéaire

p
o E v;Us,
i=1

on a
. 0

On suppose n = p + 1 et que les formes linéaires réelles \; : R? — R ainsi
définies vérifient les hypothéses suivantes :

(H1) L’action U est “hyperbolique”; c’est-a-dire que les \; sont p a p indé-
pendantes sur R.

(H2) Les \; sont dans “le domaine de Siegel”, c’est-a-dire que ’enveloppe
convexe des \; contient 'origine (0 € Conv (A1, ..., \,)).

On va appliquer le “théoréme de prolongement des variétés invariantes” a la
résolution des équations

(E;) Ly, (f) =0 pour 1 < j <p,

43
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ott les 0; : (R",0) — R sont des germes de fonctions C*°.

3.2 Le théoréme.

Théoréme 8 Si les 0; sont formellement nuls a tous les ordres le long des
hyperplans de coordonnées et tels que

Ly, b0 = Ly,0; pour 1 <i,j <p,
alors il existe un germe de fonction de classe C'*°
f:(R"0)— (R,0)

qui vérifie les équations (E;) pour 1 < j < p.

Remarque importante. On en déduit le méme théoréme pour des germes
U; nuls en 0 de champs de vecteurs commutant deux a deux et “génériques”,
M. Chaperon ayant montré [Cha86] qu’ils étaient C'*°-linéarisables.

3.3 Le lien avec le théoréme de prolongement.

Il s’agit de résoudre les équations
p p
Low(f) = Zvj«iﬂUj(f) = Zvjej =0O(v)
=1 j=1
c’est-a~dire, si on note O(v)(z) := ©,(z), on doit résoudre

%f (etU(”):c) — @v (etU(”):c)

ol encore

f (etU(”)x) = f(z) + /Ot CH (eSU(”)x) ds.

Le graphe de f sera donc une variété invariante par les difféeomorphismes

o) — (stGoh+ o, () as)
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ol

gh(z) = et
est le flot du champ de vecteurs U(v). Cette variété invariante s’obtient par
une suite d’applications du théoréme de prolongement. Pour ce faire, on
utilise les techniques introduites par M. Chaperon pour 1’étude des germes

d’actions de groupes élémentaires [Cha86].

3.4 Le “quasi-quotient” de R" par ’action.

Comme 0 € Conv(Aq,...,A\,) et que I’action est hyperbolique, on a

OZZOZMZ‘ avec 0 < o; < 1.

i=1

On choisit alors la base {ey,...,e,} de R? de la maniére suivante.
On détermine e; par

/\3(61) === /\n(el) =0
)\1(61) =1 dou )\2(61) <0

pour 2 < k < p— 1, on détermine e, par

Metaler) == An(ex) =0
)\1(€k> sl = )\k(ek) =1dou )\k-Jrl(ek) <0

et on détermine e, par

M(ep) == A(ep) =1 doit Ay (e,) <O.

les vecteurs ey, ..., e, sont linéairement indépendants, car si on a

p
> mye; =0
j=1

alors

P
An (Z Nj%’) = pipAn(ep) = 0ie p, =0
j=1

p—1
Ap (Z Nj€j> = pp—1Ap(€p—1) = 0ie pp1 =0

j=1
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et de proche en proche jusqu’a

A2 (pier) = prda(eg) = 0ie g =0

On va étudier maintenant la structure du “quotient” de )y := R"™ par cette
action. Soit € > 0, on remarque que toute orbite du champ de vecteurs

Up=Uley) = Z Ak (€p) Tk 0z,
k=1

dans K; = Qo \ {z,, = 0} coupe la sous-variété
Q1 ={(z1,...,2,) € R": |z,,| = €}

transversalement en un point unique; 'espace quotient de K; par les orbites
de U, est donc difféeomorphe a ;. le champ de vecteurs

Up1 = Ulep-1) = Y Mlep—1)zi0s,
k=1

est tangent a ()1 et toute orbite de U,_; dans Ky = Q1 \ {z,—1 = 0} coupe
la sous-variété

Q2 = {(xh‘ . 7xn) eR": |xn,1| = ‘xn‘ = 6}

transversalement en un point unique. Le quotient de K5 par les orbites de
U,—1 est donc diffeomorphe a (). Ainsi de proche en proche on voit que le
champs de vecteurs U; = U(ey) est tangent a la sous-variété

Qp-1={(x1,...,2,) e R" : |a3] = -+ = |2,| = €}
et toute orbite de U; dans K, = Q-1 \ {2 = 0} coupe la sous-variété
Qp={(x1,...,2) ER" : |13 = = |2,| = €}

transversalement en un unique point. Le quotient de K, par les orbites de
U, est donc difféomorphe a la sous-variété (),. Comme les U; commutent, ils
engendrent une action linéaire

(t,z) — Oy

de R? sur R", et @), est le quotient de R™\ {xoz3 - - -z, = 0} par cette action.
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3.5 Preuve du théoréme.

3.5.1 Premiére étape.

On commence donc par la résolution dans ), de ’équation
(El) "gUl (f) = @el = 0.

Comme (),_1 est la réunion disjointe des 2-plans affines de R" paralléles a
R? x {0} et passant par les points de I'ensemble fini

Yp_1:=4(0,0,%te¢,...,%e)}

on va résoudre I’équation (E;) au voisinage de ¥,_;.

On choisit € assez petit, pour que ©; soit définie dans un voisinage O,_; de
chaque point 0,_; € ¥,_; dans @),_1, et on applique le théoréme de prolon-
gement de variétés invariantes a

h = hi : (Qp—l xR, (Op—l’ O)) - (Qp—l xR, (019—17 0))

(o) — o) = (st + 61 (3(x) )

avec t > 0, ot gi(z) est le flot de U; dans la variété @),_;. Dans la carte
(x1,x2) centrée en o,_1, ce flot est donné par

gi(x) = (e“‘l(el)xl, et’\Q(el)xg) .
On est donc dans la situation du théoréme de prolongement, avec

M =R3

> = {0}

Wt ={0} xR x {0}
W~ =R x {(0,0)}
W =R?* x {0}

Ay = (e o By = tr2(er),

On prend pour germe en Y de sous-variété de M \ W™, invariant par h et
ayant un contact infini avec V' le long du germe en X de W, la sous-variété
donnée localement par le graphe de 1’ application

o1 (Kp = Qp1 \ {z2 = 0}, Op—l) — (R, 0)
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solution du probleme de Cauchy :

{ $U1¢1 = @1
®1 }Qp = 0.

Cette sous-variété se prolonge de maniére unique en une sous-variété de M
invariante par h et ayant un contact infini avec V le long de W, elle est
localement le graphe d’une application

fl : (prlaopfl) - (Ra O)

solution de I'équation (E;) au voisinage de o,_;.

3.5.2 Deuxiéme étape.
Le champ de vecteurs U, est tangent a la sous-variété
Qpo={(x1,....2,) e R" : |ay| = -+ = |2, = €}

et toute orbite du champ U, dans K, ; = Q,—2 \ {3 = 0} coupe la sous
variété (),_; transversalement en un unique point. Pour tout z € K,_, il
existe donc ¢ € R et z € Q,_; uniques tels que z = €V2z et dans un
voisinage O,_5 de chaque point

Op—2 € Ep,Q = {(O, O, O, :l:E, ey :EE)}

dans Q,—2, I'application définie par

t
¢a (e"21) = fi(x) —i—/ O, (e*Px) ds
0
dans O,_, N K, vérifie I’équation

(E2) Zu,(f) = Os.

Pour obtenir une solution f de (E2) dans ),—2, on applique le théoréme de
prolongement de variétés invariantes a

h = hé : (Qp—2 xR, (OP—Q’ O)) - (Qp—2 xR, (019—27 0))

(vo0) — 1) = (shtoo+ [ 0, (g3(x) )
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ou gh(x) est le flot de Uy dans la variété Q,_o. Dans la carte (z1,22,x3)
centrée en o,_o, ce flot est donné par

gh(x) = (et)‘l(”)xl, et)‘2(62)x2,et’\3(e2)x3) .
On est donc dans la situation du théoréme de prolongement avec

M =R*

X = {0}
W+ ={(0,0)} x R x {0}
W~ =R?x {(0,0)}

W =R?x {0}

Ae _ (et/\1(€2)’€t/\2(62)) et Be _ et/\g(eg).

On prend pour germe en Y de sous-variété de M \ W™, invariant par h et
ayant un contact infini avec V' le long du germe en X de W, la sous-variété
donnée localement par le graphe de 1’ application

¢2 1 (Kp1 = Qp—2 \ {3 = 0},0,-2) — (R,0)
solution du probléeme de Cauchy :

{ Ly, 02 = O,
b2 lo,., = fr.

Cette sous-variété se prolonge de maniére unique en une sous-variété de M
invariante par h et ayant un contact infini avec V' le long de W™, elle est
localement le graphe d’une application

fa: (Qp7270p72) — (Ra O)

solution de I’équation (E3) au voisinage de 0,_».

3.5.3 Troisiéme étape.
On montre maintenant que 'on a dans O,_, I'égalité

(Ci2) Zu,(f2) = O1.

En effet, d’une part, 1 ’application 2y, (f2) — ©1 est constante le long des
orbites de U, dans O,_s, car

L0, 20, (f2) = L0, L0, (f2) = L0, (©2) = L, (01)
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d’autre part, U est tangent & (J,_1, on a donc

"‘ZUl (f2)|prlmOp72 = $U1 (f2|Qp71ﬂ0p72) - "%Ul(fl) = 0.

Comme tout z € K,_; appartient a une unique orbite de U, passant par
Qp—1, on a 'égalité (Cy2) dans O, N K,_.

Or U, est tangent a Q,—2 N ({x3 = 0}) aussi, f, et O y sont nulles, on a
donc (Cy2) dans Op_o N ({z3 = 0}) et par suite (C;2) est vraie dans O,_o.

3.5.4 Derniére étape.

Maintenant, par récurrence sur k, on suppose que pour 2 < k < p—1, on
a une solution f; de I’équation

(Ex) 20, (fx) = O

dans un voisinage O,_;, de tout point

0p—i € Xpi = {(0,...,0,%e,...,+e)}
k+1

dans @, telle que pour tout j € {1,...,k}, on ait
(Cix) Ly, (fr) = O

et que f; est nulle & tout ordre dans O,_j N ({zx4+1 = 0}).
On va montrer que dans un voisinage O,_(;+1) de tout point

Op—(k+1) € Vp—(kt1) i= {(0, o0, Fe, L :I:e)}
(k+1)+1

dans Qp—(r+1), fr se prolonge en une application fy,1 qui s’annule a tous les
ordres dans

Op—(or1) N ({2 1)1 = 0})
et telle que pour tout j € {1,...,k+ 1} on ait
(Cjpet1) Zu,(fer1) = ©;.

Le champ de vecteurs Uy, est tangent a la sous-variété

QP*(kJrl) = {(xla R 7xn) e R": ‘x(k+1)+2| == ‘xn‘ = 6}

et toute orbite de Uyyy dans K,_p = Qp—(kt1) \ {Z@+1)+1 = 0} coupe la sous
variété (),_j transversalement en un unique point. Pour tout z € K,_, il
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existe donc t € R et z € Q,_j uniques tels que z = e'2z et dans un voisinage
Op—(k+1) de chaque point 0,411y € X,_(x41) dans Qp_+1), 'application
définie par

t
¢k+1 (etUka) — fk(x) +/ @kJrl (esUIrle) ds
0

dans Op_(r41) N Kp_y vérifie 'équation

(Ek:+1) gUk+1(f) = Ok11-

Pour obtenir une solution f;1 de (Egy1) dans Q,—(x+41), on applique le théo-
reme de prolongement de variétés invariantes a

h= Ty (Qp-ern) X Ry (0p-(r41),0)) — (Qp—ry1) X R, (0p—(r41), 0))
t
(0,y) s By () = (gz+1<x>,y + [ O (1) ds)

avec t > 0, ot g; () est le flot de U,y dans la variété Qp—(z41). Dans la
carte (@1,...,T(k11)41) centrée en o,_(x11), ce flot est donné par

t tA tA
Gha () = (Mg ey, gy )

On est donc dans la situation du théoréme de prolongement avec

M = RF3
¥ ={0}
W+t ={(0,...,0)} x R x {0}
W~ =RF! x {(0,0)}
W =R"?2 x {0}
Ap = (ew\l(ek-kl)’ o et)\k+1(ek+1)) et By = Akt +1(ert1)

On prend pour germe en 3 de sous-variété de M \ W™, invariant par h et
ayant un contact infini avec V' le long du germe en X de W, la sous-variété
donnée localement par le graphe de 1’ application

Pr+1 (Kpfk = Qp—(k+1) \ {x(k+1)+1 = 0}, Opf(kJrl)) — (R, 0)

solution du probléme de Cauchy :

{ gUkH(ﬁkJrl = @k+1
Dt |0, = -
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Cette sous-variété se prolonge de maniére unique en une sous-variété de M
invariante par h et ayant un contact infini avec V' le long de W, elle est
localement le graphe d’une application

fk:—i—l : (Qp—(k:—f—l)yop—(k;—l—l)) — (R, 0)

solution de I'équation (Ej; ;) au voisinage de 0, (1)
On montre maintenant que 'on a dans O,_(;11 les égalités

(Cjr1) 20, (fr41) = ;.

En effet, d'une part 'application £y, (fx+1) — ©; est constante le long des
orbites de Uy, dans O,_(x41), car

"zﬂUkJrlng (karl) = nggUk+l(fk+1) = ng (@k+1) = gUkH(@j)

d’autre part, U; est tangent a ),—;, donc aussi & Qp_x, d’ol

"E/ﬂUj (fk+1>|Qp7kmop7(k+l) = "zﬂUg’ <fk+1‘Qp7k:mOp7(k:+l)) = gU](fk) = @]"

Comme tout z € K,_; appartient a une unique orbite de U, passant par
Qp—k, on a donc I'égalité (C; p41) dans Op(ry1) N Kp_p.

Or Uj est tangent & Qp— k1) N({Z(k41)+1 = 0}) aussi, fri1 et ©; y sont nulles,
on a donc (Cj41) dans Op_ry1) N ({@(k41)41 = 0}) et par suite (C; 1) est
vraie dans Op_ (r41).

3.6 Remarque finale.

Ce qui précede se généralise au cas ou les U; sont des champs de vecteurs
linéaires “diagonaux” sur C¢ x R"™¢, c’est-a-dire de la forme

(1, xn) — (M(e) 1, o Anles)xn)

avec des \; complexes pour 1 < j < ¢, réelles sinon. L’hypothése d’hyper-
bolicité est que les Re); sont linéairement indépendantes, et on est dans le
domaine de Siegel si l'origine est dans leur enveloppe convexe. La démons-
tration est exactement la méme que précédemment, sauf que |z| = e définit
un cercle dans C, ce qui va faire apparaitre des ¥ = T* avec k > 0.



Chapitre 4

Introduction aux variétés de
Poisson.

4.1 Introduction.

Ce chapitre est une introduction aux variétés de Poisson. On définit la
structure de Poisson, le champ hamiltonien engendré par une fonction, le
crochet de Schouten, le morphisme de Poisson, la sous-variété de Poisson, le
rang de la structure de Poisson en un point et la structure de Poisson induite
sur une sous-variété puis on donne un théoréme de décomposition et on pose
le probléme de linéarisation. [Wei83]

4.2 Structure de Poisson.

Une structure de Poisson sur une variété M est une structure d’algebre
de Lie {, } sur C*°(M), I’ensemble des fonctions réelles indéfiniment différen-
tiables sur M, qui satisfait 'identité de Liebniz

{f.gh}y ={f, gth+g{f h}.

Le crochet {,} est donc une dérivation en chaque facteur et en particulier,
pour toute fonction h € C*°(M), il existe un champ de vecteurs &, sur M tel
qu’on ait pour tout f € C*(M)

En-f = L, (f) = {f. h}-

& est le champ de vecteur hamiltonien engendré par h. Comme {f, h}(z)
et &n(x) ne dépendent que de T,h, il existe donc un morphisme de fibrés

93
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vectoriels

B:T"M — TM
au dessus de M tel que

&, = B odh pour tout h € C*°(M).
On peut voir B comme une forme bilinéaire anti-symétrique
n:7"Me&eyT"M — R

telle que

[I(df, dg) = {f, g}
On peut voir aussi II comme un champ de bi-vecteurs et I’identité de Jacobi
pour {, } est alors équivalente a [II,II] = 0 ou [,] est le crochet de Schouten
défini de la maniére suivante[LMT79] :
il associe a tout champ de p-vecteurs A et tout champ de g-vecteurs B un
champ de (p + ¢ — 1)-vecteurs qu’on note [A, B] tel que pour toute forme
différentielle fermée 5 de degré (p + ¢ — 1) on ait

a8 = (=1)P1"ud (1) 4+ (=1)Pepd (1af3) .

On a les deux cas particuliers suivants :
1) Pour tout champ de bi-vecteurs II et toute 3-forme différentielle fermée [
on a

v = 2und (enf) -

2) Pour tout champ de vecteurs E et tout champ de p-vecteurs A on a

[E, A] = ZpA.

Dans une carte locale (z1, . .., z,), une structure de Poisson est déterminée
par les composantes II;; := {z;,z;} de Il et

- af dg
{f’ g} K c%vl &cj

ij=1
satisfait 'anti-symétrie et I'identité de Jacobi si et seulement si

r

oIl ;
I = —1L; et Z(H”a—x@ + o, + Mg ——2
/=1

Lk
ox ¢

) =0.

On déduit de I'identité de Jacobi que

[$n, 1] =0
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donc le flot local de &, préserve la structure de Poisson et

Eiray = €589 — Eobr = [€5: &gl

La structure de Poisson détermine donc un morphisme d’algébres de Lie
de C*°(M) dans 'algébre de Lie des automorphismes infinitésimauz de la
structure de Poisson, c’est-a-dire les champs de vecteurs X tels que

(X, 10] = L1 = 0.

Un morphisme de Poisson est une application ¢ : (My,{, }1) — (Ms, {, }2)
telle que

{fod,god}i ={f g}s0¢ pour tous f,g € C®(Ms).

Une sous-variété de Poisson est une sous-variété N d’une variété de Poisson
M, munie d’une structure de Poisson pour laquelle I'injection canonique est
un morphisme de Poisson. Une telle structure, quand elle existe, est unique.
On a en particulier le lemme suivant :

Lemme 14 Une sous-variété N d’une variété de Poisson M est de Poisson
si est seulement si pour tout © € N, T, N contient l'image du morphisme B, :
T:M — T,M, c’est-a-dire que tous les champs de vecteurs hamiltoniens
sont tangents a N.

Le rang de la structure de Poisson en un point x € M est le rang du
morphisme B, : TYM — T, M. Dans une carte locale, c’est le rang de la
matrice (II;;). L’invariance de la structure de Poisson par les flots hamilto-
niens implique la constance du rang le long des orbites de tels flots, a partir
de la, on déduit l'existence d’une structure quotient de M en sous-variétés
de Poisson telle que la dimension d’une telle sous-variété N est égale au rang
de la structure de Poisson (de M ou N) en chaque point de N . On appelle
ces sous-variétés, les feuilles symplectiques de M, puisqu’elles forment un
feuilletage sur le sous-ensemble ouvert (dense dans le cas analytique) formé
des points ou le rang est localement maximal [Kir76].

Une structure de Poisson pour laquelle le rang est égal a la dimension de
M en chaque point est dite symplectique. La 2-forme w qui définit la structure
symplectique est donnée par

w(&n) =T(B~'E, B ).

Le crochet de Poisson et les champs hamiltoniens pour cette structure sym-
plectique sont les mémes que pour la structure de Poisson.
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Dans certains cas, il est possible de définir une structure de Poisson sur
une sous-variété qui n’est pas de Poisson. Cette structure est appelée structure
de Poisson induite. Un cas particulier est le suivant.

Proposition 1 Soit N une sous-variété d’une variété de Poisson M telle
que les conditions suivantes sont vérifiées en tout point v € N :

(ii) Ann(T,N)N Ker B, = {0}

o Ann (T,N) est 'annulateur de T, N dans TM. Alors il existe une struc-
ture de Poisson induite naturelle sur N.

Preuve. La condition (i7) est équivalente a
T N+ImB, =T,M

c’est-a-dire, N est transverse a toutes les feuilles symplectiques, elle est donc
une réunion de variétés qui sont des sous-variétés de variétés symplectiques.
la condition (7) dit que ces sous-variétés sont symplectiques. On peut donc
obtenir un crochet de Poisson sur N a partir de cette réunion de variétés
symplectiques. Pour voir qu’une telle structure est lisse, on remarque que les
conditions () et (i) impliquent que

B, (Ann (T,N))® T,N = T, M pour tout z € N

on a donc un morphisme de fibrés vectoriels 7 : TyM — T'N. La structure
de Poisson induite sur N est donc donnée par le morphisme composé

mroBlyom:T*N — TN

4.3 Décomposition d’une variété de Poisson.

Le produit M; x My est muni d’une structure de Poisson telle que les
projections m; : My x My — M; (i = 1,2) soient des morphismes de variétés
de Poisson c’est-a-dire que

{fom,gom}ixe={f,g}i om pour tous f,g € C(M,;)

et que les sous-algebres 7;C°(M;) et m3C>°(Ms) de C°(M; x M) com-
mutent. Si on note II; le champ de bi-vecteurs qui définit la structure de
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Poisson de M; (i = 1,2), alors le crochet de Poisson sur C* (M; x M,) est
donné par

{f)g}1><2 = Hl (axfa axg) - H2 (ayf7 ayg) .

Le théoreme de décomposition dit que toute variété de Poisson est localement
le produit d’une variété symplectique et d'une variété de Poisson ayant le rang
zéro en un point.

4.3.1 Le théoréme de décomposition.

Théoréme 9 Soit a un point d’une variété de Poisson M, il existe un voisi-
nage U de a dans M et un isomorphisme de variétés de Poisson ¢ = ¢pg X ¢y
de U dans un produit S x N ou S est une variété symplectique et le rang de
N en ¢n(a) est égal a zéro. Cette décomposition est unique & isomorphisme
local pres.

4.3.2 Preuve du théoréme de décomposition.

On a besoin d’un résultat préliminaire [LM79).

Lemme 15 Soit a un point d’une variété de Poisson (M,II) en lequel le
rang de la structure est 2p (p > 0). 1l existe alors 2p fonctions fi,..., f, et
91, .-, 9p de classe C, définies dans un voisinage ouvert U de a, telles que

{fi. fiY =499} =0 et {fi,9;} = 0ij pour 1 <i,5 <p.

Preuve du lemme.

(i) On choisit f; de sorte que {f,(a) # 0; ceci est possible car p > 0, puis
on détermine g; par la résolution d’'un probléme de Cauchy : on impose a
g1 d’étre nulle sur un germe en a d’hypersurface H transverse a &y, (a) et de
vérifier I’équation aux dérivées partielles linéaire

"S’ﬂfflgl =1,
ce qui revient a définir g; par
g1 ((b’}l (x)) =tpourx € H,

ol (gb’}l) est le flot de &y,
(ii) Sip = 1 on a terminé, sinon, toujours d’aprés le point (i), les deux champs



58 Chapitre 4. Introduction aux variétés de Poisson.

de vecteurs £y, et &, vérifient donc

[£f1a 591] =0,

ceci implique I'indépendance linéaire de &y, (a) et &, (a), car si l'on a

)‘ffl (a> + ,uggl (a’) =0,

on aura
0= (As(a) + p&g, (a) - (—pf +Ag) = A2+ pi°.

On détermine alors la fonction f; par la résolution d’un probléme de Cauchy :
on impose a f, d’étre une coordonnée sur un germe en a de sous-variété Vy,
de codimension 2 transverse au 2-plan engendré par &y, (a) et &, (a), et de
vérifier

"%EflfQ :"%EglfQ - 07

ce qui revient a définir fy par

f2 ((Zﬁz o ;(l’)) = fg(x), YIS Vf27

ou ¢7 et @it sont les flots (qui commutent) de £y, et &, respectivement. Si
falv,, est bien choisie (c’est-a-dire si {f,(a) n’est pas nul, ce qui est possible
grace a notre hypothése sur le rang de la structure), on a 'indépendance li-
néaire de &y, (a), &, (a) et &7,(a) et on détermine go par le probléme de Cauchy
suivant : g, est nulle sur un germe en a de sous-variété V,, de codimension 3
transverse au 3-plan engendré par &, (a), &, (a) et £p,(a), et vérifie

Loy gr=Ley g2 =0t L, gy =1,
ce qui revient a définir g, par
92 (63, © 9, 0 3 (w)) = g2(w) + 52, w € V),

ou ¢‘}§ est le flot de &, (qui commute aux deux précédents). On continue
ainsi de proche en proche pour déterminer les 2p fonctions du lemme.

Théoréme 10 Soit (M,I1) une variété de Poisson de dimension m et a un
point de M, ot le rang de la structure est 2p (0 < 2p < m). Il existe alors
une carte (U, @) de M en a, telle que les coordonnées locales associées, notées
Tlyeo s Tpy Yty oo o3 Ypy 215 - -+ Zm—2p VETIflENT :

(*) {zi,2;} ={yi,y;} =0 et {x;,y;} = ;5 pour 1 <i,j <p
(**) {zi,2z1} ={vi, 2} =0 pour 1 <i<petl<k<(m-—2p).
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De plus les crochets de Poisson {zy, z¢} pour 1 < k0 < (m — 2p), ne sont
fonctions que des coordonnées locales 21, ..., z2m—2y €t s’annulent au point a.
Dans le cas particulier ou le rang est constant, égal a 2p dans un voisinage
de a, quitte a réduire U, on a

{2k, 2z} = 0 pour 1 < k, 0 < (m — 2p).

Preuve. Si p = 0, c’est clair. Si p > 0, le lemme précédent montre qu’il
existe 2p fonctions x1,...,x, et y1,...,y, définies dans un voisinage de a,
vérifiant les relations (*) de ce théoréme. Les champs de vecteurs hamiltoniens
associés a ces fonctions sont linéairement indépendants au point a et ont deux
a deux un crochet nul, on détermine (zy,...,2n_2,) par la résolution du
probléme de Cauchy suivant : on impose a (21, ..., Zy,_2y) d’étre un systéme
de coordonnées sur un germe en a de sous-variété V, de codimension 2p
transverse au 2p-plan engendré par les &, et les §,. (1 < j < p) et de vérifier

{zi,z1} ={yi, 2k} =0pour 1 <i<pet1<k<(m—2p),

ce qui revient a définir (21, ..., 2,_2,) par
(21, -y Zm—2p) < Loglo-o S qﬁZZ(u)) = (21, Zm—2p)(0), u €V,

ou les gbffj et les gb;jj désignent les flots des &, et des §,, respectivement (ils
commutent les uns aux autres). Pour voir que les {z;, z;} ne dépendent que
des z, il suffit de remarquer que I’on a

{ZZ', Z]’} = .,Z%ZiZj
et on a alors
Lo Lo 2j = Lo, 17+ Lo {an, 21 =0
et
"Zzyk"%% zj = "%{yk,zi}zj + D%Zi {yk7 Z]} = 07
car on a

{wr, 2y = {on, 25} = {oe 21} = {yr, 23} = 0.

Ces m fonctions sont définies dans un voisinage de a, ont deux a deux des
crochets de Poisson qui vérifient toutes les relations du théoréme et leurs
différentielles sont linéairement indépendantes. Il existe donc un voisinage
de a dans lequel ces m fonctions forment un systéme de coordonnées locales
qui répond a la question, car les crochets {z, z,} sont tous nuls au point a
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(sinon le rang dépasserait 2p). pour la méme raison, si le rang est constant
au voisinage de a et égal a 2p, ces crochets seraient identiquement nuls dans
ce voisinage.

Pour montrer le théoreme de décomposition, on remarque que la partie
existence découle du théoréme précédent : On peut trouver des coordonnées
locales “canoniques” (qi, ..., qk, D1, - - Pk, Y1, - - -, Ys) telles que

et
{vi,y;} = vi;(y) avec v(a) = 0.
L’unicité du “facteur symplectique” S découle du fait que sa dimension est

égale au rang de M en a. Le représentant “naturel” pour S est la feuille
symplectique qui passe par a.

Pour montrer I'unicité de IV, on identifie les fonctions v;;(y) & une struc-
ture de Poisson induite sur une sous variété transverse a la feuille symplec-
tique, en utilisant la proposition précédente. On suppose que les coordonnées
(p,q,y) s’annulent en a, le facteur S est alors donné par “{y = 0}” et N par
“{q = p = 0}". La structure de Poisson de N est alors la structure induite au
sens de la proposition avec N vue comme sous-variété de R?*** : En effet,
I’espace tangent T'N est engendré par les champs de vecteurs d,, et Ann (T'N)
par les 1-formes dg; et dp;. On a B (dg;) = —0,, et B (dp;) = J,,, donc les
hypothése de la proposition sont satisfaites. La projection 7 : TwM — T'N
élimine les J,, et les 0, et laisse fixes les J,,, par conséquent 7* laisse fixes
les dy;, donc la structure de Poisson induite est égale a la structure de N.
La structure induite étant canoniquement définie, le lemme suivant compléte
la preuve de l'unicité [Wei83].

Lemme 16 Soient Ni et Ny deux sous-variétés d’une variété de Poisson
M ayant des dimensions complémentaires a une feuille symplectique S. On
suppose que chacune d’elle coupe S transversalement en un unique point.
Alors il existe un automorphisme de Poisson de M qui envoie un voisinage
de Ny NS dans Ny, sur un voisinage de NoNS dans No. Cet automorphisme
induit un isomorphisme de Poisson des structures induites sur ces voisinages.

4.4 Structure de Poisson linéaire.

Une structure de Poisson sur un un espace vectoriel V' est dite linéaire si
le crochet de deux formes linéaires sur V est une forme linéaire. Le dual V*
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de V' est donc une algebre de Lie qu’on note g. L’espace vectoriel V' est donc
le dual g* de I’algebre de Lie g et le crochet de Poisson sur V' est donné par

) = (o [g §—Z]>

ou [,] est le crochet de Lie de g, (,) est la forme bilinéaire de g* x g et % est
la différentielle de f considérée comme élément de g au lieu de g**.

La formule ci-dessus définit une structure de Poisson linéaire sur le dual g*
de toute algebre de Lie g. si {X7,..., X, } est une base de g telle que

r

k
k=1
alors cette base vue comme systeme de coordonnées {1, ..., x,} sur g* vérifie
T
_ k
4, 25] = Cij Tk
k=1

, _ r k
et les composantes I1;; sont données par Il;; = > ), ¢y, elles sont donc
linéaires en .

4.5 L’approximation linéaire.

D’aprés le théoréme de décomposition, I’étude locale d’'une variété de

Poisson se raméne au cas ou le rang en un point est nul. Pour tout z € M,
I'espace cotangent T M s’identifie & m,/m?2 ot m* est I'idéal de C>°(M) des
fonctions nulles a 'ordre (K — 1) en z. Si M est une variété de Poisson dont
la structure s’annule en z, alos m, est une sous-algebre de Lie de C*°(M), et
m?2 est un idéal de Lie de m,. En effet, m? est engendré par les produits gh
d’éléments de m, et { f, gh} est une somme de tels produits, pour f, g, h € m,,
car {f,gh} = {f,gth +{f, h}g et les crochets sont nuls en z.
T:M = m,/m? est donc une algébre de Lie qu'on note g, et T,M = g
est muni d’une structure de Poisson linéaire qu’on appelle ’approximation
linéaire de la structure de Poisson en z ou la partie linéaire. Si {x1,...,2,}
sont des coordonnées sur M qui s’annulent en z, alors les II;; = {z;,z;}
s’annulent en 0, on peut donc écrire

IL;(x) = Z cf}:ck + o(z?)
k=1
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avec ¢f; = Oll;;/92,(0). Les ¢j; sont les constantes de structure de g, et les
Coefﬁments de la partie linéaire sont les

H(I-)(ZL‘) = k. Tk

v

4.6 Le probléme de linéarisation.

Soit a € M un point ou le rang de la structure de Poisson est nul. On dit
que cette structure est linéarisable au voisinage de a, s’il existe un isomor-
phisme local de structures de Poisson qui ’envoie sur sa partie linéaire en a.
Le probléme de la linéarisation dépend de la partie linéaire et de la classe de
différentiabilité de la structure de Poisson. On dit qu’une algébre de Lie g
est (formellement, analytiquement, C'™) non dégénérée si toute structure de
Poisson dont la partie linéaire en un point de rang zéro est isomorphe a g*,
est elle méme localement isomorphe & g* de maniére (formelle, analytique,
C). On a le résultat suivant [Wei83|.

Théoréme 11 Les algébres de Lie semi-simples sont formellement non dé-
générées.
Le théoréme de Borel sur I'existence d’une fonction C'*° ayant un developpe-

ment de Taylor donné implique le corollaire suivant.

Corollaire 3 Soit a € M un point ot le rang de la structure de Poisson de
M est nul et tel que la partie linéaire de cette structure en ce point est le
dual d’une algébre de Lie semi-simple. Alors il existe des coordonnées locales
(x1,...,2,) au voisinage de a et des constantes c telles que

{z;,x;} = Zc -z, + O(x™).

Dans le chapitre suivant on va présenter un théoréme de linéarisation C*°.



Chapitre 5

Linéarisation d’une structure de
Poisson.

5.1 Introduction.

Soit {, } une structure de Poisson sur R"*? de classe C* et de rang nul en
0 et II le champ de bi-vecteurs associé. Dans cette section, on va démontrer
un théoreme de linéarisation d’une telle structure dans le cas “n=p-+1" et
dans le cas du “domaine de Poincaré”.

5.2 Hypothéses du théoréme de linéarisation.

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées.
(H1) Le rang maximal de IT est 2p.
(H2) 1l existe p fonctions fi,..., f, : R"™ — R telles que

dfi Ao Ndf, #0et {f;, f;} =0pour 1 <i,5 <p.

Donc les champs de vecteurs hamiltoniens Xy, ,..., X correspondant aux
fonctions fi induisent un germe d’action p de RP? sur la sous-variété

V=fr(0)nfH0)n-- 0 f0).
On note U; = Xy, et, pour a € R?, U(a) = >"7_ a,U;.

(H3) On suppose que le germe en 0 de p est “hyperbolique”. C’est-a-dire que
les valeurs propres \i, ..., \, de la partie linéaire UM : a +— D [U(a)] (0) de

63
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U en 0 définies par
0# {veC: UY(a)v = \(a)v Ya € RP}
Ai - RP — C linéaire sur R
vérifient les conditions suivantes.
a) Les formes linéaires \; sont p a p indépendantes sur C (donc non nulles

et, pour p > 2, deux a deux distinctes).
b) Il n’y a pas de “résonances généralisées”

A+ A= kedpavec les ke € Net Y k> 2.

=1 =1
Les hypothéses précédentes impliquent n > p. Dans [Duf90| le théoréme
suivant est démontré dans le cas p = 1.

5.3 Le théoréme de linéarisation.

Théoréme 12 Sous les hypothéses précédentes, si n est égal a p + 1, ou si
l'onan > p+1 et que les \; sont dans le “domaine de Poincaré”, c’est-a-dire
que l’enveloppe convexe de leurs parties réelles ne contient pas 0, alors 11 est
linéarisable. De plus, il existe des coordonnées locales x1,...,xp, Ui, ..., Up
telles que pour 1 <i,j <netl<r s<p on ait

{xux]} = {u’r'aus} =0

{901‘, Ur} = )\i(er)xi

fo=gs(ur, ..., up),

ot (e1,...,e,) est la base canonique de RP.

5.3.1 Notes sur cet énoncé.

Lorsque la forme linéaire \; n’est pas réelle, la “coordonnée” correspon-
dante z; ne ’est pas non plus et, si A\; = \;, alors x; = ¥;. Plus précisément
) J 7o J z ’

en supposant que les \; réelles sont Ai,..., \,—oc et que A\j ;. = A; pour
n —2c < 7 < n —c, I’énoncé sous-entend
(i) que (u1,...,Up,@1,...,Tn_) est un difféomorphisme local de (R"?,0)

sur (RPT=2¢ x C©,0),

(ii) que zj4. =7; pourn —2c < j <n-—ec.

Le crochet de Poisson est complexifié de la maniére évidente. Ces conven-
tions permettent de traiter le cas ou il y a des valeurs propres imaginaires
exactement comme 'autre.
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5.3.2 Notations.

On note (z,u) les coordonnées de R™ x RP et pour toute fonction f :
R" x R? — R de classe C'*°, on considére son développement de Taylor le
long de {0} x R? :

f(0)+f(1)+...+f(Q)+...

ot £(@ est la partie homogéne de degré ¢ de f en x donnée par

FO =" fre(u)z®

|K|=q
avec

K= (klw"akn) € an |K| :Zkz et I'K :{L']fl l’ﬁn
i=1
On développe aussi chaque champ de vecteurs X sous la forme
X(0)+..._|_X(Q)_|_...

et chaque champ de bi-vecteurs II sous la forme

no ... 4@ ...,

5.4 Début de la preuve du théoréme.
Quelques lemmes de préparation.

On commence par quelques lemmes qui sont vrais pour n > p. [Duf89].

5.4.1 Premier lemme de préparation.

Lemme 17 Sous les hypothéses (H2) et (H38), il existe des coordonnées
locales (xq, ..., xp,ur, ..., up) centrées en 0 telles qu’ on ait

fr =u, + Cste

{wiu YO = {a, 2} = {wg, 2,30 = 0

pour 1 <i,7<netl<r<p.
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5.4.2 Preuve du premier lemme.

On choisit un premier systéme de coordonnées (x,u) avec u; = f; + .
Quitte a rajouter & f; une combinaison linéaire des f; (¢ > 1), on peut
supposer que Xy, |ru—0} est hyperbolique en 0. Le théoréme des fonctions
implicites implique que

{(z,u) € R"™: Xy, (z,u) = 0}

est au voisinage de 0 le graphe d’une application x = g(u). Puisque les X,
commutent avec Xy, , leurs flots préservent la variété

S={(z,u) e R"™:2=g(u)}
ils sont donc tous tangents & S. De plus on a
X -u;={fi, fij} =0pour 1 <i j<p.
Puisque (uq,...,u,) sont des coordonnées sur S, les Xy, s’annulent sur S.

Avec le changement de variables (z,u) — (x — g(u),u), on peut supposer
que les Xy, s’annulent sur {0} x R”. On a donc montré que

{z:,u,}9 = 0.

Dans ces coordonnées, II s’écrit sous la forme

II = Z{{L‘Z,l']}axZ A 8xj + Z{UZ, xj}c’?uz A\ axj + Z({UZ,UJ} = O)E)uz A\ 8uj.

1<j 1,3 1<j

Comme on a

Z{Ui, :pj}(’?uz A axj = i aul A (i{uz, xj}ag;]->
i3 i=1 j=1

et

n p
Xfi = Z{xja uz}azj + Z({U],UZ} = O>auy
j=1 j=1

on a alors

p
Z{ul,:pj}c’?uz A axj = Z@ul A UZ avec Uz = _Xfi'
i=1

i3
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Finalement :
~ p ~
M=0+Y 0, AU avec T=> {;,2;}05, A0y,
i=1 i<j

Puisque U; est un champ hamiltonien, il est un automorphisme infinitisimal
de II, on a donc

U, Zp:auj AU

j=1

0=[U,1] = [Ui,ﬂ] +

Or on a

N ([0 0] AU + 00, A (U] = 0))

j=1
p

= —Z [0.,,Us] AU
- Zau]

U;, Zp:auj AT

j=1

On obtient donc

(5:1) [ } Z auj

On écrit avec les notations précédentes
I = Z (al +alV + ) Op A Oy,
r<s

On a alors

o] =S { (0 @)+ ) o, Ao,

r<s

rs

— (a4 ) ([Ouy, U] A D, + 8y, A [0, ,Uz])}

et les termes d’ordre 0 dans (5.1) donnent

Z ) ()rs =0

r<s
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avec ()¢ ()¢
. OU, oU;
rs — ! a{z A az ! &E A 81 .
() ; axr £ s + al‘s T £

L’hypothése (H3) implique que les Ay sont deux-a-deux distinctes, en passant

] . 1) s
aux coordonnées complexes, on peut supposer que les restrictions des UZ-( ) A
“u = 0" sont sous forme diagonale

Ul-(l)(x, 0) = Z MNox,0,..
s=1

On considére Uy, ..., U, comme des champs de vecteurs sur R" dépendant
de u € RP. Puisqu’ils commutent, pour chaque u prés de 0 fixé, ils définissent
un germe d’action de R? sur R"™ qui fixe 0 et qui vérifie 'hypothése (H3).
Le “lemme de Lie” dit qu’avec un changement de variables linéaire en x de
la forme (x,u) — (a(u) - z,u), on peut supposer que

Ui(l)(x, u) = Z Mo (1) x40y,
s=1

on a alors
Ors = (A (w) + Xy(w)) 8y, A8, et ald) (N (u) + Ai(u)) =0
pour tout ¢ € {1,...,p} et la condition de non-résonnance donne
aﬁg):Opour1§r<s§n.
Les termes d’ordre 1 dans (5.1) donnent
Ui(l) . aﬁls)azr A0y, = aﬁls)()m avec ag) = Z ajxj
J
d’ott
a’ (A;(u) — X(u) = No(u)) =0
et la condition de non-résonnance donne

aﬁls):Opour1§7"<s§n.

5.4.3 Deuxiéme lemme de préparation.

Lemme 18 Quitte a faire un changement de variables (z,u) — (x, pu(u)),
on peut Supposer que Ul(l), cee UI(,l) sont indépendants de u.
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5.4.4 Preuve du deuxiéme lemme.

Les termes d’ordre 2 dans (5.1) donnent

(1) “oout
> oot => a0+ oo MU

r<s r<s j=1

En calculant les termes en xz,2,0,, A 0., dans les deux membres de cette
égalité, on trouve

ON. Vo O\ ATV
ou; " Ouj °

j=1

ce qui s’écrit sous la forme
p .
[As, Ay] = 0 avec A, = Z Ay, (1) 0,

Comme ces A, sont p a p indépendants d’aprés 1’hypothése (H3), il existe
un changement de variables v = pu(u) tel que A,, = au;n , m < p, dou il
résulte que tous les A, ont des coordonnées constantes A7 dans les variables
u'. La formule suivante donne alors le résultat :

{ZL‘Z‘, u/-}(l a'u] /\r p /\;]l'l
J
r=1

5.4.5 Troisiéme lemme de préparation.

Lemme 19 Avec un changement de variables de la forme (z,u) — (', u),
on peut linéariser les champs de vecteurs Uy, ..., U,.

5.4.6 Preuve du troisiéme lemme.

On considere Uy, ..., U, comme une action infinitésimale de R? sur R"
dépendant de u. D’aprés le lemme (2), la partie linéaire de cette action est
indépendante de w et est hyperbolique. Les résultats de [Cha86| pour la
linéarisation des actions de groupes de Lie élémentaires s’appliquent dans ce
cas particulier, on peut donc trouver un difféomorphisme local

¢": (R",0) — (R",0)
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dépendant de maniére C'° de u tel qu’on ait pour u dans un voisinage de 0
gb“(U“)—U )pour1<z<n
Le diffeomorphisme local donné par
(z,u) — (¢"(),u)

est le changement de variables qui linéarise Uy, ..., U,.

5.5 Suite de la preuve du théoréme.
, .
L’action de p sur les {z;,z;}.
Il reste donc a faire en sorte que {z;,z;} = 0. D’aprés les lemmes (2) et

(3), on peut supposer que Uy, ..., U,, vus comme champs de vecteurs sur R”,
sont linéaires en x et indépendants de u. D’aprés (5.1) on a

[Ui,ﬁ] =0pour1 <i1<p

or on a
|:Uia ﬁ] = Z )\zmxmamma Z{'r]7 flfk;}a A azk]
i<k

- Z <Z /\mem {:Ej, xk})) aﬂﬁj A aﬂ%
<k \m=1

+ Z{xj7 fL’k} [Z /\zmxmamma aa:] A azk]
i<k

- Z (Z /\mem {:Ej, xk})) aﬂﬁj A aﬂ%
<k \m=1

— Z{l’j, fL’k} (/\z] + /\zk) axj N 8”
i<k

On déduit donc que
LuA{zj, xt = (Nij + i) {zj, o}

Soit {ey,...,e,} la base canonique de R”. Pour tout

p

_E o P

V= vje; € R
=1
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on a
p p
M) =) vdele) =D v
=1 =1
Si on note
p
Uw) =Y vl
j=1
on a
p n n p n
Uv) = Vj Y AjTrOy, = Z Zvj/\k(ej)xkaxk = Z (V) 250y,
j=1 k=1 k=1 j=1 k=1

d’ou ’'on déduit que
Lowlxs, ot = (N + M) (W) {z), 2}

Comme le flot de U(v) est donné par

(bl; — etU(v)

on a

d )\ *

pm () Ly, mi}] = (A + M) (0){a, 21}
d’ou

(VN g, ) = YOO ) )
si on note
Tik(u, x) = {zj, o} (u, )

on a alors
(5.2) wjp(u, V) = i (u, M Oay, o MOy = RN g (4 ),
On a donc pour tout multi-indice « = (o, ..., ®,) € N
(5.3) zjp(u,x) = et(a')")‘j”\’“)(”)aaxjk(u, et’\(”)x)
avec

(aN)(v) = Zai)\i(v).
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5.6 Le cas du domaine de Poincaré.

On suppose que les \; sont dans le “domaine de Poincaré”, c¢’est-a-dire
que 'enveloppe convexe de (Relq, ..., Re\,) ne contient pas 0. Dans ce cas
il existe v € R? tel que

Re);(v) < 0 pour tout i € {1,...,n}
et il existe K € N tel que
Re(aX = Xj — Ap)(v) <0

pour tout multi-indice o avec

n
la] = Zai > K.
i=1

Il suffit de faire tendre ¢ vers +oo dans
aaxjk(u’ .T,') — et(a.)\f)\jf)\k)(v)aaxjk(u’ €t/\(v).%')
pour avoir
0“zjp(x,u) =0V]a| > K.
Ceci montre que z;;(u, z) est polynomiale en z, elle est donc de la forme

zji(u, ) = Z Ao (u)z®

lo| <K
et la formule suivante
zjp(u,x) = e—t(/\j+/\k)(v)xjk (u, et)‘(”)x)

donne

Z a(u)x® = et k) (v) Z aa(u)(etk(v)x)a
la|<K la|<K
d’out
aa(u) = aa(u)et(a'k_kj_)‘k)(v)
ce qui implique que aq(u) = 0 sauf si o = ap = 1 et a; = 0 pour i & {j, k}.
Donc les x;;, sont de la forme

(5.4) zjk(u, x) = a;,(u)x;zk.
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5.6.1 Premier lemme de structure.

Lemme 20 [l existe des champs de vecteurs Ay, ..., A, de la forme

Z AJ )70,

tels que

S|

T=> (0 +A)AU
=1

Remarque.

On aura alors pour tout 1 <i,5 < p,

[A;, U] Z Alz,0,,, Z Ak O,

= Z Afl‘g)\jgaze - Z )\kakAfaxk

= Z Af)‘jéxéaze - Z Af)‘ﬂxgaze =0

(=1 (=1

5.6.2 Preuve du premier lemme.

Si on pose X; := z;0,, (1 < i < n), ces champs de vecteurs commutent
avec les 0, la structure de Poisson s’écrit

p
H:ﬁ+28ui/\Ui
et on a

U; = Z)\UX et T =) ay(u)X; A X;.

1<J

On cherche des champs de vecteurs A; = Zj Ang tels que

= iAi/\UZ-.
=1
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On remarque que l'on travaille dans le module libre de base (Xi,...,X,)
sur I’anneau des germes en 0 de fonctions de classe C* sur RP. Les champs
de vecteurs U; (1 < i < p) appartiennent a ce module et sont linéairement
indépendants par hypotheése. En les complétant (par certains des X;) en une

base (Uy,...,U,), le champs de bi-vecteurs II s’ écrira alors
I=>c(uli AU;.
1<J

Le cas n=p-+1. Dans ce cas on a

I=> c;UiNU; = Z(Z —ciU )/\Ui

1<j =1 \y=t+1

et I’équation précédente admet une solution évidente :

A; = Z —c;;U; = Z —Cij Z)\]kxkazk = Z (Z _Cij)‘jk> Tk

j=i+1 j=i+1 k=1 \j=i+1
Le cas n>p-+1. On écrit la premiére hypothése du théoréme sous la forme

OATIA---ATL=0
(p+I;fois

ce qui donne
OA AT+ A+ (p+ DIADy A Ay AULA -+ AU, =0
(p+1) fois
d’ott 'on déduit que
(5.5) MAU A---ANU, =0,

c’est-a-dire

(ZCZ‘jUZ‘/\Uj>/\U1/\"'/\Up:O.

i<j
On en déduit que
cij=0pourp+1<i<j<n

et on a alors
p+1
M= Y cUiAU;= Z(Z —cij )/\Ui,
1<j<p+1 i=1 \j=i+1

d’ot une solution pour I’équation.
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5.6.3 Deuxiéme lemme de structure.

Lemme 21 Si on pose fll(x,u) = 0y, + Ai(z,u), pouri =1 ap, on a les
€galités suivantes :

(5.6) ]/\U/\U—O

(5.7)

l—l

Ui| AU =0

2 1
ot

(5.8) [ } ZAf U,.

5.6.4 Preuve du deuxiéme lemme.

On la formule suivante [Sch53].
[/L- AU, Aj A U]-] = [Ai,flj] AU NU; + [/L-,UZ} NA; AU+ [Ai,Uj] ANA; AU
(le terme [Uy, U;] A A; A A; est nul). Lidentité de Jacobi [T, TI] = 0 donne

(5.9) i [/L»,Ui] NAINUG+ ) [Ai,flj} AU ANU; =0,
ij=1 i<j
Comme on a

[Aj,UZ} = [0, Ui] + [A;,U;] = 0

on a donc (5.7), quand a (5.6), elle se déduit alors de (5.9). Pour montrer
(5.8), on remarque que

[A;, Aj]

Z AlX,, Z Ak X,

= Z [ALX, A’ka}

= ZAfAk Xy, Xi] =0,
car les X; commutent et les A; ne dépendent pas de . On a donc

- " [ 0A ¢
[AZWAJ} = [aumAj] - [auwAi} = Z (auj (u) ?;;1] ( )) Xy

(=1
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il est donc de la forme

(5.10) [Ai, Aj] = 3" CL ()X,

v
(=1

En complétant les U; (1 < i < p) en une base (Uy,...,U,), on aura

> Chw) X, =Y Aj(u)U.
=1 =1
De l’égalité (5.6) on déduit que
(511) [AZ,AJ} /\Ul/\/\Up:O,
c’est-a-dire
<ZAfj(u)Ug> AU A---ANU, =0
=1

on a donc
L _
Aij(u) =0pourp+1</<n

et (5.8) est vérifiée.

5.6.5 La fin de la linéarisation.

Lemme 22 1] existe un changement de variables qui préserve les champs de
vecteurs Uy, ..., U, et qui transforme Ay, en 0 pour k =1 a p. On aura donc

p
i=1 i<k

c’est-a-dire
{zj, 21} =0 pour 1 < j <k <n.

On procéde par étapes : Comme on a
[Ui,fll} =0pour1 <i1<p

on peut faire un changement de variables qui préserve Uy, ..., U, et qui trans-
forme A; en 0,, (ie A; = 0). On suppose donc par récurrence, que

Alz---:Aq_lz()ieAi:auip0111"1§i<€7~
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7

Premiére étape.

On cherche un changement de variables (z,u) (z',u) qui préserve

U,...,Up, Ouy,y . ., Oy,_, et qui remplace A, par
p
Ouy + Z o (u)U,.
=1
Pour cela on cherche des fonctions 3'(u),. .., 3°(u) telles que

(5.12) =0Opouri=1aqg—1.

p
A A= B
=1

D’aprés (5.8), cette équation s’écrit sous la forme

o P P P aﬁg
A A = Y AL = [0, B =3 (W)U
=1 =1 =1 v
c’est-a-dire
_ o

Nly(u) = 5= (w).

Comme l'identité de Jacobi s’écrit, pour 1 <17 < j < ¢ sous la forme
A |45, 4| = |4 |4 A

c’est-a-dire

P [ P
l%>Aﬁ%:9wZ&M
L =1

/=

—

d’ou

ON’ O
J4q _ q

u)

c’est-a-dire
%KM—éw(w
aui auj N an 8ul .

On peut donc trouver des solutions B3‘(u) pour (5.12). Ces fonctions sont

constantes le long des orbites des champs U;, d’ou

w&—iww

(=1

=0pour 1l << p.

On peut donc faire un changement de variables qui préserve
U, oo s Up, Oy ooy Oy

et qui redresse flq—zgzl BU, sur Oy, Ce changement de variables transforme

flq en 9, + > 4, ‘U
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Deuxiéme étape.

Puisque on a pour toute matrice symétrique (ff(u))w

iAi ANU; = i <AZ~ + iff(u)UO AU,
=1 =1 /=1

on va donc remplacer chaque A; par A;+> _, f{U, avec (fe( )) une matrice
symétrique telle que

(5.13) =0pourl<i<j<gq.

p p
A+ UG A+ fiU
(=1 =1

Ces équations sont de la forme

oft (
(5.14) a{i (u) — gzjz (u)=0 (1<i<j<gq)
oft 0 ¢
(5.15 b= S =T a<i<i-a

Les équations (5.14) et (5.15) ont pour solutions respectivement

=2 w G<gr=1..p

99"
Ou,

g (W) ==—(u) —a'(u) ((=1,....p).

Il faut que la matrice (f{(u)),, soit symétrique, c’est-a-dire

dg" dyg' .
* _

Jg* 8g ¢
Kk - _

En posant
qg—1
Zg Ydug et a(u) = Zaz(u)du@
=1
(*) et (**) se déduisent de dw = du, A a. Pour résoudre cette équation, il

suffit de montrer que

(5.16) dov = 0.
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Pour cela, on remarque que les U, AU, AU, avec 1 < k <l < m < p
sont linéairement indépendants et que le seul terme du premier membre de
'égalité (5.5) contenant U; A U; AU, avec i < j < q est

oa’ da’
(8uj (U) B auz

En effet, on a

4, 45 =0
pour i < 7 < qetpouri<j=gq,ona
- - P P 9ot
[AZ-,Aq] - [am,auq +;a‘fU@ =250 (w)Up.

Si on veut U; A U; AUy, il faut ot bien ¢ = i et £ = j et on obtient alors

L% da?

(U)UZ A Uj N Uq

ol bien ¢ = j et £ =i et on obtient alors

ool
auj (U)UZ A Uj A Uq
on déduit donc que
oo’ da’
(ot - Gt =0
d’ou
da = 0.

En remplacant chaque A; par A; + 57, fLU, pour 1 < i < g, on peut donc
supposer que [/Nli, flj] =0 pourtout 1 <7< j<gq.

Troisiéme étape.

On fait un changement de variables qui préserve tous les Uy et qui trans-
forme les A; en 0,, pour 1 < ¢ < ¢q. Pour cela on considére le systéme
d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

{ g%ﬁ(x,u) = Al(u)he(z, u)
he(z,0) =2, ((=1,....,n) (j=1,...,9).
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Ce systéme a pour solutions les fonctions hy(x,u) (¢ =1,...,n) données par

e(foul Af (tyug,...up)dt+ [o2 Ag((),t,ug,,..,up)dt+...+f0“q Af;(o,...,t,uqH,...,up)dt) 70

et 'inverse du difféeomorphisme donné par (z,u) — (h(u,x),u) € R"? avec
h(u,x) = (hi(x,u),..., hy(x,u)) redresse toutes ses solutions, il envoie le
graphe de u +— h(z,u) sur celui de u — x pour chaque z, il transforme donc
les champs de vecteurs Ay, .. ., flq en Oy, ..., 0y,

5.7 Le cas n=p-+1. Le domaine de Siegel.

Dans ce cas, on remarque que si 'une des formes R—linéaires \; est
complexe non réelle, alors on est forcément dans le domaine de Poincare,
car il y aura au plus p parties réelles distinctes et par hypothése, elle sont
linéairement indépendantes. Il reste donc a étudier le cas des valeurs propres
réelles. On va d’abord montrer que dans ce cas on a

(Ejr) {zj, x} (u,x) =0 siz; =0 ot z; = 0.

Pour montrer (E;;) dans le cas z;, = 0, on commence par montrer qu'il existe
v € R? tel que

(*) Aj(v) + Ap(v) > 0 et A;j(v) < 0 pour tout i # k.
En effet, du fait que 0 € Conv(Aq,...,\,) et de 'hyperbolicité, il existe
aq, ..., a, € [0,1] tous non nuls tels que

1
On peut donc écrire A\ sous la forme
Me==> B\
ik
avec des (3; > 0. Comme \;(v) + Ag(v) > 0 8’ écrit sous la forme
By = DA (v) < = Bidi(v),
i,k
pour obtenir (*) si 3; > 1, on choisit v € R? tel que A\;(v) < 0 pour tout i # k.

Ceci est possible, car les formes \; sont p par p linéairement indépendantes.
Si 0 < fB; < 1, on choisit v tel que A;(v) < 0 pour tout i # k et

8-~ (_ Z ﬁz‘/\i(v)> < Aj(v) <0.

i#g,k
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Pour établir (Ej;), on remplace z, par 0 et on fait tendre ¢ vers +oo dans
(5.17) zin(u, x) = e it (u, MW et’\"(”)xn) .

Dans le cas z; = 0, on établit (Ej;) en inversant les roles de j et k dans le
raisonnement précédent. On peut donc écrire les z;;, sous la forme

(5.18) zi(u, ) = a;(u, )z;xK.

On a donc d’aprés (5.17)

ajr(u, ) = ajj (u, Mg et)‘"(”):pn)
c’est-a-dire
(5.19) Luwyaje(u, ) = 0.
5.7.1 Premier lemme de structure.
Lemme 23 [l existe des champs de vecteurs Ay, ..., A, de la forme

Ai(z,u) = Z Al(z, )70y,
j=1

tels que

iS]

=S (0, + A) AU,

=1

5.7.2 Preuve du premier lemme.

Il suffit encore une fois de résoudre
B p
= Z A AU
i=1

Avec le méme raisonnement que dans le cas du domaine de Poincaré, on
travaille dans le module libre de base (Xi,...,X,) avec X; = z,0,,, sur
Panneau des germes en 0 de fonctions C™ sur R™?. Les champs de vecteurs
U; (1 <1 < p) appartiennent a ce module et sont linéairement indépendants
par hypothése, en les complétant en une base (Uy, ..., Upyy1), ot Upyq est 'un
des X;, le champ de bi-vecteurs II s’ écrira alors

= Zcij(x,u)Ui AU,

i<j
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c’est-a-dire

1= S (Z —cij )/\U

=1 \g=t+1

et I’équation précédente admet une solution évidente :

A, = Z —ci;U Z —Cij Z)\]kxkazk = Z ( Z —cij)\jk> 21,0, -

j=i+1 j=it1 k=1 \j=i+1

5.7.3 Deuxiéme lemme de structure.

Lemme 24 Si on pose A;(x,u) = 0, + Ai(x,u), pouri =1 ap, on a les
égalités suivantes :

(5.20) S [Aj, UZ} AU; =0

(5.21) 3 [TAJ] AU AU, =

(5.22) h {Aj,UZ} -

(5.23) [AZ-, A]} - ;;Afjw

5.7.4 Preuve du deuxiéme lemme.

Les champs de vecteurs U; sont indépendants de u, on a donc

=0

Comme on a pour tout i,5 € {1,...,p}

U, U;) = [0u,,Us] =0



5.7. Le domaine de Siegel 83

on a alors
p

U T = |02, 3" 45 A
j=1

p p

=D UL A AU+ Ay A UL U]
j=1 Jj=1

p

= =>4 U] aus =0
j=1
d’ou (5.20). L’identité de Jacobi [II,1I] = 0 donne [Sch53]

p
Z [Aijz} /\Ai/\Uj‘f‘Z [AZ,/I]] /\Ui/\Uj =0
i,j=1 i<j
et on remarque que
p B ~ p B
> [Aj,Ui] NA AU ==Y A A (
i,j=1 i=1
d’ont (5.21). On a, avec les notations de 5.7.2,
[Aja Ui] = [Aiji]

n

E —cUp, U;
r=j+1
n

= Z (_nggUg(Ui) + CjégUi(U€> + gUi(CJ'@)UZ>

t=j+1

= Y Zu(c;)Ue.

(=j+1

hS]

A5, U] A Uj> —0

j=1

Comme Uy, ...,U, commutent entre eux et avec U,41 (qui est 'un des Xj;),
on a

0= [Ui,ﬂ]

= UZ', ZCJ'@U]' A Ug
j<t

= Z (ZUZ.(CJ[)U]' A Ug + Cijp [UZ, Uj] AN Ug + ngUj A [UZ, Ug])
j<t

= ZZUZ.(CJ[)U]' A Ug

j<t
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et on en déduit que
Ly, (cje) =0pour 1 <j<l<p+1
et (5.22) est vérifice. On a
|Ais 4] = [0, + Ai, 0, + 4]
=[O Aj] = [Ou;0 Ai] +[Ai, Aj]
il est donc de la forme

[Ai,flj] Z (u, x) X,

k=
d’ou

n p+1
k=1
De (5.21) on déduit que
[Ai,flj} AU A+ AU, =0,

c’est-a-dire

p+1
(ZA )/\U1 AU, =0

+1 _
A (w,u) =0

on a donc

et (5.23) est vérifiée.

5.7.5 La fin de la linéarisation.

Lemme 25 Il existe un changement de variables qui préserve les champs de
vecteurs Uy, ..., U, et qui transforme Ay, en 0 pour k =1 a p. On aura donc

= ZA ANU; = Z{x],xk}ax] N0y =0

i<k
c’est-a-dire
{zj, 2} =0 pour 1 < j <k <n.

Ce lemme se démontre de la méme maniére que dans le cas du domaine de
Poincaré.
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