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Résumé/Abstract

Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a l'interaction entre les structures multiplicative et
additive des entiers. Pour cela, on étudie notamment la fonction « nombre de facteurs
premiers distincts », notée w, dans de trés petits intervalles, mais aussi sur des systémes
translatés. Ce projet est né suite & une importante percée de Matomaiki & Radziwill dans
I’étude des petits intervalles, en 2015.

Dans un premier temps, on démontre que le théoréme d’Erdds-Kac est vérifié dans
presque tous les petits intervalles, dés lors que leur taille tend vers 'infini.

On s’intéresse ensuite aux lois locales de la fonction w. On parvient a démontrer, lorsque
x 2 3 et b <k <loglogx, que presque tous les intervalles de longueur h contiennent des
entiers n < x vérifiant w(n) = k, dés que h est suffisamment grand. Lorsque k < loglog x,
la condition sur h est optimale. On obtient un résultat analogue, bien que non optimal, sur
les entiers z'/“-friables pour u < (log x)l/ 6=¢ ot ¢ > 0 peut étre fixé arbitrairement petit.

Les méthodes employées dans le deuxiéme chapitre invitent naturellement & étudier le
comportement de certaines fonctions additives sur des systémes d’entiers translatés. On
démontre alors, dans un troisiéme temps, une version multidimensionnelle d’un théoréme
de 1975 dia a Halasz, relatif & la concentration maximale des valeurs d’une seule fonction
additive.

Enfin, dans le quatriéme chapitre, on démontre que w(n—1) vérifie un théoréme d’Erdgs-
Kac lorsque w(n) = k est fixé. Cela généralise un résultat d’Halberstam.

Mots-clefs

Nombre de facteurs premiers, presque tous les petits intervalles, fonctions multiplica-
tives, fonctions additives, théoreme d’Erdés-Kac.



viii RESUME/ABSTRACT

Study of the w function: short
intervals and shifted systems

Abstract

In this thesis, we study the interactions between the multiplicative and additive struc-
tures of integers. As such, we particularly investigate the function “number of distinct prime
factors”, noted w, on short intervals and shifted systems. This project originates from an
important breakthrough of Matomaki & Radziwilt regarding the study of small intervals,
in 2015.

As a first step, we show that the Erd&s-Kac theorem is valid in almost all short intervals,
as long as their length goes to infinity.

We then consider the local laws of w. We prove that, for z > 3 and 5 < k < loglog z,
almost all intervals of length h contain integers n < z satisfying w(n) = k, when h is
large enough. For k =< loglog x, the condition on h is optimal. A similar result, albeit non
optimal, is obtained for z!/“-friable integers with u < (log x)l/G*E, where ¢ > 0 is fixed,
arbitrarily small.

The techniques used in the second chapter naturally invite us to consider the behavior
of a wide class of additive functions on shifted systems. In the third chapter, we prove
a multidimensional version of a theorem from Halasz in 1975, regarding the maximum
concentration of the values of one additive function.

In the last chapter, we show that w(n — 1) satisfies an Erdés-Kac theorem whenever
w(n) = k is fixed. This generalizes a theorem of Halberstam.

Keywords

Number of prime factors, almost all short intervals, multiplicative functions, additive
functions, Erdds-Kac theorem.
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Introduction

La théorie des nombres est, avec la géométrie, une des branches fondatrices des mathé-
matiques. On en trouve déja la trace sur une tablette d’argile (Plimpton 322), datée de
1800 avant notre ére. Parmi les problémes les plus célébres de ce domaine, on peut citer
par exemple le grand théoréme de Fermat, la conjecture de Goldbach, le théoréme des
nombres premiers et I’hypothése de Riemann, ou encore la conjecture des nombres pre-
miers jumeaux. Pour toutes ces questions, la recherche — parfois fructueuse — de réponse a
permis de découvrir de nouvelles techniques et de distinguer plusieurs champs d’étude au
sein de ce vaste domaine.

La présente thése s’inscrit & Iinterface entre les versants multiplicatif, analytique, et
probabiliste de la théorie des nombres. L’objet central de I’étude est la fonction « nombre
de facteurs premiers distincts », notée w. On sait depuis Euclide qu’il existe une infinité
de nombres premiers, et donc que {w(n) : n > 1} = N. Il devient alors naturel d’étudier
la structure des ensembles &, définis pour k > 0 par

Er={n=>1: whn) =k}.

Se posent notamment les questions suivantes.

(Q1) Que dire de la répartition de w ?
Q:2) Les ensembles & admettent-ils une densité naturelle 7 Si oui, laquelle ?

(
(Qs) Que dire de la répartition de & dans les progressions arithmétiques ?
(Q4) Que dire de la répartition de & dans de petits intervalles 7

(

Q5) Que reste-t-il de la structure multiplicative de & dans son translaté & + 17

La question (Qq) fut abordée au début du XX¢ siécle par Hardy & Ramanujan [HR17],
puis leur résultat fut complété lors des décennies suivantes par Turan [Tur34], Erdds &
Kac [EK39|, Rényi & Turan [RT58| et Delange [Del59]. On retient notamment le théoréme
suivant, dont on note la nature profondément probabiliste.

Théoréme (Erdss & Kac [EK39]; Rényi & Turan [RT58]). Uniformément pour x > 3 et
y€R, on al

1 1 v 2 1
— n<x: wn)<logy,x+ yvlog,x :/ e_t/th+O<).
x#{ (n) &2 Yyv'1ogs } o ) e

1. Pour k£ > 1, on note log,, la fonction log itérée k fois. Donc log, = loglog etc...
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Parmi les problémes cités, le cas k = 1 de (Qg2) est celui dont la formalisation est la
plus ancienne, puisqu’elle remonte & la fin du XVIII® siécle, avec Gauss et Legendre. Il est
équivalent au fameux « théoréme des nombres premiers », démontré en 1896 indépendam-
ment par Hadamard [Had96] et La Vallée Poussin [LVP96|. Depuis, le cas général pour k
quelconque a été en grande partie résolu, par de nombreux travaux jusqu’au début des an-
nées 2000. On cite notamment Sathe [Sat53], Selberg [Sel54|, Hensley [Hen87], Hildebrand
& Tenenbaum [HT88| et Kerner [Ker02|. Pour = > 1, on définit

En(z) == & N [L, 2],
() = #Ex ().

Théoréme (Sathe [Sat53]; Selberg [Sel54]). Soit R > 0 fizé. Uniformément pour x > 3 et
1< k< Rlogyx, on a

k— 1) r  (logyz)k!

m(@) = (1+o(1)A (logQ:L‘ logz (k—1)! "~

ou A : Ry — RY est une fonction explicite vérifiant A(0) = A(1) = 1.

La présente thése porte principalement sur 1’étude des problémes (Q4) et (Qs). Le point
commun de ces questions avec (Qg) est qu’elles impliquent toutes fortement la structure
additive des entiers.

I.1 Un modéle probabiliste pour les entiers et quelques conjec-
tures

La recherche en théorie des nombres est avant tout guidée par I'intérét que ’on a pour
les entiers et lintuition que l'on s’en fait. Si la place de ’heuristique n’est plus centrale
dans les mathématiques modernes, elle y reste un outil essentiel. En effet, il est en général
plus simple d’aborder une question quand on pense en connaitre la réponse. Un exemple
célébre de ce fait est la démonstration par Euler, en 1735, de I'identité suivante, devinée 4

ans auparavant :
2

1
PI-EES

n=1

On présente donc succinctement quelques éléments constitutifs de I'intuition en théorie des
nombres, qui justifient amplement les énoncés auxquels on s’intéresse.

I.1.1 Indépendance des nombres premiers

Etant donné p et ¢ deux nombres premiers distincts, uniformément pour z > 1, on a
T
#{n<z: pn}= ];+0(1),
T
#{n<z: ¢n}= 5+O(1)’
x
#{n<z: pgln}=—+0().
pq
En ignorant les termes d’erreur, il semble donc qu’en moyenne dans [1,z], les événements

« p divise n » et « ¢ divise n » sont indépendants. C’est une idée fondamentale, qui permet
notamment — avec les formules de Mertens — de deviner que la densité des nombres premiers
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inférieurs a x est de 'ordre de 1/logz. Elle ne prédit cependant pas la bonne formule
asymptotique. Un succés notable de cette approximation est la prédiction de I'ordre normal
de w, c’est-a-dire que pour presque tout n > 3, on a

w(n) = (14 0(1))logy n.

I.1.2 Le modéle de Cramér

Dans les années 1930, Cramér propose une approche probabiliste plus globale des en-
tiers. Il s’appuie sur le théoréme des nombres premiers afin de proposer une analogie entre
les entiers que ’on connait, et un monde ol tous les entiers n > 3 seraient premiers « avec
probabilité 1/logn », indépendamment les uns des autres. Alors, dés qu'une propriété est
vérifiée presque stirement dans cette copie probabiliste des entiers, on espére qu’elle est
vraie dans N. Grossiérement, cela revient & estimer que globalement, les structures multi-
plicative et additive des entiers coexistent de fagons indépendantes.

Bien que cette idée semble simpliste pour des raisons évidentes, elle s’avére redou-
tablement efficace lorsqu’il s’agit de prévoir le comportement approximatif de certains
ensembles. Le modéle prédit notamment que la série des inverses des nombres premiers
jumeaux converge, comme 1’a démontré Brun [Brul9| en 1919. Il sera amplement utilisé, et
amélioré, afin notamment de contourner des obstructions locales — i.e. n et n+1 ne peuvent
pas étre simultanément premiers pour n > 3. Plus de détails sont présentés dans [Gra95|.

I.1.3 Quelques conjectures

Les modéles décrits ci-dessus permettent de formuler beaucoup d’heuristiques trés pré-
cises. En accord avec une vaste conjecture d’'Hardy & Littlewood [HL23|, ils permettent
notamment de deviner la conjecture des nombres premiers jumeauz.

Conjecture (Hardy & Littlewood [HL23|). Pour z > 2, on a?

#{p<z: p-+2est premier} :2H (1— (p—11)2>( z (1+o0(1)).

2
— log x)

Cramér a poussé son modéle plus loin avec 'utilisation du lemme de Borel-Cantelli. 11
a notamment énoncé les deux conjectures suivantes. On note (p,)n>1 la suite croissante de
tous les nombres premiers, et pour > 2 on pose

m(z) = #{p <z},
. Todt
Li(x) := /2 Togt'

Conjecture (Cramér [Cra36]).

n—-+0oo (logpn)2
Conjecture (Cramér [Cra34]).

lim sup 7& L@ _
T——400 \/ﬁ log, x

log x
Comme l'explique l'auteur dans [Cra36], il est encourageant de noter que la derniére

conjecture est compatible avec ce que fournirait I’hypothése de Riemann. Cependant, ces
deux conjectures ont été légérement révisées depuis® [Gra95, Mon80].

2. Ici et dans toute la thése, la lettre p désigne toujours un nombre premier.
3. L’auteur remercie le rapporteur Professeur Soundararajan pour ces références.
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I.1.4 Limites du modéle

Il existe plusieurs limites bien connues pour ce modéle. On remarque que les deux
aspects présentés aux sections I.1.1 et 1.1.2 concernent respectivement 1’échelle locale puis
globale. 11 se trouve que ces deux parties du modéle sont en défaut lorsque ’on sort de leur
champ d’application naturel.

Par exemple, si I'on veut estimer 7(x) uniquement & partir de considérations locales,
on trouve, pour tout 1/2 < ¢ < 1 fixé,

r(@)~x ] <1_]13>+0($¢)%e7 2

c logz’
p<ae

ou v désigne la constante d’Euler-Mascheroni et vérifie e™7 =~ 0,561459. Le modéle local
est donc mis en défaut, puisqu’il est évident qu'une telle formule ne peut étre vérifiée au
plus que pour une seule valeur de ¢. On peut alors étre tenté de considérer que le passage
au global s’effectue uniquement par la considération de tous les nombres premiers inférieurs
a xz° ', mais cela semble trés artificiel.

A T'inverse, si I’on essaie de localiser les nombres premiers dans de trés petits intervalles
avec le modéle de Cramér, on est confronté au théoréme suivant.

Théoréme (Maier [Mai85|). Soit A > 1 fizé quelconque. Il existe des constantes ci(\) et
ca(N) vérifiant
Cl()\) <1l< CQ()\),
pour lesquelles la quantité
m(z + (logz)*) — m(x)
(log )X+
est inférieure a c1(\) (resp. supérieure a ca(\)) pour une infinité de valeurs arbitrairement
grandes de x.

Ainsi, méme lorsque A > 2 et que le modéle prévoit qu’il y ait toujours des nombres
premiers dans [z,z + (logx)*] pour x suffisamment grand, ils n’admettent pas 1/logx
comme densité « locale ». On note par ailleurs que Pintz [Pin07] a mis en évidence un
défaut plus subtil du modéle de Cramér, intimement lié & sa nature.

A Tinstar de la physique théorique, la théorie des nombres semble manquer d’une
« théorie du tout ».

1.2 Etat de ’art

Les conjectures de la section 1.1.3 sont trés profondes et a priori loin d’étre résolues,
méme sous ’hypothése de Riemann. Elles représentent une étape trés importante dans
I’étude des questions (Q4) et (Qs). On présente ici quelques uns des meilleurs résultats en
la matiére.

1.2.1 Petits intervalles

La notion de « petit intervalle » est assez subjective, et existe relativement a la taille
des entiers considérés. En général, si I'on étudie la répartition d’un ensemble sur [z, z + y],
on commence a parler de petit intervalle lorsque le résultat désiré ne peut pas simplement
s’obtenir par 'étude séparée de [1,z + y] et [1,z]. Par exemple, pour le comptage des
nombres premiers jusqu’a x, le meilleur terme d’erreur connu a I'’heure actuelle est de
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Pordre de we—c(os®)*/*(logy @)1/ pour une certaine constante ¢ > 0 [EMF75|. Ainsi, on
considére par exemple que [z, x + z9/ 10] est un petit intervalle pour ce probléme, tandis
que [z, x—i—xe*‘/m] ne 'est pas. Bien entendu, sous ’hypothése de Riemann, les intervalles
[z, x + x¢] avec ¢ > 1/2 ne sont plus considérés petits.

Une région sans zéro de la forme Res > oy (09 < 1) pour la fonction ¢ de Riemann
entrainerait directement un théoréme des nombres premiers dans tout intervalle de taille
x? pour o9 < ¢ < 1. Bien que 'on ne connaisse pas de tel résultat, il est possible, par la
majoration du nombre de zéros de ¢ en dehors de la droite critique, d’obtenir un théoréme
de la méme saveur [Hux72|. Le meilleur résultat connu — dont on énonce un cas particulier —
est dii & Heath-Brown, et repose sur une identité de crible.

Théoréme (Heath-Brown [HBS8S|). Uniformément pour 2712 < y <z, on a
nlz+y) = w(@) = (1+o(1)

lorsque x tend vers linfini.

On sait par le théoréme de Maier que le résultat ci-dessus n’est pas vérifié si y est de
I’ordre d’une puissance de log z. Il n’est pas clair quelle pourrait étre la plus petite valeur
admissible pour y, mais il est trés raisonnable de penser que tout intervalle de taille x°
avec € > 0 vérifie le théoréme des nombres premiers. Le résultat de Heath-Brown permet
notamment de démontrer l’existence d’une constante ¥ < 7/12 pour laquelle tous les
intervalles [z, + 2] & partir d'un certain rang contiennent au moins un nombre premier.
La méme conclusion a été obtenue par Baker, Harman et Pintz [BHPO1| pour tous les
intervalles de taille 2052,

Le modéle de Cramér est issu de la théorie des probabilités. A ce titre, il est sans
doute trés efficace sur des énoncés probabilistes. Ainsi, au lieu de considérer les valeurs de
y pour lesquelles [z, z + y] vérifie le théoréme des nombres premiers, on peut s’intéresser
aux intervalles le vérifiant « presque toujours ». De maniére générale, prenons le cas d’'un
ensemble A & structure multiplicative, dont la densité asymptotique est 6 = d(x). La
« probabilité » qu’un intervalle [z, z + h] n’intersecte pas A peut étre écrite, pour = et h
entiers,

PAN[z,z+h=2)=P( \ z+i¢A),

0<i<h

ou /\ désigne le « ET » logique. En supposant, de maniére analogue au modéle de Cramér
pour les nombres premiers, que les événements du membre de droite sont indépendants,
on obtient alors

PAN[z,z+h=2)= [] Pa+i¢ A~ 1-6"

0<i<h

Ainsi, dés que dh — 400, on peut conjecturer que A intersecte presque tous les intervalles
[z, + h] et y admet presque toujours § comme densité locale. On en déduit la conjecture
suivante, qui est la problématique principale de cette thése concernant (Qg). On note dj
la densité asymptotique de &.

Conjecture. Soit R > 0 fizé et ¢ : Ry — Ry une fonction tendant vers linfini en Uinfini.
Uniformément pour x > 3, 1 < k < Rlogyx et ¢¥(z) < di(x)h < x, on a

ﬂk(x + h) — Fk(x) = (1 + 0(1))5k(x)h

presque partout lorsque x tend vers linfini.
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On entend par « presque partout » que pour tout £ > 0 fixé, lorsque X > Xy(e) est
suffisamment grand, la relation asymptotique ci-dessus est vérifiée en encadrant le o(1) par
—e < o(1) < g, pour tout z < X sauf au plus une proportion eX. Il est probable que cette
conjecture soit vérifiée pour de beaucoup plus grandes valeurs de k, mais on ne se risque
pas & préciser lesquelles.

Le cas k = 1 a beaucoup été étudié. Le meilleur résultat connu est dii a Zacca-
gnini |[Zac98| et utilise la méthode de Heath-Brown pour tous les intervalles.

Théoréme (Zaccagnini [Zac98]). Soit e : Ry — Ry une fonction tendant vers 0 en linfini.
Uniformément pour /6@ < h <z, on a

wla ) = (@) = (1+ o)

presque partout lorsque x tend vers l’infini.

Comme pour les résultats sur tous les intervalles, il est possible de diminuer la taille de
h si 'on se contente de démontrer 'existence de nombres premiers dans presque tous les
intervalles [z, z+h|. Le meilleur résultat inconditionnel est di a Jia [Jia96], qui montre qu’il
suffit d’avoir h > /29 pour ¢ > 0 arbitraire fixé. Heath-Brown [HB82b] a démontré que
h = x¢ est admissible sous ’hypothése d’Elliot-Halberstam. Sous ’hypothése de Riemann,
Selberg [Sel43] a montré que h = 1(x)(logx)? est admissible lorsque 9 tend vers I'infini
avec x, et enfin, si de plus la conjecture de Montgoméry sur les paires de corrélation est
vérifiée, il suffit d’avoir h > ¢ (x)logx [HB82a|, ce qui semble étre optimal d’apres le
raisonnement exposé ci-dessus.

Le cas £k > 2 a connu moins de rebondissements. On sait depuis les travaux de
Wolke [Wol79] que &; intersecte presque tous les intervalles de longueur (logz)¢ pour
c=4-10%+ 7. Jusqu'en 2016, le meilleur résultat était dtt & Harman [Har81], qui montre
par une modification de la preuve de Wolke que ¢ = 7 + ¢ est admissible. L’histoire ré-
cente de ce probléme commence avec un article de Matoméki & Radziwilt [MR16], sur la
moyenne de fonctions multiplicatives dans les petits intervalles. Ils démontrent entre autres
le théoréme suivant.

Théoréme (Matoméki & Radziwill [MR16]). Soit ¢ : Ry — Ry une fonction tendant
vers linfini en Uinfini. Uniformément pour f : N* — [—1, 1] une fonction multiplicative et
e nITTY Y

LY =2 Y fm) o) (L2.)

r<n<n+h r<n<l22z

presque partout lorsque x tend vers l'infini.

Cet article a déja donné naissance & beaucoup de résultats sur les petits intervalles et
la corrélation de fonctions multiplicatives. On mentionne par exemple la démonstration de
la conjecture de Chowla logarithmique due a Tao [Taol6]. Par adaptation de leur méthode,
Teréviinen [Terl6] démontre le théoréme suivant.

Théoréme (Terdviinen [Terl6|). On pose ca = 2,51 et c3 = 6. Il existe des constantes
c, > 0 pour k > 4, vérifiant I’énoncé suivant. Soit € > 0 fizé. Pour tout k > 2 fixé,
& intersecte presque tous les intervalles [z,x + (log x)(logy,_, ) €] lorsque x tend vers

linfini.

Il existe aussi des résultats relatifs a la répartition de w(n) dans les petits intervalles.
Babu [Bab82] a montré que le théoréme d’Erdés-Kac est vérifié dans tous les intervalles



[.2. ETAT DE LART 11

[z, 2 + z¥@)/VIog22] das que 1)(z) tend vers linfini avec 2 et Plaksin [Pla91] montre que
cela est vrai dans presque tous les intervalles [z, x + ¥(x)].

Les résultats déja mentionnés dans cette section visent & retrouver la répartition glo-
bale de &, dans des petits intervalles. A I'inverse, des comportements « exceptionnels » de
grande déviation sont susceptibles d’apparaitre a cette échelle, dont deux sont conjecturés
a la section 1.1.3. Il ne sont pas 'objet de cette thése mais on mentionne quelques théo-
rémes récents dans un souci de contextualisation. A 1'aide de méthodes de crible dévelop-
pées par Goldston, Pintz & Yildirim [GPY09] dans une série d’articles, et d’une extension
de l'inégalité de Bombieri-Vinogradov, Zhang [Zhal4| a démontré qu’infiniment souvent,
Pl — Pn < 7-107. Le crible utilisé a été amélioré par Maynard [May15| et optimisé dans
une collaboration d’auteurs [Pol14]| dirigée par Tao, avec le résultat suivant.

Illé()léllle (P()ly]“al]l P()114 ).
. . < )

Par opposition, il a été mis en évidence qu’infiniment souvent, les nombres premiers
consécutifs sont beaucoup plus distants que la moyenne. La meilleure démonstration de
ce phénomeéne a été obtenue en utilisant la méthode d’Erdés-Rankin [Ran36|, le crible de
Maynard et de la théorie des hypergraphes.

Théoréme (Ford, Green, Konyagin, Maynard & Tao [FGKT18]).

. Pn+1 — Pn
lim sup > 0.
n—+o00 (10g pn)(logQ pn)(logS pn)71(10g4 pn)

I.2.2 Systémes translatés

La question (Qj5) est un cas particulier de ’étude des systémes translatés en théorie des
nombres. Le probléme sous-jacent est de savoir dans quelle mesure la structure multiplica-
tive de n donne de 'information sur celle de n + 1. Il va de soi qu’aucun nombre premier
ne peut diviser simultanément n et n+ 1. A I'inverse, si p ne divise pas n, qu’en est-il pour
n+ 17 Lorsque p est grand, 'information « p ne divise pas n » ne donne presque pas d’in-
formation quant & la divisibilité de n + 1 par p. La mise en évidence de ce phénoméne est
d’un grand intérét en théorie des nombres, et la conjecture des nombres premiers jumeaux
en représente un des plus grands enjeux. C’est dans cette optique qu’ont été développées les
premiéres techniques de crible au début du XX¢ siécle, inspirées du crible d’Eratosthéne,
fondé sur le principe d’inclusion-exclusion. Historiquement, le premier résultat significatif
est dit & Brun [Brul9).

Théoréme (Brun [Brul9]).

z(log, z)°
(logz) -

La borne supérieure n’est pas de I'ordre de grandeur prévu par la conjecture d’Hardy &
Littlewood [HL23], au facteur (log, z)? prés. Néanmoins, la portée de la méthode élémen-
taire employée séduit, et ouvre la voie & de nombreuses recherches. En 1947, Selberg [Sel47]
revisite le domaine avec des résultats spectaculaires, manquant la borne supérieure atten-
due d’un facteur 8. Sa méthode est & 'origine de la premiére preuve « élémentaire » du
théoréme des nombres premiers [Erd49, Sel49]. Plusieurs variantes ont été développées
dans les décennies suivantes, comme le grand crible ou le crible de Rosser-Iwaniec [Iwa80],

#{p<x: p+2est premier} <
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puis plus récemment, le crible de Goldston, Pintz & Yildirim [GPY09] amélioré par May-
nard [Mayl15], que 'on a déja mentionné. Il est cependant vite apparu que la théorie du
crible ne permet pas de distinguer finement la parité du nombre de facteurs premiers des
entiers. Le théoréme suivant est symptomatique des restrictions imposées par le probléme
de parité.

Théoréme (Chen [Che73|). Il existe une infinité de nombres premiers p tels que p+2 soit
premier ou le produit de deur nombres premiers.

L’étude des systémes translatés ne s’arréte pas aux seuls nombres premiers. On men-
tionne notamment deux résultats intéressants dans le contexte de cette thése.

Théoréme (Halberstam [Hal56]). Poury € R, on a
1 1 4
lim ——# {p <z wp—1) <logyz+ y+/log, x} = / e */2qt.
) V2T J o

T—>+00 Tr(x

Théoréme (Nair & Tenenbaum [NT98|; Henriot [Henl12|). Soit ¢ > 0 fizé. Uniformément
pour 2 <2’ <x, 1 <b<xetf,g:N*—[0,1] deuzx fonctions multiplicatives, on a

ot <1+ f(p)+g(p)>'

o(0)" (log)? 11 »

> Fn)g(n+2b) <

r<n<x+a’

1.3 Reésultats et méthodes de la thése

1.3.1 Petits intervalles

Il est possible de démontrer le théoréme d’Erdds-Kac par la méthode des fonctions
caractéristiques et I'inégalité de Berry-Esseen. Pour cela, il suffit d’estimer

Z eiﬂw (n)

n<x

pour ¥ dans un certain voisinage de 0, comme il est détaillé dans [Tenl5, th. I11.4.15].
L’estimation de cette somme restreinte & [z,z + h] suffit & décrire la répartition de la
fonction w dans ce méme intervalle. Il n’est pas possible d’appliquer directement le théoréme
de Matomiki & Radziwill a la fonction multiplicative n — ¢™“() puisqu’elle ne prend
pas ses valeurs dans [—1,1]. Il est cependant possible d’étendre le résultat aux fonction
multiplicatives bornées qui ne sont pas « p*‘-simulatrices », comme le précisent les auteurs.

La notion de fonction p*-simulatrice (p®-pretentious en anglais) a été introduite par
Granville et Soundararajan [GS08| aprés les travaux de nombreux auteurs, dont on cite
Halasz [Hal71], Hall & Tenenbaum [HT91] et Tenenbaum [Tenl5]. Elle est quantifiée de
la maniére suivante. Soit x > 1. Pour f et g deux fonctions multiplicatives de module
inférieur & 1, on introduit la quantité

D(f,g;z)* = Z 1- ?Re(f(p)@) ’

p<ZT p

qui vérifie I'inégalité triangulaire D(f, h;z) < D(f, g;x) + D(g, h;x). Pourt e Ret T > 1,
on pose alors
m = m(f,t,T;x) ;= min D(f, nitJritl;a:)Q.
[t'|<T
Le théoréme suivant met en évidence le comportement oscillatoire de la somme d’une
fonction multiplicative non p*-simulatrice.
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Théoréme (Tenenbaum [Tenl5|). Uniformément pour x,T > 1, t € R et |f| < 1 une
fonction multiplicative, on a

f(n) .

E =L (14+m)e™ ™+ —.
1+t

1’<n<2xn ’ T

Puisque la fonction n — e7“(") est constante sur les nombres premiers, elle n’est pas
pit-simulatrice lorsque ¢ n’est pas proche de 0. On emploie donc la méthode de Matomiki &
Radziwill afin d’obtenir le résultat suivant, qui recouvre le théoréme de Plaksin [Plad1], en
augmentant la précision du terme principal et rendant effectif le terme d’erreur. C’est un
théoréeme d’Erdés-Kac dans presque tous les petits intervalles. Pour X, z,h > 3 et y € R,

on pose

Flawth(¥) = #{x<n z+h i wn) <logyw+yy/logaz ),

oxti = [ e_ta/zdt+<ﬂ’z’/2<2c Y _ (log, X + m>>
x\Y): \/% - \/]ogj 3 1 6 g2 Yy g2 3

ol (t) désigne la partie fractionnaire de t € R et ¢; >~ 0, 261497 est la constante de Mertens.

Théoréme 1.3.1. Uniformément pour 20 < h< X eta>1, on a

logg X 2 (logy h)?
logy X “ log h

| Fleasn — x| <

pour tout x € [X,2X]| sauf sur un ensemble de mesure

1
X :
< (e o)

Lorsque |k — logy x| < Vlogyx et h > e(log, I)I/HE, ce théoréme permet d’obtenir un
équivalent asymptotique de 7 (x + h) — 7 (z) pour presque tout z. Il est & noter que pour
de telles valeurs de k, on a & (x) = (logy x)~ /2.

Dans le but d’obtenir de plus petites valeurs pour h dans I’étude des lois locales de w,
on examine la possibilité d’appliquer directement le théoréme de Matomaéki & Radziwitl &
la fonction indicatrice de &. Deux obstacles apparaissent :

(a) La fonction n — 1g, (n) n’est pas multiplicative,

(b) Le terme d’erreur de (I1.2.1) vaut essentiellement (logy h)/log h mais le terme prin-
cipal est de 'ordre de 0 (z), donc la condition §(x)h — 400 n’est pas suffisante.

On résume les étapes clés de leur démonstration afin de comprendre comment on surmonte
ces difficultés. Par une transformation de Fourier adéquate, la relation (I1.2.1) découle es-

sentiellement de ;
X/h f(n)
> iyl
T n

X<n<2X
ou Tp est une petite puissance de log X. La borne « triviale » pour cette quantité est donnée
par le lemme suivant sur la valeur moyenne des polynémes de Dirichlet [IK04, th. 9.1].

= o(1), (1.3.2)

Lemme. Uniformément pour T, N > 1 et (an)n>1 une suite de complezes, on a

T
I

N<n<2N

2

dt<<<N+1>N > anl
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Directement appliqué, ce lemme fournit seulement la borne < 1 pour le membre de
gauche de (1.3.2). Au vu de I’énoncé, ce lemme est particuliérement efficace lorsque la taille
— comprendre la taille de l'intervalle de sommation — du polyndéme de Dirichlet est 1a méme
que celle d’intégration. La premiére étape pour profiter de cette remarque est d’utiliser la
multiplicativité de f afin d’écrire (trés approximativement)

f(n) f(p) f(m) f(n)

Z ’I’ll‘H ~ Z p1+it Z ml+it + Z W (133)

X<n<2X h<p<2h X/h<m<2X/h X<n<2X
pln=p¢(h,2h]

On définit naturellement les polynémes de Dirichlet P, M et R de sorte que le membre de
droite de (1.3.3) soit égal & P(t)M(t) + R(t). Il est possible, au prix de plusieurs compli-
cations techniques, de remplacer l'intervalle [h,2h] par [h, h¥*M] ou ¢ : Ry — R, tend
lentement vers l'infini en I'infini. Faisant cela, un argument de crible permet facilement de
majorer la contribution de R(t) dans (I1.3.2) par O(1/1(h)), qui correspond & la proportion
des entiers X < n < 2X n’ayant pas de facteur premier dans Uintervalle [h, hw(h)]. La se-
conde étape, et non des moindres, est de majorer P(t) = o(1) localement avant d’appliquer
le lemme ci-dessus au polyndéme M restant. Cependant, la taille des t est potentiellement
beaucoup trop grande par rapport & h pour pouvoir controler P(t). Matoméki & Radziwitt
parviennent & contourner cette — importante — difficulté en utilisant plusieurs factorisations
du type (I1.3.3) par rapport & des nombres premiers de taille P, < P, < --- < Py < Py
pour un certain J (I'exemple ci-dessus correspond & P; = h), dont ils montrent que les
polynémes P(t) correspondants ne peuvent pas tous étre simultanément grands. Pour fixer
les idées, disons que Pj ~ log;,1_; X et Po ~ eV1e X La majoration de crible pour R(t)
est toujours valide si presque tous les entiers X < n < 2X admettent un facteur premier
proche de chacun des P;.

Lorsque l'on applique ce raisonnement avec f(n) = 1g, (n), quelques données sont
a prendre en compte. Concernant le point (a), la forte structure multiplicative de &,
que 'on schématise, pour & > 2, par « & ~ p X E_1 », garantit sans probléme une
factorisation du type (I.3.3). Cependant, la majoration de crible pour R ne fonctionne
que lorsque k > log, X. On se place dans ce cas pour le moment. On note 0y := 5 (X).
Le point (b) ne pose pas de probléme a condition de remplacer le o(1) de (I1.3.2) par
0((5,3). Malheureusement, le lemme ci-dessus ne refléte pas le comportement sporadique de
&L, puisque son utilisation dans le contexte n’apporte qu’un facteur d; au lieu de 5,%. On
contourne ce probléme par ’emploi d’une variante du lemme, prenant mieux en compte la
structure bilinéaire de la quantité & majorer. C’est une conséquence de [IK04, th. 7.1].

Lemme. Uniformément pour T, N > 1 et (an)n>1 une suite de complexes, on a

- 2
/0 Z % dt<<]€2< Z |an|® + Z Z |anan+b\>.

N<n<2N N<n<2N 1<b<N/T N<n,n+b<2N
Ce lemme vient ainsi compléter la méthode — en choisissant cette fois P = dph — si
l’on sait prouver I'inégalité suivante, pour 1 < X’ < X :

2. . le(Mig(n+b) < GX'X. (1.3.4)
1< X! X <n,n+b<2X

On parvient a obtenir ce résultat, que 'on présente dans la suite, dans le cas k < log, z.
Cela nous permet, comme on vient de le détailler, d’obtenir le théoréme suivant.
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Théoréme 1.3.2. Soit 0 <r < R et ¢ : Ry — Ry une fonction tendant vers Uinfini en
Vinfini. Uniformément pour x > 3, rlogyx < k < Rlogyz et (x) < dp(z)h <z, on a

Tr(z 4+ h) = m(x) = (1 + 0(1))dk(x)h
presque partout lorsque x tend vers l'infini.

Ce théoréme est heuristiquement optimal en h, et résout en partie la conjecture énoncée
a la section 1.2.1. Dans le cas k/logy © — 400, on ne sait pas démontrer I'inégalité 1.3.4. Si
I’on y parvenait, le théoréme ci-dessus serait susceptible d’y étre étendu. Pour les petites
valeurs de k en revanche, c’est la majoration du polynéme R qui pose probléme. Lorsque
k = o(logy z), imposer d’avoir un facteur premier proche des P; est « contraignant ».
Essentiellement, pour chaque facteur premier localisé autour de P;, on divise la densité des
entiers étudiés par (logy z)/k, augmentant d’autant la taille minimale pour h. A l'inverse,
dans le raisonnement ci-dessus, plus J est grand, plus d;(xz)h peut étre petit. Finalement,
le choix J = 3 est optimal lorsque k est trés petit, et ce choix permet de démontrer le
résultat suivant. On définit

-1
(log, x)? klogs x

Fi(z) = ~2828) (1 _E08sTA
k() 12 exp log, «

Théoréme 1.3.3. Soit € > 0 fixé quelconque. Uniformément pour x > 3, 5 < k < logyx
et Fy(z)(logs )?T¢ < Sp(zv)h <z, on a
Fy ()

me(x + h) — () >

presque partout lorsque x tend vers l’infini.

Cela améliore le résultat de Terédvainen lorsque k > 5, et permet de traiter les k tendant
vers l'infini tels que k = o(log, x). Si k est borné, la taille minimale de h est optimale a
un facteur (log, )3+¢ prés. Lorsque k se rapproche de log, x, un choix différent de J peut
étre fait. Par exemple, si k = (logy x)/logyo z, le choix J = 11 est judicieux, et il entraine
la perte d'un facteur (log;, )" sur la taille minimale espérée pour h. Cette extension
du théoréme n’est pas détaillée dans la thése.

On note que la méthode employée pour démontrer les théorémes 1.3.2 et 1.3.3 est
générale, et permet de dépasser le cadre de (Q4). On démontre notamment le théoréme
suivant. Pour 2 < y < x,onpose ¥(z,y) :=#{n <z : p|n = p < y}lenombre d’entiers
y-friables inférieurs a = et on introduit la quantité u := (logz)/logy. On note p la fonction
de Dickman, qui vérifie notamment ¥(z,y) = (14 o(1))p(u)x lorsque = tend vers l'infini,
uniformément pour 1 < u < (logz)/(logy )%/, comme I’a démontré Hildebrand [HilS6|.

Théoréme 1.3.4. Soit 0 < e < 1/6 fizé et ¢ : Ry — Ry une fonction tendant vers linfini
en Uinfini. Uniformément pour 1 < u < (logx)Y/%¢ et (14 p(u)~)*® < h <z, on a

Uz + hy o) — Uz, *) = (1 + o(1))p(u)h
presque partout lorsque x tend vers l'infini.

Matoméki & Radziwill ont traité le cas u borné. On peut remplacer la condition sur
h par ¥(z) < p(u)h < si lon sait démontrer une inégalité du type (1.3.4) pour les en-
tiers friables. Malheureusement, le meilleur résultat connu, dia & La Bretéche & Drap-
peau [BD17], est insuffisant.



16 INTRODUCTION

I[.3.2 Systémes translatés

Dans la suite, pour n > 2, on note respectivement P*(n) et P~(n) le plus grand et le
plus petit facteur premier de n. Pour k borné, I'inégalité (I1.3.4) est une conséquence directe
du crible de Selberg. Avec la méthode par récurrence de Hardy & Ramanujan [HR17], il
semble difficile de dépasser k < vlogy x. On parvient a couvrir le cas k < logy x et on
présente le raisonnement employé pour majorer #{n < z : w(n) =w(n +2) =k}. On
suppose R > 2. Pour ¢ > 1 et k < Rlog, x, la contribution des n < z tels que la partie
21/ friable de n(n + 2) soit plus petite que z1/3 se majore par

> > 3 1 < 2R%6),(x)2x,

1<k ko<t ab<11/3 nlga:
P (ab)<zl/t ajn
w(a)=k—k1 bln+2

w(b)=k—ky P~ (n(n+2)/(ab))>z'/*

avec le crible de Selberg. Avec I'astuce de Rankin, on montre que la contribution des entiers
tels que la partie z1/‘-friable de n(n+2) soit supérieure a 21/3 est < ze=Ct, pour C' > 0 fixé
quelconque. Individuellement, ces deux majorations ne permettent pas d’obtenir le résultat
désiré, puisqu’il faudrait choisir £ — +o0o. Cependant, il est possible de les combiner, afin
de majorer la contribution des entiers tels que la partie z'/¢-friable soit supérieure a /3
mais que la partie 2/ _friable soit inférieure a z/3. Puisque, pour C = 3log R par
exemple, on a

Z(g_’_ 1)2R2(€+1)67C'€ < +0o0,

=1
I'implémentation de ce raisonnement nous permet d’obtenir le théoréme suivant, relatif &
la question (Q3).

Théoréme 1.3.5. Soit R > 0 fizé. 1l existe une constante K = K(R) > 0 vérifiant ’énoncé
suivant. Uniformément pour x > xo(R), 1 <b< x et 1 <k, kK < Rlogyx, on a
/ bK !/
#{ne&(x): wh+d) =k}« W(Sk(m)&k(:n)m

Dans une présentation légérement différente de cette méthode, Tenenbaum [Tenl8| a
étendu le résultat aux systémes d’équations {w(Qj(n)) = k;j, 1 < j < r} ou r est fixé
quelconque et les (); sont des polynomes arbitraires satisfaisant & quelques contraintes
locales.

Dans I’ébauche de preuve ci-dessus, le point suivant est essentiel. Si £ est borné et que
I'on note ny la partie n'/friable de n, il est facile de contréler w(ny) connaissant w(n).
En effet, on a w(n) — ¢ < w(ng) < w(n). Si 'on remplace w par une fonction additive f
quelconque, ne prenant qu’un nombre fini de valeurs sur les puissances de nombres premiers
entre n'/* et n, le controle de f(ny) est similaire, dans le sens ot 'on sait que f(n)— f(ny) ne
peut pas prendre trop de valeurs différentes. En reprenant le cadre d’étude de Tenenbaum,
on généralise alors un théoréme de Halasz [Hal75], relatif a la concentration maximale des

valeurs d’une fonction additive. Etant donné r > 1 et Qq,...,Q, des polynémes, pour
1 <j<retm =1, onnote pj(m) le nombre de racines de Q); dans Z/mZ. Si de plus
fi,..., fr sont des fonctions additives, pour x > 1 on pose
B =1+ Y 22 agjicn
P<T p
[ (p)#0

Voici une version allégée — non uniforme en @1, ..., Q, — du théoréme obtenu.
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Théoréme 1.3.6. Soit V,r > 1,0<e <1 et Q,...,Qr € Z[X] des polynomes irréduc-
tibles, deuz a deux premiers entre eux et sans diviseur fize. Uniformément pour ° < y < x
et fi,..., fr des fonctions additives vérifiant

#{fin) . n<t", P(n) >t} <V, (t > exp ((logz)' ™), u>1)
on a Y
sup 1« .
ki,....k-€R x<nz<;+y H1<j<r EJ(QU)

[5(Q;(n))=k;  (1<j<r)

Le dernier résultat que 'on présente est une généralisation du théoréme d’Halbers-
tam [Hal56] présenté a la section 1.2.2. Un probléme similaire a été abordé par Khan [Khal0,
th. 2.1] dans son étude de la répartition des écarts entre les entiers « d-normaux » consé-
cutifs.

Théoréme 1.3.7. Uniformément pour x > 3, 1 < k < logyz ety € R, on a

n z) 0 wln— 08y T 0go Xy = /2 d '
)#{ € &(x) 1 wn—1) < log, +y\/1§} \/*/ dt—i—O(\/@)

On obtient ce résultat par la méthode des fonctions caractéristiques et 'inégalité de
Berry-Esseen, en s’inspirant d’un article de Fouvry & Tenenbaum [FT96|. Précisément, il
s’agit de négliger la contribution des grands facteurs premiers n — 1. Ainsi, il suffit, pour
w = gt/(og2 ”3)2, d’estimer

Z eiﬂw(n—l,w)

ne€k(x)

7 (x

pour ¥ proche de 0, ot w(n — 1, w) représente le nombre de facteurs premiers de n — 1
qui sont inférieurs ou égaux a w. En écrivant eWwlw) = 1 & gy, la conclusion désirée
provient d’un théoréme de type Bombieri-Vinogradov sur &, qui se trouve dans [WZ93|.
Le Théoréme 1.3.7 précise

1.4 Plan de la thése

La thése est organisée en deux parties, respectivement centrées sur les questions (Qy)
puis (Qs), chacune composée de deux chapitres, tous indépendants.

Dans le premier chapitre, on reproduit la publication [Goul8b], dans laquelle on dé-
montre le Théoréme 1.3.1. Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude des lois locales de la
fonction w dans presque tous les petits intervalles, par une extension d’un résultat de Ma-
toméki & Radziwitl. On y reproduit la publication [Goul7], ou sont entre autres démontrés
les théorémes 1.3.2 4 1.3.5.

L’étude des systémes translatés, introduite avec le Théoréme 1.3.5, est poursuivie dans
la seconde partie. Le Théoréme 1.3.6 est démontré au troisiéme chapitre, de méme qu’un
résultat concernant la minoration de la quantité étudiée. C’est une reproduction de [Goul9|.
Le quatriéme chapitre est une prépublication [Goul8c| consacrée a la démonstration du
théoréme d’Erdds-Kac pour les entiers dont le successeur a un nombre donné de facteurs
premiers, le Théoréme 1.3.7. On y décrit par ailleurs les lois locales du nombre de petits
facteurs premiers de n — 1 lorsque n € &.

Enfin, on reproduit en appendice la publication [Goul8al, qui améliore un résultat de
Skatba [Skal7| sur les produits d’entiers formant une puissance parfaite.
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ABSTRACT. We show that the Erdgs-Kac theorem is valid in almost all intervals
[x,x + h] as soon as h tends to infinity with z. We also show that for all k near
loglog x, almost all interval [z, 2 +exp((log log m)l/ 2+5)] contains the expected number
of integers n such that w(n) = k. These results are a consequence of the methods
introduced by Matomiki & Radziwill to estimate sums of multiplicative functions

over short intervals.
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1.1 Introduction

1.1.1 Présentation des résultats

Pour n > 1, on note w(n) le nombre de facteurs premiers distincts de n. Cette fonction
admet la fonction n ++ logy n comme ordre normal *. En 1939, Erdss et Kac montrent que
la répartition de w suit une loi normale. En 1958, Rényi et Turan améliorent leur résultat
de la maniére suivante.

Théoréme (Erdss & Kac [EK39]; Rényi & Turan [RT58|). Uniformément pour X > 20
ety eR, ona

. 1
= <n<X: < - VIogo X
A#{1<n<X 1 wi) <logy X +yv/logaX } ‘I’(yHO( log2X>’

ol

B(y) := \/12?/_31 e 7 /2dr. (1.1.1)

1. Pour k£ > 1, on note log,, la fonction log itérée k fois. Donc log, = loglog etc...
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Comme précisé aprés le théoréme I11.4.15 de [Tenl5|, le terme d’erreur, s’il est indé-
pendant de y, est optimal. En 1981, Babu [Bab82] a montré que le méme résultat (sans
terme d’erreur) était valable dans tous les intervalles (z,x + h] lorsque y € R est fixé dés
que h > z2@/Viegw oy a(x) — +oo. Dans [Pla91], Plaksin montre que lorsque h tend
vers l'infini arbitrairement lentement avec z, le résultat se vérifie dans presque tous les
intervalles (z,z + h]. On démontre le méme résultat par une méthode différente, en four-
nissant de plus une majoration explicite du terme d’erreur. Delange [Del59] a montré que
le O ((log2 X)_l/z) pouvait étre remplacé par

e~ V’/2 2 y? > ( 1 )
_ (2 e -Y _(log, X +ylomX) )+ 0O ,
2 logy X (3 17 % < RS > logy X

ou
1y 1
cri=7+ > log (1- =) + = =0,261497 (1.1.2)
— p/ " p

est la constante de Mertens, et (t) désigne la partie fractionnaire de ¢ € R. Ce résultat peut
étre retrouvé par les méthodes développées par Esseen dans sa thése [Essd5, p. 53-59], avec
un terme d’erreur légérement plus faible. Pour 20 < h < X, z € [X,2X] et y € R, on
définit alors

1
Flaatn(y) == E# {:1; <n<z+h: whn)<log X+ y\/loggX} , (1.1.3)

e—y%/2 2 Y2 )
P =)+ — (2 =L~ (log, X +yloge XY ). (1.1.4
x () (v) T Ton, X <3 15 < 8o y+/logs > (1.1.4)

Théoréme 1.1.1. Uniformément pour 20K h< X eta>1, on a

logz X o2 (logy h)?
logy, X log h

[ Flootn — x|, <

pour tout x € [X,2X] sauf sur un ensemble de mesure au plus

1 1
<X _ 4 .
( (logh) (log X) 1/150 )

Le paramétre o > 1 pouvant varier uniformément, on peut diminuer la taille de ’en-
semble exceptionnel au prix d’une légére perte sur le terme d’erreur, en prenant par exemple
a = logy h. On note qu’il est possible, avec la méthode d’Esseen, d’augmenter la précision
de ®x pour remplacer le O((logz X)/logy X) par o ((logy X)~™/2) pour tout n > 1 fixé.
On renvoie le lecteur intéressé a [Ess45, p. 60-61]. Il semble par ailleurs possible d’obtenir,
pour presque tout = et y fixé, Uestimation F, ;4 4(y) ~ ®(y) par la méthode des mo-
ments qui est plus élémentaire. Comme 1'a fait remarquer I’arbitre de l'article [Goul8b]
ici reproduit, il existe une infinité¢ d’intervalles [,z + (log z)/(log, )?] ne vérifiant pas le
théoréme d’Erdés-Kac. En effet, soient > 20, r := (logz)/(3(logy 2)?) et w := [2log, «].
Pour 1 <7 < r, soit n; := H;i(ifl)wﬂ p; (ici p; désigne naturellement le j-iéme nombre
premier), de sorte que w(n;) = w et tous les n; sont premiers deux a deux. D’aprés le
théoréme des nombres premiers, un simple calcul fournit ny ---n|,| < z pour x suffisam-
ment grand. Ainsi, d’aprés le théoréme chinois, pour tout z suffisamment grand, il existe
un N € [z,2z] tel n;|N + 4i que pour tout 1 < ¢ < r. On a donc construit un intervalle
de taille 4|r| > (logx)/(log, £)? dont au moins un quart des d’entiers a plus de 2log, =
facteurs premiers.
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Pour k£ > 1, on note mi(z) := #{n<x: w(n)=k}. La bonne qualité du terme
d’erreur du Théoréme 1.1.1 permet de retrouver 7y (z + h) — m(x) pour des k& normaux et
h suffisamment grand. Il est cependant possible de faire cela en s’intéressant directement
aux lois locales.

Théoréme 1.1.2. Soit ¢ > 0 fixé et X > 20. Soit h < X et k un entier tels que

|k —logy X| < /loga X, (1.1.5)
h = exp ((log, X)1/2+€). (1.1.6)

Alors, pour presque tout x € [X,2X], on a

h  (logy X)F1
logX (k—1)!

me(x + h) — () (1.1.7)

On peut aussi obtenir ce résultat lorsque k € [01ogy X, (e — d) logy X pour § > 0 fixé,
ce que le Théoréme 1.1.1 ne nous permet pas de faire, mais la borne inférieure sur h est
alors bien moins bonne. On obtient en effet la condition h > exp ((log X)rlogr—rtite ) ol
I'on a posé r := k/logy X et € > 0 est fixé. La relation 7)., () < z/V]ogy z suggére
que la condition (1.1.6) peut étre remplacée par h/v1ogy X — +oo. On vérifie cela dans
larticle [Goul7|, qui est reproduit au deuxiéme chapitre de cette thése. Pour montrer les
deux théorémes, I'ingrédient principal est la proposition suivante.

Proposition 1.1.3. Uniformément pour tous A, B > 1, pour toute fonction ¢ : R — R

mesurable, pour tous 3 < h < X et pour tout 6 > 0, st l’on pose [4 p = [—A, —%] U [ 1 A],

B>
alors

1 3 em(T)w(n)_% T et

ol

97 ¢ (log(4AB)) <5 L ) :

rz<n<z+h X<n<2X |T| log h
(1.1.8)
1 1 log, h
- win) _ — wn) | |dz] < § 4 282 1.1.9
/|z:1h S - )i <o T2, (1.1.9)
z<n<z+h X<n<2X

pour tout x € [X,2X] sauf sur un ensemble de mesure au plus

(log h)1/3 1

Cette proposition, qui est montrée & la section 1.5, découle d’un résultat récent et révo-
lutionnaire de Matoméki & Radziwitt [MR16]. L’enjeu est de montrer que presque partout,
la moyenne de la fonction arithmétique n — e« gur (x,z+ h] est proche de sa moyenne
sur [X,2X]. Dans [MR16]|, Matoméki & Radziwill traitent le cas des fonctions multiplica-
tives réelles, et précisent que le champ d’application peut-étre étendu de diverses maniéres,
notamment au cas des fonctions qui ne sont pas « p‘-simulatrices » (p‘-pretentious en an-
glais, notion développée depuis quelques années par Granville, Soundararajan, et d’autres
auteurs). Ainsi, dans [MRT15|, Matoméki, Radziwill & Tao ont montré que la moyenne
d’une fonction multiplicative complexe de module inférieur & 1 et non « p*-simulatrice »
était nulle sur presque tous les petits intervalles. Cependant, dans notre cas, lorsque ¢
tend vers 0 la moyenne n’est plus nulle. On est donc amenés & comparer la moyenne sur
les petits intervalles a celle sur un intervalle dyadique [X,2X]. Par ailleurs, les intégrales
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nous aménent a passer par une estimation plus forte sur un sous-ensemble S de [X,2X],
comme dans [MRI16].

On termine cette introduction en mentionnant un résultat récent de Teravéinen [Ter16],
qui a montré que pour tout k > 3 fixé et ¢ > 0, presque tout intervalle [:1:, x + (log x)He]
contient un entier n tel que w(n) = k.

1.1.2 Notations

La lettre p est réservée aux nombres premiers. Par conséquent, on écrit par exemple
Zp au lieu de Zp premier- L@ lettre w désigne la fonction additive qui compte le nombre
de facteurs premiers distincts : w(n) = Zmn 1. Si E est un ensemble fini, on note #E son
cardinal. On écrit f < g ou O(g) (resp. f > g) pour dire qu’il existe une constante absolue
C > 0 telle que |f| < Clg| (resp. |f| = Cg|). La région de validité de cette inégalité, si
elle n’est pas précisée, est claire d’aprés le contexte. On écrit par exemple <. ou O, pour
signifier que la constante implicite C' peut dépendre de €. La relation f =< g signifie que
l'on a simultanément f < g et f > g. On utilise la notation (asymétrique) a ~ b pour dire
b<a<2b.

1.2 Quelques lemmes classiques

Pour montrer le Théoréme 1.1.1, on reprend essentiellement la preuve du théoréme
d’Erdés-Kac qui figure dans [Tenl5, th. I11.4.15]. Celle-ci repose principalement sur ’esti-
mation de la somme des €% et sur I'inégalité de Berry-Esseen, qui permet de relier les
fonctions de répartition & leur fonction caractéristique. Cependant, ® x n’est pas exacte-
ment une fonction de répartition, elle contient méme des discontinuités (défaut qui a été
introduit afin d’avoir un meilleur terme d’erreur), on utilise alors des travaux de la thése
d’Esseen, qui permettent de contourner le probléme.

Lemme 1.2.1. Soit m > 0 un réel fixé. Soit F une fonction de répartition et f sa fonction
caractéristique définie par

£(r) = / T dm (),

—0oQ
Soit G une fonction réelle a variation bornée sur R, de fonction caractéristique g. On
suppose les faits suivants vérifiés :

— F(—00) = G(—o0) et F(4+00) = G(4+00),
— si G est discontinue en deux points x et y distincts, alors |x —y| > m,

— G est dérivable en tout point de continuité, de dérivée bornée en valeur absolue par
1G | oo

— F ne peut étre discontinue en x que si G [’est aussi.
Alors pour tout T > %, on a

Gl T
7 -Gl < e
T

f(r) —g(7)

dr. 1.2.10
90 ar (1.2.10)

Démonstration. Voir [Ess45, th. I1.2.b). O

Avant de procéder & la démonstration du Théoréme 1.1.1, on a besoin des deux lemmes
suivants.
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Lemme 1.2.2. Pour X > 20, on a

1
e Z lw(n) —logy X| < v/loga X.

n~X

Démonstration. Cette inégalité, qui est initialement due a Turdn, est une application
directe de l'inégalité de Turédn-Kubilius, dont la démonstration se trouve par exemple
dans [Tenlb, th. IT1.3.1]. O

Lemme 1.2.3. Uniformément pour X > 3 et t € R,

% Z eitw(n) —A (eit) (log X)e“—l +0 ((logX)cost—Q) ’

X<n<2X

ot A(z) =14 c¢1 (2 — 1) + O ((z — 1)?) dans la région z — 1 = o(1), ot ¢; est définie par
(1.1.2).

Démonstration. Ce lemme se déduit facilement de [Tenl5, th. II1.6.1]. La constante c¢;
apparait comme la dérivée en 1 de la fonction entiére z +— I'(z)~! [Tps(1+ p%l)(l — %)Z.
Pour la calculer, on utilise I’égalité I'(1) = —v, démontrée dans [Tenl5, cor. 11.0.7]. O

1.3 Répartition de w dans les petits intervalles

Démonstration du Théoréme 1.1.1. Soit 20 < h < X et z ~ X. On majore la quantité
HF(x,r =2 XHoo' On se restreint 4 A € N pour des raisons qui apparaissent plus tard.
Cela se fait au prix d'un O(1/h) qui est négligeable. Dans le but d’utiliser 'inégalité
d’Esseen, on introduit les fonctions caractéristiques, lorsque x ~ X et 7 € R,

f(z,x+h}(7—) = / e”de(a:,erh] (y) = E Z el‘r(w(n)flogQ X)/ 10g2X7 (1311)

- z<n<z+h

+o0 . —72/2 iTCL — l%

ox(7) = / e"ddx(y) =e 1+ Nrod + Ax(7), (1.3.12)

—00 vV

on 2imr ] X

- i log

Ax(r): il O a(rremvionX)” (1.3.13)

- 2m/loga X V%Z:* (3%
Le calcul pour ¢x(7) est aisé une fois connu le développement en série de Fourier
1 e2i7rut

§—<t>:Z

—t ity
14

(t¢N)

Pour simplifier, on note désormais T := logy X. Soit 1 < A < T'. Avec le Lemme 1.2.1, on

a alors
f@atn) (1) — dx(7)

T

dr. (1.3.14)

1 A

1Flazrn — x|l < 7 + /_A

L’intégrale est traitée en deux parties. On se donne B > 1 et on étudie d’abord la contri-
bution de l'intervalle [—%, %] Pour tout y € R, on a e = 1+ O(y). Alors pour tous

x ~ X et 7 € R, en se rappelant que h est entier, on obtient

() =140(JL S Jutm -11))

r<n<z+h
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Par ailleurs, pour |7| < 1 on a ¢x(7) =1+ O(7). Alors

L /B f(.t,a:-l—h] (1) — éx(7)
=1, !

-
et donc

1 1
dr € = 4+ —— w(n) =T,
r< Gt g O =T

r<n<z+h

= dex<<+/ w(n) —T|dzx.
X/X @< grpm [ ¥ -7

z<n<z+h

En intégrant par rapport a x, chaque |w(n) — T'| pour n € (X,2X + h] apparait moins de
h fois. Ainsi, avec le Lemme 1.2.2, comme h < X on obtient

1 1
- I(z)dr < —.
X/x (z)de <

Ainsi, pour tout §; > 0, on a la majoration

o1
T c 1.3.15
() < %} (13.15)
pour tout x ~ X sauf sur un ensemble de mesure au plus
X
< —. (1.3.16)
o1
On majore désormais la contribution des 7 € I4 p := [—A, —%] U [%,A], a laide
de (1.1.8). Pour cela, on introduit pour y € R
1
Fx(y) = 5 # {n ~X : wn) <logy, X + y\/loggX} , (1.3.17)
et sa fonction caractéristique, pour 7 € R,
e 1 j log, X)/v/10g2X
fx(r) = / . eTdFx (y) = + Z;(e”@%”) 082 X)/Vioga X (1.3.18)
n~

Alors pour tout x ~ X,

/IA,B

n(z) = /I | Frowin(7) — Fx(0)| f|
I :_/I fx(1) — ¢x(7)

-
puisque A < T Avec (1.1.8) de la Proposition 1.1.3, pour tout do > 0 on a

farn(T) — dx(7)

T

‘d7<<11(x)+12 (1.3.19)

ou

dr.

I(z) < (log(AB)) (52 + lﬁ)g;: ) (1.3.20)

pour tout x ~ X sauf sur un ensemble de mesure au plus

(log h)*/3 1
<X ( 2T +5% o7 ) (1.3.21)
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Par ailleurs, uniformément pour |7| < TV/6, puisque |[Ax(7)| < (logX)*Z’er“’(l)7 avec
(1.3.12) et le Lemme 1.2.3, un calcul élémentaire fournit

2 6
—7’2/2|T| + |7_‘ 1
T log X

|fx(T) —ox(T)| < e

De plus, pour tout |t| < 7, on a cost — 1 < —2t2/72. Donc, toujours avec le Lemme 1.2.3,
pour tout T'/¢ < |7| < 7v/T, on a

fx(7) = ¢x(7)] < 72/ (1.3.22)
On a alors .
1 log(TB - A
L< -+ ()f);X)Jr/ﬁ Ix() - X)) 47 (1.3.23)

Il reste a traiter la derniére intégrale. La fonction Ax est concentrée autour des multiples
entiers de 2mv/T. C’est aussi le cas de la fonction fx. On découpe alors cette intégrale en
fonction de I'entier en question. On majore donc, pour 1 < k < [VT/(27)],

(2k+1)7r\/T _A
Ji ::/ fx(7) x(7) dr
(2k—1)nvVT T
B /WT fx@kmVT +u) — Ax(@2kaVT +u)|
- 2kmVT + u '
Concernant la somme Ay, seul le terme pour ¥ = —k contribue de maniére non négligeable

a Ji. Ce terme vaut, en 7 = 2kmvVT + u,

2knv/'T + uefmﬁe—zﬂm — o 2iknT g—u?/2 <1 4+ ) ‘
2om/T k 2kn/T

Puisque 7 — eiT\/TfX(T) est 2mv/T-périodique, on a fx(2knvT + u) = e 2*7T f1 (u).
Ainsi,
—u?/2

| T 1 ,
r<—= [ — el dut T,
€ L 0 = b g e

ol le dernier terme provient de la somme des termes v # —k. L’intégrale ci-dessus se majore
de la méme maniére que précédemment, et on obtient alors Ji < 1/(kT) + 1/log X. En
sommant cette majoration et en injectant dans (1.3.23), il vient alors

logT  Tlog(TB)
T log X

L < (1.3.24)

Finalement, avec (1.3.14)-(1.3.16), (1.3.19)-(1.3.21) et (1.3.24), on a pour tous 61,2 > 0

1 logT ¢
| Flowtn — ®x||, < It O;’;: + El + (log(AB)) (52 +

1 Tlog(TB
Og2h>+ 8(TB) (1 3 95)

log h log X

pour tout x ~ X sauf sur un ensemble de mesure au plus

1 (logh)'”? 1
X\ 5 : 1.3.2
< (51 + 5§h52/25 +5% (logX)1/50 (1.3.26)
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Pour finir, il suffit de choisir A, B, §; et do convenablement. On se donne o > 1. Dans le cas
a > (log X)lfl/?g’, le résultat est trivial puisque logh < log X et HF(:E’Hh] — (I)XHoo < 1.

Si (log h)/(alogy h) > (log X)Y10 on choisit
A=T, B=(logX)?, 6 =log X, 6y = 100 (log X )~/
Enfin, dans le cas o < (log X)1_1/75 et (logh)/(alogy h) < (log X)1/150, on choisit

logy h
logh

A =min (logh,T), B = (logh)*™, 6 = (logh)', d = 100c

1.4 Lois locales

Démonstration du Théoréme 1.1.2. Soit k> 1,20 < h < X et x ~ X. Avec la formule de
Cauchy, on a

Te(x + h) — mp(x) — %(ﬂ'k(QX) - Wk(X))‘

h 1 1 dz
. - wln) w(n)
2im /Z|1 (h 2 M- % ‘ )zk+1
X<n<2X

z<n<z+h

Ainsi, avec la majoration (1.1.9) de la Proposition 1.1.3 lorsque § = 100(logy )/ log h, on

obtient
logy h

log h
pour presque tout & ~ X lorsque h tend vers I'infini. Par ailleurs, un calcul élémentaire &
partir de [Tenl15, th. I1.6.4] montre qu’uniformément pour k = logy, X + O (\/loggX), on a

(@ + b) — me(x) — %(nk@m —m(X))| < (1.4.27)

m(2X) —m(X) 1 (logg X)*' 1 (1.4.28)

X TlogX (k—1)! T loge X o
On en déduit le résultat recherché lorsque h > exp ((log2 X )1/ 2+5) pour un certain € > 0
fixé. O

Comme on I’a mentionné, pour k € [dlog, X, (e — d) logy X] avec § > 0 fixé, la preuve
fournit un résultat analogue aprés mise a jour de (1.4.28).

1.5 Estimation du type Matomaki-Radziwitl

La Proposition 1.1.3 se déduit de la Proposition 1.5.1 ci-dessous, qui est une consé-
quence directe de [MR16|. On commence par énoncer la Proposition 1.5.1, dont la démons-
tration est donnée a la section 1.5.2, et on montre comment en déduire la Proposition 1.1.3.

1.5.1 Résultats préliminaires

Soit X > 20. La Proposition 1.1.3 découle d’une meilleure estimation sur un sous-
ensemble dense Sx C [X, 2X] défini de la maniére suivante. Soit 0 < n < 1/6. On considére
la suite d’intervalles [Pj, Q;] définis comme ceci :
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< (log Q1) < Py < Qr < eVogX,

J, Pj = exp (j% (log Q1) (log 1)),

J, Qj = exp (j9+*(log Q1)),

ou J est défini comme le plus grand j tel que Q; < eV108X On adonc J < (logy X)/logs X

On définit alors Sx comme '’ensemble des entiers de [ X, 2X] qui contiennent au moins un
facteur premier dans chacun des [P}, Q;] pour 1 < j < J. On remarque que

e pour 1 <j

e pour 1 <y

logP; 1 logP;
logQ;  j*logQ1’

et donc, par le lemme fondamental du crible,

log P,
log Q1

Proposition 1.5.1. Soit 0 < 1 < 1/6 fizé. Pour X > 2 on définit hy := X/(log X)'/5.
Uniformément pour ¢ € R et 2 < h < ho, si S = Sx est défini comme ci-dessus et que
UVon a [P1,Q1] C [1,h], alors

= win) _ L e
X/ ‘ ¢ 2 ©

z<n<x+h B z<n<x+ho
nesS nes

(X, 2X] N Sx| < X

(log h)1/3 N 1
PO (log X)1/50°

dor <«

Cette proposition est I’analogue de ce que 'on obtient en combinant le lemme 14 et
la proposition 1 de [MR16]. Elle est démontrée a la section 1.5.2. On énonce maintenant
deux lemmes qui nous permettent de vérifier que la Proposition 1.5.1 implique bien la
Proposition 1.1.3.

Lemme 1.5.2. Soit X > 3. Uniformément pour x ~ X, X/(log X)'/5 <y < X et 9 € R,

on a
1 Z eiﬁw(n) _ % Z Ww(n) +0 ((IOgX)cos§—9/5> .
Yy r<n<T+y n~X

Démonstration. Se déduit du Lemme 1.2.3. O

Lemme 1.5.3. [l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous 3 < hg < X, z ~ X et
3< P <Q<eVeX on ait

#{x<n T+ hy <n I1 p)—l}—hg I1 (1—;>+0(Xe0@).

P<p<@ P<p<@
Démonstration. C’est une conséquence de [FI10, th. 6.1] avec D = VX et z = eVIeX [
On montre désormais la Proposition 1.1.3.

Démontration de la Proposition 1.1.3. On ne détaille ici que 'obtention du premier point
(1.1.8), le second se traitant de maniére tout a fait analogue. Soit A, B > 1, § > 0 et ¥ :
R — R mesurable. Soit 3 < h < X. Si h > hy := X/(log X)'/?, le résultat est directement
obtenu par 'application du Lemme 1.5.2 puisque 'on peut imposer § > (log X)_1/99. On
suppose donc désormais h < hy. Pour tout z ~ X, avec le Lemme 1.5.2 on a

1 9 )| d7 log(AB)
= e L ——. 1.5.29
/f > X Z "< o) (1.5.29)

r<n<x+ho
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On définit S comme a la Proposition 1.5.1 avec [P, Q1] C [1, h]. On effectue la manipula-

tion suivante, qui se trouve dans [MR16].

1

— g 1=1
r<n<z+h
n¢S

1 1
= 1+0|(=
R U (h)
r<n<z+h
nes

r<n<x+h

22 r<n<zr+ha
nesS

nes

Cela permet d’écrire, uniformément pour 9 € R,

1

1 1 1
W > -2 > 1+ - > 1+0<

r<n<x+ho
n¢S

1

).

h

l Z Ww(n) =+ Z ei'&w(n)
r<n<z+h 2 r<n<z+ha
1 idw(n) 1 Ww(n) 1 1
D S R Vi [T D VIS i
r<n<zr+h z<n<x+ho rz<n<z+h 2] z<n<x+ho
nes nes n¢S ng¢S
S X @ T @0 S o 3
= h h ho
z<n<z+h r<n<x+ho r<n<x+h r<n<z+ho
nesS nes nesS nes
2 140 1
+ 5 Y. 1+0(5).
z<n<x+ha

n¢S

D’aprés le Lemme 1.5.3, il existe une constante ¢ > 0 telle que

1 logP _Viogx . log Py
— > 1< Z X =221
hQ r<n<r+ho log Ql
n¢S
On a alors
1 W(wn) L i9(r)wn)| 47
funlh. 2, x 2
log P; 1
< (log(AB + Ji(x) + Jo(z),
(log(4B)) (10ng (10gx>4/5> (&) + ()
ou
1 . 1 dr
J - - W (T)w(n) o W (T)w(n) -
1() /IAB h Z € 5 Z 7]
, x<z§§+h x<7;bléecfs+h2
1 1
Jg(a:)::/ : PR S ki
IaB z<n<z+h . r<n<z+ho ’T’

nes nes
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L’intégrale + [ )Q(X Ji(x)?dx se réécrit

1 2X
S huw P s

% 3 em(f)w(n)_hi T e

r<n<z+h 2 r<n<z+ha
nesS nes
1 W (7" )w(n) 1 W (7" )w(n) /
X |— E e - — E e dzdrdr.
h ho
z<n<z+h r<n<z+he
nes nes

En appliquant successivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz puis la Proposition 1.5.1 &
Iintégrale par rapport & x, on obtient

12X 9 2 (logh)l/3 1
X/, Ji(z)*dz < (log(AB)) Pll/ﬁ_n +(logX)1/50 :

Ainsi, pour tout § > 0, on a
J1(z) < Slog(AB)

pour tout x ~ X sauf sur un ensemble de mesure au plus

L’intégrale Ja(x) se traite exactement de la méme facon — avec 9 (7) = 0 — et on trouve
alors

/;&B

S e % 3 et

dr
r<n<z+h n~X ‘T|

S

log P 1
< (log(AB)) (“ 125@11 (log X)*/ 5)

pour tout z ~ X sauf au plus

log h)'/3 1
<X ( Og1h)6 + 1/50 | °
52Pl/57m " 62 (log X)V

On omet le terme (log X)_4/5 puisque 'on peut imposer § > (log X)_1/99. Pour conclure,
on fait le méme choix pour 1, P; et Q1 que dans la section 9 de [MR16] :

e (1 = min (h,em),

e P = max <h5/4, (log h)40/’7) si h < eV1°8X ginon Py = QY/*.
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1.5.2 Application de la méthode de Matomaiki-Radziwitl

Il nous reste & montrer la Proposition 1.5.1. Comme indiqué précédemment, cette pro-
position est une application directe du lemme 14 et de la proposition 1 de [MR16] dans
le cas ou f(n) = e ; cependant, la proposition 1 de [MR16] telle quelle, ne s’applique
qu’aux fonctions multiplicatives f : N — [—1, 1] réelles. L’unique point de leur preuve ne

couvrant pas le cas f(n) = (™ se trouve dans la section 8.3 de [MR16], c’est I’estimation
1
max |Ry 1 (1 + iu)| < (log X)~1/16Fe() &Q,
(log X)V/ 10 <lu|<2T 1+ log P
ou
fn) 1

Ry H(s) := . . seC 1.5.30
(=) DY n®  #{pelP,Q]: pln}+1 ( ) )

Xe_”/Hgn<2Xe_”/H
nes

Leur majoration utilise le fait qu’une fonction réelle n’est pas « p‘-simulatrice » [MR16,
lem. 2|. Ce type de résultat est di & des travaux initiés par Hal4dsz dans les années
1970, puis amplifiés notamment par Granville et Soundararajan. Les fonctions qui nous
intéressent ne sont pas « p‘’-simulatrices » non plus puisqu’elles sont constantes sur les
nombres premiers. Cela nous permet d’adapter la preuve assez simplement. Pour la suite,
on se donne l'ensemble § = Sx défini précédemment et on pose P := exp ((log X)1_1/48),
Q := ellog X)/logo X ot ff .— (logX)1/48.

Proposition 1.5.4. Soit 0 < € < 1. On suppose S, P,Q et H définis comme ci-dessus.
Uniformément pour 3 <T < X, 9 € R etv € HH log P|, H log Q] , lorsque f(n) = gtdw(n)
on a

. _ log @
max R, g (1+iu)| < (log X e OR —
(1OgX)1/15<\u|§2Tl+s ’ H ( )‘ ( g ) ].OgP

o R, g est défini par (1.5.30), lorsque X tend vers linfini.

La preuve suit le méme schéma que [MR16, lem. 3|. Bien que cela ne nous soit pas
utile, on note qu’une meilleure majoration est possible en étudiant spécifiquement le cas
f(n) = e (") par des calculs explicites. Lorsque f et g sont deux fonctions multiplicatives
de module inférieur & 1 et x > 1, on note

DUt = 35 LT RO

pszT

C’est au sens de cette « distance » que I’on montre que nos fonctions ne ressemblent pas a
n — n'. En effet, on montre le lemme suivant.

Lemme 1.5.5. Soit f une fonction multiplicative a valeurs dans le disque unité, et

f(n)
F(s)=>)_ et (x>1,5€C)
n~x
Uniformément pour To 2 1, t e R etx > 1, on a

1

|IF(1+it)| < (1+m)e ™+ —

T
ol o )
m=m (z,Tp) := min D (f, nzt'ﬂto,x) .

[to|<To
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Démonstration. Cela se déduit directement de [Ten15, cor. I11.4.12| par sommation d’Abel.
O

Le lemme suivant permet de contourner la condition non multiplicative n € & — on
rappelle que 'ensemble S = Sx a été défini au début de la section 1.5.

Lemme 1.5.6. Pour J C {1,...,J}, on définit la fonction totalement multiplicative gz
par
1 sip P, Q;
97(p) = { ! SmOf’ Ujes 175> Q5]

Alors pour toute suite (ap),,x, 0N a

J
doan= a ][ (-9 Yo DY angs(n)

n~X n~X =1 TJc{l,..J n~X
nes { ;

Avec ce lemme, on peut se passer de la condition n € S au prix d’un facteur multiplicatif
T = (log X)°W.

Lemme 1.5.7. Soit A > 1 et 0 < € < 1/4 fixés. Pour X > 20, on suppose S = Sx,
P et Q définis comme précédemment. Alors uniformément pour J C {1,...,J}, ©¥ € R,
I<a< XA etze [X1/4,X], on a

: 1 1
D (hj719,nza,$)2 > ( - — 5) logoz+ O (1),

ot hzg9(n) := g7(n)e™™ lorsque n n'a aucun facteur premier dans Uintervalle [P, Q) et
hs9(n) =0 sinon.

Démonstration. Puisque Q7 < eV18X ot P := exp ((log X)1_1/48), on a

D (hgg,n%z) =3 1 —Re (hg.o(p)p™™)
PST p
1—Re (emp_m)

> > .

exp((log x)2/3+e ) <p<P

1 1 Re (emp*m)
><3486>10g21:+0<1+ Z — )

exp((log x)2/3+5)<p<P

La derniére somme se majore avec la région sans zéro de Korobov-Vinogradov pour la
fonction zéta, comme la ligne (20) de [BT98|. On obtient le résultat attendu. O

Démonstration de la Proposition 1.5.4. Gréce aux trois lemmes précédents, il suffit de re-
prendre la preuve de [MR16, lem. 3|, mutatis mutandis. O

Remerciements. Je tiens & remercier chaleureusement mon directeur de thése, Régis
de la Bretéche, pour les nombreuses discussions que nous avons eues, et ses suggestions
fort utiles. Je remercie par ailleurs Maksym Radziwill pour ses remarques pertinentes.






Lois locales de la fonction w dans presque tous les petits
intervalles

ABSTRACT. For k > 1 an integer and x > 1 a real number, let 7;(2) be the number of
integers smaller than x having exactly k distinct prime divisors. Building on recent work
of Matoméki & Radziwill, we investigate the asymptotic behavior of 7 (z + h) — 7 ()
for almost all x, when h is very small. We obtain optimal results for £ =< log, « and close
to optimal results for 5 < k < log, 2. Our method also applies to x'/“~friable integers
in almost all intervals [z, z 4+ h] when 1 < u < (logz)'/%~=.
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2.1 Introduction

2.1.1 Reésultats

Soit .4 un ensemble d’entiers. On suppose que A N [z,2x] contient asymptotique-
ment §(z)z entiers lorsque z tend vers l'infini. Si A et 0 ne sont pas trop erratiques
et que la densité § n’est pas trop petite, on s’attend a ce que pour tout h < x on ait
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AN [z,x + k)| = §(z)h pour presque tout x dés que d(x)h — +oo. Récemment, Ma-
toméki & Radziwitl [MR16] ont développé une méthode qui permet entre autres d’obtenir
un tel résultat dés que § > 1 et que A est représenté par une combinaison linéaire de
fonctions multiplicatives, bornées en valeur absolue par 1. Ils démontrent par exemple que
I’ensemble des entiers ayant un nombre pair de facteurs premiers a pour densité asympto-
tique 1/2 dans presque tous les intervalles [z, x + h], lorsque 1 < h < x tend vers U'infini. Ils
montrent en fait que ce résultat est vrai dés que® (logy h)/logh = 0(4(z)), alors que I'on
espére que la condition d(xz)h — +oo suffise. Avec leur méthode, en utilisant 1’approche
de Selberg pour étudier les & :={n >1: w(n) =k}, on a ainsi montré [Goul8b| que
presque tout intervalle [z, z + exp ((logy 2)/2+%) | contient des entiers admettant |log, 7]
facteurs premiers. Le présent chapitre a pour but de montrer que si I’on étudie un ensemble
qui vérifie certaines propriétés de crible se factorisant « bien » — comme par exemple les
ensembles représentés par une fonction multiplicative, ou encore les & —, alors la condi-
tion d(x)h — 400, jugée optimale, suffit. L’application principale est la suivante. On note
mi(x) := |& N [1, z]| le nombre d’entiers inférieurs ou égaux & z divisibles par exactement
k facteurs premiers distincts. Il existe une vaste littérature consacrée a I’étude des fonc-
tions 7. On a notamment (c¢f. Lemme 2.5.1 pour un résultat plus précis), uniformément
pour x > 3 et 1 < k < log, x,

mr(x) = 0k (x)z(1 + o(1)),

lorsque x tend vers 'infini, ot 'on a posé

(logy )k~ 1 k—1
) = A — =
k() (x) (logz)(k — 1) " logy x’
et A\(z) := %ngz (1+ p%l)(l — %)Z Soit 0 < r < R fixés. Lorsque r < k < R, on

pose Q(k) := klogk — k + 1. La formule de Stirling fournit alors

1
0 = .
(%) (log z)Q)\/log, =

On démontre le résultat optimal suivant.

Théoréme 2.1.1. Soit 0 < r < R fizés et ¢ : Ry — Ry tendant vers linfini en l'infini.
Uniformément pour X > 3, rlogy X < k < Rlogy X et (X) < (X)h < X, on a

k(2 4+ h) — m(2) = 0R(X)h (1 + o(1))

pour presque tout x ~ X lorsque X tend vers l'infini.

On note que si 'on remplace = (14 o(1)) par > 1 — ¢ et « presque tout x » par « une
proportion positive de x », on peut remplacer 1 par une constante A, suffisamment grande.
La méthode est particulierement adaptée a 'étude des & lorsque k < logy X puisque dans
ce cas, des propriétés de crible linéaire semblables & celles de tous les entiers sont vérifiées.
Lorsque k est petit, ce n’est plus le cas, mais on peut tout de méme partiellement adapter
la méthode, et obtenir le résultat suivant. On définit, pour & > 1 et = > 20,

—1
Fi(z) = (logkffy <1 — exp ( - klog?’x)) . (2.1.1)

logy

1. Pour k£ > 1, on note log,, la fonction log itérée k fois. Donc log, = loglog etc...
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Théoréme 2.1.2. Soit € > 0 fizé. Uniformément pour X = 20,5 < k < logy X et
Frp(X)(logs X)?*¢ <6, (X)h < X, on a

5e(X)h

ﬂk(l'-i-h) = Wk(.%') > Fk(X)

pour presque tout x ~ X lorsque X tend vers linfini.

Ce théoréme n’est utile que pour les petites valeurs de k, le Théoréme 2.1.1 four-
nissant un meilleur résultat lorsque k > logy X. Pour k = o((logy X)/logz X), on a
Fr(X) = (logy X)?/(k®logs X)(1 + o(1)). Ainsi, quand k est fixé, on perd essentiellement
un facteur (log, X)3(logs X)'*¢ sur la taille minimale de h et (logy X)3(logs X)~! sur la
densité espérées. Lorsque k > 5, cela précise un résultat récent de Teravainen [Ter16], qui a
montré qu’il y avait une infinité d’entiers avec exactement k facteurs premiers dans presque
tous les intervalles de taille (log X)(log,_; X)®* pour k > 2 fixé et certaines constantes
Cr > 0. Pour les valeurs de k supérieures a (logy X)/logs X, il est possible d’adapter
la preuve du Théoréme 2.1.2 afin d’améliorer légérement le résultat. On mentionne cette
possibilité & la section 2.7 sans toutefois I’approfondir dans cette thése.

Le deux théorémes précédents sont en partie une conséquence d’un résultat d’indépen-
dance du nombre de facteurs premiers de ain + by et agn + by. Ce probléme posséde un
intérét propre. On énonce une version simplifiée du Théoréme 2.5.3 infra.

Théoréme 2.1.3. Soit R > 0 fizé. Pour tout entier b > 1 fizé, uniformément pour x > 3
et 1 < ki, ke < Rlogyx, on a

{{n~a: wn) =k, wn+b)=ky}| <p O (@), (x).

Lorsque k2 < logy x ou bien que b est pair, ce résultat est réputé optimal a un facteur
borné prés. La preuve exposée pour montrer ce théoréme se généralise sans probléme au cas
de plusieurs translatés n + by, ...,n + by pour £ > 3 fixé et Tenenbaum [Ten18| I’a étendue
au cas d’une famille de polynémes Q1, ..., Qy.

Notre méthode permet de s’intéresser aux ensembles représentés par certaines fonctions
multiplicatives. On traite I'exemple des entiers z'/U-friables? dans de petits intervalles
lorsque u n’est pas trop grand. Le cas w borné est directement traité par Matoméki &
Radziwill dans [MR16]. On note ¥(z,y) := ‘{1 <n<z: Pfn) < y}‘ le nombre
d’entiers y-friables inférieurs & x et p est la fonction de Dickman, unique fonction continue
sur Ry définie par up'(u) + p(u — 1) = 0 pour u > 1, p(u) =1 pour 0 <u < 1et p(u) =0
pour u < 0.

Théoréme 2.1.4. Soit 0 < € < 1/6 fizé et ¢ : Ry — Ry tendant vers Uinfini en infini.
Alors uniformément pour X > 3,1 < u < (log X)l/ﬁ_8 et (1 +p(u)_1)¢(X) <h<X,ona

U (x+ h,Xl/“) - \Il(x,Xl/“) = p(u)h(1+ o(1))

pour presque tout x ~ X lorsque X tend vers linfini.

De méme que pour le Théoréme 2.1.1, si 'on remplace = (1 + o(1)) par > 1 —¢ et
« presque tout x » par « une proportion positive de x », on peut remplacer i par une
constante A, suffisamment grande. Ce théoréme est a priori « plus faible » — c’est-a-dire
plus loin de ce que I'on espére — que le Théoréme 2.1.1. Cela tient a la difficulté, a 'heure
actuelle, de majorer efficacement un cardinal du type |[{n ~z :  P*(n(n+1)) < :El/“}‘.

2. On dit que l'entier n est y-friable si son plus grand facteur premier P (n) est inférieur ou égal a y.
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Pour les théorémes 2.1.1, 2.1.2 et 2.1.4, il est possible d’obtenir une borne pour le
cardinal de I’ensemble exceptionnel. Cette borne n’est pas trés bonne en général et on ne
s’y est pas intéressé. Hildebrand et Tenenbaum [HT93, th. 5.7] ont montré que lorsque
h > z'/"exp ((log X )1/ 6), le Théoréme 2.1.4 est valable avec un ensemble exceptionnel
de mesure < X exp ( — (log X)l/ﬁ_a). Ils obtiennent par ailleurs un terme d’erreur pour
I’estimation asymptotique.

Enfin, on obtient le résultat suivant sur tous les intervalles, qui est une extension au cas
u non borné d’un théoréme de Matoméki & Radziwitt [MR16], utilisant les mémes outils.

Théoréme 2.1.5. Soit 0 < e < 1/6 fizé. 1l existe une constante ug = ug(e) telle que pour
z 21, uyp <u < (logz)/¢ et p(u) 3¢ < h <z on ait

h
\IJ(JI—i-h\/E,LUl/u) —W(m,x”“) 2,0(’11,)2 \/5 .
(logz)?
Cela implique ¥ (x + hy/z, xl/“) - (a;, xl/“) >p (u0)2 hy/x/(log ) pour 1 < u < ug
et p(ug) 3¢ < h < /z. L’exposant 3 + ¢ peut étre remplacé par (5¢+1)/2 +¢,sic >0
est une constante pour laquelle on sait montrer certaines estimations du type

Hn ~z: PT(n(n+1))< wl/“} < p(u)*Cx.

Trés récemment, La Bretéche et Drappeau [BD17, cor. 4.2] ont montré que 'on peut
prendre ¢ = 2/5 + ¢ dans I'inégalité ci-dessus. L’exposant 3 + ¢ du Théoréme 2.1.5 peut
donc étre remplacé par 3/2 4+ . On n’en détaille pas la démonstration, qui est trés proche
de celle du Théoréme 2.1.5.

2.1.2 Apercgu de la méthode

On reprend le cadre d’étude introduit par Matoméki & Radziwill dans [MR16] pour
I’étude des sommes courtes de fonctions multiplicatives réelles, bornées en module par 1.
On rappelle briévement le fonctionnement global de leur preuve, en faisant apparaitre les
points qui different dans notre cas. Le but est de comparer une moyenne sur l'intervalle
[,z + h] & une moyenne sur [X,2X]. Plus précisément, il s’agit de montrer que

[ X\}l S - w Y ) Qdm:o(j(Zﬂn)) (2.1.2)

r<n<z+h n~X n~X

lorsque X tend vers l'infini. La premiére étape est de travailler sur un sous-ensemble S
de [X,2X], ou les entiers admettent au moins un facteur premier dans certains intervalles
dépendants de X. Cette restriction, dans leur cas trés général ou aucune hypothése de
crible n’est faite, se fait au prix d’un terme d’erreur O((logy h)/logh). Ce terme d’erreur
est trop grand lorsque )y f(n) = o(X), par exemple lorsque f est 'indicatrice d’'un
ensemble de densité § tendant vers 0. Cependant, si cet ensemble vérifie certaines propriétés
de crible linéaire, on peut essentiellement se ramener & un O(d(logy h)/logh) = o(d),
lorsque h tend vers linfini. L’étape suivante consiste & relier la quantité (2.1.2) & une
intégrale du polynéme de Dirichlet associé a f sur SN [X,2X]. Cette étape ne pose aucun
probléme dans notre cas. La majoration de la derniére intégrale repose alors en grande
partie sur la décomposition du polynéme en produit de deux autres polynémes, I'un de
petite longueur, ayant un support inclus dans ’ensemble des nombres premiers, et le reste,
de taille proche de celle du polyndme initial. Cette factorisation est aisée grace a la structure
de S, et la multiplicativité de f. Dans le cas oit f est l'indicatrice d’un ensemble, elle
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n’est pas toujours multiplicative. On impose alors & ’ensemble de vérifier une propriété
de factorisation pour procéder de la méme maniére. Ainsi, on peut par exemple étudier
les ensembles &. La derniére étape consiste essentiellement & montrer que le polyndéme
court prend de petites valeurs — on peut alors le sortir de l'intégrale —, puis & majorer
I'intégrale du polynoéme restant. Le polynoéme court apportant déja un facteur o(1), il
suffit de majorer celle-ci avec la borne « triviale » pour ce probléme, qui est fournie par le
Lemme 2.2.2. On remarque cependant que ce faisant, on perd un facteur 6!, ce qui est
génant lorsque & — 0. Pour rétablir cette perte, on emploie alors le Lemme 2.2.3, qui est
une amélioration du Lemme 2.2.2. On peut alors recouvrir le facteur 6!, & condition que
I’ensemble sur lequel on somme vérifie non seulement des conditions de crible linéaire, mais
aussi en dimension 2.

Lorsqu’il s’agit de montrer le Théoréme 2.1.2, on est amené a considérer un cadre
légérement différent. En effet, les entiers qui ont peu de facteurs premiers ne vérifient pas
les mémes propriétés de crible que des entiers génériques.

Dans la section 2.2, on énonce plusieurs lemmes utiles. A la section 2.3, on définit le
cadre adapté et on énonce le Théoréme 2.3.1, avant de le démontrer, dans la section 2.4.
Les sections 2.5 et 2.6 sont consacrées respectivement aux théorémes 2.1.1 et 2.1.3, et aux
théorémes 2.1.4 et 2.1.5. Pour finir, on démontre le Théoréme 2.1.2 & la section 2.7.

2.1.3 Notations

Les lettres minuscules p et g sont réservées aux nombres premiers. Par conséquent, on
écrit par exemple Zp au lieu de Zp premier* On désigne par w la fonction additive qui
compte le nombre de facteurs premiers distincts : w(n) = me 1, et pu et ¢ représentent
respectivement les fonctions de Mobius et d’Euler. Etant donnés F un ensemble d’entiers et
h une fonction additive, on note hg(n) := 3 v, e M(p”). Si E est fini, on note |E| son
cardinal. On écrit f < g ou f = O(g) (resp. f > g) pour dire qu'il existe une constante
absolue C' > 0 telle que |f| < Clg| (resp. |f| = C|g|). La région de validité de cette
inégalité, si elle n’est pas précisée, est claire d’aprés le contexte. On écrit par exemple <,
ou O pour signifier que la constante implicite C' peut dépendre de €. La relation f < g
signifie que l'on a simultanément f < g et f > g. On utilise la notation (asymétrique)
a ~ b pour dire b < a < 2b. Pour tout entier k > 2, on désigne par log;, la k-iéme itérée de
la fonction log. Enfin, pour # > 0, on note log* z = max (log z, 0).

2.2 Lemmes utiles

Les lemmes que I'on énonce ici se trouvent de maniére quasiment identique dans les réfé-
rences localement citées. Dans cette section, pour (a,)n>1 une suite de nombres complexes,
1 < X < X’ des réels et s € C, on note

A(s) == Z %,

n~X

AX,X’(S) == Z %

X<n<X/

On commence par énoncer le lemme permettant de relier la quantité qui nous intéresse
initialement & une estimation sur le polynéme de Dirichlet associé — ¢f. [MR16, lem. 14].
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Lemme 2.2.1 (Borne de Parseval). Pour X > 1 et Ty > 1, on note yo := X/T3. Pour
(an)n>1 une suite de complexes de module inférieur ou égal a 1 et 1 < h < yp, on a

1 X1 1 2
L F T e ¥ ow

rz<n<z+h Yo r<n<r+yYo

1 X/h
dz < +/ |A(1 +it) 2 dt
To To

X 2T »
— A(1+4t)|” dt.
+Tr§?()/(hTh/T AR+ it)]

On énonce maintenant le théoréme de la valeur moyenne pour les polynémes de Diri-
chlet.

Lemme 2.2.2. Pour (ay)n>1 une suite de nombres complexes, X > 1 et T >0, on a

T N2 T 1 2
/_T|A(1+zt)| dt < <X+1> X7§|an| .

Ce lemme, qui se trouve dans [IK04, chap. 9], perd de son efficacité lorsque la suite
n — ay est 'indicatrice d’un ensemble. Le résultat suivant, qui se déduit de [IK04, th. 7.1],
corrige ce défaut.

Lemme 2.2.3. Pour (an)n>1 une suite de nombres complezes, 1 < X < X' et T > 0, on

a

/T Ax o (L+at)) dt<T| Y anf” > > Jandnisl ) o o gy
ol X n? n(n+0b) ) o

- X<n<X/ 1<b< X /T X <n,n+b< X’

Dans le cas ot X' = 2X et (an)n>1 représente un ensemble de densité 0, on s’attend
en général & ce que ce lemme donne une majoration en §7//X + 62. On note que le lemme
précédent fournit une majoration en §7'/X + §, moins forte lorsque 7' < X.

Lemme 2.2.4. Pour (ay)n>1 une suite compleze, X > 1 et T > 2, si T C [-T,T] est un
ensemble 1-espacé, c’est-a-dire tel que |t —t'| = 1 pour tous t #t' dans T, alors

S A+t < ('ﬂXﬁ + 1) (logT)% S Janl?.

teT n~X

Ce lemme est utile lorsque | 7] < T'/2¢ par exemple. Une telle information sera donnée
par le lemme suivant sur les grandes valeurs d’un polynoéme de Dirichlet — ¢f. [MR16, lem. §].

Lemme 2.2.5. Pour P > 1 un réel et (ap)p>2 une suite complexe définie sur l’ensemble
des nombres premiers, vérifiant |a,| < 1, on note

a
P(s) := Z p—i.
p~P
Pour T > 2, T C [-T,T] un ensemble 1-espacé et V> 0, on désigne par R = R(T,V) le
nombre de t € T tels que |P(1+it)| = V1. On a uniformément
R < V2T2(log2 T+log V)/logP.
Enfin, on utilise le lemme suivant, qui se trouve dans [MR15, lem. 2| sous une forme
légérement différente, mais dont la preuve fournit en fait ce résultat.

Lemme 2.2.6. Soit 9 > 2/3 et 0 < ¢ < ¥ —2/3 fizés. Lorsque les réels P,Q,t et X > 1
vérifient exp ((log X)ﬂ) < P<Q<X et|t| <X, on a uniformément

1
Z plit

P<p<@Q

log X
1+ |t]

+ P_(logx)72/37s ‘
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2.3 Résultat général

On introduit des notations afin de définir ’ensemble S dont nous avons parlé dans
I'introduction. Il différe par plusieurs aspects de celui défini dans [MR16]|. On a apporté
ces modifications afin d’alléger les hypothéses du Théoréme 2.3.1, en assurant une meilleure
factorisation du polyndéme de Dirichlet. Pour mieux appréhender les notations & venir et
le théoréme suivant, il est bon d’avoir en téte les faits informels suivants. La fonction §
représente la densité de I'ensemble A qu’on étudie. On s’attend, de maniére générale, a
avoir un nombre d’entiers n < X, tels que n € Aet n+1 € A, qui soit < 6°X. La
fonction ¥ quantifie alors la perte que 'on a, s’il en est, sur cette derniére estimation.
Pour une premiére approche, on peut considérer ¥(X) = 1, ce qui revient a ne supposer
aucune perte. La variable h représente tout simplement la taille des intervalles dans lesquels
on veut avoir des estimations asymptotiques. Pour 1 < P < Q < X, la proportion des
entiers inférieurs & X n’admettant aucun facteur premier dans lintervalle |P, Q] est <
(log P)/log Q. On espére avoir une majoration analogue pour un ensemble d’entiers pas
trop erratique. Cependant, pour les entiers inférieurs & X ayant environ «logy X facteurs
premiers, la proportion est plutot < ((log P)/log Q)'i Si on étudie les entier ayant k
facteurs premiers avec k < logy X, il existe donc un r > 0 fixé tel que I'inégalité précédente
soit uniformément vérifiée en remplagant s par r. Cela garantit que ’ensemble S construit
ci-dessous soit dense dans A.

Soit 0 <7 < 1let0<e<1/100 fixés. Soit X > 3 un réel et §,9 des fonctions vérifiant

0<d(X)<1I<IX)<oX)™ L (2.3.4)
Pour 3 < h < X, on consideére (P}, Q;, H )j ENU{oo} et K des réels supérieurs a 20, vérifiant
(logy X)* < K log X
Q1= miﬂ( (X ) (X)h, )
log Q; = jWF/" (log, Q1)2‘3 V(log Q1), (j>2)

Q1/10g3Q1 < P <@y,
log P; —943/’“(10g Q1)%0~V(log P1),
Hj = j2min (P/°"*(log Q1)~1/3,9(X)(logs Q1)?),  (
exp ((log X)2/3+5) < Py < Qo < exp ((log X)lfs),
log P = 0(log Quo),

\ Hoo = (logy X)Q-

2) (2.3.5)
1

On note que le choix de 6,4, h, K, P;, Py, et Qs détermine ce systéme en fonction de X.
On définit J := max{j >1: Qj <eK}. OnaPi<@Q1 <Pr<...<Qj <Py <Qc-
On note alors, pour j € [1, J] U {oco},

o . 2
Sj= 1) N {n>1: p gwrei) 21 patnt.  (236)
v€EL; eU/Hj <p7qge(v+1)/Hj
Pj<p,q<Qj

On note que S; est 'ensemble des entiers ayant au moins un facteur premier dans | P;, Q;],
et au plus un — avec multiplicité — dans chaque intervalle }e”/Hﬂ',e(”“)/Hj] N]P;, Q4] pour
v € Z;. Finalement, on note

J
S:=[)8 NS (2.3.7)

Jj=1
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On note que I'on a J < (log K)/logy K, et donc Hy < 9(X)(log K)*. Pour résumer,
les entiers dans S ont au moins un facteur premier dans chacun des |P;, @;], mais pas de
facteur carré dans ceux-ci. De plus, pour j fixé, ils n’ont pas deux facteurs premiers trop
proches dans | Pj, Q;]. De ces trois propriétés, la premiére est la plus importante, et apparait
déja dans [MR16]. Les deux autres assurent une factorisation simplifiée du polynéme de
Dirichlet — ¢f. Lemme 2.4.3 —, ce qui permet d’alléger les hypothéses du théoréme suivant.
Enfin, on note que 'on a facilement

log Q;
log P; 1 log (1 + log Pj)
X 2X]\ S| <Xx > Ly —
jen et \ 10895 i ;
Théoréme 2.3.1. Soit X > 3 et A un ensemble pouvant dépendre de X. Soit 0 < r < 1 et
0 < e < 1/100 fizés. Soit § et ¥ des fonctions vérifiant (2.3.4). Pour 3 < h < X on utilise
les notations (2.3.5),(2.3.6) et la définition (2.3.7) de S. Soit f : N — R une fonction
positive telle que pour N > 1 on ait Zlgng f(b) < N. On suppose les huit conditions

sutvantes vérifiées :

1. D’une part, §(X) > Py . D’autre part, pour Ty := To(X) > 1 tel que
1/To 4+ 9(X)*(log X)°/TE = 0(6(X)?), X/2 <2 <2X et X/Ty <y <2X, ona

AN [z, 2 +y]| =6(X)y(1+0(1)). (2.3.8)

(log X)72/375/2

2. (crible linéaire pour A)

A log P; 1 g _
[(ANS)N[X,2X])| < 6(X)X Q) <°g a) ‘ ( 'mgpj)
Pj H;

+0o(1)

J=1

3. (crible binaire pour A) Pour tout X/2 < = < 2X, tout 1 < z < (logy X)?(log K)*9(X)
et tout 1 <b< X2, ona
2T

9(X). (2.3.9)

(ned: n+beA}m[x,x+Z”<<f(b)5(X) -

4. (bonne factorisation) Pour tout j € [1, J]U{oo} et tous p,q € [P}, Q;], pour tout m > 1,
on a
gn € ANS et ptm = pm € A.

5. (crible pour A") On définit A’ comme ’ensemble de tous les quotients m = n/p pour
ne€ANSN[X,2X] et p € Uiy P, Q)] tels que pln. Alors pour tout 1 < z < e
et tout 1 <b< X2, ona

‘A’m [fﬂf“ < 6(X)§
[ned: ntbed)n [é 2?} ‘ < f(b)a(X)%ﬁ(X). (2.3.10)

6. (crible pour A, suite) Soit 1 < j < J — 1. Soit Y1 € [P}, Q;] et Ya € [Pj11,Qj4+1]. On
pose £ := [(long)/log Yl]. Alors pour tous p1,...,pe ~ Y1, et tout 1 <b< X2, on a

X_ / /
Hmwﬁ. meA, p1---pim+0be U ql‘--qu}

q1;--,q~Y1

< f(b)I(X)

2 X
2

(MM y(x). (2.3.11)
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7. 9(X) = o(P}/*7%),
8. log Py = o(log Q1).

Alors on a

}.Aﬂ [z, 2 + h] ‘ =§(X)h(1+0(1)),
pour presque tout x ~ X, deés que 6(X)h tend vers linfini.
Remarques :

(i) Lorsque ¥(X) = 1, la condition 7 est vérifiée automatiquement. C’est ce que ’on espére
en général.

(ii) Si d(X) > 1, les points 2, 3, 5 et 6 sont directement vérifiés avec ¥(X) = 1, et donc
aussi le point 7. Il suffit donc essentiellement que A admette une bonne factorisation.

(iii) En prenant 9(X) = 6(X)7!, les inégalités (2.3.9), (2.3.10) et (2.3.11) sont automati-
quement vérifiées avec f = 1. Ce cas revient & ignorer toute la partie de crible binaire,
et donc finalement a utiliser le Lemme 2.2.2 au lieu du Lemme 2.2.3. On retrouve un
résultat qui est & la portée de la méthode initiale de Matoméki & Radziwilt.

(iv) Dans I'hypothése 6, on a £ < J%7(logs Q1)® < (log K)°OW).

(v) Le point 4 revient a dire que dans un intervalle [P}, Q;], tous les facteurs premiers
« jouent le méme role ». On peut alors alléger cette hypothése en triant, dans chaque
[Pj, Q;], les p selon leur role. Par exemple, au lieu de s’'intéresser aux entiers n tels que
w(n) = k, on peut étudier ceux vérifiant w(n) = 3k/2, ou  est la fonction additive
valant 1 sur les puissance des nombres premiers congrus a 1 modulo 3, et 2 sur les
puissances des autres nombres premiers. Notre méthode permettrait de traiter le cas
des entiers représentables en somme de 2 carrés de cette maniére.

2.4 Meéthode de Matomaki-Radziwill adaptée

Dans la section précédente, on a introduit les notations et les modifications nécessaires
pour étendre le raisonnement de Matomaéki & Radziwilt [MR16] & notre cadre d’étude. Le
théoréme ci-dessus est alors une conséquence de leur preuve, une fois adaptée au contexte.

2.4.1 Premiére simplification

Démonstration du Théoréeme 2.8.1. Soit 3 < h < X deux réels et A un ensemble d’entiers.
On suppose qu’il existe des paramétres r,¢e,d,9, K, P, Py et Qo vérifiant les hypothéses
du Théoréme 2.3.1. Pour Ty comme dans '’hypothése 1, on pose yg := X/Tg’. Avec (2.3.8),
il suffit de démontrer que pour presque tout x ~ X, on a

% > -+ > 1| =0(5(x))

r<n<z+h Yo r<n<z+yo
neA neA

On remarque que cela est vrai directement lorsque h > yg d’aprés 'hypothése 1. Il suffit
donc de traiter le cas h < yg. Pour cela, on travaille sur un sous-ensemble dense de A,
d’entiers qui admettent une certaine factorisation, ce qui nous permet d’utiliser la méthode
de Matoméaki & Radziwilt. On parvient alors & démontrer le résultat suivant.
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Proposition 2.4.1. Awvec les notations ci-dessus, et sous les hypothéses 1 a 6 du Théo-
reme 2.3.1, lorsque h < yo et Q1 est suffisamment grand, on a

X/QX 1_i Z

x<n<x+h Yo r<n<T+yo
quand X tend vers l’infini.

2

dz < §(X)? <191(T{)1() + 0(1)> :

neANS neANS

On démontre cette proposition a la sous-section 2.4.2. Vérifions dans un premier temps
qu’elle implique bien le Théoréme 2.3.1. En se rappelant que h < yg, on obtient

2X 1
1-—— 1|dzx
X / Yo Z
x<n<x+h x<n<m+y0
2X 1 2
1-— l|dz + — 1.
<%/l |z = =
x<n<a:+h r<n<r+yo X<n<2X4+yo
neANS neANS neANS

Grace a la Proposition 2.4.1 et & ’hypotheése 7, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz
on obtient que l'intégrale de droite est un 0(5 (X ). Par ailleurs, on a

1
< > § 1+ (A\S)ﬂ [X,2X]| + o(6(X))
X<n<2X+yo n~X
nEA~S neA\S

avec 'hypothése 1. On déduit des 'hypothéses 2 et 8 que cette derniére quantité est
0(6(X)). Ainsi,
2X
) |

T > 1ldz = o(6(X)).

Yo

ac<n<x+h r<n<z+yo
neA neA
On en déduit aisément le Théoréme 2.3.1. O

Afin de démontrer la Proposition 2.4.1, on utilise la borne de Parseval pour réduire le
probléme a la majoration d’une intégrale faisant inetervenir le polyéme de Dirichlet associé
a l’ensemble AN S.

2.4.2 Utilisation de la borne de Parseval

Grace au Lemme 2.2.1, la Proposition 2.4.1 se déduit facilement de la proposition
suivante. Avec les notations introduites précédemment, on pose

B(s) := Z i (seC)

Proposition 2.4.2. Sous les hypothéses 1 a 6 du Théoreme 2.3.1, si Ty < T < X et Q1
est suffisamment grand, on a

T
/ IB(1 +it)|? dt

To
TQ; 5(X)? | Lo - ((log X)?® | _(10g x)-2/3-2/3
< (5( o 19(X)> o Hi,(log X) 7t P

lorsque X tend vers l'infini.
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En effet, la borne fournie par le Lemme 2.2.2 est directement suffisante si T" > X. Il
reste désormais & appliquer la méthode de découpage et de majoration des polynoémes de
Dirichlet permettant de prouver cette proposition.

2.4.3 Factorisation du polynéme de Dirichlet associé¢ 4 ANS

La factorisation du polynéme B s’effectue & ’aide du lemme suivant.

Lemme 2.4.3. Avec les notations précédentes, lorsque A vérifie l'hypothése 4 du Théo-
réeme 2.3.1, et que X est suffisamment grand, on a pour tout j € [1,J]U{oo} et tout s € C,

B(s)= ) % = Qu,(5) Ry m;(5) + Ny (s), (2.4.12)

n~X ’UEIJ‘

ot l’'on a posé

Q)= Y

RU,HJ' (5) == Z L .

m~Xe ™0/ Hj m® wyp; @,)(m) + 1

meA’
(mIT v/m, <peevHD/H; p)=1

c”?j
NH]' (8) = E F,
2X <n<2Xel/Hi
neANS

pour certains complexes ¢, ; bornés en module par 1.

Démonstration. Dans un premier temps, on montre qu'il existe des complexes ¢, ; tels que
pour tout s € C,

c/

> Quay(8)Rom, ()= Y % (2.4.13)

vET; neANS

Soit v € Zj, puis p et m deux entiers apparaissant respectivement dans les sommes définis-
sant Qy i, et Ry ;. Par définition de A', il existe n € ANSN[X, 2X] et ¢ € U, ;< 15, Qi
tels que m = n/q. Alors q € [e”/ H; /2, 2¢ev/ Hj] et donc, lorsque X est assez grand, on ob-
tient ¢ €]P;, Q;]. Par ailleurs, gm =n € ANS et p{m par définition de R, g;. On a alors
mp € A avec 'hypothese 4. De plus, p € S; est premier avec m € Nic[1,J)u{oo}, i2jSi, donc
pm € S, ce qui fournit (2.4.13). Il est ensuite facile de voir que X < pm < 2Xel/Hi et
donc ¢, ; = 0 si n ¢]X,2X e!/Hi]. On conclut alors en faisant ’observation suivante. Pour
tout X < n < 2Xel/Hi il y a au plus w]pj’Qj](n) décompositions possibles de n sous la
forme mp précédente, et il y en a exactement wyp, q,(n) lorsque n ~ X. Donc |c’n’j| <let

1 c .
Y Quiy () Rui;(s) = D — > —4 = B(s) — N, (s),
e neins 2X <n<2Xel/Hs

avec ¢y j = —¢, ; pour 2X <n < 2Xel/H; O
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2.4.4 Majoration de l’'intégrale

Démonstration de la Proposition 2.4.2. Soit Ty < T' < X. On met en place un découpage
de lintervalle [Tp, T]. Soit, pour 1 < j < J (on rappelle que ¢ intervient dans la définition

de §),
1 14 1
« = — — £ J—
7y 2j
On a
1 8 = < < < < 1
1 25—a1\a2\.. Sas< g €
On écrit alors ;
[To, T |_| (2.4.14)

ou t € 7; si j est le plus petit indice tel que pour tout v € Z; on ait
|Qu.m, (1 +it)| < (e2/H)™%, (2.4.15)

et t € U si t ne vérifie ces conditions pour aucun 1 < j < J. On traite désormais les
intégrales sur les 7; et sur U de maniére assez similaire a [MR16].

Cas j =1 : Avec le Lemme 2.4.3 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

/ |B(1 + it)|? dt<<zlyZ/ Qo (14 it) Ry 1, (1 + it)|? dt+/ |Ng, (14 it)[2 dt.
vEL

Avec le Lemme 2.2.3 et les hypothéses 1 et 3, on a

. T 5(X)?
7_1yz\le(1+zt)|2dt<< (5(X)X+19(X)> o

Par ailleurs, avec la définition de 77, le Lemme 2.2.3 et ’hypothése 5, on a

Tev/H

—2va1/Hy 2

| }EI:/ Qutty (1 + i) Ry, (1 + i) dt < || EEI:e (5(X)X+§(X)> 5(X)
vET v

< (5o + 000 ) SR H o QP

TQ 5(X)?
< (5(){)} +19(X)> -

Cas 2 < j < J : Pour tout ¢t € Tj, il existe au moins un u € Z;_; tel que (2.4.15) ne
soit pas verlﬁee et donc |Qu,H],1(1 + zt)(e“/ijl)Mjfl} > 1. On décompose donc 7; selon
ces indices u, de la maniére suivante,

T= U T

”LLGIj_l

De la méme maniére que précédemment, on a

/\B + it)[? dt<<yI\Z/ |Qu, 1, (1 + it) Ry 1, ( +zt\ dt—i—/ | N, ( +zt\ dt,

v€EL;
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ol la derniére intégrale se majore

2
/Tj\NHj(l—l—it)fdt < (5(;))( +19(X)> 5(})2 .

En prenant le terme maximal dans la somme, il existe uj_1 € Z;_1 et v; € Z; tels que

J

UEIj

& T2 |Tj—r| e~ 2050/ Hs / | Ry, a1, (1 + it)[dt.

Jrug—1

Si l'on appliquait directement le Lemme 2.2.3 a la derniére intégrale, le polyndéme Ry, p;
étant trop court, on perdrait un facteur potentiellement de la taille de @);. Cette perte
serait trop importante, & moins que 1" soit assez petit, ce qui reviendrait a s’intéresser a de
plus grands intervalles dans le probléme initial. Pour contourner ce probléme, Matomaki &
Radziwill utilisent la définition de 7}, afin d’agrandir artificiellement la taille du polynéme
dans l'intégrale. Plus précisément, pour tout £ > 1 on a

/T_ | Ry, (1 +it)| dt

Juj—1

< e2£’u,j71aj—1/Hj71 / dt.

‘2
73#]'71

‘Qujflijfl(l +it) Ry, (1 + it)

On pose Y7 := e%-1/Hi-1 Yy := e¥i/Hj | Avec £ := [(logY2)/log Y| = [v;Hj—1/(uj—1Hj)],
le polynéme résultant est supporté dans un intervalle de taille assez proche de X. Pour
étre plus précis, pour tout s € C, on a

an
Quyr Hy—1 () R 11, (5) = Z ns

X<n<2+H1y X

pour certains complexes vérifiant |a,| < (¢ 4 1)!, puisque tout m € A’ a au plus un seul
facteur premier dans 'intervalle ]e"j—l/ Hj—y g(uj—1+1)/ Hf—l]. Par ailleurs, pour que a,, soit
non nul, il faut au moins que n soit de la forme pq - - - pym avec p; ~ Y7 pour tout 1 < i < £,
et m € A’ vérifie m ~ X/Ys. Avec le Lemme 2.2.3, on a donc

. N2 1
/ |Quj_y b, (L4 i) Ry, (L + i)t < T (0 + 1) ) e
Tiuja p1,pe¥y P17 PE
1 1
x4 2 o . >, g
m~X/Ys 1<b<L2+1Y, X/ T m~X/Ys
meA’ meA’

pr-pem+beUy,  gpmyy @ ae A

En utilisant les hypothéses 5 et 6, on obtient alors

/T |Quy vty (14 it) Ry g, (1 +it) [t < <

Jruj_1

5(XT)X + 19(X)) 5(X)% (N°Wyy.
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On a donc

1Z;1| Z /r |Qu, b, (1 +it) Ry p, (1 +it)|2dt

UEZj
< <6<XT>X + 19(X)> SO0 () L |2y | Q1% e om0 M (2.4.16)

Par ailleurs, on a
v;  logy Q;

llogl < & ——F——
® Hjlog Pj1 -1

+logy, Q; + 1.

Ainsi, puisque aj —aj—1 > €/(2 52), lorsque Q1 est suffisamment grand, uniformément pour
2 < j < J, le produit des termes aprés §(X)? dans (2.4.16) est

2 2O g7, oLt LY (e o log:Q;
<« Hilos Q108 Q1)@ eXp( H, <j2 O<logpjl—1

6 51/2 ~O(1) vj (€ logy @y
P : —— | = — =
<JPTQ T exp < H; (j2 0 <log P1-1
6 pl/2 ~O(1) p—e/(252) L 1
P AP -5 57 -
<JPTQIIV P, < 2P, S j2H,

Finalement, on a

J 2
;2/7 B(1+it)| dt < (5(;)( +79(X)> ‘5(HXl) .

Comme pour le cas j = 1, 'hypothése 7 donne alors une bonne majoration.
Cas de U : Cette fois, on écrit
/ B+ i) dt < [Too] 3 / 1Quott (1 + it) Ry (1 + it) [ dt +/ N (1 + it)|? dt.
u u u

'UEIOO

De maniére analogue aux points précédents,

‘ T 5(X)?
/M\NHOO(I—i—zt)]th« (5(X)X +19(X)> 0

Soit u € T, un indice maximisant 'intégrale dans la somme précédente. Soit T C U un
ensemble 1-espacé tel que I'on ait

/ Quott (1 + i) Ry (1 )2t € 3 | Quopr (1 + i) R (1 + i) 2.
U teT

Avec le Lemme 2.2.6, pour tout t € T, on a

log X e
Qu i (1 +1it) < 405 - 4 p(log X)72A7E/2

oo
0
On a alors

Lol Y [ Qu 0+ i) Rus (1 +i0)

VEL oo

log X)?2 —2/3—¢
< Hgo (longo)Q <(OgT2) +po—o(logX) 2/3 /3) Z ’Ru,Hoo(l —|—7jt)‘2
0 teT
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En majorant trivialement la derniére somme avec le Lemme 2.2.4, on trouve

Z | Ry, b (1 + it))? < (’T’\;TQOO + 1> (log X) < log X,

teT

ol la derniére inégalité est obtenue grace au Lemme 2.2.5, en se rappelant la définition de
U et le fait que T' < X. On atteint ainsi la conclusion désirée. O

2.5 Application aux entiers ayant k < log, X facteurs pre-
miers

Dans cette section, on démontre le Théoréme 2.1.1. Pour cela, on commence par énon-
cer quelques propriétés classiques des entiers ayant exactement k facteurs premiers. On
démontre ensuite un théoréme d’indépendance entre w(ain + b1) et w(agn + b2) a la sous-
section 2.5.2. On applique enfin le Théoréme 2.3.1.

Pour z > 3 et k > 1, on rappelle les notations

(log, :L‘)k_l o kE—1
(logz)(k — 1) " logy

Ok(x) := A (k)

ou

A(2) ::F(ZIH)];[Q<1+pf1> (1—;>Z. (2.5.17)

En particulier, lorsque 0 < r < R sont fixés et r < k < R, on a

1

(log 2)Q(K)  flogy z’

S(z) = (2.5.18)

ou Q(k) :=klogk — Kk + 1.

2.5.1 Propriétés classiques

Lemme 2.5.1. Pour tout R > 0 fizé, il existe une constante ¢ = c(R) > 0 vérifiant
I’énoncé suivant. Soit A, 31 > 0 et 0 < B2 < 2 fizés. Soit, pour x > 3, y = y(x) = 3 tel que
logy y < Ay/logy x. Uniformément pour x > 3, gl=e/logy « o/ <z, 1<k < Rlogsy x, et f
une fonction multiplicative telle que

0< f(p¥) < BBy, (p=2, v>1)

et f(p¥) =1 dés que p >y, on a

1+k>° f(pu 2
Yt =@ I] 2 = {1 +0 (W) } . (2.5.19)
r<n<e+x’ p<y 1+ p—1 (10g2 33')
nely

En particulier, uniformément pour 1< Kxetl<k< Rlog, x, on a
Te(z + 2') — m(2) = d(2)2’ (1 +0(1)),

lorsque x tend vers linfini.
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Dans le cas 2/ = z, ce lemme est énoncé sans démonstration par Tenenbaum [Ten00],
comme une conséquence facile de la méthode de Selberg-Delange. On poursuit ici cette
idée, en utilisant les travaux de Cui & Wu [CW 14|, qui ont adapté la méthode de Selberg-
Delange aux petits intervalles.

Démonstration. On suppose donnés les paramétres de I’énoncé. Sans perte de généralité,
on suppose R, 32 > 1. On note que pour tout o > (logf2)/log2, on a

f(p B 1
Z O'I/\ /82<<7

v>1

Pour |z| < Ret 0 <t < t, on pose

Z f w(n

t<n<t+t/

Uniformément pour |z| < R, on estime S(z,2’) pour ensuite démontrer le lemme via la
formule de Cauchy. Pour z € C, on définit la fonction multiplicative 7, sur les puissances

de nombres premiers par
z4+v—1
Tz(py) = < v )7

de sorte que pour tout s € C de partie réelle ¢ > 1 on ait
«r-M(-3) -Z5°
p>2 n>1
On définit alors implicitement la fonction multiplicative g, par I’égalité de convolution
240 =1, % g,. (2.5.20)
Pour o > max ((log 32)/log2,1/2), on a donc

=2 =N (e i) (-5

n>1 p=2 v>1

et
g, = f2°0) w7,

En particulier, g,(p) = 0 lorsque p > y. Soit a := ¢1/logy ot ¢; > 0 est une constante
suffisamment petite pour que PERCE B9 pour tout xz. On remarque tout de suite que
logy = o ((log x)"(l)) et que pour tous p > 2,v > 1, on a

l92(p")] < B3

Ainsi, uniformément pour tout ¢ > 1, on a

zd —a z z N
>l ere I (1+ X 520 17 (24 50

d>t 2<py vzl P>y

logt
< exp (—01 e > (log z)°W). (2.5.21)
logy
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Soit ¢o < 1 une constante suffisamment petite et w := z°2. En définissant

= Z 9:(d) Z 72 (m),

d<w z/d<m<(z+z’)+d
Sa(z):= Y g:(d) > 7=(m),
w<d<2x z/d<m<(z+z')+d

on a

=Yg Y nm)=S1)+ 5()

d<2z z/d<m<(z+a')+d
On majore |S2(z)| avec la méthode de Rankin. On a

1S2(2)[ < D [ga(d)] > |Tz<m)%

w<d<2z z/d<m<(z+x')+d

< z(logz)f Z W

d>w

1
< z(log z) o) exp <—0102 ng) . (2.5.22)
logy

La derniére inégalité est obtenue en utilisant (2.5.21). Lorsque les constantes ¢1, ¢ puis ¢
sont suffisamment petites, avec [CW14, th. 1.1], uniformément pour |z| < Ret 1 < d < w,

o > nm= (oed) <F(12) o (10;96)) |

z/d<m<(z+x’)+d

() = /logay™ 5 el d) (7 +0 ()

Soit w' := y(o822)/¢1 On traite la somme ci-dessus en séparant les d < w’, pour lesquels
(1—(logd)/log a:)zfl = 1+0((logz)~1+°(M), des entiers d tels que w’ < d < w. Ce faisant
et en utilisant (2.5.21), on obtient

S1(s) = 2'(log x)*~ P (W)

Finalement, en utilisant de nouveau (2.5.21) pour éliminer la condition d < w’, puis (2.5.22)
et I’hypothése sur 2, on a

S(z,7) = o/ (log )" {)\0(2) +0 <(ng)11_(l)> } , (2.5.23)

ou l'on a posé A\o(z) := zho(z) et

ho(z) = ZH];[(H Zf )( pl)
>

Il s’ensuit

v>1
La fonction hg est entiére. Pour p

Sp 1= (p—l)zw,

v
v>1 p

2, on pose
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de sorte que 0 < s, < Bi(p—1)/(p — B2) pour p > 2, et 5, = 1 pour p > y. Un calcul
élémentaire fournit d’une part

ho(z) = F(zl+1)pH (1 + psizl> <1 - ;)Z (2.5.24)

et d’autre part

AN 82
hg(z):ho(z){( IF)(Z—Fl)_Z(p—lispz)?

p>2

2
+< +}; _1+sz+log<1—;)> } (2.5.25)

ou tous les poles du terme entre accolades sont compensés par les zéros de hg. Avec (2.5.24),
on voit que hg ne s’annule pas dans le demi-plan o > —(2— 33) /1. De (2.5.24) et (2.5.25),
on déduit qu’uniformément pour tous |z|, |2'| < R de partie réelle o,0’ > 0, on a

ho((j,)) < (logy)°@=a", (2.5.26)
1h6(2)] < (logy y)?|ho(2)], (2.5.27)
|h{(—2)| < (logy y)?(log y)°@). (2.5.28)

D’apres la formule de Cauchy, le terme de gauche de (2.5.19) vaut, pour tout r > 0,

1 S(z, ") B
/H dz. (2.5.29)

iz zk+1

On estime cette intégrale avec l'expression (2.5.23) de S(z,2’), qui dépend bien siir de
la variable z. On commence par le terme principal. Dans le cas & = 1, I'intégrale du
terme principal de S(z,z") vaut z'ho(0)/logxz, comme voulu. Dans le cas k > 2, avec
r:=(k—1)/logyx =k, on a

(oga)ho(z), _, [ (oga) (log 2)*(ho(2) — ho(r)
e L ! :

o z i
(2.5.30)
La premiére intégrale du membre de droite correspond au terme principal de (2.5.19),
puisqu’avec (2.5.24), on a

14"‘52311%
T+ 5

9

ot la fonction A est définie par (2.5.17). Comme dans [Tenl5, I1.6.1], on remarque par un

calcul explicite que
/ (z — k) (log x)zdz =0
|z|=kK 2k .

Ainsi, la derniére intégrale de (2.5.30) vaut

/|= (log v)” {ho(2) — ho(k) — (2 — K)h)(K)} dz.

2k
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Apreés utilisation de la formule de Taylor avec reste intégral, on majore

1 oo )?
/ (1-— t)/ (log ) (z — K)2hy (K + t(2z — K))dzdt.
0 |z|=k

ok

Pour z de partie réelle o < 0, on majore a laide de (2.5.26) avec 2’ = 0, (2.5.27) et (2.5.28),
obtenant ainsi

1 z
/ - ( Oka) (z — k)2RY (K + t(z — K))dz < K3 F(logy y)2(log y) )
o<0
< (082 2)" ! 7" k52 (logy )2 (log ) O

(k— 1] (log, 7)°
(logy )+~ (logy y)?
< o= ") (g, o

ou la derniére inégalité est obtenue en utilisant (2.5.26) avec z = 0. Lorsque o > 0, on
majore grace a (2.5.27) puis (2.5.26), obtenant ainsi

[ SR g+ 1 = e

>0

< ho(k)(logy y)? logx)® £)2(log y)O®Re(s=) g,
l2l=x 2K
o>0

2 5
< hO(’%)(logQ y) /2 e(k—l) Cosﬁ|ei19 o 1‘2e0((1—cos19)510g2 y)dﬂ

ck—3

[ME]

La derniére intégrale, par changement de variable cos? = u, est

1
< ek—l/ e—(l—u)(k—l)(1+0(10g2 y/ log, x)) AT
0
< ek —1)73/2,

la derniére inégalité étant obtenue en effectuant un second changement de variable, on
posant (1 —u)(k — 1) = v. On obtient alors, uniformément pour 0 < ¢ < 1,

(logx)? B (log $)k—1 k(log, y)2
/| ok (z = K)?hg(k + t(z — K))dz < (k:2— ol ho(r) (10g22m)2 7

z|l=k

qui est convenable. En revenant a (2.5.29) puis (2.5.23), il nous reste a majorer

(log x)ﬁ?e z p
|z|=k ’Z‘k—H “

ce qui correspond a (6.14) de [Tenl5, I1.6.1]. On a alors

log2)™* | (log, )
|z|l=kK |Z|k+1 k! ’

ce qui nous permet de conclure.

O

Avant de démontrer le prochain lemme, on rappelle un cas particulier d’un théoréme
da & Heath-Brown.
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Théoréme (Heath-Brown [HBS88|). Soit ¢ : [2, +oo[— R4. Uniformément pour x > 2 et
$7127¢@) <« ¢/ <z ona
/

eSS lo:;x (1 * O(s(x)4 * 102:17)) )

Lemme 2.5.2. Soit R > 0 fizé quelconque. Uniformément pour x > 3, 1 < k < Rlogy z,
p15/(20) < xet2< P< Q< ona

Hné]x,az+x’]: wim) =k, (n. T[ p)ZIH<<5k(x)x/ <1°gp)m.

P<p<Q log Q

De plus, lorsque k = o (\/logg w), la constante implicite peut étre remplacée par 1+ o(1).

Démonstration. La premiére partie de ’énoncé est une conséquence directe de [Ten00,
lem. 1] dans le cas 2/ = x. Le méme schéma de preuve fonctionne lorsque 2 <2 <z
avec le théoréme de Heath-Brown ci-dessus. On traite maintenant le cas o k = o (\ /log, a:)
Le cas k = 1 est trivial. Soit désormais k > 2 tel que &k = o (\/ log, a:) Pour tout entier

n € &Nz, + '], il existe p”||n tel que p” > x'/*. Le cardinal qui nous intéresse est alors

1
SGo1) > > 1

v V—1 v Vh—1y _ v v Vi—1

Pllvm’pk,l m/(p11-~~pk71 )<pkk<(x+r/)/(p1l'”pk71 )
Vk—1 = .
piLprkml <og1-1/k

pi¢]P7QLViE[Lk71]

Pour tout 1 <t < xl_l/k, on a

1 1 logt
< 14+ k280
log (%) ~ logx log
Ainsi, avec le théoréeme de Heath-Brown précédemment cité, lorsque x est suffisamment
grand, il existe une constante C > 0 telle que 'on ait

a! 1 log (P -+ ppy')  CK?
2 VS o7 | loga T2 log )2 T lloga)? )
P} Pey og (log x) (log x)

e <P S
Pll"'f’k—l pll”‘pk—l
En posant
1 log p¥
he ¥ 5 ney
pY<z p'<sz
pE|P,Q) pE|P,Q)
on obtient, lorsque z est suffisamment grand,
{n €lz,x+2]: wln) =k, <n, H p) :1}‘
P<p<@Q
_ ! [T 2k2 L2 L, N Ck2LA1
X _ ' 1 .
(log z)(k — 1)! log log x
Et on a
log (%22?3) +0(1) log (%) +0(1)
Ly =logyz | 1— , Ly=logx | 1— ,

log, x log

ce qui permet de conclure par un simple calcul, en observant que pour les k& considérés,

() = (1+ 0(1)) (logy )~/ ((log 2)(k — 1)!). =
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2.5.2 Crible bi-dimensionnel pour les entiers ayant k£ facteurs premiers

Etant donnés P un ensemble de nombres premier, n > 1 un entier, et z,y > 1 deux
réels, on note

1
E(z):=1+) -, ny =[] (2.5.31)
p v
Psz p”|In
peP PY
On définit Np :={n >1: pln = p € P}, 'ensemble des entiers ayant tous leurs facteurs
premiers dans P. Etant donnés ai,az,br, by des entiers, on pose Ay, := a1by — asb; pour
la suite. Dans cette sous-section, on démontre le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.3. Soit 0 < ¢ < 1/3 et A > 2 fixés. 1l existe K = K(A,e) > 0 une
constante vérifiant I’énoncé suivant. Soit P un ensemble de nombres premiers. Soit x > 2
un réel et 1 < ki, ko < AE(x) des entiers. Soit, pour i € {1,2}, Qi(X) = a; X + b; ou
1<a; <24, 0<b; <zt et (a;,b;) =1, tels que Aap # 0. Lorsque 2° < 2/ < x on a

ap o E(x)h!
(a1)logx (ky — 1)1’

2. {ne€lz,z+2]: Vie{1,2}, w(Qi(n)) = ki, Qi(n) € Np}|
<K |Aa bl aras 7 E(z)kitha2

= o(|Aap) K e(ar)p(az) (logz)? (k — 1)! (k2 — 1)1

1. {n€lw,z+2]: w(@Qi(n)) =k, Qi(n) € Np}| <K<p

Remarques :
(i) Lorsque P est I’ensemble de tous les nombres premiers, on a Np = N et donc triviale-
ment Q;(n) € Np; et E(x) =logyx + O(1).
(ii) Pour se passer des conditions (a;, b;) = 1, il suffit de diviser a; et b; par leur pged, en
remarquant qu’alors w(Qi(n)/(ai, bz)) € {ki, ki—1,... ki — w((ai, bl)) }
(iii) La démonstration se généralise sans peine au cas de £ polyndémes @; de degré 1 lorsque
> 3 est fixé.

On démontre d’abord deux lemmes.

Lemme 2.5.4. Uniformément pour 0 < a < 1, y = 2 et P un ensemble de nombres

premiers, on a
1 ye
=F ol ——).
Zplfa () + (1+alogy)

Py
peP

Démonstration. Ce résultat découle du théoréme des nombres premiers par sommation
d’Abel, une fois que I'on a remarqué que

3 pf_a — E(y)

PY
peEP

1 1
<143 (5 -1)

PY

O

Lemme 2.5.5. Soit A,B > 1 et0<e <1 fixés. Il existe deux constantes ¢ = c¢(A,e) >0
et K = K(A, B,e) > 0 vérifiant I’énoncé suivant. Soit x > 2 et, pour i € {1,2}, t; > 1 et
2 < z; <y < x. Soit de plus Qi(X) := a; X +b;, ou 1< a; < et 0 < b; < 22 sont tels
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que (a;, b)) =1 et Agp # 0. Pour 2° <2’ <z, on a
{n€lz,z+2]: Vie{1,2}, Qi(n)y, >ti, P~ (Qi(n)) > 2}
\Aab| alag ( log t; )
<K c&;
o(|Aab|)Ep(ar)e(as) Zl_llo Gi log y;

ot l'on a posé, pouri € {1,2},

& = min <B, IOiyi) .

C’est une conséquence simple d’un résultat d’Henriot [Henl2|, qui est lui-méme une
version uniforme en le discriminant d’un théoréme de Nair et Tenenbaum [NT98|.

Démonstration. On suppose donnés les paramétres de I'énoncé. On pose

€&y el

~ 100Alog 1’ pi= 100Alog o’

et on définit la fonction a deux variables

F(na m) = 1P*(n)>z11P*(m)>z2n21m52a

qui est complétement multiplicative (i.e. F'(ning, mims) = F(ni, m1)F(n2, ma) pour tous
ni,ng, mp, mg > 1). Par la méthode de Rankin, le cardinal qui nous intéresse est alors
<70, ” Z F(Q1(n),Q2(n)).
r<n<z+a’

La fonction F vérifie élémentairement
eB e
F(n,m) < min (emﬂ(”m), (nm)m) :

On suppose pour simplifier qu’on est dans le cas ot le polynéme @) := Q1Q2 n’admet pas 2
comme diviseur fixe. On peut toujours s’y ramener en séparant les cas selon que n est pair
ou impair. D’aprés [Henl2, th. 3|, il existe alors une constante K > 0 pouvant dépendre
de A, B, et ¢, telle que

[Aap|“araz 2 F(n,m)
2 Fl@um, 0alm) < oz~ [(1-7) = =5

r<n<z+a’ 1)90(&2) p<T p nm<x

Par ailleurs, d’aprés le Lemme 2.5.4, on a

A1
ol yo £ < L
z1<p<y1 22<p<Y2

On en déduit facilement le résultat désiré. On remarque que la valeur ¢ = ¢/(100A4) est
admissible, indépendamment de B. O

Démonstration du Théoréeme 2.5.3. On ne démontre que le point 2, le premier cas en étant
la variante unidimensionnelle, plus simple. On suppose donnés les parameétres de 1’énoncé.
On définit, pour j > 1,

g = 2O,
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et on pose yp = +oo. On trie les n €]z, 2 4+ 2'] selon les valeurs, pour i € {1,2}, de j; € N
vérifiant Q;(n)y, > x</3, Qi(n)y,, 11 < 2°/3. On obtient alors

{nelz,z+2]: Vie{l,2}, w(Qi(n)) =ki, Qi(n) eNp} = U E; 2

J1,J220

ou l'on a posé, pour ji,jo = 0,
i = ki? 7 eN ,
Bjy gy = {n e,z +2] : Vie{1,2}, g(Q (n) Qi(n) € Np } |

i(n)yji > .%'5/3, Qi(n)yji-kl < z£/3

On majore maintenant le cardinal des Ej, j,, en commencant par des j; non nuls, et pas trop
grands. Soit 1 < j1, jo < v/Iogz. Etant donné un entier N quelconque, on a la minoration
w(Ny, 1) 2 w(N) — (log N)/logyj,+1. Ainsi, lorsque z est suffisamment grand, on peut
écrire

| Ejvi | < > 3 Fi,a, (2.5.32)

ki—2(A+1)GiA D)<k <ki, Vie{12}  dy,do<a®/?
k‘é}O, Vi€{1,2} di1d2€Np
P+(di)<yji+17 Vi€{172}
w(di)zk;, vie{l,2}

ot 'on a défini Fy, 4,, qui dépend aussi de j; et jz, par

Fuyay = Hn Elr,z+a') 1 Vi€ (1,2}, Qi(n)y, > 273, Qiln)y, . = di}’. (2.5.33)

On note que 'inégalité stricte k] < k; provient du fait que si Q;(n) > = et Qi(n)yji+1 < 2¢/3
pour un j; > 0, alors Q;(n) admet au moins un diviseur premier supérieur & yj, 1. On
remarque, au vu des hypotheses, que si (d;,a;) # 1 pour un ¢ € {1,2}, alors Fy, 4, = 0. 11
en va de méme si (di,d2) ne divise pas A, p. Dans le cas contraire, on parameétre n sous
la forme n = dydam/(dy,d2) + o, ot a := inf {f >0 : Vie{1,2}, d;|a;5+ b;}. Pour
i € {1,2}, on note @} le polynome tel que Q;(n)/d; = Q;(m) pour ce paramétrage. On
peut alors écrire

m e (x — a)(dl,dg)’ (x+ 2’ — a)(dy, d2)
dido

dydsy
, P7(Qi(m)) > yj,+1

Fd17d2 < Fclil,dg = x€/3
Vie {172}7 Q;(m>yh > 7
7
Soit B > 1 une constante, que 1’on choisira suffisamment grande par la suite. On pose alors,
pour i € {1,2}, & := min (B, (logy;,)/4). D’aprés le Lemme 2.5.5, il existe une constante
0 < ¢ < 1, indépendante de B, et une constante Ky > 0 pouvant en dépendre, telles que
I'on ait

2

|Aa,b\K0a1a2 (dl,dg)h(dl)h(dg) SC/
(1Aa b)) 50w (ar)p(az) dydy (logx)? -

/
Fd17d2 < ©

. di \™
(jit1) (M) , (2.5.34)
1

ou 'on a posé h(d) := (d/(p(d))KO, et pour i € {1,2},

<5 <min< B 1). (2.5.35)

S log v, = logy;, 4




58 CHAPITRE 2. LOIS LOCALES DE w DANS PRESQUE TOUS LES PETITS INTERVALLES

La fonction h est complétement sous-multiplicative et vérifie, pour tous p > 2 et v > 1,
h(p”) = 1+ O(1/p). En se rappelant qu’on s’est restreint au cas ou 6 := (di,ds) divise
Agap, on est alors amené & majorer

Z (d1,d2)h(d1)h(d2)
1—ay jl—ao
di,da<a®/3, Vie{1,2} Sl
d1d2€Np
P+(di)<yji+1: ViE{l,Q}
w(d)=k,, Vie{1,2}
(d1,d2)|Aab

2 ,
< Y AN x4 esw

0|Aab 7 d;ENp
PH(8)<yj; +1:Yjg+1 PH(di)<yj;+1
w(0ds)=F!

On majore la derniére somme dans le cas on w(d) < kf, puisqu’elle est nulle sinon. Pour
n,m > 1 des entiers, on écrit n|m> pour signifier que tous les facteurs premiers de n
divisent m. En décomposant d; sous la forme d; = f;g; ou f;|d0> et (g;,d) = 1, on obtient
pour i € {1, 2},

S oam< Y g oy oA

d;€Np fil6e° g 9i€Np i
PH(di)<yj; +1 PH(f)<yj;+1 Pt(gi)<yj;+1
w(dd;)=k; w(gi)=k—w(d)

2 B wO) P

< Y h(fi) 1 (Z M)(;)Y;w(a)

PH(f)<yi, 11 pEP
(fz) Yji+ ngjﬁ—l

« 3 M) E@HO

1—a; ! _ |
PY(fi)<yj;+1
E@)% h(f:)
<Eipo s MO
' fild®° v
P (fi)<yj;+1
/ B
E(z)k 5 \°¢
PN -
< TH (@(5)>

La troisiéme inégalité est obtenue en utilisant le Lemme 2.5.4 et (2.5.35), puis la croissance
de x — E(x) et le fait que k; < AE(z). La derniére inégalité est obtenue en passant
au produit eulérien et en utilisant de nouveau (2.5.35). En reportant dans (2.5.36) et en
utilisant encore (2.5.35), on obtient

/ / eQB
> (d1, da)h(d)h(dy) _ B(x)"+ < |Aapl )A
l1—a1 jl—a2 / /
di,de<zc/3, Vie{1,2} dl d2 kl!kQ! @(’Aa,b‘)
d1d2E€Np
P+(di)<yji+1, vie{l,2}
w(d;)=k,, Vie{1,2}
(dl’d2)|Aa,b
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Finalement, en reportant (2.5.34) dans (2.5.32), puisque &} < k; — 1 < AE(x), on obtient

‘Aa’b|K0+AezBa1a2 . E(a:)k1+k2—2
p(|Aab) Kot o(ar)p(az) (log 2)? (k1 — 1)!(k2 — 1)!

‘Ej1,j2‘ <

2
X HAQ(AH)(jiH)(ji +1)% exp (—% min (Bj;, log m)) . (2.5.37)
i=1
Lorsque B est suffisamment grand — on rappelle que ¢ est indépendante de B —, on en
déduit
|Aq b’K0+Ae2B ayay 2 E($)k1+k2—2

|Ej, | < .
Zﬁ P | Bap ) KA o (ar)p(a) (log @)? (hy = D}k — 1)l

Le cas des Ej, j, ot I'un des j; vaut 0 se traite de maniére analogue. Il suffit, dans la défini-
tion (2.5.33) de Fy, 4,, d’ignorer la condition Q;(n),, > /3, ce qui revient, dans (2.5.37),
a remplacer I'exponentielle par 1. En posant j := L\/ log xJ, on remarque enfin que 'on a

U EBipjpcEYVUE®D,

Ji ou ja=j

ou 'on a posé, pour i € {1,2},
E® = {n €lz,z+2] 1 Qi(n)y, > :ce/?’}.

En utilisant la méthode de Rankin comme précédemment et [Hen12, th. 3|, on obtient alors
la majoration adéquate pour les \E(Z)|, puisque l'on a par exemple

1 E(z)kithke—2
(logz)? (k1 — 1)!(ks — 1)

> exp (-~ (log z)/4).

2.5.3 Application du Théoréme 2.3.1

On vérifie maintenant, a l'aide des résultats précédents, que 'on peut appliquer le
Théoréme 2.3.1 pour démontrer le Théoréme 2.1.1.

Démonstration du Théoréme 2.1.1. D’aprés le Lemme 2.5.1, le résultat est directement vrai
lorsque X < h < (5k(X)*1X. Soit R > 1 fixé. Soit X > 3 et RfllogQX < k < Rlog, X.
Soit ¢ : Ry — R4 tendant vers l'infini en Uinfini et 1 < ¢(X) < 0x(X)h < X. On
définit alors les paramétres suivants pour appliquer le Théoréme 2.3.1. On fixe r = 1/(2R)
et 0 < ¢ < 1/100 et on prend K = (log, X)?, de sorte que J < logs X, et P, Qoo
vérifiant (2.3.5). On pose A = & et on prend Ty = (log X)100+R* ot f = (Id/)5 on
K est une constante & choisir suffisamment grande. On prend ¥ = 1 et § = ;. Enfin, on
définit

L log Q1
Py :=exp (1 e (\/W, logs 01— 1) ), (2.5.38)

qui satisfait & (2.3.5). On vérifie désormais les hypothéses du Théoréme 2.3.1. La premiére
est vérifiee d’aprés le Lemme 2.5.1. Soit désormais n € (AN S) N [X,2X]. Au moins une
des trois possibilités suivantes est vérifiée pour au moins un indice j € [1, J] U {oo} :
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— aucun p € |P;, Q;] ne divise n,
— il existe un p € | P}, Q;] tel que p?|n,
— il existe p, ¢ € |Pj, Q;] tels que pg|n et |p — ¢| < p/Hj.

D’apreés le Lemme 2.5.2, le nombre d’entiers vérifiant la premiére possibilité pour au moins

un indice j est
log P; \"
<ax)X Y (IOng).
JeNU{oo} N 0B

Pour la deuxiéme possibilité, il y a moins de

« Y ¥ ’{nr\z;g: w(pZn)—k}‘<<6k(X)X 3 %

JENU{oo} Pj<p<Q; jeNU{oo} ~ 7

entiers, la deuxiéme inégalité étant obtenue en observant d’une part que Qoo = X°),
et d’autre part que dx_1(X) < 6x(X), R étant fixé. Enfin, avec les méme remarques, le
nombre d’entiers de (A~ §) N [X,2X] vérifiant le dernier point pour au moins un j est

< Y > {nN;i]: w(pqn)—k'}‘

jeENU{oo} Pj<p<Q; P;j<q<Q;
lp—ql<p/H;

< (X)X
jENU{co}

L’hypothése 2 est donc vérifiée. La troisiéme hypothése est directement vérifiée d’apres le
Théoréme 2.5.3 lorsque K est suffisamment grand. Ensuite, pour tous nombres premiers
P, q et tout entier m tels que ¢ { gm et p 1 m, on a w(pm) = w(gm). L’hypothése 4 est donc
vérifiée. En remarquant que A’ C &,_1, 'hypothése 5 est aussi facilement vérifiée. Il en va
de méme pour I'hypothése 6 puisque 6ppo(X) < 77¢0,(X). Enfin, les hypothéses 7 et 8
sont aisément vérifiées. On peut donc appliquer le Théoréme 2.3.1 et en tirer la conclusion
désirée. O

2.6 Entiers friables

On démontre ici les Théorémes 2.1.4 et 2.1.5. Il semble trés difficile, a 'heure actuelle,
de majorer efficacement Hn ~z: Pt (n(n + 1)) < y}| pour un parameétre y donné,
méme relativement proche de z. C’est une différence fondamentale avec le cas traité précé-
demment des entiers ayant un nombre donné k de facteurs premiers. On peut quand méme
tirer une information du Théoréme 2.3.1, en prenant la perte 9 maximale, afin de trivialiser
quelques hypotheéses. Dans 'optique de vérifier les autres, on énonce trois lemmes.

Lemme 2.6.1 (Hildebrand [Hil86]). Soit ¢ : Ry — Ry une fonction tendant vers linfini
en Uinfini. Soit € > 0 fizé. Pour x > 3,1 < u < (logz/(logy )3/t et 1 < 2z < 2%/12%, on
a

v (x + %,ml/“> - (x,x”“) = p(u)g(l + 0(1))
lorsque x tend vers linfini.

On a l'estimation suivante de la fonction de Dickman [HT93].
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Lemme 2.6.2. La fonction p : R — R de Dickman, définie comme ['unique solution
continue sur Ry du systéme

up'(u) = —p(u—1) pouru>1,
p(u) =1 pour 0 < u <1,
p(u) =0 pour u < 0,

vérifie, pour u > 1,
logy (u + 2)
p(u) = exp (—u <10gu +logy (u4+2)—1+0 (log2(u—|—2) ,
Lemme 2.6.3. Soit 0 < ¢ < % fizé. Uniformément pour z > 3, 1 < u < (logz)'/6-¢,
1<z <exp ((logz)/675/2) et 2 < P < Q < exp ((logz)*/57¢/3), on a

{ne]x,er:]: P*(n) < /", (n I1 p>:1}

P<p<@Q

-(1eo)) 11,0t

Ce lemme est une extension aux petits intervalles d’un résultat beaucoup plus général
que La Bretéche & Tenenbaum [BT05] obtiennent dans leur article lorsque z = 1.

Démonstration. On suppose donnés les paramétres de ’énoncé. Comme de coutume, pour
k > 1, on définit p(k) sur R tout entier par continuité a droite. La démonstration est une
conséquence rapide des méthodes développées dans [BT05]. On en reprend les notations.
Notamment, pour z,y > 0 des réels et m un entier, on définit

U (x,y) = Z 1,

On pose ici m = Hp<ng p. On commence par utiliser (4 - 1) de [BT05], afin d’obtenir

v, (:c + g)wl/u) —,, (a:,xl/u) = A, <x + §7x1/u) — A, (a},xl/“)
+0 (p(u)xef\/@) )

A partir de (4 - 13) de [BT05], un calcul élémentaire montre qu'il suffit alors de prouver

Vin (m + g,xl/“) — Vi (x,xl/") < W, (2.6.39)

ol 'on a posé
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et, pour u > 0,
r(u) — _pl(u) — p(u — 1)
~ p(w) up(u)

Puisque P*(m) < exp ((log z)%/6+/3), I'inégalité (3 - 41) de [BT05, lem. 3.10] fournit

x p(m) . 1/6—¢/3
‘Rm (x + z)’ + R ()| < o exp ( (log ) ) ,
qui est convenable. On définit v’ tel que

(m i g)l/u _ xl/u,

z
de sorte que u < u' < u+ O(u/(zlogz)), et on pose w(u,v) := p'(u —v) — p' (u)e" ™. On
écrit alors le membre de gauche de (2.6.39) sous la forme I1 + I + I3 + R ou l'on a posé

u—2
I = / {w(W,v) = w(u,v)} Rn(2"*) Lzodv,
0

u'—1
Iy = / {p'(u’ —v) —p'(u— U)} Rm(xv/u)]lv>0dva
u—2

fs = / 2 {p/(ul)er(u,)v - p/(u)er(u)’v} Rm(xv/u)]lv>0dvv

Ri= Ry (o + g) ~ Rn(2).

La majoration de Iy ne pose aucun probléme a partir des lemmes 3.9 et 3.10 de [BTO05].
On majore désormais I7. Montrons, pour u > 1 et 0 < v < uw — 2, la majoration
ow 1" " r(u)v / / r(u)v
By (W V) =P (u=0v) = p"(w)e" " —vri(u)p(u)e
(

p(u)ver u)v

< log(u+1) (1+vlog(u+1)). (2.6.40)

Soit

M) = p'(u) + p'(u) _ _p’(u -1 rlu—1)p(u— 1).

Le lemme 6.1 de [FT96] ainsi que sa démonstration fournissent

A — v) = Aw)e" @ {1 +0 (ulog(vzﬁ—v) + f) } .

Le méme lemme, combiné avec [Tenl5, cor. I11.5.14], nous permet alors d’écrire

r(u)v
P —v) — p"(w)e"™? <« log(u + 1)p(u)1;e

(1+vlog(u+1)).
L’inégalité (2.6.40) est alors facilement obtenue une fois connue la majoration r'(u) < 1/u,
qui correspond & (6.9) de [FT96, lem. 6.1]. De maniére analogue a [BTO05, (4 - 19)], la
majoration adéquate pour I; découle alors directement du théoréme des accroissements
finis, puisque logu < log(z!'/%).

La majoration de I3 s’effectue de fagon analogue, via les accroissements finis, en utilisant
le travail de majoration qui a été effectué dans [BT05] pour obtenir (4 -18). Ces méthodes
n’étant pas au centre du présent chapitre, nous laissons les détails au lecteur intéressé. [
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On montre maintenant le Théoréme 2.1.4.

Démonstration du Théoréme 2.1.4. Soit 0 < e < 1/100 fixé. Soit X > 3 et u tel que
1 < u < (logX)¥6=¢. On applique le Théoréme 2.3.1 avec les paramétres suivants. On
pose r = 1, K = Vlog X, Pyx = exp ((logX)E’/G*E/G) et Qoo = exp ((logX)5/6). On
choisit pour A 'ensemble des entiers X '/“-friables et 6(X) = p(u). On remarque que ’on
ao(X) > Pog(logx)iz/?’%ﬂ et on pose Ty = exp ((logX)l/ﬁ). On pose 9(X) = 6(X)~!
et f = 1. Soit ¢ : Ry — Ry une fonction tendant vers l'infini en l'infini et h vérifiant
(1+ p(u)_l)MX) < h < X. Enfin, on pose

Py = exp log Q1
‘ 1+ min (V4(X),logs @1 —1) )

qui satisfait a (2.3.5). On vérifie désormais les hypothéses du Théoréme 2.3.1. Le premier
point découle aisément du Lemme 2.6.1. Pour vérifier le deuxiéme point, on procéde exac-
tement comme pour le Théoréme 2.1.1 en utilisant les Lemmes 2.6.1 et 2.6.3. Puisque
¥ = 61, le troisiéme point est trivialement vérifié. L’hypothése 4 est vérifiée puisque A
est représenté par une fonction complétement multiplicative, valant 1 sur tous les pre-
miers p < Q. Les points 5 et 6 ne posent aucun probléme puisque A" C A. Enfin, les
hypothéses 7 et 8 se vérifient de maniére élémentaire. O

Démonstration du Théoréme 2.1.5. Soit 0 < & < 1/1000 fixé. Soit z > 1 et u vérifiant
1 < u < (logz)Y/6=¢. Soit p(u/2)~6-100/z < hy < z, puis Ty := p(u/2)"°(log )0 et
he := z/T3. Comme dans [MR16], on étudie, pour k € {1,2},

S (hy) = hi > 1

k rz—hp<nine<z+hy

ni~T
n1,n2€S
pt (nlng)ga:l/”

ou S est un ensemble que 'on définit plus tard. On traite d’abord le cas hy < hg. Pour
k € {1,2}, on pose vi, := hy/x et on note ny, la fonction continue valant 1 sur [1—wvg, 1+vg],
0 en dehors de [1 — 2uvg, 1 4 2vg], et affine sur [1 — 2ug, 1 — vg] et sur [1 + vy, 1 + 2vg).
En procédant de maniére analogue a la démonstration de [MR16, th. 4] — pour majorer
|Ui/h1 — Ua/ha| et |Vi/h1 — Va/hs|, avec leur paramétre ¢ égal & 1 — on obtient

1 n1n2> 1 (nlng) 1

== == — 41

w2 m(h) - X o m(R)|sg
ni~T ni~\T

ni,n2€S n1,n2€S
P+(n1n2)<xl/“ P+(n1n2)§x1/“

ou

Zl‘/hl T 1 2T
1:/ | My (1 + it)My(1 +it)|dt + — max / | M1 (1 + it) Mo (1 +dt)| dt
Ty hi T>xz/hi T T

avec les notations

Mi(s):= S =, Mys)= Y = (5€C)

n
n~A/T Vz/2<n<2y/T
nesS nes
Pt (n)<al/v Pt (n)<al/v
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On a donc

25(2h1) = S(hs) + O G + 1) ,
0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on est ramené a majorer, pour k € {1,2} et
T > To,

T

/ | Mo (1 + it)|* de.

To
On pose X := y/z. On définit maintenant S comme dans la section 2.3 pour les para-
métres 7 = 1, & donné ci-dessus, § = p(u/2), ¥ = 6=, h=hy/\/z, K = (log X)"/6-2/3,
P = Q}fs, o = EXP ((log X)5/6_8/6) et Qoo = exp ((log X)5/6) ; & une différence prés, en
posant, pour 1 < j < J, Hj := j2P11 6=¢(log Ql)_l/?’. On remarque alors, comme dans la
démonstration du théoréme précédent, que les hypothéses 1 a 6 sont toutes vérifiées pour
u assez grand, I’hypothése 3 étant vérifiée pour 1 < z < Hj pour ce nouveau choix des
H;. Cela garantit qu'une démonstration identique a celle de la Proposition 2.4.2 fournisse,
pour k € {1,2},

/T|M (14 it)>dt < T'Q + (X)) 6(X)2p; 6+
o (X)X L

pour Tp < T < X. Ainsi, en utilisant directement le Lemme 2.2.2 lorsque T > X, on
obtient
u 2+€
1< (3)

lorsque u est assez grand. Par ailleurs, avec les Lemmes 2.6.1, 2.6.2 et 2.6.3, on trouve

u

B(he) > p (5)2'

Finalement, on obtient le résultat désiré lorsque u est assez grand en observant que l'on a

JORENPYI

r—2h1<nineo<z+2h;
n1~\/5

Pt (ning)<a/v

(2 ) (58

))

|n—x|<2h1 [n—z|<2hy ~N1N2=N
Pt(n)gzt/v
1/2
1/2
< ( Z 1) (hl(logx)3) / ,
In—z|<2hy
P+(n)§x1/“

et p (%)2 > p(u)2“+°(“) lorsque u tend vers l'infini. La derniére inégalité ci-dessus est
obtenue par application directe de [Henl2, th. 3|. En effet, ce théoréme fournit, pour
x° < 2’ < x, inégalité

1 7(n)?
2 '
) [T(1--)> ™4
T(n)* <Kz < p> -
z<n<e+x’ P<T n<x

Le cas ot ho < hq < x se traite directement en observant que pour S = N, le Lemme 2.6.1
fournit directement X (hy) > p(u/2)2.
O
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2.7 Entiers avec un petit nombre de facteurs premiers

De maniére informelle, un des ingrédients clefs du Théoréme 2.3.1 est le suivant. Presque
tous les entiers que 'on étudie ont au moins 1 facteur premier dans chacun des J inter-
valles | P;, Q;]. Cela met a notre disposition J factorisations possibles pour le polynome de
Dirichlet B, ce qui nous permet de majorer

T
/ |B(1 + it)|dt.

To

Pour ¢t € [Ty, T], on se sert de l'indice j fournissant la factorisation la plus avantageuse.
C’est la factorisation correspondant & l'indice j = 1 qui est la plus difficile & majorer, et
qui impose & h d’étre suffisamment grand, essentiellement de taille §(X) Q1. Plus Qg est
petit, plus h peut étre petit. Par ailleurs, pour que la factorisation correspondant a un
certain j > 2 soit efficace, il faut que P;_; et ()j_1 ne soient pas « trop éloignés » de P; et
@;. Ainsi, plus on veut réduire la taille de @1, et donc de h, plus J doit étre grand. Dans le
cadre du Théoréme 2.3.1, ce n’est pas contraignant, grace & ’hypothése 2. On a déja vu que
lorsque 'on s’intéressait aux entiers ayant k =< logy X facteurs premiers, cette hypothése
était vérifiée (cf. Lemme 2.5.2). Cela revient a dire, lorsque log P = o (log @), que presque
tous les entiers ayant k facteurs premiers en ont au moins 1 dans Uintervalle | P, Q]. Ainsi,
il est suffisant de s’intéresser & ces entiers seulement, ce qui revient a travailler dans ANS.

Lorsque k est trop petit, par exemple borné, cela n’est évidemment plus vrai. D’une
part, on ne peut plus espérer d’un entier avec k facteurs premiers d’en avoir J localisés dans
certains intervalles si J > k. D’autre part, il n’y a approximativement qu’une proportion
(logy @ — logy P)/logy X des entiers avec 2 < k < 1 facteurs premiers qui en ont un dans
I'intervalle | P, Q]. La restriction & S n’est donc plus innocente dans ce cas-1a. Il parait alors
difficile, par cette méthode, de comparer (mg(z + h) — mp(z)) /h & (m(2X) — me(X)) /X,
pour k petit. On peut cependant minorer la premiére quantité en comparant

1 1
z<n<z+h n~X
ne&NS ne&LNS

Cette idée est déja présente dans [Ter16|. Par la remarque précédente, £ NS est de densité
nulle dans &;. De maniére approximative, dés que Q) n’est pas proche de X, le fait d’impo-
ser un facteur premier dans | P, Q] fait perdre un facteur (logy X)/k sur la densité. Il faut
donc choisir J minimal de sorte que Q)7 soit plus petit que disons logs X. On rappelle la
décomposition [Ty, T] = ;<< ; TjUU. La majoration de I'intégrale sur U est aisée dés que
'on a, approximativement, log, X = o (log Py), et la majoration sur 7; pour j > 2 dés que
logy Qj = o (log Pj_1). Cela implique approximativement @ > (log; X)¢. Par ce raisonne-
ment, on espére minorer (7, (z+h)—mg(z)) /h dés que 8;(X)h > ((logy X)/k))” (log; X)©.
Notre intérét portant ici sur les petites valeurs de k, on choisit le paramétre J égal a 3.
Comme mentionné en introduction, pour des valeurs de k dépassant (logy X)/logs X, il est
possible d’améliorer 1égérement le Théoréme 2.1.2, en prenant le paramétre J plus grand.

Comme on vient de le voir, la démonstration ressemble trés fortement a celle du Théo-
réme 2.3.1, mais avec un choix légérement différent pour S. On se permet alors d’omettre
certains calculs, qui ressemblent fortement & ceux déja effectués dans la section 2.4.
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2.7.1 Redéfinition de S

Soit € > 0 fixé. Pour X suffisamment grand, on définit

Py = (logg X)*+100=, Q1 =P,

Py = (logy X)° ', Q2 = Pyt

P5 := (log X)E_l, Q3 = exp ((log2 X)Q),

P :=exp ((log X)2/3+5)7 Qoo := €xp ((log X)2/3+25),

Hi = (log2 Qz)z (] € [17 3] U {OO})

On définit alors S comme dans la section 2.3. Pour j € [1,3] U {co}, on pose

T; = [|H;log P;|, Hjlog Qj],

S = ﬂ ﬂ {n>1: ufpijﬂw}per](n) >1, pgfn}.
UGIJ‘ e'u/Hj <p’q<e('u+1)/Hj
Pj<p,q<Q;

On note que S; est 'ensemble des entiers ayant au moins un facteur premier dans | P;, Q;],
et au plus un — avec multiplicité — dans chaque intervalle }ev/Hﬂ',e(”H)/Hf] N]P;, Q] pour
v € Z;. Finalement, on note

3
S:=[)8 NS
j=1
Pour la suite on pose
Q] (=&,
ag =1 —4e, (2.7.41)
Qs 1= i — 2¢.

Pour 5 < k < logy X, on rappelle la définition (2.1.1) de Fj. On note que si I'on avait
choisi Q3 égal a P31+8, on obtiendrait le Théoréme 2.1.2 mais en remplacant Fj(X) par
(logy X)3/k3. Le choix que l'on fait effectivement permet de gagner un facteur logg X
lorsque k = o((logy X)/ logs X).

2.7.2 Démonstration du Théoréme 2.1.2

On commence par estimer la densité de & N S.

Lemme 2.7.1. On conserve les notations de la sous-section 2.7.1 On pose Ty := (log X )10
et yo := X/Tg’. On a alors, pour tout x ~ X,

Op(X
z<n<r+yYo .
ne&LNS

Démonstration. Tout entier n € & N S se décompose de maniére unique sous la forme
mimeomar ou, pour i € [1,3], Pentier m; correspond au produit des facteurs premiers de n
appartenant a | P;, @Q;]. En notant m := mj;mgams, on a alors

> 1= % >

z<n<z+Yo m;,Vi€[1,3] z/m<r<(z+yo)/m
ne&ns plmi=p€ElP;,Q:]Vie[1,3]  reENpNSwo
m; €S;,Vi€[1,3] w(r)=k—w(m)

w(mimams)<k—2
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ou P est 'ensemble des tous les nombres premiers sauf ceux appartenant a U?:l]Pi’ Qi)
On définit f := 1y, la fonction multiplicative indicatrice de I’ensemble Np. On pose
km =k —w(m), que 'on peut supposer supérieur ou égal & 2, puisque 'on a r € Sy, et
MQoo < Qoo [[o~; QFi108Qi = XM On pose aussi iy := (ky — 1)/ logy X. Ainsi, on a

> 1=%+0(Z1+ X2+ X3),
x/m<r<(z+yo)/m
reNpNSe
w(r)=k—w(m)
ou l'on a posé
D= f(’l“),
z/m<r<(z+yo)/m
r€EkL,
et
Si= Y L = Y @), = > f),
z/m<r<(z+yo)/m z/m<r<(z+yo)/m z/m<r<(z+yo)/m
ngkm 'I‘ngm 'I‘ngm
(mITpm <p<@oo P) =1 3p€] Poo, Qocl. 7|7 3] Poo, Qool,

3lp—q|<2p/Hoo, pqlr

Avec le Lemme 2.5.1, on a facilement

¥ :6km(X)yO (1+0(1))H <1OgPi>nm7

K
lo longo)
1 g(l Poo
Sy + B3 < <+°g )EZO(E)-

Py Hy

Par ailleurs, avec le Lemme 2.5.2; il existe une constante ¢ = c¢(g) > 0 fixée telle que
%1 < (1= ¢+ 0(1))E. On obtient donc

yo (log P3\"™™
1=<6. (X)Z= .
Z b )m <IOgQ3>

z/m<r<(z+yo)/m
reENpNSco
w(r)=k—w(m)

Par ailleurs, on a

K w(m)

log P uz _Kloggx a

61 00 (FE2) ™ = 0000 B 4o TT (1-2),
a=1

oil I'on a posé A := (k/logy X )ellogs X)/1og2 X Pour conclure, il suffit donc de montrer que

I'on a
Aw(m) w(m) o k2 klogg X
D= l—- ) =x— logag X° — 1.
2 o 1= 5) = gy <e h >
m;, Vi€([1,3] a=1

p|mi:>p€}Pi7Qi]9v’i€[1v3]
m; €S, Vie(l,3]
w(mimams)<k—2
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On commence par minorer D. En moyenne, un entier ayant k£ facteurs premiers en a environ
(klogg X)/logy X < logs X dans l'intervalle | P3, QQ3]. On minore alors D efficacement en
écrivant

[(2klogs X)/logy X
D> 7A2 ’ ’ ﬂ <1 = 7N i 2>N+2 Z ]lqy"QNES&.
a1 4N

N! I
P1€]P1,Q1] (e N=1 q1,---,9N €] P3,Qs]
P2€]P2,Q2]
Pour les k et N considérés, on a uniformément (1 — (N + 2)/k) N+2 S 1. On note que si
q1--qn € S3, alors les ¢y, ..., gy sont deux a deux distincts. On pose

1 1
M = Z » =logs X <1+O (log2X>>'

P3<p<Qs

On a alors, pour 2 < N < logs X,

g gness /N 2 MN—2 2 MN—2
> —LINESS — N O NP —+N Y

q1,---,9N €] P3,Q3] E P3<p<@Qs N P3<p<@Q3 -
Ip—aql<2p/H3
= MY (1 +0(1)).
Ainsi, puisque AM = (klogz X)/logy X (1 + o(1)), on obtient
[(2klogs X)/ logy X N 2
AM) k klogg X
D> A ( > A2 (M 1) > — — (elnX —1).
Z N (e ) (10g2 X)2 €
N=1
Il nous reste désormais a majorer D. Pour cela, on écrit
p<][q ]I (1 + A) 1Y,
i <O, p
=1 P;<p;i<Q;
ce qui fournit aisément le résultat recherché. O

Démonstration du Théoréme 2.1.2. On peut déja supposer k < (logy X)/4 grace au Théo-
réme 2.1.1. Par ailleurs, le résultat est directement vrai lorsque X < h < §p(X) 71X
d’aprés le Lemme 2.5.1. On pose désormais 6(X) := 0x(X)/Fi(X). En conservant les no-
tations introduites depuis la sous-section 2.7.1, d’aprés le lemme précédent, il suffit donc
de démontrer que l'on a

1 2X
<)y

dés que 6(X)7'Q1 < h < X et X tend vers l'infini. La preuve suit le méme schéma que
celle du Théoréme 2.3.1. D’aprés les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, il suffit de montrer que pour
To<T < X,ona

1 1 )
z<n<zx+h z<n<z+yo
ne&NS ne&NS

/Tj\B(l—l—it)th:o(((S(j;?);{ +1> 5(X)2>’ 2.7.4)
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lorsque X tend vers l'infini, ot 'on a posé

Bs)= Y = (s€C)

La factorisation (2.4.12) du polynéme de Dirichlet B est toujours valable avec A = &, pour
A’ 'ensemble défini de la méme maniére que dans ’hypothése 5 du Théoréme 2.3.1. On dé-
finit alors quatre ensembles 71, 72, T3, U, de la méme fagon qu’a la section 2.4.4 via (2.4.14)
et (2.4.15). On majore alors l'intégrale de (2.7.42) successivement sur 77, puis 72 et T3, et
enfin sur U.

Cas de 71 : Avec (2.4.12) et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

/|B(1+z’t)|2dt<< yzlyz/ va,Hla+¢t)RU,Hl(1+z’t)\2dt+/ N, (1+ it)[2 dt.
T1 vel, T T1

On traite d’abord l'intégrale de | Ny, (1 4 it)|?. Ce polynéme de Dirichlet est supporté sur
les entiers n € & NS ﬂ]QX, 2Xel/H1]. On majore son intégrale grace au Lemme 2.2.3. Le
Lemme 2.7.1 permet de traiter la premiére somme associée a (2.2.3). On majore maintenant
la seconde somme. En décomposant tout entier n € £, NS sous 'unique forme mimomsr
ou, pour i € {1,3}, m; contient tous les facteurs premiers de n dans |P;, Q;], on obtient,
pour 1 < b < 2Xel/H /T et X suffisamment grand,

>, 1 > > 1,

2X <n<2Xel/H1 mg,m}, V1<i<3 2X <n<2Xel/H1
n,n+be€LNS p|mim;:>pE]Pi,Qi],V1<ig3 m1m2m3|n
m;,m}EeS;, V1<i<3 mjmbymb|n+b
w(mimama)w(m)mimi)<k—1 wp (n)=k—w(mimams)
(mi,m})|b, V1<i<3 wp (n+b)=k—w(mimymy)

n/(mimams), (n+b)/(mymyms)€ENp

ou 'on pose encore P ’ensemble de tous les nombres premiers sauf ceux de U?:ﬂph Qi)
Pour ce choix de P, avec la notation (2.5.31) et la formule de Mertens, on a

logs = + 0(1)) |

E(x) =1 1-—
(@) = logy (1 - B2

On pose m := mymgms et m’' := mjmbmf. On remarque, dans la somme ci-dessus, que 1'on
am,m’ < H?:l Q{Ii logQi — x°(1) Pour majorer la derniére somme, on peut alors appliquer
le point 2 du Théoréme 2.5.3 en paramétrant n modulo mm’/(m,m’). On obtient alors
I’existence d’'une constante K > 0 telle que

Z < bK(m, ml) X E(X)Qkfw(m)fw(m’)fQ
K ! 2 (k — — 1) (k- n—1n
et S GO )l Hillog XPE (6~ o(m) — D1 (5 — ) — 1)
m|n, m'|n+b
wp (n)=k—w(m)
wp (n+b)=k—w(m’)
n/m, (n+5)/m' €Np

Or, on a supposé k < (logy X)/4 < E(X)/2 lorsque X est suffisamment grand. Donc, par
un calcul élémentaire, on obtient

E(X)

)

1 E(X)%k—w(m)=w(m)-2 e AL w(m)+ew(m’)
og
(log X)? (k — w(m) — 1) (k — w(m') — 1)! <(X)%e : ( >
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et ainsi

pK X _2klogz X
D 1< g fp(X)P e Pt
©(b) H,
2X <n<2Xel/H1
n,n+be&NS

X (mi, m) B\ wima)twm)
H 2 p(mi)p(m;) <E(X)> -

1=1 mizm:;
plm;m=p€|P;,Q;]
mi,m;ESi
(mi,m})|b

Pour ¢ € {1,2}, on majore directement la somme ci-dessus en utilisant essentiellement le
fait que log Q; < log P;.

(mq, m?) B\ wmatwim))
Z, p(m;)p(m;) (E(X)>

m;,m,
plmim;=p€]P;,Qi]
mi,mLeS;
(mg,m)[b

5’5121 m; 1m;
plmim;=p€]P;,Q;]
m;,mLES;
(mg,m;)|b
w(m;)=s,w(m})=s"

ou la derniére somme se majore uniformément de maniére grossiére par

11 <1+(p(2p)+90£))2> < 1.

P;i<p<Q;

Il s’ensuit que pour i € {1,2}, on a

2 ga<(nn;i>’%g> (E&))w(mi)wm;) < <Efm>> < <10£X>2'

mg,m)

plmym;=p€|P;,Q;]
mi,mgesi
(mi,m)[b

Pour obtenir une majoration adéquate pour

2 2, 1L

1<b<2X e/ H1 /T 2X <n<2Xel/ M1
n,n+be&NS

il suffit alors de montrer que ’on a

2k logs X / w(ma)+w(msy) kloga X \ 2
e logzggX Z <m3’m3)/ ( e > < (1—e 10gg23X> .
, p(ms3)p(ms) \ E(X)
ma,mj
plmamis=p€|P3,Q3]
m3,m5€S3
(m3,m3)|b
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On pose A := k/E(X), qui est inférieur a 1/2 lorsque X est suffisamment grand. La somme
ci-dessus est alors inférieure &

2A pAQ]lp\b A
11 <1+p_1+(p_1)2 -2 ] <1+p_1>+1.

P3<p<Qs P3<p<Qs

Cela est obtenu par multiplicativité, en ajoutant et retranchant les cas ot I'un des ms, mj
vaut 1, et en omettant le fait que ms3 et mj n’ont pas deux facteurs premiers « trop
proches ». Avec des notations évidentes, on note la quantité ci-dessus II; — 2II5 + 1. On
majore le premier produit en utilisant I'inégalité 1+2u-+v < (1+u)?e?, pour tous u,v > 0.

En posant
S = A2 _r
2 (p—1)?

P3<p<Qs
plb

on obtient donc
I, — 21T, + 1 < I3 (e — 1) 4 (I — 1)2,

ou
A
I, — Alogs X 14+ 0
2= < + loge X ) )7
A?logh
S < P
Ainsi,

klogg X 2
I =2 +1 < <e logy X —1) ,
et on a finalement la majoration

2

Z PDEEER =5

1<b<2X e/ H1 /T 2X <n<2Xel/H1
n, n+be&NS

qui est convenable. Pour majorer 'intégrale de |Qy m, (1 + it) Ry p, (1 + it)|2, il suffit d’ap-
pliquer la méme méthode que dans la démonstration du Théoréme 2.3.1 — ¢f. page 46 —,
et d’utiliser le Théoréme 2.5.3 de la méme maniére que ci-dessus. Il faut cependant dé-
composer les entiers n € A’ sous la forme momgar seulement. Cela a pour incidence, par
rapport au cas de le |Ng, (1 + z't)|2 dt que 'on vient de traiter, de remplacer la quantité
(5k(X)/Fk(X) par 5k,1(X)/Gk(X) ou

logy X klogs X\ \
Gr(X) = —22 (1 N .
k(X) L < eXp( logy X

Mais ces quantités sont en fait égales & un facteur borné prés. On n’expose pas les calculs,
qui sont plus simples que ceux du cas de 7s, que 'on présente ci-dessous. On obtient alors

T
3(X)X

+ 1) 5(X)? <H12(log Q1) P2 + 1) :

B(1+it)|* dt
B+ < "

T

Cas de 73 : On applique la méme méthode que dans la démonstration du Théo-
réme 2.3.1, dont on reprend les notations (cf. page 46). On majore [ [Np,(1 + it)|* dt de
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maniére analogue a [ |Np, (1 + it)|* dt ci-dessus. Pour le reste, on est amené a majorer,
pour u; € Z; et vy € Iy,

2
/ ’QuhHl(l +it) Ry 1, (1 + it)’ dt,
7-2,141
oul := [(logY2)/logYi| = [vaH1/(u1Hz)]. On écrit le polynome de Dirichlet QthHl Ry, m,
sous la forme "
QUl,Hl(S)E‘RvQ,HQ (s) = Z ;27 (seC)
X<nL2t+Hy X

ou les a, sont uniquement déterminés. Si a,, est non nul, alors n peut s’écrire sous la forme
n = mimsmr ot mg € S3 est le produit des facteurs premiers de n dans |P3, Q3], m est
un produit de ¢ facteurs premiers de |Yi,Yie/H1 NP, Q1], m; € S; est le produit des
facteurs premiers de n/m dans [P, @], 7 € Ss n’a aucun facteur premier dans |P;, Q;]
pour i € {1,3}, et w(mymgr) =k — 1. Ainsi, on a

0<a, < > > 1< (0+1), (2.7.43)

mi,m3 P1,-sPe~Y1
p\miﬁpE]PiaQi]vwe{lv?’} P1<p1,....pr<Q1
m;€S;, Vie{1,3} mimap1---pe|n

wp (n)=k—1-w(mims) n/(mimap1--pr)ENpNSoo

ou P est cette fois I'ensemble de tous les nombres premiers sauf ceux de [Py, Q1]U] P3, Q3].
Comme précédemment, on majore alors 'intégrale de |Q§17 iy Fovs, Hy |2 grace au Lemme 2.2.3.
On commence alors par traiter la somme associée a la premiére somme de (2.2.3). On a

> 252 = > >

X<n<2i+1y1 X my,ms P1y-Pe~Y1 X< ceper<2tt1y X
! plmi=pe]P;.Qil, Vie{1,3} S )

=k—1—
m;€8;,Vie{1,3} w(r) TENz(mlmg)
w(mima)<k—2

2

On majore la derniére somme avec le point 1 du Théoréme 2.5.3. Ainsi, puisque 1'on a

logs X +O(1)
E =1 X[([1l-——=
(5) = togy X (1 - 2B
et mimsp1---pr = Xo(l), on obtient
Z ) 2£+1Y1X E(X)k—2—w(m1m3) 1
<
log X -2 ! e
X<mimap a2 YL og X (k w(mimg))! mimaps - -+ py
w(r)=k—1—w(mims)
reNp
’ _klogg X k (mims3) 1
K 0_1(X)2Y1Xe T2 X [ —— _ )
el (E(X)) mimapy - - pe

En sommant sur les pq, ..., pg, puis my et ms, on obtient alors

> |
n

X<nL2t+H1iyp X

2 0+ 1)12¢Y;
<<(+) 1

()

Pour obtenir I'inégalité ci-dessus, la somme sur mg est la plus délicate & majorer, et se traite
de maniére analogue a la double somme sur mg, mj vue dans le cas de 7;. On majore
désormais la somme associée au second terme de (2.2.3). Pour 1 < b < 20+1y; X /T, en
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utilisant (2.7.43) et les décompositions n = mimgmr et n+b = mimim’r" avecm = py - - - py
et m' =q1---qp, on écrit

Z ’anan+b’
n(n + b)

X<n<2tH1 X
1
< E E E ﬁ (2.7.44)
ma1,mf,m3,ms P1yePe~Y1 X<n<2H1Y X
plmim!=pe]P;.Q:] Qe Vi mimamin
mi,mieS; (mimzm,mjmam’)|b mimim’|n+b
w(mims),w(m)imf)<k—2 w(n/(mimsm))=k—1-—w(mims)
m! 5 w((n+b)/(mimim’))=k—1—w(m/|mj)
(m4,m?)|bVie{1,3} 1Mm3 U

n/(mymam), (n+b)/ (m)mjm')ENp

Grace au deuxiéme point du Théoréme 2.5.3, il existe une constante K > 0 telle que la
derniére somme ci-dessus soit

b ¢ g —2klogg X k w(mi)+w(m;)
Y oty xS (X logo X _
< SR X 1(X)%e Tom2 H <E(X)>
16{173}
. .. / / A
y (mymsp1 pf,m177/13Q1 qe) . (2.7.45)

(m1)p(ms)e(p1) - e(pe)p(m)p(msz)e(qr) - - - p(qe)

Par ailleurs, pour tout entier g > 1, on a

b gK—l 2@}/1X
2 oF ek T
1<b<2 Y1 X/T
glb

On majore alors
Z Z |ananybl
n(n+b
1<bL20H Y X/ T X <n<2t+1y1 X ( )

en reportant (2.7.45) dans (2.7.44) et en sommant d’abord par rapport a la variable b. En
posant g := (mymapy - - pe, Mymhq1 - - - q¢), on est alors amené a majorer

o< P\ @lm)wm)
Z Z o()K Hie{1,3} (E(X))
— p(m1)e(ms)e(P1) - - e p(m})e(my)e(qr) - - - o(ge)
mi,my,m3,mg P1s-sPe~Y1
plmim}=p€|P;,Q;], Vie{1,3} 11>--:qe~Y1
mi,mge&-

de fagon convenable. Par ailleurs, on a

g" are (mi,m)™  (mg, my)"
o(g)k @((my, m)))K @((ms3, mf)) K"

Ainsi, en suivant les calculs effectués dans le cas de 77, sachant que Zp~Y1 1/¢(p) <2, on
trouve facilement

Z Z |anan+b‘ - 2(2K+4)ZY125(X)2
n(n +b) T ’

1<bL26H1Y X /T X<n<2t+1y1 X

et donc

J;

. N T 21,2 g1\ 140(1)
| Qua i (1) Ru i (1 + )|t < soox 1) SCOPYE@) e,

sUT
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Finalement, on obtient

I 1
IB(1 + it)|]?dt < < +1) 5(X)? <\1212|11IQ?+2“1(z!)1+0<1>y2 Hozmen) 4 )

T (X)X H,
On a par ailleurs £log ¢ < (log Y2)(log, Q2)/(log P1 —1)+logy Q2+1. Ainsi, avec (2.7.41), le
terme entre parenthéses aprés 6(X)? ci-dessus tend bien vers 0 lorsque X tend vers l'infini.
Cas de 73 : L'intégrale sur T3 se traite de la méme maniére que celle sur T2, mutatis
mutandis.
Cas de U : 1l suffit de suivre le cas de U dans la preuve du Théoréme 2.3.1, mutatis

mutandis. O
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Concentrations simultanées de fonctions additives

ABSTRACT. We study the simultaneous concentrations of the values of several additive
functions along polynomial shifts. Under a slight restriction, this yields an extension of a
result from Halész in 1975.

3.1 Introduction et énoncé des résultats. . . . . . . . . .. ... .. 79
3.2 Majoration . . . ... 81
3.3 Minoration . . . . . . ... 89

3.1 Introduction et énoncé des résultats

Etant donné f une fonction additive et » > 0 une fonction multiplicative, pour tout

T > 2 on note
r
Epasr) =1+ 3 T2,
pPST p
f(p)#0
et on pose F¢(x;1) := Ef(x). En 1975, Halasz [Hal75] montre qu’uniformément pour f
additive et z > 1, on a

x
<z = &

Dans le cas ot f = w est la fonction nombre de facteurs premiers, lorsque x est grand on
al Ef(z) = logy x + O(1), et la majoration est optimale & constante prés lorsque l'entier k
vérifie k = logy z + O(Vlog, x).

On s’intéresse & une généralisation de ce théoréme lorsqu’on fixe plusieurs valeurs de
fonctions additives. Il s’agit entre autres, étant données f et g deux fonctions additives, de
majorer le cardinal

sup #{n<z: f(n)=k, gn+1)=Fk}.

Le cas f = g = w a été traité dans [Goul7|, puis repris avec plus de généralité dans [Ten18|.
Il y est notamment montré

sup #{n<z: wh)=k wh+1)=F}<

. 3.1.1
kk'cZ logy @ ( )

1. Ici et dans la suite, on note log,, la k-iéme itérée de la fonction log. (k > 2)
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Dans ces deux articles, la majoration est méme explicite en k, k' < log, x. Ici, on traite
le cas de fonctions additives quelconques, mais prenant peu de valeurs distinctes sur les
puissances de grands nombres premiers. On note qu’en considérant

A= {n <z logyx —10VIogy x < w(n),w(n + 1) < logy x + 10V1og, x} )
qui vérifie | A| > x/2 lorsque x est assez grand, avec (3.1.1) on obtient

sup #{n<z: wh)=k wh+1)=k}x )
kok' €L { () ( ) J logy x

X

On définit maintenant le cadre général d’étude. Etant donné r > 1 un entier fixé,
comme dans [Tenl8|, on considére une famille {Q;}1<j<r de polynémes irréductibles de
Z[X], deux a deux premiers entre eux et sans diviseur fixe. On pose @ := Hléjér Q;. Pour
m > 1, on note p;j(m) (resp. p,(m)) le nombre de racines de Q; (resp. de Q) dans Z/mZ,
et Dj (resp. D) le discriminant de Q; (resp. de Q). On note

gj=degQj;, (0<j<r) g:=4go= Z 95>

1<G<r
= Z Bi X", B = By, 1Q = OII<13<X |Bil,
0<i<yg
05 (n) :=nH(1—”ﬂ“’)), (n>1,0<j<r)
p
pln

ol ici et dans la suite, p désigne un nombre premier. On rappelle quelques bornes classiques
— ¢f. [Nagh1, th. 51-52] et [Ste9l, (44)]. Por 0 < j <retv > 1,
pj(p”) < min(g;p”~", g;p" /%, p" L p;(p)), (> 2) (3.1.2)
p;i(p”) = pj(p) < min(g;,p — 1). (ptDj, p=2) (3.1.3)

D’aprés [Lan27, satz 191] et [Ten90, lem. 3.1], il existe des constantes Mj, M} > 1 et une
constante ¢ = c(g) telles que pour 1 < j < retx > 2,

-1

Z pj —logy x| < M; (3.1.4)
p<T
> pi(p) =li(z) + O (M + ze~VIET), (3.1.5)
PST

On pose M := )i, Mj et M':= %", . M;. Etant donnée une fonction additive ou
multiplicative définie sur N, on I’étend naturellement a Z par parité et en fixant arbitrai-
rement sa valeur en 0 a 0.

Théoréme 3.1.1. Soit r,q,T > 1 des entiers et 0 < &,0, A < 1 des réels, tous fizés. Pour
x 21, on pose z := e(082)' ™ | 1 existe des constantes K,co > 0 telles qu’uniformément

pour x > ¢o||Q|°, 2° < y < z, et fi,...,fr des fonctions additives vérifiant, pour tout
I1<y<r,
#{fj(n) :on <Y P_(n)>t}<’11“, (t>z u=1) (%)
on a
D K 3SM+M'/z
sup Z 1k < b ) ° o , (3.1.6)
ki,...kr€R r<n<z+y o (BD) Hléj@“ V Efj (x; pj)

fi(Q;(m))=k;  (I<j<r)
La constante implicite, K et ¢y dépendent au plus de r,g,0,e,d et \.
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On note que dans beaucoup de cas d’étude, M’ < z. En particulier, si les polynomes
Q1,...,Q, sont fixés, on obtient

sup

Yy
E 1« .
ki,....kr€R z<n<r+y Hléjé?’ \Y% Efj (.73; Pj)

fi(Q;(n))=k;  (1<j<r)

Par ailleurs, I'hypothése (x) ne fait pas intervenir les f;(p”) pour p < z, et elle est automa-
tiquement vérifiée si f;(p") ne dépend que de v pour p > z. Par exemple, cela est vrai pour
la fonction nombre de facteurs premiers, avec ou sans multiplicité. On mentionne aussi que

%fé)m < <so<5£3>>g‘

Il serait intéressant de pouvoir se passer de I'hypotheése (), qui semble n’étre qu’un artefact
de la méthode employée.

Pour compléter le résultat, on s’intéresse a une borne inférieure pour le membre de
gauche de (3.1.6).
Théoréme 3.1.2. Soitr,g,T > 1 des entiers et 0 < €, < 1 des réels, tous fixrés. On pose
eo :=¢/(50g) et on note (') la condition (x) restreinte auz t > x°°. Il existe une constante

co > 0 telle quuniformément pour x > ¢o||Q||°, et fi1,..., fr des fonctions additives véri-
fiant ('), on a

—-M . . .
sup Z 1> f yr sup H Z M;o(a])’ (3.1.7)
k1,...kr€R w(<n<a:)+y ( og I‘) k1,...kr€R 1<j<r at,...,a,-<2%0 aj

fi(Qj(n))=k; filaj)=k;

’ ’ ’ (aivajj):(]a‘jzﬁb)zl

et en particulier, en notant wy la fonction nombre de facteurs premiers distincts inférieurs
ou égauz 4y, uniformément pour yi, ...,y = 1,

—2M

D g
sup Z 1> <¢(B )> - . (3.1.8)
ki,...kr€N r<n<a+y pD HléjéT \% Ewyj (JZ; pj)

wy, (Q(n)=k;

Les constantes implicites et cg dépendent au plus de r,g,°U, e et §

Dans le cas ou les polynome Q1 ..., Q;, sont fixés et f; = w,, pour tout j, les estima-
tions (3.1.6) et (3.1.8) sont du méme ordre de grandeur.

3.2 Majoration

Dans cette section, on démontre le Théoréme 3.1.1. Pour cela, on commence par dé-
montrer deux lemmes.

Lemme 3.2.1. Uniformément pour By, > 0 (n € Z*) des réels, on a

1
(1 + sinQ (7T7’Lt)Bn> e ZnEZ* sin? (Trnt)Bn dt < )
/0 n%* 1+ ZREZ* Bn

Démonstration. On montre d’abord qu’uniformément pour B > 0, on a

1
- 1
e~ 51n2(7rt)Bdt < )
/0 v1+B
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En posant sin(7t)v/B = u, on obtient

2 VB —u? 1
/ = s1n2(7rt)Bdt _ = / © du < :
\ ) VB2 'S UTzB

Dans le cas général maintenant, quitte & ne sommer que sur les B,, # 0, on peut supposer
que tous les B,, sont non nuls. De méme, quitte a ne considérer que les sommes partielles
pour 0 < [n| < N puis a faire tendre N vers +o0, on suppose que ) . B, < 0o. On
définit alors, pour n € Z*, le réel ¥, tel que ¥,B, = > ., B; =@ B. On vérifie que
Y nezr 1/Un = 1. 11 vient

/ H —Lsin?( mt)Bn) gt

nez*

<2]] </ _ sin?(mnt) 28 B,, d)l/ﬁn

nez*

L ([ et

nez*
1

V1+ B’

/2

<

ou l'on a successivement utilisé 1 + z < 2e pour x > 0, l'inégalité de Holder et la
I-périodicité de t + sin®(rt). O

On démontre maintenant une généralisation du théoréme de Halasz pour une seule
fonction additive, dans le cas de poids non constants. Dans la suite, pour 1 < y < z, on
note

S(z,y):={n<z: P"(n)<y}, (3.2.9)

I’ensemble des entiers y-friables inférieurs ou égaux a . On utilise aussi la notation classique

tode
Li(t) := | —. t>2
i(t) , Togt ( )

Lemme 3.2. 2 Soient £,b, A > 0 et 0 < A\ < 1 des constantes. Etant donnéy > 1, on pose

2= ellosy)' ™ Uniformément pour C,C" > 1, 2 <y < x tels que (logy)=—Y > (10g2 r)?,
f une fonction additive telle que

#{f(p) : t<p<EF<A, (2 <t<y) (3.2.10)

et r = 0 une fonction multiplicative telle que

maxr(p) < A, < A, (3.2.11)
p<y <y pv
V;2
> rp) _ blogy t| < C, 2<t<y) (3.2.12)
P<t p
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pour laguelle il existe une fonction multiplicative 7 telle que

> W <A, (3.2.13)
> F(p) — bLi(t)| < A (C’ + (10gi)“‘> , (2<t<y) (3.2.14)

on a, en posant u := (logz)/logy,

e2C+C" 24 (1og 1)L log(1 + u
sup r(n) < (logz) g( )

kER neszmy) ub/Ef(y; ) ’

f(n)=k

ot la constante implicite dépend au plus de €,b, A et \.

On note que la condition (3.2.10) peut étre affaiblie en
#{fl): t<p<tt}<A (z<t<vy)

avec ¢ := (logy x)%/(logy)?~ < 1, par adaptation directe de la méthode. Il est par
ailleurs possible de démontrer une version uniforme en . La démonstration est fortement
inspirée de [BT18, th. 1.1].

Démonstration. Comme le fait remarquer Haldsz au début de la démonstration du théo-
réme de [Hal75], quitte & modifier f d’une maniére précise, on peut supposer qu’elle est a
valeurs entiéres. La construction qu’il emploie garantit que le nombre de valeurs prises par
f(p) n’augmente pas, et que la somme étudiée ne peut qu’augmenter tandis que E¢(y;r)
demeure identique. Ainsi, en posant R(t) := ) ) r(n)e? (Mt pour tout k € Z on a

neS(z,y
1 ' 1
S r(n) = / R(t)e=2kmtds < / R(t)|dt.
neS(z,y) 0 0
f(n)=k

En utilisant (3.2.11) et (3.2.12), on applique le théoréme 1.1 de [Ten17] avec T := (log, x)?
et on utilise la démonstration du corollaire 2.1 de ce méme article, pour obtenir uniformé-
ment pour ¢ € [0, 1],

|R(t)] < e“z(log x)

_ilog(1+u) (14 m(t) 1
b—1
2.1

ub { em(t) logy © (3:2.15)

ou

m) = min 3 r(p)(L — cos(2mf(p)t — 7logp))
rl<(logs )2 £~ P
On pose, pour k > 0 et ¢ € [0, 1],
Vet (9) :==1— - cos(2m f(p)t — ), (¥ €R)
z2<py

1 (% A 7r
‘= min — 21— —sin|— .
St 11?2161 2m /0 Vit (V)40 = 1 — (A) >1
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avec la convention maxg = 0. Dans la définition de -, on rappelle que f(p) prend au plus
A valeurs différentes lorsque k < logyp < k + 1. Pour tous z < yg < y, on a alors pour un
certain |7| < (logy )2,

m(t) > Z Z r(p)’Yk,t(T log p)

k>0 k<log, p<k+1 p
Yyo<p<y

SN 7(p)yk(Tlogp) Al

k>0 k<logy p<k+1 p
Yo<p<y

ou l'on a utilisé (3.2.13). De manicre analogue & [Tenl5, lem. I11.4.13], on estime la somme
ci-dessus avec (3.2.14), par sommation par parties. On obtient ainsi, uniformément pour
z<yo<yettel01], lorsque 7 # 0,

logy 1 1 C’

log, yo—1<k<log, y

1 1 1 e
> siblog | —2 ) + O ——— + (1 +|7]) + .
log o [7|1og yo (logyo)* = yp/°

Si 1 < |7| < (logy )2, on pose yo := 23, Puisque (logy)*1=» > (log, x)2, on obtient

/
m(t) = Asiblogs y + O <1 + S;) .

On définit ensuite w tel que

log w = 2e(log y) exp (— 2{ Z sin?(rvt) Z ) _ 20}).
vezZ* PSY N
flp)=v

D’aprés (3.2.12), on a w > 22, Si w > y, on retient trivialement que m(t) > 0. Dans le cas
contraire, si 1/logw < |7| < 1, avec yp := w, on obtient

/
m(t) > )\st{ Z sin?(rot) Z ) _ 20} +0 <1 + 02> ‘
veL* p<y P o
flp)=v

Enfin, lorsque |7| < 1/logw, on minore trivialement

pPLwW p
=2 Z sin?(mot) Z r(p) +0(1)
veZL* pw p
f(p)=v
. 9 r(p) logy
>2 Z sin®(mut) Z e 2blog <1ng> —-4C+0(1)
vEL* PY
f(p)=v
-2 r(p)
>2(1— A2 > sin®(mut) > =2 =20 ¢ + O(1).
vEL* PSY N

f(p)=v
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Ainsi, quelle que soit la valeur de 7, en posant 7 := min ()\stb, Ast, 2(1 = N), 1/2), lorsque
x (et donc z) est suffisamment grand, on a

!
m(t) >0 Y si’(rot) S o) _ (C + 9 0(1))
vEL* Py p &
f(p)=v

et m(t) > 0. Ainsi, avec (3.2.15), on obtient le résultat désiré en intégrant selon ¢, par
application directe du Lemme 3.2.1. O

On démontre désormais le théoréme. Soit 2 < y < z et n € (z,2z]. Un élément clé de
la preuve de (3.1.1) est que si I'on note n, la partie y-friable de n, alors w(n) — w(ny) ne
peut prendre au plus qu’un nombre fini de valeurs lorsque logy < log z. Cela est toujours
vrai lorsqu’on remplace w par une fonction additive vérifiant (). C’est la seule hypotheése
du théoréeme sur les fonctions additives, et il serait intéressant de pouvoir s’en passer. La
démonstration différe peu de celle de [Tenl8|.

Démonstration du Théoréme 3.1.1. On suppose donnés les paramétres de I’énoncé. Durant
la démonstration, on note K une constante positive qui sera toujours prise suffisamment
grande au besoin. Puisque ) n’admet qu’un nombre fini de racines dans Z, on peut, sans
perte de généralité, faire tous nos raisonnements en supposant Q(n) # 0. On se donne
ki,...,k, € R fixés. Pour tout entier n > 1 avec Q(n) # 0, on note &, le plus grand entier
tel que la partie &,-friable de @Q(n) soit inférieure ou égale a 22¢/3. On obtient ainsi la
décomposition canonique Q(n) = b, [ [« j<r @jn OU by est la partie {,-criblée de Q(n), et
pour tout 1 < j <7, a;,|Q;(n). On note p, := P~ (b,) et v, tel que pi*||Q(n).

On note Nip(z) le nombre d’entiers n apparaissant dans la somme de (3.1.6) pour
lesquels a1y, -+ arp < z¢/3. On note Ny (z) le nombre des autres entiers n de la somme
de (3.1.6). Pour la suite, on pose

vyi=g+1/6+1,

de sorte que |Q(n)| < 27 pour x suffisamment grand et x < n < z + y; et on note
Vi = {f](n) 1<j<r, n<a’, P_(n)>x7/“}. (u>1)

D’aprés (%), on a |V,| < r0% dés que zV/* > 2.

Considérons n compté dans Ni(z). Alors p/» > z°/3. Par ailleurs, si p, > 2%/(69) en
posant 7, := 6gv/c, on a f;(Q;(n)) — fi(ajn) € Vi, pour tout 1 < j < 7 lorsque z est
assez grand. Ainsi,

M@ < Y > 1+ > > L (3.2.16)

ay-ar<x/3 r<n<zT+y p<ae/ (69) z<n<z+y
k‘j—f]‘(a]‘)evno a;|Q;(n) pV>$5/3 p¥[|Q(n)
P=(Q(n)/(a1--ar))>a=/(69)
On majore en premier la seconde double somme. Pour les p considérés, quitte a remplacer
v par V' < v le plus petit tel que p* > x/3 et p¥||Q(n) par p* |Q(n) — auquel cas
pl’/*1 < 2¢/3 et donc p”/ < prfl3 < a2 < y —, on peut supposer p* < y. On obtient

ooy i Y Y 12 Y yp‘])o(up)«xﬁ@,

p<zc/(69) a:<yn<w+y p<ze/ (69) ﬂc<yn<a:+y p<ze/(69)
pr>ze/3 PUIR(R) z/3<pr<y PUIRM) pY>ac/3

ou la derniére inégalité est une conséquence directe de (3.1.2).
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On majore maintenant la premiére double somme de (3.2.16). Comme dans [Tenl§|,
pour tout 1 < j < r, on décompose a; sous la forme a; = t;d; ou t;|(D)> et (dj, BD) =1,
de sorte que kj—f;(t;)—f;j(d;) € Vy, et (d;,d;) = 1 pour tous i # j. En posant T :=t; - - - £,

on a alors

2 2 1<) 2 !

a1-ar<zt/3 z<n<r+y t1dy - tydy<zc/3 r<n<r+y
kj—£3(a;)€Vn, a;|Q;(n) T|(BD)> T|Q(n)
P=(Q(n)/(a1-ar))>x=/ (69 (ds,dj)=(d;,BD)=1 d;1Q;(n)
kj—£;(t;)—£;(d;) €V, PIQ(n)=p|Td1-dr ou p>z=/(69)

Avec le méme raisonnement de crible que [Tenl8|, on majore la derniére somme, sous les
hypothéses T'd; - - - d, < 2°/3, T|(8D)™ et (d;,d;) = (dj, BD) = 1, par

> 1< ey < sD >TPO(T) pild;)
a<n<a+y (logz)” \@o(8D) ) T\ ic, #i(ds)
T|Q(n)
;1Q;(n)

p|Q(n)=p|Td;-dy ou p>xzc/(69)

< (%fl?D)Y’

En posant

pi(d;) ’
8(t;) = > Ty a<is<n
d;<z A
(dj,BD)=1
kj—f;(t;)—f;(dj)€Vn,
on obtient alors
Hy po(T) . y
Mie) < (log )" Z T H Silts) + x/(69)
ty-tr|(BD)>° 1<

Lorsque x est assez grand, on a |V770| < r¥% <« 1. Pour 1 < j < r, on définit la

fonction multiplicative p; par

pi(p") : o) (p1BD, v>1)
pi(p”) =0, (wl8D, v =2)
p;i(p) = pj(p), (pIBD)
de sorte que
j(n)
Sj(t]’) < 22]11{3 72 pjnn .

fi(n)=k
Puisque p;j(p) < min(p — 1, g;), on a

Z j]()p) _ Z Pj]()p) +0(1). (t>2)

i

(3.2.17)

p<t
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On pose

1-X/2
ollogz)1=>/2

o 1= (3.2.18)
Soit X' > 0 tel que (1 —A/2)(1 —=X) >1— A\ Avec (3.1.4), (3.1.5) et (3.2.17), on applique

le Lemme 3.2.2 & p;. Ainsi, pour tout ' € (zo, x|, en posant 2z’ := e(oga)' ™ "1 obtient

2Mj+MJ’./z’x/
wp 3 )« S
keR \/Efj(m’,pj)

fi(n)=k

puisque Ey (2'; p;) < Ey,;(¢'; p;). Par ailleurs, on a facilement

Z Pi(n) <<e M;log g = eMi(log ) 2.

n<To
Finalement, via une sommation par parties sur (zg, z], on obtient pour tout 1 < j <r,
e2Mj+MJI~/z log T

v Ey; (%5 05)

La majoration voulue pour Nj(z) découle alors de I'inégalité

po(T)7(T) BD \*
2 T < (soo(BD)) ’

T|(BD)*>

S;(t;) < (3.2.19)

qui est une conséquence facile de (3.1.2).

On majore désormais Na(x). Pour cela, on introduit ¢, := P* (a1 - a,,) et on pose
1(gn) = v(log z)/log qn, de sorte que f;(Q;(n)) — fi(ajn) € Vy(q,) pour tout 1 < j <r
lorsque x est assez grand. Avec (*), pour g, > z, on a [V, (4| < r07n)  En décomposant
les a; comme dans le cas de Ni(x), on obtient

Ny(z) < > > 1. (3.2.20)

q<x2e/3 g3 <ty dy - trdy<a2€/3 r<n<x+y
PH(Td;dy)=q T|Q(n)
T|(8D)>° d;1Q;(n)

(di,dj)=(d;,8D)=1 plQ(n)=p|Td1--d- ou p>q
ki—fi(t5)—fi(di)EVy(q)

Comme précédemment, sous les hypothéses T'dy - --d, < 2%°/3, (d;,d;) = (dj, D) = 1 et
T|(8D)°, on majore la derniére somme

H T (d;
3 1< y rpo(T ) pg.(d]')_
r<n<r+y ( 0g Q) 1<5<r <P]( J)
T|Q(n)
51Q;(n)

p|Q(n)=p|Td1--dr ou p>q

Soit C' > 0 une constante que l'on fixera plus tard. Pour ¢ > 2, on pose
a=a(q) :=C/logq.

Dans (3.2.20), on majore trivialement la contribution des ¢ < €29¢. Pour cela, on remarque
quavec (3.1.2), lorsque P+ (m) < e29C et 0 < j <7, on a ¢j(m) > m et pj(m) < m!'~1/9.
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Pour le reste, on utilise Pastuce de Rankin en introduisant (T'd; ---d,/z%/3)® > 1. On
obtient alors

1 po(T) pi(d;)d; — Hy
No(z) < Hy Y (og g/ o > e H PR AR ]
290 <q<a?e/3 trdy - trdr<a?e/3 1<gsr
PH(Tdydr)=q
T|(BD)>
(dj,8D)=1
kj—£; () fi(di)EVy(q)

(3.2.21)
Pour ¢?¢ < ¢ < xg, on a a < 1/(2g) et avec (3.2.18), 25%/3 > e210s2)™* " On majore
alors la contribution des ¢ € (€29, 2] avec (3.1.2) et (3.1.3) en négligeant la condition sur

les valeurs de f;(d;). Pour cela, on remarque notamment qu’uniformément pour p < ¢ et
v=>l1,

Po(P”) (1 1
) < min <p’pl’/(29) , (3.2.22)
. v ro 1
PP . (1D, 1< <) (3.2.23)

v (@) pri=e)

On obtient alors

3 - 3 po(T)7:(T) I pj(d;)ds
ropea/3 11— 7.
629 <g<zo (log q)ra=e/ o s T isie, @ildy)
PH(Tdy—dy)=q
T|(8D)>
(d;,8D)=1
K
< (BD) e—(log:p)’\/s7
®,(BD)
25/3]

Par ailleurs, on montre que pour q € (xg,2°/°], la somme intérieure de (3.2.21) est

(% (BD)

Pour cela, on montre que pour 1 < j

>K 2M+M /z logl,)rmrn( q)
0Tlicjer VE; (@G 05)
<

r,

pi(d)d®  2MAM'/Z]og g

sup < )
keR desz(;,q) p;(d) VEr; (4 p;)
(d,8D)=1
[ (d)=k

(o 2M+M' ]z
Zsup Z pi( d),(, d) <© logx.
el PR U) av/ Er; (45 05)
(¢"d,8D)=1
fi(g”d)=k

Avec (3.2.23), la premiére inégalité implique facilement la seconde. De maniére analogue
a (3.2.19), la premiére inégalité est conséquence du Lemme 3.2.2. Afin d’en vérifier les
hypothéses, on remarque que

PJ
e = 2

P<q P<q
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Par ailleurs, de maniére analogue au cas €29¢ < ¢ < zp, la somme sur 7' se majore
avec (3.2.22). Pour conclure, il suffit de noter que 'on a

Z (log ) 07(a) 1
To<q<w?e/3 q(log g)rw=e/? H1<J<T \/EJTPJ H1<3<r E j@; 2
dés que eC' > 3rvylog(Y). O

3.3 Minoration

Démonstration du Théoréme 8.1.2. On suppose donnés les paramétres de 1’énoncé. Pour
tout z < n < z+ytel que Q(n) # 0et 1 < j < r, on pose a;y, la partie 2°°-friable de Q;(n).
Pour  suffisamment grand, on a |Q(n)| < x9t1/9+1. Ainsi, puisque fi,... f, vérifient (x)
pour t > z°, f; (Qj(n)) — fj(ajn) ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs lorsque
x <n < z+y. On peut donc, sans perte de généralité, supposer que pour tout p > z°
on a fj(p”) =0 lorsque v > 1 et 1 < j < r. Dans ce cas-1a, pour tout kq,...k € R, on a

SEEESEDY >

r<n<x+y ai--ar€S(x,20) z<n<T+Y
[3(Q;(n)=k; filag)=k; a;|Q;(n)
P=(Q(n)/(a1--ar))>x=0

ot l'on a utilisé la notation (3.2.9).

On introduit quelques notations utilisées dans [Hen12| et [Henl4]. Pour n > 1, on note
k(n) le noyau sans facteurs carrés de n. Si de plus m > 1 est un autre entier, on écrit n|m
pour signifier n|m et (n,m/n) = 1. Par ailleurs, pour aq,...,a, > 1, on pose

plai, ... ay) = #{n mod [a1k(ay) - - ark(ay)] :
V1<j < a5)Qj(n), a1 ar|Q(n)}.
D’apreés la version corrigée dans [Hen14| de [Henl2, lem. 6], on a alors

play, ..., ar) ~ Po(p)
)OS D YHN v e <>}H<1p>'

z<n<z+y a1-+-ar€8(x3/25 150)
J3(Qj(n))=k; £;(az)=k; plat-ar

Puisque p,(p) < D1, pj(p); avec (3.1.2) et (3.1.4), on a
-M
I (- PP e
p (log )"

g<p<z*©0

ptai---ar

Pour obtenir (3.1.7), il suffit de montrer que si 'on impose (a;,a;) = (aj,3D) = 1 pour
tous 1 <7< j <, alors

p( ai, IOJ a]f ) (3324)
(e arn(@)] AL a2

Pour cela, on commence par noter comme dans la démonstration du Théoréme 3.1.1, que
lorsque p { BD, alors pour tous i # j, on a p { (Qi(n),Q;(n)). Donc lorsque p t D,
si p¥||Qj(n) pour un certain j, alors p”||Q(n). La minoration (3.3.24) découle alors de la
multiplicativité de p et de (3.1.3).
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Il reste & démontrer (3.1.8). Pour cela, on utilise entre autres le « W-trick » — technique
introduite par Green [Gre05| — afin de gérer les conditions (a;,a;) = 1. Soit donc w > 1
un entier, que 'on fixera plus tard, et W := Hpgw p. On se donne par ailleurs C' > 1,
une autre quantité a fixer plus tard. Soit y1,...,y. = 2. Pour 1 < j < r, on introduit
y; := min(y;, 2°9/C) et on pose

Z pj , (O < a < (log :1:)_50/0)

w<p<yY;
pi8D

pj

w<p<y;
ptBD

Puisque 0 < p; (p) < g; pour tout 1 < j < r, une sommation par parties fournit
Li(o) =L;(0)+0O(1) = L; + O(1). (3.3.25)

On démontre que la minoration (3.1.8) est valable pour les valeurs particuliéres
kj:=|L;]. (1<j<nr) (3.3.26)

Pour cela, on commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.3.1. Avec les notations ci-dessus, lorsque w et C' sont suffisamment grands,
pour tout 1 < j < r, uniformément pour 0 < k‘; <kjona

k,/

- L
g el kuexp{ ,w}
n<o " yr<p<z
Wy (n)=k; ]p‘WD
(n,WBD)=1
pu(n)?=1

Démonstration. La majoration est aisée en remplagant la condition n < x° par PT(n) < .
En effet, on obtient

5 pﬂnﬁ;o(n)g@ég!)’“ﬂ 1 {Hm(m}

n<xo J y]’f<p<q; p
wyj(n) ; pIBD
(n,WBD)=
u(n)2:1
k/
L
PJ
<<F { > }
y T<p<Lx
P’fﬁD

ot 'on a utilisé (3.3.25). On démontre maintenant la borne inférieure. Pour cela, on intro-
duit les notations

S= Y pj(n)sa(n)’ S= Y pj(n)so(n)’

n2 n2
Pt (n)<z0/C P+(n)<a®0/C
Wy (n):k; 7L>LL“§70 ,
(n,WBD)=1 wy; (n)=
u(n)?=1 (n,WBD)=1

pu(n)?=1
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de sorte que 'on a

s aileln)

n2
n<x0

oy, ()=}
(n,WBD)=1
pu(n)?=1

En utilisant I’astuce de Rankin, avec a := 1/ log (x‘fo/o)7 on a

_ pi(n)p(n)n
mcan y e
Pt (n)<a0/C
wy; (n)=Fk
(n,WBD)=1
p(n)*=1

< oo Li(@)® [ (14200 1>pa>
~X ]{2/'

e

y; <p<aco/C

pWBD

7
Pj p
<Ke k" exp{ }
y; <p<z

pWBD

Par ailleurs, on minore ¥; pour k; > 1 par

o (A0 o £ H) 11 (oo

w<p<y;’_‘ J y*<p<$50/c p
8D ptWBD
k' kl—1
L’ L’
_J J 'OJ —9;
> (T vo(sgy)) oo | T 22}e.
J v; *<p<Lzx
MwﬁD

La méme inégalité est valable sans le terme d’erreur dans la parenthése pour k; = 0.
Finalement, puisque k; < Ly, lorsque w et C sont assez grands, on obtient bien le lemme
énoncé. O

On peut désormais démontrer (3.1.8) pour le choix (3.3.26). Grace au « W-trick », les
conditions (a;,a;) = 1 sont négligeables lorsque w est assez grand. On introduit donc

H Z pilaj)p(a;)
a?
1<g<r a;<x®0 J
Wy (a]'):kj
(aj,WBD)=1
p(aj)*=1
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et

Hjejpj(dj)
w3 (07E)
dz<z®o (ZCP([Lo])T22) T J
2 dr#1
(dz,WBD)=1
p(dz)*=1

I<gsr a; <x0
wy, (a;) kj_Zjajwa(dJ)
(ajvwﬁD)
(aj)?
de sorte que
M 5y
1 =~ J _
2 1> ey BB

r<n<T+y
wy,; (Q;(n))=k;
Dans la définition de X4, les variables dz encodent les relations de coprimalité entre les a;
pour ¢ € Z. Dire que les aq, ..., a, ne sont pas tous premiers entre eux est exactement dire
[[;dz # 1. Avec le Lemme 3.3.1, on a d’une part,

S [] exp{ - pilp) }

1<J<7’ yj <p<w
MBD

et d’autre part, puisque p;j(p) < g et k; < L; pour tout 1 < j <,
grw(dj Ys
Py -
\< > (H )
dz<a®o (ZCP([1,r]),1Z|>2)
Hj_'dl'?él
(dz,WBD)=1
u(dz)*=

Ainsi, lorsque w est suffisamment grand, pour ce choix de ki, ..., k, on obtient avec (3.1.4),

Z 1 H QOJ BD) J logir:
r<n<r+y (logx 1<<r BD vV1+ L
Wy (Qj(n))=k;
et donc le résultat désiré. ]

Remerciements. Je tiens a remercier chaleureusement Régis de la Bretéche pour nos
nombreuses discussions, ainsi que ses suggestions toujours éclairées.



Théoreme d’'ErdGs-Kac pour les translatés d’entiers ayant
k facteurs premiers

ABSTRACT. Let x > 3. For 1 < n < x an integer, let w(n) be its number of distinct prime
factors. We show that w(n — 1) satisfies an Erdés-Kac type theorem whenever w(n) = k
where 1 < k < loglog x, thus extending a result of Halberstam.
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4.1 Présentation des résultats

Pour k,n > 1 deux entiers et & > 1 un réel, on note w(n) le nombre de facteurs premiers

distincts de n,
Er(x) ={n<z: w)=Ek},

et mi(x) := #E;(x). On s’intéresse & une variante du théoréme suivant. On définit

Théoréme (Erdss & Kac [EK39|; Rényi & Turan |[RT58|). Uniformément pour x > 3 et
yeR, ona

#{n<e: W(”)<10g2$+y\/@}:‘b(y)+0<\/blgj)'

Dans [FT96], Fouvry & Tenenbaum étudient la répartition de w(n — 1) lorsque n vérifie
une condition de friabilité. On s’inspire de leur méthode pour étudier la répartition de
w(n — 1) lorsque n a un nombre fixé de facteurs premiers. Le cas particulier ot n = p est
premier a été traité par Halberstam [Hal56]. Pour z > 3, ¥y € R et £ > 1 un entier, on
définit

mi(z,y) = # {n € &k(x) : w(n—1)<logyz+ yy/logy x} .
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Théoréme 4.1.1. Soit R > 0 fizé. Uniformément pour x > 3, 1 < k < Rlogyx ety € R,

ona (2, y) = mr(x) {(I)(y) o <\1/%> } |

On démontre ce théoréme par la méthode des fonctions caractéristiques et I'inégalité
de Berry-Esseen. On obtient le méme terme d’erreur que Fouvry & Tenenbaum. Dans
les deux cas, on néglige la contribution des grands facteurs premiers de n — 1 pour des
raisons techniques, liées a la répartition de ’ensemble étudié dans les grandes progressions
arithmétiques. C’est pour cela qu’on n’obtient pas le terme d’erreur O((logy ) ~'/?) espéré.

En utilisant l'idée de Selberg pour estimer 7 (), ’étude directe de la série génératrice
adéquate nous permet aussi de démontrer le théoréme suivant, qui localise le nombre de
« petits » facteurs premier de n — 1, lorsque n € E(z). Pour k > 1, > 0et 1 < w < z,
on note

w(n,w) := Z 1, (n>1)

p|n
pw

Tro(z,w) =#{ne&(r) : wh-1,w)="~}.

Théoréme 4.1.2. I existe une constante absolue n > 0 vérifiant [’énoncé suivant. Soit
R > 1 fizé quelconque. Uniformément pour 3 < w < 27183 z)/(R? log, ) 1< k< Rlogy, x
et 0 << Rlogyw, on a

ﬂkf(x,w):wk(a:)(lo&w{hk( : >+o( LB )} (4.1.1)

Mogw logy w (logy )2 (logy w)?

ol hy est la fonction entiére définie par

hi(z) = GO (1 rraC —Zl)_/llong . 1) <1 - ;)Z_l. (:€C) (412)

p>2

Ce théoréme est non trivial uniquement lorsque w est suffisamment grand. Le cas des
petites valeurs de w peut étre traité via un léger ajustement de la preuve, par I'utilisation
de (4.2.3). On note que lorsque k = 1 et £ = 0, le terme principal est nul, ce qui est normal
puisque 2 divise tous les p— 1 pour p > 3. De maniére général, lorsque k/ logy x4 £/ logy w
est petit, le facteur local du systéme (n,n — 1) a un impact important.

4.2 Etude de la série génératrice

On étudie la série génératrice associée au membre de gauche de (4.1.1), dans le but
d’utiliser la méthode de Selberg. Cela nous permet, dans la derniére section, de démontrer
les théoremes 4.1.1 et 4.1.2.

4.2.1 Moyenne d’une fonction multiplicative sur & (x)

Le premier lemme que 'on démontre se déduit simplement de la méthode de Selberg-
Delange, telle qu’exposée dans |Tenl5|. Etant donnés = > 2, N > 0 et ¢1,¢2 > 0, on
définit N1

N +1
Ry (z) :== Rn(z;c1,c2) 1= e~ 1VIo8® <C2 + > .

log
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Lemme 4.2.1. Soit 0 < ¢ < 1 et A,R > 0 fixés. Il existe des constantes c1,co > 0,
pouvant dépendre de R, vérifiant [’énoncé suivant. Uniformément pour N > 0, |k| < A,
r>23,1<k< |H|Rlog2 x et f une fonction multiplicative vérifiant

a Z'f <A,

p=2
p=2v>2 p
on a
Qf gk ’fIng ) (|| logy )"
ne; )f " logw { 0<Z<N (log z)7 O (k!RN(x)> }’ (4.2:3)

ot les polynomes Qy ;i sont explicites, de degré au plus k — 1 et ne dépendent que de
K, f,j et k. De plus, en notant r := (k —1)/(klogy x), on a

(klogy x)F! Xk (r) 2
Z f logll? (k‘ i 1)! {)\f,n(r> 2log2x + O <(/€1(ng1‘)4) }, (4.2.4)

ne€i(x)

ot Ay est la fonction entiere définie par

Af,n(z):_r(mH)H(H Zf )( ]19) . (2 €Q)

v>1

Démonstration. On suppose donnés les paramétres de ’énoncé. Pour z € C, on introduit,
lorsque cela a un sens, les séries de Dirichlet

22 £(n
F(s) =) ﬂ,

n>1 n’
- f®”) 1\
G(s;2) := F(s)C(s) ”Z=H<1+zz = 1—]; .
p=2 v>1
En notant b(n) les coefficients de la série G(+; z), pour tous p > 2 et v > 1, on a

b(p”) = (V - 1V_ m) il (M - 1u— nz)

o<y

En particulier, b(p) = z(f(p) — k). Lorsque |z| < R, en utilisant la majoration

(M -1- HZ) < (1 + M)1+|HZ|7
1

avec £ qui vérifie (i) et (ii), on obtient uniformément

b
3L < e,

p=22v>1 p

L’estimation (4.2.3) se déduit alors des théorémes I1.1.3 et I1.5.2 de [Tenl5|, puis
d’une version trés légérement modifiée — afin tenir compte du paramétre k — de la preuve
de |Tenl5, th. I1.6.3]. On en déduit (4.2.4) avec N = 0, en effectuant un développement
asymptotique de .

QrrorX)= > mkﬁe’,’;’(o)ﬂ
m+l=k—1

a deux termes, conformément a la note de fin du chapitre 11.6 de [Tenl5]. O
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4.2.2 Calcul de la série génératrice
Pour 1 <w <z et k> 1, on définit
fe(z) = ) a¥mlw), (2 €0) (4.2.5)
ne€k(x)

On omet les variables w et x de la notation afin de l'alléger. On rappelle aussi la défini-
tion (4.1.2) de hy.
Lemme 4.2.2. [ existe une constante > 0 absolue vérifiant I’énoncé suivant. Soit R > 1
fizé. Uniformément pour 3 < w <z, 1 <k < Rlogyx et |z| < R, avecr:= (k—1)/logyx
et u:= (logz)/logw, on a

ré(z 2
fk(Z)Zm(x)(Ing)z1{hk(z)+lf()+o<( k N 1 >}

0gy T log, )% logw

(4.2.6)
40 (zu" ™ (log z)?R 4 x9/10)7

pour une fonction entiére £ explicite, pouvant dépendre des parameéetres w,x et k, admettant

1 pour zéro et uniformément bornée pour |z| < R.

On note qu’il est possible d’obtenir un développement asymptotique beaucoup plus
précis de fi(2), de maniére analogue & (4.2.3). La présence du terme d’ordre r/logy  nous
est utile dans la démonstration du Théoréme 4.1.1.

Démonstration. On suppose donnés les paramétres de I’énoncé et on introduit la fonction

multiplicative g, définie par
gz(n) == p(n)?(z — 1)*™. (n>1)
Puisque l'on a 1% g, = 2“(), on obtient

) 6o

nely(z) gqln—1
PH(g)<w

= > 9@ > 1+R,

q<$1/3 ne€k(x)
Pt(g)<w n=1[q]

Y1) gle)

ne€ila)  g>al/?

ou l'on a posé

Pour n > 1, on note

la partie w-friable de n. Dans Rj, la deuxiéme somme est non vide seulement lorsque
(n — 1)y > x'/3, et dans ce cas, on a (1% |g.|)(n —1) < (R+ 2)“= D, Ainsi,

Ri< Y ®R+2PW< Y N (Rt2e@re®

n<x 21/3<age b<z/a
N >x/3 Pt(a)<w P~ (b)>w

v (logz )\ Z (R +2)%(@
logz \ logw — a '

N >azl/3
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Or, avec l'astuce de Rankin, pour tout « € [0,1/2], on a

w(a)
> (RJFQQ) < 273 exp ((R +2)

> o)

n<e p<w

N >zl/3

Avec [Ten84, lem. 2] et o = min (log(2u)/logw,1/2), il vient By < zu~"(log z)?8 +29/10
pour une certaine constante absolue 7 > 0. En posant

m= ¥ s X 1o Y1)

g<al/? it P9 néee)
Pt(g)<w n=1[q] (n,q)=1
R 328 Y
g>zl/3 ne€y ()
P+ (q)<w (n,q)=1
on obtient
z—1
O | <1+p_1> + Ry + Ry — Rs. (4.2.7)

nely(x) pSw

pin

De maniére analogue & Ry, avec I’astuce de Rankin on a Rz < zu """ (log z)?" 4+ 9/1°. On

majore Ry avec [WZ93, th. 1| (pour un résultat analogue sur €2, voir [TK94]). On obtient,
pour tout A > 0,

| 1 REAON
Ry <y Z l9-(q)] Z 1 Z 1 (log z)4
)

q<z1/3 ne€k () SD((]) ne€y(x
n=1[q] (n,g)=1
x (R+ 1)@ ) 1/2
<u < (E+ )20
(log )4 qus v(q)

T
<< N
A (log z)A-B-1

< p(2) (log w)Re =2,

On suppose dans un premier temps que |p+z—2| > 1/3 pour tout p > 2. Afin d’estimer
la somme de (4.2.7), on considére la fonction multiplicative f définie par

F(n) = pi;ij (4.2.8)

psw
pln

Puisqu’elle vérifie les hypothéses du Lemme 4.2.1 pour k = 1, avec (4.2.4) on obtient

> [(+im0) - e g (14220)

nely(x) pPSw psw
n

X{Azw)—ww(mg’iy)},
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ot 'on a posé r := (k —1)/logy x et

1) (-2 B o 55) -2

On pose a priori

_ (M) AX(r) —2 z—1
&(z) = 2)\1(;) ~ a0 (log w)? H (1 + - 1) .

psw

Cela définit une fonction entiére, admettant 1 pour zéro et bornée uniformément en w, x
et k sous les conditions de I'énoncé. En effet, les poles de z — \/(r) sont compensés par les
zéros du produit eulérien et A;(r) < 1 pour 0 < r < R. On en déduit 'estimation désirée
pour fi(z) puisque l'on a d’une part,

e oma [, o)
() = log z (k‘2— 1)! {Al(T) - 21018;233 o <(10g2$)4> } ’

et d’autre part,
1\*! 1
7 log w)* ! 1--) =140
(€7 logw) H < p> + logw )’

psw

d’apres la troisieme formule de Mertens, uniformément pour |z| < R.

Pour compléter la preuve, on traite le cas ou il existe un pg tel que |pg + z — 2| < 1/3.
Puisque la définition (4.2.8) n’est plus nécessairement valide, on traite spécifiquement le
facteur eulérien de py dans (4.2.7). Pour cela, on écrit

z—1 z—1 p—1 z—1 p—1
1+ >_ (1+ ) pol iy ,
H< p—1 H p—1 e P22 po*”po—lpgwp+z—2
pin PFPO p|n pln
DPFPO

qui est une combinaison linéaire de deux fonctions multiplicatives vérifiant les hypothéses
du Lemme 4.2.1, uniformément en pg et |z| < R. La méme utilisation du Lemme 4.2.1 que
précédemment permet alors de conclure par un calcul analogue. O

4.3 Lois locales et répartition

On démontre le Théoréme 4.1.2, puis le Théoréme 4.1.1.

Démonstration du Théoréme 4.1.2. On suppose donnés les parameétres de I’énoncé. La quan-
tité mp ¢(z, w) correspond au coefficient de x‘ dans fi,(2), qui est

1 z
(2, w) = j{ fkégrl) dz,
l2l=p #

2im
pour tout p > 0. Pour la démonstration, on majore

ré(2) k
logy < (logy z)*

En posant

(a) b
Q=3 T

alb!
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le terme principal vaut
T (2)
log w

Q(logy w).

Comme il est détaillé dans la preuve de [Tenl5, th. I1.6.3(6.13)], puisque |h}(z)| < 1 pour
|z| < R uniformément en k, on a

Q(logy x) = (logg!w)g {hk <10giw) i ((10gfw)z> }

11 suffit donc de traiter le terme d’erreur de (4.2.6). Le cas ¢ = 0 est trivial. Lorsque £ > 1
d’aprés la majoration de |Tenl5, I1.(6.14)|, avec p := £/logy w, on a

1 L
7{ (logw)™e?|z|~1|dz| <« 1082 Ogg,w) .
|zl=p :

Pour conclure, puisque R > 1 et 1 < k < Rlog, , il suffit de remarquer que

()

1 . k +1
(logy ISR N
Mlogw \ (logyz)?  (logy w)? (log x)10F

des que i (z) > 0. 0

Démonstration du théoréme 4.1.1. On suppose donnés les parameétres de ’énoncé. On suit
essentiellement la démonstration de |[F'T96, cor. 5|, en adaptant le raisonnement a notre
probléme. Pour toute la démonstration, on choisit

log
= — 4.3.
wimop (o) i

et on se donne une constante C' > 0, & fixer plus tard. Pour x > 2 et y € R, on pose
Tr(z,y) = # {n € &k(xz) : wn—1,w) < logyx + yy/logy a:} ,
Diy(z):=#{ne&((r): wh-1)—wh-—1,w)>Clogzz}.

On montre dans un premier temps que 7 (z,y) est une bonne approximation de 7 (z,y)
lorsque C' est suffisamment grand. Pour cela, on observe que 1'on a,

_ Clogsz _
Tplz,y — —=—) — Di(x) < mp(x,y) < 7z, y), 4.3.10
(2= s ) ~ Do) < milayy) < An(ew) (4.3.10)

et on majore Dj. On utilise I’astuce de Rankin, afin de majorer, pour tout n < x,

—1—w(n—1Lw)-Cl
1,t—1)-wn—1,w)>Cloggz S gw(n—1)—w(n—1w)—Clogy x
< (log .CL‘ C’log2 H p
p’|n
p>w

D’apreés [Lan89], pour tous d > 0 et n > 1, on a

n) <s Z T2(q)1/6.

qln

q<n®
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Avec § = 1/3, en posant

Ry ::(log2az)_010g2 Z TQ(Q)3< Z

q<al/3 ne&(x) (,0
P~ (q)>w n=1[q] ( )

.2

G

on obtient alors

Di(z) < (log2) %> 3" (@ Y 1

q<al/3 ne€y(x)
P~ (¢g)>w n=1[q]

< (logy x)~C'loe?2 Z Z 10 3+R4

n€€n(z) qgal/®
(g,n)=1
P~ (¢)>w

T (2) <logw>8 I

(logy z)C1082 \ log w

<T@ (4.3.11)
log, x

lorsque C' est suffisamment grand, ou 'on a majoré R4 de maniére analogue & Ry dans la
section 4.2.2.

Il suffit donc d’estimer 7x(x, y). On utilise pour cela la méthode des fonctions caracté-
ristiques. Pour des raisons techniques, en notant

Te(x,y) = # {n € &k(z) : wn—1,w) <logyw + yy/logy w} ,

on montre en fait

- 1
sup |7T;(.T, y) - ’ﬂ'k(l')q)(y)‘ < m
2

yER
Cela est suffisant puisque logy w = logy x + O(logs x) avec (4.3.9). D’aprés l'inégalité de
Berry-Esseen telle qu’énoncée dans [Tenl5|, en posant T := log, w, avec la notation (4.2.5)
on a

o
sup |77 (z, y) — mi(2) B (y)] < W\’“/(%) /_\/;’e_itﬁfk(eit/ﬁ)—ﬂk(fv) /2 ﬁ (4.3.12)

yeR

Pour ¥ € R, on a e = 1+ O(¥9). Ainsi, lorsque |t| < 1/logz,

‘e—itﬁfk(eit/ﬁ) —Wk(.%' —t /2) << Z n_ 1 ,w T| + |t|27rk($)

negk (z)

ltimala) (52 + T+ ).

ot 'on a majoré trivialement w(n — 1, w) < logw . On a donc
Vlogz - dt  mi(x)
e_’tﬁfk eit/VT — mi(z)e e < 2 (4.3.13)
/—l/logz ( ) ’t’ \/T
Pour 1/logz < [t| < T9, avec le Lemme 4.2.2, puisque hy(1) = 1 et £(1) = 0, on a

it/NTY _ T —t2/2 t] + |t 1
Fe(€V) = mp(2)e™ e {1+0< o)
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Par ailleurs, en vertu de I'inégalité cos(d) —1 < —29? /72, valable pour —1 < 9 < 1, lorsque
TV6 < |t| < VT, le Lemme 4.2.2 fournit la majoration

fE (eit/ﬁ) < Trk(ar)e_th/”Q.

On obtient donc

. ‘ dt
’e’mﬁfk (VT — my(a)e™t/? < Wf/(;). (4.3.14)

Le résultat découle finalement des inégalités (4.3.10) a (4.3.14). Il est possible d’obtenir un
développement asymptotique plus précis pour 7} (x,y). Malheureusement, cela ne permet
pas d’améliorer le Théoréme 4.1.1. O

[/logx<t|<ﬁ
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Highest perfect power of a product of integers less than z

RESUME. Pour z > 3, on note w(z) le plus grand entier w pour lequel il existe des entiers
m=2ly>2etl<<n < - <ny <z tels que ny -+ -1y = y*. On démontre
U)(HZ‘) _ xef\/2logmloglogz(1+o(1)).

In [Skal7|, Skaltba defines, for z > 3, w(x) as the highest integer w for which there exist
integers m > 1,y > 2 and 1 < n; < -+ < nyy < o such that ny -+ - ny, = y%, and shows

xL(x)_ﬂ+O(1) <w(x) < xL(m)_l/ﬂ"'o(l),

where L(zx) := eviog@logloge aq o 100, In this appendix, which reproduces [GoulS8a],
we improve on the upper bound, making the result optimal up to the L(m)"(l).

Théoréme A.0.1. When x — +oo,
w(zx) = :cL(x)_\/iJ”’(l).

Proof. For 3< z < @, let U(x,2):=#{n<z: PT(n)<z}be the number of z-friable
integers less than x. From |[Tenl5|, we have the classical estimate

U(x,2) < ou™™+ . (u = (logx)/log z) (A.0.1)

From now on, let x > 3, m and nq, ..., n, < x denote integers such that ny - - - n,, is of
the form y*®). Let q := P*(y*®) denote the highest prime factor of y*(*) and v, (y*®))
denote its g-valuation. Since the number of g-friable integers n < x with ¢|n is less than
U(z/q,q), we have
log x
logq’

The estimate (A.0.1) yields that the maximum of the right member is attained for

w(z) < vy ™) < ¥(z/q,q)

q = L(x)"/V3re,

In this case, we get the desired upper bound, which, together with Skatba’s lower bound,
gives the result. 0
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