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Résumé

Résumé

Les codes de Reed-Muller et les fonctions presque parfaitement non linéaires ont parti-
culierement été étudiés sur le corps fini a deux éléments pour leur utilisation en cryp-
tographie. Dans cette thése, on généralise un certain nombre des résultats obtenus a la
caractéristique impaire.

Dans un premier temps, on rappelle la définition et les propriétés des codes de Reed-
Muller généralisés. En particulier, on donne une nouvelle preuve du théoréme de Delsarte,
Goethals et Mac Williams qui donnent les mots de poids minimal de ces codes. On
s’intéresse ensuite au rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre
1. On en donne un encadrement, ce qui nous permet d’en déduire la valeur exacte pour
un nombre pair de variables. De plus, a ’aide du logiciel Magma, on obtient des résultats
plus précis sur le corps fini a trois éléments. Enfin, on donne une méthode de décodage
des codes de Reed-Muller généralisés.

Dans un deuxiéme temps, on étudie les fonctions presque parfaitement non linéaires et
parfaitement non linéaires. Apres avoir rappelé les définitions et les résultats connus, on
démontre des conjectures de Dobbertin, Mills, Miiller, Pott et Willems sur des familles de
fonctions presque parfaitement non linéaires en caractéristique 3 et on donne une nouvelle
famille de fonctions presque parfaitement non linéaires en caractéristique cing. Par la
suite, on s’intéresse aux fonctions puissances parfaitement non linéaires sur une infinité
d’extensions d’un corps fini. En utilisant des méthodes de Jedlicka, Hernando et McGuire,
on démontre que les seuls entiers congrus a 1 modulo un nombre premier p qui sont des
nombres exceptionnels sont de la forme 1 + p'.

Mots-clefs

Codes de Reed-Muller généralisés, rayon de recouvrement, fonctions presque parfaitement
non linéaires, fonctions parfaitement non linéaires, nombres exceptionnels, fonctions sur
un corps fini.
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Around generalized Reed-Muller codes

Abstract

Reed-Muller codes and almost perfect nonlinear functions have been studied mostly for the
field with two elements because of their utilization in cryptography. This thesis generalize
some results to odd charactéristic.

In a first time, we recall the definition and properties of generalized Reed-Muller codes.
Particularly, we give a new proof of Delsarte, Goethals and Mac Williams’ theorem which
gives the minimal weight codewords of these codes. Then we study the covering radius
of the first order generalized Reed-Muller codes. We find upper and lower bounds which
give the value of the covering radius for an even number of variables. Furthermore, with
Magma, we manage to get more precise results for the field with three elements. Finally,
we give a decoding method for generalized Reed-Muller codes.

In a second time, we are interested in almost perfectly nonlinear functions and perfectly
nonlinear functions. We recall definitions and already known results. Then, we prove two
conjectures of Dobbertin, Mills, Miiller, Pott and Willems about families of almost per-
fectly nonlinear power mappings in characteristic three and we give a new family of almost
perfectly nonlinear power mappings in characteristic five. Finally, we study exceptional
numbers in odd characteristic that is to say power mappings which are perfectly nonlinear
on an infinity of extensions of a finite field. Using methods from Jedlicka, Hernando and
McGuire, we prove that the only exceptional numbers congruent to 1 modulo a prime
number p are of the form 1 + pt.

Keywords

Generalized Reed-Muller codes, covering radius, almost perfectly nonlinear functions, per-
fectly nonlinear functions, exceptional numbers, functions over finite fields.
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Introduction

Les codes de Reed-Muller et les fonctions presque parfaitement non linéaires ont beaucoup
été étudiés sur le corps fini & deux éléments pour leur utilisation en cryptographie. Pour
présenter une bonne résistance a la cryptanalyse linéaire, une fonction booléenne doit avoir
une haute non linéarité, c’est-a-dire étre la plus éloignée possible des fonctions affines, au
sens de la distance de Hamming. Les fonctions qui atteignent le rayon de recouvrement des
codes de Reed-Muller d’ordre 1 sont les fonctions ayant la plus haute non linéarité. Pour
cette raison, ce rayon de recouvrement a fait 'objet de nombreuses études. Cependant, on
ne dispose que d’un encadrement de ce rayon de recouvrement pour un nombre impair de
variables supérieur ou égal & 9. D’autre part, pour résister a la cryptanalyse différentielle,
une fonction booléenne doit aussi avoir une faible uniformité, c’est-a-dire qu’il doit y avoir
une faible corrélation entre les messages clairs et les messages chiffrés. En caractéristique
2, les fonctions booléennes qui ont la plus faible uniformité sont les fonctions presque
parfaitement non linéaires. Dans cette these, on généralise un certain nombre de résultats
obtenus pour la caractéristique 2 a la caractéristique impaire. On donne notamment un
encadrement du rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1.
On donne aussi des nouvelles familles de fonctions puissances presque parfaitement non
linéaires sur des corps de caractéristique 3 ou 5. Enfin, on utilise des méthodes de Jedlicka,
Hernando et McGuire pour déterminer une famille de fonctions puissances parfaitement
non linéaires sur une infinité d’extensions d’un corps fini de caractéristique impaire.

Dans le premier chapitre, apres avoir rappelé quelques résultats sur les codes de Reed-
Muller, on définit les codes de Reed-Muller généralisés de deux manieres : une approche
a plusieurs variables qui sera celle utilisée dans la grande majorité du manuscrit et une
approche en une variable, les codes de Reed-Muller généralisés étant vu comme des codes
cycliques étendus. On s’intéresse aussi a la distance minimale de ces codes et plus par-
ticulierement aux mots de code de poids minimal. Plus précisément, on redémontre le
théoreme suivant de Delsarte, Goethals et MacWilliams | | en utilisant des argu-
ments de géométrie affine! (voir [ ).

Théoréme 0.0.1. Soit 0 <r <m(qg—1)—1,r=1t(¢—1)+s, 0<s < qg—2. Les mots de
poids minimal de Ry(r,m) sont les mots de Ry(r,m) dont le support est l'union de q — s

sous-espaces affines de By paralléles de codimension t + 1 tous inclus dans un sous-espace
affine de codimension t.

Enfin, on rappelle le groupe des automorphismes des codes de Reed-Muller généralisés.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse au rayon de recouvrement des codes de
Reed-Muller généralisés d’ordre 1. Apres avoir rappelé les résultats connus pour ¢ = 2, on
démontre les résultats suivants pour tout ¢ (voir | D

1. "The authors hasten to point out that it would be very desirable to find a more sophisticated and
shorter proof" [ , Appendix]
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Théoréme 0.0.2. Pour tout q, m > 1, le rayon de recouvrement du code de Reed-Muller
généralisé d’ordre 1 Ry(1,m) vérifie :
m_q

(¢—1)g™ "t =gl < p(1,m) < (¢ —1)g™ ' — ¢%

Cet encadrement découle d’un théoreme plus général sur le rayon de recouvrement
des codes et d’un résultat sur le rayon de recouvrement partiel des codes de Reed-Muller
généralisés d’ordre 1 :

Théoréme 0.0.3. Soit C' un code sur Fy de longueur n auto-complémentaire et de force

2 alors
,O(C) < (q — 1) \/ﬁ

n—-—.
q q

Théoréme 0.0.4. Pour tout m et tout q, p2(1,m) = (¢ — 1)g™ ! — glz1-1,

La preuve de ce dernier résultat repose sur une étude des zéros des formes quadratiques.
Enfin avec I'aide du logiciel Magma, on obtient le résultat suivant pour ¢ = 3.

Théoréme 0.0.5. Pour q =3, p(1,3) = 16.
On en déduit

Théoréme 0.0.6. Pour ¢ =3 et m un entier impair,
m—1 2 [my_;
p(1,m) = (g = Vg™t = Sgl¥ 1L

Dans le chapitre 3, on étudie les fonctions presque parfaitement et parfaitement non
linéaires. Aprés avoir rappelé des résultats connus, on démontre deux conjectures faites
dans | | qui donnent de nouvelles familles de fonctions presque parfaitement non
linéaires en caractéristique 3.

Conjecture 0.0.7. Pour e > 5 impair, la fonction x — % est presque parfaitement non
linéaire sur Fze pour

d 322_1 sie=3 mod4
- e+1
32143 sie=1 mod4

Conjecture 0.0.8. Pour e > 5 impair, la fonction x — x% est presque parfaitement non
linéaire sur Fse pour

gt -1 ste=3 mod 4
d=19 gy | geq
S5—+%5 sie=1 mod4
On donne également une preuve d’une troisiéme conjecture de [ | différente

de celle donnée par Zha et Wang dans | ]

Conjecture 0.0.9. Soit e un entier impair. La fonction x — x@ est presque parfaitement

non linéaire sur Fse pour
e+1
5—1 572 —1
d= .
4 * 2

Finalement, on donne une nouvelle famille de fonctions presque parfaitement non li-
néaires en caractéristique 5.
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Théoréme 0.0.10. Soit | > 2 et e un entier tel que e = —1 mod 2!, alors la fonction
x — x% est presque parfaitement non linéaire sur Fse pour

1t -1 p5e—1

:761 +
25% 41 4

d

On peut trouver tous les nouveaux résultats de ce chapitre dans | ].

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse aux fonctions parfaitement non linéaires sur
une infinité d’extensions de [F,,. Dans | ) |, Jedlicka, Hernando et McGuire uti-
lisent le théoréeme de Bézout pour démontrer que les seules fonctions puissances qui sont
presque parfaitement non linéaires sur une infinité d’extensions de Fo sont celles données
par Gold et Kasami. En utilisant les mémes méthodes, on démontre le résultat suivant

(voir [ E

Théoréme 0.0.11. Les seulsd =1 mod p, tels que z — x soit parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de F), sont de la forme d =1 + ph.

Enfin, en annexe, on donne une méthode de décodage des codes de Reed-Muller géné-
ralisés.






Notations

Les notations suivantes sont valables pour la totalité du manuscrit.

e p désigne un nombre premier.

e s . ) .
e ¢ = p°€ désigne une puissance d’un nombre premier.
o [F, est le corps fini a ¢ éléments.

o Fylx1,..., 2] est Panneau des polynémes en m variables & coefficients dans F,. On
note deg(f) le degré d'un polynéme f de Fylx1,...,xn].

e Pour m un entier, GL,(IF;) désigne le groupe linéaire de Fy* et GA;,(F,) le groupe
affine de Fg".

e Si A est une partie d’'un ensemble E, on note #A son cardinal et A° son complé-
mentaire dans F.

e Soit mm un entier et f une fonction de Fy" dans F,. On note Supp(f) le support de
[, cest-a-dire {x € F* : f(x) # 0}.

e Soit C un code linéaire de longueur n. Pour tout ¢ € C, on note son poids de
Hamming

le| : =#{1 <i<n:¢ #0}.

e On note d(.,.) la distance de Hamming,.
e Sin €N, on note S, le groupe des permutations de {1,...,n}.
e Siz € R, on note |z] sa partie entiere inférieure et [z] sa partie entiére supérieure.

e Sia et bsont deux éléments d’un anneau principal, pged(a, b) désigne leur plus grand
diviseur commun.

e Si p est un nombre premier, a un entier, le symbole de Legendre (%) vaut 0 sia =0
mod p, 1 si a est un carré dans F), et —1 si a n’est pas un carré dans IF),.
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e On note x le caractere quadratique sur F, défini par :

1 si x est un carré dans FZ
Vx € Fy, x(r) =q —1 sizn’est pas un carré dans Fy
0 siz=0



Chapitre 1

Codes de Reed-Muller généralisés

Dans ce chapitre, on donne une généralisation des codes de Reed-Muller définis sur Fy
introduits par Reed en 1954 | ] en étendant la définition a tout corps fini F,;. Cette
généralisation a d’abord été introduite par Kasami, Lin et Peterson dans | | et Wel-
don dans | |. Les principales références pour les codes de Reed-Muller généralisés sont

[ Jet | J

Dans ce chapitre, m est un entier naturel strictement positif.

1.1 Rappels sur les codes

Avant d’étudier les codes de Reed-Muller généralisés plus en détails, on commence par
faire quelques rappels sur les codes en général. Une référence pour cette section est | .

Soit A un ensemble fini non vide, appelé alphabet et n un entier naturel.
Proposition 1.1.1. L’application de A™ x A™ dans N définie par
Ve, y € A", d(z,y) = #{i: 1 <i<n,z; # vy}
est une distance appelée la distance de Hamming.
Définition 1.1.2. Un code de longueur n est un sous-ensemble de A™.

On s’intéresse a la distance minimale d’un code car elle permet de déterminer sa
capacité de correction.

Définition 1.1.3. Soit C un code de longueur n tel que #C > 2. La distance minimale
de C est
d:=min(d(z,y) 1z € C,y € C,xz # y)

Proposition 1.1.4. Soit C' un code de longueur n et de distance minimale d. Alors

#C < (#A)" 9 (inégalité de Singleton)
et on peut retrouver au moins d — 1 effacements et corriger au moins [%1 — 1 erreurs.
Démonstration. Soitiy,...,ig_1 € {1,...,n}. On considere la projection de A™ sur A?~4+1

suivante :
A" - An—d—i—l

v (mi)ie{l,...,n} = (xz‘)z‘e{l,...,n}\{il,...,id,l}
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Soit x, y € C tels que p(x) = p(y). Alors d(z,y) < d— 1. Comme la distance minimale de
C est d, nécessairement = = y et ¢ est injective sur C. D’ott #C < (#A)" %1 et on peut
corriger au moins d — 1 effacements.

Soit ¢g un mot du code. Supposons qu’en envoyant cg, on recoive x € A™ tel que

d
d(z,co) < 5

Si ¢ est un mot de code différent de cg, d(z,c) > d(c, cg) — d(z,co) > d — 4. Donc il existe
un seul mot de code a distance inférieure a g de z, c’est le mot de code envoyé. O

Groupe des automorphismes

On trouve la proposition suivante dans | ].

Proposition 1.1.5. Les isométries de l’espace métrique (A", d) sont de la forme :

P A" — A"
0 (@) = (mila,-1)
ovo €S, et Il =(m,...,m,) est une famille de permutations de A.

Démonstration. On commence par remarquer que les applications décrites ci-dessus sont
bien des isométries.

Pour tout ¢ € {1,...,n}, a € A et x € A", on note A, ;(z) 'élément de A™ obtenu en
remplacant la ¢éme coordonnée de x par a.

Soit f une isométrie de (A", d) et zg € A™. Pour tout i € {1,...,n} et a € A\ {zp;},
f(Aq,i(z0)) est & distance 1 de f(zo) puisque f est une isométrie. Il existe donc un unique
(b,7) € Ax{1,...,n} tel que f(Aqi(x0)) = Ap;(f(z0)) avec b # f(x0);. Soit a’ € A\{zo,;},
a # a et (V,;5') T'unique couple tel que f(Ag i(xo)) = Ay j/(f(z0)). Sij # j' alors
d(f(Aar.i(z0)), f(Ag,i(z0))) = 2 ce qui est absurde puisque f est une isométrie. Donc pour
chaque 7 et quelque soit a, il correspond un unique j. On pose j = o(i), 7j(a) = b et
mj(x0,i) = f(x0);. Comme [ est une isométrie, chaque 7; est une permutation. On pose
alors g = gﬁﬁla o f. Par construction, xg et tous les éléments de A™ & distance 1 de x( sont
fixés par g. Soit i > 2. Supposons que pour tout x € A" tel que d(xg,z) < i, g(x) = =.
Soit z € A™ tel que d(z,xo) = i. Supposons, quitte & modifier 'ordre des coordonnées,
que x1 # xo1 et 2 # 2. On considere y = (291, %2,...,%n), 2 = (T1,202,%3, ..., Tn)
et w = (20,1,%0.2,23,...,%yn). Alors d(zg,y) < i, d(zo,2) < i et d(zg,w) < i. D’olt par
hypotheése de récurrence, g(y) = y, g(z) = z et g(w) = w. De plus, comme g est une
isométrie, g(z) doit étre a distance 1 de y et z et & distance 2 de w. La seule possibilité
est g(x) = x. Finalement f = ¢ . O

Le groupe S, est donc un sous-groupe du groupe des isométries de (A", d).

Définition 1.1.6. On appelle groupe des automorphismes du code C' le sous-groupe de
Sy, défini par :
Aut(C) :={o € S,,0(C) =C}

ouo(C)=A{o.c,ce C}.

Définition 1.1.7. Un code de longueur n dont le groupe des automorphismes contient le
cycle (1,...,n) est appelé un code cyclique.
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Définition 1.1.8. Le rayon de recouvrement d’un code C sur un alphabet A de longueur
n est le plus petit p tel que les boules fermées centrées en des mots de C' et de rayon p
recouvrent A™. Autrement dit, si on note p(C) le rayon de recouvrement de C, on a

p(C) = max min d(z,c).

Codes linéaires

A partir de maintenant, on suppose A = IF,.

Définition 1.1.9. Soit C un code de longueur n. Le poids d'un mot ¢ € C, noté |c|, est
le nombre de coordonnées non nulles de ce mot, c’est-a-dire la distance de ¢ & 0.

Remarque 1.1.10. Si C est un code de longueur n et z, y € C, alors d(z,y) = |z — y|.
On s’intéresse maintenant a un cas particulier : les codes linéaires.

Définition 1.1.11. Un code linéaire sur [F, de longueur n est un sous-espace vectoriel de
;. Si C est un code linéaire de dimension & on dit que C' est un [n, k]-code.

Définition 1.1.12. Soit C' un [n, k]-code. Une matrice & k lignes et n colonnes est une
matrice génératrice de C' si ses lignes forment une base de C.
Remarque 1.1.13. La distance minimale d’un code linéaire est le plus petit poids des
mots non nuls du code, c’est-a-dire d :== min ||

ceC\{0}

On dira alors qu'un code linéaire de longueur n, de dimension k et de distance minimale
d est un [n, k, d]-code.

Définition 1.1.14. Soit C' un code de longueur n sur Fy,. Le code étendu de C, C, est le
code de longueur n + 1 défini par

n
(co,c1,..,cn) €EC & (c1,...,cp) €C et ch:o.
k=0

Codes duaux

Définition 1.1.15. Soit C un [n, k]-code. Le code dual de C, noté C* est le code linéaire
de longueur n défini par :

CL::{xGFZ:Vy€C<:B,y>:0}

m
ou < x,y >:= Zmzyz
i=1

Proposition 1.1.16. Si C est un [n, k] code, C* est un (n,n — k)-code.

Démonstration. Soit (eq,...,ex) une base de C, alors
n k
Fy — Iy
x = (<mep>,...,<xe>)

est une application linéaire surjective de noyau C*. Par le théoréeme du rang, on obtient
donc le résultat. O
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Proposition 1.1.17. 57 C un code linéaire de longueur n, alors
Aut(C) = Aut(CH).

Démonstration. Soit o € Aut(C), c€ C,c € C+. On a
n n
<cocd >= Zciclg(i) = an_l(i)cg =<oted >=0
i=1 i=1
Donc o.¢' € C* et Aut(C) C Aut(Ct). On procéde de méme pour I'inclusion inverse. [

Codes cycliques

On a un isomorphisme linéaire entre Iy et Fy[z]/(z" — 1) :

Fy — Folz]/(z™ — 1)

(a1,...,an) + ai+asx+...+az" !

On peut donc identifier Fy et Fy[z]/(2" —1).

Théoréme 1.1.18. Un code linéaire C' sur F, de longueur n est cyclique si et seulement
si C est un idéal de Fylx]/(2™ —1).

Démonstration. Supposons que C soit un code cyclique. Soit ¢(z) € C alors zc(x) € C
par définition. D’ott, pour tout entier i, z'c(z) € C. Comme C' est un code linéaire sur F,,
pour tout a(z) € Fy[z], a(x)c(z) € C et donc C est un idéal.

Réciproquement, supposons que C' soit un idéal de Fy[z]/(z™ —1). Alors, pour tout ¢(z) €
C, xzc(x) € C donc C est un code cyclique. O

Proposition 1.1.19. Soit K un corps, f € Kl[z] et on considére le morphisme de K-
algébres canonique

¢ Kla] = K[z]/(f).

Alors Uapplication

~ {diviseurs unitaires de f} — {idéauzr de K[X]/(f)}

v g = ©((9))

est une bijection. Si J est un idéal de K[x]/(f), Uunique g tel que J = ¢((g)) s’appelle le
polynome générateur minimal de J.
De plus ¢((g)) est un espace vectoriel de dimension deg(f) — deg(g).

Démonstration. On commence par montrer que ¢ est injective. Soit g, h € K|[z], unitaires
divisant f tels que ¢((g)) = ¢((h)). Alors il existe k et j € K|z] tels que

g(x) = h(z)j(x) + f(x)k(z).

Comme h divise f, h divise g. Par symétrie, on a aussi g divise h et puisque g et h sont
unitaires, g = h.

Montrons maintenant que 1 est surjective. Soit J un idéal de K[z]/(f). Alors ¢ ~1(J) est
un idéal de K|[z], il existe donc g € K[z] unitaire tel que (g) = ¢~1(J). De plus,

(f) =9 ({0}) c¢™'(J) = (9)
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donc g divise f.

Soit g € K[z, unitaire et divisant f. Montrons que 'espace vectoriel ¢((g)) est de dimen-
sion deg(g) — deg(f). Soit ¢(x) € ¢((g)). On considere c¢(x) € K[z], 'unique représentant
de ¢(x) de degré strictement plus petit que deg(f). Alors il existe g et r € K[z] tel que

o(x) = g(2)a(@) + r(2) f(z) = g(x) (q<x> + r<x>)

Comme deg(c) < deg(f), deg(q(x) + r(x )géx
p(9(x)), p(zg(x)), ..., p(adeelf)—desl@) =L g(z)

Par la proposition précédente, a chaque idéal de Fy[z]/(2™ —1) il correspond un unique
polynéme générateur minimal. Un code cyclique étant un idéal de Fy[z]/(z™ — 1), les élé-
ments du code sont les multiples du polynéme générateur minimal correspondant. Ce
polynoéme est appelé polynéme générateur du code. Le polynéme générateur d’un code
cyclique est un diviseur de ™ — 1 donc ses racines sont des racines niéme de 1'unité.

))) < deg(f) — deg(g). Une base de ¢((g)) est
). ]

Jusqu’a la fin de cette section, on suppose que pged(n,q) =1

Définition 1.1.20. Si B est un ensemble de racines nieme de 1 et C' un code cyclique de
longueur n, on dit que B est un ensemble définissant pour C si

clx) eC=VEeB, ¢ =0.

Un exemple : les codes BCH

Définition 1.1.21. Un code cyclique de longueur n sur [F, est appelé un code BCH de
distance assignée ¢ si son polynéme générateur est le plus petit multiple commun des
polynémes minimaux de ¢, g4, ..., f49=2 pour un certain ! et S une racine niéme de
I'unité.

Théoréeme 1.1.22. La distance minimale d’un code BCH de distance assignée ¢ est su-
périeure ou égale a 9.

Démonstration. Si C est un code BCH, alors il existe un entier [ et une racine nieme de
I'unité g tels que

(Cl, . sen) ECOVI<j<I+6—2, cr+ef+.. ..+ D=0

1 Bl I@Ql . Bl(n—l)
I+1 2(141) L (I+1)(n—1)
On considere la matrice H = b b . b .
i 514572 52(1#572) o 6(l+57.2)(n71)

Alors
c=(c1,...,cn) €EC = cH =0

Considérons 6 — 1 colonnes de H :
Bill ﬂigfll

ﬁil (l-‘|—5—2) ﬁi(s_l(.l-f—é—Q)
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Leur déterminant vaut :

1 e 1
D = plirttis-1)l 5.1 3 %71
Bil(‘é.fQ) NN /Bi5f1'(5*2)

Donc n’importe quelles § — 1 colonnes de H sont linéairement indépendantes et la distance
minimale de C est au moins 9. O

1.2 Définition et premieres propriétés

1.2.1 Fonctions de IF’; dans F,

On note Bj, la F -algebre des fonctions de ;" dans F.
Pour tout u € Fj", notons 1, 1" élément de Bj, défini par :

lu(v):{ 1 siu=w

0 sinon

La famille (lu)ue[g'gn forme une base du Fg-espace vectoriel Bf,. On peut donc identifier les
F-algebres Bl et Fgm :
BY, — FI"
f = (f(ff))xe[gzn ’
Proposition 1.2.1. Les Fy-algébres BY, et Fylx1, ..., xm]/ (2] — 21,...,2% — xp) sont
isomorphes.

Démonstration. On définit la famille de fonctions polynomiales suivantes :

m

Vu = (ut, ... um) €F, fu= (1= (2 —u)?).
=1

Comme la famille (1,)yep forme une base du Fg-espace vectoriel BJ, et que la famille
( fu)uEF{I" forme une base du [F-espace vectoriel des fonctions polynomiales en m variables
Pol(m,F,), on obtient 'isomorphisme d’algebres :

Pol(m,F;) — B,

fu = Ly
Il reste a montrer que Fylz1, ..., xp|/ (2] — z1,...,2% — z,,) est isomorphe & Pol(m,F,).
On considere le morphisme d’algebres
b Fylz1,...,2m] — Pol(m,F,)
e —  (z— P(z))

Alors (2 — 1, ...,2%, — ) C Ker(¢y,) done ¢y, induit le morphisme d’algébres suivant :

—  Fylz,....am)/ (@) —21,... 28, — 2) — Pol(m,Fy)

Om 5] )

P —  (x+— P(x))

ém est surjective, on montre par récurrence sur m qu’elle est injective.
Si m = 1. Soit P € Fy[z]/(z? — z) tel que ¢1(P) = 0 et P l'unique représentant de P
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de degré au plus ¢ — 1. Comme P € Ker(¢), pour tout = € F,, P(z) = 0. De plus,
deg(P) < ¢—1donc P =0.

Soit m > 2. Supposons que ¢,,_1 soit injective.

Soit P € Fylz1,...,xm]/(xf — 21,...,2%, — z,,) tel que ¢, (P) = 0 et P l'unique repré-

sentant de P de degré au plus ¢ — 1 en chacune des variables. Soit x1,...,zm—1 € Fy
fixés,

q—1

pP= xfngk(x17"')xm—l) = le,...,xm_l(mm)-

k=0
Pour tout x,, € Fy, Py, . 2, (zm) = 0. Comme deg(Py,, . 2. .) < ¢ — 1, pour tout
Z1,...,Tm—1 € Fg, on a gg(z1,...,2m—1) = 0 pour tout k et pour tout z1,...,zm_1 € Fy.
Par hypothese de récurrence, gy = 0 et donc P = 0. O

On peut maintenant définir le degré d’une fonction de Fg* dans F,,.

Définition 1.2.2. Si f € BZ, son image dans Fy[z1,...,2p]/(2] — 21,...,28 — xp) a

un unique représentant de degré au plus ¢ — 1 en chacune des variables. Le degré de f est
alors le degré de ce représentant. On le note deg(f).

Proposition 1.2.3. Le degré de f € B, est strictement plus petit que m(q — 1) si et
seulement si

Z f(z)=0.

zeF
Démonstration. On va montrer ce résultat pour chaque monéme. On considére le mondéme

suivant : zi' ...zl

Si I'un des ¢; est nul, on peut supposer qu’il s’agit de ¢; sans perte de généralité. Alors

i1 im i2 im
le...x,;l"—q Z Ty ...z = 0.

:DE]FZ” (xg,,,,,zm)GFZnil

On suppose maintenant que pour tout 1 < j < m, i; # 0. Par hypothese, il existe un i,
tel que i =i # ¢ — 1. Il existe donc y € F} tel que y* # 1. On a alors

z€ly z€lFy

D’otl, comme y* # 1, Z z' =0 et donc

z€lFy
Z i1 Im
Tz = 0.
z€Fy
D’autre part, Z x(f_l Cxdl = (=)™ £0. ]

zeF

Action du groupe affine

Soit ¢ un élément du groupe affine GA,,(F,) défini par

Vo € F', o(x)=Az+b
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ou A est une matrice m x m inversible et b est un élément de ]FZ”.
On peut alors définir une action de o sur f € B comme suit :

Ve e F) (0.f)(x) = f(Az +b).
On obtient alors facilement la proposition suivante :

Proposition 1.2.4. Soit r un entier tel que 0 < r < m(q —1). L’ensemble des fonctions
de Fy" dans Fy de degré inférieur ou égal a v est stable sous l'action du groupe affine.

1.2.2 Codes de Reed-Muller

Dans cette sous-section, on fait quelques rappels sur les codes de Reed-Muller, c’est-a-dire
qu’on se place dans le cas ou ¢ = 2. La plupart des résultats donnés dans cette sous-section
peuvent étre trouvés dans | | ou [ |[Chap. 10].

Définition 1.2.5. Soit r un entier tel que 0 < r < m. Le code de Reed-Muller d’ordre r,
R(r,m), est le sous-espace des fonctions de B2, de degré au plus r.

Remarque 1.2.6. e On a R(0,m) C R(1,m) C ... C R(m,m).

e Les codes de Reed-Muller sont stables sous 'action du groupe affine (proposition
1.2.4).

Théoréme 1.2.7. Soit 0 <r < m. Le code de Reed-Muller d’ordre r est un code linéaire

T
de longueur 2™ et de dimension Z <m>
i=o \'*

Démonstration. L’espace B2, est de dimension 2 donc R(r,m) est de longueur 2™. De
plus, R(r,m) est engendré par {z}" ...zpm : V1 < j <m,i; € {0,1},3 7 4i; < r} donc sa

dimension est Z (m) O
7

1=0

L’ensemble P(F3') des parties de F5', muni de la différence symétrique A et de l'inter-
section, est un anneau. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.2.8. On a un isomorphisme d’anneauz entre P(Fy') et BZ,.
Démonstration. L’application suivante est un morphisme d’anneaux :

. PES) = B
' A — 14

ol 14 est la fonction caractéristique de A. L’inverse de ce morphisme est :

B2, — P(FY)
fo Ap={zeFp f(z) £0}

O
Proposition 1.2.9. Soit f € B2,. Il y a équivalence entre les propositions suivantes :
1. Le degré de f est inférieur ou égal a r.

2. Le support de f appartient a l’ensemble des parties de F3y' engendrées par les sous-
espaces affines de codimension r.
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Démonstration. Commengons par montrer qu’une partie engendrée par les sous-espaces
affines de codimension r est une fonction de degré au plus r. Pour cela, il suffit de prouver
qu'un sous-espace affine de codimension r est une fonction de degré au plus r. Si A est

un sous-espace affine de codimension r, alors il existe f1,..., f, € B2 tels que pour tout
m

i€ [1,r], filx) = Zai7kxk +biet A={zx eFy:1<i<rfi(r) =1} On a alors
k=1

T
14 = H fi qui est de degré au plus r.
Récipiohuement, il suffit de montrer que chaque monéme de degré au plus r est une partie
engendrée par les sous-espaces affines de codimension r.
On commence par les monomes de degré r. Soit f = z;, ...z;, un tel mondéme. Alors
{r € FP" : f(z) #0} = {x € FY* : x;;, = ... = x;, = 1} qui est un sous-espace affine
de codimension 7. On considere maintenant un monéme de degré k < r : f = z;, ... x;,.
Alors

f= Tiy o TigyTipyy + X .. ‘xik(xikJrl + 1)

= Z Tiy - - - Ty, (:L'ik+1 + ul) e (xiT + ur_k)

uEF;_k
= > la,
uE]Fgfk
ou Ay ={r cFy' 12y, = ... =2, = 1= (w5, +u1) =...= (i, +ur_p)}
Or, pour tout u € F g_k, A, est un sous-espace affine de codimension 7. O

On obtient donc une définition équivalente pour les codes de Reed-Muller :

Proposition 1.2.10. Soit 0 < r < m. Le code de Reed-Muller d’ordre r est l’ensemble
des parties de P(F5') engendrées par les sous-espaces affines de codimension r.

En utilisant l'identification de B2, et F2 ", on peut donner une troisitme définition des
codes de Reed-Muller : pour 1 <r <m —1et f € R(r,m), on peut écrire

f(xlw : 'axm) = h(l’l,. . 'axmfl) +$mg(xla s 7$m71)7

avec h € R(r,m—1) et g € R(r —1,m —1). Autrement dit, tout élément de R(r, m) peut
s’écrire sous la forme (z,x+y) ol x et y sont des vecteurs de F%mA tels que z € R(r,m—1)
etye R(r—1,m—1).

Définition 1.2.11. On a R(0,m) = {(0,...,0),(1,...1)} C F3", R(m,m) = F3" et pour
1<r<m-—1,R(rym)={(z,z+y):z € R(rrm—1),y € R(r—1,m—1)}.

Dans la suite, on redémontrera dans le cadre des codes de Reed-Muller généralisés
certains théoremes classiques des codes de Reed-Muller. On rappellera ainsi leur dimension,
leur code dual, leur distance minimale ainsi que les mots de code qui atteignent cette
distance et enfin leur groupe des automorphismes.

1.2.3 Codes de Reed-Muller généralisés

De maniére analogue, nous allons maintenant définir les codes de Reed-Muller généralisés.
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Définition 1.2.12. Soit 7 un entier tel que 0 < r < m(q — 1). Le code de Reed-Muller
généralisé d’ordre 7 de longueur ¢, noté R,(r, m), est le sous-espace des fonctions de Bf,
de degré au plus r. Autrement dit, c’est le sous-espace de B, engendré par

m
{:sz...a:m:Vlgk‘gm,ogikgq—l,z:ikgr}.
k=1

Remarque 1.2.13. e Pour g = 2, on retrouve les codes de Reed-Muller.
e On a Ry(0,m) C Ry(1,m) C ... C Ry(m,m).

e Les codes de Reed-Muller généralisés sont stables sous 'action du groupe affine
(proposition 1.2.4).

Théoréme 1.2.14. Soit 0 < r < m(q —1). Le code de Reed-Muller généralisé Rq(r,m)
t—kqg+m — 1)

r m
est un code linéaire de longueur "™ et de dimension Z Z(_l)k <m> < — k
1 — Rq

i=0 k=0 k
Démonstration. Les codes de Reed-Muller généralisés sont des sous-espaces vectoriels de
B qui est de dimension ¢™.
Pour ce qui est de la dimension, on va commencer par calculer le nombre de mondémes
en m variables de degré global ¢ € [0,m(q¢ — 1)] et de degré au plus ¢ — 1 en chacune
des variables. Autrement dit, on veut connaitre le nombre de facons de choisir ¢ éléments
parmi m avec répétition autorisée sachant que chaque élément ne peut pas étre choisi plus
de g — 1 fois.
On note S}, le nombre de facons de choisir j éléments parmi m avec répétition autorisée.
On a, pour x < 1,

1

S S :Oos.mj.
e (5) g

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit

] -1
J

En utilisant le principe d’inclusion-exclusion pour les ensembles Ay, = {zi' ... zkm i) > ¢},
on obtient que le nombre de monémes de degré ¢ en m variables et de degré au plus ¢ — 1

en chacune des variables est
i(_l)k m\ (i—kqg+m—1
k i—kq '

k=0
Comme on s’intéresse aux fonctions de degré inférieur ou égal a r, on a le résultat. O
Théoréme 1.2.15. Si0<r < (m(¢g—1)—-1)
Ry(r,m)* = Ry(m(q —1) = 1 —r,m).

Démonstration. Soit f € Ry(r,m) et g € Ry(m(q —1) —1 —1r) fg est alors de degré
strictement plus petit que m(q — 1) et donc, par la proposition 1.2.3,

Ry(m(q—1) —1—1r,m) C Ry(r, m)t.

c s . . . PN 3 ; . —1—2 —1—4 .
On considére maintenant l'involution qui & zi' ... zém associe z{ ... 2% =% Alors il
existe autant de monoémes de degré strictement plus grand que m(q — 1) — 1 — r que de
monomes de degré inférieur ou égal a r.

Dot dim(Ry(m(g — 1) — 1 —7,m)) = ¢™ — dim(Ry(r, m)) = dim(R,(r, m)*). O
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Pour g —1<r<(m—1)(¢—1),si f € Ry(r,m), on a

qg—1
flz1,...,2m) = Z Xan(xa, ... xm).
k=0

On peut donc également donner une définition récursive des codes de Reed-Muller géné-
ralisés. Cependant, elle semble moins intéressante car il faut au préalable définir Ry(r,m)
pour 0 <r<(g—1et (m—1)(g—1) <r<m(qg—1).

D’autre part, on n’a plus d’isomorphisme d’anneaux entre B et P(qu) comme sur [Fs.
En effet, une fonction de BJ, peut prendre des valeurs différentes de 0 et 1. On a quand

méme le résultat suivant :
1 size A

Pour A un ensemble, on définit la fonction 14 sur F* par 14(x) = { .
0 sinon

Proposition 1.2.16. Soit 0 <t < m. Sir > t(q— 1), alors pour tout sous-espace affine
A de codimension t, la fonction 14 est dans Ry(r,m).

Démonstration. Si A est un sous-espace affine de codimension ¢, il est défini comme [’en-
semble des points de Fi* vérifiant les équations suivantes :

m
lﬁift, fi(xl,...,a;m):Zai,kmk:wi.
k=1

On considere maintenant le polyndéme suivant :

t

p(T1,. .., Tm) = H(l — (fi(z1, .y xm) —w) Y.

=0

Le polynéme p est de degré t(¢ — 1) donc p € Ry(r,m) pour r > t(qg — 1).
De plus, p(z1, ..., %) vaut 1 si fi(x1,...,2,) = w; pour tout 1 <i <t et 0 sinon. O

1.2.4 Codes de Reed-Muller généralisés et codes cycliques

Une autre facon de voir les codes de Reed-Muller généralisés est de les voir comme des
codes cycliques étendus. Ce point de vue sur les codes de Reed-Muller généralisés est aussi
appelé approche a une variable dans la littérature (voir | , | par exemple).

Définition 1.2.17. Soir 0 < r < m(q — 1). Le code de Reed-Muller généralisé ponctué
d’ordre r, noté Ry(r,m)* est le code linéaire de longueur ¢ — 1 obtenu a partir des mots
de R,(r,m) en supprimant la coordonnée correspondant a 1.

Proposition 1.2.18. Pour 0 < r < m(q — 1) — 1, Ry(r,m)* est un code cyclique de
longueur ¢™ — 1 sur Fy.

Démonstration. 11 existe un élément primitif de Fym tel que {w,w?,... ,wqm_l} soit une

base de Fym sur F, (voir | ]). On a un isomorphisme ¢ de Fy* dans Fgm qui a
. m—1 . . N

(a1,...,an) associe ajw + agw? + ...+ apw? . On peut alors identifier Ry(r,m) a

{(p(0),p(671(1)),-..,p(6" (WT"72))) : p € Ry(r,m)} et donc Ry(r,m)* &

{(p(¢~1(1)),...,p(¢~H(w?"=2))) : p € Ry(r,m)}. D’autre part, la multiplication par w est
une application linéaire et GL,,(IF;) est le stabilisateur de 0 dans GA,, (F,) donc GL,, (F,)
agit sur Ry(r,m)*. D’ou, R,(r,m)* est cyclique. O
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Corollaire 1.2.19. Pour 0 <r <m(q—1) — 1, Ry(r,m) est un code cyclique étendu.

Démonstration. Soit f € Ry(r,m). Alors, si r < m(q¢ — 1), on a Z f(z) = 0 (proposi-

erFgl
tion 1.2.3). Donc R,(r,m) est le code cyclique étendu du code de Reed-Muller généralisé
ponctué correspondant. ]
m—1
Définition 1.2.20. Si0 < j < ¢™ — 1 s’écrit j = Z Juq" avec 0 < jp < q — 1, alors le
k=0

g-poids de j est

m—1
Wtq(j) = Z Jk-
k=0

Proposition 1.2.21. Soit 0 < r < m(q — 1), Ry(r,m)* est un code cyclique d’ensemble
définissant {j : 0 < wty(j) < m(qg—1) —r}.

Démonstration. Soit w un élément primitif de Fym. Alors {1,w, ... ,w™ 1} est une base
de Fym sur F,. Il existe une unique base {f1,..., By} de Fgm sur Fy tel que

Vi, j,  Trpn/m, (Biw’ ') = 6ij
ou Trp m /R, désigne la trace de Fym sur Fy et §; ;, le symbole de Kronecker (voir théoréme
2.24 de | ]). On définit alors 'homomorphisme de F,-algebres suivant :
Flos,.coom] = Bgnlsl /(7" = 2) -

T, v Biz+ (,Biz)q + ...+ (ﬁiz)q = T(ﬁiz) '

Or 0(z?) = (T(B;2))? = T(Biz) = O(z;) donc 6 induit un morphisme d’algebres  de
Fylz1, ..y zm]/ (2] — 21,. .. 28, — 2, sur Fgm[2]/(27" — 2).
Soit P € Fylx1,...,zm]/(2{ —21,...,2%, — z,). On a

Fe' = {(Trg 0 r, (B12)s - - -, TrF 7, (Bm2)) : 2 € Fgm}

0 :

et donc

Y Pa)= > P(Trp 7, (B12), - Trp o jr, (Bmz)) = > 0(P)(2).
xngl zqum zE]qu

Donc, par la proposition 1.2.3, deg(P) < m(q — 1) si et seulement si deg(f(P)) < ¢ — 1.
Soit P € Fylw1,...,xm]/ (2] — 1,..., 2%, — z,,) tel que deg(P) < m(q—1). Si

rrm

qm" -2 .
Qz) = Y ¢
=0

q77l_2 qm_2
désigne son image par 6, alors on a (Q(2))? = Q(z) si et seulement si Z cg-z]q = Z ¢z
j=0 7=0
Or, si j < ¢™ — 1, 'application qui a j associe [jq], son reste dans la division euclidienne
m_9 qm—2
par ¢™ — 1, est bijective. On obtient alors : Z c;]»z]q = Z g
=0 J=0

De plus, pour k > 1, (24" 1)k = 24" =1 mod (29" — z) donc I'image de @ est incluse dans

qm—1

L={Q(z) = Z cjzj tegmo1 € Fg,V0 < j < ¢™ — 2,0? = c[jq]}.
=0
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Inversement, on considere le morphisme de F,-algebres

Fem(2] = Fgmlz1,...,z0]/(@] — 21, .. 28 — 2y,)
m
Y z Zmiwifl
i=1
m ) qm m ] o
Or (Z xioﬂl) = Z z;w' !, donc ¢ induit un morphisme d’algebres ¢ de
i=1 i=1
Fym[2]/ (27" — 2) dans Fym[zy, ..., zm]/ (2] —21,...,28, — 2).

Soit @ € L. Alors Q(2)? = Q(z) donc ¥(Q)4 = (Q), d’ont
P(Q) € Fylzr, ..., xn) /(2] —z1,..., 28, — 2,).

A partir de maintenant, on considere la restriction de v & L, que I’on notera encore 1.
Soit 1 <7 <m,

Tob(a) =3 B Y wjwli—e"
k=0  j=1
m m—1 X
= Z Ly (Bzwj_l)q
j=1 k=0
= Z x5 1rp 0 /m, (Biw! ™) = z;
j=1

Donc 8 est injective. De plus, tout élément de L de degré inférieur ou égal & ¢"™ — 2 peut

s’écrire sous la forme
qm—2

Qz) = > Qw)gi(2)
i=0

. m_
124 11

ou g;(z) = —w'*——. Comme Q € L, pour tout i, Q(w') € Fy et L est de dimension ¢™
sur F,. D’ott 6 est un isomorphisme d’algebres de Fylx1, ..., 2n]/(f — 21, ..., 29, — z.)
dans L.
m—1
Soit 0 < j < g™ — 1 s’écrivant j = Z jqu. Alors
k=0
m

P() = (Q_zw' Y
i=1

m—1 m Jk
=] (inw(il)q’“>
k=0 \i=1

donc deg(¢(27)) < wty(j).
Inversement, soit 1 <i<m, 0<a<qg—1

0(zf) = (Biz + (Biz) + ...+ (Biz)T" )

m Zlquil
= > Ih! a!l lHﬂfquilzkzl

Wyl 170 ey

Zlk:a
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donc wt,(deg(A(z))) = a.
Finalement, pour 0 <r <m(q — 1) — 1, R4(r,m) est isomorphe a

q"—2

{Q(z) = Z c;jzl € L:ic;=0siwty(j)>r}.
=0

On en déduit que Ry(r, m)* correspond a

qm"—2
Cr ={(Q(1),...,QW"" ) : Q(2) = Y ¢z’ € Lyej = 0 si wiy(j) > r}.
i=0
qm =2
D’autre part, on note R = {(Q(1),...,Qw?" ~2)): Q(z) = Z ¢;jz’ € L}. On a I'isomor-
phisme de F,-espaces vectoriels =
R - F [yz]/(qu )
. qm* o
QW QW) = Y QW
i=0

d’inverse 3 : f — (Qf(1),... ,Qf(w ~2)) ot Qr(z Z —flw ﬂ

Soit g un polyndéme générateur d’un code cyclique C' de longueur q™—1. Alors un polynéme
f est dans le code C' si et seulement si pour tout 0 < j < ¢™ — 2 tel que g(w™) = 0,
f(w™) = 0. Un code cyclique d’ensemble des zéros {w™/ : j € T} correspond donc par 3
a

q"—2 '

{QM).....QW" 2):Q(z) = Y ¢z € Le;=05si j €T},

i=0
En appliquant ce résultat a R,(r,m)*, on obtient que I’ensemble des zéros de Ry(r,m)*
est {w™ :m(qg—1) > wty(j) >r} = {w’ : 0 < wty(j) <m(g—1)—r}. O

Corollaire 1.2.22. Pour 0 <r <m(q—1)—1, on écritr =t(g—1)+s, 0< s < qg—2.
Alors Ry(r,m)* est un sous-code d’un code BCH de distance assignée (q — s)g™ =1 — 1.

Démonstration. Par le théoreme précédent, on sait que le polynéme générateur de R, (r, m)*
a pour zéros {w’ : 0 < wty(j) < m(q—1) —r} ot w est un élément primitif de Fym. Le
plus petit entier h vérifiant wt,(h) = m(q —1) — 7 est

m—t—2
= > (@—-Dd+(q—1-s)¢" " =(g—s5)g" " - 1L
=0
D’otl, pour tout 0 < j < h, w’/ annule le polyndme générateur de Ry(r,m)*. ]

1.3 Distance minimale

Dans cette section, on s’intéresse a la distance minimale des codes de Reed-Muller géné-
ralisés et aux mots de code qui atteignent cette distance.
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1.3.1 Distance minimale des codes de Reed-Muller généralisés

On définit le poids d’'un mot d’un code de Reed-Muller généralisé comme suit :

Définition 1.3.1. Soit 0 < r < m(g—1). Si f est un mot de Ry(r, m) alors le poids de f
est | f| = #Supp(f).

Le théoréme suivant donne la distance minimale des codes de Reed-Muller généralisés.
On en trouve la preuve dans | | pour ¢ = 2 et dans | ] ou [ | pour le cas

q# 2.

Théoréme 1.3.2. Soit 0 <r <m(q—1), on écritr =t(q— 1)+ s avec 0 < s < qg— 2.
Alors la distance minimale du code de Reed-Muller généralisé Ry(r,m) est (g — s)g™ L.

Remarque 1.3.3. Si ¢ =2, s =0 et t = r, la distance minimale est 2",

Démonstration. e Dans le cas ou ¢ = 2, il existe une preuve simple qui utilise la dé-
finition récursive des codes de Reed-Muller. On démontre le résultat par récurrence
sur m.

On a R(0,m) = {(0,...,0),(1,...,1)} donc sa distance minimale est 2™. En par-
ticulier, la distance minimale de R(0,1) est 2. D’autre part, R(m,m) = Fy* donc
sa distance minimale est 1 pour tout m. Soit m > 1, on suppose que pour tout
1 <7 <m—2, la distance minimale de R(r,m — 1) est 2™ "1, Soit 1 <r <m —1,
on note d, ,, la distance minimale de R(r,m). On veut montrer qu’elle vaut 2",
Pour 1 <r<m-—1, R(r,m) ={(¢c,c+):ce€ R(rym—1),d € R(r—1,m—1)}.
Onal(c,c+ )| =le|+|c+|doncsid =0, |(c,c+ )| > 2dym—1, avec égalité si c
atteint la distance minimale de R(r,m — 1).

Sid #0,|c+|>|d]—|c| donc |(c,c+ )| > || > dp—1,m—1 avec égalité si ¢ = 0
et ¢ atteint la distance minimale de R(r — 1, m — 1). Finalement,

dr,m = min(2dr,mfla drfl,mfl) =2"""

e Par le corollaire 1.2.22, le code de Reed-Muller généralisé ponctué R,(r, m)* est un
sous-code du code BCH de distance construite (¢ — s)¢™ *~* — 1 donc sa distance
minimale est supérieure ou égale a (¢ — s)g™ =1 — 1.

Soit wg-, 1 <j <s, s éléments de Fy. On définit le polynome suivant :

t s

P(ay,...,xm) = [ -2 T (@1 — w)).

i=1 j=1

Alors P est de poids (¢ — s)g™ "' et est non nul en 0 donc le mot de Ry(r,m)*
correspondant est de poids (g — s)g™ "1 — 1 et la distance minimale de R,(r,m)*
est (¢ — s)g™ =1 — 1. Soit maintenant un mot de poids minimal dans R,(r,m)*.
Supposons que le mot de R, (r, m) correspondant soit de poids (g—s)g™ "1 —1, c’est-
a~dire qu’il vaille 0 en 0. Comme Ry(r,m) est invariant par translation (proposition
1.2.4), il existe un mot de Ry(r,m) de poids (¢ — s)g™ t~! — 1 différent de 0 en 0.
Le mot de Ry(r,m)* correspondant est donc de poids (g — s)g™ '~ — 2 ce qui est
absurde donc la distance minimale de R,(r,m) est (¢ — s)g™ '~ L.

O
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1.3.2 Mots qui atteignent la distance minimale pour ¢ = 2

Le théoréme suivant donne les mots de poids minimal des codes de Reed-Muller ([ 1.
Bien que ce théoreme soit un cas particulier du théoreme 1.3.5 ci-dessous, on commence
par prouver le résultat dans le cas particulier ¢ = 2 car le preuve est plus simple et permet
de mieux se rendre compte du type d’idée que 1’on va utiliser par la suite.

Théoréme 1.3.4. Soit 1 < r < m. Les mots de R(r,m) de poids minimal sont exactement
les sous-espaces affines de codimension r.

Démonstration. On traite d’abord le cas r = 0. Si f € R(0,m) est de poids 2™, alors son
support est Fg* qui est bien un sous-espace affine de codimension 0.

On traite les autres cas par récurrence descendante sur 7.

Sir = m, soit f un mot de poids 1 de R(r,m). Alors f = 1, et {u} est bien un sous-espace
affine de codimension m.

Soit 0 < 7 < m, on suppose que les mots de poids minimal de R(r 4+ 1,m) sont les sous-
espaces affines de codimension r + 1. Soit f € R(r,m) un mot de poids minimal. On écrit
f =14, A € P(FY). Soit a € A, on définit F = {(% : b € A} et on veut montrer que F
est un sous-espace vectoriel de F5* de codimension 7. On a #F = 2" < 2:8(F) oi1 rg(F)
est le rang de la famille F. Donc F' contient au moins m — r vecteurs indépendants, v_f,
V5 .. Oy Soit U ¢ Vect(v—f, e m) (c’est possible car r # 0). On considére alors un
hyperplan affine H tel que a+ ¢ H et a,a+ﬁ,...,a+m € H.

Supposons que ANH # A, alors ANH® # (). Or H¢ est un hyperplan affine donc AN H et
AN H€ sont des mots de R(r + 1,m) donc de poids supérieur ou égal a 2™~ "~1. Pour des
raisons de cardinal, ANH et ANH€ sont en fait des mots de poids minimal de R(r+1,m).
Par hypothese de récurrence, AN H est donc un sous-espace affine de codimension 7+ 1 or
AN H contient a,a + v1,...,a+ Uy ce qui est absurde. Dot A= ANH et a+ o g A
et donc F' = Vect(ﬁ7 e ,m) O

1.3.3 Mots qui atteignent la distance minimale pour ¢ # 2

Le théoréme suivant donne les mots de poids minimal des codes de Reed-Muller généralisés.
Il a d’abord été prouvé dans | | mais comme le soulignent les auteurs, il serait
souhaitable d’en trouver une preuve plus simple. C’est ce que nous faisons par la suite en
utilisant des arguments similaires au cas ¢ = 2 (voir aussi | D).

Théoréme 1.3.5. Soit 0 <r <m(qg—1)—1,r=1t(¢—1)+s, 0 <s < qg—2. Les mots de
poids minimal de Rq(r,m) sont les mots de Ry(r,m) dont le support est l'union de ¢ — s
sous-espaces affines de Fy* paralleles de codimension t +1 tous inclus dans un sous-espace
affine de codimension t.

Dans le cas ¢ # 2, la difficulté est que le complémentaire d’un hyperplan n’est plus un
hyperplan. Néanmoins, on montre le lemme suivant :

Lemme 1.3.6. Soit 0 <r <m(¢—1)—1,r=t(g—1)+s,0<s<qg—2. Si f est un mot
de poids minimal de Ry(r,m), on note S son support. Alors, pour tout hyperplan affine H
tel que SNH #0 et SNH # S,

e soit S rencontre tous les hyperplans paralléles a H,

t

e soit S rencontre (q — s) hyperplans paralléles en g™ t=1 points.

On commence par donner un résultat préliminaire (voir | E



1.3. DISTANCE MINIMALE 37

Lemme 1.3.7. Soit S un ensemble de Fy', tel que #S = uq™ < ¢™, 0 <u <gq.
Supposons que pour tout affine hyperplan de F*, soit #(SNH) = 0 soit #(SNH) > ug" .
Alors il existe un hyperplan affine de Fy* qui ne rencontre pas S.

Démonstration. Supposons que S rencontre tous les affines hyperplans. Alors on montre
par récurrence sur k que pour 0 < k < m, #(S N Ay) = ug" ¥ ot A;, est un sous-espace
affine de codimension k.

C’est vrai pour K = 0. Si k = 1, soit H un hyperplan affine. Alors S rencontre tous les
hyperplans paralléles & H en au moins ug¢" ! points donc #(S N H) = ug"!. Soit k > 1
et supposons que S rencontre tout sous-espace affine de codimension k — 1 en ug™ **!
points et tout sous-espace affine de codimension k en ug¢™* points. Soit Aj,; un sous-
espace affine de codimension k + 1 et Ax_; un sous-espace affine de codimension k — 1 le

contenant. Si on considere A,(Cl), e ,Al(cqﬂ) les g + 1 sous-espaces affines de codimension k
q+1 A '

inclus dans Ay_1 et contenant Ay,q alors U A,(f) = Ap_jetpouri #j A,(;) ﬂA,(g) = Ak
=1

donc
ug" P = #(S N A1) + (g + D) (ug™F — #(S N Apyr))

et #(S N Apy1) = ug”*71, ce qui montre qui montre que ’hypothése de récurrence est
u

vérifiée au rang k + 1. Or, pour kK = n + 1, on obtient que #(S N Ap41) = g ce qui est
absurde car 0 < u < q. O

On démontre maintenant le premier lemme.

Démonstration. Quitte a appliquer une transformation affine, on peut supposer que 1 = 0
est une équation de H et I I'ensemble des a € [, tel que I'hyperplan parallele & H
d’équation x; = a ne rencontre pas S. Soit k le cardinal de I; supposons que k > 1.
Comme SNH # 0 et SNH # S, onak<q—2. Pour tout ¢ dans F, tel que ¢ n’est pas
dans I, on définit :

Vo = (r1,...,2ma € FY, fe(z) = f(2) H (1 — ).
acly,

a#c
agl

Le degré de f. est au plus t(¢— 1) +s+qg—1—k. On a donc

(=)™ =1f1=DIfl
cZ1

S (q—k)(k—s+1)¢g" 1 sis—k<0
=) (g—k)(g—s+k)g™" 2 sis—k>0

On doit donc avoir

(g—1—Fk)(k—s)<0 sis—k<0
kE(s—k) <0 sis—k>0

Ce qui n’est possible que si s = k. ]
Maintenant, on peut prouver le théoréme 1.3.5 :

Démonstration. On commence par prouver le théoreme pour t =0 et t =m — 1.
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e Supposons t = 0 et soit f un mot de poids minimal de Ry(r,m).

Si s = 0 alors deg(f) = 0 et comme f # 0, on a f = c avec c € ;.
Sinon, soit A un hyperplan affine de Fy". Alors

#(Supp(f) N H) = 0 ou #(Supp(f) N H) > (¢ — s)q™ .

Dong, par le lemme 1.3.7, il existe un hyperplan affine Hy tel que
Supp(f) N Hy = 0.

Cependant, Fy" est 'union des ¢ hyperplans paralléles a Hy donc il existe H; parallele
a Ho tel que Hy N Supp(f) # 0. De plus, comme |f| = (¢ — s)g™ ! > 2¢™L,
Supp(f) N Hy # Supp(f). Donc par le lemme 1.3.6, puisque Supp(f) N Hy = 0,
Supp(f) rencontre Hy, ..., H,_s, (¢ — s) hyperplans paralleles & Hy en ¢"™ ! points,

q—s
c’est-a~dire Supp(f) = U H;.
i=1

Supposons t = m — 1. Soit f € Ry((m —1)(¢ —1)+s,m), 0 < s < g— 2, tel que
|fl = ¢ —s. On pose S = Supp(f). Soit wy, we € S et H un hyperplan tel que wy,
wo € H.

Supposons que SN H # S alors, par le lemme 1.3.6, soit S rencontre tous les hy-
perplans paralleles & H (ce qui est possible seulement si s = 0) soit S rencontre
(¢ — s) hyperplans paralleles & H en un point. Dans les deux cas on obtient une
contradiction puisque S rencontre chaque hyperplan en exactement un point et wi,
wo € H.

Donc S est inclus dans tous les hyperplans H tels que wi, ws € H, ce qui signifie
que S est inclus dans la droite passant par wy et ws.

Maintenant on prouve le théoreme par récurrence descendante sur t.

Supposons que pour un ¢ fixé, 1 <t < m — 2 et pour tout s, 0 < s < qg—2, le
support d'un mot de Ry((t+1)(¢ — 1) + s, m) de poids minimal est I'union de ¢ — s
sous-espaces affines de Fy", paralleles, de codimension ¢ + 2 et tous inclus dans un
sous-espace affine de codimension ¢ + 1.

Soit f € Ry(t(q — 1)+ s,m) tel que |f| = (g — s)g™ L.
On pose S = Supp(f). SoitaESetF:{(%:beS}. On a:

#F _ (q o S)qm—t—l < qrg(F)'

Donc, puisque 0 < s < g — 2, rg(F) > m — t. Soit Vs O, m — t vecteurs
indépendants de F et U € Fy" tel que U ¢ Vect(v_f, e ,M) Puisque t > 1, il
existe un hyperplan affine H tel que a,a+v_1>,...,a+m €EHeta+ ¢ H.
Supposons que S N H # S. Alors par le lemme 1.3.6, soit S rencontre tous les
hyperplans paralleles & H soit S rencontre (¢ — s) hyperplans paralleles & H en
g™ ' points. Soit z = 0 une équation de H et I I’ensemble des a € F, tels que S
rencontre 'hyperplan H, d’équation z = a.

— lercas: #I1 =q—s.
Considérons P = H (z—a)f(x). Alors deg(P) < (t+1)(¢ — 1) et
acl\{0}

|Pl=#(SNH)=q¢"""".
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Donc P est un mot de Ry((t+1)(¢ — 1), m) de poids minimal et par hypothese
de récurrence, son support Supp(P) = S N H est un sous-espace affine de
codimension ¢ + 1.

— 2éme cas : #1 =q.
Pour tout a € Fy, fo = (1 — (2 — @)Y f € Ry((t + 1)(g — 1) + s,m) et
fa # 0. Donc si on note Sy, le support de f,, #Sz, > (¢ — s)¢™ 2. Puisque
#S = (q—s)g™ " et Sy, = SN Hy, #(S,) = (¢ — s)g™ 72, Par hypothese
de récurrence, Sy, = SN H est inclus dans un sous-espace affine de codimension
t+ 1.

Dans les deux cas, S N H est inclus dans un sous-espace affine de codimension t + 1
ce qui est impossible puisque a,a—{—v_f,...,a—l—m € SNH.Donc SNH =S5 et
a+ U &8, ce qui signifie que @ € F. Dot F C Vect(ﬁ, . ,vm—_%), i.e S est inclus
dans un sous-espace affine de codimension ¢, notons-le A.

Quitte a appliquer une transformation affine, on peut supposer que
A={z:21=0,...,2, =0}.
Le polynome réduit
fl@)— 1=z (=20, ,0, 241, 2)
est nul sur Fy* donc identiquement nul. D’ou
P=f(0,...,0,2441,...,2m) € Ry(s,m — ).

De plus, |P| = |f| = (¢—s)g™ '}, donc par le cas t = 0, le support de P est 'union
de ¢ — s hyperplans de A. Ce qui donne le résultat.

O

1.3.4 Les codes de Reed-Muller généralisés sur F, sont engendrés par
les mots de poids minimal

Dans le cas ¢ = 2, on a montré que les mots de poids minimal engendrent les codes de
Reed-Muller (proposition 1.2.9). Ici, on se propose de démontrer que ce résultat est vrai
pour ¢ premier.

Théoréme 1.3.8. Pour ¢ = p, pour tout m > 1 et 1 < r < m(p— 1), Ry(r,m) est
engendré comme Fp,-espace vectoriel par ses mots de poids minimal.

Démonstration. Soit m > 1, on démontre ce résultat par récurrence sur r. Pour r = 0,
tous les mots non nuls sont de poids minimal donc on a le résultat. Soit 1 <7 < m(p—1)
et on suppose que Ry(r — 1,m) est engendré par ses mots de poids minimal. On écrit r

sous la forme r =t(p— 1)+, 0 < s < p— 2. Les mots de poids minimal de R,(r, m) sont
S

¢

de la forme H((fz(x) +a)P7t = 1) H(ft+1(x) + bj) ou les f; sont des formes linéaires
i=1 j=1

linéairement indépendantes, a; € Fp, b; € IF),.
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Sis>1, comme s <p—2, il existe § # by,...,bs. Alors

s

[1((fi2) + a)*=" = 1) [T (fera(2) + b))

~+

i=1 j=1
t s—1
= [I((it@) + ai)?~t = 1) TT (fera (2) + b)) (fira () + B)
i=1 j=1
t s—1
H + CLZ -1 1) H(ft+1(l') + b])
i—1 j=1
Sis=0,(fi(x)+a)'—1= [ (fe(z)+ ). Soit a # a;. alors
a€Fp\{ar}
t t—1
[T + @)™ = 1) = TL(A) + )™ = D((fala) + )™ = 1)
i=1 =1
t—1
= (@ —a) [I[((fix) + @)™ =) J]  (file) +a).
=1 a€clFp\{at,a}

On peut donc écrire les mots de poids minimal de R,(r — 1,m) comme combinaisons

linéaires de mots de poids minimal de R,(r,m). Par hypothese de récurrence, on peut

écrire tous les mots de R,(r — 1,m) comme combinaison linéaire de mots de poids mi-

nimal de R,(r,m). Il reste a prouver que I'on peut écrire tous les monomes de degré r

comme combinaison linéaire de mots de poids minimal de R,(r, m) pour avoir le résultat.
m

Supposons que le mondme a:lfl...x’fnm avec 0 < k; < p—1cet Zk:l = r soit combi-

naison linéaire de mots de poids minimal. Soit 1 < i < m tel que ki > 1etj # i

Alors pour tout a € Fp, zi'.. .xfi’ll (i + ax])kle_ﬁl ...aFm est aussi combinaison li-
néaire de mots de poids minimal de R,(r,m). En effet, il suffit de changer les formes
linéaires indépendantes fi,..., fi+1 intervenant dans chaque mot de poids minimal en
fi(x) = fe(z1,. .., xi—1, T + axj, Tig1 ..., Tm) et les fi sont encore linéairement indépen-
dantes.

D’autre part, pour tout a € Fy,

ki
=1 1 kj+l
aft (g axg)b —Z( ) ll]ﬁ IT =5

1=0 ui,j

Comme les mondmes de degré inférieur ou égal a r — 1 et z7" ... xkm sont combinaisons
linéaires de mots de poids minimal,

min(k;,p—1—k;
etk 1, ki—l 1 kj+l ku
> P )t v I =

=1 uti,j

est combinaison linéaire de mots de poids minimal. On pose n = min(k;,p—1—k;) < p—1.

Soit a1, ...,a, n €éléments de Fy distincts. On a
kiy, k=1 kj+1 k
" (7)zi Z; H Ty
M1 a; ... ap u#i,j
n ki\ ki—n_kj+n k
M’I’L an [N an (nl)x’bz x] H aju“f

ui,j
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ou les M; sont des combinaisons linéaires de mots de Ry (r,m) de poids minimal. Comme
les a; sont tous distincts et non nuls, la matrice de Vandermonde est inversible. Comme
de plus tous les coefficients binomiaux (kl’) sont non nuls puisque k; < p — 1, on peut
1 ki+l . .
la:j] H z¥ comme combinaison linéaire de
ui,j

. N ks
exprimer tous les monomes du type ;"

mots de poids minimal.

En prenant f;(x) = z;, on obtient que 2% Lo 711’? 1 est combinaison linéaire de mots
de poids minimal. Ensuite, en appliquant plusieurs fois le procédé ci-dessus, on obtient que
tous les mondémes de degré r sont combinaisons linéaires de mots de poids minimal.  [J

Ce résultat devient faux en général dés que ¢ n’est pas premier. Par exemple pour
q = p° e > 2, Ry(p,m) nest pas engendré par ses mots de poids minimal. En effet,
comme q # p, p < g — 2 et donc les mots de poids minimal sont de la forme

i

m m
(Z arxy + b)) = Z apzt + g
1 k=1 k=1

(2

ol g est un polynéme de degré inférieur ou égal a p — 1. Donc tous les monomes de degré p
de type @;; ... x;, avec au moins deux #; distincts n’apparaissent dans aucun mot de poids
minimal et ne peuvent donc pas s’écrire comme combinaison linéaire de mots de poids
minimal.

En fait, Ding et Key démontrent le résultat plus précis suivant dans | ] :

Théoréme 1.3.9. Soit m > 1, 0 < r < m(q — 1). Le code de Reed-Muller généralisé
R,(r,m) est engendré par ses mots de poids minimal si m =1 ou ¢ = p our < p ou
r>(m—1)(g—1)+p" =2 (qg=p°).

1.4 Groupe des automorphismes

On a démontré dans la premiere partie de ce chapitre que le groupe des automorphismes
des codes de Reed-Muller généralisés contenait le groupe affine (proposition 1.2.4). On a
de plus le résultat plus fort suivant :

Théoréme 1.4.1. Soit 0 <r < m(q—1).
e Sir=0,r=m(g—1) our=m(q—1)—1, on a Aut(Ry(r,m)) = Sgm.
o Sil1<r<m(qg—1)—2, Aut(Ry(r,m)) = GA,,(Fy).

Encore une fois, on va prouver le théoréme en deux temps : le cas ¢ = 2 (voir | )
puis le cas ¢ # 2 (voir | |). Dans les deux cas, on montre que o, un automorphisme
des codes de Reed-Muller généralisés est une bijection qui conserve les sous-espaces affines.
Cependant dans le cas ¢ = 2, on en déduit immédiatement que o est une application affine
alors que dans le cas ¢ # 2, on obtient seulement que o est semi-affine et il faut un travail
supplémentaire pour obtenir le théoréme.

1.4.1 Preuve du théoréme 1.4.1 dans le cas ¢ = 2

eSir=0,r=mour=m-—1, RO0,m) = {(1,...,1),(0,...,0)}, R(m,m) = F3"
et R(m — 1, m) est 'ensemble des mots de poids pair donc ces codes sont inchangés
par permutation de coordonnées.
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e Sil<r < m-—2 On adéja montré que GA,,(F,) C Aut(R(r,m)) (proposition
1.2.4). On commence par montrer le cas r = m — 2. Un mot de poids minimal de
R(m — 2,m) est envoyé sur un mot de poids minimal. Or on a vu dans le théoréme
1.3.5 que les mots de poids minimal de R(m — 2, m) sont des plans affines donc les
éléments de Aut(R(m — 2,m)) sont des bijections qui envoient un plan sur un plan.
Soit f une bijection de F5* dans F5" qui envoie un plan affine sur un plan affine. Soit
O un point de F7*, soit @, b deux vecteurs de F5*. On note 7 =7+ ? Alors
{0,0+ a,04+b,0+ ?} est un plan affine. Comme f est une bijection qui envoie
un plan affine sur un plan affine, {f(O), f(O + @), f(O + ?), F(O+ 7€)} est aussi

un plan affine et donc f(0)f(O+ @) = f(O)f(O+ @)+ f(O)f(O + ?) Donc f
est une application affine.

Sir < m—2, tous les automorphismes de R(r, m) envoient un mot de poids minimal
sur un mot de poids minimal donc un sous-espace affine de codimension 7 sur un
sous espace-affine de codimension r. Comme tout plan affine peut s’écrire comme
intersection de sous-espaces affines de codimension r par le cas r = m — 2, on a le
résultat.

1.4.2 Preuve du théoréme 1.4.1 dans le cas q # 2

Sir=0,7r=m(g—1) our =m(qg—1)—1alors R;(0,m) = {(a,...,a) : a € Fy},

Ry(m(q —1),m) =T et par la proposition 1.2.3, Ry(m(q — 1) —1,m) est 'ensemble des

mots f tels que Z f(x) = 0. Ces trois ensembles sont donc invariants par permutation
z€Fy

de coordonnées.

Soit 1 < r < m(g — 1) — 2. On note Gy, le groupe de Galois de Fyr sur Fy. On rap-
pelle que Gy, = {(pfl :1 < i < r} ol g, est 'automorphisme de Frobenius défini par
pq(x) = 2.

Définition 1.4.2. Soit V et V' deux espaces vectoriels sur F,. Une application f : V — V’

est semi-linéaire s’il existe 0 € Gp e (¢ = p°) tel que pour tout z, y € V et pour tout A,
v € F, on ait :

fQz+vy) = o) f(x) +o(v)f(y)

Définition 1.4.3. Soit A et A’ deux espaces affines sur F,. On dit qu'une application
f:A— A’ est semi-affine 8’il existe a € A tel que I'application suivante soit semi-linéaire

f(a)

at — f@)f)

Le théoréme suivant est démontré dans | ] :

2 Ag:={at:zec A}y —» A

Théoréme 1.4.4. Soit A et A’ deuz espaces affines sur Fy, ¢ # 2 de méme dimension
d>2. Soit F: A— A" une bijection qui envoie trois points alignés de A sur trois points
alignés de A’. Alors [ est semi-affine.

Si on arrive & démontrer qu’un automorphisme o de R,(r, m) conserve les droites affines
alors par le théoreme de Berger, on aura montré que o est semi-affine. La proposition et
le lemme suivants permettent de démontrer que o est en fait affine.

L’automorphisme de Frobenius ¢, est un automorphisme de Fym sur F,,. En identifiant
[y et Fgm, ¢, réalise une permutation de coordonnées sur Ry (r,m). Etudions plus en



1.4. GROUPE DES AUTOMORPHISMES 43

détail 'action de ¢, sur Fg'. Soit w un élément primitif de Fym sur Fy. Alors I'application
suivante est un isomorphisme :

Fy' — Fym
(21,...,Tm) = 21+ Tow+ ... Fapw™
Donc @h(21,...,2m) = 2 2l wP 44 alwm D Or (wP')g<icm_1 est aussi une
base de Fy" sur Fy donc il existe A; = (al(l,i) € GLp(F,) qui envoie (w)o<j<pm_1 sur
m m . .
(WP o<i<m—1. On en déduit que QL(T1, .. ) = Z wkil(z al(gx? )= ((z1,...,2m)A)?P
k=1 =1

ou les coefficients de la matrice A sont les coefficients de A; élevés a la puissance pet.
D’ou, pour f € Ry(r,m), ¢b.f = (Ar fOYP" ot f() est Pélément de R,(r,m) dont les
coefficients sont les coefficients de f a la puissance p®~*.

Proposition 1.4.5. Le groupe des applications semi-affines bijectives sur le Fy-espace
affine Fg" est

GSA,,(Fy) = {cp; oh+b:1<i<eheGLy(Fy),beF}.

Démonstration. Si h est une application linéaire bijective alors goé o h est une application
semi-linéaire bijective d’automorphisme associé ;. '

Réciproquement soit f une application semi-linéaire d’automorphisme associé ¢,,. Alors
¢, " o [ est une application linéaire. O

Lemme 1.4.6. Pour 1 <r<m(qg—1)—2, ona
Aut(Ry(r,m)) N Gp = {Id}.
Démonstration. Par la proposition 1.1.17 et le théoreme 1.2.15, on a
Aut(Ry(r,m)) = Aut(Ry(m — 1 —r,m)).

11 suffit donc de considérer le cas ol r < %. Supposons que pour 1 < i < |§],

ol & Aut(Ry(r,m)). Soit [§] <j<e—1 Alors1<e—j<|[§]et

o3 = (070) 7" & Aut(Ry(r,m)).

11 suffit donc de montrer que pour tout 1 < i < [§], ¢} & Aut(Ry(r,m)). On montre ce
résultat par récurrence sur r.

Soit f € Ry(1,m). Comme GA,,(F,) C Aut(R,(1,m)), gi = Ar.f) € R,(1,m). On a donc
pour tout 1 <14 < |§],

cp;.f = gfl ¢ Ry(1,m).

Soit 2 <r < %. Supposons que pour tout 1 <i < | 5], go; ¢ Aut(R,(r—1,m)). Soit
1<i< 5] Nexiste f € Ry(r —1,m) tel que cp:f).f & Rq(r—1,m). Si @é.f & Rq(r,m), on
a le résultat. Supposons que ¢,,.f € Ry(r,m)\ Ry(r —1,m). Comme GA,(F;) C Ry(r,m),
gi = Af.f(i) € Ry(r —1,m). On écrit g;(x) = Z aqx®. Soit 5 € {0,...,q—1}™

ae{0,...,g—1}™
ar~+...+am<r—1
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tel que la forme réduite de 27" soit de degré r et ag # 0. Il existe alors 1 < k < m tel
que le degré en zj, de la forme réduite de z°P" soit strictement plus petit que ¢ — p’. En
effet, on aurait sinon w >7r >m(q—p") et donc 2p" —q—1 > 0 ce qui est impossible
puisque 7 < | £]. On considere f € Ry(r,m) tel que

A;‘.f’(i) =gi(x) = Z aqx™ + aﬁxfl ...:L‘f’“_’lle’“ﬂxfiﬁl .. ZL‘?,{” € Ry(r,m).

ae{0,...,g—1}™
al+...+am<r—1
ot

On a deg(l,.f) = r 4 p' donc @b, f' & Ry(r,m). O

Comme le groupe affine est inclus dans le groupe des automorphismes de R,(r,m), on
en déduit que
Aut(Ry(r,m)) N GSA,,(Fy) = GA,,(Fy).

Il ne reste donc plus qu’a prouver que tout élément du groupe des automorphismes
conserve les droites.

Soit o un automorphisme de Ry(r,m). On écrit r =t(¢—1)+savec 0 < s < ¢g—2. Si
s=q—2,0<t<m-—2,alorsm(g—1)—r—1=(m—-t—1)(g—1)etsil<s<qg-—3,
t=0alorsm(g—1)—r—1=(m—1)(¢—1)+ g —2—s. Donc par la proposition 1.1.17
et le théoreme 1.2.15, il suffit de considérer les deux cas suivants :

e Casl:5=0,1<t<m—1.
Un mot de poids minimal de Ry(r, m) est envoyé par ¢ sur un mot de poids minimal.
Or les mots de poids minimal de R,(r, m) sont les mots dont le support est un sous-
espace affine de Fj" de codimension ¢{. Comme toute droite peut s’écrire comme
intersection de sous-espaces de codimension ¢, on a le résultat.

e Cas2:1<s<¢q—-3,1<t<m-—1.
Les mots de poids minimal de R4(r, m) sont les mots dont le support est I'union de
(g — s) sous-espaces affines paralléles de codimension ¢+ 1 inclus dans un sous-espace
affine de codimension ¢. Comme s < ¢ — 3, il existe deux mots distincts ¢, ¢’ de
R,(r,m) de poids minimal tels que

#(Supp(c) N Supp(c')) > 24"

Comme o conserve les mots de poids minimal, o.c et o.¢’ sont aussi des mots de poids
minimal de Ry (r, m). Soit alors W et W les deux sous-espaces affines de codimension
t contenant respectivement les supports de o.c et o.c’. On a

(Supp(c)) N o(Supp(c))
a(Supp(c) N Supp(c')))
Supp(c) N Supp(c)) > 2¢m 1,

Donc W = W".
Soit A un sous-espace affine de codimension ¢ de Fy*. On considére une suite (cx)1<k<p
de mots de Ry(r, m) de poids minimal tels que :

b

1. U Supp(cx) = A,
k=1
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2. pour tout 2 < k < b, #(Supp(ck_1) N Supp(c)) > 2¢™ 11

Comme o.¢;, est aussi un mot de poids minimal, o(Supp(cy)) est inclus dans un sous-
espace affine W de Fi" de codimension ¢. Alors, par la propriété (2) de la suite (cy)
et ce qui précede on a Wi = ... = W, = W. D’ou, par la propriété (1), o(A) = W
et o conserve les sous-espaces affines de codimension ¢ donc les droites affines.

Ce chapitre contient surtout des rappels sur les codes de Reed-Muller généralisés. Ce-
pendant, nous donnons une nouvelle preuve d’un théoreme de Delsarte, Goethals et Mac
Williams | | sur les mots de poids minimal des codes de Reed-Muller généralisés
que nous espérons plus simple.






Chapitre 2

Rayon de recouvrement

Dans ce chapitre, on étend des résultats sur le rayon de recouvrement des codes de Reed-
Muller d’ordre 1 au rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre
1. On connait sa valeur exacte pour les codes en un nombre pair de variables et pour
1, 3,5, 7 variables. Pour un nombre impair de variables m > 9, on en connait seulement un
encadrement (voir | ]). Ici, on se propose de donner un encadrement pour le rayon
de recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1. On en déduit le rayon de
recouvrement pour un nombre pair de variables. De plus, pour ¢ = 3, on donne les valeurs
de p(1,3) et p(1,5) (voir | D).

2.1 Notations

Pour tout ¢, on note p(1,m) le rayon de recouvrement du code de Reed-Muller généralisé
en m variables d’ordre 1.

Dans la suite on va aussi s’intéresser aux rayons de recouvrement partiels des codes de
Reed-Muller généralisés d’ordre 1, c’est-a-dire au rayon de recouvrement des codes de
Reed-Muller généralisés d’ordre 1 dans les codes de Reed-Muller généralisés d’ordre r :

1,m):= max min |z — c|.
pr( ’ ) 2ERg(r,m) CERq(l,m)| |

2.2 Rappels sur les formes quadratiques en toute caracté-
ristique

On trouve les résultats de cette section dans | ].

2.2.1 Définitions

On trouve les définitions suivantes dans | ].
Définition 2.2.1. On dit qu’une application de Fy dans F, est une forme quadratique si
1. pour a € Fy et z € F?, Q(ax) = a®Q(x),

2. l'application ¢ : Fj x Fy — F, tel que ¢(z,y) = Q(z +y) — Q(z) — Q(y) est une
forme bilinéaire.
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¢ est appelée la forme bilinéaire associée a (.

Définition 2.2.2. On appelle rang d’une forme bilinéaire ¢ sur Fy x Fy, le rang de
I’application suivante :
Fy — Fy*

z = (y—dz,y)
Soit () une forme quadratique sur Fy et ¢ la forme bilinéaire associée. On définit I'espace
vectoriel

(P

V= {x € Ker(y) : Q(x) = 0}.
Siv=dim(V) < n —Rg(¢), alors le rang de @ est Rg(Q) := n —v. On dit que @ est non
dégénérée si v = 0.
Remarque 2.2.3. Si ¢ est impair, v =n — Rg(¢) et Rg(¢) = Rg(Q).

Remarque 2.2.4. La définition de forme quadratique non dégénérée en caractéristique 2
dépend des auteurs. Par exemple, en utilisant la définition de | ], la forme quadratique
sur Fo o — 22 est dégénérée, ce qui n’est pas la cas avec la définition que nous avons prise.

2.2.2 Un théoréme de réduction

Théoréme 2.2.5. Soit () une forme quadratique de rang R sur Fy. Il existe une base
(ei)i<i<n de Ty telle que :

n S
e SiR=2s+1, Q(Z xie;) = Zl?ifll?i + ax%sﬂ (1)
i=1 i=1

e ST R =2s, Q(Z xie;) = Zﬂ?gi_lIgi (2)
=1

i=1
n s—1
ou Q(Z xi€;) = Z xgi_ﬂzi—l-aargs_l +bx%s+0$23_1x23 ot ax’4cx+b est irréductible
i=1 i=1

sur Fy (3).
Démonstration. Soit ¢ la forme bilinéaire associée a ). On note
N ={z:Vy € Fy, é(z,y) = 0}.
Soit S un sous-espace supplémentaire de N dans Fy. On définit alors
VWw={z e N:Q(zx) =0}

Soit V1 un sous espace supplémentaire a Vy dans N. Alors la restriction de @ a V7 @ S est
non dégénérée et il existe une base (¢;)1<i<r que 'on compléte en une base (g;)1<i<n de

n
Iy telle que Q(Z xig;) = Z Q; jT%j.
i=1 1<i<j<R

Si R =1, on peut ramener Q & az?.

Si R = 2, on peut écrire @ sous la forme ax? + br3 + crixo. Si ax? + cx + b est ir-
réductible, on a le résultat. Sinon, si a et 3 sont les racines de ax? + cx + b alors

ax? + br3 + cryxe = a(r) — Br2)(r1 — axs) et on a aussi le résultat.

SiR >3,
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e ler cas : q est pair.
Si quelque soit 4, j tels que ¢ # 7, a; ; = 0 alors

Q= (Varizi +...+ Jagrer)’

ce qui est impossible car R > 3. Quitte a réordonner, on peut supposer que as 3 7 0.
On veut se ramener au cas ou ai,; = 0. Supposons que a1,1 # 0 et supposons de plus
que az2 # 0. Sinon en posant y; = x2, y2 = 1 et y; = x; pour ¢ > 3, on se ramene
au cas ou a1 = 0. On a alors

2
Q= a2,2%5 + xg(alga:l +ag3xr3+ ...+ GQ,R.%'R) + G(ml,xg, .. ,.%'R).
On pose y3 = a1 271 + a2323 + ...+ ag rTr et y; = x; pour ¢ # 3 et on a

Q = az2y3 + yoys + G1(y1,Y3, - - -, YR)-

Soit t € Fq et B = G1(1,0,...,0), on pose zp = ya + ty; et z; = y;, pour i # 2.
En remplacant dans @, on obtient que le coefficient de 27 dans Q est a27gt2 + 3. En
choisissant t tel que a272t2 + B =0, on est bien ramené au cas ou a,;; = 0.
Comme @ est de rang R, il existe 1 < j < R tel que a;; # 0. Quitte a faire une
permutation, on peut supposer a1 2 # 0. On pose y2 = a1 222+...+a1,rTr et y; = T;
pour ¢ # 2 et alors Q = y1y2 + Z bi jyiy;-
2<i<j<R

Soit maintenant z1 = y1 + ba2y2 + ba3yz + ... + ba ryr et z; = y; pour @ # 1. On
aQ =z129+ Z bi jz;zj. En itérant, on a Q = z122 + ... + Tas_1T2s + a:):%s+1

3<i<j<R
siR=2s+1ou@Q =z122+ ...+ Tos—3T25—2 + f(T2s—1,T2s) si R = 2s. Comme f
est une forme quadratique de rang 2, si elle se factorise, Q = x1T9 + ... + Tos_1T2s.
Sinon ) = x1x9 + ...+ Tos_3Tos_2 + ax%s_l + bar%s + cxos_129s avec ax® + cx + b
irréductible.

e 2¢me cas : ¢ est impair.
Par Gauss, on peut écrire Q = ajx? + ...+ aR:E%. Quitte a changer I'ordre, on peut
supposer que aq,...a; sont des carrés dans [Fy et que azy1,...ar ne le sont pas. On
peut alors écrire Q = z3 + ... 27 + p(z? 4 +... + %) ol p n'est pas carré dans F,.
Comme p n’est pas carré, il existe ¢, d dans F, tel que p = A+d’.SiR—t>2, on
pose Y11 = T — dryo et ypro = dwgg1 + ey, alors

yt2+1 + yt2+2 = (02 + d2)($?+1 + x§+2)-

En itérant, on obtient que Q = z? + ...+ x%% ouQ=a2+... x%fl + ;ms%%.
Supposons que @ peut s’écrire sous la forme x? + ... + a:?%. I existe ¢, d dans FF,
tel que —1 = ¢ + d%. On pose alors Yoo = cysi—a + dyzi, Toi = dysi—o — cyo; et
2i+1 = Y2i+1 et on obtient 23, 5 +3; = (¢® +d°) (Y32 +Y3;) = —y3i_o — y3;- Alors,
si R est impair,

Q=yi-y+...+yh oy +vk
= (y1 +y2) (W1 — v2) + .. + (Yr—2 + Yr—1)(YRr—2 — Yr—1) + VP

Si R est pair, on a

Q=1 —v3+...+vh 1~y =1 +v) Y1 —y2) + ...+ (Yr—1 +Yr) (Yr-1 — YR).
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Si @ peut s’écrire sous la forme 2% +. .. 2%_; +ux% alors, en utilisant le cas précédent,
si R est impair, on peut écrire ) = x1x2 + ... + Tp_oTR_1 + ,ua:%{, ce qui démontre
le théoreme dans ce cas.

Si R est pair, on peut écrire Q = r1xo+ ...+ Tr_3TRr_9 + 37%%—1 + um%. Si -1 n’est
pas carré dans Fy, —p est un carré dans F, et on a

Q=z122+ ... +TRr3TRp 2 + (*r—1 + V—pu2R)(TR-1 — V—UTR).

Si -1 est un carré alors —u n’est pas carré et alors 2 + p est irréductible.

2.2.3 Zéros d’une forme quadratique

Théoréeme 2.2.6. Soit Q) une forme quadratique sur F, en n variables de rang R, alors
le nombre de zéros de @) est

N@Q) =¢""+ (w—1)(g—1)g" 2"

ot
1 si R est impair
Y 0 si R est pair et si Q(Pz) = 2172+ ... + Tp_3TR—2 + ax%_, + bx% + cTR_17R
- avec ax? + cx + b drréductible
2 si R est pair et si Q(Px) = x1x9+ ...+ TRr_1TR
Démonstration. e Si R=0,ilyaq"™ zéros et on a bien le résultat.

e Si R =1, Q peut s’écrire sous la forme az? ; on a donc q

=1 zéros.

e Si R =2, Q peut s’écrire sous la forme az?+bx3+cxiwa. Siar?+cr+b est irréductible,

on est dans le cas (2) du théoréme 2.2.5 et on a ¢" 2 = ¢" 1 — (¢ — l)q’"”_%_1 zéros.
Sinon, on peut factoriser @, on est alors dans le cas (3) et le nombre s de zéros est

(2¢—1)g" 2 =" L+ (g—1)g" N

Si R > 3, par le théoreme 2.2.5, ) peut se ramener a une forme quadratique de la
forme z1xy + QW (x3,...,x,) oit QI est une forme quadratique de rang R — 2. Si
QW (as,...,a,) =0, on a (2¢— 1) couples (1, xs) tels que Q(z1, 2, a3, ..., a,) = 0.
Sinon, on a (¢ — 1) couples (z1,x2) tels que Q(x1,x2,as,...,a,) = 0. D’ou

N(@) = (24 = HN@QW) + (¢ = D(@" > = N(@QM)) = aN(QW) + (¢ - )g" .
En itérant, on a pour r tel que R —2r > 1,

N@Q)=¢NQ)+ (q—1)(q" 2+ ¢ 3 +...+ ¢ D)
_ qu(Q(r)) _|_qn—1 o qn—(r—I—l)

ott Q) est une forme quadratique en xo,41,...,z, de rang R — 2r.

Si R est impair, on pose R = 2s + 1. En appliquant ce qui précede avec r = s,
on a Q¥ qui est une forme quadratique en n — 2s variables de rang 1 et donc
NQ) = ¢®¢" 251+ ¢v 1 — ¢! = ¢"! ce qui démontre le théoréme quand R
est impair.

Si R est pair, R = 2s et on prend r = s — 1. Alors Q1) est une forme quadratique
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en n — 2s + 2 variables de rang 2. Si @ est de type (2), Q=1 ne se factorise pas et
a q"~2% zéros. On obtient N(Q) = ¢* 1¢" 2 +¢" 1 —¢" 5 =¢" 1 — (¢ —1)g" L.
Si Q est de type (3), Q1) se factorise et a (2¢ — 1)¢"2* zéros. On obtient

NQ=¢"2- )" *+¢" " =" ="+ (¢ 1)g" "

ce qui donne le résultat pour R pair.
O

2.3 Rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller d’ordre
1

On commence par s’intéresser au rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller d’ordre
1 (c’est-a-dire pour ¢ = 2). On considére ce cas a part car méme si les méthodes de
démonstration utilisées pour les codes de Reed-Muller généralisés restent valables (voir
[ 1), il existe dans ce cas d’autres méthodes basées sur la transformée de Hadamard

(voir [ , , D).

Définition 2.3.1. Soit f € B2,. On définit la transformée de Hadamard de f comme
suit : )
Va € FY',  f(a) = E (—1)f@+<ac>

z€Fy?

m
ou<a,r>= Zai:zi.
i=1

Remarque 2.3.2. Pour f € B2, fest la transformée de Fourier de (—1)7.

Soit f € B2 et a € R(1,m). On écrit a sous la forme a(z) =< a,z > +b ot a € FY
et b € Fo. On peut interpréter le poids de f 4+ a a I’aide de la transformée de Hadamard :

1

[f+al=2""" =3

Z (_1)f(z)+<a,z>+b —9m—1_ (—l)bf(a).

z€Fy?

On en déduit :

d(f, R(1,m)) = 21 — % sup | F(a)].
aEIE‘gL

En utilisant la formule de Parseval (Plancherel), on peut maintenant donner un majorant
du rayon de recouvrement :

Théoréme 2.3.3. Pour tout m, p(1,m) < 2™~ — 2% -1,

Démonstration. Par la formule de Plancherel,

2m = m § (1M = 3 (f(a))?

z€eFT a€lFy"

Donc sup |f(a)| > 2% d’ot pour tout f € B2
acF3*

d(f,R(1,m)) <2m ! — 9251

ce qui donne le résultat. ]
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On va maintenant calculer pa(1,m).
Théoréme 2.3.4. Pour tout m, pa(1,m) =21 —2[51-1,

Pour démontrer ce théoreme, on calcule la transformée de Fourier d’'une forme qua-
dratique. Voici une idée de la preuve.

Démonstration. Soit () une forme quadratique sur F35* dont on note B la forme bilinéaire
associée et N = {x € F}' : Vy € Fam, B(z,y) = 0}. On note k la dimension de N.
On démontre a 'aide des relations d’orthogonalité des caracteres le résultat suivant (voir

[ )

e Si Q(z) = 0 pour tout = € N, alors

VR :|:2m§r’c si < a,x >= 0 pour tout x € N
Qa) = :
0 sinon

e S'il existe d € N tel que Q(d) = 1, alors

Gla) = o e e a,x >= 0 pour tout x € N et < a,d ># 0
0 sinon

On a donc d(Q, R(1,m)) = 271 — 273" -1
Soit [ = [§]. On consideére Q = x1x2 4+ 324 + ... + Ty_17.
e Si m est pair, le rang de B est 2[ et la dimension de N est 0 donc

pa(1,m) =2m~1 — 251,

e Si m est impair, la dimension de N est 1. De plus, comme m est impair, on a pour
toute forme quadratique dim(NN) > 1. D’ou

m+l
5 1

po(1,m) =2m"1 —2

O

On en déduit une minoration du rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller
d’ordre 1.

Théoréme 2.3.5. Pour tout m, p(1,m) > 2m~1 — 2[%1-1,
Démonstration. Puisque p(1,m) > p2(1,m), c’est une conséquence du théoreme 2.3.4. O
Corollaire 2.3.6. Sim est pair, p(1,m) = 2™~ — 2271,

Démonstration. Par le théoréme 2.3.3, p(1,m) < 2m~! — 251 Par le théoréme 2.3.5,
p(l,m) > gm—1 _ 2[%-‘_1 —9om—1 _ 2%_1' 5

On a de plus les résultats suivants :
Théoréme 2.3.7. On a :

1. p(1,3) =2

2. p(1,5) =12
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3. p(1,7) = 56

On trouve la preuve du point 3 dans [ ] ou | ], celle du point 2 se trouve
dans | | mais on peut aussi démontrer ce résultat en utilisant les mémes méthodes
que dans | ]. Enfin, le point 1 peut se calculer directement a ’aide d’un ordinateur.

D’apres ce théoréme, on peut se demander si le rayon de recouvrement p(1,m) est
toujours égal & pa(1,m). Ceci est faux :

Théoréeme 2.3.8. On a :
1. p(1,9) > 242
2. p(1,11) > 996
3. p(1,13) > 4040

; : m—1 _ 27971
4. Pour m > 15 impair, p(1,m) > 2 — 552 2
On peut trouver la preuve des trois premier points dans | ]. Ils procedent par
recherche exhaustive parmi les fonctions booléennes a symétrie rotationnelle. L’idée de la
preuve du dernier point est de montrer que p(1,15) > 24 —27.4 ([ , ]) puis

d’utiliser la relation de récurrence suivante pour généraliser a tout m :
Vm, p(1,m+2)>2p(1,m)+2™.

Cette relation est démontrée dans | | pour ¢ = 2; on généralise cette relation dans
la section 2.6 a tout q.

2.4 Une borne supérieure pour p(1,m) pour les codes de
Reed-Muller généralisés

2.4.1 Un théoreme général

Avant de donner une majoration du rayon de recouvrement dun code linéaire auto-
complémentaire de force 2, on étend la définition de code auto-complémentaire (voir
[ ]) a la caractéristique impaire et on rappelle la définition de force d’un code

(voir [ ).

Définition 2.4.1. Un code C sur [, est dit auto-complémentaire si

Vee C,Vw e Fy = (w,...,w)+ceC.

Définition 2.4.2. Un code C sur [F, est dit de force s si pour tout sous-ensemble de s
coordonnées du code {i1,...,is} le cardinal de I"image réciproque d’un élément de [y par
I’application

c — Fg

¢ = (Ciyyeony6y)

est constant et ne dépend pas de I’ensemble de coordonnées choisi.

Théoréeme 2.4.3. Soit C un code sur F, de longueur n auto-complémentaire et de force

2 alors
o(C) < @-1 vn

n—
q q
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Pour démontrer ce résultat, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 2.4.4. Soit C un code sur F, de longueur n et de force 2 alors
n 9 q—1 q—1
Vv € Fy, Z luf*=n{—])((n—1) —— ) + 1) #C.
q q
uev+C

Démonstration. Le code C est de force 2 si et seulement si le code v+ C est de force 2. En
effet, ajouter v revient a faire une permutation des (z;,7;)s; zer, et (p—1)v+v+C = C.
De plus #(v + C) = #C, on est donc ramené au cas ot v = 0. Alors

D=3 > > 1

ueC u€C' i,u; 70 j,u; 7#0

=2 2 2 1+ > 1

u€C' i,u; 70 j#£i,u;#0 ueC i,u; #0

S SD SEEED DD S}

=1 j#i ueCu;u;#0 1=1 ueC,u; #0
Comme C est de force 2,

> 1:(%1)2#(1% > 1:(“)#0

u€C,u;u; 70 ueCu;#0 q

etdoncZ\qun(n—l)(qq )#C—i— ( . )#C O

ueC

On peut maintenant démontrer le théoréeme.

Démonstration. Soit v € Fy et soit 7 tel que Vu € v + C, [u| > 7. Comme le code est
auto-complémentaire, Vw € Fy,Yu € v + C, [@¥| > r. Alors

STl =Y ul—nw+no=q(ul+n0) = > nw=(qg—1)n

weF, weky wel,

ou ny, = #{i : u; = w}. Supposons r > qq n. Alors

(g—1)n<qgr< Z [ =n(qg—1)

welFy
Ce qui est absurde donc r = %n — p avec p > 0. On a alors
Yo=Y @+ fuf?
welfy welFy
2
= [P+ {@-Dn- > [
welFy welFy

2
L:Z|ﬂw\2+(q—1n—2|w\) (q—Dr*+(¢g—1)*n—-7r)* =R

wEF; welF*
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En effet :

2
L-R=Y (|- + ((q—l)n— 3 Iﬂ‘”l) —(g=1)*n—r)?

weF; wEIFj;

=D (@] =)@ +r) + ((q— Dn— > [a’] = (¢ =Dn+ (¢~ 1)7“)

welFy wely

X (2((1—1)”— > Iﬂwl—(q—l)r>

welFy

= > (@] -r) (\ﬂ“\+7’—2(q—1)n+ > |u<!+(q—1)7’)

weFy CEFs
= > ([@ =) ([#] = (g = D)(n—7) +7 = |u]) <0
welFy
car Z [t*| = (¢ — 1)n donc [u*| =n(qg—1) — Z mC| <(g—1)(n—r).
wekq CFaw
Donc
S P < (g 1)+ (g - 1)2(n —r)?
weF,
_ g—1 2 n 2
—(q_l)( p ”—P) +(q—1)2<q+p>
_q<n2(q_2 )2 +(q_1)P2>
d’ou

—_1)2 _1)2
> lulf<q <n2 @ q;) +(q - 1)/)2) #q() = <n2 4 qu) +(q - 1)02> #C.

ucv+C
2 q—1 q—1

Or, par le lemme 2.4.4, Y |u?=n{-—)((n—1)(=——] + 1) #C donc

ucv+C q q

2(q—1)2 (q—1) 2(61_1)2 2
n +n <|n +(q@—1)p°|.

q> > > (=1

On obtient alors q% < p? et comme p > 0 on a p > %. On en déduit r < (qgl)n — %
O

d’ou le résultat.

2.4.2 Application aux codes de Reed-Muller généralisés

On veut appliquer le théoreme général aux codes de Reed-Muller d’ordre 1. Comme
R,(0,m) C Ry(1,m), on a déja que R4(1,m) est auto-complémentaire. Pour appliquer
le théoreme 2.4.3, il faut vérifier que R,(1,m) est de force 2.

Lemme 2.4.5. Pour tout q et pour tout m > 1, R,(1,m) est de force 2.
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Démonstration. Soit y = (y1,...,Ym) et 2 = (z1,...,2m) deux coordonnées fixées dis-
tinctes. On définit la relation d’équivalence suivante sur Ry(1,m) :

fr~ge fly) =gly) et f(z)=g(2)

On va calculer le cardinal d’une classe d’équivalence. Soit f(z) = a1x1 + ... + amTm + b
et g=a1x1+ ...+ apx, + 0 tel que f ~ g. Alors

a1y + ... Famym +B=a1y1+ ...+ amym +b
a1z1+ ...+ amzm +8=a1z21+ ...+ amzm + b

o
- Y1 --- Ym 1 : _ ayr+ ...+ amym +0
21 ... zm 1 U a1z1+ ... Famzm +0 |
B

Comme z # y, le systéme est de rang 2, il y a donc ¢™ ! solutions et chaque classe d’équi-

valence a g™~ ! éléments. Or, #R,(1,m) = ¢™ " donc le nombre de classes d’équivalence

est g:—i = ¢* = #F2 et donc Ry(1,m) est de force 2. O
On déduit donc du théoréme 2.4.3 et du lemme 2.4.5 le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.6. Pour tout q et pour tout m > 1, p(1,m) < (¢ —1)g™ 1 —q2 L.

2.5 Une borne inférieure pour p(1,m)

Comme dans le cas ¢ = 2, on calcule le rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller
généralisés d’ordre 1 dans les codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 2. Pour cela on
utilise le résultat sur les zéros d’une forme quadratique ci-dessus.

2.5.1 Rayon de recouvrement de R,(1,m) dans R,(2,m)

Théoréme 2.5.1. Pour tout m et tout q, p2(1,m) = (¢ — 1)g™ 1 —¢lZ 171,
Démonstration. Soit gy = Z a; jx;xj. On cherche a calculer le poids de
1<i<j<m

Qo+ a1y + ...+ apTm, + 5.

Soit Q = qo + a1212 + ... + amTmz + B2, On note Ng° le nombre de zéros de go et N, le
nombre de zéros de Q).
Par le théoreme 2.2.6, on a :

N =q" "+ g™ 2 (g —1)(wgy — 1)
ou r =rg(qo) et

1 sir est impair
si r est pair et si go(Px) = 2122 + ... + Tp_3Tr—2 + ax?_; + bz + crr 120
avec ax? + cx + b irréductible

2 sirest pair et si qo(Px) = z122 + ... + Tp_1 2y

et

R
2

Ne=q"+q¢" 2(q—1)(wg — 1)
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ou R =rg(Q) et

1 si R est impair

0 si R est pair et si Q(Pz) = 2122 + ... + Tr_3TR—2 + ax%_; + bx% + cxr_17R
avec az? + cx + b irréductible

2 si R est pair et si Q(Pz) = z122 + ...+ Tr_1ZR

wQ =

Alors le nombre de zéros de gy + o121 + ... + axy, + O est

N=q"" —(wg = 1)q" 5 + (wg —1)g™ 2

T R

et donc |go + o121 + ... + apmam + Bl = (¢ — 1)g™ 1 + (wgo — 1)qm_§_1 — (wg —1)g" 2.

On cherche maintenant a calculer d(qo, Rq(1,m)).

e Si r est impair.

Alors wy, = Let |go+a1z1 +...+am@Tm+ 8| = (g—1)g™ ! — (wg — l)qug. Quitte
a appliquer un changement de variables linéaire, ce qui ne change pas le poids, on
peut supposer que qo = 122 + ...+ Tpr_2Tpr—1 + a:c%. Alors

Q=xz120+...+Tp_o0xp_1+ aazz + o112+ ...+ T,z + ﬁzQ
= (21 + a92)(zo +0a12) + ...+ (9 + ap_12)(Tr_1 + p_22) + ax?
+ z(apzr + ..o Fapmy) + (8 —a1ag — ... — ap_2,_1) 22
0
=(r1+a2)(va + 12) + ...+ (Tr—2 + ap_12) (Tr—1 + ap_22) + a:cz
+ z(apxy + ..+ ATy + 02).

S’il existe @ > r tel que o; # 0 alors R =7 + 2 et wg = 1. Supposons que pour tout

0 siaz?+ a,x + 0 est irréductible

2 sinon '

Sif =0 alors, si a, =0,ona R=retwy=1. Sinon,ona R=7r+1et wg = 2.
r4+1

Donc d(qo, Ry(1,m)) = (g — g™t —¢™ 2.

i>r,a=0.810#0,R=r+1etwg=

e Sir est pair et wy, = 2.
Alors |go +a1x1 + ...+ QT + 6] = (g—1)g™ 1 + gz = (wg — l)qm_% Quitte

a appliquer un changement de variables linéaire, on peut supposer que
qo = X122+ ... + Tpr1Tp.
Alors
Q=122+ ...+ Tr1Zr + 1212+ ... + OpTimz + B2
= (1 +a2)(xe +a12) + ...+ (xp_1 + @ 2)(Tp + p_12)

+ 2(Qp 1 Tpg1 F - F ) F (B — g — .. — ap_0y) 22
0

S’il existe ¢ > r tel que a; # 0 alors R = R+ 2 et wg = 2. Supposons que pour tout
t>7r,0;=0.Sideplus @ =0, R=r et wg=2. Sinon R =7r+1 et wg = 1. Donc
d(qo, Rg(1,m)) = (¢ = 1)g™ ' +¢" 271 — g™ 75,
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e Sir est pair et wy, = 0.

On a alors |go + a1m1 + . .. + Q@ + 8] = (g — 1)g™ ! — grTEl - (wg — 1)qm_§.

Quitte a appliquer un changement de variables linéaire, on peut supposer que
Qo =T1x2+ ...+ Tp_3%p_2+ axz_l + ba:z + cxpr_17,
avec ax? + cx + b irréductible. Alors

Q=xz120+ ...+ Tp_3Tr_9+ aw%_l + bx% + CTr_1Tr + Q1212+ ... F ATz + Bzz
= (r1 4+ a2z)(w2 + a12) + ... + (X3 + p—22)(Tr_2 + p_32) + axz_l + bx?
+ et 12r + 2(Qr 1 Tp 1 F o F ) + (B =y — .. — ap_z0_g) 22

0

S’il existe @ > 7 tel que o; # 0 alors R =7 + 2 et wg = 0. Supposons que pour tout
i > 71, a; = 0. On différentie le cas ou ¢ est pair et le cas ou ¢ est irglpair.
Si ¢ est impair, comme ax? + cx + b est irréductible, a # 0 et b — . =0 #0. Alors

Q= (r1+ a2)(x2a+a12)+ ...+ (xp_3 + r—22)(Tr_2 + @p_32)

Cc

2
Qp_1 COlyr_1 (0%
2% ;—az)2 + 022 + (o — 2; Vpz 4 (0 — —=1)22

4a
= (r1 4+ a22)(we + a1z) + ...+ (xp_3 + p—22)(Tr—2 + @p_32)

+a(z,—1 +

c O 2a0, — coy—
+a(z,—1 + 2a%r + ;alz)2 +0(z + ZT”ZV
2 2
ar_1 (2a0, —cap_1)®, o
0 — — .
0= Toa%s )

2
Si 6 # ajm’l + (2m"1852ag’1)2, R=r+1letwg =1 Sinon R =71 et wg = 0 car

ax® + cx + b est irréductible.
Si g est pair, ¢ # 0 car az? + b + cx est irréductible. On a donc

Q= (z1+ a2)(x2 +a12) + ...+ (xp_3 + r—22)(Tr_2 + Qr_32)

2
[0 Oy — Qp_1C
+c(xr_1+?rz)(:cr+ rclz)+<\/5xr_1+\/l;xr+1/9— ’“Cl ’"z) )

Si ¢?0 # aa? + ba2_y + cay_1ay, R=71+1 et wg = 1. Sinon

Q= (1 + a2)(x2 +a12) + ...+ (xp_3 + r_22)(Tr—2 + Qr_32)

2
T r— b
+ (a1 + %z)(xr + ac 1z) + (\/5%1 + bz, + (\éaar + \C[arl)z>

= (r1 4+ a2)(we + a12) + ...+ (xp_3 + p—22)(Tr—2 + @p_32)

Ay — (0% Ol
- 1z)+a(mr71+fz)2+b(:rr—l— =

z)?

(0%
+ C(:L‘rfl + ?TZ)(:BT +

donc R = r et wg = 0. D’ott d(qo, Ry(1,m)) = (¢ — 1)g™ !t — g™ 37 L,
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2.5.2 Une borne inférieure pour p(1,m)

Comme dans le cas ¢ = 2, on déduit de pa(1,m) une borne inférieure pour le rayon de
recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1.

Théoréme 2.5.2. Pour tout q et tout m, p(1,m) > (¢ — 1)g™ ! — ¢ 2171,

Démonstration. Comme p(1,m) > pa(1,m), on a le résultat par le théoréeme 2.5.1. O

Corollaire 2.5.3. Pour tout q et pour tout m pair, p(1,m) = (¢ — 1)¢™ * —¢= L.

Démonstration. Pour m pair, (¢ — 1)¢g™ ™! — gzt = (g — g™t — ¢% 1. Le résultat
découle des théoremes 2.5.2 et 2.4.6. O

On a de plus montré au cours de la preuve du théoreme 2.5.1 que le rayon de recou-
vrement était atteint pour

fx) =z1m2+ ... + Tp—3Tm—2 + aa:%n,l + bxfn + CTim—1Tm

avec ax? + cx + b irréductible sur Fy,.

2.6 Lecasqg=3

Dans cette section, on utilise Magma pour calculer le rayon de recouvrement de R3(1,3).
On en déduit une meilleure minoration du rayon de recouvrement de Rs(1,m) pour tout
m.

2.6.1 Calcul du rayon de recouvrement pour m = 3

Théoréme 2.6.1. Pour q =3, p(1,3) = 16.

Démonstration. Par les théoremes 2.5.2 et 2.4.6, 15 < p(1,3) < 16. De plus, si p(1,3) = 16,
alors il existe f € BZ tel que d(f, R3(1,3)) = 16. Comme ps(1,3) = 15 par le théoréme
2.5.1, nécessairement le degré de f est plus grand que 3. En utilisant tous ces résultats,
on calcule le rayon de recouvrement avec Magma.

Algorithme 1

K:=GF(3);

P<x,y,z>:=PolynomialRing(K,3);

Rl:=[a*x+b*y+c*z+d : a in K, b in K, c in K, d in K];
M:=15;
L:=[0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];

ad:=function(L); i:=1; r:=true;
while i le #L and r do
if L[i]l+1 eq 3 then i:=i+1; L[i-1]:=0;
else r:=false; L[i]:=L[i]+1; end if; end while;
return L;
end function;

while M eq 15 and L[23] le 1 do
pol:=L[1]*z"2+L[2] *y*z+L [3] *y~2+L [4] *x*z+L [6] *x*y+L [6] *x~2
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+L [7] *y*z~2+L [8] *y~2%z+L [9] *x*z~2+L [10] *x*y*z+L [11] *xx*y~2
+L[12] *x"2%z+L [13] *x " 2%y+L [14] xy " 2%z~ 2+L [15] *x*y*z~2
+L[16] *x*y~2%z+L [17] *x"2%z"2+L [18] #x~ 2% y*z+L [19] *x 2%y ™2
+L[20] *x*y " 2%z~ 2+L [21] *x " 2%y*z~2+L [22] ¥x ™ 2%y~ 2%z
+L[23]*x" 2%y~ 2%z"2;

k:=1; m:=16;

while k le #R1 and m eq 16 do

if Evaluate(R1[k],<0,0,0>) ne O then r:=1; else; r:=0; end if;
p:=<1,0,0>;

while r 1t 16 and p ne <0,0,0> do

if Evaluate(pol+R1[k],p) ne O then r:=r+1; p:=ad(p);

else p:=ad(p); end if; end while;

if r 1t m then m:=r; end if;

k:=k+1; end while;

if m gt M then M:=m; else L:=ad(L); end if; end while;

print (M) ;
print(L);

On obtient que d(y? + zy + v%2 + xyz + y22% + 2222, R3(1,3)) = 16. O

2.6.2 Mots qui atteignent le rayon de recouvrement

On cherche maintenant les mots qui atteignent le rayon de recouvrement de R3(1,3).

Proposition 2.6.2. Il n’y a pas de f € R3(6,4) \ R3(4,3) tel que d(f, R3(1,3)) = 16.
Pour prouver ce résultat, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.6.3. Pour ¢ > 3, si f € Ry(m(q — 1),m) \ Ry(m(q — 1) — 1,m), il existe
0 € GAp(Fy), a € Fy et r € Ry(m(q—1) —2,m) tels que

m
o.f :ang_l + .
i=1

Démonstration. On écrit f sous la forme

m m
f@)=a]] 7 4 > ai]] 2d I 4 s
i=1

i=1 ki

oua,a €Fy,a#0et se Ry(m(qg—1)—2,m).

Soit w € FZ” alors
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D’ou
f=(=0)mal g1 + 7, r" € Ry(m(qg — 1) — 2,m).
Soit o € GA,(Fy),

of=(1D"al,1((—a-1a,)) T o, r' € Ry(m(q—1) —2,m).

On choisit o tel que o~ ((—a"ta;)) = 0.

m

m
=J[a-2f =) [[2f " +u
=1

i=1
w€ Ry((m —1)(q —1),m) C Ry(mlq— 1) — 2,m) puisque g > 3.
Finalement, puisque Aut(R,(m(qg —1) —2,m)) = GA,,,(F,), on a

a.f:aHa?g_l—i—r, r € Rg(m(qg —1) —2,m).
i=1

O]

Lemme 2.6.4. Si f € Ry(m(q—1)—1,m)\Ry(m(q—1)—2,m), alors il existe 0 € GL,,(F,)
et € Ry(m(q—1) —2,m) tels que

m—1
of=1] A
i=1
m
Démonstration. On écrit f(z) = Z o H x%_lxg_z +t,te Ry(m(g—1)—2,m).
=1 k#i
Soit b € ",
m 1 m
lo—1, =[] —=!) -] — (@ —b)" ")
i=1 i=1
m . m q—1 q— 1
= H(l—x‘j’ )—H(l— ( I )xf( bl)fI—l—k)
i=1 i=1 k=1
m
=(-1n)" Zbi H xi_lxg_z + s, s € Ry(m(q—1) —2,m).
=1 keti

D'ott f = 1o — 1((—1yma,) + 7', 7’ € Ry(m(q — 1) —2,m).
Soit 0 € GL,(Fy). On a

o.f =1s-100) = Lo-1(((=1)may)) T or' =19 — Lo-1(((~1)ymay)) + ar'.

Comme f € Ry(m(q —1) —1,m) \ Ry(m(q — 1) —2,m), ((—1)™a;) # 0. Il existe donc
o € GL,(Fy) tel que
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et .
of=1g—1.+or" = H x?flmgn_l +r
i=1
avec r € Rg(m(q — 1) — 2, m) puisque Aut(Ry(m(q — 1) —2,m)) = GA,,(F,). O

On peut maintenant prouver la proposition :

Démonstration. Par les lemmes 2.6.3 et 2.6.4, les algorithmes suivants donnent le résultat.

Algorithme 2 (degré 6)

K:=GF(3);
P<x,y,z>:=PolynomialRing(K,3);
R1l:=[a*x+b*y+c*z+d : a in K, b in K, ¢ in K, d in K];

ad:=function(L); i:=1; r:=true;
while i le #L and r do
if L[il+1 eq 3 then i:=i+1; L[i-1]:=0;
else r:=false; L[i]:=L[i]+1; end if; end while;
return L;
end function;

L.=[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
while L ne [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] do
pol:=L[1]*z"2+L[2] *y*z+L [3] *y~2+L [4] *x*z+L [6] *x*y+L [6] *x~2
+L[7]*y*z~2+L [8] ¥y~ 2xz+L [9] *x*z~2+L [10] *x*y*z+L [11] *x*y~2
+L[12] *x"2%z+L [13] *x~2%y+L [14] *y~2%z"2+L [15] *x*y*z~2
+L[16] *x*y~ 2%z+L [17] *x~ 2%z~ 2+L [18] *x ™ 2*y*z
+L[19]*x™ 2%y~ 2+x 2%y~ 2%z72;
k:=1; m:=16;
while k le #R1 and m eq 16 do
if Evaluate(R1[k],<0,0,0>) ne O then r:=1; else; r:=0; end if;
p:=<1,0,0>;
while r 1t 16 and p ne <0,0,0> do
if Evaluate(pol+R1[k],p) ne O then r:=r+1; p:=ad(p);
else p:=ad(p); end if; end while;
if r 1t m then m:=r; end if;
k:=k+1; end while;
if m gt 15 then print(pol); L:=ad(L); else L:=ad(L); end if; end while;

Algorithme 3 (degré 5)

K:=GF(3) ;
P<x,y,z>:=PolynomialRing(K,3);
R1:=[a*x+b*y+c*z+d : a in K, b in K, c in K, d in K];

ad:=function(L); i:=1; r:=true;
while i le #L and r do
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if L[il+1 eq 3 then i:=i+1; L[i-1]:=0;

else r:=false; L[i]:=L[i]+1; end if; end while;
return L;
end function;

L:.=[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
while L ne [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] do
pol:=L[1]*z"2+L[2] *y*z+L [3] *y~2+L [4] *x*z+L [5] *x*y+L [6] *x~2
+L[7]*y*z"2+L [8] ¥y~ 2xz+L [9] *x*z 2+L [10] *x*y*z+L [11] *x*y~2
+L[12] *x"2%z+L [13] *x~2%y+L [14] ¥y~ 2%z~ 2+L [15] *x*y*z~2
+L[16] *x*y~ 2%z+L [17] *x"2%z"2+L [18] #x ™ 2% y*z+L [19] *x " 2%y~ 2+x ™ 2%y~ 2%z ;
k:=1; m:=16;
while k le #R1 and m eq 16 do
if Evaluate(R1[k],<0,0,0>) ne O then r:=1; else; r:=0; end if;
p:=<1,0,0>;
while r 1t 16 and p ne <0,0,0> do
if Evaluate(pol+R1[k],p) ne O then r:=r+1; p:=ad(p);
else p:=ad(p); end if; end while;
if r 1t m then m:=r; end if;
k:=k+1; end while;
if m gt 15 then print(pol); L:=ad(L); else L:=ad(L); end if; end while;

Les deux algorithmes ne donnent aucun f tel que d(f, R3(1,3)) = 16. O

En utilisant des algorithmes similaires, on peut prouver la proposition suivante :

Proposition 2.6.5. Tous les f dans R3(4,3) tels que d(f, R3(1,3)) = 16 sont équivalents
sous laction de GA3(F3) et R3(1,3) a

2x222%—2yz4—m2z2+—xyz—%2x2yz.

2.6.3 Amélioration de la borne inférieure

On utilise le théoréme 2.6.1 pour améliorer, pour ¢ = 3, la borne inférieure du rayon de
recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 donnée dans le théoréme
2.5.2.

Théoréme 2.6.6. Pour ¢ = 3 et m un entier impair,

2 31

p(1,m) > (¢ —1)¢" ' — 3

On a besoin de la relation de récurrence suivante pour prouver ce résultat.

Lemme 2.6.7. Pour tout q et tout m,
p(L,m+2) > (q—1)%¢™ + gp(1,m).
Démonstration. Soit f € Ry(1,m + 2). On écrit

f@1, . Tmy2) = 9(®1, .. ) + g + BT
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ou g € Ry(1,m) et a, B € Fy. On note wy, wi,...,wg—1 les éléments de F,. On peut
supposer que wg = 0. Alors

Ry(1,m+2)={M(c,a,5) : c € Rg(1,m),a € Fy, B € Fy}
ott M(c,a, B) = (c,c®1, ... 0wt ghwn gowitBor  Ghwrtawe—1  powg—1tfwg-1)
Si vy est tel que d(vg, Rq(1,m)) = p(1,m), alors pour tout ¢ € Ry(1,m), |[vg+c| > p(1,m).

: — (= wWow TTWOWg—1 Fi=wW1W W1 Wg— TTWg—1Wg— q
Soit u = (Tg¥0¥0, ..., TgWo¥a—1 W10, . Tp¥ 1 Wamt L g 1Wet) € B .

Sia, p e, et ce Ry(1,m), alors

q—1qg—1

|lu+ M(c,a, )| = Z Z [Tivi 4 gawithw|
1=0 j=0
q—1q—1

= 3> [w e |

i=0 j=0

q—1
— q‘@a(—ﬁ) + vo| + Z Z ’%(ﬁ'ﬂ%)‘% + |
wi—B =0
> gp(1,m) + (¢ — 1)*¢™

ce qui donne le résultat. ]
On prouve maintenant le théoréme 2.6.6.
Démonstration. On écrit m = 2k + 1. On prouve par récurrence sur v que pour u < k,
p(1,m) = (q—1)(¢" " = ¢ ") + ¢“p(1,m — 2u).

Cette inegalité est vraie pour u = 0 et v = 1 par lemme 2.6.7. Supposons qu’elle soit vraie
pour un u < k. Alors
p(L,m) > (q—1)(¢" " = ¢ ") + ¢"p(1,m — 2u)
> (g—1)(@" =" +q" ((a— D)%™ 4 gp(1,m — 2u - 2))
(par le lemme 2.6.7)
(@=1¢" = (a— g~ (=)™ " +¢"p(l,m = 2(u+1))
> (q—1)(¢™ " =" T + g T p(1,m — 2(u+ 1)).

v

D’ou, pour g=3etu=%k—1,0na :

p(1,m) > (¢ —1)(¢™ ' — ") + ¢*p(1,3)

> (q—1)gm "t —2¢F " = (g 1)gm ! — ZglF1

Corollaire 2.6.8. Pour g =3, p(1,5) = 156.

Démonstration. Par le théoréme 2.6.6, p(1,5) > 2.3% — %.9 = 156. et par le théoreme 2.4.6,
p(1,5) < [2.3% — 3/3] = 156. O



2.6. LEcAs¢g=3 65

Dans ce chapitre, nous généralisons des résultats sur le rayon de recouvrement des
codes binaires. Nous donnons notamment un encadrement pour le rayon de recouvrement
des codes de Reed-Muller généralisés. Ce résultat repose sur un théoréme qui donne une
majoration du rayon de recouvrement des codes en général et sur I’étude du rayon de
recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 dans les codes de Reed-
Muller généralisés d’ordre 2. Cet encadrement permet d’obtenir le rayon de recouvrement
des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 pour un nombre pair de variables. Dans
le cas d'un nombre impair de variables, le calcul de p(1,3) pour ¢ = 3 a I'aide du logiciel
Magma nous permet d’obtenir une meilleure minoration pour le rayon de recouvrement des
codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 sur F3. Cependant le rayon de recouvrement
des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 sur F, reste inconnu pour un nombre impair
de variables m > 3 si ¢ > 5 et pour m > 7si g = 3.






Chapitre 3

Fonctions presque parfaitement
non linéaires et parfaitement non
linéaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux fonctions presque parfaitement non linéaires et parfai-
tement non linéaires. La notion de fonctions presque parfaitement non linéaires a surtout

été étudiée en caractéristique paire et plus particulierement dans le cas des fonctions puis-
sances. Apres quelques rappels, on se propose de démontrer deux conjectures de Dobbertin,

Mills, Miiller, Pott et Willems (voir [ ]) sur des familles de fonctions puissances en
caractéristique impaire. On donnera ensuite de nouvelles familles de fonctions puissances
toujours en caractéristique impaire (voir | 1.

3.1 Résultats préliminaires

On trouve la preuve du théoreme suivant dans | , b- 225].

Théoréme 3.1.1 (Borne de Weil). Soit 1) un caractére multiplicatif de Fy d’ordre n > 1
et f € Fylz] unitaire de degré d qui n’est pas une puissance n-iéme d’un polynome. Alors

| D w(f@)] < (d-1)va.

z€el,
Lemme 3.1.2. Soit e un entier impair et Q = {2 : ¥ € F3e}. Pour b € F3, on note
My={(z+b)"+ (-2 2,2 +beQ}

\ g etl o _ 3k41
ou N=372 +1, N=4ouN==>5=, kel
Alors, pour tout b € Fi., My N (—Mp) = 0.

e+1

Démonstration. 1. SiN=32 +1.
Comme N est pair, M = M_;. Comme de plus, e est impair, —1 n’est pas un carré
dans F§ et on peut supposer que b est un carré. Alors, comme

@+ )N +aV =V (G + DN + ()

et £ et 7 + 1 sont des carrés, on peut supposer que b = 1. Supposons qu’il existe x,
yeEQRtelsquer+lety+1e@ et

V(@ + )N = N — (y+ 1)V
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On pose m = % Alors,
26N + ¥ 4+ 1= (2N + 2 Fy+1).
On éleve cette équation a la puissance 3™ :
20323 + 2+ 2" 1= —( 23" + 3+ +1).
En soustrayant la premiere équation a la deuxiéme on a :
(@ = 1)(@* —x) =~ - 1)(y° —y).
Or (23" —1)(2® —x) = 0 et (" —1)(y> —y) = 0 si et seulement si z, y € Fs.

Puisque M; N —M; NF3 = ), on peut supposer que (z3" — 1)(z3 —z) # 0 et
(v*" — 1)(y® —y) # 0. On a alors :

(3" —1)(2® —x) x(x+1) <37—1)N.

I R TS A O

Comme x, x + 1, y et y + 1 sont des carrés et que N est pair, c’est impossible.

2. SiN =4
Comme dans le cas précédent, on peut supposer que b = 1. Supposons qu’il existe
r,yeQtelsquex+lety+1€Q et

N+ (@ + )N = —yN — (y+ 1)V

Alors,
2+t e+ 142 Py +1=0

c’est-a-dire
WV +y+2’+o+1) =—yy+Dz(z+1)

ce qui est absurde puisque x, x + 1, y et y + 1 sont des carrés.

3. 8i N =34 keN,
Supposons qu’il existe x, y € Fze tels que z, x + b, y, y + b € Q et

@+ b)Y + (-D)Va = —(y + o)V — (=1)yN.

GOV EDYON + G DY+ DYDY =0,

Soit a, B € Faze tels que o — (§ — )a+1=0et 82— (£ —1)8+1 = 0 alors
6o = (53 —1)?—4=ha(x+b)et d, = (£ —1)> —4 = Ly(y+b) sont des carrés et
aet B E€Fsz. On a

(+ DM + ()Y@ - 1> B+ 1N + (DY)

aN BN =0

ce qui donne
OKQKBK+BK+62K+OJK:O
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N si N est pair
N —1 si N est impair
Autrement dit

ou K =

(K + 1) (o + K =0

On a donc o = —BK ou o = =K, ce qui est impossible car K est pair et -1
n’est pas un carré dans [Fse

O

On rappelle ensuite le critére d’Hermite et Dickson (voir par exemple [ , D. 349])

qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction polynomiale de F,
dans [, soit un polynome de permutation.

Lemme 3.1.3. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. f(z) € Fylz] est un polynome de permutation de F,

2. f(z) a exactement une racine dans F, et
Vi, 1 <t < qg—2,t# 0 modp, la réduction (f(z))! mod 2 — z est de degré
strictement plus petit que ¢ — 1.

Pour démontrer ce lemme, on montre d’abord le résultat suivant :

Lemme 3.1.4. Soit ag, ...,aq—1, q éléments de Fy. On a alors équivalence entre les pro-
positions suivantes :

1. ag,...,aq—1 sont distincts.
ant_ 0 si0<t<gqg—2
et -l osit=q-1

Démonstration. On considére les polynémes suivants :

q—1
gi(x) =1— Z afmqflft.
t=0

Alors g;(a;) =1 et pour tout b € Fy, b # a;, gi(b) = 0. On définit maintenant le polynéme
suivant :

q—1 q—1 q—1
9(0) = Y gi@) = 3 (=t |
% t=0

i—0 =0

Les a; sont tous distincts si et seulement si Vz € Fy, g(x) = 1. Comme deg(g) < ¢ — 1,
les a; sont tous distincts si et seulement si ¢ = 1. En identifiant les coefficients, on a le
résultat. O

On prouve maintenant le lemme 3.1.3 :

Démonstration. Soit 1 <t < g —2. On a pour tout =z € I,

f@)' =] f0'1—(z-c)

celF,

donc

flz) = Z fle)t (1 — (z — c)q_l) mod (z7 — x).

cely
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D’ott le terme de degré ¢ — 1 de f(x)! mod (29 — z) est — Z f(c). Supposons d’abord

cely
que f est un polynéome de permutation. Il a donc une unique racine dans F,. Comme
f est une bijection, — Z fle)t = — Z c'. Donc, par le lemme 3.1.4, le degré de f(z)!

cely cely
mod (2?7 — x) est strictement plus petit que ¢ — 1.
Réciproquement, supposons que f n’ait qu’une racine dans F, et que V¢, 1 <t < g — 2,
t # 0 mod p, la réduction (f(x))! mod x7 — x soit de degré strictement plus petit que
q—1. Alors, Z fle)it=g—1=—letpour1 <t<q—2,t#0 mod p, Z fle) =o.
celFyq celFq
Comme pour tout 7, (Z fle)H? = Z f(c)®", on a en fait que Z f(c)' = 0 pour tout
c€lfg c€lfq c€lfg
0 <t <gq—2. Parlelemme 3.1.4, les f(c), ¢ € Fg, sont tous distincts et donc f est un
polynéme de permutation sur F,. ]

On rappelle maintenant un résultat de Lucas (voir | E

Lemme 3.1.5. Soit p un nombre premier, n et r des entiers. On considére les décompo-
sitions p-adiques de n et T :

n=ng+nmp+...+npp* avec 0 <n; <p-—1,

r=ro+rp+...+rppk avec 0 <1 < p—1.

Alors i
(n) = H <m> mod p.
T o \7i

Démonstration. On considere le polynéme de F)[x] suivant :

r=0
D’autre part, (z +1)" = [[ (2 + 1) = A
R R At
Par unicité de la décomposition p-adique et en identifiant les coefficients, on a le résultat.

O]

3.2 Définitions et premiéres propriétés

3.2.1 Définitions

Soit f une fonction de I, dans F,. Pour tout a, b € [F,, on s’intéresse au nombre de
solutions de I’équation suivante :

flx+a)— f(z)=0. (3.1)

On note N¢(a, b) le nombre de solutions de cette équation. Plus particulierement, on étudie
les fonctions qui satisfont

Ay :=max{Nys(a,b) :a,b,€ Fy,a # 0} <2.

Définition 3.2.1. On dit qu'une fonction f : F, — [, est presque parfaitement non
linéaire si elle vérifie Ay = 2.
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Définition 3.2.2. Si p est impair, on dit qu'une fonction f : F, — I, est parfaitement
non linéaire si elle vérifie Ay = 1.

Remarque 3.2.3. En caractéristique paire, les fonctions parfaitement non linéaires n’existent
pas. En effet, si z est solution de I’équation (3.1), x 4 a est aussi solution de (3.1).

3.2.2 Propriétés

On commence par faire quelques remarques :

e Sia=0,alors
0 sib#0

Nf(o’b):{ q sib=0

e Sinon, Z Ny(a,b) =¢* —q.
a,belFq,a#0

Pour les fonctions puissances, on a quelques propriétés supplémentaires. Soit f :  +— 24

une fonction puissance sur ;. On note Ag = Ay.
Lemme 3.2.4. On a Ay = max{N(1,b) : b € F,}.

Démonstration. Soit a, b € Fy, a # 0. On s’intéresse au nombre de solutions de 1’équation
(z + a)? — 2¢ = b. En factorisant par a?, on obtient

(G- 6))-

et finalement, en posant y = %,

(y+1)" =y =ba™?.
On a donc N¢(1,ba=%) = N(a,b) pour tout a, b € Fy, a # 0. O

Lemme 3.2.5. Sipged(d,q—1) = 1, alors Ag = Ay-1 ot d~! est linverse de d modulo
q—1.

Démonstration. Soit a, b € F,. On s’intéresse au nombre de solutions de I’équation
(x4 a)? — 2% =b.
En élevant & la puissance d~!, on obtient

z+a=(z%+b)?"

et finalement, en posant y = z¢,

—1

-1
a=(y+b* —y

Donc pour tout a, b € Fy Ng(a,b) = Ny-1(b,a). O
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3.2.3 Equivalence

Ici, on introduit deux notions d’équivalence qui sont intéressantes dans notre cadre puis-
qu’elles stabilisent les fonctions presque parfaitement non linéaires et les fonctions parfai-
tement non linéaires (voir | , D).

Dans cette section, on munit e de sa structure canonique de F,-espace affine.

Définition 3.2.6. Soit f et g deux fonctions de Fpe dans Fpe. On dit que f et g sont
affine étendu équivalentes s’il existe A; et Ay € GA((F,) et A une application affine de
Fpe telles que pour tout z € e on ait

g(x) = Ay o foAy(x) + A(x).

Définition 3.2.7. On dit que deux fonctions sur Fpe f et g sont CCZ (Carlet-Charpin-
Zinoviev) équivalentes si leurs graphes sont affine-équivalents. Autrement dit, si on note
Gy ={(z,f(x)) : x € Fpe} et Gy = {(x,9(x)) : © € Fpe} les graphes de f et g, alors il
existe A € GAg.(F)) tel que

A(Gy) = Gy

Proposition 3.2.8. Si deuz fonctions f et g de Fpe sont affine étendu équivalentes, alors
elles sont CCZ-équivalentes.

Démonstration. Comme f et g sont affine étendu équivalentes, il existe Ay, Ay € GA((F,)
et A une application affine telles que pour tout x € Fe,

g(x) = Ay o foAi(x) + A(z).

On écrit Ay (z) = Li(x) +c1, Aa(x) = La(x) +c2 et A(x) = L(z) +cou Ly, Ly € GL.(F)),
L est une application linéaire sur Fpe et c1 ca, ¢ € Fpe
On pose y = Ay (z) alors x = L7 (y) — Ly ' (c1) et

z :< L' (y) - LT (en)
g(x) LOLfl(y) LoLi'(c1) +c+ca+ Lao f(y)

_( i n Lfl(cl)
- LOLI1 fy LOLI (1)+C+CQ '

D’ou f et g sont CCZ-équivalentes. O

Proposition 3.2.9. Les fonctions presque parfaitement non linéaires et parfaitement non
linéaires sont stables par CCZ-équivalence.

Démonstration. Soit f une fonction presque parfaitement non linéaire (resp. parfaitement
non linéaire) et g une fonction CCZ-équivalente a f. Alors il existe A € GAg.(F)) tel que
A(Gy) = G4 ou G et G4 sont les graphes respectifs de f et g. On écrit A = (A4;, A2) ou
Aq et Ay sont des applications affines de Fpe x Fpe dans Fpe. Pour tout « € Fpe, on définit
Fi(xz) = Ai(z, f(x)) et Fa(x) = As(z, f(x)). Comme A(Gf) = Gy, Fi est bijective sur Fpe
et pour tout y € Fpe g(y) = Fa 0 Fy ' (y).

Soit a, b € Fpe, a # 0. Pour tout y € Fe,

gly+a)—gly) =bs FoF ' (y+a)— Fro F{ ' (y) =b.
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Soit 2 = F; ' (y) et x4 = F ' (y +a). Alors Fi(z,) — Fi(x) = a et Fy(z,) — Fa(z) = b. On
en déduit que

9y +a) = g(y) =b & A((2q, [(24))) — Al(=, f(2))) = (a,b).
Si on écrit A(z) = L(x) + ¢ ot L € GLag.(F)) et ¢ € F2. alors
9y +a) = 9(y) = b & (wa, f(2a)) — (2, f(x)) = L7 (a,b) = (a').

D’ou finalement
gy+a)—gly) =be flz+d) - flz)=1V.

Ce qui donne le résultat. O

Corollaire 3.2.10. Les fonctions presque parfaitement non linéaires et parfaitement non
linéaires sont stables par équivalence affine étendue.

Démonstration. C’est immédiat en utilisant les propositions 3.2.8 et 3.2.9. O
Proposition 3.2.11. 57 f est parfaitement non linéaire, alors
f et g sont affine étendu équivalentes < f et g sont CCZ-équivalentes

Démonstration. La proposition 3.2.8 donne I'implication directe. Supposons que f et g
soient CCZ-équivalentes. Il existe A € GAg(F,) tel que A(Gy) = G, ou Gy et G4 sont les
graphes respectifs de f et g. On écrit A sous la forme

A T\ _ I T n ey L1 Lo T n cl
Yy y c2 Ly Ly Yy )
ou L € GLac(F)), les L; sont des applications linéaires de Fpe et ¢; € Fpe. On a

o Vo v—a ) y
f(z) 9(y) —c2 gy +e1)—c2 )’

On définit alors g : y — g(y + ¢1) — c2. Soit a, b € Fpe, a # 0. Comme f est parfaitement
non linéaire, il existe € Fe tel que f(z + a) — f(z) = b. Alors

a \ _ rTt+a—c . T+a _ x _ Ya _ Y
L<b>_L<f(w+a)f(w)>_L<f(x+a)> L(f(x>>‘<a<ya>> (5@))'

Comme ( a

b ) #0, y, # y et donc, comme L est bijective,

PourtouthIE‘pe,L<2> = <L2(0§> = (2) donc Ly = 0. On a donc L; et

Ly € GLe(FP) et
+c1
A( ) Ly(a +L4(>)+c2>'

On note A1(z) = Ly(z)+c1, Ay € GAL(F,) et g(y) = L3o AT (y)+ca+Lyofo AT (y). O
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3.3 Exemples de fonctions presque parfaitement non linéaires
et parfaitement non linéaires

Dans cette section, on donne les fonctions presque parfaitement non linéaires et parfaite-
ment non linéaires connues a ce jour.

3.3.1 Fonctions puissances parfaitement non linéaires

Dans cette sous-section p est impair.

Aujourd’hui, les seules fonctions puissances parfaitement non linéaires connues sont celles
données dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1. Soit f : x — x¢ une fonction puissance. Alors f est parfaitement non
linéaire sur Fpe pour

1. d=2

2. d=pF+1 ouk est un entier tel que m soit impair [ | /.

3. d= ?’kTH ot p =3 et k est un entier impair tel que pged(e, k) =1 [ ].

Pour démontrer ce théoreme, on prouve d’abord la proposition suivante :
Proposition 3.3.2. Soit p un nombre premier impair. Pour d = pkz—ﬂ, la fonction x — x
définie sur Fpe vérifie

d

k
p¥—1
Ay < pged(—; ,p* —1).

Démonstration. Par le lemme 3.2.4, il suffit de montrer que pour tout b € Fye, I’équation

(z+1)?—2¢=baauplusT = pgcd(’%,p% — 1) solutions.

p—1

ip=1 d4
On poseu:{ 4p+1 sip mo

— 22 Qi
P Gp=3 mod 4 et t = u”. Soit @ € Fpe tel que

-1
a2_(x+p7>a+t:0

L’équation devient alors

En simplifiant, on a
@™t 4 o= —9p, (3.2)

Soit a1 et ao deux solutions de cette équation, on a
d—1_d—1 d—1 d—1
(@i ay " —1)(ay —aj ) =0.

Dong, soit g = ya, soit ag = 7041_1 ou 7 est une racine Teéme de 1. D’ou, si « est une
solution de I’équation (3.2), toutes les solutions de cette équation sont de la forme ya ou
~va~! avec vy racine Teme de 1. Chacune de ces solutions donne une solution

p—1

= ta~l —
r =+t 5

Soit a7 et ao deux solutions telles que a; + tozfl = a + ta;l alors soit ay = a9 soit
ajap = t. Puisque ¢t = 1, 'équation (x + 1) — 2% = b a au plus T solutions. ]
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On peut maintenant démontrer le théoreme.

Démonstration. Comme on considere des fonctions puissances, par le lemme 3.2.4, il suffit
de montrer que pour tout b € F,, I'équation (z + 1)¢ — 2% = b a une unique solution.
Autrement dit, il faut montrer que l'application ¢ : z — (z + 1)? — 2 est une bijection
sur [F,.

1. Ona (x +1)? — 2% = 22+ 1. Donc ¢ est bien une bijection sur F,.

2. On a (z + 1)1”’”‘1 — a?"*t1 = 27" 4z + 1. L’application x > 2" + z est linéaire sur

Fy. De plus, 2P* + 2 = 0 si et seulement si # = 0 ou 7P ~! = —1. Comme m

est impair, -1 n’est pas une puissance (pk — 1)éme. D’ont z — 2P + x est injective,
ce qui donne le résultat.

3. Par la proposition 3.3.2, comme k est impair et pged(k,e) = 1,

3k 1

Ay < pged( 3 _1) =1

3.3.2 Fonctions puissances presque parfaitement non linéaires

En caractéristique 2, on conjecture que la liste des fonctions puissance presque parfaite-
ment non linéaires donnée dans le théoréme suivant est complete a équivalence pres.

Théoréme 3.3.3. Soit f : x — 2% une fonction puissance. Alors f est presque parfaite-
ment non linéaire sur Fae pour

1. d=2%+1 ou k est un entier tel que pged(e, k) =1 (Gold, [ /).

2.d=2%%—2F 11 o0 k est un entier tel que pged(k,e) =1 (Kasami, | , ,

/).
3. d=2°—2 sie est impair (Kloostermann, [ /).
4. d=2% 423k 1 92k L ok _ 1 sj e = 5k (Dobbertin, [ /).
5.d=2F+3 sie=2k+1 est impair (Welch, [ /).
6. d=2% 428 —1 ou k est un entier tel que 4k +1=0 mod e (Niho, [ /).

Démonstration. D’apres le lemme 3.2.4 et la remarque 3.2.3, il suffit de montrer que I’équa-
tion (z +1)¢ — 2% = b a au plus deux solutions pour tout b € Foe.

1. Soit b € Foe. On cherche le nombre de x € Fae tels que
(z+ 1)+ 22 =b;

autrement dit tels que
2 tar=b-1.

k . . e 7 . .
Or, z — 22 + x est une application linéaire sur Foe, il faut donc montrer que son

noyau a au plus deux éléments. On a 22" + 2 = 0 si et seulement si z = 0 ou
22°~1 = 1. Comme pged(e, k) =1, 221 = 1 si et seulement si z = 1.
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2. Pour prouver ce résultat, on utilise la transformée de Walsh d’une fonction de Fae
dans Fy : soit f : Fhe — Fg, a € Fae,

ou tr = Tnge/FQ'
En particulier, la transformée de Walsh de la fonction tr(® : 2 — Trg,. /. (z?) est
telle que :

S WD)t =20 3 Y ()T EETED),

a€lFge y,2EFe vEFe

Or,

T (e e ) { 20 si(y+ 104yt = (2 +1)7+ 21

0 sinon
vEFge

donc

Yo (W(tr®)(a)t = 2#{(y,2) € Fe : (y+ 1) +y* = (2 + 1)? + 27}
a€Fqe

Par | ], on obtient
2% = 224 {(y,2) € Fae : (y + 1) +y" = (= + )T + 27}
ce qui donne le résultat.

3. On commence par remarquer que x = 1 et x = 0 sont solutions de ’équation pour
b = 1. Supposons maintenant que x # 0 et x # 1. L’équation devient

(z+1) 14zt =0b

c’est-a-dire
ba? +bx+1=0.

On a donc bien au plus deux solutions si b # 1. Supposons que b = 1 alors ’équation
devient 22 4+ x 4+ 1 = 0 qui est irréductible sur Foe pour e impair.

4. Voir | ]

5. Il est démontré dans | ] que P(z) = 22”71 4 23 + 2 est un polynome de
permutation sur Fae. Or (z + 1)% + ¢ = P(22" 4+ 2) + 1 ce qui donne le résultat.

6. Il est démontré dans | | que

2k+1 ok+1 2k+1_ ok+1_ 2k+1 2k+1_
Pz) =g T2 2Tl 2 g 2T g

est un polynéme de permutation sur Foe. Pour z = 0 ou z = 1, (z + 1)¢ + 2¢ = 1.
Pourz #0etx £ 1, (z+ 1)+ 20 = (P((#¥ +2)2 1 +1))* 24+ 1. Siz, y € Fye,

(xzk—l—x)zk_l—i—l:(y2k+y)2k_1+1@y:xouy::p—l—1
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puisque ged(k,e) = 1. Comme de plus x ~ (P(z))?* =2 + 1 est une bijection, pour
b # 1, Péquation (z + 1) + 2% = b a au plus deux solutions. Si b= 1,

(P + )P 1) 2 p1=1

et on obtient .
22 +r+1=0.

2

Comme z2° + x + 1 est irréductible sur Foe pour e impair, on a le résultat.

O]

En caractéristique impaire, Helleseth, Rong et Sandberg ont recherché par ordinateur
des fonctions puissances qui sont presque parfaitement non linéaires sur des petits corps,
i.e pour p¢ € {2223 ...,2M1.32 .. 37 52 ... 5% 72,7374 112,113}, Dans | ], ils
donnent un certain nombre de familles infinies contenant les exposants qu’ils ont trouvés.
On regroupe ces familles dans le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.4. Soit f : x — x% une fonction puissance. Alors f est presque parfaite-
ment non linéaire sur Fpe pour

1.
2.
3.

8.
9.

d=p°—2sip°=2 mod3 [ /.
d:%—l sip=3,7 mod 20, p¢ > 7, p® # 27 et e est impair [ .
d=3sip#3/ /.

pe+1 pe—=1 c e —

4 b— sip®=3 mod8 .
d: 64 2 e>7 .

{p:l si p® =7 mod 8 P ! /

dz%z;lsipeEQ mod 3 /. /.
d=p*—3sip=3ete>1 estimpair [ .
d=p2+2, p>3,e pair et p2 =1 mod 3 [ /.
d:p%—lsip:?)eteestz’mpair[ /.
d:%sip:5 et k est un entier tel que pged(2e,k) =1 [ .

Démonstration. D’apres le lemme 3.2.4, il suffit de regarder le nombre de solutions de
Iéquation (z + 1)¢ — 2¢ = b pour tout b € Fpe.

1.

Siz=0ouxz=—1alors (x+ 1) — 2¢ = 1. Supposons que = # 0 et = # —1. Alors
I’équation devient
(z+1)t—zt=0b

autrement dit
b’ +z+1=0.

Donc, pour b # 1, I’équation (z + 1)d — 2% = b a au plus deux solutions. Si b =1, on
obtient I’equation du second degré z?+2z+1 de discriminant § = —3. Donc la fonction
est presque parfaitement non linéaire si et seulement si —3 n’est pas une carré dans
Fpe. Or, p® = 2 mod 3 et 2 n’est pas un carré dans F3 donc nécessairement e est
impair et p =2 mod 3. Donc la fonction est presque parfaitement non linéaire si et
seulement si (—3) est un carré dans F,. Or, la loi de réciprocité quadratique nous
donne (%) (8) = (—1)%. Comme p = 2 mod 3, (*73) = —1 et —3 n’est pas un

carré dans [Fpe.
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2. Pour x # 0 et x # —1, I'équation devient x(z + 1)3:%rl — (x)% = b ou y est le
caractere quadratique. On étudie le nombre de solutions dans les deux cas suivants :
x(z) = x(z+1) et x(x) = —x(x+1) et on trouve que Ay < 2. De plus, Ay = 2 si et

seulement s'il existe b € Fpe tel que x(b) = 1, x(1+ 4b) = 1 et x(1 + 4b?) = 1. Soit

A= S M+ x(1+4cY).
CGFpe\{fl,O,l}
x(14+4c?)=1

Alors

A+2=Y (x(1+4) +1)(x(1 +4c*) + 1)
cere

= ) (((1+4*) (1 +4¢") + x(1 +4c*) + x(1 +4¢%) + 1.

CEFpe

Donc, par le théoréme 3.1.1, on a

|A+2—p°| < 9Vp°.

Donc, pour p® > 85, A > 0 et on a le résultat. Il reste & traiter les cas p® = 23, 27,
43, 47, 49, 67, 81, 83. Pour cela, on utilise un ordinateur.

3.0na (z+1)P3—23=b& 322+ 32x+1—b=0. On a donc au plus deux solutions
pour chaque b si p # 3. De plus pour b= 1, x = 0 et z = —1 sont solutions.

d

4. Ona2d=1+ ’%1 mod p® — 1 alors, si on on note u, = z%, en élevant 1’équation

Uz+1 = Uy + b au carré, on obtient I’équation suivante :
x(z +1)(z +1) — x(2)r = 2buy + V2.

On étudie le nombre de solutions de cette équation dans les cas ou x(z) = x(z + 1)

et x(x +1) = —x(x) et on trouve que Ay < 2. De plus, Z N(1,b) = p® donc
bG]FpE

Ay =2 'l existe b € Fpe tel que N(1,b) = 0. Si b € Fpe vérifie x(1 —b%) = —x(2) et

x(1+b?) = x(2) alors N(1,b) = 0. On prouve qu'un tel b existe a I’aide du théoréme

3.1.1.

5. On a 3d =1 mod p¢ — 1. Si on note u, = md, on a Uzt = Uy + b. En élevant cette
équation a la puissance 3, on obtient

3bu? + 3b%u, + b — 1 =0.

On a donc au plus deux valeurs possibles pour u,. Comme pged(d,p® — 1) = 1, on
a au plus deux possibilités pour z. De plus, comme pged(p® — 1,d) = 1, I’équation
(x +1)% — 2¢ = 0 n’a pas de solution. Puisque Z N(1,b) = p°, on a le résultat.
bE]Fpe
6. Sixz #0et x# —1, ’équation devient
(x+1)2—272=0b

c’est-a-dire
bxt 4+ 2023 + b2 + 22 +1=0

et pour p =3, e > 1 impair et b # 0,1, —1, cette équation a au plus deux solutions.
Elle a au plus une solution si b = —1,0, 1.
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7. Voir | ]
8. 0 est solution de (z+1)%—z? = 1 et —1 est solution de (z+1)?—2¢ = —1. Supposons
que = # 0 et x # —1. L’équation devient alors

e+1

—2P 7 =ba? + (b 1)z

En élevant cette équation a la puissance p™2 , on obtient :

e+1 e+1 e+1 e+1

aP 40P 7 (2P T )P4 (b—1)P 7 2P T =0.

e+1
En remplacant z? * |, on a

e+1 e+1 e+1

el et et etl
WPt (12010 2 )2 (P 2P P )t — (b 1) e =0

soit en factorisant

e+1

etl efl
(z+ 1P % e L (1 7 24P ? The — (b —1)P

e+1
Pt =o.

e+1

et1
Le discriminant du terme de degré 2 est § = (b © +2)P > L doncsi b? > # 1, on
a deux solutions distinctes. De plus, si b = 1, ’équation devient x3(x + 1) = 0. Si
b= —1, I'équation devient z(z + 1)3 = 0.

e+1

9. Par la proposition 3.3.2, on a Ay < 2. Comme d est impair, 0 et -1 sont solutions de
(x+1)%—2¢=1.

O]

Les seuls exposants trouvés par Helleseth, Sandberg et Rong lors de leur étude sur les
petits corps qui ne sont pas inclus dans une famille infinie sont récapitulés dans le tableau
3.1

TABLE 3.1 — Exposants pour lesquels | | ne donne pas de famille infinie
pe d dpz’
T |35 | 134 (134,160,238,230,206)
I | 3% | 152 (152,214,158,232,212)

IIT | 37 | 40 | (40,120,360,1080,1054,976,742)
IV | 37 | 224 | (224,672,2016,1676,656,1968,1532)
V | 37| 274 | (274,822,280,840,334,1002,820)

VI | 53| 14 (14,70,102)
VII | 55 | 843 (843,1091,2331,2283,2043)
Dans [ |, Wang et Zha démontrent les deux théoremes suivants. Ils ne donnent pas

de familles explicites de fonctions puissances mais ils expliquent certains cas du tableau
3.1. Voici d’abord un premier théoréme qui concerne la caractéristique 3.

Théoréme 3.3.5. Sur Fse, la fonction f : x — x% vérifie Ay < 2 pour d pair tel que
(38 +1)d — 2 = u(3° — 1) ot u est impair et pged(e,k) = 1. De plus, f est presque
parfaitement non linéaire si 2k < e.



80 CHAPITRE 3. FONCTIONS PRESQUE PARFAITEMENT NON LINEAIRES ET PARFAIT...

Démonstration. Puisque d est pair, on a nécessairement u et e impair. Par le lemme 3.2.4,

on veut montrer que 1'équation (z 4+ 1)¢ — 2¢ = b a au plus deux solutions pour tout

b € Fse. Si b = 0, puisque pged(d, 3¢ — 1) = 2, cette équation a une solution. A partir de
. : _ 3F41

maintenant, on suppose que b # 0. Si on note N = ==, alors

e

3
Nd=1+ mod 3¢ — 1.

On note u, = %, alors u,.1 = uy + b et pour tout x € Fze, ulY = y(x)z. Donc
(ug + b)Y —ul = x(z+1)(z +1) — x(2)z.

o Cas A: x(z) =x(z+1),z=00uz=—1.

Siz=0, (ug +b)N —ud =1.

xr
Siz=—1, (uz +b)N —ull = 1.
Si x(z) = x(z 4+ 1), (uz + b)Y —ull = x(z).
Dans tous les cas, on cherche a résoudre une des équations suivantes :
(uz + b)Y —ul =, avec € € {—1,1} (3.3)
On veut résoudre cette équation avec les mémes méthodes que dans la proposition
3.3.2 : soit a € Fy2e tel que a? — (4% —1)a+ 1 = 0. Cependant, le discriminant de

cette équation est

Uy 1
0= (? — 1)2 —4 = b?uxux+1.

Puisque d est pair, 0 est un carré et donc o € Fze. On a au plus pged(N —1,3° —1)
solutions a 1’équation (3.3).
Si k est impair, pged(N —1,3° — 1) =1 et N est pair. Les deux équations

(uz + b)Y —ud =1 et (up +0) —ud = -1

ont chacune au plus une solution. Supposons qu’elles aient chacune une solution,
c’est-a -dire qu’il existe € F3e tel que x(z) = 1l oux =0 et (up + b)Y —ull =1

d’une part et y € Fze tel que x(y) = —1 et (uy + b)Y —ul) = —1 d’autre part. On a
alors (—(ug +b) + b)Y — (—(uy + )Y = ud — (uy + b)Y = —1 et par unicité, on a
Uy = —(uy +b) = —uzq1 ce qui est absurde car u, et ugy1 sont des carrés dans Fae

mais pas —1.
Si k est pair, alors pged(N — 1,3 — 1) = 2 et N est impair. Par le lemme 3.1.2,
au plus une des deux équations a une solution. De plus, si une de ces équations a
des solutions, elle en a au plus 2. Ces deux solutions donnent les couples (uy, uz41)
suivants :

uy = bla+a ') +b Uy = —bla+a 1) +b

-1 ou 1

Ugt1 =bla+a ) —b Ups1 = —bla+a ) =D

ol « est solution de I'équation o’V =1 + Nt = 2¢b=N. Or u, et Uz+1 sont tous les

deux des carrés mais pas —1 donc au plus une de ces solutions est possible.

o Cas B: x(z) = —x(z +1).
Alors (uy + b)Y —ull = x(z)x — x(2) = vl — x(x). On cherche donc & résoudre une
des deux équations suivantes :

(uz + D) +ull = ¢, avec ¢ € {—1,1} (3.4)
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Comme dans le cas A, les deux équations (3.4) ont au plus pged (N, 3¢ — 1) solutions.
Si k est impair, alors pged(N, 3¢ — 1) = 2 et N est pair. Par le lemme 3.1.2, au plus
une des deux équations de (3.4) a une solution. De plus, si une de ces équations a
des solutions, elle en a au plus 2. Ces deux solutions donnent les couples (uy, uz41)
suivants :

uy = bla+a )+ Uy = —bla+a 1) +b

-1 ou 1
Upt1 =bla+a ) —b Ups1 = —bla+a ) =D

ou « est solution de I’équation aVN +a N =20V, Or, uy et Uz4+1 sont tous les

deux des carrés mais pas —1 donc au plus une de ces solutions est possible.
Si k est pair alors pged(N,3° — 1) =1 et N est impair. Pour les mémes raisons que
dans le cas A, k impair, on a au plus une solution.

Il reste & montrer que si 2k < e, il existe un b dans Fse tel que N(1,b) = 2. Or

> N(1,b) =3°

beF,

donc il suffit de prouver qu’il existe b tel que N(1,b) = 0. Dans tous les cas, il y a une
solution & I’équation (x + 1)¢ — 2% = b si I'équation o + a=F = 2eb™N avec K = N ou
K = N — 1 a au moins une solution dans Fge. Ceci n’est possible que si

6= (2eb™N)? —4 =4b72V (1 — p*)

est un carré. On montre que si 2k < e, il existe b € Fj. tel que x(1 — bSkH) = —1. On

note L = Z 1—x(1- b3k+1). Alors, par le théoréme 3.1.1, on a |L — 3¢| < 3%.3%2 d’on
bE]F3n

L >0sie>2k. OJ

On rappelle maintenant un second théoreme de Wang et Zha qui concerne la caracté-
ristique 5.

Théoréme 3.3.6. La fonction x — x¢ est presque parfaitement non linéaire sur Fse pour
d tel que (5* +1)d — 2 = u(5° — 1) ot pged(e, k) = 1, u est impair et k est pair.

Démonstration. On commence par remarquer que nécessairement d est impair, alors -1 et
0 sont solutions de (z + 1)¢ — 2% = 1 et donc A4 > 2. On montre maintenant que Ay < 2.
Par le lemme 3.2.4, il suffit de montrer que 1’équation (z + 1)? — 2% = b a au plus deux
solutions pour tout b € Fze. Si b = 0, puisque pged(d, 5¢ — 1) = 2, cette équation a une
solution. A partir de maintenant, on suppose b # 0. On note N = 52—“ Puisque wu est

impair, on a
5¢ —1

Nd=1+ mod 5¢ — 1.

On note uy = z% et on a Upt1 = Uy + b et
(ug + b)N — uiv =x(@x+1)(z+1) — x(x)x.

e Cas A:: x(x)=x(zr+1),z=00uz=—1.
Siz=0, (ug + b)Y —ul =1.
Siz=—1, (uz + )N —ull =1.
Si x(z) = x(x+1), (ugp +b)N —ul = x(x). On obtient alors les équations suivantes :

T

=¢, avec € € {—1,1}. (3.5)
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Soit a tel que a? — (% —2)a+1 = 0. Alors § = (% —2)?—4 = b%uxuxﬂ est un carré
car x(x) = x(z + 1) et donc a € Fze. Comme dans la proposition 3.3.2, chacune des
équations (3.5) a au plus pgcd(5k2—_1, 5¢ — 1) = 2 solutions et ces solutions donnent

les couples de solutions (uy, ug41) suivants :

uy =bla+a ') +b on Uy = —bla+a ™) +2b
Upr1 = bla+a ) —b Upy1 = —bla+a™t) —2b

oll a est solution de I’équation a¥ =1 + o= N*1 =2~V Or,
bla+ta ) +20=ba Ha+1)?etbla+at)—2b=ba(a—1)?

donc u, et uy,1q sont des carrés dans Fse. D’ol1, comme d est impair, seule I’équation
avec € = 1 a des solutions. On a donc au plus deux solutions dans ce cas.

Cas B : x(z) = —x(x + 1). On obtient alors les équations suivantes :
(uz +0)N +ul = ¢, avec € € {—1,1}.
Soit a tel que o — (% —2)a+1 = 0. Comme dans la proposition 3.3.2, on obtient

au plus pgcd(‘r’g—“, 52¢ — 1) = 1 solution pour chaque équation. Alors
Uy =bla+at)+2bet upy =bla+at)—2b
oil  est solutions de oV +a~" = 2sb~. On a alors
Uptizs1 = b2 (a+ a 12 —4b? = b?(a — a™1)?

ce qui est absurde puisque d est impair et x(z) = —x(z + 1). On n’a donc pas de
solution dans ce cas.

O]

3.3.3 Exemples de fonctions qui ne sont pas des fonctions puissances

Dans la suite, on donne une liste de fonctions parfaitement non linéaires et presque parfai-
tement non linéaires qui ne sont pas des fonctions puissances, c’est-a-dire qu’elles ne sont
pas équivalentes a une fonction puissance.

Théoréeme 3.3.7. Les fonctions suivantes sont des fonctions parfaitement non linéaires :

1.

2.

3.

f(x) = 210 + 2% — 22 sur Fze, e > 5, e impair [ | .
f(x) =210 — 26 — 22 sur F3e, e > 5, e impair [ .

f(:cg = P+ P Lt gy Fsr ot pged(3,k) =1, k —s =0 mod 3, s # k,

pecd(F ) est impair et u est un élément primitif de F sk / .

. flx) = 2P 4 wWTrp o /F m (om:pi(prﬂ)) sur Fpe ot e = 2m, p™ — 1 =2k, r > 1,

p"—1 =2k etl impair, w € Fpe \ Fpm, a n’est pas une puissance p" + 1éme et

s<t/[ ).
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Par la proposition 3.2.11, il suffit de vérifier que ces fonctions ne sont pas affine-étendu
équivalentes a une fonction puissance.
Il est en fait démontré dans | ] que pour e impair et pour tout u € Fse, la fonction
z — 219 — uz® — u?2? est parfaitement non linéaire sur Fze. On conserve seulement les
cas u = 1 pour des raisons d’équivalence. En effet, comme -1 n’est pas un carré, tout

u € Fie peut s’écrire u = b* ot ¢ € {—1,1} et b € F4.. Alors

10 6 2
210 — uab — u2z? =10 ((2) —€ <Z) — (2:) ) .

Définition 3.3.8. On dit qu'un polynéme f de Fe[z] est un polynéme de Dembowski-
Ostrom ¢’il a la forme réduite suivante :

e—1
kol .
Z ay x? TP o ag € Fpe.
k=0
e—1 .
Les applications linéaires sur Fpe sont de la forme L(z) = Z bpa?” ou by € F, (voir
k=0

[ ]). La composée a droite ou & gauche d’un polynéme de Dembowski-Ostrom avec

une application linéaire est encore un polynéme de Dembowski-Ostrom. Toutes les fonc-

tions données dans le théoréme ci-dessus sont des polyndémes de Dembowski-Ostrom.
3k

Comme x 2 n’est pas un polynéme de Dembowski-Ostrom, aucune des fonctions du
k
3V41

théoreme ci-dessus n’est équivalente & z~ 2
. . . , . N S
On voudrait donc qu’aucune de ces fonctions ne soit équivalente a z?°*1, pour s > 0.

e—1
On commence par traiter le cas des deux premiéres fonctions. Soit Lq(x) = E brz? et
k=0

e—1
Ly(z) = Z ckmpk des applications linéaires inversibles, L une application linéaire et c,
k=0
d € Fpe tels que Ly (210 — e2® — 22) = (La(z) + ¢)P" ! + L(x) + d. Dans la suite, on consi-
dere les indices des coefficients modulo e.
Supposons dans un premier temps que s = 0. On obtient les équations suivantes :

cxep =0 sil—k#0,2,-2
by, = 2cpCrq2
Cz = —bk — €bk_1

Comme Ly est inversible, il existe kg tel que cx, # 0. Alors, pour tout [ # ko, ko +2, ko — 2,
¢; = 0. Comme de plus cx,—2¢k,+2 = 0, quitte a prendre kg — 2 au lieu de kg, pour tout
[ # ko, ko + 2, ¢g = 0. En utilisant la deuxiéme équation, on obtient que pour tout [ # kg,
b; = 0. Finalement, en utilisant la troisieme équation pour k = kg + 1, on obtient que
b; = 0 pour tout I, ce qui est absurde puisque L; est inversible.

Supposons maintenant que s # 0. On obtient les équations suivantes :

czscl—I—cfisckJrS:O sik+s—101#0,2,—-2
bits = C% Chts+2 + C%+2Ck+5 (3'6)
CkChts = —bpys — €bpys 1

Supposons qu'il existe kg tel que ¢y, = 0 alors pour tout [ # ko + s, ko + s+ 2,k + 5 —2
c?jsckﬁs = 0. Si cgyts 7# 0, pour tout I # ko — 2,ko + 2, ¢g = 0. Pour s # £2 mod e,
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on obtient by = 0 pour tout k, ce qui est absurde. Si s = £2 mod e, alors pour tout
l# ko, ko—2,ko+2,b; =0.Sis=—-2 mode,0=by,_4 = ciéfé et on a une contradiction.
Sinon, en utilisant la troisieme équation, on obtient by,12 = 0. En remplagant dans la
deuxieme équation, on a cg,42 = 0 ce qui est absurde. On en déduit que pour tout k, la
suite (Cgiys)u est soit identiquement nulle, soit tous ses termes sont non nuls.

Comme Ly est inversible, il existe ¢, # 0. Si pged(e,s) = 1, alors par ce qui précede,
¢ # 0 pour tout k. Comme pour tout u, v,

38 3% =
ChpsoChtsutl T Chys(u—1)+1Ck+2(0+1) = 0,

on a
S

3
_ (Ck+1+s(u—1)) _ Cktl4su
Ck+sv Clk+-s(v+1)

En itérant le procédé e fois, on a —Ci’fl(*i) = Ci’ft*j:), ce qui est absurde.
Si pged(e,s) > 1, en particulier s # +2 et on peut prendre | = k dans la premiere

équation du systeme (3.6). On obtient ¢; ' + ¢ cxs = 0. On considere alors la suite

(Ckotus)us tOus ses termes sont non nuls par ce qui précede et de plus pour tout w on a

X(Chotus) = —X(Cho+(ut2)s)- On en déduit que x(ck,) = —x(cky), ce qui est absurde.
Dans le cas de la troisieme fonction, la non équivalence est démontrée dans | ] en
utilisant les mémes méthodes.

Enfin, pour la quatriéme fonction, la non équivalence est démontrée dans | | dans le

cas particulier ot i = r, a = ¢!, w = ﬁ

tel que si [ est inverse de p™ — 1 modulo k alors ¢! n’est pas un puissance p’ + leéme et b
est un élément de Fpe tel que db ¢ Fpm.

ou c¢ est un élément d’ordre k premier avec p”* — 1

Théoréme 3.3.9. Les fonctions suivantes sont presque parfaitement non linéaires :

1. f(z) = 22 4 a2t T2 gy Fysr avec pged (3, k) = pged(s,3k) =1, k > 3, i = sk
mod 3, m = —i mod 3 et o = 2", t un élément primitif de Fosx [ /.

2. f(z) = 22 P 4z 2™ sur Fyu avec pged(2, k) = pged(s, 2k) = 1, k > 3, i = sk
mod4, m=4—ieta= t2k*1, t un élément primitif de Fosr [ /.
k ok k k il ki o
3. f(x) = ax?tl 4 o2 2272 g2l > 7ia® T sur Foer, o pas un cube,
i=1
B & For, vi € For pour tout i, pged(k,s) =1, k impair et s impair [ /.

b F(@) = a2 b ) B pged(s, k) = 1, pged (2541, 2541) > 1,
A =1, b #£betcg (YT D 1y € Fpord [ .

5 f(x) = 02 I 4 2" 22t g2l g 2R (20 g 25D 2 gy Foor avec
pged(s, k) = 1, m & Foi et Uéquation x2° 1 + 022" + 02z +1=0 nas pas de solution

z tel que 22" 1 =1 / .

6. f(x) = x® + Tr]F2e/]F2 (33‘9) sur Foe [ .

7. f(z) = ug? 2T 2 g2l 2T gy Fosk, u €lément primitif, v € Fox,
pged(s,3k) =1, pged(3,k) =1 et k+s=0 mod 3 [ /.

8. flz) = u2 22 M2 gl o2 2 22 gy Foan, u élément

primitif, v, w € For vw # 1, pged(s,3k) = 1, pged(3,k) =1 et k+s =0 mod 3

[ J
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9. f(z) = ur®™ + 2%, sur Fse avec e > 3 impair, dy = % —1,do=3°—-2 et u € Fse
tel que x(u) = x(u+1) = x(u—1) [NHO7].

La deuxieme fonction n’est pas CCZ-équivalente a une fonction puissance. Dans les
autres cas, on a seulement des résultats partiels plus ou moins complets. Les fonctions
3, 4 et 5 ne sont pas CCZ-équivalentes aux fonctions puissances de Kloosterman, Niho
et Welch car elles sont presque parfaitement non linéaires sur des extensions de degré
pair de Fy au contraire de ces fonctions puissances. Les fonctions 1 et 6 ne sont affine
étendu équivalentes a aucune fonction puissance et ne sont pas CCZ-équivalentes a la
fonction puissance de Gold. De plus, la fonction 6 n’est pas CCZ-équivalente aux fonctions
puissances de Dobbertin et Kloosterman. Dans le cas de la fonction 7, pour v #0et n =6
la fonction n’est pas CCZ-équivalente aux fonctions puissances. Pour v = 0, on retrouve
la fonction 1. Pour la famille 8, la non équivalence a été étudiée pour n = 6 et n = 12.
Enfin, la non équivalence de la famille 9 n’a pas été étudiée.

3.4 Nouvelles familles en caractéristique 3

Dans cette section, p = 3.

3.4.1 Deux conjectures de Dobbertin, Mills, Miiller, Pott et Willems

Dans | |, Dobbertin, Mills, Miiller, Pott et Willems démontrent les théorémes
suivants :

Théoréme 3.4.1. Soit e un entier impair. Dans Fse, la fonction x — z% vérifie Ay < 2
pour

sie=3 mod4

d= 35521 1, 3¢-1
S

sie=1 mod4

Théoréme 3.4.2. Soit e un entier impair. Dans Fse, la fonction x — z% vérifie Ay < 2
pour
d— % sie=3 mod 4
B &—i—?’e% sie=1 mod4

On prouve ces deux théoremes de la méme facon :

Démonstration. Par le lemme 3.2.4, il suffit de prouver que I’équation (z + -z =5
a au plus deux solutions pour tout b € Fse. Si b = 0, puisque pged(d, 3¢ — 1) = 2, cette
équation a une solution. A partir de maintenant, on suppose b # 0.

Dans un premier temps, supposons que e =3 mod 4. On pose

m— %1 dans le cas du théoréme 3.4.1
)1 dans le cas du théoréme 3.4.2

et uy = 2% On a Uz+1 = Uy + b alors en élevant cette équation a la puissance 3™ + 1 et

puisque
&

B+ 1d=1+ mod 3° — 1,
on obtient I’équation suivante :

bud" + 03" uy + 67 = x(z + 1) (2 + 1) — x(2)z.
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e Cas A: x(z)=x(xr+1)ouz=0o0uz=—1.
On obtient alors les équations suivantes :

buim + b3mu;g = —p¥" 4 €, avec ¢ € {—1,1}. (3.7)

L’application z — b23" + 1" 2 est linéaire. De plus b23" + 03" 2z = 0 si et seulement
siz=0o0uz"""1=—-p¥""1 Comme —1 n’est pas un carré, cette application est
bijective et donc chaque équation (3.7) a au plus une solution. Supposons qu’elles
aient chacune une solution, c’est-a -dire qu’il existe z € Fse tel que x(z) = 1 ou

r=0et bud" + b3 u, + b3+ = 1 d’une part et y € Fze tel que x(y) = —1 et
buim + 3" uy + 03" 1 = —1 d’autre part. Alors, en additionnant ces deux équations,
on a

blug +uy)®" + 027 (ug +uy) + 267 = 0.

On a déja vu que lapplication z — bz3" 453" 2 est bijective donc la seule possibilité
est que u, + uy = 2b ce qui signifie que u, = —u,1. Ceci est impossible puisque u,
et uz41 sont des carrés mais pas —1.

e Cas B: x(z) = —x(z+1)
On obtient alors les équations suivantes puisque x(z)z = u3 !

—uimﬂ + buim + 03"y = =03 g, avec ¢ € {—1,1}.
On remplace u, par v + b dans cette équation et on obtient
W = T g

Comme pged(3™ + 1,3° — 1) = 2, cette équation a au plus deux solutions +a dans
F3e. On obtient alors les couples (uy, ug+1) suivants :

(a+ba—b)et (—a+b, —a—Db).

Comme u, et u,41 sont des carrés mais pas -1, au plus un de ces couples est possible.
Supposons que les deux équations aient des solutions, c’est-a-dire qu’il y ait une

solution z telle que x(z) = 1 = —x(z + 1) et une solution y telle que x(y) =
—1 = —x(y+1). Alors —1 = 43" *! + uiﬁ“l et 1 = ugm“ + uzle. Comme u,,
Ugy1 = Ugp + b, uy et uyy1 = u, + b sont des carrés par le lemme 3.1.2, ceci est
impossible.

On a donc prouvé les théorémes pour e = 3 mod 4. Supposons que e = 1 mod 4. Alors
3e =3 mod 4 et

3e+1 e+1
— — e— 7’ N
3 22 1 -3 22 143 5 L mod 3¢ —1 dans le cas du théoréme 3.4.1
336+171 _ 36-‘(—171

S =5+ 3651 mod 3° —1 dans le cas du théoréme 3.4.2

d =

Comme les théorémes sont vrais pour e = 3 mod 4, 'équation (z+ 1)? —2¢ = b a au plus
deux solutions dans F3se donc dans Fse pour tout b € Fse. ]

Ils font alors les deux conjectures suivantes :

Conjecture 3.4.3. Pour e > 5 impair, la fonction x — z¢ est presque parfaitement non
linéaire sur Fze pour

322_1 sie=3 mod4

- e;—l .
32 -1 4321 ge=1 mod4

2 2
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Conjecture 3.4.4. Pour e > 5 impair, la fonction x — x? est presque parfaitement non
linéaire sur Fse pour

d— % sie=3 mod4
%—i—% sie=1 mod4

Remarque 3.4.5. 1. On prend e > 5 dans les conjectures car pour e = 1 ou e = 3,
par le théoréme 3.3.1, z — z% est parfaitement non linéaire.

2. La conjecture 3.4.3 donne une famille infinie pour les cas I et III du tableau 3.1 et
la conjecture 3.4.4 pour les cas IT et V.

Par les théoremes 3.4.1 et 3.4.2, il suffit de prouver que Ay # 1. Autrement dit, par
le lemme 3.2.4, il suffit de prouver que la fonction f : z + (z 4+ 1)¢ — 2% n’est pas une
bijection sur Fze. On prouve les conjectures 3.4.3 et 3.4.4 a ’aide du critere d’Hermite et
Dickson (lemme 3.1.3). Dans les deux cas, pged(d,3° — 1) = 2 donc f a exactement une
racine. Il faut donc trouver un ¢, 1 <t < ¢—2,t #Z 1 mod p tel que f(x)' soit de degré
q — 1 modulo z9 — x.

Soit 1 <t<qg—2,t#%1 modp. On a

t

I
Mﬁ

((z+ 1) = 2?) @ (2 + 1) (1)t~ gdt=H)
0

b, vk & (dk Lk | pd(t—h)
(e (5 (5=

Y ek & (dk it
(oo (5) -
t l‘dt_j i (_1)t—k (t) (dk‘)
0 kerh] Ay

Le degré de la réduction modulo 27 — x de x* est ¢ — 1 si et seulement si k =0 mod ¢ —1
t
et k # 0. Le coefficient de degré ¢ — 1 de la réduction modulo z9 — x de ((m + 1) - xd)

est donc
|45 ) ‘
z . dk
-5 e (b))

i=1 k:’—dtfi;qfl)]

>
Il

I
M“

k

I
M“

k

I
M&

J

A partir de maintenant, on différentie les cas. Le but est de trouver un ¢ tel que C' # 0 et
alors, par le critere d’Hermite et Dickson, on obtient le résultat.

Cas de la conjecture 3.4.3, e=1 mod 4

ﬂ € —(g—
Onad=32=1 4 3=L On choisit t = 2 alors chi—tljzlet [W}zlcare;«él.

2 2
D’ou
e+1

oo 3e+§;;1_2 . 3€;1+3 2271
3% —1 3%t 1 )
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e—1 e—1
= =

Or, d’une part, 36—1—3% -2 :364—22 x 3F 4+ 1 et 3% 1= 22 x 3% donc par le
k=1 k=0

3¢+ 3% —2
2 —
théoreme de Lucas, ( 3@ ) =0 mod 3.
2

-1

1

e+l e—1 e;
D’autre part, %—%—% = z3k+z3k = Z 3k + ZQ x 3%, On a donc
—etl k=0
3¢—1 367_51 1
S _
( 23ﬂ 2 ):1 mod 3.

Cas de la conjecture 3.4.3, e =3 mod 4

e

i
Onad=323-1 Soit s =2 x (3% T 1 4 1) et on choisit t = 25 +4 (pour e > 3, on a bien
0<t<g—1lett#0 mod 3). De plus, L%J:Z [W]—s+6et [m]:T

D’ou
t ¢ dk
C:kzzs;r(s(_l)k <k> (dt_ (1) ) +Z < ) (dt—Q(Q— 1)>. (3:8)

Onat=4x3% 14 +2x3+2
D’ou, par le théoreme de Lucas, (Z) #% 0 mod 3 si et seulement si k£ est de la forme

a35 + 35 + 3+ d avec a, b€ {0,1} et ¢, d € {0,1,2}. Alors

etl_o
— 2 .
dk=a3*+(a+b) Y 3 4(a+b+c)3F +(b+c+d)37T +(c+d) Y ¥ +d.
j= 41 J=1

D’autre part,

etl_o9
2
dt—2(g—1)=3%14 3 2x3/ 41
j=1
et
e+1 _9
dt—(q—1)=3°+3%+1 ¢ Z 2 x 3.
7j=1

Donc (dt (- ) Z20 mod3sia=1etc+d=2. Supposons de plus que b = 1, alors

b+c+d=3etdonchd>a+b+c+1> 3. Le coefficient de 37 7+l dans la décomposition
3-adique de dk est alors 0, ce qui implique ( dtﬁ;@ 71)) =0 mod 3. Les k restants dans la

premiére somme de (3.8) sont donc 3T +2x3, 3% +3+1,3% +

Considérons maintenant la deuxiéme somme : (,, 2 (o 1)) # 0 mod 3 si d € {1,2} et
c+d=2,cest-a-diresic=1etd=1ousic=0etd= 2. De plus, comme on veut
k > 7, a et b ne peuvent pas étre nuls tous les deux. Supposons a = b = 1 alors b+c+d =3
et donc4 >a+c+b+1> 3. Le coeflicient de 3%“ dans la décomposition 3-adique de
dk est alors 0 ce qui implique ( die g(lz 1)) = 0 mod 3. Les k restants dans cette somme

sont donc 372 En +34+1, 3 —1—2 37*1+3+1 3771—%2
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Finalement,
o t d(3°F +2 x 3) t d(3°T +3+1)
T rex3)\ dt—(g-1) ) 3T +3+1)\ dat—(g—1)
t A(3°% +2) t d(3°T +3+1)
3% 42)\dt—(q—1)) \3%F +3+1)\ dt—2q-1)
t A3 +2) t d(3°T +3+1)
T\ 42)\dt-20¢-1) 3% +3+1)\ dt—2(g—1)
£\ (A3 +2)
T3 a2 \at—20¢-1))

€ e— t
D’une part, t = 3% +3% +2x3+ 2, alors | _et+1 =1 mod 3 par le théoreme
372 +2x3

de Lucas. D’autre part,

e+1
e—1 T_2
dB37T +2x3)=3+ Y 3 42x3TH 42x37 12 Y ¥
j=<tt 42 J=1
et
e+1 _9
dt — (g—1)=3°+3% 1 ¢ Z 2 x 3
7=1
e+1
d3=2 +2x3
donc ( ( dt2 (+ 1) )> = 2 mod 3. En procédant de méme pour chacun des autres
J— q J—

coefficients binomiaux, on a C' =1 mod 3.

Cas de la conjecture 3.4.4,e=1 mod 4

Onad= & alorsLdtJ—let [M1:1.D’oﬁ

36+1 L4 3e_ 3-1 4 3etl_q
_ 2 8
C a ( 3e+1 1 > + < 3e+171 )‘
4 1

671 e—1

2
Or, 3e+1_1 +3—-1= Z 2x 3% 43¢ 41 et 321 +1_1 =2 Z 32k Alors, par le théoréme de
k=1 k=0

Tl se -1
Lucas, 3e+1_1 =0 mod 3.
1

» ; eglfl 3e_1 get+l_1

e e .

D’autre part, %_‘_% — E 2><32k—|— 2 : 32143—&-1‘ Dol ( 2 36+1_18 ) =1 mod 3.
= 4

Cas de la conjecture 3.4.4, e =3 mod 4

Onad:%. On choisit ¢ = 26. Pour e > 5, on a bien 1 <t <q—2 et

t #0 mod 3. De plus,
dt 13 3¢
=222
g—1 4 3-1

+1).
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243 3¢ yoN | db | _
Or, pour e > 5, 535 > 32— > 1. D’ou quﬂ =9.
Onat=2+4+2x3+2x9 donc par le théoreme de Lucas, (,i) # 0 mod 3 si et seulement

sik=a+3b+9c, a, b, c€{0,1,2}.
e—1 e—1 e—1

2 2 2
De plus, d = Z 32 donc dk = a + Z(a + ¢)3% + Z b32k+1 4 ¢3¢+ ot d’autre part,

e—1

2
dt—(q—l):ZQX32k+2x36+2x36+1 donc, si on écrit j = a+ 303, a, 5 € {0,1,2},
k=1

e—1

2
dt—(G+1)(g—1)=a+pB3+ Z 2% 3% 4+ (2—0)3°4 (2 — £)3°TL. Do, par le théoréme
k=1

dk
de Lucas, . Z 0 mod 3 si et seulement si a > o, b> (5,6 > 2 — qa,
(dt—(y+1)(q—1)>
c>2—pPeta+c=2.

Finalement,
C= 26 49 26 n 26 49 26 L 26 n 26 n 26
- \24 16 24 13 16 8 16
26 26 26 26
+(24)+2(16)+<8>+(8> mod 3

Dans tous les cas, on a trouvé un t tel que ((x + 1)¢ — 29! mod x? — x soit de degré
q — 1 ce qui prouve les deux conjectures.

=1 mod 3.

3.4.2 Une nouvelle famille déduite du théoréme 3.3.5

Soit [ un entier plus grand que 2 et e un entier tel que e = —1 mod 2'. Alors, en prenant
u=3et k= e;‘—ll dans le théoreme 3.3.5, on a immédiatement :

Proposition 3.4.6. Soit | > 2 et e un entier tel que e = —1 mod 2'. Alors la fonction
z — z? est presque parfaitement non linéaire sur Fse pour
3etl —1
d=—m—-
320 41

Remarque 3.4.7. Cette famille contient 656 pour [ = 2, ce qui correspond au cas IV du
tableau 3.1.

3.5 Nouvelles familles en caractéristique 5

3.5.1 Une conjecture de Dobbertin, Mills, Miiller, Pott et Willems

Dans | |, Dobbertin, Mills, Miiller, Pott et Willems donnent la conjecture suivante
pour expliquer le cas VII du tableau 3.1.

Conjecture 3.5.1. Soit e un entier impair. La fonction x — z? est presque parfaitement

non linéaire sur Fse pour
e+1
5—1 52 —1
d= .
4 + 2
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Wang et Zha démontrent cette conjecture dans | , théoréme 4.5], notamment en
utilisant le théoréme 3.3.6 pour démontrer le cas ou e = 3 mod 4. Dans cette section,
nous donnons une nouvelle preuve de ce cas.

On commence par rappeler la démonstration du cas e =1 mod 4 :

58§1+1d_5e§1+156—1+56+1—1_5€+5e§1+356—1
2 2 4 4 2 4

Ore=1 mod4d0nc5#—|—350 mod 8 d’ou

e+1

5% +1
2

d=1 mod (5°—1).

et
Alors d est inversible modulo 5¢ — 1, d’inverse d~! = 5227+1 Or, puisque e =1 mod 4,

pged(2e, €1) = 1 donc par le lemme 3.2.5 et le (9) du théoréme 3.3.4, on a le résultat

pour e =1 mod 4.
On considere maintenant le cas e =3 mod 4 alors 3e =1 mod 4 et

e+1

sl 55T 1 550 —1)+ (5% —1) 595 — 1)+ (5°—1)
d=—+t—%5 = 4 *
5—1 5°+3 5% — 1
= (5°)2 G-+ ——
5e—1 5% —1
=— + 5 mod (5° —1).

Or,parlecase=1 mod 4, x — ¥ est presque parfaitement non linéaire sur Fsse, on en
déduit que Ay < 2 pour e =3 mod 4. De plus, comme d est impair,

(0+1) =00 =1 = (~1+1)¢ - (-1)",
et donc Ay = 2.

3.5.2 Une nouvelle famille

En poussant la recherche de Helleseth, Rong et Sandberg sur Fs7, on peut ajouter un
nouvel exposant qui n’est pas dans les familles infinies précédemment connues :

p° d dpi
VIII | 57 | 27043 | (27043,57091,51083,21043,27091,57331,52283)

Le théoréme suivant donne une famille infinie qui contient ce cas pour [ = 2.

Théoréme 3.5.2. Soit | > 2 et e un entier tel que e = —1 mod 2'. Alors la fonction
z — z? est presque parfaitement non linéaire sur Fse pour
15ttt -1 501

d— -
2% 41 4

Remarque 3.5.3. Le théoréme 3.3.6 prouve le cas e = —1 mod 2!*!. Cependant, nous
donnons une preuve qui n’utilise pas ce théoreme.
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Démonstration. On considére d’abord le cas ot e = 2! — 1 mod 2!+, Alors
e+1

55 41 5tl_1 5% 41561
2 —_ 2 —
1, Rk

2 4 2 4
et1
e, 5157 43
4 2 '
e+1
Or,sie=2'—1 mod 2"t 527 +3 =0 mod 8 donc
e+1
55 41

5 d=1 mod 5°—1.

Comme e = 2/ — 1 mod 2!*!, pged(2e, e;}l) = 1 d’ou par le lemme 3.2.5 et le (9) du

théoréme 3.3.4, Ag = 2 pour e = 2 — 1 mod 2!,

Supposons maintenant que e = —1 mod 2+, On a alors (2! +1)e =2/ — 1 mod 2+ et
1 5(2l+l)e+l -1 5(21"1‘1)6 1
d=-— +
92 (@HD)ett
5 2 +1
21 1 1
1 Z k+1 2! +21l)e+1 )k N 5(2 +1l)e _ 1
4
2l 1 2le e
54¢—1 5%—-1
- k‘+15€k‘ 5 2l 56
Z ) + 4 + 4
2l 1 21 1k—1
SR IR D S SRl
k 1 5=0

251

4= Z k+1

2l 1 2l—1 k—1
. . e+1
Puisque Z 59 =0 mod 4 et Z (—1)k+1 Z 59(5 27 )¥ =0 mod 2 pour I > 2,
k=0 k=1 j
5€+1 1 5°—1
d = + mod 5¢ — 1.
2 5 21 4 1 4

/ . . R
Comme z — x% est presque parfaitement non linéaire sur F_ 5141y par le cas e = 2l —1

mod 2/t Ay < 2. De plus, comme e est impair, 56—_ =1 mod?2. On a %5211_1 =0

520 41
mod 4 donc d est impair et 0 et -1 sont solutions de (z + 1) —z? = 1. D'ou Ay =2. O

Notre principale contribution dans ce chapitre est de démontrer les deux conjectures
de Dobbertin, Mills, Miiller, Pott et Willems | | pour la caractéristique 3 et de
donner une nouvelle famille de fonctions puissances presque parfaitement linéaires en ca-
ractéristique 5. De plus, nous donnons une nouvelle preuve de la conjecture de Dobbertin,
Mills, Miiller, Pott et Willems pour la caractéristique 5 et, dans le cadre du théoréeme de
Zha et Wang | | en caractéristique 3, nous donnons une famille explicite de fonctions
presque parfaitement non linéaires.



Chapitre 4

Nombres exceptionnels

Dans le chapitre précédent, on constate que les seules fonctions puissances connues presque

parfaitement non linéaires sur une infinité d’extensions de Fy sont z — 2?11 et z —
2l _9l ~ . . . ]

22" ~2 1 De méme, les seules fonctions puissances connues parfaitement non linéaires sur

ol
un infinité d’extensions de F, sont = — 2P +1 et,sip=3, x— 23 . Dans [ | et
[ |, Jedlicka, Hernando et McGuire ont démontré que les exposants de Gold et de Ka-
sami sont les seuls qui donnent une fonction puissance presque parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de F5. Pour cela, ils utilisent le fait qu’une fonction puissance
z — z% est presque parfaitement non linéaire sur Foe si et seulement si les seuls points
rationnels sur Foe de f(x,y) = (z + 1)% + 2% + (y + 1)¢ + y? = 0 sont tels que = = y ou
x = y + 1. IIs cherchent alors & déterminer les d tels que pour une infinité d’extensions
de Fa, tous les points rationnels de f(x,y) vérifient z = y ou x = y + 1. Ceci ne peut se
produire que si la courbe % n’a pas de facteur absolument irréductible sur Fs.
En caractéristique impaire, contrairement a la caractéristique 2, pour ¢ presque parfaite-
ment non linéaire, on ne connait pas la relation entre les deux solutions éventuelles (il peut
n’y en avoir qu'une) de ¢(z +a) — ¢(x) = b. Il ne semble donc pas possible d’adapter cette
démonstration aux fonctions presque parfaitement non linéaires. Le bon cadre semble étre
les fonctions parfaitement non linéaires. Dans ce chapitre, on se propose de démontrer que
les seuls exposants congrus a 1 modulo p qui donnent une fonction puissance parfaitement
non linéaire sur une infinité d’extensions de ), sont de la forme d = p! + 1 (voir [ 1.

4.1 Préliminaires

Dans cette section on rappelle certains outils qui nous seront utiles par la suite, notamment
le théoreme de Bézout pour les courbes. Une référence pour les résultats qui vont suivre
est | ].

4.1.1 Un lemme préliminaire

Lemme 4.1.1. Soitn > 2 et N € N. Les x1,...,x, réels tels que x1 4+ ... +x, = N qui
maximisent

Qul@1,....mn) = > mw;

1<i<j<n

|z

vérifient t1 = ... = Ty =
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Démonstration. On a

n n
sz(zxi)QZZZ'?—i-Q Z TiTj.
i=1 =1

1<i<j<n

Donc trouver le maximum de E x;xj revient a minimiser
1<i<j<n

n—1 n—1
g(z1, ..., xp_1) = Z z? + (Z z; — N)%
i=1 i=1

Ce minimum existe car g est continue, positive et tend vers I'infini avec les x;. Ce minimum

est atteint en (x1,...,2,_1) si et seulement si
Bg n—1
Vi<k<n-1,0= 87((61,...,.73”_1) :2mk+2(2xi—]\7)
Lk i=1
Donc si et seulement si x1 = ... =z, = % ]

4.1.2 Rappels sur les courbes algébriques

Définition 4.1.2. Soit F' € Fy[z1,...,2,). On dit que F' est absolument irréductible sur
F, sl est irréductible sur toutes les extensions finies de Iy, c’est-a dire sur une cloture
algébrique de F,.

Lemme 4.1.3 ([ ]). Soit P € Fylzq,...,xy,] irréductible sur Fy de degré d. Alors il
existe r divisant d tel que P ait r facteurs absolument irréductibles de degré g.

Démonstration. Si P est absolument irréductible, on a le résultat. Maintenant on suppose
que P n’est pas absolument irréductible. Soit h un facteur absolument irréductible de P.
Quitte a diviser par une constante, on peut supposer qu'un des coefficients de h est dans
[F,. Soit r le plus petit entier tel que les coefficients de h soient dans Fy. Comme P n’est
pas absolument irréductible, » > 1. Soit o € G, on considere I'application suivante :

Forlz,...,zn] — Fgrlzr,...,x,)
Y og Gax® =Yg 0(aq)x®

Pour tout o € Gy, ¢ps(h) divise ¢5(P) = P. De plus, si o # Id alors pged(¢s(h),h) = 1.
En effet, sinon, comme h est absolument irréductible, il existe une constante A dans Fgr tel
que ¢5(h) = Ah. Donc pour tous a, b coefficients non nuls de h on a ¢(%) = §. Comme on
a supposé qu'un des coefficients de h était dans Fy, on en déduit que tous les coefficients
de h sont fixés par les éléments de Gy . Ce qui est absurde par définition de 7.

Finalement, H ¢o(h) divise P. Comme H ¢o(h) € Fylz1,...,x,] et que P est irré-

0€Gyq,r o€Gyq,r
ductible sur F,, on a le résultat. ]

¢o :

Dans ce qui suit, deux élément F' et G de Fy[x, y] sont dits équivalents s’il existe X € i
tel que F' = AG. On appelle courbe affine sur [F; une classe d’équivalence de cette relation.
On appelle degré d’une courbe affine le degré d’un polynéme qui la définit.
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Définition 4.1.4. Soit F' € Fy[x,y] et t = (a,b) € F7. On écrit
Flx+ay+b =F+F +...

ou Fj; est un polynéme homogene de Fy[z, y] de degré i. Le plus petit i tel que F; soit non
nul s’appelle la multiplicité de F' en ¢, on la note m;(F). Comme F,,, p est un polynéme
homogene en deux variables, il se factorise en produit de polynémes homogenes de degré
1 sur un corps algébriquement clos. Ces facteurs s’appellent les tangentes de F' en t. On
dit que les tangentes de F' sont simples si F},,,(r) n’a que des facteurs simples.

On dit que ¢ est un point de la courbe F' si my(F) > 1. Dans ce cas, t est un point
simple de F' si my(F') = 1. Sinon, ¢ est un point singulier de F'.

Lemme 4.1.5. Soit F' € Fy[z,y|, t = (a,b) un point. Alorst est un point singulier de F
si et seulement si

F(a,b)=0
F.(a,b) := %—I;(a, b) =0
Fy(a,b) := a—g(a,b) =0

Démonstration. Ona G(x,y) = F(z+a,y+b) = a+px+~yy+Fo+F3+. .. oules F; sont des
polynémes homogenes de degré i. Alors, F'(a,b) = G(0,0) = o, Fy(a,b) = G,(0,0) = 3
et Fy(a,b) = G4(0,0) = . Si t est un point de F' de multiplicité au moins deux alors
a=0=~v=0. O

,
Si F = H F7' ou les F; sont irréductibles sur Fylx,y|, e; > 1. Les F; s’appellent les
i=1
composantes de F' et pour tout point t = (a,b), on a

my(F) =>_ eimp(F;). (4.1)
i=1
En effet, on a F(z+a,y+0b) = H(F,(a: +a,y+b))° = H(Fz',mt(Fi) + iy (P41 - 2)
i=1 i=1

,
Le polynome homogene de plus bas degré du membre de droite est H(Fi,mt( Fy)) qui est
- i=1
de degré Z eim¢(Fy).
i=1
Si F' est irréductible sur F,, on note I'(F
de F', on définit 'anneau local Oy(F) = {

) Panneau integre Fy[x, y]/(F'). Pour ¢ un point
Fra,beT'(F),b(t) # 0}.

Les théorémes suivants sont prouvés dans | ]:

Théoréme 4.1.6. Soit t un point sur une courbe irréductible F'. Alors la multiplicité de
F ent ne dépend que de l'anneau local O¢(F).

Théoréme 4.1.7. Soit t un point d’une courbe irréductible F ; t est un point simple de F
si et seulement si l'anneau local Oy(F) est un anneau de valuation discréte. De plus tout
polynome L de degré 1 tel que L(t) = 0 et L ne soit pas une tangente de F' en P est une
uniformisante de Oy(F).



96 CHAPITRE 4. NOMBRES EXCEPTIONNELS

On veut maintenant étendre la notion de multiplicité aux courbes projectives.

On définit une relation d’équivalence sur les polynémes homogenes de Fy[z,y, z] comme
suit : deux polynomes F' et G homogenes non nuls sont équivalents s’il existe A € Fy tel
que F' = AG. Une courbe projective est une classe de cette relation d’équivalence. Comme
précédemment, le degré d’une courbe projective est le degré d’un polynoéme la définissant.

Pour v € {x,y,z}, on note U, = {(z : y : 2) € P(F3) : v # 0}. On peut alors identi-
fier U, et Fg. On note aussi F la deshomogénéisée de F' en v.

Exemple 4.1.8. Si F' est un polynéme homogene de Fy[z,y, 2], F*(z,y) = F(z,y,1).

On peut maintenant définir la multiplicité en un point ¢ d’'une courbe projective F' :
site Uy, ve{x,y, 2z}, m(F)=m(F").

La multiplicité ne dépend pas du choix de U,. En effet, quitte a appliquer la relation
(4.1), on peut supposer F' irréductible. Alors la multiplicité de F* ne dépend que de
O(F?). Or, l'application suivante est un isomorphisme

Ou(F

~—

0P

a

by

%
H

Salls]

Définition 4.1.9. On dit que deux courbes F' et G s’intersectent proprement en un point
t si F' et G n’ont pas de composante commune qui contient .

Le théoréme suivant est démontré dans | ].
Théoréme 4.1.10. I existe une unique application qui a tout couple (F,G) de polyndomes
de Fylz,y] et d tout point t associe lélément I;(F,G) de NU{+o0} vérifiant les propriétés
ci-dessous :

1. Si F et G s’intersectent proprement en t alors It(F,G) € N, sinon I(F,G) = cc.

2. On a It(F,G) = 0 si et seulement st m¢(F) =0 ou my(G) = 0; I(F,G) ne dépend
que des composantes de F et G qui passent par P.

3. 8T € GAy(Fy) et T(s) =t, [s(FoT,GoT)=1(FT).
4. I(F,G) = I,(G, F).

5. It(F,G) > mi(F)my(G) avec égalité si et seulement si F' et G n’ont pas de tangente
commune en t.

6. Si F =] Fy et G=[[ GV alors L(F,G) = eif;Li(Fi. Gy)
i=1 i=1 2%

7. Pour tout polynome A € Fylz,y], I(F,G) = Li(F,G + AF).
On appelle I1(F, G) la multiplicité d’intersection de F' et G au point t.

Remarque 4.1.11. La multiplicité d’intersection est en fait la dimension du F,-espace
vectoriel O(0)/(F,G) (voir | , théoréme 3 p. 75]).
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On peut étendre cette définition aux courbes projectives, il faut cependant prendre un
changement de variable projectif dans le point 3 et le polynéme A du point 7 doit étre un
polynoéme homogene tel que deg(A) = deg(G) — deg(F).

Dans la suite, on a besoin de quelques propriétés supplémentaires sur les multiplicités
d’intersection. On donne un premier résultat démontré dans | ].

Proposition 4.1.12. Sit est un point simple sur une courbe irréductible F' alors
I(F,G) = ord’ (@)
ot ord! est une valuation sur 'anneau de valuation discréte Oy(F).
On démontre de plus le résultat suivant :

Proposition 4.1.13. Soit F' une courbe sur Fy telle que F = UV. Soitt = (a,b) un point
de F' de multiplicité m. On écrit F(x 4+ a,y +b) = Fp, + Fypg1 + .. .. Supposons de plus
que pged(Fyy, Fint1) = 1. Alors Li(U, V) = my(U)my (V).

Si de plus F' n’a qu’une tangente en t, alors I;(U, V') = 0.

Démonstration. On écrit
Ux+a,y+b)=U~4+Uj1+...et V(r+a,y+b) =Vs+ Vi1 + ... avec r, s > 0.

Alors Fyy, = U, Vs et Fiyq1 = Up Vi1 + VsUrqr et pged(Uy, Vs) divise pged(Fip, Fing1) = 1.
On déduit de la propriété (5) des multiplicités d’intersection que

L(U, V) =m(U)my(V) = rs.

Si F' n’a qu'une tangente en ¢, comme F,,, = U,'V; et que pged(U,, Vy) = 1, nécessairement
r=0ous=0. O

Le théoréme suivant est démontré dans | ]

Théoréme 4.1.14. Soit F' et G deux courbes projectives de degrés respectifs m et n. Alors,
si F' et G n’ont pas de composante commune sur une cloture algébrique de F,

th(F, G)=mn

On en déduit les résultats suivants qui nous seront utiles par la suite.

Lemme 4.1.15. Si h n'a pas de facteur absolument irréductible sur Iy, alors il existe une
factorisation de h = uv telle que

ZL&(U,'U) > 2deg9(h)2

t

Autrement dit , si Iio¢ est un majorant de la multiplicité d’intersection globale Z Ii(u,v),
t

Itot
deg(h)?
4

8
> —.
-9
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Démonstration. Supposons que h se factorise sur [F,. Comme h = e;...e;, ou chaque ¢;

est irréductible sur [F, mais pas absolument irréductible, chaque e; se factorise en ¢; > 2

facteurs sur une cloture algébrique de F, et chacun de ces facteurs est de degré degcigei)

(lemme 4.1.3). On factorise maintenant chaque facteur e; en 2 polynémes u;, v; tels que

deg(u;) = deg(v;) si ¢; est pair et deg(u;) = deg(v;) + Lgéei) si ¢; est impair (donc ¢; > 3).
T T

On pose u = H u; et v = H”i' On a alors deg(u) — deg(v) < degT(h). Comme de plus
- i=1

deg(u) + deg(v) = deg(h)
deg(u) deg(v) > S 3B

Soit Iz, un majorant de la multiplicité d’intersection globale pour tout u, v. Alors, par le
théoréeme de Bézout, on a

deg (h)® _  deg(h)®
4 9

©| oo

Lot > ZIt(u,v) = deg(u) deg(v) >
t
O

Lemme 4.1.16. Soit F' une courbe et un point t tels que F' n’ait que des tangentes
simples en t. Si on décompose F' = fi... [, en facteurs irréductibles sur F, et chaque
e = fr1--- fun, en facteurs absolument irréductibles sur Fy, on a les résultats suivants :

1. deg(fy)? < Z me(fi)? ot Sing(F) est Uensemble des points singuliers de F.

teSing(F)
ngE — 1
2. Y mu(fra)mu(frg) < mt(fk)ZT-
1<i<j<ny, Tk
ng
Démonstration. Comme my(fx) = th(fk,i), par le lemme 4.1.1, on a la deuxiéme in-
i=1
égalité :

Z my(fr,i)me(frj) < mt(fk)QL_l

1<i<j<ny 2ny

En appliquant Bézout a fy; et fi; pour tout 1 <i < j <ny, on a

> > L(feirfrg) = D, deg(fri) deg(fry)-

1<i<j<ny t€Sing(fi) 1<i<j<ng

Or, par le lemme 4.1.3, pour tout ¢, deg(f:) = deg(fr) gy

Nk

S deg(fi) deg(fi) = deg(f)?E L

1<i<j<ng

2ny,

De plus, comme les tangentes de F' sont simples, par la propriété (5) des multiplicités d’in-
tersection, on a Iy( fi i, fr.j) = mu(fri)mi(fr ;). En remplacant et en utilisant la deuxieme
inégalité, on a le résultat. O
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4.2 Définitions

Dans cette section, on rappelle la définition des nombres exceptionnels en caractéristique
paire et on étend cette définition a la caractéristique impaire. On donne ensuite leur lien
avec les fonctions presque parfaitement non linéaires et parfaitement non linéaires.

d
Si d est un entier tel que d = 0 mod p alors 2% est équivalent & 27 donc dans toute la suite
de ce chapitre, on suppose d 0 mod p. On note f(z,y) = (z + 1)¢ — 2% — (y + 1)¢ + 2.
4.2.1 En caractéristique paire
Définition 4.2.1. Un entier d > 3 est dit exceptionnel si le polynoéme de Fae [z, y]

(z+ D)%+ 294 (y + 1) + ¢
(z+y)z+y+1)

n’a pas de facteur absolument irréductible.

g(w,y) =

Par ailleurs, on dispose de la caractérisation suivante d’une fonction presque parfaite-
ment non linéaire.

Proposition 4.2.2. Une fonction ¢ est presque parfaitement non linéaire sur Foe si et
seulement si pour tout o € Foe tous les points rationnels sur Fae de

Pa(®,y) = ¢(x + o) + ¢(x) + ¢(y + ) + ¢(y)
sont tels que x =y ou x =y + a.

Remarque 4.2.3. Par le lemme 3.2.4, si ¢ est une fonction puissance, il suffit de considérer
a=1.

Proposition 4.2.4. Soit d un entier tel que x — x¢ soit presque parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de Fa, alors d est un nombre exceptionnel.

Démonstration. Soit d impair tel que z — x¢ soit presque parfaitement non linéaire sur
une infinité d’extensions de Fo. Supposons que g ait un facteur absolument irréductible
que 'on note j.

Sij=c(zr+y), ceFi, alors (x 4+ D)+ 27 + (y + )4 +y? = (y + 2)%(y + = + 1)j(z,y),
j € Fye [,y]. On dérive cette expression par rapport a y :

0 ~

dy + )"+ dy’t = (y+ o)y o+ 1)(7‘;(56, y) + (y +2)%5(z.y).
On obtient donc que pour tout & € Fae, d(z + 1)d*1 + dz?1 = 0. C’est impossible car d
est impair. De la méme fagon, on prouve que j # c(z +y + 1), ¢ € Fi..
Soit n le degré de j. Comme j # c(x +y) et j # c(x +y+ 1), j(z,z) et j(z,x + 1) sont
différents du polynéme nul. Il y a donc au plus 2n points rationnels de j tels que =z = y

ouzr =y+ 1.

D’autre part, puisqu’on voudrait estimer le nombre de points rationnels affines de j sur
Fae, on ne peut pas utiliser I'inégalité de Weil (voir | ]). Cependant, si on note np le
nombre total de points rationnels de j sur Fae, par | , p- 331], on a :

Inp — 2°] < (n — 1)(n — 2)v/2¢ + n?.

Donc pour e assez grand, j a un point rationnel tel que x # y et © # y + 1, ce qui est
absurde car = — z% est parfaitement non linéaire sur une infinité d’extensions de Fo. O
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4.2.2 En caractéristique impaire
Définition 4.2.5. Un entier d > 3 est dit exceptionnel si le polynéme de F, [z, y]

(z+1)4—ad— (y+ 1) +y?

h(z,y) = pr—

n’a pas de facteur absolument irréductible.
On donne maintenant une caractérisation d’une fonction parfaitement non linéaire.

Proposition 4.2.6. Une fonction ¢ est parfaitement non linéaire sur Fpe si et seulement
s pour tout o € Fpe tous les points rationnels sur Fpye de

Pa(@,y) = d(x + a) — d(x) — d(y + ) + ¢(y)
sont tels que x = y.

Remarque 4.2.7. Par le lemme 3.2.4, si ¢ est une fonction puissance, il suffit de considérer
a=1.

Proposition 4.2.8. Soit d un entier tel que x — x% soit parfaitement non linéaire sur

une infinité d’extensions de IFy, ; alors d est un nombre exceptionnel.

Démonstration. Soit d # 0 mod p tel que x — x¢ soit parfaitement non linéaire sur une
infinité d’extensions de F,. Supposons que h ait un facteur absolument irréductible que
I’'on note j. Comme dans le cas de la caractéristique paire, on démontre que j # c¢(x — y),
cE Fpe .

Soit n le degré de j. Comme j # c¢(x — y), j(x,z) n’est pas le polynéme nul. 11 y a donc
au plus n points rationnels de j tels que z = y.

D’autre part, si on note np le nombre total de points rationnels de j sur Fpe, par | ,
p. 331], on a :

np —p°| < (n—1)(n —2)v/p° +n?.

Donc pour e assez grand, j a un point rationnel tel que x # y, ce qui est absurde car
x — % est parfaitement non linéaire sur une infinité d’extensions de Fp. O

4.3 Nombres exceptionnels en caractéristique paire

Dans cette section, on rappelle des résultats prouvés par Jedlicka dans | | et Her-
nando et McGuire dans [ ]. Ils démontrent qu’en caractéristique 2, les seuls nombres
exceptionnels sont les exposants de Gold et Kasami. Les méthodes que nous utilisons par
la suite pour la caractéristique impaire étant analogues aux méthodes utilisées par ces
auteurs, on ne rappelle pas les démonstrations des résultats. On note [ le plus grand entier

tel que 2! divise d — 1, et n = pged(d — 1,2! — 1) = pged (%,ﬂ — 1).

Théoréme 4.3.1. Les singularités de g avec leur multiplicité et leur multiplicité d’inter-
section sont données dans le tableau /.1.

Théoréme 4.3.2. Sid #2' +1 et d# 2% — 2\ +1, h un facteur absolument irréductible.

La preuve de ce théoreme découle des théoremes 3 et 4 de | ] et du théoreme 16
de | ].
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TABLE 4.1 — Singularités de g

Type | Description my(h) max de I nombre de points max
Ia | Affine g = yo ou 2! (21=1)2 2(n—1)
ro = yo + 1, wo,
Yo € F;
Ib Affine g = yp ou | 28 —1 0 %—2
zro = yo + 1, o,
Yo & I3
IMa | Affine 29 # yo et | 20+ 1 | 2071214+ 1) (n—1)(n —3)
zo # Yo + 1, wo,
Yo € F;z
IIb | Affine xg # yo et 2! 0 sans importance
xo # Yo+ 1, xp ou
Yo & I3,
ITIc | Affine zg # yo et 2! 2l'si 1> 1, 0 sinon N©¢
To # yo + 1, zo et
Yo & ]F;l
Mla | (1:1:0) 2l — 2 (212—2)2 1
b [ (w:1:0),w”=1] 2 (21=1)2 n—1
et w#£1
Mlc | (w:1:0),w”#1 |21 0 sans importance

b
(S -1) (F=F -2 —2) = (n—1)(n—3) sil>1let d:Zz”, Q5 > ij-1

Jj=1

ou ((2'=2)2'+1) - 1) (% - 1) sil=1
4.4 Les nombres exceptionnels congrus a 1 modulo p en ca-
ractéristique impaire

Dans cette partie, on suppose d = 1 mod p. On note [ le plus grand entier tel que p' divise

d—1, et n=rpged(d—1,p! —1) = pged (%,pl — 1).
Le théoréme suivant donne les nombres exceptionnels congrus a 1 modulo p.

Théoréme 4.4.1. Soit d > 3, d # p' + 1. Supposons de plus que % £pt—1, alors h a
un facteur absolument irréductible sur IF),.

On en déduit le résultat suivant sur les exposants congrus a 1 modulo p qui donnent
une fonction puissance parfaitement non linéaire sur une infinité d’extensions de [, :

Corollaire 4.4.2. Les seuls d =1 mod p tels que x — % soit parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de F), sont de la forme d =1 +p.

Démonstration. Par le théoréeme 4.4.1 et la proposition 4.2.8, on a tous les cas sauf le cas

oun = % = p! — 1. Dans ce dernier cas, on a d = pl(pl — 1) + 1, il est donc impair et

—1 et 0 sont solutions de '’équation (z + 1) — 2% = 1. D’ott = + 2P (' =D+ pegt pas
parfaitement non linéaire F,e pour tout e. O

Proposition 4.4.3. Les singularités de h sont décrites dans le tableau 4.2.

La preuve de cette proposition découle des lemmes 4.4.4 a 4.4.18 et de leurs corollaires.
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TABLE 4.2 — Singularités de h pour d =1 mod p

Type Description my(h) | max de I; | nombre de points max
Ia Affine x¢g = yo xo, yo € IF;Z P p214 ! n—1
Ib Affine xg = yo, o, Yo & F;;l pl—1 0 % -n
1 2
IIa Affine zo 7 yo, o, yo € F, P41 <p2+1> (n—1)(n—2)
IIb | Affine xg # o, xo ou yo & IF;Z P 0 Ny @
e | Affine o # yo, zo et yo ¢ Fy |/ p'e N ©
1. ! L1)?
ITla (1:1:0) p—1 (pj ) 1
IMb | (w:1:0),w"=1letw#1 P - n—1
Ilc (w:1:0),w" #1 p—1 0 o

a. Ny = (‘i;l — 1) (2% — (dp + D)po~t — 1) —(n—=1)(n—-2)oud= Zd]-pij avec 1 <d; <qg-—1
j=0
et ij > ij 1

b. Tu(u,v) = 0 si yo(wo + )P (45 ' — )p+1¢xo<y0+1) N
(4 -1) (2% — @+ Dp" ' = 1) = (n = D - 2)
¢ Na=9q ou((p'=2)(p' +1) - 1)(%* — 1)
si yo(zo + 1P (4 71— P = o (o + VP (af) 71— 1P

4.4.1 Points singuliers et multiplicités
Singularités a I’infini

On note f (resp. k) 'homogénéisée de f (resp. k). On note f (resp. k) la forme deshomo-
généisée de f (resp. h) par rapport a y.

Soit F(z,y,2) = (x+2)%—2¢— (y+2)¢+y4=2f Ona

F, = d(z+2)41 - dzd!
F, = —dy+ 2)3=1 4 dyd—1
F, = dz+2)% ! —d(y+2)!

A Tinfini (z =0),ona F, = F, =0 et F, = d( d=1 _ »4=1Y donc (g, 0, 0) est un point
singulier de F' si et seulement si :z:g_l = yO . Si yo = 0 alors 9 = 0. Par conséquent,

yo # 0 et on est ramené & étudier les solutions de

zd =1 (4.2)

L’équation (4.2) est équivalente a azopl = 1. Or, pgcd( ; ,p) = 1 donc (4.2) a au plus

4=1 golutions. De plus, 2o = 1 est la seule solution telle que zg = yp.

On étudie maintenant la multiplicité de ces singularités :

Flx+z0,2)=(x4+z0+2)¢—(z+z0)— (z+ 1% +1

- (eor - E (05 ()
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Puisque d — 1 = 0 mod p!, pour tout 1 < k < pf, (Z) = 0. Calculons le terme de degré
. v
p—1de f:

1/(d _ _ d _
( l)@g ot 2P — gl o ) ( ) (@i 1)1

ZA\DP

donc on a un point singulier de f de multiplicité strictement plus grande que p' — 1 si et
seulement si
d—pt _ 4.
xy © =1;
autrement dit si et seulement si
xy = 1.

Regardons maintenant le terme de degré p' de f:

: ( " 1) (27 T w4 P g T Lt
Z\P

d d—p'—1_pl | d—p—1__pi— d—p'—1 ’
= x oV 4 af P TP T (2T T = 1)2P).
(pl | 1)( ; ; (@7 - et

l —
Or, ngp -1 # 0 donc les points singuliers de f de multiplicité strictement supérieure a
p' — 1 sont de multiplicité p'.

On a donc démontré le lemme suivant :
d—1

Lemme 4.4.4. Soit w tel que w » = 1. Le point (w : 1:0) est un point singulier de h de
multiplicité :

pl —1 sinon

{pl siw' =1, w#1

1l y a donc % points singuliers a l’infini.

Singularités affines

On a
fe = d(z+ 1)1 —dogd1
fy = —dy+1)%" +dy?!

Donc, puisque d # 0 mod p,

f<m07y0) =0
(20, y0) point singulier de f < { (x4 1)4 = 237!
(o + 1)t =y~
zg M@0+ 1) —2f —y3 (o + 1) +yf =0
& { (zo+ 1)1 =gt

(yo+ 1) =yg !
2=yt

S (wo+ 1) =gt
(o + 1) =y

Lemme 4.4.5. Les points singuliers affines de f sont les points vérifiant :

(wo+ D) =l =yt = (yo + 1)
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Du lemme 4.4.5, on déduit que zg, yo # 0, —1. Comme d =1 mod p,

oo =Y i
(x0,y0) point singulier de f < (zo + 1)%1 N (4.3)

— 1

d
(yo +1) 7 =1o"

Il y a au plus % — 1 solutions a la deuxiéme équation du systéme (4.3). Soit xy une

telle solution. On cherche & déterminer le nombre de yo tels que (xg,yp) soit un point
singulier de f.

b
On écritd =1+ Zdjpif avec 1 <d; <p—1,14; >1;_1, 4 =[. On a alors :
j=1

d—1 da=1

(o +1) 7 =y,"

Soit en développant

b . d;ll

[+ D)% =yy”

j=1
puis

b
-
. , Z kjp”
di\ ) =1
H k. Yo =0
0<k;<d; \j=1 \'"J
ou la somme * est la somme privée de 'indice (dy, ..., dp).
=1 dypio d=1

On multiplie par y," et on pose a = y,"

b—1

-l
* b—1 Z kip"
Z k. Yo
0<k;<d; \j=1 \'J
J#b
b—1 A
dyp—1 b4 Lk 3 kg
. —
£33 (1)) B
kpy=00<k;<d; \j=1 \'"J
J#b
, b-1 d—1 .

Le degré de ce polynome en yg est % —pht 4 Zdjp”fl =2 P (dp + 1)p'.

J=1

Lemme 4.4.6. Le nombre de singularités affines de h est au plus

d—1 )(d—l .l)
—1) (2 — (dp + D)p'
(p’ P! (dy+-1)
b

oddzl—l—Zdjpij avec 1 <d; <p—1,1i; >1;_1, 11 = 1.
j=1
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On étudie la multiplicité de ces singularités :

f(96+$o,y+yo):(90+3?0+1)d—($+xo)d—(y+y0+1)d+(y+y0)d

—Z<>xm+1 Zﬁdk
—Z() 0+ 1 + 3" gy

k=2

Comme d—1 =0 mod p, pour tout 2 < k < pl, (Z) =0 et (z9,yo) est une singularité
de multiplicité au moins p'. Regardons maintenant le terme de degré p! + 1 :

d ol dept—1s o ol depl—1\ ol
<pl )(((3704‘ AP ggP TP T — (o + 1) TP Ty ),

+1
Or, (z0,y0) est un point singulier de f donc (zo + 1)1 = 237! et 29 # —1,0 donc
(2o + 1)d—#'-1 — ngplfl =0siet seulement si (o + 1)P ((wo + 1)47'—1 — 07 71) = 0.
Autrement dit si et seulement si —a:g Pt = 0 ce qui est absurde puisque zy # 0. Les

singularités sont donc de multiplicité au plus p* + 1.

Considérons maintenant le terme de degré p' :

(gl>(((xo+1)d_ P = (o + 1) — ).

Or,
d—p - _
(xo+1) —z5 0 =0
si et seulement si l l
(20 + 1P (20 + )" —257") =0
autrement dit si et seulement si
(zo + 1) Yo+ 1) — 2l — :zo =0
c’est-a-dire si et seulement si
d_
zy P (iL‘O -1)=0
ce qui est équivalent puisque zg # 0 & x¢ € IF;Z. On peut procéder de méme pour yg.
Lemme 4.4.7. Il y a au plus :

e n — 1 singularités affines de h (resp. f) telles que o = yo € IF;;Z. FElles sont de
multiplicité p' (resp. p' +1).

° % — n singularités affines de h (resp. f) telles que xg = yo & F;z- Elles sont de

multiplicité p' — 1 (resp. pt).
o (n—1)(n—2) singularités affines de h (et de f) telles que xo # yo et xg, yo € F
Elles sont de multiplicité p' + 1.

. (“;1 - 1) (2% — (dy + 1)p~t — 1) — (n—1)(n—2) singularités affines de h (et de
f) telles que zo # yo et o ou yo & JF;,. Elles sont de multiplicité p'.
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4.4.2 Multiplicités d’intersection

On écrit h = uwv; on cherche a majorer la multiplicité d’intersection I;(u,v) ou ¢ est une
singularité de h.

Points singuliers a P’infini

d—1

Soit t = (w : 1: 0) un point singulier de h & 'infini, w »* = 1. On écrit
ﬁ(m—l—w,z) = I:Tmt +ﬁmt+1 +...

ou my est la multiplicité de ¢ et H; est le polynéme homogeéne de degré ¢ composé des
termes de degré ¢ de h(x + w, 2z). On a

flr+w,z)=h(z+w,2)(z+w-1)
= (R+ Hpps1 + Hp, ) (@ +w — 1)

ol R est un polynéme de degré supérieur ou égal a m; + 2
= 2R+ (w— 1R+ zHy, + (w—1)Hp, 11 + (w—1)H,y,
donc
esiw#1,ona Fy, =(w—1)Hy, et Frpq1 = xHp, + (w— 1) Hp, 11,

esiw=1, Fn,41 =zHp,.

d—1

Lemme 4.4.8. Siw? =1ett = (w:1:0) est un point singulier a l'infini de h de
multiplicité my, alors

o siw#1, Frp, = (w—1)Hp, et Fpyy1 = xHp, + (w0 — 1) Hppy11.
o siw=1, ﬁth = xﬁ[mt.

Corollaire 4.4.9. Sit=(1:1:0), alors

p—1\’
It(u,v)§< 5 )

Démonstration. Sit = (1:1:0), alors il est de multiplicité p! — 1. Par le lemme 4.4.8,

H,, = a(a:pl_l + zpl_l). Tous ses facteurs sont différents donc It(u,v) = m¢(u)my(v). De
plus, my¢(u) + my¢(v) = p! — 1 d’out le résultat par le lemme 4.1.1. O

Corollaire 4.4.10. Sit = (w:1:0) tel que w™ =1, w # 1 alors

Démonstration. La multiplicité de t est p!. Par le lemme 4.4.8, on a

~ !

~ 1 _l_ l_ ol _pl_
(w—l)sz:sz:xpwdp U g ~hod=P =1 g (d=P =t )P

Donc ﬁpl n’a que des facteurs simples et I;(u,v) = m¢(u)m¢(v). On a le résultat puisque
mg(u) 4+ mqg(v) = pl. O
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d—1

Corollaire 4.4.11. Sit= (w:1:0) avecw #' , W #1, on a
Ii(u,v) = 0.
Démonstration. La multiplicité de ¢ est p! — 1. Par le lemme 4.4.8,
(w— 1)P~Ipz_1 = F’pz_l = 2?1
et
ZU_ﬁplil + (w— 1)ﬁpl = ﬁ’pz T s RS e T R (wd_l_pl —1).

Donc pgcd(ﬁpz,ﬁpz_l) = pgcd(ﬁpz,ﬁpz_l) = 1 et I;(u,v) = 0 par la proposition 4.1.13. [

Points singuliers affines

Soit t = (xp,yop) un point singulier affine de h de multiplicité m;. On écrit
h(z + zo,y +yo) = Hpny, + Hpyy1 + - -

ou m; est la multiplicité de ¢ et H; est le polynome homogeéne de degré ¢ composé des
termes de degré i de h(x + zo,y + yo).

Supposons que g = yo. Alors

f@+ 20,y +yo) = h(z + z0, y + y0)(z + 2o — ¥ — Yo)
= (R+ Hpy1 + Hpy,)(x —y)
ol R est un polynéme de degré supérieur ou égal a m; + 2
=@ -y R+ (z -y Hn 1+ (x—y)Hn,
=P+ Foygo + .0

On a donc Fry,q0 = (z — y)Hpmy+1 €t Foyp1 = (v — y)Hpm, €t Fipq1 est de la forme
a(z™Ft — ym™+l) (cf preuve du lemme 4.4.7).

Lemme 4.4.12. Pour t = (xg,y0) point singulier affine de h de multiplicité m; tel que
zo = Yo, Fny+2 = ( — y)Hmep1 et Py = (2 — y)Hpp, -

De plus, les tangentes a h en t sont les facteurs de %

Corollaire 4.4.13. Les singularités affines de h, t = (xg,y0) telles que o = yo € ]F;l
vérifient

2P+ _ypt 1
a—y
21
distinets, I;(u, v) = m¢(u)mq(v). On a de plus my(u)+my(v) = p' d’ott my(u)my(v) < ”4—71,
ce qui donne le résultat. ]

Démonstration. La multiplicité de ¢t pour h est p'. Les facteurs de étant tous

Corollaire 4.4.14. Les singularités affines de h, t = (x0,y0), To = Yo & IE“;Z vérifient

Ii(u,v) = 0.
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Démonstration. La multiplicité de t est p' — 1. Par le lemme 4.4.12, on a

b(gP'+1 _ p'+1
Hy_y=a(r— y)pL1 et Hy = ( )

r—Yy
d’ott pged(H,i_y, Hyp) = 1. Par la proposition 4.1.13, on a donc I;(u,v) = 0. O
Supposons que xg # yg. Alors
f(x 40,y +y0) = h(z + z0,y + yo0)(x + 20 — Yy — o)

= (R + Hmt-i-l + Hmt)(m +x9—Yy— yO)

ou R est un polynéme de degré supérieur ou égal a m; + 2
= (1'0 - yO)Hmt + ((1‘ - y)Hmt + (.730 - yO)Hmt-f-l)

+((z —y+x0—vo)R+ (x —y)Hmt1)

:Fmt +me+1+R/

ot R’ est un polynéme de degré supérieur ou égal & m; + 2.

On a donc Fmt = (1'0 - yO)Hmt et Ferl = (:UO - yO)Hmt+1 + ($ - y)Hmt'

Lemme 4.4.15. Sit = (xg,y0) est un point singulier affine de h de multiplicité m, tel
que xg # yo alors

Fmt = (1’0 - yO)Hmt et Fmt-‘rl = ((13 - y)Hmt + (.%'0 - yO)HmH-l'

Corollaire 4.4.16. Sit = (xg,yo) est un point singulier affine de h tel que xog # yo, xo,

Yo € IF;;Z alors
[ 1 2
It(u7v) < (p ;_ ) .

Démonstration. La multiplicité de t est p! + 1. Par le lemme 4.4.15,

(20 — Y0) Hm, = Fin, = c12” 71 — ey 1, avec ¢1, ez # 0.
On en déduit que H,,, n’a que des facteurs simples, puis que I;(u,v) = m¢(u)m(v).
Comme my(u) + my(v) = p' + 1, on a le résultat. O

Corollaire 4.4.17. Si t = (xo,y0) est un point singulier affine de h tel que xo # yo.
Supposons de plus que soit xg € IF;Z et yo & F;l soit xg & IF;Z et yo € F;l. Alors

Ii(u,v) = 0.
Démonstration. La multiplicité de ¢ est p!. On a par le lemme 4.4.15

Lo
crzP sy € IF;;Z, c1#0

xo —yo)Hy = Fy =
( 0 Z/O) p P! { ngpl si xo € F;la C2 7é 0

et
[ l
(z —y)Hy + (xo — yo) Hpipr = Fpiyq = al - Pt e, £ 0

donc 1 = pged(Fyy, Fiiq) = pged(Hy, Hy ). Par la proposition 4.1.13, Ii(u,v) = 0. O
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Supposons que o # yo et que zg et yo & F,i. Alors ¢ est de multiplicité Pl et

[ l

!
Fy=ca? —cy = (csx — cqy)?

] o
ol ¢ = (g + 1)%7 — b £0, o= (yo + 1)d-r' — yg PP £ 0 car xo, yo & F

Par le lemme 4.4.15, on a F; = (v0—y0)Hy et Fuyq = (vo—y0)Hpi i+ (20— y) 1 donc llLIpz
n’a qu'un facteur et pgcd(sz,F z+1) = pged(Hy, Hyyq). On a F, zH = dyaP i — doyP 1

avec d; = (zo+ 1)‘1_1’l_1 d_ Y2 0etdy = (y0+ 1)d-p -1 yd P'= ' ~£ 0. Les polynomes
F, et Fuyy ont donc un facteur commun si et seulement si c3x — cqy divise F g, cest-

a—dlre si et seulement si l l
(&) =)
C2 N d2

Si (20, yo) est un point singulier, on a

dl d—1

o =Y

(zo +1)4~ 1—95311
(yo + 1)t =y

Alors

(:CQ + 1)d_1 — Ig_pl_l(a?() + 1)pl

&y — (g + 1)1 — g

(o + 1)¥'
o o
(o + 1Y
d—pt—1
_ ~%o
(o + 1)
_ 47—
De méme, do = y(’i
. (yo+1)7" z z
Doy 4 — e Nyt )? @l R (ot )P gl (go+ )P
Oudg d—pl—1 l_dlpl 1 Pl 1
Yo (zo+1)P Yoz (zo+1)P xg (xo+1)P
D’autre part,
1 1)d-1 — g0 1)”
c1:(xo+1)d71—xgp:(x0+ J(wo +1) o (o +1)
(o + 1)
!
B 1_$g_;¢g’ ?
(zo + 1)¥'
L4 -1
_ %y -1
(zo + 1)

denl . ph_
vo " (wh '-1)
(yo+1)*'
d—pl, pl— 1 l Lol
D@g_%pﬁlmmmp_%mmM#tﬂ
- _pl l_ - _
i T ) o) ah (wot 1) (v 1)
Aprés simplification, on obtient que F}, et F; ont un facteur commun si et seulement

De méme, ¢y =

si
l

yolxo + VP (4 = 1P = 2o (yo + 1)P' (o) L — 1) (4.4)
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Si (z0,yo) n’est pas solution de (4.4), alors pged(H,,i, Hyiq) = 1 et par la proposition
4.1.13, It(u,v) = 0.

Sinon, on écrit u(x+zo,y+yo) = Ur +Upp1+... et v(x+x0,y+yo) = Vs+ Viy1+... avec
U, #0et Vs #0.Sir =0o0us =0, alors v ou v ne contient pas t et I;(u,v) = 0. Supposons
7, s > 0. Comme (z0,yo) vérifie (4.4), Fj; et Fj;;ont un facteur commun que I'on notera j.
Ona Hy = U,V = j* et Hy = UVir1 + Ups1Vs. On a de plus pged(Fy, Fyiyy) = j et
donc pged(H,y, Hyyq) = j. Comme 7 > 1 et s > 1, j divise U, et Vs et donc pged(Uy, Vs).
Si pged(Uy, Vi) = j*, j* divise pged(H,i, Hyi () done pged(Uy, Vi) = j.

On peut supposer, sans perte de généralité, que U, = jpl_l et Vo = 7; t est un point
simple de v donc par la proposition 4.1.12, I;(u,v) = ord?(u) ; j2 ne divisant pas Hyiq,j
ne divise pas Uy, on peut donc écrire U comme produit de p! facteurs linéaires différents
de j. Chaque facteur linéaire n’est pas tangent a v donc ’ordre de chaque facteur est 1 et
Pordre de Uy est p'. On a donc ordf (u) < p.

Lemme 4.4.18. Sit = (xg,y0) est un point singulier affine de h tel que xy # yo et xo et
Yo & IF;;Z alors

o siyo(zo + 1P (1 7L = P £ ag(yo + VP (28 7L = 1P, L(u,v) = 0

e sinon, I;(u,v) < p' et il y a au plus ((pl—Q)(pl—i—l)—l)(%—l) tels points singuliers.

4.4.3 Preuve du théoréme 4.4.1

Les théorémes suivants permettent de démontrer le théoréme 4.4.1. On suppose jusqu’a la
fin que d # 1+ pl.

Théoréme 4.4.19. Sin =1, h a un facteur absolument irréductible sur I,.

Démonstration. Supposons que h n’ait pas de facteur absolument irréductible. Alors, par

le lemme 4.1.15, on doit avoir o = 7 de‘;t)Q > % ou Iy, est un majorant de la multiplicité
4

d’intersection globale.
Comme n = 1, il n’existe que des singularités de type Ib, Ilc, Illa et IIIc (cf. tableau 4.2).
On a donc

_ _ , I_1\?
zt:It(u,v) <p (dpl L_ 1) <2dpl L (dyp + 1)pi—t — 1) + <p 5 1) . (4.5)

Or,d=1+4pk et d+#1+p' donc k > 2, alors%:plk_2 zplT_ld’oﬁ

4
1 (d-3)* ,d—1 )
14

donc pour p! #3 ou b, ona a < % ce qui est absurde.

Regardons d’abord le cas ou p! = 3. Comme 1 = n = pged(2,k), k est impair et non
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divisible par 3 par définition de I. D’ou k£ > 5 et on a alors

— I_ 2
A =20+ -0 -0+ (5 ek-1 41
@ (d—2)2 o (Bk—1)?
4

o4,

— 1
k=1 (Bk—1)
12 1 8

< —
_14+49<9

ce qui est absurde.

Si pt =5, 1 =n = pged(4,k) et k est impair, d’'ott k = 3 ou k > 7. Comme pour le
cas pl =3,o0n a

< 68 k—1 n 16

a< — )

SE k-1 G0

Or, % (kk:f)Q + (Sklfl)g est une fonction décroissante de k, donc pour k > 17, on a a < %
5

ce qui est absurde. Il reste a traiter les cas ou k = 3, 7, 9, 11, 13. En reprenant ’équation
(4.5), on a

k|3 |7 9 | 11 | 13
d |16 | 36 | 46 | 56 | 66

Tior | 24| 124 | 324 | 354 | 664
24712477324 | 354 | 664
72 | 172 | 222 | 272 | 322

(67

Dans tous les cas, on a a < % ce qui est absurde. ]

Théoréme 4.4.20. Sil <n < %, h a un facteur absolument irréductible sur IF,.

Démonstration. Supposons que h n’ait pas de facteur absolument irréductible. Alors, par

le lemme 4.1.15, on doit avoir o = ( de‘;’32 > %, ou Iy, est un majorant de la multiplicité

d’intersection globale. On a alors

2
Stz -n s (M)
d—1 (

Or,d=1+kp' avec k #1car d # 1+ p' et k 20 mod p par définition de I. De plus, n
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divise k = =1 P etn<kdoncn<d 1dou

20" — (5 -1+ (' — D25 - D(5 —2) +4p'(k — 1)* + (p — 1)?

a <
: (=17
1 1 1 1
sw(u—pmm—z) 0= =2k =)
4 1
+ k=12 (1 pl)Q)
NN S ST S T
- L _ 1 [ 2°
T (k)

Comme on doit avoir o > %, 1 < n < ket pged(k,p) = 1, les seules possibilités restantes
sont :

k| 4 [6] 8 [9]1012] 14 [15]>16
P 3,711 (53,5717 /3,715,71/3,5| 7| 3,5 |

On a d’une part

20" ~)(n—1) + (' +1)*(n — 1)(n - 2)

as (plk — 1)2 (4-6)
(k=) (¢ =20 +1) 1) + (& - 1)
+
(P'k —1)?
et d’autre part
20" —(n -+ (' = 1)*(n —1)(n - 2)
a < Wk —1)2 (4.7)
LAk =Dk = (dp+ " =) + (o — 1)

(p'k —1)2

Considérons d’abord le cas k > 16. Dans I'inéquation (4.6), « est majoré par une fonction
décroissante de k. On ne va donc considérer que le cas k = 16. Si p' = 3 ou p! = 5, on
obtient alors a < %, ce qui meéne a une contradiction.

Ensuite, en utilisant soit 1'inégalité (4.6), soit I'inégalité (4.7), on a dans tous les autres
cas du tableau a < %, ce qui est absurde. O

Théoréeme 4.4.21. Sin = % £ pl —1, alors h a un facteur absolument irréductible sur
Fp.

Démonstration. On remarque d’abord que, comme n = 91 il n’existe que des singularités
9 pl 9

de type Ia, IIa, Ila, IIIb (c¢f. tableau 4.2). Dans tous les cas, h n’a que des tangentes

simples et donc quelque soit la factorisation h = uv, on a I;(u,v) = my(u)m(v). Comme
d—1 £ p 1, d 1 < =1
— 2 .

S}{lpposons mamtenant que h n’ait pas de facteur absolument irréductible sur [F,,. On écrit
deg(hi)
¢

alors h = hy ... h, ou chaque h; se décompose en ¢; > 2 facteurs de degré sur une
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cloture algébrique de [F), (lemme 4.1.3). On écrit h; = h;1 ... hic,.

A= XT: Z ZIt(hk,iahk,j) + Z Z ZIt<hk,iahl,j)

k=11<i<j<c, ¢t 1<k<I<r 1<i<cy t
155<¢;
'
=3 > mulhe)me(hug) + Y D> my(hug)ma(hy ).
k=11<i<j<c, ¢ 1<k<l<r1<i<cy ¢
155<¢

(o)
k=1

:imt(hm?w > mi(hg)ma(hi)

k=1 1<k<i<r

_thhk +20 3 > mu(hg)me(hu)

1<k<i<r 1<i<cy,
1<j<q

d’ot, en utilisant le lemme 4.1.16,

A<Z<thhk2ckc thhk )
t

et donc

—

T mt(h )2
A< 5; (mt(h)2 - k)

=1 Gk

D’autre part, par le théoréme de Bézout, on a aussi

AZXT: > deg(hgg)deg(huy)+ Y, Y deg(hg,)deg(hyy)

k=11<i<j<cy, 1<k<I<r 1<i<cy
1<5<¢
" deg(h)? ep(cp — 1
-3 g(2 k)7 cr( k:2 ) Y deg(hy) deg(hn)
=1 Ck 1<k<i<r
- ok —1 1 2 - 2
= deg(hy)?—=— + = [ deg(h)* = > _ deg(hy)
f=1 2a, 2 k=1
1 = deg(hy)?
== [ deg(h)? = —==2E )
5 < eg(h) ;;1 o

On en déduit que

deg(iy? - 3 SE) < 5 <mt(h)2 -y mt(h’“)2> .

=1 Gk

Puis en utilisant le lemme 4.1.16,

deg(h)? = mi(h2 <y Ci <deg(hk) _ th(hk)2> <o
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Si on note k = %, en remplacant deg(h) et m¢(h) par leur valeur dans

deg(h)® <Y my(h)?,
t
on obtient

(d—=2)* <2(k = 1)p* + (k = (k= 2)(1+p)* + (0 = 1)?

autrement dit
2p' + Dk 4+ (p* +4p' + 3)k — (p* + 20 +2) <0.
2l+2pl+2

Comme c’est une équation du second degré en k, on a k < 1 ou k > B il Or, par
hypothese, on a k > 2 (d # 1 +p') et k < pl2—1 < pQ;J;?le, ce qui est absurde. O

4.5 Les nombres exceptionnels non congrus a 1 modulo p en
caractéristique impaire

Dans cette partie on suppose d Z0 mod p et d 21 mod p.

L’étude des singularités dans ce cas donne le résultat suivant :

Lemme 4.5.1. Le polynome h n’a pas de singularité a l'infini. Les singularités affines de
h sont les solutions de (o + 1)1 = (yo + 1)1 = :Ug_l = yg_l telles que xg # yo. FElles
sont toutes de multiplicité 2.

La méthode de démonstration de ce lemme est la méme que pour les lemmes 4.4.4,
4.4.5 et 4.4.7. En utilisant le méme raisonnement que pour le théoréme 4.4.21, on obtient
que si h n’a pas de facteur absolument irréductible alors

(d —2)*> < 4N o N est le nombre de points singuliers de h.

On ne sait pas trouver une bonne majoration de N pour éliminer certains d. Cependant
on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 4.5.2. Sipged(d—1,p—1) > 1, alors h a un facteur absolument irréductible.

Démonstration. On écrit h = ag; ... g, ou les g; sont unitaires en x et absolument irré-
ductibles sur une extension E de F,, . Soit h; le terme homogene de plus haut degré de g;.
On a alors

d—1 d—1
;U —_—
r -y hi...h..
r—=1y
D’autre part, comme d 21 mod p,
d—1 d

X

-1
=1l
¢

-y
x—y
ou le produit porte sur les racines (d — 1)éme de 1'unité différentes de 1. Chaque (x — (y)
divise un seul des h;.

On consideére maintenant I’application

Elz,y]  —  Elxy
o: Zai7szy] — Zaf’szy] .
'7j i?j
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Alors h = o(h) = ao(g1) ...o0(gr). Par unicité de la factorisation, pour tout 1 < i < r, il
existe un j tel que o(g;) = g; et donc o(h;) = hj. Or, comme pged(d — 1,p — 1) > 1, il
existe (p racine de I'unité différente de 1 telle que (y € F, et donc o(z — (oy) = = — (oy.
Supposons par exemple que x — (yy divise hi. Alors, o(h1) = hy puisque z — (py divise
un seul des h;. Par conséquent, o(g;) = g1 ce qui signifie que g; € Fp[z, y] et donc h a un
facteur absolument irréductible sur ). O

A T'aide de Magma, pour p = 3, 5 ou 7, on peut montrer qu’il n’y a pas de d tel que
3<d<200,d#1 modp,d#0 modp, pged(d — 1,p — 1) = 1 et 4N > (d — 2)? en
dehors de d = 14 et d = 122 pour p = 3. Or, 14 = % et 122 = % correspondent a des
nombres exceptionnels connus (voir théoréme 3.3.1).

Dans ce chapitre, nous démontrons que les seuls entiers d congrus a 1 modulo un
nombre premier p qui donnent une fonction puissance x x4 parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de F,, sont ceux de la forme d =1 + p'. Les mémes méthodes
ne semblent pas s’appliquer pour les entiers non congrus a 1 modulo p. Dans ce cas, nous
disposons seulement du résultat suivant : si pged(d — 1,p — 1) > 1 alors  +— 2% n’est pas
parfaitement non linéaire sur une infinité d’extensions de F,,. D’autre part, dans le cas de
la caractéristique paire, Aubry, McGuire et Rodier dans | | ont démontré que les
fonctions polynomiales de degré impair qui ne sont pas de degré 2/ +1 ou 22/ —2! +1 ne sont
pas presque parfaitement non linéaires sur une infinité d’extensions de Fo. Ils ont aussi
obtenu des résultats sur les fonctions polynomiales de degré pair. On peut se demander
si on peut étendre ces résultats a la caractéristique impaire et aux fonctions polynomiales
parfaitement non linéaires.






Annexe A

Encodage et décodage des codes
de Reed-Muller généralisés

Dans cette partie, on appellera produit scalaire de deux éléments a, b de Fy, n € N la

n
quantité suivante a.b := Z a;b; € Fy.
i=1

A.1 Encodage des codes de Reed-Muller généralisés

m
Soit 0 <7 <m(g—1). On note My, = {afakm 0 <k <q—1, Zkl < r} I'ensemble

i=1
des mondémes qui engendrent Ry(r, m). La matrice
Gy(r,m) = (v(w))ven,
weFy
est alors une matrice génératrice de Ry(r,m). En effet, si f = E ayv € Ry(r,m), alors
Uqu,'r
(av)vqu,qu(rym) = (f(w))we]an-
Exemple A.1.1. La matrice génératrice de R3(2,3) est
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 1
o 0 O 1 1 1 2 2 2 0 0 O 1 1 1 2 2 2 0 0 O 1 1 1 2 2 2 z2
o o o o O O o o0 o 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 ‘L%
o o o o 1 2 o0 2 1 0 O o0 0O 1 2 0 2 1 0o O o o0 1 2 o0 2 1 1T
o 0 0o o o o0 O O o0 O 1 2 0 1 2 0 1 2 0 2 1 0o 2 1 0 2 1 xr1T3
0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 15
o o o o o o o o o o o o 1 1 1 2 2 2 0 O o 2 2 2 1 1 1 xox3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T%

A.2 Décodage des codes de Reed-Muller

Dans cette section, on rappelle des méthodes de décodage pour les codes de Reed-Muller
usuels : d’abord une méthode basée sur la transformée de Fourier rapide pour les code
de Reed-Muller d’ordre 1; puis une méthode par vote majoritaire que ’on étendra par la
suite aux codes de Reed-Muller généralisés. Une référence pour cette section est | .
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A.2.1 Utilisation de la transformée de Hadamard pour les codes de
Reed-Muller d’ordre 1

Supposons qu’on envoie un mot g € R(1,m) et qu’on regoive f € BY,. On a vu au chapitre
2 que pour tout o € R(1,m),

d(f,a) =271 = 2(=1)"f(a).
Cette distance est donc minimale lorsque | f (a)] est maximal. La méthode de décodage est
donc la suivante :

~

e Trouver ag tel que |f(ap)| soit maximal.

~

e Si f(ap) > 0, on décode f en < ag,x >. Sinon, on décode f en < ap,z > +1.

En utilisant la transformée de Fourier rapide pour calculer les transformées de Fourier,
on obtient un algorithme de complexité O(m2™).

Cet algorithme a été étendu dans [ ] par Ashikhmin et Litsyn aux codes de Reed-
Muller généralisés d’ordre 1. Leur algorithme a une complexité en O(mg™).

A.2.2 Décodage par vote majoritaire

On commence par expliquer le principe sur un exemple tres simple :

si C = {(0,...,0),(1,...,1)} est un code & deux éléments de longueur n et d’alphabet
Fy et s’il y a strictement moins de § erreurs, le mot envoyé est (0,...,0) si il y a une
majorité de 0 dans le mot regu. Sinon, le mot envoyé est (1,...,1). Le décodage par vote

majoritaire est une extension de ce principe.

Soit (M )vens, le mot & coder, M, = Z myv le mot codé et M, le mot recu. On
UGMQ,T‘
note T; le polynéme x; + 1.

Définition A.2.1. On appelle vecteur caractéristique d'un monéme x;, ...x;, € Ma,
tout polynéme de la forme
Tjy oo TjoThy -+ Thy

ota+b=m-—det {j1,...,Ja,k1,..., ko} ={1,...,m}\ {i1,..., 14}

Pour un monoéme v de degré r, il y a 2"~ vecteurs caractéristiques. On les note v;,
1 <4 <2™77. Soit alors U; le support de v;.

Théoreme A.2.2. Sl n’y a pas d’erreur, on a

Vie{l,....2" "} ,my = > M, p.
PeU;

2m—r—1

On peut corriger au moins — 1 erreurs avec cette méthode.

Démonstration. S’il n’y a pas d’erreurs M, = Z myv et Z M, p = M, .v; alors par
vEMo PeU;
la proposition 1.2.3, Z M, p = my.
PeU;
De plus, les U; étant disjoints, chaque M, p apparait dans au plus une des équations
obtenues. S’il y a strictement moins de 2™~"~! erreurs, moins de la moitié des équations
sont affectées par ses erreurs et donc la valeur majoritaire est bien celle voulue. O

2m77‘
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Pour déterminer chaque coefficient, on doit faire O(2™) additions et déterminer la
valeur majoritaire parmi 2™~" valeurs (complexité en O(2™~")) donc la complexité de cet
algorithme est O(k,2™) ou k, est la dimension de R(r,m).

Remarque A.2.3. Pour » = 1, k&; = m + 1 et on retrouve la méme complexité que
I’algorithme précédent.

Dans | ], Grushko étend ce résultat pour les codes de Reed-Muller généralisés
d’ordre 1 valable uniquement sur les corps finis de cardinal premier et qui n’assure pas un
décodage jusqu’a % erreurs. La complexité de cet algorithme est O(mp™). Dans la
suite nous proposons un décodage des codes de Reed-Muller généralisés pour tout degré et

tout corps. Cependant nous ne pouvons assurer non plus un décodage jusqu’a % erreurs.

A.3 Décodage des codes de Reed-Muller généralisés

Définition A.3.1. Soit v = x’fl oxkm o M,. On appelle vecteur caractéristique de v
tout polynéme de la forme

1-k;
(.Z‘Z' — bm’), avec b@j S Fq et Vi, bi,j 7'5 bz’,k si 7'5 k.
=1

vp(w) = ﬁ
=1

J
Exemple A.3.2. Les vecteurs caractéristiques de z1z9 € R3(2,3) sont :

I1$2.’E3(l‘3 — 1),$1$2$3(IE3 — 2), $1x2($3 — 1)(333 — 2),331 (SCQ — 1)933(563 — 1),

.’El(xg - 1)$3($3 — 2), 1'1(.7}2 - 1)(.%‘3 — 1)(1‘3 — 2), .%'1(1’2 — 2)1’3(1’3 — 1),

x1(z2 — 2)z3(x3 — 2), 21(22 — 2) (23 — 1) (23 — 2), (21 — 1)w223(23 — 1),

(.%1 — 1)%2.713(%’3 — 2), (.1’1 — 1)1’2(.2?3 — 1)(%3 — 2), (371 — 1)(.%'2 — 1).%3(.%3 — 1),

( N@e — Dag(xs — 2), (w1 — 1)(w2 — 1) (w3 — 1) (23 — 2), (z1 — 1) (22 — 2)w3(23 — 1),
( )(.7)2 — 2)1‘3(.7}3 — 2), (1‘1 — 1)(.232 — 2)(1‘3 — 1)(1‘3 — 2), (.7}1 — 2)$2$3($3 — 1),

(Jfl — 2):62%3(1’3 — 2), (a:l — 2):1:2(3;3 — 1)(133 — 2), (a;l — 2)(:62 — 1)%3(.1:3 — 1),

( )(z2 — Das(xz —2), (x1 — 2)(z2 — 1)(zg — 1)(x3 — 2), (x1 — 2)(z2 — 2)x3(x3 — 1),
( N (@2 = 2)xz(ws — 2), (z1 — 2)(z2 — 2)(w3 — 1) (23 — 2)

—_——~

On commence par remarquer que pour tout v’ € My, \ {v} tel que deg(v') < deg(v),
tous les vecteurs caractéristiques de v sont orthogonaux & v au sens ol pour tout b, puisque

le représentant de plus petit degré de v'v, dans Fylz1, ..., zm)/ (2] — 21,.. ., 28, — x) est
de degré strictement plus petit que m(q — 1), Z V' (z)vp(z) = 0.
zeFy

A.3.1 Correction d’effacements

Soit (17 )ven,,, le mot & coder et M, = Z m,v le mot codé. Supposons qu’il y ait eu
vEMy,

des effacements aux coordonnées F' = {a1,...,a,} C Fy'. On note M, le mot regu.

Pour chaque monoéme v de M, , différent de 1 et en partant du plus haut degré, on procede

comme suit :

1. Trouver un vecteur caractéristique vy associé a v tel que pour tout a € F', vp(ar) = 0.
On calcule le produit scalaire de M, avec ce vecteur caractéristique (vu comme un
vecteur de Fgm en I'évaluant en chacun des éléments de "), on note 3 la valeur
obtenue et on prend m, = (—1)"4.
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2. On fait M, < M, — myv.

Une fois ce processus appliqué a tous les mondmes différents de 1, il reste a déterminer
m1. On prend la valeur qui apparait dans tous les coefficients non effacés du dernier M,
obtenu.

Théoréme A.3.3. Soit 0 <r<m(q—1)—1 et

N =max([[(ki+1):0<k <g-1,> ki=r)
i=1 i=1

L’algorithme précédent permet de retrouver jusqu’d [% — 1] effacements sur le code de
Reed-Muller généralisé Ry(r,m).

Démonstration. On commence par prouver que si pour chaque monoéme, on peut trouver
un vecteur caractéristique qui est nul sur I, alors on obtient bien le mot encodé. Soit vy
un des mondémes de plus grand degré a traiter et soit v, un vecteur caractéristique associé
a vg qui est nul sur F. Alors

vy. M, = vp. Z myv = (—1)"'my,.
’UGMq,r

En procédant par degré décroissant sur les mondmes, on arrive a obtenir ainsi tous les
coeflicients sauf le terme constant. Le M, final correspond justement au terme constant
donc tous les coefficients non effacés ont la méme valeur.

Il reste donc a prouver que si u < [%—ﬂ , on peut trouver pour chaque mondéme un vecteur

m
caractéristique qui est nul sur F. Soit v = m’fl .. .x,’ﬁlm un monome. Il a H ( i 4 1) vecteurs
i

i=1
caractéristiques. Le nombre de vecteurs caractéristiques qui ne sont pas identiquement nuls
sur F' est plus petit que

m 01 f[l(ki—i-l)m .
(") = 1)

=1

m m

m q—1 q . . P
Comme u < -, u < et donc il existe un vecteur caractéristique
qui est nul sur F. ]

Exemple A.3.4. Décodage de R3(1,3)

Comme N = 2, par le théoreme A.3.3, on peut retrouver jusqu’a 13 effacements. On veut
coder le message suivant (1,0, 1, 1) apres encodage et transmission on obtient le mot suivant
M, = (1,e,e,2,¢,2,0,0,e,2,2,2,¢e,e,0,e,1,1,e,e,0,1,1,¢,2,2,2) avec des effacements aux
coordonnées suivantes

7o) (1,0,0),(1,1,0),(2,0,0),(2,2,0),(2,1,2),(1,1,0), (1, 1, 1),
- (1,0,2),(0,2,1),(0,0,2),(2,0,0), (2,2,0), (0,1,1) '

On commence par traiter le cas du mondme z3. Le vecteur caractéristique de z3 v, =
z1(x1 — 1)xe(x9 — 1)z3 est nul sur F. Le produit scalaire vp.M, = 2 donc, comme m est
impair, my, = 1. De la méme facon m,, = 1 et my, = 0. De plus, le dernier M, obtenu
étant (1,e,e,1,2+¢,1,1,1,14+¢,1,1,1,1+¢e,1+e€,1,e,1,1,1 +e,14+¢,1,1,1,¢e,1,1,1),
mi = 1.



A.3. DECODAGE DES CODES DE REED-MULLER GENERALISES 121

L’étude sur plusieurs exemples nous permet de faire la conjecture suivante :

Conjecture A.3.5. Soit 0 < r <m(¢g—1)—1,r=1t(¢g—1)+s avec 0 < s < qg— 2.
L’algorithme ci-dessus permet de corriger jusqu’a (¢ — s)g™ 1 —1 =d — 1 effacements
sur le code de Reed-Muller généralisé Ry(r,m).

A.3.2 Correction d’erreurs par vote majoritaire

Soit (1. )ven,,, le mot a coder, M. = Z myv le mot codé et M, le mot recu.
’l)qu,r
Pour chaque monéme v de M, sauf 1 et en partant du plus grand degré, on procede

comme suit :

1. Soit E, ’ensemble des vecteurs caractéristiques associés au monoéme v que 1’on consi-
dére. On calcule le produit scalaire de chaque vecteur caractéristique (vu comme
vecteur de Fgm) avec M,, on note « la valeur majoritairement obtenue et on prend
my = (—1)"a.

2. On fait M, < M, — myv.

Une fois ce processus appliqué a chaque mondéme sauf 1, il reste & déterminer le coef-
ficient associé au mon6éme 1. On prend pour m; la valeur majoritaire dans les coefficients
du dernier M, obtenu.

Théoréme A.3.6. Soit 0 <r<m(¢q—1)—1,

N =max([[(ki+1):0<ki<q—1,> ki=r).
i=1 i=1

L’algorithme précédent permet de corriger jusqu’a [%% — 1] erreurs sur le code de Reed-
Muller généralisé Rq(r,m).

Démonstration. On commence par vérifier que s’il n’y a pas d’erreur, on obtient bien par
cet algorithme le mot qu’on a codé. Soit vg un des mondémes de plus grand degré a traiter
et soit v, un vecteur caractéristique associé a vg. Alors, comme pour tout v’ # v tel que
deg(v') < deg(v), vy est orthogonal & v’, on a

Vp. Z Myt = (—1)"my,.

En procédant par degré décroissant sur les mondémes, on arrive a obtenir ainsi tous les
coefficients sauf le terme constant. Le terme final est justement le terme constant.

. 7 . N m . .
Maintenant, on écrit e = Z ex1, ou au plus (%qﬁ — 1 coefficients e, sont non nuls. Soit
z€Fm
v = ac]fl ...zFm un monéme. En faisant les produits scalaires de M, avec les polynémes

m
caractéristiques de v on obtient les H 1 équations suivantes
i1 \Ki+1

Z M, (z)vp(x) = (—1)"m, + Z ez Up(). (A.1)

a:EIF;” acEIF{I"

. m . N q— 1 i 1 " !
Soit o € Fy*, #{b : vp() # 0} = ZZI—II < ke ) donc e, apparait dans au plus g ( s )

U —1
équations (A.1). Il y a donc au plus |e| H (q " ) équations (A.1) affectées par les erreurs.

i=1 v
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rr(a—1\ _ 1¢"yr(a—1\ _1 ¢ {y(a—1\ 1yv( «
|G|H<ki><2]\fﬂ<ki>§2m H<k>_2H<k+1>
=1 =1 H(kl 4 1) =1 =1
=1

D’ou il y a strictement moins de la moitié des équations affectées par les erreurs. O

Exemple A.3.7. Décodage de R3(1,3)
Comme N = 2, par le théoréme A.3.6, on peut corriger jusqu’a 6 erreurs. On veut coder
le mot (1,0,1,1). Apres encodage et transmission, on obtient le message suivant

M, = (0,0,1,0,2,2,1,1,2,2,2,2,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,2,2,2)

comportant au plus 6 erreurs.
On commence par traiter le cas du mondme 3. Les vecteurs caractéristiques ainsi que
leurs produits scalaires avec M, sont donnés dans le tableau A.1.

TABLE A.1 — Calcul de my,.

=
&

O R O FF NNRFONNNDNNRFORFOORFDNDDDNDDNDDNDDNDDNDDN N

Ub
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1)
(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0)
(0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0)
(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1,0,0,0,0
0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0
0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0
0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0
1,0,0,0,0,0,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0
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La valeur majoritaire est 2. Comme m est impair, on prend m,, = 1. En procédant
de méme pour x3 puis x1, on a my, = 1, my, = 0. De plus, le dernier M, obtenu étant
(0,0,1,2,1,1,2,2,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1), on choisit m; = 1.

En décodant, on a donc trouvé comme message (1,0,1,1) qui correspond bien a notre
message initial.

L’étude sur plusieurs exemples nous permet de faire la conjecture suivante :

Conjecture A.3.8. Soit 0 <r <m(¢g—1)—1,r=tlg—1)+s avec 0 < s < q—2.
L’algorithme ci-dessus permet de corriger jusqu’a [£(q—s)g™ 't —1] = [$d —1] erreurs
sur le code de Reed-Muller généralisé Ry(r,m).

A.4 Complexité

A.4.1 Correction d’effacements
rr( ¢
Supposons qu’il y ait e effacements. 11 faut alors au pire eH (1 i k:) comparaisons
i=1 g
pour trouver un vecteur caractéristique associé au monome :L"lf1 qui s’annule en
chaque effacement. Puls comme le support d’un tel vecteur caracterlsthue est de cardinal

km

H( k;), il faut H + k;) multiplications et H k;) — 1 additions pour calculer
=1 =1 - .
le produit scalaire. Finalement, on doit faire e Z H (1 N k:) comparai-

(ki yeeskin ) E{0y.eriq—1} i1
m

Zk’ S T
i=1

m m
sons, Z H(l + k;) multiplications et Z (H(l + k) —1)
(k1o km)€{0,...,qg—1}™ i=1 (k1 ,skm)€10,....,q—1}™ i=1
m m
Z ki S r Zkl S r
=1 i=1

additions pour corriger e effacements.
Pour se donner une meilleure idée, regardons le cas r = 1. Pour r = 1,

2 H<1+k@->_q tmey

(k1 ek ) €00, g~ 1} i1
m

Zk’ S T
=1

donc la complexité de cet algorithme est en O(emq™).

A.4.2 Corrections d’erreurs par vote majoritaire

Définition A.4.1. Soit z1,...,x, une suite finie d’éléments de IF,. Un élément w € F,
est dit majoritaire s’il apparait plus de 5 + 1 fois dans la suite.

Proposition A.4.2. Soit z1,...,x, une suite finie d’éléments de F,. Supposons qu’elle
ait une valeur majoritaire. Alors la complexité pour trouver cette valeur majoritaire est
linéaire en la longueur de la liste.
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Démonstration. Soit i < j tel que x; # ;. On considére alors la suite a n — 2 élé-

ments T1,...,Ti—1,Tit1,.--,Tj—1,Tj4+1,--.,Tn. Cette suite a la méme valeur majoritaire

que z1,...,T,. En effet, si z; et x; n’était pas valeur majoritaire alors 5 + 1 > %‘2 + 1.

Si x; est valeur majoritaire de z1, ..., z,. Alors il v a plus de 2 = 252 4+ 1 éléments égaux
) ) y 2 2

a x; dans la nouvelle suite.
On considere alors 1'algorithme suivant :

Algorithme 4
C:=x1; M:=1,;
1:=2;
tant que i < n faire
six; =C alors M := M +1;sinon M :=M —1;
si M =0alors C:=x;41;9:=1+2; M :=1;sinon ¢ :=¢+ 1; fin si;
fin si;
fin tant que;

La valeur C' est alors la valeur majoritaire. On a bien n comparaisons pour obtenir une
valeur majoritaire. O

o <z N k
Le support de chaque vecteur caractéristique associé au monome x7" ... ;U’ﬁ,{" est de car-

m m
dinal H(l +k;). Puisqu'il y a H 4 vecteurs caractéristiques associés a ce monéme,
i=1 o1 \L T ki
il faut ¢ multiplications et ¢ — additions pour cal-
culer les produits scalaires de M, avec les vecteurs caractéristiques de iL‘lfl e xfnm. Comme
déterminer la valeur majoritaire parmi les produits scalaires est linéaire en la longueur de

e (qg—1
la suite, la complexité de notre algorithme est en O | g™ Z H (q N
(k1. skm)€40,...,q—1}™ i=1 1

m
Zki <r
i=1

Comparons la complexité pour r = 1 de cet algorithme aux algorithmes précédents. Si

rr(a—1
r=1 > II (qk. ) = 1+ m(q — 1) donc la complexité de cet algo-
(k1. skm)€{0,...,g—1}™ i=1 1

m
Zki <r
i=1

rithme est O(mqg™).
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