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Résumé

Résumé

Les codes de Reed-Muller et les fonctions presque parfaitement non linéaires ont parti-
culièrement été étudiés sur le corps fini à deux éléments pour leur utilisation en cryp-
tographie. Dans cette thèse, on généralise un certain nombre des résultats obtenus à la
caractéristique impaire.

Dans un premier temps, on rappelle la définition et les propriétés des codes de Reed-
Muller généralisés. En particulier, on donne une nouvelle preuve du théorème de Delsarte,
Goethals et Mac Williams qui donnent les mots de poids minimal de ces codes. On
s’intéresse ensuite au rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre
1. On en donne un encadrement, ce qui nous permet d’en déduire la valeur exacte pour
un nombre pair de variables. De plus, à l’aide du logiciel Magma, on obtient des résultats
plus précis sur le corps fini à trois éléments. Enfin, on donne une méthode de décodage
des codes de Reed-Muller généralisés.

Dans un deuxième temps, on étudie les fonctions presque parfaitement non linéaires et
parfaitement non linéaires. Après avoir rappelé les définitions et les résultats connus, on
démontre des conjectures de Dobbertin, Mills, Müller, Pott et Willems sur des familles de
fonctions presque parfaitement non linéaires en caractéristique 3 et on donne une nouvelle
famille de fonctions presque parfaitement non linéaires en caractéristique cinq. Par la
suite, on s’intéresse aux fonctions puissances parfaitement non linéaires sur une infinité
d’extensions d’un corps fini. En utilisant des méthodes de Jedlicka, Hernando et McGuire,
on démontre que les seuls entiers congrus à 1 modulo un nombre premier p qui sont des
nombres exceptionnels sont de la forme 1 + pl.

Mots-clefs

Codes de Reed-Muller généralisés, rayon de recouvrement, fonctions presque parfaitement
non linéaires, fonctions parfaitement non linéaires, nombres exceptionnels, fonctions sur
un corps fini.
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Around generalized Reed-Muller codes

Abstract
Reed-Muller codes and almost perfect nonlinear functions have been studied mostly for the
field with two elements because of their utilization in cryptography. This thesis generalize
some results to odd charactéristic.

In a first time, we recall the definition and properties of generalized Reed-Muller codes.
Particularly, we give a new proof of Delsarte, Goethals and Mac Williams’ theorem which
gives the minimal weight codewords of these codes. Then we study the covering radius
of the first order generalized Reed-Muller codes. We find upper and lower bounds which
give the value of the covering radius for an even number of variables. Furthermore, with
Magma, we manage to get more precise results for the field with three elements. Finally,
we give a decoding method for generalized Reed-Muller codes.

In a second time, we are interested in almost perfectly nonlinear functions and perfectly
nonlinear functions. We recall definitions and already known results. Then, we prove two
conjectures of Dobbertin, Mills, Müller, Pott and Willems about families of almost per-
fectly nonlinear power mappings in characteristic three and we give a new family of almost
perfectly nonlinear power mappings in characteristic five. Finally, we study exceptional
numbers in odd characteristic that is to say power mappings which are perfectly nonlinear
on an infinity of extensions of a finite field. Using methods from Jedlicka, Hernando and
McGuire, we prove that the only exceptional numbers congruent to 1 modulo a prime
number p are of the form 1 + pl.

Keywords

Generalized Reed-Muller codes, covering radius, almost perfectly nonlinear functions, per-
fectly nonlinear functions, exceptional numbers, functions over finite fields.
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Introduction

Les codes de Reed-Muller et les fonctions presque parfaitement non linéaires ont beaucoup
été étudiés sur le corps fini à deux éléments pour leur utilisation en cryptographie. Pour
présenter une bonne résistance à la cryptanalyse linéaire, une fonction booléenne doit avoir
une haute non linéarité, c’est-à-dire être la plus éloignée possible des fonctions affines, au
sens de la distance de Hamming. Les fonctions qui atteignent le rayon de recouvrement des
codes de Reed-Muller d’ordre 1 sont les fonctions ayant la plus haute non linéarité. Pour
cette raison, ce rayon de recouvrement a fait l’objet de nombreuses études. Cependant, on
ne dispose que d’un encadrement de ce rayon de recouvrement pour un nombre impair de
variables supérieur ou égal à 9. D’autre part, pour résister à la cryptanalyse différentielle,
une fonction booléenne doit aussi avoir une faible uniformité, c’est-à-dire qu’il doit y avoir
une faible corrélation entre les messages clairs et les messages chiffrés. En caractéristique
2, les fonctions booléennes qui ont la plus faible uniformité sont les fonctions presque
parfaitement non linéaires. Dans cette thèse, on généralise un certain nombre de résultats
obtenus pour la caractéristique 2 à la caractéristique impaire. On donne notamment un
encadrement du rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1.
On donne aussi des nouvelles familles de fonctions puissances presque parfaitement non
linéaires sur des corps de caractéristique 3 ou 5. Enfin, on utilise des méthodes de Jedlicka,
Hernando et McGuire pour déterminer une famille de fonctions puissances parfaitement
non linéaires sur une infinité d’extensions d’un corps fini de caractéristique impaire.

Dans le premier chapitre, après avoir rappelé quelques résultats sur les codes de Reed-
Muller, on définit les codes de Reed-Muller généralisés de deux manières : une approche
à plusieurs variables qui sera celle utilisée dans la grande majorité du manuscrit et une
approche en une variable, les codes de Reed-Muller généralisés étant vu comme des codes
cycliques étendus. On s’intéresse aussi à la distance minimale de ces codes et plus par-
ticulièrement aux mots de code de poids minimal. Plus précisément, on redémontre le
théorème suivant de Delsarte, Goethals et MacWilliams [DGM70] en utilisant des argu-
ments de géométrie affine 1 (voir [Led10a]).
Théorème 0.0.1. Soit 0 ≤ r ≤ m(q− 1)− 1, r = t(q− 1) + s, 0 ≤ s ≤ q− 2. Les mots de
poids minimal de Rq(r,m) sont les mots de Rq(r,m) dont le support est l’union de q − s
sous-espaces affines de Fmq parallèles de codimension t+ 1 tous inclus dans un sous-espace
affine de codimension t.

Enfin, on rappelle le groupe des automorphismes des codes de Reed-Muller généralisés.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse au rayon de recouvrement des codes de
Reed-Muller généralisés d’ordre 1. Après avoir rappelé les résultats connus pour q = 2, on
démontre les résultats suivants pour tout q (voir [Led11]).

1. "The authors hasten to point out that it would be very desirable to find a more sophisticated and
shorter proof" [DGM70, Appendix]
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Théorème 0.0.2. Pour tout q, m ≥ 1, le rayon de recouvrement du code de Reed-Muller
généralisé d’ordre 1 Rq(1,m) vérifie :

(q − 1)qm−1 − qd
m
2 e−1 ≤ ρ(1,m) ≤ (q − 1)qm−1 − q

m
2 −1.

Cet encadrement découle d’un théorème plus général sur le rayon de recouvrement
des codes et d’un résultat sur le rayon de recouvrement partiel des codes de Reed-Muller
généralisés d’ordre 1 :

Théorème 0.0.3. Soit C un code sur Fq de longueur n auto-complémentaire et de force
2 alors

ρ(C) ≤ (q − 1)
q

n−
√
n

q
.

Théorème 0.0.4. Pour tout m et tout q, ρ2(1,m) = (q − 1)qm−1 − qd
m
2 e−1.

La preuve de ce dernier résultat repose sur une étude des zéros des formes quadratiques.
Enfin avec l’aide du logiciel Magma, on obtient le résultat suivant pour q = 3.

Théorème 0.0.5. Pour q = 3, ρ(1, 3) = 16.

On en déduit

Théorème 0.0.6. Pour q = 3 et m un entier impair,

ρ(1,m) ≥ (q − 1)qm−1 − 2
3q
dm2 e−1.

Dans le chapitre 3, on étudie les fonctions presque parfaitement et parfaitement non
linéaires. Après avoir rappelé des résultats connus, on démontre deux conjectures faites
dans [DMM+03] qui donnent de nouvelles familles de fonctions presque parfaitement non
linéaires en caractéristique 3.

Conjecture 0.0.7. Pour e ≥ 5 impair, la fonction x 7→ xd est presque parfaitement non
linéaire sur F3e pour

d =

 3
e+1

2 −1
2 si e ≡ 3 mod 4

3
e+1

2 −1
2 + 3e−1

2 si e ≡ 1 mod 4
.

Conjecture 0.0.8. Pour e ≥ 5 impair, la fonction x 7→ xd est presque parfaitement non
linéaire sur F3e pour

d =
{

3e+1−1
8 si e ≡ 3 mod 4

3e+1−1
8 + 3e−1

2 si e ≡ 1 mod 4
.

On donne également une preuve d’une troisième conjecture de [DMM+03] différente
de celle donnée par Zha et Wang dans [ZW10].

Conjecture 0.0.9. Soit e un entier impair. La fonction x 7→ xd est presque parfaitement
non linéaire sur F5e pour

d = 5e − 1
4 + 5

e+1
2 − 1
2 .

Finalement, on donne une nouvelle famille de fonctions presque parfaitement non li-
néaires en caractéristique 5.
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Théorème 0.0.10. Soit l ≥ 2 et e un entier tel que e ≡ −1 mod 2l, alors la fonction
x 7→ xd est presque parfaitement non linéaire sur F5e pour

d = 1
2

5e+1 − 1

5
e+1
2l + 1

+ 5e − 1
4 .

On peut trouver tous les nouveaux résultats de ce chapitre dans [Led10b].

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse aux fonctions parfaitement non linéaires sur
une infinité d’extensions de Fp. Dans [Jed07, HM09], Jedlicka, Hernando et McGuire uti-
lisent le théorème de Bézout pour démontrer que les seules fonctions puissances qui sont
presque parfaitement non linéaires sur une infinité d’extensions de F2 sont celles données
par Gold et Kasami. En utilisant les mêmes méthodes, on démontre le résultat suivant
(voir [Led10c]) :

Théorème 0.0.11. Les seuls d ≡ 1 mod p, tels que x 7→ xd soit parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de Fp sont de la forme d = 1 + pl.

Enfin, en annexe, on donne une méthode de décodage des codes de Reed-Muller géné-
ralisés.





Notations

Les notations suivantes sont valables pour la totalité du manuscrit.

• p désigne un nombre premier.

• q = pe désigne une puissance d’un nombre premier.

• Fq est le corps fini à q éléments.

• Fq[x1, . . . , xm] est l’anneau des polynômes en m variables à coefficients dans Fq. On
note deg(f) le degré d’un polynôme f de Fq[x1, . . . , xm].

• Pour m un entier, GLm(Fq) désigne le groupe linéaire de Fmq et GAm(Fq) le groupe
affine de Fmq .

• Si A est une partie d’un ensemble E, on note #A son cardinal et Ac son complé-
mentaire dans E.

• Soit m un entier et f une fonction de Fmq dans Fq. On note Supp(f) le support de
f , c’est-à-dire {x ∈ Fmq : f(x) 6= 0}.

• Soit C un code linéaire de longueur n. Pour tout c ∈ C, on note son poids de
Hamming

|c| := #{1 ≤ i ≤ n : ci 6= 0}.

• On note d(., .) la distance de Hamming.

• Si n ∈ N, on note Sn le groupe des permutations de {1, . . . , n}.

• Si x ∈ R, on note bxc sa partie entière inférieure et dxe sa partie entière supérieure.

• Si a et b sont deux éléments d’un anneau principal, pgcd(a, b) désigne leur plus grand
diviseur commun.

• Si p est un nombre premier, a un entier, le symbole de Legendre
(
a
p

)
vaut 0 si a ≡ 0

mod p, 1 si a est un carré dans Fp et −1 si a n’est pas un carré dans Fp.
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• On note χ le caractère quadratique sur Fq défini par :

∀x ∈ Fq, χ(x) =


1 si x est un carré dans F∗q
−1 si x n’est pas un carré dans F∗q
0 si x = 0

.



Chapitre 1

Codes de Reed-Muller généralisés

Dans ce chapitre, on donne une généralisation des codes de Reed-Muller définis sur F2
introduits par Reed en 1954 [Ree54] en étendant la définition à tout corps fini Fq. Cette
généralisation a d’abord été introduite par Kasami, Lin et Peterson dans [KLP68] et Wel-
don dans [Wel68]. Les principales références pour les codes de Reed-Muller généralisés sont
[PHB98] et [DGM70].

Dans ce chapitre, m est un entier naturel strictement positif.

1.1 Rappels sur les codes
Avant d’étudier les codes de Reed-Muller généralisés plus en détails, on commence par
faire quelques rappels sur les codes en général. Une référence pour cette section est [vL99].

Soit A un ensemble fini non vide, appelé alphabet et n un entier naturel.

Proposition 1.1.1. L’application de An ×An dans N définie par

∀x, y ∈ An, d(x, y) = #{i : 1 ≤ i ≤ n, xi 6= yi}

est une distance appelée la distance de Hamming.

Définition 1.1.2. Un code de longueur n est un sous-ensemble de An.

On s’intéresse à la distance minimale d’un code car elle permet de déterminer sa
capacité de correction.

Définition 1.1.3. Soit C un code de longueur n tel que #C ≥ 2. La distance minimale
de C est

d := min(d(x, y) : x ∈ C, y ∈ C, x 6= y)

Proposition 1.1.4. Soit C un code de longueur n et de distance minimale d. Alors

#C ≤ (#A)n−d+1 (inégalité de Singleton)

et on peut retrouver au moins d− 1 effacements et corriger au moins dd2e − 1 erreurs.

Démonstration. Soit i1, . . . , id−1 ∈ {1, . . . , n}. On considère la projection deAn surAn−d+1

suivante :
ϕ : An → An−d+1

(xi)i∈{1,...,n} 7→ (xi)i∈{1,...,n}\{i1,...,id−1}
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Soit x, y ∈ C tels que ϕ(x) = ϕ(y). Alors d(x, y) ≤ d− 1. Comme la distance minimale de
C est d, nécessairement x = y et ϕ est injective sur C. D’où #C ≤ (#A)n−d+1 et on peut
corriger au moins d− 1 effacements.
Soit c0 un mot du code. Supposons qu’en envoyant c0, on reçoive x ∈ An tel que

d(x, c0) < d

2 .

Si c est un mot de code différent de c0, d(x, c) ≥ d(c, c0)− d(x, c0) > d− d
2 . Donc il existe

un seul mot de code à distance inférieure à d
2 de x, c’est le mot de code envoyé.

Groupe des automorphismes

On trouve la proposition suivante dans [BON84].

Proposition 1.1.5. Les isométries de l’espace métrique (An, d) sont de la forme :

φΠ,σ : An → An

(ai) 7→ (πi(aσ−1(i)))

où σ ∈ Sn et Π = (π1, . . . , πn) est une famille de permutations de A.

Démonstration. On commence par remarquer que les applications décrites ci-dessus sont
bien des isométries.
Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, a ∈ A et x ∈ An, on note Λa,i(x) l’élément de An obtenu en
remplaçant la ième coordonnée de x par a.
Soit f une isométrie de (An, d) et x0 ∈ An. Pour tout i ∈ {1, . . . , n} et a ∈ A \ {x0,i},
f(Λa,i(x0)) est à distance 1 de f(x0) puisque f est une isométrie. Il existe donc un unique
(b, j) ∈ A×{1, . . . , n} tel que f(Λa,i(x0)) = Λb,j(f(x0)) avec b 6= f(x0)j . Soit a′ ∈ A\{x0,i},
a′ 6= a et (b′, j′) l’unique couple tel que f(Λa′,i(x0)) = Λb′,j′(f(x0)). Si j 6= j′ alors
d(f(Λa′,i(x0)), f(Λa,i(x0))) = 2 ce qui est absurde puisque f est une isométrie. Donc pour
chaque i et quelque soit a, il correspond un unique j. On pose j = σ(i), πj(a) = b et
πj(x0,i) = f(x0)j . Comme f est une isométrie, chaque πj est une permutation. On pose
alors g = φ−1

Π,σ ◦ f . Par construction, x0 et tous les éléments de An à distance 1 de x0 sont
fixés par g. Soit i ≥ 2. Supposons que pour tout x ∈ An tel que d(x0, x) < i, g(x) = x.
Soit x ∈ An tel que d(x, x0) = i. Supposons, quitte à modifier l’ordre des coordonnées,
que x1 6= x0,1 et x2 6= x0,2. On considère y = (x0,1, x2, . . . , xn), z = (x1, x0,2, x3, . . . , xn)
et w = (x0,1, x0,2, x3, . . . , xn). Alors d(x0, y) < i, d(x0, z) < i et d(x0, w) < i. D’où par
hypothèse de récurrence, g(y) = y, g(z) = z et g(w) = w. De plus, comme g est une
isométrie, g(x) doit être à distance 1 de y et z et à distance 2 de w. La seule possibilité
est g(x) = x. Finalement f = φΠ,σ.

Le groupe Sn est donc un sous-groupe du groupe des isométries de (An, d).

Définition 1.1.6. On appelle groupe des automorphismes du code C le sous-groupe de
Sn défini par :

Aut(C) := {σ ∈ Sn, σ(C) = C}

où σ(C) = {σ.c, c ∈ C}.

Définition 1.1.7. Un code de longueur n dont le groupe des automorphismes contient le
cycle (1, . . . , n) est appelé un code cyclique.
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Définition 1.1.8. Le rayon de recouvrement d’un code C sur un alphabet A de longueur
n est le plus petit ρ tel que les boules fermées centrées en des mots de C et de rayon ρ
recouvrent An. Autrement dit, si on note ρ(C) le rayon de recouvrement de C, on a

ρ(C) := max
x∈An

min
c∈C

d(x, c).

Codes linéaires

A partir de maintenant, on suppose A = Fq.

Définition 1.1.9. Soit C un code de longueur n. Le poids d’un mot c ∈ C, noté |c|, est
le nombre de coordonnées non nulles de ce mot, c’est-à-dire la distance de c à 0.

Remarque 1.1.10. Si C est un code de longueur n et x, y ∈ C, alors d(x, y) = |x− y|.

On s’intéresse maintenant à un cas particulier : les codes linéaires.

Définition 1.1.11. Un code linéaire sur Fq de longueur n est un sous-espace vectoriel de
Fnq . Si C est un code linéaire de dimension k on dit que C est un [n, k]-code.

Définition 1.1.12. Soit C un [n, k]-code. Une matrice à k lignes et n colonnes est une
matrice génératrice de C si ses lignes forment une base de C.

Remarque 1.1.13. La distance minimale d’un code linéaire est le plus petit poids des
mots non nuls du code, c’est-à-dire d := min

c∈C\{0}
|c|

On dira alors qu’un code linéaire de longueur n, de dimension k et de distance minimale
d est un [n, k, d]-code.

Définition 1.1.14. Soit C un code de longueur n sur Fq. Le code étendu de C, C, est le
code de longueur n+ 1 défini par

(c0, c1, . . . , cn) ∈ C ⇔ (c1, . . . , cn) ∈ C et
n∑
k=0

ci = 0.

Codes duaux

Définition 1.1.15. Soit C un [n, k]-code. Le code dual de C, noté C⊥ est le code linéaire
de longueur n défini par :

C⊥ := {x ∈ Fnq : ∀y ∈ C < x, y >= 0}

où < x, y >:=
m∑
i=1

xiyi.

Proposition 1.1.16. Si C est un [n, k] code, C⊥ est un (n, n− k)-code.

Démonstration. Soit (e1, . . . , ek) une base de C, alors

Fnq → Fkq
x 7→ (< x, e1 >, . . . , < x, ek >)

est une application linéaire surjective de noyau C⊥. Par le théorème du rang, on obtient
donc le résultat.
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Proposition 1.1.17. Si C un code linéaire de longueur n, alors

Aut(C) = Aut(C⊥).

Démonstration. Soit σ ∈ Aut(C), c ∈ C, c′ ∈ C⊥. On a

< c, σ.c′ >=
n∑
i=1

cic
′
σ(i) =

n∑
i=1

cσ−1(i)c
′
i =< σ−1.c, c′ >= 0

Donc σ.c′ ∈ C⊥ et Aut(C) ⊂ Aut(C⊥). On procède de même pour l’inclusion inverse.

Codes cycliques

On a un isomorphisme linéaire entre Fnq et Fq[x]/(xn − 1) :

Fnq → Fq[x]/(xn − 1)
(a1, . . . , an) 7→ a1 + a2x+ . . .+ anx

n−1

On peut donc identifier Fnq et Fq[x]/(xn − 1).

Théorème 1.1.18. Un code linéaire C sur Fq de longueur n est cyclique si et seulement
si C est un idéal de Fq[x]/(xn − 1).

Démonstration. Supposons que C soit un code cyclique. Soit c(x) ∈ C alors xc(x) ∈ C
par définition. D’où, pour tout entier i, xic(x) ∈ C. Comme C est un code linéaire sur Fq,
pour tout a(x) ∈ Fq[x], a(x)c(x) ∈ C et donc C est un idéal.
Réciproquement, supposons que C soit un idéal de Fq[x]/(xn−1). Alors, pour tout c(x) ∈
C, xc(x) ∈ C donc C est un code cyclique.

Proposition 1.1.19. Soit K un corps, f ∈ K[x] et on considère le morphisme de K-
algèbres canonique

ϕ : K[x]→ K[x]/(f).

Alors l’application

ψ : {diviseurs unitaires de f} → {idéaux de K[X]/(f)}
g 7→ ϕ((g))

est une bijection. Si J est un idéal de K[x]/(f), l’unique g tel que J = ϕ((g)) s’appelle le
polynôme générateur minimal de J .
De plus ϕ((g)) est un espace vectoriel de dimension deg(f)− deg(g).

Démonstration. On commence par montrer que ψ est injective. Soit g, h ∈ K[x], unitaires
divisant f tels que ϕ((g)) = ϕ((h)). Alors il existe k et j ∈ K[x] tels que

g(x) = h(x)j(x) + f(x)k(x).

Comme h divise f , h divise g. Par symétrie, on a aussi g divise h et puisque g et h sont
unitaires, g = h.
Montrons maintenant que ψ est surjective. Soit J un idéal de K[x]/(f). Alors ϕ−1(J) est
un idéal de K[x], il existe donc g ∈ K[x] unitaire tel que (g) = ϕ−1(J). De plus,

(f) = ϕ−1({0}) ⊂ ϕ−1(J) = (g)
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donc g divise f .
Soit g ∈ K[x], unitaire et divisant f . Montrons que l’espace vectoriel ϕ((g)) est de dimen-
sion deg(g)− deg(f). Soit c(x) ∈ ϕ((g)). On considère c(x) ∈ K[x], l’unique représentant
de c(x) de degré strictement plus petit que deg(f). Alors il existe q et r ∈ K[x] tel que

c(x) = g(x)q(x) + r(x)f(x) = g(x)
(
q(x) + r(x)f(x)

g(x)

)

Comme deg(c) < deg(f), deg(q(x) + r(x)f(x)
g(x) ) < deg(f)− deg(g). Une base de ϕ((g)) est

ϕ(g(x)), ϕ(xg(x)), . . . , ϕ(xdeg(f)−deg(g)−1g(x)).

Par la proposition précédente, à chaque idéal de Fq[x]/(xn−1) il correspond un unique
polynôme générateur minimal. Un code cyclique étant un idéal de Fq[x]/(xn − 1), les élé-
ments du code sont les multiples du polynôme générateur minimal correspondant. Ce
polynôme est appelé polynôme générateur du code. Le polynôme générateur d’un code
cyclique est un diviseur de xn − 1 donc ses racines sont des racines nième de l’unité.

Jusqu’à la fin de cette section, on suppose que pgcd(n, q) = 1

Définition 1.1.20. Si B est un ensemble de racines nième de 1 et C un code cyclique de
longueur n, on dit que B est un ensemble définissant pour C si

c(x) ∈ C ⇔ ∀ξ ∈ B, c(ξ) = 0.

Un exemple : les codes BCH

Définition 1.1.21. Un code cyclique de longueur n sur Fq est appelé un code BCH de
distance assignée δ si son polynôme générateur est le plus petit multiple commun des
polynômes minimaux de βl, βl+1, . . . , βl+δ−2 pour un certain l et β une racine nième de
l’unité.

Théorème 1.1.22. La distance minimale d’un code BCH de distance assignée δ est su-
périeure ou égale à δ.

Démonstration. Si C est un code BCH, alors il existe un entier l et une racine nième de
l’unité β tels que

(c1, . . . , cn) ∈ C ⇔ ∀l ≤ j ≤ l + δ − 2, c1 + c2β
j + . . .+ cnβ

j(n−1) = 0.

On considère la matrice H =


1 βl β2l · · · βl(n−1)

1 βl+1 β2(l+1) · · · β(l+1)(n−1)

...
...

...
...

1 βl+δ−2 β2(l+δ−2) · · · β(l+δ−2)(n−1)

.
Alors

c = (c1, . . . , cn) ∈ C ⇔ cHt = 0

Considérons δ − 1 colonnes de H :
βi1l

...
βi1(l+δ−2)

 , . . . ,


βiδ−1l

...
βiδ−1(l+δ−2)


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Leur déterminant vaut :

D = β(i1+...+iδ−1)l

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
βi1 · · · βiδ−1

...
...

βi1(δ−2) · · · βiδ−1(δ−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Donc n’importe quelles δ−1 colonnes de H sont linéairement indépendantes et la distance
minimale de C est au moins δ.

1.2 Définition et premières propriétés

1.2.1 Fonctions de Fmq dans Fq
On note Bq

m la Fq-algèbre des fonctions de Fmq dans Fq.
Pour tout u ∈ Fmq , notons 1u l’ élément de Bq

m défini par :

1u(v) =
{

1 si u = v
0 sinon .

La famille (1u)u∈Fmq forme une base du Fq-espace vectoriel Bq
m. On peut donc identifier les

Fq-algèbres Bq
m et Fqmq :

Bq
m → Fqmq
f 7→ (f(x))x∈Fmq

.

Proposition 1.2.1. Les Fq-algèbres Bq
m et Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x

q
m − xm) sont

isomorphes.

Démonstration. On définit la famille de fonctions polynomiales suivantes :

∀u = (u1, . . . , um) ∈ Fmq , fu =
m∏
i=1

(1− (xi − ui)q−1).

Comme la famille (1u)u∈Fmq forme une base du Fq-espace vectoriel Bq
m et que la famille

(fu)u∈Fmq forme une base du Fq-espace vectoriel des fonctions polynomiales en m variables
Pol(m,Fq), on obtient l’isomorphisme d’algèbres :

Pol(m,Fq) → Bq
m

fu 7→ 1u

Il reste à montrer que Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x
q
m − xm) est isomorphe à Pol(m,Fq).

On considère le morphisme d’algèbres

φm : Fq[x1, . . . , xm] → Pol(m,Fq)
P 7→ (x 7→ P (x)) .

Alors (xq1−x1, . . . , x
q
m−xm) ⊂ Ker(φm) donc φm induit le morphisme d’algèbres suivant :

φm : Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x
q
m − xm) → Pol(m,Fq)

P 7→ (x 7→ P (x)) ;

φm est surjective, on montre par récurrence sur m qu’elle est injective.
Si m = 1. Soit P ∈ Fq[x]/(xq − x) tel que φ1(P ) = 0 et P l’unique représentant de P
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de degré au plus q − 1. Comme P ∈ Ker(φ1), pour tout x ∈ Fq, P (x) = 0. De plus,
deg(P ) ≤ q − 1 donc P = 0.
Soit m ≥ 2. Supposons que φm−1 soit injective.
Soit P ∈ Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x

q
m − xm) tel que φm(P ) = 0 et P l’unique repré-

sentant de P de degré au plus q − 1 en chacune des variables. Soit x1, . . . , xm−1 ∈ Fq
fixés,

P =
q−1∑
k=0

xkmgk(x1, . . . , xm−1) = Px1,...,xm−1(xm).

Pour tout xm ∈ Fq, Px1,...,xm−1(xm) = 0. Comme deg(Px1,...,xm−1) ≤ q − 1, pour tout
x1, . . . , xm−1 ∈ Fq, on a gk(x1, . . . , xm−1) = 0 pour tout k et pour tout x1, . . . , xm−1 ∈ Fq.
Par hypothèse de récurrence, gk = 0 et donc P = 0.

On peut maintenant définir le degré d’une fonction de Fmq dans Fq.

Définition 1.2.2. Si f ∈ Bq
m, son image dans Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x

q
m − xm) a

un unique représentant de degré au plus q− 1 en chacune des variables. Le degré de f est
alors le degré de ce représentant. On le note deg(f).

Proposition 1.2.3. Le degré de f ∈ Bq
m est strictement plus petit que m(q − 1) si et

seulement si ∑
x∈Fmq

f(x) = 0.

Démonstration. On va montrer ce résultat pour chaque monôme. On considère le monôme
suivant : xi11 . . . ximm .
Si l’un des ij est nul, on peut supposer qu’il s’agit de i1 sans perte de généralité. Alors∑

x∈Fmq

xi11 . . . x
im
m = q

∑
(x2,...,xm)∈Fm−1

q

xi22 . . . x
im
m = 0.

On suppose maintenant que pour tout 1 ≤ j ≤ m, ij 6= 0. Par hypothèse, il existe un ij
tel que ij = i 6= q − 1. Il existe donc y ∈ F∗q tel que yi 6= 1. On a alors∑

x∈Fq
xi =

∑
x∈Fq

(yx)i.

D’où, comme yi 6= 1,
∑
x∈Fq

xi = 0 et donc

∑
x∈Fmq

xi11 . . . x
im
m = 0.

D’autre part,
∑
x∈Fmq

xq−1
1 . . . xq−1

m = (−1)m 6= 0.

Action du groupe affine

Soit σ un élément du groupe affine GAm(Fq) défini par

∀x ∈ Fmq , σ(x) = A.x+ b
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où A est une matrice m×m inversible et b est un élément de Fmq .
On peut alors définir une action de σ sur f ∈ Bq

m comme suit :

∀x ∈ Fmq (σ.f)(x) = f(Ax+ b).

On obtient alors facilement la proposition suivante :

Proposition 1.2.4. Soit r un entier tel que 0 ≤ r ≤ m(q − 1). L’ensemble des fonctions
de Fmq dans Fq de degré inférieur ou égal à r est stable sous l’action du groupe affine.

1.2.2 Codes de Reed-Muller

Dans cette sous-section, on fait quelques rappels sur les codes de Reed-Muller, c’est-à-dire
qu’on se place dans le cas où q = 2. La plupart des résultats donnés dans cette sous-section
peuvent être trouvés dans [MS77b] ou [CH10][Chap. 10].

Définition 1.2.5. Soit r un entier tel que 0 ≤ r ≤ m. Le code de Reed-Muller d’ordre r,
R(r,m), est le sous-espace des fonctions de B2

m de degré au plus r.

Remarque 1.2.6. • On a R(0,m) ⊂ R(1,m) ⊂ . . . ⊂ R(m,m).

• Les codes de Reed-Muller sont stables sous l’action du groupe affine (proposition
1.2.4).

Théorème 1.2.7. Soit 0 ≤ r ≤ m. Le code de Reed-Muller d’ordre r est un code linéaire

de longueur 2m et de dimension
r∑
i=0

(
m

i

)
.

Démonstration. L’espace B2
m est de dimension 2m donc R(r,m) est de longueur 2m. De

plus, R(r,m) est engendré par {xi11 . . . ximm : ∀1 ≤ j ≤ m, ij ∈ {0, 1},
∑m
j=0 ij ≤ r} donc sa

dimension est
r∑
i=0

(
m

i

)
.

L’ensemble P(Fm2 ) des parties de Fm2 , muni de la différence symétrique ∆ et de l’inter-
section, est un anneau. On a alors la proposition suivante :

Proposition 1.2.8. On a un isomorphisme d’anneaux entre P(Fm2 ) et B2
m.

Démonstration. L’application suivante est un morphisme d’anneaux :

ψ : P(Fm2 ) → B2
m

A 7→ 1A

où 1A est la fonction caractéristique de A. L’inverse de ce morphisme est :

ϕ : B2
m → P(Fm2 )
f 7→ Af = {x ∈ Fm2 , f(x) 6= 0} .

Proposition 1.2.9. Soit f ∈ B2
m. Il y a équivalence entre les propositions suivantes :

1. Le degré de f est inférieur ou égal à r.

2. Le support de f appartient à l’ensemble des parties de Fm2 engendrées par les sous-
espaces affines de codimension r.
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Démonstration. Commençons par montrer qu’une partie engendrée par les sous-espaces
affines de codimension r est une fonction de degré au plus r. Pour cela, il suffit de prouver
qu’un sous-espace affine de codimension r est une fonction de degré au plus r. Si A est
un sous-espace affine de codimension r, alors il existe f1, . . . , fr ∈ B2

m tels que pour tout

i ∈ J1, rK, fi(x) =
m∑
k=1

ai,kxk + bi et A = {x ∈ Fm2 : 1 ≤ i ≤ r, fi(x) = 1}. On a alors

1A =
r∏
i=1

fi qui est de degré au plus r.

Réciproquement, il suffit de montrer que chaque monôme de degré au plus r est une partie
engendrée par les sous-espaces affines de codimension r.
On commence par les monômes de degré r. Soit f = xi1 . . . xir un tel monôme. Alors
{x ∈ Fm2 : f(x) 6= 0} = {x ∈ Fm2 : xi1 = . . . = xir = 1} qui est un sous-espace affine
de codimension r. On considère maintenant un monôme de degré k < r : f = xi1 . . . xik .
Alors

f = xi1 . . . xikxik+1 + xi1 . . . xik(xik+1 + 1)
=

∑
u∈Fr−k2

xi1 . . . xik(xik+1 + u1) . . . (xir + ur−k)

=
∑

u∈Fr−k2

1Au

où Au = {x ∈ Fm2 : xi1 = . . . = xik = 1 = (xik+1 + u1) = . . . = (xir + ur−k)}.

Or, pour tout u ∈ Fr−k2 , Au est un sous-espace affine de codimension r.

On obtient donc une définition équivalente pour les codes de Reed-Muller :

Proposition 1.2.10. Soit 0 ≤ r ≤ m. Le code de Reed-Muller d’ordre r est l’ensemble
des parties de P(Fm2 ) engendrées par les sous-espaces affines de codimension r.

En utilisant l’identification de B2
m et F2m

2 , on peut donner une troisième définition des
codes de Reed-Muller : pour 1 ≤ r ≤ m− 1 et f ∈ R(r,m), on peut écrire

f(x1, . . . , xm) = h(x1, . . . , xm−1) + xmg(x1, . . . , xm−1),

avec h ∈ R(r,m− 1) et g ∈ R(r− 1,m− 1). Autrement dit, tout élément de R(r,m) peut
s’écrire sous la forme (x, x+y) où x et y sont des vecteurs de F2m−1

2 tels que x ∈ R(r,m−1)
et y ∈ R(r − 1,m− 1).

Définition 1.2.11. On a R(0,m) = {(0, . . . , 0), (1, . . . 1)} ⊂ F2m
2 , R(m,m) = F2m

2 et pour
1 ≤ r ≤ m− 1, R(r,m) = {(x, x+ y) : x ∈ R(r,m− 1), y ∈ R(r − 1,m− 1)}.

Dans la suite, on redémontrera dans le cadre des codes de Reed-Muller généralisés
certains théorèmes classiques des codes de Reed-Muller. On rappellera ainsi leur dimension,
leur code dual, leur distance minimale ainsi que les mots de code qui atteignent cette
distance et enfin leur groupe des automorphismes.

1.2.3 Codes de Reed-Muller généralisés

De manière analogue, nous allons maintenant définir les codes de Reed-Muller généralisés.
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Définition 1.2.12. Soit r un entier tel que 0 ≤ r ≤ m(q − 1). Le code de Reed-Muller
généralisé d’ordre r de longueur qm, noté Rq(r,m), est le sous-espace des fonctions de Bq

m

de degré au plus r. Autrement dit, c’est le sous-espace de Bq
m engendré par

{xi11 . . . x
im
m : ∀1 ≤ k ≤ m, 0 ≤ ik ≤ q − 1,

m∑
k=1

ik ≤ r}.

Remarque 1.2.13. • Pour q = 2, on retrouve les codes de Reed-Muller.

• On a Rq(0,m) ⊂ Rq(1,m) ⊂ . . . ⊂ Rq(m,m).

• Les codes de Reed-Muller généralisés sont stables sous l’action du groupe affine
(proposition 1.2.4).

Théorème 1.2.14. Soit 0 ≤ r ≤ m(q − 1). Le code de Reed-Muller généralisé Rq(r,m)

est un code linéaire de longueur qm et de dimension
r∑
i=0

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)(
i− kq +m− 1

i− kq

)
.

Démonstration. Les codes de Reed-Muller généralisés sont des sous-espaces vectoriels de
Bq
m qui est de dimension qm.

Pour ce qui est de la dimension, on va commencer par calculer le nombre de monômes
en m variables de degré global i ∈ J0,m(q − 1)K et de degré au plus q − 1 en chacune
des variables. Autrement dit, on veut connaitre le nombre de façons de choisir i éléments
parmi m avec répétition autorisée sachant que chaque élément ne peut pas être choisi plus
de q − 1 fois.
On note Sj,m le nombre de façons de choisir j éléments parmi m avec répétition autorisée.
On a, pour x < 1,

1
(1− x)m =

( ∞∑
k=0

xk
)m

=
∞∑
j=0

Sj,mx
j .

Par unicité du développement en série entière, on en déduit

Sj,m =
(
j +m− 1

j

)
.

En utilisant le principe d’inclusion-exclusion pour les ensembles Ak = {xi11 . . . ximm , ik ≥ q},
on obtient que le nombre de monômes de degré i en m variables et de degré au plus q− 1
en chacune des variables est

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)(
i− kq +m− 1

i− kq

)
.

Comme on s’intéresse aux fonctions de degré inférieur ou égal à r, on a le résultat.

Théorème 1.2.15. Si 0 ≤ r ≤ (m(q − 1)− 1)

Rq(r,m)⊥ = Rq(m(q − 1)− 1− r,m).

Démonstration. Soit f ∈ Rq(r,m) et g ∈ Rq(m(q − 1) − 1 − r) fg est alors de degré
strictement plus petit que m(q − 1) et donc, par la proposition 1.2.3,

Rq(m(q − 1)− 1− r,m) ⊂ Rq(r,m)⊥.

On considère maintenant l’involution qui à xi11 . . . ximm associe xq−1−i1
1 . . . xq−1−im

m . Alors il
existe autant de monômes de degré strictement plus grand que m(q − 1) − 1 − r que de
monômes de degré inférieur ou égal à r.
D’où dim(Rq(m(q − 1)− 1− r,m)) = qm − dim(Rq(r,m)) = dim(Rq(r,m)⊥).
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Pour q − 1 ≤ r ≤ (m− 1)(q − 1), si f ∈ Rq(r,m), on a

f(x1, . . . , xm) =
q−1∑
k=0

xk1gk(x2, . . . , xm).

On peut donc également donner une définition récursive des codes de Reed-Muller géné-
ralisés. Cependant, elle semble moins intéressante car il faut au préalable définir Rq(r,m)
pour 0 ≤ r < (q − 1) et (m− 1)(q − 1) < r ≤ m(q − 1).
D’autre part, on n’a plus d’isomorphisme d’anneaux entre Bq

m et P(Fmq ) comme sur F2.
En effet, une fonction de Bq

m peut prendre des valeurs différentes de 0 et 1. On a quand
même le résultat suivant :
Pour A un ensemble, on définit la fonction 1A sur Fmq par 1A(x) =

{
1 si x ∈ A
0 sinon .

Proposition 1.2.16. Soit 0 ≤ t ≤ m. Si r ≥ t(q − 1), alors pour tout sous-espace affine
A de codimension t, la fonction 1A est dans Rq(r,m).

Démonstration. Si A est un sous-espace affine de codimension t, il est défini comme l’en-
semble des points de Fmq vérifiant les équations suivantes :

1 ≤ i ≤ t, fi(x1, . . . , xm) =
m∑
k=1

ai,kxk = wi.

On considère maintenant le polynôme suivant :

p(x1, . . . , xm) =
t∏
i=0

(1− (fi(x1, . . . , xm)− wi)q−1).

Le polynôme p est de degré t(q − 1) donc p ∈ Rq(r,m) pour r ≥ t(q − 1).
De plus, p(x1, . . . , xm) vaut 1 si fi(x1, . . . , xm) = wi pour tout 1 ≤ i ≤ t et 0 sinon.

1.2.4 Codes de Reed-Muller généralisés et codes cycliques

Une autre façon de voir les codes de Reed-Muller généralisés est de les voir comme des
codes cycliques étendus. Ce point de vue sur les codes de Reed-Muller généralisés est aussi
appelé l’approche à une variable dans la littérature (voir [DGM70, PHB98] par exemple).

Définition 1.2.17. Soir 0 ≤ r < m(q − 1). Le code de Reed-Muller généralisé ponctué
d’ordre r, noté Rq(r,m)∗ est le code linéaire de longueur qm − 1 obtenu à partir des mots
de Rq(r,m) en supprimant la coordonnée correspondant à 10.

Proposition 1.2.18. Pour 0 ≤ r ≤ m(q − 1) − 1, Rq(r,m)∗ est un code cyclique de
longueur qm − 1 sur Fq.

Démonstration. Il existe un élément primitif de Fqm tel que {ω, ωq, . . . , ωqm−1} soit une
base de Fqm sur Fq (voir [LN97]). On a un isomorphisme φ de Fmq dans Fqm qui a
(a1, . . . , am) associe a1ω + a2ω

q + . . .+ amω
qm−1 . On peut alors identifier Rq(r,m) à

{(p(0), p(φ−1(1)), . . . , p(φ−1(ωqm−2))) : p ∈ Rq(r,m)} et donc Rq(r,m)∗ à
{(p(φ−1(1)), . . . , p(φ−1(ωqm−2))) : p ∈ Rq(r,m)}. D’autre part, la multiplication par ω est
une application linéaire et GLm(Fq) est le stabilisateur de 0 dans GAm(Fq) donc GLm(Fq)
agit sur Rq(r,m)∗. D’où, Rq(r,m)∗ est cyclique.
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Corollaire 1.2.19. Pour 0 ≤ r ≤ m(q − 1)− 1, Rq(r,m) est un code cyclique étendu.

Démonstration. Soit f ∈ Rq(r,m). Alors, si r < m(q − 1), on a
∑
x∈Fmq

f(x) = 0 (proposi-

tion 1.2.3). Donc Rq(r,m) est le code cyclique étendu du code de Reed-Muller généralisé
ponctué correspondant.

Définition 1.2.20. Si 0 ≤ j ≤ qm − 1 s’écrit j =
m−1∑
k=0

jkq
k avec 0 ≤ jk ≤ q − 1, alors le

q-poids de j est

wtq(j) =
m−1∑
k=0

jk.

Proposition 1.2.21. Soit 0 ≤ r < m(q − 1), Rq(r,m)∗ est un code cyclique d’ensemble
définissant {j : 0 < wtq(j) < m(q − 1)− r}.

Démonstration. Soit ω un élément primitif de Fqm . Alors {1, ω, . . . , ωm−1} est une base
de Fqm sur Fq. Il existe une unique base {β1, . . . , βm} de Fqm sur Fq tel que

∀i, j, TrFqm/Fq(βiω
j−1) = δi,j

où TrFqm/Fq désigne la trace de Fqm sur Fq et δi,j , le symbole de Kronecker (voir théorème
2.24 de [LN97]). On définit alors l’homomorphisme de Fq-algèbres suivant :

θ : Fq[x1, . . . , xm] → Fqm [z]/(zqm − z)
xi 7→ βiz + (βiz)q + . . .+ (βiz)q

m−1 = T (βiz)
.

Or θ(xqi ) = (T (βiz))q = T (βiz) = θ(xi) donc θ induit un morphisme d’algèbres θ de
Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x

q
m − xm) sur Fqm [z]/(zqm − z).

Soit P ∈ Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x
q
m − xm). On a

Fmq = {(TrFqm/Fq(β1z), . . . ,TrFqm/Fq(βmz)) : z ∈ Fqm}

et donc ∑
x∈Fmq

P (x) =
∑

z∈Fqm
P (TrFqm/Fq(β1z), . . . ,TrFqm/Fq(βmz)) =

∑
z∈Fqm

θ(P )(z).

Donc, par la proposition 1.2.3, deg(P ) < m(q − 1) si et seulement si deg(θ(P )) < qm − 1.
Soit P ∈ Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x

q
m − xm) tel que deg(P ) < m(q − 1). Si

Q(z) =
qm−2∑
j=0

cjz
j

désigne son image par θ, alors on a (Q(z))q = Q(z) si et seulement si
qm−2∑
j=0

cqjz
jq =

qm−2∑
j=0

cjz
j .

Or, si j < qm − 1, l’application qui à j associe [jq], son reste dans la division euclidienne

par qm − 1, est bijective. On obtient alors :
qm−2∑
j=0

cqjz
jq =

qm−2∑
j=0

c[jq]z
jq.

De plus, pour k ≥ 1, (zqm−1)k = zq
m−1 mod (zqm − z) donc l’image de θ est incluse dans

L = {Q(z) =
qm−1∑
j=0

cjz
j : cqm−1 ∈ Fq, ∀0 ≤ j ≤ qm − 2, cqj = c[jq]}.
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Inversement, on considère le morphisme de Fq-algèbres

ψ :
Fqm [z] → Fqm [x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x

q
m − xm)

z 7→
m∑
i=1

xiω
i−1 .

Or
(

m∑
i=1

xiω
i−1
)qm

=
m∑
i=1

xiω
i−1, donc ψ induit un morphisme d’algèbres ψ de

Fqm [z]/(zqm − z) dans Fqm [x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x
q
m − xm).

Soit Q ∈ L. Alors Q(z)q = Q(z) donc ψ(Q)q = ψ(Q), d’où

ψ(Q) ∈ Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x
q
m − xm).

A partir de maintenant, on considère la restriction de ψ à L, que l’on notera encore ψ.
Soit 1 ≤ i ≤ m,

ψ ◦ θ(xi) =
m−1∑
k=0

βq
k

i

m∑
j=1

xjω
(j−1)qk

=
m∑
j=1

xj

m−1∑
k=0

(βiωj−1)qk

=
m∑
j=1

xjTrFqm/Fq(βiω
j−1) = xi.

Donc θ est injective. De plus, tout élément de L de degré inférieur ou égal à qm − 2 peut
s’écrire sous la forme

Q(z) =
qm−2∑
i=0

Q(ωi)gi(z)

où gi(z) = −ωi zq
m−1−1
z−ωi . Comme Q ∈ L, pour tout i, Q(ωi) ∈ Fq et L est de dimension qm

sur Fq. D’où θ est un isomorphisme d’algèbres de Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x
q
m − xm)

dans L.

Soit 0 ≤ j ≤ qm − 1 s’écrivant j =
m−1∑
k=0

jkq
k. Alors

ψ(zj) = (
m∑
i=1

xiω
i−1)j

=
m−1∏
k=0

(
m∑
i=1

xiω
(i−1)qk

)jk

donc deg(ψ(zj)) ≤ wtq(j).
Inversement, soit 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ α ≤ q − 1

θ(xαi ) = (βiz + (βiz)q + . . .+ (βiz)q
m−1)α

=
∑

l1,...,lm∑
lk=α

α!
l1! . . . lm!

m∏
k=1

βlkq
k−1

i z

m∑
k=1

lkq
k−1
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donc wtq(deg(θ(xαi ))) = α.
Finalement, pour 0 ≤ r ≤ m(q − 1)− 1, Rq(r,m) est isomorphe à

{Q(z) =
qm−2∑
i=0

cjz
j ∈ L : cj = 0 si wtq(j) > r}.

On en déduit que Rq(r,m)∗ correspond à

Cr = {(Q(1), . . . , Q(ωqm−2)) : Q(z) =
qm−2∑
i=0

cjz
j ∈ L, cj = 0 si wtq(j) > r}.

D’autre part, on note R = {(Q(1), . . . , Q(ωqm−2)) : Q(z) =
qm−2∑
i=0

cjz
j ∈ L}. On a l’isomor-

phisme de Fq-espaces vectoriels

α :
R → Fq[y]/(yqm−1 − 1)

(Q(1), . . . , Q(ωqm−2)) 7→
qm−2∑
i=0

Q(ωi)yi ,

d’inverse β : f 7→ (Qf (1), . . . , Qf (ωqm−2)) où Qf (z) =
qm−2∑
j=0
−f(ω−j)zj .

Soit g un polynôme générateur d’un code cyclique C de longueur qm−1. Alors un polynôme
f est dans le code C si et seulement si pour tout 0 ≤ j ≤ qm − 2 tel que g(ω−j) = 0,
f(ω−j) = 0. Un code cyclique d’ensemble des zéros {ω−j : j ∈ T} correspond donc par β
à

{(Q(1), . . . , Q(ωqm−2) : Q(z) =
qm−2∑
i=0

cjz
j ∈ L, cj = 0 si j ∈ T}.

En appliquant ce résultat à Rq(r,m)∗, on obtient que l’ensemble des zéros de Rq(r,m)∗
est {ω−j : m(q − 1) > wtq(j) > r} = {ωj : 0 < wtq(j) < m(q − 1)− r}.

Corollaire 1.2.22. Pour 0 ≤ r ≤ m(q − 1)− 1, on écrit r = t(q − 1) + s, 0 ≤ s ≤ q − 2.
Alors Rq(r,m)∗ est un sous-code d’un code BCH de distance assignée (q − s)qm−t−1 − 1.

Démonstration. Par le théorème précédent, on sait que le polynôme générateur deRq(r,m)∗
a pour zéros {ωj : 0 < wtq(j) < m(q − 1) − r} où ω est un élément primitif de Fqm . Le
plus petit entier h vérifiant wtq(h) = m(q − 1)− r est

h =
m−t−2∑
i=0

(q − 1)qi + (q − 1− s)qm−t−1 = (q − s)qm−t−1 − 1.

D’où, pour tout 0 < j < h, ωj annule le polynôme générateur de Rq(r,m)∗.

1.3 Distance minimale

Dans cette section, on s’intéresse à la distance minimale des codes de Reed-Muller géné-
ralisés et aux mots de code qui atteignent cette distance.
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1.3.1 Distance minimale des codes de Reed-Muller généralisés

On définit le poids d’un mot d’un code de Reed-Muller généralisé comme suit :

Définition 1.3.1. Soit 0 ≤ r ≤ m(q− 1). Si f est un mot de Rq(r,m) alors le poids de f
est |f | = #Supp(f).

Le théorème suivant donne la distance minimale des codes de Reed-Muller généralisés.
On en trouve la preuve dans [MS77b] pour q = 2 et dans [KLP68] ou [PHB98] pour le cas
q 6= 2.

Théorème 1.3.2. Soit 0 ≤ r ≤ m(q − 1), on écrit r = t(q − 1) + s avec 0 ≤ s ≤ q − 2.
Alors la distance minimale du code de Reed-Muller généralisé Rq(r,m) est (q − s)qm−t−1.

Remarque 1.3.3. Si q = 2, s = 0 et t = r, la distance minimale est 2m−r.

Démonstration. • Dans le cas où q = 2, il existe une preuve simple qui utilise la dé-
finition récursive des codes de Reed-Muller. On démontre le résultat par récurrence
sur m.
On a R(0,m) = {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)} donc sa distance minimale est 2m. En par-
ticulier, la distance minimale de R(0, 1) est 2. D’autre part, R(m,m) = Fmq donc
sa distance minimale est 1 pour tout m. Soit m > 1, on suppose que pour tout
1 ≤ r ≤ m− 2, la distance minimale de R(r,m− 1) est 2m−r−1. Soit 1 ≤ r ≤ m− 1,
on note dr,m la distance minimale de R(r,m). On veut montrer qu’elle vaut 2m−r.
Pour 1 ≤ r ≤ m − 1, R(r,m) = {(c, c + c′) : c ∈ R(r,m − 1), c′ ∈ R(r − 1,m − 1)}.
On a |(c, c+ c′)| = |c|+ |c+ c′| donc si c′ = 0, |(c, c+ c′)| ≥ 2dr,m−1, avec égalité si c
atteint la distance minimale de R(r,m− 1).
Si c′ 6= 0, |c + c′| ≥ |c′| − |c| donc |(c, c + c′)| ≥ |c′| ≥ dr−1,m−1 avec égalité si c = 0
et c′ atteint la distance minimale de R(r − 1,m− 1). Finalement,

dr,m = min(2dr,m−1, dr−1,m−1) = 2m−r.

• Par le corollaire 1.2.22, le code de Reed-Muller généralisé ponctué Rq(r,m)∗ est un
sous-code du code BCH de distance construite (q − s)qm−t−1 − 1 donc sa distance
minimale est supérieure ou égale à (q − s)qm−t−1 − 1.
Soit w′j , 1 ≤ j ≤ s, s éléments de F∗q . On définit le polynôme suivant :

P (x1, . . . , xm) =
t∏
i=1

(1− xq−1
i )

s∏
j=1

(xr+1 − w′j).

Alors P est de poids (q − s)qm−t−1 et est non nul en 0 donc le mot de Rq(r,m)∗
correspondant est de poids (q − s)qm−t−1 − 1 et la distance minimale de Rq(r,m)∗
est (q − s)qm−t−1 − 1. Soit maintenant un mot de poids minimal dans Rq(r,m)∗.
Supposons que le mot de Rq(r,m) correspondant soit de poids (q−s)qm−t−1−1, c’est-
à-dire qu’il vaille 0 en 0. Comme Rq(r,m) est invariant par translation (proposition
1.2.4), il existe un mot de Rq(r,m) de poids (q − s)qm−t−1 − 1 différent de 0 en 0.
Le mot de Rq(r,m)∗ correspondant est donc de poids (q − s)qm−t−1 − 2 ce qui est
absurde donc la distance minimale de Rq(r,m) est (q − s)qm−t−1.
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1.3.2 Mots qui atteignent la distance minimale pour q = 2
Le théorème suivant donne les mots de poids minimal des codes de Reed-Muller ([MS77a]).
Bien que ce théorème soit un cas particulier du théorème 1.3.5 ci-dessous, on commence
par prouver le résultat dans le cas particulier q = 2 car le preuve est plus simple et permet
de mieux se rendre compte du type d’idée que l’on va utiliser par la suite.

Théorème 1.3.4. Soit 1 ≤ r ≤ m. Les mots de R(r,m) de poids minimal sont exactement
les sous-espaces affines de codimension r.

Démonstration. On traite d’abord le cas r = 0. Si f ∈ R(0,m) est de poids 2m, alors son
support est Fmq qui est bien un sous-espace affine de codimension 0.
On traite les autres cas par récurrence descendante sur r.
Si r = m, soit f un mot de poids 1 de R(r,m). Alors f = 1u et {u} est bien un sous-espace
affine de codimension m.
Soit 0 < r < m, on suppose que les mots de poids minimal de R(r + 1,m) sont les sous-
espaces affines de codimension r+ 1. Soit f ∈ R(r,m) un mot de poids minimal. On écrit
f = 1A, A ∈ P(Fm2 ). Soit a ∈ A, on définit F = {

−→
ab : b ∈ A} et on veut montrer que F

est un sous-espace vectoriel de Fm2 de codimension r. On a #F = 2m−r ≤ 2rg(F ) où rg(F )
est le rang de la famille F . Donc F contient au moins m − r vecteurs indépendants, −→v1 ,−→v2 . . .

−−−→vm−r. Soit −→u 6∈ Vect(−→v1 , . . . ,
−−−→vm−r) (c’est possible car r 6= 0). On considère alors un

hyperplan affine H tel que a+−→u 6∈ H et a, a+−→v1 , . . . , a+−−−→vm−r ∈ H.
Supposons que A∩H 6= A, alors A∩Hc 6= ∅. Or Hc est un hyperplan affine donc A∩H et
A ∩Hc sont des mots de R(r+ 1,m) donc de poids supérieur ou égal à 2m−r−1. Pour des
raisons de cardinal, A∩H et A∩Hc sont en fait des mots de poids minimal de R(r+1,m).
Par hypothèse de récurrence, A∩H est donc un sous-espace affine de codimension r+1 or
A ∩H contient a, a+−→v1 , . . . , a+−−−→vm−r ce qui est absurde. D’où A = A ∩H et a+−→u 6∈ A
et donc F = Vect(−→v1 , . . . ,

−−−→vm−r).

1.3.3 Mots qui atteignent la distance minimale pour q 6= 2
Le théorème suivant donne les mots de poids minimal des codes de Reed-Muller généralisés.
Il a d’abord été prouvé dans [DGM70] mais comme le soulignent les auteurs, il serait
souhaitable d’en trouver une preuve plus simple. C’est ce que nous faisons par la suite en
utilisant des arguments similaires au cas q = 2 (voir aussi [Led10a]).

Théorème 1.3.5. Soit 0 ≤ r ≤ m(q− 1)− 1, r = t(q− 1) + s, 0 ≤ s ≤ q− 2. Les mots de
poids minimal de Rq(r,m) sont les mots de Rq(r,m) dont le support est l’union de q − s
sous-espaces affines de Fmq parallèles de codimension t+ 1 tous inclus dans un sous-espace
affine de codimension t.

Dans le cas q 6= 2, la difficulté est que le complémentaire d’un hyperplan n’est plus un
hyperplan. Néanmoins, on montre le lemme suivant :

Lemme 1.3.6. Soit 0 ≤ r ≤ m(q− 1)− 1, r = t(q− 1) + s, 0 ≤ s ≤ q− 2. Si f est un mot
de poids minimal de Rq(r,m), on note S son support. Alors, pour tout hyperplan affine H
tel que S ∩H 6= ∅ et S ∩H 6= S,

• soit S rencontre tous les hyperplans parallèles à H,

• soit S rencontre (q − s) hyperplans parallèles en qm−t−1 points.

On commence par donner un résultat préliminaire (voir [DGM70]) :
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Lemme 1.3.7. Soit S un ensemble de Fmq , tel que #S = uqn < qm, 0 < u < q.
Supposons que pour tout affine hyperplan de Fmq , soit #(S∩H) = 0 soit #(S∩H) ≥ uqn−1.
Alors il existe un hyperplan affine de Fmq qui ne rencontre pas S.

Démonstration. Supposons que S rencontre tous les affines hyperplans. Alors on montre
par récurrence sur k que pour 0 ≤ k ≤ m, #(S ∩ Ak) = uqn−k où Ak est un sous-espace
affine de codimension k.
C’est vrai pour k = 0. Si k = 1, soit H un hyperplan affine. Alors S rencontre tous les
hyperplans parallèles à H en au moins uqn−1 points donc #(S ∩H) = uqn−1. Soit k ≥ 1
et supposons que S rencontre tout sous-espace affine de codimension k − 1 en uqn−k+1

points et tout sous-espace affine de codimension k en uqn−k points. Soit Ak+1 un sous-
espace affine de codimension k + 1 et Ak−1 un sous-espace affine de codimension k − 1 le
contenant. Si on considère A(1)

k , . . . , A
(q+1)
k les q+ 1 sous-espaces affines de codimension k

inclus dans Ak−1 et contenant Ak+1 alors
q+1⋃
l=1

A
(l)
k = Ak−1 et pour i 6= j A

(i)
k ∩A

(j)
k = Ak+1

donc
uqn−k+1 = #(S ∩Ak+1) + (q + 1)(uqn−k −#(S ∩Ak+1))

et #(S ∩ Ak+1) = uqn−k−1, ce qui montre qui montre que l’hypothèse de récurrence est
vérifiée au rang k + 1. Or, pour k = n + 1, on obtient que #(S ∩ An+1) = u

q ce qui est
absurde car 0 < u < q.

On démontre maintenant le premier lemme.

Démonstration. Quitte à appliquer une transformation affine, on peut supposer que x1 = 0
est une équation de H et I l’ensemble des a ∈ Fq tel que l’hyperplan parallèle à H
d’équation x1 = a ne rencontre pas S. Soit k le cardinal de I ; supposons que k ≥ 1.
Comme S ∩H 6= ∅ et S ∩H 6= S, on a k ≤ q − 2. Pour tout c dans Fq tel que c n’est pas
dans I, on définit :

∀x = (x1, . . . , xmà ∈ Fmq , fc(x) = f(x)
∏
α∈Fq
α 6=c
α 6∈I

(x1 − α).

Le degré de fc est au plus t(q − 1) + s+ q − 1− k. On a donc

(q − s)qm−t−1 = |f | =
∑
c 6∈I
|fc|

≥
{

(q − k)(k − s+ 1)qm−t−1 si s− k < 0
(q − k)(q − s+ k)qm−t−2 si s− k ≥ 0 .

On doit donc avoir {
(q − 1− k)(k − s) ≤ 0 si s− k < 0
k(s− k) ≤ 0 si s− k ≥ 0 .

Ce qui n’est possible que si s = k.

Maintenant, on peut prouver le théorème 1.3.5 :

Démonstration. On commence par prouver le théorème pour t = 0 et t = m− 1.
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• Supposons t = 0 et soit f un mot de poids minimal de Rq(r,m).
Si s = 0 alors deg(f) = 0 et comme f 6= 0, on a f = c avec c ∈ F∗q .
Sinon, soit H un hyperplan affine de Fmq . Alors

#(Supp(f) ∩H) = 0 ou #(Supp(f) ∩H) ≥ (q − s)qm−2.

Donc, par le lemme 1.3.7, il existe un hyperplan affine H0 tel que

Supp(f) ∩H0 = ∅.

Cependant, Fmq est l’union des q hyperplans parallèles àH0 donc il existeH1 parallèle
à H0 tel que H1 ∩ Supp(f) 6= ∅. De plus, comme |f | = (q − s)qm−1 ≥ 2qm−1,
Supp(f) ∩ H1 6= Supp(f). Donc par le lemme 1.3.6, puisque Supp(f) ∩ H0 = ∅,
Supp(f) rencontre H1, . . . ,Hq−s, (q− s) hyperplans parallèles à H1 en qm−1 points,

c’est-à-dire Supp(f) =
q−s⋃
i=1

Hi.

• Supposons t = m − 1. Soit f ∈ Rq((m − 1)(q − 1) + s,m), 0 ≤ s ≤ q − 2, tel que
|f | = q − s. On pose S = Supp(f). Soit ω1, ω2 ∈ S et H un hyperplan tel que ω1,
ω2 ∈ H.
Supposons que S ∩ H 6= S alors, par le lemme 1.3.6, soit S rencontre tous les hy-
perplans parallèles à H (ce qui est possible seulement si s = 0) soit S rencontre
(q − s) hyperplans parallèles à H en un point. Dans les deux cas on obtient une
contradiction puisque S rencontre chaque hyperplan en exactement un point et ω1,
ω2 ∈ H.
Donc S est inclus dans tous les hyperplans H tels que ω1, ω2 ∈ H, ce qui signifie
que S est inclus dans la droite passant par ω1 et ω2.

Maintenant on prouve le théorème par récurrence descendante sur t.

• Supposons que pour un t fixé, 1 ≤ t ≤ m − 2 et pour tout s, 0 ≤ s ≤ q − 2, le
support d’un mot de Rq((t+ 1)(q − 1) + s,m) de poids minimal est l’union de q − s
sous-espaces affines de Fmq , parallèles, de codimension t + 2 et tous inclus dans un
sous-espace affine de codimension t+ 1.

Soit f ∈ Rq(t(q − 1) + s,m) tel que |f | = (q − s)qm−t−1.
On pose S = Supp(f). Soit a ∈ S et F = {

−→
ab : b ∈ S}. On a :

#F = (q − s)qm−t−1 ≤ qrg(F ).

Donc, puisque 0 ≤ s ≤ q − 2, rg(F ) ≥ m − t. Soit −→v1 , . . . ,
−−→vm−t, m − t vecteurs

indépendants de F et −→u ∈ Fmq tel que −→u 6∈ Vect(−→v1 , . . . ,
−−→vm−t). Puisque t ≥ 1, il

existe un hyperplan affine H tel que a, a+−→v1 , . . . , a+−−→vm−t ∈ H et a+−→u 6∈ H.
Supposons que S ∩ H 6= S. Alors par le lemme 1.3.6, soit S rencontre tous les
hyperplans parallèles à H soit S rencontre (q − s) hyperplans parallèles à H en
qm−t−1 points. Soit z = 0 une équation de H et I l’ensemble des a ∈ Fq tels que S
rencontre l’hyperplan Ha d’équation z = a.

– 1er cas : #I = q − s.
Considérons P =

∏
a∈I\{0}

(z − a)f(x). Alors deg(P ) ≤ (t+ 1)(q − 1) et

|P | = #(S ∩H) = qm−t−1.
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Donc P est un mot de Rq((t+ 1)(q− 1),m) de poids minimal et par hypothèse
de récurrence, son support Supp(P ) = S ∩ H est un sous-espace affine de
codimension t+ 1.

– 2ème cas : #I = q.
Pour tout a ∈ Fq, fa = (1 − (z − a)q−1)f ∈ Rq((t + 1)(q − 1) + s,m) et
fa 6= 0. Donc si on note Sfa le support de fa, #Sfa ≥ (q − s)qm−t−2. Puisque
#S = (q − s)qm−t−1 et Sfa = S ∩Ha, #(Sfa) = (q − s)qm−t−2. Par hypothèse
de récurrence, Sf0 = S∩H est inclus dans un sous-espace affine de codimension
t+ 1.

Dans les deux cas, S ∩H est inclus dans un sous-espace affine de codimension t+ 1
ce qui est impossible puisque a, a + −→v1 , . . . , a + −−→vm−t ∈ S ∩H. Donc S ∩H = S et
a+−→u 6∈ S, ce qui signifie que −→u 6∈ F . D’où F ⊂ Vect(−→v1 , . . . ,

−−→vm−t), i.e S est inclus
dans un sous-espace affine de codimension t, notons-le A.

Quitte à appliquer une transformation affine, on peut supposer que

A = {x : x1 = 0, . . . , xt = 0}.

Le polynôme réduit

f(x)− (1− xq−1
1 ) . . . (1− xq−1

t )f(0, . . . , 0, xt+1, . . . , xm)

est nul sur Fmq donc identiquement nul. D’où

P = f(0, . . . , 0, xt+1, . . . , xm) ∈ Rq(s,m− t).

De plus, |P | = |f | = (q−s)qm−t−1, donc par le cas t = 0, le support de P est l’union
de q − s hyperplans de A. Ce qui donne le résultat.

1.3.4 Les codes de Reed-Muller généralisés sur Fp sont engendrés par
les mots de poids minimal

Dans le cas q = 2, on a montré que les mots de poids minimal engendrent les codes de
Reed-Muller (proposition 1.2.9). Ici, on se propose de démontrer que ce résultat est vrai
pour q premier.

Théorème 1.3.8. Pour q = p, pour tout m ≥ 1 et 1 ≤ r ≤ m(p − 1), Rp(r,m) est
engendré comme Fp-espace vectoriel par ses mots de poids minimal.

Démonstration. Soit m ≥ 1, on démontre ce résultat par récurrence sur r. Pour r = 0,
tous les mots non nuls sont de poids minimal donc on a le résultat. Soit 1 ≤ r ≤ m(p− 1)
et on suppose que Rp(r − 1,m) est engendré par ses mots de poids minimal. On écrit r
sous la forme r = t(p− 1) + s, 0 ≤ s ≤ p− 2. Les mots de poids minimal de Rp(r,m) sont

de la forme
t∏
i=1

((fi(x) + ai)p−1 − 1)
s∏
j=1

(ft+1(x) + bj) où les fi sont des formes linéaires

linéairement indépendantes, ai ∈ Fp, bj ∈ Fp.
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Si s ≥ 1, comme s ≤ p− 2, il existe β 6= b1, . . . , bs. Alors
t∏
i=1

((fi(x) + ai)p−1 − 1)
s∏
j=1

(ft+1(x) + bj)

−
t∏
i=1

((fi(x) + ai)p−1 − 1)
s−1∏
j=1

(ft+1(x) + bj)(ft+1(x) + β)

= (bs − β)
t∏
i=1

((fi(x) + ai)p−1 − 1)
s−1∏
j=1

(ft+1(x) + bj).

Si s = 0, (ft(x) + at)p−1 − 1 =
∏

α∈Fp\{at}
(ft(x) + α). Soit a 6= at. alors

t∏
i=1

((fi(x) + ai)p−1 − 1)−
t−1∏
i=1

((fi(x) + ai)p−1 − 1)((ft(x) + a)p−1 − 1)

= (at − a)
t−1∏
i=1

((fi(x) + ai)p−1 − 1)
∏

α∈Fp\{at,a}
(ft(x) + α).

On peut donc écrire les mots de poids minimal de Rp(r − 1,m) comme combinaisons
linéaires de mots de poids minimal de Rp(r,m). Par hypothèse de récurrence, on peut
écrire tous les mots de Rp(r − 1,m) comme combinaison linéaire de mots de poids mi-
nimal de Rp(r,m). Il reste à prouver que l’on peut écrire tous les monômes de degré r
comme combinaison linéaire de mots de poids minimal de Rp(r,m) pour avoir le résultat.

Supposons que le monôme xk1
1 . . . xkmm avec 0 ≤ ki ≤ p − 1 et

m∑
i=1

ki = r soit combi-

naison linéaire de mots de poids minimal. Soit 1 ≤ i ≤ m tel que ki ≥ 1 et j 6= i.
Alors pour tout a ∈ Fp, xk1

1 . . . x
ki−1
i−1 (xi + axj)kixki+1

i+1 . . . xkmm est aussi combinaison li-
néaire de mots de poids minimal de Rp(r,m). En effet, il suffit de changer les formes
linéaires indépendantes f1, . . . , ft+1 intervenant dans chaque mot de poids minimal en
f ′k(x) = fk(x1, . . . , xi−1, xi + axj , xi+1 . . . , xm) et les f ′k sont encore linéairement indépen-
dantes.
D’autre part, pour tout a ∈ F∗q ,

xk1
1 . . . (xi + axj)ki . . . xkmm =

ki∑
l=0

(
ki
l

)
xki−li alx

kj+l
j

∏
u6=i,j

xkuu .

Comme les monômes de degré inférieur ou égal à r − 1 et xk1
1 . . . xkmm sont combinaisons

linéaires de mots de poids minimal,
min(ki,p−1−kj)∑

l=1

(
ki
l

)
xki−li alx

kj+l
j

∏
u6=i,j

xkuu

est combinaison linéaire de mots de poids minimal. On pose n = min(ki, p−1−kj) ≤ p−1.
Soit a1, . . . , an n éléments de F∗q distincts. On a

 M1
...
Mn

 =

 a1 . . . an1
...

...
an . . . ann




(ki
1
)
xki−1
i x

kj+1
j

∏
u6=i,j

xkuu

...(ki
n

)
xki−ni x

kj+n
j

∏
u6=i,j

xkuu





1.4. Groupe des automorphismes 41

où les Mi sont des combinaisons linéaires de mots de Rp(r,m) de poids minimal. Comme
les ai sont tous distincts et non nuls, la matrice de Vandermonde est inversible. Comme
de plus tous les coefficients binomiaux

(ki
l

)
sont non nuls puisque ki ≤ p − 1, on peut

exprimer tous les monômes du type xki−li x
kj+l
j

∏
u6=i,j

xkuu comme combinaison linéaire de

mots de poids minimal.
En prenant fi(x) = xi, on obtient que xp−1

1 . . . xp−1
t xst+1 est combinaison linéaire de mots

de poids minimal. Ensuite, en appliquant plusieurs fois le procédé ci-dessus, on obtient que
tous les monômes de degré r sont combinaisons linéaires de mots de poids minimal.

Ce résultat devient faux en général dès que q n’est pas premier. Par exemple pour
q = pe, e ≥ 2, Rq(p,m) n’est pas engendré par ses mots de poids minimal. En effet,
comme q 6= p, p ≤ q − 2 et donc les mots de poids minimal sont de la forme

p∏
i=1

(
m∑
k=1

akxk + bi) =
m∑
k=1

apkx
p
k + g

où g est un polynôme de degré inférieur ou égal à p−1. Donc tous les monômes de degré p
de type xi1 . . . xip avec au moins deux ij distincts n’apparaissent dans aucun mot de poids
minimal et ne peuvent donc pas s’écrire comme combinaison linéaire de mots de poids
minimal.

En fait, Ding et Key démontrent le résultat plus précis suivant dans [DK00] :

Théorème 1.3.9. Soit m ≥ 1, 0 ≤ r ≤ m(q − 1). Le code de Reed-Muller généralisé
Rq(r,m) est engendré par ses mots de poids minimal si m = 1 ou q = p ou r < p ou
r > (m− 1)(q − 1) + pe−1 − 2 (q = pe).

1.4 Groupe des automorphismes
On a démontré dans la première partie de ce chapitre que le groupe des automorphismes
des codes de Reed-Muller généralisés contenait le groupe affine (proposition 1.2.4). On a
de plus le résultat plus fort suivant :

Théorème 1.4.1. Soit 0 ≤ r ≤ m(q − 1).

• Si r = 0, r = m(q − 1) ou r = m(q − 1)− 1, on a Aut(Rq(r,m)) = Sqm.

• Si 1 ≤ r ≤ m(q − 1)− 2, Aut(Rq(r,m)) = GAm(Fq).

Encore une fois, on va prouver le théorème en deux temps : le cas q = 2 (voir [MS77b])
puis le cas q 6= 2 (voir [BC93]). Dans les deux cas, on montre que σ, un automorphisme
des codes de Reed-Muller généralisés est une bijection qui conserve les sous-espaces affines.
Cependant dans le cas q = 2, on en déduit immédiatement que σ est une application affine
alors que dans le cas q 6= 2, on obtient seulement que σ est semi-affine et il faut un travail
supplémentaire pour obtenir le théorème.

1.4.1 Preuve du théorème 1.4.1 dans le cas q = 2
• Si r = 0, r = m ou r = m − 1, R(0,m) = {(1, . . . , 1), (0, . . . , 0)}, R(m,m) = F2m

2
et R(m− 1,m) est l’ensemble des mots de poids pair donc ces codes sont inchangés
par permutation de coordonnées.
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• Si 1 ≤ r ≤ m − 2. On a déjà montré que GAm(Fq) ⊂ Aut(R(r,m)) (proposition
1.2.4). On commence par montrer le cas r = m − 2. Un mot de poids minimal de
R(m− 2,m) est envoyé sur un mot de poids minimal. Or on a vu dans le théorème
1.3.5 que les mots de poids minimal de R(m − 2,m) sont des plans affines donc les
éléments de Aut(R(m− 2,m)) sont des bijections qui envoient un plan sur un plan.
Soit f une bijection de Fm2 dans Fm2 qui envoie un plan affine sur un plan affine. Soit
O un point de Fm2 , soit −→a ,

−→
b deux vecteurs de Fm2 . On note −→c = −→a +

−→
b . Alors

{O,O+−→a ,O+
−→
b ,O+−→c } est un plan affine. Comme f est une bijection qui envoie

un plan affine sur un plan affine, {f(O), f(O +−→a ), f(O +
−→
b ), f(O +−→c )} est aussi

un plan affine et donc
−−−−−−−−−−→
f(O)f(O +−→c ) =

−−−−−−−−−−→
f(O)f(O +−→a ) +

−−−−−−−−−−→
f(O)f(O +

−→
b ). Donc f

est une application affine.
Si r < m−2, tous les automorphismes de R(r,m) envoient un mot de poids minimal
sur un mot de poids minimal donc un sous-espace affine de codimension r sur un
sous espace-affine de codimension r. Comme tout plan affine peut s’écrire comme
intersection de sous-espaces affines de codimension r par le cas r = m − 2, on a le
résultat.

1.4.2 Preuve du théorème 1.4.1 dans le cas q 6= 2
Si r = 0, r = m(q − 1) ou r = m(q − 1) − 1 alors Rq(0,m) = {(α, . . . , α) : α ∈ Fq},
Rq(m(q − 1),m) = Fmq et par la proposition 1.2.3, Rq(m(q − 1)− 1,m) est l’ensemble des
mots f tels que

∑
x∈Fmq

f(x) = 0. Ces trois ensembles sont donc invariants par permutation

de coordonnées.

Soit 1 ≤ r ≤ m(q − 1) − 2. On note Gq,r le groupe de Galois de Fqr sur Fq. On rap-
pelle que Gq,r = {ϕiq : 1 ≤ i ≤ r} où ϕq est l’automorphisme de Frobenius défini par
ϕq(x) = xq.

Définition 1.4.2. Soit V et V ′ deux espaces vectoriels sur Fq. Une application f : V → V ′

est semi-linéaire s’il existe σ ∈ Gp,e (q = pe) tel que pour tout x, y ∈ V et pour tout λ,
ν ∈ Fq on ait :

f(λx+ νy) = σ(λ)f(x) + σ(ν)f(y).

Définition 1.4.3. Soit A et A′ deux espaces affines sur Fq. On dit qu’une application
f : A→ A′ est semi-affine s’il existe a ∈ A tel que l’application suivante soit semi-linéaire

−→
f :

Aa := {−→ax : x ∈ A} → A′f(a)
−→ax 7→

−−−−−−→
f(a)f(x)

.

Le théorème suivant est démontré dans [Ber77] :

Théorème 1.4.4. Soit A et A′ deux espaces affines sur Fq, q 6= 2 de même dimension
d ≥ 2. Soit F : A → A′ une bijection qui envoie trois points alignés de A sur trois points
alignés de A′. Alors f est semi-affine.

Si on arrive à démontrer qu’un automorphisme σ de Rq(r,m) conserve les droites affines
alors par le théorème de Berger, on aura montré que σ est semi-affine. La proposition et
le lemme suivants permettent de démontrer que σ est en fait affine.

L’automorphisme de Frobenius ϕp est un automorphisme de Fqm sur Fp. En identifiant
Fmq et Fqm , ϕp réalise une permutation de coordonnées sur Rq(r,m). Étudions plus en
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détail l’action de ϕp sur Fmq . Soit ω un élément primitif de Fqm sur Fq. Alors l’application
suivante est un isomorphisme :

Fmq → Fqm
(x1, . . . , xm) 7→ x1 + x2ω + . . .+ xmω

m−1 .

Donc ϕip(x1, . . . , xm) = xp
i

1 + xp
i

2 ω
pi + . . . + xp

i

mω
(m−1)pi . Or (ωpil)0≤l≤m−1 est aussi une

base de Fmq sur Fq donc il existe Ai = (a(i)
l,k) ∈ GLm(Fq) qui envoie (ωl)0≤l≤m−1 sur

(ωpil)0≤l≤m−1. On en déduit que ϕip(x1, . . . , xm) =
m∑
k=1

ωk−1(
m∑
l=1

a
(i)
l,kx

pi

l ) = ((x1, . . . , xm)A∗i )p
i

où les coefficients de la matrice A∗i sont les coefficients de Ai élevés à la puissance pe−i.
D’où, pour f ∈ Rq(r,m), ϕip.f = (A∗i .f (i))pi où f (i) est l’élément de Rq(r,m) dont les
coefficients sont les coefficients de f à la puissance pe−i.

Proposition 1.4.5. Le groupe des applications semi-affines bijectives sur le Fq-espace
affine Fmq est

GSAm(Fq) = {ϕip ◦ h+ b : 1 ≤ i ≤ e, h ∈ GLm(Fq), b ∈ Fmq }.

Démonstration. Si h est une application linéaire bijective alors ϕip ◦ h est une application
semi-linéaire bijective d’automorphisme associé ϕip.
Réciproquement soit f une application semi-linéaire d’automorphisme associé ϕip. Alors
ϕ−ip ◦ f est une application linéaire.

Lemme 1.4.6. Pour 1 ≤ r ≤ m(q − 1)− 2, on a

Aut(Rq(r,m)) ∩Gp,e = {Id}.

Démonstration. Par la proposition 1.1.17 et le théorème 1.2.15, on a

Aut(Rq(r,m)) = Aut(Rq(m− 1− r,m)).

Il suffit donc de considérer le cas où r ≤ m(q−1)−1
2 . Supposons que pour 1 ≤ i ≤ b e2c,

ϕip 6∈ Aut(Rq(r,m)). Soit b e2c < j ≤ e− 1. Alors 1 ≤ e− j ≤ b e2c et

ϕjp = (ϕe−jp )−1 6∈ Aut(Rq(r,m)).

Il suffit donc de montrer que pour tout 1 ≤ i ≤ b e2c, ϕ
i
p 6∈ Aut(Rq(r,m)). On montre ce

résultat par récurrence sur r.
Soit f ∈ Rq(1,m). Comme GAm(Fq) ⊂ Aut(Rq(1,m)), gi = A∗i .f

(i) ∈ Rq(1,m). On a donc
pour tout 1 ≤ i ≤ b e2c,

ϕip.f = gp
i

i 6∈ Rq(1,m).

Soit 2 ≤ r ≤ m(q−1)−1
2 . Supposons que pour tout 1 ≤ i ≤ b e2c, ϕ

i
p 6∈ Aut(Rq(r−1,m)). Soit

1 ≤ i ≤ b e2c. Il existe f ∈ Rq(r− 1,m) tel que ϕip.f 6∈ Rq(r− 1,m). Si ϕip.f 6∈ Rq(r,m), on
a le résultat. Supposons que ϕip.f ∈ Rq(r,m)\Rq(r−1,m). Comme GAm(Fq) ⊂ Rq(r,m),
gi = A∗i .f

(i) ∈ Rq(r− 1,m). On écrit gi(x) =
∑

α∈{0,...,q−1}m
α1+...+αm≤r−1

aαx
α. Soit β ∈ {0, . . . , q− 1}m
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tel que la forme réduite de xβpi soit de degré r et aβ 6= 0. Il existe alors 1 ≤ k ≤ m tel
que le degré en xk de la forme réduite de xβpi soit strictement plus petit que q − pi. En
effet, on aurait sinon m(q−1)

2 > r ≥ m(q− pi) et donc 2pi− q− 1 > 0 ce qui est impossible
puisque i ≤ b e2c. On considère f ′ ∈ Rq(r,m) tel que

A∗i .f
′(i) = g′i(x) =

∑
α∈{0,...,q−1}m
α1+...+αm≤r−1

α 6=β

aαx
α + aβx

β1
1 . . . x

βk−1
k−1 x

βk+1
k x

βk+1
k+1 . . . xβmm ∈ Rq(r,m).

On a deg(ϕip.f ′) = r + pi donc ϕip.f ′ 6∈ Rq(r,m).

Comme le groupe affine est inclus dans le groupe des automorphismes de Rq(r,m), on
en déduit que

Aut(Rq(r,m)) ∩GSAm(Fq) = GAm(Fq).

Il ne reste donc plus qu’à prouver que tout élément du groupe des automorphismes
conserve les droites.

Soit σ un automorphisme de Rq(r,m). On écrit r = t(q− 1) + s avec 0 ≤ s ≤ q− 2. Si
s = q − 2, 0 ≤ t ≤ m− 2, alors m(q − 1)− r − 1 = (m− t− 1)(q − 1) et si 1 ≤ s ≤ q − 3,
t = 0 alors m(q − 1)− r − 1 = (m− 1)(q − 1) + q − 2− s. Donc par la proposition 1.1.17
et le théorème 1.2.15, il suffit de considérer les deux cas suivants :

• Cas 1 : s = 0, 1 ≤ t ≤ m− 1.
Un mot de poids minimal de Rq(r,m) est envoyé par σ sur un mot de poids minimal.
Or les mots de poids minimal de Rq(r,m) sont les mots dont le support est un sous-
espace affine de Fmq de codimension t. Comme toute droite peut s’écrire comme
intersection de sous-espaces de codimension t, on a le résultat.

• Cas 2 : 1 ≤ s ≤ q − 3, 1 ≤ t ≤ m− 1.
Les mots de poids minimal de Rq(r,m) sont les mots dont le support est l’union de
(q−s) sous-espaces affines parallèles de codimension t+1 inclus dans un sous-espace
affine de codimension t. Comme s ≤ q − 3, il existe deux mots distincts c, c′ de
Rq(r,m) de poids minimal tels que

#(Supp(c) ∩ Supp(c′)) ≥ 2qm−t−1.

Comme σ conserve les mots de poids minimal, σ.c et σ.c′ sont aussi des mots de poids
minimal de Rq(r,m). Soit alorsW etW ′ les deux sous-espaces affines de codimension
t contenant respectivement les supports de σ.c et σ.c′. On a

qm−t ≥ #(W ∩W ′)
≥ #(σ(Supp(c)) ∩ σ(Supp(c′))
= #(σ(Supp(c) ∩ Supp(c′)))
= #(Supp(c) ∩ Supp(c′)) ≥ 2qm−1−t.

Donc W = W ′.
Soit A un sous-espace affine de codimension t de Fmq . On considère une suite (ck)1≤k≤b
de mots de Rq(r,m) de poids minimal tels que :

1.
b⋃

k=1
Supp(ck) = A,
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2. pour tout 2 ≤ k ≤ b, #(Supp(ck−1) ∩ Supp(ck)) ≥ 2qm−t−1.

Comme σ.ck est aussi un mot de poids minimal, σ(Supp(ck)) est inclus dans un sous-
espace affine Wk de Fmq de codimension t. Alors, par la propriété (2) de la suite (ck)
et ce qui précède on a W1 = . . . = Wb = W . D’où, par la propriété (1), σ(A) = W
et σ conserve les sous-espaces affines de codimension t donc les droites affines.

Ce chapitre contient surtout des rappels sur les codes de Reed-Muller généralisés. Ce-
pendant, nous donnons une nouvelle preuve d’un théorème de Delsarte, Goethals et Mac
Williams [DGM70] sur les mots de poids minimal des codes de Reed-Muller généralisés
que nous espérons plus simple.





Chapitre 2

Rayon de recouvrement

Dans ce chapitre, on étend des résultats sur le rayon de recouvrement des codes de Reed-
Muller d’ordre 1 au rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre
1. On connait sa valeur exacte pour les codes en un nombre pair de variables et pour
1, 3, 5, 7 variables. Pour un nombre impair de variables m ≥ 9, on en connait seulement un
encadrement (voir [HKM78]). Ici, on se propose de donner un encadrement pour le rayon
de recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1. On en déduit le rayon de
recouvrement pour un nombre pair de variables. De plus, pour q = 3, on donne les valeurs
de ρ(1, 3) et ρ(1, 5) (voir [Led11]).

2.1 Notations
Pour tout q, on note ρ(1,m) le rayon de recouvrement du code de Reed-Muller généralisé
en m variables d’ordre 1.

Dans la suite on va aussi s’intéresser aux rayons de recouvrement partiels des codes de
Reed-Muller généralisés d’ordre 1, c’est-à-dire au rayon de recouvrement des codes de
Reed-Muller généralisés d’ordre 1 dans les codes de Reed-Muller généralisés d’ordre r :

ρr(1,m) := max
x∈Rq(r,m)

min
c∈Rq(1,m)

|x− c|.

2.2 Rappels sur les formes quadratiques en toute caracté-
ristique

On trouve les résultats de cette section dans [Hir98].

2.2.1 Définitions

On trouve les définitions suivantes dans [Die71].

Définition 2.2.1. On dit qu’une application de Fnq dans Fq est une forme quadratique si

1. pour a ∈ Fq et x ∈ Fnq , Q(ax) = a2Q(x),

2. l’application φ : Fnq × Fnq → Fq tel que φ(x, y) = Q(x + y) − Q(x) − Q(y) est une
forme bilinéaire.
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φ est appelée la forme bilinéaire associée à Q.

Définition 2.2.2. On appelle rang d’une forme bilinéaire φ sur Fnq × Fnq , le rang de
l’application suivante :

ψφ : Fnq → Fn∗q
x 7→ (y 7→ φ(x, y)) .

Soit Q une forme quadratique sur Fnq et φ la forme bilinéaire associée. On définit l’espace
vectoriel

V := {x ∈ Ker(ψφ) : Q(x) = 0}.

Si v = dim(V ) ≤ n−Rg(φ), alors le rang de Q est Rg(Q) := n− v. On dit que Q est non
dégénérée si v = 0.

Remarque 2.2.3. Si q est impair, v = n− Rg(φ) et Rg(φ) = Rg(Q).

Remarque 2.2.4. La définition de forme quadratique non dégénérée en caractéristique 2
dépend des auteurs. Par exemple, en utilisant la définition de [Bou07], la forme quadratique
sur F2 x 7→ x2 est dégénérée, ce qui n’est pas la cas avec la définition que nous avons prise.

2.2.2 Un théorème de réduction

Théorème 2.2.5. Soit Q une forme quadratique de rang R sur Fnq . Il existe une base
(ei)1≤i≤n de Fnq telle que :

• Si R = 2s+ 1, Q(
n∑
i=1

xiei) =
s∑
i=1

x2i−1x2i + ax2
2s+1 (1)

• Si R = 2s, Q(
n∑
i=1

xiei) =
s∑
i=1

x2i−1x2i (2)

ou Q(
n∑
i=1

xiei) =
s−1∑
i=1

x2i−1x2i+ax2
2s−1+bx2

2s+cx2s−1x2s où ax2+cx+b est irréductible

sur Fq (3).

Démonstration. Soit φ la forme bilinéaire associée à Q. On note

N = {x : ∀y ∈ Fnq , φ(x, y) = 0}.

Soit S un sous-espace supplémentaire de N dans Fnq . On définit alors

V0 = {x ∈ N : Q(x) = 0}.

Soit V1 un sous espace supplémentaire à V0 dans N . Alors la restriction de Q à V1⊕S est
non dégénérée et il existe une base (εi)1≤i≤R que l’on complète en une base (εi)1≤i≤n de

Fnq telle que Q(
n∑
i=1

xiεi) =
∑

1≤i≤j≤R
ai,jxixj .

Si R = 1, on peut ramener Q à ax2
1.

Si R = 2, on peut écrire Q sous la forme ax2
1 + bx2

2 + cx1x2. Si ax2 + cx + b est ir-
réductible, on a le résultat. Sinon, si α et β sont les racines de ax2 + cx + b alors
ax2

1 + bx2
2 + cx1x2 = a(x1 − βx2)(x1 − αx2) et on a aussi le résultat.

Si R ≥ 3,
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• 1er cas : q est pair.
Si quelque soit i, j tels que i 6= j, ai,j = 0 alors

Q =
(√
a1,1x1 + . . .+√aR,RxR

)2
ce qui est impossible car R ≥ 3. Quitte à réordonner, on peut supposer que a2,3 6= 0.
On veut se ramener au cas où a1,1 = 0. Supposons que a1,1 6= 0 et supposons de plus
que a2,2 6= 0. Sinon en posant y1 = x2, y2 = x1 et yi = xi pour i ≥ 3, on se ramène
au cas où a1,1 = 0. On a alors

Q = a2,2x
2
2 + x2(a1,2x1 + a2,3x3 + . . .+ a2,RxR) +G(x1, x3, . . . , xR).

On pose y3 = a1,2x1 + a2,3x3 + . . .+ a2,RxR et yi = xi pour i 6= 3 et on a

Q = a2,2y
2
2 + y2y3 +G1(y1, y3, . . . , yR).

Soit t ∈ Fq et β = G1(1, 0, . . . , 0), on pose z2 = y2 + ty1 et zi = yi, pour i 6= 2.
En remplaçant dans Q, on obtient que le coefficient de z2

1 dans Q est a2,2t
2 + β. En

choisissant t tel que a2,2t
2 + β = 0, on est bien ramené au cas où a1,1 = 0.

Comme Q est de rang R, il existe 1 ≤ j ≤ R tel que a1,j 6= 0. Quitte à faire une
permutation, on peut supposer a1,2 6= 0. On pose y2 = a1,2x2+. . .+a1,RxR et yi = xi
pour i 6= 2 et alors Q = y1y2 +

∑
2≤i≤j≤R

bi,jyiyj .

Soit maintenant z1 = y1 + b2,2y2 + b2,3y3 + . . . + b2,RyR et zi = yi pour i 6= 1. On
a Q = z1z2 +

∑
3≤i≤j≤R

bi,jzizj . En itérant, on a Q = x1x2 + . . . + x2s−1x2s + ax2
2s+1

si R = 2s + 1 ou Q = x1x2 + . . . + x2s−3x2s−2 + f(x2s−1, x2s) si R = 2s. Comme f
est une forme quadratique de rang 2, si elle se factorise, Q = x1x2 + . . .+ x2s−1x2s.
Sinon Q = x1x2 + . . . + x2s−3x2s−2 + ax2

2s−1 + bx2
2s + cx2s−1x2s avec ax2 + cx + b

irréductible.

• 2ème cas : q est impair.
Par Gauss, on peut écrire Q = a1x

2
1 + . . .+ aRx

2
R. Quitte à changer l’ordre, on peut

supposer que a1, . . . at sont des carrés dans Fq et que at+1, . . . aR ne le sont pas. On
peut alors écrire Q = x2

1 + . . . x2
t + µ(x2

t+1 + . . .+ x2
R) où µ n’est pas carré dans Fq.

Comme µ n’est pas carré, il existe c, d dans Fq tel que µ = c2 + d2. Si R− t ≥ 2, on
pose yt+1 = cxt+1 − dxt+2 et yt+2 = dxt+1 + cxt+2, alors

y2
t+1 + y2

t+2 = (c2 + d2)(x2
t+1 + x2

t+2).

En itérant, on obtient que Q = x2
1 + . . .+ x2

R ou Q = x2
1 + . . . x2

R−1 + µx2
R.

Supposons que Q peut s’écrire sous la forme x2
1 + . . . + x2

R. Il existe c, d dans Fq
tel que −1 = c2 + d2. On pose alors y2i−2 = cy2i−2 + dy2i, x2i = dy2i−2 − cy2i et
x2i+1 = y2i+1 et on obtient x2

2i−2 +x2
2i = (c2 +d2)(y2

2i−2 + y2
2i) = −y2

2i−2− y2
2i. Alors,

si R est impair,

Q = y2
1 − y2

2 + . . .+ y2
R−2 − y2

R−1 + y2
R

= (y1 + y2)(y1 − y2) + . . .+ (yR−2 + yR−1)(yR−2 − yR−1) + y2
R.

Si R est pair, on a

Q = y2
1 − y2

2 + . . .+ y2
R−1 − y2

R = (y1 + y2)(y1 − y2) + . . .+ (yR−1 + yR)(yR−1 − yR).
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Si Q peut s’écrire sous la forme x2
1+. . . x2

R−1+µx2
R alors, en utilisant le cas précédent,

si R est impair, on peut écrire Q = x1x2 + . . .+ xR−2xR−1 + µx2
R, ce qui démontre

le théorème dans ce cas.
Si R est pair, on peut écrire Q = x1x2 + . . . + xR−3xR−2 + x2

R−1 + µx2
R. Si -1 n’est

pas carré dans Fq, −µ est un carré dans Fq et on a

Q = x1x2 + . . .+ xR−3xR−2 + (xR−1 +
√
−µxR)(xR−1 −

√
−µxR).

Si -1 est un carré alors −µ n’est pas carré et alors x2 + µ est irréductible.

2.2.3 Zéros d’une forme quadratique

Théorème 2.2.6. Soit Q une forme quadratique sur Fq en n variables de rang R, alors
le nombre de zéros de Q est

N(Q) = qn−1 + (ω − 1)(q − 1)qn−
R
2 −1

où

ω =


1 si R est impair
0 si R est pair et si Q(Px) = x1x2 + . . .+ xR−3xR−2 + ax2

R−1 + bx2
R + cxR−1xR

avec ax2 + cx+ b irréductible
2 si R est pair et si Q(Px) = x1x2 + . . .+ xR−1xR

Démonstration. • Si R = 0, il y a qn zéros et on a bien le résultat.

• Si R = 1, Q peut s’écrire sous la forme ax2
1 ; on a donc qn−1 zéros.

• SiR = 2,Q peut s’écrire sous la forme ax2
1+bx2

2+cx1x2. Si ax2+cx+b est irréductible,
on est dans le cas (2) du théorème 2.2.5 et on a qn−2 = qn−1 − (q − 1)qn−

2
2−1 zéros.

Sinon, on peut factoriser Q, on est alors dans le cas (3) et le nombre s de zéros est
(2q − 1)qn−2 = qn−1 + (q − 1)qn−

2
2−1.

• Si R ≥ 3, par le théorème 2.2.5, Q peut se ramener à une forme quadratique de la
forme x1x2 + Q(1)(x3, . . . , xn) où Q(1) est une forme quadratique de rang R − 2. Si
Q(1)(a3, . . . , an) = 0, on a (2q− 1) couples (x1, x2) tels que Q(x1, x2, a3, . . . , an) = 0.
Sinon, on a (q − 1) couples (x1, x2) tels que Q(x1, x2, a3, . . . , an) = 0. D’où

N(Q) = (2q − 1)N(Q(1)) + (q − 1)(qn−2 −N(Q(1))) = qN(Q(1)) + (q − 1)qn−2.

En itérant, on a pour r tel que R− 2r ≥ 1,

N(Q) = qrN(Q(r)) + (q − 1)(qn−2 + qn−3 + . . .+ qn−(r+1))
= qrN(Q(r)) + qn−1 − qn−(r+1)

où Q(r) est une forme quadratique en x2r+1, . . . , xn de rang R− 2r.
Si R est impair, on pose R = 2s + 1. En appliquant ce qui précède avec r = s,
on a Q(s) qui est une forme quadratique en n − 2s variables de rang 1 et donc
N(Q) = qsqn−2s−1 + qn−1 − qn−s−1 = qn−1 ce qui démontre le théorème quand R
est impair.
Si R est pair, R = 2s et on prend r = s− 1. Alors Q(s−1) est une forme quadratique
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en n− 2s+ 2 variables de rang 2. Si Q est de type (2), Q(s−1) ne se factorise pas et
a qn−2s zéros. On obtient N(Q) = qs−1qn−2s + qn−1 − qn−s = qn−1 − (q − 1)qn−s−1.
Si Q est de type (3), Q(s−1) se factorise et a (2q − 1)qn−2s zéros. On obtient

N(Q) = qs−1(2q − 1)qn−2s + qn−1 − qn−s = qn−1 + (q − 1)qn−s−1

ce qui donne le résultat pour R pair.

2.3 Rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller d’ordre
1

On commence par s’intéresser au rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller d’ordre
1 (c’est-à-dire pour q = 2). On considère ce cas à part car même si les méthodes de
démonstration utilisées pour les codes de Reed-Muller généralisés restent valables (voir
[HKM78]), il existe dans ce cas d’autres méthodes basées sur la transformée de Hadamard
(voir [CH10, Lan91b, Hou93]).

Définition 2.3.1. Soit f ∈ B2
m. On définit la transformée de Hadamard de f comme

suit :
∀a ∈ Fm2 , f̂(a) =

∑
x∈Fm2

(−1)f(x)+<a,x>

où < a, x >=
m∑
i=1

aixi.

Remarque 2.3.2. Pour f ∈ B2
m, f̂ est la transformée de Fourier de (−1)f .

Soit f ∈ B2
m et α ∈ R(1,m). On écrit α sous la forme α(x) =< a, x > +b où a ∈ Fm2

et b ∈ F2. On peut interpréter le poids de f + α à l’aide de la transformée de Hadamard :

|f + α| = 2m−1 − 1
2
∑
x∈Fm2

(−1)f(x)+<a,x>+b = 2m−1 − 1
2(−1)bf̂(a).

On en déduit :
d(f,R(1,m)) = 2m−1 − 1

2 sup
a∈Fm2

|f̂(a)|.

En utilisant la formule de Parseval (Plancherel), on peut maintenant donner un majorant
du rayon de recouvrement :

Théorème 2.3.3. Pour tout m, ρ(1,m) ≤ 2m−1 − 2
m
2 −1.

Démonstration. Par la formule de Plancherel,

22m = 2m
∑
x∈Fm2

(−1)2f(x) =
∑
a∈Fm2

(f̂(a))2.

Donc sup
a∈Fm2

|f̂(a)| ≥ 2
m
2 d’où pour tout f ∈ B2

m

d(f,R(1,m)) ≤ 2m−1 − 2
m
2 −1

ce qui donne le résultat.
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On va maintenant calculer ρ2(1,m).

Théorème 2.3.4. Pour tout m, ρ2(1,m) = 2m−1 − 2d
m
2 e−1.

Pour démontrer ce théorème, on calcule la transformée de Fourier d’une forme qua-
dratique. Voici une idée de la preuve.

Démonstration. Soit Q une forme quadratique sur Fm2 dont on note B la forme bilinéaire
associée et N = {x ∈ Fm2 : ∀y ∈ F2m , B(x, y) = 0}. On note k la dimension de N .
On démontre à l’aide des relations d’orthogonalité des caractères le résultat suivant (voir
[Lan91a]) :

• Si Q(x) = 0 pour tout x ∈ N , alors

Q̂(a) =
{
±2

m+k
2 si < a, x >= 0 pour tout x ∈ N

0 sinon
.

• S’il existe d ∈ N tel que Q(d) = 1, alors

q̂(a) =
{
±2

m+k
2 si < a, x >= 0 pour tout x ∈ N et < a, d > 6= 0

0 sinon
.

On a donc d(Q,R(1,m)) = 2m−1 − 2
m+k

2 −1.
Soit l = bm2 c. On considère Q = x1x2 + x3x4 + . . .+ x2l−1x2l.

• Si m est pair, le rang de B est 2l et la dimension de N est 0 donc

ρ2(1,m) = 2m−1 − 2
m
2 −1.

• Si m est impair, la dimension de N est 1. De plus, comme m est impair, on a pour
toute forme quadratique dim(N) ≥ 1. D’où

ρ2(1,m) = 2m−1 − 2
m+1

2 −1.

On en déduit une minoration du rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller
d’ordre 1.

Théorème 2.3.5. Pour tout m, ρ(1,m) ≥ 2m−1 − 2d
m
2 e−1.

Démonstration. Puisque ρ(1,m) ≥ ρ2(1,m), c’est une conséquence du théorème 2.3.4.

Corollaire 2.3.6. Si m est pair, ρ(1,m) = 2m−1 − 2
m
2 −1.

Démonstration. Par le théorème 2.3.3, ρ(1,m) ≤ 2m−1 − 2
m
2 −1. Par le théorème 2.3.5,

ρ(1,m) ≥ 2m−1 − 2d
m
2 e−1 = 2m−1 − 2

m
2 −1.

On a de plus les résultats suivants :

Théorème 2.3.7. On a :

1. ρ(1, 3) = 2

2. ρ(1, 5) = 12
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3. ρ(1, 7) = 56

On trouve la preuve du point 3 dans [Myk80] ou [Hou96], celle du point 2 se trouve
dans [BW72] mais on peut aussi démontrer ce résultat en utilisant les mêmes méthodes
que dans [Hou96]. Enfin, le point 1 peut se calculer directement à l’aide d’un ordinateur.

D’après ce théorème, on peut se demander si le rayon de recouvrement ρ(1,m) est
toujours égal à ρ2(1,m). Ceci est faux :

Théorème 2.3.8. On a :

1. ρ(1, 9) ≥ 242

2. ρ(1, 11) ≥ 996

3. ρ(1, 13) ≥ 4040

4. Pour m ≥ 15 impair, ρ(1,m) ≥ 2m−1 − 27
322

m−1
2

On peut trouver la preuve des trois premier points dans [KDY10]. Ils procèdent par
recherche exhaustive parmi les fonctions booléennes à symétrie rotationnelle. L’idée de la
preuve du dernier point est de montrer que ρ(1, 15) ≥ 214 − 27.4 ([PW83, PW90]) puis
d’utiliser la relation de récurrence suivante pour généraliser à tout m :

∀m, ρ(1,m+ 2) ≥ 2ρ(1,m) + 2m.

Cette relation est démontrée dans [HKM78] pour q = 2 ; on généralise cette relation dans
la section 2.6 à tout q.

2.4 Une borne supérieure pour ρ(1,m) pour les codes de
Reed-Muller généralisés

2.4.1 Un théorème général

Avant de donner une majoration du rayon de recouvrement d’un code linéaire auto-
complémentaire de force 2, on étend la définition de code auto-complémentaire (voir
[HKM78]) à la caractéristique impaire et on rappelle la définition de force d’un code
(voir [Bos61]).

Définition 2.4.1. Un code C sur Fq est dit auto-complémentaire si

∀c ∈ C,∀ω ∈ Fq cω = (ω, . . . , ω) + c ∈ C.

Définition 2.4.2. Un code C sur Fq est dit de force s si pour tout sous-ensemble de s
coordonnées du code {i1, . . . , is} le cardinal de l’image réciproque d’un élément de Fsq par
l’application

C → Fsq
c 7→ (ci1 , . . . , cis)

est constant et ne dépend pas de l’ensemble de coordonnées choisi.

Théorème 2.4.3. Soit C un code sur Fq de longueur n auto-complémentaire et de force
2 alors

ρ(C) ≤ (q − 1)
q

n−
√
n

q
.
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Pour démontrer ce résultat, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.4. Soit C un code sur Fq de longueur n et de force 2 alors

∀v ∈ Fnq ,
∑

u∈v+C
|u|2 = n

(
q − 1
q

)(
(n− 1)

(
q − 1
q

)
+ 1

)
#C.

Démonstration. Le code C est de force 2 si et seulement si le code v+C est de force 2. En
effet, ajouter v revient à faire une permutation des (xi, xj)xi,xj∈Fq et (p−1)v+v+C = C.
De plus #(v + C) = #C, on est donc ramené au cas où v = 0. Alors∑

u∈C
|u|2 =

∑
u∈C

∑
i,ui 6=0

∑
j,uj 6=0

1

=
∑
u∈C

∑
i,ui 6=0

∑
j 6=i,uj 6=0

1 +
∑
u∈C

∑
i,ui 6=0

1

=
n∑
i=1

∑
j 6=i

∑
u∈C,uiuj 6=0

1 +
n∑
i=1

∑
u∈C,ui 6=0

1.

Comme C est de force 2,

∑
u∈C,uiuj 6=0

1 =
(
q − 1
q

)2
#C et

∑
u∈C,ui 6=0

1 =
(
q − 1
q

)
#C

et donc
∑
u∈C
|u|2 = n(n− 1)

(
q − 1
q

)2
#C + n

(
q − 1
q

)
#C.

On peut maintenant démontrer le théorème.

Démonstration. Soit v ∈ Fnq et soit r tel que ∀u ∈ v + C, |u| ≥ r. Comme le code est
auto-complémentaire, ∀ω ∈ Fq,∀u ∈ v + C, |uω| ≥ r. Alors∑

ω∈Fq
|uω| =

∑
ω∈Fq

|u| − n−ω + n0 = q(|u|+ n0)−
∑
ω∈Fq

n−ω = (q − 1)n

où nω = #{i : ui = ω}. Supposons r > q−1
q n. Alors

(q − 1)n < qr ≤
∑
ω∈Fq

|uω| = n(q − 1)

Ce qui est absurde donc r = q−1
q n− ρ avec ρ ≥ 0. On a alors∑

ω∈Fq
|uω|2 =

∑
ω∈F∗q

|uω|2 + |u|2

=
∑
ω∈F∗q

|uω|2 +

(q − 1)n−
∑
ω∈F∗q

|uω|

2

Or,

L =
∑
ω∈F∗q

|uω|2 +

(q − 1)n−
∑
ω∈F∗q

|uω|

2

≤ (q − 1)r2 + (q − 1)2(n− r)2 = R.
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En effet :

L−R =
∑
ω∈F∗q

(|uω| − r2) +


(q − 1)n−

∑
ω∈F∗q

|uω|

2

− (q − 1)2(n− r)2


=
∑
ω∈F∗q

(|uω| − r)(|uω|+ r) +

(q − 1)n−
∑
ω∈F∗q

|uω| − (q − 1)n+ (q − 1)r


×

2(q − 1)n−
∑
ω∈F∗q

|uω| − (q − 1)r


=
∑
ω∈F∗q

(|uω| − r)

|uω|+ r − 2(q − 1)n+
∑
ζ∈F∗q

|uζ |+ (q − 1)r


=
∑
ω∈F∗q

(|uω| − r) (|uω| − (q − 1)(n− r) + r − |u|) ≤ 0

car
∑
ω∈Fq

|uω| = (q − 1)n donc |uω| = n(q − 1)−
∑
ζ 6=ω
|uζ | ≤ (q − 1)(n− r).

Donc ∑
ω∈Fq

|uω|2 ≤ (q − 1)r2 + (q − 1)2(n− r)2

= (q − 1)
(
q − 1
q

n− ρ
)2

+ (q − 1)2
(
n

q
+ ρ

)2

= q

(
n2 (q − 1)2

q2 + (q − 1)ρ2
)

d’où

∑
u∈v+C

|u|2 ≤ q
(
n2 (q − 1)2

q2 + (q − 1)ρ2
)

#C
q

=
(
n2 (q − 1)2

q2 + (q − 1)ρ2
)

#C.

Or, par le lemme 2.4.4,
∑

u∈v+C
|u|2 = n

(
q − 1
q

)(
(n− 1)

(
q − 1
q

)
+ 1

)
#C donc

n2 (q − 1)2

q2 + n
(q − 1)
q2 ≤

(
n2 (q − 1)2

q2 + (q − 1)ρ2
)
.

On obtient alors n
q2 ≤ ρ2 et comme ρ ≥ 0 on a ρ ≥

√
n
q . On en déduit r ≤ (q−1)

q n −
√
n
q

d’où le résultat.

2.4.2 Application aux codes de Reed-Muller généralisés

On veut appliquer le théorème général aux codes de Reed-Muller d’ordre 1. Comme
Rq(0,m) ⊂ Rq(1,m), on a déjà que Rq(1,m) est auto-complémentaire. Pour appliquer
le théorème 2.4.3, il faut vérifier que Rq(1,m) est de force 2.

Lemme 2.4.5. Pour tout q et pour tout m ≥ 1, Rq(1,m) est de force 2.
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Démonstration. Soit y = (y1, . . . , ym) et z = (z1, . . . , zm) deux coordonnées fixées dis-
tinctes. On définit la relation d’équivalence suivante sur Rq(1,m) :

f ∼ g ⇔ f(y) = g(y) et f(z) = g(z).

On va calculer le cardinal d’une classe d’équivalence. Soit f(x) = a1x1 + . . . + amxm + b
et g = α1x1 + . . .+ αmxm + β tel que f ∼ g. Alors{

α1y1 + . . .+ αmym + β = a1y1 + . . .+ amym + b
α1z1 + . . .+ αmzm + β = a1z1 + . . .+ amzm + b

⇔
(
y1 . . . ym 1
z1 . . . zm 1

)
α1
...
αm
β

 =
(
a1y1 + . . .+ amym + b
a1z1 + . . .+ amzm + b

)
.

Comme z 6= y, le système est de rang 2, il y a donc qm−1 solutions et chaque classe d’équi-
valence a qm−1 éléments. Or, #Rq(1,m) = qm+1 donc le nombre de classes d’équivalence
est qm+1

qm−1 = q2 = #F2
q et donc Rq(1,m) est de force 2.

On déduit donc du théorème 2.4.3 et du lemme 2.4.5 le théorème suivant :

Théorème 2.4.6. Pour tout q et pour tout m ≥ 1, ρ(1,m) ≤ (q − 1)qm−1 − q
m
2 −1.

2.5 Une borne inférieure pour ρ(1,m)
Comme dans le cas q = 2, on calcule le rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller
généralisés d’ordre 1 dans les codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 2. Pour cela on
utilise le résultat sur les zéros d’une forme quadratique ci-dessus.

2.5.1 Rayon de recouvrement de Rq(1,m) dans Rq(2,m)

Théorème 2.5.1. Pour tout m et tout q, ρ2(1,m) = (q − 1)qm−1 − qd
m
2 e−1.

Démonstration. Soit q0 =
∑

1≤i≤j≤m
ai,jxixj . On cherche à calculer le poids de

q0 + α1x1 + . . .+ αmxm + β.

Soit Q = q0 +α1x1z+ . . .+αmxmz+ βz2. On note N∞q le nombre de zéros de q0 et Nq le
nombre de zéros de Q.
Par le théorème 2.2.6, on a :

N∞q = qm−1 + qm−
r
2−1(q − 1)(ωq0 − 1)

où r = rg(q0) et

ωq0 =


1 si r est impair
0 si r est pair et si q0(Px) = x1x2 + . . .+ xr−3xr−2 + ax2

r−1 + bx2
r + cxr−1xr

avec ax2 + cx+ b irréductible
2 si r est pair et si q0(Px) = x1x2 + . . .+ xr−1xr

et
Nq = qm + qm−

R
2 (q − 1)(ωQ − 1)
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où R = rg(Q) et

ωQ =


1 si R est impair
0 si R est pair et si Q(Px) = x1x2 + . . .+ xR−3xR−2 + ax2

R−1 + bx2
R + cxR−1xR

avec ax2 + cx+ b irréductible
2 si R est pair et si Q(Px) = x1x2 + . . .+ xR−1xR

Alors le nombre de zéros de q0 + α1x1 + . . .+ αmxm + β est

N = qm−1 − (ωq0 − 1)qm−
r
2−1 + (ωQ − 1)qm−

R
2

et donc |q0 + α1x1 + . . .+ αmxm + β| = (q − 1)qm−1 + (ωq0 − 1)qm−
r
2−1 − (ωQ − 1)qm−

R
2 .

On cherche maintenant à calculer d(q0, Rq(1,m)).

• Si r est impair.
Alors ωq0 = 1 et |q0 +α1x1 + . . .+αmxm+β| = (q−1)qm−1− (ωQ−1)qm−

R
2 . Quitte

à appliquer un changement de variables linéaire, ce qui ne change pas le poids, on
peut supposer que q0 = x1x2 + . . .+ xr−2xr−1 + ax2

r . Alors

Q = x1x2 + . . .+ xr−2xr−1 + ax2
r + α1x1z + . . .+ αmxmz + βz2

= (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−2 + αr−1z)(xr−1 + αr−2z) + ax2
r

+ z(αrxr + . . .+ αmxm) + (β − α1α2 − . . .− αr−2αr−1)︸ ︷︷ ︸
θ

z2

= (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−2 + αr−1z)(xr−1 + αr−2z) + ax2
r

+ z(αrxr + . . .+ αmxm + θz).

S’il existe i > r tel que αi 6= 0 alors R = r + 2 et ωQ = 1. Supposons que pour tout

i > r, αi = 0. Si θ 6= 0, R = r + 1 et ωQ =
{

0 si ax2 + αrx+ θ est irréductible
2 sinon .

Si θ = 0 alors, si αr = 0, on a R = r et ωQ = 1. Sinon, on a R = r + 1 et ωQ = 2.
Donc d(q0, Rq(1,m)) = (q − 1)qm−1 − qm−

r+1
2 .

• Si r est pair et ωq0 = 2.
Alors |q0 +α1x1 + . . .+αmxm +β| = (q− 1)qm−1 + qm−

r
2−1− (ωQ− 1)qm−

R
2 . Quitte

à appliquer un changement de variables linéaire, on peut supposer que

q0 = x1x2 + . . .+ xr−1xr.

Alors

Q = x1x2 + . . .+ xr−1xr + α1x1z + . . .+ αmxmz + βz2

= (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−1 + αrz)(xr + αr−1z)
+ z(αr+1xr+1 + . . .+ αmxm) + (β − α1α2 − . . .− αr−1αr)︸ ︷︷ ︸

θ

z2.

S’il existe i > r tel que αi 6= 0 alors R = R+ 2 et ωQ = 2. Supposons que pour tout
i > r, αi = 0. Si de plus θ = 0, R = r et ωQ = 2. Sinon R = r + 1 et ωQ = 1. Donc
d(q0, Rq(1,m)) = (q − 1)qm−1 + qm−

r
2−1 − qm−

r
2 .
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• Si r est pair et ωq0 = 0.
On a alors |q0 + α1x1 + . . .+ αmxm + β| = (q − 1)qm−1 − qm−

r
2−1 − (ωQ − 1)qm−

R
2 .

Quitte à appliquer un changement de variables linéaire, on peut supposer que

q0 = x1x2 + . . .+ xr−3xr−2 + ax2
r−1 + bx2

r + cxr−1xr

avec ax2 + cx+ b irréductible. Alors

Q = x1x2 + . . .+ xr−3xr−2 + ax2
r−1 + bx2

r + cxr−1xr + α1x1z + . . .+ αmxmz + βz2

= (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−3 + αr−2z)(xr−2 + αr−3z) + ax2
r−1 + bx2

r

+ cxr−1xr + z(αr−1xr−1 + . . .+ αmxm) + (β − α1α2 − . . .− αr−3αr−2)︸ ︷︷ ︸
θ

z2.

S’il existe i > r tel que αi 6= 0 alors R = r + 2 et ωQ = 0. Supposons que pour tout
i > r, αi = 0. On différentie le cas où q est pair et le cas où q est impair.
Si q est impair, comme ax2 + cx+ b est irréductible, a 6= 0 et b− c2

4a = δ 6= 0. Alors

Q = (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−3 + αr−2z)(xr−2 + αr−3z)

+ a(xr−1 + c

2axr + αr−1
2a z)2 + δx2

r + (αr −
cαr−1

2a )xrz + (θ −
α2
r−1
4a )z2

= (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−3 + αr−2z)(xr−2 + αr−3z)

+ a(xr−1 + c

2axr + αr−1
2a z)2 + δ(xr + 2aαr − cαr−1

4aδ z)2

+ (θ −
α2
r−1
4a −

(2aαr − cαr−1)2

16a2δ
)z2.

Si θ 6= α2
r−1
4a + (2aαr−cαr−1)2

16a2δ , R = r + 1 et ωQ = 1. Sinon R = r et ωQ = 0 car
ax2 + cx+ b est irréductible.
Si q est pair, c 6= 0 car ax2 + b+ cx est irréductible. On a donc

Q = (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−3 + αr−2z)(xr−2 + αr−3z)

+ c(xr−1 + αr
c
z)(xr + αr−1

c
z) +

(√
axr−1 +

√
bxr +

√
θ − αr−1αr

c
z

)2
.

Si c2θ 6= aα2
r + bα2

r−1 + cαr−1αr, R = r + 1 et ωQ = 1. Sinon

Q = (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−3 + αr−2z)(xr−2 + αr−3z)

+ c(xr−1 + αr
c
z)(xr + αr−1

c
z) +

(
√
axr−1 +

√
bxr + (

√
a

c
αr +

√
b

c
αr−1)z

)2

= (x1 + α2z)(x2 + α1z) + . . .+ (xr−3 + αr−2z)(xr−2 + αr−3z)

+ c(xr−1 + αr
c
z)(xr + αr−1

c
z) + a(xr−1 + αr

c
z)2 + b(xr + αr−1

c
z)2

donc R = r et ωQ = 0. D’où d(q0, Rq(1,m)) = (q − 1)qm−1 − qm−
r
2−1.
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2.5.2 Une borne inférieure pour ρ(1,m)
Comme dans le cas q = 2, on déduit de ρ2(1,m) une borne inférieure pour le rayon de
recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1.

Théorème 2.5.2. Pour tout q et tout m, ρ(1,m) ≥ (q − 1)qm−1 − qd
m
2 e−1.

Démonstration. Comme ρ(1,m) ≥ ρ2(1,m), on a le résultat par le théorème 2.5.1.

Corollaire 2.5.3. Pour tout q et pour tout m pair, ρ(1,m) = (q − 1)qm−1 − q
m
2 −1.

Démonstration. Pour m pair, (q − 1)qm−1 − qd
m
2 e−1 = (q − 1)qm−1 − q

m
2 −1. Le résultat

découle des théorèmes 2.5.2 et 2.4.6.

On a de plus montré au cours de la preuve du théorème 2.5.1 que le rayon de recou-
vrement était atteint pour

f(x) = x1x2 + . . .+ xm−3xm−2 + ax2
m−1 + bx2

m + cxm−1xm

avec ax2 + cx+ b irréductible sur Fq.

2.6 Le cas q = 3
Dans cette section, on utilise Magma pour calculer le rayon de recouvrement de R3(1, 3).
On en déduit une meilleure minoration du rayon de recouvrement de R3(1,m) pour tout
m.

2.6.1 Calcul du rayon de recouvrement pour m = 3
Théorème 2.6.1. Pour q = 3, ρ(1, 3) = 16.

Démonstration. Par les théorèmes 2.5.2 et 2.4.6, 15 ≤ ρ(1, 3) ≤ 16. De plus, si ρ(1, 3) = 16,
alors il existe f ∈ Bq

m tel que d(f,R3(1, 3)) = 16. Comme ρ2(1, 3) = 15 par le théorème
2.5.1, nécessairement le degré de f est plus grand que 3. En utilisant tous ces résultats,
on calcule le rayon de recouvrement avec Magma.
Algorithme 1

K:=GF(3);
P<x,y,z>:=PolynomialRing(K,3);
R1:=[a*x+b*y+c*z+d : a in K, b in K, c in K, d in K];
M:=15;
L:=[0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];

ad:=function(L); i:=1; r:=true;
while i le #L and r do
if L[i]+1 eq 3 then i:=i+1; L[i-1]:=0;

else r:=false; L[i]:=L[i]+1; end if; end while;
return L;

end function;

while M eq 15 and L[23] le 1 do
pol:=L[1]*z^2+L[2]*y*z+L[3]*y^2+L[4]*x*z+L[5]*x*y+L[6]*x^2



60 Chapitre 2. Rayon de recouvrement

+L[7]*y*z^2+L[8]*y^2*z+L[9]*x*z^2+L[10]*x*y*z+L[11]*x*y^2
+L[12]*x^2*z+L[13]*x^2*y+L[14]*y^2*z^2+L[15]*x*y*z^2
+L[16]*x*y^2*z+L[17]*x^2*z^2+L[18]*x^2*y*z+L[19]*x^2*y^2
+L[20]*x*y^2*z^2+L[21]*x^2*y*z^2+L[22]*x^2*y^2*z
+L[23]*x^2*y^2*z^2;

k:=1; m:=16;
while k le #R1 and m eq 16 do
if Evaluate(R1[k],<0,0,0>) ne 0 then r:=1; else; r:=0; end if;
p:=<1,0,0>;
while r lt 16 and p ne <0,0,0> do
if Evaluate(pol+R1[k],p) ne 0 then r:=r+1; p:=ad(p);

else p:=ad(p); end if; end while;
if r lt m then m:=r; end if;
k:=k+1; end while;
if m gt M then M:=m; else L:=ad(L); end if; end while;

print(M);
print(L);

On obtient que d(y2 + xy + y2z + xyz + y2z2 + x2z2, R3(1, 3)) = 16.

2.6.2 Mots qui atteignent le rayon de recouvrement

On cherche maintenant les mots qui atteignent le rayon de recouvrement de R3(1, 3).

Proposition 2.6.2. Il n’y a pas de f ∈ R3(6, 4) \R3(4, 3) tel que d(f,R3(1, 3)) = 16.

Pour prouver ce résultat, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.6.3. Pour q ≥ 3, si f ∈ Rq(m(q − 1),m) \ Rq(m(q − 1) − 1,m), il existe
σ ∈ GAm(Fq), a ∈ F∗q et r ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m) tels que

σ.f = a
m∏
i=1

xq−1
i + r.

Démonstration. On écrit f sous la forme

f(x) = a
m∏
i=1

xq−1
i +

m∑
i=1

ai
∏
k 6=i

xq−1
k xq−2

i + s

où a, ai ∈ Fq, a 6= 0 et s ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m).

Soit ω ∈ Fmq alors

1ω =
m∏
i=1

(1− (xi − ωi)q−1)

=
m∏
i=1

1−
q−1∑
k=1

(
q − 1
k

)
xki (−ωi)q−1−k


= (−1)m

m∏
i=1

xq−1
i + (−1)m

m∑
i=1
−ωi

∏
k 6=i

xq−1
k xq−2

i + t, t ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m).



2.6. Le cas q = 3 61

D’où
f = (−1)ma1(−a−1ai) + r′, r′ ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m).

Soit σ ∈ GAm(Fq),

σ.f = (−1)ma1σ−1((−a−1ai)) + σ.r′, r′ ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m).

On choisit σ tel que σ−1((−a−1ai)) = 0.

10 =
m∏
i=1

(1− xq−1
i ) = (−1)m

m∏
i=1

xq−1
i + u,

u ∈ Rq((m− 1)(q − 1),m) ⊂ Rq(m(q − 1)− 2,m) puisque q ≥ 3.

Finalement, puisque Aut(Rq(m(q − 1)− 2,m)) = GAm(Fq), on a

σ.f = a
m∏
i=1

xq−1
i + r, r ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m).

Lemme 2.6.4. Si f ∈ Rq(m(q−1)−1,m)\Rq(m(q−1)−2,m), alors il existe σ ∈ GLm(Fq)
et r ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m) tels que

σ.f =
m−1∏
i=1

xq−1
i xq−2

m + r.

Démonstration. On écrit f(x) =
m∑
i=1

αi
∏
k 6=i

xq−1
k xq−2

i + t, t ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m).

Soit b ∈ Fmq ,

10 − 1b =
m∏
i=1

(1− xq−1
i )−

m∏
i=1

(1− (xi − bi)q−1)

=
m∏
i=1

(1− xq−1
i )−

m∏
i=1

(1−
q−1∑
k=1

(
q − 1
k

)
xki (−bi)q−1−k)

= (−1)m
m∑
i=1

bi
∏
k 6=i

xq−1
k xq−2

i + s, s ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m).

D’où f = 10 − 1((−1)mαi) + r′, r′ ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m).

Soit σ ∈ GLm(Fq). On a

σ.f = 1σ−1(0) − 1σ−1(((−1)mαi)) + σ.r′ = 10 − 1σ−1(((−1)mαi)) + σ.r′.

Comme f ∈ Rq(m(q − 1) − 1,m) \ Rq(m(q − 1) − 2,m), ((−1)mαi) 6= 0. Il existe donc
σ ∈ GLm(Fq) tel que

σ−1(((−1)mαi)) =


(−1)m

0
...
0

 = c



62 Chapitre 2. Rayon de recouvrement

et

σ.f = 10 − 1c + σ.r′ =
m−1∏
i=1

xq−1
i xq−1

m + r

avec r ∈ Rq(m(q − 1)− 2,m) puisque Aut(Rq(m(q − 1)− 2,m)) = GAm(Fq).

On peut maintenant prouver la proposition :

Démonstration. Par les lemmes 2.6.3 et 2.6.4, les algorithmes suivants donnent le résultat.

Algorithme 2 (degré 6)

K:=GF(3);
P<x,y,z>:=PolynomialRing(K,3);
R1:=[a*x+b*y+c*z+d : a in K, b in K, c in K, d in K];

ad:=function(L); i:=1; r:=true;
while i le #L and r do

if L[i]+1 eq 3 then i:=i+1; L[i-1]:=0;
else r:=false; L[i]:=L[i]+1; end if; end while;

return L;
end function;

L:=[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
while L ne [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] do
pol:=L[1]*z^2+L[2]*y*z+L[3]*y^2+L[4]*x*z+L[5]*x*y+L[6]*x^2

+L[7]*y*z^2+L[8]*y^2*z+L[9]*x*z^2+L[10]*x*y*z+L[11]*x*y^2
+L[12]*x^2*z+L[13]*x^2*y+L[14]*y^2*z^2+L[15]*x*y*z^2
+L[16]*x*y^2*z+L[17]*x^2*z^2+L[18]*x^2*y*z
+L[19]*x^2*y^2+x^2*y^2*z^2;

k:=1; m:=16;
while k le #R1 and m eq 16 do
if Evaluate(R1[k],<0,0,0>) ne 0 then r:=1; else; r:=0; end if;
p:=<1,0,0>;
while r lt 16 and p ne <0,0,0> do

if Evaluate(pol+R1[k],p) ne 0 then r:=r+1; p:=ad(p);
else p:=ad(p); end if; end while;

if r lt m then m:=r; end if;
k:=k+1; end while;
if m gt 15 then print(pol); L:=ad(L); else L:=ad(L); end if; end while;

Algorithme 3 (degré 5)

K:=GF(3);
P<x,y,z>:=PolynomialRing(K,3);
R1:=[a*x+b*y+c*z+d : a in K, b in K, c in K, d in K];

ad:=function(L); i:=1; r:=true;
while i le #L and r do
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if L[i]+1 eq 3 then i:=i+1; L[i-1]:=0;
else r:=false; L[i]:=L[i]+1; end if; end while;

return L;
end function;

L:=[1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
while L ne [0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] do
pol:=L[1]*z^2+L[2]*y*z+L[3]*y^2+L[4]*x*z+L[5]*x*y+L[6]*x^2

+L[7]*y*z^2+L[8]*y^2*z+L[9]*x*z^2+L[10]*x*y*z+L[11]*x*y^2
+L[12]*x^2*z+L[13]*x^2*y+L[14]*y^2*z^2+L[15]*x*y*z^2
+L[16]*x*y^2*z+L[17]*x^2*z^2+L[18]*x^2*y*z+L[19]*x^2*y^2+x^2*y^2*z;

k:=1; m:=16;
while k le #R1 and m eq 16 do
if Evaluate(R1[k],<0,0,0>) ne 0 then r:=1; else; r:=0; end if;
p:=<1,0,0>;
while r lt 16 and p ne <0,0,0> do
if Evaluate(pol+R1[k],p) ne 0 then r:=r+1; p:=ad(p);

else p:=ad(p); end if; end while;
if r lt m then m:=r; end if;
k:=k+1; end while;
if m gt 15 then print(pol); L:=ad(L); else L:=ad(L); end if; end while;

Les deux algorithmes ne donnent aucun f tel que d(f,R3(1, 3)) = 16.

En utilisant des algorithmes similaires, on peut prouver la proposition suivante :

Proposition 2.6.5. Tous les f dans R3(4, 3) tels que d(f,R3(1, 3)) = 16 sont équivalents
sous l’action de GA3(F3) et R3(1, 3) à

2x2z2 + 2yz + x2z2 + xyz + 2x2yz.

2.6.3 Amélioration de la borne inférieure

On utilise le théorème 2.6.1 pour améliorer, pour q = 3, la borne inférieure du rayon de
recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 donnée dans le théorème
2.5.2.

Théorème 2.6.6. Pour q = 3 et m un entier impair,

ρ(1,m) ≥ (q − 1)qm−1 − 2
3q
dm2 e−1.

On a besoin de la relation de récurrence suivante pour prouver ce résultat.

Lemme 2.6.7. Pour tout q et tout m,

ρ(1,m+ 2) ≥ (q − 1)2qm + qρ(1,m).

Démonstration. Soit f ∈ Rq(1,m+ 2). On écrit

f(x1, . . . , xm+2) = g(x1, . . . , xm) + αxm+1 + βxm+2
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où g ∈ Rq(1,m) et α, β ∈ Fq. On note ω0, ω1, . . . , ωq−1 les éléments de Fq. On peut
supposer que ω0 = 0. Alors

Rq(1,m+ 2) = {M(c, α, β) : c ∈ Rq(1,m), α ∈ Fq, β ∈ Fq}

où M(c, α, β) = (c, cαω1 , . . . , cαωq−1 , cβω1 , cαω1+βω1 , . . . , cβω1+αωq−1 , . . . , cαωq−1+βωq−1).

Si v0 est tel que d(v0, Rq(1,m)) = ρ(1,m), alors pour tout c ∈ Rq(1,m), |v0 + c| ≥ ρ(1,m).
Soit u = (v0

ω0ω0 , . . . , v0
ω0ωq−1 , v0

ω1ω0 , . . . , v0
ω1ωq−1 , . . . , v0

ωq−1ωq−1) ∈ Bq
m+2.

Si α, β ∈ Fq et c ∈ Rq(1,m), alors

|u+M(c, α, β)| =
q−1∑
i=0

q−1∑
j=0
|v0

ωiωj + cαωi+βωj |

=
q−1∑
i=0

q−1∑
j=0
|v0

(β+ωi)ωj + cαωi |

= q|cα(−β) + v0|+
∑

ωi 6=−β

q−1∑
j=0
|v0

(β+ωi)ωj + cαωi |

≥ qρ(1,m) + (q − 1)2qm

ce qui donne le résultat.

On prouve maintenant le théorème 2.6.6.

Démonstration. On écrit m = 2k + 1. On prouve par récurrence sur u que pour u ≤ k,

ρ(1,m) ≥ (q − 1)(qm−1 − qm−1−u) + quρ(1,m− 2u).

Cette inegalité est vraie pour u = 0 et u = 1 par lemme 2.6.7. Supposons qu’elle soit vraie
pour un u < k. Alors

ρ(1,m) ≥ (q − 1)(qm−1 − qm−1−u) + quρ(1,m− 2u)

≥ (q − 1)(qm−1 − qm−1−u) + qu
(
(q − 1)2qm−2u−2 + qρ(1,m− 2u− 2)

)
(par le lemme 2.6.7)

≥ (q − 1)qm−1 − (q − 1)(q − (q − 1))qm−u−2 + qu+1ρ(1,m− 2(u+ 1))
≥ (q − 1)(qm−1 − qm−(u+1)−1) + qu+1ρ(1,m− 2(u+ 1)).

D’où, pour q = 3 et u = k − 1, on a :

ρ(1,m) ≥ (q − 1)(qm−1 − qk+1) + qk−1ρ(1, 3)

≥ (q − 1)qm−1 − 2qk−1 = (q − 1)qm−1 − 2
3q
dm2 e−1.

Corollaire 2.6.8. Pour q = 3, ρ(1, 5) = 156.

Démonstration. Par le théorème 2.6.6, ρ(1, 5) ≥ 2.34− 2
3 .9 = 156. et par le théorème 2.4.6,

ρ(1, 5) ≤ [2.34 − 3
√

3] = 156.



2.6. Le cas q = 3 65

Dans ce chapitre, nous généralisons des résultats sur le rayon de recouvrement des
codes binaires. Nous donnons notamment un encadrement pour le rayon de recouvrement
des codes de Reed-Muller généralisés. Ce résultat repose sur un théorème qui donne une
majoration du rayon de recouvrement des codes en général et sur l’étude du rayon de
recouvrement des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 dans les codes de Reed-
Muller généralisés d’ordre 2. Cet encadrement permet d’obtenir le rayon de recouvrement
des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 pour un nombre pair de variables. Dans
le cas d’un nombre impair de variables, le calcul de ρ(1, 3) pour q = 3 à l’aide du logiciel
Magma nous permet d’obtenir une meilleure minoration pour le rayon de recouvrement des
codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 sur F3. Cependant le rayon de recouvrement
des codes de Reed-Muller généralisés d’ordre 1 sur Fq reste inconnu pour un nombre impair
de variables m ≥ 3 si q ≥ 5 et pour m ≥ 7 si q = 3.





Chapitre 3

Fonctions presque parfaitement
non linéaires et parfaitement non
linéaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux fonctions presque parfaitement non linéaires et parfai-
tement non linéaires. La notion de fonctions presque parfaitement non linéaires a surtout
été étudiée en caractéristique paire et plus particulièrement dans le cas des fonctions puis-
sances. Après quelques rappels, on se propose de démontrer deux conjectures de Dobbertin,
Mills, Müller, Pott et Willems (voir [DMM+03]) sur des familles de fonctions puissances en
caractéristique impaire. On donnera ensuite de nouvelles familles de fonctions puissances
toujours en caractéristique impaire (voir [Led10b]).

3.1 Résultats préliminaires
On trouve la preuve du théorème suivant dans [LN97, p. 225].

Théorème 3.1.1 (Borne de Weil). Soit ψ un caractère multiplicatif de Fq d’ordre n > 1
et f ∈ Fq[x] unitaire de degré d qui n’est pas une puissance n-ième d’un polynôme. Alors

|
∑
x∈Fq

ψ(f(x))| ≤ (d− 1)√q.

Lemme 3.1.2. Soit e un entier impair et Q = {x2 : x ∈ F3e}. Pour b ∈ F3e, on note

Mb = {(x+ b)N + (−1)NxN : x, x+ b ∈ Q}

où N = 3
e+1

2 + 1, N = 4 ou N = 3k+1
2 , k ∈ N.

Alors, pour tout b ∈ F∗3e, Mb ∩ (−Mb) = ∅.

Démonstration. 1. Si N = 3
e+1

2 + 1.
Comme N est pair, Mb = M−b. Comme de plus, e est impair, −1 n’est pas un carré
dans Fe3 et on peut supposer que b est un carré. Alors, comme

(x+ b)N + xN = bN ((x
b

+ 1)N + (x
b

)N )

et x
b et x

b + 1 sont des carrés, on peut supposer que b = 1. Supposons qu’il existe x,
y ∈ Q tels que x+ 1 et y + 1 ∈ Q et

xN + (x+ 1)N = −yN − (y + 1)N .



68 Chapitre 3. Fonctions presque parfaitement non linéaires et parfait...

On pose m = e+1
2 . Alors,

2xN + x3m + x+ 1 = −(2yN + y3m + y + 1).

On élève cette équation à la puissance 3m :

2x3x3m + x3 + x3m + 1 = −(2y3y3m + y3 + y3m + 1).

En soustrayant la première équation à la deuxième on a :

(x3m − 1)(x3 − x) = −(y3m − 1)(y3 − y).

Or (x3m − 1)(x3 − x) = 0 et (y3m − 1)(y3 − y) = 0 si et seulement si x, y ∈ F3.
Puisque M1 ∩ −M1 ∩ F3 = ∅, on peut supposer que (x3m − 1)(x3 − x) 6= 0 et
(y3m − 1)(y3 − y) 6= 0. On a alors :

−1 = (x3m − 1)(x3 − x)
(y3m − 1)(y3 − y) = x(x+ 1)

y(y + 1)

(
x− 1
y − 1

)N
.

Comme x, x+ 1, y et y + 1 sont des carrés et que N est pair, c’est impossible.

2. Si N = 4
Comme dans le cas précédent, on peut supposer que b = 1. Supposons qu’il existe
x, y ∈ Q tels que x+ 1 et y + 1 ∈ Q et

xN + (x+ 1)N = −yN − (y + 1)N .

Alors,
2x4 + x3 + x+ 1 + 2y4 + y3 + y + 1 = 0

c’est-à-dire
(y2 + y + x2 + x+ 1)2 = −y(y + 1)x(x+ 1)

ce qui est absurde puisque x, x+ 1, y et y + 1 sont des carrés.

3. Si N = 3k+1
2 , k ∈ N.

Supposons qu’il existe x, y ∈ F3e tels que x, x+ b, y, y + b ∈ Q et

(x+ b)N + (−1)NxN = −(y + b)N − (−1)NyN .

On a
(x
b

+ 1)N + (−1)N (x
b

)N + (y
b

+ 1)N + (−1)N (y
b

)N = 0.

Soit α, β ∈ F32e tels que α2 − (xb − 1)α + 1 = 0 et β2 − (yb − 1)β + 1 = 0 alors
δx = (xb − 1)2 − 4 = 1

b2x(x+ b) et δy = (yb − 1)2 − 4 = 1
b2 y(y + b) sont des carrés et

α et β ∈ F3e . On a

(α+ 1)2N + (−1)N (α− 1)2N

αN
+ (β + 1)2N + (−1)N (β − 1)2N

βN
= 0

ce qui donne
α2KβK + βK + β2K + αK = 0
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où K =
{
N si N est pair
N − 1 si N est impair .

Autrement dit
(αKβK + 1)(αK + βK) = 0

On a donc αK = −βK ou αK = −β−K , ce qui est impossible car K est pair et -1
n’est pas un carré dans F3e

On rappelle ensuite le critère d’Hermite et Dickson (voir par exemple [LN97, p. 349])
qui donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction polynomiale de Fq
dans Fq soit un polynôme de permutation.

Lemme 3.1.3. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f(x) ∈ Fq[x] est un polynôme de permutation de Fq

2. f(x) a exactement une racine dans Fq et
∀t, 1 ≤ t ≤ q − 2, t 6≡ 0 mod p, la réduction (f(x))t mod xq − x est de degré
strictement plus petit que q − 1.

Pour démontrer ce lemme, on montre d’abord le résultat suivant :

Lemme 3.1.4. Soit a0, . . . , aq−1, q éléments de Fq. On a alors équivalence entre les pro-
positions suivantes :

1. a0, . . . , aq−1 sont distincts.

2.
q−1∑
i=0

ati =
{

0 si 0 ≤ t ≤ q − 2
−1 si t = q − 1

Démonstration. On considère les polynômes suivants :

gi(x) = 1−
q−1∑
t=0

atix
q−1−t.

Alors gi(ai) = 1 et pour tout b ∈ Fq, b 6= ai, gi(b) = 0. On définit maintenant le polynôme
suivant :

g(x) =
q−1∑
i=0

gi(x) =
q−1∑
t=0

− q−1∑
i=0

ati

xq−1−t

Les ai sont tous distincts si et seulement si ∀x ∈ Fq, g(x) = 1. Comme deg(g) ≤ q − 1,
les ai sont tous distincts si et seulement si g = 1. En identifiant les coefficients, on a le
résultat.

On prouve maintenant le lemme 3.1.3 :

Démonstration. Soit 1 ≤ t ≤ q − 2. On a pour tout x ∈ Fq

f(x)t =
∑
c∈Fq

f(c)t(1− (x− c)q−1)

donc
f(x)t ≡

∑
c∈Fq

f(c)t(1− (x− c)q−1) mod (xq − x).



70 Chapitre 3. Fonctions presque parfaitement non linéaires et parfait...

D’où le terme de degré q − 1 de f(x)t mod (xq − x) est −
∑
c∈Fq

f(c)t. Supposons d’abord

que f est un polynôme de permutation. Il a donc une unique racine dans Fq. Comme
f est une bijection, −

∑
c∈Fq

f(c)t = −
∑
c∈Fq

ct. Donc, par le lemme 3.1.4, le degré de f(x)t

mod (xq − x) est strictement plus petit que q − 1.
Réciproquement, supposons que f n’ait qu’une racine dans Fq et que ∀t, 1 ≤ t ≤ q − 2,
t 6≡ 0 mod p, la réduction (f(x))t mod xq − x soit de degré strictement plus petit que
q− 1. Alors,

∑
c∈Fq

f(c)q−1 = q− 1 = −1 et pour 1 ≤ t ≤ q− 2, t 6≡ 0 mod p,
∑
c∈Fq

f(c)t = 0.

Comme pour tout j, (
∑
c∈Fq

f(c)t)pj =
∑
c∈Fq

f(c)tpj , on a en fait que
∑
c∈Fq

f(c)t = 0 pour tout

0 ≤ t ≤ q − 2. Par le lemme 3.1.4, les f(c), c ∈ Fq, sont tous distincts et donc f est un
polynôme de permutation sur Fq.

On rappelle maintenant un résultat de Lucas (voir [Luc78]) :

Lemme 3.1.5. Soit p un nombre premier, n et r des entiers. On considère les décompo-
sitions p-adiques de n et r :
n = n0 + n1p+ . . .+ nkp

k avec 0 ≤ ni ≤ p− 1,
r = r0 + r1p+ . . .+ rkp

k avec 0 ≤ ri ≤ p− 1.
Alors (

n

r

)
≡

k∏
i=0

(
ni
ri

)
mod p.

Démonstration. On considère le polynôme de Fp[x] suivant :

(x+ 1)n =
n∑
r=0

(
n

r

)
xr.

D’autre part, (x+ 1)n =
k∏
i=0

(xpi + 1)ni =
k∏
i=0

ni∑
ri=0

(
ni
ri

)
xp

iri .

Par unicité de la décomposition p-adique et en identifiant les coefficients, on a le résultat.

3.2 Définitions et premières propriétés

3.2.1 Définitions

Soit f une fonction de Fq dans Fq. Pour tout a, b ∈ Fq, on s’intéresse au nombre de
solutions de l’équation suivante :

f(x+ a)− f(x) = b. (3.1)

On note Nf (a, b) le nombre de solutions de cette équation. Plus particulièrement, on étudie
les fonctions qui satisfont

∆f := max{Nf (a, b) : a, b,∈ Fq, a 6= 0} ≤ 2.

Définition 3.2.1. On dit qu’une fonction f : Fq → Fq est presque parfaitement non
linéaire si elle vérifie ∆f = 2.
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Définition 3.2.2. Si p est impair, on dit qu’une fonction f : Fq → Fq est parfaitement
non linéaire si elle vérifie ∆f = 1.

Remarque 3.2.3. En caractéristique paire, les fonctions parfaitement non linéaires n’existent
pas. En effet, si x est solution de l’équation (3.1), x+ a est aussi solution de (3.1).

3.2.2 Propriétés

On commence par faire quelques remarques :

• Si a = 0, alors

Nf (0, b) =
{

0 si b 6= 0
q si b = 0 .

• Sinon,
∑

a,b∈Fq ,a 6=0
Nf (a, b) = q2 − q.

Pour les fonctions puissances, on a quelques propriétés supplémentaires. Soit f : x 7→ xd

une fonction puissance sur Fq. On note ∆d = ∆f .

Lemme 3.2.4. On a ∆d = max{N(1, b) : b ∈ Fq}.

Démonstration. Soit a, b ∈ Fq, a 6= 0. On s’intéresse au nombre de solutions de l’équation
(x+ a)d − xd = b. En factorisant par ad, on obtient

ad
((

x

a
+ 1

)d
−
(
x

a

)d)
= b

et finalement, en posant y = x
a ,

(y + 1)d − yd = ba−d.

On a donc Nf (1, ba−d) = Nf (a, b) pour tout a, b ∈ Fq, a 6= 0.

Lemme 3.2.5. Si pgcd(d, q − 1) = 1, alors ∆d = ∆d−1 où d−1 est l’inverse de d modulo
q − 1.

Démonstration. Soit a, b ∈ Fq. On s’intéresse au nombre de solutions de l’équation

(x+ a)d − xd = b.

En élevant à la puissance d−1, on obtient

x+ a = (xd + b)d−1

et finalement, en posant y = xd,

a = (y + b)d−1 − yd−1
.

Donc pour tout a, b ∈ Fq Nd(a, b) = Nd−1(b, a).
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3.2.3 Équivalence

Ici, on introduit deux notions d’équivalence qui sont intéressantes dans notre cadre puis-
qu’elles stabilisent les fonctions presque parfaitement non linéaires et les fonctions parfai-
tement non linéaires (voir [CCZ98, KP08]).

Dans cette section, on munit Fpe de sa structure canonique de Fp-espace affine.

Définition 3.2.6. Soit f et g deux fonctions de Fpe dans Fpe . On dit que f et g sont
affine étendu équivalentes s’il existe A1 et A2 ∈ GAe(Fp) et A une application affine de
Fpe telles que pour tout x ∈ Fpe on ait

g(x) = A1 ◦ f ◦A2(x) +A(x).

Définition 3.2.7. On dit que deux fonctions sur Fpe f et g sont CCZ (Carlet-Charpin-
Zinoviev) équivalentes si leurs graphes sont affine-équivalents. Autrement dit, si on note
Gf = {(x, f(x)) : x ∈ Fpe} et Gg = {(x, g(x)) : x ∈ Fpe} les graphes de f et g, alors il
existe A ∈ GA2e(Fp) tel que

A(Gf ) = Gg.

Proposition 3.2.8. Si deux fonctions f et g de Fpe sont affine étendu équivalentes, alors
elles sont CCZ-équivalentes.

Démonstration. Comme f et g sont affine étendu équivalentes, il existe A1, A2 ∈ GAe(Fp)
et A une application affine telles que pour tout x ∈ Fpe ,

g(x) = A2 ◦ f ◦A1(x) +A(x).

On écrit A1(x) = L1(x) + c1, A2(x) = L2(x) + c2 et A(x) = L(x) + c où L1, L2 ∈ GLe(Fp),
L est une application linéaire sur Fpe et c1 c2, c ∈ Fpe .
On pose y = A1(x) alors x = L−1

1 (y)− L−1
1 (c1) et(

x
g(x)

)
=
(

L−1
1 (y)− L−1

1 (c1)
L ◦ L−1

1 (y)− L ◦ L−1
1 (c1) + c+ c2 + L2 ◦ f(y)

)

=
(

L−1
1 0

L ◦ L−1
1 L2

)(
y

f(y)

)
+
(

−L−1
1 (c1)

−L ◦ L−1
1 (c1) + c+ c2

)
.

D’où f et g sont CCZ-équivalentes.

Proposition 3.2.9. Les fonctions presque parfaitement non linéaires et parfaitement non
linéaires sont stables par CCZ-équivalence.

Démonstration. Soit f une fonction presque parfaitement non linéaire (resp. parfaitement
non linéaire) et g une fonction CCZ-équivalente à f . Alors il existe A ∈ GA2e(Fp) tel que
A(Gf ) = Gg où Gf et Gg sont les graphes respectifs de f et g. On écrit A = (A1, A2) où
A1 et A2 sont des applications affines de Fpe ×Fpe dans Fpe . Pour tout x ∈ Fpe , on définit
F1(x) = A1(x, f(x)) et F2(x) = A2(x, f(x)). Comme A(Gf ) = Gg, F1 est bijective sur Fpe
et pour tout y ∈ Fpe g(y) = F2 ◦ F−1

1 (y).
Soit a, b ∈ Fpe , a 6= 0. Pour tout y ∈ Fpe ,

g(y + a)− g(y) = b⇔ F2 ◦ F−1
1 (y + a)− F2 ◦ F−1

1 (y) = b.
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Soit x = F−1
1 (y) et xa = F−1

1 (y + a). Alors F1(xa)− F1(x) = a et F2(xa)− F2(x) = b. On
en déduit que

g(y + a)− g(y) = b⇔ A((xa, f(xa)))−A((x, f(x))) = (a, b).

Si on écrit A(x) = L(x) + c où L ∈ GL2e(Fp) et c ∈ F2
pe alors

g(y + a)− g(y) = b⇔ (xa, f(xa))− (x, f(x)) = L−1(a, b) = (a′b′).

D’où finalement
g(y + a)− g(y) = b⇔ f(x+ a′)− f(x) = b′.

Ce qui donne le résultat.

Corollaire 3.2.10. Les fonctions presque parfaitement non linéaires et parfaitement non
linéaires sont stables par équivalence affine étendue.

Démonstration. C’est immédiat en utilisant les propositions 3.2.8 et 3.2.9.

Proposition 3.2.11. Si f est parfaitement non linéaire, alors

f et g sont affine étendu équivalentes⇔ f et g sont CCZ-équivalentes

Démonstration. La proposition 3.2.8 donne l’implication directe. Supposons que f et g
soient CCZ-équivalentes. Il existe A ∈ GA2e(Fp) tel que A(Gf ) = Gg où Gf et Gg sont les
graphes respectifs de f et g. On écrit A sous la forme

A

(
x
y

)
= L

(
x
y

)
+
(
c1
c2

)
=
(
L1 L2
L3 L4

)(
x
y

)
+
(
c1
c2

)

où L ∈ GL2e(Fp), les Li sont des applications linéaires de Fpe et ci ∈ Fpe . On a

L

(
x

f(x)

)
=
(

y − c1
g(y)− c2

)
=
(

y′

g(y′ + c1)− c2

)
.

On définit alors g̃ : y 7→ g(y + c1)− c2. Soit a, b ∈ Fpe , a 6= 0. Comme f est parfaitement
non linéaire, il existe x ∈ Fpe tel que f(x+ a)− f(x) = b. Alors

L

(
a
b

)
= L

(
x+ a− x

f(x+ a)− f(x)

)
= L

(
x+ a

f(x+ a)

)
−L

(
x

f(x)

)
=
(

ya
g̃(ya)

)
−
(

y
g̃(y)

)
.

Comme
(
a
b

)
6= 0, ya 6= y et donc, comme L est bijective,

L

({(
0
c

)
: c ∈ Fpe

})
=
{(

0
c

)
: c ∈ Fpe

}
.

Pour tout c ∈ Fpe , L
(

0
c

)
=
(
L2(c)
L4(c)

)
=
(

0
d

)
donc L2 = 0. On a donc L1 et

L4 ∈ GLe(Fp) et

A

(
x

f(x)

)
=
(

L1(x) + c1
L3(x) + L4(f(x)) + c2

)
.

On note A1(x) = L1(x)+c1, A1 ∈ GAe(Fp) et g(y) = L3◦A−1
1 (y)+c2 +L4◦f ◦A−1

1 (y).
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3.3 Exemples de fonctions presque parfaitement non linéaires
et parfaitement non linéaires

Dans cette section, on donne les fonctions presque parfaitement non linéaires et parfaite-
ment non linéaires connues à ce jour.

3.3.1 Fonctions puissances parfaitement non linéaires

Dans cette sous-section p est impair.

Aujourd’hui, les seules fonctions puissances parfaitement non linéaires connues sont celles
données dans le théorème suivant :

Théorème 3.3.1. Soit f : x 7→ xd une fonction puissance. Alors f est parfaitement non
linéaire sur Fpe pour

1. d = 2

2. d = pk + 1 où k est un entier tel que e
pgcd(e,k) soit impair [CM97, DO68].

3. d = 3k+1
2 où p = 3 et k est un entier impair tel que pgcd(e, k) = 1 [CM97].

Pour démontrer ce théorème, on prouve d’abord la proposition suivante :

Proposition 3.3.2. Soit p un nombre premier impair. Pour d = pk+1
2 , la fonction x 7→ xd

définie sur Fpe vérifie

∆d ≤ pgcd(p
k − 1

2 , p2e − 1).

Démonstration. Par le lemme 3.2.4, il suffit de montrer que pour tout b ∈ Fpe , l’équation
(x+ 1)d − xd = b a au plus T = pgcd(p

k−1
2 , p2e − 1) solutions.

On pose u =
{

p−1
4 si p ≡ 1 mod 4
−p+1

4 si p ≡ 3 mod 4 et t = u2. Soit α ∈ Fp2e tel que

α2 − (x+ p− 1
2 )α+ t = 0.

L’équation devient alors
(α− u)2d − (α+ u)2d

αd
= b.

En simplifiant, on a
αd−1 + α−(d−1) = 2b. (3.2)

Soit α1 et α2 deux solutions de cette équation, on a

(αd−1
1 αd−1

2 − 1)(αd−1
2 − αd−1

1 ) = 0.

Donc, soit α2 = γα1, soit α2 = γα−1
1 où γ est une racine T ème de 1. D’où, si α est une

solution de l’équation (3.2), toutes les solutions de cette équation sont de la forme γα ou
γα−1 avec γ racine T ème de 1. Chacune de ces solutions donne une solution

x = α+ tα−1 − p− 1
2 .

Soit α1 et α2 deux solutions telles que α1 + tα−1
1 = α2 + tα−1

2 alors soit α1 = α2 soit
α1α2 = t. Puisque tT = 1, l’équation (x+ 1)d − xd = b a au plus T solutions.



3.3. Exemples 75

On peut maintenant démontrer le théorème.

Démonstration. Comme on considère des fonctions puissances, par le lemme 3.2.4, il suffit
de montrer que pour tout b ∈ Fq, l’équation (x + 1)d − xd = b a une unique solution.
Autrement dit, il faut montrer que l’application φ : x 7→ (x + 1)d − xd est une bijection
sur Fq.

1. On a (x+ 1)2 − x2 = 2x+ 1. Donc φ est bien une bijection sur Fq.

2. On a (x + 1)pk+1 − xpk+1 = xp
k + x + 1. L’application x 7→ xp

k + x est linéaire sur
Fq. De plus, xpk + x = 0 si et seulement si x = 0 ou xpk−1 = −1. Comme e

pgcd(e,k)

est impair, -1 n’est pas une puissance (pk − 1)ème. D’où x 7→ xp
k + x est injective,

ce qui donne le résultat.

3. Par la proposition 3.3.2, comme k est impair et pgcd(k, e) = 1,

∆d ≤ pgcd(3k − 1
2 , 32e − 1) = 1.

3.3.2 Fonctions puissances presque parfaitement non linéaires

En caractéristique 2, on conjecture que la liste des fonctions puissance presque parfaite-
ment non linéaires donnée dans le théorème suivant est complète à équivalence près.

Théorème 3.3.3. Soit f : x 7→ xd une fonction puissance. Alors f est presque parfaite-
ment non linéaire sur F2e pour

1. d = 2k + 1 où k est un entier tel que pgcd(e, k) = 1 (Gold, [Nyb94]).

2. d = 22k − 2k + 1 où k est un entier tel que pgcd(k, e) = 1 (Kasami, [JW93, Dob99c,
Dob99b]).

3. d = 2e − 2 si e est impair (Kloostermann, [Nyb94]).

4. d = 24k + 23k + 22k + 2k − 1 si e = 5k (Dobbertin, [Dob01]).

5. d = 2k + 3 si e = 2k + 1 est impair (Welch, [Dob99b]).

6. d = 22k + 2k − 1 où k est un entier tel que 4k + 1 ≡ 0 mod e (Niho, [Dob99a]).

Démonstration. D’après le lemme 3.2.4 et la remarque 3.2.3, il suffit de montrer que l’équa-
tion (x+ 1)d − xd = b a au plus deux solutions pour tout b ∈ F2e .

1. Soit b ∈ F2e . On cherche le nombre de x ∈ F2e tels que

(x+ 1)d + xd = b;

autrement dit tels que
x2k + x = b− 1.

Or, x 7→ x2k + x est une application linéaire sur F2e , il faut donc montrer que son
noyau a au plus deux éléments. On a x2k + x = 0 si et seulement si x = 0 ou
x2k−1 = 1. Comme pgcd(e, k) = 1, x2k−1 = 1 si et seulement si x = 1.



76 Chapitre 3. Fonctions presque parfaitement non linéaires et parfait...

2. Pour prouver ce résultat, on utilise la transformée de Walsh d’une fonction de F2e

dans F2 : soit f : F2e → F2, a ∈ F2e ,

W (f)(a) =
∑
x∈F2e

(−1)f(x)+tr(ax)

où tr = TrF2e/F2 .
En particulier, la transformée de Walsh de la fonction tr(d) : x 7→ TrF2e/F2(xd) est
telle que :∑

a∈F2e

(W (tr(d))(a))4 = 2e
∑

y,z∈F2e

∑
v∈F2e

(−1)tr(v((y+1)d+yd+(z+1)d+zd)).

Or,

∑
v∈F2e

(−1)tr(v((y+1)d+yd+(z+1)d+zd)) =
{

2e si (y + 1)d + yd = (z + 1)d + zd

0 sinon

donc ∑
a∈F2e

(W (tr(d))(a))4 = 22e#{(y, z) ∈ F2
2e : (y + 1)d + yd = (z + 1)d + zd}.

Par [Dob99c], on obtient

23e+1 = 22e#{(y, z) ∈ F2
2e : (y + 1)d + yd = (z + 1)d + zd}

ce qui donne le résultat.

3. On commence par remarquer que x = 1 et x = 0 sont solutions de l’équation pour
b = 1. Supposons maintenant que x 6= 0 et x 6= 1. L’équation devient

(x+ 1)−1 + x−1 = b

c’est-à-dire
bx2 + bx+ 1 = 0.

On a donc bien au plus deux solutions si b 6= 1. Supposons que b = 1 alors l’équation
devient x2 + x+ 1 = 0 qui est irréductible sur F2e pour e impair.

4. Voir [Dob01].

5. Il est démontré dans [Dob99b] que P (x) = x2k+1+1 + x3 + x est un polynôme de
permutation sur F2e . Or (x+ 1)d + xd = P (x2k + x) + 1 ce qui donne le résultat.

6. Il est démontré dans [Dob99a] que

P (x) = x22k+1+2k+1+1 + x22k+1+2k+1−1 + x22k+1+1 + x22k+1−1 + x

est un polynôme de permutation sur F2e . Pour x = 0 ou x = 1, (x + 1)d + xd = 1.
Pour x 6= 0 et x 6= 1, (x+ 1)d + xd = (P ((x2k + x)2k−1 + 1))2e−2 + 1. Si x, y ∈ F2e ,

(x2k + x)2k−1 + 1 = (y2k + y)2k−1 + 1⇔ y = x ou y = x+ 1
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puisque gcd(k, e) = 1. Comme de plus x 7→ (P (x))2e−2 + 1 est une bijection, pour
b 6= 1, l’équation (x+ 1)d + xd = b a au plus deux solutions. Si b = 1,

(P ((x2k + x)2k−1 + 1))2e−2 + 1 = 1

et on obtient
x2k + x+ 1 = 0.

Comme x2k + x+ 1 est irréductible sur F2e pour e impair, on a le résultat.

En caractéristique impaire, Helleseth, Rong et Sandberg ont recherché par ordinateur
des fonctions puissances qui sont presque parfaitement non linéaires sur des petits corps,
i.e pour pe ∈ {22, 23, . . . , 211, 32, . . . , 37, 52, . . . , 55, 72, 73, 74, 112, 113}. Dans [HRS99], ils
donnent un certain nombre de familles infinies contenant les exposants qu’ils ont trouvés.
On regroupe ces familles dans le théorème suivant :

Théorème 3.3.4. Soit f : x 7→ xd une fonction puissance. Alors f est presque parfaite-
ment non linéaire sur Fpe pour

1. d = pe − 2 si pe ≡ 2 mod 3 [HRS99].

2. d = pe−1
2 − 1 si p ≡ 3, 7 mod 20, pe > 7, pe 6= 27 et e est impair [HS97].

3. d = 3 si p 6= 3 [HRS99].

4. d =
{

pe+1
4 + pe−1

2 si pe ≡ 3 mod 8
pe+1

4 si pe ≡ 7 mod 8
si pe > 7 [HRS99].

5. d = 2pe−1
3 si pe ≡ 2 mod 3 [HRS99].

6. d = pe − 3 si p = 3 et e > 1 est impair [HRS99].

7. d = p
e
2 + 2, p > 3, e pair et p

e
2 ≡ 1 mod 3 [HRS99].

8. d = p
e+1

2 − 1 si p = 3 et e est impair [HRS99].

9. d = 5k+1
2 si p = 5 et k est un entier tel que pgcd(2e, k) = 1 [HRS99].

Démonstration. D’après le lemme 3.2.4, il suffit de regarder le nombre de solutions de
l’équation (x+ 1)d − xd = b pour tout b ∈ Fpe .

1. Si x = 0 ou x = −1 alors (x+ 1)d − xd = 1. Supposons que x 6= 0 et x 6= −1. Alors
l’équation devient

(x+ 1)−1 − x−1 = b

autrement dit
bx2 + x+ 1 = 0.

Donc, pour b 6= 1, l’équation (x+ 1)d− xd = b a au plus deux solutions. Si b = 1, on
obtient l’equation du second degré x2+x+1 de discriminant δ = −3. Donc la fonction
est presque parfaitement non linéaire si et seulement si −3 n’est pas une carré dans
Fpe . Or, pe ≡ 2 mod 3 et 2 n’est pas un carré dans F3 donc nécessairement e est
impair et p ≡ 2 mod 3. Donc la fonction est presque parfaitement non linéaire si et
seulement si (−3) est un carré dans Fp. Or, la loi de réciprocité quadratique nous
donne

(
3
p

) (p
3
)

= (−1)
p−1

2 . Comme p ≡ 2 mod 3,
(
−3
p

)
= −1 et −3 n’est pas un

carré dans Fpe .
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2. Pour x 6= 0 et x 6= −1, l’équation devient χ(x + 1) 1
x+1 − χ(x) 1

x = b où χ est le
caractère quadratique. On étudie le nombre de solutions dans les deux cas suivants :
χ(x) = χ(x+ 1) et χ(x) = −χ(x+ 1) et on trouve que ∆d ≤ 2. De plus, ∆d = 2 si et
seulement s’il existe b ∈ Fpe tel que χ(b) = 1, χ(1 + 4b) = 1 et χ(1 + 4b2) = 1. Soit

A =
∑

c∈Fpe\{−1,0,1}
χ(1+4c2)=1

(1 + χ(1 + 4c4)).

Alors

A+ 2 =
∑
c∈Fpe

(χ(1 + 4c2) + 1)(χ(1 + 4c4) + 1)

=
∑
c∈Fpe

(χ((1 + 4c2)(1 + 4c4)) + χ(1 + 4c4) + χ(1 + 4c2) + 1.

Donc, par le théorème 3.1.1, on a

|A+ 2− pe| ≤ 9
√
pe.

Donc, pour pe ≥ 85, A > 0 et on a le résultat. Il reste à traiter les cas pe = 23, 27,
43, 47, 49, 67, 81, 83. Pour cela, on utilise un ordinateur.

3. On a (x + 1)3 − x3 = b ⇔ 3x2 + 3x + 1 − b = 0. On a donc au plus deux solutions
pour chaque b si p 6= 3. De plus pour b = 1, x = 0 et x = −1 sont solutions.

4. On a 2d ≡ 1 + pe−1
2 mod pe − 1 alors, si on on note ux = xd, en élevant l’équation

ux+1 = ux + b au carré, on obtient l’équation suivante :

χ(x+ 1)(x+ 1)− χ(x)x = 2bux + b2.

On étudie le nombre de solutions de cette équation dans les cas où χ(x) = χ(x+ 1)
et χ(x + 1) = −χ(x) et on trouve que ∆d ≤ 2. De plus,

∑
b∈Fpe

N(1, b) = pe donc

∆d = 2 s’il existe b ∈ Fpe tel que N(1, b) = 0. Si b ∈ Fpe vérifie χ(1− b2) = −χ(2) et
χ(1+ b2) = χ(2) alors N(1, b) = 0. On prouve qu’un tel b existe à l’aide du théorème
3.1.1.

5. On a 3d ≡ 1 mod pe − 1. Si on note ux = xd, on a ux+1 = ux + b. En élevant cette
équation à la puissance 3, on obtient

3bu2
x + 3b2ux + b3 − 1 = 0.

On a donc au plus deux valeurs possibles pour ux. Comme pgcd(d, pe − 1) = 1, on
a au plus deux possibilités pour x. De plus, comme pgcd(pe − 1, d) = 1, l’équation
(x+ 1)d − xd = 0 n’a pas de solution. Puisque

∑
b∈Fpe

N(1, b) = pe, on a le résultat.

6. Si x 6= 0 et x 6= −1, l’équation devient

(x+ 1)−2 − x−2 = b

c’est-à-dire
bx4 + 2bx3 + bx2 + 2x+ 1 = 0

et pour p = 3, e > 1 impair et b 6= 0, 1,−1, cette équation a au plus deux solutions.
Elle a au plus une solution si b = −1, 0, 1.
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7. Voir [HRS99].

8. 0 est solution de (x+1)d−xd = 1 et −1 est solution de (x+1)d−xd = −1. Supposons
que x 6= 0 et x 6= −1. L’équation devient alors

−xp
e+1

2 = bx2 + (b− 1)x.

En élevant cette équation à la puissance p
e+1

2 , on obtient :

xp + bp
e+1

2 (xp
e+1

2 )2 + (b− 1)p
e+1

2 xp
e+1

2 = 0.

En remplaçant xp
e+1

2 , on a

bp
e+1

2 +2x4 + (1 + 2b(b− 1)bp
e+1

2 )x3 + (bp
e+1

2 +2 + bp
e+1

2 + b)x2 − (b− 1)p
e+1

2 +1x = 0

soit en factorisant

x(x+ 1)(bp
e+1

2 +2x2 + (1 + bp
e+1

2 +2 + bp
e+1

2 +1)x− (b− 1)p
e+1

2 +1) = 0.

Le discriminant du terme de degré 2 est δ = (bp
e+1

2 + 2)p
e+1

2 +1 donc si bp
e+1

2 6= 1, on
a deux solutions distinctes. De plus, si b = 1, l’équation devient x3(x + 1) = 0. Si
b = −1, l’équation devient x(x+ 1)3 = 0.

9. Par la proposition 3.3.2, on a ∆d ≤ 2. Comme d est impair, 0 et -1 sont solutions de
(x+ 1)d − xd = 1.

Les seuls exposants trouvés par Helleseth, Sandberg et Rong lors de leur étude sur les
petits corps qui ne sont pas inclus dans une famille infinie sont récapitulés dans le tableau
3.1

Table 3.1 – Exposants pour lesquels [HRS99] ne donne pas de famille infinie

pe d dpi

I 35 134 (134,160,238,230,206)
II 35 152 (152,214,158,232,212)
III 37 40 (40,120,360,1080,1054,976,742)
IV 37 224 (224,672,2016,1676,656,1968,1532)
V 37 274 (274,822,280,840,334,1002,820)
VI 53 14 (14,70,102)
VII 55 843 (843,1091,2331,2283,2043)

Dans [ZW10], Wang et Zha démontrent les deux théorèmes suivants. Ils ne donnent pas
de familles explicites de fonctions puissances mais ils expliquent certains cas du tableau
3.1. Voici d’abord un premier théorème qui concerne la caractéristique 3.

Théorème 3.3.5. Sur F3e, la fonction f : x 7→ xd vérifie ∆d ≤ 2 pour d pair tel que
(3k + 1)d − 2 = u(3e − 1) où u est impair et pgcd(e, k) = 1. De plus, f est presque
parfaitement non linéaire si 2k < e.
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Démonstration. Puisque d est pair, on a nécessairement u et e impair. Par le lemme 3.2.4,
on veut montrer que l’équation (x + 1)d − xd = b a au plus deux solutions pour tout
b ∈ F3e . Si b = 0, puisque pgcd(d, 3e − 1) = 2, cette équation a une solution. A partir de
maintenant, on suppose que b 6= 0. Si on note N = 3k+1

2 , alors

Nd ≡ 1 + 3e − 1
2 mod 3e − 1.

On note ux = xd, alors ux+1 = ux + b et pour tout x ∈ F3e , uNx = χ(x)x. Donc

(ux + b)N − uNx = χ(x+ 1)(x+ 1)− χ(x)x.

• Cas A : χ(x) = χ(x+ 1), x = 0 ou x = −1.
Si x = 0, (ux + b)N − uNx = 1.
Si x = −1, (ux + b)N − uNx = −1.
Si χ(x) = χ(x+ 1), (ux + b)N − uNx = χ(x).
Dans tous les cas, on cherche à résoudre une des équations suivantes :

(ux + b)N − uNx = ε, avec ε ∈ {−1, 1} (3.3)

On veut résoudre cette équation avec les mêmes méthodes que dans la proposition
3.3.2 : soit α ∈ F32e tel que α2 − (uxb − 1)α + 1 = 0. Cependant, le discriminant de
cette équation est

δ = (ux
b
− 1)2 − 4 = 1

b2
uxux+1.

Puisque d est pair, δ est un carré et donc α ∈ F3e . On a au plus pgcd(N − 1, 3e − 1)
solutions à l’équation (3.3).
Si k est impair, pgcd(N − 1, 3e − 1) = 1 et N est pair. Les deux équations

(ux + b)N − uNx = 1 et (ux + b)N − uNx = −1

ont chacune au plus une solution. Supposons qu’elles aient chacune une solution,
c’est-à -dire qu’il existe x ∈ F3e tel que χ(x) = 1 ou x = 0 et (ux + b)N − uNx = 1
d’une part et y ∈ F3e tel que χ(y) = −1 et (uy + b)N − uNy = −1 d’autre part. On a
alors (−(ux + b) + b)N − (−(ux + b))N = uNx − (ux + b)N = −1 et par unicité, on a
uy = −(ux + b) = −ux+1 ce qui est absurde car uy et ux+1 sont des carrés dans F3e

mais pas −1.
Si k est pair, alors pgcd(N − 1, 3e − 1) = 2 et N est impair. Par le lemme 3.1.2,
au plus une des deux équations a une solution. De plus, si une de ces équations a
des solutions, elle en a au plus 2. Ces deux solutions donnent les couples (ux, ux+1)
suivants :

ux = b(α+ α−1) + b

ux+1 = b(α+ α−1)− b ou ux = −b(α+ α−1) + b

ux+1 = −b(α+ α−1)− b

où α est solution de l’équation αN−1 +α−N+1 = 2εb−N . Or ux et ux+1 sont tous les
deux des carrés mais pas −1 donc au plus une de ces solutions est possible.

• Cas B : χ(x) = −χ(x+ 1).
Alors (ux + b)N − uNx = χ(x)x−χ(x) = uNx −χ(x). On cherche donc à résoudre une
des deux équations suivantes :

(ux + b)N + uNx = ε, avec ε ∈ {−1, 1} (3.4)
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Comme dans le cas A, les deux équations (3.4) ont au plus pgcd(N, 3e−1) solutions.
Si k est impair, alors pgcd(N, 3e − 1) = 2 et N est pair. Par le lemme 3.1.2, au plus
une des deux équations de (3.4) a une solution. De plus, si une de ces équations a
des solutions, elle en a au plus 2. Ces deux solutions donnent les couples (ux, ux+1)
suivants :

ux = b(α+ α−1) + b

ux+1 = b(α+ α−1)− b ou ux = −b(α+ α−1) + b

ux+1 = −b(α+ α−1)− b

où α est solution de l’équation αN + α−N = 2εb−N . Or, ux et ux+1 sont tous les
deux des carrés mais pas −1 donc au plus une de ces solutions est possible.
Si k est pair alors pgcd(N, 3e − 1) = 1 et N est impair. Pour les mêmes raisons que
dans le cas A, k impair, on a au plus une solution.

Il reste à montrer que si 2k < e, il existe un b dans F3e tel que N(1, b) = 2. Or∑
b∈Fq

N(1, b) = 3e

donc il suffit de prouver qu’il existe b tel que N(1, b) = 0. Dans tous les cas, il y a une
solution à l’équation (x + 1)d − xd = b si l’équation αK + α−K = 2εb−N avec K = N ou
K = N − 1 a au moins une solution dans F3e . Ceci n’est possible que si

δ = (2εb−N )2 − 4 = 4b−2N (1− b2N )

est un carré. On montre que si 2k < e, il existe b ∈ F∗3e tel que χ(1 − b3k+1) = −1. On
note L =

∑
b∈F3n

1 − χ(1 − b3k+1). Alors, par le théorème 3.1.1, on a |L − 3e| ≤ 3k.3
e
2 d’où

L > 0 si e > 2k.

On rappelle maintenant un second théorème de Wang et Zha qui concerne la caracté-
ristique 5.

Théorème 3.3.6. La fonction x 7→ xd est presque parfaitement non linéaire sur F5e pour
d tel que (5k + 1)d− 2 = u(5e − 1) où pgcd(e, k) = 1, u est impair et k est pair.

Démonstration. On commence par remarquer que nécessairement d est impair, alors -1 et
0 sont solutions de (x+ 1)d − xd = 1 et donc ∆d ≥ 2. On montre maintenant que ∆d ≤ 2.
Par le lemme 3.2.4, il suffit de montrer que l’équation (x + 1)d − xd = b a au plus deux
solutions pour tout b ∈ F5e . Si b = 0, puisque pgcd(d, 5e − 1) = 2, cette équation a une
solution. A partir de maintenant, on suppose b 6= 0. On note N = 5k+1

2 . Puisque u est
impair, on a

Nd ≡ 1 + 5e − 1
2 mod 5e − 1.

On note ux = xd et on a ux+1 = ux + b et

(ux + b)N − uNx = χ(x+ 1)(x+ 1)− χ(x)x.

• Cas A : : χ(x) = χ(x+ 1), x = 0 ou x = −1.
Si x = 0, (ux + b)N − uNx = 1.
Si x = −1, (ux + b)N − uNx = 1.
Si χ(x) = χ(x+1), (ux+ b)N −uNx = χ(x). On obtient alors les équations suivantes :

(ux + b)N − uNx = ε, avec ε ∈ {−1, 1}. (3.5)



82 Chapitre 3. Fonctions presque parfaitement non linéaires et parfait...

Soit α tel que α2−(uxb −2)α+1 = 0. Alors δ = (uxb −2)2−4 = 1
b2uxux+1 est un carré

car χ(x) = χ(x+ 1) et donc α ∈ F5e . Comme dans la proposition 3.3.2, chacune des
équations (3.5) a au plus pgcd(5k−1

2 , 5e − 1) = 2 solutions et ces solutions donnent
les couples de solutions (ux, ux+1) suivants :

ux = b(α+ α−1) + b

ux+1 = b(α+ α−1)− b ou ux = −b(α+ α−1) + 2b
ux+1 = −b(α+ α−1)− 2b

où α est solution de l’équation αN−1 + α−N+1 = 2εb−N . Or,

b(α+ α−1) + 2b = bα−1(α+ 1)2 et b(α+ α−1)− 2b = bα−1(α− 1)2

donc ux et ux+1 sont des carrés dans F5e . D’où, comme d est impair, seule l’équation
avec ε = 1 a des solutions. On a donc au plus deux solutions dans ce cas.

• Cas B : χ(x) = −χ(x+ 1). On obtient alors les équations suivantes :

(ux + b)N + uNx = ε, avec ε ∈ {−1, 1}.

Soit α tel que α2 − (uxb − 2)α+ 1 = 0. Comme dans la proposition 3.3.2, on obtient
au plus pgcd(5k+1

2 , 52e − 1) = 1 solution pour chaque équation. Alors

ux = b(α+ α−1) + 2b et ux+1 = b(α+ α−1)− 2b

où α est solutions de αN + α−N = 2εb−N . On a alors

uxux+1 = b2(α+ α−1)2 − 4b2 = b2(α− α−1)2

ce qui est absurde puisque d est impair et χ(x) = −χ(x + 1). On n’a donc pas de
solution dans ce cas.

3.3.3 Exemples de fonctions qui ne sont pas des fonctions puissances

Dans la suite, on donne une liste de fonctions parfaitement non linéaires et presque parfai-
tement non linéaires qui ne sont pas des fonctions puissances, c’est-à-dire qu’elles ne sont
pas équivalentes à une fonction puissance.

Théorème 3.3.7. Les fonctions suivantes sont des fonctions parfaitement non linéaires :

1. f(x) = x10 + x6 − x2 sur F3e, e ≥ 5, e impair [CM97, DY06].

2. f(x) = x10 − x6 − x2 sur F3e, e ≥ 5, e impair [DY06].

3. f(x) = xp
s+1 − upk−1xp

k+p2k+s sur Fp3k où pgcd(3, k) = 1, k − s ≡ 0 mod 3, s 6= k,
k

pgcd(k,s) est impair et u est un élément primitif de Fp3k [ZKW09].

4. f(x) = xp
m+1 + ωTrFpe/Fpm (αxpi(pr+1)) sur Fpe où e = 2m, pm − 1 = 2sk, r ≥ 1,

pr − 1 = 2tl, k et l impair, ω ∈ Fpe \ Fpm, α n’est pas une puissance pr + 1ème et
s ≤ t [BK10].
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Par la proposition 3.2.11, il suffit de vérifier que ces fonctions ne sont pas affine-étendu
équivalentes à une fonction puissance.
Il est en fait démontré dans [DY06] que pour e impair et pour tout u ∈ F3e , la fonction
x 7→ x10 − ux6 − u2x2 est parfaitement non linéaire sur F3e . On conserve seulement les
cas u = ±1 pour des raisons d’équivalence. En effet, comme -1 n’est pas un carré, tout
u ∈ F∗3e peut s’écrire u = εb4 où ε ∈ {−1, 1} et b ∈ F∗3e . Alors

x10 − ux6 − u2x2 = b10
((

x

b

)10
− ε

(
x

b

)6
−
(
x

b

)2
)
.

Définition 3.3.8. On dit qu’un polynôme f de Fpe [x] est un polynôme de Dembowski-
Ostrom s’il a la forme réduite suivante :

e−1∑
k,l=0

ak,lx
pk+pl , où ak,l ∈ Fpe .

Les applications linéaires sur Fpe sont de la forme L(x) =
e−1∑
k=0

bkx
pk où bk ∈ Fp (voir

[Rom06]). La composée à droite ou à gauche d’un polynôme de Dembowski-Ostrom avec
une application linéaire est encore un polynôme de Dembowski-Ostrom. Toutes les fonc-
tions données dans le théorème ci-dessus sont des polynômes de Dembowski-Ostrom.
Comme x

3k+1
2 n’est pas un polynôme de Dembowski-Ostrom, aucune des fonctions du

théorème ci-dessus n’est équivalente à x
3k+1

2 .
On voudrait donc qu’aucune de ces fonctions ne soit équivalente à xp

s+1, pour s ≥ 0.

On commence par traiter le cas des deux premières fonctions. Soit L1(x) =
e−1∑
k=0

bkx
pk et

L2(x) =
e−1∑
k=0

ckx
pk des applications linéaires inversibles, L une application linéaire et c,

d ∈ Fpe tels que L1(x10 − εx6 − x2) = (L2(x) + c)ps+1 +L(x) + d. Dans la suite, on consi-
dère les indices des coefficients modulo e.
Supposons dans un premier temps que s = 0. On obtient les équations suivantes :

ckcl = 0 si l − k 6= 0, 2,−2
bk = 2ckck+2
c2
k = −bk − εbk−1

.

Comme L2 est inversible, il existe k0 tel que ck0 6= 0. Alors, pour tout l 6= k0, k0 +2, k0−2,
cl = 0. Comme de plus ck0−2ck0+2 = 0, quitte à prendre k0 − 2 au lieu de k0, pour tout
l 6= k0, k0 + 2, cl = 0. En utilisant la deuxième équation, on obtient que pour tout l 6= k0,
bl = 0. Finalement, en utilisant la troisième équation pour k = k0 + 1, on obtient que
bl = 0 pour tout l, ce qui est absurde puisque L1 est inversible.
Supposons maintenant que s 6= 0. On obtient les équations suivantes :

cp
s

k cl + cp
s

l−sck+s = 0 si k + s− l 6= 0, 2,−2
bk+s = c3s

k ck+s+2 + c3s
k+2ck+s

ckck+s = −bk+s − εbk+s−1

(3.6)

Supposons qu’il existe k0 tel que ck0 = 0 alors pour tout l 6= k0 + s, k0 + s+ 2, k0 + s− 2
c3s
l−sck0+s = 0. Si ck0+s 6= 0, pour tout l 6= k0 − 2, k0 + 2, cl = 0. Pour s 6≡ ±2 mod e,
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on obtient bk = 0 pour tout k, ce qui est absurde. Si s ≡ ±2 mod e, alors pour tout
l 6= k0, k0−2, k0 +2, bl = 0. Si s ≡ −2 mod e, 0 = bk0−4 = c3s+1

k0−2 et on a une contradiction.
Sinon, en utilisant la troisième équation, on obtient bk0+2 = 0. En remplaçant dans la
deuxième équation, on a ck0+2 = 0 ce qui est absurde. On en déduit que pour tout k, la
suite (ck+us)u est soit identiquement nulle, soit tous ses termes sont non nuls.
Comme L2 est inversible, il existe ck0 6= 0. Si pgcd(e, s) = 1, alors par ce qui précède,
ck 6= 0 pour tout k. Comme pour tout u, v,

c3s
k+svck+su+1 + c3s

k+s(u−1)+1ck+2(v+1) = 0,

on a
−
(
ck+1+s(u−1)

ck+sv

)3s

= ck+1+su
ck+s(v+1)

.

En itérant le procédé e fois, on a - ck+1+su
ck+s(v+1)

= ck+1+su
ck+s(v+1)

, ce qui est absurde.
Si pgcd(e, s) > 1, en particulier s 6= ±2 et on peut prendre l = k dans la première
équation du système (3.6). On obtient c3s+1

k + c3s
k−sck+s = 0. On considère alors la suite

(ck0+us)u, tous ses termes sont non nuls par ce qui précède et de plus pour tout u on a
χ(ck0+us) = −χ(ck0+(u+2)s). On en déduit que χ(ck0) = −χ(ck0), ce qui est absurde.
Dans le cas de la troisième fonction, la non équivalence est démontrée dans [ZKW09] en
utilisant les mêmes méthodes.
Enfin, pour la quatrième fonction, la non équivalence est démontrée dans [ZW09] dans le
cas particulier où i = r, α = cl, ω = 1

clb
où c est un élément d’ordre k premier avec pm− 1

tel que si l est l’inverse de pm − 1 modulo k alors cl n’est pas un puissance pi + 1ème et b
est un élément de Fpe tel que clb 6∈ Fpm .

Théorème 3.3.9. Les fonctions suivantes sont presque parfaitement non linéaires :

1. f(x) = x2s+1+αx2ik+2mk+s sur F23k avec pgcd(3, k) = pgcd(s, 3k) = 1, k ≥ 3, i ≡ sk
mod 3, m ≡ −i mod 3 et α = t2

k−1, t un élément primitif de F23k [BCFL06].

2. f(x) = x2s+1+αx2ik+2mk+s sur F24k avec pgcd(2, k) = pgcd(s, 2k) = 1, k ≥ 3, i ≡ sk
mod 4, m = 4− i et α = t2

k−1, t un élément primitif de F23k [BCP07].

3. f(x) = αx2s+1 + α2kx2k+s+2k + βx2k+1 +
k−1∑
i=1

γix
2k+i+2i sur F22k , α pas un cube,

β 6∈ F2k , γi ∈ F2k pour tout i, pgcd(k, s) = 1, k impair et s impair [BBMM08].

4. f(x) = x22s+2s+bx2k+1+cx2k(22s+2s) sur F22k , pgcd(s, k) = 1, pgcd(2s+1, 2k+1) > 1,
c2k+1 = 1, cb2k 6= b et c 6∈ {γ(2s+1)(2k−1) : γ ∈ F22k} [BC08].

5. f(x) = θx2s+k+1 + θ2kx2k+2s + x2s+1 + x2k(2s+1) + x2k+1 + πx2s+k+2s sur F22k avec
pgcd(s, k) = 1, π 6∈ F2k et l’équation x2s+1 + θx2s + θ2kx+ 1 = 0 n’as pas de solution
x tel que x2k+1 = 1 [BC08].

6. f(x) = x3 + TrF2e/F2(x9) sur F2e [BCL09].

7. f(x) = ux2−k+2k+s + u2kx2s+1 + vx2k+s+2s sur F23k , u élément primitif, v ∈ F2k ,
pgcd(s, 3k) = 1, pgcd(3, k) = 1 et k + s ≡ 0 mod 3 [BBMM08].

8. f(x) = u2kx2−k+2k+s + ux2s+1 + vx2−k+1 + wu2k+1x2k+S+2s sur F23k , u élément
primitif, v, w ∈ F2k vw 6= 1, pgcd(s, 3k) = 1, pgcd(3, k) = 1 et k + s ≡ 0 mod 3
[BBMM11].
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9. f(x) = uxd1 + xd2, sur F3e avec e ≥ 3 impair, d1 = 3e−1
2 − 1, d2 = 3e − 2 et u ∈ F3e

tel que χ(u) = χ(u+ 1) = χ(u− 1) [NH07].

La deuxième fonction n’est pas CCZ-équivalente à une fonction puissance. Dans les
autres cas, on a seulement des résultats partiels plus ou moins complets. Les fonctions
3, 4 et 5 ne sont pas CCZ-équivalentes aux fonctions puissances de Kloosterman, Niho
et Welch car elles sont presque parfaitement non linéaires sur des extensions de degré
pair de F2 au contraire de ces fonctions puissances. Les fonctions 1 et 6 ne sont affine
étendu équivalentes à aucune fonction puissance et ne sont pas CCZ-équivalentes à la
fonction puissance de Gold. De plus, la fonction 6 n’est pas CCZ-équivalente aux fonctions
puissances de Dobbertin et Kloosterman. Dans le cas de la fonction 7, pour v 6= 0 et n = 6
la fonction n’est pas CCZ-équivalente aux fonctions puissances. Pour v = 0, on retrouve
la fonction 1. Pour la famille 8, la non équivalence a été étudiée pour n = 6 et n = 12.
Enfin, la non équivalence de la famille 9 n’a pas été étudiée.

3.4 Nouvelles familles en caractéristique 3
Dans cette section, p = 3.

3.4.1 Deux conjectures de Dobbertin, Mills, Müller, Pott et Willems

Dans [DMM+03], Dobbertin, Mills, Müller, Pott et Willems démontrent les théorèmes
suivants :

Théorème 3.4.1. Soit e un entier impair. Dans F3e, la fonction x 7→ xd vérifie ∆d ≤ 2
pour

d =

 3
e+1

2 −1
2 si e ≡ 3 mod 4

3
e+1

2 −1
2 + 3e−1

2 si e ≡ 1 mod 4
.

Théorème 3.4.2. Soit e un entier impair. Dans F3e, la fonction x 7→ xd vérifie ∆d ≤ 2
pour

d =
{

3e+1−1
8 si e ≡ 3 mod 4

3e+1−1
8 + 3e−1

2 si e ≡ 1 mod 4
.

On prouve ces deux théorèmes de la même façon :

Démonstration. Par le lemme 3.2.4, il suffit de prouver que l’équation (x + 1)d − xd = b
a au plus deux solutions pour tout b ∈ F3e . Si b = 0, puisque pgcd(d, 3e − 1) = 2, cette
équation a une solution. A partir de maintenant, on suppose b 6= 0.
Dans un premier temps, supposons que e ≡ 3 mod 4. On pose

m =
{

e+1
2 dans le cas du théorème 3.4.1

1 dans le cas du théorème 3.4.2

et ux = xd. On a ux+1 = ux + b alors en élevant cette équation à la puissance 3m + 1 et
puisque

(3m + 1)d ≡ 1 + 3e − 1
2 mod 3e − 1,

on obtient l’équation suivante :

bu3m
x + b3

m
ux + b3

m+1 = χ(x+ 1)(x+ 1)− χ(x)x.
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• Cas A : χ(x) = χ(x+ 1) ou x = 0 ou x = −1.
On obtient alors les équations suivantes :

bu3m
x + b3

m
ux = −b3m+1 + ε, avec ε ∈ {−1, 1}. (3.7)

L’application z 7→ bz3m + b3
m
z est linéaire. De plus bz3m + b3

m
z = 0 si et seulement

si z = 0 ou z3m−1 = −b3m−1. Comme −1 n’est pas un carré, cette application est
bijective et donc chaque équation (3.7) a au plus une solution. Supposons qu’elles
aient chacune une solution, c’est-à -dire qu’il existe x ∈ F3e tel que χ(x) = 1 ou
x = 0 et bu3m

x + b3
m
ux + b3

m+1 = 1 d’une part et y ∈ F3e tel que χ(y) = −1 et
bu3m
x + b3

m
ux+ b3

m+1 = −1 d’autre part. Alors, en additionnant ces deux équations,
on a

b(ux + uy)3m + b3
m(ux + uy) + 2b3m+1 = 0.

On a déjà vu que l’application z 7→ bz3m + b3
m
z est bijective donc la seule possibilité

est que ux + uy = 2b ce qui signifie que uy = −ux+1. Ceci est impossible puisque uy
et ux+1 sont des carrés mais pas −1.

• Cas B : χ(x) = −χ(x+ 1)
On obtient alors les équations suivantes puisque χ(x)x = u3m+1

x

−u3m+1
x + bu3m

x + b3
m
ux = −b3m+1 + ε, avec ε ∈ {−1, 1}.

On remplace ux par u+ b dans cette équation et on obtient

u3m+1 = −b3m+1 − ε.

Comme pgcd(3m + 1, 3e − 1) = 2, cette équation a au plus deux solutions ±α dans
F3e . On obtient alors les couples (ux, ux+1) suivants :

(α+ b, α− b) et (−α+ b,−α− b).

Comme ux et ux+1 sont des carrés mais pas -1, au plus un de ces couples est possible.
Supposons que les deux équations aient des solutions, c’est-à-dire qu’il y ait une
solution x telle que χ(x) = 1 = −χ(x + 1) et une solution y telle que χ(y) =
−1 = −χ(y + 1). Alors −1 = u3m+1

x + u3m+1
x+1 et 1 = u3m+1

y + u3m+1
y+1 . Comme ux,

ux+1 = ux + b, uy et uy+1 = uy + b sont des carrés par le lemme 3.1.2, ceci est
impossible.

On a donc prouvé les théorèmes pour e ≡ 3 mod 4. Supposons que e ≡ 1 mod 4. Alors
3e ≡ 3 mod 4 et

d′ =

 3
3e+1

2 −1
2 ≡ 3

e+1
2 −1
2 + 3e−1

2 mod 3e − 1 dans le cas du théorème 3.4.1
33e+1−1

8 ≡ 3e+1−1
8 + 3e−1

2 mod 3e − 1 dans le cas du théorème 3.4.2
.

Comme les théorèmes sont vrais pour e ≡ 3 mod 4, l’équation (x+ 1)d−xd = b a au plus
deux solutions dans F33e donc dans F3e pour tout b ∈ F3e .

Ils font alors les deux conjectures suivantes :

Conjecture 3.4.3. Pour e ≥ 5 impair, la fonction x 7→ xd est presque parfaitement non
linéaire sur F3e pour

d =

 3
e+1

2 −1
2 si e ≡ 3 mod 4

3
e+1

2 −1
2 + 3e−1

2 si e ≡ 1 mod 4
.
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Conjecture 3.4.4. Pour e ≥ 5 impair, la fonction x 7→ xd est presque parfaitement non
linéaire sur F3e pour

d =
{

3e+1−1
8 si e ≡ 3 mod 4

3e+1−1
8 + 3e−1

2 si e ≡ 1 mod 4
.

Remarque 3.4.5. 1. On prend e ≥ 5 dans les conjectures car pour e = 1 ou e = 3,
par le théorème 3.3.1, x 7→ xd est parfaitement non linéaire.

2. La conjecture 3.4.3 donne une famille infinie pour les cas I et III du tableau 3.1 et
la conjecture 3.4.4 pour les cas II et V.

Par les théorèmes 3.4.1 et 3.4.2, il suffit de prouver que ∆d 6= 1. Autrement dit, par
le lemme 3.2.4, il suffit de prouver que la fonction f : x 7→ (x + 1)d − xd n’est pas une
bijection sur F3e . On prouve les conjectures 3.4.3 et 3.4.4 à l’aide du critère d’Hermite et
Dickson (lemme 3.1.3). Dans les deux cas, pgcd(d, 3e − 1) = 2 donc f a exactement une
racine. Il faut donc trouver un t, 1 ≤ t ≤ q − 2, t 6≡ 1 mod p tel que f(x)t soit de degré
q − 1 modulo xq − x.

Soit 1 ≤ t ≤ q − 2, t 6≡ 1 mod p. On a

(
(x+ 1)d − xd

)t
=

t∑
k=0

(
t

k

)
(x+ 1)dk(−1)t−kxd(t−k)

=
t∑

k=0

(
t

k

)
(−1)t−k

 dk∑
j=0

(
dk

j

)
xdk−j

xd(t−k)

=
t∑

k=0

(
t

k

)
(−1)t−k

dk∑
j=0

(
dk

j

)
xdt−j

=
dt∑
j=0

xdt−j
t∑

k=d j
d
e

(−1)t−k
(
t

k

)(
dk

j

)
.

Le degré de la réduction modulo xq−x de xk est q− 1 si et seulement si k ≡ 0 mod q− 1
et k 6= 0. Le coefficient de degré q − 1 de la réduction modulo xq − x de

(
(x+ 1)d − xd

)t
est donc

C =
b dt
q−1 c∑
i=1

t∑
k=d dt−i(q−1)

d
e

(−1)t−k
(
t

k

)(
dk

dt− i(q − 1)

)
.

A partir de maintenant, on différentie les cas. Le but est de trouver un t tel que C 6= 0 et
alors, par le critère d’Hermite et Dickson, on obtient le résultat.

Cas de la conjecture 3.4.3, e ≡ 1 mod 4

On a d = 3
e+1

2 −1
2 + 3e−1

2 . On choisit t = 2 alors b dt
q−1c = 1 et ddt−(q−1)

d e = 1 car e 6= 1.
D’où

C =
(

3e + 3
e+1

2 − 2
3
e+1

2 − 1

)
+
(3e−1

2 + 3
e+1

2 −1
2

3
e+1

2 − 1

)
.
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Or, d’une part, 3e + 3
e+1

2 − 2 = 3e +
e−1

2∑
k=1

2 × 3k + 1 et 3
e+1

2 − 1 =
e−1

2∑
k=0

2 × 3k donc par le

théorème de Lucas,
(

3e + 3
e+1

2 − 2
3
e+1

2 − 1

)
≡ 0 mod 3.

D’autre part, 3e−1
2 + 3

e+1
2 −1
2 =

e−1∑
k=0

3k +
e−1

2∑
k=0

3k =
e−1∑

k= e+1
2

3k +
e−1

2∑
k=0

2 × 3k. On a donc

(3e−1
2 + 3

e+1
2 −1
2

3
e+1

2 − 1

)
≡ 1 mod 3.

Cas de la conjecture 3.4.3, e ≡ 3 mod 4

On a d = 3
e+1

2 −1
2 . Soit s = 2× (3

e+1
2 −1 + 1) et on choisit t = 2s+ 4 (pour e > 3, on a bien

0 < t < q − 1 et t 6≡ 0 mod 3). De plus, b dt
q−1c = 2, ddt−(q−1)

d e = s+ 6 et ddt−2(q−1)
d e = 7.

D’où

C =
t∑

k=s+6
(−1)k

(
t

k

)(
dk

dt− (q − 1)

)
+

t∑
k=7

(−1)k
(
t

k

)(
dk

dt− 2(q − 1)

)
. (3.8)

On a t = 4× 3
e+1

2 −1 + 8 = 3
e+1

2 + 3
e+1

2 −1 + 2× 3 + 2.
D’où, par le théorème de Lucas,

(t
k

)
6≡ 0 mod 3 si et seulement si k est de la forme

a3
e+1

2 + b3
e−1

2 + c3 + d avec a, b ∈ {0, 1} et c, d ∈ {0, 1, 2}. Alors

dk = a3e + (a+ b)
e−1∑

j= e+1
2 +1

3j + (a+ b+ c)3
e+1

2 + (b+ c+ d)3
e−1

2 + (c+ d)
e+1

2 −2∑
j=1

3j + d.

D’autre part,

dt− 2(q − 1) = 3
e+1

2 +1 +
e+1

2 −2∑
j=1

2× 3j + 1

et

dt− (q − 1) = 3e + 3
e+1

2 +1 +
e+1

2 −2∑
j=1

2× 3j .

Donc
( dk
dt−(q−1)

)
6≡ 0 mod 3 si a = 1 et c + d = 2. Supposons de plus que b = 1, alors

b+ c+ d = 3 et donc 5 ≥ a+ b+ c+ 1 ≥ 3. Le coefficient de 3
e+1

2 +1 dans la décomposition
3-adique de dk est alors 0, ce qui implique

( dk
dt−2(q−1)

)
≡ 0 mod 3. Les k restants dans la

première somme de (3.8) sont donc 3
e+1

2 + 2× 3, 3
e+1

2 + 3 + 1, 3
e+1

2 + 2.
Considérons maintenant la deuxième somme :

( dk
dt−2(q−1)

)
6≡ 0 mod 3 si d ∈ {1, 2} et

c + d = 2, c’est-à -dire si c = 1 et d = 1 ou si c = 0 et d = 2. De plus, comme on veut
k ≥ 7, a et b ne peuvent pas être nuls tous les deux. Supposons a = b = 1 alors b+c+d = 3
et donc 4 ≥ a+ c+ b+ 1 ≥ 3. Le coefficient de 3

e+1
2 +1 dans la décomposition 3-adique de

dk est alors 0, ce qui implique
( dk
dt−2(q−1)

)
≡ 0 mod 3. Les k restants dans cette somme

sont donc 3
e+1

2 + 3 + 1, 3
e+1

2 + 2, 3
e+1

2 −1 + 3 + 1, 3
e+1

2 −1 + 2.
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Finalement,

C = −
(

t

3
e+1

2 + 2× 3

)(
d(3

e+1
2 + 2× 3)

dt− (q − 1)

)
−
(

t

3
e+1

2 + 3 + 1

)(
d(3

e+1
2 + 3 + 1)

dt− (q − 1)

)

−
(

t

3
e+1

2 + 2

)(
d(3

e+1
2 + 2)

dt− (q − 1)

)
−
(

t

3
e+1

2 + 3 + 1

)(
d(3

e+1
2 + 3 + 1)

dt− 2(q − 1)

)

−
(

t

3
e+1

2 + 2

)(
d(3

e+1
2 + 2)

dt− 2(q − 1)

)
−
(

t

3
e−1

2 + 3 + 1

)(
d(3

e−1
2 + 3 + 1)

dt− 2(q − 1)

)

−
(

t

3
e−1

2 + 2

)(
d(3

e−1
2 + 2)

dt− 2(q − 1)

)
.

D’une part, t = 3
e+1

2 + 3
e−1

2 + 2× 3 + 2, alors
(

t

3
e+1

2 + 2× 3

)
≡ 1 mod 3 par le théorème

de Lucas. D’autre part,

d(3
e+1

2 + 2× 3) = 3e +
e−1∑

j= e+1
2 +2

3j + 2× 3
e+1

2 +1 + 2× 3
e−1

2 + 2
e+1

2 −2∑
j=1

3j

et

dt− (q − 1) = 3e + 3
e+1

2 +1 +
e+1

2 −2∑
j=1

2× 3j

donc
(
d(3

e+1
2 + 2× 3)

dt− (q − 1)

)
≡ 2 mod 3. En procédant de même pour chacun des autres

coefficients binomiaux, on a C ≡ 1 mod 3.

Cas de la conjecture 3.4.4, e ≡ 1 mod 4

On a d = 3e+1−1
8 + 3e−1

2 . On choisit t = 2 alors b dt
q−1c = 1 et ddt−(q−1)

d e = 1. D’où

C =
(3e+1−1

4 + 3e − 1
3e+1−1

4

)
+
(3e−1

2 + 3e+1−1
8

3e+1−1
4

)
.

Or, 3e+1−1
4 + 3e − 1 =

e−1
2∑

k=1
2× 32k + 3e + 1 et 3e+1−1

4 = 2
e−1

2∑
k=0

32k. Alors, par le théorème de

Lucas,
(3e+1−1

4 + 3e − 1
3e+1−1

4

)
≡ 0 mod 3.

D’autre part, 3e−1
2 + 3e+1−1

8 =
e−1

2∑
k=0

2×32k+
e−1

2 −1∑
k=0

32k+1. D’où
(3e−1

2 + 3e+1−1
8

3e+1−1
4

)
≡ 1 mod 3.

Cas de la conjecture 3.4.4, e ≡ 3 mod 4

On a d = 3e+1−1
8 . On choisit t = 26. Pour e ≥ 5, on a bien 1 ≤ t ≤ q − 2 et

t 6≡ 0 mod 3. De plus,
dt

q − 1 = 13
4 (2 3e

3e − 1 + 1).
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Or, pour e ≥ 5, 243
242 ≥

3e
3e−1 ≥ 1. D’où b dt

q−1c = 9.
On a t = 2 + 2× 3 + 2× 9 donc par le théorème de Lucas,

(t
k

)
6≡ 0 mod 3 si et seulement

si k = a+ 3b+ 9c, a, b, c ∈ {0, 1, 2}.

De plus, d =
e−1

2∑
k=0

32k donc dk = a +
e−1

2∑
k=1

(a + c)32k +
e−1

2∑
k=0

b32k+1 + c3e+1 et d’autre part,

dt− (q− 1) =
e−1

2∑
k=1

2× 32k + 2× 3e + 2× 3e+1 donc, si on écrit j = α+ 3β, α, β ∈ {0, 1, 2},

dt− (j + 1)(q− 1) = α+ β3 +
e−1

2∑
k=1

2× 32k + (2−α)3e + (2− β)3e+1. D’où, par le théorème

de Lucas,
(

dk

dt− (j + 1)(q − 1)

)
6≡ 0 mod 3 si et seulement si a ≥ α, b ≥ β, b ≥ 2 − α,

c ≥ 2− β et a+ c = 2.
Finalement,

C ≡
(

26
24

)
+ 2

(
26
16

)
+
(

26
24

)
+ 2

(
26
13

)
+
(

26
16

)
+
(

26
8

)
+
(

26
16

)

+
(

26
24

)
+ 2

(
26
16

)
+
(

26
8

)
+
(

26
8

)
mod 3

≡ 1 mod 3.

Dans tous les cas, on a trouvé un t tel que ((x+ 1)d − xd)t mod xq − x soit de degré
q − 1 ce qui prouve les deux conjectures.

3.4.2 Une nouvelle famille déduite du théorème 3.3.5

Soit l un entier plus grand que 2 et e un entier tel que e ≡ −1 mod 2l. Alors, en prenant
u = 3 et k = e+1

2l dans le théorème 3.3.5, on a immédiatement :

Proposition 3.4.6. Soit l ≥ 2 et e un entier tel que e ≡ −1 mod 2l. Alors la fonction
x 7→ xd est presque parfaitement non linéaire sur F3e pour

d = 3e+1 − 1

3
e+1
2l + 1

.

Remarque 3.4.7. Cette famille contient 656 pour l = 2, ce qui correspond au cas IV du
tableau 3.1.

3.5 Nouvelles familles en caractéristique 5

3.5.1 Une conjecture de Dobbertin, Mills, Müller, Pott et Willems

Dans [DMM+03], Dobbertin, Mills, Müller, Pott et Willems donnent la conjecture suivante
pour expliquer le cas VII du tableau 3.1.

Conjecture 3.5.1. Soit e un entier impair. La fonction x 7→ xd est presque parfaitement
non linéaire sur F5e pour

d = 5e − 1
4 + 5

e+1
2 − 1
2 .
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Wang et Zha démontrent cette conjecture dans [ZW10, théorème 4.5], notamment en
utilisant le théorème 3.3.6 pour démontrer le cas où e ≡ 3 mod 4. Dans cette section,
nous donnons une nouvelle preuve de ce cas.

On commence par rappeler la démonstration du cas e ≡ 1 mod 4 :

5
e+1

2 + 1
2 d = 5

e+1
2 + 1
2

5e − 1
4 + 5e+1 − 1

4 = 5e + 5
e+1

2 + 3
2

5e − 1
4 .

Or e ≡ 1 mod 4 donc 5
e+1

2 + 3 ≡ 0 mod 8 d’où

5
e+1

2 + 1
2 d ≡ 1 mod (5e − 1).

Alors d est inversible modulo 5e − 1, d’inverse d−1 = 5
e+1

2 +1
2 . Or, puisque e ≡ 1 mod 4,

pgcd(2e, e+1
2 ) = 1 donc par le lemme 3.2.5 et le (9) du théorème 3.3.4, on a le résultat

pour e ≡ 1 mod 4.
On considère maintenant le cas e ≡ 3 mod 4 alors 3e ≡ 1 mod 4 et

d′ = 53e − 1
4 + 5

3e+1
2 − 1
2 = 52e(5e − 1) + (52e − 1)

4 + 5e(5
e+1

2 − 1) + (5e − 1)
2

= (5e)2 5e − 1
4 + 5e + 3

4 (5e − 1) + 5e 5
e+1

2 − 1
2

≡ 5e − 1
4 + 5

e+1
2 − 1
2 mod (5e − 1).

Or, par le cas e ≡ 1 mod 4, x 7→ xd
′ est presque parfaitement non linéaire sur F53e , on en

déduit que ∆d ≤ 2 pour e ≡ 3 mod 4. De plus, comme d est impair,

(0 + 1)d − 0d = 1 = (−1 + 1)d − (−1)d,

et donc ∆d = 2.

3.5.2 Une nouvelle famille

En poussant la recherche de Helleseth, Rong et Sandberg sur F57 , on peut ajouter un
nouvel exposant qui n’est pas dans les familles infinies précédemment connues :

pe d dpi

VIII 57 27043 (27043,57091,51083,21043,27091,57331,52283)

Le théorème suivant donne une famille infinie qui contient ce cas pour l = 2.

Théorème 3.5.2. Soit l ≥ 2 et e un entier tel que e ≡ −1 mod 2l. Alors la fonction
x 7→ xd est presque parfaitement non linéaire sur F5e pour

d = 1
2

5e+1 − 1

5
e+1
2l + 1

+ 5e − 1
4 .

Remarque 3.5.3. Le théorème 3.3.6 prouve le cas e ≡ −1 mod 2l+1. Cependant, nous
donnons une preuve qui n’utilise pas ce théorème.
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Démonstration. On considère d’abord le cas où e ≡ 2l − 1 mod 2l+1. Alors

5
e+1
2l + 1

2 d = 5e+1 − 1
4 + 5

e+1
2l + 1

2
5e − 1

4

= 5e + 5e − 1
4

5
e+1
2l + 3

2 .

Or, si e ≡ 2l − 1 mod 2l+1, 5
e+1
2l + 3 ≡ 0 mod 8 donc

5
e+1
2l + 1

2 d ≡ 1 mod 5e − 1.

Comme e ≡ 2l − 1 mod 2l+1, pgcd(2e, e+1
2l ) = 1 d’où par le lemme 3.2.5 et le (9) du

théorème 3.3.4, ∆d = 2 pour e ≡ 2l − 1 mod 2l+1.
Supposons maintenant que e ≡ −1 mod 2l+1. On a alors (2l + 1)e ≡ 2l − 1 mod 2l+1 et

d′ = 1
2

5(2l+1)e+1 − 1

5
(2l+1)e+1

2l + 1
+ 5(2l+1)e − 1

4

= 1
2

2l−1∑
k=0

(−1)k+1(5
(2l+1)e+1

2l )k + 5(2l+1)e − 1
4

= 1
2

2l−1∑
k=0

(−1)k+15ek(5
e+1
2l )k + 5e 52le − 1

4 + 5e − 1
4

= 5e(5e − 1)1
4

2l−1∑
j=0

5ej + 5e − 1
4 + (5e − 1)1

2

2l−1∑
k=1

k−1∑
j=0

5ej(5
e+1
2l )k

+ 1
2

2l−1∑
k=0

(−1)k+1(5
e+1
2l )k.

Puisque
2l−1∑
k=0

5ej ≡ 0 mod 4 et
2l−1∑
k=1

(−1)k+1
k−1∑
j=0

5ej(5
e+1
2l )k ≡ 0 mod 2 pour l ≥ 2,

d′ ≡ 1
2

5e+1 − 1

5
e+1
2l + 1

+ 5e − 1
4 mod 5e − 1.

Comme x 7→ xd
′ est presque parfaitement non linéaire sur F5(2l+1)e par le cas e ≡ 2l − 1

mod 2l+1, ∆d ≤ 2. De plus, comme e est impair, 5e−1
4 ≡ 1 mod 2. On a 1

2
5e+1−1

5
e+1
2l +1

≡ 0

mod 4 donc d est impair et 0 et -1 sont solutions de (x+ 1)d − xd = 1. D’où ∆d = 2.

Notre principale contribution dans ce chapitre est de démontrer les deux conjectures
de Dobbertin, Mills, Müller, Pott et Willems [DMM+03] pour la caractéristique 3 et de
donner une nouvelle famille de fonctions puissances presque parfaitement linéaires en ca-
ractéristique 5. De plus, nous donnons une nouvelle preuve de la conjecture de Dobbertin,
Mills, Müller, Pott et Willems pour la caractéristique 5 et, dans le cadre du théorème de
Zha et Wang [ZW10] en caractéristique 3, nous donnons une famille explicite de fonctions
presque parfaitement non linéaires.



Chapitre 4

Nombres exceptionnels

Dans le chapitre précédent, on constate que les seules fonctions puissances connues presque
parfaitement non linéaires sur une infinité d’extensions de F2 sont x 7→ x2l+1 et x 7→
x22l−2l+1. De même, les seules fonctions puissances connues parfaitement non linéaires sur
un infinité d’extensions de Fp sont x 7→ xp

l+1 et, si p = 3, x 7→ x
3l+1

2 . Dans [Jed07] et
[HM09], Jedlicka, Hernando et McGuire ont démontré que les exposants de Gold et de Ka-
sami sont les seuls qui donnent une fonction puissance presque parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de F2. Pour cela, ils utilisent le fait qu’une fonction puissance
x 7→ xd est presque parfaitement non linéaire sur F2e si et seulement si les seuls points
rationnels sur F2e de f(x, y) = (x + 1)d + xd + (y + 1)d + yd = 0 sont tels que x = y ou
x = y + 1. Ils cherchent alors à déterminer les d tels que pour une infinité d’extensions
de F2, tous les points rationnels de f(x, y) vérifient x = y ou x = y + 1. Ceci ne peut se
produire que si la courbe f(x,y)

(x+y)(x+y+1) n’a pas de facteur absolument irréductible sur F2.
En caractéristique impaire, contrairement à la caractéristique 2, pour φ presque parfaite-
ment non linéaire, on ne connait pas la relation entre les deux solutions éventuelles (il peut
n’y en avoir qu’une) de φ(x+a)−φ(x) = b. Il ne semble donc pas possible d’adapter cette
démonstration aux fonctions presque parfaitement non linéaires. Le bon cadre semble être
les fonctions parfaitement non linéaires. Dans ce chapitre, on se propose de démontrer que
les seuls exposants congrus à 1 modulo p qui donnent une fonction puissance parfaitement
non linéaire sur une infinité d’extensions de Fp sont de la forme d = pl + 1 (voir [Led10c]).

4.1 Préliminaires

Dans cette section on rappelle certains outils qui nous seront utiles par la suite, notamment
le théorème de Bézout pour les courbes. Une référence pour les résultats qui vont suivre
est [Ful89].

4.1.1 Un lemme préliminaire

Lemme 4.1.1. Soit n ≥ 2 et N ∈ N. Les x1, . . . , xn réels tels que x1 + . . .+ xn = N qui
maximisent

Qn(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i<j≤n
xixj

vérifient x1 = . . . = xn = N
n .
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Démonstration. On a

N2 = (
n∑
i=1

xi)2 =
n∑
i=1

x2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

xixj .

Donc trouver le maximum de
∑

1≤i<j≤n
xixj revient à minimiser

g(x1, . . . , xn−1) =
n−1∑
i=1

x2
i + (

n−1∑
i=1

xi −N)2.

Ce minimum existe car g est continue, positive et tend vers l’infini avec les xi. Ce minimum
est atteint en (x1, . . . , xn−1) si et seulement si

∀1 ≤ k ≤ n− 1, 0 = ∂g

∂xk
(x1, . . . , xn−1) = 2xk + 2(

n−1∑
i=1

xi −N)

Donc si et seulement si x1 = . . . = xn = N
n .

4.1.2 Rappels sur les courbes algébriques

Définition 4.1.2. Soit F ∈ Fq[x1, . . . , xm]. On dit que F est absolument irréductible sur
Fq s’il est irréductible sur toutes les extensions finies de Fq, c’est-à dire sur une clôture
algébrique de Fq.

Lemme 4.1.3 ([Sor91]). Soit P ∈ Fq[x1, . . . , xn] irréductible sur Fq de degré d. Alors il
existe r divisant d tel que P ait r facteurs absolument irréductibles de degré d

r .

Démonstration. Si P est absolument irréductible, on a le résultat. Maintenant on suppose
que P n’est pas absolument irréductible. Soit h un facteur absolument irréductible de P .
Quitte à diviser par une constante, on peut supposer qu’un des coefficients de h est dans
Fq. Soit r le plus petit entier tel que les coefficients de h soient dans Fqr . Comme P n’est
pas absolument irréductible, r > 1. Soit σ ∈ Gq,r, on considère l’application suivante :

φσ : Fqr [x1, . . . , xn] → Fqr [x1, . . . , xn]∑
α aαx

α 7→
∑
α σ(aα)xα

Pour tout σ ∈ Gq,r, φσ(h) divise φσ(P ) = P . De plus, si σ 6= Id alors pgcd(φσ(h), h) = 1.
En effet, sinon, comme h est absolument irréductible, il existe une constante λ dans Fqr tel
que φσ(h) = λh. Donc pour tous a, b coefficients non nuls de h on a σ(ab ) = a

b . Comme on
a supposé qu’un des coefficients de h était dans Fq, on en déduit que tous les coefficients
de h sont fixés par les éléments de Gq,r. Ce qui est absurde par définition de r.
Finalement,

∏
σ∈Gq,r

φσ(h) divise P . Comme
∏

σ∈Gq,r
φσ(h) ∈ Fq[x1, . . . , xn] et que P est irré-

ductible sur Fq, on a le résultat.

Dans ce qui suit, deux élément F et G de Fq[x, y] sont dits équivalents s’il existe λ ∈ F∗q
tel que F = λG. On appelle courbe affine sur Fq une classe d’équivalence de cette relation.
On appelle degré d’une courbe affine le degré d’un polynôme qui la définit.
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Définition 4.1.4. Soit F ∈ Fq[x, y] et t = (a, b) ∈ F2
q . On écrit

F (x+ a, y + b) = F0 + F1 + . . .

où Fi est un polynôme homogène de Fq[x, y] de degré i. Le plus petit i tel que Fi soit non
nul s’appelle la multiplicité de F en t, on la note mt(F ). Comme Fmt(F ) est un polynôme
homogène en deux variables, il se factorise en produit de polynômes homogènes de degré
1 sur un corps algébriquement clos. Ces facteurs s’appellent les tangentes de F en t. On
dit que les tangentes de F sont simples si Fmt(F ) n’a que des facteurs simples.

On dit que t est un point de la courbe F si mt(F ) ≥ 1. Dans ce cas, t est un point
simple de F si mt(F ) = 1. Sinon, t est un point singulier de F .

Lemme 4.1.5. Soit F ∈ Fq[x, y], t = (a, b) un point. Alors t est un point singulier de F
si et seulement si 

F (a, b) = 0
Fx(a, b) := ∂F

∂x (a, b) = 0
Fy(a, b) := ∂F

∂y (a, b) = 0

Démonstration. On aG(x, y) = F (x+a, y+b) = α+βx+γy+F2+F3+. . . où les Fi sont des
polynômes homogènes de degré i. Alors, F (a, b) = G(0, 0) = α, Fx(a, b) = Gx(0, 0) = β
et Fy(a, b) = Gy(0, 0) = γ. Si t est un point de F de multiplicité au moins deux alors
α = β = γ = 0.

Si F =
r∏
i=1

F eii où les Fi sont irréductibles sur Fq[x, y], ei ≥ 1. Les Fi s’appellent les

composantes de F et pour tout point t = (a, b), on a

mt(F ) =
r∑
i=1

eimP (Fi). (4.1)

En effet, on a F (x+ a, y+ b) =
r∏
i=1

(Fi(x+ a, y+ b))ei =
r∏
i=1

(Fi,mt(Fi) +Fi,mt(Fi)+1 + . . .)ei .

Le polynôme homogène de plus bas degré du membre de droite est
r∏
i=1

(Fi,mt(Fi))
ei qui est

de degré
r∑
i=1

eimt(Fi).

Si F est irréductible sur Fq, on note Γ(F ) l’anneau intègre Fq[x, y]/(F ). Pour t un point
de F , on définit l’anneau local Ot(F ) = {ab : a, b ∈ Γ(F ), b(t) 6= 0}.

Les théorèmes suivants sont prouvés dans [Ful89] :

Théorème 4.1.6. Soit t un point sur une courbe irréductible F . Alors la multiplicité de
F en t ne dépend que de l’anneau local Ot(F ).

Théorème 4.1.7. Soit t un point d’une courbe irréductible F ; t est un point simple de F
si et seulement si l’anneau local Ot(F ) est un anneau de valuation discrète. De plus tout
polynôme L de degré 1 tel que L(t) = 0 et L ne soit pas une tangente de F en P est une
uniformisante de Ot(F ).
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On veut maintenant étendre la notion de multiplicité aux courbes projectives.

On définit une relation d’équivalence sur les polynômes homogènes de Fq[x, y, z] comme
suit : deux polynômes F et G homogènes non nuls sont équivalents s’il existe λ ∈ F∗q tel
que F = λG. Une courbe projective est une classe de cette relation d’équivalence. Comme
précédemment, le degré d’une courbe projective est le degré d’un polynôme la définissant.

Pour v ∈ {x, y, z}, on note Uv = {(x : y : z) ∈ P(F3
q) : v 6= 0}. On peut alors identi-

fier Uv et F2
q . On note aussi F̃ v la deshomogénéisée de F en v.

Exemple 4.1.8. Si F est un polynôme homogène de Fq[x, y, z], F̃ z(x, y) = F (x, y, 1).

On peut maintenant définir la multiplicité en un point t d’une courbe projective F :
si t ∈ Uv, v ∈ {x, y, z}, mt(F ) = mt(F̃ v).

La multiplicité ne dépend pas du choix de Uv. En effet, quitte à appliquer la relation
(4.1), on peut supposer F irréductible. Alors la multiplicité de F̃ v ne dépend que de
Ot(F̃ v). Or, l’application suivante est un isomorphisme

Ot(F ) → Ot(F̃ v)
a
b 7→ ãv

b̃v

.

Définition 4.1.9. On dit que deux courbes F et G s’intersectent proprement en un point
t si F et G n’ont pas de composante commune qui contient t.

Le théorème suivant est démontré dans [Ful89].

Théorème 4.1.10. Il existe une unique application qui a tout couple (F,G) de polynômes
de Fq[x, y] et à tout point t associe l’élément It(F,G) de N∪{+∞} vérifiant les propriétés
ci-dessous :

1. Si F et G s’intersectent proprement en t alors It(F,G) ∈ N, sinon It(F,G) =∞.

2. On a It(F,G) = 0 si et seulement si mt(F ) = 0 ou mt(G) = 0 ; It(F,G) ne dépend
que des composantes de F et G qui passent par P .

3. Si T ∈ GA2(Fq) et T (s) = t, Is(F ◦ T,G ◦ T ) = It(F, T ).

4. It(F,G) = It(G,F ).

5. It(F,G) ≥ mt(F )mt(G) avec égalité si et seulement si F et G n’ont pas de tangente
commune en t.

6. Si F =
r∏
i=1

F eii et G =
s∏
i=1

G
fj
j alors It(F,G) =

∑
i,j

eifjIt(Fi, Gj)

7. Pour tout polynôme A ∈ Fq[x, y], It(F,G) = It(F,G+AF ).

On appelle It(F,G) la multiplicité d’intersection de F et G au point t.

Remarque 4.1.11. La multiplicité d’intersection est en fait la dimension du Fq-espace
vectoriel Ot(0)/(F,G) (voir [Ful89, théorème 3 p. 75]).
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On peut étendre cette définition aux courbes projectives, il faut cependant prendre un
changement de variable projectif dans le point 3 et le polynôme A du point 7 doit être un
polynôme homogène tel que deg(A) = deg(G)− deg(F ).

Dans la suite, on a besoin de quelques propriétés supplémentaires sur les multiplicités
d’intersection. On donne un premier résultat démontré dans [Ful89].

Proposition 4.1.12. Si t est un point simple sur une courbe irréductible F alors

It(F,G) = ordFt (G)

où ordFt est une valuation sur l’anneau de valuation discrète Ot(F ).

On démontre de plus le résultat suivant :

Proposition 4.1.13. Soit F une courbe sur Fq telle que F = UV . Soit t = (a, b) un point
de F de multiplicité m. On écrit F (x + a, y + b) = Fm + Fm+1 + . . .. Supposons de plus
que pgcd(Fm, Fm+1) = 1. Alors It(U, V ) = mt(U)mt(V ).
Si de plus F n’a qu’une tangente en t, alors It(U, V ) = 0.

Démonstration. On écrit

U(x+ a, y + b) = Ur + Ur+1 + . . . et V (x+ a, y + b) = Vs + Vs+1 + . . . avec r, s ≥ 0.

Alors Fm = UrVs et Fm+1 = UrVs+1 + VsUr+1 et pgcd(Ur, Vs) divise pgcd(Fm, Fm+1) = 1.
On déduit de la propriété (5) des multiplicités d’intersection que

It(U, V ) = mt(U)mt(V ) = rs.

Si F n’a qu’une tangente en t, comme Fm = UrVs et que pgcd(Ur, Vs) = 1, nécessairement
r = 0 ou s = 0.

Le théorème suivant est démontré dans [Ful89].

Théorème 4.1.14. Soit F et G deux courbes projectives de degrés respectifs m et n. Alors,
si F et G n’ont pas de composante commune sur une clôture algébrique de Fq,∑

t

It(F,G) = mn

On en déduit les résultats suivants qui nous seront utiles par la suite.

Lemme 4.1.15. Si h n’a pas de facteur absolument irréductible sur Fp, alors il existe une
factorisation de h = uv telle que

∑
t

It(u, v) ≥ 2deg(h)2

9 .

Autrement dit , si Itot est un majorant de la multiplicité d’intersection globale
∑
t

It(u, v),

α = Itot
deg(h)2

4

≥ 8
9 .
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Démonstration. Supposons que h se factorise sur Fp. Comme h = e1 . . . er, où chaque ei
est irréductible sur Fp mais pas absolument irréductible, chaque ei se factorise en ci ≥ 2
facteurs sur une clôture algébrique de Fp et chacun de ces facteurs est de degré deg(ei)

ci
(lemme 4.1.3). On factorise maintenant chaque facteur ei en 2 polynômes ui, vi tels que
deg(ui) = deg(vi) si ci est pair et deg(ui) = deg(vi) + deg(ei)

ci
si ci est impair (donc ci ≥ 3).

On pose u =
r∏
i=1

ui et v =
r∏
i=1

vi. On a alors deg(u) − deg(v) ≤ deg(h)
3 . Comme de plus

deg(u) + deg(v) = deg(h),

deg(u) deg(v) ≥ 8
9

deg(h)2

4 .

Soit Itot un majorant de la multiplicité d’intersection globale pour tout u, v. Alors, par le
théorème de Bézout, on a

Itot ≥
∑
t

It(u, v) = deg(u) deg(v) ≥ 8
9

deg (h)2

4 = 2deg(h)2

9 .

Lemme 4.1.16. Soit F une courbe et un point t tels que F n’ait que des tangentes
simples en t. Si on décompose F = f1 . . . fr en facteurs irréductibles sur Fq et chaque
fk = fk,1 . . . fk,nk en facteurs absolument irréductibles sur Fq, on a les résultats suivants :

1. deg(fk)2 ≤
∑

t∈Sing(F )
mt(fk)2 où Sing(F ) est l’ensemble des points singuliers de F .

2.
∑

1≤i<j≤nk
mt(fk,i)mt(fk,j) ≤ mt(fk)2nk − 1

2nk
.

Démonstration. Comme mt(fk) =
nk∑
i=1

mt(fk,i), par le lemme 4.1.1, on a la deuxième in-

égalité : ∑
1≤i<j≤nk

mt(fk,i)mt(fk,j) ≤ mt(fk)2nk − 1
2nk

.

En appliquant Bézout à fk,i et fk,j pour tout 1 ≤ i < j ≤ nk, on a

∑
1≤i<j≤nk

∑
t∈Sing(fk)

It(fk,i, fk,j) =
∑

1≤i<j≤nk
deg(fk,i) deg(fk,j).

Or, par le lemme 4.1.3, pour tout i, deg(fk,i) = deg(fk)
nk

d’où

∑
1≤i<j≤nk

deg(fk,i) deg(fk,j) = deg(fk)2nk − 1
2nk

.

De plus, comme les tangentes de F sont simples, par la propriété (5) des multiplicités d’in-
tersection, on a It(fk,i, fk,j) = mt(fk,i)mt(fk,j). En remplaçant et en utilisant la deuxième
inégalité, on a le résultat.
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4.2 Définitions
Dans cette section, on rappelle la définition des nombres exceptionnels en caractéristique
paire et on étend cette définition à la caractéristique impaire. On donne ensuite leur lien
avec les fonctions presque parfaitement non linéaires et parfaitement non linéaires.

Si d est un entier tel que d ≡ 0 mod p alors xd est équivalent à x
d
p donc dans toute la suite

de ce chapitre, on suppose d 6≡ 0 mod p. On note f(x, y) = (x+ 1)d − xd − (y + 1)d + yd.

4.2.1 En caractéristique paire

Définition 4.2.1. Un entier d ≥ 3 est dit exceptionnel si le polynôme de F2e [x, y]

g(x, y) = (x+ 1)d + xd + (y + 1)d + yd

(x+ y)(x+ y + 1)

n’a pas de facteur absolument irréductible.

Par ailleurs, on dispose de la caractérisation suivante d’une fonction presque parfaite-
ment non linéaire.

Proposition 4.2.2. Une fonction φ est presque parfaitement non linéaire sur F2e si et
seulement si pour tout α ∈ F2e tous les points rationnels sur F2e de

ϕα(x, y) = φ(x+ α) + φ(x) + φ(y + α) + φ(y)

sont tels que x = y ou x = y + α.

Remarque 4.2.3. Par le lemme 3.2.4, si φ est une fonction puissance, il suffit de considérer
α = 1.

Proposition 4.2.4. Soit d un entier tel que x 7→ xd soit presque parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de F2, alors d est un nombre exceptionnel.

Démonstration. Soit d impair tel que x 7→ xd soit presque parfaitement non linéaire sur
une infinité d’extensions de F2. Supposons que g ait un facteur absolument irréductible
que l’on note j.
Si j = c(x + y), c ∈ F∗2e , alors (x + 1)d + xd + (y + 1)d + yd = (y + x)2(y + x + 1)j̃(x, y),
j̃ ∈ F2e [x, y]. On dérive cette expression par rapport à y :

d(y + 1)d−1 + dyd−1 = (y + x)2(y + x+ 1)∂j̃
∂y

(x, y) + (y + x)2j̃(x, y).

On obtient donc que pour tout x ∈ F2e , d(x + 1)d−1 + dxd−1 = 0. C’est impossible car d
est impair. De la même façon, on prouve que j 6= c(x+ y + 1), c ∈ F∗2e .
Soit n le degré de j. Comme j 6= c(x + y) et j 6= c(x + y + 1), j(x, x) et j(x, x + 1) sont
différents du polynôme nul. Il y a donc au plus 2n points rationnels de j tels que x = y
ou x = y + 1.
D’autre part, puisqu’on voudrait estimer le nombre de points rationnels affines de j sur
F2e , on ne peut pas utiliser l’inégalité de Weil (voir [Wei48]). Cependant, si on note nP le
nombre total de points rationnels de j sur F2e , par [LN97, p. 331], on a :

|nP − 2e| ≤ (n− 1)(n− 2)
√

2e + n2.

Donc pour e assez grand, j a un point rationnel tel que x 6= y et x 6= y + 1, ce qui est
absurde car x 7→ xd est parfaitement non linéaire sur une infinité d’extensions de F2.
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4.2.2 En caractéristique impaire

Définition 4.2.5. Un entier d ≥ 3 est dit exceptionnel si le polynôme de Fq[x, y]

h(x, y) = (x+ 1)d − xd − (y + 1)d + yd

x− y

n’a pas de facteur absolument irréductible.

On donne maintenant une caractérisation d’une fonction parfaitement non linéaire.

Proposition 4.2.6. Une fonction φ est parfaitement non linéaire sur Fpe si et seulement
si pour tout α ∈ Fpe tous les points rationnels sur Fpe de

ϕα(x, y) = φ(x+ α)− φ(x)− φ(y + α) + φ(y)

sont tels que x = y.

Remarque 4.2.7. Par le lemme 3.2.4, si φ est une fonction puissance, il suffit de considérer
α = 1.

Proposition 4.2.8. Soit d un entier tel que x 7→ xd soit parfaitement non linéaire sur
une infinité d’extensions de Fp ; alors d est un nombre exceptionnel.

Démonstration. Soit d 6≡ 0 mod p tel que x 7→ xd soit parfaitement non linéaire sur une
infinité d’extensions de Fp. Supposons que h ait un facteur absolument irréductible que
l’on note j. Comme dans le cas de la caractéristique paire, on démontre que j 6= c(x− y),
c ∈ Fpe .
Soit n le degré de j. Comme j 6= c(x − y), j(x, x) n’est pas le polynôme nul. Il y a donc
au plus n points rationnels de j tels que x = y.
D’autre part, si on note nP le nombre total de points rationnels de j sur Fpe , par [LN97,
p. 331], on a :

|nP − pe| ≤ (n− 1)(n− 2)
√
pe + n2.

Donc pour e assez grand, j a un point rationnel tel que x 6= y, ce qui est absurde car
x 7→ xd est parfaitement non linéaire sur une infinité d’extensions de Fp.

4.3 Nombres exceptionnels en caractéristique paire
Dans cette section, on rappelle des résultats prouvés par Jedlicka dans [Jed07] et Her-
nando et McGuire dans [HM09]. Ils démontrent qu’en caractéristique 2, les seuls nombres
exceptionnels sont les exposants de Gold et Kasami. Les méthodes que nous utilisons par
la suite pour la caractéristique impaire étant analogues aux méthodes utilisées par ces
auteurs, on ne rappelle pas les démonstrations des résultats. On note l le plus grand entier
tel que 2l divise d− 1, et n = pgcd(d− 1, 2l − 1) = pgcd

(
d−1
2l , 2

l − 1
)
.

Théorème 4.3.1. Les singularités de g avec leur multiplicité et leur multiplicité d’inter-
section sont données dans le tableau 4.1.

Théorème 4.3.2. Si d 6= 2l + 1 et d 6= 22l − 2l + 1, h un facteur absolument irréductible.

La preuve de ce théorème découle des théorèmes 3 et 4 de [Jed07] et du théorème 16
de [HM09].
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Table 4.1 – Singularités de g

Type Description mt(h) max de It nombre de points max
Ia Affine x0 = y0 ou

x0 = y0 + 1, x0,
y0 ∈ F∗2l

2l (2l−1)2 2(n− 1)

Ib Affine x0 = y0 ou
x0 = y0 + 1, x0,
y0 6∈ F∗2l

2l − 1 0 d−1
2l−1 − 2

IIa Affine x0 6= y0 et
x0 6= y0 + 1, x0,
y0 ∈ F∗2l

2l + 1 2l−1(2l−1 + 1) (n− 1)(n− 3)

IIb Affine x0 6= y0 et
x0 6= y0 + 1, x0 ou
y0 6∈ F∗2l

2l 0 sans importance

IIc Affine x0 6= y0 et
x0 6= y0 + 1, x0 et
y0 6∈ F∗2l

2l 2l si l > 1, 0 sinon N a

IIIa (1 : 1 : 0) 2l − 2
(

2l−2
2

)2
1

IIIb (ω : 1 : 0), ωn = 1
et ω 6= 1

2l (2l−1)2 n− 1

IIIc (ω : 1 : 0), ωn 6= 1 2l − 1 0 sans importance

a. N =


(
d−1

2l − 1
) (

d−1
2l−1 − 2ib−l+1 − 2

)
− (n− 1)(n− 3) si l > 1 et d =

b∑
j=1

2ij , ij > ij−1

ou ((2l − 2)(2l + 1)− 1)( d−1
2l − 1) si l = 1

4.4 Les nombres exceptionnels congrus à 1 modulo p en ca-
ractéristique impaire

Dans cette partie, on suppose d ≡ 1 mod p. On note l le plus grand entier tel que pl divise
d− 1, et n = pgcd(d− 1, pl − 1) = pgcd

(
d−1
pl
, pl − 1

)
.

Le théorème suivant donne les nombres exceptionnels congrus à 1 modulo p.

Théorème 4.4.1. Soit d ≥ 3, d 6= pl + 1. Supposons de plus que d−1
pl
6= pl − 1, alors h a

un facteur absolument irréductible sur Fp.

On en déduit le résultat suivant sur les exposants congrus à 1 modulo p qui donnent
une fonction puissance parfaitement non linéaire sur une infinité d’extensions de Fp :

Corollaire 4.4.2. Les seuls d ≡ 1 mod p tels que x 7→ xd soit parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de Fp sont de la forme d = 1 + pl.

Démonstration. Par le théorème 4.4.1 et la proposition 4.2.8, on a tous les cas sauf le cas
où n = d−1

pl
= pl − 1. Dans ce dernier cas, on a d = pl(pl − 1) + 1, il est donc impair et

−1 et 0 sont solutions de l’équation (x + 1)d − xd = 1. D’où x 7→ xp
l(pl−1)+1 n’est pas

parfaitement non linéaire Fpe pour tout e.

Proposition 4.4.3. Les singularités de h sont décrites dans le tableau 4.2.

La preuve de cette proposition découle des lemmes 4.4.4 à 4.4.18 et de leurs corollaires.
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Table 4.2 – Singularités de h pour d ≡ 1 mod p

Type Description mt(h) max de It nombre de points max
Ia Affine x0 = y0 x0, y0 ∈ F∗

pl
pl p2l−1

4 n− 1
Ib Affine x0 = y0, x0, y0 6∈ F∗

pl
pl − 1 0 d−1

pl
− n

IIa Affine x0 6= y0, x0, y0 ∈ F∗
pl

pl + 1
(
pl+1

2

)2
(n− 1)(n− 2)

IIb Affine x0 6= y0, x0 ou y0 6∈ F∗
pl

pl 0 N1
a

IIc Affine x0 6= y0, x0 et y0 6∈ F∗
pl

pl pl b N2
c

IIIa (1 : 1 : 0) pl − 1
(
pl−1

2

)2
1

IIIb (ω : 1 : 0), ωn = 1 et ω 6= 1 pl p2l−1
4 n− 1

IIIc (ω : 1 : 0), ωn 6= 1 pl − 1 0 d−1
pl

a. N1 =
(
d−1
pl − 1

)(
2 d−1
pl − (db + 1)pib−l − 1

)
− (n− 1)(n− 2) où d =

b∑
j=0

djp
ij avec 1 ≤ dj ≤ q − 1

et ij > ij−1

b. It(u, v) = 0 si y0(x0 + 1)p
l

(yp
l−1

0 − 1)p
l+1 6= x0(y0 + 1)p

l

(xp
l−1

0 − 1)p
l+1

c. N2 =


(
d−1
pl − 1

)(
2 d−1
pl − (db + 1)pib−l − 1

)
− (n− 1)(n− 2)

ou ((pl − 2)(pl + 1)− 1)( d−1
pl − 1)

si y0(x0 + 1)p
l

(yp
l−1

0 − 1)p
l+1 = x0(y0 + 1)p

l

(xp
l−1

0 − 1)p
l+1

4.4.1 Points singuliers et multiplicités

Singularités à l’infini

On note f (resp. h) l’homogénéisée de f (resp. h). On note f̃ (resp. h̃) la forme deshomo-
généisée de f (resp. h) par rapport à y.

Soit F (x, y, z) = (x+ z)d − xd − (y + z)d + yd = zf . On a
Fx = d(x+ z)d−1 − dxd−1

Fy = −d(y + z)d−1 + dyd−1

Fz = d(x+ z)d−1 − d(y + z)d−1
.

A l’infini (z = 0), on a Fx = Fy = 0 et Fz = d(xd−1 − yd−1) donc (x0, y0, 0) est un point
singulier de F si et seulement si xd−1

0 = yd−1
0 . Si y0 = 0 alors x0 = 0. Par conséquent,

y0 6= 0 et on est ramené à étudier les solutions de

xd−1
0 = 1 (4.2)

L’équation (4.2) est équivalente à x
d−1
pl

0 = 1. Or, pgcd
(
d−1
pl
, p
)

= 1 donc (4.2) a au plus
d−1
pl

solutions. De plus, x0 = 1 est la seule solution telle que x0 = y0.

On étudie maintenant la multiplicité de ces singularités :

F̃ (x+ x0, z) = (x+ x0 + z)d − (x+ x0)d − (z + 1)d + 1

=
d∑

k=2

(
d

k

)
(x+ z)kxd−k0 −

d∑
k=2

(
d

k

)
xkxd−k0 −

d∑
k=2

(
d

k

)
zk.
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Puisque d − 1 ≡ 0 mod pl, pour tout 1 < k < pl,
(d
k

)
= 0. Calculons le terme de degré

pl − 1 de f :

1
z

(
d

pl

)
(xd−p

l

0 (x+ z)pl − xd−p
l

0 xp
l − zpl) =

(
d

pl

)
(xd−p

l

0 − 1)zpl−1

donc on a un point singulier de f de multiplicité strictement plus grande que pl − 1 si et
seulement si

xd−p
l

0 = 1;

autrement dit si et seulement si
xn0 = 1.

Regardons maintenant le terme de degré pl de f̃ :

1
z

(
d

pl + 1

)
(xd−p

l−1
0 (x+ z)pl+1 − xd−p

l−1
0 xp

l+1 − zpl+1)

=
(

d

pl + 1

)
(xd−p

l−1
0 xp

l + xd−p
l−1

0 xzp
l−1 + (xd−p

l−1
0 − 1)zpl).

Or, xd−p
l−1

0 6= 0 donc les points singuliers de f de multiplicité strictement supérieure à
pl − 1 sont de multiplicité pl.

On a donc démontré le lemme suivant :

Lemme 4.4.4. Soit ω tel que ω
d−1
pl = 1. Le point (ω : 1 : 0) est un point singulier de h de

multiplicité : {
pl si ωn = 1, ω 6= 1
pl − 1 sinon .

Il y a donc d−1
pl

points singuliers à l’infini.

Singularités affines

On a {
fx = d(x+ 1)d−1 − dxd−1

fy = −d(y + 1)d−1 + dyd−1 .

Donc, puisque d 6≡ 0 mod p,

(x0, y0) point singulier de f ⇔


f(x0, y0) = 0
(x0 + 1)d−1 = xd−1

0
(y0 + 1)d−1 = yd−1

0

⇔


xd−1

0 (x0 + 1)− xd0 − yd−1
0 (y0 + 1) + yd0 = 0

(x0 + 1)d−1 = xd−1
0

(y0 + 1)d−1 = yd−1
0

⇔


xd−1

0 = yd−1
0

(x0 + 1)d−1 = xd−1
0

(y0 + 1)d−1 = yd−1
0

.

Lemme 4.4.5. Les points singuliers affines de f sont les points vérifiant :

(x0 + 1)d−1 = xd−1
0 = yd−1

0 = (y0 + 1)d−1.
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Du lemme 4.4.5, on déduit que x0, y0 6= 0,−1. Comme d ≡ 1 mod pl,

(x0, y0) point singulier de f ⇔


x
d−1
pl

0 = y
d−1
pl

0

(x0 + 1)
d−1
pl = x

d−1
pl

0

(y0 + 1)
d−1
pl = y

d−1
pl

0

(4.3)

Il y a au plus d−1
pl
− 1 solutions à la deuxième équation du système (4.3). Soit x0 une

telle solution. On cherche à déterminer le nombre de y0 tels que (x0, y0) soit un point
singulier de f .

On écrit d = 1 +
b∑

j=1
djp

ij avec 1 ≤ dj ≤ p− 1, ij > ij−1, i1 = l. On a alors :

(y0 + 1)
d−1
pl = y

d−1
pl

0 .

Soit en développant
b∏

j=1
(y0 + 1)djp

ij−l = y
d−1
pl

0

puis

∗∑
0≤kj≤dj

 b∏
j=1

(
dj
kj

) y
b∑

j=1
kjp

ij−l

0 = 0

où la somme * est la somme privée de l’indice (d1, . . . , db).

On multiplie par y
d−1
pl
−dbpib−l

0 et on pose α = y
d−1
pl

0 :

∗∑
0≤kj≤dj
j 6=b

b−1∏
j=1

(
dj
kj

)αy
b−1∑
j=1

kjp
ij−l

0

+
db−1∑
kb=0

∑
0≤kj≤dj
j 6=b

 b∏
j=1

(
dj
kj

) y
d−1
pl
−(db−kb)pib−l+

b−1∑
j=1

kjp
ij−l

0 = 0.

Le degré de ce polynôme en y0 est d−1
pl
− pib−l +

b−1∑
j=1

djp
ij−l = 2d− 1

pl
− (db + 1)pib−l.

Lemme 4.4.6. Le nombre de singularités affines de h est au plus(
d− 1
pl
− 1

)(
2d− 1

pl
− (db + 1)pib−l

)

où d = 1 +
b∑

j=1
djp

ij avec 1 ≤ dj ≤ p− 1, ij > ij−1, i1 = l.
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On étudie la multiplicité de ces singularités :

f(x+ x0, y + y0) = (x+ x0 + 1)d − (x+ x0)d − (y + y0 + 1)d + (y + y0)d

=
d∑

k=2

(
d

k

)
xk(x0 + 1)d−k −

d∑
k=2

xkxd−k0

−
d∑

k=2

(
d

k

)
yk(y0 + 1)d−k +

d∑
k=2

ykyd−k0 .

Comme d− 1 ≡ 0 mod pl, pour tout 2 ≤ k < pl,
(d
k

)
= 0 et (x0, y0) est une singularité

de multiplicité au moins pl. Regardons maintenant le terme de degré pl + 1 :(
d

pl + 1

)
(((x0 + 1)d−pl−1 − xd−p

l−1
0 )xpl+1 − ((y0 + 1)d−pl−1 − yd−p

l−1
0 )ypl+1).

Or, (x0, y0) est un point singulier de f donc (x0 + 1)d−1 = xd−1
0 et x0 6= −1, 0 donc

(x0 + 1)d−pl−1 − xd−p
l−1

0 = 0 si et seulement si (x0 + 1)pl((x0 + 1)d−pl−1 − xd−p
l−1

0 ) = 0.
Autrement dit si et seulement si −xd−p

l−1
0 = 0 ce qui est absurde puisque x0 6= 0. Les

singularités sont donc de multiplicité au plus pl + 1.

Considérons maintenant le terme de degré pl :(
d

pl

)
(((x0 + 1)d−pl − xd−p

l

0 )xpl − ((y0 + 1)d−pl − yd−p
l

0 )ypl).

Or,
(x0 + 1)d−pl − xd−p

l

0 = 0

si et seulement si
(x0 + 1)pl((x0 + 1)d−pl − xd−p

l

0 ) = 0

autrement dit si et seulement si

(x0 + 1)d−1(x0 + 1)− xd0 − x
d−pl
0 = 0

c’est-à-dire si et seulement si
xd−p

l

0 (xp
l−1

0 − 1) = 0

ce qui est équivalent puisque x0 6= 0 à x0 ∈ F∗
pl
. On peut procéder de même pour y0.

Lemme 4.4.7. Il y a au plus :

• n − 1 singularités affines de h (resp. f) telles que x0 = y0 ∈ F∗
pl
. Elles sont de

multiplicité pl (resp. pl + 1).

• d−1
pl
− n singularités affines de h (resp. f) telles que x0 = y0 6∈ F∗

pl
. Elles sont de

multiplicité pl − 1 (resp. pl).

• (n− 1)(n− 2) singularités affines de h (et de f) telles que x0 6= y0 et x0, y0 ∈ F∗
pl
.

Elles sont de multiplicité pl + 1.

•
(
d−1
pl
− 1

) (
2d−1
pl
− (db + 1)pib−l − 1

)
− (n−1)(n−2) singularités affines de h (et de

f) telles que x0 6= y0 et x0 ou y0 6∈ F∗
pl
. Elles sont de multiplicité pl.
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4.4.2 Multiplicités d’intersection

On écrit h = uv ; on cherche à majorer la multiplicité d’intersection It(u, v) où t est une
singularité de h.

Points singuliers à l’infini

Soit t = (ω : 1 : 0) un point singulier de h à l’infini, ω
d−1
pl = 1. On écrit

h̃(x+ ω, z) = H̃mt + H̃mt+1 + . . .

où mt est la multiplicité de t et H̃i est le polynôme homogène de degré i composé des
termes de degré i de h̃(x+ ω, z). On a

f̃(x+ ω, z) = h̃(x+ ω, z)(x+ ω − 1)
= (R+ H̃mt+1 + H̃mt)(x+ ω − 1)

où R est un polynôme de degré supérieur ou égal à mt + 2
= xR+ (ω − 1)R+ xH̃mt + (ω − 1)H̃mt+1 + (ω − 1)H̃mt

donc

• si ω 6= 1, on a F̃mt = (ω − 1)H̃mt et F̃mt+1 = xH̃mt + (ω − 1)H̃mt+1,

• si ω = 1, F̃mt+1 = xH̃mt .

Lemme 4.4.8. Si ω
d−1
pl = 1 et t = (ω : 1 : 0) est un point singulier à l’infini de h de

multiplicité mt, alors

• si ω 6= 1, F̃mt = (ω − 1)H̃mt et F̃mt+1 = xH̃mt + (ω − 1)H̃mt+1.

• si ω = 1, F̃mt+1 = xH̃mt.

Corollaire 4.4.9. Si t = (1 : 1 : 0), alors

It(u, v) ≤
(
pl − 1

2

)2

.

Démonstration. Si t = (1 : 1 : 0), alors il est de multiplicité pl − 1. Par le lemme 4.4.8,
H̃mt = a(xpl−1 + zp

l−1). Tous ses facteurs sont différents donc It(u, v) = mt(u)mt(v). De
plus, mt(u) +mt(v) = pl − 1 d’où le résultat par le lemme 4.1.1.

Corollaire 4.4.10. Si t = (ω : 1 : 0) tel que ωn = 1, ω 6= 1 alors

It(u, v) ≤ p2l − 1
4 .

Démonstration. La multiplicité de t est pl. Par le lemme 4.4.8, on a

(ω − 1)H̃pl = F̃pl = xp
l
ωd−p

l−1 + xzp
l−1ωd−p

l−1 + (ωd−pl−1 − 1)zpl .

Donc H̃pl n’a que des facteurs simples et It(u, v) = mt(u)mt(v). On a le résultat puisque
mt(u) +mt(v) = pl.
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Corollaire 4.4.11. Si t = (ω : 1 : 0) avec ω
d−1
pl , ωn 6= 1, on a

It(u, v) = 0.

Démonstration. La multiplicité de t est pl − 1. Par le lemme 4.4.8,

(ω − 1)H̃pl−1 = F̃pl−1 = αzp
l−1

et

xH̃pl−1 + (ω − 1)H̃pl = F̃pl = xp
l
ωd−p

l−1 + xzp
l−1ωd−p

l−1 + zp
l(ωd−1−pl − 1).

Donc pgcd(H̃pl , H̃pl−1) = pgcd(F̃pl , F̃pl−1) = 1 et It(u, v) = 0 par la proposition 4.1.13.

Points singuliers affines

Soit t = (x0, y0) un point singulier affine de h de multiplicité mt. On écrit

h(x+ x0, y + y0) = Hmt +Hmt+1 + . . .

où mt est la multiplicité de t et Hi est le polynôme homogène de degré i composé des
termes de degré i de h(x+ x0, y + y0).

Supposons que x0 = y0. Alors

f(x+ x0, y + y0) = h(x+ x0, y + y0)(x+ x0 − y − y0)
= (R+Hmt+1 +Hmt)(x− y)

où R est un polynôme de degré supérieur ou égal à mt + 2
= (x− y)R+ (x− y)Hmt+1 + (x− y)Hmt

= Fmt+1 + Fmt+2 + . . .

On a donc Fmt+2 = (x − y)Hmt+1 et Fmt+1 = (x − y)Hmt et Fmt+1 est de la forme
a(xmt+1 − ymt+1) (cf. preuve du lemme 4.4.7).

Lemme 4.4.12. Pour t = (x0, y0) point singulier affine de h de multiplicité mt tel que
x0 = y0, Fmt+2 = (x− y)Hmt+1 et Fmt+1 = (x− y)Hmt.
De plus, les tangentes à h en t sont les facteurs de xmt+1−ymt+1

x−y .

Corollaire 4.4.13. Les singularités affines de h, t = (x0, y0) telles que x0 = y0 ∈ F∗
pl

vérifient

It(u, v) ≤ p2l − 1
4 .

Démonstration. La multiplicité de t pour h est pl. Les facteurs de xp
l+1−ypl+1

x−y étant tous
distincts, It(u, v) = mt(u)mt(v). On a de plusmt(u)+mt(v) = pl d’oùmt(u)mt(v) ≤ p2l−1

4 ,
ce qui donne le résultat.

Corollaire 4.4.14. Les singularités affines de h, t = (x0, y0), x0 = y0 6∈ F∗
pl

vérifient

It(u, v) = 0.
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Démonstration. La multiplicité de t est pl − 1. Par le lemme 4.4.12, on a

Hpl−1 = a(x− y)pl−1 et Hpl = b(xpl+1 − ypl+1)
x− y

d’où pgcd(Hpl−1, Hpl) = 1. Par la proposition 4.1.13, on a donc It(u, v) = 0.

Supposons que x0 6= y0. Alors

f(x+ x0, y + y0) = h(x+ x0, y + y0)(x+ x0 − y − y0)
= (R+Hmt+1 +Hmt)(x+ x0 − y − y0)

où R est un polynôme de degré supérieur ou égal à mt + 2
= (x0 − y0)Hmt + ((x− y)Hmt + (x0 − y0)Hmt+1)

+ ((x− y + x0 − y0)R+ (x− y)Hmt+1)
= Fmt + Fmt+1 +R′

où R′ est un polynôme de degré supérieur ou égal à mt + 2.

On a donc Fmt = (x0 − y0)Hmt et Fmt+1 = (x0 − y0)Hmt+1 + (x− y)Hmt .

Lemme 4.4.15. Si t = (x0, y0) est un point singulier affine de h de multiplicité mt tel
que x0 6= y0 alors

Fmt = (x0 − y0)Hmt et Fmt+1 = (x− y)Hmt + (x0 − y0)Hmt+1.

Corollaire 4.4.16. Si t = (x0, y0) est un point singulier affine de h tel que x0 6= y0, x0,
y0 ∈ F∗

pl
alors

It(u, v) ≤
(
pl + 1

2

)2

.

Démonstration. La multiplicité de t est pl + 1. Par le lemme 4.4.15,

(x0 − y0)Hmt = Fmt = c1x
pl+1 − c2y

pl+1, avec c1, c2 6= 0.

On en déduit que Hmt n’a que des facteurs simples, puis que It(u, v) = mt(u)mt(v).
Comme mt(u) +mt(v) = pl + 1, on a le résultat.

Corollaire 4.4.17. Si t = (x0, y0) est un point singulier affine de h tel que x0 6= y0.
Supposons de plus que soit x0 ∈ F∗

pl
et y0 6∈ F∗

pl
soit x0 6∈ F∗

pl
et y0 ∈ F∗

pl
. Alors

It(u, v) = 0.

Démonstration. La multiplicité de t est pl. On a par le lemme 4.4.15

(x0 − y0)Hpl = Fpl =
{
c1x

pl si y0 ∈ F∗
pl
, c1 6= 0

c2y
pl si x0 ∈ F∗

pl
, c2 6= 0

et
(x− y)Hpl + (x0 − y0)Hpl+1 = Fpl+1 = c′1x

pl+1 − c′2yp
l+1, c′1, c′2 6= 0

donc 1 = pgcd(Fpl , Fpl+1) = pgcd(Hpl , Hpl+1). Par la proposition 4.1.13, It(u, v) = 0.
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Supposons que x0 6= y0 et que x0 et y0 6∈ Fpl . Alors t est de multiplicité pl et

Fpl = c1x
pl − c2y

pl = (c3x− c4y)pl

où c1 = (x0 + 1)d−pl − xp
l

0 6= 0, c2 = (y0 + 1)d−pl − yd−p
l

0 6= 0 car x0, y0 6∈ F∗
pl
.

Par le lemme 4.4.15, on a Fpl = (x0−y0)Hpl et Fpl+1 = (x0−y0)Hpl+1+(x−y)Hpl doncHpl

n’a qu’un facteur et pgcd(Fpl , Fpl+1) = pgcd(Hpl , Hpl+1). On a Fpl+1 = d1x
pl+1 − d2y

pl+1

avec d1 = (x0 +1)d−pl−1−xd−p
l−1

0 6= 0 et d2 = (y0 +1)d−pl−1−yd−p
l−1

0 6= 0. Les polynômes
Fpl et Fpl+1 ont donc un facteur commun si et seulement si c3x− c4y divise Fpl+1, c’est-
à-dire si et seulement si (

c1
c2

)pl+1
=
(
d1
d2

)pl
.

Si (x0, y0) est un point singulier, on a
xd−1

0 = yd−1
0

(x0 + 1)d−1 = xd−1
0

(y0 + 1)d−1 = yd−1
0

.

Alors

d1 = (x0 + 1)d−pl−1 − xd−p
l−1

0 = (x0 + 1)d−1 − xd−p
l−1

0 (x0 + 1)pl

(x0 + 1)pl

= xd−1
0 − xd−1

0 − xd−p
l−1

0
(x0 + 1)pl

= −x
d−pl−1
0

(x0 + 1)pl
.

De même, d2 = −yd−p
l−1

0
(y0+1)pl

.

D’où d1
d2

= xd−p
l−1

0 (y0+1)pl

yd−p
l−1

0 (x0+1)pl
= xd−1

0 yp
l

0 (y0+1)pl

yd−1
0 xp

l

0 (x0+1)pl
= yp

l

0 (y0+1)pl

xp
l

0 (x0+1)pl
.

D’autre part,

c1 = (x0 + 1)d−pl − xd−p
l

0 = (x0 + 1)(x0 + 1)d−1 − xd−p
l

0 (x0 + 1)pl

(x0 + 1)pl

= xd0 + xd−1
0 − xd0 − x

d−pl
0

(x0 + 1)pl

= xd−p
l

0 (xp
l−1

0 − 1)
(x0 + 1)pl

.

De même, c2 = yd−p
l

0 (yp
l−1

0 −1)
(y0+1)pl

.

D’où c1
c2

= xd−p
l

0 (xp
l−1

0 −1)(y0+1)pl

yd−p
l

0 (yp
l−1

0 −1)(x0+1)pl
= yp

l

0 (y0+1)pl (xp
l−1

0 −1)
xp
l

0 (x0+1)pl (yp
l−1

0 −1)
.

Après simplification, on obtient que Fpl et Fpl+1 ont un facteur commun si et seulement
si

y0(x0 + 1)pl(yp
l−1

0 − 1)pl+1 = x0(y0 + 1)pl(xp
l−1

0 − 1)pl+1 (4.4)
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Si (x0, y0) n’est pas solution de (4.4), alors pgcd(Hpl , Hpl+1) = 1 et par la proposition
4.1.13, It(u, v) = 0.

Sinon, on écrit u(x+x0, y+y0) = Ur+Ur+1 + . . . et v(x+x0, y+y0) = Vs+Vs+1 + . . . avec
Ur 6= 0 et Vs 6= 0. Si r = 0 ou s = 0, alors u ou v ne contient pas t et It(u, v) = 0. Supposons
r, s > 0. Comme (x0, y0) vérifie (4.4), Fpl et Fpl+1ont un facteur commun que l’on notera j.
On a Hpl = UrVs = jp

l et Hpl+1 = UrVs+1 +Ur+1Vs. On a de plus pgcd(Fpl , Fpl+1) = j et
donc pgcd(Hpl , Hpl+1) = j. Comme r ≥ 1 et s ≥ 1, j divise Ur et Vs et donc pgcd(Ur, Vs).
Si pgcd(Ur, Vs) = jk, jk divise pgcd(Hpl , Hpl+1) donc pgcd(Ur, Vs) = j.
On peut supposer, sans perte de généralité, que Ur = jp

l−1 et Vs = j ; t est un point
simple de v donc par la proposition 4.1.12, It(u, v) = ordvt (u) ; j2 ne divisant pas Hpl+1, j
ne divise pas Upl , on peut donc écrire Upl comme produit de pl facteurs linéaires différents
de j. Chaque facteur linéaire n’est pas tangent à v donc l’ordre de chaque facteur est 1 et
l’ordre de Upl est pl. On a donc ordvt (u) ≤ pl.

Lemme 4.4.18. Si t = (x0, y0) est un point singulier affine de h tel que x0 6= y0 et x0 et
y0 6∈ F∗

pl
alors

• si y0(x0 + 1)pl(yp
l−1

0 − 1)pl+1 6= x0(y0 + 1)pl(xp
l−1

0 − 1)pl+1, It(u, v) = 0

• sinon, It(u, v) ≤ pl et il y a au plus ((pl−2)(pl+1)−1)(d−1
pl
−1) tels points singuliers.

4.4.3 Preuve du théorème 4.4.1

Les théorèmes suivants permettent de démontrer le théorème 4.4.1. On suppose jusqu’à la
fin que d 6= 1 + pl.

Théorème 4.4.19. Si n = 1, h a un facteur absolument irréductible sur Fp.

Démonstration. Supposons que h n’ait pas de facteur absolument irréductible. Alors, par
le lemme 4.1.15, on doit avoir α = Itot

(d−2)2
4

≥ 8
9 où Itot est un majorant de la multiplicité

d’intersection globale.
Comme n = 1, il n’existe que des singularités de type Ib, IIc, IIIa et IIIc (cf. tableau 4.2).
On a donc

∑
t

It(u, v) ≤ pl
(
d− 1
pl
− 1

)(
2d− 1

pl
− (db + 1)pib−l − 1

)
+
(
pl − 1

2

)2

. (4.5)

Or, d = 1 + plk et d 6= 1 + pl donc k ≥ 2, alors d−3
4 = plk−2

4 ≥ pl−1
2 d’où

α ≤ 1
(d−2)2

4

(
(d− 3)2

16 + pl(d− 1
pl
− 1)2

)

≤ 1
4 + 4

pl

donc pour pl 6= 3 ou 5, on a α < 8
9 ce qui est absurde.

Regardons d’abord le cas où pl = 3. Comme 1 = n = pgcd(2, k), k est impair et non
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divisible par 3 par définition de l. D’où k ≥ 5 et on a alors

α ≤
pl((pl − 2)(pl + 1)− 1)(d−1

pl
− 1) +

(
pl−1

2

)2

(d−2)2

4

= 9(k − 1) + 1
(3k−1)2

4

≤ 4
k − 1

3
+ 4

(3k − 1)2

≤ 12
14 + 1

49 <
8
9

ce qui est absurde.

Si pl = 5, 1 = n = pgcd(4, k) et k est impair, d’où k = 3 ou k ≥ 7. Comme pour le
cas pl = 3, on a

α ≤ 68
5

k − 1
(k − 1

5)2 + 16
(5k − 1)2 .

Or, 68
5

k−1
(k− 1

5 )2 + 16
(5k−1)2 est une fonction décroissante de k, donc pour k ≥ 17, on a α < 8

9
ce qui est absurde. Il reste à traiter les cas où k = 3, 7, 9, 11, 13. En reprenant l’équation
(4.5), on a

k 3 7 9 11 13
d 16 36 46 56 66
Itot 24 124 324 354 664
α 24

72
124
172

324
222

354
272

664
322

Dans tous les cas, on a α < 8
9 ce qui est absurde.

Théorème 4.4.20. Si 1 < n < d−1
pl

, h a un facteur absolument irréductible sur Fp.

Démonstration. Supposons que h n’ait pas de facteur absolument irréductible. Alors, par
le lemme 4.1.15, on doit avoir α = Itot

(d−2)2
4

≥ 8
9 , où Itot est un majorant de la multiplicité

d’intersection globale. On a alors

∑
t

I(u, v) ≤ p2l − 1
4 (n− 1) +

(
pl − 1

2

)2

+ pl
(

(d− 1
pl
− 1)(2d− 1

pl
− (db + 1)pib−l − 1)− (n− 1)(n− 2)

)

+
(
pl + 1

2

)2

(n− 1)(n− 2) + (n− 1)p
2l − 1

4

≤ p2l − 1
2 (n− 1) +

(
pl − 1

2

)2

(n− 1)(n− 2)

+ pl
(
d− 1
pl
− 1

)2
+
(
pl − 1

2

)2

.

Or, d = 1 + kpl avec k 6= 1 car d 6= 1 + pl et k 6≡ 0 mod p par définition de l. De plus, n
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divise k = d−1
pl

et n < k donc n ≤ d−1
2pl d’où

α ≤
2(p2l − 1)(k2 − 1) + (pl − 1)2(k2 − 1)(k2 − 2) + 4pl(k − 1)2 + (pl − 1)2

(plk − 1)2

≤ 1(
k − 1

pl

)2

(
(1− 1

p2l )(k − 2) + 1
4(1− 1

pl
)2(k − 2)(k − 4)

+ 4
pl

(k − 1)2 + (1− 1
pl

)2
)

α ≤ 1
k − 1

pl

+ 1
4 + 4

pl
+ 1(

k − 1
pl

)2 .

Comme on doit avoir α ≥ 8
9 , 1 < n < k et pgcd(k, p) = 1, les seules possibilités restantes

sont :
k 4 6 8 9 10 12 14 15 ≥ 16
pl 3, 7, 11 5 3, 5, 7 7 3, 7 5, 7 3, 5 7 3, 5 .

On a d’une part

α ≤ 2(p2l − 1)(n− 1) + (pl + 1)2(n− 1)(n− 2)
(plk − 1)2 (4.6)

+
4pl(k − 1)

(
(pl − 2)(pl + 1)− 1

)
+ (pl − 1)2

(plk − 1)2

et d’autre part

α ≤ 2(p2l − 1)(n− 1) + (pl − 1)2(n− 1)(n− 2)
(plk − 1)2 (4.7)

+ 4pl(k − 1)(2k − (db + 1)pib−l − 1) + (pl − 1)2

(plk − 1)2 .

Considérons d’abord le cas k ≥ 16. Dans l’inéquation (4.6), α est majoré par une fonction
décroissante de k. On ne va donc considérer que le cas k = 16. Si pl = 3 ou pl = 5, on
obtient alors α < 8

9 , ce qui mène à une contradiction.
Ensuite, en utilisant soit l’inégalité (4.6), soit l’inégalité (4.7), on a dans tous les autres
cas du tableau α < 8

9 , ce qui est absurde.

Théorème 4.4.21. Si n = d−1
pl
6= pl− 1, alors h a un facteur absolument irréductible sur

Fp.

Démonstration. On remarque d’abord que, comme n = d−1
pl

, il n’existe que des singularités
de type Ia, IIa, IIa, IIIb (cf. tableau 4.2). Dans tous les cas, h n’a que des tangentes
simples et donc quelque soit la factorisation h = uv, on a It(u, v) = mt(u)mt(v). Comme
d−1
pl
6= pl − 1, d−1

pl
≤ pl−1

2 .
Supposons maintenant que h n’ait pas de facteur absolument irréductible sur Fp. On écrit
alors h = h1 . . . hr où chaque hi se décompose en ci ≥ 2 facteurs de degré deg(hi)

ci
sur une
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clôture algébrique de Fp (lemme 4.1.3). On écrit hi = hi,1 . . . hi,ci .

A =
r∑

k=1

∑
1≤i<j≤ck

∑
t

It(hk,i, hk,j) +
∑

1≤k<l≤r

∑
1≤i≤ck
1≤j≤cl

∑
t

It(hk,i, hl,j)

=
r∑

k=1

∑
1≤i<j≤ck

∑
t

mt(hk,i)mt(hk,j) +
∑

1≤k<l≤r

∑
1≤i≤ck
1≤j≤cl

∑
t

mt(hk,i)mt(hl,j).

Or,

(mt(h))2 =
(

r∑
k=1

mt(hk)
)2

=
r∑

k=1
mt(hk)2 + 2

∑
1≤k<l≤r

mt(hk)mt(hl)

=
r∑

k=1
mt(hk)2 + 2

∑
1≤k<l≤r

∑
1≤i≤ck
1≤j≤cl

mt(hk,i)mt(hl,j)

d’où, en utilisant le lemme 4.1.16,

A ≤
∑
t

(
r∑

k=1
mt(hk)2 ck − 1

2ck
+ 1

2(mt(h)2 −
r∑

k=1
mt(hk)2)

)

et donc
A ≤ 1

2
∑
t

(
mt(h)2 −

r∑
k=1

mt(hk)2

ck

)
D’autre part, par le théorème de Bézout, on a aussi

A =
r∑

k=1

∑
1≤i<j≤ck

deg(hk,i) deg(hk,j) +
∑

1≤k<l≤r

∑
1≤i≤ck
1≤j≤cl

deg(hk,i) deg(hl,j)

=
r∑

k=1

deg(hk)2

c2
k

ck(ck − 1)
2 +

∑
1≤k<l≤r

deg(hk) deg(hl)

=
r∑

k=1
deg(hk)2 ck − 1

2ck
+ 1

2

(
deg(h)2 −

r∑
k=1

deg(hk)2
)

= 1
2

(
deg(h)2 −

r∑
k=1

deg(hk)2

ck

)
.

On en déduit que

deg(h)2 −
r∑

k=1

deg(hk)2

ck
≤
∑
t

(
mt(h)2 −

r∑
k=1

mt(hk)2

ck

)
.

Puis en utilisant le lemme 4.1.16,

deg(h)2 −
∑
t

mt(h)2 ≤
r∑

k=1

1
ck

(
deg(hk)2 −

∑
t

mt(hk)2
)
≤ 0.
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Si on note k = d−1
pl

, en remplaçant deg(h) et mt(h) par leur valeur dans

deg(h)2 ≤
∑
t

mt(h)2,

on obtient
(d− 2)2 ≤ 2(k − 1)p2l + (k − 1)(k − 2)(1 + pl)2 + (pl − 1)2

autrement dit
(2pl + 1)k2 + (p2l + 4pl + 3)k − (p2l + 2pl + 2) ≤ 0.

Comme c’est une équation du second degré en k, on a k ≤ 1 ou k ≥ p2l+2pl+2
2pl+1 . Or, par

hypothèse, on a k ≥ 2 (d 6= 1 + pl) et k ≤ pl−1
2 < p2l+2pl+2

2pl+1 , ce qui est absurde.

4.5 Les nombres exceptionnels non congrus à 1 modulo p en
caractéristique impaire

Dans cette partie on suppose d 6≡ 0 mod p et d 6≡ 1 mod p.

L’étude des singularités dans ce cas donne le résultat suivant :

Lemme 4.5.1. Le polynôme h n’a pas de singularité à l’infini. Les singularités affines de
h sont les solutions de (x0 + 1)d−1 = (y0 + 1)d−1 = xd−1

0 = yd−1
0 telles que x0 6= y0. Elles

sont toutes de multiplicité 2.

La méthode de démonstration de ce lemme est la même que pour les lemmes 4.4.4,
4.4.5 et 4.4.7. En utilisant le même raisonnement que pour le théorème 4.4.21, on obtient
que si h n’a pas de facteur absolument irréductible alors

(d− 2)2 ≤ 4N où N est le nombre de points singuliers de h.

On ne sait pas trouver une bonne majoration de N pour éliminer certains d. Cependant
on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 4.5.2. Si pgcd(d−1, p−1) > 1, alors h a un facteur absolument irréductible.

Démonstration. On écrit h = ag1 . . . gr où les gi sont unitaires en x et absolument irré-
ductibles sur une extension E de Fp . Soit hi le terme homogène de plus haut degré de gi.
On a alors

xd−1 − yd−1

x− y
= h1 . . . hr.

D’autre part, comme d 6≡ 1 mod p,

xd−1 − yd−1

x− y
=
∏
ζ

(x− ζy)

où le produit porte sur les racines (d− 1)ème de l’unité différentes de 1. Chaque (x− ζy)
divise un seul des hi.

On considère maintenant l’application

σ :
E[x, y] → E[x, y]∑

i,j

ai,jx
iyj 7→

∑
i,j

api,jx
iyj .
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Alors h = σ(h) = aσ(g1) . . . σ(gr). Par unicité de la factorisation, pour tout 1 ≤ i ≤ r, il
existe un j tel que σ(gi) = gj et donc σ(hi) = hj . Or, comme pgcd(d − 1, p − 1) > 1, il
existe ζ0 racine de l’unité différente de 1 telle que ζ0 ∈ Fp et donc σ(x − ζ0y) = x − ζ0y.
Supposons par exemple que x − ζ0y divise h1. Alors, σ(h1) = h1 puisque x − ζ0y divise
un seul des hi. Par conséquent, σ(g1) = g1 ce qui signifie que g1 ∈ Fp[x, y] et donc h a un
facteur absolument irréductible sur Fp.

A l’aide de Magma, pour p = 3, 5 ou 7, on peut montrer qu’il n’y a pas de d tel que
3 ≤ d ≤ 200, d 6≡ 1 mod p, d 6≡ 0 mod p, pgcd(d − 1, p − 1) = 1 et 4N ≥ (d − 2)2 en
dehors de d = 14 et d = 122 pour p = 3. Or, 14 = 33+1

2 et 122 = 35+1
2 correspondent à des

nombres exceptionnels connus (voir théorème 3.3.1).

Dans ce chapitre, nous démontrons que les seuls entiers d congrus à 1 modulo un
nombre premier p qui donnent une fonction puissance x 7→ xd parfaitement non linéaire
sur une infinité d’extensions de Fp sont ceux de la forme d = 1 + pl. Les mêmes méthodes
ne semblent pas s’appliquer pour les entiers non congrus à 1 modulo p. Dans ce cas, nous
disposons seulement du résultat suivant : si pgcd(d− 1, p− 1) > 1 alors x 7→ xd n’est pas
parfaitement non linéaire sur une infinité d’extensions de Fp. D’autre part, dans le cas de
la caractéristique paire, Aubry, McGuire et Rodier dans [AMR10] ont démontré que les
fonctions polynomiales de degré impair qui ne sont pas de degré 2l+1 ou 22l−2l+1 ne sont
pas presque parfaitement non linéaires sur une infinité d’extensions de F2. Ils ont aussi
obtenu des résultats sur les fonctions polynomiales de degré pair. On peut se demander
si on peut étendre ces résultats à la caractéristique impaire et aux fonctions polynomiales
parfaitement non linéaires.





Annexe A

Encodage et décodage des codes
de Reed-Muller généralisés

Dans cette partie, on appellera produit scalaire de deux éléments a, b de Fnq , n ∈ N la

quantité suivante a.b :=
n∑
i=1

aibi ∈ Fq.

A.1 Encodage des codes de Reed-Muller généralisés

Soit 0 ≤ r ≤ m(q− 1). On note Mq,r = {xk1
1 . . . xkmm : 0 ≤ ki ≤ q− 1,

m∑
i=1

ki ≤ r} l’ensemble

des monômes qui engendrent Rq(r,m). La matrice

Gq(r,m) = (v(w))v∈Mq,r

w∈Fmq

est alors une matrice génératrice de Rq(r,m). En effet, si f =
∑

v∈Mq,r

avv ∈ Rq(r,m), alors

(av)v∈Mq,rGq(r,m) = (f(w))w∈Fmq .

Exemple A.1.1. La matrice génératrice de R3(2, 3) est


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
0 0 0 1 1 1 2 2 2 0 0 0 1 1 1 2 2 2 0 0 0 1 1 1 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 1 2 0 2 1 0 0 0 0 1 2 0 2 1 0 0 0 0 1 2 0 2 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 2 1 0 2 1 0 2 1
0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 2 2 2 0 0 0 2 2 2 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



1
x1
x2
x3
x2

1
x1x2
x1x3
x2

2
x2x3
x2

3

A.2 Décodage des codes de Reed-Muller

Dans cette section, on rappelle des méthodes de décodage pour les codes de Reed-Muller
usuels : d’abord une méthode basée sur la transformée de Fourier rapide pour les code
de Reed-Muller d’ordre 1 ; puis une méthode par vote majoritaire que l’on étendra par la
suite aux codes de Reed-Muller généralisés. Une référence pour cette section est [MS77b].
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A.2.1 Utilisation de la transformée de Hadamard pour les codes de
Reed-Muller d’ordre 1

Supposons qu’on envoie un mot α0 ∈ R(1,m) et qu’on reçoive f ∈ Bq
m. On a vu au chapitre

2 que pour tout α ∈ R(1,m),

d(f, α) = 2m−1 − 1
2(−1)bf̂(a).

Cette distance est donc minimale lorsque |f̂(a)| est maximal. La méthode de décodage est
donc la suivante :

• Trouver a0 tel que |f̂(a0)| soit maximal.

• Si f̂(a0) ≥ 0, on décode f en < a0, x >. Sinon, on décode f en < a0, x > +1.

En utilisant la transformée de Fourier rapide pour calculer les transformées de Fourier,
on obtient un algorithme de complexité O(m2m).

Cet algorithme a été étendu dans [AL96] par Ashikhmin et Litsyn aux codes de Reed-
Muller généralisés d’ordre 1. Leur algorithme a une complexité en O(mqm).

A.2.2 Décodage par vote majoritaire

On commence par expliquer le principe sur un exemple très simple :
si C = {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)} est un code à deux éléments de longueur n et d’alphabet
F2 et s’il y a strictement moins de n

2 erreurs, le mot envoyé est (0, . . . , 0) si il y a une
majorité de 0 dans le mot reçu. Sinon, le mot envoyé est (1, . . . , 1). Le décodage par vote
majoritaire est une extension de ce principe.

Soit (mv)v∈M2,r le mot à coder, Mc =
∑

v∈M2,r

mvv le mot codé et Mr le mot reçu. On

note xi le polynôme xi + 1.

Définition A.2.1. On appelle vecteur caractéristique d’un monôme xi1 . . . xid ∈ M2,r
tout polynôme de la forme

xj1 . . . xjaxk1 . . . xkb

où a+ b = m− d et {j1, . . . , ja, k1, . . . , kb} = {1, . . . ,m} \ {i1, . . . , id}.

Pour un monôme v de degré r, il y a 2m−r vecteurs caractéristiques. On les note vi,
1 ≤ i ≤ 2m−r. Soit alors Ui le support de vi.

Théorème A.2.2. S’il n’y a pas d’erreur, on a

∀i ∈ {1, . . . , 2m−r},mv =
∑
P∈Ui

Mr,P .

On peut corriger au moins 2m−r−1 − 1 erreurs avec cette méthode.

Démonstration. S’il n’y a pas d’erreurs Mr =
∑

v∈M2,r

mvv et
∑
P∈Ui

Mr,P = Mr.vi alors par

la proposition 1.2.3,
∑
P∈Ui

Mr,P = mv.

De plus, les Ui étant disjoints, chaque Mr,P apparait dans au plus une des 2m−r équations
obtenues. S’il y a strictement moins de 2m−r−1 erreurs, moins de la moitié des équations
sont affectées par ses erreurs et donc la valeur majoritaire est bien celle voulue.
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Pour déterminer chaque coefficient, on doit faire O(2m) additions et déterminer la
valeur majoritaire parmi 2m−r valeurs (complexité en O(2m−r)) donc la complexité de cet
algorithme est O(kr2m) où kr est la dimension de R(r,m).

Remarque A.2.3. Pour r = 1, k1 = m + 1 et on retrouve la même complexité que
l’algorithme précédent.

Dans [Gru90], Grushko étend ce résultat pour les codes de Reed-Muller généralisés
d’ordre 1 valable uniquement sur les corps finis de cardinal premier et qui n’assure pas un
décodage jusqu’à (q−1)qm−1

2 erreurs. La complexité de cet algorithme est O(mpm). Dans la
suite nous proposons un décodage des codes de Reed-Muller généralisés pour tout degré et
tout corps. Cependant nous ne pouvons assurer non plus un décodage jusqu’à dmin

2 erreurs.

A.3 Décodage des codes de Reed-Muller généralisés
Définition A.3.1. Soit v = xk1

1 . . . xkmm ∈ Mq,r. On appelle vecteur caractéristique de v
tout polynôme de la forme

vb(x) =
m∏
i=1

q−1−ki∏
j=1

(xi − bi,j), avec bi,j ∈ Fq et ∀i, bi,j 6= bi,k si i 6= k.

Exemple A.3.2. Les vecteurs caractéristiques de x1x2 ∈ R3(2, 3) sont :

x1x2x3(x3 − 1), x1x2x3(x3 − 2), x1x2(x3 − 1)(x3 − 2), x1(x2 − 1)x3(x3 − 1),
x1(x2 − 1)x3(x3 − 2), x1(x2 − 1)(x3 − 1)(x3 − 2), x1(x2 − 2)x3(x3 − 1),
x1(x2 − 2)x3(x3 − 2), x1(x2 − 2)(x3 − 1)(x3 − 2), (x1 − 1)x2x3(x3 − 1),
(x1 − 1)x2x3(x3 − 2), (x1 − 1)x2(x3 − 1)(x3 − 2), (x1 − 1)(x2 − 1)x3(x3 − 1),
(x1 − 1)(x2 − 1)x3(x3 − 2), (x1 − 1)(x2 − 1)(x3 − 1)(x3 − 2), (x1 − 1)(x2 − 2)x3(x3 − 1),
(x1 − 1)(x2 − 2)x3(x3 − 2), (x1 − 1)(x2 − 2)(x3 − 1)(x3 − 2), (x1 − 2)x2x3(x3 − 1),
(x1 − 2)x2x3(x3 − 2), (x1 − 2)x2(x3 − 1)(x3 − 2), (x1 − 2)(x2 − 1)x3(x3 − 1),
(x1 − 2)(x2 − 1)x3(x3 − 2), (x1 − 2)(x2 − 1)(x3 − 1)(x3 − 2), (x1 − 2)(x2 − 2)x3(x3 − 1),
(x1 − 2)(x2 − 2)x3(x3 − 2), (x1 − 2)(x2 − 2)(x3 − 1)(x3 − 2)

On commence par remarquer que pour tout v′ ∈ Mq,r \ {v} tel que deg(v′) ≤ deg(v),
tous les vecteurs caractéristiques de v sont orthogonaux à v′ au sens où pour tout b, puisque
le représentant de plus petit degré de v′vb dans Fq[x1, . . . , xm]/(xq1 − x1, . . . , x

q
m − xm) est

de degré strictement plus petit que m(q − 1),
∑
x∈Fmq

v′(x)vb(x) = 0.

A.3.1 Correction d’effacements

Soit (mv)v∈Mq,r le mot à coder et Mc =
∑

v∈Mq,r

mvv le mot codé. Supposons qu’il y ait eu

des effacements aux coordonnées F = {α1, . . . , αu} ⊂ Fmq . On note Mr le mot reçu.
Pour chaque monôme v deMq,r différent de 1 et en partant du plus haut degré, on procède
comme suit :

1. Trouver un vecteur caractéristique vb associé à v tel que pour tout α ∈ F , vb(α) = 0.
On calcule le produit scalaire de Mr avec ce vecteur caractéristique (vu comme un
vecteur de Fqmq en l’évaluant en chacun des éléments de Fmq ), on note β la valeur
obtenue et on prend mv = (−1)mβ.
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2. On fait Mr ←Mr −mvv.

Une fois ce processus appliqué à tous les monômes différents de 1, il reste à déterminer
m1. On prend la valeur qui apparait dans tous les coefficients non effacés du dernier Mr

obtenu.

Théorème A.3.3. Soit 0 ≤ r ≤ m(q − 1)− 1 et

N = max(
m∏
i=1

(ki + 1) : 0 ≤ ki ≤ q − 1,
m∑
i=1

ki = r).

L’algorithme précédent permet de retrouver jusqu’à d q
m

N − 1e effacements sur le code de
Reed-Muller généralisé Rq(r,m).

Démonstration. On commence par prouver que si pour chaque monôme, on peut trouver
un vecteur caractéristique qui est nul sur F , alors on obtient bien le mot encodé. Soit v0
un des monômes de plus grand degré à traiter et soit vb un vecteur caractéristique associé
à v0 qui est nul sur F . Alors

vb.Mr = vb.
∑

v∈Mq,r

mvv = (−1)mmv0 .

En procédant par degré décroissant sur les monômes, on arrive à obtenir ainsi tous les
coefficients sauf le terme constant. Le Mr final correspond justement au terme constant
donc tous les coefficients non effacés ont la même valeur.
Il reste donc à prouver que si u ≤ d q

m

N −1e, on peut trouver pour chaque monôme un vecteur

caractéristique qui est nul sur F . Soit v = xk1
1 . . . xkmm un monôme. Il a

m∏
i=1

(
q

ki + 1

)
vecteurs

caractéristiques. Le nombre de vecteurs caractéristiques qui ne sont pas identiquement nuls
sur F est plus petit que

u
m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
= u

m∏
i=1

(ki + 1)

qm

m∏
i=1

(
q

ki + 1

)
.

Comme u < qm

N , u
m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
<

m∏
i=1

(
q

ki + 1

)
et donc il existe un vecteur caractéristique

qui est nul sur F .

Exemple A.3.4. Décodage de R3(1, 3)
Comme N = 2, par le théorème A.3.3, on peut retrouver jusqu’à 13 effacements. On veut
coder le message suivant (1, 0, 1, 1) après encodage et transmission on obtient le mot suivant
Mr = (1, e, e, 2, e, 2, 0, 0, e, 2, 2, 2, e, e, 0, e, 1, 1, e, e, 0, 1, 1, e, 2, 2, 2) avec des effacements aux
coordonnées suivantes

F =
{

(1, 0, 0), (1, 1, 0), (2, 0, 0), (2, 2, 0), (2, 1, 2), (1, 1, 0), (1, 1, 1),
(1, 0, 2), (0, 2, 1), (0, 0, 2), (2, 0, 0), (2, 2, 0), (0, 1, 1)

}
.

On commence par traiter le cas du monôme x3. Le vecteur caractéristique de x3 vb =
x1(x1 − 1)x2(x2 − 1)x3 est nul sur F . Le produit scalaire vb.Mr = 2 donc, comme m est
impair, mx3 = 1. De la même façon mx2 = 1 et mx1 = 0. De plus, le dernier Mr obtenu
étant (1, e, e, 1, 2 + e, 1, 1, 1, 1 + e, 1, 1, 1, 1 + e, 1 + e, 1, e, 1, 1, 1 + e, 1 + e, 1, 1, 1, e, 1, 1, 1),
m1 = 1.
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L’étude sur plusieurs exemples nous permet de faire la conjecture suivante :

Conjecture A.3.5. Soit 0 ≤ r ≤ m(q − 1) − 1, r = t(q − 1) + s avec 0 ≤ s ≤ q − 2.
L’algorithme ci-dessus permet de corriger jusqu’à (q − s)qm−t−1 − 1 = d − 1 effacements
sur le code de Reed-Muller généralisé Rq(r,m).

A.3.2 Correction d’erreurs par vote majoritaire

Soit (mv)v∈Mq,r le mot à coder, Mc =
∑

v∈Mq,r

mvv le mot codé et Mr le mot reçu.

Pour chaque monôme v de Mq,r sauf 1 et en partant du plus grand degré, on procède
comme suit :

1. Soit Ev l’ensemble des vecteurs caractéristiques associés au monôme v que l’on consi-
dère. On calcule le produit scalaire de chaque vecteur caractéristique (vu comme
vecteur de Fqmq ) avec Mr, on note α la valeur majoritairement obtenue et on prend
mv = (−1)mα.

2. On fait Mr ←Mr −mvv.

Une fois ce processus appliqué à chaque monôme sauf 1, il reste à déterminer le coef-
ficient associé au monôme 1. On prend pour m1 la valeur majoritaire dans les coefficients
du dernier Mr obtenu.

Théorème A.3.6. Soit 0 ≤ r ≤ m(q − 1)− 1,

N = max(
m∏
i=1

(ki + 1) : 0 ≤ ki ≤ q − 1,
m∑
i=1

ki = r).

L’algorithme précédent permet de corriger jusqu’à d1
2
qm

N − 1e erreurs sur le code de Reed-
Muller généralisé Rq(r,m).

Démonstration. On commence par vérifier que s’il n’y a pas d’erreur, on obtient bien par
cet algorithme le mot qu’on a codé. Soit v0 un des monômes de plus grand degré à traiter
et soit vb un vecteur caractéristique associé à v0. Alors, comme pour tout v′ 6= v tel que
deg(v′) ≤ deg(v), vb est orthogonal à v′, on a

vb.
∑

mvv = (−1)mmv0 .

En procédant par degré décroissant sur les monômes, on arrive à obtenir ainsi tous les
coefficients sauf le terme constant. Le terme final est justement le terme constant.
Maintenant, on écrit e =

∑
x∈Fmq

ex1x où au plus d1
2
qm

N −1e coefficients ex sont non nuls. Soit

v = xk1
1 . . . xkmm un monôme. En faisant les produits scalaires de Mr avec les polynômes

caractéristiques de v on obtient les
m∏
i=1

(
q

ki + 1

)
équations suivantes

∑
x∈Fmq

Mr(x)vb(x) = (−1)mmv +
∑
x∈Fmq

exvb(x). (A.1)

Soit α ∈ Fmq , #{b : vb(α) 6= 0} =
m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
donc eα apparait dans au plus

m∏
i=1

(
q − 1
ki

)

équations (A.1). Il y a donc au plus |e|
m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
équations (A.1) affectées par les erreurs.
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Comme |e| < 1
2
qm

N ,

|e|
m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
<

1
2
qm

N

m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
≤ 1

2
qm

m∏
i=1

(ki + 1)

m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
= 1

2

m∏
i=1

(
q

ki + 1

)
.

D’où il y a strictement moins de la moitié des équations affectées par les erreurs.

Exemple A.3.7. Décodage de R3(1, 3)
Comme N = 2, par le théorème A.3.6, on peut corriger jusqu’à 6 erreurs. On veut coder
le mot (1, 0, 1, 1). Après encodage et transmission, on obtient le message suivant

Mr = (0, 0, 1, 0, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2)

comportant au plus 6 erreurs.
On commence par traiter le cas du monôme x3. Les vecteurs caractéristiques ainsi que
leurs produits scalaires avec Mr sont donnés dans le tableau A.1.

Table A.1 – Calcul de mx3 .

vb Mr.vb
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 1
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) 0
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 0
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) 1
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 0
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) 1
(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 0
(0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) 1
(0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 2
(0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 1
(0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 0
(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 1
(2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 0
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La valeur majoritaire est 2. Comme m est impair, on prend mx3 = 1. En procédant
de même pour x2 puis x1, on a mx2 = 1, mx1 = 0. De plus, le dernier Mr obtenu étant
(0, 0, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), on choisit m1 = 1.
En décodant, on a donc trouvé comme message (1, 0, 1, 1) qui correspond bien à notre
message initial.

L’étude sur plusieurs exemples nous permet de faire la conjecture suivante :

Conjecture A.3.8. Soit 0 ≤ r ≤ m(q − 1) − 1, r = t(q − 1) + s avec 0 ≤ s ≤ q − 2.
L’algorithme ci-dessus permet de corriger jusqu’à d1

2(q− s)qm−t−1−1e = d1
2d−1e erreurs

sur le code de Reed-Muller généralisé Rq(r,m).

A.4 Complexité

A.4.1 Correction d’effacements

Supposons qu’il y ait e effacements. Il faut alors au pire e
m∏
i=1

(
q

1 + ki

)
comparaisons

pour trouver un vecteur caractéristique associé au monôme xk1
1 . . . xkmm qui s’annule en

chaque effacement. Puis, comme le support d’un tel vecteur caractéristique est de cardinal
m∏
i=1

(1 + ki), il faut
m∏
i=1

(1 + ki) multiplications et
m∏
i=1

(1 + ki) − 1 additions pour calculer

le produit scalaire. Finalement, on doit faire e
∑

(k1,...,km)∈{0,...,q−1}m
m∑
i=1

ki ≤ r

m∏
i=1

(
q

1 + ki

)
comparai-

sons,
∑

(k1,...,km)∈{0,...,q−1}m
m∑
i=1

ki ≤ r

m∏
i=1

(1 + ki) multiplications et
∑

(k1,...,km)∈{0,...,q−1}m
m∑
i=1

ki ≤ r

(
m∏
i=1

(1 + ki)− 1)

additions pour corriger e effacements.
Pour se donner une meilleure idée, regardons le cas r = 1. Pour r = 1,

∑
(k1,...,km)∈{0,...,q−1}m

m∑
i=1

ki ≤ r

m∏
i=1

(
q

1 + ki

)
= qm +mqm

q − 1
2

donc la complexité de cet algorithme est en O(emqm).

A.4.2 Corrections d’erreurs par vote majoritaire

Définition A.4.1. Soit x1, . . . , xn une suite finie d’éléments de Fq. Un élément ω ∈ Fq
est dit majoritaire s’il apparait plus de n

2 + 1 fois dans la suite.

Proposition A.4.2. Soit x1, . . . , xn une suite finie d’éléments de Fq. Supposons qu’elle
ait une valeur majoritaire. Alors la complexité pour trouver cette valeur majoritaire est
linéaire en la longueur de la liste.
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Démonstration. Soit i < j tel que xi 6= xj . On considère alors la suite à n − 2 élé-
ments x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn. Cette suite à la même valeur majoritaire
que x1, . . . , xn. En effet, si xi et xj n’était pas valeur majoritaire alors n

2 + 1 ≥ n−2
2 + 1.

Si xi est valeur majoritaire de x1, . . . , xn. Alors il y a plus de n
2 = n−2

2 + 1 éléments égaux
à xi dans la nouvelle suite.
On considère alors l’algorithme suivant :
Algorithme 4
C := x1 ; M := 1 ;
i := 2 ;
tant que i ≤ n faire

si xi = C alors M := M + 1 ; sinon M := M − 1 ;
si M = 0 alors C := xi+1 ; i := i+ 2 ; M := 1; sinon i := i+ 1 ; fin si ;

fin si ;
fin tant que ;

La valeur C est alors la valeur majoritaire. On a bien n comparaisons pour obtenir une
valeur majoritaire.

Le support de chaque vecteur caractéristique associé au monôme xk1
1 . . . xkmm est de car-

dinal
m∏
i=1

(1+ki). Puisqu’il y a
m∏
i=1

(
q

1 + ki

)
vecteurs caractéristiques associés à ce monôme,

il faut qm
m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
multiplications et qm

m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
−

m∏
i=1

(
q

ki + 1

)
additions pour cal-

culer les produits scalaires de Mr avec les vecteurs caractéristiques de xk1
1 . . . xkmm . Comme

déterminer la valeur majoritaire parmi les produits scalaires est linéaire en la longueur de

la suite, la complexité de notre algorithme est en O


qm

∑
(k1,...,km)∈{0,...,q−1}m

m∑
i=1

ki ≤ r

m∏
i=1

(
q − 1
ki

)


Comparons la complexité pour r = 1 de cet algorithme aux algorithmes précédents. Si

r = 1,
∑

(k1,...,km)∈{0,...,q−1}m
m∑
i=1

ki ≤ r

m∏
i=1

(
q − 1
ki

)
= 1 + m(q − 1) donc la complexité de cet algo-

rithme est O(mqm).
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