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Introduction

Sur R™ (n > 3), il existe une constante A telle que, pour tout u € C°(R"),

(/ uNdz> SA/R|VU|2d9: S(A)

on N = 2% Cette inégalité provient de l'inclusion continue de I'espace H'(R") dans

LY (R™). On définit la meilleure constante K(n,2)? dans cette inégalité par
K(n,2)? = inf{A > 0|S(A) est vraie pour tout u € C=°(R™)}

Soit maintenant (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3. L’inégalité
S(A) ne peut pas étre vraie sous cette forme pour tout u € C°(M) = C*°(M). En effet,
les fonctions constantes ne vérifient pas cette inégalité. On lui ajoute donc un autre terme.
Plus précisément, on considere l'inégalité suivante, pour u € C*°(M):

(/ uNdx> SA/ | Vu |§dx—|—B/ u?dx S(A,B)
M M M

Il est facile de voir qu’il existe A,B > 0 tels que cette inégalité soit vraie pour tout u €
C>(M). Des lors, on peut définir la premiére meilleure constante dans cette inégalité par

K'(n,2)* = inf{A > 0|3B > 0 t.q. S(A,B) est vraie pour tout u € C*(M)}

On peut alors se poser différentes questions :

1) Que vaut K (n,2)2?
2) Que vaut K'(n,2)%?
3) L’ensemble {A > 0|3B > 0 t.q. S(A,B) est vraie pour tout u € C*°(M)} est-il un en-
semble fermé?
4) Si la réponse a la question 3) est oui, on peut définir la deuxiéme meilleure constante By
par

By = inf{B > 0|S(K (n,2)?,B) est vraie pour tout u € C*(M)}

Existe-t-il alors des fonctions extrémales pour I'inégalité de Sobolev optimale, autrement dit
qui réalisent I’égalité dans I'inégalité S(K (n,2)%,B)?

5) Toujours si la réponse a la question 3) est oui, que vaut By?

6) Donner des valeurs explicites de A et B sur certaines variétés pour que S(A,B) soit vraie
pour tout u € C*°.

La réponse a la question 1) a été apportée indépendamment par Aubin [3] et Talenti

[33]. Ils ont montré que

4
K(n23?= ——5

n(n — 2)wy



ol w,, est le volume de la sphere unité standard de dimension n. En ce qui concerne la ques-
tion 2), Aubin a montré dans [3] que K’(n,2)? = K(n,2)?. Plus précisément, il a montré que
pour tout € > 0, il existe B tel que S(K (n,2)? + €,B.) est vraie pour tout u € C*°(M). Ce
résultat lui a d’ailleurs permis de résoudre une grande partie du probléme de Yamabe (voir
[4]). Hebey et Vaugon [26] ont répondu par Paffirmative & la question 3). La question 4) a
été résolue par Djadli et Druet dans [12] et par Hebey et Vaugon dans [27]. Ils ont donné
des conditions géométriques pour lesquelles il y avait ou non des fonctions extrémales. La
question 5) semble étre tres difficile. Pour 'instant, on ne sait calculer By que pour la sphére
standard. C’est un résultat di & Aubin [4]. Enfin, Ilias [28] a répondu a la question 6) dans
le cas des variétés a courbure de Ricci positive. Le lecteur pourra aussi se référer aux livres
d’Aubin [2] et de Hebey [24] qui regroupent tous ces résultats. C’est ce type de questions
qui nous intéressera ici. Voici un résumé des problemes abordés dans la these.

Chapitres 1 et 2:

On s’intéressera dans les deux premiers chapitres a I'inégalité de Nash : il existe une constante
A telle que, pour tout u € C°(R™),

1+2 4
(/ u*dz) gA/Rn | Vu |2dx(/Rn|u|d:1:) N(A)

Pour n > 3, cette inégalité se démontre en utilisant successivement 1'inégalité de Holder :

n—2

1+2 2 om -
(L) "< ([ Tuldn) ([ 1ula)

et I'inégalité de Sobolev :

n—2

(/ |u ["2dz) gA/ | Vu 2da
R" R"

Il faut noter que cette inégalité est vraie pour tout n > 1. On peut alors se poser les mémes
questions que pour l'inégalité de Sobolev. Carlen et Loss [9] ont répondu & la question 1).
Ils ont montré que la meilleure constante Ag(n) dans 'inégalité de Nash vaut
n+2
(n+2)™
Ao(n) = "
2nn A (B)| B |"

ol | B | est le volume euclidien de la boule unité standard B de R" et A;(B) est la premiere
valeur propre de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales sur B. Si maintenant,
(M,g) est une variété riemannienne compacte de dimension n, alors on considére pour u €
C® (M), I'inégalité suivante, dite inégalité de Nash «L?»:

(/M W2dv,) 't < (A/M|Vu |_(2]dvg+B/M u2dvg)(/M | doy)* N(A,B)

Le chapitre 1 répond alors aux questions 2) et 3) et aborde les questions 4) et 5). Plus
précisément, on montre dans ce chapitre que

inf{A > 0] t.q. N(A,B) est vraie pour tout v € C*°(M)} = Ag(n)

La réponse a la question 3) est le résultat principal du chapitre 1. C’est le théoréme suivant
qui y répond:



Théoreme: Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de classe C* et de dimension
n € N*. Alors, il existe une constante B > 0 telle que, pour tout u € C°°(M)

(/ W2dv,) R < (Ao(n)/ | Vu dvy + B/ u2dvg)(/ | dvy)t

M M M M

En d’autres termes, il existe une constante B > 0 pour laquelle N (Ag(n),B) est vraie pour
tout u € C>(M).

La démonstration de ce théoréme s’inspire du travail de Druet [13] qui répond & cette méme
question pour une autre inégalité de Sobolev. Cependant, il est a noter que, du fait de
la nature de l'inégalité de Nash L2, tres différente de celle des inégalités de Sobolev, les
difficultés que nous devons résoudre sont tout a fait nouvelles et ne ressemblent en rien a
celles rencontrées par Druet. Il faut aussi signaler que ce résultat aurait été différent si on
avait ajouté un autre terme & l'inégalité de Nash standard sur R™. En effet, Druet, Hebey
et Vaugon [14] se sont intéressés & I'inégalité de Nash dite «L1»: pour tout u € C°°(M),

2+4

1+2 4
([ o) " <a [ [ Vulio([ Julde)” B[ uldu) N'(A,B)
M M M ’ M
De méme, ils montrent que
inf{A > 0| t.q. N'(A,B) est vraie pour tout u € C°(M)} = Ap(n)

Cependant, Uexistence de B > 0 tel que N'(A4g(n),B) est vraie pour tout u € C*°(M)
dépend de la géométrie de la variété. Ils trouvent des variétés riemanniennes pour lesquelles
ce nombre B existe et d’autres pour lesquelles il n’existe pas. On trouve aussi dans le cha-
pitre 1 une réponse partielle a la question 4) mais celle-ci sera abordée de maniere plus
approfondie dans le chapitre 2. Pour la question 5), on ne sait calculer By que pour le cercle
S1 et méme dans ce cas, la démonstration est loin d’étre triviale. On obtient par contre une
minoration de By :

Théoréme : Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C™ et de dimension
n € N*. Alors

2 |B|TR [ 2 —2 2\ "
By > max (Vol(M) GL <n+2+"A1 )(”; ) ;ré%csg(x)>

ot | B | est le volume euclidien de la boule unité standard B de R™, \1(B) est la premiére
valeur propre de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales sur B, Vol(M) est le
volume de (M,g) et Sg(x) est la courbure scalaire de g en x.

Le résultat principal du chapitre 2 est une réponse & la question 4) dans certains cas:

Théoreme : Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C* et de dimension
n € N*. Soit aussi By défini comme ci-dessus. On suppose que

2 2
|B| ™™ 2 n—2\ (n+2\"
B S
0~ 6n n+2+ A1 2 5&5}5} g(:v)

Alors, il existe des fonctions extrémales de classe C1¢(M) (0 < a < 1) pour l'inégalité de
Nash L? optimale N(Ao(n),By).

Ce théoreme a d’ailleurs, compte tenu des résultats du chapitre 1, un corollaire immédiat :



Corollaire : Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C* et de dimension
n € N*. On suppose que

_2 Bl 2 n—2 n+2
Vol(M) |6L <n+2+ " )( 2 ) mas Sy (7)

Alors, il existe des fonctions extrémales de classe CH%(M) (0 < a < 1) pour linégalité de
Nash L? optimale N(Ao(n),Bo).

Remarque : 11 faut noter que la variété (M,g) vérifie les hypotheses du corollaire ci-dessus si,
par exemple:

— sa courbure courbure scalaire est négative ou nulle;
— (M,g) est la sphere standard de dimension 2;
— (M,g) est lespace projectif standard de dimension 2.

— (M,g) est le quotient d’une sphére standard de dimension impaire par un groupe
d’isométries suffisamment gros (en dimension paire, ces quotients n’existent pas en
tant que variété).

Chapitre 3:

Ce chapitre est consacré a ’étude de I'inégalité de Nash a trace. Celle-ci est définie sur
R} =R" ' xRy (n >2). On note Ry = R"™" x {0} et on pose

H={ue C®RL)|Vue L2(RY) et u/R, € L' (Ro) N L*(Ro)}

Cette inégalité dit que, pour tout u € H,

/ u?ds SA/ | Vu |*dx / | u|ds N(A)
aR” R oR”

ott ds est élément de volume standard sur R"™! et ol la trace de u sur Ry est toujours
notée u. Cette inégalité découle de I'inégalité de Sobolev a trace et de I'inégalité de Holder.
La meilleure constante Ag(n) est définie par

Ag(n) = inf{A > 0|Vu € H, N(A) est vraic}

Dans ce chapitre, on ne répond pas completement a la question 1. On donne seulement une
approximation assez fine de Ap(n) et une estimée asymptotique pour n grand. Le résultat
obtenu est le suivant :

Théoréme: La meilleure constante Ag(n) dans Uinégalité de Nash & trace vérifie

n

9(ntl B B et
: £ )~ < Ao(n) < T N
VIE N,y Bt | (0~ DAl B |5

0l A1 p—1 est la premiére valeur propre de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales
sur la boule unité standard B*~ de R"™" et ou | B"~' | = Vol(B*').

Ce résultat se démontre en utilisant un principe de symétrisation différent de celui utilisé
par Aubin [3] et Talenti [33] pour trouver la meilleure constante dans I'inégalité de Sobolev
standard ou par Carlen et Loss pour calculer la meilleure constante dans I'inégalité de Nash



standard. En effet, leur symétrisation ne s’applique pas sur un demi-espace. Soit mainte-
nant (M,g) une variété riemannienne compacte a bord de dimension n > 2. On considére
I'inégalité suivante: pour tout u € C*° (M),

_n_ _2
</ u2dsg> < (A/ | Vu |3dvg + B/ ugdsg> (/ || dsg> N(A,B)
oM M oM oM

ol dvy est I'élément de volume standard de (M,g) et ol dsy est celui de (OM,g), g étant la
métrique induite par g sur M. On répond alors aux questions 2) et 3). On trouve que

inf{A > 0| t.q. N(A,B) est vraie pour tout u € C>(M)} = Ay(n)
On obtient aussi le résultat suivant :

Théoréeme: Soit (M,g) une variété riemannienne compacte C> a bord régulier et de di-
mension n > 2. Alors, il existe B > 0 tel que N(Ao(n),B) soit vraie. Autrement dit, il existe
B > 0 tel que

n

(/ u2dsg> . < (Ao(n)/ | Vu |3dvg + B/ u2dsg) (/ || dsg> o
oM M oM oM

pour tout uw € C*°(M).

Ce résultat est similaire a celui obtenu dans le chapitre 1 dans le cas de I'inégalité de Nash
standard. Les méthodes de démonstration de ces deux théorémes sont assez proches. Ce-
pendant, de nombreuses difficultés apparaissent quand on veut obtenir des estimées des
fonctions a l'intérieur de la variété alors que l'on n’a des informations que sur le bord. Li
et Zhu [29] ont obtenu des résultats similaires dans le cas de l'inégalité de Sobolev & trace.
Leur méthode est cependant tres différente. Elle utilise I'invariance conforme propre a leur
probleme et ne peut pas étre adaptée ici.

Chapitre 4:

Le chapitre 4 répond & la question 6) dans le cas de I'inégalité de Sobolev a trace sur des
domaines étoilés de R™. Le résultat obtenu est le suivant :

Théoréme: Soit D C R™ un domaine étoilé en 0 € D — 9D tel que la métrique g, induite
par la métrique standard de R"™ sur 0D, satisfasse Ricg > (n—1)Kg avec K > 0. Soit aussi
ro > 0 tel que B(0,r9) C D. Enfin, soit k > 0 tel que | < é—l,17> | <k pour tout x € 0D et
tout vecteur unitaire U tangent ¢ dD. On suppose que k < 1. Pour tout u € C*°(D), on a

alors )
([ 1ur) <ao) [ 1ufe50) [ juf

AT K~Vol(dD) w1
(n —2)(1 — k2)(1 — k)/?rg

A(D) = et B(D) = Vol(dD) ™71

Ce résultat se démontre en déformant le domaine et en le comparant a la boule unité. Il
utilise les résultats du chapitre 3.

Chapitre 5: (en collaboration avec David Holcman)



Ce chapitre traite d’un probleme différent. On considere ici (V,g) une variété riemannienne
compacte a bord C*° de dimension n > 3. On s’intéresse alors a ’équation suivante

Agju = 0 sur V
(E){ ou = |ul"%u sur OV

oun Ay = —ViV; est le laplacien standard pour la métrique g et ot ¢ = 2((7?_721))

posant critique dans l'inclusion de l'espace H(V) dans L(9V). Nous n’étudions ici que
les solutions qui changent de signe. Dans un premier temps, nous donnons des conditions
géométriques pour lesquelles I’équation a une solution. On obtient le résultat suivant

est 'ex-

Théoréme: Soit (V,g) une variété riemannienne compacte & bord de dimension n > 3. R
représente ici la courbure scalaire pour la métrique induite par g sur OV et H est la courbure
moyenne de OV . Plus précisément, si P € OV, H(P) = g h;; ou h;; est la composante (i,7)
de la deuxiéme forme fondamentale w définie sur OV . Alors, l’équation (E) a une solution
dans les cas suivants :

- n>4et HP) >0 en un point P € 0V ;
-n>5 H(P)=0et =3 I?(P) 4 Ric(v,v)(P) + @ > 0 en un point P € OV, v

n
étant le vecteur unitaire normal extérieur en P.

Escobar a étudié ce type d’équations en cherchant des solutions positives (voir [16], [17]),
notamment dans le but de résoudre le probléme de la courbure moyenne prescrite. Ce type
de problémes se résout par l'utilisation de bonnes fonctions-tests. Celles qu’utilise Escobar
ne peuvent étre reprises telles quelles. Elles sont en effet positives et notre probleme porte
sur les solutions nodales de (F). Il faut donc les modifier. De plus, Escobar utilise le ca-
ractere conforme de son probleme, ce qui n’est pas possible ici.

Nous étudions ensuite le nombre p suivant
2
o Jy IV
= inf ———+

Y Loy T )

/ |uq_2u:0}
oV

et en nous donnons une minoration en fonction de données géométriques. Ce nombre (a
une puissance positive prés) représente I’énergie minimum d’une solution de (E). Cette
étude s’inscrit dans la continuité de travaux donnant des estimations de valeurs propres de
différents problemes (voir par exemple [10], [18], [34]). La minoration de p est ici obtenue
pour les domaines étoilés bornés de R™ dont le bord a une courbure de Ricci strictement
positive. On montre le résultat suivant

Qv

A= {u c HY (V)

Théoréme: Soit D C R™ un domaine étoilé en 0 € D — D tel que la métrique g, induite
par la métrique standard de R"™ sur 0D, satisfasse Ricg > (n—1)Kg avec K > 0. Soit aussi
ro > 0 tel que B(0,rg) C D. Enfin, soit k > 0 tel que | < |§Cc—|,17> | <k pour tout x € dD et
tout vecteur unitaire U tangent a 0D. On suppose que k < 1. Alors, u vérifie :

K31 —k2a()rg!
(D)a(1)ry ' K31 — k2 4 B(D)7n

>
=72

Vuw ?
a(l) = inf fml)—|2|
(fsm—1 ‘w|q—2w:0) fS"—l w



et ot
1

A2 K=V ol(dD) w1
(n—2)(1—k2)(1—k)Frg

A(D) = et B(D) = Vol(dD) ™71

Enfin, dans une derniére partie, nous revenons aux problemes d’inégalités en étudiant
I'inégalité suivante: pour tout u € C°(V),

</ |uq)q<A/Vu2+B‘/ |u\q72uq7
v v v

Comme pour les inégalités de type Poincaré et contrairement aux inégalités précédemment
étudiées, la premiere meilleure constante dépend de la géométrie de V' et non plus de sa seule
dimension. On montre qu’elle vaut p~!. Plus précisément, on obtient le résultat suivant :

I(A,B)(u)

Théoréme : Les assertions suivantes sont vraies :
a— il existe A,B > 0 tels que 1(A,B)(u) est vraie pour tout v € C*°(V);
b— AO = ,u/_l;
1
c— si de plus, n € {34} ousin>5etu<S 2= (n;2)ws:i, alors il existe B > 0 tel que
I(p=1,B) est vraie.

10



Chapitre 1

Probleme de meilleures
constantes dans l'inégalité de

Nash L2

1.1 Introduction

L’inégalité de Nash dans R™ dit qu’il existe une constante A > 0 telle que, pour tout

u € D(R):
143 , s

w?dz §A/ Vu dx/ u |dx

([, wie) [ vulas([ i)

Pour n > 3, cette inégalité se démontre en utilisant successivement 1'inégalité de Holder :

1+% % o n;Q
</ Wd) s</ | u |da) (/ | w |72 d)
n R‘n Rﬂ,

et I'inégalité de Sobolev :
(. 1u
R’VL

Carlen et Loss [9] ont montré que la meilleure constante Ag(n) dans I'inégalité de Nash vaut

n—2

2fn“’daz) ’ SA/ | Vu [*dx
R'ﬂ

n+2

n+2) "
Ao(n) = 2( ) .
220\ (B)| B |*

ol | B | est le volume euclidien de la boule unité standard B de R™ et A (B) est la premiére
valeur propre de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales sur B.

Dans ce chapitre, (M,g) est une variété riemannienne compacte de classe C™ et de
dimension n € N*. Quitte & multiplier g par une constante, on peut supposer que Vol(M) =
1. L’inégalité de Nash telle que ci-dessus ne peut évidemment pas étre vraie sur M car elle
est fausse pour les fonctions constantes. Elle doit étre modifiée, par exemple en ajoutant un
terme dans le membre de droite. En ajoutant un terme «L!'», nous obtenons une inégalité
que nous appellerons inégalité de Nash L!: Vu € C°°(M),

243

1+2 4
([ wio) " <a [ 1 Vulio([ Julde) < B([ uldy) (0)
M M M M

11



Cette inégalité a été étudiée par Druet, Hebey et Vaugon dans [14]. Ils ont montré que, pour
tout € > 0, il existe une constante B, > 0 dépendant a priori de € telle que 'inégalité soit
vraie pour tout u € C*°(M) avec A = Ag(n) + € et B = B.. Plus surprenant, ils ont montré
que Dexistence d’une constante B > 0 telle que I'inégalité soit vraie pour tout u € C°(M)
en prenant A = Ag(n) dépend de la géométrie de M. Autrement dit, ils ont exhibé des
variétés pour lesquelles I'inégalité est toujours fausse en prenant A = Ag(n) et ce quel que
soit le choix de B, et des variétés pour lesquelles I'inégalité de Nash L' est vraie en prenant
A = Ag(n) & condition que B soit choisi suffisamment grand.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'inégalité suivante (dite inégalité de Nash L?):
Yu € C*°(M),

(/M uldvg) R < (A M|Vu |§dvg+B/M u2dvg)(/M |u | dvg)™ N(A,B)(u)

Nous dirons que N(A,B) est valide si N(A,B)(u) est vraie pour tout u € C*°(M). Nous
nous intéressons ici a I'inégalité de Nash L? optimale N(Ag(n),B). L’intérét de cette étude
est qu’elle nous donne des résultats contraires & ceux obtenus pour I'inégalité de Nash L'.
Plus précisément, nous prouvons pour cette inégalité qu’il existe toujours une constante
B > 0 pour laquelle N(Ap(n),B) est valide. L’existence de B ne dépend donc plus de la
géometrie. Pour I’étude de problémes similaires a propos des inégalités de Sobolev, nous
renvoyons le lecteur aux références suivantes: [5], [26] et aussi article de Druet [13] dont
nous nous inspirerons. Cependant, il est a noter que, du fait de la nature de l'inégalité de
Nash L?, tres différente de celle des inégalités de Sobolev, les difficultés que nous devons
résoudre sont tout a fait nouvelles et ne ressemblent en rien a celles rencontrées dans les
références précédentes. Nous signalons également le livre de Hebey [24] qui propose un panel
général de tout ce qui concerne les inégalités optimales de type Sobolev. L’intérét d’étudier
de telles inégalités est qu’il faut développer de nouvelles méthodes d’étude des phénomenes
de concentration qui apparaissent souvent en analyse.

Définissons A par:
A={A>0]|3IB >0 t.q. N(A,B) est valide }

Une démonstration similaire & celle faite dans Druet, Hebey et Vaugon [14] montre facilement
que

inf(A) = Ap(n)
Le résultat principal de ce chapitre est alors le suivant :

Théoreme 1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de classe C* et de dimension
n € N*. Alors, il existe une constante B > 0 telle que, pour tout uw € C°>°(M)

(] oyt < (Coto) [ 1 Vu oy + B [ wtdu)([ Jul o)t
M M M M

En d’autres termes, il existe une constante B > 0 pour laquelle N(Ag(n),B) est valide.

Il est & noter qu'un résultat similaire peut étre obtenu pour les variétés completes et
pour les variétés a bord. Compte tenu du fait que toutes les difficultés se trouvent dans
le cas compact, nous ne ferons qu’esquisser la preuve de ces résultats (& la fin du para-
graphe 2). Pour n =1 (i.e. pour M = S'), une démonstration simple du théoreme 1 se fait
par un argument de partition de I'unité et peut méme étre étendue au cas des variétés plates.
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Définissons maintenant
By = inf{B € R t.q. N(A(n),B) est valide }

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous calculons explicitement By pour le cercle
S1. Pour I'instant, le cercle est la seule variété pour laquelle nous sachions le faire et méme
dans ce cas, la démonstration se fait de maniére tout a fait non triviale. Le cas général
nous semble étre un probleme tres difficile. Le seul résultat général que nous ayons a I’heure
actuelle est le suivant :

Théoréme 2 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C* et de dimension
n € N*. Alors

2 2
_2 | B|™" 2 -2 +2\"
2 (v £ (54 10) (152) i)

ot | B | est le volume euclidien de la boule unité standard B de R™, \1(B) est la premiére
valeur propre de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales sur B, Vol(M) est le
volume de (M,g), et ot Sy(x) est la courbure scalaire de g en .

Nous dirons maintenant que u € HZ(M), u # 0 est une fonction extrémale pour I'inégalité
de Nash L? optimale N(Ay(n),Bo) si

(/ uzdvg)1+%:(,40(n)/ | Vu |§dvg+BO/ u2dvg)(/ |u | dvog)™
M M M M

Le résultat suivant s’obtient ensuite par un argument tres simple :

Théoreme 3 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C™ et de dimension
n € N*. Supposons qu’il existe B > 0 tel que l’inégalité de Nash L' (0) soit vraie avec
A = Ag(n). Alors, il existe u € HE (M), u # 0, fonction extrémale pour l'inégalité de Nash
L? optimale N(Ao(n),Bo).

Les résultats de Druet, Hebey et Vaugon [14] conduisent alors au corollaire suivant. Pour

plus d’informations sur la conjecture de Cartan-Hadamard, le lecteur pourra se référer au
livre de Hebey [24].

Corollaire 1 II existe au moins une fonction extrémale pour U'inégalité de Nash L? optimale
sur toute variété riemannienne compacte de classe C*, de dimension n € N* & courbure
sectionnelle négative et pour laquelle la conjecture de Cartan-Hadamard est vraie. En par-
ticulier, il existe au moins une fonction extrémale pour linégalité de Nash L? optimale sur
toute variété riemannienne compacte de classe C* et de dimension n = 2, 3 ou 4 a courbure
sectionnelle négative.

Une étude plus profonde de 'existence de fonctions extrémales pour l'inégalité de Nash
L? optimale est faite dans le chapitre suivant.

Le paragraphe 5 est consacré a I’étude de quelques exemples : celui du cercle, comme nous
I’avons dit précédemment, pour lequel les fonctions constantes sont des fonctions extrémales

pour l'inégalité de Nash L? optimale et un autre exemple qui montre que l'inégalité du
théoreme 2 n’est pas toujours une égalité.

1.2 Démonstration du théoréeme 1

Cette démonstration se déroule en quatre étapes et suit le schéma de celle de Druet [13].
Les problemes spécifiques & I'inégalité de Nash L? apparaissent des la deuxieme étape pour
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laquelle la démonstration de Druet ne peut pas étre adaptée. Cependant, les plus grosses
difficultés ne viennent que dans les deux dernieres étapes et demandent a étre traitées de
maniere tres différente de ce qui est fait dans [13].

La démonstration se faisant par un argument de partition de l'unité pour n = 1, nous

supposerons que n > 2. Elle se fait par ’absurde. Faisons donc ’hypotheése suivante : pour
tout B > 0, il existe u € C°°(M) telle que:

(] oyt > Coto) [ | Vu oy + B [ wtau)([ Jul o)t
M M M M

On se convainc facilement que cela revient a écrire que fi,, = infy,cp fa(u) < Ag (n)*1 pour tout o >
0, ou

L) = </M\w\§dvg+a></M\u|dvg>%
et

A = {uEC’OO(M)|/Mu2dvg:1}

Afin d’éviter les probleémes liés & la non-différentiabilité de I, définissons, pour e, > 0 et
ueA:

- 4
Foalt) = ([ 19uldo,+a)([ Jul"* o)
M M
et
Heao = ;Ielf/‘\ je,a(u)
I1 est clair que lime_.q fte,o = flo. Ainsi, pour a > 0, on peut choisir €, assez petit pour que
limy— o0 €0 =0 €t fle, 0 < Ao(n)_l. Définissons alors :

Ko = Hey,a et Ia == jema

En raisonnant comme dans [14], on prouve que toute suite minimisante pour I, admet une
sous-suite convergeant fortement dans H'(M). On montre ainsi qu’il existe u, € H(M)
telle que I, (uy) = po avec u, > 0. En écrivant ’équation d’Euler de u,, on obtient alors
qu’au sens des distributions, u, vérifie

4
24, Aguq + ﬁBau;" = koo (Ea)

a4
Ao = (/ Uugt e dug) T
M

B, = (/ | Vg |92dvg +a)(/ uéﬂ(’dvg)n(ri‘m)*l
M M
4
n M M
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Les théoremes d’inclusion de Sobolev impliquent que u, € L%(M ). Ainsi, des estimées
standard sur les opérateurs elliptiques (voir [22]) montrent que u, € C*(M).

Remarques :
1— Dans la suite, sauf mention contraire, toutes les limites seront a prendre au sens o — 00.
De plus, quitte a extraire des sous-suites en «, nous considererons que toutes les suites ont

une limite, pas nécessairement finie.

2— Puisque o < Ao(n)”', on a [, ubtdv, — 0. Linégalité N(Ao(n) + €,Bc)(uq), ol
€ > 0 est petit, implique alors que

o 2 14e S -1
hmmf/ | Vua |, dvg(/ ubteedv,)mrea) > (Ag(n) + €)
M M
De plus, du fait que puo < Ao(n)fl, il est clair que

limsup/ | Vg \g2dvg(/ uiﬁ”dvg)n(ﬁ‘m) < Ap(n)™t
M M

Cela conduit alors aux relations suivantes

limA, | | Vug |g2dvg = Ao(n)~! (1.1)
M
lim B, / ulteadv, = Ag(n) " (1.2)
M

) 4 1
limk, = (2+ E)Ao(n) (1.3)
limA,a =0 (1.4)

Maintenant, notons a, = Aé. Soit aussi x4, un point de M tel que uq(zq) = || va |-

, ulteady
Etape 1 Pour tout § > 0: liminf fB’“(MQ) ’

>0
Tfea
f]\/f ug" " dv

Posons, pour z € B(0,0) C R":

Ja(z) = (exps, )*g(aam)

pa(@) = | ta |l ualezp,, (aaz))

Un calcul facile montre que

2 —l+4eq c ko -
Ag, pa+ —| ua ||<>o1Jr Bayi = —¢a (Ea)
n 2
Comme Aguq(xq) > 0, on déduit de (E,) et (1.3) que

| ta 3 Ba < Cf tha [l (1.5)
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Puisque [| ¢ ||« (5(0,5)) < 1 et d’apres (E,):

| Ago®a llp(po,8) < C

Des estimées standard sur les opérateurs elliptiques (voir [22]) montrent que, pour a €
J0.1[; [| #a llo1.a(p(0,s)) < C- La suite de fonctions (¢a),, est alors équicontinue et, grace au
théoréme d’Ascoli, on sait qu’il existe p € C°(B(0,5)) telle que ¢, — ¢ dans C°(B(0,0)).
On a maintenant

©(0) =limp,(0) =1 (1.6)

et

[ eredu, = ua |04 / ugt e dv,
B(0,6) o (daq)

— *(1+EQ)A_%(1_504) fBza (6aa) Go‘d’l}g
= [l ta [l o TTen
Joy ua e dvg

—z mea(éaa) ‘*dvg

fM o dvg

De plus, puisque || uq |2 > 1, (1.5) entraine que | e || = C.Bq et puisque A, — 0, on
a, en utilisant (1.2), B, > C A, ) > C.Aq*. L'inégalité (1.7) devient alors

< ua A

(1.7)

ubteedy,

/ Potdu,, <C = 6aa1)+s
(0,8) Jar e dvg

Or, d’apres (1.6) et du fait que g, — & dans C*(B(0,6)), on a

/ goifs“dvga — pdvg >0 (1.8)
B(0,9) B(0,8)

On aboutit finalement a
f 1+ea dv
Ba,, (8aq) & g

1+e
Jop ua > duyg

ce qui acheve la démonstration de ’étape.

>C>0

Remarque : En revenant & (1.7) et & (1.8), on voit que
Adl ua lloe = C >0 (1.9)
Etape 2 Soit (ca), une suite de réels strictement positifs tels que ‘;—z — 0. Alors,

Cadu
lim IB“(C“)HS To1
Jop ua > duyg

Soit n € C*°(R) choisie de sorte que

@) n(o.3]) = {1}
(i) (1, + oof) = {0}

(i) 0<n<1
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k
Pour k£ € N, posons 1, = (n(c;ldg(x,xa)))z . En multipliant (E,) par 7s.1%u, et en
intégrant sur M, il vient

4
2Aa/ | Vet |£2?dv9 - 2‘40‘/ | Vo, k |3Uidvg + *Ba/ Ua,k2u(11+6“dvg
M M n M

= ka / (na,kua)gdvg (110)
M

L’inégalité N(Ag(n) + €,Bc)(Na,kUq) implique alors que
4
2Aa/ | Vila ke |3dvg B 2A0‘/ | Vo k |3uojdvg + fBoc/ T k> 2 dvyg
M - Y ¢ n "

4
n(l+eq)

< ko ((Ao() 4 ©) [ | Vst oy () )
M g M

4
Be/ (na,kua)2dvg(/ (na,kua)1+€advg) ) - (1'11)
M M

L’hypothese faite sur la suite (¢q)q permet d’avoir
2 _C 2 9
‘ V?]a,k |g < -~ = A, | V?]a’k |guadvg — 0
Ca M

Posons maintenant

2, 14¢€,

A = lim ana’k Uo " dvg
¥ / ult e do
M Yo g

1+eq

by _ hme(na,kuoc) ¢ d'Ug
¥ S ulteedu
M T« g

D’apres la définition de 74, on a, pour k € N

- - ulTeedv
Akt S Apgr S Ap < A < p=lim Jin, (CQ)HG ’ (1.12)
fM U *dvg
et d’apres I'étape 1,
3C >0t.q. Vk e N\, > C (1.13)

Montrons maintenant que A\, < S\i Dans ce but, posons Ly = lim A, fM | Vo kUa |£27dvg.
On remarque que, par (1.2),

[e3

limBa/ nzyku}j‘eadvg = ApAo(n) !
M

et

ka/ (na,kua)gdvg <C
M
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En particulier, (1.10) donne L, < +oo. Il est en outre clair que, par (1.1), (1.2) et la
définition de A,

1im/ | Vo kU |§dvg(/ (na,kua)“re“dvg)
M M
La relation (1.11) conduit alors a
4 1 4 -1 ~4 iz
2L + EAO(TL) A < (2 + E)Ao(n) ((Ao(n) + €)Lk)\£)
En notant Ly = Ay (n) Ly, on obtient, puisque le choix de € est arbitraire,

n 4

- 4 4 . -
2Lk + E}\k < (2 —|— E)Lk+2 Ak+2

On définit alors, pour z,y,z: f(z,y,2) = (2 + %)xﬁ?yﬁ — (22 + 2z). Dérivons f par
rapport a la variable x. On voit que Va,y,z > 0, f(z,y,2) gf(yz,y,z), et ainsi f(f/k,j\k,)\k) <
FOZ e ) = %()\i — A). On remarque alors que Ay < A?. Donc , en se servant de (1.12)
et (1.13), on montre que VN € N, 0 < C' < AN < 1. Puisque p < 1, il en découle que pu =1
ce qui termine la démonstration de 1’étape 2.

Etape 3 1l existe C' > 0 tel que, pour tout © € M :

w3

U (x)d(x,24)2 < C
ot d est la distance relative a g.

Pour la démonstration de cette étape, raisonnons par ’absurde. Supposons en effet que
I’assertion suivante soit vraie

o € M t.q. U6 (Ya)d(Ya,Za)? — 00 (H)
Posons B
Vo = Ua(yoz)d(yonxa)i
Le point y,, peut bien sar étre choisi de maniere a ce que
Va = || ua()d(-,2a)? [0
Montrons d’abord que, si v est assez petit,
_2
By, (ua(ya) ™) N By, (aavy) =0 (1.14)

_z2 o
11 suffit pour cela de montrer que d(Zqo,Ya) = Ua(Ya) ™ + aqvl, ou, de maniére équivalente,
2

2_ z . 2_
que vy > vy + atia(Ya)". Siv < 2 nous déduisons de (H) que v& ¥ — 400 et que

-V

~ " — 0. Il reste donc seulement & voir que aaua(ya)% <C.Ona aaua(ya)% < g || Ua ||O%o

(Y

1
Puisque a, = A2, on tire de (1.9) que a4 || uq ||§O < C'. La relation (1.14) en découle. Posons
maintenant, pour z € B(0,1):

ho(z) = (expy,) g(lax)
Yalr) = ua(:ya)_lua(expya (la®))
Ofl n44 1
lo = || ta H;o?"ua(ya)i
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Sur la boule B(0,1), on a

—(1+2 —-(1+2 €a
kall wa 12 " ua (ya) b 2Ball v 120 w0 (ya)
(e}

€a ’
24, nAg Va 2

Aha¢a =
De plus
he — & in CY(B(0,1)) (1.15)

B, (e (ye)~ 2)) < Cug (Yo ). Pour le voir, on remarque que, par définition

de yq, pour tout x € B, (Ua(ya)f%),

On a aussi || uq ||LOO(

n

> ug(z)d(x0,2)2 (1.16)

|3

U (ya)d(%,ya)

3
~—

En outre, du fait que z € By, (uq (ya)_z

Ad(Yarx) < ua(Ya) ™

3

et (H) implique que uq(ya) ™ < 3d(2q,Ya). Ainsi, on obtient

3o

d(Ta\Ya)

N |

d(x,:ca) > d(x(,,ya) - d(‘raya) > d(xaaya) - uoz(ya>_ >

Le résultat provient alors de (1.16). Maintenant, puisque l, < ua(ya)_%, il s’ensuit que
| Ya Nl 1o (B(0,1)) < C- D’apres (1.5), (1.9) et le fait que, par (1.2), BaAZUte) Lo 0, on
a
| ua |2 — C (1.17)
Les relations (1.5), (1.9) et (1.17) impliquent que (E’)) est & coefficients bornés et donc
|| AV ||L°°(B(O,1)) <C
Comme a P’étape 1, on montre Pexistence de ¢ € CY(B(0,1)) telle que, quitte & extraire une

sous-suite en «,

Yo — 1 dans C°(B(0,1))
Ici, 9 est telle que 1(0) = 1 et en conséquence
/ Yda >0 (1.18)
B(0,1)

Cependant, de (1.15), on tire que

/ Ydx = lim / piteedyy,
B(0,1) B(0,1)

De plus,
[ utredu, =,
B(0,1)

1+e€
2 (1+e€a - €a)j—n fo la Yo O‘d'l)g
Ba = Aa4( * )Uoc(yoc) a ")la ( > ﬂ)(1-&-6 ) )
Ad “

ou
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Si on montre que lim 8, = 0, ce qui est en contradiction avec (1.18), I’étape sera complétement

démontrée. Posons d’abord
_ Ua (ya)

R

Il est clair que, d’apres (1.9) et les définitions de I, et A, :

1+e€q
B < Cmg 2T foa (ua(la) Yo" "4V
a > fM ua+€°‘dvg

(03

L’étape précédente et (1.14) entrainent que

i _2 ultedo,
Bya(ua(ya) ) =0 (119)

l+eq
Sy o dvy

lim

Si mg > C > 0, alors 8, — 0 ce qui termine la démonstration. Supposons donc que
lim m,, = 0. Montrons par récurrence que, pour tout k € N*,

m(ﬁg)k/ uldvy, — 0 (H
« 2 a’vg k:)
Bya (27kua(ya)7z)

Commengons par montrer que (Hp) est vraie. Nous avons vu que

” Uqy H C-ua(ya)

_2 <
Lo°(By, (ua(ya)™ 7)) —

Ainsi, en remarquant que uq(yo) — +00, on obtient que

/B , usdvg < Cua(ya)/ ulteedv,

vo (e (ya) ") By (ua(ya) ™)

<Cmalluwalle [ bt
By, (wa(ya)™ ™)

Les relations (1.9) et (1.19) ainsi que la définition de A, impliquent alors que

lim || we ||Oo/ , utt e dv, =0
By, (ua(ya)

-2y

n+3

k
n +2> et supposons que (Hy) est vraie. Montrons

(Hp) en découle. Soit maintenant e = (

que (Hp41) est vraie aussi. Soit pour cela 1, () = n(ua(ya)%2kd9(x,ya)) ol 77 est comme
a l’étape 2. Multiplions (F,) par
(na,k)Qua
ma

et intégrons sur M. Cela donne:

2Aam;€k/ | Vo kUa |zd’l)g — 2Aam;€k/ | Va.k \Euidvg—i—
M M

4

,Bamgek/ N kzui+5“dvg:kam;5’“/ (Nevktiar) dvg (1.20)
n Mo Mo

Appliquons ’hypothése de récurrence (Hy):
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2Aam;€k/ | Va,k @uidvg < CAaua(ya)%mc_vsk/ 2 uidvg < CAaua(ya)%
M Bya(Qikua(ya)_;)

4
n

4
De plus, avec (1.9), Agua(ya)n = Aamé

et aussi (1.3),

4
Ug, ||§O < C.mg — 0. En appliquant encore (Hy)
kom, / (Mo ktia) dvg — 0
M

Ainsi, par (1.20)

24, / | Vijaktia |2dvgy < ComS (1.21)
M g

4
—Ba/ na)k2u(11+6“dvg < Cmgk
n M
Quitte a remplacer 7, 5 par Mok, On & également
4
fBa/ Na k' Touleedv, < Coms (1.22)
n M
De plus, en utilisant N(A,B)(nq,kua), il est facile de voir que

n+2

(] o)

4
"o
+B. (nmkua)deg (/ (na,kua)He"dvg)
M M

4
n(l+ea)
< A./ | Vo kta |§dvg (/ (na,kua)1+ advg>
M M

On a méme

n+4+2

4
D whea)
(/ (na,kua)2d09> <C. Ml Vila ki [;dvg (/M (ﬁa,kua)lﬂ“dvg)
M

4
C . w(itea)
S ——= (/ | Vo, ktia |szgAa> (Ba/ (Mawtia)' ™ “dvg>
A Battee) \JIM M

Avec (1.21) et (1.22), nous obtenons que

n+2

" C (1+%)6’
(/ (n“”““a)gdvg) S ———ma
. Ag BT

4

D’apres (1.2), AaBa"™® > C > 0. De plus,

/ ) uidvgg/ (na’kua)2dvg
Byu(2_(k+1>ua(ya)_ﬁ) M
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Comme Z—ig < Z—ié, (Hg+1) en découle. En conséquence, (Hy) est vraie pour tout k. En

revenant & (1.22), on a, pour tout k,
limm " B, / , Ua dvg =0
Bya (2ikua(yo¢)_;)

En utilisant le fait que lim [, uq (ya)’% = 0 et en choisissant k& de maniere a ce que ¢ > % +1,
on obtient que lim 3, = 0. Cela termine la démonstration de 1’étape.

Etape 4 Différentes estimées

Cette étape se fait en sept parties. Soit d’abord ¢ > 0.

a- Montrons que:

Vk >0, A;k/ uZdv, — 0 (1.23)
M_Bma (C)

Notons ro(z) = dy(2,74) et soit 6 €]0,%[. En utilisant 'étape 3, on a:

_ _ —2(l—eq
A° utdv, < C.AZ° ulteor, 3l )dvg
M—B,,, () M—By,, (c)

< C.A° ubteedv,
M_Bma ((/)

Avec la définition de A,, on obtient :

A;‘s/ uidv, — 0
M-B,, (c) ’

Un raisonnement par récurrence similaire a celui fait dans ’étape précédente montre que

k
A [ g e
M—B,,, (2¢)
Remarque

Comme dans 'étape précédente, on a, pour k£ > 0,

lim A" / | Vug |2dvy, = 0
M—Bg, (c)
lim A_* utteedv, = 0 (1.24)
M =Bz, ()
b- Montrons que:
3ty > 0 t.q. Ay < 0 sur M — By, (tgA2) (1.25)

Soit z € M tel que Aguq(z) > 0. D’apres (Ey), on a: uq(z) > C.B, On a aussi, par (1.2),
By > C.A;*. L'étape 3 montre alors que ug () < C.ro(z)” 2. Ainsi, ro(z)” 2 > C.AZ T,
La relation (1.25) en découle. On pose maintenant : 7, = n(1ry).
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c- Montrons que:
2 2
/M (rana)”| Vua |, dvg < C
Soit: Yo = [, (rana)2| Vg, |3dvg. En intégrant par partie, on voit que

Yo :/ (Agua)ua(rana)deg — 2/ UaTaNa< VTala, Vi > 4dvg
M M

et, par (1.25):

Ya < / 1 (Agua)ua(rana)deg + O/ UaTala| VTana |g‘ Vuq |gdvg
B, (toAd) M

En utilisant (E,), (1.5) ainsi que U'inégalité suivante (qui provient de (1.9))
Ua(®@) < | ta o < CAST

on peut montrer que

/ . (Agua)ua(rana)deg <C
Ba, (toA2)

De plus, par 'inégalité de Holder,

3
/ UaTamal Vrana |,| Ve |,dvg < (/ U2 | Vrana |zdvg> (/ | Vg |92(rana)2dvg>
M M M

Finalement,
1

et (1.26) s’ensuit.

d- Montrons que:

/M (uarar]a)deg < CvaA,

On a:

/ (uarana)QdUg :/ 1 (ua""ana)2dvg+/ 1 (uarana)deg
M M—-Bg;, (a1aq)

B, (aTay)

Il est clair que
/ ) (uarana)zdvg < CvVaA,
By, (a%aq)

On a aussi, d’apres ’étape 3
p pe o,
2 0 2—ntGea 2
/ . (uarana) dug < C’/ U Ta 2 Tnndug
M—Bg,(a%aq) M

n

€an2—MN 2-n 5 €
< C/ X ugrry, dvg < Ca™* Ag / . U dvg
M—-Bg,(a%ay) M—-Bg,(aZaq)
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On a maintenant, toujours d’apres ’étape 3,

2 I4€q,—(1—€)%
/ L Updyg < C’/ L Ug “Ta dvg
M—Bg, (3a1aq) M—B,,(3a%aq)

<At ok / ultee

. 1
M—Bg,(5a%aq)

Par définition de A,, on obtient que

n
/ uid’ug <Cas
M—Bs, (3aTaq)

En raisonnant comme dans l’étape 3, on montre alors par récurrence que, pour tout k > 0,

-

1+e
f 1 U e dy
M-B,, (faia,) © 9
.,a(g ) < O k

1+eq —
fM ua “dvg

et donc que

/ o ubtedu, < Cab gt (1.31)
M—Bma(%azaa)

On pose maintenant 7, = 1 — n(a*%a(;ldg(:c,xa)). On multiplie (E,) par 7, et on integre
sur M. Cela donne

. c .
/ U Nadvg < B (Aa/ | Agha | uadug —|—/ uadvg>
M o M M

C
JaA,

On en déduit, en utilisant 'inégalité de Holder que

C
€ 1+€
/ . uerdvg < B . Uy e dug
M—-B,, (aTa,) o JM—B,, (tata,)

On a déja vu que lim BQA(% = C. On tire alors de (1.31) que, pour tout k > 0,

o 5k
/ . ugrdvg < CAS o
M—-Bg, (eZaq)

Il est clair que

| Agila [<

Avec (1.30), cela montre que
/ ) (uarana)deg < CvaA,
M—-Bg;, (ataq)

Finalement, en utilisant (1.28) et (1.29), cela montre (1.27).
e- Montrons que:

n

1—(/f (uana)zdv '
( M F 6) <c

Nous rappelons d’abord quelques résultats sur le développement de la métrique. Soit £ la
métrique euclidienne. Puisque (z,), est une suite convergente (& une sous-suite pres), on

(1.32)
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peut écrire, d’apres le développement de Cartan de g dans les coordonnées géodésiques

normales en zy = lim z,,, que, pour « grand

| Viana l¢(@) < | Vuana [(x)(1+ Cr)
et
(1 —Cr2)dve < dvy < (1+ Cor2)dog
D’ou:
/M| Vuana |§dv§ < /M | Vuana |§(1 + C.rd)do,

Montrons maintenant (1.32). On a, avec (1.33):

1+2
1-— (/ (uana)deg> <C (1 —/ (uuna)2dvg>
M M
<C </ uidvg 7/ (uana)zdvg + C/ (uanara)2dvg)
M M M

<C (/ (U (1l — na))zdvg + C/ (uanara)deg)
M M
On obtient alors (1.32) avec (1.23) et (1.27).

f- Montrons que:

4 4
n(+ea) n(ltea)
( / (uana)HE“dv{) << / (uana)HE“va) +C.A% o
M M

Multiplions (E,) par

et intégrons sur M :

2 4B, .
o A O SRR g M CUNRL

kcx 2
Ao /M (UaTaNa) dug

On a, par I'inégalité de Holder,

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

/ (A gta) o (rans ) du, z/ | Vg |§(Tana)2dvg + 2/ < Vue,V(rala) >4 UaTalladvy
M M M

< | Vg [2(rana) dvg +2< / | Vit |§<mna>2dv9)
M ) M )

D’apres (1.26), on en déduit que

/ (Agua)ua(rana)zdvg <C
M
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Ainsi, en se servant de (1.27), (1.36) et du fait que B, > C.A;%, on a

Ay 2
/u?ﬂmmﬁm$01¥“saﬁmﬁ4
M

[e3

Le méme raisonnement montrerait qu’on a aussi

AmmW%ﬁmsaﬁa% (1.37)

Maintenant

4 4
n(l+ea) n(ltea)
(/ (uana)lJrE“dvg) < (/ (tatia) T dv, + C (uana)lJrE“ridvg)
M M M

4 14+€en 2 n(lisu)
n(lteq) u r%dv
< (/ (uana)lJrE"dvg) (1 + Jas (atla) < g)
M

fM (uana)1+€a dvg

Il est clair que
1+4+€q
fM (uama) * ngdvg

fM (uana)1+6a dvg

En développant, on trouve que

4 4
n(l+ea) n(l+ea)
(/ (Uana)1+ “dv§> < </ (Uana)1+ “dvg)
M M

e 1L
—I—C'.(/ (uana)1+€advg> /(uana)1+€ar2dvg
M M

De (1.37) et du fait que [, (uana)' " dv, < C.AZT) on tire (1.35) (on a aussi utilisé
le fait que A — C > 0).

g- Conclusion

Par Carlen et Loss [9], on sait que

2 4
2 e <A 2 Itea n(i+ea)
(uana) d’Ug > 0(71) | Vuana |Edv§ (Uoﬂh) dU§
M M M

11 est clair que, d’aprés (1.26) et (1.34):

2 2
/ | Vuana [gdve < / | Vg |g773dvg +C
M M

Les relations (1.1) et (1.35) montrent que
1+2
(/ (uana)deﬁ)
M

eszry)
< Ao(n)/ | Vg |§nidvg (/ (uana)1+6"dvg> + C.\/aA, (1.38)
M M
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Il faut se rappeler que par définition de u,, on a
1 / 2 «
1=(— Vue |Sdv, + —)Aas 1.39
( ) | lgdvg ua) (1.39)
On calcule maintenant ((1.39)—(1.38))(A4, \/&)_1 :
1+2

Lo (Jur Came)’do) " am) [y (far (ame) ey ) T
) [

1 )
v/ /M | Vit fydduy

+ ve ¢
ia

Notons que

et

Il s’ensuit que
9 1+2
1- (fM (UaTa) dv§>
Ao

Le premier membre de cette inégalité est majoré par une constante (d’apres (1.32)) tandis
que le second tend vers +o0. Cette contradiction prouve le théoreme 1.

Ao(n) 2 2 _
> NG /M | Vug [,(1 = n3)dvg + Ag(n)va — C

Le cas des variétés a bord et des variétés completes :

Le théoreme 1 reste vrai pour les variétés compactes a bord. La preuve s’adapte facilement
de celle du cas des variétés sans bord. Le seul point auquel il faut faire attention est le cas
ou la suite x, converge vers un point du bord. De plus, il faut noter que ce résultat reste
vrai quand la métrique g n’est plus fixée. Plus précisément, si on considere (g, ), une famille
de métriques riemanniennes bornée dans C?(M) au sens donné dans le théoréme ci-dessous,
cette borne permet de controler chaque constante apparaissant dans la preuve. On en déduit
alors le résultat suivant :

Théoreme 4 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C™ et de dimension
n = 1. Notons | Rmg | et | VRmy |, les normes de la courbure de Riemann de g et de son

gradient. Soitry le rayon d’injectivité de g. Soit aussi C', C’, 6 > 0 des constantes strictement
positives telles que | Rmg |< C, | VRmyg |g < C"etryg > 6. Alors, il existe B > 0 tel que,
pour tout uw € C°(M),

(/M uzdvg)l“‘% < (Ap(n) /M | Vu |3dvg + B/M u2dvg)(/M | u | dug)

De plus, B ne dépend que de n, C, C’ et §.

4
n

La preuve de ce théoreme se fait en utilisant un recouvrement de M avec des boules ainsi
qu’une partition de 'unité liée a ce recouvrement. Le résultat dans le cas des variétés a bord
appliqué a ces boules donne le théoreme. Une étude complete de ce probleme pour I'inégalité
de Sobolev est faite dans Hebey et Vaugon [26].
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1.3 Démonstration du théoréme 2

Comme dans le théoréme 1, on peut supposer que Vol(M) = 1. On écrit N(Ag(n),Bo)(1).
Cela donne: By > 1. Maintenant, soit € M. Comme dans le théoréme 1.4 de [14], on prend
u, u Z 0 une fonction propre radiale associée & A;. On pose aussi

{ u(L) —u(l) si r<e
Ue = € .
0 sinon

ou r = dgy(z,.) et ol d4 est la distance associée & g. On définit, pour v € C*°(M),

4
n

Ao(n)(for | Vv [2dvg + By [y, v2dvg) ([ [ v | dug)

(Jur ”2d”g)l+%

D’apres les résultats trouvés dans [14], on a

IBO (U) =

3l

Ap(n Ve 2 dv | ue | dv 1
0(n) [y | ly 9({131; | dvy) =1+ —XS(x)e® + o(e?)
(o ue2dvg) o
ol
___ 2 mn-2
) + 2 A1

Toujours d’apres [14], on a facilement

S

d
Bo—(fM | te ‘ Ug)g = B0Y€2 + 0(62)
(o uedvg) ™

ou
2

. </B (o) — (D) | dm>i</8 (u(x) u(l))%) ’

1
I, (uc) =1+ 62(@)(59(%) + ByY) + 0(62)

On a alors

En conséquence, puisque Ip,(u) > 1 pour tout u € HZ(M), on obtient que

X
>
Bo 2~y max Se(@)

Il reste & calculer Y. Comme dans [14], on a:

Y=gt (U 51) =|B|3<n;2>_i

v

d’ou le théoreme.

1.4 Démonstration du théoréme 3

D’abord, posons ~ ~
By =inf{B > 0] N(Ap(n),B) est valide}

28



Soit aussi g = BOAO(n)_1 et ap = BoAg (n)_l. Dans ce qui suit, les limites sont & prendre
au sens o — 0. En raisonnant comme dans la démonstration du théoreme 1, on peut trouver
une suite (eq), qui tend vers 0 et telle que, en définissant

Jolw) = ([ 19u ey + (oo -a)([ | du,) T
M M
Tou) = (/ |V [2dvg + (G0 — a)(/ lu |1+Eadvg)ﬁ)(/ | [HHee do, )Tt
M ) M M
on ait
fta < Ao(n) ™" et po — Ag(n) (1.40)
fia < Ag(n) ™" et jiq — Ag(n) ™" (1.41)

ol fig = infyep Jo(u) et ol fig = infyep ja(u) (A est défini comme dans la démonstration
du théoréme 1). De plus, il existe deux fonctions positives u, et i, de classe C? telles que

/ uidvg =1et po = Jo(ta)
M

/ Wdvy =1 et fiq = Jo(iia)
M
Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que
lim inf / | g " dv, >0
M

En effet, du fait que J,(uq) < Ag(n) ™", cela implique que

2
/M | Vg [jdvg < C

et les raisonnements standard (voir par exemple [14]) montrent que la suite (u,) converge
fortement dans H!(M) vers une fonction extrémale pour I'inégalité de Nash L?. Supposons

donc qu’au contraire,
/ | ta |1+Ead”g —0
M
On peut alors trouver a > 0 assez petit pour que, pour tout a > 0,
(a0 — @) = (G0 — a)( /M | ua [7F42dvg) e > 0 (1.42)

Soit « €]0,a[. En utilisant 'inégalité de Holder, on a

~ 4

€q R — ~ €a 1 4
Ja(ug) — Jalug) = (ag — a)(/ | g | dug) 7T — (dg — a)(/ | ug | oo dv,) e (3 R)
M M

> (a — a)( /M | ug "6 dug) TS — (G — a)( /M | ug " du,) THea )

ou le ¢, du second membre a été remplacé par €,. Ainsi,
= . 2 _ 4
Ja(tia) = Jo(ug) > <(a0 —a) — (&o — a)(/ | ug | duy) +> (/ | g | du,) "D
M M

Avec (1.42), on obtient J,(us) > ja(ua). D’apres la définition de ,, on a aussi ja(ua) <
Jo(ug). Finalement,
Jal(tia) < Ja(uq) (1.43)

Les relations (1.43), (1.40) et (1.41) montrent que '’hypothese que nous avons faite est fausse,
d’ot1 le théoreme.
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1.5 Exemples

Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C* et de dimension n € N*.
Etudier de quelle manieére la meilleure constante By dans I'inégalité de Nash L? optimale
dépend de la géométrie de (M,g) semble étre un probleéme tres difficile. Nous ne sommes
actuellement en mesure de calculer explicitement By que pour le cercle S*. Méme dans ce cas,
la démonstration est loin d’étre triviale (voir ci-dessous). L’exemple du tore S*(R) x S"~1(1)
ou le rayon du premier cercle tend vers 0 montre que I'idée naive que, dans tous les cas,

_2 B_% 2 n—2 n+2
o 1 (2 ) (120 )

est fausse. Ce paragraphe est consacré a I’étude de ces exemples. Nous avons d’abord besoin
d’un résultat général :

Proposition 1 Supposons que l'inégalité de Nash L' (0) soit vraie sur M avec A = Ag(n).
Soit u la fonction extrémale de linégalité de Nash L? optimale donnée par le théoréme 3.
Si Uensemble {x € M|u(x) = 0} est négligeable alors By = Vol(M)~

Remarque : Ce résultat peut paraitre étonnant car il montre qu’une fonction extrémale, si
elle n’est pas constante, s’annule sur un ensemble de volume non nul. Cela se comprend
mieux quand on remarque que les fonctions extrémales de 'inégalité de Nash standard sur
R"™ sont & support compact et ont donc elle-aussi la méme propriété.

Quitte & multiplier la métrique par une constante, on peut supposer que Vol(M) = 1.
Nous utilisons les mémes notations que celles utilisées dans la démonstration du théoreme
3. Montrons d’abord que u € CY(M) et uo, — u dans C*(M). Supposons que lim || uq ||

+o00. Alors, soit v, = W Remarquons que u,, vérifie la méme équation que celle trouvée

dans le théoreme 1. On obtient facilement que || Agv, || < C. Comme dans le théoreme
1, on peut trouver v € C°(M) telle que v, — v dans C°(M) (& une sous-suite pres). Soit
T, UN maximum u,. Il existe xg tel que, & une sous-suite pres, r, — xg. On a facilement

v(xg) = 1. Ainsi
/ vdvg > 0
M

ubteady,
/ vdvg = lim fM = g-0
M | ta ||

Cependant,

Cela montre que lim || uq [|,, < +00. En conséquence || Ajuq ||, < C. Le résultat en
découle. Montrons maintenant la proposition. Puisque Vol({x € M|u(x) = 0}) =0, on a

lim/ ugrdvg =1
M
Iy :/ udvg
M

Iy :/| Vu [du,

En intégrant (E,) (ou (E,) est la méme équation que celle trouvée dans la démonstration
du théoréme 1), on obtient

Posons

é lim B, = lim k,l;
n
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D’apreés les définitions de B, k, et du fait que lim I, (us) = Ao(n)_l, on a

44¢(n)""

4 4 1
= (2l + -A l
nly ( viEES o) ) '

Comme lim I, (ug) = Ag(n) ", on a aussi

1= (Ao(n)ly + Bo) I #

Il est facile de voir que cela entraine que
2 2 _4
Bo={(1+=)==172) 1™
0 (( n) i ) 1
Posons maintenant, pour 0 <z < 1:

fa) = ((1 13 %2)

n n

Une étude treés simple de f montre que f(z) < 1 avec égalité si et seulement si x = 1.
Comme By > 1, on a forcément I =1 et By = 1.

Une application de ce résultat est le corollaire suivant

Corollaire 2 : Sur le cercle standard de rayon 1, By = (27) .

Démonstration: Conservons les mémes notations. D’aprés ce qui précede, il suffit de voir
que
Vol({x € M|u(z) =0}) =0

Supposons qu’il existe x € S tel que u(z) = 0. Par les travaux de Carlen et Loss [9], on

aurait 5 .
(/ u2dv§> < Ao(l)/ | Vu |§dv§ </ udvg>
51 51 51

De plus, u étant une fonction extrémale :

(/S uzdvg)B = <A0(1)/Sl | Vu zdvngBo) (/S udv5)4

On obtient ainsi une contradiction. Le résultat en découle.

Donnons un autre exemple. Remarquons qu’en prenant M = 77!, By peut étre aussi grand
que 'on veut alors que la métrique est euclidienne.

Proposition 2 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C* et de dimen-

sion n — 1, avec n > 2. Soit Gy le groupe des rotations de R* de centre 0 et d’angle 2%

Soit aussi Sy = S'/G} et My = S, x M munie de la métrique produit gi.. Alors, quand
k tend vers 400, Bo(My) tend vers +o0o au sens suiwant: ¥YC > 0,3 kg € Nt.q. VEk >

ko, Bo(My) > C.Vol(M;,)™#
Démonstration: Supposons qu’au contraire, il existe C' > 0 et (k;); tels que lim; k; = 400 et
Bo(My,) < C.Vol(My,)™#

Il est & noter que Vol(My,) = % Il est alors clair qu’on peut trouver u € C*°(M) telle

que
2
(/ udvg) <C.Vol(M)/ ugdvg
M M
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Soit @ € C*°(My,) définie par
Y (t,x) € Sp x M, a(t,x) = u(x)

On a

1+2
2 MO -
/ ’L~L2dvgk_ S A()(TL)/ | Vi |£2]k d’ng_ + (C‘/Ol(1)>
M, : My, i k;

Sur My, on a

3o

/ ﬂZdvgki> </ advgki>
My, . Mkz

i

143 . -2 *
( / ﬂ2dvgl> < (ki) m (Ao(n) / | Vi |31dvgl - (CVOI(MI)> / anvm) ( / ﬁdvgl>
M M, ki My My

et sur M (en utilisant la définition de @) :

142 2 -2
<27r/ u2dvg> < (k)% (Ao(n)27r/ | Vu [2dv, + <CVOI(Ml)) QW/ uzdvg> y
M M k; M

(27r/ udvg> !
M

Quand k; — 400, on voit que (en utilisant le fait que Vol(My) = 27Vol(M))

2
(/ udvg) ZC.VOZ(M)/ u*dv,
M M

Il faut se souvenir que u a justement été choisie pour que l'inégalité précédente soit fausse.
Cela démontre la proposition.
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Chapitre 2

Fonctions extrémales pour
I’inégalité de Nash L? optimale

2.1 Introduction

Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C* et de dimension n € N*.
On consideére 'inégalité suivante: pour u € C°(M),

(/ ugdvg)H% < (A/ | Vu |§dvg + B/ uzdvg)(/ | | dvg)% N(A,B)(u)
M M M M

On dit que N(A,B) est valide si N(A,B)(u) est vraie pour tout u € C°°(M). Dans ce
qui suit, on se référera & cette inégalité sous le nom d’inégalité de Nash L2. Définissons
maintenant

Ao = inf{A > 0| il existe B > 0 t.q. N(A,B) soit valide }
Il a été montré dans le chapitre précédent que

+2

(n+2)"

Ag=Ao(n) = "
220\ (B)| B |

et qu’il existe B > 0 tel que l'inégalité optimale N(Ag(n),B) soit valide. Une autre forme
d’inégalité de Nash optimale est étudiée dans Druet-Hebey-Vaugon [14]. Soit maintenant
By = inf{B € R t.q. N(Ap(n),B) est valide }

Il a aussi été montré dans le chapitre précédent que, pour toute variété riemannienne com-
pacte de classe C*°(M,g),

a2 |B|TR [ 2 ) 2\ "
Bozmax<Vol(M) ",| 611 <n+2+n/\1 )(n; ) ;Ié%{SAZ‘))

ou | B | est le volume de la boule unité standard B de R™, A; est la premiere valeur propre
de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales sur B, Vol(M) est le volume de (M,g),
et Sy(z) est la courbure scalaire de g en z. On dira maintenant que u € Hf (M), u # 0 est
une fonction extrémale pour I'inégalité de Nash L? optimale N(Ag(n),By) si

4
n

(] oyt = (otm) [ 1 Vu vy + Bo [ wtdv)([ Julduy)
M M M M
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Une étude similaire a été faite dans I’article de Djadli et Druet [12] dans le cadre des inégalités
de Sobolev optimales. L’étude faite ici, bien que tres proche du point de vue de 1’énoncé de
celle de [12], est de nature tres différente et les problemes rencontrés y sont différents. Le
résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 1 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C*° et de dimension
n € N*. Soit aussi By défini comme ci-dessus. On suppose que

1Bl [ 2 n-2\[n+2\"
Bo > 6n n—|—2+ A1 2 géa]a}Sg(x)

Alors, il existe des fonctions extrémales de classe C1 (M) (0 < a < 1) pour linégalité de
Nash L? optimale.

En conséquence du théoreme 1, on a immédiatement
Corollaire 1 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de classe C™ et de dimension
n € N*. On suppose que

2
0

2 | B|" 2 n—2\ (n+2\"
Vol(M)™ ™ > o o + N max Sg(x)

Alors, il existe des fonctions extrémales de classe C1 (M) (0 < a < 1) pour linégalité de
Nash L? optimale.

Remarques : 11 est bien connu que

VA4 < 0 <[5+ 2)(n +6)

(cf. [9] et [31]). Il est alors facile de voir que (M,g) satisfait les hypotheses du corollaire
précédent si par exemple:

— sa courbure courbure scalaire est négative ou nulle;

— (M,g) est la sphere standard de dimension 2;

— (M,g) est lespace projectif standard de dimension 2;

— (M,g) est le quotient d’une sphére standard de dimension impaire par un groupe
d’isométries suffisamment gros (en dimension paire, ces quotients n’existent pas en
tant que variété).

Pour n > 2, les résultats obtenus dans le chapitre précédent sur l'existence de fonctions
extrémales pour I'inégalité de Nash L? optimale sont une conséquence du théoreme 1. Pour
n = 1, nous avons montré, toujours dans le chapitre précédent que les fonctions constantes
sont des fonctions extrémales pour 'inégalité de Nash L? optimale.

2.2 Démonstration du théoréeme 1
Soit ag = Bvo(n)_1 oll By est définie dans 'introduction. Pour « > 0, on pose aussi
2 14€eq 4
(fM | Vu |gdvg + (o — @) fM UQdUg)(fM || - dvg) <)
(s u2dvg)1+%

A = {velC>®M)ta. / u?dv, = 1}
M

Io(u) =

et
o = o )
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ol €, est choisi pour que
lim o = 0, pto < Ag(n) ™" et lim o = Ag(n) ™" (2.1)
a—=0 a—0
(voir & ce sujet le chapitre précédent). Alors, il existe u, € HZ(M), us > 0, telle que
/ uZdvy =1 et pro = Io(ug)
M
En écrivant I’équation d’Euler de u,, on voit que, au sens des distributions,
4 €
2AaAguoz + EBCYU&Q = kaua (Ea)

ot A, est le laplacien et ou

4
nltea)
Aa = (/ ’U,(l;re(yd’l}g)
M
- —
2 Ite n(l+eq)
B, = | Vg [, "dvg + (a0 — a) Ug “dug
M M
4
4 e
ko = —pla+ 2/ | Vug \idvg (/ u(ll""emdvg)
n M M

Par le théoreme d’inclusion de Sobolev, on a u, € L%(M) Des estimées standard sur les
opérateurs elliptiques (voir [22]) montrent alors que u, € C?(M). Pour montrer le théoreme,
on suppose qu’il n’existe pas de fonction extrémale pour I'inégalité de Nash L? optimale et
on montre qu’alors,

2 2
|B| ™™ 2 n—2\ (n+2\"
By <
0= 6 \nt2t 2 max Sy ()

Il est facile de voir que I’assertion suivante

liminf [ ultdv, >0
a—0 M

implique 'existence de fonctions extrémales. En effet, puisque I, (uq) < Ag(n) ™, il vient

2
/M|Vua |g dvy, < C

Par les méthodes classiques, on obtient alors l'existence de fonctions extrémales. Dans ce
qui suit, on suppose donc que

lim [ ultédv, =0
a—0 M
ou, de maniere équivalente,
lim A, =0 (2.2)
a—0

Maintenant, en utilisant N(Ag(n),Bo)(ua), on a

liminf/ | Vg \g2dvg(/ u}yﬁ”dvg)n(ﬁ‘m) > Ag(n) "
M M

a—0
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De plus, puisque po < Ao(n)_l, il est clair que

: 2 1+e i -1
hmsup/ | Vug [, dvg(/ uptedv,) ") < Ag(n)
M M

a—0

Une conséquence facile est alors que

(ggAa/L|Vuau%wg:fm@w—l (2.3)
lim B, ulbtee dvg = Ao(n)_1 (2.4)
a—0 M

. 4 -1
hrn0 ko =2+ H)Ao(n) (2.5)

La démonstration du théoréme se fait en plusieurs étapes. Les étapes 1 a 4 sont similaires
a celles faites dans le chapitre précédent mais seront tout de méme reprises pour la bonne
compréhension de ce chapitre, en notant de plus qu’ici, le parametre o ne tend plus vers

oo mais vers 0. L’étape 5 est une étape préparatoire a l’étape 6. Posons a, = Aé. Soit
aussi z, un point de M tel que uq (o) = || Ua ||- Dans ce qui suit, B(p,r) est la boule
de centre p et de rayon r dans R" et B,(r) est la boule de centre p et de rayon r dans M.
On suppose de plus que toutes les suites bornées sont convergentes lorsque « tend vers 0
sans préciser a chaque fois qu’elle le sont & une suite extraite pres. Enfin, C' désignera une
constante strictement positive indépendante de a.

14+eq
u dv
fBza(éaa) Q g

1+e
jkfua “dvg

>0

Etape 1 Pour tout § > 0: liminf

Posons, pour =z € B(0,0) C R":

ga(z) = (exps,) g(aa)

Pao() I e |20 wa(eap,, (aaz))

Un calcul facile montre que

1

2 e, . ko -
Ag,pa+ ﬁ” Uo || o * Bopyr = —¥a (Ea)

2
Comme Agjuq(zq) > 0, on déduit de (E,) et (2.5) que

[l tha [I5e Bae < O th || o (2.6)

Puisque || ¢a || (5(0,5)) < 1 et dapres (Eq):

| Agoa llpe(po,8) < C

Des estimées standard sur les opérateurs elliptiques (voir [22]) montrent que, pour a €
J0.1[; [| pa llo1.a(p(0,5)) < C- La suite de fonctions (¢a),, est alors équicontinue et, grice au

théoréme d’Ascoli, on sait qu’il existe ¢ € C°(B(0,5)) telle que ¢, — ¢ dans C°(B(0,9)).
On a maintenant

2(0) = lim 9o (0) = 1 (2.7)
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et

1+ea —(1+ea) 4= % 1+ea
/ goa“ dvg,, = | uq ||Oo( )Aa 2 / uofe dvg
B( By, (daq)

)

1+e€q
5 (1-c0) JBuy (00) U AV
1+€
fMUa “dvg

= || ua T AT

1+eq
< lug |2 AGE JB.,, (50a) e’ dvg
= e Jag e dog

(2.8)

De plus, puisque || uq || > 1, (2.6) entraine que || uq ||, > C.B, et puisque A, — 0, on

a, en utilisant (2.4), B, > C.AF T > oAl s L’inégalité (2.8) devient alors

1+e

i) ulteedv
Ba,, (5aa g

/ o dvug, < C - 1)+ea

B(0,6) Jag wadug

Or, d’aprés (2.7) et du fait que g, — ¢ dans C*(B(0,6)), on a

/ prtedu, — pdvg >0
B(0,9) B(0,9)

On aboutit finalement &

14+e€
fBza (daq) o O‘d'Ug
S ug e dv,

ce qui acheve la démonstration de ’étape.

>C>0

Remarque : En revenant & (2.8) et & (2.9), on voit que
Adlua |l —C>0

Etape 2 Soit (ca), une suite de réels strictement positifs tels que ‘C‘—j — 0. Alors,

1+e
foa (en) U dv,

1+eq

=1
Sy va e doy

lim

Soit n € C*°(R) choisie de sorte que

(i) n(0,3]) = {1}
(i) n([1,+ ool) = {0}
(iid) 0<n<l

(2.10)

k
Pour k € N, posons 7,5 = (n(c;ldg(x,xa)))2 . En multipliant (E,) par 7s.,%us et en

intégrant sur M, il vient

4
2Aa/ | Vo ko [ydvg — 2Aa/ | Viak [juddog + 7Bo¢/ Mok Ul dv,
M M n M

:ka/ (na,kua)gdvg
M
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L’inégalité N(Ag(n) + €,B.)(Na,kUq) implique alors que

4
20 [ | Vit oy 240 [ | Vs Fuaddey + B [ nosultods,
M ; M n M

< ko (Ao + ) [ | Dt ey [ (),
M g M

4
n(itea) \ mis
Be/ (77&7kua)2dvg(/ (na,kua)1+€advg) ) " (2.12)
M M

L’hypothese faite sur la suite (¢q)q permet d’avoir

C
‘ vna,k |§ < 672 = A, ./M | vna,k |§uidvg —0

Posons maintenant

2, 1+eq
Sy NakPul e duyg

A = lim
fMucl,feadvg

. . (o kta)' ™ du

Ro = lim Jar(otio) vy
fMua dvg

D’apres la définition de 74, on a, pour k € N
1+e€q
LN (2.13)

Aot1 < M1 € A < A < p=lim Tres
fM U *dvg

et d’apres I'étape 1,
3C >0t.q. VEe N, > C (2.14)

Montrons maintenant que A\, < ;\% Dans ce but, posons Ly = lim A, fM| Vo kUa |§dvg.
On remarque que, par (2.4),

limBa/ na)k2u(1l+e"dvg = )\kAo(n)_l
M

et
ka/ (na,kua)deg <C
M

En particulier, (2.11) donne L, < +oo. Il est en outre clair que, par (2.3), (2.4) et la
définition de A,
4
n(l+eq)

i [ gt (e[ ogna) )
M M

La relation (2.12) conduit alors &
4 —1 4 -1 ~4 aF

n

[V
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En notant Ly = Ay (n) Ly, on obtient, puisque le choix de € est arbitraire,

4

- 4 4 -_n_ .
2Ly + — M < (24 LA

On définit alors, pour z,y,z: f(z,y,2) = (2 + %)xﬁyﬁ — (22 + 2z). Dérivons f par
rapport & la variable z. On voit que Vr,y,z > 0, f(z,y,2) < f(y?,y,2), et ainsi f(f/k,j\k,)\k) <
FOF A eAR) = %(5\% — k). On remarque alors que A\, < A\?. Donc , en se servant de (2.13) et
(2.14), on montre que VN € N, 0 < C' < Ao < . Puisque p < 1, il en découle que 1 = 1 ce
qui termine la démonstration de I'étape 2. Nous avons aussi montré que Ly = 1 pour tout
k > 0. Il en découle alors facilement que

2
' mea(Ca) | Vug |gdvg
im =

2.15)
3 (
a—0 fM| Vg |gdvg
En conséquence, avec (2.11), on obtient que:
udv
lim u?dv, = lim fBﬂ(“—;‘)‘g =1 (2.16)
a—0 Ba,, (ca) a—0 fM Uad'Ug

Etape 3 1l existe C' > 0 tel que, pour tout © € M :

N

U (z)d(z,24)2 < C

ot d est la distance relative a g.

Pour la démonstration de cette étape, raisonnons par ’absurde. Supposons en effet que
I’assertion suivante est vraie

n

o € M t.q. U (Ya)d(YarTa)? — +00 (H)

Posons
n
5

Vo = Ua(Ya)d(YarTa)

Le point y,, peut bien sur étre choisi de maniere a ce que
Vo = [| ua()d(-,2a)? [l

Montrons d’abord que, si v est assez petit,

2
n

By, (ua(ya) ™) N Bz, (aavg) =0 (2.17)

_z .
11 suffit pour cela de montrer que d(Zqo,Ya) = Ua(Ya) ™ + aqvl, ou, de maniére équivalente,
2

2 2z e 2_
que vy > vy" + aatia(Ye)™. Si v < 2 nous déduisons de (H) que vg =~ — +oo et que

n’?
-V

~ 7 — 0. Il reste donc seulement & voir que aaua(ya)% <C.Ona aaua(ya)% < g || Ua ||O%O

v
1
Puisque a, = A2, on tire de (2.10) que a4 uq ||O%O < C . La relation (2.17) en découle.

Posons maintenant, pour « € B(0,1):

ho(z) = (empya)*g(lax)
Yolz) = ua(ya)ilua(expya (lam))
Ofl n44 1
loa = H Uqy H;o?"ua(ya)i
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Sur la boule B(0,1), on a

—(1+2 —-(1+2 €a
kall wa 12 " ua (ya) b 2Ball v 120 w0 (ya)
(e}

€a ’
24, nAg Va 2

Aha w(x =

De plus
he — & in CY(B(0,1)) (2.18)
< Cug (Yo ). Pour le voir, on remarque que, par définition

By (e (ye) "R) =
de yq, pour tout x € By, (ua(Ya) ™),

On a aussi || uq ||LOO(

n

> g (z)d(z0,2)2

|3

Ua (Yo )d(T oY) (2.19)

En outre, du fait que z € By, (uq (ya)_z

3
~—

Ad(Yarx) < ua(Ya) ™

3

et (H) implique que uq(ya) ™ < 3d(2q,Ya). Ainsi, on obtient

3o

d(Ta\Ya)

N |

d(x,:ca) > d(xmya) - d(xaya) > d(xmya) - Ua(ya>_ >
Le résultat provient alors de (2.19). Maintenant, puisque lo < uq(ya) ™, il s’ensuit que

| Ya lpee(B(0,1)) < C- D’apres (2.6), (2.10) et le fait que, par (2.4), BQAC%(H_Q*) —- C >0,
on a

_2
n

[ ua 155 — C (2.20)
Les relations (2.6), (2.10) et (2.20) impliquent que (E’)) est & coefficients bornés et donc
|| Ap,tha ||L°°(B(O,1)) <C
Comme & I’étape 1, on montre 'existence de 1 € C°(B(0,1)) telle que, quitte & extraire une

sous-suite en «,

Yo — 1 dans C°(B(0,1))
Ici, 9 est telle que 1(0) = 1 et en conséquence
/ Ydx > 0 (2.21)
B(0,1)

Cependant, de (2.18), on tire que

/ Ydx = lim / piteedyy,
B(0,1) B(0,1)

De plus,
[ utredu, =,
B(0,1)

1+e€
2 (1+e€a - €a)j—n fo la Yo O‘d'l)g
Ba = Aa4( * )Uoc(yoc) a ")la ( > ﬂ)(1-&-6 ) )
Ad “

ou
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Si on montre que lim 8, = 0, ce qui est en contradiction avec (2.21), I’étape sera completement

démontrée. Posons d’abord
_ Ua (ya)

R

11 est clair que, d’aprés (2.10) et les définition de [, et A, :

1+e€q
B <cma<§+1)<f3ya<ua<za>>“a d“9>

(03

1+eq
fM ua “dvg

L’étape précédente et (2.17) entrainent que

/ _2 ulteedo,
Bya (ta(ya) ™) -0 (2.22)

lim
1+eq
Joy v dvy

Si mg > C > 0, alors 8, — 0 ce qui termine la démonstration. Supposons donc que

lim m,, = 0. Montrons par récurrence que, pour tout k € N*,
-(53)"
Ma n+2 / ) uidvg — 0 (Hk))
By, (27 Fua(ya) ™)

Commengons par montrer que (Hp) est vraie. Nous avons vu que

el 5, (aar-3y) S Cttalva)

Ainsi, en remarquant que uq(yo) — 00, on obtient que

/ , uadvg < C’ua(ya)/ L, ustedvg < Cma| ua ||oo/ L unteeduyg
Byg (ta(ya)™ ™) By, (Wa(Ya) ™) Byq (va(ya) ™)

Les relations (2.10) et (2.22) ainsi que la définition de A, impliquent alors que

lim || uq || ulteedv, =0
o0 2 e} g
By, (ua(ya)™ ™)

n+3

k
- +2) et supposons que (Hy) est vraie. Montrons

(Hp) en découle. Soit maintenant ¢, = (

que (Hg41) est vraie aussi. Soit pour cela 14 1 (z) = n(ua(ya)%deg(x,ya)) ol 1 est comme
a l'étape 2. Multiplions (E,) par
(na,k)Qua
mer

et intégrons sur M. Cela donne:

4
2Aam;€k/ | Vo kit |§dvg72Aam;6k/ | Vo i |§uidvg+fBam;6’“/ Nk 2ubt e dv,
M M n M

:kam;“ﬁ/ (navkua)deg (2.23)
M

Appliquons ’hypothese de récurrence (Hy) :

2A,m,* /M | Vo k \zuidvg < C’Aaua(ya)%m;q‘ /B uidvg < CAaua(ya)%

va (2R (ya) ")
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4 4 .
o 2 < Cmi — 0. En appliquant encore

De plus, avec (2.10), Agua(ya)n = Aam§|\ U

(Hy) et aussi (2.5),
kam;”‘/ (na’kua)zdvg -0
M

Ainsi, par (2.23)
2Aa/ | Vo ktia [2dvg < C.mg (2.24)
M

4
—Ba/ na,kzuéﬂadvg < C.mg
n M

Quitte & remplacer 7,k par /Ma,k, on a également
4
fBa/ Do T ultdvg < Com (2.25)
n M -

De plus, en utilisant N(A4,B)(na kua), il est facile de voir que

2 Ttem
([ osany) ™ <4 [ 1 Bt ([ s+,
M M M

4
n(l+eq)
+B. / (na,kua)2dvg( / (na,kua)”eadvg)
M M

n+42

(f tosoriae,) "

4
C . n(lteq)
< 1 </ | V"]a,kua |§dUgAa> (Ba/ (na,kua)1+ "dvg>
A(XB;(IJrE”) M M

Avec (2.24) et (2.25), nous obtenons que

On a méme

) Lie e
<C | | Vnagua [,dvg / (Mo, kua) " “dyg
M M

n+2

" C 1+ —2 e
(/ (na,kua)deg) < m((l FTrea) 6F
M

= 4 .
AQB£(1+6a)

4
D’apres (2.4), Ao Ba" ™ > C > 0. De plus,

/ ) uidvgé/ (Ua,kua)Zdvg
Bya(Zi(kJrl)“a(ya)i;) M

Comme Zi;’ < Z—i;, (Hj41) en découle. En conséquence, (Hy) est vraie pour tout k. En

revenant & (2.25), on a, pour tout k,

limm;”“Ba/ ) ulteedv, =0
By (27 *ua(ya)” )
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En utilisant le fait que lim [, u,, (ya)_ = = ( et en choisissant k£ de manicre a ce que e, > 5 +1,
on obtient que lim 3, = 0. Cela termine la démonstration de I’étape.

Etape 4 Pour tous ¢,k >0, on a

lim A / uidv, = 0 (2.26)
a—0
M—-Bg, (c)
lim AZF | Vug [Jdv, = 0 (2.27)
o M—Ba, (c)
lim A / utteedv, = 0 (2.28)
a—0
M~=Bg, (c)

Soit 7o () = dg(2,24) et 0 €]0,%[. D’apres I'étape 3, on a

A;‘S/ uZdv, < C’.A;‘S/ u};”e“r;%(l_%)dvg
M—B,,, (c) M—Bg,, (c)

< C.A;‘s / uifﬁa dvg
M—Bg, (c)

Par définition de A,, on voit que

lim A2° udv, =0
a—0 M~—Bg, (c)

En raisonnant comme a 1’étape 3, on montre par récurrence que, pour tout k,

. _(n+3)\Fk

lim A, (53) 5/ uZdvg, =0
—0

@ M—B,, (2*c)

Cela donne (2.26). En utilisant les arguments de 1’étape 3, on déduit facilement (2.27) et
(2.28) de (2.24) et (2.25). Maintenant, on pose, pour ¢ > 0 petit, n, = n(c 1r,) olt n est
comme ci-dessus. On définit aussi

Jar | Vana |3Rij<xa)xixjdvg

rv = fM\v“oﬂ?a \;dvg

r = fM(“ana)lﬁaRij(xa)iEixjdvg
Jor Wama)' e du,

L Sl Ry
Jor (wana)’dug

ott (z!,..,z™) sont les coordonnées dans la carte exponentielle et olt R;;(z4) est la composante

(,) de la courbure de Ricci de g au point z,, dans la carte exponentielle.
Etape 5 Ona

_% (—Tv + (1 + %)7"2 — mTl)

Jimy A,
1Bl [ 2 n-2\[/n+2\"
_ 2.2
6n n+2 * A 2 Sg(xo) (2.29)

ot Sy(xo) est la courbure scalaire de g au point o = lim .
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Revenons aux notations de I’étape 1 et posons

. -1 4,z ~ .
Co = al}_}rnOH Uqg [|og Aot et Cyp = (JIKL»III()AZ‘Q

Remarquons que, d’apres (2.10) et (2.20), ces limites existent. On voit facilement que

[ o, =l A [ s,
B(O,(S) Bza (5‘1&)

1 —(I+ea) 4= 3% 1
J e N e e el A et
B(0,9) Bz, (daa)

_ (” " ||m—<1+ea>A;%<1+ea)) A;%(lm)/ ubteady, | AZe
Bg,, (daa)

To

et

Faisons d’abord tendre « vers 0 puis § vers +o0o0. D’aprés (2.16) et I’étape 2, on a

/ (de’l)g = 002
]RTL
et
/R . pdve = CoCy
Maintenant, calculons [pn~ | Vi |§dv£. D’abord, il est clair que

9o — @ dans C*(B) quand a — 0

(2.30)

(2.31)

(2.32)

pour toute boule compacte B de R™. Soit ns(z) = 7 ((25)_1 | © |) ol 77 est comme dans

Pétape 2. Multiplions (E,) par @qns2 et intégrons sur R™. On trouve

2B k
/Rn < Va,Voan; >, dvg, + 7“1_60( / i (p(lj-eané?dvga = ?a /R sDiné%lvga

nll vl

En utilisant (2.4), on obtient que

, 2B, 2 - n
lim ———5—— = —
=0l uq [l n

Ainsi, par (2.5) et (2.32),

~_mn

2 _1 RS
Vo, Von? >.d ZA CoC, 2 20d
/R”< PV P15 > edve + o(n) " CoCy /RHTLHP%

2 -1
= Dol [ niene
On a

/R” <V, Vons >cdve = Q/R" < Ve, Vns >cpnsdue + /R" | Vo |§7752dv§
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1
2 2
<2 / | Vs |2s02dv> (/ Ve |2052dv) +/ Ve [2ns%dv
( R 3 3 RJ 3 3 Rn| |£ 3

D’apres (2.30), ¢ € L?(R™). Puisque | Vs le < CTSt, on voit alors que

. 2 _ 2
523100 o <V, Vons >.dve = /]R"’ | Voo [¢dve (2.34)

En passant & la limite sur § dans (2.33) et en se servant de (2.30), (2.31) et (2.34), on a

/R" | V(p |§d7)§ = A()(’I’L)ilcvo2 (235)
Posons maintenant, pour u € HZ(R")

4
_ Jre | Vu [Zdve (fgn udve) ™
(fRn u2dv5)1+%

D’apres les travaux de Carlen et Loss [9], on sait que

I (u)

Vu € HE(R"), Ig(u) > Ao(n) ™"
Avec (2.30), (2.31) et (2.35), il en découle que
Ie(p) = Ao(n) ' C§
Puisque Cy < 1, il s’ensuit que Cyp = 1 (si Cy < 1, on aurait I¢(p) < Ag(n)™1). Ainsi,
Ic(p) = Ao(n)fl. Soit u, u # 0, radiale, une fonction propre associée a A1, la premiere
valeur propre de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales sur la boule unité B de
R™. On peut supposer que u(0)=1. Par Carlen et Loss [9], on a
v = kv(Ax)

ot v(z) = u(z) — u(1). Maintenant, avec (2.30) et (2.31) et puisque Cy = 1, on en déduit

que
2
fovn(f o)

On sait que (voir le théoréme 1.3 de [14]):

/ v?dvg = n+2u(1)2 | B |

2

vdve = — | B | u(l
[ vdve == 1 Butt)

Cela montre que
M =73

2
n+2\ ™ 2
%= ("52) Tis

ou
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Soit maintenant

2 i
fBWa (daa) ‘ vua |gRZj(xa)x .%'Jdvg

Tv’ls = 5
fM ‘ vuana ‘gd'l)g
S, 500y (a) 5 Rij(wa)a'ad dug
1,6 = —
fJVI (Uoﬂ?a) dvg
2 o
mea(MW) (ua) Rij(xa)fﬂzxjdvg
2,6

fM (uana)deg

On rappelle que 7, = (¢ 'r,) olt ¢ > 0 est petit et ou 7 est définie comme précédemment.
En utilisant (2.15) et en développant le numérateur, on voit facilement que

1

Jos | Vuana |3dvg B

a=0 [ | Vug |3dvg

De méme, avec I’étape 2 et (2.16), on voit que

2
lim fM (uana) dvg

=1
a—0 fM U?xdvg

1+
lim fM (uana) Eadvg _
a—0 fM u}x—’_Ea dvg

Maintenant, un raisonnement par ’absurde simple, utilisant 1’étape 2 et les relations (2.15)
et (2.16), montre que

Vug 2 v
lim lim fM| lg J

2 =
d—o0 a—0 mea (5a) ‘ Vua |gdUg

S u2dv,

lim lim 5
To (5‘1a) @

d—o0 a—0 fB

14+e€
Joy uateodoy

lim lim Tre =1
d—o0 a—0 Ba. (5a0) U d’Ug

Ici, la notation limg_, o, lim,_,q signifie que ’on fait d’abord tendre « vers 0 et ensuite  vers
+00. On en déduit que

2
fM | Vg |gdvg

2 =
d—o0 a—0 fBza ) ‘ Vug |gd7Jg

2
lim lim —fM (uatta) dvg =

3 =
d—o0 a—0 meu (5aa) uadvg

1+e
alla ud
lim lim ‘[M (tatla) Yo _

1+€ -
§—o00 a—0 Bza(&la)ua "‘d’l}g

Cela implique alors que

9 o
.. Tys B (sany | Va [ Rij(za)ata? dug
lim lim = lim lim =

2
d—o0 a—0 Aa d—o0 a—0 Aa mea (5a0) | vua |gdvg
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1+e€q ;s
71,8 fBM(g%) (ta) * Rij(zq)x'a? dvg

lim lim = lim lim
d—00a—0 Aa d—o00 a—0 Aa me (daq) (Ua)1+€ad1)9
2 i q
T2 o me (San) (Ua) Rij(za)x" 2! dvg
lim lim ==~ = lim lim 5
A, e g

Soit (y!,..,y™) les coordonnées canoniques de R"™ et (z',..,2") les coordonnées de la carte
exponentielle sur M. Il est facile de voir que, pour une fonction radiale f:

i g ij 1
/ fy yjdvngwf/ fly [Pdve
B(0,5) " JB(0,6)

.. p 142 ..
/ Wateduy = | ug |7, AL / Sy du,,
Ba, (8aa) B(0,8)

On a aussi

et
/ | Vit 227 dvg = || e |2 A / | Vo 12 iy du,
B, (baq) B(0,9)

Cela entraine, compte tenu du fait que ¢ est a support compact, que, pour J assez grand

2 2
lim "vié _ Sq(@o) f n| Ve |g| y | dve

a—0 Aa n fRn | VQO |§d’lj§

o 10 _ Salwo) Jrr el y [Pdoe
a—0 Aoc n fR" SOdU§
2

i 720 _ Sa(wo) Jre 9%y |"dve
a—0 AO( n fR" @2d’l)£

Ainsi, pour § > A,

1 2 4
—1 <frv,6 + 1+ 2)rgs — mrm) X 28, (x0) ( - Jre | Vv [l y |Pdve

lim =
a—0 Aa 6n fR" | Vv ‘?dvf

L nt2 fre vty Pdve 4 fgeoly |2d“5)
n Jrr v2dug n(l+e) [rrvdug

Cette expression a été calculée dans Druet, Hebey et Vaugon [14]. On a

bt o (2 ay (asnys
A,  6n n+ 2 A 2 gyro

Il faut maintenant se rappeler que pour tout § > 0 et pour « assez grand, 7, = 1 sur
B, (day). 1 suffit alors de montrer que

2 P
fM—BM(aaQ) | Vuana |gRij (xo)x'x? dvy

lim lim 22" — Jim lim 2 —0  (2.36)
d—o00 a—0 A, 6—o0 a—0 A, fM | Viuana |gdvg
S (uane) T R (o) xiz? duv
.o T1s— T . JM—B, (an) \Yalle ij\(Ta g
lim lim ———— = lim lim Tre =0 (2.37)
§—o00 a—0 Aa §—o00 a—0 Aoc fM (uana) advg

47



2 i
r9.5 — T2 . ) fM—Bm (6as) (uata)” Rij(za )z ! dvg
—— = = lim lim o

lim lim 5
@ §—o0 a—ao A, fM (Uana) dvg

d—o0 a—aq

=0 (2.38)

D’abord, regardons (2.38). Posons

_ foBm (3an) (%%)2&5 (zo)x'a! dvy

T, = S
Aa fM (naua) dvg

D’apres (2.16),

2,2
(Saw) usrsdug
Aa

S

On déduit de 'étape 3 que

€qm2—" %Ead
ulers "rd “dug

foB (baq) «
< M B 00e) 0 0
= A

Ty

ap2— -3 o
< CfoBwa(éaa)u; Ta dvg < Ao ? foBIa(aaa)“fx dvg
- Ag - Ag

Pour avoir une estimée de cette expression, on intégre (E,) sur M — B,_(das). Cela donne

_n 1—n
A 2 A 2
T,.<C[== / U dvg + / Dyugdo (2.39)
Bo Jy-B,, (5a0) Bo  Jog,, (sa.)

Montrons que le second membre de (2.39) tend vers 0 quand « tend vers 0 et § vers +oc.
On a, par définition de A,

1
_n —n 1+eq Tfea
Aa? Aa® foBl.a (5a0) Yo' dvg
5 Uqdvg < iz T
a JM—-Bz, (daa) o Jar ua dvg

On a aussi, d’apres (2.4) et le fait que lim,_0 AS = C,

n

Ag®
Ba

=C

lim
a—0
L’étape 2 entraine, de nouveau par un raisonnement par ’absurde simple, que

1
14+€eq Ttea
foBIa (3as) Yo dvy
1+eq =0

fM ua' ““dug

lim lim
6——+oo a—0

Donc:

¢

2

lim lim — / Uqdvg =0
§—ooa—0 B, M-B,_, (5aa)

Maintenant, si 7, = da,, on a

[ ta o
| Dyua(z) [< TH (Vea)ga ||Loo(aB(o,5))

(03
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Puisque ¢ est & support compact (voir plus haut), pour § assez grand :

—0

[ (V%x)ga ||Loo(aB(o,5))

Par conséquent, pour ¢ assez grand et d’apres (2.10),

-3

lim == / Oyuqdo =0
a=0 Ba  JaB,, (saa)

Avec (2.39), cela prouve (2.38). Pour obtenir (2.36) et (2.37), multiplions (F,) par %
et intégrons sur M — B, (da,):

_2/ (8l/u0¢)uarinid0 + 2/ I VuaNara |3d1}g
0B, (daq) M—Bg;, (daa)

4B, lien

2
—2/ | VNara |guidvg + ubter2ntdv,
M—Bg, (daq)

nAa M—Bg,, (§as)

ka
=1 uzrinZdv, (2.40)
o JM—Bg, (daa)

Comme précédemment, on utilise le fait que, pour r, = daq,

| ta o
| Qyualz) |< TH (Vea)ga ||Loo(aB(o,5))

(o7
et:
Ua(z) < | ua [l
En utilisant (2.10), cela montre que, pour ¢ assez grand, le terme de bord tend vers 0. De
plus, il est clair que

/ | VNora \iuidvg <C u? dv,
M—Bg, (daq) M—B,, (daq)
Avec (2.16), cela conduit &

. . 2 2

lim lim | Vrana |guadvg =0

d—o0 a—0 M*Bz (Saa)

Remarquons que le second membre de (2.40) tend vers 0 quand o — 0 et 6 — oo. Cela
découle aisément du raisonnement fait pour prouver (2.38). La relation (2.40) implique alors
que

lim lim | Vuanara \idvg =0 (2.41)
d—o00 a—0 M—B,,, (das)

et aussi que

2
a

... 4B
lim lim —“ ubteerin2du, =0
d—o00 a—0 TLAa M—B,_, (6as)

ce qui donne (2.37). De plus,

/ | Vuanara |§dvg :/ | Vuana |§ridvg
M—Bg, (daq) M—Bg, (daq)
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—|—2/ < Ve, Vra > jtalaladvy +/ | Vrg |znaua2dvg
M—-B;, (daq) M—-B;, (das)

Pour tout z,y,e >0, on a: zy < %(er + %yQ) En remarquant que

/ < VuaNe,Vra >gua77aradvg
M—B,_ (6as)

> — / | Vuana |§ridvg / | V7o, |§naua2dvg
M—B,, (daq) M—Bg, (daq)

on obtient que, en fixant 0 < e < 1
/ | VuanaTa \zdvg >(1- e)/ | Vuana |§ridvg
M—Bg,, (daq) M—-Bg, (daq)

Wl
[N

1
o / | Ve [2(0tia) g
M—Bgy, (daq)

€

Ainsi, en utilisant (2.16) et (2.41), on voit alors que

lim lim | Vuana |27'§dvg =0 (2.42)
d—o00 a—0 M—B,,, (das)

Compte tenu du fait que
lim Aa/ | VNota \zdvg = Ag(n)~*
M

la relation (2.36) en découle. Cela termine la preuve de 1’étape 5.
Etape 6 Démonstration du théoréme

Posons, pour v € HZ(M):

4
¢ n(l+ea)
Iyalt) = Tofw) = (00— a) [ aldoy( [ Ju | au,
M M
a— Montrons d’abord que :
. Ap(n -t —Ig.a(Nata
ill% 0( ) Aag, (77 ) = (243)
D’apres (2.26), (2.27) et (2.28), on trouve que
. Ig,a(ua) - Igya(naua) -
lim T =0 (2.44)

De plus,
Iga(ua) =In(ua) — (o — a)Aq

Puisque a — 0 et I, (uy) < Ao(n)_l, on a

.. A nilfj a\NaUa
2o~ Do)

(2.45)
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On peut aussi écrire que, d’apres (2.44),

Ao(n) ™" = (Iy.0(ua) + a0As) + apAq
A,

1
lim sup Ap (n) —Iya (naua)

= lim sup
a—0 Aa

L’inégalité de Holder montre facilement que Iy o(ta) + pAq > Io(uq) ol Iy est la fonction-
nelle I, quand o« = 0 et ot on considere que ¢y = 0. D’autre part, par définition de g, on
a Io(ua) > Ag(n)~1. Cela implique que

A -t -1 a\lla%a
lim sup o(n) g.a(latla)
a—0 Aa

< ag (2.46)
La relation (2.43) provient alors de (2.44), (2.45) et (2.46).
b— Montrons que :

/M | Viauq \zdvg - /M | Vg ta |3dvg = —é /M | Vg uq |§Rij(sca)mixjdvg +O(1) (2.47)

11 faut d’abord noter que la limite du second membre de (2.47) existe. On a

/ | Vg ta |§dvg :/ | Vg ta |zdvg +/ (97 — 87)OiuaOjuamadug, + Cr(a)  (2.48)
M M M

ot C1(a) regroupe les termes comprenant les dérivées de 7,. Puisque supp(Vn,) C M —
B, (5) et d’apres I'étape 2 et les relations (2.15) et (2.16), on voit que C1(a) — 0 quand
a — 0. On écrit que, pour § > 0,

‘/ (97 = 69)0uadjuanidug| <
M

/ (gij — 5ij)8iua8juadvg
B., (daq)

+

/ (gij - 5ij)8iua8juanidvg
M—Bg, (daq)

Avec le développement de Cartan Hadamard de la métrique g, on obtient alors que

‘/ (gij - 5ij)6iua8juanidvg <C
M

/ R (:ca)aiuaﬁjuaxkxldvg
B, (daq)

T

—l—C’/ | Vg |§ridvg +C | Vg |§ridvg

B, (daq) M—-B;, (daq)

olt (R'7(z4)) sont les composantes de la courbure de Riemann de g au point x, dans la
carte exponentielle centrée en x,,. Le troisieme terme du membre de droite de cette inégalité
est petit si d est assez grand (voir la preuve de (2.42)). Le deuxiéme terme tend vers 0 quand
« tend vers 0. Il suffit pour le voir de majorer r,, par da,. Il faut maintenant montrer que
le premier terme tend lui aussi vers 0 avec a. Pour cela, on écrit, en gardant les notations
de I’étape 1, que

/ R (20)0iua0juaa st du,
Bz (60a)

<Clua 245 | [ R (ea)Oigadypadsldn,
B(0,5)
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Maintenant, puisque ¢, — ¢ dans C1(B(0,§)) quand o — 0 et puisque ¢ est radiale, on
obtient que o

lin}J R/’ (xa)ﬁigaaajvarphia:ckxl =0

o—

Avec (2.10), cela prouve que, quel que soit le choix de §,

lim Riklj(xa)aiuaajuamka:ldvg =0
a=0JB,. (5as)

Finalement, on obtient que

lin%) (9" — 6 OunOjuan?dv, = 0 (2.49)
o— M

Enfin, on écrit, toujours d’apres le développement de Cartan Hadamard de g, que
1 o
/ | Vatta [gdvy = / | Vit [gdve + & / | Viatia [¢Rij(wa)eiaddvg +O(1) (2.50)
M M M
On tire finalement (2.47) de (2.48), (2.49) et (2.50).

c— Montrons que:

2

- Tea(Natia) = Ipa(natia) LIBITF (2 n=2\ (n+2\"
1 2 . =A 2.51
o0 A, o) — =zt A 9 So(x0)(2:51)

ot I¢ est définie comme précédemment.
Posons:

Jar(Naua) Teedve — [, (Naua) T doy

tq

fM(naua)1+€°‘dU9
" Jar(aua)?dve — [, (Naua)?dug
fM(naua)zdvg
o Jor | Viiata |2dv5 — [ | Vnaua |!2]dvg

Jas | Viiaua \;dvg

D’apres le développement de Cartan Hadamard de g, on a
1 i 3
dve =1+ gRi,j(xa)a: z +0(ry) | dug

En revenant aux notations de I’étape 5, on obtient alors que

I 5 N O
L Y (252
et
t 1
lim 2 = lim -2 (2.53)

De (2.47), on tire que

lim 2 — i 275 (2.54)



On écrit

(1 + t)(1 + t,) T
(1415) "7

Iﬁ,a(uana) - Ig,a(uana) = Ig,a(uana) - Ig,a(uana)

Larelation (2.51) découle alors de (2.29), (2.52),(2.53) et (2.54) et du fait que limq ¢ [g,a (Uafa) =
Ao(n)™".

d— Conclusion.

D’apres I'inégalité de Holder et les travaux de Carlen et Loss [9], on a

4
n

fM | vnaua ‘?dvf (fM nauadvf)

Ag(n)~"
fM (naua)zdvﬁ 0( )

Iﬁ,a (na Uq) >
Ainsi

I&,a(nau(x) - Ig,a(naua) > 140(”)_1 - Ig,a(naua)
En divisant cette inégalité par A, et en se rappelant que By = agAg(n), il découle de (2.43)

et (2.51) que
IBI™* [ 2 n-2\(/n+2\"
By < s
0= "6 \nx2 T 5 s(0)

2 —2 2\
BO§|B| < + 2 >(n+ ) max Sy (x)

Ainsi,

on n+ 2 )\1 2 reEM

Cela termine la démonstration du théoréme.
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Chapitre 3

Inégalité de Nash a trace
optimale

3.1 Le cas de rR"! x [0, + oo

3.1.1 Introduction

Sin > 2, on note R} = R x R, . On pose aussi

H={ue C®RY)|Vue L*(R]}) et /R, € L'(Ro) N L*(Ro)}

ot R, est définie pour t > 0 par R, = R" ™! x {t}. L’inégalité de Nash & trace dit qu’il existe
C > 0 tel que, pour tout u € H:

n

</ u2ds>n SC’/ |Vu|2dx(/ |u|d3)n N(C)
0 R” R,

otl ds est Pélément de volume standard sur R"~! et ot la trace de u sur Ry est toujours
notée u. Cette inégalité découle de I'inégalité de Sobolev a trace et de I'inégalité de Holder.
Nous étudions ici la meilleure constante Ag(n) dans cette inégalité. Plus précisément, Ag(n)
est définie par Ag(n) = inf{C > 0|Vu € H, N(C) est vraie}. Pour des études de ce type
concernant d’autres inégalités, on peut voir les références suivantes: [2], [6], [15], [19], [33].
11 est facile de voir que

. fre | Vu |Pdz( f; |u\clsﬁ
Ao(n)~! = inf % e, )

" (fRo u2ds) !

ol
’/’-l’={ue7-[t.q.u/R # 0}

Ce probleme a été résolu par Carlen et Loss [9] pour I'inégalité de Nash standard sans trace
sur R™. Le premier résultat obtenu ici est le suivant :

Théoréme 1 La meilleure constante Ag(n) dans l'inégalité de Nash d trace vérifie

2(n+1)m nr=1

1 1 < /io(n) < 1 1
V@I, B | (DA B




0t A1 n—1 est la premiére valeur propre de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales
sur la boule unité standard B*~' de R™ ' et ou | B! | = Vol(B" ).

Ce théoreme donne une estimée asymptotique de Agy(n) pour n grand et donne une assez
bonne estimation de Ap(n) pour toute valeur de n. Pour avoir une inégalité explicite, on
rappelle que A; ,—; vérifie

% (n—1)(n+3) < Appo1 < %(n+1)(n+5)

(cf. [9] et [31)).

3.1.2 Résultats préliminaires

On rappelle que, pour ¢ > 0, R, = R™ ™! x {t}. Dans ce qui suit, Ce°(RY) est I'ensemble
des fonctions de classe C* et a support compact dans R}.

Restriction du probleme a C°(RY})

Lemme 1 On a l’égalité suivante :

2 2
n—1 n—1
fRi | Vu |2dx<fR0 | u | ds) B . fRi | Vu |2dx(fR0 | u | ds)

1 D m

— = in ——
H (fRO u2d5) -1 CgO(R+);u/R0350 (fRO u2d5> e

Preuve : Le premier terme de cette égalité est clairement plus petit que le second. Il faut
donc montrer I'inégalité contraire. Soit u € H’. Il suffit de prouver qu’il existe une suite
(up) C CCOO(RZ-) telle que lim,, | Up ”Ll(Ro) =lu HLl(RO)’ lim,, I Up ||L2(RO) = lu HL2(R0)
et lim, || Vu, HLZ(Ri) = || Vu HL2(R1)' On note (x1,..,25n—1,t) les coordonnées standard de
R’} . On note aussi r* = 2 +..4+22_,. Soit maintenant, pour R > 0, C(R) = {r < R;t < R}.
On choisit n € C°(R’) telle que 77/0(%) =1, mc0)e =0et 0 <n < 1. Pour x € RY, on

note n,(x) = n(%x). On pose, pour p > 0 et € R,

Nous allons voir que cette suite (u,) approxime u de la fagon voulue quand p est assez grand.
Montrons d’abord que, quand R — +00:

/ u?dx = o(R?) (3.1)
C(R)

On pose
CRSTU)={R<r<S;T<t<U}

Soit € > 0. Puisque Vu € L?(R"}), il existe Ry > 0 tel que

/ | Vu [Pde < e (3.2)
R —C(Ro)

Pour tout @ € R} et to > 0, on désigne la projection orthogonale de @ sur Ry, par p,(Q).
Pour tout @ € Ry (¢ > tp), on a

Q) — w(pry (Q)) =2 / w(y ) dyu(y ')t

to
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ol (y,t) sont les coordonnées de @Q dans R} . En intégrant cette relation pour @ € R;N{R; <
r < Rp} (out Ry,Re > 0) et en utilisant I'inégalité de Holder, on trouve que

/ u?ds — / uds
Rin{Ri<r<Rs} R, n{Ri<r<R2}

1 1
2 2
<2 / | Vu |*da / u?dx (3.3)
C(R1,Rz,t0,t) C(R1,R2,t0,t)

On integre ensuite cette inégalité pour ¢t € {tg <t < t1} (ou g < t1). On obtient que

/ u?dr < (t; —to) ¥

C(Rl,Rg,to,tl)
1
2

/ u*ds + 2 / | Vu [*dz / u’da (3.4)
R, n{Ri<r<R2} C(R1,R2,to,t1) C(R1,Ra,to,t1)

Soit maintenant R > Ry. En appliquant (3.4) avec tg = Ry = 0 et t; = R = R, on obtient
que

N

/ u’dr < CR? (3.5)
C(R)

avec C' > 0. En utilisant (3.2) et en appliquant (3.3) avec tg =0, t = Ry = Ry et Ry = R,
on voit que, quand R > Ry,

/ u?ds §/ u?ds + /e / uldz
Rpr,N{Ro<r<R} R, C(R)

11 découle alors de (3.5) que, quand R tend vers +o0

N

/ u?ds = o(R)
Rr,n{Ro<r<R}

On en déduit facilement que

/ u?ds = o(R) (3.6)
Ry, n{o<r<R}

On applique ensuite (3.4) avec tg = 0, Ry = Ry et t; = Rs = R. Cela donne

%
/ Widr < R/ u?ds + Rv/e / u2dz
C(Ro,R,0,R) Ro C(Ro,R,0,R)

ce qui implique que

/ u*dr = o(R?) (3.7)
C(Ro,R,0,R)

En appliquant de nouveau (3.4) avec to = Ry, R; = 0 et t; = Ry = R, on obtient que

/ wlidr < R/ u?ds + Ry/e / w?dz
C(0,R,Ro,R) R, x{0<r<R} C(0,R,Ro,R)
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La relation (3.6) montre alors que

/ u?dx = o(R?) (3.8)
C(0,R,Ro,R)

/ uldx :/ u2d:£+/ wldx
C(R) C(R)—C(Ro) C(Ro)

De plus, il est clair que C(R) — C(Ry) C C(Ry,R,0,R) UC(0,R,Ro,R). La relation (3.1) se
déduit alors immédiatement de (3.7) et (3.8). Il faut maintenant conclure. Il est facile de
voir que lim,_, || up ”LI(RO) =|u ||L1(R0) et limy,_ o || up ||L2(R0) =u ||L2(Ro)' 11 reste
a montrer que lim, . || Vu, ”L?(]Ri) = Vu ||L2(R:). On a

On a aussi

— 2,2
| Vuy, LQ(RK)—/Ri|Vu| npda:+2/Rn <Vu,V77p>das+/

AV *uldx
+ R

D’apres l'ingalité de Holder, on a

< / | Vu \Znﬁdaj / | Vi, |Puda
R? R™

+

/ < Vu,Vn, >un,dzr
R

De plus, | Vn, |< p%lc(p) ou C' > 0 et ou 1g(y) est la fonction caractéristique de I'ensemble
C(p). La relation (3.1) implique alors que

lim Vi [Puda = 0
p—oo JR™ | 77[) | war
+
Finalement, limy o0 || Vup || 2g7) = | Vu HLQ(RZD7 ce qui termine la preuve du lemme 1.
+

Symétrisation cylindrique

Soit f € CO(R™™'), f > 0, & support compact K. Il est connu (voir par exemple Aubin
[3]) qu’il existe une unique fonction radiale f* définie par

Vol(f >a) =Vol(f* > a) (3.9)

pour tout a > 0. De plus, la fonction f* décroissante et a support compact. On montre le
lemme suivant

Lemme 2 Si f,g € CO(R"™") sont positives et & support compact, alors, pour tout N > 1,

/RH If —glVds > /RH =g Vs

Preuve : On choisit N > 1. Dans ce qui suit, on note ap = 0. Si maintenant a,..,ax > 0 sont
choisis de maniére & ce que ap < a1 < .. < aj < app1 ot apq > max (|| f [l g1lo), on

définit pour u € {f;g; f*;g*},
T(ag,..,ar)(u)(x) = aj—1 si a;i—1 < u(x) < a;

Il faut noter que || f || = | [ |lo et | 9l = Il 9" |lo- On prouve alors par récurrence
que, pour k > 0, on a, pour tous 0 < a1 < .. < ay < maX(H Flloosll g HOO),

/ o ‘T(ao,..,ak)(f) — T(ao,..,ak)(g)‘Nds
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N

& / (@0 (7) = Tlao...ax)(g7)] " ds (H)

Si k = 0 alors T'(ao)(f) = T(ao)(g) = T(ao)(f*) = T(ao)(g*) = 0. (Hp) s’en déduit
immédiatement. On suppose maintenant que (Hy) est vraie pour k£ > 0. Montrons que
(Hp41) Vest aussi. Soit (ay,..ax+1) k + 1 nombres réels qui vérifient ag < a1 < .. < g1 <
k42 OU ajio est choisi strictement supérieur & max (|| f ||/l ¢ lo)- On pose alors, pour
1 € {O,,k+ 1}, Az = {T(ao,..ak+1)(f) = ai}, Bz = {T(ao,..ak_,_l)(g) = ai}, A;k =
{T(ao,..ar+1)(f*) = a;} et Bf = {T(ao,..ar+1)(g") = a;}. On remarque que A; N A; = 0 si
i#jet AiUA;11U...UAg1 = {f > a;}. Des résultats similaires sont vrais pour B;,A},B}.
La relation (3.9) implique alors facilement que

Vol(A;) = Vol(A}) et Vol(B;) = Vol (B;)

Les ensembles (A; N Bj); jeqo,... k+1} forment une partition de R, On sait d’autre part

. , -1 . . ,
que deux fonctions sont égales sur R" ™~ si et seulement si elles sont égales sur chacun de
ces ensembles. Ces remarques permettent de vérifier facilement que

|T(a07..,ak+1)(f) - T(ao,..,ak+1)(g)|N = ‘T(ao,..,ak)(f) — T(ao,..,ak)(g)‘N + 71 + 72(3.10)

v = (lak+1 — ai|N — lag — ai|N)1Ak+1ﬂBi

-

~
Il
=]

et

(lagr1 — ailN —lax — ail V) 1p,ina,

S
[

-
Il
=]

Par (Hy), on a
N
)

Lo o))~ Tlaon )] s

N

Z/nil }T(ao,..,ak)(f*) — T(ag,.-,ar)(g")

ds (3.11)

On définit aussi 77 et 73 en remplagant respectivement les ensembles A; et B; par A7 et
B7 dans les définitions de 7, et 72. Montrons alors que

/R"’l yds > /Rnilwfds (3.12)

/"71 Yods > /Rnil ~5ds (3.13)

On montre seulement (3.12), la preuve de (3.13) se faisant de la méme maniére. On pose,

et

pour i € {0,...k}, b; = |agy1 — ai|N — |ag — ai\N et b1 = 0. Il est clair que
k+1

/7171 ,YIdS:/IRnfl ijlB]. 1Ak+1d8
=0

On voit que by > by > ... > br41 et que Efiol 1p; = 1. Cette intégrale est donc minimale
quand la fonction (Zfiol b1 Bj) est petite sur Agy1. Plus précisément, si jg est tel que

VOl(BjO_l) —+ ...+ VOZ(B]H_l) > VOl(A;H_l)
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> VOl(BjO) + ...+ VOl(Bk+1)

alors, D'intégrale est minimale quand Vol (A1 N B;) vaut 0 si j < jo — 2, vaut Vol (B;) si
j = jo et vaut Vol(Ags1) — (Vol(Bj,) + ... + Vol (Biy1)) si j = jo — 1. Clest exactement
ce qui se passe quand Ag1 = A}, et B; = Bj. Pour le voir, il suffit de remarquer que les
ensembles A}, et B U...U B, sont de boules centrées en 0 dans R"!. On obtient alors

que
k+1
‘/n_l ’yldSZ /Rn_l <Zobj].3]*> ]‘AZ-HdS

Cela prouve (3.12). D’apres (3.10), (3.11), (3.12) et (3.13), on trouve que

[ 1T ) () = T ) 0) s

Z/n—l |T<a’07"7ak)(f*)_T(ao,..7ak)(g*)|NdS_|_\/Rn_1(,yi<+,y§)ds

X N
= [0 P00} () = Tannsansn)67)| s
Cela montre que (Hgy1) est vraie. On applique maintenant (Hy) avec aq,..,a définis par

" i max (|| fllosll g Hoo)
i E+1

En faisant tendre k vers +o0o, le lemme est prouvé.

Soit maintenant u € CO(RQL_), positive et a support compact K. On suppose que, pour
presque tout ¢ > 0, la fonction u(.,t) définie sur R"~* n’a que des points critiques non-
dégénérés et que IK NIR; est une sous-variété de dimension (n —2) de R;. On suppose aussi
que u est de classe C*° sur son support. On définit alors, pour (z1,..,2,—1,t) € R :

a(r,t) = sup {)\’ Volgn-1 ({ye R"_1| lu(y,t) > A}) > | B! |r”*1}

2

ot 72 = 2% + ... + 22_,. Donnons maintenant une définition

Définition 1 Soit u une fonction définie sur RY. On note (r1,..,x,—1,t) les coordonnées
standard sur R} . On dira que u est a symétrie cylindrique si elle peut s’écrire

WX,y Tp_1,t) = u'(1,t)

avec r? = x% + ..+ x%_l.
On montre alors le résultat suivant :

Lemme 3 u vérifie

vt > 0,Ym > 1,/ u"ds = / u™ds (3.14)
R, R,
et
/ | Vi |*da g/ | Vu |*da (3.15)
R R

De plus, u est a symétrie cylindrique, décroissante en la variable r et a support compact.
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Preuve : 1l est tout d’abord clair que u est a symétrie cylindrique, décroissante en la variable
r et & support compact. De plus, on a (voir par exemple Aubin [3])

Vm > 1,t > O,/R u"ds = / u™ds

La relation (3.14) s’ensuit. Il faut maintenant montrer (3.15). On définit, pour ¢t > 0 et
z e R w(x) = u(z,t) et Gy(x) = a(x,t). Soit t,t' > 0. On applique le lemme 2 avec
f=wus, g=wuy, N > 1 et on fait tendre N vers +oco. Par définition de u, on a f* = u; et
g* = @y. On obtient que

H Uy — Uy ||L00(Rn_1) <flwe —up ”Loc(R”_l)
Puisque w est lipschitzienne, il vient :
~ ~ /
| 4 — G ||Lm(Rn71) < Clt -t (3.16)

ot C > 0 est une constante indépendante de t et t’. Cela implique que 9;i existe presque
partout sur R (voir par exemple [20] p.617). De plus, en appliquant le lemme 2 avec N = 2
et en utilisant le théoreme de Lebesgue (qui s’applique ici grace a (3.16)), on a

+o0 1 +oo
~\2 _ ~2 1 P 2
/RJr (Ora) dx = /0 / _, (0a")dsdy = tl/lg (=T /0 / (@ =y ) dsdy

. 1 + 2 2
< —_— — ’ =
tl'lmt i) /0 / - (w =) dsdy / . (Oru)“dx

Notons que, pour toute fonction f, | V. f |> = | Vf |* = (8:f)°. Alors, d’apres Aubin [3], on
a, pour presque tout ¢ (ceux pour lesquels u(.,t) n’a que des points critiques non-dégénérés
et pour lesquels dSupp(u) NR; est une sous-variété de dimension (n — 2)),

/ |Vwa|2ds§/ | Vou ds
R, R,
/ | Vi |2dx§/ | Vou [*da
RTL ]R’ﬂ,

+ +

Il en découle que

On obtient finalement que

/ |V11|2dx§/ | Vu 2o
R? R”

+

ce qui démontre le lemme 3.

Etude d’une fonctionnelle sur un cylindre
Posons
C(R) = {(z1,-sxn—1,t) e R"|r < R;t >0} et Bo(R) =C(R)NRy

ot r? = 2% + ..+ 22_,. Soit aussi

A(R) = {u € C*(C(R)) ‘H Vu || p2c(ry) < +005u est & symétrie cylindrique ;/ uds = O}
Bo(R)
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et
| Vu |*da
A(n,R) = inf &@L———fWGME
/ Bo(R) u?ds
On montre alors le résultat suivant :
Proposition 1 On a

An) = A1) = A2,

0t A1 p—1 est la premiére valeur propre de Neumann du laplacien pour les fonctions radiales
sur la boule unité standard B*~' de R™ .

Preuve : Montrons d’abord que, pour u € A(1), on a

1
/ u?ds < — / | Vu |*dx
Bo(1) Ay Je

D’abord, remarquons que les inclusions de Sobolev sont vraies dans C(1). En effet, posons

C(1) = {(z1,,xn_1,t) e R"|r < R}
Alors, pour toute fonction u définie sur C(1), on définit @ sur C(1) de la maniere suivante :

w(T1 ey Ty—1,t) sit>0
w(x1,ep—1, —t)  sinon

ﬁ($1,..,$n_1,t) = {

On se ramene ainsi aux inclusions de Sobolev dans C(1). Posons maintenant, pour u € A(1),

fcu) | Vu |*dz
I(u) = / u2ds
Bo(1)

Soit (u;); une suite minimisante telle que || u; |[;2(p,) = 1. Notons, pour s > 0, K, =
{(x,t) € R" " xR|t < s}. Fixons s > 0. Supposons que lim; || u; |2 (x,) = +o0. Posons alors

v; . Tl est alors clair que (v;); est bornée dans H' (Kj). Quitte & extraire une sous-

U
= T
suite de la suite (v;);, il existe donc v € H!(K,) telle que v; — v faiblement dans H'(Kj),
fortement dans L?(By(1)) et L?(K) quand i tend vers +oo (on pourra a ce sujet se référer a
Adams [1] p. 144). On a cependant, par définition de v; et puisque lim; || u; || 725 ) = +o0,
VU ll L2 g,y < limg || Vi |12,y = 0. On en déduit que v est constante. De plus, on a, par
construction, || v ||L2(BO(1)) = lim, || v; HL2(BO(1)) =0et|v HLZ(KS) = lim; || v; |p2(x,) = 1.
Cest impossible. Ainsi, cela montre qu'il existe C' > 0 tel que || u; [|p2(x,) < C et donc
que la suite (u;); est bornée dans H'(Kj). Par conséquent, il existe us € H'(K;) et une
sous-suite u,_(;) telle que u, ;) — us faiblement dans HY(K,), fortement dans L?(By(1))
et L?(K,) quand i tend vers +oo. En prenant successivement s = m € N, en remplacant 3
chaque fois u; par u,, ;) et en remarquant que si s < s’ alors Ky C K, on voit qu'’il existe
u € H}, (C(1)) telle que, pour tout s > 0, il existe une sous-suite gy, (;) telle que ug, ;) — u
faiblement dans H'(Kj), fortement dans L?(By(1)) et L?(Ks) quand i tend vers +o0. On
obtient alors facilement: || u [|z2(5, 1)) = 1, fBO(l) uds = 0. De plus, pour tout s > 0, on a

par convergence faible de ug_ ;) vers u dans H YKy),

| Ve e,y < Hminf | Vo o,y < liminf | a0

Ainsi, u € HY(C(1)) et vérifie | Vu lz2cryy < Hminf; || Vg [[120p))- Alnsi, u € A(1) et
I(u) = A(n) (cette égalité a un sens car || u [|;2(p,(1)) = 1 # 0). Posons maintenant

Is={y= @/cu)’tﬂ € C®(Ks) et ¢ a sym. cyl. }
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et, pour ¢ € Ty,
J(p) =1(u+ )

¢ = 0 réalise le minimum de la J sur I'y. On en déduit que pour tout s, il existe des
constantes ag et b, telles que, pour tout ¢ € Ty,

/ <Vu,Vy >dr = as/ wuds + bs/ pds
C(l) By Bg

Clairement, si s < ', I'y C I'ys. On en déduit facilement que as = a et by = b ne dépendent
pas de s. Ainsi, I’égalité précédente est vraie pour toute fonction ¢ € C°(C(1)) a symétrie
cylindrique. Si maintenant, ¢ n’est plus a symétrie cylindrique, 1’égalité reste vraie. Pour le
voir, remarquons que u est a symétrie cylindrique. Il suffit alors d’appliquer 1’égalité avec
Y(rt) = g—im=s S50, #(x.t)do ol do est I'élément de volume sur la sphere standard S~
de dimension n — 2. On en déduit alors facilement que u vérifie au sens des distributions
I’équation suivante

Ay = 0 sur C(1)—ac(1)
(E)s Ou = —=XAn)u sur By(1)
Ou = 0 sur  {(r¢) € C(1) st. r =1}

Ecrivons maintenant que, pour t > 0,

u(r,t) —u(r,0) = /0 Opu(r,y)dy

En intégrant cette inégalité sur la boule unité B! de R" !, cela donne, compte tenu du

fait que fBo uds = 0,
t
/ uds :/ / Orudsdy
By 0 JBy

De plus, puisque |’ B, uds =0, (E) implique que
d,uds =0 et / O,uds =0
B() {’I‘:l}
ou v est le vecteur unitaire normal extérieur sur 9C(1). Ainsi, avec la formule de la divergence,
on a, pour tout y > 0,
/ Oruds = dyuds = / (Au)dx
B, ac, cy
ou Cy =C(1) N{t <y}. On déduit alors de (E) que

Oruds =0
By

/ uds =0
B

Par définition de A; ,—1, cela conduit &

/ u?ds < )\1_71171/ | Vou |*ds
By ’ By

et donc que
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ol | Vou |° = | Vi |> = (8,u)2. En intégrant cette inégalité pour ¢ € [0, + oof, on voit que
u € L*(C(1)) et que

/ u2dx§)\f71171/ | Vou |*dz (3.17)
c(1) ’ c1)

On écrit maintenant

t
u?(r,0) — u?(rt) < 2/ |ul [Opul (ry)dy
0

On integre cette inégalité sur B! et on utilise I'inégalité de Holder. On obtient que

3 3
/ ulds < 2 / u?dx / (Byu)*dx +/ u?ds
Bo c(1) c(1) By

Puisque v € L?(C(1)), on peut choisir une suite (¢ )z qui tend vers +oo telle que limy, _, o fo ulds =
‘k

0. En utilisant (3.17), cela donne
/ (Byu)’da
c(1)

2
/ ulds < — / | Vau |*dz
By /\1277171 c(1)
Posons maintenant ug(r,t) = u(r,kt) pour k > 0. On voit facilement que I(uy) est minimum
quand k est choisi pour que

/ | Vaoug |2dx = / (8tuk)2dx
c(1) c(1)

De plus, par définition de u, I(ug) est minimum quand & = 1. Cela montre que

1
2 2

1
/ | Vou [*de = / (Byu)’dx = / | Vu |*da
c(1) c(1) 2 Jeq

On obtient alors que

1
/ u?ds < — / | Vu |*da
By )‘ijn—l C(1)

1 1

Finalement, on a I(u) = A(n) > A{,,_;. On montre maintenant que A(n) < A7, ;. Il suffit
1

de trouver une fonction ¢ telle que I(p) = Af ,—1- On peut prendre par exemple la fonction

suivante

o(rt) = exp (—/ A1 n-1t)v(r)
ou v est une fonction propre associée & Aq,—1. Plus précisément, v : [0,1] — R vérifie
v'(1) =0 et Agv = Ay p—1v sur B"71, ot A est le laplacien sur R™ 1. La proposition 1 est
démontrée.

3.1.3 Démonstration du théoréme 1

Cette démonstration suit un argument développé par Carlen et Loss dans [9]. Rappelons
que

Ag(n)~t = uien7f{/ I(u)

oll
Jr» | Vu |*da Jr, lulds mr
I(u) = —* ( — ) et H' ={u € H t.q. u/RO;#_O}

(fRo u2ds) n
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Soit u € H’'. D’abord, on sait que
|Vu| = |V]ul| p.p.

Avec le lemme 2, on en déduit que

Ag(n)~t = 17%:[" I(u) = %ff(u)

oll
H = {u S Cso(RiH’U,/R 5_'5 0;u > 0}

On utilise maintenant le résultat suivant qui est une adaptation d’un lemme de Milnor (voir
[30]) et dont la preuve est donnée en appendice.

Lemme 4 Soit f € C*(RY), f >0 a support compact K. Alors f est limite dans C*(R'})
d’une suite de fonctions (g,) positives, a support compact K, C K et qui vérifient les condi-
tions suivantes

— pour presque tout t > 0, les ensembles 0K, N R, sont des sous-variétés de R, de
dimension (n — 2);
— gp est de classe C* sur son support Kp;
— pour presque tout t > 0, les fonctions g,(.,t) définies sur R™ ! nont que des points
critiques non-dégénérés.
Si w € H', le lemme 4 implique qu'il existe une suite de fonctions (u,) telle que, pour tout
P, u, vérifie les conditions ci-dessus et telle que lim,_o I(up) = I(u). Avec le lemme 3, il
s’ensuit que
171_[1,f I(u) = %}lf/ I(u)
ol
H" = {u € H"|u est a symétrie cylindrique et décroissante en r}

On fixe v € H"'. Donnons maintenant un minorant de I(u). On définit

_J ulrt) si r<R
v(rt) = { 0 si >R

et w = u—v. On a alors, puisque u(.,t) est décroissante, || w ||, < u(R,0) < WH v ”LI(RO)'
Il vient alors

1
2
o lemy < T lln@yl vl < Tzl v Il w gy (318)

Soit maintenant < v >= WH v HLl(RO) et Bo(R) = {(r,0)|r < R}. On obtient alors
que, en utilisant la méme définition de A(n,R) que celle introduite dans la section 3.1.2

/ vids = / (v— < v >)’ds +/ < v >2ds
R, Bo(R) Bo(R)

1 / 2 1 2
<——— [ |Voldrt | v}
AR) Jeqm R

En remarquant que A(n,R) = R~'\(n), on a

R 1
2 2
/]ROU ds < WH Vu HLQ(Ri) + WH v ||L1(Ro)

En écrivant que , , ,
| u ||L2(]RO) =[wv ||L2(R0) + | w ||L2(]R0)
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cela donne

1
|z, < e )” Vu ||z ® WHUHU Roy + w0 [172R,,)
D’apres (3.18) et puisque
2
o gy 2 10 D ey (0 gy + 10 U )

on a, pour tout R > 0:

1 2
IRy < o )H Ve lia®e) gl R,y

Le membre de droite de cette égalité est minimum pour

n

1 2
R = Ru) = (n—DAM)\" [ el Ry
R IV |l e

L2(RY)

Donc, d’apres la proposition 1, on a

o _
~ nn—1

Ap(n) < — —
ALyl BYH [T (n —1)

On définit maintenant, pour (z,t) € R,

u(a:ﬂ{ exp (/i At t) (ol 2 ) = v(1) i J <1

0 si |z|>1

ou v est une fonction propre associée & A1 ,,—1. Les calculs standard (voir [14]) montrent que

2

fRi|Vu|2dﬂc(fRU\u|ds)"71_ 1% | B 1|n1 2 =1

n

(fRo u2als>m 2(%H) 7T

Ainsi,

ce qui prouve le théoreme 1.

3.2 Le cas des variétés riemanniennes compactes a bord

Nous donnons maintenant un sens a I’'inégalité de Nash a trace sur les variétés rieman-
niennes compactes & bord. Soit donc (M,g) une variéte riemannienne compacte & bord de
classe C* et de dimension n > 2. L’inégalité, telle que présentée sur R, ne peut pas étre
vraie pour tout u € C*°(M) (il suffit de prendre par exemple u = 1 pour le voir). Il faut
donc lui ajouter un autre terme. Plus précisément, on considere, pour tout u € C°(M),
I’inégalité suivante,

(/ u2d5g>” g(A/ | Vu |§dvg+B/ u2d39> (/ |udsg> " T(4,B)
oM M oM oM

65



ou dvy est 1'élément de volume standard de (M,g) et ou dsy est celui de (9M,g), § étant
la métrique induite par g sur M. Il faut noter que cette écriture a aussi un sens pour les
fonctions u € HY(M). En effet, tout u € H'(M) se prolonge de maniére unique sur M en
une fonction v € L2(OM) appelée trace de u sur M (voir par exemple [§]). On a alors le
résultat suivant :

Théoréme 2 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte a bord de classe C™ et de
dimension n > 2. Alors, pour tout € > 0, il existe B > 0 tel que T'(Ag(n)+¢,B.) soit valide.
En d’autres termes, il existe B > 0 tel que

(/ u2d39> . < <(/~10(n) +e) [ |Vu |§dvg + Be/ u2d59> (/ || dsg> "
oM M oM oM

pour tout uw € C°(M).

On peut maintenant se demander se qui se passe quand € tend vers 0. Le résultat suivant
répond a cette question.

Théoréme 3 Soit (M,g) une variété riemannienne compacte C° a bord régulier et de
dimension n > 2. Alors, il existe B > 0 tel que T(Ay(n),B) soit valide. Autrement dit, il
existe B > 0 tel que

</ u2dsg> . < (flo(n) | Vu |3dvg + B/ u2dsg) (/ | u | dsg> .
oM M oM oM

pour tout u € C>°(M).

Ce théoreme est ’analogue du théoréme 1 du chapitre 1 pour le cas de I'inégalité de Nash L?
a trace. Les démonstrations de ces deux théorémes sont proches. Cependant, de nombreuses
difficultés apparaissent quand on veut obtenir des estimées des fonctions a l'intérieur de la
variété alors que 'on n’a des informations que sur le bord. Li et Zhu [29] ont obtenu des
résultats similaires dans le cas de 'inégalité de Sobolev a trace. Leur méthode est cependant
tres différente. Elle utilise 'invariance conforme propre a leur probleme et ne peut pas étre
adaptée ici.

3.2.1 Démonstration du théoréeme 2

Elle se fait en deux étapes. Tout d’abord, on montre que,
Etape 1 pour tout € > 0, il existe A(e) > 0 tel que

(/W u2dsg)"”-’1 < ((Ao(n)+e) /MIVu 2dvg + A(e) /M u2dvg> (/W ul dsg>’“2‘1

pour tout uw € C°(M).

Il faut noter que le terme [, u?ds, du théoréme 2 est ici remplacé par [, u*dv,. Soit
e >0etue C®M). Il est clair qu’il existe § > 0 tel que, pour tout z € OM et tout
v € C(Bg(9)), on ait

(L) <ctmrva fsecn( 1)
(voir [14])

On choisit un recouvrement fini (Uy)1<k<x de M tel que, si x € OM NUg pour 1 <k < K,
alors il existe y € OM tel que Uy, = B, (J). On choisit aussi une partition de I'unité (7 )1<r<x
de classe C'™ associée & ce recouvrement et qui vérifie (voir [14]):
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1) pour tout k € {1..K'}, \/n, est aussi C*°(M);
2) pour tout k € {1..K} et x € M, ni(z) € [0,1].

On a
/ 2ds _/ anu )dsg = Z/ (v/Mru) dsg
oM

kex keK
ou K = {1,..,K}. Par définition de ¢, cela donne

[ s, < Cat)+ 07 (/|vru>|dvq)T(AM¢%u|dsg)i

kEIC

D’apres l'inégalité de Holder et le fait que

anzl

keK

on obtient :

oz (], )3 (v ) () mi10.)

L’inégalité de Holder dit que pour p,g > 1 tels que 1% + é =1 et pour a;,b; >0, on a

1

Z“j%bjéf > a > b
7 7 ;

Ainsi,

(/ v\ﬁu|dvq> ;1(/8M77k|u|dsg>i§</aMu|dsg) <kelC/ |v\ﬁu)|dvq>

On écrit maintenant que

n—1
n

kex

/ | V(V/niu) | duy 7/ |Vu| Nedvg—+ / | V(v7e) | u2dvg+2/ < V(V1),Vu > uy/nirdug
Puisque

2 " VRV (Vik) = V(> ) =0

ke kex
on a

/ < Ve, Vu > uy/nrdug = 0
M ‘

¢ =1 I V() 12l

keK

(o) ()
g(/a u|dsg) (/Vudvg—i-C/ 2dug> '
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on obtient que




Il en découle que

T ~ T
</ u2dsg> < (Ao(n) +e¢) (/ | Vu |3dvg + C’/ u2dvg) (/ || dsg>
oM M ) M aM
ce qui démontre I’étape 1.
Etape 2 Conclusion

On raisonne par l'absurde et on suppose que le résultat est faux. Alors, il existe § > 0 tel
que, pour tout a > 0:

(fM | Vu \zdvg +a [y u2dsg> (four | uldsg)™"

(faM “2d59) n

ot A ={ue HY (M) | u/OM # 0}. Par définition de p,, il existe u, € A telle que

< Agn) =0

Ha = H[{f

vo < Ap(n)  — = (3.19)
ol ,
(fM | Vg, |§dv9 +a [, uidsg> (four | ta | dsg) ™7

(faM Uzvds.q)ﬁ

, On peut supposer que

Vo =

uitte & remplacer u, par e
Q P o PR ST

/ udv, =1 (3.20)
M

On choisit € > 0 assez petit pour que K = (Ag(n)~! — g)(Ao(n) +¢) < 1. D’apres (3.19) et
I’étape 1, il existe B. > 0 tel que

n

2
n—1 ~ n—1
(/ | Vg, |§dvg + a/ uidsg> </ | v | dsg> < (Ag(n)~! = g) </ uidsg>
M oM oM oM
=25
< <K/ | Vg, |§dvg JrBE/ uidi@) </ | ve | dsg>
M M oM

(1- K)/ | Vg, |§dug < —a/ ulds, + Be/ udv,
M oM M

D’apres (3.20), il s’ensuit qu’il existe C' > 0 tel que

Cela donne

a/ uds, < C (3.21)
oM
et

2
/M | Vug [,dvg < C

Par conséquent, il existe u € H'(M) telle que, quand « tend vers 400, u, tend vers u fai-
blement dans H!(M) et fortement dans L' (OM) et L?(OM). D’apres (3.21), on a facilement

wson =0 (3.22)
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Maintenant, posons

2
_ (Jonr [ ua [ dsg) ™

(Jon wddsg) ™
Supposons que limg,_, f M | Vug, \;dvg = 0. Alors, clairement, u est une fonction constante

et u, tend vers u fortement dans H'(M) quand « tend vers +oo. Par (3.22), u = 0.
Cependant, (3.20) implique que u # 0. Cette contradiction montre qu’il existe ¢ > 0 tel que

«

/ | Vg |3dvg >c
M
Avec (3.19), cela conduit &
A, <C (3.23)

ou C > 0. Maintenant, par (3.19), on peut écrire
> A, ( | Vg \idvg + a/ uids_[,)
M oM

> A, (/ | V(u \ dvg + / | Vu |§dvg +a/ uidsg> +0(Ay)
M oM
En utilisant (3.21), cela donne

)
Ag(n)~t — 5 > Aa/ | V(u—uq) |§dvg +0(An)
M
En utilisant 1’étape 1 et (3.22), on obtient que

/ |V a) vy > (Ao(n) +¢) 7 — B A, /Mm w)dvy > (Ao(n) + €)1 +0(Aq)

Cela donne

Ao(n) ™t = 5 = (Ao(n) +€) 7! + o(4a)

0
2
D’apres (3.23), cette inégalité ne peut pas étre vraie si € est petit. Cela termine la preuve
du théoreme 2.

3.2.2 Démonstration du théoreme 3

Le schéma de cette démonstration est assez proche de celui de la démonstration du
théoreme 1 du chapitre 1. Il comprend six étapes. L’étape 2 est spécifique a 'inégalité a
trace et permet de controler dans M les normes des fonctions étudiées alors que 1’on ne
posseéde des informations que sur OM. Cette difficulté est d’ailleurs le principal probleme
rencontré ici et il faudra avoir de temps en temps recours a des méthodes qui ne se trouvaient
pas du tout dans la démonstration du théoreme 1 du chapitre 1. Afin d’éviter I’apparition
de constantes en utilisant I'inégalité de Holder, on supposera par la suite que Vol(OM) = 1.
La démonstration de ce théoreme se fait par ’absurde. On suppose donc que le théoréme
est faux. Il est alors facile de voir (cf. chapitre 1) qu’il existe une suite (ey), qui tend vers
0 quand « tend vers +oo et telle que, pour tout a > 0:

- -1
Ha < AO(n)
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2
- (fM | Vu |§dvg + afaM U,2dsg) (faM | u |1+Eadsg) (n—1)(I+ea)

o = in — = inf I, (u)
A (Jonr u?dsg) ™ A

et olt
A:{uEHl(M)\uZO;/ u?ds, =1}
oM

Puisque pq < flo(n)’l, les méthodes classiques déja utilisées aux chapitres 1 et 2 montrent
qu’il existe u, € A telle que I, (uq) = po. En écrivant 'équation d’Euler de u,, on obtient
que:

Aguq = 0 sur M
(Eoc) Agu 2
2405 + =3 Bauyr = koua sur  OM
ou
ey
n—1)(1teq
Aa = (/ u(ll—i_sang)
oM
<71>?1+ 71
B, = (/ | Vug |§dvg +a> (/ u}!+€adsg)
M oM
ko = 2dv, A 2
@ - 2M|Vua|g Ug a+mua
Remarques:

1- Par la suite, sauf mention contraire, toutes les limites seront a prendre quand « tend vers
+o00. D’autre part, chaque suite bornée pourra étre considérée comme convergente, quitte a
en extraire une sous-suite.

2- Dans toute la démonstration, C représentera une constante strictement positive indépendante
de a.

De I, (uq) < i, On tire:
limA, =0

On applique T'(Ag(n) + €,B.) & ug. 1l vient :

1< <A0(n)/ | Vg |§dvg + B€> (/ uadsg) .
M oM

< (Ao(n)/ | Vug, |§dvg + Be> Ao
M

On en tire, en faisant tendre « vers +oo puis € vers 0, que
~ -1
limAa/ | Vg \idvg > Ap(n)
M

Enfin, en utilisant de nouveau I, (uqs) < fiq, on obtient facilement :

limaA, =0 (3.24)

-1

Jim A, / | Vit [2dvy = Ao(n) (3.25)
M
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lim B, ulteeds, = Ag(n) (3.26)

Ap(n) (3.27)

Notons maintenant x, un maximum de u,. Par le principe de maximum, x, € OM.
Etape 1 Montrons que, pour tout § >0, on a:
1+eq
fBMmBma(éAa) Uy dsg
1+ea
Jonr ua < dsg

Soit § > 0 fixé. Notons U, = Aj'(exp,, ) (M) N B(0,6) C R™, ou exp,,, a été choisie de
maniere a ce que les coordonnées normales (x1,..,2,) induites vérifient 9, (z,) = %(ma).

lim inf >0

Posons également V,, = U, N A7 (exp,, ) (OM). Enfin, pour z € Uy, posons :

ga(x = (expma)*g(Aax)
() = | ua ||;olua(e-rpwa(‘4ax))

)
)

Compte tenu de (E,), @, vérifie:

Ay, Pa = 0 sur U,
(E,) 28"3% + %BQH Ug, ||;01+6"gog§¥ = kopo sur V,
¢a(0) = 1
Il est clair que:
Jo — & dans C1(U,,) (3.28)

ot £ est la métrique euclidienne standard de R™. On regarde maintenant (E,) en z,,. Puisque

af,;:“ (xa) > 0 et d’apres (3.27), on a:

Bo < O ua [l (3.29)

En particulier, lim || u,, ||, = +oo. I découle alors de (E,) que, par des estimées standard
sur les opérateurs elliptiques (voir [22]), (¢a)a est bornée dans C*(B(0,6)NR%) (0 < a < 1).
D’apreés le théoreme d’Ascoli, il existe ¢ € C*(R"}) telle que ¢, — ¢ dans C*(B(0,0) NRY})
pour tout § > 0. On a aussi, par définition de ¢, :

1+e€q _Al— —(1+€q) 1de,
[ ekrends,, = Al o 150 uktee ds,
OMNB,,, (6Aa)

o

Par définition de A, on a alors:

1+5ad

« L*l( a—l) —(1+e€q faMﬂBma (6A“) U‘a Sg

/ padsg, = Aa® T [ ug 0 Lread (3:30)
v, onm Yo 9

Puisque lim A, = lim e, = 0, la relation (3.26) implique que

1—n 1—n
A7 T < AT < 0B,
La relation (3.29) entraine alors que:
+ea ng

1
/. m
OMNB,,, (6A,) "o
/ pa’ " dsg, < C ! 1+Zad
” faM Uex Sg
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D’autre part, d’apres (3.28) et le fait que ¢(0) vaut clairement 1, on a:

1im/ pLteads,, :/ wdsg >0
Va, B(0,)NaR’}

Cela termine la démonstration de I’étape.

Remarque : On déduit de (3.30) que:

n—1

lim Ag? V| uy |20 = >0

De plus, en écrivant que

[ erdsa = A 12 [ wds, (331
Va OMNB,,, (6A0)

et en raisonnant de méme, on obtient :
lim A ug |2, =C >0 (3.32)
On en déduit que:
lim || uy |2 = C; lim B = C et lim A = C (3.33)

Etape 2 Soit (ca)a C R une suite telle que hmf—: = 0. Alors, il existe (Va)a C RY
vérifiant :
(%) lim 2= =0

(k) lim % =0

R

(x * %) mea(%) ugdvg = o(

v

)

On reprend les notations de I’étape précédente. Soit § > 0, on a

2 _ —2 2
[ 190a Bdoy, =22 wa |12 [ | Vua e,
Ua Bz, (64a)
D’apres (3.25) et (3.32), on voit que

/ | Voo |5 dvg, < C

Ua

ott C' est une constante indépendante de 6. D’autre part, on sait que ¢, — ¢ dans C*(B(0,6)N

R’). Donc
lim/ | Voo |Z dvg,, :/
Ua ° B(0,6

)

: | Ve [gdve

On en déduit que | Vo |, € L*(R"}). De méme, on montre que ¢ oR" € LY(OR} )N L*(ORY).
En reprenant la démonstration du lemme 1, on montre alors que, quand § tend vers +oo,

/ ©?dve = 0(0?) (3.34)
B(0,6)nR’}

De plus,

|l A [ ada,
Ua Bz (6Aa)
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En utilisant (3.32), on a alors:

lim A;l/ utdv, = C/ B ?dv,
B, (6A4) B(0,0)nR’}

En posant

Ts.0 = 5*214;1/ u?dv,
B, (0A)

on déduit de (3.34) que

lim lim Ts5, =0

d—00 @x—00
On peut alors clairement choisir une suite diagonale (), N, ¢’est-a-dire une suite stric-
tement croissante et tendant vers +oo avec k telle que limy_ o T o, = 0. Ainsi, quitte a
extraire une sous-suite, il existe une suite (d4)q tendant vers 4+oo telle que lim T, o = 0. On
peut par exemple définir J, par d,, = k. Quitte a choisir o, plus grand, on peut supposer
que 0, a une croissance aussi lente que 1'on veut vers +oo. En particulier, on prendra .,
tel que dq = o(5*). On posera alors 7o = daAq. On vérifie facilement que (74 )a vérifie (x),
(k) et (x %), ce qui termine la preuve de I’étape.

Etape 3 Soit (co)a une suite de nombres strictement positifs telle que lim ’3—: =0. Ona

alors :

1+e€q

. faMﬂBma(ca) Uy dsy

lim =1
/. ubteeds
oM Ya g

Soit n € C*°(R) telle que:

@ n([0,3]) = {1}
(i) n([1,+ ool) = {0}
(iid) 0<n<1

k
Pour k € N, posons: 7q,, = (n(c;ldg(.,xa)))2 . Multiplions (E,) par uan(ik et intégrons
sur OM. Cela donne

2
2Aa/ | Vuana,k |§dvg - 2Aa/ | Va.k |§uidvg + 7Ba/ 2 pulteeds,
M M n—1 oM

= ka / (uana,k)Zng (335)
oM

On remarque que, quitte & remplacer (¢, ) Par (Va)e donnée par I'étape précédente, on
peut supposer que:

En tenant compte du fait que

on en déduit facilement que
. 2 92
limAq [ | Vi [ugdvg =0
M

On applique maintenant T'(Ag(n) + €,B) & (uana.x). Cela conduit, avec (3.35), a:
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2
2Aa/ | Vuana,k |3dvg + e(ak) + 7]3(1/ nikuéﬂa dsg =
M n—1 oM

n—1
n

ke ((flo(n) + 6)/ | Vuala k \zdvg + Be/ (uana’k)2dsg> X
M oM

2
n(l+eq)
( / <na,kua>1“adsg) (3.36)
oM

2, 14en

A, = lim faMna’k o " dsg

k 1+6ad
faM Uor Sg

. . (a,kua)' " ds
Ae = lim Joa (o o g

faM ua " dsg

limAa/ | Vuana,k |zdvg
M

ou lim e(a,k) = 0. Posons:

Ly

Par définition de 74, on a, pour tout k € N:

- . _yulteads
A1 A1 A <A < p=lim faMﬂBma(cﬁZE J (3.37)
Jonr ua " dsg
et, d’apres l'étape 1:
3C > 0tq. Yk € NN, > C (3.38)

La relation (3.26) implique que:

lim Ba/ n2 pubteeds, = flo(n)_lx\k
oM

et (3.27) conduit a:
1imka/ (uan%k)stg <C
oM

En particulier, (3.35) entraine que L < 4o00. Par définition de A,, on a:

2
e N
. 2 I+ea e
hm/ ‘ VuaNa,k ‘gdvg (/ (na,kua) +e d3g> — Lk)\]i T (1)
M oM

L’équation (3.36), la relation (3.27) et le fait que lim A, = 0 nous donnent alors, en passant
a la limite:

n—1
n

2 o1 2 ooaf g AT
R YUNET - U (CRURRIA TS

n—1

En posant Ly = zzlo(n)Lk et en faisant tendre € vers 0, on obtient :

~ 2 2n ~n-t.2
2L A < L™ A\
kBt n—1"=n-17%k k
Posons alors, pour z,y,z: f(z,y,z) = %x";ly% — (%z + 2z). En dérivant f par rapport

a @, on voit que: f(z,y.2) < f(y?.2). Ainsi: f(Lp, k) < FOF A0 = =25 (A — Ap).
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Cela donne )\, < 5\2 Les relations (3.37) et (3.38) impliquent alors que, pour tout N € N,
0<C <\ <p. Pulbque 1 <1, on a nécessairement p = 1 ce qui démontre I’étape.
Remarque: On déduit de ce qui précéde que, de plus, lim L, = lim )\i = 1 En revenant a
(3.35), on montre alors facilement que pour toute suite (c,)q vérifiant lim 4= =0,

lim uldsy =1 (3.39)
OMNB,,, (ca)

On vient de voir que lim Lj, = 1. On en déduit facilement que, pour toute suite (ca ) vérifiant
lim A“ =0,o0n a

lim A, / | Vug [2dvg = Ag(n)™" (3.40)
To (ca)

Etape 4 1l existe C > 0 tel que, pour tout x € OM :
ua(ar:)d(ac,gﬁa)T%1 <C
ot d est la distance relative a g.

Raisonnons par ’absurde. Supposons que ’assertion suivante est vraie:

n—1

o € OM t.q. Ua(Ya)d(Ya,Ta) = — +00 (H)

Soit :
n—1

Vo = Ua(Ya)d(YorTa) 2
On peut supposer que:

n—1
Va = || Ua(-)d(-vxa) : ||L<><>(6M)

On a e (Ya)d(Ya,ta) T < | ta ||l ood(Yarza) T . De (H) et (3.32), on tire alors que lim
+00. Par conséquent, il existe une suite (¢, )o tendant vers 0, telle que hm Lo = (et telle
que, pour tout § > 0,

By, (6A4) N By, (ca) NOM =0 (3.41)

Posons U, = A;l(expya)fl(M) N B(0,1). Pour = € U,, on pose aussi

ho(z) = (expy.) g(Anz)
Ya(r) = ua(ya)ilua(expya(Aax))

ou la carte exponentielle a été choisie comme & 1’étape 1 mais centrée cette fois-ci sur y, a
la place de z,. On a alors:

(E, ) Ap Yo = 0 sur [;]a
* 28}15# + %Baua (ya)ea_lw;a = k/’awa sur Va

o V,, = U, N AS (expy, ) 1 (OM). Par définition de y,, on a, pour tout z € M,

n—1 n—1

U (Yo )d(TasYa) = = ta(T)d(Tarz) = (3.42)

(0]

d(ya,wa) —



Soit maintenant = € B, (A,) N OM. D’apres (H) et (3.32), on a, pour « grand,

d(@,9a) < Aa < C|l tta |27 < Ctta(ya) ™7 < d(warya)

DN | =

Donc 1 1
d(.’L‘,SL‘a) Z d<xa7ya) - d(maya) Z d(xavyoc) - §d(xaaya) Z §d(-rouyoc)

Ainsi, en utilisant (3.42),

n—1 1 n—1

Ua (Yo )d(TasYa) 2 > it o (2)d(Ta,Ya)

Finalement, on obtient que
| wa ||L°°(Bya(Aa)ﬁc’)M) < Cua(ya)

Ainsi, || Ya ||~ g,y < C et le second membre de (E.) est borné. Comme & I'étape 1, on
trouve ¢ € C*(R"} N B(0,1)) telle que

{ o = dans  CL(R} N B(0,1))
$(0) =1

Il en découle que

lim [ ¢Sdsp, >0 (3.43)
Va

Soit maintenant 7, = 1 —1((244)1d(.,ya)) olt 7 est défini comme & I’étape 3. On multiplie
(E4) par 7], et on intégre. Cela donne:

2
2Aa/ < Vg, Vije > dvg + 7Ba/ UL Tadsy = k:a/ UaTladsg
M n—1 oM P

M
On a donc
ucen,ds o Ua Mo ds A, N
‘[81\4&7617‘9 S C ( fdM nea g _ / < vuomvna >qug )
Jons uadsg Ba [opr uatdsg  Ba [oy, taTladsg |Jar ‘

En intégrant (Ey), on voit que By [,,, uirdsg > C [5,, tadsy. Ainsi,

faM U Madsg <C (faM UaTads, A,
Jopructdsg — Jonr wadsg Jors vadsg

/ < Vi, Vil >,dvg
M

) (3.44)

De plus, puisque supp(Vija) C By, (Aq) et puisque | Vi, |g < AQ, on a

2

< c( / | Vg |§dug> AZY(Vol(B,, (Aa)))
By, (Aa) |

n_q 2
< CAZ </B " | Vg |gdvg>

D’apres (3.25), (3.40) et (3.41), il en découle que

Nl

‘/ < Vuga,Vije >,dvg
M

=

n—3

’/ < Vg, Vijg >gdvg| = 0o(Aa” ) (3.45)
M
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On écrit maintenant que, en utilisant (3.33),

/ ubteeds, < O uq ||Z‘;/ uadsy < C/ uadsy (3.46)
oM ‘ oM ‘ oM ‘

On remarque de plus que par (3.33), I'inégalité de Holder et par définition de A,, on a

1
T+ea
/ UaTadsg < (/ (uaﬁa)lJreung) <C (uaﬁa)lJrEa ds,
oM oM oM

Les relations (3.44), (3.45) et (3.46) impliquent alors que

€am e 1+eq _
faM ug adsg <C faM (Uafla) dsg Aq A"TS
€a = 1+eq 1+eq 0( « )
Jons wadsg Jous o dsy Jous o dsgy

Par définition de A, et par (3.33), on a

Aa ";3 "T_lea
MO(% ) =o0(Aa® ) =0(1)
M T« k

D’apres I'étape 3 et (3.41), on a

~ \1+eq
mfaM (uana) * dsg

li =0
1+eq
Jons ua dsg
Cela donne
uen,ds
lim Joar U5 a5y _
Jons uadsg
Finalement, on obtient que
/ ueds
lim ~PvalA)0OM "o 79 _ (3.47)

Jons uadsy

Il reste a écrire que

/ Yedsn, = AL Mg (ya) 5 / o (ya)“ ds,
Va B, (Aa)NOM

usrds
. Aé,nfoJAa)sz g / ueds, (3.48)
Jonr e dsy oM

En intégrant (E, ), on voit que

/ ods, < < d <C(
u a8, < — UadSg < —
BMQ I Ba oM g Boc

D’apres (3.26) et la définition de A,, on a alors

1
TFea
/ (uaﬁa)H—EQ d59>
oM

/ uteds, < CAR™? (3.49)
oM
On obtient enfin, avec (3.47) et (3.48), que

lim/ Yerdsy, =0
Va
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Cela contredit (3.43) ce qui prouve que (H) est fausse et termine la démonstration de ’étape.

On fixe maintenant ¢ > 0. On note (21,q;..;%n—1,a) les coordonnées dans la carte expo-
nentielle de M centrée en x,. On note aussi t, la distance d’un point de M a M. Les
coordonnées (Z1,q;..-; Tn—1,0;ta) définies sur un voisinage de z, forment un systéme de
coordonnées de Fermi (voir par exemple [16]). On pose alors

W=

Ta = (21 0+ 05 10 +12)
Enfin, on définit, pour r > 0 suffisamment petit, B,(r) ={y € M | r, < r}.
Etape 5 Quelques estimées

a- Montrons que :

B, / ulteeds, < CA, (3.50)
OM—DB/(c)
/ uds, < CA, (3.51)
OM—B(c)
et
/ | Vg [2dv, < C (3.52)
M —B,(c)

Soit ® une solution du probléeme suivant

AP=1 sur M
(Eq)){ d=0 sur OM

Puisque u, est harmonique sur M, on a

O:/ aguaq)dsg:/ 8g—q)uadngr/ (AyP)uqdyy
a o M

M ov M ov

Ainsi,
n—1
/ Uadvg < C/ uadsy < CA? (3.53)
M oM

De plus, on sait (voir par exemple le chapitre 1) qu'il existe deux constantes A,B > 0 telles
que, pour tout u € C*°(M),

/ u?dv, < (A/ | Vu [ dvg + B/ u2dvg> (/ | w | dvg>
M M M M

En appliquant ce résultat & u,, on obtient, grace a (3.25) et (3.53), que

n—

/ uidv, < CAZT? < C (3.54)
M

Gréce a I’étape 4 et en remarquant que, sur OM, ro = d(.,24):

_ (n—1)(1—eq)

/ ulds, < C/ ulteor, 2 dsg < C/ ubteeds,
OM—DB,(c) OM—DBq(c) oM
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D’ou, par définition de A,,
/ wtds, < CAn? (3.55)
OM—B,(c)

Posons 7, = 1 — n(c¢™'ry) ot 7 est comme & P'étape 3. On multiplie maintenant (E,) par
Mo n

7 2
(1,,) uq et on integre. On obtient que

;2 2 4 2 lie ;2
24, | Vuan, |,dvg — 244 | Vg | uadvg + ——Bq U () dsg
M ) M | n—1 oM

~ ka / (myua) ds, (3.56)
OM

D’apres (3.54),
r 2
2Aa/ | Vi, |guidvg < CA,
M

La relation (3.55) étant valable pour tout choix de ¢, on a

’ 2 n—1
/ (Nola) dsg < CAL2
oM
Sin > 3, on en déduit que
’ 2
/ (Nata) dsg < CA,
oM

et on tire de (3.56) que

;2
Ba ui+6u (na) ng S CAO‘
oM

;o2
Aa/ | Vuan, |,dvg < CAq
M

11 vient alors immédiatement (3.50), (3.51) et (3.52). Si par contre n = 2, le raisonnement
précédent n’est plus suffisant. En effet, dans ce cas, on a seulement

/W (ntte) dsy < CA3 (3.57)

De (3.56), on tire alors que

2 1
B, ubtee(n,) ds, < CA2
oM

et
A, / | Vit [ dvg < CAR (3.58)
y ‘

Le choix de n étant arbitraire, on a en fait aussi

’ 1+€q L
B, (N ta) dsg < CAZ (3.59)
oM

On applique T(A,B) a (uan;). D’apres I'inégalité de Holder, on a

! 2
oM

79



;2 ’ 2 é ’ 1+e€q 1+1€0¢
(A/ | Vg, |gdv!] + B/ (Mata) dsg) (/ (Mo Ua) dsg)
M oM oM

1

On déduit maintenant de (3.57), (3.59), (3.58), (3.60) et du fait que B, > CAy? que

/ (n;ua)stg < CAE
oM

(3.60)

1
On a aussi utilisé pour obtenir cette relation que, par (3.33), on a Ay*> < CA,. En

raisonnant de méme, la relation (3.56) montre que

’ 1+eq 3
B, (N ta) dsg < CA3
oM ’

et
r 2 3
Aa/ | Vuan, |,dvg < CAq
M

et la relation (3.60) montre que
’ 2 9
/ (NoUa) dsg < CA§ < CA,
oM
Avec (3.59), on en déduit facilement (3.50), (3.51) et (3.52).
Dans tout ce qui suit, on note 1, = n(c~'ry), n étant définie comme & 1’étape 3.

b- Montrons que :

/ | Vg |3tanidvg <C
M
et

/ | Vg \iridvg <C
M

/ | Vg \Ztar]idvg = —/ < Vua,V(tani) >4 Uadug
M M

1 L[ Oy(tamd)
=3 /M uZ Ag(tar)dvg — B /azw gTuing

(3.61)

(3.62)

Il faut en effet remarquer que les autres termes provenant de l'intégration par partie sont

nuls car t, = 0 sur OM. D’apres (3.54), on a

‘/ U2 Ay (tam2)do,| < C/ uZdv, < C
M M

On a aussi:

2
/ ag (tana) uidsg
OM 81/

Cela prouve (3.61). Prouvons maintenant (3.62). On a

<(C uidsg <(C
OM

Oyu
/ | Vg, |§T§dvg :/ I 2 ugrids, + 2/ < Vug,VTe >4 UaTadvg
M om OV M
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g e

Soit x € OM tel que =4 *(z) > 0. Alors, d’apres (E,) et le fait que ko, < C, on voit que
1—n

1—n
Ba < C(ua(z)) . Avec D'étape 4, on obtient (ro(z)) 2 > C(rq(z)) = ™) > CB,.
D’apres les équivalences déja obtenues entre A, et By, cela montre que r,, < tgA, ou tg > 0.

Ainsi, sur OM — By, (toAq), on a 8%%(x) < 0. On en déduit que

0, 0, 0,
/ g% Uar2ds, < / gla Uar2ds, < C’Ai/ g%a Uadsg
om Ov Bg,, (toAa) ov om OV

On a, d’apres (3.25) et (E,):

/ Oyt UadSgy :/ | Vg [Pdv, < CAGY
om OV M

En particulier,

OgUa 9
UaThdsg < C 3.64
| ) (3.64)

Ecrivons que, pour tout € > 0, on a
2 92 2 2 2
2 < Vue,Vre >g uaradvg < 2€ | Vug, |qradvg + - | V7o |quadvg
M M ’ €Jm ’
Ainsi, avec (3.54), pour tout € > 0,
2/ < Vug,Vreg >g taradvg < 26/ | Vg |§ridvg +C.
M M

On obtient alors (3.62) en utilisant (3.63) et (3.64).

c- Montrons que
/6 (aro)ds, < CA, (3.65)

D’apres (3.33) et en utilisant Pétape 4, on écrit que

/ (uara)2dsg:/ N (uara)2d5g+/ N (uara)zdsg
oM OM—B,, (AZ) By, (AS)

0 2H(2—€a) 52 2
<C L UL 2 dsg + Ay L usdsg
OM—B,,(AZ) B

T

Puisque r,, < C, on obtient que
/ (U(xra)2d5g < C’/ L usersTds, + C A,
oM OM—B,, (A2)
Si maintenant n < 3. Alors, on écrit que 2" < C, ce qui donne avec (3.49) que

/ L uberids, < CAMT < CA,
OM—B,, (A2)

3—n
Si par contre, n > 3, on a r>"" > A, ce qui implique, toujours avec (3.49) que

_ —1435n
/ L userdTds, < CAq T <A,
OM—B,, (AZ)
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On en déduit (3.65).

d- Montrons que :

n+1

/ utteerids, < CAu2
oM

On multiplie (E,) par u,r2 et on intégre sur M. Cela donne:

O,u 2 2
2Aa/ I ur2ds +7Ba/ ulteerZds :ka/ (uaTa) ds
om OV -1 oM ! oM Vs
D’apres (3.27) et (3.65), on a
ka/ (uara)2dsg < CA,
oM

D’autre part, d’apres (3.64), on a

Dgla
’2Aa/ g uaridsg
om O

< CA,

Cela entraine alors que
Ba/ utteer2ds, < CA,
oM

1—n
On a vu d’autre part que B, < CA,? . La relation (3.66) en découle.

Etape 6 Conclusion

(3.66)

Par définition de Ag(n), on a, toujours dans les coordonnées de Fermi définies précédemment,

< / (u%)?dsg) < Ay(n) / | Vg |Zdv§< / uanad55> N
oM M oM

D’autre part, on sait que dans ces coordonnées, on a (voir [16])
1—Cty—Cr2 <g<1+Cty+Cr?

en tant que formes bilinéaires. Ainsi, puisque t, = 0 sur OM,

(/ (Uana)2d55> . > (/ (uana)2d89 -C (Uanaroc)2dsg>
oM oM oM

D’apres (3.65), on a

n
n—1

/ (Uanara)stg < CA,
OM

De plus, avec (3.51),

/ (uana)stg—/ uidsg
oM oM

On en déduit que

/ (uana)Qng - 1’ < CA,
oM

n

(/ (uana)2d85> " >(1- CAa)ﬁ
OM
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et donc qu’il existe une autre constante C' > 0 telle que

T
< / (uana)2d55> >1-CA, (3.69)

oM

Avec (3.68), on peut écrire que
/ | Vuana |gdv§ < / | Vuana |§dvg + C’/ | Vuana |3tadvg +C/ | Vuana |§ridvg
M M M M
En développant et en utilisant (3.54) et (3.61), on voit que
2 2 2
/M | Vuana |gtadvg <C </M | Vg, |gta773dvg + /M | Vo |gtauidvg> <C

De méme, avec (3.62),
2
/M | Vuana |gridvg <C
Enfin, avec (3.52), on a
2 2
/M | Vuana |gdvg < /M | Vg \gdvg +C
Finalement,

/ | Vitadta [dve < / | Vit [2dug + C (3.70)
M M

On remarque que si ¢ est assez petit, Volg (supp(na)) < 1. Ainsi, d’apres l'inégalité de

Holder, on a:
= (e
(] ot < (] )
oM oM

De (3.68), on tire:

7= e ren o (C=yEe]
/ UaTadse < / (Uana) " “dsg + C/ (uama) " ridsg
oM oM aM

Puisque B, > C’Aa%n, la relation (3.50) montre que

n+1
/ (uana)1+€“dsg < / ubteeds, + C AL
oM oM

Avec la relation (3.66), on obtient que

= ) ni1\ GDOTED
/ UaNadse < / Ug T TE dsg + CAL?
oM oM

En reprenant la définition de A, cela donne:
2 2
n—1 1 (n=1)(1+eq) 9
</ uanads§> < </ Uy +Eudsg) + CAa (371)
oM oM
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On déduit alors des relations (3.67), (3.69), (3.70) et (3.71) que

N ) . (= eezre) )
1< Ap(n) | Vug [,dvg +C U vdsg +CA; | + CA,
M ‘ oM

Avec la relation (3.25) et la définition de A,, on obtient alors que

- ) e T ()
1< Ag(n) | | Vua [,dvg Ug " cdsg +CA, (3.72)
M oM

- -1
De plus, puisque o = In(uq) < Ap(n) , on a

2
(n=1)(+ea)
1= (Hal/ | Vg |§dvg +,ua1a) (/ ua1+€adsg)
M oM

" ) i e Gy
> | Ao(n) | Vug [dvg + Ag(n)a U " cdsy
M oM

En divisant cette inégalité ainsi que l'inégalité (3.72) par A,, on obtient que
Ao(n)/ | Vi [2dvg + Ag(n)a < Ao(n)/ | Vug [2dvg + C
M M
C’est a dire }
Ap(n)a < C

Ce résultat étant faux, cela prouve le théoreme 3.

3.3 Appendice: preuve du lemme 4

Définissons, pour p = (p1,..,pn) € R" et (x,t) € RY :

L(p)(zt) = ((f(xat) —p1)2 + (p2 — xl)Q + o+ (pn — xnﬂ)?)

ou || || désigne la norme associée au produit scalaire canonique de R". Choisissons
p=(—c+er,.en)

oll ¢ est grand et ol ¢; < % Sit > 0 fixé, le théoreme 6.6 de Milnor [30] dit que ’ensemble
E; C R" des p pour lesquels L(p)(.,t) a au moins un point critique dégénéré est de mesure
nulle. L’ensemble des (p,t) € R" xR tels que L(p)(.,t) a au moins un point critique dégénéré
est donc aussi de mesure nulle. Cela permet de choisir les ¢; tels que 'ensemble des ¢ tels
que p € E; soit de mesure nulle dans R. Posons maintenant, pour (z,t) € R’y

L(p)(z,t) — c?

g(w.t) = 2c

Comme:

Lpt) (@) = ((f(x,t) + ¢ — e1)” + (2 — ) + o+ (e — 2" 1))

on voit que lon peut supposer g > 0 (car si 0 € supp(f) et si €; est assez petit, alors
(flxt)+c— 61)2 > ¢?). On voit également que g (resp. d19,..,0n,_19,0;9) tend vers f (resp.
019,--,0n—19,0¢g) uniformément quand ¢ tend vers +oco (il ne faut pas oublier que ¢; < %)
Pour tout p > 0, nous avons donc montré que 'on pouvait trouver g, telle que || g, — f ||, <

84



%, | Oigp — Oif |l oo < % et || Orgp — 0if |l o < %. De plus, g, est de classe C'™ sur son support
K, C K. Pour presque tout ¢ > 0, le nombre de points critiques de g,(.,t) est fini (car les
points critiques non dégénérés sont des points isolés). Ainsi, 'ensemble des (o,t) € (Ry)? tels
que « est une valeur critique de g,(.,t) est de mesure nulle. On peut donc choisir ¢, € [%,%]
tel que, pour presque tout ¢ > 0, v, ne soit pas une valeur critique pour g(.,t). Posons:

Ap ={gp(zt) > o} et A = {gp(x,t) < —ap}

Quitte a remplacer g, par (g, —ap)la, +(9p +p)la_, (1¢ désignant la fonction indicatrice
de l’ensemble C') et & raisonner comme dans le théoréme de [3], on peut supposer que, pour
presque tout ¢t > 0, 0K, NR; est une sous-variété de dimension n — 2 de R;. Cela termine la
démonstration du lemme.
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Chapitre 4

Inégalité de Sobolev a trace
explicite pour les domaines
étoilés bornés dont le bord est a
courbure de Ricci positive

4.1 Introduction

Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3. Un résultat classique
montre qu’il existe deux constantes A,B > 0 telles que, pour tout u € C*°(M)
n—2

(/u) §A/|Vu|2+B/|u\2 S(A,B)
1% 1% 1%

Si OM # 0, un résultat similaire dit qu’il existe A,B > 0 tels que, pour tout u € C*(M),

(/ |uq)q§A/Vu2+B/ o ? S(A,B)
ov 1% ov
2(n—1)

2y est 'exposant critique dans inclusion de I'espace HY(V) dans Li(dV).
L’étude des constantes A et B dans ces deux inégalités a fait 'objet de nombreux travaux
(voir par exemple [2], [5], [13], [12], [19], [26], [27], [29]). En particulier, si la courbure de Ricci
de M est positive, Ilias a calculé explicitement dans [28] des constantes A et B positives
telles que S(A,B) soit vraie pour tout u € C*°(M). Ce chapitre vise & obtenir des résultats
similaires & ceux d’'Ilias dans le cas de I'inégalité S(A,B) pour les variétés & bord. La méthode
utilisée suit celle d'Tlias. Cependant, les problemes rencontrés y sont différents. En effet, la
symétrisation utilisée par Ilias n’est pas adaptée au cas des inégalités a trace. Il faut donc
avoir recours a une symétrisation cylindrique telle que rencontrée dans le chapitre précédent
et qui apporte beaucoup de difficultés. Le résultat obtenu est le suivant :

ol q =

Théoréme 1 Soit D C R" un domaine étoilé en 0 € D — 0D tel que la métrique g, induite
par la métrique standard de R™ sur 0D, satisfasse Ricg > (n—1)Kg avec K > 0. Soit aussi
ro > 0 tel que B(0,rg) C D. Enfin, soit k > 0 tel que | < ﬁ,17> | <k pour tout x € D et
tout vecteur unitaire U tangent 4 0D. On suppose que k < 1. Pour tout w € C*°(D), on a

alors
2

([ 1ur) <am) [ 1vupsso) [l
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ot .
4m? K~ 'Vol(dD) =1
(n—2)(1 = k2)(1 — k)*/?rg

A(D) = et B(D) = Vol(dD) ™71

4.2 Démonstration du théoreme 1

La démonstration du théoréme 1 consiste a déformer la boule unité standard de R™ afin
de la comparer au domaine D. Elle se fait en deux étapes, la premiére ayant pour but de
controler la métrique lors de cette déformation. En premier lieu, quitte a remplacer D par
VKD, on peut supposer que K = 1. Puisque pour tout v € C*(D), IV | w| | = |Vu|
presque partout, on peut montrer le théoréeme pour u > 0. Considérons le difféomorphisme

b 101l xdD — D-{0}
' (t,x) — tx

Par construction, ¢ est une isométrie de (]0,1] x 9D,¢*¢) sur (D —{0},£) ol € est la métrique
standard de R"™. Montrons d’abord que

Etape 1
¢ ¢ > (1 — k) (radt* +t%9)

Calculons ¢*¢. Fixons (to,20) €]0,1]x9D. Chaque vecteur v de I'espace tangent T{y, 4,)]0,1] x
0D peut s’écrire (74(0),75(0)) ol (71,72) est un chemin de ]0,1] x 9D défini sur un voisinage
de 0 et qui vérifie 1 (0) = tg et 72(0) = xp. On calcule alors

¢"E(v,0) =< ¢(711(0),72(0)),04 (711 (0),72(0)) >
ol < .,. > est le produit scalaire standard sur R". Il faut voir que

804 (0)35(0)) = L (5)12(s) a0 = 1 (O} + 1075(0)

Ainsi,
" 2
$*E(v,0) =1 (00 zo [I” + 3] 75(0) [I” + 2t071(0) < 20,75(0) >
La définition de k£ implique que
2
26671(0)] < 20,75(0) > | < 26071 (0)k| 45(0) | zo || < K5l ¥2(0) I + kv1 (0)?]| o ||*
D’ou: , )
¢*E(v,0) 2 (1= k)(11(0)%[ zo I + 23] 72(0) 1)
Considérons Q = r3dt* 4+ t?g. On a
2 2
7(0)%]| o [I” + 5l 72(0) ||
71(0)2r3 + 3] 74(0) |I”

¢*E(v,w)

Q(v,v) z(1-k)

En utilisant la définition de ro, on a || o || > r2, ce qui prouve I'étape 1.
Etape 2 Conclusion
Considérons les ensembles suivants :
M(9D) = {v € C*°(dD) t.q. v n’a que des points critiques non-dégénérés }
et

M’ (D) = {u € C*>(D) t.q. pour tout t €]0,1], u(t,.) € M(dD)}
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D’apres des résultats standard de la théorie de Morse (voir le chapitre précédent), on peut se
restreindre & M'(D) (autrement dit, si 'inégalité cherchée est vraie pour tout u € M’(D),
elle sera vraie pour tout u € C*°(D)). Soit maintenant 3 = Vol(0D)/wp—1 ol w1 est
le volume de la sphere standard (S™~1,h) de dimension n — 1. On rappelle un résultat de
Gromov [23]: si T est un domaine de D, et B une boule géodésique de (S™~1,h) avec
Volg (F) = BVoly (B), alors

Volz(0T") < BV ol (0B)

A chaque v € M(AD), on associe une fonction radiale décroissante v* sur S"~! definie par
Volg (v > )\) = GVol, (v* > )\)

pour tout A > 0. Il est bien connu (voir [28] ou le théoréme 5.4 de [24]) que v* est unique,
bien définie, que

/ v"dv(g) = 3 (v*)™dv(h) (4.1)
oD sn-1
et que

/{QD Vo [2duy > 5/%1 | Vo* do(h) (4.2)

De plus, en utilisant les résultats du chapitre précédent, on peut montrer le lemme suivant :
Lemme 1 Soit f,g € C*°(0D). On a alors

/\f—WWMQZﬁ/ =g N du()
oD gn-1

pour tout N > 1.

Fixons u € M/(D), u # 0. On définit @ sur B(0,1) en coordonnées polaires (t,z) €]0,1] x 9D
par 4(t,.) = (u(t,.))". Soit ,t' €]0,1]. On utilise le lemme 1 avec f = u(t,.) et g = u(t',.).
Cela donne:

. - - L.
dmfadt) = a(t's) v gn-1y < 87% Tim Ju(t.) = u(®'s) v an)

Ainsi,
H ’EL(L.) - ﬂ(t/r) ||oo < || u(tv') - u(tlv') Hoo

Cela entraine donc facilement que
I a(t,.) —at',.) [l < CIt' = (4.3)

ot C > 0 ne dépend pas de t et . Il s’ensuit que 4 est presque partout différentiable en t.
On applique une nouvelle fois le lemme 1 avec f = u(t,.), g = u(t’,.) et N = 2. Cela donne,
en utilisant (4.3) pour pouvoir appliquer le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue,

) o (ute) —u )\
AD@mumw@m»iélm(w_ﬂ)M@@>

pt—t

a(t,x) — u(t’ )|

v —t| ) dv(h)(x) = 8 (9y)? (t,x)dv(h)(x)

Sn—1

>0 lim(

gn—1 t'—t

En multipliant cette inégalité par rot" ! et en intégrant pour ¢ €]0,1[, on obtient que

/ (Dru)*dv(9) > Bro / (0vit)? (4.4)
10,1]x8D

B(0,1)
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olt Q est la métrique Q = r3dt? + t2g sur ]0,1] x dD. Maintenant, d’aprés (4.1), on a

/ u™dv(g) =0 a"dv(h) (4.5)
oD sn-1

et d’apres (4.2),
| Ivute) By =5 [ (v
oD Sn—1

Multiplions cette derniére inégalité par t"~3. Cela donne:
-2 2 2- ~ 2 2
/a £ Vult,) [2de(?g) > 5 [ | Vie,) ayde(2h) (4.6)
D sn—

ot t2h est la métrique standard sur tS™~1. Considérons maintenant, pour (¢,x) €]0,1] x 9D
2 2 2
| Vru |*(t,2) = | Vu |£(t,x) — (Og(zyu)”(t,x)

ou 7i(z) est le vecteur normal unitaire extérieur pour D en = € dD. Soit (¢,z) €]0,1] x 9D.
Considérons (z71,...,4" 1) la carte exponentielle en & € 9D pour la métrique g. Puisque

g est induite par la métrique euclidienne sur 9D, {a%l(x),...,a%_l(x)} est une famille

orthonormée de vecteurs orthogonaux a 7i(z). Ainsi, | Vou [*(t,2) = Z?;ll (8;u)*(t,x). Par
ailleurs, u(t,x) s’écrit u(tx) dans R™. Ainsi

72| Vu(t,) |2 =t72| Vu(t.) |2 =t i (Byu(t.))*(t,x) = i (8;u) (t,z)

Finalement,
72| Vu(t,.) [2(z) = | Vou [*(t,2)

On multiplie maintenant la relation (4.6) par rot"~! et on intégre pour ¢ € [0,1]. On obtient

/ | Vou [2do(Q) > Bro / | Vi [Pdv(€) (4.7)
10,1]x8D

B(0,1)
oll, en coordonnées polaires (¢,z) €]0,1] x S"~! sur B(0,1):

| Vi [*(te) = | Va [{(te) — (0:0)* (1)

On écrit maintenant, pour z € D et K = 1, x = a(z)ii(z) 4 b(z)T(x) ou 7i(x) est le vecteur
unitaire normal extérieur pour D en z et ou T'(x) est un vecteur unitaire appartenant a
lespace tangent T,0D. Il faut noter que, dans les coordonnées (t,z) sur ]0,1] x 9D, on

a 0s(8,%)/s=¢ = 0s(5T) /5=t = x. Cela implique que % = z. En conséquence, Jppyu =
%&gu — gaf(w)u. Cela donne
2 1 2 b 2 b
(O(z)u) dv(2) = (—2(8tu) + 7(8f(x)u) - 2—2(8tu)(8T~(w)u))dv(Q)
10,1]x8D 10,1]x6D @ a a

Ecrivons maintenant que pour tout XY >0, 2XY < #XQ + 1+2k2 Y?2. 1l en découle que

b 1+ k2 2b?
2z Q) Orayw)) < =5 O + Ty Oroy)”

89



De plus, si z € 9D, on a b? = | < 2,7 > |2 < k2|z|> = k%(a2 + b?). Donc Z—z < % En

remarquant que ((“):F(w)u)2 < | Vou |, on obtient que

1—k? k2
8ﬁ$u2dvﬂ > — / o) dv (£ —7/ Oz, ) dv(Q
/]0,1]><8D( (z) )" dv(2) 2sup, ), a2 ( ]0,1]><8D( hu)"dv($) 11 k2 ]0,1]><8D( T(z) )" dv(€2)

1— k2 / ) 2 / )
> o) dv(Q)) — —— Vru |“dv(Q
2supyp a* ]0,1]an( ) dv() 1+ k2 ]0,1]an‘ ru [P dv(®)
Ainsi,
/ | Vau |§du(9):/ (6ﬁ(m)u)2dv(9)—|—/ | Vou |Pdo(Q)
10,1]x8D 10,1]x8D 10,1]x8D

. 1—k? 1 ) / 2 2
> min , Oru)“dv(§2 —|—/ Vru |“dv(Q
(2supaDa2 1+ k2 ( }0,1]an( )" dv(€2) 10,1]an‘ ru [Fdo()

D’apres le théoréme de Myers (voir [25]), comme on a supposé K = 1, on sait que Diam(9D) <
1—k? 1 ) 1—k?

)
Ssupy o aZ TTR? 5.z Avec I'étape

7 et donc que supyp a? < w2, Par conséquent, min
1, (4.4) et (4.7), on obtient :

u |2dv — )/ u [Pdv
/D|v 2du(€) > (1- k) /] | Vu (@)

,1]x8D
1— k) (1 —k)"/? . N
> iy LML= ( [ @t [ v |2>
™ B(0,1) B(0,1)
Finalement,

1—E2)(1— k)2 2
Vu 2dv(€) > Br ( / Vi 4.8
[ 1 vulian = S0 vk (1.8)

D’apres les travaux d’Escobar [15], pour tout v € C*°(B(0,1)), on a

P 1

= 2 n—1 1
/ [oltdu(h) )" < oL / | Vo P +w, 7 / vdv(h)
sn-1 (n—2) Jpo sn-1

Ainsi, en utilisant (4.1) et (4.8),

( /D uqdv(g)) " g ( /B . ﬂ%v(h))g

< ﬁz 260;:1{1 / | Vil |2 + _n%l/ ~2d (h)
< Ba m W, u“dv
(n—2) B(0,1) b g

1
4w, A

2 o1 —we 2 _
<p To(l—kz)(l—k)"/z(n—m/D|V“| +08w, /ar)u dv(g)

En se rappelant de la définition de 3, cela termine la démonstration du théoréme 1.

[S1[™]
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Chapitre 5

Solutions nodales pour une
équation de type courbure
moyenne prescrite

En collaboration avec David Holcman

5.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles elliptiques sur les variétés riemanniennes faisant
intervenir I’exposant critique dans les injections de Sobolev ont fait 1'objet de nombreuses
études car elles sont a la base de problemes géométriques célebres comme par exemple le
probleme de Yamabe résolu par Aubin [4] et Schoen [32]. On considére ici (V,g) une variété
riemannienne compacte & bord C*° de dimension n > 3. On s’intéresse alors a ’équation

suivante
Aju = 0 sur 'V
E g -
( ){ du = |ul"%u sur OV
ot A, = —V'V; est le laplacien standard pour la métrique g et ol ¢ = 2((7:’:21)) est 'exposant

critique dans I'inclusion de espace H'(V) dans L4(9V'). Nous n’étudions ici que les solutions
qui changent de signe. Escobar a étudié ce type d’équations en cherchant des solutions
positives (voir [16], [17]), notamment dans le but de résoudre le probleme de la courbure
moyenne prescrite. Ce type de problémes se résout par 'utilisation de bonnes fonctions-tests.
Celles qu’utilise Escobar ne peuvent étre reprises telles quelles. Elles sont en effet positives
et notre probléme porte sur les solutions nodales de (E). Il faut donc les modifier. De plus,
Escobar utilise le caractere conforme de son probleme ce qui n’est pas possible ici.
Tout d’abord, définissons R} = R" ! x Ry et

Jr | Vu *dx
52 — infn ‘*'7(1
cx®RY) Jorr | wl'ds
1
Escobar [15] et Beckner [6] ont montré que S™2 = ("—;2)%7:1 ol wy,—1 est le volume de la

sphere unité standard de dimension n — 1. On définit aussi

v 2

YN ([ Tu]?)
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A= {u € HY(V)

/ |uq2u=0}
ov

Il faut noter que les points critiques de la fonctionnelle associée a p sont des solutions de
I'équation (E). Nous donnons d’abord le résultat suivant. Sa démonstration est classique
(voir par exemple [2]) et sera omise ici.

1
Théoréeme 1 On suppose que i < S~2, ot S72 = (ngz)w;;:i. Alors, il existe une fonction

u € C3(V) telle que

Vu |?
M:M;/ \u|q_2u:Oet/ lul?=1
oy lul?) Jov v

De plus, u vérifie :

Agu = 0 sur V
ou = plul|"u sur OV

Il faut noter que la solution obtenue dans ce théoréme est, & multiplication par une constante
pres, une solution de I’équation (E). Nous donnons maintenant des conditions explicites sous
lesquelles les hypotheses du théoréeme 1 sont vérifiées. C’est I'objet du résultat suivant.

Théoréme 2 Soit (V,g) une variété riemannienne compacte a bord de dimension n > 3. R
représente ici la courbure scalaire pour la métrique induite par g sur OV et H est la courbure
moyenne de OV . Plus précisément, si P € OV, H(P) = g"h;j ot h;; est la composante (i,j)
de la deuziéme forme fondamentale T définie sur OV. Alors, ;1 < S™2 dans les cas suivants :

- n>4et HP) >0 en un point P € 0V ;
-n>5 H(P)=0et =3 I?(P) 4 Ric(v,v)(P) + @ >0 en un point P € OV, v

n
etant le vecteur unitaire normal extérieur en P.

Ce théoreme est démontré dans la premiere partie de ce chapitre.

Nous étudions ensuite le nombre p introduit plus haut et en donnons une minoration en

fonction de données géométriques. Il faut remarquer que exemple de Cheeger (voir [10])
s’applique ici et montre que, pour tout € > 0, on peut trouver une variété riemannienne
compacte a bord (V,,g¢) pour laquelle p < e. Cela justifie '’étude d’une minoration de ce
nombre. De nombreux travaux de ce type, notamment ceux visant a trouver des bornes
géométriques de certaines valeurs propres, ont été effectués (voir par exemple [7], [10], [18],
[34]). La minoration de p est ici obtenue pour les domaines étoilés bornés de R™ dont le
bord a une courbure de Ricci strictement positive. Plus précisément, on démontre le résultat
suivant :
Théoréme 3 Soit D C R"™ un domaine étoilé en 0 € D — 9D tel que la métrique g, induite
par la métrique standard de R"™ sur 0D, satisfasse Ricg > (n—1)Kg avec K > 0. Soit aussi
ro > 0 tel que B(0,rg) C D. Enfin, soit k > 0 tel que | < ﬁ,ff > | < k pour tout x € D
et tout vecteur unitaire U tangent a 0D. On suppose que k < 1. Alors, le minimum p du
probleme variationnel introduit dans l’énoncé du théoréme 1 vérifie :

K3V1 - E2a(l)rg ™

D)) KAV = K2 + B(D)r
ot )
a(l) = inf —IB(O’U Ve
Jonos lwlr=2w=0  [gn—1 w?
et ot

1

AT K~V ol(dD) 7
(n—2)(1—k2)(1—k)Frg

A(D) = et B(D) = Vol(dD) ™71
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A propos de I’énoncé de ce théoreme, il faut noter que le nombre «(1) ne dépend que de la
dimension. La démonstration de ce théoreme est faite dans la deuxieme partie ce chapitre.

Les problemes de meilleures constantes dans les inégalités de Sobolev ont été tres lar-
gement étudiés (voir par exemple [2], [5], [13], [12], [19], [26], [27], [29] et voir aussi le livre
de Hebey [24] qui présente un panel de ce type de résultats). On considére alors, pour
u € C®(V) et A,B > 0, I'inégalité suivante :

</ |uq)qu/vu2+BV L 972
oV 1% oV

On rappelle que ¢ = 2((:_721)) est I'exposant critique dans I'inclusion de I'espace H*(V') dans

I(A,B)(u)

L(9V). Elle est obtenue en remplacant dans l'inégalité de Sobolev & trace classique le
dernier terme par un terme non linéaire lié a notre équation :

(/ |u|q>q§52/|Vu|2+A/ |u 2
ov \% ov

définie pour tout u € C°(R'). Cette inégalité est de type Poincaré et est liée a 1'équation
(E) comme 'inégalité de Poincaré usuelle 'est & 1’équation Au = Au. On obtient d’ailleurs
le méme type de résultats ici que ceux connus pour I'inégalité de Poincaré. En particulier, la
premiére meilleure constante vaut ! et dépend donc de la géométrie de V' et non plus de sa
seule dimension. Il faut d’ailleurs remarquer que celle de I'inégalité de Sobolev a trace usuelle
ne dépend elle que de la dimension. Li et Zhu ont en effet montré dans [29] qu’elle vaut S
(définie plus haut). On rappelle que la meilleure constante Ay dans U'inégalité I(A,B) est
définie par

Ag =inf {A>0|3B > 0 t.q. [(A,B)(u) est vraie pour tout u € C*(V)}

Nous démontrons dans la derniere partie de ce chapitre le résultat suivant :

Théoreme 4 Les assertions suivantes sont vraies

a— il existe A,B > 0 tels que I(A,B)(u) est vraie pour tout v € C*°(V);

b— Ay = ’u—l; )

c— side plus, n € {34} ousin>5etu<S2= (n;2)w;’i, alors il existe B > 0 tel que
I(p=1,B)(u) est vraie pour tout u € C*°(V).

5.2 Démonstration du théoréme 2

Tout d’abord, on définit R} = R"~" x [0, + oo[ et on pose
7 = / t2dtdx
R ((141)2472)"""

i
K - / 2 ridtdx n
R? ((1+1)2+72)
L
R}

redtdx
(1+ 02 +r2)""

1

avec r? = |z|?.
Lemme 1 On a

e e e <n5:22>n1 51



L=a —Z)_(nl— 3) (ns_22>"‘1 (52)

2 52 \"!
J= (n—2)(n—3)(n—4)<n—2) (5:3)

La preuve de ce lemme s’appuie sur des calculs classiques faits par exemple dans Escobar
[16]. Nous ne donnons donc pas ici le détail de chaque calcul. Le changement de variable

z = (14 t)y donne
_ /°° dt / |y [Pdy
o QO IRT (g y )T

En utilisant les coordonnées polaires, on voit que

I Wp—9 /OO u"du (= 1w,_2 /°° u2du
n=4)y 1+u)"t (=49Hn-3) o 1+u2)"

De plus, des calculs standard donnent

Wn—2 o =24y
k= (n_Q)(n_?))(TL—Zl)/O (1+u2)n—1

ce qui conduit a
L=n-1)(n-2)K

Maintenant, par le changement de variable v = eu:

Wi—2 © wh2du B 1 »
K= (n—2)(n—3)(n—4)/0 (1—|—u2)"_1  (n—=2)(n—3)(n—4) /3Ri ¢

_ n—1
frt= ()
oR” n—2

I1 est de plus connu que J = 2K. Cela termine la démonstration du lemme.

On sait que (voir Escobar [16])

Pour tout (t,z) € R}, on considere maintenant la fonction v. définie par

n—2

0= (iem)

our = \/(w1)2 + ..+ (z"~1)2. On a alors le résultat suivant :

Lemme 2 Les assertions suivantes sont vraies :
a- [ I tdy, < C.e™ T
Bp(&)ﬁav € g —= N

n—2
b- pr(a)mav vedvg < Cle 2

La démonstration de ce lemme est facile et est omise ici. Passons a la démonstration du
théoreme proprement dit. Il est facile de voir que v, satisfait I’équation suivante

(E.) Av, = 0 sur  RY
YL Ove = (n—2)¢ 1t sur IR}
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Soit maintenant P € 9V et soit (t,z) = (t,z1,.., 2"~ ) les coordonnées de Fermi en P ot
t est la longueur de la géodésique partant de P dans la direction normale & V. On a le
développement suivant (cf. [16]):

Vg =1~ H(P)i+ g (HPY ~ || = |(P) ~ Ricly)(P)) £

—td;H(P)z' — ~Ry;(P)2’z' + O(] (t,x) |*) (5.4)

1
6
ol Rij sont les composantes de la courbure de Ricci pour la métrique induite par g sur oV.
On considere, pour € > 0, I’ensemble suivant :

Fe={(ta)|t=0et (t+e)?+r*<e+6°}

ol § > 0 est un réel fixé, petit et strictement positif. On définit alors

n—2

(j) = Ve — He — (ﬁ) N sur Fe
— e sur V —T%
ol jte > 0 est choisi tel que
/ | ¢ |7 %6 =0 (5.5)
v

Ainsi, ¢ € A. Montrons maintenant que, sous les hypotheses du théoreme 2, on a, pour €
suffisamment petit,

Vo, |°
Q(de) = fv|7¢q|2 < §2
(fov 6 1)"
Pour cela, on montre d’abord que
(n—2)2
He S CE 2n (56)
Posons
n—2
Te — He 5 o
et (eQ - 62)
On écrit

/ | De ‘q_2¢edvg < / ‘ be |q_2v6dvg
Bp(8)noV Bp(5)naV

< C'/ (v372 + Teq72) vedvy
Bp((;)ﬁav

D’apres le lemme 2, on obtient que:

/B ©) 3v| b " gedvy < C™F + CTI 2
P n

Or, d’apres (5.5),

0= / | 6 " 2udv, = / | 6 " 2godvy + / | e |2 edv,
ov Bp(6)NoV OV —Bp(0)
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Ainsi, en se rappelant de la définition de ¢, sur OV — Bp (),
0< Ce™ s +CTI 2" — Voly (0V — Bp(8))ud ™"

11 est facile de voir que cela entraine (5.6). Montrons maintenant que

2=n -2 2—n
o) =)

(n—2)(n—1)

n—2 D 2 2 —a
(1 + WR(P)G ) +o(e”) + O(e ) (5.7)

| o] o+ | o1
ov avap((s) aVﬁBp(5)

ouC >0.0na

En conséquence,

2(n—1)

n—2
Vygdrdo

n—2 n—2
€ 2 € 2
<62+r2) _<62+52) e

En utilisant un déveleppement limité de la métrique g, Gray a prouvé dans [21] que

§
P! = ugvol(aV—BP(é))Jr/O /S( :

oV

/S(T) Vgdo = w,_or"? <1 - m + 0(r3)>

ou R est la courbure scalaire intrinseque de dV. Par conséquent, en posant r = eu, il vient

2(n—1)

3 prp—)
1 2 6”72 n—2
— ——— € X
14+ u? (62 N (52) n—2 w

€

ol > ;LZVOZ(@V - BP(5)) +wn—2/

oV 0

u"? (1 — }m — 063u3> du (5.8)

2(n—1)
n—2

Maintenant, il faut voir qu’en utilisant (5.6), on a
1 =R en—2 n—2 1 n-l (n—2)(n—1) 1 3
[ E——— > ——— +0(e » )| ——
On remarque de plus que

+o0 n—2 ~+o0
/ u du T < / dj < Cenfl
5 (1 + UQ)TL— —_ g Un —

On en déduit alors, en utilisant (5.6) pour minorer u?, que

+oo un72 R(P)€2u2 3 3>
7>, e N L d
/av Pezw 2/0 ((1 + u2)”1> <1 6n—1) Y )dut

(n=2)(n-1)

o()+0( )
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ot C' > 0. On a aussi, en posant v = eu et en utilisant des calculs standard (voir [16])

/oo un—Qdu / . ( 5_2 )nl
Wn—2 T =1 Ve =
o (1+u?) aRT n—2

De plus,
u™du n—1 © un2du
/o (1+u2)"" 2(n—Q)/o (1+u2)" 2
77171/ "2du 7(n71)(n72)(n74)K
(1+u?)" Wn—2

On a donc, d’apres (5.1):

On en déduit (5.7).
. — n—4 ; R(P)
Cas 1 n > 5; H(P) =0 et 24 7 |*(P) + Ric(v)(P) + B > ¢
On estime le terme en gradient du quotient Q(¢.). On pose
Bf ={(ta)|t>0et t? +r* < 6%}

Dans ce qui suit, nous utiliserons souvent la relation suivante, provenant des symétries de
B} : pour tout f € CO(R?)

ij

)
— /B; r2 f(r,t)drdt (5.9)

/ x'ad f(r,t)drdt =
By

ol 8% est le symbole de Kronecker. Remarquons que

I'.C Bf

Jivocr= [ 1o [ s

De plus, dans les coordonnées de Fermi (voir [16]),

si bien que

g9 = 89 + 200 (P)t = g R (P)aa! + gl (Pt
+(3h"™(P)h? (P) + R, 7,(P)) 82 4+ O(] (t,x) ) (5.10)

olt ¥ = g“C gj lhkl, (hk1) étant les composantes de la seconde forme fondamentale, ot 5 est
le symbole de Kronecker, ot (R'j;?(P)) sont les composantes en P du tenseur de Riemann
pour la métrique induite par g sur OV et enfin ou gft]m est la dérivée (t,m) de g" exprimée
dans les coordonnées de Fermi. On estime maintenant

IE:/ | Vo, 2
Bf
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On peut supposer que P est un maximum de H, sinon on est ramené au cas suivant. Ainsi,
pour 1 <i<n—1,9;H = 0. Maintenant, par (5.4):

Rij(P)z'z? +O(| (tx) |*) (5.11)

S| =

Ve =13 (I 7 > + Ric(ww)) (P)* -

et, par (5.10),

g 1 .
I = / | Ve [3dvg + 20 (P) / t0eive jdvg — = / Ry (P)zFzlv, o jdv,
B BT 3 Jp+
s 5 s

+in(P) [

+
Bé

t2™ e e jdvg + (3h™(P)hy? (P) + R’y (P)) /B . t20e v jdvg

5

4 / O(| () [*)] Vo |2dv,
5t

Il en découle que (voir les formules de la troisieme partie de [16]):

1. :/ | Vo |§dvg
B+

8

+ (3Bh"™(P)hy (P) + R',7 o (P)) / . t20e jve jdvg + O(€?) (5.12)
Bé
De plus,
(3h"™ (P)hy? (P) + R',7 ,(P)) / t2ve v jdv,
By
2 (n—2)°
<@l |"+ Ric(u,u))(P)Kﬁe2 +O(€%) (5.13)

Une intégration par partie montre que, en se servant de I’équation (E.),

2(n—1)

/ | Vve |§dwdt =(n-— 2)/ ve "% dadt —|—/ ve(dyve)dadt
B B naRY aBf —oR

Cependant, sur 0B} — OR”, on a

:7(n—2)(r2+t(€+t))v <0
| (t,2) |((e+ ) +72)

vUe

On en déduit que

2(n—1) —2 n—1
Vo [2dzdt < (n—2 ve "% dadt < (n—2) S (5.14)
BY °

+ n n—2
p BfnaR”

Par conséquent, en utilisant (5.9), (5.11) et (5.14) ainsi que des estimées classiques, on trouve

que
) S,Q n—1
/Bgr|Vv€ |5dvg < (n2)<n_2>

(P
_/+ (%(II | + Ric(vw)) (P)# + RJT()JW)\ Ve [jdadt + O(€”)
B,

5
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Un calcul direct montre que

67172

((e+1)2 +r2)" "

S,Q n—1
2 < (n_
/3+|V11€|5dvg_(n 2) —

)

| Ve |53 = (n —2)?

Ainsi

2 n—2 1 1 2L Ric(v.y 2 Rij(P)xixj 1
—(n—2)% /33(2(|| |2+ Ric(w)) (P)2+ =2 )((Ht)QHQ)n_l

Remarquons que

drdt+O(€®)

t2dtd
To= / L +O(e Y
1y (1412 +12)

2dtd
I / oY
1Bf (1 +1)%+1r?)

Pour n > 5, on a O(e"~*) = O(e). Ainsi, en posant t = eu et y = ex, on obtient avec (5.9)

que
2
/B+ | Ve [5dvg

S

_92 n—1 n— 2
so-2(25) OS2 1+ i) ()2

(n—2)°R(P) ,
~ o L+ O(é) (5.15)

En se servant de (5.12), (5.13) et (5.15) et en se rappelant que J = 2K, il vient

I < (n—2)( S >n1 -2 (7131 - 1) K| = |2(P)+

LR(P)
6(n—1)

( L 1) Ric(v,v) (P)K — )é +o(e?)

n—1

Maintenant, avec (5.3) et (5.2), on obtient

Avec (5.7), cela donne:



o ; | (n—2) ic(v,v
(1 ((nfl)(nf:a)H P+ G =g =gy eI IF

(”—2)R(P) 2 2
2(n—1)(n—3)(n—4)>6 +ole )>

Finalement, avec les hypotheses, quand e est petit, Q(¢.) < S~2. Cela prouve le théoreme
dans ce cas.

Cas 2 On suppose que n >4 et H(P) > 0

En utilisant les mémes notations que dans le cas précédent, on déduit de (5.10) que

I < / | Vo, [2dv, + 217 (P) / b aveydvy + / O(| (tx) )| Ve [2dv,
B B BT

) 5 )

Par (5.4), on obtient facilement que

1. §/ | Ve |§dwdt — H(P)/ t| Ve ‘?dxdt
Bf Bf

2 (P) / to v ydadt + / O(l (tx) )| Vo, |2dedt (5.16)
By By
On a
n—2  (n—2)x
Veyj=—€2 ———
’ e+ 07 + )
et
€n72

VUE2:TL*22 T
A e

En utilisant le fait que
Vg =1+0( (t) ])
on a donc, par (5.9):
—H(P) / t| Vo, [3dxdt + 2h7 (P) / e ve jdadt =
B} B

s )

I tdtdx
_H(P)(n_2)26 /B;r ((e+t)2 +T2)n71

+€

o 2(n—2)°H(P) / (1+0( (t,x) |)tr2dide
n—1 B ((6+t>2—|—7‘2)n
Notons que
¢ S tr?
((e+8)2+r2)n=1 = ((e+t)24+r2)n
Puisque H(P) > 0, il vient

—H(P) / t| Vo, [3dxdt + 2h7 (P) / tv ive jdadt
BY BF

S L)

2 2 I (14 O(] (t,@) |))tr2dtdr
<(n-2) H(P)( —1)6 /B;

n—1 ((e+ )2 +r2)"
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En posant ¢t = eu et x = ey, cela donne

—H(P) / Lt Ve 2dtdz + 2h" (P) / e v jdadt <
Bé BS

(n—2)°H(P) (2 1>€/13; G ududy| y | +0(&)

n-1 Ltu)+y[*)"

2

Comme n > 4, on a —=5 — 1 < 0. Donc, quand ¢ tend vers 0,

— H(P) /B+ t| Vo, [3dxdt + 20 (P) /B+ tve jve jdadt < —eCH(P) 4+ O(¢?)  (5.17)

5 )

ou C' > 0. De plus, en posant t = eu et © = ey, on voit facilement que
/B+ O(| (t@) [*)] Ve [3dvy = O(é?) (5.18)
5

En utilisant (5.14), (5.16), (5.17) et (5.18), on a

S72
n—2

I<(n- 2)( ) — H(P)C +0()

ou C > 0 peut étre calculé explicitement. De plus, d’apres (5.7), comme n > 4, on a

([ o)™ < (22) " +uo

Q(pe) < S72 —Ce+o(e)

Si € est suffisament petit, on a donc Q(¢.) < S~2. Cela termine la démonstration du
théoreme.

Finalement, on a

5.3 Une borne inférieure géométrique de 11 : démonstration
du théoreme 3

La preuve suit un argument utilisé par Bramble et Payne dans [7] et par Escobar dans
[18]. On suppose que pu < S~2. Alors, d’aprés le théoreme 1, il existe u € C?(D) telle que

Vu [? _

:‘[D||2et/ |72 = 0 (5.19)
(Jop lule)® op

On note By = B(0,ry). Posons maintenant v = u + ¢ ou ¢ est choisi de maniere a ce que v

vérifie

/ v 7?0 =0 (5.20)
roSn—1

En posant, pour tout = € R, Q(x) = [, |u+ |9, on voit que Q' (0) =q [, | u 972 =0 et
que Q"(z) = q(q—1) [ lu+x|972 > 0 et 0 est donc un minimum pour Q. D’apres (5.19),
on a

2

" (fyp lolo)?
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Quitte & multiplier v par une constante, on peut supposer que

/D o]? = 1 (5.22)

De plus, en utilisant les résultats du chapitre précédent ainsi que (5.22), on a
1 SA(D)/ | Vo |2+B(D)/ v?
D oD

ol

AT K—1Vol(OD) w1 .
ot B(D) = Vol(dD)~ 71

=D - k)1 - B)Erg o BD) = Vel(9D)

To
Par (5.21) et (5.22), on obtient que

1 < AD)p + B(D)uQ(v)™*

A(D) =

ou f )
Ipl Vo
Qv) = o
Cela donne
Q(v)

(5.23)

"Z AD)Qw) + BD)

Pour démontrer le théoréme 3, nous allons estimer le quotient Q(v). Considérons le champ de
vecteurs X = % ou r est la distance usuelle & 0 dans R". Par le théoreme de la divergence,
on a

/ div(Xv?) = / v? < X, > —/ v? < X, > (5.24)
D—By oD OBy

ou 7 est le vecteur unitaire normal extérieur. Comme dans le chapitre précédent, on écrit,
pour tout & € 9D, x = a(z)7i(z) + b(x)T (z) ou T(x) est un vecteur unitaire orthogonal

N _ z|2—b2

a 7i(z). En remarquant que Vr = \%I’ on a, sur 0D, < X,i >= ‘zl,‘iﬂ = l‘z“nﬂ . Nous
. , . N v (1—Ek2)|x|? NG

avons vu dans le chapitre précédent que b? < k2|x|2. Ainsi, < X,71 >> (\z|n+)1| > _ |11;\”k .

Par le théoréme de Myers (voir [25]), on a Diam(dD) < mK~2 et donc |z| < 7K. Par

conséquent,
K312
<Xjgii>> ————
m

Sur 0By, < X,v >< % Ainsi, d’apres I"équation (5.24), on a

o
o]

K71 — k2 1
27/ 1}2an/ v2—|—/ diV(X)1)2+2/ v < X,Vu >
" oD Ty JoB, D—Bo D—By

A cause de la contrainte (5.20), on a
[ <ato [ 1vep
6B0 BD

oy | Vw |2
a(rg) = inf —fB(O’ o)

2
f |w|?=2w=0 fTUSn71 w
1"0:':777'*1

ou
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On en déduit que

K3VT— 2 -1
i/ DQSM/WUM/ diV(X)v2+2/ AL
" oD Bo D—By

n
To D-B, ™

On obtient donc que

K21 — k2 -1 1
e / 2 < 2T / | Vo P+ / (div(X) + — )0 + / | Vo P——
™ 8D Ty Bo D—By r D—By r

On voit que

. 1
(div(X) + m) =0
Enfin, on trouve que
K2y1—k2
: — v? < C | Vo |?
™ oD Bo

a(ro)”' 1 )
n 3, .n—1

oﬁC:maX( = -
0 0

—1
= max( AT ’r”*l)' Notons maintenant (x!,....z™) les coor-
0 0

données canoniques de R™. Définissons aussi f par f(x) = x!. Par symétrie, on voit que

/Snfl|f\q‘2f=0

/ | Vf P =Vol(B(0,1)) =
B(0,1)

De plus, il est clair que

Wn—1

n

Enfin, on a, toujours par symétrie,

1 W —
2 _ 1 1,2 ny2 _ Wn—1
/Sn_lf N n/S—l('T) ot @) n

On en déduit facilement que (1) <1 et donc finalement

Qv) > a(l)rgflL V1— k2

ﬂ-’ﬂ

Cela démontre le théoreme 3.

5.4 Démonstration du théoréme 4

5.4.1 Preuve de la partie (a)

On raisonne par I’absurde : supposons qu’il existe up € C°°(V) telle que

/W lup |7 =1 (5.25)

2
-1
B(/Vu3|2+‘/ L up |7 2up
\% oV

103

et

) <1 (5.26)



Supposons aussi que || up ||L2(V) — oo quand B — oo. Alors, posons vg = Hu;ﬁﬁ,

. 2 _
Bh_r)nOO V| Vog ["=0et || vp |20y =1

Ainsi, il existe C € R tel que vg — C faiblement dans H*(V) et fortement dans L1~1(9V)
et L?(V) quand B — oco. De plus, la relation (5.26) implique que

/ |C92C =0
ov

Ainsi, C' = 0. Puisque || vp ||L2(V) =1, 0n a C # 0 ce qui est impossible. On en déduit que,
nécessairement, (up) est bornée dans L?(V) et donc aussi dans H' (V') puisque (|| Vup lr20v))B

est une suite majorée. On en déduit alors (voir par exemple [2] ou [25]) D'existence de
u € HY(V) telle que up — u fortement dans L?(dV) et faiblement dans H*(V). On a:

/|Vu |2§11minf/|VuB 2
v B=oo Jy

D’apres I'inégalité (5.26)

Donc u est une fonction constante. On a
A (lup gy = e gy

Avec la convergence faible de up vers u dans H'(V), cela montre que up converge vers u
fortement dans H!(V). Par le théoréme d’inclusion de Sobolev et par (5.25) et (5.26), on

obtient que
[ =
v
/ lul®%u = 0
v
Cela contredit le fait que w est une fonction constante et termine la preuve de (a).

5.4.2 Preuve de la partie (b)
Soit u € C*°(V) telle que
/ | u |9 20 =0
ov

Par définition de Ag, on a, pour tout € > 0,

(/8V|u|Q)§s<Ao+e>/v|w|2

Il s’ensuit que p~' < Ag. Il suffit donc de montrer que p~t > Ay. Supposons le contraire,
c’est-a-dire que u~! < Ag. Soit Ag €]u~1,Ag[. Considérons, pour u € C*(V),

IB(u):/|Vu|2+B’/ |u |92 B
1% oV

104




et son minimum
B = inf IB u
pp = inf Ip(u)

e

Remarquons que la preuve du théoreme 2 implique que g < S~2. Puisque Ay < Ay, on a,
par définition de Ag, pour tout B > 0, up < ;151. Puisque Ay > w1 >8% onapug <S2
Un raisonnement standard (voir [2] ou [25]) montre alors que toute suite minimisante pour
Iz admet une sous-suite convergeant fortement dans H*(M). On peut donc trouver ug € H
telle que pp = Ig(up). Posons

ou

H= {u € HY(V)

CB = ‘/ | up |q72uB
oV

On a Cp # 0. En effet, sinon, on aurait

2

Jrvun P =n( [ 1us 1) < pmet [ 19
1% ov 1%

C’est absurde car up < p. Ainsi, on peut écrire I’équation d’ Euler-Lagrange pour ug. On
obtient
Agup = 0 sur 'V
(EB) = -2 —2
dyup + BCE | up |? = uplup |* “up sur OV

Comme dans la preuve de la partie (a), la suite (up) est bornée dans H*(V). Par conséquent,
il existe u € H*(V) telle que, quand B — oo, up — u faiblement dans H* (V') et fortement
dans L*(0V), avec k < q. Puisque up = Ig(ug) < Ay, on a, en utilisant la définition de I,

/ w72
ov

Montrons maintenant que u # 0. En effet, on sait (voir [29]) qu’il existe By > 0 tel que,

pour tout B > 0,
2
1(/ |uB|q) §52/|VUB‘2+30/ u2B
v 1% av

Puisque pp < /151, on a

= lim Cp=0 (5.27)

limsup/ | Vup |* < At
%

B—oo
Puisque Ay > pw1>82 ona
0<1-S8%4;" gBo/ u?
oV

ce qui prouve que u # 0. Les méthodes standard (voir par exemple [2] ou [25]) impliquent
alors qu’il n’y a pas de phénomene de concentration et que la suite (ug)p converge vers u
fortement dans H'(V) quand B — oo. Ainsi,

fv | Vu ‘22 _ ma fv | Vup ‘2
oy lul)® 27 (fou lus 1)

Avec (5.27), cela contredit la définition de p.

< lim MBSA61<M

~ B—oo

Qo
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5.4.3 Preuve de la partie (c)

Encore une fois, on raisonne par ’absurde et on suppose que, en gardant les mémes notations
que dans la preuve de la partie (b), up < Ag'. Alors, grace & la partie (b), ona up < A;"' =
p < S72. Ainsi, comme précédemment, on peut trouver ug € H telle que up = Ig(up).
Comme dans la preuve de la partie (b) , on montre que upg est solution de

Agup = 0 sur 'V
(E) = q—2 q—2
Oyup + BCE | up | = uwplug | “ug sur OV

e
oV

ou Cp est défini par
q—2

Cp =

<
o~}

avec limCp = 0 quand B — oo.
Cas 3 On suppose que p < S~2

En raisonnant comme dans la preuve de la partie (b), on montre qu'il existe u € H (V) telle
que ug — u quand B — 00, la convergence étant faible dans H'(V) et forte dans L*(9V),
avec k < ¢g. Comme dans la preuve de la partie (b), il s’ensuit que u # 0. En intégrant (Fp)

sur V', on obtient que
2(2—a)

ov

2(2—q)
—24 <0. Ainsi, BCz"" — oo quand B — oo. Donc,

22—q) _
q—1

Jov lus 972 = 0 quand B — oo ce qui est impossible car u % 0.

Cas 4 ne {34} et p=572

On définit u}, = sup(up,0). Multiplions (Ep) par uj, et intégrons sur V. On obtient, en

remarquant que [, | uj; <1

Maintenant, observons que

2
vul P4 BOoT + 2o £ TACAN
| Vug [* + B |ug |” = pB lug |” < ps | up |
1% v v av

D’apres un résultat de Li et Zhu [29] disant qu’il existe By > 0 tel que I(S?,Bg)(u) est vraie
pour tout u € HY(V), u > 0, on obtient que

2 n-4 2 2 2
/ | VUE |"+ BCgz" /8 | qug |” < MBS2/ | Vug | —|—,uBBo/a |uj§ |
v 1% v 1%
Cela donne:

2 n—4 2
(1 —u352)/ | Vuj |” + (BCy" _,UBBO)/a |up |7 <0
v v

n—4
Rappelons que pp < S~2 et remarquons que, comme "7_4 <0, limptee BCp» = +o00.
Cette assertion est donc fausse quand B est grand. Cela termine la démonstration du
théoreme 4.
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