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Résumé

Cette theése s’inscrit dans le cadre des espaces d’opérateurs et de ’analyse harmonique.
Elle est constituée de trois chapitres; dans le premier, on s’intéresse a une classe particuliére
d’espaces d’opérateurs, les QQ-espaces. Le second chapitre se propose d’analyser quelques
structures de @Q-espaces sur l'espace L>°/H> et les propriétés de décomposabilité de son
prédual, I'espace de Hardy H'!, classique en analyse harmonique. Enfin, le troisiéme chapitre
traite de questions sur certains multiplicateurs de Schur en relation avec des multiplicateurs
de Fourier sur H' & valeurs vectorielles.

Chapitre 1

La théorie des espaces d’opérateurs consiste en 1’étude des sous-espaces vectoriels de
I’algébre des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert. On considére la thése de Ruan
comme son origine; celle-ci donne une caractérisation abstraite des espaces d’opérateurs
comme les espaces de Banach X équipés de famille de normes (notée (||.||,,)) sur les matrices
a coefficients dans X (notées M, (X)) satisfaisant deux axiomes :

(R1) Va,b € M,Vr € M,(X) lla.x.b||ln < |lalln l|Z]ln |blln,

(R2) Vi€ My(X). y € My(X) H[”C N = maxflizlh, Tyl

0 Y n+m

Ce théoréme est une sorte de contre-partie & la caractérisation abstraite des C*-algébres
parmi les algébres de Banach due & Gelfand-Naimark-Segal. Ce résultat a permis un dé-
veloppement considérable de la théorie des espaces d’opérateurs dans les années 90, no-
tamment grace aux travaux de Effros-Ruan et Blecher-Paulsen. Les morphismes de cette
catégorie sont les applications complétement bornées; une application v : X — Y entre
deux espaces d’opérateurs est dite complétement bornée si :

I/l = Slili [Idng, @ u: My (X) — My (Y)] < oc.
nz

L’intérét principal du théoréme de Ruan réside dans le fait que l'on peut s’affranchir des
représentations concrétes des espaces d’opérateurs. Par exemple, il permet de définir une
dualité pour les espaces d’opérateurs, ainsi que des structures quotient : si Y C X, on
obtient une structure d’espace d’opérateurs sur X/Y', en utilisant, pour tout entier n, les
identifications algébriques

En général, pour un espace de Banach X, il existe plusieurs réalisations de X en tant
qu’espace d’opérateurs. La plus simple consiste & réaliser X comme sous-espace des fonc-
tions continues sur la boule unité de son dual, la structure ainsi obtenue est dite minimale
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ou commutative et est notée min(X). Celle-ci a la propriété particuliere d’étre la plus petite
structure d’espace d’opérateurs dont X peut étre équipé, cela signifie que si X désigne X
muni d’une autre structure d’espace d’opérateurs, alors l'identité X — min(X) est com-
plétement bornée. A I’inverse, il existe une structure d’espace d’opérateurs maximal sur X
(notée max(X)) en quelque sorte duale de min. Le but du premier chapitre est d’étudier
une sous-classe des espaces d’opérateurs, les Q-espaces formée par les quotients des espaces
minimaux.

Le début de cette premiére partie se consacre aux propriétés élémentaires des (Q-espaces
vis-a-vis des opérations algébriques de bases. De maniére analogue aux espaces d’opéra-
teurs, on introduit une notion de Q-espaces maximaux (notée maxg) dont on donne plu-
sieurs caractérisations ; notamment la suivante, a la maniére de Paulsen dans [Pal] :

Théoréme 1 Soit X un espace de Banach et x un élément de M, (X), alors
e lla, (maxg oy = mE{ (max [l [ x)l[vlle, ., [ 2 = (v @ Idx)(diag(z:))}.

Ensuite, on rappelle une caractérisation des (Q-espaces parmi les espaces d’opérateurs
obtenue par Junge dans [Ju] (comme cas particulier d’un principe général) dont on donne
une preuve simple adaptée a la situation :

Théoréme 2 Soit E un espace d’opérateurs, alors E est un QQ-espace si et seulement si
pour tout entier n > 1 et toute application T : M, — M,,

IT®Idg : Mn(E) — Mp(E) || < [T}

Ce résultat est ensuite utilisé pour obtenir d’autres propriétés des QQ-espaces et également
pour comparer les espaces d’opérateurs classiques & des )-espaces. L’exemple central de
cette theése est I’espace des matrices de Hankel (matrices de la forme (a;y;)i j>0) qui peut
étre identifié au @Q-espace min(L>(T))/min(H>(T)) par le théoréme de Nehari-Sarason-
Page. Son sous-espace formé des séries lacunaires est complétement isomorphe & RN C' et
joue également un role important.

La section suivante 1.3 est consacrée aux rapport entre les @Q-espaces et le produit
tensoriel minimal des espaces d’opérateurs. La motivation principale est de savoir si la
classe des (Q-espaces est stable par ce produit tensoriel. On commence par donner quelques
situations particuliéres oul cela se produit avant de s’intéresser plus spécifiquement a la
question de savoir si pour tout @Q-espace X, (RN C) ®min X est encore complétement
isomorphe & un @Q-espace. Le premier résultat dans cette direction affirme que si X = E/F,
en général, on n’a pas l'identité

(RNC) @min X = (RN C) @min E)/ (RN C) Qpin F).

Ensuite, on montre que cette question admet une formulation équivalente assez intéressante
(t désigne la transposition de M,,)

Théoréme 3 Les propositions suivantes sont équivalentes :
— 1) Pour tout Q-espace @, RN C Qmuin Q est isomorphe a un Q-espace.
— 1) Il existe C > 0 tel que pour tout entier n > 1 et T : M,, — M,, il existe une
décomposition T = ¢ + 1 vérifiant

11dr ® ¢ : R @min My — R Quin M, || < C||T|
It ®v: C @min Mp — R Qmin My|| < C||T|
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La seconde assertion, si elle est vraie, consistuerait un renforcement de l'inégalité de Gro-
thendieck non commutative. Cette section se termine par quelques remarques et quelques
cas ou ii) se produit.

Le reste du premier chapitre est dédié a l’introduction d’une norme tensorielle pour
la variété des Q-espaces & la maniére du produit tensoriel de Haagerup. Pour cela, on
commence par donner quelques résultats sur les Q-algébres, c’est & dire les algébres d’opé-
rateurs quotient des sous-algébres des fonctions continues par leurs idéaux. Le but est de
construire pour tout espace d’opérateurs E, une sorte de Q-algébre enveloppante OAg(FE)
universelle dans le sens ou toute application complétement contractante de F dans une
Q-algébre A admet comme extension un unique morphisme d’algebre de OAg(E) dans A.
La propriété cruciale de cette algébre est :

Proposition 4 OAg(.) est projectif : si F C E alors ¢ : OAg(E) — OAq(E/F) est une
surjection métrique compléte. Plus précisément, sixz € M, (S(E/F)), ||z|| < 1 alors il existe
y € Mn(S(E)) tel que |yl <1 et (Idnr, @ §)(y) = .

Ensuite, on généralise cette construction a une famille d’espaces d’opérateurs (F;); on
construit une Q-algébre universelle OAg((E;)) contenant des copies des espaces de Banach
E; et ayant les mémes propriétés que OAg, en particulier la projectivité.

Ces algébres permettent la construction d’une norme tensorielle pour les QQ-espaces de
la maniére suivante :

Définition 5 Soient E et F deur QQ-espaces, on définit E ®y, F' comme l'espace d’opéra-
teurs OAgl(E, F). La norme d’un élément x = ki ® a; @ b; € M,,(E ® F) est donnée
par la formule :

Izl sy = sup 1D ki @ o1(ai)oz(bi)llar, a)
O Lu;— i
ot le sup parcourt toutes les contractions complétes o; : E; — A dans n’importe quelle

Q-algébre A.

Cette définition clone celle du produit tensoriel de Haagerup. Aprés avoir énoncé quelques
propriétés, on donne le résultat principal :

Théoréme 6 Soient E1,...,En des espaces d’opérateurs et x € My(Fy ®---® En), alors

|l Ma(Br @ 5,05, 23y = WEU I 1 2020y - 2N a2y 5 2 = @(205- 2N )

Dans cet infimum, n est arbitraire et w est n’importe quelle application N -linéaire de M, X
<+« X My, (N fois) dans M.

On obtient ainsi une fagon duale de calculer la norme d’un élément de ce produit tensoriel,
en passant d’un sup a un inf. Ce résultat est un analogue du principe de Pietsch pour la
norme de Haagerup. Le probléme dans ce cadre est le manque d’objet universel injectif
comme B(H) pour les Q-espaces; c’est pourquoi on a introduit les algébres OAq : leur
projectivité est un substitut & cette absence. Ce théoréme peut se réinterpréter en terme
de factorisation, ce qui permet la comparaison a la norme tensorielle minimale :

Proposition 7 Soient Ey et Ey deur Q-espaces et u € M, (E1 @ Es) telle que |[ullg, <1,
alors comme application de EY vers M,(E2), u admet une factorisation, pour un certain
m

max(M,,) —> M, (min(S{"))

v} T lf dur, @2

E; “ M, (Es)
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avec vy, vy complétement contractives et |w| < 1.

Inversement, si une telle factorisation eziste avec ||wl|az, (min(sm)@mimin(sr)) < 1 alors
[ull g <1

Ce chapitre se clot sur une adaptation des résultats de Paulsen au cadre des ()-espaces
et de cette nouvelle norme. On montre, en particulier, que du point de vue espace de
Banach, elle est équivalente aux normes tensorielles projective et de Haagerup. On termine
par des corollaires de ce fait

Corollaire 8 [l existe une constante k > 0 telle que si Fy et Ey sont des (QQ-espaces de
dimension n, alors

1
dcb(Ela E;) 2 E\/ﬁ

De plus, toute application d’'un Q-espace de dimension n dans un espace sous-mazximal se
factorise au travers de l'identité R, N C, — R, + C,.

Chapitre 2

Le besoin d’exemples de ()-espaces du premier chapitre conduit & s’intéresser a ’espace
d’opérateurs des matrices de Hankel que 'on peut identifier & min(L*°(T))/min(H>°(T)).
L’analyse harmonique fournit d’autres descriptions de ’espace de Banach sous-jacent ; I’ob-
jet du second chapitre est de comparer différentes structures de Q-espace d’opérateurs dont
on peut équiper cet espace de Banach et d’enchainer sur les propriétés de décomposabilité
de l'espace prédual H' en tant qu’espace d’opérateurs.

L’espace de Hardy H'(T) est le sous-espace fermé de L' constitué des fonctions analy-
tiques : R
HYT)={f € LY(T) | f(n) = 0, n < 0}.

Lun des résultats remarquables en analyse harmonique réelle est sa description en terme
d’atomes obtenue par Fefferman. Un atome a est une fonction du tore dans C vérifiant :

supp a C I, I C T est un intervalle.
.fladm =0
falloo < .

L’enveloppe convexe des atomes forme 'espace H}, :
HL(T) = {f € L'(T) |3(M)iz1 € CV, (ai)i>1 atomes tels que
f = Z)\iai et Z‘)\Z’ < OO}
i>1 i>1

avec la norme

||f||at = inf{z |)‘i|;f = Z)‘iai’ a; atomes }

i>1 i>1
Le théoréme de Fefferman relie H' et H}, de la maniére suivante :
Théoréme 9 1l existe une constante C > 0 telle que toute f € H' vérifie f € HL, et

[ fllat < Cl fllLrs
et réciproquement si f € HY, alors (Id+iH)f € H' avec

I(Id +iH)f|[r < C|fllat,

ot H désigne la transformée de Hilbert.
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L’espace dual de H], est connu sous le nom de BMO, c’est un espace de fonctions sur le
tore modulo les fonctions constantes, sa norme est définie par

1
Ifllsmo = sup — / 1 = frldm
7,

Tintervalle

ou fr = ‘—}‘ | fdm est la moyenne de f sur I. Grace au théoréme ci-dessus, on peut relier
BMO a L*/H®™.

Pour mettre des structures d’espaces d’opérateurs sur L°°/H, on est amené & consi-

dérer des généralisations & valeurs vectorielles de toutes ces notions. C’est & ce niveau
qu’apparaisent les premiers problémes ; en particulier, le théoréme de Fefferman n’est plus
valable. Cependant, Bourgain a montré que 1’'une des inclusions reste vraie : pour tout
espace de Banach X, toute fonction dans H'(X) (une fonction analytique sur le tore &
valeurs dans X considérée dans L'(X)) se décompose toujours en combinaison linéaire
d’atomes. La seconde assertion du théoréme de Fefferman, quant & elle, n’est vraie que si
X est un espace de Banach UMD analytique.
La premiére fagon de munir H! (ou L>°/H® ce qui revient au méme par dualité) d’une
structure d’espace d’opérateurs est de le considérer comme un sous-espace de ’espace
d’opérateurs max(L'), on obtient ainsi sur L°/H® la structure d’espace d’opérateurs vue
précédemment. Une autre possibilité est de s’intéresser & BMO : on munit M, (BMO) de
la famille de normes, pour f une fonction sur T & valeurs dans M, :

losione = s (ol [r=50G=samlase 7l [ G=f=poami,)

ICT intervalle ‘I‘

L’espace de Banach BMO est ainsi doté d’une structure de Q-espace. L’idée naturelle,
consistant a équiper M, (BMO) de la famille de norme provenant des identifications
M, (BMO) = BMO(M,,), ne donne pas une structure d’espace d’opérateurs. Cette in-
troduction et ses définitions constituent la premiére section de ce second chapitre.

Disposant de ces différentes structures, on se propose de les comparer dans la suite.
La premiére approche dans ce but est d’étudier les séries bilacunaires (de la forme 22 +%")
dans BMOprnc ; en effet, les séries lacunaires donnent ’espace RNC' dans chacun des deux
espaces et ne permettent pas de les distinguer. Le coeur de la seconde section est le résultat
suivant :

Théoréme 10 Soient x; ; € My, alors

1Y 202 P s Bromne) = | D> @i @ 6l (rncy +
i>7>0 i>5>0

sup || Y i ® 0 ® €], (BOC)@mamin 1)

k21 s k>5>0
0% (0p)n>1 est une base orthonormée de RN C, (e;) est la base canonique de ¢y et §; ; =
52i+2j .
Grace a ce dernier, il est possible de différencier BMOpgnc et L°°/H® ; pour cela, on
calcule explicitement les normes des fonctions & valeurs dans M, de la forme (xi,szi”j)
dans chacun de ces deux espaces, la conclusion est la suivante :

Théoréme 11 L’application naturelle Id+iH de BMOpgrnc dans LOO/FC>o n’est pas com-
plétement bornée.
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I1 découle des travaux de Nazarov, Pisier, Treil et Volberg dans [NPTV]| que la version
quantitative de ce résultat est optimale.

Les deux sections suivantes de ce chapitre sont consacrées plus spécifiquement a ’espace
H'. L’un des plus anciens résultats de décomposition de H' affirme que 1’on peut trouver
une décomposition inconditionnelle de rang fini de H'! : il existe une suite (P,) d’opérateurs
de rang fini sur H! vérifiant :

N
sup sup || ZEnPnHXﬂX < o0 (%)
N

en==x1 n—0

et pour tout x € X,
o0
x = Z P,(z)
n=0

ol la série converge inconditionnellement. En remplacant les normes d’applications par les
normes d’applications complétement bornées, on obtient la notion de décomposition com-
plétement inconditionnelle de rang fini. Ce résultat de la théorie des espaces de Banach
admet plusieurs raffinements ; 'existence d’une base inconditionnelle (formée d’ondelettes)
notamment. On en déduit que I'espace H}% o> dual de BMOpgnc, admet une base comple-
tement inconditionnelle. Ce cas traité, on passe 4 H' en tant qu’espace d’opérateurs. La
situation est radicalement différente :

Théoréme 12 L'espace H'(T) n’admet pas de décomposition complétement incondition-
nelle de rang fini de lidentité et a fortiori n’a pas de base complétement inconditionnelle.

La preuve de ce théoréme utilise le lien entre 'espace d’opérateurs H' et les généralisations
de H' & valeurs vectorielles ainsi quun principe de transfert introduit dans [HP2]. De
ce fait, on peut étendre ce résultat. La premiére direction est d’analyser les espaces de
Banach X pour lesquels il existe une décomposition inconditionnelle de 'identité de H*
qui se tensorise avec l'identité de X, cela revient a remplacer dans (x), P, par Idx ® P, :
HY(X) — H(X). En utilisant un théoréme de Blower [Blo] sur certains multiplicateurs
de H', on aboutit & une caractérisation des espaces de Banach UMD analytiques :

Théoréme 13 Soit X un espace de Banach, alors X est UMD analytique si et seulement
s’il existe une décomposition inconditionnelle de rang fini de l'identité de H' (notée (P,))
qui se tensorise avec X, c’est a dire

k
3C >0, Ve, €{-1;1}, sup| > enldx @ Pullpar(x)) < C-
k

n=1
D’autres extensions de ce résultats sont possibles en remplacant H' par d’autres espaces
de fonctions, par exemple si A est une partie de Z

Théoréme 14 L’espace
CA(T) = {f €C(T) | f(n) =0 si n¢ A}.

n’admet pas de décomposition inconditionnelle de rang fini de l'identité dés que A contient
la somme de deux sous-ensembles infinis de Z ; en particulier, il n’a pas de base incondi-
tionnelle.

La section 2.4 termine ce chapitre avec

Corollaire 15 L’espace d’opérateurs H' admet une base complétement bornée.
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Ce résultat s’inspire trés largement des travaux de Lusky [Lul, Lu2| sur l'existence de
bases dans le cadre des espaces de Banach. On transpose ces résultats au cadre des espaces
d’opérateurs pour H', on clot ainsi le probléme de I’existence de bases (inconditionnelles
ou pas) au niveau espace d’opérateurs pour H'.

Chapitre 3

Ce dernier chapitre tourne également autour de l’espace L /H® et a pour origine une
question de Davidson et Paulsen.

Un opérateur T' borné sur un espace de Hilbert H est dit polyndémialement borné, s’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout polynome analytique p

Ip(T) | ey < C sup{|p(2)|; |2 < 1}.
T est semblable a une contraction s’il existe un opérateur inversible L sur H tel que
IL'TL|| gy < 1.

Récemment, Pisier [Pi6] a construit des opérateurs polynomialement bornés, mais non
semblables & des contractions. Il s’agit d’opérateurs R(Y,) de type Foguel-Hankel a valeurs
dans la C*-algebre C AR (relations canoniques d’anticommutation) indexés par une suite
«. Ils font intervenir des matrices de Hankel & coefficients opérateurs. La reformulation de
Davidson et Paulsen (|[DP]) du résultat de Pisier donne une condition nécessaire et suffisante
sur la suite o pour que R(Y,,) soit polyndomialement borné, ainsi qu’une condition nécessaire
sur a pour que R(Y,) soit semblable & une contraction. Leur question est de savoir si cette
condition nécessaire est bien suffisante. La réponse est affirmative :

Corollaire 16 L’opérateur R(Y,,) est semblable & une contraction si et seulement si

By(a) = Z(n + 1)%|an|? < co.
n=0

La preuve repose essentiellement sur un principe de sélection.

La seconde section de ce chapitre pousse un peu plus loin 'utilisation de cette technique
afin d’obtenir des résultats sur certains multiplicateurs de Schur. Un multiplicateur de Schur
est une application de B(¢3) dans lui-méme qui envoie une matrice (z; ;) sur (m; jz; ;), par
extension la matrice [m; ;] désigne ce multiplicateur. Certains résultats sur les opérateurs
de type Foguel-Hankel & valeurs scalaires reposent sur le lemme de Bourgain suivant :

Lemme 17 1] eziste une constante C telle que pour toute matrice de Hankel [a;y;|,
1[G+ Dais]ll < CE+ 7+ Daig]ll-

Les matrices de Hankel forment un espace d’opérateurs que 1’on a identifié & L>°/H®°. Une
des motivations du probléme de Davidson et Paulsen provient du fait que ce multiplica-

teur [Z i}jl] n’est pas complétement borné. Le principal résultat de ce chapitre est une
amélioration de ce lemme. Au préalable, on démontre un résultat sur des multiplicateurs
de Fourier de H' a valeurs opérateurs :

Théoréme 18 Soit (m,) une suite d’opérateurs sur ly telle que

i) sup,x|lmall < C
i) SuPn)OnHmn-i-l —myl <C )
1ii) Sy, || Mn g2 — 2mp i1 + map|| < C
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alors (my) est un multiplicateur de Fourier sur H'(¢3) de norme inférieure a kC pour une
certaine constante universelle k.

Ce type de résultat sur les multiplicateurs de Mihlin a été utilisé dans la chapitre précédent.
Le principe de sélection de la premiére section permet de transférer ces multiplicateurs de
Fourier en multiplicateurs de Schur, on obtient :

. T
Théoréme 19 Soit r > 0, alors le multiplicateur de Schur [(Zi;:h) } - est borné sur
1]z
les matrices de Hankel.
Le cas r = 0 est un peu spécial

Théoréme 20 Le multiplicateur de Schur [5[1082(j+1)]>[10g2(i+1)]]z‘j>0 est borné sur les ma-
trices de Hankel. 7

Ce dernier énoncé se rapproche d'un résultat plus fort (le multiplicateur de Schur
[0j>i]; ;o est borné sur les matrices de Hankel) obtenu par Bonami et Bruna [BBJ re-
posant sur les travaux de Lacey-Thiele & propos de la transformée de Hilbert bilinéaire.
Les techniques présentées ici sont plus élémentaires et plus directes.

Annexe A

L’annexe contient une remarque sur la comparaison entre les structures d’espace d’opé-
rateurs min et max d’un espace Banach de dimension finie :

Théoréme 21 Soit E un espace de Banach de dimension n, alors
dep (min(E), max(E)) < 27 1n.

1 o S .
La constante 274 améliore I'estimation classique.



Chapitre 1

()-espaces et produits tensoriels

1.1 Introduction et notations

Ce chapitre a pour but d’introduire une classe spéciale d’espaces d’opérateurs, les Q-
espaces et d’étudier leurs comportements vis-a-vis de certains produits tensoriels.

Plus précisément, on commencera par définir les (Q-espaces et en donner les propriétés
élémentaires. Ensuite, une caractérisation de ces espaces obtenue par Junge dans [Ju] sera
utilisée afin d’obtenir quelques exemples.

Dans la section suivante, on s’attachera & obtenir quelques résultats partiels pour la
stabilité des Q)-espaces vis-a-vis du produit tensoriel minimal.

Enfin, on introduira, dans la derniére partie, une norme tensorielle pour les (Q-espaces
analogue au produit tensoriel de Haagerup pour les espaces d’opérateurs.

Dans tout ce qui suit B(H) désignera l’algébre des opérateurs bornés sur un espace de
Hilbert complexe H, K la sous-algébre des opérateurs compacts, dans le cas ou H = (3,
on notera M,, cette derniére et (e; ;) sera la notation utilisée pour sa base canonique.

La théorie des espaces d’opérateurs consiste en I’étude des sous-espaces vectoriels fermés
de B(H) (pour n’'importe quel H). Elle s’est développée & partir des travaux de Effros et
Ruan et de Blecher et Paulsen au début des années 90. Les références standards sont [ER]
et [Pi5], les notions de base dont on aura besoin sont les suivantes : si X est un sous-
espace fermé de B(H) (ou de n’'importe quelle C*-algébre, ce qui revient au méme), on
peut, pour chaque n > 1, équiper M,(X) = M, ® X l'espace vectoriel des matrices de
taille n & coefficients dans X d’une norme (notée ||.||,, en général) qui provient de 'inclusion
M, (X) C M,(B(H)) = B(H™) ou l'on considére I'identification standard entre M,,(B(H))
et B(H"™). Un espace d’opérateurs est un tel espace X muni de cette famille de norme.

Les morphismes de la catégorie des espaces d’opérateurs sont les applications compléte-
ment bornées; si X et Y sont deux espaces d’opérateurs et si u : X — Y est une application
linéaire, u est dite complétement bornée si

[uller = sup [[Tdar, @ ullar, (x)— vy < +00

n=1

De fagon naturelle, M, (X) est équipé d'une structure de bimodule sur M, le produit
étant défini sur les tenseurs élémentaires par la formule

Va,b,m € My, Ve € X, a.(m®x).b= (amb) ® x.

Six e M,(X) ety € My,(X), on note x & y I'élément de M, (X) diagonal par blocs
deéfini a partir de x et y. Dans [Ru], Ruan établit une caractérisation abstraite des espaces
d’opérateurs :

13
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Soit X un espace de Banach équipé pour chaque n > 1 d’une norme sur M, (X) tel que

(R1)  Va,be M,Vo e My(X)  Jazbln < llalln 2]l 1]l
(R2) Vo€ My(X), y € Min(X) |2 ® yllntm = max{[[z|ln, [[ylln},

alors X peut étre réalisé comme un espace d’opérateurs.

Ce théoréme est tres utile car il permet de parler d’espaces d’opérateurs sans en avoir de
réalisations concrétes. On peut ainsi définir pour Y C X espaces d’opérateurs une structure
d’espace d’opérateurs sur le quotient X/Y par les identifications algébriques

Un autre exemple, ’ensemble des applications complétement bornées de X dans Y que
'on note CB(X,Y") est un espace d’opérateurs via

M, (CB(X,Y)) = CB(X, M,(Y)),

dans le cas Y = C, on définit ainsi une structure d’espace d’opérateurs sur X* le dual de X.
On procéde de méme pour équiper d'une structure d’espace d’opérateurs les sous-espaces
d’un espace d’opérateurs. Les sommes directes au sens £, sont étendues & cette classe via

les identifications

pour une famille d’espaces d’opérateurs (E;).

La plupart des notions de théorie des espaces de Banach ont ainsi leur analogue ; une appli-
cation linéaire u : X — Y entre deux espaces d’opérateurs X et Y est dite complétement
isomorphique si elle est un isomorphisme pour les espaces de Banach sous-jacents et si de
plus ||ul|ep-||u"t|e < C pour une certaine constante C. Dans le cas oit C = 1, u est alors
un isomeétrie compléte.

Si X est un espace de Banach, il existe en général plusieurs plongements de X dans
B(H). Parmi toutes ces structures d’espaces d’opérateurs, deux sont extrémales. La plus
petite structure d’espace d’opérateurs sur X est notée min X, elle est définie par le plon-
gement isométrique canonique

X C C(Bx*)

de X dans les fonctions continues sur la boule unité de son dual (en fait, on peut rempla-
cer C(Bx~) par n’importe quelle C*-algébre commutative). La propriété minimale est la
suivante :

Pour toute application u : ¥ — X bornée (du point de vue banachique) d’un espace
d’opérateurs Y dans un Banach X, I'application v : Y — min X est complétement bornée
et [[ulley = lull

La structure d’espace d’opérateurs maximale sur X notée max X est définie & 'aide du
théoréeme de Ruan de la maniére suivante, pour x € M, (X) :

[2]ln = sup {[|(Idn, @ u)()[l;u: X — B(H) | |Jul] < 1}

Cette définition implique immédiatement que pour toute application bornée de X dans un
espace d’opérateurs Y, u : max X — Y est complétement bornée avec ||ul|cp = |Ju||.

Les notions de structures minimales et maximales sont duales dans le sens ot complé-
tement isométriquement on a les identités (voir [Bl] )

(max X)* = min(X™) et (min X)* = max(X™).
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Si X C B(H) et Y C B(K) sont des espaces d’opérateurs, X ®min ¥ est la fermeture
en norme du produit tensoriel algébrique X @ Y C B(H ®2 K). De cette définition, il vient
M, (X) = M,,®min X . Parmi les propriétés élémentaires, on peut citer que siu : X — X’ est
complétement bornée, alors u® Idy est complétement bornée de X @pmin Y dans X' @min Y
avec ||u® Idy ||cp = ||u||ep- Tout élément x € X @iy Y peut étre vu comme une application
v:X*—=Yetona

[0lleb = 2]l X @ uuiny -

1.2 (-espaces

1.2.1 Définitions

Les exemples les “plus simples” d’espaces d’opérateurs sont sans doute les espaces mi-
nimaux ; la plupart de leurs propriétés découlent des résultats de la théorie des espaces de
Banach. Il est clair que les espaces minimaux sont stables par passage aux sous-espaces. A
I’aide des opérations algébriques élémentaires, la premiére classe que 1’on peut construire

a partir de ces espaces minimaux sont les (J-espaces :

Définition 1.2.1 Un espace d’opérateurs E est un QQ-espace si E est quotient au sens des
espaces d’opérateurs d’un espace minimal.

Comme conséquence directe de cette définition :

Proposition 1.2.2 Les Q-espaces sont stables par passage auz sous-espaces et par passage
auz quotients.

En effet, si F = (min X)/(minY") est un Q-espace et 7 : min X — FE désigne 'ap-
plication quotient, alors si F' C FE, en tant qu’espace d’opérateurs on a l’identification
F = (min71(F))/(min Y) par stabilité des espaces minimaux pour I'inclusion. De méme
E/F = (min X)/(min 7~ 1(F)).

Proposition 1.2.3 Si (E;)cr est une famille de Q-espaces alors {((E;)) est un Q-espace.

11 s’agit juste d’une conséquence de la définition des sommes directes /o, et de I'identité
Voo ((min Xi)/(minYl-)> — oo (min X;)/foo (min ;).
Soit (E;)ier une famille d’espace d’opérateurs et 4l un ultrafiltre sur I, on pose
Nu={(2i) € loo((£:)) | lim ||| = O}.
L'ultraproduit ITE;/4 des (E;) suivant 4 en tant qu’espace d’opérateurs est le quotient

loo((E3))/ Ny
Des propositions précédentes, il découle

Proposition 1.2.4 Un ultraproduit de QQ-espaces est un Q-espace.

Les autres propriétés de bases seront étudiées un peu plus loin.

Un des problémes majeurs dans la catégorie des Q-espaces est ’absence de dualité. Si
E est un Q-espace, E* n’est pas (en général) un Q-espace (voir la fin de ce chapitre). Les
espaces duaux des ()-espaces forment la classe des espaces sous-maximaux, les sous-espaces
des espaces maximaux, ils sont introduits et étudiés dans [Oi].

Parmi les espaces d’opérateurs B(H ) a un role particulier, il est universellement injectif ;
toute application linéaire complétement bornée d’un espace d’opérateurs £ C F dans B(H)
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admet une extension & F' tout entier de méme norme, c’est le théoréme de Wittstock et
B(¢3) a également la propriété de contenir tout espace d’opérateurs séparable. Parmi les
espaces minimaux ¢, a ces deux propriétés, mais il n’existe pas de tel analogue pour les
Q-espaces ce qui pose aussi d’énormes difficultés.

1.2.2 Espaces min et max

Les constructions des structures d’espace d’opérateurs extrémales pour un espace de
Banach X évoquées dans l'introduction admettent des analogues si l'on se restreint aux
(Q-espaces.

Les espaces minimaux étant des (Q-espaces, la plus petite structure de QQ-espace que
I’on peut mettre sur X est donc min X.

Pour la structure maximale, on copie la définition des espaces d’opérateurs :

Définition 1.2.5 Soit X un espace de Banach, on définit une structure de QQ-espace sur
X notée maxg(X) en l'équipant de la famille de norme :

Vr € M,(X) lz|ln = sup{||[{dn, @ u(z)|;u: X — E|E Q-espace et |ul| < 1}

Dans le sup, E est n'importe quel Q-espace et u n’importe quelle application contrac-
tante de X dans F.
Il faut justifier que maxg(X) est bien un Q-espace. C’est la premiére illustration du manque
d’objet universel canonique. En fait, connaissant la cardinalité de X, on peut restreindre
le sup dans la définition & un ensemble £ de @-espaces E. On note

F = 8Fee(®uix—p|ju<tE);

c’est un @Q-espace et maxg(X) est alors complétement isométrique au sous-espace de F
image de X par I'application

{X — F
T = Opee(Oux—p||u<1u(T))

De cette définition, la propriété de maximalité est évidente :

Proposition 1.2.6 Soient X un espace de Banach, E un Q-espace et u une application
bornée de X dans E, alors u : maxg(X) — E est complétement bornée et ||ul|q = |ull.

Une premiere caractérisation de maxg est donnée par

Proposition 1.2.7 Un Q-espace E est mazimal, i.e. E = maxqg F si et seulement si
est quotient de min é{ pour un certain ensemble I.

Preuve : La démonstration repose sur deux propriétés bien connues des espaces £ ; tout es-
pace de Banach est quotient d’un espace E{ pour un certain ensemble I et toute application
de ¢ dans un quotient admet un relévement, plus précisémeént :

Soit w : E{ — FJ/F une application bornée et ¢ > 0, alors il existe une application
@ ¢ — E telle que ||| < (1+¢€)||ul| et & = w ot 7 : E — EJF est I'application quotient.

Supposons que E soit un quotient de min(é{ ) et soit u : E — @ une application bornée
de E dans un @Q-espace ) = (min X)/(minY"). On note mp et mg les applications quotient
sur E et Q. On a le diagramme

min(¢]) e min X
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oil ¢ est un relévement (banachique) de umg donné par la propriété de relévement de ¢4 de
norme inférieure & (1+€)||ul|, € étant fixé arbitrairement. On peut maintenant montrer que
u est complétement bornée ; soit x € M, (F), il existe € M,,(min(¢!)) un relévement de z
tel que ||Z]| < (14¢€)[|z||, on al'égalité (Idy, @u)(z) = (Idy, ®(1Q@))(Z) car le diagramme
commute et comme ¢ est a valeurs dans un espace minimal elle est complétement bornée,
les applications quotient étant complétement contractives, on en déduit :

1(Zdar, @ w)(@)]| < (1 +€)|z]].

Ceci étant valable pour tout €, u est complétement bornée et ||ul|s < |Jul|. Pour conclure,
on applique ce résultat pour Q = maxg(E) et u Iidentité, par définition de maxg, Id :
maxq(F) — E est complétement contractante, on vient de voir que Id : E — maxg(E)
I’est aussi, donc lidentité est complétement isométrique.

On vient de montrer que si, comme @Q-espace, F est quotient de minﬁ{ alors F est
maximal pour les ()-espaces. Pour la réciproque, par la propriété d’universalité de £1, le
Banach sous-jacent & E est quotient d’un certain E{ et ainsi peut étre équipé d’une structure
d’espace d’opérateurs quotient de min(ﬁ{), et donc en appliquant le résultat précédent,
maxg(E) est un quotient de min(¢1). O

Un corollaire évident :

Corollaire 1.2.8 I existe une unique structure de Q-espace sur E{.

En effet, par la proposition précédente toute structure sur ¢1 doit étre complétement iso-
métrique & maXQ(E{). En fait, on peut remplacer E{ par n'importe quel Banach ayant la
propriété de relévement.

On retrouvera dans la suite ce genre de raisonnement qui utilise les propriétés univer-
selles. En utilisant justement cette propriété de maximalité, Paulsen dans [Pal] a établit
une formule pour calculer la norme d’un élément dans max(E), on peut faire de méme
dans le cadre des Q-espaces :

Théoréme 1.2.9 Soient X un espace de Banach et x € M, (X) alors

lellar,maxgexyy = infLllAllag 1 Bllag, (max llziflx)lvllas, -,
x = (v® Ildx)(A.diag(z;).B)}

ot linfimum parcourt toutes les possibilités de décomposer la matrice x, p est quelconque
et diag(x;) est la matrice diagonale ayant pour coefficients diagonauz les x;.

Preuve : Pour prouver ce théoréme, il faut montrer qu’ainsi on définit bien une structure de
Q-espace sur X et qu’elle est maximale. Commencons par montrer qu’il s’agit bien d’une
structure d’espace d’opérateurs, pour cela on montre que les axiomes (R1) et (R2) de Ruan
sont satisfaits. On note « la famille de “normes” construites dans le théoréeme. Il est clair
que cet infimum est bien défini car il existe au moins une facon de décomposer x sous la
forme voulue.

— Pour (R1), on considére une décomposition de z € M, (X) sous la forme z = (v ®

Idx)(A.diag(z;).B) avec

1A, 1Bl a, (e fls )0l ag, -z < (14 )l

Soient C' et D des matrices de tailles n, on doit montrer que

|C.z.Dlla < [|C] |2[lallD]-
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Il suffit de remarquer que 'on a
C.x.D = ((Cw.D) ® Idx)(A.diag(x;).B)

ou Cw.D : M, — M, est 'application v suivie de la multiplication & gauche par C
et a droite par D, comme ||C.v.D||rr,— 1, < ||v|ag,— a1, |C] [ D]], on déduit

[CzDlja < (1 +)[IC] ||zllall DI

ce qui termine la premiére vérification car € est arbitraire.
— Pour (R3), on prend x € M,,(X) et y € M,,(X), pour chaque € > 0, on peut trouver
des décompositions
r = (v® Idx)(A.diag(z;).B)
y = (w® Idx)(C.diag(y;).D)
avec
[ Allaz, | Bl ag, (maxi<icp (|23l x0) [0l ag, - ar < (1 + )]l
ICIaz, 1Dl az, (maxi<iq il x) lwllaz—az,, < (14 €)llylla

On peut alors décomposer x @ y sous la forme
rdy=((vew)®ld)((A&C)(diag(z;) & diag(y:))(B & D))

ce qui donne
2@ ylla < (14 €) max{|[zla, [y},

et termine la preuve pour (R2).
On a montré que (R;) et (Rg) sont satisfaits, pour conclure que 'on obtient bien une
structure d’espace d’opérateurs sur X, il faut s’assurer que I’on a bien construit des normes
et que la norme obtenue sur X correspond & la norme initiale.
Si z € X, considérons une décomposition de x = (v® Idx )(A.diag(x;).B) toujours avec
la méme estimation, alors pour tout f € X*, on a

<z, f >=v(Adiag(< i, f >).B) < || Allasy | Bllag, (max Jlzillx)|vllas, ~c

et donc ||z|lo = ||z||, comme x admet une décomposition sous la forme x = (Idc ®
Idx)((1).(x).(1)), on a I'inégalité inverse.

Le non-dégénérescence provient du fait ci-dessus et (R1), (R2); en effet, grace a (R1)
et (R2), on a [|z; || < ||z]|a pour x = (x;;) € My(X).

L’homogénéité est immeédiate, la sous-additivité provient de (R1) et (R2), on a

1
(o ; vy v [ lelirdy,
w4 = (lelir, Wi, ), © ( Iyl
« My,

d'ott [z + ylla < [[zlla + [[Yla-

Il reste & s’assurer que ’on a bien une structure de (J-espace et qu’elle est maximale,
pour cela on utilise la caractérisation de Junge qui sera montrée dans la sous-section sui-
vante théoréme 1.2.11 (ou plutot son corollaire).

Soit donc T une application de M,, dans lui-méme, il faut vérifier que |7 ® Idx :
M (X) — My (X)[| < |T: My — Myl| -

Soit x € M, (X) décomposé sous la forme z = (v ® Idx)(A.diag(z;).B), on a

(T ® Idx)(z) = (Tv ® Idx )(A.diag(z;).B)
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dou [[(T @ Idx)(x)|la < ||T||]|z]|a et donc la structure v donne bien un Q-espace.
La maximalité provient elle-aussi du théoréme de Junge (dans lautre sens) appliqué
pour T' = v, en effet pour toute structure 8 de Q-espace sur X, on a

[zllg < [lv]|||A.diag(x:).Bl|s
mais pour toute structure d’espace d’opérateurs par (R1) et (R2), on a

|A-diag(z:)-Blls < [|Allag, [ Bllas, (m

Kigp\\wz‘\\X)-

Ce qui termine la preuve. O

Remarque : Ce théoréme est formulé et démontré a la maniére de [Pal]; il peut se déduire
de la proposition 1.2.7 sans recourir au théoréme 1.2.11; si 'on part d’'une décomposition
comme dans le théoréme, on peut en définir une nouvelle en remplagant v par v = v(A.B)
ainsi que A et B par l'identité, la restriction de v & la diagonale de M, est alors une
application bornée de min(¢5,) — M,, et donc

1 llas, (maxq )y = i (max [l [ x)|llez, s, [ 2 = (v @ Tdx)(diag(z:))}

ce qui traduit que maxg(X) est un quotient d’un espace de type min 6{ , C’est le méme
argument que celui de la preuve du théoréme de Junge (en remplacant S par £1) que 1’on
va donner maintenant.

1.2.3 Caractérisation et exemples

On utilise ici la caractérisation obtenue par Junge dans [Ju| pour obtenir quelques
propriétés supplémentaires des (Q-espaces et comparer les espaces d’opérateurs classiques
a des (Q-espaces.

Si E et F sont des espaces d’opérateurs complétement isomorphes, il est possible de
définir un analogue de la distance de Banach-Mazur entre E et F' au sens complétement
borné :

de(E, F) = inf{||ullss |u"er ; u:E — F isomorphisme}.

Dans le méme ordre d’idée, on peut mesurer la distance d’un espace d’opérateurs aux
(Q-espaces :
do(E) = inf{ duw(E, F); F Q-espace }.

Une premiére remarque & partir de cette définition :

Proposition 1.2.10 E est un Q-espace si et seulement si dg(E) = 1.

Preuve : Cela provient de la stabilité des (-espaces par ultraproduit. Si dg(FE) = 1, alors
pour tout n > 1, il existe un @Q-espace E, et un isomorphisme complet u, : £ — E,, tels
que [[ufles [[u™|ep < 1+ L. Soit & un ultrafiltre sur N*, on pose F = II(E,)/{let u: E — F
I’application produit obtenue & partir des wu,. Alors FE est complétement isométrique & son
image par u; en effet, pour tout k et z € My(E) :

ITdx @ u)(@)]| = lim | (Ldy @ un)(@)]| = ||z]].

Comme F est un Q-espace, E 'est aussi. O
La caractérisation de Junge est la suivante :
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Théoréme 1.2.11 Soit E un espace d’opérateurs, alors dg(E) est la plus petite constante
C telle que pour tout entier n > 1 et toute application T : M,, — M,,,

|T®Idg : M,(E) — M,(E)|| <C|T|.

Compte tenu de la proposition précédente :

Corollaire 1.2.12 FE est un Q-espace si et seulement si ['inégalité précédente est satisfaite
avec C' = 1.

Preuve : Commencons par démontrer la réciproque. Soit £ = min(X )/min(Y") un Q-espace
(et 7 Papplication quotient), montrons que pour tout T : M, — M,, on a |T ® Idg :
M (E) — My(E) || < |IT]].

Un élément € M, (F), se reléve par définition, pour tout € > 0, en un élément €
M, (min(X)) tel que ||Z|| < (14¢€)||z|. Comme (T ®Idg)(z) = (Idp, @) (T ® Idmin x)(Z),
il suffit de montrer le résultat pour min(X). Mais, en notant &; ; les entrées de &

2]l = sup [[(< f,Zij >,
fE€EBx*

on a

(T ® Idx) (@)l < (T © Idx)(2)]| = Sup IT((< f, 25 >Dlaa, < [TIHIZ]-

Pour la version complétement isomorphique (lorsque C > 1), il suffit de remarquer que si
dep(E, F) < C, alors

IT® Idg : My(E) — My(B)|| < CIT ® Idp : My(F) — My(F)].

On rappelle que ST = M;;. Pour le sens direct, on a besoin du résultat suivant et de sa
preuve, observé pour la premiére fois par Blecher dans [Bl] :

Lemme 1.2.13 Soit E un espace d’opérateurs, alors il existe un ensemble I et pour chaque
i € I un entier n; > 1 tels que E soit un quotient au sens espaces d’opérateurs de ¢1((S77)).

Preuve : Pour le voir, il suffit de prendre I = Up{¢ € M,(E), | ¢|| < 1}, tout élément i € I
est un élément de M, (E) dans un certain n;, ¢ peut étre vu comme une application de
S1" dans E. On définit alors

. G((ST")ier)) — E
' (si) = Y er i(si)

p est complétement contractante par la définition des sommes ¢ et le fait que pour chaque
i, Jlifles < 1.

Six € M,(FE) est de norme plus petite que 1, 'élément & de M, (¢1((S7%))) ayant toutes
ses composantes en ¢ nulles sauf celle correspondant & = égale a I'identité de ST* (c’est un
élément de M, (S7*)), verifie (Idy, ® p)(Z) = x et ||Z]] < 1, ce qui prouve que Idy, ® p
est une application quotient pour tout n. U

Soit E un espace d’opérateurs vérifiant pour toute application T : M,, — M, :

IT@ldg : Mu(E) — Mu(E) || < CIT]| (%),

On remarque tout d’abord que l'on peut remplacer T : M, — M, par T : M,, — X et
M, (E) par X ®min F pour tout espace d’opérateurs X. Cela peut étre vu comme une
conséquence du lemme, puisque X* est un quotient d'un espace £ ((S7%)), X** se plonge
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completement isométriquement dans un espace de type ©oM,, donc X aussi; comme M,
est complétement complémenté dans M, si p < g, (*) est satisfaite pour T : M,, — M,
pour n’importe quel m, et donc pour 1" : M,, — Goc My, par définition de la somme directe
et enfin (x) est héréditaire pour ’espace d’arrivée. De méme, on peut remplacer sans peine
le M,, de Pespace de départ par ¢4 ((M,,)) pour F finie car cet espace est complétement
complémenté dans MZZ’GF ;-

L’espace E est d’aprés le lemme quotient de ¢1((S]?)) avec I décrit précédemment et p
I’application quotient. Soit F' une partie finie de I, on note pg la restriction de p au sous
espace complétement complémenté ¢4 ((ST7)) de ££((S])) (on note Pr la projection sur cet
espace). On applique la généralisation de (x) pour T = Id : £5 ((M,,)) — max(¢£ ((M,,)))
(qui est bornée en norme par 1) que P'on teste sur pg : £1°((S7%)) — E de norme plus petite
que 1. On en déduit que pp : min(¢4'((S77))) — E est complétement bornée de norme plus
petite que C, donc de méme pour pPp : min(¢((S7%))) — E.

La famille d’applications (pPr : min(¢{((S]?))) — E) est uniformément bornée en
norme cb, comme pour tout z € min(¢{((S7))), Pr(z) tend vers z le long du filtre des
parties finies, on en déduit que

lp - min(£((S7%))) — Bl < C.

En résumé on a le diagramme commutatif :

min(¢1((S7))) =~ (1)
p
\ /
E
Soit I = Ker p, en tant qu’espaces d’opérateurs, E = ¢1((S7%))/I, comme Id : ¢1((S7?)) —

min (¢4 ((S7%))) est complétement contractante Id : E — min(¢((S]?)))/min(I) est com-
plétement contractante et 1’estimation de la norme de p donne

| Id : min(¢1((S}?)))/min(I) — E||s < C.

Et donc dg(F) < C. O
Remarques : Il découle de la preuve que si E est un QQ-espace alors isométriquement

E @min Mn =F @min maX(Mn)-

Dans le théoréme, on peut remplacer M, par n’importe quel espace d’opérateurs Z 1-
complémenté (en tant que Banach) dans B(H) (on note P la projection). On peut raisonner
ainsi : si E est un Q-espace alors son dual E* est sous-espace d’un espace maximal max(X),
soit T une application bornée de Z dans B(K) et soit v un élément de la boule unité
de Z @min E (on peut supposer que v est de rang fini), alors v peut étre vu comme une
application complétement contractante de E* dans Z C B(H) et donc admet une extension
complétement contractante ¢ : max(X) — B(H). T'Pv est une application bornée par ||T]|,
par la propriété de maximalité, elle est donc complétement bornée, il en va de méme pour
sa restriction & E* qui est exactement (T’ ® Idg)(v).

Passons & quelques applications de ce théoréme :

Corollaire 1.2.14 Si E et F' forment un couple compatible de Q-espaces, alors E+ F' est
un QQ-espace.

C’est une conséquence de l'identité M, (E + F') = M, (E) + M, (F).
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Corollaire 1.2.15 La classe des Q-espaces est stable par interpolation complexe. Plus pré-
cisémént si By et By forment un couple compatible d’espaces d’opérateurs alors

VO<O<1, do(Ey) < do(Eo)Ydg(Er)’.
Preuve : La démonstration de ce résultat est directe. Par définition
My ((Eo, Er)e) = (Mn(Eo), Mn(E1))o,
si T : M, — M,, par les propriétés de 'interpolation

1T ® Id - My((Eo, Er)e) — Mu((Eo, Ev)o)ll < |IT : M(Eo) — M (Eo)||'~°.
T : My (E1) — My (En)|°
< dg(Eo)' (BT

ou la derniére inégalité provient du sens direct du théoréme 1.2.11 et par la réciproque de
celui-ci, on obtient ’estimation du corollaire. O

On s’intéresse maintenant aux exemples classiques d’espaces d’opérateurs. R, et C),
désignent les espaces hilbertiens de lignes et de colonnes dans M,, (c.a.d engendrés par {e; 1 }
et {e1:}). OH,, est espace d’opérateurs hilbertien introduit dans [Pi3] qui est (R, C’n)%
®,, est 'espace d’opérateurs engendré par les matrices de Clifford Uy, ..., U,, ce sont des
unitaires autoadjoints et anticommutant dans Msn et qui satisfassent :

1 1
Vo € C (1 |eil?)2 < 127 il < V2 (21 leal?)2

Remarque : Les (Q-espaces sont des espaces d’opérateurs symétriques dans le sens ou
E = E°P, c’est a dire que la transposition de M,, est isométrique sur M, (F) et donc
tout espace non symétrique ne peut étre un (Q-espace ce qui est illustré par les premiéres
estimations suivantes :

Corollaire 1.2.16 On a les estimations suivantes :

do(My) = dQ(Ry) = do(Cy) = n3

do(Ry, N Cn) <V2 Ado(®y,) & ne

.dQ(O n) & ni do(Ry + Cp) = ne
logn < do(M, N MP) < vn do(M, + M) Z /n

Preuve :
— Pour M,,, on a de,(M,,, min(M,)) < n, il suffit de prendre I'identité formelle comme
isomorphisme, en effet

1
1 (bi ) ar, ((BCEDY)) Z 193,511 2r)) 2 nmabeuHB < 1| (0i ) | min(M) @ B(H) -
i,j=1

Pour l'autre estimation, on se sert du théoréme 1.2.11 en choisissant pour 7" la trans-
position de M,,. Pour minorer C, on calcule

n
1D eij @ejillanony =1 et 1Y e @eijlan) =n
7,7 i,7=1

d’ou dg(M,,) > n, et par conséquent de,(My, min(M,)) = n.
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— On raisonne de méme pour C), et Ry, en prenant pour 7' la transposition de M,, que
I'on applique sur Y " | e;1 ® e1; pour trouver la majoration dg(R,) > n2. Pour la
minoration, on utilise encore 1.2.11, soit T": M,, — M), :

n
1
1Y - T(ms) @ exillary (ry) = HZTW (mi)*[|ar,) 2
=1

1

n n
11
< Imilld,)z <n2 D mi ® evillag, (ra)-
i=1

=1

1

Et il vient dg(R,) < n2. Les calculs effectués pour M,, montrent en fait que

N|=

dep(min(4y), Ry,) = n2.

— Pour R, N C,, il s’agit exactement d’une forme faible de 'inégalité de Grothendieck
non commutative (voir [Pil]| et [HP1]) :
Pour toute application linéaire bornée v entre deux C*-algébres A et B, on a

11dR,0C @ V]l (RyCo)@rmin A (B Co)ominB < V2 |[0]] 4 B-

— Pour minorer dg(®y), on utilise I'application T' : C,, — Ma,, qui envoie e;; sur Uj,
cette application est bornée par v/2 et comme C,, est 1-complémenté dans M, on
peut appliquer le théoréme 1.2.11, on a :

1
1D ein@Uill=n? et || T(ein)®Uil|=n
% A

soit dg(®y,) > (")l Pour la majoration, on montre que dey(®,, Ry, N Cp) = n% on
consideére 'application précédente T': R, N Cp, — @, telle que T'((e1; ® €;1)) = Ui.
Par l'inégalité de Cauchy Schwarz pour les opérateurs, on a pour toute famille (m;)
dans M,

n n n

1 1

1Y Ui@mil < || )_UU; @1d||2.]| ) Id @ mim;]|2
=1 =1 =1

n
<V Z(em @eir) @mgl.
i—1

Donc [|T'||s < 4/n et d’autre part comme les U; anticommutent et sont autoadjoints
tr U;U; = 0 si i # j ol tr est la trace normalisée et

HZwa%wZUW®mmu

3,j=1

HZHU*®m%WWZmWW

3,j=1

Donc T~ ! : ®,, — C,, est complétement contractante, en inversant les *, on obtient
IT71:®, — RN Cylle < 1.
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— On procede simultanément pour OH,, et R,,+C,,, comme OH,, = (R,+C), R,NC,,)
on a

1,
2

do(OH,) < dg(Rn + Cy)e.

Comme l'identité formelle de min(¢2) dans C), a une norme cb plus petite que /n
(voir plus haut), on a

dQ(Rn + Cn) < dcb(Rn + Cy, mln(€2)) < \/H

Pour minorer dg(OH,,), on utilise encore l'identité T' : C;, — ®,. On note e; une
base orthonormée de OH,,

1Y Uieel? =Y, UieUl=n
I3 e @ el =1 e @ el = v

dott do(OH,) < ni.

— Comme ¢, est un espace symétrique, il est inclus dans Man N My% ce qui donne
I’estimation inférieure pour ce dernier. Nous verrons dans la section suivante que
(R, N Cy) @min (Ry N Cy) = My, N M? N R,z N C,2 (voir [HP1]) est isomorphe
uniformément en n a un Q-espace, la majoration de dg(Ma, N My") provient alors
de dep(Myp N MyP, (Ry, N Cr) @min (Rn N Cr)) < /1.

— La minoration pour dg (M, + MyP) provient du fait que cet espace contient R, + C,,.

O

R, N C, joue un réle central pour les @)-espaces ce qui est illustré par le théoréme
suivant issu de [Pi3] (théoréeme 9.7) :

Théoréme 1.2.17 Pour tout espace d’opérateurs E de dimension n, on a
dey(E, R, N Cy) < /.

Ainsi

Corollaire 1.2.18 Pour tout espace d’opérateurs E de dimension n, on a
dQ(E) < V2n.

Les exemples ci-dessus montrent que ce résultat est asymptotiquement optimal.

On dispose de réalisations concrétes de R,, N C,, comme Q-espace. Soit H*°(T) le sous-
espace de L (T) des fonctions ayant leurs coefficients de Fourier d’indice strictement néga-
tif nuls, le quotient min(L°°(T))/min(H>°(T)) est un Q-espace par définition et I’on dispose
d’une réalisation concréte de celui-ci comme espace d’opérateurs. Une matrice de Hankel
dans B({>(N)) est une matrice de la forme >, ~q anvyn avec v, = 3, . €; ;. L'ensemble
des matrices de Hankel est noté H. A toute fonction f € L>(T, M) I'ensemble des fonctions
bornées préfaiblement mesurables & valeurs dans une algébre de von Neumann M, on peut
associer la matrice de Hankel & valeurs dans M, Ty =3 -, f(=n = 1), le théoreme de
Nehari-Sarason-Page affirme

Théoréme 1.2.19 Les espaces d’opérateurs H et min(L>°(T))/min(H>°(T)) sont comple-
tement isomorphes.

Plus précisémént, si h = ano an @7yn est une matrice de Hankel & coefficients dans une
algébre de von Neumann M, alors il existe une fonction f € L*(T, M) telle que I'y = h.

En remarquant que le sous-espace de H engendré par (y2n)p>0 est complétement com-
plémenté dans H et complétement isomorphe & RN C, on obtient une réalisation concréte
de RN C comme Q-espace et une démonstration de I'inégalité de Grothendieck non com-
mutative.
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1.3 Produit minimal et ()-espaces

Dans cette section, on tente d’étudier les relations entre les @)-espaces et le produit
tensoriel minimal. On reformule notamment un éventuel corollaire de la stabilité de la
classe des (Q-espaces pour ce produit tensoriel.

Commencons par les espaces minimaux, de la définition du produit tensoriel minimal,
il découle que si X est un espace de Banach et E est un espace d’opérateurs alors isomé-

triquement
mln(X) Rmin P =X @\ F

ol ®) est le produit tensoriel injectif des espaces de Banach. Comme premiére application
de ce fait, on obtient que pour X et Y espaces de Banach

min(X) ®@mpip min(Y) = min(X ®, Y).
En effet, on a les identités isométriques :
M,(min(X ®,Y)) =M, @\ X ®,\Y = M,(min(X)) ®, Y

= M, (min(X)) @mpinp min(Y) = M, (min(X) Qmpi, min(Y)).
Comme généralisation

Proposition 1.3.1 Soient X un espace minimal et E un Q-espace alors min(X) Qmin £
est un Q-espace.

Preuve : C’est une conséquence de la caractérisation des (Q-espaces du théoréme 1.2.11.
Comme X est minimal, il est inclus complétement isométriquement dans un certain ¢Z_,
puisque les @-espaces sont stables par passage aux sous-espaces et la norme tensorielle
minimale est injective, il suffit de considérer le cas X = ¢._. Soit T une application de M,,
dans lui-méme bornée, alors T’ ® Id,r_ : 0L (M) — €% (M,) est bornée par ||T||. D’aprés
la remarque suivant le théoréme 1.2.11, on peut dans celui-ci remplacer M,, par n’importe
quel espace d’opérateurs injectif, donc par Ego(Mn) et donc T' ® Idgéo ® Idg est bornée de
My (€, @min E) dans lui-meéme par [T ® Idy || = ||T]. O
Remarque : On aurait aussi pu utiliser

U3 (B F) = UL (B)/ UL (F).
Le cas de RN C est assez intéressant, en effet on peut extraire de [HP1]

Proposition 1.3.2 Soit n > 1, alors (RN C)®min est complétement isomorphe a un Q-
espace.

Preuve : On démontre ce résultat par récurrence, le cas n = 1 a été traité dans la section
précédente en utilisant 1'inégalité de Grothendieck non commutative.

Supposons que (RN C)®min soit complétement isomorphe 4 un Q-espace.

RN C est complétement complémenté dans M, I'algébre de von Neumann du groupe
libre & une infinité de générateurs, on note P la projection (voir [HP1]).

Soit T : M,, — M, une application linéaire bornée. Alors par hypothése de récurrence
T® Id(RmC)®$in est bornée par ||T||dg((RN C)®min). Donc T ®@ P®" de M,,(M®min) dans

lui-méme est bornée car P est complétement bornée. Mais M, (M ®311n) est une C'*-algebre,
on peut donc appliquer l'inégalité de Grothendieck non commutative comme dans le cas
n = 1, pour obtenir que T'® P" ® Idrnc est bornée et que 'on a

n+1 n n
do((R N C)min) < ||P|g-de (RN C)Frin).dg(R N C).
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En conclusion, (RNC)®min est complétement isomorphe & un Q-espace pour tout entier
n. U

La méme démonstration, en replacant I'inégalité de Grothendieck non commutative par
le théoréeme de Nehari-Sarason-Page (1.2.19) donne

Théoréme 1.3.3 L’espace (RN C) @min H est isomorphe a un Q-espace.

Probléme : Est-ce que H ®pin H est isomorphe a un ()-espace ?

Le probléme principal pour résoudre cette question (et la suivante) est le manque
d’exemples d’applications bornées et non complétement bornées T : M,, — M, que 'on
pourrait utiliser dans la caractérisation de Junge.

Pour ces applications a valeurs dans M, il est possible de calculer leur norme compléte-
ment bornée en un nombre fini d’opérations, ce résultat est connu sous le nom de lemme
de Smith (voir [Pa2| proposition 7.9) :

Lemme 1.3.4 Soient X un espace d’opérateurs et u : X — M, une application linéaire,
alors

lwller = 1 dnrr, ® ullag, (x)— M (M)

Une des premiéres choses & laquelle on pourrait penser pour la stabilité vis-a-vis du
produit tensoriel minimal, est de montrer que

(RNC) Qmin E/F = (RNC) @min B/ (RN C) @min F,

cependant

Théoréme 1.3.5 Soit E un espace d’opérateurs minimal et F' C E, alors isomorphique-
ment on a

(RN C) @min E/F = (RNC) @min E/(RNC) @uin F,

mais ol existe B et F' minimauzx tels que cette égalité n’ait pas lieuw au sens complétement
isomorphe (pour application naturelle).

Preuve : L’identification isomorphique provient encore du théoréeme 1.2.11. On note p :
E — EJ/F Dapplication quotient.

L’application Idrnc @ p : (RN C) @min E — (RN C) @min E/F est complétement
contractante. Son noyau est exactement (RN C) ®@min F, en passant au quotient on peut
donc bien définir une application complétement contractante et injective

qb(RﬂC’) ®m1nE/(RmC) (gmin-F_> (ROC) ®m1nE/F

On commence par montrer qu’elle est inversible. Pour cela, il suffit de montrer qu’il
existe une constante C' telle que chaque z € (RN C) ® E/F (produit tensoriel algébrique),
lz|| <1, se reléve en un élément & € (RN C) ®@mpin £ de norme inférieure a C.

On considére un tel z. Par homogénéité de R N C (ou par approximation), on peut
supposer que z € (R, N C,) ® E/F pour un certain n > 1. R, N C, est complétement
isométriquement inclus dans M, 11 et y est 2-complémenté (au niveau Banach). Donc
xr € Mp41(E/F), par définition, on peut relever x en y dans M,1(E) avec |ly|| < 2.
Comme E est un Q-espace, T = (P ® Idg)(y) € (R, N Cp) ® E est de norme inférieure a
4 et est un relévement de z.

Pour la seconde affirmation, on raisonne par ’absurde en supposant que pour tout E
minimal, complétement isomorphiquement

(RNC) @min BE/F = (RNC) Qmin E/ (RN C) Quin F. (%)
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Alors il existe C' > 0 telle que ||¢p ||, < C ot ¢ a été définie précédemment. En effet, si tel
n’est pas le cas, on considére un suite d’espaces F,, F), telle que la suite ¢,, associée vérifie
|67 o = m, et soit E = @By et F = @ F,. L’application ¢ associée est exactement
@¢y et est inversible d’inverse complétement borné mais [|¢ || = ||, e = n pour tout
n > 1, ce qui est impossible.

De facon duale, (x) signifie que pour tout espace d’opérateurs maximal de dimension
finie max(X) et tout sous-espace Y C X et toute application complétement bornée v :
Y — My+1(R, N Cy), il existe une extension ¢ de v sur X tout entier & valeurs dans
M, (R, N Cy) verifiant ||| < C|v|cb-

On choisit X = max(Mp+1 ®@min Mn+1), le sous-espace Y = M, ® (R, N Cy) et
v l'identité; v est bien complétement contractante car c’est la restriction & Y de Id :
max(My1+1 @min Mnt1) — Myt1 @min Mp+1 qui est complétement contractante par la
propriété de maximalité.

Soit ¥ une extension de v. Soit U, 11 le groupe unitaire de My, et dm sa mesure de
Haar, on définit une nouvelle application v : max (M1 ®min Mn+1) — M1 @min(RnNCy)
par la formule :

u(z) = / (U* ® Id)o((U ® Id).z.(V @ Id))(V* ® Id)dm(U)dm(V).
Un+1XUn+1

u est bornée et ||u|| < C. De l'invariance par translation de la mesure de Haar, pour
tous U,V € Up41 et M, N € M1, il vient

w(UMV @ N) = (U ®Id)u(M @ N).(V Id) (%)
En prenant U = diag(z;) et V = diag(z]) pour z;, z, € T, puis 'espérence sur T :
Vng,jgn—kl, u(6i7j®N):6i7j®T'i7j(N).

De plus, T; j(N) ne dépend pas de i et j, pour le voir il suffit de prendre U et V des
matrices de permutation dans (xx). On a ainsi une fonction 7' : M, 11 — (R, N C,) telle
que

Hu =1dxT: Mn+1 X min Mn+1 — Mn+1 & min (Rn N Cn)” <C

et T étend l'identité de R,, N Cy,, en effet si N € R, N Cy, comme 0(e; ; @ N) =¢; ; @ N

e & T(N) = / (U* @ Id) (UesV ® N)(V* © Id)dm(U)dm(V) = e;; @ N.
Un+1XUn 1
D’aprés le lemme de Smith, 7" est complétement bornée et ||| < C.
Mais, comme T est une projection de M,, 11 sur R, NC,,, d’aprés [HP1], || T||c = ¢v/n, d’on
une contradiction. O

On s’intéresse maintenant au
Probléme : pour tout Q-espace E, RN C Qmuin F est un Q-espace?
Pour cela, on commence par dualiser le théoréme 1.2.11 :

Théoréme 1.3.6 Soient E C B(H) et F C B(K) deuz espaces d’opérateurs et ¢ : E — F
une application bornée, les deux propositions suivantes sont équivalentes :

— i) Il existe ¢ : B(H) — B(K) une extension de ¢ telle que ||¢|| < C||.

- 11) Pour tout Q, Q-espace

11dg ® ¢ : Q @min E — Q @min F|| < C||4]].
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Preuve :
)= ii)
Soit () un @-espace, on a le diagramme

Idg®¢

Q Qmin E Q Qmin F

c.i. c.i.

Q®m1nB(H)@fQ mlnB(K)

ou les fleches verticales sont des injections complétement isométriques.
D’apreés la caractérisation des (Q-espaces :

L’assertion découle de Idg ® @Q@)E =Idg ® ¢.
ii)=1)

On commence par le cas ou E C B(H) est de dimension finie. Soit E, le Banach E
muni de la stucture d’espace d’opérateurs induite par le plongement E C max(B(H)).
On choisit Q = E*, c’est bien un Q-espace. Soit z € Q @ E représentant lidentité alors
lz||ep = 1 et par hypothése

|2 = (Idg ® ¢)(@)lQ@mnr < C-

i est complétement bornée et donc admet une extension ¢ & valeurs dans B(K) de méme

norme :
b
.
B(K

)

E

.

B(H) 2~
45 est ’extension cherchée.

Dans le cas oil E est de dimension infinie, on note I ’ensemble des sous-espaces vecto-
riels de dimension finie de E ordonné pour l'inclusion. Pour chaque G € I, la condition ii)
reste valable pour ¢g, par la premiere partie de la preuve, on dispose d’une extension qEG
de ¢\ : B(H) — B(K) de norme inférieure a C||¢||.

Soit 4 un ultrafiltre sur I raffinant le filtre de I’ordre sur I, on pose pour = € B(H)

&(m) = w-* liirln ggp(x)

max

ce qui est correctement défini car la boule de rayon C||¢||.||z|| de B(K) est compacte pour la
topologie préfaible. Cette application est bien de norme inférieure a C||¢|| et sa restriction
a F est bien ¢. O

Dans ce qui suit, on note ¢ la transposition de B(H) (ou M,,), alors t est une isométrie
qui envoie R sur C et inversement.
En utilisant ce résultat d’extension :

Théoréme 1.3.7 Les propositions suivantes sont équivalentes :
~ 1) Pour tout Q-espace Q, RN C Qmin Q est isomorphe a un Q-espace.
— 11) Il existe C' > 0 tel que pour tout entier n > 1 et T : M,, — M,, il existe une
décomposition T = ¢ + 1 vérifiant

[1dr ® ¢ : R @min My — R @min My || < C||T|
[t ® 1) : C @min My = R @min My < C||T
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Preuve :
ii)= 1)
Par le théoréeme 1.2.11,

do((RNC) @min Q) = sup 11d @ T'||(RAC)@ min @ mmin Mo — (RAC) D1min Qi M
T:Mp— M, ; ||T||<1

On considére un tel T', d’aprés ii), on dispose d'une décomposition T' = ¢ + 1.
dR1dp est bornée et puisque M, ® R est injectif (car R est 1-complétement complémenté
dans B(H)), par le théoréeme 1.2.11, ¢ ® Idr ® Idg est bornée et a fortiori

l¢ ® Idpnc—r ® Idg : My @min (RN C) @min @ = My @min R @min Q|| < C[|T].
On raisonne de méme pour ¢ ® t ® Idg (formellement ¢ = Idc—.g) et on obtient

¥ @ Idrnc—r @ Idg : My @min (RN C) @min @ — My, Omin R @min Q| < C|IT-
En additionnant,

IT @ Idpnc—r ® Idg : My @min (RN C) @min @ — My, @min R Qmin Q| < 2C||T.

En appliquant la décomposition de ii) a application ¢T', on obtient tT' = ® + ¥ avec

1Idg @ ® : R ®min My, — R @min My | < C|T||
||t QW : C Qmin Mp — R @min MnH < CHTH

En appliquant I'isométrie ¢ ® ¢, on obtient une décomposition de T'= ¢ + 1) (avec ¢ = tP
et v =tW) et
[Idc ® @ : R @min My — C @min My|| < C||T|
It @Y : R Qmin My, = C @uin My|| < C||T|

Comme ci-dessus, on obtient alors
IT ® Idgnc—c ® Idg : My @min (RN C) @min @ — My, @min C @min Q| < 20T
et donc
T ®Idrnc—rnc @ 1dg : My @min (RN C) Qmin @ — My @min (RN C) @min Q] < 2C||T|.

et do((RNC) @min Q) < 2C.
)= ii)
Les arguments sont semblables a ceux de la seconde partie de 1.3.5.
Tout d’abord, par un argument de somme directe, i) implique qu’il existe C' > 0 telle

que pour tout Q-espace )
dQ((R N C) Omin Q) < C.

On note R @ C' le sous-espace de B(H) engendré par (ep;)i>1 et (ei0)iz1. R C est
1-complétement complémenté dans B(H) et contient RN C (c’est sa “diagonale”).
Soit T : M,, — M, par i) et le théoréme de Junge

HT ® IdRﬂCHRﬂC ® IdQ : Mn @ min (R N C) ®min Q - Mn ®min (R N C) & min QH < CHTH

Idrnc ® T admet donc par le théoréme précédent une extension T a (R® C) @min M), de
norme inférieure a C||T|| :

T : (R@ C) Amin Mn - (R@ C) ®min Mn
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Soit Pg la projection (||P|ls = 1) de R @ C sur R et Pg celle sur C. On décompose T :

0] v
Ainsi®: R M, - R M, et ¥ :C® M, - R® M,. On se restreint & R et C de
dimension p > 1, on identifie algébriquement Ry, Cp, R, N Cy, & £5.
On utilise 'argument de moyenne du théoréme 1.3.5; on définit @ : 5 ® M,, — (5@ M,
par

B(z) = /u (U* @ Iduy YO((U @ Idpg, )w)dm(U).

L’invariance par translation de la mesure de Haar implique que ® est de la forme Id @ 10}
pour une certaine application linéaire ¢ : M,, — M,,. Les estimations sur ® impliquent que

[Hdr, ® ¢l <C. (1)
La méme construction & partir de ¥ donne une application linéaire v : M,, — M, telle que
ltc,—r, @Y <C  (2).

De plus, pour tout = € £ ® M,

((Pr ® Idy,)T)(z) = /u (U* @ Idp, ) (P + ) (U @ Idyy, )z)dm(U)

= (Idg @ ¢)(x) + (Idg @ ) (x)

Comme T est une extension de I dr,nc, ® T, on en déduit

T =¢+4.
2

Ce qui est la décomposition cherchée avec les estimations (1) et (2). En prenant p > n®,
par homogénéité de R et C, tout élément de C ®yin M, peut-étre considéré comme élément
de Ry, ®min My, (idem pour C), ce qui donne les estimations sans les indices p. O

Remarques : On peut remplacer M,, par B(H) pour tout espace de Hilbert H dans ii).

Siii) est vraie, c’est une généralisation de I'inégalité de Grothendieck non commutative.
En effet, celui-ci dit que toute application de M,, dans lui-méme se tensorise par RN C, ce
qui est évidemment impliqué par ii).

Une stratégie naturelle pour infirmer i) est donc de trouver une application T ne sa-
tisfaisant pas ii). Pour cela, T' ne doit pas étre complétement bornée ou plus généralement
ne doit se pas se décomposer en somme d’une application ¢ complétement bornée et d’une
application v anti-complétement bornée (i.e. t¢ est complétement bornée). Les exemples
classiques d’applications non complétement bornées sont d’une part ¢ et T' I'identité for-
melle entre C,, et I’espace des matrices de Clifford ®,,. Cependant, ¢ est anti-complétement
bornée. Quant & lui 7' ne se décompose pas en somme d’une application bornée et d’une
application anti-complétement bornée mais son cas est traité par

Proposition 1.3.8 SoitT : M, — M, une application bornée se factorisant par un Hilbert
(avec norme de factorisation vyo(T)) alors T se décompose en T = ¢ + 1 avec

HIdR & ¢ : R®min Mn — R Qmin Mn” g VQ(T)
Ht b2y ¢ : C®min M, — R ®Qmin MnH < VQ(T)
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Preuve : Soient v : M,, — H et v : H — M, donnant une factorisation de 7T atteignant
72(T).

Comme u : M,, — H est une application bornée alors par [Pil], il existe deux états f et g
sur M, tels que pour tout x € M, :

lu(@)ll < [lull(f(z2") + g(a*z))?.

Si l'on note L% (M, f) l'espace L?-lignes non commutatif associé a f et LZ,(M,, g) 'espace
L?-colonnes non commutatif associé & g, ce résultat signifie que I’on a une factorisation de
uw par Ly(May, f) N LE(Man, g) -

L3(My, f) & LE(My, g)

s

M, — L% (M,, f) N L%4(M,, g) —>}H —= M,
N

u

Comme les injections M,, — L%(Mn, f) et M,, — ch(Mn, g) sont complétement
contractantes, 1" se décompose en T' = ¢ + ¢ avec ¢ de la forme ¢ = Br_n,, .00, —R
avec ||afles < 1 et [|B]] < 72(T), idem pour ¢ avec C' a la place de R. Pour obtenir la
proposition, il suffit donc de montrer que toute application bornée de R — M, se tensorise
par R et que toute application bornée de C' dans M, se tensorise avec t : C' — R.

Par [Pi3], tout élément de x € R®in R est une application 2-sommante de f5 dans lui-
méme et mo(z) = ||z et toute application u 2-sommante de R dans un espace d’opérateurs
est complétement bornée et mo(u) = ||ul|cp-

Ainsi, (8 ® Idg)x est une application 2-sommante et on a

18 @ Idr)2| Mg minr < v2(T)|2][-

On raisonne de méme pour %, et ’on obtient la proposition. O

L’autre moyen d’obtenir des applications non complétement bornées repose sur 1'utili-
sation des matrices aléatoires mais cela semble infructueux pour notre probléme.

1.4 Une norme pour les ()-espaces

Le but de cette partie est d’introduire une norme tensorielle dans la classe des Q-espaces.

1.4.1 (Q-algébres

Dans la théorie des algébres de Banach, les @-algébres sont les algébres quotient des
sous-algebres des fonctions continues sur un compact. De leur étude dans les années 70, il
ressort deux résultats importants (voir [Di]) ; le premier est le lemme de Craw qui caractérise
les Q-algébres comme les algébres de Banach commutatives satisfaisant 1'inégalité de von
Neumann & plusieurs variables, le second, prouvé par Cole, affirme que les Q-algébres sont
des algébres d’opérateurs. Dans cette section, on s’intéresse aux @)-algébres comme algébres
d’opérateurs (et donc munies d'une structure d’espace d’opérateurs), on va introduire pour
tout espace d’opérateurs une @Q-algébre ayant une propriété universelle.

On commence par quelques définitions :
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Définition 1.4.1 Les Q-algébres sont les quotients au sens espace d’opérateurs des sous-
algébres des C*-algébres commutatives par leurs idéauz.

Désormais, on ne considére plus les Q-algébres que de ce point de vue. L’exemple le
plus simple est sans doute donné par les quotients de ’algébre du disque A(ID) par un idéal
engendré par une fonction intérieure.

On a des analogues des résultats pour les QQ-espaces obtenus au début de ce chapitre.

Proposition 1.4.2 Les Q-algébres forment une variété d’algebres d’opérateurs; elles sont
stables par passage au quotient par un idéal, par passage auz sous-espaces et sommes directes
au sens Loo.

La stablité des algebres d’opérateurs par quotient a été démontrée dans [BRS].

En suivant les idées de Dixon [Di], Blecher et Le Merdy ont obtenu dans [BLeM] une
caractérisation des (-algébres, c’est une sorte d’analogue du théoréme de Junge 1.2.11. On
note P, 'ensemble des polynémes en n? variables sans terme constant que 1'on équipe de
la famille de normes sur My (P,,) :

[Plln = sup{[|P(zij)lln 5 @iy € C, [(zig)lla < 1}

Théoréme 1.4.3 Une algébre A commutative équipée d’une structure d’espace d’opéra-
teurs est une Q-algébre si et seulement si pour tout P € Mn(Py) et (ai;) € M,(A) de
norme plus petite que 1 :

1P (@i )y a) < 1Pl

Preuve : Supposons que A vérifie les hypothéses du théoréme. On note B, la boule unité
de M, que I'on munit de la topologie de la norme. On considére K le compact :

k=TI T 5o

n21 a€Mn(A); lalln<1

On note chaque élément z de K sous la forme z = (z,, ;) oil a décrit toutes les matrices
a coefficients dans A de norme inférieure a 1. On définit A comme la sous-algébre fermée
des fonctions continues de K dans C engendrée par les coordonnées z, ;-

Soit ¢ le morphisme d’algébres vérifiant :

A — A

Ra;; T Qi

o :

Pour justifier de ’existence de ¢, il suffit de montrer que ¢, définie sur les polynémes P en
les coordonnées & valeurs dans A, est complétement bornée. Un élément de My (P) ne fait
intervenir qu'un nombre fini de coordonnées z,, ;, donc un nombre fini d de matrices ak.
On note a = a! @ --- @ a? € My(A) et P le polynome en p? variables & valeurs dans My
défini de maniére évidente a partir de P et «. Alors avec les notations de 1’énoncé

IPllecr.nin) = 1PN

et
(Iduy ® ¢)(P) = P()

donc '’hypothése implique que ¢ est complétement contractante.
Par sa définition ¢ est complétement surjective, car si a = (a;;) € M,(A), |la]] < 1,
alors ) zq, .€ij € My(A) est un relevement de a par ¢ de norme 1.
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La réciproque est directe. Si A est ’algébre des fonctions continues sur un compact K,
a = (a;;) € My(A) avec |la|| <1et P € My(Py)

1P = sup |[P((as; (@D < [1Pllv

car (a; j(w)) est une matrice de B,,.
Ensuite, il suffit de remarquer que le résultat passe aux sous-algébres de C(K,C) puis
au quotient car si ¢ : A — B est un morphisme d’algeébres, on a l'identité (Idpr, ®

¢)(P((ai;))) = P(o((aiy)))- O
Remarque : On peut également donner une version complétement isomorphique de ce
théoréme en rajoutant une constante dans le terme de droite de I'inégalité.

On peut en déduire
Corollaire 1.4.4 Tout Q-espace muni du produit nul (i.e x.y = 0) est une Q-algébre.

Preuve : Soit E' un quotient de min X C C(K,C) et a € M, (F), |ja] < 1.

Si P € Mn(P,) est homogene de degré 1, le résultat découle de la réciproque du
théoréme précédent pour C(K,C).

Si P n’est pas homogéne, pour le produit nul sa composante homogéne @ de degré 1
vérifie

Qa) =Pla) et Q| <P
Cela résulte d’'un argument de moyenne expliqué dans la suite (proposition 1.4.9). Le sens
direct du théoréme précédent nous permet de conclure. O

On va maintenant construire pour chaque espace d’opérateurs une Q-algebre.

Si E est un espace vectoriel son algébre tensorielle T'(E) = & &2, E®" a la propriété
universelle suivante :

Toute application 7w : F — A de E dans une algébre A s’étend de maniére unique en
un homomorphisme d’algebres 7 : T'(E) — A.

Soit E un espace d’opérateurs, pour tout n > 1, on définit une norme sur M, (T(E))
par
%l 2, (7)) = SEUPA{IIIdMn @) ;i lrfe <1, A Q-algebre}
mE—
ou le sup parcourt toutes les applications complétement contractantes m de E dans n’im-
porte quelle Q-algebre A.

On appelle OAg(FE) I’espace de Banach obtenu aprés passage au quotient et complétion
pour la norme obtenue sur T'(EF) (i. e. n = 1). Alors pour tout n, on obtient une norme sur
M,(OAQ(E)), ce qui induit une structure d’espace d’opérateurs sur OAg(E) ; en effet, on
peut restreindre le sup & un ensemble I d’applications 7 : £ — A, : pour chaque x dans
M,(OAg(E)), il suffit de choisir une suite d’applications telle que ||Idys, ® 7(x)| tende
vers HCUHMn(OAQ(E)) et alors ’application

E — ((1,Ar)

T o @@)rer

verifie || Idyr, ® (z)|| = 2| a1, (040 (E)) Pour tout x € My (T(E)). Ainsi OAq(E) est la
complétion de 'image de II et donc est une Q-algebre par la proposition 1.4.2.

Définition 1.4.5 La Q-algébre OAq(E) est appelée la Q-algébre universelle associée a E.
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On peut retrouver ce genre de construction dans [Pi4].

Remarques :

— Comme les @Q-algeébres sont commutatives, on peut utiliser ’algébre symétrique de £
(notée S(F)) au lieu de T'(E) afin de ne pas passer au quotient.

— Il y a un plongement isométrique de £ dans OAg(E) (car min(FE) est une Q-algébre
par le corollaire 1.4.4), qui est également une contraction compléte. Toujours par le
corollaire 1.4.4, ce plongement est une isométrie compléte si et seulement si E est un
Q-espace.

A titre d’exemple, OAg(C) = A(D) complétement isométriquement.

La construction est faite pour assurer

Proposition 1.4.6 La Q-algebre OAQ(E) a la propriété universelle suivante :
Toute application complétement contractive u : E — A ot A est une Q-algébre ad-

met une unique extension complétement contractante en un morphisme d’algébres u :
OAg(E) — A.

Evidemment, l'injection canonique F — OAq(F) s'étend en I'identité. De ce fait, si A
est une algébre de Banach commutative, A est une Q-algébre si et seulement si ’identité de
A s’étend en un morphisme de OAg(E) dans A, ot E est 'espace d’opérateurs sous-jacent
a A.

Dans ce genre de situation, il est assez aisé de déduire des propriétés de stabilité, la
suivante nous sera trés utile.

On rappelle qu'une application entre deux espaces d’opérateurs E et F' est une sur-

jection métrique compléte si pour tout entier n > 1, elle envoie la boule unité ouverte de
M,,(E) sur la boule unité ouverte de M, (F).

Proposition 1.4.7 OAq(.) est projectif : si F C E alors § : OAQ(E) — OAq(E/F) est
une surjection métrique compléte. Plus précisément, si x € M,(S(E/F)), ||z|| < 1 alors il
existe y € M, (S(E)) tel que ||ly|| <1 et (Idm, ® ¢)(y) = x.

Preuve : Soit q : E — E/F Dapplication quotient et i x 'inclusion complétement contractive
X — OAg(X).

On a un diagramme commutatif :

OAq(E —— QAq(E/F)
OAg(E /Ker q ig/p
FcC / E/F

Ou ¢ est le morphisme d’algébres complétement contractant de OAg(E) vers OAq(E/F)
étendant ig/pq : E — OAq(E/F) fourni par la propriété universelle de OAq(FE), ainsi on
aqip =1g/rq.

OAg(E)/Ker @ est une Q-algebre au travers de laquelle ¢ peut étre factorisé ; on note p
le morphisme complétement contractant p : OAg(E) — OAg(E)/Ker § et ¢ le morphisme
complétement contractant OAg(E)/Ker § — OAg(E/F) que I'on obtient ainsi, on a alors
q = qp-

Comme F C Ker §, application j : E/F — OAg(E)/Ker ¢ est correctement définie
et complétement contractive. Par la propriété universelle de OAg, on peut étendre j en un
morphisme complétement contractant o : OAg(E/F) — OAg(E)/Ker 4.
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La restriction & E/F du morphisme o est exactement ip /F ; pour le prouver, comme g
est une application quotient il suffit de montrer que goip /F 4 = lg/F ¢, mals par construc-
tion, on a oig/p =j et pig = jg, ce qui donne

qoip/pq=4qpie = qip = ig/pq.

Par unicité de extension de ig,r, on a nécessairement go = IdOAQ(E/F).

Siz € M,(OAQ(E/F)) est de norme inférieure a 1, alors Idys, ® o(x) est dans la boule
unité de M, (OAg(E)/Ker §), et puisque p est une surjection métrique compléte, on peut
trouver un relévement y de Idys, ® o(z) dans la boule unité de M, (OAg(E)), et ainsi on
obtient le résultat en remarquant que Idy, ® q(y) = .

Pour la seconde partie, on utilise exactement les mémes arguments en remplacant
OAg(E)/Ker G par la fermeture de S(E)/(Ker ¢NS(E)) pour la norme provenant de
'inclusion S(E) C OAg(F). Il faut néanmoins s’assurer que qu’il s’agit bien d’'une Q-
algebre; ce qui est une application directe de 1.4.3. Donc si x € S(E/F), ||z|| < 1, son
image dans S(E)/S(E) NKer ¢ est en fait dans S(E)/S(E)NKer ¢ et on peut trouver
y € S(E), |ly]| <1 tel que ¢(y) = = (méme chose au niveau matriciel). O

Définition 1.4.8 Soit z un élément de OAQ(E), = est dit homogéne de degré d € N*, si
7 (x) = 2% pour tout nombre compleze z de module 1, ot 7, est lestension @ OAg(E) de
la. multiplication scalaire par z sur E composée avec ip.

On notera OA%(E) Uespace des éléments homogénes de degré d.

Remarque : OAZQ(E) est la fermeture de E®" dans OAq(E), c’est une conséquence de

Proposition 1.4.9 OA%(E) est 1-complétement complémenté dans OAg(E) (par la pro-
jection naturelle Py nulle sur tout élément homogéne de degré différent de d).

En effet, on peut donner une formule explicite pour la projection :

d dz

Pyx) = /T 2, (2)

2zim’
On peut penser a OA%2 (E) comme la Q-enveloppe de E en tant qu’espace d’opérateurs.

Dans la suite, on aura besoin d’une généralisation & plusieurs variables de OAg(.).

Soient Ey, ..., E, n espaces d’opérateurs, on construit une Q-algebre OAg((E;)) qui
admet un n-uplet de contractions complétes E; — OAg((E;)) satisfaisant le propriété
universelle :

Proposition 1.4.10 Tout n-uplet d’applications complétement contractives u; : B; — A
G valeurs dans une Q-algébre A s’étend de maniére unique en un morphisme d’algébres
complétement contractif @ : OAg((E;)) — A.

Soit S((E;)) l'algebre symétrique engendrée par les (E;), c’est a dire

1 in
S((Ei)) = ®y,...inyenn By @ -+ @ B

ol ®s est la symétrisation du produit tensoriel algébrique, autrement dit il s’agit du sous-
espace de E®° engendré par les tenseurs de la forme e®R e® - - - ® e, ou encore, ce n’est rien
d’autre que les éléments de degré d dans S(F) et donc il existe une multiplication naturelle
M : E® x B®% — B telle que si z € E®% et y € E® alors Map(T,y) = mya(y, ).

La multiplication commutative sur S((E;)) est définie de la maniére suivante sur les
tenseurs élémentaires :
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¢ in J in
Ty =y.x =my j(T1,Y1) @ - @ My, 4, (Tny Yn),

on étend ensuite cette définition par n-linéarité.
S((E;)) a la propriété universelle que tout m-uplet d’applications (u; : E; — A) ou
A est une algébre commutative s’étend de maniére unique en un morphisme d’algébres
w:S((E;)) — A.
Pour définir OAg((E;)), on suit la construction de OAg(FE). Si z € M,(S((E;))), sa
norme est donnée par
]l = sup{[|Tdar, ® u(z)|a}

ot le sup parcourt tous les n-uplets de contractions complétes (u; : E; — A) dans n’importe
quelle Q-algebre A.

OAqQ((E;)) est alors la complétion de S((E;)) pour cette norme (lorsque n = 1). Ainsi
on équipe OAg((E;)) d'une structure de QQ-algebre.

OAQ((.)) et OAg(.) ont les mémes propriétés.
Proposition 1.4.11 OAq((.)) est projectif ; si F; C E; alors OAg((E;)) — OAg((Ei/F;))
est une surjection métrique compléte. Plus précisément, si x € M,(S((E;/F;))), ||lz| < 1,
il existe y € M(S(E))), Iyl < 1, tel que Tduy, ©(y) = .

La démonstration est exactement la méme que pour OAg(.).
De méme, on peut définir pour tout n-uplet d’entiers (d;), l'espace OAgli)((Ei)), 1-
d;
complétement complémenté dans OAg((E;)), comme la fermeture de @ E;* . Ce sont les
éléments de OAg((E;)) qui vérifient 7,(x) = zfl .28 pour tout 2 = (21,...,2,) € T,

ou 7, est 'unique extension des multiplications scalaires par z; sur E; composées avec les
injections naturelles £; — OAg((E;)). La projection sur cet espace est donnée par

dz dzp,

2z1im T 2zpim

Py(z) = /n 7. ()

1.4.2 Le produit tensoriel ®y,

Dans la section précédente, nous avons vu qu’il n’était pas clair que la classe des Q-
espaces soit stable par le produit tensoriel minimal. On se propose ici d’introduire une
norme tensorielle pour laquelle cette propriété est vérifiée, la construction copie celle du
produit tensoriel de Haagerup pour les espaces d’opérateurs.

Définition 1.4.12 Soient Ey, Ey des espaces d’opérateurs. On définit Ey ®y, Eo comme
Despace d’opérateurs OA(lél(El, E,).
Ainsi, siz e K® By ® By, x = szz®al®bz,

|zllfy = sup szz‘®01(az‘)02(bz‘)“A

OgiLu;— i
ot le sup parcourt toutes les contractions complétes o; : E; — A dans n’importe quelle
Q-algébre A.

L’espace d’opérateurs Ey @y, Ey est obtenu aprés complétion pour cette famille de normes.
Remarque : Comme C est une @-algébre, on a une contraction F; ® fo Ey — E1 ®) By

dans le produit tensoriel injectif des espaces de Banach E; et Es.
Comme OA(lél(El,Eg) est un @QQ-espace :
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Proposition 1.4.13 E; ®y, Es est un Q-espace.

E1 ®y, Eo peut dégénérer dans le sens ou si les E; ne sont pas des Q-espaces, il n’y a
pas de copies complétement isométriques de chacun d’entre eux dans Fy ®y, Eo; en fait,
on a l'identité F'= F ®y, C si et seulement si E est un ()-espace.

On généralise cette définition, en posant

By @, @y En = 0AG " (By,..., Ey)

pour n’importe quel n-uplet d’espaces d’opérateurs F1, ..., E,.

Corollaire 1.4.14 Si E;, F; sont des Q-espaces et o; : E; — F; sont des applications
complétement bornées alors o1 ® -+ ® o9 s’étend en une application complétement bornée
By ®py - Ry By — F1 Qg - @y, Fry de norme cb [|o1||ep - - - [|onlep-

Remarque : F| ® Fy est exactement ’espace vectoriel constitué des produits d’éléments
de E; et de Ey dans OAg((E;)).

Corollaire 1.4.15 La norme tensorielle de Haagerup et a fortiori la norme projective des
espaces d’opérateurs dominent la norme fg.

Preuve : Pour la premiére, cela provient directement de la définition de fg car la norme
de Haagerup est définie exactement de la méme fagon sauf que le sup parcourt toutes les
applications complétement contractives sans restriction sur 'algébre d’opérateurs d’arrivée.

Pour prouver directement la seconde assertion, d’aprés [BIP], on a simplement & vérifier
que si (a; ;) € My(E1) et (bry) € My, (E2) sont de normes inférieures a 1, alors |[(a;; ®
bri)llfo < 1. Grace a la remarque précédente, on est réduit & montrer que, dans une Q-
algebre A si |[(a;j)||n <1 et ||(bry)|lm < 1, alors |[(a; jbk1)|lmn < 1; c’est une conséquence
directe de la caractérisation 1.4.3. O

Les propriétés de OAg((.)) se transmettent & ®y,,.

Proposition 1.4.16 La norme ®y, est une norme complétement projective ; si F; C Ej,
alors on a une surjection compléte

q: By ®p, By — B/ ®f, Ea/Fh.

De fagon plus précise, si x € M,(E1/Fy ® Ey/Fy), ||| < 1, alors il existe un relévement
y € M, (Ey ® E3) de x avec |ly|| < 1.

Preuve : Comme Ey®f, Fo = OAgl(El, Es), on les identifie. Cet espace est 1-complétement
complémenté dans OAg(E, E»), le résultat découle de la projectivité de OAg(.,.). On
note ¢ : OAg(Er, Ey) — OAg(E1/F1, Ey/Fy), Pextension des applications quotient E; —
E;/F;, alors @E@,«QEQ =q.

Soit x € E1/F1 ® Ey/Fy, ||z|| < 1, grace a la proposition 1.4.11, on peut alors relever x
en un y € S(Ey1, E), |ly|| < 1. On vérifie que PY'(y) € By ® Es est encore un relévement

de x.
le d22

2imz 2imze

g(PYL(y)) = /T (5 0)

Comme ¢ commute avec les multiplications scalaires on a ¢(PY1(y)) = Pb(qy) = z. La
preuve au niveau matriciel est identique. ]

Définition 1.4.17 Un espace d’opérateurs E a la propriété de relévement (complétement
contractive) si pour toute application u : E — F/G, |lul|ls < 1, il existe un relévement
u: E — F satisfaisant ||t < 1.
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Cette propriété a éte introduite et étudiée par Ruan et Kye [KR]. L’exemple de base
est S} cela provient de la définition de la structure d’espace d’opérateurs quotient.

Proposition 1.4.18 Si Ey et Ey ont la propriété de relévement (complétement contrac-
tive), alors complétement isométriquement

Eq ®fQ FEy = min(E1 (SN Eg).

Preuve : Sous ces hypothéses, en revenant a la définition, si o; : E; — A ol A est une
Q-algébre on peut relever ces applications et donc supposer que A est une C*-algébre
commutative. Il s’ensuit que E; ®f, E est minimal et que le Banach sous-jacent est
min(E1 (5% Eg) O

On peut maintenant énoncer un résultat général sur OAg.
Notation : Si w est une application multilinéaire de MY vers My, on désigne par w
I'application multilinéaire de M,,(E7) X - -+ x M, (En) dans My(FE1 ® - - - ® Ey) définie par

w(im ®eq,...,myRey) = wmy...., my)® €1 Q- Qen.

Théoréme 1.4.19 Soient E1,...,En des espaces d’opérateurs et x € My(E1 ®---® Ey),
alors

[l 6a (210405 By = MELWIZ1 a0 20) - 2N 02y 5 @ = @(215 2N -

Dans cet infimum, n est arbitraire et w est n’importe quelle application N -linéaire de M, X
<+« X My, (N fois) dans M.

Preuve : Pour simplifier, on prend N =2 et d = 1.

On reprend les notations du lemme 1.2.13 pour réaliser E; et Ey comme quotients
d’espaces 6{(51“) On note p; les applications correspondant & p dans ce lemme. Ces espaces
ont la propriété de relévement.

Soient z € E1 ® Ey, ||z[/s, <1, par la proposition 1.4.16, on peut relever x en

z = Zat ® b € e{(s?z) o2y e{(s?j) avec Hz”fcg <1.
t

Chaque a; peut étre approché par des éléments dans ¢1(S7") de norme plus petite et a
support fini que 1’on note aj.
Si on pose
ar = ag + [|p1(ar — a1 1,, (a,—a))/lior (a—a))|)»

oil 1, est I'élément de ¢{(S7?) dont toutes les composantes sont nulles sauf celle d’indice
i =x € Mi(E7) qui vaut 1. Alors pi(a;) = p1(at) et a; ont des supports finis ; de méme on
définit by, alors y = Yo ar® by est un autre relévement de x & support fini dans I’ x J' et
par I'inégalité triangulaire :

Iyl < 1=l -+ (llor(ae = ap)llIbell + llacll lo2(be = )1 + llps(ar — a)ll o1 (be = 0))]|)
t

En choisissant a}, b} suffisamment proches de at, by, on force ||y|| < 1.

Par la proposition 1.4.18, et le fait que £’ (S7%) est 1-complétement complémenté dans
({(S7"), on obtient 1 > [yl 5, = [[w] si w est la forme bilinéaire associée a y.

Si x; sont les restrictions de p; a £1'(S7") et ¢{'(S"), en choisissant n suffisamment
grand, on peut supposer que x; € M, (F;) et w est définie sur M, x M,, ainsi z =
p1 ® p2(y) = w(x1,x2) avec les bonnes estimations de norme.
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Pour la réciproque, il suffit d’inverser le dernier raisonnement et d’utiliser le corollaire
1.4.14. On peut aussi utiliser le théoréme 1.4.3. O
Remarques :

— Ce résultat est aussi valable dans le cas N = 1, il fournit un moyen explicite de

calculer la norme d’un élément dans Mn(OAé2 (E)) comme

[ llar, 0458y = mE{llwlll[z1]lan 1) ; @ = w @ Idp(z1)}

ou l'infimum parcourt toutes les applications w : My — M, et tous les entiers k > 1.
L’assertion : un espace d’opérateurs E est un Q-espace si et seulement si E = OA(E)
est exactement le théoréme de Junge 1.2.11.

— Toujours avec N = 1, en remarquant que O A, (max(E)) = maxg(E), si 'on combine
ce résultat avec la caractérisation de max(F) obtenue par Paulsen dans [Pal], on
retrouve le théoréme 1.2.9.

Dans le cas N = 2, on peut réinterpréter le théoréme comme un résultat de factorisation
sachant que max(M,,) ®min F = M,,(E), pour tout Q-espace F

Proposition 1.4.20 Soient Ey et Ey deuz Q-espaces et u € M, (E1®Fs) telle que [Jul|, <
1, alors comme application de EY vers My (E2), u admet une factorisation, pour un certain

max(M,,) —> M, (min(S7"))

v} T lIdMn ®uz

E} “ M, (E»)

avec vy, vy complétement contractives et |w| < 1.
Inversement, si une telle factorisation existe avec HwHMn(min(S{")@)minmin(S{")) < 1 alors
[ull o <1

Corollaire 1.4.21 Si E; sont des Q-espaces alors, pour tout u € M, (E; ® Es) :

[t/ lmin < [[ull g

Preuve : En effet, si [|ull;, < 1, le diagramme ci-dessus prouve que u est complétement
bornée de norme plus petite que 1. O

Remarque : En général, cela n’est pas vrai pour tous les espaces d’opérateurs puisque
i ® fo FE5 est toujours un Q-espace.

1.4.3 FE; ®y, F> en tant qu’espace de Banach

On étend les résultats de Paulsen [Pal] pour ®y, .

On note ®” le produit tensoriel projectif pour les espaces d’opérateurs et ®y, le produit
tensoriel de Haagerup.

Il est possible de caractériser le Banach E; ® fo Es

Théoréme 1.4.22 Si Eq et Eo sont des Q-espaces alors Fq ®fq Ey est K-isomorphe
a B @5, By et Kk-isomorphe o By @™ Eo, ou K est la constante du théoréme de Gro-
thendieck non commutatif (voir [Pil]) et k est la constante apparaissant dans [Pall, k =
limy, oo /|| min(€5) — max(43)||cp-

Preuve : Comme les trois normes apparaissant sont projectives, il suffit de le vérifier pour les
espaces minimaux. Le théoréme principal dans [Pal], peut étre étendu pour les QQ-espaces :
E1 @ Ey est k-isomorphe & By ®j, Eo.
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Le théoréme de Grothendieck non commutatif affirme que toute application contractive
w d’'une C*-algébre dans le dual d’une C*-algébre se factorise par un espace de Hilbert
avec norme de factorisation inférieure a K.

Siu € By ® By satisfait [|ul| s, < 1, la proposition 1.4.20 et ce théoréme non commutatif
nous donnent que u se factorise par un Hilbert avec norme de factorisation inférieure a K.
Et alors par [Pall, ||u||g e, 6 < K et ||ul|perE, < Kk. O
Remarques :

— L’équivalence de ces normes au niveau matriciel n’est pas vraie en général. Par
exemple, en répondant a une question de Paulsen, Le Merdy a utilisé la non sy-
métrie du produit de Haagerup pour montrer que l'identité min(¢4) ®j min(¢5) —
min(¢3)® min (%) a une norme complétement bornée plus grande que /7.

— Les normes fg et min ne sont pas équivalentes sur £y ® Fo pour tous (-espaces E
et Eo. Il suffit de considérer E; = min(¢;), Fs = min({). Par le théoréme précédent
si ces normes étaient équivalentes l'identité de £, se factoriserait par un Hilbert.

— La norme fg ne semble pas étre associative, au moins on peut montrer que

min(f2) ®, min(fy) @, min(f1) # (min(l2) @, min(l2)) @, min(¢y)
pour 'identité. Comme C, max(¢;) et R ont la propriété de relévement , on déduit
que
min(¢2) ®fo min(¢s) ®fo min(¢;) = min(fs @) f2) @min min(¢;)
et
(min(f2) ®f, min(fz)) @y, min(f1) = min(l2 @ l2) @y, min(fy).

Comme f, est complémenté dans /o ®) £2, on se raméne a la remarque précédente.

Corollaire 1.4.23 Si FEq et Ey sont des Q-espaces de dimension n, alors

1
dcb(Ela E;) P E\/ﬁ

Preuve : Tout d’abord, on remarque que tout Q-espace ou tout espace sous-maximal E est
symétrique et vérifie E ®min C = E Qmin R = E Qmin (RN C) isométriquement.

Soit u : By — B telle que ||ul|ellu™t o = dep(E1, E3).

En dualisant le résultat de Paulsen, on obtient |[ule > 1[ul|n, et donc u admet une
factorisation au travers de R,, par la symétrie de E] et Ep, on a :

« uTl u *

b

avec [lwllep[[vlles < Kllulles, ainsi [[wllep[[ullesl|vlles = [ dlleb = v/ O
En fait, on vient de montrer :
Corollaire 1.4.24 Toute application d’un Q-espace de dimension n dans un espace Sous-

maximal se factorise au travers de lidentité R, N Cp — Ry, + C,,.

Preuve : Dans le dernier diagramme, par symétrie, on peut considérer que v : Ey —
(R,NCy) et w: R, + C,, — Ef avec les mémes estimations. O

Pour clore ce chapitre, voici deux questions ayant surtout comme origine le manque
d’exemples de Q-espaces :
Probléme : La norme ®y, est-elle injective et est-elle associative?



Chapitre 2

Structures d’espace sous-maximal sur
Hl

2.1 Présentation

L’'un des principaux exemples de Q-espace du chapitre précédent est L>°(T)/H>(T)
muni de la structure d’opérateurs donnée par le théoréme 1.2.19 de Nehari-Sarason-Page
(on utilise H>® & la place de H*® dans ce chapitre pour simplifier les formules). Il est
possible de trouver d’autres structures de )-espace sur cet espace de Banach, c’est 'objet
de ce chapitre.

Si on considére H!(T) le sous-espace de L!(T) fermeture des polynomes analytiques

HY(T) = {f € LY(T) | f(n) =0, n <0}

ou f(n) sont les coefficients de Fourier de f, alors H*(T) (que 'on note aussi H') est
isométrique au prédual de L*°(T)/H°(T) en utilisant la formule de dualité

1 d
<fo>=g= [ <r@.00>F

pour f € H' et g € L. Par conséquent, munir L (T)/H>(T) d’une structure de Q-
espace revient a équiper H! d’une structure d’espace sous-maximal. Dans cette section, on
introduira de telles structures.

Ensuite, afin de les comparer, on étudiera le sous-espace des séries “bilacunaires” dans
L>(T)/H>(T) pour ces différentes structures. L’étape suivante sera I’étude des proprié-
tés de décomposition de 1’espace H'; I’existence de bases inconditionnelles dans H! est
maintenant un résultat classique d’analyse harmonique, on s’intéressera & sa généralisation
dans le cadre des espaces d’opérateurs ce qui conduira a une caractérisation des espaces de
Banach UMD analytiques.

Enfin, les résultats de Lusky [Lul] permettront de conclure a l’existence d’une base
complétement bornée de H'.

Dans ce qui suit, on choisit la dualité entre M, et S} donnée par
< (aiy), (big) >nr, 5= Y ijbij.
i,J
Pour £ et 7 vecteurs dans £3, on note { @7 = (&;n;), 'ordre a une importante, il correspond
aux identifications M,, = C, ®y R, et S} = R, ®p, C.

Parmi les résultats importants d’analyse harmonique sur H', on trouve la caractérisa-
tion de H' en terme d’atomes :

41
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Définition 2.1.1 Une fonction a : T — C est un atome si

supp a C I, I CT est un intervalle.
Jradm =0
1
falloe < .
ot dm est la mesure de Haar normalisée sur T et |I| désigne la mesure de I (par intervalle,
on entend arc de cercle).
Ainsi tout atome est une fonction intégrable,

Définition 2.1.2 L’espace H], est ’enveloppe conveze des atomes dans L' :

HL(T) = {f € L"(T) |3(\;)iz1 € CV, (ai)i>1 atomes tels que
f= Z)‘iai et Z|)‘Z| < oo}
i>1 i>1
et pour f € HY,, on pose
| fllae = inf{z Nil; f = Z)‘iai’ a; atomes }
i>1 i>1
On peut remplacer la troisiéme condition pour les atomes par
1

—T
I »

lall, <

pour 1 < p < 00, on obtient alors a 1’aide de ces p-atomes un espace H, ;,;p qui s’avére étre
isomorphe & HY,.

En notant H la transformation de Hilbert, c’est & dire le multiplicateur de Fourier de
symbole (—i sgn n),ecz avec sgn 0 = 1. Le fameux théoréme de Fefferman peut alors se
formuler en

Théoréme 2.1.3 Il existe une constante C > 0 telle que toute f € H' vérifie f € HL, et

[fllaz < ClFfllzrs

et réciproquement si f € HY, alors %(Id +iH)f € H' avec

1 .
|5 (Td+ i) 2 < Clf

Par dualité, cela revient & considérer ’espace BM O : une fonction mesurable sur T est
dans BMO ¢’il existe une constante C' telle que pour tout intervalle I C T

1
m/llf—ledmgc’

ou fr = ‘—}‘ [ fdm est la moyenne de f sur I. La plus petite constante C' vérifiant ces
inégalités est || f||paro. BMO muni de cette norme est un espace de Banach modulo les
fonctions constantes, le théoréme de Fefferman dit alors que BMO et L>(T)/H>°(T) sont
isomorphes. Les relations entre BMO et L°°(T)/H>(T) (identifi¢ aux matrices de Hankel)
sont données par les formules :

BMO  — L®(T)/HS(T)
n;ﬁOa’nzn = Zn>0an7n71

1 .
5([d+zH) { 5
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L>(T)/H>(T) — BMO
Id: n
Zn>0 anYn—-1 = Zn>0 anz
Comme précédemment, on peut considérer la variante avec un exposant p pour la
norme :

1
o / f - filPdm < C,

pour 1 < p < +00, l'espace BMO,, obtenu est isomorphe & BMO.

Une structure d’espace d’opérateurs sur F revient 4 donner une norme sur les espaces
M, ® E, on est donc amené a considérer les généralisations a valeurs vectorielle de H'
et BMO. Si X est un espace de Banach, L!(T, X) est I'espace des fonctions Bochner-
mesurables intégrables, on pose

HYT,X)={f e LYT,X) | f(n) =0, n <0}

On peut définir de la méme maniére 'espace H),(X) en adaptant la définition des atomes :
une fonction Bochner-mesurable a : T — X est un atome si

supp a C I, I C T est un intervalle.
.fladm =0
Jalle < .

et
HL(T, X)={f € LY(T, X) |3(\;)i=1 € CN, (a;)i>1 atomes tels que

f= Z)\ZCLZ et Z |)\Z| < OO}
i>1 i>1
La norme est définie de maniére analogue au cas scalaire. Le théoréme de Fefferman n’est
plus vrai pour tout Banach X. Cependant, Bourgain [Bo2| a montré :

Théoréme 2.1.4 Il existe C > 0 telle que toute fonction f € HY(X) vérifie f € HL, et
1 fllat < ClIfllz1-

L’identification inverse n’est possible que si X est UMD-analytique (voir définition 2.3.8).
Par contre les résultats d’isomorphisme entre ;;p et H], restent valables & valeurs vecto-
rielles.

Pour les généralisations de BMO et L>(T)/H>(T) & valeurs dans X un espace de
Banach dual (dans la suite X sera de dimension finie ou alors Hilbertien), on reprend les
mémes définitions, en prenant les fonctions préfaiblement mesurables & valeurs dans X.

On est en mesure de décrire les structures d’espace d’opérateurs que 1’on va considérer
dans la suite.

La structure la plus simple de Q-espace que 1’on peut mettre sur L>°(T)/H>(T) est bien
évidemment min(L%(T)/H>°(T)), du fait de la propriété universelle de min, les résultats
sur la structure de cet espace d’opérateurs sont les conséquences directes de leurs analogues
au niveau banachique, idem pour max H! son prédual naturel.

Le théoréme de Nehari-Sarason-Page nous a donné une réalisation explicite de 1’espace
de Banach L°°(T)/H>(T) comme espace d’opérateurs (via les matrices de Hankel ). Dans
la suite L>°(T)/H>(T), en tant qu’espace d’opérateurs, désignera toujours cette structure
de quotient de min L°°(T) et H' son prédual naturel. Par dualité, on équipe ainsi H' d’une
structure d’espace d’opérateurs qui provient du plongement

H' c max L'.
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Le prédual de M, ®min L (= M,, ®, L>™ isométriquement) est au niveau espace d’opé-
rateurs SL®L! (produit tensoriel projectif d’espaces d’opérateurs) qui est isométrique en
tant que Banach a L'(S}) et donc H'®S)! est isométrique a H(S}).

Une autre facon de mettre des normes sur BMO ® M,, qui satisfassent les axiomes de
Ruan est la suivante : BMO ® M, peut étre vu comme un espace de fonctions (modulo
les constantes) de T dans M,

Définition 2.1.5 Pour f: T — M, mesurable, on pose

1

2

£ o = _sup ol [(7 = £ (7 = fr)dmla.
ICT intervalle ‘ ‘ I

Sur cette expression, il est évident que (R2) est satisfait. Pour vérifier (R1) et qu'il s’agit

bien d’une norme, il suffit de remarquer que :

IfllByoc = sup — |f&lymosiy). ()
cety;lel<t

On note BMO¢ l'espace d’opérateurs ainsi obtenu. Par dualité, on obtient une nouvelle
structure d’espace d’opérateurs sur H}, que 1’on note H}%. La seconde expression permet
d’identifier aisément I’espace de Banach M,,(BMO¢)* = SL®H}, (%) donne un plongement
isométrique
M, (BMO¢) — Loo(BMOy(15))
f = (F&eeny; et

Les éléments de S%@H}% sont des fonctions de T dans S} ; les briques élémentaires, sont
les fonctions de la forme £ ® a ot £ € £ est de norme 1 et a : T — ¢5 est un 2-atome a
valeurs dans /%, on les appelle R-atomes ; la norme de f dans H'®S} est donnée par

£ =it Al £ =D Aiai, a; R-atomes et € € (5}

i>1 i>1

Remarque : Les R-atomes sont des cas particuliers de 2-atomes & valeurs S}. La trans-
formation de Hilbert est bornée de HL,(f2) dans lui-méme, on en déduit que pour R-atome
a, 3(Id+iH)(a) est dans H'(S").

En inversant les étoiles dans la définition de BMO¢, on obtient I'espace d’opérateurs
BMOg; H(lj est la notation pour son prédual naturel.

Les deux structures d’espace d’opérateurs BMO¢ et BMOpg ne sont pas symétriques,
elles ne sont donc pas des structures de Q-espaces, mais en prenant leur intersection, comme
dans le cas de R et C' (voir corollaire 1.2.16), elles le sont :

Proposition 2.1.6 L’espace d’opérateurs BMOgr N BMO¢ est isomorphe a un Q-espace.
On le note BMOpgnc, pour f: T — M, mesurable, on a

ICT intervalle

ls0me = s (il [ G107 U= t0dmlan ol [ (=100 =12 dmls, )

Preuve : La démonstration de cette proposition repose sur l'utilisation du théoréeme de
Junge 1.2.11 et la version faible de l'inégalité de Grothendieck utilisée dans le corollaire
1.2.16 : toute application contractante 17" : M, — M, se tensorise par RN C, autrement
dit, pour toute suite (1m;);>1 de matrices de taille n :

sup(| Y T(m) T(m)| 1| Y T(ma)T(mq)*[)) < Csup(|| Y mimyll, | Y mamy])),

i>1 i>1 i>1 i>1
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en passant a la limite cela revient a, pour toute fonction mesurable (et intégrable) f a
valeurs dans M,

sup(l| | T T / F)dm())

< Csup(| / FE) F(dm(2)]) | / F@FEAmG). ()

Il faut montrer qu’il existe C' > 0 telle que pour tout entier n > 1, toute application
linéaire T : M,, — M, et toute fonction f: T — M, on a

1T ()l BMogne < ClfllBMORAC-

Cela provient directement de (%) appliqué pour chaque intervalle I a la fonction f — fr
restreinte & I. O
On note H}H_C = Hp + H} le prédual naturel de BMOpgnc. D’apreés [Pi2], une appli-
cation u : E — F est complétement bornée de norme inférieure & C si et seulement si pour
tout n > 1, u® Idg : E®S! — F®S) est bornée (au niveau Banach) par C. Donc, la
remarque précédente associée & la définition de la somme d’espaces d’opérateurs donne

Proposition 2.1.7 L’application
1 Sy Loprl 1
§(Id+zH) cHp o — H

est complétement bornée.
Par dualité, on a donc une application complétement bornée

Id: L®/H® — BMOgnc.

Cette structure sur BM O semble assez étrange au premier abord ; I'idée naturelle pour
mettre une structure d’espace d’opérateurs sur BMO est de choisir comme norme sur
M,, ® BMO celle provenant de l'identification M, ® BMO = BMO(M,), ces normes
vérifient (R1). Cependant

Proposition 2.1.8 La famille de normes sur BMO(M,,) n’est pas une structure d’espace
d’opérateurs sur BMO.

On montre que la famille de normes ne satisfait pas (R2).

Lemme 2.1.9 En identifiant T = [0, 27[, la fonction

(1) = log] tan(%)

est dans BMO.

En effet, la fonction f est & une constante preés la transformée de Hilbert de la fonction
caractéristique de lintervalle I = [0,7] (c’est a dire la convolée de cotan (§) avec cette
fonction indicatrice).

Preuve : Notons f,(t) = log|tan(’52)| et (e,) la base canonique de £ ([0, 27).
Soit x; une suite dense dans I. Si axiome (R2) était satisfait, on devrait avoir pour tout
entier n :

| foz ® eq || = Sup | fz:llBrio = |(fe )l BaroGen,)-

i=1 \Z\’n
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Comme la norme dans BM O est invariante par translation

sup || fz;lBro = IflBro < oo

1<ign
Y
D’autre part,

1 s
IGllmmone) > = [ 50 1fe) = fourl

1<i<n

comme f est continue sur un voisinage de 0 et tend vers —oo en 0, en utilisant le théoréme
de convergence monotone, on obtient facilement

lim [|(fz;)||Barogen,) = oo,
n—oo

ce qui est contradictoire. O
Remarques : Le résultat subsiste si I'on remplace BMO par BMO,. La preuve montre
en fait que la suite de normes sur BMO(M,,) n’est pas uniformément équivalente & une
structure d’espace d’opérateurs.

2.2 Séries bilacunaires

On a vu dans le premier chapitre que 'espace d’opérateurs Vect (7q:) est exactement
RN C; si on analyse 'espace d’opérateurs dans BM Ogrn¢o engendré par (221), on trouve
également R N C' et les séries lacunaires ne suffisent pas pour différencier BMOgnc et
LOO/W, c’est pourquoi on identifie ’espace engendré par (221”] )i>j=0 dans BMOpgnc.

On note (,,)n>1 une base orthonormée de RNC' et (e;) la base canonique de ¢; et pour
simplifier les notations, on pose d; ; = 0gi o;

Théoréme 2.2.1 Soient x; ; € My, alors

1Y 202 P an Bromne) = | D @i @ 6l (rcy +
i>7>0 i>5>0

sup || E xi,j®5i®ejHMn((RﬁC)®minminE1)-
k21 s k>j>0

Preuve :

it f = 2042
On commence par montrer <. . Soit f =3, .5, ;2

J
, on note

1Flle =11 D @i @ 6ijllaramney + supll D %ij ® 6 ® €]l a1, ((RAC) Drmiumin £2)-

i>5>0 2l isk>j>0

On majore | f|az,(Baroe) par [[f[l2. Si I est un intervalle de T, dm; est la mesure
normalisée sur I. On a

1 Bsomions = sl (7= 1°(F = fijamla,

- sup / I(f = fr)hl2dm;
I,hEB[EL I

On fixe I et on suppose que |I| € [27%71:27%] on pose

1FI2 = sup / I(f = fr)hl2dm;
I

hEB[EL



2.2. SERIES BILACUNAIRES 47

on découpe f en trois parties

20427 20427 20427
f= E Ti 2 + + E Ti % + + E Ti % 2

i>j>k k>i>j i>k>j
J1 fa f3
Dans ce qui suit « désigne un entier de la forme 2! + 2/, on note )\, = i) ;2dmy et
ha = x;4.h. Si a est I'extrémité gauche de I,
a+|I| e2imna
A, — / e2imnt q ( 2imn|I| 1).
"I 27rm\[\

Avec ces notations,

1712 = sup / | f-Al2dmy — | / frhdmg|?

I,hEB[g,

= sup > _(Aa—a’ — Aadar) (halha).

i) On majore ||f1% : on somme sur o = 2! 4 27 pour i > j > k.
On remarque tout d’abord que (3, ||ha\|2)% <[ 245 %ij ®di ]| et donc

1
Hflul < H()‘oz—o/ - )‘a)‘a’)oz,a’Hf}(b(NxN))HfH%

On estime )
O a2 < D 1l
o «
2k+1 1
S 2 2t 4 27
T iSizk +
2k+1 1
< =N =
2 4~
Jj=k
< 1
donc [[(AaAa)a,er |l < 1. ‘ A
Pour [|(Ag—ar)||, on pose zp = €% et z = 27
[Aa—a)ll =I( IZO‘*O‘ dm(t))||
VY
= [I(z57° 247 dmy (1))

0
2k 1| (o)
=l a)|

Pour cette derniére matrice, si € et 1 sont dans £, comme a2~F est un entier pour tout c.

k o
|2 e e dr = | (S, o) (S e 22 ’“)dt|
< HZ a2 kHL2 (0,1))" 1> %Z HL2 ([0,1])
= Jlelz iz,

et donc |[(Aa—o’)|| < 1, ce qui termine le cas de fj.
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ii) On majore || fa||1.
12 =1 / (2 = for)*(fo = foz)dmi |,
I

On regarde fo — for = Zk>i>j(z2i+2j — Ngijoi )i sur I, pour z = 2@+ ¢ [ (ici
i? = —1), on utilise toujours o = 2% 4 2J

6227ro¢a

2im| I«

(2% = A = [e%ml” ~ 1 imall|(e¥met — 1) — 2i7roz|]|] .

kil

< 55, et la notation 6 = 27walI|

1 [9_2 N 9_2'5] 3
012 |

A i fixé, on a @ < 472°|I| et en prenant k = i + 1 dans le terme en sup de la définition de

£ 112, 1L vient [ 375 €j ® @i jllas, (mine) < [[fll2; en combinant :

On utilise |e® — 1| < |2 et | — 1 — iz

|2 — Aol <

3 K
1D = Do)zl <1 €5 © @ijllag, (min e 4| T120 < 4x[112°]|f]]2.
§=0 §=0

Comme
Z

1F2(2) = ()il < DI G = Ao ai)aigl,

i<k j=0
cela donne

Hsz1<(/I( > 6m2[1][|flla)%dmy)2 < 67281 £]l2 < 247 £

k>i>1

iii) On majore [/ f3]|;. On note h; ; = x; j.h pour h € Bgy. On veut majorer uniformément

en h ’expression
/H Z 22—}—27 z]” dmI_H/ Z 21+27h1]dmIH

i>k>j i>k>j
Par définition de la norme ||.||2, pour tous complexes (o),
2 2
ZHZhZJaJH HfH2maX’O‘J’ (*)
i>k  k>j
Quitte & translater, on peut supposer que I = [0,|I|]. On majore

A= (10 3 mlramp}

>k k>j

. gim Y (2i7rt27) )
Posons ici z = e“*™, on a 2 = Zn>0 nl d’ou

22 n
A< e ([ I S S h2 i
n>0 >k n! k>j
27 tn nj 1
< vay By / IS a2 P o (1)
n>0 o J027F g k>j
(27‘(271@ gi j 1
SO eV NN D SED SRS TSRO
n>=0 >k k;>]

- vy e Z\Izhﬂ”\l

n>=0 >k k>j
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La derniére égalité a lieu car comme i > k, la famille (22') est un systéme orthonormé de
LQ([Oa 27]6]7 dm[0,2*k})' Par (*)7

227k
4 < vay B g g,

n2=0

< V2| f]l2
On conclut car

1fll7 < A < V2e £z

on obtient le résultat de majoration pour M, (BMOg) car

*

En remplagant z; ; par z; ;,

II|l2 ne change pas.

On passe & la minoration du théoréme.
a) On commence par la partie en RN C. Par définition de la norme BMO¢, pour tout
h € Bgp en prenant [ = [0, 1]

1
1fBrroe = /0 I(f = 0)-RlPdt = [lai.nl*.
i>]

En raisonnant de méme avec BM Opg, on obtient la minoration

IfllBMoRee 2 17D 61 © zigll.

1>]
b) On fixe k, on s’intéresse a

1D 20y ® 6 ® ejlla, (Rno)@mmminty) = (@) Bew Mo (RAC))-
i>k>j>0

On distingue une fois de plus R et C, quitte & tester en h € Bz, on est ainsi ramené a
montrer que pour toute suite (a;) de complexes de module 1, on a une estimation du type

2 2
S ajigbll? < CIf 3oy (%)
i>k  k>j
avec C une constante absolue.
Lemme 2.2.2 [] existe un polyndme trigonométrique P = Zik:__l%,lﬂ P2 vérifiant
po=0

NO< )<k, pyi =qj
APl <9

Il s’agit d’'un argument classique de produit de Riesz, P est donné par la formule

k—2 — k—2 _
P2 |T] (S + 22 I (0% + 32 o o

0 0

jjpair J i]mpair

La distinction entre j pair et impair provient du manque de lacunarité de la suite 27.
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Lemme 2.2.3 Pour toute famille (n;) de vecteurs dans lo, il existe une fonction analytique
Q= Zn>0 gn2" a coefficients dans fo faiblement mesurable telle que

NVt =21, got =m
M@l Lo (e) < C( Xy Inell?)

ot C est une constante absolue.

N

Preuve : Par dualité, cela revient a montrer que dans Ll(EQ)/ﬁl (£2), espace engendré par
les fonctions (22°) est isomorphe & £5(fs).
Si g est anti-analytique, comme la transformée de Hilbert est bornée de L'(5) dans L2 (La),

t t t
g+ w2 ey = cll Y ma? 13 ) 2 I mz ey,
>0 >0 >0

on a

la seconde inégalité provient des inégalités de Khintchine & valeurs #o, d’ot1 le lemme. [

Soit P donné par le premier lemme, et ( donnée par le second, on peut supposer en

outre que go = ¢q1 = 0, on pose R(z) = Q(Z2’€)7 ainsi PR est analytique et pour ¢ < j
]/DE(Qi_i_Qj):{ Q51— k ?i i1>k>7 ’
0 sinon
2 n2k+m .

eneffet, ona PR=3 5> 7 ov—1,1Pmdn?
—sii>k>jetn2+m=2"+2 ona

1—2F 1ol gkt 4okt
et donc |27 —m| < 2¥ d’ou
20— ok <ok <20 4 9k goit n=2"F puis m=2,

le terme p,,q, d’exposant 2¢ 4+ 27 est donc bien Qi k-

—sii>j>ketn2¥4+m =242/, alors m divise 2¥ est donc m = 0, comme py = 0
le terme d’exposant 2¢ + 27 est 0.

~sik>i>jetn2P+m=2"+2 ona

n2k =20 497 — 2k 42k p okl 1 <9298 done n=0 oun=1,

comme gy = q1 = 0, le terme d’exposant 2! + 27 est 0.
De plus, || PR||f11(4,) < C pour une constante universelle C. On utilise la dualité H'(¢3)-
BMO(¥3) (le théoréeme de Fefferman est vrai pour le Banach ¢5) :

< in7j.hz2i+2j,RP >= Z(m,k‘ inyj.haj) < CHfHBMOC

i>7 i>k i<k
En prenant le sup sur les (7;) dans la boule unité de ¢2(¢3), on obtient l'inégalitée (). O

Ce résultat va nous permettre de comparer les espaces BM Oprn¢ et L™/ H’. On choisit
des z; ; particuliers, on note A, le sous-espace d’opérateurs de M,(BMOprnc)

_ 21427
An = Vect (em-z )1<j<z<n-

T, est le sous-espace d’opérateurs de M,, constitué des matrices triangulaires supé-
rieures.
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Théoréme 2.2.4 On a un isomorphisme complet :
A, = M,/T,,

comme application quotient de j : M, — A, : e;; — i>jei,jz2i+2j avec & le symbole de

Kroenecker.

Pour la preuve, on a besoin du lemme suivant apparaissant dans [Par|, comme la brique
de base pour la démonstration du théoréme de Nehari-Sarason-Page.

Lemme 2.2.5 Soit M une algébre de von Neumann, alors pour a,b,c € M

25 2] = {3 e ey

Preuve : En fait, il y a une formule explicite pour x. Supposons que le terme de droite
soit égal a 1. Alors comme a*a + b*b < 1, il existe [ de norme inférieure & 1 tel que
a=1(1- b*b) de méme, il existe k de norme inférieure a 1, tel que ¢ = k(1 — bb*) alors

comme la matrice
I 0 (1—bb)z  —b* 1 0
0 11| b (1—bb*)z | [0 k

est de norme inférieure a 1, (la matrice du milieu est unitaire) x = —Ib*k convient. O

Preuve : Pour montrer le théoréme, on calcule explicitement la norme ||.||2 avec des matrices

x; j de taille p :
I @y @ez .
n>i>j52>1
On commence par le terme sup;, :
1) zij@e;@e; @6 = sup || Y @ijo; @ei; @6
i>k>j ajl=1 i>k>j

On remarque que 'on peut enlever les «o; car 'application e; j — o e; ; est une isométrie
compléte correspondant a la multiplication & gauche par 'unitaire diag(c;). De meéme,
'application e; j — 6; @ e;; est une isométrie compléte de My, dans M, (,41) (cela résulte
de [|d;]] < 1) donc

I mjee e8| =Y =ijoe;l

i>k>j i>k>j

La partie en RN C donne

I Y wiy@e; @bl = max{[|)_migel; el s 1Yl @5 ® e}
nzi>j>1 1>] i>]
= max{maXHsz,]qu max | Z i}
= ]+1
i— 1
= max{max ||} zi; @ eiyl| ; max| Z iy ® eijll}
J
Jj=1 i=j+1

ce qui, combiné avec les calculs des termes précédents, donne

Y miy®eiZ” e x max | Y @i @ eyl
L 1<k<n | 4=
n2i>j2>1 i2k>j
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Montrons maintenant que pour tout n et tout p

max | S mig@el =11 wi ® il 1)

SV nizk>i>1 i>j
Pour cela, on applique le lemme de Parrott n — 1 fois. Soit (x;;)1<j<i<n des matrices de
taille p telles que

max | ) my@eyl <l (%)
IShsn Sk

On compléte au fur et & mesure la matrice, on pose x1; = 0, I'estimation pour k£ = 2 et
k = 3 dans (*) combinée au lemme 2.2.5 nous permet de trouver un élément 35 tel que
X1 = (%ij)i1<i<n,1<j<2 ait une norme strictement inférieure & 1. En effet, on a le schéma

0 0
.’E271 ?

3,1 T3,2

L’estimation sur la norme de X; avec celle provenant de (%) pour k = 4 permet de trouver
xa3 et 233 tels que Xo = (25 j)1<i<n,1<j<3 soit de norme strictement plus petite que 1. On
continue ainsi & construire X3 en utilisant X5 et ’estimation pour k = 5, etc...
La matrice X,,_1 donne le sens > dans le théoréme.

Réciproquement, il est évident que si 'on peut compléter la matrice triangulaire infé-
rieure (strictement) en une matrice de norme plus petite que 1, alors on a les estimations

(). U
On détermine maintenant le méme sous-espace mais dans M, (L>/H ") :
V,, = Vect (ei,jz2i+2j)1<j<i<n.
Proposition 2.2.6 L’espace V,, est complétement isométrique au sous-espace de M,

Vect (e;5)1<j<i<n;

. . 7 J
par lapplication e; j — ei7jz2 +27

Preuve : Ce type de calculs sera fait en détail dans la section suivante.
Si pour ; ; des matrices de taille p, || 3, ;@i j®e; j|| = 1, alors en multipliant & gauche
et a droite par la matrice diagonale ), 2% ei,i, on obtient une fonction de T & valeurs dans
Mpp, qui est bornée par 1 dans L*(M,,), ce qui donne une premiére inégalité.

Pour la seconde, on procéde par dualité pour une matrice X € S} [S;] de norme 1, on
construit de méme une fonction de T & valeurs S}, dans H'(S},,) de norme 1, en la testant
contre Zi>j Tij @ e @ Yoiroi et en prenant le sup sur toutes les telles matrices X, on
obtient ’autre estimation. O

Remarque : En fait d’'une maniére générale, on a
1D i@ (e + el <Y iy ©voiaill-
i>j i>]

Car la matrice apparaissant & gauche est extraite de celle de droite en ne gardant que les
lignes et les colonnes d’indice 2" dans les matrices 7ygi  o;.
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Théoréme 2.2.7 L’application naturelle 3(Id+iH) de BMOpnc dans L®/H™ nlest pas
complétement bornée.

Preuve : Si tel était le cas, A, et V, seraient isomorphes uniformément en n, ce qui
impliquerait que la projection de M, sur les matrices triangulaires inférieures serait uni-
formément bornée, ce qui n’est pas le cas d’apres [KP]. ]

Remarque : Plus précisément, la norme cb de cette application entre V,, et A,, est minorée
par log n ; les résultats récents de [NPTV] montrent que c’est bien le bon ordre de grandeur.

Il serait intéressant de répondre a la question suivante :
Probléme : Trouver une formule explicite pour la norme de ), j Ti,jYoi y2i comme matrice
de Hankel & valeurs opérateurs ?

Il est assez délicat d’imaginer une telle formule ; au niveau Banach elle doit correspondre
a celle du théoreéme 2.2.1, les remarques précédentes en donne des minorations. On sait que
pour les suites lacunaires (j fixé), on doit trouver RN C et pour les suites dans une méme
plage dyadique (i fixé), on doit trouver min(¢;) (ce qui est bien le cas dans le théoréme
2.2.1).

2.3 Bases inconditionnelles

Dans la partie précédente, on a démontré que I'isomorphisme classique entre H], et
H' ne s’étend pas au niveau espace d’opérateurs entre Hll%+c et H'. Dans cette partie,
on montre qu’il n'y a pas d’isomorphisme complet entre ses deux espaces en utilisant
I’existence de bases.

On commence par rappeler quelques définitions. On dit qu'un espace de Banach X ad-
met une décomposition inconditionnelle de rang fini 8’il existe une suite d’endomorphismes
de X de rang fini (P,) tels que

N
Sui1 sup || Z enPrllx—x < o0

€n n=0
et pour tout x € X, x = Y >, Py(x) ou la série converge inconditionnellement. Si X est
un espace d’opérateurs, une telle décomposition est dite complétement inconditionnelle si
en outre
N
sup sup || Z enPullop(x,x) < 00
en=%t1 N

n=0

On dit qu'un espace de Banach X admet une base s’il existe une famille de vecteurs
(x;)ien telle que pour tout vecteur x € X, il existe une unique suite a; de complexes telle
que Z?:o a;x; converge en norme vers x. Dans cette situation, on note P, : x — ay,x,, ce
sont des projections bornées commutant deux a deux.

La suite (P,) forme alors une décomposition de rang fini de l'identité de X, si elle est
inconditionnelle, on dit que la base (x;);en est inconditionnelle.

Si X est un espace d’opérateurs, une base (z;);ey du Banach X est une base compléte-
ment bornée si les sommes partielles des projections P, sont uniformément complétement
bornées. Si la décomposition formée par les P, est complétement inconditionnelle, on dit
que (x;);en est une base complétement inconditionnelle.
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2.3.1 Cas du Banach H' et H},,

Commencons par rappeler les résultats pour ’espace de Banach H'.

Le premier résultat de théorie locale pour I'espace de Banach H' remonte a Stein [St].
On appelle noyau de la Vallée-Poussin d’ordre n, le polyndéme trigonométrique W,, défini
par :

anfl -1 si p € [271—1’ 271]

1 sip € [27, 27T
Wall) =3 2= 2. sipefrtl, 2w

0 sip ¢ [2071, 2717

On identifie W,, et les multiplicateurs de Fourier correspondants, c’est a dire W, : f —
f * W,,. Le résultat de Stein qui est & l'origine de la théorie de Littlewood-Paley est le
suivant :

Théoréme 2.3.1 La famille (W,,) est une décomposition inconditionnelle de l'identité de
H'.

Ce résultat peut se démontrer en utilisant des intégrales singuliéres de type Calderén-
Zygmund, par conséquent il reste vrai pour 'espace des fonctions analytiques dans HL,(¢5),
et par définition des C, R-atomes, il le reste pour H}% et H é, par conséquent pour H}% et
d’ou
Corollaire 2.3.2 La famille (W,) est une décomposition complétement inconditionnelle
de lidentité pour Despace de fonctions analytiques H}%+C N H' vu comme sous-espace de
Hp o

L’étape suivante était de savoir si le Banach H' admet une base inconditionnelle, Mau-
rey dans [Ma| a répondu par l'affirmative a cette question mais d’une fagon assez indirecte ;
il introduit un autre espace Héy défini & partir de martingales dyadiques qui admet une base
inconditionnelle (presque par définition) et montre qu’il est isomorphe a H' en utilisant le
théoréme d’isomorphisme de Pelczyniski.

Ensuite, Wojtaszczyk [W], a explicité une telle base ; le systéme de Franklin s’aveére étre
une base inconditionnelle de I’espace atomique HJ,(R); la démonstration repose sur des
estimations assez fines pour le systéme de Franklin obtenues auparavant par Carleson.

Depuis lors, la théorie des ondelettes a permis de mieux comprendre la situation, Meyer
dans son livre (chapitres V et VI) [Me], construit de nombreuses bases inconditionnelles de
H(R). En suivant le livre de Hernandez et Weiss [HW], on trouve : théoréme 6.19 :

Théoréme 2.3.3 Si ¥ est une ondelette orthonormée telle qu’il existe une fonction dé-
croissante W : Rt — R vérifiant

[(x)] + [ (x)| < W(|z|) et /OOO tW (t) dt < .

Alors, la base orthonormée de L*(R) constituée des fonctions {tj, = ¢(27.+k); j k € Z}
est une base inconditionnelle pour HL,(R).

La preuve consiste & montrer que les projections sur les sous-espaces de H_,(IR) engen-
drés par un nombre fini de 1);; sont des opérateurs a noyau de type Calderén-Zygmund.
Comme pour le théoréme de Stein, cela implique que le résultat passe a H},(R,fs). Des
techniques classiques en analyse harmonique permettent alors de passer de la droite réelle
au cercle unité, on en déduit :

Corollaire 2.3.4 L’espace H}%+C admet une base complétement inconditionnelle.
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2.3.2 Absence de base complétement inconditionnelle pour H!

On passe au cas de I’espace d’opérateurs H', on montre que les propriétés de décompo-
sition ne passent pas au cadre complétement borné. En traduisant les résultats de [LuP],
dans un langage espaces d’opérateurs, on peut dire que Francoise Piquard construit un
multiplicateur de Fourier borné sur H'! mais non complétement borné (H' n’est donc pas
maximal!). C’est ce genre de construction que ’on retrouve dans la preuve du théoréme
suivant.

D’aprés la section de présentation, une application linéaire v de H' dans lui-méme est
complétement bornée si Id @ u : H'(S*) — H'(S1) est bornée.

Le résultat de Stein n’est plus vrai au niveau espace d’opérateurs :

Théoréme 2.3.5 L’espace H'(T) n’admet pas de décomposition complétement incondi-
tionnelle de rang fini de ['identité.

Cela signifie qu’on ne peut pas trouver de décomposition inconditionnelle (P,) de rang
fini de H', telle que la série Y. P, ® Idg1 soit inconditionnelle dans B(H!(S1), H!(S1)).

Plus précisément on montre que si (P,) est une telle décomposition, alors on peut
construire une suite a,, bornée en valeur absolue par 1, telle que

1D~ anPr ® Id| g (s1)—pr1(sy) = K Ind.

Ceci permet de conclure puisque, comme S} est complémenté dans S', si (P,) était une
décomposition complétement inconditionnelle de constante C, alors on aurait

| Zanpn ® Id‘|H1(S(}l)—>H1(S(}Z) <C

pour toute telle famille (ay,).
On a besoin du fait élémentaire suivant pour la preuve du théoréme :

Lemme 2.3.6 Soit . fi, une série inconditionnelle dans L'(T), alors les séries > exf
sont uniformément de Cauchy en € € [—1,1].

Preuve : Si ce n’est pas le cas, alors

JK
Je>0, VKeN, Jjg>ix 2K, 3(e)e[-L1Y telsque || D ef fill >«

k=ig

On peut alors déterminer par récurrence une suite ay telle que Y axfr ne soit pas de
Cauchy :
On prend K; =1 et on pose

0 pour k < iy
a/k- - 1 . .
€, pouriyp <k <

On fixe ensuite Ko > jg, et on définit

K . .
Ek- 2 pour /LKQ < kj < .]KQ

{ 0  pour jg, <k<ig,
ap =

On continue ensuite ce procédé, en prenant Kz > jg, .. ..
JKn

Puisque, pour tout n moar fr]| > €, la série de terme général fi, n’est pas incondi-
que, p DY : g p
n

tionnelle. OJ
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Démonstration du théoréme : On adopte la notation, e,(t) = €™, La preuve s’inspire
d’un des résultats de [NPTV]. L’idée est la suivante : & partir d’'une décomposition in-
conditionnelle de l'identité (P, ), on construit des sortes de multiplicateurs qui permettent
ensuite de transférer la projection triangulaire de Sé comme endomorphisme de H 1(5’5).
Soit 1 > 0 fixé, on construit par récurrence :

(¢n) une suite d’applications de rang fini de la forme ) ax Py avec ay, € {0,1},

(an), (Br) des suites croissantes d’entiers,

(en,) une suite de réels croissante majorée par 7,
telles que,

Vi, j < n{ Z) J < i. ||¢n(eozi+ﬁj)|| <€
ii) i < j ||¢n(eozi+ﬁj) - eozi—l—ﬁjH <€

On initialise, la récurrence par oy = (1 = 0, € = € un réel quelconque (petit). On
choisit ¢1 = 0, (i) et (i) sont vérifiées.

On suppose toutes les suites construites jusqu’au rang n.

On fixe § > 0. D’aprés le lemme, on peut trouver un entier K, tel que

l
Vigj<n, Vizk>K, VYar€{0,1}, [I> aPieaqs)| <o
t=k

On peut supposer que si ¢, = Z?Zl ay Py, alors K > A.

On détermine G417 ;

puisque les P sont de rang fini, on a limg_, Py (eg) = 0 dans H' car e tend faiblement
vers 0. On choisit (§,41 suffisamment grand afin que pour tout 8 > (,+1 et tout choix
(ap)X € {0,1}¥ (il y en a un nombre fini)

K
1D arPiles)l| < 6.
k=1

On détermine ¢p41;
puisque > P, tend simplement vers I'identité de H!, on peut trouver un entier N > K de
sorte que pour tout ¢ < n

N

H Zpk(eaiJrﬁm-l) — Ca;+Bnt1 H <.
k=1

On pose ¢pr1 = ¢n + Z]kV:K Py. Le choix de K assure que ¢,1 est de la forme ) ay Py
avec ay € {0, 1}.
On vérifie (i) pour i <n+ 1

K-1
”¢n+1(eai+ﬁn+1) — €a;+Bni1 H < H‘bn(eaﬂrﬁn-&-l)H + H Zk:l Pk(eai+ﬁn+1)H

N
+|| Zk:l Pk(eai+ﬁn+1) — Ca;+Bnt1 H
< 6040+6
< 36.

On vérifie (i7) pouri < j < n

N
||¢n+1(eozi+ﬁj) — Ca;+0; H < Hgbn(eozrh@j) — Ca;+B; H + H Zk;:K Pk(eaﬁ—ﬁj)n
< €,+90
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Il reste a fixer ay, 41 et verifier (7).
Puisque ¢,11 est de rang fini, limy oo ¢nr1(ea) = 0 dans H', on peut donc choisir
a1 de sorte que (i) soit vérifiée pour i =n + 1

Vi<n+1 ”¢7Z+1(ean+l+ﬁj)“ < 0.

Danslecasotl j <7< n,on a

N
[ént1(eai+8)ll < lPn(ea+s,) Il + | k=i Prlea;+s,)ll
< €490

Finalement, avec €,11 = max(3d, €, + 0), 'hypothése de récurrence est vérifiée pour un
choix convenable de d, et on peut en outre supposer que e,41 < (14 2-"FD)e,.

En résumé, il est possible de construire des suites avec les propriétés (i) et (ii), avec
€n < e[Ir_;(1+27%) < n pour e suffisamment petit.

On utilise cette construction pour minorer

C= sup || axPr@ Idgllgsyy—mmsy: (%)
akE{O,l}

En particulier, les ||¢, ® I ds;” avec les ¢, construits précédemment sont bornées par C.
Soit X = () une matrice de taille d, 'élément de H'(S}) défini par

Z = diag(eq,) X diag(eg, ),

ou diag(d;) est la matrice diagonale de taille d ayant pour coefficients diagonaux les d;,
verifie |2l 153, = 1 X[

On note T la projection triangulaire supérieure dans S’ ; il s’agit de 'application linéaire
de S} dans lui-méme qui & une matrice X = (z; ;)1 j<a associe la matrice

T(X) = (i j0j>i)1<ij<d
ou J est toujours le symbole de Kroenecker. Les propriétés (i) et (i¢) impliquent
60 @ Tdsy () — Tdi © T(Z)ll g sy < end®1 X .
D’autre part, Idg1 ® T(Z) = diag(eq,)T(X)diag(es;) et donc || Idy @ T(Z)||H1(Scll) =

I7(X) g3, don
IT(X) g3 < end® X gy + ClI X g5

Le réel ¢, pouvant étre arbitrairement petit, on en déduit que C domine la norme de la
projection triangulaire dans Scll. Celle-ci est de l'ordre de Ind d’aprés [KP], comme on 1'a
déja vu dans la section précédente, ceci termine la preuve. O

Remarque : On aurait pu supposer que les P, sont des opérateurs compacts. En effet, on
a simplement utilisé le fait que lorsque o — 0o, P,(eq) — 0 dans L', qui reste vrai si les
P, sont compacts.

Corollaire 2.3.7 H' n’admet pas de base complétement inconditionnelle.

Si tel était le cas, les projections sur les vecteurs de base formeraient une décomposition
complétement inconditionnelle de I’identité.
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Remarques : Comme dans la section précédente et pour les mémes raisons, il découle de
[NPTV] ou de [Pe] que 'estimation en Ind pour la constante (*) est optimale et atteinte
pour la décomposition de Stein.

La constante Ind est la constante UMD-analytique de Sdl; le principe de transfert de
la projection triangulaire pour l'obtenir est exactement ’argument utilisé dans [HP2| pour
obtenir la minoration de cette derniére. Cela suggére d’étudier le lien entre le fait pour
X d’étre UMD-analytique et les décompositions de H'(X), c’est ce que I'on fait dans la
sous-section suivante.

Ce résultat et les précédents prouvent qu’il n’existe pas d’isomorphisme complet entre
1 1
H" et Hp, .

2.3.3 Extensions

Le résultat sur les décompositions de H'(S') admet plusieurs extensions. La premiére
concerne l'espace de Banach d’arrivée, la seconde ’espace de fonctions lui-méme.
On commence par remplacer S, pour cela on rappelle les notions

Définition 2.3.8 Soit X un espace de Banach,

1. Une différence de martingale analytique L' est une suite d = (d,) de fonctions
Bochner-intégrables dans ’espace L' (T, X) de la forme

dn((z)) =Y _dfi(z1,... 2n1) 20,

k>0

ot les d® sont des fonctions Bochner-intégrables et telles que

k
]l = Sl;p\l D dullpix) < oo
n=1

2. X est dit UMD-analytique (AUMD) s’il existe une constante C telle que pour tout
choiz de signes €, € {—1;1} et toute différence de martingale analytique d :

k
Sup 1 endnllzix) < Clldll-
n=1

On appelle constante UMD-analytique de X la meilleure constante C dans ces inéga-
lités.
Avec ces définitions, on peut énoncer :
Théoréme 2.3.9 Soit X un espace de Banach, alors X est UMD-analytique si et seule-

ment s’il existe une décomposition inconditionnelle de rang fini de identité de H' (notée
(P,)) qui se tensorise avec X, c’est a dire

k
3C >0, Ve, €{-1;1}, sup| > enldx @ Pullpar(x)) < C-
k n=1
Preuve : On commence par le sens direct. Si X est AUMD, on utilise une caractérisation
due a Blower (voir [Blo]) des espaces AUMD. Un multiplicateur de Fourier (my)r>1 est dit
de Mihlin s’il existe une constante C' > 0 telle que

i) supgsy|mp <C
ii)  supgsi klmer —mg| < C
iii)  suppsy k2 |[mpie — 2mygq +my| < C
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Théoréme 2.3.10 Un espace de Banach X est AUMD si et seulement si tout multiplica-
teur de Mihlin (de norme C) est borné sur H(X) (de norme inférieure a C’C).

Preuve : On construit une décomposition de 'identité a ’aide de ces multiplicateurs. Soit
¢ une fonction de classe C? sur R & support dans [%, 2] telle que

Vo > 1, qu(%) —1.

n>0

On considére P, le multiplicateur de Fourier de symbole (¢(4))x>1. Alors les multiplica-

teurs
> enbn

n>0

sont uniformément de Mihlin pour tout choix de signes €, € {—1;1}; tout cela sera dé-
montré en détail dans le chapitre suivant au lemme 3.2.5.

Par conséquent, si X est AUMD, on dispose d’une décomposition inconditionnelle de
rang fini de H' formée de multiplicateurs de Mihlin qui se tensorise avec l'identité de X.

Pour la réciproque, on reprend le schéma de la preuve lorsque X = Scll, en utilisant un
argument de transfert inventé par Bourgain [Bo3]. e,, désigne toujours la fonction 2.
Soit (P,) une décomposition inconditionnelle de rang fini de H! qui se tensorise avec
I'identité de X.
On se fixe un choix de signes ¢, € {0;1} (on peut toujours supposer que €; = 0) et une
différence de martingale analytique d = (d,,), on doit montrer que

k
Sup 1D endnllprxy < Clldll,
n=1

pour une certaine constante universelle C.
Par des arguments classiques d’approximation, on peut supposer que

Np,
dn((2)) =Y _di(z1,. .. 2n-1)2)
k=1

est un polynéome en (z1,...,2,) analytique en z,.
Le transfert consiste & faire un changement de variables sur T de la forme, pour z € T

(21,...,zn,...)H(zklzl,...,zk"zn,...)

pour une suite bien choisie k,, on applique ensuite la décomposition de H'.
On se fixe € > 0, on construit par récurrence des suites (o), (In), (kn) d’entiers et (¢y,)
d’applications de H' dans lui-méme telles que pour tout n

Lap+h <ax<ath<...<ay <a,+ .

2. Pour p < n, le support de Fourier en z de dp((2¥121,...,2%72,)) est dans lintervalle
[ap, o + 1)

3. ¢ est de la forme ¢, = Z,?go €}, P pour un certain choix de signes €.

4. Pour p < n et pour tout k € [y, ap + 1]

flonenli<e s o0
llon(er) —ex|| <€ si e =1
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On initialise pour n =1 :

Comme dj(z1) est holomorphe en z;, on choisit k1 = 1, le support de dj(zz1) en z est
donc inclus dans [1, N1], on prend alors a; = 1 et I3 = Nj ainsi que ¢, = 0. La condition
4 est vérifiée car on a supposé €1 = 0.

On suppose la construction effectuée au rang n, on la montre pour n + 1.

Soit 0 > 0, le lemme 2.3.6 assure que pour tout 1 < k < ay, + Iy, les séries Y, €, Pi(ey)
sont uniformément de Cauchy, donc en choisissant K suffisamment grand, pour tout [ > K
et tout choix de signes € :

l
VIKE<om+ln,  |ID ePlen)l <6 (1)
t=K

On démarre la construction comme dans la section précédente :

Par 3. ¢,, est de la forme ¢,, = tz 0 €, P;. On fixe K > D,,, comme les Py sont de rang
fini limg_,o Px(eg) = 0 pour tout entier k, on peut donc choisir a,41 tel que pour choix
de signes (€})1<t<k -

K

VB> ane1, 1) ePilep)l <o (2)
t=1

Comme d;,11((2i)i<n+1) est un polynome en les z; analytique en 2,41, le support en z de
Ay ((2F Zi)i<n) est de la forme

(kg1 + f(k1,.. o kn) 5 Npgikngr +9(ka, ..o k)],

on peut donc trouver k,41 et l,41 tels que
g1 < kngr + (k1o k) < Nogikngr +9(k1, .o kn)] = angr + gt

Ce qui assure les conditions 1. et 2.. Comme ) P, tend simplement vers l'identité, on fixe
N suffisamment grand pour que

N
van—l—l <a< Op41 + ln—i—la H Zpt(eoz) - eoz” < 0. (3)
t=1

A ce stade, on distingue deux cas :

- Si €En4+1 = 1
On définit ¢p41 = dn + ZI{\LKB, on a donc bien 4.. On vérifie 3.; grace a (1), on a
pour tout 1 <k < a—n-+l1,,

| bn(ex) — Gniiler)| <0

et donc pour un choix convenable de §, 3. est vraie pour tout les indices p < n.
Pour p=n+1et ant1 <k < antt + lnta,

12 Pelew) —enll + (251" P) — ) (en)ll

|pnt1(er) — el <
< 5 + 5

La premiére majoration par § provient de (3) et la seconde de (2) car (Zf;l P)— ¢
est de la forme Zfi 1 €:P; et donc un bon choix de § permet de terminer ce cas.
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— Si€p41 =0,
On prend ¢,+1 = ¢y, alors 4. et 3. pour p < n sont vérifies. Pour p = n + 1, cela
découle directement de (2) si § < e.
Il existe donc un choix de § grace auquel la construction au rang n + 1 est possible.
En conclusion, cette construction est possible pour tout n > 1 et tout € > 0.

On a

fl(zl, ... ,zn,l)zﬁHdm((zi)).

M=
&
=
[l

?\
=
M
QL

Par Fubini et I'invariance par translation de dm((z;)) par (z;) — (2¥2;), on a

N N
= iz i< m(z)dm((z;))-
I3 dulas = [ [ I3 ol b famiam((z0)

On pose C' = sup,, ||¢nllpa1(x)), C < 0o par 3. et les hypotheses sur (P,). Si on fixe
(z21,...,2n), par 1. 2. et 4., pour n < N

¢N(dn) = epdy + Ef(dn)

ou f ne dépend que de la norme des coefficients de d,, (il y en a un nombre fini par
hypotheése). D’ou

N N
CIY dallr > / o (X dnl(Fz)1i0) )l aydmi((z0))
n=1

n=1

N
M) 1<icn) ldm((zi € .
> [ I el ahacnldam() + ef(@)

En faisant tendre ¢ — 0, on en déduit que la transformation de martingale (e,) est bien
bornée indépendamment des choix et donc X est AUMD. U
Remarque : Comme ci-dessus, le résultat reste valable pour des P, compacts.

Sachant que S* n’est pas AUMD, ce théoréme implique le théoréme 2.3.5.
Remarque : Par ce théoréme, si X se tensorise avec une décomposition de H!, il se
tensorise avec une décomposition de Mihlin.

Probléme : On peut se demander & quelle condition sur X, il existe une base incondi-
tionnelle de H! qui se tensorise avec X. On sait que si X est UMD alors c’est le cas par
les résultats sur les ondelettes, et qu'une telle condition implique que X est AUMD.

Une autre fagon d’étendre ce résultat sur les décompositions est de changer I'espace de
fonctions. Pour toute partie A C Z, on définit

LA(T) = {f € LY(T) | f(n) =0 si n ¢ A}.

C’est naturellement un espace d’opérateurs comme sous-espace de L', et H' correspond
exactement & Lllw. Dans la preuve du théoréme 2.3.5, on a juste utilisé le fait que N*
contient un ensemble de la forme {a; + (;}, on déduit de la preuve :

Corollaire 2.3.11 L’espace L}\(T) n’admet pas de décomposition complétement incondi-
tionnelle de rang fini de lidentité dés que A contient la somme de deuzr sous-ensembles
mfinis de Z ; a fortiori, il n’a pas de base complétement inconditionnelle.
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Remarque : Si A ne contient pas une telle somme, alors il est possible que L}X(']I') admette
une telle base ; un exemple est le cas A = {2’“; k > 0}, on a alors L}\(']I‘) ~ R+ C qui admet
bien siir une base complétement inconditionnelle.

La démonstration du théoréme 2.3.5 repose en partie sur le lemme 2.3.6 qui est vrai
pour tout Banach mais aussi sur le fait que 2" tend faiblement vers 0 dans L', cela n’est
plus vrai dans C(T) les fonctions continues sur T, cependant on peut procéder autrement
en utilisant un peu plus d’analyse fonctionnelle.

De maniére analogue a L} (T), on introduit

CA(T) = {f €C(T) | f(n) =0 si n ¢ A}.

Dans ce cadre, on a un analogue du résultat précédent,

Théoréme 2.3.12 L’espace Cx(T) n’admet pas de décomposition inconditionnelle de rang
fini de Uidentité dés que A contient la somme de deux sous-emsembles infinis de Z; a
fortiori, il n’a pas de base inconditionnelle.

Preuve : La notation ey, est toujours utilisée pour la fonction z*.

Comme Cj(T) est un espace minimal, toute décomposition inconditionnelle est compléte-
ment inconditionnelle, on se place dans le cadre des espaces d’opérateurs.

Le schéma de la preuve est toujours le méme sauf que cette fois, on se raméne explici-
tement & des multiplicateurs, pour cela on utilise :

Lemme 2.3.13 Les multiplicateurs de Fourier sont complémentés dans B(Cp).

Cela résulte de I'existence d’une mesure de Haar sur T, on note 7, la translation par z
sur T ; pour toute application V' : Cy — Cyp, on définit

P(V) = /T Vrdm(z).

Il n’y a pas de probléme de définition car Cp est invariant par translation.

De l'invariance par translation de dm, il résulte que P(V') commute avec les translations,
c’est donc un multiplicateur de Fourier. De plus P est de norme 1 et P est 'identité sur
les multiplicateurs.

On peut noter que :
Remarques : Pour F' C A une partie finie, alors si Im V' C Vect{ex ; k € F'} alors le
support du multiplicateur P(V') est inclus dans F.
P est continue pour la topologie de la convergence simple, en particulier si V,, tend sim-
plement vers l'identité alors P(V},) aussi.

On a également besoin du résultat bien connu qu’il existe une suite (F,) de multipli-
cateurs de rang fini de Cy tendant simplement vers I’identité, par exemple les noyaux de
Fejer.

On considére (P,) une décomposition inconditionnelle de rang fini de l'identité et on
suppose que A D A+ B avec A et B infinis.

On note V,, = >_}_; Py, c’est une suite qui tend simplement vers I'identité.

Lemme 2.3.14 Soit € > 0, pour toute partie finie F, il existe des entiers m et n tels que

JFn Vi — Vil <€
VAEF, HP(FmVn)e/\ - 6,\” Se

On note My, », Uapplication P(F,,Vy).
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Preuve : On commence par choisir n suffisamment grand tel que pour tout A € F,

[Va(ex) —eall <

N

Ensuite comme V;, est de rang fini,
lim ||F,,V, —V,|[=0
m—oQ

On peut donc trouver m tel que ||F;,V, — V| < 5.
On conclut car pour A € F', comme ey est vecteur propre pour 7,, on a :

[NCNe

[P(Va).ex —exll = | /TZATE(Vn(@A) —ex)dm(z)]| <

et donc |P(F,Vi)ex — exl| < [|FinVa — Vol + | P(Vy).ex —en|| < e O

On construit par récurrence des suites d’entiers (ax) C A, (Bx) C B, des suites entre-
lacées

np<ni<nya<...<ng<n; <. et mp<mp<ma<...<mg<my< ...

: d
telles que si ¢g = Y 4 4 Moy, — Moy, » alors

{ [pa(ea; ;)| < 2de sij<i<d
H(bd(earﬁ*ﬁj) - earFﬁjH < 2de si <.] < d

On initialise en choisissant «; € A et 51 € B et ng =n) =my =m) = 0.

Supposons la construction faite au rang d.

Comme ¢4 a un support de Fourier fini et A est infini, il est possible de trouver ag41
tel que pour tout j < d, ¢4(€q, ,+5,) = 0. On obtient alors ngy1 et mgy; en prenant
F ={o; + ;i <d+1etj < d} dans le lemme (on peut toujours choisir ces entiers
aussi grands que 'on veut). Comme pour agy1, on choisit G411 tel que pour i < d+ 1, on
ait (¢a — My, 1 nai1)(€as+84,) = 0- En prenant F' = {o; + ;i < d+1let j <d+1}
dans le lemme, on obtient n), 41 €t m), 1 Les estimations sont alors faciles a vérifier. La
construction est donc possible.

Pour conclure, on reprend la fin de la démonstration du théoréme 2.3.5. On se fixe d, on
estime la norme de ¢4. Par la propriété de décomposition, il vient || fo:l Vi, = Vi, | <C.
De plus P est contractante et par les estimations du lemme :

d d

Hgde < H ZFm;Vn; - szvntH < H Zvn,@ - VntH + 2de.
t=1 t=1

Comme ¢4 est automatiquement complétement bornée, on peut appliquer le principe de
transfert (avec My au lieu de S}) puis faire tendre € — 0 pour en déduire que C' domine la
norme de la projection triangulaire sur My d’ott une contradiction. O

Remarques : Ce théoréme fait suite & plusieurs conversations avec Stefan Neuwirth et
répond & une question posée dans sa thése [Ne].
On peut remplacer T par n’importe quel groupe compact sans changer la preuve.
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2.4 Bases

Pour clore ce chapitre, on montre que I’espace H' admet une base complétement bor-
née. Pour cela, on transpose les résultats de Lusky [Lul, Lu2| dans le cadre des espaces
d’opérateurs. Soit X un espace d’opérateurs et (R,,) une suite d’opérateurs de rang fini sur
X vérifiant

i) lim, oo Rpz = Ve X,
i) RpnRy = Rmin(m,n) Vm # n,

on dit alors que (R,,) est une suite approximante commutative (abrégé CAS).
Une CAS (R,,) se factorise par ¢ (équipé de sa structure maximale) s’il existe des suites
d’opérateurs T}, : X — (9" et S, : £9" — X telles que

a) Rn+1 - Rn = SnTna
b) sup, [|Talles <oo et sup, ||Splle < oco.

Le résultat de Lusky, étendu aux espaces d’opérateurs, est le suivant :

Théoréme 2.4.1 Soient X un espace d’opérateurs et (R,) une CAS de X se factorisant
par {1, alors X @141 admet une base complétement bornée.

Remarque : Il s’agit du théoréme principal de [Lul]. Lusky a montré dans [Lu2] que 'on
peut supprimer la partie &1 dans I’énoncé; la preuve est un peu plus délicate mais 2.4.1
est suffisant pour H'.

L’idée de la preuve est de construire a partir d'une CAS sur X une CAS sur X &1 /1
formée de projections. Comme on suit exactement la démonstration de Lusky, on esquisse
seulement les preuves :

Lemme 2.4.2 On peut supposer que la CAS (R,) vérifie en outre (avec R,y1 — Ry, =

1) T Sp =10 si |m —n| > 2,
iv) Tpm(Id—R,)=0 si m < n,
v)  RyyjSp =5 pour j=>1.

Preuve : La preuve est exactement celle de Lusky ; on prend la CAS originale que I'on note
(Ry) qui se factorise par £, via les applications T}, : X — Ef" et S, : Ef" — X. En posant
E, = Ecllzn_lerQ" = E?”_l D1 E‘lbn, on définit la nouvelle CAS par R,, = Ra,, elle se factorise
par £1 grace aux applications T;, : X — FE, et S, : F,, — X données par

Tn(x) = ((f2n—1(}?2n - @271—3))(96), (T%n(R2n+1~_ R2nj2))(96))
Sn((a,b)) = ((R2n — Ran—3)S2n—1)(a) + (R2nt1 — R2n—2)S2,) (D).

Les vérifications des propriétés i)-v) sont immeédiates. O

Lemme 2.4.3 Soit (R,) une CAS pour X wvérifiant i)-v) et se factorisant par {1, alors
X @1 41 admet une CAS (P,) se factorisant par {1 ou les (P,) sont des projections.

Preuve : La encore, la preuve de Lusky marche sans véritables modifications.
On considére une CAS (R,,) se factorisant par ¢ grace aux applications T, : X — Ef" et

Sh E‘f”“ — X, et telle que i)-v) soient satisfaites. On pose

F, :ftlll D1 @1fi{"
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On définit les applications :

Vi: X — F, par Vo(z) = 2" ' (2),. .., 2" ™ T (), . .., 20T, (7))
U,:F,— X par Un(et,...,en) = Z?Zl 22-"Sje;
Qn: Foim — Fy par Qnler, ... enim)=(€1,...,€p)

Il est facile de vérifier que (@), (Uyn) et (V,U,) sont uniformément bornées, mais
comme F,, est maximal elles sont aussi uniformément complétement bornées. De plus, iv)
implique que (V,,(Id — R,)) est uniformément complétement bornée car pout tout x € X,

(Va(Id — Ry))(z) = (0,...,0,(Tn(Id — Ry))(z)).

Soit Y = X @1 (D> ®1F,), Y est complétement isomorphe & X @1 ¢;. On peut introduire
les applications de rang fini sur Y :

Pn(xa (fk)) = (Rnx+z2nikUnanka fla ey fn—h
k=n

(Vi (Id — Rn))(z) + i R (Id — ViuUp)Qu fies O, .. )

k=n

Elles sont correctement définies par les remarques ci-dessus.
Les vérifications algébriques de i) et ii) pour (P,) et le fait que les P, soient des projections
sont élémentaires (voir [Lul]) et découlent directement de i)-v) pour (R;,).

Il reste alors a s’assurer que la CAS (P,) se factorise par /1, 'argument de Lusky marche
encore tel quel.
On pose
G, = gcll" @1 Fo1 @1 Fq @1 Fy @1 F.

On définit Tn Y — G, par

o0 o0

Tl (f1) = (T X, 30 27175 Qua froy, 30 2" FQu i 2),
k=n—1 k=n
avec les notations
y=fo1=Vorld= Ry )z — > 2" F(Id =V, 1Un1)Qn-1f
k=n—1

et
z=Vo(Id— Rp)z+ Y 2" *((Id = VoUp)Qn fr.

k=n
Comme toutes les applications apparaissant dans ces formules sont uniformément complé-
tement bornées, (7,,) ’est également.
On définit S, : G, — Y par

~

Sn(a,b,c,d,e) = (Sna+Und— Un_lb,O,...,O,c,e,O,...>,
——
n—2
comme (S,,) est uniformément bornée et que G,, est maximal la famille (S),) est uniformé-

ment complétement bornée.
On a bien P, — P,_1 = S,T,, ce qui termine le lemme. O
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Lemme 2.4.4 Si (P,) est une CAS surY comme dans le lemme précédent alors Y &1 01 ~
X @1 01 admet une base complétement bornée.

Preuve : On simplifie les notations P, — P,,_1 = 5,1, avec T), : Y — Ecll" et S, : Ecll" —Y
uniformément complétement bornées, soit E,, = (P, — P,—1)(Y); comme P, — P,,_; est une
projection, (T,,5,)? : E‘f” — Ecll" est aussi une projection et F,, est complétement isomorphe
a (T,S8,)2¢%. On pose F, = (Id — (T;,S,,)?)¢%", on a alors

sup dcb(écll",En @1 F) < 0.
n

Soit Z =Y @1 F,, Z est complémenté dans ¢, donc en tant qu’espace d’opérateurs Z est
complétement isomorphe & max(Z) ; par [LT| théoréme 2.a.3, Z est isomorphe a ¢1, comme
il est maximal, il est donc complétement isomorphe & ¢1. On note @, la projection de Z
sur Fj,.

On conclut car Y @1 Z admet une décomposition de rang fini de l'identité (V,, =
(P, —Pr—1)®Qy) telle que chaque composante V, (Y @1 Z) admette une base complétement
bornée (car complétement isomorphe & Ecll") ; pour obtenir la base de Y @1 Z, il suffit de
mettre bout & bout les bases de chaque composante.

Ceci termine la preuve du théoréme 2.4.1. O

Pour montrer que H'! admet une base complétement bornée, il suffit donc de vérifier
que H' admet une CAS se factorisant par ¢! et que H! ~ H' @&, ¢;.

Commencgons par la CAS :

Lemme 2.4.5 H! admet une CAS se factorisant par {1 constituée de multiplicateurs de
Fourier.

Preuve : On utilise les multiplicateurs de la Vallée-Poussin introduits précédemment, on
définit R,, comme la restriction & H' de z*QQnVVgn, c’est un multiplicateur a support
dans [—227F2 227F2] valant 1 sur [0,2%"] ce qui implique que (R,) vérifie ii). Pour i), il
s’agit d’un résultat classique d’analyse harmonique (les noyaux de Fejér forment une suite
approximante de l'identité de L').

Chaque R,.1 — R, se factorise par ¢1. En effet, si E, = (R,11 — R,)(H") alors il
existe F,, C L' contenant FE, complémenté dans L! et isomorphe a Ecll" pour un cer-
tain d,. F;, est donc complétement isomorphe a max Ecll". On définit T), : H' — F, par
T = Ruy1 — Ry, (T),) est bien uniformément complétement bornée car les multiplicateurs
T,, sont uniformément bornés sur L'. T}, est & support dans [—22"+4, 22"+4] et est nul sur
[0,227], donc si M,, = Wa, + - - + Wa, 3 on a bien My Th g1 = Rpy1 — Ry On pose alors
Sp = Mp,F,, il s’agit bien d’applications uniformément bornées (donc uniformément com-
plétement bornées par maximalité de F},) a valeurs dans H!, ce qui donne la factorisation
par {1 recherchée. O

Corollaire 2.4.6 L’espace d’opérateurs H' &1 01 admet une base complétement bornée.
On enléve le terme en @141, pour cela on a besoin du lemme :

Lemme 2.4.7 Il existe E C H' complétement complémenté dans H' et complétement
isomorphe a f7.

Preuve : 1l s’agit encore de 'adaptation d’un résultat classique de la théorie des espaces de
Banach (voir par exemple [W2]).
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Soient e, des fonctions dans L' a supports disjoints engendrant ¢;. Pour chaque k, il

existe ng tel que
1

5o (%)

ou F,, est le noyau de Fejér d’ordre n, on pose alors f, = 2"*W,, (ex), c’est une fonction
analytique de norme inférieure & 1 dans H'. On définit E comme la fermeture de Vect (fx)-

[[Fn () = exll <

a) E est 2-isomorphe a /7.
Si (a) est une suite dans ¢1, on a bien

o0 o0
1S andilh < laul
k=1 k=1

D’autre part,

> per anfelll = (12 0e arz™exllr _1H Yoo ar(2™er — fo)lh
> 122‘;0%!%\ — D ket ol ]
Z 3 Zk:1 loug|.

La seconde inégalité provient du fait que les fonctions z™#e; sont & supports disjoints et
engendrent donc un espace F' isométrique a ¢, la troisiéme résulte des estimations (k).
b) E est complémenté dans L.

L’espace I est complémenté dans L' car engendré par des fonctions a supports disjoints,
on note P la projection. Soient g, des fonctions dans L* de norme 1 formant une base
duale de (z"*ej). Comme

G 1
> lgellsll=™ex = fill < 3,
k=1

I’application
o
U= IdLl + ng & (fk - Z”’“ek)
k=1

est un isomorphisme de L' envoyant F sur E.

E est complémenté dans L' par Papplication UPU!. Ceci implique, en outre, que comme
espace d’opérateurs, il est complétement isomorphe & max ¢1, ce qui achéve la démonstra-
tion du lemme. O

Corollaire 2.4.8 L’espace d’opérateurs H' admet une base complétement bornée.

On utilise le principe d’isomorphisme de Petczyniski (voir [LT]). Par le lemme précédent,
on a un isomorphisme complet
H' ~F D1 4.

Donc
H o1~ Fo1 0,810~ F® 6 ~ H.

Le corollaire précédent permet de conclure. O
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Chapitre 3

Multiplicateurs de Schur sur L*>°/H>

Un multiplicateur de Schur (m; ;) est une application linéaire sur B(f3) définie par
eij — m; je; j, la projection sur les matrices triangulaires en est un exemple (non borné).
Dans ce chapitre, on étudie la restriction de certains multiplicateurs de Schur aux matrices
de Hankel H que l'on identifie & L>°/H® en tant qu’espace d’opérateurs, comme dans le
premier chapitre, par le théoréme 1.2.19 de Nehari-Sarason-Page. Ces résultats sont motivés
par une question de Davidson et Paulsen dans [DP], on commence par donner une réponse
affirmative & une de leurs questions et dans une seconde partie, on reprend les mémes idées
pour obtenir des multiplicateurs de Schur sur H bornés mais non complétement bornés.

3.1 Sur une question de Davidson et Paulsen

3.1.1 Présentation

Récemment, Pisier dans [Pi6] a construit le premier exemple d’opérateur sur un espace
de Hilbert polynomialement borné mais non semblable & une contraction, répondant ainsi
a une ancienne question de Halmos. Cet exemple est un cas particulier d’opérateur de
type Foguel-Hankel & valeurs dans la C*-algébre CAR. L’étude de ce type d’applications
a vraiment démarré avec les travaux de Foias et Williams, ils avaient méme conjecturé
que ces opérateurs (& valeurs scalaires) pouvaient apporter une réponse a la question de
Halmos. Cependant, Aleksandrov et Peller (JAP]) ont réussi & montrer, en utilisant un
résultat de Bourgain, que dans ce cadre scalaire, étre semblable & une contraction ou
vérifier I'inégalité de von Neumann (c’est & dire étre polynomialement bornée) sont deux
conditions équivalentes & f' € BMOA pour le symbole de I'opérateur de Foguel-Hankel.
La théorie des espaces d’opérateurs a conduit Pisier & chercher un contre-exemple a valeurs
vectorielles.

Peu aprés, Davidson et Paulsen [DP]| ont simplifié la preuve de Pisier en utilisant
davantage de théorie des opérateurs. Ainsi, ils ont pu donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu’un opérateur de type Foguel-Hankel & valeurs CAR soit polynomialement
borné et une condition nécessaire pour qu’il soit complétement polynomialement borné ce
qui revient & étre semblable & une contraction. Badea et Paulsen dans [BaP| ont utilisé des
multiplicateurs de Schur pour montrer qu’une condition un peu plus forte est suffisante.
Dans cette section, on va montrer que leur condition nécessaire est en fait suffisante.

On suit les notations de [BaP] et [DP].
Un opérateur T' borné sur un espace de Hilbert H est dit polynomialement borné, s’il
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existe une constante C' > 0 telle que pour tout polynéme analytique p

lp(T)|| 5oy < C sup{|p(2)]; |2] < 1}.

T est semblable & une contraction s’il existe un opérateur inversible L sur H tel que

IL7'TL| gy < 1.

Soit S le shift unilatéral sur 5 et Y = [a;4;]i j>0 une matrice de Hankel & valeurs dans
B(H) de symbole f =}, ~;an2" (on note Y =1T'y),

Définition 3.1.1 Les opérateurs de type Foguel-Hankel d valeurs vectorielles sont définis
sur ({3 @9 H)? par

. S*® IdH Y

R(Y) = 0 S@lIdg |-

Le cas scalaire correspond & H = C, les travaux d’Aleksandrov et Peller évoqués preé-
cédemment donnent que R(I'y) est semblable & une contraction si et seulement s'il est
polynomialement borné et si et seulement si Iy = [(¢ + 7 + 1)a;yj]i j>0 est bornée.

3.1.2 Opérateurs a valeurs CAR

On a déja rencontré les matrices de Clifford dans le corollaire 1.2.16, ce sont des opé-
rateurs sur un espace de Hilbert H vérifiant les relations d’anticommutation canoniques
(CAR pour abréger) :

C; Cj +C j ;=0
{ C; C]* + C]* C; = 2(5¢7de[{

Pour toute suite o = (v, )n>0 dans 3, on pose
Yo = [0t Ciysl s

c’est une matrice de Hankel & valeurs CAR ; 'opérateur de Foguel-Hankel associé est R(Yy,).
On introduit aussi les notations

Al) =sup (n+1)* Y Jay?
n=0 i2n

et

By(@) = Y (n+ 1)?fan

n=0
Le résultat principal de [Pi6, DP] est le suivant :

Théoréme 3.1.2 L’opérateur R(Y,) est polynomialement borné si et seulement si A(x)
est fini.
Si R(Y,) est semblable & une contraction alors By(a) < o0.

A partir de cela, il est facile de trouver une suite o pour laquelle R(Y,) n’est pas
semblable & une contraction bien que polynomialement borné.

D’une maniére générale, Foias et Williams [CCFW] ont obtenu une caractérisation
abstraite du fait qu’un opérateur de type Foguel-Hankel soit semblable & une contraction,
en terme d’un probléeme de commutateur :

R(Y) est semblable & une contraction si et seulement s’il existe un opérateur borné Z
sur fo @2 H tel que Y = (S* ® Idy)Z — Z(S ® Idp).
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De simples calculs montrent que si D = [(i + 1)d;41,;] est Popérateur de dérivation sur
Uy alors Z, = —Y,(D ® Idg) est une solution formelle a ce probléme de commutateur. De
ce fait, pour montrer que By(«) < oo implique que R(Y,,) est semblable & une contraction,
il suffit de vérifier que la matrice [j O‘i+j—1ci+j—1]i,j>0 est bornée (cette implication est le
théoreme 2.2 dans [BaP]). En remarquant que la premiére colonne de cette matrice est
nulle, on est réduit & :

Proposition 3.1.3 On a une estimation

11G + 1) @isjCirj] || < (2B2())?.

Et par conséquent

Corollaire 3.1.4 L’opérateur R(Y,) est semblable a une contraction si et seulement si
By (a) < 0.

Ce qui répond & la question de Davidson et Paulsen.

On utilise toujours la notation ~, = Ziﬂ-:n € j, ainsi Y, = Zn>0 anCr ® Yp.
Preuve : Pour la preuve de la proposition, on a besoin de ’estimation suivante :

Lemme 3.1.5 Pour toute suite (a,),

H ZanCn ® Ynll < (2 Z \an\Q)%.

n2=0 n2=0

Preuve : Cela résulte du théoréme de Nehari-Sarason-Page et du fait que les matrices de
Clifford engendrent un espace v/2-isomorphe & un Hilbert; en effet, on a un relévement
explicite dans L car [| 3, 5 anCrnz"||3 0 < 2 > >0 |an|?. O

Démonstration de la proposition : On considére ’opérateur formel sur H ®2 fo ®3 {o,

T=Y 0Crn@7m® Y. e

n=0 1<k<(n+1)2

En intervertissant les sommes, on obtient

TP <Y ¥ anCuen

k21 ny1>vk

Par le lemme 3.1.5, on a
IT||* < 2.B2(a),

et T est un opérateur borné correctement défini.

Soit @ Iisométrie partielle de H ®9 £ ®9 fo définie par

1
Q:IdH®Zej7j®ﬁ Z €k,1,

320 1<k<(j+1)>2

on a bien Q*Q = Idgg,e, @ €11

La proposition résulte alors de 'identité

TQ = [(] + 1) O‘iJeriJrj]@"j)o ®Ke11.
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En effet, on a

TQ = (Zm;o it jCigj @ €ij © D1 (i j41)2 el,k) :

1
(IdH ® 22520 €5 © FIT 21<h<(j+1)? ekvl)
2030 %itjCitj ®€ij @ (j+ 1ew.

Remarque : La proposition et le lemme sont valables pour toute suite (C,,) dans B(H)

telle que || > a,Cr|l < 02 ]an\)% pour toute suite finie de scalaires (a,). En particulier,
on peut prendre ’espace d’opérateurs max(¢3), a la place de I'espace engendré par (C,,).

3.2 Multiplicateurs de Schur
Ici, on change légérement la définition de H 1 par rapport au chapitre précédent :
H'(t3) = {f € LT, 4)|Vn < 0 f(n) = 0}.

La formule de dualité, pour f € H(¢3) et g € L*°({s)

1
< f,g>= %/T < f(2),9(2) > dz

ol <,> a droite est le crochet de dualité entre ¢y et {3 ~ {9, nous permet de considérer
H'(¢3) comme prédual de L% (f5)/H>({3). Comme cet espace est au niveau Banach isomé-
trique & H®mnin R, on le réalise comme sous-espace complémenté de L>°(B(¢2))/H> (B ({2))
en ne gardant que la premiére colonne.

Le résultat d’Alexandov Peller et Bourgain dans le cas scalaire (R(I'y) est semblable
a une contraction si et seulement si 'y est borné), utilise le lemme de Bourgain [Bol]
reformulé dans [DP] en

Lemme 3.2.1 [l eziste une constante C telle que pour toute matrice de Hankel,

1[G+ Daiyj]ll < ClGE+ J + Daiy]l]-
Cela signifie que le multiplicateur de Schur [; i;ril] est borné sur les matrices de Hankel.
Cependant il n’est pas complétement borné car si ¢’était le cas, par [Pi7] ou [DP] il s’éten-
drait en un multiplicateur de Schur borné sur B(¢3), mais pour de tels multiplicateurs, on
dispose du résultat suivant de Bennett |Be]

Proposition 3.2.2 Si [m; ;] est un multiplicateur de Schur borné sur B({2) et si

hmzﬂoo hmJHOO mm- =A

et limj_)oo hm,_)oo m; 5 = B

alors
A= B.

Preuve : Pour le voir on peut utiliser le fait que si [m; ;] est borné alors m; ; = (z;|y;) pour
des familles de vecteurs (z;), (y;) uniformément bornées dans fo. L’existence des limites
implique que x; converge faiblement vers un vecteur x et y; vers y et alors A = B = (xy).
Un autre moyen consiste a remarquer que I'on peut extraire du multiplicateur [m; ;| le
multiplicateur [Ad;~; + Bd;>;] qui n’est borné que si A = B, sinon il correspond a la
projection triangulaire. O
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Ce résultat implique que 'on ne peut pas espérer trouver une preuve du lemme de
Bourgain assez formelle comme dans la section précédente. La démonstration originelle
utilise la caractérisation de H' a I'aide de la fonction carrée, Ferguson dans [Fe| en a donné
une autre preuve en utilisant une caractérisation de BM O en terme de mesure de Carleson.

Dans cette section, on généralise ce lemme en utilsant le procédé de sélection de colonnes
dans la démonstration de la proposition 3.1.3. La démonstration reposera sur

Théoréme 3.2.3 Soit (m,,) une suite d’opérateurs sur ly telle que

i) sup,x[lmall < C
i) Sup,>on|Mmpy1 — my| < C )
i1i)  Supy, 50 N2 || Mng2 — 2mpg1 + my| < C

alors (my,) est un multiplicateur de Fourier sur H'(f3) de norme inférieure a kC pour une
certaine constante universelle k.

On peut déduire ce résultat de la preuve du théoréme de Blower [Blo] que 'on a utilisé
pour les décompositions de H', en faisant les bonnes modifications.

Preuve : Pour montrer ce théoréme, on utilise des opérateurs de Calder6n-Zygmund. On
suppose pour 'instant que la suite (m,,) est finie pour éviter les problémes de convergence.

Formellement le multiplicateur du théoréme agit sur H'(f2) comme la convolution avec
le noyau K (z) = Y. mj, 2", dans la suite pour les intégrales on identifie T =] — 1, 1].
Comme /9 est UMD (ou par 2.1.4), il suffit de montrer que pour tout 1-atome a a valeurs
dans £, on a ||K xal[p1(4,) < K.
Pour le moment, supposons que K vérifie les conditions de Héormander :

a) 1Kl < D

B sw [ K@y - K@)l ds <D
y€]-1,1] J|z|>c|yl|

On reproduit la démonstration pour les noyaux de Calderén-Zygmund. La condition a)
implique directement que K : L?(f3) — L?(f3) (c’est le point ot £ joue un role crucial).
Soit a un atome supporté par un intervalle I, on note J l'intervalle de méme centre et de
longueur c|I| (pour ¢ > 1 fixé), on a

lax Kl < |[(ax K)xsllpr + [[(ax K)xr\ sl
<

HMllox K+ [ 1] 06 +9) — Kat) aul de

Comme |[|a||o < ‘—}‘, le second terme est majoré par

1
L G = K e ay <

qui est uniformément borné par la condition b).
Grace & la majoration ||a||,2 < —=, on obtient

Vil
lax K| <M+ +e=k

Il reste & vérifier que K vérifie les conditions a) et b). Par i), on a immédiatement a).
Le reste de la preuve consiste & montrer que iii) implique b).
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On pose Sg=1et S_y=0et pourn=>1
n

Sp =1+ Z(z" +27").
k=1

Une transformation d’Abel donne

[e.o]

K(2) = (mn — mn11)Sn(2).

n=0
Si on note F,, = Y, Sy, une seconde transformation d’Abel donne

[e.o]

K(2) = (mn = 2mpi1 4+ mni2)Fa(z). (1)

n=0

F,, est étroitement reli¢ au noyau de Fejer et pour z = €™ :

sin w(n+1)t 2
Fu(2) = <(7%)> S

sin(%)

Lemme 3.2.4 On a les majorations
o1
/ |Fy(z +y) — Fp(x)| de < min{— ; \/yn3}.
a1 >ely] [l

Preuve : La premiére majoration est directe a partir de (2). En effet, on a

et donc

/ |Fo(x +y) — Fp(z)|dz < / |Fo(z +y)|de + / |Fo(x)| da
|| >clyl || >clyl

|| >cly]

< |F(z)| do + —
|| >(c—1)ly| clyl

_ 2 . 2

D (c =1y clyl’

Pour la seconde, on pose z = €™, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

1

1 2

Bl +) ~ Fa(@)] o < =k
/x>cy| fafely] 1 — 22

</||>| |<1—z)(Fn<x+y>—Fn<x>>|2dx>

< %.Hu—z)(Fn<x+y>—Fn<x>>um<d@

Pour estimer la norme L2, on utilise la formule de Parseval. On note 2’ = €™, les coeffi-
cients de Fourier (¢) de (1 — 2)(F,(22') — F,,(2)) en z sont (pour 2’ fixé) :

=
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k=0, (Z/ = )(n—l),

pour k =1, = -1)(n-1),

pour 2 < k < n, =n+1- )(z’k A L b
pour 1 —n <k < —1, ck.—(n—i—l—i—k:)(z R L )
pour k=mn+1, i1 = (2" = 1),

pour k = —n, cn=(2""-1),

pour k ¢ [-n; n+ 1], e, = 0.

Comme |2/% — 1| < |ky] et Sr_ k* < n?, on en déduit

o0

Y lal < iyl

k=—o00

Et donc

/ |Fo(x +y) — Fp(z)| dz < v/yn3.
|| >clyl

Ce qui termine la démonstration du lemme. O
On termine la vérification de b) pour K ; en utilisant iii) et (2), puis le lemme, il vient
pour tout N > 2

[ K@y - K@l < Z o Rty - Rl
|z|>cly| m|>cly\
[yl oo 1
S Zk; 1vm T Zk:N—HW
< WIN  + w5

En choisissant N de l'ordre de Wl\’ on obtient b). Ce qui conclut la démonstration du

théoréme dans le cas ou la suite (m,,) est finie. Si ce n’est pas le cas, il suffit de considérer

K x F), avec le noyau de Fejer d’ordre n et remarquer qu’il s’agit encore de multiplicateurs

de Mihlin, uniformément bornés, puis faire tendre n vers l'infini. O
Comme cas particulier de ce théoréme, on a

Lemme 3.2.5 Soient ¢ : RT — R une fonction de classe C* & support dans lintervalle
[2.2] et Wy les multiplicateurs de Fourier définis par Wy = ((¢(27%(n + 1))))n>0 pour
k > 0, alors pour toute suite bornée d’opérateurs (ay) sur lo

T:ZWk®ak
k>0

est un multiplicateur de Mihlin de H'((3) a valeurs opérateurs, borné par

171l < € sup {{lax |} 16" ]lo-

Preuve : Lopérateur T est un multiplicateur de symbole m,, = Zk_>0 ¢(”2—4,;1)ak.

Tout d’abord on remarque que pour tout m, il y a au plus deux k consécutifs pour
lesquels gb(”z—*,;l) ne s’annule pas par hypothése sur le support de ¢.
On vérifie les trois conditions du théoréme 3.2.3.

— i) Il est clair que sup,,>q ||mn|| < 2 supy {[|ax[|}[|¢||, par la remarque précédente.
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— ii) Par l'inégalité triangulaire

n+1
2k

2
g1 —ma| < nsup{nakn}m”* ) — o

k>0

)|

Les k pour lesquels les termes apparaissant dans la somme ne s’annulent pas, sont
ceux qui verifient 271 < n+2 < 28 ou 2871 <n4+1 < 251 il y en a au plus
trois et pour chacun d’eux on a 5 < 2, donc

nmns1 = mal| < 3sup {llax 1} l¢’ Hoo < 6sup {llax 6 lloo

— iii) De la méme maniére,

)+ o)

n +3 n+
n?lmnt2 = 2mp g1 +ma| <n SUP{H%H} > () — 26(—
k>0

Comme ci-dessus, le nombre d’indices k& pour lesquels les termes de la somme ne
s’annulent pas est plus petit que quatre et ces k vérifient 5 < 2, donc en utilisant
la formule de Taylor & l'ordre 2

1
2y — 2mpg1 +my | < 4n® Sl}ip{HakH}(zuﬁbHHwﬁ) <32 Stlip{llakll}llcﬁ"\loo-

L’estimation quantitative du lemme provient alors de la formule de Taylor. O
Le résultat principal de ce chapitre est

. T
Théoréme 3.2.6 Soit r > 0, alors le multiplicateur de Schur [(z-ﬂ—il) ] - est borné
Z’j/

sur les matrices de Hankel.

Remarque : Le résultat de Bennett (proposition 3.2.2) implique que ces multiplicateurs
ne sont pas complétement bornés.

Preuve : On reprend le schéma de la section précédente, supposons pour l'instant qu’il
existe un opérateur borné 7' de L°°/H> dans L>°({y)/H>(¢3) de la forme

T( Z an'Yn) = Z anYn & Z mzel,k’
n2=0 n=0 k>1
pour des suites de scalaires (m}}) vérifiant

1

VI<k<(n+1)7, M

On considére alors 'opérateur borné sur /o ®o fo défini par

+1
Q= Z €5 ® ]]+ 1))%] Z €k,1,

50 1<k (j+1)2r

: 2r
oil [z] est la partie entiére de z. Il est facile de voir que ||Q||? = Sup;> % <2

En calculant,

i+1 }
T( a ) = P Aj4 g RKe 5
Z nYn ) Q [<Z+]+1> i+ L0 1,1

n=0
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ce qui implique le théoréme.
Le reste de la preuve consiste en la construction de cet opérateur T'.

Par dualité, T' peut-étre vu comme l’adjoint d’une certaine application T ; si on note M;
le multiplicateur de Fourier (mj),>0, alors T} est donné par la formule :

[ H' () — H! .
- { (filiz1 = 21 M;(f5) (*)

Pour construire Ty, on reprend les idées sous-jacentes au fait que H'! admet une dé-
composition inconditionnelle de rang fini.

Soit ¢ une fonction C? sur [1,2], égale a 1 sur un voisinage de 1 et 0 sur un voisinage
de 2. On définit ¢ sur R par

() z € [1,2]
$a) = (1 —9(22) €[5
0 ¢ (5,2
Alors ¢ est une fonction C? sur R qui satisfait
1 T 1
Vo =1, Z W(b(Q_’“) = (%)

k>0

En effet, si £ > 1, dans la somme précédente il y a au plus deux termes consécutifs non

nuls, ils correspondent a k = [logy z] et k = [logy x] 4+ 1, ot logy est le logarithme de base
xr

2. Et puisque 1 < -2 < 2, il vient de la définition de ¢, pour kg = [log, ]

ollogg 2] ™%

1 T 1 x 1 x
2 5r05r) = gmoaE) t g G
>0
1 2k oz 1 2kotl T
= SR 7) w(270)+—2”f0”(—x ) (1= v(55))
1
g F'

Pour obtenir T, on se sert du lemme 3.2.5 avec Wy, = (¢(27%(n + 1))),>0 les multipli-
cateurs de Fourier scalaires et les opérateurs

1
ap = QW Z 6.7'71.

1< <4ar(k+1)

Cette famille est uniformément bornée par 2", et donc le lemme nous assure que 7T, est
bien borné.

En identifiant C avec le sous-espace de /o engendré par le premier vecteur de base, alors
T = 3 350 Wk ® ay, est de la forme voulue (x) avec :

1
My = oW
k>k;

ou k; est le plus petit entier k tel que j < A(k+1)r
En particulier pour 1 < j < (n+1)%",
y 2%VV/C(TL)
D kk (27 (n+1)).

m? = Zk}kv
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Pour montrer m} = (n%)” , il faut veérifier que les deux termes non nuls dans (xx) sont

bien dans la somme ci-dessus; c’est le cas si 27% (n + 1) est plus grand que 1.
En prenant la puissance 2r, il faut vérifier que 47%/"(n 4 1)?" > 1. Par la minimalité de kj,
on doit avoir j > 4%" et donc

2r
4*kj7"(n+ 1)27" > M > 1.
J
Ce qui conclut la preuve. O
Remarque : La preuve donne explicitement une majoration de la norme de la forme
K(r+1)24". On peut 'améliorer en K (r + 1)? en remplacant les intervalles dyadiques par
des intervalles de taille de base 1+ % lorsque r est grand.

Le cas 7 = 0 est un peu spécial, en notant d4 la fonction caractéristique de ’ensemble
A
Théoréme 3.2.7 Le multiplicateur de Schur [6[10g2(j+1)]>[10g2(i+1)]]i7j>0 est borné sur les
matrices de Hankel.
Preuve : Il faut modifier quelque peu la preuve, on prend les mémes notations. ¢ est toujours
une fonction qui vérifie (x%) avec r = 0 (c’est une partition réguliére de 'identité), pour
des raisons techniques, on suppose en outre que supp ¢ C [%, %] On change les choix des
ay en prenant ax = €[log,(k+1)),1, 1 est toujours 'adjoint du mutliplicateur Zk>o Wi ® ay,
ainsi 1

n
T(y) =) (551 @ €1 logy (k+1)]-
k>0

En utilisant @ = ;50 €5 © (€flog, (j+1)],1 + €llogy (j+1)]+1,1), On obtient

n+1 n+1
T()Q = Z (¢(2[10g2(j+1)]) + ¢(2[log2(j+1)]+1 )) €i,j @ e11-
i+j=n

. 1 1 . . ,
Si on note o ; = ¢(2[10227TJ+1)]) + gb(thw), le _mu?tlp.hcat.eur [ai7j] est borné sur les
matrices de Hankel, on analyse sa valeur pour certains indices 7 et j.

1. Si[logy(j +1)] > [logy(i + 1)] + 1, alors a; j = 1. Car par ()

So =1,

k>0

en effet, il suffit de vérifier que pour tout k # [logy(7 + 1)], [logy(j + 1)] + 1, on a
o5 =0
— Si k> [logy(j +1)] + 1, alors

<1+1_5
ok T ok 2k S8 92 8

n+l i j+1

et <]5(”2—",;1) = 0 par hypothése sur le support de ¢.

— Si k < [logy(j + 1)], alors
ntl i j+1
o Rt 2022

ce qui clot ce cas.
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2. Si [logy(i+1)] > [logy(j + 1)], alors pour tout k£ < [logy(j + 1)] +1
3

n+1 ) j 1 1
- — + J

2—k ok +—=2>214+-=

ok T ok 2 2
et a; ; = 0 toujours par hypothese sur le support de ¢.

On a donc un multiplicateur de Schur M = [a; ;] borné sur les Hankel presque égal a
celui du théoréme. On le corrige. Les multiplicateurs de Schur

A = (Oogy (j+ 1) =lloga(i+1)]) €6 A" = (o, (j-+1)]=[logy (i+1)]+1)

sont bornés sur B(f2) tout entier. Comme le multiplicateur du théoréme est exactement
(Id — A — A"YM + A’ on a terminé la preuve. O

Remarque : En fait, le multiplicateur de Schur [0;>]; j>0 est borné sur les matrices de
Hankel. On peut trouver ce résultat dans [BB], ou il est montré que la bornitude de ce
multiplicateur est équivalente & la bornitude d’une transformée de Hilbert bilinéaire, ce qui
a été établi par Lacey et Thiele.

On peut se demander
Probléme : Trouver une preuve “simple” de la bornitude de la projection triangulaire sur
les Hankel.
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Annexe A

Une remarque sur «o(F)

Comme rappelé dans le premier chapitre, si E est un espace de Banach, on peut le
considérer comme un espace d’opérateurs de nombreuses maniéres. Les structures extré-
males sont min et max; on les utilise pour mesurer la richesse des structures d’espace
d’opérateurs possibles sur E. Pour cela, on considére :

a(E) = ||Id : min(E) — max(E)||.

Cette quantité a été introduite et étudiée par Paulsen dans [Pa3]. Il y est démontré
entre autres que si F est de dimension plus grande que 5 alors a(E) > 1 (ce résultat a été
étendu aux dimensions plus grandes que 3 par Pisier), ainsi que 'inégalité

max {3, v} <all3) < =

V2
Pour un espace de Banach E de dimension n, U'inégalité a(E) < n est assez simple a

obtenir. Le but de cette annexe est de donner une légére amélioration de ce fait.

Théoréme 1 Soit E un espace de Banach de dimension n, on a

a(E) < \Jalty)n <2 1n.

Preuve : Par la version de Lewis du théoréme de John (|Pil]), 'identité de E est 2-sommante
et mo(Idg) = \/n. Par conséquent, il existe une factorisation de I'identité de E de la forme :
S E

T

L®(p) —— L*(n)

a B

ol u est une probabilité sur un espace compact, ¢ est une injection isométrique de E
dans L°(p), m est l'injection naturelle 2-sommante de L°°(u) — L?(u), enfin S est un
sous-espace de dimension n de L?(u) et on a les estimations ||a] < 1 et ||B]] < /7.

On se place au niveau espace d’opérateurs. On considére L*° muni de sa structure
minimale et L? muni de la structure RN C. Comme 7 est 2-sommante par [Pi3],

m: L(p) — L* (1) rnc

est complétement contractante. De méme, la projection

p: L*()rnc — Srnc

81
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est complétement contractante. On note
p: Spnc — max(S) = max((y),

Iidentité formelle.
En composant toutes ces applications, on obtient une factorisation de l'identité de E :

Idmin(E)Hmax(E) = Bppmi.
Comme L> est minimal, on a ||i||s = ||7]| et par maximalité

16 : max(S) — max(E)|les = [|5]-

Ainsi,
a(E) < |Idg,nc, — max(£3)[|epv/n.

Pour conclure, on intercale ’espace OH,, :

HdRr,nc, — max(63)]e < [[dranc, — OHnlle, - [[{dow, — max(£)]le -

! oll3)
L’identification du second terme provient du résultat d’interpolation

OH,, = (max({3), min(¢3))1.

2

L’estimation de Paulsen donne la seconde inégalité de I’énoncé. O
Comme application directe, on peut citer

Corollaire 2 Soit u une application linéaire de rang n entre deux espaces d’opérateurs,
alors )
[ullep < 27 lul.

Prewve : Si u : E — F, on peut factoriser v au travers de @ : E/Ker u — F. Par le
théoreme précédent, dg,(F/Ker u, max(E/Ker u)) < Q_in, on conclut en remarquant que
E — E/Ker u est complétement contractante et @ max(E/Ker u) — F a pour norme
complétement bornée ||a| = ||u]|. O

On peut se demander
Probléme : Quel est asymptotiquement en n le coefficient optimal dans 'inégalité précé-
dente ?
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