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����� ��$�� �(������� ���� �� ����� ��� ������� �(���������� �� �� �(����3�� �������'��

���� ��� ���������� �� ����� ��������� 4 ���� �� �������5 �� �(��������� . ��� ������ ���������$��
�(������� �(����������5 ��� Q��������
 &� ������ �������� �� ������� �(����3��� '���'���
���������� �� Q�������� ��� �(������ L∞/H∞ �� ��� ���������� �� ���������%����� �� ���
�������5 �(������ �� 6���3H15 ������'�� �� ����3�� �������'��
 ����5 �� ������$�� ��������
������ �� '�������� ��� �������� ��������������� �� *���� �� �������� �,�� ��� ���������������
�� 7������ ��� H1 . ,������ ,�����������


������	� 


&� ������� ��� ������� �(���������� �������� �� �(����� ��� ������������ ,��������� ��
�(��#$%�� ��� ���������� %����� ��� �� ������ �� 6��%���
 -� ������$�� �� ��$�� �� /���
����� ��� ���#��� 4 �������� ����� ��� ��������������� �%������� ��� ������� �(����������
����� ��� ������� �� )����� X �'����� �� 8������ �� ������ 9����� (‖.‖n): ��� ��� ��������
. ���;������ ���� X 9������ Mn(X): �����8������ ���� ������� <

(R1) ∀a, b ∈Mn ∀x ∈Mn(X) ‖a.x.b‖n � ‖a‖n ‖x‖n ‖b‖n,

(R2) ∀x ∈Mn(X), y ∈Mm(X)
∥∥∥∥[ x 0

0 y

]∥∥∥∥
n+m

= max{‖x‖n, ‖y‖m}.

�� �����$�� ��� ��� ����� �� ������������� . �� ��������������� �%������� ��� C∗���#$%���
����� ��� ��#$%��� �� )����� ��� . =��8����>�����?�*�#��
 �� �������� � ������ �� ���
,���������� ���������%�� �� �� ������� ��� ������� �(���������� ���� ��� ������ �15 ���
������� #�@�� ��� ���,��� �� �A����/��� �� )������� ������
 &�� ���������� �� �����
����#���� ���� ��� ������������ �����$������ %������ 4 ��� ����������� u : X → Y �����
���� ������� �(���������� ��� ���� �����$������ %����� �� <

‖u‖�� = sup
n�1

‖IdMn ⊗ u : Mn(X) →Mn(Y )‖ <∞.

&(�����B� ��������� �� �����$�� �� /��� ������ ���� �� 8��� '�� �(�� ���� �(�A������� ���
��������������� �����$��� ��� ������� �(����������
  �� �������5 �� ������ �� ������ ���
������� ���� ��� ������� �(����������5 ����� '�� ��� ���������� '������� < �� Y ⊂ X5 ��
�%����� ��� ��������� �(������ �(���������� ��� X/Y 5 �� ���������5 ���� ���� ������ n5 ���
�������������� ��#�%��'���

Mn(X/Y ) = Mn(X)/Mn(Y ).

�� #������5 ���� �� ������ �� )����� X5 �� ������ ��������� ������������ �� X �� ����
'�(������ �(����������
 &� ���� ������ �������� . �������� X ����� ����������� ��� 8����
����� ��������� ��� �� %���� ����� �� ��� ����5 �� ��������� ����� �%����� ��� ���� ��������

�



� ���
��

�� ���������,� �� ��� ����� min(X)
 �������� � �� ��������� ���������$�� �(B��� �� ���� ������
��������� �(������ �(���������� ���� X ���� B��� �'����5 ���� ��#���� '�� �� X̃ ����#�� X
���� �(��� ����� ��������� �(������ �(����������5 ����� �(�������� X̃ → min(X) ��� ����
��$������ %�����
 C �(��,����5 �� ������ ��� ��������� �(������ �(���������� ������� ��� X
9����� max(X): �� '���'�� ����� ����� �� min
 &� %�� �� ������� �������� ��� �(�������
��� ����������� ��� ������� �(����������5 ��� Q�������� 8����� ��� ��� '�������� ��� �������
��������


&� ��%�� �� ����� �����$�� ������ �� �������� ��� ���������� ������������ ��� Q��������
,���.�,�� ��� ���������� ��#�%��'��� �� %����
 �� ����$�� �����#�� ��� ������� �(������
�����5 �� ��������� ��� ������ �� Q�������� �������� 9����� maxQ: ���� �� ����� ����
������ ���������������� 4 ��������� �� ���,����5 . �� ����$�� ��  ������ ���� D �	E <

%����&�	 � 3��� X �
 ������ �� -�
��� �� x �
 �
���
� �� Mn(X)� �
�	�

‖x‖Mn(maxQ(X)) = inf{( max
1�i�p

‖xi‖X)‖v‖�p∞→Mn
| x = (v ⊗ IdX)(���#(xi))}.

�������5 �� �������� ��� ��������������� ��� Q�������� ����� ��� ������� �(����������
�%����� ��� F��#� ���� DF�E 9����� ��� ����������� �(�� �������� #������: ���� �� �����
��� ����,� ������ ������� . �� ��������� <

%����&�	 � 3��� E �
 ������ �����	����	�� �
�	� E ��� �
 Q2������ �� �� ���
���
� ��
���	 ���� �
���	 n � 1 �� ����� ���
������
 T : Mn →Mn�

‖T ⊗ IdE : Mn(E) →Mn(E) ‖ � ‖T‖.

�� �������� ��� ������� ������� ���� �%����� �(������ ���������� ��� Q�������� �� �#�������
���� �������� ��� ������� �(���������� ������'��� . ��� Q��������
 &(������� ������� ��
����� ��$�� ��� �(������ ��� �������� �� 6��?�� 9�������� �� �� 8���� (ai+j)i,j�0: '�� ����
B��� �������� �� Q������� min(L∞(T))/min(H∞(T)) ��� �� �����$�� �� >������*�������
 �#�
 *�� ����������� 8���� ��� ������ ���������� ��� �����$������ ��������� . R ∩C ��
G��� �#������� �� �H�� ���������


&� ������� ���,���� 	
� ��� ��������� ��� ������� ����� ��� Q�������� �� �� �������
��������� ������� ��� ������� �(����������
 &� ����,����� ���������� ��� �� ��,��� �� ��
������ ��� Q�������� ��� ���%�� ��� �� ������� ���������
 -� �������� ��� ������ '���'���
���������� ���������$��� �I ���� �� ������� �,��� �� �(���������� ���� ������'������ . ��
'������� �� ��,��� �� ���� ���� Q������� X5 (R ∩ C) ⊗min X ��� ������ �����$������
��������� . �� Q�������
 &� ������� �������� ���� ����� ��������� �;��� '�� �� X = E/F 5
�� #������5 �� �(� ��� �(��������

(R ∩ C) ⊗min X =
(
(R ∩ C) ⊗min E

)
/
(
(R ∩ C) ⊗min F

)
.

�������5 �� ������ '�� ����� '������� ����� ��� 8���������� �'��,������ ����J ������������
9t ����#�� �� ������������� �� Mn:

%����&�	 � )�� �	��������
� �����
��� ��
� ������
�
��� 0
6 �7 ���	 ���� Q2������ Q� R ∩ C ⊗min Q ��� �����	��� ! �
 Q2�������
6 ��7 �
 �"���� C > 0 ��
 ��� ���	 ���� �
���	 n � 1 �� T : Mn → Mn� �
 �"���� �
�

������������
 T = φ+ ψ ��	�'�
�

‖IdR ⊗ φ : R⊗min Mn → R⊗min Mn‖ � C‖T‖
‖t⊗ ψ : C ⊗min Mn → R⊗min Mn‖ � C‖T‖



���
�� 0

&� ������� ���������5 �� ���� ��� ,����5 ������������� �� ���8�������� �� �(���#����� �� =���
��������? ��� ���������,�
 ����� ������� �� ������� ��� '���'��� �����'��� �� '���'���
��� �I ��: �� �������


&� ����� �� ������� �������� ��� ����� . �(������������ �(��� ����� ����������� ����
�� ,������ ��� Q�������� . �� ����$�� �� ������� ��������� �� 6��#����
  ��� ����5 ��
�������� ��� ������ '���'��� ��������� ��� ��� Q���#$%���5 �(��� . ���� ��� ��#$%��� �(����
������� '������� ��� �������#$%��� ��� 8�������� ��������� ��� ����� ������
 &� %�� ��� ��
���������� ���� ���� ������ �(���������� E5 ��� ����� �� Q���#$%�� ��,��������� OAQ(E)
���,������� ���� �� ���� �I ����� ����������� �����$������ ������������ �� E ���� ���
Q���#$%�� A ����� ����� ��������� �� ���'�� ��������� �(��#$%�� �� OAQ(E) ���� A

&� ��������� �������� �� ����� ��#$%�� ��� <

'��
���
��� � OAQ(.) ��� �	� ����� 0 �� F ⊂ E �
�	� q̃ : OAQ(E) → OAQ(E/F ) ��� �
�
��	 �����
 ���	���� ����
���� �
�� �	�������
�� �� x ∈Mn(S(E/F ))� ‖x‖ < 1 �
�	� �
 �"����
y ∈Mn(S(E)) ��
 ��� ‖y‖ < 1 �� (IdMn ⊗ q̃)(y) = x�

�������5 �� #��������� ����� ������������ . ��� 8������ �(������� �(���������� (Ei) 4 ��
��������� ��� Q���#$%�� ���,������� OAQ((Ei)) ��������� ��� ������ ��� ������� �� )�����
Ei �� �3��� ��� �B��� ���������� '�� OAQ5 �� ����������� �� ���G����,���


��� ��#$%��� ���������� �� ������������ �(��� ����� ����������� ���� ��� Q�������� ��
�� ����$�� ���,���� <

(�)��
��� � 3���
� � �� 8 ���" Q2�������� �
 ��'
�� E ⊗fQ
F ����� 
������� �����	�2

���	� OA1,1
Q (E,F )� )� 
�	�� ���
 �
���
� x =

∑
i ki ⊗ ai ⊗ bi ∈ Mn(E ⊗ F ) ��� ��

��

��	 
� ��	��
� 0
‖x‖fQ

= sup
σi:Ei→A

‖
∑

i

ki ⊗ σ1(ai)σ2(bi)‖Mn(A)

�9 
� sup ��	���	� ������ 
�� ��
�	�����
� ����
���� σi : Ei → A ��
� 
�����	�� ���

�
Q2�
#�.	� A�

����� ��������� ����� ����� �� ������� ��������� �� 6��#����
 +��$� �,��� ������ '���'���
����������5 �� ����� �� �������� ��������� <

%����&�	 � 3���
� E1, . . . , EN ��� ������� �����	����	� �� x ∈Md(E1⊗· · ·⊗EN )� �
�	�

‖x‖Md(E1⊗fQ
···⊗fQ

EN ) = inf{‖w‖‖x1‖Mn(E1) . . . ‖xN‖Mn(EN ) ; x = w̃(x1, . . . , xN )}.

:�
� ��� �
'���� n ��� �	.��	��	� �� w ��� 
�����	�� ���

� ���
������
 N 2
�
���	� �� Mn×
· · · ×Mn ;N ����7 ��
� Md�

-� �%����� ����� ��� 8�K�� ����� �� �������� �� ����� �(�� ������� �� �� ������� ���������5
�� ������� �(�� sup . �� inf
 �� �������� ��� �� �����#�� �� �������� ��  ������ ���� ��
����� �� 6��#����
 &� ���%�$�� ���� �� ����� ��� �� ���'�� �(�%G�� ���,����� ��G����8
����� B(H) ���� ��� Q�������� 4 �(��� ����'��� �� � ��������� ��� ��#$%��� OAQ < ����
���G����,��� ��� �� ��%������ . ����� �%�����
 �� �����$�� ���� �� ���������B��� �� �����
�� 8������������5 �� '�� ������ �� ����������� . �� ����� ����������� �������� <

'��
���
��� * 3���
� E1 �� E2 ���" Q2������� �� u ∈Mn(E1 ⊗E2) ��

� ��� ‖u‖fQ
< 1�

�
�	� ����� ���
������
 �� E∗
1 ��	� Mn(E2)� u ����� �
� �����	������
� ���	 �
 ��	���


m

max(Mm) w �� Mn(min(Sm
1 ))

IdMn⊗v2

��
E∗

1

v∗1

��

u �� Mn(E2)




 ���
��

���� v1� v2 ����
�����
� ��
�	������� �� ‖w‖ < 1�
�
��	����
�� �� �
� ��

� �����	������
 �"���� ���� ‖w‖Mn(min(Sm

1 )⊗minmin(Sm
1 )) < 1 �
�	�

‖u‖fQ
< 1�

�� �������� �� ��H� ��� ��� ���������� ��� ��������� ��  ������ �� ����� ��� Q��������
�� �� ����� ���,���� �����
 -� ������5 �� �����������5 '�� �� ����� �� ,�� ������ ��
)�����5 ���� ��� �'��,������ ��� ������ ������������ ���G����,� �� �� 6��#����
 -� �������
��� ��� ����������� �� �� 8���

+��������	 ! �
 �"���� �
� ��
���
�� k > 0 ��

� ��� �� E1 �� E2 ��
� ��� Q2������� ��
����
���
 n� �
�	�

dcb(E1, E
∗
2) � 1

k

√
n.

:� �
��� ����� ���
������
 ���
 Q2������ �� ����
���
 n ��
� �
 ������ ����2��"���
 ��
�����	��� �� �	���	� �� 
����
���� Rn ∩ Cn → Rn + Cn�

������	� �

&� %����� �(�������� �� Q�������� �� ������� �������� ������� . �(���������� . �(������
�(���������� ��� �������� �� 6��?�� '�� �(�� ���� ��������� . min(L∞(T))/min(H∞(T))

&(����3�� �������'�� 8������ �(������ ������������ �� �(������ �� )����� �����G����� 4 �(�%�
G�� �� ������ �������� ��� �� �������� ��A������� ���������� �� Q������� �(���������� ����
�� ���� �'����� ��� ������ �� )����� �� �(�����L��� ��� ��� ���������� �� ���������%�����
�� �(������ ������� H1 �� ���� '�(������ �(����������


&(������ �� 6���3 H1(T) ��� �� ����������� 8���� �� L1 ��������� ��� 8�������� ����3�
��'��� <

H1(T) = {f ∈ L1(T) | f̂(n) = 0, n � 0}.
&(�� ��� ��������� �����'��%��� �� ����3�� �������'�� ������ ��� �� ����������� �� �����
�(������ �%����� ��� 7�A�����
 "� ����� a ��� ��� 8������� �� ���� ���� C ,������� <

.���� a ⊂ I, I ⊂ T ��� �� �����,����


.
∫
I a�m = 0

.‖a‖∞ � 1
|I| .

&(��,������ ���,��� ��� ������ 8���� �(������ H1
at <

H1
at(T) = {f ∈ L1(T) |∃(λi)i�1 ∈ C

N, (ai)i�1 ������ ���� '��

f =
∑
i�1

λiai ��
∑
i�1

|λi| <∞}

�,�� �� �����
‖f‖at = inf{

∑
i�1

|λi|; f =
∑
i�1

λiai, ai ������ }.

&� �����$�� �� 7�A����� ����� H1 �� H1
at �� �� ����$�� ���,���� <

%����&�	 � �
 �"���� �
� ��
���
�� C > 0 ��

� ��� ����� f ∈ H1 ��	�'� f ∈ H1
at ��

‖f‖at � C‖f‖L1 ,

�� 	����	������
� �� f ∈ H1
at �
�	� (Id+ iH)f ∈ H1 ����

‖(Id+ iH)f‖L1 � C‖f‖at,

�9 H ����#
� 
� �	�
���	��� �� <�
.�	��



���
�� �

&(������ ���� �� H1
at ��� ����� ���� �� ��� �� BMO5 �(��� �� ������ �� 8�������� ��� ��

���� ������ ��� 8�������� ����������5 �� ����� ��� ������ ���

‖f‖BMO = sup
I������	

�

1
|I|
∫

I
|f − fI |�m

�I fI = 1
|I|
∫
f�m ��� �� ��3���� �� f ��� I
 =�@�� �� �����$�� ���������5 �� ���� ������

BMO . L∞/H∞


 ��� ������ ��� ���������� �(������� �(���������� ��� L∞/H∞5 �� ��� ����� . ������
����� ��� #�������������� . ,������ ,����������� �� ������ ��� �������
 �(��� . �� ��,���
'�(����������� ��� �������� ���%�$��� 4 �� �����������5 �� �����$�� �� 7�A����� �(��� ����
,���%��
 ���������5 )���#��� � ������ '�� �(��� ��� ���������� ����� ,���� < ���� ����
������ �� )����� X5 ����� 8������� ���� H1(X) 9��� 8������� ����3��'�� ��� �� ���� .
,������ ���� X ���������� ���� L1(X): �� ��������� ���G���� �� ���%������� ��������
�(������
 &� ������� ��������� �� �����$�� �� 7�A�����5 '���� . ����5 �(��� ,���� '�� ��
X ��� �� ������ �� )����� "2� ����3��'��

&� �����$�� 8�K�� �� ����� H1 9�� L∞/H∞ �� '�� ��,���� �� �B�� ��� �������: �(���
��������� �(������ �(���������� ��� �� �� ���������� ����� �� ����������� �� �(������
�(���������� max(L1)5 �� �%����� ����� ��� L∞/H∞ �� ��������� �(������ �(���������� ,��
������������
 "�� ����� �����%����� ��� �� �(���������� . BMO < �� ����� Mn(BMO) ��
�� 8������ �� ������5 ���� f ��� 8������� ��� T . ,������ ���� Mn <

‖f‖BMOR∩C
= sup

I⊂T ������	

�

( 1
|I|‖

∫
I
(f−fI)∗(f−fI)�m‖Mn ,

1
|I| ‖

∫
I
(f−fI)(f−fI)∗�m‖Mn

)
.

&(������ �� )����� BMO ��� ����� ���� �(��� ��������� �� Q�������
 &(���� ���������5
���������� . �'����� Mn(BMO) �� �� 8������ �� ����� ���,����� ��� ��������������
Mn(BMO) = BMO(Mn)5 �� ����� ��� ��� ��������� �(������ �(����������
 ����� ���
���������� �� ��� ���������� ����������� �� �����$�� ������� �� �� ������ ��������


��������� �� ��� ��A������� ����������5 �� �� ������� �� ��� �������� ���� �� �����

&� �����$�� �������� ���� �� %�� ��� �(������� ��� ������ %����������� 9�� �� 8���� z2i+2j

:
���� BMOR∩C 4 �� �A��5 ��� ������ ���������� ������� �(������ R∩C ���� ������ ��� ����
������� �� �� ���������� ��� �� ��� ������#���
 &� ����� �� �� ������� ������� ��� �� ��������
���,��� <

%����&�	 �, 3���
� xi,j ∈Mn� �
�	�

‖
∑

i>j�0

xi,jz
2i+2j‖Mn(BMOR∩C) ≈ ‖

∑
i>j�0

xi,j ⊗ δi,j‖Mn(R∩C) +

sup
k�1

‖
∑

i>k>j�0

xi,j ⊗ δi ⊗ ej‖Mn((R∩C)⊗minmin �1),

�9 (δn)n�1 ��� �
� .��� �	���
�	��� �� R ∩ C� (ei) ��� 
� .��� ��
�
���� �� �1 �� δi,j =
δ2i+2j �

=�@�� . �� �������5 �� ��� �����%�� �� ��A�������� BMOR∩C �� L∞/H∞ 4 ���� ����5 ��
������� ������������� ��� ������ ��� 8�������� . ,������ ���� Mn �� �� 8���� (xi,jz

2i+2j
)

���� ������ �� ��� ���� �������5 �� ���������� ��� �� ���,���� <

%����&�	 �� )����
������
 
���	�

� Id+ iH �� BMOR∩C ��
� L∞/H∞

���� ��� ���2

�
�����
� .�	
���



	1 ���
��

�� ������� ��� ���,��� �� >�J���,5  �����5 M���� �� N��%��# ���� D> MNE '�� �� ,������
'���������,� �� �� �������� ��� ��������


&�� ���� �������� ���,����� �� �� �������� ���� ���������� ���� ������'������ . �(������
H1
 &(�� ��� ���� ������� ��������� �� ������������� �� H1 �;��� '�� �(�� ���� ����,��
��� ������������� ���������������� �� ���# ��� �� H1 < �� ������ ��� ����� (Pn) �(����������
�� ���# ��� ��� H1 ,������� <

sup
εn=±1

sup
N

‖
N∑

n=0

εnPn‖X→X <∞ (∗)

�� ���� ���� x ∈ X5
x =

∞∑
n=0

Pn(x)

�I �� ����� ���,��#� ��������������������
 �� ������K��� ��� ������ �(������������ ��� ���
������ �(������������ �����$������ %������5 �� �%����� �� ������ �� ������������� ����
��$������ ���������������� �� ���# ���
 �� �������� �� �� ������� ��� ������� �� )�����
����� ��������� ��;������� 4 �(��������� �(��� %��� ���������������� 98����� �(����������:
���������
 -� �� ������ '�� �(������ H1

R+C 5 ���� �� BMOR∩C 5 ����� ��� %��� �����$�
������ ����������������
 �� ��� ������5 �� ����� . H1 �� ���� '�(������ �(����������
 &�
��������� ��� ������������ ��A������ <

%����&�	 �� )������� H1(T) 
������ ��� �� ������������
 ����
�����
� �
��
�����
2

�

� �� 	�
# '
� �� 
����
���� �� � ��	���	� 
�� ��� �� .��� ����
�����
� �
��
�����

�

��

&� ����,� �� �� �����$�� ������� �� ���� ����� �(������ �(���������� H1 �� ��� #��������������
�� H1 . ,������ ,����������� ����� '�(�� �������� �� �����8��� ��������� ���� D6 �E
 ��
�� 8���5 �� ���� ������� �� ��������
 &� �����$�� ��������� ��� �(����3��� ��� ������� ��
)����� X ���� ���'���� �� ������ ��� ������������� ���������������� �� �(�������� �� H1

'�� �� ��������� �,�� �(�������� �� X5 ���� ��,���� . ��������� ���� (∗)5 Pn ��� IdX ⊗ Pn :
H1(X) → H1(X)
 �� ��������� �� �����$�� �� )��O�� D)��E ��� �������� ���������������
�� H15 �� �%����� . ��� ��������������� ��� ������� �� )����� "2� ����3��'��� <

%����&�	 �� 3��� X �
 ������ �� -�
���� �
�	� X ��� �$: �
�
������ �� �� ���
���
�
���
 �"���� �
� ������������
 �
��
�����

�

� �� 	�
# '
� �� 
����
���� �� H1 ;
���� (Pn)7
��� �� ��
��	��� ���� X� ����� ! ��	�

∃C > 0, ∀ εn ∈ {−1; 1}, sup
k

‖
k∑

n=1

εnIdX ⊗ Pn‖B(H1(X)) � C.

�(������ ���������� �� �� ��������� ���� �����%��� �� ������K��� H1 ��� �(������ �������
�� 8��������5 ��� ������� �� Λ ��� ��� ������ �� Z

%����&�	 �� )�������

CΛ(T) = {f ∈ C(T) | f̂(n) = 0 �� n /∈ Λ}.


������ ��� �� ������������
 �
��
�����

�

� �� 	�
# '
� �� 
����
���� ��� ��� Λ ��
���
�

� ����� �� ���" ����2�
���.
�� �
'
�� �� Z ( �
 ��	����
��	� �
 
�� ��� �� .��� �
��
��2
���

�

��

&� ������� �
! ������� �� �������� �,��

+��������	 �� )������� �����	����	� H1 ����� �
� .��� ����
�����
� .�	
���



���
�� 		

�� �������� �(������� ��$� ���#����� ��� ���,��� �� &��?3 D&�	5 &��E ��� �(��������� ��
%���� ���� �� ����� ��� ������� �� )�����
 -� ��������� ��� ��������� �� ����� ��� �������
�(���������� ���� H15 �� ��H� ����� �� ���%�$�� �� �(��������� �� %���� 9�����������������
�� ���: �� ��,��� ������ �(���������� ���� H1


������	� �

�� ������� �������� ������ �#������� ������ �� �(������ L∞/H∞ �� � ���� ���#��� ���
'������� �� ��,����� ��  ������


"� ��������� T %���� ��� �� ������ �� 6��%��� H ��� ��� ���3�H��������� %����5 �(��
������ ��� ��������� C > 0 ����� '�� ���� ���� ���3�H�� ����3��'�� p

‖p(T )‖B(H) � C sup{|p(z)| ; |z| � 1}.
T ��� ���%��%�� . ��� ����������� �(�� ������ �� ��������� ��,����%�� L ��� H ��� '��

‖L−1TL‖B(H) � 1.

/��������5  ����� D ��E � ��������� ��� ���������� ���3�H��������� %�����5 ���� ���
���%��%��� . ��� ������������
 �� �(�#�� �(���������� R(Yα) �� �3�� 7�#����6��?�� . ,������
���� �� C∗���#$%�� CAR 9��������� ������'��� �(���������������: ������� ��� ��� �����
α
 ��� 8��� �����,���� ��� �������� �� 6��?�� . ���;������ ����������
 &� ��8���������� ��
��,����� ��  ������ 9D� E: �� �������� ��  ����� ����� ��� ��������� ���������� �� ��;�����
��� �� ����� α ���� '�� R(Yα) ���� ���3�H��������� %����5 ����� '�(��� ��������� ����������
��� α ���� '�� R(Yα) ���� ���%��%�� . ��� �����������
 &��� '������� ��� �� ��,��� �� �����
��������� ���������� ��� %��� ��;�����
 &� ������� ��� �;�����,� <

+��������	 �� )����	����	 R(Yα) ��� ���.
�.
� ! �
� ��
�	�����
 �� �� ���
���
� ��

B2(α) =
∑
n�0

(n+ 1)2|αn|2 <∞.

&� ����,� ������ ��������������� ��� �� �������� �� ���������


&� ������� ������� �� �� �������� ������ �� ��� ���� ���� �(����������� �� ����� ������'��
��� �(�%����� ��� ��������� ��� �������� ��������������� �� *����
 "� �������������� �� *����
��� ��� ����������� �� B(�2) ���� �����B�� '�� ��,��� ��� ������� (xi,j) ��� (mi,jxi,j)5 ���
��������� �� ������� [mi,j] ����#�� �� ��������������
 �������� ��������� ��� ��� ����������
�� �3�� 7�#����6��?�� . ,������ ��������� �������� ��� �� ����� �� )���#��� ���,��� <

-	��	 �* �
 �"���� �
� ��
���
�� C ��

� ��� ���	 ����� ���	��� �� <�
=�
 [ai+j]�

‖[(j + 1)ai+j ]‖ � C‖[(i+ j + 1)ai+j ]‖.
&�� �������� �� 6��?�� 8������ �� ������ �(���������� '�� �(�� � �������� . L∞/H∞
 "��
��� ����,������ �� ���%�$�� �� ��,����� ��  ������ ���,���� �� 8��� '�� �� �����������

����
[

j+1
i+j+1

]
�(��� ��� �����$������ %����
 &� ��������� �������� �� �� �������� ��� ���

������������ �� �� �����
 +� ������%��5 �� �������� �� �������� ��� ��� ���������������
�� 7������ �� H1 . ,������ ���������� <

%����&�	 �! 3��� (mn) �
� ����� �����	����	� ��	 �2 ��

� ���

�7 supn�0 ‖mn‖ � C
��7 supn�0 n‖mn+1 −mn‖ � C
���7 supn�0 n

2‖mn+2 − 2mn+1 +mn‖ � C
,



	� ���
��

�
�	� (mk) ��� �
 ��
���
������	 �� 8��	��	 ��	 H1(�2) �� 
�	�� �
��	���	� ! kC ���	 �
�
��	���
� ��
���
�� �
���	��

� k�

�� �3�� �� �������� ��� ��� ��������������� �� 2����� � ��� ������� ���� �� �������� ���������

&� �������� �� ��������� �� �� �����$�� ������� ������ �� �����8���� ��� ��������������� ��
7������ �� ��������������� �� *����5 �� �%����� <

%����&�	 �� 3��� r > 0� �
�	� 
� ��
���
������	 �� 3���	
[(

j+1
i+j+1

)r]
i,j�0

��� .�	
� ��	


�� ���	���� �� <�
=�
�

&� ��� r = 0 ��� �� ��� �������

%����&�	 �, )� ��
���
������	 �� 3���	
[
δ[log2(j+1)]>[log2(i+1)]

]
i,j�0

��� .�	
� ��	 
�� ��2
�	���� �� <�
=�
�

�� ������� ������ �� ��������� �(�� �������� ���� 8��� 9�� �������������� �� *����
[δj>i]i,j�0 ��� %���� ��� ��� �������� �� 6��?��: �%���� ��� )����� �� )���� D))E ���
������ ��� ��� ���,��� �� &���3�M����� . ������ �� �� �����8����� �� 6��%��� %���������

&�� ������'��� ���������� ��� ���� ���� ������������ �� ���� ��������



����� 


&(������ �������� ��� �����'�� ��� �� ����������� ����� ��� ���������� �(������ �(����
������� min �� max �(�� ������ )����� �� ��������� ���� <

%����&�	 �� 3��� E �
 ������ �� -�
��� �� ����
���
 n� �
�	�

dcb

(
min(E),max(E)

)
� 2−

1
4n.

&� ��������� 2−
1
4 �������� �(���������� ������'��




#����
�� *

Q�������� �	 �����
	� 	�����
���


�
 ���	�������� �� ���������

�� �������� � ���� %�� �(���������� ��� ������ �������� �(������� �(����������5 ��� Q�
������� �� �(������� ����� ������������� ,���.�,�� �� �������� �������� ����������


 ��� �����������5 �� ���������� ��� ������ ��� Q�������� �� �� ������ ��� ����������
������������
 �������5 ��� ��������������� �� ��� ������� �%����� ��� F��#� ���� DF�E ����
�������� ��� �(�%����� '���'��� ��������


���� �� ������� ���,����5 �� �(��������� . �%����� '���'��� ��������� �������� ���� ��
���%����� ��� Q�������� ,���.�,�� �� ������� ��������� �������


����5 �� ����������5 ���� �� �����$�� ������5 ��� ����� ����������� ���� ��� Q��������
�����#�� �� ������� ��������� �� 6��#���� ���� ��� ������� �(����������


���� ���� �� '�� ���� B(H) ����#���� �(��#$%�� ��� ���������� %����� ��� �� ������ ��
6��%��� �������� H5 K �� �������#$%�� ��� ���������� ��������5 ���� �� ��� �I H = �n2 5
�� ������ Mn ����� �����$�� �� (ei,j) ���� �� �������� �������� ���� �� %��� ������'��


&� ������� ��� ������� �(���������� �������� �� �(����� ��� ������������ ,��������� 8�����
�� B(H) 9���� �(������� '��� H:
 ���� �(��� ��,������� . ������ ��� ���,��� �� �A��� ��
/��� �� �� )������ ��  ������ �� ��%�� ��� ������ �1
 &�� ��8������� ��������� ���� D�/E
�� D ��E5 ��� ������� �� %��� ���� �� ���� %����� ���� ��� ���,����� < �� X ��� �� �����
������ 8���� �� B(H) 9�� �� �(������� '����� C∗���#$%��5 �� '�� ��,���� �� �B��:5 ��
����5 ���� ���'�� n � 15 �'����� Mn(X) = Mn ⊗ X �(������ ,�������� ��� �������� ��
������ n . ���;������ ���� X �(��� ����� 9����� ‖.‖n �� #������: '�� ���,���� �� �(���������
Mn(X) ⊂Mn(B(H)) = B(Hn) �I �(�� ������$�� �(������������� �������� �����Mn(B(H))
�� B(Hn)
 "� ������ �(���������� ��� �� ��� ������ X ���� �� ����� 8������ �� �����


&�� ���������� �� �� ����#���� ��� ������� �(���������� ���� ��� ������������ �����$���
���� %������ 4 �� X �� Y ���� ���� ������� �(���������� �� �� u : X → Y ��� ��� �����������
��������5 u ��� ���� �����$������ %����� ��

‖u‖�� = sup
n�1

‖IdMn ⊗ u‖Mn(X)→Mn(Y ) < +∞.

�� 8�K�� ���������5 Mn(X) ��� �'���� �(��� ��������� �� %������� ��� Mn5 �� �������
����� ����� ��� ��� �������� ������������ ��� �� 8������

∀a, b,m ∈Mn, ∀x ∈ X, a.(m⊗ x).b = (amb) ⊗ x.

*� x ∈ Mn(X) �� y ∈ Mm(X)5 �� ���� x ⊕ y �(������� �� Mn+m(X) ���#���� ��� %����
����� . ������ �� x �� y
 ���� D/�E5 /��� ���%��� ��� ��������������� �%������� ��� �������
�(���������� <

	�



	! ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

*��� X �� ������ �� )����� �'���� ���� ���'�� n � 1 �(��� ����� ���Mn(X) ��� '��

(R1) ∀a, b ∈Mn ∀x ∈Mn(X) ‖a.x.b‖n � ‖a‖n ‖x‖n ‖b‖n,
(R2) ∀x ∈Mn(X), y ∈Mm(X) ‖x⊕ y‖n+m = max{‖x‖n, ‖y‖m},

����� X ���� B��� ������� ����� �� ������ �(����������

�� �����$�� ��� ��$� ����� ��� �� ������ �� ������ �(������� �(���������� ���� �� �,��� ��

������������ �����$���
 -� ���� ����� ������ ���� Y ⊂ X ������� �(���������� ��� ���������
�(������ �(���������� ��� �� '������� X/Y ��� ��� �������������� ��#�%��'���

Mn(X/Y ) = Mn(X)/Mn(Y ).

"� ����� �������5 �(�����%�� ��� ������������ �����$������ %������ �� X ���� Y '��
�(�� ���� �)(X,Y ) ��� �� ������ �(���������� ,��

Mn(�)(X,Y )) = �)(X,Mn(Y )),

���� �� ��� Y = C5 �� ������ ����� ��� ��������� �(������ �(���������� ��� X∗ �� ���� �� X

-� ����$�� �� �B�� ���� �'����� �(��� ��������� �(������ �(���������� ��� ������������
�(�� ������ �(����������
 &�� ������ �������� �� ���� �∞ ���� �������� . ����� ������ ,��
��� ��������������

Mn(�∞(Ei)) = �∞(Mn(Ei)),

���� ��� 8������ �(������� �(���������� (Ei)

&� ������� ��� ������� �� ������� ��� ������� �� )����� ��� ����� ���� �����#�� 4 ��� ������
������ �������� u : X → Y ����� ���� ������� �(���������� X �� Y ��� ���� �����$������
���������'�� �� ���� ��� �� ������������ ���� ��� ������� �� )����� �����G������ �� �� ��
���� ‖u‖cb.‖u−1‖cb � C ���� ��� �������� ��������� C
 ���� �� ��� �I C = 15 u ��� �����
�� ��������� �����$��


*� X ��� �� ������ �� )�����5 �� ������ �� #������ ��������� ����#������ �� X ����
B(H)
  ���� ������ ��� ���������� �(������� �(����������5 ���� ���� ����������
 &� ����
������ ��������� �(������ �(���������� ��� X ��� ����� minX5 ���� ��� ������ ��� �� �����
#����� ��������'�� ������'��

X ⊂ C(BX∗)

�� X ���� ��� 8�������� ��������� ��� �� %���� ����� �� ��� ���� 9�� 8���5 �� ���� �������
��� C(BX∗) ��� �(������� '����� C∗���#$%�� ���������,�:
 &� ��������� �������� ��� ��
���,���� <

 ��� ����� ����������� u : Y → X %����� 9�� ����� �� ,�� %������'��: �(�� ������
�(���������� Y ���� �� )����� X5 �(����������� u : Y → minX ��� �����$������ %�����
�� ‖u‖cb = ‖u‖


&� ��������� �(������ �(���������� �������� ��� X ����� maxX ��� ������ . �(���� ��
�����$�� �� /��� �� �� ����$�� ���,����5 ���� x ∈Mn(X) <

‖x‖n = sup {‖(IdMn ⊗ u)(x)‖;u : X → B(H) | ‖u‖ � 1}

����� ��������� �����'�� ������������� '�� ���� ����� ����������� %����� �� X ���� ��
������ �(���������� Y 5 u : maxX → Y ��� �����$������ %����� �,�� ‖u‖cb = ‖u‖


&�� ������� �� ���������� ��������� �� ��������� ���� ������ ���� �� ���� �I �����$�
������ ��������'������ �� � ��� ��������� 9,��� D)�E :

(maxX)∗ = min(X∗) �� (minX)∗ = max(X∗).



���� Q�������� 	�

*� X ⊂ B(H) �� Y ⊂ B(K) ���� ��� ������� �(����������5 X ⊗min Y ��� �� 8��������
�� ����� �� ������� ��������� ��#�%��'�� X⊗Y ⊂ B(H⊗2K)
 �� ����� ���������5 �� ,����
Mn(X) = Mn⊗minX
  ���� ��� ���������� ������������5 �� ���� ����� '�� �� u : X → X ′ ���
�����$������ %�����5 ����� u⊗ IdY ��� �����$������ %����� �� X⊗minY ���� X ′⊗minY
�,�� ‖u⊗ IdY ‖cb = ‖u‖cb
 M��� ������� x ∈ X⊗minY ���� B��� ,� ����� ��� �����������
v : X∗ → Y �� �� �

‖v‖cb = ‖x‖X⊗minY .


�� Q��������

����� �����	�
��

&�� �������� ��� P���� �������Q �(������� �(���������� ���� ���� ����� ��� ������� ���
������ 4 �� ������� �� ����� ���������� ��������� ��� ��������� �� �� ������� ��� ������� ��
)�����
 �� ��� ����� '�� ��� ������� �������� ���� ���%��� ��� �����#� ��� ������������
 C
�(���� ��� ���������� ��#�%��'��� ������������5 �� �����$�� ������ '�� �(�� ���� ����������
. ������ �� ��� ������� �������� ���� ��� Q�������� <

(�)��
��� �.�.� �
 ������ �����	����	� E ��� �
 Q2������ �� E ��� ������
� �� ��
� ���
������� �����	����	� ���
 ������ ��
���
�

����� �����'����� ������� �� ����� ��������� <

'��
���
��� �.�.� )�� Q2������� ��
� ���.
�� ��	 �����#� ��" ����2������� �� ��	 �����#�
��" ������
���

�� �A��5 �� E = (minX)/(min Y ) ��� �� Q������� �� π : minX → E ����#�� �(���
��������� '�������5 ����� �� F ⊂ E5 �� ���� '�(������ �(���������� �� � �(�������������
F = (minπ−1(F ))/(min Y ) ��� ���%����� ��� ������� �������� ���� �(���������
 �� �B��
E/F = (minX)/(min π−1(F ))


'��
���
��� �.�.� 3� (Ei)i∈I ��� �
� ����

� �� Q2������� �
�	� �∞((Ei)) ��� �
 Q2�������

�� �(�#�� G���� �(��� �����'����� �� �� ��������� ��� ������ �������� �∞ �� �� �(��������

�∞
(
(minXi)/(minYi)

)
= �∞(minXi)/�∞(minYi).

*��� (Ei)i∈I ��� 8������ �(������ �(���������� �� U �� ���������� ��� I5 �� ����

NU = {(xi) ∈ �∞((Ei)) | lim
U

‖xi‖ = 0}.

&(������������ ΠEi/U ��� (Ei) ���,��� U �� ���� '�(������ �(���������� ��� �� '�������

�∞((Ei))/NU.

��� ������������ �����������5 �� �������

'��
���
��� �.�.� �
 �
�	��	����� �� Q2������� ��� �
 Q2�������

&�� ������ ���������� �� %���� ������ �������� �� ��� ���� ����

"� ��� ���%�$��� ��G���� ���� �� ����#���� ��� Q�������� ��� �(�%����� �� �������
 *�

E ��� �� Q�������5 E∗ �(��� ��� 9�� #������: �� Q������� 9,��� �� �� �� �� ��������:
 &��
������� ����� ��� Q�������� 8������ �� ������ ��� ������� �������������5 ��� ������������
��� ������� ��������5 ��� ���� ���������� �� ������� ���� D-�E


 ���� ��� ������� �(���������� B(H) � �� �H�� �����������5 �� ��� ���,����������� ��G����8 4
����� ����������� �������� �����$������ %����� �(�� ������ �(���������� E ⊂ F ���� B(H)



	� ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

����� ��� ��������� . F ���� ������ �� �B�� �����5 �(��� �� �����$�� �� R�������? ��
B(�2) � �#������� �� ��������� �� �������� ���� ������ �(���������� ������%��
  ���� ���
������� �������� �∞ � ��� ���� ����������5 ���� �� �(������ ��� �� ��� �����#�� ���� ���
Q�������� �� '�� ���� ����� �(������� ��;������


����� ��
���� ��� �	 ���Q

&�� ������������� ��� ���������� �(������ �(���������� ���������� ���� �� ������ ��
)����� X �,�'���� ���� �(������������ ��������� ��� �����#��� �� �(�� �� ��������� ���
Q��������


&�� ������� �������� ����� ��� Q��������5 �� ���� ������ ��������� �� Q������� '��
�(�� ���� ������ ��� X ��� ���� minX


 ��� �� ��������� ��������5 �� ����� �� ��������� ��� ������� �(���������� <

(�)��
��� �.�.� 3��� X �
 ������ �� -�
���� �
 ��'
�� �
� ��	����	� �� Q2������ ��	
X 
���� maxQ(X) �
 
�������
� �� 
� ����

� �� 
�	�� 0

∀x ∈Mn(X) ‖x‖n = sup {‖IdMn ⊗ u(x)‖;u : X → E |E Q2������ �� ‖u‖ � 1}
���� �� sup5 E ��� �(������� '��� Q������� �� u �(������� '����� ����������� ��������

����� �� X ���� E

�� 8��� G������� '��maxQ(X) ��� %��� �� Q�������
 �(��� �� �����$�� ������������ �� ���'��
�(�%G�� ���,����� ������'��
 �� 8���5 ����������� �� ����������� �� X5 �� ���� �����������
�� sup ���� �� ��������� . �� �����%�� E �� Q�������� E
 -� ����

F = ⊕∞
E∈E(⊕∞

u:X→E | ‖u‖�1E),

�(��� �� Q������� �� maxQ(X) ��� ����� �����$������ ��������'�� �� ����������� �� F
���#� �� X ��� �(�����������{

X → F
x �→ ⊕E∈E(⊕u:X→E | ‖u‖�1u(x))

�� ����� ���������5 �� ��������� �� ���������� ��� �,������ <

'��
���
��� �.�.� 3���
� X �
 ������ �� -�
���� E �
 Q2������ �� u �
� ���
������

.�	
�� �� X ��
� E� �
�	� u : maxQ(X) → E ��� ����
�����
� .�	
�� �� ‖u‖cb = ‖u‖�

"�� �����$�� ��������������� �� maxQ ��� ������ ���

'��
���
��� �.�.* �
 Q2������ E ��� ��"���
� ���� E = maxQE �� �� ���
���
� �� E
��� ������
� �� min �I1 ���	 �
 ��	���
 �
���.
� I�

�	���� < &� ������������� ������ ��� ���� ���������� %��� ������� ��� ������� �1 4 ���� ���
���� �� )����� ��� '������� �(�� ������ �I1 ���� �� ������� �����%�� I �� ����� �����������
�� �I1 ���� �� '������� ����� �� ���$,�����5 ���� ����������� <

*��� u : �I1 → E/F ��� ����������� %����� �� ε > 05 ����� �� ������ ��� �����������
ũ : �I1 → E ����� '�� ‖ũ‖ � (1+ ε)‖u‖ �� πũ = u �I π : E → E/F ��� �(����������� '�������


*�������� '�� E ���� �� '������� �� min(�I1) �� ���� u : E → Q ��� ����������� %�����
�� E ���� �� Q������� Q = (minX)/(min Y )
 -� ���� πE �� πQ ��� ������������ '�������
��� E �� Q
 -� � �� ���#�����

min(�I1)

πE

����

φ �� minX

πQ

����
E

u �� Q



���� Q�������� 	0

�I φ ��� �� ���$,����� 9%������'��: �� uπE ����� ��� �� ��������� �� ���$,����� �� �I1 ��
����� ��8������� . (1+ ε)‖u‖5 ε ����� ��� ��%�����������
 -� ���� ���������� ������� '��
u ��� �����$������ %����� 4 ���� x ∈Mn(E)5 �� ������ x̃ ∈Mn(min(�I1)) �� ���$,����� �� x
��� '�� ‖x̃‖ � (1+ε)‖x‖5 �� � �(�#����� (IdMn⊗u)(x) = (IdMn⊗(πQφ))(x̃) ��� �� ���#�����
������� �� ����� φ ��� . ,������ ���� �� ������ ������� ���� ��� �����$������ %�����5
��� ������������ '������� ����� �����$������ ���������,��5 �� �� ������ <

‖(IdMn ⊗ u)(x)‖ � (1 + ε)2‖x‖.

���� ����� ,���%�� ���� ���� ε5 u ��� �����$������ %����� �� ‖u‖cb � ‖u‖
  ��� ��������5
�� �����'�� �� �������� ���� Q = maxQ(E) �� u �(��������5 ��� ��������� �� maxQ5 Id :
maxQ(E) → E ��� �����$������ ������������5 �� ,���� �� ,��� '�� Id : E → maxQ(E)
�(��� �����5 ���� �(�������� ��� �����$������ ��������'��


-� ,���� �� ������� '�� ��5 ����� Q�������5 E ��� '������� �� min �I1 ����� E ���
������� ���� ��� Q��������
  ��� �� �������'��5 ��� �� ��������� �(���,�������� �� �15 ��
)����� �����G����� . E ��� '������� �(�� ������� �I1 �� ����� ���� B��� �'���� �(��� ���������
�(������ �(���������� '������� �� min(�I1)5 �� ���� �� �����'���� �� �������� ���������5
maxQ(E) ��� �� '������� �� min(�I1)
 �

"� ���������� �,����� <

+��������	 �.�.! �
 �"���� �
� �
���� ��	����	� �� Q2������ ��	 �I1�

�� �A��5 ��� �� ����������� ���������� ����� ��������� ��� �I1 ���� B��� �����$������ ����
�����'�� . maxQ(�I1)
 �� 8���5 �� ���� ��������� �

I
1 ��� �(������� '��� )����� �3��� ��

��������� �� ���$,�����

-� ������,��� ���� �� ����� �� #���� �� ������������ '�� ������� ��� ���������� ���,���

������
 �� ��������� G�������� ����� ��������� �� ����������5  ������ ���� D �	E � ���%���
��� 8������ ���� �������� �� ����� �(�� ������� ���� max(E)5 �� ���� 8���� �� �B��
���� �� ����� ��� Q�������� <

%����&�	 �.�.� 3���
� X �
 ������ �� -�
��� �� x ∈Mn(X) �
�	�

‖x‖Mn(maxQ(X)) = inf{‖A‖Mp‖B‖Mp( max
1�i�p

‖xi‖X)‖v‖Mp→Mn |
x = (v ⊗ IdX)(A.���#(xi).B)}

�9 
��
'��� ��	���	� ������ 
�� �����.�
���� �� ���������	 
� ���	��� x� � ��� ���
��
���
�� ���#(xi) ��� 
� ���	��� ���#�
�
� ���
� ���	 ���>���
�� ���#�
��" 
�� xi�

�	���� <  ��� ����,�� �� �����$��5 �� 8��� ������� '�(����� �� ������ %��� ��� ��������� ��
Q������� ��� X �� '�(���� ��� ��������
 ������K��� ��� ������� '�(�� �(�#�� %��� �(���
��������� �(������ �(����������5 ���� ���� �� ������ '�� ��� ������� (R1) �� (R2) �� /���
���� �����8����
 -� ���� α �� 8������ �� P������Q ����������� ���� �� �����$��
 �� ��� �����
'�� ��� ������ ��� %��� ����� ��� �� ������ �� ����� ��� 8�K�� �� ���������� x ���� ��
8���� ,�����


S  ��� (R1)5 �� ������$�� ��� ������������� �� x ∈ Mn(X) ���� �� 8���� x = (v ⊗
IdX)(A.���#(xi).B) �,��

‖A‖Mp‖B‖Mp( max
1�i�p

‖xi‖X)‖v‖Mp→Mn � (1 + ε)‖x‖α.

*����� C �� D ��� �������� �� ������� n5 �� ���� ������� '��

‖C.x.D‖α � ‖C‖ ‖x‖α‖D‖.



	
 ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

�� ��;� �� �����'��� '�� �(�� �

C.x.D = ((C.v.D) ⊗ IdX)(A.���#(xi).B)

�I C.v.D : Mp → Mn ��� �(����������� v ���,�� �� �� �������������� . #����� ��� C
�� . ������ ��� D5 ����� ‖C.v.D‖Mp→Mn � ‖v‖Mp→Mn ‖C‖ ‖D‖5 �� ������

‖C.x.D‖α � (1 + ε)‖C‖ ‖x‖α‖D‖.

�� '�� ������� �� �����$�� ,���������� ��� ε ��� ��%�������

S  ��� (R2)5 �� ����� x ∈Mn(X) �� y ∈Mm(X)5 ���� ���'�� ε > 05 �� ���� ����,��
��� ��������������

x = (v ⊗ IdX)(A.���#(xi).B)
y = (w ⊗ IdX)(C.���#(yi).D)

�,��
‖A‖Mp‖B‖Mp(max1�i�p ‖xi‖X)‖v‖Mp→Mn � (1 + ε)‖x‖α

‖C‖Mq‖D‖Mq(max1�i�q ‖yi‖X)‖w‖Mq→Mm � (1 + ε)‖y‖α

-� ���� ����� ���������� x⊕ y ���� �� 8����

x⊕ y = ((v ⊕ w) ⊗ Idx)((A ⊕ C)(���#(xi) ⊕ ���#(yi))(B ⊕D))

�� '�� �����
‖x⊕ y‖α � (1 + ε)max{‖x‖α, ‖y‖α},

�� ������� �� ����,� ���� (R2)

-� � ������ '�� (R1) �� (R2) ���� �����8����5 ���� �������� '�� �(�� �%����� %��� ���
��������� �(������ �(���������� ��� X5 �� 8��� �(������� '�� �(�� � %��� ��������� ��� ������
�� '�� �� ����� �%����� ��� X ���������� . �� ����� ��������


*� x ∈ X5 ����������� ��� ������������� �� x = (v⊗IdX)(A.���#(xi).B) ���G���� �,��
�� �B�� ����������5 ����� ���� ���� f ∈ X∗5 �� �

< x, f >= v(A.���#(< xi, f >).B) � ‖A‖Mp‖B‖Mp( max
1�i�p

‖xi‖X)‖v‖Mp→C

�� ���� ‖x‖α � ‖x‖5 ����� x ����� ��� ������������� ���� �� 8���� x = (IdC ⊗
IdX)((1).(x).(1))5 �� � �(���#����� ��,����


&� ������#����������� ���,���� �� 8��� ��������� �� (R1)5 (R2) 4 �� �A��5 #�@�� . (R1)
�� (R2)5 �� � ‖xi,j‖ � ‖x‖α ���� x = (xi,j) ∈Mn(X)


&(����#������ ��� ���������5 �� �����������,��� ���,���� �� (R1) �� (R2)5 �� �

x+ y =
(

‖x‖
1
2
αIdMn ‖y‖

1
2
αIdMn

)
.(

x

‖x‖α
⊕ y

‖y‖α
).

(
‖x‖

1
2
αIdMn

‖y‖
1
2
αIdMn

)

�(�I ‖x+ y‖α � ‖x‖α + ‖y‖α

�� ����� . �(������� '�� �(�� � %��� ��� ��������� �� Q������� �� '�(���� ��� ��������5

���� ���� �� ������� �� ��������������� �� F��#� '�� ���� ������� ���� �� ������������ ����
,���� �����$�� 	
�
		 9�� ����H� ��� ����������:


*��� ���� T ��� ����������� �� Mn ���� �����B��5 �� 8��� ,������ '�� ‖T ⊗ IdX :
Mn(X) →Mn(X)‖ � ‖T : Mn →Mn‖ <

*��� x ∈Mn(X) ��������� ���� �� 8���� x = (v ⊗ IdX)(A.���#(xi).B)5 �� �

(T ⊗ IdX)(x) = (Tv ⊗ IdX)(A.���#(xi).B)



���� Q�������� 	�

�(�I ‖(T ⊗ IdX)(x)‖α � ‖T‖‖x‖α �� ���� �� ��������� α ����� %��� �� Q�������

&� ���������� ���,���� ���������� �� �����$�� �� F��#� 9���� �(����� ����: �����'��

���� T = v5 �� �A�� ���� ����� ��������� β �� Q������� ��� X5 �� �

‖x‖β � ‖v‖‖A.���#(xi).B‖β

���� ���� ����� ��������� �(������ �(���������� ��� (R1) �� (R2)5 �� �

‖A.���#(xi).B‖β � ‖A‖Mp‖B‖Mp( max
1�i�p

‖xi‖X).

�� '�� ������� �� ����,�
 �
�	��� �	 / �� �����$�� ��� 8������ �� �������� . �� ����$�� �� D �	E 4 �� ���� �� �������
�� �� ����������� 	
�
0 ���� �������� �� �����$�� 	
�
		 4 �� �(�� ���� �(��� �������������
����� ���� �� �����$��5 �� ���� �� ������ ��� ���,���� �� ������K��� v ��� ṽ = v(A.B)
����� '�� A �� B ��� �(��������5 �� ����������� �� ṽ . �� ���#����� �� Mp ��� ����� ���
����������� %����� �� min(�p∞) →Mn �� ����

‖x‖Mn(maxQ(X)) = inf{( max
1�i�p

‖xi‖X)‖v‖�p∞→Mn
| x = (v ⊗ IdX)(���#(xi))}

�� '�� ������� '�� maxQ(X) ��� �� '������� �(�� ������ �� �3�� min �I15 �(��� �� �B��
��#����� '�� ����� �� �� ����,� �� �����$�� �� F��#� 9�� ������K��� S1 ��� �1: '�� �(��
,� ������ ����������


����� �����	�����	�
� �	 ����
���

-� ������� ��� �� ��������������� �%����� ��� F��#� ���� DF�E ���� �%����� '���'���
���������� ��������������� ��� Q�������� �� �������� ��� ������� �(���������� ������'���
. ��� Q��������


*� E �� F ���� ��� ������� �(���������� �����$������ ����������5 �� ��� �����%�� ��
������ �� �����#�� �� �� �������� �� )������2�J�� ����� E �� F �� ���� �����$������
%���� <

dcb(E,F ) = inf{‖u‖cb ‖u−1‖cb ; u : E → F ������������}.
���� �� �B�� ����� �(����5 �� ���� ������� �� �������� �(�� ������ �(���������� ���

Q�������� <
dQ(E) = inf{ dcb(E,F ) ; F Q������� }.

"�� �����$�� �����'�� . ������ �� ����� ��������� <

'��
���
��� �.�.�, E ��� �
 Q2������ �� �� ���
���
� �� dQ(E) = 1�

�	���� < ���� ���,���� �� �� ���%����� ��� Q�������� ��� ������������
 *� dQ(E) = 15 �����
���� ���� n � 15 �� ������ �� Q������� En �� �� ������������ ������� un : E → En ����
'�� ‖u‖cb ‖u−1‖cb � 1+ 1

n 
 *��� U �� ���������� ��� N
∗5 �� ���� F = Π(En)/U �� u : E → F

�(����������� ������� �%����� . ������ ��� un
 +���� E ��� �����$������ ��������'�� . ���
���#� ��� u 4 �� �A��5 ���� ���� k �� x ∈Mk(E) <

‖(Idk ⊗ u)(x)‖ = lim
U

‖(Idk ⊗ un)(x)‖ = ‖x‖.

����� F ��� �� Q�������5 E �(��� �����
 �
&� ��������������� �� F��#� ��� �� ���,���� <



�1 ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

%����&�	 �.�.�� 3��� E �
 ������ �����	����	�� �
�	� dQ(E) ��� 
� �
�� ������ ��
���
��
C ��

� ��� ���	 ���� �
���	 n � 1 �� ����� ���
������
 T : Mn →Mn�

‖T ⊗ IdE : Mn(E) →Mn(E) ‖ � C ‖T‖.

������ ���� �� �� ����������� ���������� <

+��������	 �.�.�� E ��� �
 Q2������ �� �� ���
���
� �� 
��
�#�
��� �	�����
�� ��� ����������
���� C = 1�

�	���� < ������K��� ��� ��������� �� �������'��
 *��� E = min(X)/min(Y ) �� Q�������
9�� π �(����������� '�������:5 �������� '�� ���� ���� T : Mn → Mn5 �� � ‖T ⊗ IdE :
Mn(E) →Mn(E) ‖ � ‖T‖


"� ������� x ∈ Mn(E)5 �� ���$,� ��� ���������5 ���� ���� ε > 05 �� �� ������� x̃ ∈
Mn(min(X)) ��� '�� ‖x̃‖ � (1+ε)‖x‖
 ����� (T⊗IdE)(x) = (IdMn ⊗π)(T ⊗Idmin X)(x̃)5
�� ��;� �� ������� �� �������� ���� min(X)
 2���5 �� ������ x̃i,j ��� ������� �� x̃

‖x̃‖ = sup
f∈BX∗

‖(< f, x̃i,j >)‖Mn

�� �

‖(T ⊗ IdX)(x)‖ � ‖(T ⊗ IdX)(x̃)‖ = sup
f∈BX∗

‖T ((< f, x̃i,j >))‖Mn � ‖T‖ ‖x̃‖.

 ��� �� ,������ �����$������ ���������'�� 9����'�� C > 1:5 �� ��;� �� �����'��� '�� ��
dcb(E,F ) � C5 �����

‖T ⊗ IdE : Mn(E) →Mn(E)‖ � C‖T ⊗ IdF : Mn(F ) →Mn(F )‖.

-� �������� '�� Sn
1 = M∗

n
  ��� �� ���� ������5 �� � %����� �� �������� ���,��� �� �� ��
����,�5 �%���,� ���� �� �����$�� 8��� ��� )������ ���� D)�E <

-	��	 �.�.�� 3��� E �
 ������ �����	����	�� �
�	� �
 �"���� �
 �
���.
� I �� ���	 ������
i ∈ I �
 �
���	 ni � 1 ��
� ��� E ���� �
 ������
� �� ��
� ������� �����	����	� �� �I1((S

ni
1 ))�

�	���� <  ��� �� ,���5 �� ��;� �� ������� I = ∪p{φ ∈Mp(E), ‖φ‖ � 1}5 ���� ������� i ∈ I
��� �� ������� �� Mni(E) ���� �� ������� ni5 i ���� B��� ,� ����� ��� ����������� ��
Sni

1 ���� E
 -� ������ �����

ρ :
�I1((S

ni
1 )i∈I)) → E
(si) �→ ∑

i∈I i(si)

ρ ��� �����$������ ������������ ��� �� ��������� ��� ������ �1 �� �� 8��� '�� ���� ���'��
i5 ‖i‖cb � 1


*� x ∈Mn(E) ��� �� ����� ���� ������ '�� 	5 �(������� x̃ ��Mn(�I1((S
ni
1 ))) �3��� ������

��� ����������� �� i ������ ���8 ����� ������������� . x �#��� . �(�������� �� Sn
1 9�(��� ��

������� �� Mn(Snx
1 ):5 ,����� (IdMn ⊗ ρ)(x̃) = x �� ‖x̃‖ � 15 �� '�� ����,� '�� IdMn ⊗ ρ

��� ��� ����������� '������� ���� ���� n
 �
*��� E �� ������ �(���������� ,������� ���� ����� ����������� T : Mn →Mn <

‖T ⊗ IdE : Mn(E) →Mn(E) ‖ � C‖T‖ (∗).

-� �����'�� ���� �(�%��� '�� �(�� ���� ��������� T : Mn → Mn ��� T : Mn → X ��
Mn(E) ��� X ⊗min E ���� ���� ������ �(���������� X
 ���� ���� B��� ,� ����� ���
�����'����� �� �����5 ����'�� X∗ ��� �� '������� �(�� ������ �I1((S

ni
1 ))5 X∗∗ �� ����#�



���� Q�������� �	

�����$������ ��������'������ ���� �� ������ �� �3�� ⊕∞Mni ���� X ����� 4 ����� Mp

��� �����$������ ����������� ���� Mq �� p < q5 (∗) ��� �����8���� ���� T : Mn → Mm

���� �(������� '��� m5 �� ���� ���� T : Mn → ⊕∞Mni ��� ��������� �� �� ����� �������
�� ���� (∗) ��� ����������� ���� �(������ �(����,��
 �� �B��5 �� ���� ��������� ���� �����
�� Mn �� �(������ �� ������ ��� �F∞((Mni)) ���� F ���� ��� ��� ������ ��� �����$������
����������� ���� M∑

i∈F ni



&(������ E ��� �(���$� �� ����� '������� �� �I1((S
ni
1 )) �,�� I ������ ������������ �� ρ

�(����������� '�������
 *��� F ��� ������ ���� �� I5 �� ���� ρF �� ����������� �� ρ �� ����
������ �����$������ ����������� �F1 ((Sni

1 )) �� �I1((S
ni
1 )) 9�� ���� PF �� ���G������ ��� ���

������:
 -� �����'�� �� #������������� �� (∗) ���� T = Id : �F∞((Mni)) → max(�F∞((Mni)))
9'�� ��� %����� �� ����� ��� 	: '�� �(�� ����� ��� ρF : �F1 ((Sni

1 )) → E �� ����� ���� ������
'�� 1
 -� �� ������ '�� ρF : min(�F1 ((Sni

1 ))) → E ��� �����$������ %����� �� ����� ����
������ '�� C5 ���� �� �B�� ���� ρPF : min(�I1((S

ni
1 ))) → E


&� 8������ �(������������ (ρPF : min(�I1((S
ni
1 ))) → E) ��� ���8�������� %����� ��

����� cb5 ����� ���� ���� x ∈ min(�I1((S
ni
1 )))5 PF (x) ���� ,��� x �� ���# �� ����� ���

������� �����5 �� �� ������ '��

‖ρ : min(�I1((S
ni
1 ))) → E‖cb � C.

�� ������ �� � �� ���#����� ���������8 <

min(�I1((S
ni
1 )))

ρ

�� �������������
�I1((S

ni
1 ))

Id
��

ρ
�������������

E

*��� I = Ker ρ5 �� ���� '�(������� �(����������5 E = �I1((S
ni
1 ))/I 5 ����� Id : �I1((S

ni
1 )) →

min(�I1((S
ni
1 ))) ��� �����$������ ������������ Id : E → min(�I1((S

ni
1 )))/min(I) ��� ����

��$������ ������������ �� �(���������� �� �� ����� �� ρ �����

‖Id : min(�I1((S
ni
1 )))/min(I) → E‖cb � C.

�� ���� dQ(E) � C
 �
�	��� �	� / �� ������� �� �� ����,� '�� �� E ��� �� Q������� ����� ��������'������

E ⊗min Mn = E ⊗min max(Mn).

���� �� �����$��5 �� ���� ��������� Mn5 ��� �(������� '��� ������ �(���������� Z 	�
����������� 9�� ���� '�� )�����: ���� B(H) 9�� ���� P �� ���G������:
 -� ���� ���������
����� < �� E ��� �� Q������� ����� ��� ���� E∗ ��� ����������� �(�� ������ ������� max(X)5
���� T ��� ����������� %����� �� Z ���� B(K) �� ���� v �� ������� �� �� %���� �����
�� Z ⊗min E 9�� ���� �������� '�� v ��� �� ���# ���:5 ����� v ���� B��� ,� ����� ���
����������� �����$������ ������������ �� E∗ ���� Z ⊂ B(H) �� ���� ����� ��� ���������
�����$������ ������������ ṽ : max(X) → B(H)
 TP ṽ ��� ��� ����������� %����� ��� ‖T‖5
��� �� ��������� �� ����������5 ���� ��� ���� �����$������ %�����5 �� �� ,� �� �B�� ����
�� ����������� . E∗ '�� ��� ���������� (T ⊗ IdE)(v)


 ������ . '���'��� ������������ �� �� �����$�� <

+��������	 �.�.�� 3� E �� F ��	��
� �
 ����
� �������.
� �� Q2�������� �
�	� E+F ���
�
 Q2�������

�(��� ��� �����'����� �� �(�������� Mn(E + F ) = Mn(E) +Mn(F )




�� ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

+��������	 �.�.�� )� �
���� ��� Q2������� ��� ���.
� ��	 �
��	��
����
 ����
�"�� �
�� �	�2
������
� �� E0 �� E1 ��	��
� �
 ����
� �������.
� ��������� �����	����	� �
�	�

∀ 0 < θ < 1, dQ(Eθ) � dQ(E0)1−θdQ(E1)θ.

�	���� < &� ������������� �� �� �������� ��� �������
  �� ���������

Mn((E0, E1)θ) = (Mn(E0),Mn(E1))θ,

�� T : Mn →Mn5 ��� ��� ���������� �� �(�������������

‖T ⊗ Id : Mn((E0, E1)θ) →Mn((E0, E1)θ)‖ � ‖T : Mn(E0) →Mn(E0)‖1−θ.
‖T : Mn(E1) →Mn(E1)‖θ

� dQ(E0)1−θdQ(E1)θ‖T‖
�I �� �����$�� ���#����� ���,���� �� ���� ������ �� �����$�� 	
�
		 �� ��� �� �������'�� ��
��������5 �� �%����� �(���������� �� ����������
 �

-� �(��������� ���������� ��� �������� ������'��� �(������� �(����������
 Rn �� Cn

����#���� ��� ������� ���%������� �� ��#��� �� �� �������� ����Mn 9�
�
� ��#������ ��� {ei,1}
�� {e1,i}:
 OHn ��� �(������ �(���������� ���%������ ��������� ���� D ��E '�� ��� (Rn, Cn) 1

2



Φn ��� �(������ �(���������� ��#����� ��� ��� �������� �� ���A��� U1, . . . , Un5 �� ���� ���
��������� ������G����� �� ������������� ���� M2n �� '�� �����8������ <

.∀αi ∈ C (
∑n

i=1 |αi|2) 1
2 � ‖∑n

i=1 αiUi‖M2n �
√

2 (
∑n

i=1 |αi|2) 1
2

. ‖∑n
i=1 Ui ⊗ Ui‖M2n×2n = n

�	��� �	 / &�� Q�������� ���� ��� ������� �(���������� �3�����'��� ���� �� ���� �I
E = Eop5 �(��� . ���� '�� �� ������������� �� Mn ��� ��������'�� ��� Mn(E) �� ����
���� ������ ��� �3�����'�� �� ���� B��� �� Q������� �� '�� ��� �������� ��� ��� �����$���
����������� ���,����� <

+��������	 �.�.�� ?
 � 
�� ���������
� �����
��� 0

.dQ(Mn) = n .dQ(Rn) = dQ(Cn) = n
1
2

.dQ(Rn ∩ Cn) �
√

2 .dQ(Φn) ≈ n
1
2

.dQ(OHn) ≈ n
1
4 .dQ(Rn + Cn) ≈ n

1
2

.
√

log n � dQ(Mn ∩Mop
n ) � √

n .dQ(Mn +Mop
n ) � √

n

�	���� <
S  ��� Mn5 �� � dcb(Mn,min(Mn)) � n5 �� ��;� �� ������� �(�������� 8������� �����
������������5 �� �A��

‖(bi,j)‖Mn((B(H))) � (
n∑

i,j=1

‖bi,j‖2
B(H))

1
2 � nmax

i,j
‖bi,j‖B(H) � n‖(bi,j)‖min(Mn)⊗B(H).

 ��� �(����� ����������5 �� �� ���� �� �����$�� 	
�
		 �� ����������� ���� T �� ������
�������� �� Mn
  ��� ������� C5 �� �������

‖
∑
i,j

ei,j ⊗ ej,i‖Mn(Mn) = 1 �� ‖
n∑

i,j=1

ei,j ⊗ ei,j‖Mn(Mn) = n,

�(�I dQ(Mn) � n5 �� ��� �����'���� dcb(Mn,min(Mn)) = n




���� Q�������� ��

S -� �������� �� �B�� ���� Cn �� Rn5 �� ������� ���� T �� ������������� �� Mn '��
�(�� �����'�� ���

∑n
i=1 ei,1 ⊗ e1,i ���� ����,�� �� ��G������� dQ(Rn) � n

1
2 
  ��� ��

����������5 �� ������� ������ 	
�
		5 ���� T : Mp →Mp <

‖
n∑

i=1

T (mi) ⊗ e1,i‖Mp(Rn) = (‖
n∑

i=1

T (mi)T (mi)∗‖Mp)
1
2

� (
n∑

i=1

‖mi‖2
Mp

)
1
2 � n

1
2 ‖

n∑
i=1

mi ⊗ e1,i‖Mp(Rn).

�� �� ,���� dQ(Rn) � n
1
2 
 &�� ������� �A������ ���� Mn �������� �� 8��� '��

dcb(min(�n2 ), Rn) = n
1
2 .

S  ��� Rn ∩Cn5 �� �(�#�� ���������� �(��� 8���� 8��%�� �� �(���#����� �� =����������?
��� ���������,� 9,��� D �	E �� D6 	E: <
 ��� ����� ����������� �������� %����� v ����� ���� C∗���#$%��� A �� B5 �� �

‖IdRn∩Cn ⊗ v‖(Rn∩Cn)⊗minA→(Rn∩Cn)⊗minB �
√

2 ‖v‖A→B .

S  ��� ������� dQ(Φn)5 �� ������� �(����������� T : Cn → M2n '�� ��,��� ei,1 ��� Ui5
����� ����������� ��� %����� ���

√
2 �� ����� Cn ��� 	������������ ���� Mn5 ��

���� �����'��� �� �����$�� 	
�
		5 �� � <

‖
∑

i

ei,1 ⊗ Ui‖ = n
1
2 �� ‖

∑
i

T (ei,1) ⊗ Ui‖ = n

���� dQ(Φn) � (n
2 )

1
2 
  ��� �� ��G�������5 �� ������ '�� dcb(Φn, Rn ∩ Cn) ≈ n

1
2 5 ��

������$�� �(����������� ���������� T : Rn ∩ Cn → Φn ����� '�� T ((e1,i ⊕ ei,1)) = Ui

 �� �(���#����� �� �����3 *��O��J ���� ��� ����������5 �� � ���� ����� 8������ (mi)
���� Mp

‖
n∑

i=1

Ui ⊗mi‖ � ‖
n∑

i=1

UiU
∗
i ⊗ Id‖ 1

2 .‖
n∑

i=1

Id⊗m∗
imi‖ 1

2

�
√
n‖

n∑
i=1

(e1,i ⊕ ei,1) ⊗mi‖.

���� ‖T‖cb � √
n �� �(����� ���� ����� ��� Ui ������������� �� ���� ������G�����

�� U∗
i Uj = 0 �� i �= j �I �� ��� �� ����� ���������� ��

‖
n∑

i=1

Ui ⊗mi‖2 = ‖
n∑

i,j=1

U∗
i Uj ⊗m∗

imj‖2

� ‖
n∑

i,j=1

�� (U∗
i Uj) ⊗m∗

imj‖ = ‖
n∑

i=1

m∗
imi‖.

���� T−1 : Φn → Cn ��� �����$������ ������������5 �� ��,������ ��� ∗5 �� �%�����
‖T−1 : Φn → Rn ∩ Cn‖cb � 1




�! ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

S -� ����$�� ������������� ���� OHn ��Rn+Cn5 ����� OHn = (Rn+Cn, Rn∩Cn) 1
2
5

�� �
dQ(OHn) � dQ(Rn + Cn)

1
2 .

����� �(�������� 8������� �� min(�2) ���� Cn � ��� ����� cb ���� ������ '��
√
n

9,��� ���� ����:5 �� �

dQ(Rn + Cn) � dcb(Rn + Cn,min(�2)) �
√
n.

 ��� ������� dQ(OHn)5 �� ������� ������ �(�������� T : Cn → Φn
 -� ���� ei ���
%��� ����������� �� OHn

‖∑n
i=1 Ui ⊗ ei‖2 = ‖∑n

i=1 Ui ⊗ Ui‖ = n
‖∑n

i=1 e1,i ⊗ ei‖2 = ‖∑n
i=1 e1,i ⊗ e1,i‖ =

√
n

�(�I dQ(OHn) � n
1
4 


S ����� φn ��� �� ������ �3�����'��5 �� ��� ������ ���� M2n ∩ Mop
2n �� '�� �����

�(���������� ��8������� ���� �� �������
 >��� ,������ ���� �� ������� ���,���� '��
(Rn ∩ Cn) ⊗min (Rn ∩ Cn) = Mn ∩ Mop

n ∩ Rn2 ∩ Cn2 9,��� D6 	E: ��� ���������
���8�������� �� n . �� Q�������5 �� ��G������� �� dQ(M2n ∩Mop

n ) ���,���� �����
�� dcb(Mn ∩Mop

n , (Rn ∩ Cn) ⊗min (Rn ∩ Cn)) � √
n


S &� ���������� ���� dQ(Mn +Mop
n ) ���,���� �� 8��� '�� ��� ������ �������� Rn +Cn


�

Rn ∩ Cn G��� �� �H�� ������� ���� ��� Q�������� �� '�� ��� �������� ��� �� �����$��
���,��� ���� �� D ��E 9�����$�� �
0: <

%����&�	 �.�.�* ���	 ���� ������ �����	����	� E �� ����
���
 n� �
 �

dcb(E,Rn ∩Cn) �
√
n.

+����

+��������	 �.�.�! ���	 ���� ������ �����	����	� E �� ����
���
 n� �
 �

dQ(E) �
√

2n.

&�� �������� ��������� �������� '�� �� �������� ��� ��3������'������ �������


-� ������� �� ������������ �����$��� �� Rn ∩Cn ����� Q�������
 *��� H∞(T) �� �����
������ �� L∞(T) ��� 8�������� �3��� ����� ���;������ �� 7������ �(������ ����������� ��#��
��8 ����5 �� '������� min(L∞(T))/min(H∞(T)) ��� �� Q������� ��� ��������� �� �(�� �������
�(��� ����������� �����$�� �� �������� ����� ������ �(����������
 "�� ������� �� 6��?��
���� B(�2(N)) ��� ��� ������� �� �� 8����

∑
n�0 anγn �,�� γn =

∑
i+j=n ei,j 
 &(�����%��

��� �������� �� 6��?�� ��� ����H
 C ����� 8������� f ∈ L∞(T,M) �(�����%�� ��� 8��������
%������ ���8��%������ ������%��� . ,������ ���� ��� ��#$%�� �� ,�� >������ M 5 �� ����
�������� �� ������� �� 6��?�� . ,������ ���� M 5 Γf =

∑
n�0 f̂(−n− 1)γn5 �� �����$�� ��

>������*������� �#� �;���

%����&�	 �.�.�� )�� ������� �����	����	� H �� min(L∞(T))/min(H∞(T)) ��
� ����
�2
����
� �����	�����

�
�� �	�������
�� �� h =
∑

n�0 an⊗γn ��� �
� ���	��� �� <�
=�
 ! ���>���
�� ��
� �
�
�
#�.	� �� ��
 1����

 M � �
�	� �
 �"���� �
� ��
����
 f ∈ L∞(T,M) ��

� ��� Γf = h�

�� �����'���� '�� �� ����������� �� H ��#����� ��� (γ2n)n�0 ��� �����$������ ����
�������� ���� H �� �����$������ ��������� . R ∩C5 �� �%����� ��� ����������� �����$��
�� R ∩ C ����� Q������� �� ��� ������������� �� �(���#����� �� =����������? ��� ����
������,�




���� ����
	� �	�	��� �� Q�������� ��


�� �	����� ������� �� Q��������

���� ����� �������5 �� ����� �(������� ��� ��������� ����� ��� Q�������� �� �� �������
��������� �������
 -� ��8������ ��������� �� �,������ ���������� �� �� ���%����� �� ��
������ ��� Q�������� ���� �� ������� ���������


������K��� ��� ��� ������� ��������5 �� �� ��������� �� ������� ��������� �������5
�� ������� '�� �� X ��� �� ������ �� )����� �� E ��� �� ������ �(���������� ����� ������
���'������

min(X) ⊗min E = X ⊗λ E

�I ⊗λ ��� �� ������� ��������� ��G����8 ��� ������� �� )�����
 ����� �����$�� �����������
�� �� 8���5 �� �%����� '�� ���� X �� Y ������� �� )�����

min(X) ⊗min min(Y ) = min(X ⊗λ Y ).

�� �A��5 �� � ��� ��������� ��������'��� <

Mn(min(X ⊗λ Y )) = Mn ⊗λ X ⊗λ Y = Mn(min(X)) ⊗λ Y

= Mn(min(X)) ⊗min min(Y ) = Mn(min(X) ⊗min min(Y )).

����� #�������������

'��
���
��� �.�.� 3���
� X �
 ������ ��
���
 �� E �
 Q2������ �
�	� min(X) ⊗min E
��� �
 Q2�������

�	���� < �(��� ��� �����'����� �� �� ��������������� ��� Q�������� �� �����$�� 	
�
		

����� X ��� �������5 �� ��� ������ �����$������ ��������'������ ���� �� ������� �I∞5
����'�� ��� Q�������� ���� ���%��� ��� �����#� ��� ������������ �� �� ����� �����������
�������� ��� ��G����,�5 �� ��;� �� ���������� �� ��� X = �I∞
 *��� T ��� ����������� �� Mn

���� �����B�� %�����5 ����� T ⊗ Id�I∞ : �I∞(Mn) → �I∞(Mn) ��� %����� ��� ‖T‖
 �(���$�
�� �����'�� ���,��� �� �����$�� 	
�
		5 �� ���� ���� �������� ��������� Mn ��� �(�������
'��� ������ �(���������� ��G����85 ���� ��� �I∞(Mn) �� ���� T ⊗ Id�I∞ ⊗ IdE ��� %����� ��
Mn(�I∞ ⊗min E) ���� �����B�� ��� ‖T ⊗ Id�I∞‖ = ‖T‖
 �
�	��� �	 / -� ������ ����� �� ��������

�I∞(E/F ) = �I∞(E)/�I∞(F ).

&� ��� �� R ∩ C ��� ����J �����������5 �� �A�� �� ���� �������� �� D6 	E

'��
���
��� �.�.� 3��� n � 1� �
�	� (R ∩ C)⊗n
min ��� ����
�����
� �����	��� ! �
 Q2

�������

�	���� < -� �������� �� �������� ��� ����������5 �� ��� n = 1 � ��� ������ ���� �� �������
���������� �� ��������� �(���#����� �� =����������? ��� ���������,�


*�������� '�� (R ∩ C)⊗n
min ���� �����$������ ��������� . �� Q�������


R ∩ C ��� �����$������ ����������� ���� M 5 �(��#$%�� �� ,�� >������ �� #�����
��%�� . ��� ������� �� #����������5 �� ���� P �� ���G������ 9,��� D6 	E:


*��� T : Mn → Mn ��� ����������� �������� %�����
 +���� ��� �3����$�� �� ����������
T ⊗ Id

(R∩C)
⊗n

min
��� %����� ��� ‖T‖dQ((R ∩ C)⊗n

min)
 ���� T ⊗ P⊗n
�� Mn(M⊗n

min) ����

�����B�� ��� %����� ��� P ��� �����$������ %�����
 2���Mn(M⊗n
min) ��� ��� C∗���#$%��5

�� ���� ���� �����'��� �(���#����� �� =����������? ��� ���������,� ����� ���� �� ���
n = 15 ���� �%����� '�� T ⊗ Pn ⊗ IdR∩C ��� %����� �� '�� �(�� �

dQ((R ∩ C)⊗
n+1
min ) � ‖P‖n

cb.dQ((R ∩ C)⊗
n
min).dQ(R ∩ C).



�� ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

�� ����������5 (R∩C)⊗n
min ��� �����$������ ��������� . �� Q������� ���� ���� ������

n
 �
&� �B�� �������������5 �� �����K��� �(���#����� �� =����������? ��� ���������,� ���

�� �����$�� �� >������*������� �#� 9	
�
	�: �����

%����&�	 �.�.� )������� (R ∩C) ⊗min H ��� �����	��� ! �
 Q2�������

'��#�&�	 / ������ '�� H⊗min H ��� ��������� . �� Q������� T
&� ���%�$�� ��������� ���� �������� ����� '������� 9�� �� ���,����: ��� �� ���'��

�(�������� �(������������ %������ �� ��� �����$������ %������ T : Mn → Mn '�� �(��
�������� �������� ���� �� ��������������� �� F��#�

 ��� ��� ������������ . ,������ ���� Mn5 �� ��� �����%�� �� �������� ���� ����� �����$���
���� %����� �� �� ���%�� ��� �(����������5 �� �������� ��� ����� ���� �� ��� �� �����
�� *���� 9,��� D ��E ����������� 0
�: <

-	��	 �.�.� 3���
� X �
 ������ �����	����	� �� u : X → Mn �
� ���
������
 
�
���	��
�
�	�

‖u‖cb = ‖IdMn ⊗ u‖Mn(X)→Mn(Mn).

"�� ��� �����$��� ������ . ��'����� �� �������� ������ ���� �� ���%����� ,���.�,�� ��
������� ��������� �������5 ��� �� ������� '��

(R ∩ C) ⊗min E/F = (R ∩ C) ⊗min E/(R ∩C) ⊗min F,

���������

%����&�	 �.�.� 3��� E �
 ������ �����	����	� ��
���
 �� F ⊂ E� �
�	� �����	������2
��
� �
 �

(R ∩ C) ⊗min E/F = (R ∩ C) ⊗min E/(R ∩C) ⊗min F,

���� �
 �"���� E �� F ��
����" ��
� ��� ����� �#�
��� 
���� ��� 
��� �� ��
� ����
�����
�
�����	��� ;���	 
����
������
 
���	�

�7�

�	���� < &(������������� ���������'�� ���,���� ������ �� �����$�� 	
�
		
 -� ���� ρ :
E → E/F �(����������� '�������


&(����������� IdR∩C ⊗ ρ : (R ∩ C) ⊗min E → (R ∩ C) ⊗min E/F ��� �����$������
������������
 *�� ��3�� ��� ���������� (R ∩ C) ⊗min F 5 �� ������� �� '������� �� ����
���� %��� ������ ��� ����������� �����$������ ������������ �� ��G����,�

φ : (R ∩ C) ⊗min E/(R ∩ C) ⊗min F → (R ∩ C) ⊗min E/F .

-� �������� ��� ������� '�(���� ��� ��,����%��
  ��� ����5 �� ��;� �� ������� '�(��
������ ��� ��������� C ����� '�� ���'�� x ∈ (R∩C)⊗E/F 9������� ��������� ��#�%��'��:5
‖x‖ < 15 �� ���$,� �� �� ������� x̃ ∈ (R ∩ C) ⊗min E �� ����� ��8������� . C


-� ������$�� �� ��� x
  �� ����#������ �� R ∩ C 9�� ��� �������������:5 �� ����
�������� '�� x ∈ (Rn ∩ Cn) ⊗ E/F ���� �� ������� n � 1
 Rn ∩ Cn ��� �����$������
��������'������ ������ ���� Mn+1 �� 3 ��� ������������� 9�� ��,��� )�����:
 ����
x ∈ Mn+1(E/F )5 ��� ���������5 �� ���� ����,�� x �� y ���� Mn+1(E) �,�� ‖y‖ � 2

����� E ��� �� Q�������5 x̃ = (P ⊗ IdE)(y) ∈ (Rn ∩ Cn) ⊗ E ��� �� ����� ��8������� .
! �� ��� �� ���$,����� �� x


 ��� �� ������� �;�������5 �� �������� ��� �(�%����� �� ��������� '�� ���� ���� E
�������5 �����$������ ���������'������

(R ∩C) ⊗min E/F ≈ (R ∩ C) ⊗min E/(R ∩ C) ⊗min F. (∗)



���� ����
	� �	�	��� �� Q�������� �0

+���� �� ������ C > 0 ����� '�� ‖φ−1‖cb � C �I φ � ��� ������ ������������
 �� �A��5 �� ���
�(��� ��� �� ���5 �� ������$�� �� ����� �(������� En5 Fn ����� '�� �� ����� φn �������� ,�����
‖φ−1

n ‖cb � n5 �� ���� E = ⊕∞En �� F = ⊕∞Fn
 &(����������� φ �������� ��� ����������
⊕φn �� ��� ��,����%�� �(��,���� �����$������ %���� ���� ‖φ−1‖cb � ‖φ−1

n ‖cb � n ���� ����
n � 15 �� '�� ��� �������%��


�� 8�K�� �����5 (∗) ��#���� '�� ���� ���� ������ �(���������� ������� �� ���������
���� max(X) �� ���� ����������� Y ⊂ X �� ����� ����������� �����$������ %����� v :
Y → Mn+1(Rn ∩ Cn)5 �� ������ ��� ��������� ṽ �� v ��� X ���� ������ . ,������ ����
Mn(Rn ∩ Cn) ,������� ‖ṽ‖cb � C‖v‖cb.

-� ������� X = max(Mn+1 ⊗min Mn+1)5 �� ����������� Y = Mn+1 ⊗ (Rn ∩ Cn) ��
v �(�������� 4 v ��� %��� �����$������ ������������ ��� �(��� �� ����������� . Y �� Id :
max(Mn+1 ⊗min Mn+1) → Mn+1 ⊗min Mn+1 '�� ��� �����$������ ������������ ��� ��
��������� �� ����������


*��� ṽ ��� ��������� �� v
 *��� Un+1 �� #����� �������� �� Mn+1 �� �m �� ������ ��
6���5 �� ������ ��� ���,���� ����������� u : max(Mn+1⊗minMn+1) →Mn+1⊗min(Rn∩Cn)
��� �� 8������ <

u(x) =
∫
Un+1×Un+1

(U∗ ⊗ Id)ṽ((U ⊗ Id).x.(V ⊗ Id))(V ∗ ⊗ Id)�m(U)�m(V ).

u ��� %����� �� ‖u‖ � C
 �� �(��,������� ��� ����������� �� �� ������ �� 6���5 ����
���� U, V ∈ Un+1 �� M,N ∈Mn+15 �� ,����

u(UMV ⊗N) = (U ⊗ Id).u(M ⊗N).(V ⊗ Id) (∗∗)

�� ������� U = ���#(zi) �� V = ���#(z′i) ���� zi, z
′
i ∈ T5 ���� �(��������� ��� T <

∀ 0 � i, j � n+ 1, u(ei,j ⊗N) = ei,j ⊗ Ti,j(N).

�� ����5 Ti,j(N) �� ������ ��� �� i �� j5 ���� �� ,��� �� ��;� �� ������� U �� V ���
�������� �� ����������� ���� (∗∗)
 -� � ����� ��� 8������� T : Mn+1 → (Rn ∩ Cn) �����
'��

‖u = Id⊗ T : Mn+1 ⊗min Mn+1 →Mn+1 ⊗min (Rn ∩ Cn)‖ � C

�� T ����� �(�������� �� Rn ∩ Cn5 �� �A�� �� N ∈ Rn ∩ Cn5 ����� ṽ(ei,j ⊗N) = ei,j ⊗N

ei,j ⊗ T (N) =
∫
Un+1×Un+1

(U∗ ⊗ Id) (Uei,jV ⊗N)(V ∗ ⊗ Id)�m(U)�m(V ) = ei,j ⊗N.

�(���$� �� ����� �� *����5 T ��� �����$������ %����� �� ‖T‖cb � C

2���5 ����� T ��� ��� ���G������ ��Mn+1 ��� Rn∩Cn5 �(���$� D6 	E5 ‖T‖cb � c

√
n5 �(�I

��� �������������
 �

-� �(��������� ���������� ��
'��#�&�	 / ���� ���� Q������� E5 R ∩ C ⊗min E ��� �� Q������� T

 ��� ����5 �� �������� ��� �������� �� �����$�� 	
�
		 <

%����&�	 �.�.� 3���
� E ⊂ B(H) �� F ⊂ B(K) ���" ������� �����	����	� �� φ : E → F
�
� ���
������
 .�	
��� 
�� ���" �	��������
� �����
��� ��
� ������
�
��� 0

6 �7 �
 �"���� φ̃ : B(H) → B(K) �
� �"��
���
 �� φ ��

� ��� ‖φ̃‖ � C‖φ‖�
6 ��7 ���	 ���� Q� Q2������

‖IdQ ⊗ φ : Q⊗min E → Q⊗min F‖ � C‖φ‖.



�
 ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

�	���� <
�:⇒ ��:

*��� Q �� Q�������5 �� � �� ���#�����

Q⊗min E
IdQ⊗φ

��
� �

c.i.
��

Q⊗min F� �

c.i.
��

Q⊗min B(H)
IdQ⊗φ̃

�� Q⊗min B(K)

�I ��� U$���� ,��������� ���� ��� ��G������� �����$������ ��������'���

�(���$� �� ��������������� ��� Q�������� <

‖IdQ ⊗ φ̃ : Q⊗min E → Q⊗min F‖ � ‖φ̃‖.
&(��������� ������� �� IdQ ⊗ φ̃|Q⊗E = IdQ ⊗ φ

��:⇒ �:

-� �������� ��� �� ��� �I E ⊂ B(H) ��� �� ��������� ����
 *��� Ẽ5 �� )����� E
���� �� �� �������� �(������ �(���������� ������� ��� �� ����#����� Ẽ ⊂ max(B(H))

-� ������� Q = Ẽ∗5 �(��� %��� �� Q�������
 *��� x ∈ Q ⊗ Ẽ ������������ �(�������� �����
‖x‖cb = 1 �� ��� �3����$��

‖x̃ = (IdQ ⊗ φ)(x)‖Q⊗minF � C.

x̃ ��� �����$������ %����� �� ���� ����� ��� ��������� φ̃ . ,������ ���� B(K) �� �B��
����� <

Ẽ
x̃ ��

� �

c.i.
��

F� �

c.i.
��

maxB(H)
φ̃ �� B(K)

φ̃ ��� �(��������� ��������

���� �� ��� �I E ��� �� ��������� ������5 �� ���� I �(�����%�� ��� ������������ ,�����

����� �� ��������� ���� �� E ������� ���� �(���������
  ��� ���'�� G ∈ I5 �� ��������� ��:
����� ,���%�� ���� φ|G5 ��� �� �����$�� ������ �� �� ����,�5 �� ������� �(��� ��������� φ̃G

�� φ|G : B(H) → B(K) �� ����� ��8������� . C‖φ‖

*��� U �� ���������� ��� I ��;���� �� ����� �� �(����� ��� I5 �� ���� ���� x ∈ B(H)

φ̃(x) = O�V lim
U
φ̃F (x)

�� '�� ��� ������������ ����� ��� �� %���� �� ��3�� C‖φ‖.‖x‖ �� B(K) ��� �������� ���� ��
������#�� ���8��%��
 ����� ����������� ��� %��� �� ����� ��8������� . C‖φ‖ �� �� �����������
. E ��� %��� φ
 �

���� �� '�� ����5 �� ���� t �� ������������� �� B(H) 9�� Mn:5 ����� t ��� ��� ���������
'�� ��,��� R ��� C �� ��,��������


�� ��������� �� �������� �(��������� <

%����&�	 �.�.* )�� �	��������
� �����
��� ��
� ������
�
��� 0
6 �7 ���	 ���� Q2������ Q� R ∩ C ⊗min Q ��� �����	��� ! �
 Q2�������
6 ��7 �
 �"���� C > 0 ��
 ��� ���	 ���� �
���	 n � 1 �� T : Mn → Mn� �
 �"���� �
�

������������
 T = φ+ ψ ��	�'�
�

‖IdR ⊗ φ : R⊗min Mn → R⊗min Mn‖ � C‖T‖
‖t⊗ ψ : C ⊗min Mn → R⊗min Mn‖ � C‖T‖



���� ����
	� �	�	��� �� Q�������� ��

�	���� <
��:⇒ �:

 �� �� �����$�� 	
�
		5

dQ((R ∩ C) ⊗min Q) = sup
T :Mn→Mn ; ‖T‖�1

‖Id⊗ T‖(R∩C)⊗minQ⊗minMn→(R∩C)⊗minQ⊗minMn
.

-� ������$�� �� ��� T 5 �(���$� ��:5 �� ������� �(��� ������������� T = φ+ ψ

φ⊗IdR ��� %����� �� ����'��Mn⊗R ��� ��G����8 9��� R ��� 	������$������ �����������

���� B(H):5 ��� �� �����$�� 	
�
		5 φ⊗ IdR ⊗ IdQ ��� %����� �� � 8�������

‖φ⊗ IdR∩C→R ⊗ IdQ : Mn ⊗min (R ∩C) ⊗min Q→Mn ⊗min R⊗min Q‖ � C‖T‖.
-� �������� �� �B�� ���� ψ ⊗ t⊗ IdQ 98����������� t = IdC→R: �� �� �%�����

‖ψ ⊗ IdR∩C→R ⊗ IdQ : Mn ⊗min (R ∩ C) ⊗min Q→Mn ⊗min R⊗min Q‖ � C‖T‖.
�� ������������5

‖T ⊗ IdR∩C→R ⊗ IdQ : Mn ⊗min (R ∩C) ⊗min Q→Mn ⊗min R⊗min Q‖ � 2C‖T‖.
�� �����'���� �� ������������� �� ��: . �(����������� tT 5 �� �%����� tT = Φ + Ψ �,��

‖IdR ⊗ Φ : R⊗min Mn → R⊗min Mn‖ � C‖T‖
‖t⊗ Ψ : C ⊗min Mn → R⊗min Mn‖ � C‖T‖

�� �����'���� �(��������� t⊗ t5 �� �%����� ��� ������������� �� T = φ+ ψ 9�,�� φ = tΦ
�� ψ = tΨ: ��

‖IdC ⊗ Φ : R⊗min Mn → C ⊗min Mn‖ � C‖T‖
‖t⊗ Ψ : R⊗min Mn → C ⊗min Mn‖ � C‖T‖

����� ���������5 �� �%����� �����

‖T ⊗ IdR∩C→C ⊗ IdQ : Mn ⊗min (R ∩ C) ⊗min Q→Mn ⊗min C ⊗min Q‖ � 2C‖T‖.
�� ����

‖T ⊗ IdR∩C→R∩C ⊗ IdQ : Mn ⊗min (R∩C)⊗minQ→Mn ⊗min (R∩C)⊗minQ‖ � 2C‖T‖.
�� dQ((R ∩ C) ⊗min Q) � 2C


�:⇒ ��:
&�� ��#������ ���� ���%��%��� . ���� �� �� ������� ������ �� 	
�
�

M��� �(�%���5 ��� �� ��#����� �� ����� �������5 �: �����'�� '�(�� ������ C � 0 �����

'�� ���� ���� Q������� Q
dQ((R ∩C) ⊗min Q) � C.

-� ���� R ⊕ C �� ����������� �� B(H) ��#����� ��� (e0,i)i�1 �� (ei,0)i�1
 R ⊕ C ���
	������$������ ����������� ���� B(H) �� �������� R ∩ C 9�(��� �� P���#�����Q:


*��� T : Mn →Mn ��� �: �� �� �����$�� �� F��#�

‖T ⊗ IdR∩C→R∩C ⊗ IdQ : Mn ⊗min (R ∩C)⊗min Q→Mn ⊗min (R ∩C)⊗min Q‖ � C‖T‖.
IdR∩C ⊗ T ����� ���� ��� �� �����$�� ��������� ��� ��������� T̃ . (R⊕C)⊗min Mn ��
����� ��8������� . C‖T‖ <

T̃ : (R⊕ C) ⊗min Mn → (R⊕ C) ⊗min Mn



�1 ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

*��� PR �� ���G������ 9‖P‖cb = 1: �� R⊕ C ��� R �� PC ����� ��� C
 -� ��������� T̃ <

(PR ⊗ IdMn)T̃ = (PR ⊗ IdMn)T̃ (PR ⊗ IdMn)︸ ︷︷ ︸
Φ

+ (PR ⊗ IdMn)T̃ (PC ⊗ IdMn)︸ ︷︷ ︸
Ψ

.

+���� Φ : R ⊗Mn → R ⊗Mn �� Ψ : C ⊗Mn → R ⊗Mn
 -� �� ��������� . R �� C ��
��������� p � 15 �� �������� ��#�%��'������ Rp5 Cp5 Rp ∩ Cp . �

p
2


-� ������� �(��#����� �� ��3���� �� �����$�� 	
�
� 4 �� ������ Φ̃ : �p2⊗Mn → �p2⊗Mn

���

Φ̃(x) =
∫
Up

(U∗ ⊗ IdMn)Φ((U ⊗ IdMn)x)�m(U).

&(��,������� ��� ����������� �� �� ������ �� 6��� �����'�� '�� Φ̃ ��� �� �� 8���� Id ⊗ φ
���� ��� �������� ����������� �������� φ : Mn →Mn
 &�� ����������� ��� Φ �����'���� '��

‖IdRp ⊗ φ‖ � C. (1)

&� �B�� ������������ . ������ �� Ψ ����� ��� ����������� �������� ψ : Mn →Mn ����� '��

‖tCp→Rp ⊗ ψ‖ � C (2).

�� ����5 ���� ���� x ∈ �p2 ⊗Mn

((PR ⊗ IdMn)T̃ )(x) =
∫
Up

(U∗ ⊗ IdMn)(Φ + Ψ)((U ⊗ IdMn)x)�m(U)

= (Id�p
2
⊗ φ)(x) + (Id�p

2
⊗ ψ)(x)

����� T̃ ��� ��� ��������� �� IdRp∩Cp ⊗ T 5 �� �� ������

T = φ+ ψ.

�� '�� ��� �� ������������� �������� �,�� ��� ����������� (1) �� (2)
 �� ������� p � n25
��� ����#������ �� R �� C5 ���� ������� �� C⊗minMn �����B��� ��������� ����� �������
�� Rp ⊗min Mn 9���� ���� C:5 �� '�� ����� ��� ����������� ���� ��� ������� p
 �

�	��� �	� / -� ���� ��������� Mn ��� B(H) ���� ���� ������ �� 6��%��� H ���� ��:


*� ��: ��� ,����5 �(��� ��� #������������� �� �(���#����� �� =����������? ��� ���������,�

�� �A��5 �������� ��� '�� ����� ����������� �� Mn ���� �����B�� �� ��������� ��� R∩C5 ��
'�� ��� �,�������� �����'�� ��� ��:


"�� ������#�� ��������� ���� ������� �: ��� ���� �� ����,�� ��� ����������� T �� ���
���8������ ��� ��:
  ��� ����5 T �� ���� ��� B��� �����$������ %����� �� ���� #�����������
�� ���� �� ��� �� ���������� �� ����� �(��� ����������� φ �����$������ %����� �� �(���
����������� ψ ����������$������ %����� 9���� tφ ��� �����$������ %�����:
 &�� ��������
������'��� �(������������ ��� �����$������ %������ ���� �(��� ���� t �� T �(�������� 8���
����� ����� Cn �� �(������ ��� �������� �� ���A��� Φn
 ���������5 t ��� ����������$������
%�����
 W���� . ��� T �� �� ��������� ��� �� ����� �(��� ����������� %����� �� �(���
����������� ����������$������ %����� ���� ��� ��� ��� ������ ���

'��
���
��� �.�.! 3��� T : Mn →Mn �
� ���
������
 .�	
�� �� �����	���
� ��	 �
 <�
.�	�
;���� 
�	�� �� �����	������
 γ2(T )7 �
�	� T �� ��������� �
 T = φ+ ψ ����

‖IdR ⊗ φ : R⊗min Mn → R⊗min Mn‖ � γ2(T )
‖t⊗ ψ : C ⊗min Mn → R⊗min Mn‖ � γ2(T )



���� 
�� ����� ��
� ��� Q�������� �	

�	���� < *����� u : Mn → H �� v : H → Mn ������� ��� 8������������ �� T �����#����
γ2(T )

����� u : Mn → H ��� ��� ����������� %����� ����� ��� D �	E5 �� ������ ���� ����� f �� g
��� Mn ���� '�� ���� ���� x ∈Mn <

‖u(x)‖H � ‖u‖(f(xx∗) + g(x∗x))
1
2 .

*� �(�� ���� L2
R(Mn, f) �(������ L2���#��� ��� ���������8 ������� . f �� L2

C(Mn, g) �(������
L2��������� ��� ���������8 ������� . g5 �� �������� ��#���� '�� �(�� � ��� 8������������ ��
u ��� L2

R(Mn, f) ∩ L2
C(Mn, g) <

L2
R(Mn, f) ⊕ L2

C(Mn, g)

P
��

�����������������

Mn
��

		��������������
�� ��

u

��L2
R(Mn, f) ∩ L2

C(Mn, g)
��

��

�� H
v �� Mn

����� ��� ��G������� Mn → L2
R(Mn, f) �� Mn → L2

C(Mn, g) ���� �����$������
�������������5 T �� ��������� �� T = φ + ψ �,�� ψ �� �� 8���� ψ = βR→Mn .αMn→R

�,�� ‖α‖cb � 1 �� ‖β‖ � γ2(T )5 ���� ���� ψ �,�� C . �� ����� �� R
  ��� �%����� ��
�����������5 �� ��;� ���� �� ������� '�� ����� ����������� %����� �� R→Mn �� ���������
��� R �� '�� ����� ����������� %����� �� C ���� Mn �� ��������� �,�� t : C → R


 �� D ��E5 ���� ������� �� x ∈ R⊗minR ��� ��� ����������� ���������� �� �2 ���� ����
�B�� �� π2(x) = ‖x‖cb �� ����� ����������� u ���������� �� R ���� �� ������ �(����������
��� �����$������ %����� �� π2(u) = ‖u‖cb


+����5 (β ⊗ IdR)x ��� ��� ����������� ���������� �� �� �

‖(β ⊗ IdR)x‖Mn⊗minR � γ2(T )‖x‖.

-� �������� �� �B�� ���� ψ5 �� �(�� �%����� �� �����������
 �

&(����� ��3�� �(�%����� ��� ������������ ��� �����$������ %������ ������ ��� �(������
������ ��� �������� ���������� ���� ���� ���%�� ��8�������� ���� ����� ���%�$��



�� ��� ��	�� ���	 ��� Q��������

&� %�� �� ����� ������ ��� �(���������� ��� ����� ����������� ���� �� ������ ���Q��������


����� Q���������

���� �� ������� ��� ��#$%��� �� )�����5 ��� Q���#$%��� ���� ��� ��#$%��� '������� ���
�������#$%��� ��� 8�������� ��������� ��� �� �������
 �� ���� ����� ���� ��� ������ 015 ��
������� ���� ��������� ���������� 9,��� D��E: 4 �� ������� ��� �� ����� �� ���O '�� �����������
��� Q���#$%��� ����� ��� ��#$%��� �� )����� ���������,�� �����8������ �(���#����� �� ,��
>������ . ��������� ,����%���5 �� ������5 ����,� ��� ����5 �;��� '�� ��� Q���#$%��� ����
��� ��#$%��� �(����������
 ���� ����� �������5 �� �(��������� ��� Q���#$%��� ����� ��#$%���
�(���������� 9�� ���� ������ �(��� ��������� �(������ �(����������:5 �� ,� ���������� ����
���� ������ �(���������� ��� Q���#$%�� �3��� ��� ��������� ���,�������


-� �������� ��� '���'��� ���������� <



�� ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

(�)��
��� �.�.� )�� Q2�
#�.	�� ��
� 
�� ������
�� �� ��
� ������ �����	����	� ��� ����2
�
#�.	�� ��� C∗2�
#�.	�� ������������ ��	 
��	� �����"�

���������5 �� �� ������$�� ���� ��� Q���#$%��� '�� �� �� ����� �� ,��
 &(������� ��
���� ������ ��� ���� ����� ����� ��� ��� '�������� �� �(��#$%�� �� ���'�� A(D) ��� �� �����
��#����� ��� ��� 8������� ����������


-� � ��� �����#��� ��� ��������� ���� ��� Q�������� �%����� �� ��%�� �� �� ��������


'��
���
��� �.�.� )�� Q2�
#�.	�� ��	��
� �
� ��	���� ���
#�.	�� �����	����	� ( �

�� ��
�
���.
�� ��	 �����#� �� ������
� ��	 �
 ����
� ��	 �����#� ��" ����2������� �� ������ ��	�����
�� ��
� �∞�

&� ���%���� ��� ��#$%��� �(���������� ��� '������� � ��� ��������� ���� D)/*E


�� ���,��� ��� ����� �� ����� D��E5 )������ �� &� 2���3 ��� �%���� ���� D)&�2E ���
��������������� ��� Q���#$%���5 �(��� ��� ����� �(�����#�� �� �����$�� �� F��#� 	
�
		
 -�
���� Pn �(�����%�� ��� ���3�H��� �� n2 ,����%��� ���� ����� �������� '�� �(�� �'���� ��
�� 8������ �� ������ ��� MN (Pn) <

‖P‖N = sup{‖P (xi,j)‖N ; xi,j ∈ C , ‖(xi,j)‖n � 1}.

%����&�	 �.�.� �
� �
#�.	� A ����������� ������� ���
� ��	����	� �������� �����	�2
���	� ��� �
� Q2�
#�.	� �� �� ���
���
� �� ���	 ���� P ∈ MN (Pn) �� (ai,j) ∈ Mn(A) ��

�	�� �
�� ������ ��� @ 0

‖P ((ai,j))‖MN (A) � ‖P‖N .

�	���� < *�������� '�� A ,����� ��� �3����$��� �� �����$��
 -� ���� Bn �� %���� �����
�� Mn '�� �(�� ����� �� �� ������#�� �� �� �����
 -� ������$�� K �� ������� <

K =
∏
n�1

(
∏

a∈Mn(A) ; ‖a‖n�1

Bn).

-� ���� ���'�� ������� z �� K ���� �� 8���� z = (zai,j ) �I a ������ ������ ��� ��������
. ���;������ ���� A �� ����� ��8������� . 	
 -� ������ A ����� �� �������#$%�� 8�����
��� 8�������� ��������� �� K ���� C ��#������ ��� ��� ����������� zai,j 


*��� φ �� ��������� �(��#$%��� ,������� <

φ :
A → A
zai,j �→ ai,j

.

 ��� G������� �� �(��������� �� φ5 �� ��;� �� ������� '�� φ5 ������ ��� ��� ���3�H��� P ��
��� ����������� . ,������ ���� A5 ��� �����$������ %�����
 "� ������� �� MN (P) �� 8���
�����,���� '�(�� ���%�� ��� �� ����������� zai,j 5 ���� �� ���%�� ��� d �� �������� a

k

-� ���� α = a1 ⊕ · · · ⊕ ad ∈ Mp(A) �� P̃ �� ���3�H�� �� p2 ,����%��� . ,������ ���� MN

����� �� ����$�� �,������ . ������ �� P �� α
 +���� �,�� ��� ��������� �� �(������

‖P‖C(K,MN ) = ‖P̃‖N

��
(IdMN

⊗ φ)(P ) = P̃ (α)

���� �(�3����$�� �����'�� '�� φ ��� �����$������ ������������

 �� �� ��������� φ ��� �����$������ ���G����,�5 ��� �� a = (ai,j) ∈ Mn(A)5 ‖a‖ � 15

�����
∑
zai,jei,j ∈Mn(A) ��� �� ���$,����� �� a ��� φ �� ����� 	




���� 
�� ����� ��
� ��� Q�������� ��

&� �������'�� ��� �������
 *� A ��� �(��#$%�� ��� 8�������� ��������� ��� �� ������� K5
a = (ai,j) ∈Mn(A) �,�� ‖a‖ � 1 �� P ∈MN (Pn)

‖P ((ai,j))‖ = sup
ω∈K

‖P ((ai,j(ω)))‖ � ‖P‖N

��� (ai,j(ω)) ��� ��� ������� �� Bn

�������5 �� ��;� �� �����'��� '�� �� �������� ����� ��� �������#$%��� �� C(K,C) ����

�� '������� ��� �� φ : A → B ��� �� ��������� �(��#$%���5 �� � �(�������� (IdMN
⊗

φ)(P ((ai,j))) = P (φ((ai,j)))
 �

�	��� �	 / -� ���� �#������� ������ ��� ,������ �����$������ ���������'�� �� ��
�����$�� �� ��G������ ��� ��������� ���� �� ����� �� ������ �� �(���#�����


-� ���� �� �������

+��������	 �.�.� 4��� Q2������ ��
� �� �	����� 
�
 ;��� x.y = 07 ��� �
� Q2�
#�.	��

�	���� < *��� E �� '������� �� minX ⊂ C(K,C) �� a ∈Mn(E)5 ‖a‖ � 1

*� P ∈ MN (Pn) ��� ����#$�� �� ��#�� 	5 �� �������� ������� �� �� �������'�� ��

�����$�� ��������� ���� C(K,C)

*� P �(��� ��� ����#$��5 ���� �� ������� ��� �� ���������� ����#$�� Q �� ��#�� 	

,�����
Q(a) = P (a) �� ‖Q‖ � ‖P‖.

���� ������� �(�� ��#����� �� ��3���� �����'�� ���� �� ����� 9����������� 	
!
�:
 &� ����
������ �� �����$�� ��������� ���� ������ �� ��������
 �

-� ,� ���������� ���������� ���� ���'�� ������ �(���������� ��� Q���#$%��

*� E ��� �� ������ ,�������� ��� ��#$%�� ����������� T (E) = ⊕ ⊕∞

i=1 E
⊗i
� �� ���������

���,������� ���,���� <
M���� ����������� π : E → A �� E ���� ��� ��#$%�� A �(����� �� ����$�� ���'�� ��

�� ������������� �(��#$%��� π̃ : T (E) → A


*��� E �� ������ �(����������5 ���� ���� n � 15 �� ������ ��� ����� ��� Mn(T (E))
���

‖x‖Mn(T (E)) = sup
π:E→A

{‖IdMn ⊗ π̃(x)‖ ; ‖π‖cb � 1, A Q���#$%��}

�I �� sup �������� ������ ��� ������������ �����$������ ������������� π �� E ���� �(���
����� '����� Q���#$%�� A


-� ������� OAQ(E) �(������ �� )����� �%���� ���$� �����#� �� '������� �� ����������
���� �� ����� �%����� ��� T (E) 9�� �� n = 1:
 +���� ���� ���� n5 �� �%����� ��� ����� ���
Mn(OAQ(E))5 �� '�� ������ ��� ��������� �(������ �(���������� ��� OAQ(E) 4 �� �A��5 ��
���� ����������� �� sup . �� �����%�� I �(������������ π : E → Aπ < ���� ���'�� x ����
Mn(OAQ(E))5 �� ��;� �� ������� ��� ����� �(������������ ����� '�� ‖IdMn ⊗ π̃(x)‖ �����
,��� ‖x‖Mn(OAQ(E)) �� ����� �(�����������

Π :
E → �∞(I,Aπ)
x �→ (π(x))π∈I

,����� ‖IdMn ⊗ Π̃(x)‖ = ‖x‖Mn(OAQ(E)) ���� ���� x ∈ Mn(T (E))
 +���� OAQ(E) ��� ��
���������� �� �(���#� �� Π �� ���� ��� ��� Q���#$%�� ��� �� ����������� 	
!
�


(�)��
��� �.�.� )� Q2�
#�.	� OAQ(E) ��� ����
�� 
� Q2�
#�.	� �
���	��

� �������� ! E�



�! ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

-� ���� ������,�� �� #���� �� ������������ ���� D �!E


�	��� �	� /

S ����� ��� Q���#$%��� ���� ���������,��5 �� ���� �������� �(��#$%�� �3�����'�� �� E
9����� S(E): �� ���� �� T (E) ��� �� �� ��� ������ �� '�������


S �� 3 � �� ����#����� ��������'�� �� E ���� OAQ(E) 9��� min(E) ��� ��� Q���#$%��
��� �� ���������� 	
!
!:5 '�� ��� �#������� ��� ����������� �����$��
 M��G���� ��� ��
���������� 	
!
!5 �� ����#����� ��� ��� ��������� �����$�� �� �� ��������� �� E ��� ��
Q�������


C ����� �(�������5 OAQ(C) = A(D) �����$������ ��������'������

&� ������������ ��� 8���� ���� �������

'��
���
��� �.�.� )� Q2�
#�.	� OAQ(E) � 
� �	��	���� �
���	��

� �����
�� 0
4���� ���
������
 ����
�����
� ��
�	������ u : E → A �9 A ��� �
� Q2�
#�.	� ��2

��� �
� �
���� �"��
���
 ����
�����
� ��
�	����
�� �
 �
 ��	������ ���
#�.	�� ũ :
OAQ(E) → A�

X,��������5 �(��G������ ������'�� E → OAQ(E) �(����� �� �(��������
 �� �� 8���5 �� A
��� ��� ��#$%�� �� )����� ���������,�5 A ��� ��� Q���#$%�� �� �� ��������� �� �(�������� ��
A �(����� �� �� ��������� �� OAQ(E) ���� A5 �I E ��� �(������ �(���������� �����G�����
. A


���� �� #���� �� ���������5 �� ��� ����J ���� �� ������� ��� ���������� �� ���%�����5 ��
���,���� ���� ���� ��$� �����


-� �������� '�(��� ����������� ����� ���� ������� �(���������� E �� F ��� ��� ����
G������ �����'�� �����$�� �� ���� ���� ������ n � 15 ���� ��,��� �� %���� ����� ��,���� ��
Mn(E) ��� �� %���� ����� ��,���� �� Mn(F )


'��
���
��� �.�.* OAQ(.) ��� �	� ����� 0 �� F ⊂ E �
�	� q̃ : OAQ(E) → OAQ(E/F ) ���
�
� ��	 �����
 ���	���� ����
���� �
�� �	�������
�� �� x ∈ Mn(S(E/F ))� ‖x‖ < 1 �
�	� �

�"���� y ∈Mn(S(E)) ��
 ��� ‖y‖ < 1 �� (IdMn ⊗ q̃)(y) = x�

�	���� < *��� q : E → E/F �(����������� '������� �� iX �(��������� �����$������ ���������,�
X → OAQ(X)


-� � �� ���#����� ���������8 <

OAQ(E)
q̃ ��

ρ



������������
OAQ(E/F )

σ
��������������

OAQ(E)/Ker q̃

q̃
		������������

F
� � �� E

iE

��

���������������� q �� E/F

iE/F

��

j



��������������

-I q̃ ��� �� ��������� �(��#$%��� �����$������ ����������� �� OAQ(E) ,��� OAQ(E/F )
�������� iE/F q : E → OAQ(E/F ) 8����� ��� �� ��������� ���,������� �� OAQ(E)5 ����� ��
� q̃iE = iE/F q


OAQ(E)/Ker q̃ ��� ��� Q���#$%�� �� ���,��� �� ��'����� q̃ ���� B��� 8�������� 4 �� ���� ρ
�� ��������� �����$������ ����������� ρ : OAQ(E) → OAQ(E)/Ker q̃ �� q̃ �� ���������
�����$������ ����������� OAQ(E)/Ker q̃ → OAQ(E/F ) '�� �(�� �%����� �����5 �� � �����
q̃ = q̃ρ


����� F ⊂ Ker q̃5 �(����������� j : E/F → OAQ(E)/Ker q̃ ��� ������������ ������
�� �����$������ ���������,�
  �� �� ��������� ���,������� �� OAQ5 �� ���� ������� j �� ��
��������� �����$������ ����������� σ : OAQ(E/F ) → OAQ(E)/Ker q̃




���� 
�� ����� ��
� ��� Q�������� ��

&� ����������� . E/F �� ��������� q̃ σ ��� ���������� iE/F 4 ���� �� ����,��5 ����� q
��� ��� ����������� '������� �� ��;� �� ������� '�� q̃ σ iE/F q = iE/F q5 ���� ��� ���������
����5 �� � σ iE/F = j �� ρ iE = j q5 �� '�� �����

q̃ σ iE/F q = q̃ρ iE = q̃iE = iE/F q.

 �� ������� �� �(��������� �� iE/F 5 �� � �������������� q̃ σ = IdOAQ(E/F )

*� x ∈Mn(OAQ(E/F )) ��� �� ����� ��8������� . 	5 ����� IdMn ⊗σ(x) ��� ���� �� %����

����� �� Mn(OAQ(E)/Ker q̃)5 �� ����'�� ρ ��� ��� ���G������ �����'�� �����$��5 �� ����
����,�� �� ���$,����� y �� IdMn ⊗ σ(x) ���� �� %���� ����� �� Mn(OAQ(E))5 �� ����� ��
�%����� �� �������� �� �����'���� '�� IdMn ⊗ q(y) = x


 ��� �� ������� ������5 �� ������� ���������� ��� �B��� ��#������ �� ������K���
OAQ(E)/Ker q̃ ��� �� 8�������� �� S(E)/(Ker q̃ ∩ S(E)) ���� �� ����� ���,����� ��
�(��������� S(E) ⊂ OAQ(E)
 �� 8��� ��������� �(������� '�� '�(�� �(�#�� %��� �(��� Q�
��#$%�� 4 �� '�� ��� ��� ����������� ������� �� 	
!
�
 ���� �� x ∈ S(E/F )5 ‖x‖ < 15 ���
���#� ���� S(E)/S(E) ∩ Ker q̃ ��� �� 8��� ���� S(E)/S(E) ∩ Ker q̃ �� �� ���� ����,��
y ∈ S(E)5 ‖y‖ < 1 ��� '�� q̃(y) = x 9�B�� ����� �� ��,��� ���������:
 �
(�)��
��� �.�.! 3��� x �
 �
���
� �� OAQ(E)� x ��� ��� ����#�
� �� ��#	� d ∈ N

∗� ��
πz(x) = zdx ���	 ���� 
��.	� ����
�"� z �� ����
� @� �9 πz ��� 
��"��
���
 ! OAQ(E) ��

� ��
���
������
 ���
��	� ��	 z ��	 E �������� ���� iE�

?
 
���	� OAd
Q(E) 
������� ��� �
���
�� ����#�
�� �� ��#	� ��

�	��� �	 / OAd
Q(E) ��� �� 8�������� �� E⊗d

���� OAQ(E)5 �(��� ��� �����'����� ��

'��
���
��� �.�.� OAd
Q(E) ��� @2����
�����
� ����
���
�� ��
� OAQ(E) ;��	 
� �	�2

 �����
 
���	�

� Pd 
�

� ��	 ���� �
���
� ����#�
� �� ��#	� ��/�	�
� �� d7�

�� �A��5 �� ���� ������ ��� 8������ ��������� ���� �� ���G������ <

Pd(x) =
∫

T

zdπz(x)
dz

2ziπ
.

-� ���� ������ . OA1
Q(E) ����� �� Q���,������ �� E �� ���� '�(������ �(����������


���� �� �����5 �� ���� %����� �(��� #������������� . ��������� ,����%��� �� OAQ(.)

*����� E1, . . . , En n ������� �(����������5 �� ��������� ��� Q���#$%�� OAQ((Ei)) '��

����� �� n������ �� ������������ �����$��� Ej → OAQ((Ei)) �����8������ �� ���������
���,������� <

'��
���
��� �.�.�, 4��� n2��
�� �����
������
� ����
�����
� ��
�	������� ui : Ei → A
! ��
��	� ��
� �
� Q2�
#�.	� A �����
� �� ��
��	� �
���� �
 �
 ��	������ ���
#�.	��
����
�����
� ��
�	����� ũ : OAQ((Ei)) → A�

*��� S((Ei)) �(��#$%�� �3�����'�� ��#������ ��� ��� (Ei)5 �(��� . ����

S((Ei)) = ⊕(i1,...,in)∈Nn E⊗i1
s

1 ⊗ · · · ⊗E⊗in
s

n

�I ⊗s ��� �� �3����������� �� ������� ��������� ��#�%��'��5 ��������� ��� �� �(�#�� �� �����
������ �� E⊗d

��#����� ��� ��� �������� �� �� 8���� e⊗ e⊗ · · ·⊗ e5 �� ������5 �� �(��� ����
�(����� '�� ��� �������� �� ��#�� d ���� S(E) �� ���� �� ������ ��� �������������� ���������
md,p : E⊗d

s ×E⊗p
s → E⊗(d+p)

s ����� '�� �� x ∈ E⊗d
s �� y ∈ E⊗p

s ����� md,p(x, y) = mp,d(y, x)

&� �������������� ���������,� ��� S((Ei)) ��� ������ �� �� ����$�� ���,���� ��� ���

�������� ������������ <



�� ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

�� x = x1 ⊗ · · · ⊗ xn ∈ E⊗i1
s

1 ⊗ · · · ⊗E⊗in
n

n �� y = y1 ⊗ · · · ⊗ yn ∈ E⊗j1
s

1 ⊗ · · · ⊗E⊗jn
n

n �����

x.y = y.x = mi1,j1(x1, y1) ⊗ · · · ⊗min,jn(xn, yn),

�� ����� ������� ����� ��������� ��� n����������

S((Ei)) � �� ��������� ���,������� '�� ���� n������ �(������������ (ui : Ei → A) �I

A ��� ��� ��#$%�� ���������,� �(����� �� ����$�� ���'�� �� �� ��������� �(��#$%���
ũ : S((Ei)) → A


 ��� ������ OAQ((Ei))5 �� ���� �� ������������ �� OAQ(E)
 *� x ∈ Mn(S((Ei)))5 ��
����� ��� ������ ���

‖x‖ = sup{‖IdMn ⊗ ũ(x)‖A}
�I �� sup �������� ���� ��� n������� �� ������������ �����$��� (ui : Ei → A) ���� �(�������
'����� Q���#$%�� A


OAQ((Ei)) ��� ����� �� ���������� �� S((Ei)) ���� ����� ����� 9����'�� n = 1:
 +����
�� �'���� OAQ((Ei)) �(��� ��������� �� Q���#$%��


OAQ((.)) �� OAQ(.) ��� ��� �B��� ����������


'��
���
��� �.�.�� OAQ((.)) ��� �	� ����� ( �� Fi ⊂ Ei �
�	� OAQ((Ei)) → OAQ((Ei/Fi))
��� �
� ��	 �����
 ���	���� ����
���� �
�� �	�������
�� �� x ∈ Mn(S((Ei/Fi)))� ‖x‖ < 1�
�
 �"���� y ∈Mn(S((Ei)))� ‖y‖ < 1� ��
 ��� IdMn ⊗ q̃(y) = x�

&� ������������� ��� ���������� �� �B�� '�� ���� OAQ(.)


�� �B��5 �� ���� ������ ���� ���� n������ �(������� (di)5 �(������ OA
(di)
Q ((Ei))5 	�

�����$������ ����������� ���� OAQ((Ei))5 ����� �� 8�������� �� ⊗E⊗di
s

i 
 �� ���� ���
�������� �� OAQ((Ei)) '�� ,������� πz(x) = zd1

1 . . . zdn
n x5 ���� ���� z = (z1, . . . , zn) ∈ T

n5
�I πz ��� �(���'�� ��������� ��� ��������������� ��������� ��� zi ��� Ei ��������� �,�� ���
��G������� ���������� Ei → OAQ((Ei))
 &� ���G������ ��� ��� ������ ��� ������ ���

Pd(x) =
∫

Tn

z1
d . . . zn

dπz(x)
dz1

2z1iπ
. . .

dzn
2zniπ

.

����� �� 
�
���	 	���
���� ⊗fQ

���� �� ������� ����������5 ���� �,��� ,� '�(�� �(����� ��� ����� '�� �� ������ ��� Q�
������� ���� ���%�� ��� �� ������� ��������� �������
 -� �� ������� ��� �(���������� ���
����� ����������� ���� ��'����� ����� ��������� ��� ,������5 �� ������������ ����� ����� ��
������� ��������� �� 6��#���� ���� ��� ������� �(����������


(�)��
��� �.�.�� 3���
� E1� E2 ��� ������� �����	����	�� ?
 ��'
�� E1 ⊗fQ
E2 �����


������� �����	����	� OA1,1
Q (E1, E2)�

,�
��� �� x ∈ K ⊗ E1 ⊗ E2� x =
∑

i ki ⊗ ai ⊗ bi�

‖x‖fQ
= sup

σi:Ei→A
‖
∑

i

ki ⊗ σ1(ai)σ2(bi)‖A

�9 
� sup ��	���	� ������ 
�� ��
�	�����
� ����
���� σi : Ei → A ��
� 
�����	�� ���

�
Q2�
#�.	� A�
)������� �����	����	� E1 ⊗fQ

E2 ��� �.��
� ��	�� ����
����
 ���	 ����� ����

� �� 
�	����

�	��� �	 / ����� C ��� ��� Q���#$%��5 �� � ��� ����������� E1 ⊗fQ
E2 → E1 ⊗λ E2

���� �� ������� ��������� ��G����8 ��� ������� �� )����� E1 �� E2

����� OA1,1

Q (E1, E2) ��� �� Q������� <



���� 
�� ����� ��
� ��� Q�������� �0

'��
���
��� �.�.�� E1 ⊗fQ
E2 ��� �
 Q2�������

E1 ⊗fq E2 ���� ��#������ ���� �� ���� �I �� ��� Ei �� ���� ��� ��� Q��������5 �� �(3 �
��� �� ������ �����$������ ��������'��� �� ������ �(����� ��� ���� E1 ⊗fq E2 4 �� 8���5
�� � �(�������� E = E ⊗fQ

C �� �� ��������� �� E ��� �� Q�������

-� #��������� ����� ���������5 �� ������

E1 ⊗fQ
· · · ⊗fQ

En = OA1,...,1
Q (E1, . . . , En)

���� �(������� '��� n������ �(������� �(���������� E1, . . . , En


+��������	 �.�.�� 3� Ei� Fi ��
� ��� Q2������� �� σi : Ei → Fi ��
� ��� ���
������
�
����
�����
� .�	
��� �
�	� σ1 ⊗ · · · ⊗ σ2 �����
� �
 �
� ���
������
 ����
�����
� .�	
��
E1 ⊗fQ

· · · ⊗fQ
En → F1 ⊗fQ

· · · ⊗fQ
Fn �� 
�	�� cb ‖σ1‖cb . . . ‖σn‖cb�

�	��� �	 / E1 ⊗ E2 ��� ���������� �(������ ,�������� ��������� ��� �������� �(��������
�� E1 �� �� E2 ���� OAQ((Ei))


+��������	 �.�.�� )� 
�	�� ��
��	��

� �� <��#�	�� �� � ��	���	� 
� 
�	�� �	� ������ ���
������� �����	����	� ����
�
� 
� 
�	�� fQ�

�	���� <  ��� �� �����$��5 ���� ���,���� ����������� �� �� ��������� �� fQ ��� �� �����
�� 6��#���� ��� ������ ���������� �� �� �B�� 8�K�� ���8 '�� �� sup �������� ������ ���
������������ �����$������ ���������,�� ���� ����������� ��� �(��#$%�� �(���������� �(����,��


 ��� ����,�� ����������� �� ������� ���������5 �(���$� D)� E5 �� � ���������� . ,������
'�� �� (ai,j) ∈ Mn(E1) �� (bk,l) ∈ Mm(E2) ���� �� ������ ��8�������� . 	5 ����� ‖(ai,j ⊗
bk,l)‖fQ

< 1
 =�@�� . �� �����'�� ����������5 �� ��� ������ . ������� '��5 ���� ��� Q�
��#$%�� A �� ‖(ai,j)‖n < 1 �� ‖(bk,l)‖m < 15 ����� ‖(ai,jbk,l)‖mn < 1 4 �(��� ��� �����'�����
������� �� �� ��������������� 	
!
�
 �

&�� ���������� �� OAQ((.)) �� ������������ . ⊗fQ



'��
���
��� �.�.�� )� 
�	�� ⊗fQ
��� �
� 
�	�� ����
�����
� �	� ������ ( �� Fi ⊂ Ei�

�
�	� �
 � �
� ��	 �����
 ����
���

q : E1 ⊗fQ
E2 → E1/F1 ⊗fQ

E2/F2.

:� ��A�
 �
�� �	������ �� x ∈ Mn(E1/F1 ⊗ E2/F2)� ‖x‖ < 1� �
�	� �
 �"���� �
 	�
�����
�
y ∈Mn(E1 ⊗ E2) �� x ���� ‖y‖ < 1�

�	���� < ����� E1⊗fQ
E2 = OA1,1

Q (E1, E2)5 �� ��� ��������
 ��� ������ ��� 	������$������
����������� ���� OAQ(E1, E2)5 �� �������� ������� �� �� ���G����,��� �� OAQ(., .)
 -�
���� q̃ : OAQ(E1, E2) → OAQ(E1/F1, E2/F2)5 �(��������� ��� ������������ '������� Ei →
Ei/Fi5 ����� q̃|E1⊗fQ

E2
= q


*��� x ∈ E1/F1 ⊗E2/F25 ‖x‖ < 15 #�@�� . �� ����������� 	
!
		5 �� ���� ����� ����,�� x
�� �� y ∈ S(E1, E2)5 ‖y‖ < 1
 -� ,����� '�� P 1,1(y) ∈ E1 ⊗ E2 ��� ������ �� ���$,�����
�� x


q(P 1,1(y)) =
∫

T×T

z1 z2q̃(πz1,z2(y))
dz1

2iπz1
dz2

2iπz2
.

����� q̃ ������� �,�� ��� ��������������� ��������� �� � q(P 1,1(y)) = P 1,1(q̃y) = x
 &�
����,� �� ��,��� ��������� ��� ������'��
 �
(�)��
��� �.�.�* �
 ������ �����	����	� E � 
� �	��	���� �� 	�
�����
� ;����
�����
�
��
�	������7 �� ���	 ����� ���
������
 u : E → F/G� ‖u‖cb < 1� �
 �"���� �
 	�
�����
�
ũ : E → F ����������
� ‖ũ‖cb < 1�



�
 ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

����� ��������� � ��� ���������� �� ������� ��� /��� �� Y3� DY/E
 &(������� �� %���
��� S1

n5 ���� ���,���� �� �� ��������� �� �� ��������� �(������ �(���������� '�������


'��
���
��� �.�.�! 3� E1 �� E2 �
� 
� �	��	���� �� 	�
�����
� ;����
�����
� ��
�	��2
����7� �
�	� ����
�����
� ������	������
�

E1 ⊗fQ
E2 = min(E1 ⊗λ E2).

�	���� < *��� ��� �3����$���5 �� ��,����� . �� ���������5 �� σi : Ei → A �I A ��� ���
Q���#$%�� �� ���� ����,�� ��� ������������ �� ���� �������� '�� A ��� ��� C∗���#$%��
���������,�
 �� �(������ '�� E1 ⊗fQ

E2 ��� ������� �� '�� �� )����� �����G����� ���
min(E1 ⊗λ E2)
 �

-� ���� ���������� ������� �� �������� #������ ��� OAQ

0�
�
��� / *� w ��� ��� ����������� ������������� �� MN

n ,��� Md5 �� ����#�� ��� w̃
�(����������� ������������� �� Mn(E1)× · · · ×Mn(EN ) ���� Md(E1 ⊗ · · · ⊗EN ) ������ ���

w̃(m1 ⊗ e1, . . . ,mN ⊗ eN ) = w(m1. . . . ,mN ) ⊗ e1 ⊗ · · · ⊗ eN .

%����&�	 �.�.�� 3���
� E1, . . . , EN ��� ������� �����	����	� �� x ∈Md(E1 ⊗· · ·⊗EN )�
�
�	�

‖x‖Md(E1⊗fQ
···⊗fQ

EN ) = inf{‖w‖‖x1‖Mn(E1) . . . ‖xN‖Mn(EN ) ; x = w̃(x1, . . . , xN )}.

:�
� ��� �
'���� n ��� �	.��	��	� �� w ��� 
�����	�� ���

� ���
������
 N 2
�
���	� �� Mn×
· · · ×Mn ;N ����7 ��
� Md�

�	���� <  ��� ���������5 �� ����� N = 2 �� d = 1

-� ������� ��� ��������� �� ����� 	
�
	� ���� �������� E1 �� E2 ����� '��������

�(������� �I1(S
ni
1 )
 -� ���� ρi ��� ������������ ������������� . ρ ���� �� �����
 ��� �������

��� �� ��������� �� ���$,�����

*����� x ∈ E1 ⊗ E25 ‖x‖fQ

< 15 ��� �� ����������� 	
!
	�5 �� ���� ����,�� x ��

z =
∑

t

at ⊗ bt ∈ �I1(S
ni
1 ) ⊗ �J1 (Snj

1 ) �,�� ‖z‖fQ
< 1 .

���'�� at ���� B��� �������� ��� ��� �������� ���� �I1(S
ni
1 ) �� ����� ���� ������ �� .

������� ��� '�� �(�� ���� a′t

*� �� ����

ât = a′t + ‖ρ1(at − a′t)‖1ρ1(at−a′
t)/‖ρ1(at−a′

t)‖,

�I 1x ��� �(������� �� �I1(S
ni
1 ) ���� ������ ��� ����������� ���� ������ ���8 ����� �(������

i = x ∈M1(E1) '�� ,��� 	
 +���� ρ1(ât) = ρ1(at) �� ât ��� ��� �������� ���� 4 �� �B�� ��
������ b̂t5 ����� y =

∑
t ât ⊗ b̂t ��� �� ����� ���$,����� �� x . ������� ��� ���� I ′ × J ′ ��

��� �(���#����� �����#������ <

‖y‖ < ‖z‖ +
∑

t

( ‖ρ1(at − a′t)‖ ‖bt‖ + ‖at‖ ‖ρ2(bt − b′t)‖ + ‖ρ1(at − a′t)‖ ‖ρ1(bt − b′t)‖
)

�� ����������� a′t5 b′t ��;������� ������� �� at5 bt5 �� 8���� ‖y‖ < 1

 �� �� ����������� 	
!
	
5 �� �� 8��� '�� �I

′
1 (Sni

1 ) ��� 	������$������ ����������� ����
�I1(S

ni
1 )5 �� �%����� 1 > ‖y‖fQ

= ‖w‖ �� w ��� �� 8���� %��������� �������� . y

*� xi ���� ��� ������������ �� ρi . �I

′
1 (Sni

1 ) �� �J
′

1 (Sni
1 )5 �� ����������� n ��;�������

#����5 �� ���� �������� '�� xi ∈ Mn(Ei) �� w ��� ������ ��� Mn × Mn5 ����� x =
ρ1 ⊗ ρ2(y) = w̃(x1, x2) �,�� ��� %����� ����������� �� �����




���� 
�� ����� ��
� ��� Q�������� ��

 ��� �� �������'��5 �� ��;� �(��,����� �� ������� ������������ �� �(�������� �� ����������
	
!
	!
 -� ���� ����� �������� �� �����$�� 	
!
�
 �
�	��� �	� /

S �� �������� ��� ����� ,���%�� ���� �� ��� N = 15 �� 8������ �� ��3�� ��������� ��
�������� �� ����� �(�� ������� ���� Mn(OA1

Q(E)) �����

‖x‖Mn(OA1
Q(E)) = inf{‖w‖‖x1‖Mk(E1) ; x = w ⊗ IdE(x1)}

�I �(������ �������� ������ ��� ������������ w : Mk →Mn �� ���� ��� ������� k � 1

&(��������� < �� ������ �(���������� E ��� �� Q������� �� �� ��������� �� E = OA1(E)
��� ���������� �� �����$�� �� F��#� 	
�
		


S M��G���� �,�� N = 15 �� �����'���� '�� OA1
Q(max(E)) = maxQ(E)5 �� �(�� ���%���

�� �������� �,�� �� ��������������� �� max(E) �%����� ���  ������ ���� D �	E5 ��
������,� �� �����$�� 	
�
�


���� �� ��� N = 25 �� ���� ������������� �� �����$�� ����� �� �������� �� 8������������
������� '�� max(Mm) ⊗min E = Mm(E)5 ���� ���� Q������� E

'��
���
��� �.�.�, 3���
� E1 �� E2 ���" Q2������� �� u ∈Mn(E1⊗E2) ��

� ��� ‖u‖fQ
<

1� �
�	� ����� ���
������
 �� E∗
1 ��	� Mn(E2)� u ����� �
� �����	������
� ���	 �
 ��	���


m
max(Mm) w �� Mn(min(Sm

1 ))

IdMn⊗v2

��
E∗

1

v∗1

��

u �� Mn(E2)

���� v1� v2 ����
�����
� ��
�	������� �� ‖w‖ < 1�
�
��	����
�� �� �
� ��

� �����	������
 �"���� ���� ‖w‖Mn(min(Sm

1 )⊗minmin(Sm
1 )) < 1 �
�	�

‖u‖fQ
< 1�

+��������	 �.�.�� 3� Ei ��
� ��� Q2������� �
�	�� ���	 ���� u ∈Mn(E1 ⊗ E2) 0

‖u‖min � ‖u‖fQ
.

�	���� < �� �A��5 �� ‖u‖fQ
< 15 �� ���#����� ��������� ����,� '�� u ��� �����$������

%����� �� ����� ���� ������ '�� 1
 �
�	��� �	 / �� #������5 ���� �(��� ��� ,��� ���� ���� ��� ������� �(���������� ����'��
E1 ⊗fQ

E2 ��� ���G���� �� Q�������


����� E1 ⊗fQ
E2 �� 	��	 �� ��
��� �� !����"

-� ����� ��� ��������� ��  ������ D �	E ���� ⊗fQ



-� ���� ⊗∧ �� ������� ��������� ���G����8 ���� ��� ������� �(���������� �� ⊗h �� �������
��������� �� 6��#����


�� ��� �����%�� �� ������������ �� )����� E1 ⊗fQ
E2 <

%����&�	 �.�.�� 3� E1 �� E2 ��
� ��� Q2������� �
�	� E1 ⊗fQ
E2 ��� K2�����	���

! E1 ⊗h E2 �� Kk2�����	��� ! E1 ⊗∧ E2� �9 K ��� 
� ��
���
�� �� ����	��� �� %	�2
���
����= 
�
 ���������� ;���	 B��@C7 �� k ��� 
� ��
���
�� ����	�����
� ��
� B��@C� k =
limn→∞ n/‖min(�n2 ) → max(�n2 )‖cb�

�	���� < ����� ��� ����� ������ ������������ ���� ���G����,��5 �� ��;� �� �� ,������ ���� ���
������� ��������
 &� �����$�� ��������� ���� D �	E5 ���� B��� ������ ���� ��� Q�������� <
E1 ⊗∧ E2 ��� k���������� . E1 ⊗h E2




!1 ����	��� �� Q�������� �� ����
	�� ������	���

&� �����$�� �� =����������? ��� ���������8 �;��� '�� ����� ����������� ���������,�
w �(��� C∗���#$%�� ���� �� ���� �(��� C∗���#$%�� �� 8�������� ��� �� ������ �� 6��%���
�,�� ����� �� 8������������ ��8������� . K


*� u ∈ E1⊗E2 �����8��� ‖u‖fQ
< 15 �� ����������� 	
!
�1 �� �� �����$�� ��� ���������8

���� ������� '�� u �� 8�������� ��� �� 6��%��� �,�� ����� �� 8������������ ��8������� . K

�� ����� ��� D �	E5 ‖u‖E1⊗hE2 � K �� ‖u‖E1⊗∧E2 � Kk
 �
�	��� �	� /

S &(�'��,������ �� ��� ������ �� ��,��� ��������� �(��� ��� ,���� �� #������
  ��
�������5 �� ��������� . ��� '������� ��  ������5 &� 2���3 � ������� �� ��� �3�
������ �� ������� �� 6��#���� ���� ������� '�� �(�������� min(�n2 ) ⊗h min(�n2 ) →
min(�n2 )⊗̂min(�n2 ) � ��� ����� �����$������ %����� ���� #����� '��

√
n


S &�� ������ fQ �� min �� ���� ��� �'��,������� ��� E1 ⊗ E2 ���� ���� Q�������� E1

�� E2
 �� ��;� �� ���������� E1 = min(�1)5 E2 = min(�∞)
  �� �� �����$�� ���������
�� ��� ������ ������� �'��,������� �(�������� �� �∞ �� 8������������ ��� �� 6��%���


S &� ����� fQ �� ���%�� ��� B��� ���������,�5 �� ����� �� ���� ������� '��

min(�2) ⊗fQ
min(�2) ⊗fQ

min(�1) �= (min(�2) ⊗fQ
min(�2)) ⊗fQ

min(�1)

���� �(��������
 ����� C5 max(�1) �� R ��� �� ��������� �� ���$,����� 5 �� ������
'��

min(�2) ⊗fQ
min(�2) ⊗fQ

min(�1) = min(�2 ⊗λ �2) ⊗��� min(�1)

��
(min(�2) ⊗fQ

min(�2)) ⊗fQ
min(�1) = min(�2 ⊗λ �2) ⊗fQ

min(�1).

����� �∞ ��� ����������� ���� �2 ⊗λ �25 �� �� ���$�� . �� �����'�� ����������


+��������	 �.�.�� 3� E1 �� E2 ��
� ��� Q2������� �� ����
���
 n� �
�	�

dcb(E1, E
∗
2) � 1

k

√
n.

�	���� < M��� �(�%���5 �� �����'�� '�� ���� Q������� �� ���� ������ ������������ E ���
�3�����'�� �� ,����� E ⊗��� C = E ⊗��� R = E ⊗��� (R ∩ C) ��������'������


*��� u : E2 → E∗
1 ����� '�� ‖u‖cb‖u−1‖cb = dcb(E1, E

∗
2)


�� ��������� �� �������� ��  ������5 �� �%����� ‖u‖cb � 1
k‖u‖h5 �� ���� u ����� ���

8������������ �� ���,��� �� Rn5 ��� �� �3������ �� E∗
1 �� E25 �� � <

E∗
1

u−1
�� E2

v

��

u �� E∗
1

Cn
Id �� Rn

w

��

�,�� ‖w‖cb‖v‖cb � k‖u‖cb5 ����� ‖w‖cb‖u‖cb‖v‖cb � ‖Id‖cb =
√
n
 �

�� 8���5 �� ,���� �� ������� <

+��������	 �.�.�� 4���� ���
������
 ���
 Q2������ �� ����
���
 n ��
� �
 ������ ����2
��"���
 �� �����	��� �� �	���	� �� 
����
���� Rn ∩Cn → Rn + Cn�

�	���� < ���� �� ������� ���#�����5 ��� �3������5 �� ���� ���������� '�� v : E2 →
(Rn ∩ Cn) �� w : Rn + Cn → E∗

1 �,�� ��� �B��� �����������
 �

 ��� ����� �� ��������5 ,���� ���� '�������� �3��� ������� ����� ���#��� �� ���'��
�(�������� �� Q�������� <
'��#�&�	 / &� ����� ⊗fQ

�������� ��G����,� �� �������� ���������,� T



#����
�� +

�	���	���� �������� ��������
��� ���

H1

��
 �	����������

&(�� ��� ���������� �������� �� Q������� �� �������� ��������� ��� L∞(T)/H∞(T)
���� �� �� ��������� �(���������� ������ ��� �� �����$�� 	
�
	� �� >������*������� �#�
9�� ������� H∞ . �� ����� �� H∞ ���� �� �������� ���� ��������� ��� 8�������:
 �� ���
�����%�� �� ����,�� �(������ ���������� �� Q������� ��� ��� ������ �� )�����5 �(��� �(�%G��
�� �� ��������


*� �� ������$�� H1(T) �� ����������� �� L1(T) 8�������� ��� ���3�H��� ����3��'���

H1(T) = {f ∈ L1(T) | f̂(n) = 0, n � 0}
�I f̂(n) ���� ��� ���;������ �� 7������ �� f 5 ����� H1(T) 9'�� �(�� ���� ����� H1: ���
��������'�� �� ������� �� L∞(T)/H∞(T) �� ��������� �� 8������ �� �������

< f, g >=
1

2iπ

∫
T

< f(z), g(z) >
dz
z
,

���� f ∈ H1 �� g ∈ L∞
  �� �����'����5 ����� L∞(T)/H∞(T) �(��� ��������� �� Q�
������ ��,���� . �'����� H1 �(��� ��������� �(������ ������������
 ���� ����� �������5 ��
���������� �� ������ ����������


�������5 ��� �� ��� ��������5 �� �������� �� ����������� ��� ������ P%�����������Q ����
L∞(T)/H∞(T) ���� ��� ��A������� ����������
 &(����� ���,���� ���� �(����� ��� ��������
��� �� ������������� �� �(������ H1 4 �(��������� �� %���� ����������������� ���� H1 ���
���������� �� �������� ������'�� �(����3�� �������'��5 �� �(����������� . �� #�������������
���� �� ����� ��� ������� �(���������� �� '�� �������� . ��� ��������������� ��� ������� ��
)����� "2� ����3��'���


����5 ��� ��������� �� &��?3 D&�	E ����������� �� �������� . �(��������� �(��� %���
�����$������ %����� �� H1


���� �� '�� ����5 �� ������� �� ������� ����� Mn �� S1
n ������ ���

< (ai,j), (bi,j) >Mn,S1
n
=
∑
i,j

ai,jbi,j .

 ��� ξ �� η ,������� ���� �n2 5 �� ���� ξ⊗η = (ξiηj)5 �(����� � ��� ����������5 �� ����������
��� �������������� Mn = Cn ⊗h Rn �� S1

n = Rn ⊗h Cn

 ���� ��� ��������� ���������� �(����3�� �������'�� ��� H15 �� ����,� �� ������������

���� �� H1 �� ����� �(������ <

!	



!� ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

(�)��
��� �.�.� �
� ��
����
 a : T → C ��� �
 ����� ��

.���� a ⊂ I, I ⊂ T ��� �
 �
��	��

��

.
∫
I a �m = 0

.‖a‖∞ � 1
|I| .

�9 �m ��� 
� ����	� �� <��	 
�	��
���� ��	 T �� |I| ����#
� 
� ����	� �� I ;��	 �
��	��

��
�
 �
��
� �	� �� ��	�
�7�

+���� ���� ����� ��� ��� 8������� ����#��%��5

(�)��
��� �.�.� )������� H1
at ��� 
��
��
���� ��
��"� ��� ������ ��
� L1 0

H1
at(T) = {f ∈ L1(T) |∃(λi)i�1 ∈ C

N, (ai)i�1 ������ ��
� ���

f =
∑
i�1

λiai ��
∑
i�1

|λi| <∞}

�� ���	 f ∈ H1
at� �
 ����

‖f‖at = inf{
∑
i�1

|λi|; f =
∑
i�1

λiai, ai ������ }

-� ���� ��������� �� ������$�� ��������� ���� ��� ������ ���

‖a‖p � 1

|I| p−1
p

,

���� 1 < p � ∞5 �� �%����� ����� . �(���� �� ��� p������� �� ������ H1,p
at '�� �(�,$�� B���

��������� . H1
at


�� ������ H �� �����8�������� �� 6��%���5 �(��� . ���� �� �������������� �� 7������ ��
�3�%��� (−i �#� n)n∈Z �,�� �#� 0 = 1
 &� 8����� �����$�� �� 7�A����� ���� ����� ��
8������� ��

%����&�	 �.�.� �
 �"���� �
� ��
���
�� C > 0 ��

� ��� ����� f ∈ H1 ��	�'� f ∈ H1
at ��

‖f‖at � C‖f‖L1 ,

�� 	����	������
� �� f ∈ H1
at �
�	� 1

2(Id+ iH)f ∈ H1 ����

‖1
2
(Id+ iH)f‖L1 � C‖f‖at.

 �� �������5 ���� ��,���� . ���������� �(������ BMO < ��� 8������� ������%�� ��� T ���
���� BMO �(�� ������ ��� ��������� C ����� '�� ���� ���� �����,���� I ⊂ T

1
|I|
∫

I
|f − fI |�m � C

�I fI = 1
|I|
∫
f�m ��� �� ��3���� �� f ��� I
 &� ���� ������ ��������� C ,������� ���

���#������ ��� ‖f‖BMO
 BMO ���� �� ����� ����� ��� �� ������ �� )����� ������ ���
8�������� ����������5 �� �����$�� �� 7�A����� ��� ����� '�� BMO �� L∞(T)/H∞(T) ����
����������
 &�� ��������� ����� BMO �� L∞(T)/H∞(T) 9�������� ��� �������� �� 6��?��:
���� ������� ��� ��� 8������� <

1
2
(Id+ iH) :

{
BMO → L∞(T)/H∞(T)∑
n �=0 anz

n �→ ∑
n>0 anγn−1



���� ���������	�� !�

��

Id :
{
L∞(T)/H∞(T) → BMO∑

n>0 anγn−1 �→ ∑
n>0 anz

n .

����� ������������5 �� ���� ���������� �� ,������� �,�� �� �������� p ���� ��
����� <

1
|I|
∫

|f − fI |p�m � C,

���� 1 � p < +∞5 �(������ BMOp �%���� ��� ��������� . BMO

"�� ��������� �(������ �(���������� ��� E ��,���� . ������ ��� ����� ��� ��� �������

Mn ⊗ E5 �� ��� ���� ����� . ���������� ��� #�������������� . ,������ ,���������� �� H1

�� BMO
 *� X ��� �� ������ �� )�����5 L1(T,X) ��� �(������ ��� 8�������� )�������
������%��� ����#��%���5 �� ����

H1(T,X) = {f ∈ L1(T,X) | f̂(n) = 0, n � 0}.
-� ���� ������ �� �� �B�� ����$�� �(������ H1

at(X) �� �������� �� ��������� ��� ������ <
��� 8������� )�������������%�� a : T → X ��� �� ����� ��

.���� a ⊂ I, I ⊂ T ��� �� �����,����


.
∫
I a�m = 0

.‖a‖∞ � 1
|I| .

��
H1

at(T,X) = {f ∈ L1(T,X) |∃(λi)i�1 ∈ C
N, (ai)i�1 ������ ���� '��

f =
∑
i�1

λiai ��
∑
i�1

|λi| <∞}.

&� ����� ��� ������ �� ����$�� �����#�� �� ��� ��������
 &� �����$�� �� 7�A����� �(���
���� ,��� ���� ���� )����� X
 ���������5 )���#��� D)��E � ������ <

%����&�	 �.�.� �
 �"���� C > 0 ��

� ��� ����� ��
����
 f ∈ H1(X) ��	�'� f ∈ H1
at ��

‖f‖at � C‖f‖L1.

&(������������� ��,���� �(��� �����%�� '�� �� X ��� "2������3��'�� 9,��� ��������� �
�

:

 �� ������ ��� ��������� �(������������ ����� H1,p

at �� H1
at ������� ,���%��� . ,������ ,�����

�������

 ��� ��� #�������������� �� BMO �� L∞(T)/H∞(T) . ,������ ���� X �� ������ ��

)����� ���� 9���� �� ����� X ���� �� ��������� ���� �� ����� 6��%������:5 �� ������� ���
�B��� ����������5 �� ������� ��� 8�������� ���8��%������ ������%��� . ,������ ���� X


-� ��� �� ������ �� ������� ��� ���������� �(������ �(���������� '�� �(�� ,� ����������
���� �� �����


&� ��������� �� ���� ������ �� Q������� '�� �(�� ���� ������ ��� L∞(T)/H∞(T) ��� %���
�,�������� min(L∞(T)/H∞(T))5 �� 8��� �� �� ��������� ���,������� �� min5 ��� ���������
��� �� ��������� �� ��� ������ �(���������� ���� ��� �����'������ �������� �� ����� �����#���
�� ��,��� %������'��5 ���� ���� maxH1 ��� ������� �������


&� �����$�� �� >������*������� �#� ���� � ����� ��� ����������� ��������� �� �(������
�� )����� L∞(T)/H∞(T) ����� ������ �(���������� 9,�� ��� �������� �� 6��?�� H:
 ����
�� ����� L∞(T)/H∞(T)5 �� ���� '�(������ �(����������5 ����#���� ���G���� ����� ���������
�� '������� �� minL∞(T) �� H1 ��� ������� �������
  �� �������5 �� �'���� ����� H1 �(���
��������� �(������ �(���������� '�� ���,���� �� ����#�����

H1 ⊂ maxL1.



!! ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

&� ������� �� Mn ⊗min L
∞ (= Mn ⊗λ L

∞ ��������'������: ��� �� ��,��� ������ �(����
������� S1

n⊗̂L1 9������� ��������� ���G����8 �(������� �(����������: '�� ��� ��������'�� ��
���� '�� )����� . L1(S1

n) �� ���� H1⊗̂S1
n ��� ��������'�� . H

1(S1
n)


"�� ����� 8�K�� �� ������ ��� ������ ��� BMO ⊗Mn '�� �����8������ ��� ������� ��
/��� ��� �� ���,���� < BMO ⊗Mn ���� B��� ,� ����� �� ������ �� 8�������� 9������
��� ����������: �� T ���� Mn5

(�)��
��� �.�.� ���	 f : T →Mn ����	�.
�� �
 ����

‖f‖2
BMOC

= sup
I⊂T �������		�

1
|I| ‖

∫
I
(f − fI)∗(f − fI)�m‖Mn .

*�� ����� ����������5 �� ��� �,����� '�� (R2) ��� �����8���
  ��� ,������ (R1) �� '�(�� �(�#��
%��� �(��� �����5 �� ��;� �� �����'��� '�� <

‖f‖BMOC
= sup

ξ∈�n
2 ; ‖ξ‖�1

‖f.ξ‖BMO2(�n
2 ). (∗)

-� ���� BMOC �(������ �(���������� ����� �%����
  �� �������5 �� �%����� ��� ���,����
��������� �(������ �(���������� ��� H1

at '�� �(�� ���� H
1
R
 &� ������� ���������� ������

�(��������� �������� �(������ �� )�����Mn(BMOC)∗ = S1
n⊗̂H1

R5 (∗) ����� �� ����#�����
��������'��

Mn(BMOC) → �∞(BMO2(�n2 ))
f �→ (f.ξ)ξ∈�n

2 ; ‖ξ‖�1
.

&�� �������� �� S1
n⊗̂H1

R ���� ��� 8�������� �� T ���� S1
n 4 ��� %��'��� ������������5 ����

��� 8�������� �� �� 8���� ξ ⊗ a �I ξ ∈ �n2 ��� �� ����� 	 �� a : T → �n2 ��� �� ������� .
,������ ���� �n2 5 �� ��� ������� R������� 4 �� ����� �� f ���� H

1⊗̂S1
n ��� ������ ���

‖f‖ = inf{
∑
i�1

|λi|; f =
∑
i�1

λiai, ai R������� �� ξ ∈ �n2}.

�	��� �	 / &�� R������� ���� ��� ��� ������������ �� �������� . ,������ S1
n
 &� ������

8�������� �� 6��%��� ��� %����� �� H1
at(�2) ���� �����B��5 �� �� ������ '�� ���� R������

a5 1
2(Id+ iH)(a) ��� ���� H1(S1)

�� ��,������ ��� ������� ���� �� ��������� �� BMOC 5 �� �%����� �(������ �(����������

BMOR 4 H1
C ��� �� �������� ���� ��� ������� �������


&�� ���� ���������� �(������ �(���������� BMOC �� BMOR �� ���� ��� �3�����'���5
����� �� ���� ���� ��� ��� ���������� �� Q��������5 ���� �� ������� ���� ������������5 �����
���� �� ��� �� R �� C 9,��� ���������� 	
�
	�:5 ����� �� ���� <

'��
���
��� �.�.� )������� �����	����	� BMOR ∩BMOC ��� �����	��� ! �
 Q2�������
?
 
� 
��� BMOR∩C � ���	 f : T →Mn ����	�.
�� �
 �

‖f‖BMOR∩C
= sup

I⊂T �������		�

( 1
|I|‖

∫
I
(f−fI)∗(f−fI)�m‖Mn ,

1
|I|‖

∫
I
(f−fI)(f−fI)∗�m‖Mn

)
.

�	���� < &� ������������� �� ����� ����������� ������ ��� �(����������� �� �����$�� ��
F��#� 	
�
		 �� �� ,������ 8��%�� �� �(���#����� �� =����������? �������� ���� �� ����������
	
�
	� < ����� ����������� ������������ T : Mn → Mn �� ��������� ��� R ∩ C5 ���������
���5 ���� ����� ����� (mi)i�1 �� �������� �� ������ n <

sup(‖
∑
i�1

T (mi)∗T (mi)‖, ‖
∑
i�1

T (mi)T (mi)∗‖) � C sup(‖
∑
i�1

m∗
imi‖, ‖

∑
i�1

mim
∗
i ‖),



���� ���������	�� !�

�� ������� . �� ������ ���� ��,���� .5 ���� ����� 8������� ������%�� 9�� ����#��%��: f .
,������ ���� Mn <

sup(‖
∫

T

T (f(z))∗T (f(z))�m(z)‖, ‖
∫

T

T (f(z))T (f(z))∗�m(z)‖)

� C sup(‖
∫

T

f(z)∗f(z)�m(z)‖, ‖
∫

T

f(z)f(z)∗�m(z)‖). (∗)

�� 8��� ������� '�(�� ������ C � 0 ����� '�� ���� ���� ������ n � 15 ����� �����������
�������� T : Mn →Mn �� ����� 8������� f : T →Mn5 �� �

‖T (f)‖BMOR∩C
� C‖f‖BMOR∩C

.

���� ���,���� ����������� �� (∗) �����'�� ���� ���'�� �����,���� I . �� 8������� f − fI

���������� . I
 �
-� ���� H1

R+C = H1
R +H1

C �� ������� ������� �� BMOR∩C 
 �(���$� D ��E5 ��� ������
������ u : E → F ��� �����$������ %����� �� ����� ��8������� . C �� �� ��������� �� ����
���� n � 15 u ⊗ IdS1

n
: E⊗̂S1

n → F ⊗̂S1
n ��� %����� 9�� ��,��� )�����: ��� C
 ����5 ��

�����'�� ���������� �������� . �� ��������� �� �� ����� �(������� �(���������� �����

'��
���
��� �.�.* )����
������


1
2
(Id+ iH) : H1

R+C → H1

��� ����
�����
� .�	
���
��	 ���
���� �
 � ��
� �
� ���
������
 ����
�����
� .�	
��

Id : L∞/H∞ → BMOR∩C .

����� ��������� ��� BMO ���%�� ����J �����#� �� ������� �%��� 4 �(���� ��������� ����
������ ��� ��������� �(������ �(���������� ��� BMO ��� �� ������� ����� ����� ���
Mn ⊗ BMO ����� ���,����� �� �(������������� Mn ⊗ BMO = BMO(Mn)5 ��� ������
,������� (R1)
 ���������

'��
���
��� �.�.! )� ����

� �� 
�	��� ��	 BMO(Mn) 
���� ��� �
� ��	����	� ��������
�����	����	� ��	 BMO�

-� ������ '�� �� 8������ �� ������ �� �����8��� ��� (R2)


-	��	 �.�.� �
 ���
��'�
� T = [0, 2π[� 
� ��
����


f(t) = log | tan(
t

2
)|

��� ��
� BMO�

�� �A��5 �� 8������� f ��� . ��� ��������� ��$� �� �����8����� �� 6��%��� �� �� 8�������
������������'�� �� �(�����,���� I = [0, π] 9�(��� . ���� �� ���,���� �� cotan ( t

2) �,�� �����
8������� �����������:

�	���� < >����� fx(t) = log | tan( t−x

2 )| �� (ex) �� %��� ������'�� �� �∞([0, 2π[)

*��� xi ��� ����� ����� ���� I
 *� �(������ (R2) ����� �����8���5 �� ��,���� �,��� ���� ����
������ n <

‖
n∑

i=1

fxi ⊗ exi‖ = sup
1�i�n

‖fxi‖BMO = ‖(fxi)‖BMO(�n∞).



!� ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

����� �� ����� ���� BMO ��� ��,������� ��� �����������

sup
1�i�n

‖fxi‖BMO = ‖f‖BMO <∞.

�(����� ����5

‖(fxi)‖BMO(�n∞) � 1
π

∫ π

0
sup

1�i�n
|fxi(t) − fxi,I | �t

����� f ��� �������� ��� �� ,������#� �� 0 �� ���� ,��� −∞ �� 05 �� ��������� �� �����$��
�� ���,��#���� ��������5 �� �%����� 8���������

lim
n→∞ ‖(fxi)‖BMO(�n∞) = ∞,

�� '�� ��� ��������������
 �
�	��� �	� / &� �������� ��%����� �� �(�� �������� BMO ��� BMOq
 &� ����,� ������
�� 8��� '�� �� ����� �� ������ ��� BMO(Mn) �(��� ��� ���8�������� �'��,������ . ���
��������� �(������ �(����������


��� ��	��� ���������	��

-� � ,� ���� �� ������� �������� '�� �(������ �(���������� Vect (γ2i) ��� ����������
R ∩ C 4 �� �� ����3�� �(������ �(���������� ���� BMOR∩C ��#����� ��� (z2i

)5 �� ����,�
�#������� R ∩ C �� ��� ������ ���������� �� ��;���� ��� ���� ��A�������� BMOR∩C ��
L∞/H∞5 �(��� ����'��� �� �������� �(������ ��#����� ��� (z2i+2j

)i>j�0 ���� BMOR∩C 


-� ���� (δn)n�1 ��� %��� ����������� �� R∩C �� (ei) �� %��� ������'�� �� �1 �� ����
��������� ��� ���������5 �� ���� δi,j = δ2i+2j

%����&�	 �.�.� 3���
� xi,j ∈Mn� �
�	�

‖
∑

i>j�0

xi,jz
2i+2j‖Mn(BMOR∩C) ≈ ‖

∑
i>j�0

xi,j ⊗ δi,j‖Mn(R∩C) +

sup
k�1

‖
∑

i>k>j�0

xi,j ⊗ δi ⊗ ej‖Mn((R∩C)⊗minmin �1).

�	���� <
-� �������� ��� ������� �
 
 *��� f =

∑
i>j�0 xi,jz

2i+2j
5 �� ����

‖f‖2 = ‖
∑

i>j�0

xi,j ⊗ δi,j‖Mn(R∩C) + sup
k�1

‖
∑

i>k>j�0

xi,j ⊗ δi ⊗ ej‖Mn((R∩C)⊗minmin �1).

-� ��G��� ‖f‖Mn(BMOC) ��� ‖f‖2
 *� I ��� �� �����,���� �� T5 �mI ��� �� ������
���������� ��� I
 -� �

‖f‖2
Mn(BMOC) = sup

I
‖
∫

I
(f − fI)∗(f − fI)�mI‖Mn

= sup
I,h∈B�n

2

∫
I
‖(f − fI)h‖2�mI

-� ��� I �� �� ������� '�� |I| ∈ [2−k−1; 2−k]5 �� ����

‖f‖2
I = sup

h∈B�n
2

∫
I
‖(f − fI)h‖2�mI



���� ���	�� �	���
��	��� !0

�� ������� f �� ����� �������

f =
∑

i>j�k

xi,jz
2i+2j

︸ ︷︷ ︸
f1

+
∑

k�i>j

xi,jz
2i+2j

︸ ︷︷ ︸
f2

+
∑

i>k>j

xi,jz
2i+2j

︸ ︷︷ ︸
f3

.

���� �� '�� ���� α ����#�� �� ������ �� �� 8���� 2i + 2j 5 �� ���� λn =
∫
I z

n�mI ��
hα = xi,j.h
 *� a ��� �(��������� #����� �� I5

λn =
1
|I|
∫ a+|I|

a
e2iπnt �t =

e2iπna

2πin|I| (e
2iπn|I| − 1).

+,�� ��� ���������5

‖f‖2
I = sup

I,h∈B�n
2

∫
I
‖f.h‖2�mI − ‖

∫
I
fI .h�mI‖2

= sup
α,α′

∑
α,α′

(λα−α′ − λαλα′)(hα|hα′).

�: -� ��G��� ‖f1‖2
I < �� ����� ��� α = 2i + 2j ���� i > j � k


-� �����'�� ���� �(�%��� '�� (
∑

α ‖hα‖2)
1
2 � ‖∑i>j xi,j ⊗ δi,j‖ �� ����

‖f1‖I � ‖(λα−α′ − λαλα′)α,α′‖
1
2

B(�2(N×N))‖f‖2.

-� ������
(
∑
α

|λα|2)
1
2 �

∑
α

|λα|

� 2k+1

2π

∑
i>j�k

1
2i + 2j

� 2k+1

2π

∑
j�k

1
2j

� 1

���� ‖(λαλα′)α,α′‖ � 1

 ��� ‖(λα−α′)‖5 �� ���� z0 = e2iπa �� z = e2iπt

‖(λα−α′)‖ = ‖(
∫

I
zα−α′

�mI(t))‖

= ‖(zα−α′
0

∫ |I|

0
zα−α′

�mI(t))‖

=
1

2k|I| ‖(
∫ 2k |I|

0
z(α−α′)2−k

�t)‖

 ��� ����� �����$�� �������5 �� ξ �� η ���� ���� �25 ����� α2−k ��� �� ������ ���� ���� α


| ∫ 2k |I|
0

∑
α,α′ z(α−α′)2−k

ξαηα′ �t| = | ∫ 2k|I|
0 (

∑
α ξαz

α2−k
)(
∑

α′ ηα′zα′2−k
) �t|

� ‖∑α ξαz
α2−k‖

1
2

L2([0,1])
.‖∑α ηαz

α2−k‖
1
2

L2([0,1])

= ‖ξ‖
1
2
�2
.‖η‖

1
2
�2

�� ���� ‖(λα−α′)‖ � 15 �� '�� ������� �� ��� �� f1




!
 ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

��: -� ��G��� ‖f2‖I 


‖f2‖2
I = ‖

∫
I
(f2 − f2,I)∗(f2 − f2,I)�mI‖Mn .

-� ��#���� f2 − f2,I =
∑

k�i>j(z
2i+2j − λ2i+2j )xi,j ��� I5 ���� z = e2iπ(a+t) ∈ I 9���

i2 = −1:5 �� ������� ���G���� α = 2i + 2j

−(zα − λα) =
e2iπαa

2iπ|I|α
[
e2iπα|I| − 1 − 2iπα|I|(e2iπαt − 1) − 2iπα|I|

]
.

-� ������� |eix − 1| � |x| �� |eix − 1 − ix| � |x|2
2 5 �� �� �������� θ = 2πα|I|

|zα − λα| � 1
θ

[
θ2

2
+
θ2t

|I|
]

� 3
2
θ.

C i ���5 �� � θ � 4π2i|I| �� �� ������� k = i+ 1 ���� �� ����� �� sup �� �� ��������� ��
‖f‖25 �� ,���� ‖

∑i
j=0 ej ⊗ xi,j‖Mn(min �1) � ‖f‖2 4 �� ���%����� <

‖
i∑

j=0

(z2i+2j − λ2i+2j )xi,j‖Mn � ‖
i∑

j=0

ej ⊗ xi,j‖Mn(min �1)4π|I|2i � 4π|I|2i‖f‖2.

�����

‖f2(z) − (f2)I‖ �
∑
i�k

‖
i∑

j=0

(z2i+2j − λ2i+2j )xi,j‖,

���� �����

‖f2‖I � (
∫

I
(
∑

k�i�1

6π2i|I|‖f‖2)2�mI)
1
2 � 6π2k+1|I|‖f‖2 � 24π‖f‖2.

���: -� ��G��� ‖f3‖I 
 -� ���� hi,j = xi,j.h ���� h ∈ B�n
2

 -� ,��� ��G���� ���8��������

�� h �(���������� ∫
I
‖
∑

i>k>j

z2i+2j
hi,j‖2�mI − ‖

∫
I

∑
i>k>j

z2i+2j
hi,j�mI‖2.

 �� ��������� �� �� ����� ‖.‖25 ���� ���� ��������� (αj)5∑
i>k

‖
∑
k>j

hi,jαj‖2 � ‖f‖2
2 max

j
|αj |2. (∗)

W����� . ����������5 �� ���� �������� '�� I = [0, |I|]
 -� ��G���
A = (

∫
I
‖
∑
i>k

z2i
∑
k>j

z2j
hi,j‖2�mI)

1
2 .

 ����� ��� z = e2iπt5 �� � z2j
=
∑

n�0
(2iπt2j )n

n! �(�I <

A �
∑
n�0

(2π)n(
∫

I
‖
∑
i>k

z2i
tn

n!

∑
k>j

hi,j2nj‖2)
1
2�mI(t)

�
√

2
∑
n�0

(2π)n

n!
(
∫

[0,2−k]
‖
∑
i>k

z2i
tn
∑
k>j

hi,j2nj‖2�m[0,2−k](t))
1
2

�
√

2
∑
n�0

(2π2−k)n

n!
(
∫

[0,2−k]
‖
∑
i>k

z2i
∑
k>j

hi,j2nj‖2�m[0,2−k](t))
1
2

=
√

2
∑
n�0

(2π2−k)n

n!
(
∑
i>k

‖
∑
k>j

hi,j2nj‖2)
1
2



���� ���	�� �	���
��	��� !�

&� �����$�� �#����� � ���� ��� ����� i > k5 �� 8������ (z2i
) ��� �� �3��$�� ���������� ��

L2([0, 2−k ],�m[0,2−k])
  �� (∗)5

A �
√

2
∑
n�0

(2π2−k)n

n!
2n(k−1)‖f‖2

�
√

2eπ‖f‖2

-� ������� ���
‖f3‖I � A �

√
2eπ‖f‖2.

�� ������K��� xi,j ��� x∗i,j5 �� �%����� �� �������� �� ��G������� ���� Mn(BMOR) ���
‖.‖2 �� ����#� ���


-� ����� . �� ���������� �� �����$��

�: -� �������� ��� �� ������ �� R ∩ C
  �� ��������� �� �� ����� BMOC 5 ���� ����
h ∈ B�n

2
�� ������� I = [0, 1]

‖f‖2
BMOC

�
∫ 1

0
‖(f − 0).h‖2�t =

∑
i>j

‖xi,j.h‖2.

�� ���������� �� �B�� �,�� BMOR5 �� �%����� �� ����������

‖f‖BMOR∩C
� ‖

∑
i>j

δi,j ⊗ xi,j‖.

%: -� ��� k5 �� �(��������� .

‖
∑

i>k>j�0

xi,j ⊗ δi ⊗ ej‖Mn((R∩C)⊗minmin �1) = ‖(xi,j)‖B(�∞ ,Mn(R∩C)).

-� ������#�� ��� 8��� �� ���� R �� C5 '����� . ������ �� h ∈ B�n
2
5 �� ��� ����� ������ .

������� '�� ���� ����� ����� (αj) �� ��������� �� ������ 	5 �� � ��� ���������� �� �3��∑
i>k

‖
∑
k>j

αjxi,j.h‖2 � C‖f‖2
Mn(BMOC), (∗)

�,�� C ��� ��������� �%�����


-	��	 �.�.� �
 �"���� �
 ��
�
D�� �	�#�
����	���� P =
∑2k−1

n=−2k−1+1 pnz
n ��	�'�
�

.p0 = 0

.∀ 0 � j < k, p2j = αj

.‖P‖L1 � 9

�� �(�#�� �(�� ��#����� ������'�� �� ������� �� /���J5 P ��� ����� ��� �� 8������

P = 2

⎡⎢⎢⎣ k−2∏
j=0

j �	��

(
1 +

αj

2
z2j

+
αj

2
z2j)

+
k−2∏
j=0

j ���	��

(
1 +

αj

2
z2j

+
αj

2
z2j)

⎤⎥⎥⎦+ αk−1z
2k−1 − 2.

&� ����������� ����� j ���� �� ������ ���,���� �� ���'�� �� ���������� �� �� ����� 2j 




�1 ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

-	��	 �.�.� ���	 ����� ����

� (ηt) �� ������	� ��
� �2� �
 �"���� �
� ��
����
 �
�
������
Q =

∑
n�0 qnz

n ! ���>���
�� ��
� �2 ���.
���
� ����	�.
� ��

� ���

.∀t � 1, q2t = ηt

.‖Q‖L∞(�2) � C
(∑

t�1 ‖ηt‖2
) 1

2

�9 C ��� �
� ��
���
�� �.��
���

�	���� <  �� �������5 ���� ��,���� . ������� '�� ���� L1(�2)/H
1(�2)5 �(������ ��#����� ���

��� 8�������� (z2t
) ��� ��������� . �2(�2)


*� g ��� ���������3��'��5 ����� �� �����8����� �� 6��%��� ��� %����� �� L1(�2) ���� L
1
2 (�2)5

�� �
‖g +

∑
t�0

ηtz
2t‖L1(�2) � c‖

∑
t�0

ηtz
2t‖

L
1
2 (�2)

� c′‖
∑
t�0

ηtz
2t‖L1(�2),

�� ������� ���#����� ���,���� ��� ���#������ �� Y��������� . ,������ �25 �(�I �� �����
 �
*��� P ����� ��� �� ������� �����5 �� Q ������ ��� �� ������5 �� ���� �������� ��

����� '�� q0 = q1 = 05 �� ���� R(z) = Q(z2k
)5 ����� PR ��� ����3��'�� �� ���� i < j

P̂R(2i + 2j) =
{
αjηi−k �� i > k > j
0 �����

,

�� �A��5 �� � PR =
∑

n�2

∑2k−1

m=−2k−1+1 pmqnz
n2k+m <

S �� i > k > j �� n2k +m = 2i + 2j 5 �� �

1 − 2k−1 � 2j −m � 2k−1 + 2k−1 − 1

�� ���� |2j −m| < 2k �(�I

2i − 2k < n2k < 2i + 2k ���� n = 2i−k ���� m = 2j ,

�� ����� pmqn �(�������� 2i + 2j ��� ���� %��� αjηi−k

S �� i > j � k �� n2k +m = 2i + 2j 5 ����� m ��,��� 2k ��� ���� m = 05 ����� p0 = 0
�� ����� �(�������� 2i + 2j ��� 0


S �� k � i > j �� n2k +m = 2i + 2j 5 �� �

n2k = 2i + 2j −m � 2k + 2k−1 + 2k−1 − 1 < 2.2k ���� n = 0 �� n = 1,

����� q0 = q1 = 05 �� ����� �(�������� 2i + 2j ��� 0

�� ����5 ‖PR‖H1(�2) � C ���� ��� ��������� ���,������� C
 -� ������� �� ������� H1(�2)�

BMO(�2) 9�� �����$�� �� 7�A����� ��� ,��� ���� �� )����� �2: <

<
∑
i>j

xi,j .hz
2i+2j

, RP >=
∑
i>k

(ηi−k|
∑
j<k

xi,j.hαj) � C‖f‖BMOC
.

�� ������� �� sup ��� ��� (ηt) ���� �� %���� ����� �� �2(�n2 )5 �� �%����� �(���#����� (∗)
 �

�� �������� ,� ���� ��������� �� �������� ��� ������� BMOR∩C �� L∞/H∞

 -� �������

��� xi,j ������������5 �� ���� Δn �� ����������� �(���������� �� Mn(BMOR∩C)

Δn = Vect (ei,jz2i+2j
)1�j<i�n.

Tn ��� �� ����������� �(���������� �� Mn ��������� ��� �������� �����#������� �����
�������




���� ���	�� �	���
��	��� �	

%����&�	 �.�.� ?
 � �
 �����	������ ����
�� 0

Δn ≈ Mn/Tn,

����� ���
������
 ������
� �� j : Mn → Δn : ei,j �→ δi>jei,jz
2i+2j

���� δ 
� ���.�
� ��
E	��
��=�	�

 ��� �� ����,�5 �� � %����� �� ����� ���,��� ������������ ���� D ��E5 ����� �� %��'��
�� %��� ���� �� ������������� �� �����$�� �� >������*������� �#�


-	��	 �.�.� 3��� M �
� �
#�.	� �� ��
 1����

� �
�	� ���	 a, b, c ∈M

inf
x∈M

∥∥∥∥[ a x
b c

]∥∥∥∥ = max
{∥∥∥∥[ ab

]∥∥∥∥ ;
∥∥[ b c

]∥∥} .
�	���� < �� 8���5 �� 3 � ��� 8������ ��������� ���� x
 *�������� '�� �� ����� �� ������
���� �#�� . 	
 +����5 ����� a∗a + b∗b � 15 �� ������ l �� ����� ��8������� . 	 ��� '��
a = l(1− b∗b)

1
2 5 �� �B��5 �� ������ k �� ����� ��8������� . 	5 ��� '�� c = k(1− bb∗)

1
2 5 �����

����� �� ������� [
l 0
0 1

]
.

[
(1 − b∗b)

1
2 −b∗

b (1 − bb∗)
1
2

]
.

[
1 0
0 k

]
��� �� ����� ��8������� . 	5 9�� ������� �� ������ ��� ��������: x = −lb∗k ���,����
 �
�	���� <  ��� ������� �� �����$��5 �� ������� ������������� �� ����� ‖.‖2 �,�� ��� ��������
xi,j �� ������ p <

‖
∑

n�i>j�1

xi,j ⊗ ei,jz
2i+2j‖2.

-� �������� ��� �� ����� supk <

‖
∑

i>k>j

xi,j ⊗ ei,j ⊗ ej ⊗ δi‖ = sup
|αj |=1

‖
∑

i>k>j

xi,jαj ⊗ ei,j ⊗ δi‖

-� �����'�� '�� �(�� ���� ����,�� ��� αj ��� �(����������� ei,j �→ αjei,j ��� ��� ���������
�����$�� ������������� . �� �������������� . #����� ��� �(�������� ���#(αj)
 �� �B��5
�(����������� ei,j �→ δi ⊗ ei,j ��� ��� ��������� �����$�� �� Mn ���� Mn(n+1) 9���� �������
�� ‖δi‖ � 1: ����

‖
∑

i>k>j

xi,j ⊗ ei,j ⊗ ej ⊗ δi‖ = ‖
∑

i>k>j

xi,j ⊗ ei,j‖.

&� ������ �� R ∩ C �����

‖
∑

n�i>j�1

xi,j ⊗ ei,j ⊗ δi,j‖ = max{‖
∑
i>j

xi,jx
∗
i,j ⊗ ei,i‖ ; ‖

∑
i>j

x∗i,jxi,j ⊗ ej,j‖}

= max{max
i

‖
i−1∑
j=1

xi,jx
∗
i,j‖ ; max

j
‖

n∑
i=j+1

x∗i,jxi,j‖}

= max{max
i

‖
i−1∑
j=1

xi,j ⊗ ei,j‖ ; max
j

‖
n∑

i=j+1

xi,j ⊗ ei,j‖}

�� '��5 ���%��� �,�� ��� ������� ��� ������ ����������5 �����

‖
∑

n�i>j�1

xi,j ⊗ ei,jz
2i+2j‖2 ≈ max

1�k�n
‖
∑

i�k>j

xi,j ⊗ ei,j‖.



�� ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

2������� ���������� '�� ���� ���� n �� ���� p

max
1�k�n

‖
∑

n�i�k>j�1

xi,j ⊗ ei,j‖ = ‖
∑
i>j

xi,j ⊗ ei,j‖Mp(Mn/Tn).

 ��� ����5 �� �����'�� �� ����� ��  ������ n − 1 8���
 *��� (xi,j)1�j<i�n ��� �������� ��
������ p ������ '��

max
1�k�n

‖
∑

n>i�k>j

xi,j ⊗ ei,j‖ < 1. (∗)

-� �����$�� �� 8�� �� . ������ �� �������5 �� ���� x1,j = 05 �(���������� ���� k = 2 ��
k = 3 ���� (∗) ���%���� �� ����� �
�
� ���� ������ �� ����,�� �� ������� x2,2 ��� '��
X1 = (xi,j)1�i�n,1�j�2 ��� ��� ����� ����������� ��8������� . 	
 �� �A��5 �� � �� ������⎡⎢⎢⎢⎣

0 0
x2,1 ?
x3,1 x3,2










⎤⎥⎥⎥⎦
&(���������� ��� �� ����� �� X1 �,�� ����� ���,����� �� (∗) ���� k = 4 ������ �� ����,��
x2,3 �� x3,3 ���� '�� X2 = (xi,j)1�i�n,1�j�3 ���� �� ����� ����������� ���� ������ '�� 	
 -�
�������� ����� . ���������� X3 �� ��������� X2 �� �(���������� ���� k = 55 ���
 
 

&� ������� Xn−1 ����� �� ���� � ���� �� �����$��


/������'������5 �� ��� �,����� '�� �� �(�� ���� ��������� �� ������� �����#������ ��8��
������ 9�����������: �� ��� ������� �� ����� ���� ������ '�� 	5 ����� �� � ��� �����������
(∗)
 �

-� ��������� ���������� �� �B�� ����������� ���� ���� Mn(L∞/H∞) <

∇n = Vect (ei,jz2i+2j
)1�j<i�n.

'��
���
��� �.�.� )������� ∇n ��� ����
�����
� ������	���� �� ����2������ �� Mn

Vect (ei,j)1�j<i�n,

��	 
����
������
 ei,j �→ ei,jz
2i+2j

�

�	���� < �� �3�� �� ������� ���� 8��� �� ������ ���� �� ������� ���,����

*� ���� xi,j ��� �������� �� ������ p5 ‖

∑
i>j xi,j⊗ei,j‖ = 15 ����� �� ����������� . #�����

�� . ������ ��� �� ������� ���#�����
∑

i z
2i
ei,i5 �� �%����� ��� 8������� �� T . ,������ ����

Mpn5 '�� ��� %����� ��� 	 ���� L∞(Mnp)5 �� '�� ����� ��� �����$�� ���#�����

 ��� �� �������5 �� ����$�� ��� ������� ���� ��� ������� X ∈ S1

n[S1
p ] �� ����� 	5 ��

��������� �� �B�� ��� 8������� �� T . ,������ S1
pn ���� H

1(S1
np) �� ����� 	5 �� �� �������

������
∑

i>j xi,j ⊗ ei,j ⊗ γ2i+2j �� �� ������� �� sup ��� ������ ��� ������ �������� X5 ��
�%����� �(����� ����������
 �
�	��� �	 / �� 8��� �(��� ����$�� #�������5 �� �

‖
∑
i>j

xi,j ⊗ (ei,j + ej,i)‖ � ‖
∑
i>j

xi,j ⊗ γ2i+2j‖.

��� �� ������� ������������ . #����� ��� �������� �� ����� �� ������ �� �� #������ '�� ���
��#��� �� ��� �������� �(������ 2n ���� ��� �������� γ2i+2j 




���� ����� 	�����	�	�������� ��

%����&�	 �.�.* )����
������
 
���	�

� 1
2(Id+ iH) �� BMOR∩C ��
� L∞/H∞


���� ���
����
�����
� .�	
���

�	���� < *� ��� ����� �� ���5 Δn �� ∇n �������� ���������� ���8�������� �� n5 �� '��
�����'������ '�� �� ���G������ �� Mn ��� ��� �������� �����#������� ��8�������� ������ ����
8�������� %�����5 �� '�� �(��� ��� �� ��� �(���$� DY E
 �
�	��� �	 /  ��� �����������5 �� ����� cb �� ����� ����������� ����� ∇n ��Δn ��� �������
��� log n 4 ��� ��������� ������� �� D> MNE �������� '�� �(��� %��� �� %�� ����� �� #�������


�� ������ ����������� �� �������� . �� '������� ���,���� <
'��#�&�	 / M���,�� ��� 8������ ��������� ���� �� ����� ��

∑
i>j xi,jγ2i+2j ����� �������

�� 6��?�� . ,������ ���������� T

�� ��� ����J ������� �(���#���� ��� ����� 8������ 4 �� ��,��� )����� ���� ���� ������������
. ����� �� �����$�� �
�
	5 ��� �����'��� ����������� �� ����� ��� �����������
 -� ���� '��
���� ��� ������ ���������� 9j ���:5 �� ���� ����,�� R ∩C �� ���� ��� ������ ���� ��� �B��
���#� �3���'�� 9i ���:5 �� ���� ����,�� min(�1) 9�� '�� ��� %��� �� ��� ���� �� �����$��
�
�
	:


��� ����� �����������������

���� �� ������ ����������5 �� � �������� '�� �(������������ ������'�� ����� H1
at ��

H1 �� �(����� ��� �� ��,��� ������ �(���������� ����� H1
R+C �� H1
 ���� ����� ������5

�� ������ '�(�� �(3 � ��� �(������������ ������� ����� ��� ���� ������� �� ���������
�(��������� �� %����


-� �������� ��� �������� '���'��� ����������
 -� ��� '�(�� ������ �� )����� X ���
��� ��� ������������� ���������������� �� ���# ��� �(�� ������ ��� ����� �(��������������
�� Z �� ���# ��� (Pn) ���� '��

sup
εn=±1

sup
N

‖
N∑

n=0

εnPn‖X→X <∞

�� ���� ���� x ∈ X5 x =
∑∞

n=0 Pn(x) �I �� ����� ���,��#� ��������������������
 *� X ���
�� ������ �(����������5 ��� ����� ������������� ��� ���� �����$������ ���������������� ��
�� �����

sup
εn=±1

sup
N

‖
N∑

n=0

εnPn‖
�(X,X) <∞.

-� ��� '�(�� ������ �� )����� X ����� ��� %��� �(�� ������ ��� 8������ �� ,�������
(xi)i∈N ����� '�� ���� ���� ,������ x ∈ X5 �� ������ ��� ���'�� ����� αi �� ��������� �����
'��

∑n
i=0 αixi ���,��#� �� ����� ,��� x
 ���� ����� ���������5 �� ���� Pn : x �→ αnxn5 ��

���� ��� ���G������� %������ ��������� ���� . ����

&� ����� (Pn) 8���� ����� ��� ������������� �� ���# ��� �� �(�������� �� X5 �� ���� ���
����������������5 �� ��� '�� �� %��� (xi)i∈N ��� ����������������


*� X ��� �� ������ �(����������5 ��� %��� (xi)i∈N �� )����� X ��� ��� %��� �����$���
���� %����� �� ��� ������ ���������� ��� ���G������� Pn ���� ���8�������� �����$������
%������
 *� �� ������������� 8����� ��� ��� Pn ��� �����$������ ����������������5 �� ���
'�� (xi)i∈N ��� ��� %��� �����$������ ����������������




�! ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

����� ��� �� !����" H1 �	 H1
R+C

������K��� ��� �������� ��� ��������� ���� �(������ �� )����� H1

&� ������� �������� �� ������� ������ ���� �(������ �� )����� H1 ������� . *���� D*�E


-� ������� ��3�� �� �� N������ ������ �(����� n5 �� ���3�H�� ���#��������'�� Wn �����
��� <

Ŵn(p) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
p

2n−1 − 1 �� p ∈ [2n−1, 2n]
1 �� p ∈ [2n, 2n+1]
2 − p

2n+1 �� p ∈ [2n+1, 2n+2]
0 �� p /∈ [2n−1, 2n+2]

-� �������� Wn �� ��� ��������������� �� 7������ ��������������5 �(��� . ���� Wn : f �→
f � Wn
 &� �������� �� *���� '�� ��� . �(���#��� �� �� ������� �� &�����O���� ���3 ��� ��
���,��� <

%����&�	 �.�.� )� ����

� (Wn) ��� �
� ������������
 �
��
�����

�

� �� 
����
���� ��
H1�

�� �������� ���� �� ��������� �� ��������� ��� ����#����� ���#���$��� �� �3�� ������[��
\3#����5 ��� �����'���� �� ����� ,��� ���� �(������ ��� 8�������� ����3��'��� ���� H1

at(�2)5
�� ��� ��������� ��� C5 R�������5 �� �� ����� ���� H1

R �� H1
C 5 ��� �����'���� ���� H

1
R+C 5

�(�I

+��������	 �.�.� )� ����

� (Wn) ��� �
� ������������
 ����
�����
� �
��
�����

�

�
�� 
����
���� ���	 
������� �� ��
����
� �
�
������� H1

R+C ∩H1 �� ����� ����2������ ��
H1

R+C �

&(����� ���,���� ����� �� ��,��� �� �� )����� H1 ����� ��� %��� ����������������5 2���
��3 ���� D2�E � ������� ��� �(�;�����,� . ����� '������� ���� �(��� 8�K�� ����J ��������� 4
�� ��������� �� ����� ������H1

dy ����� . ������ �� ������#���� �3���'��� '�� ����� ��� %���
���������������� 9����'�� ��� ���������: �� ������ '�(�� ��� ��������� . H1 �� ��������� ��
�����$�� �(������������ ��  �]�J3^�?�


�������5 R�G���J�J3? DRE5 � ��������� ��� ����� %��� 4 �� �3��$�� �� 7���?��� �(�,$�� B���
��� %��� ���������������� �� �(������ �����'�� H1

at(R) 4 �� ������������� ������ ��� ���
����������� ����J ���� ���� �� �3��$�� �� 7���?��� �%������ ������,��� ��� ��������


������ ����5 �� ������� ��� ���������� � ������ �� ����� ���������� �� ���������5 2�3��
���� ��� ��,�� 9��������� N �� N�: D2�E5 ��������� �� ���%������ %���� ����������������� ��
H1(R)
 �� ���,��� �� ��,�� �� 6�������J �� R���� D6RE5 �� ����,� < �����$�� �
	� <

%����&�	 �.�.� 3� ψ ��� �
� �
��
���� �	���
�	��� ��

� ����
 �"���� �
� ��
����
 ��2
�	�����
�� W : R

+ → R
+ ��	�'�
�

|ψ(x)| + |ψ′(x)| � W (|x|) ��
∫ ∞

0
tW (t) �t <∞.

,
�	�� 
� .��� �	���
�	��� �� L2(R) ��
������� ��� ��
����
� {ψj,k = ψ(2j .+k) ; j, k ∈ Z}
��� �
� .��� �
��
�����

�

� ���	 H1

at(R)�

&� ����,� �������� . ������� '�� ��� ���G������� ��� ��� ������������ �� H1
at(R) ��#���

���� ��� �� ���%�� ��� �� ψj,k ���� ��� ���������� . ��3�� �� �3�� ������[��\3#����

����� ���� �� �����$�� �� *����5 ���� �����'�� '�� �� �������� ����� . H1

at(R, �2)
 ���
������'��� ������'��� �� ����3�� �������'�� ���������� ����� �� ������ �� �� ������ ������
�� ������ �����5 �� �� ������ <

+��������	 �.�.� )������� H1
R+C ����� �
� .��� ����
�����
� �
��
�����

�

��



���� ����� 	�����	�	�������� ��

����� #������ �� ���� �
�
��	����	 ���
���	�
������ 

�� H1

-� ����� �� ��� �� �(������ �(���������� H15 �� ������ '�� ��� ���������� �� ��������
������ �� ������� ��� �� ����� �����$������ %����
 �� ���������� ��� ��������� �� D&� E5
���� �� ���#�#� ������� �(����������5 �� ���� ���� '�� 7���K����  �'���� ��������� ��
�������������� �� 7������ %���� ��� H1 ���� ��� �����$������ %���� 9H1 �(��� ���� ���
������� _:
 �(��� �� #���� �� ������������ '�� �(�� ������,� ���� �� ����,� �� �����$��
���,���


�(���$� �� ������� �� ������������5 ��� ����������� �������� u �� H1 ���� �����B�� ���
�����$������ %����� �� Id⊗ u : H1(S1) → H1(S1) ��� %�����


&� �������� �� *���� �(��� ���� ,��� �� ��,��� ������ �(���������� <

%����&�	 �.�.� )������� H1(T) 
������ ��� �� ������������
 ����
�����
� �
��
��2
���

�

� �� 	�
# '
� �� 
����
�����

���� ��#���� '�(�� �� ���� ��� ����,�� �� ������������� ���������������� (Pn) �� ���#
��� �� H15 ����� '�� �� �����

∑
Pn ⊗ IdS1 ���� ���������������� ���� B(H1(S1),H1(S1))


 ��� ����������� �� ������ '�� �� (Pn) ��� ��� ����� �������������5 ����� �� ����
���������� ��� ����� an %����� �� ,����� �%����� ��� 	5 ����� '��

‖
∑

anPn ⊗ Id‖H1(S1
d)→H1(S1

d) � K ln d.

���� ������ �� �������� ����'��5 ����� S1
d ��� ����������� ���� S

15 �� (Pn) ����� ���
������������� �����$������ ���������������� �� ��������� C5 ����� �� ������

‖
∑

anPn ⊗ Id‖H1(S1
d)→H1(S1

d) � C

���� ����� ����� 8������ (an)

-� � %����� �� 8��� ����������� ���,��� ���� �� ����,� �� �����$�� <

-	��	 �.�.� 3���
∑
fk �
� ��	�� �
��
�����

�

� ��
� L1(T)� �
�	� 
�� ��	���

∑
εkfk

��
� �
���	����
� �� ������ �
 εk ∈ [−1, 1]�

�	���� < *� �� �(��� ��� �� ���5 �����

∃ε > 0, ∀K ∈ N, ∃jK � iK � K, ∃(εKk ) ∈ [−1, 1]N ���� '�� ‖
jK∑

k=iK

εKk fk‖ � ε.

-� ���� ����� ���������� ��� ���������� ��� ����� ak ����� '��
∑
akfk �� ���� ��� ��

�����3 <
-� ����� K1 = 1 �� �� ����

ak =
{

0 ���� k < i1
ε1k ���� i1 � k � j1

-� ��� ������� K2 > jK1 �� �� ������

ak =
{

0 ���� jK1 < k < iK2

εK2
k ���� iK2 � k � jK2

-� �������� ������� �� �������5 �� ������� K3 > jK2 . . . 

 ���'��5 ���� ���� n5 ‖∑jKn

iKn
akfk‖ > ε5 �� ����� �� ����� #������ fk �(��� ��� ��������

���������
 �



�� ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

:���
��	����
 �� ����	��� 0 -� ������ �� ��������5 en(t) = e2πint
 &� ����,� �(�������
�(�� ��� ��������� �� D> MNE
 &(���� ��� �� ���,���� < . ������ �(��� ������������� ���
�������������� �� �(�������� (Pn)5 �� ��������� ��� ������ �� ��������������� '�� ����������
������� �� �����8���� �� ���G������ �����#������ �� S1

d ����� ������������� �� H
1(S1

d)

*��� η > 0 ���5 �� ��������� ��� ���������� <

(φn) ��� ����� �(������������ �� ���# ��� �� �� 8����
∑
akPk �,�� ak ∈ {0, 1}5

(αn), (βn) ��� ������ ����������� �(�������5
(εn) ��� ����� �� ����� ���������� ��G���� ��� η5

������ '��5

∀ i, j � n

{
i) j � i ‖φn(eαi+βj

)‖ � εn
ii) i < j ‖φn(eαi+βj

) − eαi+βj
‖ � εn

-� ����������5 �� ���������� ��� α1 = β1 = 05 ε1 = ε �� ���� '������'�� 9�����:
 -�
������� φ1 = 05 (i) �� (ii) ���� ,�������


-� ������� ������ ��� ������ ����������� G��'�(�� ���# n

-� ��� δ > 0
 �(���$� �� �����5 �� ���� ����,�� �� ������ K5 ��� '��

∀ i, j � n, ∀ l � k � K, ∀ ak ∈ {0, 1}, ‖
l∑

t=k

atPt(eαi+βj
)‖ � δ

-� ���� �������� '�� �� φn =
∑A

k=1 akPk5 ����� K > A


-� ��������� βn+1 4
����'�� ��� Pk ���� �� ���# ���5 �� � limβ→∞ Pk(eβ) = 0 ����H1 ��� eβ ���� 8��%������

,��� 1
 -� ������� βn+1 ��;������� #���� ��� '�� ���� ���� β � βn+1 �� ���� �����
(ak)K1 ∈ {0, 1}K 9�� 3 �� � �� ���%�� ���:

‖
K∑

k=1

akPk(eβ)‖ < δ.

-� ��������� φn+1 4
����'��

∑
Pk ���� ���������� ,��� �(�������� �� H15 �� ���� ����,�� �� ������ N > K ��

����� '�� ���� ���� i � n

‖
N∑

k=1

Pk(eαi+βn+1) − eαi+βn+1‖ < δ.

-� ���� φn+1 = φn +
∑N

k=K Pk
 &� ����� �� K ������ '�� φn+1 ��� �� �� 8����
∑
akPk

�,�� ak ∈ {0, 1}

-� ,����� (ii) ���� i < n+ 1

‖φn+1(eαi+βn+1) − eαi+βn+1‖ � ‖φn(eαi+βn+1)‖ + ‖∑K−1
k=1 Pk(eαi+βn+1)‖

+‖∑N
k=1 Pk(eαi+βn+1) − eαi+βn+1‖

� δ + δ + δ
� 3δ.

-� ,����� (ii) ���� i < j � n

‖φn+1(eαi+βj
) − eαi+βj

‖ � ‖φn(eαi+βj
) − eαi+βj

‖ + ‖∑N
k=K Pk(eαi+βj

)‖
� εn + δ



���� ����� 	�����	�	�������� �0

�� ����� . ���� αn+1 �� ,������ (i)

 ���'�� φn+1 ��� �� ���# ���5 limα→∞ φn+1(eα) = 0 ���� H15 �� ���� ���� �������

αn+1 �� ����� '�� (ii) ���� ,������ ���� i = n+ 1

∀ j � n+ 1 ‖φn+1(eαn+1+βj
)‖ � δ.

���� �� ��� �I j � i � n5 �� �

‖φn+1(eαi+βj
)‖ � ‖φn(eαi+βj

)‖ + ‖∑N
k=K Pk(eαi+βj

)‖
� εn + δ

7���������5 �,�� εn+1 = max(3δ, εn + δ)5 �(�3����$�� �� ���������� ��� ,������ ���� ��
����� ���,���%�� �� δ5 �� �� ���� �� ����� �������� '�� εn+1 � (1 + 2−(n+1))εn


�� ������5 �� ��� �����%�� �� ���������� ��� ������ �,�� ��� ���������� (i) �� (ii)5 �,��
εn � ε

∏n
k=1(1 + 2−k) < η ���� ε ��;������� �����


-� ������� ����� ������������ ���� �������

C = sup
ak∈{0,1}

‖
∑

akPk ⊗ IdS1
d
‖H1(S1

d)→H1(S1
d). (∗)

�� �����������5 ��� ‖φn ⊗ IdS1
d
‖ �,�� ��� φn ���������� ������������ ���� %������ ��� C


*��� X = (xi,j) ��� ������� �� ������ d5 �(������� �� H1(S1
d) ����� ���

Z = ���#(eαi)X���#(eβi
),

�I ���#(di) ��� �� ������� ���#����� �� ������ d �3��� ���� ���;������ ���#����� ��� di5
,����� ‖Z‖H1(S1

d) = ‖X‖S1
d



-� ���� T �� ���G������ �����#������ ���������� ���� S1
d 4 �� �(�#�� �� �(����������� ��������

�� S1
d ���� �����B�� '�� . ��� ������� X = (xi,j)1�i,j�d ������� �� �������

T (X) = (xi,jδj>i)1�i,j�d

�I δ ��� ���G���� �� �3�%��� �� Y������?��
 &�� ���������� (i) �� (ii) �����'����

‖φn ⊗ IdS1
d
(Z) − IdH1 ⊗ T (Z)‖H1(S1

d) � εnd
2‖X‖S1

d
.

�(����� ����5 IdH1 ⊗ T (Z) = ���#(eαi)T (X)���#(eβi
) �� ���� ‖IdH1 ⊗ T (Z)‖H1(S1

d) =
‖T (X)‖S1

d
5 �(�I

‖T (X)‖S1
d

� εnd
2‖X‖S1

d
+ C‖X‖S1

d
.

&� ���� εn ���,��� B��� ��%����������� �����5 �� �� ������ '�� C ������ �� ����� �� ��
���G������ �����#������ ���� S1

d 
 �������� ��� �� �(����� �� ln d �(���$� DY E5 ����� �� �(�
��G. ,� ���� �� ������� ����������5 ���� ������� �� ����,�
 �
�	��� �	 / -� ������ �� �������� '�� ��� Pn ���� ��� ���������� ��������
 �� �A��5 ��
� ���������� ������� �� 8��� '�� ����'�� α → ∞5 Pn(eα) → 0 ���� L15 '�� ����� ,��� �� ���
Pn ���� ��������


+��������	 �.�.* H1 
������ ��� �� .��� ����
�����
� �
��
�����

�

��

*� ��� ����� �� ���5 ��� ���G������� ��� ��� ,������� �� %��� 8���������� ��� �������������
�����$������ ���������������� �� �(��������




�
 ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

�	��� �	� / ����� ���� �� ������� ���������� �� ���� ��� �B��� �������5 �� ������� ��
D> MNE �� �� D �E '�� �(���������� �� ln d ���� �� ��������� (∗) ��� �������� �� ��������
���� �� ������������� �� *����


&� ��������� ln d ��� �� ��������� "2������3��'�� �� S1
d 4 �� �������� �� �����8��� ��

�� ���G������ �����#������ ���� �(�%����� ��� ���������� �(��#����� ������� ���� D6 �E ����
�%����� �� ���������� �� ����� �����$��
 ���� ��##$�� �(������� �� ���� ����� �� 8��� ����
X �(B��� "2������3��'�� �� ��� �������������� �� H1(X)5 �(��� �� '�� �(�� 8��� ���� ��
������������ ���,����


�� �������� �� ��� ���������� ����,��� '�(�� �(������ ��� �(������������ ������� �����
H1 �� H1

R+C 


����� ��	����
��

&� �������� ��� ��� �������������� �� H1(S1) ����� ��������� ����������
 &� �����$��
�������� �(������ �� )����� �(����,��5 �� ������� �(������ �� 8�������� �����B��


-� �������� ��� ��������� S15 ���� ���� �� �������� ��� �������

(�)��
��� �.�.! 3��� X �
 ������ �� -�
����

@� �
� ��/�	�
�� �� ��	��
#�
� �
�
������ L1 ��� �
� ����� d = (dn) �� ��
����
�
-���
�	2�
��#	�.
�� ��
� 
������� L1(T∞,X) �� 
� ��	��

dn((zi)) =
∑
k>0

dk
n(z1, . . . , zn−1)zk

n,

�9 
�� dk
n ��
� ��� ��
����
� -���
�	2�
��#	�.
�� �� ��

�� ���

‖d‖ = sup
k

‖
k∑

n=1

dn‖L1(X) <∞.

F� X ��� ��� �$:2�
�
������ ;,�$:7 ���
 �"���� �
� ��
���
�� C ��

� ��� ���	 ����
����" �� ��#
�� εn ∈ {−1; 1} �� ����� ��/�	�
�� �� ��	��
#�
� �
�
������ d 0

sup
k

‖
k∑

n=1

εndn‖L1(X) � C‖d‖.

?
 ����

� ��
���
�� �$:2�
�
������ �� X 
� ���

��	� ��
���
�� C ��
� ��� �
�#�2

�����

+,�� ��� ����������5 �� ���� ������� <

%����&�	 �.�.� 3��� X �
 ������ �� -�
���� �
�	� X ��� �$:2�
�
������ �� �� ���
�2
��
� ���
 �"���� �
� ������������
 �
��
�����

�

� �� 	�
# '
� �� 
����
���� �� H1 ;
����
(Pn)7 ��� �� ��
��	��� ���� X� ����� ! ��	�

∃C > 0, ∀ εn ∈ {−1; 1}, sup
k

‖
k∑

n=1

εnIdX ⊗ Pn‖B(H1(X)) � C.

�	���� < -� �������� ��� �� ���� ������
 *� X ��� +"2�5 �� ������� ��� ���������������
��� . )��O�� 9,��� D)��E: ��� ������� +"2�
 "� �������������� �� 7������ (mk)k�1 ��� ���
�� 2����� �(�� ������ ��� ��������� C > 0 ����� '��

�: supk�1 |mk � C
��: supk�1 k|mk+1 −mk| � C
���: supk�1 k

2|mk+2 − 2mk+1 +mk| � C



���� ����� 	�����	�	�������� ��

%����&�	 �.�.�, �
 ������ �� -�
��� X ��� ,�$: �� �� ���
���
� �� ���� ��
���
���2
���	 �� $��
�
 ;�� 
�	�� C7 ��� .�	
� ��	 H1(X) ;�� 
�	�� �
��	���	� ! ���7�

�	���� < -� ��������� ��� ������������� �� �(�������� . �(���� �� ��� ���������������
 *���
φ ��� 8������� �� ������ C2 ��� R . ������� ���� [12 ; 2] ����� '��

∀x > 1,
∑
n�0

φ(
x

2n
) = 1.

-� ������$�� Pn �� �������������� �� 7������ �� �3�%��� (φ( k
2n ))k�1
 +���� ��� �����������

����� ∑
n�0

εnPn

���� ���8�������� �� 2����� ���� ���� ����� �� ��#��� εn ∈ {−1; 1} 4 ���� ���� ���� ���
������ �� ������ ���� �� �������� ���,��� �� ����� �
�
�


 �� �����'����5 �� X ��� +"2�5 �� ������� �(��� ������������� ���������������� ��
���# ��� �� H1 8����� �� ��������������� �� 2����� '�� �� ��������� �,�� �(�������� �� X


 ��� �� �������'��5 �� ������� �� ������ �� �� ����,� ����'�� X = S1
d 5 �� ��������� ��

��#����� �� �����8��� ��,���� ��� )���#��� D)��E
 en ����#�� ���G���� �� 8������� zn

*��� (Pn) ��� ������������� ���������������� �� ���# ��� �� H1 '�� �� ��������� �,��

�(�������� �� X

-� �� ��� �� ����� �� ��#��� εn ∈ {0; 1} 9�� ���� ���G���� �������� '�� ε1 = 0: �� ���

��A������ �� ������#��� ����3��'�� d = (dn)5 �� ���� ������� '��

sup
k

‖
k∑

n=1

εndn‖L1(X) � C‖d‖,

���� ��� �������� ��������� ���,������� C

 �� ��� ��#������ ������'��� �(�������������5 �� ���� �������� '��

dn((zi)) =
Nn∑
k=1

dk
n(z1, . . . , zn−1)zk

n

��� �� ���3�H�� �� (z1, . . . , zn) ����3��'�� �� zn

&� �����8��� �������� . 8���� �� ����#����� �� ,����%��� ��� T

∞ �� �� 8����5 ���� z ∈ T

(z1, . . . , zn, . . . ) �→ (zk1z1, . . . , z
knzn, . . . )

���� ��� ����� %��� ������� kn5 �� �����'�� ������� �� ������������� �� H1

-� �� ��� ε > 05 �� ��������� ��� ���������� ��� ������ (αn)5 (ln)5 (kn) �(������� �� (φn)

�(������������ �� H1 ���� �����B�� ������ '�� ���� ���� n

	
 α1 + l1 � α2 � α2 + l2 � . . . � αn � αn + ln.

�
  ��� p � n5 �� ������� �� 7������ �� z �� dp((zk1z1, . . . , z
kpzp)) ��� ���� �(�����,����

[αp, αp + lp]


�
 φn ��� �� �� 8���� φn =
∑Dn

k=0 ε
′
kPk ���� �� ������� ����� �� ��#��� ε′k


!
  ��� p � n �� ���� ���� k ∈ [αp, αp + lp]{ ‖φn(ek)‖ < ε �� εp = 0
‖φn(ek) − ek‖ < ε �� εp = 1



�1 ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

-� ���������� ���� n = 1 <
����� d1(z1) ��� ���������� �� z15 �� ������� k1 = 15 �� ������� �� d1(zz1) �� z ���

���� ������ ���� [1, N1]5 �� ����� ����� α1 = 1 �� l1 = N1 ����� '�� φn = 0
 &� ���������
! ��� ,������ ��� �� � ������� ε1 = 0


-� ������� �� ������������ �A������ �� ���# n5 �� �� ������ ���� n+ 1

*��� δ > 05 �� ����� �
�
� ������ '�� ���� ���� 1 � k � αn + ln5 ��� ������

∑
t ε

′
tPt(ek)

���� ���8�������� �� �����35 ���� �� ����������� K ��;������� #����5 ���� ���� l � K
�� ���� ����� �� ��#��� ε′ <

∀1 � k � αn + ln, ‖
l∑

t=K

ε′tPt(ek)‖ < δ. (1)

-� ������� �� ������������ ����� ���� �� ������� ���������� <
 �� �
 φn ��� �� �� 8���� φn =

∑Dn
t=0 ε

′
tPt
 -� ��� K > Dn5 ����� ��� Pk ���� �� ���#

��� limβ→∞ Pk(eβ) = 0 ���� ���� ������ k5 �� ���� ���� ������� αn+1 ��� '�� ���� �����
�� ��#��� (ε′t)1�t�K <

∀β � αn+1, ‖
K∑

t=1

ε′tPt(eβ)‖ < δ. (2)

����� dn+1((zi)i�n+1) ��� �� ���3�H�� �� ��� zi ����3��'�� �� zn+15 �� ������� �� z ��
dn+1((zkizi)i�n) ��� �� �� 8����

[kn+1 + f(k1, . . . , kn) ; Nn+1kn+1 + g(k1, . . . , kn)],

�� ���� ���� ����,�� kn+1 �� ln+1 ���� '��

αn+1 � kn+1 + f(k1, . . . , kn) � Nn+1kn+1 + g(k1, . . . , kn)] = αn+1 + ln+1.

�� '�� ������ ��� ���������� 	
 �� �

 �����
∑
Pn ���� ���������� ,��� �(��������5 �� ���

N ��;������� #���� ���� '��

∀αn+1 � α � αn+1 + ln+1, ‖
N∑

t=1

Pt(eα) − eα‖ < δ. (3).

C �� �����5 �� ������#�� ���� ��� <
S *� εn+1 = 1
-� ������ φn+1 = φn +

∑N
t=K Pt5 �� � ���� %��� !

 -� ,����� �
 4 #�@�� . (1)5 �� �

���� ���� 1 � k � α− n+ ln5

‖φn(ek) − φn+1(ek)‖ < δ

�� ���� ���� �� ����� ���,���%�� �� δ5 �
 ��� ,���� ���� ���� ��� ������� p � n

 ��� p = n+ 1 �� αn+1 � k � αn+1 + ln+15

‖φn+1(ek) − ek‖ � ‖∑N
t=1 Pt(ek) − ek‖ + ‖((∑K−1

t=1 Pt) − φn)(ek)‖
� δ + δ

&� �����$�� ��G������� ��� δ ���,���� �� (3) �� �� ������� �� (2) ��� (
∑K−1

t=1 Pt)−φn

��� �� �� 8����
∑K

t=1 ε
′
tPt �� ���� �� %�� ����� �� δ ������ �� �������� �� ���




���� ����� 	�����	�	�������� �	

S *� εn+1 = 05
-� ����� φn+1 = φn5 ����� !
 �� �
 ���� p � n ���� ,������
  ��� p = n + 15 ����
������� ����������� �� (2) �� δ < ε


�� ������ ���� �� ����� �� δ #�@�� ��'��� �� ������������ �� ���# n+ 1 ��� �����%��

�� ����������5 ����� ������������ ��� �����%�� ���� ���� n � 1 �� ���� ε > 0


-� �

‖
N∑

n=1

dn‖L1 =
∫

T∞
‖

N∑
n=1

Nn∑
k=1

dk
n(z1, . . . , zn−1)zk

n‖�m((zi)).

 �� 7�%��� �� �(��,������� ��� ����������� �� �m((zi)) ��� (zi) �→ (zkizi)5 �� �

‖
N∑

n=1

dn‖L1 =
∫

T∞

∫
T

‖
N∑

n=1

dn((zkizi)1�i�n)‖�m(z)�m((zi)).

-� ���� C = supn ‖φn‖B(H1(X))5 C < ∞ ��� �
 �� ��� �3����$��� ��� (Pn)
 *� �� ���
(z1, . . . , zN )5 ��� 	
 �
 �� !
5 ���� n � N

φN (dn) = εndn + εf(dn)

�I f �� ������ '�� �� �� ����� ��� ���;������ �� dn 9�� 3 �� � �� ���%�� ��� ���
�3����$��:
 �(�I

C‖
N∑

n=1

dn‖L1 �
∫

T∞
‖φN

( N∑
n=1

dn((zkizi)1�i�n)
)
‖L1(T)�m((zi))

�
∫

T∞
‖

N∑
n=1

εndn((zkizi)1�i�n)‖�m((zi)) + εf(d).

�� 8������ ������ ε → 05 �� �� ������ '�� �� �����8�������� �� ������#��� (εn) ��� %���
%����� �������������� ��� ����� �� ���� X ��� +"2�
 �
�	��� �	 / ����� ���������5 �� �������� ����� ,���%�� ���� ��� Pn ��������


*������ '�� S1 �(��� ��� +"2�5 �� �����$�� �����'�� �� �����$�� �
�
�

�	��� �	 /  �� �� �����$��5 �� X �� ��������� �,�� ��� ������������� �� H15 �� ��
��������� �,�� ��� ������������� �� 2�����


'��#�&�	 / -� ���� �� �������� . '����� ��������� ��� X5 �� ������ ��� %��� ��������
��������� �� H1 '�� �� ��������� �,�� X
 -� ���� '�� �� X ��� "2� ����� �(��� �� ��� ���
��� ��������� ��� ��� ����������5 �� '�(��� ����� ��������� �����'�� '�� X ��� +"2�


"�� ����� 8�K�� �(������� �� �������� ��� ��� �������������� ��� �� ����#�� �(������ ��
8��������
  ��� ����� ������ Λ ⊂ Z5 �� ������

L1
Λ(T) = {f ∈ L1(T) | f̂(n) = 0 �� n /∈ Λ}.

�(��� ������������� �� ������ �(���������� ����� ����������� �� L15 �� H1 ����������
���������� . L1

N∗ 
 ���� �� ����,� �� �����$�� �
�
�5 �� � G���� ������� �� 8��� '�� N
∗

�������� �� �����%�� �� �� 8���� {αi + βj}5 �� ������ �� �� ����,� <
+��������	 �.�.�� )������� L1

Λ(T) 
������ ��� �� ������������
 ����
�����
� �
��
��2
���

�

� �� 	�
# '
� �� 
����
���� ��� ��� Λ ��
���
� 
� ����� �� ���" ����2�
���.
��
�
'
�� �� Z ( � ��	���	�� �
 
�� ��� �� .��� ����
�����
� �
��
�����

�

��



�� ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

�	��� �	 / *� Λ �� �������� ��� ��� ����� �����5 ����� �� ��� �����%�� '�� L1
Λ(T) �������

��� ����� %��� 4 �� ������� ��� �� ��� Λ = {2k; k � 0}5 �� � ����� L1
Λ(T) ≈ R+C '�� �����

%��� �`� ��� %��� �����$������ ����������������


&� ������������� �� �����$�� �
�
� ������ �� ������ ��� �� ����� �
�
� '�� ��� ,���
���� ���� )����� ���� ����� ��� �� 8��� '�� zn ���� 8��%������ ,��� 0 ���� L15 ���� �(���
���� ,��� ���� C(T) ��� 8�������� ��������� ��� T5 ��������� �� ���� �������� ���������
�� ��������� �� ��� ���� �(����3�� 8������������


�� ����$�� �����#�� . L1
Λ(T)5 �� ���������

CΛ(T) = {f ∈ C(T) | f̂(n) = 0 �� n /∈ Λ}.

���� �� �����5 �� � �� �����#�� �� �������� ���������5

%����&�	 �.�.�� )������� CΛ(T) 
������ ��� �� ������������
 �
��
�����

�

� �� 	�
#
'
� �� 
����
���� ��� ��� Λ ��
���
� 
� ����� �� ���" ����2�
���.
�� �
'
�� �� Z ( �
��	���	�� �
 
�� ��� �� .��� �
��
�����

�

��

�	���� < &� �������� ek ��� ���G���� �������� ���� �� 8������� zk

����� CΛ(T) ��� �� ������ �������5 ����� ������������� ���������������� ��� �����$���
���� ����������������5 �� �� ����� ���� �� ����� ��� ������� �(����������


&� ������ �� �� ����,� ��� ���G���� �� �B�� ���8 '�� ����� 8���5 �� �� ���$�� ��������
������ . ��� ���������������5 ���� ���� �� ������� <

-	��	 �.�.�� )�� ��
���
������	� �� 8��	��	 ��
� ����
���
��� ��
� B(CΛ)�

���� ������� �� �(��������� �(��� ������ �� 6��� ��� T5 �� ���� τz �� ����������� ��� z
��� T 4 ���� ����� ����������� V : CΛ → CΛ5 �� ������

P (V ) =
∫

T

τzV τz�m(z).

�� �(3 � ��� �� ���%�$�� �� ��������� ��� CΛ ��� ��,������ ��� �����������

�� �(��,������� ��� ����������� �� �m5 �� ������� '�� P (V ) ������� �,�� ��� ������������5
�(��� ���� �� �������������� �� 7������
 �� ���� P ��� �� ����� 	 �� P ��� �(�������� ���
��� ���������������


-� ���� ����� '�� <
�	��� �	� /  ��� F ⊂ Λ ��� ������ ����5 ����� �� �� V ⊂ Vect {ek ; k ∈ F} ����� ��
������� �� �������������� P (V ) ��� ������ ���� F 

P ��� �������� ���� �� ������#�� �� �� ���,��#���� ������5 �� ����������� �� Vn ���� ����
������� ,��� �(�������� ����� P (Vn) �����


-� � �#������� %����� �� �������� %��� ����� '�(�� ������ ��� ����� (Fn) �� ���������
������� �� ���# ��� �� CΛ ������� ���������� ,��� �(��������5 ��� ������� ��� ��3��� ��
7�G$�


-� ������$�� (Pn) ��� ������������� ���������������� �� ���# ��� �� �(�������� �� ��
������� '�� Λ ⊃ A+B �,�� A �� B ������


-� ���� Vn =
∑n

k=1 Pk5 �(��� ��� ����� '�� ���� ���������� ,��� �(��������


-	��	 �.�.�� 3��� ε > 0� ���	 ����� ��	��� '
�� F � �
 �"���� ��� �
���	� m �� n ��
� ���

.‖FmVn − Vn‖ � ε

.∀λ ∈ F, ‖P (FmVn)eλ − eλ‖ � ε

?
 
��� Mm,n 
����
������
 P (FmVn)�



���� ����� 	�����	�	�������� ��

�	���� < -� �������� ��� ������� n ��;������� #���� ��� '�� ���� ���� λ ∈ F 5

‖Vn(eλ) − eλ‖ � ε

2
.

������� ����� Vn ��� �� ���# ���5

lim
m→∞ ‖FmVn − Vn‖ = 0

-� ���� ���� ����,�� m ��� '�� ‖FmVn − Vn‖ � ε
2 


-� ������� ��� ���� λ ∈ F 5 ����� eλ ��� ,������ ������ ���� τz5 �� � <

‖P (Vn).eλ − eλ‖ = ‖
∫

T

zλτz(Vn(eλ) − eλ)�m(z)‖ � ε

2

�� ���� ‖P (FmVn)eλ − eλ‖ � ‖FmVn − Vn‖ + ‖P (Vn).eλ − eλ‖ � ε
 �

-� ��������� ��� ���������� ��� ������ �(������� (αk) ⊂ A5 (βk) ⊂ B5 ��� ������ ������
������

n1 � n′1 � n2 � . . . � nd � n′d � . . . �� m1 � m′
1 � m2 � . . . � md � m′

d � . . . ,

������ '�� �� φd =
∑d

t=1Mm′
t,n

′
t
−Mmt,nt5 �����{ ‖φd(eαi+βj

)‖ � 2dε �� j � i � d

‖φd(eαi+βj
) − eαi+βj

‖ � 2dε �� i < j � d

-� ���������� �� ����������� α1 ∈ A �� β1 ∈ B �� n1 = n′1 = m1 = m′
1 = 0


*�������� �� ������������ 8���� �� ���# d

����� φd � �� ������� �� 7������ ��� �� A ��� �����5 �� ��� �����%�� �� ����,�� αd+1

��� '�� ���� ���� j � d5 φd(eαd+1+βj
) = 0
 -� �%����� ����� nd+1 �� md+1 �� �������

F = {αi + βj ; i � d + 1 �� j � d} ���� �� ����� 9�� ���� ���G���� ������� ��� �������
����� #����� '�� �(�� ,���:
 ����� ���� αd+15 �� ������� βd+1 ��� '�� ���� i � d+ 15 ��
��� (φd −Mmd+1,nd+1

)(eαi+βd+1
) = 0
 �� ������� F = {αi + βj ; i � d + 1 �� j � d + 1}

���� �� �����5 �� �%����� n′d+1 �� m
′
d+1
 &�� ����������� ���� ����� 8������ . ,������
 &�

������������ ��� ���� �����%��


 ��� ��������5 �� ������� �� �� �� �� ������������� �� �����$�� �
�
�
 -� �� ��� d5 ��
������ �� ����� �� φd
  �� �� ��������� �� �������������5 �� ,���� ‖

∑d
t=1 Vn′

t
− Vnt‖ � C


�� ���� P ��� ������������ �� ��� ��� ����������� �� ����� <

‖φd‖ � ‖
d∑

t=1

Fm′
t
Vn′

t
− FmtVnt‖ � ‖

d∑
t=1

Vn′
t
− Vnt‖ + 2dε.

����� φd ��� ��������'������ �����$������ %�����5 �� ���� �����'��� �� �������� ��
�����8��� 9�,�� Md �� ���� �� S1

d: ���� 8���� ������ ε→ 0 ���� �� ������� '�� C ������ ��
����� �� �� ���G������ �����#������ ��� Md �(�I ��� �������������
 �

�	��� �	� / �� �����$�� 8��� ����� . ��������� ���,��������� �,�� *��8�� >��O���� ��
������ . ��� '������� ����� ���� �� ��$�� D>�E

-� ���� ��������� T ��� �(������� '��� #����� ������� ���� ����#�� �� ����,�




�! ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

��� �����

 ��� ����� �� ��������5 �� ������ '�� �(������ H1 ����� ��� %��� �����$������ %���
���
  ��� ����5 �� ��������� ��� ��������� �� &��?3 D&�	5 &��E ���� �� ����� ��� �������
�(����������
 *��� X �� ������ �(���������� �� (Rn) ��� ����� �(���������� �� ���# ��� ���
X ,�������

i) limn→∞Rnx = x ∀x ∈ X,
ii) RmRn = Rmin(m,n) ∀m �= n,

�� ��� ����� '�� (Rn) ��� ��� ����� ������������ ���������,� 9�%��#� �+*:

"�� �+* (Rn) �� 8�������� ��� �1 9�'���� �� �� ��������� ��������: �(�� ������ ��� ������
�(���������� Tn : X → �dn

1 �� Sn : �dn
1 → X ������ '��

a) Rn+1 −Rn = SnTn,
b) supn ‖Tn‖cb <∞ �� supn ‖Sn‖cb <∞.

&� �������� �� &��?35 ������ ��� ������� �(����������5 ��� �� ���,��� <

%����&�	 �.�.� 3���
� X �
 ������ �����	����	� �� (Rn) �
� �,3 �� X �� �����	���
�
��	 �1� �
�	� X ⊕1 �1 ����� �
� .��� ����
�����
� .�	
���

�	��� �	 / �� �(�#�� �� �����$�� ��������� �� D&�	E
 &��?3 � ������ ���� D&��E '�� �(��
���� ��������� �� ������ ⊕1�1 ���� �(������ 4 �� ����,� ��� �� ��� ���� �������� ���� �
!
	
��� ��;���� ���� H1


&(���� �� �� ����,� ��� �� ���������� . ������ �(��� �+* ��� X ��� �+* ��� X ⊕1 �1
8����� �� ���G�������
 ����� �� ���� ���������� �� ������������� �� &��?35 �� ��'�����
��������� ��� ����,�� <

-	��	 �.�.� ?
 ���� �������	 ��� 
� �,3 (Rn) ��	�'� �
 ���	� ;���� Rn+1 − Rn =
SnTn7

iii) TmSn = 0 �� |m− n| > 2,
iv) Tm(Id−Rn) = 0 �� m < n,
v) Rn+jSn = Sn ���	 j � 1.

�	���� < &� ����,� ��� ���������� ����� �� &��?3 4 �� ����� �� �+* ���#����� '�� �(�� ����
(R̃n) '�� �� 8�������� ��� �1 ,�� ��� ������������ T̃n : X → �dn

1 �� S̃n : �dn
1 → X
 �� ������

En = �
d2n−1+d2n

1 = �
d2n−1

1 ⊕1 �
d2n
1 5 �� ������ �� ���,���� �+* ��� Rn = R̃2n5 ���� �� 8��������

��� �1 #�@�� ��� ������������ Tn : X → En �� Sn : En → X ������� ���

Tn(x) =
(
(T̃2n−1(R̃2n − R̃2n−3))(x) , (T̃2n(R̃2n+1 − R̃2n−2))(x)

)
Sn((a, b)) = ((R̃2n − R̃2n−3)S̃2n−1)(a) + ((R̃2n+1 − R̃2n−2)S̃2n)(b).

&�� ,����������� ��� ���������� �:�,: ���� ����������
 �

-	��	 �.�.� 3��� (Rn) �
� �,3 ���	 X ��	�'�
� �72�7 �� �� �����	���
� ��	 �1� �
�	�
X ⊕1 �1 ����� �
� �,3 (Pn) �� �����	���
� ��	 �1 �9 
�� (Pn) ��
� ��� �	� �����
��

�	���� < &. ������5 �� ����,� �� &��?3 ������ ���� ,�����%��� ������������

-� ������$�� ��� �+* (Rn) �� 8���������� ��� �1 #�@�� ��� ������������ Tn : X → �dn

1 ��
Sn : �dn+1

1 → X5 �� ����� '�� �:�,: ������ �����8�����
 -� ����

Fn = �d1
1 ⊕1 · · · ⊕1 �

dn
1 .



���� ����� ��

-� ������ ��� ������������ <

Vn : X → Fn ��� Vn(x) = (2n−1T1(x), . . . , 2n−mTm(x), . . . , 20Tn(x))
Un : Fn → X ��� Un(e1, . . . , en) =

∑n
j=1 2j−nSjej

Qn : Fn+m → Fn ��� Qn(e1, . . . , en+m) = (e1, . . . , en)

�� ��� 8����� �� ,������ '�� (Qn)5 (Un) �� (VnUn) ���� ���8�������� %������5 ����
����� Fn ��� ������� ����� ���� ����� ���8�������� �����$������ %������
 �� ����5 �,:
�����'�� '�� (Vn(Id−Rn)) ��� ���8�������� �����$������ %����� ��� ���� ���� x ∈ X5

(Vn(Id−Rn))(x) =
(
0, . . . , 0, (Tn(Id−Rn))(x)

)
.

*��� Y = X⊕1 (
∑⊕1Fn)5 Y ��� �����$������ ��������� . X⊕1 �1
 -� ���� ����������

��� ������������ �� ���# ��� ��� Y <

Pn(x, (fk)) =
(
Rnx+

∞∑
k=n

2n−kUnQnfk, f1, . . . , fn−1,

(Vn(Id−Rn))(x) +
∞∑

k=n

2n−k(Id− VnUn)Qnfk, 0, . . .
)
.

����� ���� ������������ ������� ��� ��� �����'��� ���������

&�� ,����������� ��#�%��'��� �� �: �� ��: ���� (Pn) �� �� 8��� '�� ��� Pn ������ ��� ���G�������
���� ������������ 9,��� D&�	E: �� ��������� ����������� �� �:�,: ���� (Rn)


�� ����� ����� . �(������� '�� �� �+* (Pn) �� 8�������� ��� �15 �(��#����� �� &��?3 ������
������ ��� '���

-� ����

Gn = �dn
1 ⊕1 Fn−1 ⊕1 Fn−1 ⊕1 Fn ⊕1 Fn.

-� ������ T̂n : Y → Gn ���

T̂n(x, (fk)) =
(
TnX,

∞∑
k=n−1

2n−1−kQn−1fk, y,
∞∑

k=n

2n−kQnfk, z
)
,

�,�� ��� ���������

y = fn−1 − Vn−1(Id−Rn−1)x−
∞∑

k=n−1

2n−1−k(Id− Vn−1Un−1)Qn−1fk

��

z = Vn(Id−Rn)x+
∞∑

k=n

2n−k((Id− VnUn)Qnfk.

����� ������ ��� ������������ ������������ ���� ��� 8������� ���� ���8�������� �����$�
������ %������5 (T̂n) �(��� �#�������

-� ������ Ŝn : Gn → Y ���

Ŝn(a, b, c, d, e) =
(
Sna+ Und− Un−1b, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−2

, c, e, 0, . . .
)
,

����� (Ŝn) ��� ���8�������� %����� �� '�� Gn ��� ������� �� 8������ (Ŝn) ��� ���8�����
���� �����$������ %�����

-� � %��� Pn − Pn−1 = ŜnT̂n5 �� '�� ������� �� �����
 �



�� ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1

-	��	 �.�.� 3� (Pn) ��� �
� �,3 ��	 Y ����� ��
� 
� 
���� �	�����
� �
�	� Y ⊕1 �1 ≈
X ⊕1 �1 ����� �
� .��� ����
�����
� .�	
���

�	���� < -� �������� ��� ��������� Pn − Pn−1 = SnTn �,�� Tn : Y → �dn
1 �� Sn : �dn

1 → Y
���8�������� �����$������ %������5 ���� En = (Pn−Pn−1)(Y ) 4 ����� Pn−Pn−1 ��� ���
���G������5 (TnSn)2 : �dn

1 → �dn
1 ��� ����� ��� ���G������ �� En ��� �����$������ ���������

. (TnSn)2�dn
1 
 -� ���� Fn = (Id− (TnSn)2)�dn

1 5 �� � �����

sup
n
dcb(�dn

1 , En ⊕1 Fn) <∞.

*��� Z =
∑⊕1Fn5 Z ��� ����������� ���� �15 ���� �� ���� '�(������ �(���������� Z ���

�����$������ ��������� . max(Z) 4 ��� D&ME �����$�� �
�
�5 Z ��� ��������� . �15 �����
�� ��� �������5 �� ��� ���� �����$������ ��������� . �1
 -� ���� Qn �� ���G������ �� Z
��� Fn


-� ������� ��� Y ⊕1 Z ����� ��� ������������� �� ���# ��� �� �(�������� (Vn =
(Pn−Pn−1)⊕Qn) ����� '�� ���'�� ���������� Vn(Y ⊕1Z) ������� ��� %��� �����$������
%����� 9��� �����$������ ��������� . �dn

1 : 4 ���� �%����� �� %��� �� Y ⊕1 Z5 �� ��;� ��
������ %��� . %��� ��� %���� �� ���'�� ����������


���� ������� �� ����,� �� �����$�� �
!
	
 �

 ��� ������� '�� H1 ����� ��� %��� �����$������ %�����5 �� ��;� ���� �� ,������
'�� H1 ����� ��� �+* �� 8���������� ��� �1 �� '�� H1 ≈ H1 ⊕1 �1


������K��� ��� �� �+* <

-	��	 �.�.� H1 ����� �
� �,3 �� �����	���
� ��	 �1 ��
������� �� ��
���
������	� ��
8��	��	�

�	���� < -� ������� ��� ��������������� �� �� N������ ������ ���������� ������������5 ��
������ Rn ����� �� ����������� . H1 �� z−22n

W2n5 �(��� �� �������������� . �������
���� [−22n+2, 22n+2] ,����� 	 ��� [0, 22n] �� '�� �����'�� '�� (Rn) ,����� ��:
  ��� �:5 ��
�(�#�� �(�� �������� ������'�� �(����3�� �������'�� 9��� ��3��� �� 7�G$� 8������ ��� �����
������������ �� �(�������� �� L1:


���'�� Rn+1 − Rn �� 8�������� ��� �1
 �� �A��5 �� En = (Rn+1 − Rn)(H1) ����� ��
������ Fn ⊂ L1 ��������� En ����������� ���� L1 �� ��������� . �dn

1 ���� �� ����
���� dn
 Fn ��� ���� �����$������ ��������� . max �dn

1 
 -� ������ Tn : H1 → Fn ���
Tn = Rn+1 −Rn5 (Tn) ��� %��� ���8�������� �����$������ %����� ��� ��� ���������������
Tn ���� ���8�������� %����� ��� L1
 Tn ��� . ������� ���� [−22n+4, 22n+4] �� ��� ��� ���
[0, 22n]5 ���� �� Mn = W2n + · · ·+W2n+3 �� � %��� MnTn|H1 = Rn+1 −Rn
 -� ���� �����
Sn = Mn|Fn

5 �� �(�#�� %��� �(������������ ���8�������� %������ 9���� ���8�������� ����
��$������ %������ ��� ���������� �� Fn: . ,������ ���� H15 �� '�� ����� �� 8������������
��� �1 ����������
 �

+��������	 �.�.� )������� �����	����	� H1 ⊕1 �1 ����� �
� .��� ����
�����
� .�	
���

-� ���$,� �� ����� �� ⊕1�15 ���� ���� �� � %����� �� ����� <

-	��	 �.�.* �
 �"���� E ⊂ H1 ����
�����
� ����
���
�� ��
� H1 �� ����
�����
�
�����	��� ! �1�

�	���� < �� �(�#�� ������ �� �(���������� �(�� �������� ������'�� �� �� ������� ��� ������� ��
)����� 9,��� ��� ������� DR�E:




���� ����� �0

*����� ek ��� 8�������� ���� L1 . �������� ���G����� ��#������� �1
  ��� ���'�� k5 ��
������ nk ��� '��

‖Fnk
(ek) − ek‖ � 1

2.2n
(∗)

�I Fn ��� �� ��3�� �� 7�G$� �(����� n5 �� ���� ����� fk = znkWnk
(ek)5 �(��� ��� 8�������

����3��'�� �� ����� ��8������� . 	 ���� H1
 -� ������ E ����� �� 8�������� �� Vect (fk)

�: E ��� ����������� . �1

*� (αk) ��� ��� ����� ���� �15 �� � %���

‖
∞∑

k=1

αkfk‖1 �
∞∑

k=1

|αk|.

�(����� ����5

‖∑∞
k=1 αkfk‖1 � ‖∑∞

k=1 αkz
nkek‖1 − ‖∑∞

k=1 αk(znkek − fk)‖1

�
∑∞

k=1 |αk| −
∑∞

k=1
1

2.2n |αk|
� 1

2

∑∞
k=1 |αk|.

&� ������� ���#����� ���,���� �� 8��� '�� ��� 8�������� znkek ���� . �������� ���G����� ��
��#������� ���� �� ������ F ��������'�� . �15 �� ������$�� ������� ��� ����������� (∗)

%: E ��� ����������� ���� L1

&(������ F ��� ����������� ���� L1 ��� ��#����� ��� ��� 8�������� . �������� ���G�����5
�� ���� P �� ���G������
 *����� gn ��� 8�������� ���� L∞ �� ����� 	 8������ ��� %���
����� �� (znkek)
 ����� ∞∑

k=1

‖gk‖∞‖znkek − fk‖1 <
1
2
,

�(�����������

U = IdL1 +
∞∑

k=1

gk ⊗ (fk − znkek)

��� �� ������������ �� L1 ��,�3��� F ��� E

E ��� ����������� ���� L1 ��� �(����������� UPU−1
 ���� �����'��5 �� �����5 '�� �����
������ �(����������5 �� ��� �����$������ ��������� . max �15 �� '�� ���$,� �� ����������
���� �� �����
 �
+��������	 �.�.! )������� �����	����	� H1 ����� �
� .��� ����
�����
� .�	
���

-� ������� �� �������� �(������������ ��  �]�J3^�?� 9,��� D&ME:
  �� �� ����� ���������5
�� � �� ������������ �������

H1 ≈ F ⊕1 �1.

����
H1 ⊕1 �1 ≈ F ⊕1 �1 ⊕1 �1 ≈ F ⊕1 �1 ≈ H1.

&� ���������� ��������� ������ �� ��������
 �



�
 ����	��� �� ���
��
��� �������� ��
�����	��� �
� H1



#����
�� ,

���	
��
��	���� �� ����� ��� L∞/H∞

"� �������������� �� *���� (mi,j) ��� ��� ����������� �������� ��� B(�2) ������ ���
ei,j �→ mi,jei,j5 �� ���G������ ��� ��� �������� �����#������� �� ��� �� ������� 9��� %����:

���� �� ��������5 �� ������ �� ����������� �� �������� ��������������� �� *���� ��� ��������
�� 6��?�� H '�� �(�� �������� . L∞/H∞ �� ���� '�(������ �(����������5 ����� ���� ��
������� ��������5 ��� �� �����$�� 	
�
	� �� >������*������� �#�
 ��� ��������� ���� ����,��
��� ��� '������� �� ��,����� ��  ������ ���� D� E5 �� �������� ��� ������ ��� �������
�;�����,� . ��� �� ����� '�������� �� ���� ��� ������� ������5 �� ������� ��� �B��� �����
���� �%����� ��� ��������������� �� *���� ��� H %����� ���� ��� �����$������ %�����


��
 ��	 ���  ������� �� !�"����� �� �������

����� $�����	�	�
�

/��������5  ����� ���� D ��E � ��������� �� ������� ������� �(��������� ��� �� ������
�� 6��%��� ���3����������� %���� ���� ��� ���%��%�� . ��� �����������5 ��������� �����
. ��� �������� '������� �� 6�����
 ��� ������� ��� �� ��� ����������� �(��������� ��
�3�� 7�#����6��?�� . ,������ ���� �� C∗���#$%�� �+/
 &(����� �� �� �3�� �(������������
� ,������� ������� �,�� ��� ���,��� �� 7���� �� R�������5 ��� �,����� �B�� ���G������
'�� ��� ���������� 9. ,������ ���������: ���,����� �������� ��� ������� . �� '������� ��
6�����
 ���������5 +��?������, ��  ����� 9D+ E: ��� ������ . �������5 �� ��������� ��
�������� �� )���#���5 '�� ���� �� ����� ��������5 B��� ���%��%�� . ��� ����������� ��
,������ �(���#����� �� ,�� >������ 9�(��� . ���� B��� ���3����������� %�����: ���� ����
���������� �'��,������� . f ′ ∈ BMOA ���� �� �3�%��� �� �(��������� �� 7�#����6��?��

&� ������� ��� ������� �(���������� � �������  ����� . �������� �� �������������� . ,������
,�����������


 �� ���$�5 ��,����� ��  ������ D� E ��� �������� �� ����,� ��  ����� �� ���������
��,����#� �� ������� ��� ����������
 +����5 ��� ��� �� ������ ��� ��������� ���������� ��
��;����� ���� '�(�� ��������� �� �3�� 7�#����6��?�� . ,������ �+/ ���� ���3�����������
%���� �� ��� ��������� ���������� ���� '�(�� ���� �����$������ ���3����������� %���� ��
'�� ��,���� . B��� ���%��%�� . ��� �����������
 )���� ��  ������ ���� D)� E ��� ������� ���
��������������� �� *���� ���� ������� '�(��� ��������� �� ��� ���� 8���� ��� ��;�����

���� ����� �������5 �� ,� ������� '�� ���� ��������� ���������� ��� �� 8��� ��;�����


-� ���� ��� ��������� �� D)� E �� D� E

"� ��������� T %���� ��� �� ������ �� 6��%��� H ��� ��� ���3����������� %����5 �(��

��



01 ����	��� �� �
��	��	����
�� �� ���
� �
� L∞/H∞

������ ��� ��������� C > 0 ����� '�� ���� ���� ���3�H�� ����3��'�� p

‖p(T )‖B(H) � C sup{|p(z)| ; |z| � 1}.

T ��� ���%��%�� . ��� ����������� �(�� ������ �� ��������� ��,����%�� L ��� H ��� '��

‖L−1TL‖B(H) � 1.

*��� S �� ���8� ���������� ��� �2 �� Y = [ai+j]i,j�0 ��� ������� �� 6��?�� . ,������ ����
B(H) �� �3�%��� f =

∑
n�0 anz

n 9�� ���� Y = Γf :5

(�)��
��� �.�.� )�� ���	����	� �� ���� 8�#��
2<�
=�
 ! ��
��	� �����	��

�� ��
� ��'
��
��	 (�2 ⊗2 H)2 ��	

R(Y ) =
[
S∗ ⊗ IdH Y

0 S ⊗ IdH

]
.

&� ��� �������� ���������� . H = C5 ��� ���,��� �(+��?������, ��  ����� �,�'��� ����
��������� ������� '�� R(Γf ) ��� ���%��%�� . ��� ����������� �� �� ��������� �(�� ���
���3����������� %���� �� �� �� ��������� �� Γf ′ = [(i+ j + 1)ai+j ]i,j�0 ��� %�����


����� %
���	���� & '������ �#(

-� � ��G. ��������� ��� �������� �� ���A��� ���� �� ���������� 	
�
	�5 �� ���� ��� ����
������� ��� �� ������ �� 6��%��� H ,������� ��� ��������� �(��������������� ������'���
9�+/ ���� �%��#��: < {

CiCj + Cj Ci = 0
CiC

∗
j + C∗

j Ci = 2δi,jIdH

 ��� ����� ����� α = (αn)n�0 ���� �25 �� ����

Yα = [αi+jCi+j] ,

�(��� ��� ������� �� 6��?�� . ,������ �+/ 4 �(��������� �� 7�#����6��?�� ������� ��� R(Yα)

-� ��������� ����� ��� ���������

A(α) = sup
n�0

(n+ 1)2
∑
i�n

|αi|2

��
B2(α) =

∑
n�0

(n+ 1)2|αn|2.

&� �������� ��������� �� D ��5 � E ��� �� ���,��� <

%����&�	 �.�.� )����	����	 R(Yα) ��� ��
�
����
���
� .�	
� �� �� ���
���
� �� A(α)
��� '
��

3� R(Yα) ��� ���.
�.
� ! �
� ��
�	�����
 �
�	� B2(α) <∞�

C ������ �� ����5 �� ��� 8����� �� ����,�� ��� ����� α ���� ��'����� R(Yα) �(��� ���
���%��%�� . ��� ����������� %��� '�� ���3����������� %����


�(��� ����$�� #�������5 7���� �� R������� D��7RE ��� �%���� ��� ���������������
�%������� �� 8��� '�(�� ��������� �� �3�� 7�#����6��?�� ���� ���%��%�� . ��� �����������5
�� ����� �(�� ���%�$�� �� ����������� <

R(Y ) ��� ���%��%�� . ��� ����������� �� �� ��������� �(�� ������ �� ��������� %���� Z
��� �2 ⊗2 H ��� '�� Y = (S∗ ⊗ IdH)Z − Z(S ⊗ IdH)




���� �
� 
�� �
���	�� �� ���	���� �� ��
���� 0	

�� ������� ������� �������� '�� �� D = [(i+ 1)δi+1,j ] ��� �(��������� �� ����,����� ���
�2 ����� Zα = −Yα(D⊗ IdH) ��� ��� �������� 8������� . �� ���%�$�� �� �����������
 ��
�� 8���5 ���� ������� '�� B2(α) <∞ �����'�� '�� R(Yα) ��� ���%��%�� . ��� �����������5
�� ��;� �� ,������ '�� �� ������� [j αi+j−1Ci+j−1]i,j�0 ��� %����� 9����� ����������� ��� ��
�����$�� �
� ���� D)� E:
 �� �����'���� '�� �� �����$�� ������� �� ����� ������� ���
�����5 �� ��� ������ . <

'��
���
��� �.�.� ?
 � �
� ���������


‖ [(j + 1)αi+jCi+j] ‖ � (2B2(α))
1
2 .

�� ��� �����'����

+��������	 �.�.� )����	����	 R(Yα) ��� ���.
�.
� ! �
� ��
�	�����
 �� �� ���
���
� ��
B2(α) <∞�

�� '�� ������ . �� '������� �� ��,����� ��  ������


-� ������� ���G���� �� �������� γn =
∑

i+j=n ei,j 5 ����� Yα =
∑

n�0 αnCn ⊗ γn

�	���� <  ��� �� ����,� �� �� �����������5 �� � %����� �� �(���������� ���,���� <

-	��	 �.�.� ���	 ����� ����� (an)�∥∥∥∑
n�0

anCn ⊗ γn

∥∥∥ �
(
2
∑
n�0

|an|2
) 1

2
.

�	���� < ���� ������� �� �����$�� �� >������*������� �#� �� �� 8��� '�� ��� �������� ��
���A��� ��#������� �� ������

√
2���������� . �� 6��%��� 4 �� �A��5 �� � �� ���$,�����

��������� ���� L∞ ��� ‖∑n�0 anCnz
n‖2

L∞ � 2
∑

n�0 |an|2
 �
:���
��	����
 �� 
� �	��������
 0 -� ������$�� �(��������� 8����� ��� H ⊗2 �2 ⊗2 �25

T =
∑
n�0

αnCn ⊗ γn ⊗
∑

1�k�(n+1)2

e1,k.

�� �����,��������� ��� ������5 �� �%�����

‖T‖2 �
∑
k�1

∥∥∥ ∑
n+1�

√
k

αnCn ⊗ γn

∥∥∥2

 �� �� ����� �
	
�5 �� �
‖T‖2 � 2.B2(α),

�� T ��� �� ��������� %���� ������������ �����


*��� Q �(��������� ��������� �� H ⊗2 �2 ⊗2 �2 ������ ���

Q = IdH ⊗
∑
j�0

ej,j ⊗ 1
j + 1

∑
1�k�(j+1)2

ek,1,

�� � %��� Q∗Q = IdH⊗2�2 ⊗ e1,1


&� ����������� ������� ����� �� �(��������

TQ = [(j + 1)αi+jCi+j]i,j�0 ⊗ e1,1.



0� ����	��� �� �
��	��	����
�� �� ���
� �
� L∞/H∞

�� �A��5 �� �

TQ =
(∑

i,j�0 αi+jCi+j ⊗ ei,j ⊗
∑

1�k�(i+j+1)2 e1,k

)
.(

IdH ⊗∑j�0 ej,j ⊗ 1
j+1

∑
1�k�(j+1)2 ek,1

)
=

∑
i,j�0 αi+jCi+j ⊗ ei,j ⊗ (j + 1)e1,1.

�	��� �	 / &� ����������� �� �� ����� ���� ,���%��� ���� ����� ����� (Cn) ���� B(H)
����� '�� ‖∑ αnCn‖ � (

∑ |αn|) 1
2 ���� ����� ����� ���� �� ��������� (αn)
 �� �����������5

�� ���� ������� �(������ �(���������� max(�2)5 . �� ����� �� �(������ ��#����� ��� (Cn)


��� #������������	� �� ����	

���5 �� ����#� ��#$������ �� ��������� �� H1 ��� ������� �� �������� ��������� <

H1(�2) = {f ∈ L1(T, �2) | ∀n < 0 f̂(n) = 0}.

&� 8������ �� �������5 ���� f ∈ H1(�2) �� g ∈ L∞(�2)

< f, g >=
1

2iπ

∫
T

< f(z), g(z) > �z

�I <,> . ������ ��� �� ������� �� ������� ����� �2 �� �∗2 ≈ �25 ���� ������ �� ����������
H1(�2) ����� ������� �� L∞(�2)/H∞(�2)
 ����� ��� ������ ��� �� ��,��� )����� ������
���'�� .H⊗minR5 �� �� ������� ����� ����������� ����������� �� L∞(B(�2))/H∞(B(�2))
�� �� #������ '�� �� �����$�� �������


&� �������� �(+�������,  ����� �� )���#��� ���� �� ��� �������� 9R(Γf ) ��� ���%��%��
. ��� ����������� �� �� ��������� �� Γf ′ ��� %����:5 ������� �� ����� �� )���#��� D)�	E
��8������ ���� D� E ��

-	��	 �.�.� �
 �"���� �
� ��
���
�� C ��

� ��� ���	 ����� ���	��� �� <�
=�
�

‖[(j + 1)ai+j ]‖ � C‖[(i+ j + 1)ai+j ]‖.

���� ��#���� '�� �� �������������� �� *���� [ j+1
i+j+1 ] ��� %���� ��� ��� �������� �� 6��?��


��������� �� �(��� ��� �����$������ %���� ��� �� �(����� �� ���5 ��� D �0E �� D� E �� �(�����
����� �� �� �������������� �� *���� %���� ��� B(�2)5 ���� ���� �� ���� ���������������5 ��
������� �� �������� ���,��� �� )������ D)�E

'��
���
��� �.�.� 3� [mi,j ] ��� �
 ��
���
������	 �� 3���	 .�	
� ��	 B(�2) �� ��

limi→∞ limj→∞mi,j = A

�� limj→∞ limi→∞mi,j = B

�
�	�
A = B.

�	���� <  ��� �� ,��� �� ���� �������� �� 8��� '�� �� [mi,j ] ��� %���� ����� mi,j = (xi|yj) ����
��� 8������� �� ,������� (xi)5 (yj) ���8�������� %������ ���� �2
 &(��������� ��� �������
�����'�� '�� xi ���,��#� 8��%������ ,��� �� ,������ x �� yj ,��� y �� ����� A = B = (x|y)

"� ����� ��3�� �������� . �����'��� '�� �(�� ���� �������� �� �������������� [mi,j] ��
�������������� [Aδj>i + Bδi>j ] '�� �(��� %���� '�� �� A = B5 ����� �� ���������� . ��
���G������ �����#������
 �



���� �
��	��	����
�� �� ���
� 0�

�� �������� �����'�� '�� �(�� �� ���� ��� ������� ����,�� ��� ����,� �� ����� ��
)���#��� ����J 8������� ����� ���� �� ������� ����������
 &� ������������� ���#������
������� �� ��������������� �� H1 . �(���� �� �� 8������� ������5 7��#���� ���� D7�E �� � �����
��� ����� ����,� �� ��������� ��� ��������������� �� BMO �� ����� �� ������ �� ��������


���� ����� �������5 �� #��������� �� ����� �� �������� �� ������� �� ��������� �� ��������
���� �� ������������� �� �� ����������� �
	
�
 &� ������������� �������� ���

%����&�	 �.�.� 3��� (mn) �
� ����� �����	����	� ��	 �2 ��

� ���

�7 supn�0 ‖mn‖ � C
��7 supn�0 n‖mn+1 −mn‖ � C
���7 supn�0 n

2‖mn+2 − 2mn+1 +mn‖ � C
,

�
�	� (mk) ��� �
 ��
���
������	 �� 8��	��	 ��	 H1(�2) �� 
�	�� �
��	���	� ! kC ���	 �
�
��	���
� ��
���
�� �
���	��

� k�

-� ���� ������� �� �������� �� �� ����,� �� �����$�� �� )��O�� D)��E '�� �(�� � �������
���� ��� �������������� �� H15 �� 8������ ��� %����� ������������


�	���� <  ��� ������� �� �����$��5 �� ������� ��� ���������� �� ������[��\3#����
 -�
������� ���� �(������� '�� �� ����� (mn) ��� ���� ���� �,���� ��� ���%�$��� �� ���,��#����


7����������� �� �������������� �� �����$�� �#�� ��� H1(�2) ����� �� ���,������� �,��
�� ��3�� K(z) =

∑∞
−∞m|n|zn5 ���� �� ����� ���� ��� ����#����� �� �������� T =] − 1, 1]


����� �2 ��� "2� 9�� ��� �
	
!:5 �� ��;� �� ������� '�� ���� ���� 	������ a . ,������
���� �25 �� � ‖K � a‖L1(�2) � K

 ��� �� ������5 ��������� '�� K ,����� ��� ���������� �� 6a������� <

a) ‖K̂‖ < D

b) sup
y∈]−1,1]

∫
|x|�c|y|

‖K(x+ y) −K(x)‖ �x < D

-� ��������� �� ������������� ���� ��� ��3��� �� ������[��\3#����
 &� ��������� �:
�����'�� ����������� '�� K : L2(�2) → L2(�2) 9�(��� �� ����� �I �2 G��� �� �H�� �������:

*��� a �� ����� �������� ��� �� �����,���� I5 �� ���� J �(�����,���� �� �B�� ������ �� ��
���#���� c|I| 9���� c > 1 ���:5 �� �

‖a � K‖L1 � ‖(a � K)χJ‖L1 + ‖(a � K)χT\J‖L1

�
√
c|I|‖a � K‖L2 +

∫
x/∈J

‖
∫

y∈I
(K(x+ y) −K(x))a(y) �y|| �x

����� ‖a‖∞ � 1
|I| 5 �� ������ ����� ��� ��G��� ���

1
|I|
∫

I

∫
x/∈J

‖K(x+ y) −K(x)‖ �x �y � M

'�� ��� ���8�������� %���� ��� �� ��������� %:

=�@�� . �� ��G������� ‖a‖L2 � 1√

|I| 5 �� �%�����

‖a � K‖L1 � M +
√
c = k.

�� ����� . ,������ '�� K ,����� ��� ���������� �: �� %:
  �� �:5 �� � ������������� �:

&� ����� �� �� ����,� �������� . ������� '�� ���: �����'�� %:




0! ����	��� �� �
��	��	����
�� �� ���
� �
� L∞/H∞

-� ���� S0 = 1 �� S−1 = 0 �� ���� n � 1

Sn = 1 +
n∑

k=1

(zn + z−n).

"�� �����8�������� �(+%�� �����

K(z) =
∞∑

n=0

(mn −mn+1)Sn(z).

*� �� ���� Fn =
∑n

k=0 Sn5 ��� ������� �����8�������� �(+%�� �����

K(z) =
∞∑

n=0

(mn − 2mn+1 +mn+2)Fn(z). (1)

Fn ��� ����������� ����� �� ��3�� �� 7�G�� �� ���� z = eiπt <

Fn(z) =

(
sin(π(n+1)t

2 )
sin(πt

2 )

)2

. (2)

-	��	 �.�.� ?
 � 
�� �� �	����
�∫
|x|�c|y|

|Fn(x+ y) − Fn(x)| �x � min{ 1
|y| ;

√
yn3 }.

�	���� < &� �����$�� ��G������� ��� ������� . ������ �� (2)
 �� �A��5 �� �

|Fn(t)| � 1
t2
.

�� ����∫
|x|�c|y|

|Fn(x+ y) − Fn(x)| �x �
∫
|x|�c|y|

|Fn(x+ y)| �x +
∫
|x|�c|y|

|Fn(x)| �x

�
∫
|x|�(c−1)|y|

|Fn(x)| �x +
2
c|y|

� 2
(c− 1)|y| +

2
c|y| .

 ��� �� �������5 �� ���� z = eiπx5 ��� �(���#����� �� �����3�*��O��J

∫
|x|�c|y|

|Fn(x+ y) − Fn(x)| �x �
(∫

|x|�c|y|

1
|1 − z|2

) 1
2

.(∫
|x|�c|y|

|(1 − z)(Fn(x+ y) − Fn(x))|2 �x
) 1

2

� 1√
y
.‖(1 − z)(Fn(x+ y) − Fn(x))‖L2( �x)

 ��� ������� �� ����� L25 �� ������� �� 8������ ��  ����,��
 -� ���� z′ = eiπy5 ��� ���;�
������ �� 7������ (ck) �� (1 − z)(Fn(zz′) − Fn(z)) �� z ���� 9���� z′ ���: <



���� �
��	��	����
�� �� ���
� 0�

k = 05 c0 = (z′−1 − 1)(n− 1)5
���� k = 15 c1 = (z′ − 1)(n − 1)5
���� 2 � k � n5 ck = (n + 1 − k)(z′k − z′k−1) − (z′k−1 − 1)5
���� 1 − n � k � −15 ck = (n + 1 + k)(z′k − z′k−1) − (z′k−1 − 1)5
���� k = n+ 15 cn+1 = (z′n − 1)5
���� k = −n5 c−n = (z′−n − 1)5
���� k /∈ [−n ; n+ 1]5 ck = 0


����� |z′k − 1| � |ky| �� ∑n
k=1 k

2 � n35 �� �� ������

∞∑
k=−∞

|ck|2 � n3|y|2.

�� ���� ∫
|x|�c|y|

|Fn(x+ y) − Fn(x)| �x �
√
yn3.

�� '�� ������� �� ������������� �� �����
 �
-� ������� �� ,���������� �� %: ���� K 4 �� ��������� ���: �� (2)5 ���� �� �����5 �� ,����

���� ���� N � 2∫
|x|�c|y|

‖K(x+ y) −K(x)‖ �x �
∞∑

k=1

C

n2

∫
|x|�c|y|

|Fn(x+ y) − Fn(x)| �x

�
∑N

k=1

√
|y|√
n

+
∑∞

k=N+1
1√
|y|n2

�
√|y|N + 1

N |y|

�� ����������� N �� �(����� �� 1
|y| 5 �� �%����� %:
 �� '�� ������� �� ������������� ��

�����$�� ���� �� ��� �I �� ����� (mn) ��� ����
 *� �� �(��� ��� �� ���5 �� ��;� �� ����������
K �Fn �,�� �� ��3�� �� 7�G�� �(����� n �� �����'��� '�(�� �(�#�� ������ �� ���������������
�� 2�����5 ���8�������� %�����5 ���� 8���� ������ n ,��� �(�����
 �

����� ��� ����������� �� �� �����$��5 �� �

-	��	 �.�.� 3���
� φ : R
+ → R �
� ��
����
 �� �
���� C2 ! �����	� ��
� 
��
��	��

�

[12 , 2] �� Wk 
�� ��
���
������	� �� 8��	��	 ��'
�� ��	 Wk = ((φ(2−k(n + 1))))n�0 ���	
k � 0� �
�	� ���	 ����� ����� .�	
�� �����	����	� (ak) ��	 �2

T =
∑
k�0

Wk ⊗ ak

��� �
 ��
���
������	 �� $��
�
 �� H1(�2) ! ��
��	� ���	����	�� .�	
� ��	

‖T‖ � C sup
k

{‖ak‖} ‖φ′′‖∞.

�	���� < &(��������� T ��� �� �������������� �� �3�%��� mn =
∑

k�0 φ(n+1
2k )ak


M��� �(�%��� �� �����'�� '�� ���� ���� n5 �� 3 � �� ���� ���� k ���������8� ����
���'���� φ(n+1

2k ) �� �(������ ��� ��� �3����$�� ��� �� ������� �� φ

-� ,����� ��� ����� ���������� �� �����$�� �
�
�

S �: �� ��� ����� '�� supn�0 ‖mn‖ � 2 supk {‖ak‖}‖φ‖∞5 ��� �� �����'�� ����������




0� ����	��� �� �
��	��	����
�� �� ���
� �
� L∞/H∞

S ��:  �� �(���#����� �����#������

n‖mn+1 −mn‖ � n sup
k

{‖ak‖}
∑
k�0

|φ(
n+ 2

2k
) − φ(

n+ 1
2k

)|

&�� k ���� ���'���� ��� ������ ������������ ���� �� ����� �� �(�������� ���5 ����
���� '�� ,������� 2k−1 � n + 2 � 2k+1 �� 2k−1 � n + 1 � 2k+15 �� 3 �� � �� ����
����� �� ���� ������ �(��� �� � n

2k � 25 ����

n‖mn+1 −mn‖ � 3 sup
k

{‖ak‖}‖φ′‖∞ n

2k
� 6 sup

k
{‖ak‖}‖φ′‖∞

S ���: �� �� �B�� ����$��5

n2‖mn+2 − 2mn+1 +mn‖ � n2 sup
k

{‖ak‖}
∑
k�0

|φ(
n+ 3

2k
) − 2φ(

n + 2
2k

) + φ(
n + 1

2k
)|

����� ���������5 �� ���%�� �(������� k ���� ���'���� ��� ������ �� �� ����� ��
�(�������� ��� ��� ���� ����� '�� '����� �� ��� k ,������� n

2k � 25 ���� �� ���������
�� 8������ �� M�3��� . �(����� �

n2‖mn+2 − 2mn+1 +mn‖ � 4n2 sup
k

{‖ak‖}(2.‖φ′′‖∞ 1
22k

) � 32 sup
k

{‖ak‖}‖φ′′‖∞.

&(���������� '���������,� �� ����� ���,���� ����� �� �� 8������ �� M�3���
 �
&� �������� ��������� �� �� �������� ���

%����&�	 �.�.� 3��� r > 0� �
�	� 
� ��
���
������	 �� 3���	
[(

j+1
i+j+1

)r]
i,j�0

��� .�	
�

��	 
�� ���	���� �� <�
=�
�

�	��� �	 / &� �������� �� )������ 9����������� �
�
�: �����'�� '�� ��� ���������������
�� ���� ��� �����$������ %�����


�	���� < -� ������� �� ������ �� �� ������� ����������5 ��������� ���� �(������� '�(��
������ �� ��������� %���� T �� L∞/H∞ ���� L∞(�2)/H∞(�2) �� �� 8����

T
(∑

n�0

anγn

)
=
∑
n�0

anγn ⊗
∑
k�1

mn
ke1,k,

���� ��� ������ �� ��������� (mn
k ) ,�������

∀ 1 � k � (n+ 1)2r, mn
k =

1
(n+ 1)r

.

-� ������$�� ����� �(��������� %���� ��� �2 ⊗2 �2 ����� ���

Q =
∑
j�0

ej,j ⊗ (j + 1)r

[(j + 1)2r]

∑
1�k�(j+1)2r

ek,1,

�I [x] ��� �� ������ ����$�� �� x
 �� ��� 8����� �� ,��� '�� ‖Q‖2 = supj�0
(j+1)2r

[(j+1)2r ] � 2


�� ���������5

T
(∑

n�0

anγn

)
Q =

[(
j + 1

i+ j + 1

)r

ai+j

]
i,j�0

⊗ e1,1,



���� �
��	��	����
�� �� ���
� 00

�� '�� �����'�� �� �����$��


&� ����� �� �� ����,� �������� �� �� ������������ �� ��� ��������� T 

 �� �������5 T �����B��� ,� ����� �(��G���� �(��� �������� ����������� T∗ 4 �� �� ���� Mj

�� �������������� �� 7������ (mn
j )n�05 ����� T∗ ��� ����� ��� �� 8������ <

T∗ :
{
H1(�2) → H1

(fj)j�1 �→ ∑
j�1Mj(fj)

(∗)

 ��� ���������� T∗5 �� ������� ��� ����� �����G������� �� 8��� '�� H1 ����� ��� ���
����������� ���������������� �� ���# ���


*��� ψ ��� 8������� C2 ��� [1, 2]5 �#��� . 	 ��� �� ,������#� �� 	 �� 1 ��� �� ,������#�
�� �
 -� ������ φ ��� R ���

φ(x) =

⎧⎨⎩
1
xrψ(x) x ∈ [1, 2]
1
xr (1 − ψ(2x)) x ∈ [12 , 1[
0 x /∈ [12 , 2]

.

+���� φ ��� ��� 8������� C2 ��� R '�� �����8���

∀x � 1,
∑
k�0

1
2rk

φ(
x

2k
) =

1
xr

(∗∗)

�� �A��5 �� x � 15 ���� �� ����� ���������� �� 3 � �� ���� ���� ������ ���������8� ���
����5 ��� ������������� . k = [log2 x] �� k = [log2 x] + 15 �I log2 ��� �� ��#������� �� %���
�
 �� ����'�� 1 � x

2[log2 x] � 25 �� ,���� �� �� ��������� �� φ5 ���� k0 = [log2 x]∑
k�0

1
2rk

φ(
x

2k
) =

1
2rk0

φ(
x

2k0
) +

1
2rk0+r

φ(
x

2k0+1
)

=
1

2rk0

(2k0

x

)r
ψ(

x

2k0
) +

1
2rk0+r

(2k0+1

x

)r(1 − ψ(
x

2k0
))

=
1
xr
.

 ��� �%����� T∗5 �� �� ���� �� ����� �
�
� �,�� Wk = (φ(2−k(n+ 1)))n�0 ��� ���������
������� �� 7������ ��������� �� ��� ����������

ak =
1

2kr

∑
1�j�4r(k+1)

ej,1.

����� 8������ ��� ���8�������� %����� ��� 2r5 �� ���� �� ����� ���� ������ '�� T∗ ���
%��� %����


�� ���������� C �,�� �� ����������� �� �2 ��#����� ��� �� ������� ,������ �� %���5 �����
T∗ =

∑
k�0Wk ⊗ ak ��� �� �� 8���� ,����� (∗) �,�� <

Mj =
∑
k�kj

1
2kr

Wk,

�I kj ��� �� ���� ����� ������ k ��� '�� j � 4(k+1)r

�� ����������� ���� 1 � j � (n+ 1)2r5

mn
j =

∑
k�kj

1
2krWk(n)

=
∑

k�kj

1
2krφ(2−k(n+ 1)).



0
 ����	��� �� �
��	��	����
�� �� ���
� �
� L∞/H∞

 ��� ������� mn
j = 1

(n+1)r 5 5 �� 8��� ,������ '�� ��� ���� ������ ��� ���� ���� (∗∗) ����
%��� ���� �� ����� ��������� 4 �(��� �� ��� �� 2−kj (n+ 1) ��� ���� #���� '�� 	

�� ������� �� ��������� 2r5 �� 8��� ,������ '�� 4−kjr(n+ 1)2r � 1
  �� �� ���������� �� kj 5
�� ���� �,��� j � 4kjr5 �� ����

4−kjr(n+ 1)2r � (n+ 1)2r

j
� 1.

�� '�� ������� �� ����,�
 �
�	��� �	 / &� ����,� ����� ������������� ��� ��G������� �� �� ����� �� �� 8����
K(r+ 1)24r
 -� ���� �(��������� �� K(r+ 1)2 �� ������K��� ��� �����,����� �3���'��� ���
��� �����,����� �� ������ �� %��� 1 + 1

r ����'�� r ��� #����


&� ��� r = 0 ��� �� ��� �������5 �� ������ δA �� 8������� ������������'�� �� �(�����%��
A <

%����&�	 �.�.* )� ��
���
������	 �� 3���	
[
δ[log2(j+1)]>[log2(i+1)]

]
i,j�0

��� .�	
� ��	 
��
���	���� �� <�
=�
�

�	���� < �� 8��� ������� '���'�� ��� �� ����,�5 �� ����� ��� �B��� ���������
 φ ��� ���G����
��� 8������� '�� ,����� (∗∗) �,�� r = 0 9�(��� ��� ��������� ��#���$�� �� �(��������:5 ����
��� ������� ������'���5 �� ������� �� ����� '�� suppφ ⊂ [58 ,

3
2 ]
 -� ����#� ��� ����� ���

ak �� ������� ak = e[log2(k+1)],15 T ��� ���G���� �(��G���� �� ��������������
∑

k�0Wk ⊗ ak5
�����

T (γn) =
∑
k�0

φ(
n+ 1

2k
)γn ⊗ e1,[log2(k+1)].

�� ��������� Q =
∑

j�0 ej,j ⊗ (e[log2(j+1)],1 + e[log2(j+1)]+1,1)5 �� �%�����

T (γn)Q =
∑

i+j=n

(
φ(

n+ 1
2[log2(j+1)]

) + φ(
n+ 1

2[log2(j+1)]+1
)
)
ei,j ⊗ e1,1.

*� �� ���� αi,j = φ( n+1
2[log2(j+1)] ) + φ( n+1

2[log2(j+1)]+1 )5 �� �������������� [αi,j] ��� %���� ��� ���
�������� �� 6��?��5 �� ����3�� �� ,����� ���� �������� ������� i �� j


	
 *� [log2(j + 1)] > [log2(i+ 1)] + 15 ����� αi,j = 1
 ��� ��� (∗∗)∑
k�0

φ(
n+ 1

2k
) = 1,

�� �A��5 �� ��;� �� ,������ '�� ���� ���� k �= [log2(j + 1)], [log2(j + 1)] + 15 �� �
φ(n+1

2k ) = 0

S *� k > [log2(j + 1)] + 15 �����

n+ 1
2k

=
i

2k
+
j + 1
2k

� 1
8

+
1
2

=
5
8

�� φ(n+1
2k ) = 0 ��� �3����$�� ��� �� ������� �� φ


S *� k < [log2(j + 1)]5 �����

n+ 1
2k

=
i

2k
+
j + 1
2k

� 0 + 2 = 2

�� '�� ��H� �� ���




���� �
��	��	����
�� �� ���
� 0�

�
 *� [log2(i+ 1)] > [log2(j + 1)]5 ����� ���� ���� k � [log2(j + 1)] + 1

n+ 1
2k

=
i

2k
+

j

2k
+

1
2k

� 1 +
1
2

=
3
2

�� αi,j = 0 ���G���� ��� �3����$�� ��� �� ������� �� φ


-� � ���� �� �������������� �� *���� M = [αi,j ] %���� ��� ��� 6��?�� ����'�� �#�� .
����� �� �����$��
 -� �� �����#�
 &�� ��������������� �� *����

Δ = (δ[log2(j+1)]=[log2(i+1)]) �� Δ′ = (δ[log2(j+1)]=[log2(i+1)]+1)

���� %����� ��� B(�2) ���� ������
 ����� �� �������������� �� �����$�� ��� ����������
(Id− Δ − Δ′)M + Δ′5 �� � ������� �� ����,�
 �
�	��� �	 / �� 8���5 �� �������������� �� *���� [δj>i]i,j�0 ��� %���� ��� ��� �������� ��
6��?��
 -� ���� ����,�� �� �������� ���� D))E5 �I �� ��� ������ '�� �� %�������� �� ��
�������������� ��� �'��,������ . �� %�������� �(��� �����8����� �� 6��%��� %���������5 �� '��
� ��� ���%�� ��� &���3 �� M�����


-� ���� �� ��������
'��#�&�	 / M���,�� ��� ����,� P������Q �� �� %�������� �� �� ���G������ �����#������ ���
��� 6��?��
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 ���'�  

��� �������� ��� α(E)

����� ������� ���� �� ������� ��������5 �� E ��� �� ������ �� )�����5 �� ���� ��
���������� ����� �� ������ �(���������� �� ���%������ ����$���
 &�� ���������� ������
����� ���� min �� max 4 �� ��� ������� ���� ������� �� �������� ��� ���������� �(������
�(���������� �����%��� ��� E
  ��� ����5 �� ������$�� <

α(E) = ‖Id : min(E) → max(E)‖cb.

����� '������� � ��� ���������� �� ������� ���  ������ ���� D ��E
 �� 3 ��� ��������
����� ������ '�� �� E ��� �� ��������� ���� #����� '�� 5 ����� α(E) > 1 9�� �������� � ���
������ ��� ���������� ���� #������ '�� 3 ���  �����:5 ����� '�� �(���#�����

max {n
2
,
√
n } � α(�n2 ) � n√

2
.

 ��� �� ������ �� )����� E �� ��������� n5 �(���#����� α(E) � n ��� ����J ������ .
�%�����
 &� %�� �� ����� ������ ��� �� ������ ��� ��#$�� ������������ �� �� 8���


%����&�	 � 3��� E �
 ������ �� -�
��� �� ����
���
 n� �
 �

α(E) �
√
α(�n2 ).n � 2−

1
4n.

�	���� <  �� �� ,������ �� &�O�� �� �����$�� �� F��� 9D �	E:5 �(�������� �� E ��� ����������
�� π2(IdE) =

√
n
  �� �����'����5 �� ������ ��� 8������������ �� �(�������� �� E �� �� 8���� <

E
α ��

� �

i
��

S
β ��

��

��

E

L∞(μ) π �� L2(μ)

p

��

�I μ ��� ��� ���%�%����� ��� �� ������ �������5 i ��� ��� ��G������ ��������'�� �� E
���� L∞(μ)5 π ��� �(��G������ ��������� ���������� �� L∞(μ) → L2(μ)5 ���� S ��� ��
����������� �� ��������� n �� L2(μ) �� �� � ��� ����������� ‖α‖ � 1 �� ‖β‖ � √

n


-� �� ����� �� ��,��� ������ �(����������
 -� ������$�� L∞ ���� �� �� ���������
�������� �� L2 ���� �� �� ��������� R ∩ C
 ����� π ��� ���������� ��� D ��E5

π : L∞(μ) → L2(μ)R∩C

��� �����$������ ������������
 �� �B��5 �� ���G������

p : L2(μ)R∩C → SR∩C


	




� ������ �� 
�� ������
� �
� α(E)

��� �����$������ ������������
 -� ����

ρ : SR∩C → max(S) = max(�n2 ),

�(�������� 8�������

�� ��������� ������ ��� ������������5 �� �%����� ��� 8������������ �� �(�������� �� E <

Idmin(E)→max(E) = βρpπi.

����� L∞ ��� �������5 �� � ‖i‖cb = ‖i‖ �� ��� ����������

‖β : max(S) → max(E)‖cb = ‖β‖.

+����5
α(E) � ‖IdRn∩Cn → max(�n2 )‖cb

√
n.

 ��� ��������5 �� ��������� �(������ OHn <

‖IdRn∩Cn → max(�n2 )‖cb � ‖IdRn∩Cn → OHn‖cb︸ ︷︷ ︸
1

. ‖IdOHn → max(�n2 )‖cb︸ ︷︷ ︸√
α(�n

2 )

.

&(������������� �� ������ ����� ���,���� �� �������� �(�������������

OHn = (max(�n2 ),min(�n2 )) 1
2
.

&(���������� ��  ������ ����� �� ������� ���#����� �� �(������
 �
����� ����������� �������5 �� ���� �����

+��������	 � 3��� u �
� ���
������
 
�
���	� �� 	�
# n �
�	� ���" ������� �����	����	��
�
�	�

‖u‖cb � 2−
1
4n‖u‖.

�	���� < *� u : E → F 5 �� ���� 8��������� u �� ���,��� �� ũ : E/Ker u → F 
  �� ��
�����$�� ���������5 dcb(E/Ker u,max(E/Ker u)) � 2−

1
4n5 �� ������� �� �����'���� '��

E → E/Ker u ��� �����$������ ������������ �� ũmax(E/Ker u) → F � ���� �����
�����$������ %����� ‖ũ‖ = ‖u‖
 �

-� ���� �� ��������
'��#�&�	 / W��� ��� ��3������'������ �� n �� ���;����� ������� ���� �(���#����� ������
����� T



�
��
������
�
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)
 +��?������, 4 N
N
  ����� < 6��?�� ��������� ��� ���������3 �� � �����������5
��������
 2���
 /��
 >������ � 9	���:5 �����0�


D)� E �
 )���� 4 N
�
  ������ < *���� ����������� ��� ���������,����� 7�#����6��?�� ����
������5 ������� "��,
 2���
 �1 9�11	:


D)�E =
 )������ < *���� �����������5 ��?� 2���
 F
 !! 9	�00:5 �1�����


D))E +
 )����� 4 F
 )���� < -� ���������� �8 6��?�� ��� M������J ���������5  �%���������
2����.��'���5 !� 9	���:5 ������1


D)�E �
 )������ < M�� �������� ���� �8 �� �������� �����5  ����� F
 2���
 	�� 9	���:5
	���1


D)&�2E �
 )������ 4 �
 &� 2���3 < -� '�������� �8 8������� ��#�%��� ��� �������� ��#�%��
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 F
 -������� M����3 �! 9	���:5 �	���!�


D)� E �
 )������ 4 N
  ������ < M����� �������� �8 �������� ������5 F
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�� 9	��	:5 �������


D)/*E �
 )������ 4 \�F
 /��� 4 +
 *������� < + ����������J����� �8 �������� ��#�%���5 F

7�������� +���3��� 
� 9	��1:5 	

��1	


D)��E =
 )��O�� < + ���������� ����������J����� �8 ����3��� "2� ������5 *����� 2���
 ��
9	��1:5 		��	�!


D)�	E F
 )���#��� < -� ��� ���������3 ���%��� 8�� ���3�������3 %������ ���������5 ������
F
 2���
 �! 9	�
�:5 ��0��!	


D)��E F
 )���#��� < N����� ,����� ���#���� ����#���� ��� ��� H1−BMO ������35 �	�.�.�
���
����	� �
� ��	��
�� �
�
���� 9����R�3�J3��?� ��
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�5
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D)��E F
 )���#��� < ��������� �8 � ������ �8 )������?5 ������[� ���  ��J���5 +�?
 2��

�� 9	�
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D��7RE F
7
 ������� 4 �
>
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 7���� 4 F
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�������5 >�O b��? F
 2���
 	 9	��!:5 ����



D� E Y
/
 ��,����� 4 N
�
  ������ <  ��3�������3 %������ ���������5 F
 /���� +�#�O

2���
 !
0 9	��0:5 	���	01


D��E  
=
 ����� < N�������� �8 )����� ��#�%���
 W����
 F
 2���
 -�8��� *��
 �0 9	�0�:5
!
	�!
0
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F
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D6 �E "
 6��#���� 4 =
  ����� < 7������J����� �8 ����3��� 8�������� O��� ,����� �� ����
���������,� L1�������5 �������� F������ �8 2���
 !	 �	�
�: 

���1�


D6RE �
 6�������J 4 =
 R���� < , '	�� ���	�� �
 G���
���5 *������ �� +�,����� 2���
5
	���


DF�E 2
 F��#� < 8����	�H����
 ����	� ��	 ������ �� ���	���	
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D&� E 7
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