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AVANT PROPOS

Cette thése réalisée sous la direction de Bruno Kahn a pour théme les réalisations ¢-adiques des
motifs mixtes construits par V. Voevodsky. Nous lui avons joint sous forme de seconde partie un
travail sur la microlocalisation des Ind-faisceaux effectué sous la direction de P. Schapira dans
le prolongement du DEA.
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PARTIE 1

REALISATION /-ADIQUE DES MOTIFS
MIXTES






INTRODUCTION

Présentation générale

La théorie des motifs mixtes telle qu’elle a été imaginée par A. Grothendieck (d’aucuns di-
raient inventée ou découverte) doit offrir le cadre universel dans lequel traiter de la cohomologie
des schémas. Suivant cette philosophie, les autres théories cohomologiques ne sont qu’autant
d’incarnations, autant de réalisations, de la notion de motifs.

Le concept de motifs mixtes ainsi que les filtrations par le poids qui leur sont associées, ont été
trés tot au coeur de grandes avancées en cohomologie des schémas. Nous ne pouvons manquer
de citer a ce propos, notamment, les travaux de P. Deligne sur la théorie de Hodge mixte |25,
26, 28| culminant avec les travaux de M. Saito [114, 115| en une théorie des coefficients
de Hodge-De Rham, ainsi que les travaux de P. Deligne sur le poids en cohomologie ¢-adique
[27, 30] aboutissant & la preuve des conjectures de Weil, ou encore les travaux de A. Beilinson,
J. Bernstein et P. Deligne sur les faisceaux pervers [12] — la notion de faisceaux pervers /-
adiques mixtes devant étre I'incarnation f-adique de la catégorie abélienne des motifs mixtes.
Au contraire des motifs purs, pour lesquels des définitions ainsi qu'un vaste réseau de conjectures
— les conjectures standard [57, 92| — ont été dégagés par A. Grothendieck dans la littérature,
la théorie des motifs mixtes est demeurée longtemps largement conjecturale. Cela a conféré aux
motifs mixtes un double aspect, en apparence paradoxal, celui d’une théorie dont la construction
reste encore & faire et pourtant avérée par « une multitude d’intuitions de toutes sortes, nullement
vagues mais formulables souvent avec une précision parfaite » pour reprendre I'expression de A.
Grothendieck dans [58, II. pages 183-184].

La notion de motifs mixtes a été approchée intialement via la notion de réalisations mixtes, il
s’agissait alors de considérer dans un premier temps un motif mixte comme la donnée simultanée
de 'ensemble de ses réalisations ou d’une partie d’entre elles suivant la nature du probléme
considéré. C’est cette approche que 'on retrouve dans [31] et qui fait 'objet des travaux de
U. Jannsen [72] et de A. Huber [66], ouvrage aboutissant & la construction d’une catégorie
triangulée tensorielle des réalisations mixtes.

Les années 90 ont vu apparaitre un renouveau dans l’approche motivique : les travaux de V. Voe-
vodsky [133], de M. Levine [98] et de M. Hanamura [59, 62, 60| ont notamment donné naissance
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a des catégories triangulées appelées a jouer le role de la catégorie triangulée des motifs mixtes.
A ce titre ces catégories devraient toutes étre équivalentes, mais le seul résultat qui semble étre
disponible & ce sujet dans la littérature, est le théoréme de comparaison de M. Levine [98, Cha-
pitre VI, theorem 2.5.5] qui assure que les catégories de [98] et [133] sont équivalentes pour un
corps de caractéristique nulle.

Ces constructions étant « intrinséquement motiviques », I'une des questions qui se pose alors
naturellement consiste a réaliser ces catégories dans les théories cohomologiques connues. Le
probléme des réalisations fait partie intégrante de ’approche par M. Levine dans [98]. En effet, on
peut dire que ses motifs mixtes triangulés sont construits pour se réaliser dans certaines catégories
triangulées comme celles des coefficients f-adiques ou des modules de Hodge mixtes, avec pour
contrainte de donner dans le cas des corps une cohomologie motivique canoniquement isomorphe
aux groupes de Chow supérieurs [13|. L’approche de M. Hanamura est la plus voisine de la
construction des motifs purs de Grothendieck via les groupes de cycles modulo une équivalence
adéquate : ces derniers se voyant avantageusement substituer le formalisme DG-catégorique [21]
et les complexes de Bloch [13, 96]. La réalisation cohomologique de Betti a été abordée, dans
ce cadre, par M. Hanamura avec I'article [62, §5|. En revanche il ne semble pas que 1’analogue
t-adique soit traité dans la littérature. Dans [68, 69|, A. Huber a fait le lien, entre la théorie
des motifs mixtes de V. Voevodsky et la théorie des réalisations mixtes en « réalisant ces motifs
mixtes » dans la catégorie des réalisations mixtes. En prenant la composante ¢-adique, A. Huber
obtient ainsi pour les motifs mixtes sur un corps de caractéristique nulle un foncteur de réalisation
f-adique & coefficients rationnels. L’existence d’un tel foncteur, a coefficients entiers cette fois,
découle des travaux de M. Levine sur les motifs mixtes de [98|, a condition d’utiliser le théoréme
de comparaison que nous avons mentionné précédemment.

L’objet de cette thése est la construction de foncteurs de réalisations f-adiques, & coefficients
entiers, pour les motifs mixtes géométriques de V. Voevodsky sur un schéma noethérien séparé.

La construction de la catégorie triangulée des motifs mixtes proposée par V. Voevodsky s’appuie
sur deux théories complémentaires mais de nature fort différente. La premiére est celle des cycles
algébriques relatifs développée par A. Suslin et V. Voevodsky dans [125] qui met en évidence
une classe trés particuliére de cycles algébriques sur lesquels il est possible d’effectuer un certain
nombre d’opérations de théorie de l'intersection sans avoir recours au passage & ’équivalence
rationnelle. Une certaine souplesse dans 'utilisation des cycles algébriques semble requise dans
toute construction d’'une catégorie de motifs mixtes. En effet le travail de M. Hanamura repose
sur les complexes de Bloch et les lemmes de déplacement tandis que celui de M. levine repose
sur la théorie des cycles relatifs et une approche originale des lemmes de déplacement. On peut
tenter de justifier cette remarque heuristique en rappelant que dans tout probléme universel, qu’il
s’agisse de constructions universelles « élémentaires », ou beaucoup plus sophistiquées — motifs,
cobordisme algébrique [104, 100] — il est en général souhaitable de ne passer au quotient par les
relations voulues qu’au dernier moment. La seconde, la topologie de Nisnevich [110, 90|, confére
aux motifs mixtes leur caractére local. Cette topologie se situe entre la topologie de Zariski, avec
laquelle elle partage de nombreuses propriétés — dimension cohomologique, théoréme de Brown-
Gersten — et la topologie étale. La topologie de Nisnevich posséde le mérite d’avoir en particulier
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pour anneaux locaux, les anneaux locaux hénséliens : en cela elle s’apparente plus a la topologie
étale qu’a la topologie de Zariski.

L’approche des réalisations que nous adoptons prend en compte les deux aspects de la théorie
et le coeur en est une étude locale pour les topologies de Nisnevich et étale de certains cycles
relatifs : les correspondances finies. Comme dans [98], la résolution de Godement est au coeur
de la construction des réalisations. A I'inverse de loc.cit., dans lequel M. Levine force les motifs
mixtes & se plier a certaines propriétés de la résolution de Godement — nous renvoyons au
chapitre V de [98] et en particulier a I'utilisation du « modéle 4 homotopie prés » (—)®* qui
impose la compatiblité de la formule de Kiinneth motivique avec la structure multiplicative de
la résolution de Godement —, nous montrons que cette derniére se plie a la définition des motifs
mixtes de Voevodsky.

Nous considérons un cadre oul le schéma de base est noethérien séparé et pas seulement le
spectre d’'un corps. Bien que la théorie des motifs sur un corps présente nombre de problémes
ouverts d’une trés grande complexité, cette généralité nous semble justifiée (indépendamment
de la simple envie, que 1’on éprouve souvent, de dégager les hypothéses fondamentales de celles
qui sont superflues) par les deux considérations suivantes.

— La théorie des motifs mixtes est une théorie de coefficients au sens de Grothendieck et
doit & terme s’insérer dans un formalisme de dualité des six opérations ol les schémas
généraux sont considérés |73, Conjecture 4.8]. Les foncteurs de réalisations ¢-adiques que
nous construisons doivent prendre place dans ce cadre — il s’agit des foncteurs f-adiques
du point (6) de la conjecture 4.8 de [73] — et il y a donc lieu de les construire dans la
généralité la plus grande possible. A ce propos, il convient de remarquer que dans une
théorie étroitement liée aux motifs mixtes — la théorie homotopique stable des schémas
[108, 78] de F. Morel et V. Voevodsky — le formalisme des quatre opérations fait I'objet
de [9].

— L’approche générale permet de mettre en évidence ’existence d’une variante « modérée » du
foncteur de réalisation dans certaines situations arithmético-géométriques. Nous renvoyons
notamment a [8, 116] pour des travaux prenant en compte cet aspect modéré dans le
cadre de la théorie de Hodge. Méme lorsque ’on s’intéresse uniquement au cas des corps, la
considération de schémas plus généraux permet d’obtenir des résultats plus fins que ceux
que l'on aurait obtenus en se restreignant au cadre initial. Ainsi dans le cas des corps de
nombres, la possibilité de pouvoir considérer des ouverts du spectre de I’anneau des entiers
permet d’obtenir des réalisations « modérées » a valeurs dans les catégories de [67].

Cela nous a conduit & donner une définition explicite des correspondances finies et des motifs
de Voevodsky sur un schéma nothérien séparé. Il s’agit 1a d’une extension immédiate de [133]
compte tenu des résultats de [125].
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Conventions

Tout au long de ce travail, nous adoptons la convention suivante.

S désigne un schéma noethérien séparé et / un nombre premier inversible
sur S. Tous les schémas considérés sont supposés noethériens, séparés.

Nous sortirons parfois, de maniére anodine, de ce cadre en considérant des réunions disjointes,
non nécessairement finies, de schémas pris au sens de la convention précédente. Cela sera notam-
ment le cas dans les sections 2.2, 2.3 et 3.4. Sauf mention explicite du contraire, un S-schéma
est la donnée d’un schéma au sens précédent X et d’'un morphisme X — S de schémas. Nous
notons Schg la catégorie des S-schémas et nous désignons par Smg la catégorie des S-schémas
lisses de type fini.

La plupart des résultats de ce travail sont valables sans hypothése supplémentaire sur S, mais
nous aurons parfois & nous restreindre au cas ol ce dernier est un corps parfait — il en sera
ainsi dans les sections 4.2 a 4.5 et dans la section 5.4 — voire un corps de caractéristique nulle
— section 5.3.

Enoncés des principaux résultats

Nous rassemblons ci-aprés les énoncés précis des résultats principaux que nous avons obtenus
dans cette thése.

Réalisations f-adiques. — Nous avons consacré ce travail a la construction de foncteurs de réali-
sations f-adiques pour les motifs mixtes géométriques de V. Voevodsky. Notre résultat principal
est donc le théoréme 5.2.1 dont 1’énoncé est le suivant.

Théoréme. Le foncteur de réalisation £-adique des S-schémas lisses de type fini
Ry :Smy — DT(S,Zy)
X +— Rux.mxZs/l".

se prolonge canoniquement en un foncteur triangulé tensoriel
DMy (S)® — DT (S, Zy). (1)

Lorsque S est de type fini sur un schéma noethérien régulier de dimension < 1, le foncteur (1)
induit un foncteur triangulé tensoriel

DMgm(S)Op - DE(S’ ZZ)

Soit k un corps de caractéristique nulle. Dans [68, 69|, A. Huber a construit un foncteur de
réalisation prenant ses valeurs dans la catégorie triangulée tensorielle Dagr des réalisations
mixtes de [66)]

RMmr : DMy, (k)°P — Dar.

Notre construction coincide avec la composante f-adique de ce foncteur et nous obtenons —
proposition 5.3.1 — le résultat suivant.
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Proposition. Soit k un corps de caractéristique nulle. La composante £-adique du foncteur de
réalisation mizte construit par A. Huber dans |68, 69| est canoniquement isomorphe au foncteur
de réalisation obtenu au théoréme précédent : il existe un isomorphisme canonique de foncteurs ¢

RMR
DMy, (k) ——— Dmr
Ry ¢ Projection sur la compo-

sante f-adique

DR (Spec(k), Qo).

Réalisations £-adiques modérées. — La méthode que nous avons utilisée, nous permet, dans
certains cas, d’obtenir des résultats un peu plus fins. Ces derniers ont pour cadre la situation
suivante : S est régulier et limite projective d’un systéme projectif filtrant A — Sy de schémas
réguliers dont les morphismes de transition sont des morphismes plats affines. Nous avons vérifié
— proposition 4.1.29 — une propriété de commutation aux limites projectives des motifs mixtes
géométriques de Voevodsky. Cette assertion fait partie du yoga des motifs tel qu’il était envisagé
par A. Grothendieck [47], I'énoncé en est le suivant :

Proposition. Les catégories de motifs miztes géométriques sont données sur S par
DM (S) = 2-colim DM (S))  DMgn(S) = 2-colim D My (S5).

Les catégories de coefficients f-adiques ne vérifient pas cette propriété de commutation aux
limites projectives. Il y a donc lieu d’introduire les catégories triangulées tensorielles

D™(S, Z¢)ma := 2-colim D"(Sy,Z¢)  DE(S,Z)ma = 2-colim DP(Sy, Zy).

Ces derniéres sont de nature plus « modérée » ou plus « arithmétique » que les catégories ori-
ginales. Lorsque 'on suppose en outre les morphismes de transition lisses, la conjonction de
la proposition ci-dessus et du théoréme précédent, nous permet d’obtenir le corollaire suivant
— corollaire 5.2.7 — qui « raffine » la construction des réalisations f-adiques.

Corollaire. Le foncteur de réalisation (-adique modérée

Sm = 2-colim Sm Zcolimy By, 2olim D (S, Z¢) = D* (S, Ze)ma

se prolonge canoniquement en un foncteur triangulé tensoriel
Ryna e : DMy (S)°° — DY(S, Zg)ma. (2)
Lorsque X — Sy est un systéme projectif de schémas de type fini sur un schéma nothérien régulier

de dimension < 1, le foncteur (2) prend ses valeurs dans D2(S, Z)ma.

Notre approche des réalisations utilise de maniére essentielle les propriétés de la résolution de Go-
dement des faisceaux Nisnevich avec transferts et des correspondances finies. Nous rassemblons
maintenant les résultats obtenus a ce sujet.
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Correspondances finies, faisceauzr avec transferts. — Les énoncés que nous donnons maintenant
ont tous un analogue pour la topologie étale, par souci de concision nous ne mentionons ici que
les versions valables pour la topologie de Nisnevich. Les préfaisceaux considérés sont définis sur
la catégorie des S-schémas.

Dans ce travail, nous donnons une preuve compléte, valable sur une base quelconque, d’un
résultat énoncé par P. Deligne [139, Example 6.20] concernant la résolution de Godement et ses
propriétés relatives aux transferts :

Proposition. Soit Sxis la monade, de la catégorie Sh%, (S) des faisceauz Nisnevich de groupes
abéliens, définissant la résolution de Godement — pour un faisceau Nisnevich de groupes abéliens
F,ona

e (00 = TT 7 (spee (0%.))
pour tout S-schéma X. reX

1. (Proposition 5.4.6) Il existe une monade canonique G%.. de la catégorie Sh¥(S) des fais-
ceauzr Nisnevich avec transferts rendant le carré suivant commutatif

Sh‘lc\lfrls(s) - Shl%ls(s)

i lt\Fis \L 9Nis

2. (Proposition 3.4.8) Il existe une monade canonique S o de la catégorie Shyf o (S) des
faisceauz Nisnevich avec transferts quasi-monoidaux symétriques rendant les carrés suivants
commutatifs

Shf\lﬁs(S) - Shgis,@(s) I Sh%is,@(s)

l Nis \L f\?is@ lgNis,@)
Z
Shis(S) =— Shgis,®(5> — Shyis o (5)
ot Snis,@ désigne la monade de la catégorie Sh%}is’@(S) des faisceauxr Nisnevich quasi-
monoidaur symétriques, induite par Gnis.

La preuve de la proposition précédente repose sur 'existence de « transferts locaux ». Convenons,
pour un S-schéma X, de noter X?( ., le spectre de I’hensélisé local de X au point x € X et posons

X0= Tl X%, (X"%=X"xxoxx X,

reX n termes

Le résultat qui est a 'origine de I’existence de ces transferts locaux est une propriété d’acyclicité
du complexe de Cech associé au X-schéma XY —proposition 2.2.3 — qui s’inspire directement
de la proposition 3.1.3 de [133]. Cette propriété s’énonce comme suit :

Proposition. Soient X un S-schéma et O un S-schéma local hensélien. Il existe des morphismes
canoniques

on L [(XN%] (0) = 2o [(XD31] (©) n>0

satisfaisant aur deuxr propriélés suivantes.
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1. (Homotopie) On a pour tout n les relations
dp41 0 agx,n + U([)Q’Xynil od, =id.

2. (Fonctorialité) Etant donnés un S-schéma local hensélien O' et une correspondance finie
a € cg(O',0) on a un carré commutatif

Zer [(X")% (o)

Zux [(X°)%] (O) Ly [(X")%] (0)

\LUZ)/,XJ’L io?D,X,n
- Zix[(X9)% ] (@) -
Zix (X)X (O) ST (X0 (0).

En s’aidant de la proposition précédente, nous obtenons alors I’existence d’'une décomposition
locale des correspondances finies pour la topologie de Nisnevich, produisant les transferts locaux
voulus. En notant [?( . X ?( , — X le morphisme canonique et

MYyt (X x5 V) — (X]) x5 (V)
le morphisme naturel — e étant un point du produit se projetant sur x et y —, nous obtenons
la proposition :

Proposition. Soient X,Y,Z des S-schémas. On peut décomposer canoniquement une corres-
pondance finie o € c¢s(X,Y) sous la forme

ao (B, =D 1,0 amy
yey
Ces décompositions possédent les propriétés suivantes.
1. (Lemme 2.2.11) Etant données des correspondances finies a € cs(X,Y) et B € cs(Y, Z),
on a pour tout point x € X et z € Z [’égalité

(ﬂ © a)x,z = Z 5y,z O Qgy-

yey

2. (Lemme 2.2.11) Soit g : X — Y un morphisme de S-schémas. En désignant par gg X9
ng(x) le morphisme de schémas locaux henséliens déduit de g, on a

ey = [92} siy = g(x)

0 sinon.
3. (Lemme 2.2.11) Etant donnée une correspondance finie a € c¢s(X,Y), on a l’égalité dans

cs (X;?, (YJ’)E)

Jagy siz=y
(@wy)e = 0 sinon

pour tout point x de X et tout point z du schéma local hensélien Yyh.
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4. (Lemme 2.2.12) Soient X')Y' des S-schémas, o € cg(X,X') et f € cs(Y,Y") des corres-
pondances finies. Pour tout point e de X xgY et tout point 2’ de X' ety deY’, on a
l’égalité

(oaw @) o [mhve] = 30 [mhen] o (0e5)

e/ point de X’ xg Y’
se projetant sur x’ et y’

dans cg ((X Xg Y)g, (X,)gf XS (Y/)g/)'

ee’

Présentation détaillée

Nous donnons maintenant une description détaillée des différents chapitres composant la pre-
miére partie de cette thése.

Chapitre 1. — Dans ce chapitre nous rappelons de maniére trés détaillée la théorie des cycles
algébriques relatifs développée par A. Suslin et V. Voevodsky dans [125]. Cette derniére est au
coeur des travaux sur les motifs, tant ceux de V. Voevodsky [133]| que ceux de M. Levine [98]
et s’avére essentielle dans ce travail.

La premiére section de ce chapitre est introductive. Nous rappelons la définition et les propriétés
essentielles des morphismes équidimensionnels ainsi que la définition des cycles relatifs. Pour cela
nous précisons au début les notions de dimension relative que nous utilisons. La sous-section 1.1.3
est consacrée aux rappels des propriétés du changement de base naturel que 'on peut définir
pour les « cycles plats équidimensionnels ».

Avec la section 1.2, nous revenons sur I'opération la plus fondamentale de la théorie : le chan-
gement de base des cycles relatifs. Cette opération, délicate en un certain sens, n’est pas définie
pour tous les cycles et peut laisser aussi apparaitre des coefficients rationnels — nous renvoyons
a la remarque 1.2.27 & ce propos. Il s’agit pourtant 1a de la seule extension naturelle possible des
changements de base plats, & savoir celui défini pour les morphismes plats et celui défini pour
les « cycles plats équidimensionnels ». Afin d’éclairer cet aspect nous avons choisi d’introduire,
dans la sous-section 1.2.1, la notion de préfaisceaux de cycles relatifs. Dans la section 1.2.2 nous
rappelons les notions de points épais, d’épaississements et d’éclatements abstraits. Ces concepts
sont centraux : on peut en effet montrer que pour qu’un cycle relatif appartienne & un préfais-
ceau de cycles relatifs, i.e. admette des changements de base éventuellement rationnels, il est
nécessaire que le changement de base le long d’un point épais ne dépende pas de ’épaississement
choisi — lemme 1.2.12 —, cette condition pouvant s’interpréter en terme d’éclatements abs-
traits. Nous avons appelé les cycles relatifs vérifiant cette condition des cycles universellement
rationnels. La raison de ce choix, réside dans le résultat de [125] qui assure que cette condi-
tion est en fait suffisante pour qu'un cycle admette des changements de bases éventuellement
rationnels — proposition 1.2.26. L’exposé de ce résultat et de ses conséquences fait I’'objet de la
sous-section 1.2.3, la suivante étant consacrée a certaines propriétés des cycles relatifs universel-
lement rationnels ou entiers par changement de base fidélement plat — les cycles universellement
entiers étant les cycles relatifs universellement rationnels qui demeurent a coefficients entiers par
tout changement de base.
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Dans la section 1.3, nous reprenons le calcul, effectué dans [125], des multiplicités intervenant
dans les changements de bases. Ces résultats permettent de faire le lien entre I’exposé original
de la théorie donné dans loc.cit. et 'exposé donné par M. Levine dans les appendices de [98].
En outre ce calcul, permet de voir — corollaire 1.3.13 — que le changement de base des cycles
relatifs est profondément lié a la théorie de I'intersection. En particulier il permet d’effectuer sur
une classe de cycles particuliers, nombres d’opérations de la théorie de 'intersection [43] sans
recourir au passage a I’équivalence rationnelle.

Ce chapitre se clot par un exposé des principales opérations sur les cycles relatifs universellement
rationnels. Il s’agit de 'image inverse, de I'image directe et des produits externes. La construction
de ces derniers utilise 'opération « correspondance », dont nous rappelons la définition et les
propriétés dans la sous-section 1.4.3, et qui joue un role fondamental dans la définition de la
composition des correspondances finies. Par nature, cette opération est intimement liée & la
théorie de l'intersection et constitue I'un des outils importants que nous utilisons au chapitre 2

Chapitre 2. — Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de correspondance finie sur une base
quelconque. Hormis un survol dans [139, Appendix 1A| — l'objet de loc.cit. étant de développer
les résultats de la théorie actuelle des motifs mixtes sur un corps — cette notion n’est disponible
dans la littérature que dans le cas des corps. Naturellement l’extension aux schémas de base
quelconques ne présente aucune difficulté et s’avére une simple application de la théorie générale
des cycles relatifs de [125], que nous avons pris soin de rappeler dans le chapitre 1. Aprés
avoir défini la composition des correspondances finies et donné ses propriétés élémentaires, nous
abordons dans la sous-section 2.1.2, le changement de base des correspondances finies. Nous
envisageons ensuite dans la section 2.1.3, le comportement par certaines limites projectives
de la catégorie des schémas munis des correspondances finies. Ce résultat nous servira pour
établir, au chapitre 4, la propriété analogue pour les motifs mixtes géométriques de Voevodsky
— proposition 4.1.29. Cela nous permettra dans la sous-section 5.2.3 de raffiner la construction
du foncteur de réalisation ¢-adique en une version de nature plus « modérée » — corollaire 5.2.7.

Avec la section 2.2, nous entrons dans le vif du sujet de cette thése. En effet cette section est
consacrée & 1’étude des correspondances finies d’'un point de vue local pour la topologie de Nis-
nevich, dont nous rappelons la définition et les principales propriétés en ouverture du chapitre 3.
Les résultats obtenus demeurent valables pour la topologie étale, mais nous avons délibérément
choisi de mettre 'accent sur la topologie de Nisnevich dans la mesure ou les démonstrations
sont analogues pour les deux topologies : les modifications & considérer dans le cadre de la
topologie étale ainsi que les énoncés correspondants font 'objet de la section 2.3. Le résultat
fondamental a ce sujet — la proposition 2.2.3 — est donné dans la sous-section 2.2.1. Il s’agit
de Dexistence d’une homotopie canonique pour certains complexes de Cech associés a la décom-
position locale d’un schéma pour la topologie de Nisnevich. Ce résultat peut étre vu comme
un raffinement de la proposition 3.1.3 de [133] qui est a la base de beaucoup de propriétés des
faisceaux Nisnevich avec transferts. Dans la sous-section 2.2.2 nous tirons les conséquences de
I'existence de cette homotopie canonique, mettant ainsi en évidence une décomposition locale
des correspondances finies pour la topologie de Nisnevich — corollaire 2.2.7. Nous donnons les
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propriétés de ces décompositions locales dont nous aurons besoin par la suite : cela comprend no-
tamment le comportement par composition des correspondances finies — lemme 2.2.11 — ainsi
que par double localisation — lemme 2.2.9. La sous-section 2.2.3 est quant a elle consacrée aux
liens entre le produit tensoriel des correspondances finies et les décompositions locales obtenues
précédemment.

Ces résultats sont valables pour une base quelconque ainsi que pour des schémas non lisses
sur cette base. Cette généralité nous sera utile dans la suite méme lorsque la base est un corps.
Ainsi dans la section 5.3, notre comparaison — proposition 5.3.1 — avec le foncteur de réalisation
construit par A. Huber dans [69, 68|, fait intervenir des schémas non lisses.

Chapitre 3. — Ce chapitre s’ouvre — section 3.1 — par un rappel sur la topologie de Nis-
nevich [110]. La définition de cette topologie ressemble a celle de la topologie étale, mais au
contraire de cette derniére, la topologie de Nisnevich posséde de nombreuses propriétés en com-
mun avec la topologie de Zariski. Ces propriétés communes ont été dégagées par différents auteurs
[110, 90, 132 et se trouvent axiomatisées via le formalisme des cd-structures [132] de Voevod-
sky. La sous-section 3.1.1 est consacrée a un survol de ce formalisme dans le but d’éclairer les

propriétés de la topologie de Nisnevich que nous utiliserons dans la suite — sous-section 3.1.2.

La section 3.2 est centrée autour des notions de préfaisceaux avec transferts et de faisceaux Nisne-
vich et étales avec transferts, dont nous rappelons la définition au début de la sous-section 3.2.1,
avant de préciser la structure de préfaisceau avec transferts dont sont munis les préfaisceaux
de cycles algébriques fournis par la théorie des cycles relatifs — lemme 3.2.2. Le reste de cette
sous-section a pour objet de développer les propriétés de base de la catégorie des faisceaux Nis-
nevich avec transferts qui demeurent valables pour un schéma de base quelconque. Bien que dans
[133], les énoncés aient toujours pour schéma de base un corps, la plupart des démonstrations se
généralisent sans problémes. En particulier — corollaire 3.2.10 —, la catégorie des faisceaux Nis-
nevich avec transferts est une catégorie abélienne de Grothendieck compléte et cocompléte. Dans
la sous-section 3.2.2, nous explicitons les structures monoidales dont sont munies naturellement
la catégorie des préfaisceaux avec transferts ainsi que les catégories des faisceaux Nisnevich et
étales avec transferts. La sous-section 3.2.3 est consacrée a une exposition détaillée des résultats
de A. Suslin et V. Voevodsky [123, 128| concernant les liens entre transferts et h-topologie.
Dans le but de justifier pleinement notre construction du chapitre 5, nous avons détaillé cer-
taines questions de fonctorialité qui permettent d’obtenir notamment 1’assertion suivante qui est
centrale dans [oc.cit. : sur un schéma de base quelconque les h-faisceaux en groupes abéliens ont
une structure canonique de préfaisceaux avec transferts — corollaire 3.2.19.

Avec la section 3.3, notre but est de détailler les principales propriétés de la catégorie dérivée de la
catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts. Dans un premier temps — sous-section 3.3.1 —,
nous rappelons les conséquences du théoréme de finitude de la dimension cohomologique Nisne-
vich [90] de K. Kato et S. Saito ainsi que les conséquences de la généralisation & la topologie
de Nisnevich du théoréme de Brown-Gersten [132]|. En particulier, on voit au lemme 3.3.5
qu’il existe une « présentation » particulierement agréable de la catégorie dérivée des faisceaux
Nisnevich avec transferts. Cette présentation, tout comme dans [133|, permet de faire le lien
— proposition 4.1.23 — entre I’approche faisceautique des motifs mixtes — sous-section 4.1.1 —
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et 'approche géométrique — sous-section 4.1.2. Dans la sous-section 3.3.2, nous reprenons la
construction du produit tensoriel dérivé des faisceaux Nisnevich avec transferts de [124] en re-
marquant qu’elle est valable pour un schéma de base quelconque. Nous détaillons ensuite les
propriétés — implicites dans la littérature — de ce produit tensoriel ainsi que celles du Hom
interne.

Dans la section 3.4, aprés un rappel sur la résolution de Godement et sa structure multiplicative,
nous appliquons les résultats obtenus dans le chapitre 2 aux faisceaux Nisnevich avec transferts
— sous-section 3.4.2 — ainsi qu’aux faisceaux étales avec transferts — sous-section 3.4.3. Nous
obtenons ainsi que la résolution de Godement d’un faisceau Nisnevich ou étale avec transferts est
canoniquement munie de transferts — propositions 3.4.6 et 3.4.11. Nous prouvons de plus que,
structure multiplicative de la résolution de Godement, transferts canoniques et produit tensoriel
des correspondances finies, sont compatibles — propositions 3.4.8 et 3.4.12. Ce résultat nous
permettra au chapitre 5 de prouver que le foncteur de réalisation ¢-adique construit est tensoriel
— lemme 5.2.4.

Chapitre 4. — Nous tenons principalement dans la premiére section a préciser les définitions des
catégories de motifs que nous utilisons. En effet dans le texte de référence [133], le schéma de base
considéré est un corps et pour les besoins de la démonstration de la conjecture de Bloch-Kato,
les constructions sont étendues & des schémas simpliciaux lisses sur un corps dans dans [137].
Notre approche nous permettant notamment d’obtenir des foncteurs de réalisations f-adiques
pour les motifs mixtes géométriques sur un schéma noethérien séparé, il nous a paru nécessaire,
faute d’une définition explicite dans la littérature, de mettre en évidence les définitions des
motifs que nous considérons. Bien entendu, la plupart des résultats de [133] sont valables plus
généralement sur un schéma de base quelconque, bien qu’il y ait parfois lieu de faire certaines
modifications mineures V. En particulier dans la définition des motifs mixtes géométriques,
dont il ne semble pas y avoir de définition dans la littérature en dehors du cas des corps, on
ne peut se contenter de localiser par rapport a la topologie de Zariski que 'on doit remplacer
par la topologie de Nisnevich — la raison pour laquelle sur un corps parfait, le choix de I'une
ou de l'autre, ne fait aucune différence, réside dans le théoréme 3.1.12 de [133] qui assure
que pour un faisceau Nisnevich avec transferts invariant par homotopie sur un corps parfait
les cohomologies Zariski et Nisnevich coincident. La sous-section 4.1.3 est consacrée au seul
résultat original de ce début de chapitre. Il s’agit de I’extension aux catégories de motifs mixtes
géométriques, des propriétés démontrées dans le chapitre 2 pour la catégorie des schémas lisses
munis des correspondances finies. On obtient ainsi un résultat — proposition 4.1.29 — donnant
le comportement des catégories de motifs mixtes géométriques par rapport a certaines limites
projectives de schémas.

Dans le reste du chapitre 4, nous nous intéressons aux motifs sur le spectre d’'un corps parfait :
les résultats obenus seront appliqués dans la section 5.4.

M Nous renvoyons & la note du bas de la page 157 pour un certain nombre de restrictions importantes mais qui
n’interviennent pas dans cette thése.
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Dans la section 4.2, nous rappelons la construction de l'isomorphisme entre la cohomologie
motivique et les groupes de Chow supérieurs de Bloch obtenu par V. Voevodsky dans [136].
Nous détaillons certaines propriétés — implicites dans la littérature — de cet isomorphisme et
notamment la compatibilité entre le produit d’intersection et le cup-produit. Ces propriétés nous
serons utiles pour donner dans la suite une description naive de l'isomorphisme de Voevodsky
— proposition 4.5.15.

Dans la section 4.4, nous donnons les propriétés des morphismes de Gysin en cohomologie mo-
tivique suivant en cela les constructions faites par M. Levine pour les motifs mixtes qu’il a
construits dans [98]. Ces résultats ont été obtenus indépendamment par F. Déglise [33]. Ces
constructions nous permettent, dans la section 4.5, de donner une construction naive d’un mor-
phisme classe de cycle en cohomologie motivique dont nous étudions les propriétés. Nous mon-
trons — sous-section 4.5.3 — que ce morphisme coincide avec l'isomorphisme de Voevodsky
dont nous avons rappelé la construction dans la section 4.2. Cette description naive nous sera
utile pour vérifier la proposition 5.4.8.

Chapitre 5. — Dans ce chapitre, nous donnons la construction du foncteur de réalisation ¢-
adique qui est le résultat principal de cette thése. La section 5.1 n’est pas nécessaire a la
construction de ce foncteur, nous 'avons incluse dans le seul but d’éclairer ou de justifier le
point de vue que nous avons adopté. La sous-section 5.1.1 est consacrée a un rappel sur les cor-
respondances cohomologiques [6]. Nous introduisons ensuite — sous-section 5.1.2 — un analogue
en cohomologie ¢-adique des correspondances finies. I’avantage de ces correspondances cohomo-
logiques finies est de pouvoir se composer, ce qui permet dans la sous-section 5.1.3 de définir un
analogue f-adique des motifs de Chow (les schémas lisses non projectifs pouvant cependant étre
pris en compte via la cohomologie a support compact). Ces considérations permettent, lorsque le
schéma de base est un corps, de prolonger le foncteur de réalisation /-adique des schémas lisses
aux schémas lisses munis des correspondances finies et de donner un foncteur de réalisation pour
les motifs de Chow — corollaire 5.1.9. Ce genre de construction ne permet pas d’étendre le fonc-
teur de réalisation f-adique des motifs purs aux motifs mixtes, pour lesquels il s’avére nécessaire
de pouvoir travailler avec un « bon modéle 4 homotopie prés ». Ceci constitue la raison pour
laquelle nous avons choisi de travailler avec la résolution de Godement et d’étudier ses propriétés
relatives aux transferts. Ce besoin de considérer un « bon modéle a homotopie prés » explique
aussi la raison pour laquelle nous utilisons la catégorie de coefficients ¢-adiques construite par
T. Ekedahl dans [35] plutot que celle introduite par P. Deligne dans [30].

Avec la section 5.2 nous revenons a des schémas de base quelconques. Cette derniére contient les
résultats principaux de cette thése — théoréme 5.2.1 et corollaire 5.2.7. Nous exposons dans la
sous-section 5.2.2, la construction du foncteur de réalisation ¢-adique, le résultat principal étant
le théoréme 5.2.1. En utilisant les résultats sur les limites projectives de la sous-section 4.1.3,
nous raffinons, dans la sous-section 5.2.3, la construction précédente pour obtenir un foncteur
de réalisation de nature plus « arithmétique » — corollaire 5.2.7. On remarquera que pour ce
corollaire, nous sommes contraint d’ajouter certaines hypothéses de régularité, conformément
aux résultats du chapitre 4.
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La comparaison — proposition 5.3.1 — entre le foncteur de réalisation que nous avons construit et
la composante ¢-adique du foncteur de réalisation construit par A. Huber dans [69, 68|, fait 1’ob-
jet de la section 5.3. Nos hypothéses sont celles de loc.cit. et les schémas de base considérés dans
cette section sont donc les spectres de corps de caractéristique nulle. Avec la sous-section 5.3.1,
nous rappelons la définition et les propriétés élémentaires de la transposition des morphismes
finis équidimensionnels. Nous avons besoin de ces rappels dans la sous-section 5.3.2; lorsque
nous démontrons la proposition 5.3.18. Ce résultat nous permet, dans la sous-section 5.3.3, de
ramener, aprés « dévissage », la comparaison cherchée & la vérification de certaines propriétés
d’invariance sous Galois de la résolution de Godement — lemme 5.3.23.

Ce chapitre se termine par la section 5.4, dans laquelle nous montrons — proposition 5.4.8 — que
le foncteur de réalisation que nous construisons s’avére, dans un certain sens, compatible avec
les classes de cycles en cohomologie ¢-adique construites par A. Grothendieck [29, 6, 70| pour
les groupes de Chow et étendues par S. Bloch, T. Geisser et M. Levine [14, 45| pour les groupes
de Chow supérieurs. Cette compatibilité repose sur les résultats faisant I’objet du chapitre 4
et en particulier sur la description naive que nous avons donnée — sous-section 4.5.3 — de
I'isomorphisme dii & Voevodsky [136] entre la cohomologie motivique et les groupes de Chow
supérieurs de Bloch.






CHAPITRE 1

CYCLES ALGEBRIQUES RELATIFS

Nous consacrons ce chapitre introductif & un exposé de la théorie des cycles algébriques relatifs
développée dans [125] par A. Suslin et V. Voevodsky. Cette théorie s’avére essentielle dans ce
travail : elle se trouve au coeur de la construction des motifs mixtes de [133] et nous en utilisons
la plupart des résultats aux chapitre 2 lorsque nous étudions les correspondances finies — une
classe particuliére de cycles relatifs — localement pour les topologies de Nisnevich et étale.

1.1. Cycles relatifs

Apreés un bref rappel précisant la notion de dimension relative que nous utilisons et les propriétés
des morphismes équidimensionnels, nous introduisons dans cette section les cycles relatifs ainsi
que le changement de base des cycles équidimensionnels plats.

1.1.1. Dimension relative. — Nous reprenons la définition utilisée par W. Fulton dans le
chapitre 20 de [43] lorsqu’il esquisse une généralisation de la théorie de I'intersection sur une
base réguliére. Nous appelerons ainsi dimension relative d’un S-schéma intégre X l'entier

dimg(X) = deg. tr,,(5) k(2) — dim(Og.s)

ol z désigne le point générique de X et s son image dans S. Plus généralement nous prenons,
pour définition de la dimension relative d’un S-schéma X, la borne supérieure des dimensions
relatives de ses composantes irréductibles munies de leur structure réduite.

Remarque 1.1.1. Soit X est un S-schéma intégre de point générique x. Lorsque X domine une
composante irréductible de S de point générique s, 'anneau Og ; est artinien donc de dimension
nulle. On a donc

dimg(X) = deg. tr,4) k()
et la dimension de X sur S est donc égale & la dimension de la fibre générique de X.

Lemme 1.1.2. On suppose S universellement caténaire. Soient X un S-schéma de type fini
intégre et Z un sous-schéma fermé intégre de X, alors

dimg(X) = dimg(Z) + codim(Z, X).
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DEMONSTRATION. — Notons x le point générique de X et z celui de Z ainsi que s, t leurs images
respectives sur S. La proposition 5.6.5 de [54] nous donne alors

deg. tr,,(5) k(2) + codim({t}, {s}) = deg. tr. ) £(2) + codim(W, Z). (3)
Sachant que S est universellement caténaire, on a codim({t}, {s}) = dim(Qg;) — dim(Og,s) ce
qui permet de réécrire I’égalité (3) sous la forme
dimg(X) = dimg(Z) 4 codim(Z, X)
ce que nous souhaitions. O

Lemme 1.1.3. On suppose S universellement caténaire. Soient T un S-schéma de type fini et
X un T-schéma de type fini, alors

dimg(X) = dimp(X) + Sblvp dimg(W) (4)

la borne supérieure étant prise sur les composantes irréductibles de T' contenant l'image d’un
point maximal de X. En particulier

dimg(X) < dimp(X) 4 dimg(T).
DEMONSTRATION. — Supposons que W soit une composante irréductible de X de point géné-
rique w et choisissons une composante irréductible Z de T contenant 'image ¢ de w dans T,
alors le résultat précédent assure que
codim({t}, Z) = dimg(Z) — dimg({t}) = dimg(Z) — deg. tr, ) £(t) + dim(Osg,s)
ol s désigne 'image de t dans S. Cela donne
dimg(W) = deg. tr,, x(w) — dim(Ogs) = deg. tr,, ) £(w) + deg. tr, ) k() — dim(Os )
= deg. tr,y k(w) — codim({t}, Z) + dimg(2)

et il suffit de passer aux bornes supérieures pour obtenir (4). O

Dans ce travail nous utilisons la définition suivante. Nous espérons qu’elle n’entraine aucune
confusion par rapport a une terminologie déja existante.

Définition 1.1.4. Un morphisme de schémas 0 : T' — S est maximal lorsque toute composante
irréducible de T domine une composante irréductible de S

On remarquera que d’aprés la seconde assertion du corollaire 2.3.5 de [54[, les morphismes
ouverts, donc a fortiori plats, sont maximaux au sens de la définition précédente. D’autre part,
la démonstration de la seconde assertion de la proposition 2.3.7 de loc.cit. nous donne plus
généralement le résultat suivant.

Lemme 1.1.5. On se donne un carré cartésien
Y—X
B
r—l>3

et on suppose que les morphismes w et 8 sont maximauzx. Alors toute composante irréductible de
Y qui domine une composante irréductible de T domine aussi une composante irréductible de X .
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DEMONSTRATION. — Vu la nature de ’énoncé, on peut supposer que les schémas apparaissant
dans le carré cartésien (5) sont réduits. Soient W une composante irréductible de Y dominant
une composante irréductible de T" et w son point générique. Notons respectivement x 1'image de
w dans X, t 'image de w dans T et s leur image commune dans S. Considérons les schémas Y’
et Y définis par les carrés cartésiens

Y Y’ Spec(Ox )
| = |

oy X

| o

Spec(Ory) T S

Au niveau des espaces topologiques sous-jacents, on peut voir Y’ comme un sous-espace de
Y dont les points maximaux sont les points maximaux de Y dont l'image dans X est une
générisation de z et Y” comme un sous espace de Y dont les points maximaux sont les points
maximaux de Y dont 'image dans X est une générisation de x et I'image dans T" une générisation
de t. En particulier w est un point maximal de Y” et on se trouve ramené a considérer le cas
particulier du carré cartésien

Y Spec(Ox z)

Lo ]
Spec(Or) — Spec(Ogs).

Par hypothése s est maximal dans S ce qui entraine que Og est un corps et donc que le
morphisme de Y dans le spectre de Ox , est plat. Les morphismes plats étant maximaux, cela
nous assure finalement que z est un point maximal du spectre de Ox, et le lemme se trouve
ainsi prouvé. L]

Lemme 1.1.6. Soient 6 : T — S un morphisme maximal et X un S-schéma intégre de dimen-
ston n sur S. Alors les composantes irréductibles de Xp dominant une composante irréductible
de T sont de dimension n sur T'.

DEMONSTRATION. — Fixons une composante irréductible Z de X7 dominant une composante
irréducible de T et notons z son point générique. On sait par le lemme 1.1.5 que Z domine X. En
particulier le point générique ¢ de la composante irréductible dominée par Z s’envoie sur I'image
s du point générique de X. Nos hypothéses entrainent alors que X est un schéma intégre de
dimension n et donc que

(X1)e = Spec(r(t)) Xspec(n(s)) Xs
est un schéma équidimensionnel de dimension n. La dimension de Z sur T étant égale a la

dimension de la composante irréductible de (X7); de point générique z, cela assure que Z est
de dimension n sur 7. O

Remarque 1.1.7. Lorsque 6 : T' — S est un morphisme surjectif, on peut remarquer que toute
composante irréductible de S est dominée par une composante irréductible de T'. De maniére plus
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précise une composante irréductible de S de point générique s est dominée par les composantes
irréductibles de T' qui rencontrent la fibre X,. En effet si ¢t une générisation d’un point de la
fibre X, le fermé irréductible {6(¢)} contient s. Ce dernier étant maximal {f(t)} = {s} ce qui
donne bien 0(t) = s.

Nous allons maintenant rappeler la notion d’équidimensionalité des morphismes de schémas due
a Grothendieck [55, §13]. Etant donné un S-schéma de type fini X, on peut considérer la fonction
sur X a valeurs entiéres dim(X/S) qui & un point = de X ayant pour image s dans S associe

dim(X/S)(z) = dim,(Xy)
le second membre étant la dimension en = de la fibre X [53, déf. 14.1.2]. L’un des résultats

fondamentaux concernant cette fonction est le théoréme de semi-continuité de Chevalley [55,
thm 13.1.3] qui assure que cette fonction est semi-continue supérieurement.

Notation 1.1.8. Supposons que X soit un S schéma de type fini et 6 : T' — S un morphisme
de schémas. Dans la suite, il sera commode de désigner par 6x le morphisme de S-schémas
s'insérant dans le carré cartésien

0
Xp ——=X
| o ]
723
Lemme 1.1.9. Soient X un S-schéma et 0 : T — S un morphisme de schémas, alors on a

dim(T xg X/T) = dim(X/S) o fx.

DEMONSTRATION. — Notons pour simplifier Y le schéma T xg X et fixons un point y de Y.
Désignons par z 'image de y dans X et par t, s les images de y,z sur T et .S. On dispose du
carré cartésien

Y . X

| =]
Spec(k(s)) — Spec(k(t)).
Le morphisme 7 étant plat, il est a fortiori maximal et d’aprés le corollaire 4.2.8 de 54|, chaque

composante irréductible de Y; a la méme dimension que la composante irréductible de X, qu’elle
domine. On en déduit que

dim,, (Y;) = dim, (X5). (6)
En effet, dire qu'une composante irréductible W de Y; intercepte un ouvert V' contenant y revient
a dire que son point générique appartient & V, donc que le point générique de la composante

irréductible de X dominée par Z intercepte 'ouvert image de V', autrement dit que Z intercepte
ce méme ouvert. On a donc

dim(V') = dim(7(V))
et pour un ouvert U de X
dim(U) = dim(r~1(U))
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En passant aux bornes inférieures on obtient 1’égalité (6) que 'on peut réécrire par définition
sous la forme

dim(X/S)(x) = dim(Y/T)(y)

ce qui prouve notre assertion. L]

Définition 1.1.10. Un S-schéma X est équidimensionnel sur S (resp. équidimensionnel sur S
de dimension n) lorsque les deux conditions suivantes sont satisfaites

1. X est de type fini sur S.

2. Toute composante irréductible de X domine une composante irréductible de .S autrement
dit le morphisme structural de X est maximal,

3. La fonction dim(X/S) est localement constante (resp. constante égale a n).

La proposition 13.3.1 de [55| fournit une caractérisation classique des morphismes équidimen-
sionnels. L’énoncé en est le suivant.

Lemme 1.1.11. Soit X un S-schéma de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. X est équidimensionnel sur S de dimension n,
2. pour tout point x de X il existe un voisinage ouvert U de x et une factorisation de la forme

U —> Al

projection
Y

S

ol q est un morphisme quasi-fini maximal.
3. X est mazimal sur S a fibres équidimensionnelles de dimension n.

Remarque 1.1.12. Pour qu'un S-schéma X soit équidimensionnel de dimension n sur S, il faut
et il suffit que ses composantes irréductibles munies de la structure réduite le soient. En outre
un tel schéma est alors de dimension relative n sur S.

En général la notion d’équidimensionalité n’est pas stable par changement de base. D’aprés le
lemme 1.1.9, la raison en est que les morphismes maximaux ne sont eux mémes pas stables
par changement de base. A cet égard, on dispose tout de méme du critére de Chevalley [55,
cor 14.4.4] qui assure que les schémas équidimensionnels sur les schémas géométriquement uni-
branches sont universellement ouverts donc universellement maximaux. Ce dernier est spécifique
aux morphismes équidimensionnels au sens ou il fait intervenir de maniére cruciale le fait que
la fonction dim(X/S) soit localement constante. Les morphismes maximaux sur les schémas
géométriquement unibranches ne sont pas nécessairement ouverts.

Pour les besoins du lemme suivant, nous considérons le schéma vide comme équidimensionnel
sur S de dimension n pour tout entier n. On dispose ainsi du résultat suivant :

Lemme 1.1.18. Soient X un S-schéma et 0 : T — S un morphisme de schémas.

1. Si 0 est plat et que toute composante irréductible de X domine une composante irréductible
de S, alors toute composante irréductible de T xg X domine une composante irréductible
de T. La réciproque est vraie lorsque 6 est plat et surjectif.
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2. Si 0 est plat et que X est équidimensionnel sur S (resp. équidimensionnel sur S de di-
mension n) alors T xg X est équidimensionnel sur T (resp. équidimensionnel sur T de
dimension n). La réciproque est vraie lorsque 0 est plat surjectif.

3. Si S est géométriquement unibranche et que X est équidimensionnel sur S (resp. équidi-
mensionnel sur S de dimension n) alors T xg X est équidimensionnel sur T (resp. équidi-
mensionnel sur T de dimension n).

DEMONSTRATION. — (1). La premiére implication n’est autre qu'une conséquence du lemme
1.1.5 et du corollaire 2.3.5 de [54] qui assure que les morphismes plats sont maximaux donc
universellement maximaux. Supposons maintenant 6 plat surjectif. Donnons nous une compo-
sante irréductible de X et notons x son point générique. D’aprés la remarque 1.1.7, il existe un
point maximal y de X7 ayant « pour image. Or par hypothése 'image de y dans T est le point
générique d’une composante irréductible de T' et 'image de ce dernier par le morphisme plat 6
est aussi le point générique d’une composante irréductible de .S. On voit ainsi que I'image de
x dans S est le point générique d’'une composante irréductible de S, autrement dit que toute
composante irréductible de X domine une composante irréductible de S.

(2). La premiére implication n’est autre que la proposition 13.3.8 de [55]. Réciproquement sup-
posons # plat et surjectif. On sait déja par la proposition 2.7.1 de [54] que X est de type fini
sur S. Par ailleurs ce qui précéde entraine que chaque composante irréductible de X domine une
composante irréductible de S. Le reste de ’assertion découle alors du lemme 1.1.9.

(3). Comme S est géométriquement unibranche, le critére de Chevalley assure que X est uni-
versellement ouvert sur S, en particulier universellement maximal et ’assertion résulte de la
formule du lemme 1.1.9. O

Lemme 1.1.14. Soit X un schéma plat sur S équidimensionnel de dimension n. Pour tout
point w de X maximal dans sa fibre et toute factorisation

U—1s A%

projection
T UN l

S

ot q est un morphisme quasi-fini maximal et U un voisinage ouvert de w, il existe un voisinage
ouvert de w sur lequel le morphisme q soit plat.

DEMONSTRATION. — Notons v I'image de w dans A% et s sa projection sur S. Désignons par
W I'adhérence de w dans sa fibre ainsi que V' I'adhérence de v dans sa fibre. Par hypothése Ox
est un Og s-module plat, en appliquant le corollaire 5.9 de I'exposé IV de [1| aux morphismes
d’anneaux locaux
OS,S — OAg,v - OX7’LU

il suffit de voir que Ox /Mg Ox 4 est un OAg7v/m575(’)Ag7U—module plat. Ce dernier étant ’an-
neau local de la fibre A (s) au point v, il suffit de voir que v est le point générique de cette fibre.
En utilisant le corollaire 5.6.5 de [54] et le fait que ¢ est quasi-fini, on obtient

dim(W) < dim(V).
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Comme X est équidimensionnel sur S de dimension n et que w est maximal dans sa fibre, W
est de dimension n. Sachant que la fibre AZ(S) est équidimensionnelle de dimension n, I'inégalité
précédente entraine que V est aussi de dimension n et donc que v est le point générique de cette

fibre. O

Lemme 1.1.15. Soient p: X — Y un morphisme ouvert de S-schémas et d un entier positif.
On suppose S universellement caténaire et Y est équidimensionnel sur S de dimension n. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

1. Le schéma X est équidimensionnel sur S de dimension n + d.
2. Le morphisme p est équidimensionnel de dimension d.

DEMONSTRATION. — Les morphismes équidimensionnels étant stables par composition, la se-
conde assertion entraine la premiére. Réciproquement supposons que la premiére assertion soit
satisfaite. Comme p est ouvert donc a fortiori maximal, il suffit de voir que les fibres non vides
du morphisme p sont équidimensionnelles de dimension d. Fixons un point y de Y tel que la
fibre X, soit non vide ainsi qu'une composante irréductible Z de cette derniere. Choisissons un
point fermé x de Z n’appartenant a aucune autre composante irréductible de X,. Par la formule
des dimensions du théoréme 14.2.1 de [55] on a

dim(Ox ;) = dim(Oy,y) + dim(Ox . ®Roy., K(y))-
Le choix du point z assure que
dim(Ox » ®oy., k(y)) = dim(2).
Par ailleurs le lemme 1.1.2 assure que

dim(Oy,y) = n—dims({y})

dim(Ox,) = n+d-—dimg({z}).

Comme z est un point fermé dans sa fibre, 'extension x(x)/k(y) est finie donc de degré de
transcendance nul, ce qui entraine que

dimg({z}) = dimg({y}).

On en déduit finalement que Z est de dimension d et donc que la seconde assertion est satisfaite.
O

Remarque 1.1.16. Soient X un S-schéma équidimensionnel de dimension n sur S. On suppose
que le morphisme structural de X admet une factorisation de la forme

XLy 4Lg

oll p est un morphisme propre et surjectif et ¢ un morphisme ayant au moins une fibre de
dimension n. Alors ¢ est équidimensionnel de dimension n et le morphisme p est fini au point
générique de Y
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1.1.2. Cyclesrelatifs. — Un cycle algébrique sur un S-schéma X est une combinaison linéaire
formelle

o = Z OJZ[ZZ] (7)
i=1

de sous-schémas fermés intégres Z; de X. Nous notons Z(X) le groupe abéliens formés par les
cycles algébriques sur X.

Notation 1.1.17. Soient o un cycle algébrique sur un S-schéma X et Z un sous-schéma fermé
intégre de X. Nous désignons par m(Z, ) la multiplicité de Z dans «, autrement dit le coefficient
de [Z] dans a.

Les cycles algébriques sont naturellement fonctoriels par rapport aux morphismes plats : I'image
inverse du cycle (7) par un morphisme plat de S-schémas p: Y — X étant donnée par

'
pra = Zai[Y X x Zi.
i=1
Nous utiliserons dans la suite sans cesse la remarque suivante.
Remarque 1.1.18. L’image inverse des cycles algébriques par un morphisme plat et surjectif est
un monomorphisme.

Rappelons que I'image inverse par un morphisme étale est particuliérement simple. On dispose
en effet du résultat suivant.

Remarque 1.1.19. Supposons que p : Y — X soit un morphisme étale de S-schémas et considé-
rons le cycle (7). Comme le morphisme p est étale, les schémas W; = Y x x Z; sont réduits et
les points génériques de W; sont les points dont I'image par p coincide avec le point générique
de Z;. En particulier en notant z; le point générique de Z;, on voit que I'image inverse de « est
donnée par la formule

,
ra=Y Y il
i=1 yep=1(z)
Le schéma X n’étant pas de type fini sur S, nous aurons besoin en pratique de considérer une
classe plus restreinte de cycles. Nous adoptons ainsi la
Définition 1.1.20. Soit X un S-schéma. Nous dirons qu’un cycle algébrique de la forme (7)
est de type fini sur S lorsque les sous-schéma fermé Z; sont de type fini sur .S. Nous notons

Zg(X) le groupe abélien formé par les cycles algébriques de type fini sur S.

Un tel cycle sera dit de dimension n sur S lorsque les Z; sont tous de dimension relative n sur S.
Cela munit le groupe des cycles algébriques Zg(X) d’'un S-schéma X d’une graduation relative

Zs(X) = P Zs(X,n)
neL
ou Zg(X,n) est le sous-groupe formé par les cycles de dimension n sur S.

Définition 1.1.21. Soit X un S-schéma. Le groupe Z(X/S) des cycles relatifs sur X est le
groupe abélien libre engendré par les sous-schémas fermés intégres de X qui sont de type fini
sur S et dominent une composante irréductible de S.
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Lorsque « est un cycle relatif, nous omettrons parfois de mentionner dans la suite que les sous-
schémas fermés intégres de X dont il est combinaison linéaire sous tous supposés de type fini
conformément & la définition précédente.

La graduation relative précédente induit sur Z(X/S) une structure de groupe abélien gradué
Z(X/S) = P Z(X/8,n).
neN
Dans la suite, nous notons C(X/S,n) le sous-groupe de Z(X/S,n) formé des cycles dont le
support est propre sur S.
Définition 1.1.22. Soient 6 : T — S un morphisme de schémas, X un S-schéma et o €
Z(X/S,n). Nous dirons que le changement de base & la Serre de « le long de 6 est défini lorsque

pour tout sous-schéma fermé intégre Z de X dont la multiplicité dans « est non nulle, les deux
conditions suivantes sont satisfaites.

1. Z est de Tor-dimension finie sur S.
2. Chaque composante irréductible de Z7 domine une composante irréductible de T et est de
dimension n sur T'.

Supposons que Z soit un sous-schéma fermé intégre de X qui soit de type fini sur S et de
dimension n sur S. Lorsque Z satisfait les deux conditions de la définition précédente, il devient
possible définir un élément 0®[Z] de Z(X7/T,n) en posant

0°2] = Y 1go,, ., ((L6%(02)),) W]
w

= 2 ( > (=D'o,,, ((Llo}(oz))w)) W]

w 1=—00
la somme étant prise sur les composantes irréductibles W de Zr de point générique w. Plus
généralement si « est un cycle relatif sur X de dimension n vérifiant les conditions de la défini-
tion 1.1.22, on peut définir par linéarité un élément €« de Z(Xr/T,n) en posant

6% = Z m(Z,a)0®[Z]
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres Z de X. On voit donc par définition
que la multiplicité dans 6®a d’un sous-schéma fermé intégre W de X7 de dimension n sur T et
de point générique w est donnée par la somme

m(W,0%) = Y m(Z.a)leo,, , [(L0%(02)),]
Z

prise sur les sous-schémas fermés intégres Z de X pour lesquels W est une composante irréduc-
tible de Z7.

Remarque 1.1.23. Nous pouvons aussi définir aussi le changement de base d’un élement « de
Z(X/S,n) par un morphisme plat 6 : T'— S en posant

0% = 0% a = Zm(Z, o) [Zr].
Z
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la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S. On
remarquera qu’il s’agit simplement du cycle obtenu par image inverse le long du morphisme
plat fx. Les morphismes plats étant maximaux, les lemmes 1.1.5 et 1.1.6 nous assurent que ’'on
obtient ainsi un cycle relatif 0®a € Z (X7 /T, n). Naturellement lorsque « satisfait les conditions
de la définition 1.1.22, le changement de base plat coincide avec la formule donnée précédemment.

L’associativité des « multiplicités d’intersection » de Serre garantit la fonctorialité de cette
définition. Autrement dit lorsque ¥ : 7" — T et 6 : T — S sont des morphismes de schémas et
a € Z(X/S,n) est un cycle relatif tel que 09 et 9°9(6®«) soient définis, alors (6 o 9)®a est
défini et
(6 01)% = 9°(6%).

Remarque 1.1.24. Lorsque S est un schéma régulier la premiére condition de la définition 1.1.22
se trouve satisfaite pour tout les cycles relatifs, mais il n’en va pas de méme de la seconde puisque
en général les morphismes maximaux ne sont pas stables par changement de base.

Les cycles algébriques relatifs ont 'avantage sur les cycles quelconques d’étre entiérement déter-
minés par leurs valeurs aux points génériques de S. Cette propriété intervient dans la plupart
des démonstrations et fait I'objet de la remarque suivante.

Remarque 1.1.25. Les éléments de Z(X/S,n) sont entiérement déterminés par leurs valeurs aux
points génériques de S. En effet notons Sy, ..., S, les composantes irréductibles de S munies de
leur structure réduite. On peut considérer les sous-schémas fermés X7, ..., X, de X donnés par
les carrés cartésiens

XZ'4>

X
| o |
Si——S

Les immersions fermées des X; dans X nous donnent pour tout entier positif n, un isomorphisme
canonique

Z(X/8,n) = Z(Sreq X5 X/Sred,n) = @ Z(X;/Si,n).

Cet isomorphisme associe & un cycle a € Z(X/S,n) de la forme
a= Z az|Z] (8)
z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant
une composante irréductible de S, ’élément dont la composante d’indice ¢ est donnée par la
somme (8) restreinte cette fois aux seuls sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur
S qui dominent la composante irréductible S;.

En particulier lorsque s; désigne le point générique de 5;, on a un diagramme commutatif

r ©

D, 2(Xi/Si,n) — = @ 2(X, /K (si) )

wn
Z(X/S,n)
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On peut donc supposer que S est intégre de point générique s. Dans ce cas deux sous-schémas
fermés intégres de X dominant S et génériquement isomorphes sont nécessairement isomorphes,
le morphisme de la fibre générique X, dans X étant plat cela signifie que s© est bien injectif.

On voit d’ailleurs que la multiplicité d’un sous-schéma fermé intégre Z de X de dimension n et
dominant une composante irréductible de S de point générique s est donnée par

m(Z,a) = m(Zs,s%).

1.1.3. Cyecles relatifs équidimensionnels. — Dans cette sous-section nous introduisons les
cycles relatifs équidimensionnels et nous rappelons la construction du morphisme de changement
de base pour les cycles équidimensionnels plats.

Définition 1.1.26. Soit X un S-schéma. Le groupe Zequi(X/S,n) des cycles relatifs de X
équidimensionnels sur S de dimension n est le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas
fermés intégres de X équidimensionnels sur S de dimension n.

Lorsque l'on considére les cycles relatifs équidimensionnels, il s’avére possible de préciser la
remarque 1.1.24. On constate alors que les multiplicités d’intersection de Serre fournissent un
morphisme de changement de base pour les morphismes de schémas réguliers.

Remarque 1.1.27. Soit S un schéma régulier. La troisiéme assertion du lemme 1.1.13 assure en
particulier que le changement de base €« est défini pour tout cycle relatif o équidimensionnel
sur S de dimension n et tout morphisme de schéma 6 : 7' — S. En convenant de noter Srgg la
sous-catégorie de Schg formée par les schémas réguliers, on voit donc qu’en posant

Zoqui(X/8,n)(T) = Zequi(X1/T, n)

pour un S-schéma régulier 7', le changement de base & la Serre nous donne un préfaisceau de

groupes abéliens Z,.,;(X/S,n) sur Srgg.

Dans la suite nous noterons Hilb(X/S,n) l'ensemble des sous-schémas fermés de X plats et
équidimensionnels de dimension n sur S. En prenant le cycle associé on obtient un morphisme

[—] : ZHilb(X/S,n) — Z(X/S,n)
puisque les morphismes plats sont maximaux.

Définition 1.1.28. On note Zm,(X/S,n) 'image du morphisme précédent. Un élement de
cette image est appelé un cycle plat équidimensionnel sur S de dimension 7.

Les morphismes plats et équidimensionnels étant stables par changement de base, un morphisme
de schémas 6 : T' — S nous donne un morphisme

T xg — : ZHilb(X/S,n) — ZHilb(X7/T,n). (9)
Nous allons voir ce morphisme induit un changement de base naturel pour les cycles plats
équidimensionnels sur S.

Notation 1.1.29. Etant donné un schéma X, nous désignons par Go(X) le groupe de Grothen-
dieck de la catégorie abélienne des Ox-modules cohérents.
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Soient X un S-schéma propre et s un point maximal de S. Comme Og s est un anneau artinien
local, on a Go(Oss) = Z et en considérant I'image de Ox par la composée

TX/Sx*

Go(X) ——= Go(S) —= Go(Os,) =7
on obtient un entier deg,(X) que nous appelerons le degré de X en s.
Lemme 1.1.30. Soit X un S-schéma plat et fini.
1. Pour tout point mazximal s de S, on a [’égalité

deg,(X/S) g0, ,(0ss) = Y lgoy, (Oxa)[k(@) : £(s)):

IEXS

2. Etant donnés un morphisme de schéma 0 : T — S, un point mazimal t de T et une
générisation maximale s de l’image de t dans S, on a

deg,(X/S) = deg,(Xr/T).
DEMONSTRATION. — (1). Par définition
[WX/S*(OX)] = P Ox..
5 {L’EXS
En prenant la longueur sur Og s des deux membres on obtient
deg,(X/8)1g0,,(0ss) = Y 180,.(Oxz) = D 180y, (Ox.)[k(x) : £(s)]
r€X reXs

ce qui constitue 1’égalité voulue.

(2). Les hypothéses entrainent que 7x/5,(Ox) et mx, /7.(Ox;) sont respectivement des Og,
Or-modules localement libres de rang fini. On voit par ailleurs que le rang de 7x/5,(Ox) au
voisinage de l'image de t est égal a deg,(X/S) tandis que le rang de 7x, /7.(Ox,) est égal a
deg,(X7/T). 11 suffit donc de remarquer que

o* (WX/S*(OX)) = WXT/T*(OXT)'
]

Remarque 1.1.81. Un hensélisé strict d’un schéma local artinien en son point fermé est un schéma
artinien. En effet fixons un anneau local artinien O et désignons par k son corps résiduel. Par
construction I'hensélisé strict de O par rapport & une cloture séparable fixée k° de k est donné
par

O = colim A

la colimite étant prise sur la famille des morphismes locaux A — k° oit A est une O-algébre es-
sentiellement étale. Comme O est artinien, les O-algébres essentiellement étales sont artiniennes
et la remarque découle alors de la conjonction du lemme 18.6.9.1 de [56] et de I’assertion 18.8.8
de loc.cit.

Proposition 1.1.32. Soient X un S-schéma et : T — S un morphisme de schémas. Lorsque o
et B sont deuz éléments de ZHilb(X/S,n) tels que [a] = [3], alors on a aussi [T xsa] = [T xsf].
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DEMONSTRATION. — Remarquons tout d’abord que le résultat est vrai lorsque le morphisme
6 est plat puisque dans ce cas [T Xg o] = 6%, le morphisme 6% étant le morphisme déduit
de la fonctorialité des cycles par rapport aux morphismes plats. Considérons maintenant le cas
général. Par linéarité il suffit de voir que lorsque [a] = 0 on a aussi [T’ xg a] = 0. Ecrivons
I’élément « sous la forme

r
o = E OéiZi
i=1

ou les Z; sont des sous-schémas fermés de X plats et équidimensionnels sur S de dimension n.
Quitte a remplacer X par la réunion des Z; on peut supposer que X est équidimensionnel sur
S de dimension n. Soit W un sous-schéma fermé intégre de Xr. Il s’agit de montrer que

m(W, [T xg a]) = 0.

Pour cela on peut supposer W de dimension n sur 7' et dominant une composante irréductible
de T. Notons w le point générique de W et z son image dans X. Etant donné un voisinage
ouvert U de z, on peut remarquer d’une part que[a|y] = 0 et d’autre part que

m(W, [T xs a]) =m(W NUr, [T xs aly]).

Sans perdre en généralité, on peut donc se restreindre dans la suite & ne considérer que des
voisinages ouverts suffisamment petits du point z. Le point w étant maximal dans sa fibre, il en
est de méme du point z. Ceci permet de supposer, grace au lemme 1.1.14, que la projection de
X sur S s’écrit sous la forme d’une composition X - A%Y — S dans laquelle ¢ est un morphisme
quasi-fini et plat. Sachant que T' xg o = AT x A7 @, on voit en définitive que I'on peut supposer
que n = 0.

Notons ¢ le point générique de la composante irréductible de T" dominée par W. L’anneau local
Or; est alors artinien et

m(W, [T xg a]) = m(W, [Spec(Or4) xg o)
ot W désigne I'adhérence de w dans Spec(Or¢) xgs X. On peut donc supposer que 7' est un
schéma artinien local de point fermé ¢. Considérons alors un hensélisé strict u : 7" — T de T en
son point fermé. Nous savons par la remarque 1.1.31 que ce dernier est artinien. Le morphisme
u étant fidélement plat

[T xsa] =[T' x7 (T xg a)] = u%[T x5 a

et la remarque 1.1.18 permet de supposer que T' est un schéma artinien local strictement hen-
sélien. Désignons alors par s le point géométrique de S défini par 6. Il existe alors un triangle
commutatif



30 CHAPITRE 1. CYCLES ALGEBRIQUES RELATIFS

ol S;b désigne, conformément aux notations de la sous-section 2.3.1, le spectre de ’hensélisé
strict de S au point géométrique 5. Le morphisme canonique [ghg étant plat, ’égalité

T x5 a] = [T X g <S§?§ Xg a)]

permet de supposer que S est un schéma local strictement hensélien. Dans ce cas la condition c)
du théoréeme 18.5.11 de [56] permet de supposer que X est un S-schéma local plat et fini sur S.
De plus quitte & prendre un voisinage de z on peut supposer que ce dernier est le seul point de
X au dessus de s. Cette hypothése entraine que (Xs)req = Spec(k(z)) ce qui nous donne

(X7)red = ((XT)t)rea = (SPec(r(t)) Xspec(n(s)) Xs) eq
= (Spec(k(t)) Xspec(n(s)) (Xs)red) o
(5 (t) ®x(s) £(2)) 1oq
Comme S est strictement hensélien, x(z)/k(s) est une extension purement inséparable ce qui

entraine que I'anneau artinien x(t) ®, () #(2) est local et donc que X7 est un schéma artinien
local réduit au seul point w. Fixons une généralisation maximale n de s, on voit alors en utilisant

= (Spec

le lemme 1.1.30 que

m(W, [T xga]) = Zai lg(Orxsz;w) = o) (@]
=1

1 O
8l Tt [Z a;deg,((Z;)r/T)

16(Or,) [
M Zlo"'degn%/S)

C or) [ (@) : 5]
= Te(w) : w(D)] Z |2 ©5.2) 14(05,)

ce qui donne en définitive

lg(Or
m(WTXSO‘D:[H<w>:‘%:<t>?’1;<os,n> %ZX[ (Z“’lg O“) - 19

Or pour tout point x au dessus de 7, on sait par hypothése que
m({z}, [a Zal 1g(0z,2) =0

et le lemme résulte donc de 'égalité (10). O

La proposition 1.1.32 assure I’existence d’un morphisme de changement de base pour les cycles
plats équidimensionnels sur S de dimension n. Par définition, ce dernier est compatible aux
morphismes de changement de base pour les morphismes plats de la remarque 1.1.23 et est
donné par le corollaire suivant.
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Corollaire 1.1.33. Le morphisme de changement de base (9) se factorise canoniquement sous
la forme

ZHilb(X /S, n) Znin(X /S, n)

\LTXS §T><57

B v
ZHI (X1 /T, n) ——> Zygin (X7/T, n).

1.2. Le changement de base des cycles relatifs

Dans cette section nous revenons sur 'opération la plus fondamentale de la théorie : le change-
ment de base des cycles relatifs. Cette opération, délicate dans un certain sens, n’est pas définie
pour tous les cycles et peut aussi faire intervenir des coefficients rationnels — nous renvoyons
a la remarque 1.2.27 pour la description des dénominateurs pouvant apparaitre lors d’un chan-
gement de base. Il s’agit pourtant 1 de la seule extension naturelle possible des changements
de base plats, a savoir celui défini pour les morphismes plats dans la remarque 1.1.23 et celui
obtenu pour les cycles plats équidimensionnels au corollaire 1.1.33.

1.2.1. Préfaisceaux de cycles relatifs. — Dans le but de pouvoir justifier précisément avec
le corollaire 1.2.28 notre assertion précédente selon laquelle le changement de base des cycles
relatifs construit par A. Suslin et V. Voevodsky est I’extension naturelle des changements de
base plats, nous avons choisi d’introduire la définition suivante.

Définition 1.2.1. Soit X un S-schéma. Nous appelerons préfaisceau de cycles algébriques rela-
tifs & coefficients rationnels sur X la donnée pour tout S-schéma T d’un sous-Q-espace vectoriel
3(X7/T,n) de Z(X1/T,n)qg et pour tout morphisme de S-schémas 7" — T' d’un morphisme de
Q-espaces vectoriels

05 : 3(Xr/T,n) — 3(X/ /T, n)
satisfaisant aux conditions suivantes.

1. Lorsque 0 est plat le morphisme (9%9 est donné par le changement de base plat € de la
remarque 1.1.23.
2. Lorsque « appartient a Zyjp(X/S,n) le morphisme 9%9 est donné par

9§CXZT><504

ou T xg — est le changement de base obtenu au corollaire 1.1.33.
3. Pour tout morphisme de S-schémas ¢ : T” — T',0 : T — T et tout élément o de
3(Xr/T,n), on a
(0o 19)%904 = 19%‘)(93@04).
Ainsi on peut voir un préfaisceau de cycles relatifs comme une maniére de définir pour une
certaine famille de cycles relatifs a coefficients rationnels des changements de base fonctoriels et
compatibles aux deux types de changement de base plats que nous avons évoqué précédemment.
En particulier pour un morphisme plat 6 : 77 — T et un élément o € 3(Xp/T,n), on a l'égalité

05a=> ayz (Z m(W, ZT/)[W]>
Z w
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ol la seconde somme est prise sur les composantes irréductibles W de Zp. Puisque 'on travaille
avec des cycles relatifs, ce résultat s’avére valable plus généralement pour tous les morphismes
maximaux sans restriction de platitude. On dispose en effet du résultat suivant.

Lemme 1.2.2. Soient 3 un préfaisceau de cycles relatifs a coefficients rationnels sur un S-
schéma X, 0 : T — T un morphisme mazimal de S-schémas et o un élément de 3(Xr/T,n).
On a légalité

50 =Y (Zm W, Z0) ]>

ou la seconde somme est prise sur les composantes irréductibles W de Zpr qui dominent une
composante irréductible de T".

DEMONSTRATION. — Notons [ le cycle

S oz (Z m(W, ZT/MW]) .
Z w

Le lemme 1.1.6 nous garantit que 3 est un cycle relatif appartenant a Z(X7%./T",n). Il suffit donc
d’aprés la remarque 1.1.25 de montrer que pour tout point maximal ¢ de T” les cycles 9%904 et
(3 coincident aprés application du changement de base plat (¢)©. Par hypothése I'image ¢ du
point ¢’ est un point maximal de T, il suffit alors de remarquer que par fonctorialité la premiére
condition de la définition 1.2.1 nous impose les égalités

304—2042 Zt) () Zaz Zp )] = (t')°B.
]

Nous allons maintenant rappeler les notions de points épais, d’épaississements et d’éclatements
abstraits. Ces concepts sont centraux : on peut en effet montrer que pour qu'un cycle relatif
appartienne & un préfaisceau de cycles relatifs, autrement dit admette des changements de base
éventuellement rationnels, il est nécessaire que le changement de base le long d’un point épais
donné par (14) ne dépende pas de 'épaississement choisi — lemme 1.2.12. Cette condition
peut s’interpréter en terme d’éclatements abstraits — lemme 1.2.23 — et constitue la condition
nécessaire et suffisante pour que le changement de base de A. Suslin et V. Voevodsky soit défini.

1.2.2. Points épais et éclatements abstraits. — Supposons donnée une catégorie abélienne
A et un objet A de A. On peut considérer la catégorie colocale A\A dont les objets sont les
couples (A’,¢") formés d'un objet A" de A et d’un morphisme e : A — A’ les morphismes d’un
couple (A’,e') dans un couple (A”,€”) étant donnés par les morphismes A’ — A” d’objets de A
rendant le triangle

A—S 4
jl/

commutatif. Convenons de noter A4 la sous-catégorie pleine de cette derniére formée par les
couples (A’ e') pour lesquels €’ est un épimorphisme.
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En associant & un morphisme ¢’ : A — A’ d’objet de A I’épimorphisme défini par le diagramme

e/

A—>QaaN)—— A’

on obtient un adjoint & droite Q4 4 de l'inclusion de A4 dans A\A. Lorsque I'on se donne une
catégorie abélienne B, des foncteurs adjoints G - F' de sources respectives B et A ainsi qu'un
objet B de B, 'adjonction G F F induit une adjonction G + F

F
G(B)\A_ ~ B\B

Les foncteurs F' et G sont obtenus en posant
F(Ae') = (F(A),F(e)ona)  G(B',¢) = (G(B),G(e)).

ou 1 est I'unité de I'adjonction G F F. En combinant les deux adjonctions précédentes, on
obtient une adjonction naturelle

GrFQ@ppok (11)

entre les catégories Ag(py et Bp.

Supposons S intégre de point générique s et donnons nous un S-schéma X . Notons ¢ le morphisme
de la fibre générique X dans X et fixons un Ox-module quasi-cohérent M. En appliquant ce
qui précéde aux catégories de Ox et Ox, -modules quasi-cohérents, ’adjonction (11) nous donne
une adjonction

(=)s F (=)o (12)
entre la catégorie des Ox-modules quasi-cohérents quotients de M et la catégorie des Ox,-
modules quasi-cohérents quotients de M. On dispose alors de la proposition 2.8.1 de [54]

Lemme 1.2.3. Supposons S intégre de point générique s, et donnons nous un S-schéma X ainsi
qu’un Ox-module quasi-cohérent M.

1. Le foncteur QM est pleinement fidele autrement dit la counité de l’adjonction est un
1somorphisme

(=)s o (=) =1id.
2. Lorsque S est régulier de dimension un, l'tmage essentielle de QM est formée des Ox-
modules quotients de M plats sur S.

DEMONSTRATION. — (1). Par définition I'image d’un objet (N, e) de Mody¢, (Ox,) par le fonc-

teur (—)y est le couple ((N)a, €) défini par le diagramme de Ox-modules quasi-cohérents

(N

/ \
v Lx€

L (Ms)

M LN
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Comme ¢ est un morphisme plat, la counité z de I'adjonction (12) s’insére dans le diagramme

T

M —% [mmh > (1u4N)s —=N

[

commutatif

et il suffit de remarquer que ey est un isomorphisme pour voir que cette counité est bien un
isomorphisme.

(2). Supposons que S soit régulier de dimension un. Il s’agit de montrer que (N), est un Ox-
module plat sur S pour tout Ox,-module N quotient de My et que pour tout objet Ox-module
quotient de M plat sur S de la forme (N',e’) I'unité

it N = (V)
est un isomorphisme. Les deux assertions étant locales sur S et X, on peut supposer que S est
le spectre d’un anneau régulier intégre A de dimension un et que X est le spectre d’une A-
algébre B. Notons K le corps des fractions de A. Les anneaux locaux de A sont des anneaux de
valuation discréte ce qui entraine que pour qu’'un A-module N soit plat il faut il suffit qu’il soit
sans torsion. Notons M le B-module correspondant & M et N le B ® 4 K-module correspondant

a N. On voit que (N), est donné par le B-module image du morphisme
M—M@s K — N.

Ce dernier étant contenu dans un K-module, est sans torsion donc plat sur A. D’autre part N’
est donné par un A-module plat N’. Par platitude N’ est contenu dans N’ ® 4 K et le résultat
découle du fait que 'on a le carré commutatif de B-modules

M—M®®s K

L

N’>—>N’®AK.
OJ

Lorsque Z est un sous-schéma fermé de la fibre générique X défini par un idéal quasi-cohérent
J de Ox, on peut lui associer son image fermée Z dans X qui n’est autre que le sous-schéma
fermé de X défini par 'idéal quasi-cohérent

ker [OX - Ox. /J)OX]
Le lemme 1.2.3 nous donne alors

Corollaire 1.2.4. Supposons S intégre de point générique s et donnons nous un S-schéma X.

1. Le foncteur (=), est adjoint & gauche du foncteur (—). Ce dernier est en outre pleinement
fidéle autrement dit la counité de l’adjonction est un isomorphisme

(=)so m =id.
2. Lorsque S est régulier de dimension un, l'image essentielle de m est formée des sous-
schémas fermés de X plats sur S.
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3. Un sous-schéma fermé Z de X, est réduit (resp. irréductible) si et seulement si Z est
réduit (resp. irréductible). Les composantes irréductibles de Z sont les W ou W est une
composante irréductible de Z et

m(W,Z) =m(W, Z).

DEMONSTRATION. — Les deux premiéres assertions sont des conséquences immédiates du
lemme 1.2.3. Soit Z un sous-schéma fermé de la fibre générique X. La proposition 9.5.4 de [50]
assure que ’espace sous-jacent a l'image fermée Z n’est autre que 1’adhérence de Z dans X en
particulier Z est irréductible si et seulement si Z est irréductible. D’autre part on sait d’aprés
la proposition 9.5.9 de [50] que lorsque Z est réduit son image fermée est réduite, la réciproque
étant vraie d’aprés la proposition 8.7.2 de [55]. Cela entraine que les composantes irréductibles
de Z sont les W ott W est une composante irréductible de Z. Pour les multiplicités, il suffit de
remarquer que le morphisme ¢ étant plat

Gz = <Z m(W, Z)[]> => m(W,2) W] =Y m(W,Z)[W]

la somme étant prise sur les composantes irréductibles de W de Z et d’identifier termes a
termes. O]

Remarque 1.2.5. Supposons que S soit intégre régulier de dimension un et que X soit un S-
schéma de type fini intégre de dimension n sur S. Le corollaire 1.2.4 entraine que pour que X
soit plat sur S il s’avére nécessaire et suffisant que X domine S. Dans ce cas le corollaire 14.2.2
de [55] assure que X est équidimensionnel sur S de dimension n.

La remarque précédente nous donne en particulier le lemme suivant

Lemme 1.2.6. Supposons S intégre régulier de dimension un. Alors pour un S-schéma X
Z(X/S, n) = ZHilb(X/Sy 77,)

Remarque 1.2.7. Soient s un point maximal de S et X un S-schéma. Les points maximaux de
X, sont les points maximaux de X se projetant sur s. Soient 6 : T" — S un morphisme de
schéma et t un point maximal de 7' dont 'image dans S coincide avec s. Supposons que le
morphisme «(t) — x(s) induit au niveau des corps résiduels soit un isomorphisme. Alors d’aprés
le corollaire 1.2.4, le nombre de composantes irréductibles de X7 dominant m est égale au
nombre de composantes irréductibles de X dominant {s}. Toute composante irréductible Z de
X dominant Q est dominée par une unique composante irréductible W de X7 dominant m
et l'on a

m(Z,X)=m(W, Xr).
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Définition 1.2.8. Soit s un K-point de S. Un épaississement de s est la donnée d’un trait O
et d’une factorisation de s sous la forme

SpecO ——= §

1 A

Spec K

ol ¢ est le point fermé de O et 7 un morphisme birationnel de O sur une composante irréductible
de S contenant le lieu s de s. Nous dirons que s est épais lorsqu’il admet un épaississement.
Remarque 1.2.9. Dans la définition 1.2.8 nous n’imposons pas que K soit le corps résiduel du
trait O mais simplement une extension de ce dernier. Autrement dit o est simplement un K-point
du trait O de lieu le point fermé.

Remarque 1.2.10. Le lieu s d’'un K-point épais s ne peut pas étre un point maximal de S. Un
K-point arbitraire s de S n’est pas nécessairement épais en général. En revanche si son lieu n’est
pas un point maximal de S, il existe toujours une extension E de K telle que le E-point sp
obtenu par extension a E soit épais. En effet on sait d’aprés la proposition 7.1.9 de [51] que
pour toute générisation maximale n du lieu s de s, il existe un trait O et un morphisme

7:0— 8

envoyant le point fermé de O sur s et qui soit un morphisme birationnel de O sur la composante
irréductible {n}. Le corps résiduel k de O est une extension de x(s) et en choisissant une extension
E telle que

N

on obtient un épaississement

Speck O

| A

Spec B —— Spec K
du E-point sp.

Dans la suite, lorsque 'on se donne un épaississement (O, 7,0) pour un K-point épais de S,
nous noterons p le point générique de la composante irréductible de S dominée par O.

Lemme 1.2.11. Soient s un K-point épais et (O, T,0) un épaississement de ce dernier. Alors
pour tout S-schéma de type fini intégre Z, de dimension n sur S et dominant {p}, le schéma Zo
posséde une unique composante irréductible Z dominant O. Cette derniére posséde les propriétés
sutvantes.

1. Z est lunique sous-schéma fermé de Zo plat sur O et génériquement isomorphe a ce
dernier.
2. Z est un O-schéma plat et équidimensionnel de dimension n.
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3. Z est de multiplicité un dans Zp.

DEMONSTRATION. — D’aprés la remarque 1.2.7, le schéma Zp posséde une unique composante
irréductible Z dominant O et cette derniére est de multiplicité un. En utilisant le lemme 1.1.6
on sait en outre que Z est de dimension n sur O et en utilisant la remarque 1.2.5 que Z est plat
et équidimensionnel sur O de dimension n. Le résultat d’unicité énoncé découle du corollaire
1.2.4. O

Donnons nous un K-point épais s de S et fixons un épaississement (O, 7,0) de s. Soient X un
S-schéma et o € Z(X/S,n) un cycle relatif. Grace au lemme 1.2.11, on peut associer a « le
cycle

Z az[Z] (13)
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant
{p}. Le lemme 1.2.11 assure en outre que le cycle (13) appartient & Zyp(Xo/O,n) ce qui permet
finalement de poser

(0,7,0)®a := Spec(K) xo (Z aZ[Z]> = ZQZ[SpeC(K) X0 Z]. (14)
Z Z

Cependant, pour un K-point épais s de S, le choix de I’épaississement n’est pas unique et en
toute généralité rien n’assure que les cycles (14) pour des épaississements distincts soient égaux.
En revanche on dispose du lemme

Lemme 1.2.12. Soient X un S-schéma et 3 un préfaisceau de cycles relatifs a coefficients
rationnels sur X. Alors pour tout K-point épais s de S et tout épaississement (O, 7,0) on a

§§?(0¢) =(0,7,0)%a.
DEMONSTRATION. — En utilisant le lemme 1.2.2 ainsi que le lemme 1.2.11, on voit que

T‘%@a = Z az[Z]
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant
{p}. Il suffit alors d’utiliser la fonctorialité et la seconde condition de la définition 1.2.1 pour
obtenir que
§§Ba = [2 xo Spec(K)] = (0,1, 0)%a.
O

Le lemme 1.2.12 assure en particulier que pour qu'un cycle relatif o € Z(X/S,n) admette des
changements de base d'une quelconque maniére raisonnable que ce soit, il est nécessaire que les
cycles (14) pour des épaississements distincts soient égaux.

Définition 1.2.13. Un cycle relatif « € Z(X/S,n) sera dit universellement rationnel lorsque
pour tout K-point épais s de S les cycles

(0,7,0)%
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ne dépendent pas de l'épaississement choisi (O, 7,0). On note Z(X/S,n) le sous-groupe de
Z(X/S,n) formé des cycles universellements rationnels.

Dans la suite lorsque a est un cycle relatif universellement rationnel, la valeur commune des
cycles (14) sera notée s®a.

Remarque 1.2.14. Supposons qu’un S-schéma X soit une réunion disjointe quelconque de S-
schémas X;, on a alors un isomorphisme

Z(X/S,n) = @ZX/Sn

puisque le support d’un cycle relatif est par définition quasi-compact donc contenu dans une
réunion finie des X;. Cette décomposition nous donne un isomorphisme

2(X/S,n) = @ZX/Sn

En effet si s est un K-point épais de S et (O, T,0) un épaississement de ce dernier on voit par
définition que

(0,1,0)%a); = (O, 1,0)%a;

en notant «; la composante sur le i-éme facteur d’un cycle relatif a. En particulier cela entraine
bien qu’un cycle est universellement rationnel si et seulement si ses composantes le sont aussi.

Définition 1.2.15. Suivant la définition 2.2.4 de [125]|, nous appelerons éclatement abstrait
tout morphisme de schéma 6 : T" — S possédant les deux propriétés suivantes.

— 0 est un morphisme maximal et propre,

— il existe un ouvert U de S tel que le morphisme (Ur)yed — Uteq soit un isomorphisme.

Nous dirons dans la suite qu’un éclatement abstrait est générique lorsqu’il existe un ouvert dense
de S vérifiant la troisiéme condition de la définition 1.2.15.

Remarque 1.2.16. La premiére condition de la définition 1.2.15 assure que les éclatements abs-
traits sont des morphismes surjectifs puisque en fait chaque composante irréductible de T se
surjecte sur une composante irréductible de S. En outre la troisiéme condition de la définition
1.2.15 implique que les éclatements abstraits génériques sont des morphismes birationnels.

Remarque 1.2.17. Si 0 : T — S est un éclatement abstrait le lemme 9.5.9 de [50] assure que T
est irréductible (resp. réduit) lorsque S est irréductible (resp. réduit).

Soient X un S-schéma et 8 : T' — S un éclatement abstrait. Notons U le plus grand sous-schéma
ouvert de S vérifiant la troisiéme condition de la définition 1.2.15 et V' 'ouvert de X donné par
le carré cartésien

V—X
| = |

U——=2G6.
Etant donné un sous-schéma fermé Z de X de type fini sur S, nous appelerons transformé strict

de Z par 60 le sous-schéma fermé de Zp adhérence schématique de 'ouvert Zpy N Vp. Dans la
suite nous noterons Z5' le transformé strict de Z par 6.
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Remarque 1.2.18. Supposons que ’éclatement 6 soit générique et que Z soit un sous-schéma
fermé intégre de X de type fini sur S, de dimension n sur S et dominant une composante
irréductible de S. Alors le transformé strict Z%t est un schéma irréductible de X7 de dimension
n sur T' et dominant une composante irréductible de T'. En effet comme Zp N Vi est un ouvert
dense dans Z5* les points maximaux de Z%t appartiennent & cet ouvert. Par ailleurs la troisiéme
condition de la définition 1.2.15 nous donne un isomorphisme

(Zr N V1)red = (Z NV )ged

Comme Z domine une composante irréductible de .S et que U est dense, le point générique de
Z appartient & V' ce qui assure que (Z NV )yeq est un schéma irréductible de dimension n sur S
et dominant une composante irréductible de S. Le morphisme 6 étant birationnel cela entraine
que (Z7 NVp)peq est un schéma irréductible de dimension n sur 7' et dominant une composante
irréductible de T' et donc qu’il en est de méme de Z}t par adhérence schématique.

Etant donné un cycle relatif
T
o = Z (673 [Zl]
i=1

ol les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant une
composante irréductible de S, on peut définir le transformé strict de o en posant

T
050 :=>"a; [(Z:)F]. (15)
i=1
La remarque 1.2.18 assure que l'on obtient ainsi un cycle relatif appartenant a Z(Xp /T, n).

Nous dirons qu’un éclatement abstrait § : T — S platifie le cycle relatif & € Z(X/S, n) lorsque les
transformeés stricts des (Z;)5t sont des schémas plats sur 7. Supposons qu’en outre 1’éclatement 6
soit générique. On sait par la remarque 1.2.18 que les (ZZ)% sont irréductibles de dimension n
sur T. Le corollaire 14.2.2 de [55] assure alors que les schémas (Z;)5 sont équidimensionnels
de dimension n sur T'. On voit donc que pour un éclatement abstrait générique platifiant «, le

cycle (15) appartient a Zyq, (X7 /T, n).

Leur définition force les éclatements abstraits a vérifier le lemme suivant

Lemme 1.2.19. Les éclatements abstraits (resp. les éclatements abstraits génériques) sont
stables par composition. De plus st

7 -V
b
S/ L S
est un carré dans lequel ¥ est un éclatement abstrait et 0 un morphisme plat, alors

1. 9 est un éclatement abstrait qui est générique lorsqu’il en est de méme de ¥,
2. lorsque ¥ platifie un cycle o, U’éclatement 9 platifie le cycle 0®a.
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DEMONSTRATION. — En vertu du lemme 1.1.13, on sait que le morphisme 1’ est propre et maxi-
mal. Fixons un ouvert U de S pour lequel le morphisme (Ur)yeq — Ueq soit un isomorphisme
et notons U’ = 8’ xg U 'image réciproque de U par 6. On a par ailleurs le carré cartésien

[(UT)rcd} X Ured [S' X5 Urod] 9 X5 Ured

(Ou)re
(UT)red e Ured .

Comme le morphisme

[T/ X U/] red (U/)red
est obtenu & partir de (16) en passant aux structures réduites, on voit qu’il s’agit d’un isomor-
phisme et donc que ¢’ est un éclatement abstrait. Lorsque U est dense dans S, le morphisme 6

étant ouvert on voit qu’il en est de méme de U’.

Supposons maintenant que 7 : 77 — T et 6 : T — S soient des éclatements abstraits. Fixons un
ouvert (resp. un ouvert dense) U de S tel que le morphisme (Ur)yeq — Ureq s0it un isomorphisme.
Par ce qui précede T" x U — T x gU est un éclatement abstrait donc il existe un ouvert (resp. un
ouvert dense) V de T x g U pour lequel le morphisme (77 X7 V)eqd — Vieq €st un isomorphisme.
Notons W l'ouvert (resp. 'ouvert dense) de S contenu dans U image de V' par 'isomorphisme
(00 )reda- On a alors

iso. iso.

(T/ XT V)red .

‘/red Wred

(HW)red

(T XS W)red

ce qui assure que 7o# est un éclatement abstrait (resp. un éclatement abstrait générique) puisque
les deux premiéres propriétés de la définition 1.2.19 sont stables par composition.

Supposons que I’éclatement abstrait ¢ platifie le cycle a, il suffit de remarquer que le morphisme
f étant plat on a

T, X gt (ZZ)%P/ = (T Xg ZZ)%C/
pour conclure que ¥’ platifie le cycle 8®a. O

Remarque 1.2.20. Supposons que 6 : T' — S soit un éclatement abstrait générique. Les schémas
(Z;)5t et (Z;)r sont génériquement isomorphes, autrement dit pour tout point maximal ¢ de T
on a I’égalité des fibres génériques

[(ZZ)%L - [(Zi)T}t'
Il suffit pour cela de remarquer que le point ¢ appartient nécessairement a Up et d’utiliser la

définition du transformé strict.

Lemme 1.2.21. Soient X un S-schéma et o € Z(X/S,n) un cycle relatif. 1l existe un éclate-
ment abstrait générique 0 : T — S platifiant le cycle «.
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DEMONSTRATION. — Notons 9 : Syeq — S le morphisme canonique. Remarquons tout d’abord
que ce morphisme est un éclatement abstrait générique et que l'isomorphisme naturel

Z(Sred XS X/Sredan) = Z(X/Sa TZ)

de la remarque 1.1.25 coincide avec 195%. En particulier on peut supposer S réduit. Ecrivons le
cycle « sous la forme

o = Z aZ[ZZ]
=1

ol les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant une
composante irréductible de S. Comme S est réduit, le théoréme de platitude générique 6.9.1 de
[51] assure par récurrence qu’il existe un ouvert dense U de S tel que les schémas U x g Z; soit
plats sur U. Le lemme découle alors du théoréme de platification par éclatement démontré par
M. Raynaud et L. Gruson dans [112, théoréme 5.2.2]. O

Remarque 1.2.22. Dans le lemme 1.2.21 on peut en fait platifier o par un véritable éclatement
du schéma S.

Lemme 1.2.23. Soient X un S-schéma et o un élément de Z(X/S,n). Les conditions suivantes
sont équivalentes.

1. Pour tout K -point épais de S, les cycles (O,7,0)®Pa ne dépendent pas de l’épaississement
(O, 1,0) choisi,

2. Pour tout éclatement abstrait générique 68 : T — S platifiant o et pour tout K-point t,ty
de T tels que O oty = 6oty les cycles

O@p® . _ 10p®
i1 Hsta - 22 esta
coincident.

DEMONSTRATION. — FEcrivons « sous la forme
T
o = Z (67 [Zz]
i=1

ol les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant une
composante irréductible de S.

Supposons la premiére condition satisfaite et donnons nous un éclatement abstrait générique
0 : T — S platifiant o. Notons 1,12 le lieu des K-points t; et t3 et s le lieu du K-point s image
de t;,t, par 0. L’éclatement 6 étant un morphisme birationnel d’aprés la remarque 1.2.16, si s
est un point maximal de S on a nécessairement t; = t, et 1’égalité recherchée est immédiate.
Supposons que s ne soit pas maximal. Dans ce cas en utilisant la remarque 1.2.10, on sait qu’il
existe une extension F/K telle que les E-points (¢;)g, (ty)r de T soient épais. Choisissons pour
chacun d’eux des épaississements (O1,71,01) et (D2, 72, 02) de sorte que l'on ait le diagramme
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commutatif

//\

Spec(F) — Spec(K

Comme 6 est birationnel, les triplets (01,6 o 71, 01) et ((92, 0 o 19, 09) sont deux épaississements

d’un méme FE-point et notre hypothése nous assure que
(01,0 0711,01)% = (02,0 0 19, 09) 0.

Le transformé strict de o par 6 est alors donné par

=1

ou par hypothése (Z;)5t est un sous-schéma fermé de Xp plat sur 7' que l'on sait étre généri-
quement isomorphe & (Z;)r d’aprés la remarque 1.2.20. Cela entraine que O1 x7 (Z;)5} est un
sous-schéma fermé de O xg X plat sur O; génériquement isomorphe a O; xXg Z; et donc par
définition que

,

(01,0 011,01)%a = Zai[Spec(E) xo, (01 x7 (Z; )35)}
i=1
T

= Zaz{Spec(E) Xgpec(k) (Spec(K) X1 (Z; )%)} = (ﬁ@ [95%04])}3

i=1

En procédant de méme on obtient 1’égalité
(01,907’170'1)@ (t©[c98ta])E

et la seconde assertion est alors une conséquence de la remarque 1.1.18.

Réciproquement supposons la seconde condition satisfaite et donnons nous deux épaississement
(O1,711,01) et (O1,71,01) d'un méme K-point s. D’apreés le lemme 1.2.21 il existe un éclatement
abstrait générique 6 : T' — S platifiant le cycle a. L'image du point générique du trait O étant
un point maximal et sachant d’aprés la remarque 1.2.16 que ’éclatement 6 est un morphisme
birationnel, le critére valuatif de propreté [51, thm 7.3.8| appliqué au morphisme propre 6 nous
donne un relévement canonique

T

0

/

Spec K RN (91 SN

V
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Le sous-schéma O x7 (Z;)5 étant plat et génériquement isomorphe a O1 xg (Z;) on a

T

(01,71, 01)®oz = Zai {SpecK X0, ((’)1 X (ZZ)%)} = ﬁ@ [an}.
i=1
De méme on obtient

r

(02772,0'2)®a = Zai [SpeCK ><(92 (02 XT (Zl)%g)} = tgb [95%04]
i=1

et le lemme en découle. O

1.2.3. Existence et unicité du changement de base. — Nous abordons maintenant la
question de D'existence et de I'unicité du changement de base. A cet égard le résultat essentiel
est la proposition 1.2.26 dont la démonstration utilise lemme suivant.

Lemme 1.2.24. Soient X un S-schéma, s un point de S non mazximal et o un élément de
Z(X/S,n). Alors en notant p ’exposant caractéristique du corps résiduel k(s), il existe un unique
cycle

s¥a € Z(Xs/k(s),n)[1/p]
vérifiant pour tout K-point épais s de lieu s

s%Pa = (s®a)k.

DEMONSTRATION. — L’unicité d’un tel cycle résulte de la remarque 1.1.18. On sait par le lemme
1.2.21 qu'il existe un éclatement abstrait générique 6 : T' — S platifiant a. Le morphisme 6 étant
surjectif de type fini, il existe une extension normale finie F/k(s) et un E-point ¢t de T tel que

t

Spec(F) T
Spec(k(s)) Z— S.
On peut considérer le cycle relatif
B =t® [Hs%a].

I1 suffit de voir que ce cycle provient d'un cycle v sur X a coefficients dans Z[1/p], ce dernier
étant nécessairement unique d’aprés la remarque 1.1.18. En effet écrivons a sous la forme

o = Z OéZ[Zl]

ou les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant une
composante irréductible de S. Donnons nous un épaississement (O, 7,0) d'un K-point épais s.
L’image du point générique du trait O étant un point maximal et sachant d’aprés la remarque
1.2.16 que ’éclatement 0 est un morphisme birationnel, le critére valuatif de propreté [51, thm
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7.3.8] appliqué au morphisme propre # nous donne un relévement canonique

tl

T

0

/

SpecKHOH

\/

Le sous-schéma O xp (Z;)5t étant plat et génériquement isomorphe & O xg Z; on a

T
(0,7,0)% =3 a [specK xo (0 x1 (Z );z)} = (¢)°[6%a].
i=1
Fixons une extension composée F' de K et E par rapport a k(s), les F-points (t')p et (t)p
coincidant aprés composition par 6 le lemme 1.2.23 nous assure que

[(O0,7,0)%]r = (B)Fl05a] = (') Fl050)
= (B)Fr =r.

La remarque 1.1.18 nous donne donc yx = (O, 7,0)®a et v est donc le cycle s®Pa recherché.

Nous allons maintenant voir que 3 provient bien d’un cycle sur X a coefficients dans Z[1/p].
Notons pour simplifier G le groupe de Galois de E/k(s). Chaque élément g du groupe de Galois
nous donne deux E-points ¢ et to g de T vérifiant 6ot = o (tog). Le lemme 1.2.23 nous assure
alors que 8 = ¢©f3 autrement dit que le cycle 3 est invariant par Galois. Il suffit donc de voir
que l'extension E/k(s) induit un isomorphisme

G
Z(X)[1/p] = (2(Xp)[1/p))

En utilisant la remarque 1.1.18, il s’agit de voir que les cycles invariants par Galois sur Xpg
proviennent aprés changement de base de cycles sur X a coefficients dans Z[1/p] sur X. Pour
qu’'un cycle algébrique sur X g soit invariant par Galois, il faut et il suffit qu’il soit combinaison

linéaire de cycles de la forme
> {gw)} (16)

geG/H

ol w est un point de X de stabiliseur H dans G. Il suffit donc de montrer que chaque cycle
de cette forme provient d’un cycle algébrique sur X par changement de base. Notons Z le sous-
schéma fermé intégre de X dont le point générique est 'image de w. Les points g(w) lorsque
g parcourt G/H sont les points maximaux du schéma Zp. Par ailleurs les multiplicités des
composantes irréductibles de Zg sont toutes égales

m({g(w)}, Zp) = m({w}, Zg) =180, ,(Ozsw).

D’apres la seconde assertion de la proposition 4.7.3 de [54] cette longueur est une puissance de
p. En notant e 'exposant de p dans cette longueur, on voit que le cycle 1/p¢[Z] admet le cycle
(16) pour image aprés changement de base. O
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Corollaire 1.2.25. Soient X un S-schéma, o un élément de Z(X/S,n) et  : T — S un
éclatement abstrait générique platifiant . Alors pour tout K-point t de T de lieu s dans S on a

t® {93@] = (s®a)g.

DEMONSTRATION. — Supposons que le lieu ¢ de ¢ soit un point maximal. Alors comme 6 est
un morphisme birationnel d’aprés la remarque 1.2.16, le point s est un point maximal. L’égalité
voulue découle alors de la remarque 1.2.20.

Supposons maintenant que ¢ ne soit pas un point maximal. La démontration du lemme 1.2.24
assure qu’il existe une extension F/k(s) et un E-point ¢’ tels que

(s®a)K = (;')@Gga.

Fixons une extension composée F' de K et E sur s(s). Les F-points (¢)p et (t')p coincidant
aprés composition par 0, I’égalité voulue découle du lemme 1.2.23 et de la remarque 1.1.18. [

Proposition 1.2.26. Soient X un S-schéma, 0 : T — S un morphisme de S-schémas et o un
élément de Z(X/S,n)q. 1l existe un unique cycle

6%a € Z(X Xg T/T, n)@

tel que pour tout K-point épais ou mazimal t de T dont Itmage s par 0 soit un K-point épais
ou maximal de S, on a

t®(0%a) = s®a. (17)

DEMONSTRATION. — Notons 11, ..., T, les composantes irréductibles de T, t; le point générique
de T; et s; son image dans S. Pour simplifier nous noterons K; le corps résiduel de T' au point ¢;.
Supposons qu’un tel cycle 3 existe. La condition imposée prescrit les valeurs du cycle recherché
[ aux points maximaux ti,...,t, de T et I'unicité résulte donc de la remarque 1.1.25. On sait
en outre qu’en notant (3 sous la forme

B=> 8zl7
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres Z de X7 de dimension n sur T et
dominant une composante irréductible de 7', la multiplicité 3z de Z dans 3 est donnée par

Bz = m(Ztia (S?Q)Ki)

ou T; est la composante irréductible de T" dominée par Z.

Tout revient donc a prouver que ce cycle satisfait bien les conditions imposées. Sachant qu’il
a été défini de maniére a vérifier (17) lorsque ¢ est maximal, on peut supposer que ¢t est un
K-point épais. Fixons un épaississement (O', 7/, 0”) de ce dernier ainsi qu’un éclatement abstrait
générique ¥ : S’ — S platifiant «. L’image du point générique de O’ étant un point maximal
de T', on peut supposer quitte & réordonner les composantes irréductibles qu’il s’agit de T3. Le
corps des fonctions de O est alors I'extension de type fini K; de x(s). Le morphisme ¢ étant
surjectif de type fini, il existe une extension de type fini E de k(s) tel que le E-point (s1)g se
reléve & S, quitte a prendre une extension composée de K7 et E sur k(s) on peut supposer que
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E est une extension de type fini de K. Il existe d’aprés la proposition 7.1.7 de [54] un trait O”
de corps des fonctions E et un morphisme dominant de trait

/! /
0:0" =0
envoyant le point fermé sur le point fermé et induisant aux niveaux des corps de fonctions

Pextension E/K;. En utilisant le critére valuatif de propreté [51, thm 7.3.8] on obtient de la
sorte un diagramme commutatif

Spec(F) V- T > g
| | s
Spec(K1) >0 —>T > g

dans lequel i’ et 1 sont les points génériques de O' et O”. Le corps K et le corps résiduel de
(O" en son point fermé étant deux extensions du corps résiduel de O en son point fermé on peut
fixer une extension composée F

Spec(F) Z—@" T g
. k
Spec(K) *— 0/ =T —"> 5.

\/

Pour chaque sous-schéma fermé intégre Z de X de dimension n sur 1" et dominant 77, le schéma
O x1 Z posséde d’aprés le lemme 1.2.11 une unique composante irréductible Z dominant O’.

Notons v le cycle relatif
v=>_ 622
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres Z de X7 de dimension n sur T et
dominant T}. La construction du cycle 8 nous assure que (s®a) g, = n©v, en utilisant le corollaire
1.2.25 on voit donc que

O [()2(050)| = (7" on")®(650) = (®a)p
= (®)e=0")%(")
ce qui entraine d’aprés la remarque 1.1.25 que
(") (05) = 0.
En utilisant la proposition 1.1.32 et la définition de 'image inverse le long d’un point épais, on
voit donc que

(8")(050) = (")%(e®) = [(0)*]
_ (O//,T//,U//)®ﬁ: (E@)B)p
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Supposons que s soit maximal. Le morphisme 9 étant birationnel d’aprés la remarque 1.2.16, on
peut voir s comme un K-point maximal s’ de S’. Les F-points s” et s} induisent alors le méme
F-point de S et le lemme 1.2.23 nous donne

(s%a) . = (P (650) = (s")®(650) = (t%8) p-

®

La remarque 1.1.18 nous assure finalement que t®(3) = s®a, ce que nous voulions.

Supposons maintenant que s soit un K-point épais et choisissons lui un épaississement (O, 7, 0).
L’image du point générique du trait O étant un point maximal et sachant d’aprés la remarque
1.2.16 que 'éclatement ¥ est un morphisme birationnel, le critére valuatif de propreté [51, thm
7.3.8] appliqué au morphisme propre ¥ nous donne un relévement canonique

§/

ey

o 7
I

Spec K 7> 0 —"> 5,

S
Ecrivons le cycle « sous la forme
T
o = Z a,[Zl]
i=1

ol les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant une
composante irréductible de S. Le sous-schéma O x1(Z;)5t étant plat et génériquement isomorphe
a0 xgZ;ona
-
50 = (0,7,0)% = 3 ai[ Spec K xo (0 xr (Z)F)] = ()% [0%0].

i=1
Comme précédemment les F-points s” et % induisent alors le méme F-point de S et le lemme
1.2.23 nous donne

$2a = ()P(050) = ()7 (050) = (1°9),

et la remarque 1.1.18 suffit pour conclure la démonstration. O

Remarque 1.2.27. En général pour un élément o € Z(X/S,n) et un morphisme 6 : T' — S quel-
conque le cycle #®a n’est pas nécessairement a coefficients entiers, en revanche la construction
de ce cycle implique que les dénominateurs pouvant apparaitre ne peuvent avoir comme facteurs
premiers que les caractéristiques résiduelles de S aux points images des points maximaux de 7T'.
En particulier lorsque S est de caractéristique nulle, le cycle 8% est a coefficients entiers.

La proposition 1.2.26 donne un préfaisceau Z(X/S,n)q de cycles relatifs a coefficients rationnels
sur X. Ce dernier associe & un S-schéma T' le Q-espace vectoriel

Z2(X/S,n)o(T) =2(X xsT/T,n)g
et & un morphisme de 77 — T de S-schémas le morphisme de Q-espaces vectoriels

0% 2(X x5 T/T,n)g — 2(X xsT'/T',n)g.
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Le lemme 1.2.12 nous donne immédiatement le résultat suivant qui prouve que le changement
de base défini par A. Suslin et V. Voevodsky est la seule extension naturelle des changements
de base plats.

Corollaire 1.2.28. Soit X un S-schéma.

1. Z(X/S,n)q est un préfaisceau de cycles relatifs.
2. Tout préfaisceau de cycles algébriques relatifs a coefficients rationnels sur X est un sous-

préfaisceau de Z(X /S, n)g

Dans la suite nous dirons qu'un cycle « est universellement entier lorsqu’il est universellement
rationnel et que d’autre part pour tout morphisme de schémas 6 : T' — S le changement de base
6®« est un cycle relatif a coefficients entiers. Nous noterons z(X/S,n) le sous-groupe formé des
cycles universellement entiers.

Lemme 1.2.29. Soient 6 : T — S un morphismes de schémas, X un S-schémas et o €
Z(X/S,n) un cycle relatif. On a linclusion
supp(0®a) C Hil(supp(a)).

DEMONSTRATION. — Comme #®a est un cycle relatif, on peut se ramener & supposer que le
morphisme 6 est en fait le morphisme associé a un point s de S. En outre I'inclusion étant
immédiate lorsque s est maximal, on peut supposer que ce n’est pas le cas et par la remarque
1.2.10 prendre une extension K/k(s) de sorte que le K-point

S

Spec(K) — Spec(k(s)) *—= §

soit épais. Il suffit alors de voir que le résultat est vrai pour le morphisme s. Fixons un épaissis-
sement (O, T,0) et écrivons « sous la forme

T
o= Z ;| Z;
i=1

ol les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant une
composante irréductible de S. Quitte a réordonner les Z; on peut supposer que les k premiers
sont ceux dominant la composante irréductible de S ayant pour point générique I'image par 7
du point générique de O. On a alors

k
Z Spec(K) X Z4]
=1

ol Z; est 'unique composante irréductible de O x g Z; dominant O ce qui donne

k
supp(s®a) C ox (U Z) C U)_(l (U(O xg Zz’)red)

i=1
C 0y (U ZZ> = 0 supp(a)
=1
et prouve le lemme. O
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Notons Zequi(X/S,n) le groupe des cycles relatifs équidimensionnels universellement rationnels,
Zequi(X /S, n) le sous-groupe formé des cycles universellement entiers et posons

C(X/S,n)=C(X/S,n)NZ(X/S,n) Cequi(X/S,n) = C(X/S,n) N Zequi(X/S,n)
co(X/S,n)=C(X/S,n)Nz(X/S,n) Cequi(X/S,n) = C(X/S,n) N Zequi(X/ S, n).
Le lemme 1.2.29 nous donne alors le

Corollaire 1.2.30. Les groupes abéliens C(X/S,n)q, c¢(X/S,n), Coqui(X/S,n)q, Cequi(X/S,n)
ainst que les groupes Zequi(X/S,n)q et Zequi(X/S,n) sont stables par changement de base.

DEMONSTRATION. — Fixons un morphisme de schémas 6 : T — S. Par construction le support
de 0®a est maximal sur T et de dimension n sur 7. Les lemmes 1.1.9 et 1.2.29 nous donnent
I'inégalité
dim(supp(#®a)/T) < dim(supp(a)/S) = n
le théoréme de semi-continuité de Chevalley implique par ailleurs I'inégalité inverse
dim(supp(#®a)/T) > n.
Cela assure que la fonction dim(supp(6®a)/T) est constante et prouve que 8% est bien un cycle

équidimensionnel. Le cas a support propre découle lui aussi du lemme 1.2.29. ]

Notation 1.2.831. Dans la suite, on pose pour tout S-schéma T

2(X/8,n)g(T) = 2T x5 X/T)g  Zequi(X/S:n)g = Zequi(T x5 X/T,n)g
2(X/S,n) =2(T xg X/T,n) Zequi(X/ 9, n)(T) = Zequi(T x5 X/T,n)
Q(X/S7 n) (T> (T XS X/T)Q equl(X/S')n)@ = eequi(T XS X/T7n)Q

c(X/S,n) =c(T xs X/T,n) X/S,n)(T) = coqui(T xs X/T,n).

4qu1(

Le corollaire 1.2.30, nous assure que I'on obtient ainsi des préfaisceaux sur Schg.

Lemme 1.2.32. Supposons S géométriquement unibranche et donnons mous un S-schéma X.
Pour tout sous-schéma fermé Z de X équidimensionnel sur S de dimension n, le cycle relatif
[Z] associé o Z appartient & Zequi(X/S,n).

DEMONSTRATION. — Quitte & remplacer Z par une de ses composantes irréductibles on peut
supposer que Z est intégre. D’aprés le lemme 1.2.21, il existe un éclatement abstrait générique
6 : T — S platifiant le cycle [Z] autrement dit tel que le transformé strict Z5' soit plat sur T
Fixons deux K-points t; et t, de T tels que § ot; = 0 oty. Le lemme 1.2.23 nous assure qu’il
s’agit de voir que

tP127) = 5127
autrement dit que l'on a bien 1’égalité des cycles

[SpeC(K) Xil Z%F] = [SpeC(K) XEQ Z%F]

Comme S est géométriquement unibranche et que Z est équidimensionnel, le schéma T X g Z est
lui aussi équidimensionnel. L'immersion fermée de Z5¥ dans T' xg Z étant un isomorphisme au
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dessus des points génériques de T', on voit que cette immersion est définie par un idéal nilpotent.
Il s’ensuit que le sous-schéma fermé Spec(K) x g Z5 de

Spec(K) xs (T xg Z) = [Spec(K) x5 T] Xgpec(x) [Spec(K) x5 Z]

est défini par un idéal nilpotent.

Par ailleurs le morphisme 6 étant propre et dominant, la proposition 4.3.5 de [52] et la proposition
18.8.15 de [56] nous assurent que le schéma Spec(K) xgT' est géométriquement connexe. Cepen-
dant quitte & prendre une extension de K, la remarque 1.1.18 nous permet de supposer que K
est algébriquement clos. Le schéma Spec(K) x g T est donc connexe ce qui permet de se ramener
au cas ou il est intégre. Notons alors Z1, ..., Z, les composantes irréductibles de Spec(K) xg Z
munies de leur structure réduite. Comme K est algébriquement clos et Spec(K) xsT est intégre,
le corollaire 4.5.8 de [54] nous assure que les

Z; X Spec(K) (SpeC(K) XS T) (18>

sont irréductibles et donc d’aprés la proposition 4.6.5 de loc.cit. qu’ils sont intégres. Les compo-
santes irréductibles de Spec(K) xg (T xg Z) sont donc précisément les schémas (18) et le cycle
associé & Spec(E) xg Z5' est donné par une unique combinaison linéaire

[Spec(K) x5 Z3] = > milZi Xspec() (Spec(K) x5 T)).
=1

Le résultat recherché est alors une conséquence de la proposition 1.1.32. O

Ce lemme nous donne immeédiatement le corollaire suivant.
Corollaire 1.2.33. Supposons S géométriquement unibranche. Soit X un S-schéma.

1. Le groupe abélien Zequi(X/S,n) est le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas
fermés intégres de X équidimensionnels sur S de dimension n.

2. Le groupe Cequi(X/S,n) est le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas fermés
intégres de X propres sur S et équidimensionnels sur S de dimension n.

En supposant en outre S régulier, le corollaire précédent nous donne le résultat suivant.
Corollaire 1.2.34. Supposons S réqulier. Soit un S-schéma X.

1. Le groupe zequi(X/S,n) est le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas fermés
integres de X équidimensionnels sur S de dimension n.

2. Le groupe Cequi(X/S,n) est le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas fermés
intégres de X propres sur S et équidimensionnels sur S de dimension n.

1.2.4. Descente plate. — Les groupes de cycles algébriques relatifs introduits précédemment
se comportent particuliérement bien par rapport aux changements de base par des morphismes
surjectifs et plats.

Lemme 1.2.35. Soient X un S-schéma et 0 : T — S un morphisme surjectif et plat.
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1. Les carrés de groupes abéliens

z2(X/S,n) Z(X/S,n) Z(X/S,n)

i(,@@ lg@\ lgg)

2(X xgT/T)n) —=2Z(X xgT/T,n) —= Z(X xgT/T,n).

sont cartésiens.
2. De méme les carrés de groupes abéliens

c(X/S,n) C(X/S,n) C(X/S,n)

lg@ lg@ lg@

(X xgT/T,n) —=C(X xgT/T,n) — C(X xs T/T,n).

sont cartésiens.

DEMONSTRATION. — La seconde assertion se déduit de la premiére puisque les carrés

c(X/S,n) ——=C(X/S,n) ——= C(X/S,n)

l | |-

2(X/S,n) —=2(X/S,n) ——= Z(X/S,n)

sont cartésiens par définition. Supposons que « soit un élément de Z(X/S, n) dont 'image par 6%
appartient au groupe Z(X/S,n). Fixons un éclatement abstrait générique ¢ : " — S platifiant
« ainsi que des K-points s, 8o de S’ vérifiant 9o s, = Yo s,. Il s’agit de vérifier d’apres le lemme
1.2.23 que les cycles s7(9%a) et s5(U%a) coincident. On sait en utilisant le lemme 1.2.19 que

dans le carré cartésien
,19/

T T
plat Surj-io’ O eiplat surj. (19)
B
le morphisme 19" est un éclatement abstrait générique platifiant « et que
(0)°(95a) = (9)G(0%).

Puisque 0’ est surjectif, il existe une extension F//K et des F-points t;,t, de T’ rendant les carrés

Spec(F') b T’ Spec(F') B T
oLl Lol
Spec(K) Sy Spec(K) Iy

commutatifs. Par hypothése 0®a appartient & Z(X/S,n), en utilisant le lemme 1.2.23, cela donne
I'égalité

12 ()200%0)) = 15 ((0)5(0%0))
ce qui assure que les cycles sf(9%a) et s3(¥%a) coincident aprés extension a F'. La remarque
1.1.18 permet alors de conclure.
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Supposons maintenant que #®« appartienne & z(X xgT/T,n) et donnons nous un morphisme de
schémas 9 : S — S. Nous utilisons dans la suite les notations du carré (19). Par ce qui précede
on sait que « appartient a Z(X/S,n) ce qui permet d’écrire via la fonctorialité des changements
de base que
(0)®9%a = (7)®0%

dans Zequi(X xsT" /T, n)q. En utilisant le corollaire 1.2.28 et le fait que le cycle §®« soit supposé
universellement & coefficients entiers, on voit que les cycles apparaissant dans ’égalité précédente
sont & coefficients entiers. La platitude de §’ nous assure alors que 9®a est a coefficients entiers
et donc que « est universellement & coeflicients entiers. O

1.3. Multiplicités

Le calcul explicite des multiplicités intervenant dans les changements de base permet de voir
— corollaire 1.3.13 — que le changement de base des cycles relatifs est profondément lié¢ & la
théorie de l'intersection. En particulier il permet d’effectuer sur une classe de cycles particuliers,
nombres d’opérations de la théorie de l'intersection [43| sans recourir au passage a 1’équivalence
rationnelle et & ce titre est fondamental dans la construction des motifs mixtes de V. Voevodsky.
On remarquera que dans I'exposé de la théorie des cycles relatifs donné par M. Levine dans les
appendices de [98], le calcul explicite des multiplicités est au centre de toutes les définitions et
démonstrations.

Dans la suite pour tout ce qui concerne les multiplicités de Samuel nous renvoyons le lecteur a
I’appendice B.

1.3.1. Cas géométriquement unibranche. — Rappelons que pour le schéma S, les com-
posantes connexes ne coincident avec les composantes irréductibles qu’a la condition que ces
derniéres soient deux a deux disjointes ce qui revient a supposer que les anneaux locaux Og 4
sont irréductibles pour tout point de S. Cette condition est en particulier satisfaite par les
schémas géométriquement unibranches d’aprés les définitions 23.2.1 de [53] et 6.15.1 de [54].

Supposons S géométriquement unibranche et notons Si, ..., S, ses composantes irréductibles.
D’aprés ce qui précéde tout point s de S appartient & une unique composante irréductible Sj
de S. Cette derniére munie de sa structure réduite est un schéma géométriquement unibranche
intégre et en utilisant I'isomorphisme de la remarque 1.1.25, on a le diagramme commutatif

Z(X/S, n) B @::1 Z,(XZ/SZ, n) I Z(Xk/Sk, TL)
s® Z’(Xsa H(S)a n)@

ce qui permet de se restreindre pour le calcul de s® au cas ot S est un schéma intégre géomé-
triquement unibranche.

Dans la suite de cette sous-section nous supposons S géométriquement
unibranche intégre.
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En anticipant un peu, nous utilisons les notations introduites dans la section 2.2 et la sous-
section 2.3.1. En particulier Sh désigne le schéma local hensélien de S en un point s et pour un
point géométrique s de S, la notation S;h désigne le schéma strictement local de S au point s.

Dans les démonstrations il est utile de constater que la notion de schémas géométriquement
unibranches intégres est stable lorsque 1’on passe a la droite affine ou aux hensélisés stricts ou
non. Le lemme essentiel a cet égard est le suivant.

Lemme 1.3.1. Soit i — X; un systéme projectif filtrant de schémas unibranches (resp. géomé-
triquement unibranches) dont les morphismes de transition sont affines et mazimauz. Alors la
limite projective des X; est un schéma unibranche (resp. géométriquement unibranche).

DEMONSTRATION. — La définition des schémas unibranches (resp. géométriquement uni-
branches) étant locale, nous pouvons supposer que X; est le spectre d’'un anneau A; dont les
anneaux locaux sont unibranches (resp. géométriquement unibranches). On dispose donc d’un
systéme inductif filtrant d’anneaux ¢ — A; dont on note la colimite A. Dans la suite nous
désignons les morphismes structuraux de ce systéme par

Gij Ay — Ay i< ¢i A — A
Fixons un idéal premier de p de A. Tout revient & vérifier que A, est unibranche (resp. géomé-

triquement unibranche). Notons p; = ¢;1(p). Comme le spectre de A; est géométriquement uni-

branche, ses composantes irréductibles coincident avec ses composantes connexes ce qui entraine
que p; contient un unique idéal premier minimal a;. Par ailleurs les morphismes de transition
étant maximaux, on sait que qb;jl(aj) = a;. Considérons alors les systémes inductifs filtrants

i Bi=Aifa; i g =pifa;

et notons B et q leur colimite respective. Nos hypothéses assurent que les

(Bi)qz‘ = (Ai)l:‘i
sont des anneaux locaux unibranches (géométriquement unibranches). D’aprés la proposition
5.13.3 de [54], I'idéal q est premier dans B et

Ay = colim(4;)y,

20
= colim(B;)q, = By. (20)

Les (B;)q, formant un systéme inductif filtrant d’anneaux locaux unibranches (resp. géomé-
triquement unibranches) & morphismes de transition locaux et injectifs, le corollaire 5.13.4 de
loc.cit. prouve que By est unibranche (resp. géométriquement unibranche) et Iassertion découle

donc de (20). O

On déduit alors du lemme ci-dessus la propriété de stabilité que nous avons mentionnée précé-
demment.
Corollaire 1.3.2. Soit s un point de S et’s un point géométrique de S de lieu s.

1. L’espace affine A est géométriquement unibranche integre.

2. Le schéma local hensélien S est géométriquement unibranche intégre.
3. Le schéma local strictement hensélien szh est géométriquement unibranche intégre.
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DEMONSTRATION. — L’espace affine A¢ étant intégre et la projection AY — S étant un mor-
phisme normal, la premiére assertion est une conséquence immédiate du corollaire 11.3.14 de
[65]. Par ailleurs on peut décrire les hensélisés stricts ou non via les limites projectives
S'= lim U S"= lim U
Ue(Vheyop Ue(vihayop

V];’a désignant la catégorie des voisinages Nisnevich affines de s et Vgh’a celle des voisinages
étales affines de 5. Comme S est géométriquement unibranche, il résulte aussi du corollaire cité
précédemment que ces systémes projectifs sont formés de schémas géométriquement unibranches.
Leurs morphismes de transition étant étales donc maximaux, le lemme 1.3.1 nous assure donc
que les schémas SY et S;b sont géométriquement unibranches. Comme S est géométriquement
unibranche intégre, ’anneau local Og s est géométriquement unibranche réduit. La proposition
18.6.12 de [56| montre finalement que le schéma local hensélien S 9 est intégre et la proposition
18.8.15 de loc.cit. que le schéma local strictement hensélien S;b est géométriquement unibranche
intégre. [

La stratégie adoptée dans [125] pour le calcul explicite des multiplicités intervenant dans le
changement de base, consiste & introduire explicitement ces multiplicités — obtenues par une
« extension » des multiplicités de Serre aux schémas géométriquement unibranches — et a
vérifier ensuite que les cycles qu’elles définissent coincident avec le changement de base via
la caractérisation de ce dernier apparaissant dans la proposition 1.2.26. Avant d’introduire ces
multiplicités dans la définition 1.3.4 nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.3.3. Soient X un S-schéma équidimensionnel et s un point de S. Alors pour tout
point générique w d’une composante irréductible de la fibre X 1déal mgsOx . est un idéal
my o -primaire de Ox .

DEMONSTRATION. — On peut supposer que S est affine spectre d’un anneau A intégre et noter
p lidéal premier de A correspondant & s. D’aprés le lemme 1.1.11 on peut en outre supposer,
quitte a se restreindre & un voisinage ouvert de w suffisamment petit, que le morphisme structural
de X dans S est donné par une composition

X 1AL — g

dans laquelle n est un entier positif et ¢ un morphisme quasi-fini maximal. Comme ¢ est quasi-
fini on sait d’aprés le paragraphe 7.4.4 de [50] que mAg,q(w)OX,w est un idéal myx ,-primaire de
Ox - 11 suffit donc de voir que

Mg sOpn g(w) = MAR g(w)- (21)

D’aprés le corollaire 1.3.2 le schéma A% est géométriquement unibranche. Le morphisme ¢ étant
équidimensionnel de dimension 0, cela entraine que le morphisme p apparaissant dans les carrés
cartésiens

q n
AS

TSTDT

Xy —— All5) — Spec(x(s))

vl
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est lui aussi équidimensionnel de dimension 0. En particulier p(w) est le point générique de AZ(S).

Cela signifie que 'idéal premier q de A[zy,...,x,] correspondant a ¢(w) est minimal parmi les
idéaux premiers t de A[zy,...,x,| vérifiant tN A = p. On a donc

q=pAlz1,..., 2]
et I'égalité (21) s’en déduit. O
Le lemme 1.3.3 assure en particulier que pour tout idéal mg s-primaire I de Og ¢ I'idéal IOx ,,

est un idéal myx ,-primaire de Ox ,, ce qui donne un sens aux multiplicités introduite dans la
Définition 1.3.4. Soient s un point de S et I un idéal mg -primaire de Og . Etant donnés
un S-schéma équidimensionnel intégre X et une composante irréductible W de X de point
générique w, on définit un nombre rationnel strictement positif en posant
€10x,., (Oxw)

eI(OS,s)

Les multiplicités introduites ci-dessus dépendent a priori du choix de I'idéal mg s-primaire I de

mr(W, [X]s) =

Os,s — le corollaire 1.3.9 montrera qu’il n’en est rien. Ces derniéres définissent naturellement
des cycles via la définition suivante.

Définition 1.3.5. Soient s un point de S et I un idéal mg s-primaire de Og . Etant donnés
un S-schéma X et un cycle a € Zequi(X/S, n)g, on définit un élément de Zoqui(Xs/k(s),n)g en
posant

ars = Z mr(W, ay s)[W] (22)
W

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés inteégres W de X de dimension n sur x(s).
Dans l'égalité (22) U'entier rationnel m(W, ay s) est donné par la somme

mi(W,ars) = Y m(Z a)my (W, [Z],) (23)
A

prise sur les sous-schémas fermés intégres Z de X équidimensionnels sur S de dimension n tels
que W soit une composante irréductible de Z;.

Les multiplicités données par (23) satisfont la propriété d’additivité usuelle donnée par le

Lemme 1.3.6. Soient X un S-schéma équidimensionnel et s un point de S. Pour toute com-
posante irréductible W de Xs de point générique w

e10x..,(Oxw)

mi(W, [ X]|1s) =
( [ ] 75) eI(OS,s)
DEMONSTRATION. — Notons X1, ..., X, les composantes irréductibles de X contenant w et x;
le point générique de X;. Par définition
'
€I0x, w(OXiaw)
mp(W, | X]1s) =) g Oxei) | =7~ —
(W, [X]1s) ; OXv“fi( vi) er(Og.s)

En notant p; I'idéal premier minimal de Ox ,, correspondant a la composante X;, on a

OXi,w = OX,w/pi OX,zi = (OX,w)pi
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ce qui donne en vertu du lemme B.3.2

61(ox,w/m>(<9x,w/m)}

mi(W,[X]1,) = ;laox,w)pi (<0Xm>vi)[ ¢1(Os,s)

: e[OX w(OX w/pl):|
= E 1 Ox z:)n; : :
gt &(Ox,w)p; (( X, Z)Pz) [ e1(Os.,)

eIOX,w (OX/U})
er(Os,s)

ce que nous voulions. ]

Le lemme suivant montre que les multiplicités introduites dans la définition 1.3.4 coincident
avec celle intervenant dans le changement de base pour les cycles plats équidimensionnels du
corollaire 1.1.33 et dans le changement de base issu des multiplicités de Serre de la remarque
1.1.27.

Lemme 1.3.7. Soient X un S-schéma, s un point de S et o un élément de Zequi(X/S,n)q.
1. Pour tout un idéal mg s-primaire I de Og s on a

ars = s®Pa

lorsque a appartient a Zyin(X/S,n)q.
2. Lorsque S est régulier

— <©
ams,s,s =S«

ot s®a est le changement de base de la remarque 1.1.27.

DEMONSTRATION. — (1). Par linéarité on peut supposer que oo = [Z] ot Z est un sous-schéma
fermé intégre de X plat et équidimensionnel sur S de dimension n. Soit W une composante
irréductible de Z; et w son point générique. Comme Oz, est un Og -module plat et que

OZS,w = OZ,w/mS,sOZ,w
le lemme B.3.3 nous assure que

€104.,(Oz.w)

m[(W7 [O‘]LS) - er(Os.s)

=120, ,(0z,w) =m(W,s%).

(2). Notons d la dimension de I'anneau local Og . Ce dernier étant régulier son idéal maximal
mg s est engendré par un systéme de parameétres sq,...,sq. Par linéarité on peut supposer que
a = [Z] ou Z est un sous-schéma fermé intégre de X équidimensionnel sur S de dimension 7.
Soit W une composante irréductible de Z; et w son point générique. On sait d’aprés le théoréme
14.10 de [105] que la multiplicité de mg s dans Og s est égale a 1. En utilisant le theoréme IV.1
de [121] on voit que

mmS,s (M/’ amS,S?s) - 6n‘lS,sC)Z,u) (OZ,w) = lgOZ’w (K(§’ OZ,’LU))

ot s désigne la suite (s1,...,54). Comme K(s; Og ) est un complexe de Og -modules libres on
voit que
K(s;0zw) = K(s; Os.5) ®og Ozw =K(s;0s) ®és,s Ozw-
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Par ailleurs la suite s étant réguliére, le complexe de Koszul K(s; Og ) est quasi-isomorphe a
k(s) ce qui donne

Mg, (W, Qg s) = 180, [1(s) 96, Oz.]

= lgo,. . |:I€(S) ®(L95,s OZ,w} = m(W, s%).
et le lemme se trouve démontré. O
Le lemme suivant rassemble certaines propriétés utiles des multiplicités introduites dans les

définitions 1.3.4 et 1.3.5. On remarquera qu’il utilise les résultats du corollaire 1.3.2.

Lemme 1.3.8. Soient X un S-schéma équidimensionnel, s un point de S et I un idéal mg -
primaire de Og . On fize une composante irréductible W de X de point générique w.

1. Lorsque le morphisme structural de X est de la forme X 4 A% — S ot q est un morphisme
quasi-fini mazximal, on a

m[(m [X]I,S) = mIOAg,q(w) (W/7 [X]I,q(w))

ou W' est la composante irréductible de Xq(w) de point générique w.
2. Soit 5 un point géométrique de S de lieu s. On a les égalités entre multiplicités

m(W, [X]1s) = mr(W,[S x5 X]r,s) = mi (W, [S2 x5 X]15).
3. Lorsque Ox ,, est un Ogs-module de type fini on a

dimp(s)(Ox.w ®og, F(5))
[k(w) : k(s)]

mI(VVu [X]I,s) =
ou F(S) est le corps des fonctions de S.

DEMONSTRATION. — (1). La premiére assertion du lemme 1.3.7 nous assure que
mi (A%, [AT]7e) = 1. (24)

D’aprés le corollaire 1.3.2 le schéma A% est géométriquement unibranche. Le morphisme g étant
équidimensionnel de dimension 0, cela entraine que le morphisme p apparaissant dans les carrés
cartésiens

) ey S

o ] o |

X 41’) A/'TQL(S) - Spec(/@(s))

est lui aussi équidimensionnel de dimension 0. En particulier g(w) est le point générique de A:(s)
et 'égalité (24) se traduit sous la forme

GIOAE,q(m(OAg,q(w)) - 61(0575)
ce qui nous donne

er0x ., (Oxw)

mr(W, [X]rs) =

,S

=m0, . (W' (X1 g(w))-
BIOAg,W)(OAg,q(w)) Agal) aw)
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(2). Supposons que A soit un anneau local et B une ind-A-algébre locale strictement essentiel-
lement étale, i.e. une B algébre de la forme

colim A;
el

ou I est une catégorie filtrante essentiellement petite, les A; des A-algébres locales strictement
essentiellement étales et les morphismes de transition des morphismes locaux. A fortiori B est
un A-module plat et

mAB =mpg.

Le lemme B.3.3 nous donne donc que
6](14) = e[B(B).

Les arguments étant les mémes pour le cas strictement hensélien, nous nous contentons d’exa-
miner le cas hensélien. Notons pour simplifier Y le schéma donné par le carré cartésien

Y —X

| o |
Sh——8.

Par construction Og s est la ind-Og s-algebre locale strictement essentiellement étale obtenue
par

(f)g,s = coEmA
la colimite étant prise sur la catégorie des Og s-algebres locales strictement essentiellement étales

munies des morphismes locaux. Cela entraine que Oy, est une ind-Ox ,-algébre strictement
essentiellement étale et donc d’aprés ce qui précede que

e1(Oss) = eron (0%s) €10y, (Oxw) = eroy., (Ovw).

Ce qui donne bien

m[(W, [X]Ls) = mI(W, [Ssb XS X}I,s)-

(3). Comme Ox 4, est un Og -module de type fini, en utilisant la troisiéme assertion du lemme
B.3.3 et le corollaire B.3.4, on obtient

€10y, (Oxw) e1(Oxw)
mr(W,[X]rs) = e1(Os.s) - er(Ogs)[k(w) : K(s)]
dimp(s)(OX,w ®0Og., F(S))

[K(w) : K(s)]

O

Nous sommes maintenant en mesure de vérifier I'indépendance par rapport a I'idéal mg s-primaire
I de Og s des multiplicités données par (23).

Corollaire 1.3.9. Soient X un S-schéma et s un point de S. Pour cycle algébrique o appar-
tenant & Zequi(X/S,n)q, les cycles ay s ne dépendent pas de l'idéal mg s-primaire I de Og g
choisi.
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DEMONSTRATION. — Il suffit de constater que pour tout sous-schéma fermé intégre Z de X
équidimensionnel de dimension n sur S et toute composante irréductible de Zs, les entiers
my(W,[Z]r,s) ne dépendent pas de I. Notons w le point générique de W. La seconde asser-
tion du lemme 1.3.8 permet de supposer que S est un schéma local hensélien de point fermé s.
Comme pour tout voisinage ouvert U de w dans X

m[(W, [Z][’S) = m[(W N US), [Z N U][’S)

on peut supposer que le morphisme structural de Z sur S est de la forme X 4 A% — Sot g
est un morphisme quasi-fini maximal et donc, en utilisant la premiére assertion du lemme 1.3.8,
que n = 0. Le schéma Z est alors quasi-fini sur S ce qui entraine, via le théoréme 18.5.11 de
[56], que Ox ,, est un Og s-module de type fini auquel cas le lemme est une conséquence de la
troisiéme assertion du lemme 1.3.8. O

D’apres le corollaire 1.3.9, il n’y a plus lieu de préciser le choix de 'idéal mg ,-primaire . Dans la
suite nous noterons simplement oy la valeur commune des cycles oy s et m(W, o) la multiplicité
d’un sous-schéma fermé intégre W de X, de dimension n sur k(s) dans le cycle as.

Lemme 1.3.10. Soient X un S-schéma, s un point de S et Z un sous-schéma fermé de X
équidimensionnel sur S de dimension n. Alors tout sous-schéma fermé Z' de Z génériquement
isomorphe & Z est équidimensionnel sur S de dimension n et les cycles algébriques [Z]s et [Z']s
coincident.

DEMONSTRATION. — Remarquons tout d’abord que le sous-schéma fermé Z’ de Z est défini
par un idéal nilpotent de O autrement dit que Z et Z’ ont méme fermé sous-jacent. En effet
comme Z' est génériquement isomorphe a Z, il existe d’aprés le théoréme 8.10.5 de [55] un
voisinage U du point générique de Z tel que 'immersion de Z[; dans Zy soit un isomorphisme.
Comme Z est équidimensionnel sur S, les points génériques z1, ..., z; de Z ont pour image s
donc appartiennent & Zy et en définitive & Z’ ce qui entraine que Z et Z’ ont méme fermé
sous-jacent. On en déduit alors que Z’ est lui aussi équidimensionnel sur S de dimension n et
que les fibres Z; et Z! ont les mémes composantes irréductibles. Fixons une telle composante
irréductible W et notons w son point générique. Il s’agit de montrer que

m(VV, [Z]s) - m<W7 [Z/]s)'

Choisissons pour cela un idéal mg ¢-primaire I de Og . Nous avons vu que

OZﬂw = OZ,w/J
oul J est un idéal nilpotent donc contenu dans l'intersection des idéaux premiers minimaux
p1,...,pr de Oz, Les idéaux premiers minimaux de Oy, sont donc q; = p1/J,...,q, = p,/J
et on a

Ozw/pi = Oz /4.
Quitte & réordonner les z;, on peut supposer que z1, ...,z sont les points génériques des com-
posantes irréductibles de Z contenant w correspondant a p1,...,p,. Comme Z’ et Z sont géné-
riquement isomorphes les anneaux

OZ,Zi — (OZ,w)pi et OZ/,ZZ' - (OZ/,U))C]Z‘
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sont isomorphes. Le lemme B.3.2 nous donne

r

m(W,[Z]s) = Y er0s.m0(Ozu/pi) 120, (02.:)
=1

= Z C1(Oyr /) (Oz'w/i) 1g0zl’zi (Oz,)
=1

= m(W> [Z I]S)
ce qui prouve le lemme. O

Lemme 1.3.11. Soient 0 : T — S un morphisme maximal de schémas géométriqguement uni-
branches intégres, X un S-schéma et o un élément de Zequi(X/S,n)q de la forme

o = Z OLZ[Zl]

ot les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X équidimensionnels sur S de dimension n.
Notons 3 le cycle relatif

ﬂ = ZO@'[T X8 Zi]-

=1

Pout tout point t de T d’image s dans S, on a
Bt = (as)(r)-

DEMONSTRATION. — Notons pour simplifier k le corps résiduel de S au point s et K celui de T'
au point t. Compte tenu de la définition 1.3.5, on peut supposer sans perte de généralité que X
est un schéma intégre équidimensionnel sur S de dimension n et que @ = [X]. De méme on peut
supposer que les schémas T et S sont des schémas locaux de points fermés respectifs ¢ et s. Fixons
une composante irréductible W de la fibre (X7); et notons w son point générique. Désignons
par Z la composante irréductible de Z; dominée par W et notons z son point générique. Il s’agit
de montrer que

m(W, [X1]e) = m(Z, [Xs])m(W, [ZK])- (25)

D’aprés la seconde assertion de la proposition 4.2.4 de [54], 'anneau local Oz, ,, est donné par

s = (K B H(z))pw

ol p, est 'idéal premier minimal noyau du morphisme naturel de K ®j x(z) dans x(w). En
particulier

m(W. Zx]) = Ig (K i 5(2))
Supposons que T soit un hensélisé strict de S. Dans ce cas l'extension K /k est séparable et
le schéma Zg est réduit d’aprés la proposition 4.6.1 de [54|. En particulier m(W,[Zk]) = 1
et la relation (25) se trouve étre une conséquence de la seconde assertion du lemme 1.3.8. En
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désignant par 5 le point géométrique de S défini par 6 et en utilisant un triangle commutatif

on voit que 'on peut se ramener a supposer S et T strictement henséliens. Quitte a se restreindre
& un voisinage de z suffisament petit, on peut supposer que le morphisme structural de X est
donné par une composition de la forme X kN AY — § dans laquelle ¢ est un morphisme
équidimensionnel de dimension nulle. Notons pour simplifier S” le schéma A%. Considérons alors
le diagramme commutatif

XTLT/HT

o oo ie

X—5——=5

Notons s',t' les images de z,w par q et gr et désignons par W’ la composante irréductible de
Xy dominant W et par Z’ la composante irréductible de Zy dominant Z. En notant 2’ le point
générique de Z’ et w’ celui de W', on voit que

(K Qk n(z)) = (K/ Qg H(2/)>

pw p;u

ol K’ désigne le corps résiduel au point ' et k' le corps résiduel au point s’. La premiére assertion
du lemme 1.3.8 nous assurant que

m(W, [Xrl) = m(W', [Xply)  m(Z,[X]) = m(Z,[X]s).

on voit que 'on peut supposer n = 0.

Dans ce cas X est quasi-fini sur S et comme S est strictement hensélien, Ox , est un Og ;-module
de type fini. Pour la méme raison le O7-module Ox,,. ,, est de type fini. D’autre part ’extension
k(z)/k(s) étant purement inséparable, la proposition 4.3.2 de [54] entraine que K ®j k(z) est
un anneau local de corps résiduel x(w) et donc que

m(w.12) =1 (K onn(2)), = o0

En remarquant que

Oxyw®or, F(T) = (Ox.®os, Ort) ®0,, F(T)
= (Ox,: ®og, F(5)) ®p(s) F(T)
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la troisiéme assertion du lemme 1.3.8 nous donne finalement
dimp(Ox . ®og, F(5)) [k(2) : k(s)]

[K(2) : K(s)] [k(w) : k()]
dlmF(S) (OX,z ®Os,s F(S))

m(Z, [Xs)m(W, [Zk]) =

[k(w) : K(1)]
dlmF(T) (O)(,w ®OT,t F(T))
[k(w) : (t)]
= m(W7 [XT]t)
ce qui prouve le lemme. O

La proposition suivante explicite complétement les multiplicités intervenant dans les change-
ments de base géométriquement unibranche.

Proposition 1.8.12. Soient X un S-schéma et s un point de S. Alors pour tout cycle o ap-
partenant & Zequi(X/S,n)g on a

a = Q.

DEMONSTRATION. — Supposons tout d’abord s maximal. Comme S est réduit, le schéma local
artinien Og ¢ est un corps. Par linéarité on peut supposer que a = [Z] o Z est un sous-schéma
fermé intégre de X équidimensionnel sur S de dimension n. Soit z son point générique. On peut

®

supposer que s est I'image de z puisque lorsque ce n’est pas le cas [a]s = s®a = 0. Dans ce cas

Z, est integre de point générique z et de dimension n. Comme Oz, est un Og s-module plat et
que

OZs,z = OZ,z/mS,sOZ,z = OZ,Z
le lemme B.3.3 nous assure que

€104.,(Ozw)
eI(OS,s)

Supposons maintenant que s ne soit pas maximal. On sait alors d’aprés la remarque 1.2.10 qu’il

m(Zs, [a]s) = = lg(’)zyz(oZ,Z) =m(Zs, s%a).

existe une extension K/k(s) de sorte que le K-point

El

Spec(K) —— Spec(k(s)) *—= S

soit épais. En utilisant la remarque 1.1.18; il suffit donc de montrer que s®a = (ay) . Fixons
un épaississement (O, 7,0) de s. Ecrivons « sous la forme

o = Z OéZ[Zl]

ou les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X équidimensionnels sur S de dimension
n. Quitte & réordonner les Z;, on peut supposer que les k premiers sont ceux dominant la
composante irréductible de S dont le point générique est 'image par 7 du point générique de
O. Notons alors par Z; la composante irréductible de O xg Z; dominant O. Comme S est
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géométriquement unibranche, le schéma O x g Z; est équidimensionnel sur O. Les lemmes 1.3.10,
1.3.11 nous assurent alors que
k k k
(as)x = Z%‘([Zi]s)l( = Z ;[0 x5 Zilo = Zai[zi]o
i=1 i=1 i=1
Comme Z; est plat sur O, le lemme 1.3.7 nous prouve que

k
(o) = Zai[Spec(K) xo 2] = s®a
i=1
et donc 'assertion. O

Le calcul explicite des multiplicités obtenu dans la propostion précédente permet finalement de
montrer que le changement de base construit par A. Suslin et V. Voevodsky se trouve compatible
avec celui défini pour les cycles équidimensionnel sur des schémas réguliers via les multiplicités
de Serre — remarque 1.1.27.

Corollaire 1.3.13. On suppose S régulier. Soient X un S-schéma et o € Zequi(X/S,n). Alors
pour tout morphisme de schémas 0 : T — S on a

0% = 0%a. (26)
DEMONSTRATION. — Les deux membres de (26) étant des cycles relatifs, il suffit de montrer
qu’ils coincident sur les points génériques de T'. En utilisant la remarque 1.1.18, cela revient a

©

montrer que s®a = s®Pa pour tout point s de S image d’'un point maximal de T'. Le corollaire

résulte alors de la conjonction de la proposition 1.3.12 et du lemme 1.3.7. ]

Ce résultat montre en particulier le lien étroit que le changement de base pour les cycles relatifs
entretient avec la théorie de l'intersection. En particulier cette opération est obtenue par une
« extension » des multiplicités de Serre et & ce titre permet d’effectuer sur les cycles universelle-
ments rationnels ou entiers certaines opérations de la théorie de I'intersection [43] sans recourir
au passage a 1’équivalence rationnelle.

1.3.2. Cas général. — Supposons maintenant que le schéma S ne soit pas géométriquement
unibranche. On peut supposer que S est tout de méme réduit et considérer le normalisé S’
de S qui est un schéma normal réduit — donc a fortiori géométriquement unibranche — ainsi
que la projection p : S’ — S qui est un morphisme surjectif. Si Z est un schéma intégre
équidimensionnel sur S de dimension n, il existe une unique composante irréductible Z’' de
S’ X g Z dominant Z et cette derniére est équidimensionnelle sur S’ de dimension n. Supposons

a= Zaz[Z]
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés inteégres de X équidimensionnels sur S de
dimension n, soit un cycle relatif appartenant & Zequi(X/S,n). Fixons un point s de S, par
fonctorialité du changement de base, on voit que pour un sous-schéma fermé intégre W de X

que X soit un S-schéma et que

de dimension n
m(W', (5p®a)
m (W/> (W)K(S/))

m(W, 5%a) = (27)
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ot s' est un point de S” au dessus de s et W’ une composante irréductible de (W), s. Cela
assure en particulier que le second membre de (27) ne dépend ni du choix du point de S" au
dessus de S ni de la composante irréductible W’ choisie. Notons w le point générique de W ainsi
que w' le point générique de W’. Comme

p®a = Z az|Z']
z
en notant I’ un idéal de définition de Qg ¢, la proposition 1.3.12 nous assure que

o Lo I
m , 8T« = az
~ Ig (H(S,> Or(s) Ii(U}))pw,

ou la somme est prise sur les sous-schémas fermés intégres Z de X équidimensionnel sur S de

(28)

dimension n pour lesquels W’ est une composante irréductible de Z/,.

Remarque 1.3.14. D’aprés la proposition 6.15.5 de [54], on sait qu'un schéma S est géométri-
quement unibranche si et seulement si le morphisme p : 8" — S est un morphisme radiciel. Dans
ce cas S’ posséde un unique point s’ au dessus de s et Uextension k(s")/k(s) est radicielle. La
proposition 1.3.12 et la formule (28) nous donnent en utilisant les notations précédentes

ero, Oz w)/er(Os )
1g (K(s") @p(s) H(w))pw/

€104, (Ozw)/e1(Os,s) =

ot I est un idéal de définition de Og .

1.4. Opérations sur les cycles relatifs

Cette section est consacrée aux opérations sur les cycles relatifs. Nous abordons dans un premier
temps le cas des images inverses.

1.4.1. Images inverses. — Les points maximaux de S jouant un réle essentiel dans la défi-
nition des cycles relatifs, nous introduisons dans cette sous-section le schéma

S*= ]  Spec(x(s))

s point
maximal de S

et nous posons pour un S-schéma X de type fini
X9.=369 XS X

de sorte que les points de X9 soient précisément les points de X se projetant sur un point
maximal de S. Supposons que M soit un Oxs-module cohérent et n un entier positif. On peut
alors considérer le cycle relatif sur X

a0 = Y Iso,, , (M) (V]

ou les w; désignent les points génériques des composantes irréductibles du support de M de
dimension n et W; I’adhérence de w; dans X . Par additivité, on obtient de la sorte un morphisme
de groupes abéliens

an : Go(X9) = Z(X/S,n).
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Considérons la filtration sur le groupe de Grothendieck Go(X?¥)

Fil,, 1 Go(Xg) C Fil, Go(Xg) c---C Fﬂdim(Xg) Go(Xg) = GU(Xg)
ou Fil,, Go(X?) le sous-groupe engendré par les classes de Oxa-modules cohérents & support de
dimension au plus n.

Lemme 1.4.1. Soit X un S-schéma de type fini. Les morphismes
Gr, Go(X?) 2% Z(X/S,n)
sont des isomorphismes.

DEMONSTRATION. — En remarquant que I'on a un isomorphisme naturel
Z(X/S,n) = Z(X%/5% n) = Z,(X?)

le résultat découle du lemme B.1.2 qui assure que pour tout Oxs-module cohérent M & support
de dimension < n on a en désignant par wi,...,w, les points génériques des composantes
irréductibles du support de M de dimension n

00 =3 lgo,, .. OMu) [0
=1

dans Gr, Go(X?9). O

Dans la suite nous utiliserons la terminologie suivante : un morphisme de S-schémas de type fini
p: X — Y est dit génériquement de tor-dimension finie lorsque le morphisme de S%-schémas

p?: X?—Y?®

est de tor-dimension finie. Il résulte de cette définition que tout morphisme de S-schémas de
but un S-schéma lisse est génériquement de tor-dimension finie. Nous fixons, pour le reste de
cette sous-section, un morphisme p : X — Y de S-schémas de type fini que nous supposons
génériquement de tor-dimension finie et équidimensionnel de dimension d.

Définition 1.4.2. Soit o un cycle relatif sur Y de dimension n sur S. Nous dirons que I'image
inverse de « par p est bien définie, lorsque, pour tout sous-schéma fermé intégre Z de Y de
multiplicité non nulle dans «, les composantes irréductibles de X xy Z dominant une composante
irréductible de .S sont de dimension n + d.

Dans la suite nous noterons Z(Y/S,n; p*) le sous-groupe de Z(Y/S,n) formé des cycles relatifs
dont 'image inverse par p est bien définie.

Nous pouvons considérer la filtration — en général non exhaustive — sur le groupe de Grothen-
dieck Go(Y'9)

Fil'?), Go(Y?) C Fil®) Go(Y9) € --- c Fil)

dim(Y'®) Go(Y¥) C Go(X9)

ol Filgp) Go(Y'?) est le sous-groupe de Go(Y ?) engendré par les classes des objets N de DEOh(OXg)
vérifiant les conditions

dim(supp(N)) <n  dim(supp(Lp¥(N))) < dim(supp(N)) +d

L’un des intéréts de cette filtration est donné par la
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Remarque 1.4.3. Par définition le foncteur Lp?* induit des morphismes
GrlP) Go(Y'9) — Gry, g Go(X9)
au niveau des gradués associés aux filtrations précédemment introduites.

On dispose alors du résultat suivant.

Lemme 1.4.4. Soit a un cycle relatif sur'Y de dimension n sur S et dont l'image par p est
bien définie.

1. Les morphismes naturels ci-dessous sont des monomorphismes
Gr?) Go(Y'?) — Gr,, Go(Y'9).

2. Soient M, N des objets de DP . (Y'8) dont le support est de dimension au plus n et vérifiant

coh

an(M) = an(N) = a. On a l’égalité des cycles
and(Lp™M) = anya(Lp™N)
DEMONSTRATION. — (1). Il suffit de remarquer que 'on a l’égalité
Fil'?), Go(Y?®) = Fil®) Go(Y'9) N Fil,,_; Go(Y'9).

(2). Par hypothése I'image inverse par p du cycle « est bien définie. Cela entraine que les classes
de M et N dans Go(Y'?) appartiennent a Fil?) Go(Y9). Le lemme 1.4.1 assure que [M] = [N]
dans Gr, Gp(Y'?). En utilisant la premiére assertion et la remarque 1.4.3, on voit que

[Lp™M] = [Lp™N]
dans Gr,,1q Go(X?9) et donc via le lemme 1.4.1 que
ntd(Lp™) = anya(Lp™N).

Cela prouve notre assertion. O

Le lemme précédent permet de définir I'image inverse d'un cycle o € Z(Y/S,n; p*) en posant
pra = aniq(Lp™M)

ott M un objet de DP, (Oxs) & support de dimension au plus n et vérifiant o, (M) = «. On

obtient de la sorte un morphisme d’image inverse
p*: Z(Y/S,n;p*) — Z(X/S,n+d). (29)

On remarquera que par définition ce dernier induit un morphisme d’image inverse pour les cycles
relatifs équidimensionnels

Z(Y/S,n;p*) Z(X/S,n+d)

! T

Zoqui(Y/S,n; p*) - Zoqui(X/S,n + d).
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Remarque 1.4.5. Cette construction est fonctorielle. On voit en effet que pour un morphisme de
S-schémas de type fini ¢ : W — X génériquement de Tor-dimension finie et équidimensionnel
de dimension e, on a le triangle commutatif

Z(Y/S,m; (po q)*) N Z(Y/S,n; p*) —2= Z(X/S,n + e ")

lq*

L (og)” Z(W/S,n+d+e).

L’image inverse pour les cycles relatifs introduite précédemment est naturellement compatible a
la contravariance par rapport aux morphismes plats des cycles algébriques. Cela se traduit par
I’énoncé ci-dessous.

Lemme 1.4.6. Supposons que p soit un morphisme plat. On a
Z(Y/S,n) = Z(Y/S,n;p")
et pour tout cycle relatif o sur'Y de dimension n sur S

pra = Zm(Z, a)[X xy Z]
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres Z de X de dimension n sur S et
dominant une composante irréductible de S.

DEMONSTRATION. — Fixons un sous-schéma fermé intégre Z de Y de type fini sur S, domi-
nant une composante irréductible de S et de dimension n sur S. Par hypothése p est plat et
équidimensionnel de dimension d, cela entraine que le morphisme

XxyZ—Z2

est équidimensionnel de dimension d. Le schéma X Xy Z est donc maximal sur S de dimension
n +d sur S, ce qui prouve que l'image inverse par p est bien définie pour tout cycle relatif sur
Y. Le reste de 'assertion est immédiat. O

Nous allons maintenant voir que ces images inverses sont compatibles avec les morphismes de
changement de base sur les cycles relatifs. Plus précisément on dispose de la

Proposition 1.4.7. On suppose p universellement équidimensionnel et Y lisse sur S.

1. Le morphisme (29) induit un carré commutatif

*

Zequi<Y/Sv nSP*) L equi(X/Sv n+ d)

T T

Zequi(Y/S,m;p%) > Zoqui (X /S, n + d).

2. On a le carré commutatif

Zoqui (Y /S, 105 p*) g ——> Zqui(X/S,n + d)g

e

p
Z’equi(YT/T7 n;p?)@ — Z‘equi(XT/Ta n+ d)@
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pour tout morphisme de schémas 0 : T — S.

DEMONSTRATION. — (1). Soient s un K-point épais de S et (O, 7,0) un épaississement de ce
dernier Notons p le point maximal de S image par 7 du point générique de O. Il suffit de montrer
que le diagramme

O,1,0)*
2(v/8,n) <72

S
O,1,0)*
2(X)S,n+d) L7 (X /K n + d)

Z(Yrk/K,n)

est commutatif. Etant donnés un S-schéma X et un cycle relatif
a= Z az[Z)
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres Z de X dominant une composante
irréductible de S et de dimension n sur S, convenons de noter 7(«) le cycle

T(a) = ZaZ[Z}.
A

la somme étant restreinte aux sous-schémas fermés Z de X dominant {p} et de dimension n sur
S et Z étant I'unique composante irréductible de O xg Z dominant O.

Notons F' le corps des fonctions de O. Par définition (O, 7,0)*a = ¢*(7(a)). Pour vérifier que
le carré (30) est commutatif

Z(Y/S,n) Z(Yo/O,n) Z(Yr/F,n)

ip* (30) lp?o ip?

Z(X/S,n+d) — > Z(Xp/O,n+d) — Z(Xp/F,n + d)

il suffit de constater que le grand carré et le carré de droite le sont, ce qui résulte de la fonctorialité
de la remarque 1.4.5 et de la compatibilité aux morphismes plats de la remarque 1.4.6.

On se trouve donc ramené au cas o S est un schéma régulier et 6 est le morphisme associé & un
point s de S. Le schéma Y étant lisse sur S, il est régulier et le morphisme p est de tor-dimension
finie. Soit Z un sous-schéma fermé intégre de Y dont la multiplicité dans « est non nulle. Par
hypothése 'image inverse par p est bien définie, le schéma X xy Z est donc équidimentionnel de
dimension n + d sur S. Comme S est régulier cela entraine que (X Xy Z)g est équidimensionnel
de dimension n 4 d. En particulier on voit que I'image inverse par le morphisme p, du cycle s®P«
est bien définie.

Considérons alors la filtration sur Go(Y")
9P Fil,_1 Go(Y) € *PFil, Go(Y) C --- C Go(Y)

pour laquelle %P Fil,, Go(Y) est le sous-groupe engendré par les classes de Oy-module cohérent
N vérifiant les conditions suivantes
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dimg(supp(N)) < n dimg(supp(Lp*N)) < dimg(supp(N)) + d
dim(supp(LOy-N)) < n  dim(supp(Lp} L0y N)) < dim(supp(L65-N)) + d.
On a alors un carré commutatif

Gr,, Go(Y) <<=292 Gr,, Go(Y) —= ? Grp1.0 Go(X)

| |

Ps Gl"n Go()/s) — Grn+d G()(Xs).

Nos hypothéses entrainent I'existence d’un élément de Go(Y') appartenant a %» Fil,, Go(Y') dont
I'image par «, coincide avec . En utilisant le carré commutatif (30), le résultat découle de la
conjonction du lemme 1.4.1 et du corollaire 1.3.13.

(2). Soient a un élément de Zequi(Y/S,n)q ainsi que ¢ un K-point épais ou maximal de 7" dont
I'image s par 6 est un K-point épais ou maximal de S. En utilisant ce qui précéde ainsi que le
lemme 1.4.6 on a

t2(pr0%a) = pt®0®a = pis®a = s¥p*a

et il suffit d’utiliser la proposition 1.2.26 pour conclure. O

1.4.2. Images directes. — Soit p : X — Y un morphisme de S-schémas. Nous dirons que
I’image directe par p d’un cycle relatif sur X est bien définie lorsque p est propre sur le support
de ce cycle. Nous noterons Z(X/S, n; p,) 'ensemble formé des cycles relatifs sur X de dimension
n ayant une image directe bien définie. Ecrivons un tel cycle a sous la forme

o = Z OLZ[Zl]

ol les Z; sont des fermés irréductibles de X dominant une composante irréductible de S et de
dimension n sur S. Notons z; le point générique de Z;, W; le fermé irréductible de Y image de
Z; et w; son point générique. Comme 'image directe de « est bien définie, on peut considérer le
cycle

PsCt = Z a;m;[W;] (31)
i=1
dans lequel I'entier m; se trouve défini par

i =

(32)

{[/{(zi)//{(wi)] si Pextension k(z;)/k(w;) est finie

Remarque 1.4.8. Supposons que p : X — Y soit un morphisme propre de S-schémas et que X
soit un schéma intégre de dimension n sur S et dominant une composante irréductible de S.
Notons W le sous-schéma intégre de Y image de X. En supposant que ’extension induite entre
les corps de fonctions soit finie, on a

dimg(X) = dimg(W) =n
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et W est un sous-schéma intégre dominant une composante irréductible de S et de dimension n.
En particulier, la fibre générique de W est de dimension n et dans le cas ot X est équidimen-
sionnel la remarque 1.1.16 assure que W est équidimensionnel sur S de dimension n.

La remarque précédente assure que la formule (31) nous définit bien un cycle relatif appartenant
a Z(Y/S,n). On obtient de la sorte un morphisme de groupes abéliens

ps s Z(X/S,n;ps) — Z(Y/S,n). (33)

En outre cette méme remarque nous assure que le morphisme d’image directe ci dessus induit
un morphisme pour les cycles relatifs équidimensionnels

Zequi(X/S7 n;p*) > Zequi(Y/S7 n)

| l

Z(X/S,n;ps) Z(Y/S,n).

Remarque 1.4.9. Soit p : X — Y un morphisme de S-schémas. L’image directe est bien définie
pour tout les cycles relatifs appartenant a C'(X/S,n) et le morphisme d’image directe induit un
morphisme

En effet si Z est un sous-schéma fermé intégre de X propre sur S, le corollaire 4.5.3 de [51]
assure que le morphisme la resctriction de p & Z est propre et que le sous-schéma fermé intégre
W de Y image de Z est propre sur S.

Nous allons voir que les morphismes d’images directes sont compatibles aux changements de base
pour les cycles relatifs — proposition 1.4.11. A cet égard le cas des cycles plats équidimensionnels
est essentiel et se traduit par le lemme suivant.
Lemme 1.4.10. Soient p : X — Y un morphisme de S-schémas, 0 : T — S un morphisme de
schémas et

o € Zuip(X/S,n) B € Zun(Y/S,n)
deux cycles relatifs. On suppose que p est propre sur le support de a et que p.a = (3, alors pr
est propre sur le support de 0®a et on a

pT*9®Oé = 0®6‘ (34>

DEMONSTRATION. — Ecrivons « et 3 sous la forme
T S
a=> wlZ]  B=>_piW
i=1 j=1

ou les Z; (resp. les W;) sont des sous-schémas fermés de X (resp. de Y') plats sur S et équidi-
mensionnels de dimension n sur S. On peut supposer que X est la réunion des Z; et que Y est
la réunion & la fois des W; et des images des Z;. En particulier cela entraine que p est propre et
que les fibres de Y sur S sont de dimension au plus n.
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Fixons un sous-schéma fermé intégre W de T' x g Y et notons w son point générique. Il s’agit de
montrer 1’égalité des multiplicités

m(W, pr0®a) = m(W,0%3).
On peut supposer que W domine une composante irréductible de T" et est de dimension n sur

T. Notons z I'image de w dans Y. Donnons nous un voisinage ouvert V de z et considérons les
carrés cartésiens

U\q V\
X L Y
qr v
TXSU """""""""""" >T><SV
\ BNy
T xg X rr T x3Y.

L’égalité (34) entraine que ¢.(a|y) = (psa)|y = B|v. En remarquant que
m(W,pT*6®a) =m (W nv, (pT*9®a) \szv) =m(WnV), qT*9®a\U)
et que d’autre part
m(W,0%98) =m (W NV, (096)|rxsv) = m(WNV,0%6]y)

on voit qu’il est possible de se restreindre dans la suite & ne prendre en compte que des voisinages
ouverts de z suffisamment petits.

Supposons que z appartienne & une composante irréductible C' de Y qui ne soit pas équidimen-
sionnelle sur S. Il existe alors un entier ¢ tel que C soit contenue dans l'image de Z;. Comme
w est de dimension n dans sa fibre, cette derniére est de dimension n ce qui entraine que p(Z;)
posséde aussi une fibre de dimension n. Comme p est propre la remarque 1.1.16 nous assure
que p(Z;) est équidimensionnel sur S, donc que C' aussi ce qui est absurde. Quitte & prendre un
voisinage suffisamment petit de z, on peut supposer que Y est équidimensionnel sur S et méme
d’aprés le lemme 1.1.11 que la projection de Y sur S est de la forme Y 4, A% — S ot ol g est un
morphisme quasi-fini maximal. Notons Z? (resp. W) le fermé de Z; (resp. W;) formé des points
de Z; (resp. W;) au voisinages desquels po g (resp q) n’est pas plat. Comme z est maximal dans
sa fibre, le lemme 1.1.11 assure que z n’appartient pas Wio. De méme un point x de Z; ayant y
pour image par p est un point maximal de sa fibre et ne peut donc appartenir a ZZQ d’aprés le
lemme 1.1.11. Par suite, quitte a se restreindre & un voisinage ouvert de z suffisamment petit,
on peut supposer que les Z; et les W; sont plats sur A%, ce qui permet de supposer que n = 0.

Notons ¢ le morphisme du spectre 77 de I'anneau local Op; dans 7. Pour montrer que la
multiplicité de W dans les cycles pr.0®a et %3 est la méme il suffit de montrer que ces cycles
coincident aprés avoir appliqué 9®. Or le carré cartésien

TxgX Lol xgY
ﬁXT 194 (35)

T xg X 2o T/ %Y
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nous donne 9®pr,0%a = pr, (0 0 9)®a puisque ¥ est plat. Cela permet de se restreindre au cas
ot T est un schéma artinien local. Choisissons un hensélisé strict 77 de T. D’aprés la remarque
1.1.31 ce dernier est un aussi un schéma artinien local. Comme le morphisme 9 de 77 dans T
est fidélement plat, la remarque 1.1.18 assure qu’il suffit de montrer que les cycles pr.0®a et
0®3 coincident aprés composition par ¥®. En utilisant & nouveau la formule de changement de
base associée au carré (35), on peut supposer que 7' est un schéma strictement local artinien.
Désignons alors par s le point géométrique de S défini par 6. Il existe alors un triangle commutatif

S

o 7 l e
= S,5

T$S;

ol Sgb désigne, conformément aux notations de la sous-section 2.3.1, le spectre de ’hensélisé
strict de .S au point géométrique 5. Ceci permet de supposer que .S est lui aussi un schéma local
strictement hénsélien. Dans ce cas le schéma T xg Y est local. Etant fini sur le schéma artinien
T, il est donc local artinien, admettant ainsi w pour unique point.

Notons par 1, ..., T, les points du schéma T xg X, alors le lemme 1.1.30 nous donne

m(W,pr0%a) = D nilk(a) : 6(w)]1g(Orxsz;ay)

k=1 i=1
- ; ["J(w)niz“(t)] (;[ﬁ(mk) Hr(0)] lg(OTXSZi,xk)>

- = 1%()(97:()2&)} (Z n; deg(T X g Z/T))

= [(()imt()t (andeg Z/S))

et de méme

m(W,0°3) = Z m;1g(Orx 5w, w)

j=1

_ 180r) (5N,

= —Y mj de (T W]/T)
o) (0] | 2™ BT s

= o o Zm] des/%)

Tout revient & montrer ’égalité

> nideg(Zi/S) =Y mjdeg(W;/S). (36)
=1

Jj=1
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Fixons un point générique s de S, I'égalité (34) entraine que pour tout point y de Y se projetant

sur s
T

S Y milk@) k)i, (Oz.0) = Zmﬂgow W)

=1 zep=t(y)
En multipliant chaque membre par [k(y) : k(s)] et en sommant sur tous les points de Y au
dessus de s on obtient ’égalité

doni| D Is@):ws)]ieoy,, (07.4) ij Y. k) w()lgo,,, (Owiy)

zEﬂ'X/S( s) yETI’;/lS(S)

a laquelle il suffit d’appliquer le lemme 1.1.30 pour obtenir (36). ]

Proposition 1.4.11. Soient p : X — Y un morphisme de S-schémas et 0 : T — S un mor-
phisme de schémas.

1. Le morphisme (33) induit un diagramme commutatif

Z(X/S,n;p*) s Z(Y/Svn)

! |

Z(X/S,m;ps) - = 2(Y/ S, n).
2. Le diagramme suivant est commutatif

2(X/S,n)g 2(X/8,n;pe)g —— 2(Y/S,n)g

Y

2(X x5 T/T,n)g <~— (X x5 T/T,n; prs)g s Z(Y x5 T/T,n)q.

DEMONSTRATION. — (1). Supposons que « soit un cycle relatif appartenant a Z(X/S,n) sur le
support duquel le morphisme p est propre et écrivons ce dernier sous la forme

o= Z ;| Zi]
i=1

ol les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X de dimension n sur S et dominant une
composante irrédutible de S. Quitte & remplacer X par la réunion des Z;, on peut supposer plus
simplement que le morphisme p est propre. Donnons nous un K-point épais s de S ainsi qu'un
épaissisement (O, 7, 0) de ce dernier. Notons z; le point générique de Z; et W; I'image de Z; par
p. L’image directe de o par p est donnée par

Dt = ET: a;m;[Wi]
i—1

ot m; est U'entier défini par (32). Quitte a réordonner les Z;, on peut supposer que les k premiers
sont ceux qui dominent la composante irréductible de S dont le point générique est 'image par
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7 du point générique de 0. Dans ce cas on a
k
(0,7,0)%a = Z a;[Spec K x o Z]
i=1
ou Z; est I'unique sous-schéma fermé de O xg Z; plat sur S et génériquement isomorphe & ce

dernier et de méme
k

(O, 7,0)®p.a = Z a;m;[Spec K x o W]
i=1
ou W; est 'unique sous-schéma fermé de O xg W; plat sur S et génériquement isomorphe a ce
dernier. Les cycles relatifs

PO« (Z @i [Zz]> > aimi Wi,
i—1 i

coincidant génériquement, sont égaux et le lemme 1.4.10 assure finalement que
P« (0,7,0)%a = (O, 1,0)®p.a.

Cela prouve que les cycles (O, 7,0)®p.a sont indépendants du choix de 1’épaississement et donc
que p.« appartient bien a Z(Y/S,n).

(2). Choisissons un cycle relatif o appartenant a Z(X/S, n)g sur le support duquel p soit propre
et prenons un K-point ¢ épais ou bien maximal de T dont I'image s par € est un K-point épais
ou maximal de S. Il résulte de qui précéde et de la proposition 1.2.26 que

t¥p1.0%a = pr.t®0®a = pr.s®a = s®p.a

et il suffit d’appliquer & nouveau la proposition 1.2.26 pour conclure que pr.0®a = 0®p,.a. Ce
qui achéve la démonstration. ]

1.4.3. Produits externes. — Cette sous-section est consacrée au produit externe dont sont
munis les cycles relatifs universellement rationnels ou entiers. Nous rappelons tout d’abord la
construction de 'opération « correspondance » qui permet de définir la composition des corres-
pondances finies et intervient dans la plupart des démonstrations du chapitre 2.

Soient X un S-schéma et Y un X-schéma. Supposons donnés un cycle relatif a € Z(Y/X,n)qg
ainsi qu’un cycle sur X a coefficients rationnels

B=> B2
Z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres de X. Pour un tel sous-schéma, on a
le carré cartésien

(tz)y

YXXZ Y
| o |
A LZ X
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et on peut considérer le cycle sur Y a coefficients rationnels

Cory)x(a, ) =Y Bz(tz)y=t5a.
Z

On obtient de la sorte un morphisme
Cory)x : Z(Y/X,n)q® Z(X)g — Z(Y)q- (37)

Remarque 1.4.12. Dans le cas ou 3 est un cycle relatif de dimension m sur S, on voit que
Cor(a, 3) est un cycle relatif de dimension n + m sur S. En effet chaque sous-schéma fermé
intégre de X dont la multiplicité dans 3 est non nulle, domine une composante irréductible de
S et est de dimension m sur .S. Pour un tel sous-schéma Z, on sait que

L? € Z(Y X x Z/Z,n)Q

et qu’il est donc combinaison linéaire de sous-schémas fermés intégres Wi, ..., W, de X Xy
Z dominant Z et de dimension n sur Z. En particulier comme Z domine une composante
irréductible de S, il en est de méme de W; et la remarque 1.1.1 nous donne

dimg(W;) = dimz(W;) + dimg(Z) =n +m

ce qui assure que Cor(a, 3) est bien un cycle relatif sur S de dimension n + m.

Le morphisme (37) induit donc un morphisme
Cory/x : 2(Y/X,n)q ® Z(X/S,m)q — Z(Y/S,n + m)q. (38)
ainsi qu’un morphisme

Cory/x : 2(Y/X,n) ® Z(X/S,m) — Z(Y/S,n +m).

Le comportement de I'opération « correspondance » vis a vis des images directes est donné par
le lemme suivant.

Lemme 1.4.13. Soient X un S-schéma et Y un X-schéma.

1. Supposons donnés un carré cartésien de morphismes de S-schémas

R v

| = |
X/LX
un cycle a € Z(Y/X,n)g et un cycle B € Z(X'/S,m;ps)g. Alors Cor(p®a,B) €
Z(Y'/S,n+m;q)q et on a légalité
Cor(a,p:f) = ¢.Cor(p®a, B).

2. Supposons donnés un morphisme de X-schémas p:Y — Y’ un cycle « € Z(Y/X,n;ps)o
ainsi qu’un cycle f € Z(X/S,m)qg. Alors Cor(a, ) € Z(Y/S,n+ m;pi)g et on a

CO?"(p*Oé, ﬂ) = p*COT(O[, B)
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DEMONSTRATION. — (1). Par linéarité on peut supposer f = [Z'] ot Z' est un sous-schéma
fermé intégre de X’. Notons Z I'image de Z’ par p et désignons par ¢ et ¢/ les immersions fermées
correspondantes. Considérons alors le diagramme commutatif

/

Y xx 2 — Y xx Z

byt Ly

\ , q \
Y Y

/ v
\ .

N

X/ P X

dont les faces sont cartésiennes a ’exception des faces inférieures et supérieures. Notons d ’entier
égal au degré de lextension F(Z)/F(Z') si cette derniére est finie et égal a zéro dans le cas
contraire. On a alors
Cor(a, p«3) = diy1®a

et d’autre part

¢.Cor(p¥a, B) = 4y, () "% = 1y gl () *1%en.
11 suffit donc de voir que ¢, (p')®y = dv pour un cycle relatif v appartenant a 2(Y x x Z/Z,n)q.
Quitte & remplacer le schéma intégre Z par son corps des fonctions, on peut supposer que Z est
le spectre d’un corps. Dans ce cas les morphismes p’ et ¢ sont plats et on a

®

¢ () %y =4 (¢ )y =dvy

ce qui prouve ’assertion.

(2). Par linéarité on peut supposer 3 = [Z] ou Z est un sous-schéma fermé intégre de X . Notons ¢
I'immersion fermée correspondante, en utilisant les notations du diagramme commutatif suivant

Y/XXZ

Ly/ Y/
Y xx Z LY Y
N
X

VA

la proposition 1.4.11 assure que

Cor(psa, B) = tynt®pea = 1y, pz. %0
= puyPa= p«Cor(a, ).
L]

L’opération « correspondance » est compatible au changement de base pour les cycles relatifs.
Cette compatibilité s’énonce de la maniére suivante.

Proposition 1.4.14. Etant donné un cycle a € 2(Y/X,n)q, le morphisme (37) induit un
morphisme
Cor(a,—) : Z(X/S,m)g — Z(Y/S,n+m)qg
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et pour tout morphisme de schémas 6 : T — S le diagramme suivant est commutatif

Cor(a,—)

z(X/S7 m)Q

Cor(@%a,—)

Z,(X XST/T,m) Z(Y XST/T,n—l—m)@.

Z(Y/S, n -+ m)@

DEMONSTRATION. — Fixons un cycle relatif 5 appartenant a Z(X/S,m)g. L’assertion est im-
médiate lorsque a appartient & Zmn(Y/W, n)g et B appartient & Zip(X/S, m)g. En effet on
peut par linéarité supposer que a = [Z] pour un sous-schéma fermé de Y plat équidimensionnel
sur X de dimension n et que # = [W] pour un sous-schéma fermé de X plat sur Y de dimension
m. On obtient par définition Cor(a, ) = [Z xx W], ce qui assure d'une part que Cor(a, [3)
appartient a Z(Y/S,n +m)q et d’autre part que

9®Cor(a,ﬂ) = [T Xg (Z XX W)] = [((T Xs X) XX Z) X(TXsX) (T Xs W)]
= Cor(0%a,0%3).

De méme lorsque ’on suppose le morphisme 6 plat, on a la relation
03 Cor(a, B) = Cor(0%a,0%p). (39)

En effet, par linéarité, on peut supposer que 3 = [Z] ou Z est un sous-schéma fermé intégre de
X. Désignons alors par ¢ I'immersion fermée correspondante. On voit, en utilisant la formule de
changement de base associé au carré cartésien

Txs(Yxx2) 25 L Txgy
emle O J{ey
Y xx Z —F Y
ainsi que la fonctorialité de la proposition 1.2.26, que
03 Cor(a, B) = Oiya®a= (T xg Ly)*e;XXZL@)a = (T x5 ty):05:%a

= (T xgty)u30% = Cor(0%a, [T x5 Z]) = Cor(6%a, 6°p)

ce qui n’est autre que la relation (39).

Considérons maintenant le cas général et donnons nous un K-point épais s de S ainsi qu’un
épaississement (O, 7,0) de ce dernier. Pour prouver la proposition, il suffit de vérifier la relation
suivante

(0,7,0)%Cor(a, B) = Cor(sya, s°). (40)

En effet supposons cette relation vraie. On voit d’une part que le premier membre de cette
relation ne dépend pas de I’épaississement choisi, autrement dit que le cycle Cor(«, 3) appartient
a Z(Y/S,n+m)qg. D’autre part si ¢ est un K-point épais ou maximal de 7' dont I'image s par 6
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est un K-point épais ou maximal, on obtient en utilisant la relation (40) et le cas des morphismes
plats précédemment traité

t®Cor(0%a,0%8) = Cor((0035)5a,t®0%3) = Cor(s§a, s®B)
= §®CO7’(Oé, 6)
ce qui compte tenu de la proposition 1.2.26 nous assure que 0®Cor(a, 8) = Cor(@%a, 0%3).

Montrons maintenant que 1’égalité (40) est bien satisfaite. Pour cela on peut se ramener a
supposer que S est un trait. En effet il suffit pour cela de prouver la relation

(O,T,U)®COT(Q,,3) = (O,id@,0)®COT(T§?,T®ﬁ). (41)

Notons pour ce faire a le cycle relatif Cor(a, 3) et écrivons ce dernier

a = Z a; [Az]

ou les A; sont des sous-schémas fermés intégres de Y dominant une composante irréductible de
S. Quitte & réordonner les A;, on peut supposer que les k premiers sont ceux qui dominent la
composante irréductible de S ayant pour point générique 'image p du point générique de O.
Notons alors A; I'unique composante irréductible de O x g A; dominant O. Pour montrer (41) il
suffit de constater que les cycles

k
Z a;[A;] Cor(rga, 7®p)
1=1

coincident génériquement. En utilisant les notations du diagramme

Spec(F) . O

N

S

et le cas particulier des morphismes plats traité précédemment, on obtient

k
n® (Z ai[Ai]> = p®Cor(a,p) = Cor(pg’?a,pc*)ﬂ) = Cor(n}r)?a,T]@T@ﬂ)
i=1

= 77®C’07"(T§a, 7®5).

Nous pouvons donc supposer que S est un trait, auquel cas on peut grace au lemme 1.2.6 se
limiter par linéarité au cas ou 3 = [Z] avec Z un sous-schéma fermé intégre de X dominant O
et de dimension m sur O. En utilisant le lemme 1.4.13, on voit d’une part que

(0,idp,0)®Cor(a, B) = (0,ido,0)®y«®Pa = (1y)k«(0,ido, 0)®1Pa
= (1y)k+(0,idp, 0)®Cor(:Pa, [Z])
et d’autre part que
Cor(0%a,0®8) = Cor(c%a,0%,[Z]) = Cor(cRa, (1ik)«0®[Z])
= ()gCor(120%a,0®Z]) = (ty) ks Cor(c5:%a, 0®[Z]).
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11 suffit donc de prouver 1’égalité

(0,ido, 0)®Cor(1%a, [Z]) = Cor(c5:®Pa, 0®[Z])
ce qui permet de supposer d’une part que X est un schéma intégre dominant O et de dimension
m sur ce dernier et d’autre part que 5 = [X]. Sous cette hypothése le schéma X est plat sur O et
d’aprés la remarque 1.2.17 il en est de méme de X’. Fixons un éclatement abstrait ¥ : X' — X
de centre un sous-schéma fermé d’intérieur vide et platifiant le cycle relatif a. En utilisant le

premier cas traité, la fonctorialité de la proposition 1.2.26, la proposition 1.4.11, ainsi que le
lemme 1.4.13, on obtient que

(0,idp,0)®Cor(a, [X]) = (0,ide,s)®Cor(a, ¥.[X'])
(0,ide, 0)®IyCor(9®a, [X'])
(9y) +(0,ido, 0)®Cor(9®a, [X'])
(Vy) g«Cor (oL 9%a, [X])
(V) Cor (VoY a, [Xk])
= C’or(aﬁ?a,ﬁ[(* [(X%]) = Cor(a?{a, [XK]).
Ce qui achéve la démonstration. O
L’opération « correspondance » est associative, en d’autre termes
Lemme 1.4.15. Soient X,Y,Z des S-schémas. On a l’égalité

Corgy(a, Cory;x(8,7)) = Corz x(Corgy (e, 8),7)
pour tout cycle homogéne o € Z(Z]Y,*)q, B € Z(Y/X,*)g et v € Z(X/S, *)qg

DEMONSTRATION. — Par linéarité on peut supposer que v = [W] o W ou W est un sous-
schéma fermé intégre de X. Notons ¢ 'immersion fermée correspondante. En utilisant le lemme
1.4.13 ainsi que la proposition 1.4.14 on voit que

Cor(a,Cor(B,7)) = Cor(a,iy«®B) = 1z.Cor(19a,1®3)
= 12.%2Cor(a, ) = Cor(Cor(a, 8),7)
d’out le résultat. O

L’opération « correspondance » permet de définir le produit des cycles relatifs via la composition

- ) )
ZX/Sm)e gz g X xsY/Yin)g o

® ® or Z(X xsY/S,n+m)q. (42)
Z’(Y/Sv ’I?’L)Q Z’(Y/S¢ m)@

Le produit externe ainsi défini est compatible avec les changements de base pour les cycles re-
latifs. En outre il résulte de la construction que, pour les cycles relatif sur corps, ce produit
coincide le produit usuel des cycles algébriques. En utilisant les propriétés de l'opération « cor-
respondance », on obtient le
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Lemme 1.4.16. Les produits externes (42) possédent les propriétés ci-dessous.

1. Ils sont associatifs et commutatifs
2. Pour tout morphisme de schémas 0 : T — S le diagramme suivant est commutatif

Xg

2(X/S, %) ® 2(Y/S, *)q 2(X xgY/S, %)q

l 0® R0%® l 0®

2(T x5 X/T,%)q ® (T xg Y/T,%)g ——= 2(T x5 X) x7 (T x5 Y)/T,*)g

DEMONSTRATION. — (2). Etant donnés des cycles relatifs o € Z(X/S,n)g et 8 € 2(Y/S,m)g
on a en utilisant la proposition 1.4.14
0%(a xgB) = 9®C’or(7r$/sa,ﬂ) = Cor(ﬂgﬁg/sa,9®ﬂ)
= Cor(wj@XSy/T,H@Bﬁ) = (%) x1 (0%903)
ce qui prouve la seconde assertion.

(1). En utilisant le résultat précédent et la remarque 1.1.25, on peut supposer que S est le spectre
d’un corps. Ecrivons alors « et 3 sous la forme

o= Zai[Zi] g = Zﬁj[Wj]

ot les Z; dont des sous-schémas fermés intégres de X de dimension n et les W; des sous-schémas
fermés intégres de Y de dimension m. La définition nous donne

axsB=Y 3 Bl(Z)xs (W)l =D iB[(W)) xs (Z)] = B xs

i=1 j=1 i=1 j=1
ce que nous voulions. ]

Ces produits sont en outre compatibles aux images directes. On dispose en effet du

Lemme 1.4.17. Soientp: X — X' et q:Y — Y’ des morphismes de S-schémas. On a un
diagramme commutatif

2(X/S,n)g @ 2(Y/S,m)g ——= 2(X x5 Y/S,n+m)g
2(X/S,n;pe)o @ 2(Y/S,m;q)g > (X xs Y/S,n+m; (p xs ¢)«)g
ip*é@q* l(stq)*
2(X'/S,n)g ® Z(Y')S,m)g ——= Z(X' x5 Y'/S,n+m)g.

DEMONSTRATION. — En utilisant la remarque 1.1.25, la proposition 1.4.11 ainsi que le lemme
1.4.16, on voit que pour 'assertion considérée, on peut se ramener a supposer que S est le spectre
d’un corps auquel cas le résultat est classique. O



CHAPITRE 2

LOCALISATION DES CORRESPONDANCES FINIES

L’objet de ce chapitre consiste a étudier localement pour la topologie de Nisnevich ou la topologie
étale les correspondances finies — en ce qui concerne la définition de la topologie de Nisnevich
nous renvoyons & la sous-section 3.1.2 du chapitre 3. Le résultat principal que nous obtenons
consiste en l'existence d’une décomposition locale des correspondances finies pour ces topologies.
Nous étudions notamment leurs propriétés relatives a la composition des correspondances ou au
produit tensoriel. Le point clé de leur construction réside dans l'existence d’'une homotopie
canonique — autrement dit fonctorielle par rapport aux correspondances finies — pour certains
complexes de Cech — proposition 2.2.3, son analogue étale étant donné dans la section 2.3.
Les démonstrations utilisent de maniére essentielle les propriétés des anneaux locaux henséliens
ou strictement henséliens, en particulier de telles décompositions n’existent pas lorsque 'on
considére la topologie de Zariski.

Ces décompositions sont & l'origine de 'existence de « transferts locaux » qui nous permettent
dans le chapitre 3 de montrer que la résolution de Godement d’un faisceau Nisnevich ou étale avec
transferts est canoniquement munie de transferts. Ce résultat avait été énoncé par P. Deligne
[139, Example 6.20] mais a la connaissance de 'auteur aucune démonstration n’en avait été
publiée.

2.1. Correspondances finies

Nous explicitons, dans un premier temps, la définition des correspondances finies ainsi que les
principales propriétés de la catégorie des S-schémas munis des correspondances finies. Hormis
un survol dans [139, Appendix 1A] — lobjet de loc.cit. étant de développer les résultats de
la théorie actuelle des motifs mixtes sur un corps — cette notion n’est disponible dans la lit-
térature que dans le cas des corps. Naturellement 'extension aux schémas de base quelconques
ne présente aucune difficulté et s’avére une simple application de la théorie générale des cycles
relatifs de [125], que nous avons pris soin de rappeler dans le chapitre 1.

Lorsque qu’il n’y aura pas d’ambiguité sur la base T', nous désignerons parfois le produit fibré
sur T' de deux T-schémas X,Y par la juxtaposition XY
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2.1.1. Correspondances finies. — Soient X et Y deux S-schémas, les S-correspondances
finies de X dans Y sont les éléments du groupe abélien

cs(X,Y) = coqui(X x5 Y/X,0).
La composition des correspondances finies est fournie par les morphismes
cs(Y,Z)®cs(X,Y) —=————= Cequi(Y X5 Z/Y,0) ® Cequi(X xsY/X,0)
(r5Y) " sid
Cequi(X XsY x5 Z/X x5Y,0)® Cequi(X x5 Y/X,0)
o Cor (43)
Cequi(X XsY x5 Z/X,0)

\
cs(X,2) Cequi(X X5 Z/X,0).

Dans la suite de ce travail nous utilisons la notation suivante.

Notation 2.1.1. Si f : X — Y est un morphisme de S-schémas — les conventions fixées dans
I'introduction entrainent que tous les morphismes sont séparés — nous désignons par A I'im-
mersion fermée donnée par le diagramme

X

Ag
\
XXSY ¥

NN

Nous notons I'y le graphe de f, autrement dit le sous-schéma fermé de X xg Y donné par
I'immersion fermée Ay. Ce dernier définit une correspondance finie de X dans Y que nous
notons [f].
Lemme 2.1.2. Soient X,Y,Z et W des S-schémas.
1. Etant données des correspondances finies a € cs(X,Y), B € cs(Y,Z) et v € es(Z, W) on
a
vyo(Boa)=(yop)oa.
2. Pour tout morphisme de S-schémas p : X — Y et toute correspondance finie o € cg(Y, Z)
on a

a o [p] = p®a.
3. Pour tout morphisme de S-schémas p:Y — Z et toute correspondance finie o € cg(X,Y)
on a
[p] o = (idx X g p)scr.
4. Pour tout morphisme de S-schémasp: X —Y etq:Y — Z on a

[g] o [p] = [g o pl.



2.1. CORRESPONDANCES FINIES 83

DEMONSTRATION. — (1). En utilisant les propositions 1.4.11, 1.4.14 ainsi que les lemmes 1.4.13
et 1.4.15, on obtient
Yo (oa) = o [YCor(RY#B.0)] = p5RY Cor (570, 57 Cor (55795, a))

XYZ®, X7 XY
= AR PRY Cor (1770070 Cor (98, 0)

XIW. XY Z XYZ® X7 Xy
= pXWVrpXZWVXCOT<COT(pXZ ©py Oy, py ®ﬂ),04)

XYZ YZ XY
= p%vvfp%%vfoOT(C‘or(pyz ®py 2y, py ®B),a)

XY XYZW, XY vz
= pXWIfCOT(pXYWV}:py ®Cor(py, ®%ﬂ)701)

XY YZ
= p%vaCO?”(py Epyiy Cor (py, ®%ﬁ),a)

= p%vaCor(p)y(Y@(v o 6),a) =70 (Boa).

(2). En utilisant la remarque 1.1.25 on peut supposer que X est intégre. On a alors

aolp] = p§}ZI*ZC’or (pi,(ye‘)a, [Fp]> = Az(? (p})fYGBa) =p®a.

(3). Notons ¢ la composée de la projection de X xgY sur Y et du morphisme p et écrivons «

o = Z (67 [ZZ]
i=1

ol Z; est un sous-schéma fermé inteégre de X xg Y. Désignons par ¢z, 'immersion fermée cor-

sous la forme

respondant & Z; et par ¢; la composée de cette derniére et de g. On a alors

T
ploa = pXYZCor(p 0] o) = Do ai(pXY7 (1 xs5id2), 1508 L))
=1
T T

- Y (pgf (1z, Xsidz), [Fqi]> => a (p%f(ﬂq)*[ziD

i=1 =1
= XY ((A0)a) = (idx xsp).a.

(4). D’apres la seconde assertion, on sait que [q] o [p] = p®[[] et le résultat découle de I'égalité
p®[lq) = [Lgop]. o

En particulier le lemme 2.1.2 assure qu’en prenant pour objets les S-schémas et pour morphismes
les correspondances finies, on obtient une catégorie SchCorg munie d’'un foncteur pleinement
fidele

[—] : Schg — SchCorg. (44)

Nous notons SmCorg la sous-catégorie des S-schémas lisses de type fini munis des correspon-
dances finies.



84 CHAPITRE 2. LOCALISATION DES CORRESPONDANCES FINIES

La catégorie SchCorg posséde une structure tensorielle naturelle compatible via le foncteur (44)
avec la structure monoidale symétrique induite par le produit fibré sur Schg. Cette derniére est
obtenue en prenant pour produit tensoriel des S-correspondances finies le morphisme

CS(X, Y) Cequi(X Xg Y/X, 0)
® ®
CS(X’,Y/) Cequi(X/ Xs Y//X’,O)

® ®
XxgX' XxgX'
() o)

Cequi(X XS X' XS Y/X X8 X/,O)

®
Cequi(X Xg X, Xs Y’/X XsX,)
XX xgX!
v
cs(X xg XY xg V') —— Cequi(X xg X' xgY xgY'/X xg X', 0)

Le fait que cette définition soit bien symétrique est assuré par le lemme 1.4.16. La compatibilité
aux produits fibrés énoncée précédemment se trouve justifiée par la

Remarque 2.1.3. Lorsque I'on se donne des morphismes de S-schémas p: X — Y etq:Y — Y’
cette définition nous donne

plold = (pXYEI]) xooex (PXXCIT,))

= Cor(p%?yl@p))gx/@[ljp],p§/X,®[Fq])-

Par ailleurs en utilisant les notations

g
//‘"\ pﬁ,xl .
X xg X' xgY’ X Y X xg X' X' Y
XxX'y p
Px
h
on voit que le carré
Dpxsq Ly

| oo

FhHX XsXI ><5Y’

est cartésien. Cela entraine que

[p] @ lg] = Cor([Ty), [Ta]) = pxsql = [p x5 ql-
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Remarque 2.1.4. Etant donné des S-schémas X, Y et une correspondance finie o € cg(X,Y), le
carré

[Ax]

X —— 5 X xg X

al la@a
[Ay]

Y ——Y Xsy

n’est pas nécessairement commutatif lorsque « n’est pas une correspondance finie obtenue a
partir d’'un morphisme de S-schémas.

La proposition suivante montre que les morphismes (43) coincident avec la composition des
correspondances finies pour les schémas lisses de type fini sur une base réguliére obtenue via la
théorie de l'intersection.

Proposition 2.1.5. Supposons que S soit régqulier et que X,Y, 7 soient des S-schémas lisses
de type fini. Alors pour toute correspondance finie a € cg(X,Y) et p € cs(Y, Z)

1. les cycles pﬁgz*a et p{fgz*ﬁ s’intersectent proprement,

2. la composition des correspondances o et B est donnée par
XYZ ([, XY Zx XY Zx
Boa=pxyz <pxy a~pyz 5)-

DEMONSTRATION. — (1). Les schémas X,Y,Z étant lisses de type fini sur S, ils sont a for-
tiori équidimensionnels sur ce dernier. Les schémas considérés étant réguliers, on sait que leurs
composantes connexes coincident avec leurs composantes irréductibles. On peut donc supposer
sans perte de généralité que X,Y, Z et S sont connexes. En particulier les schémas X,Y, Z sont
équidimensionnels sur S de dimension respective nx, ny et nz. Notons d la dimension de S et
convenons de noter || le support de « et |3 celui de 8. Comme XY est équidimensionnel sur S
de dimension nx + ny et que le schéma |a| est fini sur X, on voit que « est de codimension ny
dans XY . De méme [ est de codimension ny dans Y Z. Les schémas considérés étant réguliers, la
notion de morphisme équidimensionnel est stable par changement de base ce qui entraine que les
sous-schémas fermés |a| xg Z et X xg || sont respectivement équidimensionnels de dimension
0 sur XZ et XY. En particulier ils sont respectivement de codimension ny et ny dans XY Z.
Il s’agit donc de voir que le schéma

(lal xs Z) xxyz (X x5 18]) = |a] xy |8

est de codimension ny +nz dans XY Z. Or ce dernier est fini et équidimensionnel sur X d’aprés
le carré cartésien

|l xy |B] — 3]

J/ O fini J/ equi

o] Y

fini \L equi

X

et la stabilité des morphismes finis et équidimensionnels par changement de base. Ce qui prouve
qu’il est de codimension nx + nyz dans XY Z.
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(2). Par linéarité on peut supposer que o = [W] ot W est un sous-schéma fermé intégre de XY
fini et équidimensionnel sur X. Dans ce cas, on voit, en notant ¢ I'immersion fermée correspon-
dante, que

Boa=pxyZCor (p§Y®ﬂ, a) = pxyZ (LZ*L ®py Y®5)

La premiére assertion ainsi que le corollaire 1.3.13 nous assurent que

1z OB = 12y y T = W oxs Z) ~ ¥y 7
ce qui nous donne bien la formule
XYz ( XYZ XYZ
Boa=pxy <pXY fa~pyy *ﬁ)
O
2.1.2. Changement de base. — Etant donnés un morphisme de schémas 6 : T — S et deux

S-schémas X et Y, on peut considérer le morphisme de changement de base induit par 0x
0% : Coqui(X X5 Y/X,0) = coqui((T x5 X) x5 (X x5 Y)/T x5 X,0).
Sachant que 'on a les isomorphismes
(Txsg X)xs (X xgY)=Txg (X xgY)=(TxsX)xp (T xsY)
ce dernier nous donne en fait un morphisme de « changement de base »
Txg—:c5(X,Y) = (T xg X, T xgY).

Nous noterons souvent ar la T-correspondance finie obtenue par changement de base a partir
d’une S-correspondance finie . Les propriétés élémentaires du changement de base sont données
par le

Lemme 2.1.6. Soient 0 : T — S un morphisme de schémas et X, X', Y,Y' Z des S-schémas.
1. Etant données des S-correspondances finies o € cs(X,Y) et B € cs5(Y,Z) on a

Broar=(Boa)r.
2. Etant données des S-correspondances finies a € c5(X,Y) et € cs(Y,Y') on a

ar @ fr = (a® f)r.

3. Sip: X — Y est un morphisme de S-schémas alors [plr = [pr].

DEMONSTRATION. — (1). En utilisant la proposition 1.4.14, on voit que
Proar = (p?;?}ZT)  Cor ((Pi/(TT YT) pr, aT)
(i) cor (v XTYT) 055.0%0 )
= (pG57"), Cor 9%y ()" 5. 6%a)
(x727),

P H@CW( ) ?5.0%0).
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La proposition 1.4.11 nous assure finalement que

Broar =609 (p§§z) Cor ((P{/(Y)QB@ 9;%@) = (Boa)r.

(2). En utilisant le lemme 1.4.16 on obtient
XrXL® XrXh®
ar @ Br = ( 0% )XXTX’ (prT B 9®/5)

= (9)®(X/p§X® )XXTX’ (XX’p§’X,®ﬂ>
= XX/( ®5) ( ®5)T

d’out la compatiblité au produit tensoriel.

(3). I suffit de remarquer que 0%[I',] = [['p,] pour obtenir le résultat. O

Le lemme 2.1.6 assure que le morphisme de changement de base T' X g — est fonctoriel, tensoriel
et qu’en outre le carré suivant est commutatif

Schg —257 + Schy

l[—] ) l[—]

T
SchCorg —xs2 SchCorr.

2.1.3. Commutation aux limites projectives. — Nous montrons dans cette sous-section
une propriété de commutation & certaines limites projectives de la catégorie des S-schémas lisses
de type fini munis des correspondances finies qui sera étendue aux catégories de motifs mixtes
géométriques dans la sous-section 4.1.3. Les systémes projectifs de schémas que nous considérons
sont les systémes projectifs de schémas A — S indicés par un ensemble ordonné filtrant A. Nous
notons wy , : S, — Sy les morphismes de transition. Dans cette sous-section notre hypothése
est la suivante.

Le schéma S est régulier et limite projective d’un systéme projectif de
schémas réguliers A\ — S) dont les morphismes de transition sont plats et
affines.

Comme S et les Sy sont réguliers, leurs composantes irréductibles coincident avec leurs compo-
santes connexes. Pour un élement A de A, nous notons dans la suite
uy S — Sy

le morphisme canonique. Il résulte de notre hypothése que ce morphisme est plat. Si X, est un
S),-schéma, nous posons

XA:SA XSAO X)\O X:SXSAO X)\O.
Le résultat essentiel est donné par la proposition suivante.

Proposition 2.1.7. Soit X, un Sy,-schéma de type fini. Les morphismes de changement de
base associés auxr morphismes de transition induisent un isomorphisme

colim Cequi (X1 /Sx, 0) = Cequi(X/S,0).
A> o
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DEMONSTRATION. — Il s’agit de voir que le morphisme

colimy> ., u?
colim Cequi(X)\/S)\, 0) — =N, Cequi(X/S, O)
A>Xo
est un isomorphisme. On remarquera que nos hypothéses entrainent que tous les changements
de base considérés sont plats. Montrons tout d’abord que le morphisme est surjectif. On sait
d’aprés le corollaire 1.2.34 que le membre de droite est le groupe abélien libre engendré par les
sous-schémas fermés intégres Z de X finis et surjectifs sur une composante connexe de S. Soit
Z un tel sous-schéma fermé de X. En utilisant les théorémes 8.8.2 et 8.10.5 de 55|, on peut
supposer, quitte & prendre Ao un peu plus grand, qu’il existe un sous-schéma fermé 7, de X,
tel que
Z==5 XS/\() Z)\O.
Une nouvelle application du théoréme 8.10.5 de loc.cit. nous assure, quitte & prendre )y un
peu plus grand, que Z), est fini sur S),. Soit C' la composante connexe de S dominée par Z.
Comme le morphisme u)y est plat, C' domine une composante connexe C'y de S). Le systéme
projectif A — '\ étant & morphismes de transition affines dominants, la proposition 8.4.4 de
loc.cit. assure que la limite projective C’ de C est connexe. Par ailleurs, il résulte du théoréme
8.10.5 de loc.cit. qu’il d’agit d’un ouvert de S. On voit donc que C’ est un ouvert connexe
de S contenant C, ce qui permet de conclure que C' est la limite projective des C). Quitte a
prendre Ag un peu plus grand, une nouvelle application du théoréme 8.10.5 de loc.cit. permet de
conclure que Z), est surjectif sur la composante connexe C,. Sachant que nous avons supposé
les Sy réguliers, le corollaire 1.2.34 assure alors que [Z),] appartient & cequi(Xx,/Sx,,0) et la
surjectivité résulte de 1’égalité
U%O[Z)\o} =[S X Sxo Z)\O] =[Z].

Montrons maintenant l'injectivité. Soit A un élément > Xy de A et ) un élément de
Cequi(X2/Sx,0) dont I'image par uf{B est nulle. En notant Z, le support du cycle o), = u%ua,
il s’ensuit que la limite projective du systéme p +— Z,, est vide. Le théoréme 8.10.5 de loc.cit.

assure alors que Z, est vide pour p suffisamment grand et donc que o, = 0. Cela achéve la
preuve de la proposition. O

En appliquant le lemme précédent aux correspondances finies entre schémas lisses de type fini,
on obtient alors le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.8. Soient \g € A et X,,Y), des Sy,-schémas lisses de type fini. Le morphisme
canonique
szhgl sy (XA, Yy) — cs(X,Y)

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. — Comme les X et Y) sont des schémas lisses sur un schéma régulier il
s’ensuit qu’ils sont eux-mémes réguliers. La proposition 2.1.7 nous donne alors

C/\Ozli/\lg1 csy (X, Ya) = C,\Ozh,\? Cequi(Xx X5, Y2/ X,0)
= Cequi(X Xg Y/X, 0) = Cs(X, Y)

ce justifie le corollaire. O
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Ce résultat nous donne la propriété de commutation a certaines limites projectives des catégorie
de schémas lisses munis des correspondances finies que nous avons mentionnée précédemment.
Son énoncée est la reformulation ci-dessous du corollaire 2.1.8.

Corollaire 2.1.9. Le foncteur canonique

24301)\im SmCorg, — SmCorg (45)
est une équivalence de catégorie.

DEMONSTRATION. — Compte tenu du corollaire 2.1.8, notre assertion est une conséquence des
théorémes 8.8.2 et 8.10.5 de [55] et de la proposition 17.7.8 de [56]. O

2.2. Localisation Nisnevich des correspondances finies

Dans cette section nous donnons un résultat de décomposition locale des correspondances finies
pour la topologie de Nisnevich. La construction de ces décompositions utilise de maniére cruciale
les propriétés des anneaux locaux henséliens, en particulier une telle décomposition n’existe pas
lorsque ’on considére la topologie de Zariski.

Remarque 2.2.1. L’existence de ces décompositions locales est aussi valable lorsque ’on remplace
la topologie de Nisnevich par la topologie étale. Les démonstrations sont identiques & condition
de substituer les anneaux locaux strictement henséliens aux anneaux locaux henséliens et nous
avons choisi pour simplifier la présentation de ne donner les détails que pour la topologie de
Nisnevich. Les modifications mineures a effectuer lorsque I'on considére la topologie étale sont
données dans la section 2.3.

Nous dirons qu'un S-schéma est décomposé pour la topologie de Nisnevich lorsqu’il est une
réunion disjointe non nécessairement finie de schémas locaux henséliens. A un S-schéma X on
peut associer fonctoriellement un S-schéma décomposé pour la topologie de Nisnevich X

x0= [ x2
zeX

réunion disjointe sur les points de X des schémas locaux henséliens X;? spectre de ’anneau local
hensélien O’}( . dont on notera le point fermé abusivement par x. Pour tout point x de X on
dispose du morphisme canonique

h
[X,x

X)——Spec(Ox,) —= X
nous donnant un morphisme de schémas [2( (X XL

La propriété universelle des hensélisés se traduit par le fait que la composition par [2( induit un
isomorphisme
Homgen g (D, X") = Homge,g (D, X) (46)
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pour tout S-schéma D décomposé pour la topologie de Nisnevich. On remarquera que le mor-
phisme
By (X)) — XV
n’est pas un isomorphisme, mais qu’il admet cependant une section canonique 5?( identifiant X
4 un sous-schéma fermé de (X9)Y et provenant du fait que I’anneau local hensélien de X2 en son
point fermé est canoniquement isomorphe a (’)g( o
b [h [h

xb

S

N~

id ¢

Autrement dit dans (XY)Y apparaissent des facteurs supplémentaires correspondant aux points
non fermés des Xg? .

Remarque 2.2.2. Pour la notion de faisceaux Nisnevich ou étales avec transferts, nous renvoyons
a la sous-section 3.2.1. Etant donné un S-schéma X, nous notons le préfaisceau avec transferts
représenté par un S-schéma X par Z,[X]. Ses sections sur un S-schéma Y sont données par les
correspondances finies de Y vers X

Z [ X](Y) = cs(Y, X)

et Zy[X] n’est donc qu'une autre notation pour désigner le préfaisceau cqqy,;(X/.S,0) considéré
au premier chapitre.

2.2.1. Une homotopie canonique. — Considérons un S-schéma X. Etant donné un X-
schéma U, on note Cx (U) le schéma simplicial de Cech dont les n-simplexes sont donnés par le
produit fibré sur X de n + 1-copies de U

Ox(U)y =Utt =U xx - xxU
n + 1 termes
la 7-éme dégénérescence 9;' étant le morphisme de projection sur chaque facteur sauf le i-éme et
la i-éme face o' le morphisme induit par I'immersion diagonale sur le i-¢me facteur. Ce schéma
simplicial nous définit un complexe de Cech augmenté dans la catégorie des faisceaux Nisnevich
avec transferts

Cuyx = ZulCx (U)] < -+ — Zae[Cx (U)n] 2 Zer[Cx (U)n1] — -+ — L[ X]. (47)

dont la différentielle est donnée par la somme alternée des morphismes induits par les dégéné-

rescences
n

dn = (=1)"(67).

=0
Etant donné un S-schéma O, en prenant les sections sur @ du complexe de Cech précédent on
obtient un complexe de groupes abéliens

Cuyx(0) i - — Ziy [U3] (0) = Zu[U)(0) = Ze[X](O) = 0 — - -

Le résultat essentiel assurant l'existence d’une décomposition locale et sa canonicité consiste
en un raffinement de la proposition 3.1.3 de [133]. Cette derniére assure que lorsque U est un
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recouvrement Nisnevich de X et O est un schéma local hensélien, le complexe Cy; /x(O) est exact.
Lorsque ’on remplace le recouvrement Nisnevich U par le schéma décomposé XY le complexe

Cxnyx(0) 1+ = Zur [(X0)% | (0) = ZalX")(0) = Zu[X](©) = 0 — - (48)

est non seulement exact mais devient en fait canoniquement homotope a zéro. Plus précisément :

Proposition 2.2.3. Soient X un S-schéma et O un S-schéma local hensélien. Il existe des
morphismes canoniques

oxn L [(XN%] (0) = 2o [(XN3] (©) n=0
satisfaisant aux deuxr propriétés suivantes.
1. (Homotopie) On a pour tout n les relations
d”+1 °© O-(h’),X,n + U??,X,nfl o dp = id. (49>

2. (Fonctorialité) Etant donnés un S-schéma local hensélien O et une correspondance finie
a € cg(O',0) on a un carré commutatif

Zun [(XY3] (0) 2@ e o)

iU?O’,X,n \LO—?D,X,’IZ (50>

- [(Xb)?("‘l] ©) Zee (X)) () Z.. [(Xb)g‘(*l] (0).

DEMONSTRATION. — Etant donné un sous-schéma fermé Z de O x g X fini et équidimensionnel
sur O, on note W le sous-schéma, fermé de O xg X" défini par le carré cartésien

w VA

| o]

OXSX[]HOXSX.

Sachant que dans le carré précédent les morphismes verticaux sont des immersions fermées et
que

OXS(XF))}:OXS )(h Xx~--><XXb
n + 1 termes

= (0 x5 X") X(0xsx) ** X(0xsx) (O x5 X") = (0 x5 X", o x

n + 1 termes

on voit que W7 est un sous-schéma fermé de O x g (X h);‘( En particulier on a des sous-groupes
Cequi(Wg/Oa 0) C Zir [(Xb)?(] (O)
définissant un sous-complexe de (48)

Cxnyx(0)z -+ = Caqui(W2/0,0) = equi(Wz/0,0) — cequi(Z/0,0) = 0--- . (51)
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Les complexes (51) sont fonctoriels pour l'inclusion des sous-schémas fermés Z finis et équidi-
mensionnels sur O et on voit que le complexe (48) est la colimite sur de tels sous-schémas fermés
de ces complexes. En effet il s’agit de voir que pour tout n

colim cequi( W5, 0, 0) = Z [(Xh)}} (0) (52)

la colimite étant prise sur les sous-schémas fermés de O x g X finis et équidimensionnels sur O.
Soit W un sous-schéma fermé intégre de O xg (X h) fini et équidimensionnel sur O. Comme
les images de W par les morphismes

morphisme b
induit par [

@ Xg (Xh)

OXSXh

OxgX
X 1a i-éme 5
projection

sont des sous-schémas fermés intégres de O xg X finis et équidimensionnels sur O, il existe un
sous-schéma fermé Z fini et équidimensionnel sur O qui les contient toutes. Pour un tel Z notre
W est un sous-schéma fermé de W7 ce qui prouve la relation (52).

Nous allons construire pour chaque complexe (51) une homotopie canonique. Comme Z est fini
sur le schéma local hensélien O, il est lui méme semi-local hensélien donc décomposé pour la
topologie de Nisnevich de la forme

7 = H Spec (0z2) .

z point fermé
de Z

En particulier la propriété universelle (46) nous assure Iexistence d’un unique morphisme 6,
factorisant la projection w7 de Z sur X sous la forme

Tz

m

Z - >Xb*>X

La propriété universelle des produits fibrés nous fournit alors une section canonique ag du
morphisme 7 via le diagramme

idy
b
(o
zo W Z
\,
\ . l\ (53)
\OXSXIJHOXSXWZ
Gz\\
U l
N L /
Xbh X.

On peut alors considérer les morphismes de schémas

h _ b : . n n+1
UZ,n_UZ XZldWE'WZ_)WZ .

Ces derniers vérifient les relations pour ¢ =0,...,n
n+1 ) ) n n+1 b _
51—1—1 © UZn =0zn-1° 51 50 © UZ,n =id
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ce qui assure que les morphismes induits sur les cycles équidimensionnels
00 xzm = (0% ) t Coqui(W5/0,0) = cequi( W5 /0,0)

définissent une homotopie entre I'identité du complexe (51) et le morphisme nul.

Lorsque Z’ est un sous-schéma fermé de O xg X fini et équidimensionnel sur @ contenant Z,
les factorisations précédemment obtenues sont compatibles

Z/
et en particulier la construction de la section ag assure que le carré

P

7 —2=W

| o |

Z/ HZ/ WI
est commutatif et donc que le diagramme obtenu au niveau des cycles algébriques

h
90,X,Z,n

Cequi(Wg/Oy O) Cequi(Wngl/Ov 0)

-

Zy [(XP)5] (0)

o /

0,X,Z'n

Cequi ((W’)g,/(’), 0) ——>Coqui ((W’)%Tl/(’), 0)
I’est aussi. En passant & la colimite sur les sous-schémas fermés Z on obtient ainsi un morphisme
0Oxn L [(XN%] (0) = 24 [(X0)5] (0)

et ces derniers nous donnent une homotopie canonique du complexe (48).

Montrons maintenant que le carré (50) est commutatif autrement dit que l'on a I’égalité

o xn(Boa)=0ad  (B)oa

pour toute correspondance finie 8 € cg (O, (X b)}) Fixons pour cela un sous-schéma fermé Z
de O xg X fini et équidimensionnel sur O de sorte qu’en notant ¢,, I'immersion fermée de W7
dans O x5 (X")% on ait

ﬁ = (’/n)*ﬁ B S Cequi(W§/07 O)
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De méme fixons un sous-schéma fermé Z de O’ xg O fini et équidimensionnel sur O’ de sorte
qu’en notant ¢ 'immersion fermée de Z dans O’ xg O on ait

Q=10 OE cequi(Z2/0,0).
Notons alors Z” le sous-schéma fermé de O xg O xg X défini par le carré cartésien

7" —=Z
7/

/ﬁni O fini
il Z——>0
\ﬁnii

o'

Fixons d’autre part un sous-schéma fermé Z’ de O’ x g X fini et équidimensionnel sur O’ tel que

l'on ait le carré commutatif

7N — 0 x5O xg X

/] |

fini | Z/ O/ XS X
\ﬁnii /
\
O/

et convenons de noter W’ le schéma défini par le carré cartésien

W// Z//

e
O/XsOXSXh*)O/XSOXSX.

Par définition Z” est fini sur le schéma local hensélien O, autrement dit semi-local hensélien et
donc décomposé pour la topologie de Nisnevich de la forme

ZU = H Spec (OZ”,Z”) .
2" point fermé
de Z”

La propriété universelle (46) nous assure comme précédemment ’existence d’un unique mor-
phisme 6. factorisant la projection 7z~ de Z” sur X sous la forme

Wzl/

m

Z// >Xh *X>X
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La propriété universelle des produits fibrés nous fournit une section canonique ab,, du morphisme
Z
r” via le diagramme

id
m
M T 7"

e

O xsOxg XV —= 0" x5O0 xg X |7zr

02 l 0 l /

X X.

On a par ailleurs le diagramme commutatif

ZI/

A 1

Z z!

Z——=Xb<=—2

7Tzl/

ce qui assure que les carrés suivants sont commutatifs

z 7" 7
lo—; log,, iag,
W~ W — W,

On obtient ainsi que le diagramme suivant dans lequel p, et ¢, désignent respectivement les
projections induites par les projections de Z” sur Z et Z’

)

n+1 72" n nn
(W )Z” (W )Z//
N X
nt1 (VV’YZL')_1 BT AT ISR TSSOSO (W’)%,
oY

n+1
wy,
est commutatif. D’autre part on a un carré cartésien

(W”)%// s Wg

| 5 |

Z 0.
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Cela donne ainsi
! ! ®
O OxgX O (@]
U(%f,x,n(ﬂoa) = U?y,x,n [(Poéixxs >*COT(9'XSO/O/ ((po s > ﬂ,Oé)]

= U?’)’,X,n [(L;L)*(pn)*COTZ/Of ((p(%)(@ﬁ, Oé>

= (oo )-lon)-Corzyor ( (1) o)

®_
= (e (o)-Corzyor  (45) D)

D’autre part en utilisant le lemme 1.4.13 et la proposition 1.4.11, on voit que
b 2\¥5 ~ b 2\®¥5
(071 ,)xCorz o (po) B, Corgor | (071 ,) (Po) B,

Corsion ()" 8,0:55)

ce qui assure finalement que
Uo/,X,n(ﬁ oa) = (tny1)x(Pnt1):Corzjor | (P (UZ,n)*ﬁa @

Ox g0 x5(XH)2H O'x <0\ ®
= pO/XSS(Xh‘j?(+1 X CO’)"O/XSO/O/ (po Xs ) O-(F)Q,X,n(ﬂ)7a
*

= U?Q,X,n(ﬁ) © Q.

O]
Corollaire 2.2.4. Soit X un S-schéma. Le complexe de faisceauxr Nisnevich avec transferts
Copx - = Ll (X)) = ZulX"] = ZuX] =0 — -
est exact.
DEMONSTRATION. — I suffit de vérifier que pour tout schéma local hensélien O le complexe
OX‘J/X(O) Do = Ly [(Xh)_zx} (O) — Ztr[Xh]((’)) — T [X])(O) = 0 — - -

est exact ce qui découle de la proposition 2.2.3 puisque cette derniére assure que th / x(O) est
en fait homotope & zéro. O

Remarque 2.2.5. En dépit de la fonctorialité par rapport aux correspondances finies entre sché-
mas locaux henséliens des homotopies construites dans la proposition 2.2.3, ces derniéres ne
peuvent généralement pas se relever en des morphismes de faisceaux avec transferts. En parti-
culier le complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts

C’X')/XZ'-~—>Ztr [(Xh)%(} HZtr[Xh]_)Ztr[X]_)o_)

bien qu’exact d’aprés le corollaire 2.2.4 n’est pas homotope & zéro en général. En revanche il
est tout de méme universellement exact au sens de Grayson [46]. En effet ses fibres pour la
topologie de Nisnevich sont les complexes de groupes abéliens Cyy / x(O) pour O un schéma
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local hensélien et ces complexes sont universellement exacts puisque homotopes a zéro d’aprés
la proposition 2.2.3.

2.2.2. Décomposition locale pour la topologie de Nisnevich. — Nous nous intéressons
maintenant & la décomposition locale d’'une correspondance finie pour la topologie de Nisnevich.
Les morphismes de schémas [2( ., hous donnent un morphisme naturel

P es (o, XQ) Zoexllialom cs(0, X). (54)
zeX

Remarque 2.2.6. 1l résulte de la remarque 1.2.14 que 'on a un isomorphisme
cs(0, X9 = @ cs ((’),X;’) .
rzeX

On a alors le triangle commutatif

ZzEX [[g(,z}o_

Daex cs (O,X;?) cs(0, X)

cs(0, X).

(% Jo—

Lorsque O est hensélien, la proposition précédente nous permet d’écrire une correspondance finie
a € cg(O0, X) sous la forme d’une somme de contributions locales

a= Z[[?(x] 0 (i Qg € cg (O,X;])

la correspondance «, étant canoniquement déterminée par «. Plus précisément on peut déduire
de la proposition 2.2.3 ’énoncé suivant.

Corollaire 2.2.7. Soient X un S-schéma et O un S-schéma local hensélien. Il existe un mor-
phisme canonique

oY
Ccs (O7X) ﬂ) cs (OvX:?) (55)
zeX

satisfaisant les propriétés suivantes.

1. 0?9 « est une section du morphisme (54) telle que le carré

]
90,x

cs (0, X) : D,cx cs (o, XQ)
cs(a,X) lcs(a,Xg) (56)
o’h
@:pGX Cs <O/7X9?)

o' x
soit commutatif pour tout schéma local hensélien O' et toute correspondance finie a €

cs(0',0).

cs (O, X)
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2. Pour un S-morphisme g : Spec(Q) — X de localité T la composante suivant le point x de
limage de [g] par (55) est donnée par

o8 (la])s = {[09] e

g €tant le morphisme de schémas locauxr henséliens

g

b
q

Spec(0) g . X ——x
déduit de g.
DEMONSTRATION. — Le premier point est une conséquence immeédiate de la proposition 2.2.3.
En effet le morphisme

h
90,x

b
90,x,0

Cs(O, X) — Cs(o, Xh) —— @xeX Cs (O, Xg)

est une section du morphisme (54) d’aprés la relation d’homotopie (49), et la commutativité du
diagramme (56) n’est autre que celle du diagramme (50).

Considérons donc la seconde assertion. Pour reprendre les notations de la démonstration de la
proposition 2.2.3, nous désignons par Z le sous-schéma fermé de O xg X graphe du morphisme
g et par W le schéma défini par le carré cartésien

w A

| oo

OXSXUHOXSX.

Le sous-schéma fermé Z s’identifie & I'immersion fermé A, : O — O xg X et 'on voit que le
morphisme 0z de la démonstration de la proposition 2.2.3 s’identifie & la composée de g et du
morphisme d’inclusion ¢ : X9 — XD, Dans ce cas le diagramme (53) est donc de la forme

ido
Ot W
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ce qui prouve que (Jg)*([g]) = [g]. Par construction du morphisme 0?9  cela se traduit par
[g) siz=T7
00.x([9])z = .
0  sinon
qui n’est autre que 1’égalité souhaitée. O

Remarque 2.2.8. Supposons que X soit lui méme un schéma local hensélien de point fermé s.
On a vu que pour une correspondance finie « € ¢g(O, X) on avait une décomposition locale

a= Z [[?(x] oy Fa.
zeX\{s}

~
contribution des points
non fermés

En général les correspondances o et as ne sont pas égales, autrement dit les points non fermés
de X ont une contribution non nulle dans la décomposition locale. Prenons par exemple le cas
ol « est la correspondance finie associée & un morphisme de schéma. On voit d’aprés la seconde
assertion du corollaire 2.2.7 que

o« si le morphisme est local
A =
’ 0 sinon.

et que de plus lorsque le morphisme est local non seulement la contribution globale des points
non fermés est nulle mais encore chaque correspondance a, associée & un point non fermé est
nulle.

Compte tenu de la remarque 2.2.6, le morphisme donnant la décomposition locale peut étre vu
comme un morphisme

oo x 50, X) = cs(0,X"). (57)
On dispose d’un morphisme d’inclusion
[s%] 0 =+ ¢5(0, X") = ¢5(0, (X")")
et d’'un morphisme de localisation
04 v (0, X") = cs(0, (X))

Ces morphismes ne coincident naturellement pas comme on le voit déja avec la remarque 2.2.8.
Sachant que le morphisme [;’(h n’est pas un isomorphisme, il est 1égitime de se demander si ’on
obtient plus d’informations en localisant & nouveau le résultat fourni par le morphisme (57). Le
lemme suivant montre qu’il n’en est rien.

Lemme 2.2.9. Soient X un S-schéma et O un S-schéma local hensélien. Le diagramme suivant
est commutatif

CS(Oa X)
|7%.x |0 (58)
s Jo—

s (0, X7)
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DEMONSTRATION. — Fixons une correspondance finie a € ¢g(O, X) et désignons par Z son
support qui est un sous-schéma fermé de O xg X fini et équidimensionnel sur @. Notons Z le
support de la correspondance finie

J(hD,X(O‘) €cs (O,Xb>

qui est un sous-schéma fermé de O x g X" fini et équidimensionnel sur @. On a alors un diagramme
commutatif

| = | 0]
I

OXSXhHOXS(Xh)hHOXSXhHOXSX.

id(’)xsxh

Le schéma Z est semi-local hensélien donc de la forme

Z = H Spec ((’)22) .

z point fermé
de Z

Notons z1,...,2, ses points fermés et désignons par z1,...,z, leur projection sur X. Par
construction de la section 0’2, le diagramme (53) est commutatif et

U?D,X(a) = L*(Ug)*(a).

En particulier les points fermés du schéma semi-local Z se projettent nécessairement sur

Z1,...,Tn. Cela entraine que O'g est en fait le morphisme d’inclusion de Z dans W et donc que

U?D,Xh [‘7?9,)((0‘)} = Ug,x(a)
dans cg (O, (X")"). Ce qui prouve la commutativité du diagramme (58). O

En particulier lorsque 'on se donne une correspondance finie @ € ¢g(X,Y’), on peut associer a
un point x de X et un point y de Y une correspondance finie o, du schéma X2 dans le schéma
Yyh donnée par

gy = ag(gy(oz o [[?(x])y

On obtient ainsi une décomposition locale pour la topologie de Nisnevich de la correspondance
a de la forme

aol, = "[0,]0 0,
yey
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Notation 2.2.10. Pour un morphisme de S-schéma g : X — Y et un point x nous notons 92 le
morphisme de schémas locaux henséliens déduit de ¢

X Y
h
9z )
X3 Yyt)

Le lemme suivant explicite le comportement par composition et « itération » de cette décompo-
sition ainsi que la nature de la décomposition obtenue dans le cas d’'un morphisme de schémas.

Lemme 2.2.11. Soient X,Y et Z des S-schémas.

1. Etant données des correspondances finies a € cs5(X,Y) et B € cs(Y,Z), on a pour tout
point x € X et z € Z l’égalité

(ﬂ © a):r,z = Z ﬁy,z O Qg y- (59)

yeyY
2. Etant donné un morphisme g : X — Y de S-schémas on a

_ [92} siy = g(x)

9],y _
0 sinon.

3. Etant donnée une correspondance finie o € cg(X,Y), on a Uégalité dans cg (X:?, (Yyh)g)

« stz=1y
(Cm,y);t,z = { Y

0 simon
pour tout point x de X et tout point z du schéma local hensélien Yyh.

DEMONSTRATION. — Le second point est une conséquence immédiate du corollaire 2.2.7. La
formule de composition (59), se déduit des égalités

(Boa)y. = 02(2 Z(ﬁ oao [[?(’I])z = US{E,Z Z Bo [[%y] 0 Oy

’ yey

- Z J?/y",z (ﬁ ° [[?/y])z ©Qzy

yey

= Z By,z 0 zy

yey

z

dans lesquelles nous avons utilisé la commutativité du diagramme (56). La derniére assertion est
quant & elle un corollaire du lemme 2.2.9. O

2.2.3. Lien avec la structure tensorielle. — Nous donnons maintenant le lien entre la
décomposition locale du produit tensoriel de deux correspondances finies et le produit tensoriel
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des décompositions locales. Etant donnés deux S-schémas X et Y, la propriété universelle (46)
nous donne un morphisme

h
my

(X xg V)% X 5o yh

:\\\\ y&wam
xxgy

XXSY.

Ces morphismes font du foncteur (—)? un foncteur quasi-monoidal symétrique. Lorsque 1'on se
fixe un point e du produit X xg Y se projetant sur x et y on a une factorisation

b

(X xgY)? E (XD) xs (Y3

e

(X xgY)b X xgY.

Le comportement des décompositions locales par rapport aux produit tensoriel des correspon-
dances finies est donné par le résultat suivant.

Lemme 2.2.12. Soient X, Y, X' Y’ des S-schémas, a € cg(X,X') et 8 € cg(Y,Y’) des cor-
respondances finies. Pour tout point e de X xgY et tout point ' de X' ety de Y', on a
l’égalité

(az,x’ ®/8y,y’> o [mE(,Y,e} = Z {mgflvylve,} © (CM X ﬂ)e e’

e/ point de X’ xg Y’ ’
se projetant sur x’ et y’

dans cg ((X Xs Y)gv (X/)z' XS (Y/)z’)'

DEMONSTRATION. — Pour simplifier convenons de noter E le produit X xg Y, E’ le produit
X' xgY" et de désigner par E, , 'ensemble des points de E' se projetant sur 2’ et y'. Le lemme
sera démontré lorsque nous aurons vérifié la formule

%y dooly , ((@@B)ol]) = % (@0 (b)) @Yy (Bo )] o mbyd- (60)

En effet on a d’une part

[mg(/,y/] 00227}2, ((a@ﬁ ) Z Z [mX, v, ,} o (a@ﬁ)

xeX’eEE’, Wy
y'ey’

e,e’

et d’autre part

[02(27)(/ (a o [[2(’1]) ® U?/h v (ﬂ o [[?,’y])} o [mg(’y,e] = Z (am/ ® ﬁy,y’) o [mg(,y’e} .
z'eX’
yleyl

11 suffit alors d’identifier facteur direct par facteur direct pour voir que I’égalité (60) n’est qu'une
reformulation du résultat cherché.
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Fixons un sous-schéma fermé 7, de X2 xg X' fini et équidimensionnel sur le schéma local
hensélien X2 de sorte quen notant ¢ z,, 'immersion fermée associée & ce dernier on ait

ao (] = (iz,)@

pour un unique élément @ de cequi(Za/ X2,0).

Choisissons de méme un sous-schéma fermé Zg de Y;J X Y’ fini et équidimensionnel sur Yyh de
sorte qu’en notant ¢z, I'immersion fermée associée a ce dernier on ait

Bollh = (iz,).B

pour un unique élément 3 de cequi(Zs/ x5 ,0).

Notons comme précédemment W, et W3 les schémas définis par les carrés cartésiens

Wa Za Ws Zg
LWa J/ O LZa l twg J/ O Yz l
X2 xg (X)) — XD xg X' V) x5 (YN0 —=Y) x5 Y’

et posons Z = Z, Xg Zg et W = W, xg Wg. Considérons par ailleurs les schémas définis par

les carrés cartésiens

‘w

e W
D ]
X) xg Y,
W ‘ W z Z 0 X
(XD xg (Y')"
Lw! O Lw O Lz, O Lz

E! xg (E"Y = E) xg (X")0 xg (Y0 = EY xg B = X x5 V,)) xg E'

Notons p et q les projections
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Par définition du produit tensoriel des correspondances, on a
(o) @ Bol,) = [pP(aclh,))| o,y [a®(B018,))]
= [Pz %y [0°02,).7]
= (12):|(078) %y, 0 (¢°B) .

Convenons de noter 7 le cycle algébrique
7= (P%0) X0 o (4°5)
appartenant a cequi(Z/ X2 xg Yyh, 0). Cela nous donne

mYyd ool (0@ 8) o)) = (g xsmby)[ ()= (0D) (m3E )]

= (1w)-0.(0D) [m3y.7]

® —
= mg(xe [(Lw)*(a'ga X g agﬁ)*'y}.

On a par ailleurs 1’égalité

(w)a(0, x5 09)T = [p%((wa)o(@8):@)] xx0, s 6% ((w,)u(0,).5)]
= [ oot [a;’/;}y, (Bo1,))].
On obtient ainsi
mYyloon, , ((@08) o)) = mi (oh (ool @ol,  (30[5,)
= [02(27)(/ (O{ © [[h ]) ® Uyh NG (ﬁ [[?/y])} o [mg(,Y,e]
ce qui prouve la formule (60). O

2.3. Localisation étale des correspondances finies

Les démonstrations données dans la section précédente s’adaptent parfaitement au cas de la
topologie étale, il suffit pratiquement pour cela de remplacer les anneaux locaux henséliens par
les anneaux locaux strictement henséliens. Dans cette section nous avons rassemblé les énoncés
des résultats obtenus pour la topologie étale tout en précisant les modifications mineures a
effectuer.

2.3.1. Conventions. — Lorsque 'on considére la topologie étale, il y a lieu de prendre
quelques précautions quant au choix des points géométriques que 1’on utilise. Pour ce faire nous
fixons pour tout point s de S une cloture algébrique (s) de x(s). Un point géométrique Z d’un
S-schéma X sera pour nous la donnée d’'un corps séparablement clos x(Z) et d’'un morphisme
du spectre de ce dernier dans X. Nous noterons 5 le point géométrique de S

s

A

SpeC(@j — Spec(k(s)) = §
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défini par la cloture algébrique £(s) et dans la suite nous dirons qu’'un point géométrique T est
« bon » lorsque son image dans S est un point de la forme 3.

Remarque 2.3.1. Avec cette définition 'image par un morphisme de S-schémas d’un bon point
géométrique est un bon point géométrique. Par ailleurs les bons points géométriques forment
une famille conservative de points pour la topologie étale. En effet d’aprés la remarque 3.13.b de
I'exposé VIII de [4], il suffit de voir que les points de X fermés dans leur fibre sont le lieu d’un
point bon géométrique. Or pour un point x de X fermé dans sa fibre, 'extension x(x)/k(s) est
finie d’apreés la proposition 6.4.2 de [50] et il existe bien un morphisme de corps de x(x) dans la

cloture algébrique £(s).

Nous appelerons bon S-schéma local strictement hensélien la donnée (O,w) d'un S-schéma
strictement hénsélien O et d’un isomorphisme w : & — x(s) de k(s)-extensions ou s est 'image
dans S du point fermé de O et k le corps résiduel de ce dernier. Nous prendrons pour morphisme
de bons S-schémas strictement henséliens les morphismes locaux de S-schémas O — O’ rendant

le diagramme suivant commutatif

s)

K
k \ / K
k(s).
Nous noterons
Homy,e, (O, 0") € Homg(O, O)

le sous-ensemble formé des morphismes de bons S-schémas strictement henséliens.

Un S-schéma décomposé pour la topologie étale sera pour nous la donnée X = (X, w;) d’une
famille non nécessairement finie de bons S-schémas strictement henséliens, les morphismes de
S-schémas décomposés pour la topologie étale etant donnés par

Hombon(X, Y) = H HHombon((X> wi)v (YJ’ Qj))'
(]

Nous nous permettrons parfois d’identifier un peu abusivement X avec le S-schéma réunion
disjointe des X; lorsque cela ne nous semble pas source de confusions.

Les hensélisés stricts d'un S-schéma en un bon point géométrique sont canoniquement des bons
S-schémas strictement henséliens. Etant donné un bon S-schéma strictement hensélien (O,w),
on remarquera pour 'adaptation des démonstrations précédentes au cas de la topologie étale
que les O-schémas finis sont canoniquement des réunions disjointes de bons S-schémas locaux
strictement henséliens donc des S-schémas décomposés pour la topologie étale. En outre les O-
morphismes de O-schémas finis sont naturellement des morphismes de S-schémas décomposés.



106 CHAPITRE 2. LOCALISATION DES CORRESPONDANCES FINIES

A un S-schéma X, on peut associer fonctoriellement un S-schéma décomposé pour la topologie
étale X9

x0.=J X (61)

Z bon point
géométrique

Ce dernier est la réunion disjointe, sur les bons points géométriques de X, des schémas locaux
strictement henséliens X;h spectre de ’anneau local strictement hensélien C’)%‘f dont on notera
le point fermé abusivement par 7.

Remarque 2.3.2. L’astuce de se restreindre aux seuls bons points géométriques est une précaution
nécessaire. En effet la réunion disjointe (61) a bien un sens tandis qu’en essayant de prendre en
compte tous les points géométriques on se heurterait & un probléme de nature ensembliste.

Pour tout bon point géométrique T de X on dispose du morphisme canonique

Wz
X5 —— Spec (Ox ) —> X
nous donnant un morphisme de schémas [_5;? X% X

Si (O,w) est un bon S-schéma strictement hensélien, le point fermé de O et I'isomorphisme
w nous donne un bon point géométrique canonique dont on peut considérer 'image T par un
morphisme de S-schémas O — X. On a une factorisation canonique

sh
5h [X,T
O X7 —X
et on peut ainsi construire une section canonique

id

////—\*

2
Homg (O, X) > Hompe, (O, X;h) 4)> Homg (O, X)

Remarque 2.3.3. On prendra garde que dans le cas strictement hensélien le morphisme (62) n’est
pas un monomorphisme.

Les sections précédentes nous fournissent finalement une section canonique

//’\[ﬂ,

Homg (D, X) - > Hompey (D, X5y X, Homg (D, X)

pour tout S-schéma D décomposé pour la topologie étale. Comme dans le cas hensélien, le
morphisme

(0, + (X)0 — X0

n’est pas un isomorphisme mais admet cependant une section canonique 5?? identifiant X9 a
un sous-schéma fermé de (X9)%9 et provenant du fait que ’anneau local strictement hensélien
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de X;h en son point fermé T est canoniquement isomorphe a (9%% :

sh
sh rXEh [5)'?

x'sh _ X (Xsh)sh x'sh X

N~

id ysp

Autrement dit dans (X 5“)“’ apparaissent des facteurs supplémentaires correspondants aux bons
points géométriques disctincts des points fermés des X;h.

2.3.2. Enoncés des résultats. — Dans le cas étale, le complexe considéré est le complexe
de Cech associé au X-schéma X

Crn x(0) 1+ = Ty (X3 ] (0) = Zu[XHN(O) = ZulX)(O) = 0~ (63)
On a alors I’'analogue de la proposition 2.2.3.

Proposition 2.3.4. Soient X un S-schéma et O un bon S-schéma local strictement hensélien.
1l existe des morphismes canoniques

L [(X%] (0) = 2 [(XH)3] (©)  n=0
satisfaisant aux deux propriétés suivantes.
1. (Homotopie) On a pour tout n les relations
dp41 0 U?;Xm + 0(59"’)(7”71 od, =id.

2. (Fonctorialité) Etant donnés un bon S-schéma local strictement hensélien O' et une cor-
respondance finie o € ¢s(O',O) on a un carré commutatif

Zus[ (X)) ()

Zip [(X*0)2] (O) Zie [(X*N)%] (O)

sh sh
ldo/,x,n lao,x,n

z,. [(Xﬁ")}“] ©) Zex [(X*9) 5] (@) z.. [(XSh)yl] ().

Sachant d’aprés la remarque 2.3.1 que les bons points géométriques fournissent une famille
conservative de points pour la topologie étale, on obtient le corollaire suivant

Corollaire 2.3.5. Soit X un S-schéma. Le compleze de faisceauz étales avec transferts
OXsh/X e — Ztr[(Xsb)%(:l — Ztr[Xﬁh] g Ztr[X] — 0 —> e

est ezact au sens de Grayson [46].

Soient X un S-schéma et O un bon S-schéma local strictement hensélien. On a un triangle
commutatif
2% bon point [[E)'(h,i}of

@E bon point €S (0, X;b) geomctriaue 65(0, X)

géométrique (64)
-

cs(O, X).
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et une démonstration analogue & celle du corollaire 2.2.7 nous assure ’existence d’un morphisme

canonique
U?ohx sh
es (0,X) 72X, es (0, X2) (65)
Z bon point
géométrique
satisfaisant les propriétés suivantes.
1. aéh, « est une section du morphisme (64) telle que le carré

sh

o
cg (O, X) 9x @E bon point €S (07 X§h>
géométrique
cs(a,X) lcs(a,X;b)
, Tor x _ ) o' X
cs (O ,X) @x bon point €S y Az

géométrique

soit commutatif pour tout bon S-schéma local strictement hensélien O’ et toute correspon-
dance finie « € ¢g(O’, 0).

2. Pour un S-morphisme ¢ : Spec(O) — X, la composante suivant le bon point géométrique
T de 'image de [g] par (65) est donnée par

[g] siT=goT
Ug}’X([g])E - {O sinon

T étant le bon point géométrique de O défini par le point fermé et g étant le morphisme
de schémas locaux strictement henséliens

Spec(0) 21— xh 2T x

déduit de g.

La démonstration du lemme 2.2.9 nous assure en outre que le diagramme suivant est commutatif

s(0, ) cs (0, X°0)
A
90,x 0,x5h
shy
es (0, X) % o0, (xsy).

Lorsque l'on se donne une correspondance finie a € cg(X,Y) et des bons points géométriques
7,y de X et Y, on dispose d'une correspondance finie azy du schéma X;b dans le schéma Y; b
donnée par

OzG *= O s sp 7Y(a © [[ggf])?
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On obtient ainsi une décomposition locale pour la topologie étale de la correspondance « de la
forme

ao[rggj]: > [[;y]oaf,y.

Yy bon point
géométrique

Notation 2.3.6. Pour un morphisme de S-schéma g : X — Y et un bon point géométrique T de
X, nous notons g;b le morphisme de bons S-schémas locaux strictement henséliens déduit de g

59 T Tﬁ*’
X,z Y,go®
sh

Xy

gozx*

Ces décompositions locales satisfont le lemme suivant
Lemme 2.3.7. Soient X,Y et Z des S-schémas.

1. Etant données des correspondances finies o € cs(X,Y) et g€ cs(Y,Z), on a pour tout
point bon point géométrique T de X et tout bon point géométrique z de Z 1’égalité

(Boa)zgz= Y Byzoamy.
g bon point
géométrique

2. Etant donné un morphisme g : X — Y de S-schémas on a
o] siv=ges
Jope SiYy=goT
Ylzy = ,
0 SInon.

3. Etant donnée une correspondance finie o € cg(X,Y), on a Uégalité dans cs (X;h, (Y;b)ib)

z

pour tout bon point géométrique T de X et tout bon point géométrique z du schéma local
strictement hensélien Y;b.

Comme dans le cas de la topologie Nisnevich, ces décompositions locales se comportent bien par
produit tensoriel. Etant donnés deux S-schémas X et Y nous avons un morphisme canonique

ms)
(X xg V)™ 7% x5h o g ysh

N l(&")m(@")
[XXSY

XXSY
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Ces morphismes font du foncteur (—)? un foncteur quasi-monoidal symétrique. Lorsque 1’on se
fixe un bon point € du produit X xg Y se projetant sur T et § on a une factorisation

sh
My ve

(X x5Y)? (X2%) x5 (V")

e

m
(X xg V) —2 = X xgV.

On a alors le lemme

Lemme 2.3.8. Soient X,Y, X', Y’ des S-schémas, o € cg(X,X’) et 5 € cs(Y,Y') des corres-
pondances finies. Pour tout bon point géométrique € de X XgY et tout bon point géométrique €’
de X' xgY', on a l'égalité

<0%,E’ ® ﬁ@@’) °© [mig,Y,E} = [mig’,Y’,E’} © (a ® ﬂ)ég,

sh 1\sh 1\sh

dans cs ((X x5 V) (XN xs (V )y,).
Remarque 2.3.9. Dans le cas de la topologie étale la somme disparait dans I’égalité précédente
puisque la donnée d’un bon point géométrique de X’ xg Y’ revient a la donnée d’un bon point
géométrique de Y’ et d’un bon point géométrique de Y’ ayant méme image dans S.



CHAPITRE 3

PREFAISCEAUX ET FAISCEAUX AVEC TRANSFERTS

Dans ce chapitre nous rappelons les notions de préfaisceaux avec transferts et de faisceaux avec
transferts et nous détaillons les principales propriétés de la catégorie dérivée des faisceaux Nis-
nevich avec transferts. Nous donnons aussi un exposé des liens — mis en évidence par A. Suslin
et V. Voevodsky dans [123, 128] — unissant les transferts a la h-topologie qui se trouvait au
coeur des premiéres constructions |[128| de motifs mixtes par V. Voevodsky.

En utilisant les « transferts locaux » construits dans le chapitre 2, nous montrons, dans les sous-
sections 3.4.2 et 3.4.3, que la résolution de Godement des faisceaux Nisnevich ou étales avec
transferts est canoniquement munie de transferts — propositions 3.4.6 et 3.4.11. Nous montrons
en outre que la structure multiplicative sur la résolution de Godement s’avére compatible au
produit tensoriel des correspondances finies — proposition 3.4.8 et 3.4.12.

3.1. Topologie de Nisnevich

Comme nous ’avons constaté au chapitre 2 avec la localisation des correspondances finies, la
topologie de Zariski se comporte en général mal vis a vis des transferts. En revanche au contraire
de la topologie étale, elle posséde d’excellentes propriétés au regard des questions de dimension
cohomologique ou de compacité. La topologie de Nisnevich [110] fournit une topologie intermé-
diaire réunissant tout a la fois les bonnes propriétés de la topologie de Zariski et celles de la
topologie étale. A ce titre la topologie de Nisnevich joue un role central dans la construction des
motifs mixtes de V. Voevodsky [133, 137|.

Le fait que la topologie de Nisnevich posséde beaucoup de propriétés en commun avec la topologie
de Zariski, alors que sa définition semble plus proche de la topologie étale, trouve son origine
dans le formalisme des cd-structures di a V. Voevodsky et que nous rappelons maintenant.

3.1.1. cd-structures. — Les résultats et les définitions de cette sous-section concernant les
cd-structures sont tirés du preprint de V. Voevodsky [132]. La notion de cd-structure est issue
de 'axiomatisation de certaines propriétés de la topologie de Zariski et permet :
— de généraliser le théoréme de Brown-Gersten [23, theorem 1’| & d’autres topologies que la
topologie Zariski, en particulier & la topologie Nisnevich,
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— de donner une structure de modéle cellulaire et propre sur la catégorie des faisceaux Nisne-
vich simpliciaux.
Rappelons qu’une cd-structure sur une catégorie € possédant un objet initial @ est la donnée
d’une famille P de carrés de la forme

HY

B
l o v (66)

e

A—X

telle que tout carré isomorphe & un carré appartenant a P appartienne lui aussi & P. Une
cd-structure P définit une topologie de Grothendieck tp sur € : il s’agit de la topologie de
Grothendieck la moins fine pour laquelle

— le crible de X engendré par la famille des morphismes {p: Y — X,e: A — X} est couvrant

pour tout carré distingué de la forme (66),

— le crible vide couvre 1’objet initial &.
En particulier chaque carré distingué définit un recouvrement élémentaire (p,e) de X.
Notation 3.1.1. Dans la suite, nous désignerons par p(X) le tp-faisceau associé au préfaisceau
réprésenté par X et par Z[X] le tp-faisceau de groupes abéliens associé. Nous noterons PShZ(C)
la catégorie des préfaisceaux de groupes abéliens sur C et par ShZ(@,tp) la catégorie des tp-
faisceaux de groupes abéliens.

Une cd-structure est dite compléte [132, définition 2.3] lorsque tout crible couvrant contient un
sous-crible engendré par un recouvrement élémentaire et 1’on voit alors que les préfaisceaux F'
pour lequels les carrés

F(X) —=F(Y)

L]

F(A) — F(B)
sont cartésiens pour tout carré distingué de la forme (66) et vérifiant F(@) = * sont des tp-
faisceaux. Cette condition devient nécessaire et suffisante pour les cd-structures réguliéres —
loc.cit. définition 2.10 — i.e. vérifiant les trois conditions :
— les carrés distingués sont cartésiens,
— dans tout carré distingué, le morphisme e est un monomorphisme,
— pour tout carré distingué, le morphisme naturel de ¢ p-faisceaux

p(Y) ] p(B) xpay p(B) = p(Y) X 5x) p(Y)
est un épimorphisme.

Remarque 3.1.2. En particulier pour une cd-structure réguliére, les carrés

p(X) —p(Y) ZIX] —=Z[Y]
| L
p(A) —= p(B) Z[A] — Z[B]

sont cocartésiens et on dispose donc d’une suite exacte de « Mayer-Vietoris »

0—Z[B]| - ZY|®Z[A] — Z|X] — 0
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dans la catégorie des tp-faisceaux de groupes abéliens.

Remarque 3.1.3. Etant donnés une cd-structure compléte et un objet X de €, le lemme 2.8 de
[132] assure que les tp-faisceaux p(X) sont compacts dans la catégorie Sh(C, ¢p). Cela entraine
que les Z[X] sont compacts dans ShZ(C, tp) pour tout objet X de C

Rappelons maintenant la définition 3.1 de [132].

Définition 3.1.4. Un foncteur de Brown-Gersten pour une cd-structure est la donnée d’une
famille de préfaisceaux de groupes abéliens T,,q > 0 et pour tout carré distingué Q d’'un mor-
phisme de groupes abéliens

9 : Tyr1(B) — Ty(X)

satisfaisant aux conditions :

1. les morphisme Jg sont fontoriels par rapport aux morphismes de carrés distingués,
2. les suites

Ty1(B) 22 T,(X) - T,(A) © T,(B)

sont exactes.

Une densité D sur € est la donnée pour tout objet X de € et tout entier ¢ > 0 d’une famille
D;(X) de morphismes de but X satisfaisant aux conditions :

— le morphisme de @ dans X appartient & Dy(X) pour tout X,

— les isomorphismes appartiennent aux D;(X) pour tout i et tout X,

— Di;11(X) C Di(X) pour tout ¢ et tout X,

— lorsqu’'un morphisme a de source Y appartient D;(X) et un morphisme b appartient a

D;(Y) leur composée b o a appartient & D;(X).

La dimension d'un objet X par rapport a D est alors le plus petit entier n (éventuellement
infini) pour lequel D,,(X) ne contient que des isomorphismes. Une densité est dite localement de
dimension finie lorsque tout objet de X est de D-dimension finie.

Lorsque € est muni simultanément d’une cd-structure et d’'une densité D, un carré distingué
est dit réduisant lorsque pour tout By € D;(B),Ay € D;+1(A),Yy € D;11(Y), il existe un
X' € D;iy1(X) et un morphisme de carrés

B’ By B
Y’ Yo ———>Y
(67) V (66)
A s > Ag > A
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o (67) est un carré distingué. Une densité est alors dite réduisante lorsqu’il existe pour tout
carré distingué de la forme (66) un morphisme de carré

B’ B
N \
Y’ Y
(67) ¢ (66)
\ \
X——————X

pour lequel (67) est distingué et réduisant. Une cd-structure est dite bornée lorsqu’il existe une
densité localement de dimension finie et réduisante. Les cd-structures complétes réguliéres et
bornées satisfont les deux propriétés fondamentales :

1. Généralisation du théoréme de Brown et Gersten [132, théoréme 3.2] : étant donné un
foncteur de Brown Gersten (Ty, 0g) pour lequel les ¢ p-faisceaux associés aux Ty sont nuls
et vérifiant T,(@) =0 on a T, = 0.
2. Généralisation du théoréme de Kato et Saito [132, théoréme 2.26] : pour tout tp-faisceau
de groupes abéliens F' on a
H (X, F)=0
pour tout entier n strictement supérieur & la D-dimension de X.

La seconde assertion est une généralisation du théoréme de dimension cohomologique pour la
topologie Nisnevich di a Kato et Saito [90] et du théoréme analogue pour la topologie Zariski
di a Grothendieck [48, théoréme 3.6.5]. On en déduit le lemme de compacité suivant

Lemme 3.1.5. Soit P une cd-structure compléte réguliere et bornée. Pour tout objet X de C
et tout systeme inductif filtrant ¢ — F; de complexes de tp-faisceauxr en groupes abéliens le
morphisme

coliim Homp, g2 (4, (Z[X], Fi) — Homp g2 (¢4, (Z[X], coliim F;)

est un isomorphisme. En particulier les tp-faisceaur de groupes abéliens Z|X] sont compacts
dans la catégorie triangulée D(ShZ(C,tp)).

DEMONSTRATION. — Notons F' la colimite des F;. Le théoréme 2.26 de [132] sur la dimension
cohomologique assure que pour tout complexe de tp-faisceaux en groupes abéliens G la suite
spectrale d’hypercohomologie associée & G

EMY: HP(X,HY(G)) = H"*(X,G)

est biréguliére. Il suffit de voir que le morphisme canonique de suites spectrales de la colimite des
suites associées aux F; dans la suite associée & F' est un isomorphisme. Pour cela il suffit de voir
que le morphisme restreint aux termes Fo est un isomorphisme, ce qui résulte de la remarque

3.1.3. O

La catégorie dérivée des tp-faisceaux de faisceaux de groupes abéliens pour une cd-structure
compléte, réguliére et bornée P a une description extrémement simple et compacte : il suffit
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pour l'obtenir de quotienter la catégorie dérivée des préfaisceaux de groupes abéliens par la
sous-catégorie épaisse engendrée par les complexes de « Mayer-Vietoris » :

Lemme 3.1.6. Soit C une catégorie munie d’une cd-structure compléte, réguliére et bornée P.
Alors la catégorie dérivée des tp-faisceaux de groupes abéliens est équivalente au quotient de la

catégorie dérivée des préfaisceauz de groupes abéliens par la sous-catégorie épaisse de D(PShZ(@))
engendrée par les complexes

Z|B) — Z[A| @ Z)Y] — Z[X]

ou le carré

B——Y
A—X
est distingué pour la cd-structure.
DEMONSTRATION. — Notons F la sous-catégorie épaisse considérée dans 1’énoncé. Les triangles

de Mayer-Vietoris
Z|B] — Z[A| ® Z[Y]| — Z|X]| — Z[B][1]
étant distingués d’aprés la remarque 3.1.2, on dispose d’un foncteur canonique

v : D(PSh%(C))/E — D(Sh%(C, tp)).

La catégorie a droite étant obtenue par localisation de la catégorie & gauche par la sous-catégorie
épaisse noyau du foncteur « faisceau associé »

at,, : D(PShZ(@)) — D(ShZ(C, tp)),

il suffit de prouver qu’un objet F' de ce noyau appartient £ ou ce qui revient au méme que les
préfaisceaux H* sur C

H'(X) = Homp, psyz o))/ (ZIX], F)

sont nuls. Or si X est un objet de € et () un carré distingué élémentaire

B——Y

o

A——X,
on a le triangle distingué dans D(PShZ(C))/E
Z|B] — Z[A] © Z[Y] — Z[X] — Z[B][1]
et donc la suite exacte longue
L HI(B) — HY(A) @ HI(Y) — HI(X) 2% HHY(B) ...

Ainsi les (H i,@@) forment un foncteur de Brown-Gersten pour la cd-structure P et d’aprés le
théoréme 3.2 de [132] il suffit de prouver que les tp-faisceaux associés aux H' sont nuls, ce qui
résulte du fait que F' appartient au noyau du foncteur triangulé a,,. O
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3.1.2. La topologie de Nisnevich. — La topologie de Nisnevich introduite dans [110] est
la topologie engendrée par les familles couvrantes

(X; 5 X);

vérifiant les deux conditions suivantes.

1. Le morphisme e; est un morphisme étale.
2. Pour tout point x de X il existe un point x; appartenant a I'un des X; de sorte que le
morphisme entre les corps résiduel x(x) et k(z;) soit un isomorphisme.

Nos schémas étant tous suppposés noethériens on peut naturellement se restreindre aux familles
couvrantes finies. On obtient ainsi une topologie de Grothendieck sur la catégorie des S-schémas.
Par définition cette topologie de Nisnevich se situe entre la topologie Zariski, qui est moins fine,
et la topologie étale, qui est plus fine. En particulier elle est moins fine que la topologie canonique
ce qui entraine que les préfaisceaux représentables sont des faisceaux Nisnevich.

La topologie de Nisnevich peut naturellement étre définie sur certaine sous-catégorie pleine de
Schg. Dans ce travail nous considérerons la topologie de Nisnevich tantét sur la catégorie des
S-schémas tantot sur la sous-catégorie des S-schémas lisses de type fini. Le cas échéant nous
prendrons la précaution de préciser la nature de la catégorie que nous considérons et tous les
préfaisceaux sur S seront supposés définis sur cette catégorie.

Notation 3.1.7. Dans la suite PSh(S) désignera la catégorie des préfaisceaux sur S et Shyis(.5)
celle des faisceaux Nisnevich sur S. On note

aNis - PSh(S) — ShNis(S)

agt : PSh(S) — Shg(S)

les foncteurs faisceaux associés pour la topologie de Nisnevich et la topologie étale.

Définition 3.1.8. Soient X un S-schéma et x un point de X. Un voisinage de x pour la
topologie de Nisnevich est la donnée d’un X-schéma étale U et d’un point u de U se projetant
sur x et tel que le morphisme induit entre les corps résiduels k(u) et x(z) soit un isomorphisme.

On dispose d’une notion évidente de morphismes de voisinages Nisnevich et nous noterons V"
la catégorie des voisinages Nisnevich de z. La fibre d’un faisceau Nisnevich F' sur S au point «
est par définition

F, = colim F(U)
Ue(Vg)op

et la catégorie opposée de V! est filtrante.

Remarque 3.1.9. En reprenant la démonstration de la proposition 4.6 de l'exposé VIII de [4]
dans le cas de la topologie Nisnevich on voit que pour tout faisceau Nisnevich F' sur Schg et
tout point x d’'un S-schéma X, on a un isomorphisme fonctoriel

Fy =~ F(Spec(O% ;) = F(X3)

les notations étant celles de la section 2.2.
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Dans la catégorie des S-schémas lisses de type fini Smg, un carré cartésien

W—V

| o b

U—>X

sera dit excisif lorsque e est une immersion ouverte et que le morphisme p induit un homéomor-
phisme entre les complémentaires X \ U et V' \ W.

Remarque 3.1.10. La catégorie des S-schémas lisses de type fini admet une densité « naturelle »
lice & la dimension de Krull. Pour un S-schéma lisse I’ensemble D;(X) est formé des immersions
ouvertes U — X telles que pour tout point xg € X \ U il existe des points z1, -+ ,2z; de X
vérifiant z, # x,41 et x, € {x,41}.

On peut voir la proposition suivante, dont on trouvera une démonstration compléte au para-
graphe 2 de [134]|, comme une reformulation des propriétés « classiques » de la topologie de
Nisnevich. Cette derniére contient en particulier le théoréme de dimension cohomologique de
Kato et Saito [90].

Proposition 3.1.11. Les carrés cartésiens excisifs de la forme

UxxV——V
e

pour lesquels p est un morphisme étale définissent sur Smg une cd-structure compléte, réguliere et
bornée pour la densité de la remarque 3.1.10 dont la topologie associée est la topologie Nisnevich.

Remarque 3.1.12. L’'une des grandes différences entre la topologie de Nisnevich et la topologie
étale réside dans le fait que cette derniére échappe au formalisme des cd-structures et aux
résultats qui en découlent. La propriété essentielle que ces topologies partagent est d’avoir pour
anneaux locaux des anneaux locaux henséliens.

En particulier un préfaisceau F' sur Smg est un faisceau Nisnevich si et seulement si pour tout
carré excisif

UXXVHV

le carré suivant est cartésien
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3.2. Faisceaux Nisnevich avec transferts

Nous consacrons cette section a exposer les propriétés des faisceaux Nisnevich avec transferts
qui sous-tendent la construction de la catégorie des motifs mixtes de Voevodsky et des foncteurs
de réalisations f-adiques.

3.2.1. Préfaisceaux et faisceaux avec transferts. — Nous rappelons maintenant la défi-
nition des préfaisceaux et faisceaux avec transferts. Le lien avec la h-topologie fait 'objet de la
sous-section 3.2.3.

Définition 3.2.1. Un préfaisceau avec transferts sur Schg (resp. Smg) est un préfaisceau additif
de groupes abéliens sur la catégorie des S-schémas (resp. S-schémas lisses de type fini) munis
des correspondances finies . Un préfaisceau avec transferts dont le préfaisceau sous-jacent est
un faisceau Nisnevich (resp. un faisceau étale) est appelé un faisceau Nisnevich avec transferts
(resp. un faisceau étale avec transferts).

Dans la suite, nous désignerons par PSh"(S) la catégorie additive des préfaisceaux avec transferts
sur S et par Sh,.(S) (resp. Shiz (S)) celle des faisceaux Nisnevich avec transferts (resp. faisceaux
étales avec transferts) sur S. Nous prendrons soin de préciser le domaine de définition, Smg ou
Schg, lorsqu’il y a lieu.

La théorie des cycles relatifs fournit les exemples les plus fondamentaux de préfaisceaux avec
transferts, on a en effet le

Lemme 3.2.2. Pour tout S-schéma X et tout entier positif, les préfaisceaux sur Schg

X/Sn)g  Zequi(X/9n)  Coqui(X/S,m)a Coqui(X/S:n)

—equl(

sont canoniquement munis de transferts.

DEMONSTRATION. — Pour simplifier les notations dans la preuve ci dessous, Y Z désignera le
produit fibré au dessus de S des S-schémas Y, Z. La construction des transferts étant la méme
pour les quatre préfaisceaux considérés nous désignons I'un d’entre eux par Fy. Etant donnés
deux S-schémas X et Z, nous notons G xz le sous-préfaisceau de F'xz dont les sections sur un
S-schéma Y sont les éléments de Fxz(Y) dont le support est propre sur XY. De méme lorsque
I’on se donne trois S-schémas X, Z et W on note Hx zw le sous-préfaisceau de Fxzw dont les
sections sur un S-schéma Y sont les éléments de F'xzy (YY) a support propre sur XY Z.

Donnons nous une correspondances finie @ € cg(Y,Y”). Pour tout élément 8 € Fx(Y'Y’) on peut
remarquer que le support du cycle Cor(f3, «) est propre sur XY. En effet a est une somme finie
de la forme

T
o= Z ;| Z;
i=1

ot les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de Y'Y’ finis et équidimensionnels sur Y’. Par
définition du cycle Cor (3, «), le support de ce dernier est contenu dans la réunion des Wy, ..., W,
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ot W; est le sous-schéma fermé XYY’ donné par les carrés cartésiens

Wi— XYY — X

o | e ]

Zi——YY' ——8§

iﬁni

Y.

Comme Z; est fini sur Y, on voit par changement de base que W; est fini sur XY et donc que le
support de Cor((3, «) est propre sur XY. Cela permet de considérer le morphisme F'x(«) défini
par le diagramme

Fx (Y/) ,,,,,,,,, X(a) ,,,,,, > Fx (Y)
e [y
, Cor(—,a)
Fx(YY') Gxy (Y)

qui nous donne 'action des transferts sur le préfaisceau Fx.

Il reste a voir que ceci définit bien une structure de préfaisceaux. Lorsque 1'on se donne des cor-
respondances finies a € cg(Y,Y’) et o/ € cg(Y',Y”) la fonctorialité résulte de la commutativité
du diagramme

Cor(—,aoa)

Fx(Y") Fx(YY") ~
lemme 1.4.13
!
Cor(—,Cor(pY.Y ®o’ )
Fx(Y'Y") Fx(YY'Y") s ~
Fx(a/) ‘Cor(—,a) proposition 1.4.14 lemme 1.4.15
. !
Corl-p¥Y *a)
G Y’ G YY' H Y G Y
xyn(Y') xyr (YY) — = Hiyren (V) o OX yr(Y)
XYY *
xy'y" ition 1.4.11 Xyyy’ xyy'y"” xXyvy”
Pxyrs proposition 1.2 Pxyyi,lemme 1.4.13 Pxyyrs« Pxvys
A
Fx(Y") Fx(YY') Gy (Y) L Fy(Y)
Cor(—,a) pXYY'
XYfk,
Fx(a)

dans lequel nous avons indiqué au centre de chaque carré le résultat qui en assure la commuta-
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Le préfaisceau avec transferts sur V représenté par un S-schéma X € V sera noté Z,[X]. Ces
sections sur un S-schéma Y € V sont données par les correspondances finies de Y vers X

ZulX)(Y) = es(Y, X)
Le lemme de Yoneda nous donne naturellement
Hompgy,ur(g)(Zu[X], F) = F(X)

pour tout préfaisceau avec transferts.

Des propriétés fondamentales du changement de base & la Suslin-Voevodsky, on déduit le lemme
suivant qui est une généralisation a un schéma de base quelconque de la proposition 5.13 de
[131].

Lemme 3.2.3. Pour tout S-schéma X et tout entier positif, les préfaisceaux avec transferts

X/Sn)g  Zequi(X/9n)  Coqui(X/S,m)a Coqui(X/S:n)

—equl(

sont des faisceaux étales sur Schg.

DEMONSTRATION. — Les arguments étant essentiellement les mémes pour les quatre préfais-
ceaux considérés, nous désignons I'un d’entre eux par Fx. Fixons alors un S-schéma Y ainsi
qu’un recouvrement étale r : U — Y de ce dernier et convenons de noter p et ¢ les projections
sur le premier et le second facteur du schéma U xy U. En utilisant le lemme 1.2.28 on voit qu’il
s’agit de prouver que la suite

*

0 — Fx(Y) 25 Py (U) 25, po(U xy U)

est exacte. Comme rx est étale surjectif donc a fortiori plat surjectif, la remarque 1.1.18 assure
que le morphisme d’image inverse r% est un monomorphisme. Supposons que 3 soit un élément
de Fx(U) vérifiant

pxB—axB=0.

Ecrivons le cycle S comme une somme finie & coefficients rationnels ou entiers suivant les cas

3= Zﬁi[zz]

ol les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de U x g X équidimensionnels sur U de dimension
n. Notons z; le point générique de Z;. Les projections px et gx étant étales, la remarque 1.1.19
nous permet de réécrire I’égalité précédente sous la forme

> > A 1] = Y Y 4 [T=1] (68)

=1 zept(z) =1 peqy! (2)

Supposons que pour deux entiers distincts 7 et j les images par rx des sous-schémas Z; et Z;
alent méme adhérence ou ce qui revient au méme que 7x(z;) = rx(2;). Il existe alors un point x
appartenant simultanément a la fibre py' (2;) et a la fibre g (z;) et la formule (68) nous donne
I'égalité B; = ;. Soit E = {rx(z1),...,rx(2)}. Lorsque e est un élément de E, ce qui précéde



3.2. FAISCEAUX NISNEVICH AVEC TRANSFERTS 121

permet de définir o, comme la valeur commune des 3; pour les indices i tel que rx(z;) = e. Cela
permet de définir un cycle algébrique sur X xXg Y en posant

azzae[@].

eck

L’égalité (68) assure que {21, ..., 2.} = ry' (E). En effet si 2 est un point de X x gU ayant méme
image que z; par ry, il existe un point x appartenant a p)_(l(zz-) et q)_(l(z). En utilisant I’égalité
(68), on voit qu’il existe un indice j tel que x appartienne a la fibre q)_(l(zj), ce qui donne bien
z = z;. La remarque 1.1.19 nous assure que le cycle o vérifie 8 = rya.

Il reste & voir que a appartient a Fix(Y). Dans le cas ot Fix est donné par Z,;(X/S,n)g ot
X/S,n) cela résulte du fait que rx est plat surjectif et des lemmes 1.1.13 et 1.2.35. Dans le
equi(X/S,n) ot X/S,n), il suffit de constater vu ce qui précede

que le support de « est propre sur Y. Via la remarque 1.1.19, on voit que le support de G est

gequi(
cas ou Fx est donné par C Cequil
le schéma réduit associé a 'image inverse schématique du support de a. Le support de 3 étant
propre sur U, il suffit alors d’appliquer la proposition 2.7.1 de [54] au morphisme fidélement plat
rx pour voir que le support de « est lui aussi propre sur Y. ]

Le lemme de Yoneda nous donne immédiatement le

Corollaire 3.2.4. Pour tout S-schéma X, le préfaisceau avec transferts Zy[X| est un faisceau
pour la topologie étale. En particulier pour tout faisceau Nisnevich avec transferts I

Homg, (s (Zas[X], F) = F(X).

La proposition 3.1.3 de [133] — on pourra aussi se référer a la proposition 6.11 de [139] — est
valable plus généralement. Cela se traduit par le

Lemme 3.2.5. Soit X un S-schéma. Si U est un objet couvrant de X pour la topologie de
Nisnevich (resp. étale) alors le morphisme de complezes de faisceauxr Nisnevich (resp. étales)
avec transferts

Lix|C(U)] — Zx[X]

est un quasi-isomorphisme dans la catégorie des complexes de faisceaux Nisnevich (resp. étales).

DEMONSTRATION. — Par définition du complexe de faisceaux Nisnevich (resp. étales) avec
transferts associé au schéma simplicial C(U), il s’agit de montrer que le complexe de faisceaux
Nisnevich (resp. étales) avec transferts

B Ztr[U)Q(] — Zy|[U] = Zy[X] = 0 — - -

est exact. Ceci pouvant se vérifier localement pour la topologie de Nisnevich (resp. étale), il suffit
de vérifier que pour tout schéma local hensélien (resp. strictement hénsélien) O, le complexe de
groupes abéliens

- = Zu[UR)(0) — Zus[U)(O) — Zuu[X](O) = 0 (69)
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est exact. Ktant donné un sous-schéma fermé Z de O xg X fini et équidimensionnel sur O, on
note V le schéma fermé défini par le carré cartésien

v Z
| o |
UxsO——X x50
Les sous-groupes abéliens
cequi(VZ7/0,0) C Zi:[Ux](O)
définissent un sous-complexe de (69)
+ = Cequi(VZ/0,0) = caqui(V2/0,0) = ceqni(2/0,0) = 0+ (70)

Les complexes (70) sont fonctoriels pour l'inclusion des sous-schémas fermés Z finis et équi-
dimensionnels sur O. On voit comme lors de la démonstration de la proposition 2.2.3 que le
complexe (69) est la colimite sur de tels sous-schémas fermés de ces complexes. En particulier,
il suffit de montrer que le complexe (70) est exact.

Comme Z est fini sur le schéma local hensélien (resp. strictement hensélien) O, il est lui méme
hensélien (resp. strictement hensélien) et le morphisme couvrant pour la topologie de Nisnevich
(resp. étale) r, admet une section s. On peut alors considérer les morphismes de schémas

SnZSXZidVél:VZnHV;—H

Ces derniers vérifient les relations pour ¢ =0,...,n
5 o sy = sp_100] 5t os, =id

ce qui assure que les morphismes induits sur les cycles équidimensionnels
St Coqui(VE/0,0) = coqui(VET/0,0)
définissent une homotopie entre 'identité du complexe (70) et le morphisme nul. O

Un cas particulier du lemme 3.2.5 est le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.6. Etant donnés une correspondance finie o € cg(X,Y) et un recouvrement
Nisnevich (resp. étale) U de Y, il existe un recouvrement Nisnevich (resp. étale) V de X et une
correspondance finie 3 € cg(V,U) pour lesquels le carré

[X] ——=[V]
]
B

V] £ [u]
est commutatif.
DEMONSTRATION. — En effet on sait d’aprés le lemme 3.2.5 que le morphisme de faisceaux
Nisnevich

Ztr[U] — Ztr[Y]

est un épimorphisme ce qui entraine ’existence du carré voulu. ]
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Les lemmes 3.2.5 et 3.2.6 nous assurent en particulier que la proposition 3.1.6 de [133] énoncée
dans le cas ou la base est le spectre d’un corps parfait est valable plus généralement :

Proposition 3.2.7. Pour tout préfaisceau avec transfert F, il existe un unique faisceau Nisne-
vich (resp. étale) avec transferts all. F (resp. ais F') satisfaisant auz conditions suivantes.

1. Le faisceau sous-jacent de a¥i, . F' (resp. a{f, F') est le faisceau Nisnevich (resp. étale) associé
aF,
2. Le morphisme de préfaisceaux
F — al ,F (resp. F — a{5 F)
est un morphisme de préfaisceaur avec transferts.
DEMONSTRATION. — Nous donnons la démonstration pour la topologie de Nisnevich, le cas de
la topologie étale étant analogue. Montrons dans un premier temps 'unicité. Supposons que Fj
et F5 soient deux faisceaux Nisnevich avec transferts satisfaisant les conditions de la proposition.

Il s’agit de montrer que pour une correspondance finie « : [X] — [Y] et une section o de anisF'
sur Y on a

Fi(a)(o) = Fa(a)(0). (71)

Il existe un recouvrement Nisnevich r : U — Y pour lequel la section anisF'(r)(o) appartient a
I'image du morphisme

F(U) — anisF(U) (resp. F(U) — ageF'(U)).

D’apres le corollaire 3.2.6, il existe un carré commutatif

[X] > [V
AS TT‘
V] "> o)

ol s est un recouvrement Nisnevich et § une correspondance finie. On a alors les égalités
Fi(s)Fi(a)(0) = Fi(B)Fi(r)(0) = Fa(B) Fa(r)(0) = Fa(s)Fa(a)(0) = Fi(s)Fa(a)(0)

et puisque s est un recouvrement Nisnevich et Fj, Fy des faisceaux Nisnevich, cela entraine
légalité (71).

Montrons maintenant que le faisceau Nisnevich associé est canoniquement muni de transferts
compatibles avec ceux de F'. Pour cela il suffit de construire pour tout schéma lisse X et toute
section o de apnis ' sur X une factorisation de la forme

(e e

/‘\ /_\

g g
ZIX] — ZulX] "> ansF (vesp. Z[X] —> Zu[X] - %> ag )

du morphisme de préfaisceaux Z[X] — anisF' défini par o. Cette factorisation peut-étre obtenue
en utilisant un recouvrement Nisnevich r : U — X pour lequel la section anisF'(r)(0) appartient
a I'image du morphisme F(U) — anisF'(U) et vérifie

(d0)"F(r)(o) = (61)"F(r)(0)
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La section F(r)(c) nous définit un morphisme de préfaisceau Zq,[U] — anisF' et ce dernier se
reléve d’aprés le lemme 3.2.5 en un morphisme de préfaisceaux

Ztr [X] — aNiSF.

On voit quitte & passer a des recouvrements plus fins que le morphisme obtenu ne dépend pas
du choix du recouvrement U choisi. O]

Proposition 3.2.8. La construction de la proposition 3.2.7 est fonctorielle par rapport a F et
les foncteurs

aff, : PSh™(S) — Sh¥ (S)

al, : PSh"(S) — Shi.(S)
obtenus sont des adjoints a gauche exacts des foncteurs d’oubli Onis et Opy.

DEMONSTRATION. — Cela résulte immédiatement du fait que anis (resp. agg) est adjoint au
foncteur d’oubli et exact puisque 1'on a le carré commutatif (ou son analogue en topologie étale)

HomShiz\?is(S) (atl\II”iSF’ G)  — HomPShtr(S) (F, ONiSG)

| l

Homgy,, (s) (anisF, G) === Hompgy,(5)(F, OnisG)
dans lequel les morphismes verticaux sont des inclusions. ]

Remarque 3.2.9. On a le carré commutatif

tr
ONis

PSh*(S) — Sh¥.(9)

loubli ioubli

PSh7(S) > Sh%;.(S)
et son analogue en topologie étale.

Corollaire 3.2.10. La catégorie des faisceauxr Nisnevich (resp. étale) avec transferts est une
catégorie abélienne de Grothendieck compléte et cocompléte.

DEMONSTRATION. — Cela résulte immeédiatemment de la proposition 3.2.8 puisque la catégorie
des préfaisceaux avec transferts est abélienne de Grothendieck compléte et cocompléte et que
les foncteurs agis et agt sont exacts. O

Le foncteur d’oubli Oy de la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts dans la catégorie
des faisceaux Nisnevich admet un adjoint a gauche Lg. Ce dernier associe & un faisceau Nisnevich
F

Lg(F) = c)o(l/i};n Ly [ X]

ou la colimite est prise dans la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts.
Remarque 3.2.11. Le foncteur Lg commute aux limites inductives comme tout adjoint & gauche
mais en revanche n’est pas exact. Par définition pour un S-schéma X

Ls(Z[X]) = Zul X].
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3.2.2. Structure monoidale. — L’objectif de cette sous-section étant de commencer la
construction du produit tensoriel des motifs mixtes, tous les préfaisceaux avec transferts que
nous considérons sont des préfaisceaux avec transferts sur la catégorie Smg des S-schémas lisses
de type fini.

Nous avons vu dans la sous-section 2.1.1 que la catégorie SchCorg est une catégorie additive
tensorielle et que le foncteur pleinement fidéle canonique

[~] : Schg — SchCorg
est monoidal symétrique. De méme que SmCorg est une additive tensorielle et que le foncteur
induit

[—] : Smg — SmCorg
est tensoriel. On en déduit une structure tensorielle naturelle sur la catégorie des préfaisceaux

avec transferts réprésentables que I'on étend & la catégorie abélienne PSh* (S) des préfaisceaux
avec transferts en posant

Fop G= colim colim Zu[X xgY].
XeSmg/FYeSmg /G

pour tout préfaisceau avec transferts F' et G. Le bifoncteur
— ®@P — : PSh"(S) ® PSh*(S) — PSh*(S)

obtenu de la sorte commute aux limites inductives et en particulier est exact a droite.

On peut donner une description des sections par générateurs et relations. Pour tout préfaisceau
avec transferts H on a en effet une suite exacte de préfaisceaux avec transferts

D HZ) ©Z.y] HY)® Zu[Y] 25 H — 0

accs(Y,Z) YeSmg
pour laquelle le morphisme 1y est donné au niveau des sections sur un S-schéma X € Smg par
P HY)®cs(XY) — H(X)
Y €ESmg
s®B +— (s
et le morphisme ¢ par
P HZowXY) — P HY)@cs(X,Y)
accs(Y,Z) Y €ESmg
sB — a'sRF—s®(Boa).

Par exactitude a droite en tensorisant les deux suites exactes correspondant a F' et G, on obtient
la description suivante

(Feli)(X)=| @ FV)®G(Z)®cs(X,Y xs2) | /R (72)
Y,ZeSmg

ou R est le sous-groupe engendré par les éléments de la forme
sy ® "5, 07— sy ®s;®(a®f) oy
avec a € cg(Y'\Y), B €cs(Z',Z), v € cs(X,Y' x5 Z"), sy € F(Y) et s, € G(Z).
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Le Hom interne Hom,, est construit de maniére a avoir I’adjonction classique
Hom(F &} G,H) ~ Hom(F,Hom, (G, H)) ;
autrement dit on pose par définition :
Hom,, (F, G)(X) := Hom(F ®5; Zu[X],G)

et la catégorie PSh"(S) est ainsi naturellement une catégorie tensorielle fermée.

Le produit tensoriel de faisceaux Nisnevich (resp. étales) avec transferts est alors défini en posant
F®u G =a(F ey G)  (tesp. F @y G = agy(F g G))

autrement dit

F ®¢; G := colim colim Z,[X xg Y]

X/F Y/G
la colimite étant prise cette fois dans la catégorie des faisceaux Nisnevich (resp. étales) avec
transferts.
On obtient ainsi une structure tensorielle sur Shi; (S) — resp. Shi%,(S). En remarquant que

si F' et G sont des faisceaux Nisnevich — resp. étales — avec transferts il en est de méme de
Hom,, (F, G), on voit que la catégorie Shi; (S) — resp. Shik (S) — est une catégorie tensorielle
fermée et que 'on a donc une adjonction

Homy, (- @ —, —) = Homy, (-, Homy, (=, ). (73)

3.2.3. Transferts et h-topologies. — Les préfaisceaux avec transferts que nous considérons
dans cette sous-section sont des préfaisceaux avec transferts sur la catégorie Schg des S-schémas.

Dans {123, 128], A. Suslin et V. Voevodsky introduisent une nouvelle topologie de Grothen-
dieck sur la catégorie des S-schémas. Cette h-topologie a pour principale vertu de « trivialiser »
les transferts : cette topologie ne voit que les S-morphismes de schémas, substituant systémati-
quement ces derniers aux correspondances finies. Cette propriété entraine que les h-faisceaux en
groupes abéliens sont canoniquement des préfaisceaux avec transferts et méme des faisceaux Nis-
nevich avec transferts. Cela permet de comprendre le lien entre la premiére catégorie de motifs
construite par V. Voevodsky [128, §4] et les constructions ultérieures plus fines [133]. L’exposé
original de ce résultat apparait dans [123, §5,86] mais nous lui substituons la présentation de
[125, §4].

Suivant [128, définition 3.1.1] nous dirons qu’'un morphisme de S-schémas g : X — Y est
un épimorphisme topologique universel lorsqu’il est surjectif et que les ouverts de Y sont les
parties dont 'image réciproque par g est ouverte dans X. Cette notion n’étant pas stable par
changement de base, il y a lieu de considérer les épimorphismes topologiques universels, c’est
a dire les morphismes de S-schémas g : X — Y tels que pour tout Y-schéma Z le morphisme
X Xg Z — Z est un épimorphisme topologique.
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La h-topologie est la topologie de Grothendieck associée a la prétopologie pour laquelle les
recouvrements d’'un S-schéma X sont les familles finies (X; — X); de S-morphismes de type
fini pour lesquelles le morphisme

[[xi—Xx (74)

est un épimorphisme topologique universel. Cette topologie est trés fine — on remarquera
d’ailleurs que la h-topologie est plus fine que la topologie plate et donc & fortiori que la to-
pologie de Nisnevich.

Remarque 8.2.12. On voit immédiatement que les morphismes ouverts surjectifs et les mor-
phismes fermés surjectifs sont des épimorphismes topologiques. Les morphismes universellement
ouverts de type fini, e.g. plats de type fini, et surjectifs ainsi que les morphismes propres et
surjectifs sont donc des recouvrements pour la h-topologie. Pour cette raison les éclatements
abstraits de la définition 1.2.15 sont des recouvrements pour la h-topologie.

Si F est un préfaisceau sur Schg, on note Fj, le faisceau associé pour la h-topologie, nous notons
également Zy[X] le h-faisceau de groupes abéliens associé¢ au S-schéma X.

Pour tout S-schéma X, en associant & un morphisme de S-schémas la correspondance qu’il
définit, on obtient un morphisme de préfaisceaux de groupes abéliens

ZIX] — Ly [X] (75)
et donc un morphisme canonique de h-faisceaux de groupes abéliens
ax : Zh[X] — Ztr[X]h- (76)

Ces morphismes sont naturellement fonctoriels par rapport aux morphismes de S-schémas
comme en témoigne le lemme immédiat suivant :

Lemme 3.2.13. Pour tout morphisme g : X — Y de S-schémas, le carré de h-faisceaux en
groupes abéliens

ZnlX] —2 7,[¥]
ax ay
Ly [Q]h

est commutatif.

DEMONSTRATION. — Il s’agit de voir que les deux sections sur X du h-faisceau Zi,[Y]; définies
respectivement par les morphismes

Ztr[g]h oax et ay o Zy, [g]
sont les mémes. Or par définition ces sections sont données respectivement par les éléments
(X xg59)«[Ax] et g®[Ay] du groupe de cycles cequi(X x5 Y/X,0) et ces deux cycles coincident
avec le cycle associé au graphe de g. O

Dans le lemme suivant, on désigne par F*¥™ le faisceau en groupes abéliens associé canonique-
ment & un faisceau F' en monoides commutatifs.



128 CHAPITRE 3. PREFAISCEAUX ET FAISCEAUX AVEC TRANSFERTS

Pour les besoins du lemme suivant, nous notons Zyyy, (X/S, n) le préfaisceau sur Schg des cycles
%qm(X /S, n) le préfais-
ceau des cycles relatifs effectifs universellement entiers de dimension n — par la construction du

plats équidimensionnels de dimension n. En outre, nous désignons par

changement de base pour les cycles relatifs, ces derniers demeurent effectifs aprés tout change-
ment de base. Nous utilisons des notations analogues pour leurs homologues & support propre.

Lemme 3.2.14. Soient X un S-schéma et n un entier > 0.

1. Les morphismes canoniques
Zun (X/8,m)] | — [zequ(X/S,m)], (77)
[Crn (X/8.m)| — |ecqui(X/S,m)]

sont des isomorphismes.
2. En particulier les morphismes

/S )] [zaqu(X/5,m)] (78)

(X)) " [ (X/S,m)]

sont des isomorphismes.

DEMONSTRATION. — (1). Montrons que le morphisme (77) est un isomorphisme, la preuve
pour le second morphisme étant identique. Sachant que le préfaisceau Zyp,(X/S,n) est un

sous-préfaisceau de z X/S,n), Pexactitude du foncteur faisceau associé pour une topologie

equ1(
de Grothendieck assure que le morphisme considéré est un monomorphisme. Il suffit donc de

voir qu’il s’agit aussi d’un épimorphisme.

Etant donné un S-schéma Y, on sait d’aprés le lemme 1.2.21 qu'il existe un éclatement abstrait
r: Y =Y tel que r¥a soit un élément de Zyy, (X x5 Y’/Y’,n). En utilisant le corollaire 1.2.25,
on voit que 7‘5%04 = r®a. Le résultat voulu découle alors de la remarque 3.2.12 qui assure que les

éclatements abstraits sont des recouvrements pour la h-topologie.

(2). De méme on peut se contenter de vérifier que le morphisme (78) est un isomorphisme. Cela
résulte du résultat précédent puisque le triangle

2ol (/8.

T~

[Zequ(X/8,7)]

H11b(X/S T)} . {

equ1

est commutatif et que les morphismes verticaux et horizontaux sont des monomorphismes. [

Remarque 3.2.15. Pour un S-schéma X en notant N"[X] le préfaisceau en monoides commutatifs
dont les sections sur un S-schéma Y sont données par

Ntr[X]( ) Cequ1(XSY/Y O)
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le lemme précédent assure que le morphisme

[Ntr [X]h} L Zu[Xn

est un isomorphisme. En d’autres termes, pour la h topologie, toute les correspondances finies
sont des différences de correspondances finies effectives.

La relation fondamentale entre la h-topologie et les correspondances finies réside dans la propo-
sition suivante.

Proposition 3.2.16. Le morphisme (76) est un isomorphisme de h-faisceaux de groupes abé-
liens.

DEMONSTRATION. — Le morphisme de préfaisceaux (75) étant un monomorphisme et le fonc-
teur faisceau associé étant exact pour n’importe quelle topologie, on voit que les morphismes
(76) sont des monomorphismes. Il suffit donc de prouver que ces derniers sont aussi des épi-
morphismes, ce qui revient & prouver que, pour tout S-schéma Y et tout cycle algébrique «
appartenant a cequi(X xg Y/Y,0), il existe un recouvrement pour la h-topologie r : Y/ — Y
tel que le cycle r®a soit une combinaison linéaire de morphismes de S-schémas de Y’ dans X.
En fait, en utilisant le lemme 3.2.14, on peut supposer que « est effectif. Notons Y1, -, Y, les
composantes irréductibles de Y munies de leur structure réduite. Le morphisme

[v—v

(2
étant un recouvrement pour la h-topologie, on peut se ramener & prouver le résultat pour chaque
S-schéma Y; et donc supposer directement que Y est intégre. Dans ce cas, on a des isomorphismes
canoniques
Coqui(Y/Y,0) =7 ceu(Y/Y,0) =N
identifiant Y et 1. La projection de X xgY sur Y nous définit un morphisme degré donnant un
carré commutatif

d
ngui(X xsY/Y,0) ey N
i degy
Cequi(‘Xv XS Y/}/a 0) Z.

Montrons l'assertion par récurrence sur le degré du cycle effectif a. Le seul cycle effectif de
degré nul étant le cycle nul, I'assertion est évidemment vraie dans le cas ol « est de degré nul.
Supposons maintenant que « soit de degré d > 0. Ecrivons o comme une somme finie

i=1

ot les Z; sont des sous-schémas fermés intégres de X XY dont la projection mz, sur Y est finie
et équidimensionnelle. Notons Z la réunion disjointe des composantes irréductibles du support
de «, autrement dit de Z1, ..., Z,.. La projection mz de Z sur Y étant finie et surjective, il s’agit
d’un recouvrement de Y pour la h-topologie. On a par ailleurs une décomposition en somme

directe
S

chi(X x5 2/2,0) = P (X x5 Zi/Z:,0)
=1
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la composante d’indice ¢ de 71'?0( étant 7T<Z®i «. Il suffit donc de prouver d’aprés 'hypothése de ré-
currence que pour tout entier i = 1,. .., s, il existe un cycle 3; € cequi(X X 57;/Z;,0) combinaison
linéaire de morphismes de Z; dans X tel que

degy, (7‘&'%(1 —G;) < d.

Parmi les composantes irréductibles du support de ﬂ?a on trouve Z; identifié¢ via I'immersion
1
fermée diagonale a un sous-schéma fermé de

(Zi) xy (X xsY) = (Z;) xs X.

Via l’identication ci-dessus Z; correspond au graphe du morphisme de projection de Z; sur X,
par suite le cycle

Bi = n[Z;]
de cequi(X x5 Zi/Z;,0) (nous désignons par n la multiplicité de Z; dans 7T<Z>Bi a) est un multiple
d’un S-morphisme de Z; de X. Le degré étant invariant par changement de base des cycles
relatifs — il s’agit d’un cas particulier de la proposition 1.4.11 — on a

deg, 7T<Z>Bi04 = degy (o) =d

et donc le degré de W?, — [B; est nécessairement strictement inférieur a d. Ce qui prouve la
proposition. ]

En des termes plus imagés, la proposition précédente signifie que du point de vue de la h-topologie
les seules correspondances finies sont les combinaisons linéaires de morphismes de S-schémas.
Pour tout S-schémas X, Y la proposition 3.2.16 donne un morphisme de groupes abéliens

bx.y

ZalX)(Y) —> Zu[XIn(Y) —> ZalX)(Y).

Remarque 3.2.17. Le morphisme précédent envoie un S-morphisme de schémas de X dans Y sur
la section du h-faisceau Z,[X], lui correspondant. De plus il résulte du lemme 3.2.13 que ces der-
niers sont compatibles aux changement des cycles relatifs. Autrement dit pour tout morphisme
g: X — Y de S-schémas, le carré de préfaisceaux en groupes abéliens

ZoolX] —2 7 v]
. b
ZnX] — 7, [y]

est commutatif.

La proposition 3.2.16 entraine immédiatement la compatibilité des morphismes (79) au produit
tensoriel des correspondances finies et & leur composition. Cela se traduit plus précisément par
le lemme suivant.
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Lemme 3.2.18. Soient X,Y,Z, W des S-schémas.

1. Le carré suivant est commutatif

ZalX](2) © ZulY)(W) ZualX x5 Y](Z x5 W)

\th,z®by,z leXSY,ZxSW (80)

Zn[X)(Z) @ Zy[Y](W) Y S TW[X xs Y](Z x5 W).
2. Le carré de groupes abéliens
Lo Z)(Y) ® Zus[Y](X) — Zix[Y x5 Z](X)
lbz,xsy@ﬂly,x lbesz,x (81)

Zn|Z)(Y) © Zn[Y](X) Zn|Z)(X).

ot les morphismes horizontaux sont respectivement donnés par la composition des corres-
pondances finies et la composition dans la catégorie des h-faisceauzr en groupes abéliens est
commutatif.

DEMONSTRATION. — (1). Comme Zp[X xg Y] est un faisceau pour la h-topologie, il suffit,
étant données une correspondance finie o de Z dans X X g Z et une correspondance finie 8 de
W dans Y xg W, de vérifier que leurs images par les deux morphismes coincident localement.
Pour démontrer la commutativité du diagramme (80), on peut donc remplacer Z et W par
des recouvrements pour la h-topologie bien choisis. En particulier la proposition 3.2.16 permet
de supposer que « est une combinaison linéaire de S-morphismes de Z dans X et que [ est
une combinaison linéaire de S-morphismes de W dans Y et dans ce cas ’assertion est triviale
puisque le produit tensoriel de deux S-morphismes en tant que correspondance est le produit de
ces S-morphismes.

(2). Comme Zp,[Z] est un faisceau pour la h-topologie il suffit, étant données une correspondance
finie « de X dans Y et une correspondance finie 3 de Y dans Z de vérifier que leurs images par les
deux morphismes coincident localement. Pour démontrer la commutativité du diagramme (81),
on peut donc remplacer X par un recouvrement pour la h-topologie bien choisi. En utilisant la
proposition 3.2.16, on peut supposer que la correspondance finie @ est une combinaison linéaire
de S-morphismes de X dans Y. Par linéarité, on peut se restreindre au cas ol « est un morphisme
de S-schéma et le résultat découle de la compatibilité aux changements de base des cycles relatifs
de la remarque 3.2.17. O

Supposons donné un h-faisceau de groupes abéliens F. D’aprés le lemme 3.2.18, en associant a
une correspondance finie a de X dans Y le morphisme de groupes abéliens

Floy,x (a)]
—_—

F(Y) F(X),

on obtient une structure canonique de préfaisceau avec transferts sur F' compatible avec la
structure de préfaisceau usuel. En d’autres termes, en convenant de noter ShZ(S) la catégorie
abélienne des h-faisceaux en groupes abéliens, on a le corollaire
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Corollaire 3.2.19. Les h-faisceauz en groupes abéliens ont une structure canonique de préfais-
ceau avec transferts, autrement dit il existe un foncteur additif canonique O} rendant le triangle

Sh (S)

Otr
On, J{ \

PShZ(S) <— PSh*(S)

commutatif ot Oy, est le foncteur qui associe & un h-faisceau son préfaisceau sous-jacent.

Remarque 3.2.20. En anticipant sur les sous-sections 3.4.1 et 3.4.2, supposons que F' soit un
h-faisceau en groupes abéliens quasi-monoidal symétrique. La compatibilité avec le produit ten-
soriel des correspondances du lemme 3.2.18 assure que O}f(F ) est canoniquement un préfaisceau
avec transferts quasi-monoidal symétrique de maniére compatible & la structure de départ.

Les faisceaux localement constants pour la topologie étale étant des h-faisceaux la discussion
précédente nous donne le

Corollaire 3.2.21. Les faisceaux de groupes abéliens localements constant pour la topologie étale
sont canoniquement munis d’une structure de préfaisceaux avec transferts. De plus les faisceaux
d’anneauz localement constants sont canoniquement munis d’une structure de préfaisceau avec
transferts quasi-monoidal symétrique.

3.3. Catégorie dérivée

La construction des motifs mixtes ne faisant intervenir que des S-schémas lisses de type fini, dans
cette section, tous les préfaisceaux avec transferts que nous considérons sont des préfaisceaux
avec transferts sur la catégorie Smg des S-schémas lisses de type fini.

3.3.1. Un résultat de compacité. — Nous allons donner les conséquences de l'existence
d’une cd-structure compléte, réguliére et bornée sur la catégorie Smg des S-schémas lisses de type
fini ayant pour topologie associée la topologie de Nisnevich. En particulier, on voit au lemme 3.3.5
qu’il existe une présentation particuliérement agréable de la catégorie dérivée des faisceaux
Nisnevich avec transferts. Cette présentation, tout comme dans [133|, permet de faire le lien
— proposition 4.1.23 — entre ’approche faisceautique des motifs mixtes — sous-section 4.1.1 —
et 'approche géométrique — sous-section 4.1.2. Dans la suite il est commode d’utiliser la

Notation 3.3.1. Etant donné un faisceau Nisnevich avec transferts F, nous notons O (F) le
faisceau Nisnevich sous-jacent.

Remarquons tout d’abord que le lemme de Yoneda admet 1’extension suivante lorsque 1’on consi-
dére la catégorie dérivée.

Lemme 3.3.2. Pour tout X € Smg et tout complexe de faisceauxr Nisnevich avec transferts F
le morphisme canonique

Homp e (s))(Zex[X], F') = Homp gy () (ZIX], 04 (F))

est un isomorphisme.
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DEMONSTRATION. — Dans cette démonstration nous utilisons la terminologie de [122]. Sachant
que d’apreés le corollaire 3.2.4 on a I’isomorphisme

pour prouver le lemme il suffit de voir qu'un complexe K-injectif I de faisceaux Nisnevich avec
transferts est un complexe K-flasque de faisceaux Nisnevich. En utilisant la construction des
résolutions injectives non bornées de [122] et Iassertion c) de la proposition 5.15 de loc.cit., on
voit I'on peut se ramener & supposer que I est inférieurement borné. On peut alors se ramener
au cas ol I est simplement un faisceau Nisnevich avec transferts injectif.

D’apres la proposition 4.3 de [4] il s’agit de voir que, pour tout X € Smg et tout entier n > 1,
le groupe de cohomologie de Cech HﬁiS(X ,I) est nul. Ce dernier est la colimite filtrante sur les
recouvrements U — X pour la topologie de Nisnevich des n-émes groupes de cohomologie des
complexes de groupes abéliens

Homgye (5)(Cuyx, 1) (82)

ot Cyy /x est le complexe de Cech augmenté (47) que l'on sait étre acyclique par le lemme 3.2.5.
Comme [ est injectif, les complexes (82) sont aussi acycliques et notre assertion en découle. [

Remarque 3.3.3. Si F' est un complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts K-injectif, le défaut
d’exactitude de la remarque 3.2.11 ne permet pas de conclure a la K-injectivité de O, F'.

Les propriétés de finitude de la dimension cohomologique Nisnevich se traduisent par le résultat
de compacité suivant.

Lemme 3.3.4. Pour tout X € Smg et tout systéme inductif filtrant i — F; de complezes de
faisceaur Nisnevich avec transferts le morphisme canonique

coliim Homp gyt () (Zex[X], Fi) — Hompgper (g))(Zer[ X, coliim F;)

est un isomorphisme. En particulier les objets de la forme Zy[X] ou X est un S-schéma lisse
de type fini sont compacts dans la catégorie triangulée D(Sh¥,(9)).

DEMONSTRATION. — D’aprés le lemme 3.3.2, on sait que pour tout S-schéma lisse de type fini
X et tout complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts F

Homp, gy (g)) (Zue[X], ') = Hompy gz () (Z[X], Ou(F)).
Il suffit d’utiliser le lemme 3.1.5 et la proposition 3.1.11 pour conclure. O

Lemme 3.3.5. Pour tout carré distingué pour la topologie de Nisnevich de la forme (67), le
carré

Zir [ X] Z[V]

| |

Zix[U] —> Zp[U xx V]

est cocartésien dans la catégorie abélienne des faisceaux Nisnevich avec transferts. De plus le
foncteur afl, induit une équivalence de catégorie triangulée

axis : D(PSh'(S))/Eay — D(Shyi(9))
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ot By est la sous-catégorie €paisse de la catégorie dérivée des préfaisceaur avec transferts
engendrée par les complexes

LU xx V] = Zes[U] @ Ze[V] — Z| X]-

DEMONSTRATION. — Supposons donné un carré distingué élémentaire de la forme (67). Comme
le foncteur Lg commute aux colimites, la remarque 3.1.2 nous assure que le carré

Zir [ X] Z, U]

| |

Ztr[V] E—— Ztr[U XX V]

est lui aussi cocartésien et que 'on a une suite exacte de Mayer-Vietoris dans la catégorie des
faisceaux Nisnevich avec transferts

0— Ztr[U Xx V] — Ztr[U] &) Ztr[V] — Ztr[X] — 0.
Le foncteur exact afy;, se factorise donc de maniére canonique via le quotient par Epy
agis : D(PSK™(S))/Eyy — D(Shyis(S))-

La catégorie a droite étant obtenue par localisation de la catégorie & gauche par la sous-catégorie
épaisse noyau du foncteur afl, il suffit de prouver qu’un objet F de ce noyau appartient Epsy
ou ce qui revient au méme que les préfaisceaux H sur Smg

Hi(X) := Homp pgytr(5))/Eyv (Ze[X], F)

sont nuls. Or pour un carré distingué élémentaire de la forme (67) on a le triangle distingué dans
D(PSh™(S))/Env

2 lU xx V]| = L [U] @ Z[V] — Ziy[X] — Zee[U xx V][1]

et donc la suite exacte longue
. . . . E) .
c > H(U xx V) — HU)® H(V) —» H(X) =% HT(U xx V) — - - .

Ainsi les (H, 0g) forment un foncteur de Brown-Gersten pour la cd-structure définissant la
topologie de Nisnevich et, d’aprés le théoréme 3.2 de [132], il suffit de prouver que les faisceaux
Nisnevich associés aux H* sont nuls, ce qui résulte du fait que F appartient au noyau du foncteur
triangulé afl... O

Remarque 3.3.6. On notera que la sous-catégorie Epry du lemme 3.3.5 est stable par somme
directe non nécessairement finie.

3.3.2. Structure monoidale. — Dans cette sous-section, nous reprenons la construction du
produit tensoriel dérivé des faisceaux Nisnevich avec transferts de [124] en remarquant qu’elle est
valable pour un schéma de base quelconque. Nous détaillons ensuite les propriétés — implicites
dans la littérature — de ce produit tensoriel ainsi que celles du Hom interne. Nous travaillons
dans des catégories dérivées non bornées et nous utilisons pour ce faire les méthodes de [122].
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Nous reprenons les conventions de la sous-section précédente, en particulier les schémas consi-
dérés sont tous lisses de type fini sur S et les préfaisceaux avec transferts considérés sont les
préfaisceaux avec transferts sur la catégorie Smg des S-schémas lisses de type fini.

Si A est une catégorie abélienne de Grothendieck, on sait d’aprés [65] que la catégorie des
complexes non bornés C(A) posséde une structure naturelle de catégorie de modeéle cellulaire,
souvent appelée injective, pour laquelle

1. les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes ;
2. les cofibrations sont les monomorphismes.

Naturellement tous les complexes sont cofibrants pour cette struture, en revanche les objets
fibrants sont les complexes K-injectifs au sens de Spaltenstein [122] dont les composantes sont
des objets injectifs de A. Les fibrations quant & elles sont les épimorphismes scindés dont le
noyau est fibrant. La structure de modéle injective est compatible avec la dérivation a droite
des foncteurs mais puisque tous les objets sont cofibrants elle ne saurait étre compatible avec la
dérivation a gauche.

En vertu du corollaire 3.2.10, nous pouvons appliquer ce résultat a la catégorie abélienne des
faisceaux Nisnevich avec transferts. Le point de départ de la construction du produit tensoriel
dérivé dans la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts est la

Remarque 3.8.7. Soit F' un faisceau Nisnevich avec transferts. On a un épimorphisme canonique
P z.1x] - F.
X/F
Les constructions classiques d’algébre homologique assurent alors I’existence pour tout complexe
supérieurement borné de faisceaux Nisnevich avec transferts F' d’un quasi-isomorphisme G — F

ou (G est un complexe supérieurement borné dont les composantes sont des sommes directes de
faisceaux de la forme Zg, [X].

Nous dirons qu’une immersion fermée i : Z — X est scindée lorsqu’il existe un morphisme
p: X — Z vérifiant p o i = id. Etant donnée une telle immersion nous notons Z[X/Z] le
conoyau du morphisme canonique Zi,[Z] — Z;[X] induit par . Comme i est scindée, on obtient
une suite exacte scindée

0 — Zu[Z] — Zyu[X] — Zy[X/Z] — 0.
Nous utiliserons dans la suite la définition suivante (la terminologie adoptée étant un peu abusive)

Définition 3.3.8. Nous appelerons faisceaux Nisnevich avec transferts libre un faisceau de la
forme Z[X/Z] ot i : Z — X est une immersion fermée scindée.

Dans la définition précédente le sous-schéma fermé Z peut étre vide. Les faisceaux Zi,[X] sont
donc naturellement considérés comme libres.

Soit i : Z — X un immersion fermée scindée de S-schémas lisses de type fini. Considérons le
foncteur exact a droite

Txyz = anis(Zu[X/Z] @ —) : PSh™(S) — Sh ().
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Lemme 3.3.9. Soit F un préfaisceau avec transferts tels que a¥t, (F) = 0. Alors pour tout entier

relatif n, on a Uannulation des foncteurs dérivés

Ly Tx/z(F) = 0.

is

DEMONSTRATION. — Considérons la surjection canonique

&P zuv1—-F.
Smg/F
Un objet de la catégorie Smg/F est la donnée d’'un S-schéma lisse Y et d’une une section
s € F(Y). Sachant que le faisceau Nisnevich associé a F' est nul, il existe un recouvrement pour
la topologie de Nisnevich Ug — Y de sorte que la restriction de s & Uy soit nulle. Cela revient &
dire que 'on a une factorisation canonique

Ztr [Us] — Ztr [Y] F

Ho(OnisCu, /v

.

0.
On obtient ainsi une surjection de la forme

B Ho(OnisCu,y) — F.

YeSmg
sEF(Y)

Notons G le noyau de ce morphisme de sorte que 'on ait une suite exacte courte

0—K— P Ho(OnisCuy,)y) — F — 0. (83)

YeSmg
sEF(Y)

Il résulte du lemme 3.2.5 que

oty | @ Ho(OnisCu,yv)| = @ Ho(Cu,jy) =0
Y €ESm Y €EeSm
seF (S seF (S

et notre hypothése sur F entraine que al; (K) = 0.

Pour n < 0 on a bien L,Tx/7 = 0 ce qui permet de raisonner par récurrence sur n. Supposons
que pour tout préfaisceau avec transferts satisfaisant al, (G) = 0, on ait L,Ty /z(G) = 0 pour
p < n. La suite exacte courte (83) nous donne la suite exacte

P LnTx/z(Ho(OnisCu, v)) — LnTx/z(F) = Ln1Tx;7(K)
YéESmg
SEF(Y)

et I'on voit qu’il suffit de prouver que

LnTx)7(Ho(OxisCryy)) = 0
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pour un recouvrement U — Y pour la topologie de Nisnevich. Comme le lemme 3.2.5 nous
assure que pour tout g

aNis Hq(ONisC'U/Y))] = Hy(Cpyy) =0
notre hypothése de récurrence entraine la dégénérescence de la suite spectrale d’hypercohomo-
logie
E2, = LpyTx7(Hy(OnisCuyy))) = Lp+qTx2(OnisCuyy))-
On obtient ainsi un isomorphisme
LnTx/7(Ho(OnisCuyy)) = LnTx)7(OnisCuyy)-

Comme le complexe OnisClr /vy est K-projectif, on a finalement

LnTx7(Ho(OnisCuyy)) = LuTx)2(0nisCuyy) = Hu(aRis(Zee[X/Z] 7 OxisClyy))
= Hn(Ztr[X/Z] Rty CV’U/Y)'

Par ailleurs on a

Z4:|Z) @4 Cujy = Coxsvyzxsy LX) ®u Cuyy = Cxxsv/xxsy-

Notre immersion fermée ¢ nous donne donc une suite exacte scindée de complexes

0 = Crugv/zxsy — Cxxst/xxsy — x| X/ Z) @ Cyrjy — 0. (84)

Notre assertion découle alors d’une nouvelle application du lemme 3.2.5 & la suite exacte longue
de cohomologie déduite de (84). O

Soient A une catégorie abélienne cocompléte et B une famille de complexes d’objets de A. Pour
reprendre la terminologie de [122]| nous dirons qu’une suite exacte de complexes

0—-A—-B—-C—0
est semi-scindée lorsque pour tout entier relatif ¢ la suite exacte
0—-A"—-B - C'—0

d’objets de A est scindée. Rappelons la définition suivante [122, définition 2.6] : un JP-systéme
inductif spécial est la donnée d’un ensemble bien ordonné £ et d’un systéme inductif A : £ —
C(A) vérifiant les deux conditions suivantes.

1. Lorsque e n’a pas de prédécesseur on a

Ae = colim Ay.
= cglimd;

2. Lorsque e a un prédécesseur f, le morphisme de complexe Ay — A, est un monomorphisme
dont le conoyau C appartient a 8 et la suite exacte
0—Ar—A.—C
est semi-scindée.
Définition 3.3.10. Soit A une catégorie abélienne cocompléte. Une sous-catégorie P de C(A)

est dite stable par colimite spéciale lorsqu’elle est strictement pleine et que toute colimite d’un
P-systéme inductif spécial appartient a L.
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Remarque 3.3.11. Soient A, B des catégories abéliennes cocomplétes et F': A — B un foncteur
additif commutant aux colimites. La définition 3.3.10 entraine que si P8 est une sous-catégorie de
C(B) stable par colimite spéciale, la sous-catégorie strictement pleine F'~! () est aussi stable par
colimites spéciales. Plus géneralement si F' : C(A) — C(B) est un foncteur additif commutant
aux colimites et préservant les suites exactes semi-scindées, la sous-catégorie pleine F~1() est
stable par colimites spéciales.

Remarque 3.3.12. Soient A une catégorie abélienne cocompléte. Supposons que B soit une sous-
catégorie strictement pleine de C(A) stable par colimite spéciale et telle que A appartienne a B
si et seulement si A[1] appartient a 8 — stabilité par décalage. La catégorie 3 posséde alors la
propriété d’étre stable par cone. En effet le céne C d’un morphisme h : A — B d’objet de 3 est
donné par le complexe

Ct=AN e BY  di = <df€4m ) )
hk+1 dk .
B

On a donc un morphisme de complexes A[1] — C et on peut voir C' comme la colimite du
P-sytéme inductif filtrant

0— Al -C
indicé par ’ensemble bien ordonné {0 < 1 < 2}. En particulier si B est une sous-catégorie de
A telle que Bli] C B pour tout entier relatif i, on voit, par description des complexes bornés

comme cone itéré, que C°(B) est contenue dans . Comme tout complexe B de C~(B) est la
B-colimite spéciale sur N du systéme

Bn:...0_>B_n_)B_n+1H...

on voit que C™(B) est contenu dans ‘.

Supposons que (A, ®, Hom) soit une catégorie tensorielle fermée dans laquelle les sommes directes
dénombrables sont représentables. Rappelons que 'on obtient une structure tensorielle fermée
(®°,Hom"*) sur la catégorie C(A) des complexes d’objets de A de la maniére suivante.
— Le produit tensoriel de complexes d’objets de A est le complexe A ®* B donné par I'objet
Z-gradué de A

AeFB= P A'® B
i+j=k
muni de la différentielle donnée sur A* ® B7 par
e = dy @idpg; + (—1)'id g @ d.
— Le Hom interne dans C(A) est donné par 'objet Z-gradué de A
Hom"(A, B) = H Hom(A?, B"F)

()

muni de la différentielle donnée par
(dﬁﬂ.(A’B)a) = d’gk oa'+ (—1)’““a’Jrl ody.

— L’isomorphisme d’associativité est donné par les morphismes d’associativité dans A.
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— L’isomorphisme de symétrie 74 g est donné par

Thp = Z (=1)"74i -
it+j=k

— L’unité est fournit par I'unité dans A.

Nous allons maintenant décrire les complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts que nous
utilisons pour dériver le produit tensoriel et le Hom interne dans la catégorie dérivée des faisceaux
Nisnevich avec transferts. Nous introduisons dans un premier temps les complexes « plats » ou
tout au moins ce qui en joue le role.

Définition 3.3.13. Nous désignons par PPLY(S) la sous-catégorie strictement pleine de
C(PSh'™(9)) stable par colimite spéciale et engendrée par les complexes supérieurement bornés
de faisceaux Nisnevich avec transferts libres. L’image essentielle de cette derniére par le foncteur

ale : C(PShtr(S)) - C(S le(S))
est notée PL™(S) et ses objets sont appelés des complexes pseudo-K-plats.

En utilisant la remarque 3.3.12, on voit qu’il est possible de décrire la catégorie fPfPLtr(S ) comme
la sous-catégorie strictement pleine de C(PSh*(.S)) stable par colimite spéciale, par décalages et
engendrée par les faisceaux Nisnevich avec transferts libres, autrement dit de la forme Z,[X/Z]
pour une immersion fermée scindée 7 — X.

Remarque 3.3.1/. Les préfaisceaux avec transferts Z[X] sont projectifs. Plus généralement si
Z — X est une immersion fermée scindée le préfaisceau Z,[X/Z] est projectif. Cela entraine
que les complexes supérieurement bornés de faisceaux Nisnevich avec transferts libres sont des
complexes K-projectifs de préfaisceaux.

Les complexes K-projectifs de préfaisceaux étant stables par colimite spéciale, on déduit en par-
ticulier de la remarque 3.3.14 que les complexes de préfaisceaux avec transferts appartenant a
PPL™(S) sont des complexes K-projectifs de préfaisceaux. Le lemme suivant découle immédia-
tement de la définition 3.3.13.

Lemme 3.3.15. Soient X € Smg et F,G des complexes pseudo-K-plats. Le complexe
F ;. G
est pseudo-K-plat.
DEMONSTRATION. — Par définition, il existe F/, G’ € PPL™(S) tels que F = all, (F') et G =
a%. . (G"). On a donc
F &%, G = af(Ois(F) 28 0xis(G)) = alin(F/aRG).

1l suffit donc de montrer que F'®F: G’ appartient & PPLY(S). La remarque 3.3.11 assure que
la sous-catégorie strictement pleine formée des complexes F” tel que F'®L°G’ appartienne a
PPLY™(S) est stable par colimite spéciale et par décalages. Il suffit donc de voir que, pour toute
immersion fermée scindée Z — X, le complexe Z,[X/Z]®P*G' appartient a PPL™(S) . En
utilisant le méme argument on se rameéne au cas o G est de la forme Z,[Y/W] pour une
immersion fermée scindée W < Y. Le lemme découle de I'isomorphisme

Zx[X /2] @FF Lo [V W] = Zin[X x5 Y/Z x5 W].
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O]

Proposition 3.3.16. La catégorie PL™(S) @ PLY™(S) est projective pour le bifoncteur — @y, —.
En particulier ce bifoncteur est dérivable et pour toute immersion fermée scindée Z — X et
W <Y, on a canoniquement

Ly[X/Z] ®tLr L [Y/W] = L[ X/ Z] @4x L [Y /W] = Zis[X x5 Y/W x5 Y].

DEMONSTRATION. — En utilisant la remarque 3.3.7 alliée au théoréme 3.4 de [122], on sait que
tout complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts F' admet une résolution pseudo-K-plate
autrement dit qu’il existe un quasi-isomorphisme P — F ou P est pseudo-K-plat.

11 suffit de voir que pour des complexes F, G pseudo-K-plats I'acyclicité de F' ou de GG entraine
l'acyclicité de F' ®;, G. La démonstration étant identique dans les deux cas, nous allons traiter
le cas ou G est acyclique. Par hypothése, il existe un complexe F' € PPL™(S) tel que F =
af\?is(F’ ). D’aprés la remarque 3.3.11, la sous-catégorie strictement pleine formée des complexes
de préfaisceaux F' tel que aff (F') ®;, G soit acyclique est stable par colimite spéciale et par
décalages. On peut donc supposer que F’ (et donc aussi F) est de la forme Z,[X/Z] pour une
immersion fermée scindée Z — X. Fixons un complexe G’ € PPLY(S) tel que G = all. (G').

<i+2

Soit 7 un entier relatif. Le foncteur de troncation « brutale » 7 qui & un complexe F associe

le complexe
S LR R g L0

commute aux colimites et préserve les suites exactes scindées. Comme les images par 752 de
complexes (supérieurement bornés) de faisceaux Nisnevich avec transferts libres sont de méme
nature, la remarque 3.3.11 nous assure plus généralement que les images par 7512 d’éléments
de PPLY™(S) sont des éléments de PPL™(S), en outre

(2= 2E) = 15420l ).

Notons K’ le complexe 752G ainsi que K le complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts
associés et, considérons la suite spectrale biréguliére d’hypercohomologie

Ez%q = LpTx/7(Hy(K')) = Ly Tx/7(K').

Comme la cohomologie de K est concentrée en degré i + 2, le lemme 3.3.9 assure que les termes
Ef,’q sont nuls sauf pour ¢ = i+ 2. Cette suite est donc dégénérée et nous fournit un isomorphisme

LiTx/7(K') = E?5,,5 =0.

D’aprés la remarque 3.3.14, le complexe K’ est un complexe K-projectif de préfaisceaux avec
transferts, cela nous donne

H'(Zx[X /2] @ K) = H'(Tx/z(K")) = LiTxz(K') = 0.
Il suffit donc de remarquer que par définition de K’ on a
H'(Zx[X/Z) @ G) = H(Zy[X/Z] @4 K)

pour achever la preuve. O



3.3. CATEGORIE DERIVEE 141

Le produit tensoriel dérivé
— ®f; — : D(Shi{is(5)) @ D(Sh{(5)) — D(Sh(5))

définit une structure tensorielle sur la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts
compatible a la structure triangulée.

Remarque 3.3.17. La proposition 3.3.16 ne permet pas de conclure que pour un faisceau Nisne-
vich avec transferts F' le foncteur F ®¢, — est dérivable a droite et encore moins que lorsqu’il
existe un foncteur dérivé a droite ce dernier coincide avec le foncteur F' ®% —. En revanche
cette proposition assure tout de méme que pour une immersion fermée scindée Z — X entre
S-schémas lisses le foncteur Z,[X/Z] ®¢ — admet bien un foncteur dérivé a droite et que ce
dernier est égal & Z,[X/Z]®Y —. On en déduit en particulier que Z,[S] est I'unité de la structure
tensorielle.

On peut par ailleurs dériver le Hom interne en un foncteur

RHomy,(—, —) : D(ShY;(S))*? ® D(Shyjs(S)) — D(Shyis(S)) (85)
De maniére a pouvoir justifier la formule d’adjonction usuelle — implicite dans la littérature —
nous introduisons la

Définition 3.3.18. Nous dirons qu'un complexe I de faisceaux Nisnevich avec transferts est
pseudo-K-injectif lorsque pour tout P € PL™(S) acyclique le complexe Hom® (P, I) est acyclique.

Cette notion posséde de bonnes propriétés relatives aux complexes pseudo-K-plats introduits
précédemment. On dispose & cet égard du résultat suivant.
Lemme 3.3.19. Soient F un complexe pseudo-K-plat et G un complexe pseudo-K-injectif. On

suppose que F' ou G est acyclique.

1. Le compleze Hom*(F,G) est acyclique.
2. Le complexe Homs . (F, G) est acyclique.

DEMONSTRATION. — (1). Lorsque F' est acyclique le complexe Hom*(F, G) est acyclique par
définition. Supposons que G soit acyclique. La sous-catégorie strictement pleine formée des
complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts H tel que Hom*(H, ) soit acyclique est stable
par colimites spéciales et par décalages. On peut donc supposer que F' = Z[X/Z] pour une
immersion fermée scindée. Comme on a une suite exacte courte scindée de complexes

0 — Hom*(Z,[X/Z],G) — Hom*(Z,[X], G) — Hom*(Z,[Z],G) — 0

on se trouve immeédiatement ramené au cas ou F' = Z,[X] pour un certain S-schéma lisse de
type fini. On doit alors prouver I'acyclicité du complexe

o GPHX) - GY(X) - GPTHX) = (86)

Fixons un élément s € G™(X) tel que d"(s) = 0. Construisons par récurrence un complexe de
faisceaux Nisnevich avec transferts C' de la maniére suivante. Pour i > n on pose C* = 0. On
définit C™ comme 'image du morphisme canonique s : Z,[X] — G™ et on pose pour i < n

O — ker |G 2L Gitl /it
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Comme G est acyclique et s est fermé, notre sous-complexe C est aussi acyclique. D’apreés la
remarque 3.3.7, il existe une résolution pseudo-K-plate u : P — C vérifiant les deux conditions
suivantes :

—on a P"=0 pouri>n,

—on a P" = Zy[X],

— le morphisme u™ coincide avec l'identité.
Comme P est pseudo-K-plat et acyclique, on sait par définition que Hom*(P, G) est acyclique.
Cela entraine que le morphisme v : P — G induit par u est homotope & zéro. Prenons une
homotopie

B - P Gn—l Uk — hk+1 o dk +dk—1 o hk

Comme u™ est égal a I'identité, 'image par v™ de la section unité de Z,[X] est s. Compte tenu
du fait que P™t! est nul, la relation d’homotopie précédente nous donne

s =o"(1) = d"'h"(1)
ce qui prouve que le complexe (86) est bien acyclique.

(2). Fixons un entier relatif i. Le faisceau de cohomologie H'(Hom? (F,G)) est le faisceau Nis-
nevich associé au préfaisceau

X = H'(OnisHom?, (F, G))(X).
Par ailleurs pour un S-schéma lisse de type fini, on a
H'(OnisHom$, (F, G))(X) = H'(OnisHomy, (F,G)(X))
= H'(Hom'(Z[X], Homs, (F, G)))
= H'(Hom*(Zu[X] @4 F,G))

Comme F est pseudo-K-plat, le lemme 3.3.15 assure qu'il en est de méme de Z, [X]| @t F et il
résulte de la définition 3.3.18 que le complexe Hom*(Z,[X] &, F, G) est acyclique. O

Définition 3.3.20. Nous désignons par PI"(S) la sous-catégorie strictement pleine des com-

plexes de faisceaux Nisnevich avec transferts dont les objets sont les complexes pseudo-K-

injectifs.

La proposition 3.3.16 nous donne finalement le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.21. La catégorie PLY™(S) @ PI™(S) est injective pour les bifoncteurs
HOm.(*,*) Hoim;r(*’*)'

En particulier on a un isomorphisme fonctoriel canonique

RHom,, (F, RHom,, (G, H)) = RHom,, (F ®L G, H). (87)

DEMONSTRATION. — La premiére assertion est une reformulation du lemme 3.3.19. Donnons
nous des complexes pseudo-K-plats F, G ainsi qu'un complexe K-injectif H. L’adjonction (73)
nous donne un isomorphisme

Hom!, (F, Hom! (G, H)) = Hom{.(F @, G, H). (88)

Si E est un complexe pseudo-K-plat acyclique, on a de méme un isomorphisme

Hom*(E,Hom; (G, H)) = Hom*(E ®;, G, H). (89)
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La proposition 3.3.16 alliée au lemme 3.3.15 assure que E ®},. G' est un complexe pseudo-K-plat
acyclique. Le complexe (89) est donc acyclique ce qui assure que Hom$, (G, H) est pseudo-K-
injectif. Notre adjonction (87) est donc une conséquence formelle de (88). O

Remarque 3.3.22. Au cours de la démonstration du corollaire précédent, on a vu que si GG est
pseudo-K-injectif et F' est pseudo-K-plat alors Hom{ (F, G) est pseudo-K-injectif.

Remarque 3.3.23. En appliquant le foncteur section globale aux deux membres de (87), on ob-
tient un isomorphisme fonctoriel

RHom(F, RHom, (G, H)) = RHom(F ®L G, H)
et donc en passant aux H, une adjonction (les Hom étant calculés dans la catégorie dérivée)
Hom(F, RHom,, (G, H)) = Hom(F ®L G, H).

On peut alors vérifier que munie du Hom interne (85) la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich
avec transferts est une catégorie triangulée tensorielle fermée.

3.4. Résolution de Godement des faisceaux avec transferts

Dans cette section, nous montrons que la résolution de Godement d’un faisceau Nisnevich ou
étale avec transferts est canoniquement munie de transferts. Ces transferts de « nature locale »
sont produits par les correspondances locales que nous avons étudiées au chapitre 2. Le cas de la
topologie étale étant formellement analogue au cas de la topologie de Nisnevich nous avons traité
en détail ce dernier et rassemblé les résultats obtenus dans le cadre étale dans la sous-section
3.4.3.

Les préfaisceaux avec transferts que nous considérons dans cette section sont les préfaisceaux
avec transferts sur la catégorie des S-schémas.

Au vu de la construction des correspondances locales, la catégorie des S-schémas lisses de type
fini offre un cadre trop étroit. En effet les faisceaux avec transferts que nous considérons doivent
opérer sur les hensélisés en un point des S-schémas considérés et les correspondances finies entre
de tels schémas. Le contre exemple donné dans la remarque 2.1.29 de [32] montre que I’hensélisé
d’un S-schéma lisse de type fini en un point n’est pas nécessairement essentiellement de type
fini sur S. En revanche I'hensélisé d’un S-schéma formellement lisse en un point étant lui méme
formellement lisse sur S, nous pourrions considérer seulement les préfaisceaux sur la catégorie
des S-schémas formellement lisses munis des correspondances finies.

3.4.1. Rappels sur la résolution de Godement. — Rappelons qu’'une monade dans une
catégorie € est la donnée d’un endofoncteur M de € et de transformations naturelles p: MM —
M et n:id — M pour lesquelles les diagrammes

nM Mn Mpy
M——MM-<—M MMM —— MM

N

M MM —M
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sont commutatifs. Etant donnée une monade (M, 1, 7), 1I'un des nombreux avatars de la construc-
tion bar permet d’associer & un objet C' de € un objet cosimplicial B*(M,C') de € muni d’une
coaugmentation de C' dans ce dernier. Les n-cosimplexes sont donnés par 'objet M"+1C de G,
les codégénérescences par les morphismes

ot = MipM™ 7 MY C - MPC i=0,...,n—1
et les cofaces par les morphismes
o= MMt MTC — M™TIC i=0,...,n

Supposons que A et B soient des catégories abéliennes et F' F G des foncteurs adjoints de
sources respectives A et B. L’adjonction entre F' et G détermine une monade M = GF de A
pour laquelle 7 est 'unité de ’adjonction et p le morphisme

u= GelF

€ désignant la counité de l'adjonction. La construction précédente permet d’associer fonctoriel-
lement, & un objet A de A, 'objet cosimplicial B*(M, A). Ce dernier nous fournit un complexe
CB*(M,A) d’objets de A de termes CB™(M,A) = B"(M,A) et dont les différentielles sont

données par la somme alternée des morphismes cofaces

n
d* =) (-1)'6;"; B*(M,A) — B""'(M, A)
i=0
ainsi qu’une coaugmentation

A — CB*(M, A). (90)

Lemme 3.4.1. L’image par F de la coaugmentation (90) est un quasi-isomorphisme. En parti-
culier lorsque le foncteur F' est exact et conservatif le morphisme (90) est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION. — Notons h,, les morphismes induits par la counité e
hn
FB" (M, A) FB"(M, A)
EFBn(M,A)

(FG)FB"™(M, A) FB"(M, A).

Pour : =0,...,n— 1, on a les relations
F(@ Hon™=hr"" o F(6%,) A" o F(5f) =id.
En particulier cela donne F(d"~ 1) o A" + h"t! o F(d") = id ce qui assure que le complexe
F — B%(M,A) — BY(M,A) — --- — B"(M,A) —
est homotope a 0 et prouve le lemme. O

Lorsque I'on se donne un morphisme g d’un topos annelé (X, Ox) dans un topos annelé (Y, Oy),
on peut appliquer la construction précédente a ’adjonction

g* : Mod(Oy) — Mod(Oy) - g« : Mod(Oy) — Mod(Ox)
et associer & un Ox-module F' son Oy-module cosimplicial de Godement

§°F = B*(g+g", F).
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Pour simplifier, nous noterons G*F = CG*F' le complexe de Oy-modules associé.

Dans un topos X les produits fibrés au-dessus de I’objet final définissent une structure monoidale
symétrique canonique. Etant donnés deux objets X et Y de X, la structure d’anneaux sur Ox
fournit un morphisme de groupes abéliens

Ox (px ®z0x (p3")

R : Ox(X) @z Ox(Y)
faisant de Ox(X X Y) une Oy (X) ®z Ox(Y)-algebre.

Définition 3.4.2. Un Ox-module quasi-monoidal est la donnée d’'un Oy-module F' et, pour
tout couple (X,Y) d’objets de X, d’'un morphisme de Oy (X) ®z Ox(Y)-modules

Ox(X xXY) — Ox(X xY)

iy F(X)®z F(Y) — F(X xY)
fonctoriel rendant les diagrammes suivants commutatifs

F(X)®z,XE XE .
TR(X) @ F(Y x 7) 27

F(X) @z (F(Y) &7 F(2)) F(X x (Y x 2))
J{F(aSS§7Y7Z)

F(XxY)x Z)

®z
ASSp(X),F(Y),F(2) i

XE  ®.F(Z) XE .
(F(X) @z F(Y)) @7 F(2) X

F(X xY) &z F(Z)

pour tout objet X,Y,Z de X. Un Oy-module quasi-monoidal est dit symétrique lorsque les

diagrammes
F

lzX,Y
FX)®z F(Y)—>F(X xY)
Symg(X),F(Y)\L iF(Sym)x(,Y)
Ry x
FY)®z F(X)—>F(Y x X)
sont commutatifs pour tout objet X,Y de X.

Considérons la catégorie Modg (Ox) dont les objets sont les Oy-modules quasi-monoidaux sy-
métriques et dont les morphismes sont les morphismes entre les Oy-modules sous-jacents pour

lesquels les carrés
F

IZ’X,Y
FX)®z F(Y)—>F(X xY)
S
GX)®zGY)—=G(X xY)
sont commutatifs pour tout objet X,Y de X.

Le lemme suivant résume les propriétés classiques de la résolution de Godement relativement
aux produits tensoriels

Lemme 3.4.3. Les foncteurs g, et g* induisent deuzx foncteurs adjoints

g2 : Modg (Ox) — Modg (Oy) 9% : Modg (Oy) — Modg (Ox).
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En particulier, il existe une monade canonique Gg de la catégorie Modg(Ox) rendant le carré

commutatif
Modg (Oy) —— Mod(Ox)
i9® lS
Modg (Oyx) — Mod(Ox).
DEMONSTRATION. — Dans la preuve qui suit nous noterons g; le foncteur d’image inverse

topologique ainsi que a4 le morphisme d’anneaux canonique de g; Oy dans O« de sorte que pour
un Oy-module F' on a

Sachant que par définition le foncteur image inverse g; commute aux limites projectives finies,
lorsque 'on se donne un Oy-module quasi-monoidal symétrique (F), &f( y ), on obtient des mor-
phismes

IXF* *

9¢ X509, Y

F(9; X) @z F(97Y)

FgiX x giY) =——=F(g; (X xY))

GuF(X) @ GuF (Y) oo g F(X X Y)

pour tout objet X,Y de Y. Ces derniers définissent une structure quasi-monoidale symétrique
sur le Oy-module g.F' et en posant

G2 (FRE ) = (9P, B%Y)

on voit que l'on obtient un foncteur de la catégorie Modg (Oy) dans la catégorie Modg (Oy).

Supposons maintenant que (G, @)Ggy) soit un Oy-module quasi-monoidal symétrique. Etant
donné un objet X de X nous noterons, I(X) la catégorie dont les objets sont les couples (U, u)
formés d’un objet U de Y et d’un morphisme

X —qU
de X. Les sections sur un objet X de X de g;G sont données par

g F(X)= colim lim colim G(U)
AEPSh(X) X'e€X/AUEeI(X')
A iso.loc. X
Dans la formule ci-dessus, nous appelons isomorphisme local de préfaisceaux est un morphisme
qui induit un isomorphisme sur les faisceaux associés. On obtient ainsi des morphismes cano-
niques de g;Oy(X) ®z g; Oy(Y)-modules
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colim lim colim G(U)
AEPSh(X)  X'EX/A  Uel(X')
_A iso.loc. x ]
G1G(X) &7 6"G(Y) _ - _
colim lim colim G(V)
BePSh(X) Y'e€X/B VeI(Y')
_B iso.loc. v |

\LC?LH.

colim lim colim G(U) ®z G(V)

A,BEPSh(X) X'€X/A Uel(X') (91)
A iso.loc. X Y/GDC/B VEI(Y’)
a; G .
|Z|Xt,Y B iso.loc. v

lmorphisme induit par @g v

colim lim colim G(U x V)
ABEPSh(X) X'€X/A Uel(X')
A i-so.loc. X Y’E:X:/B VEI(Y’)
B iso.loc. v

e : CEPSh(X) ) .
gt G(X X Y) _— COllmC iso.loc. XxY Zlelilg}c’ I/[(;Oelfl(rg) G(W)

Puisque le carré de morphismes d’anneaux

&%t Oy
i 0y(X) ®z g Oy(V) ——— giOy(X x Y)
\L%,X(@Z%,Y lag,XxY
Oy
‘XlX,Y
Ox(X) X7, Ox(Y) Ox(X X Y)

est commutatif, en tensorisant le morphisme obtenu via le diagramme (91), on obtient un mor-
phisme

[Ox(X) ®gr 0y (X) QZG(X)} =G
Rz, —5 Ox(X xY) ®@groy(xxv) 9 G(X X Y).
(0x(Y) @g;0,r) G5G(Y)]
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Finalement on obtient une structure de Oy-module quasi-monoidal symétrique en considérant
les morphismes

(0x(X') @450, 91 G(X)]

* * can. i i
9"G(X) @z g"G(Y) ABEPSh(X)  X1ex/A / Sz e
5 glloc o YIEX/B [ODC(Y)@)QZOW(Y) giG(Y )}
B iso.loc. v

N
. . . =9; G
lmorphlsme induit par &?, v/

P colim lim Ox(X' xY') ®, iy §FG( X x Y’
T A.BEPSh(X)  X'eX/A ( ) g;0y(xrxy) 9 Gl )
: A iso.loc. X Y’EX/B

iso.loc. %

lcan.

v colim lim Ox(Z2) Qgroy(2) 9;G(Z).

J*G(X xY) CEePSh(X) Zex/C
c iso.loc. XxY

En posant
* * *G
g®(G, ®§(,Y) = (9"G, &g(,Y)
on obtient un foncteur gg de Modg(Oy) dans Modg (Oy).

Pour voir que l'adjonction entre g, et g* induit une adjonction entre ¢2 et g%, il suffit de
remarquer que pour tout Ox-module quasi-monoidal symétrique (F), &f( v ), le carré

&Q*Q*F
9% 9+ F(X) ®7 9" g+ F(Y) s g F(X XY)
iEF,X®Z€F,Y \LEF,XXY
‘Z|F
F(X)®z F(Y) r F(X xY)

est commutatif et que de méme pour tout Oy-module quasi-monoidal symétrique (G, &g;( v)s le
carré suivant est commutatif

RSy
G(X)®z G(Y) . G(X xY)
J{ﬂc,x@znc,y inG,XxY
®y9 ©
99" G(X) ®z g:.g*G(Y) 99" G(X xY).
Ce qui prouve le lemme. O

En particulier le lemme 3.4.3 assure que la résolution de Godement cosimpliciale d’'un Oxy-
module quasi-monoidal symétrique est canoniquement munie d’une structure de Oy-module
quasi-monoidal cosimplicial. Autrement dit on dispose de morphismes naturels de groupes abé-
liens cosimpliciaux

RYT: G F(X) @z G F(Y) — §*F(X x Y)
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satisfaisant associativité et symétrie. De plus le lemme 3.4.3 assure que la coaugmentation est
compatible avec ces morphismes.

3.4.2. Résolution de Godement Nisnevich et transferts. — Nous allons maintenant
appliquer les résultats concernant la localisation Nisnevich des correspondances finies que nous
avons obtenus au chapitre 2. Nous reprenons les notations de la sous-section 2.2.

Nous allons dans un premier temps préciser la résolution de Godement que nous considérons
pour les faisceaux Nisnevich et décrire explicitement la monade dont elle provient — remarque
3.4.5. Pour cela nous notons € le topos ponctuel dont la catégorie sous-jacente est celle des
ensembles.

Notation 3.4.4. Soit X un S-schéma. Nous désignons par Xyis le petit topos Nisnevich de X.
Il s’agit par définition de la catégorie des faisceaux d’ensembles sur la catégorie Et/X des X-
schémas étales munie de la topologie de Nisnevich.

Pour tout point z d’un S-schéma X, le foncteur qui & un faisceau Nisnevich F' associe sa fibre
en x

F, = colim F(U)
Ue(vy)op

est un foncteur fibre du petit topos Nisnevich de X. La famille de tous ces foncteurs fibres est
conservative et nous définit donc un morphisme de topos annelé par Z

H € — Xuis

zeX

Nous noterons dans la suite 9§is la monade de la catégorie des petits faisceaux Nisnevich en
groupes abéliens sur X associée & ce morphisme de topos et

mp  F = S F s S8 SF — SR

les morphismes structuraux.

Remarque 3.4.5. Soit F' un faisceau Nisnevich sur S. Ce dernier nous donne un petit faisceau
Nisnevich sur chaque S-schéma X. Pour un point € X, on peut identifier de maniére canonique
la fibre de F' au point x avec les sections de F' sur le schéma local hensélien X5

F, = F(X))
ce qui nous donne un isomorphisme

SiF(X) = [] F(xD).
zeX

Pour une section s de SﬁisF sur X, on note s, sa composante suivant le point x. Le morphisme
structural 7% est donné pour un élément s de F(X) par

()] = F(R)0)
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Les sections sur X du faisceau 9N159N18F s’identifient aux produits

b
X oX X
9NisSNiS'F(*XP) = H SleF(Xa?) = H H F <<X9?>z>
z€X TEX Lexh
et le morphisme structural ,uif coincide avec la projection sur les composantes associées aux
points fermés des X

Supposons que F' soit un faisceau Nisnevich en groupes abéliens sur S. On voit qu’en associant
a un S-schéma X le groupe abélien

SnisF(X) = GisF (X)),
on obtient un préfaisceau GnisF' sur S dont les morphismes structuraux sont donnés par les
égalités
(SnsF(9)(5)| = F (92) (sy0)

ot z est un point de X, g : X — Y un morphisme de S-schémas et s un élement de Gnis F(Y). La
restriction de Gnis /' au petit site Nisnevich de X coincide avec le faisceau Sf\?jSF , ce qui assure
que GnisF' est un faisceau Nisnevich.

Proposition 3.4.6. 1l existe une monade canonique G, de la catégorie Shi,(S) rendant le

carré sutwant commutatif

Sths(S) - Sths(S)

i 1L l Inis

Sths(S) - ShN1s(S)

DEMONSTRATION. — Il suffit de montrer que pour un faisceau Nisnevich avec transferts F, le
faisceau Nisnevich GnisF' est canoniquement muni de transferts et que les morphismes
e B — SnisF pr  SNisOnisE — Gnis
sont des morphismes de faisceaux Nisnevich avec transferts. Etant donnée une correspondance
finie @ € cg(X,Y), on peut associer a une section s de GnisF'(Y') la section de GnisF'(X) donnée
par
Gnis I m—ZFaxy Sy
yey
On obtient ainsi un morphisme de groupes abéliens GyisF'(«r). Lorsque 'on se donne une corres-
pondance finie 8 € c¢g(Y, Z), la formule de composition (59) du lemme 2.2.11 nous assure que
pour un point x de X

gNisF(/Boa)(*S)x = ZF 5Oa xz Sz ZZF ﬁyzoa:vy)(sz)

zZeZ zeZ yey

= Y Fln ) [F(B,)(5)] = X Flewn) [SmeF (8)(9),]
2€Z yeY yey

= GNP () [SnsF(8)(s)]

et donc que cette définition est fonctorielle :

9NiSF(/8 o Oé) = 9NisF(a) o 9NisF(ﬁ)-
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Par ailleurs pour un morphisme g : X — Y de S-schémas, la seconde assertion du lemme 2.2.11
nous donne

SnisF([9])(8)z = F([92])(8g(2)) = F(92)(5g(2)) = InisF(9)(8)a-

Les morphismes GnisF'(«) étendent donc la structure usuelle de préfaisceau en une structure de
préfaisceau avec transferts. La construction des correspondances locales utilisées assure que

F(a)(s)e = Flao[}, D)= F(I},]oam)(s) =D Fla,)(s,)

= SnisF(@)(1r(s))e

autrement dit que 7 est un morphisme de faisceaux avec transferts. Il reste & montrer que up
est aussi un morphisme de faisceaux Nisnevich avec transferts. Pour une section s appartenant
a GnisGnisF'(X) on obtient en utilisant la troisiéme assertion du lemme 2.2.11

e (SnisF (@) )e = D [SnsF(awy)()] =37 D7 F((any)as) (52)

yey yey ZEY;
= D Flawy)(syy) = GnisF (@) (r(s))-
yey
Ce qui acheve la démonstration. O

Le lemme 3.4.6 assure en particulier que la résolution cosimpliciale de Godement G, /" d'un
faisceau Nisnevich avec transferts est canoniquement munie de transferts et qu’a fortiori le
complexe G I est un complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts quasi-isomorphe & F' dans
la catégorie des complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts. Cela entraine en particulier
que les préfaisceaux de cohomologie Nisnevich

X — H} (X, F)

d’un faisceau Nisnevich avec transferts sont canoniquement munis de transferts. Nous renvoyons
au lemme 3.3.2 pour une autre maniére d’obtenir ce résultat.

Nous allons maintenant voir que les tranferts « naturels » précédemment construits sur la réso-
lution de Godement sont en outre compatibles avec la structure tensorielle de cette derniére.
Remarque 3.4.7. Etant donné un faisceau Nisnevich quasi-monoidal symétrique (F), &f(y) le

lemme 3.4.3 assure que GnisF' est canoniquement un faisceau Nisnevich quasi-monoidal symé-
trique autrement dit muni d’une famille de morphismes de groupes abéliens

RPN 1 GrisF (X) ® GnisF(Y) — GnisF(X x5 Y)

compatibles aux isomorphismes d’associativité et de symétrie. Ce morphisme est en fait donné
par les relations

(294" (s01)] = Fmd,.)[2E

S t
e Xg7yyh ( x ® y)

ou s € GNisF(X),t € SnisF(Y) et e désigne un point du produit X xgY de projection x et y.
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Notons Shij;, (S) la catégorie dont les objets sont les faisceaux Nisnevich avec transferts munis
en tant que faisceaux Nisnevich d’une structure quasi-monoidale symétrique rendant les carrés

F

F(X) @ F(Y") Y L F(X' xgY)
lF(a)é@F(B) iF(c@m
X%y
F(X)® F(Y) F(X xg5Y)

commutatifs pour toute correspondance finie o € ¢g(X, X’) et 8 € ¢g(Y,Y”) et dont les mor-
phismes sont les morphismes de faisceaux Nisnevich avec transferts compatibles a la structure
quasi-monoidale autrement dit rendant les carrés

F(X)® F(Y) M F(X xgY)
luX®uy iuXxSY
XSy
G(X)®G(Y) Y L G(X xg5Y)

pour tout S-schéma X,Y. Nous appelerons un objet de cette catégorie un faisceau Nisnevich
avec transferts quasi-monoidal symétrique. Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le
résultat suivant.

T a ; ; tr 5 ; tr
Proposition 3.4.8. Il existe une monade canonique Sy, o de la catégorie Shyis e (S) rendant
les carrés suivants commutatifs

Shf\lﬁs(s) - Sh‘f\%s,@(s) — Sh%is,@(s)

t
l SRis \L Nis,® l SNis,®

Shf\lﬁs(s) - Sh'f\%s,@(S) I Sh%is,@(s)'

DEMONSTRATION. — Supposons que (F), &g’; y ) soit un faisceau Nisnevich avec transferts quasi-
monoidal symétrique. En utilisant les lemmes 3.4.3 et 3.4.6, il suffit de montrer que le carré

SNisF
gX’,Y’

Snis F(X') @ Gnis F(Y')
J/SNisF(a)®9NisF(ﬁ)
GnisF(X) ® Gnis F(Y)

SnisF(X' xgY')

lgNisF(O‘@ﬂ) (92>

GnisF(X xsY)

S Nis £
gX,Y

est commutatif pour toute correspondance finie o € cg(X,X’) et 5 € ¢s(Y,Y’). Notons E le
produit X xgY et E’ le produit X’ xg Y’. Considérons un point e de E de projection z et y
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ainsi que des sections s € Gnis(X’), ¢ € Gnis(Y’). En utilisant la remarque 3.4.7 nous avons
SnisF(a® 8) [R5 (s@0)] = 3 F((a® Bew) [BR5E (s 0 1)
e'er’

= F(@@Bee) Py ) [gfxw",,w')h,(%' ¥ ty')]
e'er’ ’ !

e/

= Z F Z [mg(/’y/ﬁ/] o (O{ & 5)676/ [&{‘X’)h,,(y/)h, (SJJ’ ® ty’)} .
r’eX’ EIEE// ’ ’ !
y/ey/ 'y

En utilisant le lemme 2.2.12, cette derniére égalité peut se réécrire sous la forme

GnisF' (o @ ) [ &?}Ij;f (s® t)]e = Z F((am, ® Byy) © [m}vyye]) [@{X’)h,,(Y’)z, (80 ® ty,)}
z’'eX’ *
yleyl

= 3 Py )[R (Plawar)(50) © F (B0t
zlgif(/

= F(mg(,Y,e) [ Xt v (SnisF()(s)e @ 9NisF(ﬁ)(t)y)}

= giNiiF {gNisF(a)(S) ® 9NisF(/8)(t)} R
Ce qui prouve la commutativité du carré (92). O

Le lemme 3.4.3 assure que la cohomologie d’un faisceau Nisnevich quasi-monoidal symétrique
est munie d’un produit associatif et commutatif

F
®XY

HP(X,F) @ HY(Y,F) =X HPY(X xgY, F) (93)

induit par la structure quasi-monoidale symétrique sur la résolution de Godement. Ce produit
est commutatif au sens gradué, autrement dit tel que

a@¥y b= (1P e x a

pour un élément a de HP(X, F') et un élément b de H4(X, F') et compatible au produit induit
par F sur le H°. En particulier on dispose d’un cup-produit associatif et commutatif
_F
X
T (94)

HP(X,F) ® HI(X, F) HPH(X xg X, F) —— HPH(X, F)

F
%, x X

munissant H*(X, F') d’'une structure d’algébre graduée commutative.
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Lorsque F' est en outre un faisceau Nisnevich avec transferts quasi-monoidal symétrique, le
lemme 3.4.8 assure que les produits (93) sont compatibles aux transferts i.e. que les carrés

%,
HP(X',F) @ HY(Y',F) — "> H"*9(X' x5 Y, F)
Hp(a,F)®Hq(ﬁ,F)l lH”q(a@ﬂ,F)
®F
X,Y

HP(X,F)® HI(Y, F) HPH (X x5 Y, F)

sont commutatifs pour toute correspondance « € cg(X, X’) et € cg(Y,Y).
Remarque 3.4.9. Pour une correspondance finie a € ¢g(X,Y") les carrés

F

~

HP(Y,F)® HY(Y,F) —— HPT4(Y, F)

Hp(oa,F)(X)Hq(a,F)l \LHP'HI(CM,F)

F

~

HP(X,F)® HY(X,F) —*—> HP+(X, F)

ne sont pas nécessairement commutatifs — nous renvoyons d’ailleurs & la remarque 2.1.4 & ce
propos. Les cup-produits (94) ne sont donc pas a priori compatibles aux transferts.

3.4.3. Résolution de Godement étale et transferts. — Nous nous contentons dans cette
sous-section d’énoncer les résultats dans le cas de la topologie étale : les démonstrations étant
identiques a celles données pour la topologie de Nisnevich. Nous reprenons les notations adoptées
dans la sous-section 2.3.

La résolution de Godement que nous utilisons dans le cadre étale est obtenue a partir de la
famille conservative de points introduite & la remarque 2.3.1. Nous avons vu que pour un bon
point géométrique * d’'un S-schéma X, le foncteur qui & un faisceau étale F' associe sa fibre au
point T

Fz:= colim F(U)

Ue(Vvehyor

est un foncteur fibre du petit topos étale Xt — dans ce qui précéde V%h désigne la catégorie
des voisinages étales de T. La famille de ces foncteurs fibres est conservative d’aprés la remarque
2.3.1 et définit donc un morphisme de topos annelé par Z

H & — Xt

Z bon point
géométrique de X

Nous noterons dans la suite Sgt la monade de la catégorie des petits faisceaux étales de groupes
abéliens sur X associée & ce morphisme de topos et

np o F = G F o SnSmF — G F

les morphismes structuraux.

La remarque suivante donne une description explicite de la monade dont provient la résolution
de Godement que nous considérons dans le cadre étale.
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Remarque 3.4.10. Soit F' un faisceau étale sur S. Ce dernier nous donne un petit faisceau étale
sur chaque S-schéma X. Pour un point bon point géométrique T de X, on peut identifier de
maniére canonique la fibre de F' au point T avec les sections de F' sur le schéma local strictement
hensélien X;b

Fr = F(X2)
ce qui nous donne un isomorphisme

Sl (X) = II F(X3).

Z bon point
géométrique de X

Pour une section s de Gg¢F' sur X, on note sz sa composante suivant le bon point géométrique
Z. Le morphisme structural 77%( est donné pour un élément s de F(X) par

()] _= F(12)(9)

T

Les sections sur X du faisceau SQQQF s’identifient aux produits

GX X P(X) = I1 S F (X3 = I1 11 F <<X§b>5h)

z
Z bon point Z bon point Z bon point
géométrique de X géométrique de X géométrique de X%b

et le morphisme structural ,uif coincide avec la projection sur les composantes associées aux
. 2 S
points fermés des th.

Supposons que F' soit un faisceau étale en groupes abéliens sur S. On voit qu’en associant & un
S-schéma X le groupe abélien

GEcF (X) = S (X)
on obtient un préfaisceau Gg¢F' sur S dont les morphismes structuraux sont donnés par les
égalités
[Su:F(9)(9)]_ = F (62) (s92)
ol T est un bon point géométrique de X, g : X — Y un morphisme de S-schémas et s un élement
de Gpt F(Y). La restriction de GgiF' au petit site étale de X coincide avec le faisceau Sé(tF, ce

qui assure que Gg¢ k' est un faisceau étale. En utilisant cette fois les résultats du paragraphe 2.3
on obtient le lemme suivant.

Proposition 3.4.11. Il existe une monade canonique G%. de la catégorie Shif,(S) rendant le
carré sutvant commutatif

Shi, (S) —— Sh%t(S)

l gt \L SEt

Shi, (S) — Shi (S).
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Notons Sh]%rt,@(s ) la catégorie dont les objets sont les faisceaux étales avec transferts munis en
tant que faisceaux étales d’une structure quasi-monoidale symétrique rendant les carrés

X5y
F(X"Y® F(Y") ’ F(X'xgY")
J{F(a)@vF(ﬂ) iF(a@Mi)
X%y
F(X)® F(Y) y F(X xgY)

commutatifs pour toute correspondance finie « € c¢g(X, X’) et 8 € cg(Y,Y”’) et dont les mor-
phismes sont les morphismes de faisceaux étales avec transferts compatibles a la structure quasi-

monoidale autrement dit rendant les carrés
P

F(X)@ F(Y) ——= F(X xsY)
lux@w . i“XXsY
G(X) @ G(Y) S G(X x5 Y)

pour tout S-schéma X,Y. Nous appelerons un objet de cette catégorie un faisceau étale avec
transferts quasi-monoidal symétrique. Les résultats du paragraphe 2.3 nous donnent de méme
le lemme suivant.

Proposition 3.4.12. Il existe une monade canonique tErt’® de la catégorie ShtErt’®(S) rendant

les carrés suivants commutatifs

Shgt(S) I Sh%t@(S) - Sh%t@(S)

\L 2 iggt@ lgEt,@)

Shif (S) = Shiy () —= Shiye e (9)-



CHAPITRE 4

MOTIFS MIXTES DE VOEVODSKY

Avec ce chapitre, nous tenons dans un premier temps & préciser les définitions des catégories de
motifs que nous utilisons. En effet dans le texte de référence [133], le schéma de base considéré est
un corps et pour les besoins de la démonstration de la conjecture de Bloch-Kato, les constructions
sont étendues a des schémas simpliciaux lisses sur un corps dans [137|. Notre approche nous
permettant notamment d’obtenir des foncteurs de réalisations f-adiques pour les motifs mixtes
géométriques sur des schémas noethériens séparés, il nous a paru nécessaire, faute d’'une définition
explicite dans la littérature, de mettre en évidence les définitions des motifs que nous considérons.
Bien entendu, la plupart des résultats de [133] sont valables plus généralement sur une base
quelconque, bien qu’il y ait parfois lieu de faire certaines modifications mineures @,

D’autre part nous étendons aux catégories de motifs mixtes géométriques les propriétés démon-
trées dans le chapitre 2 pour la catégorie des schémas lisses de type fini munis des correspon-
dances finies. On obtient ainsi un résultat — proposition 4.1.29 — donnant le comportement des
catégories de motifs mixtes géométriques par rapport a certaines limites projectives de schémas.

Nous consacrons le reste de ce chapitre — le schéma de base étant alors le spectre d’'un corps
parfait — a donner une « description naive » de l'isomorphisme entre les groupes de Chow
supérieurs de Bloch et la cohomologie motivique construit par V. Voevodsky dans [136]. Pour
cela nous avons développé les propriétés des morphismes de Gysin pour les motifs mixtes de
Voevodsky suivant en cela les constructions faites par M. Levine pour les motifs mixtes qu’il
a introduits dans [98]. Ces résultats ont été obtenus indépendamment par F. Déglise [33]. Ces
constructions nous permettent, dans la section 4.5, de donner une construction naive d’'un mor-
phisme classe de cycle en cohomologie motivique dont nous étudions les propriétés. Nous mon-
trons — sous-section 4.5.3 — que ce morphisme coincide avec 'isomorphisme de V. Voevodsky.
Cette description naive nous sera utile pour vérifier la proposition 5.4.8.

() Comme me Da fait remarquer Fabien Morel cette formulation pourrait laisser & penser aux lecteurs connaissant
Particle [133] que la théorie des faisceaux invariants par homotopie est la méme que sur un corps ce qui n’est pas
le cas et pose des problémes non triviaux tout a fait intéressants. Il est effectivement préférable de préciser que les
résultats de loc.cit. dont nous avons besoin dans ce travail sont valables plus généralement au prix de quelques
modifications mineures et que les problémes mentionnés par Fabien Morel n’interviennent pas dans cette thése.
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4.1. Catégories de motifs mixtes

Il est possible de donner une description relativement « simple et compacte » de la catégorie des
motifs mixtes géométriques de Voevodsky. En revanche cette derniére s’avére inadéquate pour
le calcul de la cohomologie motivique pour laquelle une approche de nature plus faisceautique
est requise. Nous rappelons maintenant ces deux approches.

Tous les préfaisceaux avec transferts apparaissant dans ce chapitre sont définis sur la catégorie
des S-schémas lisses de type fini.

4.1.1. Point de vue faisceautique. — La catégorie des motifs mixtes effectifs est obtenue
par une localisation de la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts par rapport a
une sous-catégorie triangulée épaisse trivialisant la droite affine. Cette catégorie est fournie par
le lemme suivant.

Lemme 4.1.1. Les sous-catégories épaisses de D(Shii(S)) stables par sommes directes engen-
drées respectivement par :

1. les objets E pour lesquels il existe un objet F' de D(Shi(S)) et un triangle distingué

F®5Ztr[A}9] — F—F i

le premier morphisme étant induit par la projection canonique.
2. les objets E pour lesquels il existe un S-schéma lisse X et un triangle distingué

Zo|AY] — Zy[X] — E 15

le premier morphisme étant induit par la projection canonique.

coincident.

DEMONSTRATION. — Ce résultat découle formellement du fait que les faisceaux Nisnevich avec
transferts Z[X] ou X est un S-schéma lisse de type fini engendrent la catégorie dérivée des
faisceaux Nisnevich avec transferts. O

Convenons de noter F,1 la sous-catégorie épaisse de la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich
avec transferts du lemme 4.1.1. Dans la suite les objets de cette derniére seront appelés Al-nuls.
Nous adoptons alors la

Définition 4.1.2. La catégorie des motifs mixtes effectifs est le quotient
ff
DM (S) = D(Shyis(S))/ Ean
de la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts par la sous-catégorie épaisse des

objets Al-nuls.

Remarque 4.1.3. La catégorie des motifs mixtes effectifs DM®T(S) est pseudo-abélienne. En
effet cela résulte de la proposition 3.2 de [20] puisque les sommes directes quelconques sont
représentables.
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En se restreignant dans la définition précédente aux complexes supérieurement bornés on obtient
la sous-catégorie DMT(S) des motifs effectifs « supérieurement bornés ». Cette catégorie est
aussi pseudo-abélienne bien que les sommes directes quelconques n’y soient pas représentables.

Soit X un S-schéma lisse de type fini. Par définition on appelle motif effectif associé & X I'image
M (X) du faisceau Nisnevich avec transferts Z,[X] dans DMT(S). On obtient ainsi le « foncteur
motif » sur la catégorie des S-schémas lisses de type fini

M : Smg — DM*E(9)

Nous noterons souvent g, 'image d’un morphisme de schéma g par le foncteur M. On remarquera
que ce foncteur est covariant, alors que dans [98] le motif associé par M. Levine a un S-schéma
lisse de type fini est de nature cohomologique donc contravariant. Plus généralement si : U «— X
est une immersion, on peut définir le motif M (X/U) comme l'image dans DM (k) du conoyau
du morphisme Zi, [U] — Z,[X] induit par 7.

Soit X un k-schéma lisse de type fini. Si Z est un sous-schéma fermé de X on définit le motif
relatif associé a la paire fermée (X, Z) par

Mz(X)=M(X/X\ 2).

Il résulte de la définition que ce motif ne dépend que de la structure réduite de Z et que l'on a
un triangle distingué dans DM (S)

M(X\ Z) — M(X) — Mz(X) 15

Il est en outre fonctoriel par rapport aux morphismes cartésiens de paires fermées.

Définition 4.1.4. On appelle motif de Tate 'image DM (S) du complexe de faisceau Nisne-
vich avec transferts Z,[AL/AL \ {0}][—2]. Nous notons ce motif Z(1).

Les motifs de Voevodsky étant covariants, ce motif de Tate correspond en fait au motif de
Lefschetz des conventions cohomologiques.

Lemme 4.1.5. On a des isomorphismes dans DM®T(S)
Z(1) = M(Pg/{1})[~2] = M (Gm/{1})[-1].
DEMONSTRATION. — Le carré cartésien excisif

{0} —Ag

| o |
{0} —P}
donne un isomorphisme Z(1)[2] = M(AL/AL\ {0}) = M(PL/{0}) = M(P'/{1}). Considérons
alors le diagramme commutatif

M(AL/AS\ {0})[~1] —= M(Gyn) —> M(AL)

M(Gy)
o |
M(Gp/{1}) M(Gp) <— M({1}).
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Ce dernier nous donne la partie inférieure d’'un octaédre

M(AL/\ {0})][- ’

Gm
\Commut at /

+1 distingué distingué | +1
/ommutatlf\
Y

et I'axiome de 'octaédre assure 'existence de la partie supérieure

¢

/1)

M({1})

M(Ag/\{0})[~1] M (G /1)
distingué
+1
+1 commutatif (' commutatif +1
+1
distingué
M(AY) M({1})

Il résulte de I'invariance par homotopie que C' = 0 ce qui prouve que ¢ est un isomorphisme. [

D’aprés le résultat de compacité du lemme 3.3.4, la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich
avec transferts est engendrée par ses objets compacts. La proposition 9.1.19 et le théoréme 8.3.3
de [109] nous assure donc lexistence d’un foncteur de localisation de Bousfield :

Lemme 4.1.6. Le foncteur de localisation
D(ShN1s<S)) - DMBH(S)

admet un adjoint a droite.

Rappelons que dans les catégories triangulées la localisation & la Bousfield consiste — étant
donnée une sous-catégorie épaisse & d’une catégorie triangulée T — & montrer I’existence d’un
adjoint a droite du foncteur T — T/E. Cela revient a isoler une sous-catégorie pleine L de T pour
laquelle le foncteur triangulé composé de 'inclusion et du foncteur de T dans le quotient de Ver-
dier T/& est une équivalence. Le seul candidat naturel est la sous-catégorie triangulée des objets
E-locaux — on remarquera en effet que les objets d’une telle catégorie L sont nécessairement
E-locaux.

Convenons de noter pour une sous-catégorie épaisse & d’une catégorie triangulée T par We
Iensemble des E-équivalences faibles, autrement dit des morphismes u : 7" — T de T pour
lesquels il existe un triangle distingué

5T T — T[]
tel que T" appartienne a £. Rappelons qu'un objet 7' de T est dit E-local lorsqu’il posséde les
deux propriétés équivalentes suivantes.

1. La restriction du foncteur T(—,T) a & est nulle.
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2. Pour tout morphisme w € We¢ le morphisme T (w,T") est un isomorphisme (autrement dit
T voit les morphismes de We comme des isomorphismes).
On sait d’aprés le lemme 9.1.5 de [109] que le foncteur la restriction du foncteur de localisation
T — T/€& ala sous-catégorie pleine des objets E-locaux est pleinement fidéle. En outre le théoréme
9.1.13 de loc.cit. nous assure que les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1. 11 existe un foncteur de localisation a la Bousfield pour la paire (T, &) ce qui signifie 1’exis-
tence d’un adjoint a droite du foncteur canonique T — T/E.
2. La restriction du foncteur de localisation T — T/& a la sous-catégorie triangulée des objets
&-locaux est pleinement fidéle (donc une équivalence).
La localisation & la Bousfield existe donc lorsque 'on a « suffisamment d’objets €-locaux pour
décrire le quotient de Verdier de T par €.

Un objet F de la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts est alors dit A'-local
lorsqu’il est Fy1-local. Dans la suite nous noterons

D1 (Shs(5))

la sous-catégorie triangulée formée des objets Al-locaux. Le lemme 4.1.6 assure l'existence de
suffisamment d’objets Al-locaux dans la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts.
En fait on peut aisément donner une construction explicite d’un foncteur de localisation a la
Bousfield pour la A'-localisation. Nous allons maintenant donner la caractérisation usuelle des
complexes Al-locaux — proposition 4.1.12. Auparavant nous aurons besoin de quelques résultats
préliminaires.

Pour un S-schéma lisse de type fini X, nous notons sg et s1 respectivement les sections nulle et

unité du fibré en droites A}(.

Lemme 4.1.7. Pour qu’un préfaisceau avec transferts F' soit invariant par homotopie il faut et
il suffit que pour tout S-schéma lisse de type fini X le morphisme

sy — st F(AY) — F(X)
soit nul, autrement dit que le morphisme de préfaisceaux avec transferts
s — st Hom, (AL, F) — F
soit nul.

DEMONSTRATION. — La condition est évidemment nécessaire. En effet en notant p la projection
de Aﬁ( sur X, I'hypothése que p* est un isomorphisme entraine que les morphismes sj et s]
coincident avec l'isomorphisme réciproque, ce qui assure leur égalité. Elle est aussi suffisante.
Pour cela il suffit de vérifier que sous cette condition on a p*os; = id. Notons p : Ag X SAg — A}g
la multiplication du S-schéma en anneaux Ag ainsi que

oo: Ak — ALl xg A o ALY — AL xg AL

les sections nulle et unité. Il suffit alors de voir que

(L xgidx)ooy = spop

(,u Xsidx)oa'l = id
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pour conclure. O

Notation 4.1.8. Soit X un S-schéma lisse de type fini. Dans cette sous-section, nous désignerons
par Z[AY /X] le cone du morphisme Zi,[X]| — Z,[AL] induit par la section nulle so du fibré
en droites Ak. Sachant que le carré

Zx[p]

Lix[Ag] @t Lin[Af) == Zs[Ag x5 Ag] — Ziu[Ag]
Ztr[SO]®tthr[SO]T Ztr[SO} T
Ztr [S] ®tr Ztr [S] —_— Ztr [S] —_— Ztr [S]

est commutatif, la multiplication p : A}g Xg A}g — Aé du schéma en anneaux Aé induit une
multiplication naturelle

p: L [AL/S) @k Zu[A/S) — ZulA/S).

A un faisceau Nisnevich avec transferts F, on peut associer le faisceau Nisnevich avec transferts
Hom,, (Z[AL/S], F') ainsi que le morphisme canonique de complexes

s1: Hom, (Zu[AG/S], F) — F

ol s7 est le morphisme induit par la section unité s; de Ag via la composée
L[ S) =5 Zue[Ag] — Zix[A/S).

Remarque 4.1.9. Par définition le morphisme
5o+ Homy, (Ze[Ag/S], F) — F

induit par la section nulle est nul.

Par dérivation, on obtient un foncteur
RHom, (Z:[A§/S], F) : D(Shyis(S)) — D(Shyis(S))
muni d’une transformation naturelle
st : RHom,, (Zu[AL/S], ) — id.
Lemme 4.1.10. Pour tout F € D(Sh{(S)) objet
RHom,, (Zy;[Ag/S], F)

est Al-nul.
DEMONSTRATION. — Le morphisme

RHom, (Zy[Ag/S), F) ®i; Zu[Ag/S] — RHom, (Zy[Ag/S], F)
adjoint du morphisme

RHom, (Z:[Ag/S], F) — RHomy, (Zu[Ag/S] @i Zu[Ag/S), F)

induit par la multiplication p introduite dans la notation 4.1.8, fournit un inverse & gauche du
morphisme

RHom,(Z[A§/S], F) — RHom,(Z[A§/S], F) ®f Zi[A§/S]
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obtenu a partir du morphisme

Ztr S
Z[S) 2L 7, [AL) — Z[AL/S).

Cela entraine que RHomy, (Z,[AL/S],F) est un facteur direct de RHom, (Zy[AL/S], F) ®%L
Zi:[AL/S]. 1l suffit donc de constater que par construction Z,[AL/S] est Al-nul. O
Lemme 4.1.11. Soit F un objet de D(Sh¥.(S)). Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. L’objet
RHom, (E, F)

est nul pour tout objet A'-nul E.
2. L’objet
RHom,, (Z,,[A}/5], F)

est nul.
3. Le morphisme

s} : RHom,, (Z[AL/S), F) — F
mnduit par la section unité s1 de A}g est nul.
DEMONSTRATION. — La condition 3) est une conséquence de la condition 2). Réciproquement

supposons 3) satisfaite. Il s’agit de voir que pour tout S-schéma lisse de type fini X et tout
entier n (les Hom étant calculés dans la catégorie dérivée)

Hom(Ze:[X][n], RHomy, (Zu[Ag/S), F)) = Hom(Ze[X][n] @, Zu[Ag/S], F) = 0.
Fixons un morphisme
h: L[ X][n] ®f Zic[AS/S] — F.
En notant A le morphisme
Zu[X)In] ®f; Zu[Ag/S] — RHom, (Zy[Ag/S], F)
obtenu par adjonction & partir du morphisme

Zix [X][n]@F Zix (1]

Zu[X][n] ©f Zu[As/S] @ ZulAg/S] Zu[X]ln] ©f Zu[Ak/S] & F

on a une factorisation

h

- - p

ce qui prouve que h = 0.

Comme Zi,[AL/S] est Al-nul la condition 2) est une conséquence de la condition 1). Récipro-
quement supposons 2) satisfaite. Soit X un S-schéma lisse de type fini. L’objet

RHOimtr(Ztr[A}(/XL F)
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est nul puisque par hypothése, pour tout objet G de D(Sh¥%..(S)), on a (les Hom étant calculés
dans la catégorie dérivée)

Hom(G, RHom,,(Zi:[AX /X],F)) = Hom(G &f Zu[Ak/X],F)
= Hom(G @ Zu[X] @3 Zu[As/S], F)
= Hom(G ®f; Zy[X], RHom,,([Ag/S], F)) = 0.
11 suffit alors de remarquer que Ey1 est engendrée par les Z, [AL /X]. O

Nous sommes maintenant en mesure de vérifier la caractérisation des objets A'-locaux que nous
avions mentionnée précédemment.

Proposition 4.1.12. Soit F un objet de D(Sh¥(S)). Les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

1. F est A'-local.
2. L’objet RHom, (E, F) est nul pour tout objet Al-nul E.
3. Pour tout entier relatif n, le préfaisceau sur Smg

X — HomD(Shf@is(S))(Ztr[X]’F[n])

est invariant par homotopie.
4. Le morphisme induit par la projection

F — RHom,, (Z[A}], F)

est un isomorphisme.
5. Le morphisme

s — st : RHom, (Zy[AL], F) — F

mnduit par la section nulle sg et la section s1 de A}g est nul.

DEMONSTRATION. — Notons Cx le cone du morphisme Z, [A}(] — Zy[X] induit par la projec-
tion. On a un triangle distingué dans la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts
Zi[AX] — Z[X] — Ox — Z [AX][1]. (95)

Par ailleurs comme la catégorie Fy1 est la sous-catégorie triangulée épaisse et stable par somme
directe engendrée par les Cx, un complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts F est Al-local
si et seulement si (le Hom étant calculé dans la catégorie dérivée)

Hom(Cx, F[n]) =0

pour tout S-schéma lisse de type fini X et tout entier relatif n. L’équivalence des conditions 1)
et 3) résulte alors de la suite exacte longue (les Hom étant calculés dans la catégorie dérivée)

- — Hom(Z,[AY], F[n — 1]) — Hom(Cx, F[n]) —— Hom(Z[X], F[n])

|

Hom(Z, [Aﬁ(], F[n]) —---

induite par le triangle distingué (95).
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Les conditions 5) et 3) sont équivalentes. En effet il suffit de remarquer que 5) est satisfaite si
et seulement si pour tout S-schéma lisse de type fini X et tout entier relatif n le morphisme

R Hom(Z[X], RHom,, (Z[AL], Fn])) ~“—% RHom(Z[X], F[n))
est nul, ce qui revient & dire en passant a la cohomologie que pour tout S-schéma lisse de type
fini X et tout entier relatif n le morphisme (les Hom étant calculés dans la catégorie dérivée)

Hom(Z,[X], R Hom(Z,[X], RHom,, (Z,[AY], F))[n]) 7ok, Hom(Z,[X], F[n])
est nul. L’équivalence avec la condition 3) résulte alors des isomorphismes
RHom(Zy[X), RHomy, (Zu[Ag), F)) = RHom(Zyu[X]@f Zu[Ag], F)
—  RHom(Zu[AL], F)

et de la remarque 4.1.7. De méme les conditions 4) et 3) sont équivalentes.

Par définition, on a un triangle distingué

RHom,, (Zu[A}/S), F) — RHom, (Zu[AL], F) % F — RHom, (Z[A}/S], F)[1].

Sachant que la condition 4) est satisfaite si et seulement si le morphisme induit par s soit un
isomorphisme, on voit en utilisant le lemme 4.1.11 que les conditions 2) et 4) sont équivalentes.
Ce qui acheve la preuve du lemme. O

Remarque 4.1.13. En particulier on voit, en vertu du lemme 3.3.2, qu'un complexe de faisceaux
Nisnevich avec transferts F est Al-local si et seulement si il est strictement invariant par ho-
motopie, ce qui signifie que les morphismes

H{\LHS(X Xs A17F) - Hf\z]is(Xv F)
sont des isomorphismes pour tout S-schéma lisse de type fini X et tout entier relatif n.
Dans la construction du foncteur de Al-localisation a la Bousfield, nous utilisons en outre la
remarque générale suivante.

Remarque 4.1.14. Soit A une catégorie abélienne de Grothendieck et € une sous-catégorie épaisse
de D(A) stable par somme directe quelconque. Pour tout systéme inductif

N—CA); n— E,

d’objets de A tel que les F,, appartiennent a € alors la colimite F des FE,, appartient aussi a E.
En effet notons 7, : E, — FE,11 les morphismes de transition. La limite télescopique Tel(E),)
des E,, autrement dit le cone du morphisme de complexes d’objets de A

@Eil@&
7 7

donné par la matrice
idg, O 0 0
—no idg, O 0
0 —mM id Eo 0
0 0 —n2 id Es
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appartient par hypothése & €. Il en est donc de méme de F puisque le morphisme canonique
Tel(E,) — E est un quasi-isomorphisme. En particulier le cone du morphisme Ey — FE étant la
colimite des cones des morphismes Fy — FE,, on voit que le morphisme canonique Ey — FE,, est
une E-équivalence faible dés lors que les 7, sont des E-équivalences faibles.

Nous pouvons maintenant passer a la construction d’un foncteur de A'-localisation & la Bousfield.
Soit F'un complexe de faisceau Nisnevich avec transferts. En considérant le complexe de faisceaux
Nisnevich avec transferts

Lgl(l)(F) := cone <Homtr(Ztr[A§/S],F) A, F) ,
on obtient ainsi un foncteur
£ C(Sh(S)) — C(ShE(9)
Par récurrence on définit alors pour un entier n > 1 un foncteur
LKl (n) — LKI (1) o LX1 (n—l).
En notant LY, (0)(—) le foncteur identité, on a un morphisme naturel LY, (0)(F) — Lgl(l)(F) et
donc pour n > 0 des morphismes canoniques
n" s L) — L " ()
)

on peut donc considérer la colimite des LtAfl (n
LY (F):= co}lim LY (n)(F).

La construction précédente est faite pour obtenir la proposition

Proposition 4.1.15. Le foncteur LKI(—) est dérivable et induit un foncteur triangulé

LY, D(Sh,(S)) — D(ShEi,(9)). (96)
Pour tout objet F' de D(Shyi(S)), l'objet LYY, (F) est Al-local et I'augmentation
ng:F— LYLF (97)
est une A'-équivalence faible.
DEMONSTRATION. — Soit F' un complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts pseudo-K-

injectif. En utilisant la remarque 3.3.22, on voit que pour tout n le complexe Lzl(l)(F ) est
pseudo-K-injectif. Cela assure, via le corollaire 3.3.21, que le foncteur Lgl (—) est bien dérivable
et la premiére assertion en découle. Par ailleurs I’augmentation (97) est bien une A'-équivalence
faible. En effet en utilisant la remarque 4.1.14, il suffit de voir que pour tout n le morphisme n"
est une Al-équivalence faible ce qui résulte du lemme 4.1.10.

Il reste & voir que 'on obtient effectivement un objet A'-local. Fixons un S-schéma lisse de type
fini X et un entier relatif i. En utilisant la définition des objets Z¢,[AL /X] et le lemme 3.3.4, on
voit que l'on a un isomorphisme canonique (les Hom étant calculés dans la catégorie dérivée)

Hom(Z [k /X], L (F)[i]) = colim Hom(Zy,[Ak/X], L5 ™ (F) i) (98)
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les morphismes de transition étant fournis par les ™. Par construction les composées
Hom(Zus[Ak /X1, L ™ () [i]) 5 Hom(Ze[X], L ™ () [1)) ™ Hom(Ze[X], L " (7)[0)
sont nulles. L’isomorphisme (98) assure ainsi que le morphisme
st + Hom(Zu[Ak /X1, L (F)[i]) — Hom(Zu [X], LL5 (F)[])
est nul. On en déduit que le morphisme
st + RHom, (Zy[AL/S], Ltk (F)) — LY (F)
est nul et donc d’aprés la proposition 4.1.12 que 'objet LY, (F)) est bien Al-local. O

Corollaire 4.1.16. Le foncteur (96) est triangulé et posséde les deux propriétés suivantes :

1. Uimage d’un A'-isomorphisme est un isomorphisme,
2. le foncteur induit

Ly : D(Shyis(S))/Epr — D(Shyis(S5))

est un adjoint a droite du foncteur de localisation.

DEMONSTRATION. — On peut reformuler la proposition 4.1.15, sous la forme des deux assertions
suivantes.
— La restriction du foncteur de localisation a la sous-catégorie pleine des objets Al-locaux est
une équivalence de catégories.
— Le foncteur LKl(—) prend ses valeurs dans la sous-catégorie pleine des objets Al-locaux et
est un adjoint a gauche du foncteur d’inclusion.
Le corollaire s’en déduit. O

Remarque 4.1.17. Nous avons identifié un peu abusivement le foncteur de A'-localisation
Ly : D(Shyis(S)) — Dar (Shi(S))
au foncteur induit sur la catégorie des motifs mixtes effectifs

LY, - DM®T(S) — D1 (Shit(S)).

La structure de catégorie tensorielle fermée de D(Sh:.(S)) induit une structure analogue sur la
catégorie des motifs effectifs. Pour cela on a besoin du

Lemme 4.1.18. Soient F,G des objets de D(Sh%.(9)).
1. Si F ot G est Al-nul alors F @L G est Al-nul.
2. 8i G est Al-local, alors RHom,, (F,G) est Al-local.

DEMONSTRATION. — La premiére assertion résulte immeédiatement de la définition des objets
Al-nul. La seconde découle en vertu de la proposition 4.1.12 de I’isomorphisme

RHom,,(Z:[A%/S], RHom, (F,G)) = RHom,, (Z[AL/S] ®L F,G)
puisque Z,[AL/S] est Al-nul. O
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Ce dernier assure que le produit tensoriel induit un foncteur
—® —: DM*(S) @ DM (S) — DM®T(S) (99)

qui munit DMF(S) d’une structure tensorielle. Pour un entier n positif nous posons Z(n) =
Z(1)®" dans DM*®%(S) et plus généralement pour un motif M € DM®(S) nous posons M (n) =
M ® Z(n).

On prendra garde que le foncteur de localisation catégorique D(Shii (S)) — DM®T(S) est
tensoriel pour les structures considérées tandis que le foncteur de Al-localisation
LY, DM®T(S) — D1 (Shit(S)).

ne l'est pas. En général le produit tensoriel de deux objets Al-locaux n’est pas Al-local. Le
produit tensoriel sur D1 (Sh¥(S)) correspondant a celui des motifs via I'équivalence canonique
est donné par
1
Foit G:=L%(Fekaq).

Le Hom-interne de la catégorie des motifs effectifs est donné par
Hom (M, N) := Qu RHom,, (Lyfi (M), Ly (N))

ot Qa1 : D(ShE(9)) — DMe®E(S) est le foncteur de localisation catégorique. Le lemme 4.1.18
assure que cette définition fournit bien un adjoint & droite au produit tensoriel (99) et que

DM®(S) est ainsi une catégorie tensorielle fermée.

4.1.2. Point de vue géométrique. — Nous abordons avec cette sous-section la description
plus géométrique des motifs mixtes. Il s’avére en effet possible de donner une description trés
simple de la sous-catégorie triangulée des objets compacts de DM (S) qui soit analogue & celle
du théoreéme 3.2.6 de [133], a la différence prés que 'on doit remplacer la topologie de Zariski
par la topologie Nisnevich. Nous introduisons donc la

Définition 4.1.19. La catégorie DM Z%(S ) est la catégorie triangulée
DM:E (S) = K*(SmCorg)/Egm(S)

obtenue par passage au quotient par la sous-catégorie triangulée épaisse Egy,, (S) de KP(SmCorg)
engendrée par les complexes :
— Homotopie :
[WA}(/X]
[Ax] —— [X] (100)
A
degré 0

ou X est un S-schéma lisse de type fini et 7 la projection de Aﬁ( sur X,
— Mayer-Vietoris pour la topologie de Nisnevich :

U % x V] ivl®liv] U] @ [V] liv]®(=[iv]) X] (101)
A
degfé 0

pour tout carré distingué élémentaire pour la topologie de Nisnevich de la forme (67).
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Remarque 4.1.20. Sachant que le complexe (100) est le cone dans CP(SmCorg) du morphisme
[AL] — [X] induit par la projection et que le complexe (101) est le cone du morphisme canonique
entre le cone du morphisme de [U x x V] dans [U] @ [V] et [X], un foncteur triangulé

F :KP(SmCorg) — T

se prolonge a la catégorie DM gl;fl(S ) si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées.

1. Le morphisme F(AY) — F(X) induit par la projection est un isomorphisme.

2. Le triangle de Mayer-Vietoris

FUxxV)—=FU)® F(V)— F(X)— F(U xx V)[1]
est distingué.
Définition 4.1.21. La catégorie des motifs géométriques effectifs que nous noterons
DMSE(S)

est ’enveloppe pseudo-abélienne de la catégorie triangulée DM gﬁfn(s ).

Remarque 4.1.22. La catégorie introduite & la définition 4.1.21 posséde une structure naturelle
de catégorie triangulée d’aprés le théoréme 1.5 de [10].

Nous notons My, le foncteur canonique
My, - Smg — DM (S)

qui & un S-schéma lisse de type fini X associe son motif géométrique My, (X) image de I'objet
[X] de SmCorg dans la catégorie des motifs mixtes géométriques effectifs.

La justification du fait que la topologie de Zariski soit suffisante pour décrire la catégorie des
motifs mixtes géométriques sur un corps parfait réside dans le théoréme 3.1.12 de [133] qui
assure que la topologie de Zariski et la topologie de Nisnevich produise la méme cohomologie
pour les faisceaux avec transferts invariants par homotopie sur un corps parfait. En prenant la
topologie de Nisnevich dans le cas général, on dispose de I'analogue de la proposition 3.2.6 de
[133].
Proposition 4.1.23. 1l existe un foncteur triangulé tensoriel
ff ff

v DMy, (S) — DM (S)

satisfaisant les conditions suivantes :

1. Le diagramme

K"(SmCorg) — D~ (Sh{..(S))

o 1]

Mgm .
Smg —> DM (9) DME(S)

\/

M

est commutatif.
2. 1 est pleinement fidéle et son image essentielle coincide avec la sous-catégorie de DM®E(S)
formée des objets compacts.
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DEMONSTRATION. — Le lemme 3.3.5 assure que le foncteur aff,, induit une équivalence de

catégories triangulées
aRs : D(PSh(S))/Env (S) — D(Shyi(9))

Env (S) étant la sous-catégorie épaisse de la catégorie dérivée des préfaisceaux avec transferts
engendrée par les complexes de Mayer-Vietoris

Zi[U % x V] = Zs[U] @ Zs[V] — Zi[ X] (102)

associés a des carrés distingués pour la topologie de Nisnevich. Compte tenu de la définition
4.1.2 on voit alors en notant g4, (S) la sous-catégorie épaisse — de la catégorie dérivée des
préfaisceaux avec transferts — stable par somme directe engendrée par les complexes
~ Z[AY] — Zi:[X] oit X est un S-schéma lisse de type fini,
— les complexes de Mayer-Vietoris (102) associés aux carrés distingués pour la topologie de
Nisnevich,
que le foncteur afl,, induit une équivalence de catégories triangulées

s DIPSH()) /€ () — DME(S).
Par ailleurs le foncteur Z,[—] : SmCorg — PSh"(S) induit un foncteur
Zie|—] : KP(SmCorg) — D(PSh™(S)). (103)

Comme les objets de la forme Z,[X]| sont projectifs dans la catégorie des préfaisceaux avec
transferts le foncteur (103) est pleinement fidéle. Sachant que la catégorie Eyp, de la définition
4.1.19 vérifie

Eym(S) = Eym(S) NKP(SmCorg)
on obtient finalement un foncteur triangulé pleinement fidéle
v: DM (S) — DM(S).
La remarque 4.1.3 nous assure alors que ce foncteur se prolonge en un foncteur pleinement fidéele
v: DM (S) — DM(S)

qui par construction vérifie la premiére condition.

Il reste a voir que I'image essentielle de ce foncteur coincide avec la sous-catégorie des objets com-
pacts. Le foncteur de A'-localisation de la proposition 4.1.15 commutant aux sommes directes,
I’isomorphisme

Homp e (5) (M, —) = Homp gy (s)) (M, Ly ()

assure que I'image dans DM®¥(S) d’un complexe de faisceau Nisnevich avec transferts est com-
pacte si et seulement ce dernier est compact dans la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich
avec transferts. Notre assertion découle alors de ce que la sous-catégorie des objets compacts de
la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts est la sous-catégorie épaisse engendrée
par les Z,[X] ot X est un S-schéma lisse de type fini. O]
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Les motifs non effectifs sont obtenus en inversant formellement le motif de Tate de la définition
4.1.4 — on remarquera que le fait que la catégorie des motifs géométriques effectifs soit pseudo-
abélienne assure que le motif de Tate est bien un motif géométrique effectif. Le procédé est le
suivant.

On pose DMEH (S)(n) := DMEE (S) ainsi que DMT(S)(n) := DM®¥(S). On dispose alors d’un
2-systéme inductif, indicé par ’ensemble ordonné Z, de catégories triangulées tensorielles
n + DM (S)(n)

avec pour foncteurs de transition si m > n

DMgy,(S)(n) — DMgi(S)(m)

—Q®Z(m—n):

DM(S)(n) — DME(S)(m)
Par définition les catégories des motifs mixtes non effectifs sont données par les 2-colimites de
ces systemes

DMy, (S) = 2-colim DM (S)(n) ~ DM_(S) := 2-colim DM (S)(n).

Concrétement cela se traduit de la maniére suivante.
— Les objets de DMy, (S) catégorie sont les couples (M, n) formés d'un motif M € DM;%(S)
et d’'un entier n € Z.
— Les morphismes sont donnés par la relation

Hompyy,,,(s)((M,n), (N,m)) = 5221}}1 Homp et (5) (M (k — n), N(k —m)).

On dispose naturellement d’une description analogue pour DM_(.S). En particulier pour tout
M € DM¥(S), on a un isomorphisme canonique (M(n),0) = (M, —n) ce qui améne & poser
dans DM_(S)

(M, m)(n) = (M, m —n).

Les catégories triangulées DMy, (S) et DM_(S) héritent d'une structure tensorielle. En effet il
s’agit de voir que la permutation cyclique des facteurs du motif Z(1) ® Z(1) ® Z(1) est I'identité
dans DM®%(S). Cette propriété résulte du lemme suivant [78, lemme 3.13].

Lemme 4.1.24. Soitci12 = (3,2,1) € X3. Il existe un morphisme h de faisceaux Nisnevich avec
transferts rendant le diagramme

ho=id

Zulhg/Ag\ {0}

Wduit par so l

Zu[AL/AL\ {0}]® ©4 Zir[AL] > Zi[AL/AL\ {0}]®3 (104)

W;duit par si J

Zulhg/Ag\ {0}

hi=c1,2

commutatif
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DEMONSTRATION. — On dispose d’une action naturelle
Zu[Ag/A5\ {0}]%° @4 L [GLs] — Zis[Ag/AG \ {017,

Par ailleurs il existe un chemin w : A}g — GL3 tel que l'on ait wo sy =1 et wo sy = ¢y 2. Il suffit
donc de prendre le morphisme induit par w

Zis[As /A5 \{0}]%° @ur Zis[AG] — Zur[Ag/Ag \ {0157
pour obtenir un morphisme h rendant le diagramme (104) commutatif. O]

Remarque 4.1.25. Le foncteur ¢ de la proposition 4.1.23 induit un foncteur triangulé tensoriel
DMy, (S) — DM_(S)
qui est pleinement fidéle.

Pour pouvoir considérer les motifs mixtes non effectifs — sans imposer a ces derniers la condi-
tion d’étre supérieurement bornés — il faudrait considérer une construction du type P!-spectre
comme dans [144, 78|.

4.1.3. Commutation aux limites projectives. — Dans cette sous-section, nous étendons
aux catégories de motifs mixtes géométriques les propriétés démontrées dans le chapitre 2 pour
la catégorie des schémas lisses de type fini munis des correspondances finies. On obtient ainsi
un résultat — proposition 4.1.29 — donnant le comportement des catégories de motifs mixtes
géométriques par rapport a certaines limites projectives de schémas.

Nous reprenons les notations et les hypothéses de la sous-section 2.1.3. Autrement dit dans cette
sous-section notre hypothése est la suivante.
Le schéma S est régulier et limite projective d’un systéme projectif de
schémas réguliers A — S) dont les morphismes de transition sont plats et
affines.

Supposons donné un 2-foncteur

C_:A— CAT; A— Gy
ou CAT désigne la 2-catégorie des catégories essentiellement petites et notons pour pu > X par
F) ,, le foncteur de transition €\ — C,,.

Remarque 4.1.26. Dans la suite il est utile de noter que la 2-colimite C des €y admet la descrip-
tion élémentaire suivante.

— Un objet de € est la donnée (C, \) d’'un élement A\ € A et d'un objet C' de C).

— Les morphismes entre deux objets (C,A) et (C’, X') de € sont donnés par

Home((C, N, (C',\)) = C(;l/\iril Home, (F\u(0), FA/#(C’)).
I'L_ , i

Lorsque les €y sont des catégories additives et que les foncteurs F) ,, sont additifs, la catégorie €
est naturellement une catégorie additive et il s’agit aussi de la 2-colimite de €y dans la 2-catégorie
CAT* des catégories additives.

On dispose du lemme suivant. On remarquera la nécessité dans ce dernier de se restreindre aux
complexes bornés.
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Lemme 4.1.27. Supposons donné un 2-foncteur
C_:A— CaAT*; N\ = Gy
et notons C la 2-colimite des Cy. Le foncteur canonique
2—colAim KP(ey) — KP(@)
est une équivalence de catégories triangulées.

DEMONSTRATION. — Notons F) le foncteur additif canonique de €y dans €. De la description
précédente des 2-colimites, il résulte que le foncteur

2-colim ch(ey) — CP(e)

est une équivalence de catégories. Un morphisme ¢ : C' — C’ de complexes d’objets de € est donc
I'image d’un morphisme ¢y : Cy — C} de complexes d’objets de Cy par le foncteur CP(Fy). 11
suffit alors juste de remarquer que c¢ est une équivalence d’homotopie si et seulement si il existe
1> A tel que CP(F)y ,)(cy) soit une équivalence d’homotopie dans C(€,,). O

En utilisant le corollaire 2.1.9, le lemme précédent nous donne
Corollaire 4.1.28. Le foncteur canonique

2-colim KP(SmCorg, ) — K" (SmCorg) (105)
est une équivalence de catégories triangulées.

DEMONSTRATION. — Le lemme 4.1.27 entraine que le foncteur canonique

2—colAim KP(SmCorg, ) — K" (2—co}\im SmCorg, )

est une équivalence de catégories. Le fait que le foncteur (105) soit une équivalence de catégories
découle du corollaire 2.1.9 via le diagramme commutatif

2-colimy K”(SmCorg, ) — K" (2-colimy SmCorg, ) — K (SmCoryg).

O]

Proposition 4.1.29. La sous-catégorie épaisse Egn,(S) est la 2-colimite des catégories Egy, (Sy)
et les foncteurs canoniques

2—co£\imDM§§n(SA) — DM () (106)
2—co}\imDM§fn(S,\) — DM (S) (107)
2—co§mDMgm(SA) — DMy, (S) (108)

sont des équivalences de catégories.
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DEMONSTRATION. — Remarquons tout d’abord qu’étant donné un carré distingué pour la to-
pologie de Nisnevich sur Sy

Uy xx, Vi —= V),
l . l (109)
Uy X

le carré obtenu par changement de base

(8 x5, Ux) X(5x5, xy) (5 X5, VA) ——= S x5, Vy

l O l (110)

SXSAUA SXSAXA

est distingué pour la topologie de Nisnevich sur S. La définition des catégories épaisses Egp, (Sy)
et Eg,(S) entraine donc que le foncteur (105) induit un foncteur

2—(:01Aim Eyn(S)) — Egm(S).
D’aprés le corollaire 4.1.28 ce dernier est pleinement fidéle, en ce qui concerne la premiére
assertion, il suffit donc de voir que les objets de KP(SmCorg) de la forme
[AX] — [X] [UxxV]—=[Ule[V]— [X]
ol X est un S-schéma lisse de type fini et

UxxV——V

i - l (111)

U X

un carré distingué pour la topologie de Nisnevich sur S proviennent a isomorphisme prés d’élé-

ments de la 2-colimite des Ey;, (S)). Pour le premier complexe il s’agit d’une conséquence immé-
diate de ’assertion (ii) du théoréme 8.2.2 de [55]. Pour le second complexe, il suffit de remarquer
que le théoréme 8.10.5 de loc.cit. entraine 'existence d'un A € A et d’un carré distingué pour la
topologie Nisnevich de Sy de la forme (109) tel que le carré (111) soit isomorphe au carré (110)
obtenu par changement de base.

Montrons maintenant que le foncteur (106) est une équivalence de catégorie triangulée. On sait
déja grace au corollaire 4.1.28 que ce dernier est essentiellement surjectif. Il suffit donc de prouver
sa pleine fidélité. Pour simplifier les notations nous posons

Ky = K”(SmCorg, ) K = K(SmCorg)
Dy := DM (Sy) D := DM (S)
ainsi que

E := 2-colim DM ().

Convenons en outre de noter par 8y (resp. 8) la sous-catégorie de Ky (resp. K) ayant les mémes
objets mais dont les morphismes sont les morphismes de K, (resp. K) qui deviennent des iso-
morphismes dans D)y (resp. D). On peut reformuler l'assertion que nous venons de prouver
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concernant les catégories Eyy, en disant que pour tout objet M € Kj et tout objet M’ € Ky on
a un isomorphisme naturel

colim 8, (P (M), Py, (M) = 8(#(M, X), #(M', X)) (112)

ou ¢ désigne l'isomorphisme (105).

Notons ¥ le morphisme (106) et fixons des objets (M,\) et (M’,\') de D. En utilisant la
description de la remarque 4.1.26 on obtient
Homg ((M,\), (M, \)) = colimHomK#(F)\’H(M),FA/#(M’))
m

= coLun %061]%53 Homg, (F) (M), L).
$€8,(Fy,(M"),L)

D’autre part en utilisant le corollaire 4.1.28 ainsi que les isomorphismes (112) on a

Homp (¥ (M, \), ¥ (M'\)) = C[(gli%l Homg (®(M, \), K)
068(<I>(]\§[’,X),K)
= li li H S(M,N),P(K
COMlm %)EJIKH: OmK( ( ) )7 ( 7“))

c€(D(M'N),®(K,u))

= coLim (I:?Gl]iKIS Homg, (F) (M), K).
o€8y(Fyr ,(M'),K)

Ce qui prouve la pleine fidélité recherchée.

Notons (_)h le 2-foncteur qui & une catégorie associe son enveloppe pseudo-abélienne. Le mor-
phisme canonique

2—co£\im(6’lj\) — @

est une équivalence de catégories comme on le voit & partir de la propriété universelle des 2-
colimites et de la pseudo-abélianisation. En particulier le diagramme commutatif

' iv. (106)"
2-colim DMZ?;(S,\) BaAG [2—colim,\ DMgﬁfn(S,\)}h — MZ%(S)h

2-colimy DM (S))

eff
o7 DMg, (5)

entraine que (107) est aussi une équivalence de catégorie.
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Quant a la derniére assertion, il suffit en utilisant les notations de la sous-section 4.1.2 de
remarquer que

2—co}\im DMy (Sy) = 2—c0£\im 2-colim {DM;EL(S)\) (n)}
_ IPONE IPONE eff
= 2 co}lnn 2 CO%\IHI {DMgm(S)\)(n)}
= 2-colim |:2-CO£1H1 DM;’gL (S,\)] (n)
= 2-colim DM (S)(n) = DMy (S).

Ce qui achéve la preuve de la proposition. ]

Dans le reste de ce chapitre nous supposons que le schéma S est le spectre
d’un corps parfait k.
Les considérations qui suivent ne nous sont pas utiles en ce qui concerne la construction du
foncteur de réalisation f-adique. En revanche elles nous permettrons de montrer que sur un corps
parfait, le morphisme induit par ce foncteur entre la cohomologie motivique et la cohomologie
f-adique est compatible aux morphismes classes de cycles ¢-adiques via I'isomorphisme construit
par V. Voevodsky dans [136].

Nous avons été amené pour cela & étudier une question intéressante en soi. Il s’agit de la fonc-
torialité des morphismes de Gysin motiviques que nous utilisons pour construire « naivement »
un morphisme classes de cycles motiviques.

Le fait que nous soyons sur un corps parfait interviendra notamment via I'utilisation fréquente
du théoréme suivant démontré par V. Voevodsky dans [135, corollaire 4.10].
Théoréme (dit de simplification). Soit k un corps parfait. Le foncteur induit par le motif
de Tate

~®7Z(1) : DM*T (k) — DM (k)
est pleinement fidéle. En particulier le foncteur DM (k) — DM_(k) est pleinement fidéle.

4.2. Cohomologie motivique et groupes de Chow supérieurs de Bloch

Dans cette section nous rappelons la construction l'isomorphisme de comparaison entre la co-
homologie motivique et les groupes de Chow supérieurs de Bloch obtenu par V. Voevodsky
dans [136]. Nous détaillons certaines propriétés — implicites dans la littérature — de cet iso-
morphisme et notamment la compatibilité, produits d’intersection, cup-produits de cet isomor-
phisme. Rappelons que la cohomologie motivique d’'un k-schéma lisse de type fini est définie
par

HP(X, Z(q)) := Hompper (1) (M (X), Z(q)[p])
= Hom py ppest 1y (M (X), Z(q) [p])

Nous utiliserons parfois la notation HP4(X) pour désigner le groupe de cohomologie motivique
précédent. Cette définition serait valable plus généralement pour un schéma S quelconque. En
revanche dans le cas des corps parfait, le théoréme de simplication de Voevodsky assure que la
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cohomologie motivique est aussi obtenue en calculant le Hom dans la catégorie des motifs non
effectifs
HP(X,7Z(q)) := Hompay,,, (&) (M (X), Z(q)[p])

= HomDMf(k) (M(X),Z(q) [p])

4.2.1. L’isomorphisme de E. Friedlander et A. Suslin. — Le résultat essentiel permet-
tant d’identifier la cohomologie motivique aux groupes de Chow supérieurs est le lemme de
déplacement prouvé par A. Suslin dans [126, théoréme 2.1]. Ce résultat permet de calculer les
groupes de Chow supérieurs & partir du sous-complexe des cycles équidimensionnels et s’est vu
donner une interprétation motivique dans [39, §12|.

E. Friedlander et A. Suslin introduisent dans loc.cit. le complexe de faisceaux Nisnevich avec
transferts
ZF5(n) = A" 0)[—2n] (113)

dont I'image dans DM (k) correspond, suivant les considérations de [133], au « motif & support

equ1 (

compact de A" ». Les complexes (4.2.3) possédent une structure multiplicative naturelle. On
dispose en effet de morphismes canoniques dans la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich
avec transferts

Zoqui (A", 0) @1 Zoqui(A™,0) = Zequi (A", 0) @t Zoqui(A™,0) = Zeq (A", 0). (114)
vérifiant associativité et commutativité. Le premier morphisme de (114) est le morphisme naturel
qui se déduit de la construction du produit tensoriel dérivé que nous avons rappelée dans la
sous-section 3.3.2. Le second morphisme de (114) provient du morphisme de préfaisceaux avec
transferts

Zequi(A",0) © (A™,0) = Zequi (A", 0)
donné, au niveau des sections sur un k—schema lisse de type fini X, par les morphismes

Zequi(AY /Y, 0) ® zequi (A% /Z,0)  produit des o) Zequl(AT;/—;mz/Y x Z,0)
v.zcsm, © k(X,Y xZ) cycles v, z8m, © (X, Y x Z)

equl equi

(115) structure de préfaisceau
avec transferts

(A”,O) equl(A 0) (X) >Zequi(A}+m/X, 0)

gequi

AT, 0)(X),

Asqul(

la surjection (115) étant obtenue via la formule (72).
Définition 4.2.1. Soit X un k-schéma lisse. On pose

Hig(X, Z(q)) := Homp yen(ry (M (X), Z"(q)[p))
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Les morphismes (114) nous donnent, dans la catégories dérivées des faisceaux Nisnevich avec
transferts, des morphismes associatifs et commutatifs

ZFS(n) ®tLr ZFS(m) — ZFS(n +m)

qui munissent, d’aprés le lemme 12.4 de [39], d'une structure d’algébre graduée associative et
commutative les groupes abéliens gradués

Hiis(X, Z(%)) = D HEg(X, Z(q)) X € Smy.

pq

D’aprés le corollaire 12.2 de [39], le lemme de déplacement de A. Suslin [126, théoréme 2.1],
admet pour conséquence fondamentale la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Soit X un k-schéma lisse de type fini. On a des isomorphismes canoniques

[qu
CHP (X, q) —% HZ9(X, Z(p)).

Les propriétés de ces isomorphismes sont données dans le lemme suivant. La premiére assertion
de ce dernier fait I'objet du corollaire 2.4 de [143], la seconde se démontre de méme.
Lemme 4.2.3. Soient X,Y des k-schémas lisses de type fini.

1. Les carrés ci-dessous sont commutatifs

P.q r,s
clpg, x Oclps y

CHP(X, q) @ CH'(Y, 5) HEE (X, Z(p)) ® HE (Y, Z(r))

X l X
cgﬂrthrs

FS,X XY

CHP*"(X X Y, q+ s) HET=5(X < Y, Z(p + 1))

2. Soit g: X — Y un k-morphisme. Le carré ci-dessous est commutatif

P.q

clrsy _
CHP(Y,q) — HZZ (Y, Z(p))

lg* J{g*
»q

P
clpg, x

CHP(X, q) —= Hp§ (X, Z(p)).

4.2.2. Comparaison des deux théories. — Nous rappelons maintenant la construction de
I'isomorphisme de [136]. Soit X un k-schéma lisse de type fini. En associant & un sous-schéma
fermé intégre de X x P fini et équidimensionnel sur X sa restriction a 'ouvert X x A™, on
obtient un morphisme de faisceaux Nisnevich avec transferts

v, : Ztr[]P)n] - gequi(

A", 0)
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qui s’insére dans un diagramme commutatif

W, n
Lty [Pn]/Ztr [Pn—l] Zequi (A ) O)

l I,

Z(n)[2n] Zx[P"]/ Zx [P\ {0}] —— Zequi (A", 0)/

iso dans DMEH(k:) T / (116)

(Zus [A1]/Zus [A1\ {0)]) 2" —> Zua A7)/ Zoe A7\ {0},

[ . )

Dans le diagramme ci-dessus, F;, désigne le sous-faisceau avec transferts de

A" 0) dont les
sections sur un k-schéma lisse de type fini X sont données par le groupe abélien libre engendré

gequi(

par les sous-schémas fermés intégres de X x A™ qui sont quasi-finis équidimensionnels sur X et
dont le support est contenu dans X x (A™\ {0}).

D’aprés [136], les morphismes apparaissant dans le diagramme (116) sont des isomorphismes
dans DM (k). En particulier on obtient des isomorphismes dans DM (k)

(H;lofbn) [—2n]
-

Z(n) 755 (n) (117)

P,q
qui induisent, pour tout k-schéma lisse de type fini, des isomorphismes Hpq(X,Z(q)) o,
HP(X,Z(q)). En utilisant les isomorphismes de E. Friedlander et A. Suslin on obtient finale-
ment des isomorphismes

CHP(X, q)

P P:a
T N (118)
p—q,p

HE (X, 2(p) —— H~0(X,Z(p))

identifiant les groupes de cohomologie motivique aux groupes de Chow supérieurs de Bloch. En
utilisant le lemme 4.2.3 ainsi que les définitions précédentes, on obtient immédiatement le lemme
suivant

Lemme 4.2.4. Soit g : X — Y un morphisme de k-schémas lisses de type fini. Le carré ci-
dessous est commutatif

P,q

[
CHP(Y, q) — > H2=9(Y, Z(p))
lg* J{g*
[Paq
CHP(X,q) —= H29(X, Z(p)).

De méme les isomorphismes de (118) sont compatibles aux produits définis sur les diverses
théories cohomologiques :
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Lemme 4.2.5. Soient X,Y des k-schémas lisses de type fini. Les carrés

D:q o (T3S
i ®clys

CHP(X, q) © CH'(Y, 5) H?P~4(X, Z(p)) ® H*~*(Y, Z(r))

C[P‘H"»KI+S

CHP'" (X x Y, q + 8) — > H2P+2=0=5(X x Y, Z(p + 1))
sont commutatifs.
DEMONSTRATION. — D’aprés le lemme 4.2.3, il suffit de voir que les isomorphismes ¢5? sont

compatibles aux produits définis de part et d’autre. Ceci résulte de la définition des isomor-
phismes (117). En effet, pour tout k-schéma lisse de type fini X, le produit des cycles nous
donne des morphismes

Fn<Y) Fm(Z) produit des @ F + (Y X Z) X Ck;(X,Y X Z)
Y,ZESmy, ® Ck’(XaY X Z cycles Y, ZeSmy, e
structure de préfaisceau
avec transferts
(P ®FF Fyn)(X) oo By ()
A

compatible avec le second morphisme de (114). On obtient ainsi un carré commutatif de faisceaux
Nisnevich avec transferts

gequi(An7 O) Otr gequi(Amv 0)
lHn@)ter \LHWJLWL

%qui(Anv 0)/Fn Qtr %qui(Amv 0)/Fm - gequi(An—'—m? 0)/Fn+m

‘Aner7 0)

gequi (

Notre assertion est alors une conséquence de la commutativité du diagramme

(Ztr[Al]/Ztr [Al \ {0}])®trn
Rtr
(Ztr[Al]/Ztr [Al \ {0}])®trm

|

Ztr[An]/Ztr[An \ {O}]
Otr
Lix[A™] [ Zir[A™ \ {0}]

(Ztr[Al]/Ztr [Al \ {0}])®tm+m —

D Qtr P q>n+m

Ztr[An+m]/Ztr [An+m \ {0}]

(P/

n+m

A0V By ~——

i (I>;q,®trq)'lm

s geQUi(An7 0)/Fn Qtr gequi(Ama O)/Fm

geolui (
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Les lemmes 4.2.4 et 4.2.5 entrainent finalement la compatibilité des isomorphismes de (118) au
produit d’intersection des cycles et au cup-produit.

Corollaire 4.2.6. Soit X un k-schéma lisse de type fini. Les carrés

P4 on (T3S
i Qcly

CHP(X,q) ® CH"(X, s) H?P=9(X, Z(p)) ® H*~5(X, Z(r))

\L p+7r,q+s l
cly

CHP'" (X, q + s) H2PH2r=a=s(X, Z(p + 1))

sont commutatifs.

4.3. Classes de Chern et de Thom

A titre de préparation pour la construction des « morphismes classes de cycles naifs », nous
rappelons dans la sous-section suivante les principales propriétés des classes de Chern et de
Thom.

4.3.1. Classes de Chern. — Soit X un k-schéma lisse de type fini. Nous avons vu dans la
sous-section 4.2.2 I’existence d’un isomorphisme

% : CH"(X) = H*"(X,Z(n)).

Dans [49] A. Grothendieck a développé la théorie des classes de Chern des fibrés a valeurs dans
les groupes de Chow. Il associe & un fibré vectoriel £ de rang fini sur un k-schéma lisse de type
fini et & un entier n, un cycle

cn(E) € CHY(X).

Pour fixer notre convention de signe dans la définition des classes de Chern, nous prenons pour
relation de définition des classes de Chern supérieures en fonction de la premiére classe de Chern

la formule
n

Z(_l)q (Cq(E) o] WP(E)*) ~ Cl()\E)n_q =0 Co(E) =1
q=0

dans laquelle Ag désigne le fibré en droites canonique sur P(E).

Remarque 4.3.1. Par convention, lorsque E est un fibré de rang n, les classes de Chern ¢;(E)
sont nulles pour ¢ > n. On définit la classe de Chern totale ¢(E) de E comme 'élément de
lalgebre graduée CH*(X) dont la composante homogéne de degré n n’est autre que la n-éme
classe de Chern de E.

Cela permet par transport de définir les classes de Chern motivique.

Définition 4.3.2. Soient X un k-schéma lisse de type fini et E un fibré vectoriel de rang fini.
Pour tout entier naturel n, le morphisme de DMy, (k)

cn(E) : M(X) — Z(n)[2n]

image de ¢, (E) € CH"(X) par le morphisme [’ est appelé la n-éme classe de Chern motivique
de F.
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Nous avons vu avec les lemmes 4.2.4 et 4.2.5 que les isomorphismes ¢l fournissent un iso-
morphisme fonctoriel d’anneaux gradués entre la théorie de Chow CH*(X) et la cohomologie
motivique H**(X,Z(*)). Cela entraine que les classes de Chern motiviques jouissent des mémes
propriétés que les classes de Chern définies par A. Grothendieck. En particulier les classes de
Chern supérieurs vérifient les relations

n

ST(=1)7 (q(B) o me(my)  a(Ap)" T =0 co(E) = mx.
q=0

et possédent les propriétés rappelées dans le lemme suivant.
Lemme 4.3.3. Soit X un k-schéma lisse de type fini.

1. (Fonctorialité) Si g : Y — X est un morphisme de k-schémas lisses de type fini, on a
¢i(9"F) = ¢i(E) o gy.
2. (Formule de Withney) Etant donnée une suite exacte
0—-EFE —-E—-E"—0
de fibrés vectoriels de rang fini sur X, on a
«(E) =c(E") < c(E").

Définition 4.3.4. Soient X un k-schéma lisse de type fini et E un fibré vectoriel de rang n sur
X. Pour un entier ¢, on note [;(E) le morphisme

(((E) = c1(Ar)? ~ mpg) xv : M(P(E)) — M(X)(q)[2q]

dans lequel A\ désigne le fibré en droites canonique sur P(E). On pose en outre

n—1 n—1
(B) =) (E): M(P(E)) — P M(X)(q)[2q).
q=0 q=0

On dispose alors de la formule du fibré projectif démontrée par V. Voevodsky dans [128, 133].
Ce résultat est en fait essentiellement équivalent a l’existence de 'isomorphisme de Thom —
proposition 4.3.13. D’ailleurs dans le chapitre IIT de [98], M. Levine déduit au théoréme 1.3.2 la
formule du fibré projectif de I'isomorphisme de Thom — l’existence de ce dernier faisant parti
des relations imposées lors de la construction des motifs mixtes de [98|.

Proposition 4.3.5. Soient X un k-schéma lisse de type fini et E2 un fibré vectoriel de rang n
sur X . Le morphisme

n—1
(E): M(P(E)) — ) M(X)(q)[24]
q=0
de la définition 4.3.4 est un isomorphisme.
DEMONSTRATION. — En utilisant la propriété de Mayer-Vietoris, on peut se ramener dans un

premier temps au cas ot E est un fibré trivial. Tout revient donc & vérifier que le morphisme

(A1) : M(P") — Z@ Z(D)[2] @ - ® Z(n)[20]
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est un isomorphisme. Considérons le recouvrement Zariski standard de P™ par A™ et P™ \ {0},
le triangle distingué de Mayer-Vietoris s’écrit alors

M(A™\ {0}) — Z & M(P" ') — M(P") — Z[1] ® Z(n)[2n]

compte tenu du fait que l'intersection des deux ouverts n’est autre que A" \ {0} et que M (P™\
{0}) = M(P"1!). Dans la preuve du théoréme 4.2.7 de [128], il est mis en évidence un isomor-
phisme

M(A"\ {0}) =Z @ Z(n)[2n — 1]
s’inscrivant dans un morphisme de triangles distingués

M(A"\ {0}) ———= M(P") ———= M(P") ———

l [(A™) l [(A™+1)

26 Zml2n — 1) — @ 2(0)f2d] — & o)) -

Le résultat se déduit alors par récurrence sur n. O

Remarque 4.3.6. Soit E un fibré vectoriel de rang n sur un k-schéma lisse de type fini. Comme
dans le paragraphe 1.3.3 de |98, Chapitre III|, il résulte de l'invariance par homotopie, de la
propriété de Mayer-Vietoris et de la formule du fibré projectif de la proposition 4.3.5 que les
morphismes

H(X,Z(q)) — H"(Sp(E), Z(q))

sont injectifs. Dans ce qui préceéde Sp(FE') désigne comme dans loc. cit. le schéma de décomposition
en fibrés en droites de E. L’image inverse de E sur ce dernier est par construction une somme
directe de fibrés en droites et par fonctorialité ceci permet de réduire la preuve d’égalité entre
« classes caractéristiques » au cas des fibrés en droites.

4.3.2. Classes de Thom. — Rappelons dans un premier temps la définition du motif de
Thom [108, 138] associé a un fibré vectoriel.

Définition 4.3.7. Soient X un k-schéma lisse de type fini et E un fibré vectoriel de rang fini
sur X. On appelle motif de Thom de E le motif

MTh(E) := Mx(E)

de E a support dans la section nulle.

Ces motifs admettent une description en terme de la fermeture projective P(E) de E. On dispose
en effet du résultat suivant.

Lemme 4.3.8. Soient X un k-schéma lisse de type fini et E un fibré vectoriel de rang fini sur
X. On a un isomorphisme canonique

MTh(E) = M(P(E)/P(E)).

DEMONSTRATION. — Considérons I'immersion ouverte canonique

E — P(E)
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ou F est identifié au complémentaire de I’hyperplan projectif & Uinfini P(E) ainsi que l'ouvert
P(E)\ X de P(E). Le carré cartésien associé a ce recouvrement est de la forme

X E
N
P(E)\ X — P(E)
et 'on a donc un isomorphisme canonique

MTL(E) = M(B(E)/(B(E) \ X)).

D’aprés le corollaire 8.6.4 de [51], 'immersion fermée P(E) — P(FE)\ X s’identifie naturellement
4 la section nulle d’un fibré en droites sur P(E). Cela donne M (P(E)) = M(P(E)\X) en utilisant
I'invariance par homotopie et on en déduit un isomorphisme canonique
MTh(E) = M(P(E)/(P(E)\ X)) = M(P(E)/P(E))

ce qui prouve le lemme. O
En particulier on dispose d’un triangle distingué canonique

M(B(E)) == M(P(E)) 22 MTh(E) 15 . (119)
Définition 4.3.9. Soit E un fibré vectoriel de rang n sur un k-schéma lisse de type fini. La
classe de Thom du fibré E est le morphisme de DMy, (k)

t(E): M(P(E)) — Z(n)[2n]

donné en fonction des classes de Chern de F par la relation

n

w(E) =Y (-1 [cq(E) 0 WP(E)/X*} ca ()" (120)
q=0

Remarque 4.3.10. Compte tenu de la définition 4.3.4, la relation (120) donnant la classe de Thom

peut étre reformulée sous la forme du diagramme commutatif

MEE) Do @ M(X)(q)[24]

q=0
_ > g=o(=D%en—q(E)(q)[2q]
t(E)-mp5) /xx

M(X)(n)[2n]

dans lequel -¢,,—4(E)(q)[2¢q] : M(X)(q)[2q] — M(X)(n)[2n] désigne le morphisme naturel déduit
de ¢p—q(E).

Lemme 4.3.11. Le carré

n—1

® M(X)(g)[2q) £ @ M(X)(q)[2d],
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est commutatif.

DEMONSTRATION. — Il suffit de remarquer I'immersion & 'infini de P(E) dans P(F) induit un
isomorphisme Ag = ¢5 Ag. Il résulte alors de la fonctorialité des classes de Chern que ¢;(Ag)? =
¢1(Ag) 0 toox €t le résultat découle de la définition 4.3.4. t

Il résulte du lemme 4.3.11 que le triangle distingué (119) est scindé. Il induit donc une suite
exacte courte scindée — les Hom étant calculés dans DMy, (k) —

0 — Hom(MTh(E), Z(n)[2n]) — Hom(M (P(E)), Z(n)[2n]) — Hom(M(P(E)), Z(n)[2n]) — 0.

Sachant que la relation de définition des classes de Chern entraine que t¢(E) 0 inox = 0, on voit
donc que la classe tc(E) admet un unique antécédent tc(E) par le morphisme

Hompyy,,, (MTh(E), Z(n)[2n]) — Hompay,,, (M (P(E)), Z(n)[2n]).

Définition 4.3.12. Soit E un fibré vectoriel de rang n sur un k-schéma lisse de type fini. On
appelle morphisme de Thom de E, le morphisme de DMy, (k)

{(E) = te(E) < mpgy x. - MTh(E) — M(X)(n)[2n] (121)

donnée par la classe de Thom tc(E)

Ce morphisme est en fait compatible avec les morphismes de la définition 4.3.4 qui décomposent
le motif d’un fibré projectif. On dispose en effet de la proposition suivante.

Proposition 4.3.13. Soit E un fibré vectoriel de rang n sur un k-schéma lisse de type fini X.
Le morphisme de Thom (121)est un isomorphisme dont l'inverse est donné par

{E)™ = (—=1)"0ps o (E) ' ou

ot le morphisme v est l'inclusion canonique
v M(X)(n)[2n] — €D M(X)(q)[24].
q=0

DEMONSTRATION. — Notons ¢ le morphisme

5

M (X)(n)[2n] —> @qg=o M(q)[24] [(E)AM(IP’(E)) — = MTh(E).

Il résulte du lemme 4.3.11 que le diagramme

M(P(E)) foor M(P(E)) e MTh(E) —
(E)~! T (E)~?! T (T3}
- @) (X)(q)[2q) 222 fé% M(X)(q)[24) < M(X)(n)[2n]

est commutatif. Les lignes de ce dernier étant des triangles distingués, le fait que ¢g soit un
isomorphisme découle alors d’une application classique de l'axiome de l'octaédre. En effet le
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diagramme
M(X)(n)[2n] MTh(E)
\commutat/
11 distingué )) distingué 11
ommutatlf\
n—1
D M(X)(q)[24] , M(P(E))
q:O (E)

est la partie inférieure d’un octaédre. On peut donc le compléter en un octaédre dont la partie
supérieure est de la forme

M(X)(n)[2n] o

MTh(E)
+1  distingue

11 commutatif (' commutatif

/ +1
distingué
n—1

@ M (X)(@)[2q) ~——— M(P(E))
q=0

+1

pour un objet C' € DMy, (k). Comme [(E) est un isomorphisme, on a C' = 0 ce qui prouve bien
que ¢ est un isomorphisme. Le fait que le morphisme de Thom soit un isomorphisme d’inverse
(=1)"¢g découle alors de la remarque 4.3.10 et du diagramme commutatif suivant qui en résulte

é} M(X)(q)[2q) 2 M(P(E)) o MTh(E)
LT \ l[(E) Y(E)
n Zgzo(*l)q'cn—q(E)(Q)[QQ]
M(X)(n)[2n] : GBO M(X)(q)[24] M(X)(n)[2n].
W
(-1)"id

O

Dans la suite nous utiliserons le lemme suivant pour montrer que la « classe de cycle naive »
d’un diviseur de Cartier est donnée par la premiére classe de Chern du fibré en droite qui lui est
associé — lemme 4.5.4.

Lemme 4.3.14. Soit E un fibré en droites sur un k-schéma lisse de type fini X. Le carré
M(FE) —— MTh(FE)

e

M(x) 22 z(1)2)

est commutatif.
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DEMONSTRATION. — Considérons I'immersion ouverte canonique

E — P(E)

o E est identifié¢ au complémentaire de I'hyperplan projectif & U'infini P(E). Il découle de la
remarque 4.3.10 que l'on a le diagramme commutatif

(ﬂ—E/X*70)

M(E)
[ ]

M(X) ®© M(X)(1)[2] <— M(P(E))

t w(E)
Z(1)[2]

a(B)—mx.(1)[2]

Le lemme s’en déduit O

Soient X un k-schéma lisse de type fini et E, F' des fibrés vectoriels de rang fini. Convenons de
noter p, q les projections
ELEaoFrLF

Les carrés cartésiens

F——FEQF E—F®F
WF/X\L O lp TFE/Xi O q
X E X F

nous donnent des morphismes naturels dans DMg,, (k)

My, .(p): Mp(E®F) — MTh(F) M

En utilisant la formule de Withney et la relation de définition des classes de Thom, on obtient

le lemme suivant.

Lemme 4.3.15. Soient E, I des fibrés vectoriels de rang fini sur un k-schéma lisse de type fini
X. Ona
t(E®F) =M

neyx (P) 0 6(E)] ~ [May, (q) o te(F).
Remarque 4.3.16. Autrement dit en notant n le rang du fibré E et m celui de F, le diagramme

suivant est commutatif

Moy, o (@) [May, ¢ (9)ote(E)
MTh(E & F) G ] MTh(F)(n)[2n]

Y{EQF) t(F)(n)[2n]
M(X)(n+m)[2(n+ m)].

Il est montré a la proposition 8.3.26 et au lemme 8.3.29 de [32] que les morphismes de Thom
satisfont la proposition suivante que nous utiliserons systématiquement pour établir les propriétés
des morphismes de Gysin et des morphismes « classes de cycles ».
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Proposition 4.3.17. Soient X un schéma lisse et E un fibré vectoriel de rang n sur X.

1. Sotent g :' Y — X un morphisme de schémas lisses, F' un fibré de rang m sur'Y et u un
monomorphisme de fibré de F' dans g*E, le diagramme suivant est commutatif

MTh(F) MTh(v) MTh(E)
t(Y)l t(E)l
M) (m)f2m] =2 OB b (x) (m)f2n)

2. On suppose E de rang 1. On note & le Ox-module inversible associé et E\") désigne le fibré
vectoriel associé a E", r étant un entier positif non nul. Alors le diagramme suivant est
commutatif

MTh(E)

MTh(E™)

lt(E) {E™)

M(X)(n)[2n] "% M(X)(n)[2n].

4.4. Morphismes de Gysin motiviques

Dans la construction des morphismes de Gysin, les espaces de déformation au cdne normal jouent
un rdle essentiel dans la mesure ot ils remplacent en géométrie algébrique les constructions du
type « voisinage tubulaire » de la topologie. La sous-section suivante est ’occasion pour nous
de préciser les espaces que nous utilisons et de rappeler la construction du morphisme de pureté
homotopique de F. Morel et V .Voevodsky [108].

4.4.1. Isomorphisme de pureté. — Dans ce travail les espaces de déformation au cone
normal que nous considérons sont les versions fibrées sur A — dans le chapitre 5 de [43] W.
Fulton introduit les versions fibrées sur P'. Soient X un k-schéma lisse de type fini et Z un
sous-schéma fermé lisse de ce dernier. Nous notons Dz (X) l'espace de déformation donné par
I'éclatement de Z dans AL, — Z étant identifié & un sous-schéma fermé de AL via la section
nulle —

Dz(X) := Bz(AX).
En remarquant que le fibré projectif normal de 'immersion de Z dans A}( n’est autre que la

fermeture projective du fibré normal Nz X, cette déformation prend place dans le diagramme

PX,Z

P(NzX) Dz(X) X

1k e ]

X x {0} 2> x x Al <2 X x {1}

0x,7

ol s est la restriction & Z de la section canonique s de w sur Z x A! donnée par le morphisme

s:Zx A" = Bz(Z x A') — Dz(X).
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Nous utilisons parfois comme espace de déformation au cone normal un ouvert de Dz(X). Le
carré cartésien

7==7z
| o
X —2= AL

nous donne une immersion fermée de Bz(X) dans Dz(X) s’insérant dans le diagramme

Bz(X) —— Dz(X)|lo —= Dz(X)

~a e

X

et nous notons D% (X) 'ouvert de Dz(X) donné par
DY(X) = D(X)\ Bz(X).
En remarquant que
Dz(X)|o = Bz(X) UP(NzX)
B(X) NB(N;X) = 7,

la déformation D% (X) s’introduit donc dans le diagramme

o o
Px.z 2x.,z

Nz X ’ D% (X) X

| = ]

Z X x {0} 2> x x Al < X x {1}.

Le théoréme de pureté homotopique démontré par F. Morel et V. Voevodsky dans [108] s’énonce
dans le cadre des motifs mixtes de la maniére suivante.

Proposition 4.4.1. Soient X un k-schéma lisse de type fini et Z un sous-schéma fermé lisse
de X. Les morphismes induits par la déformation au céne normal

PX,Z 0X,z

Mz(P(NzX)) —= Mzup1(Dz(X)) <= Mz(X)

o
0%,z

MTh(NzX) 2% My, 1 (DY(X)) <2 My(X)
sont des isomorphismes dans DM (k).
DEMONSTRATION. — Nous considérons le cas de 'espace de déformation Dyz(X), la démons-

tration étant analogue pour ce qui concerne D%(X). Remarquons tout d’abord que pour un
diagramme d’excision étale

W

l 0

Z

-

étale

-~

immersion

b

fermée
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les morphismes canoniques apparaissant verticalement dans le diagramme

ou,w PUW

My (U) 22 My (D (U) <222 MTh(Ny U).

| | l

0x,7 X,z
Mz(X) —— Mzup1(Dz(X)) <—— MTh(NzX).
sont des isomorphismes dans DM (k). Il s’ensuit donc que le morphisme ox 7 (resp. p x,7) est
un isomorphisme si et seulement si le morphisme oy w (resp. pyw) en est un.

Par une descente étale on peut alors se ramener au cas ot I'immersion fermée n’est autre que
I'immersion canonique via la section nulle X < A%. En effet supposons que les morphismes
ox,an et px an solent des isomorphismes pour tout k-schéma lisse de type fini. Soit 7 : Z — X
une immersion fermée triviale i.e. donnée & un morphisme étale prés par I'immersion de I'espace
affine A"7¢ dans A™. On a alors un diagramme cartésien

Z XATL*CZHX XA'VL ACZ

i O i étale

Anfc A’Vl

comme le morphisme Z — A" ¢ est étale, le sous-schéma fermé Z x yn—c Z de X x 4n» A%, s’identifie
a la réunion disjointe d’un sous-schéma fermé Y et d’une copie de Z. Considérons le schéma
U :=X xun A%\ Y, alors par construction on a deux diagrammes d’excision étale

Z U Z U
\L O i étale O l étale
immersion i i
> 7 immersion ACZ
fermée fermée

ce qui prouve que gz x et pz x sont bien des isomorphismes dans le cas ot l'immersion est
triviale. Supposons maintenant que I'immersion fermée soit quelconque. Puisque les schémas
considérés sont lisses, elle est en fait localement triviale pour la topologie de Zariski et le résultat
ce déduit du cas précédent par récurrence sur le nombre d’ouverts. Il reste donc & démontrer
que les morphismes gx a7 et px an sont bien des Al-équivalences faibles. Dans ce cas, 1’espace
de déformation Dx (A%) est particuliérement simple et n’est autre que le schéma

Dx(A%) = X x A" x P,
La projection canonique de Dx (A% ) sur P% induit un isomorphisme
ax : Mxyn(Dx(A%)) = Mx (P)

telle que la composée ax o px an soit l'identité de My (P%), ce qui prouve que px, A est bien un
isomorphisme. D’autre part cette méme projection induit via px a7 'isomorphisme canonique de
motifs Mx (A% ) = Mx(P%). On en déduit que ox a7 est aussi un isomorphisme et la proposition
se trouve démontrée. O

Comme on ’a vu dans la preuve du lemme 4.3.8, on dispose d’un isomorphisme canonique
MTh(NzX) = Mz(P(NzX)). On peut voir que les morphismes de la proposition 4.4.1 sont
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compatibles avec cet isomorphisme, autrement dit que le diagramme suivant est commutatif

dans DM°% (k)

Mz(P(m)) ﬂ' Mz (DZ(X))

) ) 0X,7
1S0. 1S0O.

MTh(NzX) —— Mz p1(D%(X)) <—— Mz(X).
Px.z 0%,z
Définition 4.4.2. Soient X un k-schéma lisse de type fini et Z un sous-schéma fermé lisse de
X. On appelle isomorphisme de pureté I’isomorphisme

93(7Z (ng,z)_l

px.z: Mz(X) —= Mz (Dz(X))

MTh(N;X). (123)

donné par la proposition 4.4.1.

L’isomorphisme de pureté associé & 'immersion fermée de la section nulle dans un fibré vectoriel
est compatible aux classes de Thom. Ainsi on dispose du lemme suivant qui nous sera utile dans
la suite.

Lemme 4.4.3. Soient X un k-schéma lisse de type fini et E un fibré vectoriel de rang n sur X.
Le diagramme suivant est commutatif :

te(E)

T

Px.E te

MTh(E) MTh(NxE)

Z(n)[2n]

DEMONSTRATION. — Dans ce cas la déformation au cone normal se réduit au schéma DS FE =
EA'. En utilisant la proposition 4.3.17 on a le diagramme commutatif

o

(e}
PE,X* OX Ex

MTh(NxE) My p1 (EAl) MTh(E)
\ iMl,(ﬂ")ot})/
te(Nx E) tc(E)
Z(n)[2n]
ot 7 (resp. v) désigne la projection de FA! (resp. XAl) sur E (resp. X). Le lemme s’en déduit.
O
4.4.2. Cas d’une immersion fermée. — Nous étudions dans cette sous-section la foncto-

rialité du morphisme de Gysin motivique dans le cas des immersions fermées. Précisons tout
d’abord la définition de ce dernier.

Définition 4.4.4. Soient X, Z des k-schémas lisses de type fini et ¢ : Z < X une immersion
fermée purement de codimension c. On appelle morphisme de Gysin associé a ¢ le composé

Px,z

i My (X) P54 MTh(N,x) A2,

M(Z)(c)[2¢]

ol px z est 'isomorphisme de pureté (123) et t(NzX) I'isomorphisme de Thom associé au fibré
normal.
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A partir de la proposition 4.3.13 et du triangle de Mayer-Vietoris
M(X\ Z) &5 M(X) - My(X) 25
on obtient le triangle distingué de Gysin
M(X\ Z) 25 M(X) 5 M(2)(e)2¢] =5 (124)
et la suite exacte longue de Gysin en cohomologie motivique
= HP7(Z,2(q —¢)) — HP(X,Z(q)) — H"(X \ Z,Z(q))
— HPR(Z,2(g - ) - s

Remarque 4.4.5. Soient X un k-schéma lisse de type fini, Z un sous-schéma fermé lisse de X et
FE un fibré vectoriel de rang fini sur X. On a une décomposition canonique

NzE =NzX & iE,XE'
En effet d’aprés la proposition 19.1.5 (iii) page 186 de [56], on a la suite exacte de fibrés normaux
0— NzX — NzE — iy xNxE — 0.

Le fibré normal de X dans F s’identifie naturellement a E et le morphisme Nz X — NzFE admet
une rétraction induite par la projection de E sur X, la suite exacte précédente est donc scindée
et on a la décomposition voulue.

Pour simplifier nous utiliserons dans la suite la notation
M{n} := M(n)[2n]

dans DM, (k). Parfois nous noterons le produit fibré sur k par la juxtaposition des schémas. Ces
conventions s’étendent aussi & la sous-section suivante. Pour établir les propriétés élémentaires
de fonctorialité du morphisme de Gysin nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.4.6. Soient X un k-schéma lisse de type fini, Z un sous-schéma fermé lisse de X
purement de codimension c et E un fibré vectoriel de rang n sur X. Le diagramme suivant est

commutatif
(B

MTh(E) M(X){n}
Mz (E) Mz(X){n}
7.8 i7.x
M(Z){n + c}.
DEMONSTRATION. — Notons W le sous-schéma fermé de codimension ¢ de E défini par le carré

cartésien
W-——F
V\L O iﬂ
J—=X

ainsi que le sous-schéma fermé

[ZA'] — Dy (E)
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transformé strict de 'immersion fermée de ZA! dans EA! par Iéclatement définissant la défor-
mation au cone normal Dy (E). On peut alors considérer la déformation au cone normal

Dzw(E) = Dz [DW(E)]

associée a 'immersion de [ZAl] dans Dy (E). Le diagramme cartésien

E——> DwE
|
7 — [ZAl]
nous donne un morphisme naturel de Dz (E) dans Dz (E) et on dispose du diagramme com-
mutatif
M(E) = M(X)
i
Mz(E) Mz(E) My (E) —=— Mz(X)

| l | l

Myus | D2(B)| = Mizss) | Daw (E)| <= Myss [ D (B)| = Miyas | Dy ()| = My [ D2 ()|

| | | | |

MTh(N;E) — MTh [N[ZMDW(E)} < My(NwE) ~— MTh(Ny E) —> MTh(NzX)

Considérons alors les morphismes O et 6 défini par

M(E) M(E) 2 740y

M(Dw (E)) Y M(EAY) — > M(E) el Z{n}

T T

M(Ny E) M(W) —— M(E) = Z{n}.
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Ces derniers rendent le diagramme suivant commutatif

MTh(E) ® M(X){n}
My(E) Mo tel®) Mz(X){n}
l M, ,1[Dy7]~© \L

Mz [DZ(E)} — Miza) {DZ,W(E)] ~—— Mzp [DW(E)} — Mzp [DZ(X)] {n}

T T 1 MTh(N, )0 T

MTh(NzE) —> MTh [N[ZN}DW(E)} My (N E) MTh(NzX){n}

D’aprés la remarque 4.4.5 on a une décomposition canonique
NzE = NzX @iy x B
et le lemme 4.3.15 assure que le diagramme est commutatif
MTh(N, )0

MTh [N[ZAI]DW(E)] < My(NwE) ——> MTh(NzX){n}

T (N, X){n}
{NZE)

MTh(NzE) M(Z){c+d}.

Ce qui prouve le résultat ]

Lemme 4.4.7 Soient X, Z des k-schémas lisses de type fini et

W,z _ 1z, X

W — 7 — X

des immersions fermées purement de codimension respective ¢ et d. Le diagramme suivant est

commutatif
My (X) P57 MTR(N,X) o My (N X)
l [
i, x
My (X) MW){c+ d}.
DEMONSTRATION. — Considérons le sous-schéma fermé

[WA'] — Dz(X)

transformé strict de I'immersion fermée de WA! dans XA' par I'éclatement définissant la dé-
formation au coéne normal Dz(X) et notons [IWA!° sa restriction a 'ouvert D%(X). On peut
alors considérer la déformation au céne normal

Dy, 7(X) := FWAl]O [D%(X)]
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associée a 'immersion fermée de [WA!]° dans D%(X). On a le diagramme cartésien

NzXHD%(X)HX

o 1 o

W——=[WA]° ~—W
et donc des morphismes naturels
Dy (NzX) —— Dy 7(X) <— Dy (X) .
Ces derniers induisent des isomorphismes de motifs rendant commutatif le diagramme suivant

Px,z

MTh(NzX) My [D%(X)} My (X)
|
My (N7 X) My e [ D3(X) My (X)

| RN
Pz xw (- Myyyan [D%(NZX)} — Myprjon [Div,z(X)] ~— Mya [D%/(X)} } P

. ? 7

MTh(NywNzX) — MTh [N[WAl]O (DOZ(X))} < MTh(NwX)

et le résultat découle de la fonctorialité des morphismes de Thom de la proposition 4.3.17. [

Nous sommes maintenant en mesure de vérifier la fonctorialité des morphismes de Gysin, plus
précisément on a la proposition :

Proposition 4.4.8. Soient X, Z,W des k-schémas lisses de type fini et

W,z _ 1z, X

W — 7 — X

des immersions fermées purement de codimension respective ¢ et d. Le diagramme suivant est
commutatif

My (X) —25 M(2){e)

My (Z){c}
ii}},’z{c}
My (X) ’ M(W){e+ d).




196 CHAPITRE 4. MOTIFS MIXTES DE VOEVODSKY

DEMONSTRATION. — D’aprés les lemmes 4.4.6 et 4.4.7, le diagramme suivant est commutatif
My (X) Mz(X) iy
\ Px,z 7
\ (NzX) P
MTh(NzX) M(Z){c}
Mw (NzX) Mw (Z){c}
W,N, X /
MW){c+d} = ‘wz
Ce qui prouve la proposition. O

On dispose aussi de la formule de changement de base propre pour les immersions fermées.

Proposition 4.4.9. Etant donné un carré cartésien

1z, X
Z—X
h O g
W—Y
W,y
de schémas lisses dans lequel iy,y est une immersion fermée purement de codimension c.

1. Siiz x est une immersion fermée purement de codimension d, alors le diagramme

My(X) 2% M(Z)1d)
Mh(g)i iM(h){d}vce(E)
WY

My (Y) —= M(W){c}

est commutatif ot E = h*NywY/NzX désigne le fibré d’excés d’intersection et e son rang.
2. En particulier si I'immersion i,y est transverse au morphisme g, le diagramme

sk

M (X) —% M(Z){c}
Mh(g)l iM(h){c}
M (V) L MW (e}
est commutatif.
DEMONSTRATION. — Le carré considéré étant cartésien, le morphisme de fibrés vectoriels

Nig: NzX — h*NyY

est un monomorphisme et son quotient E est de rang e = ¢ — d. Remarquons tout d’abord que le
second point est une conséquence immédiate du premier. En effet si i1y et g sont transverses,
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Z est un sous-schéma fermé de X de codimension pure ¢, le morphisme canonique N} g est un
isomorphisme et le morphisme

M(h){d} ~ ce(E)

est ainsi égal au morphisme M (h){c}. Le premier point quant a lui est une conséquence de
la proposition 4.3.17 et de la fonctorialité du morphisme de pureté, puisque en vertu de ces
résultats, le diagramme suivant est commutatif :

My(X) Mn9) My (Y)
/ lpzx ///ﬂm\ PW,Yi \
\\ ltNZX it(h*NWY) t(NWY)i /

Z){d}—ce(E) M(h){c}
M(Z){d} M(Z){c} M(W){c}.
M(h){d}—c.(E)

. . . ” . 1/Z7X . . ’ \
Proposition 4.4.10. Soient X un schéma lisse et Z — X une immersion fermée ot Z un
sous-schéma lisse purement de codimension c. Soient

a:M(Z)— M b: Mz(X)— N

des morphismes de DMyg,,, on a alors l’égalité

avbo (iZ,X)*} {c}oiyx = [a{c} o ZZX} b
en tant que morphisme de Mz(X) dans (M ® N){c}.

DEMONSTRATION. — D’aprés la proposition 4.4.9 appliqué au carré cartésien

17X

A X
Z’L'ZXOAz\L O lAX

ZXWXX

le diagramme

Mz(X)

M(Z){c}

M(Ax,Az)i M(ZiszAz){C}

ZX XX

My (XX) 225 M (2X) e}
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est commutatif. En remarquant que i,y vy = % y @M (X), on a donc le diagramme commutatif

a{c}®N a{c}®b
I ey e N s T
M(Z){c}b
Z){c} @ N Z){c} ® Mz(X) —= M(Z){c} ® Mz(X)
M(Z){C}®(iz,x)*T
My( M(Z M(Z
iy, x®b ® Z iy x®Mz(X ( ){C}® ( )
Ma, AX)T
Mz (X) —————= M(Z){c} — o M(Z % Z){c}
ce qui prouve la formule de projection. O
4.4.3. Cas d’un morphisme projectif. — Nous introduisons maintenant le morphisme de

Gysin associé & un morphisme projectif. Nous supposons dans cette sous-section que les schémas
sont quasi-projectifs lisses sur k. Cela assure l’existence d’une famille ample de fibrés en droites
sur les schémas que nous considérons. Pour un fibré vectoriel E sur X, on dispose ainsi d’une
immersion fermée du fibré projectif associé P(F) dans un espace projectif P".

Définition 4.4.11. Soit E un fibré vectoriel de rang n + 1 sur X. On appelle morphisme de
Gysin associé a la projection mp(g),x de P(E) sur sa base, le morphisme canonique

Tamyx = (DM E){=n} s M(X) — M(P(E)){-n}
ott [;}(E) désigne le morphisme canonique de M (X){n} dans M (P(E)).
Le lemme suivant permet de définir le morphisme de Gysin associé & n’importe quel morphisme
projectif de dimension pure.
Lemme 4.4.12. Soient g : X — Y un morphisme projectif purement de dimension d et g =
Tp(E)/y © ¢ une décomposition de g en une immersion fermée purement de codimension ¢ suivie

d’une projection canonique
TP(E)/Y
—

X <& P(E) Y
ot E est un fibré vectoriel sur'Y de rangmn + 1 ou n = c— d. Alors le morphisme
M(Y) =22 MP(E){—n} S5 M(X){d}
ne dépend que de g.

DEMONSTRATION. — Supposons que ’on ait deux factorisations
P(E)
zx(]}»/ TP(E)/Y
Y

IX P(F) Te(F)/Y
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ou F et F sont des fibrés vectoriels sur Y de rang respectifs ng + 1 et np + 1. On a alors le
diagramme commutatif

ix P(E) > x ¢ ix P(F)
Tp(E)/ \E@}/ TR(F))Y
lW]P’(EEDF‘)/Y

Y

dans lequel ¢ et j désigne respectivement les inclusions de F et F' dans E ® F, ce qui permet de
supposer qu’il existe un monomorphisme de fibrés vectoriels v : £ — F'. Notons pour simplifier ¢
I'immersion fermée de P(E) dans P(F') induite par le monomorphisme u et n la différence entre
le rang de F' et le rang de E. Tout revient & démontrer que le diagramme

]P’(F)/Y

M(Y) ——= M(P(F){-np} — Mpg)(P(F)){-nr}

! * i
TB(B)/Y M(P(E)){—ng}

est commutatif. Pour cela nous allons donner une description en « coordonnées » du morphisme
de Gysin associé a I'immersion fermée de P(E) dans P(F). En notant m, ¢ le morphisme de
M(Y){s} dans M(Y){r +n}

m, s = L{EYn}oi* o [[(F)

induit par le morphisme de Gysin, on obtient une matrice m de taille ngp x np a coefficients
dans H**(Y'). Fixons un entier r = 0, ...,ng d’aprés la formule de projection de la proposition
4.4.10

L(E){n}oi* = |mpmyve ~ (@(An) 0d) [{n} oi*

- [”P(E)/Y*{n} ° Z*} = a(Ar)"

En utilisant la relation de définition des classes de Thom en fonction des classes de Chern, on
voit que le morphisme mp(f) /y*{n} 0i* est de la forme

Te(E)ysin} o it = (=1)" +Z[k°7TIP /Y*}V n—k(F)

ou ny est un morphisme du motif M(Y) dans Z{k}. On en déduit que
0 pour s >r+n
my s =
(=1)™ pour s=r+n

et en particulier
(=)= (B){n} = i* o mp )y {nF}-
On a ainsi mp gy /y = i*{—np}o Tp(py/y €€ qui prouve le lemme. O
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Lorsque g : X — Y est un morphisme projectif purement de dimension d entre k-schémas
quasi-projectifs lisses, nous appelerons morphisme de Gysin associé a g la composée

7TE;(E)/Y
—_—

M(Y) M(P(E){—n} = M(xX){d)

qui ne dépend d’aprés le lemme 4.4.12 que de g et non de la factorisation choisi.

Nous allons maintenant étudier le morphisme de Gysin associé aux morphismes projectifs de
dimension pure.

Lemme 4.4.13. Soient X un k-schéma quasi-projectif lisse, et n,m des entiers positifs. On a
la relation
p{-n}o ”J;;;/XO =q¢{-m}o ”E;;fg/x = ipm{—n—m—nmjo W];}m+n+m/x
0l inm désigne l'immersion fermée de Segre
inm : Py xx P — P}m+”+m
et p (resp. q) la projection canonique de P% X xIP'¢ sur son premier facteur (resp. second facteur).

DEMONSTRATION. — Posons pour simplifier les notations N = nm +n + m et
P = P x x PR
Soient s < n et ¢ < m des entiers, et [5; le morphisme du motif de Py"™ dans M (X){s + t}
donné par
50 := TP/ Xx [cl()‘nJrl)s OPx ~ cl(Aerl)t O (x| -

En utilisant la décomposition canonique des motifs de fibrés projectifs, les morphismes I,
induisent un isomorphisme canonique

M(P%™) = M(X){s +t}.
s=0 t=0

Dans la suite de la démonstration, on notera [, le morphisme [, := [T(A%H). Remarquons tout
d’abord que par définition des morphismes de Gysin associés aux projections, on a

n+m [;}n{fn —m}.

p{-n}o WE}/XO =q¢{-m}o Wﬁy/x =(-1)
D’autre part le plongement de Segre est compatible aux fibrés en droites canoniques i.e.
i;kz,m)‘N-i-l = p*)‘n—&-l S2) q*/\m—H

en particulier d’aprés la fonctorialité des classes de Chern et la formule de Withney, on a pour
r<n+m

bo (inm)e = |Toy e~ &1 Ow41)"] © (inam)s

= 7T[ED}”"/X* ~ ! Z c1()\71—&-1)S O Px ~ C1(>\m+l)t Ofgx| = Z [s,t-
s+t=r s+t=r
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La formule de projection de la proposition 4.4.10 assure que 'on a
[ > ts,t{nm}] Oinm = |Teymxe ~ AN+1)" 0 (ingm)< | {nm} 015,
s+t=r
= [WP}m/X*{”m} ° i:,m] e (An41)"

En utilisant la relation de définition des classes de Thom en fonction des classes de Chern, on
voit que le morphisme Tprm x«{nm}oiy . est de la forme

nm

Wpr)?m/x*{nm} o ’L';kl,m = (=1)""lym + Z [nk o WP%/X*} ~ lom—k
k=1

ot les ny sont des morphismes de M (X) dans Z{k}. On en déduit finalement une relation de la
forme

[ Z [S7t{nm}] 0 Z:;,m = (_1)nm[nm+r + Z [nk © 71'[va)l\(f/)(*:| ~ lymtr—k

s+t=r k=1

ce qui donne en particulier

(—1)Nip =N} o [ZH{=N} = (1) {—n — m}

,m

et le lemme se trouve démontré. O

Lemme 4.4.14. Soient X un k-schéma quasi-projectif lisse et n un entier positif. Etant donnée
une immersion fermée purement de codimension c

iZ,X - X
ot Z est un schéma lisse, les morphismes de Gysin associé au carré cartésien suivant
P? ——P%
| o |
7 —X
satisfont la relation
7rfg"zl/z{c} olyx = iI?g,P"X{—”} °© WI;}/X'

DEMONSTRATION. — Fixons un entier positif » < n. En utilisant la formule de projection de la
proposition 4.4.10 et la fonctorialité des classes de Chern, on a

% _ ro <%
L{c} o ipn pn = [WIP%/Z* 1 (Apt1)" 0 ZPg,P;;*] {ctoipy pn
— -k r
= [W]P’TZL/Z*{C} °© ZIP%,]P’”X] ~ (A1)
En utilisant la proposition 4.4.9, on a

ok ek
Wprzz/z*{c} @) Z]P%,P} = ZZ,X e} 7'(']}»7)1(/)(*

ce qui justifie notre assertion. O
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Proposition 4.4.15. Soient X,Y,Z des k-schémas quasi-projectifs lisses et g : X — Y, h :
Y — Z des morphismes projectifs respectivement purement de dimension d et e. On a

g {ctoh’ = (hog)”
autrement dit le diagramme suivant est commutatif

h*

M(Z) M(Y ){e}
lg*{e}

M(X){d+ e}.

(hog)*

DEMONSTRATION. — On peut factoriser g et h sous la forme
g XSPL Y  h:Y PR — 2z
On dispose alors en utilisant les notations du lemme 4.4.13 d’immersions fermées
xS ppmoprd pum
vérifiant les relations
hog=mpp,z.0qo0t  qoj=ipompp y. L= jolg.
Le morphisme h o g quant & lui est donné par la factorisation ou intervient 'immersion de Segre
hog :Wﬁpg/z* Oin7mojoig.
La proposition 4.4.8, et les lemmes 4.4.13, 4.4.14 assurent donc que
(hog)” = dg{-n}oj{—n—mjoiy {-N}ompy ,

= ir{-n}oj*{~n—m}oq {-m}oms,,,

= [is{-n} oy v | {e} it {-m} omiy

= g{ejoh’
ce qui donne la relation voulue. O

Proposition 4.4.16. Etant donné un carré cartésien
h/
X —X
g’l O lg
/
Yi—/>Y

ot g est un morphisme projectif de dimension pure d transverse a h, le diagramme suivant est
commutatif :

M) 2L M(x7){ay
lh* J{h;{d}

*

M(Y) —L M(X){d}.
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DEMONSTRATION. — Donnons nous une factorisation de g sous la forme g : X — Pj, — Y. On
a alors un diagramme commutatif

X,LX

/o N

g P —=Py g
\J o |/
N A ¥
Y ——Y

dans lequel les carrés sont transverses, on a donc en vertu des propositions 4.4.9 et 4.4.15 et de
la définition des morphismes de Gysin associé a une projection

ok, = P{-n}omty,yohs
_ -x n o *
= | o B {-n}omh v
= W{d}o [(i’)*{—n} o Thn yr-
Y/
Ce qui donne par définition la formule de changement de base propre voulue. ]

La formule de projection est satisfaite dans le cas particulier des projections d’un espace projectif
P% sur sa base et se déduit donc par la fonctorialité de le la proposition 4.4.10 concernant les
immersion fermées

Proposition 4.4.17. Soient g : X — Y un morphisme projectif de dimension pure d et
a:M(X)—M b: M(Y)— N

des morphismes de DMyg,,, on a alors l’égalité

[avbog*]{d}og*: {a{d}og*} —b

en tant que morphisme de Mz(X) dans (M ® N){d}.

4.5. Un morphisme classe de cycles naif

Le but que nous nous assignons dans cette section est de donner une description en termes
des morphismes de Gysin motiviques de l'isomorphisme entre la cohomologie motivique et les
groupes de Chow supérieurs dont nous avons rappelé la construction dans la sous-section 4.2.2.
Nous utilisons dans la suite fréquemment le théoréme de semi-pureté de la cohomologie motivique
dont nous rappelons 1’énoncé ci-dessous.

Théoréme (de semi-pureté). Soient X un k-schéma lisse de type fini et Z un sous-schéma
fermé de codimension > ¢ de X. On a

HZ " "(X,Z(g) = 0

lorque g = c et p > 0 ou bien que q < c.
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DEMONSTRATION. — Raisonnons par récurrence sur la codimension de Z, le cas Z = () étant
évident. Comme k est parfait le lieu singulier de Z est de codimension > 1 dans Z. Notons alors
W la réunion de ce lieu singulier et des composantes irréductibles de Z de codimension > ¢
dans X. En considérant la suite exacte longue de cohomologie motivique associée au triangle
distingué dans DM, E‘;ffl(k)

My (X \ W) — Mz(X) — My (X) 5,

notre hypothése de récurrence permet de se ramener au cas ol Z est un sous-schéma fermé lisse
purement de codimension c¢. L’isomorphisme de Gysin associé & 'immersion fermée de Z dans
X, le théoréme de simplification et la comparaison avec les groupes de Chow supérieurs nous
donnent alors des isomorphismes

HP(X, Z{q)) = Hompuy,,, a9 (Mz(X), Z(a) (24 — 7))

= Hompyy,,, ) (M(Z)(c)[2¢], Z(q)[2q — p])
= Homp ) (M(Z), Z(q — ¢)[2(q — ¢) — p])
= CH"“(Z,p).
Ce qui prouve le théoréme. ]

Dans la preuve donnée ci-dessus, I’hypothése que le schéma de base soit le spectre d’un corps par-
fait intervient a trois endroits différents. D’une part via le théoréme de simplication de V. Voeovd-
sky et la comparaison entre la cohomologie motivique et les groupes de Chow supérieurs mais
aussi via la réduction au cas ol Z est lisse. Cette hypotheése s’avére donc essentielle & plus d’un
titre.

4.5.1. Classes fondamentales. — Soient X un k-schéma lisse de type fini et Z un sous-
schéma fermé lisse de X purement de codimension p. On définit la classe fondamentale dx(Z2)
de Z dans X par la composition

()

M(Z)ip) > i)

My(X) - ;

i7,x
ol iz x désigne I'immersion fermée de Z dans X.
Lemme 4.5.1. Soient X un schéma lisse et Z un sous-schéma fermé lisse de X purement de
codimension p.

1. Si Zy,--- , Z, désignent les composantes connexes de Z, le diagramme

x(2)

//’\

My (X) ==L Mz,(X) = ZAp)

est commutatif. Autrement dit la classe fondamentale de Z est la somme des classes fon-

damentales de ses composantes connezxes.
2. 5t Z est irréductible de point générique nz, on a

Dx(Z) = lgOZﬂ?Z . DX(Zred)-
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DEMONSTRATION. — Le premier point est immédiat. Considérons donc le second. Remarquons
dans un premier temps qu’il suffit de prouver I’'égalité au voisinage du point générique. En effet
si U est un ouvert de X contenant 1z, le diagramme

oy (ZNU)

T

Mzru(U) — Mz(X) —— Z(p)[2p]
0x(2)
est commutatif et il résulte donc de I'isomorphisme d’excision H;p P(X) = H;%’%(U ) que 'on
peut se contenter de prouver le résultat en substituant U a X et ZNU & Z.

Nous avons supposé Z lisse, 'immersion de Z dans X est donc réguliére et on peut en utilisant
la réduction précédente supposer que i est la composée d’immersions réguliéres de codimension
1 entre sous-schéma fermés lisses de X. Ceci permet par additivité de se restreindre & prouver
I’égalité dans le cas de la codimension 1. Le résultat découle alors de la proposition 4.3.17.
En effet notons r la longueur de Oz, , quitte a localiser encore un peu au voisinage du point
générique, dans le diagramme

Zred (l_> Z

N

X

Iimmersion fermée i est un épaissisement d’ordre r autrement dit en notant J (resp. J) l'idéal
de Ox définissant Z (resp. Zyeq) on a J = J". On a alors

(")
*NZX = [NZMX}

et la proposition 4.3.17 assure que 'on a le diagramme commutatif

r0x (Zred)

ce qui prouve le lemme. O

Supposons que Z soit un sous-schéma fermé de X purement de codimension p mais non néces-
sairement lisse. Puisque k est parfait, le lieu singulier de Z est de codimension > 1 dans Z et a
partir de la suite exacte longue

= HPP (X) — HPP(X) — HP (X \ Zng) — HPT (X)) — -

sing
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le théoréme de semi-pureté assure que l'on a un isomorphisme
2 ). 2 ).
HZP(X) = HEY(X\ Zuy). (125)

En particulier on peut définir la classe fondamentale de Z comme 'image par cet isomorphisme
de la classe fondamentale du lieu lisse Z,., de Z dans X \ Z,,.

4.5.2. Classes de cycles naives. — En posant pour un sous-schéma fermé intégre Z de X
de codimension p

% ([Z]) = x(2)
on obtient par linéarité un morphisme « classe de cycles »
i : ZP(X) — H*?P(X). (126)

Remarque 4.5.2. Compte tenu de cette définition et du lemme 4.4.3, la classe de Thom d’un
fibré vectoriel E de rang n sur un schéma lisse X se réinterpréte comme la classe de cycle de la
section nulle de E et en particulier le morphisme de Thom peut s’écrire :

t(E) = clp([0lg) ~ g/ x«
ou mg/x est la projection canonique de E sur sa base.

Lemme 4.5.3. Etant donné un morphisme plat g : X — Y de k-schémas lisses de type fini, le
diagramme suivant est commutatif

cld,
ZP(Y) —— H2p,p(y)

J/g* lg*
cl®

ZP(X) —> H2P(X).

DEMONSTRATION. — Supposons que W soit un sous-schéma fermé intégre de Y de codimension
p. Comme g est plat, on a g*[W] = [Z] le sous-schéma fermé Z étant I'image réciproque de W
dans X. Notons Z1,..., Z, les composantes irréductibles de Z. Nous pouvons supposer que W

est lisse par définition du morphisme « classe de cycle ». D’aprés la proposition 4.4.9 on a
cly ((W]) 0 g« := 0y (W) 0 g. = 0x(2)
il suffit donc d’appliquer le lemme 4.5.1 pour obtenir
n n
0x(2) =) 180z, 0x(Z) = > 180z, x([Z])) = clx((2))
i=1 i=1
ou 7); désigne le point générique de Z;. O

A partir du lemme 4.3.14 et de I'invariance par homotopie on déduit la compatibilité fondamen-
tale de la construction précédente :

Lemme 4.5.4. Soit D un diwviseur de Cartier sur un schéma lisse X. On a

clx ([D]) = e1(Ox(D)).
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DEMONSTRATION. — Nous pouvons supposer que D est un diviseur de Cartier positif. Notons
L le fibré en droites associé¢ a Ox (D) et 7y, /x la projection canonique de L sur X. La section
globale canonique sp de Ox (D), nous donne une section

sp: X — L
du fibré L. Notons s; la section du fibré en droites 7} / y L sur L obtenu par image inverse de
sp le long de 7p/x. D’autre part 'identité de L nous fournit une section so de 77, / L sur L.

Considérons alors le fibré en droites M sur A}, image inverse de Ly / L le long de la projection

canonique p : AlL — L, ainsi que la section de ce dernier donnée par
s=1p*s1+ (1 —1)p*so

ou t désigne le paramétre de la droite affine A'. On a alors en notant Z le sous-schéma fermé
réduit de L Xy A}{ défini par la section s, I’égalité de cycles algébriques sur L

iol 2] — i7[2] = 7 x [D] = [0L]
donc en vertu du lemme 4.5.3 et de I'invariance par homotopie 1’égalité des classes de cohomologie
dans H?1(L)

0 =77, xclx ([D]) — el ((0]L)
Le résultat découle alors du lemme 4.3.14 et de la remarque 4.5.2. ]

Nous allons maintenant déduire de I'invariance par homotopie et des propriétés élémentaires des
classes de Thom la compatibilité du morphisme (126) a I’équivalence rationnelle.

Lemme 4.5.5. Les morphismes « classes de cycles »(126) sont compatibles a ’équivalence ra-
tionnelle, autrement dit ils induisent des morphismes de groupes abéliens

cl% : CHP(X) — H*P(X).

DEMONSTRATION. — Rappelons que d’aprés la proposition 1.6 de [43], un cycle algébrique «
de codimension p sur X est rationellement équivalent & 0 si et seulement si il existe un cycle
algébrique 3 de codimension p sur XP! tel que I'on ait

a = ﬁO - ﬂoo
En particulier pour obtenir le lemme, il suffit de vérifier que pour un tel cycle § la classe de
cohomologie
clx(B:) € HPP(X)

est un indépendante du point rationnel de la droite projective choisi. Notons le cycle 8 sous la
forme
B= > B2
Ze(XP1)(®)
Notons 8 I’ensemble des sous-schéma fermé intégre de codimension p dont la projection sur P!
est un morphisme dominant, le sous-schéma fermé Z; de X image inverse de Z par I'immersion
i¢ est alors purement de codimension p dans X et le cycle 3; est alors donné par

6= B2

ASS)
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On peut supposer que Z est lisse. En appliquant le point (1) de la proposition 4.4.9 au diagramme
commutatif

Z 1 X
l | l’it
Z—> Xp!
on obtient compte tenu du fait que Nz, X = j*Nz(XP!)
% (Br) = e (B)e-

Ceci permet de se restreindre & montrer que pour toute classe de cohomologie a appartenant a
H?PP(XP) les classes a; ne dépendent pas de ¢ ce qui résulte immédiatement de I'invariance
par homotopie et de la connexité de P'. ]

Remarque 4.5.6. La cohomologie motivique comme les groupes de Chow ne dépend que de la
structure réduite de X autrement dit le diagramme

cl®

CHP(Xred) —2 H2PP(X,0q)

117
CHP(X) — =

H?PP(X)

est, commutatif.

On dispose en cohomologie motivique de I'analogue du morphisme de specialisation construit
au chapitre 5 de [43]. Dans loc.cit. W. Fulton utilise un espace de déformation au céne normal
fibré sur P'. Etant donné un sous-schéma fermé lisse Z purement de codimension p, on a le

diagramme de déformation au coéne normal

—o0 —0

Px.z Ox,z
Nz X : My(X) : XAl
l,r lw%,z i (127)
7 X{0} —2~ xp! X(P'\ {0})

ot M7(X) est 'ouvert de Mz(X) = Bz (XP') complémentaire du sous-schéma fermé Bz(X).
Lemme 4.5.7. Etant donnés deuz éléments a,b de H?PP(My(X)) ayant méme image dans
H?PP(XAY), on a légalité

(Px,z)"a = (Px,2)"b
En particulier on dispose d’un morphisme de spécialisation naturel

ox.z: HPP(X) — H**P(NzX).

DEMONSTRATION. — Le théoréme de semi-pureté nous donne une suite exacte

@%.2)"

H**“(Mg(X)) —=— H**“(XA') -0

(P%.2)*

H20—2,c—1 (NzX)

et il suffit donc de voir que (p% ,)* o (p% )+ = 0 ce qui résulte du lemme 4.3.14 compte tenu le
fibré normal de I'immersion de Nz X dans M7 (X) est trivial O
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La construction des morphismes « classes de cycles » est compatible aux morphismes de Gysin
« ordinaire » construit dans [43].

Lemme 4.5.8. Etant donnée une immersion fermée réguliere i : Z — X de codimension pure,
le diagramme suivant est commutatif

p

cl
CHP(X) —> H2PP(X)

li* iz*
cl?

CHP(Z) —2 H¥?(Z).

DEMONSTRATION. — La démonstration suit les étapes de la construction des morphismes de
Gysin « ordinaires ». Donnons nous dans un premier temps un diviseur de Cartier D lisse sur
X et considérons I'immersion fermée i : |[D| — X du support de D dans X. Il s’agit de montrer
que

cli (a) oy = clfD‘(i*a)

pour un cycle algébrique a sur X de codimension p. Par linéarité on peut supposer que « est de
la forme [Z] ol Z est un sous-schéma fermé intégre de X de codimension p. Notons j I'immersion
de Z dans X. Le cycle i*« est alors le cycle 1-codimensionnel sur Z associé au pseudo-diviseur
de Cartier

D/ = (]*Ox(D),Zﬂ |D|vj*5D)

vu comme cycle p-codimensionnel sur | D|. En décomposant le diviseur D en la différence de deux
diviseurs de Cartier positifs on peut se ramener & supposer que D est positif et par définition
de la classe de cycle que Z est lisse.

Dans ce cas on dispose du diagramme commutatif d’immersions fermées réguliéres, horizontale-
ment purement de codimension un et verticalement purement de codimension p

Y(D,) Z red = Y(D) 91 X
J Jj avec
Y(D) s x |D|.

Les fibrés d’excés d’intersection sont nuls et la formule d’excés d’intersection de la proposition
4.4.9 assure que l'on a 'égalité

i (@) 0ix = clf (@) 0 7w = I ([Z]) 0 T = cly(p) ([Y(D')]) = CPIDDI( 2) = clfD‘(L*a)
I’avant derniére égalité résultant de la remarque 4.5.6.
Le cas particulier ott X est un fibré vectoriel de rang p sur Z et i est la section nulle de F est

quant a lui immédiat. En effet par définition le morphisme de Gysin ¢* est alors l'inverse de
I'image inverse 77, et le résultat découle alors de l'invariance par homotopie et du lemme 4.5.3.

Considérons maintenant le cas général. En utilisant le lemme 4.5.7 et la description du mor-
phisme de spécialisation donné dans la proposition 5.2 de loc.cit., le lemme 4.5.3 ainsi que le cas
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précédemment traité assurent que le diagramme suivant est commutatif

cl?

M%X

CHP(MyX) H?*P(MyX)
W\ (0%,2)"
CIX1 \

(P%,2)" CHP(XA') z H2P(X AL
(7% 2)"
CI;IDVZX v
CHP(NZX) oo 20 > H2PP(N; X) .=

T =

0z,x - 02,X N\
CHP(X) a H?P(X)

les notations étant celles du diagramme (127). En particulier on voit que les morphismes « classes

de cycles » sont compatibles aux morphismes de spécialisation. D’autre part on a le diagramme
commutatif

(o] —=0
X X,z

D
Z— Ny X 25 MpX <22 xal

N\,

wX
i

ot s désigne la section nulle et donc I'égalité s*oz x = i*. Il résulte de ce qui précede et de la
définition du morphisme de Gysin « ordinaire » que le diagramme

i*

T~

CHP(X) —2% CHP(NyX) -~ CHP(Z)

l clg( l CI?VZX i cl%

0z,Xx

H?PP(X) —> H2PP(NX) ==, H??(Z)
W

est commutatif, ce qui prouve la compatibilité voulue. O

Lemme 4.5.9. Les morphismes « classes de cycles »sont compatibles aux produits, autrement
dit le diagramme suivant est commutatif

2 ®cl§,

cl
CHP(X) ® CHY(Y) ——="H2P(X) @ H24(Y)
| |e
clPte

CHPHI(XY) X H#H20p+4(XY),

DEMONSTRATION. — Supposons que Z (resp. W) soit un sous-schéma fermé intégre de X (resp.
Y') de codimension p (resp. ¢). On a un isomorphisme canonique

Nzw(XY) = NzX B NyY
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et en particulier t¢(Nzw XY) = t¢(NzX) ® te(NwY'). Par fonctorialité du morphisme de pureté
cela donne 1’égalité

+
(2] x W) = eBe((2]) & el (W)
Par linéarité cela entraine que le diagramme voulu est commutatif. O
Corollaire 4.5.10. Les morphismes « classes de cycles »
clk : CHP(X) — H*P(X)
sont des morphismes d’anneauz, autrement dit le diagramme suivant est commutatif

2 ®clg(

cl
CHP(X) ® CHY(X) ——="H¥>?(X) @ H2%1(X)

\L + i
i

CHPTI(X) H*T2ap+4(X).
DEMONSTRATION. — Les lemmes 4.5.8 et 4.5.9 assurent que le diagramme suivant est commu-
tatif
clf ®@cld
CHP(X) ® CHY(X) —"H?PP(X) ® H*9(X)
/ lx \L@ \
p+q
~[ CHPH(X X) hxx H2p+2q,p+q(XX)\ o
\ lA} \LA}/
p+q
CHPHI(X) I H2r+2apta(X)
ce qui assure la compatibilité aux produits d’intersection ]

En utilisant la relation de définition des classes de Chern, les lemmes 4.5.3, 4.5.4 et le corollaire
4.5.10, on obtient

Corollaire 4.5.11. Soient X un schéma lisse et E un fibré vectoriel de rang n sur X. Pour
q=20,...,n 0on a

cl (¢q(E)) = ¢q(E).

On dispose aussi de la compatibilité au morphisme de Gysin « raffiné » de la théorie de I'inter-
section construit par W. Fulton dans [43].

Corollaire 4.5.12. Etant donné un carré cartésien
J
W——Y
O

h g

i

Z—X
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ot i est une immersion fermée réguliere de codimension pure, de fibré d’excés d’intersection
E =h*NzX/NwY de rang e, le diagramme suivant est commutatif

p

cl
CHP(Y) Y~ HWP(Y)

lz'g i ce(E)~j*
C1P+e
CHp+e (W) *W> H2p+26,p+e (W) .

DEMONSTRATION. — Cela résulte immédiatement de la formule d’excés d’intersection en théorie
de l'intersection (théoréme 6.3 de [43]). En effet on a d’aprés le lemme 4.5.8 et les corollaires
4.5.10 et 4.5.11

Bre(iva) = cffff[ce(E) ~ j o] = clfy [ce(B)] < e}y (j7a)
= c(E) - jcli ()
pour tout élément ov € CHP(Y). O

Corollaire 4.5.13. Etant donné un morphisme g : X — Y de schémas lisses, le carré suivant

est commutatif
P

cly
CHP(Y) —— H?PP(Y)
J{g* ig*
cl,
CHP(X) — H%P(X).
DEMONSTRATION. — Notons ¢ 'immersion fermée réguliére du graphe de ¢ identifié avec X
dans le produit XY et 7 la projection de XY sur Y, on a d’aprés les lemmes 4.5.3 et 4.5.8
gl (a) = i'm*cl}, (o) = cl% ("7 a) = eIk (9% a)
pour tout élément o de CHP(Y). O

Lemme 4.5.14. Sig: X — Y est un morphisme projectif purement de dimension d, le carré

sutvant est commutatif
p

CHP(X) — X+ fw(x)

ig* lg*
c p+d

CHPT(Y) L H2p+2dptd(y)

DEMONSTRATION. — Le cas oil g est une immersion fermée i d’un schéma lisse Z purement de
codimension ¢ dans un schéma lisse X est une conséquence de la fonctorialité des morphismes de
Guysin de la proposition 4.4.8, on a en effet pour un sous-schéma fermé intégre W de codimension
p dans Z

1Z,Xx [CIZ([W])} = [WZ*{Z?} iy x|{c}oityx = mx:{p+ c}oifyx = i [iz,x*[W]} :

I1 suffit ensuite par fonctorialité d’examiner le cas ol g est la projection 7 du fibré projectif P(E)
sur sa base, E étant un fibré vectoriel de rang n + 1 sur X. Dans ce cas le lemme 4.5.3 et les



4.5. UN MORPHISME CLASSE DE CYCLES NAIF 213

corollaires 4.5.10, 4.5.11 assurent que pour ¢ =0,...,n et un élément o de CHP~9(X)
w*cll))(_q(a) ~ €1 ()\E>q = Clg(E) |:7T*Oé ~ Cl()\E)]

autrement dit les morphismes « classes de cycles » préservent les décompositions naturelles
n n
H*»P(P(E)) = @ H* P 9(X)  CHP(P(E)) = ) CH(X)
q=0 q=0

pour la derniére on se référera par exemple au théoréme 3.3 de [43]|. En particulier en prenant
g =n, on a pour tout élément o € CHP(X)

W*clfl;(E)(a) =l " (ma).

O]

4.5.3. Compatibilité fondamentale. — Nous montrons maintenant que les classes de cycles
dont nous avons étudiées précédemment coincident avec l'isomorphisme de V. Voevodsky. Cette
description concréte nous sera nécessaire dans le chapitre 5 pour obtenir la proposition 5.4.8
donnant le lien entre les morphismes classe de cycles f-adiques construits par A. Grothendieck
[29, 6, 70] et prolongés par T. Geisser et M. Levine [45, 79|, I'isomorphisme de V. Voevodsky
et le morphisme induit aux niveaux de la cohomologie par le foncteur de réalisation f-adique
que nous construisons.

Nous disposons ainsi du résultat suivant.

Proposition 4.5.15. Soit X un k-schéma lisse. Pour tout élément o € CHP(X), on a
i (@) = el ().
DEMONSTRATION. — Il s’agit de prouver que pour tout sous-schéma fermé intégre Z de codi-
mension p de X, on a
% ([2]) = ek ([Z)).
En utilisant I'isomorphisme (125) on peut supposer que Z est lisse. Notons ¢ 'immersion de Z
dans X, il suffit alors de prouver que

is o cll(a) = B (i)

pour tout élément o € CH?(Z). Par soucis de simplification, on note E le fibré normal de i. En
utilisant le lemme 4.2.4 et le corollaire 4.2.6, on voit que

c[ﬁi(E)(s*[Z]) wrtdl(a) = C[]};(E)(S*[Z]) - c[]‘f»@) (m*a)
_ [t *
= C[]P’(E)(S*[Z] ~Tra)
= c[ﬁ&q)(s*a)

les notations étant celles du diagramme (122). On a le diagramme cartésien

— PX,Z

P(E) —> Dz(X)

T T wx,z
s O s

Z—>7Zx Al —= X x Al
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et donc en utilisant la compatibilité aux images inverses on a :

el (scla x A1) = cRHE (b zs.(a x A1)
_ p+q
= C[P(E)(S*O‘)

De méme
Q}VZC[%JFZq(X)(S*(Oé x A1) = o5 (i)
Par définition du morphisme de Gysin il suffit donc de prouver que
c[ﬁ(E)(s*[Z]) = tc(F)
ol ce qui revient au méme que la classe de Thom du fibré normal de 7 est donnée en terme de
classe de cycle par
() = clh((2).
Supposons plus généralement que E soit un fibré vectoriel de rang r sur un k-schéma lisse de
type fini X. En utilisant la remarque 4.3.6, le lemme 4.2.4 ainsi que la fonctorialité des classes
de Thom, on peut supposer que E est une somme directe de fibrés en droites Fn, ..., E, sur X.

Notons ¢; la projection sur le i-éme facteur. Le lemme 4.2.4 et le corollaire 4.2.6 nous donnent
alors

clp([X]) = giely, ([X]) = - grelp, (X))
Comme par ailleurs les propriétés des classes de Thom assurent que

te(E) = qrte(Ey) ~ - grte(Er),

on se trouve ramené au cas ot ' est un fibré en droites qui découle des lemmes 4.3.14 et 4.5.4. O



CHAPITRE 5

REALISATION /-ADIQUE DES MOTIFS MIXTES

Nous exposons dans ce dernier chapitre le résultat principal cette thése. Il s’agit de la construction
d’un foncteur de réalisation f-adique a coefficients entiers pour les motifs mixtes géométriques
de Voevodsky — théoréme 5.2.1 — et d’une version modérée de ce dernier — corollaire 5.2.7.
Tout le probléme consiste a étendre le foncteur de réalisation ¢-adique des S-schémas lisses de
type fini

Ri:Smy — D7T(S,Z)

12
X +—  Rax.myZgs/l* (128)

en un foncteur triangulé tensoriel sur la catégorie des motifs mixtes géométriques.

Lorsque S est le spectre d'un corps de caractéristique nulle, nous montrons que la version a
coefficients rationnels du foncteur que nous obtenons avec le théoréme 5.2.1 coincide avec la
composante (-adique du foncteur de réalisations mixtes construit par A. Huber dans |69, 68].
Ce résultat — proposition 5.3.1 — fait 'objet de la section 5.3 tandis que la derniére section est
consacrée & montrer que sur un corps parfait le morphisme induit par le foncteur de réalisation
entre la cohomologie motivique et la cohomologie ¢-adique est compatible via 'isomorphisme de
V. Voevodsky avec les morphismes classes de cycles ¢-adiques.

5.1. Réalisation /-adique et motifs de Chow

Cette section n’est pas nécessaire a la construction du foncteur de réalisation ¢-adique des motifs
mixtes, nous ’avons incluse dans le seul but d’éclairer ou de justifier le point de vue que nous
avons adopté. Comme nous le voyons dans cette section le formalisme de dualité des six opé-
rations de A. Grothendieck permet de construire aisément un foncteur de réalisation f-adique
pour les motifs de Chow sur un corps. Ce genre de construction ne s’étend malheureusement
pas aux motifs mixtes, pour lesquels il s’avére nécessaire de pouvoir travailler avec un « bon
modéle & homotopie prés ». Ceci constitue la raison pour laquelle nous avons choisi de travailler
avec la résolution de Godement et d’étudier ses propriétés relatives aux transferts. Ce besoin
de considérer un « bon modéle & homotopie prés » explique aussi la raison pour laquelle nous
utilisons la catégorie de coefficients ¢-adiques construite par T. Ekedahl dans [35]| plutot que
celle introduite par P. Deligne dans [30].
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5.1.1. Correspondances cohomologiques. — Dans cette sous-section nous rappelons le
formalisme des correspondances cohomologiques tel qu’il est exposé dans [6, Exposé III].

Nous supposons que S est noethérien régulier de dimension < 1.

Considérons le diagramme de S-schémas

XXSYXSZ
XYZ XY Z
%xyzl K
Pxz
XXSY XY XXSZ XZ YXSZ

Py Pz
pXY \L
X Px Y Z.

Soient F' € DP(X,Z) et G € D2(Y,Z,), d’aprés |6, Exposé III| les correspondances cohomolo-
giques de F' dans G sont les éléments du groupe de cohomologie

ccohs(F,G) := H(X x5, ccohg(F,Q))
oil ccohg(F,G) est I'objet de D?(X xgY,Z;) donné par
ccohg(F,G) = DgF R G = RHom (p§Y*F,p{§Y’G) .
Remarque 5.1.1. Nous noterons plus simplement
ccohg(X,Y) := ccohg(Zyx,Zyy)  ccohs(X,Y) := H'(X xgY,ccoh(X,Y))

et nous parlerons de correspondances cohomologiques de X dans Y. Supposons que X soit lisse
de type fini et purement de dimension d sur S, alors dans ce cas

DsZ¢ x = Zy x(d)[2d]
et donc ccohg(X,Y) = H*4(X xgY,Z(d)).
Dans le cas des S-schémas non propres, les correspondances cohomologiques possédent un « er-

satz » de composition qui ne fournit véritablement un moyen de composer les correspondances
que lorsque I'on suppose les schémas propres sur S.

En effet considérons des objets F' € D2(X,Z,) G € D2(Y,Z) et H € D(Z, 7). Compte tenu
de l'accouplement parfait de dualité

G Q@ DsG — i Zy
et de la formule de Kiinneth, on a un morphisme canonique
ccohs(F, G) Ry ccohs(G,H) = pX" " DsF @ pi" 7" |G 0 DsG| @ p3 2 H
— pXy7 DsFRH| @ pf" 72, = [DsF R H| By 7,
= pxy” ccohg(F, H).
et donc un morphisme canonique dans D2(X xg Z, Zy)

RpXYZ [ccth(F, G) By ccohg (G, H)} — ccohg(F, H). (129)
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Remarque 5.1.2. En général, on ne dispose via le morphisme (129) que d’un morphisme
0™ : ccohg(F, G) ® ccohg(G, H) — Hom(pxY 2*F,py Y ?'H)

cependant en supposant Y propre sur S, le morphisme (129) induit un morphisme sur les groupes
de correspondances cohomologiques

o : ccohg(F,G) ® ccohs(G, H) — ccohg(F, H). (130)
On remarquera d’ailleurs que lorsque Y est propre, on a un morphisme canonique

pXZ* RHom (pXYZ*F XYZ'H) p§§g XYZ RHom( XZ*F XZ'H>

— RHom ( XF pXZ'H>
induisant en passant aux sections globales un morphisme
Hom (p%YZ*F,p%(YZ!H) — ccohg(F, H).

Ce dernier permet de retrouver la composition & partir de « I’ersatz »de composition, via le
diagramme commutatif :

oersatz

ccohs(F,G) @ ccohg(G, H) Hom ( XY 7 pXYZ'H)

\ l
ccohg(F, H).

Remarque 5.1.3. Supposons les schémas propres et lisses de dimension pure sur S, alors le mor-
phisme de composition

ccohs(X,Y) @ ccohg(Y, Z) — ccohg(X, Z)

décrit précédemment est donné compte-tenu de la remarque 5.1.1 par la composition usuelle des
correspondances :

XYZ| XY Zx XYZ*
Boa=pxy [pxy a~pyz "B

la projection étant donnée par le morphisme de Gysin

pxYZ  HPW 22X (X %oV xg Z,Zy(dy +dx)) — H* > (X x5 Z,Z(dx)).

5.1.2. Correspondances cohomologiques finies. — Comme dans le cas des correspon-
dances algébriques, les correspondances cohomologiques arbitraires ne se composent pas. En re-
vanche, il est tout de méme possible de considérer une classe plus restreinte de correspondances
cohomologiques que nous appelerons correspondances cohomologiques finies dans la mesure ou
elles jouent dans le cadre f-adique un réle analogue & celui des correspondances finies de A. Suslin
et V. Voevodsky au niveau des cycles.

Définition 5.1.4. Soient X,Y des schémas et F € DP(X,Z,), G € DP(Y,Zs). On note
ccs(F,G) lobjet

@S(Fﬂ G) = Rp})f(!Y@S(Fa G)
de DP(Y,Zy) et on définit le groupe abélien des correspondances cohomologiques finies par :

ce(F,G) := H(Y, cc(F, @)).
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Par définition, on a un monomorphisme canonique
ccs(F,G) — ccohs(F, Q)

qui est un isomorphisme lorsque X est propre sur S. En appliquant le foncteur Rp)Z(!Z au mor-
phisme (129), on obtient un morphisme

o RpX Yy |ccohs(F, G) Ry ceohs(G, H)| — ces(F, H). (131)
Or par la formule de Kiinneth, on a un isomorphisme canonique :
o RpX Yy | ecohs(F, G) Ry ceohs(G, H)| = Ryl Rp” |ccohs(F, G) By ccohs (G, H)|
= Ry | RpY ccohg(F, G) & Rp}{'ccohs(G, H)|
— | Ry RpiYY ccohs(F, G)| ® Ry ccohs (G, H)
= [RTFY*RI?%(!YMS(R G)} X Rp{ ccohs(G, H)
— RpZ | Ry ccohs (F, G) W Ry} ccohs (G, )]
On peut donc réécrire le morphisme (131) sous la forme
Ry} |ces(F, G) B ccs (G, H) | — ces(F, H). (132)
Ce dernier induit un morphisme de composition :
ces(F,G) @ ces(G,H) — ces(F, H). (133)
Remarque 5.1.5. En utilisant la formule de Kiinneth, on a un isomorphisme
Ruysccg(F,G) = Ry, [Rp)yﬂy (DgF G)] — Rry, [ (RrxDgF) K G)}
= Rrx1DgF ® Rry.G
= DgRrx.F ® Rry.G.
On en déduit donc un isomorphisme canonique
ce(F,G) = H° (S, DgRrx.F @ R?TY*G). (134)

On peut naturellement décrire le morphisme de composition (133) a travers l'isomorphisme
précédent. En effet I'accouplement de dualité

Rry.G @ DgRry G — Zy
donne un morphisme canonique dans DP(S, Z)
Rry.ccg(F,G) @ Rrg.ccg(G,H) — Rrg.ccq(F, H)

a partir duquel (133) se déduit via 'isomorphisme (134). De méme le morphisme canonique
d’inclusion permettant de considérer les correspondances cohomologiques finies comme des cor-
respondances cohomologiques particuliéres se décrit via (134). En effet d’aprés la formule de
Kiinneth et la dualité, on a des isomorphismes canoniques

RWXY*CCOhS(F,G) = Rrx.DgF ® Rry,G
R?TY*QS(F,G) = Rux\DgF ® Ruy.G.
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On a donc un morphisme naturel
Rry.cc(F,G) — Rrxy.«ccoh(F,Q)

induisant aprés application du foncteur H%(S, -) le morphisme injectif d’oubli des conditions de
support :

ccs(F,G) < ccohg(F,G).
Remarque 5.1.6. Soient X,Y des schémas, comme précédemment on pose

ccg(X,Y) :=ceg(Zx /0, Ly | 1) et ces(X,Y) == HO(Y, ccq(X,Y)).

Supposons que X soit un schéma lisse purement de dimension dx sur .S, alors ’analogue coho-
mologique des correspondances finies introduites par A. Suslin et V. Voevodsky est le groupe
abélien

ce(X,Y) = H}™(X x5 Y/Y,Zy(dx))

ol le membre de droite n’est autre que le groupe de cohomologie

H2X(X x5 Y)Y, Zy(dx)) := Hompy(y g,y (Zy /€, Ry Zxx gy /0 (dx)[2dx]) -

5.1.3. Analogue /(-adique des motifs de Chow. — L’avantage des correspondances co-
homologiques finies est qu’elles permettent de décrire les morphismes dans DP(S,Z,) entre les
réalisations de S-schémas lisses de type fini ainsi que leur composition en terme de composition
de correspondances. Nous introduisons ci-dessous ’analogue f-adique des motifs de Chow — on
remarquera que les schémas lisses non projectifs peuvent étre pris en compte via la cohomologie
a support compact.

Définition 5.1.7. On appelle catégorie des pré-motifs de Chow f-adiques sur S, la catégorie
PMCHet ¢(S)
— dont les objets sont les S-schémas lisses de type fini

Ob(PMCHg; ¢(5)) := Smg

I'objet correspondant & un S-schéma lisse de type fini X étant noté het o(X);
— dont les morphismes sont donnés par les correspondances cohomologiques finies :

Hom (het ¢(X), het,o(X)) == ccs(X,Y).
La catégorie MCHey ¢(S) des motifs de Chow-/-adiques est 'enveloppe pseudo-abélienne tenso-
rielle de la catégorie des pré-motifs de Chow f-adiques.

La proposition suivante est une conséquence formelle du théoréme de bidualité [29, théoréme
4.3 page 250.

Proposition 5.1.8. Il existe des isomorphismes
ax,y : Hom(Ry(X), R(Y)) = ces(X,Y)

compatibles & la composition. Autrement dit, la sous-catégorie pleine de DE(S, Zy) engendrée par
les réalisations des S-schémas lisses de type fini et la catégorie des pré-motifs de Chow (-adiques
sont canoniquement équivalentes.
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DEMONSTRATION. — On peut supposer que les schémas sont non seulement lisses mais aussi
de dimension pure sur la base S. Dans ce cas en utilisant la formule de changement de base lisse
et la dualité, on a des isomorphismes canoniques

Hom(Ry(X),Re(Y)) = Hom(ny Rux.wxZs/l* nyZs/l")
Hom (Rpsf) wiy Zs /0¥, 7y Ls /(")
= Hom (DgnyZs/C*, DsRpy, Ty Zs/l¥)
= Hom (3 Zs /0", Rp) ey Zs /")
= Hom (Zy /*, Rpy) py ¥ *Zy /€7 (dx)[2dx]) = ccs(X,Y).
Notons axy l'isomorphisme obtenu :

axy : HOm(Rg(X), Rg(Y)) = CCS(X, Y)

Il reste donc a voir que ces isomorphismes sont compatibles avec les compositions de part et
d’autre. Il suffit pour cela de suivre & la trace ce que devient la composition a travers les
isomorphismes qui ont servi & définir les ax y. Fixons des morphismes

g: Ry(X) — Ry(Y) h:Ry(Y)— Ry(Z).
— Le morphisme agi)z(h o g) est obtenu par la composition
ag(>z(hog)

- @) g
ad, Qy 'y INEN
RPZ* WXZZS/E* — RP [Rp§§fp§}zfz*]ﬂ§225/£* RPZ* Ty g Ls [l —— nylLs/t*

chgt. base lisse

. (2
RpyZpYZ=ad)y (g)

Rpy 2oy 2 | Rp¥Y woy Ls | — Ry 2pY % [y s /).

— Le morphisme a( ) ,(hog) est obtenu en prenant le dual du diagramme ci-dessus. En d’autre
terme le diagramme

ag()z(hog)
! Oéé)rzr(h)x/yz ! Xz [ p.xvz, xyz] | sadi. X7
Ty Ls [ ——= Rpy{ Ty ;L5 /l* Rpy, [RpXZ' Pxz ]”XZZS/K 9RJDZ' TxzLs /"
chgt. base lisse
RpyZpY 7ol (9)

RpYEpy? | mys /7| —= RpYZoy? | RpY oy Zs /07|

(4)

donne le morphisme o', (h o g).
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Le morphisme ax, z(hog) est obtenu en tordant le diagramme précédent par Zyz /{*(—dz)[—2dz].
On a par ailleurs le diagramme commutatif

RpYZ [&XY(Q) gayz(h)]
RpyZZy 7/t RpYZRps Y2 xy 7)€" (dxy)[2dxy]

T

Rpy? Rps 7 Lxy 7/ (dxy)[2dxy]

XY Zx

v Fax e (g) oy y Tt ay, z(h)

Pxy

avy(h)

Bol Ry o] ReS [ R |pE D 0 (Y dx

chgt. base lisse

RpYZpY 2 ax v (9)(dy)[2dy]
Rpypy”* [ZY/K*} (dy)[2dy] — Rpy{py?* [Rpf/(!y P Ly / g*} (dxy)[2dxy]

Ce qui prouve que

ax,z(hog) =pxy? [p§¥z*aX,Y(g) -y Z*OZY,Z(h)} = ay,z(h) caxy(g)

et la proposition se trouve démontrée. O

5.1.4. Réalisation /-adique des motifs de Chow. — Les considérations qui précédent
permettent aisément de construire un foncteur de réalisation pour les motifs de Chow et la
catégorie des schémas lisses sur un corps munis des correspondances finies. Dans cette sous-
section, notre hypothése sur le schéma S est la suivante.

Nous supposons que le schéma S est le spectre d’un corps k.

Nous notons MCH(k) la catégorie des motifs purs de Chow sur le corps k et nous renvoyons
notamment a [120| pour la définition de cette derniére. On peut naturellement restreindre le

foncteur de réalisation f-adique (128) aux k-schémas projectifs lisses
Ry : SmProj;® — DF(Spec(k),Zy) (135)
X = Rux.myZy/l*.

Les propriétés des classes de cycles en cohomologie ¢-adique alliées a la proposition 5.1.8 nous
donnent le corollaire.

Corollaire 5.1.9. Le foncteur (128) se prolonge canoniquement en un foncteur additif tensoriel

RCDr
SmCor, —— DP(Speck, Zy).

De méme le foncteur (135) se prolonge canoniquement en un foncteur additif tensoriel

CH

MCH(k) ki DP(Spec, Zy).

DEMONSTRATION. — Soient X,Y des k-schémas lisses connexes et dx,dy leur dimension res-
pective sur k. Une correspondance finie o de X dans Y est par définition un élément de
Cequi(X X Y/X,0) et donc a fortiori un cycle algébrique sur X x; Y de codimension dy a
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support propre sur X. En prenant la classe de cohomologie f-adique associée a ce cycle on
obtient un élément

o,y () € HZ™ (X x Y/ X, Z(dy))
c’est & dire compte tenu de la remarque 5.1.6 une correspondance cohomologique finie

cl(ar) € ecp (Y, X).

En utilisant le lemme 2.1.5, les propriétés usuelles des classes de cycles nous assurent que cette
construction est compatible aux compositions et aux produits tensoriels et que ’on obtient ainsi
un foncteur additif tensoriel

SmCor, — MCHg ¢(k).

La proposition 5.1.8 nous assure alors que le foncteur (128) se prolonge canoniquement aux
correspondances finies en un foncteur additif tensoriel fournissant le foncteur voulu.

De méme lorsque X, Y sont projectifs lisses sur k et connexes, la classe de cycle ¢-adique donne
un morphisme compatible & la composition et aux produits tensoriels

CH™(X,Y) — H*™ (X x Y, Z(dx))

et donc un foncteur additif tensoriel de la catégorie des pré-motifs de Chow dans la catégorie
des pré-motifs de Chow f-adique. En passant aux enveloppes pseudo-abéliennes et en utilisant la
proposition 5.1.8 on voit que le foncteur (135) se prolonge canoniquement aux motifs de Chow
comme annonceé. O

Remarque 5.1.10. En notant SmProjCor,, la catégorie des k-schémas projectifs lisses munis des
correspondances finies, le triangle

(128)

M

Smy, SmCory, DP(Spec(k), Zy)

|

SmProjCor,

|

MCH(k)

SmProj,,

est commutatif.

5.2. Réalisation /-adique des motifs mixtes géométriques

Dans la section 5.1 nous avions dii supposer que le schéma de base était le spectre d’un corps
pour pouvoir considérer les motifs de Chow. Nous revenons maintenant a la convention générale
de cette theése :

S est un schéma noethérien séparé et ¢ désigne un nombre premier inver-
sible sur S.
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Nous allons montrer que le foncteur de réalisation f-adique des S-schémas lisses de type fini

Ry :Smy — D*(S,Z)
X +—  Rax.nxZg/l*

se prolonge en un foncteur triangulé tensoriel sur la catégorie des motifs mixtes géométriques

DMy (S).

5.2.1. Remarques préliminaires. — Avant d’aborder le résultat principal, nous tenons a
donner quelques précisions quant a la catégorie dans laquelle le foncteur de réalisation f-adique
prend ses valeurs. Dans le cadre général que nous considérons, on ne dispose pas de résultats de
finitude assurant que le foncteur (128) prend ses valeurs dans les coefficients constructibles.

En revanche lorsque S est de type fini sur un schéma noethérien régulier de dimension < 1,
le théoréeme de finitude prouvé par P. Deligne dans [29, théoréme 1.1 page 233| assure que le
foncteur de réalisation (128) prend ses valeurs dans la sous-catégorie triangulée pleine DP(S, Zy)
formée des coefficients constructibles — le fait que l'on tombe bien dans la catégorie dérivée
bornée est une conséquence des résultats de finitude cohomologique de 1'exposé X de [5].

Lorsque S est de type fini sur un corps fini et que 1’on considére les coefficients dans Qy, il résulte
des travaux de P. Deligne sur la conjecture de Weil [27, 30| que le foncteur de réalisation (128)
prend ses valeurs dans la sous-catégorie triangulée des coefficients f-adiques mixtes DP (S, Q).

La catégorie des motifs mixtes géométriques étant engendrée par les motifs des S-schémas lisses
de type fini, les remarques précédentes s’étendront & toute la catégorie des motifs mixtes géo-
métriques une fois que nous aurons prolongé le foncteur de réalisation f-adique & ces derniers.

5.2.2. Construction. — Nous consacrons cette sous-section & la construction du foncteur
de réalisation f-adique des motifs mixtes géométriques. L’ingrédient essentiel réside dans les
propriétés de la résolution de Godement que nous avons prouvées au chapitre 3 et nous nous
appuyons ainsi essentiellement sur les résultats du chapitre 2. Nous allons donc prouver le

Théoréme 5.2.1. Le foncteur symétrique monoidal (128) se prolonge canoniquement en un
foncteur triangulé tensoriel

DMy, (S) — DT (S, Zy). (136)

Lorsque S est de type fini sur un schéma noethérien régulier de dimension < 1, le foncteur (156)
induit un foncteur triangulé tensoriel

DMgm(S)Op - DE(S7 ZZ)

Avant de donner la démonstration de ce résultat, il y a lieu de préciser la terminologie que nous
employons. On peut considérer le topos N°P St des systémes projectifs de grands faisceaux étales
sur S ainsi que le faisceau d’anneaux sur ce dernier

ZS,Et/f* L/ ZS,Et/”Jrl I ZS,Et/ET e — ZS,Et/f
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et la catégorie de modules associée Mod(Zg gt /¢*). Nous appelerons Zg g /¢*-module avec trans-
ferts, un systéme projectif de faisceaux étales avec transferts

F:r— F,

dont les composantes F}. sont des Zg gt /0" 1-modules. En prenant pour morphismes, les mor-
phismes de systémes projectifs de faisceaux étales avec transferts, on obtient une sous-catégorie
non pleine de la catégorie des Zg gt /¢*-modules.

Nous dirons qu'un Zg gt-module (resp. un Zg gi-module avec transferts) F' est quasi-monoidal
symétrique lorsque ses composantes F,. sont des Zg gt /¢ 1-modules (resp. Zg gy /¢ -modules
avec transferts) quasi-monoidaux symétriques et que les morphismes de transition sont compa-
tibles avec ces structures.

PREUVE DU THEOREME 5.2.1. — On sait d’aprés le corollaire 3.2.21 que le grand faisceau étale
Zs g/l se trouve canoniquement muni de transferts, les morphismes de transition Zg g /¢" —
Zg gt/ étant des morphismes de faisceaux étales avec transferts. On peut donc voir que
Zs gt /l* est canoniquement un Zg gy /¢*-module avec transferts. En prenant la résolution cosim-
pliciale de Godement de ce dernier, on obtient un Zg g /¢*-module cosimplicial

G5 [Zs,re /0] € AMod(Zs g /0*)

qui d’aprés le lemme 3.4.11 et la remarque 2.2.1 est en fait canoniquement un Zg gt /¢*-module
avec transferts cosimplicial. Supposons que X soit un S-schéma, on dispose alors de deux mor-

phismes de topos
Lx
Xe Ser avec px otx = id.

t <
Px

Ces derniers s’étendent naturellement aux topos NP X et N°PSgr et sachant que (5 Zg gt /0" =
Zx /¢*, ils induisent un foncteur exact

L} =Dxx: MOd(ZS,Et/f*) — MOd(Zx/ﬁ*).

En désignant par wx le morphisme structural de X dans S, cela permet d’associer au S-schéma
lisse X le Zg/¢*-module cosimplicial

Re(X) = mx1% Sty [Zs e /] (137)
En prenant le complexe de chaine associé, on obtient un objet
Ry(X) :=C*Ry(X) = mxsix Gy [ Zs,ge /0] (138)

appartenant & CT (S, Z/¢*).
Remarque 5.2.2. Par construction de la résolution de Godement, on peut voir que
Ry(X) = mx. Gy [Zx /0].

Le passage par les grands faisceaux étales ne sert en fait que dans la mesure ou il permet de
mettre des transferts.

Pour la définition des complexes normalisés apparaissant dans le lemme suivant, nous renvoyons
a la remarque A.2.6.
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Lemme 5.2.3. Les objets (137) et (138) sont fonctoriels par rapport aux correspondances finies,
autrement dit on dispose de foncteurs additifs

R¢ :+ SchCory — AMod(Zg/l*)
R, : SchCord — C*(S,Zg/l").

De plus le foncteur R, est a valeurs dans la sous-catégorie formée des systémes projectifs « nor-
malisés » et on a un isomorphisme de foncteurs canonique 6

R
SmCory® —> D (S, Zy)

0

—_—
op
Smg Rz
DEMONSTRATION. — (1). Supposons plus généralement que F' soit un Zg gy /¢*-module avec

transferts cosimplicial. En posant pour un S-schéma

F(X):=nxaxF

on obtient un préfaisceau avec transferts a valeurs dans la catégorie AMod(Zg/¢*). En effet
lorsque l'on se donne une S-correspondance finie & de X dans Y et un S-schéma étale U, on a
un morphisme naturel de Z/¢*-modules cosimpliciaux

F(Y)(U) == F(Yy) 22 Pxy) = F(X)(U)

induit par les correspondances ay construites dans la sous-section 2.1.2. Ces morphismes nous
fournissent un morphisme dans la catégorie de Zg/¢*-modules cosimpliciaux

F(a): F(Y) — F(X).

La compatibilité avec la composition démontrée au lemme 2.1.6 assure que pour des correspon-
dances finies a € cg(X,Y) et B € cg(Y,Z) on a (foa)y = fy o ay et donc que

F(a)o F(B8) = F(Boa).

En particulier ceci assure que les objets (137) et (138) sont fonctoriels par rapport aux corres-
pondances finies.

(2). Pour la seconde assertion, il suffit de remarquer que pour un Zg g /¢*-module F, la résolution
de Godement F' — Gp F' est une résolution flasque. En particulier si X est un S-schéma, les
morphismes naturels

Ry, i% F —— Rrx,i%Gp F

|

-k *
Txxlx G
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sont des quasi-isomorphismes. En prenant F' = Zg g /¢*, on obtient un isomorphisme de fonc-
teurs

R
SmCory —= D (S, Z/*)

0
_—

(o)
Smsp R/z
Pour un Zg g /¢*-module plat F', les composantes de sa résolution de Godement G F' sont
des Zgy/¢*-modules plats ce qui assure que G, F' est normalisé lorsque F' est (-adique. En
particulier ceci entraine que le foncteur considéré prend bien ses valeurs dans les complexes
normalisés. O

On a donc un foncteur
R, : C°(SmCorg)® <, b [Ct(s,z/0%)] =
et donc un foncteur triangulé

R, : KP(SmCorg)°® — DT (S,Z/¢*)

ot ot (s, z/e%)

prenant en fait ces valeurs dans D*(S,Z,). En utilisant I'invariance par homotopie dans le cadre
l-adique, la localisation Nisnevich, on obtient un foncteur triangulé

Ry : DMSY (S)°P — DY (S, Zy).
Comme la catégorie triangulée DT (S, Zy) est pseudo-abélienne — il s’agit d’une conséquence du
lemme 2.4 de [10] — ce dernier nous donne un foncteur
Ry : DM (S) — DT(S, Zy). (139)
Il reste & vérifier que ce foncteur est bien compatible aux structures tensorielles de part et d’autre.

Lemme 5.2.4. Le foncteur triangulé (139) est tensoriel.

DEMONSTRATION. — D’aprés le corollaire 3.2.21, Zg gt /l* est un Zg gt /¢*-module avec trans-
ferts quasi-monoidal symétrique. Le lemme 3.4.12 nous assure alors que G55, Zg /" est en fait
canoniquement un Zg g /¢*-module avec transferts quasi-monoidal symétrique cosimplicial. Cela
entraine que le foncteur

Ry : SmCory” — AMod(Zg /")
du lemme 5.2.3 est monoidal symétrique, autrement dit que I’on dispose d’un morphisme cano-
nique de foncteurs sur SmCorg ® SmCorg

X Re(—) @ Re(—) — Re(— x5 —)

associatif et commutatif. Ce dernier nous fournit des morphismes de foncteurs associatifs et
commutatifs

&EML

C*Ro(—) @ C*Re(—) C*[Re(—) ® Re(—)] C*Re(— x5 —)

R( (=) Ry(— x5 -)
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ott KEML désigne la transformation d’Eilenberg Mac-Lane [34]. On a donc des morphismes de
bifoncteurs associatifs et commutatifs
b qEM L b e
Cb [eRel-) @ C*Re(-)| £2 chem

C® [e* [Rel-) ® Re(-)] ]

Ry(—) ® By(-) Ry(—xs-)

Par ailleurs 'augmentation

Zs/t* — Ry(S)

est un quasi-isomorphisme qui rend le diagramme suivant commutatif

b qQEML b e
Ry(S) @ Ry(~) CE b et [RelS) @ Re(—)] | —FEE Ry(S x5 -)
Zs/t* @ Ry(—) Ry(-).
Cela nous assure que le foncteur (139) est bien tensoriel. O

En remarquant que le motif de P! a pour image I'objet Z; @ Z,(—1)[—2] de D2(S, Z;), on déduit
immédiatement de la définition du motif de Tate le résultat suivant.

Lemme 5.2.5. 1l existe un isomorphisme
V1 Ry(Z(1)) = Zg(—1).

Comme Zy(—1) est inversible dans DT (S, Zy) il résulte du lemme 5.2.5 que le foncteur (139) se
prolonge en un foncteur triangulé tensoriel

Ry : DMy, (S)° — DT(S, Zy). (140)

L’assertion concernant le fait que ce foncteur prenne ses valeurs dans les coefficients construc-
tibles lorsque S est de type fini sur un schéma noethérien régulier de dimension < 1 découle des
remarques préliminaires que nous avons faites dans la sous-section 5.2.1. Cela achéve la preuve
du théoréme 5.2.1. O

Remarque 5.2.6. Soit T un schéma et 6 : T" — S un morphisme lisse de schémas. Pour tout S-
schéma lisse de type fini X, le théoréme de changement de base lisse appliqué au carré cartésien

Xr =, X
ﬂXT/Tl O l”X/S
r—">g
nous donne un isomorphisme canonique
0" Re(X) = 0" Rrx 5. sLs /U = Rux, r0xmx ) sLs/C*
= Rx, /T, jrler [ € = Re(X7).
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I1 résulte alors de la construction donnée dans la preuve du théoréme 5.2.1 que ’on a un isomor-
phisme canonique de foncteurs ¢

DMy (S) — D*+(S,2/¢%)

¢
—— 9*

DMy (T) —24 o DH(T, 7).

5.2.3. Une variante modérée. — La généralité correspondant au théoréme 5.2.1 permet de
construire dans différentes situations géométriques des « variantes modérées » du foncteur de
réalisation f-adique. Ceci concerne les situations dans lesquelles le schéma considéré est régulier
et décrit comme une limite projective de schémas réguliers & morphismes de transition lisses
et affines. Cela donne par exemple pour un corps de nombres une variante modérée qui tient
compte des ouverts du spectre de son anneau des entiers.

Dans ce qui suit, nous reprenons les notations des sous-sections 2.1.3 et 4.1.3. En revanche nos
hypothéses sont légérement plus restrictives.

Le schéma S est régulier et limite projective d’un systéme projectif de
schémas réguliers A — S, dont les morphismes de transition sont lisses et
affines.

Il résulte des théorémes 8.8.2 et 8.10.5 de [55] et de la proposition 17.7.6 de [56] que la catégorie
des S-schémas lisses de type fini admet la description suivante

2—colAim Smg, = Smg.
En passant a la 2-colimite sur A, les foncteurs de réalisation f-adique
Smy — DF(Sy,Ze)  AeA
fournissent donc un foncteur
Sme — DY (S, Z¢)ma. (141)

La conjonction du théoréme 5.2.1 et de la description de la catégorie des motifs géométriques
de la proposition 4.1.29 nous donne le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.7. Le foncteur de réalisation (-adique modérée (141) se prolonge canoniquement
en un foncteur triangulé tensoriel

Rmd! : DMgm(S)Op - D+(S7 Zﬁ)md- (142>

Lorsque X\ — Sy est un systéme projectif de schémas de type fini sur un schéma nothérien régulier
de dimension < 1, le foncteur (142) prend ses valeurs dans DP(S, Zg)ma-

DEMONSTRATION. — D’aprés le théoréme 5.2.1 on a des foncteurs triangulés tensoriels

DMgm(S/\)Op — D(S,\,Zg) A €A
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Compte tenu de la proposition 4.1.29 et de la remarque 5.2.6, en passant a la 2-colimite sur A
on obtient un foncteur triangulé tensoriel

2-colimy DM gy, (8)°P — 2-colimy D(8, Zy)

.
DMy (S)® ™ D(S,Z)m

Lorsque A — S est un systéme projectif de schémas de type fini sur un schéma nothérien régulier
de dimension < 1, le théoréme 5.2.1 entraine également que ce foncteur prend ses valeurs dans

DE(Xa Z@)md- ]

Remarque 5.2.8. On peut appliquer ce résultat au cas oul A est 'ensemble des ouverts affines non
vides d’un schéma intégre régulier S de corps des fonctions F'. Cela permet pour tout F-schéma
lisse de type fini X d’obtenir une réalisation f-adique

DMy (X) — DR(X, Z¢)ma

la catégorie de droite étant étudiée dans [67] dans le cas ot F' est un corps de nombres.

5.3. Lien avec la construction de A. Huber

Nous allons maintenant comparer le foncteur de réalisation ¢-adique que nous avons construit
au théoreme 5.2.1, avec la composante f-adique du foncteur de réalisation

RMmr : DMy, (k)°P — Dapr (143)
du théoréeme 2.3.3 de [68]. Dans ce qui précéde, D g désigne la catégorie triangulée des réali-
sations mixtes de [66] et k un corps de caractéristique nulle.

Dans cette section k£ désigne un corps de caractéristique nulle.
Le résultat essentiel de cette section est le suivant.

Proposition 5.3.1. Le foncteur de réalisation (-adique construit par A. Huber dans |69, 68|
est canoniquement isomorphe au foncteur de réalisation obtenu au théoréme 5.2.1 : il existe un
isomorphisme canonique de foncteurs ¢

DM (k) 2% D

Ry :¢> projection sur la

composante ¢-adique

DE(Spec(k), Qo).

Nous démontrons la proposition précédente dans la sous-section 5.3.3. A cet égard le résultat
essentiel est la proposition 5.3.18, qui permet de réduire la démonstration & la vérification de
certaines propriétés « d’invariance sous-Galois » de la résolution de Godement.
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5.3.1. Transposition et préfaisceaux avec transferts. — Nous débutons par quelques
rappels sur la transposée des morphismes finis équidimensionnels dont nous aurons besoin pour
démontrer la proposition 5.3.18.

Dans la suite, les schémas normaux seront toujours pris « au sens absolu ». Ainsi la phrase : « X
est un S-schéma normal », ne signifiera pas que le morphisme structural de X vers S est normal
au sens de la définition 6.8.1 de [54], mais simplement que X est un schéma de base S qui est
de plus normal.

Nous aurons besoin de faire opérer un préfaisceau avec transferts I’ sur les transposés de mor-
phismes finis équidimensionnels p : X — Y entre k-schémas normaux. Le schéma Y n’étant pas
nécessairement régulier, le sous-schéma fermé de X x Y fini et équidimensionnel sur Y défini
par le graphe de p, ne fournit pas a priori une correspondance finie entre Y et X. On ne peut
donc considérer en toute généralité le morphisme

F(p") : F(X) — F(Y) (144)
ott pt désigne le transposé de p. Nous allons voir que les morphismes (144) ont bien un sens

lorsque le préfaisceau avec transferts F' prend des valeurs dans une catégorie Q-linéaire.

Soient X, Y des S-schémas. A la place des S-correspondances finies, on peut considérer le Q-
espace vectoriel

2(X,Y) = Coqui(X x5 Y/X,0)q (145)
et définir une composition de la méme maniére que pour les correspondances finies via le dia-
gramme

(Y, 2) ® (X, Y) === Cequi(Y x5 Z/Y,0)g & Coqui(X x5 Y/X,0)g

(pﬁXSY)(@@id
Coqui(X X5Y x5 Z/X x5Y,0)qg ® Cequi(X x5 Y/X,0)0
o Cor
Cequi(X XsY x5 Z/X,0)q

XXgYXgZ
Pxxgz .

v
C%(X, Z) eequi()( XS Z/XaO)Q

Les propriétés que nous avons vérifiées dans la sous-section 2.1.1 sont encore valables dans ce
cas avec les mémes démonstrations et le morphisme naturel

cs(X,Y) — c2(X,Y) (146)
est naturellement compatible & la composition.
Remarque 5.3.2. Soient X,Y des S-schémas. Lorsque X est régulier, le corollaire 1.2.34 assure
que cx(X,Y) est le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas fermés de X xg Y finis
et équidimensionnels sur X. De méme lorsque X est normal, le corollaire 1.2.33 entraine que
cg(X ,Y) est le Q-espace vectoriel engendré par les sous-schémas fermés de X xg Y finis et
équidimensionnels sur X.
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Lorsque X est normal, on sait par le critére de Chevalley que les morphismes équidimensionnels
sont ouverts. En particulier, lorsque X est connexe, un sous-schéma fermé de X xg Y est fini
equidimensionnel sur X si et seulement si il est fini surjectif sur X.

On déduit de la proposition 3.3.14 de [125], que rationnellement on obtient rien de plus en
considérant les Q-espaces vectoriels (145) qu’en considérant les correspondances finies. On a en
effet le lemme suivant.

Lemme 5.3.3. Soient X,Y des S-schémas. Les morphismes (146) induisent des isomorphismes

es(X,Y)g = c2(X,Y).
Nous rappelons maintenant la définition du transposé d’un morphisme fini équidimensionnel
entre S-schémas.
Définition 5.3.4. Soit p un morphisme fini équidimensionnel de S-schémas. On appelle trans-
posé de p, le cycle algébrique sur ¥ xg X

p' = e[l

olle: X XgY — Y xg X désigne 'isomorphisme qui échange les facteurs.

Remarque 5.8.5. Le transposé du morphisme p étant fini equidimensionnel sur Y, on voit d’aprés
la remarque 5.3.2 que ce dernier appartient a cg(X ,Y') dés lors que Y est normal. Naturellement,
dans le cas ou Y est régulier, le transposé de p est une correspondance finie.

Le lemme suivant donne les propriétés élémentaires de la transposition.

Lemme 5.3.6. Soient X,Y des S-schémas normauz et p : X — Y un S-morphisme fini équi-
dimensionnel.

1. Pour tout « € cg(X7 Z) on a
aop' = (pxgidg).«(a)
2. Pour tout S-schéma normal et tout morphisme fini équidimensionnel q:Y — Z, on a
(gop) =p'og".
3. Lorsque Y est conneze, on a la formule du degré
pop' = deg(p)idy.

DEMONSTRATION. — (1). Par définition de la composition, en utilisant la premiére assertion
du lemme 1.4.13, on a

YX YX
aopt = pyFZCor (P¥®a,pt) = pyEECor (WX %a.l))

= py3! (e Xgidg)«Cor <€®p§x®a, [Fp])

XY
= pyylCor (pX a, [Fp])
En revenant & la définition de I'opération C'or, on voit donc que
«Q opt = p‘)YQZ/*Z (Ap XS idz)* A;Bp§y®oc = (p X8 idz)*a

Ce qui prouve la relation voulue.
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(2). La premiére assertion nous donne
progt = (gxsgidx)edTp] = (g X5 idx)sexBps[X] = xBgopi [ X]
= e[Tgop] = (qop)’
puisque le diagramme

Aqop 3

- ety

id
X o X xgY — 5 oY xg X 5 70X

est commutatif

(3). Comme Y est normal et connexe, le morphisme p est en fait fini et surjectif. La premiére
assertion nous assure donc que

pop’ = (pxgidy).[[,] = deg(p)[Ay] = deg(p)idy

ce que nous voulions. ]

On déduit immédiatement du lemme précédent, le résultat de décomposition suivant.

Lemme 5.3.7. Soient X,Y des S-schémas normaux et Z un sous-schéma fermé de X xgY
fini et équidimensionnel sur X. Alors en notant

x&z4y
les projections naturelles, on a [Z] = qo p' dans cg(X,Y).

DEMONSTRATION. — Notons ¢ 'immersion fermée de Z dans X Xg Y. En remarquant que le
diagramme

ZTZXSYme XSY

est commutatif, le lemme 5.3.6 nous donne

[Z] = (p x5 1dy )« Agu[Z] = (p x5 idy )«[Tg] = g o p".

En particulier lorsque a est une correspondance finie appartenant & cg(X ,Y') de la forme

o = Z OéZ[ZZ]

les ay; étant des rationnels et les Z; des sous-schémas fermés de X x gV finis et équidimensionnels
sur X on a, en notant X <= Z; 2 Y les projections naturelles

T
a= Z ai(gi o p;)
=1

dans cg(X, Y).
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Remarque 5.3.8. Soient A une catégorie additive Q-linéaire et
F : NorCorg’ — A

un foncteur additif ot NorCorg désigne la catégorie des S-schémas normaux munis des cor-
respondances finies. D’aprés ce qui précéde, ce foncteur s’étend naturellement en un foncteur
sur la catégorie Q-linéaire ayant pour objets les S-schémas normaux et pour morphismes les
Q-espaces vectoriels (145). En particulier pour tout morphisme fini équidimensionnel p: X — Y
de S-schémas normaux, on dispose bien par fonctorialité d’un morphisme naturel

F(p'): F(X) — F(Y).

Soient X, Y des k-schémas lisses connexes. Supposons que « € cx(X,Y) soit une correspondance
finie. Ecrivons « sous la forme

a= Z a;[Z;]

ou «; est un entier relatif et Z; un sous-schéma fermé intégre de X x Y fini surjectif sur X, et
désignons par ZZ-N le normalisé du schéma intégre Z;. On a alors un diagramme commutatif

N

)

lﬁni surjectif
Z,

p,fv fini surjectif i qu
i qi
fini surjectif
X Y.

Comme les m; sont birationnels, les lemmes 5.3.6 et 5.3.7 nous assurent que

r

T T
a = Zai(qi opl) = Zai(q omomlopt) = Z(ql om;) o (piom)t

=1 =1
_ Zaz (@ opl). (147)

Remarque 5.3.9. La description (147) du transfert ne fait pas intervenir que des schémas lisses
connexes, mais utilise des schémas normaux connexes comme intermédiaire. En particulier pour
un préfaisceau avec transferts F' défini seulement sur les k-schémas lisses connexes, une formule
du type

Zal qz )

n’a pas de sens.

La décomposition (147) est au centre de la méthode galoisienne de « rajout de transferts »
donnée par A. Huber dans [68, 69| et que nous allons maintenant rappeler.
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5.3.2. Transferts galoisiens. — Dans cette sous-section nous démontrons la proposition
5.3.18 qui compare les transferts « galoisiens » — nous entendons par 1a les transferts obtenus
par la méthode de A. Huber — aux « transferts d’origine » lorsqu’ils existent.

Nous faisons la convention suivante.

A désigne une catégorie additive Q-linéaire pseudo-abélienne dans laquelle
les petites colimites filtrantes sont représentables.

Convenons de désigner par Norcg la catégorie des k-schémas normaux connexes de type fini
et par Smcy celle des k-schémas lisses connexes de type fini. La méthode galoisienne permet
d’associer, a un A-préfaisceau additif F' sur Norcy, un préfaisceau avec transferts F'* sur Smcy,
muni d’un morphisme

0:F — F!
ol le premier membre désigne abusivement la restriction de F' & Smcy. Dans la suite, nous ne
donnons pas les détails de la construction de F*. Nous renvoyons le lecteur & loc.cit. pour les

démonstrations. Nous aurons besoin de la remarque suivante qui précise certaines définitions et
notations.

Remarque 5.8.10. Soit G un groupe fini. Nous dirons qu'un objet A de A est muni d’une action
de G par automorphisme lorsque 1’on s’est donné un morphisme de groupe

Dy:G — Autyg(A)

ot Aut 4(A) désigne I'ensemble des automorphismes de A. Puisque A est Q-linéaire, il est possible
considérer le projecteur
1
g = — Z ®a(g)
Gl =2
pour tout objet A de A muni d’une action de GG par automorphisme. Sachant que A est supposée
pseudo-abélienne, le projecteur I14 se scinde et on a une décomposition naturelle

A= Im(HA) D Im(idA — HA).

Les invariants de A sous Paction de G sont donnés par I'image de IT4 que nous notons A%,

Donnons nous un A-préfaisceau sur Norcy,
F: Norczp — A.

Notons N la sous-catégorie de Schy, ayant pour objet les k-schémas normaux connexes de type
fini et dont les fléches sont les morphismes finis surjectifs et génériquement galoisiens. On dispose
du lemme B.3.5 de [69] :

Lemme 5.3.11. Pour tout k-schéma normal connexe, la catégorie N' /X est cofiltrante.

™

Pour tout objet (X' — X) de N//X, F(X’) est muni naturellement d’une action par automor-
phisme du groupe de Galois Aut(X’/X), ce qui permet de considérer 'objet de A obtenu en
prenant les invariants

Et(X/ N X) — F(X/)Aut(X,/X).
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Pour tout morphisme

dans N/ X, la théorie de Galois nous donne un morphisme naturel F*(u) s’insérant dans le carré

commutatif
/ F(u) "
F(X) F(X")
Et(Xl 7T X) Et(u) Et(X/ ﬂ-_) X)

On obtient ainsi un foncteur
F': (N/X)P — A.
Notation 5.3.12. Nous notons
1
Oyx//y i = ————— F . F(X/ F(X'
geEAut(X'/X)
le projecteur canonique et tx//x : FY{X" 5 X) — F(X') linclusion naturelle. L’image réci-
proque prend ses valeurs dans les invariants sous-Galois et 1'on note 0y, x le morphisme défini
par le diagramme

T

//W\

F(X) >FY{X' 5 X)— F(X').

Oxr/x = Ix'/x

En utilisant le lemme 5.3.11 et notre hypothése sur A, on peut poser, pour tout k-schéma normal
connexe de type fini X
FY{(X):= colim FY{X' 5 X).
(X' X)e(W/X)oPp

On note fx le morphisme de F(X) dans F*(X) induit par les morphismes fx//x.

Cette construction satisfait le lemme 2.1.10 de [68].
Lemme 5.3.13. La construction
X € Norey — FY{(X)
est fonctorielle contravariante par rapport aux morphismes de schémas et fonctorielle covariante
par rapport auxr morphismes finis surjectifs.

1. Pour tout morphisme de schémasp: X — Y, le carré

Oy

F(Y) 2~ FY(Y)

ip* . lp*
F(X) —> FY{X)

est commutatif.
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2. On a la formule du degré

deg(u)id

N (148)
FUY) = F(X) 5= YY)

pour tout morphisme fini surjectif p: X — Y.

Remarque 5.3.14. Nous n’avons pas pris la méme normalisation que dans [68], de maniére a ce
que les morphismes covariants satisfassent bien la formule du degré (148). Nous rectifions en
conséquence la formule (151) donnant la définition des transferts.

Fixons un morphisme fini surjectif p : X — Y de k-schémas normaux connexes de type fini.
Nous aurons besoin, dans la démonstration de la proposition 5.3.18, de la description explicite
des morphismes d’image directe
Pyt FY(X) — FYY) (149)
™

du lemme 5.3.13. Etant donné un objet (X' = X) € (M/X), il existe un k-schéma normal
connexe de type fini et un diagramme commutatif

X//

q fini surjectif
gén. galoisien

fini surjectif - s e
gén. galoisien ! X/ ,, | fini surjectif (150)

Q0 gén. galoisien
\
p

X Y.

On en déduit un morphisme

F'(q)

Ft (X’ . X) 2, pt (X” Ll X) Hxopr,

Ft (X” =, Y) — FY(Y),

ces derniers étant compatibles aux morphismes de transition, on obtient le morphisme d’image
directe (149) en passant a la colimite et en multipliant le morphisme obtenu par le degré de p.

Donnons nous deux k-schémas lisses connexes de type fini ainsi qu’une correspondance finie
a € cx(X,Y). D’apreés la remarque 5.3.2, on peut décomposer o de maniére unique sous la forme

o= Z ;| Zi]
i=1

ou les «; sont des entiers relatifs et les Z; des sous-schémas fermés intégres de X x Y finis et
surjectifs sur X. Notons ZZ-N le normalisé du schéma intégre Z;, qui s’insére dans le diagramme
commutatif

N

(2
lﬁni surjectif
Z

(2

ni surjectif qu
pi qi
fini surjectif
Y.

P fi
X
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Dans la démonstration du théoréme 2.1.6 de [68], A. Huber définit ’action des correspondances
finies sur F'* en posant

n
FYa) =Y o (pil 0 ¢\) (151)
i=1
et montre que cette définition est fonctorielle et que I'action via (151) des morphismes de schémas
est compatible avec celle donnée au lemme 5.3.13. Cela fait donc naturellement de F'* un foncteur
F': (SmcCory)° — A.

ou SmcCory, désigne la catégorie des k-schémas lisses connexes de type fini munis des correspon-
dances finies.

Remarque 5.3.15. Pour tout morphisme fini surjectif p, il résulte immédiatement de la définition
des transferts que p, = F(p').

Regardons maintenant ce qui se passe lorsque l'on applique la construction galoisienne & un
foncteur déja muni initialement de transferts. Autrement dit donnons nous cette fois un foncteur

F : NorcCor, — A

ou NorcCory, désigne la catégorie des k-schémas normaux connexes de type fini munis des cor-
respondances finies. Notons F° la restriction de ce dernier a la catégorie des k-schémas normaux
connexes. Pour tout k-schéma lisse connexe de type fini, on dispose du morphisme naturel

Ox 1 F(X) = (F9){(X)

qui est compatible a ’action des morphismes de schémas sur les deux membres : les carrés
F(Y) =" (F){(Y)

lF(p) (F°)! () (152)

F(X) =2 (F)4(X)

sont commutatifs pour tout morphisme de schémas p: X — Y.

Remarque 5.3.16. Notons Uy, x la composée

Uxiyx
ixx Pty

™

Et(X/ N X)

En remarquant que pour tout élément du groupe de Galois g € Aut(X’/X), on a g~ = g, on

obtient que

[Auwt(X'/X)|(F(x') o lxr/x) = Y F(a')oF(g)=) F(a'")oF(g")
g

g
= Y Flgtor) =Y F((rog)) = 3 F(x')

= |Aut(X'/X)|F(n")
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les sommes étant prises sur les éléments g du groupe de Galois Aut(X’/X). On voit ainsi que le
triangle ci-dessous est commutatif

Définition 5.3.17. Nous dirons que F' est invariant par Galois, lorsque pour tout morphisme
fini surjectif génériquement galoisien 7 : X’ — X, le morphisme

9X//X tF(X) — (Eo)t(X/ = X)

est un isomorphisme.

En particulier lorsque F est invariant par Galois, les morphismes 0x : F(X) — (F°)Y(X) sont
des isomorphismes. Nous sommes maintenant en mesure de vérifier la proposition suivante.

Proposition 5.3.18. Soient X,Y des k-schémas lisses connexes de type fini. On suppose F
invariant par Galois. Pour toute correspondance finie o € ¢, (X,Y), le carré suivant est com-
mutatif

F(Y) =25 (Fo)(Y)

DEMONSTRATION. — Compte tenu du lemme 5.3.7 et de la commutativité des carrés (152), il
nous suffit de montrer que le carré

est commutatif pour tout morphisme fini surjectif p : X — Y. D’aprés la remarque 5.3.15, le
morphisme (F°)Y(p') est donné par I'image directe p, du lemme 5.3.13.
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Fixons un objet (X’ 5 X) € (N/X) ainsi qu'un schéma normal connexe X” s’insérant dans un

diagramme commutatif de la forme (150). Compte tenu du diagramme

Ox1/x (F°)(q)

F(X) (FO){(X" 5 X) (F)Y(X" ™ X)
x Uy )y
F(pt)/ deg(p) (FP){(X) (FO)NxX" s y)
p«/ deg(p)
. /
F(Y) (F)(Y),
_ J
Oxi1 /v

il nous suffit de prouver que

T

/\

F(X) —5 = ()X & X) F(X))
l(F")‘(q) 7
F(p')/ deg(p) (FO)YX" ™ X) F(X") (153)
X"y ”
F(Y) (E))(X" > Y)
. Y

7r//*

est commutatif. En utilisant la remarque 5.3.16 et la fonctorialité, on sait que le diagramme
suivant est commutatif

ﬂ.t
F(X) o F(X')
F(pt)J/ TF(qt)
Iy ., My )y . (154)
F(Y) FY{X" IS Y) F(X")

F(ﬂ.//t)

Comme par hypothése F est invariant par Galois, le morphisme 6 /y est un isomorphisme et
la formule du degré assure que son inverse est ¥ xny / deg(n”). On déduit ainsi de (154) que

-1
deg(n") <0X”/Y o HXN/Y> = F(p") o F(n") o F(q").
En appliquant les formules du degré relatives aux morphismes v et m, on obtient maintenant

deg(7") (Ix»/y 0 ¢* o 7*) = deg(q) deg(m) (0 x»/y © F(p")

et donc par multiplicativité du degré

Mxn/y oq*on™ =0xny o (F(p')/deg(p)).
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Cela prouve que (153) est bien commutatif et la proposition s’en déduit. O

5.3.3. Comparaison. — Il nous suffit, pour démontrer la proposition 5.3.1, de vérifier que
les foncteurs obtenus au niveau de la catégorie des motifs effectifs sont isomorphes.

Dans |68, 69|, la restriction du foncteur triangulé tensoriel (143) aux motifs effectifs est obtenue
comme la composée de trois foncteurs triangulés tensoriels

RMR
DM%(R)OP —> DVar®® —— DSm®P e Dmr.
MR

Pour la définition des catégories DVar et DSm nous renvoyons le lecteur aux définitions B.3.1
et B.5.1 de [69].

Notation 5.3.19. Nous notons Var la catégorie des k-schémas de type fini.

Considérons le foncteur

R, : SchCor? — C*(Spec(k), Q/¢*) (155)
du lemme 5.2.3 et notons Rj sa restriction a la catégorie des k-schémas de type fini. Pour
€ = Var, Sm, cette derniére induit un foncteur additif Q-linéaire

R{ : Q[C]P — CT(Spec(k),Q/¢*)
et donc aussi un foncteur
b op Cb(EZe) b + * Tot + *
C*(Q[e])*P ——— C” [C"(Spec(k), Q/¢")] — C™(Spec(k),Q/L").

En passant & la catégorie homotopique, on obtient un foncteur triangulé

Ri : KP(Q[C))*™™ — D¢(Spec(k), Qu)- (156)
Les propriétés de la cohomologie ¢-adique assurent que le foncteur Ree se factorise par la catégorie
De.
Nous allons maintenant montrer ’existence d’isomorphismes de foncteurs ¢1, ¢2 et @3 :

RMR

DSm®P =~ Dur
E)f{/\/ﬂz

DM (k)P —— DVare?

RP™ ¢g

Projection sur la compo-
sante f-adique

o DY (Spec(k), Q1)

ce qui prouvera la proposition 5.3.1.

L’existence de I'isomorphisme ¢o découle, par construction [69, §B.4,§B.5|, des propriétés de
descente cohomologique propre de la cohomologie étale [4, exposé Vbis|.
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Pour ce qui concerne la résolution de Godement, nous reprenons les notations et les définitions
de la sous-section 3.4.3.

Remarque 5.3.20. On notera que nos conventions de la sous-section 3.4.3 concernant la résolu-
tions de Godement pour la topologie étale coincident avec celle de [66, §5.1].

Lemme 5.3.21. Il existe un isomorphisme de foncteurs

m

MR

DSm°P DMR
R?m ¢3 Projection sur la compo-
sante f-adique
b
D¢ (Spec(k), Q)
DEMONSTRATION. — Dans cette démonstration, nous reprenons certaines notations de [66].

Ainsi Vy désigne la catégorie des compactifications lisses [66, defn 1.1.4] et f}OA la catégorie des
objets cosimpliciaux associée. Rappelons qu'une compactification lisse (U, X) est la donnée d’un
k-schéma lisse propre X et d’une immersion ouverte j : U <— X dont le complémentaire est un
diviseur a croisement normal.

Notons C g la catégorie des complexes de réalisations mixtes [68, defn 2.2.2|. Le foncteur s)%SMmR
est construit & partir du foncteur [66, §11.2]

R SmP — Cur (157)
de la maniére suivante. Le foncteur (157) induit un foncteur Q-linéaire additif

Cb (9{51!\7%)
_

C*(Q[Sm])°” C" [Cur ] = Cur,
qui en passant a la catégorie homotopique, donne un foncteur triangulé

K*(Q[Sm])*® — Dz (158)
qui se factorise par DSm en le foncteur ERS/\I/?R

Notons 5™ la composante f-adique [66, §9.2,§9.3] du foncteur (157). Etant donnée une com-
patification lisse (U, X), on peut poser

o Sm % . * *
R, (U, X) = mxG §.Gor (Qu /).
On obtient de la sorte un foncteur
~Sm ~ %
R, VP — CF(Spec(k), Q/¢")

que l'on prolonge naturellement aux objets cosimpliciaux. Finalement le foncteur ﬁ?m est donné
pour tout k-schéma lisse de type fini X par

R™(X):= colim %,"(U.X)
(UX)eVs (X)
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ot V§*(X) désigne la catégorie [66, defn 1.1.4] des résolutions cosimpliciales de X . Par définition
pour toute compactification lisse (U, X), on a

RJ™(U) = m.G; (Qu /(")
ce qui donne un quasi-isomorphisme canonique
B (U) 2 3" (U, X).

On obtient ainsi, en utilisant la descente cohomologique propre, un quasi-isomorphisme cano-
nique

B™(X) % colim  RP(U) T colim 3" (U,X) = R7(X)
(UX)eVe (X) (UX)eVe (X)
pour tout k-schéma lisse de type fini X. On voit ainsi que le foncteur (156) pour € = Sm et la
composante f-adique de (158) sont isomorphes, ce qui prouve le lemme. O

La démonstration de la proposition 5.3.1 se réduit donc & montrer ’existence d’un isomorphisme
de foncteur ¢ :
(159)

DM (k)op DVar®P

Rg ¢1 Rzlar

D (Spec(k), Qo).

On peut décrire la composée de (159) et Ryar de la maniére suivante. En appliquant la construc-
tion galoisienne au foncteur 127, on obtient un foncteur

(R?)": SmcCor}? — CT(Spec(k),Q/¢*).

Ce dernier induit un foncteur

CP((B)Y) Tot
_

Cb(SmcCork)Op cb [C+(SpeC(/€),Q/€*)] — C™"(Spec(k), Q/¢)

et en passant aux catégories homotopiques, on obtient un foncteur triangulé
KP(SmcCory,)°P — DP(Spec(k), Q)

qui se factorise par DM, ;gl(k:) donnant ainsi la composée de (159) et R)™.

Compte tenu de la proposition 5.3.18, la comparaison des deux foncteurs de réalisations se
raméne maintenant essentiellement & vérifier certaines propriétés d’invariance sous Galois de la
résolution de Godement que nous donnons maintenant.

Définition 5.3.22. Nous dirons qu’'un faisceau étale de groupes abéliens F' est de type Galois,
lorsque pour tout morphisme fini surjectif génériquement galoisien w : X’ — X, le morphisme
canonique

Fy — (m Fx )Mt /X)

est un isomorphisme.



5.3. LIEN AVEC LA CONSTRUCTION DE A. HUBER 243

Lemme 5.3.23. Soit F' un faisceau étale de type Galois. Alors le faisceau étale Spi(F) est de
type Galois. En particulier la monade Ggy induit une monade sur la sous-catégorie pleine de
ShZ, (Spec(k)) formé des faisceauz de type Galois.

DEMONSTRATION. — Fixons un morphisme fini surjectif et génériquement galoisien 7 : X’ — X
ainsi qu'un X-schéma étale U. Notons U’ = X’ x x U le schéma obtenu par changement de base.
Comme F' est supposé de type Galois, on voit que les sections sur U du faisceau

(F*gEt(F)X/>Aut(X//X)

sont données par

, , Aut(X'/X
(1 Ge (F) o) A () = G (U)X X) ( H FE/) (X7/X)

7z’ bon point
géomeétrique de U’

_ H ( H FE/) Aut(X’/X)

] bor} point Z’' bon point
géométrique de U géométrique de U’
se projetant sur y

= H Fy = G F(U).

7 bon point
géométrique de U

On voit ainsi que le morphisme
(G F)x — (ma( G F) ) A/

est un isomorphisme de préfaisceaux et donc un isomorphisme de petits faisceaux étales sur X,
ce qui justifie notre assertion. ]

Remarque 5.3.24. Le lemme 5.3.23 assure que la résolution de Godement d’un faisceau étale de
type Galois, est aussi de type Galois.

Nous pouvons maintenant prouver le lemme suivant.

Lemme 5.3.25. Il existe un isomorphisme de foncteur ¢1 :

159
DM (k)op (159) DVar°P
Rz ¢1 R}/ar

D (Spec(k), Q).

DEMONSTRATION. — Le faisceau Q/¢* étant de type Galois, il résulte du lemme 5.3.23 que le
complexe G}, [Q/¢*] est aussi de type Galois. Cela entraine que le foncteur R, est invariant par
Galois au sens de la définition 5.3.17. La proposition 5.3.18 nous assure alors que pour tout
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k-schéma lisse connexe de type fini X, Y et toute correspondance finie o € ¢ (X,Y), le carré

R(Y) —2 (R)(Y)
Rz(a)i (B?)(a)
Ry(X) —2% (R9)Y(X)

est commutatif. Cela prouve donc que les foncteurs R, et (R9)' sont isomorphes via la transfor-
mation naturelle & donnée par les fx. Le reste du lemme s’en déduit. O

5.4. Lien avec les classes de cycles

Dans cette derniére section nous appliquons les résultats du chapitre 4 afin de vérifier que les
morphismes induit au niveau de la cohomologie par le foncteur de réalisation f-adique que nous
avons obtenus au théoréme 5.2.1 sont compatibles aux classes de cycles f-adiques construites
par A. Grothendieck et prolongées aux groupes de Chow supérieurs par S. Bloch, T. Geisser
et M. Levine |14, 45] — dans [45] les classes de cycles sont & coefficients de torsion mais la
construction est valable pour les coefficients ¢-adiques [79]. Nous reprenons ainsi la convention
des sections 4.2 a 4.5.

Nous supposons que S est le spectre d’un corps parfait k.

Nous traitons dans un premier temps le cas des groupes de Chow usuels. Nous nous raménerons
a ce cas pour les groupes de Chow supérieurs a 'aide d’un « argument de relativisation ». Soit
X un k-schéma quasi-projectif lisse. Nous désignerons dans la suite par

‘en(E) € H™(X, Zy(n))

les classes de Chern f-adiques d’un fibré vectoriel de rang fini sur X. De méme nous désignerons
par
) 2p—
feliy, + CHY(X, q) — Hif (X, Z(q))
les morphismes classes de cycles en cohomologie ¢-adique & support dans un sous-schéma fermé

W de X.

5.4.1. Cas des groupes de Chow. — Remarquons tout d’abord que l'on dispose d’une
maniére canonique d’identifier la réalisation f-adique du motif de Tate avec Zy(—1). En utilisant
les notations de la définition 4.3.4, cela se traduit plus précisément par le lemme suivant.

Lemme 5.4.1. Il existe des isomorphismes canoniques Ry(Z(n)) Fn, Zy(—n) rendant commu-
tatif, pour tout n > 0, le diagramme suivant :

Ry(P™)

RN}M \
(160)

n n

D Re(Z(q))[—24] D Ze(—q))[—24).

— n —
a=0 D dgl-2q) 170
q=0
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DEMONSTRATION. — On dispose des décompositions canoniques

Do Re(Z(g))[~2g) B Ry () —— @7 Ze(—9)[~24) .

Notons 11 le morphisme indépendant de n obtenu aprés décalage par [2] de la composition du
morphisme Ry([1(A"*1)) et de la projection sur le facteur Z;(—1)[—2] dans 'autre décomposition.
Par construction, comme on le voit pour n = 1, le morphisme % est un isomorphisme satisfaisant
la relation

gCl(AAn+1) 0 ¥1[—2] = Ry(c1(Apn+1)
Le foncteur de réalisation ¢-adique construit étant tensoriel, pour ¢ quelconque, on dispose d’un
morphisme naturel

’qu
e Y
Ry(Z(q)) == Ry(Z(1))*1 e Zo(—1)% —= Ze(—q) -

En particulier on a
fer(Apnin)? 0 0g[=2q) = Ry(e1(Apnin)?) = Re(lg(A™)).

ce qui signifie que les morphismes ¥, rendent le diagramme (160) commutatif. Par récurrence
on voit alors que les 9, sont des isomorphismes. ]

Plus généralement il résulte de la construction des isomorphismes #,, que le foncteur de réalisation
f-adique est compatible aux décompositions des fibrés projectifs. On dispose en effet du résultat
suivant.

Lemme 5.4.2. Soient X un k-schéma quasi-projectif lisse et E un fibré vectoriel de rang n + 1
sur X. Le triangle ci-dessous est commutatif

Ry(P(E))
Ry(ig) ‘\;Elmplt 4 Chemm t-adiques
n n (161)
D Re(M(X)(q))[~2d] . D Re(X)(=a))[~24]-
=0 D, val=2 =0

Soit X un k-schéma lisse de type fini. Pour tout entier relatif p,q le foncteur de réalisation
f-adique du théoréme 5.2.1 nous fournit des morphismes canoniques

HP(X,Z(q)) = Hompy,,, k) (M(X),Z(q)[p])
Hothg(Spec(k),Zg) (RE(Z(q)) [_p]a R@(X))

Zi(=q)[=pl, Re(X))
Zi, Re(X)(q)[p]) = HP (X, Ze(q))-

= Home (Spec(k Zg)(
= Hompp gpec(r),zy)(
Nous notons

o HP(X, Z(q)) — HP(X, Z(q))
les morphismes obtenus ci-dessus. Ces derniers sont par construction compatibles & la foncto-
rialité et au cup-produit dont sont munies la cohomologie motivique et la cohomologie ¢-adique.
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Plus généralement si W est un sous-schéma fermé de X, on dispose d’'un morphisme canonique
au niveau des groupes de cohomologie & support

By - Hiy (X, Z(q)) — Hyy (X, Ze(q)).-

Compte tenu de la construction usuelle des classes de Chern et de Thom, le lemme 5.4.2 admet
pour corollaire immédiat le résultat suivant dans lequel étc(E ) désigne la classe de Thom f-adique
d’un fibré vectoriel E.

Corollaire 5.4.3. Soient E un fibré vectoriel de rang fini sur un k-schéma quasi-projectif lisse
X etn >0 un entier. On a

fen(B) = " (en(B))  'te(B) = e (te(B)).

Il nous suffit maintenant d’appliquer la proposition 4.5.15 pour obtenir la comparaison recherchée
dans le cas des groupes de Chow classiques.

Corollaire 5.4.4. Soient X un k-schéma quasi-projectif lisse et W un sous schéma fermé de
X. Le diagramme

[TL
X, W

CH}y (X) — H22(X, Z(n))

2n,n
T
eCln X, W
X, W

Hip (X, Zy(n))

est commutatif

DEMONSTRATION. — Le corollaire résulte du 5.4.3 et de la proposition 4.5.15 en remarquant
que les classes de cycles f-adiques sont données par la construction naive que nous avons donnée
au chapitre 4 — menée cette fois dans le cadre f-adique. Il s’agit d’un résultat classique que 'on
peut vérifier par exemple par une démonstration analogue a celle de la proposition 4.5.15. O

5.4.2. Cas des groupes de Chow supérieurs. — Nous étendons maintenant le résultat
précédent aux groupes de Chow supérieurs de Bloch. Soient X un k-schéma quasi-projectif lisse,
W un sous-schéma fermé de X et D1, ..., D, des sous-schémas fermés de X formant un diviseur
a croisement normal D de X. Nous renvoyons au paragraphe 2.6 de [98, chapitre I| pour la
construction du « motif relatif »& support

Mw (X; D) = Mw(X; D1, ...,Dp).

Dans loc.cit. la construction est effectuée pour les motifs mixtes de Levine mais cette derniére
se transpose sans probléme aux motifs de Voevodsky. Par construction on dispose d’un triangle
distingué

M@U;DY,....DY) — M(X;Dy,...,Dy) — Mw(X;D1,...,Dy,) =5

dans lequel U = X \ W et DZU = D; NU. On dispose en outre du triangle distingué de « relati-
visation » donné par

M(Dy;Din,...,Dy_1y) — M(X;Dy,...,Dy_y) — M(X;D1,...,Dy) 15 (162)
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avec la convention D;,, = D; N D,,. Pour un sous-ensemble I C {1,...,n}, nous notons D; =
NierD;. La cohomologie motivique relative & support se définie par

Hy,(X; D, Z(q)) = Hompay,,, k) (Mw (X5 D1, . .., Dn), Z(q)[p))-
On dispose naturellement d’un analogue ¢-adique que I'on note Hyy, (X; D, Z(q)).

Remarque 5.4.5. Le foncteur de réalisation du théoréme 5.2.1 induit un morphisme au niveau
des groupes de cohomologie relative & support

vx.pyw  HY (X5 D, Z(q)) — Hy, (X5 D, Zy(q))-

La proposition suivante est une utilisation classique de la pureté que 1’on retrouve a mainte
reprise dans la littérature [13, 96, 98].

Proposition 5.4.6. Soient X un k-schéma quasi-projectif lisse et D1, ..., D, des sous-schémas
fermés de X formant un diviseur o croisement normal D de X. Etant donné un sous-schéma
fermé W de X purement de codimension p qui intersecte proprement les Dy, on a des suites
exactes courtes

(Theorie de Chow) 0 — CH}, (X,D) — CH},(X) — D], CH];VHDZ- (D;)
(Cohomologie motivique) 0 — H%(X; D,Z(p)) — H%(X,Z(p)) — P lHI%II/)mD (D, Z(p))
(Cohomologie t-adique) 0 — Hyf(X; D, Zy(p)) — Hif!(X, Zo(p)) — @iy Hifrp, (Dis Ze(p)-

DEMONSTRATION. — Nous nous contenterons de montrer le résultat concernant la cohomologie
motivique, I’analogue concernant les groupes de Chow ou la cohomologie ¢-adique se vérifiant
de la méme maniére. Montrons tout d’abord le résultat de semi-pureté relative suivant

H2"P(X;D) =0

dés lors que r > 0. Lorsque n = 0 cette annulation correspond au théoréme de semi-pureté.
Lorsque n > 0 on dispose de la suite exacte longue de « relativisation » associée au triangle
distingué (162)

' HI%I;?QE) Lp(Dn, Dl,m cee 7Dn71,n) - H‘%[e_T’p(X; Dl, .. ,Dn)
Hal/?_rvp(X; -D17 IR Dn—l) —

et annulation voulue se déduit de cette suite exacte longue par récurrence sur n. En particulier
on a une suite exacte courte

0 — HPP(X;D) — HiPP(X;Dy,..., Dyoy) — HifPy (Dps D1, .. Dno1n)

et de nouveau par récurrence sur n on obtient la suite exacte courte voulue

0 — HPP(X; D) — HPP(X) — EB HE2 (D

Ce qui prouve la proposition. O
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Remarque 5.4.7. Dans la situation précédente, il résulte des constructions de F. Friedlander,
A. Suslin et V. Voevodsky rappelées dans la section 4.2, que les isomorphismes identifiant les
groupes de Chow & la cohomologie motivique s’étendent & des isomorphismes

C[I(DX,D),W : CH}, (X; D) = Hyf (W3 D, Z(p)).

Ces isomorphismes sont compatibles aux suites exactes longues de relativisation.

Nous reprenons les notations suivantes de [98, Chapitre VI|. Ainsi (! est le sous-schéma ouvert
de P! complémentaire de la section unité et (0" désigne le produit de n-copie de O'. En notant
(t1,...,tn) les coordonnées naturelles sur (0", nous désignons par 9" la collection des diviseurs

oa" ={t1 =0,t1 = 0,...,t, = 0,t, = oc}.

Nous sommes maintenant en mesure de vérifier la proposition suivante :

Proposition 5.4.8. Soient X un k-schéma quasi-projectif lisse et p,q deux entiers relatifs. Le
triangle suivant

P,q

cly
CHp(X7 Q) - H2p—q<X7 Z(p))
M J/t?—qm
H*~4(X, Zy(p))
est commutatif.
DEMONSTRATION. — On dispose d’isomorphismes canoniques
CHP(X,q) = CHP(XO% X00)  HP79(X,Z(p)) = H*(X0% Xo0¥, Z(p))
H*~ (X, Zy(p)) = H**(XO; X004, Zy(p)),

et il suffit donc que nous prouvions que le diagramme suivant est commutatif

c?
CHP(X; D) —"H?"(X; D, Z(n))

t2p,p
0 1 (X;D)
(Xx;D)

H?(X; D, Z(p))

pour tout sous-schéma fermé D1, ..., D, formant un diviseur & croisement normal de X. Fixons
un sous-schéma fermé W de X purement de codimension p qui intersecte proprement les Dj.
En utilisant la description des groupes de Chow relatifs donnée dans la discussion précédent le
lemme 2.5 de [96], tout se raméne & prouver que, pour un sous-schéma fermé W de X purement
de codimension p et intersectant proprement les Dy, les diagrammes

CI:E}X<D) w
_—

CHY,(X; D) H2(X; D,Z(n))

2Pp
A n (X;D),W
(x;p),w

H(X; D, Z(p))
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sont commutatifs. En utilisant les suites exactes de la proposition 5.4.6 ainsi que la remarque
5.4.7, on voit que 'on a un diagramme commutatif a lignes exactes

0 CHyy (X; D) CHY, (X) Di=1 CHiyp, (Di)

| | |

0 —= Hi(X; D, Z(n)) — Hi}(X, Z(n)) —= @iy Hinp, (Di, Z(n))

| | |

0 — H{*(X; D, Zy(n)) —= H (X, Ze(n)) —= Diy Hivinp, (Dis Ze(n))

Par ailleurs, la proposition 4.5 de [45] assure que les morphismes classes de cycles ¢-adiques sont
compatibles aux suites exactes longues de relativisation. On en déduit ainsi que les carrés

CHjy (X5 D) CHy, (X) Di=i CHiyrp, (Di)
lZCI?X;D),W J{ed?(,w lzCl%i,WﬁDi

0 — H{MNX; D, Zy(n)) — HENX, Zo(n)) — Di—y Hijinp, (Di, Ze(n))

0

sont commutatifs et il suffit pour conclure d’appliquer le corollaire 5.4.4. O






APPENDICE A

COEFFICIENTS /-ADIQUES

Avec cet appendice nous précisons la nature des coefficients f-adiques que nous utilisons pour
réaliser les motifs mixtes sur S. Nous en profitons pour fixer les notations que nous utilisons
dans la cadre ¢-adique.

Dans son article [30], P. Deligne propose de considérer, pour un anneau de valuation discréte o
d’idéal maximal m, la catégorie

2-lim D2, (S,0,) 0, = o/m"*!

2-limite projective du systéme projectif r +— DEtf(S, 0,) dans lequel

— les morphismes de transition sont fournis par les produits tensoriels

OS,T®DLS s
Dlgtf(sa 05) ———— ch)tf(sa or) =55
- DEtf(S, 0,) désigne la sous-catégorie triangulée de la catégorie dérivée Db(osﬂ,) formée des
objets de tor dimension finie et & cohomologie constructible.

Mais cette construction ne fournit pas en toute généralité une catégorie triangulée. Fn effet la
2-limite projective d’'un systéme projectif de catégories triangulées & morphismes de transition
triangulés n’est pas a priori munie d’une structure triangulée. En revanche d’apreés la proposition
2.2.15 de [12], cette construction devient tout & fait raisonnable lorsque le groupe abélien

Homp, (g0, (F, G)

est fini pour tout objet F, G de Dlgtf(S, o).

En pratique on sait que cette hypothése est satisfaite par exemple lorsque S est de type fini sur
Z ou sur le spectre d'un corps k tel que, pour extension finie séparable de F de k, les groupes
de cohomologie Galoisienne H*(G g, Z/{) sont finis — ceci inclut notamment le cas ol k est un
corps fini ou un corps algébriquement clos.

La construction de P. Deligne recouvre donc un grand nombre de situations géométriques mais
présente un inconvénient majeur relativement a notre approche : il est extrémement malaisé de
travailler « & homotopie prés » dans une limite projective de catégories triangulées méme lorsque
chacune d’entre elle est la catégorie dérivée d'une catégorie abélienne.
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La construction inconditionnelle des catégories D7 (X, 0) et D?(X, 0) donnée ultérieurement par
T. Ekedahl dans [35] ne présente pas cet inconvénient. Cela tient au fait que le passage a la
limite projective n’est pas effectuée au niveau des catégories triangulées mais au niveau des
complexes. Naturellement lorsque I’hypothése de finitude n’est plus satisfaite, le foncteur lim
n’est plus exact, et la cohomologie f-adique n’est pas donnée par la simple limite

lim HY(X,Z/")

mais par la cohomologie étale continue de U. Jannsen [70] : en d’autres termes il y a lieu de
dériver aussi le foncteur limite projective pour obtenir un résultat raisonnable. Le passage a la
limite projective au niveau des complexes permet justement de dériver ce foncteur et la catégorie
de T. Ekedahl fournit le « formalisme dérivé » correspondant a la cohomologie étale continue
de U. Jannsen.

Dans [35] le point de vu adopté est plus général que dans cet appendice. Nous nous restreignons
au seul cadre f-adique provenant de la théorie des schémas. Le fait de ne considérer que les
coefficients relatifs & un anneau de valuation discréte — condition essentielle dans la présentation
de [30] — permet de donner une description de la t-structure naturelle sur D (X, 0) sans avoir
recours aux R-complexes de [35]. Dans loc. cit. I'utilité principale de ces derniers consiste & mettre
en évidence la t-structure que ’on ne peut pas lire au niveau des complexes normalisés en général.
Dans le cas des anneaux de valuation discréte, nous remarquons en effet que la construction
explicite des foncteurs de troncation de [30| peut étre réalisée dans le cadre considéré par T.
Ekedahl.

Fixons un nombre premier ¢ inversible sur S et une extension finie £ de QQ; dont on note o
I'anneau des entiers. Ce dernier est un anneau de valuation discréte dont on note m l’idéal
maximal et m une uniformisante. Pour simplifier on notera

0, =o/m" L,

Nous-désignons dans la suite par og, le petit faisceau étale d’anneaux sur S associé a o;.

A.1. Rappels sur les faisceaux (-adiques

Nous renvoyons le lecteur a exposé V de [6] pour un exposé détaillé des notions concernant
les faisceaux f-adiques. On peut considérer le topos N°P S des systémes projectifs de faisceaux
étales sur S ainsi que le faisceau d’anneaux sur ce dernier

08 208y — " —050-

La catégorie des 0g.-modules est une catégorie abélienne de Grothendieck et un og,-module F'
est dit f-adique lorsque pour tout r les morphismes de transition induisent un isomorphisme

0s,r ®0T+1 F'r+1 - Fr-

On voit immeédiatement que la catégorie des 0 ,-modules /-adiques, que nous noterons Mod (.S, 0)
dans la suite, est stable par extension et par conoyau mais non stable par noyau.
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Un og,-module F' est dit A.R.-nul lorsqu’il existe un entier r tel que le morphisme canonique
Flr] — F soit nul dans N°°Mod(Zg). La sous-catégorie Na r. des objets A.R.-nul de Mod(0s+)
est épaisse et nous noterons

A.R.MOd(O&*) = MOd(O&*)/NA.R,

la catégorie abélienne quotient. Les morphismes dans cette derniére sont donnés d’aprés la
proposition 2.4.3 de loc.cit. par

HomA.R.Mod(os,*)(Fv G) = COLiIn HomMod(057*)(F[7a]> G)

Les 0g +-modules ¢-adiques sont A.R.-locaux et le foncteur de localisation induit une équivalence
de catégories

Mod(S,0) = A.R.Mod(S, 0)

Le second membre étant par définition l'image essentielle du premier dans la catégorie
A.R.Mod(ogs+). Les objets de Mod(og ) dont I'image appartient & A.R.Mod(S, 0), autrement
dit les objets A.R.-isomorphes & un ogs-module /-adique sont appelés dans loc.cit. les 0g .-
modules A.R.-f-adiques. On note Moda r.(S,0) la sous-catégorie pleine de Mod(og ) formée
des 0g,-modules A.R.-/-adiques. On remarquera que cette derniére est stable par conoyau.

En désignant par Mod.(0s«) la sous-catégorie formée des systémes projectifs de faisceaux
constructibles, on pose

Mod. (S, 0) = Mod(S, 0) N Modc(0s «) Moda r. (S, 0) = Moda r.(S,0) N Modc(0s «).

La proposition suivante donne un résumé des résultats de ’exposé V de [6]. Elle s’énonce comme
suit.

Proposition A.1.1. 1. La catégorie Moda r. c(S,0) est abélienne, noethérienne et arti-
nienne, et stable par extension dans Mod(og ).
2. Un og+-module constructible F' est A.R.-f-adique si et seulement si on peut trouver une
stratification 8 de S telle que la restriction de F' & chaque strate de 8 soit A.R.-£-adique.
3. Un og.-module constructible F' est A.R.-l-adique si et seulement si les deux conditions
susvantes sont satisfaites
(a) il existe une stratification 8 de S telle que la restriction des F, a chaque strate de 8
soit lisse,
(b) pour tout point géométrique s de S, le o.-module Fs est A.R.-C-adique.

En particulier la proposition A.1.1 assure que la catégorie des ox .-modules /-adiques construc-
tibles est abélienne et de plus noethérienne et artinienne. On peut résumer les relations entre
les différentes catégories par le diagramme

exact
a droite
t t
Mod,(S, o) %tiwod,&m(s, 0) 2%~ Modc(0g.4)

\ iexact iexaCt
equiv.

A.R.Mod(S, 0) =% A R.Mod,(S, 0,)
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Remarque A.1.2. La catégorie des 0g ,-modules f-adiques constructibles est certes abélienne mais
le foncteur d’inclusion dans Modc(0s«) est seulement exact & droite.

On dispose des foncteurs adjoints
s : Mod(0g+) — Mod(ox) 7™ : Mod(og) — Mod(og ).
d’autre part d’un foncteur exact
(—)r : Mod(0g,+) — Mod(os,) ; '+ F;
et d’un foncteur exact & droite pleinement fidéle
tp : Mod(0g,) — Mod(0g,+).
Lemme A.1.3. Le foncteur v, induit un foncteur exact pleinement fidéle
tp : Mod¢(0g,) — Modc (S, 0). (163)

DEMONSTRATION. — Le foncteur i, est exact & droite, prend ses valeurs dans la catégorie des
0s«-modules /-adiques et préserve la constructibilité. Il suffit donc juste de vérifier que le foncteur
induit (163) préserve les noyaux. Par définition, pour un morphisme o : F' — G de og ,-modules
constructibles les morphismes canoniques

[t (ker a)HS — ker [LT(OZ)]S
sont des isomorphismes pour s > r ce qui assure que le morphisme canonique de ¢, ker o dans
ker trc est un A.R.-isomorphisme. ]
On dispose du lemme suivant.
Lemme A.1.4. Pour tout ogs-module {-adique constructible F', il existe un entier v et une suite
exacte

0—-H—-F—-G—0

dans laquelle G est og .-module plat et H appartient a Mod.(0s,).
Par ailleurs on a immédiatement le lemme.

Lemme A.1.5. Soit k un corps séparablement clos, alors le foncteur exact
7 : Mod¢(Speck,0) — Mody £ (0)

ot le second membre désigne la catégorie des o-modules de type fini est une équivalence de
catégorie.

A.2. La catégorie de T. Ekedahl

Les arguments utilisés dans la suite utilisent de maniére cruciale le fait que 1'on se restreigne au
cas d'un anneau de valuation discréte. Cela recouvre le cas des coefficients ¢-adiques et simplifie
les démonstrations. En particulier on peut lire la ¢-structure uniquement & partir des complexes
normalisés ce qui n’est pas le cas dans la discussion plus générale de [35]. Les propriétés par-
ticuliéres aux anneaux de valuation discréte utilisées dans la suite sont données par le lemme
suivant :

Lemme A.2.1. Soient r un entier > 0 et F' un o,-module. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
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1. F est injectif;

2. F est libre;

3. F est projectif ;

4. F est plat;

5. pour tout 1 < s < r + 1 le noyau de la multiplication par ©° sur F est m"T1=5F.

Remarque A.2.2. Comme o0, est principal, un sous-module d’un o,-module libre est libre, ce qui
assure qu’un sous-module d’un module plat est plat.

Pour simplifier, nous avons adopté dans cette thése la notation
D(S, 04) := D(Mod(0s.))

pour la catégorie dérivée de la catégorie abélienne de Grothendieck des o0g ,-modules. Pour un
objet F' € D(S,0.), nous reprenons la notation suivante de [35]

F .= L7*Rr.F.

On prendra garde que cette notation suggére une complétion mais que par adjonction le mor-
phisme naturel est de la forme F — F'. En fait il s’agit tout de méme d’une complétion en un
sens puisque le foncteur Rm, une version dérivée du passage a la limite projective. Rappelons
que d’apreés la proposition 2.2 de [35] on a le

Lemme A.2.3. Soit F' un objet de D(X,0.). Les conditions suivantes sont équivalentes

1. Le morphisme naturel F — F estun isomorphisme.
2. Les morphismes induits par les morphismes de transition

0S,s ®5S,r F. — F; r>s (164)

sont des isomorphismes dans D(S, 0,).

DEMONSTRATION. — Lorsque l'on prend un objet G de la catégorie dérivée D(og) on a pour
tout 7 un isomorphisme canonique

0x ®£X G5 [L?T*G]T
dans D(S, 0,). En particulier, lorsque F=F , on a un diagramme commutatif

~

L iso. L iso. L
OS,T+1 ®US R’]T*F - OS,'I‘ ®0577‘+1 (F)T+1 - US7T ®

05, r+1
\Liso. i

OS,r ®£S R?T*F iso. (ﬁ)r iso.

ce qui prouve que les morphismes (164) induits par les morphismes de transition sont des isomor-

Fr—i-l

L
OS’T ®US,T+1 |:

F,

phismes. Réciproquement lorsque ces morphismes sont des isomorphismes, on a un diagramme

commutatif
iso.

05 r ®L RTF*F ﬂ) (F\)r I F'r

et F' = F puisque la famille de foncteurs (=), est conservative. O
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Remarque A.2.4. Lorsque F' ne vérifie pas les conditions équivalentes du lemme A.2.3, le mor-
phisme

03, ®b, Rm.F — F,
n’est pas un isomorphisme en général.
Définition A.2.5. Soit 1 € {b,+,—,@}. La catégorie triangulée DT(S,0) des coefficients (-
adiques est la sous-catégorie pleine de DT(os,*) engendrée par les complexes F' satisfaisant les
conditions équivalentes du lemme A.2.3.

Remarque A.2.6. Dans [35] les complexes vérifiant les conditions équivalentes du lemme A.2.3
sont appelés complexes normalisés.

On voit que cette catégorie est la catégorie des objets locaux par rapport a la sous-catégorie

épaisse formée des objets F' dont le normalisé Fest nul, et s’identifie donc au quotient de D(S, 0.)
par cette derniére.

La catégorie des coefficients f-adiques constructibles est quant a elle donnée par la sous-catégorie
pleine de D(S, 0)
D¢(S,0) = D(S,0) N D¢(S, 04).

Dans la suite de cet appendice nous ne nous intéresserons principalement qu’a la catégorie
D (S, 0), notamment pour les questions relatives a la t-structure naturelle dans lesquelles la
constructibilité joue un role essentiel. Nous utiliserons aussi systématiquement des dévissages
reposant sur les suites exactes fournies par le lemme suivant.

Lemme A.2.7. Soient k un corps séparablement clos et F' un objet de D¢(Speck,0). On a les
suites exactes courtes de o,-modules :

0— [hmHﬂ‘(Fs)}/mTH — HI(F) - [lm B (E) w1 =0 >0

DEMONSTRATION. — Quitte & remplacer F' par un objet isomorphe, on peut supposer qu’un
objet de D¢(X, 0) est donné par un complexe o.-plat. En particulier pour un tel complexe chaque
F,. est o,-plat et le morphisme naturel

0p ®07»+1 Fr+1 — I

est un quasi-isomorphisme.

Par ailleurs puisque F' est & cohomologie de type fini, en prenant la suite exacte longue de

cohomologie associée & la suite exacte de complexes induite par la multiplication par 7" +!
!

0— Frys Qopps 0s — Lrys = L'pys Qo Op — 0

et en passant a la limite projective sur s, on obtient la suite exacte longue

S lim HY(F,) — HY(F,) — lim H9YY(F) ™ lim HIYY(F) — -

S S

et en particulier les suites exactes voulues :

0— [limHj(Fs)}/m’“H — HI(F) - [lm B (E)|m™*] -0 r>o0.



A.3. t-STRUCTURE NATURELLE 257

Remarque A.2.8. On dispose d’un foncteur triangulé naturel
D(S,0,) — D(S,0) (165)
et d’un isomorphisme de foncteurs

id

T

Dc(S,0,) ——= D¢ (S, 0) — D(S, 0,)

Pour ce qui concerne la t-structure naturelle sur la catégorie triangulée D (.S, 0), nous allons voir
dans la section A.3 que les sous-catégories

D;=(S,0) = {FeD;(S,0): HF " 0vj>0)
D, 2%(S,0) = {FeD;(5,0): H/F ¥ 0vj <0}

définissent une t-structure sur D_ (S,0) dont le coeur s’identifie a la catégorie abélienne des
0g«-modules f-adiques constructibles. Ce résultat découle essentiellement des considérations de
[30, 1.1.2.e], reprises en détail dans |91, I1.6].

A.3. t-structure naturelle

Nous détaillons maintenant la t-structure naturelle dont se trouve munie la catégorie triangulée
D (S,0).

Proposition A.3.1. Lorsque F appartient a la sous-catégorie D (S, 0), les 05 «-modules H*(F)

sont A.R.-£-adiques constructibles pour tout entier relatif k € Z.

DEMONSTRATION. — Quitte & remplacer F' par un objet isomorphe, on peut supposer que F
est un complexe og .-plat. En particulier chaque F). est og,-plat et le morphisme naturel
05, Qog py1 Fry1 — F

est un quasi-isomorphisme.

Fixons un entier relatif k. Par hypothése les 0gp-modules HI(Fy) sont constructibles, il existe
donc une stratification § de S de sorte que les restrictions des H’(Fp), pour j =k — 1,k k+1,
a une strate 7' de § soient des 0gp-modules lisses. Le triangle distingué

m L — Fog — F—w TR (1]
fournit la suite exacte longue
-— H"YF,) - H*(m"™ 1 F.) — HYF,,1) — HYF,) - H** (™ E, ) — - . (166)
Par ailleurs comme chaque F',; est 0g,;1-plat, en utilisant le lemme A.2.1 on voit que la
multiplication par 7"t sur F' 1 induit un isomorphisme
1

Fy =F'/m~wm™E .
Cela donne un isomorphisme

HI (™ Fpyy) ~ H (Fp)
et par récurrence en utilisant la suite exacte (166) on voit les H¥(F;) sont tous lisses sur 7.
Ceci permet de se ramener au cas ou S est le spectre d’un corps séparablement clos. Ce dernier
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cas découle immédiatement des suites exactes du lemme A.2.7 en remarquant que le systéme
projectif
r {hmHJ'(FS)} m” 1)
S
est un o,-module A.R.-nul. O
Lemme A.3.2. Le foncteur D (S, 0,) — Dz (S,0) est pleinement fidéle et on a
D_=%(X,0)ND; (S,0,) = D =(S,o0,)
D 2% X,0)NDZ(S,0,) = D =9(S,0,).
DEMONSTRATION. — La pleine fidelité du foncteur de D (.S, 0,) dans D (S, 0) résulte du fait
qu’il est adjoint & gauche du foncteur (=), et que le morphisme d’adjonction
(=)ro Lt —id
est un isomorphisme dans D (S, 0,). Pour un objet F' de D (.S, 0,) on a d’une part
, HY(F is>
[HZ(LLTF):| — ( ) S1s~21r1
5 H'(oss®%, F) sis<r
et d’autre part
. HY(F sis>r
[LTHZ(F)} _ JH'(F) | s 2
s 05,s Qog, H'(F) sis<r.
En particulier on voit que 'on a un morphisme canonique de og,-modules de H (Lt F) dans

.- H'(F) et que ce dernier est un A.R.-isomorphisme. Le lemme en découle. O

Pour définir 'un des foncteurs de troncation, nous reprenons la construction de P. Deligne [30,
§1.1.2.e|]. Soient n un entier relatif et F' un objet de D™ (0g), la troncation de P. Deligne est le
complexe de systéme projectif

<n A n—1 n
o by —F'"7" — I -0—-0—---
Cl‘a.:Iln

dans lequel le 05 ,-module F}' est défini par le carré cartésien

g ker d"

e

(o I [H" (Fyps) — H(F)| — H"(F).

On obtient ainsi un complexe Tli?F de og+-modules fonctoriel en F', pour lequel par définition
HI(F,) sij<n
HI(rSn ) = { %y Im [H"(Fr+s) iR H”(Fr)] sij=n
0 sinon

Lorsque le groupe de cohomologie H"(F') est A.R.-f-adique, la condition de Mittag-Leffler-Artin-
Rees est satisfaite ce qui entraine que le morphisme canonique

H" (75, F) — H"(F)
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est un A.R.-isomorphisme.

Remarque A.3.3. On voit par construction que pour un entier k£ > n le morphisme
TSnrSERE SN F

est un isomorphisme dans D™ (0g.). On dispose en outre pour F' € D™ (0g) d’'un morphisme
canonique

Lr*tS"F — S Ln*F. (167)

En effet, on peut supposer pour cela que F' est un complexe plat, auquel cas 'objet Lt*7<"F
de D™ (05,+) est canoniquement isomorphe au systéme projectif de complexes

CFm” — Pl S kerd /mT — 0 — 0 — -
et I'objet TEQ?LW*F au systéme projectif
._>Fn—2_)Fn—1/mr_>3~,;r}_>O_>“'

dans lequel J}' est donné par définition par le carré cartésien

F; ker [d" P /m" — F”H/m’"]

r

L 0 l (168)

N3 I | B (F/mr ) — H'(F /)| H™(F/wr).

On voit alors que le morphisme de ker d”/m" dans F] donne le morphisme voulu.
Proposition A.3.4. Soit k un corps séparablement clos.

1. Le foncteur R, induit une équivalence de catégories triangulées
D_ (Speck,o0) equiy D;% (o)

ot le second membre désigne la catégorie dérivée supérieurement bornée des o-modules a
cohomologie de type fini. De plus

(a) D,:f’.go(o) est image essentielle de la sous-catégorie Dg ="(Speck, o),
(b) DE%?O(O) est image essentielle de la sous-catégorie Dg =" (Speck, o).

2. Pour tout objet F', de D (S,0) on a un isomorphisme dans D™ (0g )
TDSE?F ~ L7*tS"Rr, F.
En particulier T='F appartient @ D_(S,0).
DEMONSTRATION. — Nous allons montrer que les foncteurs Rm, et L7* induisent des foncteurs
triangulés
Rm, : D (Speck,0) — D;% (o) Lr* : D¢ (0) — D_ (Speck, o)

quasi-inverses l'un de 'autre. On sait déja par définition que Ln*Rm, = id. Soit F' un objet de
D (Speck,0). Quitte a remplacer F' par un objet isomorphe, on peut supposer que les F)" sont
des o,-modules plats de type fini. On a alors Rm,F' = 7 [ ainsi qu’un isomorphisme canonique

HY (7, F) ~ m,H(F). (169)
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On en déduit que Rm,F est supérieurement borné, et le lemme A.2.7 nous fournit des suites
exactes

0 — H(m.F)/m"™ — HI(F,) — H™ (7, F)[m"™™] =0 r > 0.
Ces derniéres fournissent I'inégalité

dimg, [Hj(FT) /m} < dim,, [Hj (Fo)] + dim, [Hj“(Fo)]

ce qui assure que 7, F est un complexe de o-modules & cohomologie de type fini et donc que R,
nous définit un foncteur triangulé

Rm, : D_ (Speck,0) — D¢ (0).
Si F € D (0), on peut supposer que les F sont des o-modules plats de type fini. On a alors
Ln*F = 7*F € D_ (Speck, o)

et en utilisant 'isomorphisme (169) on voit que le morphisme naturel ' — Rm,L7*F est un
isomorphisme puisque

HY(RmL7*F) = H (n,n*F) = 7, H (7" F) = 7" H'(F) = H'(F).
Cela prouve la premiére assertion.
Montrons maintenant que pour un objet F' de D, (0) le morphisme (167) est un isomorphisme.
Quitte & prendre un objet isomorphe, on peut alors supposer que F est un complexe dont les

composantes F™ sont des o-modules plats de type fini. L'objet L7*7<"F de D~ (o,) est alors
isomorphe dans D™ (0,) au systéme projectif de complexes

c F2 L Pl kerd™ /mm — 0 — -
et I'objet TDSE?LW*F au systéme projectif de complexes
__)Fn—2_>Fn—1/mr_>g_;r}_>O_>__.

dans lequel 7 est donné par définition par le carré cartésien (168). Le o-module F™*! étant de
type fini, la filtration m-adique sur ce dernier est séparée, ce qui entraine que le morphisme

H"(L7*tS"F) — H" (150 L7*F)
est un isomorphisme, autrement dit que le morphisme (167) est bien un isomorphisme dans la

catégorie dérivée.

Il reste & prouver que le morphisme de D™ (0g+)

(167) <pp iso. <
Ln*tS"Ru, F ~—5 150 F 225 750F.

est un isomorphisme pour tout objet F' de D_ (S, 0). Ce qui se déduit de ce qui précéde en se
ramenant aux fibres géométriques. O

Théoréeme A.3.5. Les sous-catégories pleines de D_ (.S, 0)
D <0(S,0) = {FeD;(S,0): HF " 0vj> 0
D;2%(S,0) = {FeD;(S,0): H'F " 0vj<o

=

H'F
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définissent une t-structure dont le coeur s’identifie a la catégorie des og.-modules (-adiques
constructibles.

DEMONSTRATION. — Etant donné un objet F de D (S,0), on peut compléter le morphisme de
F dans Té?F en un triangle distingué

G—F—m50F - G

Sachant par définition de cette troncation que 75> F appartient a Dg ’SO(S ,0) et que G appartient
a D¢ ’21(5, 0), pour que ces catégories définissent une t-structure il suffit de prouver que

Hoch_(Sm)(F, G)=0
lorsque F appartient & DS°(X, 0) et G appartient & DZ1(X 0).
Remarquons tout d’abord qu’en passant aux fibres géométriques et en utilisant le lemme A.2.7,
les catégories considérées sont données en fait par
D =0(S,0) = {FeD_(S,0): HF =0Vj >0}
D;2%(S,0) = {FeD.(S,0): HIF=0Vj < —1et H'(F) 2" 0}.

Fixons un morphisme u entre un objet F' de DC_’Zl(S,o) et un objet G de DC_’SO(X,O). La
remarque précédente nous permet de supposer que G est un complexe injectif avec G* = 0 pour
n < 0 et que F' est quant a lui un complexe o0g.-plat avec F* = 0 pour n > 0. On a alors

HomDC_(S,U) (F, G) — HOmK—(S’U*)(F, G)

et si w désigne un relévement de u aux complexes, ce dernier est entierement déterminé par la
famille des morphismes

UE : FB — Gg.
Comme % est un morphisme de complexes, on a nécessairement w2 (F°) C ker d%r = HY(G,). Or
par hypothése H°(G,) est A.R.-nul, donc il existe un entier s tel que le morphisme

H%(Gr4s) — H(Gy)
soit nul pour tout > 0 ce qui entraine que le morphisme de complexes induit par u,s
Fris — Gris — Gy
est nul. Sachant que I est plat, on a donc le carré commutatif
0, @og iy Fros —— Grys

S

F, = G,

ce qui prouve que u est nul et que les catégories considérées définissent bien une t-structure.

Il reste maintenant & identifier le coeur de cette t-structure. Le foncteur de cohomologie induit
le foncteur exact

H° : H(D™(S,0)) — Moda R (S, 0) — Mod.(S, 0)
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qui dans le cas ot S est le spectre d’un corps séparablement clos est une équivalence. Ce dernier
est donc fidéle, en effet 'exactitude permet de se ramener & prouver qu’il est conservatif ce qui
découle du fait que cette propriété est de nature locale et satisfaite sur les fibres géométriques.

Il ne reste plus qu’a exhiber un inverse a droite de HY. Pour un entier m, on dispose d'un
foncteur exact
(—)*+m : MOd(US,*) — MOd(US7*+m)

pour lequel (Fiypm,)r est le 0gp4m-module Fyy,, et d’un foncteur exact a droite
05 Qs — + Mod(0554m) — Mod(0s).
Ces derniers donnent des foncteurs triangulés h,,

hm

///‘\

Dc(Sy 0*) N Dc(Sa 0*+m) - DC(X7 0*) —_— Dc(Sy 0)

_)*+m US,*®

08, x+m

qui s’organisent en un systéme projectif h de foncteurs triangulés. En particulier, on peut consi-
dérer la restriction de ce systéme a la catégorie abélienne des og.-modules. Les foncteurs hy,
envoient les A.R.-isomorphismes sur des isomorphismes et en particulier induisent des foncteurs

hm : AR.Mod(0x..) — De(X, 0)

ce qui assure que la resctriction de ces derniers & la catégorie abélienne des oy ,-modules /-
adiques constructibles envoie les suites exactes sur des triangles distingués.

Etant donné un 0ss-module ¢-adique constructible F' on voit par construction que les mor-
phismes de transition de hs(F') dans h,(F) pour s > r sont des isomorphismes pour tout entier
r tel que 'on ait une suite exacte

0—-—H—F—-G—=0

dans laquelle G est 0g,-module plat et H appartient a Modc(0s,). D’apres le lemme A.1.4, on
peut fixer pour tout ogi-module f-adique constructible F' un tel entier 7, ce qui permet de
définir un foncteur de Mod¢(S, 0) dans D(0g) en associant
— a un og-module /-adique constructible, 'objet A, (F') de D(0g.),
— & un morphisme a : F' — G de og,-modules f-adiques constructibles, 'unique morphisme
rendant le carré commutatif

hp(F) — hr (F)

pour tout r > rp,rg.
On obtient de la sorte un foncteur

h : Modc(S,0) — Dc(S,04)

envoyant les suites exactes sur des triangles distingués et muni d’une transformation naturelle
HY o h — id. dont il reste a prouver qu’il prend ses valeurs dans le coeur de la t-structure
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naturelle et nous fournit un inverse a droite de H°. Il suffit alors de prouver que h(F) appartient
au coeur de la t-structure et le morphisme H°(hF) — F est un AR-isomorphisme et en utilisant
la suite exacte du lemme A.1.4 on peut se restreindre au cas

— des 0g,-modules,

— les 0g+-modules /-adiques plats.
Le second est immédiat et le premier découle du lemme A.3.2. O

A.4. Coefficients modérés

Dans cette section nous donnons la définition de la catégorie des coefficients f-adiques que nous
appelons modérés. Nous nous fixons un ensemble ordonné filtrant A et nous supposons que S est
limite projective d’un systéme projectif de schémas A\ — Sy dont les morphismes de transitions
sont des morphismes plats affines.

Définition A.4.1. Nous appelerons catégorie des coefficients f-adiques modérés relativement
au systéme projectif des S la catégorie triangulée

D(S,0)ma :== 2—co£\imD(S,\, 0).
On pose de méme

DY(S,0)ma = 2—c0§m D*(Sy,0)  DP(S,0)mg = 2—00}\im DP(Sy, 0).






APPENDICE B

MULTIPLICITES DE SAMUEL

Nous consacrons cet appendice & un survol de la notion de multiplicité en algébre commutative
dans le but de préciser les propriétés de ces derniéres qui sont utilisées dans la section 1.3 lors
du calcul des multiplicités intervenant dans le changement de base des cycles relatifs.

B.1. Multiplicités géométriques
Rappelons ci-dessous la décomposition classique des faisceaux cohérents dans le groupe de Gro-
thendieck en fonction de la dimension de leur support.

Lemme B.1.1. Soient X un schéma et M un Ox-module cohérent. Les points de X en lesquels
M, est un Ox z-module de longueur finie non nulle sont les points marimaux du support de M.

Soit X un schéma, on note Fil; Go(X) le sous-groupe de Go(X) engendré par les classes de Ox-
modules cohérents dont le support est de dimension < g. On obtient de la sorte une filtration
croissante

Fily—1 Go(X) C Fil, Go(X) C -+ C Filgim x Go(X) = Go(X)
dont on note Gr, Go(X) le gradué associé. De méme lorsque 1'on se donne un sous-schéma fermé

intégre W de X on peut considérer le sous-groupe Filgv Go(X) de Go(X) engendré par les classes
de Ox-modules cohérents M vérifiant

codim(WW, supp(M)) < ¢

ol ’on convient que cette codimension est nulle lorsque W n’est pas contenu dans le support de
M. On obtient une filtration croissante

Fily Go(X) C Fili Go(X) C -+ C Filih i wx) Go(X) = Go(X)

dont on note cette fois Gr!¥ Go(X) le gradué associé.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme de dévissage de [52, thm 3.1.2].
Lemme B.1.2. Soient X un schéma et M un Ox-module cohérent.

1. Si le support de M est de dimension < q, on a l’égalité dans Gr, Go(X)
M) =) 180, ,(M)[OV]
%
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la somme étant prise sur les composantes irréductibles V- du support de M de dimension n
et de point générique v.
2. Lorsque W est un sous-schéma fermé intégre de X de codimension q dans X, on a l’égalité

dans Grgv Go(X)
M =D lgoy, (M)[OV]
\%

la somme étant prise sur les composantes irréductibles V- du support de M de point générique
v contenant W et vérifiant

codim(W, X)) = codim(W, V).

DEMONSTRATION. — (1). Notons Z le support de M, Vi, ..., V, les composantes irréductibles
de Z de dimension g et v; le point générique de V;. On peut remarquer que pour tout O x-module
cohérent N dont le support est contenu dans Z, le point v; est soit un point maximal du support
de N soit n’appartient pas a ce dernier. En particulier pour un tel Ox-module cohérent N les
Ox v;-modules cohérents N, sont de longueur finie ce qui permet de considérer I’ensemble £ des
Ox-modules cohérents N dont le support est contenu dans Z et vérifiant

N =Y Igo,.., () [OV)

dans Gry Go(X). L'ensemble £ est exact dans la catégorie des Ox-modules cohérents au sens
de la définition 3.1.1 de [52] et contient les Oy ou Y est un sous-schéma fermé intégre de Z. Le
théoréme 3.1.2 de loc.cit. assure donc que M appartient a &.

(2). On peut supposer que le support Z de M contient W. Notons Vi, ..., V, les composantes
irréductibles de Z contenant W et vérifiant

codim(W, X') = codim(W, ;)

ainsi que v; le point générique de V;. On peut remarquer que pour tout Ox-module cohérent N
dont le support est contenu dans Z, le point v; est soit un point maximal du support de N soit
n’appartient pas & ce dernier. En effet dire que v; appartient au support de N sans en étre un
point maximal signifie que le fermé irréductible V; est strictement contenu dans une composante
irréductible Y du support de N. Cela entraine

codim(W, X)) > codim(W,Y") > codim(W, V;)

ce qui est absurde. En particulier pour un tel O x-module cohérent N les Ox ,,-module cohérent
Ny, sont de longueur finie ce qui permet de considérer I’ensemble £ des Ox-modules cohérents
N dont le support est contenu dans Z et vérifiant

M) =Y lgo,.,, (M) O]
=1

dans Grgv Go(X). L’ensemble £ est exact dans la catégorie des Ox-modules cohérents au sens
de la définition 3.1.1 de [52] et contient les Oy ot Y ou Y est un sous-schéma fermé intégre de
Z. Le théoréeme 3.1.2 de loc.cit. assure donc que M appartient a &. ]
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Remarque B.1.3. La premiére assertion du lemme B.1.2 assure en particulier que Fil; Go(X) est
engendré par les classes [Oy] ou V est un sous-schéma fermé intégre de X de dimension < gq.

B.2. Polynomes de Hilbert et de Samuel
Rappelons que d’apreés le théoréme 3.5.1 de [52] et la proposition 5.3.1 de [54], on dispose du
résultat suivant. Dans ce qui suit x4 désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré.

Théoréme B.2.1. Soient A un anneau artinien, X un A-schéma projectif et L un Ox-module
inversible trés ample relativement a A. On se donne un Ox-module cohérent M.

1. Il existe un unique polynome Ha (M) € Q[T'] appelé polynéme de Hilbert de M relativement
a L tel que pour tout n appartenant a Z

Ha,c(M)(n) = xa(M(n)z).
2. On a pour n suffisamment grand

XAM(n)z) = g4 (T'(X, M(n)z)).
3. Le degré du polynome Ha (M) est égal a la dimension du support de M et en notant d
cette dimension le coefficient de degré d de d!H 4 (M) est un entier strictement positif.

On appelle polynéme de Samuel de M relativement & £ I'unique polynéme Sy (M) verifiant
SacM,n) =Ha (M, n+1) —Hag (M, n)
pour tout n € Z. Au niveau des degrés on a
degSa (M) =1+ degHy £(M).

La caractéristique d’Euler-Poincaré étant additive, il en est de méme des polyndémes de Hilbert
et Samuel. Ces derniers nous définissent donc des morphismes de groupes abéliens

Ha,c
Go(X) —QI[T7].

Sa,c
Etant donné un entier positif ¢, on peut associer & un @ x-module cohérent les nombres rationnels
. | . 1
deg (M, q) = lim LHaeM,n)  ear(M,q) = Jim LSa,c(M,n)

obtenus en multipliant par ¢! le coefficient de degré ¢ dans les polyndémes de Hilbert et Samuel
de M. On obtient ainsi des morphismes de groupes abéliens

GO(X) deg 4, (—q) Q.
ea,c(—q)
Lorsque ’'on se donne un O x-module cohérent, la troisiéme assertion du théoréme B.2.1 assure
que le nombre deg, (M, q) (resp. le nombre e (M, q))
— est un entier strictement positif lorsque ¢ est la dimension du support de M (resp. ¢ est
égal a la dimension du support de M plus un),
— est nul lorsque ¢ est strictement supérieur a la dimension du support de M (resp. ¢ est
strictement supérieur a la dimension du support de M plus un).
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On peut d’ailleurs remarquer qu’en notant ¢ la dimension du support de M on a

degq (M, q) =earc(M,qg+1)
L’entier obtenu dans ce cas de figure est appelé le degré de M sur A relativement a £ et nous le
noterons degy (M) dans la suite. On a immédiatement le lemme suivant.

Lemme B.2.2. Soient A un anneau artinien, X un A-schéma projectif et L un Ox-module
inversible trées ample relativement a A. Alors pour tout Ox-module cohérent M

degy (M) = Z 180, (M) deg g £(Ow)
W

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés integres W de X de méme dimension que le
support de M et de point générique w.

DEMONSTRATION. — Notons ¢ la dimension du support de M. D’aprés le lemme B.1.2 il existe
un élément a de Fil,—; Go(X) tel que I'on ait

M) =D lgo, , (Mw)[Ow] +a
w

dans Fil, Go(X). 11 suffit alors d’appliquer la fonction additive deg, »(—,¢) au deux membres
en remarquant que deg, ,(a,q) = 0. O

B.3. Multiplicités de Samuel

Supposons donnés un schéma X et un sous-schéma fermé artinien Z de X. Le codne projectif
normal P(CzX) de Z dans X est un Z-schéma projectif muni d’un fibré trés ample canonique.
On peut associer a un O x-module cohérent son image inverse Mz x sur P(CzX) et par la méme
occasion des nombres rationnels

ezMzx,q) et degz;(Mz.x,q)

ou ¢ est un entier positif.

Les sous-schémas fermés artiniens du spectre d’un anneau local A sont les sous-schémas fermés
définis par les idéaux my-primaires. En outre dans le cas local on dispose du lemme
Lemme B.3.1. Soient A un anneau local, I un idéal ma-primaire et M un A-module de type
fini. Alors

degS]<M]7A) = degH1<M[7A> +1=dimyg M.
En particulier, ce qui précéde associe & un A-module de type fini M, & un idéal m4-primaire [
de A et un entier positif ¢ un nombre rationnel

BI(M,(]) =€ (@InM/In+1M7q> .

Lorsque ¢ est égal & la dimension du support de M ce nombre est un entier strictement positif
et on le note ey (M). Le lemme d’Artin-Rees a pour conséquence classique :
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Lemme B.3.2. Soient A un anneau local et I un idéal m4-primaire.

1. La fonction er(—, q) induit un morphisme de groupes abéliens
er(—,q) : Gry Go(A) — Z.
2. Pour tout A-module de type fini M de dimension q, on a
er(M) = g, (Mp)er(A/p) =Y lga, (My)er(ayp (A/p)
p p

la somme étant prise sur les idéaur premiers minimaux p de A/AnngM tels que

dim4(A/p) = q.
DEMONSTRATION. — (1). Supposons que 0 — M’ — M — M" — 0 soit une suite exacte de
A-modules de type fini de dimension < ¢. La suite exacte
0 — M/ N I7L+1M/ITL+1M/ N M//In+1M/ N M/ITL+1M N M///In+1M// =0
nous donne 1’égalité
1gA/]”+1(M/In+1M) :1gA/1(M//In+1M/) + lgA/InH(M”/InHM”)
—lga e (M N IFIM /TN,
D’autre part en utilisant le lemme d’Artin-Rees, on voit que pour n > m
M/ ) ITL+1M C ITL—m+1M/
cela entraine que
1g a4 poet (M NI HM/TH M) < gy jp (MY /T M) =g 4 pa (M /T,
On a donc
Si(M) =Sy(M') +S;(M") - P
oil P est un polynéme de degré strictement inférieur a dim4 M’. En particulier
6[(M, C_I) = €I(M/7CJ) + eI(M”aQ)

ce que nous voulions compte tenu du fait que pour dimyg M < q on a ef(M,q) = 0.

(2). D’apres le lemme B.1.2 la classe de M dans Gry Go(A) est donnée par
[M] = lga, (Mp)[A/p]
p

la somme étant prise sur les idéaux premiers minimaux p de A/Anny M tels que dim4(A/p) = q.
I1 suffit donc d’utiliser la premiére assertion pour obtenir la premiére égalité. Pour la seconde, il
suffit de remarquer que pour tout entier positif n

1ga 1 | (A/p)/ TV AP | =18(a/p)/1n+1 (A7) (A/P)/I"H(A/P)]
ce qui entraine que e;(A/p) = era/p) (A/p). O

Lemme B.3.3. Soient A, B deuz anneauzx locaur, A — B un morphisme local tel que l’idéal
my B soit un idéal mp-primaire et ¢ un entier positif.

1. L’idéal IB est mpg-primaire pour tout idéal ma-primaire I de A.
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2. Lorsque B est plat sur A, on a dima(M) = dimp(M ®4 B) et

ers(M ®a B,q) = er(M,q)1gp,15(B/maB) = er(M,q)1gp/m,p(B/maB)

pour tout idéal m4-primaire I de A et tout A-module de type fini M.
3. Lorsque B est un A-module de type fini on a

eI(N,q) :eIB(N,q)dimA/mA(B/mB) diIIlAN:dimBN
pour tout idéal ma-primaire I de A et tout B-module de type fini N.

DEMONSTRATION. — (1). Dire que I est m4-primaire signifie que I contient une puissance de
I'idéal m4. En particulier IB contient une puissance de 'idéal m4B et ce dernier étant mp-
primaire cela entraine que I B contient aussi une puissance de mp.

(2). Soit n un entier positif. Notons ¢, la longueur du A/I"*!-module M/I"*! et donnons nous
une filtration de Jordan-Hélder de M/I™+!

0=MyC M, C---C M, =M/T""

Chaque gradué de la filtration est simple donc isomorphe & A/m 4. Comme B est plat sur A, la
suite précédente nous donne une filtration de M ® 4 B par des sous-modules

0=My®sBCM ®sBC---CM;, @1 B = (M ®4 B)/I"" (M ®4 B).
pour laquelle chaque gradué est isomorphe & B/m4B. On a donc par additivité
Igp/m+1p (M ©a B)/T" (M ®4 B)| =ty lgg/mi1p(B/maB) = 1gA/In+1(M/InH)
ce qui entraine I’égalité au niveau des polynémes de Samuel
Sre(M ®a B) =S1(M)1gp,5(B/maB)
et donc le résultat voulu en vertu du lemme B.3.1.
(3). Soit n un entier positif. En notant £, la longueur de N/I" !N comme B/I"*! B-module on
a une fitration de Jordan-Holder
0=MyC M, C---C M, =M/T"".

Chaque gradué est isomorphe & B/mp qui est un A/I"*1-module de longueur dim 4 JmaA(B/mp).
Par additivité on a donc

1g4/pn 1 (N/I"HIN) =l dim gy, (B/mp) = lg g prir g (N/I"HIN) dim gy, (B/mp)
ce qui entraine I’égalité au niveau des polynémes de Samuel
Si(N) =S;p(N)dimy/m, (B/mp)
et donc le résultat voulu en vertu du lemme B.3.1. O

Corollaire B.3.4. Lorsque A est un anneau local intégre et I un idéal m-primaire, on a pour
tout A-module de type fini

GI(M) = GI(A) dimF(A)(M XA F(A))
ot F(A) est le corps des fractions de A.
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DEMONSTRATION. — Notons d la dimension de ’anneau local A. Dire que la dimension de
M ®4 F(A) est nulle revient a dire le support de M ne contient pas (0). Ce dernier est donc
de dimension < d et la multiplicité de I dans M est nulle. Lorsque 1’on suppose que le support
de M est de dimension d le résultat découle immédiatement de la seconde assertion du lemme
B.3.2. ]

Supposons maintenant donnés un schéma X et un sous-schéma fermé Z de X. Pour toute
composante irréductible W de Z de point générique w ’anneau local Ox ,, vérifie

dim(Ox ) = codim(W, X)
et le sous-schéma fermé Z x x Spec(Ox 4,) est artinien, autrement dit défini par un idéal mx .-
primaire de Ox .

Définition B.3.5. Soient X un schéma , Z un sous-schéma fermé de X et W une composante
irréductible de Z.

1. La multiplicité de Samuel le long de Z de W dans un Ox-module cohérent M est 'entier
positif
ez(W, M) = er(My,, codim(W, X))

ou I est 'idéal my ,-primaire de Ox ,, défini par Z.
2. La multiplicité de Samuel le long de Z de W dans un cycle algébrique a sur X est U'entier
positif

ez(W,a) =) avez(W,0v) (170)
\%

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres V' de X.

Lorsque V' est un sous-schéma fermé intégre de X l'entier ez (W, Oy ) est non nul si et seulement
si V' contient W et vérifie

codim(W, X) = codim (W, V).

En particulier, pour un cycle algébrique a on peut se restreindre dans la somme (170) aux
sous-schémas fermés intégres V de X contenant W et vérifiant

codim(W, X) = codim(W, V).

Lemme B.3.6. Soient X un schéma, Z un sous-schéma fermé de X et W une composante
irréductible de Z. Pour tout Ox-module cohérent M, on a

ez(W, M) = ez(W, a(M)).

DEMONSTRATION. — Notons ¢ la codimension de W dans X. Le lemme B.3.2 assure que
ez(W, —) induit un morphisme de groupes abéliens

ez(W, =) : GtV Go(X) — Z.

D’aprés la seconde assertion du lemme B.1.2 on a dans Gr!Y Go(X)

M) =D 1oy, (Mw)[Ow]
w
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ou Vi,...,V, sont les composantes irréductibles du support de M contenant W et vérifiant

codim(W, X) = codim(W, V).



Schémas

SChS
SChCOI‘S
Sms
SmCorg

h,a
Vi

sh,a
vf

Vh
vk

GLOSSAIRE DES NOTATIONS

CATEGORIES

Catégorie des S-schémas

Catégorie des S-schémas munis des correspondances finies
Catégorie des S-schémas lisses de type fini

Catégorie des S-schémas lisses de type fini munis des cor-
respondances finies

Catégorie des voisinages Nisnevich affines du point  de X
Catégorie des voisinages étales affines du point géométrique
T de X

Catégorie des voisinages Nisnevich du point x de X
Catégorie des voisinages étales du point géométrique =

LOCALISATION POUR LA TOPOLOGIE DE NISNEVICH

Spectre de 'hensélisé O_})L(,x
Réunion disjointe sur tous les points  de X des schémas
X7
Morphisme canonique de X dans X
Morphisme canonique de X" dans X
Section canonique du morphisme
[2(,] D (X9 — X
Morphisme de schémas henséliens déduit du morphisme g
via le diagramme

x—2 sy

h h
[X,mT T[Y,g(m)
]

9 b
X —= Y0

Morphisme canonique de (X xgY)? dans X" x5 Y

Référence page

83
83

54
o4

116
154

89
89

89
89
90

101

102



274

e

GLOSSAIRE DES NOTATIONS

Référence
Morphisme canonique de (X xg Y)Y dans XP xg be

LOCALISATION POUR LA TOPOLOGIE ETALE

Spectre de I’hensélisé strict Og(hj au point géométrique T
Réunion disjointe sur tous les bons points géométriques T
de X des schémas X2
Morphisme canonique de X2 dans X
Morphisme canonique de X*9 dans X
Section canonique du morphisme du morphisme

(50, ¢ (X)) — X
Morphisme de schémas strictement henséliens déduit du
morphisme g via le diagramme

Morphisme canonique de (X xg Y)®" dans X*®9 x g Y9
Morphisme canonique de (X xg Y);h dans X;b Xg Y;h

DEFORMATION ET SCHEMAS DIVERS

Eclatement du sous-schéma fermé Z dans X

Déformation au cone normal du sous-schéma fermé Z dans

X donnée par 'éclatement Bz(AL)

Déformation au cone normal du sous-schéma fermé Z dans

X donnée par D% (X) := Dz(X) \ Bz(X)

Fibré normal du sous-schéma fermé Z de X

Fermeture projective du fibré vectoriel £

0 : T — S un morphisme de schémas. Morphisme de S- Notn 1.1.8

schémas s’insérant dans le carré cartésien
0x

Xpr—X
6
T——S8

Graphe du morphisme de schémas g
Immersion fermée associée a g via le diagramme

X
idx X xs¥ g
/ \
X Y

pbage
102

106
106

106
106
106

109

109
110

188
188

188

188

188
20

82
82



GLOSSAIRE DES NOTATIONS

Transformé strict du sous-schéma fermé Z le long d’un écla-
tement abstrait T — S
Produit fibré au dessus de X de n copies du X-schéma U
Uy =Uxx---xxU
. n termes
Schéma simplicial de Cech, associé & un X-schéma U, dont
les n-simplexes sont donnés par U)Té+1

Cycles algébriques relatifs

Z(X/S)
Z(X/S,n)
C(X/S,n)

Zequi(X/Sa n)
Hilb(X/S,n)

ZHilb(X /S, n)
Znin(X/S,n)

2(X/S,n)
C(X/S,n)
Zequi(X/S, n)

Gequi(X/S, n)

2(X/S,n)
c(X/S,n)
Zequi(X/Sﬂ n)

Cequi (X/S,m)

CYCLES RELATIFS

Cycles algébriques relatifs sur X

Cycles algébriques relatifs sur X de dimension n sur S

Cycles algébriques relatifs sur X propres sur S et de dimen-

sion n sur S

Cycles relatifs équidimensionnels sur S de dimension n

Ensemble des sous-schémas fermés de X plats et équidi-

mensionnels de dimension n sur S

Groupe abélien libre associé a Hilb(X/S,n)

Image du groupe abélien ZHilb(X/S, n) par le morphisme
[-]: ZHilb(X/S,n) — Z(X/S,n)

CYCLES UNIVERSELLEMENT RATIONNELS

Cycles relatifs universellement rationnels de dimension n
sur S

Cycles relatifs universellement rationnels propres sur S et
de dimension n sur S

Cycles relatifs universellement rationnels équidimensionnels
sur S de dimension n

Cycles relatifs universellement rationnels propres sur S et
équidimensionnels sur S de dimension n

CYCLES UNIVERSELLEMENT ENTIERS

Cycles relatifs universellement entiers sur X de dimension
n sur S

Cycles relatifs universellement entiers propres sur S et de
dimension n sur S

Cycles relatifs universellement entiers équidimensionnels
sur S de dimension n

Cycles relatifs universellement entiers propres sur S et équi-
dimensionnels sur .S de dimension n

Référence

Defn 1.1.21

Defn 1.1.26

Defn 1.1.28

Defn 1.2.13

page
38

90

90

24
25
25

27
27

27
27

38

49

49

49

48

49

49

49

275



276 GLOSSAIRE DES NOTATIONS

Référence page
OPERATIONS SUR LES CYCLES RELATIFS

(0,7,0)%« Changement de base du cycle relatif « le long de I’épaissis- 37
sement (O, 1,0) du K-point épais s

s®o «a cycle universellement rationnel. Valeur commune des 38
cycles (O, 1,0)®a pour tout épaississement (O, 7,0) de s

0% o Transformé strict de « le long de I’éclatement abstrait 6 39

0®« Changement de base du cycle universellement rationnel o Prop 1.2.26 45
le long du morphisme 6 : T'— S

Cor (S, a) Cycle algébrique « correspondance » obtenu a partir de « 75
et 0

axg Produit externe des cycles relatifs o et § 79

Correspondances finies

NOTATIONS GENERALES

cs(X,Y) S-correspondances finies de X dans Y’ 82
Boa Composition des S-correspondances finies « et (3 82
a® Produit tensoriel des S-correspondances finies « et 3 84
T Xg a,ar Correspondance finie obtenu par changement de base 86

LOCALISATION DES CORRESPONDANCES FINIES

0?97 Xon O-hensélien. Homotopie canonique du complexe de groupes Prop 2.2.3 91
abéliens Cxy /x (O).

02’7 Xn O strictement hensélien. Homotopie canonique du complexe Prop 2.3.4 107
de groupes abéliens éXsh/X(O)

0?9’ x O hensélien. Morphisme de localisation des correspon- Cor 2.2.7 97
dances finies pour la topologie de Nisnevich

Jg{ x O strictement hénsélien. Morphisme de localisation des cor- 108
respondances finies pour la topologie étale

Oy Correspondance finie locale pour la topologie de Nisnevich 100

aux points x,y associée a «

0z Correspondance finie locale pour la topologie étale aux bons 108
points géométriques T,y associée a a

Préfaisceaux et faisceaux

CD-STRUCTURES

PShZ(@) Catégorie des préfaisceaux de groupes abéliens sur C Notn 3.1.1 112
tp Topologie de Grothendieck associée a une cd-structure 112



PSh(S)
Shyis (9)
aNis(F)
ARt (F)

F5

Shy (S)

Zp[X]

ax

bxy

Frsym

GLOSSAIRE DES NOTATIONS

Catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur € munie de
la topologie de Grothendieck ¢p

t p-faisceau associé au préfaisceau représenté par X € C

t p-faisceau de groupes abéliens associé a p(X)

FAISCEAUX NISNEVICH ET ETALES

Catégorie des préfaisceaux sur S

Catégorie des faisceaux Nisnevich sur §

Faisceau Nisnevich associé au préfaisceau F'
Faisceau étale associé au préfaisceau F'

Fibre au point x du faisceau Nisnevich F'

Fibre au point géométrique T du faisceau étale F'

h-FAISCEAUX

Catégorie des faisceaux de groupes abéliens pour la h-

topologie

Faisceau de groupes abéliens pour la h-topologie associé au

S-schéma X

Faisceau pour la h-topologie associé a un préfaisceau F' sur

SChS

Morphisme canonique de h-faisceaux en groupes abéliens
ax : Z}L[X] — Ztr[X]h

Morphisme de groupes abéliens défini par le diagramme

bx.v

T

L[ X|(Y) —— Zir[X]n(Y) —= Zn[X](Y).
Ax,y
Faisceau de groupes abéliens associé canoniquement au fais-

ceau F' de monoides commutatifs

Faisceaux Nisnevich avec transferts

PSL" (S)
Shyis(S5)
Shi ()
Sh%is,@(s)

Shi; e (S)

CATEGORIES

Catégorie des préfaisceaux avec transferts sur S

Catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts sur S
Catégorie des faisceaux étales avec transferts sur S
Catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts quasi-
monoidaux symétriques

Catégorie des faisceaux avec transferts pour la topologie
étale quasi-monoidaux symétriques

Référence
Notn 3.1.1

Notn 3.1.1
Notn 3.1.1

Notn 3.1.7
Notn 3.1.7

page
112

112
112

116
116
116
116
116
155

131

127

127

127

130

127

118
118
118
152

156

277



278

PPLY(S)

PLY(S)

PI(S)

Z(X/8,n)q

;equi(X/S’ ’I’L)Q

X/S,n)

gequi(

Qequi(

X/S,n)

Qequi (

Z;tr [X]
Cu/x

a%\lfris(F)
ag, (F)

Feff G
@tr (F, G)

Febl G
Onis(F)
Ogs(F)
O (F)

Ls(F)

X/S,n)(@

GLOSSAIRE DES NOTATIONS

Sous-catégorie de C(PSh™(S)) stable par colimite spéciale
et engendrée par les complexes supérieurement bornés de
faisceaux Nisnevich avec transferts libres

Sous-catégorie formée des complexes de faisceaux Nisnevich
avec transferts pseudo-K-plats

Sous-catégorie formée des complexes de faisceaux Nisnevich
avec transferts pseudo-K-injectifs

PREFAISCEAUX ET FAISCEAUX DE CYCLES

Préfaisceau des cycles relatifs universellement rationnels sur
X de dimension n sur S

Préfaisceau des cycles relatifs universellement rationnels sur
X, équidimensionnels de dimension n sur S

Préfaisceau des cycles relatifs universellement entiers sur
X, équidimensionnels de dimension n sur S

Préfaisceau des cycles relatifs universellement rationnels sur
X, propres et équidimensionnels de dimension n sur S
Préfaisceau des cycles relatifs universellement entiers sur
X, propres et équidimensionnels de dimension n sur S
Préfaisceau avec transferts représenté par le S-schéma X
Complexe de faisceau Nisnevich avec transferts associé au
schéma simplicial C'x (U)

AUTRES

Faisceau Nisnevich avec transferts associé au préfaisceau
avec transferts F’

Faisceau étale avec transferts associé au préfaisceau avec
transferts F

Produit tensoriel des préfaisceaux avec transferts F' et G
Hom interne de la catégorie des préfaisceaux (faisceaux)
avec transferts

Produit tensoriel des faisceaux Nisnevich (étales) avec
transferts F' et G

Préfaisceau avec transferts sous-jacent au faisceau Nisne-
vich avec transferts F'

Préfaisceau avec transferts sous-jacent au faisceau étale
avec transferts F’

Faisceau Nisnevich sous-jacent au faisceau Nisnevich avec
transferts F’

Faisceau Nisnevich avec transferts associé au faisceau Nis-
nevich F

Référence
Defn 3.3.13
Defn 3.3.13

Defn 3.3.20

Lem 3.2.2
Lem 3.2.2
Lem 3.2.2

Lem 3.2.2

Prop 3.2.7

Prop 3.2.7

pbage

139

139

142

47

49

49

49

49

90
90

123

123

125
126

126

124

124

132

124



GLOSSAIRE DES NOTATIONS

Résolutions de Godement

B*(M,C)
CB*(M,C)

S°F
G*F

X
9Nis

9Nis
tr

Nis

tr
Nis,®

X
It

9kt

tr
Et

tr
Et,®

GENERALITES

C une catégorie. Objet cosimplicial associé a la monade M
de € et objet C € @

C une catégorie additive. Complexe d’objets de € associé a
lobjet cosimplicial B*(M, C)

Résolution cosimpliciale de Godement du faisceau F’
Résolution de Godement du faisceau F' : complexe de fais-
ceaux associé & G*F

RESOLUTIONS DE GODEMENT ET TRANSFERTS

Monade de la catégorie de la catégorie des petits faisceaux
Nisnevich de groupes abéliens sur X fournie par la famille
de foncteurs fibres

F—F,
x étant un point de X
Monade de la catégorie des faisceaux Nisnevich de groupes
abéliens déduite des G,
Monade canonique de la catégorie des faisceaux Nisnevich
avec transferts
Monade canonique de la catégorie des faisceaux Nisnevich
avec transferts quasi-monoidaux symétriques
Monade de la catégorie de la catégorie des petits faisceaux
étales de groupes abéliens sur X fournie par la famille de
foncteurs fibres

F— F;
T étant un bon point géométrique de X
Monade de la catégorie des faisceaux étales de groupes abé-
liens déduite des G,
Monade canonique de la catégorie des faisceaux étales avec
transferts
Monade canonique de la catégorie des faisceaux étales avec
transferts quasi-monoidaux symétriques

Motifs mixtes

DME(S)
DM°E(S)

CATEGORIES

Catégorie des motifs mixtes effectifs
Catégorie des motifs mixtes effectifs supérieurement bornés

Référence

Prop 3.4.6

Prop 3.4.8

Prop 3.4.11

Prop 3.4.12

Defn 4.1.2

bage

144

144

144
145

149

150

150

152

154

155

155

156

158
159

279



280

By
D1 (Shys(9))

Egm(S)

eff
DM ()

DM (9)

gm

CH(X, q)
M(X)
Mz(X)
Mg (X)

MTh(E)
n(E)
wW(E), to(E)
t(E)

Z(q)

ZF5(q)
HP(X,Z(q))
Hps (X, Z(q))

P

cly
P,

cly

Dmr
RMmr
DVar, DSm

D*(S, Zy)
DE(Sa Z@)

D*+(S, Z¢)ma

GLOSSAIRE DES NOTATIONS

Sous-catégorie de la catégorie dérivée des faisceaux Nisne-
vich avec transferts formée des complexes A'-nuls
Sous-catégorie de la catégorie dérivée des faisceaux Nisne-
vich avec transferts formée des complexes A'-locaux
Sous-catégorie épaisse de la catégorie homotopique bornée
associé a SmCorg engendrée par les relations d’homotopie
et de Mayer-Vietoris

Quotient de la catégorie homotopique bornée associée a
SmCorg par la sous-catégorie épaisse Egy, (.5)

Catégorie des motifs mixtes effectifs géométriques sur le
schéma S

MOTIFS ET COHOMOLOGIE MOTIVIQUE

Groupes de Chow supérieurs de Bloch

Motif associé & un S-schéma lisse de type fini X

Motif de X a support dans le sous-schéma fermé Z

Motif géométrique associé & un S-schéma lisse de type fini
X

Motif de Thom associé au fibré vectoriel £

n-éme classe de Chern motivique du fibré E

classe de Thom du fibré F

isomorphisme de Thom du fibré F

Motif mixte de Tate, les Z(q) s’en déduisant par tensorisa-
tion

Notation raccourcie pour le motif M (n)[2n]

Motif de E. Friedlander et A. Suslin

Cohomologie motivique du schéma X parfois notée aussi
HP(X)

Cohomologie de E. Friedlander et A. Suslin du schéma X
Morphisme de Gysin associé a I'immersion fermée 4
Morphisme classe de cycle naif en cohomologie motivique
Isomorphisme de Voevodsky identifiant CH?(X,q) avec
H2~ (X, Z(p))

REALISATIONS

Catégorie triangulées des réalisations mixtes

Foncteur de réalisation mixte des motifs géométriques
Catégories géométriques intervenant dans la construction
de Rrqr donnée par A. Huber

Catégorie des coeflicients ¢-adiques de T. Ekedahl
Catégorie des coeflicients ¢-adiques constructibles bornés
Foncteur de réalisation ¢-adique des motifs géométriques
Catégorie des coefficients f-adiques modérés

Référence

Defn 4.1.19

Defn 4.1.19

Defn 4.1.21

Defn 4.3.7
Defn 4.3.2
Defn 4.3.9

Defn 4.1.4

Defn 4.2.1
Defn 4.4.4

Defn A.2.5

Thm 5.2.1
Defn A4.1

pbage

158

161

168

168

169

178
159
159
169

183
181
184
185
159

192
177
176

177
191
206
179

229
229
240

256
256
223
263



GLOSSAIRE DES NOTATIONS 281

Référence page
DP(S,Z¢)ma Catégorie des coefficients ¢-adiques constructibles bornés Defn A.4.1 263
modérés
Ronad,e Foncteur de réalisation ¢-adique modérée des motifs géomé- Cor 5.2.7 228
triques






PARTIE II

MICROLOCALISATION DES
IND-FAISCEAUX






MOTIVATION

Cette partie est basée sur un manuscript de M. Kashiwara et les idées de P. Schapira. Ma
contribution & ce travail a consisté & achever la preuve du théoréme de convolution microlocale
des noyaux.

L’idée de la microlocalisation remonte aux travaux de M. Sato [117]. Celui-ci a commencé par
développer la théorie des hyperfonctions, c’est-a-dire des fonctions généralisées sur une variété
réelle et a ensuite remarqué que cette notion pouvait étre microlocalisée. Plus précisément,
il a construit le faisceau des microfonctions sur le fibré cotangent dont I'image directe est le
faisceau des hyperfonctions. De maniére analogue, on peut considérer le faisceau des anneaux
d’opérateurs microdifférentiels sur le fibré cotangent dont l'image directe est le faisceau des
opérateurs différentiels.

D’autre part, la correspondance de Riemann-Hilbert, résolue par M. Kashiwara dans [81], assure

qu’il existe une correspondance bi-univoque entre les modules holonomes réguliers sur ’anneau
es opérateurs différentiels et les faisceaux pervers.

d t différentiels Dx et les f:

Cette notion de Dx modules holonomes réguliers sur ’anneau des opérateurs différentiels peut
étre aisément microlocalisée : il est en effet naturel de considérer les modules holonomes réguliers
sur ’anneau des opérateurs microdifférentiels £x. Suivant le principe de la correspondance de
Riemann-Hilbert, on peut donc s’attendre & pouvoir microlocaliser la notion de faisceau pervers
ou plus généralement la notion de faisceau.

Bien qu’il n’existe pas en général de faisceau d’anneaux globalement défini et localement iso-
morphe aux anneaux d’opérateurs microdifférentiels, il est possible d’associer canoniquement a
une variété symplectique homogéne, un champ localement isomorphe aux champs de modules sur
lanneau des opérateurs microdifférentiels [82]. Pour cette raison, nous pouvons nous attendre a
ce qu'il existe un « champ de faisceaux microlocaux » sur une variété symplectique homogéne.

Afin de motiver les constructions, revenons sur la correspondance de Riemann-Hilbert et 1’idée
de la preuve de M. Kashiwara (une autre démonstration a été donnée par Z. Mebkhout dans
[107, 106]). Le principe de la correspondance de Riemann-Hilbert peut se résumer grossiérement
ainsi : un systéme holonome régulier ’'EDP (nous entendons par la un objet de DP (Dx) peut
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étre reconstruit a partir de ces solutions holomorphes. Dans [81] M. Kashiwara introduit un
quasi-inverse explicite au foncteur « solutions holomorphes »

RHomp, (—,O0x) : D (Dx)°® — DP(Cx)
Ce foncteur
THom(—,Ox) : D2(Cx)°® — DP,(Dx)
associe a4 un objet F' € DE‘((C x) ce que l'on peut considérer comme les fonctions holomorphes
tempérées généralisées [81, 85| associées a F.
CORRESPONDANCE DE RIEMANN-HILBERT. — Soit X une variété analytique complexe. La cor-
respondance de Riemann-Hilbert peut étre schématisée par le diagramme commutatif suivant

Complexe de De Rham

DRx(-)
/ Solutions holomorphes \/
D R3omp,, (—,0x)
b X b X
Dy, (Px) Dy, (Dx)*® D2 (Cx)

(171) S
Fonctions holomorphes T'Hom(—,0x) }
tempérées généralisées

Dans ce diagramme D x désigne le foncteur de dualité dont est munie la catégorie D2 | (Dx). Ce
dernier est donné par
Dx (M) := RHomp, (M, Kx)
ou Kx désigne le Dx-module
KXx =Dx ®oy Q?é_l[dimc(X)].

Ce foncteur vérifie DxDx = id et induit ainsi une équivalence de catégorie entre D‘CDOh(DX)
et son opposé DP | (Dx)°P. D’autre part il préserve les sous-catégories DP(Dx) et DP (Dx) et

induit en particulier I’équivalence (171). O

Les ind-faisceaux permettent de considérer des objets qui ne sont pas de nature locale, comme
les distributions tempérées ou les fonctions holomorphes tempérées. En particulier une théorie
de la microlocalisation étendue aux ind-faisceaux doit donner les moyens de définir une notion de
faisceaux pervers microlocaux ainsi que le cadre pour une correspondance de Riemann-Hilbert
microlocale.

Cette partie, qui a fait 'objet d’une publication conjointe avec M. Kashiwara, P. Schapira et
I. Waschkies [89], présente la construction, pour une variété X de classe C*°, d’un foncteur de
microlocalisation des ind-faisceaux

ux + DP(I(Cx)) — D°(I(Cr-x)), (172)
ou I(Cx) désigne la catégorie des ind-faisceaux sur X (voir [87]). Nous donnons ses principales

propriétés ainsi que les relations qu’il entretient avec la théorie de la microlocalisation développée
par M. Kashiwara et P. Schapira. Dans [84] et [83] ces derniers ont introduit et étudié le foncteur

phom : DP(Cx)°P x D’(Cx) — DP(Cr-x)
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qui & deux faisceaux sur une variété X de classe C'™ associe « le faisceau des homomorphismes
microlocaux » entre ces deux faisceaux. Le foncteur (172) vérifie la relation fondamentale

phom(F,G) = RHom(ux(F), ux(G)).

Cette partie comprend deux chapitres. Le premier chapitre présente les résultats techniques
nécessaires & la construction et & 1'étude du foncteur px. Nous définissons notamment des
noyaux sur une variété X de classe C attachés a la donnée d’une sous-variété fermée 7 et
d’une 1-forme ¢ ne s’annulant pas sur Z. Nous étudions ensuite leurs propriétés fonctorielles.
Ces noyaux peuvent étre vus comme des noyaux microlocalisés « généraux ». Cependant dans
ce travail, leur role est de fournir les outils permettant de démontrer les propriétés fonctorielles

de px.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons le foncteur px qui est la transformation intégrale
par rapport & un certain noyau Kp«x sur T*X x T* X associé a la 1-forme fondamentale. Nous
détaillons les propriétés fonctorielles de px déduites des propriétés correspondantes des noyaux
étudiés dans le premier chapitre de cette partie. Nous montrons ensuite comment certaines
propriétés microlocales classiques peuvent étre généralisées aux ind-faisceaux. Nous donnons un
théoréme de comparaison entre le micro-support d’un ind-faisceau F € DP(I(Cx)) et le support
de pux (F).

En application, nous prouvons que sur une variété complexe X, le foncteur phom induit un
foncteur bien défini

phom(—,Ox) : DP(Cx))°P — DP(Ex),
ol Ex est 'anneau des opérateurs microdifférentiels. Les applications du foncteur px aux fais-
ceaux pervers microlocaux et & une version microlocale de la correspondance de Riemann-Hilbert
ont été développées par I. Waschkies dans sa thése [140] ainsi que dans [141] et [142].






CHAPITRE 1

NOYAUX MICROLOCAUX

1.1. Ind-faisceaux sur les variétés

Dans la suite notre convention concernant les espaces topologiques sera la suivante
Les espaces topologiques sont supposés localement compact de dimension
cohomologique finie.

Nous donnons dans cette section un survol de la théorie des ind-faisceaux de [87]. Soit X
un espace topologique, nous désignons par Mod(Cyx) la catégorie des faisceaux de C-espaces
vectoriels sur X et par Mod®(Cy) la sous-catégorie strictement pleine formée des faisceaux a
support compact.

La catégorie I(Cx) des ind-faisceaux est par définition la catégorie des ind-objets de Mod®(Cyx).
Cette catégorie est abélienne et nous notons DP(I(Cx)) sa catégorie dérivée bornée.

Il existe un foncteur exact pleinement fidéle
tx : Mod(Cx) — I(Cyx)
F — “lim” Fy
—
Uccx
la colimite formelle étant prise sur les ouverts U relativement compacts de X. Dans la suite,
nous identifierons Mod(Cx) & une sous-catégorie pleine de I(Cx).
Le foncteur ¢x posséde un foncteur adjoint & gauche exact
ax . I((Cx) — MOd((CX)
“lim” F; +— lim F;
— —
icl el
La pleine fidelité de tx assure que ax o tx = id. Le foncteur ax posséde un foncteur adjoint &
gauche exact
ﬁX . MOd((Cx) —>I((Cx)
et puisque [Bx est pleinement fidéle, on a de méme ax o Bx = id. Le foncteur Gx est moins facile
a définir que les foncteurs ax et vx.

Notation 1.1.1. Soit S un sous-ensemble localement fermé de X. Nous posons pour simplifier les
notations

Cs = fs(Cs)
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Etant donné un sous-ensemble fermé Z de X, le ind-faisceau C z est donné par la formule
CZ — Hli_l,r}?? CW,
ZCW
la colimite formelle étant prise sur les ouverts W contenant Z. Lorsque U est un ouvert de X,
nous disposons de la description suivante
(CU — “h_H)l” CVa
VccUu
la colimite formelle étant prise sur les ouverts V relativement compacts de U. Il s’ensuit que
pour un sous-ensemble localement fermée S de X, on a
Cs=CyCyz= “liLIl’7 CVDW
ZCW\vccU
lorsque S s’écrit S = U N Z ou U est un ouvert de X et Z un fermé.

Remarque 1.1.2. Les morphismes Cy, ;7 — Cg induisent un morphisme canonique Cs — Cg
mais ce dernier n’est pas un isomorphisme en général.

Lorsque Z est un fermé de X et S un sous-ensemble localement fermé de Z, on vérifie immédia-
tement que

Cs®Cz =Cs.
Les catégories DP(I(Cx)) possédent un formalisme des six opérations de Grothendieck :
fhf D(I(Cy)) — DP(I(Cx))
Rfw,Rfy : D°(I(Cx)) — D"(I(Cy))
RIHom : DP(I(Cx))°P x DP(I(Cx)) — DP(I(Cx))
® : D"(I(Cx)) x D*(I(Cx)) — D"(I(Cx))

pour un morphisme d’espaces topologiques f : X — Y. On dispose en outre d’'un Hom externe
a valeurs dans la catégorie dérivée bornée des faisceaux

RHom : D(I(Cx))° x D*(I(Cx)) — DT (Cx).

Le foncteur image inverse f~! est un adjoint & gauche du foncteur image directe Rf,. Le foncteur
image directe a support propre Rfi admet pour adjoint & droite le foncteur f'. La plupart des
formules classiques dans le cadre des faisceaux possédent leur contrepartie dans la théorie des
ind-faisceaux mais certaines formules sont « nouvelles ». Nous ne les répéterons pas ici et nous
renvoyons le lecteur & [87]. A titre d’exemple nous indiquons les résultats suivants :

Proposition 1.1.3. Etant donné un diagramme cartésien

X/LY/

g/i 0 lg

X—Y
f
on a les isomorphismes canoniques

Rftd ' =g 'Rfy  Rf.d" = ¢'Rf.
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ainsi qu’un isomorphisme canonique
Rfjg" =g Rfy (173)

Remarque 1.1.4. L’isomorphisme (173) n’a pas de contrepartie en théorie des faisceaux. En effet
dans le cas des faisceaux, le morphisme canonique

Rflg" — g Rf
n’est pas un isomorphisme en général.

De méme la proposition suivante est un résultat propre aux ind-faisceaux.

Proposition 1.1.5. Soient f : X — Y un morphisme d’espaces topologiques, K un objet de
DP(Cy) et F un objet DP(I(Cx)). On a des isomorphismes canoniques

RfuRIHom(f'K,F) = RIHom(K, RfyF) dans DP(I(Cy)),
RfiRHom(f 'K, ¥F) = RHom(K,RfyF) dans DP(Cy).

Remarque 1.1.6. Soit Z un sous-ensemble fermé de X et i : Z — X, j : X\ Z — X les inclusions
naturelles. Alors si F, F appartiennent & DP(I(Cx)), on a

Rjnj~'F =Cx\z ®F RiiT'F=Cz0F
Rj.j~'F = RIFHom(Cx\ 2, 7) Ri,i'F = RIHom(Cy, ) (174)
Rj.j ' RHom(F',F) = RHom(Cx\z ® ', F)
Par conséquent, il n’existe pas de triangle distingué de la forme
Rinj™'F — F — Rii g L,
ni de la forme
Rii'F — F — Rjj 7 15,
En revanche, on dispose d’un triangle distingué de la forme
Rjuj™'F - F - FoCy I,
ainsi que d’un triangle distingué

RIHom(Cz,F) —» F — Rjj'F I .

Le foncteur Bx posséde les propriétés suivantes.

1. Pour F,G appartenant a D’(Cx), on a
Bx(F) ® Bx(G) = Bx (F @ G).
2. Pour f: X - Y, G €DP(Cy) et G DP(I(Cx)), on a

FBv(G) = Bx(f7'G) et fU(S®PAY(Q)) = f'G @ Bx(f'G). (175)

3. Pour ¥ € D*(I(Cx)) et K, K’ € D’(Cx), on a
RIHom(K,F) ® Bx(K') = RIHom(K,F @ Bx(K')), (176)
RHom(K,F) ® K' = RHom(K,F ® Bx(K")). (177)

En général le foncteur Bx ne commute pas aux images directes. On remarquera que I'on dispose
tout de méme du résultat suivant qui nous sera utile par la suite :
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Lemme 1.1.7. Etant donné un fermé i : Z — X et un objet F € DP(Cgz), on a un isomor-
phisme

Bx(Ri.F) ® Cz = Ri.[z(F).
DEMONSTRATION. — Cela résulte des isomorphismes

Bx(RivF) ® Cz = Rivi 'fBx(Ri.F) = Ri.B7(i ' Ri,F) = Ri.[z(F).

Dans la suite nous utiliserons souvent la remarque suivante.

Remarque 1.1.8. Un morphisme v : F — G dans DP(I(Cx)) est un isomorphisme si et seulement
si pour tout point z de X les morphismes F ® C, — § ® C, sont des isomorphismes.

Nous donnons ci dessous un tableau résumant les propriétés de commutation des différents
foncteurs décrits précédemment. Dans ce dernier, le symbole « o » signifie que les foncteurs
commutent et le symbole « x » qu’ils ne commutent pas.

ux | ax | fx | lim

X o o o o

-1

Rf.| o o X X

Rfi| x| o | x| o

f! o X X o

lim | x o o
—

Dans le tableau précédent les colimites h_n)1 sont toujours supposées filtrantes.

Notation 1.1.9. Etant donnée une application continue f : X — Y, nous désignons par wx/y le
faisceaux topologique dualisant f'Cy et nous posons wy = wy /{pt}- Si X et Y sont des variétés

(72 . . ®—1
différentiables, on a wy/y = wx @wy .

Etant donnés trois espaces topologiques X1, X2, X3, K € DP(I(Cx, xx,) et K’ € DP(I(Cx,xx;),
on définit le produit de convolution de K et K’ par :
K ox, K' = Rpian(py K ® pyy K'), (178)

ol p;; désigne la projection de X7 x Xo x X3 sur le facteur X; x X;. Lorsqu’il n’y aura aucun
risque de confusion, nous désignerons par K o K’ ce produit de convolution. Cette définition
vérifie la relation d’associativité

(KoK')oK"=Ko (K oK"),
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pour K € DP(I(Cx, xx,), K’ € DP(I(Cx,xx;) et K" € DP(I(Cx,xx,). En substituant {pt} a
X3 dans (178), on obtient la transformation intégrale

Ko~ : D"(I(Cx,)) — D*(I(Cxy,))
associée au « noyau » K. Nous utiliserons souvent le lemme suivant dans le chapitre 2.
Lemme 1.1.10. On suppose donné des morphismes fi. : X — Yy pour k = 1,2,3 ainsi que des
objets Xi; € Db(I(CX.XX.)) et Li; € Db(I((CXiXxj)). On a alors

( f1x 1dy2) £12) oY, ((idy2 X f3)71£23) = (fl X f3)71(£12 Oy, [:23) dans Db(I(CX1><X3>)7
2. ((fr x ldxg)uﬂﬁz) oy, ((idx, X f3)nKaz) = (f1 x f3)u(Ki2 ox, Kaz) dans DP(I(Cy, xv)),
. ( Idyl X f2) ) 00X, j<23 = £12 0Ys, R(fg X idx3)1gg<23 dans Db(I((Cy1XX3>).

1.2. Noyaux associés a certaines 1-formes

Concernant les variétés nous adoptons la convention suivante.

Sauf mention du contraire, les variétés considérées seront toutes supposées
différentielles de classe C°°.
Soit X une variété. Nous notons T*X le fibré cotangent de X et mx : T*X — X la projection
canonique. Etant donnée une sous-variété fermée Z de X, nous désignons par T7X le fibré
conormal de Z dans X. En particulier T5% X est la section nulle de 7*X. A un morphisme
application différentiable f : X — Y, on peut associer le diagramme

T*X dL Ty %y X I T

Notation 1.2.1. Etant donné un fibré vectoriel p : E — X, nous designons par E l'espace E
auquel on a enlevé la section nulle et par p la projection £ — X. Par exemple, nous utilisons
les notations 7x : T*X — X, T7 X, et ainsi de suite.

Définition 1.2.2. Nous appelerons donnée de noyau un triplet (X, Z, o) dans lequel X est une
variété, Z une sous-variété fermée de X et o une section sur Z du fibré cotangent de X.

Dans cette section nous allons associer un noyau L,(Z, X) € DP(I(Cx)) a chaque donnée de
noyaux, mais auparavant nous introduisons les notations suivantes.

Notation 1.2.3. Nous posons T(0) = o (T3 X) et 2(0) = 0~ (T%X). On remarquera que par
définition
Z(o) C T(o) C Z.

Chaque donnée de noyau (X, Z, o) définit un céne P, fermé dans Tz X x x T(o). Ce dernier est
donné par

P(o) := {(:U,v) €ETzX 2 €T (o) et (v,0(x)) > 0}.

Pour définir les « noyaux microlocaux » nous utilisons la déformation au céne normal de (84,
§4.1] que l'on notera X 7z ou plus simplement X lorsque il ne sera pas nécessaire de préciser la
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sous-variété. Cette déformation s’insére dans le diagramme commutatif

0 R {teR;t>0}
T O tT O T
P, T;X ==X, 9)

J
\ l'rz lp/
' P
7——X.
o 2 est 'ouvert défini par 2 = {¢ > 0} pour le morphisme lisse naturel ¢ : X z — R donnant

le « paramétre de la déformation ». Le fibré normal Tz X est obtenu pour une valeur nulle du
parametre.

Remarque 1.2.4. Dans la suite, nous considérons P, comme un sous-ensemble fermé de Xy via
les inclusions
P, CTz;X C X4.

Lorsque la paire (X, Z) est décrite par un systéme de coordonnées locales sur X de la forme
(x,2) = (1, Tny 21, -+ - Zm),
la variété X 7z a pour coordonnées locales
(t,Z,2) = (t,T1y. oy Tny 215+ - Zm)

et le morphisme p est donné par p(t, z, z) = (tz, z).

Rappelons que le cone normal Cz(A) d’une partie A de X est le cone fermé de Tz X définit par :
Cz(A) =T7X ﬂpil(A) N Q.

On remarquera que le morphisme p n’est pas lisse mais que le complexe dualisant relatif w ¢ /X
est isomorphe a C ¢[1].

Définition 1.2.5. Soit (X, Z,0) une donnée de noyaux. On définit le noyau L,(Z,X) €
DP(I(Cyx)) par

La(Za X) = Rp!!((cﬁ & (CPU) ® Bx (Rz*w%;%)

Remarque 1.2.6. Le support de L,(Z, X) est contenu dans T(o), autrement dit on a un isomor-

phisme
EO’(Z7‘X) = ﬁU(ZaX) ® C‘T(cr)‘

Le comportement du noyau L,(Z, X) différe complétement suivant que l’on se place en dehors
ou non de 'ensemble Z(o) des zéros de 0. On a en effet

Ls(Z,X) ® Cya) = Cz ® Cyyp (179)
tandis que Lo (Z, X)|x\2(a) st concentré en degré —codim(Z, X).
Pour prouver ces résultats nous aurons besoin du lemme d’annulation suivant :

Lemme 1.2.7. Soit (X,Z,0) une donnée de noyauz.

1. On a d’une part Rpy(Cqo ® @TZX) =0 et d’autre part Rpn(Cq® (ETZX) = Rivwy/x-
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2. En considérant Z comme la section nulle de Tz X C )N(Z, on obtient
Rpy(Cq®Cyz) = Cy.
3. Ona (Rp;g((CTZX ® @pa)) ® @Z\Z(J) =0.
DEMONSTRATION. — (1). Puisque le probléme est de nature locale, on peut supposer que X est

affine et munie d’un systéme de coordonnées globales (z, z) tel que Z = {x = 0}, Xy = (t,z,z)
et p(t,z,z) = (tZ, z). On a alors, pour tout entier j :

Ripy(Cq @ Cryx) = Ripy ( “lim” C{o<t<a,|a:«<R}> = “lim” R/pCioci<e jzj<r} = 0,
R>0,e>0 R>0,e>0

ce qui implique le premier isomorphisme. Le second isomorphisme découle directement du tri-
angle distingué

Rpn(Cq @ Cr,x) — Rpn(Cq @ Cr,yx) — RpuCry,x RE
et de I'isomorphisme RpyCr,x = Riwgz/x-

(2). Remarquons que 'on a des isomorphismes
ax <Rp!!((cﬁ® ((N:Z)) = Rp(Cq®Cyz) = RpCy = Cy.

On dispose ainsi par adjonction d’un morphisme canonique Cy — Rpy(Cq ® C z) et il nous
suffit de montrer que ce morphisme est un isomorphisme localement sur X. Avec le systéme de
coordonnées décrit précédemment, on obtient

Ripy(Cq®Cy) = ijl!<“1'£>n” C{Oﬁtéali‘\éf}) = “lim” R7p1Co<i<c |7 <e}
e>0 e>0

“lin” Czcry = Cz 8 j =0,
= e>0
0 sij#0
ce qui prouve la seconde assertion.
(3). Etant donné sg € T(o) \ Z(0), on a
<Rp!g(CTZX ® @Pg)> &® (Ezo = Rp (CTZX ® @Pampfl(z0)>.
Posons o(zg) = (&, dx) # 0. Comme

Cryx @Cprp-1(z) = “Im” Crimo —c<(go,2),17|<R}>
R>0,e>0
on a pour tout entier j
(Rpu(Cr,x ©Cr,)) @ Coy = Coy @ “li™ RIpy (Clemo ety ) 1<) = 0
R>0,e>0

et notre assertion résulte de la remarque 1.1.8. O

Lemme 1.2.8. On a un morphisme naturel

‘CO'(Zﬂ X) - @‘T(a) & ﬁX (R'L*wg/_)%)
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DEMONSTRATION. — Considérons T (o) comme une partie de X7 via les inclusions T(o)Cc Z C
T7,X C Xz. On a alors un morphisme naturel

£4(2,X) = Bpn(Cq @ Car)) @ Bx (Riwl) ).

On obtient alors 'isomorphisme voulu en utilisant ’assertion (2) du lemme 1.2.7. O

Le lemme suivant fournit un triangle distingué qui est trés utile pour I’étude de certaines pro-
priétés du noyau L,(Z, X).
Lemme 1.2.9. 1l existe un triangle distingué naturel de la forme
Rpi(Co ® @Pg) ® Bx (Ri*wQZ@/}%) — L,(Z,X) — Rpy(Cr,x ® @PU) ® Ri*wézg/_)g A
DEMONSTRATION. — 1l suffit d’appliquer le foncteur triangulé
Rpu(—@Cp,) ® Bx (Ri*wg/}%)

au triangle distingué

Cq — Cq — Cryx *5
et d’utiliser 'isomorphisme Cz; ® Bx (Ri*w%;%) = Ri*w%;%. O

Nous sommes maintenant en mesure de justifier I’assertion (179).

Proposition 1.2.10. On a
Lo(Z,X)® (EZ.(U) =Cz® (EZ(U)‘
En particulier, si 0 =0 alors L,(Z,X) = Cgy.

DEMONSTRATION. — D’aprés la définition de Z(0), le cone P, x z Z(o) coincide avec Tz X X z
Z(c). On en déduit que

Cq®Cp, ® p~'Cqrp) = Cq® p~ 'y,
ce qui entraine
Lo(Z, X) ® Cz(o) = Bpu(Cq @ Cr,x) ® Ca(0) @ Bx (Rinw)y)-
Le résultat se déduit alors de l'assertion (1) du lemme 1.2.7. O

Proposition 1.2.11. Soit (X, Z,0) une donnée de noyau. Posons Xog = X \ Z(o) et Zy =
Z\ Z(o). Alors, il existe un triangle distingué de la forme

RijnLoy(Zo, Xo) = Lo(Z,X) — Cz @ Coypy -,
ot g est la restriction de o 4 Zy et j désigne l'immersion ouverte Xy — X.
DEMONSTRATION. — On a le triangle distingué
Lo(Z,X)®Cxy — Lo(Z,X) = Lo(Z,X) ® Cgpy .

Le premier terme est isomorphe a RjyLs,(Zo, Xo) et le second est isomorphe & Cz ® @Z(o)
d’aprés la proposition 1.2.10. ]
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Corollaire 1.2.12. On a les morphismes naturels
Cy — [,U(Z, X) — (CU’(U) ® Bx (Rz*w%_)%)
DEMONSTRATION. — Le premier morphisme est une conséquence directe de la proposition

1.2.11 et des inclusions P, C Py = Tz X. Le second morphisme découle du lemme 1.2.8. L]

Proposition 1.2.13. Supposons que la section o ne s’annulle pas. Alors

£o(2,X) = Rpy(Ca ® Cp,) ® fx (Riw) ) = “lm” Cy @ fx (Riwwy) @ Co(o),
U

ot la limite inductive est prise sur les ouverts U de X tels que

P,NnCz(U) C Z. (180)
Ici, nous considérons Z comme la section nulle de T7X.
Remarque 1.2.14. L’ensemble des ouverts U de X vérifiant la condition (180) est un ensemble

filtrant ordonné par l'inclusion.

DEMONSTRATION. — D’aprés le lemme 1.2.9 et la troisiéme assertion du lemme 1.2.7, on a
L,(Z,X) = Rpu(Ca @ Cp,) @ Bx (Rixw}) ).
Par conséquent, il suffit de prouver que
Rpy(Co ® Cp,) = “lim” Cy @ Cyyo).
U
Puisque 'on a ZNU = () sur un voisinage de T(c), on en déduit que p~ 1 (U)NQ =p~H(U)NQ
est un sous-ensemble fermé de €2, ce qui nous donne des morphismes naturels :

p(Cv) = Cp1(tyy = Cpiiyng — Ca — Ca @ Chp, .

Comme p~1(U)NQN P, = Cz(U)N P, est contenu dans la section nulle de Tz X, le support de
p~'Cy ® Cp, est propre sur Z. On a ainsi des morphismes naturels

Cy — pu(p~'Cu ® Cp,) = pu(p~'Cuy @ Cp,) — pu(Ca ® Cp,)
qui fournissent un morphisme naturel

“lim” Cy — Rpu (Ca®Cp,).
U

En appliquant le produit tensoriel, on obtient le morphisme

“hi)n” Cy® (C‘J‘(a) — Rpy (CQ ® Cpg). (181)

U

Nous allons maintenant montrer que ce morphisme est un isomorphisme. Pour cela, il suffit
d’aprés la remarque 1.1.8 de prouver que (181) est un isomorphisme aprés tensorisation par Cg,
ol xp est un point quelconque de T(o). Prenons un systéme de coordonnées locales (z, z) de X
tel que Z = {z = 0}. On peut supposer que xy = (0,0) et poser o(zg) = (£, dz). On a alors

Rpy (CQ ® @13,) ® Cyy = Rpu (CQ ®Cp, ® @p71($0)> = Rpy (CQ ® @Pampfl(xo)> ;
ainsi que

~ _ 13 ” o ~ 13 H ki
Co®Cp,rp1(a) = lim Convar = Cao ®@ liny Capeyens
VcCcXz,Pnp~t(zo)CV'! R>0,61>0,62>0
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ou on a posé
AR751,52 = {(t7f,z)€5(1Z c0<t<e, —e0 < <£0,£>, |:ﬂ <R}.
Par conséquent, on a pour tout entier j

ij!! (CQ ® (Epa) X @fﬂo = @Zo ® “li_r)n” ij!(CAR,sl,sg .
R>0,61>0,e2>0

Cependant, on a
p((2,2) = {teR : 0<t<e, — < (Gt '), [t '] < R}
= {teR : RYz|<t<er, —e5 &, ) <t}
et par conséquent
RP!CAR,El,EQ = C{Rfllx\<—62_l<w,£o>ﬁel}

En prenant la limite, on peut utiliser un argument de cofinalité pour obtenir

Rpy(Cq@Cp,) ® Cyy = Cqpp @ “Um” Cyz2yex « (go.)>elzl)
e>0

On déduit alors aisément le résultat du lemme ci-dessous. O

Lemme 1.2.15. 1. Soit U ={(z,2) € X : ¢elz| < —({o,2)}. Alors P,NCz(U) C Z.
2. Soit U C X un ouvert tel que P, N Cz(U) C Z. Alors, il existe e > 0 et § > 0 tels que

Un{l(z,2)| <6} ={(x,2) € X : —(z,) > elz|}.

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.16. Soit (X, Z,0) une donnée noyau. Supposons que X soit muni d’un systéme
de coordonnées (x, z) tel que Z = {x = 0} et que o soil une section ne s’annulant pas. Alors, en
écrivant o(z) = (01(2),dx) + (02(2),dz), on a

£U(Z7 X) = @{55:0,02(2):0} ® “li_H}” C

codim Z]|.
e 02

{(2)—~(01(2).2
Remarque 1.2.17. On a un isomorphisme
ax (LU(ZvX)) = (CZ((T)'

D’autre part lorsque (X, Z,01), (X, Z, 02) sont des données de noyau et W une partie fermée de
Z telle que sur W on ait o1 = 09, on a

Lo (Z,X)@Cy = L4, (Z,X) @ Cyy,

puisque Py, N T§1W =F;, N T§1W.
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1.3. Propriétés fonctorielles

Dans cette section nous étudions les propriétés de fonctorialités des noyaux microlocaux
L,(Z,X) par rapport aux images inverses, aux images directes propres et par rapport a la
convolution.

Définition 1.3.1. Soient (X1, Z1,01) et (Xo, Zo,09) des données de noyau. Nous appelerons
morphisme de données de noyau un morphisme de variétés f : X1 — Xo vérifiant f(Z1) C Zo
et o1 = ffoq.

Supposons que f : (X1, Z1,01) — (X2, Z2,02) soit un morphisme de données de noyau. Les
conditions de la définition 1.3.1 nous permettent d’écrire les diagrammes suivants :

Tngl T X2 XZ2 ZlHTZZXQ X1L>X2L>R
T e )

f
T(o1) =——T(02) Xz, Z1 —=T(02) X —— X,

dans lesquels X, désigne la déformation normale de Z; dans X;. Dans la suite nous désignons
par t : Zp <— X} 'inclusion naturelle. On peut remarquer que

PU1 X X 7(0-2) = f_l(PUQ)' (182)

Remarque 1.3.2. Pour la définition des morphismes « clean » nous renvoyons le lecteur a la
définition 4.1.5 de [84].

Proposition 1.3.3. Soit f : (X1, 7Z1,01) — (X2, Z2,02) un morphisme de données de noyau.
Supposons que Z1 = f~1(Zs) et que le morphisme f : X1 — Xo soit « clean » par rapport a Zs.
Alors, il existe un morphisme naturel

f_lﬁaz (ZZyXQ) - ‘CUl (ZlaXl) ® ﬁXl (Ril*wzl/z2) ® w_;eé;/ng ® @f_17(02)'

DEMONSTRATION. — Puisque f est « clean », le morphisme X1 — Xox X, X1 est un plongement
fermé et il existe un morphisme de foncteur f~'Rpan — Rpinf~! qui induit un morphisme
naturel

Loy (Z2,X2) = [ Rpa(Cq, ® (EPJQ) ® [~ Bx, (Rz'g*w?;/ﬁ@)
—  Rpuf ' (Cq, ®Cp,,) @ f ' Bx; (Rizuw}) ) (183)
= Rpu(Cq, ® @f-,l(sz)) @ Bx, (f ' Rizuw) )
En utilisant (182), on dispose d’un morphisme
f 7 Loy (Z9, Xo) — Rpin(Cq, ® @Pal) ® f~ (C‘I (02)) @ Bx, (f~ RZ2*wZ2/X ) (184)
Par conséquent, pour obtenir le morphisme voulu, il suffit de remarquer que
f_lRig*w?Q_/;Q = Riix (w?l_/ﬁ(l Qwgz, /z, ® il_lw;e}:/lXQ) = Ril*w%—/ﬂ(l ® Rirswz, )z, ® w%—/lXZ.

O

Par adjonction, on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 1.3.4. Sous les hypothéses de la proposition précédente, on a un morphisme naturel
Loy (Z2, X) — Rf. (Lol(zl, X1) @ B, (Rivwzi/z:) © Wl fy, © f—lEéf,(@)).

Proposition 1.3.5. Soit [ : (X1, 7Z1,01) — (X2, Z2,02) un morphisme de données de noyau.
Supposons que f~H(Zy) = Z1 et que f soit transverse & Zo. On a un isomorphisme naturel

[ Loy (Xa, Zo) = Loy (X1, Z1).

DEMONSTRATION. — En effet, lorsque f est tranverse & Zs, le morphisme )/{1 — )?/2 X x, X1 est
un isomorphime et Z; N f~1(T(03)) = T(01). Cela entraine que les morphismes (183) et (184)
sont des isomorphismes. L’assertion résulte alors de I'isomorphisme wz, /7, = il_lel /X O

Proposition 1.3.6. Soit f : (X1,7Z1,01) — (X2, Z2,092) un morphisme de données de noyau.
Alors, on a un morphisme naturel

Rfy(£0,(X1,21) @ Bx, (Rirewz,)2,)) = Lay(Xa, Z).
DEMONSTRATION. — Le membre de gauche est isomorphe a
Rfu (Rpu!((cﬁl ®Cp,,) ® fx, (Rinwg x,) ® Bx, (Ri1*wzl/22))
= Rfy (Rpu!((%l ® @Pﬁ) ® wx, /x, @ Bx, (fflRiQ*wQZZ)Z)_&Q))
= RfuRpm ((Cgl ® @Pgl) ®Pf1wxl/xg) ® ﬂxg(Riz*w%ﬁQ) (185)
=  RpauRJu (f—l(c@ ® Eﬁpﬂ ® pl—leI/XQ) ® ﬁx2(Rz‘2*w§2—/§(2)
= Rpon <C§2 ® Rfu(Cp,, ® wj(l/)gz)) ® B, (Rinswy, ).
Par conséquent, il suffit de construire un morphisme
Rfy(Cp,, ®wy, 5,) = Cr,, (186)

ou d’une maniére équivalente par adjonction, un morphisme C Pr, ®Wg, /%, = f 'C Py Cepen-
dant, d’aprés (182), on a

- ~ = S~
Croy ®Wsi/% = Cpoyxy T02) W3y %, = F Croy W33, = FCry»
ou le dernier isomorphisme provient de (175). O

Corollaire 1.3.7. Soit f : (X1,Z1,01) — (X2, Z2,02) un morphisme de données de noyau.
Supposons qur f soit lisse et induise un isomorphisme de Z1 sur Zs. Alors, on a un isomorphisme
naturel

RfuLe (Z1,X1) = Loy(Z2, Xa).

DEMONSTRATION. — Par hypothése, on a T(02) Xz, Z1 = T(o1). D’aprés (185), il suffit de
prouver que (186) est un isomorphisme. Puisque Py, = f~1(P,,), on a

R fu (CPUl X w)h/)@) = (CPGQ ® Rfu ((CTlel ® le/X'z)'
On se trouve ainsi ramené & prouver l'isomorphisme

Rf” (@Tzlxl ® le/X2> = (ETZQXT



1.3. PROPRIETES FONCTORIELLES 301

Puisque f est lisse, on peut prendre des systémes de coordonnées locales (z, z) sur X5 et (z,y, 2)
sur X tels que Zy = {z = 0} et Z; = {& = 0,y = 0} et que f s’obtienne par projection.
En prenant les systémes de coordonnées correspondants (t,Z, z) sur X, et (t,Z,7,z) sur Xy, le
morphisme f : X; — X3 est donné par (¢, %,7, z) — (¢, &, z). On vérifie alors facilement que

Rfs(Cr,, x, ® wg, /%, = Rfu(Cpyoy ® wg, /%, = Cyi—o}-
]

Lemme 1.3.8. Soient (X, Z,0) une donnée de noyau sur X et f: X — Y un morphisme lisse
qui induit une immersion fermée Z — Y. Supposons que o(x) & T}‘(x)Y pour tout x € T(o).
Alors, on a

RfuLs(Z,X)=0.

DEMONSTRATION. — Fixons un point xg € T(o). Prenons un systéme de coordonnées locales
(y,2) = (Y1, yYny 21, - 2m) de Y au voisinage de f(zg) tel que f(Z) soit donné par y = 0.
On peut alors prendre un systéme de coordonnées locales (¢, x,y, z) sur X au voisinage de zg
tel que Z est donnée par {t =0,z =0,y = 0} et o(xg) = —dt(xp). Dans ce cas on a

Lo(Z,X) @ Cyy = (“lim” Cr;,) ® fx(Riwwy;y) ® Cap,
6>0,e>0
ol I'on a posé
Fse={(t,2,y.2) : 0 >t > e(|z| +[yl) }.
Il s’ensuit que les isomorphismes
(Rfule(Z, X)) @ Cpap) = Rft(Lo(Z,X) @ Cgy) = 0

sont une conséquence du fait que R’ fi(C Fs.) = 0 pour tout j dans Z. O

Proposition 1.3.9. Soit [ : (X1, 7Z1,01) — (X2, Z2,02) un morphisme de données de noyau.
Supposons que f soit une immersion fermée et induise un isomorphisme Z1 — Zy. Alors, il
existe un morphisme naturel

£01 (Zla Xl) — f![’@(Z?aXQ)'

DEMONSTRATION. — Puisque f est une immersion fermée, on a les diagrammes commutatifs
7 Xy < X <P Tz X1 2> X,
O lf if O L szlf J{f
Ty~ Xy < Xy < Tz, Xy = X,

Sous nos hypothése la counité de 'adjonction nous donne un isomorphisme f'Rfiy = id. Par

conséquent, il suffit de construire un isomorphisme
RfuLos, (Z1,X1) = Rfuf'Loy(Z2, Xa).
En remarquant que

Rfuf' Loy (Zo, Xo) = RIHom(Cx,, Lo, (Z2, X3)).



302 CHAPITRE 1. NOYAUX MICROLOCAUX

on peut écrire
Rfuf'Loy(Z2,X2) = RIHom (Cxl,RPQ!! (C§2 ® B, (<sz,2 ®p§1Ri2*W?;/§(2)>)
= RpanIHom (pgl(CXl , C@ ® 5;(2 (Cpo2 ® pz_lRig*wQZi_ﬁQ))
—  Rpon (J:Hom (pglcxl,cm) ® Bz, (de2 ® py lRiZ*W?{/}Q)) :
D’autre part, 'égalité P, = f ~1P,, entraine que
RfuLo,(Z1. X)) = RfuRpw (Cq, © By, (Cr,, @57 Rine )
= RpauR fu (Cffl(ﬁﬂ ® Bg, <f_1CPgl ® f_lpglRSQ*W§27}2 ® pflwxl/)Q))
= RpsnRfy (771 (Co, @ 85, (Cr., @93 ' Rizwly ) ) @ g, 5, )
= Rpa <C§2 ® g, (CR,2 ®p§1Ri2*w§;/§(2) ® Rﬁ!wgl/)@) ;
et il suffit de prouver que
RIHom <p2_1(CX1,(C§2> =Cq,® Rf”w)?l/ig'
Cependant, on a les isomorphismes naturels

RIHom(p;'Cx,,Cq,) = RIHom(p, Cx,, Rj2.Coy,)
= RIHom(j;'p;'Cx,,Ca,) = RjzRIHom(Cq,,Cq,).
D’autre part, on a, en tant qu'objet de DP(I(Cg,)),
RIHom(Cq,,Cq,) = jEIRf*wgl/)}Q,
ce qui nous donne finalement
RIHom(p; 'Cx,,Cq,) = Rjg*jglRf*w;(l/;Q,
= Rj2Co, ® Rfwg, 5, = Cq, ©® Rfwg, z,-

Proposition 1.3.10. Soient (X, Z1,01) et (X, Za2,02) deuxr données noyaux sur une méme va-

riété de base X. Supposons que Z1 et Zs soient des sous-variétés transverses. Alors, il existe un

morphisme naturel

£U1(Zle) ® £0'2(Z27X) - £01+02(Zl N Za, X) ® @T(Ul)ﬂT(Ug)‘

DEMONSTRATION. — Dans la démonstration nous utilisons les notations suivantes, Z = Z;NZs,

og=o01+o0g2et N=T(o1)NT(02) CT(0) C Z.

Supposons d’abord que o1(z) et o2(z) soient deux vecteurs linéairement indépendants de 77X

pour tout x appartenant a Z. Dans ce cas, on a

Ea'k (Zka X) ® @N _ “liFII)l” CUk ® @N (4] /BX (le*w%—/lX)’
k
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la colimite formelle étant prise sur les ouverts Uy de X tels que Cyz, (Uy) N Py, C Zj. Pour de
tels ouverts Uy et Us, on a

Cz(Ul ﬂUQ) N (PU XzN) C Z,
puisque 'on a P, xz N C P, U P,;,. Par conséquent, on obtient un morphisme naturel
£0’1(Zle) ® ‘CO'Q(Z27X) & @N

= (“1%}” Cu, ® Bx (Ril*w%’/})) ® (“liU_r;n” Cu, ® Bx (Riz*w%*/})) ® Cy

= (i Co) o e (Riv ) @ 0 (Rizw ) © B

ou U décrit I'ensemble des ouverts de X tels que Cz(U) N (P, xz N) C Z. Puisque Z; et Z
sont des sous-variétés transverses de X, on a

®—1

Wz/x = (w?;/ﬁ(lz) ® (w?;/?xlz)-

Par conséquent, on obtient

(i Cv) @ B(Rirw ) @ B(Rizww; ) @ Cy = £6(2,X) @ Ty,
U

ce qui fournit le morphisme voulu.

Considérons maintenant le cas général. Posons A%} = X x R™ pour n = 1, 2. Nous utilisons les
coordonnées (z,t1,t2) sur A%. On considére la variété Alzk comme une sous-variété de A% par
Alzk ={(x,t1,t2) : x € Zy,t =0}
et Al comme la sous-variété {t = 0} de A%. On identifie Z avec la sous-variété

Alzl ﬂAlzz = {(Qj‘,tl,tQ) x €Lt =ty = 0}.
On obtient ainsi les diagrammes commutatifs suivants :

i ./ . .y

X Al ——= A% X ——= A}y ——= A%
T T tr T]i T tr T Tjé
7 ——= 7 =—=7 —= Ay Z ——> 7y — Ay, == A},

ou ji(z,t) = (21,0,t) et ja(z2,t) = (22,t,0). On remarquera que les carrés indiqués par tr sont
tranverses. On définit des sections en posant

01 =01 +dtq :Alzl — T*A? ,
09 = 09 + dty : AIZQ — T*Ag(,
=01 +0y+dt) +dty: Z — T*A%.

Les sections &1 et g9 sont linéairement indépendantes et en utilisant le cas précédemment traité
on obtient un morphisme
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A T’aide des propositions 1.3.5 et 1.3.9, on obtient les morphismes
Lo)(Z1,X)® Loy(Z2, X) = i'L5,(Z1,A%) @i Loy (AL, Ak)
—  i(L5,(Z1,Ak) ® Loy (AL, AX))
= i'({" L (AL, A%) ® 1" L5, (AL, AL))
— (L5, (A}, AX) © L5,(AL,, A))
— 'i"L5(Z2,A%) ®© Cn) = L,(Z,X) ® Cy,
ce qui prouve la proposition. O
Remarque 1.5.11. Nous donnons sans démonstations les assertions suivantes :

1. Si 01 et o2 sont linéairement indépendants, alors les deux morphismes construits dans la
proposition précédente coincident.

2. Si (X, Zy,03) est une troisiéme donnée de noyau telle que (Z1,22), (Z1,23) et (Za, Z3)
solent transverses dans X et que (Z1 N Z3, Z3 N Z3) soient tranverses dans Zs, alors, en
posant N = T(o1) N T(02) N T(03), le diagramme ci dessous est commutatif :

Loy (Z1,X) @ Loy (22, X) @ Loy (Z3, X) — Loytoy(Z1NZ2, X) @ Loy (Z3,X) @ ((N:N

| |

Eal (Zl,X) ® £02+03 (Z2 N Zg,X) & @N — £01+02+03(Z1 N Zy N Zg,X) ® @N;

c’est-a-dire que les morphismes de « composition » de la proposition 1.3.10 sont associatifs.
Lemme 1.3.12. Soient (X, Z1,01), (X, Z2,092) des données de noyau sur X . Supposons que Z;
et Zo soient des sous-variétés transverses de X et que o1 et o2 ne s’annulent pas. Soit f : X — Y
un morphisme lisse qui induit un plongement fermé Z1NZy — Y . Supposons vérifiée la condition

(Rzoal(x) v Rzgag(aﬁ)> NTiY =1{0}  pour tout z € T(o1) N T(02)

dans laquelle T}*(I)Y est considéré comme un sous-espace de Ty X wvia le morphisme fq. Alors,
on a
Rfy(Loy (Z1,X) @ Loy(Z2,X)) = 0.

DEMONSTRATION. — D’aprés la remarque 1.1.8, il s’agit de vérifier que pour tout point xg de
T(o1) NT(o2), on a
Rfu(Lo (Z1,X) ® Loy (Z2,X) @ Cqp) = 0.

On peut se ramener au cas ou X est de dimension relative 1 sur Y. En effet supposons que
I'assertion soit vraie pour les morphismes de dimension relative 1. Posons E = Ty, (f~ f(z0)).
Par hypothése, E vérifie (R>o01(z) +Rxo02(z)) NE+ = {0}. Par conséquent, il existe une droite
{ C E telle que (R>o1(z) + Rxo02(2)) N ¢+ = {0}. On peut décomposer f au voisinage de zg
sous la forme d’une composée de morphismes lisses

x Ly Ly
tels que g et h sont lisses et Ty, (g7 1g(z0)) = £. Alors g vérifie les conditions du lemme et est de

dimension relative 1. Notre hypotése nous assure donc que Rgn (Lal (Z1, X)®Ly,(Z2, X )®((~:x0) =
0, ce qui implique le résultat attendu.
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Supposons maintenant que f soit de dimension relative 1. Comme o (xg) & T}‘(IO)Y, I’application
Zy — Y est un plongement (local) et Ty, Z = fi ' (Tf(ng)Zy) No(20) 1 (0), o0t Z := f(Zx) C Y.
On voit que Z} et Z) sont transverses et que f(Z; N Zz) est une hypersurface Z] N Z} puisque
codim(f(Z1 N Z2),Y) = codim(Z; N Z2,X)— 1= codim(Z;, X) + codim(Z3, X) — 1
= codim(Z1,Y) + codim(Z5,Y) + 1 = codim(Z] N Z4,Y) + 1.
Sachant que Ty (Z1NZ2) = fi ' (Ti(20)(Z1NZ5)) No1(x0) H(0) Noz(w0) ~(0), les vecteurs o1 (zo)
et o9(xg) sont linéairement indépendants. En multipliant par une constante positive, on peut
supposer de plus que

0'1(.%‘(]) — 0'2(33‘0) S T;(xo)y \ {0}
Prenons un systéme de coordonnées locales (t,y1,y2,2) de Y tel que
Zy, = {yr = 0} et o) — o1(x0) = dt.
Prenons maintenant un systéme de coordonnées locales (z, ¢, y1, Y2, 2) de X tel que o1 (z¢) = —dx
(ce qui donne aussi oa(xg) = dt —dz) et Z3 = {y1 = 0,2 = 0} et f est donnée en oubliant
x. Posons Zy = {y2 = 0,2 = ¢(t,y1,2)}. Alors, en subtituant ¢(t,y;,2) a t, on peut supposer
depuis le début
ZQZ{yQZO,l‘:t}, ZlﬂZQZ{yl :0,y2:0,x:t:0}.
On a alors
Lo,(21,X) @ Lg,(22,X) ® Cqy = “lim” (Cpn_@ Cpz ) ® fx (Rinwy x @ Rinuwy)y) @ Cap,
6>0,e>0
ol les ouverts U éfa sont donnés par
U(;{E ={ely1| <z <0} et U(SQ’E ={elys| <z —1t <6}
On a donc
U(s{a N U(%g = {max(e|y1|,ely2| +t < x < min(5,6 +t)}.
Et le résultat se déduit du fait que

RA(Coz ez, ) =0
O

Proposition 1.3.13. Soient (X, Z1,01), (X, Za,02) des données de noyau sur X et (Y,Z,0)
une donnée de noyau sur'Y . Supposons que Z1 et Zo soient des sous-variétés transverses de X.
Soit f : X — Y un morphisme lisse qui induit un isomorphisme Zy N Zy ~ Z. Soit N une
partie fermée de T(o1) N T (o2) vérifiant les conditions suivantes :

1. Z(Ul) N Z(UQ) CN,

2. ffo(z) = o1(x) + o2(x) pour tout x € N,

3. o1(x) ¢ T} Y pour tout x € N\ (Z(o1) UZ(02),
. (R>g01(z) + Rxo2(z)) N TinY = {0} pour tout € (T(o1) N T(o2)) \ N,
5. le morphisme Zy, — Y est lisse en tout point de Z(ox) pour k=1, 2.

e

Alors, il existe un isomorphisme naturel

Rfu(Loy(Z1,X) ® Loy(Z2, X)) = Lo(Z, X)) ® Cy)-
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DEMONSTRATION. — Le morphisme recherché est obtenu par la composition suivante :
Rfu(Loy(Z1,X) @ Loy(Z2, X)) — Rfu(Loysa,(Z1 N Z2, X) @ Cy)
= Rfu(Lo(Z1NZ2, X)® Cn) — Lo(Z,X) ® ((N:f(N)-
En utilisant la remarque 1.1.8, il suffit de vérifier que ce morphisme induit des isomorphismes
Rfu (Lo, (21, X) & Loy(Z2, X) @ Cuy) = Lo(Z,X) ® Cp(y) @ Ciag)
pour tout zg € T(o1) NT(02).

— Supposons tout d’abord que 'on ait o1 (xz9) = o2(xg) = 0. D’aprés 'hypothése (1) le point
xo appartient & N, ce qui donne o(f(z9)) = 0 en utilisant ’hypothése (2). La proposition 1.2.10
assure alors que

Rfu(Loy(Z1,X) @ Loy(Z2, X) @ Cyy) = Rfu(Cz @Cz, @ Cyy)
= Cz®Cjny) = Lo(Z,X) ®C sy ® Cpa)

et l'assertion se trouve vérifiée dans ce cas.

— Supposons maintenant que oj(xg) = 0 et o1(z9) # 0. En utilisant la proposition 1.2.10 on
obtient cette fois

Rfu (ﬁgl (Z1,X) ® L5y (Z2,X) @ @zo) = Rfy ((Czl ® Loy(Z2, X) ® @mo)
= Rfuwiri;  Loy(Z2, X) ® @f(xoy

ou i désigne l'inclusion de Z; dans X. D’aprés la proposition 1.3.5 on a iflﬁgz(Zg,X) =
Ly,(Z1 N Za, Z71). L'hypothése (5) assure que le morphisme de Z; dans Y est lisse au voisinage
de zg. Lorsque z( appartient a N, le corollaire 1.3.7 et ’hypothése (2) entrainent que

RfwinnLlo,(Z1 N Zy, Z1) = Lo(Z,Y)

au voisinage de zg. Nous pouvons donc supposer que x appartient a (‘.T(Jl) N 7(02)) \ N. Dans
ce cas 'hypothése (4) implique que oa(z0) & T;(:CO)Y et il suffit d’appliquer le lemme 1.3.8 pour
obtenir

R fvinnLy,(Z1 N Za, Z1) = 0.

Cela prouve l'assertion dans le cas considéré.

— Nous sommes ainsi ramener a supposer que o1 (xo) # 0 et o2(xg) # 0. Lorsque zp n’appartient
pas a N, le résultat découle de I'hypothése (4) et du lemme 1.3.12. Nous pouvons donc supposer
que xqg appartient a N.

Comme lors de la démonstration de lemme 1.3.12, nous pouvons nous ramener au cas ot X est
de dimension relative 1 sur Y. En effet supposons que notre assertion soit vraie dans le cas ou
la dimension relative est égale & 1. Posons E = Ty (f~'f(x0)) et fixons une droite £ C E telle
que o1(xo)|¢ # 0. On peut alors décomposer le morphisme f au voisinage de xy sous la forme
d’une composée de morphismes lisses

XLy Ly
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vérifiant Ty, (g 'g(w0)) = ¢. Le morphisme g vérifie les conditions (1) & (4) et en appliquant le
cas de la dimension relative 1 a g, on obtient

Rf!!(ﬁo’l (Zl,X) (024 £02(Z2,X)) = Rh[gﬁh*g(g(zl N ZQ), Y’) = ,CU(Z, Y),

ou le dernier isomorphisme est obtenu grace au corollaire 1.3.7.

Considérons donc le cas oul la dimension relative de X sur Y est égale a 1. D’aprés ’hypothése
(3), le morphisme de Zj, dans Y est un plongement au voisinage de zg et Ty, Z, = fi 1(TJc(IO)Z )N
or(r0)71(0) ott Zy, = f(Z)). On voit alors que Z; et Z sont des sous-variétés transverses de YV’
et que Z est une sous-variété de codimension 1 de Z’ := Z{ N Z}. On a

o(f(x0)) € T7Y.

En effet, on a
T, (Zl N Zg) = f*_l(Tf(xO)Z/) N Jl(wo)_l(()) N Ug(lto)_l(())
= STy 2 No(f@0)1(0)) Noi(z0) 7 (0),

ce qui implique T¢z0\Z = Tz Z' N a(f(z0))~(0) # Tt(z9)Z'. Cela permet de prendre des
coordonnées locales (¢, y1,y2,2) € R x R™ x R™2 x R™ sur Y telles que o(f(z9)) = —dt(f(xo))
et Z;, = {yr = 0}. En utilisant ’hypotheése (3), on peut alors choisir un systéme de coordonnées
(z,t,91,y2,2) sur X tel que le morphisme f soit la projection obtenue en oubliant x, l'on ait
o1(xg) = —dz(x0) (on a donc aussi oa(xg) = dz(zg) — dt(xp)), ainsi que Z; = {y1 = 0,2 = 0}.
Posons Zy = {y2 = 0,2 = ¢(t,y1,2)}. Quitte a remplacer o(t,y1,2) par t, on peut supposer
depuis le début que

Zo :{y2 :0,x:t} et Z = {yl =0,y :O,tZO}.
En utilisant le corollaire 1.2.16, on a alors

Ly (Z17 X)® @xo = (67?0 ® “h_r>n” (CUgl ® ﬁX(Ril*wQZ@;/ﬁ()’
e>0
Loo(Z2, X) @ Cay = Cap ©“lim” Cyp @ Bx (Rimaw7 ),
e>0
ol les ouverts U sont donnés par

Uel = {ely| <z} et Uf ={elya| <t —z}.
Cela nous assure que

Lor(21,X) @ Loy(Z2,X) @ Cyy = Cap @M’ Cupz @ Ax(Rinw, ) ® Bx (Rinsw) )
e>0
= @IO ® “h_r)n” CU,}ﬂUE ® ﬂX(f_lRi*w%_Yl) ® w%‘é.
e>0

Le fait que la dimension relative de X sur Y soit 1, entraine que w?}}} ® Cyy = @xo[l] et on en
déduit un isomorphisme

Rfu (501 (Z1,X)® Loy(Z2,X) ® (:xo) = Rfy (fc'xo ® “lim” Cyanpz ® u}X/y) ® /J’sz'*wg/*Yl
e>0

= Rfy (hjné CugmU3> (1] ® Czp) ® By Risw)y
g
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Puisque Ul NU2 = {e|ly1| < <t —¢elya|}, on a

RA(Cyinuz) = Coe(y [+lya )<ty [ 1)-

On en déduit finalement que

Ry (cm(zl,X) ® Loy (72, X) © @xo)

(h_ﬂa Ce<|y1|+|y2\><t) ® By Riswyy ® Cy(ay)

e>0
= Lo(Z2,Y)® Cyuy

ce qui prouve la proposition. ]
Proposition 1.3.14. Soient X1, Xa, X3 des variétés et pour tout 1 <1 < j < 3 des données de
noyau (X; x X, Zij, aij). Supposons que Z1oX X3 et X1 X Zag soient transverses dans X1 X Xox X3
et que les projections p;; : X1 X Xo x X3 — X; x X induisent un isomorphisme Z12 X z, Z23 =
Z13. Notons py : X1 x Xox X3 — Xy la seconde projection et pay : T*(X1 x Xo X X3) — T* X5 la
projection induite. On se donne une partie fermée N C T(o12) X x, T(023) vérifiant les conditions
sutvantes :

(i) Z(O’lg) X X, 2(023) C N,

(ii) piso13(z) = piyoi2(x) + pizo23(x) pour tout x € N,
(iil) paxo1a(w) & T, X2 pour tout v € N\ (Z(alg) x X3U X7 X Z(O‘Qg)),

(iv) R>op2«oi2(z) # R<opasoas(z) pour tout x € (‘3'(012) X X, 3’(0’23)) \ N,

(v) le morphisme Z1o — X est lisse en tout point de Z(o12) et le morphisme Zas — X3 est

lisse en tout point de Z(023).

Alors, on a un isomorphisme
Loy (Z12, X1 % X2) 0 Loy (Zo3, Xo X X3) > Loy, (Z13, X1 % X3) @ C (-
DEMONSTRATION. — La proposition 1.3.5, assure que
P12 Loy (Z12, X1 % X3) = Ly 01, (Z12 x X3, X1 x X3 x X3),
D3 Logs(Zo3, Xo X X3) = Lpyyprons (X1 X Z23, X1 % Xo x X3),
et il suffit alors d’appliquer la proposition 1.3.13 pour obtenir
Lo, (Z12, X1 X X9) 0 Loy (Zag, Xo X X3)
= Rpusn(Lpr,o0(Z12 x X3, X1 X Xo X X3) @ Lz, 00y (X1 X Zo3, X1 X Xo X X3))
= L55(Z13, X1 X X3) ® (Ef(N)

ce qui est le résultat souhaité. ]



CHAPITRE 2

MICROLOCALISATION DES IND-FAISCEAUX

2.1. Le noyau Ky de I’ind-microlocalisation

Dans ce chapitre nous construisons le noyau de microlocalisation en utilisant les méthodes du
chapitre précédent & partir de la 1-forme fondamentale wx de T*X. Puisque la construction
n’utilise qu’une 1-forme, nous allons nous intéresser plus généralement aux variétés symplectiques
homogenes. Une variété symplectique homogeéne est une variété X de dimension paire munie d’une

)dim /2

1-forme wy telle que (dwx ne s’annule jamais. Un résultat classique assure qu’il existe un

systéme de coordonnées locales (z1,...,2n,&1,...,&,) tel que 'on ait localement

dwx =) &dz; (187)
=1

lorsque wx ne s’annule pas.

Notons p; : X x X — X (i = 1,2) la projection sur le i-¢me facteur. Alors ox = pjwx — pswx
donne une section de Tx (X x X) sur la diagonale Ax.

Définition 2.1.1. Le noyau de microlocalisation est le noyau défini sur X x X par

Kx = ,ng (Ax,x X %) S Db(I(CxX};)).

Le lemme suivant montre que Kx est une sorte de projecteur.

Lemme 2.1.2. Il existe un morphisme naturel
Ex . CAx — Kgg

tel que les compositions

K}EOEX

Ky = KxoCa, Kx o Kx,

exoK
Kx =Ca, 0Ky ——5 KxoKx,

sotent des isomorphismes et que ces deux isomorphismes coincident.

DEMONSTRATION. — On a construit le morphisme 5 dans le corollaire 1.2.12. La deuxiéme
assertion se déduit aisément de la proposition 1.3.14. La derniére assertion est une conséquence
du lemme 2.1.3 ci-dessous. d
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Lemme 2.1.3. Soient F' : C — C un foncteur et a : id¢ — F un morphisme de foncteurs.
Supposons que pour tout objet X € Ob(C) les morphismes

apx) : F(X) — F(F(X)) Flax) : F(X) — F(F(X))
sotent des isomorphismes. Alors
1. pour tout X, Y € Ob(C), la composition avec avx définit une bijection
Home(F(X), F(Y)) = Home(X, F(Y)),
2. apx) = Fax) pour tout X € Ob(C).
Lemme 2.1.4. Etant données deux variétés symplectiques homogénes X et ), on a
Kxxpo (KxMKyg) =Kxxy et KxxyoKx =Kxxy.
DEMONSTRATION. — Le dernier isomorphisme s’obtient en appliquant la proposition 1.3.14 &
(X x QY x9Y,X,X) et le premier se déduit du second puisque 'on a
Kxxg o (Kx M Kg) = (Kxxy o Kx) o Ky.
O

Considérons maintenant une variété X et posons X := T*X. Alors X posséde une structure
canonique de variété symplectique homogeéne. Le foncteur de (ind)-microlocalisation est défini
par :
px :DP(I(Cx)) = D°(I(Cr+x)) ; F o pxF:i=Kyomy'd.

La proposition suivante montre que le foncteur de microlocalisation pux peut étre vu comme
une transformation intégrale associée & un noyau Ly € DP(I(Cr«xxx)) qui s’avére souvent plus
utile que Kx.
Définition 2.1.5. On définit le noyau Ly € DP(I(Cr«xxx)) par

Ly =L, (T7X xx X, T"X x X),
ou la section ox est induite par wyx sur le premier facteur et par —id sur le second.

Remarque 2.1.6. Soit (z;&) un systéme de coordonnées sur T*X. Alors ox est défini par
ox(z;§) = ((2,£;€,0), (z;-¢)) e T"X x T"X.
De plus, T(ox) =T"X xx X.
Proposition 2.1.7. Soit ¥ € DP(I(Cy)). Il existe un isomorphisme canonique
uxF=LxoTF.
DEMONSTRATION. — Considérons le diagramme suivant :

"X xT*X

2

"X x X T*X (188)
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Puisque ¢ vérifie les hypothéses du corollaire 1.3.7, on a l'isomorphisme RquKyx = Lx, ce qui
implique

Lx o F = Rpjy (RQ!!Kx ® pé_lffr) = RpjuRan(Kx®q 'ph ')
= Rpn(Kx®@py'ny'd) = Kxony'F = uxd.

Le lemme suivant se déduit immédiatemment du lemme 2.1.2.
Lemme 2.1.8. Etant donné F € DP(I(Cx)), on a
KrsxopuxF = pux3.

Ezemple 2.1.9. Donnons maintenant un exemple simple de calcul de microlocalisation. Soit Z C
X une sous-variété fermée. En remarquant que Cz = £Ly(Z, X), il suffit d’appliquer la proposition
1.3.14 au triplet (T* X, X, pt) avec N = T*X X x Z, pour obtenir

,LLx(Cz) = ﬁwZ(T*X Xx Z, T*X).

On remarquera que le support de pux(Cz) est le fibré conormal 7, X de Z dans X. Prenons
alors un systéme de coordonnées locales (z,z) de X tel que la sous-variété Z soit donnée par
Z = {x = 0}. Notons les coordonnées correspondantes sur T*X par (z,z,&, (). Alors sur T* X,
on a

11x (Cz) = “lm” C(_(¢zy>epaly @ Clamo,cmoj[codim Z].
e>0

On a par ailleurs
1x(Cz) =Crexxyz. (189)

Lemme 2.1.10. Soit T € DP(I(Cp-x)). Alors
(Kpsx o) ® @T;;X =F® (ET)*(X-
En particulier, si ¥ € DP(I(Cx)) alors
uxF @ @T;{X = Tr)}lfr"@) @T;‘(X-

DEMONSTRATION. — Avec les notations utilisées dans (188), on a d’aprés la proposition 1.2.10
un isomorphisme :

Kr«x ®p1_1@T)*<X =Capiy ®p1_1((~:T;<X-
Par conséquent, on a pour F € DP(I(Cr«x))
(Krex 0o F) ® @T;;X = Rpu(Krx ®@p;'F) ® @T;;X = Rpin (KT*X ® pfléT;{X ®P2_13")
= Rpn ((CAT*X ®p1_1@T)*(X ®p2_1?) = Rp11(Capey ®p3'F) ® @T)*(X
= I® (ET;;X,

ce qui prouve le lemme. ]



312 CHAPITRE 2. MICROLOCALISATION DES IND-FAISCEAUX

Remarque 2.1.11. Le ind-faisceau puxF est conique au sens ou il est équivariant sous ’action
de Ryg sur 7*X. On ne développera pas ici la théorie des ind-faisceaux coniques et nous ne
donnerons que les conséquences qui nous suffisent dans notre contexte. On a, pour tout F €
DP(I(Cy)), 'isomorphisme suivant :
-1
pxFjex =77 Ryspx Fljp -

ot S*X désigne le fibré sphérique associé a T*X et v : T*X — S*X la projection naturelle. Le
noyau Lx posséde des propriétés similaires.

Lemme 2.1.12. Soient X une variété réelle et mg : E — X un fibré vectoriel sur X. Désignons
par SE le fibré sphérique associé a E et par

j:E<—E p: E—SE

les morphismes naturels. Soit F € DP(I(Cg)) tel qu’il exviste G € DPI(Csg)) tel que l'on ait
j7YF = p~1G. Les assertions suivantes sont satisfaites.

1. Rrp.Rjnj—'F=0.

2. Rrp (F) = RWE!!((EX ® F), ou X est identifié a la section nulle de E.

3. 1l existe un triangle distingué

RfrE”j_lff — RrpnF — RrpJ +, .

DEMONSTRATION. — Désignons par Ex ’éclatement réel de F le long de X identifié & la section
nulle. On a Ex = (E x R>q)/Rso, et par conséquent Ex = E LUSE en tant qu’ensemble. On a
le diagramme commutatif suivant

E—>Ex —>SE
N
E——X
ou T, et msg sont propres. Nous allons tout d’abord montrer que
Rq.Rinj 'F =0. (190)
Puisque g est localement trivial de fibre R>¢, on a
¢5=4¢"'9®q'Csp =q G C,p[1].
On en déduit que
Ra, (Cypy @ a7'G) = Ra.RIHom (Cpy[1],¢'S) = RIHom (RauCry [1],9) = 0
puisque RgnCg, = 0. D’autre part, on a
R ((Cyiiy/Cigiy ) a7'9) = Ran ((Cyisy/Cigiy) ©a79)
= Raqu <Q(E)/@(E)> ®3=0.
On déduit le résultat souhaité du triangle distingué

Rgq. (@(E) ® q_19) — Rq, (Q(E) ® q_19> — Rag, (((CZ.(E-)/@.(E-)) ® q_19) +—1>,
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dans lequel le premier terme est isomorphe & Rq, Rinj~'7.

(1). En remarquant que 'on a les isomorphismes
Rrp.Rjnj 'F = Rrmp.RrpgnRinj 'F
= Rmp.RrpRinj~'F = RuspRaRing~' 7,
il suffit d’utiliser I'isomorphisme (190).

(2). En appliquant le foncteur Rrp,(— ® F) au triangle distingué
Cp — Cp — Cx 5, (191)
on obtient le triangle distingué
RWE*(@E ® F) — Rrp.F — Rrp.(Cx @ F) +,

dans lequel le premier terme s’annule d’apreés (1).

(3). En appliquant le foncteur Rrpy(— ® F) au triangle distingué (191), on obtient le triangle
distingué
RﬂEgy(@E X 3:) — RopnF — RTFEH(@X ® 9'~> Jr—1>,

dans lequel le premier terme est isomorphe & Ripnj~'F et le dernier & Rrp,F d’aprés (2). O

Proposition 2.1.13. Soit F € DP(I(Cx)). Les assertions suivantes sont satisfaites.

1. Rox.uxd = 3:
2. RoxupuxF =Ca, 0F.

3. Ritxn(pxFlpey) = (CXXX\AX ® @Ax> oF.
4. On a le triangle distingué naturel

ieyx) = Roxnpuxd — F RN

Rrxn(uxd

DEMONSTRATION. — Remarquons tout d’abord que I'assertion (4) se déduit immédiatemment
du lemme 2.1.12 et de lassertion (1). Il reste donc a vérifier les trois premiéres assertions.

(1). D’apres le lemme 2.1.12, on a
Rrx.puxF = Ry, (MXSt@ @T*X) = Rmxn (75_(19@ @T*X) = F® RrxuCrx = 7,

ol le second isomorphisme provient du lemme 2.1.10.

(2) et (3). Désignons par p : T*X x X — X x X le morphisme canonique. On a alors, les

isomorphismes
Rrxwux3 = (RpuLx)od
Rixn(pxFljuy) = (Rpn(Lx ® Cjuy,x)) 0T,
Il s’ensuit que pour prouver les assertions (2) et (3), il suffit de vérifier que
RpyLx = Cay, (192)

Rp!!(LX®@T*X><X) = (CXXX\Ax®@AX (193)
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Le morphisme naturel donné dans le corollaire 1.2.12
Lx = Crexxxx @ Orexxxx (w%:)%XXX/T*XXX) =p'Cay

fournit un morphisme RpyLx — @Ax- Montrons tout d’abord (193). Prenons un systéme de

coordonnées locales = (z1,...,2,) sur X et notons ((z;€),x’) les coordonnées locales associées
sur T*X x X. On a

~ . T2 ST ~ . . ®—1
bx®@Crooor = "ICL g g —ayseto-ar ) © CF oo @0 (i cexsresenx)
13
=l C
-

,‘} ®p71@AX [TL]
e>0

{((W@7$')1<§,w’—a:)>5|:c—x

On en déduit que

Rpn(Lx ® C > = Rpy( “lim” C, = = , ® Ca [n].
( T XXX) (E>O,—R>>0 {(@&).a) (e’ —xy>ela—a |,\£|<R}) X
Pour 0 <e < R,on a
C / —1 sik=n
k _ {0<|z’ —z|<e~ 1R} )
Ep <C{((z;em'):<az'—m>>s\x—x’\,|£|<R}) {0 si k # n.

Nous obtenons ainsi
Rpy <LX ® CT'*XX)() = Cxxx\ax[—n ®Cax[n] = Cxux\ay ® Cay,
ce qui prouve (193). Considérons le morphisme de triangles distingués

Rpuy (LX ® (ET*XXX> — Rpu(Lx) — Rpu (LX ® @T'*Xxx> R

| | |

~ ~ +1
Cxxx\ay ® Cay —>Cay Cax

D’apres (193) la fleche verticale gauche est un isomorphisme et la fléche verticale droite est un
isomorphisme puisque 1'on a

Rpy <LX ® @T;(XXX) = Rpn (CT*XXXX ® @T)’“(XXX) =Caryx ® Rp!!(@T)*(XxX) =Cay-
L’isomorphisme (192) s’en déduit, ce qui prouve la proposition. O
Proposition 2.1.14. Etant donnés F € DP(I(Cx)) et G € DP(I(Cy)), on a un isomorphisme

pxxy(FHG) = Kpe(xxy) o (uxT K puy9).

DEMONSTRATION. — C’est une conséquence directe du lemme 2.1.4. ]
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2.2. Le lien entre phom et la microlocalisation classique
Proposition 2.2.1. Soient o € T(X, Q%) et F, G € DP(Cx). Alors, on a un isomorphisme
ot phom(F,G) = RHom(F, Ls(Ax, X x X) o),
ot 6 = qio — ¢0 avec q : X x X — X, la projection sur le k-iéme facteur.
DEMONSTRATION. — Par définition, on a
phom(F,G) = vhom(F,9)",

ol vhom est la spécialisation du foncteur RHom et (—)” est la transformation de Fourier-Sato.
En posant

j = {((x;g), (2:0)) € T*X xx TX : (£,0) < o},

la transformation de Fourier-Sato est la transformation intégrale par le noyau Cps. Considérons
le diagramme commutatif suivant

TX
T idry
T2
T"X xx TX <—TX (194)
g
ml O lTX
T*X X.

On a alors phom(F,G) = vhom(F, )" = Rry(ry 'vhom(F, ) ® Cpr). Par conséquent
o tuhom(F,8) = o 'Rry(my 'vhom(F,8) @ Cpr)
= Rrxio’ ' (my tvhom(%,9) @ Cpr) = Rrxi(vhom(F,5) © Cpr)

o on a posé P. = o' Y (P") = {(x,v) € TX : (o(z),v) < 0}. Considérons le diagramme de
déformation normale de Ax dans X x X :

~

TX Tay (X x X)e—2 > ¥~ x <50
X P1 p P
X ; XxX [P
q1 | g2
idx
X.

Par définition vhom(F,G) est donné par s_le*ﬁ_lRiHom(qglfF, ¢} G). Puisque le morphisme
est lisse on a

P RHom(g5'F, ¢1G) = RHom(p~ gy ' F,p 141 G) = RHom (i 'py'F, i 'p ¢} 9).
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Par conséquent, on a

vhom(F,G) = s 'Rj.RHom(j 'py'F, i 'p¢iG) = s 'RHom(py'F, Rjni 'p~'¢iG)
= s 'RHom(py'F, Rji.j 'pi'G) ® i wx.

Puisque p; est lisse, on a I'estimation

SS(p19) NSS(Ca) € (p1)7 (T X) N (T, | ) X X X UTp X X X ) € Tep X X X,

ce qui implique

Rj*j_lpl_19 = RfJ-Com((CQ,pl_lS) = RHom(Cgq, Cx) ®p1_19

= Cqa@p;'S.

En appliquant ceci, on obtient

vhom(F,9) = s *RHom(p;'F,p7'G® Cq) ® 73wy

= s 'RHom(py'F,p;'G® Cq) ® T)}lwf;}mx,
et finalement
o tphom(F,8) = Rrx (S_IRU'Com(pglff,pflS ®Cq) ® T);lwg;(})(xx ® Cpy)

= RpoRs (s_lRﬂ{om(pglff,ple ®Cq) ® T)}lwig})(xx ® (Cpé)
= Rpa(R¥om(py'F,p; ' ® Cq) © Cp, @ p ' Riwy o x)-

Remarquons que ce résultat intermédiaire s’obtient au moyen de la théorie classique des fais-
ceaux. Toutefois les formules de la catégories dérivée des ind-faisceaux nous permettent de pour-
suivre les calculs. En utilisant la propriété (176) du foncteur 3 et la proposition 1.1.5, on a

o tphom(7, G) = RpaRHom (pQ_ISF, pl_19 RCq® ﬁm (CP(IT ®p_1Ri*w§;}XXx>>
= R3om (5, Rpa (p'§ 0 Cq @ Ty @ p  Bxx (Riwl v,k ) )) -
Par ailleurs
R ( -1 o -1 C @1
pon (P SR CeRCp @p™ Bxxx (RZ*WAX/XXX>>
= RganRpy (p_1q1_19 ®RCe® (EP{, ®p ' Bxxx (Ri*wf:(}XXX»
= Rqon <q1_19 ® Rpn ((Cg ® @Pg,) ® Bxxx (Ri*wf;})(xx))
= Rqu <q2_19 ® Rpn (Cﬁ ® @P(—,) ® Bxxx (Ri*wg;(}){xx))
= qun (q519®£5(Ax,XXX)) :£&(AX,X><X)09.
ce qui prouve la proposition. O
Corollaire 2.2.2. Soit F € D’(Cx). Alors, on a un isomorphisme

phom(F,G) = RHom(n'F, uxG) = RHom(uxF, ux9).



2.3. MICRO-SUPPORT ET IND-FAISCEAUX 317

DEMONSTRATION. — Considérons la 1-forme fondamentale wx € I'(T*X, Q. ) du fibré co-
tangent de X. Alors, on a

phom(F, §) = wi' uHom(r'F, 75 G).
En utilisant la proposition 2.2.1, on obtient un isomorphisme naturel
phom(F,G) = RHom (' F, Krx o 75 G) = RHom(r'F, uxG).
Le dernier isomorphisme est une conséquence des lemmes 2.1.3 et 2.1.2. O

Proposition 2.2.3. Soient ¥ € D*(Cx) et Z une sous-variété fermée de X. Désignons par i
Utmmersion fermée i : T*X xXx Z — T*X. Alors, on a un isomorphisme naturel

12(F) = arexux 2@ x|y x = RHom(Crexx 2,1 pxF)lryx-
Ici puyz(F) désigne le foncteur classique de microlocalisation de Sato.

Nous renvoyons au chapitre IV de [84] pour la définition et I’étude détaillée de pz. Nous remar-
quons simplement ici que pz(F) = phom(Cz, F)|r; x.

DEMONSTRATION. — D’aprés le corollaire 2.2.2, on a
pz(F) = RHom(my'Cz.px(F))
= RHom(Crexxyz,ipx(F))|ryx-

TEX = RHom(RinCr+xx vz, px(F)) ’TEX

2.3. Micro-support et ind-faisceaux

Le microsupport SS(F) d’un objet F € DP(Cy) est un cone involutif fermé dans le fibré cotangent
T*X qui décrit les co-directions dans lesquelles la cohomologie de F ne se propage pas (cf. [84]
[83]). Rappelons la notion de micro-support correspondante introduite dans [88].

Soit C une catégorie abélienne. Considérons le foncteur

J: D"(Ind(C)) — D"(C)" donné par F — Hompp pa(e)) (= F)
ot DP(C)" désigne la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur DP(C). on peut remarquer que
le foncteur J se factorise a travers Ind(DP(C)).

Remarque 2.3.1. Le foncteur J est conservatif, ce qui est une conséquence du diagramme com-

mutatif

DP(Ind(C)) ! Ind(DP(C))

k HF

Ind(C)

Nous supposons maintenant que notre catégorie C satisfait la condition suivante.

C posséde suffisamment d’injectifs et est de dimension homologique finie

Rappelons que dans ce cas ¢ : F — G est un isomorphisme dans Ind(D(C)) si et seulement si
IH*(¢) est un isomorphisme pour tout k.

On vérifie lors aisément le résultat suivant.
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Lemme 2.3.2. Soient F € D”(Ind(C) et {F; — Tlicr un systeme inductif filtrant de mor-
phismes dans DP(Ind(C)). Alors “lim” J(F;) = J(F) si et seulement si on a

(2

“li_r)n” Hk(g:z) -~ Hk(i}*)

1
En particulier lorsque “li_%n” J(F;) = J(F) on a alors “h_g}l” J(r="F;) = J(7="F) pour tout k.
7 7
Nous allons appliquer les résultats ci-dessus au cas des ind-faisceaux, en prenant comme catégorie
C, la catégorie Mod®(Cx). Etant donnée une variété notée X, nous désignerons par

Jx : DPI(Cx)) — (D"(Mod®(Cx)))"
le foncteur canonique.

Proposition 2.3.3. Soient f : X — Y wune application continue, {F; — F}icr un systéme
inductif filtrant de morphismes dans D*(I(Cx)) et {G; — Glier un systeme inductif filtrant dans
DP(I(Cy)) tels que
Tx(3) =l Jx($) et Jy(S) =l Jy(S)
el iel
Les assertions suivantes sont satisfaites.
1. Jy(RfuF) = “l'i)n’7 Jy (RfnF;).

el
2. Etant donné X € DP(I(Cx)), on a Jx(K® F) = “lim” Jx (K @ F;).
1€l
3. T (F719) = i’ Jx (F71G0) et Jx(£'S) =l T (1'S).
i€l i€l
4 Jpx (pxF) = “lim” Jpx (nx Fi)-
el
DEMONSTRATION. — En utilisant le lemme 2.3.2, on peut par dévissage se réduire au cas des
ind-faisceaux usuels, auquel cas ces formules sont évidentes. O

Définition 2.3.4. Supposons donné un objet ¥ € DP(I(Cx)).

1. Le microsupport de &, noté SS(F), est la partie conique fermée de T*X dont le complé-
mentaire est 'ensemble des points p € T*X tels qu’il existe un voisinage ouvert conique
U de p dans T* X, un voisinage ouvert W de mx(p) et un petit systéme inductif filtrant
{?i}iel d’ObjetS :ﬂ € Db(MOdC((CX)) vérifiant SS(H:Z) NU = @ et

Jx(.rfr@ Cw) = “li_II)l’7 F; @ Cwy.
i€l

2. On pose SSo(F) = Supp(uxF).

Remarque 2.3.5. Le microsupport défini ci-dessus coincide avec la définition classique [84, defn
5.1.2] pour les objets de D?(Cx), il vérifie I'inégalité triangulaire et on a

Supp(¥) = SS(F) NT% X, SS(ax(F)) C SS(F) pour F e DP(I(Cx)).

En général on prendra garde qu’il n’est plus nécessairement involutif dans 7% X.

La proposition suivante permet de comparer les deux notions introduites dans la définition 2.3.4.
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Proposition 2.3.6. Soit ¥ € DP(I(Cx)). Alors, on a
SSo(F) C SS(T).
Si F € D*(Cx) alors
SSo(F) = SS(F).

DEMONSTRATION. — Le résultats pour les faisceaux est en fait une conséquence évidente du
corollaire 2.2.2 puisque

SS(F) = Supp(phom(F,F)) = Supp(RHom(uxF, pxF)) = Supp(puxF).

Considérons maintenant le cas général. Supposons que p n’appartienne pas a SS(F). Considérons
un systéme inductif filtrant {J;};c; dans DP(Mod®(Cx)), un voisinage ouvert W de mx (p) ainsi
qu’un voisinage U C W}}X(W) de p tels que

Jx(FeCy) = “hi)n” ¥, @ Cw
el

et SS(F)NU = . En utilisant la proposition 2.3.3, on voit que

Ix (px (F® Cw)) = “lim” Jx (nx (F: ® Cw)),
el

ce qui donne pxF|y = 0 puisque 'on sait que pour les faisceaux Supp(uxF;) = SS(F;). O
Remarque 2.3.7. Etant donnée une sous-variété fermée Z de X, on a

SSo(Cz) = SS(Cz)=T,X et

SSo(Cy) = T*X xx Z, SS(Cy)=TLX.

Lemme 2.3.8. Soient Q un ouvert de T*X, F € DP(Cq) et § € DP(I(Cq)). Supposons que F
soit cohomologiquement constructible [84, defn 3.4.1]. Supposons de plus

wx' (S8(7)) N Supp() =0,
ot wx désigne Uapplication T*X — T*(T*X). On a alors un isomorphisme dans DP(I(Cq))
RHom(F,Cq) ® (Kg o §) = RIHom(F,Kqo9).

DEMONSTRATION. — Quitte & réduire un peu , on peut se ramener au cas oit wy (SS(F)) = 0.
Supposons tout d’abord que G appartienne & Db((CQ). D’aprés la remarque 1.1.8, il s’agit de
vérifier que pour p = (z9,&p) € 2 on a un isomorphisme

RHom(F,Cq) @ (Kqo§) ®C, = RIHom(F,Kqo§) @ C,.
Puisque p € T X, on sait que

(K o9) ® Cp = 9(KnoCpyp) ©9 =l Cx, ® ((“l’ Cp,,)[-n]o§),  (195)
p>0 0>0,e>0

ot 'on pose
K, = {(z,8): |z —zo| <p,[6—&| <p}
F§,E = {((x7§)7(x/7£/)) 10> <f(),$/—$>5> (‘$/_$|+‘£l_£|)}

Notons p; : T#Q x T*Q — T*Q la premiére projection. Lorsque ¢, ¢ et p sont suffisamment
petits, on voit que W}}XK » N p1(SS(CF; . )) est contenu dans un voisinage suffisamment petit de
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wx (p) et qu’il en est de méme pour W;,}XKP NSS(Cp;,. 09) . Par conséquent, on obtient, d’aprés
les hypothéses

T x K, NSS(F) NSS(Cpy . 0§) C T xT*X.
Le corollaire 6.4.3 de [84] nous assure alors que 1’on a un isomorphisme
Ck, ® RHom(F,Cq) ® (Cp;. 0 §) = Ck, ® RHom(F,Cp;_o9)
dans DP(Cgq). On en déduit que

Jo (RJ—Com(fﬂ Ca) ® (Kao9) ® @p) = “lim” Jg (CKP ® RHom(F,Cq) ® (., 0 9)[—n])
6,e,p>0

= “lim’ Jg (chp % RHom(F,Cr, . o 9)[—n]))
6,e,p>0

= Jg (RJiHom(?, Koo §)® @p)v

ce qui prouve le lemme lorsque § € DP(Cgq). Dans le cas général, en prenant un systéme inductif
filtrant Gz dans DP(Cq) tel que Jo(G) = “lim” Gy, on a

Ja(RHom(F,Ca) ®Kao§)) = “lim” Jo(RHom(F,Ca) ® (Ka o G))
k

= “lim” Jo(RHom(F,Kq 0 Gt)) = Jo(RHom(F,Kq 0 G)),
k

ce qui achéve la démonstration. O

Nous allons maintenant étendre aux ind-faisceaux un résultat bien connu pour les faisceaux.

Proposition 2.3.9. Soient F € D’(Cx),G € DP(I(Cy)). Supposons que F soit cohomologique-
ment constructible et que la condition non-caractéristique suivante soit satisfaite

SS(F)NSSy(G) Cc Tx X.
Alors, on a un isomorphisme

RHom(F,Cx) ® § = RIHom(F,9).

DEMONSTRATION. — Puisque wy'SS(7'F) = SS(F), la condition non-caractéristique peut
s’écrire
wx'SS(m'F) N Supp(ux ) NT*X = 0,
et le lemme 2.3.8 assure que
(WilRﬂ-Com(i}', Cx)® ,uX9> ljxy = (R%om(w}lﬁ", Cr+x)® ,ux9) | xc
= RIHom(m'F, uxG)|sm x-
En appliquant le foncteur R7x, on obtient

Rf}fom(ff, (C)() & R#X!!(MXE‘T*X) = RJJ‘COTH(?, R?i’X”(,qu‘T*X)).
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La proposition 2.1.13 nous donne maintenant le morphisme de triangles distingués suivant

+1

DF ® Rrxn(puxSG|r-x) D\F® (@AX 09) DT ®§

) | .

RIHom(F, Rixu(puxSljex)) —= RIHom(F,Ca, o §) — RIHom(F,5) ——

dans lequel Dy F = RHom(F,Cx). Le lemme suivant montre que la fléche verticale du milieu
est un isomorphisme ce qui entraine que la fléche de droite est aussi un isomorphisme. O

Lemme 2.3.10. Soient T € D?(Cx) et G € DP(I(Cx)). Supposons que F soit cohomologique-
ment constructible. Alors, on a un isomorphisme

RHom(F,Cx) @ (Ca, 0§) = RIHom(F,Ca, o).
DEMONSTRATION. — Notons p; : X x X — X la projection sur le k-iéme facteur. On a pour
G € DP(I(Cx))
py ' RHom(F,Cx) @ p; 'S = RHom(p;'F,py'G).
On en déduit que
RHom(F,Cx) @ (Cay, 08) = Rpu(py RHom(F,Cx) ©p;'G @ Cay)

= Rpi(RIHom(p7'F,p;'G) @ Cay)

= RpuRIHom(p; 'F,p; 'S @ Cay)

—  RI%om (9, Rpin(p;'S ® @AX)) — RIHom(F,Ca, o 9)

ce qui prouve le lemme. O

Corollaire 2.3.11. Supposons quei : Z — X soit une immersion fermée et que F € DP(I(Cx))
vérifie la condition

SSo(F)NTLX C Ty X.
Alors, on a un isomorphisme
i_1?®wZ/X :> 7,'37
DEMONSTRATION. — I suffit de remarquer que

T Qwzx =i ' F @i 'RHom(Cy,Cx) =i 'RIHom(Cz,F) = i'F.

Lemme 2.3.12. Soit Q C T*X un owvert et X € DP(I(Cy xq)). Supposons que l'on ait
SS(K)*N(TTY x wx(Q)) =0,
ot a désigne application antipodale. Alors

(KoKrp«x)|lyxa =0.



322 CHAPITRE 2. MICROLOCALISATION DES IND-FAISCEAUX

DEMONSTRATION. — On peut aisément réduire la démonstration au cas ou X € Db((CYXQ).
D’apreés la remarque 1.1.8, il suffit de prouver que pour tout point p € Y x 2, on a

(KOKT*X) ®(Aép =0.
Nous pouvons supposer que X et Y sont affines et que p = (yo, x0;&p). On a alors

Krex ® Clapgy) = “lim” Cr . [2dim X,
§8,e>0

ot on a posé Fs. = {6 > (o, 2 —x) > e(|2’ — x|+ [’ — £])}. Par conséquent, il suffit de prouver
qu’il existe un voisinage U de p vérifiant

(KO(CF(S,EHU = 0

pour 0 < § < € < 1.Notons p;; la projection de ¥ x € x € sur son (4, j)-iéme facteur. Alors, on
a

K o Cr;, = Rp1ai(pinX @ poy Cry ).
Lorsque SS(Fj ) est contenu dans un voisinage suffisamment petit de (wx (p), —wx (p)), le micro-
support SS(pl_zl!ﬂC®p2_31(CF5,s) n'intersecte pas T*Y x {—(&p, dz) } xT*Q. Sachant que le morphisme
de Y x Supp(Cp;,) dans Y x R x T* X induit par (o, x) est propre, la proposition 5.4.17 de [84]
nous assure alors que (X o Cp, )|y = 0. O

Proposition 2.3.13. Soient X € DP(I(Cyxx)) un noyau et F € DP(I(Cx)). Supposons que
SS(K)*N(T*Y x SSpF) C T*Y x Tx X.

Alors, on a un isomorphisme

KoCayoF 5 Kod.

DEMONSTRATION. — 1l suffit de prouver que X o (Ker(@Ax — (CAX)) oF = 0. Notons p la
projection de Y x T*X sur Y x X. On a

S8~ 1K) < { (w5, (2.6:€,0) : ((wim), (3:6) € SS(X) )
On en déduit d’aprés ’hypothése que
SS(r' %) N (T*Y x wX(ssoff\T;;X))

s, @,66,0) : (i), (#:€)) € SSK, (x,€) € S86F \ Ti X }
est vide. Par conséquent le lemme 2.3.12 assure que
supp(p 1K o Kpx) N (Y x SSo(F)) C YV x T%X.
Notons p1 : Y X T*X — Y et po : Y x T*X — T*X les projections. Alors
p 1Ko (uxF @ @T*X) = p ' KoKpxo(uxT® @TX)
= Rpn ((p’lx oKpex) ® p2_1(,ux3"® (ET*X)) =0.
Cela prouve la proposition puisque p~ 'K o (uxF ® (ETX) =Ko Rrxn(uxF ® (ETX) d’aprés

lassertion (3) du lemme 1.1.10, et Rrxn(uxdF ® @T*X) = (Ker(@AX — Ca,) o F d’apres
lassertion (3) de la proposition 2.1.13. O
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2.4. Propriétés fonctorielles de la microlocalisation

Pour étudier les propriétés fonctorielles du foncteur py, il est particuliérement commode d’in-
troduire différents noyaux de transfert. Ils ne seront utilisés qu’a l'intérieur des démonstrations
afin de conserver les notations les plus simples possibles. Dans la suite, nous utiliserons souvent
le lemme 1.1.10 sans le mentionner.

Soit f : X — Y un morphisme. Rappelons que I'on a le diagramme commutatif :

|,

X Y.

On peut remarquer que fjwx = frwy. Considérons les applications

(T*Y xy X) x X 2299 pex oo x,
(T*Y xy V) x Y L2900 pey oy,

Ty x X XX ey sy
Elles définissent des morphismes
D(T*X xx X, Qpexyx) — T(TY Xy X, Qpeysy x)xx):
D(T*Y, Qp-yxy) — T(TY xy X, Q%T*YXYX)XY)’
D(T*Y, Qpey xy) — DT xy X, Qpeyy x)-
Nous désignerons par oy. x, ox_y et oxX|y les images respectives des sections ox, oy et oy
de la définition 2.1.5. Nous posons par ailleurs
Lycx = Loy (TY xy X) xx X, (T"Y xy X) xx X),
Lx_y = Loy (TY xy X) xy Y, (T"Y xy X) xy Y),
Lxy = £ (T*Y xy X, T*T*Y x X).
Remarquons que lorsque l'on prend pour morphisme l'identité de X, les trois noyaux définis
précédemment coincident et sont isomorphes & Lx.

OX|X

Les résultats du chapitre 1 nous donne aisément le lemme suivant.
Lemme 2.4.1. Soit f : X — Y un morphisme. On a des isomorphismes
1. LX = R(idT*X X WX)!!KT*X-
2. (fd X idX)_lLX =Ly_x.
3. Ly = (idg+y x f)"'Ly.
4. Kp+y op+y Lxjy = Lxpy.
9. (fﬂ- X idy)_lLy =Lx_y.
On dispose en outre de morphismes,
6. R(fﬂ X idx)[!LyHX — Kpry oy R(f7T X idx)”LyHX = LX|Y;
7. R(id7r+yxyx x fluLby—x — Lx_y,
ces derniers étant des isomorphismes lorsque l’on suppose f lisse.
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En nous appuyant sur ces résultats nous allons maintenant détailler le comportement du foncteur
de microlocalisation par rapport aux images directes propres et aux images inverses. Dans la
section suivante nous en déduirons les propriétés par rapport & la convolution.

Théoréme 2.4.2 (Image directe propre). Soient f : X — Y un morphisme de variétés et
F € DP(I(Cx)). Les assertions suivantes sont vérifiées.

1. On a un morphisme naturel et un isomorphisme naturel
Rfmf;uxF — Kpey o Rfan £ ' ux (F) = py (RuTF).
2. Lorsque f est lisse, ces derniers fournissent un isomorphisme
Rfnfy ux(F) = py (Rfud).

DEMONSTRATION. — D’aprés I'assertion (2) du lemme 2.4.1, on a f;'ux(F) = Ly_x o 7.
L’assertion (6) du lemme 2.4.1 assure alors que I'on a un morphisme naturel

R(fr x idx)uLy—x — Kp+y op=y R(fr x idx)uLy—x — Lxy
qui est un isomorphisme lorsque f est lisse. Nous avons par ailleurs
(R(fr x idx)uly—x) o F = Rfmf; 'ux(F)  Lxy oF = py (RAF).
Par conséquent, on dispose des morphismes naturels
Rfnf7 ' nx(F) = Koy o Rfaufy nx (F) = py (RfuT),
ces derniers étant des isomorphismes lorsque f est lisse. O

Proposition 2.4.3 (Image inverse). Soient f : X — Y un morphisme de variétés et G €
DP(I(Cy)). Les assertions suivantes sont vérifiées.

1. On a un morphisme naturel

Fiux(F719) — frtuv (9),

qui est un isomorphisme lorsque f est lisse.
2. On a un morphisme naturel

px(F719) = Rfacfz 1y (9).
DEMONSTRATION. — Nous avons
filnx(f19) =Lyex o f7'S et frluy(§) =Lx—yo§.
Sachant que Ly y o f~1G = (R(idT*yXYX X f)”Ly<_X) o G lassertion (7) du lemme 2.4.1 nous
donne un morphisme naturel

flux (F719) = (R(idT*YxYX X f)!!LY<—X) 0G—Lycyo§=f"uy(9),

qui est un isomorphisme lorsque f est lisse. Par adjonction, le morphisme précédent nous donne
le morphisme jux (f~19) — Rfa.f v (9). 0

Théoréme 2.4.4 (Cas d’un plongement). Soit f : X — Y un plongement fermé. Alors,
étant donné G € DP(I(Cy)), on a les assertions suivantes.
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1. On a un morphisme naturel

Rfaftuy(9) — pux(f719),

2. Lorsque X est non caratéristique pour G i.e. SSo(§)NTxY C TyY, le morphisme ci-dessus
est un isomorphisme

Rfaftuy(9) = pux(f719).
En outre SSo(f~19) C faf+1SSo(9).

DEMONSTRATION. — (1). Considérons les diagrammes commutatifs suivants

TX <17y xy X X <2 TV xy X <22 (TY xy X) x X 2o X

. LA

Y T*Y xy X <2 (T*Y xy X) x Y —2>Y.

On a les isomorphismes
flux(F19) =Lycxof'S et fi'uy(§)=Lx_yoS.
Puisque f est une immersion fermée, le morphisme f; est lisse, ce qui nous donne
foux(f19) = (Ly_xof 19 ® WT*Y sy X/T* X -

Les fibrés cotangents étant canoniquement orientables, on a

Wrsy sy x/Tox =P W)y [2(dimY — dim X)] = p_lw%}%

oup:T*Y xy X — X désigne la projection. Par conséquent, on obtient
| — — — _
Fix(F7'9) = Lyx o f1G) @plwi

Maintenant, puisque f’ est une immersion fermée, on obtient, en utilisant la proposition 1.3.9,
un isomorphisme Ly . x = f’ 'L x_y qui induit un morphisme

/=1 ®—1 _ -1, ®—1 _ -1, -1, ®—1
f LX—>Y - LY<—X ®wX><(T*Y><yX)/Y><(T*Y><yX) - LY<—X ®p2 wX/Y - LY<—X ®p1 p wX/Y'
Par conséquent il découle du morphisme précédent et du morphisme d’adjonction id —
RfLf = Rf!’!f’_1 que I'on a un morphisme

fluy(§) = LxoyoS=Rpu(Lx_y ®p5 G) = RpwRfinf ™ (Lx_y®@p5'9)
— Rpu(Ly—x ® pflp_lw%_; Rpy 19 =Ly xof'9® p_lw;e}/_;-
Finalement, on obtient a morphisme
frluv(9) = (Lyex o fT'9) @p~ w3 = fl ux (f719) @ p™ ') = faux (F719),
d’ou par adjonction, le morphisme voulu

Rfafy ' uy(G) — px(f719).

(2). Supposons maintenant que X est non-caractéristique pour G. Par récurrence, on peut sup-
poser que X est une hypersurface dans Y. Etant donné p € T*X, nous allons montrer que le
morphisme construit précédemment induit des isomorphismes

Rfanfy ' my(9) —= ux(f19) @ G,
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ce qui prouvera notre assertion d’aprés la remarque 1.1.8. Supposons tout d’abord que p € T X.
Puisque X est non-caratéristique pour G, on obtient en utilisant le lemme 2.1.10

Rfmftuy(9) @ Cp = Rfan(f7 v (9) ® @T;;Y) ®Cp = Rfg(f7 (v (9) @ @T;y)) ®C,
= Rfd!!(f{l(ﬁfflg ® @T;Y)) & @p = Rfdu(fd_lw)}lfflg ® (NIT;YXYX) ® ((~jp
=15 [ 718 ® RfmCryyxyx ®Cp =1 f G0 C,
= ux(f7'9) ®C,.
Supposons maintenant que 'on ait p & T X . Considérons le diagramme commutatif

q2

T*XxXCf—1>T*XxY<—T(T*Y><yX)><Y,—>Y

Py
q1 l O lp'l

X Y xy X.

fa

Remarquons que 'on a
Rfmfy'nyG = (RryLx_y)o§ et px(f7'§)=Lxof'G=(RfiLx)o§.

Par conséquent, en identifiant p € T*X avec (p, f(rx(p))) € T*X x Y, tout revient a prouver
que 'on a

(R?””LXHY ® @p) 0§ = (RfluLX %4 (Ep) oG.

Prenons un systéme de coordonnées locales (t,x) = (t,z1,...,x,) sur Y pour lequel X est donné
par {t = 0}. Notons par (¢,z,7,&) les coordonnées de T*Y correspondantes et par (z,§) celles
de T*X. Posons p = (0,&) et notons ((z,7,£), (t',2')) les coordonnées de (T*Y xy X) x Y.
Alors r((z, 7,§), (', 2")) = ((x,€), (t',2’)). On a ainsi
RryLx .y ® C, = RT!!( “1'£>n” C{Tt’-i-(&),m’—x)>a(\t’|+\x’—az|),|7|<R} [dim Y]) ® Cp.
£>0,R>0

Puisque la fibre de {7t + (£, 2" — ) > e(|t'| + |2’ — z|), |7| < R} au-dessus de ((,€),t',2’) est
un intervalle ouvert non vide si R|t'| + (&, 2’ — z) > e(|t'| + |2/ — z]),|7| < R et un ensemble
vide sinon, on obtient

RryLx_y ® C, = ( “Um” Cyrir| 4 (go,a/—a) >e (/|4 |2/ —a))} [dIM Y — 1]) ® C,p.
e>0,R>0
Et par conséquent
(RmLXHy ® @) 0§ = ( “Um” Cyrye|4(e,a/ o) >e(] +|o/—2)} [dIM X ]| @ @p) .
e>0,R>0

D’un autre cété, on a

(RfI!!LX ® @p) 0§ = (Rfll!“@” Cligo,0r—2)>elar—afy [dim X] @ (EP) °§

e>0

= (“h_r>n” (C{(Eo,x’—x>>a|x/—x|7t’=0} [dlm X] ® @P> 0§
e>0
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Par conséquent, il suffit de prouver que

( im” Cypye|+(g,2/ —ay>ela’ —al o<t} @ CP) ©§=0.
£>0,R>0

Posons U, 5 r = {Rt' + (0,2’ — z) > |2/, —z|,0 < ¢’ < §}. Lorsque ¢, ¢ sont suffisamment petits

et que R est suffisamment grand, on voit, au voisinage de p, que le micro-support SS(Cy, , )

est contenu dans un voisinage suffisamment petit —Rdt’ + (o, d(z — 2’)) . Par conséquent, on
obtient

SS(Cup z)* NTH (T X) ®SSo(G) C TH(T*X) x Ty X
sur un voisinage de p pour R > 0. Par conséquent la proposition 2.3.13 implique que
(CUE,A,R ° @Ay) 0§ = (CUE,A,R) °§

sur un voisinage de p pour R > 0. On se trouve ainsi ramener & prouver que

172 EINRY) ~ ~ _
lim Conr® CP) 0Cay =0.
€>0,6>0,R>0

Considérons la projection sur le premier et troisiéme facteur

h:T"X xY xY —=TX xY ie ((;6),,2, ", 2")) — ((x;), (", 2")).

Alors,
( “@” (CUe,A,R ® @p) © (EAY = Rh”( “h_r)n” CVE,A,R) ® @p’
€>0,6>0,R>0 e>0,6>0,R>0
ou Vesp={Rt' + ({0, 2’ —x) > ela’, —x|,0 < ¢’ <6, |z" —a”| <6, |t —t"| <6}, Ce qui est nul,
d’aprés le lemme suivant. ]
Lemme 2.4.5. Soient (t,t',x,y) = (t,t',21,. .., Tn,Y1,- -, Yn) les coordonnées sur R x R x R™ x

R™ et h: RxRxR" xR™ — R xR" Uapplication h(t,t',x,y) = (t',y). Etant donnés £ € R™\ {0}
et & >0, posons Vs = {(t,t',z,y) : t + (o, z) > |z|, |z —y| < 0,0 <t <4, |t —t'| <&} Alors, on
a

Supp(RhCy;) Z 0.

DEMONSTRATION. — Décomposons h en R x R x R" x R" MR xR xR 2, R x R™, ot 'on
a hi(t,t',z,y) = (t',z,y) et ha(t',2,y) = (t',y). Lorsque |z — y| < 4, la fibre Vs N h{ (Y, 2,9)
est {t : max(0,|z| — (&, x)) < t <min(d,t' + §),t — 6 < t}. Par conséquent, en posant

Ws = {(t',x,y) : max(0, |z| — (&, ) <t — 3 < min(d,' + 9), |z — y| < 5},
on a RhyCy, = Cyy,. Puisque supp(Cw;,) C {(¢/,z,y) : § <t'}, on obtient

supp(RhCy;) C {(t',y) : 6 < t'}.
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2.5. Convolution microlocale des noyaux

Etant données des variétés X , Y et Z notons p;; la projection de T*X x T*Y x T*Z sur son
(i,j)-éme facteur. Comme précédemment, nous désignons par a : T*X — T*X Dapplication
antipodale. Nous définissons alors la projection antipodale p{, via la composition
Pl T*X x T'Y x T*Z 22, 7* X x T*Y L% 7 X < T*Y.
Etant donnés F € DP(I(Cr+xx7+y)) et G € DP(I(Cr+y x1+7)), nous posons
Fo" G = Rpuan (pfy'F @ pp3' §) -
De maniére analogue, lorsque S7 C T*X x T*Y et So CT*Y x T*Z, nous posons
S1 X%y So = pi5 1 (S1) NSz (S2) € T*X x T*Y x T*Z.
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme principal.

Théoréme 2.5.1 (Convolution microlocale des noyauzx). Soient X; € DP(I(Cxxy)) et
Ko € DP(I(Cyx 7)) deur noyauz.

1. On a un morphisme naturel

pxxy (K1) o py xz(Ka) — pxxz(Ky o Ka). (196)
2. Supposons que la condition non-caractéristique
SSo(K1) XFey SSo(Ko) N (Tx X X T*Y x T3 Z) C Tx X xTyY x T, Z, (197)

soit vérifiée. Alors (196) est un isomorphisme en dehors de

plg(SSQ(le) X%*Y SSO(KQ) NT*X x T;}Y X T*Z).

DEMONSTRATION. — (1). Commenccons par construire le morphisme. Considérons les variétés
Xi=XXY, Xo=YxZet X=X; xXo=X XY XY x Z avec le plongement diagonal

Y=XxYxZX
Posons Z = X x Z et notons ¢q13 : Y — Z la projection. L’application
T7Y — Y xx T*X  donnée par (z,y,2;¢,1,C) — (2,9, ¥, 2§, —n,1,¢)

définit un carré cartésien dans le diagramme commutatif suivant :

p

Ty Y e T T ey
AT
a Y XZT*ZCWT“J
N\
T*Z.
D’apres la proposition 2.1.14, nous avons un isomorphisme

Ko o (pae, (K1) B g, (K2)) = poc(Ir K XC).
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En utilisant le théoréme 2.4.4, on obtient un morphisme
Rjanjr ' px(3 W Ka) — py(G (K1 K Ky)). (198)
Le morphisme ¢p3 étant lisse, assertion (2) du théoréme 2.4.2; nous donne un isomorphisme
Rquamndyay 1ty (G (K1 B Ko)) = pa(Rarang (K B K2)) = pz (K1 0 Ka).

Nous obtenons ainsi un morphisme
Raup™ (Ko © (120, (K1) B i (K2)) ) — (K1 0 K) (199)
duquel on déduit finalement le morphisme voulu
py (K1) o iy (Ka) - = Raup™ (e, (K1) B pao, (KC2))
— Raup™" (Koo (i, (K1) B gy (K2)) ) — iz (%1 0 K2).

(2). D’apreés le théoréme 2.4.4, le morphisme (198) est un isomorphisme lorsque les conditions
non-caractéristiques sont satisfaites et par suite, sous les mémes hypothéses, (199) est aussi un
isomorphisme. Par conséquent, afin de prouver notre assertion, il nous suffit de prouver que 1’on
a un isomorphisme

o, (K1) 0% o, (Ka) = Raup™* <KT*3C o (pac; (K1) B (JCQ))) (200)
en dehors de p13(SSo (K1) XGuy SSo(K2) NT*X x TyY x T*Z). Remarquons tout d’abord que
oy (:Kl) o” oty (:K2) = (KT*DQ O px, (:Kl)) o® (KT*xl O Gy (jCQ))

= (Kpsen, ooy Ko, ) o (e, (K1) B g, (K2)).
Considérons le diagramme
7Y x T*X
q'=(q,id) '=(p.id)
T*Z x T*X T*X x T*X.
En utilisant ces notations, nous avons
Rqup™! (KT*x o (px, (K1) X Mx2(9<2))> = (RQ!I!p/_lKT*DC) o (o, (K1) ® px, (K2)).

La proposition 1.3.5 et le corollaire 1.3.7, nous assure que

Rap' Kooy = Lo(T™Y, T2 x T*X)
ot T*Y est plongé dans T*Z x T*X via le morphisme (g, p) et la section o est donnée par

o= (wx,wz, —wx, —Wy, —Wy, —wz).
Afin d’obtenir (200) sous les hypothéses non-caractéristiques, il suffit de prouver que

Kopeo, opsy Kpeyg, = Lo(T*Z Xpeg T*Y, T2 x T*X)

est un isomorphisme sur T*Zx (T*X xT*(Y xY)xT*Z) C T*ZxT*X ce qui est une conséquence
de la proposition 1.3.14. ]
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2.6. Un théoréme d’annulation pour les fonctions holomorphes microlocales

Supposons que X soit une variété complexe. En microlocalisant le faisceau des fonctions homo-
lomorphes Ox on obtient un objet

HX(OX) c Db(I((CT)*()).

Ce dernier posséde la propriété remarquable suivante.

Théoréme 2.6.1. Soit X une variété complexe de dimension n. Alors, pux(Ox)|j. est concen-

tré en degré —n.

DEMONSTRATION. — Nous pouvons supposer que X = C™. Convenons alors de noter
g :T" X x X -T*X @ :T"XxX—-X

les projections. Fixons un point p = (g, &p) dans T*X. On a alors

px(0x) ®Cp = C, ® Rau (“U_H}” (Cr. ® qglox)) [2n],
€,0>0

ou Fs. = {((z,&),2") : 0 > (0,2’ — x) > ela’ — z|}. Par conséquent, en utilisant la remarque
1.1.8, il suffit de prouver que
Rq1(Cry, ® g5 'Ox)

est concentrée en degré n. Nous avons
qug((CF&E ® qQ_IOX)(xh&) =Rl.({z' € X : § > (&0, 2 — m1) > ela’ — x|}, Ox).

Notre assertion se déduit donc du fait que la cohomologie a support compact de Ox sur la
différence de deux ouverts convexe est concentrée en degré n. O

Remarquons maintenant que H ™ "(ux(Ox)|;+y) posséde une structure naturelle de Ex|;. -

module, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme d’anneaux canonique

Ex|jnx — End(H " (ux(Ox)|j-x))-
En effet, notons py : X x X — X la k-éme projection et posons (’)g?’xn;( = OXXX@pglox pglog?).
On a alors des morphismes

0 — 0

Rpu(OL7) [n] @ p3 ' Ox) — Rpu(0%% [n]) — Ox,

qui induisent un morphisme

Og?’xngf[n] — Rﬂ'fom(pglox,pllox).
En utilisant le corollaire 2.2.2, on obtient donc un morphisme

Ex — tay (0% ) —  pay (RHom(py'Ox,piOx))

= phom(Ox,0x) = RHom(ux(Ox), ux(Ox)).

fournissant la structure désirée en passant au H°. Par conséquent, le théoréme 2.6.1 implique
que p1x (Ox)|j«y appartient a la catégorie dérivée

DP(Mod(Ex I x> L(Coax)))
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de la catégorie abélienne Mod(Ex |y, I(Cj. y)) des ind-faisceaux JF sur 7*X munis d'un mor-
phisme d’anneaux Ex | — End(F).
Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.2. Soit X une variété complexe. Alors T — phom(F,Ox)|j. est un foncteur
bien défini de D*(Cx) dans DP(Ex | ).
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Résumé.— Dans cette thése, nous construisons un foncteur de réalisation f-adique a coefficients
entiers pour les motifs mixtes triangulés géométriques de V. Voevodsky sur un schéma noethérien
séparé. Nous montrons que ce foncteur coincide avec le foncteur & coefficients rationnels construit
par A. Huber pour les motifs mixtes géométriques sur un corps de caractéristique nulle.

L’approche que nous adoptons consiste & étudier localement pour les topologies de Nisnevich et
étale les correspondances finies. Nous mettons en évidence I’existence d’une décomposition locale
des correspondances dont nous étudions les propriétés. Ces résultats nous permettent de montrer
que la résolution de Godement d’un faisceau Nisnevich avec transferts est canoniquement munie
de transferts compatibles & la structure multiplicative.

Nous donnons aussi une variante modérée du foncteur de réalisation f-adique dans certaines
situations géométriques et nous montrons que pour les motifs sur un corps parfait le foncteur de
réalisation que nous construisons est compatible aux classes de cycles f-adiques sur les groupes
de Chow supérieurs.

Mots clefs.— Motifs mixtes, réalisations f-adiques, cycles algébriques

Abstract.— In this work, we provide an integral f-adic realization functor for the geometrical
mixed motives of V. Voevodsky over a noetherian separated scheme. We prove that this functor
is the same up to isomorphism as the one constructed by A. Huber for rational mixed motives
over a ground field of characteristic zero.

Our approach to the realization problem is to study finite correspondences from the Nisnevich
and étale local point of view. We set the existence of a local decomposition for finite correspon-
dences which implies the existence of local transfers. This result allows us to provide canonical
transfers on the Godement resolution of a Nisnevich sheaf with transfers.

We also give a moderate ¢-adic realization functor in some geometrical situation and we prove
that, for a perfect field, the realization functor is compatible with the f-adic cycle class map on
higher Chow groups.

Key words.— Mixed motives, £-adic realizations, algebraic cycles



