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Introduction

Le but de ce travail est de construire une théorie des périodes de formes modulaires de
poids 1. Commencons par rappeler quelques travaux antérieurs sur les périodes d’autres
formes modulaires.

Notations : On note H = {z € C|Im(z) > 0} le demi-plan de Poincaré et H~ = {z €
C|Im(z) < 0}. On pose dans SL(2,Z)

) s v TG (Y

Soit T' un sous-groupe d’indice fini de SL(2,Z). On note My(T") (resp. Si(T")) 'espace

des formes modulaires (resp. paraboliques) de poids & pour I'. On note My(I") (resp.

Si(T)) Tespace des formes modulaires anti-holomorphes de poids k pour T'. On pose, pour
9= (i 2) € M(2,7Z) tel que det g > 0

k k
2 2

fieg(2) = (det g)% (cz + d) ™" £ (g2) fig(2) = (det g)2 (cz+ d) ™" f(g2).

On prend comme convention que lorsque k n’est pas précisé, il est égal a 1 : fi, = f) 4.

1 - Les périodes de formes modulaires de poids > 2
Considérons 'espace Si(SL(2,Z)) pour k > 2 un entier pair. La période (ou polynome de
période) de f € Si(SL(2,7)) est élément de C[X], de degré < k — 2, défini par

ri(X) = 0100 F(M)(X = 7).

Il est commode de poser pour (f, f') € Sp(SL(2,7))? :

100 0
rpp(X) = [ f(0)(X - )t dr + / Fm) (X — )k 24r.
0 —100
On aryp(X) = 7rp(X)+rp(—=X). Soit V3 = {P € C[X], d°P < k — 2}. Posons pour
PeViety= (") eSL212)

/N

(v.P)(X) = (—cX + a)F=2P ( dX —b > _

—cX +a

On remarque que, k étant pair, —I agit comme l'identité. On a

Yoo ~0
v = [0 72+ [ nx 1
~ oo



(le chemin d’intégration étant dans H pour la premiére intégrale et dans H~ pour la
deuxieme). Cette expression montre que r¢ ¢ vérifie les équations

(I+ S).’I‘fyf/ = (I +U + U2).’I‘f7f/ =0 (1)

(on 'action de SL(2,Z) est étendue par C-linéarité). Ces équations sont les relations de
Manin (voir I'appendice page 93), mises en évidence par Manin (voir [Man72] et [Man73]).
Posons

We={PeVi|(I+58).P=(I+U+U?.P=0}

En fait on a Wy, = {P € V| (I +S).P = (I-T"'—=1""1).P = 0}. Eichler et Shimura ont
montré le théoreme suivant (voir par exemple [Lan76] page 81) :

Théoréme 0.1 (Eichler-Shimura). Pour un entier pair k > 2, Uapplication v donnée
par r(f, f') =rs g est un isomorphisme de Si(SL(2,7Z))* dans un espace de codimension
1 de Wy.

Remarques.

1. Eichler et Shimura ont donné une version en terme de cohomologie des groupes du
théoreme 2.1.

2. Zagier a étendu la notion de période aux formes non paraboliques (voir [Zag91]) de
poids k£ > 2 pour SL(2,7Z).
3. On peut généraliser la notion de période aux sous-groupes d’indice fini de SL(2,7Z) :
on définit pour (f, f1) € Sp(I") x Sk(I)
o0 k—2 o0 k—272
1A = [ h (X =2 [ ) -0
ce qui plonge Si(I") x S(I") dans P'espace des fonctions R x '\ SL(2, Z) polynomiales

en la premiere variable satisfaisant les relations de Manin (voir par exemple [Sho81]),

ot on pose (7.P)(X,Tg) = (—cX +a) 'P(y *X,Tgy) pour y = (i Z)-

2 - Théorie de Lewis pour les formes de Maass
On évoque maintenant les résultats obtenus par Lewis et Zagier (voir [Lew97] et [L-Z01]).

o [ O 0?
922 + a7 ) Onnote S(SL(2,Z),\)
le C-espace vectoriel des fonctions u : H —— C analytiques réelles, vérifiant les conditions :
— pour tout v € SL(2,Z) et z € H, u(vyz) = u(z);
- Au = \u;
— u € L3(SL(2,Z) \ H).
Les espaces §(SL(2,Z), \) sont de dimension finie. Pour s € C, v = (i Z) € SL(2,7Z) avec

a,d > 0et b,c <0, et U une fonction analytique réelle sur | — oo, 0], on pose

On définit sur H le laplacien hyperbolique A = —y

dz—0b
AV —(_ —25\11 el
G0 = (oot 0w (250

Théoréme 0.2 (Lewis-Zagier). [l existe une correspondance linéaire bijective entre l’es-

pace S(SL(2,Z),s(1 — s)) et l’ensemble des fonctions analytiques réelles W :]0, +o00[— C
vérifiant

~ Uéquation fonctionnelle W — T W — T W =0 (Iaction de SL(2,Z) dépend de
s);



— les conditions aux limites :

1
W(x) = ol 1) (@) = s of1).
Lorsque u est paire (uw(—2) = u(z) pour tout z € H), cette bijection est donnée par exemple
par
2 ., 00 ys '
U(z) = —2 F(5+1)$/0 Wu(zy)dy.
Remarques. —

1. L8lément (I —T 1 —T""1) a été mis en évidence par Lewis (voir le chapitre 6 pour
les propriétés qui le caractérisent).

2. Lewis et Zagier justifient, dans le chapitre 4-2 de [L.-Z01], la terminologie de périodes
de formes de Maass donnée a ces fonctions.
On présente maintenant les résultats originaux obtenus.
3 - L’espace des périodes et ses variantes

Soient U une partie de C, ¢ une fonction définie sur U x I' \ SL(2,Z) et v = <(Z Z) un
élément de SL(2,Z). Pour (z,I'g) € yU x I'\SL(2,Z), on pose

(:0)(:.Tg) = (-e+ )1 (<22 Tan ).

On note
— Lr l'espace vectoriel complexe des fonctions continues ™ : [0, +oo[xT'\SL(2,Z) —
C, analytiques® en la premiere variable sur ]0, +-o0[, et vérifiant :

L(I-Tt=1T"YHeyt =0;
2. (I —(—1)yt =0;
3. lir}rq YT (x,Tg) = 0 pour tout I'g € T\ SL(2,7Z).

- E(E\]_OO’O[ I’espace des fonctions continues W : C\] — 00, 0[xT'\SL(2,Z) — C, holo-
morphes en la premiére variable sur C\| — oo, 0], vérifiant :
LI-Tt=T"HV = (- (1)) =0;
2. lim V¥(z,T'g) =0 pour tout I'g € '\ SL(2,Z).

T——+00

LR Tespace des fonctions 1 : R x T\SL(2,Z) — C, analytiques en la premitre
variable sur | — 0o, 0[U]0, +o00| et de classe C*° sur R, vérifiant les propriétés

L (I-T71 1Y = (I+85) =0 (les relations de Manin);

2. lim (z,Tg) =0 pour tout I'g € T\SL(2,7Z).

T——+00
~ Lr lespace des fonctions ¥ ;] —00,0[U]0,+00[xI'\SL(2,Z) — C, analytiques en la
premiere variable, satisfaisant les propriétés suivantes :

1. la fonction W vérifie les équations fonctionnelles (I+9).¥ = (I-T—T").¥ =0;

1Une fonction E — C, olt E est un sous-ensemble de C, est analytique si elle est développable en série
entiere sur un voisinage de tout point de E.
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2. pour tout I'g € T\SL(2,7Z), il existe (arg, a’Fg) € C? tels que

~ 1
V(z,I'g) = argInz — ap, In(—x) + O(;) (2)

au voisinage du point co € P1(R).

Les espaces Lr, Ef\]foo’o[ et 51113 sont canoniquement isomorphes. On prolonge toute fonc-

tion ¢ de Lr en une fonction de £} en posant ¢ = —S.* sur | — 00,0[. Le fait que

et

I’application canonique : — Lr est bijective est expliqué dans la section 3.3.1.

On a en fait inclusion £F C Lr (voir section 4.2).

Remarques. —
1. Il n’est pas clair a priori que ces espaces sont de dimension finie.

2. Rappelons que la conjecture de réciprocité de Langlands prédit que toute représenta-
tion p : Gal(Q/Q) — GL(2,C) irréductible continue de conducteur N et de détermi-
nant € (identifié a un caractére de Dirichlet modulo N par la théorie du corps de
classes) provient via les fonctions L :

— si p est impaire, d’une forme parabolique f € S;(To(V),€) ;

— si p est paire, d'une forme de Maass parabolique de poids 0 de niveau N et de

caractere €, de valeur propre i pour le laplacien.

Une généralisation des résultats de Lewis et Zagier pour les formes de Maass sur des
sous-groupes d’indice fini de SL(2,Z) est attendue. Considérons 'espace Lr des fonc-
tions W :]0, +oo[xI"\SL(2,Z) — C analytiques en la premiere variable et vérifiant
I’équation fonctionnelle (I — T~ —T"~1).¥ = 0. L’espace des formes modulaires de
poids 1 s’identifie & une partie de {¥ € Lr | (—1).W = W} (d’apres le théoréme 0.3

1
ci-dessous). L’espace des formes de Maass pour I' de valeur propre 1 pour le lapla-
cien s'identifie-t’il & une partie de {¥ € Lr | (—1).¥ = —¥}? Cela semble suggéré
par le théoreme de Lewis.
4 - I’isomorphisme principal et le plan de la démonstration
Le chapitre 3 est principalement consacré a la démonstration du théoréme suivant :

Théoreme 0.3. L’application

r:Sl(F)xsl(F) —_— El"
(fafl) i szfl

ol , , _
1 [ dr 1 [ dr
+
F = — _— —

est un 1somorphisme d’espaces vectoriels complexes.

Remarque. — On peut remplacer dans le théoreme 0.3 I'espace S1(I') par les espaces Sy (T')
ou §1(VI'V) (ou S; (I') désigne I'espace des formes modulaires sur H~ de poids 1 pour I
et V= ((1) _?)) grace aux isomorphismes s; : S; (I') — S1(VI'V) et s9: §; (') — Si(I)
définis pour tout z € H par s1(f)(2) = [ (—2) et sa(f7)(2) = [ (Z).

La démonstration du théoreme 0.3 se fait en plusieurs étapes : on montre dans la section 3.2

que 7 est bien définie et se factorise par E«F:\]_OO’O[. Dans le paragraphe 3.3.1, on montre que
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70[

I’application canonique Eg\]_oo — Lr est bijective. Dans les paragraphes 3.3.2 et 3.3.3,

on construit une application Lr — S1(I') x §1(I"), dont on montre dans le paragraphe 3.3.4
qu’elle est réciproque de r.

Définition 0.4. On définit la période de f € Si(T') comme étant la fonction ¢y € LE
définie par :
R x \SL(2,Z) — C

1 oo f|g(lt)
F L —d
(z,Tg) /0 t,

2 T —1t
le chemin d’intégration étant contenu dans H.

Avec les notations précédentes, on a :

by(a,Tg) = Pf(z,Tg) siz >0
. 1 + 1 0 —1 .
¥s(2.Tg) = —uify(——.Tg(] "¢))siz<0.

5 - Structure réelle

On se place dans le cas ou VI'V = T'. Cela entraine que la courbe Xp =T'\ H U P1(Q),
a priori définie sur C, est en fait définie sur R. C’est le cas lorsque I' est I'un des groupes
I'(N) et I'1(N)2.

L’application 9 — <(1) é) ) est une involution de Lr, ol on pose
01 1 1
(7 5)v(@.Tg) =~ (=.TVgVS).

Pour (f, f') € S1(I')?, on a? zb;f’f, = (? é).zb;f,’f. Posons L (resp. L1) le sous-espace de
Lr constitué des éléments invariants (resp. anti-invariants) de Lr par cette involution.
Corollaire 0.5. Supposons que VI'V. = TI'. L’application f +— ¢}:f (resp. @b‘;fif)déﬁmt
une bijection entre S1(T') et L (resp. LT).

6 - Structure hermitienne

Le produit scalaire de Petersson de deux formes paraboliques (f1, f2) € S1(I')? est donnée
par la formule

_ 1 ; —dedy
(fi, f2) = V(F)/]—'(F) f1(2) fa(2) ”

ou F(I') désigne un domaine fondamental pour I', et ou v(I') = [SL(2,Z) : I'].

Théoréme 0.6. Pour f1 et fo éléments de S1(T), on a la formule

(f1. f2) = i Z /R (U‘¢f1 (z,Tg) Vs, (z,Tg) — U (z,Tg) Uy, (x,Fg)) de.
)

() Tgel\SL(2,Z

Cela munit directement L d’une structure hermitienne. Cette formule est ’analogue des
résultats de Haberland et Kohnen-Zagier pour les formes de poids k > 2 (voir [Hab83] et
[K-Z84)).

2OnaF(N):{(i 3) € SL(2,Z) | ¢ = 0 mod N} etFl(N):{(i 3) ET(N)|a=d=1mod N}.

30n identifie ici espace S1(T) & Si(VI'V) = S (") par I'isomorphisme s1 o 55 ".
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7 - Extension aux formes non paraboliques
Pour (f1, f2) € Mi(I') x My (VIT'V), on définit sur | — 0o, 0[U]0, +oo[xI"\SL(2,Z) la

fonction 7, r, par

100 f1|gs)
rpplestg) = [ LB gy [T IR gy e o
L @olfs) AL * Fovgy(=7) — aoforvgv)
z z o T —T

—100
) — ao(f2|vgvs)

0 _
fZ‘VQV( T T dT—aO(fQﬂ/gV) 111(—]3—0[) +

—a T—T

ao(f2jvgvs) L]
X xr (6%

+

ou o € H. La fonction 7y, r, ne dépend pas de « et appartient a Z\p On obtient une
généralisation du théoreme 0.3 :

Théoréme 0.7. L’application r qui & (f1, f2) associe ry, s, est un isomorphisme d’espaces
vectoriels complezes entre M1(I') x M1 (VIV) et Lr.

8 - Interprétation cohomologique

On définit I'espace Mt comme l'espace vectoriel des fonctions 1 : P1(R)xT'\ SL(2,Z) — C,
continues et vérifiant les propriétés suivantes :

1. il existe un ensemble fini Fy, C Q tel que, pour tout I'g € I'\SL(2,Z), la fonction
x — 1(x,Ig) soit analytique sur R\ Fy;
2. pour tout I'g € I'\SL(2,Z), pour tout € R, ¢(z, —T'g) = —¢(x,Tg);

3. pour tout I'g € I'\SL(2,7Z), la fonction z +— z1)(z,I'g) admet une limite réelle arg
quand z — oo dans P;(R).

Pour h = ( ) € SL(2,Z), v € My, z € Ret I'g e '\SL(2,Z), on pose

(hap)(z,Tg) = (—cz +a) *(h 1z, Tgh).

Cela munit Mp d’une structure de SL(2,Z)-module.
On note H;QT(SL(Q,Z),MF) le ler groupe de cohomologie parabolique de SL(2,7Z) dans
My, défini comme le noyau de 'application H'(SL(2,Z), Mr) — HY(< T >, Mr), ou
< T > est le sous-groupe de SL(2,Z) engendré par T. On définit 'application

S1(1) x & () — HY (SL(2,Z), Mr)

par

(f1. f2) — [@t1.1]

Te - y

ol [pf, f,] désigne la classe de cohomologie du cocycle parabolique ¢y, f, défini par

227r / Joyq(7) F’

I'intégration se faisant par exemple le long de la géodésique dans ‘H reliant 0 & ¢0. On
montre le résultat suivant :

1 a0
e @) =5 [ )2

Théoreme 0.8. L’application r. est un isomorphisme d’espaces vectoriels complexes.
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9 - Le cas des groupes arithmétiques

On suppose I' = I'1(N). On a une bijection 7y entre I';(N)\ SL(2,Z) et ’ensemble Ey
des éléments (u,v) de (Z/NZ)? d’ordre N, qui & I'1(N) (i S) associe (¢,d) mod N.

On pose alors pour (z, (¢,d)) € R x (Z/NZ)?

— T (e, si(c

SiM = ((z 2) € M(2,7Z) avec det M > 0, on note

dr —b

—cx +a

M% (z, (u,v)) = (det M)Y?(—cz + a)_lz/JNf < , (au + cv,bu + dv)) .

Soit n un entier > 1, et soit M(2,7Z),, 'ensemble des matrices de M(2,7Z) de déterminant
n. On dira qu’un élément ZuMM € C[M(2,7Z),] satisfait la condition (C),) si pour tout

M
K € M(2,Z),/SL(2,Z) on a dans C[P;(Q)] la relation

> unr([Moc] — [MO]) = [oc] — [0].
MeK
Notons T, le n-ieme opérateur de Hecke sur S;(I'1(IV)). On pose Tn{b\} = 12;;;

Théoréme 0.9. Soit ZUMM un élément de C[M(2,Z)y] vérifiant la condition (C,,).

M
On a la formule

Tty (2, (u,0)) = Y uar My (2, (u, ).
M

On sait construire explicitement plusieurs familles d’éléments satisfaisant la condition (C,)
(voir par exemple [Mer94] et [C-Z93]). Ainsi on obtient par exemple la formule :

Tty = (2 Dty + (0 oty (3 Dty + (2 2wy ®

—~ (2 —~(2
Remarque. Il est naturel de définir wf( ) : R? x (Z/NZ)? par z/Jf( )(xl,xQ,u,v) =
{bvf (ﬂ,u,v) Cela permet de voir les deux variables des éléments de Lr comme ayant
T2

trait aux places infinie et finies respectivement de Q.

10 - Valeurs de fonctions L
Soient f € S1(T'1(N)), g € T'1(N)\SL(2,Z) et s € C. On pose

+oo
AN (fig,8) = NS/Q/0 Aoty at.

Pour (u,v) € En, on note Ax(fi(u,v),8) = AN(flay—1(uw), 8)- On déduit du théoreme 0.3
la proposition suivante

Proposition 0.10. Les applications linéaires f +—— An(fi(uv),n), avec (u,v) € Ex et n
entier négatif ou nul, engendrent le dual de S1(T'1(N)).
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Soit, f une forme primitive de S (To(NV), ) (ot S1(To(N), 7)) désigne 'ensemble des formes

paraboliques f sur I'y (V) vérifiant f|<a b) = x(d)f pour tout (‘Z fl) € I'p(V)). Notons
cd

Zan e?™% son développement de Fourier & l'infini. Soit (u,v) € Ey. Pour

(Z/NZ) on note pged(w, N) le pged d’un représentant de w et de N. On pose
— M le plus grand diviseur de N tel que tout diviseur de M divise pged(u, N);

N
- N'=——— M' = pged(M, N');
baed(w V)’ pged(M, N');
,_ENT o N
- K = ,ou0 <k < N est défini par k = uv mod — et k = —uv mod M ;

Pour un diviseur d de N’ et un diviseur § de d, on pose
— § = 6109, ou 47 est le plus grand diviseur de 0 tel que tout diviseur premier de §;

divise M ;
MM’
- M, = ;
01

— s xo est un caractére de conducteur Ny|N, on pose ¢ = ¥, et xo = X X, O
Y et xar sont des caractéres modulo M, et v et x(, sont des caractéres modulo

M )
— N désigne le conducteur de xg,.
Si f’ est une forme primitive de S;(I'1(L)) de niveau Ny, et si Q est un diviseur de L tel

L
que (Q, 6) =1, on note Q¢ le plus grand diviseur de Ny a support dans @ (on appelle

Qy la Q-partie de Ny/). On note eg(f’) la constante de 1'équation fonctionnelle vérifiée
par Wq, (f') : il existe une forme primitive fg, telle que Wo ., f' = eq, (f')f5, et donc
Wo(f') = [5Qf/(f)fQ] (Q/Qf, )
01

Si x est un caractére de Dirichlet, on note f’ ® x la forme primitive associée a la forme
f’ (c’est 'unique forme primitive ayant le méme systéme de valeurs propres que f’ pour
presque tous les opérateurs de Hecke), définie par f)(2) = >, an(f')x(n)e Zimnz On note
f = f®1. On note Nyoy le niveau de f ® x, et Myg, la Mi-partie de Nyg,.

Enfin, la fonction L) (f' s) désigne la fonction L de f’ privée de ses facteurs d’Euler
associés aux nombres premiers divisant H.

Théoreme 0.11. Soit f € S1(T'o(N),%) une forme primitive de niveau minimal parmi
toutes ses tordues par des caractéres de Dirichlet. Pour tout s € C, on a

L( i) 8) = (NA];[I>81/2 ZZXO Z\/_M< )ﬂ s(f)

dN’ Xo sld

s—1/2
55 2 (xar? ¢M)(7)52)(XM¢M)(]]\\4])(XO o) (ud1) (x5 (M) <J\?/[Tl> ean (f © xr)
®X

Xo(M1) LN (F @ Xarxhtbnr, s).-

!
ot la somme se fait sur tous les xo primitifs modulo R et ou p désigne la fonction de

Mébius, ¢ la fonction indicatrice d’Euler et 7(x) la somme de Gauss de x.

On en déduit le résultat suivant
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Corollaire 0.12. Soit N un entier. Soient f1 et fo deuxr formes primitives de poids 1
de niveau N ayant méme caractére et telles que pour tout x caractére de Dirichlet de
conducteur divisant N

- A(fi®x,n) = A(f2® x,n) pour tout n < 0 (o1 on pose A(fi ® x,n) = Any o, (1 ®

X.n));

— les constantes des équations fonctionnelles soient égales ;

— les facteurs d’Euler associés aux nombres premiers p divisant N soient égaur;

— les niveaux des formes primitives f1 ® x et fo @ x soient égauz.
Alors f1 = fo.

Remarque. — La proposition 0.10 et le corollaire 0.12 peuvent se montrer, par des ar-
guments analytiques, sans utiliser le théoreme 0.3. La démonstration précédente permet
cependant de reconstruire explicitement, a partir des valeurs de fonctions L, la fonction
de période z +— ¢(x,I'1(N)g) : pour tout z €]0,2[, on a

®) 1,0y (N

k>0

la relation de Lewis permet de définir ¢ sur |0, +oo[xI'1 (IV)\SL(2,7Z), et la construction
de la section 3.3 permet de retrouver f a partir de 1.
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Chapitre 1

Périodes de formes modulaires de
poids 1

1.1 Préliminaires

1.1.1 Notations

On note j(7, z) = cz +d pour v = (‘z Z), ainsi fiy(2) = (det 9) 2j(g,2) "1 f(gz) pour
g € GL(2,Q)*. On suppose que —I ¢ T".

Soit U une partie de C, et soit ¥ une fonction définie sur U x T' \ SL(2,Z). Soit v un
élément de SL(2,Z). On notera dans la suite v.¥ la fonction définie sur v.U x I'\ SL(2,Z)
par la formule :

(v W) (2,Tg) =j(v 1, 2) " W(y 'z, Tgy).

On pose
SL(2,7)* = {( g) € SL(2,Z) | a,b,¢,d > o}
et
SL(2,Z)" {( W) esLez |ad>09tbc<0}
On remarque que SL(2, Z) T préserve [0, +o00[ et C\|—00, 0], et de méme SL(2,Z)~ préserve
| —00,0] et C\]0, +00[. Aussi, pour toute fonction W deﬁnle sur [0, +oo[xI'\SL(2,Z) (resp.

C\| — oo,O[xF\S’L(Z Z)) et pour tout v € SL(2,Z)~, la fonction v.¥ est définie sur
[0, 400[xT'\SL(2,Z) (resp. C\] — o0, 0[xI"\SL(2,7Z)).

De méme, pour tout v € SL(2,Z)", et pour toute fonction ¥ définie sur | — oc, 0] x
I'\SL(2,Z) (resp. C\]0,+o00[xI'"\SL(2,Z)), la fonction 7.V est définie sur | — 0o0,0] x
I'\SL(2,Z) (resp. C\|0, +o00[xI'\SL(2,Z)).

1.1.2 Chemins dans H et H~

Considérons H U P1(Q), muni de la topologie hyperbolique. On note 6 la transformée
de Cayley définie par :
HUP(Q) — D(0,1)={z€eC|[z[ <1}
z—1
z+1

z —

qui envoie bijectivement H dans D°(0,1) = {z € C||z| < 1} et envoie P;(Q) dans
C(0,1) ={z € C|z| =1}.

17
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Soient « et [ deux éléments distincts de P1(Q), soit z € H, et soit v un chemin de
H\ {z} UP1(Q), d’origine « et d’extrémité 3, dont le support de I'intérieur est dans H
(on appellera un tel chemin v un chemin dans H \ {z} reliant o & 3). On associe a 7 et
z un entier (v, z) défini de la facon suivante : soit g4 le chemin & support dans C'(0,1)
reliant 6(3) & 0(a) dans le sens trigonométrique. Le chemin () composé de 0(7) et 65,4
est fermé. On note (v, z) lindice de 6(7y) par rapport a 0(z).

Définition 1.1. On dit qu’un chemin ~ dans H reliant o a B passe a gauche (resp. a
droite) de z sie(vy,z) =0 (resp. e(y,2) = 1).

Remarque. —

I'homographie 7 — h71, pour h € SL(2,7Z), transforme un chemin reliant o a (3
passant a gauche (resp. a droite) de z en un chemin reliant ha & hf passant a
gauche (resp. & droite) de hz;

— on définit de la méme facon un chemin dans H™ reliant deux éléments distincts
o et B de P1(Q) passant & gauche (resp. a droite) d’un point 2’ € H™ : soit 6§~
I’application :

H-UP(Q) — D(0,1)
z+1

.y
Z—1

z

et soit 4/ un chemin reliant dans H~ reliant o a 3. Soit (5’5, . le chemin & support
dans C(0,1) reliant 6~ (3") & 6~ (a/) dans le sens trigonométrique. On note (v, 2’)
I'indice du chemin fermé composé de 6~(7) et de 523,’ o+ On dit qu'un chemin '
dans H~ reliant o/ & 3’ passe & gauche (resp. a droite) de 2’ si e(v/,2') = 0 (resp.
e(®,2") =1).

Si z € H™UR, un chemin dans H reliant « & 3 passant a gauche ou a droite de z désignera
simplement un chemin dans H reliant a a 8, et de méme si z € H U R, un chemin dans
H~ reliant o a 3 passant a gauche ou a droite de z désignera simplement un chemin dans
H~ reliant o’ & 3.

On choisit g*(a,3;2) (resp. 01 (a, 3;2)) un chemin dans H reliant o & § et passant a
gauche (resp. a droite) de z, et de méme on choisit g~ (o/, 3’;2) (resp. 9 (¢, 3';2)) un
chemin dans H~ reliant o’ & 3’ et passant a gauche (resp. a droite) de z.

1.1.3 Formes modulaires sur H~

On note M, (I") (resp. S, (I')) I'espace des formes modulaires (resp. paraboliques) sur
‘H~ de poids k pour I
On note V' la matrice (é _?).
Soit k£ un entier fixé, on a le résultat suivant

Lemme 1.2. Les applications s; : M, (I') — Mi(VI'V) et so : M, (T) — My(T)
définies pour tout z € H par

s1(f7)(z) = f7(=2) et s2(f7)(2) = [~ (Z)

sont des isomorphismes.

On a de méme des isomorphismes induits par s; et sy entre S, (I'), Si.(VI'V) et Si(I).

On note Sli (T") ’ensemble des formes paraboliques de poids 1 sur H U H ™, cet espace est
canoniquement isomorphe a S;(I') x S; (') : un couple (f, f7) € S1(I') x Sy (I') définit une
forme parabolique F' sur HUH ™, en posant F' = f sur H et F' = f~ sur H~. Ainsi, grace
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au lemme 3.2, on identifiera dans la suite une forme modulaire F' € Sli(F) aux couples
(f,f7) € Si(D) x ST(D), (f, f") € S1(T) x S1(VIV) et (f, f1) € S1(T') x S1(T') qui lui
correspondent (ot f/ = s1(f7) et f1 = s2(f7)).

1.2 Définition des périodes

Soit F € Sif(T). On définit la fonction W} sur C\] — oo, 0[xT'\ SL(2, Z) par
F F
\IJ+(z Ig) = 1 / MdT + i MdT
gt (

2w Ojicoiz) 2 — T 20T Jg—(“ico0iz) 2T

La forme modulaire F' étant parabolique, la fonction F|, est exponentiellement décrois-

sante au voisinage de 0, donc la fonction ‘I’} est définie en 0. Pour g € SL(2,7Z), la fonction
z +— Wh(z,Tg) est holomorphe sur C\] — o0, 0].

On définit de maniere analogue V. sur C\|0, +oo[xI'\SL(2,Z) par

1 F 1 F
V. (z,Tg) = / —|g(T) dr + — / —|g(T) dr.
% 0t (0jic0zz) 2 T 24T 0 (—ico,0iz) 2 T

Pour g € SL(2,Z), la fonction z — Wy (2,I'g) est bien définie sur C\]0,+oc], et est
holomorphe sur C \ [0, +-o00].

Remarque. — Une application directe du théoreme des résidus montre que pour tout
z€ C\R,on a
\I';(Z,Fg) —Vr(z,I'g) = F|g(z).

Cette remarque est fondamentale dans la suite de la démonstration.

On a la relation Fj,(2) = f|’VgV(—z) pour tout z € H~, ot on identifie F' a (f, f) €
S1(T) x §1(VT'V). On notera dans ce cas \Il}rf, = U} et Uy =Yg,
Par linéarité, on a \IJ}L,f’ = \IJ+0 + \I'O Y et \Ilf = \IJJT’O + \Ifaf,.

Les quatre ensembles suivants forment une partition de M (2,Z)* = {g € M(2,Z),det g >

0} :
K ={( ) eM@2)"|cd> 0} »={(L ) e M@.2)" |cd <0}

K3:{<‘; 2)eM(2,Z)+\c:o} {( )eM(2,Z)+}d:o}.

Proposition 1.3. Soit ZUMM un élément de Z[SL(2,7)] vérifiant dans Z[P1(Q)] la

M
relation ZuM([Moo] — [MO]) = 0. Alors les fonctions Wk et W satisfont les équations
suivantes]\{
S un(MYL) + > uy (M) =0, (1.1)
MeKi1UKy MeKsUK3
et
> un(MUL) + > uy (M) =0, (1.2)
MeK UK3 MeK>UK,

ot, dans chacune des égalités, on se place sur un domaine de définition approprié (I’in-
tersection des domaines de définition des fonctions M‘If} et M.V considérées).
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Démonstration : On va prouver que \I/',to et \IJ;O vérifient les équations fonctionnelles

demandées. On montre de fagon identique que \II(T et v, f les vérifient également, et par
linéarité cela, montre la proposition.

Soit h = (‘é Z) une matrice de SL(2,Z). On a :

_ dz—b b
Bt (2,Tg) = (= Ly 7r“)
e = e ra g ([
1 dr
= —(—cz+ a)l/ i ta o\ (T
2um BJF(OJOC;_df;:a) ‘g(c d) —cz+a T
1 at+b dr
= — A1
20 ) g+ (0,i00; jleba)(CT T g (CT + d> dz—b+crz—ar

b 1 s ar+b dr
201 Sy (000 2zt y 2 — 9Tt 9\ er+d) (cr +d)?

z
—cz+a cr+d

On effectue le changement de variable w = h7 dans cette intégrale, et on obtient

1 du
hUt (2.Tq) = — .
=g [ sy

—cz+a

D’apres les remarques de la section 3.1.2, on a, pour tout <‘é 2) € SL(2,Z), h.gt(a,B;2) =

gt (ha,hB;hz) et de méme on a h.d™(a, B;2) = 07 (ha, hB; hz) (cette égalité est en fait
vérifiée pour toute matrice de M(2,Z)1). On en déduit que

1
Bt (2,Tg) = —— / ) fio(w)
gt (h0,hoo;2)

2im

du

Z—Uu

et de méme
1 du

h U, Tg) = — o
Fo(=T) = oo / R e

Pour h € K; (resp. K3), on a hoo > hO (resp. h0 > hoo) donc z appartient a la partie
compacte de C dont les bords sont le segment [hO, hoo] (resp. [hoo, h0]) et le chemin
g™ (h0, hoo; 2) (resp. 01 (R0, hoo; 2)).
T T
L’intégrale Z Upf flg—()dT + Z Upf ﬂg—()dT est ainsi
MeK UK, JoT(MOMooz) 2 T MeKyUKs gt (M0,Moc;z) # — T
une intégration sur un cycle fermé, car Z upr([Moo] — [MO]) = 0. L’intérieur ne contient
M

(™)

aucun pole de la fonction (en I'occurence ne contient pas le point z), ce qui montre

d’apres le théoreme des résidus que cette intégrale est nulle.
Il en va de méme pour I'intégrale

Z UM f]g—(T)d7'+ Z UM/ f|g—(7—)dr.
g

) Z—T ) Z—T
MeK,UK3 ot (MO0,Moo;z) MeKyUKs +(MO0,Moo;z)

Cela démontre la proposition. &
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Les éléments [+S, I—T—T" et I—T—1—T'~1 vérifient les hypotheses de la proposition 3.3 :
en effet, on a (I + S)([oc] — [0]) = ([oc] — [0] + [0] — [oc]),
(I =T —T")([oc] = [0]) = ([o0] — [0] = [o0] + [1] — [1] + [0])

et (I =T =T ) ((oc] - [0]) = (foc] — [0] — [oc] + [~1] — [~1] + [0]).

La relation [ —T~'—T'~! a été mise en évidence par Lewis (voir [Lew97]) dans sa définition
des périodes de formes de Maass. On en déduit le

Corollaire 1.4. Les fonctions \Il;? et U vérifient les équations suivantes :

Ui+ S =0, (1.3)

U+ SWE =0, (1.4)

U —T 0l -7 ol =0 et (1.5)

Vo =TV, —T' v, =0. (1.6)

Remarque.  D’apres la proposition 6.3, le corollaire 3.4 est équivalent a la proposition 3.3.

On remarque que les équations (3.3) et (3.5) (resp. (3.4) et (3.6)) sont valables sur C\] —
00,0[xI'\SL(2,Z) (resp. C\]|0,4+o00[x['\SL(2,7Z)).

On note 9% : [0,400[xI'\SL(2,Z) — C la fonction définie par la formule :

1 [To0 Fg(it) 1[0 Fy(it)
+(2,Tg) = — 97 gt 4 — A
Vr(@, ) 21 /0 x —it + 27 J_

et de méme on note 1y :] — 00,0] x I'\SL(2,Z) — C la fonction définie par :

. bl
0o T —1t

1 [T Fy(it) 1 (9 Fyit)
(2, Tg) = — S Cdt + — - dt
Vr(@,T9) 27 /0 Tz —1t + 2 J_ o x — 1t

La fonction ¢} (resp. ¢5) est la restriction a [0, +oo[xT\SL(2,Z) (resp. & | — o0,0] x
I'\SL(2,Z)) de la fonction W} (resp. de la fonction W},).

Proposition 1.5. Soit ' € Sli(F). La fonction ). est un élément de Lr.

Démonstration :  L’équation (3.5) montre que sur [0, +oo[xI'\SL(2,Z), on a
Vi =T Lk + T L.
Identifions F' a (f, f') € S1(T') x S1(VIT'V). On a, pour tout ¢ € [0, +oo] et > 0 :

fg(it) - ’fmiit) ’

x — it

et on sait que

/+oo flg(it) ’ dt
0

it
converge car f étant parabolique il existe a > 0 tel que

fig(it)] = O(e™)(t — 400) et |fig(it)| = O(e™*)(t — 0).
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Cela montre, par le théoreme de la convergence dominée, que

lim <} (x,I'g) =0

r—+00
pour tout I'g € '\ SL(2,Z).

De facon analogue, on démontre la méme chose pour 1/1; oot finalement on a :

lim d)?f,(l',rg) =0.

T——+00

Enfin, la fonction z +— 1} (z,I'g) est analytique sur ]0,4o00[, comme restriction d'une
fonction holomorphe sur C\| — o0, 0]. &

Dans la suite, on définira la période de F € ST (") comme étant la fonction 1 définie sur
R x I'\SL(2,Z) par

Tg) = — dt+— [ g 1.7
vr(z.Tg) = o it o | Tt (17)

1 [T Fy(it) 1 [0 Fg(it)
J

Avec les notations précédentes, on a, d’apres I’équation (3.4)

vr(z,Tg) = g (2, Tg) stz > 0;
_ 1 1 .
Yr(x,Tg) = Yp(x,Tg) = Ew;(—E,FgS) siz < 0.
Pour tout I'g € I'\SL(2,Z), la fonction z — ¢ (z,T'g) est de classe C* sur R : il suffit de
le vérifier en 0, la décroissance parabolique de F' aux pointes montre par récurrence que
pour tout n > 0 la fonction x +— p(z,T'g) est de classe C™ en 0 puisqu’elle est définie par

I'équation (3.7) dans un voisinage réel de 0.
La fonction ¥ est analytique sur | — oo, 0[U]0, +-00].

Remarque. — Si f' = 0, la fonction 9o se prolonge analytiquement le long de tout
chemin d’origine dans ]0, 400[ de la forme ¢ — p(t)e®® | avec p(t) réel strictement positif
et 6(t) €0, 3.

1.3 Démonstration du théoréme 0.3

Dans ce paragraphe, on va démontrer le théoréme suivant, équivalent au théoreme 0.3 :

Théoreme 0.3°. L’application
SH() — Lr

est un tsomorphisme d’espaces vectoriels complexes.

1.3.1 Prolongement analytique des fonctions de Lr

On s’inspire du procédé de “bootstrapping” introduit par Lewis et Zagier dans [L.-Z01],
pour démontrer que toute fonction 14 € L se prolonge de fagon analytique sur C\| —

oo, 0[xT\SL(2,7Z).
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Proposition 1.6. La fonction 1" se prolonge holomorphiquement en une fonction W+
définie sur C\|] — 0o, 0[xI'\SL(2,7Z), et y vérifie les équations fonctionnelles

Ut et —7lut =0 et (—1).Ut = v, (1.8)

Démonstration :  Appliquons 'équation fonctionnelle & 1. On a, pour X € [0, +o0] :

E——.TS)

+ __ At -1

X+1
En particulier, on a :

YT (X, Tg) —p (X + N+1,Tgr V1) =

I
Mz

(¢+(X +n, FgT_TL) - ¢+(X +n+ 1,FgT_"_1))

Il
=)

n

=

1 1

— + _ r T—nT/—l
§X+n+1¢ s g R )
N 1

= + Lgl 1" ~h. 1.9

La condition aux limites nous montre que

lim (X +N+1,TgT~VN"1) =0
N——+o00

donc on en déduit que la série définissant le membre de droite de I'équation (3.9) est
convergente et que pour tout X € [0, +oo[, on a :

1 e
Y (X, Ig) = ZX+n¢+( X+n,FgT1 n=1, (1.10)

A Tg fixé, la fonction 1 (-, T'g) est analytique sur ]0, +ocl, elle est donc prolongeable de
facon holomorphe au voisinage de tout point de ]0,+oc[ et en particulier dans un petit

di -1 < . Soit € = i . La f le (3.10 1 (., T
isque {[z—1| < ¢4}. Soit € FgEfI\%IE(ZZ)(Gg) a formule (3.10) prolonge ¢ (., T'g) comme
fonction holomorphe sur {z|R(z) > 0 et [z| > 1/e}.

On applique ensuite I'équation fonctionnelle (3.8) de ¥+ au point —

X
X+1

1
X+1

Y (.Tg) = 9P (5 + LTgT™) + = (5 DT ),

1
On multiplie cette égalité par < et on trouve que

1 1 1 1 1
§¢+(Y’FQ)*X+1¢+(X+1,F9T’ )_—W( +1,TgT ).
En particulier, on a
1 1 1 _N—1
— ot (=.Tqg) — + TaT’ _
syt et )

1 1 _ 1 1 —n—1
_ + TgT' ™) — + LgT' ™"

1 1 _
= 1 Lo’ "T~1).
;X—I-n ( +X+n’ g )
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Comme, pour tout I'g € T\ SL(2,7Z), la fonction x — 9+ (x,T'g) est bornée sur le segment
[0, zg] pour tout zg > 0, on a

1

li + g’ =o.
RNy v LSy v KRN )
On en déduit I'équation
1 1 RE |
TV 09 = > v g DT T, (1.11)
n=0

En appliquant le méme raisonnement que précédemment, on définit & partir de la formule
(3.11) un prolongement de la fonction ¢ (., I'g) sur Pouvert {z | R(z) > 0 et |2| < €}.

L’intervalle [e,1/¢] étant compact, la fonction 7 (.,T'g) se prolonge holomorphiquement
sur louvert W5 = {z||arg(z)| < 6} pour un certain § > 0 en une fonction, encore notée
T, Cette fonction satisfait d’aprés le principe du prolongement analytique les équations
fonctionnelles (3.8).

On s’inspire de la technique de “bootstrapping” de Lewis et Zagier, et on utilise I’équation
fonctionnelle pour prolonger la fonction z — 17 (x,'g) sur C\| — oo, 0].

D’apres le lemme 6.6, le sous-monoide SL(2,Z)" de SL(2,7Z) est engendré librement par
les deux matrices T et T”. Pour tout n > 0, on note Q,, le sous-ensemble de SL(2,Z)" des
matrices qui s’écrivent comme un mot de n lettres exactement en T et T".

Lemme 1.7. (Lewis-Zagier) Soit z € C\| — 00, 0]. Il n’existe qu’un nombre fini d’élé-
ments vy de SL(2,Z)" pour lesquels vz n’appartient pas ¢ Ws.
La démonstration de ce lemme se trouve dans [L-Z01], page 240, dans la démonstration

du lemme 2.

Soit z € C\] — 00, 0]. On choisit n un entier suffisamment grand pour lequel vz € Wy pour
tout v € Q,, et on définit :

Ul(zTg) = Y (v ")(2Ty).

YEQn

La fonction z +— W (2, g) est définie sur 'ensemble des z € C tels que vz € W5 pour tout
v € Q. Comme TWs C Wy et T'Ws C Wy, on voit que ensemble Dy, de définition de
\IIZH contient D,,, et donc que pour tout m > n, D, C D,,.

Lemme 1.8. La fonction W, est indépendante de n (c’est-a-dire que si m > n, on a
Uit (z,Tg) = Wt (z,Tg) pour tout z € Dy,). Elle vérifie les équations fonctionnelles (3.8)
et coincide avec P sur Ws.

Démonstration :  En utilisant le fait que Qni1 = QnT | |QnT' = TQn | |T'Qn, on a :

Uiy o= > (T et + ) (1 iy et

YEQR YEQn
= D TG+ Y T )
V7EQR VEQR

= (T7'0) +T7719))
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et

Uho(Tg) = > (MY (2 Tg) + > (v Tt (2, Ty)

YEQR vEQn
= Y TN (2Tg) + > (T W T)(2, D)
vEQn YEQn
= Y i) @ W) (e Tey ) + (T ) (v2, Tgy )]
VEQR
= > iAW (s Ty
YEQn

par ’équation fonctionnelle, car pour tout v € @, vz € Ws;

= >y tyT(aTg) = V(2 Tyg).

YEQR
En outre, on a
(=00 (2,Tg) = Y A7 ((=D4H)(2,Tg) = ¥l (z,Tyg)
VERR

puisque pour tout v € Qy,, vz € Ws.
Enfin, Ws appartient au domaine de définition de W, pour tout n > 0, et W} = o+,

Y

Ainsi, on définit la fonction W' sur C\] — oo,0[ par ¥ (z,Tg) = ¥, (2,T'g) ou n est
pris suffisamment grand pour que z appartienne au domaine de définition de ¥. La
fonction x +— Wt (z,Tg) est bien une fonction holomorphe sur C\] — oo,0] pour tout
I'g € T\SL(2,Z) d’apres cette caractérisation. Le lemme 3.8 montre ainsi la proposi-
tion 3.6. &

1.3.2 Définition des formes modulaires associées & U'

On reprend les notations de la section précédente, et on considere la fonction U définie
a partir de ¢y € Lp. Définissons, sur C\]0, +oo[xT'\SL(2,Z), la fonction ¥~ par :

1 1
\Ilf(z’rg) = —S‘I’+(Z,Fg) = ;‘II+(_;/FQS)

Lemme 1.9. La fonction U~ wvérifie I’équation fonctionnelle
UV =T V" + TV
Démonstration :  D’apres la proposition 3.6, on sait que :
(I-Tt'—1"Hut=o.
Par définition, ¥~ = —S. U™, donc

(I-T-TYw" = (=S+(TS)+(T'S)).v+
—(8 = (ST"™H — (ST ). Wt
= —-S({I-T7'-T"Ht =0.
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car on a dans SL(2,7Z) les égalités TS = ST'~! et T'S = ST L. O

Posons
h(z,I'g) = UF(2,T'g) — ¥ (2,Tg) = ¥ (2,Tg) + S.¥t(z,Tg),

et
F(z) = h(z,1).

Lemme 1.10. La fonction h est invariante par l'action de SL(2,7Z).

Démonstration :  Comme SL(2,Z) est engendré par S et T”, il suffit de démontrer qu’on
a, pour tout z € C\ R et pour tout g € SL(2,Z) :

T'.h(z,Tg) = S.h(2,Tg) = h(z,Tg).

S.h(z,Tg) = S.(UF 4+ 8.0 (2,Tg) = (S.UT + S2.UH)(2,T'g) = h(z,Tg)

car S?2 = —1.

Montrons maintenant que T'.h = h. D’apres 1'équation fonctionnelle (3.8), on a :

7.t -7 et -7 et) =0
donc, d’apres I'égalité T'T~1 =TS, on a

Tyt —(TS). vt — vt =0. (1.12)

De plus, d’apres le lemme 3.9, on a

St — 7' (SUT) —T.(S.¥T) =0. (1.13)
En soustrayant les deux équations (3.12) et (3.13), on en déduit

Ut + SUt =17' U +77.(S.¥T)

et finalement 7”".h = h ce qui démontre le lemme. O

Soit g € SL(2,Z). L’invariance de h par I'action de SL(2,Z) montre que :
h(za Fg) - (g_l'h) (Z, Fg) = ](ga Z)_lh(gza F) = ](gﬂ z)_lF(gz) = ﬂg(z)
En particulier, pour v € I'; on a :
F,(z) = h(z,Ty) = h(z,T) = F(2)

ce qui nous montre que F' est modulaire de poids 1 pour I'.

La fonction F' est holomorphe sur H et sur H~. Ainsi, la restriction f (resp. f~) de F' a
H (resp. & H™) est un élément de My (") (resp. de M7 (I')). On identifie ce couple (f, f7)
au couple (f, f') € My(T) x M1(VTV).
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1.3.3 Les formes modulaires f et f’ sont paraboliques

On va montrer dans cette section que f € Si(T') et f' € S;(VTV), c’est-a-dire que
F e SE).
Lemme 1.11. Les formes modulaires f et f’ sont paraboliques.
Démonstration : On va démontrer que f est parabolique. Pour cela, on va utiliser
Iégalité F,(it) = U (it, I'g) + %qﬁ(%, T'gS).
Montrons que lim F|

[t stoo 19
prolongement analytique pour tout z € C\] — 0o, 0[), on a pour tout ¢ > 0 :

(it) = 0. D’apres 1'équation (3.10) (vraie d’apres le théoréme du

o0

Ut(it,Tg) =

n=1

1
Ut — —— TgTt 71,
(=7 T )

+n
A t fixé, la série définie par le terme de droite est donc simplement convergente, mais elle
n’est pas a priori absolument convergente. Posons ~y, = 77 "T" 1.

Comme W (., T'g) est holomorphe au voisinage de 1, on en déduit que, a ¢ fixé

lim (n + it) [\II+(1,Fg) — U1 -

n—-+oo

)| = )

1 1
La série de terme général . [\Iﬁ(l — ——Tgvy,) — ¥ (1,Tg7y,)| est donc absolu-

n+it’
ment convergente, car son terme général est majoré en module & partir d’un certain rang

par ﬁ oll A est une constante fixée (par exemple A = max{|(¥")'(1,I'g)|+1| g €
I'\SL(2,Z)}). Elle est aussi uniformément convergente par rapport a ¢ sur les intervalles

[M,+o0[ et sur | — oo, —M], pour M un réel suffisamment grand, donc

. 1 1
lim Z ; [\I’+(1 - marg'Yn) - \I/+(1,Fg’yn)} = 0.

La série de terme général Ut (1,Tg7y,) est donc convergente comme différence d'une

n+ it
série convergente et d’'une série absolument convergente. Posons u, = ¥*(1,Tgy,). La
suite u, est périodique (car on a uy, 1y, = uy, ot l; désigne la largeur de la pointe I'goo),

soit [ sa période.

n
Posons U,, = E ug. On a
k=1

3
i
AN

ug, Uy U,

k+it & (k+it)(k+1+it) Ty

(1.14)

B
Il
—_
o~
Il

Comme la série de terme général est convergente et comme la suite u,, est périodique

! I
n
de période [, on en déduit que Zuk =0 (car sinon on aurait U, ~p— 10 7 Zuk, ce
k=1 k=1
qui est impossible car le membre de droite de I'équation (3.14) ne serait pas une série
convergente).
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La suite U,, est donc bornée, d’ou lim — =0, et on a
n—+oo n + 1t
fntit (n+it)(n+1+it)

Or pour tout |t| > M on a: [(n+it)(n+1+4it)| > [(n+iM)(n+1+iM)|, la série de droite

est donc uniformément convergente en ¢ sur [M,+oo[ et sur | — oo, —M], ce qui montre

oo
que lim un. = 0, et finalement que lim W' (it,I'g) = 0.
[t|—+o0 o n + it [t|—+o0

1 1
On démontre de la méme facon, en utilisant ’équation (3.11), que ‘ |lim ZIIJ"'(E, I'g) =0,
t|—-+o00

ce qui montre que f est une forme parabolique.

Un raisonnement analogue montre que f~ est également parabolique. Ainsi (f, f7) €

S1(T) x S{(T), donc F € SE(T). O

1.3.4 Conclusion

On vient de montrer la relation
(W = W7)(2,Tg) = (Wf — W) (5 Tg) = F(z) (€ C\R).

Par passage a la limite de chaque c6té de 'égalité, on voit que cette égalité est vraie pour
z=20. On a donc :
+_ ot — -
UT — W =0T — VL.

Le membre de gauche de cette équation est défini sur C\| — 0o, 0], et le membre de droite
sur C\]0, +oc[. Ces termes coincident sur C\|0, +oo[NC\| — 00,0[= C \ RU {0}. Posons

[ (Ut —Uf)(2,Tg) sizeC\]—o0,0
h(zTg) = { (U= — \Ilg)(z, r§> si z € C\]0, 400 .

La fonction z — h(z,T'g) est holomorphe sur C*. On va montrer qu’elle se prolonge en
une fonction holomorphe sur C. Pour cela, on utilise le lemme suivant :

Lemme 1.12. Soit I'g € T\SL(2,Z). La fonction = — ¥*(2,Tg) (resp. z — ¥~ (z,Tg))
est bornée sur Z = {z|R(2) > 0 et [2| < e} (resp. Z7 = {z|R(z) <0 et |2| < e}), pour
un, certain € > 0.

Démonstration :  Soit M > 0. Posons Wy = {z |R(2) > 0 et |z| > M}. D’apres 'équa-
tion (3.11) (vraie par prolongement analytique sur C\] — 00, 0]), on a :

o0

\Il+(§a Fg) - Z

n=0

1
vt(l14 —T
z+n (1+ z+n’ 9n)
ol g, = gT"™"T~!. La suite I'g, est périodique (car Lgnyi1,s = I'gn), soit I sa période.
Comme la fonction z +— W (2, I'g) est holomorphe au voisinage de 1, on sait qu’on a pour
tout z € Wy la majoration :

z
z+n

1+ Ty - E LTy || < A2

z+n ~ |z +nl?
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2]

ou A est une constante indépendante de z, de n et de I'g. La série de terme général W
z+n

étant normalement convergente sur Wy, on en déduit que

> 1
li Uvt(1+ ——Tg,) — VT (1,Tg,) —
1 Zz—kn[ (++ gn) - (1.Tgn)

|2| =00

pon n(\1!+)’(1, an)] =0.

1
Montrons maintenant que Z o [\IJ+(1, Lgn) + T(\IJ"')’(I, an)} (qui est une série
n

convergente sur Wy, comme dlﬁerence de séries convergentes) est bornée sur Wjs. Posons
vy = U(1,Tg,) et w, = () (1,Tg,). Ces deux suites sont périodiques de période 7/,
l/
et on montre, comme dans la démonstration du lemme 3.11, I'égalité ka = (0. La suite
k=1

n
V, = Z vy, est donc bornée. Par transformation d’Abel on a :
k=1

i z+n [‘Iﬁ(l Fga) + %(W) (1’Fg”)] - i z—iz-n <(z +‘7/:+ 1) + zlinn> '

n=0 n=0
V, w B
Les suites V,, et w,, sont bornées, donc on en déduit que n + < ,
(z4+4n+1) z+n| " |z+n]
z
ou B est une constante indépendante de n et de z € Wj,. Or la fonction S(z Z | | 5
\z +n|

oo [(k+1)|z|]-1 12|
est bornée sur Wy, : en effet, on a S(z Z Z
k=0 n=|k|z|]

m, et pour z € WM et

o
2
€ [klz|, (k4 1)|z|[ on a |z +n|*> > |22 + n? > (k2 4+ 1)|z|2, donc |S(2)] < Z o B
regroupant, cela montre que sur Wy, la fonction z — \Il+( ,Ig) est bornee

On procede de méme pour montrer que la fonction ¥ (-, I'g) est bornée sur un ensemble
7, en partant de I’équation (3.10). &

g

D’aprés ce lemme, la fonction z — h(z,I'g) est bornée dans un voisinage épointé de 0
(puisque la fonction z +— (U+ —W1)(2,Tg) est bornée sur un Z+ et z — (W~ —¥3)(z,Tg)
est bornée sur un Z-, donc h(-,T'g) est bornée sur ZF U Z7). On en déduit que h se
prolonge en une fonction entiére. De plus, h vérifie les équations fonctionnelles (qui sont
linéaires) satisfaites par W+, W~ \IJ; et WUy, et donc en particulier h+ hjg = 0, c’est-a-dire

1 1

Cela montre que la fonction z +— h(z,I'g) est bornée sur tout C.
La fonction z — h(z,I'g) est donc entiere et bornée, on en déduit par le théoreme de
Liouville qu’elle est constante. Comme

lim h(z,T'g) =0

Tr—-+00
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cela nous montre que h(.,T'g) est la fonction nulle pour tout g € SL(2,7Z), et donc que
Ut = wf

sur C\| — 00, 0[xI"\SL(2,Z), et que
U =,

sur C\]0, +o00[xI"\SL(2,Z), ce qui démontre le théoreme 0.3.

1.4 Isomorphisme entre S;(I') et £{ si ['=VITV

On suppose dans cette section que VI'V =T (V désigne la matrice (é _(1])).

Lemme 1.13. L’application v : h +— (? é).h, ot la fonction ((1) é).h est définie par

1.1
(7 4)-h(2.Tg) = ~h(-,TVgVS)
T T
est une tnvolution de Lr.

Remarque. — L’isomorphisme du théoréme 0.3 montre qu’il existe (f, f') € S1(I')? avec
h = Q/JZf, (puisque VI'V = T'). La fonction vy € LE correspondante vérifie I'équation
fonctionnelle (I + S).¢¢, s = 0. Cela montre en particulier que

1.1
lim —h(—,I'g) = h(0,I'gS)
T

z—0t T

1 0) .h est bien définie en 0.

ce qui montre que la fonction <0 L

Démonstration:  Comme V2 = (V.S)? = I, 1 est d’ordre 2, il suffit de vérifier que <(1) (1)) .h
est un élément de Lp. On remarque que l'application z — — préserve |0, +oo[. D’aprés
x

I’équation fonctionnelle de h appliquée en —, on a :
x

1.1 1 1 1 1

Zh(=,T = Zh(1+=7T 71 h(——. T 71

- (I, VgV's) - ( + VgVs )+x+1 (IJFI, VgVsST' ™)
1 1

1 1
= “h(1+=.TVgI'""'VSs h(—— . TVgT~ Vs
x(+x, g )+x+1(x+1, g )

1 x
P R L Gt
= T Lu(h)(z,Tg) + T u(h)(x,Tg)

LgT'™") + u(h)(z + 1,TgT ")

car T7IVS = VSTt et T'-'VS = VST~L. On a (—1)..(h) = «(h). Enfin, la fonction
x +— h(z,Tg) est continue & droite en 0, donc est bornée sur un voisinage de 0 dans ]0, +o0|.

On a ainsi lim —h(=,T'VgVS) =0 pour tout I'g € I'\SL(2,Z), donc ¢(h) vérifie bien
x

T——400 ;
la. condition aux limites de Lr. &
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Comme on aT' = VTV, le théoréme 0.3 définit un isomorphisme entre S?(T) et L. Notons,
pour (f, f") € S}(I), ¢;ff, (resp. lI/}Lf,) I’élément de Lr (resp. de C(E\]_OO’O[) associé. On

a:
1 1 Sy v (=7)
\I/+ /(x,rg) _ _/ f|g—(7_)d7- + _/ Ldﬁ
f.f 2T J g+ (0i00i2) T— T AT Jg- (Cico0iz) AT

1
On pose W7, = —S.\Iljfyf,. Comme z +— - préserve C\| — 00,0] et C\ [0,+0c][, on peut
appliquer I'application ¢ a \I/;cr et \IJJT Iz

Lemme 1.14. On a la relation

t(WF

_ vt
T = (1.15)

S0 + gt +
De facon équivalente, on a \I’f,f’ = ‘ij,o + L(\I’f,’o).

Démonstration - Soit (f, f') € S1(T')2. Pour tout z € C\] — o0, 0], on obtient (en posant
u = —71 dans la deuxiéme intégrale) :

! U
Wt (2. Tg) = fo™ 4 1 Ivgr®
f.f
o g (0,i00;2) 97 (0,i00;—2)

29 Z—T 2 —z—u
car si un chemin 7; passe dans H~ a gauche de z, le chemin —~; passe dans ‘H a droite
de —z.

Ainsi, pour tous (f, f/) € S;(I)?
lp}:f’ (Z, Fg) - lIJ}’—,()(Z: Fg) - qj;’,o(_za FVQV)
Comine \1117,70 = —S.\I/;{,’O, on en déduit que
\Il;t,f’ (z,Tg) = \I!}to(z,Fg) + (S.\IJ}C70)(—z,I‘VgV)
1 1

= W}:O(Z,Fg) + ;\IJ}',’O(;,FVQVS)

= W}:O(Z,Fg) +¢ <\Il}',’0> (z,Tg).
Cela montre qu’on a la formule

+ ) — + + gt
L <‘I’f,f'> =t (‘I’f,O) TV o="Y5p

&

On définit alors le sous-espace £ (resp. L1 ) de Lr constitué des éléments invariants (resp.
anti-invariants) de Lr par 'involution ¢ :

LF={yeLlr|uy) =+uv}.

[’équation (3.15) nous montre que pour f € §;(I'), on a
(W5 ) =V et (W) =y

L’application 7™ : f w?f (resp. 7~ : f— 1/1}"7)0) envoie ainsi S1(I") dans £;f (vesp. £r).
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Cette application est injective d’apreés le théoréme 0.3. Si f et f’ sont des éléments de
S1(T) v‘ériﬁa.nt L(z/JZf,) = zﬁ;f, (resp. L(Q/)}i:f,) = —1&}},), on a d’apres I'équation (3.15) et
par C-linéarité
+ F Y ottt _
Vip — W) =Vpp =y =gy =0

(vesp. g+ o7 ) =Vfp H U5 = Vg g = 0)-
D’apres Iisomorphisme du théoréme 0.3, on en déduit que f — f' =0 (resp. f+ f' =0),
et donc g g =rT(f) (vesp. Vs pr =1 (f)).

Les applications 7 et 7~ sont ainsi surjectives, donc bijectives, ce qui prouve le

Corollaire 0.5. Soit I' un sous-groupe de congruence vérifiant VI'V = T'. On a une
correspondance linéaire bijective entre ’espace S1(I') et l’espace /Jif, et une correspondance
linéaire bijective entre S1(I") et L, données par les applications

S1(T) o L{ (resp. Lr)
foe ot Gesp vl ).

L’application v+ (resp. v~ ) est la composée de lisomorphisme du théoréme 0.3 et du
plongement diagonal (resp. anti-diagonal) de Sy(T") dans S(T')? ~ S (T).



Chapitre 2

Transport des structures
modulaires sur L

2.1 Produit scalaire de Petersson

Le produit scalaire de Petersson de deux éléments f1 et fo de Si(I') est défini par la

formule
(fi, f2) = // f1(2) f2(2) dwdy

ou F(I') désigne un domaine fondamental pour I', ou v(I') désigne le cardinal de T"\
SL(2,7Z). Cette intégrale est indépendante du choix du domaine fondamental, et du groupe
I" pour lequel fi et fo sont modulaires. L’espace vectoriel S;(I') muni de ce produit hermi-
tien est un espace de Hilbert. On note R(I') un systéme de représentants de I'\SL(2,Z).

Théoréme 0.6. Pour f et fo éléments de S1(T), on a la formule

(i) = ( > / Ubg, (2, T9) Y7, (2,T9) — ¥5, (2, Tg) Uy, (z, Tg)) dx
geR()
0 -1\\ 77—
g; / <wfl ( ( )) Vg, (x,Tg)

— _ d
*Q/Jfl(xvrg) ¢fz <I717Fg<? 1))) %7

(U désigne la matrice <(1) :D)

Démonstration :  Soit Dy un domaine fondamental pour SL(2,7Z).

Lemme 2.1. On a la formule :

— dudu

(fi, f2) = Z/ fiyg (u f2|g() —

QER(F)
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Démonstration : On a

(f1,f2) = y(ll“ // f1(2) f2(z dxdy
— dzdz
= ) oy RIS

On peut choisir U gDy comme domaine fondamental pour I'. On a ainsi

geR(T)
dzdz
(i fo) = T :
17 2 L, MRS
b filgw)falgu) du  du
= y(F) e;(F)/DO gu — gu j(g,u)Qj(g,E)Q
= leU)( w) L folgu) | -
;@)//D
= Z/ Ty WFy ) 2
gER(I‘) u—u

Y

On va maintenant montrer le résultat suivant :

Lemme 2.2. On a la formule

e fy fojg () —
(fi, f2) = T (1) Z / / |g / lo 7 dvdzx.
imv(T r—u B T—T
geR(T)
, . @00 f1|g( )
Démonstration :  Posons Fy(z,T'g) = ———du, pour z € HUP1(Q) et g € R(I").
., Uu—Z
On a ainsi o)
)3 z
%(z’rg) N AIUAS
z z2—Z

On en déduit que

(f1, f2) =

Z //D F12F9f2|g()

ge’R
En appliquant la formule de Stokes, on obtient
1 .
(f1, 12) = om > / F1(2,T'g) f2)4 (2)dz
gER oD
ou 0Dy désigne le bord de Dy.

Prenons pour Dy le domaine fondamental standard pour SL(2,7Z),

1 1 1
Doz{z€H| —§§Re(z)<§et |z\>1}U{z€HHz|zlet§§Re(z)§0}.
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On a 0Dy = A+ B—TA, ou A désigne le chemin reliant ico & p = e?™/3 ot B désigne
l’arc de cercle reliant p a —p.

On a donc

1 S — S
(f1, f2) = o) Z (/A_TAFl(z,Fg)fgg (z)dz—i—/BFl(z,Fg)fgg (z)dz> .

geR(I)

En effectuant le changement de variable z — z + 1, on obtient

| AR, oF - [ (AGr0R,E - Ae+LI9fk, G D) E
A-TA A

On a

L C NP VI CR B Lt G A

mu—1-% 5 v—Z P v—Z

F1(2+1,Fg) _/

et fa)g (2 +1) = fa)gr (2), on en déduit ainsi que

Z /A TAFl(z, Fg)f2|g (z)dz

geR(I)
= Y ([ Ao, O - [ RGN EE) o

geR(T)

Cela nous montre que

(f1, f2) =

Z /Flzrngg z)dz

La matrice S (d’ordre 4 dans SL(2,7Z)) envoie I'arc de cercle B sur lui-méme en renversant
lorientation, donc on a

) = Hi 2 /BSB (2.9 Fary ()2

geER(T)

1 - -
B E dz — F S3 3(2)d
) (QE;(F)/B 1(2,Tg) fay, (2)dz ggm /S R 105" fayso ) )
! % Fogss (Su)du
- Fy(2,19) fay (z)dz — ) Fi(Su,1gs3)2e2 2777 )
2(T) (ge%r)/g 1 o QGR(F)/B : 72 )

Par définition, on a f) g3 (Su) = ufa), (u), donc on en déduit que

(f1, f2) = 55 ( Z / |:F1 z,l'g) =2z~ F1(*— I'gS )] f2|g( z)dz

geR(T)
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Or on a
1 L 3y _ /ioo Jijgss (w)
z Fl( ZaFgS) - 71/Z E(u+1/2)du
[ ) e

1y u—Zu

_ _/0 f1|gS3 (Sv)@
B 2 v—2Z v
= ng (i)dv,

0 v—Z

donc on obtient
fug f2|g( ) —
(f1, f2) = E dudv.
) Gt // 7T

On utilise ensuite la formule, vraie pour tout (u,v) € H? :

1 1 dz

u—-v 2t JR (x —u)(z—70)
On en déduit que :

e figg (W) f214 (v)
(f1. f2) = Z // ;g—u jg_v)dxdudv

ge€R(T)

Les formes modulaires f; et fo étant paraboliques, ces intégrales sont absolument conver-
gentes et donc on a

0 fuy (u Jajg (v)
(f1,f2) = 4““/ Z / p— " dvdzx.
geR(D)
Y%
Posons, pour z € R, z € H et g € R(T'), F,(x,T'g) = f2|g (v) d.
T —v

z

On définit, pour v € SL(2,Z), la fonction v.F, par

v.F.(z,Tg) = j(v 1 2) ' F(y 'z, Tgy).

~v.F,(x,Tg) = j(v_l,x)_l/ ’Yfglgﬂ

_ [ Sy () u
- | e
0 folg (vu)  du

z r—"7u j(’Y,U)Q

B /’Yioo f2|g (v)d
- . z—v ¥

z

du

r—Uu
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Avec cette notation, on a

LG ) 4 = By (2.Tg) — F_y(.Tg)
B X v
et donc
(o 12) = / Uy, (2, T0) (Fy . Tg) — F(a,Tg))do.
gER
Pour ZuMM € Z|SL(2,7Z)], on pose (Z uMM> = ZUMM.FZ. Ainsi,
M M
oo f 0 falg (v) :
(I - U).F 5(z,Tg) = ( / / ) 250, [ 2 = @im g @.T)

(2.1)

car —p est un point fixe de U.

Soit L1 'ensemble des fonctions & valeurs complexes ¢ définies sur P1(R) x T'\SL(2,Z),
telles que pour tout I'g € I'\SL(2,Z), la fonction = +— 9(z,'g) soit de classe C™ et L£?
sur R. On a Lr C Lf. Le groupe SL(2,Z) agit sur £} par la formule

hap(z,Tg) = j(h~ " 2) " W(h " 2, Tgh).

Munissons L[ de la norme hermitienne définie par

= 3 /||w1xrg||da:

gER

Lemme 2.3. Le produit scalaire sur Lf. est SL(2,Z)-équivariant.

Démonstration :  Notons ( | ) le produit scalaire issu de la norme définie précédemment.
Soient 11 et 1o des éléments de L}, et soit h € SL(2,Z). On a

(R b)) = ) / hapy (z,Tg) haby (z, Tg)da
geR(I)

- ¥ /l/th xrgh)Mﬁ

geR(I)

. / (u, Pgh) s (u, Tgh)du

geR()
= (¢1[t2)
car SL(2,Z) laisse P1(R) invariant. OO

Définissons la fonction O, sur R x I'\SL(2,Z) par
4 f2|g (1}) dv

xr—v

O, (z,Ig) = Fy(z,Tg) — F_5(z,Tg) :/
p
Les fonctions 14, et Oy, sont des éléments de L, et on a

<f1 f2> (¢f1|@f2)

1
2v(I)
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Comme p=—p—1, on a

100 f2|g( )

r—v

T '.F 5(z,Tg) :/ ——dv = F,(z,Tg)
p

ce qui montre que Oy, = (T_1 —I).F_5. On en déduit, a I'aide du lemme 4.3, que :

1

<f1af2> ( )[(d’fl'T F—P) (T/}fl|F—ﬁ)] = ((T_I)-wfl‘F—ﬁ)'

1
2w(T)

Lemme 2.4. On a la formule

(T~ Dby, = 5T~ U [T~ U). (T~ D))

Démonstration :  La fonction vy, appartient a Lr, donc, d’apres la proposition 6.3, pour
Z upy M € Z[SL(2,7Z)], 1a fonction Z upr M.y, ne dépend que de Z up ([Moc] — [MO])
dans P1(Q). On a

[(1=U*)(I-U)(T = D)([o0] = [0]) = [(I=U*)(T=D)]([0] - [1]) = (T=U*)([0] = 2[1] +[o0])
= 3([0] = [1]) = 3(T = I)([oe] = [0])

ce qui montre le lemme. X

En utilisant les lemmes 4.3 et 4.4, on obtient

et = g (0 =090 =0)T =Dy
= g (0 =0T =Dy |F
o (0= = D |

Fp)
=) = o (U2 =0T = D)y
(I-U).F 7).

Fp)

Or d’apres la formule (4.1), on a (2im)y, = (I — U).F_; donc on obtient
i
3v(T)
Or vy, et vy, sont des éléments de Lr, donc ils sont annulés par les relations de Manin.

Comme U = ST, on voit alors que [(I — U)(T — )]y, = (T + U).y,.
De la méme fagon, on a (T + U ').aby, = [T(I + S*)].¢04, = 0, donc cela montre que

(i fo) = oo (I = U)T = D]y,

¢f2)-

<fhjb>__3jgﬁ (Uf—‘U;1)¢ﬁ

?/Jf2>

donc on a

(fi, f2) =

( ) [(U¢fl|7/}f2) (¢f1|U'¢f2)]

ce qui démontre le théoréme 0.6. &
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2.2 Périodes de formes non paraboliques

Soit f € My(T'). Pour tout I'g € I'\SL(2,Z), on note ag(f),) le terme constant du
développement de Fourier en l'infini de la forme modulaire f|,. On sait qu’au voisinage du
point ic0, il existe a > 0 tel que

fig(2) — ao(fig) = O(€*™*),

et qu’au voisinage de 0, il existe b > 0 tel que

g(2) + =125 = O(e %),
Dauns la suite, on notera In la fonction définie sur C\iR prolongeant la fonction logarithme
sur R : elle est définie par In(re®) = Inr + 6, avec 6 €] — 37#, g[

Soit U € Lr. Par définition, pour tout I'g € I'\SL(2,Z), il existe (ary, a’Fg) € C? tels que

~ 1
V(z,Tg) = argInz — ap, In(—z) + O(;)

au voisinage du point oo € Py (R).
Remarque. — La condition aux limites (2) peut s’écrire sous la forrne

— au voisinage de +oo, ¥(x,I'g) = [arg — ap ] Inz + imar, + O(

)

)-

Soit a € H. On définit la fonction ¢ sur | — 0o,0{U]0, +oo[xI'\SL(2,Z) par

)i
iy ~ , "1
— au voisinage de —oo, ¥(z,l'g) = [arg — ap,| In [z] —imary + O(E

100 ta
T?(z,Fg) - flg( T) — flg dr +/ f|g 0(f|gs)/ 0
@ =T r—T
ao(f|gs) 11
+ ao(flg) In(z —a) + % ln(—g + E) (2.2)
Remarque.  On s’inspire ici de la définition du polynéme de période pour une forme non

parabolique f € My (SL(2,Z)), donnée par Zagier dans [Zag91].

Cette fonction est bien définie d’apres les remarques précédentes, et pour f € S1(T"), on
a 7“?‘ = ¢, quel que soit a € H. Comme pour les formes paraboliques, on peut en fait
définir une fonction r¢ ., (z,T'g), pour (f, ) € My(T) x My (VTV) par la formule

R A = S

ao(J;lgS) ln(_%JréH/_‘ flng(_?__jO(f'VW)dT
N /_0 ngV(—T)x—_aOT(fIVgVSVTdT — ao(flygy) In(—z — ) + ao(f;ng) ln(i 4 é).
(2.3)

Proposition 2.5. La fonction rj’c‘f, vérifie les propriétés suivantes :
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1. elle ne dépend pas du o € H choisi. Par la suite, on pose Ty = r;'c‘f,, pour tout
a€H;

2. onarygp € Z\p

Démonstration :
— On montre le point 1 pour la fonction r?. Un raisonnement analogue le montre pour
r$ ;- On différencie la fonction Ry définie par R¢(a,z,Tg) = T?(QE, I'g) par rapport
a la variable «a, on a
OR; =Syl +aolfyy)  figle) +ao(figs)/e  aolfiy)  aolfigs)
a. (O[, z, Fg) - + - -
toJe! r—a r—a r—a alr—a)

=0,

ce qui montre le point 1.
— Montrons que (/45).rf = 0. Un raisonnement identique montre que (I+S5).7¢ ¢y = 0.

On a
Sri(z,Ig) = —Erf(—gargs)
_ /w‘” T g(=1/7) - ao(f\gs)dT+ /“ T fg(=1/7) - aolfig)/7
a 14+ z7 0 14+ z7
aU(f|gS) 1 1
ERATA VT B SR 1 -
Tush (L a) gl e + )
_ /0 flg(u) + aO(f\gS)/udu i /_1/a flg(u) - aO(f|9) du
—1/a T—u oo T —u
1. ao(figs) 1
—ap(fig) In(z + —) = =2 In(—— — a)
= —r;/"(a,Tg)
grace a I'égalité ao(fi—y) = —ao(fly), et olt on a effectué le changement de variable
u = —1/7. D’aprés le point 1, comme —1/a € H, on a 7']?1/& =Ty

De méme, montrons que (I =T —T").r; = 0. Un raisonnement identique montre que
(I —T— T,).T‘f’f/ =0.0na

400 o a1 B
Trp(z,Tg) = /+1 f\g(U)x _az(f\gT)du+/1 1 £ (u) +a0;ﬂ925)/(u y
o) —1-0) + DI - Lo

et

du

1 / —1 resy )
T'.ry(r,Tg) = /_ ) 2 eolllar =D g, o [5 Sul) - all
ao(figr7) (" o)t ao(figrrs)

1—=x T

1 1
In(— +1+—).
1—=x n( £E+ +a)

Or pour tout I'g € T'\SL(2,Z), on a ag(fl;) = ao(figr)- Les égalités T'S = T'T—1
et T'S = ST~ montrent que ao(figrs) = ao(figrr) et que ao(fgrvs) = ao(fjys). On
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trouve ainsi que :

(I =T — T p(2,Tg) = an(f,) [/ dT—l—ln(x—a)—ln(x—oz—l)]

12X —T

+ CLO(f|gS') [/(: ﬁdT + l (ln(i + é) — ln(—i +1+ é))

o x
a+1

canlfir) [ [ et s (e e b _a>)] |

Chacune des expressions entre crochets est nulle, ce qui montre que (I -7 —T").r; =
0.
— Les conditions aux limites (2) sont bien respectées pour ry, 7, en posant arg = ao(f|y)

et a’rg = ag(f"vgv).

Remarque.  La condition (I + 5 ) =0, et la propoqition 6.3 montrent que ’espace Z}

est en bijection avec 'espace £+ des fonctions ¢+ :]0, +oc[x '\ SL(2,Z) — C, analytiques
en la premiere variable et ; satlsfalsant les propfgetes :

(I =T = T-Y4F =0 et (I — (=1))4F = 0;

— pour tout I'g € I'\SL(2,Z). il existe (arg, ap,) € C? tels que

1ﬁ+(£L’, Fg) = [aFg - a/Fg] hl(CE) + Mra/Fg + O(E)

au voisinage de 400 et

Inz imarys

U (@,Tg) = lafys — args]— +0(1)

x

au voisinage de 0.
On notera r;f, la restriction de r¢ g & 10, +00[xT\SL(2,Z), c’est un élément de L.

Théoréme 0.7°. L’application r qui a (f, f') associe r;f, est un isomorphisme entre

Mi(T) x My(VIV) et L.

Démonstration : Ce théoreme est équivalent au théoreme 0.7. On a vu que 7‘; o est

—

un élément de L’F . D’apres le théoreme 0.3, 'application r définit un isomorphisme de

S1(T') x §1(VI'V) dans Lr. On va prouver que r est surjectif. Soit {ZJ\ un élément de L.
Par hypothese, il existe (apg,a’rg) € C? xT\SL(2,7Z) tels que

I (@,Tg) = lar, — aby) n(z) + imaf, + O(-)

au voisinage de +o0.
On va montrer qu’il existe (f, f') € M1(T') x M1 (VI'V) tels que

ao(fly) — ao(flygy) = arg — apy

pour tout I'g € T'\SL(2,7Z).
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Notons &1 (T") 'espace des séries d’Eisenstein de poids 1 pour I'. La dimension de cet espace
est égale & la moitié du nombre de pointes régulieres de I' (voir par exemple [Miy89] page
61)(on rappelle qu'une pointe I'z est dite régulicre si o', ! est engendré par une matrice

( (1) }{ ), avec h > 0, oul o est un élément de SL(2,7Z) vérifiant cx = oo, et I';, est le sous-

groupe de SL(2,7) formé des éléments de I' laissant  invariant. Si oI';o0~! est engendré

-1 h
0 —1

est irréguliere, on a ag(f)y) = 0 pour tout f € My (T)).

Schoeneberg montre (voir [Sch74] page 175) que, dans le cas ou I' =T'(NV), N > 1, on a le

résultat suivant :

par une matrice , h > 0, la pointe 'z est dite irréguliere. Si la pointe I'goo

Proposition 2.6. Pour toute pointe P réguliere de T, il existe une série d’Fisenstein
dont la valeur en une pointe P' est de partie réelle non nulle si et seulement si P = P’.

On note P T'ensemble des pointes régulieres de ', on note ur son cardinal, et on définit
I’application p :
&) — C[Pr]
o= > aolfiy)lP].
P=I'gooePr?

On définit de la méme fagon O sur & (I'), 'espace des séries d’Eisenstein anti-holomorphes
de poids 1 pour I'. On a 0p (&1 (")) = Op(E1(T)).

Remarque. —Schoeneberg détermine I'image de 0r pour I' = I'(IN), en construisant expli-

citement des séries d’Eisenstein Gy a de poids 1 pour I'(V), pour tout a = Zl > tel
2

que (a1,a2) € Ey.
Si N > 3, toutes les pointes de I'(IV) sont régulieres, et un ensemble de représentants des
pointes est donné par

{m € QU oo, (m,n) = 1,(m mod N,n mod N) € EN/{:Izl}} .
n
Soit B le premier polynéme de Bernoulli étendu & R par 1-périodicité,

Bi(a) =7 |z] - 5

(o |x]| désigne la partie entiere de x). Iimage de Op est engendrée par les éléments
. b
Z ap(ay,as)[P], ou, pour g = ( Z ) et P = I'goo, le terme constant ap(aq, as)

re, d
P=T'gooe P
de Gn,a, est donné par

b d — b
ap(ar, as) = <fw1Nﬁ c Z) cotan <M) 2B <M)

(o §(A) = 1 si A est vraie, et vaut 0 sinon). On remarque que cette valeur est soit
imaginaire pure, soit réelle, et qu’elle ne dépend ni du choix de a; et as modulo N, ni du
choix de g.

I
Si T' est un sous-groupe de congruence contenant I'(IV), posons I' = U ['(N)A;, avec
i=1
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p=[:T(N)]. Pour a = < Zl > tel que (a1, a2) € En, la fonction définie par
2

v

Gra = Z(GN,a)MZ- = Z GnNitaa

i=1 1=1

est une série d’Eisenstein pour I, et est une famille génératrice de & (I"). Cela permet de
déterminer I'image de Op pour tout sous-groupe de congruence I' ne contenant pas —1I.

On note M3 (I') Pespace des couples de formes modulaires (f, f') € My (') x M7 (T)
continues aux pointes, c’est-a-dire vérifiant, pour tout I'g € T'\ SL(2,Z), ao(f}y) = ao(f"g).

Lemme 2.7.  — On a l’égalité ME(T) = SE(T) ;
— pour tout Z ap|P] € C[PLY], il existe (f, f1) € M1(T) x Mq(T) tel que Op(f)+
Pepy
Or(f1)= > _ ap[P)].
Peppes

Démonstration :  Supposons qu’il existe F' € ME(I) tel que Op(F) # 0.
D’apres les isomorphismes M (I') ~ M(T) ~ My(T), il existe f' € M;(T') tel que
F(z) = f'(Z) sur H™. On en déduit que pour tout g € SL(2,Z) et z € H, Fjy(2) = f{g(?),

et donc que ao(f|’g) = ag(Fy)-
Or, pour tous (f, f’) € M1(T')?, on a I'égalité

Yo alfipalfl) = > laolfipao(f],) =0

IgeT\SL(2,Z) [CgooePres (D)

(ou I, est la largeur de la pointe I'goo), car la fonction

h = Z flgfllg

LgeR(T)

est une forme modulaire de poids 2 pour SL(2,Z), donc est la fonction nulle. Cela montre

que O (M1 (T))NOr(M;(T)) = {0} : en effet, s'il existe (f, f') € M;(I")? tel que pour tout
g € SL(2,Z), ao(fy) = ao(f|’g), alors on doit avoir

S Laolfalf) = S llaolfi)P =0

TgooePred(T) TgooePred(T)

ce qui montre que f € Sy(I'), et donc ME(I') = SE(I).

Comme dim fp(My(T)) = %F et Or(M1(I') N Or(M(T)) = {0}, on a Op(M:(T)) &
).

Or(M1(T)) = C[P™9(T")] (et par identification 6 (M7 (T')) @& 0p (M1 (VIV)) = C[P™9(T)]
Q¢

Si f" € M1(VT'V) correspond a f; € My(T'), on a f|’VgV(7') = f1ig(~7), donc ag(flyyv) =
ao(f117)- On déduit ainsi du lemme 4.7 qu’il existe (f, f') € My(T') x My (VIV) tels que
pour tout I'g € '\ SL(2,Z), on ait

ao(flg) — aO(f\,VgV) = arg — ar,.
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On consideére alors la fonction 8 = ¢+ — 7‘? - La fonction 6 vérifie alors les conditions aux
limites

S

0(z,Tg) = brg + O(%) (x — +00) et O(z,Tg) = —bFTg +0(1) (x —0),

avec bry = im(arg — ao(fig)) = im(ap, — ao(f|’VgV)). L’équation fonctionnelle vérifiée par 0

1 1
9(x,Tg) — 0 1,TgT )= ——0(1—- ——,Tg7"!
(2, Tg) = 0(e +1,TgT™) = —— ( T
montre que bry = bryr (en faisant tendre z vers +00), et I'équation §(x, —I'g) = —0(z,L'g)
montre que bpy = —b_ry.
On va montrer le résultat suivant

Proposition 2.8. La fonction 0 est un élément de Lr.

Démonstration : Pour montrer la proposition, il est nécessaire et suffisant de montrer
que brg = 0 pour tout I'g € I'\SL(2, Z).
On applique une démarche analogue a celle de la section 3.3.1.

Lemme 2.9. La fonction 0 se prolonge holomorphiquement en une fonction ©F définie
sur C\] — 00,0] x T\SL(2,Z), et y vérifie les équations fonctionnelles
ot —r7let - 7"let =0 et (-1).6" =06, (2.4)

Démonstration : La démonstration est analogue a celle de la proposition 3.6 : gréace
a I’équation fonctionnelle et aux conditions aux limites vérifiées par 6, on en déduit les
équations, pour tout z €]0, +o0] :

o0

1 1

0(,Tg) =brg =) ——0(1 - —— TgT'="T'™),
° 1 .1 1 1

(=T brog = 0(1 + —— TgT' T ).

T (it, g)+ T'gS T;)x+n ( +£E—}—’I’L’ g )

Cela permet de prolonger 6(-,T'g) sur un ouvert Wj, et en reprenant la démonstration de
la proposition 3.6, on prolonge 6(-,I'g) sur C\] — oo, 0], puisque le procédé utilisé n’utilise
que les équations fonctionnelles vérifiées par 6. & O

On introduit la fonction © sur C \ [0, 4+00], définie par
B . 1 (1
O (2,I'g) =-507(2,Ig) =-0(—=,TgS ).
z z

D’apres la démonstration du lemme 3.9, qui n’utilise que des propriétés matricielles, on
montre que la fonction ©~ vérifie sur C \ [0, +00] ’équation fonctionnelle

(I-T-T)0" =0.
On introduit la fonction A sur C\ R x I'\ SL(2,Z), définie par

h=0%"-06".
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Cette fonction est invariante par l'action de SL(2,Z) (on utilise pour le montrer une
démonstration identique a celle du lemme 3.10).

Ainsi, la fonction F' définie par F'(z) = h(z,I') définie sur C \ R est modulaire de poids 1
pour I'.

On utilise la démonstration du lemme 3.11 pour montrer que

lim ©%(it,I'g) —bry =0
[t]—+o00

et ) )
lim E@+ (%,Fg) + brgs = 0.

[t|—+4o00 t
Comme F (it) = ©7(it,I'g) + %@4'(%, I'g), on en déduit que

lim F|g(2t) = bpg — ngS

[t|——+o00

Ainsi, la forme modulaire F' est un élément de ./\/lic(F), puisque la condition précédente
montre que ao(f1|,) = ao(f{‘g) pour tout I'g € T'\SL(2,Z), ou fi (resp. fi) € My(T)
(resp. M7 (T')) est la restriction de F' a ‘H (resp. a H™).

D’apres le lemme 4.7, on en déduit que F' € Sfc (T"), et donc que pour tout I'g € T\ SL(2,Z)
on a bry — brgs = 0. Or on a bryg2 = —bry, ce qui montre que

brg =0 pour tout I'g € '\ SL(2,Z),
et donc que 0 est un élément de Lr. OO
On a ainsi montré que application r est surjective de My (T) x My (VI'V) dans L. Elle

est également injective : si 7y = 0, les conditions aux limites montrent que f et f’ sont
paraboliques, et donc d’apres I'isomorphisme du théoréme 0.3 que f = f' = 0. &

Enfin, on montre que la formule donnant le produit scalaire de Petersson de deux formes
paraboliques en fonction de leurs périodes, donnée par le théoreme 0.6, se prolonge au
produit scalaire de Petersson d’une forme parabolique et d’une forme modulaire.

Proposition 2.10. Pour tous (f1, f2) € S1(I') x M1(I'), on a la formule

(fi, f2) =

> / U V5 (2, Tg)rs, (2,Tg) — by (z,Lg)U.ry, (2, Fg)) dx

geR(T)

iy

ou R(I') désigne un systéme de représentants de I'\SL(2,Z).

Démonstration :  On a d’apres le lemme 4.2 la formule

ioc f 7 fa1y(v)
(f1. f2) = 4””/ Z / ;'g_u /p %dvdm. (2.5)

> fag(v) = ao(f2)4)

r—0

Posons F,(z,I'g) :/
SL(2,7), :

dv + ao(f2)y) In(z — @), et on définit, pour v €

v.Fo(2,Tg) = j(v ' 2) ' Fo(y 2, Tgy).
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On a alors

ioo f2|g(T) - ao(f2|g'y)/j(771>7—>

Tr—T

-1

dr + (v 2) ao(fayy,) (v

+.Fy(2,Tg) — /

Yo

Ainsi, on a (I — 5).F(z,T'g) = r4,(z,T'g), et de la méme facon, comme U = ST

ao(f21g0) = ao(f2)ys) et U(=p) = —p,on a (I —U).F-5 =rp,(z,'g).
On a également la formule :

K 7f2‘g(v>dv.

r—v

F,(xz,I'g) — F_5(z,I'g) = /
p
Posons (sous réserve de convergence)
(@1’@2) = Z / llll(x,Fg)\Ilg(:c,Fg)dx.
er) /R
On a, pour tout h € SL(2,Z), la propriété
(h.\Ifl‘h.\Ilg) - (@4%).

D’apres 'équation (4.5),

(f1. f2) = Ttl“) <¢f1 F,— F_ﬁ) .

Comme T7LF_5(z,Tg) = F_5(z + 1,TgT~!) = F,(z,Tg), on en déduit que

)] = g (- 0

(f1, f2) = - [(¢fl T_l-F—ﬁ) - <¢fl

2v(T)

D’apres le lemme 4.4, on a,

(1= Dby, = 51 = U%)(I = O)(T = D]y,

ce qui montre la formule

1

T
(f1.f2) = 30T [(U-wfl T‘fz) - (¢f1 U-ng)]
puisque les fonctions 14, et 7y, sont annulées par les relations de Manin. O

2.3 Lien avec la cohomologie de SL(2,7Z)

Soit I" un sous-groupe d’indice fini de SL(2,7Z). Fixons R(I') un ensemble de représen-

tants de I'\\SL(2,Z). On considere I'espace Mr défini dans l'introduction.

Remarque. — On a l'inclusion L’Hﬁ C My : en effet, il suffit de vérifier que la condition aux
limites est satisfaite par les fonctions de ,CII@ : d’apres le théoreme 0.3, tout élément ¥ de

r—a).

-1

F3).

)

Lr est en fait égal a ?,ZJJT’JC, avec (f, f') € Si(T') x S§1(VI'V). La fonction x — vy p(x,Tg)



47

est définie sur P1(R), est de classe C™ sur R et 15 ¢ vérifie I'équation (I + S).¢¢ ¢ = 0.
Cela montre en particulier I'égalité sur R\ {0}

1
zipgp (@, Lg) = vy p(——.TgS)
et donc, la fonction ¢ étant égale a )¢ ¢ sur Py(R) x I'\SL(2,Z), on a :

Jim zip(z,Tg) = 4(0,T'gS).

Ainsi toute fonction de L’ng vérifie la condition aux limites demandée dans la définition de
Mr.

Lemme 2.11. L’application h — (¢ — h.ap) munit l’espace vectoriel My d’une structure
de SL(2,Z)-module.

Démonstration : Pour montrer le lemme, il suffit de vérifier que Mr est stable par
SL(2,7Z). Soient ¢ € Mr et h € SL(2,7Z).
— La condition aux limites vérifiée par i montre la continuité de la fonction z —
h.(xz,Tg) au point hoo, et donc sur R;
— la condition d’analyticité locale est vérifiée en posant Fj, 4, = {{ha}ae Fy U hoo} ;

— posons h = <Z 2)

—sic#0,onazhy)(z,Tg) = a P ( de —b ,th), et donc on a
—cx +a —cr +a
lim z(h.4)(z,T'g) = _lw(_é Lgh);
.’1:~>:l:oo * 9 g - c C’ g I

1

81c:0,0nah:i<0 1

) pour un certain k € Z, et donc

z(ha)(z,Tg) = £ap(x + k,Tgh) = £[(x + k)Y (z + k,Tgh)
- klb(l“ + k7 th)] ——r—+do00 Al'g

car limy 4 ¥(y,T'gh) = 0.
Cela montre que la condition aux limites est vérifiée pour h.1), et finalement que h.y
appartient a Mp. O

Remarque. — La matrice —1 agissant trivialement sur Mr, cet espace est en fait muni
d’une structure de PSL(2,Z)-module.

On rappelle que si G est un groupe et V' un C[G]-module a gauche,

Les I-cocycles de G a valeurs dans V sont les applications ¢ de G dans V' vérifiant
#(99") = g-6(¢') + ¢(g). L’ensemble des 1-cocycles de G a valeurs dans V' forme un
groupe noté Z1(G,V);

— les 1-cobords de G a valeurs dans V' sont les applications ¢ de G dans V vérifiant :
il existe m € V' tel que pour tout g € G, ¢(g) = m — g.m. L’ensemble des 1-cobords
de G & valeurs dans V forme un sous-groupe de Z'(G, V), noté B*(G,V);

— le premier groupe de cohomologie de G a valeurs dans V est défini par

HYG,V)=2ZYG,V)/BYG,V);
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— 81 V est un C[SL(2,Z)]-module a gauche, sur lequel —I agit comme l'identité, un

’

1-cocycle ¢ de SL(2,7Z) dans V est dit parabolique sl vérifie
pour tout v € SL(2,Z), il existe vy € Vj, tel que ¢(v) = vy — v.v,

(o SL(2,Z)s désigne I'ensemble des matrices laissant stable le point a I'infini, soit
le sous-groupe de SL(2,7Z) engendré par la matrice 7).
De fagon équivalente, un 1-cocycle ¢ est parabolique s'il existe v € V' vérifiant ¢(T) =
v — Tv. On note Z;M(SL(Z,Z),V) I'ensemble des 1-cocycles paraboliques de SL(2,7Z)
dans V. C’est un sous-groupe de Z'(SL(2,Z),V), qui contient B*(SL(2,7Z),V), on peut
donc définir le premier groupe de cohomologie parabolique de G dans V par
H)..(G.V)=2Z,(G.V)/B(GV).

par par

On note Z;M(SL(Z, Z),V,T) I'ensemble des 1-cocycles paraboliques ¢ vérifiant ¢(T") = 0,
ot BL, (SL(2,2),V,T) = Z1,.(SL(2,Z), V,T)N BY(SL(2,Z), V). Le groupe SL(2,Z) étant
engendré par S et T, un élément ¢ € Z; (SL(2,Z),V,T) est uniquement déterminé par

¢(5)-

ar

S0 x S1(T) — HL (SL(2,Z), My)

par

(flaf2) — [(pfhfz]
de cohomologie du cocycle parabolique ¢y, 1, défini par

On cousidere r, : , ou [py, f,| désigne la classe

I d 1o 7
opp2(0)(@,Tg) = —— /O P /0 fopg (1) =2,

2um T—T AT T—T
I'intégration se faisant par exemple le long de la géodésique dans H reliant 0 & o0.

Remarque. — La classe de cohomologie du cocycle ¢y, ¢, ne dépend pas du point-base
dans P1(Q) choisi : soit ¢ € P1(Q), et soit

1 74 d 1 74 dr
o (0)(5,Tg) = = / Fiig () =2 4 — / Fatglr) ==

2 r—T ur x
On a alors
1 q dr dr
(o0~ h.0) @ = =1 =)+ | [ (Fua) 75 + pln) 275 )|

ce qui montre que @y, f, — go'jcl 5 € BY(SL(2,7), Mr).
On montre maintenant le théoreme 0.8 :
Théoreme 0.8. L’application r. est un isomorphisme d’espaces vectoriels complexes.

Démonstration : Le schéma de la démonstration peut se résumer par le diagramme
suivant :

S1(1) x S1(T)
thm o.3|z
Lr V2B (SL(2,Z), My)

par
K lemme 4.12 |2
~ 1
LH§ #(S) Zpar(SL(Zaz)aMraT)

Montrons d’abord que ¢y, 7, appartient & 77, (SL(2,Z), Mr) :
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— les formes f1 et fo étant paraboliques, elles décroissent exponentiellement au voisi-
nage des pointes, les fonctions x — ¢y, £, (z,T'g) sont donc continues sur R, et elles
sont analytiques sur R\ {0,00}. La condition aux limites est vérifiée, car on a

I(pfl,fz( )(I Fg xH:too/ fl\g d7'+/ f2|g dT,

cette limite étant bien définie car les formes sont paraboliques. Enfin, pour f €
Si(I), f|fg(7—) = _f|g<T)7 on a bien ¢y, ,(0)(x, —T'g) = —¢p 1 (0)(z,Tg), et donc
©fif € Mr;

— grace a la modularité de f, pour h € SL(2,7Z), on a I'égalité

I dr I dr
/h f1|g(7')—+f f2|§(7—>w—?

h. r
(o (@)@ Tg) = 5o | e

2%

ce qui montre que pour tous h,o € SL(2,7Z), on a

Pfi.fa (h0> = Pt (h) + h'¢f1,f2 (U)a
ce qui montre que ¢y, f, € ZY(SL(2,Z), Mr);;
100 Tk (i00)
— de plus, pour k € Z, on a ¢y, 1, (T*) = (I-T*).04, 1,(S car/ / /
k(o
ce qui montre que le cocycle ¢y, f, est parabolique.

Soit ¢y, 1, le cocycle parabolique défini par ¢y, 7,(0) = @4, f,(0) — (I —0).¢5, £,(S). Les
deux cocycles ¢y, 1, et @y f, different par un cobord, ils définissent donc la méme classe
de cohomologie parabolique. D’apres les remarques précédentes, on a ¢y, £,(T) = 0, et

¢f1,f2(‘9) = S'@fl,fz(s) - 7¢f1,f2 = ¢—f1,—f2
oll Yy, £, est la période associée au couple (fi, f2).

(SL(2,Z), My, T) — H} (SL(2,Z), Mr) est

Lemme 2.12. L’application naturelle Z par

un zsomorphzsme.

par

Démonstration : Elle est surjective : soit n € par(S’L(2 Z),Mr), et m un cocycle
parabolique appartenant a la classe de cohomologie 7). Par définition, il existe vy tel que
n(T) = (I — T).vp, donc le cocycle p défini par u(o) = n(o) — (I — o).vp appartient a
par(SL(2 Z), My, T), et appartient a la classe 77 puisqu’il differe de n par un cobord.

Montrons l'injectivité : soit ¢ un cobord parabolique vérifiant ¢(7) = 0. Il existe
v € Mr tel que pour tout o € SL(2,Z), ¢(0) = (I — o).v, avec v = T.v. Cela entraine
que pour tout (z,T'g), v(z,T'g) = v(x — 1,T'¢gT). Soit [, la largeur de la pointe I'goo. On a
IgT's = I'g, donc la fonction z +— v(x,Tg) est périodique de période I, sur R, continue,
et de limite nulle en I'infini. C’est donc la fonction nulle, donc v = 0 et donc ¢ = 0. O

Soit ¢ € Z, (SL(2,Z), Mr,T). L'élément ¢(S) vérifie les équations

(T+8).6(S) = (I =T —T").6(S) = 0.

En effet,
~ la matrice —I = S? agissant trivialement sur Mrp, on a ¢(S) + S.¢(S) = 0, ce qui
montre la premiere égalité ;
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—on a ¢(T) =0, donc ¢(T 1) = ¢(I) — T 1.¢(T) = 0. On en déduit que ¢(ST 1) =
o(S5).
Or, dans SL(2,7Z), on a ST ' = T'S, donc ¢(S) = ¢(1'S) = ¢(T") + T".¢(S).
On en déduit que ¢(S) — T.¢(S) — T".¢(S) = ¢(T") — T.¢(S). Or T = T'ST, donc
d(T") =T.¢(ST) = T-¢(S), ce qui montre la deuxieme égalité.
Comme montré dans "appendice (voir la proposition 6.3), il est équivalent de dire que

pour tout W = ZUM[M] € Z[SL(2,7)] vérifiant ZUM([MOO} —[M0]) =0
M M

dans Z[P1(Q)], on a ZuMqu(S) = 0. En particulier, (I — T~ —T'71).¢(S) = 0.
M

Lemme 2.13. Soit v € Mp tel que (I+S)wv=(I—-T—T")v=0. Alors v est un élément
de [,118.

Démonstration :  Pour montrer le lemme, il est nécessaire et suffisant d’établir que la
restriction de v & [0, +00[xI'\ SL(2,Z) est un élément de Lr. Il suffit pour cela de montrer
que pour tout I'g € I'\SL(2,Z), x — v(z,['g) est analytique sur | — oo, 0[U]0, 4-00]. Par
I'absurde, supposons que x +— v(z,'g) ne soit pas analytique en un rationnel ¢ non nul.
D’apres 1'égalité (I + S).v = 0, la fonction x — v(z,'g) n’est pas non plus analytique en

——, donc on peut supposer g > 0.
q

Légalité (I —T~! — T'~1).v = 0 montre alors que pour tout point z ou la fonction
x — v(x,T'g) n’est pas analytique, elle ne 1'est pas non en I'un des deux points Tx et T'x.
Or, T et T" engendrent librement le monoide SL(2,Z)*. Comme 'ensemble des points en
lesquels = — v(x,I'g) n’est pas analytique est fini, on en déduit que ¢ doit étre un point
fixe d’une matrice h de SL(2,Z)". Or les seules matrices de SL(2,Z)" admettant des

points fixes dans P1(Q) sont les matrices de trace 2, donc du type ( i ; ) (différentes

de I). Le déterminant étant 1, les seuls points fixes possibles sont oo et 0, ce qui contredit
I'hypothese. O

On en déduit que l'application ¢ — ¢(S) de Z,,,.(SL(2,Z), Mp,T) dans L} est un
isomorphisme : en effet, ¢(S) € L} d’apres les deux lemmes 4.12 et 4.13, I'applica-
tion est injective car comme S et T engendrent SL(2,7Z), la donnée de ¢(S) détermine
¢ € ZL, (SL(2,Z), Mr,T), et elle est surjective car pour ¢ € LF, on définit un cocycle
¢ € Zp(SL(2,Z), Mp, T) par ¢(S) =9 et ¢(T) = 0.
D’apres I'isomorphisme entre Lr et Sli(I‘), et d’apres le lemme 4.12, on en déduit que
I’application

(f1. fo) — [(pfl,fz]

est un isomorphisme de Si(I') x S1(I') dans Hj,,.(SL(2,Z), Mr), ce qui démontre le
théoreme 0.8. &



Chapitre 3

Examen des groupes arithmétiques

3.1 Action des opérateurs de Hecke

On suppose ici que I' =T'1(N), pour N un entier > 1.
Soit n un entier > 1. On pose

My = {( f;) € M(2,Z)n, Nc et N|(a — 1)} .

On aI't(N)M, n = M, NT'1(IN) = My, n. L’ensemble I'1 (N)\ M, n est fini, et le n-ieme
opérateur de Hecke T,, sur S;(I'1(V)) est défini par

T.f= >, fe

5T (N\My

P

Pour § = ((z Cbl) € M(2,Z)*, on définit & = (_i 72) = (det0)d—!. On nommera M, y

I’ensemble des & pour 6 € M, n.
Soit Ey I'ensemble des éléments de (Z/NZ)? d’ordre N, c’est-a-dire 'ensemble des élé-
ments (u,v) € (Z/NZ)? vérifiant (u,v, N) = 1. L’application 7 :

M(2,Z) — (Z/NZ)?
(24) — s

définit une bijection wn entre ['1(N) \ SL(2,Z) et En. Par la suite, on identifiera un
élément I'1(N)g de I'1(N) \ SL(2,Z) & son image mn(I'1(N)g) € En.

L’ensemble 7= (Exn) N M (2,Z), (c’est-a-dire I'ensemble des matrices (Z 2) de M(2,2)*
de déterminant n vérifiant (c,d, N) = 1) est égal a mSL(ZZ).

On va utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.1. Soit ¢,, une application de mSL(Z Z) dans SL(2,7Z), telle que pour toute
matrice ((Z 2) € mSL(Q,Z),

™~ (qbn ((“ 2))) = (c,d) € Ey.

On a les propriétés suivantes :

1. pour v € mSL(2,Z) et pour g € SL(2,Z), on a T'1(N)¢n(vg) =T1(N)pn(v)g;

51



52

2. pour tout y € mSL(Z, Z), dn(V)Y € My N ;
3. lapplication n, N :

TY(N\Myy — My nSL(2,Z)SL(2,Z)
T1(N)§ +— 6SL(2,7)

est bijective.
Démonstration :
1. Pour v = (“ b) € My et g€ SL(2,Z), on a

o (9 (2 2)9)) = (e:ho = v (90 (2 7))

ce qui montre que I'1 (N )¢, (v9) = T1(N)on(7)g;

2. un élément h = _Ccl _2 € M, nSL(2,Z) appartient & M, y si et seulement si

Nlc et a = 1[N] par définition de M, n, donc si et seulement si (0,1)g = (0,1)
dans Ey. Pour tout g € M, ySL(2,Z), on a dans Ey (0,1)g = (0,1)¢,(g), donc

gon(9)™" € My N, donc ¢,(9)g € My n ;

3. I'application 7, x est clairement surjective, montrons I'injectivité : soit 6 = <‘Z 2)

et o' = (ij g) deux éléments de M,, y vérifiant SSL(2,7) = ¥ SL(2,7), c’est-a-dire
tels que
1 da’'—b'c —ba'+ab’
6/(5_ - dc/ﬁd,c 7bcﬂ+ad/ E SL(2,Z)

Or on a par définition de M,, v, d = d' = n[N], donc N divise (d=d)etdd=¢) =
n
/g Y R AN VTP RN
u- De plus, N divise d{d=d)—¥le=c) 2 d—be —1, ce qui montre que
n n
la matrice 6’01 est un élément de I'1(N). &

Soit f € Si(I'1(N)). On peut définir, en utilisant le lemme 5.1, la fonction M.1py pour
M e M(2,Z),, par :

(det M)Y/2 — —

M.app(2,Tg) = = G Y (M2, Ty (N)pn(gM)) si gM € M, ySL(2,Z);
J s R
Maps(z,I'g) =0 si gM ¢ M, nSL(2,7Z).

Cette expression traduit sur ¢y la définition de M .z/JNf, donnée dans I'introduction.
Montrons maintenant le théoreme 0.9.

Théoreme 0.9. Soit Z uprM un élément de C[M(2,Z),] vérifiant la condition (Cy). On

M
a la formule
M
Démonstration :  Partons de 'expression de droite, qui est égale a

A(z,T'1(N)g) =) unyM.app(z,T'1(N)g)
M
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pour g vérifiant wx(g) = (u,v), la somme étant restreinte aux matrices M telles que
gM € M, nSL(2,7Z).

Soit R un ensemble de représentants de g_lmSL(Q,Z)/SL(ZZ). Soit r € R, et M €
rSL(2,Z). On a

Vi [ fiesan(™) ),

(2im)M.abs(2,T1(N)g) = JOL2Jo  Ma—r

Puisque M € M(2,Z),, j(M,z) =nj(M=1,z) et (M, M~12)j(M~',2) =1, on a

(2im) My (2. T2 (N)g) = ——j (s, ar ey [ Llentar20()

Vn 0 Mz—1

D’aprés le lemme 5.1, on a ¢, (grr M) = ¢, (gr)r 1M = d)n(gT)TT- De plus, la matrice

1
—1I agit trivialement, donc on obtient
n

) 1. _ 0 fign(gryim (T)
2m)M.aps(z,T1 (N = —jM, Mz e g
(2im) M4y (2, T1(N)g) il ' TanL

’ 0 Mz—T1

dr

dr.

Effectuons le changement de variable dans l'intégrale u = M7. On trouve :

(2im)M ) (2,T'1(N)g) =

F(M,M™1z)

Moo du

nj(M=1,u)?

Fim (gryr (1)

I (M, M ) !
MO M_lZ — M_luj( ’ u)

Or (z —w)j(M,M~12) =n(M~'z — M~u)j(M~',u). Donc on a

Moo ~(u
(2im)M.app(2, Ty (N)g) = / ontgri®) 4,

MO Z—U
On en déduit :

Moo ~(7
2im AT (N)g) = Y un Fontgrr™) 4

zZ—T
reR MerSL(2,Z) MO

Comme Zu m|M] vérifie la condition (C,), on a
M

(2im)A(z,T'1(N)g) = Z > 7f|¢"(grﬁ(7-> dr.

Z—T
reER 0

Lemme 3.2. Si {r},cr est un systéme de représentants de g_lmSL(Q,Z)/SL(Q,Z),
alors Uensemble {¢pn (gr)Tg}trer est un ensemble de représentants de I't(N)\ My n -

Démonstration :  D’apres la propriété 2 du lemme 5.1, ¢,,(gr)7g € M, N, puisque gr €

—_

M, NSL(2,7).
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Soit r # r' dans R, c’est-a-dire grSL(2,Z) # gr'SL(2,7Z). Posons § = ¢, (gr)rg et ¢’ =
dn(gr')g. Comme ¢, (gr) € SL(2,Z), on a

0SL(2,Z) = grSL(2,Z) # §'SL(2,Z) = gr'SL(2,Z).

D’apres la propriété 3 du lemme 5.1, on en déduit que T'1(N)d # T'1(NV)d, donc que
I'ensemble {¢,,(g7)7g}rer forme un ensemble d’éléments distincts, donc un ensemble de
représentants, de I'y(N)\ M, n. OO

En utilisant ce lemme, on trouve que

1 " fign(gr)ige(T)
A(z,T'1(N)g) = i > Henlriit 2 ;g_) j_g dr
rer 70
1 100
_ 1 Tiag(7) -

2im 0o Z—T
(5€F1 (N)\Mn’N

- LY mle-

2w Jy zZ—T
(SEFl(N)\]\ln’N

= ¢Tnf(z, FI(N)Q) - anf(z’ Iy (N)g),

ce qui démontre le théoreme. &

Remarques. —
La somme &), des matrices (‘Z 2) € M(2,Z),, vérifiant a > b > 0 et d > ¢ > 0 satisfait

a la condition (C),) (voir proposition 20 p.87 de [Mer94]). On en déduit en particulier
que pour tout n > 0 on a :

Topp= Y M.

MeX,
— Il est probable que le théoreme 0.9 se généralise aux périodes QZ; de formes modulaires

fe Ml(l“).

On peut aussi étudier Paction des opérateurs de Hecke sur les deux fonctions U1 et \IJ;,
définies au chapitre 3.2 sur C\| — oo, 0[xI'\SL(2,Z) et C\]0, +oo[xT'\SL(2,Z).
Pour cela, définissons les fonctions &1 (resp. e2) : M(2,Z)" — {+, —} définies par :

e1(M) =+ (resp. ea(M) =+)si M € KaU K3 (resp.si M € Ko U Ky)
e1(M) = — (resp. e2(M) = —) si M € K; UKy (resp. si M € K; UKj3)

ou K1, Ko, K3 et K4 sont les ensembles définis dans la démonstration de la proposition 3.2
page 45 :

K={(5 ) e M@z)" | ed >0} Ky ={(5}) e M@2.2)" |cd < 0}

Ky={ (% ) e M2,2)* [c=0} Ky={(%}) e M2.2)*|d=0}.

On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 3.3. Soit ZUMM € C[M(2,Z),] vérifiant la condition (Cy). On a les for-

M
mules o
It e1(M)
T} = uy MY
M
et —_
I— — ea(M)
T,07 = uyMUP
M
Démonstration : Pour la démonstration, on utilise le méme raisonnement que dans la
démonstration du théoreme 0.9. L’introduction des fonctions &1 et €9 provient du fait
100
-
que les intégrales ]\;‘g#dT dépendent du chemin d’intégration si Mz € H. Ces
Z—T

intégrales peuvent prendre des valeurs différentes, selon la classe d’homotopie du chemin
de 0 a 700 choisi.
Plus précisément, en reprenant les notations de la démonstration précédente, 'hypothese
> uar([Moc] — [MO]) — [oc] + [0] = 0
MerSL(2,7)

nous montre que le cycle d’intégration dans H

A= Z up0T (MO, Moo; z) + Z uprgT (MO, Moo; z) — g™ (0,005 2)
MerSL(2,Z) MerSL(2,Z)
MeK UKy MeKoUK3
est fermé, et vérifie
f|¢n(97")F(T) dr =0
A zZ—T

car la fonction intégrée est indépendante de M et que son seul pdle, z, est & I'extérieur de
ce cycle fermé. De méme, le cycle d'intégration

A= Z up0T (MO, Moo; ) + Z uprgT (MO, Moo; z) — 07 (0, i00; 2)
MerSL(2,Z) MerSL(2,Z)
MeK1UKs MeKoUKy

est fermé et vérifie
Sign(gr7(T)

A Z—T

dr = 0.

3.2 Fonctions L

On suppose dans ce chapitre qu’on a I' = T';(N). On pose, pour f € S;(I'1(N)) et
I'(N)g € T1(N)\SL(2,Z)

“+00

AN(fig,8) = N*/2 /O fglit) = dt.

On a
AN(f,8) = N*2(2m)T'(s) L(f, ),

oo
ot L(f,s) = Z % si f(z) = Z ane®™* . La fonction Ay f se prolonge holomorphique-

n=1 n=1
ment sur le plan complexe.
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3.2.1 Démonstration de la proposition 0.10
On va montrer, grace au théoreme 0.3, le résultat suivant :

Proposition 0.10. Soit f € S1(I'1(N)). La forme parabolique f est déterminée par les
A(fig,n) pour tout T'1(N)g € T1(N)\SL(2,Z) et tout n entier négatif ou nul.

Démonstration : : Supposons que A(f|y, —n) = 0 pour tout n > 0 et pour tout I't(N)g €
1 (N)\SL(2,Z), et montrons que f = 0. Pour cela, il suffit d’aprés le théoreme 0.3 de
montrer que 9y = 0.

On sait que pour tout [ > 0 on a

R i P1C I (P1C)
i%(ajiT)l_xliIznoo(ivg*T)l

=0

puisque la forme parabolique f|, est exponentiellement décroissante aux pointes. Pour
I''(N)g € T'1(N)\SL(2,Z), la fonction z —— 9¢(z,T'1(N)g) est de classe C* sur R. En
la dérivant, on obtient :

DHR [ fy ()
(k) _ (=D / lg
(lf)f) (.’L‘,Fl(N)g) Qi 0 (I—T)k+1dT'
En particulier, on en déduit que
k! 100 o
(W) P (0,T1(N)g) = 5 fg(m)r™
1T 0
c’est-a-dire
! i\ 7k
)OI V)g) =~ (=) Al k). (31)
’ 2ir \ VN o7
Or la fonction v¢ satisfait 'équation fonctionnelle (3.8) :
_ 1 1 _
Ur(e.T1(N)g) = ¥yl + LIAN)GT™) + — gl = —— DI(N)gT™™ ). (32)

Lemme 3.4. Soit n >0, et T'1(N)g € I'1(N)\SL(2,Z). On a la formule :
()@ T1(N)g) = (bp)"™(x+1.T1(N)gT )
a2 @)®0 - Ti(g( ) Y))

[
+ Z k'2 (n—k)! (x4 1)(ntk+1) (3.3)
Démonstration :  Soit h = ¢gT"~*. Posons I(x) = ;1/7(1 — L,Fl(N)h). En déri-
z+1 z+1

vant n fois la formule (5.2), on obtient :

()™ (@, T1(N)g) = ()™ (x + 1, T (N)gT"") + 1" ().

k)
1 ,T1(N)h
Calculons (" )( ) par récurrence : SuUpposons que A Z ko f ( @ _f_mf;t+k+(1 )h) .
C’est vrai au rang 0 et on a a0 = 1. En dérivant cette egahte on obtient
(k+1 (k)
s N0 (I 4 1)n+k+3 (.T + 1)n+k—|—2
f x+1’ 1

- Zo‘kanﬂ (z + 1)nth+2
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avec les ay,,, vérifiant

Q041 = —(n+1agn
On+in+l = Opn
U1 = Qg1 — (n+14+k)ag, si 1<k<n.
k n!?
Posons [y, = (—1)"~ m On voit que Byo = ap, et que B, vérifie le méme
2(n—k)!
systéme d’équations que oy, ce qui prouve que pour tout n et pour tout £ < n on a
n!?
an . = (—1 n-k__ "
b= (=1) K2(n — k)! 00

En utilisant ce lemme et en passant & la limite quand x — 0, on obtient

(W) (LT (N)gT™h) = (1h5)™(0,T'1(N)g)
n !

n.2 X
- Z(—l)(n_k)m(?ﬁf)(k) (0,T1(N)gT"™").
k=0

Cette formule se généralise a la fonction \IJ}L € Eg\]_oo’o[, définie dans la section 3.2.

Par hypothese, A(f|y,—n) = 0 pour tout n > 0 et pour tout I't(N)g € I'1(N)\SL(2,Z),
ce qui implique d’apres I'équation (5.1)

(W)™ (0,T1(N)g) =0

pour tout n > 0 et pour tout I'1(N)g € T'1(N)\SL(2,Z). I’équation ci-dessus montre que

(%)™ (1,T1(N)g) =0

pour tout 'y (NV)g € T'1(N)\SL(2,Z). Or pour tout I';(N)g € I'1(N)\SL(2,Z) la fonction
z — \Il}"(z,Fl(N )g) est une fonction holomorphe sur C\] — oo, 0]. Toutes ses dérivées
s’annulant au point 1, on en déduit que \I/]f =0.

La correspondance f — \Il}' étant injective d’apres le théoreme 0.3, cela entraine f = 0,
ce qui démontre la proposition 0.10. &

3.2.2 Fonctions L tordues
oo
Notons f(z) = Z an(f)e*™ le développement de Fourier de f. Dans la suite, on notera

n=0
ap la forme linéaire qui & f associe le coefficient a,(f). Pour y un caractére de Dirichlet

modulo m, on note f, la forme modulaire définie par f,(z) = Zan(f)x(n)e%mz. On
n=1

suppose dans la suite que f est une forme primitive. La forme modulaire f, est vecteur
propre de presque tous les opérateurs de Hecke, il existe donc une unique forme primitive
associée a f, (I'unique forme primitive ayant le méme systeme de valeurs propres que fy
pour presque tous les opérateurs de Hecke), on la note f ® x. On a

L(fys) = L™(f @ x, )
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ol Ny est le conducteur de x, et ot L(NX)( f ®x,-) désigne la fonction L de f ® y privée
de ses facteurs d’Euler associés aux nombres premiers divisant N,.

Sf= > mf‘c a/m)'

a modulo m 0 1

On pose

Si x est primitif, on a S, f = 7(X) fy, out 7(X) désigne la somme de Gauss de Y définie par
m

(x1) = Y xa(h)e* .

Soit. f une forme primitive de niveau N, et soit N’ un diviseur de N. On suppose que
x est un caractére de Dirichlet de niveau N’, et on note Ny le conducteur de x. On a
X = XoX's» Ol xo est un caractére primitif modulo Ny et x%, est le caractére trivial
modulo N’, c’est-a-dire la fonction caractéristique des entiers inversibles modulo N’. La
forme modulaire f étant primitive de niveau N, on a pour tout p|N et pour tout n I’égalité

anp(f) = an(f)ap(f)-

Lemme 3.5. Soit p un nombre premier divisant N On pose N" = —, et on note X"
0

le caractére de Dirichlet modulo N" induit par x (on a X" = xoX'yn). On a l’égalité

S\ f = pay(f) (Sxﬂf)‘(O 1) X'(0) (Syrf) = (S f) ‘\/—pf)< ) —X"(p)1d

Démonstration : On a
©° . 2iTna
(Sy ) = D an(He™ D" x(a)e»N”
n=0 a mod pN"

2

= ianmem[ Yoo Xaern 3 mu;(a)l)ew]
n=0

a mod pN"’ a mod pN”’

Or x"(a) a)(xp(a) — 1) # 0 entraine pla, on a donc

2imna 2imnl
Y. X'@)gla) = e == 3 X(p)e

a mod pN"' [ mod N”'

De méme, le caractére x” étant de niveau N”, on a

2imna [ 2imna 2imnr
Z Y'(a)e " = Z X' (@) Z e N o

a mod pN"’ « mod N r mod p

__ 2imna
= pxh(n) D X'(a)ern.

a mod N

On en déduit que

0.0) NI/ )
CCISE O WHTELTED WO b ST S
m=0 a mod N =1
N oo
= pap(f) Z 217rm pz+ N// Z Xl/ Z an(f) 217m(z+ N )
a mod N’ m=0 n=0

pap(f) (Sx”f) (pz) - X”—@ (Sx”f) (Z)
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ce qui montre le lemme, car (Sy»f)|/, o\ (2) = /D(Sy )(pz). &
1)
. s . . N
On dit qu'un diviseur M de N est un diviseur exact de N si on a (M, M) =1.

3.2.3 Démonstration du théoréme 0.11

On sait que la surjection 7 :

My(Z) — (Z/NZ)?
(Z 2) s (c,d)

définit une bijection 7y entre I'y (N)\SL(2,Z) et En. Dans la suite, pour (u,v) € Ey, on
définit f,,,) comme étant la fonction f|,, avec mn(I'1(N)g) = (u,v).

On suppose ici que f est une forme primitive de l'espace S1(I'g(IV),), ou ¥ est un
caractere de Dirichlet modulo N vérifiant ¢/(—1) = —1. On note m,;, le conducteur de 1,
c’est un diviseur de N.

Soit (u,v) € En. Soit M le plus grand diviseur de N tel que tout diviseur premier de M
divise pged(u, V).

O N = ———— et M' = pged(M, N').
n pose b ) © pged(M, N')
. . A B - AR
On considere une matrice C D € Ms(Z) vérifiant les propriétés suivantes :
y , , N N’ ,
MM'|A, MM'|D, NN'|C, MW‘B et AD—-BC =MM". (*)ar-

N
Lemme 3.6. La fonction f(A B) ne dépend que de A modulo i et de B modulo M.
C D

A B
c D

N
A = A’ modulo i et B = B’ modulo M (ce qui entraine A = A" et B = B’ modulo N).

On a alors
-1 AD'—-BC' A'B—AB'
n=(a )& ) (e e ).
C D " D S oz

Démonstration :  Soit < > une autre matrice vérifiant les conditions (x)as, avec

Par hypothese, cette matrice appartient a SL(2,Z). De plus, comme NN'|C et NN'|C’,
A'D-B'C DA - A)—C(B - B)

H € To(NN'). Enfin, on a i AT

A'D — B'C

+1, et comme et

MM’
= 1 modulo N par hypothése. On prouve

t enti 1
sont entiers, ce j l};):rou\l;e C(jtue Y
W = 1 modulo N, ce qui montre que H € To(NN')NT'1(N),

et donc que f|(,4 B) :f|(,4’ B/). &

C D c’" D’

MM’

de la méme facon que

Soit (u,v) € En. On définit I'opérateur Wi, ) sur Si(Lo(NN') NT'1(N)) par Wi, =

A B\ . . (A B\ _,. . N N
‘(C D), ou la matrice (C D) vérifie les conditions (x37), et ot A = uM modulo U et
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N\ N
B=w <M> modulo M. Soit 0 < k < N DPentier défini par k& = uwv modulo i et

kN’
N

= —wuv modulo M. On a pged(uv, N)|k. On suppose 0 < k < N, et on note k' =
/
La fraction N est irréductible.

Lemme 3.7. Soit g € SL(2,Z) telle que (u,v) = wn(g). Soit < é IB; ) une matrice

telle que Wy ) = ‘(é g) . On a l’égalité matricielle suivante :
NM' 0 0 -1 1 k/N A B
Fl(N)g( 0 M>_F1(N)<N 0)(0 1)(0 D)'
Démonstration :  On a

o

)M )

0 -1 1 k/N A B\ — 5 —
N 0 0o 1 C D)\ &+ BN

Il nous suffit donc de montrer que

2=

__C D
g =1 (4 T ny 0 ).
M’ NM' M M

Cette matrice, par hypothese sur A, B, C' et D, est a coeflicients entiers, et de déterminant
1, donc d’apres la bijection 7y, il nous suffit de montrer que

A kC BN kD
— + =wu modulo N et —— + — = v modulo N.
M NM M M
N A
Or, modulo —, on a I’équivalence B = (" 70 , et modulo M on a
M 57 o 0 u'l
MM M
N
M

4. B 0 wv(sr)?
I’équivalence < M5 ) = ( 1N ) Ainsi, modulo M, en utilisant la

MM M M
congruence k = —uv, on a
A kC N kD
M_I_NM’ = u[M] et BM—FWEU[M]
N

D
la derniere égalité vient du fait que M’ = (M ), donc comme M’ |M et

" pged(uv, N)
kD
pged(uv, N)|k par hypothese, on a bien M‘ﬁ car M|N.

N
De méme, modulo U on trouve

£+£: [ﬁ] ot B£+@: [E]
TN T MM [ VA Ve
ce qui termine la, démonstration. &
On a ’égalité
(27’[’)5 /+oo . -1
L(f u,v ,S) - f u,v (Zy)ys dy
[(u,v) T(s) J [(u,v)
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L’égalité matricielle du lemme 5.7 montre que

e = DR B )

. (w [(Wwﬂ'(g k/fX)D((NM”; )

M
En effectuant le changement de variables w = N ]\z/, on en déduit que
(2) <NM’>S_1/2 /+°° . Ldw
L(fi(uw):8) = Wy |(WN f w)w®—- (34

La forme f est par hypothese primitive, elle vérifie donc 1'équation fonctionnelle Wy f =

en(f)f. On a ainsi

L(fl(U,v)’S) - (EZS))S <N]y/>s_l/2 EN(f) /0+OO <Wu,v [7((1) k/l\lf)]) (iw>w8d%' (3'5)

On va maintenant exprimer f (1 k /N) en fonction de fonctions 7X.

0 1
D’apres la relation d’orthogonalité des caracteres, et comme pged(k’, N') =1, on a

T ) © Zan gaimnz 2innk! [N

0 1
R N . , -
_ ¢(N/) Z an(f)e2z7rnz Z e2z7rna/N Z X(k_/)x(a)
n=0 a mod N’ x car. mod. N/
— Z (]6—,)) Z X Z (7)e2i7rn(z+%)

X car. mod. N’ a mod N’ n=0

(k") <
x car. mod. N’
Soit & présent y un caractére de Dirichlet de niveau N’. On note Ny le conducteur de Yy,
et xo le caractere prlmltlf modulo Ny associé a x. Exprimons S, f en fonction de Svo f.
On pose, pour tout, n, a!, = \/na,(f). La forme modulaire f étant primitive de niveau N,

on a pour tout p|N et pour tout n I'égalité an,(f) = an(f)ay(f), et de méme a},, = a},al,.
! /
On note Up(ﬁ) la valuation p-adique de N et on étend par C-linéarité l'action de

GL(2,Q) sur les formes modulaires. On trouve, par application répétée du lemme 5.5

SX7 = SX07

IT (e 5] s fa ) o7,
p|%
!
ou le produit porte sur les nombres premiers p divisant N Par multiplicativité, on peut

écrire le produit précédent sous la forme
N/
) (p O w(mg) =17, D0 o N Xo(p) p 0\ !
[T ()] a9~ o] =y (% 5) 1T |1- 252 Y)
N/ 7

No
N
p‘NT) P|1TO
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(par multiplicativité, s’il existe p tel que a;) =0ona a'N_, = 0, et dans ce cas SX7 =0).
N
On peut développer, grace a la fonction de Mobius, le produit précédent pour obtenir

N _1 N/ N’
1w O 1_X0(p)(p0> _ /<r0>
a%(‘”)H[ a \*1 r%;u rNo ) X0\ )0 1
No No

!/

la somme se faisant ici sur tous les diviseurs strictement positifs de N
0
On en déduit finalement la formule

= Xo(K)7T(X0) /1
Ay =22 ey il O (o o)
0o 1) i @%Hb‘m®6%]
/ 01
pld b
!
ou la somme porte sur tous les caracteres o primitifs modulo v On peut la récrire sous
la forme (K)7(x5)
a X0 7{X0 ya
f(l k"/N’) = ZZWZC&]CXO (5 0) (36)
0 1 d|N’" Xo s|d 01

. d dy
ouncs=pl~= — |as.
S 1% 5 X0 5 )
Soit d un diviseur de N’, et 6 un diviseur de d. On cherche maintenant & déterminer
o — , dw N’
/ Wauw | fyo (5 o\ | (tw)w®—, olt xp est un caractere primitif modulo Ny = =
0 0 1) w

On sait ([Miy89] lemme 4.3.10) que 7){0 € S1(To(0),x8Y), o C est le p.p.cm. de
N, Ng et mgNo. On a my = my, et my|N, aussi C|NNp. On en déduit que ?xo €

NN’ —
S1(Co(——): x§¥)-
L’entier ¢ s’écrit sous la forme § = d1d2, ou le support de §; est inclus dans le support de
!/

M', et le support de d5 est inclus dans le support de a (cette décomposition est unique
/

N
car pged (M, M) =1).

On a I’égalité matricielle

() (e n) =08 7))

En effectuant le changement de variable u = dow dans l'intégrale, on trouve que

00 o ) s dw o oo _
/ VVu,v [fXO (5 0) ] (zw)w —w = (52 1/2 / on
0 01 0

. A 8B N . . . .
La matrice (C /5 D/251> est a coeflicients entiers, et son déterminant est

M NN
5 O MMs,

MM MM NN
M4 2D et
5, g 1D et =5

( A 523) (iU)us%u'

C/s D&

/

1

Par définition de 1 et d9, les nombres

sont entiers, et sont de plus

premiers entre eux. On a |C. Les caracteres o et ¢ s’écrivent



63

sous la forme xo = xmx( et ¥ = Yah), ot xar et ¥ sont des caractéres modulo M et

N N
X0 et ¥, sont des caractéres modulo a Les nombres premiers divisant M (resp. M) sont
M NN’

exactement les nombres premiers divisant 5 (resp. m), donc on a (proposition
1.1 de [A-L78))
=z Jpa— —2 4\ [ Ad =
Iyo (,_04 @g) = (Xar ¥ (02B) (xg o) <W> WMé_z;waO
5 61
N . NN’ . ..
ot Wy opere sur Sy(I'1( )) (on rappelle que pour un entier N; et un diviseur
91
exact My de Ny on définit I'opérateur Wy, sur Si(I'1(N1)) comme Paction d’une ma-
N
trice (%11(2 lel), avec a,b,c,d entiers vérifiant b = 1 mod M;, a = 1 mod ﬁll et

Mia b\ T s
det ( Nie M, d> = Mj). Les congruences vérifiées par A et B montrent qu’on a

(7 9n0) (52B) = (G600 (w62) O 9n) (57)
et
000 (73 ) = 6 e ) T O
On considere la forme primitive f®yo associée a 7)(0' Posons M; = ]\/[(5]1\4/ On note Nf@xo

NN’
|—— On note My,

le niveau de la forme primitive f ® yg. On a N+ 7

Foxo . la Mj-partie
de N7®xo' On a

X

War, (f @ x0) = [ean, (f © XO)G]|<M1/M o)

f®xo
0

ol G est une forme primitive de méme niveau que f ® o, de caractére X_MQwagQ%, ou
on note la constante de I'’équation fonctionnelle 7, (f ® x0). On a G = f @ xoXar by =

f ® xoxartar-
On dit qu'une forme modulaire f’ de niveau Nj est p-nouvelle pour un nombre premier
p divisant N7 si elle appartient a l'intersection des noyaux des deux morphismes naturels

allant de S1(I'1(N7)) dans 81(1“1(&)). Soit M7 un diviseur de Ni, on dit que f est
Mi-nouvelle si f’ est p-nouvelle pou€ tout nombre premier p divisant M;.

Lemme 3.8. La forme 7)(0 est My-nouvelle.

Démonstration :  On va utiliser le résultat suivant

Lemme 3.9. Soit p un nombre premier divisant N gy, et N. Sion a ap(f®Xo) = ap(fyo)
alors fy, est p-nouvelle.

Démonstration : Soient Nj le niveau de f,, et N} le niveau de f ® xo. On a la

N
décomposition f = Z aq(f® Xo)| ( 4 0\, ou d décrit les diviseurs de F} On a ainsi
d 0 1) 0

Z an(fxo)e%wnz _ Z adan(f ® X0)62i7rndz (3.7)

d,n
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La forme f,, est p-nouvelle si ay = 0 pour tout d multiple de p. On va montrer cette

N
propriété par récurrence : soit d un diviseur de F}, tel que p|d. On note rq = Z vg(d), la
0 q
somie se faisant sur tous les diviseurs premiers ¢ de d. On fait 'hypothése de récurrence
que pour tout d; diviseur de d tel que rgq, < rget v,(d;) > 1, on a ag, = 0. On va montrer
que cela entraine oy = 0.

1. On initie la récurrence en montrant que o, = 0 : ’équation (5.7) montre que

ap(fxo) = ap(f ® x0) + ap (car a; = 1 de par I'égalité ai(fy,) = a1(f ® xo0) = 1).
Par hypothese, cela entraine a;, = 0.

N
2. Soit d un diviseur de ﬁ tel que p divise d. On pose d = p»(Dd’. L’équation (5.7)
0
montre que

aa(fro) = asaqss(f © xo)- (3.8)

sld

Comme [ est primitive, on a ad(fxo) = ad’(fXO)aPUp(d)(fxo) = ad’(fXO)[ap(fXO)]vp(d)
car p divise le niveau de f. Comme p divise N{, on a amp@ (f®X0) = [a,(f@x0)]7P .
Ainsi, on a

ad(fxo) = aa (fxo)lap(f ® XO)}vp(d)-

L’équation (5.7) montre que ag (fy,) = Z asagq s (f @ Xxo), ce qui montre 1'égalité
6/|d/
ad(fyo) = Z asraq/s (f @ xo). D'apres 'équation (5.8), on en déduit
§'|d'

> asags(f ® xo) =0.

é|d, pld

Par hypothese de récurrence, on a a5 = 0 si p|d et 0 # d, donc on obtient ag = 0.

Y

Soit p un diviseur de M;. On va montrer que 7x0 est p-nouvelle. Pour cela, on utilise
I'’hypothese de minimalité : on suppose que f est de conducteur minimal parmi toutes ses
tordues par des caracteres de Dirichlet modulo N : cela entraine que N |N7®x’ pour tout

x caractere de Dirichlet modulo N. Il suffit alors de montrer, d’aprés le lemme 5.9, que
ap(f @ x0) = ap(fy,)-

N
Ol'l sait que NO divise N/ = m B
construction de M. Ainsi, on a v,(Ng) < vp(N). La forme primitive f est un élément de

S1(Fo(N). ¥). donc on a vy(my;) < vy(N) (puisque ¢ est un caractére modulo N).

- Or p|M;j, ce qui entraine p|pged(u, N) par

1. Supposons que vy(my;) = vp(N). Alors fyo est p-nouvelle ([A-L78] théoréme 4.2).

2. Supposons que vp(myg) < vp(NN). Alors ap(f) = 0 sauf si vy(my) =1, et v,(N) = p
([Miy89] théoréme 4.6.17).

(a) Siwvp(mg) =1, et vy(N) = p, alors ?xo est p-nouvelle ([A-L78] corollaire 4.1).
(b) Sinon, on a a,(f) = 0, donc ap(TXO) = 0. La forme modulaire Txo est de ca-
ractére 2. On a vp(mx(%) < max(vp(my;), vp(No)) < vp(N) par hypothese.

La forme primitive f étant de conducteur minimal parmi ses tordues, on a
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Up(NFgye) > Up(mx(%zﬂ) Ainsi, on a a,(f ® x0) = 0 sauf si v,(m %@) 1 et
vp(N) = p ([Miy89] théoréme 4.6.17). Mais dans ce cas, v,(No) = 1 puisque
vp(No) < vp(N) = p, donc f, est p-nouvelle. L'égalité ap(f®X0) = ( ,) =0
montre ainsi que fxo est p—nouvelle. &
Lemme 3.10. On a ’égalité
W, (Fyy) = eas, (F @ xa0)Xo(M1)([f ® XM¢M]XO)<Ml/Mf®XM 0)-
01
Démonstration :  La forme modulaire 7xo est Mi-nouvelle, donc on a 7x0 = (f®xm )xi)

Le caractere xo étant primitif, le caractere x{, est également primitif.
On a alors ([A-L78] proposition 3.4)

Wir, [(F @ xar)yg ] = X0 (M) [War, (F © xar)ly,
On en déduit

W, (TXO) = Wi [(f® XM)X(’)] =em, (f® XM)X_6(M1)([7 ® X—M?ﬁM]x())' <M1/1\47®XM 0) .
01

Cela entraine 'égalité

s—1/2
L(WMl (TXO)’ S) = &M (7® XM) < ) X_E)(Ml)L(Né)(7 ®X—MX/O¢M3 S)

A4?®Xo

N
(No, M)

On obtient ainsi

N !
ou Ny =

L(Wulf ) () (1) () (M)

@3mw@fwmmwmmmmﬁ

M=

s—1/2
— M — N —
e, (f ® xmr) ( ! ) X6(M1>L(NO)(f®X—MX6¢N[75)-
f®xo0

et donc

1= () o T (4

AN’ Xxo

s—1/2
g“h%mmMWWQX¢mmmmwmgﬁi) 3 (7 &)

X_ﬁ(MﬂL(Né) (f @ Xarxo¥a, )

!
ou la somme se fait sur tous les y( primitifs modulo R ce qui démontre le théoreme 0.11.

On démontre alors le corollaire 0.12 : soient fi et fo deux formes primitives modulo N
vérifiant les hypotheses du corollaire. 1l existe x1 modulo N tel que fi ® x1 soit de niveau
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minimal parmi les tordues de fi. Comme les niveaux de fi1 ® x1 et de fo ® x1 coincident,
on en déduit que fo ® x1 est de niveau minimal également parmi les tordues de fo. D’apres
le théoreme 0.11, pour tout (u,v) € En et pour tout n < 0, on a L((f1 ® X1)|(uw),n) =
L((f2 ® X1)|(u,v),7)- D’apres la proposition 0.10, on en déduit que fi ® x1 = fa ® x1, et
donc f1 = fo, car fi et fo sont primitives.



Chapitre 4

Appendice : quelques propriétés
de Z|SL(2,7Z)]

Soit @ le morphisme de Z[SL(2,Z)]-modules & gauche défini par :

®: Z[SL(2,Z)] — Z[P1(Q)]
ZuM[M] — ZUM([MOO} — [M0]).
M M

Notons @7 la restriction de ® & Z[SL(2,Z)*] (ou on note SL(2,Z)" le monoide défini par
{(‘; j) € SL(2,Z) | a,b,c,d > 0}).
Proposition 4.1. Le noyau de ®* est un idéal a gauche principal de Z[SL(2,Z)"] dont
Punique générateur (au signe prés) est ([I| — [T] — [T"]).
Démonstration :  Le noyau de @1 est un idéal & gauche de Z[SL(2,Z)"], et on a :

(1] = [T] — [T7]) = [oc] — (0] — [oc] + [1] — [1] + [0] = 0.
Ainsi ([I] — [T] — [T"]) est bien un élément de ker ®*, donc

ZISL(2,Z)"] ([I] — [T] — [T"]) C ker @7

On va maintenant montrer I'inclusion inverse.
Soit W = g upr M un élément non nul de ker ®*. Notons J I'idéal
M

J =ZISL(2,2)*] (1] - [T) - [T"]) .

On va montrer que W € 7.
Soit £(WW') I'union des supports de ZUM[MOO} et de ZUM[MO].
M M

Posons L(W) = max (a+ ), et m(W) = ’{g € LW)|a+ 8 =L(W)} (ol on sup-
FELW) 5
pose (Oé,ﬂ) = 1)

On va procéder a une double récurrence sur L(W) et m(W).

Soit % un élément de L(W) tel que a+ 5 = L(W). On suppose que L(W) > 2 (c’est-a-dire
a>1let > 1). Soient v et § deux entiers vérifiant oy — 0 = 1, tels que 0 < v <
et 0 < ¢ < a. Alors on sait que les matrices de SL(2,Z) vérifiant Moo = % sont de

67
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la forme 4 ( @ 0+ ka ), k € Z, donc celles qui appartiennent a SL(2,Z)" sont de la
B y+EkS
@ 0+ ka e v=p8 7=0 .
>
forme ( 8 4 +kp ), kE > 0 (car les égalités { 5—q O { 5_0 e peuvent étre

simultanément satisfaites).
On en déduit donc que pour tout k > 0, on a y+d+k(a+8) > a+ 3. Comme par hypothese,

a+ [ = L(W), la seule matrice M vérifiant ups # 0 et Moo = % est My = < 5 )

8 v
Le méme raisonnement montre que toutes les matrices de SL(2,Z) vérifiant M0 = % sont
ka—0 « .
de la forme & K- B ) k € Z, et donc comme a + 3 = L(W) la seule matrice M
o a—0 «
de SL(2,7Z)" vérifiant u 0 et MO = — est M- :< >
(2,2) M F 3 2 B—~ 3

On en déduit que up, = upg, car W € ker @t (le coefficient de 2 pour &+ (W) dans

B
Z[P1(Q)] étant upy, — upg, = 0).
Or dans SL(2,Z) on a

M1:<a5 5>T’ ot M2:<0‘5 5)T
B—v B—v v
a=0 0 ) € SL(2,Z)". Alors on a
B—v

ung, [M1] + ung, [Ma] = ung, ((MT'] + [MT)) = upg, [M] modulo J

car up [M]([I] = [T] = [1"]) € T

Ainsi, si on définit W =W — upy, ([M1] + [Ma]) + upg, [M], on a W = W[J] et L(W') <
L(W), et si L(W') = L(W) alors on a m(W') <m(W),car0 < (a =)+ (8 —7) <a+p
et 0<y+d<a+p.

Cela montre, par une double récurrence suivant L(W) et m(W) que W = W’ modulo 7,
ou L(W') < 1.

Dans ce cas, la seule matrice M de SL(2,Z)" pour laquelle on peut avoir up; # 0 est I.
La condition W € ker ®* (donc W’ € ker @) impose alors u;y = 0 (par exemple pour le
coefficient de 0 dans ®*(W’)), ce qui montre que W = 0[J], donc W € J.

Pour montrer que ([I] — [T] — [T"]) est I'unique générateur de ker T, on remarque que si

A= <‘Z Z) et B= (: 6) sont deux matrices de SL(2,Z)*, on a

L([A]) = max(a + ¢, b+ d) < L([AB]) = max(a(a + ¢) + v(b+ d), B(a + ¢) + 6(b + d)),

avec égalité si et seulement B = I. Comme [ est la seule matrice M de SL(2,Z)" vérifiant
L([M]) =1 et que T et T" sont les seules matrices de SL(2,Z)" vérifiant L([M]) = 2, on
en déduit que les générateurs de ker ®T ne doivent étre composées que des matrices I, 7T et
T" (pour que I'élément ([I] — [T'] — [T"]) soit atteint). Comme ils appartiennent a ker(®¥),
il faut que ur = wypr = —uy et pour étre générateur il faut que uy soit inversible dans Z,
donc uy = +1, ce qui montre la proposition. &

Soit M = (

Remarque. — Un des arguments principaux de la démonstration est le fait que Z est un
anneau euclidien.

On note &~ la restriction de ® a Z[SL(2,Z) |
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Corollaire 4.2. Le noyau de ®~ est un idéal a gauche principal de Z[SL(2,7)~] dont
Vunique générateur (au signe pres) est ([I] — [T~ — [T'71]).

Démonstration :  Soit n 'involution de Z[SL(2,Z)] définie par n(W) = VWV, ou V

0 + _ _ a b o
. 1).OnaVSL(2,Z) V = SL(2,2) ,carv< ’ d)v_

désigne la matrice (
— d

De plus, on a &(VWV) = (—1)®(W), pour tout W € Z[SL(2,Z)]. Cela montre que

ker(®~) = Vker(®*)V. Donc on a

( a b ) On en déduit que n(Z[SL(2,2)*]) = Z[SL(2,Z)"].

ker(®@~) = VZ[SL(22,Z2)*] (1] - [T - [T'])V
= VZ[SLER,2)TIVV (1] - [T] - [T']) V = Z[SL(2,2)7] (1] - [17"] = [T"71])

car n(T) =T~ et n(T") =T'1. %

Proposition 4.3. On a
ker & = Z[SL(2,7Z)] ([I] — [T — [T’D + Z[SL(2,2)] ([I] + [S]) -

Démonstration :  On a vu dans la démonstration de la proposition 6.1 que ([I] —
[T] — [T']) € ker®. De plus, ®([I] + [S]) = [oo] — [0] + [0] — [cc] = 0, donc ([I] +
[S]) € ker ®. Le noyau de ¢ étant un idéal & gauche de Z[SL(2,7Z)], cela montre que
ZISL(2,Z)| ([I] = [T] = [T"]) + ZISL(2,Z)] (1] + [S]) C ker ®. On va maintenant montrer
I'inclusion inverse.

Notons J l'idéal

ZISL(2,2)] (1] = [T] = [T]) + Z[SL(2, Z)} ([T] + [S]) -

Soit W = Z upr M un élément non nul de ker ®. On va utiliser le lemme suivant :

M
Lemme 4.4. Soit M une matrice de SL(2,7Z). L’une des quatre matrices M, —M, MS
et —M S appartient soit a SL(2,Z)", soit a SL(2,Z)~.

Démonstration :
. b s
Soit M = Z d ) Quitte a remplacer M par —M, on peut supposer que a > 0. Comme

ad — bc = 1, M vérifie I'une des hypotheses suivantes :
1. soit ad > 0, . Dans ce cas, bc > 0, donc soit M € SL(2,Z)*", soit M € SL(2,Z) ;

2. soit ad < 0. Dans ce cas, bc < 0, donc —bc > 0. On a M S = 2 :((]; . Quitte a
multiplier par —I, on peut supposer que b et —c sont strictement positifs, et alors
MS (ou —MS) appartient soit & SL(2,Z)", soit & SL(2,Z). N

Soit M un élément du support de W. Modulo J, on a [M]| = —[MS] (car [M]+[MS] € J),
M = [—M] (car [M] — [-M] = [M]([T) — [S))(IT) + [S]) € ), et donc [M] = —[~MS]. Le
lemme précédent nous montre alors que pour tout M € SL(2,7Z), on a up[M] = tup[M']
modulo J, ot M’ appartient soit & SL(2,Z)*, soit & SL(2,Z)~.

Ainsi, quitte & rajouter un élément de J, on peut supposer que le support de W est
contenu dans SL(2,Z)" USL(2,Z)" .
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Décomposons alors W : W = W+ + W—, ot W* € Z[SL(2,Z)*]. Les éléments de P;(Q)
pouvant appartenir & la fois au support de ®(W ™) et de ®(W ™) sont [0] et [oo] (puisque
le support de ®(W™) est contenu dans I’ensemble des éléments positifs de P;(Q), tandis
que celui de (W) est contenu dans 'ensemble des éléments négatifs de P1(Q)). Comme
O(W) = 0, cela montre que ®(W+) = afoc]+b[0], et (W) = —a[oo]—b[0], o (a,b) € Z2.
Or ®(W) est de degré 0, donc b = —a.

On a alors W = (W* —a[I]) + (W~ +al[l]), od Wt —a[l] € Z[SL(2,Z)"] est un élément
de ker(®), et W~ +a[l] € Z[SL(2,Z)~] est un élément de ker(®™).

Ainsi, en utilisant la proposition 6.1 et son corollaire, on obtient que W appartient &

ZISL(2,2)") (1] = [1] = [T"]) + Z[SL(2,Z)7] (1] - [T] — [T"71])

Or o a([1] = [T~1] = [T'1)) = —[=S] ([1] - [T}~ [T")) + [=S}([1) — [T]~ [} ([1] + [$]) € 7.
On en déduit ainsi que Z[SL(2,Z)~| ([I] — [T~'] — [T"~!]) C J, donc que W est congru
modulo J & un élément de J. Donc W € 7. &

P

Désignons par P1(Q) Iespace (Qj_\QQ) —{(0,0)}, qui est un revétement de degré 2 de
P1(Q). On peut considérer 'application ® définie par

b: Z[SL2,7)] — Z[P1(Q)] 1 ;
i — o ()] -o(4)])

Notons &+ et &~ les restrictions de ® & Z[SL(2,Z)"] et & Z[SL(2,Z)7].

Proposition 4.5. On a les résultats suivants :

ker ®t = ker &t = Z[SL(2,2)]([I] - [T] — [T"])

kerd~ = {0}

ker® = Z[SL(2,Z)|([I] - [T] - [T"]) + Z[SL(2, Z)|([I] + [S] + [S?] + [S])
= Z[SL2,Z)|([I] - [T] - [T']) + Z[SL(2,Z))([1] + [U] + [U?)).

Démonstration :  On a ker ® C ker o.

Comme [I] — [T] — [T'] appartient & ker @, cela nous montre que Z[SL(2,Z)*|([I] — [T] —
[T']) est inclus dans ker §)+, qui lui-méme est inclus dans ker ®*. D’apres la proposition
6.1, cela montre que ker @ = ker @ = Z[SL(2,Z)"|([I] — [T] — [T"]).

Pour M et M’ appartenant a SL(2,Z)", on a M< (1) ) = < ZM ) + M’( (1) > =
M

b, . , .
( d% > dans P1(Q), car les signes de an et by, et de ¢y et d); sont opposés. Soit
W = Z up[M] € ker CTJ_, alors nécessairement on a

L () ()

dans Z[IP’TE@)] Pour M = ( (z 2 ) € SL(2,Z)~, posons L(M) = max{a —c¢, d—b} > 0.

Soit N = < CCL 2 ) un élément du support de W tel que L(N) = L(W), ou L(W) est le

maximum des L(M) pour M dans le support de W.
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Si L(N) = a — ¢, on sait que toutes les matrices de SL(2,Z) vérifiant M < L ) = ( “ >

0 c
dans P1(Q) sont ( ¢ Z——I;IZZ
couple (b,d) € Z~ x Z* tel que d — b < a — c. La seule matrice pouvant appartenir a W,
par définition de L(W), est donc N, mais alors il faut uy = 0, ce qui contredit le fait que
N appartient au support de W. Le méme raisonnement s’applique au cas ou L(N) = d—b.
Donc nécessairement ce support est vide, et W =0 dans Z[SL(2,Z)~].

>, avec k € Z. Or b < 0 et d > 0, donc il existe un seul

Etudions maintenant ker ®. On sait que ker ® C ker ®. On note J lidéal
T = 2[SLE,D)(I) - [T) - (') + ZISLE Z))(1] + [S] + [$%] + [5°)).
On a dans Z[SL(2,7Z)] la relation
1]+ [S] + [S%] + [$%) = (1] + [U] + [U?]) + ([=1) = [U] = [U*)([1] = [T] = [1"))
ce qui prouve que J = Z[SL(2,Z)|([I] — [T] — [T"]) + Z[SL(2, Z)|([I] + [U] + [U?)).
Soit W un élément de ker ®. D’apres la proposition 6.3 on a W = Wi([I] — [T] —

[T"]) + Wa([I] + [S]), avec W1 et Wy appartenant a Z[SL(2,Z)]. Comme [I] — [T] —
[T'] € ker®, on voit que W € ker® si et seulement si Wa([I] + [S]) € ker ®. Soit

a b
WgzZuM( M- oM ),alors on a
M

e dy

Wo( — :
s+ 5= 3w ((27) = (Z00)
Par définition de Cf, on voit donc que W € ker ® si et seulement si W vérifie
Sun (ML) =S [ ()] (4.1)
0 0
M M

Soit W = Wi ([I] — [T] — [T"]) + Wg([ ] +[S]) un élément de ker ®. W, satisfait donc la
relation 6.1. On va montrer que Wa([I] + [S]) € J. On peut écrire

Wy = ZUM+M +ZUM

MF My

( ) e S’upp(@(WQ

ot M} (resp. M) décrit 'ensemble des matrices M vérifiant M < L ) = ( i > (resp.

0
1 —a .
M ( 0 ) = ( e )) La relation 6.1 nous montre que ZUM+ = ZUM—-
Mg My
Posons Wa(« Z up+ M* 4 Z up-M—. On a
MF Ma

D un- M+ [S]+ [+ [5°]) € T,
=
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donc modulo J on a

Wa(a) (] +[S]) = Wa(a)([1] +[S1) = > un-M (] +[S] + [S°] + [5%))
Mg
= > unrM([I] +[S)),

MY

carsi M~ € M, , M~ S? € M. La relation (6.1) nous dit alors que

E up = E U]\4+—E U]\{—:O.
MF M

My

Soit My = < ch 2 > une matrice de SL(2,Z). Les matrices de M sont les matrices de

la forme MoT*, avec k € Z. Ainsi on a Wa(a)([I] + [S]) = ) upMoT*([I] + [S]) modulo
kEZ
J, ou les uy sont presque tous nuls et vérifient Zuk =0.

Or pour tout M € SL(2,Z) on a la relation danskZ[SL(Q,Z)} :
[M]([1] + [S]) = [MT](I] + [S]) + ([M] = [MTS))([I] = [T] = [T"]).

Cela nous montre par récurrence (montante ou descendante suivant le signe de k) que
pour tout k € Z on a

MoT*([I] + [S]) = My([I] + [S]) modulo 7.
Ainsi

Wo(a)([I] +[9]) = (Z uk) My([I] + [S]) = 0 modulo J.
k

On en déduit que Wo([I] + [S]) € J, donc W € J, ce qui montre la proposition. &

La proposition suivante est bien connue, et est utilisée par Lewis et Zagier dans [L-Z01].
Proposition 4.6. Le monoide SL(2,7Z)" est engendré librement par T et T'.

Démonstration :  Montrons d’abord que T et T engendrent SL(2,Z)". Soit M = (a b)

c d
une matrice de SL(2,Z)". On note s(M) =a + b+ c +d.
On suppose que ¢ # 0 car sinon on a nécessairement M = T?.
— Supposons que a > c. On distingue deux sous-cas :
— Sic > 1, on effectue la division euclidienne de a par ¢ : a = mc+t, avec 0 <t < c.

Alors on a (‘Z Z) =Tm (t b_m‘é). Comme (b — md)c = td — 1, on en déduit que

(&
(b — md)e > —1. Par hypothése ¢ > 1 donc b — md > 0, ce qui prouve que
T ™M € SL(2,Z)" et on a s(T"™M) = s(M) — (c+d)m < s(M) car c+d > 0
et m>1.

~Sic=1onaT V)M = G b_(a_l)i) et b—(a—1)d =d—-1> 0, donc

T=@DM € SL(2,Z)t et s(T~(*" VM) = s(M) — (a —1)(1 4+ d) < s(M) car par
hypothese a > ¢ donc a — 1 > 0.
— Supposons que ¢ > a. On effectue la division euclidienne de ¢ par a : ¢ = ka+1, avec

0 <1< a Alors T'*M = (7). Comme [ >0, a(d — kb) = b+ 1> 0, ainsi

d—kb>0.Donc T'"*M € SL(2,Z)*", et s(T'""*M) = s(M) — k(a +b) < s(M).



73

On réitere ce processus jusqu’a ce que ¢ = 0. La matrice obtenue est alors T" avec h > 0.
n

Cela montre que M = HT"“TI”', avec a; > 0 et b; > 0 pour tout 1 <i <mn.

i=1
Montrons maintenant que ce monoide est engendré librement. Pour cela, on va procéder
par I'absurde : supposons que M € SL(2,7Z) ait deux écritures différentes. On simplifie &
droite jusqu’a ce que soit 'une des écritures se réduise a I'identité, soit on obtienne une
égalité du type M1T = MsT’, ot My et My appartiennent & SL(2,7Z)".

— Supposons que MT = MyT' = (i 2). Posons M7 = <2 Zi) et My = <a2 bz).
Comme les coefficients de ces matrices sont > 0, on a a = a1 < b = a1 + by, et
c=c1<d=c1+d;.0Orb=by<a=ags+by, et d=dy <c=cy+dy. On doit donc
avoir a = b et ¢ = d, donc by = dj = 0, ce qui est impossible puisque My € SL(2,7Z).

— Supposons que I = TM ou que I = T'M, avec M = ('Z 2) € SL(2,Z)*. On a
s(TM) =s(M)+c+d>s(M)et s(T'"M) =s(M)+a+b> s(M). Comme pour
tout My € SL(2,Z)*, on a s(My) > 2,ona s(TM)>3et s(T'"M) > 3. Or s(I) =2,
on aboutit donc a une contradiction.

Cela prouve que ce monoide est engendré librement. &
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Périodes de formes modulaires de poids 1

Francois Martin

Résumé. Le but principal de cette these est d’étendre au cas des formes modulaires de poids 1 la
théorie classique des périodes de formes modulaires de poids supérieur ou égal & 2. Dans un premier temps,
on associe une fonction période & une forme parabolique sur C \ R de poids 1 pour I'; elle appartient &
Pespace Lr des fonctions analytiques vectorielles 1 de Ry x T'\SL(2,7Z) dans C, qui vérifient les relations
de Manin caractéristiques des périodes et tendent vers 0 en I'infini. On montre que cette correspondance
est un isomorphisme d’espaces vectoriels complexes. On définit ensuite une involution sur Lr qui identifie
S1(T) & la partie de Lr invariante par cette involution. On décrit ensuite en terme de périodes le produit
scalaire de Petersson, et on étend la construction précédente au cas des formes non paraboliques, la formule
asymptotique étant remplacée par ¢ (z,I'g) = Alogx + B + 0(1). On donne une interprétation cohomolo-
gique en identifiant I’espace des périodes avec la cohomologie parabolique de SL(2,Z) dans un module qui
dépend de T'. Enfin, on se place dans le cas ou I' est le groupe arithmétique I'1 (IV), et on décrit 'action
des opérateurs de Hecke sur ’espace des périodes Lr. On montre ensuite que les coefficients de Taylor des
composantes de la fonction période en z = 0 sont combinaisons linéaires des valeurs aux entiers négatifs
des séries L de la forme modulaire tordues par les caractéres de Dirichlet modulo N, ce qui permet de
reconstruire la forme modulaire & partir de ces valeurs. On donne en appendice quelques propriétés des

anneaux du groupe SL(2,Z) et du semi-groupe SL(2,Z)".
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