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Introduction

Avant-propos

La classification des fibrés vectoriels sur une variété algébrique complexe X, projective et lisse, conduit a
I’étude de l'espace de modules des faisceaux semi-stables sur X de classes caractéristiques topologiques fixées.
Une des préoccupations fondamentales de la géométrie algébrique est la compréhension de ces espaces de mo-
dules. Soit M un tel espace de modules. Il existe sur M des faisceaux inversibles canoniques D, appelés fibrés
déterminants. Une question importante est le calcul de espace H?(M, D®!) des sections globales du fibré D®!,
pour un entier [ positif.

Le cas classique est le suivant : X est une courbe complexe projective et lisse, de genre ¢ > 1; M est la
jacobienne J971(X) paramétrant des faisceaux inversibles de degré g — 1 sur X ; D = Oy (O) est le faisceau
inversible associé au diviseur canonique © sur J9 1(X); alors HO(M, D®!) s’identifie & 1’espace des fonctions
théta de niveau [ sur J9~1(X), HO(J9~1(X),0m(10)).

Soit X une courbe projective lisse de genre g > 2, M,, ’espace de modules des faisceaux semi-stables de
rang n et déterminant trivial sur X. Il existe un fibré déterminant canonique D sur M,. On démontre dans
[B-N-R89] que lespace H°(M,,, D) est canoniquement isomorphe au dual de H°(J971(X),O(n®)), l'espace
des fonctions théta de niveau n sur J9~'(X). On nomme cet isomorphisme dualité étrange. Le calcul de la
dimension de I’espace des sections H?(M,,, D®!) pour un entier positif I quelconque a été réalisé par Beauville
et Laszlo ([B-L94]). La démarche consiste & identifier cet espace avec un espace de blocs conformes de la théorie
conforme rationnelle des champs. L’ensemble des espaces de blocs conformes satisfait certaines regles, dites de
factorisation, qui ont conduit Verlinde ([Verl88]) & donner une conjecture pour leur dimension. La conjecture a
été prouvée par [T-U-Y89], Faltings [Falt94], Beauville [Beau93] (voir [Sorg94]).

Soit X une surface projective lisse irréductible, munie d’un faisceau trés ample Ox (1) ; considérons ’espace
de modules M = Mx (7, ¢1, c2) des classes de S-équivalence de faisceaux semi-stables sur X, de rang r et classes
de Chern ¢; € Pic(X), co € HY(X).

Lorsque r = 2 et ¢; = 0, Pouvert M, des fibrés p-stables dans Mx (2,0, cz) s’identifie dans la théorie de
Donaldson ([Dona90]) avec I’espace de modules des connexions anti-self-duales irréductibles sur un SU(2)-fibré
sur X. Ainsi Mx (2,0, ¢2) devient une compactification de ce dernier espace de modules, quand ¢, est assez grand
(ca > 2 si X = Ps), puisque l'ouvert M,, est alors dense. La restriction du fibré déterminant canonique D sur
Pouvert des fibrés p-stables de M x (2,0, ¢2) s’identifie avec le fibré déterminant de Donaldson sur 'espace des
connexions. Il existe un lien entre le calcul de la cohomologie des fibrés déterminants sur M x (2,0, ¢2) et le calcul
des polynomes de Donaldson de X, invariants de la variété réelle sous-jacente a X . Plus précisément, soit u une
classe dans l'algebre de Grothendieck K(X), orthogonale a la classe ¢ = (2,0, ¢2) pour la forme quadratique
v = x(v-v). Si la polarisation Ox (1) est générique, on peut définir un fibré inversible D, sur Mx (2,0, c2).
Pour un entier positif [, 'application | — x(Mx (2,0, c2), D) est un polynome en [ dont le coefficient dominant
détermine la valeur du polynéme de Donaldson en ¢ (u) € H?(X,Z). De cette maniere le calcul des dimensions
h?(Mx (2,0, ), D% contient le calcul de la restriction du polynome de Donaldson au groupe de Néron-Severi
NS(X) Cc H?(X,Z).

Une formule générale pour h®(Mx (r, c1, ¢2), D®!) a été conjecturée par les physiciens Losev, Moore, Nekrasov,
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Shatashvili ([L-M-N-S95]). Une interprétation mathématique rigoureuse de leur formule semble difficile.

En général on connait peu de choses sur ’espace de modules M x (7, ¢1, ¢2) lorsque la surface X est différente de
P, (C). Notre travail se propose d’étudier par des méthodes de géométrie algébrique classique 'espace de sections
HO(Mx (r,c1,¢2), D) pour X = Py et certaines classes (r,c¢,c2) (annulation des espaces de cohomologie
supérieure est facile dans ces cas). La plupart des résultats obtenus sont des cas particuliers d’'une conjecture
de type dualité étrange due a Le Potier.

Présentation de la theése

L’introduction de la conjecture fait ’'objet du premier chapitre. On consideére 'algeébre de Grothendieck K(IPy)
des classes de faisceaux algébriques cohérents sur Py. C’est un groupe abélien isomorphe & Z3, un isomorphisme
étant donné par le rang, la classe de Chern et la caractéristique d’Euler-Poincaré (ceci nous permet de désigner
chaque classe ¢ € K(P2) par le triplet formé par son rang r, sa premiére classe de Chern ¢; et sa caractéristique
d’Euler-Poincaré x, ou bien, lorsque c’est indiqué, sa deuxieme classe de Chern cp). Elle est munie d’une
multiplication et d’une forme bilinéaire donnée par (c,u) = x(c - u). Pour deux classes ¢ et u orthogonales, de
rang r > 0 et respectivement 0, on note M. et M, les espaces de modules des faisceaux semi-stables sur P> de
classe ¢ et respectivement uw. Sur chacun de ces espaces il existe un fibré inversible D, et respectivement D,
appelé fibré déterminant. Alors le fibré produit tensoriel externe D, X D, sur M, x M,, a une section canonique
Oc,u, qui fournit une application linéaire

D, : H*(M,,D.)* — H°(M,, D)

appelée morphisme de dualité étrange. Remarquons que le groupe SL(3) agit sur P». Il agit ainsi sur les espaces
de modules M., M,, et sur les fibrés déterminants D.,D,,. Le morphisme D, , est un morphisme de SL(3)-
représentations.

Conjecture (J. Le Potier) Si M. est non-vide alors le morphisme de dualité étrange est un isomorphisme.

Dans tous les cas abordés la démarche suivie consiste en deux étapes : calculer séparément les dimensions
des espaces vectoriels de sections et établir ensuite l'injectivité du morphisme de dualité. La premiere étape
s’apparente au calcul de la formule de Verlinde et des nombres de Donaldson, tandis que la seconde est propre
a la dualité étrange. Quand la classe u est bien choisie, I’application linéaire D, , a l'interprétation géométrique
suivante : pour tout faisceau F' semi-stable de classe de Grothendieck c, les faisceaux G tels que h'(F ® G) # 0
constituent une hypersurface obtenue comme schéma des zéros d’une section de D.. On obtient un morphisme

@ : M, — P(H*(M,,D.))

(projectif des droites de H°(M,, D)), tel que ®*(O(1)) = D,. L’application linéaire D, , se retrouve comme
Iapplication linéaire induite par ® sur les espaces de sections. L’injectivité de D, , traduit le fait que I'image
de ® n’est pas contenue dans un hyperplan.

Plusieurs cas ont été traités par J. Le Potier. Par exemple, lorsque la classe ¢ est de rang 1, lorsque ¢ = (2, —1,0)
et u=(0,2,1), lorsque ¢ = (2,—1,—1) et u = (0,2,1) ou bien lorsque ¢ = (3,0,0) et u = (0,1,0), la conjecture
est vraie.

Les résultats obtenus dans cette these vont aussi a ’appui de la conjecture. Nous étudions le cas ol la classe
c est égale & (2,0, co = n) (en effet, chaque fois que ¢; est pair, en tensorisant par un fibré inversible convenable,
on est ramené a I’étude du cas ¢; = 0). Notons u la classe (0, 1, x = 0). La contribution principale est le théoreme
suivant :

Théoréme principal Le morphisme de dualité est un isomorphisme dans les cas suivants :
i)c=(2,0,ca=n),n <19, u=u=(0,1,x=0);
i) c=(2,0,ca=n),n <5, u=2u=(0,2,x=0);
iti) ¢ = (2,0,co =n),n <5, u=3u=(0,3,x =0).



Le point (i) sera démontré a I'issue du deuxieéme et troisieme chapitre. On identifie dans ce cas M,, = P3, le plan
projectif dual qui est le projectif des droites de Py, D. = Opz(n) et H*(M,, D.)* = S"E, ot E = H%(P,, O(1)).
Le morphisme ® décrit dans l'interprétation géométrique s’exprime ici en termes de droites de saut : a chaque
faisceau F il associe la courbe de ses droites de saut. C’est le morphisme introduit par Barth [Barth77] afin de
donner une description de I’espace de modules M,,.

On veut connaitre I’espace de sections globales H°(M,,, D) du fibré déterminant de Donaldson D = D,
considéré sur M,, = M(2,0,c,—n) €t préciser la SL(3)-représentation définie par cet espace vectoriel de sections.
Le résultat principal du deuxieme chapitre est

Théoréeme 1 Si2 <n =cy <19, lapplication linéaire
®* : HO(P3, O(n))* — H°(M,,, D)
est un isomorphisme.

Comme le premier membre est une représentation irréductible de SL(3), le morphisme de dualité étrange est
injectif, puisque équivariant et non nul. Il suffit de prouver que la dimension de I’espace H°(M,,, D) est égale &
celle de H(P3, O(n)).

L’idée de la démonstration est la suivante. On se fixe un entier positif [. On utilise des résultats de Min He sur
les espaces de modules des systemes cohérents (I', F'(1)), ou F est de classe (2,0,co = n) et I’ est un sous-espace
vectoriel de dimension 1 de H(F(1)). On ramene, pour n compris entre [(I — 1) et (I + 1)(I + 2), le calcul de la
dimension de I'espace H?(M,,, D) & I’étude des sections d’un fibré vectoriel S'R ® ® sur un ouvert U du schéma
de Hilbert Hilb™ (P,) des sous-schémas finis de longueur m = n + 1> de Py. Les espaces de modules de systémes
cohérents jouent le role d’intermédiaire entre l’espace de modules initial et Hilb™ (IP3).

Si 2 C Hilb™(P3) x Py est le sous-schéma universel, 7 est le faisceaux d’idéaux associé,

pri - Hllbm(]Pz) x Py — Hllbm(PQ),pTQ : Hilb™ (]Pz) x Py — Py

sont les deux projections, le faisceau algébrique cohérent R est défini par R = R'pry.(Z(21 —3)). Ce faisceau est
localement libre en dehors du fermé de Brill-Noether B des schémas Z € Hilb™ (P3) tels que h°(Iz(21 —3)) # 0.
L’ouvert noté U est l'ouvert complémentaire de B. La codimension de B est supérieure ou égale a 2, donc
les résultats de cohomologie locale nous permettent de passer de Hilb™(Py) & U pour le calcul d’un espace de
sections. Le fibré 0 = D, est le fibré déterminant sur le schéma de Hilbert Hilb™(PP3), vu comme espace de
modules des faisceaux sans torsion de rang r = 1 sur Py, de classes de Chern ¢; = 0,¢c2 = m.

Le fibré R admet une résolution sur U

0SB0y = 0k) ™ |y > R =0
pour E = HO(Py,0(1)), et k = 20 — 3. Le fibré O(k)"™ est défini par Ok)"™ = pri. (0= & pri(O(k))). Par

conséquent, le fibré S'R ® 0 admet une résolution sur U par un complexe de fibrés vectoriels de la forme

K'=A"'S"E @ S (O(k)

[m}) 20
pour i = 0,...,l. Il reste ensuite & étudier les termes EY'? = H?(K~P) de la suite spectrale associée a cette
résolution de S'R ® 0 sur U.

Lorsque [ augmente, le nombre de termes de la suite spectrale qui sont & déterminer augmente également.
Les cas I = 1,2 se résolvent sans difficultés et ils fournissent le résultat pour n < 11. Pour | = 3, une étude
approfondie des morphismes entre les fibrés vectoriels sur le schéma de Hilbert entrant en jeu est nécessaire
afin de déterminer les termes supplémentaires. On a besoin d’un théoréme d’annulation de la cohomologie du
fibré tautologique (’)(k)[m] ® 0 sur le schéma de Hilbert, qui est prouvé dans le troisieme chapitre et qui est un
résultat intéressant en soi. Moyennant encore une partie théorique de calculs de représentations de SL(3), nous
étendouns le résultat jusqu’a n < 19.

Le résultat du troisieme chapitre est valable sur une surface X projective et lisse sur C et pour des fibrés
L™ et 94 sur le schéma de Hilbert X" associés & des fibrés inversibles L et A sur X. La notation X' a été
considérée ici plus adaptée au contexte que Hilb™ (X).

[
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On utilise le diagramme
Xm
a
xS (X)
pour définir le fibré Dﬁ associé & A. Le morphisme HC' est le morphisme de Hilbert-Chow, qui associe & un
sous-schéma Z C X le cycle )« 1g(Z;)z, ot Z, est la composante de Z passant par x, et [g(Z,) la longueur
de Z,. Le morphisme ¢ est le quotient par I’action naturelle du groupe symétrique &,,. Alors

04 = HC* (AR AK--- K A)5™).

Soit =, C X" x X, le schéma universel des couples (Z,z) tels que z € Z. Il est fini de degré m et plat
au-dessus de X ol On note p; et po les deux projections :

[m] P2
X"xX—X
p1

[m]

X

aussi bien que leurs restrictions & =,,. Alors L™ est le fibré p1(Oz,, ® p3(L)).

Lorsque X = Py, si A est le fibré O(1), via l'identification de Hilb™(IPy) & l'espace de modules des faisceaux
sans torsion de rang 1 sur Py, 05" est le fibré déterminant sur Hilb™(IP5) associé a u = (0,1,0) € K(P2). Si
L = O(k), on retrouve la définition de (’)(k)[m] sur Hilb™ (IPy).

Nous démontrons alors :

Théoréme 2 Si HY(X, A) =HY(X,L® A) =0 pour tout ¢ > 1, alors
i) Hq(X[m],L[m] ®04) =0 pour g >0;
i) HO(X™, L™ @) ~ §™1(HO(4)) © HO(X, L A).

Je dois a Michel Brion le fait d’avoir affaibli les hypotheses.

Pour X =Py, L = Op,(3) et A = Op,(1) c’est le résultat utilisé dans le deuxieme chapitre. Pour L = Op,(—1),
A = Op,(3) c’est le résultat nécessaire pour des calculs analogues a ceux du chapitre 2 et qui apparaissent dans
le chapitre 4. Nous traitons les cas ¢ = 0,1 directement et nous utilisons une récurrence sur m pour ¢ > 1.
On fait intervenir alors un schéma de Hilbert d’incidence X'~ qui permet de passer de XA x™x X,
Ensuite on utilise la formule de Kiinneth pour se ramener a X " Le schéma X" """ possede de jolies propriétés
géométriques. En particulier, il est génériquement fini au-dessus de X " ot birationnel & X x X.

[m]

Le quatrieme chapitre concerne le calcul du nombre de sections des puissances D®¢ = Dy, du fibré déterminant
de Donaldson. Ce calcul est plus délicat : ce n’est pas étonnant, car il contient en fait le calcul des nombres de
Donaldson du plan projectif.

Pour n < 5, des considérations sur les espaces de modules My, des faisceaux ayant un support de dimension
1 et le calcul de Pespace de sections de DP®? pour d < 3 selon la méme méthode que celle du deuxiéme chapitre
fournissent les points (ii) et (iii) du théoréme principal :

Théoréme 3 Sir =2,c0 =0 etn=cy <5 (i.e. c=(2,0,2—mn)) et u = (0,d,0) = du alors l’application
linéaire
De gy : H* (Mg, D.)* — H° (M., D)

est un isomorphisme pour d = 2,3, c’est-a-dire que dans ces conditions la conjecture de dualité étrange est
vraie.

Enfin, on démontre "annulation de la cohomologie supérieure de D=* sur M,,, pour k > —5 (ce fait se généralise
a tous les espaces de modules M..). Alors x(D®*) = h°(D®*) se calcule avec la formule de Riemann-Roch. La
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série de Poincaré
P(t) =" t*n° (M, D®*)
k>0
se met alors sous une forme spéciale. En utilisant des valeurs particulieres de h°(D®F) pour k petit, nous

calculons pour n = 3,4 toutes les dimensions des espaces de sections globales de D®* pour k > —5. Le résultat
s’énonce ainsi :

Théoréme 4
i) Pour l'espace de modules My 0 _1) des faisceaux stables de rang 2 et classes de Chern (0,3), la série de
Poincaré de D, P(t) =Y~ t"h°(D®*) est donnée par

14+¢2 + ¢
PO="a o

i4) Pour lespace de modules M, o, _2) des faisceaux semi-stables de rang 2 et classes de Chern (0,4), la série
de Poincaré de D est donnée par

Lt TR T 22+ T+ T+ 4T 4+ 18

P(t) g



12

INTRODUCTION



Notations

Chapitre 1

P(V) : lespace projectif des droites de I’espace vectoriel V

Po(V) : Pespace projectif de Grothendieck des espaces vectoriels quotients de dimension 1 de ’espace vectoriel
v

P : espace projectif des droites de [Py, appelé espace projectif dual

E = H°(P,, O(1))

Cq = PH°(P2, O(d))

SIE* = H(Cy, O(1))

7 : la classe dans K(P2) du faisceau structural d’une droite

n? : la classe dans K(Py) du faisceau structural d’un point

¢=1(2,0,2 —n) dans K(IPy), ¢2(c) = n, ou

c¢=(1,0,1—n) dans K(P2), c2(c) = n, ou

c=(r,c1,x) = r[0] —nn? dans K(Ps), ca(c) =n

0 = pged (r,¢1)

u=(0,1,0) dans K(P2), c2(u) = 2, ou

u= (0,2, ~4) dans K(P»)

u = du

Oc,u - la section globale dans I'(M, x M,,, D,, K D,), bien déterminée & une constante multiplicative pres

O =detpr (G -0)~t =det pri(G)~! sur Mg,

6 : la section globale de © sur My, bien déterminée a une constante multiplicative pres

or : la restriction de ¢, & {[F]} x Mgy

®: M, — PH°(My,, D,.) défini par F — op

Dy : HO(Mgy, D.)* — H(M,, D,,)

v : M. — PH(P3,O(n)) le morphisme de Barth

7 : Mgy — Cy4 le morphisme support schématique

s : C3 — M3, la section de m donnée par la cubique universelle

Chapitre 2

Hilb™(IP;) : le schéma de Hilbert des sous-schémas de P de longueur m
S™(Py) : la puissance symétrique m-ieme de Py

E C Hilb™(IP3) x P2 : le sous-schéma universel

7 : le faisceau d’idéaux associé & =

R = Rlpri.(Z(2l - 3))

Ok)™ = pri.(0= @ pr3(O(k))

0 : le fibré déterminant sur le schéma de Hilbert Hilb™ (P2)

HC : Hilb™(P3) — S™(Py) : le morphisme de Hilbert-Chow

13
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Chapitre 3

X" le schéma de Hilbert des sous-schémas de longueur m de la surface X

0l = HC* (AR AR-.-R A)S=) : fibré sur X" associé & un fibré inversible A sur X

=m C X" % X : le sous-schéma universel

' = p1(Oz,, ® p3(L)) le fibré tautologique sur X" associé & un fibré inversible L sur X

X" e sous-schéma fermé de X x X donné par {(Z,¢)|¢E C Z}

¢ = (pm,q): X" 5 XM x X

p:Blg,, (X[m] x X) — X" x X le morphisme d’éclatement

m:P(Iz,) —» X" x X la projection

Uunzﬂ}fumv, Zuniv * les familles universelles de longueur relative 1, m, respectivement m + 1 paramétrées par

[m,m

X

Memins Somivs Zumiv - les familles universelles de longueur relative 1, m, respectivement m + 1 paramétrées par
X" x x

N ins &t ins Ziw  les familles universelles de longueur relative 1, m, respectivement m + 1 paramétrées par
Blz, (X" x X)

Chapitre 4

les notations du Chapitre 1 sont reprises



Préliminaires

Par variété algébrique, on entend schéma de type fini sur C séparé; les points considérés sont toujours les
points fermés. Les résultats restent valables sans changement sur un corps algébriquement clos de caractéristique
0 quelconque. On identifiera la notion de fibré et celle de faisceau localement libre. Pour un espace vectoriel V'
nous noterons P(V') l'espace projectif des droites de V et Po(V') 'espace projectif de Grothendieck des espaces
vectoriels quotients de dimension 1.

Si F est un faisceau algébrique cohérent sur une variété algébrique projective lisse X de dimension d, polarisée
par un faisceau tres ample Ox (1), on désigne par P le polynéme de Hilbert de F', c’est-a-dire la caractéristique
d’Euler-Poincaré du faisceau F(m) = F ® O(m). On note h = ¢1(Ox (1)) la classe hyperplane.

On appelle degré de F le nombre deg(F) = ¢, (F) - h?! dans Z ~ H*(X; Z).

Si r > 0 on introduit les rapports

deg(F) Py

p(F)

appelés respectivement pente et polynome de Hilbert réduit de F'.
En particulier, pour F de rang r et de classes de Chern ¢; et ¢ sur Py (identifiées & des nombres entiers
puisque H?(P3,Z) ~ Z - h), la formule de Riemann-Roch donne

X(F)=r+ %(01(01 +3)) —c
et 1
Prp(m) = Em(m + Dr + (c1 +r)m + x(F).

Dans ce cas, la donnée de Pr équivaut a celle du triplet (r,¢1,¢2) ou encore (r, ¢, X).

0.1 Stabilité et semi-stabilité sur P

Définition 0.1.1 Un faisceau algébrique cohérent F' de rang r > 0 sur le plan projectif est dit semi-stable (resp.
stable) si

(1) il est sans torsion ;

(2) pour tout sous-faisceau cohérent F' C F de rang 0 <1’ <1 on a pp < pr (resp. <).

Dans cette définition, les polynémes sont ordonnés par ordre lexicographique. Ainsi la derniére inégalité
signifie que p(F") < u(F) et en cas d’égalité,

Si on remplace dans la définition le polynome de Hilbert réduit par la pente, nous obtenons la notion de
faisceau p-semi-stable et p-stable.

Remarques 0.1.2 : 1) Tout fibré en droites est stable.

2) Soit L un fibré inversible sur P5. Alors F' est semi-stable (resp. stable) si et seulement si F' ® L l'est. On
peut donc pour F' semi-stable de rang r se ramener au cas —r < ¢; < 0. On dit alors que F' est normalisé.

3) Si (r,c1,co) sont premiers entre eux, F' est semi-stable si et seulement si il est stable.

15
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On étend la notion de semi-stabilité (resp. stabilité) aux faisceaux algébriques cohérents F' de rang nul. Dans
ce cas, on appelle dimension de F' la dimension d du support de F.

Définition 0.1.3 ([LeP3]) Un faisceau algébrique cohérent F' de dimension 1 est dit semi-stable (resp. stable)
st

(1) il est pur, c’est-a-dire qu’il n’a pas de sous-faisceau cohérent de dimension 0 ;

(2) pour tout sous-faisceau cohérent non nul F' C F, distinct de F on a

X(F) . x(F)
deg (F') ~ deg (F)

(resp. <).

0.2 Filtration de Jordan-Holder, S-équivalence

Les faisceaux semi-stables de polynéme de Hilbert réduit donné constituent une catégorie abélienne. Dans
cette catégorie abélienne, les suites croissantes et les suites décroissantes sont stationnaires. Il en résulte qu’étant
donné un faisceau semi-stable F' de polynome de Hilbert réduit p on peut trouver une filtration croissante

{0yCchCFC---CF,=F

telle que gr; = F;/F;_1 soit stable de polynéme de Hilbert réduit p. Une telle filtration n’est pas en général
unique mais le faisceau gr(F) = @le gri(F) est bien déterminé a isomorphisme pres. Une telle filtration s’appelle
filtration de Jordan-Holder, et le faisceau gr(F) le gradué de Jordan-Holder. Deux faisceaux semi-stables F' et
F' sont dits S-équivalents si les gradués de Jordan-Hoélder sont isomorphes.

0.3 Espace de modules grossier

On se place dans le cadre d’une surface algébrique projective, polarisée (munie d’un faisceau Ox (1) tres
ample), et on fixe un polynéme de degré 2, H. On considére pour toute variété algébrique S ’ensemble
My (H)(S) des classes d’isomorphisme de familles S—plates de faisceaux semi-stables sur X de polynome
de Hilbert H, paramétrées par la variété algébrique S.

Théoréme 0.3.1 1l existe pour le foncteur My (H) un espace de modules grossier Mx (H). Cet espace de
modules a les propriétés suivantes :

- (i) La variété algébrique Mx (H) est projective.

— (ii) Les points de M x (H) sont les classes de S-équivalence de faisceauz semi-stables de polynome de Hilbert

H.

- (iii) L’ensemble des classes d’isomorphisme de faisceauz stables s’identifie ¢ un ouvert de la variété M x (H).

La propriété de module grossier de M x(H) signifie qu’il existe un morphisme fonctoriel f : M, (H)(S) —
Mor(S,Mx (H)), dit morphisme modulaire, satisfaisant & la propriété universelle suivante : pour toute autre
variété algébrique M', et tout morphisme fonctoriel g : M x (H)(S) — Mor(S, M) il existe un morphisme et un
seul p : M (H) — M’ rendant commutatif le diagramme

My (H)(S) —> Mor(S, Mx (H))

9
Mor(S,M")
Cette propriété caractérise la variété Mx (H). Cet énoncé, d’abord démontré par Gieseker [Gies] sur les

surfaces, a été ensuite étendu par Maruyama [Maru] sur toute variété projective lisse polarisée, puis par Simpson
[Simp] pour les faisceaux de dimension quelconque.
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0.4 Faisceau universel

Définition 0.4.1 Soit X une surface algébrique irréductible lisse polarisée. Soit f : S — Mx (H) un morphisme
de variétés algébriques. Une famille plate F de faisceaux semi-stables sur X, paramétrée par la variété algébrique
S est appelée faisceau universel relatif a f si le morphisme modulaire associ€ fr est égal a f.

SiS=Mx(H) et f=1id on dira simplement que F est un faisceau universel.

Un tel faisceau universel n’existe pas toujours. Sur le plan projectif, on a le résultat suivant :

Théoréme 0.4.2 On considére, sur le plan projectif, l’espace de modules M = Mp,(r, c1,¢2).
- (i) Si (r,c1,c2) sont premiers entre euz, il existe un faisceau universel sur M.
- (ii) Supposons que (r,c1,c2) ne soient pas premiers entre euz, et considérons un ouvert U non vide de M.
Alors il n’existe pas de faisceau universel paramétré par U.

La démonstration de ce résultat fait appel & des techniques de descente qui sont utilisées aussi pour la
construction du fibré déterminant. La partie (i) résulte d'un énoncé général d & Maruyama; la partie (ii) est
due & Drézet et Narasimhan [D-N].

0.5 Nombres de Hodge h?(F(i))

Prenons un faisceau F' semi-stable de de rang r et classes de Chern ¢; et ¢o. On désigne par y sa caractéristique
d’Euler-Poincaré. On peut supposer que la pente p satisfait a la condition de normalisation :

-1<pu<0.

Si F n’est pas le fibré trivial de rang 7, des arguments de semi-stabilité impliquent h°(F(i)) = 0 pour i < 0,
et h2(F(i)) = 0 pour i > — 2. Par conséquence pour i = —2, —1,0 les seuls espaces vectoriels de cohomologie
éventuellement non nuls sont les espaces H' (F(i)), dont la dimension, calculée par la formule de Riemann-Roch
est donnée par

M(F)=  —x
M(F(-1)= ea+r—x
h(F(=2)) = 2c1+r—x

0.6 Morphisme de Barth

On fixe un fibré F' semi-stable sur P> de rang 2 et classes de Chern ¢; =0 et ¢co = n.

Théoréme 0.6.1 (Grauert-Miilich) On a F |;= O? pour une droite générale | € P5.
Sinon F |;= O;(3) ® Oy(—i) (i étant un entier positif) pour certaines droites de Ps.

Les droites mentionnées dans le théoreme de Grauert-Miilich sont appelées droites de saut de F. On étend
cette définition aux faisceaux F' sans torsion en posant :
Définition 0.6.2 Soit [ C Py une droite de Po. On dit que l est droite de saut pour F' si la restriction de F a
I n’est pas triviale.

On est sr que toutes les droites passant par les points singuliers de F' sont de saut.
Remarque 0.6.3 Il n’est pas difficile de remarquer que la condition d’étre droite de saut pour F est équivalente
a la condition cohomologique h°(F(—1) |;) = h'(F(=1) |;) # 0.

On notera M,, = Mp,(2,0,n) P'espace de modules des faisceaux F' semi-stables de rang 2 et de classes de
Chern ¢; = 0,co = n sur le plan projectif. C’est une variété projective irréductible et normale (lisse si n est
impair) de dimension 4n — 3 (pour n = 0 cet espace est réduit & un point et pour n = 1 il est vide).

Lemme 0.6.4 L’ensemble des droites de saut de F' est une courbe de degré n dans l’espace projectif dual P}
(Vespace des droites de Ps).
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Preuve du lemme :
Si on considere la variété d’incidence D des couples (droites, points), munie des projections canoniques

D&PQ

lp"‘l

Py*
I’ensemble des droites de saut est le support du faisceau cohérent sur le plan projectif dual
O = Ripri.(pr3(F(-1))).

Pour p = —1 et —2 les nombres de Hodge h?(F(p)) sont nuls si ¢ # 1 et on a h*(F(—1)) = h'(F(-2)) =n; la
résolution standard 0 — O(—1,—-1) - O — Op — 0 de D dans Pj x P2, montre alors que ce faisceau © est le
conoyau du morphisme canonique sur P;

H'(F(-2)) ® Ops(—1) 5 H'(F(-1)) ® Ops.

Ainsi, © est un faisceau pur de dimension 1 dont le support schématique est une courbe dont 1’équation est le
déterminant du morphisme . Cette courbe vr de degré n est appelée courbe des droites de saut de F.0O0

L’application qui associe a la classe de F' la courbe yp définit un morphisme F' — g, que nous appelons
morphisme de Barth :
v: M, =Py

o Py = P(H’(P3, Opy(n))). On sait que le morphisme v est génériquement fini sur son image, et que cette
image contient des courbes lisses [Barth77]. En fait, sur 'ouvert des classes de faisceaux localement libres, ce
morphisme est & fibres finies [LeP2]. Pour n = 2, c’est un isomorphisme ([Barth77]); pour n = 3, il est surjectif
et de degré 3. Pour n > 4, la dimension du systéme linéaire |Op;(n)| devient supérieure & 4n — 3, la dimension
de M,,.

Au premier chapitre sera définie ’algebre de Grothendieck K(IP5), la classe d’un faisceau dans cette algebre,
le morphisme Ay, et le fibré déterminant de Donaldson D sur M,, comme Ay, (—u) ot u est la classe n — n?
(soit la classe du faisceau O;(—1) ou [ est une droite de P2) et ¢ est la classe d’un faisceau de rang 2 et de classes
de Chern ¢; = 0,¢2 = n. Le lien entre le morphisme de Barth v et le fibré D, est donnée par la proposition
suivante :

Proposition 0.6.5 Le fibré D est isomorphe a l'image réciproque de Op (1) par 7.

La preuve de cette proposition a été donnée dans [D], prop. 1.2.9. Sa preuve ainsi que celle du lemme
précédent résultent aussi des considérations plus générales du premier chapitre. L’application v conduit alors a
un morphisme non nul sur les espaces de sections globales :

v HY(Py,0(1)) = HY (M, D).



Chapitre 1

Dualité étrange sur le plan projectif

L’objet de cette partie est de présenter la conjecture de Le Potier sur la dualité étrange. Nous donnerons
ensuite quelques propriétés préliminaires pour les espaces de modules de faisceaux semi-stables de dimension 1.

1.1 L’algebre de Grothendieck K(IP,)

Si S est une variété algébrique, on désigne par K(S) le groupe de Grothendieck des classes de faisceaux
algébriques cohérents sur S. Il s’agit de prendre le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme
de faisceaux cohérents sur S et de quotienter par la relation F} + F» ~ F §’il existe une suite exacte

0—>F, - F —F,—0.

Si la variété S est lisse, ce groupe coincide avec le groupe de Grothendieck des classes de fibrés vectoriels
algébriques sur S. Pour un faisceau F' on note [F] sa classe dans le groupe K(S). Dans ce qui suit, on aura a
counsidérer en particulier le groupe de Grothendieck K (P2) : c’est un groupe abélien libre de rang 3 ; 'application

¢ : KPy) — VA
[F] = (rg(F),c(F), x(F))

qui & la classe d’un faisceau F' associe le rang r de F, la classe de Chern ¢; de F' (identifiée & un entier puisque
H%(Ps,Z) ~ Z - h o h = ¢1(0O(1))), et la caractéristique d’Euler-Poincaré y de F, est bien définie. C’est un
isomorphisme de groupes abéliens. On notera un élément de K(P3) par son image (7, ¢;,x) dans Z3. Lorsqu’on
préfere utiliser la deuxieme classe de Chern c¢2 a la place de yx, ceci sera signalé. Si S est lisse, une loi de
multiplication sur K(S) est définie en prolongeant par linéarité la loi de multiplication définie pour F et G
faisceaux algébriques cohérents sur S par

F-G= Z 1)"Tor,(F,G)

Ce produit se réduit au produit tensoriel usuel si I'un des deux faisceaux F' ou G est localement libre.

On parle alors d’algebre de Grothendieck.

On peut calculer les images ¢([Op,]) = (1,0,1),¢(n) = (0,1,1),¢(n*) = (0,0,1),¢(n*) = (0,0,0) ou n = [O}]
est la classe du faisceau structural d’une droite I, et n* = [O,] celle du faisceau structural d’'un point. On en
déduit qu’en tant qu’algebre, K(Py) est isomorphe a Z[n]/(n?).

On munit K(IPy) de la forme bilinéaire donnée par {c,u) = x(c-u). Pour ¢ = (r¢,c§, x¢) et u = (1%, ¥, x*) on
a

(c,u) = xXr" + x“r + ctef —rire.
Dans la suite 'orthogonalité sera prise relativement a cette forme. On a aussi sur K (P») une involution u +— u*
qui associe a la classe d’un fibré vectoriel celle de son dual.

19
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1.2 Espaces de modules et fibrés déterminants

Soit S une variété. On note pry la projection S x Py — S et pra la projection S x Py — Py. Pour un faisceau
F sur S x Py, on note
pro([F)) = [ROpri.F] — [R'pri.F) + [R2pri. F]

dans le groupe K(.S). Cela définit, par linéarité, une application prqy : K(S x Py) — K(S).
Si F' est un faisceau cohérent sur S qui admet une résolution finie par des faisceaux localement libres A; :

0>A, 2 A 1> -—2A—>F—>0
on introduit le faisceau inversible
det F = det Ay @ (det A1) ' @ --- ® (det A,)(7H".

L’application qui & F' associe son déterminant det F' est multiplicative sur les suites exactes.

Soient ¢ € K(P2) une classe de Grothendieck de rang r > 0 et M, l’espace de modules des faisceaux semi-
stables de classe de Grothendieck c. C’est une variété algébrique projective irréductible normale, de dimension
D =1—{c*c)ouc* est la classe duale de c¢. On note ¢t le sous-espace de K(Py) des classes orthogonales &
c. Dans [Dréz2], Drézet a construit un morphisme surjectif de groupes . : ¢t — Pic(M,) caractérisé par la
propriété universelle suivante :

Pour toute famille plate F de faisceaux semi-stables de classe de Grothendieck ¢, paramétrée par une variété
algébrique S, la classe Ar(u) = det prii(F - pri(u)) définit un fibré inversible sur la variété S. Si fr : S — M,
est le morphisme modulaire associé a la famille F, on a

frQAe(w) = Az (u)

et le fibré A.(u) est le seul & isomorphisme pres qui satisfait a cette propriété pour toute famille plate F.

S’il existe un faisceau universel F sur M., d’apres la propriété universelle de A.(u), il résulte que A.(u) =
Ar(u). En général, on prouve lexistence de Aq(u) en écrivant M. = Q°°/SL(H) comme quotient d’un ouvert
dans un schéma de Hilbert par I’action d’un groupe réductif, en considérant une famille universelle sur 2°° et
en utilisant un argument de descente.

On note K. le sous-Z-module libre de rang 1 de c* des classes de rang 0. Il est défini dans Z?® par les équations

r* =0
x4r¢ +cjef = 0.
On appelle u le générateur positif de K. (i.e. ¢;(u) est un multiple positif de h dans H?(P3,Z)). Ce générateur
u a donc pour premiere classe de Chern et caractéristique d’Euler-Poincaré

cf

a=" i xw=-

ou & = pged (r¢, cf).
Définition 1.2.1 On appelle fibré déterminant de Donaldson sur M. le fibré D = Dy = A.(—u).

Pour toute classe u € K. on introduit plus généralement le fibré inversible D,, = A.(—u) ; c’est donc un multiple
du fibré déterminant de Donaldson.

L’objectif principal est de calculer la dimension de I’espace de sections H°(M,, D,,). A cette fin Le Potier a
proposé d’introduire M,,, ’espace de modules des faisceaux semi-stables de dimension 1 de classe de Grothendieck
u. Dans ce cas la semi-stabilité est prise au sens de la définition 0.1.3. On sait que M, est encore une variété
algébrique irréductible normale et que la classe ¢ (appartenant & u®) permet de construire un fibré inversible
D. = Ay(—c) sur My, de la méme maniére que sur M.. Dans certains cas I’espace M, et le fibré D, sont plus
faciles a décrire.
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1.3 Morphisme de dualité étrange

On considere deux classes ¢, u € K(P2) dans I’algebre de Grothendieck . On suppose qu’elles sont orthogonales,
que 7(c) > 0, que r(u) = 0 et ¢;(u) > 0. Le morphisme de dualité étrange est une conséquence de la construction
simultanée des fibrés déterminants D,, sur M, et D, sur M,,. Sa construction et son interprétation géométrique
sont résumées dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.3.1 i) Il existe une section canonique, définie d une constante prés, o., € H°(M. xM,, D, XK D,)
qui s’annule ezactement auz points ([F),[G]) tels que h°(Pa, F @ G) = h' (P2, F @ G) # 0.
it) La section o.,, définit une application linéaire

D,y : H* (M, D.)* — H (M, Dy,).

i) On note op la restriction de oc, G {[F]} X My. Si 0., nlest pas identiqguement nulle, l’association
F — [op] définit une application rationnelle

® : M, —» PH'(M,, D,).
Si en outre op n’est pas identiquement nulle pour tout [F] € M., Uapplication ® est réguliére.
iv) Si image du morphisme ® n’est pas contenue dans un hyperplan lapplication D, est injective.
La conjecture de Le Potier est alors :
Conjecture 1.3.2 Si M. est non-vide alors le morphisme de dualité étrange D, , est un isomorphisme.

Preuve du théoréme 1.3.1 :
On commence par rappeler les résultats suivants :

Lemme 1.3.3 Soit S une variété algébrique. Soient F et G des familles plates de faisceaux semi-stables sur Py
de classes de Grothendieck c et respectivement u, paramétrées par S. Alors :
a) Le faisceau G a une résolution
0-Q—->R—-G—-0 (1.1)

sur S X Py par des faisceaux localement libres Q et R.
b) Le faisceau F a une résolution
0>A—->B—-F—=>0 (1.2)

sur S x Py par des faisceaux localement libres A et B. En plus, on peut choisir B tel que
h(Bs ® Gs) = 0 pour tout s € S. (1.3)

¢) Tor ;(F,G) =0 pour i > 0.

Preuve :

La résolution pour G résulte du fait que G est pur de dimension 1 sur chaque fibre. La résolution pour F
résulte du fait que la restriction de F a chaque fibre est un faisceau sans torsion sur Ps. On peut changer le
faisceau B dans la résolution de F en [B® prsO(—n)]™, pour n > 0 et m assez grand. Pour un choix de n assez
grand on obtient h°(Bs ® Gs) = 0 pour tout s. Il résulte d’apres a), b), que Tor;(F,G) = 0 pour i > 2 et que
Tor 1 (F,G) est inclus dans G ® A et dans F ® Q. Comme G ® A est de torsion, et F ® Q sans torsion, on en
déduit que Tor(F,G) =0. O

Soient S, F, G comme dans le lemme. D’apres ¢) on a une suite exacte courte
02 ARGHBRG—FRG — 0. (1.4)

On considere son image directe par pri.. Le lemme 1.3.3 b) conduit a pri.(A4 ® G) = pri.(B® G) = 0. Le
faisceau G est de dimension 1 dans les fibres, donc R?pri.(A® G) = R%pri.(B ® G) = 0. Alors la suite

0= pri.(FRG) = Rpri,(A®G) 3 Rpri.(BoG) = Rpri.(F®G) =0 (1.5)

est exacte.
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Lemme 1.3.4 Les faisceauz R'pri.(A® G) et R'pri.(B ® G) sont localement libres de méme rang sur S.

Preuve :

Puisque les familles F et G sont S-plates, on obtient que A ® G, B® G et F ® G sont des familles S-plates.
Alors les suites (1.1), (1.4), (1.5) sont compatibles avec les changements de base S’ — S. En particulier, pour
S' = {s} € S, on obtient & partir de la suite (1.5) une suite exacte :

0—H(Fs ®Gs) » H' (A, © G,) S H' (B, © G,) = H(F, ®G,) - 0 (1.6)

et h°(A; @ Gs) = h%(Bs ® G5) = h?(As @ Gs) = h?(Bs ® Gs) = 0. Puisque les familles A ® G et B ® G sont
plates sur S, il résulte que h'(As; @ Gs) = —x(As ® Gs) est constant en s. On obtient que Rlpri (A ® G) est
localement libre de rang —x(As ® G;). Le méme argument montre que R'pri.(B ® G) est localement libre de
rang —x(Bs ® Gs). La suite (1.6) implique

X(-As ® gs) - X(Bs ® gs) = X(]:s X gs)

Le lemme 1.3.3 ¢) implique [Fs®G;] = [Fs]-[Gs] dans K(P3). Comme ¢ et u sont orthogonales, on a x (F;®Gs) = 0.
Alors les faisceaux Rlpri.(A® G) et R'pri.(B ® G) ont méme rang. O

En utilisant la suite exacte (1.5) on définit un fibré Dg par
Dg := [det pri)(F - §)]Y = det R'pr1,(B® G) @ [det R'pri. (A ® G)] .

L’application a fournit une section og de ce fibré inversible sur S. Ni le fibré Dg, ni la section og, & une
fonction inversible pres, ne dépendent de la résolution choisie. La suite exacte (1.6) montre que la section og
s’annule exactement aux points s € S ol application linéaire a|s n’est pas inversible. Ces points sont ceux ou
h(Fs ® Gs) = hH(Fs ® G) # 0.

On a vu que la suite (1.5) était compatible avec les changements de base S’ — S. Il résulte que le fibré
inversible Dg et la section og le sont aussi. Soit ¢ : S — M, x M,, le morphisme modulaire associé aux familles

F,G.

Proposition 1.3.5 Il ezxiste un fibré inversible D., sur M. x M,, et une section o., bien déterminée a une
constante multiplicative prés, qui vérifie : pour toute variété algébrique S et pour toutes familles plates F, G de
faisceaux semi-stables de classes c respectivement u dans K(P2), paramétrées par S, on a

DS = ¢*(Dc,u) et

0s = ¢"(0c,y) & une fonction inversible pres.

Preuve :
La preuve est classique. On commence par les deux lemmes suivants.

Lemme 1.3.6 ([Simp], [LeP1], [LeP6]) Il existe une variété lisse Q., une famille plate F. de faisceaux semi-
stables de classe ¢ sur Py paramétrée par Q. et un groupe réductif G. qui agit sur Q. tels que M, soit un bon
quotient de Q. sous l'action de G..

La description de (2. est la suivante. On introduit pour m entier assez grand la caractéristique d’Euler-Poincaré
P(m) de ¢(m), et la somme directe B de N = P(m) exemplaires du fibré inversible Op,(—m). On considere le
schéma de Hilbert Hilb®(B) des faisceaux cohérents F' de classe de Grothendieck ¢ quotients de B. Le groupe
G. := Aut(B) opere de maniére naturelle sur Hilb°(B). On note £, := Q% Pouvert des points semi-stables
pour 'action de G.. Ces points représentent les faisceaux semi-stables F' pour lesquels le morphisme naturel
HO(B(m)) — H°(F(m)) est un isomorphisme. L’ouvert Q% est invariant par I’action du groupe réductif Aut(B).
C’est un ouvert lisse et sur 2°° x P» on dispose d’un faisceau quotient universel F, lequel est aussi muni d’une
action de G.. L’ouvert 2°° admet pour bon quotient ’espace de modules grossier M, des faisceaux semi-stables
de classe c.

Lemme 1.3.7 ([LeP3]) I existe une variété lisse Q,,, une famille plate G, de faisceauz semi-stables de classe
u sur Py paramétrée par , et un groupe réductif G, qui agit sur €, tels que M, soit un bon quotient de €2,
sous laction de G,,.
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La description de la variété M, est analogue a celle de la variété M.. Il existe un entier m suffisamment grand
pour que tout faisceau semi-stable G sur Py de classe u = (0,d, x) € K(IP3) vérifie : le faisceau G(m) est engendré
par ses sections globales et H!(G(m)) = 0. On considére H un espace vectoriel de dimension n = dm + x sur
C. Soit Hilb"(B) le schéma de Hilbert-Grothendieck des faisceaux quotients de B = H ® O(—m) de classe
u € K(Py). Le groupe G, := GL(H) opére de maniére naturelle sur Hilb“(B). On considere l'ouvert 2, := Q¢
des points semi-stables pour 'action de G, : ces points correspondent aux faisceaux quotients de B qui sont
semi-stables et tels que le morphisme d’évaluation H — H°(F(m)) soit un isomorphisme. Cet ouvert est lisse
et M,, est le bon quotient de 2%° pour 'action du groupe G,,.

On note p la projection Q2. x 2, = M. x M,,. On considere la construction précédente de Dg dans le cas ou
S = Qc X Qu,]: = prf3(fc),g = pr§3(gu), ou pris : Qc X Qu X Py — QC x Py et prasz : QC X Qu X Py — Qu X Py
sont les projections. On note Dg le fibré déterminant sur . x €, ainsi obtenu et og sa section canonique, a
une fonction inversible pres.

De la compatibilité du fibré Dg aux changements de base S’ — S, il résulte une action du groupe G. x G,
sur le fibré Dg. La section oq est équivariante. Dans le lemme qui suit on vérifie que la condition de descente
est satisfaite pour Dg.

Lemme 1.3.8 Soit (s¢, $y,) un point de Q. x Q. tel que Uorbite G- s. X Gy - 8y s0it fermée dans Q. x Q. Alors
le stabilisateur G5, x G5, du point (sc,sy) agit trivialement sur la fibre D(,_ ) du fibré Do au point (sc,sy).

Preuve :

Les points (s, s,,) d’orbite fermée sont les points pour lesquels orbite G, - s. est fermée dans Q. et I'orbite
G - sy est fermée dans . D’apres le lemme 4.2 de [D-N], le faisceau Fs_ sur Py est somme directe de faisceaux
stables de méme polynome de Hilbert réduit, et de méme pour G, . Ecrivons :

fs = F{nl@@ank

c

G, = G'@---aG"
pour des faisceaux stables F;, G différents deux par deux. Le stabilisateur du point (s, s,) est
Gs, x Gs, = GL(my) x -+ x GL(my) x GL(ny1) x - -+ x GL(ny).
D’apres la définition de Dg on a
Ds, 5) = [det HO(Po, Fy, @ Gy, )] @ det H' (P2, Fs, © Gy, ).
On a également
HY(Py, Fy, ©Gs,) = Oy ©jy HU(P2, F™ @ G)

pour ¢ = 0, 1. Par conséquent, I’élément (g1, ..., gk, h1,..., ;) appartenant & G5, X G, , agit sur D,_,, ) par
multiplication avec

k l
H H (det gi - det hj)7h’0(P27Fi®Gj)+h1(P27Fi®Gj).
i=1j=1

Les faisceaux F;,G; ont le méme polynoéme de Hilbert réduit que F,_ respectivement G, . Puisque les classes
c et u sont orthogonales, on obtient h%(Py, F; ® G;) = h' (P2, F; ® G;). Donc le stabilisateur du point (s, s,,)
agit trivialement sur D( y-0

ScsSu )

Le lemme de Kempf (lemme de descente, th. 2.3, [D-N]) implique I'existence d’un unique fibré inversible D, ,,
sur M, x M,, qui satisfait p*(D,,,) = Dq. Mais M, x M,, est un bon quotient de Q. x {2, par I’action du groupe
G. x Gy, donc

HO(M, x M, D...) = H*(Q, x Q,, Dq)%*x,

On peut choisir une résolution (1.2) G.-équivariante. La suite exacte (1.5) sera alors G. X G-équivariante. Il
résulte que la section og, bien déterminée a fonction inversible pres, est G. x Gy-équivariante, et donc bien
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déterminée a une constante multiplicative pres. On déduit I'existence d’une section o, € HO (M x My, D¢ w),
bien déterminée & une constante multiplicative pres.

Le fait que le fibré D, ,, et la section o, ,, satisfont la propriété d’universalité de I’énoncé résulte d’'un argument
classique ([LeP2], §2.13). Cela termine la preuve de la proposition 1.3.5.0

Lemme 1.3.9 Le fibré inversible D, , sur M. x M,, est isomorphe au fibré inversible D,, K D,.

Preuve :

Prouvons que la restriction D, s, du fibré D, , & M, x {s,} est isomorphe au fibré D, pour tout s € M,,.
Soit G un faisceau sur Py dans la classe du point s,. Soit S une variété et F une famille plate de faisceaux
semi-stables de classe ¢ € K(P2), paramétrée par S. On note ¢ : S — M, le morphisme modulaire associé a F
et ¢ = p X 54 : S = M. x M, le morphisme modulaire associé a F,G. D’apres la propriété d’universalité on a

QD*DC,su = ¢*Dc,u = detprl!(f ®pTS (G))_l

Alors il y a un isomorphisme ¢*D,,, ~ ¢*D., pour tout couple (S,F). On déduit que D. s, et D, sont
isomorphes. Nous prouvons de la méme maniere que la restriction de D, ,, & {s,} X M, est isomorphe au fibré
D, sur M. Les variétés M,, et M. sont projectives et integres. Le lemme suivant s’applique.

Lemme 1.3.10 ([M-F], p. 23, [Milne], §5, th. 5.1 et cor. 5.2) Soit M une variété algébrique intégre, N
une variété algébrique projective, et L un faisceau inversible sur M x N. On suppose que la classe d’isomorphisme
de la restriction de L a la fibre {m} x N est la méme pour chaque m € M. Alors L s’écrit Ly ® Ly pour deuz
faisceaur Ly € Pic (M), Ly € Pic(N).

Du lemme et du calcul des restrictions du fibré D, , aux fibres on trouve D, ~ D, KD.. O

Cela prouve le point (i) du théoréme 1.3.1. Les points (ii) et (iii) sont évidents. Le point (iv) résulte du lemme
géométrique évident :
Lemme 1.3.11 Soient M et N deux variétés projectives, D et £ des fibrés inversibles sur M respectivement
N, et une section 0 € H*(M x N, DR E). On note o, € U'(N,E) la restriction de o a {m} x N. On suppose
que o, n’est pas identiquement nulle pour tout m € M. Alors :

i) La section o produit un morphisme Dy n : HO(N,E)* — H°(M, D).

ii) La section o produit une application ® : M — PHO(N, &) définie par m — [oy,] qui vérifie ®*O(1) = D.

ii5) L’application ® induit sur les sections globales une application ®* : HO(N,E)* — H°(M, D). Alors ®* =
DM,N-

iv) Si limage du morphisme ® n’est pas contenue dans un hyperplan (c’est-a-dire que les 0, engendrent
HO(N,E)), alors Dy, est injectif.

On applique le lemme pour M =M., N =M,,D =D,,€ = D.,0 = 0.4, lorsque o n’est pas identiquement
nulle pour tout [F] € M,. O

Remarques 1.3.12 1) D’aprés le point i) du théoreme 1.3.1, le fait que oF n’est pas identiquement nulle
équivaut a : il existe G € M, tel que h’(F ® G) = h*(F ® G) = 0. Dans les situations considérées cela sera vrai
pour tout F' € M,. Le Potier a montré cette affirmation si 2¢f = 0 mod ¢, en utilisant ’existence d’une droite,
ou bien d’une conique qui n’est pas de saut pour un faisceau stable générique F' de classe c.

2) Dans la proposition 3.3 de [LeP5], pour une classe ¢ donnée telle que l’espace M, est non-vide, on montre
l'existence de u € ¢+ de dimension 1 telle que o, # 0. La démonstration repose sur un théoréme de Flenner,
qui donne le comportement de la semi-stabilité par restriction aux courbes de degré élevé, et la version effective
d’un résultat de Faltings.

1.4 Premiers résultats sur les faisceaux semi-stables de dimension 1

Nous allons étudier M,, = Mg, pour u = (0,1,0). On définit Cy = PHO(IPy, O(d)), I’espace des courbes de
degré d dans Ps. Pour un faisceau G € My, il existe une présentation

0Q3R—=G—=0 (1.7)
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et deta € HO(Py,det R ® det Q1) = H°(PP2, O(d)) s’appelle I’équation du support schématique de G. Cela ne
dépend pas, & une constante pres, du choix de (), R. On définit ainsi une application

7w Mgy — Cd. (18)

On considere la classe d’un point 7% = (0,0,1) € K(P3). C’est une classe orthogonale & u = du. Dans la suite,
nous allons étudier les fibrés D, sur M,,, pour {¢,u) = 0. On peut écrire ¢ sous la forme r(c)[O] — nn? € K(P»).
Par additivité, il suffit d’étudier D,z et Do.
Proposition 1.4.1 On a 7*O(1) = D;;.

Preuve :

On note = ’hypersurface universelle dans Cy x Py paramétrée par Cy. La proposition 2.8 de [LeP4] affirme
que D, = 7 (Aog (n)) ot

Aoz (%) = det priy(O= - pr3 (n*)).

En partant de la résolution de Og sur Cy x P5 :
0—-0(-1,-d) -0 —0=z—0
on obtient Ao< (%) = O(1) sur Cy. O
Soit G une famille de faisceaux G de dimension 1 paramétrée par une variété algébrique integre S, et
¢:S —= Mgy,

le morphisme modulaire associé.
Corollaire 1.4.2 On adetG = (po7)*(O(1)) K O(d) sur S x Ps.

Preuve du corollaire :

On note (det G)s la restriction de detG a {s} x Py et (detG), la restriction de detG & S x {z}. D’apres
le lemme 1.3.10 il suffit de prouver que (det G)s; = O(d) sur P2 et que (detG), = (¢ o m)*(O(1)) sur S. On
a évidemment (detG)s; = O(d) car G est une famille de faisceaux de classe ¢; = d sur Po paramétrée par S.
Considérons la résolution (1.1) pour G. On note Q., R., G. les restrictions de Q, R, et respectivement G a
S x {z}. On a une suite exacte :

0 — Tory *"(G, pr30y) = Qu = Ry — Go — 0.

Chacun de ces faisceaux a un support inclus dans S x {z}, donc leur image directe supérieure Ripry, est nulle
pour ¢ > 0. Il résulte que

prin(G - pri0y) = [prie(Ge)] — [pri.(Tor °F2(G, pri0.))] = [Ra] — [Qa]
ou on a identifié Q, avec pri.(Q.) et R, avec pri.(R.). Par la définition de D;zl on trouve :
¢*D,s = ¢*D[*Olm} = (det Q)" ' @ det R,. (1.9)
D’apres la proposition il résulte que

(detG)y = (detQ,) ' ®detR,
— ¢*Dn—21
= (¢om)*(O(1)).0

On définit le fibré inversible © sur M,, comme © = Do = det pri;(u) L. Tout ce qu’on utilisera dans la suite
est contenu dans la proposition suivante, extraite de [LeP3], chap.2 :
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Proposition 1.4.3 ([LeP3]) Le fibré © a une section canonique 8, unique a constante preés, non identiquement
nulle, qui s’annule aux points G tels que h°(Py, G) = h' (P2, G) # 0.

Proposition 1.4.4 ([LeP3]) Pour d = 1,2, le morphisme 7 est un isomorphisme, et le fibré © est trivial. En
conclusion, les espaces PH?(M gy, ©®7(n)) et PH?(Cy,O(n)) s’identifient.

Preuve :

Le fait que 7 est un isomorphisme dans ce cas est démontré dans [LeP3]. Plus précisément, 'inverse de 7 est
donné de la maniére suivante : pour d = 1, & une droite [ on associe le faisceau O;(—1), pour d = 2 et pour une
conique C' lisse, a C' on associe le faisceau O¢(—a) ~ Op,(—1) (a point de C), pour d = 2 et C' décomposable
en deux droites l; et Iz, & C on associe le faisceau O, (—1) @ O, (—1). Pour chacun de ces faisceaux on a
h? = h' = 0. Il résulte que la section 8 est partout non nulle sur My,. Donc le fibré © est trivial. La conclusion
résulte de la proposition 1.4.1, du fait que 7 est un isomorphisme et de la trivialité du fibré ©. O

On déduit en corollaire :

Corollaire 1.4.5 Pour ¢ =2 —nn? on a
H’ (Mu;Dc) =H’ (]P;: OP§ (n)) =S"E"

et
H°(Ms,, D.) = H*(Ps, Op,(n)) = S"(S*E*).

On rappelle que E = H°(P,, O(1)).

1.5 Lecasd=1,¢c=(2,0,2—n)

On a construit un morphisme ® : M. — PH?(M,, ©9%(n)) = PH°(P5, Op;(n)) qui associe & [F] la section
or dont le lieu des zéros est formé par les classes des faisceaux [O;(—1)] (d’apres la proposition 1.4.4) telles
que h°(F(—1)|;) = ht(F(-1)|;) # 0. D’apres la remarque 0.6.3, ® est exactement le morphisme v de Barth
introduit au paragraphe 0.6. L’identification des deux espaces projectifs est une conséquence de la conclusion
de la proposition 1.4.4. On montre au deuxieéme chapitre que

v H (P, Opy(n))" — H'(M,, D)

est un isomorphisme pour n < 19. La conjecture est donc vraie pour ¢ = (2,0,¢2 = n) et u =u = (0, 1,0).



Chapitre 2

Sections du fibré déterminant sur
I’espace de modules des faisceaux
semi-stables de rang 2 sur le plan
projectif

On rappelle que M,, désigne I'espace de modules des faisceaux semi-stables de rang 2, et classes de Chern
c1 = 0, co = n sur le plan projectif complexe et que M,, est une variété projective irréductible de dimension
4n — 3.

Soit F' un faisceau semi-stable de rang 2, et classes de Chern ¢; = 0, ¢ = n sur le plan projectif. On dit
que la droite H est de saut pour F' si la restriction de F & H n’est pas triviale (comme dans le paragraphe
0.6). Au méme paragraphe on a construit un faisceau cohérent © sur le plan projectif dual, dont le support est
I’ensemble vy des droites de saut pour F'. L’application qui associe & la classe de F' la courbe yr définit un
morphisme 7y appelé morphisme de Barth F' +— g :

v : M, — P(H (P, Opz(n))) =Py

Le fibré déterminant de Donaldson sur M,,, noté D, est isomorphe & I'image réciproque v*(O(1)) de Op, (1) par
v . On en déduit un morphisme non nul v* sur les espaces de sections globales :

v* : H2(P3, O(n))* — H°(M,,, D)

si on tient compte du fait que H°(Py, O(1)) ~ H° (P35, O(n))*.
Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 2.0.1 Si2 <n =cy <19, l'application linéaire canonique
7" HY(P3,0(n))* — H(M,, D)

est un isomorphisme.

Cet énoncé répond partiellement & une question posée par A. Beauville, selon laquelle v* serait un isomor-
phisme pour tout n € N. Il fournit des exemples pour la conjecture 1.3.2.

Remarquons tout d’abord que, comme les deux membres sont des représentations de SL(3), et que le premier
est une représentation irréductible, le morphisme est injectif, puisque équivariant et non nul. Il suffit donc de
calculer la dimension du membre de droite pour conclure. 11 suffit en outre de se placer dans le cas n > 3, puisque
pour n = 0, 'espace M,, est réduit a un point, pour n = 1, il est vide, et pour n = 2, v est un isomorphisme
[Barth77].

27



28 SECTIONS DU FIBRE DETERMINANT

La structure de la démonstration est la suivante. On se fixe un entier positif [. On introduit la notion de
systeme cohérent, qui consiste & considérer en méme temps que le faisceau F', un sous-espace vectoriel I' de son
espace de sections H?(F'). La dimension de I donne l’ordre du systéme cohérent. A Daide de résultats de Min
He ([He]) sur les espaces de modules de systémes cohérents (I', F'(1)) d’ordre 1, dont le faisceau sous-jacent est
de rang 2, et de classes de Chern ¢; = 2l,¢, = n + [2, on se ramene au paragraphe 2.2, pour n compris entre
I(1—1) et (I+1)(I+2), a’étude de 'espace des sections d’un fibré vectoriel 'R ®d sur un ouvert U du schéma,
de Hilbert Hilb™ (P2) des sous-schémas finis de longueur m = n + 2. Si Z C Hilb™(P3) x Py est le sous-schéma
universel, 7 est le faisceaux d’idéaux associé, pry : Hilb™(P3) x Py — Hilb™(IPy), pro : Hilb™(Py) x Py —
P, sont les deux projections, le faisceau algébrique cohérent R est défini par R = Rlpri.(Z(2l — 3)). Ce
faisceau est localement libre en dehors du fermé de Brill-Noether B des schémas Z € Hilb™(Py) tels que
ho(Iz(2l — 3)) # 0. On note U I'ouvert complémentaire de B. La codimension de B est supérieure ou égale &
2, donc les résultats de cohomologie locale nous permettent de passer de Hilb™(P) & U pour le calcul d’un
espace de sections. Le fibré 9 est le fibré déterminant sur le schéma de Hilbert Hilb™(P3). On désigne par E
I'espace de sections HO(Py, O(1)). Au paragraphe 2.3 on montre que S'R ® 0 admet sur U une résolution par
un complexe Ki = A~iSFE @ SHi(O(k)™) @0 pour i = 0,...,1, o k = 21 — 3, et O(k)"™ est défini par
(’)(k)[m] = pr1.(O=z @ pr3(O(k))). Par conséquent, la suite spectrale E'? = HY(K ~P) admet pour aboutissement
en degré 0 'espace H?(S'R ® 0). Le tableau suivant représente les termes EP'? de la suite spectrale :

H'(A'S*E ®0) g=1

H-YA'SFE®0) | H Y AISFEe L™ 0) g=1-1

H(A'S"E®o) | HHATISFE0 L™ ©0) | - HY(S'L™ ®0) | ¢=1

HOA'SFE®o) | HOA'S*EoL™ o) |- | HOS L™ o) | H(SIL™ ®0) | ¢=0
p=-I p=-l+1 p=-1 p=0

ou L™ = (0(k)"™).
Nous allons prouver le théoreme suivant :
Théoréme 2.0.2 On a sur Hilb™(P,) :
i) H°(0) = S™E et H!(d) = 0 pour ¢ > 0;
i) HO(O(k)™ @ 0) = S22E @ S"1E et HI(O(k)™ ®0) = 0 pour ¢ > 0;

iii) dim Hogsz(O(k)[m]) ®0) = dim (S* ' E ® " 1E ¢ $2(SF1E) ® S™ 2E) — dim (S**T2E ® S™ 3E) et
[m

[m

HY(S2(0(k)™) ®2) = 0;
iv)
dimH(S*(0(3)™) ©2) = dimSE ® S"**E + dimS'E ® S*E ® S"E — dimS°E ® E® S"TTE +

+ dimS$""E(dim S®°E + dim S"*! E + dim S**?E + dim $%*?FE + dim S***E)
= 278n% + 4644n + 19426.

Le (i) est une conséquence du théoreme de Kawamata-Viehweg ([C-K-M)]), expliquée dans le lemme 2.3.1. Le
(ii) fait 'objet du troisieme chapitre. On démontre (iii) au paragraphe 2.4, apreés avoir introduit une description
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appropriée de l'ouvert Hilb!*(P5) du schéma de Hilbert Hilb™ (Py), formé par les schémas avec au plus un point
multiple, qui soit double. Le point le plus délicat reste (iv), et il constitue 'objet de la derniére partie. Ce groupe
est obtenu comme noyau d’un morphisme de représentations de SL(3), que nous expliciterons.

Ces données suffisent pour conclure dans les cas [ = 2,3. On est ainsi en mesure de calculer la dimension
de 'espace H°(M, D), dans le cas ot n < 19. Pour étendre ce résultat au cas n > 20, on a besoin d’étendre
le théoréme d’annulation de la cohomologie supérieure des fibrés Sl((’)(k)[m]) ® 0 sur le schéma de Hilbert
Hilb™(PPy) et d’améliorer la méthode utilisée pour le calcul de HO(S3(O(3)W) ®0), afin de réussir & calculer
HO(SY(O(k)™) ®0), pour [ > 3.

2.1 Préliminaires

Notations : Le corps de base est C. Pour un espace vectoriel V' nous noterons P(V') I'espace projectif des
droites de V' et Po(V') 'espace projectif de Grothendieck des espaces vectoriels quotients de dimension 1.

2.1.1 Calculs d’invariants

On considere un ensemble fini I muni d’une action transitive d’un groupe fini G. Soit Y une variété sur
laquelle G agit a gauche. Considérons pour chaque ¢ € I un fibré L; sur Y de fagon qu’on ait un isomorphisme
canonique hy : Ly-1(;) =~ g*(L;) pour tout i € I et g € G, et pour tous g,9' € G, hy o hy = hyy. En particulier
pour tout g dans Stab {i}, le stabilisateur de i, on a g*(L;) ~ L;. On a alors un diagramme commutatif :

h’g
Lg—l(i) — LZ'

é

On considere les espaces vectoriels de sections M; = H°(L;), et la somme directe M = @;c;M; (espace
vectoriel des familles s = (s;); avec s; € M;).
L’isomorphisme h, induit un isomorphisme A, : M; — M ;) en posant pour x € Y’

Ag(5)(@) = hys(g™" ().

Y SN

On peut facilement vérifier que Agyr = AgAy . En particulier, ceci fournit une action a gauche du stabilisateur
de i sur M;. On définit aussi une action & gauche de G' sur M en posant g(s); = Ag(s4-1(;)). Le lemme suivant
utilisé au paragraphe 2.4 est 'ingrédient essentiel des calculs d’invariants sur X™ :
Lemme 2.1.1 Soiti € I. La projection pr; : M — M; induit un isomorphisme MY — MiStab (i},

Preuve du lemme :

D’apres la définition de I'action, I'image par pr; des invariants de M par G est contenue dans le sous-espace
des invariants de M; par Stab {i}.

Montrons l'injectivité : si u € MY, pour tout élément g tel que g(i) = j, on a uj = A\, (u;), ce qui montre que
u est déterminé par u;.

Montrons la surjectivité : soit v € M;, invariant par Stab {i}. On définit u € M par la formule u; = Aj(v) onr
g est un élément tel que g(7) = j. Il faut bien sr vérifier que ceci ne dépend pas du choix de g; mais ceci résulte
de ’hypothese que v est invariant. En effet, si ¢’ est un autre élément de G tel que ¢'(i) = j, 'élément g g’
appartient a Stab {i} et on a Ay (v) = AgAg-14(v) = Ay(v). Il est clair que 1’élément v construit est invariant
par G.O

2.1.2 Le gradué d’un produit tensoriel

On considere deux faisceaux algébriques F et G sur une variété algébrique Z, munis de filtrations décroissantes
Fi et Gj, telles que Fo = F et Gy = G. On pose gr; F = F;/Fit1. Il s’agit de démontrer le lemme suivant :
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Lemme 2.1.2 Si
Tor, (gr;(F), gx;(G)) = 0
pour tous i et j alors pour la filtration associée sur F @ G on a un isomorphisme canonique
Ditj=k8; T ® gr;G — gr (F ® G).

Preuve :
Le probleme étant local on peut se placer sur un ouvert affine, spectre d’un anneau A. La donnée de F et G
sur Spec A est équivalente a la donnée de deux A-modules filtrés M et N. On se raméne a montrer que si

Tory (gr; M, gr;N) = 0
pour tous ¢ et j alors pour la filtration naturelle de M ® N on a un isomorphisme canonique
Ditj=k8r; M ® gr;N — gry (M ® N).

On rappelle que la filtration naturelle sur M ® N est donnée par F¥(M ® N) = &;4;—¢Im(M; ® N;). Ici
I'hypothese permet d’écrire F¥(M ® N) = @4 ;-1 M; ® N;. On a évidemment un morphisme canonique

Ditj=kgt;M ® gr;N — gry (M @ N)

dont il s’agit de vérifier que c’est un isomorphisme. On raisonne par récurrence sur k. C’est vrai pour k = 0 par
la proposition 6, page 8, chap. III-1 de [Bourbaki]. On a clairement pour £ > k

gry(M @ N) = gr,(M/M;® N)

de sorte que ’on peut supposer en remplagant au besoin M par M /M, que la filtration de M est finie. On écrit
la suite exacte
0=+ Ny =N —=grgN =0

et si on tensorise par M il résulte de ’hypothese que Tor; (M, gryN) = 0. On a alors une suite exacte
0+M®N, - M®N — M®grgN — 0.

De plus, la filtration induite sur M ® N; est bien (au décalage d’indice pres) la filtration obtenue a partir du
produit tensoriel. On a alors un diagramme commutatif de suites exactes

0 —— @ipj=k,j>18r;M ® ger —— Dy jrgr, M ® ger ——gr, M ®@gryN — 0

| | |

0———81 1 (MO N) ——————gr (M @ N) ——— gy, (M @ gry(N)) —0

L’hypothese de récurrence appliquée a M et N; (qui satisfont bien entendu aux mémes hypotheses que M et
N) montre que la premiere fleche verticale est un isomorphisme; la derniere l’est par ’hypothese

Tory (gr;(M), grg(N)) = 0.
Donc la fleche verticale du milieu est un isomorphisme.O

On peut vérifier que dans les conditions dans lesquelles on va I’appliquer, les hypotheses de ce lemme sont
satisfaites :

Lemme 2.1.3 Soient X et Y deux variétés algébriques munies des faisceauz algébriques F et G. Alors

TorP*®OY (FR Oy, 0x K G) = 0.
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Preuve :

Le probleme étant local on peut travailler sur des ouverts de X x Y qui sont de la forme Spec A x Spec B
pour A et B deux algebres de type fini sur le corps de base K. La donnée de F et G sur Spec A, respectivement
Spec B, est équivalente a la donnée d’un A-module M et un B-module N. On se ramene & prouver I’annulation
de

Tord®*sB(M @ B,A®k N) =0.

A cette fin on considere @' une résolution projective de M. Alors Q" ® i B est une résolution projective pour
M ®k B. On tensorise cette résolution par A ® g N. Le complexe obtenu est en fait Q" ® x N qui est exact.O

2.1.3 Représentations irréductibles de SL(F)

Fixons d’abord quelques notations. Soit £ un espace vectoriel de dimension r. Un diagramme de Young est
une configuration de boites associée & une suite décroissante A\; > ... > A; > 0 d’entiers, avec \; boites dans la
i-eme colonne, les colonnes étant alignées de gauche a droite. Un tableau de Young est un diagramme de Young
muni d’une numérotation des cases (i, J)i1<i<i,1<j<A;-

Soit d = || := >, Ai le nombre total de boites. un tel tableau de Young est associée une représentation
irréductible de G = SL(E) de la maniére suivante : on considére I’action naturelle de &4 sur E®¢ par permutation
des facteurs, le sous-groupe P, qui laisse invariantes les colonnes du tableau de Young, et le sous-groupe @
qui laisse invariantes les lignes. Alors, si on pose a) = deP,\ getby= deQ; sgn(g)g (les sommes sont prises
dans I’algebre du groupe G), la représentation S*F est définie par

SA(E) - b)\a)\(E®d).

Le théoréme 6.3 [F-H], page 77, nous donne la dimension de cette représentation :

dmS*E= ] Az A HIE
1<i<j<r J—t
si A\p 2...2/\r20et051)\,«+1760.
Une autre interprétation, via le théoréme de Bott, est obtenue en considérant la variété D(E) = Drap(E)
des drapeaux complets 0 C F,. CF,_y C...CF; = E, avec dimF; =r — i+ 1, puis sur D(E) les fibrés @); de
rang 1 définis par les quotients canoniques ); = F;/F;11. Alors si A est un tableau de Young, la représentation

H(D(E),Q1' ®...® Q")

est une représentation irréductible (et les autres groupes de cohomologie s’annulent, par [Dema], [Bott]). C’est
la représentation S*(E).

On se servira pour le calcul de HO(S3((’)(3)[M]) ®0) des résultats suivants, qui constituent un court résumé de
I’étude présentée dans [F-H].

Etant donnée une représentation V de SL(3) (ce qui revient au méme que la donnée d’une représentation de
son algebre de Lie s[(3), puisque SL(3) est un groupe de Lie connexe et simplement connexe : [F-H],page 109),
on connait sa décomposition en sous-représentations irréductibles . On étudie pour cela ’ensemble de ses poids,
qui sont les valeurs propres pour laction du sous-espace h C s((3) des matrices diagonales sur V. Ces valeurs
propres sont des formes linéaires sur h. Explicitement on a

a1 0 0
hb={] 0 a O ta1 +as + a3 =0}
0 0 as

et on peut donc écrire h* = C[L1] & C[Ly] & C[L3]/(L1 + L2 + L3).

Les poids L; — L; € h* sont spéciaux, car ils sont les poids de la représentation adjointe, et ils sont appelés
racines. Les racines engendrent un réseau a lintérieur de h*, noté Agr. Les poids a d’une représentation de
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dimension finie quelconque se trouvent sur le réseau Ay C h* engendré par les L; et sont congrus modulo
Agr. En choisissant un ordre sur les L;, par exemple L, > Lo > L3, on peut séparer les 6 racines en 3 racines
positives : Ly — Lo, Ly — L3, Ly — L3 et 3 négatives. Les espaces propres correspondants aux racines positives,
OL1—Ls> OL1—L3, €6 §L,— 15, sont engendrés par les matrices E; ; = (ex), avec un seul terme non nul e;; = 1 au-
dessus de la diagonale. Une représentation V' de SL(3) étant donnée, il existe un vecteur propre pour h, v € V|
qui est annulé par E 2, E 3, et Es 3, appelé vecteur de plus haut poids. Le poids correspondant est appelé poids
dominant. Pour une représentation irréductible le vecteur de plus haut poids est unique a multiplication par
des scalaires pres.

L’ensemble des poids est préservé par 'action du groupe des symétries par rapport aux droites engendrés par
les L; (le groupe de Weyl). On en déduit qu’un poids dominant doit se trouver dans le (%)—plan délimité par L,
et L1 + Ly = — L3, donc il doit étre de la forme aly + bLy + cL3 avec a > b > c.

La prop. 12.11 [F-H] nous assure que la sous-représentation W de V engendrée par les images d’un vecteur
v de poids aL; + bLy + cLs par application successive des trois opérateurs E; o, E; 3, et Es 3 est irréductible.
C’est la représentation S**¢E, ot E est la représentation standard. On la note aussi S*E ou A est la partition
(a,b, c). Comme c est superflu puisque L; + Ly + Lz = 0, on préfere Pécriture réduite S*E avec A = (a—c¢,b—c).

Maintenant, la formule de Pieri permet de calculer le produit tensoriel d’une représentation irréductible et
d’une puissance symétrique. On a en effet

SSE@wS’E= )  S'E.
Ai<pi<Ai_1
lul=|x+p

Par exemple
SPE®S'E =S"2E+S'"ME +8'92F + 893 F + S34E. (2.1)

Par une analyse directe on peut trouver la décomposition de n’importe quelle représentation . Par exemple,
d’apres le programme Lie [LiE], la décomposition du pléthysme S*(S*E) est donnée par :

S*(S*E) =SPE +S'"?E 4+ 8" E 4+ S8 E + S%°E + ST + §822E 4+ S92 E 4 SYYE. (2.2)

2.1.4 Contractions

Proposition 2.1.4 Soit F' un espace vectoriel. Soient a et b deux entiers positifs, tels que a > b. Alors le
morphisme canonique (appelé par [F-H] morphisme de contraction, p.83)

c:S*FoS'F - STl F o st-1p

défini par y @ Ty - xp = Y, YT @ a1 - Ly - xp est surjectif, de noyau SR,

Preuve :

A cause de la décomposition de Pieri en somme directe de facteurs irréductibles, il suffit de montrer la
surjectivité. Il suffit encore de montrer que I’image de ¢ contient les tenseurs de la forme z%T! ®4®~1. Mais cela
résulte des formules

e(2® @y = 29 @y + (b— 1)ay © zyP~2,
ez ly @ 2%y’ ?) = 22y @ 2y’ + (b — 2)z " y? @ 2?y" 73,

c(2972y? ® 22y"3) = 32%1y® @ 229" + (b— 3)2° 2P @ Pyt 2, ..,
(20 gh1 @ 28) = prtbT2yb1 g b=l O
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2.1.5 Le noyau et le conoyau du morphisme v~

Le morphisme v est le morphisme canonique
v:S*S*E) » S E® S'E

induit par Papplication linéaire stu — st @ u +su @t +ut ® s, ot s,t,u € S*E.

Lemme 2.1.5 Le morphisme v n’est ni injectif, ni surjectif. Son conoyau est S'11E et son noyau est isomorphe
’ S8R 4+ ST E + 8822 4 8642 4 §t4iE

Preuve du lemme :

En tenant compte des décompositions (2.1), (2.2), il suffit de prouver que la restriction de v & S*2E + S92 F +
SY3E + S31E a valeurs dans S'2E + S'02E + S92 E + S®1E est bijective. Soit V; I'espace des vecteurs propres
de poids 8L; + 4Ly dans S'2E et de méme Vs, V3, Vy dans S'%2E, S%2E, S84 E. D’apres [F-H] dimV; > 1.
Puisque par I’application v, le sous-espace V; est envoyé dans le sous-espace V;, il suffit de prouver que :

a) dimV; =1

b) v est bijective sur V; + Vo + V3 + V.

On regarde les poids de S*E. IIs sont donnés par des sommes de 4 poids de E, soit : 4L;, 3L; + Lj, 2L; + 2L,
2L; + Lj + Ly, avec i, j, k deux & deux distincts et variant de 1 & 3. Les poids de S* (S*E) sont donnés par des
sommes de 3 poids a, 3, de S*E. On écrit a + 8 + 7 sous la forme mL; + nLy + pLs avec m +n +p = 12. Si
on veut obtenir a + f+v=8L; +4loonam—p=8 n—p=4doncm+n—2p=m+n+p=12 donc
p = 0. On ne se sert donc pas des poids qui font apparaitre Lz. Il y a exactement 4 fagons d’obtenir 8L +4L- :

4Ly + 4Ly + 4Ls qui correspond au vecteur propre w; = (ef)%(e3),

4Ly + 3Ly + Ly + 3Ly + Ly qui correspond au vecteur propre ws = (e7)(e ?62)(6162)

4Ly + 2Ly + 2Ly + 2Ly + 2L» qui correspond au vecteur propre w3 = (ef)(e2e3)?,

3Ly + Ly + 3Ly + Ly + 2Ly + 2Ls qui correspond au vecteur propre wy = (€3e3)? (6162)

Cela prouve a). On vérifie que v(w;) sont indépendants. Cela prouve b). O

Corollaire 2.1.6 Le morphisme v : S>(S*E) ® S" *E — S*E ® S*E @ S™3E défini par v = v ® id n'est ni
injectif, ni surjectif. Son conoyau est SY'1E ® S"T3E et son noyau est isomorphe d

(SG7GE + S774’1 + 88’272E + 86’472E + S474’4E) ® Sm73E

Preuve du corollaire :
Comme v = v ® id, par le lemme 2.1.5 on obtient le résultat.O

2.2 Systemes cohérents

Le but de cette section est de montrer comment on peut ramener le calcul du nombre de sections du fibré
déterminant de Donaldson & un calcul de sections d’un faisceau localement libre sur un ouvert du schéma de
Hilbert. La méthode repose sur un résultat de Min He, qui 'utilisait pour calculer les nombres de Donaldson
[He]. On commence par quelques généralités sur les systeémes cohérents.

2.2.1 Systémes cohérents a—semi-stables

On désigne par K (IP;) l'algebre de Grothendieck des classes de faisceaux algébriques cohérents sur Ps, ou ce
qui revient au méme, des classes de fibrés vectoriels algébriques sur Py. Cette algebre est engendrée par la classe
n du faisceau structural d’une droite. En tant que groupe abélien, elle est isomorphe & Z3, un isomorphisme
étant donné par le rang r, la classe de Chern ¢; et la caractéristique d’Euler-Poincaré x. Elle est munie de la
forme quadratique entiere non dégénérée définie par

2ryx + cf —r2,
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La notion d’orthogonalité utilisée par la suite est relative a cette forme quadratique.
Une classe de Grothendieck a € K(P) ® Q est dite positive si le polynéme de Hilbert de a est positif. Etant
donné un faisceau algébrique cohérent F' sur Py, on désigne par ¢(F) la classe de Grothendieck de F' dans K (P2).

Définition 2.2.1 Un systéme cohérent sur Py est un couple A = (I', F') ou F est un faisceau cohérent, et I' un
sous-espace vectoriel de H°(F). L’ordre du systéme cohérent est la dimension de [’espace vectoriel T.

Soit a € K(IPy) ® Q une classe de Grothendieck strictement positive. un systeme A = (I, F') on associe la
classe de Grothendieck cq(A) € K(P2) ® Q définie par

co(A) =dimT - a + ¢(F).

La catégorie des systemes cohérents n’est pas une catégorie abélienne, mais elle se plonge dans une catégorie
abélienne (la catégorie des systémes algébriques) qui a suffisamment d’injectifs. On ne considére ici que des
systemes cohérents A = (T, F') dont le faisceau F' sous-jacent est de rang r > 0. Ce rang sera aussi appelé le
rang du systéme cohérent.

Définition 2.2.2 On dit qu’un systéme cohérent A = (', F) est a—semi-stable si
— (i) le faisceau F est sans torsion;
— (ii) pour tout sous-faisceau cohérent F' C F' de rang r' > 0 on a dans K(P2) @ Q :
ca(A')  ca(A)

<
r! r

ou A’ est le systeme cohérent A' = (I, F') défini par T' = T N HO(F").

Dans le cas particulier ou ¢ est de rang 2, et dim ' = 1, seul cas utile dans la suite, 'inégalité (ii) signifie que
pour tout sous-faisceau cohérent F' C F' de rang 1 on a
$(c(F)—a) sil Cc HY(F')
c(F') <
2(c(F) +a) sinon

2.2.2 L’espace de modules Syst,(c, k)

Soit ¢ € K(IP;) une classe de Grothendieck fixée et k un entier > 0; il existe un espace de modules grossier
de systeémes cohérents a—semi-stables A = (T, F') tels que ¢(F) = ¢, et dim’ = k : c’est une variété projective
qui sera notée Syst,(c, k). Lorsque a varie, la structure de l’espace de modules grossier Syst,(c, k) change au
passage de certaines valeurs de a appelées valeurs critiques.

2.2.3 Valeurs critiques

Soit F' un faisceau algébrique cohérent de rang 2, de classes de Chern ¢; et ¢y sur le plan projectif. On désigne
par 7 la classe dans K () du faisceau structural d’une droite. Ainsi, les faisceaux considérés ont pour classe de

Grothendieck
C1 (Cl + ].)

2
Soit [ > 0 un entier, fixé dans toute la suite. Les faisceaux cohérents F' de rang r = 2 et de classes de Chern
c1 =21, et ¢ = n + [ ont alors pour classe de Grothendieck

2

c(F) =2+ cn + ( — )

c(l) =2+2n+ (I(1+1) — n)n*.

On considere 'espace de modules S, = Syst,(c(l),1) des classes de S-équivalence de systeémes cohérents a—semi-
stables A = (T, F'), d’ordre 1, ol F est un faisceau cohérent de classe de Grothendieck ¢(F') = ¢(I). Si cet espace
de modules est non-vide, une section de F' donne une inclusion du faisceau trivial dans F', et donc I'inégalité

0<a<c(l)—2=2n+I1+1)—n)n>
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Définition 2.2.3 Les valeurs critiques pour la famille d’espaces de modules de systémes cohérents S, sont les
classes a € K(P2) ® Q pour lesquelles il existe des systémes cohérents strictement semi-stables relativement a a.

Les valeurs critiques sont en nombre fini. On peut en fait les calculer explicitement, mais on n’aura pas besoin
de cela dans la suite.

2.2.4 Les résultats de Min He

Etant donnée une valeur critique a, on désigne par a_ et ay des classes de Grothendieck > 0 encadrant a et
telles que dans l'intervalle Ja_, a4 [, a soit la seule valeur critique. On désigne par a,,q, = ¢(l) — 2 la plus grande
valeur critique. Pour a > a4z, 'espace de modules S, est vide.

Théoreme 2.2.4 (Min He) On supposen >1(1 —1) et n > 3.
— (i) L’espace de modules S, est une variété irréductible, normale, de dimension § = 3n +1(1 + 3) — 2.
- (ii) Si a est une valeur critique distincte de Gy, on dispose de morphismes surjectifs

Sa_ - Say

S A

Sa

Au-dessus de louvert des points stables de S, ces morphismes sont des isomorphismes. L’image réciproque
du fermé ¥ des points strictement semi-stables ©_ = 7= (Z) (resp. 4 = 77" (X)) est le fermé des points
a4 -instables (resp. a_-instables). Les fermés ¥,X_, ¥ sont de codimension > 2.

- (iii) Si a n’est pas valeur critique, il existe un systeme cohérent universel A = (V,F) paramétré par S,.

Ainsi, S, s’obtient & partir de S,_ en remplacant le fermé ¥_ par le fermé ¥ des points a_-instables.

2.2.5 L’espace de modules S,

mar __

On suppose ici que n > I(I — 1) et n > 3.
L’espace de modules S,, . s’identifie au schéma de Hilbert des sous-schémas finis de longueur n + I* de Py,
Hilb™ (P). En effet, la condition de semi-stabilité nous assure que le conoyau du morphisme d’évaluation
I'® O — F est sans torsion. On connait la description de tels faisceaux sur Ps. Ils s’écrivent comme Iz (¢;) ou

I est I'idéal d’un sous-schéma fini Z de longueur ¢, de P,. De plus 'extension :
0-T®O0O—=F—=1z2)—0

donne une filtration de Jordan-Ho6lder pour F', puisque a = @yq.- Le schéma Z est dans ce cas de longueur
n + 12. L’application qui associe & F' le sous-schéma Z correspondant donne I’identification désirée.
Dans le cas oll @ = a4, On dispose encore d’une extension

0-T®O0O—=F—=1z2)—0
soit d’une extension non-triviale de systéemes cohérents
0NN —>A—-A"—>0

ou A" = (0,1z(20)), et A' = (C,Op,). Réciproquement, pour a voisin de 4., une telle extension non-triviale
définit un systeme cohérent a—semi-stable. Pour déterminer S
non-triviales de ce type.

Mais pour un sous-schéma Z, ces extensions sont paramétrées par

il s’agit donc de paramétrer les extensions

Umaz_

P(Ext' (17(21),0)) = Po(H* (I7(21 — 3))).

La variété S va donc s’identifier & un fibré en espaces projectifs associé a un faisceau algébrique cohérent

Amaz_

sur Hilb™ " (P2) qui ait pour fibre en Z, H!(I£(2l — 3)). On obtient le
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Théoréme 2.2.5 Soit = ¢ Hilb™'’ (P2) x Py le sous-schéma universel, et T le faisceauz d’idéauz associé.
Considérons le faisceau algébrique cohérent R = R'pri.(Z(21 — 3)). Alors

Ce faisceau R est localement libre de rang
X(0z) =x(0Ql=3)) =n+1-(1-1)(-2)

en dehors du fermé de Brill-Noether B des Z € Hilb™ ™" (IP2) tels que hO(I7 (21 — 3)) # 0.

Lemme 2.2.6 i) La codimension du fermé B est supérieure ou égale a 2.
it) La codimension de l'image réciproque de B dans P(R) est au moins n —I(l — 1) + 2.

Preuve du lemme :

Pour un entier s tel que 0 < s < 2I — 3 soit A, I’ensemble des schémas Z vérifiant h%(Iz(s)) # 0. On
commence par démontrer que codim A, <n +1? — 1+ L(s+1)(s + 2). Soit PH°(PP2, O(s)) l'espace des courbes
de degré s dans Py. On considere la variété d’incidence = = {(Z,C)|Z C C} C Hilb™ (P2) x PHO (P2, O(s)) et
le diagramme

= — P PHO(P,, O(s))

]

Hilb™ " (P.)

On sait d’apres Ellingsrud et Strgmme (dans [He], lemme 4.9, en utilisant [E-S1], th. 1.1 et cor. 1.2), que si C
est une courbe de Py, méme non-réduite, le sous-schéma de Hilb™(IPy) des points Z C C est de dimension m.
Donc la dimension des fibres de p, est égale & n + (. Alors dim= < n+1? — 1+ (s + 1)(s + 2). D’un autre
coté la suite exacte

0 — H(Iz(s)) = H°(O(s)) = H*(Oz)
prouve que A, est 'image de = par p;. On déduit dim A, <n+1? =1+ £(s+ 1)(s +2). Pour s =2/ — 3 on
obtient pour B = Ay _3, dim B < n+ 3[?> — 3l. Donc codim B > n—[? + 31, et alors codim B > 2l sin > (I —1).
Ceci prouve i).

Pour démontrer ii) prenons un schéma ponctuel Z et considérons une droite d qui évite le support de Z. On
obtient les suites exactes

0— Iz(s—1) 3 I,(s) = O4(s) = 0
0— H(Iz(s—1)) = H(Iz(s) = H*(Ou(s)) = H' (Iz(s — 1)) — H'(Iz(s) = 0.

Il résulte Ag 1 C Aget ht(Iz(s)) < ht(Iz(s—1)) pour tout s. On note B; = A;\ As 1. Pour Z € By lafibreen Z
du morphisme P(R) — Hilb™ " (P,) est de dimension h!(I4(21—3)) < h*(Iz(s—1)) = n+12—1+ (s+1)(s+2).
On obtient ainsi une majoration de la dimension de I'image réciproque de B par

(n+l2+%(s+1)(s+2)—1)+(n+12— %s(s—f—l)—l)
c’est-a-dire
2(n +1?) + s — 1.
L’assertion résulte en utilisant la majoration s < 27 — 3.0
dans Hilb" " (P,).

On note 7 le morphisme canonique de S

Amaz_
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2.2.6 Le morphisme f:S5. — M,

On désigne par M, ’espace de modules des faisceaux semi-stables de classe de Grothendieck c. Ici ¢ est de
rang 2, ¢; = 0 et co = n donc M, = M. Considérons une classe de Grothendieck € > 0 inférieure a la plus petite
valeur critique. Si A = (T', F') est un systeme cohérent e—stable, le faisceau F' sous-jacent est semi-stable. Par
suite, on obtient un morphisme f : S, — M, qui associe a la classe du systéme cohérent (I, F') la classe du
faisceau F'(—I).

Théoréme 2.2.7 S5i3 < n < (I4+1)({+2), le morphisme f : S — M.. est surjectif; de plus, on a f+(Os,) = Owm, .

c

Preuve :

Si F est un faisceau stable de classe ¢, la condition n < (I + 1)(I + 2) signifie que x(F(I)) > 0 et par
suite on peut considérer les systemes cohérents A = (T, F(I)) avec I' C H°(F(l)). Ces systémes cohérents sont
obligatoirement e—stables. Il en résulte que la fibre de f au-dessus du point défini par F est isomorphe a I’espace
projectif (des droites) P(H°(F(1))). Le morphisme f est par suite surjectif au-dessus de 'ouvert U C M, des
faisceaux stables et il vérifie f.(Og. )|r = Ou. Par conséquent f est surjectif. Considérons la décomposition de
Stein du morphisme f : S = M' = Spec (f.(Os.)) — M,. La variété S est integre, donc M’ est integre. Le
morphisme birationnel M’ — M., est fini, et isomorphisme au-dessus de U. La variété M. est normale. On déduit
que le morphisme M’ — M, est un isomorphisme, c’est-a-dire que f.(Og,) = Op, .0

2.2.7 Le fibré déterminant

Si a n’est pas valeur critique, on sait qu’il existe un systéme cohérent universel paramétré par l'espace de
modules S,. On Iécrit sous la forme (V, F(I)), ou V est un fibré inversible sur S,, et F une famille plate de
faisceaux cohérents de classe ¢ paramétrée par S,. On peut donc, pour toute classe u € ¢~ dans K(Py), de
dimension 1, ('orthogonal est pris relativement a la forme quadratique sur K (IP;)) définir un fibré déterminant
Dg,yu sur S, par la formule

Da,u = A.7:(_”) = detpl!(]: p;(_u))

Dans cette formule p; et p, sont les projections canoniques :

Sa X PQ ﬁ) PQ

|7

Sa

et F(u) = F - p3(u) désigne la classe (dans le groupe de Grothendieck K (S, x P2) des classes de faisceaux
algébriques cohérents plats sur S,) produit de la classe de F par 'image réciproque de u par la projection ps.
Le morphisme

1 K(Sa X ]PQ) — K(Sa)

est le morphisme qui associe a la classe d’un faisceau algébrique cohérent F plat sur S, la classe de

> (=1)Rpy1.(F).

q

Ces faisceaux de cohomologie sont les faisceaux de cohomologie d’un complexe fini de fibrés vectoriels Rp; . (F).
Par la propriété universelle du fibré déterminant, on a f*(D,,) = D¢ 4. Soit = C Hilb" !’ (P9) x Py le sous-schéma
universel. Soit u la classe du faisceau Oy (—1), o H est une droite de P2. On note

0= /\ZE(_u) = /\OE (U)

2
le fibré déterminant sur Hilb" " (P3). Considérons 'ouvert U de ce schéma de Hilbert ou le faisceau R est
localement libre. Cet ouvert est ’espace tout entier pour [ = 1 et il a son complémentaire de codimension 2,
pour [ supérieur & 1. Il est invariant sous I’action du groupe SL(3).
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Théoreme 2.2.8 Soit n un entier > 3. Soit | un entier > 0 tel que I(I—1) <n < (I+1)(I+2). Alors on a un
isomorphisme de SL(3)-représentations

H°(M,, D) = H(U,S'R ®0).

Preuve :
D’apres le théoreme 2.2.7, on a
H°(M,, D) = H*(S,, D, ).

Maintenant, d’apres le résultat de Min He, les espaces de modules S, sont des variétés normales : les espaces
vectoriels de sections restent inchangés par restriction a un ouvert dont le complémentaire est de codimension
> 2. Puisque les fermés ¥, _, et ¥ du théoreme 2.2.4 sont de codimension > 2 on voit que la représentation
HO(Sa, Dau) est indépendante de a. Il reste & voir ce qu’est cette représentation pour @ = e, - Ceci résulte
du calcul du fibré déterminant D « sur ’espace de modules S,

Amaz _ Amax _ *

Lemme 2.2.9 Soit a le fibré tautologique Op(r)(1) sur P(R). Alors

D =a® @71 (0).

Amaz _ U

Preuve du lemme : ,
Rappelons que Z C Hilb™ ™ (Py) x P, est le sous-schéma universel, Z le faisceaux d’idéaux associé et R est le
faisceau algébrique cohérent R'pry,(Z(2l — 3)). Considérons I'extension canonique sur P(R) x Py :

0—->aRO(-l) = F = (7 xidp,)*(Z(0,1)) = 0

oun:P(R)— Hilb™ " (P2) est le morphisme canonique. La classe u est celle du faisceau Og(—1), ou H est
une droite de P5. On a alors par changement de base

D = a® @71\ (u® O(1)).

Amaz_ U

Dans K (P3), on a [u® O(l)] — [u] = [-n?. D’apres [LeP4], prop. 2.9, Ao= (u® O(1)) = Aoz (u)). Le fibré inversible
Aox (1) est le fibré déterminant 9. Ceci démontre le lemme. O

Il reste maintenant a enlever le fermé image réciproque du lieu de Brill-Noether B, qui est de codimension
> 2, pour obtenir le résultat du théoreme.O

2.3 Sections de S‘R ® 0 sur le schéma de Hilbert

Le but de cette section est de terminer la démonstration du théoreme 2.0.1. On supposera partout dans la
suite que n > 3. On sait par le théoréme 2.2.8 que pour (Il — 1) < n < (I +1)(I +2), on a un isomorphisme
H°(M, D) = HY(U, SR ®0) ot U est 'ouvert du schéma de Hilbert Hilb"+* (P3) ot le faisceau R est localement
libre. Cet ouvert a son complémentaire de codimension > 2I. Il est invariant sous l’action de SL(3).

Lorsqu’il n’est pas spécifié, les produits tensoriels de faisceaux algébriques considérés sont des produits tenso-
riels sur le faisceau structural du schéma de base. Les fibrés vectoriels sont identifiés a des faisceaux localement
libres de rang fini.

On va se concentrer maintenant sur ce nouvel espace de sections H?(U, S'R ® ). On note m = n + 2.

Soit Z C Hilb™(P2) x Py le sous-schéma universel, pry : 2 — Hilb™(P2) et pro : £ — P2 les deux projections,
et Z le faisceau d’idéaux associé. Le faisceau R est défini comme R = Rpri,(Z(2l — 3)). On note k = 21 — 3.
En partant de la suite exacte fondamentale associée & = sur Hilb™(Py) x Py :

0=-2Z—-0—-0=z—=0
tensorisée par pri (Op,(k)) et restreinte a 'ouvert U x Py de Hilb™(P2) x Py on trouve la suite exacte

0— I(k)|U><[p>2 — O(k)|U><]p2 — Og(k)|U><]p2 -0
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Par image directe sur U par la projection prq, on obtient une présentation SL(3)-équivariante de R sur U :
0 = pri.(Z(k)) = pri.(O(k)) = pri.(0O=(k)) = R = R'pri.(O(k)) = 0

Par définition de U on a H(IP2,Zz(k)) = 0 pour les schémas Z € U, donc par le théoréme de semi-continuité
on a une suite exacte de faisceaux localement libres sur U :

0 = HO(IPy, O(k)) ® Oy — pri.(O=(k))lu = R =0 (2.3)

On obtient par suite une résolution SL(3)-équivariante de S'R ® 0 par le complexe de Koszul K~ défini en
degré i par K' = A'S*E @ S+ (O(k)™) @ 0 pour i = 0,..., 1 ot O(k)"™ = pri.(0=(k)), E = H°(Po, O(1)) :

K = S'R®d. (2.4)

Par suite la cohomologie de S'R ®0 se calcule & 1’aide de la suite spectrale EY'? = HY(K ~?) dont I’aboutissement
en degré 0 est H*(U,S'R ® 0).

Pour les faisceaux localement libres K on va se placer indifféremment sur les restrictions & U ou sur Hilb™ (P3)
tout entier, puisqu’on s’intéresse seulement a la cohomologie de ces faisceaux jusqu’en degré l; comme le
complémentaire de U est de codimension > 2I, celle-ci coincide sur U avec la cohomologie sur tout Hilb™ (IPy)
jusqu’en degré 21 — 2, par les propriétés de la cohomologie locale ([Grot2]). Pour [ = 1, U = Hilb™ (P).

Lemme 2.3.1 Pour ¢ > 0, H/(Hilb™(Py),0) = 0 et H*(Hilb™ (P,),0) = S™E.

Preuve du lemme :

Soit HC' le morphisme de Hilbert-Chow, HC : Hilb™(P2) — S™(P;) qui associe & un schéma fini Z le
cycle Y ep, lg Zzx dans S™(PP2), la puissance symétrique m-ieme de IPp. Naturellement, I’espace S™ (IP2) est le
quotient de la puissance m-ieme P5* de Py par le groupe symétrique &,,. Il est constitué de cycles, combinaisons
linéaires de points distincts x; de Ps,

Z Ailq],

2 Ai=m
a coefficients A; > 0. Le support d’un schéma fini de longueur m est un tel cycle, si on tient compte des
multiplicités des points. Le morphisme de Hilbert-Chow vérifie HC\ Ogiipm (p,) = Ogm(p,) et (cf. lemme 4.3.5)

HC*(O(1,1,...,1)®%") =0. (2.5)

Mais S™(IP;) est a singularités rationnelles en tant que quotient d’une variété lisse par un groupe fini ([Bout]).
Par suite RP HC\ Oyjjpm (p,) = 0 pour p > 0. On obtient alors

HO(Hilb™(P,),0) = HOS™(Py), HC,(0) = HIEp 0L, 1) = (0 % 120 g
S"E si q=0.

Dans le troisieme chapitre, il est démontré que

[m

0 /TT:11.m ! _ Q22 m—1
2) -
HY(Hilb™(Py),O(k)  ®0) =S E®S E

[

et que HY(Hilb™ (P5), O(k) ™ ®0) = 0 pour ¢ > 0. Comme annoncé dans l'introduction (th. 2.0.2), on montrera

aussi que
H (Hilb™ (P,), S (O(k)™) © ) = 0

et on calculera HO(Hilb™ (Py), S2(O(k)"™) @ ) et HO(Hilb™ (P,), S*(O(3)"™) ® 0). On peut ainsi calculer
HO(Hilb™ (Py),S'R ® 0)

pour I = 1,2, 3. Pour aller plus loin on se heurte & des difficultés li¢es au calcul des He (Hilb™ (P5), SH(O(k)™) @)
pour ¢ =0,l >3 ougq>0,l>1.
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Ceci limite le calcul du HO(Hilb™(Ps),S'R ® 0) & I = 3 ce qui restreint les valeurs de n a n < 19.

On commence par remarquer que pour le calcul d’un espace de sections d’un fibré sur Hilb™(PP2) on peut
se placer sur un grand ouvert de Hilb™(P3), pourvu que cet ouvert ait un complémentaire de codimension au
moins 2. Ceci est le cas pour Pouvert Hilb}" (P2) formé par les schémas avec au plus un point multiple, qui soit
double, soit les schémas dont le cycle correspondant est x1 + @2 + -+ - + T, Ou 2x1 + T3 + T4 + - -+ + Ty, avec
x; distincts. On note S7*(IP2) Pouvert des cycles de cette forme. L’avantage d’utiliser Hilb}"(P2) est qu’on peut
le décrire comme quotient ¢ de I’éclaté B de P = p~1(S™(P3)) (ou p : PF* — S™(P,) est le quotient de P
sous l'action du groupe symétrique &,,, ) selon la réunion D des diagonales Aj; = {(21,--- ,2m) € PoL|2; = 25}
pour ¢ < j, disjointes dans PJ%. On note p cet éclatement. On a un diagramme commutatif :

B AN m

5 |
. HC
Hilb]*(Py) — S™(Ps)
On montrera comment, a 'aide de cette description, on peut ramener les calculs de la cohomologie des fibrés
sur Hilb]" (P2) & des calculs des invariants de la cohomologie de certains faisceaux sur P4%. On utilise les mémes

notations Hilb]"(X) et X™ pour une surface quelconque X.

2.3.1 Une filtration

On introduit ici des notations et des résultats tres utiles pour la suite. On va se placer dans le cadre général
d’une variété algébrique lisse M, munie d’un fibré de rang r, W, et d’un fibré L sur une sous-variété lisse D
de M. Dans les applications, la sous-variété D sera la réunion des diagonales U;;A;; C X}*. On note Wp la
restriction de W a D.

On considere un morphisme surjectif € : W — L. Le noyau de ce morphisme définit un faisceau sans torsion
V. Ce morphisme induit un morphisme surjectif de fibrés en algebres graduées

Syme: SymW = @iZOSiW —» Sym L = @izoSiL,

noté encore €. On note I le faisceau noyau.
Remarque 2.3.2 Le faisceau I est engendré par V, donc I* est engendré par S*¥V.

Considérons la filtration F*Sym W = I*Sym W, pour k > 0; elle est compatible avec la graduation.
Proposition 2.8.3 Soit N le fibré conormal de D dans M et K le noyau du morphisme canonique €|p (noté

encore €): Wp — L. Le gradué associé a cette filtration gr,(Sym W) = I? /[IP*! admet une filtration décroissante
dont les gradués associés sont

8Ty (grp(Sym w)) = gLy (Ip/Ierl) =SIN®S" "K[-p+q] ®SymL (2.6)

stp>q>0et0 sinon.

Preuve :

Afin de décrire le gradué associé a cette filtration on va considérer Sym W comme image directe du faisceau
structural Oy« sur I’espace total du fibré dual W*, par la projection canonique p : W* — M, et Sym L comme
image directe du faisceau structural Op- sur 'espace total du fibré dual L*, par la restriction de p & L* C W*,
notée encore p: L* — D.

On désigne par Wp la restriction de W a D. Considérons les inclusions de variétés lisses

L*CW;Ccw* (2.7)

et désignons par Z 'idéal de L* dans W*, par J l'idéal de W}, dans W*, et par Zp l'idéal de L* dans W},. On
a une suite exacte 0 - J — Z — Zp — 0 ol r est le morphisme de restriction. On considere les filtrations de
Ow~ et OWE définies par les puissances des idéaux Z et Zp.
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Comme p est un morphisme affine, W* est un schéma affine sur M, il y a une correspondance entre les
faisceaux d’idéaux de Ow~ et les idéaux de Sym W donnée par Z — p,(Z). L’idéal Z se correspond ainsi a I et
T & I*. De cette facon, la filtration de Sym W = p,(Oyw-) définie par image directe coincide avec la filtration
définie par I'idéal I = p,.(Z) noyau du morphisme €. Les fibrés conormaux correspondants aux inclusions (2.7)
s’écriV(.ent Niejw+ = Nio e =Z)T, Ny ywe = Ny jw- = T T? Npwjws = Ni-ws =7Ip/Ip*® et on a
une suite exacte

0— ./\/WE/W*

L* _>NL*/W* —)NL*/WB —0 (28)

Le fibré conormal Ny~ jw |- sidentifie & p*(N) et Ny« w» a p*(K). La suite (2.8) devient

0—p*(N) = Z/T? = p*(K) = 0. (2.9)

partir de cette suite exacte on obtient une filtration décroissante du Or+-module SP(Z/Z?) = I? /7Pt =
r,(Ow-) par des Or+-modules

F4(SPNp- jw) = Im((J/T*)® @ (Z/2%)®P~9 — SP(Z/T?)) = Im(JTP ¢ — TP /TP )
sip>q > 0et 0 sinon, de gradué associé
gry(SP(Z/1%)) = STNwy yw+ @ SPTIN L jwy = p*(SIN ® SPTK)

sip > q > 0 et 0 sinon. Par application du foncteur image directe p, qui est exact puisqu’il s’agit d’un morphisme
affine, on obtient une filtration de p.(Z/ZPT!) = I?/IPT! dont le gradué en degré g est le Sym L-module gradué
fourni par la formule de projection

gr,(IP/I"*!) = SIN @ S" 1K [~p+q] ® Sym L

sip > q > 0 et 0 sinon. Pour comprendre le décalage qui apparait dans la graduation de p,(p*(SIN @ SP7IK)) =
SIN ® SP7?K ® Sym L il faut comprendre I'action de C* sur le fibré conormal NL*/W;, = p*(K) et sur le
fibré conormal N. L’action de C* sur L*, W}, et W* est par homothétie, d’ott une action sur les trois fibrés
normaux et respectivement conormaux . Sur M et D, et par conséquent sur N, C* agit trivialement. Donc la
composante homogene de degré i de p,(p*(N)) est N ® Sym ‘L. Sur N+ yws = p*(K), 'action est donnée par
A (z,v) = Az, \"1v) pour z € L* et v € K (2)- Donc la composante homogene de degré i de p.(p*(SPK)) est
donnée par SPK @ Sym* PL sii > p O.

Remarque 2.3.4 Considérons maintenant un fibré inversible A sur M. Alors on a un morphisme de Sym W -

modules gradués
M=SymW®@A—-SymL® A

de noyau I M. Considérons la filtration I* M. Cette filtration est compatible avec la graduation et le morphisme
canonique
®:S*V|p ®o, Sym L[—k] ® Alp — I*M /¥ M

est un isomorphisme en degré > k.

2.3.2 Eclatement de M le long de D

On considere I’éclatement p : M — M de M le long de D, et les images réciproques W et ,C de W et £ par
p:W=p (W), L = p*(£). On note V le noyau du morphisme surjectif , noté encore €, de W dans L. Puisque
le support de £ est un diviseur (le diviseur exceptionnel E), V est localement libre. De maniere analogue, on
considere le noyau Tdee: Sym W — Sym/J et la filtration I* de SymW

Lemme 2.3.5 - (i) Le morphisme canonique p* : SymW — p,(Sym W) induit un isomorphisme I* =
p«(1¥) N
— (ii) Les images directes Rp,(I*) sont nulles pour q > 0.
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Preuve :
L’éclatement p vérifie p.(Oz7) = Onm et Rip,(O77) = 0 pour ¢ > 0, d’apres le lemme 3.5 de [SGA-6], exposé
VII. On a alors, par la formule de projection, un morphisme

Sym W % p.(p*Sym W) = p.(Sym W)
qui est un isomorphisme et de méme pour Sym £ = p, (Sym ,CN) On a donc un diagramme commutatif

0 — 1 — Sym W - Sym £ — 0

I~ I~

0 — pu(l) — p(SymW) 25 p.(SymL) —

qui nous assure que pye est surjectif et qu’il y a aussi un isomorphisme I = p, (f) D’oll un morphisme I* —
pu(1¥).

On suppose par récurrence que pour tout ¢ < k on a le résultat (pour k = 0 ceci est clair : SymWw =
p«(Sym W) et R7p,(Sym W) = 0 pour ¢ > 0) et on va le prouver pour k + 1. On a un morphisme de suites
exactes

0 — It — Ik R/ 0

b e

0 — p@™) — p(dY) S p (@I — Rp. () — 0

ol b est un isomorphisme. On commence par prouver que ¢ est un isomorphisme et que
Rip,(I*/T*1) =0
pour ¢ > 0. On en déduira que d est surjectif d’otl a sera un isomorphisme et R7p, (I*+1) = 0 pour ¢ > 0.

Mais on a construit dans la précédente section une filtration de chacun des faisceaux I*/I**+1 et fk/f’”l
de gradués connus. Ces faisceaux sont supportés par D et E respectivement et le morphisme p en restriction
a D s’écrit comme p : E = P(N})) — D. Le noyau K de W|E — £ s'identifie & I'image réciproque de K. Le
fibré conormal & E, Ng, est dans ce cas le fibré O(1) relatif sur cet espace projectif (on a pris le projectif de
Grothendieck). La filtration F/ de I*/T**1 est de gradué

gr; (I*/TF) = SINg @ S K[~k + j] @ Sym £

sik>j >0et0sinon.
Comme

Rip,(gr;(I*/T*Y) = R1p.(SNg) © SV K[~k + j] ® Sym £

et que p.(S?Ng) = SNp et Rip,(S/Ng) = 0 pour ¢ > 0 on obtient une filtration F/ = p,(F7) de p, (I*/TF+1)
de gradué
p(gr;(I" /TFH)) = SINp @ S T K[~k + j] ® Sym £ = gr;(I¥ /1)

sik > j > 0et 0 sinon, et telle que Rip,(F7) = 0si ¢ > 0, pour tout j. En particulier pour j = 0 on obtient
que Rip,(I*/T**1) = 0 pour ¢ > 0. Le morphisme c est compatible avec les filtrations et induit 'identité sur
les gradués, d’ol aussi 'isomorphisme c : I*¥ /¥ 5 p (1% /1F+1).
Corollaire 2.3.6 - (i) L’image de Uinclusion canonique ¢ : p.(S¥V) < SEW est exactement (I*);.

~ (i) R1p.(S¥V) =0 pour ¢ > 0.

Preuve :
Cela revient a écrire les résultats du lemme 2.3.5 en degré k en tenant compte de I'observation 2.3.2 et du
fait que S*7: SkV <5 SETW reste une inclusion, ou 7 est I'inclusion de V dans W.O
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2.4 Calculs de cohomologie sur Hilb}"(P)

On appliquera ici les résultats des deux sections précédentes a notre situation particuliere. On n’aura pas
besoin ici de se placer sur le plan projectif. Les résultats restent valables sur une surface algébrique lisse quasi-
projective quelconque X. La description de Hilb]'(X) se fait alors exactement comme pour Ps, en utilisant
Iéclatement B de X" :

B A
i HC
Hilb™(X) == S™(X)

On considere plus généralement le fibré L™ sur Hilb™ (X)) associé & un fibré L sur X,

L™ = pri. (0= @ pri(L))

ou pri et pry sont les deux projections du schéma universel = C Hilb™(X) x X sur Hilb™(X) et respectivement
X.

On garde les notations introduites juste avant la section 2.3.1 pour les diagonales D et A;; de X*. Sur B,
le diviseur exceptionnel E se décompose en composantes disjointes £ = UK].
Zp C B x X, paramétré par B, a m composantes irréductibles Z; et la projection prqy : Z;(Z; — E; ; est un
isomorphisme. On en déduit une suite exacte sur B x X :

E; j. Alors le schéma universel

0— Oz, = ®:0=;, = ©i<;O0p,;, =0 (2.10)

et comme, par changement de base, q*(L[m]) = pri.(O=z, ® pri(L)), on a, apres tensorisation par prj(L) de la
suite (2.10) et image directe par pri, une suite exacte sur B :

* [m] * *
0—=¢"(L ) — @ipj(L) — @i<jpi7j(LA) -0

ou p; désigne aussi bien la i-eme projection X" — X que sa composée avec p : B — X ; de méme pour
pi7j3X:n—)XXXetpi7le—)XXX.

Le sous-schéma Z; est I'image réciproque de la diagonale A de X x X par lapplication (p;,idx). Le fibré La
est I'image réciproque de L par 'une des projections de la diagonale de X x X sur X, qui sont des isomorphismes.

Le fibré £ = Bi<;Di (La) a pour support le diviseur exceptionnel E. Il est I'image réciproque par p du fibré
L = ®i<;p; j(La) sur X]", dont le support est D.

On note aussi W et W le fibré @ip; (L) sur B et sur X" respectivement. On note L; = p; (L) et L;; = p; ;(La).
On se place maintenant dans la situation décrite au paragraphe 2.3.1. On prend pour M la variété X", M = B,
et le fibré V = q*(L[m]). Le morphisme € est :

W=&;L; — L=®i<;La;
(8i)i = ((si = 85)|ag )i

Il est surjectif. Comme dans 2.3.1, V' désigne le noyau de €. Le groupe symétrique G = &,, opére sur la
situation. Toutes les filtrations qui interviennent sont invariantes sous ’action de G, et les morphismes sont G-
équivariants. On munit £ = ®;<;L;; de 'action de G par laquelle la transposition 7; ; envoie les sections du fibré
L;; dans leurs opposées. C’est la seule action qui rend le morphisme e équivariant. Ainsi £ n’a pas de sections
&,,-invariantes. Par suite £ n’a pas de cohomologie &,,-invariante. Le groupe G étant fini, la cohomologie du
faisceau des invariants F sur Hilb2*(X) (ou sur S7(X)), out F est un G-faisceau algébrique cohérent sur B (ou
sur X™) s’identifie aux invariants de la cohomologie de F'.

Le théoreme suivant nous montre comment on peut ramener le calcul de la cohomologie de Sl(L[m]) sur
Hilby*(X) & un calcul de cohomologie invariante sur X :
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Théoréme 2.4.1 - (i) Il existe une inclusion canonique HC'*(Sl(L[m])) < (Sym W)Y sur S™(X), dont
image est exactement (I'), partie homogéne de degré 1 de (I')C.
~ (ii) RYHC,(S(L"™))|smx = 0 pour ¢ > 0.

Preuve :

Le foncteur image directe invariante ¢ est défini comme il suit : pour un faisceau F sur B, et un ouvert
U de Hilb? (X), ¢¥(F)(U) = (F(g 1 (U)))%, ou ¢ 1 (U) est automatiquement un ouvert G-invariant de B. En
utilisant les propriétés des variétés quotient par un groupe fini, on obtient OF = ¢¥(Op) = Ouypm(x) d’ol

= m]
ST =S, . i i

On en déduit que HC,(S!(L™)) = HC,q% (S'V) = p¥p.(S'V) qui se plonge canoniquement dans p&(S'WW),
avec p¢((I');) = (I¢ pour image. Les morphismes p et ¢ sont finis donc leurs images directes supérieures
sont nulles. Par composition des foncteurs dérivés RHC., RpS = p$, Rp. et RqS = ¢ on trouve que
RHC,(SY(L"™)) = RHC,(¢%(S'V)) = RHC, o RgS(S'V) = RpS o Rp.(S'V) = pRp,(S'V) d’ott la nul-
lité des RIHC, (S{(L"™)) pour ¢ > 0 sur S7(X).0
Corollaire 2.4.2 - (i) HO(Hilb™ (P,),S'(L"™) ® 09¢) = HO(P, (I'), ® O(s, . .., 8))¢

~ (i) HY(Hilb™(P,), S (L'™) @ 99%) = HY(PR, (I'); @ O(s, ..., s))C pour ¢ > 0.

Preuve :

Compte-tenu du fait que 0 = HC*(O(1,...,1)%) il suffit d’écrire

RIHC,(SYL™) ©0%%) = RIHC,(S'(L™) ® O(s, ..., s)¢ = (I') ® O, ..., 5))°
si ¢ = 0 et 0 sinon, et d’utiliser les propriétés de cohomologie locale pour (i) et la suite spectrale de Leray pour
(ii).O
Corollaire 2.4.3 Le théoréme 2.0.1 est vrai pour n < 11.

Remarque 2.4.4 La démonstration utilise le corollaire 2.5.8 qui sera démontré au paragraphe 2.5.4, mais nous
préferons la donner ici pour motiver le travail fait dans le chapitre 2.5.

Preuve du théoréme 2.0.1 pour n <11 :
Nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.4.5 i) La SL(3)-représentation H° (Hilb™ (P5), (’)(k)[m] ®09%) est isomorphe a S¥T*E @ S™1(S°E) ;
it) On a pour k+s> —2 et s > —2,

[m

HY (Hilb™ (P,), O(k)™ ® 2®*) = 0.

On rappelle que (’)(k)[m] a été défini dans la section 2.3, que 0 est le fibré déterminant sur Hilb™ (PPy) défini
par I’équation (2.5) et E = H°(PPy, O(1)) est la représentation standard de SL(3).

Preuve :
i) On applique le corollaire 2.4.2 pour L = Op,(k). On tensorise la suite exacte 0 - V — W — £ — 0 par
O(s,...,s) et on écrit la suite exacte de cohomologie invariante. On a vu que £ n’avait pas de cohomologie

&, -invariante. On obtient ainsi

HY(PP,V @ O(s,...,s))% = HI(PF, ®;O0(s, ..., k+s,s,...,5)% =

_J0 st ¢g>0
| HO(P2, O(k + 5)) @ 8™ HHO(Py, O(s)) = SM*E @ S™ L(S°E) si q=0.

ii) On trouve aussi
HY (PP, V @ O(s,...,s)¢ =H(PY,V @ O(s,...,s)°

pour ¢ < 2 (puisque le complémentaire de 'ouvert P5: dans P5* est de codimension 4). Le membre de droite
est nul pour ¢ > 0, donc celui de gauche est nul pour ¢ = 1 et ¢ = 2. Par le corollaire 2.4.2 on obtient
H! (Hilb™ (P,), O(k)"™ ® 22%) = 0. Puisque la codimension du complémentaire de cet ouvert est égale & 2, la
suite exacte de cohomologie & support donne I'annulation de H! (Hilb™ (Py), O(k)[m] ® 0%%).0
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Regardons le cas | = 1. A partir de la présentation (2.3) de R, avec k remplacé par 21 —3=2-1—-3 = —1,
s=letm=n+1>=n+1,onobtient O(—1)" ~ R et
(n+1)(n+2)

'®0) = dimS"E = —a

dim H(R ) = dim H*(O(~1)"

Pour n tel que 3 < n <6, le théoreme 2.2.8 permet donc de conclure.

Lemme 2.4.6 i) La SL(3)-représentation HO(Hﬂbm(Pg),SQ(O(kE)[m}) ® 09%) est isomorphe au noyau du mor-
phisme surjectif

q2k+s g ® Sm—l(SsE) @ q2 (Sk+sE) ® Sm—Q(SsE) (0,mu_l;5®id) q2k+2s ® Sm_Q(SSE),

ot mult est le multiplication S*(S"E) — S*"E.
it) On a pour k> —1 et s > 0,

[m]

H' (Hilb™ (P2),S*(O(k) ) ® 0%%) = 0.
Preuve :
I faut calculer cette fois-ci HO(PY*, (I2); ® O(s, ..., s))“. On regarde les suites exactes associées a la filtration
de S>W :

0— I — S*W — gry(S*W) = 0
0— (I*)y — Iy — gr (S*W) — 0

On sait que gry(S?W) = S2£. On démontrera plus tard (cor.2.5.8) que gr;(S'W) n’a pas de cohomologie
invariante si [ — ¢ est impair.
En écrivant les suites exactes de cohomologie invariante, apres avoir tensorisé par O(s, ..., s), on obtient

HI((I?)y ® O(s,...,s)) ~HI(I, ® O(s,...,s))%,¥Yqg >0,
et que H(I, ® O(s, ...,s))% est le noyau du morphisme
mor : HO(S*W @ O(s,...,s))¢ = H (S?’L ® O(s,...,s))°.
A laide de la proposition 2.1.1 ces espaces d’invariants se calculent aisément pour donner
HO(S*W @ O(s,...,s))Y = S* T E o S™~1(S*E) @ S*(SM*E) ® S™~%(S°E)
HO(S’L ® O(s,...,s))" = k2 E @ S™2(S*E).
La composante de mor sur le second facteur est induite par le morphisme de restriction
HO (P, x Py, O(k + 5) R O(k + 5)) — H°(Op(2k + 25)).

Le morphisme mor est alors surjectif et on peut calculer la dimension de son noyau.
i) L’espace HY((I?)s ® O(s, ..., s))“ s'injecte dans H (S*W @ O(s,--- ,5))“ = 0 : il est donc nul. On obtient
donc aussi la nullité de H' (Hilb™ (Py), SQ(O(k)[m]) ®0%%).0

Passons ensuite au cas | = 2. A partir de la présentation (2.4) de S2R®0, et des annulations de la cohomologie
supérieure obtenues, il résulte une suite exacte de représentations

[

[m]

0= A’E@H(0) » E@H(O1)™ @0) - H(S2(01)™) ©0) » H(U,S*R © ) — 0

On en déduit
dim H°(U,S$*R ®0) = dim S’ E @ "™ E ¢ S*(S*E) ® S"**FE

—dimS*E @ S"T?E —dim E ® S’E ® S""3E + dim A’E @ ST E.
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Par suite,
dim H(U, S*R © 0) = 10<"+5> +21 (";4>

1

2

n+4 n+5 n+6
-1 -1 =
On a ainsi démontré le théoreme pour tout n tel que 3 <n < 11.00

Les vraies difficultés apparaissent a partir de [ = 3.

Lemme 2.4.7 La SL(3)-représentation HO(Hilbm(]P’g),S3((’)(k)[m]) ® 0%%) est isomorphe au noyau du mor-
phisme
a:HY(SW © O(s,...,5)% = H(gr, (S*W) @ O(s, ...,s))“

et H! (Hilb™ (P,), S (O(k)"™) © 9®%) & son conoyau.

Preuve :
On écrit & nouveau les suites associées & la filtration de S?W :

01 5SPW =>S3L >0
0— (I*)3 — I3 — gr (S*W) = 0
0= (I%)3 = (I*)3 = gry(SPW) = 0.

On aS3L = 69,-<ij§.3. En tenant compte de 'action de &,, sur £ on obtient que S?£ n’a pas de cohomologie
& ,n-invariante. Comme on le verra dans le corollaire 2.5.8, gr,(S*W) n’a pas de cohomologie invariante non
plus. Les suites de cohomologie invariante associées nous fournissent :

HY(I%)5 ® O(s, ..., 8))¢ ~ HI((I)s; @ O(s, ..., s))°

pour ¢ > 0 et
HY(I3 ® O(s,...,s)" ~HY(S*W @ O(s,...,s))"
pour g > 0.
Alors I'espace recherché HO((I°)3 @ O(s, ..., s))¢ s’obtient comme le noyau du morphisme

a:HY(S*W @ O(s,...,s)% = H(gr, (S°W) ® O(s, ..., s))“
et puisque H' (S?W ® O(s,...,s))¢ = 0, I'espace H'((I%)3 ® O(s, ..., s))“ s’obtient comme son conoyau.O

Le cas qui nous intéresse ici est bienstr s = 1. Toute la suite sera consacrée a ’étude minutieuse du morphisme
«, afin de déterminer son noyau.

Pour bien comprendre la situation, on examinera d’abord le cas m = 2, qui est essentiel pour pouvoir
comprendre le cas m général, dans un premier temps sans tensoriser avec le fibré inversible O(1,...,1).

2.5 Le noyau du morphisme «

Dans les sections 2.5.1-2.5.5 suivantes on peut choisir X comme étant une surface lisse quasi-projective.

2.5.1 Le gradué gr,(S*W)

On se propose de décrire le gradué gr,(S*W), dans le cas m = 2, L fibré inversible sur X. Dans ce cas les
ouverts indexés par un étoile coincident avec les espaces entiers, D est la diagonale A de X x X, L = Lp = La et
il n’y a pas de confusion si on le note toujours L. Ici W = Ly @ Lo. Le gradué gr;(Sym W) est un Sym L-module;
pour i = 0, c’est 'algebre Sym L. On a vu aussi que gr; (Sym W) est A'p en degré 0 et Vp en degré 1.
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Pour comprendre gr; (S*W) on regarde les k + 1 morphismes canoniques de S¥W|p — L®* qui sont construits
de la manieére suivante : on considere les deux morphismes canoniques W|p = L & L — L dont 'un, €4, est
donné par la matrice (id,id) et 'autre, e_, est donné par la matrice (id, —id) ; c’est le morphisme e considéré au
paragraphe 2.3.1. On obtient un isomorphisme € : W|p — L@ L défini par (€4, e_) et par suite un isomorphisme

Ske :S*W|p - SH(Le L)=L®% @...¢ L&

dont la i-eme composante dans la somme directe est notée &; ;. La derniére composante ey o envoie eies~ en
(—1)*—iek avec pour e, e; = pi(e),es = pi(e) des reperes locaux de L, Ly et respectivement Ly, et s’étend donc
en un morphisme d’algebres Sym W — Sym L qui n’est autre que le morphisme d’algebres considéré auparavant,
€.

L’avant-derniere composante €1 ; définit une dérivation Sym W — Sym L compatible avec la graduation.
En degré k, ;11 envoie eieh™ sur (i(=1)* % + (k —i)(=1)*"1)e* et Sym L est vu comme Sym W-module
par I'intermédiaire du morphisme e_. On vérifie alors que

en—1,1(2y) = ep—1,1(x)e—(y) + e—(2)er—1,1(y)

et comme €_(I) = 0 on obtient que le noyau de gj_1,1 contient F2(Sym W) = I?Sym W. Donc ej_1,1 passe au
quotient en une dérivation linéaire sur I’algebre Sym L, notée encore €4 : gr;(Sym W)) — Sym L qui est elle
aussi compatible avec la graduation; cette propriété, jointe au fait qu’on connait déja e; sur Vp = gry (W),
caractérise la dérivation e .

Le faisceau conormal & D, Np, est isomorphe au faisceau Q! des formes différentielles sur X. Un tel isomor-
phisme s’obtient en associant a la différentielle d f d’une fonction réguliere sur un ouvert U de X, la section de
Np définie par la classe [fo — fi] ot fi = pri(f). L’'image directe par p de la suite (2.9), écrite en degré k est
(c’est un cas particulier de la proposition 2.3.3) :

0= N®&L® - gr (S"W) - K @ L®*~1 5
et comme ici K ~ L on obtient une suite exacte de Ox-modules
0— Q'@ L% — gr (S*W) = L®* - 0 (2.11)

ott la premiere fleche se calcule de la maniere suivante : pour f € O(U) et s € HO(U, L®*),

aF ©5 0 (2~ fi)(s1 + (18] = (CDA( — fi)so]

ou s; est la section de S*W sur U x U définie par pr}(s). La seconde fleche est e;.. En effet £(s; + (—1)"ss) est
une section de S¥W dont I’image par e_ est s (et c’est aussi le cas pour (—1)¥ss).

2.5.2 Les opérateurs V et A

On considere I'opérateur C-linéaire V : L®* — or; SKTW qui associe & une section s la classe V(s) de la section
de F1S*W définie par (—1)*sy — s ; autrement dit

V(s) = [(—1)*sy — s1] (on vérifie que e_(V(s)) = 0).

OnaV(l)=[pr;l—pri1] =0.

Lemme 2.5.1 Cet opérateur n’est pas linéaire, mais satisfait a la condition V(fs) = df ® s + fV(s) ou f
est une fonction réguliére sur un ouvert U C X et s est une section locale de L®* sur U. Dans cette formule
O @ L®* est vu comme sous-module de gr,S*W par Uinclusion de la suite (2.11).

Preuve :
Par définition :

V(fs)

[(—1)kf282 - f181] = [(—1)k(f2 - f1)82 + fl((_l)k32 - 81)] =
= df®s+ fV(s).
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Ceci signifie que V est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1. Ce qu’on va utiliser c¢’est que —% est une
section C-linéaire de €4 dans la suite (2.11), en vérifiant par un calcul direct que — €4 (V(s)) = s.

Au passage on peut remarquer que V se factorise en un morphisme O x-linéaire, V : J'L* — gr, (S¥W) (J*L*
est le fibré des jets & valeurs dans L®* avec sa structure naturelle de O x-module & gauche) qui rend commutatif

le diagramme
0 — QkoL®* — JiLF — L& — 0
lid lv 'V l —2k
0 — QL oL — e SfW — L€ — 0
Les deux fleches extrémes sont des isomorphismes, donc la fleche du milieu est un isomorphisme. Cet isomor-

phisme induit en particulier, pour k = 1, un isomorphisme J'L — Vp.

Considérons maintenant deux indices i et j tels que i + j = k. Soient s € H*(U, L®?) et t € H*(U, L®7) deux
sections locales au-dessus du méme ouvert U. On considere les sections si de S!'W et t;, de S/W définies par
image réciproque par pry (pour k = 1,2) et la section de gr; S*¥W :

D(S,t) = [(—1)i82t1 — (—l)jsltg].

Comme e_(D(s,t)) = 0, la quantité entre crochets appartient & FIS¥WW et par conséquent la formule a un
sens.
Lemme 2.5.2 Soient s et t comme ci-dessus. On a dans gr,(Sym W), considéré comme Sym L-module :

V(st) = V(s)t+sV(t)
V(s)t — sV (t)

>

~
uCI.)
o~

&
|

Preuve :
Compte-tenu de la définition de ’homomorphisme e_ : W|p — L, on a dans Sym W :
(—1D)FV(st) = [sat2 — (=1 sita] = [(s2 — (=1)"s1)t2 + (—1)'s1(ta — (=1)711)]
= (=1 (V(s)t + sV (1))
De méme . . ' ' '
(1) [s2t1 = (=1)Fs1ta] = [(=1)"(s2 — (=1)'s1)t2] = (1) [s1 (2 — (=1)711)]

compte-tenu de la définition de la structure multiplicative dans 1’algebre bigraduée gr(Sym W) et que
gro(SymW) = Sym L,

ceci n’est autre que V(s)t — sV(t).
Corollaire 2.5.3 Soit k = i + j, et | = i — j. L'opérateur différentiel (s,t) — —IV(st) + kD(s,t) prend ses
valeurs dans Q' @ L®*.

Ceci résulte du fait que €, (V(s)) = —2ks si s est une section locale de L®* : parce que e est une dérivation,
ceci entrane en effet que e (—IV(st) + kD(s,t)) = 0.

2.5.3 Le morphisme a5 : H*(X x X, S*W)™ — H(X, gr, (S¥W))"

On suppose k impair. Soit 7 la transposition (12) et désignons par H?(S¥1W)7 I’espace des sections de H?(S*W)
invariantes sous I’action de 7. Puisque dans le cas ot k est impair, le gradué gro(S¥W) n’a pas de cohomologie
invariante (cor. 2.5.8), ces sections invariantes définissent des sections de F!S¥WW, d’oti le morphisme as. En
outre, les sections de gr, (S¥WW) sont invariantes pour ’action de 7, puisque pour k — 1 pair, 7 agit trivialement
sur tous les gradués de sa filtration déduite de (2.6) (voir cor. 2.5.8). On a un isomorphisme canonique

i i =i HO (L) o HO(LS) = HO(SHVD)7
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donné par s ®@ t — s1ty + sty pour s € HO(L®?) et t € HO(L®V).
Désignons par p : HO(L®%) @ HO(L®7) — H°(L®*) la multiplication et considérons pour k > 1 le scindage de
la suite (2.11) sur les sections globales :
HO(gr,S*W) ~ HO(Q! ® L®*) @ HO(L®%)

défini sur le premier facteur par l'inclusion canonique, et sur le deuxieme facteur par la section s — V(s).
Si s € H(X, L®) @ H°(X, L®) on pose Ay(s) = D(s) — £Vpu(s) pour l =i —jet i+ j =k Pourl=Fkon
obtient que A;(s) = 0 puisque pour s décomposable en m ® 1, A;(s) =V(m)-1—m- V(1) — V(m) = 0.

Proposition 2.5.4 La matrice de as dans ces décompositions est donnée par

< 0 - (=1)A - (-1)FA )

SN
-

2k - —(=1)F2Ap - —(=1)F 2

Preuve :

On part d’une section S € H°(S¥W)™ qui provient d’une section de HO(X, L®?) ® HO(X, L®7) aveci +j = k,
i—j = l. Supposons aussi que j # 0 et que cette section se décompose en s®t avec s € H*(L®?) et t € HO(L®7).
Alors S s’écrit dans HO(S¥W)™ comme s;t5+11 59 et son image par a dans HO(gr, S¥IW) est la classe [s1ts +1;55]
modulo F2SkW/.

Si i est pair et j impair, [s1t2 + t152] = D(s,t) et la composante dans HO(L®*) est e, (D(s,t)). Mais
e (—IV(st) + kD(s,t)) = 0 donc e;(D(s,1)) = £e4(V(st)) = £ (=2ku(s ®t)) = —2lpu(s ® t). Si i est im-
pair on obtient I'opposé. Si | = k alors j = 0, s € H(L®*) et son écriture dans HO(S¥W)7 est s; + s». Son
image par as est [s1 + s3] = —V(s) et €;.(=V(s)) = 2ks. D’ou la deuxieéme ligne de la matrice.

Pour trouver la composante dans HO(Q! @ L®*) il suffit de soustraire I'image réciproque par la section — %V du
morphisme e de la composante dans HO(L®¥). Par exemple pour i pair on fait D(s,t) — (=5 V(e (D(s,1)))) =
D(s,t) 4+ 57 V(—2lst) = Ay(S). Pour i impair on trouve Popposé et pour j =0 : =V(s) + 57 V(2ks) = 0, d’'ou
la premiere ligne.O

Corollaire 2.5.5 Si k = 3, le noyau et le conoyau de ay sont isomorphes respectivement au noyau et au
conoyau de l'opérateur linéaire
3D — Vu : HY(L®?) @ H(L) — HY(Q' ® L®?).

Preuve :
La matrice de aq s’écrit ici

0 Ay=D—-1iVpu
6 —2u

ce qui conduit immédiatement & 1’énoncé.c

2.5.4 Généralisation a Hilb™(X)

Le cas général repose essentiellement sur le cas m = 2. Il faut considérer les invariants par rapport au groupe
symétrique G = &,,, mais on a donné dans les préliminaires, paragraphe 2.1.1, le procédé qui nous ramene a
des calculs d’invariants plus aisés.

Description de HO(X™, gr, (S¥W))¢

Le faisceau gry (Sym W) a pour support la diagonale D de X!. Le groupe symétrique agit sur la situation.
Soit U2 le complémentaire de la réunion des diagonales A; ; pour {i,j} # {1,2} dans X}*. Cet ouvert contient
uniquement la diagonale A; o = A x X™=2 N X™. On note Wis = (L1 & La)|v,, et W2 = (L3 & -+ @& L) vy,
de sorte que Wlp,, = (Wi & W'3)|y,,.
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Proposition 2.5.6 On a
g (Sym W)|as, = @i jrgr;(Sym Wia) @ W [—j].

Preuve :

Le produit tensoriel peut étre vu comme un produit tensoriel sur C, ou bien comme un produit tensoriel
externe, si, plutot qu’utiliser Wi et W12 on utilise W), = Ly @ Ly sur X x X et W'? = Ly @ ---@® Ly,
sur X™=2. On a Wia = pris(Wi)|v,, W2 = pry . (W) |, et Wi, R W = Wi, @ W2, La notation
SIW12[—j] signifie qu’on place STW'? en degré j.

Le morphisme ¢ devient en restriction & Ujs :

€luy, : Sym Wy, = Sym L|y,, = Sym La|a,,

et, puisque Sym Wly,, = Sym Wis ® Sym W2 = Sym W/, ® Sym W'?'| ce morphisme est aussi un produit
tensoriel externe des morphismes
€12 : Sym Wi, — Sym La

de noyau I15, qui recopie la situation étudiée dans le cas ou m était égal a 2, et
. 12/
€3...m - SymW — OXm—Q

qui vaut lidentité en degré 0 et 0 en degré > 1, de noyau (Sym W*?')>;.

On filtre Sym W/, par les puissances de I15 et Sym W% par les puissances de (Sym W'*')>; qui sont égales
aux (Sym W1'#)s;.

Le noyau de €|y,, s’écrit alors comme

I = I R Sym W' + Sym Wi, ® Sym Wi

et sa puissance k-ieme
"= Y I, "SymWwi¥.
i+j=k
On veut calculer I¥/T¥*1. Le calcul de ce gradué se fait a I'aide du lemme 2.1.2 du paragraphe préliminaire.
La condition cohomologique d’annulation est vérifiée en vertu du lemme préliminaire 2.1.3.
On trouve
gy, (SymW)|a,, = I*/T" ", = @iy jorgr;(Sym Wiz) © YW [—j].0

Corollaire 2.5.7 On a un isomorphisme
HO (X", gy, (Sym W) == @y (HO (X2, gr; (Sym Wi2))©2 @ HO (X2, STW12)Sm=2[—j]).

Preuve du corollaire :

Appliquons le résultat du lemme 2.1.1 pour M = H%(X™, gr,(Sym W)) et pour I’ensemble d’indices I =
{{i, 7} }hi<icj<m sur lequel G agit. Prenons L, = gr,(Sym W)|u,,, calculé par la proposition 2.5.6, et L; ; le
fibré similaire sur la diagonale A;; : gry, (Sym W)|a,,. L’espace M G s’obtient en prenant les invariants de M 2,
pour le stabilisateur de {1,2}, Stab{1,2} = &5 x &,,,_». Le complémentaire de 'ouvert A; ; dans A x X™ 2
est de codimension > 2, donc pour le calcul de I'espace des sections H°(gr;(Sym Wi2) ® SYW12[—j]) on peut se
placer sur A x X™ 2, ot on applique le théoréme de Kiinneth. Puisque &5 n’agit pas sur ce qui provient de
X™ 2 et 8,, » n’agit pas sur ce qui provient de X2, on a

H°(gr;(Sym Wis) ® Slez[—j])Gz‘XG’"*2 = H%(gr,(Sym W12))®? ® HO(SjW12)Gm*2[—j]

d’ou le résultat.

Corollaire 2.5.8 Pour [ — k impair, le faisceau gr,(S'W) n’a pas de sections invariantes sous l’action de G.
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Preuve :

En effet gr;(S'Wi2) n’a pas de sections invariantes sous l’action de & si [ — i est impair puisque dans la
filtration déduite de (2.6), aucun de ses gradués n’a des sections invariantes (&, agit par (—1) sur le fibré
conormal de la diagonale dans X x X et sur L, et trivialement sur K donc par (—1)?7"~ sur gr, (gr;(S'W1s))).
Mais

gr;, (SlW) ~ EB,-H:kgri(Sl_ij) ® SIW?
et donc sil —i— j =1 — k est impair, gr;(S'"/Wjs) n’a pas de sections invariantes sous I’action de G. On avait
déja utilisé ce corollaire dans les sections 2.4 et 2.5.3.00

Remarque 2.5.9 Les démonstrations de la proposition 2.5.6 et du corollaire 2.5.8 n’utilisent pas les résultats
des sections 2.4 et 2.5.3.

On a tout fait pour comprendre que pour [ impair
Ho(gr,S'W)9 = H(gr;S'Wi2)® @ [H(greS' ™' Wi2) ®2 @ HO(W1?)Sm =]
- HJ'L®Y @ [HO(L®(171)) ® HO(L)]
= H(Q' ® L®) e HO(L®") & HO(L®(-Y) @ HO(L). (2.12)
Les invariants de HO(X™, S!WW) se calculent facilement mais I’écriture est lourde pour [ élevé. On préfere donc
se limiter dans la suite au seul cas qui nous intéresse | = 3.

On a
S*W = @ LY’ ® @i (LY? ® Lj) ® ®icjan(Li ® Lj ® Ly)

et la méme proposition appliquée & I = {1,2,...,m} et les fibrés LZ@3, ensuite & I = {(4,J) }1<ij<m et L ) =
Ll®2 ® Lj et finalement a I = {{i,J,k}}1<i<j<k<m €t Ly;jxy = Li ® Lj ® Ly, nous prouve que

HY(X,L®%) & [H°(X,L®?) @ H'(X, L)] ® S*HO(X, L) = H*(X™,S*W)®~ (2.13)
I’isomorphisme étant donné par

(s,t ®u,vzw) — (Z Si Z (tiuj + tju,), Z V;Zj W)
i 1<i<j<m i#j#£k, itk
(naturellement s; = pr(s), et de méme pour t;, u;, v;, 2;, W;).

En effet, comme H(X™, L) = H°(X, L®?) par la formule de Kiinneth (car L; = pr; L& (®,pr; Ox)) toutes
les sections de LZ@3 sur X™ sont en effet des images réciproques pri(s) avec s section de L®3 sur X. Comme
HO(X™ @ LP*)Sm = HO(X™, LP?)®1XSm-1 et que le stabilisateur de 1 n’agit pas sur pr}(s) on obtient
que HO(X™, [$3)®1%x6m-1 = HO(X, L®?) et de manicre analogue les autres termes dans la décomposition. Le
terme S*H(X, L) s’obtient puisqu’il faut considérer le stabilisateur de {1,2,3} en tant qu’ensemble, c’est-a-dire
63 X Gm_3 et

(HO(X™, L) ® HO(X™, Ly) ® HO(X™, L3))®:*®m-3 = §$3HO(X, L).

On dispose comme précédemment des opérateurs

V : L® — gr, (S'W)
défini par V(s) = >, _; Vi;(s) et
D :T(U,L®P) x T'(U,L®9) — T(U x --- x U, gr1(S'W))

défini pour p + g =1 et U ouvert de X par D(s,t) = ZKj D;j(s,t).
Ici V;; et D;; sont définis sur les ouverts U;; contenant la seule diagonale A;; exactement comme V et D
dans le cas m = 2, et jouissent des méme propriétés :

V,’j (L% grlle
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défini par s — [—s; + (—1)'s;] ou s; = pr}(s) et
D;j : T(U,L®P) x T(U,L?Y) = T((U x +-- x U) N Uyj, gr,;S'W)

défini par (s,t) = [(=1)Ps;t; — (—=1)%s;t;] ol t; = pri(t).
La proposition qui suit est I’analogue de la proposition 2.5.4 :

Proposition 2.5.10 Dans les sommes directes (2.12) et (2.13), la matrice du morphisme canonique :

am t HO(X™, $*W)¢ — HO(X™, gr, (S*W))“

s’écrit
0 A 0
6 —2u O
0 2id -—-2v

ot v est le morphisme canonique S*H°(L) — HO(L®?) @ H(L) induit par Uapplication linéaire stu — st @ u +
su®t+ut®s. Dans ce contexte A = D — %Vu.

Preuve :

Afin de calculer la premiere colonne de la matrice de a,,, considérons une section locale s de L®3 sur un
ouvert U. La section définie par s; +s2 4+« -+ s, est &,,-invariante. C’est une section &,,-invariante de F'S3W,
ou bien une section Gy x &,, s-invariante de F1S3W |y, = FIS3Wi, @ S Wi @ W2 @ Wiy @ S2W 2 @ S3W12,
Modulo F?S*W|y,, on obtient [s; + s2] € gr,(S*Wia) (puisque s3 + +-- + s, € SPW12 qui est inclus dans
F2SBW|U12)'

Son image dans la décomposition de HO(gr,S'W))“ est (—=V(s),0). Si on décompose encore HO(J'L?) =
HO(Q! ® L®3) @ HO(L®3), d’apres le résultat trouvé dans le cas m = 2, on obtient la premiere colonne de la
matrice comme (0, 6,0).

Pour la deuxiéme colonne, considérons deux sections s € I'(U,L®?) et t € T'(U, L). La section définie par
Pi<icjem(Sitj +8jti) = sity+sat1 4 (514 82)(Es + -+ tm) + (G +E2)(s3+ -+ Sm) + Xgcicjcm (it +5;ti)
est G,,-invariante. On procéde comme auparavant. Modulo F2S*W|y;,, , il reste seulement les deux premiers
termes de cette expression :D1a(s,t) = [sita + sat1] € gr;S*Wia et [s1 + sa]t € gry (S2Wi2) ® (W12)Sm-2. La
classe [s; + s2] modulo F2S2W;» = SI;, est son image dans S?La = L§? soit 2s. Au total, en utilisant aussi
la décomposition de D(s,t) trouvée dans le cas m = 2 on obtient (A, —2pu, 2id).

Finalement, la troisieme colonne s’obtient en partant de trois sections s,¢,u de L sur un ouvert U. La section
D itjthizk Sitjur s’écrit comme

(s1ta + saty)(us + -+ um) + (S1u + s2un ) (t3 + - + ) + (Bruz +t2ur) (83 + - + 8m)

+ | (s1 + s2) Z tiug | + | (t1 +t2) Z ERTY

3<iZj<m 3<iZj<m

+ (U1 +u2) Z sitj | + Z Sitjug

3<i#j<m 3<i£l£k<m,i#k

et elle est &,,-invariante. La classe dans gr'S*W|y,, de sa restriction & Uz est [(s1t2 + sat1)(us + - -+ up)] +
[(s1uz + soup)(ts + -+ + )] + [(fruz + tou1)(s3 + - + s,,)] et chacune de ces composantes appartient &
S?Wis ® W12, Le reste appartient & F2S3W |y, . Pour trouver leurs images dans gry(S>Wi2) ® L on regarde les
images de s1to + Sot1, S1U2 + sau; et tyus + tou; dans L%Q par le morphisme S2Wy — L%Q. Or s;tj — —st. La
troisieme colonne s’écrit (0,0, —2v) o v est le morphisme canonique S*H°(L) — H°(L®?) ® H(L) induit par
I’application linéaire stu — st @ u + su®t +ut ® s. O

Corollaire 2.5.11 Pour m > 3, l’espace vectoriel des sections HO(S3(L[m])) sur Powvert Hilb]'(X) est iso-
morphe & SSH®(L) et Uespace vectoriel de cohomologie H(S3(L™)) est isomorphe & HO(Q! @ L®3).
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Preuve du corollaire :
Les espaces considérés sont le noyau et respectivement le conoyau du morphisme a,,. On prouvera qu’ils
coincident avec le noyau et respectivement le conoyau du morphisme Av :

Av : S*H%(L) — HY(Q' ® L®%).

On verra ensuite que ce morphisme est nul.
Considérons (a, b, c) € HO(X™, S3W)%. Alors

0 A 0 a 0 Ab=0

6 —2u O b | =] 0 |+ {6a—2ub=0

0 2id 2w c 0 2 — 2uc = 0
a= 4

b=vc.
Par suite Ker a,,, ~ Ker Av et
0 A 0 a a' Ab=ad
6 —2u 0 b | =1 b | <= (6a—2ub=1"¥
0 2id —2v ¢ c 20— 2we = ¢
a= b +2ub

6
< < 2a’ — 2Avc = Al
2b—2ve =
Par conséquent (a’,b’, ') € Ima,,, <= 2a’ — Ac¢’ € ImAv et donc coker o, ~ coker Av.

Prouvons Av = 0. Soit s est une section de L. On a v(s®) = 35> ® s et I'image de cette classe par A est
nulle : 3D(s?,5) — V(s®) = 3A(s%)s — 352V(s) — V(s?)s — 52V (s) = 2V(5?)s —4s?V(s) = 0. Comme ces sections
engendrent S?H°(L), ceci montre bien que le morphisme Av est nul. Alors Kera,, ~ Ker Av ~ S*H°(L) et
coker a,, ~ HO(Q! ® L®3). O

2.5.5 Introduction du fibré déterminant

On considere un autre fibré inversible A sur X auquel est associé un fibré vectoriel A = X;A; sur X™
et un fibré inversible quotient A/&,, sur S™X. On désigne par 97 le fibré image réciproque de A/&,, sur
Hilb™(X) par le morphisme de Hilbert-Chow Hilb™(X) — S™X. Le probléme est de déterminer l’espace
vectoriel des sections de S$3(O(k)"™)®94 . Le calcul des invariants de HO(S3TW @.4) est aisé. Il suffit d’appliquer
plusieurs fois la proposition 2.1.1. On tient compte de Stab {1} = &, X &,, 1, Stab {(12)} = id(12) X &, 2 et
Stab{1,2,3} = 63 x &,,_3 et on obtient

HOS*W @ A)®» = HOLP? @A @@ Ap)01*Om—
EBHO(L?2 ® Al ® L2 ® AQ ® A3 R ® Am)id(12)><6m_2
GHY (L1 ® A1 ®Ly @Ay @ L3 QA3 ® - ® Ay )53 %Cm-s
— HO(L®3 ® A) ® Sm—l(HO(A))
SHO(L®? @ A) @ HY(L ® A) ® S™2(H°(A))
®S*HY (L ® A) ® S™3(H(A)) (2.14)

En restriction a 'ouvert U;2 on a un isomorphisme :

NRPRA”R (A0 ®@A,) ®LA @ A% R (©i53L; @ (A3 0 ® A,)) > gr,S*We A
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qui est d au fait que gr; (S*W @ A) = gr, (S*W) ® A. En utilisant la méme proposition 2.1.1 et en tenant compte
de Stab {3} = &,,_3 on obtient

H® (gr, S°W © A)©r

H(gr,S*W @ Aly,,)®2*Cm—2 =
= [HO(JlL3 ® A®?) ® Smfz(HO(A))]
& H(L®? @ A®?) @ HY (L3 ® A3 @ - @ Apy)©m %]
= [HO(JlL3 ® A®?) ® Smfz(HO(A))]
@ [HO(L®2 @A) H (L® A) ® Sm73(H0(A))] (2.15)
Remarque 2.5.12 Une section rationnelle est une section réguliere sur un ouvert partout dense. Donc V et D

se prolongent de maniere évidente aux sections rationnelles du fibré L®* et la formule V(sf) = df ® s + fV(s)
est vraie pour f fonction rationnelle sur X, et s section rationnelle de L®*,

Proposition 2.5.13 La matrice du morphisme canonique
a:H(S*W @ A)S» — HO(gr, S*W @ A)®n

dans les décompositions ci-dessus est de la forme
( V D o )
0 p v
Les morphismes p et U sont O(X)-linéaires et caractérisés par
p(s @t ®a® ")) = 25a @ t @ @)
lorsque s € HO(L®? @ A), t € HY(L ® A) et a € HO(A),

v=-20Q® Z'dsm73(H0(A)).

ot v est Uopérateur défini au 2.5.10 relatif a L ® A.
Enfin le morphisme D est caractérisé, pour s section rationnelle de L®?%, t section rationnelle de L et a €
HO(A) tel que sa € HO(L®? @ A) et ta € H(L ® A), par la formule

D(sa ®¢ ta @¢ a®*"2) = D(s,t)a® @c a® ("2
et le morphisme V: HO(L®3 ® A) ®¢ Sm*1H0(A) s O (g1, (S3W12) ® A®2) ®c S™2HO (A) est caractérisé par :
V(sa @c a® ") = —V(s)a? @ a¥* ("=

ol s est une section rationnelle de L3 et a € H(A) tel que sa € HO(L®3 ® A).

Remarque 2.5.14 Les sections particulieres qu’on a considérées pour décrire D et V sont des générateurs des
espaces vectoriels sur lesquels sont définis ces morphismes. Comme les morphismes D et V existent ils sont
caractérisés par 'image de ces générateurs. Puisqu’elles proviennent de morphismes bien définis, les images de
ces générateurs, qui sont a priori des sections rationnelles, sont bien des sections régulieres.

partir des expressions données, on peut facilement déduire les expressions de D et V sur des sections de
la forme S ®¢ T ®¢ a®°(m=2) = %a ®c Laoe a®:(m=2) oy § @ @®c(m=1) = %a ®c a®(m=1) en utilisant les
propriétés des opérateurs V et D, pour obtenir ensuite les expressions sur des sections générales par polarisation,
comme dans la remarque 2.5.15. Ces expressions seront utilisées dans les lemmes 2.5.19 et 2.5.20.

Preuve de la proposition :

Pour la premiere colonne soit v € HY(L®? ® A) ® S™ 1H°(A). D’apres la remarque il suffit de traiter le cas
ot v = sa @c a® (M1 avec pour s une section rationnelle de L®? et a € H(A) tel que sa € HO(L®® @ A). 11
suffit de prouver 1’égalité de I’énoncé sur 'ouvert U x U x --- x U, U étant un ouvert de X ou s est réguliere
et a est inversible. La section invariante de S®W ® A correspondante est alors
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S =5101 Qa2 G + 5202 @ 1G5 - Ay, + -+ + S;Gyy, @ A1 -+ - Q1 OU 85 = pri(s) et a; = prf(a). Comme
les fibrés considérés sont inversibles les produits tensoriels s’identifient aux produits symétriques et on peut
écrire cette section comme (s; + Sg + -+ + Sy)azas - - - ap,. L'image de S dans FIS*W ® A|u,, sera alors
(s1 + 82)a1 -+ am + (3 + -+ + 8m)a1 -+ am. Le deuxiéme terme appartient a F2S*W @ A|y,, et I'image du
premier terme modulo F2S3Wi, @ A est —V(s)ajaz ®@ ag - - a,, dans gry (SPWin) @ A ® AaR A3 ®@---® A,
soit —V(s)a® @ ag---am dans gry(S*Wi2) ® AXA W A3 @ --- ® Ap, (car Ai1]a,, = A2]a,, = Aa) ou encore
—V(s)a® ®@c a®("=2) dans H(gr, (S?W12) ® A%?) @c S(m~2HO(A). D’ott la premiere colonne de la matrice
comme (V,0).

On procede de la méme maniere pour les autres colonnes. Soient a € H?(A), s une section rationnelle de L®?2
et t une section rationnelle de L, telles que sa € H(L®? @ A) et ta € H°(L ® A). Partons d’une section de la
forme sa ® ta ® a®("=2) de HO(L®? ® A) @c H(L ® A) ®c S ?H°(A) comme dans 1’énoncé. On se restreint
aun ouvert U x U x --- x U, U étant un ouvert de X ou s et t sont régulieres et a est inversible. La section
invariante correspondante s’écrit

m m [ -|
(s1to +32t1)Ha,~ + | (s1 +32)Zt,~Hai + [ (1 +t2)ZSiHai + Z (sit; +sjti)Hai .
i i=3 i i=3 i L3§i<j<m i J

Le premier terme appartient & F1S3W5 ® A, le deuxieme a S2Wi, @ W2 ® A, le troisieme & Wi, @ S2W 12 ® A,
et le dernier & SW1% ® A, donc son image dans

gr S W 9 AR A3 0 0 A4, @ LKL 0 A3 @ ® Ay,

est
D(s,t)a” ® az - am + 250° @ tzaz - - am
soit
D(s,t)a* ®a™ *+25a@T ®a™*
dans

[HO(J'L? @ A®?) @ S™2(H%(A))] @ [H°(L®? © A®?) @ H*(L ® A) ® S 3(H°(A))]

ou S =sa, T = ta.

Soient a € H°(A), s,t,u des sections rationnelles de L telles que sa,ta,ua € H’(L ® A). On se restreint & un
ouvert U x U x --- x U, U étant un ouvert de X ou s, t et u sont régulieres et a est inversible. Si on part d’une
section sa - ta - ua ® a™™3 de SH°(L ® A) ® S™~3HY(A), on obtient la section invariante :

m m m
(suta +s2t1) D _wi [[ai| + |(squz + soun) Yt [Jai| + | (truz + o) Y si [Jas| +
i=3 % i=3 % i=3 %

+ [ (51 + s2) Z tiu; Ha,- + | (t1 +t2) Z Silj Ha,- + | (u1 + ua) Z tis; Hai +

3<i£j<m 3<iZj<m 3<i#j<m

+ Z s,-tjuk HCL,’
i

3<iFEj<m, ik

La classe dans gr, (S*W ® A)|v,, de sa restriction & Ujs est
[(s1t2 + sat1)aras @ (ug + -+ +wm)ag -+ am] + [(S1u2 + S2ur)aras ® (t3 + -+ tm)as -« - A

+H(urts +usti)aras @ (83 + -+ + 8mm)a3 - - Q)
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et chacune de ces composantes appartient a gry(S2Wi, ® A) @ W2 ® A3 ®---® A,,. Le reste est dans F2S*W ®
A|U12'

Comme on I'a déja vu, I'image dans H°(U, L®? ® A®?) @ H*(U,L ® A) @ S™3H°(U, A) est —2sata ® ua ®
a™ 3 — 2saua ® ta ® a™ 3 — 2uata ® sa @ a™ 3 donc si S = sa, T = ta, U = ua, ¥ associe & STU ® a™ 3 —
2TeU®a™3+SURT®a™ 3 +UT ®S®a™?3), et la troisitme colonne de la matrice s’écrit (0,7).0

Remarque 2.5.15 Par polarisation on peut trouver ’expression de p sur des sections différentes, ou dl signifie
’
qu’on omet le terme a; de l’expression :

1« .
P(5®T®a3a4"'am)=m;Saﬂ@T@ag---ai---am.

2.5.6 Sections de $3(0(3)™) @ on")
On prend L = 0(3), et A= O(1) sur X = P5. Alors

LA = 0(10)
L® @ A®? = O(11)
LA = O(7)

LA = 04)
L®? @ A®? = O(8).

On pose E = H?(P,,0(1)). On a o = 29M  Pour nous m = n + 12 = n+ 9. Afin d'utiliser la proposition
préliminaire 2.1.4, on doit supposer m — 2 > 10, c’est-a-dire n > 3. Mais les hypotheses du théoreme 2.2.4 nous
obligent a supposer 6 < n < 20. Les calculs vont donner une nouvelle preuve du théoreme 2.0.1 pour 6 <n < 11
et une preuve du théoreme 2.0.1 pour 12 < n < 19.

On veut calculer le noyau du morphisme « :

[H°(L®? ® 4) @ S" 1 (H°(A))] @ [H*(L®* ® A) @ H(L ® A) ® S™ ?(H"(4))] & [S’H° (L ® 4) ® S™*(H’(4))]

— [H°(J'L? ® A®?) ® S"?(H°(4))] @ [H*(L®? ® A®*) 9 HY(L ® A) ® S *(H(4))]

V D o
0 p v
Iei HO(Q! ® L3 @ A®?) = S!10:1 F se calcule & partir de la suite exacte d’Euler. Le morphisme H°(gr, (S*W12) ®

A®%) — HO(L®? ® A®?) = S E est un morphisme surjectif puisque non nul et que H?(L®? ® A®?) est une
représentation irréductible, d’ou un scindage de la suite exacte

donné par la matrice de la proposition 2.5.13 :

0— HY(Q' ® L? ® A®?) — HO(gr, (S*W12) ® A®?) — HY(L®® @ A®?) — 0.

Cela entrane HO(gr; (S*Wi2) ® A%?) =SYE @ E.
Avant le résultat final on va donner deux lemmes préliminaires :

Lemme 2.5.16 Le morphisme D'

HO(L®2 ® A) Qe HO (L ® A) = SSE®S'E — Ho(grl (S3W12) ® A®2) = SYE®E
sa®ta D(s,t)a?

est surjectif.
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Preuve du lemme :

On a vu que €4 (D(s,t)) = —2st donc ey (D(s,t)a®) = —2sta®. Par suite le morphisme composé €, o D' de
HO(L®? ® A) ®c HY(L ® A) = STE ® S*E dans H°(L®3 ® A®?) = S E est le morphisme de multiplication des
sections, a une constante pres. Il est par suite non nul.

Si on se place sur 'ouvert U défini par X # 0, Y # 0 et on considere les sections s = Z%, ¢t = Z3, a = X,
fa=Y avec f = %, comme

D'(sa®tfa) = D(s,tf)a® = fD(s,t)a* — stdfa®

et
D'(sfa®ta) = D(fs,t)a® = fD(s,t)a* + stdfa?,

on obtient que
D'(sfa®ta —sa®tfa) = 2stdfa’.

Ces sections sont en effet globales et ceci montre que D'(Z°Y ® Z3X — Z5X ® Z3Y) est non nul et appartient
AaH (! ® L3 ® A®?) = S10LE. vu comme sous-espace de H%(gr, (S*W) @ A®2). Le morphisme D’ est donc non
nul sur chacune des composantes irréductibles de la représentation S'°F ® E, donc il est surjectif. A partir des
décompositions en sous-représentations irréductibles de S’E @ S*E et S'°E ® E on déduit que le noyau de D’
est de la forme S™*E + S*3E + S%2E. O

Lemme 2.5.17 L’image de Ker D par le morphisme p est incluse dans l’'image de V.

Preuve du lemme :
On rappelle que D = D’ ® id. On a un diagramme commutatif :

SSE®S*E®S™2E £ SBE®S'E®S™3E
lc'@id lc”@z’d
SWEwE®S™"2E 23 SUEgE®S™3E

dans lequel les fleches verticales ¢’ et ¢” sont les composées des contractions naturelles entre le premier et le
second facteur, et les fleches horizontales p et p' sont des contractions entre le premier et le troisieme facteur.
Le noyau de ¢’ est ST*E + S83FE 4 §%2E, égal au noyau de D'.

Il en résulte que p(Ker D' ® id) est contenu dans Ker (¢ ® id). Ce dernier noyau est évidemment (S'%2E +
S93E + S%E) @ S™3E lequel est bien contenu dans I’image de v, d’apreés le lemme 2.1.6 de la section
préliminaire.0

Proposition 2.5.18 - (i) L’espace des sections Ker a = HO(S3((’)(3)[m]) ® ) est isomorphe 4 Ker (V, D) @
Ker v. o
~ (ii) Sur Pouvert Hilb!" (IPy) considéré, coker a = H* (S3((’)(3)[m])®0) est isomorphe a coker (V, D)@ coker 7.

Preuve :
Cela revient a vérifier que dans la suite exacte du serpent associé au diagramme

0 — ¢ — AV — AB — 0

ol es

0O — ¢ — DpeE — D — 0

avec A = SYE@S™"'E, B = SSE® S'E® S"2E, ¢ = S}(S'E) @ S"PE, ® = SYE® E ® S"2E,
¢=S8E®S*E®S™3E, c’est a dire dans la suite :

0 — Ker 7 — Ker @ — Ker (V, D) (©0) coker 7 — coker a — coker (V,D) =0

le morphisme de liaison (0, p) est nul. Cela revient & vérifier que I'image de Ker (V, D) par (0, p) est contenue
dans I'image de v.
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On dispose également d’une suite exacte :

0 - KeD 5 Ker(V,D) & 2
v — (0,v)
u

Lemme 2.5.19 Le morphisme (8 est surjectif.

Preuve du lemme :

Il suffit de montrer que les éléments u de la forme w3a ® as - - - a,, ont un antécédent par 3, ott w € H(L)
et a,as,...,a, € H°(A) (on rappelle que L = O(3) et A = O(1) mais on préfere travailler ici avec les fibrés
quelquonques L et A de départ pour une meilleure compréhension) et ceci puisque sur Py le morphisme naturel
SPHY(L) @ HY(A) @ Sm1HO(A) — HO(L®3 ® A) @ Sm~1HO(A) est surjectif et les éléments considérés engendrent
S*H?(L) ® H°(A) @ S™ *H?(A). On prend v = Y., (2w?a ®cwa; + w?a; ®cwa) @as « + - d; - - - ap, €t on remarque
que (u, —v) € Ker (6, 5) est une préimage de u par 3. Rappelons que la notation d; signifie qu’on omet le terme
a; de 'expression. On utilise les formules de V et D sur des sections différentes déduites de celles données dans
I’énoncé de la prop. 2.5.13, par polarisation, comme dans les remarques 2.5.14 et 2.5.15 :

~ m f
V(if®as--am) = ;V(a—i)a? ®@ag Ay
et

s
D(s®t®a3---am):V(z)t2®a3...am

et le calcul nous donne que V(u) + D(—v) = V(u) — V(u) = 0.0
Lemme 2.5.20 L’image par le morphisme (0,p) de la préimage par 8 d’un élément de 2 est contenue dans
l’image de V.

Preuve du lemme :

Dans le lemme précédent on a trouvé un antécédent v pour chaque générateur de 2. Comme deux antécédents
d’un élément u de A different par un élément de Im-y, et que (0, p)(Imvy) C Im» (lemme 2.5.17), il suffit de trouver
un antécédent w par v de la section p(v) = 3, (2w?aa; ® wa; + wa;a; ®wa) @as -+ d; -+ dj - - ay. On prend
w=3,(wa-wa;-waj) @az---d;---dj - ay et on vérifie bien que v(w) = p(v).0

Ceci montre que (0, p)(Ker (V, D)) C Imp.0

2.5.7 Calcul final

A partir des annulations de la cohomologie supérieure indiquées dans la démonstration du corollaire 2.4.3,
remplacées dans la suite spectrale associée a la résolution (2.4) de S*R ® 0, on obtient une suite exacte

[

[m]

0— A3(SPE) @ H'(0) — A2(S*E) @ HO(0(3)™ ©0) — SPE@ HY (S (0(3)™) @ 0) —

[m]

— H(S*(0(3)

Le résultat de la proposition 2.5.18 nous donne

)®0) = H (SR ®02) — 0.

dimH(S}(0(3)"") ®2) = dim®A + dimKer D + dim Ker ¥ =
= dimS"YE®S"E +dimS"EQS*E®S"E —dimS’E® EQ S™E +

+ dim S"TE(dim S®°E + dim ST+ E 4 dim S®*?E + dim S®*?E + dim S***E).
D’ot, en utilisant les lemmes 2.3.1, 2.4.5, 2.4.6

dimHY(S*R®@0) = dimH°(S*(O3)") ®0) — 10(dimS”E ® "™ E + dim S*(S*E) ® S"*"E —
— dimS*E ®S"E) 4 45dim S*E © S"T8E — 120dim S" T E

[m]

1
= 3+ Dn+2)
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et cela pour tout n tel que 6 < n < 19. On voit que dans ce cas on couvre aussi le résultat obtenu au corollaire
2.4.3 pour [ = 2.

2.6 Conclusion

Pour étendre les résultats ci-dessus au cas n > 20, on a besoin

1) d’étendre le théoreme d’annulation de la cohomologie supérieure des fibrés Sl((’)(k)[m]) ® 0 sur le schéma
de Hilbert Hilb™(P,) ;

2) de faire intervenir HO(gr;(S'W) ®2) (pour i > 2) pour le calcul de HO(S{(O(k)™) ®d), pour I > 3.
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Chapitre 3

Sur la cohomologie d’un fibré
tautologique sur le schéma de Hilbert
d’une surface

Soit X une surface projective lisse sur C, L et A deux fibrés inversibles sur X, wx le fibré canonique de X.
Afin d’alléger I’écriture, pour tout entier m, on renote X "I le schéma de Hilbert Hilb"™ (X) qui parametre les
sous-schémas finis de X de longueur m. Il est lisse et projectif de dimension 2m. On utilise le diagramme

xXm
q

X == 8T (X)

pour construire sur X" un fibré 94 associé & A. Le morphisme HC' est le morphisme de Hilbert-Chow, qui
associe a un sous-schéma Z C X le cycle ) . lg(Z,)z, ot Z, est la composante de Z passant par z, et [g(Z,)
la longueur de Z,. Le morphisme ¢ est le quotient par ’action naturelle du groupe symétrique &,,,. On définit
94 = HCO*((ARAR---K® A)%n). Via 'identification de X" a I’espace de modules des faisceaux sans torsion
de rang 1 sur X, on retrouve le fibré déterminant sur X' associé & A. Soit Z,, € X x X, le schéma universel
des couples (Z,z) tels que z € Z. Il est fini de degré m et plat au-dessus de X" On note p1 et po les deux
projections :

X" x X 2= X

p1 l
™
aussi bien que leurs restrictions & =,,, et L™ le fibré p1x(0=,, ® p3(L)).

Le but de ce chapitre est de démontrer le

Théoréme 3.0.1 Si les fibrés w}l ® A®F et w}l ® L ® A®* sont amples pour 1 < k < m, alors
i) Hq(X[m],L[m] ®04) =0 pour g >0;
i) HO(X™, L™ @) ~ §m 1(HO(4)) © HO(X, L ® A).

Michel Brion a remarqué qu’en appliquant ce théoréme on obtenait le corollaire suivant :

Corollaire 3.0.2 Les conclusions du théoréme 3.0.1 restent vraies sous les hypothéses :

HY(X,A)=HYX,L® A) =0 pour q>1. (3.1)

61
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Nous avons utilisé ce théoreme dans le deuxiéme chapitre, pour le calcul de l’espace des sections du fibré
déterminant sur ’espace de modules des faisceaux semi-stables de rang 2 sur le plan projectif. Ce calcul fournit
des exemples pour la conjecture 1.3.2 de Le Potier. On s’appuiera sur les travaux [E-L], [E-S2], [Lehn], [Tikh],
[Cheah] de G. Ellingsrud, S. Strgmme, M. Lehn, A. Tikhomirov, J. Cheah.

Corollaire 3.0.3 Les assertions i) et ) sont vraies si les fibrés w;{l ®A et w}l ® L ® A sont amples.
On utilise le théoreme de Kodaira.

Corollaire 3.0.4 Si les fibrés w)_(l et w)_(l ® L sont amples alors
i) Hq(X[m],L[m]) =0 pour q>0;
i) Ho(x™, L™y ~ HO(X, L).

On applique le théoréme pour A = Ox.

En particulier si X est le plan projectif complexe Py, L = Op,(3) et A = Op,(1), ou si L = Op,(—1) et
A = Op,(3) alors

i) Hq(IP[Qm],L[m] ®04) =0 pour ¢ > 0;

i) HO(Py", L™ @ 04) ~ Sm—1(H°(A)) @ HO(Py, L ® A).

Pour L = Op,(3), A = Op,(1), c’est le résultat utilisé dans le deuxieme chapitre. Pour L = Op,(-1),
A = Op,(3) c’est le résultat nécessaire pour des calculs analogues & ceux du chapitre 2 et qui apparaissent dans
le chapitre 4.

Les cas ¢ = 0 et ¢ = 1 se traitent directement et leur démonstration est donnée dans les préliminaires. Pour
g > 1 on utilise une récurrence sur m. Il nous faut introduire la variété auxiliaire X " Pincidence. Clest le
sous-schéma fermé de X x X" donné par X" = {(Z,€)|¢ C Z}. 1l est connu que XY st lisse
et irréductible de dimension 2m + 2 ([Cheah], [Tikh]). Il y a des morphismes évidents p,, : X oty xt
et pm+1 - X" x Y induits par les projections. Il y a aussi un morphisme naturel q : xmrt L x
qui envoie une paire (Z,€) sur I'unique point 1 ou les schémas & et Z different (schématiquement). Dans
la démonstration du théoreme 3.0.1 on utilisera le passage de X" x X a X" A travers X
morphismes py, 11 et ¢ = (P, q) :

et les

6
m,m+1 [m]
X! l—x" X

Pm+1l

[m+1]
X

3.1 Préliminaires

Notations : Le corps de base est C. Pour un espace vectoriel V' nous noterons Po(V') 'espace projectif de
Grothendieck des espaces vectoriels quotients de dimension 1. Par variété algébrique on entend schéma de type
fini sur C, séparé; les points considérés sont toujours les points fermés.

3.1.1 Cohomologie a support

Pour un faisceau abélien F' sur un espace topologique X, les espaces de cohomologie & support et les faisceaux
de cohomologie & support dans un fermé Y de X : HY (F), et Hi (F), sont définis dans le premier paragraphe
de [Grot2], et ils sont reliés par une suite spectrale

By = HP(X, 1y (F)) = Hy (F)

d’aboutissement HY (F') en degré n = p + ¢ ([Grot2], prop 1.4, p.5).
On associe 4 Y C X une suite exacte de cohomologie locale ([Grot2], cor. 1.9, p.9) :

o HY(X,F) » H(X,F) » H(X \Y,F) » HIY (X, F) — -

Nous utiliserons le lemme suivant :
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Lemme 3.1.1 ([Grot2], thm. 3.8, p.44) : Soient X une variété algébrique lisse, F' un faisceau de Ox-
modules localement libre sur X et Y C X un fermé de X. Pour un entier n donné les assertions suivantes
sont équivalentes :

- (i) codimY >n

— (ii) pour touti <mn, Hi(F) = 0.

On déduit de la suite spectrale ci-dessus que si codimY > n

H% (F) = 0 pour tout i < n et HY (F) = H (HY(F)). (3.2)

3.1.2 Les espaces H° et H!

Soient, comme dans l'introduction, L et A deux fibrés inversibles sur une surface projective lisse X.

Proposition 3.1.2 Si w)_(l ®A et w)_(l ® L ® A sont amples alors

)H(X™ L™ @04) = 0;

i) HO(X™ L™ @ 04) ~ Sm=1(HO(4)) @ HO(X, L ® A).

La méthode utilisée consiste a calculer ces espaces sur un grand ouvert X im] de X'™ et & utiliser des résultats
de cohomologie & support.

L’ouvert X im] est formé par les schémas avec au plus un point multiple, qui soit double, soit les schémas dont
le cycle correspondant est x1 + x2 + -+ + Ty, Ou 221 + T3 + T4 + -+ - + Ty avec x; distincts. On note ST (X)
Pouvert des cycles de cette forme. Rappelons que ¢ : X™ — S™(X) est le quotient de X™ sous l’action du
groupe symétrique &,,. L’avantage d’utiliser Xim] est qu’on peut le décrire comme quotient p de 1’éclaté B de
Xm =g 1(S™(X)) selon la réunion D des diagonales A;; = {(@1,- -+ , ) € X™|z; = 2} pour i < j, disjointes
dans X*. On note p cet éclatement. On a un diagramme commutatif :

X" —"=8r(X)

On va montrer comment, a l’aide de cette description, on peut ramener les calculs de la cohomologie des fibrés
sur Xim] a des calculs des invariants de la cohomologie de certains faisceaux sur X[".

Preuve de la proposition :

Sur B, le diviseur exceptionnel E se décompose en composantes disjointes E = UKj E; j. Alors le schéma
universel 2p C B x X, paramétré par B, a m composantes irréductibles Z; et la projection p; : 2, Z; — E; ;
est un isomorphisme. On en déduit une suite exacte sur B x X :

0= Ogp = ®0z, = §i<;jOg,; =0 (3.3)

Comme, par changement de base, p*(L[m]) =p1.(0=z, @ p5(L)), on a, apres tensorisation par p(L) de la suite
(3.3) et image directe par p; (qui est un morphisme fini en restriction au schéma universel), une suite sur B :

[m]

0—=p*(L ) = @ip} (L) = ®ic;p; ;(La) — 0. (3.4)
La projection p; désigne aussi bien la ¢-eme projection X]* — X que sa composée avec p : B — X ; de méme
pour p;j : X" =+ X x X et p;; : B— X x X. Le sous-schéma Z; est I"image réciproque de la diagonale A
de X x X par Papplication (p;,idx). Le fibré La est 'image réciproque de L par I'une des projections de la
diagonale de X x X sur X, qui sont des isomorphismes.

Compte-tenu du fait que p*(94) = p*(AR AR --- K A), il faut encore tensoriser la suite (3.4) par

PrARAR - K A) = QM) A
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ot Aj = pj(A). On introduit aussi les notations L; = p;(L) et L; j = p; ;(La). Alors on a la suite exacte
* [m] *
0—-p"(L ® 02) — EB,'(@j#iAj) ® (A; ® L;) — EBKJ‘(@#Z‘JA]') ®pz~’j((L ® A)a) = 0. (3.5)

Le fibré £ = Di<j(@izi,jA5) ® p;;((L ® A)a) a pour support le diviseur exceptionnel E. Il est I'image
réciproque par p du fibré £ = @;<;(®i2i;4;) @ pi ;((L ® A)a) sur X", dont le support est D, réunion des
diagonales A; ;. On note W et W le fibré @©;(®;4:4;) ® (4; ® L;) sur B et sur X™ respectivement. Dans ces
conditions on remarque que W n’a pas de cohomologie en degré positif sur X™ (par la formule de Kiinneth et le
théoreme de Kodaira en utilisant ’hypothese). Puisque le complémentaire de X" dans X™ est de codimension
4, la cohomologie & support dans le complémentaire est nulle en degré < 3 et HY(X™, W) = HY(X™, W) pour
g <2 (d’apres 3.1.1).

Le groupe symétrique G = &,,, opere sur les suites exactes précédentes. La suite (3.4) est G-équivariante.
Le morphisme e est donné par (s;); = (si|a,; — sj|a;;)i,j, donc I'action induite sur @©;<;L; ; et sur son image
réciproque par p est telle que la transposition 7; ; change le terme d’indice (7, j) en son opposé. Aucune section
non nulle du fibré ®;«;L; ; n’est donc G-invariante. Considérons une section invariante s de £. Sa restriction au
fermé A, ;, invariant par 7; j, est 7; j-invariante. Comme ’action de 7; ; est triviale sur A,; ;, 7; ; agit trivialement
sur @72 Aj|a, ;. Par suite 7 j(s[a, ;) = —$|a, ;, donc s|a, ; = 0. Ceci est valable pour tous les (i, j), d’ott s = 0.
Donc £ n’a pas non plus de cohomologie G-invariante.

Le groupe G étant fini, la cohomologie du faisceau des invariants F¢ := (p.(F))% sur Xim] (ou (g« (F))¥ sur
S™(X)), ou F est un G-faisceau algébrique cohérent sur B (ou sur X!™) s’identifie & la cohomologie invariante
de F, c’est-a-dire aux invariants de la cohomologie de F'.

On écrit alors la suite exacte de cohomologie invariante associée & la suite (3.5) :

0 — HB,p*(L™ @0A)¢ = HYB,W)® — HYB,L)E -
- H'(B,p (L™ ®04)¢ - HY(B,W)® — HY(B,L)Y —

Le morphisme p est le morphisme d’éclatement d’une sous-variété lisse d’une variété lisse. Alors d’apres le lemme
3.5 de [SGA-6], exposé VII, on obtient
p«(0p) = Oxy

et
R%,(Op) =0 pour ¢ > 0.

On en déduit que H!(B, F) = H!(X[", p.F) pour un faisceau F sur B donc HO(B,W)¢ = HO(X™, W)C =
HO(X™, W%, et HY(B, W)% = H'(X™, W)% = H' (X", W)C = 0.
L’espace HO(X™ W)¢ = Sm~1(HO(A4)) ® HO(L ® A) se calcule & 'aide de la section 2.1.1. Les annulations

HY(B, L)Y = H°(B, £)¢ = 0 conduisent &
HO(B,p* (L™ @ o)¥ = HO(X,", L™ @ 0l) = S (H(4)) © HY(L ® A)
et
H'(B,p* (L™ ®04)¢ =1 (x.", L™ @ 04) = 0.

On conclut en tenant compte de la suite exacte de cohomologie locale associée a 'ouvert Xim] dont le complé-
mentaire dans X" est de codimension 2.0

3.1.3 Le schéma en espaces projectifs de Grothendieck associé a un faisceau

On rappelle ici des résultats classiques sur le schéma en espaces projectifs de Grothendieck associé a un
faisceau, qu’on peut trouver dans [EGA-1], §9.7 et [EGA-2], §4.

Si M est une variété algébrique quelconque, et F est un faisceau cohérent sur M, il existe une variété projective
P(F) munie d’un morphisme projectif 7 : P(F) — M, un faisceau inversible Op (1) et un morphisme surjectif
m*F = Op(7)(1) — 0, qui résout le probleme universel :
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Pour tout schéma S, tout morphisme f : S — M, tout fibré inversible L sur S et tout morphisme surjectif
f*F = L — 0, il existe un morphisme unique g : S — P(F) qui rend commutatif le diagramme

et satisfait L = g*Op(5)(1).

Pour un faisceau localement libre de rang a, F = A, P(A) est une fibration avec pour fibre au-dessus de
x € M, Vespace projectif Po(A(x)) ~ P2~L. Lorsque F n’est pas localement libre, la solution du probleme
universel se construit & partir du cas localement libre de la facon suivante : on considére une résolution

B—+A—=-F—=0
de F par des faisceaux localement libres B et A. Si on note 7 la fibration P(A) — M, on obtient la suite
B A7 F =0

sur P(A). Le morphisme 7*A — Op(4)(1) se factorise & travers 74 — 7*F si et seulement si I'application
composée
B = 1A — OP(A)(l) (3.6)

est nulle. Ainsi P(F) est le fermé de P(A) donné par 'annulation de la section ¢ du faisceau
Hom(7*B — Op(4)(1)) = 7" B* ®0. 4, Op(a)(1),

Op(#)(1) est la restriction de Op(4)(1) & ce fermé, et le morphisme 7*F — Op()(1) est obtenu par factorisation
de m* A — Opa)(1).

On aura besoin dans la suite de la relation entre I’éclaté de 1'idéal I d’une sous-variété Y de la variété M et
le schéma en espaces projectifs associé a cet idéal. La variété Bl; (M) avec le morphisme p : Bl; (M) — M est
objet universel pour la donnée dune variété S et d’'un morphisme f : S — M tel que f~1I-Og est un faisceau
inversible.

Rappel 3.1.3 Soit M une variété, Y une sous-variété de M d’idéal I, Bl; (M) et Pp(I) les variétés associées.
Il existe un morphisme canonique b : Bly(M) — Pp(I) au-dessus de M. On a b*(O(1)) = O(—E) ot O(1) est
le faisceau canonique sur Pyr(I), et E est le diviseur exceptionnel.

Preuve :

Soit p : Blj(M) — M le morphisme d’éclatement. Le morphisme p*I — O(—E) est surjectif. Par la propriété
universelle de Pys(I) on obtient un morphisme canonique b : Bl; (M) — Py (I) au-dessus de M, qui vérifie
b*(0(1)) ~ Og, () (—E).O

3.1.4 Images directes supérieures

Soient M une variété lisse de dimension d, F un faisceau algébrique cohérent de rang r et de dimension
homologique < 1 (ce qui revient & l’existence d’une résolution de F par des faisceaux localement libres A et B :
0—-+B—-A—F—0.) Onnote 7 :P(F) = M et on suppose que dimP(F) =d+r — 1.

Lemme 3.1.4 Dans ces conditions, la variété P(F) est localement intersection compléte.

Preuve du lemme :

La variété P(F) est un fermé de dimension d + r — 1 dans la variété projective lisse P(A) (de dimension
d+a—1, ou a est le rang de A), donnée par 'annulation d’une section o dans le fibré 7*B*(1) de rang a —r. On
fixe localement sur P(A) une base de sections du fibré 7*B*(1), s1,...,84—,. La section o s’écrit 0 = Y. f;s;
avec f; des fonctions régulieres locales sur P(A). Donc, localement, l'idéal de P(F) dans P(A) est (f1, ..., fa—r)-
Comme P(F) est de codimension a — r dans P(A), il résulte que P(F) est localement intersection complete. O
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Proposition 3.1.5 Avec les mémes hypothéses, on obtient

. 0 st qg>0
Z) Rq’/’r*Op(}-): { Ou si g=0

0 st ¢g>0

Preuve de la proposition :
Le lemme 3.1.4 nous permet d’écrire la suite exacte de Koszul sur P(A) :

0 = A "m*B(r—a) — A" Mr*Br—a-1) —» -+ = A7*B(-2) -
— 71'*8(—1) — OP(A) — Op(]:) — 0.
On utilise le résultat théorique suivant : Si 7 : Y — X est un morphisme de variétés et
-1

05 Ay B Ap1 "5 o5 4g > F 50

est une suite exacte sur Y, alors il existe une suite spectrale
EP = R, (A_,) = RPTIT,F.

La différentielle o2 : EP? = Rin,(A_,) — EP*™? = Rin,(A_p_1) est induite par le morphisme de faisceaux
a_p:A_p = A_p_1. On applique cette suite spectrale pour la résolution de Koszul (3.7) :

EP" = Rt (APn*B(p)) = RPM 7, Op ).
Par convention A™P-:= A7P.si p <0 et A~P-:=0si p > 0. La formule de projection nous donne
Rim (A™Pn*B(p)) = AP B ®0,, RIm(Op(a)(p))-

D’aprés [Hart], ex. 8.4, p. 253, on a pour 1 —a < p < 0, et tout ¢, RIm(Op4)(p)) = 0 et pour p = 0,
ROW*(OP(A)) = On et RIT.(Opay) = 0 pour ¢ > 0. Parmi tous les R, (Op(4)(p)) qui apparaissent, le seul
non nul est R°m,(Op(4)) = Opr. Comme toutes les fleches sont nulles on a Eo, = E; donc Rm,(Op (7)) = On
et Rim,(Op(r)) = 0 pour ¢ > 0. D’ot i).

Pour ii) on tensorise par O(1) la suite de Koszul (3.7). On obtient la suite exacte sur P(A) :

0 — A" *B(r+1—a) — A" 7*B(r+2-a) — S - A7*B(-1) —
— ™*B — OP(A)(l) — Op(]:)(l) — 0.
La restriction de ces faisceaux aux fibres P41 est respectivement O(r +1—a),...,O(=1), 0, O(1). Il résulte

([Hart], thm. 5.1) que la cohomologie sur les fibres est nulle sauf pour H® des deux derniers. Par le théoréme de
semi-continuité il résulte que les images directes supérieures sont nulles sauf pour 7, (7*B) = B = E| L0 ot pour
Te(Opa)(1)) = A= E?’O. L’application dl_l’0 entre ces deux faisceaux est induite par . de 'application 7*B —
Op(4)(1) qui était application composée (3.6) :7*B — 7* A — Op(4)(1). Par 7, on a I'égalité 7. (Op(4)(1)) = A
([Hart], prop. 7.11, p. 162) et le morphisme induit m.(7*A) = A — 7. (Op4)(1)) = A est l'identité. Le
morphisme 7, (7*B) — m(7*A) est le morphisme de départ B — A. Au total, le morphisme d; : m, (7*B) —
T.(Op(4)(1)) est le morphisme B — A de départ. Mais ce morphisme satisfait la suite exacte

0=+B—-A—=F—=0.
Il résulte que Ey° = F et le reste des termes Es sont nuls. Donc

F s ¢g=0

RqW*OMf)(l):{ 0 si ¢>0
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Corollaire 3.1.6 Soit Y une sous-variété de Cohen-Macaulay de codimension 2 de M et F = Iy le faisceau
d’idéaux associé. Supposons que linclusion de I’éclaté Bly (M) de M selon'Y dans le schéma en espaces projectifs
de Grothendieck P(Iy) au-dessus de M soit un isomorphisme . Alors

Oy St q:0

q =
Rir.Op { 0 st q>0

ou E est le diviseur exceptionnel.

Preuve du corollaire :

Par la propriété universelle de P(Iy ), comme dans le rappel 3.1.3, il existe un morphisme ¢ : Bly (M) — P(Iy)
tel que t*(O(1)) = O(—E), et ¢ est une immersion fermée, qui est un isomorphisme par hypothese. Dans
lisomorphisme Bly (M) ~ P(Iy), I'idéal Iy du diviseur exceptionnel E dans Bly (M) est la préimage du faisceau
O(1) sur P(Iy). La suite

O%IE—)OP(IY)—)OE—)O

sur P(Iy) induit une suite longue pour les images directes supérieures qui implique grace a la proposition 3.1.5 :
0= mlg = mOp(1y) = O — 0
et Rim,Og = 0 pour g > 0. Il résulte
0—=>Iy -0y =m0 —0

donc 7, O = Oy.O

3.2 La géométrie de la variété d’incidence

[m,m41

On fera ici ’étude du morphisme ¢ = (p,,q) : X " X" X X. Onnote p:Blz, (X" xX) > X" x X
I’éclatement de X x X selon le sous-schéma universel Enetw:P(lg,)) — X% X le morphisme de projection
associé a P(Iz,, ), le schéma en espaces projectifs de Grothendieck associé au faisceau Iz, . Le but de la section
est de démontrer le

Théoréme 3.2.1 Les variétés Blg,, (X[m] x X), P(Ig,,) et X" sont isomorphes au-dessus de X x X :

BlEm (X[m] x X) :—>. IED(IEm) —:>X[m,m+1]

\ \jﬂ' /
X" x

Le théoreme sera la conclusion des propositions 3.2.3, 3.2.13 qui suivent :
Définition-Proposition 3.2.2 ([Cheah],[Tikh]) Soit Fy le foncteur

Fy : {Schémas} — {Ensembles}

qui associe a un schéma S U'ensemble des couples (Z,€) ou Z C S x X (respectivement £ C S x X ) est un
sous-schéma de S x X, S-plat, de longueur relative m + 1 (respectivement m) au-dessus de S, tels que £ C Z.
m,m-+1 . .
Ce foncteur est représentable par une variété xmm ], munie des familles &yniv C Zuniv-
Ainsi, il existe un schéma X il ot des familles Zu{m et Euniv au-dessus de X et elles que pour chaque
S, Z, ¢, il existe un unique morphisme f : S — X """ vérifiant (f xid) "N (Zuniv) = Z, (f x id) " (Eyniv) = €.

Par construction, il existe des morphismes de projection

Ayl PmAl met1l
pml
[m]
X

[m]

qui font de X" un fermé de X7 < XU et Zouniv = (Pma1 X id) " H(Epmar1) €t Euniv = (Pm X id)"1H(E).
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Proposition 3.2.3 (cf. [E-S2], lemme 3.1, [Lehn], pag.8) Les variétés xmm

espaces projectifs de Grothendieck associé au faisceau Iz, , sont isomorphes au-dessus de X x X.

et P(Iz,)), le schéma en

Preuve de la proposition :

On rappelle la propriété universelle de P(Iz,,) : Pour tout schéma S, tout morphisme f : S — X " X,
tout fibré inversible L sur S et tout morphisme surjectif f*Iz,, — L — 0, il existe un morphisme unique
g:S — P(Iz, ) qui rend commutatif le diagramme

et satisfait L = g*Op (. )(1). On rappelle aussi que pour une variété X, la variété X [m], munie du sous-schéma
universel Z,,, est I'objet universel pour la donnée d’un schéma S, muni d’une famille S-plate £ C S x X de
sous-schémas finis de X de longueur m au-dessus de S. Sous forme de diagramme cela s’écrit :

§—C>S><X

BN

S.

Plus précisément, Grothendieck démontre S[Grotl]) qu’il existe une variété X" et un fermé = dans X" x X,
fini et plat de degré m au-dessus de X : , tels que pour chaque (S,£) comme ci-dessus il existe un unique
morphisme f : § — X vérifiant (fxid) "} (Z,,) = &. Alors la variété X x X munie de & . = (py xid) " (Z,)
et )0 = (P2 xid)~1(Z1) est un objet universel pour la donnée d’un schéma S, avec un couple (£,1) ot € C Sx X
(respectivement n C S x X)) est une famille S-plate de sous-schémas finis de X de longueur m (respectivement

1) au-dessus de S, soit

m

E—C>S><X n—S8Sx X
et
(m) (1)
S S.

Commencons la preuve de la proposition 3.2.3 par trois lemmes :

Lemme 3.2.4 Soit M une variété projective et n un sous-schéma fermé de S x M qui soit S-plat et de longueur
relative 1 au-dessus de S. Le sous-schéma 1 est le graphe d’un morphisme 7:S — M.

Remarque 3.2.5 La réciproque est évidente : si 7 : S — M est un morphisme, le graphe 77 de 77 est S-plat et
de longueur relative 1 au-dessus de S.

Preuve du lemme 3.2.4 :
L’application n - S x M Py S est un morphisme fini et plat de degré 1, donc un isomorphisme. Son inverse
est de la forme 7 : S — 7, i(s) = (s,7(s)).0

Lemme 3.2.6 Si F' est un faisceau cohérent sur S x M, S-plat et de longueur relative 1 au-dessus de S, alors
F est de la forme O, ® L, ot n est le graphe d’un morphisme 7 : S — M et L un faisceau inversible sur 7.

Remarque 3.2.7 Dans le lemme précédent on avait vu que 7 était isomorphe & S par pr;. Par cet isomorphisme
on établit une correspondance entre les faisceaux sur S et sur . On fera des abus de notation en utilisant cette
correspondance. Par exemple si E est un diviseur de Cartier sur S, on note O,(—E) le faisceau inversible sur n
qui correspond a Og(—E).

Preuve du lemme 3.2.6 :
Par un résultat de Grothendieck [EGA-3], §7, cité par Mumford dans [M-F], p.19, §5 (a) ,si f: X = Y est
un morphisme propre de schémas noethériens, F est un faisceau cohérent sur X, plat sur Y, pour y € Y, X,
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(respectivement F,) est la fibre de f au-dessus de y (respectivement le faisceau induit par F sur la fibre), et si
pour tout y € Y, H'(X,,, F,) = 0, alors f.(F) est un faisceau localement libre sur Y. Dans notre cas, A = pri.F
est un faisceau inversible sur S, parce que H' (M, Fy) = 0 en tout point s € S. Le morphisme naturel pr;A — F
est surjectif puisque F est de longueur relative 1 au-dessus de S, donc le morphisme Ogyxar — (prid)~' @ F
est surjectif. Le faisceau (pri A)~! @ F est encore plat et de longueur relative 1 au-dessus de S. On se retrouve
dans la situation du lemme 3.2.4 donc (pri4)~!' ® F = O,, pour 7 le graphe d’un morphisme 77 : S — M. Alors
F=priA® 0, = L® O, pour L = priA, faisceau inversible sur 7. Dans '’abus de notation on peut écrire
F=0,® A0

Lemme 3.2.8 Pour un schéma S, la donnée d’un élément de Fy(S) est équivalente a la donnée de &,n, L, s,
ou & et n sont des sous-schémas S-plats de S x X, de longueur relative m, respectivement 1, au-dessus de S, L
est un fibré inversible sur S, et s est un morphisme surjectif s : [¢ - L ® O, (dans l'abus de langage signalé
dans la remarque 3.2.7).

Preuve du lemme 3.2.8 :
La donnée d’un élément de Fi(S) nous fournit un morphisme surjectif :

Osxx /17 =0z —» Osxx /I = O¢. (3.8)

Son noyau, isomorphe a I¢ /I, est un quotient de I et a une longueur relative 1 au-dessus de S. Par le lemme
3.2.6, il est de la forme L ® O,,.

Réciproquement, le noyau Ker s du morphisme s : I = L ® O,, est un sous-faisceau cohérent de I;. Comme
L ® O, a une longueur relative 1 au-dessus de .S, Kers est I'idéal Iz d’un sous-schéma S-plat de S x X, de

longueur relative m + 1. O

Remarque 3.2.9 A Dissue de ce lemme on obtient la définition rigoureuse du morphisme ¢ : xmm

partir de la famille 7y,,;, obtenue sur X" des familles Zuniv €t Euniv-

Soit (S,&,Z) un élément de Fi(S). On note u : S — X" e morphisme donné par la famille £, v : S — X le
morphisme donné par la famille 5 construite par le lemme 3.2.8 et f = (u,v) : S — X" x X. On considére le
diagramme commutatif :

- X, a

Sx X uxz’dX

n=(id,v
=4 )T Av)

S.

L’image de 7} = (id,v) est . Un dernier lemme nous aide a conclure :

[m]

x X

Lemme 3.2.10 On a un isomorphisme de faisceaux sur S x X, (u x id)*Iz,, = I.

Preuve du lemme :
A partir de la suite exacte sur X' x X :

01z, — O - 0=, =0,

xmxx E
par image réciproque par u X id on obtient une suite exacte :
0— (u X id)*Iam — Ogxx — 077 = (u X id)*OEm — 0,

=, est plat sur X" 1 vésulte que (u xid)*Iz,, = I¢, puisque ce dernier est le noyau de la surjection
Osxx — 077 — 0.0

puisque Oz

Retour a la preuve de la proposition 3.2.3 : D’apres le lemme 3.2.8, se donner un élément de F;(S)
équivaut & se donner une surjection I = O, ® L — 0 sur S x X. Mais O, ® L est un faisceau sur le fermé
n = 7(S) de S x X. La surjection Iy = O, ® L — 0 est équivalente & une surjection It ®og, Oy = O, ®L — 0.
Mais 77 est un isomorphisme entre S et 7. Par suite la derniére surjection est équivalente & une surjection
7l = L = 7°(0, ® L) = 0. Par le lemme 3.2.10 on a 7*I¢ = 7*(u x id)*I=,, = f*Iz,,. Il en résulte que se
donner un élément de F;(S) revient & se donner un morphisme f: S — X D¢ , un faisceau inversible L sur

[ m+1]

S, et une surjection f*Iz, — L. Par conséquent P(Iz, ) représente Fi, et donc P(Iz, ) ~ X .0
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Remarque 3.2.11 Le fait d’avoir utilisé les familles universelles (Z, &, n) sur S, nous garantit que par cet

isomorphisme les familles universelles de longueurs relatives m + 1, m et 1 qui existent naturellement sur
oy lmmtl]

chacune des deux variétés X et P(Iz,,) se correspondent.

[m]

Pour démontrer le théoréme 3.2.1 il ne reste plus qu’a démontrer I’isomorphisme entre Blz, (X
P(Iz,,) (prop.3.2.13).
Il faut d’abord s’assurer que :

x X) et

Lemme 3.2.12 Le faisceau Iz, admet une présentation
0—-B—->A—-1Iz, —0

ot A et B sont localement libres sur x™x x.

Preuve du lemme :
Soit 0 = B — A — Iz,, — 0 une présentation, ou 4 est localement libre et B est le noyau du morphisme A —
Iz,, — 0. On prouve que B est localement libre. On note a le rang de A. Soit s € X" . Ona I, = Iz, |{syxx-

Comme Iz , est plat sur X[m], on obtient la suite exacte :
0 = Blrsixx = Alfsixx = Zs = 0.

Mais Z, est de dimension homologique 1, donc B[}« x est localement libre de rang a — 1. Par conséquent le
faisceau cohérent B a toutes ses fibres de dimension a — 1, donc il est localement libre de rang a — 1.0

Proposition 3.2.13 (cf. [Lehn], p.8, [E-S2], p.5) Les variétés Blz,, (x"

" x X) et P(Iz,,) sont isomorphes
au-dessus de X x X.

Preuve de la proposition :

D’apres la section préliminaire 3.1.3, dans le cas qui nous intéresse : F = Iz, , on obtient que P(Iz, ) est le
fermé donné par l'annulation de la section o du fibré 7*B*(1) de rang a — 1 sur la variété P(A), de dimension
2m+2+4+a—-1.

Le lemme de Krull affirme que la dimension de toutes les composantes irréductibles de P(Iz,, ) est supérieure
ou égale a 2m+2+a—1) — (a — 1) = 2m + 2. 1l suffit de montrer que P(Iz, ) est une variété integre de
dimension 2m + 2. Alors, par la propriété universelle de P(Iz, ), d’apres le rappel 3.1.3, il existe un morphisme
t:Blg,, (X[m] x X) = P(Ig,,) tel que .*(O(1)) = O(—E), et ¢ est une immersion fermée. Mais Blg, (X[m] x X)
est de dimension 2m + 2 puisque birationnelle & X x X. D’ot I'égalité Blz_ (X" x X) = P(Iz, ). Ces variétés
seront identifiées dans la suite, ainsi que les morphismes ¢ et 7.

On commence par montrer que P(Iz, ) est une variété irréductible de dimension 2m+2. Par le lemme 3.1.4 elle
est localement intersection compléte, ce qui implique en particulier par [Hart], prop. 8.23(a) (p. 186) que c’est
une variété de Cohen-Macaulay. On remarque ensuite que ’ensemble de ses points singuliers est de codimension
> 1. Par le critere de Serre ([Mats], p.183), on déduit que P(Ig,,) est une variété réduite, donc integre.

Lemme 3.2.14 (cf. [E-S2], prop.3.2(a)) La variété P(Iz,) est irréductible de dimension 2m + 2 .

Preuve du lemme :

On utilise le résultat de la proposition 5 de Darticle [E-L], qu’on applique pour E = Ox, r = 1, 1 = m,
Quot(E,l) = X" N = Is,, Z =P(g,), Yo, = X" x X et Y., Vensemble localement fermé {y = (s,z) €
X x Xle((Iz,,)s,e) = i + 1} avec la structure réduite. Par définition, si F' est un faisceau cohérent de Ox-
modules, on note e(F,) = homy (F, k(z)) la dimension de l’espace vectoriel F'(z) = F®p, k(z), qui par le lemme
de Nakayama coincide avec le nombre minimal de générateurs de la fibre des germes F},. La définition de Y;, ; est
équivalente a celle de la page 4 de [E-L], en utilisant le lemme 2 de [E-L]. Comme il est dit a la page 5, la fibre
en (s,z) € Yy, ; du morphisme 7 : P(Ig,,) — X" x X, noté ¢ par les auteurs, est Po((Iz,,)s ®oy k(z)) = P'. La
proposition 5 dit que la codimension de Yy, ; dans Yy, = X" % X est au moins 2i, soit que dim Yy, ; < 2m+2—24.
Il résulte que ’adhérence des fibres de 7 au-dessus de Y, ; sont de dimension au plus 2m+2—2i4+i = 2m—i+2.
L’important c’est que pour i > 0 ces ensembles sont de dimension strictement inférieure a 2m + 2.

L’ensemble Y, ¢ est le complémentaire de =, dans X o X , puisque pour un point s € X " et un point
x € X vérifiant z ¢ supp (s), on a (Iz, )s Qo k(z) = Ox Qo k(x) = k(z), de dimension 1. Inversement, si
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dim ((Iz,,)s @0y k(@) = 1, comme (Is,,)s Doy k(@) = ((Iz,,)s @0y Ox.c) oy, k(@) = (I, )ew @0y, k(x), par
le lemme de Nakayama, (Iz,,)s,, est engendré par un générateur g. Si ce générateur est inversible dans Ox g,
alors (Ig,,)s.. = (1) et Ig,, est nul au voisinage de x donc z & supp (s). Si g s’annule en z, alors (Iz,,)s.. = (9),
donc localement en x, s est donnée par le diviseur défini par g = 0, contradiction (puisque s est un schéma de
dimension 0).

Le morphisme 7 est un isomorphisme au-dessus de Y, o, puisque Iz |y,, , est trivial.

En résumé : On a un morphisme 7 : P(Iz,) — X"™ x X et X™ x X est réunion disjointe des ensembles
localement fermés Y,, ;. Par suite P(Ig,,) est réunion disjointe des ensembles localement fermés ¢ (Y, ;).
Toutes les parties ¢! (Y, ;) pour i > 0 sont de dimension < 2m + 2, et ¢~ (Y;, 0) est de dimension 2m + 2 (7
est un isomorphisme au-dessus de Yy, o, et Yy, o est un ouvert de X" x X). On avait vu que P(Iz,,) était le
schéma des zéros d’une section dans un fibré , et que par le lemme de Krull, toutes ses composantes irréductibles
étaient de dimension > 2m + 2.

part Padhérence de ¢ *(Yy,0), qui est irréductible puisque Y;, o lest, et qui est de dimension 2m + 2, il ne
peut pas y avoir d’autres composantes irréductibles. (Précisément, P(Iz,,) = U; Y., = UiYm,i. Mais quand un
ensemble est recouvert par un nombre fini de fermés, ses composantes irréductibles sont les éléments maximaux
parmi ces fermés. S’il existait un i tel que Ym,i ¢ Ymp, Ym,i engendrerait une composante irréductible de
dimension < 2m + 2, contradiction. Donc Yy, ; C Yiu0, pour tout i, d’ott P(Iz,,) = Y0).0

On remarque que Y;, ¢ est un ouvert de X" x X, donc il est lisse, donc ’ensemble des points singuliers de
P(Iz,,) est de codimension > 1.0

Remarque 3.2.15 Encore une fois, comme dans la remarque 3.2.9, I'isomorphisme au-dessus de X "l % X nous
garantit la correspondance par ¢ entre les familles universelles qui existent naturellement sur chacune des deux
variétés Blz, (X e X ) et P(Iz,,). On désignera donc par le méme nom Zy,iy, Euniv €6 Nuniv ces familles de
sous-schémas de longueur m + 1, m et respectivement 1 de X, sans plus tenir compte qu’elles vivent au-dessus

[m,m+1]

de Blz, (X" x X), P(Iz,,) ou X .

Proposition 3.2.16 Sur Blz (X[m] x X))~ X
d’une suite exacte

[m,m+1] . ,
, avec les notations de la remarque 3.2.15, on dispose

0= 0z4niv = Otprin ®O Y | — 0. (3.9)

univ Nuniv Nuniv

Preuve de la proposition 3.2.16 :
On regarde la suite exacte associée au diviseur exceptionnel F sur Blz (X

[m]

x X) :

0— O(=E) = Oy,

=m

(X[m]xX) — O = p*(OEM) — 0.

La suite correspondante sur 7y, est

0= Onpnin(—E) = O -0 ® Ogyniv — 0.

Nuniv Nuniv

Il faut expliquer le dernier terme. Dans le diagramme commutatif :

[m] pxid [m]
Blz, (X XxX)xX—X" xXxX
Prll lpm
[m] P [m]
Blg, (X xX) X xX

onaQ = (pxid) Oy ., O¢,,;, = (p xid)*Og et

Nuniv univ

Op @0 =pi30s, ®@p330s, =piy0z,, @p530=, =pi,0=,, @ Oy

univ univ univ

Les projections pri, pia, p13 et pa3 sont naturelles et les indices indiquent sur quels facteurs elles agissent. On
obtient

Onniv @ Ogiv = (p X 1d)" P10z, @ Oppiy = pri(p*Oz,,) @ Oy = pri(Op) @ Oy,
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et pri : Nuniv — Blz,, (X[m] x X)) est I'isomorphisme qui établit la correspondance entre 1),y €t Blg, (X[m] x X).

Donc Op et O ® O¢ppin =0 Néuniv SONt en correspondance par cet isomorphisme. On en déduit que

Nuniv Nuniv

Onnivnuniv = Onuni |- (3.10)
On dispose aussi de la suite exacte :

0= Onpnin(—E) = Oz = O¢pniw = 0

univ

sur X" x X En effet, d’apres le lemme 3.2.8, le noyau du morphisme Oy
L®0Oy,...
fibré inversible Op (. )(1) (quotient universel de 7*(Iz,,)). Dans l'identification Blg,, (X
se correspond avec fibré inversible OBlsm (—E) (rappel 3.1.3).

— O¢ynio st de la forme

pour un fibré L inversible sur xmm D’apres la proposition 3.2.3, le fibré L se correspond avec le
x X) ~P(Ig,,), i

[m]

(x % x)
On regarde le diagramme

0 0
0—=Opppin (-E) ———02z,,., Ot i 0
l
0 Ot Otuniv ® Onyni Ot i 0 (3.11)
|
00— Onunivrtunic = Onunivbunio 0 0
0
Le morphisme Oz,.,. = O¢...o @ Ono.ni €5t donné par ¢ — (te,,.i0» tlnuns, ) €t le morphisme

Oﬁum'v D Onuniv - Onunivﬁﬁuniv

est donné par (u,v) = (U — V)|nuniengense donc le diagramme est commutatif. Les lignes du diagramme sont
exactes. La premiere et la troisieme colonne du diagramme sont des suites exactes. On obtient que la colonne
du milieu est exacte. D’apres 1’égalité (3.10), c’est la suite de I’énoncé.0)

3.3 Le morphisme trace

On utilisera ici la propriété de lissité de x

but de cette section est de démontrer :

, (voir [Cheah], [Tikh]), annoncée depuis l'introduction. Le

[m+1]
)

Proposition 3.3.1 L’espace de cohomologie H1(X )
[m,m+1] [m+1]
® 0ni1))-

mologie HY(X s Py (L
C’est un corollaire de la proposition suivante :

® DQH) est facteur direct de l’espace de coho-

Proposition 3.3.2 Soient X et Y deux variétés analytiques compactes de méme dimension d, lisses et irré-
ductibles. Soit f : X — Y un morphisme surjectif et V un fibré vectoriel analytique sur Y. Alors pour tout
g >0, HY(Y,V) est facteur direct dans H1(X, f*V).

Corollaire 3.3.3 Si X et Y sont des variétés projectives et lisses de méme dimension, f : X — Y un mor-
phisme surjectif et V' un fibré vectoriel algébrique sur'Y , alors H1(Y, V) est facteur direct dans HY(X, f*V') pour
tout ¢ > 0.
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Preuve du corollaire :

Puisque Y est projective et V est un fibré algébrique, le principe GAGA s’applique, et la cohomologie HY(Y, V')
du fibré algébrique V sur Y coincide avec la cohomologie de V' vu comme fibré analytique sur la variété analytique
Y. De méme pour X, f*V. La proposition 3.3.2 s’applique.O

Preuve de la proposition 3.3.2 :

On procédera en plusieurs étapes :

1) L’espace H?(Y, V) est la cohomologie en degré q du complexe de Dolbeault des formes différentielles de
type (0,p) sur Y & valeurs dans V : (A% (V),0).

2) 1l existe un morphisme bien défini f* : HY(Y,V) — HY(X, f*V) qui associe & une forme fermée sur ¥ sa
préimage sur X. On dispose de la dualité de Serre : le morphisme bilinéaire

HY(Y,V) @ H- YUY, V* @ wy) = HY(Y,wy) ~ C

est non-dégénéré, c’est-a-dire qu’il identifie chacun des espaces HY(Y, V) et HI4(Y, V* ®wy) au dual de autre.
(Concrétement ce morphisme se réalise ainsi : on représente I’élément de H?(Y, V') par une forme différentielle
O-fermée o de type (0, ¢) & valeurs dans V -qui s’écrit localement Y, s; ®w;, s; section locale holomorphe de V' et
w; forme différentielle C* de type (0, q)- et I’élément de HY~ (Y, V* ® wy) par une forme différentielle -fermée
B de type (0,d — q) a valeurs dans V* ® wy -qui s’écrit localement ), s; ® 1; ® w;, s; section locale holomorphe
de V*, n; section locale holomorphe de wy et w; forme différentielle C*° de type (0,d — g)-. Si on regarde
les formes différentielles holomorphes comme des formes C°°, on obtient que af est une forme différentielle
(d,d) & valeurs dans V* ® V, soit un élément dans T'(V* ®0, V ®0, A®Y(Y)). Il existe un morphisme trace
tr : Hom o, (V,V) = Oy. L’'image tr(af) est un élément de A>¢(Y) = I'(Oy ®0, A®4(Y)). L’application qui
donne la dualité de Serre est (a, ) = [, af.)
3) On note wy,y le fibré inversible sur X égal & wx @ f*(wy)™".
Lemme 3.3.4 Le fibré wx/y admet une section canonique o.

Preuve du lemme :

L’existence d’une section canonique équivaut a 'existence d’un morphisme injectif Ox — wyx @ f*(wy) !,
ou bien, en tensorisant par f*(wy), a 'existence d’un morphisme f*(wy) — wx. Ce morphisme s’obtient &
partir du morphisme entre les espaces tangents Tx — f*Ty en prenant le dual et la puissance extérieure
maximale : f*wy = f*AITy — wy = AT,

4) La dualité de Serre induit un morphisme

f* : Hq(X,f*V ®WX/y) — Hq(Y, V)

Plus précisément,

Serre

HY(X, f*V @wxyy) ~ H7YX, 'V @wy)y @wx)" ~H7YX, V" ® ffoy)

et
Serre

HY(Y,V) "~ H7UY,V* @ wy)*.
On dispose d’un morphisme image réciproque
[ HTUY, V @wy) = HUTUX, (V@ wy)).
Compte-tenu des isomorphismes ci-dessus, on trouve par dualité un morphisme
fo 1 HYX, 'V @wxy) — HI(Y, V).

Concretement, ce morphisme associe a la classe [y] représentée par la forme différentielle (0,q) a valeurs dans
[V @ wx/y, l'unique classe de cohomologie de H?(Y, V) qui vérifie : pour toute forme différentielle 6 de cette
classe, et pour toute (0,d — ¢)-forme différentielle O-fermée € & valeurs dans V* ® wy, on a

[re=[ o
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La dualité de Serre assure I’existence de cette classe [0] = f.[7].
5) En composant les morphismes obtenus aux étapes 1, 3, 4, on obtient un morphisme
0
)

HI(Y,V HO(X, V) W HUX, 1V @wyy) B By, V).

D’apres le théoreme de Sard, I’ensemble des valeurs critiques d’un morphisme propre de variétés analytiques
lisses est un fermé analytique sans point intérieur (ce qui signifie pour nous isomorphisme local, les deux
variétés étant de méme dimension). On montre que la composée des trois applications est la multiplication par
une constante ¢ égale au nombre des points de la fibre au-dessus d’un point lisse.

Si [a] est une classe de cohomologie de H?(Y, V), il faut démontrer que f.(f*[a] - [0]) = ¢+ [a] ou o était la
section canonique construite a I’étape (3). Le lemme suivant fait une premiere simplification :

Lemme 3.3.5 (formule de projection) On a f.(f*[a] - [0]) = [a] - f«([o])-

Remarque 3.3.6 On voit ici [0] comme élément de H°(X, wx/y) qui est envoyé comme a I'étape (4) par f.
dans H°(Y, Oy). Par la compacité de Y, ce dernier espace est isomorphe a C.

Preuve de la formule de projection :
La classe f.([o]) est représenté par une O-forme différentielle holomorphe p sur Y (donc une constante) qui

vérifie
/p-e:/a-f*e
Y X

pour tout € € A%4(Y, wy). Mais pour € = a - € avec € € A®4~9(Y,V* ® wy) on obtient :

/Ya-p-e’z/yp-ae’Z/Xa-f*(ae')z/xf*a-a-f*e’

fo(fla] - [o]) = [a] - £.([0]).0

c’est-a-dire exactement

Il reste & montrer que f.([o]) = ¢ € HY(Y,Oy) ~ C. On sait que f.([o]) est une constante
cst € HO(Y,Oy) ~ C.

1 faut déterminer cst. Pour cela il suffit de choisir € € A%*(Y,wy) tel que [y € # 0. Alors f.([o]) = cst implique

cst-/e:/cst-e/o-f*e
Y Y X

et on peut déterminer cst. Plus précisément, on choisit y € Y un point de ’ouvert de lissité. Sur un ouvert dans
la topologie C'*° au-dessus de y, f est la réunion de ¢ isomorphismes W; ER T, fY(T) = U5_;W;. On choisit
un systéme de coordonnées z1, ..., zq sur T qu’on transporte par f~' sur chacun des W;. On choisit, dans cet
abus de notations pour les coordonnées, dz; - - - dzq4 un générateur pour wy | et pour wx|w,. Alors o = 1 dans
cette trivialisation. Pour € on choisit une forme & support compact inclus dans T et telle que fT e =1. Alors

/f*6 J_/l(T © U_Z f*e:

i=1

Comme fy e = 1 # 0 alors cst = c et ¢ # 0 puisque par hypothese, f était surjectif. Ceci acheve la démonstration
de la proposition 3.3.2. O

Une variante algébrique particuliere de la proposition qu’on vient de démontrer est la suivante :
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Proposition 3.3.7 Soit f : X — Y un morphisme fini, plat, de degré c, entre deux schémas X et Y. Soit L
un faisceau localement libre sur Y. Alors HY(Y, L) est facteur direct de HY(Y, L ® f.Ox).

Cette proposition est une conséquence du lemme :
Lemme 3.3.8 Soit f: X = Y comme dans la proposition. Alors Oy est facteur direct de f.Ox.

Effectivement, soit
Oy & £.0x B Oy

les morphismes d’inclusion et projection donnés par le lemme, avec poi = id. Alors la composée des applications
induites
HY(Y,L) - HY(Y,L® f.Ox) = HI(Y,L)

est égale a 'identité, d’ou le résultat de la proposition.
Preuve du lemme :
Le faisceau f,Ox est localement libre de rang ¢ sur Y. La multiplication induit un morphisme

f*OX 4 _EndY(f*OX7 f*OX)7
qui par composition avec le morphisme trace
Tr: Endy(f*OX, f*OX) — Oy

donne le morphisme p : f,Ox — Oy . Le morphisme composé
f:0y <5 f.0x 5 Oy

est égal a c - id. Modulo une reparamétrisation on obtient le résultat. O

3.4 Preuve du théoréeme 3.0.1

On raisonne par récurrence sur m. On établira tout d’abord les 6 pas suivants :
1) On a une suite exacte (3.9) sur X" x X

0= 0z = Otrin ® 0O -0 |z — 0

univ Nuniv Nuniv

. . [m.m+1] . . [m,m+1]
| est le faisceau correspondant a Og sur X par l'isomorphisme 7y, = X

m,m+1]

ou O
. [
2) On a une suite exacte sur X

Nuniv

[m+41

0= D (L7 @00 ) = 0" (B @ ol R A) @67 (05 B (L ® 4)) -

¢ (0 R(L®A)|p—0

ou ¢ = (Pm;q)-
3) On a une suite longue de cohomologie associée a la suite exacte de (2).
m,m+1] . m
4) On peut ramener le calcul de cohomologie sur X "y un caleul de cohomologie sur X "X X

[m,m41]

HI(X " ((L“’” ®02)®A) & ¢" (VA R (L® A))) =

=X x X, (L @) RA) e HI(X ™ x X, 04 R (L ® A)).
5) L'espace HI(X" ™ L ' 0 1))
6) On a

[m+1] [m,m+1]

® Dfﬁﬂ) est facteur direct de H?(X Pl (L

[m+1
HI(X™" 67 (04 B(L® A)) |p) = HU(E, 6" (04 B (L ® A))) =

[m

= HY(Em, o @ py(L @ A)) = HI(X™ (Lo 4)™ @od).
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La suite du premier pas est la suite (3.9) obtenue dans la section 3.2. Afin d’établir le deuxiéme pas, on aura
besoin de quelques notations et résultats préliminaires.
On s’était donné un faisceau inversible A sur X. On a une suite d’applications

XS gm(X) x X B g ()
et un faisceau inversible AR AX--- K A sur X™*! muni d’une action de &,,,1. On a une application
v: X™ = S"(X)

et un faisceau inversible AK AKX ... X A sur X™, muni d’'une action de &,,. En appliquant le lemme de
descente, par passage au quotient du fibré AR AKX --- K A sur X™, on obtient un faisceau D,,, sur S™(X),
vérifiant v*Dy, = AR AR ---K A (m fois).

Proposition 3.4.1 Il existe un faisceau Dy, 1 sur S"TH(X), vérifiant B* D,y = D,y K A.

Remarque 3.4.2 Par conséquent, on a
a* B D1 = (v X id)* (D KA) =D, A= AR AKX --- K A.

On introduit alors un fibré 97}, | sur X i bar image réciproque de la maniére suivante : o1 = (D R A),
ou pu est défini comme dans le diagramme commutatif

(my1) _ Pmi1 K ¢=(Pmq) K

X ¢

Hcl l |

smtl(x) < gm(X) x X e §m(X) x X.

On obtient
02,1 = W Dimi1 = Py HC"Digr = p:nJrlafr‘;LJrl' (3.12)

Preuve de la proposition 3.4.1 :

Le fibré D,,, ;1 est défini naturellement par passage au quotient du fibré AKAKX- - -KA sur X1, Il faut montrer
que B*Dyi1 = Dy W A. Puisque leurs images réciproques dans Pic (X™*1) sont égales, il suffit de démontrer
que Papplication a : Pic (Y/G) — Pic(Y) est injective, o Y = X™ T G = G,,, x {id}, et Y/G = S™(X) x X
est le quotient de Y par I’action de G. Notons Pic“(Y) le groupe de Picard des G-fibrés inversibles sur Y,
Hom (G, C*) le groupe des caractéres de G, Gy le stabilisateur d’un point y € Y, et Hom (G, C*) le groupe des
caractéres de Gy. Dans le diagramme

HyGY HOm (Gya (C* )

d
0 —— Hom (G, C*) = Pic%(Y) < Pic (Y)
b /
Pic (Y/@G)
0

I’application b est I'image réciproque, ’application ¢ est l’oubli, 'application a est la composée cob, 'application
e associe a chaque caractere de G la G-action sur Oy induite par la G-action sur Y associée, et 'application
d associe & chaque G-fibré L et chaque point y € Y, le caractére associé a I’action induite par G sur la fibre
au-dessus de y, L,. Il est facile de voir et il est démontré dans [LeP4] que la suite horizontale est exacte.
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L’exactitude de la suite verticale est une conséquence du lemme de Kempf ([LeP4]) qui dit exactement qu’un
G-fibré L sur Y provient du quotient Y/G si et seulement si 'action du stabilisateur G, sur la fibre L, est
triviale pour chaque y € Y. L’application b est injective, puisque si I'image réciproque du fibré F sur Y/G est
un G-fibré trivial b*F = Oy sur Y, elle est munie d’une section G-invariante partout non nulle, qui descend en
une section partout non nulle de F', qui trivialise F'. Pour se convaincre que a est injective, il suffit de vérifier
que lintersection Hom (G, C*) N Pic (Y/G) dans Pic “(Y) est réduite & I’élément trivial avec G-action triviale.
Mais si f € Hom (G, C*) est telle que d(e(f)) = 1 dans ][, .y Hom (Gy,C*), alors f|g, = 1 pour tout y € Y. Si
y est un point de la forme (z;); avec ©; = z; alors la transposition 7; ; € G appartient & G, donc f(r; ;) = 1.
Mais G est engendré par toutes ses transpositions, donc forcément f est le caractere trivial. O

Proposition 3.4.3 On peut faire un changement de base dans le diagramme

pour le faisceau F = O=,,,, ® p5L sur 1.

C’est-a-dire qu’on a
[m+1]

P1+(0z,i, @3 L) = prpja (L), (3.13)

Ici, on note p, la deuxieme projection X" x o X, aussi bien que la deuxieme projection ) GRS N g

Cette proposition est une conséquence d’un résultat de Grothendieck [EGA-3], §7, cité par Mumford dans
[M-F], p.19, §5 (a) :

Si f: X — Y est un morphisme propre de schémas noethériens, F est un faisceau cohérent sur X, plat sur
Y, pour y € Y, X, (respectivement F,) est la fibre de f au-dessus de y (respectivement le faisceau induit par
F sur la fibre), et que pour tout y € Y, H(X,, F,) = 0, alors f.(F) est un faisceau localement libre sur Y, et
“la formation de f, commute avec le changement de base”, i.e. dans toutes les situations de produit fibré :

1

x'—Lsx

le morphisme naturel :
9" (f+F) = fulg™(F))

est un isomorphisme. Ce résultat découle du théoreme 7.7.5 et la proposition 7.7.10 appliquée & p = 1, et la
proposition 7.8.4. appliquée a p = 0 (toutes dans [EGA-3]). On avait déja utilisé la premiere partie de ce résultat
dans la démonstration du lemme 3.2.6.

Toutes ces conditions sont satisfaites dans notre cas, donc la proposition en découle.

Remarque 3.4.4 Le méme résultat vaut pour pp,1 remplacé par p,,, respectivement g, X bt remplacé par

X[m], respectivement X, et F remplacé par Oz, ®p3s L, respectivement Oa ®p3 L. On obtient ainsi sur xtmm
(ml

P1#(Ogin @ o L) > pr (L), (3.14)

P1+(Oni, ® P3L) = q*(L) (3.15)

et ce dernier isomorphisme nous donne

P1#(Oppi | B ®@ p5L) ~ ¢ (L) - (3.16)
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En effet, p; est un isomorphisme entre 1yniy €t X RPN’ p1« établit un isomorphisme entre les faisceaux
SUT Nyniv €6 X" Le dernier isomorphisme nous dit que, par I'isomorphisme pi., O,,,.;, ® p3L correspond
a ¢*L. Mais Oy,,,,,|E correspond & Og, donc O E ® p5L correspond & q*(L[m])|E.

Maintenant, le deuxiéme pas résulte du premier pas par image directe par p; de la suite (3.9) tensorisée par
psL ® p{b;‘}hl. Plus exactement il faut montrer :

8) p1e(Oz,0 @ PILOPIOL L) = Pl (L7 @01 4);

b) Pra(Og,ni @ PIL @ p1Of 1) =Pl (L™ ©07) © " 4;

¢) P1x(Onyniy @ P3L @ PFOR 1) = P (07) @ ¢ (L © A);

d) p14(On,i |2 @ PIL @ PIOG, 1) = P, (07) ® ¢* (L © A) .

Ces formules découlent de celles déja établies (3.13), (3.14), (3.15), (3.16), en utilisant la formule de projection
et la description de 0;‘,‘171, (3.12).

On remarque ensuite que

Nuniv

L™ @ty e (Led) = ¢ (L™ @0l)RA)
P e (Le A ¢* (0 R (L@ A))

~—

ou ¢ = (pma q)'
On passe au quatrieme pas. On peut montrer que

0 si g>0

RGO ytmmsn) = { 18] si g=0.

x™xx

1l s’agit d’un cas particulier de la proposition 3.1.5(i), apres ’étude de la variété d’incidence et les identifications
obtenues dans la section 3.2. Alors

" [m] A 0 si q>0
RY¢, L X A)) = m
b« (9™ (( ® o) ) { (L[]®D;‘,‘1)®A S5 g=0.

Par la suite spectrale de Leray on obtient

m,m+1 [m]

HY(XT (L @ o) KA) = HIX T ) X (L7 @) K A).

De méme
[ m41]

HI(X™ " (0 R (L@ 4)) = HI(X™ x X, 00 B (L@ A)).

Le cinquiéme pas est une conséquence de la section 3.3.
Le sixieme pas s’obtient comme le quatrieme en utilisant le corollaire 3.1.6 :

0 si ¢>0

Rq¢*0E - { O= si q= 0

(I’étude faite dans la section 3.2 nous assure une fois de plus que toutes les conditions d’application du corollaire
3.1.6 sont satisfaites). Alors

0 i 0

6.0 @R LD ={ 2 ool a4 oo
Ainsi

HY(E, ¢* (05, ® (L ® A))) = H* (S, 05, @ (L ® A)).

Le morphisme =, & X " est fini, donc ses images directes supérieures sont nulles. En appliquant encore une
fois la suite spectrale de Leray on obtient

[m]

H(E,,, 04 B (L® A)) = H(X 04 @ (Lo 4)™),
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Preuve du théoréme 3.0.1 :

On utilisera une récurrence sur m, pour tous les m et L a la fois, pour A fixé.

Le cas m = 1 découle du théoreme d’annulation de Kodaira. Les cas ¢ = 0 et ¢ = 1 sont démontrés dans les
préliminaires. On suppose connus les cas 1, m et on démontre le résultat pour m + 1, m > 1.

Le résultat du pas (4) s’écrit apres application de la formule de Kiinneth :

[ m41]

HY(X L™ 0od) ot Ae piod ® ¢*(Le A) =

= B jeg (X, L™ @ 0) @ B (X, 4) @ @iy (H(X ™, 04) © B (X, L ® A)).

Sig>0ona:

ou bien i > 0 et alors
Hi(X[m],L[m] ®04) = 0 par hypothése de récurrence pour m, L (on a w}l ® L ® A®* ample
pour 1 < k < m+ 1 donc aussi pour 1 < k < m, et de méme pour w}l ® A®k) et
Hi(X[m],b;‘;L) = 0 puisque par hypothése de récurrence pour m, L = O on a
Hi(X[m],Dﬁ ® 0" = H"(X["L],DfI ®p1«(0z,,)) =0 et Hi(X[m],Dﬁ) est facteur direct dans ce
dernier espace de cohomologie par la proposition 3.3.7 de la section 3.3;

ou bien j > 0 et alors
H/(X, A) = 0 par Kodaira puisque w)_(l ® A est ample et
H/(X,L ® A) = 0 par Kodaira puisque w;(l ® L ® A est ample.

Si g > 0 on a aussi Hq(X[m], (L® A)[m] ® 02) = 0 par hypothese de récurrence pour m, L ® A (on vérifie que
les conditions d’amplitude vérifiées par w;(l ®L®A®* pour 1 < k < m+1 sont vérifiées par w}l R(LRA)R A%k
pour 1 < k < m).

Par conséquent, dans la suite longue de cohomologie du pas (3), on obtient

[ m41]

HY(X s P (L

[m+1] A
& 0erl)) = 0

pour ¢ > 2. On conclut avec le pas (5).0

Remarque 3.4.5 Pour montrer 'annulation de I’espace de cohomologie H(X o ,04) pour i > 0, on aurait pu
remarquer que le fibré canonique de X [m], Wy tmi, est le fibré déterminant 09X sur X " associé au fibré canonique
de X, wx, et que 'application de Pic (X) dans Pic (X[m]) qui associe & A, le fibré déterminant associé a A, 02
est un homomorphisme de groupes. Alors 'annulation souhaitée est une conséquence du théoreme de Kawamata-
Viehweg, le fibré déterminant associé a w}l ® A étant big et nef. Il n’y a donc pas besoin de toute I’hypothése;
I'amplitude de w}l ® A suffit pour ce point.

3.5 Preuve du corollaire 3.0.2

Cette preuve est due & Michel Brion. Elle donne en outre une preuve indépendante pour le calcul des sections
globales HO(X"™ L' @ 04).

Proposition 3.5.1 On a
tm] m *
HC.(L") = ¢S (&, pri L),

ot ¢ : X™ — S™(X) est le quotient par le groupe symétriqgue G = &,,.

Preuve : On remarque que les deux faisceaux sont réflexifs et on établit ’égalité sur un ouvert dont le
complémentaire est de codimension au moins 2. On peut appliquer alors la proposition 1.6 de [Hart2] pour
déduire I’égalité partout.

Considérons le schéma universel Z,,, avec les projections p; : =, — X" et P2 : 2, — X. On aune application

T : En = Sm—1X x X
(Z,x) — (HC(Z)-uz,x).
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On veut montrer que 7 est un morphisme. La projection p; : =, — X "1 unit Zm d’une famille plate
Z = (p1 xid)"*(Z,,) de sous-schémas de X de longueur m. La projection ps : Z,, — X munit Z,, d’une famille
plate n = (pa x id)~'(Z1) de sous-schémas de X de longueur 1. On a une inclusion n C Z. Puisque O, est de
longueur relative 1 au-dessus de =,,, et de support inclus dans le support de Oz, il y a une surjection Oz — O,,.
Le noyau de cette surjection est une famille plate de Ox-modules de longueur relative m — 1. Cette famille
nous fournit un morphisme 7’ : =, — S™ 1 X (car S !X s’identifie avec 'espace de modules des faisceaux de
longueur (m — 1) sur X, modulo la relation de S-équivalence, voir [H-L], exemple 4.3.6, pag. 91). L’application
7 sécrit T = (7',p2) 1 Epp — S™TLX x X. Par conséquent 7 est un morphisme. On introduit le diagramme
commutatif :

Em—ﬂ'>smlequz_>X

ou ¢1((d,x)) =d+ x et g2((d, z)) = z. Alors ¢; est un morphisme fini surjectif et pp = g ow: =, - X. On a
donc -
HC.(L ) = HC.p1.(p3L) = qua7u (77 ¢35 L) = q14 (3L @ 7. 0x=,,).

Mais 7,0z, = Ogm-1xxx puisque S™ 1 X x X est normale, et 7 est birationnelle propre. On a donc
[m] .
HC.(L ) = qi.(¢3 L).

Comme ¢} L est un fibré en droites sur S 1 X x X, et ¢; est fini surjectif sur la variété normale S™ (X)) (en tant
que quotient par un groupe fini d’une variété lisse), il suit que H C’*(L[m]) est réflexif (voir [Hart2], cor. 1.7).

Le faisceau q& (@™, pri L) est facteur direct dans q.(®™,priL) qui est réflexif par le méme corollaire 1.7 de
[Hart2]. II est donc réflexif.

L’égalité sur un grand ouvert se voit aisément sur Pouvert STt (X) de S™(X) formé par des sommes de m
points distincts. Le complémentaire de cet ouvert est de codimension 2. Au-dessus de ST}, (X), le morphisme de
Hilbert-Chow est un isomorphisme et Xg;slt = HC (S5, (X)) est le quotient par ¢ de X7, = ¢ *(S1,(X)).
L’image réciproque Z = (g x id) ™' (Z,,) du schéma universel au-dessus de X7, est la réunion disjointe de m
composantes Z; = {((z1,...,%m), 2)|z = z;} C XJ}, x X. Regardons le diagramme commutatif

VA Em X

[m]

m
XdiSt q Xdz’st'

En restriction & Z; le morphisme r est un isomorphisme. Si on note ¥ = p2 o g, on a |z, = pr;. Alors en

restriction aux ouverts considérés, apres changement de base, on a
¢ (L) = r(¢"(L)) = ru(&Z, 97 (L)
[m]

Par conséquent L = q¢ (@™ priL) sur X, =Sm (X).0

[m]

7:) = 1 (®Lypril) = G pri L.

Remarque 3.5.2 L’égalité des deux faisceaux considérés sur un grand ouvert est aussi une conséquence du
théoreme 2.4.1 i). En effet ce point donne 1’égalité souhaitée sur 'ouvert plus grand S (X).

ml o m Qk
Proposition 3.5.3 Si A est ample et HP(X[ ],L[ ' D%‘ )) =0 pour p > 0 et tout k assez grand, alors
R”HC*L[M] =0 pour p>0.
Preuve : La suite spectrale de Leray

EYP = HY(S™(X), RPHC, (L™ 24%")y)
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ml o m ek
a pour aboutissement en degré ¢ + p = n ’espace de cohomologie H"(X[ ],L[ '® D%‘ )). D’apres la formule
de projection

(m)

Y7 = HI(S™(X), RPHCL (L") @ (4%%)™)

oit la notation A" désigne le faisceau (AB™)Sm . Mais (A9%)™ = (4")®k ot A™ est ample. Par le théoreme
d’annulation de Serre on a EJ* = 0 pour ¢ > 0. La suite spectrale dégénere et

(m)

(m)

HO(S™(X), RRHC,(L™") @ (4" = mr(x™, L™ 0 24%)) = o

pour p > 0 et tout k assez grand par hypothese. Puisque S™(X) est une variété projective, A" est ample et
I’annulation a lieu pour tout k& grand, on obtient

RPHC, L™ =0

pour p > 0.0

Proposition 3.5.4 Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) RRHC, L™ =0 pour p> 0
it) RP1,.O=,, = 0 pour p > 0.

Remarque 3.5.5 En particulier assertion i) ne dépend pas du choix du fibré L.

Preuve : On a

RPHC,(L™) = RPHC,(p1.psL) = R*(HC o py).(p3L)

puisque p; est fini. D’ou -
RPHCL(L ) = RP(qu o ™)« (p3L) = queRPm.(p5L)

puisque g; est fini. Comme p5L = 7*¢; L, on a d’apres la formule de projection :
RPHC,(L™) = qi. (3L @ RP7.0s,,).
Comme ¢; est fini, ’annulation de RPHC*(L[M]) équivaut donc a celle de R7,.Og, .0

On est en mesure maintenant de donner la démonstration du corollaire 3.0.2. D’apres la remarque 3.5.5, il
suffit d’appliquer le théoreme 3.0.1 pour L le fibré trivial et A un fibré ample. Puisque pour k assez grand
wy' ® A®F et wi' ® L ® A®* sont amples. D’apres la proposition 3.5.3 on a RPHC,(L™) = 0 pour p > 0.

On applique une fois de plus la suite spectrale de Leray et la formule de projection :

).

m] (m)

(X" L™ @) = HP(S™(X), HOL(L"™ ) ® A
On utilise la proposition 3.5.1 et on obtient
% (m) % w4 (m)
HP(S™(X), ¢ (L1} (L) @ A7) = BP(S™(X), ¢ (@71 pr (L) @ " AT)).

(m) s
= A¥" on en déduit que

Puisque ¢* A
B (X" L™ @ o) = BP (X, @ pri(L) @ A¥™)C,

La formule de Kiinneth entraine alors que HP(X[m],L[m] ®0A) =0pourp>1,si HP(X,A) = HP(X,L® A) = 0.
O

Remarque 3.5.6 Pour p = 0, on retrouve le fait que
[ml __[m] m—
HOX ™, L" @02)=s"TH(X, 4) @ H(X, L ® A)

en n’utilisant que la proposition 3.5.1.
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Chapitre 4

Sections des puissances du fibré
déterminant

Dans cette partie nous considérons la classe ¢ de Grothendieck donnée par r = 2,¢; =0 et n = ¢ < 5. Nous
montrons a l'issue de ce chapitre le théoréme suivant, qui correspond aux points ii) et iii) du théoréme principal.

Théoreme 4.0.7 Soit u = (1,0,0) € K(P3). Sir = 2,¢; = 0etn = ¢y <5 (ie. ¢ = (2,0,2—n)) et
u = (0,d,0) = du, alors l’application linéaire

Dy : H* (Mg, D.)* — H°(M,, DE?)

est un isomorphisme pour d = 2,3, c’est-a-dire que dans ces conditions la conjecture de dualité étrange est vraie.

Au paragraphe 4.2 on utilise [LeP3] pour décrire les espaces de modules Mg,. Il existe un morphisme 7 :
Mg, — Cy (espaces des courbes de degré d dans Ps) qui associe au faisceau G ’équation de son support
schématique. C’est un isomorphisme pour d = 1,2 et un morphisme dont la fibre générique est de dimension 1
pour d = 3. Ceci nous permet de calculer H® (Mg, D.).

Au paragraphe 4.3 on démontre l'injectivité du morphisme D, , en utilisant I'interprétation géométrique du
théoreme 1.3.1 (iv). On utilise les propriétés de My, établies au chapitre 1.

On calcule au paragraphe 4.4 les espaces HY(M,., D%%) et H°(M,, D¥?) en tant que SL(3)-représentations,
selon la technique développée au chapitre 2.

Proposition 4.0.8 Awvec les notations du théoréme précédent, le SL(3)-module H°(M,., D®?) est isomorphe
S"(S%E) et le SL(3)-module H°(M., D2?) est isomorphe ¢ S™(S*E) & S" 2(S*E) (ou E = H°(P3,O(1)) est la
représentation standard de SL(3) ).

Ceci nous permet de conclure la preuve du théoreme. De plus, nous calculons au paragraphe 4.5 la dimension
des espaces de sections de DZ* pour n = 3,4, qu’on écrit sous forme de série de Poincaré :

Théoreme 4.0.9 i) Pour l'espace de modules M3, 1) des faisceaur stables de rang 2 et classes de Chern

(0,3), la série de Poincaré de Dy, P(t) =Y 5 t"h°(D2*) est donnée par

L+ 4+ ¢
P®) = g—m

i1) Pour lespace de modules M, o _2) des faisceaux semi-stables de rang 2 et classes de Chern (0,4), la série
de Poincaré de D, est donnée par

L+t TR T 220+ T+ T+ 1T 18
- (1—t)1 '

P(t)
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4.1 Préliminaires

4.1.1 Le faisceau canonique sur My,

Soit u la classe (0,1,0) € K(IP2). La description de la variété Mg, comme quotient d’un ouvert lisse 2°% d’un
schéma de Hilbert-Grothendieck par ’action d’un groupe réductif SL(H) a été donnée au paragraphe 1.3, lemme
1.3.7.

Proposition 4.1.1 Soient d > 1, u = du et w : M, — Cy le morphisme qui associe a G l'équation de son
support schématique. Alors le faisceau dualisant w = wyy, est inversible et isomorphe a4 7*O(—3d).

Preuve :

On peut supposer d > 3, puisque pour d = 1,2, 7 est un isomorphisme et 1’égalité est vérifiée.

Il résulte du théoreme de Boutot, [Bout], que M, est une variété a singularités rationnelles. En particulier
c’est une variété normale et de Cohen-Macaulay. Soient M? I'ouvert de M,, des classes de faisceaux stables, j
I'inclusion canonique j : Mj, — M, et Y = Cyi; le complémentaire de M, dans M,,. Il est démontré dans [LeP3],
prop 3.4, que codimY > 2. Soit p € Y le point générique d’une sous-variété irréductible de Y. Puisque M, est
de Cohen-Macaulay on obtient prof (w,) > 2. Or on a I’énoncé suivant ([Grot2]) :

Théoréme 4.1.2 Soit X un schéma et Y C X un fermé. Soit F' un faisceau algébrique cohérent sur X dont le
support est X. Soit n un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Pour tout point x € Y, on a
prof (F,) > n.

it) Pour i < n
He (F) = 0.

Cet énoncé entraine que H: (M,,w) = 0 pour i = 0,1. De la suite longue de cohomologie & support on
déduit que w = j.(j*(w)). Le méme argument appliqué au faisceau inversible 7*O(—3d) implique 7*O(—3d) =
J«(7*(m*O(=3d))), donc il suffit de démontrer I’isomorphisme souhaité sur 'ouvert M3.

On note Q° la préimage de M$ par le morphisme p : Q% — M,,.

Lemme 4.1.3 L’application p* : Pic (M?) — Pic (Q°) est injective.

Preuve :

L’action de SL(H) sur % se factorise a travers une action propre et libre du groupe G = PSL(H), et M$
est le quotient de cette action (cf. [LeP3], lemme 2.4). En appliquant le lemme de descente de Kempf (th. 2.3,
p. 63, et remarque p. 66, [D-N]), on obtient un isomorphisme Pic (M?) = Pic ¢(Q?), ou Pic“ désigne le groupe
des fibrés inversibles munis d’une action de G. On a la suite exacte ([LeP4], §3.3) :

0 — HY(G, 0" (%)) = Pic“(Q*) — Pic(Q°)
ou HY (G, 0*(Q9)) est 'espace des morphismes croisés ¢ : G x ¥ — C* |, c’est-d-dire qui vérifient

d(99',2) = d(g,9'x) - o9, ).

Mais G = PGL(H) et les seules fonctions régulieres inversibles sur GL(H) sont les caracteres de GL(H),
donc les seules fonctions régulieres inversibles sur PGL(H) sont les constantes. Pour un morphisme croisé
¢:Gx Q% = C*" ona dle,r) =1 et la fonction ¢, : G — C* est réguliere inversible. Cela implique que tout
morphisme croisé est constant égal a 1, et la conclusion. O

Par conséquent, il suffit de montrer
prw = p*'rm*O(-3d) (4.1)

dans Pic (Q%). 1l suffit encore de le prouver dans Pic (2°) ® Q, puisque Pic (M, ) = Pic (M?) est sans torsion (cf.
th. 3.5, [LeP3]). On démontre cette affirmation en appliquant la formule de Riemann-Roch-Grothendieck. Si
Thyrs est le fibré tangent a M7, et G est la famille universelle de faisceaux stables de dimension 1 paramétrée par
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0, on a p*Tys = Ext zlm (G, G). Puisque pour chaque s € Q°, G est un faisceau stable, on a Hom (Gs,Gs) =0

pour tout s, donc Hom(G,G) = O. Alors Extgrl(g,g) = pri.Hom(G,G) = pr1.0 = Oq:. Chaque faisceau G

est de dimension 1, donc on a aussi Ext!, (G,G) = 0 pour i > 2. Alors

detExt 3, (G,G) = [detExt . (G,G)] "

On peut calculer p*w = p*(detTys )~ = (detp* Ty )~ = detExt 3, (G,G) dans Pic(2°) ® Q avec la formule
de Riemann-Roch-Grothendieck :

p'w = pri.([(chG)" (chG)Td(P2)]s).

On a

[(chG)* (hG)Td(E2)]s = ~(chi§)Tds (Br) = LA (G)er (wp,). (4.2)

Calculons ¢;(G) € Pic (2° x P3). Par le corollaire 1.4.2 on a ¢;(G) = p*n*O(1) K O(d). On note h = p*n*O(1)
et h = pr;O(1) dans Pic (2* x Py). En notation additive on trouve ¢;(G) = b + dh. On obtient dans (4.2) :

p'w = praa((5(h + dh)* (~3h)]) = ~3dy = p" =" O(~3d)

par la formule de projection. L’égalité (4.1) est prouvé, donc la proposition.O m|
4.1.2 Le faisceau canonique et le fibré déterminant de Donaldson sur M.

Le long de ce paragraphe ¢ désignera une classe générale ¢ = (r,c1,x) dans K(P2) telle que r > 0 et M,
soit non-vide. Le fibré D = D, sera le fibré déterminant de Donaldson associé a la classe orthogonale a c,
u= (07 ga _%) oud = ngd(racl)'

Proposition 4.1.4 Le faisceau dualisant wy;, est inversible et on a wy, ~ D®~39 dans Pic (M,).

Preuve :

Soit M? l'ouvert des classes représentant des faisceaux stables. Il y a deux cas & considérer : quand la
codimension du complémentaire Cyis de M dans M. est > 2 et quand ce fermé est une hypersurface.

Dans le premier cas le démonstration est identique a celle de la proposition 4.1.1. On se raméne & prouver
Iisomorphisme sur M2. Comme le groupe Pic (M.) = Pic (M$) est sans torsion, il suffit de prouver I’isomorphisme
dans Pic (2°) ® Q, ou Q° est I'image réciproque de M? dans %%, Les calculs pour les premieres classes de Chern
des fibrés p*(wn,) et p*(D®~%) dans Pic (2°) ® Q ont été faits par O’Grady ([O’Gra]) en utilisant la formule
de Riemann-Roch-Grothendieck. Puisque ces classes coincident, le résultat découle.

Une analyse du second cas a été faite par Drézet ([Drézl]). Il est prouvé que : la classe ¢ est divisible par
2, l'espace de modules M¢ s’identifie a Py, le fibré déterminant D, sur M¢ s’identifie & Op,(1) et I'espace de
modules M, s’identifie & P5. L’hypersurface des points strictement semi-stables est I'image du morphisme

Sym?*(Me) — M,

5
qui associe aux classes [E], [F] la classe [E] @ [F] dans M.. Lorsque la classe [F] est fixée, le morphisme
(ﬁpM% =Py, > M, =DPs

qui associe & [E] la classe [E] @ [F] est linéaire.

Cela suffit pour terminer la preuve de la proposition. En effet, le fibré canonique sur Pj5 est wp, = Op,(—6)
et il suffit de prouver que D, s’identifie avec Op,(1). On prouve facilement que ¢3.(Dy) = Dy. Puisque ¢p
est linéaire on a aussi ¢} (Op,(1)) = Op,(1). On avait vu que l'isomorphisme D, ~ Op,(1) était satisfait sur
M¢ = P,. Puisque I'application ¢7 est bijective on obtient que D, = O(1) dans Pic(M,). O



86 CHAPITRE 4. SECTIONS DES PUISSANCES DU FIBRE DETERMINANT

Remarque 4.1.5 Le calcul du faisceau dualisant sur M, a déja été fait par Drézet a partir des monades, sans
qu’il ait reconnu le role du fibré déterminant de Donaldson ([Dréz2], th. F), et par O’Grady ([O’Gral), sur
I'ouvert des points stables. Le calcul fait dans la proposition 4.1.1 pour le faisceau dualisant de My, est calqué
sur ce dernier.

Proposition 4.1.6 Le fibré D est nef et big.

Preuve :

D’apres ([LeP2], [Li]) il existe un entier k satisfaisant aux conditions suivantes :
-le fibré D®* est engendré par ses sections ;

-considérons le morphisme associé

br : M, — PHO(M,, D)

dans I’espace projectif des hyperplans de H°(M,, D®*). La restriction de ¢; & I'ouvert des fibrés p-stables est a
fibres finies.

De la premiére condition on déduit que D est nef, de la seconde que le nombre ch c1(D)
positif, c’est-a-dire que D est big.O

dim Me o5t strictement

Par un théoreme de Boutot ([Bout]), 'espace de modules M, est & singularités rationnelles. Par ailleurs le
théoreme de Kawamata-Viehweg est valable sur les variétés a singularités rationnelles ([E-V]). Nous obtenons
d’apres les propositions 4.1.4 et 4.1.6 le théoreme :

Théoréme 4.1.7 Pour ¢ > 0 et k > —35, on a HY(M., D®F) = 0.

4.2 Les espaces de modules Mg,

Soit u la classe (0,1,0) € K(IP;). La référence principale de ce paragraphe est 'article [LeP3]. On a défini au
paragraphe 1.4, un morphisme 7 : Mg, — Cy qui associe a un faisceau G I’équation de son support schématique.
On a prouvé (prop. 1.4.1) que 7*O(1) = D;zl = detpr1,(G - O,), pour un point a de Py, et pour une famille G
qui parametre les faisceaux G de dimension 1. On rappelle :

Définition 4.2.1 On appelle fibré O le fibré inversible Do = det priy(G - O)~% sur Mg,.

Ce fibré a une section globale  qui s’annule aux points G tels que h°(G) = h'(G) # 0 (prop. 1.4.3).

4.2.1 Lescasd=1,2

Ces cas ont été examinés au paragraphe 1.4 du premier chapitre. On avait la

Proposition 4.2.2 ([LeP3]) Pour d =1,2, le morphisme 7 est un isomorphisme, et le fibré © est trivial.

4.2.2 Lecasd=3

Soit ¢ = (2,0, ¢ = n). L’objectif de ce paragraphe est de démontrer la :

Proposition 4.2.3 En tant que SL(3)-représentation ’espace H®(Ms,, D.) s’identifie a S™(S?E*)®S"~2(S3E*)
( ou E = H°(Py, O(1))).

On considere la cubique universelle C C C3 x P». La projection C — Cj3 induit par la propriété universelle de
I’espace de modules M3z, un morphisme s : C's — Mgz, qui associe & une cubique C son faisceau structural O¢.
Le morphisme s est une section de 7 : la résolution

0%0(—3)§O—>OC—>0

démontre que (7o s)(C) = C. Ici C désigne I’équation de la cubique C.
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Prenons D € Py x P3 la variété d’incidence et p et g les projections :

D_p>]p2

|
P;.

Lapplication G = ¢.(p*(G(-2)))(—1) définit (cf. [LeP3]) un morphisme ¢ : Mg, — M, ;) dans 'espace
de modules de faisceaux semi-stables de classe (r = 3,¢; = 0,x = 0) sur P5. On note encore D = D, le fibré
3,0,0) associé & la classe u = (0,1,0). La proposition suivante est prouvée dans [LeP3] :
Proposition 4.2.4 i) Le diviseur des zéros div 6 de la section 0 coincide avec l’image du morphisme s.

ii) Le morphisme ¢ est I’éclatement d’un point lisse et la fibre exceptionnelle est div 6.

déterminant sur Mz*

On obtient que les morphismes 7, s établissent un isomorphisme entre divf et C'5. On identifiera div§ et Cs
dans la suite. Puisque div 8 est le diviseur exceptionnel, son fibré conormal est O¢,(1). De la suite exacte courte

00! —9) O — Ogivg — 0 (4.3)
il résulte que
O Maive = Ocy (1). (4.4)
Proposition 4.2.5 On a ©(1) = ¢*D dans Pic (Msy).

Preuve :
Compte-tenu du fait que Pic (Ms,) est sans torsion (cf. th. 3.5, [LeP3]) il suffit de démontrer que

¢*D¥? = 0% 9 (-9).

Par la proposition 4.1.4, on a D®™9 = wy et par la proposition 4.1.1, on a O(—9) = wy,,. L'égalité a

démontrer devient

.
(3,0,0)”

*
¢ wM&,o,o)

Mais on a vu que © = O(div 0) et que div 6§ est le diviseur exceptionnel. L’égalité & démontrer est

® O(9div )

= WMz, ® @®_9.

— ¥ .
wMBu - ¢ wM(3’0’0)

qui est valable chaque fois qu’on éclate un point lisse dans une variété de dimension 10 ([Hart], ex. II 8.5, p.
188).00

Puisque ¢ = 2—nn? dans K(P3), on a D, ~ ©%2(n) sur M3,. On passe au calcul de 'espace H®(Mz,,, ©%2(n)).
Proposition 4.2.6 H?(M;,,0(n)) =0 pour ¢ > 1 et n > —8.

Preuve :

L’espace de modules M3, est le quotient d’une variété lisse par un groupe réductif, donc elle est & singularités
rationnelles, par un résultat de Boutot [Bout]. Le théoréme de Kawamata-Viehweg s’applique ([E-V]). D’apres
la proposition 4.1.6 le fibré D est nef et big sur Mz3,0,0) et d’apres les propositions 4.2.4 et 4.2.5 le fibré O(1)
est I'image réciproque de D par un éclatement. On en déduit que le fibré ©(1) est big et nef sur Ms,. Le fibré
O(n —1) = 7*(O(n — 1)) est globalement engendré pour n > 1 donc ©(n) est big et nef pour n > 1. La
proposition 4.1.1 fournit le faisceau dualisant sur Mg, : wm,, = 7*(O(=3d)). Alors O(n) ® wl\_,[iu =0(n+9) est
big et nef pour n > —8. Le résultat en découle.O0

On tensorise la suite (4.3) par ©®2(n). On obtient, apres lidentification div# = Cs, et en utilisant l'isomor-
phisme (4.4), la suite exacte courte sur Mg, :

0—= 0(n) = 0% (n) = Oc,(n—2) = 0.
La proposition 4.2.6 conduit a une suite exacte courte sur les sections globales, pour n > —8:

0 — HY(M3,, ©(n)) — H°(M3z,, 0%%(n)) — H°(C3, Oc,(n — 2)) — 0. (4.5)
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Proposition 4.2.7 Soit u = 3u. Alors les morphismes :
H(C3,0(n)) 5 B (My, O(n) 5 H' (M, ©(n))

sont des isomorphismes.

Preuve :
On considere 'ouvert U C C5 des courbes irréductibles. Son complémentaire Cyy est de codimension > 2. La
proposition résulte des lemmes suivants :

Lemme 4.2.8 Le complémentaire de l’image réciproque © *(U) de Uouvert U par le morphisme 7 est de
codimension au moins 2 dans M,,. En plus on a l’isomorphisme W*(Oﬂ-fl(U)) =0yp.

Lemme 4.2.9 Le morphisme w0y, A T, est un isomorphisme sur Cs.

Effectivement, le lemme 4.2.8 implique :

H'(My,0(n)) =H(x"'(U),O(n)) = H(U,7.(O(n)))
= H(U, O(n)) = H(Cs, O(n)).

1l résulte du lemme 4.2.9 que 7,.0(n) 4 m.0O(n) est un isomorphisme. En prenant les sections globales sur Cj
on obtient que HO(M,, O(n)) % HO(M,, ©(n)) est un isomorphisme.

Preuve du lemme 4.2.8 :

Soit V' C M, 'ouvert des faisceaux stables et localement libres sur leur support. Le lemme 3.2 et la proposition
3.4 de [LeP3] démontrent que codim Cy > 2, ou Cy désigne le complémentaire de V. La proposition 2.8 de
[LeP3] affirme que le morphisme V' 5 Cj est lisse. Il résulte que ses fibres au-dessus de Cyy sont de dimension
dim M,, —dim C5 = 1. L’inclusion 77 1(Cy) € CvU(VNm~1(Cy)) entraine codim 7~ (Cy) > 2. Le théoreme 9 de
[A-I-K] nous assure que le morphisme projectif 7~! (U) — U est plat et & fibres integres. D’olt 7 (O -1(17)) = O
O

Preuve du lemme 4.2.9 :
On déduit de la suite exacte (4.3) et de l'isomorphisme 4.4 la suite exacte courte :

0—>(’)'—9>®—>OC3(—1)—>0
sur Ms,. On applique le foncteur .. On obtient la suite exacte :
0 m(0) > 1. (0) 5 0c, (-1) > Rz, (0) (4.6)

sur Cs.

Soit W C (3 T'ouvert des cubiques lisses. La fibre Po du morphisme 7 au-dessus de C' € W s’identifie a
la jacobienne de C, Jac (C). La restriction du fibré © & Pc s’identifie au fibré © usuel sur Jac (C). Alors le
morphisme H°(Pc, Q) — H°(Pc, ©) est un isomorphisme entre des espaces de dimension 1. Puisque la fibration

(W) =W

est plate, par le théoréme de semi-continuité, le morphisme 7,0 — m,(©) est un isomorphisme de fibrés
inversibles sur W.

Il résulte de la suite exacte (4.6) que le morphisme O¢, (—1) KN Rm,(O) est injectif sur W. Comme Oc,(—1)
est un faisceau inversible, le morphisme § est injectif partout sur C3. Par conséquent le morphisme 7. Oy, 4 T+ O
est un isomorphisme partout sur Cs. O O

D’apres la proposition 4.2.7 et de la suite exacte (4.5) on obtient le
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Corollaire 4.2.10 On a une suite exacte courte
0 67" 110 ®2 5% 170
0 — H"(C3,0(n)) — H"(Ms,, 0% (n)) > H"(C3,0(n —2)) -0

pour n > —8.
D’ou la proposition 4.2.3. O

4.3 Injectivité du morphisme D,

On commence par regarder le cas ou la classe ¢ est de rang 1. On utilise ensuite un argument de récurrence
pour étendre le résultat au cas qui nous intéresse, ou c est de rang 2. Le début de la récurrence utilise le cas
¢ = (1,0,co = n) étudié en préalable.

4.3.1 Lecas c=(1,0,co=n),u=du

Proposition 4.3.1 Pourd =1,2,3 etn > 0, l"image du morphisme ® : M. — PH®(My,, D.) n’est pas contenue
dans un hyperplan.

On a vu que le morphisme
H(Ca, O(n)) % H'(My, O(n)) -4 HO (M., ©(n))

était bijectif pour d = 1,2, 3. Le lemme suivant sera utile :

Lemme 4.3.2 Si F = I est l'idéal du sous-schéma Z des n points distincts ay,...,a, de Py, si [G] € Mgy, et
s’il existe un point ay, € supp G, alors

(F®G) =h'(F®G) #0.

Preuve :
Sans restreindre la généralité, on peut supposer ay,...,a; € supp G, a;y1,...,a, € supp G, pour un nombre
i € {1,...,n}. On tensorise par G la suite exacte :
0= F—=1,—a5 0, =0
ou I, désigne I'idéal du sous-schéma des n —i points distincts aiy1, ..., an et Og; le faisceau structural du point

a;. En utilisant I’annulation Tor,(/,,G) = 0 (puisque I, est trivial au voisinage du support de G), on obtient
une inclusion 0 = Tor (G, O,;) = F ® G. Mais a partir de la résolution de longueur 1 de G par des faisceaux
localement libres A et B :

0-A3B—-G—0

on obtient apres tensorisation par O,; :

0 — Tor1(G,04,) = Ala; af)" Ble, 2GR0y, -0

et deta est ’équation du support de G donc detal|,; = 0 et Tor ; (G, O,;) # 0. Le faisceau Tor (G, O,,) a pour
support le point a;, donc H(Tor (G, O,,)) # 0, d’ott H(F ® G) # 0.0

On introduit quelques notations. Pour E = H(Py, O(1)), le point a; est un élément de P(E*). Alors a¢ est un
élément de P(SZE*) et il représente, & une constante pres, un élément dans HO(Cy, O(1)). C’est I'équation H,,
de ’hyperplan des courbes de degré d qui passent par le point a; € P5. Alors Hy, -+ -+ H,, € S"H°(C4,0(1)) =
HO(Cy4,0(n)).

Lemme 4.3.3 Pour F = I; comme dans le lemme 4.3.2 on a op = 0. (F) =cst-6-7*(Hg, -+ -+~ H,,), pour
une constante cst € C*.
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Ce lemme suffit pour démontrer la proposition 4.3.1, puisque {H,, }; engendrent H°(Cy4, O(1)) et les produits
de {H,,}; engendrent S"H°(Cy4, O(1)).

Preuve du lemme 4.3.3 :

Le lemme 4.3.2 nous dit que op s’annule sur tous les faisceaux G dont le support contient le point a;. Ces
faisceaux appartiennent a l’ensemble d’équation 7*(H,,) = 0. La section a = WI:(H%) est une section
rationnelle du fibré © sur My,. Puisque op s’annule sur 7= ({H,, = 0}), a est une section réguliere. La
proposition 4.2.7 appliqué pour n = 0 nous assure que H°(My,, ©) = H°(Myy,,O) = C. Donc a = cst - 6. O

On remarque que, au passage, la dualité étrange dans le cas ¢ = 1,d = 1,2,3 a été prouvée.

Proposition 4.3.4 Le morphisme de dualité étrange est un isomorphisme dans le cas ¢ = (1,0,1 —n), u =
(0,d,0), pour d =1,2,3 et pour un entier positif n.

Preuve :
En effet, le premier membre de la dualité est H?(Mg,, ©(n))*, isomorphe par la proposition 4.2.7 &

H°(Cy, O(n))* = S™(SYE).

Pour identifier le second membre on utilise le fait que M, ¢, c,—p) coincide avec le schéma de Hilbert Hilb"™ (IP5)
des sous-schémas finis de longueur n de Ps.

Soit S™(IPy) le quotient de la puissance n-ieme P¥ de P» par le groupe symétrique &,,. On dispose du morphisme
de Hilbert-Chow HC : Hilb"(IPy) — S™(IP3) qui associe & un schéma fini Z le cycle > lg Zyxz. On note
0O(1,1,...,1)®" le quotient du fibré O(1,1,...,1) par l'action de &,, .

Lemme 4.3.5 Les fibrés inversibles Dy, et HC*(O(1,1,...,1)®") sont isomorphes sur Hilb"™(Py).

z€Po

Preuve :
On considere le diagramme :

Hilb"(Py) — =< > §"(P,)

‘| |+
PHO(M,,, O(n)) <Z— PH(C}, O(n)).
Ici, Cy = P%. Le morphisme ¥ est défini par ¥(ay,...,a,) = [Hg, --- H,,]. Le lemme 4.3.3 prouve que
®=(0-7")oWoHC

sur Pouvert des points distincts de Hilb™(Py). Puisque cet ouvert est dense, le diagramme considéré est commu-
tatif.

L’image réciproque du fibré O(1) de I'espace projectif PH?(Cy, O(n)), par ¥ o &, est le fibré O(1,1,...,1)
sur P% (on peut le vérifier sur chaque composante). On tient compte de I’isomorphisme (cf. [LeP4],§3.4) :

Pic (8"(Py)) — Pic (P5)®~.

On obtient que limage réciproque du fibré O(1) de PH(Cy,O(n)) sur S*(P2) est O(1,1,...,1)®». Par la
commutativité du diagramme on obtient la conclusion.O

En passant aux puissances tensorielles supérieures, on trouve D,®¢ = HC*(O(d,d, ...,d)®"). Cela entraine
que HO(Hilb™(Py)), D,®%) = S™*(S?E). L’injectivité de D, a été prouvé dans la proposition 4.3.1.0
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4.3.2 Lecas c=(2,0,co=n),u=du
Proposition 4.3.6 Pour 1 < d < 3 et pour n > 2, limage du morphisme ® : M, — PH® (M, D.) n’est pas
contenue dans un hyperplan.

La proposition résulte des quatre lemmes suivants :

Lemme 4.3.7 La proposition est vraie pour n = 2.

Lemme 4.3.8 L’application

H® (Mg, ©9%(n)) @ H(Cy, 0(1)) = H°(May, 0%*(n + 1))
st = s-m't

est surjective.

Lemme 4.3.9 Soitn > 2 et M2 C M, louvert des points stables. Si l’image ®(M,) n’est pas contenue dans un
hyperplan, alors <I>(MCO) n’est pas contenue dans un hyperplan.

Lemme 4.3.10 Soit F € M(()z 0,c0=n)? T € Py et a: F — O, un morphisme surjectif. Alors F' = Kera est un

faisceau semi-stable et on a opr = op - w*H, par Uapplication id - 7 du lemme 4.3.8. Ici
op € H' (Mg, 0% (n + 1)), op € H* (Mg, 0%%(n)) et H, € H°(Cy, O(1)).

Les lemmes 4.3.7, 4.3.8, 4.3.9 et 4.3.10 fournissent une démonstration par récurrence de la proposition 4.3.6. Le
lemme 4.3.9 dit que les o, pour F stable, engendrent H° (Mg, ©®?(n)). Mais les H, engendrent H(Cy4, O(1))
lorsque z varie. Par le lemme 4.3.8 on obtient que les o - 7* H, engendrent H°(Mg,, ©®2(n + 1)). Le lemme
4.3.10 assure que de tels éléments sont de la forme o, donc des images par ® de M(20,c,=n41)- O

Preuve du lemme 4.3.8 :
Pour d = 1, 2, le diagramme suivant est commutatif :

HO(Cy, O(n) © HO(C, 0(1)) T2 HO (Mg, 092(n)) @ HO(Cy, O(1))

l l

HO(Cy, O(n + 1)) G H® (My, ©%2(n + 1)).

Par la proposition 1.4.4, les morphismes horizontaux sont des isomorphismes. Le lemme résulte de la surjec-
tivité du morphisme vertical gauche.
Pour d = 3, on note H = H°(Cy, O(1)). Le lemme est une conséquence du diagramme analogue, commutatif :

0 ——=H%(Cq, O(n)) ® H ——= H*(May, 0%*(n)) ® H ——=H°(Cq,0(n — 2)) © H —=0

| | |

02_71_* *

0—>H0(Cd,(’)(n+ ]_)) —>H0(Mdu,®®2(n+ ].)) s HO(Cd,(’)(n— ].)) —(.

Les suites horizontales sont exactes d’apres le corollaire 4.2.10. Les morphismes verticaux latéraux sont sur-
jectifs, donc aussi le morphisme vertical central. O

Preuve du lemme 4.3.9 :
Ceci est évident, puisque M? est un ouvert dense de M,. O

Preuve du lemme 4.3.10 :
Pour un sous-faisceau F"' de rang 1 de F’ on a ¢; (F") < 0 puisque F"' est aussi un sous-faisceau de F, et F'

est stable. Si ¢ (F") = 0 alors x(F") < 352 — 1 = 27(2#“) Donc F' est semi-stable.
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On tensorise par G la suite exacte
0=-F - F -0, —0.

Soit [G] € Mgy. En tenant compte du lemme 1.3.3¢), on obtient une suite exacte
0— Tor,(G,0,) > FF©G—>F®G— G0, —0.

Si z € supp @ alors Tor;(G,0,;) # 0 (voir la démonstration du lemme 4.3.2) et donc h°(F' @ G) # 0. Sinon
W (F'®G) = h°(F ® G). On déduit que o = cst-op - Hy. O

Preuve du lemme 4.3.7 :

Pour a,b € Py, la classe du faisceau F' = I, & I, appartient & M3 g c,—2). On commence par prouver que
oF = cst- 0% 7*(H, - Hy). La section op s’annule sur 7= ({H, = 0}) et sur 7! ({H, = 0}) d’apres le lemme
4.3.2. Alors la section rationnelle o = m de ©%®2 est réguliere. Si d = 1,2 on applique la proposition 1.4.4
pour avoir un isomorphisme H°(Cy, 0) = HY (Mg, ©®2). Pour d = 3 cet isomorphisme découle du corollaire
4.2.10 appliqué pour n = 0. Par conséquent a = cst - 62.

Puisque les produits H, - H, engendrent H°(Cy, O(2)), le lemme 4.3.7 est prouvé pour d = 1, 2.

Pour d = 3, en regardant la suite exacte du corollaire 4.2.10, on montre que les or engendrent le sous-espace
6% - m*H°(C5,0(2)) de HY(Mgy, ©®2(2)). Pour montrer le lemme, en tenant compte du fait que h°(C3, O) = 1,
il suffit de trouver un faisceau F' pour lequel s*or # 0. Ceci équivaut & trouver une cubique C pour laquelle
hO(F|c) = h'(F|c) = 0. Cette condition est satisfaite pour tout faisceau F localement libre stable et toute
cubique C. Effectivement, si on reconsidere la résolution de O¢ :

O—>(’)(—3)§O—>(’)o—>0,

comme Tor 1 (F, O¢) = 0, on obtient

0= F(=3) 5 F = Flc — 0.

Alors la suite
H'(F) = H' (F|¢) — H2(F(-3))

est exacte. Le nombre de Hodge h'(F) = n — 2 est nul pour n = 2 et par la dualité de Serre on a H?(F(-3)) =
HO(F*) = Hom (F, Q). Ce dernier groupe est nul, d’ott h*(F|c) = 0. L’annulation de Hom (F, Q) s’obtient ainsi :
S’il existe un morphisme non nul m : F' — O, alors imm C O, donc imm = [z, pour Z sous-schéma dans Ps.
La stabilité de F' implique ¢;(Iz) = 0 et x(Iz) > 0, soit que Iy = O. Alors Ker m est localement libre de ¢; = 0
et x = —1, ce qui est contradictoire. Donc Hom (F, O) = 0.0

4.4 Preuve de la proposition 4.0.8

On reprend la démarche et les notations des sections 2.2 et 2.3 du deuxieme chapitre. Le théoréeme 2.2.8
appliqué au cas [ = 1 nous donne un isomorphisme de SL(3)-représentations

H?(M,, D®?) = HO(Hilb" TPy, STR ® 9°?) pour 3 < n < 5.

A partir de la présentation (2.3) de R, appliquée pour k = 21 —3 = —1 et m = n +12 = n + 1, on obtient
O(—l)[m] ~ R et donc

[m]

H?(M,, D®%) = HO(Hilb" TPy, SY(O(-1) ") @ 2®9).

Pour d = 2 on applique le lemme 2.4.6 avec k=2l —3=—1,s=2et m =n+1> =n+1: H*(M,, D%?) est
le noyau du morphisme surjectif

S*(S?E) @ S’E © 5" 1($2E) Y 2 E 57 1(S2E).
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Par suite, la représentation H(M., D®?) est isomorphe & S"(S?E) de dimension C?, ;. Pour d = 3 on s’intéresse
a lespace HO (Hilb" ™' Py, S3((’)(—1)[m] )®0%3). Par le lemme 2.4.7 on est amenés & étudier le noyau du morphisme

a:HY(S*W ®0@3,...,3)¢ = Ho(gr, (S*W) ® O3, ...,3)¢

ou G = 6,,. C’est le morphisme a de la proposition 2.5.13 avec pour L = O(—1) et A = O(3). Dans les
décompositions (2.14, 2.15), le morphisme « :

a:S"(SPE) P E®S’E®S" 1 (S?E) ® S*(S’E) ® S""2(S*E)
-+ E®S’E®S"Y(S’E) ® S'E ® S’E ® S""2(S*E)

V D o
< 0 p v > '
On montre successivement selon une démarche analogue a celle du paragraphe 2.5.6, que D est un isomorphisme,
que le noyau de 7 est égal & S**?E @ S"?(S*E) = C® S"?(S*E) et son conoyau & S>'E ® S"?(S*E), et
que le morphisme de liaison (0, p) : Ker (6, 5) — coker v est nul. Par conséquent le noyau de «a est isomorphe
4 S"(S*E) @ S"2(S*E) de dimension C}) 4+ C)_ ;. O

s’écrit

4.5 Sections de D% pour n =cy, < 4

Le but de ce paragraphe est de calculer les dimensions des espaces de sections HO(M(QVOVCF”),Du@k)
n < 4.

Dans le cas n = 2, le morphisme de Barth nous fournit un isomorphisme entre I’espace de modules M, et Ps,
et le fibré déterminant s’identifie & O(1). Les cas intéressants sont donc n = 3 et n = 4.

On commence par un résultat général sur la fonction k — h°(M., DZ*) pour toute classe ¢ = (r,cy,c2)
satisfaisant r > 0 et M, non-vide. On rappelle (§4.1.2) la notation u = (0, 5, —%) ot § = pged(r,c;). D’apres le
théoréme 4.1.7, la cohomologie supérieure H?(M,, Du®k) s’annule pour k > —34.

Ce résultat, l'isomorphisme wy, =~ D,®7% et la dualité de Serre nous assurent que

pour

RO(D®) = 0 si j<0
RY(D®) = 0 Vj si 0<qg<D
RP(D®) = 0 si j> —30.

Onnote D =dimM, = 1— < ¢,¢* >. On note D = D,,.
Proposition 4.5.1 i) Supposons d > 2. Pour k > —36, la fonction

k= hO(M,, D®F)

est un polynome de degré D, de coefficient dominant

1 D
qD:ﬁ/NICC1(D) .

ii) La série de Poincaré P(t) est de la forme

Q)
(1—¢)D+t

ot ) est un polynome de degré D + 1 — 39, a coefficients entiers, tel que Q(1) = fM c1(D)P ;
iii) Le polynome @Q satisfait a la condition de symétrie

PO = Q)
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Preuve :
La formule de Riemann-Roch pour des variétés éventuellement singulieres ([B-F-M]) et le théoréme 4.1.7
donnent
h° (M67 D®k) = X(MC7 D®k) = ch Ch(D®k)Td(Mc)
S, €PITAM,) = Yocicp I;_J- Ju, e1(D)Td(M.).
Puisque D est big gp > 0, d’ou i).
Posons a; = ch c1(D)ITd(M.). La série de Poincaré est

> w(x b
0<j<D k>0 J:

La somme de la série ;- ’;—ft’” (de rayon de convergence 1) est une fonction rationnelle de la forme %
ol les polynémes @); sont de degré inférieur on égal a j, et @;(1) = 1. Ceci se voit par récurrence sur j. Il en
résulte que la série de Poincaré est de la forme voulue. Puisque Q(t) = (1 — t)PT1P(t) et que P(t) est une série
formelle & coeflicients entiers, le calcul de ce produit montre que Q(t) est bien a coeflicients entiers.

La relation classique (voir par exemple [Fult]) Td(V*)ch(A_1(V)) = ctop(V*) appliqué au fibré V. =W @D,
ou W est un espace vectoriel de dimension m = D + 1, prouve que

chA_ (W @D™Y)) = ciop(W* @ D)Td™H(W* @ D).

Ici
A (V) =AW = AV 4 APV — o (1) VAT VY
désigne la somme alternée des puissances extérieures du fibré V' et ¢, d’un fibré vectoriel de rang r désigne la
classe de Chern ¢, de ce fibré.
Mais V = W ® D! est un fibré de rang D + 1, donc sa classe de Chern maximale cpy1 (W ® D~!) appartient
a lespace de cohomologie H2(P+1)(M,) qui est nul en raison de la dimension de M, (dimM. = D). Donc
ch(A_1(W @ D~!) ® D®F) = 0 et par la formule de Riemann-Roch on obtient

XA (WD) @D%) = / ch(A_1(W @ D) @ D®M)Td(M,) =0
M.

soit, en tenant compte de AY(W @ D~1) = AW ® D1,

m

Sk = Y (-1 Ci (D) =0

i=0

quelque soit k.
Comme Q(t) = (1 —t)PT1P(t), le coefficient k-ieme de @ s’écrit

Qr = ( %1 > RO (D®k) — ( T ) RO(D®F=1) 4o 4 (=)™ < m >h0(D®k—m)

m

m

= S (O D)

i=0

(en tenant compte du fait que h°(D®/) = 0 si j < 0). Pour k < m — 36 on obtient Qx = S = 0 en raison
de I'annulation de la cohomologie supérieure H?(D®7) pour j < —34,q > 0 et de H(D®J) pour j < 0. D’ou
deg Q < m — 3§. La condition de symétrie s’exprime sur la symétrie des coefficients de @ :

Qr = Qm_35_r pour 0 <k <m— 34.

Mais dans ce cas on a

Qv = Sk- i (i) ( m )X(D@”).
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La dualité de Serre s’écrit pour j < —36 sous la forme y(D®7) = (—=1)Ph0(D®~=4=3%). En I’appliquant dans la
somme ci-dessus pour j = k — i < —34, et en faisant ensuite la transformation j = m — i on trouve

A = S—(0m Y (Cm (M) P ees)
i=k+30
m—k—36
= S+ (=i (") nO(DEm k3
’ ]2::0 ( j )

= Skt Qm-35—k = Qm—35—k-
En particulier Q¢ = @,,,—35 = 1 donc le degré de @ est égal & m — 34 exactement. O

Nous revenons aux cas particuliers qui nous intéressent. On prend ¢ = (2,0,¢o = n) pour n = 3,4, 0 = 2 et
u=1(0,1,0).

Preuve du théoréme 4.0.9 :

i) Ici, D = 4¢o—3 = 9. La proposition précédente donne que P(t) s’écrit sous la forme % ou @ est de degré
4, vérifie la condition de symétrie et Q(1) est égal & 3 = 9lgg o1 gg est un nombre de Donaldson ([Barth77]). Le
calcul de h°(M,, D%) = 1 et h°(M,, D) = 10 (cf. chapitre 2) permet de conclure que Q(t) = 1 + 2 + t*.

ii) Ce cas est analogue au précédent seulement il faut faire intervenir h°(M,, D) = 15, et aussi h®(M., D®?) =
126 et h%(M,., D®?) = 770 calculés dans 4.0.8. Ici Q(1) = 54 = 13!g13 ([L-Q]). O

Remarque 4.5.2 Dans le cas n = 3, puisqu’on a obtenu h®(M., D®?) pour d = 2,3 (cf. 4.0.8), on aurait pu
déduire la valeur du nombre de Donaldson gg.
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