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Introduction

Dans cette thèse nous nous proposons d'étudier les R-modules munis d'une distance ultra-
métrique, où R est un anneau euclidien à droite. Les exemples motivants viennent de la théorie
des corps valués en caractéristique positive. De fait, tout corps K de caractéristique p > 0 porte
canoniquement une structure de module sur son anneau de polynômes additifs, cet anneau est
l'ensemble des polynômes de la forme

∑
i aiX

pi .

Les polynômes additifs apparaissent crucialement dans la théorie des corps surtout depuis
l'étude des extensions d'Artin-Scheirer, et en théorie des valuations depuis le fameux article
de Kaplansky : Maximal �elds with valuations. Les polynômes additifs ont été également
considérés en théorie des modèles des corps valués par plusieurs mathématiciens du domaine.
Notons en particulier Franz-Viktor Kuhlmann (cf. [Ku1]), Lou van den Dries et son étudiant
Thomas Rohwer, qui a montré que la théorie du corps Fp((t)) sur son anneau de polynômes
additifs est modèle-complète dans le langage des modules muni d'un prédicat pour Fp[[t]] (cf.
[Ro]). Le chapitre 6 de cette thèse reprend l'étude de ce cas.

Contenu de la thèse

Le chapitre 1, préliminaires, présente les objets essentiels de notre étude et leurs propriétés,
notamment l'anneau R := K[t;ϕ], où K est un corps et ϕ un endomorphisme de (K,+,×, 1, 0).

Dans le chapitre 2, nous étudions les R-modules divisibles. Ce sont exactement les R-
modules injectifs par le fait que, dans R, tout idéal à droite est principal. On montre l'élimina-
tion des quanti�cateurs pour leurs théories dans le langage des R-modules (cf. le lemme 2.2.1),
et on décrit leurs complétions (cf. le corollaire 2.2.21) en établissant que leurs invariants de
Baur et Monk sont déterminés par le cardinal des annulateurs des éléments premiers de R.

Au chapitre 3, on introduit la notion de module valué dans le cas simple où les constantes
provenant de K× agissent en préservant la valuation. On axiomatise les modules valués comme
des structures à deux sortes, un R-module M et un ensemble totalement ordonné ∆ muni
d'une fonction strictement croissante, liés par une valuation du groupe additif v : M → ∆.
Les modèles usuels dans cette situation sont les corps valués de caractéristique p > 0, vus
comme modules sur l'anneau des polynômes additifs à coe�cients dans un sous-corps valué
trivialement. On introduira une propriété analogue à celle exprimée par le lemme de Hensel
dans le cas des corps valués (cf. dé�nition 3.2.1). En particulier tout corps de caractéristique
positive muni d'une valuation henselienne au sens classique sera henselien en tant que R-
module. On constatera tout de suite que l'analogue de la notion d'algébriquement clos, la
divisibilité, n'implique pas la propriété de Hensel pour les modules (cf. la proposition 3.2.9).
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On considérera alors les modules valués henseliens et divisibles, pour lesquels on établira un
résultat de type Ax-Kochen et Ershov (cf. les théorèmes 3.3.8, 3.3.9 et 3.3.10).

Le chapitre 4 généralise les dé�nitions et les techniques provenant du chapitre 3 au cas où
K n'agit plus en préservant la valuation. Cette fois, l'ensemble totalement ordonné ∆ est muni
d'une action deK, qui induit surK une valuation vK , et d'une action de R, qui prolonge celle de
K. Cela nous amène à étudier dans un premier temps les structures qu'on appelle des R-chaînes.
Celles-ci sont une adaptation et/ou généralisation de la situation suivante. Soit (L, v) un corps
valué et R l'anneau des polynômes additifs sur L. A un polynôme F (X) =

∑
i aiX

pi ∈ R on
peut associer la fonction

fF : v(L)→ v(L), γ 7→ min
i
{piγ + v(ai)};

alors v(L) muni de l'ordre et de ces fonctions est une R-chaîne. Le graphe d'une telle fonction
est obtenu en mettant bout à bout des segments des droites (γ, iγ + v(ai)), pris dans l'ordre
décroissant des exposants i. Par l'inégalité ultramétrique, pour chaque polynôme F comme
ci-dessus, il existe un sous-ensemble �ni SP (F ) de v(L) tel que, pour tout x ∈ L dont la
valuation est dans v(L)\SP (F ), on a v(F (x)) = fF (v(x)). En fait, les éléments de SP (F ) sont
les abscisses des points d'intersection des droites (γ, piγ + v(ai))γ et (γ, pj(γ) + v(aj))γ pour
i 6= j. Si γ ∈ SP (F ) et x ∈ L de valuation γ véri�ent v(F (x)) 6= mini{piγ + v(ai)}, alors on
appellera γ un � saut � de F et x un élément � irrégulier � pour F . Par exemple, le seul saut du
polynôme d'Artin-Schreier Xp−X est 0. En termes de modules valués, on appellera irrégulier
pour r ∈ R tout élément x tel que v(x.r) > v(x) · r, où l'action à droite ·r est l'analogue de la
fonction fF ci-dessus. Il crucial pour nos intérêts d'avoir le plus d'informations possible sur le
comportement des points irréguliers pour r. Pour cela, étant donnés r et un élément x irrégulier
pour r, le mieux que l'on peut espérer c'est d'avoir un autre élément y tel que y.r = x.r et y
régulier pour r, i.e. v(y.r) = v(y) · r. On verra qu'un corps (L, v) de caractéristique p > 0 (vu
comme L[t;x 7→ xp]-module valué) satisfait cette propriété si, et seulement si, c'est un corps
de Kaplansky algébriquement maximal (cf. le théorème 4.5.12 avec le corollaire 4.3.20).

Ces propriétés sont également nécessaires pour avoir un résultat de type Ax-Kochen et
Ershov dans le langage des R-modules valués. En e�et, si K est le corps des séries de Puiseux
en la variable Y sur un corps �ni, on remarque que deux extensions algébriquement maximales
de K, dont l'une contient une racine de Xp−X−1−(1/Y ) et l'autre n'en contient pas, ne sont
pas élémentairement équivalentes dans le langage des purs R-modules (cf. 4.3.23). Pourtant,
d'après les résultats de F.-V. Kuhlmann, on sait qu'elles le sont dans le langage des corps.
Cela montre que le langage des modules ne permet d'avoir des résultats aussi forts. En e�et,
le langage des modules, du fait qu'il contient un symbole de fonction pour chaque polynôme
additif, permet d'exprimer sans paramètre des propriétés qui dépendent des coe�cients de ces
polynômes. On montre alors le résultat d'Ax-Kochen et Ershov pour les modules valués dits
� a�nement maximaux et résiduellement divisibles � (cf. théorème 4.6.3), et on termine ce
chapitre en établissant un résultat de structure des corps de Kaplansky maximaux vu comme
modules valués (cf. théorème 4.8.4).

Le chapitre 5 permet d'établir les conséquences des résultats qui précédent du point de
vue de la C-minimalité. Comme on l'a constaté dans le chapitre 4, il y a une valuation vK
induite sur K par son action sur ∆. On va séparer deux cas. Si vK est non triviale on verra
que les modules valués C-minimaux sont exactement ceux qui sont a�nement maximaux,
résiduellement divisibles et qui possèdent une chaîne o-minimale. Si vK est triviale, il découle
du chapitre 3 que les modules henseliens, divisibles et avec une chaîne o-minimale sont C-
minimaux. On verra qu'il y en a d'autres, par exemple l'anneau des séries de Puiseux sur un
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corps �ni Fq comme module valué sur l'anneau des pôlynômes additifs à coe�cients dans Fq
(cf. le corollaire 5.3.3).

En�n au chapitre 6, on examine les modules que l'on appelle �ltrés, comme des structures
additives à une seule sorte munies des prédicats unaires (Pδ)δ indexés par une R-chaîne ∆,
dont les interprétations naturelles dans les modules valués sont les boules centrées en 0. On met
en place un système d'axiomes dont les modèles sont en particulier les corps valués henseliens
(K, v), non parfaits et tels que [K : Kp] est �ni ; notre langage sera alors enrichi des fonctions
(λi)06i<p, l'interprétation de λi étant dans ce cas la fonction qui à un x ∈ K, associe la racine
p-ième du i-ème coe�cient de x dans une base �xée (αi)i du Kp-espace vectoriel K. Alors,
dans cette théorie, on montre grâce à une propriété analogue au lemme de Hensel, ce que nous
appelons une élimination de quanti�cateur au voisinage de 0 : étant donnée une formule p.p.
φ(x1, . . . , xn) dans le langage des R-module enrichi des prédicats Pδ, pour un certain produit
cartésien V := Pδ1 × · · · ×Pδn , l'intersection φ∩ V est dé�nissable sans quanti�cateurs dans le
langage avec les fonctions λi (cf. proposition 6.5.2).
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre consiste en une brève présentation des concepts et résultats de base sur la
théorie des modèles des modules, sur la théorie des valuations et sur les anneaux d'Ore. En
particulier, on présente l'anneau K[t, ϕ], pour K un corps et ϕ ∈ End(K,+,×) ; c'est cet
anneau sur lequel nos modules seront dé�nis durant les chapitres 2 à 6.

Noter que les dé�nitions 1.3.2 et 1.3.4 sont propres à cette thèse et seront utilisés couram-
ment dans les chapitres qui suivent.

Les ouvrages de base auxquels l'on s'est référé sont [Co] pour la théorie des anneaux d'Ore,
[Ho] pour la théorie des modèles des modules, et [Ef] pour la théorie des valuations.

Sauf mention du contraire, tout anneau sera unitaire et tout module sera un module à
droite. Quand M est un module sur un anneau A, on notera m.a la multiplication par le
scalaire a ∈ A, de l'élément m ∈M .

1.1 Élimination des quanti�cateurs pour les modules

Rappelons quelques propriétés modèles-théoriques des modules. Soit U un anneau et LU le
langage des U -modules, i.e. le langage des groupes abéliens enrichi d'un symbole de fonction
unaire r pour chaque éléments de U , qui sera interprété comme la multiplication par ce scalaire.
Une formule dite primitive positive (p.p.) d'un langage de premier ordre n'est qu'une formule
de la forme ∃y1, . . . , yn ψ, où ψ est une conjonction de formules atomiques. Les formules
primitives positives de LU sont les formules existentielles de la forme :

∃y1, . . . ,∃ym
∧
i

 l∑
j=1

xj .ri,j −
m∑
k=1

yk.qi,k

 = 0,

qu'on peut aussi écrire comme :

∃y1, . . . ,∃ym ((x1, . . . xl).B − (y1, . . . , ym).A) = 0

où A = (ri,j) et B = (qi,k) sont des matrices à coe�cients dans U .

Dé�nition 1.1.1. Soit M un module sur un anneau U , quelconque. Chaque formule p.p à

1



2 Préliminaires

une variable libre dé�nit un sous-groupe de M . Pour deux telles formules p.p. ψ(x) et φ(x) et
pour chaque m ∈ N, on peut construire un énoncé Inv(φ, ψ,m) tel que

M |= Inv(φ, ψ,m) si et seulement si
∣∣∣ φ(M)
φ(M)∩ψ(M)

∣∣∣ 6 m.

Un énoncé de type Inv(φ, ψ,m) s'appelle énoncé invariant.

Dans le chapitre 6 on utilisera le théorème de Baur-Monk, qui s'énonce comme suit :

Théorème 1.1.2 (Baur-Monk). Soit U un anneau, LU = {0,+,−, (r)r∈U} le langage des
U -modules et T la LU -théorie des U -modules à droite. Alors toute formule φ(x1, . . . , xn) de LU
est équivalente modulo T à une combinaison booléenne de formules p.p. et d'énoncés invariants.

Preuve. Voir [Ho], p.655 corollaire A.1.2.

Remarque 1.1.3. Comme il est discuté dans [Ho] p. 655 juste après le corollaire A.1.2., le
résultat ci-dessus est aussi satisfait quand on enrichit le langage LU , avec des prédicats unaires
(Pi)i∈I , interprétés comme des sous-groupes.

1.2 Espaces ultramétriques et valuations

1.2.1 Groupes valués

Dé�nition 1.2.1. Un ensemble E accompagné d'une chaîne (∆,6, 0) où 0 est un élément
minimal, et d'une fonction d : E2 → ∆, satisfaisant d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,
d(x, y) = d(y, x) pour tout (x, y) ∈ E2 et véri�ant pour tous x, y, z l'inégalité ultramétrique

d(x, z) 6 max{d(x, y), d(y, z)} (1.1)

est appelé un espace ultramétrique.

Dé�nition 1.2.2. On appellera groupe valué une structure à deux sortes G = (G,∆,+, 0, <

, v,∞), telle que (G,+, 0) est un groupe abélien, (∆, <) une chaîne ayant un plus grand élément
∞ et v : G→ ∆ une fonction surjective véri�ant

1. ∀x v(x) = v(−x),

2. ∀x∀y v(x− y) > min{v(x), v(y)},
3. v(x) =∞←→ x = 0.

Pour (a, γ) ∈ G × ∆, on appelle boule ouverte (respectivement boule fermée) de centre a
et de rayon γ, l'ensemble B(a, γ) := {x ∈ G | v(x − a) > γ} (respectivement l'ensemble
B[a, δ] := {x ∈ G | v(x− a) > γ}).

Par la suite, on notera (G, v) un groupe valué.

Remarque 1.2.3. Tout groupe valué (G, v) induit canoniquement une structure d'espace ultra-
métrique quand on dé�nit d(x, y) := v(x − y) et qu'on prend la chaîne ∆ munie de l'ordre
inverse.

Soit (G, v) un groupe valué. L'application (x, y) 7→ v(x− y) induit une topologie dont une
base est donnée par les boules ouvertes. On a : pour tous a, b ∈ G et γ ∈ ∆, a ∈ B(b, γ) si et
seulement si B(a, γ) = B(b, γ). Il en résulte qu'une boule ouverte est également fermée.

2



1.2 Espaces ultramétriques et valuations 3

Présentation équivalente : Soit (I,<) un ensemble totalement ordonné avec un maximum
∞, G un groupe abélien et (Gi)i∈I une chaîne de sous-groupes de G d'intersection triviale,
telle que Gi ⊂ Gj si et seulement si i > j, et que, pour tout x ∈ G, il existe un plus grand
i ∈ I pour lequel x ∈ Gi. Alors en particulier G∞ = {0} et la fonction v : G → I, dé�nie par
l'équivalence

v(x) = i⇔ x ∈ Gi \

⋃
j>i

Gj

 ,

est une valuation sur G.

Notation 1.2.4. Soit G = (G,∆) un groupe valué. On désignera la boule fermée (respectivement
ouverte) de centre 0 et de rayon γ, par G>γ (respectivement par G>γ). Notons que ces boules
sont des sous-groupes de G. Par ailleurs, on note Gγ(a) le quotient de la boule fermée centrée
en a et de rayon γ, par la relation d'équivalence : v(x − y) > γ. En particulier Gγ(0) est le
quotient G>γ/G>γ .

Remarque 1.2.5. Puisque les boules ouvertes (respectivement fermées) de même rayon sont en
bijection par translation, pour tous a ∈ G et γ ∈ ∆, |Gγ(a)| = |Gγ(0)|.

Dé�nition 1.2.6. Soit (E, d) un espace ultramétrique. On appelle suite pseudo-Cauchy une
suite (aλ)λ∈Λ de E, indexée par un ordinal limite Λ, et telle que, pour ρ < µ < δ dans Λ tous
su�samment grands, on a

d(aδ, aµ) < d(aµ, aρ). (1.2)

On dit qu'un élément a ∈ E est limite de la suite pseudo-Cauchy (aρ)ρ si d(a, aρ) = d(aρ+1, aρ)

pour ρ su�samment grand.

Remarque 1.2.7. Nous redé�nirons et parlerons davantage des suites pseudo-Cauchy dans le
chapitre 4, section � extensions de modules valués �, la dé�nition ci-dessus est donnée pour la
compréhension de la suite des ces préliminaires.

1.2.2 Corps valués

Dé�nition 1.2.8. Soit K un corps. Si (K,+) est muni d'une structure de groupe valué avec
v tel que v(K) \ {∞} est un groupe abélien ordonné et que la restriction de v à K× est un
morphisme de groupe, on dit que K est un corps valué et on le note (K, v).

Remarque 1.2.9. On peut étendre l'addition à v(K) en posant ∞+∞ =∞+ γ = γ+∞ =∞.

Rappelons quelques résultats concernant les corps valués. Soit (K, v) un corps valué. On
véri�e que l'ensemble des éléments de valuation > 0 forment un anneau, OK , que l'on appelle
l'anneau de valuation de K. On dit que v est triviale sur K si OK = K. Les éléments de
valuation nulle de K sont exactement les inversibles de OK , on note leur ensemble U . Alors
MK := OK \U est un idéal maximal de OK , OK est un anneau local, et kK := OK/M est un
corps que l'on appellera le corps résiduel de (K, v). Si le corps K est de caractéristique p > 0,
alors il en va de même pour kK . Par ailleurs, il existe des corps valués de caractéristique 0 dont
la caractéristique résiduelle est p > 0, par exemple le corps Q p des nombres p-adiques muni de
la valuation p-adique. En résumé : (car K, car kK) ∈ {(0, 0), (0, p), (p, p)}.

Une extension (L,w) de (K, v) est une extension de corps, telle que la restriction de w à K
est v. On dit que c'est une extension immédiate si v(K) = v(L) et kK = kL, c'est-à-dire si les
inclusions canoniques v(K) ⊂ v(L) et kK ⊂ kL sont surjectives. On appelle alors maximal un
corps valué qui n'a pas d'extension immédiate propre. On a le théorème suivant de Kaplansky
([Ka]).
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4 Préliminaires

Théorème 1.2.10. Un corps valué (K, v) est maximal si, et seulement si, chaque suite pseudo-
Cauchy admet une limite dans (K, v).

Finalement, on donne la dé�nition d'un corps valué hensélien. Noter qu'il existe plusieurs
dé�nitions équivalentes dans la littérature (cf. [Ef] par exemple).

Dé�nition 1.2.11. Soit P (X) = Xnan+ · · ·+a0 ∈ OK [X]. Une racine résiduelle de P est une
racine (dans kK) de P := Xnān + · · ·+ ā0, avec āi = ai/MK . On dit que le corps valué (K, v)

est hensélien si tout polynôme unitaire P ∈ OK [X] admettant une racine résiduelle simple
b̄ ∈ kK admet une racine a ∈ OK telle que ā = b̄.

Le lemme suivant caractérise également les corps valués henséliens. Le point c. ci-dessous dit
que l'image d'un polynôme non nul de XOK [X]\X2OK [X] contient tout élément de valuation
su�samment grande. C'est cette approche qu'on va adapter quand on dé�nira les modules
valués henséliens (cf. chapitre 3 et 4, dé�nitions 3.1.8 et 4.4.7).

Lemme 1.2.12. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a. (K, v) est hensélien.

b. Si P ∈ OK [X] et a ∈ OK sont tels que v(P (a)) > v(P ′(a)) et v(P (a′)) = 0, alors il existe
une racine b ∈ K de P telle que v(a− b) > 0.

c. Si P ∈ OK [X] est tel que v(P (0)) > 2v(P ′(0)), alors P a une racine b ∈ K telle que
v(P (0))− v(P ′(0)) = v(b).

Preuve. Toutes ces assertions sont des conséquences immédiates du théorème 18.1.2 dans

[Ef].

On note également :

Théorème 1.2.13. Tout corps valué (K, v) admet une plus petite extension hensélienne. De
telles extensions sont algébriques, séparables et immédiates. Elles sont toutes K-isomorphes.
En particulier, les corps valués maximaux sont henséliens.

1.3 Anneau des polynômes tordus et polynômes additifs

Soit K un corps commutatif de caractéristique p 6= 0. On appelle polynôme additif un
élément P de K[X] tel que, dans toute extension L ⊃ K, pour tous x, y ∈ L, P (x + y) =

P (x) +P (y). Par exemple le polynôme d'Artin-Schreier est additif. On peut montrer que tout
tel polynôme s'écrit comme

∑n
i=0X

piai. Ces polynômes ont été introduits et étudiés par O.
Ore dans l'article [Ore].

De manière plus générale, soit K un corps commutatif et ϕ un endomorphisme de (K,+, ·).
On construit l'anneau R comme l'anneau engendré par les éléments de K et par un symbole
t, et satisfaisant la relation at = tϕ(a), i.e. R := K〈t; at = tϕ(a), a ∈ K〉. Tout élément f de R
s'écrit de façon unique comme

∑
i∈I t

iai avec I �ni, et ai 6= 0 ; l'entier max I est noté deg(f).
On appellera parfois aussi polynôme un élément de R. Il est facile de voir que R est euclidien
à gauche avec la fonction deg. De plus, si ϕ est un automorphisme, alors R est aussi euclidien
à droite. On notera également cet anneau K[t;ϕ]. Pour plus de détails on renvoie à [Co], à la
proposition 2.1.1.
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1.3 Anneau des polynômes tordus et polynômes additifs 5

Par ailleurs K se plonge dans l'anneau des endomorphismes de (K,+) par a 7→ ma avec
ma : y 7→ ay. Si, f, g ∈ End(K,+), désignons par le composé f ◦ g l'application x 7→ g(f(x)).
Avec cette notation : ma ◦ ϕ = ϕ ◦mϕ(a). Considérons l'ensemble constitué des sommes �nies∑n
i=0 ϕ

i ◦mai . Cet ensemble est le sous-anneau R′ de End(K,+) engendré par les ma et ϕ.
Ainsi le morphisme d'anneau R→ R′, tdad + . . . a0 7→ ϕd ◦mad + · · ·+ma0 est surjectif et R′

est un quotient de R.

Sauf mention du contraire durant tout le reste de ce texte K désignera un corps abstrait, et
ϕ un endormorphisme de (K,+,×, 0, 1). Remarquons que K est toujours un K[t;ϕ]-module, en
intérpretant x.t par ϕ(x). Quand K est de caractéristique p > 0, K hérite donc canoniquement
d'une structure de K[t;x 7→ xp]-module. Ainsi, dans cette thèse, l'expression K[t;x 7→ xp]-
module désignera toujours une extension (de corps) de K, où on interprète x.t par xp.

Notons tout de suite une propriété liant les polynôme additifs et les polynômes usuels :

Théorème 1.3.1. Si K est un corps de caractéristique p > 0, alors, tout polynôme de K[X]

divise un polynôme additif.

Preuve. C'est le théorème 1 dans [Ore], chapitre 3. 1

Dé�nition 1.3.2. On dit qu'un polynôme q =
∑n
i=0 t

iai ∈ R est séparable si a0 6= 0. On dit
qu'un élément q ∈ R \K est premier s'il est séparable et s'il n'existe pas q1, q2 ∈ R \K, tels
que q = q1q2. On notera Rsep le sous-ensemble des éléments séparables.

Remarque 1.3.3. Par l'algorithme d'Euclide à droite tout élément q 6= 0 de R s'écrit comme
tnp1 . . . pk, où les pi sont premiers. En particulier tout élément de R s'écrit de manière unique
comme tnr′ avec r′ séparable.

Dé�nition 1.3.4. Soit r ∈ R \ {0} que l'on écrit comme tnr′ avec r′ séparable. On appelle
cet entier n le degré d'inséparabilité de r, et on le note degis(r). Alors on note degs(r) :=

deg(r)− n, et on l'appelle le degré de séparabilité de r.

Notation 1.3.5. Soit 0 6= q =
∑n
i=0 t

iai ∈ R. Alors qtn = tn
∑n
i=0 t

iϕn(ai) et on pose qϕ
n

:=∑n
i=0 t

iϕn(ai).

Dé�nition 1.3.6. On dira qu'un anneau est d'Ore à droite s'il est intègre et si tous a, b ∈ R\{0}
ont un multiple commun, i.e. aR ∩ bR 6= 0.

Proposition 1.3.7. 1. Tout anneau d'Ore (à droite) admet un corps de fraction.

2. L'anneau R étant principal à droite, est en particulier d'Ore. De plus, étant donnés deux
élément non nuls a, b de R, il existe un plus petit (au sens de la relation de divisibilité sur
R) multiple commun de a et b, que l'on notera ppcm(a, b) ; de même il existe un plus petit
diviseur commun de a et b, qui sera noté pgcd(a, b).

Preuve. Pour 1. voir [Co] (corollary 1.3.3 & proposition 1.3.4). Un anneau L qui est d'Ore

à droite admet un unique corps de fractions, qui est égal au quotient de L × L \ {0} par la
relation d'équivalence R suivante :

(a, b) R (a′, b′) s'il existe u, v ∈ L \ {0} tels que au = a′v, bu = b′v.

1. Dans l'article [Ore], ce qui est appelé �p-polynomial� n'est rien d'autre qu'un polynôme additif ; cela
étant, surtout depuis l'article [Ka] plusieurs auteurs appellent p-polynôme une somme de la forme F + a, où F
est un polynôme additif et a une constante.
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6 Préliminaires

L'existence du ppcm et du pgcd découle du fait R est euclidien.

Notation 1.3.8. Durant tout ce texte, sauf mention du contraire, on notera D le corps de
fractions de l'anneau R.
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Chapitre 2

R-modules divisibles

Soit comme précédemment K un corps, ϕ un endomorphisme de K, K0 = Fix(ϕ), R =

K[t;ϕ] et D = Frac(R). Dans ce qui suit on considérera toujours des R-modules à droite.

Dans ce chapitre on rappellera d'abord les généralités sur les modules sur un anneau intégre
et principal à droite (i.e. tout idéal à droite est principal), ce qui est le cas de R. Sur un tel
anneau, les modules divisibles sont exactement les modules injectifs (voir 2.1.3). Ensuite, on
établit l'élimination des quanti�cateurs pour la théorie des R-modules divisibles (voir 2.2.1).
Puis on considère les R-modules divisibles où t n'a pas torsion. On montre que les invariants
de Baur et Monk de tels modules M sont de la forme |annM (r)/annM (q)|, où r, q ∈ R \ {0} et
annM (q) désigne l'ensemble {x ∈ M | x.q = 0}. Ce dernier résultat est montré d'abord avec
l'hypothèse que chaque r premier a une torsion non nul (voir 2.2.7), puis en omettant cette
hypothèse (voir 2.2.10). Cela permet de décrire les complétions de la théorie des R-modules
sans t-torsion (voir 2.2.21). En�n, on donne les conséquences sur les corps de caractéristique
p > 0 vus comme modules sur un anneau de polynômes additifs. Notons que lesK[t;ϕ]-modules
divisibles ont été aussi étudiés dans [HrPo] dans le cas où ϕ est un automorphisme de K. Ici,
on suppose seulement que ϕ est un endomorphisme de (K,+,×, 0, 1).

Notons que dans les chapitres 3 et 4, les classes des R-modules valués pour lesquelles on
établit des principes d'Ax, Kochen et Ershov sont des sous-classes des R-modules divisibles.
Dans le chapitre 5, on verra que les R-modules divisibles M , où pour chaque r ∈ R \ {0},
annM (r) est �ni, sont fortement minimaux.

2.1 Généralités

Dé�nition 2.1.1. On dit qu'un R-module M est divisible si, pour tout r ∈ R \{0}, pour tout
x ∈M , il existe y ∈M tel que x = y.r.

Lemme 2.1.2. Tout R-module divisible sans torsion porte une unique structure de D-espace
vectoriel. En conséquence tout isomorphisme de R-module entre deux tels modules induit un
isomorphisme de D-espace vectoriel.

Preuve. Soit N un R-module divisible sans torsion, x ∈ N et q′, q ∈ R, q 6= 0. On dé�nit

x.(q′/q) comme y ∈ M tel que y.q = x.q′. Un tel y existe et est uniquement déterminé car N

7



8 R-modules divisibles

est sans torsion. La deuxième assertion découle de cette construction.

Lemme 2.1.3. 1. Un module divisible sur un anneau tel que tout idéal à droite est principal
est injectif, et un module injectif sur un anneau intègre est divisible. En particulier pour
tout R-module M , M est divisible si et seulement s'il est injectif.

2. Tout module A se plonge dans un module injectif ; il existe des modules injectifs contenant
A et minimaux pour l'ordre de plongement ; de plus, de tels modules sont isomorphes au-
dessus de A. On les appelle enveloppes injectives de A.

3. Si N est un module injectif et A ⊂ N un sous-module, alors il existe des sous-modules
injectifs de N , contenant A et minimaux pour l'inclusion : ce sont exactement les exten-
sions essentielles maximales (pour l'inclusion) de A, c'est-à-dire les extensions E ⊃ A

maximales pour la propriété

�X ∩A = 0⇒ X = 0, pour tout sous-module X ⊂ E�.

4. Si B ⊃ A est une enveloppe injective d'un module A et x ∈ B \ {0}, alors il existe
r ∈ R \ {0} tel que x.r ∈ A \ {0}.

Preuve. On renvoie à [Ja] (p. 156-164). La dernière assertion est l'exercice 3. de la page 164.

Observation 2.1.4. 1. Ainsi on réservera l'expression �clôture divisible de A� pour celles
des enveloppes injectives qui contiennent A.

2. Quand on considérera des �modules valués� (cf. chapitre 3-5), on verra que les di�érentes
clôtures divisibles ne sont en général ni isomorphes ni même élémentairement équivalentes
en tant que modules valués.

Notation 2.1.5. Soit M un R-module. On note Mtor l'ensemble {x ∈ M | il existe r ∈
R\{0} tel que x.r = 0}. On dit qu'un sous-module A deM est sans torsion si A∩Mtor = {0}.

Lemme 2.1.6. Si M est un R-module divisible alors Mtor est un sous-module divisible de M .

Preuve. R étant un anneau d'Ore, Mtor est un sous-module (cf. [DDP1] proposition 3.5).

De plus, si 0 6= x ∈Mtor, avec q ∈ R \ {0} tel que x.q = 0 alors, pour tout r ∈ R \ {0} et pour
tout y ∈M tel que y.r = x, on a y.rq = 0. En conséquence y ∈Mtor, ce qui montre que Mtor

est divisible.

Corollaire 2.1.7 (des lemmes 2.1.3 et 2.1.6). Le sous-module de torsion d'un R-module divi-
sible y est facteur direct. Par conséquent si A et B sont deux R-modules divisibles qui ne sont
pas de torsion, alors ils sont élémentairement équivalents si et seulement si Ator ≡ Btor.

Preuve. Par le lemme 2.1.6 le sous-module de torsion d'un module divisible est divisible et

donc par le lemme 2.1.3 il est facteur direct. Il vient A = Ator ⊕A′ et B = Btor ⊕B′. Dans ce
cas A′ et B′ sont des D-espaces vectoriels par le lemme 2.1.2. Ils sont tous les deux non-nuls

par hypothèse. Donc ils sont in�nis car R est in�ni. Par conséquent ils sont élémentairement

équivalents. La conclusion découle alors du théorème de Feferman-Vaught (cf. par exemple [Ho]

section 9.6 pour ce théorème).
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2.2 Complétions de la théorie des R-modules divisibles 9

2.2 Complétions de la théorie des R-modules divisibles

Proposition 2.2.1. Toute formule p.p. est équivalente modulo la théorie des R-modules divi-
sibles à une conjonction de formules atomiques. En conséquence, les p.p. formules à une seule
variable libre ne dé�nissent que les annulateurs des éléments de R.

Preuve. Soit φ(x1, . . . , xn) une p.p. formule, que l'on écrit sous la forme :

∃y1, . . . yk y.A = x.B,

où A (respectivement B) est une k×m matrice (respectivement n×m) à coe�cients dans R.

Par la proposition 6.1 de [DDP1], il existe des matrices inversibles P et Q, avec P à coe�cients

dans {0, 1}, telles que A′ := PAQ est de la forme (A1, 0), où A1 est une k×l matrice triangulaire

inférieure dont chaque élément sur la diagonale est non nul, et 0 est la k × (m − l) matrice

nulle. Donc φ est équivalente à la formule :

∃y1, . . . yk y.PAQ = x.BQ.

Alors, quitte à remplacer A par A′ et B par BQ, on peut supposer que A est de la forme

(A1, 0) décrite ci-dessus. Il vient que φ est de la forme φ1(x, y) ∧ φ2(x), où φ1 s'écrit comme

∃y y.A1 =

(
n∑
i=1

xi.bi,1, . . . ,

n∑
i=1

xi.bl,l

)
.

et φ2 comme (
n∑
i=1

xi.bi,l+1, . . . ,

n∑
i=1

xi.bi,m

)
= (0, . . . , 0).

Puisque tout modèle de TR,d est divisible et que les éléments diagonaux de A1 sont tous non-

nuls, TR,d |= ∀xφ1(x). D'où φ est équivalente à φ2. En particulier, si x représente une seule

variable, on a : φ(x)←→
∧m
j=l+1 x.b1,j = 0←→ x.pgcd(b1,l+1, . . . , b1,m) = 0.

Corollaire 2.2.2. Toute complétion de TR,d élimine les quanti�cateurs.

Preuve. Soit Tc est une telle complétion. Par le théorème 1.1.2 toute formule est équivalente

modulo Tc, à une combinaison booléenne de formules p.p. Le résultat découle donc du lemme

précédent.

Dé�nition 2.2.3. SoitM un R-module. On désignera par annM (r) l'ensemble {x ∈M | x.r =

0}.

Remarque 2.2.4. L'ensemble annM (r) est un K0-espace vectoriel (rappelons que K0 désigne
Fix(ϕ)).

Soit TR,d la théorie des R-modules divisibles sans t-torsion, i.e. dans lesquels l'application
x 7→ x.t est injective. Sauf mention contraire dans ce qui suit, M désignera un modèle de
TR,d Dans un premier temps, on considère la théorie T ′ = TR,d ∪ {∃y y 6= 0 ∧ y.q = 0; q ∈

9



10 R-modules divisibles

R, q premier}. Cela exprime donc que, dans tout modèle de T ′, pour tout élément q de R qui
n'est pas un monôme, annM (q) contient un élément non-nul.

Observons d'abord un résultat essentiel :

Lemme 2.2.5. Soit M un R-module, A ⊂ M un sous-module de M et x ∈ M \ A tel que
x.r ∈ A pour un certain r ∈ R \ {0}. Alors il existe q ∈ R de degré minimal tel que x.q ∈ A.
Pour tout tel q et tout r tel que x.r ∈ A, q divise r. Si de plus q est unitaire alors on l'appelle
le polynôme minimal de x sur A. En particulier, pour tout x ∈Mtor \ {0}, il existe un unique
polynôme unitaire de degré minimal tel que x.q = 0. On l'appelle le polynôme minimal de x.

Preuve. Soit I = {r ∈ R | x.r ∈ A} ; I est un idéal à droite, et donc principal. D'où il existe

un générateur de I, qu'on peut prendre comme q.

Remarque 2.2.6. Le polynôme minimal d'un élément n'est pas nécessairement premier.

Jusqu'à la �n de cette section, le symbole �'� exprimera l'isomorphisme entre deux K0-
espaces vectoriels. Les lemmes qui suivent établissent une généralisation des lemmes 2.9 et 2.10
de [HrPo] qui supposent que ϕ est un automorphisme de K.

Lemme 2.2.7. Soit M |= T ′ et q, r ∈ R\{0} véri�ant annM (q) ⊆ annM (r). Si q est séparable
alors q divise r. Dans ce cas, pour q′ ∈ R tel que r = qq′, on a annM (r)/annM (q) ' annM (q′).
Si q = tns avec s séparable alors s divise rϕ

n

et annM (r)/annM (q) ' annM (rϕ
n

)/annM (s).

Preuve. Supposons q séparable. Remarquons que si q est premier alors (quitte à multiplier

par un élément de K×) q est le polynôme minimal de tout élément non nul de annM (q). Donc

q divise r, par le lemme 2.2.5. Dans le cas général, comme q est séparable, on peut écrire

q = q1 . . . qn, où pour tout i, qi est premier (où on autorise qi = qj avec i 6= j). On procède par

induction. Supposons que q′ = q1 . . . qn−1 divise r, donc r = q′r′. Soit x ∈ M une racine non

nulle de qn et x′ ∈M tel que x′.q′ = x, alors x′.q = 0. Puisque annM (q) ⊆ annM (r), x′.r = 0,

ce qui implique x.r′ = 0. Par conséquent qn divise r′ et ainsi q divise r. Maintenant, puisque

M est divisible, l'application K0-linéaire x 7→ x.q induit une surjection annM (r) → annM (q′)

ayant comme noyau annM (q). Donc on a annM (r)/annM (q) ' annM (q′).

Supposons q = tns avec n non nul et s séparable. Alors, puisqu'il n'y a pas de t-torsion,

annM (s) = (annM (q)).tn ⊆ (annM (r)).tn. Voyons que (annM (r)).tn = annM (rϕ
n

). Soit x ∈
(annM (r)).tn. Écrivons x = x′.tn, avec x′.r = 0. Alors, x.rϕ

n

= x′.rtn = 0. Réciproquement,

si x.rϕ
n

= 0 alors pour x′ tel que x′.tn = x, on a x′.rtn = x.rϕ
n

= 0. Donc x′.r = 0 et

par le paragraphe ci-dessus, s divise rϕ
n

. En�n, comme la multiplication par tn induit un

automorphisme de K0-espace vectoriel de M , on a annM (r)/annM (q) ' annM (rϕ
n

)/annM (s).

Corollaire 2.2.8. Si M |= T ′, pour tout 0 6= q = tnq1 . . . qk ∈ R, on a

|annM (q)| =
k∏
i=1

|annM (qi)| ,

où |annM (qi)| est à valeurs cardinales.
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2.2 Complétions de la théorie des R-modules divisibles 11

Corollaire 2.2.9. Les complétions de la théorie T ′ sont obtenues en spéci�ant pour chaque q
premier, le nombre (∈ N ∪ {∞}) d'éléments de annM (q) et elles admettent l'élimination des
quanti�cateurs. En particulier, si K0 est in�ni, alors T ′ est complète.

Preuve. Par la proposition 2.2.1 toute p.p. formule sans paramètre dé�nit annM (q) pour

un certain q ∈ R. Donc les indices p.p sont de la forme |annM (q)/annM (r)|, où r, q ∈ R. Par le
lemme 2.2.7 ceci est un |annM (s)| avec s ∈ R.

Dans le cas où K0 est in�ni, annM (r) est in�ni pour tout r premier.

On veut maintenant considérer les modèles de TR,d, c'est-à-dire considérer éventuellement
le cas où annM (q) puisse être égal à {0} pour certains q ∈ R, et prouver un analogue du lemme
2.2.7.

Lemme 2.2.10. Soit N un modèle de TR,d. Pour tous s, q ∈ R \ {0} tels que annN (q) ⊇
annN (s) 6= 0, il existe r ∈ R tel que

annN (q)/annN (s) ' annN (r).

Preuve. Soit N, s et q comme dans l'énoncé. Si s est premier, alors s divise q car s est le

polynôme minimal d'un même élément non nul annulé par q et s. Dans ce cas, q = sr pour un

certain r ∈ R et on conlut en considérant l'application annM (s)→ annM (q), x 7→ x.r, comme

dans la preuve du lemme 2.2.7. Écrivons s = s1 . . . sn, avec si premier sauf éventuellement

s1 qui est peut être une puissance de t. Supposons l'énoncé du lemme vrai pour tout couple

(r1, r2) tel que r1 s'écrit avec au plus n − 1 facteurs premiers. Posons s′ = s2 . . . sn. Puisque

annN (s) 6= 0, s1 ou s′ a des racines non-nulles dans N .

cas 1 : annN (s1) 6= 0. Alors s1 divise q. Il vient q = s1r et, par le fait que N est divi-

sible, annN (s′) ⊆ annN (r). Si annN (s′) = 0 alors : annN (q)/annN (s) ' annN (q)/annN (s1) '
annN (r). Sinon, par hypothèse d'induction il existe s′t et r

′ tel que s′t divise r
′ et

annN (r′)/annN (s′t) ' annN (r)/annN (s′).

Alors l'application �x 7→ x.s1 mod annN (s′)� établit un morphisme de K0-espaces vectoriels

surjectif de annN (q) vers annN (r)/annN (s′) ayant comme noyau annN (s).

cas 2 : annN (s1) = 0. Alors, annN (s′) 6= 0 et annN (s).s1 = annN (s′) ⊆ annN (q).s1 et l'action

de s1 induit un isomorphisme de K0-espace vectoriel annN (q) → annN (q).s1. Par conséquent

annN (q)/annN (s) ' annN (q).s1/annN (s′). Puisque N est divisible t-injectif, par le lemme 2.2.1

la p.p. formule ∃y y.s1 = x ∧ y.q = 0 dé�nissant annN (q).s1 est équivalente à une formule

de la forme : x.q1 = 0 par le lemme 2.2.1, pour un certain q1 ∈ R. En appliquant l'hypothèse

d'induction à (s′, q1) on obtient r′ et s′t comme ci-dessus.

Du résultat ci-dessus on aboutit à la même conclusion du corollaire 2.2.8 aussi pour les
modèles de TR,d.
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12 R-modules divisibles

Corollaire 2.2.11. Si M |= TR,d, pour tout 0 6= q = tnq1 . . . qk ∈ R, on a

|annM (q)| =
k∏
i=1

|annM (qi)| ,

où |annM (qi)| est à valeurs cardinales.

Dé�nition 2.2.12. Un module M est dit indécomposable s'il n'admet aucun facteur direct
non-trivial. C'est-à-dire s'il n'existe pas de sous-modules non nuls N1, N2 tels queM = N1⊕N2.

Lemme 2.2.13. Soit N1 et N2 deux R-modules indécomposables modèles de TR,d et q ∈ R

un polynôme premier, tels que annNi(q) est non-trivial pour i = 1, 2. Alors N1 et N2 sont
isomorphes.

Preuve. Soit a ∈ annN1
(q) et b ∈ annN2

(q). Alors N1 est une clôture divisible de a.R, et

N2 est une clôture divisible de b.R. Donc il su�t de montrer que a.R est isomorphe à b.R.

Or, l'application a.r 7→ b.r est un isomorphisme de R-module. En e�et, pour tout r ∈ R \ {0},
a.r = 0 si, et seulement si, q divise r, si et seulement si b.r = 0.

Lemme 2.2.14. Soit N un modèle de TR,d indécomposable et r ∈ R un polynôme premier tel
que annN (r) 6= 0. Alors, pour tout q ∈ R premier, annN (q) 6= 0 si, et seulement si, il existe
λ, µ ∈ K \ {0} tels que q = λrµ ; dans ce cas annN (r) ' annN (q).

Preuve. Soit 0 6= a ∈ annN (r) et 0 6= b ∈ annN (q). Alors N est une clôture divisible à la

fois de a.R et de b.R. Soit r0 de degré minimal tel que 0 6= a.r0 ∈ b.R. Donc r0 divise r. Or

r étant premier et a.r0 6= 0, cela implique r0 ∈ K. Donc a ∈ b.R, i.e. a = b.s pour un certain

s ∈ R \ {0}. Par conséquent s divise q. Comme q est premier, s ∈ K. De plus, comme b.sr = 0,

q divise sr. Or sr est premier car s ∈ K. Par conséquent deg(q) = deg(r) et sr = qν avec

s, ν ∈ K.

Réciproquement, soit r, q, λ, µ donnés comme dans l'énoncé. Il est clair que a 6= 0 est une

racine de q si et seulement si a.λ est une racine de r. En particulier, l'application x 7→ x.λ

établit un isomorphisme de K0-espace vectoriel entre annN (q) et annN (r).

Dé�nition 2.2.15. Soit r, q ∈ R premiers. On dit que r et q sont K-conjugués s'il existe
λ, µ ∈ K \ {0} tels que q = λrµ.

Remarque 2.2.16. La K-conjugaison entre éléments premiers de R est clairement une relation
d'équivalence.

On �xe pour la suite un système P de représentants des classes de K-conjugaison de R.

Corollaire 2.2.17. Soit r ∈ P et N |= TR,d indécomposable contenant une racine non nulle
de r. Alors pour tous q, s ∈ R \ {0} tels que annN (q) ⊃ annN (s) 6= 0, si |annN (q)/annN (s)|
est �ni, alors il est égal à k |annN (r)|, pour un certain 0 6= k ∈ N.

Preuve. Puisque N |= TR,d, par le lemme 2.2.10 il existe r′ ∈ R tel que

annN (q)/annN (s) ' ann(r′).

12



2.2 Complétions de la théorie des R-modules divisibles 13

Or, en notant r0, . . . rk les facteurs premiers de r′, on a d'une part, par le corollaire 2.2.11,

|annN (r′)| =
∏
i<k

|annN (ri)|

et d'autre part chaque |annN (ri)| ∈ {|annN (r)| , 1} par le lemme ci-dessus.

Proposition 2.2.18. Tout R-module divisible est somme directe de ses facteurs indécompo-
sables. Ceux-ci sont nécessairement divisibles.

Preuve. En e�et tout module injectif sur un anneau Noetherien est la somme directe de ses

facteurs indécomposables (cf. [Zi] corollary 7.3). Puisque chaque facteur direct d'un module

divisible est divisible, ses facteurs indécomposables sont divisibles.

Dé�nition 2.2.19. Soit M |= TR,d et q ∈ R premier. On appelle Mq la somme directe des
sous-modules indécomposables de Mtor contenant au moins une racine non nulle de q.

Proposition 2.2.20. Soit M comme ci-dessus. On a Mtor = ⊕q∈PMq.

Preuve. Il su�t de voir que si N ⊆ Mtor un sous-module indécomposable alors N est une

clôture divisible d'un élément a annulant un polynôme premier q. D'abord en e�et, N étant

indécomposable, il est une clôture divisible de tous ses éléments. Puis, si qx est le polynôme

minimal de x ∈ N , alors qx s'écrit comme tnq1 . . . qk, où les qi sont les facteurs premiers, et

donc x.(tnq1 . . . qk−1) est annulé par qk.

On déduit en particulier de ces trois derniers résultats et du corollaire 2.2.2 que :

Corollaire 2.2.21. Les complétions de TR,d ∪ {∃x x 6= 0} sont obtenues en spéci�ant pour
chaque q ∈ P ∪ {0}, |ann(q)| ∈

(⋃
n∈N |K0|n

)
∪ {∞}, et elles admettent l'élimination des

quanti�cateurs.

Corollaire 2.2.22. Soit M,N |= TR,d élémentairement équivalents, f un isomorphisme par-
tiel entre les sous-modules A ⊂ M et B ⊂ N . Supposons de plus N , |M |+-saturé. Alors la
restriction de f à A ∩Mtor admet un prolongement en un plongement de Mtor dans Ntor.

Quand tous les annulateurs sont �nis, le type d'isomorphisme du sous-module de torsion
est déterminé par la théorie complète. Plus précisément :

Proposition 2.2.23. Pour un R-module M , soit ηM la fonction à valeurs cardinales dé�nie
sur P par ηM (q) = |annM (q)|. Si M et N sont deux modèles de TR,d, véri�ant ηM 6 ηN , alors
Mtor se plonge dans Ntor. En particulier si ηM = ηN et à valeurs �nies, Mtor et Ntor sont
isomorphes.

Preuve. On considère deux tels modèles M,N . Soit q ∈ P. Alors Mq est somme directe de

sous-modules indécomposables (M i)i∈I , tous isomorphes entre eux par le lemme 2.2.13. De la

même façon Nq est somme de modules (N j)j indécomposables et isomorphes. De plus, toujours

par le lemme 2.2.13, les Mi et les Nj sont isomorphes. Par l'hypothèse sur les fonctions ηM et

ηN , Mq se plonge dans Nq, donc aussi Mtor dans Ntor.
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14 R-modules divisibles

2.3 Cas des corps

Soit K un corps de caractéristique p > 0. On dit qu'il est p-clos si tout polynôme de la
forme Xpnan + · · ·+Xpa1 +Xa1 + a0 ∈ K[X] a une racine dans K. Cela équivaut à dire que
K est divisible comme K[t;x 7→ xp]-module. On a aussi le résultat suivant qui a été d'abord
montré par Whaples (cf. [Wh]) et puis une démonstration plus élémentaire a été fournie par
F. Delon dans sa thése d'état en 1982.

Proposition 2.3.1. Un corps de caractéristique p > 0 est p-clos si et seulement si il n'a
aucune extension de degré divisible par p.

Corollaire 2.3.2. Si L est un corps de caractéristique p > 0, p-clos, alors toute extension
algébrique de L est p-close.

Théorème 2.3.3. Soit K ⊂ F une extension des corps (de caractéristique p > 0), alors le sous-
module de torsion Ftor de F comme K[t;x 7→ xp]-module est égale à la clôture algébrique de K
dans F . De plus, deux extensions algébriques et p-closes F1 et F2 de K sont élémentairement
équivalentes comme K[t;x 7→ xp]-modules, si et seulement si F1 et F2 sont isomorphes comme
K[t;x 7→ xp]-modules.

Preuve. Tout élément de F qui est annulé par polynôme additif à coe�cients dans K est

algébrique et réciproquement tout élément algébrique de F sur K est annulé par un polynôme

additif par le fait que tout polynôme divise un polynôme additif. Cela montre la première

assertion.

Puisque F1 et F2 sont p-clos, par le corollaire 2.1.7, leurs théories comme K[t;x 7→ xp]-

modules sont données par les théories de leurs sous-modules de torsion. Comme F1 et F2 sont

algébriques sur K, F1 = F1tor et F2 = F2tor . Avec la proposition 2.2.23, si les modules F1 et

F2 sont élémentairement équivalents alors ils sont isomorphes.

Corollaire 2.3.4. Soit la tour d'extension de corps de caractéristique p > 0,

K ⊂ L (M ⊂ Kalg,

où K est p-clos. Alors L 6≡M comme K[t;x 7→ xp]-modules.

14



Chapitre 3

K[t;ϕ]-modules K-trivialement

valués : K agit en préservant la

valuation

Ce chapitre peut être vu comme un cas simple du chapitre suivant. Un des objets que
l'on considère est par exemple un corps (U, v) valué de caractéristique p > 0, vu comme
K[t;x 7→ xp]-module pour K un sous-corps trivialement valué de U . On introduit une première
notion de module valué (voir dé�nition 3.1.2) ; c'est une structure à deux sortes (M,∆) où
∆ est un ensemble totalement ordonné muni d'un plus grand élément ∞ et où on a une
valuation v : M → ∆. Ces modules valués (M, v) satisferont ici, pour tout µ ∈ K×, l'égalité
v(x.µ) = v(x), d'où le nom de ce chapitre. De plus on décretera pour tout x ∈ M , que l'on a
v(x.t) = τ(v(x)), où τ est une fonction strictement croissante sur l'ensemble ∆, possédant au
plus un seul point �xe dans ∆ \ {∞} ; on notera ce point �xe par θ. Ces propriétés avec les
propriétés ultramétrique générales impliqueront qu'étant donné r =

∑
i t
iai ∈ R \ {0}, on a

v(x.r) = mini{v(x.tiai)} quand v(x) 6= θ (voir 3.1.4).

Pour gérer les particularités provenant des éléments de valuation θ, on introduira la notion
de module valué henselien (voir dé�nition 3.2.1). Pour cela on s'est inspiré de l'exemple suivant :

Si K est un sous-corps trivialement valué d'un corps valué henselien (L, v) de caractéristique
p > 0, alors pour tout polynôme P séparable et additif à coe�cients dans K, pour tout
z ∈ ML \ {0}, il existe y ∈ ML, tel que P (y) = z (voir 3.2.2). Remarquons que dans ce cas
ML est muni d'une structure de K[t;x 7→ xp]-module, et ce que l'on vient de dire revient à
dire queML est divisible par les éléments séparables de K[t;x 7→ xp]. En particulier si L est
de plus parfait alorsML est divisible comme module.

Après avoir remarqué qu'en général l'hypothèse de divisibilité seule n'implique pas l'hen-
selianité (voir 3.2.9), on considérera les modules valués divisibles et henseliens. Ces modules
valués se présentent tous comme une somme valuation-indépendante de quatre sous-modules
valués dont le sous-module de torsion et trois sous D-espaces vectoriels. Cette décomposition
(voir 3.2.7) permettra de contrôler su�samment les modèles pour établir des principes d'Ax,
Kochen et Ershov.

Noter qu'on trouve la notion de module valué depuis les années cinquante, et la première
référence que l'on a remarquée est celle de I.Fleischer en 1958 (cf. [Fl]).

15



16 K[t;ϕ]-modules K-trivialement valués : K agit en préservant la valuation

3.1 Modules K-trivialement valués

Comme dans les chapitres précédents, durant tout ce chapitre aussi, tout R-module men-
tionné sera t-injectif, i.e. l'application x 7→ x.t sera injective.

Soit LV0
= {<, τ,∞} le langage des ensembles ordonnés enrichi d'un symbole de fonction

unaire τ et d'un symbole de constante ∞. Nous considérerons toujours des LV0
-structures où

< est un ordre total, avec ∞ son élément maximal et τ un morphisme de la structure (<,∞)

(i.e. τ est strictement croissante et τ(∞) =∞). De plus, dans ce chapitre, l'axiome :

∀γ, δ 6=∞ (τ(γ) 6 γ ∧ δ < γ)→ τ(δ) < δ (3.1)

sera toujours satisfait. Remarquons que cet axiome implique son dual :

∀γ, δ 6=∞ (τ(γ) > γ ∧ γ < δ)→ τ(δ) > δ. (3.2)

Ainsi, si ∆ est une telle LV0
-structure, l'ensemble ∆+ := {γ ∈ ∆ | τ(γ) > γ} ∪ {∞} est un

segment �nal de ∆ et ∆− := {γ ∈ ∆ | τ(γ) < γ} en est un segment initial. En particulier, il
existe dans ∆ au plus un point �xe de τ autre que∞. Dans le reste de ce chapitre, si un tel point
existe, on va le désigner par θ. Si θ existe, c'est l'unique point de ∆ véri�ant ∆− < θ < ∆+.
Cela nous autorise, même en l'absence de θ, à écrire γ < θ pour γ ∈ ∆−, et γ > θ pour γ ∈ ∆+.
De même l'écriture γ 6 θ, ou γ > θ, ne supposera pas l'existence de θ. Il immédiat de véri�er
que, avec cette convention, l'axiome 3.1 implique :

∀γ 6=∞ (γ > θ → τ(γ) > γ) ∧ (γ < θ → τ(γ) < γ) . (3.3)

Exemple 3.1.1. Pour tout entier n > 1, la structure (Z∪{∞}, <, x 7→ nx) satisfait les axiomes
ci-dessus, avec θZ = 0.

Si LR est le langage des R-modules, notons L le langage à deux sortes LR ∪ LV0 ∪ {v}.
On va considérer les L-structures (M,∆, v) qui sont des groupes abéliens valués tels que M
est un R-module t-injectif, ∆ une LV0 -structure comme ci-dessus, v une application surjective
M → ∆. Notons T la théorie (clairement du 1er ordre) dont on vient de décrire les modèles.

Dé�nition 3.1.2. On appelle module K-trivialement valué une L-structure modèle de T et
des (schémas d') axiomes suivants :

i. ∀x v(x.λ) = v(x), pour tout λ ∈ K \ {0},
ii. ∀x v(x.t) = τ(v(x)).

On désignera la L-théorie des modules K-trivialement valués par Tmv.

Durant cette section, l'expression module valué, désignera toujours un module K triviale-
ment valué.

Remarque 3.1.3. Soit (M, v) un module K-trivialement valué et x ∈ M . Alors v(x) > θ si et
seulement si v(x.t) > v(x), et v(x) < θ si et seulement si v(x.t) < v(x).

Lemme 3.1.4. Soit (M,v) un module K-trivialement valué et r =
∑
i∈I t

iai ∈ R \{0}. Alors,
pour tout x ∈M , on a v(x.r) > mini∈I{v(x.tiai} = mini∈I{τ i(v(x))}. De plus

1. pour tout x ∈M , si v(x) > θ alors v(x.r) = τdegis(r)(v(x)) = mini∈I{τ i(v(x))},
2. pour tout x ∈M , si v(x) < θ alors v(x.r) = τdeg(r)(v(x)) = mini∈I{τ i(v(x))},
3. si x.r = 0 et x 6= 0 alors θ existe et v(x) = θ.
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3.1 Modules K-trivialement valués 17

Preuve. Soit x ∈M \ {0}. On écrit r =
∑
tiai avec ai ∈ K \ {0}. La première assertion est

évidente car v(
∑
x.tiai) > v(x.tiai) pour tout i ∈ I, par les axiomes des groupes valués et on

a v(x.tiai) = v(x.ti) = τ i(v(x)) par les axiomes i et ii de la dé�nition 3.1.2.

1. Puisque v(x.t) > v(x), par les axiomes de la dé�nition 3.1.2 et par l'axiome 3.1, v(x.tiai) =

v(x.ti) > v(x.tj) = v(x.tjaj) quand i > j. Alors, v(x.r) = v(
∑
x.tiai) = mini{v(x.ti} =

τk(v(x)), où k = degis(r).

2. Puisque v(x.t) < v(x), par l'axiome 3.1, v(x.tiai) < v(x.tjaj) quand i > j. Ainsi v(x.r) =

v(
∑
x.tiai) = mini{v(x.ti} = τn(v(x)) où n = deg(r).

3. Si x.r = 0 alors v(x.r) = ∞ ; puisque x 6= 0, par ce qui précède x ne peut être que de

valuation θ.

Remarque 3.1.5. Rappelons que, dans un groupe abélien valué (M, v), pour tout γ ∈ v(M) on
note M>γ (respectivement M>γ) la boule fermée (respectivement la boule ouverte) centrée en
0 et de rayon valuatif γ. Selon notre convention sur la notation θ, les notationsM>θ ouM>θ ne
présupposeront pas l'existence de θ dans v(M). On a toujours :M>θ = {x ∈M |v(x.t) > v(x)}
et M>θ = {x ∈ M | v(x.t) > v(x)}. Par le lemme ci-dessus, M>θ et M>θ sont des R-sous-
modules de M .

Dé�nition 3.1.6. Soit (G, v) un groupe abélien valué. Un sous-groupe de G est dit convexe
s'il est l'image réciproque par v d'un segment �nal (non vide) de v(G).

Lemme 3.1.7. Une boule (ouverte ou fermée) contenant 0 d'un groupe valué est un sous-
groupe convexe. Si (M,v) est un module K-trivialement valué, alors M>θ et M>θ sont des
sous-groupes convexes de M .

Preuve. Une boule centrée en 0 est de la forme {x ∈ M | v(x) > γ} et est donc l'image

réciproque par v du segment �nal ]γ,∞]. Il est clair que de même une boule fermée centrée en

0 est un sous-groupe convexe. Si θ ∈ v(M), alors M>θ et M>θ sont des boules centrées en 0,

donc ce sont des sous-groupes convexes. Si θ n'est pas présent, alors M>θ = M>θ est l'image

réciproque par v de ∆+, donc est convexe (cf. la discussion entre les équations 3.2 et 3.3).

Lemme 3.1.8. Si H est un sous-groupe convexe d'un groupe abélien valué (G, v) alors le
groupe G/H est valué par vH , dé�nie par :

vH(g +H) :=

{
v(g) si g /∈ H
∞ sinon

.

Preuve. Il su�t de véri�er que vH dé�nit une fonction. Soit IH le segment �nal de v(G)

tel que H = v−1(IH). D'abord, si g /∈ H et g′ /∈ H sont deux représentants de la classe de g

modulo H, alors v(g) /∈ IH et v(g′) /∈ IH et g− g′ ∈ H. Donc v(g− g′) ∈ IH et nécessairement

v(g − g′) > v(g). Cela implique que v(g) = v(g′) et donc vH(g +H) = vH(g′ +H).

Corollaire 3.1.9. Soit (M,v) un module K-trivialement valué. Alors M/M>θ est muni d'une
structure canonique de module K-trivialement valué.
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18 K[t;ϕ]-modules K-trivialement valués : K agit en préservant la valuation

Dé�nition 3.1.10. On appellera régulier un module K-trivialement valué (M, v) tel que,
pour tout x ∈ M \ {0} et tout r =

∑n
i=0 t

iai ∈ R, non nul, on a v(x.r) = mini{v(x.ti)}(=
mini{τ i(v(x))}). Noter que M est nécessairement sans-torsion.

Corollaire 3.1.11. Soit (M,v) un module K trivialement valué. Alors le sous-module (M>θ, v)

et le module quotient
(
M/M>θ, vM>θ

)
sont des modules K-trivialement valués réguliers.

Preuve. Le fait que
(
M/M>θ, vM>θ

)
induise une structure de module valué découle du lemme

3.1.8 et que si x /∈ M>θ alors v(x.t) < v(x). Alors ces deux modules valués sont réguliers par

le lemme 3.1.4.

3.2 Modules K-trivialement valués divisibles et henseliens

On aborde maintenant la notion de module K-trivialement valué henselien. Noter que les
modules valués henseliens ont été aussi considérés par Bélair et Point dans [BéPo] (cf. de�nition
2.5).

Dé�nition 3.2.1. Un module K-trivialement valué est dit henselien s'il satisfait le schéma
d'axiomes suivant :

H : ∀x v(x) > θ → ∃y x = y.r ∧ v(y) > θ

pour tout r ∈ Rsep..
On notera Th la théorie des modules K-trivialement valués henseliens.

Les modèles de Th que l'on veut étudier incluent par exemple le corps valué (Fp(X))alg, où
la valuation est triviale sur Falgp , et qu'on voit comme module sur Falgp [t;x 7→ xp]. Le schéma
d'axiomes H ci-dessus peut se voir comme une sorte de propriété de Hensel. En e�et, si ϕ est
le morphisme de Frobenius, alors, pour chaque r =

∑n
i=0 t

iai ∈ R, l'application x 7→ x.r est
la fonction polynomiale induite par le polynôme additif Xpnan + · · ·+Xa1. Dans ce cas, dans
un modèle comme Fp(X)alg, il est facile de véri�er que le lemme de Hensel classique implique
le schéma H. Plus précisément on a :

Lemme 3.2.2. Si K est un sous-corps trivialement valué d'un corps valué (U, v), de caractéris-
tique p > 0, alors U porte une structure canonique de K[t;x 7→ xp]-module K-trivialement va-
lué. De plus, si v est henselienne sur le corps U , alors (U, v) est un module K-trivialement valué
henselien. De plus, si U est parfait, alors l'idéal maximalMU associé à v est un K[t;x 7→ xp]-
module divisible.

Preuve. On interprète x.t par xp, τ comme la fonction v(U)→ v(U), γ 7→ pγ, et θ comme

0 ∈ v(U). Il est clair que (U, v) est un module K-trivialement valué. Supposons maintenant que

v est une valuation henselienne au sens des valuations sur les corps. Soit r = tnan + · · ·+ a0 ∈
Rsep, et y ∈ U tel que v(y) > 0. Soit R le polynôme associé à r, i.e. R(X) = anX

pn + · · ·+a0X.

Puisque r est séparable, a0 6= 0, et puisque a0 ∈ K, v(a0) = 0. Alors, avec F (X) := R(X)− y,
on a F ′(0) = a0 et F (0) = −y. Puisque v est henselienne, il existe z ∈ U de valuation > 0, tel

que F (z) = 0. Donc R(z) = y. C'est-à-dire z.r = y et v(z) > 0.

En�n, U>θ =MU et si U est parfait, alors en particulier U>θ est divisible par t. Puisqu'il

est divisible par les polynômes séparables et par t, il est divisible.
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Les résultats qui suivent contiennent toute l'information qu'on va utiliser pour montrer un
résultat de type Ax-Kochen et Ershov dans la section suivante.

Lemme 3.2.3. Si (M,v) est un module K-trivialement valué divisible et henselien, alors M>θ

est divisible et M>θ est divisible et sans torsion ; par conséquent M>θ est facteur direct dans
M , et M>θ facteur direct dans M>θ.

Preuve. Soit r ∈ R\{0}, x ∈M>θ et y ∈M tel que y.r = x. Alors nécessairement y ∈M>θ,

et donc celui-ci est divisible. Montrons que M>θ est divisible. Si r ∈ Rsep alors l'assertion

est triviale par les axiomes H. Sinon, en écrivant r = tn.r′ avec r′ séparable, il existe, par les

axiomes H, y ∈ M>θ tel que x = y.r′. Or y = y′.tn pour un certain y′ ∈ M , donc y′.r = x et

nécessairement y′ ∈M>θ par l'axiome ii de la dé�nition 3.1.2. Le fait queM>θ est sans torsion

découle du fait qu'il est régulier par le corollaire 3.1.11. Donc ces deux modules sont facteurs

directs par le lemme 2.1.3.

Corollaire 3.2.4. Soit (M, v) un module K-trivialement valué divisible et henselien. Si x ∈M
est de valuation θ et tel que v(x.r) > θ pour un certain r ∈ R \ {0}, alors x = xtor + x>θ avec
xtor ∈ annM (r)\{0} et x>θ ∈M>θ. En conséquence, pour tout x ∈M \{0} et q =

∑
i∈I t

iai ∈
R \ {0}, il existe y ∈ M tel que x = y.q et v(x) = τk(v(y)), avec k = degis(q) si v(x) > θ,
k = deg(q) si v(x) < θ, et k = 0 si v(x) = θ ; autrement dit v(x) = mini∈I{v(y.tiai)} =

mini∈I{τ i(v(y))}.

Preuve. Soit x ∈ M de valuation θ et r ∈ R \ {0} tel que v(x.r) > θ. Si x.r = 0 alors

x ∈ Mtor et on a �ni. Sinon, par 3.2.3, M>θ étant divisible sans torsion, il existe un unique

z ∈M>θ tel que z.r = x.r. D'où z − x ∈ annM (r) et x = x− z + z s'écrit comme voulu.

Dé�nition 3.2.5. On dit qu'une suite de sous-groupes (Ai)i∈I deM est (en somme) valuation-
indépendante si, pour tout (xi)i∈I , avec xi ∈ Ai, pour tout J �ni, J ⊂ I,

v(
∑
i∈J

xi) = min{v(xi)i | ∈ J}.

Remarque 3.2.6. Si (Ai)i∈I est une suite de sous-modules sans torsion qui est en somme
valuation-indépendante, alors toute famille (xi)i∈I avec xi ∈ Ai \ {0}, est une famille R-
linéairement indépendante.

La proposition suivante est un résultat de structure qui récapitule les lemmes ci-dessus.

Proposition 3.2.7. Soit (M, v) un module K-trivialement valué divisible et henselien.

1. Le plongement de Mtor dans M>θ/M>θ est scindé.

2. Les R-modules M>θ/(Mtor +M>θ),M>θ et M/M>θ sont divisibles sans torsion.

3. M s'écrit comme Mtor⊕Mθ⊕M>θ⊕M−, où Mθ est isomorphe à M>θ/(Mtor +M>θ) et et
(M−, v) isomorphe en tant que module valué à (M/M>θ, v/M>θ

). Une telle décomposition est
valuation-indépendante et chaque membre de cette décomposition est un D-espace vectoriel
régulier.

Preuve. 1. Les éléments de Mtor sont tous de valuation θ par le lemme 3.1.4, donc Mtor

se plonge dans M>θ/M>θ. De plus Mtor est divisible. Donc son image dans M>θ/M>θ y est

facteur direct.
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2. Le fait queM>θ est divisible sans torsion a été déjà établi dans le lemme 3.2.3. La divisibilité

de M/M>θ est induite par la divisibilité de M . Il est sans torsion car il est régulier par 3.1.11.

M>θ/(Mtor +M>θ) est divisible trivialement, par le fait que M est divisible. Maintenant, soit

x ∈M \(Mtor+M>θ). Alors v(x) = θ. Supposons x.r ∈Mtor+M>θ pour un certain r 6= 0. Par

le fait que Mtor est divisible, on a x.r − z′.r = (x− z′).r ∈M>θ pour un certain z′ ∈Mtor. Si

x−z′ ∈M>θ alors x ∈Mtor+M>θ et on a �ni. Sinon, par le corollaire 3.2.4 x−z′ ∈Mtor+M>θ

d'où x ∈Mtor +M>θ : contradiction. Cela montre que M>θ/(Mtor +M>θ) est sans torsion.

3. Par le fait que M>θ est divisible, M 'M>θ ⊕M/M>θ. Or M>θ, étant divisible, est facteur

direct dans M>θ. C'est à dire M>θ ' M>θ ⊕ M>θ/M>θ. En�n par la première assertion

M>θ/M>θ 'Mtor ⊕ (M>θ/(Mtor +M>θ)).

Maintenant si x ∈M−\{0} alors v(x)) < θ et par la dé�nition de la valuation quotient vM>θ ,

(M−, v) sont isomorphes. Montrons que la décomposition établie est valuation-indépendante.

Pour cela il su�t de voir que Mtor et Mθ sont en somme valuation-indépendante ; i.e. si

x ∈ Mtor, y ∈ M>θ \ (Mtor +M>θ) de valuation θ alors v(x − y) = θ. Supposons pour une

contradiction qu'il existe x ∈Mtor, y ∈M>θ \ (Mtor +M>θ) avec v(x− y) > θ. Alors, pour un

r ∈ R \ {0} annulant x, on a v((x− y).r) = v(y.r) > θ : contradiction car M>θ/(Mtor +M>θ)

est sans torsion.

Corollaire 3.2.8. Soit (M,v) un module K-trivialement valué divisible et henselien. Alors,
pour toute décomposition de M en M− ⊕Mtor ⊕Mθ ⊕M>θ comme dans la proposition 3.2.7,
pour i ∈ {θ,> θ,−}, pour tous x, y ∈ Mi \ {0} et pour tout q ∈ R \ {0}, on a v(x.q) = v(y.q)

et v(x− y) > v(x) = v(y) si et seulement s'il existe r ∈ R \ {0} tel que v(x.r− y.r) > v(x.r) =

v(y.r).

Preuve. Découle du fait que chaque Mi est régulier.

On a vu que la propriété de Hensel, à savoir les axiomes H, impliquait la divisibilité du
sous-module M>θ quand M est lui-même divisible. Pourtant, l'hypothèse de divisiblité, seule,
n'implique pas les axiomes H, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.2.9. Il existe des modules K-trivialement valués, divisibles mais qui ne sont
pas henseliens.

Preuve. Soit U un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, v une valuation non

triviale sur U et K un sous-corps trivialement valué de U . Par exemple on peut penser que

K est Fp ou la clôture algébrique de Fp. On munit U d'une structure de K[t;x 7→ xp]-module

K-trivialement valué comme dans le lemme 3.2.2.

Soit y ∈ U , de valuation > 0. Alors, par le lemme 3.1.4, y n'est pas un élément de torsion.

Puisque 1 est annulé par (t − 1), c'est un élément de torsion. Par conséquent le sous-module

A := (1 + y).R est sans torsion. Désignons par x l'élément (y + 1).(t − 1) ∈ A. Puisque

1.(t − 1) = 0 (1.t étant l'élement 1p = 1), on a également x = y.(t − 1). Par ailleurs, puisque

U est algébriquement clos, comme R-module il est a fortiori divisible. Donc U contient une
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3.3 Un principe d'Ax-Kochen et Ershov 21

clôture divisible du sous-module A. Soit B une telle clôture ; B est clairement un module K-

trivialement valué par la restriction de v. Remarquons que B est sans torsion parce que clôture

divisible de A, qui est sans torsion, et que y /∈ B, car sinon B contiendrait 1. Mais y est

l'unique élément de U de valuation > 0 tel que y.(t − 1) = x. C'est-à-dire que v n'induit pas

une valuation henselienne sur B.

Remarque 3.2.10. La preuve ci-dessus montre que y.R et (y + 1).R ont des clôtures divisibles
non-élémentairement équivalentes en tant que modules K-trivialement valués, a fortiori non-
isomorphes. De plus, chaque clôture divisible de y.R ou de (y + 1).R étant aussi une clôture
divisible de x.R, x.R a des clôtures divisibles qui ne sont pas isomorphes en tant que modules
K-trivialement valués.

3.3 Un principe d'Ax-Kochen et Ershov

On continue à désigner par (M,v) un module K-trivialement valué divisible et henselien. Si
A est un sous-module de M , la remarque 3.2.10 dit que les di�érentes clôtures divisibles de A
dans M , tout en étant isomorphes en tant que R-modules, peuvent se distinguer élémentaire-
ment en tant que modules valués. C'est le seul phénomène auquel il faille faire attention pour
établir un résultat de type Ax-Kochen et Ershov.

Dé�nition 3.3.1. Soit (M,v) un module K-trivialement valué, divisible et henselien, et A ⊂
M un sous-module de M . Alors on dé�nit

Â := {y ∈M | y.r ∈ A pour un certain r ∈ R \ {0}}.

Lemme 3.3.2. Â est la clôture divisible de A+Mtor. En particulier, pour tout r ∈ R \ {0} et
tout x ∈M , si x.r ∈ Â alors x ∈ Â. De plus, si (M,v) est henselien, Â est henselien.

Preuve. Par construction Â est divisible et clairement tout sous-module divisible de M

contenant A et Mtor contient Â. De plus par dé�nition de Â, si x ∈ Â, et r ∈ R \ {0}, puisque
Â contient Mtor, Â contient tout y tel que y.r = x. En particulier si (M, v) est henselien et

x ∈ Â de valuation > θ, Â contient l'unique élément de y>θ ∈ M>θ tel que y>θ.r = x. Ce qui

montre que Â est henselien dans ce cas. En�n, v(Â) est bien une sous-structure de v(M), c'est

la clôture de v(A) par la fonction τ−1.

Pour tout module K-trivialement valué divisible et henselien (M,v), on dé�nit une fonction
ηM : R \ {0} → N ∪ {∞} par l'égalité ηM (r) = |annM (r)|.

Ajoutons, pour chaque n ∈ N, un prédicat unaire Rn à notre langage LV0 et notons L′V0

cet enrichissement. Posons L′ := LR ∪ L′V0
∪ {v} ∪ {θ}. Dans un module valué (M,v), pour

tout γ ∈ v(M) \ {∞}, on interprète Rn(γ) comme |M>γ/M>γ | > n. Donc ces prédicats sont
L-dé�nissables.

Remarque 3.3.3. Soit (M,v) et (N,w) deux modules K-trivialement valués. Alors un L-
plongement de (M, v) dans (N,w) est donné par un couple (f, fv) où f : M → N est un
LR-plongement, et fv : v(M)→ w(N) un L′V0

-plongement, et sont tels que, pour tout x ∈M ,
on ait fv(v(x)) = w(f(x)).

21



22 K[t;ϕ]-modules K-trivialement valués : K agit en préservant la valuation

Par la suite, on désignera par Th,d la théorie des R-modules t-injectifs, divisibles, K-
trivialement valués et henseliens. Dans ce qui suit, sans mention du contraire (M, v) et (N,w)

seront des modèles de Th,d.

Proposition 3.3.4. Soit (M,v) et (N,w) deux modules K-trivialement valués divisibles, hen-
seliens et tels que ηM = ηN , A ⊂ M et B ⊂ N des L′-sous-structures de M et N respective-
ment, qui sont L′-isomorphes via f = (f, fv). Supposons que (N,w) est |M |+-saturé. Alors f

induit un L′-prolongement de Â dans B̂ qui le prolonge.

Preuve. Remarquons que f|A∩Mtor
est un isomorphisme (de module) de A ∩ Mtor vers

B ∩ Ntor et qu'il se prolonge par la proposition 2.2.22 en un plongement de Mtor dans Ntor.

Notons ce prolongement par h. De plus, par le lemme 3.1.4, tout élément non nul de torsion doit

être de valuation θ. Donc ce plongement induit un plongement de modules valués de (Mtor, v)

dans (Ntor, w).

Par la proposition 3.2.7 on peut écrire Â comme Mtor⊕ Âθ⊕ Â−⊕ Â>θ, où on rappelle que

Âθ est isomorphe à Â>θ/(Â>θ +Mtor) et Â− isomorphe à Â/Â>θ. Soit I = {θ,> θ,−} ; pour
i ∈ I désignons par fi la restriction de f à A ∩ Âi. Par la dé�nition de Â et par le fait que

chaque Âi est sans torsion, si 0 6= x ∈ Âi alors il existe r ∈ R \ {0} tel que x.r ∈ A ; puisque Âi

est sans torsion, x.r 6= 0. Par conséquent, chaque tel Âi non nul admet en tant que D-espace

vectoriel une base constituée d'éléments de A et si j ∈ I est tel que Aj 6= 0, alors, pour toute

décomposition de B̂ comme Ntor ⊕
⊕

i∈I B̂i, on a B̂j 6= 0. Donc, chaque fi se prolonge en

un isomorphisme de D-espace vectoriel, f̂i : Âi → B̂i. On dé�nit alors un plongement de R-

module f̂ de Â = Mtor⊕ Â>θ⊕ Âθ⊕ Â− vers N , en posant pour a = ator +aθ +a−+a>θ ∈ Â,
f̃(a) := h(ator) + f̂θ(aθ) + f̂−(a−) + f̂>θ(a>θ).

Voyons maintenant que l'on peut prolonger d'une seule façon fv à v(Â), qui est une LV0
-sous-

structure de v(M). Remarquons d'abord que, puisque la décomposition de Â en les facteurs

directsMtor, Aθ, A>θ et A− est valuation-indépendante, v(Â) = v(Â−)∪v(A>θ)∪ε, où l'union

est disjointe et ε = {θ} ou est vide. On pose fv(θ) = θ si ε 6= ∅. Soit γ ∈ v(Â), i ∈ {> θ,−}
et x ∈ Âi tels que v(x) = γ, alors on pose f̂v(γ) := w(f̂i(x)). Remarquons que si y ∈ Âi

est de valuation γ, et si r1 et r2 sont les polynômes minimaux respectifs de x et y sur A,

alors avec s = ppcm(r1, r2), on a x.s ∈ A ∩ Âi et y.s ∈ A ∩ Âi. De plus v(x.s) = v(y.s)

et donc w(f̂(x).s) = w(f̂(y).s). Or f̂(x).s ∈ B ∩ B̂i et f̂(y).s ∈ B ∩ B̂i, f̂(x) = f̂i(x) et

f̂(y) = f̂i(y) ; il suit par le corollaire 3.2.8 qu'ils ont la même valuation. Donc f̂v est bien

dé�ni. Montrons que (f̂ , f̂v) est un L-plongement de (Â, v) dans (N,w). Soit y ∈ Â \ {0},
on écrit y =

∑
i∈{tor,>θ,θ,−} yi. On a v(y) = mini{v(yi)}. Soit j ∈ {tor,> θ, θ,−} tel que

v(yj) = v(y). Par dé�nition de f̂v, f̂v(v(y)) = w(f̂j(yj)). Or f̂(y) =
∑
i∈{tor,>θ,θ,−} f̂i(yi) donc

w(f̂(y)) = w(f̂j(yj)).

Il reste à voir que f̂v préserve les prédicats Rn. Par ce qu'on vient de faire, f̂v commute

en particulier avec τ . Maintenant, si Mtor 6= 0 alors, du fait que Mtor est divisible, Mtor

est in�ni. De même Âθ est in�ni s'il est non nul. Cela implique que : (pour tout entier n >

0, Rn(θ) est vrai) si et seulement si Mtor, ou Âθ, est non nul. Soit maintenant γ 6= θ et
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x1, . . . , xn ∈ Â de valuation γ tels que leurs classes dans Â>γ/Â>γ soient toutes distinctes,

et soit xji la composante de xi dans Âj , où j ∈ {−, θ, > θ} est tel que v(xji ) = γ. Soit

r ∈ R \ {0} tel que xji .r ∈ A pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Alors tous les xji sont dans Âj , donc
v(xji .r) = τk(γ) = v((

∑
i x

j
i ).r) pour un entier k dépendant uniquement de r et de j. Ainsi les

classes de xj1.r, . . . , x
j
n.r sont tous di�érentes dans A>τk(γ)/A>τk(γ). Donc les quotients de Â

sont déterminés uniquement par ceux de A, et, par le fait qu'il commute avec τ , f̂v préserve

les prédicats Rn.

On conclut de ce qui précède que (f̂ , f̂v) est un L′-plongement comme voulu.

Proposition 3.3.5. Soit M et N comme précédemment, A un sous-module de M tel que
Mtor ⊂ A ⊂ M et f = (f, fv) : A → (N,w, . . . ) un L′-plongement de A dans N . Supposons
que N est |M |+ saturé et v(A) = v(M). Alors on peut prolonger f en un plongement de M
dans N .

Preuve. Soit x ∈M \A. Il su�t de prolonger f sur A⊕ x.R. En e�et, si on sait le faire, par

la proposition qui précède, on peut prolonger f sur la clôture divisible (unique par le fait que

A ⊃Mtor) de A⊕ x.R. Ainsi, par induction trans�nie, on peut prolonger f sur M .

On va montrer que l'ensemble p(Y ) de formules ci-dessous est réalisable dans N et que,

si y ∈ N est un élément qui les réalise, alors on peut prolonger f en un L′-plongement de

A⊕ x.R→ N en envoyant x sur y. Soit p(Y ) l'ensemble

{γa = w(Y − b) | γa = fv(v(x− a)) et b = f(a)}a∈A.

Supposons dans un premier temps que p(Y ) est réalisé dans N . Soit y ∈ N réalisant p(Y ),

notons B l'image f(A). Alors y /∈ B et, pour r ∈ R \ {0}, y.r /∈ R. On pose f̃(a + x.r) =

f(a) + y.r. Puisque v(A) = v(M) il su�t de voir que f̃ est compatible avec fv, i.e. véri�er

que l'on a fv(v(a − x.r)) = w(f(a) − y.r), pour tout a ∈ A et r ∈ R \ {0}. Soit alors a ∈ A
et r ∈ R \ {0}. Alors chaque zi véri�ant zi.r = x.r − a, pour 1 6 i 6 deg(r) − degs r, est

de la forme zi = ai − x avec ai.r = a ; de tels ai sont tous dans A car A contient Mtor et

est divisible. Par l'observation 3.2.4, pour un certain i, v(zi.r) = v(x.r − a) = τk(v(zi)) =

τk(v(ai − x)), où k est uniquement déterminé par r et par v(x − ai). Puisque y réalise p(Y ),

fv(v(ai−x)) = w(f(ai)−y). Donc fv(τk(v(ai−x))) = τk(fv(v(ai−x))) = τk(w(f(ai)−y)). Il

reste à véri�er que τk(w(f(ai)−y)) = w(y.r−f(a)). Puisque f est un L′-isomorphisme partiel,

on a f(ai).r = f(a) et donc y.r − f(a) = (y − f(ai)).r. Si τk(w(f(ai) − y)) 6= w(y.r − f(a))

alors nécessairement τk(w(f(ai) − y)) = w(f(ai) − y) = θ et w(y.r − f(a)) > θ. Alors, par le

fait que τk(w(f(ai)− y)) = w(f(ai)− y), v(x− ai) = τk(v(x− ai)) = θ ; d'où v(x.r − a) = θ.

Par ailleurs, par le fait que (y.r− f(a)) > θ, il existe b ∈ N tel que b.r = f(a), w(y− b) > θ et

τk(w(y − b)) = w(y.r − f(a)). Dans ce cas a′ := f−1(b) véri�e a′.r = a et v(x− a′) > θ ; donc

v(x.r − a) > θ. Contradiction.

Il reste à établir que P (Y ) est réalisable dans N . On va montrer qu'il est �niment consistant.

Soit α = {a1, . . . , am} ⊂ A. On va trouver y ∈ N tel que, pour tout 1 6 i 6 m, γi := fv(v(x−

23



24 K[t;ϕ]-modules K-trivialement valués : K agit en préservant la valuation

ai)) soit égal à w(y − f(ai)). Soit ∼ la relation d'équivalence sur α dé�nie par ai ∼ aj si et

seulement si γi = γj , et β ⊂ α la classe d'équivalence qui correspond à γ := max{γi}i∈{1,...,m}.
Soit a ∈ β et a′ /∈ β. Alors fv(v(x−a′)) = fv(v(x−a+a−a′)) = fv(v(a−a′)) = w(f(a)−f(a′)) =

w(f(a)−y+y−f(a′)) = w(f(a′)−y). Cette observation montre que sans perdre de généralité

on peut supposer α = β. Soit δ = f−1
v (γ), i.e. la valeur commune des v(x − a), pour a ∈ α.

Alors pour tout a ∈ α, la classe de x dansMδ(a) est di�érent de la classe de chaque a ∈ α. Pour
conclure, il su�t de choisir un élément y ∈ N dont la classe dans Nγ(f(a)) de la classe y soit

di�érente de la classe de f(a) pour tout a ∈ α, ce qui est possible puisque |Mγ(a)| = |Nγ(f(a))|
du fait que fv préserve les prédicats Rn. On conclut par le fait que N est |M |+-saturé. .

Avant d'établir la conclusion de ce procédé de va-et-vient, on donne un résultat général
d'élimination de quanti�cateur sur lequel on va s'appuyer.

Proposition 3.3.6. Soient L un langage contenant un symbole de constante, T une L-théorie,
et Θ un ensemble de formules de L clos par combinaisons booléennes. Supposons que :

Pour tous M,N |= T et M ⊇ A
f
↪→ N où N est |M |+-saturé et f est un L-plongement

préservant les formules de Θ, il existe un L-plongement g qui préserve Θ et prolonge f à M .

Alors toute formule de L est équivalente à une formule de Θ.

Preuve. Le cas où Θ est l'ensemble des formules sans quanti�cateur est bien connu (cf. [Ma]

proposition 4.3.28). Le cas général s'y ramène en ajoutant au langage des prédicats {Pφ |φ ∈ Θ}
et à la théorie les énoncés {∀x Pφ(x)↔ φ(x) | φ ∈ Θ}.

Soit (F, v(F )) |= Th,d. Soit Tv la L′V0
-théorie complète de v(F ) et TorF la LR-théorie

constituée d'énoncés de la forme |ηF (r)| = n ou des ensembles d'énoncés exprimant |ηF (r)| =
{∞}. On considère T = Th,d ∪ Tv ∪ TorF , et l'ensemble Θv des L′-formules de la forme :

ϕ(x̄)
∧
Q ȳ1 ψ(ȳ1, ȳ2, v(t1(x̄)), . . . , v(tk(x̄))), où :

− ϕ est sans quanti�cateur dans LR, ψ est sans quanti�cateur dans LV0
, et Q est un ensemble

des quanti�cateur,
− x̄ est un uplet de variables de la sorte de module, ȳ1, ȳ2 des uplets de variables de la sorte
de l'ensemble des valeurs, et les ti sont des LR-termes en x̄.

Théorème 3.3.7. La théorie T élimine les quanti�cateurs portant sur les variables de la sorte
module : toute formule de L′ est équivalente modulo T à une formule de Θv .

Preuve. Soit (A ⊂ M,v, ), (N,w) et f = (f, fv) : A → B ⊂ N véri�ant pour T et Θv

les hypothèses du critère de la proposition 3.3.6. Alors, par la proposition 3.3.4, il existe un

L′-plongement f̂ = (f̂ , f̂v), étendant f à (Â, v). Puisque θ est l'unique point �xe de τ autre que

∞ et que tout élément γ ∈ v(Â) \ {0} véri�e τk(γ) = γa pour un entier k et un γa ∈ v(A) ;

en particulier tout élément de v(Â) est v(A)-dé�nissable. Cela implique que f̂ préserve les

formules de Θv. Donc on peut supposer que A = Â et B = B̂. Notons que puisque fv préserve

toutes les L′V0
-formules, fv est un plongement élémentaire (au sens de la théorie de v(F ))
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3.3 Un principe d'Ax-Kochen et Ershov 25

de v(A) dans v(N). Soit γ ∈ v(M) \ v(A). Puisque v(N) est |v(M)|+-saturé, il est |v(M)|+-
homogène. Comme fv est partiel élémentaire il existe gv partiel élémentaire prolongeant fv

sur ∆ = v(A) ∪ {τk(γ) | k ∈ Z, γ ∈ A}. Soit x ∈ M tel que v(x) = γ et y ∈ N tel que

w(y) = gv(γ). Alors en posant g(a + x.r) = f(a) + y.r pour tout r ∈ R et a ∈ A, on obtient

que g = (g, gv) est un isomorphisme partiel entre A ⊕ x.R et B ⊕ y.R. De plus, g préserve

les formules de Θv par le fait que gv est partiel élémentaire. En e�et, puisque v(A) est clos

par τ et τ−1, pour tout r ∈ R, v(x.r) /∈ v(A). Donc, pour tout r ∈ R et pour tout a ∈ A,

v(a+x.r) = min{v(a), v(x.r)}. En utilisant le fait que gv est un L′V0
-isomorphisme, on montre

immédiatement que gv(v(a+ x.r)) = w(f(a) + y.r).

Maintenant par la proposition 3.3.4 on peut étendre g sur Â+ x.R, qui n'est autre que

la clôture divisible de A + x.R. C'est-à-dire qu'on peut étendre g à un modèle U tel que

v(U) = v(M). Alors, il su�t de prolonger g pour avoir un plongement prolongeant g à M .

Cela est possible par la proposition 3.3.5.

On en déduit les trois théorèmes ci-dessous.

Théorème 3.3.8 (A-K-E ≡). Soit (F, v) et (G,w) deux modèles de T, tels que v(F ) et v(G)

sont élémentairement équivalents dans le langage L′V0
. Alors (F, v) et (G, v) sont élémentaire-

ment équivalents dans le langage L′.

Preuve. Soit TV la théorie complète de v(F ) dans le langage L′V0
. Alors, modulo T = TV ∪T ,

tout L′-énoncé est équivalent à un énoncé de Θv. Or tout énoncé de Θv est équivalent à un

énoncé de L′V0
.

Les preuves des résultats qui suivent sont similaires à celle du théorème ci-dessus.

Théorème 3.3.9 (A-K-E �). Soit (F, v) et (G,w) deux modèles de T tels que v(F ) se plonge
élémentairement dans v(G) par un L′V0

-plongement. Alors (F, v) se plonge élémentairement
dans une extension élémentaire de (G,w).

Théorème 3.3.10 (A-K-E 6∃). Soit (F ⊂ G, v) deux modèles de T tels que v(F ) est exis-
tentiellement clos dans v(G) en tant que L′V0

-structure. Alors (F, v) est existentiellement clos
dans (G, v) en tant que L′-structure.
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Chapitre 4

K[t;ϕ]-modules valués : K agit par

translations sur la valuation

Comme précédemment, durant ce chapitre aussi, K désignera un corps avec un endomor-
phisme ϕ de (K,+,×, 1, 0) et R l'anneau K[t;ϕ].

On va d'abord considérer des ensembles totalement ordonnés sur lesquels l'anneau R agit.
Les chaînes (∆, <, τ,∞) du chapitre précédent en étaient le cas simple où K agit trivialement
sur ∆. C'est-à-dire qu'on avait, pour tout λ ∈ K \ {0}, v(x.λ) = v(x). La croissance comparée
de l'action de t, à savoir la fonction τ , et de l'action des constantes provenant de K impliquait
alors que la partie de torsion était trivialement valuée. La di�érence est qu'on ne veut main-
tenant plus supposer cette hypothèse. On va faire agir K sur ∆ par des "translations", puis
on va étendre cette action à tout R. Les modèles envisagés seront en particulier les groupes de
valuation des corps valués.

Puis on dé�nira les modules dits non K-trivialement valués. On verra qu'il est possible
d'avoir une théorie des extensions analogue à celle de Kaplansky dans son fameux article
[Ka]. On introduira la notion de module valué henselien. La propriété de Hensel est vue ici
comme un théorème d'inversion locale (cf. théorème 4.4.7). La notion clé de ce chapitre est
la notion d'élément irrégulier. C'est un élément x tel que pour un certain r ∈ R, v(x.r) n'est
pas le résultat de l'action de r sur v(x). La propriété de Hensel "régularise" une grande partie
des éléments irréguliers mais pas tous. Nous aurons alors recours à la notion de �maximalité
a�ne�(analogue à la maximalité algébrique pour les corps valués). En�n ces résultats seront
utilisés pour donner des résultats du type Ax-Kochen et Ershov, et un théorème de structure.

Je tiens à remercier Franz-Viktor Kuhlmann qui m'avait parlé de ses travaux sur les modules
valués qu'il appelle "valued modules with only �nitely many exceptionnel values". Il a également
considéré dans son livre [Ku3] les extensions immédiates de modules valués, et fait une étude
analogue à celle de Kaplansky sur les extensions immédiates de corps valués.

4.1 R-chaînes

On commence par décrire l'action des éléments de K, puis de R, sur un ensemble totalement
ordonné. Le langage qu'on va utiliser est LV = {<, (·r)r∈R,∞} où chaque ·r est un symbole de
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28 K[t;ϕ]-modules valués : K agit par translations sur la valuation

fonction unaire, < un symbole de relation binaire et∞ un symbole de constante. On appellera
R-chaîne un modèle de la théorie que l'on axiomatise dans les lignes qui suivent.

Dé�nition 4.1.1. Soit (∆, <,∞) un ensemble totalement ordonné avec un plus grand élément
∞. On dit que la structure (∆, <,∞, (·a)a∈K), où chaque ·a est un symbole de fonction unaire,
est une K-chaîne si, pour tous a, b ∈ K \ {0} et pour tous γ, δ ∈ ∆ \ {∞}, on a :

1. γ > δ → γ · a > δ · a
2. (γ · ab = (γ · a) · b) ∧ (γ · 1 = γ) ∧ (γ · 0 =∞)

3. γ · a > γ → δ · a > δ

4. (γ · (a+ b) > min{γ · a, γ · b}) ∧ (γ · a = γ · −a)

5. γ · a 6=∞∧∞ · b =∞

Proposition 4.1.2. L'ensemble O = {a ∈ K | ∀γ ∈ ∆ \ {∞}, γ · a > γ} est un anneau de
valuation de K, d'idéal maximal {a ∈ K | ∀γ ∈ ∆ \ {∞}, γ · a > γ}.

Preuve. La véri�cation est immédiate. On peut également consulter [Maa] page 8.

Notation 4.1.3. On désignera par vK la valuation dé�nie sur K par le sous-anneau O ci-dessus,
par K0 le sous-corps de K �xé par ϕ, et par R0 l'anneau K0[t;ϕ] ' K0[t] qui est en particulier
commutatif. Ensuite on notera RO le sous-anneau de R constitué des polynômes à coe�cient
dans O. En�n, pour désigner l'ensemble des éléments séparables d'un sous-anneau Rm de R
(par exemple m = O, 0 . . . etc.), on utilisera la notation Rm,sep.

On étend à R l'action de K sur ∆ en dé�nissant, pour γ ∈ ∆ et r ∈ R \ {0}, la valeur γ · r
en fonction des monômes de r. Soit ∆ une K-chaîne. On choisit d'abord une action de t sur
∆, véri�ant :

6.a ·t : ∆ \ {∞} → ∆ \ {∞}, est strictement croissante.
Puis on étend ces axiomes à tout R en décrétant, pour tout ∞ 6= γ ∈ ∆ et tout 0 6= r =∑
i∈I t

iai ∈ R :

6.b γ · tna = (. . . ((γ · t) · t) . . . ) · a, (0 6= a ∈ K et n ∈ N )

6.c γ · r = mini∈I{γ · tiai}.
Cette action munit ∆ d'une LV -structure.

Notation 4.1.4. Conservant en cela l'habitude du chapitre précédent, on introduit la fonction
τ et on notera indi�éremment τ(γ) ou γ · t.

Exemple 4.1.5. Soit (L, v) un corps valué de caractéristique p > 0, R l'anneau des polynômes
additifs sur L, et P (X) =

∑
i∈I aiX

pi ∈ R. Interprétons γ ·P (X), où γ = v(x) ∈ v(L), comme

min
i∈I
{v(xp

i

ai)} = min
i∈I
{piγ + v(ai)}.

Alors v(L) satisfait les axiomes 1− 6.

Il est immédiat de véri�er les assertions du lemme suivant :

Lemme 4.1.6. Soit r, q ∈ R. On a γ · (r + q) > min{γ · r, γ · q} et si γ · q 6= γ · r alors
γ · (r + q) = min{γ · r, γ · q}.

Dé�nition 4.1.7. Soit ∆ une LV -structure. On dit que ∆ est une R-chaîne si elle satisfait les
(schémas d') axiomes 1− 6 ci-dessus et véri�e :
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4.1 R-chaînes 29

7. Pour tout entier k > 0 et 0 6= a ∈ K,

∀γ ∈ ∆ \ {∞} τk(γ) 6 γ · a −→ ∀δ (δ < γ → τk(δ) < δ · a).

Remarque 4.1.8. Si (M,v) est un module K-trivialement valué in�ni, non-trivialement valué
comme dans le chapitre précédent, alors v(M) est un R-chaîne.

Lemme 4.1.9. Soit ∆ une R-chaîne, j > i ∈ N, 0 6= a, b ∈ K et γ ∈ ∆. Soit A = {γ ∈
∆ | τ j(γ) ·a < τ i(γ) · b}. Alors A est un segment initial (éventuellement vide) de ∆ et il existe
au plus un γ ∈ ∆ tel que

τ j(γ) · a = τ i(γ) · b.

Si A est une partie propre de ∆, si de plus τ est surjective sur ∆, et s'il n'existe aucun tel
γ, alors A dé�nit une coupure au sens de Dedekind ; s'il existe un tel δ, alors il est limite
inférieure et supérieure dans ∆.

Preuve. Soit δ ∈ ∆ tel que τ j(δ) 6 τ i(δ) et ρ < δ. On va montrer que ρ ∈ A. Si i = 0,

alors c'est l'axiome 7 qui l'a�rme. Sinon, on pose α = τ i(δ), m = j − i et c = b/a. Par les

axiomes 1 et 2, on a τm(α) 6 α · c. Comme τ i(ρ) < α (par l'axiome 6.a), par les axiomes 7 on

a τm(τ i(ρ)) < τ i(ρ) · c. Cela montre à la fois que ρ ∈ A et qu'il existe au plus un seul δ tel que

l'égalité énoncée ait lieu.

Considérons le cas où τ est surjectif et A 6= ∅,∆. Il su�t de voir que A n'a pas de maximum

et que l'ensemble B = {γ ∈ ∆ | τ j(γ) · a > τ i(γ) · b} n'a pas de minimum. Posons de nouveau

c = b/a. Soit δ ∈ ∆ \ {∞}. Alors

δ ∈ A⇔ τ j(δ) < τ i(δ) · c⇔ δ < τ−j(τ i(δ) · c)⇔ τ i(δ) · c < τ i
(
τ−j [τ i(δ) · c]

)
· c

⇔ τ−j [τ i(δ) · c] ∈ A
.

En particulier, quand δ ∈ A, on a δ < τ−j(τ i(δ) · c) et τ−j(τ i(δ) · c) ∈ A.

Pour montrer que B n'a pas de minimum, le raisonnement est le même en inversant les

inégalités.

Notation 4.1.10. Notons en particulier qu'il existe au plus une seule valuation γ ∈ ∆, γ 6=∞,
telle que τ(γ) = γ. On va noter cette valeur θ quand elle existe. Dans ce cas, pour tout γ < θ,
on a τ(γ) < γ, et pour tout δ > θ, τ(δ) > δ.

Dé�nition 4.1.11. Soit r ∈ R \ {0}. On écrit r =
∑
i∈I t

iai. Pour tout i ∈ I, on pose

Ui(r) = {γ ∈ ∆ | γ · r = τ i(γ) · ai}

et
J(r) = {j ∈ I | Uj(r) 6= ∅}.

Remarquons que J(r) n'est jamais vide et que ∆ =
⋃
j∈J(r) Uj(r). Le lemme suivant mon-

trera que les Uj(r) sont des intervalles.

Lemme 4.1.12. Soit 0 6= r =
∑
i∈I t

iai ∈ R, m = minJ(r) et M = maxJ(r). Écrivons J(r)

comme {j0, . . . jk} avec m = j0 < j1 < · · · < jk = M . Alors,
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30 K[t;ϕ]-modules valués : K agit par translations sur la valuation

1. UM (r) est un segment initial de ∆ et Um(r) un segment �nal. Si i ∈ J(r) et m < i < M

alors Ui(r) est un intervalle borné ou un singleton. De plus on a

UM (r) < . . . Uji+1 6 Uji · · · < Um(r)

où Ul(r) 6 Ul′(r) signi�e : ∀γ ∈ Ul(r) \ Ul′(r) ∀δ ∈ Ul′(r), γ < δ.

2. Soit s < l ∈ {0, . . . , k} tels que Ujs(r)∩Ujl(r) 6= ∅. Alors Ujs(r)∩Ujl(r) est un singleton et
pour tout i, s < i < l, on a Ujs(r) ∩ Ujl(r) = Uji .

Preuve. Les preuves des di�érentes assertions de l'énoncé sont imbriquées les unes dans les

autres.

Par le lemme 4.1.9, pour tous l, l′ ∈ J(r), avec l 6= l′, l'ensemble {γ ∈ ∆ | τ l(γ) · al =

τ l
′
(γ) · al′} est ou bien vide ou bien un singleton ; en particulier Ujl ∩ Ujl′ est un singleton ou

vide. Ce lemme implique également que l'ensemble {γ ∈ ∆ | τ l(γ) · al > τ l
′
(γ) · al′} est un

segment �nal si et seulement si l′ < l, et dans ce cas ce segment n'est pas vide car l, l′ ∈ J(r).

Donc, pour tout l véri�ant m < l ∈ J(r), Cl := {γ ∈ ∆ | τ l(γ) ·al > τm(γ) ·am} est di�érent de
∆ et en est un segment �nal. D'où C :=

⋂
l>m Cl est aussi un segment �nal de ∆. Clairement

C ⊂ Um. De plus, on a : Um 6= C si et seulement s'il existe γ ∈ Um et l ∈ J(r) tels que

τ l(γ) ·al = τm ·am. Soit l1, . . . , ls tous les éléments de J(r) qui sont supérieurs à m et véri�ent

τ l1(γ) · al1 = · · · = τ ls(γ) · als = τm(γ) · am.

Or il existe au plus un tel γ. En conséquence, Um est de la forme C ∪ ε où ε est ou vide ou

un singleton, en particulier Um est un segment �nal. De même, pour tout l ∈ J(r),l < M ,

l'ensemble Al = {γ ∈ ∆ | τ l(γ) · al > τM (γ) · aM} 6= ∆ et est un segment initial. On a de

même, avec A :=
⋂
l<M Al, UM (r) = A ∪ ε où ε est ou vide ou un singleton.

Voyons que pour tout 1 6 i 6 k−1, Uji est un intervalle ou un singleton. Soit γ, δ ∈ Uji(r),
γ < δ. Soit ρ ∈ ∆ tel que γ < ρ < δ. Supposons par l'absurde que ρ · r = τ j(ρ) · aj pour un
j ∈ J(r) \ {ji}. Donc τ j(ρ) · aj < τ ji(ρ) · aji . Si j < ji, par le lemme 4.1.9, on devrait avoir

τ j(δ) · aj < τ ji(δ) · aji . Si j > ji, de même on devrait avoir τ j(γ) · aj < τ ji(γ) · aji .

En�n montrons que Uji+1
6 Uji . On a par les paragraphes précédents Um = Uj0 > Uji >

Ujk = UM pour tout i. Soit γ ∈ Uji \Uji+1
. On a τ ji(γ) · aji < τ ji+1(γ) · aj+1. Par conséquent,

pour tout δ > γ, τ ji(δ) · aji < τ ji+1(δ) · aji+1
. Donc δ /∈ Uji+1

. Cela montre que γ > Uji+1
.

Remarque 4.1.13. Avec les notations du lemme ci-dessus, posons B0 = ∅ et, pour tout entier
i, 1 6 i 6 k, Bi = {γ ∈ ∆ | τ ji(γ) · aji > τ ji−1(γ) · aji−1}. Alors les Bi contiennent tous C et
sont des segments �naux de ∆. De plus, Bi ∩ Uji = ∅. Donc on a Bi ⊂ Bi+1 et Uji est de la
forme (Bi+1 \Bi) ∪ ε, avec ε vide ou un singleton.

Corollaire 4.1.14. Pour tout r ∈ R \ {0}, la fonction ·r : ∆ → ∆, γ 7→ γ · r, est strictement
croissante. De plus pour tous p, q ∈ R, on a (γ · p) · q = γ · pq.

Preuve. Soit γ < δ ∈ ∆. Puisque la fonction ·r est strictement croissante sur chaque

intervalle Uj (j ∈ J(r)), il su�t de traiter le cas où il existe des entiers j, k ∈ J(r), j 6= k,
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pour lesquels γ ∈ Uj \ Uk et δ ∈ Uk \ Uj . On écrit r =
∑
i∈I t

iai. Par le lemme 4.1.11, on a

nécessairement k < j et, par le lemme 4.1.9, γ ·r = γ · tjaj < γ · tkak ; d'où γ ·r < δ · tkak = δ ·r.

Soit 0 6= p =
∑
i∈I t

iai, q =
∑
j∈J t

jbj ∈ R et γ ∈ ∆. Montrons l'égalité (γ) · p) · q = γ · pq.
On a pq =

∑
k t
kck avec ck =

∑
i+j=k a

ϕj

i bj . Soit γ ∈ ∆ et i0 ∈ J(p) tels que γ ·p = τ i0(γ) ·ai0 .
Posons δ = τ i0(γ) · ai0 et soit j0 ∈ J(q) tel que τ j0(δ) · bj0 = δ · q. Soit (i, j) ∈ I × J . Alors
τ j(δ)·bj > τ j0(δ)·bj0 et par le fait que τ i(γ)·ai > δ, on a τ j0(δ)·bj0 6 τ j(τ i(γ)·ai)·bj . Or, par le
schéma 6.b, ce dernier terme est égal à τ i+j(γ)·aϕ

j

i bj . Par l'axiome 4, τ j0(δ)·bj0 6 τ i+j(γ)·ci+j .
D'où (γ · p) · q 6 γ · pq.

Montrons l'inégalité inverse. Soit i0, j0 comme ci-dessus. On peut supposer que i0 = min{i ∈
I | γ · p = γ · tiai} et j0 = min{j ∈ J | (γ · p) · tjbj = (γ · p) · q}. Posons k0 = i0 + j0. Si

k0 = min I + minJ alors i0 = min I et j0 = minJ , et tk0a
ϕj0bj0
i0

= tk0ck0 est le monôme de

plus petit de degré de pq. Par le paragraphe ci-dessus, γ · tk0ck0 6 γ · tkck pour tout k, donc

tk0ck0 = γ · pq, par conséquent γ · pq = (γ · p) · q. Si k0 = deg(p) + deg(q), on montre de même

l'égalité voulue. Considérons le cas où deg(p)+deg(q) > k0 > min I+min J . Écrivons le monôme

tk0ck0 comme tk0a
ϕj0
i0

bj0 + tk0a
ϕj1
i1

bj1 + · · ·+ tk0a
ϕjl
il
bjl . Supposons γ · tk0 · ck0 > γ · tk0aϕj0i0

bj0 .

Puisque γ · tk0aϕj0i0
bj0 6 γ · tk0aϕ

j

i bj pour tout (i, j) ∈ I × J par ce qui précède, l'ensemble

S := {s ∈ {1, . . . , l} | γ · tk0aϕjsis
bjs = γ · tk0aϕj0i0

bj0} est nécessairement non-vide. Soit s ∈ S.
En écrivant tk0aϕjsis

bjs = tisaist
jsbjs , on voit que nécessairement γ · tisais = γ · ti0ai0 = γ · p

car sinon, comme (γ · ti0ai0) · tjsbjs > (γ · ti0ai0) · tj0bj0 , γ · tisais > γ · ti0ai0 impliquerait

γ · tk0aϕjsis
bjs > γ · tk0aϕj0i0

bj0 . Donc on a également γ · tisais · tjsbjs = (γ ·p) · q. En conséquence,

is > i0 et js > j0. Mais is + js = k0 : contradiction.

Dé�nition 4.1.15. Soit ∆ une R-chaîne. On appellera saut potentiel, tout élément de l'en-
semble{

δ ∈ ∆ \ {∞} | τ i(δ) · a = τ j(δ) · b pour i > j, i, j ∈ N \ {0}, et pour a, b ∈ K×
}
.

Dé�nition 4.1.16. On dira qu'une R-chaîne ∆ est pleine si

1. τ est surjective sur ∆,

2. tout segment initial de la forme {γ ∈ ∆ \ {∞} | τ i(γ) 6 γ · a}, où , i ∈ N \ {0} et a ∈ K×,
est propre

3. pour tous i ∈ N \ {0} et a ∈ K×, il existe γ ∈ ∆ \ {∞} tel que τ i(γ) · a = γ.

Remarque 4.1.17. Par surjectivité de τ , dans une R-chaîne pleine toute équation en γ de la
forme τ i(γ) · a = τ j(γ) · b, avec des entiers naturels i > j et a, b ∈ K \ {0}, a une solution qui
est unique par le lemme 4.1.9 ; en particulier si γ est une solution de cette équation, alors pour
tout δ ∈ ∆ \ {∞},

δ > γ ⇒ τ i(δ) · a > τ j(δ) · b
δ < γ ⇒ τ i(γ) · a < τ j(δ) · b.

Proposition 4.1.18. Toute R-chaîne satisfaisant les conditions 1 et 2 de la dé�nition ci-dessus
se plonge dans une R-chaîne pleine, dans laquelle elle est dense.

Preuve. Soit CS l'ensemble des coupures données comme dans le lemme 4.1.9 ; ce sont des

segments initiaux propres par hypothèse, que l'on ordonne par l'inclusion. Notons ∆p := ∆∪CS
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et désignons un élément de ∆p par la notation [γ]. Dé�nissons [γ] · t := {δ · t | δ ∈ [γ]} et, pour
a ∈ K \ {0}, [γ] · a := {δ · a | δ ∈ [γ]}. Il est clair que CS est stable par τ , τ−1 et par l'action

de K×. Ceci permet d'étendre l'action de R sur ∆p. Pour voir qu'il s'agit d'une K-chaîne, il

est facile de véri�er les axiomes 1, 2, 4 et 5 de la dé�nition 4.1.1 ; pour véri�er les axiomes 3, il

su�t de voir que, pour tout a ∈ OK , l'on a [γ] ·a := {γ′ ·a | γ′ ∈ [γ]} ⊇ [γ], pour tout [γ] ∈ ∆p.

Ceci est clair car pour tout [γ] ∈ ∆p et pour tout γ′ ∈ [γ] on a γ′ · a > γ′, d'où γ′ ∈ [γ] · a.

Les axiomes 6 et 7 des R-chaînes et l'unicité suivent de la construction.

Remarque 4.1.19. Clairement ∆p est minimale parmi les extensions pleines de ∆ dans lesquelles
∆ est dense.

Remarque 4.1.20. Si ∆ est un groupe abélien ordonné plein comme K[t;x 7→ xp]-chaîne, alors
il est divisible.

Preuve. Dans ∆ on a une solution à toute équation de la forme : pnγ + δ = γ. Il su�t alors

de montrer que si ∆ est divisible par pn − 1 pour tout entier n > 1, alors ∆ est divisible. Soit

q 6= p, un nombre premier. Alors, par le petit théorème de Fermat, pq−1− 1 est divisible par q.

Comme ∆ est divisible par pq−1− 1, il est q-divisible. Donc ∆, étant divisible par tout nombre

premier q 6= p, et par p d'après l'hypothèse, est divisible.

4.2 Modules valués dans une R-chaîne

Dé�nition 4.2.1. Soit (M,v) un groupe abélien valué. On dit que c'est un K-espace vectoriel
valué si M est un K-espace vectoriel et v(M) une K-chaîne tels que, pour tout x ∈M et pour
tout µ ∈ K, v(x.µ) = v(x) · µ.

Dé�nition 4.2.2. Soit (M,v) un groupe valué. On dira que (M,v) est un module valué si M
est un R-module et ∆ := v(M) une R-chaîne, tels que (M,v) est un K-espace vectoriel valué
satisfaisant v(x.t) = τ(v(x)) pour tout x ∈ M . On dira que (M, v) est non K-trivialement
valué si la valuation vK est non triviale sur K.

Remarque 4.2.3. Par la remarque 4.1.8 la classe des modules K-trivialement valués est exac-
tement la classe des modules valués au sens de la dé�nition ci-dessus et tels que la valuation
induite vK sur K est triviale.

Sauf mention contraire, dans ce qui suit, (M,v) désignera un module valué, et ∆ = v(M).

Remarque 4.2.4. Soit x ∈M ∈ \{0} et r =
∑
i∈I t

iai ∈ R \ {0}. Alors on a

v(x.r) = v(
∑
i∈I

x.tiai) > min
i∈I

(
v(x.tiai)

)
= min

i∈I

(
v(x) · tiai

)
= v(x) · r.

Dé�nition 4.2.5. On dira que x ∈M \ {0} est régulier pour r si v(x.r) = v(x) · r, et régulier
tout court si x est régulier pour tout r non nul. On dira qu'une partie A ⊂ M est régulière si
tous ses éléments sont réguliers.
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Remarque 4.2.6. Tout élément non nul annulé par un polynôme r 6= 0 est irrégulier. Si x ∈
annM (r) et si y ∈M est tel que v(y) > v(x), alors v((x+ y).r)) = v(y.r) > v(y) · r > v(x) · r.
Donc x+ y est irrégulier.

Dé�nition 4.2.7. Soit r = tnan + · · ·+ ta1 + a0 ∈ R \ {0}. On dé�nit SautM (r) comme étant
l'ensemble {γ ∈ ∆ | ∃x ∈M v(x) = γ ∧ v(x.r) > γ · r}.

Notation 4.2.8. On notera SautM (R), l'union des SautM (r), pour r ∈ R \ {0}.

Proposition 4.2.9. Pour un polynôme r ∈ R, si γ ∈ SautM (r) alors γ véri�e nécessairement
une équation de la forme τ i(γ) · ai = τ j(γ) · aj. Par le lemme 4.1.9 SautM (r) est �ni.

Notation 4.2.10. Si SautM (r) 6= ∅, γr désignera son maximum.

Lemme 4.2.11. 1. Soit x ∈M et r, q ∈ R \ {0}. Alors on a l'équivalence : x est régulier pour
r et x.r régulier pour q, si et seulement si, x est régulier pour rq.

2. Si (M, v) est un module non K-trivialement valué et |R|+-saturé alors il possède un élément
régulier.

3. L'ensemble des éléments réguliers est stable sous l'action de R, mais n'est pas en général
un sous-module.

Preuve.

1. Si x est régulier pour r et x.r régulier pour q alors v(x.rq) = v(x.r) · q = (v(x) · r) · q =

v(x) ·rq par le corollaire 4.1.14. Réciproquement, si x est régulier pour rq, alors v((x.r).q) =

v(x.rq) = v(x) ·rq = (v(x) ·r) ·q et, par croissance stricte des fonctions ·q et ·r, x est régulier

pour r et x.r est régulier pour q.

2. C'est juste parce que l'ensemble des sauts d'un polynôme donné est �ni et que v(M) est

in�ni puisque la valuation vK sur K est non-triviale.

3. La première assertion suit du point 1. Montrons la seconde. Si (M,v) est non K-trivialement

valué |R|+-saturé, et |Mtor| > 2, alors il existe δ ∈ v(M) tel que δ < v(SautM (r)) pour tout

r ∈ R \ {0}. Soit x, y ∈ Mtor \ {0}, x 6= y et z ∈ M de valuation δ. Alors u := z + x et

v := z + y sont réguliers, ce qui n'est pas le cas pour u− v qui appartient à Mtor.

4.3 Extensions de modules valués

Dé�nition 4.3.1. Si i : M → N est un plongement de R-modules, on dit que N est une
extension transcendante de M s'il existe x ∈ N tel que, pour tout 0 6= r ∈ R, alors x.r /∈ i(M).
Sinon on dit que N est une extension a�ne de M .

Lemme 4.3.2. Soit A un sous-module d'un module valué t-divisible (M, v). Alors l'ensemble
At := {x ∈M | ∃n ∈ N x.tn ∈ A} est un R-sous-module de M qui est une extension a�ne de
A. De plus, pour tout x ∈M et r ∈ R \ {0}, si x.r ∈ A, alors v(x) ∈ v(At) ∪ SautM (r).

Preuve. Clairement At est un sous-groupe de M et une extension a�ne de A. Soit r ∈ R et

x ∈ At, alors (x.r).tn = x.(tnrϕ
n

) = (x.tn).rϕ
n

, qui appartient à A quand x.tn ∈ A. Donc At

est un sous-module de M .
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Soit x ∈ M \ {0} tel que x.r ∈ A. Disons x.r = a ∈ A. Si v(x) /∈ SautM (r), alors

v(x.r) = v(x) · r est de la forme τ(v(x))k · ak, donc v(x) = τ−k(v(a.a−1
k )) = v((a.a−1

k ).t−k)).

Dans ce qui suit (M, v) désignera un module valué.

Dé�nition 4.3.3. Soit Ω un ordinal limite et (aγ)γ∈Ω une suite d'éléments de M indexés par
Ω. On dit que (aγ)γ∈Ω est pseudo-Cauchy si, pour tous γ > δ > ρ su�samment grands,

v(aγ − aδ) > v(aδ − aρ). (4.1)

Si (aγ)γ∈Ω est une suite pseudo-Cauchy, on déduit des axiomes des groupes valués que,
pour ρ > γ, la valeur v(aγ − aρ) ne dépend que de γ. On la notera par la suite δγ . On dit que
(aγ)γ∈Ω converge dans M s'il existe z ∈M tel que v(z− aγ) = δγ pour tout γ ∈ Ω ; z est alors
dit limite de la suite (aγ)γ∈Ω.

Remarque 4.3.4. Il n'y a pas unicité de la limite. En e�et, soit U = {y ∈ M | v(y) >

δγ pour tout γ}. Alors, l'ensemble des limites est z + U . Toujours par les axiomes des groupes
valués on déduit que la suite des valuations (v(aγ))γ∈Ω est ou bien strictement croissante -ce
cas se produit si et seulement (aγ)γ a 0 parmi ses limites- ou bien constante à partir d'un
certain rang. Pour les démonstrations on renvoie à [Ka].

Le fait qu'étant donné r ∈ R \ {0} l'ensemble SautM (r) est �ni implique :

Lemme 4.3.5. Soit (aγ)γ une suite pseudo-Cauchy de M et r ∈ R \ {0}. Alors, pour tous δ
et γ assez grands véri�ant δ > γ, aδ − aγ est régulier pour r.

Preuve. Par dé�nition d'une suite pseudo-Cauchy, la suite v(aγ+1 − aγ)γ est strictement

croissante. Or, l'ensemble SautM (r) est �ni. D'où le résultat.

Corollaire 4.3.6. Soit (aγ)γ∈Ω une suite pseudo-Cauchy de M . Soit r ∈ R \ {0} et a ∈ M .
Alors la suite dé�nie par zγ = aγ .r − a est pseudo-Cauchy.

Preuve. On a zγ − zρ = (aγ − aρ).r. Par le lemme ci-dessus, pour tous γ et ρ su�samment

grands, l'élément aγ − aρ est régulier. La fonction ·r étant strictement croissante sur ∆, le fait

que v(aγ .r − aρ.r) = v(aγ − aρ) · r implique l'assertion.

Soit (zγ = aγ .r − a)γ<Ω dé�nie comme dans le lemme ci-dessus. Par la remarque 4.3.4 la
suite des valuations v(zγ)γ∈Ω est soit strictement croissante à partir d'un certain rang soit
constante à partir d'un certain rang. C'est-à-dire qu'on a ou bien :

v(aγ .r − a) > v(aδ.r − a) pour tous γ > δ su�samment grands, (4.2)

ou bien :
v(aγ .r − a) = v(aδ.r − a) pour tous γ > δ su�samment grands. (4.3)

Notons que dans le premier cas la suite (aγ .r− a)γ<Ω converge vers 0 ; autrement dit, la suite
(aγ .r)γ converge vers a.
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Dé�nition 4.3.7. Soit (aγ)γ∈Ω une suite pseudo-Cauchy de M . On dit qu'elle est de type
a�ne s'il existe r ∈ R et a ∈M tel que la suite (aγ .r−a)γ satisfait la condition (4.2) ci-dessus.
Si ce n'est pas le cas, on dit que la suite (aγ)γ est de type transcendant.

Remarque 4.3.8. Dire qu'une suite pseudo-Cauchy (aγ)γ deM est de type a�ne est équivalent
à dire que, pour un certain r ∈ R \ {0}, la suite (aγ .r)γ a une limite dans M .

Lemme 4.3.9. Soit (aγ)γ une suite pseudo-Cauchy de M de type a�ne et r ∈ R tels que
(aγ .r)γ converge vers a ∈M . Alors,

1. pour tout q ∈ R \ {0}, (aγ .rq)γ converge vers a.q et (aγ .q)γ est de type a�ne.

2. Supposons r ∈ R de degré minimal tel que (aγ .r)γ a une limite dans M . Soit q ∈ R de degré
> deg(r) et supposons que m ∈ M est une limite de la suite (aγ .q)γ . Alors, après avoir
e�ectué la division euclidienne q = rr′ + r0 de q par r, il existe λ tel que, pour tout δ > λ,
m− aδ.r0 est une limite de la suite (aγ .rr

′)γ .

Preuve. 1. Soit q ∈ R \ {0}. Pour tout γ ∈ v(M) \ {0}, assez grand, aγ .r − a est régulier

pour q, i.e. v((aγ .r−a).q) = v(aγ .r−a) · q. D'où il existe λ tel que la suite (v((aγ .r−a).q))γ>λ

est strictement croissante. Si r′, q′ ∈ R \ {0} sont tels que rr′ = qq′, alors (aγ .rr
′)γ converge

vers a.r′. Cela montre que (aγ .q)γ est de type a�ne.

2. Puisque deg(r0) < deg(r), la suite v(aγ .r0 + (a.r′ −m))γ est constante à partir d'un certain

rang λ1. D'autre part, par le point 1, a.r′ est une limite de la suite (aγ .rr
′)γ , i.e. la suite

(v(aγ .rr
′−a.r′))γ est strictement croissante à partir d'un certain rang λ2. Or (v(aγ .q−m))γ =

(v(aγ .rr
′− a.r′+ aγ .r0 + (a.r′−m)))γ est strictement croissante à partir d'un certain rang λ3.

Soit λ > max{λi | i = 1, 2, 3}. Alors pour tous γ, δ > λ, on a nécessairement

v(aδ.r0 + (a.r′ −m)) = v(aγ .r0 + (a.r′ −m)) > v(aγ .rr
′ − a.r′).

Notons bγ = aγ .rr
′ et comme d'habitude δγ = v(bγ+1 − bγ). Alors, par le fait que a.r′ est une

limite de (bγ)γ , on a pour tout γ assez grand, v(bγ+1 − bγ) = v(aγ .rr
′ − ar′). Puis en posant

U = {z ∈M | ∀γ v(z) > δγ} on sait que les limites de (bγ)γ sont de la forme U + a.r′. Donc

on a montré que m− aδ.r0− a.r′ ∈ U , i.e. m− aδ.r0 est également limite de la suite (aγ .rr
′)γ .

Remarque 4.3.10. Dans le lemme ci-dessus, en prenant r = 1, on montre en particulier que
pour tout q ∈ R \ {0}, pour toute suite pseudo-Cauchy (aγ)γ et pour tout a ∈ M , si (aγ)γ
converge vers a, alors aγ .q converge vers a.q.

Dé�nition 4.3.11. On notera i : (M,v) → (N,w) et on appellera plongement de modules
valués, tout couple d'applications (i, iv) tel que i : M → N est un plongement de R-module
et iv : v(M) → w(N) est un plongement de R-chaînes, tels que pour tout x ∈ M , iv(v(x)) =

w(i(x)). On dira que N est une extension immédiate de M si, pour tout z ∈ N \ {0}, il existe
x ∈M tel que v(z − i(x)) > v(z).

Remarque 4.3.12. Soit N une extension immédiate de M comme ci-dessus. Alors w(i(M)) =

w(N) et pour tout γ ∈ w(N), N>γ/N>γ = i(M)>γ/i(M)>γ .

Proposition 4.3.13. Si (M ⊂ N, v) est une extension immédiate propre alors tout élément
de N \M est limite d'une suite pseudo-Cauchy de M sans limite dans M .

Preuve. Soit (M ⊂ N, v) une extension immédiate de modules valués comme énoncé. Alors

v(M) = v(N) et, si b ∈ N \M , alors l'ensemble S = {v(a − b) | a ∈ M} n'a pas d'élément
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maximal. Soit (δρ)ρ une suite co�nale croissante dans S et, pour tout ρ, un élément aρ ∈ M
tel que v(aρ − b) = δρ. Par l'inégalité ultramétrique, si σ < ρ, alors v(aρ − aσ) = δσ ; et donc

(aρ)ρ est pseudo-Cauchy convergeant vers b. De plus cette suite n'a pas de limite dans M . En

e�et si a ∈M en est une limite, alors v(a− b) > v(aρ − aσ) = v(b− aσ) = δσ pour tout ρ > σ.

Ceci contredit le fait que la suite δρ est co�nale dans S.

Dé�nition 4.3.14. On dit qu'un module valué est maximal s'il n'admet aucune extension
immédiate propre. Il est dit a�nement maximal s'il n'admet aucune extension immédiate
a�ne propre.

Corollaire 4.3.15. Si dans (M,v) toute suite pseudo-Cauchy a une limite alors (M, v) est
maximal.

Preuve. Le résultat suit de la proposition 4.3.13

Les propositions qui suivent établiront la réciproque du corollaire 4.3.15.

Proposition 4.3.16. Soit (M, v) un R-module valué et (aγ)γ∈Ω une suite pseudo-Cauchy de
M , de type transcendant et sans limite dansM . Soit x.R le R-module libre à un seul générateur
x. Alors M ⊕ x.R admet une structure de module valué qui en fait une extension immédiate
de M telle que x soit une limite de (aγ)γ∈Ω. De plus, si (N, v) est une extension immédiate
de M et y ∈ N une limite de (aγ)γ , alors y n'est pas un élément de torsion, y.R ∩M = 0, et
M ⊕ y.R est isomorphe en tant que module valué à M ⊕ x.R, par un isomorphisme �xant M
et envoyant x sur y.

Preuve. Pour dé�nir la valuation surM⊕x.R, considérons m ∈M et r ∈ R\{0}. Puisque la
suite (aγ)γ∈Ω est de type transcendant, la suite des valuations (v(m+ aγ .r))γ∈Ω est constante

à partir d'un certain rang λ. Alors on pose v(m+ x.r) = v(m+ aγ .r) avec γ > λ.

Il est clair que M ⊕x.R est un groupe valué. Pour voir que M ⊕x.R est un module valué, il

su�t alors de véri�er que pour tout (m, r, µ) ∈M×R×K, on a v((m+x.r)tµ) = τ(v(m+x.r))·µ.
Soit λ tel que la suite des valuations (v(m+ aγ .r))γ est constante à partir de λ. Alors la suite

des valuations v((m + aγ .r).tµ)γ = (τ(v(m + aγ .r)) · µ)γ est aussi constante à partir du rang

λ. Par conséquent, si ρ > λ, on a v((m + x.r).tµ) = v((m + aρ.r).tµ) = τ(v(m + aρ.r)) · µ =

τ(v(m+ x.r)) · µ.

Montrons que M ′ := M ⊕ x.R est une extension immédiate de M . Pour tous r ∈ R \ {0}
et m ∈M , il su�t de montrer qu'il existe ρ tel que δρ · r := v(aρ+1 − aρ) · r > v(x.r +m). En

e�et, dans ce cas, pour un tel ρ �xé, la suite v(aγ .r − aρ.r)γ<Ω est stationnaire à partir d'un

certain rang, prenant la valeur v(x.r − aρ.r), et on a donc pour tous γ > ρ assez grands,

v(m+ x.r −m− aρ.r) = v(x.r − aρ.r) = v(aγ .r − aρ.r) > δρ · r > v(m+ x.r).

Soit r ∈ R et m ∈ M comme ci-dessus, et γ tel que, pour tout γ′ > γ, v(x.r + m) =

v(aγ′ .r+m). De plus, quitte à prendre un γ plus grand, on peut supposer δγ /∈ SautM (r). On
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a v(aγ .r+m) 6 v(aγ .r− x.r) et, de nouveau, puisque la suite des valuations (v(aγ .r− aη.r))η
est stationnaire, il existe β qu'on peut choisir > γ tel que, pour tout β′ > β, v(aγ .r − x.r) =

v((aγ − aβ′).r). Or, puisque β > γ, v(aγ − aβ) = δγ /∈ SautM (r). En particulier aγ − aβ est

régulier pour r, donc v(aγ .r−x.r) = v((aγ−aβ).r) = v(aγ−aβ)·r = δγ ·r. D'où, par le fait que la
fonction ·r est strictement croissante sur ∆, δγ+1 ·r > v(aγ .r−x.r) > v(aγ .r+m) = v(x.r+m).

En�n, soit N et y ∈ N comme énoncés. Si y.r ∈ M pour un certain r 6= 0 alors (aγ.r)γ

converge vers y.r par la remarque 4.3.10. Or ceci n'est pas possible car (aγ)γ est supposée

de type transcendant. De même, pour tout m ∈ M , (m + aγ .r)γ converge vers m + y.r. Par

conséquent v(m + y.r) est égal à v(m + aγ .r) pour γ su�samment grand. Donc M ⊕ x.R et

M ⊕ y.R sont valués de la même façon. Ainsi la preuve est achevée.

Corollaire 4.3.17. Soit (M ⊂ N, v) une extension immédiate de modules valués et y ∈ N \M
tel que y.r ∈ M pour un certain r 6= 0. Alors y est limite d'une suite pseudo-Cauchy de M ,
sans limite dans M et de type a�ne.

Preuve. Par 4.3.13, y est limite d'une suite sans limite dansM . Par la proposition ci-dessus,

cette suite ne peut pas être de type transcendant.

Proposition 4.3.18. Soit (M,v) un module valué et (xγ)γ∈Ω une suite pseudo-Cauchy de M ,
de type a�ne et sans limite dans M . Soit q ∈ R et a ∈M tels que (v(xγ .q−a))γ est croissante
à partir d'un certain rang, et q de degré minimal parmi les r ∈ R tels que (v(xγ .r −m))γ soit
strictement croissante à partir d'un certain rang pour un certain m ∈M . Alors q est de degré
nécessairement > 1. De plus :

1. on peut valuer le module M(x) := (M ⊕ x.R)/(x.q − a).R de telle façon qu'il soit une
extension immédiate a�ne de M ;

2. soit (M ⊂ N, v) une extension deM , et y ∈ N une limite de la suite (xγ)γ telle que y.q = a ;
alors M + y.R est isomorphe en tant que module valué à M(x), par un isomorphisme �xant
M et envoyant x sur y.

Preuve. Soit n = deg(q). Alors n 6= 0. Sinon en e�et q ∈ K \ {0} et v((xγ .q − a.).q−1) =

v(xγ − a.q−1), et donc (xγ)γ converge vers a.q−1. Contradiction.

Notons Z le sous-module (x.q − a).R de M + x.R. Remarquons que chaque classe d'équi-

valence modulo Z du module M(x) a un représentant canonique de la forme x.s−m, où s est

de degré < deg(q) et m ∈M . On dé�nit sur M ⊕ x.R/Z une valuation, qu'on notera toujours

v, en posant v(x.s−m+Z) := v(xγ .s−m) pour γ su�samment grand. Il est facile de véri�er

que M(x) est un K-espace vectoriel valué.

Montrons que, si s est de degré < deg(q), alors v((x.s−m+ Z).t) = v(x.s−m+ Z) · t. Si
deg(st) < deg(q), on a �ni. Sinon deg(st) = deg(q). Puisque v(xγ .st−m.t) = v(xγ .s−m)·t pour
tout γ, la suite (v(xγ .st−m.t))γ est constante à partir d'un certain rang. Écrivons st comme

qµ+ q0 avec deg(q0) < deg(q) et µ ∈ K. Alors le représentant canonique de x.st−m.t+Z est

l'élément x.q0−m.t+ a.µ et, pour γ su�samment grand, v(x.st−m.t) = v(xγ .q0−m.t+ a.µ).

On écrit v(xγ .st−m.t) = v(xγ .qµ−a.µ+a.µ+xγ .q0−m.t). Puisque les suites (v(xγ .st−m.t))γ
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et (v(a.µ+xγ .q0−m.t))γ sont constantes à partir d'un certain rang mais que (xγ .qµ)γ converge

vers a.µ, on a v(xγ .st−m.t) = v(a.µ+ xγ .q0 −m.t) pour γ su�samment grand.

En�n on montre de même manière que dans le lemme 4.3.16 que M(x) est une extension

immédiate de M et que, si N et y sont comme dans l'énoncé, alors M(x) et M + y.R sont

isomorphes par un isomorphisme de modules valués �xant M envoyant la classe de x sur y.

On résume les résultats précédents dans le théorème suivant.

Théorème 4.3.19. Un R-module valué (M,v) est a�nement maximal (respectivement maxi-
mal) si et seulement si toute suite pseudo-Cauchy de type a�ne (respectivement toute suite
pseudo-Cauchy) admet une limite dans M .

On en déduit :

Corollaire 4.3.20. Soit (F, v) un corps valué de caractéristique p > 0. Alors, (F, v) est un
F [t;x 7→ xp]-module valué a�nement maximal (respectivement maximal) si, et seulement si, le
corps valué (F, v) est algébriquement maximal (respectivement maximal). En particulier toute
extension algébrique, immédiate, et algébriquement maximale du corps (F, v) est une extension
a�ne, immédiate et a�nement maximale du module valué (F, v).

Preuve. Si (F, v) n'est pas algébriquement maximal (respectivement n'est pas maximal) alors

il existe un corps (L, v), qui est une extension algébrique immédiate propre de (F, v) (respective-

ment une extension immédiate propre de (F, v)). Or (F, v) et (L, v) sont munis canoniquement

d'une structure de F [t;x 7→ xp]-module valué, et (L, v) est une extension immédiate propre

de (F, v) comme module valué. De plus, si L est algébrique sur F , alors l'extension de module

F ⊂ L est a�ne par le fait tout polynôme de F [X] divise (dans l'anneau F [X]) un polynôme

additif.

Réciproquement, si (F, v) est algébriquement maximal, alors, toute suite pseudo-Cauchy de

type algébrique admet une limite dans F. Puisque toute suite de type a�ne est en particulier

de type algébrique, (F, v) est a�nement maximal.

Proposition 4.3.21. Tout module valué a une extension immédiate maximale et une extension
immédiate a�ne, a�nement maximale.

Preuve. Par les propositions 4.3.16 et 4.3.18 tout module valué non maximal admet des

extensions immédiates propres. On utilisera le lemme de Zorn. Pour cela on doit montrer

que la cardinalité d'une extension immédiate est bornée par la cardinalité du module valué

considéré.

Soit (M,v) un module valué, κ un cardinal majorant strictement les cardinaux deM>γ/M>γ

pour tout γ ∈ v(M) et (M ′, v) une extension immédiate de (M, v). Soit k ∈ κ et N l'ensemble

des fonctions f : v(M) \ {∞} → κ tel que {γ | f(γ) 6= k} est bien ordonné. On munit N de

la distance ultramétrique d dé�nie par d(f, g) := min{γ | f(γ) 6= g(γ)}, où on convient que
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min ∅ =∞. Il est bien connu (et facile de véri�er) qu'un tel espace ultramétrique est maximal.

On va montrer que (M ′, v) se plonge dans (N, d).

Soit λ le cardinal de M ′. Énumérons les éléments de M ′ comme {mα | α < λ}. Si ρ < λ,

posons Mρ = {mα | α < ρ}. Il su�t de montrer que si l'espace ultramétrique Mρ muni

de la distance induite par v se plonge dans (N, d) alors on peut étendre ce plongement en

un plongement de Mρ+1 dans N . Soit ρ < λ. Supposons qu'on a un tel plongement, disons

f : Mρ → N . On considère deux cas : ou bien l'ensemble {v(mα−mρ+1) | α < ρ+1} a un plus

grand élément et dans ce cas c'est un élément de v(M) di�érent de ∞, ou bien il n'en a pas.

Si on est dans le premier cas, prenons α0 < ρ+ 1 tel que max{v(mα −mρ+1) | α < ρ+ 1} =

v(mα0 − mρ+1) et désignons cette valeur par γ. Puisque |M>γ/M>γ | < |N>γ/N>γ | il existe
h ∈ N \ f(Mρ) tel que d(h, f(mα0

)) = γ. Alors on envoie mρ+1 sur h. Si on est dans le second

cas, par le fait que (N, d) est maximal, il existe g ∈ N \ f(Mρ) tel que pour tout α < ρ + 1,

d(f(mα), g) = v(mα −mρ+1). Alors on envoie mρ+1 sur g. Dans le deux cas il immédiat de

véri�er que la correspondance suggérée prolonge f sur Mρ+1.

On a montré que les cardinaux des extensions immédiates de (M, v) sont tous bornés par

celui de N . Alors on applique le lemme de Zorn : puisqu'une union croissante d'extensions im-

médiates (respectivement immédiates a�nes) de (M,v) est une extension immédiate (respecti-

vement immédiate a�ne) de (M,v), par le lemme de Zorn, il existe une extension immédiate de

(M, v) (respectivement une extension immédiate a�ne de (M,v)) qui est maximale parmi les

extensions immédiates (respectivement parmi les extensions immédiates a�nes) pour l'ordre

d'inclusion ; notons-la (M, v). Alors (M, v) est maximal (respectivement a�nement maximal)

car il a sinon une extension immédiate (respectivement une extension a�ne et immédiate) et

celle-ci est une extension immédiate (respectivement a�ne et immédiate) de (M,v) par le fait

que la relation � être une extension immédiate � est transitive (respectivement les relations

� être une extension immédiate � et � être une extension a�ne � sont transitives).

L'extension immédiate a�ne a�nement maximale d'un module valué n'est en général pas
unique, comme le montre l'exemple ci-dessous.

Exemple 4.3.22. Soit K le corps des séries de Puiseux sur le corps Fp, en la variable ξ.
On le considère comme module valué sur son anneau de polynômes additifs. Le polynôme
Q(X) = Xp−X−ξ−1 n'a pas de solution dans K et il est bien connu qu'il existe des extensions
L1, L2 de K, algébriques, immédiates, et algébriquement maximales, telles que L1 contient une
racine de Q et L2 n'en contient pas. En particulier L1 et L2 ne peuvent être isomorphes au
dessus de K comme corps. En fait, dans ce langage de modules on peut dire plus :

Théorème 4.3.23. Soit K, L1 et L2 comme dans l'exemple ci-dessus. Alors L1 et L2 ne sont
pas élémentairement équivalents en tant que K[t;x 7→ xp]-modules.

Preuve. Soit L une extension (de corps) de K. On va montrer que Q a une racine dans L

si et seulement s'il existe x ∈ L tel que x.(t − 1)ξ(t − 1) = 0 et x.(t − 1) 6= 0 ; ceci s'exprime

dans le langage des modules et donc l'assertion en découle.
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Supposons ζ ∈ L tel que Q(ζ) = 0. Alors, ζp−ζ = ξ−1 et (ζp−ζ)ξ = 1 ∈ Fp ; donc (ζp−ζ)ξ

est une racine de Xp − X. Réciproquement, si pour un x ∈ L, x.(t − 1) 6= 0 (i.e. x /∈ Fp) et
x.(t − 1)ξ(t − 1) = 0, alors x.(t − 1)ξ ∈ Fp \ {0}. Posons a = x.(t − 1)ξ = (xp − x)ξ. Donc

xp/a− x/a− ξ−1 = 0 et puisque a ∈ Fp \ {0}, Q(x/a) = 0.

4.4 Modules valués henseliens

Dé�nition 4.4.1. Soit ∆ une R-chaîne et r =
∑
i∈I t

iai ∈ R \ {0} avec ai 6= 0 pour chaque
i ∈ I. On écrit J(r) = {j0, . . . , jk}, avec j0 < j1 · · · < jk (cf. 4.1.11 pour les dé�nitions de J(r)

et des Uj(r)). Si j0 = min I, on note Hv(r) l'ensemble LV -dé�nissable

(Uj0(r) \ Uj1(r)) \ {∞},

i.e. Hv(r) = Uj0(r) \ {∞} s'il n'existe pas de γ véri�ant τ j0(γ) · aj0 = τ j1(γ) · aj1 , et sinon, si
γ est l'unique élément de Uj0(r) ∩ Uj1(r), alors Hv(r) = Uj0(r) \ {γ,∞} ; par le lemme 4.1.11
Hv(r) est un segment �nal ; on appelle marge henselienne de r l'ensemble τ j0(Hv(r)) · aj0 et
on le note Hensv(r). En�n, si j0 > min I, on pose Hv(r) = Hensv(r) = ∅.

Remarque 4.4.2. Soit ∆ une R-chaîne, γ ∈ ∆\{∞} et r = tnan+ · · ·+ tkak ∈ R\{0} avec k le
minimum des exposants en t et ak 6= 0. Alors, γ ∈ Hv(r) si et seulement si γ ·tkak < γ ·(r−tkak).

Exemple 4.4.3. Soit r =
∑n
i=0 t

iai, séparable. Écrivons J(r) = {j0, . . . , jk}, avec j0 < · · · <
jk. Si j0 = 0 alors

Hensv(r) = Hv(r) · a0 = {γ ∈ ∆ | τ j1(γ) · aj1 > γ · a0} · a0,

donc, Hensv(r) est aussi un segment �nal de ∆.

Dé�nition 4.4.4. Soit (M,v) un module valué et ∆ := v(M). On pose :
HensM (r) := {x ∈M \ {0} | v(x) ∈ Hensv(r)} et
HM (r) := {x ∈M \ {0} | v(x) ∈ Hv(r)}.

Noter que si Uj0(r) ∩ Uj1(r) est un singleton {γ} alors HM (r) est la boule ouverte M>γ .

Remarque 4.4.5. Si x ∈ HM (r) alors v(x) est strictement plus grande que tous les sauts de r
dans M , en particulier x est régulier pour r.

Lemme 4.4.6. Soit (M, v) un module valué et r ∈ R séparable tel que Hv(r) 6= ∅. Alors, pour
tous a, b ∈ K \ {0}, on a :

1. Hv(ra) = Hv(r) et Hensv(ra) = Hensv(r) · a,
2. Hensv(br) = Hensv(r) et Hv(br) = Hv(r) · b−1,

3. Hensv(tr) = Hensv(r) et Hv(r) = Hv(tr) · t.
On a aussi les égalités analogues avec HM (respectivement HensM ) au lieu de Hv (respective-
ment Hensv).

Preuve. Écrivons r = tncn + · · ·+ c0, avec c0 6= 0. Soit γ ∈ v(M) \ {∞}. Alors :
1. γ ∈ Hv(ra)⇔ γ ·c0a < γ ·(ra−c0a)⇔ γ ·c0 < γ ·(r−c0)⇔ γ ∈ Hv(r), i.e. Hv(r) = Hv(ra).

Or Hensv(r) = Hv(r) · c0 et Hensv(ra) = Hv(ra) · c0a. Il vient Hensv(ra) = Hensv(r) · a.

40



4.4 Modules valués henseliens 41

2. γ ∈ Hv(br) ⇔ γ · bc0 < γ · (br − bc0) ⇔ (γ · b) · c0 < (γ · b·)(r − c0) ⇔ γ · b ∈ Hv(r) ⇔ γ ∈
Hv(r) · b−1. Alors Hensv(br) = Hv(br) · bc0 = Hv(r) · c0 = Hensv(r).

3. γ ∈ Hv(tr) ⇔ γ · tc0 < γ · (tr − tc0) ⇔ (γ · t) · c0 < (γ · t) · (r − c0) ⇔ γ · t ∈ Hv(r). Alors

Hensv(tr) = Hv(tr) · tc0 = Hv(r) · c0 = Hensv(r).

On va considérer un schéma d'axiome de Hensel analogue au cas de l'action triviale deK sur
∆. On l'énonce comme ci-dessous, pour tout polynôme unitaire séparable r = tn+ · · ·+ta1 +a0

à coe�cients dans OK ,

7. ∀z z ∈ Hens(r) −→ ∃y y.r = z ∧ v(z) = v(y) · r = v(y) · a0,

Théorème 4.4.7 (Inversion locale). Un module valué (M,v) véri�e les axiomes 7 si et seule-
ment si pour tout r ∈ R, séparable unitaire à coe�cients dans OK la fonction x 7→ x.r induit
une bijection de HM (r) vers HensM (r).

Preuve. Si la fonction x 7→ x.r induit une bijection de HM (r) vers HensM (r) alors pour

tout y ∈ HensM (r) il existe x ∈ HM (r) tel que x.r = y, et, puisque x ∈ HM (r), x est régulier

pour r et v(x.r) = v(x) · a0. Réciproquement, il su�t de voir que la restriction de r à HM (r)

est injective. Par dé�nition de HM (r), Hv(r)∩SautM (r) = ∅. Ceci implique en particulier que

annM (r) ∩HM (r) = 0. D'où le résultat.

Remarque 4.4.8. Si (M,v) est henselien alors il en va de même pour le sous-module (Mtor, v).

Dé�nition 4.4.9. On appellera henselien un module valué véri�ant le schéma d'axiomes 7.

Remarque 4.4.10. Un module K-trivialement valué henselien au sens du chapitre 7 véri�e est
henselien.

Lemme 4.4.11. Soit (L, v) un corps valué henselien de caractéristique p > 0. Alors (L, v),

comme module valué sur L[t, x 7→ xp], est henselien.

Preuve. Soit z ∈ L \ {0} et P (X) =
∑
i=0,...n aiX

pi , avec an = 1 et v(ai) > 0. On considère

le polynôme F (X) = P (X) − z. Pour i > 0 on dé�nit γi dans la clôture divisible de v(L)

comme v(a0)−v(ai)
pi−1 et on pose γ = max{γi}. Puisque P est unitaire, γ > 0. Remarquons que,

pour tout x ∈ L tel que v(x) > γ, v(x)+v(a0) < piv(x)+v(ai) et donc v(P (x)) = v(x)+v(a0).

Alors Hensv(P ) = {δ ∈ L | γ + v(a0)} (on fait un abus de langage en désignant encore par

P l'élément
∑
i=0,...,n t

iai ∈ L[t, x 7→ xp]). Supposons maintenant que v(z) > γ + v(a0) et

considérons G(X) := F (Xza−1
0 ))/z. Alors,

G(X) =
z(pn−1)

ap
n

0

Xpn + · · ·+ z(pi−1)

ap
i

0

aiX
pi + · · ·+X − 1.

Or, par la dé�nition de γi, pour tout i, (pi − 1)(γi + v(a0)) + v(ai) − piv(a0) = 0. Donc

v(z) > γ + v(a0) implique pour tout i > 1,

v(
z(pi−1)

ap
i

0

ai) > 0.
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Par conséquent v(G(1)) > v(G′(1)) = v(1) = 0. En appliquant le lemme de Hensel à G on

obtient y ∈ L tel que v(y− 1) > v(y) et G(y) = 0. Donc y est de valuation 0 et P (yza−1
0 ) = z.

Puisque v(z) > γ + v(a0), y′ := yza−1
0 est de valuation > γ, i.e. y′ ∈ HL(P ). Ce qui fallait

montrer.

A partir de maintenant, on suppose que si la valuation vK induite sur K par son action sur
la chaîne considérée est non triviale alors on a x ∈ OK ,

vK(ϕ(x)) > 2vK(x).

Lemme 4.4.12. Soit (M, v) un module valué. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (M, v) est henselien,

2. pour tout r ∈ Rsep, l'application x 7→ x.r est une bijection de HM (r) sur HensM (r),

3. pour tout r =
∑n
i=0 t

iai ∈ Rsep tel que a0 = 1 l'application x 7→ x.r est une bijection de
HM (r) sur HM (r).

Si de plus M est t-divisible alors, (M,v) est henselien si et seulement si, pour tout r ∈ R\{0},
l'application x 7→ x.r est une bijection de HM (r) sur HensM (r).

Preuve. [1⇒ 2]. Soit s ∈ R un polynôme séparable que l'on écrit comme s = tkak+ · · ·+a0.

On peut supposer que s ∈ RO. En e�et, soit a ∈ K tel que sa ∈ RO. Soit z ∈ HensM (s). Alors

za ∈ HensM (sa) par le lemme 4.4.6, et si y ∈ HM (sa) est tel que y.ra = za, alors y ∈ HM (s),

toujours par le lemme 4.4.6. Donc y.s = z. Supposons donc que s ∈ RO.

Soit µi := ϕk(ak)/ϕk−i(ak)ak si 1 6 i 6 k − 1, et µk := ϕ(ak)/ak. Alors vK(µi) > 0

car vK(ϕ(x)) > 2vK(ϕ(x)) d'après notre hypothèse sur (K, vK). On considère le polynôme

s′ := sµk. On a :

s′ = akt
k + akt

k−1ak−1µ1 + · · ·+ akta1µk−1 + a0µk.

Soit su = a−1
k s′. Donc le polynôme su est unitaire à coe�cients dans RO et par le lemme

4.4.6 Hensv(s) = Hensv(s
′) · µ−1

k = Hensv(su) · µ−1
k . Donc si z ∈ HensM (s) alors z.µk ∈

HensM (su). Par suite il existe y ∈ HM (su) véri�ant y.su = z.µk. Dans ce cas, x = y.a−1
k ∈

HM (s) véri�e x.s′ = z.µk et donc x.s = z.

[2⇒ 3]. Évident en constatant que les hypothèses de 3 impliquent HM (r) = HensM (r).

[3 ⇒ 1]. Soit r = tnan + · · · + a0 unitaire à coe�cients dans OK . En considérant r′ = ra−1
0

et en raisonnant exactement de même manière que dans le premier paragraphe de la partie

[1⇒ 2], on établit le résultat voulu.

Maintenant supposons que (M, v) est t-divisible et henselien. Soit r ∈ RO non néces-

sairement séparable que l'on écrit comme tns avec s séparable. Par le lemme 4.4.6 on a

HensM (s) = HensM (r). Maintenant, si z ∈ HensM (r) alors z ∈ HensM (s) et par consé-

quent il existe un unique y ∈ HM (s) tel que y.s = z. Alors l'unique x ∈ M tel que x.tn = y

véri�e l'assertion.
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Si (M,v) un module valué, on appellera équation henselienne sur M , une équation en
l'indéterminée x, de la forme x.r = a, où r ∈ Rsep et a ∈ HensM (r). Le lemme suivant
montre qu'il existe toujours des solutions aux équations henseliennes surM dans une extention
immédiate a�ne de (M,v).

Lemme 4.4.13. Soit (A, v) un module valué, r ∈ RO,sep unitaire et y ∈ HensA(r). Alors il
existe une extension immédiate a�ne (Ã, v) de A (éventuellement Ã = A) et z ∈ HÃ(r) tel
que z.r = y.

Preuve. Écrivons r = tnan + . . . + tkak + a0 avec a0ak . . . an 6= 0. Par le lemme 4.4.6, on

peut supposer que a0 = 1, donc HensA(r) = HA(r). On dé�nit alors une suite (cn)n<ω de A

en posant c0 = 0, c1 = y et cn+1 = cn − (cn.r − y). Remarquons que comme y ∈ HA(r), par

induction, cn ∈ HA(r) pour n > 1. On a c2 − c1 = −(y.r − y) = y.(1− r). Puisque y ∈ HA(r),

v(y.(r − 1)) > v(y) = v(c1 − c0). Soit n > 2. On a cn+1 − cn = y − cn−1.r − (cn − cn−1).r. Or,

y−cn−1.r = (cn−cn−1). Donc cn+1−cn = (cn−cn−1).(1−r) ; puisque cn−cn+1 ∈ HA(r) on a

v((cn− cn−1).(1− r)) > v(cn− cn−1) par la remarque 4.4.2 (en fait on a montré par induction

que cn+1− cn = y.(1− r)n). Donc la suite (cn)n est pseudo-Cauchy et la suite (cn.r)n converge

vers y. En particulier la suite (cn)n est de type a�ne.

Il est immédiat de véri�er que, si A contient un élément z tel que z.r = y avec z ∈ HA(r),

alors nécessairement z est limite de la suite (cn)n. En e�et, on a v(y − cn.r) = v((z − cn).r).

Puisque pour tout n < ω on a z, cn ∈ HA(r), z−cn est régulier pour r. Il vient : v((z−cn.r)) =

v(z − cn) · r = v(z − cn). Donc (cn)n converge vers z.

Soit α > ω un ordinal limite. Supposons qu'on a dé�ni cβ ∈ A pour tout β < α, de telle

façon que la suite (cβ)β<α soit une suite pseudo-Cauchy et que la suite (cβ .r)β<α converge vers

y. Supposons qu'il existe z ∈ A limite de la suite (cβ)β<α. Si z.r = y alors on a �ni. Sinon,

on pose cα := z. Alors (cβ .r)β<α converge vers cα.r. Par conséquent v(y − cα.r) > v(y − cβ .r)
pour tout β < α. Alors, en dé�nissant par induction cα+n, pour n ∈ ω, par l'équation

cα+n+1 − cα+n = y − cα+n.r,

on obtient une suite pseudo-Cauchy de longueur η = α+ω telle que (cγ .r)γ<η converge vers y.

Ainsi, si on n'a pas trouvé z ∈ A comme voulu (véri�ant z.r = y et z ∈ HA(r)), on obtient une

suite (cβ)β<λ sans limite dans A et telle que (cβ .r)β<λ converge vers y. Soit a ∈ A et q ∈ R
tels que la suite (v(cβ .q − a))β<λ est strictement croissante à partir d'un certain rang et q de

degré minimal tel que la suite (cβ .q)β ait une limite dans A. Par la proposition 4.3.18 il existe

une extension immédiate a�ne A′ de A, contenant une limite cλ de la suite (cβ)β véri�ant

cλ.q = a. Le type d'isomorphisme du module valué A′ = A + cλ.R est uniquement déterminé

par q et la suite (cβ)β<λ. S'il existe z ∈ HA′(r) tel que z.r = y alors on a �ni. Sinon, puisque la

suite (cβ .r)β converge vers y, on peut dé�nir, par la même formule ci-dessus, une suite pseudo-

Cauchy (cλ+n)n<ω de A′ telle que (cλ+n.r)n<ω converge vers y. En continuant ainsi, puisque

la cardinalité de toute extension immédiate est bornée en fonction de la cardinalité de A, on

doit �nir par trouver z dans une extension immédiate a�ne Ã de A, qui véri�e z.r = y et

z ∈ HÃ(r).
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Le lemme ci-dessus nous donne immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 4.4.14. Un module valué a�nement maximal est henselien.

À partir de maintenant on commence à analyser les liens entre points irréguliers et axiomes
de Hensel.

Dé�nition 4.4.15. Soit (M,v) un module valué et r =
∑n
i=0 t

iai ∈ R \ {0}. Pour γ ∈
SautM (r), on pose

Iγ = {i ∈ {0, . . . , n} | τ i(γ) · ai = γ · r}, kγ = min Iγ et rγ =
∑
i∈Iγ

tiai.

Remarque 4.4.16. Soit 0 6= r =
∑
i∈I t

iai ∈ R avec ai 6= 0 et I = {i0, . . . , is} (i0 < . . . < is).
Supposons que ∅ 6= SautM (r) = {γ0, . . . , γl} avec γj < γj+1. Alors rγ0 = tisais + · · ·+ tkγ0akγ0 ,

rγl = tnan + · · · + ti0ai0 (i.e. kγl = i0), et pour tout j véri�ant 0 < j < l, rγj = tk
′
j−1ak′j−1

+

. . .+ tis′ais′ où 0 < s′ < s et k′j−1 6 kγj−1
avec égalité si et seulement si,

τ in(γj) · ain = τ in−1(γj) · ain−1 ,

où in = kγj−1
.

Exemple 4.4.17. Soit r de degré 3, que l'on écrit comme t3a3 +. . .+a0. Alors |SautM (r)| 6 3.
Si SautM (r) = {γ1, γ2} (γ1 < γ2) alors les possibilités pour rγ1 et rγ2 sont
rγ1 = t3ak + t2a2, et rγ2 = t2a2 + ta1 + a0 ou la somme de deux de ces monômes, ou bien

rγ1 = t3a3 + t2a2 + ta1 ou la somme de deux de ces monômes, et rγ2 = ta1 + a0 ou bien

rγ1 = t3a3 + t2a2 et rγ2 = ta1 + a0. (∗)

Si SautM (r) = {γ} alors rγ = r ou n'importe quelle somme d'au moins deux de ses monômes.
En�n si SautM (r) = {γ1, γ2, γ3} la seule possibilité est que rγ1 = t3a3 + t2a2, rγ2 = t2a2 + ta1

et rγ3 = ta1 + a0.

Notons qu'il se peut qu'on ait une égalité γ · tiai = γ · tjai pour des monômes distincts tiai
et tjaj de r mais sans que cette valeur γ soit un saut.

Lemme 4.4.18. Soit (M, v) un module valué, r =
∑n
i=0 t

iai ∈ R\{0} et γ ∈ SautM (r). Alors
un x ∈ M de valuation γ est irrégulier pour r si, et seulement si, il l'est pour rγ . De plus, si
x.rγ 6= 0 et si (M, v) est t-divisible et henselien, il existe un unique x>γ ∈M de valuation > γ

tel que x− x>γ est une racine de rγ .

Preuve. Soit x de valuation γ. Puisque r réalise un saut au point γ, Iγ a nécessairement au

moins 2 éléments, et rγ a au plus un seul point de saut dans v(M), à savoir γ. D'autre part, par

dé�nition de rγ , on a γ · (r− rγ) > γ · rγ et γ · rγ = γ · r. En conséquence si x est irrégulier pour

rγ alors on a v(x.r) = v(x.rγ+x.(r−rγ)) > γ ·rγ . D'où x est irrégulier pour r. Réciproquement,

si x est régulier pour rγ , on a v(x.r) = v(x.(r− rγ) + x.rγ) = v(x.rγ) = v(x) · rγ = v(x) · r, i.e.
x est régulier pour r.

Donc γ est un saut de rγ et par conséquent c'est l'unique saut de rγ . De plus, la dé�nition

de rγ implique que HM (rγ) = M>γ et HensM (rγ) = M>γ·rγ . D'où x.rγ ∈ HensM (rγ) ou bien

x.rγ = 0.
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Supposons maintenant (M, v) t-divisible et henselien et x.rγ ∈ HensM (rγ). Soit x>γ

l'unique élément de HM (rγ) tel que x>γ .rγ = x.rγ dont l'existence est justi�ée par le lemme

4.4.12. Alors x− x>γ ∈ annM (rγ) comme voulu.

Remarque 4.4.19. Soit γ ∈ SautM (r) ; si rγ 6= r alors annM (rγ) ∩ annM (r) = 0.

Preuve. Si x.r = 0 et x.rγ = 0, on a nécessairement x.(r− rγ) = 0. Or par dé�nition de rγ ,

si r− rγ 6= 0 alors γ /∈ SautM (r− rγ) ; en particulier si v(x) = γ, x ne peut annuler r− rγ . Or
SautM (rγ) ⊂ {γ}, donc un zéro non nul de rγ est nécessairement de valuation γ.

Corollaire 4.4.20. Soit (M,v) t-divisible et henselien. Alors, pour tout r ∈ R \ {0}, si x ∈
annM (r) \ {0}, il existe un unique x′ ∈ annM (rγ) tel que v(x−x′) > v(x) et x−x′ est régulier
pour r. En particulier, si N est le sous-module de M engendré par les racines des polynômes
n'ayant qu'un seul saut dans M , alors l'extension (N ⊂Mtor, v) est immédiate.

Preuve. Si rγ = r on prend x′ := x. Sinon par la remarque précédente x.rγ 6= 0 et par

le lemme 4.4.18 on obtient l'existence d'un tel x′ comme énoncé. Le fait que Mtor est une

extension immédiate de N suit trivialement.

Il su�t alors de montrer que x − x′ est régulier pour r. Soit γ = v(x).Le résultat est

évident si γ = maxSautM (r). Supposons que ce n'est pas le cas. On a v(x.rγ) = v(r(x −
x′).rγ) = v(x.(r − rγ)). Or x est régulier pour r − rγ et x − x′ est régulier pour rγ . Notons
r := rγ + r′ et γs le successeur de γ dans SautM (r). Par l'équation x.(−rγ) = x.r′, on a

v(x.r′) = v(x) · r′ = γ · r′ = v((x − x′).rγ) = v(x − x′) · rγ < γs · r′ 6 γs · rγ . Par conséquent
v(x− x′) ∈]γ, γs[ et x− x′ est régulier.

La proposition suivante et son corollaire établissent en e�et la conclusion que l'on veut avoir
pour les modules a�nement maximaux.

Proposition 4.4.21. Supposons que (M,v) est henselien et t-divisible. Rappelons que K0 =

Fix(ϕ). Soit r ∈ R \ {0}. Alors il existe une K0-base B =
⋃
γ∈SautM (r) bγ de annM (r), où

chaque bγ est une famille valuation-indépendante d'éléments de valuation γ, et donc B est
valuation-indépendante. De plus, chaque bγ s'injecte via une application ξγ dans l'ensemble
ann(rγ) \ {0}. En conséquence, l'application

ξ =
∑

γ∈SautM (r)

ξγ : annM (r)→
∑

γ∈SautM (r)

ann(rγ)

est un plongement K0-linéaire.

Preuve. Pour tout γ ∈ ∆, annM (r)>γ := annM (r) ∩M>γ = {x ∈ annM (r) | v(x) > γ} (ou
de même ann>γ(r) := {x ∈ annM (r) | v(x) > γ}) est un sous-espace vectoriel de annM (r).

On va construire par induction une base valuation-indépendante B de annM (r). On dé�nit

bγr (rappelons que γr = maxSautM (r)) comme étant une base de annM (r)>γr . Cette base

est nécessairement valuation-indépendante car, comme dans la preuve de 4.4.18, si x 6= y ∈
annM (r)>γr , alors v(x − y) = γr. Soit γ ∈ SautM (r) ; supposons que l'on ait dé�ni, pour
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chaque δ ∈ SautM (r) véri�ant γ < δ, un sous-ensemble valuation-indépendant bδ de M tel

que
⋃
δ>γ bδ est une base valuation-indépendante de annM (r)>γ . On dé�nit bγ en prenant une

base d'un supplémentaire de annM (r)>γ dans annM (r)>γ .

Soit y ∈ bγ . Par 4.4.20, il existe un et un seul y0 ∈ ann(rγ) tel que v(y−y0) > v(y). On pose

alors ξγ(y) = y0. Puisque bγ est une famille valuation-indépendante, pour tous y′ ∈ bγ \ {0, y},
y − y′ est de valuation γ, en particulier ξγ(y) 6= ξγ(y′). Ceci montre l'injectivité de ξγ . En�n,∑
γ ξγ est bien dé�nie et est un plongement K0-linéaire par le procédé même dé�nissant chaque

ξγ .

Corollaire 4.4.22. Supposons K0 = Fix(ϕ) �ni de cardinalité q. Soit (M,v) un module valué
t-divisible, henselien et tel que, pour tout s ∈ R séparable de degré n, |annM (s)| = qn. Alors,
pour tout r ∈ R\{0}, on peut dé�nir un isomorphisme de K0-espaces vectoriels ξr : annM (r)→∑
γ∈SautM (r) annM (rγ), véri�ant, pour tout y ∈ annM (r), v(ξ(y)− y) > v(y). En conséquence,

si x ∈ M est un élément irrégulier pour r, alors il existe x0 ∈ annM (r) tel que x − x0 est
régulier pour r.

Preuve. Soit r ∈ R \ {0} que l'on écrit comme
∑
i∈I t

iai. Si r n'a qu'un seul point de saut γ

alors nécessairement r = rγ et on a �ni. En e�et, pour tous monômes distincts tiai et tjaj de

r, le polynôme tiai + tjai a des racines non nulles ; donc r 6= rγ implique l'existence d'autres

points de saut pour r ; de plus, quand r a plusieurs sauts, γ0 = minSautM (r) < . . . < γj <

. . . , γl = maxSautM (r), si tkak et tmam sont des termes consécutifs de r, alors tkak + tmam

a une racine non-nulle dans M . Ceci implique par la remarque 4.4.16 que pour tout j > 1,

deg(rγj ) = kγj−1
(i.e. on ne peut pas avoir un cas similaire au cas (∗) de l'exemple 4.4.17) et

rγ0 = tnan + · · ·+ tkγ0akγ0 , rγl = tkl−1akl−1
+ · · ·+akl . En particulier n = max I et kl = min I.

Supposons donc que r a plusieurs sauts. Montrons d'abord que r a une racine dans M de

valuation γl = maxSautM (r). Par ce qui précède, rγl a une racine non nulle, notons-la y0. Alors,

par le lemme 4.4.18, y0 est irrégulier pour r. Puisque γl = maxSautM (r) et par les remarques

faites ci-dessus, HensM (r) = HensM (rγl). Donc y0.r ∈ HensM (r). Alors par 4.4.12, il existe

un unique y′ ∈ HM (r) tel que y′.r = y0.r, i.e. y′− y0 est une racine non nulle de r de valuation

γl. Cela montre qu'on peut dé�nir d'une manière et d'une seule une fonction K0-linéaire ξγl :

annM (r)>γl → annM (rγl) satisfaisant pour tout y, v(ξγ1(y)− y) > v(y). Supposons que l'on a

dé�ni ξγj pour tout j, l > j > 1, de telle façon que
∑
j>1 ξγj : annM (r)>γ1 →

∑
j>1 annM (rγj )

soit une bijection. Puisque pour chaque j > 1,
∣∣annM (rγj )

∣∣ = qdegs(rγj ) = q
kγj−1

−kγkj , on a

|annM (r)>γ1 | =

∣∣∣∣∣∣
∑
j>1

annM (rγj )

∣∣∣∣∣∣ =
∏
j>1

∣∣annM (rγj )
∣∣ = q(

∑
j>1 kγj−1

−kγj ) = qkγ0−kγl .

On a rγ0 = tnan + · · · + tkγ0akγ0 , donc rγ0 a exactement qn−kγ0 racines. Par ailleurs, le fait

que r a exactement qn−kl racines implique
∣∣∣ annM (r)
annM (r)>γ1

∣∣∣ = qn−kγ0 . Par conséquent annM (r)
annM (r)>γ1

et annM (rγ0) sont des K0-espaces vectoriels isomorphes. Ce qui permet d'établir la bijection

voulue.
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En�n, soit x un élément irrégulier pour r. On veut montrer qu'il existe une racine x′0 de

r tel que x−′0 soit régulier pour r. Si j = l l'assertion suit par henselianité de M . Supposons

que, pour tout j′ tel que l > j′ > j, si y est de valuation γj′ et est irrégulier pour r, alors

v(y−y0) > γj′ et y−y0 est régulier pour r. Par le lemme 4.4.18, x s'écrit comme x′0 +x>γ avec

x>γ de valuation > γ et x′0 ∈ annM (rγj ). Prenons une fonction ξr dé�nie comme ci-dessus.

Alors, avec x0 := ξ−1(x′0), on a v(x − x0) > γj . Maintenant, ou bien x − x0 est régulier pour

r, ou bien il est irrégulier de valuation γj′ pour un certain j′ > j. Dans le second cas, par

induction, pour un certain z0 ∈ annM (r), x−x0−z0 est de valuation > γj′ et est régulier pour

r. D'où le résultat.

Remarque 4.4.23. Si (L, v) est un corps algébriquement clos non trivialement valué de ca-
ractéristique p > 0 et ϕ une puissance de Frobenius alors, pour tout sous-corps F de L, le
F [t;ϕ]-module valué (L, v) remplit les hypothèses du corollaire précédent.

On termine cette section par deux résultats concernant en particulier le cas des modules
(ou des sous-modules) sans torsion.

Proposition 4.4.24. Un module valué henselien sans torsion est régulier.

Preuve. Soit (M, v) un module valué sans torsion. Montrons que, pour tout x ∈M et tout

r ∈ R \ {0}, on a v(x.r) = v(x) · r. Supposons que x ∈ M est irrégulier pour un certain r.

Alors, avec γ = v(x), x est irrégulier pour rγ . Comme dans la preuve du lemme 4.4.18, on

montre que x.rγ ∈ HensM (rγ). Écrivons rγ comme tksγ avec sγ séparable. Or par le lemme

4.4.6, HensM (rγ) = HensM (sγ). Par conséquent il existe (un unique) x′ ∈ HM (sγ) tel que

x′.sγ = x.rγ = (x.tk).sγ . Donc x′−x.tk ∈ annM (sγ). Par le lemme 4.4.6,HM (sγ) = HM (rγ)·tk.
Or HM (rγ) = M>γ . Il vient v(x′) > γ ·tk = v(x.tk). En particulier x′−x.tk 6= 0. Contradiction.

Corollaire 4.4.25. Il existe des D-espaces vectoriels valués tels que toutes ses extensions
a�nes et a�nement maximaux contiennent de la torsion. En conséquence, dans la catégorie
des D-espaces vectoriels valués on n'a pas l'existence des extensions maximales.

Preuve. Le D-espace vectoriel K-trivialement valué, cité dans la proposition 3.2.9, est non

henselien. Donc ses extensions immédiates a�nes et a�nement maximaux comme R-module

contiennent de la torsion.

Remarque 4.4.26. Ce résultat va être renforcé par le corollaire 4.5.15.

Proposition 4.4.27. Soit (M,v) un module valué henselien et t-divisible. Alors un élément
x ∈M régulier n'est jamais limite d'une suite pseudo-Cauchy de Mtor sans limite dans Mtor.

Preuve. Supposons que le contraire est témoigné par un x ∈ M . Soit (xδ)δ∈I une suite

pseudo-Cauchy de Mtor convergeant vers x et n'ayant pas de limite dans Mtor, et (rδ)δ∈I

une suite d'élément de R \ 0 tel que xδ.rδ = 0. Puisque x est régulier, pour tout δ, on a

v((x − xδ).rδ) = v(x.rδ) = v(x) · rδ. Donc v(x) > v(x − xδ) pour tout δ. Mais alors, avec le
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fait que la suite v(x− xδ) est strictement croissante, on a v(x) > v(x− xδ) pour tout δ. Ceci
implique que 0 est une limite de la suite (xδ)δ. Contradiction.

4.5 Modules valués résiduellement divisibles

Les résultats qui suivent montreront que l'on peut substituer aux hypothèses du corollaire
4.4.22 précédent, l'hypothèse que le module est a�nement maximal (cf. la dé�nition 4.3.14) et
résiduellement divisible.

Dé�nition 4.5.1. Un module valué (M,v) est dit résiduellement divisible si :

1. pour tout z ∈M , il existe y ∈M tel que v(z − y.t) > v(z)

2. pour tout r =
∑
i∈I t

iai ∈ R, s'il existe (un unique) γ ∈ ∆ tel que, pour tous i, j ∈ I,
γ · tiai = γ · tjaj , alors, pour tout z ∈ M de valuation γ · r, il existe y ∈ M de valuation γ
et tel que v(z − y.r) > v(z) = γ · r.

Remarque 4.5.2. Les propriétés 1 et 2 sont clairement du premier ordre. La première condition
implique en particulier que τ est surjectif sur v(M) et que, pour tout (m,λ) ∈ N × K et
pour tout z ∈ M , il existe y ∈ M tel que v(z − y.tmλ) > v(z). En particulier, si (M,v) est
résiduellement divisible, alors pour tout r ∈ R \ {0} l'application γ 7→ γ · r est une bijection.
Ce résultat sera renforcé dans le lemme 4.5.9.

Remarquer que y apparaissant dans le deuxième point de la dé�nition ci-dessus est régulier
pour r.

Lemme 4.5.3. Si (M,v) est un module valué résiduellement divisible alors, pour tout z ∈M
et pour tout r ∈ R \ {0}, il existe y ∈M régulier pour r et tel que v(y.r − z) > v(z).

Preuve. Soit z ∈M . Par la remarque ci-dessus, il existe γ ∈ v(M) tel que γ · r = v(z). Soit

r =
∑
i∈I t

iai ∈ R, J = {j ∈ I | γ · tjaj = γ · r} et rJ =
∑
j∈J t

jaj . On écrit r = r′+ rJ . Alors,

par la dé�nition de rJ , on a v(z) = γ · rJ . De plus, ou bien rJ est de la forme tjaj ou bien,

pour tous j, k ∈ J , γ · tjaj = γ · tkak. Dans les deux cas, puisqueM est résiduellement divisible,

il existe y ∈ M de valuation γ, tel que v(y.rJ − z) > v(z). Encore par la dé�nition de rJ ,

v(y.r′)r′ > v(y)·rJ = v(z). Par conséquent v(y.(r′+rJ)−z) > min{v(y.r′), v(y.rJ−z)} > v(z).

Remarque 4.5.4. La preuve ci-dessus montre que, si (M,v) satisfait la condition 1. de la dé�-
niton 4.5.1 et la condition 2 pour les polynômes de degré 6 n, alors pour tout r ∈ R, de degré
n, et pour tout z ∈M , il existe y ∈M régulier pour r et tel que v(y.r − z) > v(z).

Dé�nition 4.5.5. Soit (K, v) un corps de valué de caractéristique p > 0. On dit que (K, v)

est un corps de Kaplansky si
� v(K) = pv(K)

� le corps résiduel Kres de K est p-clos, i.e. Kres est divisible comme Kres[t;x 7→ xp]-
module.

Il a été montré dans [Ka] que l'extension immédiate algébrique algébriquement maximale
d'un corps de Kaplansky est unique à isomorphisme près.
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Proposition 4.5.6. Soit (K, v) un corps valué de caractéristique p > 0, alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Vu comme module valué sur K[t;x 7→ xp], K est résiduellement divisible.

2. K est un corps de Kaplansky.

Preuve. 1 ⇒ 2 : Par la remarque 4.5.2, on a v(K) = pv(K). Montrons que le corps

résiduel Kres de K est un Kres[t;x 7→ xp]-module divisible. Soit z̄ ∈ Kres (z ∈ K) et q̄ =

tnān + . . .+ tkāk ∈ Kres[t;x 7→ xp] (ai ∈ K). On peut clairement supposer que v(z) = v(an) =

· · · = v(ak) = 0. Alors, avec q = tnan + . . . tkak, 0 est l'unique élément γ de v(K) tel que, pour

tout i véri�ant k 6 i 6 n, on ait γ · tiai = γ · q. Par conséquent il existe y ∈M de valuation 0

et tel que v(y.q − z) > 0, i.e ȳ.q̄ = z̄.

2⇒ 1 : Soit z in K. Soit Q un polynôme additif de K[X], que l'on identi�e avec son image q

dans K[t;x 7→ xp]. Écrivons q = tnan + · · ·+ tkak. Soit δ = v(z). Puisque v(K) est p-divisible,

pour tout i tel que k 6 i 6 n, il existe γi ∈ v(K) tel que γi · tiai = δ, en particulier ·q est

surjectif sur v(K). Soit i0 tel que γi0 · q = δ. Posons γ := γi0 et J := {j ∈ I | γ · tjaj =

δ}. Posons qJ =
∑
j∈J t

jaj . Puisque γ · (q − qJ) > δ, il su�t de trouver un élément y de

valuation γ tel que, v(y.qJ − z) > δ. Écrivons qJ = tj0s avec s séparable. Supposons d'abord

s = 1. Soit alors y ∈ K un élément de valuation δ/pj0 . Si v(y.tj0 − z) > v(z), alors on a

�ni. Sinon, considérons le polynôme Xpj0 ypj0 z−1 − 1. Soit c la classe de ypj0 z−1 dans le corps

résiduel Kres de K. Soit d ∈ Kres tel que d
pj0
c = 1̄. Alors il est immédiat de véri�er que si

v((dy)p
j0−z) > v(z). Supposons maintenant s 6= 1. Il su�t de trouver un élément y ∈ K tel que

v(y.s− z) > v(z). Dans ce cas en e�et, en procédant comme ci-dessus, on peut trouver y′ ∈ K
tel que v(y′.tj0 − y) > v(y) ; alors, en écrivant y′.qJ − z comme (y′.tj0 − y).s+ y.s− z, on voit

qu'il est de valuation > v(z). On peut donc supposer que qJ = s est séparable. Soit u = z/a0.

Alors, pour tout j ∈ J , pjv(u) + v(aj) = v(z). Par conséquent les coe�cients du polynôme

F (X) :=
∑
j∈J(Xu)pjajz

−1 − 1 sont tous de valuation 0. Soit f le polynôme à coe�cients

dans Kres obtenu en remplaçant les coe�cients de F par leurs résidus dans Kres. Puisque

Kres est p-clos, il existe une racine u0 ∈ Kres de f . Il est facile de véri�er que (u0u).s− z est

de valuation > v(z).

Les lemmes suivants permettent d'exposer diverses propriétés des modules valués résiduel-
lement divisibles.

Lemme 4.5.7. Soit (M,v) un module valué résiduellement divisible. Alors toute extension
immédiate de (M,v) est résiduellement divisible.

Preuve. Soit (M ⊂ N, v) une extension immédiate. Soit r ∈ R, de la forme tmλ ou comme

dans la dé�nition 4.5.1 (2), et z ∈ N de valuation γ ·r. Puisque N est une extension immédiate

de M , il existe zM ∈M tel que v(z − zM ) > v(z). Puisque v(zM ) = v(z) = γ · r et que (M,v)

est résiduellement divisible, il existe yM ∈ M tel que v(zM − yM .r) > v(zM ) = v(z). Par

conséquent v(z − zM + zM − yM .r) > v(z).
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Lemme 4.5.8. Un module valué divisible est résiduellement divisible.

Preuve. Soit r et γ comme dans la dé�nition 4.5.1 et z ∈ M \ {0}. Il su�t de voir qu'il

existe y ∈M tel que y.r = z et v(y) = γ. Or, pour tout y tel que y.r = z, on a v(y) = γ. Sinon

en e�et v(y) < γ. Alors v(y) · r < γ · r mais v(y.r) = γ · r. Cela implique que v(y) ∈ SautM (r),

ce qui est impossible car r a γ pour seul saut.

Lemme 4.5.9. Soit (M, v) résiduellement divisible et a�nement maximal. Alors (M,v) est
divisible. De plus, pour chaque r ∈ R \ {0} et pour tout x ∈ M \ {0}, il existe y ∈ M régulier
pour r tel que y.r = x. En conséquence pour tout x ∈ M et pour tout r ∈ R \ {0}, tel que
x.r 6= 0, il existe a ∈ annM (r) tel que, x− a est régulier pour r.

Preuve. On va utiliser le lemme 4.5.3.

Soit 0 6= z ∈ M . Il existe x0 ∈ M régulier pour r et tel que z − x0.r soit de valuation

> v(z). Si z 6= x0.r, de même il existe x1 ∈ M régulier pour r et tel que z − x0.r − x1.r soit

de valuation > v(z − x0.r). Ainsi on peut construire une suite (xi)i∈N telle que, pour chaque

i, xi est régulier pour r et que la suite (v(xi))i∈N soit strictement croissante. Donc la suite

ai =
∑
j6i xj est pseudo-Cauchy et (ai.r)i converge vers z.

Soit α un ordinal limite et supposons que l'on a dé�ni une suite pseudo-Cauchy, (ai)i<α,

telle que ai+1 − ai est régulier pour r, et que (ai.r)i converge vers z. Puisque (M,v) est

a�nement maximal et que (ai)i<ω est de type a�ne, cette suite a une limite aα dans M . De

plus, v(aα) = v(x0), et v(x0.r) = v(aα.r) et, puisque x0 est régulier pour r, aα est régulier

pour r. Alors z − aα.r est de valuation > v(z − ai.r) pour tout i < α. Cela provient du

fait que v(z − aα.r − (z − ai.r)) = v((aα − ai).r) = v((ai+1 − ai).r) = v(z − ai.r). Donc

v(z−aα.r) > v(z−ai.r) pour tout i < α. Puisque la suite v(z−ai.r) est strictement croissante,

on a en fait v(z− aα.r) > v(z− ai.r) pour tout i. Si z 6= aα.r alors il existe xα+1 ∈M régulier

pour r et tel que v(z − aα.r − xα+1.r) > v(z − aα.r). Alors v(xα+1) > v(aα − ai) pour tout

i < α. En e�et v(z−aα.r) > v(z−ai.r) = v((ai+1−ai).r) = v(ai+1−ai) ·r = v(aα−ai) ·r, cela
montre que aα−ai est régulier pour r. Comme xα+1 est régulier pour r, v(xα+1) > v(xi). Alors

on pose aα+1 = aα + xα+1. Pour des raisons de cardinalité on ne peut prolonger indé�niment

la suite (ai)i, et donc on trouve a∗ ∈M régulier pour r et tel que a∗.r = z.

Corollaire 4.5.10. Si (M, v) est a�nement maximal et résiduellement divisible alors un élé-
ment x ∈ M est régulier pour r si et seulement si v(x) = max{v(y) | y ∈ M et y.r = x.r}, si
et seulement si v(x) = max{v(x− x′) | x′ ∈ annM (r)}.

Corollaire 4.5.11. Soit M un module valué a�nement maximal et résiduellement divisible.
Soit r ∈ R \ {0}, γ ∈ SautM (r) et y0 ∈ M racine du sous-polynôme rγ . Alors il existe
y ∈ annM (r) tel que v(y − y0) > γ. En particulier chaque fonction ξr dé�nie comme dans le
lemme 4.4.21 est bijective.

Preuve. Par la remarque 4.4.19, y0 est irrégulier pour r. Par la proposition ci-dessus, il

existe y′ ∈ M régulier pour r tel que y′.r = y0.r. Par conséquent y′ est de valuation > v(y0)
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et il su�t de poser y := y′ − y0.

Soit ξr : ann(r)→
∑
γ′∈SautM (r) ann(r′γ), dé�nie comme dans la proposition 4.4.21. Suppo-

sons que
∑
γ′>γ ξγ′ établit une bijection de ann(r)>γ sur

∑
γ′>γ ann(r′γ). Écrivons y = yγ+y>γ

où y>γ appartient à ann(r)>γ et yγ appartient au supplémentaire choisi lors de la dé�nition

de ξ. Par l'inégalité ultramétrique on a nécessairement ξ(yγ) = y0. D'où le résultat.

Récapitulons les résultats que l'on vient d'exposer dans le théorème suivant. Noter que
le point 2. ci-dessous est analogue au résultat 4.4.22, mais qu'on ne suppose plus ici que les
annulateurs sont �nis.

Théorème 4.5.12. Soit (M,v) résiduellement divisible. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. (M, v) est a�nement maximal.

2. (M, v) est henselien, t-divisible et, pour tout r ∈ R \ {0}, il existe une bijection K0-linéaire
ξ entre annM (r) et

∑
γ∈SautM (r) annM (rγ) telle que, pour tout y ∈ annM (r), (v(ξ(y)− y) >

v(y).

3. Pour tout r ∈ R \ {0}, pour tout z ∈ M \ {0}, il existe y ∈ M régulier pour r et tel que
y.r = z

Preuve. 1.⇒ 2. : Ce sont les énoncés 4.4.14, 4.5.9 et 4.5.11 qui l'a�rment.

2.⇒ 3. : Soit z ∈M \{0} et y ∈M véri�ant y.r = z donné par la divisibilité de M . Supposons

que y est irregulier pour r. Alors y est irrégulier pour un certain sous-polynôme rγ , et puisque

(M,v) est t-divisible et henselien, y s'écrit comme y0+y>γ avec yγ .rγ = y.rγ . Soit a0 ∈ annM (r)

tel que ξ(a0) = y0, alors y − a0 est valuation > γ et (y − a0).r = z. Puisque SautM (r) est �ni

on doit �nir par trouver une suite �nie a0, a1, . . . , an ∈ ann(r) avec y −
∑
ai

régulier pour r.

3. ⇒ 1 : Si une suite pseudo-Cauchy (xρ.r)ρ<λ a une limite z ∈ M , on montre exactement de

la même façon que dans la preuve du théorème 4.7.1, que (xρ)ρ converge vers un x ∈ M tel

que x.r = z.

On déduit de ce théorème les conséquences suivantes.

Corollaire 4.5.13. La classe des modules valués résiduellement divisibles et a�nement maxi-
maux est une classe élémentaire.

Preuve. Découle du point 3. du théorème ci-dessus.

Corollaire 4.5.14. Si (M,v) est a�nement maximal et divisible, alors il en est de même
pour Mtor. En conséquence, une extension immédiate de Mtor est a�nement maximale si et
seulement elle est divisible.

Preuve. La première assertion découle de la 2ème caractérisation du théorème ci-dessus.

D'autre part, par le lemme 4.5.7, toute extension immédiate A de Mtor est résiduellement

divisible, donc si A est de plus a�nement maximale alors elle est divisible.

51



52 K[t;ϕ]-modules valués : K agit par translations sur la valuation

Corollaire 4.5.15. Un D-espace vectoriel valué est a�nement maximal si et si seulement s'il
est régulier.

Preuve. On avait déjà établi par 4.4.24 que tout module sans torsion henselien doit être

régulier. Réciproquement unD-espace vectoriel régulier est a�nement maximal par le théorème

ci-dessus.

On termine cette section avec diverses caractérisations des éléments réguliers d'un module
valué résiduellement divisible et a�nement maximal (M, v).

Lemme 4.5.16. Soit x ∈M \ {0}. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. x.R est un sous-module régulier,

2. il existe q ∈ R \ {0} tel que x est régulier pour q et x.q est régulier,

3. x est régulier,

4. max{v(y − x) | y ∈Mtor} existe et est égal à v(x),

5. x.R et Mtor sont en somme valuation-indépendante, i.e. pour tout y ∈ Mtor et tout r ∈ R,
v(x.r − y) = min{v(x.r), v(y)}.

Preuve. 1⇒ 2 : Évident en prenant q = 1.

2 ⇒ 3 : Soit q ∈ R \ {0} tel que x régulier pour q et x.q est régulier. Supposons que x est

irrégulier pour un certain r ∈ R. Soit q′, r′ ∈ R \ {0} tels que qq′ = rr′. Alors x est irrégulier

pour rr′ et donc pour qq′. Dans ce cas, par le lemme 4.1.14, ou bien x est irrégulier pour q, ou

bien x.q est irrégulier pour q′. Contradiction.

3⇒ 4 : Par le lemme 4.4.27 x n'est pas une limite d'une suite pseudo-Cauchy sans limite dans

Mtor. Donc max{v(y−x) |y ∈Mtor} = v(x−y0) pour un certain y0 ∈Mtor. Si v(x−y0) > v(x)

alors, x est irrégulier pour un certain 0 6= r annulant y0. D'où le résultat.

4 ⇒ 5 : Supposons v(x.r − y) > v(x.r) = v(y) pour un certain 0 6= r ∈ R et y ∈ Mtor. Soit

z ∈ M régulier pour r, donné par le théorème 4.5.12, tel que z.r = x.r − y. Alors v(z) > v(x)

et (x− z).r = y. Donc x− z ∈Mtor et v(x− (x− z)) > v(x) : contradiction.

5 ⇒ 1 : Soit r ∈ R tel que x.r est irrégulier pour un certain s ∈ R. Alors, pour un certain

x0 ∈ annM (s), v(xr − x0) > v(x.r). Par conséquent les sous-modules x.R et Mtor ne peuvent

être en somme valuation-indépendante.

Remarque 4.5.17. Si x ∈M est régulier alors, par le lemme 4.1.14, chaque x.r est régulier. De
plus le corollaire 4.4.27, utilisé pour montrer l'implication 2 ⇒ 3 dans la preuve ci-dessus, a
comme seule hypothèse que (M, v) est t-divisible et henselien. Cela montre que l'équivalence
entre 1, 2 et 3 s'obtient en n'utilisant le fait que (M,v) est henselien et t-divisible.

Corollaire 4.5.18. Soit x ∈M régulier. Alors, pour tout y ∈M irrégulier de valuation > v(x),
on a v(x+ y) = v(x) et x+ y est régulier.

Preuve. Soit y ∈M irrégulier. Par l'inégalité ultramétrique, si v(y) > v(x) alors v(x+ y) =

v(x) et donc pour r ∈ R\{0}, on a v(x.r) = v(x)·r < v(y)·r 6 v(y.r), d'où v((x+y).r) = v(x)·r,
et ainsi x+ y est régulier pour r.
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Supposons que v(x) = v(y). Soit q ∈ R pour lequel y est irrégulier. Alors v(y.q) > v(x.q) et

par conséquent v((x+ y).q) = v(x.q) = v(x) · q, donc on ne peut avoir v(x+ y) > v(x) = v(y).

Soit r ∈ R \ {0}. Montrons que x+ y est régulier pour r. Si y est irrégulier pour r, en répétant

l'argument ci-dessus, v(y.r) > v(x.r) = v(x) · r et v((x+ y).r) = v(x) · r = v(x+ y) · r. Si y est
régulier pour r alors v(x.r) = v(y.r). De plus y.r est irrégulier car sinon, par le lemme 4.5.16, y

serait régulier avec v(x) = v(y). Puisque x est régulier, x.r est régulier et, par le paragraphe ci-

dessus, on a v(x.r+y.r) = min{v(x.r), v(y.r)} = v(x.r) qui est égal à v(x) ·r car x est régulier.

Toujours par le paragraphe ci-dessus v(x+ y) = v(x) et donc v(x+ y) · r = v((x+ y).r)) ; i.e.

x+ y est régulier pour r.

Corollaire 4.5.19. Soit M∗ ⊂ M un sous-module valué divisible contenant Mtor et x1 ∈
M \M∗. Supposons que pour un certain x0 ∈M∗, on a v(x1−x0) = max{v(x1−x′) |x′ ∈M∗}.
Alors x := x1 − x0 est régulier et les sous-modules M∗ et x.R sont en somme valuation-
indépendante.

Preuve. Même démonstration que pour 4⇒ 5 dans la preuve du lemme 4.5.16.

4.6 Un principe d'Ax-Kochen et Ershov

Dans cette section on va voir que la théorie d'un module valué a�nement maximal et
résiduellement divisible est codée dans la théorie de sa chaîne de valuation (cf. le théorème
4.6.3).

Soit Q l'ensemble des éléments premiers r ∈ R, tel qu'il existe γ ∈ ∆ \ {0} tel que pour
tout monôme tiai de r on a :

γ · tiai = γ · r.

En particulier, un tel r a exactement un seul saut, à savoir γ. On va montrer que pour tout
r ∈ R \ {0}, |annM (r)| dépend uniquement des |annM (q)| pour un nombre �ni de q ∈ Q.

Proposition 4.6.1. Soit (M,v) résiduellement divisible et a�nement maximal. Alors la fonc-
tion ηM : R \ {0} → N ∪ {∞}, r 7→ |annM (r)|, est déterminée par sa restriction à Q.

Preuve. Nous raisonnons par induction sur le degré. Soit d ∈ N\{0}. Notons R<d l'ensemble
des polynômes non nuls de degré strictement inférieur à d. Soit r un élément de R de degré d,

qu'on peut supposer séparable. Si d = 1, alors r est premier et a au plus deux monômes. Si de

plus SautM (r) est non vide alors r ∈ Q ; sinon ηM (r) = 0, nécessairement. Supposons d > 1 et

la restriction de ηM à R<d déterminée par la restriction de ηM à Q. On a r = r1 . . . rn où les ri

sont premiers. Donc |annM (r)| =
∏
i |annM (r)i|. Si n > 1, alors on a �ni grâce à l'hypothèse de

l'induction. On peut donc supposer que r est premier et r /∈ Q. Alors, par le théorème 4.5.12,

|annM (r)| =
∏
γ∈SautM (r) |annM (rγ)|. Puisque r /∈ Q, |SautM (r)| > 2. Soit δ = minSautM (r).

Alors, rδ n'est pas séparable et pour tout γ 6= δ, rγ est de degré strictement inférieur à d. Alors

on a �ni par l'hypothèse d'induction.
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Avant d'attaquer le résultat �nal de cette section, rappelons le contexte dans lequel on
travaille. On considère nos modèles dans le langage L = LV ∪ LR ∪ {v}, où LR est le langage
des R-modules, LV le langage des R-chaînes et v un symbole de fonction unaire.

Pour établir le résultat d'Ax-Kochen et Ershov on procède comme dans le chapitre précédent
et on montre un résultat d'élimination des quanti�cateurs de la sorte module, relativement à
une théorie complète de R-chaînes.

On considère un corps (K, vK) valué non trivialement, ϕ un endormorphisme de (K,+,×)

tel que vK(ϕ(x)) > 2vK(x) pour tout x ∈ OK , et R = K[t;ϕ]. Soit (F,∆) un R-module non
K-trivialement valué tel que la valuation induite par la K-chaîne v(F ) sur K est vK . Soit
Tv la LV -théorie complète de v(F ), TorF la LR-théorie constituée des énoncés vrais dans F ,
de la forme |ηF (r)| = n ou des ensembles d'énoncés exprimant |ηF (r)| = ∞, pour r ∈ Q, et
TMm la théorie des modules nonK-trivialement valués, a�nement maximaux et résiduellement
divisibles. On pose

T := TMm ∪ Tv ∪ TorF .

Soit Θv l'ensemble des L-formules de la forme :

φ(x̄)
∧
Q ȳ1 ψ(ȳ1, ȳ2, v(t1(x̄)), . . . , v(tk(x̄))), où :

− φ est sans quanti�cateur dans le langage des R-modules LR, ψ est sans quanti�cateur dans
LV , et Q est un ensemble de quanti�cateurs,
− x̄ est un uplet de variables de la sorte module, ȳ1, ȳ2 sont des uplets de variables de la sorte
de l'ensemble des valuations, et les ti sont des LR-termes en x̄.

Remarque 4.6.2. Si (M,v) et (N,w) sont deux modules non K-trivialement valués, alors un
L-plongement de (M,v) vers (N,w) est donné par un couple (f, fv) où f est un LR-plongement
et fv un LV -plongement, tels que, pour tout x ∈M , on ait fv(v(x)) = w(f(x)).

Théorème 4.6.3. La théorie T élimine les quanti�cateurs portant sur la sorte module : toute
L-formule est équivalente modulo T à une formule de Θv. En conséquence si (M,v) et (N,w)

sont des modèles de T :
� Si (M,v) se plonge dans (N,w) de telle façon que le plongement induit de v(M) dans
w(N) soit LV -élémentaire, alors (M,v) � (N,w).

� Si (M,v) se plonge dans (N,w) de telle façon que l'image de v(M) dans w(N) par le plon-
gement induit soit existentiellement close dans w(N), alors (M,v) est existentiellement
clos dans (N,w)

� Si les chaînes v(M) et w(N) sont LV -élémentairement équivalentes, alors (M, v) et
(N,w) sont élémentairement équivalents.

Corollaire 4.6.4. Soit (M,v1) et (N, v2) deux corps de Kaplansky algébriquement maximaux,
extensions algébriques communes non rami�ées d'un corps valué (K, v) de caractéristique p > 0.
Alors, avec R := K[t;x 7→ xp] et R′ := Kres[t;x 7→ xp], on a : (M,v1) ≡ (N, v2) comme R-
modules valués, si et seulement si Mres ≡ Nres comme R′-modules.

Preuve. Il su�t de véri�er que, pour tout corps (M,w) qui est de Kaplansky, algébriquement

maximal, et extension non rami�ée de (K, v), la théorie du corps résiduel Mres, comme R′-

module, détermine la fonction ηM .

Soit q =
∑n
i=0 t

iai ∈ Q et γ ∈ w(M) \ {∞} tel que γ · r = γ · tiai pour tout monôme

tiai de q. On peut clairement supposer que a0 = 1. Soit z ∈ K de valuation γ. Considérons le
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polynôme r := zqz−1, qui correspond au polynôme additif :

z(pn−1)anX
pn + · · ·+ z(pi−1)aiX

pi + · · ·+X.

Par le fait que {γ} = SautM (q), on a pour tout i, piv(z) + v(ai) = v(z) = γ, d'où r a tous

ses coe�cients de valuation 0. Par dé�nition de r, en considérant l'application x 7→ xz, on a

|annM (r)| = |annM (q)|. Ensuite |annM (r)| = |annMres
(r̄)|, car r est séparable et M henselien.

Le théorème 4.6.3 sera une conséquence du résultat ci-dessous.

Proposition 4.6.5. Soit (M, v) et (N,w) deux modules valués modèles de T. Supposons (N,w)

|M |+-saturé. Soit (A, v) ⊂ (M,v) une sous-structure telle que (A, v) se plonge par un isomor-
phisme partiel f = (f, fv) préservant les formules de Θv dans (N,w). Alors f s'étend en un
plongement préservant les formules de Θv, de (M, v) dans (N,w).

A�n de montrer la proposition ci-dessus, on commence par établir des lemmes préliminaires.

Dans tout ce qui suit (M,v) et (N,w) seront comme dans l'énoncé ci-dessus.

Lemme 4.6.6. Soit A un sous-module deM , x ∈M\A a�ne sur A, et r0 le polynôme minimal
de x sur A. Soit y ∈ N tel que y.r0 = f(x.r0). Supposons que, pour tout r de degré < deg(r0)

et tout z ∈M , si z.r ∈ A, alors z ∈ A. Supposons de plus que gv : v(A+ x.R)→ w(N), est un
LV -plongement prolongeant fv et véri�e pour tout a ∈ A, gv(v(x − a)) = w(y − f(a)). Alors,
en notant g : A + x.R → N , l'homomorphisme de module envoyant x sur y et prolongeant f ,
g := (g, gv) est un plongement de module valué de (A+ x.R, v) dans (N,w).

Preuve. Il su�t de montrer que pour tout r de degré < n et pour tout a ∈ A on a

gv(v(x.r− a)) = w(y.r− f(a)). Soit r de degré < n. Par hypothèse A contient tous les ai ∈M
tels que ai.r = a. Par le lemme 4.5.12 il existe un certain i0 tel que (x− ai0) est régulier pour

r. Or v(x − ai0) = max{v(z) | z ∈ M v(z.r) = (x.r − a)} = max{v(x − ai) | ai.r = a}. Par
conséquent w(y− f(ai0)) = gv(v(x− ai0)) = max{v(y− f(ai)) | ai.r = a}. Donc y− f(ai) est

régulier pour r. Il vient : gv(v(x.r−a)) = gv(v(x−ai0) · r) = w(y− f(ai0)) · r = w(y.r− f(a)).

Lemme 4.6.7. Soit x, y et r0 comme ci-dessus. Supposons que gv(v(x)) = w(y) et x.r0 6= 0.

i. Si a ∈ A, si x−a est régulier pour r0 et si y−f(a) est régulier pour r0, alors gv(v(x−a)) =

w(y − f(a)).

ii. Si de plus A contient toutes les racines de r0 dans M , alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) pour tout a ∈ A, gv(v(x− a)) = w(y − f(a)),

(2) pour tout a ∈ A, x− a est régulier pour r0 si et seulement si y− f(a) est régulier pour
r0.

Preuve. i) Soit z := x − a régulier pour r0, et z′ := y − f(a) régulier pour r0, c'est-

à-dire que l'on a gv(v(z) · r0) = w(z′) · r0 en plus du fait que gv(v(z.r0)) = w(z′.r0). Or

gv(v(z) · r0) = gv(v(z)) · r0. D'où gv(v(z)) = w(z′).

ii) (1) ⇒ (2) : Soit a ∈ A tel que x − a est régulier pour r0. Supposons que y − f(a) est

irrégulier pour r0, alors pour un certain b0 ∈ ann(r0) ⊂ B, w(y − f(a) − b0) > w(y − f(a)).
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Par conséquent, avec a0 := f−1(b0), on a v(x− a− a0) > v(x− a). Ceci est impossible.

(2)⇒ (1) : Soit a ∈ A. Si x−a est régulier pour r0 alors il en va de même pour y−f(a). Par le

point i, on a le résultat. Soit maintenant a ∈ A tel que x− a est irrégulier et donc y− f(a) est

irrégulier. Alors pour un certain a0 ∈ ann(r), x− a− a0 est régulier de valuation > v(x− a).

Alors y− f(a)− f(a0) est régulier de valuation > w(y− f(a)). En particulier, v(a−x) = v(a0)

et w(y − f(a)) = w(f(a0). Ceci montre l'assertion.

L'essentiel de la preuve de la proposition 4.6.5 réside dans la proposition ci-dessous.

Proposition 4.6.8. Soit C et C ′ des sous-modules respectifs de M et de N , isomorphes via
f = (f, fv) qui préserve les formules de Θv. Alors f s'étend en un plongement de module valué,
préservant les formules de Θv, de la clôture divisible de (Mtor + C) dans celle de (Ntor + C).

Preuve. Remarquons tout d'abord que tout sous-module de M contenant Mtor admet un

unique plus petit sous-module divisible le contenant. C'est exactement l'ensemble des x ∈ M
tels que, pour un certain r ∈ R \ {0}, x.r ∈ C. Cela justi�e l'emploi de l'expression � clôture

divisible � dans l'énoncé.

On commence par montrer que fv admet un prolongement gv : v((C+Mtor)
div)→ w((C+

Ntor)
div). Il est facile de voir qu'on peut fermer v(C) et w(C ′) d'abord par τ−1 : si δ est tel

que τn(δ) ∈ v(C), et si n est le minimum des entiers k tel que τk(δ) ∈ v(C ′), alors on prolonge

la fonction fv à v(C) ∪ {δ} en choisissant dans w(N) l'unique δ′ tel que τn(δ′) = fv(τ
n(δ)).

Le prolongement obtenu en continuant ainsi est un isomorphisme de R-chaîne entre v(At) et

w((C ′)t). On peut donc supposer que v(C) et w(C ′) sont clos par τ−1. Ceci implique que

l'on a v((C +Mtor)
div) = v(C) ∪ SautM (R). Par ailleurs, v(Mtor) = SautM (R) et w(Ntor) =

SautN (R) et chaque saut est uniquement déterminé par une équation de la forme τ i(−) · a =

(−), qui provient d'un élément de Q. Donc, si γ ∈ SautM (R) véri�e une équation comme

ci-dessus, puisque ηM = ηN , il existe δ ∈ w(Ntor) véri�ant la même équation que γ ; alors en

envoyant γ sur δ on prolonge fv. On continue jusqu'à ce que l'on épuise v(Mtor). Le plongement

obtenu est alors un plongement de R-chaîne en vertu de la proposition 4.1.9 ; notons le gv.

Véri�ons que (f, gv) : (C, v
(
(Mtor + C)div

)
→ (C ′, v

(
(Ntor + C ′)div

)
préserve les formules de

Θv : en e�et, puisque fv préserve toutes les LV -formules, fv est un isomorphisme de LV (v(C))-

structures entre les chaînes v(C) et w(C ′). De plus chaque élément γ de v
(
(C +Mtor)

div
)

tel que τn(γ) ∈ v(C) pour un certain entier n, est v(C)-dé�nissable (respectivement chaque

élément δ de w
(
(C ′ +Ntor)

div
)
tel que τn(δ) ∈ w(C ′) pour cet entier n est w(C) dé�nissable).

Donc γ et δ véri�ent les mêmes LV -formules. Par ailleurs, chaque saut est ∅-dé�nissable, donc,
il en va, a fortiori, de même pour les éléments de v(Mtor) et w(Ntor). En conséquence, gv

préserve toutes les LV -formule et (f, gv) préserve les formules de Θv.

Par la suite on supposera donc fv est un isomorphisme de R-chaînes ordonnées présevant

les formues de Θv entre v((Mtor +A)div) et w((Ntor +B)div).

On va montrer par induction sur n ∈ N l'assertion suivante : Pour tout sous-module A,
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tel que (Mtor + C)div ⊃ A ⊃ C, si f est un isomorphisme partiel de domaine (A, v(A)) sur

(B,w(B)), alors il se prolonge, en respectant fv, à un sous-module A ⊂ (Mtor +A)div tel que,

pour tout q ∈ R \ {0} de degré 6 n, A contient tout x ∈M tel que x.q ∈ A.

Il est clair que cela su�t pour obtenir la conclusion de la proposition.

Notons que, puisque tout sous-module est un K-espace vectoriel, l'assertion est trivialement

vraie pour n = 0. Fixons un entier n > 0 et supposons que pour tout sous-module comme ci-

dessus et pour tout entier k < n, l'assertion est vraie.

Soit alors (C ⊂ A ⊂ M, v) isomorphe à (C ′ ⊂ B ⊂ N,w) via f = (f, fv). D'après la

discussion ci-dessus, on suppose que fv est un isomorphisme de R-chaîne entre v((C+Mtor)
div)

et w(Ntor + C ′)div). On va donc prolonger f tel que f soit un plongement de module valué.

Notons que le prolongement à A qui sera ainsi obtenu, préservera nécessairement les formules

de Θ par le fait que v(A) ⊂ v((C +Mtor)
div) et w(B) ⊂ w((C +Mtor)

div).

On va séparer la démonstration en quatre étapes.

1ère étape. On va montrer que f se prolonge à un sous-module Â tel que, pour tout r de

degré n, pour tout x ∈M de valuation > maxSautM (r) (en particulier tout tel x est régulier

pour r), si x.r ∈ Â \ {0}, alors x ∈ Â. On convient que si SautM (r) est vide alors pour tout

x ∈M , v(x) > maxSautM (r).

Soit q ∈ R de degré n, a ∈ A \ {0} et x ∈M \A véri�ant et x.q = a. Choisissons y ∈ N \B,
régulier pour q et tel que y.q = f(a). En particulier w(y) > maxSautN (q). D'abord remarquons

que q est nécessairement premier : si q = rr′, avec r, r′ /∈ K, alors (x.r).r′ ∈ A et donc x.r ∈ A,
par suite x ∈ A, contradiction. Donc q -quitte à le rendre unitaire- est le polynôme minimal

de x sur A et de y sur B. Par conséquent, si y.q = f(a), les modules A + x.R et B + y.R

sont isomorphes par un isomorphisme étendant f et envoyant x sur y. Par ailleurs, d'une part

puisque fv(v(x.q)) = w(f(a)) = w(y.q) et que x et y sont régulier pour q, on a fv(v(x)) = w(y) ;

d'où pour tout a′ tel que v(x − a′) = min{v(x), v(a′)}, on a fv(v(x − a′)) = w(y − f(a′)).

Par ailleurs, pour tout a′ ∈ A, tel que v(x − a′) > v(x) = v(a′), x − a′ est régulier pour

q et on a fv(v(a − a′.q)) = fv(v(x − a′) · q) = w(f(a) − f(a′).q) = w(y − f(a′)) · q. Donc
fv(v(x − a′) = w(y − f(a′)). Par conséquent, par le lemme 4.6.6, en envoyant x sur y, f se

prolonge en un isomorphisme de module valué entre (A+x.R, v) et (B+ y.R,w), de telle sorte

que f soit un plongement de module valué.

(*) Par l'hypothèse d'induction il existe un sous-module A(x)<n ⊃ A + x.R et contenant

tout x′ ∈M tel que x′.s ∈ A(x)<n pour un certain s 6= 0 de degré < n. En itérant le processus,

on construit un sous-module A1 ⊃ A de M tel que, pour tout r de degré n et tout x′ ∈ M ,

si x′.r ∈ A \ {0} et si v(x′) > maxSautM (r), alors x′ ∈ A1. On construit de même pour tout

entier i, Ai+1 à partir de Ai. Alors Â :=
⋃
i∈NAi véri�e la propriété voulue.

Par ce qui précède, on suppose désormais que Â = A. Remarquons que A est en particulier
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divisible par tous les polynômes qui ne possèdent pas de sauts.

2ème étape. On va maintenant étendre f à un sous-module A′ qui contient tout élément

x ∈M tel que x.r ∈ A′ pour un certain r ∈ R de degré 6 n et ayant au plus un seul saut.

2.1 On va ajouter à A les racines des polynômes de degré n ayant un seul saut, éténdre f .

Choisissons un tel r, et x ∈ M \ A tel que x.r = 0. Soit y ∈ N une racine de r. Alors

fv(v(x)) = w(y) par le fait que fv envoie l'unique saut de r dans v(M) sur l'unique saut de r

dans w(N). De plus, pour tout a ∈ A tel que v(x−a) > v(x) = v(a), on a, x−a est de valuation
> maxSautM (r) donc appartient à A par l'étape précédente, donc x ∈ A : contradiction. D'où

pour tout a ∈ A, v(x − a) = min{v(x), v(a)} et fv(v(x − a)) = w(y − f(a)). Cela montre

avec 4.6.6 que, en envoyant x sur y, on peut prolonger f sur (A+ x.R, v). On applique alors le

procédé (*).

2.2 On va maintenant ajouter tout x ∈M tel que x.r ∈ A pour un certain r de degré n ayant

un seul saut. Soit deux tels x et r. Alors, v(x−a) est nécessairement régulier pour r, pour tout

a ∈ A. En e�et sinon pour un certain a0 ∈ annM (r), v(x − a − a0) > v(x − a) et x − a − a0

est de valuation strictement plus grande que le seul saut de r, donc x ∈ A comme ci-dessus :

contradiction. Soit alors y ∈ N tel que y.r = f(x.r). Alors y est nécessairement régulier par ce

qu'on vient de remarquer, et de même pour tout a ∈ A, y − f(a) est régulier pour r. Par le

lemme 4.6.7 f se prolonge sur (A+ x.R, v).

Par ce qui précède et par le procédé d'induction (*), on peut maintenant supposer que A

contient toutes les racines des polynômes de degré n n'ayant qu'un seul saut et tout élément

x ∈ M tel que x.r ∈ A, pour un r n'ayant qu'au plus seul saut, et x de valuation strictement

plus grande que l'unique saut r. Alors A est en particulier résiduellement divisible, pour les

polynômes de degré 6 n. C'est-à-dire que les conditions de la dé�nition 4.5.7 sont véri�ées

pour les polynômes r de degré 6 n (cf. remarque 4.5.4).

3ème étape. On va maintenant ajouter les racines des polynômes arbitraires de degré n.

Soit r de degré n et x ∈ M \ A tel que x.r = 0. On va montrer que x est limite d'une

suite pseudo-Cauchy (aγ)γ de A, sans limite dans A, de type a�ne et telle que aγ .r converge

vers 0 et que r est de degré minimal parmi les polynômes q ∈ R tel que (aγ .q)γ ait une

limite dans A. Cela impliquera que A + x.R est une extension immédiate de A, que son type

d'isomorphisme est uniquement déterminé, et que f se prolonge sur (A + x.R, v). Soit a0 :=

ξr(x) ∈
∑
γ∈SautM (r) annM (rγ) ; alors v(x−a0) > v(x) et x−a0 est régulier pour r. Remarquons

que
∑
γ∈SautM (r) annM (rγ) ⊂ A, par l'étape 2. Puisque A est résiduellement divisible pour les

polynôme de degré n, par la remarque 4.5.4 il existe a′1 ∈ A régulier pour r tel que v(a0.r −
a′1.r) > v(a0.r). Puisque x− a0 et a′1 sont régulier pour r, nécessairement v(a1) = v(x− a0) >

v(a0). On pose a1 = a0 + a′1. On continue de même en prenant pour tout entier k > 1, a′k ∈ A
régulier pour r tel que v((a0 + a′1 + · · · + a′k−1).r + a′k.r) > v((a0 + a′1 + · · · + a′k−1).r), et en

posant ak = ak−1 +a′k. Alors clairement (ak)k<ω est une suite pseudo-Cauchy convergeant vers

x et (ak.r) converge vers 0. Si (ak)k a une limite aω dans A, alors v(x − aω) > v(ak+1 − ak)
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pour tout k, et donc on peut continuer de même pour en choisissant aω+1, aω+2 ... ; et de même

pour tout ordinal limite α, jusqu'à avoir construit une suite sans limite dans A. De plus, si q

est de degré < deg(r) et (aγ .q)γ ait une limite b ∈ A, alors (aγ)γ converge vers un élément

x′ ∈ (Mtor + A)div tel que x′.q ∈ A, par le fait que (Mtor + A)div est a�nement maximal et

divisible. Mais alors x′ devrait être dans A. Donc r est de degré minimal tel que (aγ .q)γ ait

une limite dans A, pour un certain q ∈ R. Ce qu'il fallait montrer.

4ème étape. Il reste à ajouter les x ∈ M \ A tels que x.r ∈ A \ {0}, pour un certain r de

degré n ayant |SautM (r)| > 2. On va supposer que |SautM (r)| = 2, le cas général se traite de

même.

Puisque A contient les racines de r, quitte à changer x par x − a0 pour un a0 ∈ annM (r) tel

que x− a0 est régulier pour r, on peut supposer que x est régulier pour r. Notons γ1, γ2 avec

γ1 < γ2 les sauts de r dans v(M). Si v(x) > γ1 et s'il existe a ∈ A tel que x− a est irrégulier

pour r, on a pour un certain a0 ∈ annM (r), x − a − a0 est régulier de valuation > γ2 donc

par l'étape 1, x ∈ A. Contradiction. Par conséquent pour tout a ∈ A, x − a est régulier pour

r. Alors, par 4.6.7, en choisissant y ∈ N \ {0} tel que y.r = f(a) et y régulier pour r, on peut

prolonger f à (A+x.R, v), et donc f , en envoyant x sur y. Maintenant on peut supposer que A

contient tout élément z de valuation > γ2, tel que z.r ∈ A. Alors on procède de même manière.

Notons un résultat intermédiaire en rappelant que tout D-espace vectoriel régulier est a�-
nement maximal par 4.5.15.

Corollaire 4.6.9. Si A est un R-sous-module non nul des D-espaces vectoriel réguliers E1

et E2, qui sont des clôtures divisibles de A, alors E1 et E2 sont isomorphes au dessus de A
comme espaces vectoriels valués.

Preuve de la proposition 4.6.5. Nous procédons par induction trans�nie. Par la proposition
ci-dessus, on peut supposer que A contient Mtor et est divisible et donc a�nement maximal.
Soit γ ∈ v(M) \ v(A) et x ∈ M de valuation γ. Alors pour tout r ∈ R \ {0}, v(x) · r /∈ v(A)

et donc les sous-modules x.R et A sont en somme valuation-indépendante. Par saturation et
par le fait que fv est un isomorphisme partiel préservant les LV -formules, il existe δ ∈ w(N)

satisfaisant les mêmes LV (v(A))-formules que γ. On prolonge fv à v(A)∪ {γ · r | r ∈ R \ {0}}
en envoyant γ · r sur δ · r pour tout r ∈ R. Alors, pour tout y ∈ N de valuation δ, B et y.R
sont en somme valuation-indépendante. Donc on peut prolonger f sur A+ x.R en envoyant x
sur y. Par suite par la proposition ci-dessus on peut prolonger f sur l'unique clôture divisible
de A+ x.R. De plus, par le choix de δ et y, f préserve les formules de Θv.

Donc, par induction trans�ni, on peut supposer qu'on ait v(M) = v(A), de plus du fait que
A contient Mtor et a�nement maximal. Soit x ∈M \A. Avec cela, tout isomorphisme partielle
prolongeant f préserve nécessairement les formules de Θv. Soit maintenant x ∈ M , limite sur
A d'une suite pseudo-Cauchy (xα)α∈Ω. Cette suite est nécessairement de type transcendant.
Donc le type d'isomorphisme sur (A, v) de (A + x.R, v) est uniquement déterminé par (xα)α.
Par saturation la suite (fv(xα))α admet une limite dans N , et donc (A + x.R, v) se plonge
dans (N,w) par un isomorphisme prolongeant f . Par le lemme 4.5.7, l'extension immédiate
(A + x.R, v) de A est résiduellement divisible. Dans ce cas, peut prolonger f sur l'unique
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extension a�ne et a�nement maximale de (A + x.R, v), qui n'est que la clôture divisible
A+ x.R.

En�n si x n'est pas limite sur A, alors par le lemme 4.5.19 pour un certain a ∈ A véri�ant
v(x− a) = max{v(x− a′) | a′ ∈ A} les sous-modules A et (x− a).R sont en somme valuation-
indépendante. Alors par saturation il existe y ∈ N \B tel que w(y−f(a)) = max{w(y−b) | b ∈
B}. Alors l'homomorphisme de module prolongeant f et envoyant x sur y dé�nit un plongement
du module valué A+ (x− a).R dans N ; on �nit comme ci-dessus.

4.7 Unicité de l'extension immédiate maximale des mo-
dules résiduellement divisibles

Dans le procédé va-et-vient de la démonstration du théorème 4.6.3, on a du être plus �ne
que le résultat global ci-dessous.

Théorème 4.7.1. Soit (M,v) un module valué résiduellement divisible. Alors

1. à isomorphisme près, (M, v) a une unique extension immédiate a�ne et a�nement maxi-
male ;

2. à isomorphisme près, (M,v) a une unique extension immédiate maximale.

Preuve. 1. Soit M∗1 et M∗2 deux extensions immédiates, a�nes et a�nement maximales de

M . Soit N1 ⊂M∗1 et N2 ⊂M∗2 deux extensions immédiates a�nes de M , qui sont isomorphes,

disons via f , au-dessus de M . Par le lemme de Zorn et par le corollaire 4.3.17, il su�t de

montrer que, si (xρ)ρ est une suite pseudo-Cauchy de type a�ne de N1 sans limite dans N1,

alors il existe une limite x de (xρ)ρ dans M∗1 et une limite y de (f(xρ))ρ dans M∗2 , telles que f

se prolonge en un isomorphisme entre N1 +x.R et N2 +y.R. Soit r ∈ R \{0} de degré minimal

tel que (xρ.r)ρ converge vers un élément a de N1. Remarquons que (f(xρ).r)ρ converge vers

f(a) et que r est degré minimal tel que (f(xρ).r)ρ admet une limite dans N2. Par le lemme

4.3.18, N1 a une extension immédiate a�ne contenant une limite x de (xρ)ρ, extension dont

le type d'isomorphisme est déterminé par (xρ)ρ, r et a, et qui est telle que r est le polynôme

minimal de x sur N1, et x.r = a. Il su�t de trouver dans M∗1 une limite x de la suite (xρ)ρ

véri�ant x.r = a (respectivement une limite y ∈M∗2 de la suite (f(xρ))ρ véri�ant y.r = f(a)).

On peut clairement supposer N1 = N2 = M et il reste à montrer que, si (xρ)ρ, r et a sont

comme ci-dessus, alors toute extension immédiate, a�ne et a�nement maximale deM contient

une limite x de (xρ)ρ qui véri�e x.r = a.

Soit (M∗, v) une extension immédiate, a�ne et a�nement maximale de M , (xρ)ρ<λ une

suite pseudo-Cauchy deM , de type a�ne et sans limite dansM , et r ∈ R\{0} de degré minimal

tel que xρ.r a une limite dans M , que nous noterons a. On va montrer que M∗ contient une

limite de la suite (xρ)ρ<λ qui est solution de l'équation x.r = a. On dé�nit une suite (yρ)ρ<λ

de M∗ en choisissant, pour tout ρ < λ, un élément yρ ∈M∗, dont l'existence est donnée par le
lemme 4.5.9, régulier pour r et tel que yρ.r = xρ.r − a. Remarquons que la suite (v(yρ))ρ est

strictement croissante. Si a = 0, alors (v(xρ.r))ρ converge vers 0. Donc, avec le fait que xρ est
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sans limite dans M , tous les xρ sont irréguliers pour r à partir d'un certain rang. C'est-à-dire

que, quand ρ est assez grand, xρ s'écrit comme yρ+a0
ρ avec yρ régulier pour r et, nécessairement

v(a0
ρ) = v(xρ) car, puisque yρ est régulier pour r, on a v(yρ) > v(xρ). Puisque la suite (xρ)ρ est

pseudo-Cauchy, la suite (v(a0
ρ+1 − a0

ρ))ρ ou bien est asymptotiquement strictement croissante

ou bien prend asymptotiquement la valeur ∞. Or la suite (a0
ρ+1 − a0

ρ)ρ vit dans annM∗(r),

donc la suite de ses valuations vit dans SautM∗(r) qui est �ni. Donc nécessairement a0
ρ+1 = a0

ρ

à partir d'un certain rang. En choisissant ρ0 su�samment grand, la suite (xρ)ρ converge vers

a0
ρ0 .

Supposons maintenant a 6= 0. Soit b ∈ M∗ régulier pour r et tel que b.r = a. Chaque

xρ s'écrit alors comme yρ + b + a0
ρ avec a0

ρ.r = 0. Puisque (xρ)ρ est sans limite dans M , la

suite (v(xρ))ρ est constante à partir d'un certain rang, ainsi que la suite (v(xρ.r))ρ, qui prend

la valeur ultime v(a). Comme (xρ.r)ρ converge vers a on a pour tout ρ su�samment grand,

v(xρ.r−a) > v(a) c'est à dire v(yρ.r) > v(b.r). Puisque yρ est régulier pour r, v(yρ) > v(b) pour

ρ assez grand. De plus, le fait que b est régulier pour r entraîne que, pour tout a0
ρ ∈ annM∗(r),

on a v(b+ a0
ρ) = min{v(b), v(a0

ρ)} pour ρ su�samment grand. D'où v(xρ) = v(b+ a0
ρ) < v(yρ)

pour ρ assez grand. Mais, (xρ)ρ étant une suite pseudo-Cauchy, la suite des valuations des

éléments xρ+1 − xρ = yρ+1 − yρ + a0
ρ+1 − a0

ρ est strictement croissante. Puisque SautM (r) est

�ni, on doit avoir nécessairement v(a0
ρ+1 − a0

ρ) > v(yρ+1 − yρ) = v(yρ) pour ρ assez grand.

Si la suite (a0
ρ)ρ devient constante alors on a �ni, car dans ce cas la suite (xρ)ρ admet b +

a0
ρ0 comme limite. Supposons que ce n'est pas le cas. Alors, pour tout ρ assez grand, on a

maxSautM (r) > v(a0
ρ+1 − a0

ρ) > v(yρ). Traitons le cas où SautM (r) = {γ1, γ2} avec γ1 < γ2,

le cas général se traite de même. On décompose chaque a0
ρ sur une même base valuation-

indépendante de annM∗(r) comme a0
ρ = a0

ρ,γ1 + a0
ρ,γ2 avec v(a0

ρ,γ1) = γ1 et v(a0
ρ,γ2) = γ2. On a

γ2 > v(xρ+1− xρ) = v(yρ) > v(b) pour ρ assez grand. Alors, si v(b) < γ1, b est limite de (xρ)ρ.

Si γ1 6 v(b) < γ2 alors nécessairement a0
ρ+1,γ1 = a0

ρ,γ1 à partir du moment où v(xρ+1) = v(xρ).

Par conséquent, si on choisit ρ0 su�samment grand, (xρ)ρ converge vers b+ a0
ρ0,γ1 .

2. SoitN1 etN2 deux extensions deM incluses respectivement dans deux extensions immédiates

maximales deM1 etM2 deM . Supposons queN1 etN2 sont isomorphes au-dessus deM , disons

via f : N1 → N2. Par le lemme de Zorn, il su�t de pouvoir prolonger f à un sous-module de

M1 contenantM et un élément deM1 \N1. Comme ci-dessus il est clair que l'on peut supposer

N1 = N2 = M et f l'identité. On peut de plus supposer M a�nement maximal par le point

1. Soit x ∈ N1 \M . Alors x est limite d'une suite pseudo-Cauchy de type transcendant sans

limite dans M . Cette même suite admet une limite y ∈ M2 et par le lemme 4.3.16, M1 ⊕ x.R
et M2 ⊕ y.R sont isomorphes au-dessus de M , ce qu'il fallait montrer.
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4.8 Un théorème de structure

Durant toute cette section, sauf mention contraire, (M,v) désignera un module résiduel-
lement divisible et maximal. De plus on supposera que dans (M,v) chaque r ∈ R \ {0} a un
nombre �ni de racines. Par 4.5.14 on sait que tout sous-module divisible de M contenant Mtor

est a�nement maximal.

Par la suite on supposera que ϕ est un automorphisme de K. On rappelle que, dans
ce cas, R est aussi euclidien à gauche ; en particulier c'est un anneau d'Ore à gauche. On
remarquera également que si K est de caractéristique p > 0 alors, en notant Kp sa clôture
parfaite, la structure de Kp[t, x 7→ xp]-module de Kp est induite par la structure de K[t, 7→ xp]-
module de Kp.

Notre résultat impliquera en particulier que si K est un sous-corps parfait d'un corps de
Kaplansky (U, v), qui est maximal, alors, en tant que K[t;x 7→ xp]-module U s'écrit comme
Kalg
imm⊕U ′ , oùK

alg
imm est une extension immédiate maximale de la clôture algébrique deK dans

U , U ′ est un sous-module régulier divisible de U et où Kalg
imm et U ′ sont en somme valuation

indépendante.

Rappelons que l'on désigne par D, le corps des fractions de R. Notons d'abord une obser-
vation simple qu'on a déjà utilisé plusieurs fois localement.

Lemme 4.8.1. Soit a un élément régulier de M . Alors a.R a une clôture divisible régulière,
unique à isomorphisme de module valué près.

Preuve. Par le lemme 4.5.16 le sous-module a.R est régulier. Soit N un sous-module sans

torsion de M contenant a.R. Remarquons d'abord la chose suivante :

Si z ∈ a.R est non-divisible dans N par un certain 0 6= r′ ∈ R, alors il existe q ∈ R \ {0} tel
que a est non divisible par q dans N :

On écrit a.r = z avec r ∈ R \ {0}. Puisque R est un anneau d'Ore à gauche, il existe q, q′ ∈ R
tels que, qr = q′r′. Alors a est non-divisible dans N par q. En e�et sinon soit z′ ∈ N tel que

z′.q = a. Il vient z = (z′.q).r = z′.qr = z′.q′r′ = (z′.q′).r′ : i.e. z est divisible par r′ dans N .

Contradiction.

Le paragraphe ci-dessus implique en particulier que N contient une clôture divisible de a.R

si et seulement si a est divisible dans N par tout r ∈ R \{0}, si et seulement si a divisible dans

N par tous les polynômes premiers et par t.

On procède par induction. Énumèrons l'ensemble {p ∈ R | p premier p} ∪ {t}, à K-

conjugaison près (cf chapitre 2). comme (pα)α<κ. On va construire une chaîne d'extensions

Xα<κ telle que dans Xα a est divisible par pβ pour tout β 6 α.

Puisque a.R est sans-torsion, a n'est divisible dans a.R par aucun des pα. Soit x0 ∈ M

régulier pour p0 tel que x0.p0 = a. Par le point 2. du lemme 4.5.16 x0 est régulier. On pose

X0 := x0.R qui est un sous-module régulier aussi par 4.5.16. Remarquons maintenant que a a

est divisible par p1 dans X0 si et seulement si x0 est divisible par q0 ; car, puisque R est aussi

un anneau d'Ore à gauche, il existe q0, q1 ∈ R \ {0} tels que q0p0 = q1p1. Soit x1 ∈M régulier

pour q0 tel que x1.q0 = x0. Alors x1.q1p1 = a et donc a est divisible dans x1.R par p1. En
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continuant ainsi, pour tout n < ω, on dé�nit Xn ⊇ Xn−1 de la forme xn.R, avec a divisible

par p0, . . . , pn dans Xn. Soit X :=
⋃
Xn. Supposons que a n'est pas divisible par pω dans X.

On va montrer que'il existe xω ∈M régulier tel que xω.pω = a et X + xω.R est régulier. Soit

Z := {z ∈M | z est régulier pour pω et z.pω = a} = {z1, . . . , zk}.

Tous les zi.R contiennent a.R et sont des sous-modules réguliers. Et puis comme ci-dessus,

pour tout n < ω, Xn a une extension régulière X ′n telle que, dans X ′n, a est divisible par

p0, . . . , pn, pω et le type d'isomorphisme au dessus de Xn de X ′n est uniquement déterminé.

Puisque Z est �ni et Xn ⊂ Xn+1(n < ω), il existe un i0 tel que tout Xn a une extension

régulière contenant zi0 . En particulier, pour tout n, Xn + zi0 .R est un sous-module régulier,

c'est à dire, en posant xω := zi0 , xω.R+X est régulier et on pose Xω := xω.R+X.

Plus généralement, si α est un ordinal limite, et si pour tout β < α, Xβ a une extension

X ′β régulière dans laquelle a est divisible par pα, alors, pour un certain xα régulier tel que

xα.pα = a,
⋃
β<αXβ + xα.R est régulier. Soit µ un ordinal successeur de la forme α + n avec

n < ω et supposons que Xα+n−1 est de la forme (
⋃
β<αMβ)+xα+n−1.R. Si a n'est pas divisible

dans Mα+n−1 par pα+n, alors xα+n−1 n'est divisible pas par un certain p′α+n. Donc, comme

ci-dessus, il existe un xα+n véri�ant xα+n.p
′
α+n = xα+n−1, régulier et tel que tout Mβ a une

extension régulier contenant xα+n. On continue alors en posant Xα+n = Mα + xα+n.R.

En�n l'unicité est a�rmée par 4.6.9.

Le résulat suivant est une sorte de réciproque au corollaire 4.4.25.

Lemme 4.8.2. Toute extension immédiate d'un sous-module régulier N deM est régulière. De
plus, si N est un sous-module divisible de M et si N ′ := N ⊕x.R est une extension immédiate
de N , alors les clôtures divisibles régulières de N ′ en sont des extensions immédiates.

Preuve. Soit N ⊂ A ⊂M avec N régulier et A une extension immédiate de N . Soit x ∈ A\N
que l'on suppose irrégulier pour un certain 0 6= r ∈ R. Prenons une suite pseudo-Cauchy de

N , (xγ)γ<λ convergeant vers x et sans limite dans N . Alors, pour γ su�samment grand on

devrait avoir v(x − xγ) > v(x) = v(xγ). Or, par le corollaire 4.5.18, puisque xγ est régulier

mais x irrégulier on a v(x− xγ) = v(x). Contradiction.

Alors l'extension immédiate a�ne a�nement maximale de N ′ est régulière. Elle est de plus

divisible par 4.5.9. C'est une clôture divisible de N car c'est une extension a�ne.

Lemme 4.8.3. Soit N ⊂M un sous-module régulier divisible et z un élément de M véri�ant
pour un certain z0 ∈ Mtor ⊕ N , v(z − z0) = max{v(z − z′) | z′ ∈ Mtor ⊕ N}. Alors avec
x := z − z0, N + x.R est régulier. De plus, pour toute clôture divisible régulière 〈x〉div de x.R,
N ⊕ 〈x〉div est régulier.

Preuve. Notons L = Mtor ⊕ N . Par le lemme 4.5.19, x est régulier et les modules L et

x.R sont valuation-indépendants. De plus N ⊕ x.R est régulier. En e�et, soit x.r + y que l'on
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suppose irrégulier avec y ∈ N . Remarquons que, puisque y et x.r sont tous les deux réguliers,

si v(x.r) > v(y), ou v(x.r) < v(y) alors x.r + y est régulier. Sinon v(x.r) = v(y) = v(x.r + y)

par la valuation indépendance de L et x.R. Puisque x.r + y est irrégulier, pour un certain

y0 ∈Mtor on a v(x.r+ y− y0) > v(x.r+ y) = v(x.r). Ceci est contradictoire avec le fait que L

et x.R soit valuation-indépendants.

Maintenant soit 〈x〉div une clôture divisible régulière de x.R. Soit y ∈ 〈x〉div. Soit z ∈ L de

même valuation que y et q le polynôme minimal de y sur x.R. On a v((y−z).q) = v(y.q−z.q) =

min{v(y.q), v(z.q)} = v(y.q) = v(y) · q. Donc v(z − y) = v(z) = v(y) = min{v(z), v(y)}. C'est-
à-dire que L et 〈x〉 sont en somme valuation-indépendante. Cela montre alors comme ci-dessus

que N ⊕ 〈x〉div est régulier.

Théorème 4.8.4. Supposons que (M, v) est un module valué maximal et résiduellement di-
visible. Alors M s'écrit comme M∗tor ⊕ N , où N un sous-module régulier de M , M∗tor une
extension immédiate maximale de Mtor et où la somme est valuation-indépendante.

Preuve. Après avoir (partiellement) ordonné par l'inclusion les sous-modules divisibles ré-

guliers de M , on peut en choisir un qui est maximal. Appelons-le N comme dans l'énoncé.

Par maximalité deM contient une extension immédiate maximaleM∗tor deMtor. Par le lemme

4.5.16Mtor et N sont en somme valuation-indépendante, donc égalementM∗tor etN . Supposons

M 6= M∗tor⊕N . Il existerait z′ ∈M \ (M∗tor⊕N) et on va montrer qu'il existerait N ′ contenant

strictement N , régulier, divisible et tel queM∗tor⊕N ′ 3 z′, et aboutir ainsi à une contradiction.
Puisque z /∈ M∗tor, il existe y0 ∈ M∗tor tel que v(z′ − y0) = max{v(z′ − y′) | y′ ∈ M∗tor}. On
pose z := z′ − y0. En particulier z est régulier.

(1) Si z.R+N est une extension immédiate de N , alors par le lemme 4.8.2 z est régulier et

N ⊕ z.R a une extension régulière divisible. Contradiction. Donc on a �ni.

(2) Si z.R n'est pas immédiate sur N et si z− z′′ est régulier pour tout z′′ ∈ N , alors, pour

tous z′′ ∈ N et z0 ∈ Mtor, v(x − z′′ − z0) = min{v(z − z′′), v(z0)} 6 v(z − z′′). Puisque z.R
n'est pas immédiate sur N , il existe un zd ∈ N tel que, v(z − zd) = max{v(z − z′′) | z′′ ∈ N}.
En posant x := z − zd, v(x) = max{v(x− y′) | y′ ∈Mtor ⊕N}. Alors par le lemme 4.8.3 pour

toute clôture divisible régulière 〈x〉div de x, N ⊕ 〈x〉div est régulier. Donc on a �ni.

(3) Si on n'est pas dans les cas précédents, alors z.R n'est pas immédiate sur N et il existe

z0
rg ∈ N tel que z − z0

rg est irrégulier pour un certain r0. D'où il existe un z0
tor ∈ M∗tor tel

que, v(z − z0
rg − z0

tor) = max{v(z − y′) | y′ ∈ M∗tor} > v(z − z0
rg) = v(z0

tor). En e�et on peut

supposer z0
tor ∈Mtor car z − z0

rg n'est pas limite sur Mtor par hypothèse. Donc z − z0
rg − z0

tor

est régulier, v(z) = v(z0
rg) (car sinon z − z0

rg serait régulier) et v(zrg) 6 v(z0
tor). En particulier

z0 := z0
rg + z0

tor est régulier et v(z0) = min{v(z0
rg), v(z0

tor)} = v(zrg). On teste les étapes 1

et 2 ci-dessus avec l'élément régulier z − z0, qui est de valuation > v(z). Si elles ne sont pas

véri�ées il existe z′rg ∈ N et z′tor ∈ Mtor) comme ci-dessus. Il vient, avec z1
tor := z0

tor + z′tor,
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z1
rg := z0

rg + z′rg et z1 := z1
tor + z1

rg :

v(z − z1) > v(z − z0) ; v(z0
rg − z1

rg) > v(z0
rg) et v(z1

tor − z0
tor) > v(z0

tor).

On itère le processus. Si on n'entre pas dans le cas 1 ou 2 en une étape �nie, on obtient

des suites pseudo-Cauchy (zitor)i<ω de Mtor, (zirg)i<ω de N et (zi = zitor + zirg)i<ω. Alors z est

clairement une limite de (zi)i. Soit z∗tor ∈ M∗tor une limite de (zitor)i. Alors z − z∗tor est une

limite de la suite (zirg)i. En e�et il su�t d'écrire :

v(z − z∗tor − zirg) = v(z − zi + (zitor − z∗tor)).

Si la suite (zirg)i n'a pas de limite dans N on a terminé : par le lemme 4.8.3 N ⊕ (z−z∗tor).R
est régulier. Sinon on pose zω = z−z∗tor−z∗rg, avec z∗rg ∈ N une limite de (zirg)i, et on continue

avec zω.

Ce processus doit terminer, puisque la cardinalité d'une suite pseudo-Cauchy de M est

bornée par la cardinalité de v(M).
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Chapitre 5

K[t;ϕ]-modules C-minimaux

Dans ce chapitre les modules valués (trivialement, K-trivialement et K-non trivialement)
sont considérés dans le formalisme des C-relations. Une C-relation est une relation ternaire
satisfaisant les axiomes suivants :

1. ∀x, y, z C(x, y, z)→ C(x, z, y),

2. ∀x, y, z C(x, y, z)→ ¬C(y, x, z),

3. ∀x, y, z, w C(x, y, z)→ (C(w, y, z) ∨ C(x,w, z)),

4. ∀x, y x 6= y → C(x, y, y).

Une C-relation interprète toujours un arbre (cf. [AdNe]) : pour des chaînes maximales x, y
et z, C(x, y, z), exprime que y et z branchent au-dessus de là où x et y (ou z) branchent. Une
distance ultramétrique induit la C-relation

C(x, y, z)⇔ d(x, y) = d(x, z) > d(y, z).

Donc un groupe abélien ou un corps valué porte en particulier la C-relation canonique

C(x, y, z)⇔ v(x− y) = v(x− z) < v(y − z).

Une valuation triviale, c'est-à-dire prenant au plus deux valeurs, induit la C-relation triviale
dé�nie comme : C(x, y, z)⇔ x 6= y = z.

La notion de C-minimalité, introduite dans [MacSt] et [HaMac], est un analogue de l'o-
minimalité 1.

Dé�nition 5.0.5. On dit qu'une expansion U = (U,C, . . . ) d'une C-relation est C-minimale si,
pour tout U ′ = (U ′,C, . . . ), élémentairement équivalente à U , tout sous-ensemble dé�nissable
(avec paramètres) de U ′, est dé�nissable sans quanti�cateur en n'utilisant que la relation
ternaire C.

Remarque 5.0.6. En présence d'une distance ultramétrique, la C-minimalité se traduit par
le fait que tout sous-ensemble (de la structure elle-même) dé�nissable est une combinaison
booléenne de boules �ouvertes� ou �fermées�.

1. Noter que la dé�nition que l'on vient de donner n'inclut pas l'axiome ci-dessous, dit de densité, classique-
ment admis dans les publications comme [MacSt] et [AdNe] :

∀xy x 6= y → ∃z 6= y C(x, y, z),

mais le remplace par l'axiome 4.
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Le groupe additif de Qp, muni de sa valuation p-adique, est C-minimal mais le corps Qp ne
l'est pas, par exemple l'ensemble des carré n'y est pas dé�nissable sans quanti�cateur dans le
langage des corps valués, donc dans le langage des corps équipés de la C-relation non plus. De
fait, un corps valué est C-minimal si et seulement s'il est algébriquement clos (cf. [HaMac])

Une structureM = (M, . . . ) est appelée fortement minimale si pour tout M ′ élémentaire-
ment équivalent àM , tout sous-ensemble dé�nissable deM ′ avec des paramètres, est �ni ou co-
�ni (i.e dé�nissable sans quanti�cateur en n'utilisant que l'égalité) ; elle est appelée o-minimale
si c'est une structure totalement ordonnée et telle que tout sous-ensemble dé�nissable deM est
une union �nie d'intervalles 2. La C-minimalité apparaît comme une généralisation commune
de la minimalité forte et de l'o-minimalité. Par exemple, une structure munie de la C-relation
triviale est C-minimale si et seulement si elle est fortement minimale. Plus généralement ces
trois notions sont étroitement liées. Notons également que les théories C-minimales sont dé-
pendantes, i.e elles ont la propriété NIP, comme les théories fortement minimales, o-minimales
et p-minimales (on pourra consulter [Mac] pour les dé�nitions des théories o-minimales, C-
minimales et p-minimales, dont le théorème 4.2.6 et la discussion qui le précède pour le résultat
concernant NIP).

Dans ce chapitre, on va caractériser les R-modules valués C-minimaux. Les résultats se
résument dans les trois théorèmes ci-dessous.

Théorème 5.0.7. Un R-module trivialement valué in�ni M est C-minimal (i.e. fortement
minimal dans ce cas, justi�ant la notation M , à la place de (M,v)) si et seulement si l'une
des conditions ci-dessous est véri�ée :

1. M est divisible et, pour tout r ∈ R \ {0}, annM (r) est �ni

2. l'idéal annulateur de M , {q ∈ R | x.q = 0, ∀x ∈M}, est engendré par un polynôme premier
r, R/rR est un corps et M est un (R/rR)-espace vectoriel.

Rappelons que LV = {<, (·r)r∈R,∞}, L′V = LV ∪ {(Rn)n∈N}, L′V0
= {<, τ,∞, (Rn)n∈N}

et que par la remarque 4.1.8 la L′V0
-structure v(M) d'un module K-trivialement valué et non-

trivialement valué (M,v) est une R-chaîne telle que la valuation induite vK sur K soit triviale.
Cela permet d'énoncer les deux résultats suivants dans le formalisme du chapitre 4.

Théorème 5.0.8. Soit (M, v) un module K-trivialement valué in�ni et non-trivialement valué.
Alors (M,v) est C-minimal si et seulement si v(M) est o-minimal dans le langage L′V , pour
tout r ∈ R \{0}, annM (r) est �ni, (M,v) est henselien et si l'une des conditions ci-dessous est
véri�ée ;

1. (M, v) est divisible,

2. M>θ.t contient une boule d'indice �ni etM = Mtor⊕M>θ, oùMtor est divisible et fortement
minimal s'il n'est pas �ni.

Théorème 5.0.9. Soit (M,v) un module valué non K-trivialement. Alors il est C-minimal
si et seulement s'il est a�nement maximal, résiduellement divisible et tel que v(M) soit une
LV -structure o-minimale.

2. Pour nous, un intervalle de M est un sous-ensemble convexe de M ayant des bornes dans M ∪ {−∞,∞}.
En particulier tout segment initial (ou �nal) et tout singleton de M est considéré comme un intervalle. Si on
modi�e cette dé�nition, en remplaçant le mot �intervalles�par le mot �convexes �, on obtient la dé�nition d'une
structure faiblement o-minimale. Noter que si une structure est o-minimale, alors il va de même pour sa théorie
complète, i.e. toute structure qui lui est élémentairement équivalente est o-minimale. Cette dernière propriété
est fausse pour les structures fortement minimales (et par voie de conséquence pour les structures C-minimales)
ou faiblement o-minimales (cf. [Mac] section 4).
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5.1 Cas fortement minimal

Lemme 5.1.1. Si M est un module fortement minimal in�ni sur un anneau S quelconque,
alors, pour tout r ∈ S \ {0},

annM (r) �ni ⇔ (M.r 6= 0)⇔M.r = M.

Preuve. Pour tout r ∈ S\{0}, annM (r) etM.r, étant dé�nissables, sont �nis ou co�nis. Étant

des sous-groupes, ils ne peuvent être co�nis propres. Si tous les deux sont �nis, en considérant

l'application M →M,x 7→ x.r, qui a comme noyau annM (r), on devrait avoir M �ni. Donc la

seule possibilité restante est celle qui est énoncée.

Lemme 5.1.2. Soit I un idéal bilatère non nul de R. Si ϕn = 1 pour un certain n ∈ N, alors
il existe q à coe�cients dans Fix(ϕ) (i.e. q ∈ Fix(ϕ)[t]) tel que I = q(tn)R. Si ϕ n'est pas
d'ordre �ni, alors I est de la forme tkR pour un certain k ∈ N.

Preuve. Voir la proposition 2.2.8 dans [Co].

Corollaire 5.1.3. Soit (M,v) un module valué trivialement, in�ni et fortement minimal. Soit
I = {r ∈ R |M.r = 0}. Alors, ou bien I = {0} et dans ce cas M est divisible et les annulateurs
annM (r) sont �nis, ou bien I 6= {0} et dans ce cas, I = rR pour un r ∈ R premier et M est
un R/rR-espace vectoriel.

Preuve. Le cas où I = {0} découle du lemme 5.1.1. Supposons donc I 6= {0}. Remarquons

que I est un idéal bilatère et que, par le lemme 5.1.2, il existe r ∈ K0[t;ϕ] (rappelons que

K0 =Fix(ϕ)) tel que I = rR. Soit d le degré de r. Alors pour tout q de degré < d véri�ant

r = qs on a M.q 6= 0 d'où par 5.1.1, M.q = M . Par conséquent M.r = M.qs = M.s = 0, d'où

s ∈ I. Donc q ∈ K. C'est-à-dire que r est premier. Par l'existence du ppcm, et par le théorème

de Bézout, le quotient R/rR est un corps.

Lemme 5.1.4. Si M est un R-module fortement minimal, si l'action de t est injective et si ϕ
n'est pas d'ordre �ni, alors l'idéal I ci-dessus est nul.

Preuve. Si ϕ n'est pas d'ordre �ni et si I 6= {0}, par le lemme 5.1.2, I est engendré par tk,

pour un certain k ∈ N>0. Puisque la multiplication par t est injective ceci n'est pas possible.

Remarque 5.1.5. Rappelons que dans notre dé�nition d'un module valué, t agit nécessairement
injectivement.

Preuve du théorème 5.0.7. Par ce qui précède il su�t de montrer qu'un R-module
satisfaisant 1 ou 2 est fortement minimal. SiM est un R-module satisfaisant 1, alors, par 1.1.2,
et par la proposition, 2.2.1, toute partie dé�nissable de M est �nie ou co�nie. Si M satisfait 2,
alors la structure de R-module sur M coïncide avec sa structure de R/rR-espace vectoriel. Or
un espace vectoriel est fortement minimal.
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5.2 Interlude : conséquences de la C-minimalité

Comme on l'a remarqué, la dé�nition originale incluait l'axiome de densité, mais cette
propriété n'intervient pas dans la démonstrations des résultats classiques ci-dessous.

On utilisera très fréquemment la proposition ci-dessous.

Proposition 5.2.1. Si G est un groupe valué C-minimal alors, pour tout sous-groupe dé�nis-
sable in�ni propre F de G, il existe γ ∈ v(G), tel que F contient G>γ (ou G>γ), et G>γ (ou
G>γ) est d'indice �ni dans F .

Preuve. Voir [MacSt] ou [Sim] 1.6(ii).

Proposition 5.2.2. Soit G = (G, v, . . . ) un groupe valué, porteur de structure additionnelle,
et C-minimal. Alors

1. pour tout γ ∈ v(G), le groupe G>γ/G>γ muni de la structure induite par G est fortement
minimal,

2. la chaîne v(G) munie de la structure induite par G est o-minimale.

Preuve. Voir [MacSt].

Corollaire 5.2.3. Soit (M, v) un R-module valué C-minimal. Alors,

1. pour tout γ ∈ v(M), M>γ/M>γ est un (K/vK)-espace vectoriel fortement minimal et,

2. la R-chaîne v(M) est o-minimale.

Dé�nition 5.2.4. On dira qu'un groupe (ou module) valué (M,v) est non trivialement valué
si v(M) n'est pas de la forme {γ,∞}.

Remarque 5.2.5. Dans le point 1 ci-dessus, si (M,v) est K-trivialement valué, i.e. si vK est
triviale, alors K/vK = K et donc tout M>γ/M>γ est un K espace-vectoriel.

5.3 Cas d'une valuation non triviale et K-triviale

Une des implications du théorème 5.0.8 est contenue dans la proposition suivante, qui
découle du théorème 3.3.7.

Proposition 5.3.1. Si (M, v) est un module K-trivialement valué divisible henselien, si pour
tout q ∈ R \ {0}, annM (q) est �ni et si v(M) est o-minimal dans le langage L′V , alors (M,v)

est C-minimal.

Preuve. Nous renvoyons à la preuve de la proposition 5.4.1 dont la présente proposition

n'est qu'un cas particulier.

Lemme 5.3.2. Soit (M, v) un module K-trivialement valué, tel que

1. Mtor est �ni et M = Mtor ⊕M>θ, et

2. M>θ est divisible et v(M) est o-minimal.

Alors (M,v) est C-minimal.
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Preuve. Si Mtor = 0 alors, M = M>θ est divisible henselien donc C-minimal par la propo-

sition précédante. Sinon, soit N ′ une clôture divisible de Mtor. Posons N := N ′ ⊕M>θ et on

étend v à N en posant v(xtor +x>θ) = θ si xtor est non nul. D'où (N, v) est divisible henselien

et v(N) = v(M), donc (N, v) est C-minimal, toujours par la proposition précédente. Alors

M =
⋃
a∈Mtor

M>θ + a, est une union �nie de boules de N , par conséquent il est C-minimal.

Une conséquence immédiate des deux résultats précédents est :

Corollaire 5.3.3. L'anneau de valuation d'un corps de caractéristique p > 0, parfait, muni
d'une valuation henselienne, de corps résiduel �ni ou p-clos, et de groupe de valuation divisible,
est C-minimal en tant que Fp[t;x→ xp]-module valué.

Preuve. Un groupe abélien ordonné divisible est o-minimal, donc a fortiori sa restriction à la

structure de Fp[t;x→ xp]-chaîne. Le corollaire découle donc du lemme 3.2.2 avec la proposition

5.3.1 si le corps résiduel est p-clos et avec le lemme 5.3.2 si le corps résiduel est �ni.

Exemple 5.3.4. Soit R = Fp[t;x 7→ xp]. L'anneau des séries de Puiseux sur Fp ou sur un
corps p-clos est C-minimal en tant que R-module valué mais le corps des séries de Puiseux ne
l'est pas.

Le lemme ci-dessous, avec le résultat du lemme précédent, montreront que la condition 2.

cité dans le théorème 5.0.8, implique la C-minimalité.

Lemme 5.3.5. Soit (M, v) un module K-trivialement valué henselien et tel que

1. Mtor est �ni et M = Mtor ⊕M>θ,

2. M>θ.t contient une boule de la forme M>γ ou M>γ , qui est d'indice �ni dans M>θ.t et
v(M>θ) est o-minimal.

Alors (M,v) est C-minimal.

Preuve. Si M>θ est divisible, alors l'assertion suit de lemme ci-dessus.

Montrons d'abord que la valuation sur M>θ détermine une et une seule valuation sur cha-

cune de ses clôtures divisibles (toutes isomorphes en tant que modules). Soit N une clôture

divisible de M>θ. Alors, puisque M>θ est divisible par tous les polynômes séparables, x ∈ N
si et seulement si x.tn ∈ M>θ pour un certain n ∈ N . Soit alors x ∈ N \M>θ et n minimal

tel que x.tn ∈M>θ. Soit γ = v(x.tn). On dé�nit v̄(x) comme le couple (γ, n). Si y ∈ N \M>θ

est tel que v̄(y) = (δ, k), on décrète que v̄(x) < v̄(y) si et seulement si τk(γ) < τn(δ). Il est

immédiat de véri�er que (N, v̄) est un module K-trivialement valué, et que v̄ prolonge v.

Montrons maintenant que M>θ s'identi�e à une union �nie de boules de (N, v̄). Soit B la

boule deM , d'indice �ni dansM>θ.t, dont l'existence est donnée par l'hypothèse du corollaire.

Montrons que B est en fait une boule de N . Soit γ le rayon de B, i.e. B = M>γ ou B = M>γ .

Soit x ∈ N \M>θ , avec v(x) > γ, et soit k > 1 minimal tel que x.tk ∈ M>θ. On a, v(x.tk) >

τk(γ) > γ. OrM>θ.t ⊃ B implique x.tk−1 ∈M>θ. Contradiction. D'où B = N>γ ou B = N>γ .

En écrivant M>θ.t =
⋃
iB + ai, on a M>θ = B.t−1 + a.t

−1, où B.t−1 est nécessairement la
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boule ouverte ou fermée de rayon τ−1(γ) et ai.t−1 est l'unique bi ∈ N tel que bi.t = ai. Par

conséquent, M>θ est une union �nie de boules de N donc M est une union �nie de boules

de N ⊕Mtor et il su�t de montrer que N ⊕Mtor est C-minimal. Puisque (N, v) est divisible

henselien sans-torsion, le lemme 5.3.2 dit qu'il su�t de montrer que v(N) est o-minimal.

Montrons d'abord que v(N) est la clôture de v(B) par τ−1. Soit x ∈M>θ, tel que x.t /∈ B.
On a v(x.t− ai) > v(x.t) = v(ai) pour un certain i ∈ {1, . . . , n}. Dans ce cas , v(x.t2) > v(x.t)

et donc pour tout i, v(x.t2 − ai) = v(ai). Alors x.t2 ∈ B nécessairement. Par ailleurs, si

x.t ∈ B de même pour x.t2. Donc N est aussi la clôture divisible de B. D'où v(N) est la

clôture de v(B) par τ−1, v(N) =
⋃
i∈N τ

−iv(B), et chaque τ−iv(B) est isomorphe à v(B) donc

ils sont tous o-minimaux. Puisque v(M) est o-minimal v(M) \ {θ,∞} est dense ou discret :

Soit DE l'ensemble des points ayant un voisinage dense et DI l'ensemble des points ayant un

prédécesseur et un successeur ; par o-minimalité, v(M) se partionne comme DE∪DI ∪F , avec
F �ni, plus précisement DE et DI sont des unions �nis d'intervalles séparés par au moins

un point de F ; par ce que τ est strictement croissant, il préserve chacun des trois ensembles,

DE, DI et F , et parce qu'il n'admet aucun point �xe sur v(M) \ {θ,∞}, F \ {θ,∞} = ∅, par
conséquent v(M) \ {θ,∞} = DE ou v(M) \ {θ,∞} = DI.

Maintenant, par [PiSt], si v(M) est discret alors τ est une translation sur v(M) et donc

v(N) est discret et τ reste une translation. Sinon si v(M) est dense, par construction v(N)

est dense. Dans le deux cas, la v(N) est une D-chaîne (au sens de la dé�nition 4.1.1) et est

o-minimal par le corollaire 1.16 de [Maa].

Les lemmes qui suivent montrent établissent des réciproques aux résultat ci-dessus et ainsi
complètent la preuve du théorème 5.0.8.

Lemme 5.3.6. Soit (M, v) un module K-trivialement valué, C-minimal, in�ni. S'il existe
a ∈M tel que v(a) < θ alors M est divisible.

Preuve. Soit q ∈ R, non nul. S'il existe un a ∈ M comme ci-dessus, alors v(M.q) n'a pas

de premier élément. Si M.q 6= M alors par la proposition 5.2.1 il contient un sous-groupe H

de la forme M>γ ou de la forme M>γ qui est d'indice �ni dans M.q. Alors M.q est la réunion

disjointe �nie des H + ai et donc v(M.q) a un premier élément. Contradiction.

Lemme 5.3.7. Soit (M,v) un module non trivialement valué qui est K-trivialement valué et
C-minimal. Alors, pour tout r ∈ R \ {0}, annM (r) est �ni.

Preuve. Si annM (r), est une partie propre in�ni deM , alors par la proposition 5.2.1 il existe

γ ∈ ∆ tel que annM (r) contient une boule de la forme M>γ ou M>γ qui est d'indice �ni dans

annM (r). Comme v(annM (r)) = {θ}, on obtient γ = θ ; dans ce cas là, on a nécessairement

M>θ = 0 et donc annM (r) = M>θ = Mtor. Cela implique en particulier∞ est l'unique élément

qui est strictement> θ. Puisque (M, v) est non trivialement valué, il existe donc des éléments

de valuation < θ. Par le lemme ci-dessus M est alors divisible ; d'où Mtor est divisible. Or ceci

contredit le fait que Mtor est annulé par un seul élément.
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Corollaire 5.3.8. Soit (M,v) non trivialement valué, K-trivialement valué et C-minimal. Si
Mtor est in�ni alors Mtor est divisible et fortement minimal.

Preuve. Mtor se plonge dans le R-module M>θ/M>θ qui est fortement minimal, on a la

divisibilité de M>θ/M>θ par le lemme ci-dessus et par le lemme 5.1.1, d'où la divisibilité de

Mtor. Alors par le lemme 2.2.1, tout sous-ensemble dé�nissable de Mtor est une combinaison

booléenne d'ensembles du type annM (r), avec r ∈ R \{0}. D'où, par le théorème 5.1.1, la forte

minimalité de Mtor par le fait que chaque annulateur est �ni.

Lemme 5.3.9. Soit (M, v) un module K-trivialement valué C-minimal. Alors (M,v) est hen-
selien.

Preuve. On va considérer 2 cas :

a. v(M>θ) n'a pas de premier élément. Par la proposition 5.2.1, si M>θ.r (r ∈ R \ 0) n'est pas

égal à M>θ, alors il contiendrait une boule ouverte ou fermée d'indice �ni. En particulier, ou

bien v(M>θ.r) aurait un plus petit élément ou bien pour un certain γ > θ on aurait M>θ.r =

M>γ . Ces deux cas sont impossibles car si r est séparable et x ∈M>θ, on a v(x.r) = v(x).

b. v(M>θ) a un plus petit élément. Soit γ0 ce plus petit élément > θ. Soit s ∈ Rsep. Écrivons
s comme tq + a avec a ∈ K. Encore par le lemme 5.2.1, si M>θ.s 6= M>θ alors il contient

un certain M>γ ou M>γ qui est d'indice �ni dans M>θ.s. Supposons que c'est M>γ , l'autre

cas se traite de même. Puisque M>γ est d'indice �ni dans M>θ.s, il existe γ1, . . . γk tel que

γ0 < γ1 < · · · < γk = γ avec γi+1 le successeur de γi dans v(M). Soit x de valuation γ0,

alors x0 := (x − x.a−1(tq + a)) = (x − x.a−1s) est de valuation > γ1 > γ0. Ainsi on dé�nit

xi := (xi−1 − xi−1.a
−1s), avec v(xi) > γi, pour 1 6 i 6 k. Donc v(xk) > γ. Par conséquent

xk est divisible par s, et donc x aussi. On a montré que M>θ est divisible par les polynômes

séparables, i.e. (M,v) est henselien.

Par ce qui précède, on peut supposer que M = M>θ et que Mtor est �ni. Il nous reste alors
à montrer le résultat suivant, avec lequel s'achève la preuve du théorème 5.0.8.

Lemme 5.3.10. Soit (M, v) un module K-trivialement valué C-minimal non divisible et tel
que M>θ = M et Mtor est �ni. Alors M = Mtor ⊕M>θ.

Preuve. Puisque Mtor est �ni la multiplication par t induit une bijection de Mtor. Donc

Mtor = annM (tk−1) pour un certain k ∈ N\{0}. Par conséquent,Mtor n'est pas divisible donc

M non plus. Donc M.(tk − 1) contient une boule (ouverte ou fermée) qui y est d'indice �ni,

d'après le lemme 5.2.1. En particulier le quotient M.(tk − 1)/(M>θ ∩M.(tk − 1)) est �ni ; de

plus il est sans torsion. Or, puisque R est in�ni, le seul module sans torsion �ni est le module

0. Cela implique queM.(tk−1) ⊂M>θ. On a l'inclusion réciproqueM>θ ⊂M.(tk−1) : (M, v)

est henselien par le lemme ci-dessus ; en particulier M>θ est divisible par le polynôme tk − 1 ;

cela implique que la suite ci-dessous est exacte (et clairement scindée) :

0 −→Mtor −→M
.(tk−1)−−−−−→ (M>θ) −→ 0.
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D'où M>θ est facteur direct dans M .

5.4 Cas d'une valuation non K-triviale

Les propositions ci-dessous établissent la preuve du théorème.

Proposition 5.4.1. Un module valué (M, v) a�nement maximal, résiduellement divisible,
ayant sa chaîne v(M) o-minimale et tel que, pour chaque r ∈ R \ {0}, annM (r) est �ni, est
C-minimal.

Preuve. Par le théorème 4.6.3, on sait que toute formule à une seule variable libre x, avec

paramètres, est équivalente à une formule de la forme

φ(x) ∧ ψ(v(t1(x)), . . . , v(tk(x)), γ),

où φ est une formule sans quanti�cateur et avec paramètres de LR, ψ est une formule sans

paramètres de L′V , les ti sont des LR-termes avec paramètres, et γ est un n-uplet d'éléments

de v(M). Donc φ est une combinaison booléenne de formules de la forme x.r = b. Puisque

annM (r) est �ni, elle dé�nit un ensemble �ni ou co�ni. On se ramène donc à montrer que

ψ(v(ti(x))i) décrit une combinaison booléenne de boules ouvertes ou fermées. On se contentera

de montrer que l'on peut remplacer les termes v(ti(x)) par des termes de la forme τk(v(x−ci))
où k ∈ N et ci ∈M . Ainsi ψ sera de la forme ψ′(v(x− c1), . . . , v(x− cn)). La C-minimalité de

(M, v) suit alors de l'o-minimalité de la R-chaîne v(M) par des considérations ultramétrique

générales (comme il a été explicité dans la preuve de la proposition 36 de [Maa]).

Les termes ti(x) sont de la forme x.ri − ai (ri ∈ R, ai ∈ M). Par divisiblité de M , il existe

bi ∈M tel que bi.ri = ai. Ainsi chaque terme ti(x) est égal à un terme de la forme (x− bi).ri.
La preuve sera donc achevée dès que nous aurons prouvé l'assertion suivante :

Etant donné r ∈ R \ {0}, il existe un recouvrement �ni de M par des ensembles dont chacun,

disons D, est une combinaison booléenne de boules de M et tel que pour un certain pramètre

d, (M, v) |= ∀x ∈ D, v(x · r) = v(x− d) · r.

En e�et, d'une part par le résultat 4.5.9, on a

∀x
∨

c∈annM (r)

v(x.r) = v((x− c).r) = v(x− c) · r.

Et d'autre part, pour tout c0 ∈ annM (r), l'ensemble {x ∈ M | v((x − c0).r) = v(x − c0) · r}
est exactement l'ensemble des éléments x tel que x− c0 est régulier pour r, et est égal, par le

corollaire 4.5.10, à l'ensemble {x | v(x− c0) = max{v(x− c0 − c); c ∈ annM (r)}}. Ce dernier
ensemble est clairement une combinaison booléenne de boules.

Proposition 5.4.2. Soit (M,v) un module valué non K-trivialement et C-minimal. Alors
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(M, v) est a�nement maximal et résiduellement divisible, et pour tout r ∈ R \ {0}, annM (r)

est �ni.

Preuve. Puisque vK est non triviale sur K, v(M) n'est pas minoré. Or SautM (r) est �ni

pour tout r ∈ R \ {0} donc annM (r) ne peut pas contenir de boule propre d'indice �ni et doit

être �ni. De plus, pour les mêmes raisons, v(M.r) n'est pas minoré, donc M.r ne peut contenir

de boule propre d'indice �ni et M.r = M . D'où M est divisible.

Supposons que (M,v) n'est pas a�nement maximal. Alors par le théorème 4.5.12 il existe

r ∈ R \ {0} et y ∈ M \ {0} tels que pour tout x véri�ant x.r = y, x est irrégulier pour r.

Donnons-nous un couple (r, y) comme ci-dessus. Puisque M est divisible l'ensemble A := {x ∈
M |x.r = y} est non-vide et puisque annM (r) est �ni il s'écrit comme A = {x1, . . . , xk}. Posons
γ = maxi{v(xi)} et prenons x ∈ A de valuation γ. Alors y ∈M>γ·r \ (M>γ) .r. On va montrer

que ceci conduit à une contradiction. Puisque γ est un saut, il est limite inférieure dans v(M)

des éléments δ ∈ v(M) \ SautM (r), par le lemme 4.1.9 et par la �nitude de SautM (r) ; donc il

est limite des éléments δ tel que v((M>δ.r) et v(M>δ·r) dé�nissent le même segment �nal de

v(M). Cela impose que M>γ·r = (M>γ) .r. Contradiction.

En�n, on donne une conséquence du résultat ci-dessus dans le cas des corps valués : par le
lemme 4.1.9 une R-chaîne o-minimale est dense et pleine ; par la remarque 4.1.20 un groupe
abélien ordonné plein comme R-chaîne est divisible, et en�n par 4.3.20 un corps valué (K, v) de
caractéristique p > 0 est algébriquement maximal si et seulement s'il est a�nement maximal
comme K[t;x 7→ xp]-module valué. Donc :

Corollaire 5.4.3. Soit (K, v) un corps valué in�ni et de caractéristique p > 0. Alors (K, v) est
C-minimal comme K[t;x 7→ xp]-module valué si et seulement s'il est algébriquement maximal
avec un corps résiduel p-clos et un groupe de valuation divisible.
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Chapitre 6

Modules avec une �ltration

valuationnelle

Dans ce chapitre on va considérer les R-modules comme des structures à une seule sorte,
avec des prédicats unaires additionnels qui seront interprétés comme des sous-groupes. Si par
exemple (M,v) est un module valué, ce chapitre permet de considérer la structure(

M,+, 0, (.r)r∈R, (M>γ)γ∈v(M)

)
.

On vise ainsi à étudier la structure de module des corps locaux en caractéristique p > 0, sur
un anneau de polynômes additifs. Cette approche est celle de Thomas Rohwer dans sa thèse
(cf. [Ro]). Nous allons nous intéresser à des modules qui ne sont pas t-divisibles, analogues
des corps non-parfaits. Cette situation nous amène à introduire les fonctions λ comme dans
le cas des corps séparablement clos et à nous référer à l'article de Dellunde, Delon et Point,
dans lequel elles étudient la structure de module des corps séparablement clos (cf. [DDP1]).
La première section de ce chapitre est en e�et une adaptation du cas séparablement clos au
cas henselien. La propriété de Hensel peut se traduire comme la divisibilité asymptotique, et
le résultat d'élimination des quanti�cateurs de l'article [DDP1] se transfère à notre cas comme
une propriété d'élimination des quanti�cateurs asymptotique (cf. théorème 6.5.2).

6.1 La cas parfait

Avant d'étudier le cas des corps locaux, on commence par regarder le cas "parfait", pour
motiver le lecteur.

Théorème 6.1.1. Soit (K, v) un corps de caractéristique p>0, parfait, non-trivialement valué
henselien, et de corps résiduel �ni Fq, où pn = q. Soit pour tout k > 1, tel que k divise n,
Rk := Fpk [t;x 7→ xp]. Alors la théorie de OK en tant que Rk-module est ℵ1-catégorique et
décidable. Cette théorie est axiomatisée par les axiomes suivants :

1. les axiomes de Rk-modules à droite et le fait que la multiplication par t est injective,

2. les axiomes disant que le sous-module de torsion est isomorphe à Fq en tant que Rk-module,

3. ∀y (∃x x.(tn − 1) = y)⇒ (∃z y = z.(tn − 1).r) pour tout r ∈ Rk \ {0}.
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Preuve. Soit T le système d'axiomes ci-dessus et D le corps de fractions de Rk. Comme

toujours dans le cas des corps, on intérprête x.t, par xp. Alors les axiomes 1 sont trivialement

véri�és. Voyons les axiomes 2. Trivalement Fq est contenu dans la torsion. Réciproquement, si

un élément x ∈ OK \ {0} est annulé par un polynôme additif à coe�cients dans Rk, alors x

est nécessairement de valuation 0 ; cela implique aussi que si y est tel que v(x− y) > 0, et si y

est annulé par le même polynôme que celui qui annulle x, alors x − y n'est pas annulé par ce

polynôme, d'où x = y. D'où le sous-module torsion de OK est isomorphe à Fq. En�n, quand
(K, v) est henselien,MK est exactement l'image de OK par le polynôme Xpn −X. Comme de

plus K est parfait, par le lemme 3.2.2,MK est divisible en tant que Rk-module. Cela montre

que OK véri�e l'axiome 3. ci-dessus.

Montrons la catégoricité de T . D'abord par le schéma d'axiomes 2., un modèle M de T a

son sous-module de torsion isomorphe à Fq. Si M ′ est l'image de l'application x 7→ x.(tn −
1) alors M = Fq ⊕ M ′ comme Rk-module. Le troisième schéma d'axiomes dit que M ′ est

divisible en tant que Rk-module. De plus, M ′ est sans torsion par le premier point ci-dessus.

Donc, M ′ est un espace vectoriel sur le corps D. Alors si N et M sont de modèles de T de

cardinalité ℵ1, en dé�nissant M ′ et N ′ comme ci-dessus, puisque Rk est dénombrable, N ′ et

M ′ sont isomorphes en tant que D-espaces vectoriels, donc comme Rk-modules. Donc M et

N sont isomorphes. Ainsi T est ℵ1-catégorique, donc complète. Comme elle est clairement

récursivement énumérable elle est décidable.

6.2 Le ϕ(K)-espace vectoriel K

Soit K un corps, ϕ un endomorphisme de (K,+,×, 1, 0) et R comme dans les préliminaires.

Dans tout ce qui suit on supposera que K est une extension �nie de ϕ(K) de degré d. Par la
suite on notera plutôt Kϕn l'image ϕn(K) et, pour a ∈ K, l'expression aϕ

n

désignera l'image
de a par ϕn. Fixons une base α = {α0, . . . , αd−1} du Kϕ-espace vectoriel K. En décomposant
K suivant la base α dans chaque facteur direct Kϕαi de K = ⊕d−1

i=0K
ϕαi et en itérant ce

processus, on voit que α induit pour chaque n une base α(n) du Kϕn -espace vectoriel K. Plus
précisément, si αj(n− 1) désigne le j-ème élément de α(n− 1), alors, en tant que Kϕn−1

-sous-
espace vectoriel de K, Kϕn−1

αj(n− 1) s'écrit comme :

Kϕn−1

αj(n− 1) =

(⊕
αi∈α

Kϕαi

)ϕn−1

αj(n− 1) =
⊕
αi∈α

Kϕnαϕ
n−1

i αj(n− 1).

On en déduit
α(n) =

(
(αϕ

n−1

i αj(n− 1))i∈d

)
j∈dn−1

,

où l'ensemble d'indices dn−1 est identi�é à l'ensemble des fonctions de {0, . . . , n − 1} dans
{0, . . . , d− 1}. Ainsi, dans l'expression ci-dessus, chaque choix d'un couple (i, j), avec i ∈ d et
j ∈ dn−1, dé�nit une unique fonction k ∈ dn. Ceci permet de noter d'une manière cohérente
l'élément αϕ

n−1
i αj(n− 1) ∈ α(n) comme αk ∈ dn.
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Lemme 6.2.1. a. Chaque polynôme q ∈ R s'écrit de manière unique comme
∑
i∈dn qiαi(n)

avec qi ∈ R.

b. Pour tout entier n > 0, il y a un endomorphisme de (R,+), que l'on notera ϕn
√, tel que

pour tout q =
∑
i∈dn qiαi(n) ∈ R,

tnq =
∑
i∈dn

ϕn
√
qit

nαi.

De plus, si q est séparable alors, pour chaque n, il y a un certain i ∈ dn tel que ϕn
√
qi soit

séparable.

Preuve.

a. Soit 0 6 k 6 s = deg q. En décomposant ak dans la base α(n), chaque monôme tkak de q

s'écrit de manière unique comme tk
∑
i∈dn a

ϕn

k,iαi. On pose qk,i = tkaϕ
n

k,i et qi =
∑

06k6s qk,i.

D'où q =
∑
i∈dn qiαi.

b. Pour a =
∑
i∈dn a

ϕn

i αi ∈ K, on dé�nit ϕn
√
a par

∑
i∈dn aiαi et on étend à q ∈ R en

appliquant ϕn
√ à chaque coe�cient de q. Par construction, ϕn

√ préserve l'addition. Pour

voir l'égalité tnq =
∑
i∈dn

ϕn
√
qit

nαi il su�t de montrer que tnqi = ϕn
√
qit

n. On remarque

que ϕn
√
qk,i = tkak,i et donc ϕn

√
qk,it

n = tn+kaϕ
n

k,i = tnqk,i. Par l'additivité de ϕn
√ on

établit : ϕn
√
qit

n = tnqi. En�n, si aucun des ϕn
√
qi n'est séparable, alors pour tout i, ϕn

√
qi

s'écrit comme tq′i avec q
′
i 6= 0. Donc, par ce qu'on vient de faire, tnq est la somme des tq′it

nαi,

des polynômes de degré > n+ 1, i.e. tnq ∈ tn+1R, d'où q ∈ tR. Donc q n'est pas séparable.

Corollaire 6.2.2. Le K-sous-espace vectoriel tnK de R, est de dimension dn, et tnα(n) =

{tnαi(n)}i∈dn en est une base. En conséquence, le K-sous-espace vectoriel des polynômes de
degré 6 n est de dimension

∑
06i6n d

i = dn+1−1
d−1 .

Preuve. Le résultat ci-dessus montre en particulier que, pour a ∈ K,

tna =
∑
i∈dn

ϕn
√
ait

nαi.

Dé�nition 6.2.3. On appellera t-libre, un R-module t-injectif et qui admet la décomposition
suivante la famille tα :

M =
⊕
i∈d

M.tαi.

Alors, pour tout i ∈ d on dé�nit λi : M →M , x 7→ xi, où les xi sont donnés par l'équation :

x = x0.tα0 + · · ·+ xi.tαi + . . . xd−1.tαd−1.

En particulier, par nos hypothèses sur K, K est t-libre comme K[t;ϕ]-module (en interpré-
tant x.t par xϕ). Si M est un module t-libre alors, comme ci-dessus, pour tout entier n > 0,
M s'écrit comme

M = ⊕i∈dnM.tnαi.

et on dé�nit de manière analogue les fonctions λi de niveau supérieur pour i ∈ dn.

Remarque 6.2.4. Les fonctions λi sont dé�nissables dans le langage LR, par une formule exis-
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tentielle et par une autre universelle :

y = λi(x)←→ ∀x1, . . . ,∀xi, . . . ,∀xd x =

d∑
j=1

xi.t.αj −→ xi = y (6.1)

et

y = λi(x)←→ ∃x1, . . . ,∃xi−1,∃xi+1, . . . ,∃xd x =

i−1∑
j=1

xj .tαj + y.tαi +

d∑
j=i+1

xj .tαj . (6.2)

Dé�nition 6.2.5. Soit LR le langage des K[t;ϕ]-modules. Alors Lλ désignera le langage
LR
⋃
{λi | i ∈ d}.

6.3 R-modules �ltrés

Ici, on présente un système d'axiomes dont les modèles incluent en particulier les corps
locaux en caractéristique p > 0, et qui permettra de montrer la proposition 6.5.2 qui est un
résultat d'élimination des quanti�cateurs au voisinage de 0.

Dans tout le reste on ne va considérer que des modules t-libres.

Pour la suite, on �xe une R-chaîne (∆, <,∞, (·r)r∈R) telle que K agit non trivialement sur
∆, i.e. K admet une valuation non triviale vK provenant de son action sur ∆ comme dans
le chapitre 4. On notera cette valuation vK . De plus, on supposera que, pour tout r ∈ Rsep,
Hensv(r) et Hv(r) sont des segments �naux de la forme ]γ,∞[, où γ ∈ ∆ \ {∞}. Alors on
introduit une (méta-)fonction h : Rsep → ∆\{∞} telle qu'on ait :Hv(r) =]h(r),∞[. Donc, dans
ce cas, on a Hensv(r) =]h(r) · a,∞[ où a est le coe�cient constant de r. En�n, on supposera
que la fonction τ (i.e. ·t) est d'image non bornée dans ∆.

On va munir un R-module M d'une chaîne in�nie de sous-groupes indexés par la R-chaîne
∆. Pour étudier ces structures on va considérer le language L = Lλ ∪ {Pδ | δ ∈ ∆}, où chaque
Pδ est un prédicat unaire.

Dé�nition 6.3.1. On appelle module non trivialement �ltré une LR ∪{Pδ | δ ∈ ∆}-structure
qui est un R-module, dans lequel P∞ est le sous-groupe nul, les prédicats (Pδ)δ sont tous des
sous-groupes, Pγ ( Pδ pour tous γ, δ avec δ < γ, et véri�ant les deux schémas d'axiomes
ci-dessous :

1. ∀x ∈ Pδ ←→ x.tµ ∈ Pδ·tµ, pour tous δ ∈ ∆ et µ ∈ K \ {0}
2. ∀x x ∈ Pδ −→ x.r ∈ Pδ·r, pour tous δ ∈ ∆ et r ∈ R \ {0}.

On veut en particulier axiomatiser la théorie du K[t;ϕ]-module (K, vK). Dans ce cas précis
on souhaite interpréter les prédicats (Pγ)γ∈∆ comme les boules ouvertes centrées en 0.

Les modèles que l'on va considérer satisferont de plus le schéma d'axiomes suivant, qui est
un analogue de la propriété de Hensel :

3. ∀x x ∈ Ph(q)·a −→ ∃!y (y ∈ Ph(r))∧ (x = y.r), pour tout r séparable de coe�cient constant
a.

Puisque l'action d'un r ∈ R, non nul, est strictement croissante, et que son image est non-
bornée par le fait que l'image de ·t est non bornée, avec le schéma 2 ci-dessus on a que pour
tout δ ∈ ∆ \ {∞}, il existe γ tel que pour tout x ∈ Pγ , x.r ∈ Pδ.
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Dans un module valué henselien (M,v), au sens du chapitre 4, on sait en particulier que
pour tout élément r ∈ Rsep, si x ∈ Hv(r) alors x est nécessairement régulier. Cela implique
que si B est une boule ouverte (respectivement fermée) de rayon γ centrée en 0 alors B.r est
la boule ouverte (respectivement fermée) centrée en 0 de rayon γ · r. Le schéma d'axiomes
ci-dessous est une traduction de ce fait.

4. ∀x 6= 0 x ∈ Pγ ←→ x.r ∈ Pγ·r, pour tous r ∈ Rsep \ {0}, et γ > h(r).

En�n, on veut contrôler la �valuation � des composantes λi(x) en fonctions de celle de
x, donc on introduit de nouveau des (méta-)fonctions ξi : ∆ → ∆ et on impose les axiomes
ci-dessous :

5. ∀x x ∈ Pγ −→
∧
i∈d λi(x) ∈ Pξi(x).

Les axiomes ci-dessus impliquent facilement leur généralisation pour les fonctions λi de niveau
supérieur, i.e. pour i ∈ ds, pour tout entier s.

Dé�nition 6.3.2. On appellera module non trivialement �ltré henselien un R-module M ,
t-libre, qui est modèle des axiomes ci-dessus.

Exemple 6.3.3. Soit (K ⊂M, v) une extension non rami�ée de corps valués de caractéristique
p > 0, où la valuation v est discrète, L est de corps résiduel �ni, et complet. Notons π ∈ K×
une uniformisante (i.e. v(π) est un générateur de v(K×)). Posons ∆ := v(M) (= v(K), car
π ∈ K) et interprétons les prédicats Pδ par les boules ouvertes centrées en 0 de (M,v). Alors
M est un R := K[t;x 7→ xp]-module non trivialement �ltré henselien :
La (méta-)fonction h est déterminée par la structure de R-chaîne de v(M), de la façon suivante ;
soit r ∈ Rsep, et a son coe�cient constant ; l'ensemble Hv(r) = {γ ∈ v(M) |γ ·(r−a) > γ ·r} est
non-vide a donc un premier élément, dont h(r) doit être le prédécesseur. Comme le corps (M,v)

est complet de valuation discrète il est henselien. Donc c'est un module non K-trivialement
valué henselien au sens du chapitre 4. Alors, pour tout r ∈ Rsep, Ph(r)·a = HensM (r) et
Ph(r) = HM (r). Donc les axiomes 1 − 4 ci-dessus sont satisfaits par M . De plus, (Mp, v) est
complet, et si π ∈ K× est une uniformisante pour v, alors {1, π, . . . , πp−1} est une base de
M comme Mp-espace vectoriel (cf. par exemple [FeVo], la proposition 2.4). En posant d := p

et α := {1, π, . . . , πp−1}, M est t-libre comme K[t;x 7→ xp]-module et on a l'interprétation
naturelle des fonctions λi. Dans (M,v) on a l'équivalence

v(x) > δ si et seulement si
∧
i∈p

v(λi(x)) > (δ − i)/p.

Donc on choisit comme (méta-)fonction ξi la partie entière de la fonction γ 7→ (γ − i)/p, ainsi
M est un modèle des axiomes 5, donc de la théorie considérée.

6.4 Matrices sur K[t;ϕ]

Dé�nition 6.4.1. Soit MR(n,m) l'ensemble des matrices à n lignes et à m colonnes à coe�-
cients dans R. On a :

i. Une matrice A = (qi,j) ∈ MR(n,m) est dite triangulaire inférieure si, j > i implique
qi,j = 0.

ii. Une matrice A ∈ MR(n,m) est dite triangulaire inférieure séparable de co-rang l si les
colonnes l + 1, . . . ,m de A sont toutes nulles, les autres forment une matrice triangulaire
telle que pour tout i 6 l 6 min{n,m}, l'élément qii est séparable.
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Proposition 6.4.2. Étant donné A ∈ MR(m,n) il existe une matrice de permutation P à
coe�cients dans {0, 1} et une matrice Q inversible tels que PAQ est triangulaire inférieure.

Preuve. Voir proposition 6.1 dans [DDP1].

Soit q = (q0, . . . , qn−1) un n-uplet non nul de R et e = min{dis(qi)}, i.e. l'entier naturel
k > 0 tel que q appartient à tkR \ tk+1R si aucun des qi n'est séparable et 0 sinon. On
appelle e le degré d'inséparabilité de q et on le note degis(q). Supposons e > 0. Donc qi =

teq′i =
∑
k∈de

ϕe
√
q′ikt

eαk. Puisqu'au moins un des q′i est séparable, par le lemme 6.2.1, pour
un certain couple (i, k), le polynôme ϕe

√
q′ik est séparable.

Ces observations permettent de montrer le résultat suivant :

Corollaire 6.4.3. Soit A une matrice de taille n× k, à coe�cients dans R. Alors le système
d'équation y.A = u est équivalent à un système

y.P.B = t(u)

où P est une matrice de permutation, B une matrice triangulaire inférieure séparable et t un
uplet de Lλ-termes.

Preuve. C'est le lemme 6.4.4 dans [DDP1].

6.5 Élimination des quanti�cateurs au voisinage de 0

Dans cette section, M désignera un module non trivialement �ltré henselien.

Dé�nition 6.5.1. Une boule dans Mk est un sous-ensemble W de Mk de la forme

Pδ1 × · · · × Pδk .

On dira qu'une boule est propre si aucun des Pδi apparaissant dans l'expression de W n'est
égal à {0}. Un sous-ensemble borné de Mn désignera un sous-ensemble inclus dans une boule
propre.

Dans cette section, on va établir le résultat suivant :

Proposition 6.5.2. Soit φ(x1, . . . , xm) une p.p. formule de LR ∪ {Pδ | δ ∈ ∆} que l'on écrit
comme ∃y1 . . . yk x.B− y.A ∈W avec A,B des matrices à coe�cients dans R de taille conve-
nable et W une boule de Mm. Alors il existe une boule propre V de Mm telle que l'ensemble
φ(Mm)

⋂
V est dé�nissable sans quanti�cateurs dans le langage L.

Ce résultat sera une conséquence du corollaire 6.4.3, et du corollaire 6.5.4 qui s'établit grâce
à l'observation suivante :

Lemme 6.5.3. Pour toute boule propre U de M et pour tout polynôme séparable r ∈ R, il
existe une boule propre V telle que pour tout x ∈ V , il existe y ∈ U tel que y.r = x.

Preuve. Soit γ ∈ ∆ tel que U = Pγ . Si γ 6 h(r) alors Pγ ⊃ Ph(r). Dans ce cas, en prenant

δ > h(r) ·a avec a le coe�cient constant de r, et en posant V = Pδ, on obtient, par les axiomes
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3., pour tout x ∈ V l'existence d'un y ∈ Ph(r) ⊂ Pγ tel que y.r = x. Supposons maintenant

γ > h(r). Donc, γ ∈ Hv(r). Dans ce cas là, γ · r ∈ Hensv(r). Alors si x ∈ Pγ·r alors, par les
axiomes 4. il existe (dans ce cas un unique) y ∈ Ph(r) tel que y.r = x ; y ∈ Pγ par le fait que

γ > h(r) et par les axiomes 4.

Corollaire 6.5.4. Soit A = (aij) une matrice à m lignes et k colonnes triangulaire inférieure
séparable avec k 6 m. Alors, pour toute boule propre W de Mm, il existe une boule propre W1

de Mk telle que W.A ⊃W1.

Preuve. On écrit W =
∏m
i=1 Pδi . Puis on choisit des γi ∈ ∆ tel que∑

j 6=i

Pγi .aji ⊂ Pδi .

Soit γ = supi{γi}. Grâce au lemme ci-dessus il existe des boules propres (Ui)i telles que pour

tout xi ∈ Ui, il existe yi ∈ Pγi tel qu'on ait xi = yi.aii. On obtient ainsi xi −
∑n
i=1 yi.aji ∈ Pδi

pour tout 1 6 j 6 k. Alors on peut prendre W1 =
∏
i Ui.

Preuve de la proposition 6.5.2. On écrit W comme
∏

06i6m−1 Pδi . Soit I = {0 6 i 6
m− 1 | Pδi = {0}}, J le complémentaire de I dans {0, . . . ,m− 1} et VJ =

∏
j∈J Pδj . On note

AJ (respectivement par AI) la matrice constituée par les colonnes (Cj)j∈J (respectivement par
les colonnes (Ci)i∈I) de A. Pour x dans Mm, notons u(x) := x.B, uI(x) le |I|-uplet qui est la
composante de u(x) sur I et uJ(x) le |J |-uplet de sa composante sur J . Donc φ est équivalent
à la formule

∃y1 . . . yk (uI(x) = y.AI ∧ uJ(x)− y.AJ ∈ VJ) .

Par le corollaire 6.4.3 il existe une matrice triangulaire inférieure séparable ÃI = (S, 0) de
co-rang l, où S est une k × n− l matrice avec des éléments séparables sur sa diagonale, telle
que la formule u = y.AI est équivalente à la formule

(t1(uI(x)), . . . , tn−l(uI(x))) = y.PS ∧ (tn−l+1(uI(x)), . . . , tn(uI(x))) = 0,

où P est une matrice de permutation et ti(uI(x)) un terme de L. Maintenant soit U ′ une
boule propre telle que U ′.AJ ⊆ VJ , et V ′ une boule propre donnée par le lemme 6.5.4 telle que
V ′ ⊆ U ′.PS. En�n, grâce aux axiomes 2. et 5., on choisit une boule propre V telle que pour
tout x = (x1, . . . , xm) ∈ V , on a (t1(uI(x)), . . . , tn−l(uI(x))) ∈ V ′ et uJ(x) ∈ VJ . Soit x ∈ V .
Alors,

(t1(uI(x)), . . . , tn−l(uI(x))) ∈ V ′.

Donc, il existe y ∈ U ′ tel que (t1(uI(x)), . . . , tn−l(uI(x)) = y.PS. Par ailleurs, y ∈ U ′ ⇒
y.AJ ⊂ VJ , par le choix de U ′. Ainsi uJ(x) − y.AJ ∈ VJ car uJ(x) ∈ VJ aussi. Il vient que la
théorie des modules non trivialement �ltrés henseliens implique :

∀x ∈ V, (φ(x)↔ (tn−l+1(uI(x)), . . . , tn(uI(x))) = 0) .
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