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Résumé

Les espaces d’ordres abstraits sont introduits pour la premiere fois par Murray Marshall, vers la
fin des années 70, dans la perspective d’offrir un cadre abstrait pour ’étude des formes quadratiques
dans un contexte généralisant celui des corps et des anneaux, contournant ainsi certaines considérations
contraignantes telles la régularité, la caractéristique... Un équivalent algébrique de la notion d’espace
d’ordres ne tarde pas a voir le jour. Vers le début des années 90, les travaux de Max Dickmann, joint
par son éléeve Lira de Lima et par son collaborateur Francisco Miraglia, sur la possibilité d’axiomatiser
les espaces d’ordres dans un langage élémentaire ont donné naissance a la théorie des groupes spéciaux
(réduits). Les espaces d’ordres sont avérés donc des objets bipédes, un pied topologique et 'autre al-
gébrique, et ce qui est intéressant, c’est que ces deux théories duales, généralisent toutes les notions et
propriétés des formes quadratiques classiques connues (isométrie, groupes des valeurs, représentation,
lisotropie, annulation de Witt, anneau de Witt ...). L’avantage qu’a cette théorie, multi-facettes,
consiste d’une part l'existence d’une topologie treés riche (celle des espaces d’ordres), et d’autre part la
présence d’une structure de groupe et d'un langage élémentaire permettant de la controler.

Le premier théme auquel nous nous intéresserons dans cette These consiste en la caractérisation
des éléments (ordres) d’un espace d’ordres (voir les sections §4 et §5). Dans le cas des corps de fonctions
des variétés réelles, nous reprendrons, en détails un résultat dit & Brumfiel, qui affirme I’existence d’une
correspondance bijective entre les ordres d’un tel corps et une certaine famille d’ultrafiltres de I’algebre
de Boole des semi-algébriques de la variété. Pour établir ce lien, Brumfiel utilise la topologie des semi-
algébriques réguliers. Cette correspondance tend a traduire les ordres de ces corps par des ultrafiltres. Ce
qui nous intéresse ici c’est de trouver une caractérisation simple et aisée a saisir intuitivement des ordres
du corps R(z,y). Nous examinerons une autre caractérisation des ordres de ce corps, en introduisant
la notion de demi-branche de Bézout, un type particulier de demi-branches planes dont la définition
provient des propriétés de 'intersection des courbes algébriques planes ; nous tenterons ainsi d’apporter
une contribution modeste permettant de mieux les comprendre.

Le second théme traite I'un des aspects de l'interaction algébrico-topologique qui régit la théo-
rie des espaces d’ordres : Les principes locauz-globaux généralisés, un probléme connu sous le nom de
"Conjecture pp". Le premier résultat exposé dans la présente Thése (voir section §7), et traitant de la
conjecture pp, concerne deux principes locaux-globaux classiques, celui de la séparation des construc-
tibles, prouvé dans [ABR] en utilisant des techniques élémentaires, et le principe de principalité des
basiques, démontré par Marshall. Sans difficulté, nous montrerons que 'interprétation, dans le langage
des groupes spéciaux, des propriétés de séparation et de principalité, en termes de formule pp (positives-
primitives), nous offre une vision claire et explicite du fait que ces deux principes découlent trivialement
d’un principe local-global plus général, dit théoréme d’isométrie étendu de Marshall. Le deuxiéme (voir
section §8) consiste en la généralisation du contre-exemple & la conjecture pp, dans le cas particulier de
'espace d’ordres du corps de fonctions de la conique rationnelle définie par I'équation 2% +4% = 3. Nous
montrons qu’il existe des formules produits en tout rang réfutant cette conjecture, en réadaptant les
techniques utilisées par Marshall et Gladki (voir 'article [GM1] ainsi que la section §8 de cette These).
Le dernier résultat obtenu (voir sections §9 et §10) concerne cette fois-ci I’espace d’ordres du corps
R(xz,y). Nous nous intéresserons a des familles de polynoémes vérifiant les conditions (10.15) et montre-
rons que toute formule pp, ayant ses parameétres dans une telle famille, vérifie le principe local-global
dans Iespace d’ordres du corps R(z,y). Nous baptiserons ces formules, formules V—universelles (voir
définition (10.1)). L’idée générale repose sur les éléments suivants : (1) Construire, & partir des para-
meétre A d’une telle formule ®(A), un sous-espace d’ordres (Y, H) de (X, G), (2) choisir un point p,
dit de contrdle, (3) remplacer certains facteurs (polynémes) des témoins de vérité sur (Y, H) de ®(4)
par des formes affines (droites passant par p) et enfin (4) appliquer un principe dit de transmission
de positivité, découlant du principe de transfert. Nous clorons le dernier chapitre par proposer deux
procédés de construction des formules V —universelles, le premier part d’un cercle et d’une distribution
de points vérifiant une certaine configuration géométrico-combinatoire et le second utilise un type par-
ticulier d’étoiles ayant un nombre impair de branches.

Mots-clefs : Corps formellement réels, formes quadratiques, principe de Transfert, espaces d’ordres,
groupes spéciaux, conjecture pp, formules V —universelles.
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Introduction

Avant propos

Initiée par E. Artin, vers la fin des années 20, et axiomatisée par M. Marshall dans les
années 70, la théorie des espaces d’ordres, produit presque accidentel, découlant de I’étude des
corps réels, objets chers & Artin, est développée initialement pour fournir les outils nécessaires
a la résolution du 17°™¢ probléeme de Hilbert, mais les diverses applications et interactions in-
attendues de cette théorie et ses impacts sur les différents domaines Mathématiques ont fait de
celle-ci un moyen de connexion indispensable entre beaucoup de branches des Mathématiques,
comme par exemple la Géométrie Algébrique Réelle, Algebre Réelle, Théorie des Spectres
Réels, Théorie des Valuations, Théorie des Modeles et Logique Mathématique, Les Structures
Ordonnées, Théorie des Nombres, Formes Quadratiques, Théorie des Filtres et Ultrafiltres . ..

Notre travail de recherche, dans le cadre de la présente These, porte sur deux aspects de
la théorie des espaces d’ordres, plus précisément de sa version abstraite, le terrain de culture
de M. Marshall, qui sont, d’'une part, I’étude d’une sorte de Principe Local-Global généralisé,
englobant tous les principes classiques connus jusqu’a lors, comme celui de I'Isométrie, le prin-
cipe local-global de I’ Isotropie et sa version étendue, le principe de Représentation des formes
quadratiques, le principe de Séparations des constructibles. ..; d’autre part, la compréhension
de la structure microscopique des espaces d’ordres; car comprendre a quoi ressemblent les
points d’un espace d’ordres abstrait en général, ou méme dans le cas classique (espace d’ordres
d’un corps formellement réel), et trouver un moyen, de plus ou moins universel, de les carac-
tériser en termes d’objets mathématiques plus intuitifs et facilement maniables et calculables,
constitue un défi de taille auquel on ne dispose d’aucune moyen formel permettant de le faire.
Néanmoins, dans certaines situations, on peut apporter des réponses, méme partielles, a cette
question, tel est le cas par exemple de la correspondance de Brumfiel (voir [Bru]), qui établit
une passerelle entre les ordres d’'un corps de fonctions d’une variété algébrique réelle et les
ultrafiltres (de rang mazimal) de I'algebre de Boole des sous-ensembles semi-algébriques de
la variété (utilisant une topologie particuliere dite topologie réguliére). Les travaux d’Alonso,
Gamboa et Ruiz (voir [AGR1] et [AGR2]), qui traitent de la centralité des ordres sur les corps
de fonctions de variétés réelles, une notion introduite par D. W. Dubois, viennent apporter a
la correspondance de Brumfiel un élément de clarification permettant de mieux conceptualiser
la notion d’ordre dans ce cas.

Note

Les résultats qui constituent le ¢ 7ur de la présente These se trouvent essentiellement dans
les sections §4, §5, §7, §8, §9 et §10, les résultats nouveaux sont dans les sections §8, §9 et
§10, qui constituent le noyau de cette These, et c’est sur celles-ci que nous souhaitons orienter
I’attention du lecteur familier avec les concepts d’espaces d’ordres et de conjecture pp. Pour le
public spécialiste des théories des corps réels, des espaces d’ordres et des groupes spéciaux, la
lecture des sections restantes est recommandée, ne ce sait-ce que pour se familiariser avec les
notations utilisées.
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Contenu de la These
Premieére partie :

La premiere partie est composée de trois sections.

Nous commencerons d’abord par un survol bref de la théorie des corps ordonnés en rappe-
lant les notions fondamentales telles celles de cone positif (définition 1.1), de préordre (défini-
tion 1.6) et d’ordre (fait 1.3), qui sont a l'origine de la théorie des espaces d’ordres, en passant
par les notions de corps formellement réel (définition 1.17) et de corps réel clos (définition
1.21), en rappelant quelques uns des résultats basiques de cette théorie, comme le théoréme de
caractérisation (1.22) et celui de l'existence de la cloture réelle d’un corps ordonné (1.23). Le
paragraphe #1.4 contient I'un des résultats fondamentaux de la théorie des corps réels clos, le
Principe de Transfert, le théoréme d’Elimination des Quantificateurs et celui de Complétude.

Quant a la section §2, les espaces d’ordres abstraits sont au cceur du sujet. Le paragraphe
#2.1 réunit les ingrédients nécessaires a la présentation de la théorie. Les notions de pré-espace
d’ordres (définition 2.1), de forme, signature, isométrie, représentation et celle d’ensemble de
valeurs y sont rappelées. Les axiomes des espaces d’ordres sont donnés aux définitions (2.1) et
(2.4). L’exemple incontournable d’espace d’ordres est celui de 1'espace des ordres d’un corps
formellement réel (exemple 2.6). La structure topologique d’un espace d’ordres est examinée au
paragraphe #2.2. Le paragraphe #2.3 est consacré aux sous-structures des espaces d’ordres,
qui sont elles-mémes des espaces d’ordres (théoréeme 2.14). Dans le paragraphe #2.5, deux
théorémes de caractérisation des sous-espaces sont prouvés (théoréme 2.22) et (théoréme 2.25).
On clot la section par rappeler quelques notions comme celles d’éventail (paragraphe #2.4),
opérations sur les espaces d’ordres (paragraphe #2.6), composantes connexes (paragraphe
#2.7), indice de stabilité (définition 2.54), espaces vérifiant la propriété d’approximation forte
(SAP) (proposition 2.52) ainsi que la notion de longueur de chaine qui aboutit & la définition
des espaces de type fini (définition 2.56).

La troisiéme et derniére section de la partie aborde le théme des groupes spéciauz (réduits),
qui sont des groupes multiplicatifs d’exposant 2, munis d’un élément distingué noté —1, dif-
férent de 'unité (dans le cas réduit) ainsi qu'une relation quaternaire dite 1'isométrie des
2—formes. Un systéme d’axiomes est rappelé a la définition (3.4). L’isométrie des n—formes
est définie récursivement a partir de I'isométrie des 2—formes (définition 3.7). L’équivalent de
la notion de sous-espace d’ordres dans la théorie des groupes spéciaux est celle de quotient par
un sous-groupe saturé (définition 3.10). La définition (3.20) introduit la notion de morphisme
de groupes spéciaux, qui est a la base de la dualité entre espaces d’ordres abstraits et groupes
spéciaux réduits. Le résultat principal de cette section est contenu dans le paragraphe #3.5,
qui établit un isomorphisme (contravariant) de catégories entre les espaces d’ordres abstraits
et les groupes spéciaux réduits (théoreme de dualité 3.44). On clot la section, donc la partie,
par un résultat issu de la théorie des valuations, le théoreme de Baer-Krull (3.49), qui éta-
blit un lien entre les valuations d’un corps formellement réel et ses ordres, via la notion de
compatibilité (définition 3.46).

Deuxiéme partie :

Les deux sections de la seconde partie de cette These seront consacrées a la caractérisation
et & la compréhension des éléments (ordres) d’un espace d’ordres. Nous nous intéresserons
exclusivement au cas des ordres du corps de fonctions d’une variété algébrique réelle, en par-
ticulier ceux du corps R(zx,y).

La section §4 reprend un résultat connu, attribué a Brumfiel, que nous baptiserons cor-
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respondance de Brumfiel, qui met en évidence un lien entre la théorie des ultrafiltres et celle
des ordres. Pour faciliter I’acces au lecteur, nous ferons un bref rappel sur les notions de filtre,
préfiltre et d’ultrafiltre (définition 4.1), (définition 4.5) et (définition 4.7). L’exemple (4.11)
constitue I'exemple phare (en dimension 1), pour la compréhension de cette correspondance.
Dans la seconde partie de cette section seront définies les notions de topologie semi-algébrique
(définition 4.13) et (proposition 4.14), celle de topologie réguliére (définition 4.17) ainsi que
celle de rang d’un (ultra)filtre (définition 4.27). Les ultrafiltres de rang maximal seront au
cceur de cette correspondance, et la proposition (4.29) donne une caractérisation de ces ob-
jets. Les ouverts basiques ont une propriété (lemme 4.23), propre aux ouverts réguliers, que
n’ont pas les ouverts semi-algébriques en général, comme l'illustre le contre-exemple (4.26).
Le théoréme principal de cette section (théoreme 4.32) stipule qu’il existe une correspondance
bijective entre les ultrafiltres de rang maximal d’une variété algébrique réelle et les ordres de
son corps de fonctions. Le théoréme de Transfert (4.36), établi pour les variétés algébriques
réelles, joue un réle crucial dans cette correspondance. Pour démontrer la théoréme (4.32),
nous construirons deux applications (proposition 4.38) et (proposition 4.40) qui échangent bi-
jectivement les filtres de rang maximal d’une variété algébrique réelle et les ordres partiels de
son corps de fonctions. La correspondance de Brumfiel entre ordres et ultrafiltres n’est donc
qu’'une conséquence de ce résultat.

L’autre caractérisation des ordres du corps R(z,y), auquel est orienté notre intérét découle
des propriétés géométrico-analytiques de ces ordres. La clé de cette quasi-correspondance réside
dans le comportement semi-local de ces ordres que nous interpréterons comme une forme
d’adjacence (ou compatibilité) a un certain type de courbes; pour étre précis, on parlera de
demi-branches. Dans la section §5, les notions de demi-branche et d’équivalence topologiques
seront évoquées (définition 5.3) et (définition 5.8). La notion de demi-branche sera raffinée via
les concepts de demi-branche algébrique signée (définition 5.21), définie comme un morceau
d’une courbe algébrique adjoint a un ensemble d’ouverts semi-algébriques que nous avons
appelé drapeauz (définition 5.19), et de demi-branche pseudo-algébrique (définition 5.29), qui
elle, n’est pas supportée sur une courbe algébrique mais possede localement la propriété de
Bézout (finitude des points d’intersection avec les courbes algébriques). En raffinant davantage
et en introduisant la notion de congruence algébrique de ces demi-branches (définition 5.33),
nous aboutirons a la notion de demi-branche de Bézout (définition 5.37). Nous affirmons dans
le théoreme (5.39), qu’a toute demi-branche de Bézout, on peut associer d’une maniére unique
un ultrafiltre de rang maximal de ’algébre de Boole des semi-algébriques de la variété R? (plan
réel affine). Cette application est injective par construction, mais la question de sa surjectivité
n’est pas évoquée, vu son caractére treés complexe ! Le dernier paragraphe #5.7, de cette section
traitera des éventails de 4—éléments de 'espace d’ordres du corps R(z,y). Les demi-branches
de Bézout nous offrent une meilleure visibilité de ces objets.

Troisiéme partie :

Cette partie est composée de trois sections.

Dans la section §6, nous rappellerons les origines de la conjecture pp, a travers le langage
élémentaire des groupes spéciaux. Le paragraphe #6.1.1 contient quelques éléments de base
de la théorie des modeles, comme par exemple les langages élémentaires, dits aussi langages
de premier ordre, les formules et énoncés, notion d’interprétation d’une formule ...Un type
particulier de formules nous intéressera ici, les formules pp (positives-primitives) (définition
6.3). La conjecture pp sera formulée dans (conjecture 6.10). Deux aspects de cette conjecture
nous intéressent, (question 6.12) et (question 6.13). Le dernier paragraphe de cette section
constituera un cocktail de résultats connus, notamment quelques cas ou la conjecture pp regoit
une réponse positive, ainsi que des contre-exemples, les espaces d’ordres des corps des coniques
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rationnelles et I'espace d’ordres du corps R(x,y), cas auxquels nous nous intéresserons par la
suite.

La section §7 ne contient pas de résultats majeurs, sauf peut-étre le fait de mettre au clair
l'utilité du langage des groupes spéciaux et la possibilité de formuler les propriétés (topolo-
giques) d’un espace d’ordres en termes de formules pp. Nous reprendrons ici deux principes
locaux-globaux classiques, et reformulerons les propriétés qui les décrivent a I’aide de la relation
de représentation par les formes et constaterons que les énoncés associés sont des cas parti-
culiers du théoréme étendu de l'isotropie (théoréeme 7.3). Les théorémes principaux de cette
section sont (théoréme 7.9) et (théoreme 7.14). Nous montrerons également que si l'on sort du
cadre des constructibles, le théoréme (7.9) n’est plus valable, en fournissant un contre-exemple
(exemple 7.12).

Dans la section §8, nous développons une approche combinatoire permettant de généraliser
les contre-exemples donnés a la conjecture pp par Marshall et Gladki (voir [GM1] et [GM2]),
dans le cas particulier de I'espace d’ordres de la conique rationnelle définie, sur le corps des
nombres rationnels Q, par I'équation 2412 = 3. Cette courbe est connue pour étre sans points
rationnels (a coordonnées rationnelles) et son anneau de fonctions réguliéres est principal.
Toutes ces propriétés, et bien d’autres, seront rappelées au paragraphe #8.1. Dans ce méme
paragraphe, nous définirons la notion de formule produit de rang n € N (définition 8.1). Le
second paragraphe #8.2 contient le résultat principal de cette section (théoréeme 8.23), ainsi
que les ingrédients permettant d’établir ce théoreme. Le dernier paragraphe #8.3 sera consacré
a la preuve du théoréme (8.23). La démarche utilisée ici est inspirée de celle de [GM1]. Le
principe de travail consiste en la construction d’une formule pp vérifiée localement (mais pas
globalement) sur I’espace d’ordres du corps de la conique 22 + y? = 3, en faisant un test sur
un nombre fini de sous-espaces finis. Un calcul sur le nombre de changements de signe de deux
témoins de la forme construite, si ’on suppose leur existence, conduit a une contradiction (sur
la parité de ce nombre).

Quatriéme partie :

La derniere partie contient deux sections. Elle constitue le coeur de cette These.

Dans la section §9 seront introduites les notions de (demi-)cone généralisé (définition 9.8) et
celle de cone exclusif (définition 9.10), dans le contexte particulier de la variété réelle affine R?
(plan réel). Un cone généralisé engendré par deux ensembles (non vides et disjoints) est défini
comme étant la réunion des droites (ab), oul a et b sont des points parcourant respectivement
les ensembles A et B. La proposition (9.14) donne une condition suffisante de fermeture d’un
tel cone généralisé. Cette condition n’est pas nécessaire comme le montre ’exemple (9.16). La
proposition (9.19), quant & elle, fournit une caractérisation des cénes généralisés (dans le cas o
A et B sont connexes). Le paragraphe #9.2.4 est consacré a la propreté des cones généralisés.

Le résultat majeur de cette These est contenu dans la derniere section (section §10). Les
seuls résultats, connus jusqu’a lors, donnant une réponse affirmative a la conjecture pp se trouve
dans [Marl14] et [DMM]. Le premier article propose un procédé de construction d’une famille
de formules pp, dites "product-free and one related” (PF1R), vérifiant le principe local-global
dans tout espace d’ordres abstrait, et le second prouve que la conjecture pp est valide dans le
cas de 'espace d’ordres du corps Q(z), qui, rappelons-le, est d’indice de stabilité 2. Dans le
cas des espaces d’ordres de corps de coniques rationnelles (sans points rationnels) et celui de
I’espace du corps R(x, y), la conjecture pp n’est plus valide (voir [GM1] et [GM2]). Une question
s’est naturellement imposée : Fxiste-t-il d’autres formules pp que les formules FP1R vérifiant le
principe local-global dans ces deux derniers cas ? Dans cette section sera traité le cas de I'espace
(X,G) du corps R(z,y). Il sera démontré que sous les conditions (10.15), sur les parameétres
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d’une formule pp, le principe local-global fonctionne. Le résultat démontré ici (théoréeme 10.17)
est encore plus fort : Pour toute famille de polynomes de R[z,y] vérifiant ces conditions (on
parlera de famille V—universelle), toute formule pp, ayant ses parametres dans cette famille,
vérifie le principe local-global dans l'espace d’ordres (X,G). L’idée est la suivante : Etant
donnée une telle famille de polynémes, dont la courbe donnée par ’annulation de leur produit
vérifie les conditions de non-singularité et de bien-dispersion des composantes connexes, cela
nous permet de construire un sous-espace d’ordres (Y, H) de l'espace (X, G). Ce sous-espace
vérifie la conjecture pp (proposition 10.11). Ce dernier servira de pont pour la validité locale-
globale d’une formule pp & parameétres dans la famille des polynémes choisis. La condition de
bien-dispersion nous permet de choisir un point, dit de contréle, nous servant a construire un
témoin de vérité dans (X, G) pour la formule pp en question, en modifiant la composition d’un
témoin de vérité dans (Y, H) (choisi arbitrairement). La condition de non-singularité intervient
dans cette construction. La principe de Transfert sera appliqué pour transmettre la positivité
des entrées des 2—formes composant les formules atomiques de la formule pp, d’un nombre fini
d’ordres de (X, G) a l'espace (X, G). Nous clorons la section, et donc la These, par proposer
deux procédés combinatoires de construction de familles V' —universelles, dans I’espace d’ordres
du corps R(z,y).
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2 ELEMENTS DE LA THEORIE DE TARSKI-ARTIN-SCHREIER

1 Eléments de la théorie de Tarski-Artin-Schreier

Mots-clés : Ordres et préordres, ordres partiels, corps formellement réels, corps réels clos, principe de Transfert, formules,
élimination de quantificateurs, modéle-complétude, 17°™€ probléme de Hilbert.

Références : [Art], [AS], [BCR], [CK], [Hod]

Résumé

Cette section donne un bref apercu des notions et résultats de base de la théorie des corps ordonnés
et des corps réels-clos utilisés, explicitement ou implicitement, par la suite.

1.1 Ordres et préordres sur les corps

Pour toute la suite de ce paragraphe, (k, +, -, 0, 1) désigne un corps commutatif de
caractéristique nulle.

Définition 1.1 (CONES POSITIFS SUR LES CORPS). Un sous-ensemble non vide o C k est
dit un céne positif sur k s’il vérifie les propriétés suivantes :

(CP1) 0 +0 Co.
(CP2) -0 Co.
(CP3) on(—0) ={0}.
(CP4) cU(—0) =k.
REMARQUE 1.2.
Un ordre total sur un corps est une relation binaire d’ordre total sur celui-ci, compatible avec
ses opérations. Les cones positifs et les ordres totaux sur un corps donné sont en correspondance
bijective. Plus précisément, on a :
Fait 1.3 (CORRESPONDANCE : CONES POSITIFS - ORDRES).
i) Si < est un ordre sur k, alors I'ensemble o< := {a € k; 0 < a} est un céne positif sur k.
i1) Réciproquement, si o est un céne positif sur k, alors la relation <, définie par :

Va, bek; a<,b<= b—a € o, est un ordre sur k.

REMARQUE 1.4.

Les applications, "o +— <, 7 et 7 < — o0<” sont inverses I'une de 'autre. On donnera
désormais le nom d’ordre a ces objets et prendra comme axiomes ceux de la définition (1.1), et
désignera par le couple (k,0) un corps muni d’un ordre, qu’on appellera un corps ordonné.

Exemples 1.5.

1. Le corps des nombres réels R ainsi que celui des rationnels Q sont naturellement ordonnés
par l'ordre usuel. Les cones positifs associés sont, respectivement, le sous-ensemble des
carrés de R et celui des sommes des carrés de Q.

2. Les corps R(z) et Q(x) peuvent étre ordonnés de plusieurs fagons, contrairement a R et
Q. 1 existe, sur ces corps, un ordre spécial, dit infinitésimal positif en 0, rendant z
positif et plus petit que n’importe quel élément positif de R (ou de Q), selon le cas, vu
comme élément du corps en question.

Définition 1.6 (PREORDRES ET ORDRES PARTIELS). On définit un préordre sur k comme
étant un sous-ensemble non vide P C k vérfiant les propriétés :

(CPO) k% C P.

(CP1) P+PCP.

(CP2) P-PCP.



Le préordre P est dit propre s’il est strictement inclus dans k, sinon il est dit trivial.
Un ordre partiel est un préordre vérifiant :

(CP3) PN (—P)={0}.

Fait 1.7. Si P est un préordre sur k, alors on a équivalence entre :

i) P est propre.

i) —1¢ P.
Définition 1.8 (EXTENSION DE PREORDRES). P, P’ deux préordres (propres) sur k.
On dit que P’ est une extension de P, ou que P’ étend P, si P C P’.
L’ensemble de tous les préordres qui étendent un préordre donné P sera noté POp.
Exemples 1.9.

1. Soit k un corps. L’ensemble des sommes de carrés de k, qu'on note par > k%, est un
préordre de k. D’aprés le fait (1.7), 3 k? est propre si, et seulement si, —1 n’est pas une
somme de carrés; dans ce cas 3. k? est le plus petit préordre de k pour I'extension.

2. Il est clair que tout ordre est aussi un préordre propre, mais la réciproque est fausse.

Fait 1.10 (EXTENSION DES PREORDRES PAR DES ORDRES). Soit P un préordre propre de
k qui n’est pas un ordre et a € k '\ P. Alors il existe un ordre o, contenant P mais pas a.

Fait 1.11 (STABILITE PAR UNIONS DE CHAINES). Soit (P;);c; une chaine croissante par

extension de préordres propres. Alors I'ensemble P = |J P; est aussi un préordre propre.
i€l

Corollaire 1.12 (CARACTERISATION DES ORDRES). Pour tout préordre P de k :

i) POp posséde des éléments maximaux propres (pour 'extension).
On note ’ensemble de ces préordres maximaux étendant P par Xp.

i1) Les éléments de Xp sont tous des ordres sur k.

ii1) Réciproquement, chaque ordre sur k qui est extension de P est un élément de Xp.
Corollaire 1.13. Soient P # P’ deux préordres propres de k. Alors Xp # Xpr.

Corollaire 1.14. Si —1 ¢ Xk?, alors 'ensemble POyy2 est non vide. Il est composé de tous
les préordres de k, par conséquent I’ensemble X2 est celui de tous ses ordres.

DEMONSTRATION. Les corollaires (1.12), (1.13) et (1.14) sont des conséquences des faits (1.7),
(1.10) et (1.11).

NoOTATIONS 1.15.

Au lieu de X2, on notera, pour toute la suite de cette Thése, par X I'ensemble de tous les
ordres du corps k, et pour tout préordre propre P de k, Xp désignera I'ensemble de tous les
ordres de k étendant P.

Le lemme suivant, attribué & Artin, dit de séparation, est d’une importance capitale pour
le développement de la théorie des espaces d’ordres sur les corps et il est a l'origine de la
résolution du 17¢ probléme de Hilbert.

Lemme 1.16 (LEMME DE SEPARATION D’ARTIN). Pour tout préordre propre P de k, on a :

P:ﬂazﬂo—

ceXp oc€POp



4 1.2 CORPS FORMELLEMENT REELS

1.2 Corps formellement réels

Définition 1.17 (CORPS FORMELLEMENT REEL). Le corps k est dit formellement réel
(ou ordonnable), s’il posséde au moins un ordre, sinon il est dit non réel.

Théoréme 1.18 (CARACTERISATION DES CORPS FORMELLEMENT REELS). Sous les condi-
tions mises sur k (commutatif et de caractéristique nulle), on a équivalence entre :

i) k est formellement réel, i.e., Xy # 0.

ii) —1 ¢ Sk2.
iii) Yn € N*, Va; €k (i€ {1,...,n}); Yi=1""a?=0=0a; =0 .
iv) k # Sk

DEMONSTRATION. (Voir [BCR]). Le point (7ii) est dt a J.-P. Serre (voir [Serl]).

REMARQUES 1.19.

1. Les définitions de préordre, d’ordre partiel et d’ordre données plus haut ne s’appliquent
pas aux corps de caractéristique non nulle, par conséquent, le théoréme (1.18) précédent
n’est plus valable en caractéristique p # 0.

2. De ce théoréme, la propriété "k est ordonnable' peut s’exprimer dans le langage de
premier ordre des corps (voir point (iii) de (1.18)).
Exemples 1.20.

1. Les corps R et Q constituent les exemples types de corps formellement réels.

Dans les exemples qui suivent, R désigne un corps formellement réel quelconque.

2. Les corps des fractions rationnelles R(zy,...,x,) sont formellement réels. Nous nous
intéresserons plus particulierement dans cette These au traitement du cas n = 2.

3. Plus généralement, si V' est une variété algébrique réelle (non vide) (une courbe, sur-
face,. . .), alors son corps de fonctions R(V') est formellement réel.

4. Les corps des séries de Laurent R((x1,...,z,)) et ceux des séries de Laurent convergentes
R((x1, ... ,%n))conv le sont aussi.

5. Les corps des séries réelles de Puiseux R({z1,...,2n}) et ceux des séries de Puiseux
algébriques sur R(x1,...,x,) sont également formellement réels.

1.3 Corps réels clos

Définition 1.21 (CORPS REEL CLOS). Un corps réel clos est un corps ordonné ne possédant
pas d’extension ordonnée algébrique propre.

Théoréme 1.22 (CARACTERISATION DES CORPS REELS CLOS). Soit (k,<) un corps or-
donné. Les conditions suivantes sont donc équivalentes :
i) (k, <) est réel clos.
ii) (a) Le cone positif de < est égal a ensemble k?, des carrés de k.
(b) Tout polynéme f € k[z] de degré impair posséde au moins une racine dans k.
iii) k n’est pas algébriquement clos, mais k(/—1) Iest.
iv) k a un unique ordre, et celui-ci ne s’étend a aucune extension algébrique propre de k.

v) k posséde la propriété de la valeur intermédiaire.

DEMONSTRATION.  (Voir [BCR]).



Théoréme 1.23 (EXISTENCE DE LA CLOTURE REELLE). Soit (k,o) un corps ordonné et k

une cléture algébrique. Alors il existe un unique! corps réel clos noté (kor, <) vérifiant,
. T 7
i) kCks Ck.
1) L’unique ordre < de Er étend l'ordre o.

Le corps k, est appelé cloture réelle de (ko).

DEMONSTRATION.  (Voir [BCR]).

1.4 Principe de Transfert de Tarski-Seidenberg

Les références principales de ce paragraphe (langages, formules ...) sont [Hod] et [CK].

Définition 1.24 (LANGAGE DES CORPS ORDONNES). Rappelons que le langage habituelle-
ment utilisé pour traiter des corps ordonnés dans la logique du premier ordre est le langage :

E = {+7 Ty T 07 17 <}7

comportant comme symboles primitifs :

Symboles de fonctions binaires

+ (addition) , — (soustraction) et - (multiplication).
Symboles de constantes

0 (élément neutre) et 1 (élément unitaire).

Symboles de relations binaires
= (égalité) et < (relation d’ordre).

Attention ! Noter que le langage £ ne comporte pas de symbole pour I'inverse multiplicative.

REMARQUES 1.25.

1. Les notions syntaxiques de formules, occurrences libres et liées d’une variable, énoncés,
phrases etc., sont définies comme d’habitude dans les langages du premier ordre, ainsi que
les notions sémantiques de satisfaction, validité, interprétation etc., dans une structure
du langage donné.

2. On désignera par CRC' la théorie du premier ordre des corps réels-clos ordonnés
dans le langage L, ou les axiomes sont, par exemple, les énoncés de L donnés par les
conditions (i) du théoréme (1.22) (Noter qu’il y a un nombre infini d’axiomes, un pour
chaque degré impair de polynomes).

Fixons-nous, pour la suite de ce paragraphe, un corps ordonné, disons (K, <).

1.4.1 Version modéle-théorique

Théoréme 1.26 (ELIMINATION DES QUANTIFICATEURS (TARSKI)). Pour toute L—formule
®(z) ayant x = (x1,...,xy,) comme variables libres, il existe une L—formule V(x), sans quan-
tificateurs et ayant les mémes variables libres z, telle que dans tout corps réel clos (K,<) (vu
comme L—structure), on a :

K EVz(P(z) «— ¥(z)).

DEMONSTRATION.  (Voir [BCR] - Proposition 5.2.2).

1. Cette unicité est a unique isomorphisme prés, ce qui n’est pas le cas des clotures algébriques.



6 1.4 PRINCIPE DE Transfert DE TARSKI-SEIDENBERG

REMARQUE 1.27.
On dit que la théorie des corps réels clos admet I'élimination des quantificateurs, en
conséquence, elle est décidable.

Corollaire 1.28 (MODELE-COMPLETUDE DE (CRC)). Soient (K, <) et (K',<') deux corps
réels clos et soit f : K — K’ un homomorphisme d’anneaux. Alors pour toute L£—formule
®(z) avec x = (x1,...,x,) comme variables libres et tout n—uplet a = (aq,...,a,) € K™ :

KE2a <« K [E2o(f(a),
avec f(a) = (f(a1),..., f(an))-

En particulier, on a :
KcK = (K<) (K, <2

REMARQUE 1.29 (ROBINSON (VOIR [ROB])).

Le corollaire (1.28) dit simplement que toute extension d’un corps réel clos est élémentaire,
i.e., elle conserve et refléte la validité des formules, y compris les énoncés®. Cette propriété est
aussi connue sous le nom de modéle-complétude. On dit que la théorie des corps réels clos
est modéle-compléte.

1.4.2 Version géométrique

Pour les notions non-définies et utilisées ici, le lecteur pourra consulter [BCR] (voir égale-
ment [BCR] - paragraphe #2.1.4, pour celle d’ensemble semi-algébrique).

Théoréme 1.30 (STABILITE DES SEMI-ALGEBRIQUES : ADHERENCE, INTERIEUR ET IMAGE).
On se donne un corps réel clos (K, <).

i) Soit S un semi-algébrique d’une variété réelle V sur K, alors Adh(S) et Int(S) sont aussi
semi-algébriques de cette méme variété V.

i1) Si f: K™ — K™ une application polynémiale ou semi-algébrique, alors son image f(S)
est un semi-algébrique de K™.

DEMONSTRATION.  (Voir [BCR]).

Corollaire 1.31 (STABILITE PAR PROJECTIONS CANONIQUES). Soient (K, <) un corps réel
clos, f : K" — K" % la projection sur les n — k*¢ premiéres coordonnées de K", avec
n >k €N et S un semi-algébrique de K", alors f(S) est un semi-algébrique de K"*.

DEMONSTRATION. (Voir [BCR]).
REMARQUE 1.32.
Le corollaire (1.31) est équivalent a I’élimination des quantificateurs pour (CRC).
Une application du théoreme de Transfert de Tarski-Seidenberg est le théoreme d’Artin,
solution du 17°™¢ probléme de Hilbert.

Théoréme 1.33 (17°™¢ PROBLEME DE HILBERT). Soient (K,<) un corps réel clos
et f € K[x1,...,zy,] un polynéme, a coefficients dans K, vérifiant :

f®) =205 Vb= (by,...,bn) € K"
Alors f est une somme de carrés dans K (x1,...,xy).

DEMONSTRATION. (Voir [Art]).

2. Les symboles C et < désignent respectivement les notations d’inclusion de corps et d’inclusion élémentaire
entre structures (voir [Hod)).
3. Un énoncé est une formule sans variables libres.



2 Espaces d’Ordres Abstraits

Mots-clés : Axiomatisation des espaces d’ordres, formes et anneau de Witt, topologie de Harrison, espaces d’ordres finis
et de type fini, sous-espaces, opérations, représentation des espaces d’ordres, isométrie, équivalence de Witt, indice de
stabilité, longueur de chaine, principe local-global de Pfister, éventails, approximation forte (SAP), orbite d’un caractére,
composantes connexes

Références : [ABR], [BCR], [KMO], [Marl], [Mar2], [Mar3], [Mar4], [Mar5], [Mar6], [Mar11].

Résumé

La présente section sera dédiée aux espaces d’ordres abstraits, une théorie développée par M.
Marshall vers la fin des années 70, dans la perspective de développer une théorie axiomatique des formes
quadratiques.

Nous rappellerons les éléments de base de cette théorie; axiomes des espaces d’ordres, topologie
de Harrison, sous-structure (sous-espaces d’ordres), puis on rappellera bri¢vement quelques uns des
outils calculatoires, comme les notions d’éventails, d’indice de stabilité et de longueur de chaine.

2.1 Axiomatisation des espaces d’ordres

Soit (G,-,1,—1) un groupe multiplicatif d’exposant 2 (i.e., ¥g € G, ¢*> = 1), ayant un
élément distingué —1, différent de 1’élément unitaire 1. Pour tout élément g € G, le produit
(—1)- g sera noté simplement —g. On note aussi par x(G) le groupe topologique des caractéres
de G, i.e., ensemble des morphismes de groupes multiplicatifs ¢ : G — Zy* muni de la
topologie la plus faible rendant ces morphismes continus. Autrement dit, les noyaux ker(o),
quand o parcourt x(G), forment une base de cette topologie, appelée topologie de Harrison.

Définition 2.1 (PRE-ESPACES D’ORDRES). Un pré-espace d’ordres (abstrait) sur G est
un couple (X, G), ou X est un sous-ensemble non vide de x(G), vérifiant les axiomes suivants :
(O1) X est un sous-ensemble fermé de x(G)
(O2) Voe X;0(—1)=-1
(O3) Soit g un élément de G, alors (Vo € X;0(g9) =1) = (9 =1)
L’axiome (QO3) dit de séparation peut étre substitué par :

(0%) Soient g et h deux éléments de G, alors (g # h) = (Jo € X ; o(g) # o(h)).

REMARQUES 2.2.
La premiére composante, X, du couple (X, G), est dite domaine topologique et la seconde,
G, sera dite domaine algébrique.

Soit, pour la suite, (X, G) un pré-espace d’ordres.

Notion de forme Une n—forme ¢ sur (X,G) est un n—uplet d’éléments de G, noté ¢ :=
(91, --,9n)- L'entier n est appelé la dimension de la forme ¢. On note par Form(X,G),

ou bien simplement par Form(G), si le contexte est clair, ’ensemble de toutes les formes sur
(X, G).

4. Zo désigne le groupe multiplicatif & deux éléments ({Jrl, -1}, - ) Cette notation sera reprise tout au
long de cette These.
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Opérations sur les formes On définit sur Form(G) les opérations suivantes :
Addition :
(a1, ... an) ® (b1, . by) = (a1,...,an,b1,...,bm)

Produit tensoriel :
(a1, ... an) @ (b1,...,by) = (a1 -b1,...,a1 - bypy...ap - b1,... a0 by
Produit scalaire :
a-{ay,...,ap) :=(a)®{ay,...,an) ={(a-ay,...,a-ap)

n—copies : Soient n un entier naturel et ¢ une forme. On écrit n x ¢ = p P --- & ¢ pour
désigner la somme de n copies de ¢. On pose par convention 0 X ¢ = (), appelée aussi la
forme vide ou nulle.

Formes de Pfister Une 1—forme de Pfister est une 2—forme qui s’écrit
({g)) := (1,g). De facon plus générale, une n—forme de Pfister est une 2" —forme s’écrivant

1=n
({(g1)) @ -+ ® ({gn)). On note aussi cette forme par ({(g1,...,gn)) ou par @ (1,g;).
i=1
Signature globale Pour tout élément o € X et toute forme ¢ = (g1,...,g,) € Form(G), on

1=n
définit la o—signature de ¢ comme étant l'entier relatif o(¢) = > o(g;) € Z. La signature
i=1

globale d’une forme ¢ est 'application :
o) X — Z
or—  ¢(0) =0o(¢)

Isométrie Deux formes ¢ et 1 sont dites isométriques sur (X, G) et on note ¢ =g ¥ ou
simplement ¢ = 1), si le contexte est clair, si elles ont la méme dimension et la méme signature
globale. L’isométrie des formes est une relation d’équivalence compatible avec les opérations
d’addition et de produit scalaire. Lorsqu’on parle de n—forme sur G (ou sur (X,G)), on
sous entend bien évidemment un représentant d’une classe d’équivalence modulo I'isométrie.
L’ensemble Form(G)/ =, de ces classes d’équivalence, muni des traces des opérations définies
plus haut n’est jamais un anneau et ce a cause du fait qu’a part la forme nulle, aucune autre
forme ne posséde de forme opposée. On convient d’appeler forme unitaire la forme (1). Pour
remédier a cela, nous introduirons, plus bas, une relation binaire d’équivalence plus large sur
I'ensemble Form(G) des formes sur G, dite équivalence de Witt.

Isotropie - Hyperbolicité Une forme ¢ de dimension n > 2 est dite isotrope, si elle est
isométrique a une somme (1,—1) @ 1), ou ¢ est une forme de dimension n — 2, dans le cas
contraire, elle est dite anisotrope. Une forme de dimension 2 - n est dite hyperbolique si elle
est isométrique a la forme n x (1,—1).

Equivalence de Witt Deux formes ¢ et v sont dites Witt-équivalentes sur (X,G) et on
note ¢ ~ 1), si elles ont la méme signature globale. Ainsi définie, la relation ~ est une relation
d’équivalence sur Form(G), de plus, le quotient Form(G)/ ~ est un anneau commutatif. Nous
noterons cet anneau par W (X, G) ou simplement par W (G). Si ¢ est une forme isotrope avec
¢ = (1,—1) @1, alors ¢ ~ 1b. Réciproquement, si ¢ ~ 1, alors il existe deux entiers naturels
n et mtels quen- (1,-1) ®p=m-(1,—1) B .



Représentation et ensemble des valeurs Pour toute forme ¢ = (g1,...,g,) € Form(G)
et pour tout élément a € G, on dit que a est représenté par ¢ sur (X,G), et on écrit
a € Dg(¢), ou simplement a € D(¢), s’il existe un élément g € D({(ga,...,gn)) tel que
a € D({(g1,9)). La représentation des n—formes se déduit donc, par récurrence a partir de la
représentation par les 1—formes et les 2—formes qui, elles, sont définies comme suit :

(ae D((b)) ©a=0b) et (acD(bc))eVoelX, ola)=o0c(b)Vo(a)=o0c(c)).

L’ensemble D(¢) est appelé ensemble des valeurs de ¢.

Le résultat suivant donne une caractérisation de I’équivalence de Witt en termes des signa-
tures globales des formes.

Théoréme 2.3 (PRINCIPE LOCAL-GLOBAL DE PFISTER). On se donne un pré-espace
d’ordres (X, G) ainsi que deux formes ¢ et 1) sur G. On a alors équivalence entre les assertions
suivantes :

i) ¢~ (¢ ety sont Witt-équivalentes).
ii) ¢ — 1 := ¢ @ (=) est hyperbolique.

i1i1) Yo € X o(¢) = o(v). En d’autres termes, les signatures globales sont égales :

() X — Z () X — Z
o — ¢(o) =0(p) o — P(o) =)

DEMONSTRATION.  (Voir [Marl1] - Théoréme 2.3.1).

Définition 2.4 (ESPACES D’ORDRES ABSTRAITS). Un pré-espace d’ordres (X, G) est dit un
espace d’ordres (abstrait) s’il vérifie 'un des axiomes équivalents suivants :

(O4) Soient ¢ et 1) deux formes sur G et g € G. Si g € D(¢ B 1), alors Ja € D(¢), Ib € D(v)
tels que g € D({(a,b)).

(O)) Soient ¢, ¥ € Form(G). Si ¢ @ 1 est isotrope, alors D(¢) N D(1)) # 0.

(Voir [Mar2] - Lemme 1.3).

Théoréme 2.5 (CARACTERISATION DES ELEMENTS DU DOMAINE TOPOLOGIQUE X ). Soient
(X, G) un espace d’ordres et o € x(G). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) o€ X.
ii) Vg € G, g € ker(0) = D((1,¢)) C ker(o).

En d’autres termes, un caractére o est un ordre si, et seulement si, son noyau est un sous-
groupe saturé de G (voir définition (3.10)).

DEMONSTRATION.  (Voir [Marl1] - Notes (1), ou bien [Mar3] - Lemme 4.1, pour les détails).

Exemples 2.6 (ESPACE D’ORDRES D’UN CORPS).

1. On considére un corps formellement réel k. On note par Gy, = k*/ 3. (k*)? son groupe
multiplicatif quotienté par le sous-groupe des sommes, non nulles, des carrés de k et par
X} Pensemble de ses ordres. Alors le couple (X, Gy) est un espace d’ordres abstrait
au sens de la définition (2.4), ou l'isométrie des n—formes est donnée par le théoréme
d’isométrie de Pfister.

2. Sion pose O =Zg et E = {Idg,} C x(Zs), alors le couple (E,O) posséde une structure
d’espace d’ordres abstrait. Il est isomorphe & (Xg, G ), ou K est un corps réel clos. On
I'appelle espace atomique.
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2.2 Topologie des espaces d’ordres

Soit (X, G) un espace d’ordres (abstrait).

On peut voir chaque élément g € G comme une application (voir paragraphe #2.1,

Signature globale) :
g: X — ZQ
or— g(o) =o(g),

Z9 étant muni de la topologie discrete, on peut définir sur X une topologie dite de Harrison,
qui est la plus faible, pour laquelle ces applications sont continues. Cette topologie n’est autre
que la trace sur X de la topologie de Harrison de x(G). Plus précisément, si I’'on note, pour
tout élément g € G, U(g) := {0 € X; o(9) =1} et Hg = {U(g); g € G}, alors par 'axiome de
séparation (03'),ona:Sig# h € G, alors U(g) # U(h). On a ainsi une application bijective :

UF): G— Hg
g— Ulg)

(1)

Par cette bijection, H¢g, peut-étre muni d’une structure de groupe d’exposant 2, comme le
stipule le lemme qui suit.

Lemme 2.7. Soient g et h deux éléments de G. Alors :
Ulg) s U(h) =U(=g-h)®

Corollaire 2.8. Soient (X, G) un espace d’ordres, g et h deux éléments de G. On a :

(2%

i) Ulg) 6 U(h) =U(h) A U(g)

it) U(a) AU(a) =U(-1) .

iti) U(=1) AU(a) =U(a) et U(1) A U(a) = U(—a).
) U(

-1)=0etU(1)=X.
REMARQUE 2.9.

D’apres le point (it). du corollaire (2.8), 'application U(-) précédente ne pourra étre un mor-
phisme de groupes, car si c’était le cas, on aurait :

Ul)=U01-1)=U@1)aU(1)=U(-1),
ce qui contredit I'axiome de séparation (O3'). Voici comment remédier & cela :

Proposition 2.10. L’application :

est un isomorphisme de groupes d’exposants 2, qui envoie 1 sur U(—1) := 0, —1 sur U(1) = X
et plus généralement g - h sur U(g - h) := U(—g) A U(h). De plus, on a :

U(-9)=U(1)2U(g)=X AU(g) =X \U(g) (2)

5. Le symbole A désigne la différence symétrique.
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Le dernier point de cette proposition (égalités (2)) dit simplement que I’ensemble H¢ est
stable par passage au complémentaire. On appelle ses éléments des ouverts-fermés prin-
cipauzx. Par ailleurs, Hg engendre une base de topologie sur X, constituée des intersections
finies :

1=n
Ugr---9n) == (U(g:) = {0 € X; a(g:) =1, Vie {1,...}} (3)
i=1
appelées ouverts-fermés basiques. Une union finie d’ensembles U(gy, ..., gn) s’appelle en-

semble constructible.

2.3 Sous-espaces

NoTATIONS 2.11.
On se donne un espace d’ordres (X,G) ainsi que deux ensembles Y C x(G) et A C G. On
pose les notations suivantes :

Yi:={geG;VoeY, o(g) =1} (4)
On appelle un élément g € G vérifiant Vo € Y,0(g) = 1, annulateur positif de Y.
At:={ceX;VgeA, olg) =1} (5)

Lemme 2.12. Soit (X,G) un espace d’ordres et A C G un sous-ensemble non vide. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) A= (Ah)L.

i) Vge G, ge A = D(1,9) C A.
iii) Le couple (A+,G/A) est un espace d’ordres.
Un tel ensemble A est un sous-groupe dit un sous-groupe saturé de G (voir définition (3.10)).
Définition 2.13 (SOUS-ESPACE). Un sous-espace d’ordres de (X, G) est un couple (Y, H)

ott H= G/A, A un sous-groupe saturé de G et Y := A+,
En d’autres termes, un sous-espace d’ordres de (X, G) est un couple (Y, H) vérifiant :

- (DA) 3JA C G, un sous-ensemble non vide, tel que H = G/(A+)*.
-(DT) Y= Ud).
deA

Théoréme 2.14. Tout sous-espace (Y, H) d’un espace d’ordres (X, G) est aussi un espace
d’ordres.

DEMONSTRATION. (Voir [Mar11] - Théoréme 2.4.3).

2.4 Eventails

Définition 2.15 (EVENTAIL). Soit G un groupe multiplicatif d’exposant 2, ayant 1 comme
unité et un élément distingué —1 # 1, et posons X = {0 € x(G); o(—1) = —1}.

Le couple (X, @) ainsi défini est appelé un éventail ®. Un tel éventail (X, G) est dit trivial
si X contient au plus deux éléments (ordres), autrement, il est dit non trivial ou propre.

Théoréme 2.16. Tout éventail est aussi un espace d’ordres.

DEMONSTRATION. (Voir [Mar11] - Théoréme 3.1.1).

6. En terminologie anglaise un éventail est dit fan.
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Proposition 2.17 (CARACTERISATION DES EVENTAILS). Soit (X,G) un espace d’ordres.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) (X, Q) est un éventail.

) Vg€ G\ {-1}; D((1,9)) = {1,g}.

iii) Yay,...,an € G tel que —1 & D(({(a1,...,an))), on a D({ay,...,ay,)) ={a1,...,an}.
)

1

iv) (X,G) est une extension par un groupe d’exposant 2 de l'espace atomique (E,QO)

(voir définition (2.41) pour I'opération d’extension).
Si de plus X est fini et engendré par n éléments, alors card(G) = 2 - card(X) = 2™.

Définition 2.18 (EVENTAILS EN TANT QUE SOUS-ESPACES). Un sous-espace d’un espace
d’ordres est dit un éventail de ce dernier, s’il est un éventail en tant qu’espace d’ordres.
Proposition 2.19.

i) Tout sous-espace d’un éventail est un éventail.

i1) Toute extension par un groupe d’exposant 2 d’un éventail en est un aussi.

Définition 2.20. Un éwentail de 4—éléments est un espace d’ordres dont le domaine
topologique est composé de 4 ordres {01, 09, 03, 04} vérifiant o4 = 07 - 03 - 03.

2.5 Caractérisation des sous-espaces

Le théoréme (2.22), dont ’énoncé figure, sans démonstration, dans [ABR] - p. 87, constitue
un moyen tres puissant de caractérisation des sous-espaces d’un espace d’ordres. Nous fourni-
rons une démonstration élémentaire a ce théoreme dans le présent paragraphe.

NOTATIONS 2.21.
Soit G un groupe multiplicatif d’exposant 2 et de cardinal au moins 4, avec —1 #1 € G.

1. Pour tout sous-ensemble non vide Z C x(G), on définit Lin(Z) comme étant le sous-
groupe de x(G) engendré par les éléments de Z, i.e. :

Lin(Z) ={o1...0, ; ot les 0; et n parcourent respectivement Z et N}

2. On note également par Adh(Z) I'adhérence de Z dans x(G), pour sa topologie de Har-
rison, c’est-a-dire I'intersection de tous les fermés contenant Z.

Théoréme 2.22 (THEOREME DE CARACTERISATION (1)). Soient (X, G) un espace d’ordres
et Y C X un sous-ensemble non vide de X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) (Y, H) est un sous-espace d’ordres de (X,G), ot H := G/Y*.
i) Y = Adh(Lin(Y)) N X.
DEMONSTRATION.

(i = i) On suppose que (Y, H) soit un sous-espace d’ordres de (X;G), i.e., Y = (Y )+,
Montrons que Y = Adh(Lin(Y)) N X.
C) Cette inclusion est triviale. En effet :

Y =YNXCLin(Y)NnX C Adh(Lin(Y)) N X

D) On suppose par labsurde qu’il existe y' € (Adh(Lin(Y)) N X) \ Y, donc Is €

Yt tel que o/(s) = —1, i.e., y/(—s) = 1. U(—s) est un ouvert(-fermé) contenant y’ €
Adh(Lin(Y)) N X, il contiendra également un élément y = vy ...y, € Lin(Y), avec
y; € Y, Vi€ {1,...,n}, ce qui donne y(s) = —1. Ceci force I'un, au moins, des y; € Y

a posséder un signe négatif en s, ce qui contredit I’hypothese sur 'appartenance de s a
Y+ On aainsi Y = Adh(Lin(Y)) N X.
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(it = 14) Supposons maintenant que Y vérifie I'égalité Y = Adh(Lin(Y)) N X. Montrons
que (Y, H) est un sous-espace d’ordres de (X, G), c’est-a-dire que Y = (Y4)+.
L’inclusion Y C (Y 1)1 est triviale. Montrons que (Y+)4 C Y. Ceci revient & montrer
que :

() U(s) € Adh(Lin(Y)) N X,
sey L
ou de facon équivalente, il suffit de montrer que :
() U(s) C Adh(Lin(Y)),
sey L
car le membre de gauche est toujours un sous-ensemble de X, par définition.
Soient, ¢’ € Nsey 1 U(s) et U un ouvert de x(G) contenant y’. Comme U est une union

d’ouverts-fermés basiques de x(G), alors y’ doit appartenir a 'un de ces ouverts-fermés.
On peut donc supposer que U := U, ) (1, --,5n), avec 5; € G, Vi € {1,...,n}.

Fait 2.23. Soit s’ € G tel quey € U(s'). Alors Y NU(s') # 0.

En effet, si tel n’est pas le cas, alors —s' € Y- et donc y/ € Nseyr U(s), ce qui implique
y eU)NU(=s") =0.

Par le fait (2.23), et pour tout ¢ € {1,...,n}, Jy; € Y tel que y; € U(s;).
Montrons par récurrence sur n que U N Lin(Y") # ().
Pour n =1 : La réponse est donnée par le fait (2.23) précédent.

Pour n =2 : On a une partition de X comme suit :

X = U(Sl, 52) |_| U(—Sl, —82) |_| U(Sl, —82) |_| U(—Sl, 52)

Et d’apres le fait (2.23) toujours, on a : Jy; € U(s1) NY, Jys € U(s2) NY et
dys € U(81 . 82) ny.
Si un des y; est dans U(sq, $2), on prend y :=y; :
Sinon, on prend y := y; - y2 - y3 € Lin(Y), qui vérifie aussi y € U(sy, $2), i.e.,
UNLin(Y) #0.

Pour n > 2 : Par hypothese, on a Vi € {1,...,n}, Jy; € Lin(Y) N
U(Sl, ey Si—19Si41y -0y Sn).
Si un de ces y; est dans U(s;), on prend y :=y; :
Sinon, Vi, y; € U(s1,...,5,) \ U(s;).
Par ailleurs, par le méme fait, il existe un élément § € Lin(Y)NU(sy, ..., sy). Ceci
implique que ¥ prend un signe négatif en un nombre pair, disons r, des s;.
Sir=0,onprend y=7:

Sinon, si y est négatif en s;,,...,s;,, on prend y =9 - [Ljeq1,....r} Yi;-
On peut ainsi vérifier facilement que y € Lin(Y)NU(s1,...,Sy,), ce qui prouve que :
() U(s) € Adh(Lin(Y)),
sey L

donc Y = (Y+)4, c’est-a-dire que (Y, G/Y ) est un sous-espace d’ordres de (X, G).
Ce qui finit la preuve du théoréeme (2.22).

Corollaire 2.24. Soit (X, G) un espace d’ordres abstrait.

i) Pour tout sous-ensemble non vide Y de X, le couple :
(Adh(Lz’n(Y)) nx G/(Adh(Lz’n(Y)))L>

est un sous-espace d’ordres de (X, G), et c’est le sous-espace engendré par Y, i.e., le plus
petit sous-espace d’ordres de (X, G) contenant Y dans son domaine topologique.
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i1) En particulier, si Lin(Y') est fermé dans x(G), donc dans X, alors le sous-espace d’ordres
engendré par Y dans (X, G) est :

(Lm(y)mx , G/(Lz’n(Y)ﬂX)l>

Dans [ABR], on a une caractérisation tres jolie des sous-ensembles de X vérifiant la condi-
tion Y = Lin(Y) N X en faisant intervenir les éventails de 4 éléments. Le théoréme suivant
reprend cette caractérisation avec une nouvelle démonstration, tout aussi élémentaire.

Théoréme 2.25 (THEOREME DE CARACTERISATION (2)). Pour tout espace d’ordres (X, G)
et sous-ensemble non videY C X, on a :

VF € Fy(X) ; #(FNY) #£3 =Y = Lin(Y) N X,
ou F4(X) désigne I'ensemble des éventails de 4 éléments de (X, G).

DEMONSTRATION.
Q) : Linclusion Y C Lin(Y) N X est toujours vraie.

D) : On se donne un ordre o € Lin(Y) N X. On peut donc écrire o comme un produit ;
0 =01...0, avec 0; € Y et n impair et minimal, i.e., aucun des o; ne s’écrit comme
produit des autres (une telle écriture de o n’est pas toujours unique!).

On va montrer que si U'inclusion Y C Lin(Y) N X est stricte, i.e., s’il existe un tel
o =o01...0pavecn > 1et o €Y, alors il existerait un éventail F' € Fy(X) tel que
#(FNY) =3, ce qui contredira 'hypothese.

On note par (Y, G\?) le sous-espace d’ordres (fini) de X engendré par les o;, en d’autres

termes Y = Lin{o1,...,0,} N X (car Lin(Y) est fini, donc fermé dans x(Q)).

On pose par ailleurs :
Y ={o1,...,0n},
Ys = {oi0j0, ;0: # 05 # o) # 03},

Y, = {0i, ... 04, ; avec les 0;; deux-a-deux distincts et r < n, impair},

Y, ={o1...00} = {0}
Les Y, ainsi définis, forment une partition de Lin{oy,...,0,} C Lin(Y).
Le fait suivant est une conséquence du lemme miraculeux (voir [Marl] - Basic Lemma 3.1),
mais peut-étre démontré indépendamment de ce dernier.

n [
Fait 2.26. Vj e {0,..., (51} T Yoj1NX #0.

Montrons maintenant par récurrence sur n que o € Y.

Sin=1: Rien a faire, car c =01 € Y.

Sin =3 : Par le fait précédent, 0 = g10903 € Lin(Y) N X qui est en particulier un
élément de X, donc F' = {01, 09, 03, 010203} est un éventail de 4 éléments de X,
qui contient les éléments o1, o9 et o3 € Y, donc par 'hypothese (#(F NY) # 3),
il doit contenir aussi leur produit ¢ = o10903. Ce qui prouve que o € Y.

7. Le symbole [a] désigne la partie entiére d’un nombre réel a.
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Sin > 3 : Toujours par le fait (2.26), quitte a faire une permutation sur les indices,
supposons que o03...0, € Y, o N X, et par hypothese de récurrence, on aura
o3...0, € Y. Considérons donc 1'éventail suivant : F = {01, 02, 03...0y,, 0 =
01-09-03...0,}. L’ensemble F'NY contient déja les éléments o1, o9 et 03...0p,
il contiendra donc (par hypothése) leur produit o.

Ce qui prouve que Lin(Y)NX CY, donc Lin(Y)NX =Y

Cette démonstration donne aussi :

Corollaire 2.27. Soit Y C X, (X,G) étant un espace d’ordres, tel que VF € Fy(X),
#(FNY) #3. Alors :

i) Si Lin(Y) est fermé dans x(G), alors (Y,G/Y ') est un sous-espace d’ordres de (X, G).
ii) Si'Y est fini, alors (Y,G/Y*) est un sous-espace d’ordres de (X,G).

2.5.1 Exemples de sous-espaces d’ordres

A- Orbites de caractéres

NOTATIONS 2.28.
Soit (X, G) un espace d’ordres et soit a € x(G) un caractére de G.

On note :
Xo={oeX;a-ceX}=Xna- X, et,

Go =G/ker(a) = {gx,% g€ G} = Xg.

Proposition-Définition 2.29 (ORBITE D'UN CARACTERE). Le couple (X,,Gy) est un sous-
espace d’ordres de (X, G), appelé orbite de o dans (X,G).

DEMONSTRATION. (Voir [Mar2] - Remarque 3.7).

B- Espaces d’ordres relatifs de corps formellement réels

NotAaTIONS 2.30.
Soit k un corps formellement réel et P un préordre sur k. Posons Xp = {0 € X}; P C o} et
G = k*/P* (voir notations (1.15)).

Proposition-Définition 2.31. Le couple (Xp,Gp) ainsi défini est un sous-espace d’ordres
de (X, Gy), appelé sous-espace relatif a P. Réciproquement, tout sous-espace de (X, Gy)
est de cette forme.

DEMONSTRATION.  (Voir [Marl1] - Théoréme 2.1.4).

2.6 Opérations sur les espaces d’ordres
2.6.1 Somme directe

Définition 2.32 (SOMME DIRECTE). On se donne deux espaces d’ordres (Xi,Gi) et
(X2,G2). La somme directe de ces espaces, notée (X1,G1) @& (X2,G2), est définie comme
étant le couple (X, G), avec :

X = X; U X5 (union disjointe) et G := G x G2 (produit cartésien),

ou :

8. g|x, désigne la restriction de g au sous-ensemble X, de X.
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Eléments distingués :  1g = (1gy,1ag,) et -1g = (—1gy, —1g,)-
Opération :  (a1,a2) -G (b1,b2) = (a1 *¢, b1, a2 ‘g, b2).

Proposition 2.33. L’opération de somme directe est :
Commutative :  (X,G) @ (X',G') = (X',G") & (X,G).
Associative :  ((X,G) & (X',G")) & (X",G") = (X,G)® (X',G") & (X",G")).
Lemme 2.34. Soient (X,G) = (X1,G1) & (X2, G2) une somme directe de deux espaces non

vides et (Y, H) un sous-espace de (X,G). Sion poseY;:=Y NX; et H;=H/(HNG,), et on
suppose que Y; # 0, pour tout i € {1,2}, alors on a :

i) (Y;, H;) est un sous-espace de (Y, H), Vi € {1, 2}.
ii) De plus, on a (Y, H) = (Vi, Hy) & (Ya, Ha).
Lemme 2.35. Réciproquement, pour tous couples d’espaces et sous-espaces d’ordres

(Y, H;) C (Xi,G;) aveci € {1,2}, I'espace (Y1, H1)® (Ya, Ha) est aussi un sous-espace d’ordres
de (Xl, Gl) D (XQ, Gg)

Proposition 2.36 (LIEN AVEC LES EVENTAILS). Soit (X, G) un éventail contenant au moins
4 éléments d’une somme directe d’espaces non vides (X1, G1)® (X2, G3), alors soit X C X1\ Xo
ou bien X C X5\ Xj.

Exemple 2.37. Soit (F,O) l'espace atomique. Alors la somme directe de n copies de (E, O)
est un espace d’ordres dont le domaine topologique est composé de n éléments. Cet espace est
noté n - (E,O).

Définition 2.38 (ESPACE (IN)DECOMPOSABLE). Un espace d’ordres (X, G) est dit décom-
posable?, §’il est somme directe de deux espaces non vides. Un espace qui n’admet pas une
telle décomposition est dit indécomposable.

Proposition 2.39 (CRITERE D’'INDECOMPOSABILITE). Soit (X, G) un espace d’ordres abs-
trait. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) (X, Q) est indécomposable.

i1) Pour tout ouvert-fermé propre U C X, il existe un éventail non trivial F tel que FNU # ()
et FZ U.

i1i) Pour tout ouvert-fermé propre U C X, il existe un éventail de 4 éléments F tel que
#(FNU)e{l, 2, 3}.

DEMONSTRATION.  (Voir [Mar2] - Remarque 2.12, pour des indications).

Corollaire 2.40. Tout éventail d’au moins 4 éléments est indécomposable.

2.6.2 Extension par un groupe d’exposant 2

Définition 2.41 (EXTENSION). Soient (X, &) un espace d’ordres et A un groupe d’exposant
2. L’extension de (X, G) par A, notée (X, G)[A] := (X][A], G[A]), est définie par :

X[A] := X x x(4Q).
GIAl:=GxA={(g, d); geGetdec A}, ou:

Eléments distingués : 1gia) = (1, 1a) et -1ga) = (—1g, 1a).

Opémtz'on N (a1,51) ‘GlA] ((12, 52) = (a1 ‘G ag, 51 ‘A 52)

9. Terminologie de [Mar2] - Définition 2.10.
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Si card(A) = 2", alors n est dit poids de cette extension 1.

Les preuves des propositions suivantes sont consultables dans [ABR], par exemple.

Proposition 2.42. L’opération d’extension est :
Commutative : (X, G)[A])[A] = (X, G)[A])[A].
Associative : (X, G)[A x A'))[A"] = (X, G)[A])[A" x A"].
Proposition 2.43. Soient (X, G) un espace d’ordres et A un groupe d’exposant 2.

Soient également (Y, H) un sous-espace de (X, G) et A’ un sous-groupe de A. Alors (Y, H)[A']
est un sous-espace de (X, G)[A].

Proposition 2.44. Toute extension d’espace d’ordres par un groupe d’exposant 2 ayant au
moins 4 éléments est indécomposable.

Exemple 2.45. Sicard(A) =2",n € N, alors (F,O)[A] est un éventail de cardinal 2".

2.7 Composantes connexes

Définition 2.46. Soit (X, G) un espace d’ordres abstrait. Deux ordres o) et oo de X sont
dits connectés (on dit aussi connexes), s’il existe deux éléments 71 et 75 de X tels que
01+ T1 = 09 - To, €t on écrit o1 ~ oo. Dans ce cas, si les ordres 01, 71, 09 et T sont tous
distincts, alors ils forment un éventail de 4 éléments de (X, G).

Lemme 2.47. La relation binaire ~ est une relation d’équivalence et les classes d’équivalence
des éléments de X sont dites les composantes connexes de X (ou de l'espace d’ordres

(X,G)).
DEMONSTRATION.  (Voir [Mar4] - Théoréme 2.3).

REMARQUE 2.48.
Soit (X, G) un espace d’ordre abstrait.

1. Si X est une composante connexe fermée de (X, ), alors (X, G /YL) est un sous-espace
d’ordres de (X, G).
Ceci n’est pas vrai si X n’'est pas fermé!! (Voir [Mar4] - Remarque 2.9).

2. Si (X,G) ne contient qu'un nombre fini de composantes connexes fermées, alors il est
somme directe de ces derniéres (vues comme sous-espaces).

3. Si (X, @) ne posséde qu’une composante connexe, alors il est dit conneze.

4. Un ordre o € X est dit archimédien si sa composante connexe est {c} ; autrement, il
est dit non archimédien.

2.8 Quelques invariants des espaces d’ordres

2.8.1 Indice de stabilité et Approximation forte (SAP)

Définition 2.49 (INDICE DE STABILITE). L’indice de stabilité d'un espace d’ordres abs-
trait (X, G), noté st(X, G), est le plus grand entier naturel n tel que (X, G) contient un éventail

ayant 2" éléments. Si un tel entier n’existe pas, on convient de noter st(X,G) = oo.

L’indice de stabilité d’un espace d’ordres est un invariant topologique.

10. On utilise la notation card(A) pour désigner le cardinal d’un ensemble A.
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Proposition 2.50 (CARACTERISATION DE L'INDICE DE STABILITE). Soit (X, G) un espace
d’ordres et n € N* un entier non nul. On a équivalence entre les assertions suivantes :
i) st(X,G) < n.
i1) Tout ouvert-fermé basique U C X (pour la topologie des espace d’ordres) peut s’écrire
U=U(a,...,an), pour un choix des éléments a,...,a, dans G.

iii) Toute forme de Pfister ¢ sur (X, G) est Witt-équivalente a une forme de Pfister du type
({(ay,...,ay)), pour un choix des ay,...,a, dans G.

DEMONSTRATION.  (Voir [ABR]).

REMARQUE 2.51.

1. Par définition des éventails (triviaux), un espace d’ordres est d’indice de stabilité 0 si, et
seulement si, il est isomorphe a l'espace atomique (E, Q).

2. Les espaces d’indice de stabilité au plus égal a 1 forment une classe trés intéressante
d’espaces d’ordres, dits espaces vérifiant la propriété d’approximation forte, appelés
aussi espaces SAP dont voici une caractérisation :

Proposition 2.52 (CARACTERISATION DES ESPACES SAP). Soit (X, G) un espace d’ordres.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) st(X,G) < 1.
i1) Pour tous sous-ensembles disjoints A et B de X, il existe a € G tel que A C Uf(a) et
B c U(—a).
ii1) Pour tout sous-ensemble fermé Y C X, le couple (Y, G‘y) est un sous-espace d’ordres de
(X,G).
iv) G = Cont(X,Zs), ou X est muni de sa topologie d’espace d’ordres et Zy de la topologie
discrete.

DEMONSTRATION.  (Voir [ABR]).

Exemples 2.53.

1. L’espace d’ordres du corps R(z) est d’indice de stabilité 1, c’est donc un espace vérifiant
la propriété de I'approximation forte, SAP.

2. Plus généralement, 'espace d’ordres du corps R(z1,...,x,), avec n € N* est d’indice de
stabilité n.

3. Plus généralement encore, si K est le corps (formellement réel) de fonctions d’une variété
algébrique V de dimension n sur un corps réel clos k, donc de degré de transcendance
degi (K : k) = n, alors st(Xg,Gr) = n.

4. Si K est un corps (formellement réel) de fonctions, de degré de transcendance
degy (K : Q) = n, sur Q (corps des nombres rationnels), alors st(X g, Gx) = n+1 (penser
aQ(zy,...,zy)).

5. Sik est un corps réel clos, alors les espaces d’ordres des corps k((z,y)) (des séries formelles
de Laurent & deux variables) et k((z))(y) (des fractions rationnelles a coefficients dans

le corps des séries formelles de Laurent k((x)) a une variable) sont d’indice de stabilité
2 (voir [KMO] - Théoreme 6.1).

11. Cette appellation signifie en anglais : Strong Approximation Property.
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2.8.2 Longueur de chaine

Définition 2.54 (LONGUEUR DE CHAINE). La longueur de chaine d’un espace d’ordres
abstrait (X, G), notée cl(X, G) 12, est le plus grand entier naturel n tel qu’il existe des éléments
ag, a1, ..., an € G vérifiant ; U(ag) & Ula1) &, ..., & Ulay).

Si un tel entier n n’existe pas, on convient de noter cl(X,G) = oc.

REMARQUE 2.55.
Vu que pour tous éléments a,b € G, on a I'équivalence :

U(a) @ U(b) <= D({1,0)) & D((1,a)).

On peut donc définir la longueur de chaine de (X,G) comme étant le plus grand entier n tel
qu’il existe des éléments ag,aq,...,a, € G vérifiant :

D(<17a0>) & D(<17a1>) Grnn & D(<17an>) 13,

Définition 2.56 (ESPACE DE TYPE FINI). Un espace d’ordres d’ordres est dit de type fini
s’il est combinaison finie d’opérations de sommes et d’extensions d’espaces d’ordres a partir
de 'espace atomique.

On clot la présente section par le théoréeme suivant, dit théoréme structurel, apparu pour
la premiere fois dans [ABR].

Théoréme 2.57 (THEOREME STRUCTUREL). Soit (X,G) un espace d’ordres abstrait. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i) (X, Q) est de longueur de chaine finie.

i) (X, G) est de type fini.

12. On gardera ’acronyme cl, communément utilisé par les spécialistes de la théorie des espaces d’ordres, et
qui signifie chain length, en anglais.

13. Noter que dans une telle chaine maximale, en tenant compte du fait que G soit réduit, on a nécessairement
ap=1et a, = —1.
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3 Groupes Speciaux Réduits

Mots-clés : Structures relationnelles, groupes spéciaux, sous-groupe saturé, langage des groupes spéciaux, formes quadra-
tiques abstraites, anneaux de Witt, annulation de Witt, saturation, morphismes de groupes spéciaux (réduits), isométrie
des formes quadratiques, principe local-global de Pfister, théoréme de Dualité, valuation (réelle), compatibilité d’un pré-
ordre avec une valuation, théoréme de Baer-Krull.

Références : [Astl], [Dic], [DM], [Lir], [Hod].

Résumé

Dans la présente section, nous rappellerons succinctement les grandes lignes de la théorie des
Groupes Spéciauxr (Réduits). La notion de Groupe Spécial (special group, en anglais) est apparue
pour la premiére fois vers le début des années 90, suite auzr travaux de M. Dickmann sur la possibilité
d’une aziomatisation algébrique de la théorie des formes quadratiques en se basant sur la combinaison
des technologies de premier ordre de la théorie des modéles et celles de l’algébre abstraite.

La théorie des espaces d’ordres abstraits est dominée par son aspect topologique, contrairement a

celle des groupes spéciauz, ot l’algebre et la théorie des modéles sont les maitres d’art.
L'un des résultats les plus importants exposés dans [DM] est le théoréme (3.19), dit de dualité, qui af-
firme que les deux classes d’objets GSR. (groupes spéciaux réduits) et EOA (espaces d’ordres abstraits),
munis de leurs morphismes respectifs, forment deux catégories équivalentes opposées, i.e., qu’il y a un
isomorphisme entre les catégories'* GSR et EOA°PP, cette derniére est composée des mémes objets
que ceuzx de EOA mais avec des fléches (morphismes) inversées.

Nous nous contenterons dans ce qui suit de rappeler les notions de base de la théorie, notamment
le langage des groupes spéciauzx, l’axiomatisation de la théorie et verrons bien sir quelques uns des
résultats les plus élémentaires qui nous serons utiles dans la suite de cette Thése.

On clora la section par rappeler le théoréme de Baer-Krull, qui établit un lien entre les ordres et

les valuations d’un corps.

3.1 Axiomatisation des groupes spéciaux
3.1.1 Langage des groupes spéciaux

Pour la construction des langages du premier ordre, le lecteur est référé a [Hod] ou [CK];
il suffit de spécifier les symbole non-logique.

Définition 3.1 (LANGAGE DES GROUPES SPECIAUX). Le langage Lgg des groupes spéciaux
a comme symboles non-logiques les constantes 1, —1, Popération binaire ” - ” (produit) et la
relation quaternaire = (isométrie de formes binaires).

Un groupe spécial est la donnée de :
1. Un groupe multiplicatif (G, -) d’exposant 2 (¢?> =1, Vg € G).

2. Deux éléments distingués de G, 1 pour I’élément neutre, et —1, un élément distingué
supplémentaire (qui peut coincider avec I’élément neutre, dans le cas non réduit).

3. Une collection de relations 2n-aires =, sur G, pour tout n € N*, construites récursive-
ment & partir de la relation quaternaire =, obéissant aux axiomes ci-apres.
La notion de n—forme sur le groupe G est la méme que dans le paragraphe #2.1.

14. On peut également parler de ’équivalence des catégories GSRP? et EOA.
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3.1.2 Axiomes des groupes spéciaux

Définition 3.2 (PRE-GROUPES SPECIAUX). Un pré-groupe spécial est un groupe multi-
plicatif (G,-) d’exposant 2, ayant un élément distingué —1, muni d’une relation quaternaire
=, telle que, pour tous éléments a, b, cet d € G :

SGO) : = est une relation d’équivalence sur G2.
SG1) : (a,b) = (b,a).
SG2) : (a,—a) = (1,-1).
SG3) : (a,b) = (¢,d) IMPLIQUE a-b=c-d.
SG4) : (a,b) = (¢,d) IMPLIQUE (a, —c) = (—b, d).
SG5) : (a,b) = (¢,d) IMPLIQUE (z - a,z -b) = (z - ¢,z - d), Vo € G.
Un tel pré-groupe spécial sera noté (G,-,=,1,—1), et si le contexte est clair, simplement
par G.
Un pré-groupe spécial est dit réduit, si 1 # —1, et de plus il vérifie 'axiome dit de réduction
suivant :
RED) :Va € G, (a,a) =(1,1) = a=1
L’axiome (RED) est équivalent a :
RED’) :Va, be G, (a,b) =(1,1) =a=b=1

Définition 3.3 (DEFINITION INDUCTIVE DE L'ISOMETRIE DE FORMES). Soit (G,-,1,—1) un
pré-groupe spécial. Les relations 2n—aires =,,, d’isométrie de n—formes sont définies a partir
de la relation quaternaire = comme suit :

INIT) =; est I’égalité dans G et =5 est la relation précédente = de G2 (définition (3.1))

REC) (g1,-..,9n) =n (h1,...,hy) si, et seulement si, il existe des éléments x, y, z3, ..., 2, €
G tel que <glvx> = <h17y>7 <927 ves 7gn> =n—1 <$, 23y ,Zn> et <h27 oo 7hn> =n—-1
<y’ R35 .- >Zn>

Pour simplifier les notations, on utilisera le seul symbole =.

Définition 3.4 (GROUPES SPECIAUX). Un groupe spécial est un pré-groupe spécial véri-
fiant, en plus des axiomes (SGO) a (SGH) :

SG6) : =3 est transitive

Cet axiome (SG6) est dit de 3-transitivité.
Un groupe spécial réduit est un groupe spécial vérifiant 'axiome (RED).

Exemples 3.5.

1. Groupes spéciaux de corps : Le premier exemple de groupes spéciaux est celui des
groupes spéciaux des corps formellement réels. Soit & un corps formellement réel (—
n’est pas une somme de carrés). Considérons les sous-ensembles suivants de k : k* le
groupe multiplicatif des éléments inversibles de k, (k*)? son sous-groupe des carrés de
k*, 3°(k*)? le sous-groupe des sommes de ses carrés, et G}, le quotient k*/ 3" (k*)2. Gy
est un groupe multiplicatif d’exposant 2 contenant les deux éléments distingués 1 = 1 et
-1 = —1, classes respectives de 1 et —1 dans ce quotient Gj.

Si =, est la relation d’isométrie sur les formes quadratiques a coefficients (entrées) dans
k (voir exemples 2.6 - (1), pour un équivalent pour les espaces d’ordres), alors on peut
lui associer de facon naturelle une relation d’isométrie sur G} qu’on notera =g, , pour
laquelle :

Va, b, cetdek; (a,b) =g, (¢,d) < (a,b) =, (¢, d)

Cette relation est bien définie et confere a GG une structure de groupe spécial réduit.
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REMARQUE 3.6.

On peut également construire des groupes spéciaux réduits par ce méme procédé, en
remplacant Y (k*)? par un préordre propre de k. Ces groupes spéciaux correspondent
aux quotients de Gy, (voir paragraphe #3.3).

2. L’isométrie triviale : (Voir [DM] - Exemple 1.9). Soit G un groupe multiplicatif d’ex-
posant 2, contenant un élément distingué —1 # 1. Alors il existe une structure de groupe
spécial dite isométrie triviale, donnée par la relation =; suivante :

Va, b, cet d€ G ; (a,b) = (c,d) <= a-b=c-d

L’isométrie triviale est la plus faible relation permettant de munir un groupe d’exposant
2, avec un élément distingué —1, d’une structure de groupe spécial. Un tel groupe spécial
n’est jamais réduit !

3. L’isométrie des éventails : (Voir [DM] - Exemple 1.7) . Tout groupe multiplicatif G
d’exposant 2 possédant un élément distingué —1 # 1 peut étre muni d’une structure de
groupe spécial dit éventail, a I'aide de la relation d’isométrie définie par :

(a,b) = (¢,d) <= ab = cd et ac € {1, cd}.

3.2 Anneau de Witt d’un groupe spécial

On note, au passage, que la construction de 'anneau de Witt d’un corps se généralise, mot
par mot au cadre des groupes spéciaux.

Brievement indiquée : Les opérations de somme directe @, produit tensoriel ® ainsi que
lopération de produit scalaire - sont bien définies (de la maniére habituelle, voir ([DM]) par
exemple) sur l'ensemble Form(G) des formes (suites finies) sur un groupe spécial G, et pré-
servant l'isométrie (voir [DM] - Proposition 1.6 (a)).

La validité du théoréme d’annulation de Witt (voir [DM] - Proposition 1.6 (b)) permet alors
de définir de la maniere habituelle I’équivalence de Witt (notée ~) sur Form(G) et prouver
que @ et ® la préservent.

Le quotient Form(G)/ ~, avec les opérations induites (et les formes (1) et () (vide) comme
étant 'unité 1 et élément neutre 0) devient alors un anneau commutatif, appelé 'anneau de

Witt de G, et noté W(G).

3.3 Saturation, formes et quotients de Pfister

Les formes de Pfister occupent une place trés importante dans la théorie des formes qua-
dratiques sur les groupes spéciaux.

3.3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.7 (FORME DE PFISTER). Soit G un groupe spécial (réduit).
i=n
1. On appelle forme de Pfister toute forme qui s’écrit ((ay,...,a,)) = @ (1,a;), ou les
i=1

a; (i €{1,...,n}) sont des éléments de G.
2. L’entier n est dit degré de la forme de Pfister.

3. La dimension de cette est 'entier 2".



23

REMARQUE 3.8.

1. Le produit de deux formes de Pfister en est une :
(a1, ... apn)) @ ((b1,...,bm)) = {a1,...,an,b1,...,bm))

2. Ceci n’est pas le cas d’une somme, en général.

Proposition 3.9. Soit ¢ une forme de Pfister, alors :

i) ¢ est isotrope <= ¢ est universelle <= ¢ est hyperbolique.

it) D(¢) ={g € G; g-¢ = ¢}, et en particulier, D(¢) est un sous-groupe de G.
iii) Ya € G, a € D(¢) = D(1,a) C D(¢).
DEMONSTRATION.  (Voir [DM].)

Définition 3.10 (SATURATION). Soient G un groupe spécial et A un sous-groupe de G. On
dit que A est un sous-groupe saturé de G s’il vérifie :

Vae G, ae A= D(1,a) C A.
Un sous-groupe saturé A de G est dit propre s’il est différent de G.

Corollaire 3.11. L’ensemble des valeurs d’une forme de Pfister a coefficients dans un groupe
spécial réduit G est un sous-groupe saturé de G.

Un autre cas de sous-groupe saturé est donné par les noyaux des SG—morphismes & valeurs
dans un groupe spécial réduit (voir définition (3.20)). Plus précisément, on a;

Proposition 3.12. Soit f : G — H un morphisme de groupes spéciaux réduits. Alors :

Va € ker(f), D(1,a) C ker(f).

Cas particuliers Soit (G,+,1,—1) un groupe spécial réduit.

1. Si A un sous-groupe saturé de G, alors :
—-le A<= A=(

2. Les sous-groupes {1} et G (de G) sont saturés dans G (par I'axiome de réduction).
Ces derniers sont les sous-groupes saturés triviaux de G.
Fait 3.13.
i) Toute intersection (finie ou non) de sous-groupes saturés est un sous-groupe saturé.

1) Si (A;);er est une chaine de sous-groupes saturés (par inclusion ensembliste) d’un groupe
spécial réduit G, alors la réunion |J A; est également un sous-groupe saturé de G.
iel
Corollaire 3.14 (LA SATURATION COMME OPERATION). Tout sous-ensemble A d’un groupe
spécial G est contenu dans un sous-groupe saturé, minimal parmi les sous-groupes saturés
contenant A.

NoTATION 3.15.
On note un tel sous-groupe par AG) ot on Pappelle le sous-groupe saturé de G engendré
par A.

Les notions de forme de Pfister et de saturation sont profondément liées, et la proposition
suivante en témoigne de ce lien.

Proposition 3.16. Soient ¢ et ¢ deux formes de Pfister sur GG. Alors :

D(¢ @ ) = (D(¢) - D(1)) ™.
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3.3.2 Construction de sous-groupes saturés

On dispose désormais de deux exemples de sous groupes saturés :
1. Les noyaux (kernels) des SG—morphismes.

2. Les groupes de valeurs des formes de Pfister.

Voici un moyen de construire de certains sous-groupes saturés d’un groupe spécial.

Proposition 3.17. Soit ¢ une forme a coefficients dans un groupe spécial réduit G. Alors
Pensemble :

ot ={aeG;a- ¢= 9}
est un sous-groupe saturé de G.
DEMONSTRATION.

— 11 est clair que ¢ est un sous-groupe de G.
~ Pour la saturation, soit a € ¢(*®) et b € D(1,a). On a donc :

sat)

(b,b-a) = (1,a)
= bb-ay®@¢ = (l,a)®¢
= b-¢odb-(a-9) = ¢&(a-9)
=  bo®b-9o = 059
== 2-(b-9) = 2-¢
- b-o = 10)

(sat) (sat)

Il s’en suit de la proposition (3.9) que b € ¢
saturé de G.

; par conséquent ¢ est un sous-groupe

Définition 3.18 (QUOTIENTS DE GROUPES SPECIAUX). Si A est un sous-groupe saturé d’un
groupe spécial réduit G, alors le quotient G/A, muni de la multiplication induite (et des classes
des éléments 1 et —1) est un groupe spécial réduit. Il est dit un groupe quotient de G.

REMARQUE 3.19.
Sans la condition de saturation de A, ce quotient n’est jamais un groupe spécial.

3.4 Morphismes de groupes spéciaux

Définition 3.20 (SG—MORPHISME).

1. Un morphisme de groupes spéciaur, dit aussi un SG—morphisme, est un mor-
phisme de groupes multiplicatifs préservant la structure de groupe spécial (éléments
distingués, opérations, relations d’isométrie), plus précisément, on a :

f : (G? EG?',lG,_lG) — (Ha EH?',lH)_lH)a

est un SG—morphisme si :

(a) fla-b)=f(a)- f(b),V(a,b) € G2

(0) f(lg) =1m et f(~1g) = —1a.

(©) (a,b) =g {c,d) = (f(a), [(b)) =n (f(c), f(d)), ¥(a,b,c,d) € G".
(d) a€ Dg(1,b) = f(a) € Du(1, f(b)).

Note : Sous les conditions (a) et (b), les assertions (c) et (d) sont équivalentes.
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2. Un monomorphisme (resp. épimorphisme) de groupes spéciaux est un
SG—morphisme injectif (resp. surjectif).

3. Un SG—morphisme f : G — H est dit isomorphisme de groupes spéciaux s’il existe
un SG—morphisme g : H — G vérifiant fog = Idg et go f = Idg. Le morphisme g est
noté comme de coutume f~ .

4. Un endomorphisme (resp. automorphisme) de groupes spéciaux est un
SG—morphisme (resp. isomorphisme) d’un groupe spécial G & valeurs dans lui-méme.
REMARQUE 3.21.

1. Un SG—morphisme qui est a la fois un monomorphisme et épimorphisme (i.e., bijectif)
n’est pas forcément un isomorphisme. Pour I’étre il faudra que son inverse soit aussi un
SG—morphisme, i.e., I'implication de la condition du point (1.(c)) de la définition (3.20)
doit étre remplacée par une équivalence.

2. Les SG—morphismes qui ont cette propriété pour les formes de toute dimension, sont
dit des plongements complets (voir [DM] - p. 75).

Exemple 3.22. Soit (G,=) un groupe spécial muni d’une relation d’isométrie non triviale,
i.e.; = # =4 (ceci exclut le cas ou G = Zz). Alors 'application identité :

Idg : (G, =) — (G, =),

est a la fois un SG—morphisme et un isomorphisme de groupes, mais jamais un isomorphisme
de groupes spéciaux.

Fait 3.23 (COMPOSITION DE SG—MORPHISMES). Le composé de deux SG—morphismes en
est un.

REMARQUE 3.24.
Pour tout groupe spécial réduit G, il existe un, et un seul, SG—morphisme :

T: %o — G,

ol Zs est muni de son unique structure de groupe spécial. Ce morphisme envoie 1 et —1 de
Zo sur 1 et —1 de G, respectivement.
Corollaire 3.25. La collection composée de :

Objets : Groupes spéciaux (réduits).

Morphismes : SG—morphismes.
forme une catégorie dite des groupes spéciaux (réduits), notée GS(R).
Définition 3.26 (MORPHISMES ET FORMES (IMAGE DIRECTE)). On se donne deux groupes
spéciaux (réduits) (G, =) et (H,=), un SG—morphisme f : G — H et une forme a coefficients

dans G, ® = (ai,...,a,); alors I'éimage directe de ® par f, la forme (f(a1),..., f(an)) &
coefficients dans H, est notée f x ®.

Proposition 3.27. Pour tout SG—morphisme :
f : (G7 =Gy 17_1) — (H7 =H,", 17_1) )

toutes formes ® = (aq,...ay,) et ¥ = (by,...,by,) a coefficients dans G et tout élément a € G,
ona:

i) fx() =0 et fx(le)=(1n).
i) Si® =g ¥, alors (f x®) =g (f x V).
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i) fx(PV)=(f+xP)D(f V).
i) fx(a-®) = f(a)- (f = D).
V) fx(PRV)=(fxP)R(f*V).

DEMONSTRATION. Vérification directe.
Corollaire 3.28. L’application f*: W(G) — W (H) est un morphisme d’anneaux.

Proposition 3.29 (CARACTERISATION DES SG—MORPHISMES). On se donne deux groupes
spéciaux réduits (G, =) et (H,=) et un morphisme de groupes f : G — H tel que f(—1) = —1.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) f est un SG—morphisme.

i) Va,b € G; f(D(a,b)) € D(f(a), f(b)).
iii) Ya € G; f(D(1,a)) C D(1, f(a)).

iv) Y® € Form(G); f(D(®) C D(f »®).

v) Va € ker(f), D(1,a) C ker(f).

DEMONSTRATION.  (Voir [DM]).

Le point (v) de la proposition (3.29) constitue par ailleurs la définition des ordres sur un
groupe spécial donné. Plus précisément, on a :

Définition 3.30 ([DM] ou [MAR9]). Un caractére o : G — Zgy est un ordre de G, i.e.,
morphisme de groupes spéciaux si, et seulement si, o(—1) = —1 et :

Va € Ker(o), D(1,a) C Ker(o).

Exemples 3.31.

1. Tout sous-groupe A de G, contenant —1, est muni naturellement d’une structure de
groupe spécial si, et seulement si, I'isométrie sur G des 2—formes & parametres dans
A entraine I'isométrie sur A, en restreignant ’opération de multiplication ainsi que les
relation 2n—aires d’isométrie des n-formes, de G a A.
Le plongement i : A < G, envoyant tout élément § € A sur lui-méme, est un monomor-
phisme de groupes spéciaux.

2. Soient (G,=) un groupe spécial et A un sous-groupe saturé de G (définition (3.10)).
L’application :

T G — G/A
g +— 79 =7:=g-4,

est un épimorphisme de groupes spéciaux, dit projection canonique de G sur le quo-
tient G/A.

3.5 Théoréme de dualité

Nous rappellerons, dans le présent paragraphe, 'un des résultats les plus importants de la
théorie des groupes spéciaux, I’établissement d’une correspondance catégorique dite théoréme
de dualité, entre la catégorie des espaces d’ordres abstraits et celle des groupes spéciaux
réduits.

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [DM] - Proposition 3.10 et Proposition
3.11, p.52, ainsi que Théoréme 3.19, p.57.
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Définition 3.32. Soit (G, -, 1,—1,=) un groupe spécial réduit.

On pose, par définition, X := Homgs(G, Zs), 'ensemble des morphismes de groupes spéciaux
de G a valeurs dans Zs, ce dernier étant muni de son unique structure de groupe spécial
réduit, et on associe au groupe spécial (G,-,1,—1,=) le couple (X¢,G). La correspondance
G — (Xg, G) sera notée par II.

Ainsi défini, X posséde une structure d’espace topologique, trace de la topologie de Har-
rison sur x(G).

Voici quelques propriétés structurelles de X¢g et de G.

Proposition 3.33.
i) Xq est fermé comme sous espace topologique, a la fois de x(G) et de ZS .
1) X¢ est un espace booléen (compact, Hausdorff et totalement disconnexe).

111) G est un sous-groupe du groupe des applications continues Xqg — Zo.

i) G sépare les points de Xg.

)
)
)
v) Yo € Xg;o(—1g) = —1z,.

DEMONSTRATION. (Voir [DM] ou [Lir]).

Une conséquence directe de cette proposition est :

Corollaire 3.34. Le couple (Xg,G) est un pré-espace d’ordres, i.e., il vérifie les axiomes
(O0q), (O9) et (O3) (voir définition (2.1)).

Le couple (Xg,G) est également un espace d’ordres abstrait, i.e., il vérifie axiome (Oy)
(voir proposition (3.37)).

Les propositions suivantes peuvent étre trouvées dans [DM], [Lir] ou [Mar9], par exemple.
Proposition 3.35. Soient ¢ = (aq,...,a,) une forme de dimension n sur X¢ et g un élément
de G. On a donc équivalence entre les assertions suivantes :

i) g € Dx,(¢), i.e., ga,...,gn € G tels que ¢ = (g, 92, ..., Gn)-
1) da € D({ag,...,an)) tel que g € D({a1,a)) (voir paragraphe 2.1).

Proposition 3.36 (PRINCIPE LOCAL-GLOBAL D’ISOMETRIE DE PFISTER). Soient
(G,-,1,—1,=) un groupe spécial réduit, X ’ensemble défini plus haut, ¢ et 1) deux formes
sur X¢g. On a équivalence entre :

i) b=
ii) Yo € Xg; 0(¢) = o(¥) et dim(¢) = dim(v).

Proposition 3.37 (VERIFICATION DE L’AXIOME (O4) PAR (X, G)). Pour toutes formes ¢
et ¢ sur X¢g et tout élément a € G, on a :

a€ D(p® 1)) = Jce€ D(¢p) et d € D(3) tels que a € D(c,d).

Cette proposition dit simplement que le couple (X¢, G) vérifie 'axiome (O4) des espaces
d’ordres, d’ou le corollaire :

Corollaire 3.38. Le couple (X¢,G) est un espace d’ordres abstrait.
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Proposition 3.39. Si f: (G, 1,-1,=) — (G',-,1,—1,=') est un morphisme de groupes
spéciaux, alors I'application :
H(f) : (XG/, G/) — (XG, G)
o — I(f)(o) =00,
est un morphisme d’espaces d’ordres.

Corollaire 3.40. La transformée Il est un foncteur contravariant de la catégorie des groupes
spéciaux réduits vers celle des espaces d’ordres abstraits.

La réciproque : A tout espace d’ordres abstrait (X, G), on peut associer de fagon naturelle
un groupe spécial réduit I'( X, G) := (Gx,-,1,—1,=x), via une application qu’on notera par
I'Cou Gx :=G et 1, —1 € G sont les éléments distingués de Gx. L’isométrie des n—formes
sur Gx, notée =y, est définie comme suit :

Pour tout entier n € N* et toutes n—formes ¢, 1 € Form,(G), avec dim(¢) = dim(v) :
p=xp<=VoeX, o(p)=0c().
Théoréme 3.41. (Gx,-,1,—1,=x) :=I'(X,G) est un groupe spécial réduit.
DEMONSTRATION. (Voir [DM], pour une preuve compléte).

Proposition 3.42. Sia: (X,G) — (X', @) est un morphisme d’espaces d’ordres abstraits,
alors ’application :

F(Oé) : (GX/7'717_17EX’) — (GX7'717_175X)
g — T(a)(g) =goa,
est un morphisme de groupes spéciaux (réduits).
Corollaire 3.43. La transformée I' est un foncteur contravariant de la catégorie des espaces
d’ordres abstraits vers celle des groupes spéciaux réduits.
Théoréme 3.44 (THEOREME DE DUALITE).
i) Pour tout espace d’ordres (X,G), on a :
ITol'(X,G) = (XGX7GGX) = (X,G),
c’est-a-dire que 1o I' = Id|goa -
i1) Pour tout groupe spécial (G,-,1,—1,=), on a :
roII(G,-1,-1,=) = (Gx,,1,-1,=x,) = (G,-,1,-1,=),
c’est-a-dire que I' o Il = Id|gsR-

Corollaire 3.45. Les catégories des espaces d’ordres abstraits (EOA) et celle des groupes
spéciaux réduits (GSR) sont isomorphes (équivalentes) et opposées.

3.6 Théoréme de Baer-Krull

On conclut cette section par rappeler un des théoréemes fondamentaux de la théorie des
espaces d’ordres qui met en évidence le lien entre les ordres et les valuations d’un corps for-
mellement réel.

Pour les définitions et notations utilisées dans ce paragraphe (valuation et anneau de valua-
tion, idéal maximal, corps résiduel. ..), le lecteur pourra consulter & titre indicatif [Lam2] ou
[EP], ainsi que toute référence traitant de la théorie des valuations sur les corps (formellement
réels).
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Définitions 3.46 (COMPATIBILITE : ORDRES - VALUATIONS). Soient k un corps formelle-
ment réel, o € Xj, un ordre (ot < est la relation d’ordre total associée) et v : k — I' U {o0}
une valuation réelle sur £.

1. v est dite compatible avec o, si :
Va,bek; 0<a<b<=v(a)>r(bh).
2. Un sous-ensemble (non vide) E C k est dit convexe dans (k,0), si :

Va,beck; 0<a<betbe F—acFE.
Proposition 3.47 (CARACTERISATION DE LA COMPATIBILITE). Avec les notations précé-
dentes, les affirmations suivantes sont équivalentes :
i) v est compatible avec o.
i1) L’anneau A, de la valuation v est convexe dans (k,o).

)
i17) L’idéal maximal M, de A, est convexe dans (k, o).
)

w)Vack;a>20etae M, — a<]1.

NOTATIONS 3.48.
On pose les notations suivantes :
X, : Le sous-ensemble de X, des ordres compatibles avec la valuation v.
G, : L’ensemble des restrictions a X,, des éléments de G, vus comme applications de X}, dans
Za, i.e., Gy, = G/X .
Théoréme 3.49 (BAER-KRULL).
i) Le couple (X,,G),) est un sous-espace d’ordres de (X, Gy).

1) (X, G,) est isomorphe, en tant qu’espace d’ordres, a une extension de I'espace d’ordres
(Xx,,Gx,) du corps résiduel K,,.. Plus précisément, on a :

(Xy,Gy) ~ (Xk,, Gk, ) [v(T) /2v(T)],

ou v(I")/2v(T"), vu comme quotient multiplicatif, est un groupe d’exposant 2.

DEMONSTRATION. (Voir [DM] - Théoréme 1.33 (version pour les groupes spéciaux) ou
[Mar15] - sections §1.5 et §5.3 (version pour les espaces d’ordres sur les corps)).
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4 Ordres et ultrafiltres : Correspondance de Brumfiel

Mots-clés : Variétés algébriques réelles, ordres sur les corps de fonctions, filtres et ultrafiltres, topologie des ouverts
réguliers, correspondance de Brumfiel.

Références : [ABR], [BCR] (Chap. 7), [Bru], [Ruil].

Résumé

L’objet de cette section est d’établir une correspondance bijective entre l’ensemble des ordres du
corps de fonctions d’une variété algébrique réelle V' et une famille particuliere d’ultrafiltres, dits de
rang maximal, de ['algebre de Boole de ses sous-ensembles semi-algébriques. Cette correspondance
sera baptisée correspondance de Brumfiel (voir théoréme (4.32), en hommage au mathématicien
G.W. Brumfiel (voir [Bru]) dont il est l'auteur.

Brumfiel ne parle pas de filtres et d’ultrafiltres de rang maximal, mais il en fait l'usage de maniere

implicite.

Dans la premiére partie de cette section, nous rappellerons les notions de base de la théorie des
ultrafiltres afin de faciliter la lecture de la seconde partie, qui elle, sera consacrée, dans un premier
temps, a rappeler quelques propriétés de la topologie des semi-algébriques sur une variété réelle, ensuite
a €tadblir la correspondance de Brumfiel, en choisissant une nouvelle base de topologie, dite des ouverts
basiques réguliers.

Les propositions (4.38) et (4.40) constituent la passerelle entre les ordres et les ultrafiltres de rang
mazximal, mais elles sont énoncées pour couvrir une correspondance plus générale, entre les filtres de
rang maximal et les ordres partiels. La clé qui permet ce passage est le lemme (4.23), décrivant
une propriété propre aux ouverts basiques réquliers que n’ont pas les ouverts basiques classiques.

4.1 Filtres et ultrafiltres : Généralités
4.1.1 Filtres

Définitions 4.1 (FILTRE ET PREFILTRE). Soit (X, <) un ensemble non vide partiellement
ordonné.
Un préfiltre'® de X est un sous-ensemble P C X vérifiant les conditions suivantes ;
(FO) P est non vide.
(F1) Va,yeP,dz€Ptelquez<xetz<y.
P est dit un filtre si, de plus, il vérifie :
(F2) VeeP,yeX;a<y=—ycP.
Un (pré)filtre P est dit propre s’il est différent de X.

Définition 4.2 (RAFFINEMENT DE (PRE)FILTRES). Soient P et P’ deux (pré)filtres.

On dit que P est plus fin que P’, ou que P est un raffinement de P’, si tout élément de P’
est un élément de P, i.e., P C P.

La relation de raffinement est un ordre partiel sur I’ensemble des (pré)filtres de X.

NOTATION 4.3.
On utilisera la lettre P pour noter un préfiltre et la lettre F pour un filtre.

Fait 4.4 (ENGENDREMENT DE FILTRES). Tout préfiltre P est contenu dans un filtre, minimal
pour linclusion, appelé filtre engendré par P et noté F(P).
Dans ce cas, on dit que P est une base de filtre de F(P).

15. On dit aussi ensemble dirigé supérieurement.



33

DEMONSTRATION. 11 suffit de prendre pour F(P) le sous-ensemble des éléments € X pour
lesquels il existe un élément p € P vérifiant p < x, et axiome (F2) suit.

Exemple 4.5 ((PRE)FILTRE DES PARTIES D’UN ENSEMBLE). Soit maintenant £ un ensemble
non vide, P(FE) 'ensemble de ses parties, et X une sous-algebre de Boole non vide de P(E), i.e.,
stable par intersection, union, et passage au complémentaire et munie de ’ordre de I'inclusion
ensembliste. (X, C) est ainsi un ensemble partiellement ordonné.

Un préfiltre sur E (i.e., de X) est un sous-ensemble P C X vérifiant les conditions
suivantes :
(FO) P est non vide.

(F1) YA, BeP,alors ANB e P.
Noter que cette condition est plus forte que (F1) de la définition (4.1).

P est dit propre, si :
(F1°) 0¢P.

Un préfiltre P est un filtre, si de plus, il vérifie :
(F2) VAeP,VBe X;ACB= BeP.
Un (pré)filtre P sur E est dit principal, s’il contient un élément minimal non vide M,
c’est-a-dire, IM € P,VA e P, M C A.
M est dit élément principal ou bien centre de P. Dans ce cas, P consiste en tous les
éléments de X contenant M (par (F2)), i.e., {M} est une base de filtre de P.

Fait 4.6. Soient X un ensemble partiellement ordonné, que nous supposons inductif, i.e.,
toute suite croissante d’éléments de X admet un élément maximal, et (F;);c; une chaine
(penser a une suite croissante) de filtres propres de X, dirigée supérieurement par l'inclusion.

Alors la limite ; F := l_irr}]-} = | F;, est également un filtre propre.
ve iel

4.1.2 Ultrafiltres

Définition 4.7. Soit (X, <) un ensemble non vide partiellement ordonné, et F un sous-
ensemble de X. On dit que F est un ultrafiltre de X, si F est un filtre maximal (pour la
relation de raffinement).

Théoréme 4.8 (CARACTERISATION DES ULTRAFILTRES). Soient E un ensemble non vide,
X C P(E) une sous-algebre de I'algébre de Boole des parties de E et F un filtre de X. Les
assertions suivantes sont donc équivalentes :

i) (F3) : F est un ultrafiltre (maximal parmi les filtres propres de X ).

ii) (F3’) :VAe€ X; (Aec F)XOU (Ae F)1S.
iii) (F3”) :VA,Be X; AUBeF— A€ FVBEF.

Note : ?X0OU” désigne la disjonction exclusive.

Lemme 4.9. Dans le cas ou X = P(E), si F est un ultrafiltre de X, centré en A C E, alors
A est réduit a un point.

DEMONSTRATION. En effet, si A posséde plus d’un élément de F, disons a # b € A, il suffit de
prendre un sous-ensemble A’ de A contenant a mais pas b et son complémentaire A’ qui contient
b mais pas a. D’apres 'axiome (F3’) des ultrafiltres (voir théoreme (4.8)), I'un seulement de
ces deux ensembles est un élément de F. Mais aucun de ces ensembles ne contient A, ce qui
contredit le fait que A soit un centre pour F.

16. Pour simplifier les notations, on note par A le complémentaire de A dans E, au lieu de E \ A.
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4.1.3 Applications et exemples

Exemples 4.10.

1. Soit E un ensemble non vide, A C E un sous-ensemble non vide de celui-ci et X := P(E)
I’ensemble de ses parties. Alors 'ensemble F de toutes les éléments de X contenant A
est un filtre. C’est un filtre principal ayant A comme centre.

2. Le filtre de Fréchet : £ = N.
L’ensemble Fpyecner composé de toutes les parties de N, complémentaires des sous en-
sembles finis de N, est un filtre. Il est appelé filtre de Fréchet. Ce filtre est engendré par
la base de filtre o(N), constituée des segments terminaux; Sy = {i € N, i > k}.

On conclut ce paragraphe par un exemple décrivant une des représentations géométriques
possibles des ordres du corps R(z).

Exemple 4.11 (ULTRAFILTRES SUR R ET ORDRES DE R(z)). Soit E := R l’ensemble des
nombres réels et X := SA(R) 'algebre de Boole de ses parties semi-algébriques. Considérons

1
la collection de tous les intervalles de la forme ]0, —[ avec n € N* qu’on note par Par . Il n’est
n

pas difficile de voir que 730+ est un préfiltre de X.

On définit J-"ar comme étant la collection de tous les éléments de X contenant un élément de
P . Alors Fi est un ultrafiltre de X.

Notons par o(F;") I'ensemble de toutes les fractions f € R(x), positives sur un élément de F; .
Alors o(F") est un ordre sur R(x).

De fagon plus générale, pour tout r € R, on définit P;" comme étant 'ensemble des inter-

1
valles de la forme |r,r + —[, et P, celui des intervalles de la forme |r — — r[, avec n € N*,
n n

On leur associe, respectivement, les ensembles F,' et F,~ des parties semi-algébriques de R
(unions finies d’intervalles) contenant, respectivement, un élément de P, et un élément de

P;-. Les ensembles F, et F, sont des ultrafiltres de X.

T

Enfin, notons par P I’ensemble composé des intervalles | — 0o, n| et par PJ celui composé
des intervalles |n,+oo|, avec n € N, et par F et F. les ensembles composés des parties
semi-algébriques de R contenant un élément de P et de PL, respectivement. F et FL sont
également des ultrafiltres de ’algebre de Boole des semi-algébriques de R.

Chacun des ultrafiltres 7, F (Vr € R), F, et F donne lieu a un unique ordre de R(z),
composé chacun des fractions f € R(x) positives sur un élément de l'ultrafiltre associé. De
plus, il y a une correspondance bijective entre ces ultrafiltres avec les ordres du corps R(z).

REMARQUE 4.12.

1. L’équivalent de cet exemple en dimension supérieure, i.e., cas des algébres de Boole des
semi-algébriques de R™ (n > 2) ou d’une variété algébrique réelle affine quelconque est
beaucoup moins intuitif et c’est 'objet de ce qui suivra.

2. Dans le cas otu n = 2, quelques éléments descriptifs des ordres de R(x,y), et donc des
ultrafiltres de I'algébre de Boole des semi-algébriques de R?, seront donnés dans la suite
de cette section ainsi que dans la section §5 ci-apres. Les références principales pour le
traitement de ce cas particulier sont les articles [AGR1] et [AGR2], d’Alonso, Gamboa
et Ruiz.
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4.2 Ordres et ultrafiltres : Cas des variétés algébriques réelles
4.2.1 Topologie des semi-algébriques réguliers

Soit V' une variété irréductible réelle (sur R), de dimension d € N*, que nous supposerons
affine, A son anneau (intégre) des fonctions réguliéres et K son corps de fonctions, i.e., le corps
de fractions de A. Posons A* := A\ {0} (qui differe de A*, groupe des unités de A). Notons,
par ailleurs, par SA(V') l'algebre de Boole des sous-ensembles semi-algébriques de V.

Définition 4.13. Un sous-ensemble semi-algébrique de V' est dit un ouvert basique (usuel)
s’il est de la forme :

Ufir. f) = {0 € Vi i(0) > 0,0, fy(w) > O},
ou f; € A, Vi e {l1,...,s}, sont des générateurs de U.

Proposition 4.14 (THEOREME DE FINITUDE). Tout ensemble semi-algébrique ouvert de V
est une union finie d’ouverts basiques usuels.

DEMONSTRATION.  (Voir [BCR] - Théoréme 2.7.2, p. 46 — 47).

REMARQUE 4.15.

1. Ces ouverts basiques forment une base de la topologie des semi-algébriques sur V, dite
topologie de Harrison.

2. On verra un peu plus loin dans cette section (voir lemme (4.23)) que les ouverts basiques
ne suffisent pas pour établir un lien entre les ultrafiltres de SA(V') et les ordres du corps
K ; c’est la raison pour laquelle on introduira une nouvelle base topologique des ouverts
semi-algébriques (voir définition (4.17)).

NoTATIONS 4.16.
Soit E un espace topologique et U un sous-ensemble de E. On note par :

1. adh(U), I'adhérence de U dans E, i.e., le plus petit sous-ensemble fermé de E contenant

U.

2. int(U), lintérieur de U dans E, i.e., le plus grand sous-ensemble ouvert de E contenu

dans U.

Définition 4.17 (OUVERTS REGULIERS ET REGULARISES). Soit U un sous-ensemble semi-
algébrique de V. On appelle régularisé de U, 'intérieur de 'adhérence de U, qu’on note par
reg(U), i.e., reg(U) := int(adh(U)).

Un ouvert U est dit régulier, s’il est égal a son régularisé, i.e., si U = reg(U).

REMARQUE 4.18.
Comme Dest le cas des ouverts basiques usuels, les ouverts basiques réguliers forment également
une base d’ouverts pour la topologie des ouverts semi-algébriques.

Proposition 4.19.

i) Le régularisé d’un semi-algébrique de V' est un ouvert semi-algébrique.

1) Réciproquement, tout ouvert semi-algébrique de V est une union finie de régularisés de
basiques.

La preuve de cette proposition n’est pas triviale (voir [Bru] - Paragraphe 8.11, p. 233). Une
preuve pourra étre donnée en utilisant le lemme de Thom dans sa version généralisée, faisant
intervenir les familles stratifiantes. L’idée de base est la suivante :
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Discussion 4.20. Etant donné un ouvert basique U := U(ay,...,a,), on construit, a partir
des a;, des familles stratifiantes (sur plusieurs étapes) pour lesquelles 'adhérence de U, qui
est fermé, sera une combinaison de fermés basiques définis par des inégalités larges >, dont
I'intérieur s’obtient en relachant les inégalités larges en inégalités strictes.
REMARQUE 4.21.

1. Pour tout ouvert semi-algébrique U de V', on a U C reg(U).

2. Si U est un semi-algébrique ouvert de V', alors les fonctions réguliéres (générateurs)
définissant reg(U), comme union de basiques usuels, sont en général différentes des gé-
nérateurs de U.

NOTATIONS 4.22.
Dans le cas ou U est un ouvert semi-algébrique basique, i.e., U = U(gy,...,g9,) C V (avec
J1s---,9n € A), on utilise la notation "V (g1, ...,gn)” pour désigner le régularisé reg(U) de U.

Une des différences majeures entre les ouverts basiques usuels et les ouverts basiques réguliers
est donnée par :

Lemme 4.23 (PROPRIETE FONDAMENTALE DES BASIQUES REGULIERS). Soit V une variété
algébrique réelle affine et A son anneau de fonctions réguliéres. De plus, on se donne des
éléments g1, ...,9n,h € A. On a alors I’équivalence :

V(g1,--,9n) CV(h) <= hyyg,,..g0) =0

On aura besoin du fait trivial suivant :

Fait 4.24. Soient E un espace topologique, U et U’ des sous-ensembles non vides de E, avec
U ouvert et U’ fermé. On a alors :

U Cint(U') <= U C reg(U’)
PREUVE (DU LEMME (4.23)).

i) = 1) Cette implication est triviale. En effet :

U(h) :==(h>0)C (h>0)
= adh(U(h)) C (h > 0)
= int(adh(U(h))) C (h = 0)
& V(h) C (h>=0)
Donc si V(g1,---,9n) C V(h), alors V(g1,...,9,) C (h = 0), i.e., hy(g,,...g0) = 0

i) = 1) Réciproquement, soit = € V(gq,...,gs). Par hypothése on a h(z) > 0. On a

donc deux cas a considérer :

1) h(z) > 0: Dans ce cas, x € U(h) C V(h).

2) h(zx) = 0 : Comme V(g1,...,9n) est un ouvert, alors 3B une boule ouverte telle que
r€BCV(g1,..-,9n), ce qui donne hp > 0.
11 suffit de voir que B C V/(h). Supposons, par I'absurde, que cette inclusion n’est pas
vérifiée, ce qui impliquerait, par le fait (4.24), que B € adh(U(h)), adh(U(h)) étant fermé,
il existerait donc un ouvert non vide A C B tel que adh(U(h))N A = 0 ce qui impliquerait
a son tour que V(h) N A =0 et donc hj4 < 0. Par ailleurs, comme A C B, alors 4 > 0.
Ceci conduit a une contradiction. Ce qui prouve ainsi que B C V(h), et donc = € V(h).
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REMARQUE 4.25.
Le lemme (4.23) n’est plus vrai si I'on remplace les ouverts basiques réguliers V (g1, ..., gn) €t
V(h) par les ouverts basiques usuels U(gy, ..., gn) et U(h).

Exemple 4.26 (CONTRE-EXEMPLE POUR LES BASIQUES USUELS). Considérons la variété
V = R% Notons par A := R[z,y] et K := R(z,y), respectivement, "anneau des fonctions
régulieres sur V et son corps de fractions.

Si I'on prend g := 1 et h := 22 + y2, alors on a bien U(g) = R? et hiy(g) = h = 0, mais on n’a
pas R? = U(g) C U(h) = R*\ {(0,0)}.

4.2.2 Théoreme de "Correspondance” de Brumfiel

Soient, pour toute la suite, V' une variété algébrique réelle (sur R), affine, de dimension
d € N* et que nous supposerons irréductible, A sont anneau des fonctions réguliéres et K le
corps de fractions de A. Notons également par Xg et G, 'espace d’ordres de K et le groupe
spécial (réduit) associé.
Définition 4.27 (RANG D’UN (PRE, ULTRA)FILTRE). Soit F un préfiltre de SA(V).

1. On appelle rang de F et on note rg(F), la plus petite des dimensions des éléments de
F (pour la topologie euclidienne de la variété V).

2. Un préfiltre de rang d est dit préfiltre de rang maximal.
3. Le rang d’un (ultra)filtre est son rang en tant que préfiltre.
4. Le rang d’un préfiltre est un entier compris entre 0 et d ( = dim(V)).

Proposition 4.28. SA(V) posséde des ultrafiltres de tous rangs, et en particulier des
(pré)filtres de tous rangs.

INDICATION. Utiliser le fait que toute variété de dimension d € N* possede des sous-variétés
de toutes dimensions k € {0,...,d}, puis construire des (pré,ultra)filtres sur ces sous-variétés
et les étendre enfin a la variété ambiante, V.

Proposition 4.29. Pour tout sous-ensemble semi-algébrique non vide U, de V', on a équi-
valence entre :

i) U est de dimension d = dim(V).

i1) U contient un ouvert non vide de V, i.e., int(U) # 0.
i11) reg(U) contient un ouvert non vide de V, i.e., reg(U) # ().
REMARQUE 4.30.

Cette proposition dit simplement que les (pré, ultra)filtres de rang maximal sont composés de
semi-algébriques de dimension d de V, i.e., de semi-algébriques a intérieurs non vides.

NoTATION 4.31.
On note par I' ensemble de tous les ultrafiltres de rang maximal sur V.
La théoreme principal de cette section est le suivant :

Théoréme 4.32 (Correspondance de Brumfiel). Il y a une correspondance bijective
entre les ordres de K (i.e., les éléments de X ) et les ultrafiltres de SA(V') de rang maximal
(i.e., les éléments de T").

La preuve du théoréme de correspondance de Brumfiel requiert un certain nombre de
résultats techniques.
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Fait 4.33. Soient g € K et U, un semi-algébrique ouvert non vide de V' tel que dim(U) =
dim(V'). Alors :
gu=0 <= ¢g=0

Fait 4.34. Soient E un espace topologique, U et U’ deux sous-ensembles non vides de E.
Alors :

§) adh(U NU") C adh(U) N adh(U").
it) int(UNU") Cint(U) Nint(U’).
En particulier :
it1) reg(UNU’) Creg(U) Nreg(U’)

Corollaire 4.35 (STABILITE DES REGULIERS BASIQUES PAR CONCATENATION). Soient
Gly- - Gns P1y ... hy € K des éléments de K. Alors :

V(gl,...,gn,hl,...,hm)CV(gl,...,gn)ﬂV(hl,...,hm)

Théoréme 4.36 (COROLLAIRE DU PRINCIPE DE TRANSFERT). Soient gi,...,gm € A* des
éléments non nuls de A7, g1,...,Gm leurs classes d’équivalence dans Gy := K*/(3 K*)2.
Notons également par « le préordre de K engendré par les g;. Alors on a équivalence entre :

i) dim(V(g1,...,9m)) = dim(V).
1) dim(U(g1,...,9m)) = dim(V).
ii1) « est un préordre propre.

i) U(g1,...,9m) # 0 (dans Xk ).

DEMONSTRATION. V étant une variété réelle affine, on peut donc la plonger dans une variété

R™, pour n > d. Par ailleurs, V est définie par un systeme fini d’équations polynomiales

"P; =07 (j € {1,...,k}, pour un choix de k € N*), ou P; € R[X}, ..., X,,] sont des polynémes

irréductibles réels. Si 'on pose P := (Py,..., P), l'idéal premier de R[ X1, ..., X,,] engendré

par les Pj, alors 'anneau A est isomorphe au quotient R[ X1, ..., X,,]/P. Notons par a1, ..., an

des représentants des g1, ..., gn dans R[Xy,..., X,], i.e., gi =a; - P, Vi € {1,...,m}.

i) < i) : Conséquence de la proposition (4.29).

i1) = 4ii) : Les éléments de « sont, par définition, des sommes finies de produits des g; et
des sommes de carrés de K. Comme U(gy,...,gm) # 0, alors v € V tel que g;(v) > 0,
Vi€ {1,...,m}. Or, si @ n’est pas un préordre propre, alors —1 € « est une somme finie
de produits des g; et des sommes de carrés de K, et en particulier (-1)(v) > 0 (-1 est
I’application constante ayant —1 comme valeur), ce qui contredit ’hypothese.

iii) < iv) : Si « est propre, alors il est contenu dans un ordre de K, disons o, et dans ce
cas, il est clair que U(g1,...,9m) # 0, car Vi € {1,...,m}, ¢g; € o, donc g;(o) = 1.
Réciproquement, si U(g1,...,gm) # 0, alors tout ordre ¢ € U(g1,...,gm) contient le
préordre a ce qui implique que « est propre.

iv) = ii) :+ Supposons que U(g1,...,Gm) # (. Choisissons o € U(gt,...,0m) et notons par
7 <, 7 la relation (binaire) d’ordre associée. D'une part, en posant z; := X; - P, les
classes des coordonnées X; dans A, Vi € {1,...,n}, alors on peut écrire :

gi = ai(X1,...,Xpn) P = ai(x1,...,2n) €A; Vie{l,...,m}

Par ailleurs, si I'on note par (K,,<7) la cléture réelle de (K, <) et par < 'ordre des

réels, on aura donc une extension de corps ordonnés comme suit :

(R, <) C (K,<0) C (K, <))

o) o

17. On peut choisir les g;, indifféremment, dans A ou dans K.
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ot (R, <) et (K., <,) sont des corps réels clos. Considérons ensuite la formule élémentaire
suivante (écrite dans le langage des corps ordonnés) :

i=m 1=k
N\ (g >0) A N\ (P =0).
=1 =1

Par ’hypotheése U(q, - .., Gm) # 0, cette formule est vérifiée dans (K, <, ).
Comme g; = a;(x1,...,2,) € A,

=k

(K, <) E 7\ (ai(z1,...,2n) >¢ 0) A /\(Pl(xl,...,a:n) =0).
i=1 =1

Ceci entraine :

i=m I=k
(K, <o) F 3 A (ai(v) >, 0) A A (P(v) =0).
i=1 =1

Les variables étant quantifiées existentiellement, on a :

i=m =k
(Ko <) E 30\ (ai(w) >5 0) A A\ (Pi(v) = 0).
=1 =1

D’apres le théoréme de transfert (version modele-théorique - voir corollaire (1.28)), et en
tenant compte du fait que les polynémes a; et P, sont a coefficients dans R, on obtient :

R, <) =3 A (ai(w) > 0) A A (Piw) = 0).
i=1 I=1
Ce qui implique qu’il existe un point r = (r1,...,7,) € R™ pour lequel :
i=m l=k
A (ai(z) > 0) A A\ (Pi(z) = 0).
i=1 =1

1=k i=m
Le systeme A (P(r) = 0) dit simplement que r € V, et le systeme A (a;(r) > 0) dit
=1 i=1

que r € U(glj. ..y 9m)- Ce qui finit la preuve du théoreme (4.36).

Corollaire 4.37. Soient 0 € Xk un préordre propre sur K et g1,...,g, € 0. Alors :

U(gi,---,9n) #0 (comme ouvert basique de V).

Passons maintenant a la preuve du théoréme de correspondance de Brumfiel (4.32).
L’idée clé de la preuve consiste a construire deux applications, que nous noterons, respective-
ment :

p: I = Xg et S: Xk —T,

puis montrer qu’elles sont inverses I'une de l'autre.

Proposition 4.38 (L’APPLICATION ).

i) Pour tout filtre de rang maximal F € I', sur V, I'ensemble :
p(F)={geK;WeF, gyp=20t={geK;WeF UcV(g}u{o}

est un ordre partiel sur K.
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i1) Si, de plus, F est un ultrafiltre de rang maximal (un élément de I'), alors p(F) est un
ordre (un élément de Xy ). Dans ce cas, p(F) ={g € K ; V(g) € F} U{0}.

REMARQUE 4.39.

Légalité {g € K ; 3U € F, gy 20} ={g€ K; 3U € F, U C V(g)} U{0}, du premier
point de la proposition précédente découle du lemme (4.23) et de la proposition (4.29). En
effet, il suffit de choisir (par (4.29)) un ouvert basique régulier de dimension d, disons U =
V(g1,---,9n), et appliquer (4.29) : gjy(q,,..g.) = 0 <= V(g1,...,9.) C V(g).

Notons que Ila condition de maximalité du filtre est nécessaire pour le choix du basique régulier.

PREUVE (DE LA PROPOSITION (4.38)).

i) On se donne un filtre de rang maximal F. Montrons que o(F) vérifie les axiomes (CPO)

a (CP3) des ordres partiels sur K (voir définition (1.6)).

(CPO) : Soit g € K2 un carré. Alors g est positif ou nul en tout point de V, et en
particulier, si U € F, alors g;y > 0, donc g € p(F). Ce qui prouve que K? C o(F).

(CP1) et (CP2) : Soient g, h € p(F), donc 3U, U’ € F tels que gy > 0 et hyyr = 0. F
étant un filtre, alors U NU’ € F, avec UNU’ # (. Or, on a d'une part, UNU’' C U,
donc gjynyr = 0, et d’autre part, U N U’ C U’, donc hjynyr = 0, ce qui donne
finalement (g + h)jynyr = 0 et (g-h)junyr = 0, et donc p(F) est stable par addition
et par multiplication.

(CP3) : Soit g € K tel que g € p(F) et —g € p(F), donc 3U, U’ € F tels que gy =0
et —g;y» = 0. Comme U N U' € F et que F est de rang maximal, alors il existe un
ouvert non vide A C UNU’ (il suffit de prendre A = int(UNU")) tel que, g4 = 0 et
—gj4 2 0 (& gj4 < 0), ce qui prouve que g4 = 0, et d’apres le fait (4.33), on aura
g=0surV,ie., g=0¢€ K. Ceci prouve que p(F)N (—p(F)) = {0}.

Ce qui prouve que p(F) est un ordre partiel sur K.
i1) Supposons que F est un ultrafiltre. Vérifions 'axiome (CP4) de la définition (1.1).

(CP4) : Pour tout élément g € K, V est une union disjointe des ensembles U(g),
U(—g) et Z(g)'8. D’aprés le théoreme (4.8), combiné avec I’hypothése que F est
un ultrafiltre, un seul de ces ensembles est un élément de F. De plus, F étant de
rang maximal, alors Z(g) ¢ F. Il nous reste donc les deux possibilités, U(g) €
F ou U(—g) € F (mais pas les deux). Or, gj¢g) > 0 et —gjy(—g) > 0, donc, si
U(g) € F, alors g € p(F), et si U(—g) € F, alors —g € p(F). Ce qui prouve que
P(F)U (—p(F)) = K. On en déduit donc que p(F) est un ordre sur K.

Proposition 4.40 (L’APPLICATION F).

i) Soit o un ordre partiel sur K. Alors I'ensemble :
S(o)={U € SA(V); 3g1,...,9n €0, V(g1,...,9n) C U},

est un filtre propre de rang maximal sur V.
i1) Si, de plus, o est un ordre (un élément de X ), alors §(o) est un ultrafiltre de rang
maximal (un élément de T").
PREUVE (DE LA PROPOSITION (4.40)).

i) Soit maintenant o un ordre partiel sur . Montrons que §(o) est un filtre propre de rang
maximal sur V' (voir définition (4.5)).

(FO) : Comme 1l €oetqueV(1)=V CV,alors V € §(0), et donc F(o) # 0.

18. Par définition, Z(g) :=(¢=0):={reV; g(r) =0}.
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(F1) : Soient U, U’ € §(o), donc 3g1,...,gn, h1,..., hm € o tels que V(g1,...,9,) CU
et V(h1,...,hm) C U, ce qui donne V(g1,...,9,) N V(hy,...,hy) C UNU.
Par le corollaire (4.35), on obtient V(g1,...,9n, h1,...,hm) C U NU’, avec
V(g1,--+s9n, hi,...,hpy) # 0 (voir théoréme de transfert (4.36) et son corollaire
(4.37)), donc UNU" #0 et UNU’ € §(o), donc F(o) est stable par intersection.

(F1’) : Toujours par le théoreme (4.36) et son corollaire (4.37), pour tous g1, ..., g, € 0,
Iensemble V' (gi1,...,gn) est non vide et de dimension d (= dim(V")), ce qui prouve
donc que 0 &€ §(0), i.e., (o) est propre et que tout semi-algébrique U € F(o) est
de dimension d (car U contient un semi-algébrique régulier, donc un ouvert), i.e.,
§(0) est de rang maximal.

(F2) : Soient U € F(o) et U' € SA(V) tels que U C U’. On aura donc des éléments
g1s---,9n € o tels que V(g1,...,9n) C U, et donc V(¢g1,...,9,) C U, ce qui prouve
que U’ € §(o).

REMARQUE 4.41.

On a montré a présent que si o est un ordre partiel sur K, alors §(o) est un filtre propre
de rang maximal sur V. Pour finir la preuve de la proposition (4.40), il ne nous reste qu’a
montrer que §(o) est maximal (pour l'inclusion), i.e., qu’il n’est pas strictement inclus
dans un filtre propre de SA(V'), et pour cela, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.42 ([BruU| - PROPOSITION 8.11.1, P. 234). On se donne deux filtres propres
de rang maximal J1 et Fa, sur V et deux ordres partiels o1 et og, sur K. Alors :

(a) FiCF(p(F1)).

(0) o1 C p(S(01)).

() F1CFr= p(F1) C p(F2).
(d) 01 Coy= F(o1) C F(02).

i) Si o est un ordre, alors le seul axiome restant a vérifier est (F3) (voir théoreme (4.8)).

(F3) : Par l'absurde, soit 0 € X un ordre sur K et supposons que §(o) n’est pas un
ultrafiltre. Alors 3F" € T', un ultrafiltre sur V', de rang maximal bien siir, tel que
(o) C F' (car F(o) est un filtre propre).

Soit donc U € F'\ §(0), ou U est un ouvert régulier de la forme V(g1,...,9n),
avec gi,...,gn € K* (en choisissant un semi-algébrique ouvert appartenant a F’ et
I’écrivant comme une union finie de basiques réguliers et en appliquant le théoreme
de caractérisation (4.8) ainsi que la maximalité du rang de F7).

Comme o C p(F(0)) C p(F') (voir lemme (4.42)) et que o et p(F') sont des ordres
sur K (voir proposition (4.38)), alors o = p(F').

Par ailleurs, et par définition de p(F’), il est clair que gy, ..., g, € p(F'), car chacun
des g; est positif ou nul sur U := V(g1,...,9,) € F',i.e., U C V(g;),Vi € {1,...,n},
on obtient donc g1, ..., g, € o, et par définition de F(o), ceci force U a appartenir
a §(o), ce qui conduit & une contradiction.

Par conséquent §(o) est maximal (pour I'inclusion) parmi les filtres propres de rang
maximal de SA(V'), c’est donc un ultrafiltre de rang maximal.

Ceci finit la preuve de la proposition (4.40).

PREUVE (DU LEMME (4.42)).

(a) Fixons-nous un élément U’ € F;. Par définition de p et §, on a :

p(F1))={ge K; U € F1, gy =0}
et
S(p(F) ={U € SAV); Jg1,...,9n € p(F1), V(g1,...,9n) CU}.
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Ce qui veut dire :

S(p(F1) ={U € SA(V) 5 3g1,...,9n € K et FUy,..., Uy € Fi ;
giju, =2 0et V(gr,...,gn) CU}.

On obtient donc :

3(@(}“1)) = {U S SA(V) ; AU, ..., U, € F1 h U, C U}.
=1

Il suffit donc de prendre n =1 et Uy = U’. On obtient ainsi U’ € F(p(F1)), ce qui prouve
linclusion F; C §(p(F1)).

REMARQUE 4.43.
La derniére égalité (description de §(p(F1))), découle encore une fois du lemme (4.23)
et de la proposition (4.29). En effet, il suffit de choisir des basiques réguliers, disons

Ui =V(gin:-- - 9in,), appliquer (4.29) : gi\v (g, 1,...g5.n,) 2 0 <= V(gi1,- -, im;) C V(9).
et enfin prendre pour gi, ..., gn, tous ces g; j;, (ji € {1,...,n:}).

(b) Soit oy un ordre partiel sur K. Par la définition de §, on a :
S(UI)Z{UGSA(V) 5 Elgl?’gneal ) V(glaagn)CU}
Par la définition de g ainsi que par le lemme (4.23), on a donc :

p(F(o1) ={ge K; WU e F(o1), gu =0}
= {g eEK ; 3917 ...ygn €01, g|V(g1,...,gn) Z O}
:{g€K7 3917"'7gn€d17 V(g1,,gn)CV(g)}

Il suffit donc de poser n =1 et g = g1. On obtient alors g € p(F(01)), et par conséquent
o1 C p(g(dl))

(¢) Soient Fi C Fy une inclusion de filtres propres de rang maximal et g € p(F;). Alors,
U € Fi tel que U C V(g). U étant aussi un élément de Fa, alors par définition de p(F3),
on aura g € p(F2), et par conséquent p(F1) C p(F2).

(d) On se donne enfin une inclusion d’ordres partiels o1 C o9 et un élément U € §(o1). Alors,
d91,...,9n € 01 tel que V(g1,...,9n) CU. Les gy,..., g, sont également des éléments de
o9, alors par définition de F(o2), on obtient U € §(02), par conséquent §(o1) C F(o2).

Lemme 4.44. On se donne un ultrafiltre de rang maximal F sur V , ainsi qu’un ordre o € Xg.
On a alors :

c=p@() et F=F(p(F)).

Corollaire 4.45. On se donne deux ultrafiltres Fi, Fo sur V, de rang maximal, ainsi que
deux ordres o1, o9 sur K. On a donc;

i) 01 =09 <= F(01) = F(02) (§ est bien définie et injective).
it) F1 = Fz <= p(F1) = p(F2) (p bien définie et injective).

La correspondance de Brumfiel est une conséquence du corollaire suivant :
Corollaire 4.46 (FIN DE LA PREUVE DU THEOREME (4.32)). Les restrictions :
pof: Xx — Xk et Sop:I' — T

sont les identités respectives de Xk et I'.
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5 Ordres et demi-branches

Mots-clés : Plans affine et projectif, topologie quotient, projectification, demi-branches, germes, équivalence topologique
de demi-branches, équivalence algébrique de demi-branches, drapeaux, demi-branches algébriques signées, demi-branches
pseudo-algébriques, demi-branche de Bézout, ultrafiltres, centre d’une demi-branche, support d’une demi-branche.

Références : [ABR], [AGR1], [AGR2], [AlRa], [AR], [BCR], [Bru], [Ruil].

Résumé

Si les faisceaux représentent les "objets locaux" permettant ’étude microscopique des variétés en
Géométrie algébrique (réelle ou complexe), les ensembles semi-algébriques, quant & euzx, constituent les
"briques semi-locales” qui les composent.

On a vu dans la section §4 que les ultrafiltres peuvent parfois se substituer auz faisceaux pour appré-
hender certaines propriétés semi-locales d’une variété algébrique, notamment pour décrire la structure,
au, moins a l’échelle ensembliste, de l’espace d’ordres de son corps de fonctions. Mais en général, tel
est le cas par exemple de la variété R?, les ultrafiltres sont des objets mathématiques trés peu acces-
sibles a l'intuition et par le calcul, et ’'objet de cette section est de présenter ’esquisse d’une approche
constructive permettant un visionnement plus clair des ultrafiltres des semi-algébriques de R? et donc
des ordres de R(x,y), en utilisant des objets plus accessibles par le calcul, & savoir les demi-branches.

Les références principales pour cette section sont les articles [AGR1] et [AGR2] d’Alonso, Gamboa
et Ruiz, dans lesquelles une classification compléte des ordres de R(x,y) en termes de demi-branches
(analytiques) est donnée.

Notre objectif ici est d’illustrer comment, & partir d’une demi-branche (de Bézout), on peut associer
un ordre de R(z,y), donc un ultrafiltre de rang maximal de semi-algébriques de dimension 2 de RZ.

5.1 Espace projectif et projectifié d’un ensemble

Pour toute la suite de cette section, on se fixe les notations suivantes :

e V :=R? est le plan affine réel.

P(V) := P(R?), le plan projectif réel.

A := Rz, y], 'anneau factoriel (intégre) des polynémes réels en deux variables.

K = R(z,y) le corps des fractions rationnelles réelles en deux variables (corps de
fractions de A).

REMARQUE 5.1.

1. En choisissant un plongement de V dans P(V'), disons 7 : V' — P(V'), en envoyant les co-
ordonnées (non-homogenes) (x,y), dans le plan affine V, sur les coordonnées homogénes,
disons (x,y,1), dans P(V'), V s’identifie & un sous-ensemble de P(V').

2. Dans ce cas, le complémentaire de V dans P(V') est I'ensemble des points a coordonnées

homogenes (x,y,0). On appelle ce complémentaire, ensemble des points & l’infini de
P(V).

Définition 5.2 (PROJECTIFIE). Soit U C V un sous-ensemble, disons semi-algébrique non
vide, (on peut considérer U comme un sous-ensemble de P(V'), via le plongement 7). On appelle
projectifié de U, et on le note P(U), 'adhérence de U dans P(V') (dans sa topologie quotient),
suivant le plongement 7 défini plus haut.

5.2 Demi-branches et germes topologiques

Définition 5.3 (DEMI-BRANCHE TOPOLOGIQUE). On appelle demi-branche topologique
toute image homéomorphe du segment |0, 1[ dans V/, i.e., I'image d’une application :

¢ 0,1 — V,
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continue, ouverte et bijective sur son image ¢(]0, 1[). On utilise la notation db(¢) pour désigner
une telle demi-branche. L’application ¢ est appelée paramétrisation de db(o).

Exemple 5.4. L’image de 'application :

r:jJjo,1f — Vv
t — (z=2cos(27t) + cos(6mt) ; y = 2sin(27t) — sin(67t))
appelée hypocycloide, n’est pas une demi-branche topologique, car elle n’est pas homéo-

morphe sur son image. En revanche, on peut trouver une restriction de I" sur un segment |0, €[
(avec € €]0,1[), telle que I'(]0, €[) soit homéomorphe & ]0, €[, donc & |0, 1[.

FIGURE 1 — Exemple d’une paramétrisation qui n’est pas une demi-branche topologique
(HYPOCYCLOIDE).

Définition 5.5 (CENTRE D’UNE DEMI-BRANCHE TOPOLOGIQUE). Soit db(¢) une demi-

branche topologique, ayant ¢ :]0,1] — V comme paramétrisation.

On dit que db(¢) admet un centre dans P(V'), disons p € P(V), si lin% ¢(e) = p, comme unique
€E—

limite & droite de ¢ en 0, dans P(V'). Ceci se traduit par :

In 6]07 1[ ; Ve 6]0777[ ) adh(¢(]07 ED) \(b(]ov GD = {p}

Une demi-branche admettant un centre p € P(V') est dite centrale ou, plus exactement,
centrée en p et on la note db(¢),, ou simplement dby, si le contexte est clair.

Définition 5.6 (DEMI-BRANCHES FINI/INFINIE). Une demi-branche est dite infinie ou cen-
trée a l’infini, si son centre est un point de P(V') \ V, et elle est dite finie si son centre est
un point de V.

NOTATIONS 5.7.
Pour tout point p € P(V), on note par DB(p) I'ensemble des demi-branches topologiques
centrées en p, et par DB, I'ensemble de toutes les demi-branches topologiques centrées en les
points de P(V), i.e., :
DB:= || DB(p).
peP(V)
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Définition 5.8 (CONGRUENCE TOPOLOGIQUE). Deux demi-branches topologiques centrales
db(¢), et db(¢'),, paramétrées par ¢ : |0,1] — V et ¢/ :]0,1] — V et centrées en
p et p/, respectivement, sont dites topologiquement congruentes, si Je, 3¢’ €]0,1] tels
que Vv €]0,¢[, W' €]0,€[, tel que ¢(J0,v[) = ¢'(]0, ) et Y/ €]0,€[, v €]0,¢[, tel que
6(10,v) = (0, /]).

On note cette congruence par ~yop et on écrit : db(¢), ~top db(¢')y-

REMARQUE 5.9.
II est clair que, si db(¢), et db(¢’),y sont deux demi-branches topologiques, topologiquement
congruentes, alors p = p' (égalité dans P(V)).

Proposition 5.10 (LA CONGRUENCE TOPOLOGIQUE, RELATION D’EQUIVALENCE). La rela-
tion de congruence topologique ~, est une relation d’équivalence sur DB(p), Vp € P(V), elle
Pest donc sur DB.

Définition 5.11 (GERME DE DEMI-BRANCHES). On appelle la classe d’équivalence d’un
élément de DB, modulo la congruence topologique, un germe de demi-branches topolo-
giques.

Si le contexte est clair, on appellera demi-branche, a la fois, une demi-branche topologique
et sa classe d’équivalence modulo la relation ~,.

Exemples 5.12.

1. Demi-branches algébriques :
Une demi-branche centrale db(¢),, paramétrée par ¢ : ]0,1[ — V est dite algébrique,
s’il existe une courbe algébrique C := (P = 0), avec P € A, un polynéme irréductible
réel'”, et un nombre € €]0, 1], tels que, ¢(]0,¢[) C C.
On dit que C est le support de db(¢),, ou bien que db(¢), est supportée sur C.
Il est clair que si db(¢), est algébrique, alors toute demi-branche db(¢'),s, telle que
db(¢')pr ~top db(¢)p, est aussi algébrique et a la méme courbe support C.

2. Demi-branches analytiques :
Une demi-branche db(¢), est dite analytique si son application de paramétrisation ¢
est analytique réelle sur un sous-ensemble |0, €[C]0, 1], i.e., les fonctions coordonnées ¢
et ¢, telles que ¢(t) = (¢1(t), P2(t)) Vt €]0, €[, sont analytiques sur ]0,¢[. En d’autres
termes, ces fonctions coordonnées sont de classe C*° et sont exprimables comme des
séries convergentes de Taylor en tout point ¢ €]0, €.
3. L’application :
v o]0, — Vv
1
t (t,sm(;))
définit une demi-branche topologique non centrale.
La raison est que cette application n’admet pas de limite en 0.

4. L’application :
Q : 0,1 — Vv

t = (tt- sin(%))

définit une demi-branche topologique centrée a 'origine O(0,0) du plan, mais cette demi-
branche ne nous sera pas utile pour la description des ordres de K ni des ultrafiltres des
semi-algébriques de V', a cause de son comportement "instable” au voisinage de 'origine.

19. Un polynome irréductible P est dit réel si 'anneau quotient R[z, y]/(P) est formellement réel.
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Pour éviter ce type de contraintes, on définit, sur DB, une nouvelle relation d’équivalence
(plus fine que la congruence topologique), qui elle, donne lieu a une correspondance entre les
nouvelles classes d’équivalences des demi-branches, les ultrafiltres de rang maximal de SA(V)
et les ordres associés de K, via la correspondance de Brumfiel.

5.3 Demi-Branches Algébriques Signées

Nous allons, dans ce qui suivra, associer a toute demi-branche algébrique deux demi-
branches, dites signées, en utilisant la décomposition cellulaire des sous-ensembles semi-
algébriques de V', et introduirons la notion d’adjacence ou de compatibilité, via le concept
de "drapeau’. Avant cela, voici quelques résultats connus, que 'on peut trouver dans [BCR],
par exemple.

5.3.1 Décomposition cellulaire

Proposition 5.13 (DECOMPOSITION CELLULAIRE (1 : COORDONNEES FINIES)). Soit
C := (m = 0) une courbe algébrique, que nous supposerons irréductible et de dimension 1%°, et
p un point non isolé de C. Alors il existe un réel positif r tel que D" (p) \ C est composé d’un
nombre n, fini et pair, de composantes connexes semi-algébriques ouvertes, appelées "cellules”,
délimitées®! par C et C"(p). C"(p) étant le cercle de centre p et de rayon r et D" (p) le disque
ouvert centré en p et de rayon r.

Proposition 5.14 (DECOMPOSITION CELLULAIRE (2 : COORDONNEES INFINIES)). Soit
C := (7 =0) une courbe algébrique, que nous supposerons également irréductible et de di-
mension 1. II existe donc un réel positif R tel que int(V \ D¥(0)) \ C est composé soit d’une
unique ou d’un nombre n, fini et pair, de composantes connexes semi-algébriques ouvertes,
appelées "cellules a ’infini", délimitées par C et C(O) ou uniquement par C¥(0). DF(O)
désigne le disque ouvert centré en l'origine O de V (plan affine réel) et de rayon R. De plus,
n =1 si, et seulement si, C est compacte??.

Corollaire 5.15. Le nombre de demi-branches centrées en p € P(V') et supportées sur une
courbe algébrique irréductible et de dimension 1, C, est fini et pair.

INDICATION. Le lecteur est renvoyé a la section §9.5 de [BCR] pour les détails techniques.

5.3.2 Drapeaux

Fixons-nous une orientation du plan réel affine V', disons 'orientation trigonométrigue.
Soient C := (m = 0) C V une courbe algébrique irréductible, p € P(C) un point non isolé du
projectifié de C et db, := db(¢), 23 yne demi-branche (algébrique) centrée en p, supportée sur
C et paramétrée par ¢ : ]0,1[ — C. On distingue donc deux cas, p € C et p € P(C) \ C.

Cas fini : peC

Par la proposition (5.13) et le corollaire (5.15), en choisissant un réel positif suf-
fisemment petit 7, l’ensemble D"(p) \ C est composé dun nombre fini et pair de
composantes connexes ouvertes, Ci,...,C,, qu'on ordonne cycliquement comme suit

20. Non réduite & un ensemble fini de points.

21. L’expression "A est délimité par B" signifie ici que la frontiére de A est un sous-ensemble de B.

22. 1l est a rappeler que C est compacte dans V <= P(C) =C.

23. Pour simplifier, on utilisera la notation db, pour désigner une demi-branche topologique quelconque.
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C1<Cy << Choq <Cpy <y, suivant Porientation choisie (voir paragraphe #10.4.3 et
définition (10.31) pour plus de détails sur cet ordre cyclique). Il existe donc un unique indice
i€{1,...,n} et un réel € €]0, 1], tel que ¢(]0,€[) C adh(C;) N adh(Ciy1).

On appelle C; cellule prédécesseur immédiat et C;11 cellule successeur immeédiat de la
demi-branche db,. Si le contexte est clair, on utilisera les notations C~ (db,) et C*(db,) pour
désigner, respectivement, ces cellules.

Cas infini : p e P(C) \C

Supposons maintenant que C est non compacte (son projectifié contient des points a l'infini)
et considérons une demi-branche (algébrique) db, paramétrée par ¢ :]0,1[ — C, centrée en
p € P(C) \ C (un point a 'infini de C) et supportée sur C.
Par la proposition (5.14) ainsi que le corollaire (5.15), en choisissant un réel R, suffisemment
grand, I'ensemble int(V \ DF(0)) \ C est composé d'un nombre fini et pair de composantes
connexes ouvertes, C,...,Cy,, qu’on ordonne également cycliquement par : C; < Cy < -+ <
Cpn—1 < C, < C4. La encore, il existe un indice i € {1,...,n} et un réel € €0, 1], tel que
(b(]O, 6[) C adh(CZ) N adh(CHl).
Les composantes C; et C;11 sont dites cellule a I'infini prédécesseur immédiat et cellule a
I'infini successeur immédiat, respectivement, de la demi-branche db,. On utilisera les no-
tations C'~(db,) et CT(db,) pour désigner, respectivement, les cellules successeur immédiat et
prédécesseur immédiat de db, 2,

Définition 5.16 (COMPATIBILITE A GAUCHE ET A DROITE). Soit U un ensemble semi-
algébrique non vide. On dit que U est compatible avec la demi-branche db, & gauche (resp. &
droite) si :

Je €]0,1[ ; ¢(]0,¢€]) C adh(U N C~(dby))  (resp. ¢(]0,€]) C adh(U N Ct(dby))).
Ces adhérences sont prises dans V.

Proposition 5.17. Soit db, une demi-branche algébrique.
i) V est compatible avec db, a gauche et a droite.

i1) Un semi-algébrique compatible avec db, (& gauche ou a droite) est a intérieur non vide
(en particulier, il est non vide).

i11) La réunion ainsi que I'intersection de deux semi-algébriques compatibles avec db, a gauche
(resp. & droite) est un semi-algébrique compatible du méme type avec db,.

iv) Pour tout semi-algébrique U C V', un seul des ensembles U ou V' \ U est compatible avec
db, a gauche (méme chose pour la compatibilité a droite).

Corollaire 5.18. La collection des semi-algébriques compatibles a gauche (resp. a droite)
avec une demi-branche db,, algébrique est un ultrafiltre de rang maximal sur V.

Définition 5.19 (DRAPEAU (FLAG) DIRIGE A GAUCHE/A DROITE). 25 Soient db, demi-
branche (algébrique) centrée en un point (fini ou infini) p et supportée sur une courbe algé-
brique (irréductible) C et U un sous-ensemble semi-algébrique de V', compatible avec db, a
gauche (resp. a droite).

L’ensemble U N C~(db,) (resp. U N C*(db,)) est appelé drapeau dirigé a gauche (resp. a

droite) a surface dans U et supporté sur db,,.
On note un tel drapeau par flagy(db,)™ (resp. flagy(db,)™) ou simplement flag(db,)~ (resp.

24. Attention : On a inversé les signes — et + dans le cas infini, et ce, pour respecter lorientation "autour
des points a l’infini", des demi-branches algébriques.
25. Selon la terminologie de [AlRa], ces ensembles sont dits microflags.
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flag(dby,)™), si le contexte est clair.
On note l'ensemble des drapeaux dirigés & gauche (resp. a droite) supportés sur db, par

Flag(db,)~ (resp. Flag(db,)™).

Proposition 5.20.

i) Un drapeau dirigé a gauche ou a droite et supporté sur une demi-branche algébrique db,
est toujours a intérieur non vide (donc non vide).

i1) La réunion ainsi que lintersection de deux drapeaux dirigés a gauche (resp. a droite)
supportés sur une méme demi-branche db, est un drapeau dirigé a gauche (resp. dirigé a
droite) et supporté sur db,,.

i11) Sidby, et db;), sont deux demi-branches algébriques qui ne sont pas topologiquement équi-
valentes, alors 3flag(dby)* € Flag(dbl,)*, 3flag'(db,)* € Flag(db,)*, pour tout choix
de signe * € {—,+} tels que; flag(db,)* N flag'(dby,)* = 0.

5.3.3 Demi-branches algébriques signées

Définition 5.21 (DEMI-BRANCHE ALGEBRIQUE SIGNEE). On appelle les couples
(dby, Flag(db,)~) et (dby, Flag(db,)t), les demi-branches algébriques signées associées
a dbp. On note ces demi-branches par db,, et db;,r , respectivement.

La demi-branche db, est dite le support algébrique de ces demi-branches signées et p leur
centre.

NOTATIONS 5.22.
Pour tout point p € P(V'), on note par DBAS(p) I'ensemble des demi-branches algébriques
signées centrées en p, et par DBAS la réunion disjointe des DBAS(p) quand p parcourt P(V) :

DBAS := | | DBAS(p).
peEP(V)

Par souci d’allégement des notations, un élément de DBAS sera noté simplement dby, ot
* € {_a +}

Proposition 5.23 (COMPATIBILITE AVEC LES PRINCIPAUX : CAS ALGEBRIQUE SIGNE). Soit
dby (ot x € {—,+}) une demi-branche algébrique signée supportée sur une demi-branche
algébrique dby,, ayant a son tour comme support une courbe algébrique irréductible réelle C
et comme centre un point p € P(C). Alors, pour tout polynéme P € A*, il existe un drapeau
flag(dby,)*, représentant dby, tel que :

(flag(dby,)* C U(P)) ou (flag(db,)* C U(—P)).

5.4 Demi-Branches Pseudo-Algébriques

Définition 5.24 (DEMI-BRANCHE TOPOLOGIQUE PSEUDO-ALGEBRIQUE). On se donne une
demi-branche non-algébrique db, paramétrée par ¢ :J0,1[— V et centrée en un point p €
P(V). On dit que db, est une demi-branche topologique pseudo-algébrique, si pour tout
polynéme réel (non nul) P € A*, il existe un nombre réel € €]0,1] tel que Z(P) N ¢(]0, €[) 26
soit fini.

REMARQUE 5.25.
Cette définition est inspirée de la propriété, dite de Bézout, sur I'intersection des courbes
algébriques planes.

26. L’ensemble Z(P) est I’ensemble des zéros réels de P, i.e., les points réels de la courbe (P = 0).
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Proposition 5.26 (COMPATIBILITE AVEC LES PRINCIPAUX : CAS PSEUDO-ALGEBRIQUE).
Soit db, une demi-branche topologique pseudo-algébrique, paramétrée par ¢ :|0,1[— V et
centrée en p € P(V'). Alors :

VP e A*, 3e €]0,1]; (¢(]0,€[) C U(P)) ou (¢(]0,¢[) C U(-P)).

Exemples 5.27.

1. La demi-branche centrée a l’origine du plan définie par la paramétrisation :
T : ]0,1] — Vv
t e (teT)

est topologique pseudo-algébrique.

2. La demi-branche centrée a l'origine du plan définie par la paramétrisation :
Q : 0,1 — V
1
t = (- Sln(;))

n’est pas pseudo-algébrique, car le polynéme P(z,y) = y posseéde une infinité de zéros
au voisinage du centre de cette demi-brache.

Proposition 5.28. Si db, est topologique pseudo-algébrique et db;, une autre demi-branche
topologiquement congruente a db,, i.e., db, ~¢op db;,, donc non algébrique forcément, alors db;,
est aussi topologique pseudo-algébrique.

Définition 5.29 (DEMI-BRANCHE PSEUDO-ALGEBRIQUE). A partir de 1, on appelle demi-
branche pseudo-algébrique la classe d’équivalence, modulo la relation ~,, d'une demi-
branche topologique pseudo-algébrique.

NoTATIONS 5.30.
Pour tout point p € P(V), on note par DBPA(p) 'ensemble des demi-branches pseudo-
algébriques centrées en p, et par DBPA la réunion disjointe :

DBPA:= || DBPA(p).
peP(V)

Un élément de DBPA sera noté dbg.

5.5 Demi-branches de Bézout

Définition 5.31 (COMPATIBILITE AVEC LES SEMI-ALGEBRIQUES). Soit U € SA(V') un sous-
ensemble semi-algébrique non vide de V.

1. Soit dbg une demi-branche pseudo-algébrique dont un représentant est paramétré par
¢ :]0,1[— V. On dit que U est compatible avec db), si e €]0, 1] tel que ¢(J0,¢[) C U.

2. Soit dbj, une demi-branche algébrique signée. On dit que U est compatible avec dby, s’il
existe un drapeau flag(dby) € Flag(dby) tel que flag(dby) C U.

REMARQUES 5.32 (RAPPELS).

1. Tout semi-algébrique compatible avec une demi-branche, algébrique signée ou pseudo-
algébrique, est a intérieur non vide (i.e., contient un ouvert non vide).

2. L’intersection ainsi que la réunion de deux semi-algébriques compatibles avec une méme
demi-branche, algébrique signée ou pseudo-algébrique, est également un semi-algébrique
compatible avec cette méme demi-branche.
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Définition 5.33 (SEPARATION/CONGRUENCE ALGEBRIQUES). Deux demi-branches dby et
db’;:, avec p,p' € P(V) et x, ¥ € {—,+,0}, sont dites algébriquement séparables, s’il existe
un polyndéme réel non nul P € A*, tel que :

(I) dby est compatible avec U(P),
II) db’™* est compatible avec U(—P).
p

Si ces demi-branches ne sont pas algébriquement séparables, elles seront dites algébriqguement
congruentes, et on note dans ce cas; dby ~q db';/.

REMARQUE 5.34.
Si dbyy ~ag db';/, sont deux demi-branches algébriquement congruentes, alors p = p' € P(V).

Proposition 5.35. La congruence algébrique est une relation d’équivalence sur
DBAS U DBPA.

DEMONSTRATION.
— La réflexivité ainsi que la symétrie de cette relation sont vérifiées par définition.
— Pour la transitivité, soient dby, db’;/ et db” ;//, avec p, p/, p’ € P(V) et
*, ®, *" € {—,+,0}, des demi-branches telles que dbs; ~u14 db’;ﬁ et db’;ﬁ ~alg db”;x.
Par la remarque (5.34), on obtient p = p’ = p”.

Soit maintenant P un polyndéme réel non nul. dbj et db’;/ étant algébriquement
congruentes, et quitte a remplacer P par — P, on peut supposer que U (P) est compatible

avec ces deux demi-branches. Par ailleurs, comme db’;/ et db”;u sont aussi algébrique-
ment congruentes, alors un seul parmi les U(P) et U(—P) est compatible avec ces deux

demi-branches, et comme U (P) est déja compatible avec db';l, alors il le sera avec db” ;N.

donc U(P) est compatible avec dby, et db”;”. En faisant varier P dans A*, on obtient :

dby; ~alg db”;//, ce qui prouve que ~ 4 est transitive, et donc une relation d’équivalence.
NOTATION 5.36.

On note par DBB(p) I'ensemble des classes d’équivalence des éléments de DBAS U DBPA,
modulo I'équivalence algébrique, et par DBB, la réunion disjointe :

DBB:= || DBB(p).
pEP(V)
Définition 5.37 (DEMI-BRANCHE DE BEZOUT).

1. Un élément de DBB est appelé une demi-branche de Bézout. Un tel élément sera
noté dby, avec x € {—,+,0}.

2. Un élément de DBB est dit une demi-branche de Bézout algébrique s’il est re-
présenté par une demi-branche algébrique signée (i.e., x € {—,+}), sinon il est dit
demi-branche de Bézout pseudo-algébrique (i.e., x = 0).

Proposition 5.38 (COMPATIBILITE AVEC LES SEMI-ALGEBRIQUES). Soient dby une demi-
branche (algébrique signée ou pseudo-algébrique) et U un semi-algébrique compatible avec dby,.
Si db;/ est une autre demi-branche telle que dbl*)l ~alg dby, alors U est également compatible

/
avec dbl*, .

5.6 Correspondance : Demi-Branches de Bézout-Ultrafiltres-Ordres

Théoréme 5.39. Soit db; une demi-branche de Bézout. Alors ’ensemble :
F(dby) :={U € SA(V), U compatible avec db}},

est un ultrafiltre de rang maximal sur V.
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DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que F (dby) ne dépend pas des représentants de dby,
mais de dbj, elle-méme (voir proposition (5.38)).
Vérifions maintenant les axiomes des ultrafiltres.

(FO) : Il est clair que V' est compatible avec toutes les demi-branches de Bézout au sens de
la définition (5.31), donc F(dby) # 0.

(F1) : Soient U, U’ € F(db}y), alors U N U’ € F(db};) (proposition (5.17)).

(F1’) : Par la proposition (5.17) toujours, tout semi-algébrique compatible avec JF(dbj)
contient un ouvert non vide, donc ) ¢ F(dby).

(F2) : Soient U € F(dby) et U" € SA(V) tel que U C U’. Alors suivant le fait que db soit
algébrique signée ou pseudo-algébrique, U contient un drapeau représentant cette demi-
branche, et donc U’ contient ce méme représentant, ce qui prouve que U’ est compatible
avec dbj, et donc U’ € F(dby).

(F3’) : Pour le cas algébrique signé, soit flag(dby) un représentant de dby. Soit U € SA(V).

Comme U est une combinaison booléenne de semi-algébriques principaux de la forme
U(g), avec g € A, donc d’apreés la proposition (5.23), un seulement des ensembles
flag(dby) NU ou flag(dby) N (V \ U) est compatible avec db;.
Pour le cas pseudo-algébrique, soient dbg une demi-branche de Bézout pseudo-algébrique
et db, = (¢ :]0,1[—> V') un représentant. Soit U un semi-algébrique de V. Si g1,...,9n
est un ensemble des polynémes intervenant dans I’écriture de U, i.e., U est combinaison
booléenne des U(g1), . ..,U(gn), alors 'ensemble V\ Z(g; ... gn) est un ouvert dense dans
V' ayant un nombre fini de composantes connexes. Et comme db, est pseudo-algébrique
(en particulier non algébrique), alors Je €]0, 1] tel que ¢(]0, €]) soit inclus dans une seule
de ces composantes connexes, disons C. De plus, comme un seul parmi les ensembles U
et V'\ U contient C, donc ce méme semi-algébrique est un élément de F(dby).

Définition 5.40 (ULTRAFILTRE GEOMETRIQUE SUR V). Tout ultrafiltre de la forme F(db;)
est appelé ultrafiltre géométrique de SA(V).

Corollaire 5.41. Soit db; une demi-branche de Bézout. Alors 'ensemble :
p(dby) :={g € K, U(g) compatible avec dby},
est un ordre sur K.

Définition 5.42 (ORDRE GEOMETRIQUE SUR K'). Tout ordre p(dby) obtenu de cette fagon
est appelé ordre géométrique sur K.

REMARQUE 5.43.
I est a noter que pour toute demi-branche de Bézout dby, et tout polynéme réel g € A*, on a :

U(g) compatible avec db;, <= V(g) compatible avec db},.
(Voir proposition (10.60)).

Théoréme 5.44 (voir [AGR1] ET [AGR2]). Tout ordre de R(z,y) est géométrique, i.e.,
issu d’une demi-branche.

5.7 Un mot sur les éventails de (Xg(y), Grzy))
Proposition 5.45 (INDICE DE STABILITE DE (Xg(gy), Gr(zy))). L'indice de stabilité de
I'espace d’ordres (Xg (s GR(z,y)) du corps R(z,y) est égal a 2.

Corollaire 5.46 (EVENTAILS DE (Xp(yy); Gr(z,y))). Tout éventail de l'espace d’ordres
(XR(z,y)> GR(z,y)) POsséde 1, 2 ou 4 éléments.
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Définition 5.47 (ORDRE (NON)ARCHIMEDIEN). Un élément d'un espace d’ordres est dit
archimédien s’il n’appartient a aucun éventail non trivial, en particulier & aucun éventail de
4 éléments.

NoTE 5.48.
La caractérisation des éventails de 4 éléments d’un espace d’ordres dépend donc de la carac-
térisation de ses ordres non archimédiens.

La proposition suivante nous donne la caractérisation d’une classe importante d’éventails de
4 éléments de (XR(:v,y)a GR(m,y))'

Proposition 5.49 (EVENTAILS DE 4 ELEMENTS DE (Xg(y ), Gr(zy))). Solent db, et db/,
deux demi-branches algébriques distinctes, supportées sur une méme courbe algébrique irré-
ductible réelle plane C := (m = 0) (p et q, éventuellement égaux, sont des points du projectifié
de C), (db;,db;‘) et (db’;,db’;) les couples des demi-branches de Bézout algébriques signées
associées (suivant l'orientation choisie du plan). On note, respectivement, par (p(db; ), p(dbj;,L )

et (p(db',), p(db';)) les couples d’ordres de R(x,y) associés a ces demi-branches signées. Alors
l'ensemble :

{otasy ), otanp), ptavy ), o) .

est un éventail de 4 éléments de (XR(WJ), GR(x,y)).

INDICATION. En effet, il suffit de vérifier que les ordres associées aux demi-branches al-
gébriques signées sont non archimédiens et que le produit de tous ces éléments est égal a

1e GR($7y) .

g

FIGURE 2 — Exemples d’éventails de 4 éléments de (Xg(yy), Gr(zy))- A gauche, un éventail
composé de 4 ordres centrés en deux points infinis distincts d’une courbe algébrique, et a droite
les ordres sont centrées en un méme point fini.
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6 Formules pp et Conjecture pp

Mots-clés : Principes locaux-globaux, langages de premier ordre (élémentaires), langage des groupes spéciaux, termes,
formules élémentaires, atomes, énoncés, formule pp, interprétation d’une formule dans une structure, principe local-global,
conjecture pp, espaces d’ordres, théoréme structurel, limites inductives, formules sans produits linéaires (PF1R).

Références : [AT], [DMM], [GM1], [GM2], [Hod], [Mar12].

Résumé

Lun des deux principaux thémes considérés dans cette Thése est celui de l'étude des principes
locauz-globaux dans la théorie abstraite des formes quadratiques sur les espaces d’ordres/groupes
spéciaux, pour étre plus précis, l’étude de ce qu’on appelle la conjecture pp, pour ainsi dire la recherche
de propriétés, exprimables dans le langage élémentaire des groupes spéciauzx, vérifiant, ou pas, le principe
local-global dans une structure donnée (espace d’ordres abstrait).

Nous commencerons cette section par rappeler les concepts de formules élémentaires, formules pp
et d’énoncé pp, qu’on appliquera en seconde partie au langage des groupes spéciauxr pour finir par
rappeler les avancées et résultats les plus importants relatifs d la conjecture pp.

6.1 Généralités - Définitions

La conjecture pp est formulée pour la premiére fois vers la fin des années 90, dans un article
publié par Marshall (voir [Mar12)), suite aux réflexions de Marshall, Dickmann et Miraglia (voir
aussi [DM]) sur la place qu’occupe le langage des groupes spéciaux dans la théorie des espaces
d’ordres, en particulier, sur ’avantage qu’aurait cette théorie en disposant d’outils élémentaires
(algébrique et modele-théorique) pour traduire des propriétés forme-quadratiques, algébriques,
géométriques, combinatoires ou méme topologiques sur les espaces d’ordres a ’aide de formules
élémentaires. Le théoréeme d’isométrie de Pfister, celui de la représentation des formes et des
éventails ainsi que les théoremes de l’isotropie et de l’isotropie étendu en sont des exemples
de propriétés exprimables dans le langage des groupes spéciaux, par un type particulier de
ces formules, les formules pp. Ils illustrent également I'avantage de restreindre 1’étude des
propriétés globales d’une structure (espace d’ordres) aux sous-structures (sous-espaces finis) ;
on parle donc de principes locauz-globaux (LG).

Deux questions se posent donc naturellement :

QUESTION 6.1.
Dans la théorie des espaces d’ordres/groupes spéciaux :
— Une formule vérifiant le principe LG est-elle forcément pp ?
— Une formule pp vérifie-t-elle systématiquement le principe LG ?

Certes, posé dans ces termes, le probleme est trop ambitieux, mais il est tout de méme
intéressant de savoir, au moins dans certaines situations, quel lien existe-t-il entre ces formules
particuliéres et le principe de passage de 1’échelle locale a 1’échelle globale dans ces théories.

6.1.1 Notion de formule pp

REMARQUE 6.2.

Le langage utilisé ici est celui des groupes spéciaux (voir définition (3.1)). Pour les notions
élémentaires évoquées plus loin dans cette section, telles que : variables (libres ou liées), for-
mules, termes, validité d’une formule dans une structure, occurrence d’une variable dans une
formule ..., [Hod] (section §1.3) constitue une référence suffisante pour une lecture claire de
la section.
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Définitions 6.3 (FORMULE pp).
1. On appelle énoncé (ou phrase) toute formule ayant toutes ses variables quantifiées.

2. On appelle formule pp (positive-primitive), toute conjonction finie de formules ato-
miques dont (toutes) les variables sont quantifiées existentiellement.
Un énoncé ® ayant a := (ay,...a,;) comme parametres et t := (t1,...,t,) comme
variables se note ®(a) := 3tp(t,a), ou p(t,a) est une conjonction finie de formules ato-
miques, du langage utilisé (groupes spéciaux).
Dans le cas ou ® est une formule pp, on la note ®(a) := Jtp(t,a), et si le contexte est
clair, on gardera la notation ®(a), sans référence a ses variables quantifiées.

Définitions 6.4. Soient £ un langage de premier ordre et £(C') une extension de £ par un
ensemble de symboles de constantes, 7 une théorie axiomatisable dans £ et M un modele de 7.
Soit également ®(a) := (¢, a) un énoncé de L(C), ayant a := (aq,...a,) comme parameétres
et t:= (t1,...,t,) comme variables (quantifiées). On appelle :

1. Interprétation de ®(a) dans M, toute écriture ®(A4), ou A = (Ai,...,Ay) est un
choix de valeurs pour les parametres a dans M. Dans ce cas, on dit qu'on assigne aux
parametres a les valeurs A.

2. Témoin de vérité ou solution de ®(A) = p(t,A) dans M, tout n—uplet T =
(Th,...,T,) € M™ tel que (T, A) soit satisfaite (on dit aussi valide). On note :

M E (T, A).

L’ensemble des solutions d’une telle formule (interprétation) dans M est noté ¢™( -, A).

6.1.2 Formules pp dans le langage des groupes spéciaux

Fixons-nous, pour toute la suite de cette section, comme langage, celui des groupes spé-
ciaux, Lgg, et comme théorie, celle des groupes spéciaux réduits GSR.

L’ensemble Term(Las(C)), des termes, est composé des produits finis de variables et
constantes. Quant aux formules atomiques, elles sont de 'une des écritures suivantes :

1. a=0.
2. {(a,b) = (¢, d).

ou a, b, cet dsont des termes.

Lemme 6.5. Les relations binaire = et quaternaire = sont définissables, sans quantificateurs,
a partir de la représentation par les 2 formes. Plus précisément, pour tous termes a, b, c et d,
on a:

i) a=bs abe D(1,1).

i) {(a,b) = (c,d) < (ac € D(1,ab) A ac € D(1,cd)).

DEMONSTRATION. En utilisant la définition de la représentation par les 2 formes et des
axiomes (SG3), (SG4), (SG5) et (RED) des groupes spéciaux réduits.

Corollaire 6.6. Toute formule pp ®(a) := 3ty(t,a), du langage Lgs des groupes spéciaux,
ayant a = (ay,...,ay,) comme paramétres et t = (t1,...,t,) comme variables quantifiées
existentiellement, peut s’écrire :

i=k

®(a) =3t \ Pi(a,t) € D(1,Qi(a,1)),

i=1
ou Pi(a,t); et Qi(a,t); (1 € {1,...,k}) sont des termes, i.e., des produits finis de variables
t1,...,t, et de paramétres aq,...,a,,, et éventuellement des constantes —1 et 1.
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6.1.3 Conjecture pp

Proposition 6.7. Soient (X,G) un espace d’ordres abstrait, a un élément de G et
O, 0, b1, ...,y des formes sur G. Alors les propriétés :
i) ¢ = (Isométrie),
i1) a € D(¢) (Représentation par une forme),
iii) ¢ est isotrope (Isotropie d’une forme),
iv) NEZPD(¢;) # 0 (théoréme d’isotropie étendu),
sont toutes exprimables, dans le langage des groupes spéciaux, par des formules pp sur (X, G).
DEMONSTRATION.  Voir [Mar12] et [Marl4].
Définition 6.8. Soient (X, G) un espace d’ordres, ®(a) := Jtp(t, a) une formule pp sur (X, G)
(t = (t1,...,t,) ses variables et a = (a1,...,an) ses parametres) et A = (Ay,...,4,) € G
un m—uplet de valeurs des parametres. Pour tout sous-espace (Y, H) de (X, G), on note par
Ag = (Aym, - Amyn) la classe de A dans H™.
1. On dit que ®(A) vérifie le principe local-global dans (X,G), s’il y a équivalence
entre :
) (X,G) F B(A).
ii) (Y,H) = ®(A,p), pour tout sous-espace fini (Y, H) de (X,G).
2. On dit que ®(a) vérifie le principe local-global dans (X, G) s’il en est de méme de

toutes ses interprétations dans G.

Proposition 6.9. Toutes les formules pp traduisant, dans le langage des groupes spéciaux,
les propriétés citées dans la proposition (6.7) vérifient le principe local-global dans tout espace

d’ordres (X, G).
DEMONSTRATION. Voir [Mar12] et [Marl4].

QUESTION 6.10 (CONJECTURE PP).
Est-il vrai que toute formule pp vérifie le principe local-global dans tout espace d’ordres ?

Cette question est beaucoup trop générale pour lui espérer une réponse positive, et
d’ailleurs, quelques années apres I'avoir énoncée, Marshall réussit a trouver un premier contre-
exemple, en utilisant un type treés particulier de formules pp (voir section §8). Il est donc tout
a fait naturel de se poser la question de classification des formules pp et des espaces d’ordres
pour lesquels on a une réponse affirmative partielle a cette question (conjecture pp).
Définition 6.11 (FORMULES ET ESPACES VERIFIANT LA CONJECTURE PP).

1. On dit qu’une formule pp vérifie la conjecture pp, si elle vérifie le principe local-global
dans tout espace d’ordres.

2. On dit qu'un espace d’ordres vérifie la conjecture pp, si toute formule pp vérifie le
principe local-global dans cet espace.

On peut ainsi décomposer la conjecture pp en les deux questions suivantes :

QUESTION 6.12 (CONJECTURE PP POUR LES FORMULES PP).
1. Quelles sont les Lga—formules pp vérifiant la conjecture pp ?
2. Etant donnée une Lgg—formule pp, ®(a), quels sont les espaces d’ordres sur lesquels
®(a) vérifie le principe local-global ?
QUESTION 6.13 (CONJECTURE PP POUR LES ESPACES D’ORDRES).
1. Quels sont les espaces d’ordres vérifiant la conjecture pp ?

2. Etant donné un espace d’ordres, (X,G), quelles sont les formules pp vérifiant le principe
local-global sur (X,G) ?
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6.2 Evolution de la conjecture pp
6.2.1 Conjecture pp pour les espaces d’ordres

A. Passage aux sous-espaces. On rappelle que tout sous-espace d’un espace d’ordres est
muni lui aussi d’une structure naturelle d’espace d’ordres (voir théoreme (2.14)).

Théoréme 6.14. Soit (X,G) un espace d’ordres et ®(a) := Jtp(t,a) une formule pp. Alors
on a l'implication (i) = (ii), ou :
i) ®(a) ne vérifie pas le principe local-global dans (X, G).

i7) 1l existe un sous-espace (Y, H) de (X,G), minimal pour I'inclusion, dans lequel ®(a) ne
vérifie pas le principe local-global.

En particulier, si A est une assignation de valeurs aux paramétres a dans G, alors il existe un
sous-espace (Y, H) de (X, G), minimal pour l'inclusion, tel que (i) implique (ii), dans ce qui
suit :

i) (X,G) £ 2(4).

i) (Y, H) i ®(4,).
DEMONSTRATION.  (Voir [Mar12] - Proposition 2.2 ou [AT] - Lemme 7).

Théoréme 6.15 (STABILITE PAR PASSAGE AUX SOUS-ESPACES). Soit (Y, H) un sous-espace
d’un espace d’ordres (X,G). Si (X,G) vérifie la conjecture pp, alors il en est de méme de

(Y, H).

DEMONSTRATION. (Voir [AT] - proposition 6).

B. Théoréme structurel.
Théoréme 6.16 (STABILITE PAR SOMME DIRECTE). Soient (X1, G1), (X2, G2) deux espaces
et (X,G) = (X1,G1) & (X2,G2) leur somme directe. On a équivalence entre :

i) (X1,G1) et (Xo,Ga) vérifient la conjecture pp.

1) (X, G) vérifie la conjecture pp.
Théoréme 6.17 (STABILITE PAR EXTENSION). Soient (X,G) un espace d’ordres et A un
groupe multiplicatif d’exposant 2. On a équivalence entre :

i) (X,Q) vérifie la conjecture pp.

i1) (X, G)[A] vérifie la conjecture pp.

DEMONSTRATION.  (Voir [Mar12] - Proposition 2.3 ou [AT] - Lemme 3).

REMARQUE 6.18 (CAS DE L’ESPACE ATOMIQUE).
L’espace atomique (E, Q) vérifie trivialement la conjecture pp.
Corollaire 6.19 (ESPACES FINIS/EVENTAILS).

i) Tout espace d’ordres fini vérifie la conjecture pp.

i1) Tout éventail vérifie la conjecture pp.

DEMONSTRATION.

i) Par le théoréeme (6.16) ainsi que la remarque (6.18). Tout espace d’ordres fini est somme
finie d’espaces atomiques.

i7) Par le théoreme (6.17) ainsi que la remarque (6.18). Tout éventail est extension de ’espace
atomique.
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Corollaire 6.20 (CAS DES ESPACES DE TYPE FINI). De fagon plus générale, tout espace
d’ordres de type fini (dit aussi de longueur de chaine finie) vérifie la conjecture pp.

DEMONSTRATION. Ce corollaire est conséquence des théoremes (6.16), (6.17) et de la défini-
tion des espaces de type fini.

C. Stabilité par limites inductives.
Théoréme 6.21 (STABILITE PAR LIMITE INDUCTIVE). Soit {(X;,G;),i € I} un systéme

inductif d’espaces d’ordres (finis). Alors sa limite inductive lim(X;, G;) vérifie la conjecture pp.
i€

DEMONSTRATION. (Voir [AT] - Corollaire 5 et Lemme 6).

D. Cas particuliers d’espaces vérifiant la conjecture pp.

Théoréme 6.22. Tout espace d’ordres SAP (voir remarque (2.51)) vérifie la conjecture pp.
DEMONSTRATION. (Voir [Mar12] - Proposition 2.3).

Théoréme 6.23. L'espace d’ordres (Xq(,), Go(z)) vérifie la conjecture pp.

DEMONSTRATION.  (Voir [DMM] - Théoréme 4.1).

F. Espaces de corps de fonctions de coniques rationnelles. Soit C := (7 = 0) une
conique rationnelle irréductible sur Q, i.e., ensemble des zéros rationnels de 7w (polynéme
irréductible du second degré de Q[x,y]). On note par K le corps de fonctions de C (K est donc
une extension algébrique simple de Q(x)), et par (Xk,Gg) l'espace d’ordres de K.

Théoréme 6.24. SiC est sans points rationnels, alors (X, Gf) ne vérifie pas la conjecture
pp-

DEMONSTRATION.  (Voir [GM1] - Théoréeme 6 et Théoréme 9).
Dans la section §8, ci-dessous, nous généraliserons ce contre-exemple en utilisant des formules
plus complexes.

G. Espace du corps R(z,y).
Théoréme 6.25. L’espace d’ordres (XR(Ly), GR(m,y)) ne vérifie pas la conjecture pp.

DEMONSTRATION.  (Voir [GM2] - Théoréme 1, p. 198).

6.2.2 Conjecture pp pour les formules pp

A. Formules ayant au plus une variable.

Théoréme 6.26. Toute formule pp ®(a) := Jtp(t,a) ayant une unique variable quantifiée t
vérifie la conjecture pp.

DEMONSTRATION.  (Voir [AT] - Corollaire 4 ou [Marl12] - Proposition 2.4).
Une telle formule peut toujours s’écrire comme conjonction de deux formules pp, dont 'une est
sans variables quantifiées et ’autre est un cas particulier du théoréeme de I'isotropie étendu.
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B. Formules PF1R (de Marshall).

Définition 6.27 (FORMULE LINEAIRE (1—RELIEE) SANS PRODUITS). Soit (X, G) un espace
d’ordres abstrait.
Une formule pp, ®(a) := tp(t,a), est dite linéaire (1—reliée) sans produits®’ si

1. Les seules formules atomiques composant (¢, a) sont de I'une des trois formes suivantes ;
Type (1) : t; € D(A, B).
Type (2) : 1€ D(A'ty,B'ty), avec i’ # j' € {1,...,n}.
Type (3) : ty € D(A"tjn, B"tyn), avec i’ # j" # k' #1" € {1,...,n}.

ouwa = (ay,...,an) sont les parametres, t = (t1,...,t,) sont les variables quantifiées exis-
tentiellement, et A, B, A’, B, A” et B” sont des produits finis des parameétres ay, ..., an,.
2. On admet un nombre quelconque d’atomes de type (1).
3. Pour tout couple d’indices (i, j), tel que i # j, il n’existe qu’un unique atome dans lequel

t; et t; apparaissent (ont une occurrence).

Théoréme 6.28. Toute formule pp, sans produits et linéaire (1—reliée), vérifie la conjecture
pp sur (X, G).

DEMONSTRATION.  (Voir [Mar14] - Théoréme 2.1).

27. Celle-ci est une traduction directe de la définition anglaise donnée par Marshall : Product-free and
one-related.
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7 Deux applications du théoréme d’isotropie étendu

Mots-clés : Théoréme d’isotropie étendu, formules pp, ouverts-fermés (basiques, principaux et constructibles), séparation
des constructibles, principalité des basiques, formes de Pfister.

Références : [ABR], [Mar4], [Mar6], [Mar7] et [Mar§]

Résumé

Dans cette section, nous nous intéresserons aux propriétés suivantes :
— Séparation de sous-ensembles constructibles d’un espace d’ordres.
— "Principalité” des ouverts-fermés de base d’un espace d’ordres, i.e., leur génération par un seul
élément.
Nous montrons que ces propriétés s’expriment dans le langage de premier ordre des groupes spéciaux par
des formules pp d’un type spécial, pour lesquelles un résultat de Marshall — le Théoréme d’Isotropie
Etendu — prouve la validité du principe local-global. Les propriétés mentionnées plus haut vérifient donc

ce principe.

7.1 Théoréme d’isotropie étendu

Soit, pour toute la suite de cette section, (X, G) un espace d’ordres abstrait.

NOTATIONS 7.1.
Soit (Y, H) un sous espace de (X, G).

1. Pour tout élément g € G, on note par gy la restriction de g a Y.

2. Pour toute forme ¢ := (ay,...,an), a coeflicients dans G, on note par ¢y la restriction
dep aY,ie., ¢y =(aiy,...,am|y) et on pose D|y(¢) := Dy (¢}y)-
3. Pour tous éléments aq,...,a, € G, on note U|y(a1, cooyap) :=Ulag,...,ap)NY.

Théoréme 7.2 (ISOTROPIE). Soit ¢ une forme ayant ses coeflicients (entrées) dans G.
11 est connu que les assertions suivantes sont équivalentes :

i) ¢ est isotrope sur (X, G).
ii) ¢y est isotrope sur tout sous espace d’ordres (Y, H) de (X, G).
iii) ¢y est isotrope sur tout sous espace d’ordres fini (Y, H) de (X, G).

DEMONSTRATION. (Voir [Mar4] - Théoréme 1.4).

Théoréme 7.3 (ISOTROPIE ETENDU). Soient ¢1,...¢,, ot n € N*, des formes ayant leurs
coefficients dans G. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i)

iﬁ:D(@) # 0 dans (X, G).

i7) F] Dyy(¢;) # 0 dans tout sous-espace d’ordres (Y, H) de (X, Q).
i=1

i11) (:] Dyy(¢;) # 0 dans tout sous-espace d’ordres fini (Y, H) de (X, G).
i=1

DEMONSTRATION. (Voir [Mar6] - Théoréme 2.1).
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7.2 Principe local-global de séparation

Le principe local-global de séparation est apparu pour la premiére fois dans [ABR] (Cha-
pitre 4) - Théoréme 7.12, ou il est démontré, grace a des outils élémentaires de la théorie des
espaces d’ordres, que la séparation des sous-ensembles constructibles d’un espace d’ordres obéit
au mécanisme local-global. Pour ce faire, les auteurs décomposent la preuve en deux parties :

— Réduction au cas des espaces de longueur de chaine finie.

— Application du théoréme structurel, qui permet d’utiliser la récurrence.

Nous donnons ici une preuve de nature différente, consistant & écrire, dans le langage des
groupes spéciaux, ’énoncé de séparation de deux ensembles constructibles de X, ce qui suffit
pour conclure par le théoréme de I’isotropie étendu.

7.2.1 Définitions

Définition 7.4 (SEPARATION ET ENSEMBLES SEPARABLES). Soient (X,G) un espace
d’ordres abstrait, A et B deux sous ensembles non vides disjoints de X et g un élément de G.
On dit que :

1. g sépare A et B dans (X, G) et on note Al x)B si, et seulement si :

(AcU@NA\BCU(=9)\(ACU(-9) \ BCU(g)).

2. A et B sont séparables dans (X, G) si, et seulement si, il existe un élément g € G' qui
les sépare dans (X, G).

Définition 7.5 (SEPARATEUR). On appelle séparateur de A et B dans (X,G) I'ensemble

de tous les éléments g € G tels que g sépare A et B dans (X, G). On note cet ensemble par
sepx (A, B).

7.2.2 Théoréme de séparation

Pour montrer le théoréme de séparation (7.9) aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 7.6. Soient Y1,...,Y; (oul € N*) des sous-ensembles non vides de X. On a donc :
1=l N 1=l

(Uv) =Ny (6)
i=1 i=1

DEMONSTRATION. Immédiate par récurrence sur [ et la définition de Y.

Lemme 7.7. Soient g € G et ® = (ay,...,a,) une forme a coefficients dans G. On a :
—9 € D(¢) <= g € D(=9),

ou —¢ :=(—ay,...,—an).
DEMONSTRATION. Corollaire de 'axiome (SG5) des groupes spéciaux sous sa forme généra-
lisée :
—g € D(¢) < Fg2,...,9n € G tel que (—g,92,...,gn) = (a1,...,an)
< Jgo,...,9n € G tel que —(—g,92,...,9n) = —(a1,...,an)
< Jg2,...,9n € G tel que (g,—92,...,—gn) = (—a1,...,—an) = —¢
< g€ D(—9).
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Pour finir, voici un petit lemme qui met en évidence le lien entre les formes de Pfister sur
G et les ouverts-fermés constructibles de X.

Lemme 7.8. Pour tous éléments g, ai,...,a, € G, on a :
i) Ulay,...,an)*t = D({{a1,...,a,))).
ii) D({{a1,...,ax)))" =Ulaq,...,a,).

i1i) Ulai,...,an) CU(9) <= g € D({(a1,...,an))).

DEMONSTRATION. (Voir [Mar3] - lemme 3.1 et corollaire 3.2).

Théoréme 7.9 (PRINCIPE LOCAL-GLOBAL DE SEPARATION). Soient A et B deux parties
constructibles et non vides de X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

Z) Ser(A’B) 7£ 0.
i1) sepy (A, B) # 0 pour tout sous-espace d’ordres (Y, H) de (X, Q).
i11) sepy (A, B) # () pour tout sous-espace d’ordres fini (Y, H) de (X, G).
DEMONSTRATION. Soient A et B deux sous-ensembles constructibles non vides de X. On

peut donc écrire :
A=AU---UA, e B=BjU---UB,,

ou A; = Ulaii,..-,air), Vi € {1,...,n} et Bj = U(bj1,...,bjs;), Vj € {1,...,m} (voir
paragraphe #2.2). Soient ¢; = ((a;1,...,air;)) et ¥; = ((bj1,...,a;s;)) les formes de Pfister
associées. On obtient ainsi (voir lemme (7.8)) :

Al =D(¢;) et B = D(¥;),Vi € {1,...,n} et Vj € {1,...,m}.
Le lemme (7.6) donne :
1=n i=n j=m j=m
At =" AF = D(¢:) et Br=()Bf= ) D.
=1 =1 j=1 j=1
Pour finir la preuve du théoreme, on aura besoin du :

Lemme 7.10. L’énoncé "sepx (A, B) # (" s’exprime dans le langage des groupes spéciaux
par une formule pp.

DEMONSTRATION. En effet, sepx(A,B) # 0 <= G = 3g(A C U(g) NB C U(—yg)). On a
donc, d’une part :
AcCU(g) <= Vie{l,...,n}, A; CU(g)
— Vi€ {1, ce ,TL}, U(ai,l, ce ,CLZ'J«Z.) C U(g)
<~ Vie{l,...,n}, g€ D(({ai1,.-.,air))) (lemme (7.8))

g€ ZE)TD(@).

Par le méme argument, utilisant les lemmes (7.8) et (7.7), on obtient par ailleurs :

j=m

BCU(-g) <= g€ (] D(=¢;).
j=1

Ceci se traduit par :

i=n j=m
A’(%G)B <~ gc 'ﬂl D((bl) et g € ‘ﬂl D(—’L/}])
i= Jj=
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C’est-a-dire :

i=n j=m
g sépare A et B dans (X,G) < ﬂ D(¢;) N ﬂ D(—;) # 0.
i=1 j=1

Par la caractérisation inductive de représentation par des formes de dimension supérieure ou
égale a 3, le membre de droite de cette équivalence peut s’exprimer par une formule pp, et
par le théoreme d’isotropie étendu, I’énoncé "Deux constructibles sont séparables dans (X,G)"
vérifie le principe local-global, ce qui finit la preuve du théoreme (7.9).

REMARQUE 7.11.
Si A et B ne sont pas des constructibles de (X, G), alors le théoréme (7.9) n’est plus valable.
Voici un contre-exemple.

7.2.3 Contre-exemple : Cas non constructible

Exemple 7.12 (CAS NON CONSTRUCTIBLE). Il existe un espace d’ordres (X,G) et deux
sous-ensembles (non constructibles) A, B C X tels que :

i) sep;x (A, B) = 0.
ii) Pour tout sous-espace fini (Y, H) de (X, G), sepjy (A, B) # 0.
DEMONSTRATION. On consideére I'espace d’ordres (X, G) du corps des fractions rationnelles

sur Q en une variable z, c’est-a-dire X = Xg,) et G = Q(z)*/ > (Q(x)*)%.
On définit deux sous-ensembles A’ et B’ de R comme suit :

A= Jlan,dn+1] et B':= JH4n+2,4n+3].
nez neZ

On leur associe les sous-ensembles A et B de X, composés, respectivement, des ordres définis
par les points de A’ et B, i.e. :

A={of, 0, ;a€eA} e B:={o, 05 ; be B}

a

A et B sont donc des parties disjointes de X.

i) sepx(A,B) = 0 -

En effet, s’il existe un élément g € G qui sépare A et B, alors chaque représentant de g dans
Q[z] posséderait un nombre infini de racines, ce qui est impossible car ces représentants
sont des polynémes.

ii) Pour tout sous-espace fini (Y, H) de (X, G), sepjy(A,B) # 0 :

Soit maintenant (Y, H) un sous-espace fini de (X, G), qu’on décompose comme suit :

YNA:={a,...,an} et YNB:={p,...,lm}

On note par aq, ..., a, les points respectifs définissant les ordres de Y N A, i.e., les points
a tels que o ou o, est dans Y N A.
De méme, on note par by,..., b, les points respectifs définissant les ordres de Y N B.

Il est clair, par construction de A et B, que les a; et b; sont deux-a-deux distincts, lorsque
i et j parcourent respectivement {1,...,n} et {1,...,m}.
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Montrons maintenant qu’il existe un polynéme f € Qx| représentant un élément g € G
tel que g|y € sepy (4, B).

L’ensemble R\ {ai,...,an,b1,...,by} est constitué d’un nombre fini de composantes
connexes, qui sont des segments ouverts. Notons par Iy,..., I, ceux, parmi ces segments,
qui ont des extrémités un point a; et un point b;.
Les segments I, (k € {1,...,7}) existent et sont donc des ouverts non vides si, et seule-
ment si :

YZA et Y ¢ B.

SiY C A (ouY C B), il suffit de prendre f =1, et dans ce cas g = f|y sépare Y N A et
Y NB,vuqueY NB=0.On fait de méme si Y C B.

Dauns le cas contraire, on choisit pour chaque k € {1,...,r}, un point rationnel z; € I;;NQ.
On pose finalement :
l=r
fl@) =] —a).
=1

Quitte a multiplier f(x) par 1, on obtient :
flai) >0 et f(b;) <0; Vie{l,...,n}, Vie{l,...,m}.

par conséquent g(o;) = +1et g(fB;) = —1;Vie {1,...,n}, Vj € {1,...,m}, ce qui signifie
que g|y € sepy (4, B), et la preuve de 'exemple (7.12) suit.

7.3 Principe local-global de principalité

Soit U un ouvert-fermé basique d’un espace d’ordres (abstrait) (X, G).

QUESTION 7.13 (PROBLEME DE GENERATION MINIMALE DES BASIQUES).
Quel est le nombre minimal de générateurs aq, ..., a, nécessaires pour I'écriture de U sous la
forme Ulay,...,an)?

Des avancées ont été faites, notamment dans [Mar7] (cas des spectres réels) et dans [Brol]
et [Bro2] (cas des variétés algébriques et analytiques réelles). Dans le contexte des espaces
d’ordres, peu de choses sont connues a ce sujet.

Nous allons nous intéresser ici a la situation ot U est exprimable a l’aide d’un seul gé-
nérateur et nous montrerons que l'assertion "U est principal” peut s’exprimer a ’aide d’une
formule pp qui, comme pour le cas de la séparation, est un cas particulier du théoréme de
l’isotropie étendu.

Théoréme 7.14 (PRINCIPE DE "PRINCIPALITE" DES BASIQUES). FEtant donnés un espace
d’ordres (X, G) et un ouvert-fermé basique U C X. On a équivalence entre les affirmations
suivantes :

i) U est un principal sur (X, G).
i1) U est un principal sur tout sous espace de (X, G).

iii) U est un principal sur tout sous espace fini de (X, Q).
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DEMONSTRATION. On se fixe un ouvert-fermé basique de (X, G), disons U := U(ay, ... ,a,)
et on pose ¢ := ({a1,...,a,)), la forme de Pfister associée.

Dire que U est principal dans (X, G) signifie qu’il existe un élément g € G tel que U = U(g).
Ceci se traduit par le systeme :

9 €Dc(¢)
a; €Dg((1,9)), Vie{l,...,n},

et par les axiomes (SG4) et (SG5) des groupes spéciaux (voir définition (3.2)), on obtient :

g €Dg(9)
g €Da((=1,a)), Vi€ {l,....n}.

On pose :
Y= {qﬁ}U{(—l,ai); i€{l,...,n}}.

On a ainsi I’équivalence :

U=Ulg) < ge () D)
oex

C’est-a-dire :
U est principal <= ﬂ D¢ (0) # 0.
fex
Le membre de droite de cette équivalence est un cas particulier du théoréme de I’isotropie
étendu, qui s’exprime donc comme une formule pp.
Par conséquent, ’énoncé "un basique est principal” vérifie le principe local-global, ce qui finit
la preuve du théoreme (7.14).
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8 Contre-exemples combinatoires a la conjecture pp

Mots-clés : Contre-exemples a la conjecture pp, espaces d’ordres des coniques rationnelles, espaces 2-cycliques, formules
produits de Marshall, construction combinatoire, comportement infinitésimal, comportement local des polynémes, inter-
section des courbes rationnelles planes.
Références : [GM1], [GM2], [Marl2], [Marl3], [Marl4].

Résumé

En 2003, et dans un papier non publié (voir [Mar13]), M. Marshall parvient & donner le premier
contre-exemple d la conjecture pp, et pour ce faire, il utilise l’espace d’ordres du corps de fonctions de
la courbe rationnelle définie par l’équation x2 + y?> = 3, c’est-a-dire le corps de fractions de 'anneau
Qlx,y]/1I, ou I est lidéal principal de Qlx,y] engendré par le polynéme x2+y? — 3, et une formule d’un
type étudié par auteur, appelé formules produits.

Marshall utilise pour illustrer son contre-exemple, une formule produit (que mous appelons ici
formule produit de rang 3), la plus simple qui n’est pas sans produits et 1-reliée (i.c., PF1R?3),
a savoir une formule qui s’exprime comme suit ;

de D(1,a1) - D(1,a2)- D(1,a3) ; avec ag = ay - as.

Dans deux articles en collaboration avec P. Gladki, (voir [GM1] et [GM2]), il a été prouvé que la
conjecture pp tombe a défaut dans un cas plus général, celui des espaces d’ordres des corps de fonctions
de coniques rationnelles sans points rationnels, ainsi que dans le cas du corps R(x,y). Les formules uti-
lisées, jusqu’d lors, pour réfuter la conjecture demeurent toujours de la méme classe, i.e., des formules
produits de rang 3. Une question s’est vite imposée : Existe-t-il d’autres formules réfutant la conjecture
pp, au moins dans ces deux cas connus ?

Nous tentons, dans la présente section, d’apporter une réponse positive a cette question, en construi-
sant de nouveaux contre-exemples da la conjecture pp en utilisant comme espace d’ordres celui du corps
de fonctions de la courbe ”C : 2% 4+ y2 = 3” et nous nous intéresserons av. comportement de la conjec-
ture sur la classe des formules produits de rang n quelconque. Ces contre-exemples se généralisent sans
aucune difficulté auz cas des espaces d’ordres des corps de fonctions des coniques rationnelles étudiées
dans [GM1] ainsi qu’au cas de Uespace d’ordres du corps R(x,y). Les techniques que nous utiliserons
ici ne sont qu’une généralisation de celles utilisées par P. Gladki et Marshall dans [Mar13] et [GM1].

8.1 Généralités et résultats préliminaires
8.1.1 Formules produits de rang n

Les formules produits sont introduites et étudiées pour la premiere fois par M. Marshall
(voir [Mar14]).

Définition 8.1 (FORMULE PRODUIT DE RANG n). Soit (X,G) un espace d’ordres abstrait.
On appelle formule produit de rang n, ou n € N*, tout énoncé de la forme :

i=n
® = de [[ DA, a).
i=1
oudeta:=(ay,...,a,) € G" sont les parametres de P.

REMARQUE 8.2.
Une telle formule se traduit, dans le langage des groupes spéciaux, comme une formule pp,
®(a,d) :=Ftp(t,a,d), avec t := (t1,...,t,) et :

ti€ D(1,a;); Yie{l;...;n}
®(a,d) = Jtp(t,a,d) =3t i=n

28. La terminologie PF'1R signifie "product free and 1-related" (voir [Marl4] - Paragraphe #2, p. 5).
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i=n i=n—1
Vuque (d=[] ti<ty,=d- [[ ti),on peut donc supprimer la variable t, comme suit :
i=1 i=1

ti€ D(1,a;); Yie{l,...,n—1}

®(a,d) =3t a,d) =3 i=n—1
(0,d) =3¢t e,d) =3ty 't e D(Lay),
i=1

ou il = (tl, e ,tnfl).
REMARQUES 8.3.
Du point de vue de la conjecture pp, on distingue les niveaux suivants de complexité :

n=1: Une telle formule s’écrit : d € D(1,ay), qui est sans variables quantifiées, donc I’énoncé
pp associé est un cas particulier du principe de représentation d’un élément par une
2 forme. Ces formules vérifient trivialement le principe local-global dans tout espace
d’ordres abstrait.

n=2: Side D(1,a1) - D(1,a2) est une telle formule, alors elle peut s’écrire :

t1 S D(l,al)
dtq
d-t1 € D(l,ag).

Ce qui donne, en appliquant I'axiome (SG5) des groupes spéciaux :

t1 € D(l,al)
dtq
t1 € D(d,d CLQ).

Cette derniére se traduit par :
D(1,a1) N D(d,d-a3) # 0,

qui est un cas particulier du théoréme d’isotropie étendu (voir théoréme (77)).
De fagon plus générale, les formules pp ne comportant qu’une seule variable vérifient la
conjecture pp (voir théoreme (6.26)).

n=3: On retrouve les formules évoquées précédemment et utilisées dans [Marl3], [GM1] et
[GM2] pour construire les premiers contre-exemples & la conjecture pp.

n > 4 : Cas auquel nous nous intéresserons dans la suite de cette section.

8.1.2 Sur la courbe C = (22 + 32 = 3)

NOTATIONS 8.4.
Considérons le polynéme P(z,y) = 2% + y? — 3 € Q[x, 9] et notons par :

1. C := (2% +y? = 3) la courbe des zéros réels de P (couples (a,b) € R? tels que P(a,b) = 0).

2. A Panneau des fonctions réguliéres sur C, i.e. :
A= Qlz,y)/(2* +¢* - 3) = Qla] ® Qla] - V3 — 22
3. K le corps de fractions de A, i.e. :
K :=Q(z)®Q(z) V3 —a?

4. (X, Q) l'espace d’ordres de K, i.e., X est I'ensemble des ordres de K (domaine topolo-
gique) et G = K*/ Y (K*)? est son groupe spécial (domaine algébrique).

5. k la classe d’équivalence dans G d’un élément k € K*.
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6. Et enfin, pour tout sous espace (Y, H) de (X,G), et tous éléments éléments k € K* et
g € G, on note par ky (resp. gi) leurs classes d’équivalence dans H, et si le contexte ne
conduit pas a une confusion, on utilisera les notations k et g au lieu de kg et gp.

On choisira, pour toute la suite de cette section, une orientation sur le cercle C (orientation
trigonométrique par exemple). On a ainsi une notion de points consécutifs, demi-branches
consécutives . . .(voir section §10 pour un cas similaire).

REMARQUE 8.5.
1
Vu que, V(p, q) € A x A* b_ p-q-(=)?, tous éléments g € G et h € H peuvent étre
q q

représentés par des éléments de A*, i.e., par des fonctions p(x) + q(z) - V3 — 22 € A. Ces
fonctions peuvent étre choisies sans sommes de carrés comme facteurs (voir proposition (8.6)).

Voici quelques propriétés élémentaires de la courbe C, dont les preuves peuvent étre trouvées
dans [Mar13] ou [GM1] :

Proposition 8.6.
i) La courbe C est sans points rationnels, i.e., Ya = (r,s) € Q2, P(a) # 0.

i1) A est un anneau principal (en particulier factoriel).

)
iii) Les éléments inversibles de A sont les éléments de Q*.
)

iv) Tout élément irréductible m € A* change de signe en chacune de ses racines (zéros) sur
C, ce qui signifie qu’en chaque point de C N C, (ou Cr := (m = 0), cette intersection est
transversale. En particulier, le nombre de changements de signes d’un élément irréductible

(donc d’un élément quelconque) de A sur C est pair.

REMARQUE 8.7.
Si 7 s’annule en un nombre fini (donc pair) non nul de points de C, alors il engendre un idéal
réel de A.

8.1.3 Description géométrique des éléments de X

Comme lest le cas pour le corps R(x), les ordres de K ont une description géométrique
trés simple et intuitive. Le lemme suivant constitue un premier indice pour la compréhension
de ces ordres :

Lemme 8.8. Soit a = (r,s) € C. Alors on a équivalence entre :

i) r est algébrique sur Q.

i1) s est algébrique sur Q.
Définition 8.9. Un zéro réel de P sur C, a coordonnées algébriques, est appelé point algé-
brique, autrement, il est dit point transcendant.

Proposition 8.10.

i) Tout point algébrique o = (r, s) sur C donne lieu a deux ordres associés aux demi-branches
de C centrées en a. En respectant 'orientation choisie sur C, on note ces ordres par o,
et o, respectivement. Les ordres ainsi construits sont tous les ordres non archimédiens
de K.

i1) Chaque point transcendant réel a = (r,s) donne lieu & un unique ordre archimédien de

K. On le note par 02. Ces ordres sont aussi tous les ordres archimédiens de K.
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REMARQUE &8.11.

Cas ou «a est algébrique : Un élément de K est dans o, (resp. dans o} ), s’il est positif en
les points & gauche (resp. a droite), suivant l'orientation choisie sur le cercle C, et trés
proches de «, i.e., positif sur une demi-branche gauche (resp. droite) de C centrée en «.

Cas oll a est transcendant : Un élément de K est dans 03, s’il est positif en a.

\\

FIGURE 3 — Illustration des ordres algébriques (figure de gauche) et transcendants (figure de
droite) de K.

8.1.4 Représentation par les 2-formes

Proposition 8.12. Soient m € A un élément irréductible réel et aq,...,a, (oun € N* est
pair) ses racines sur C. Alors :

i) Les points a; sont algébriques (voir lemme (8.8)).

i1) Les ordres compatibles avec la valuation m-adique v, (voir définition (3.46)) sont ceux

associés aux demi-branches centrées en les points o; (i € {1,...,n}).

i7i) Ces ordres sont exactement les éléments de 'ensemble :

+ o= oF

Xr={04,,00,,,04,:00 }

qui est une composante connexe de X au sens de [Marl].

Le couple (X, Gr) := (X, G\|x, ) est un sous-espace d’ordres de (X, (), isomorphe a une
extension de (Xj(x), Gy(r)), ot k() est le corps résiduel associé & la valuation v, sur K
(voir paragraphe #3.6).

iv) Réciproquement, tout composante connexe non triviale est de cette forme.
NOTATION 8.13.

Fixons-nous un élément a € K et un sous-ensemble non vide S C K.
On définit les ensembles a* et S*, ou x € {< , <, =, >, >}, comme suit :

1. a* = {a €C; ala)*0}.
2.8 ={aeC;VbesS, bla)x0}.
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Théoréme 8.14 (REPRESENTATION DANS (X,G) (1)). On considére un préordre (propre)
T sur K, engendré par un nombre fini d’éléments, et on note par T4 =T N A, sa trace sur A.
On note également par G le quotient K*/T™, muni de sa structure naturelle de groupe spécial
réduit et par (Xr,Gr) le sous-espace d’ordres de (X, G) composé des ordres de K contenant
T (voir (2.31)). Pour tous éléments a et b de K*, ar et by désignent leurs classes 2
dans Gr. On a équivalence entre :

Z) ar € DT(l,bT) 30
ii) Yr € T> ; r € a® our € (ab)”.

respectives

iii) Yr € T3 ; r € a” our € (ab)”.
DEMONSTRATION. (Voir [GM1] - Lemme 4 (1.)).

Théoréme 8.15 (REPRESENTATION DANS (X,G) (2)). Soit m un élément irréductible réel
non nul de A et ay ...,y ses racines réelles sur C. Notons par db,, et dbji les deux demi-
branches supportées sur C centrées en «;, pour tout i € {1,...,n}, et par (X,,G) le sous-
espace de (X,G) composé des ordres associés a toutes ces demi-branches (voir proposition
(8.12)). Soient a, b € K*. Notons par a, et b, leurs représentants® dans G.. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) ar € Dy(1,by)32.
ii) Vi € {1,...,n}, V¥ € {—,+}; qjapz = 0 ou (ab);g: > 0.
ol agy: et big sont les restrictions de a et b (comme fonctions polynomiales) aux

demi-branches dbj, *.

DEMONSTRATION.  (Voir [GM1] - Lemme 4 (2.)).

On clot le présent paragraphe par le résultat clé suivant, qui réduit la question de la
vérification locale d’une formule pp & sa vérification sur un nombre fini de sous-espaces finis

de (X,G).

NoOTATIONS 8.16.
Soit ®(a) une formule pp qui s’exprime dans le langage élémentaire des groupes spéciaux
comme suit :

1=
(a) = 3Ie(t,a) = 3t/ wita),
i=1
out = (ti,...,t,) est I'uplet des variables quantifiées, a = (ai,...,ay) celui des variables
libres (parameétres) et les p;(t,a) sont ses atomes (Vi € {1,...,r}).
Pour un choix de représentants, sans sommes de carrés, des paramétres ay (k € {1,...,m})

dans A*, disons Ay, on définit > comme étant I'ensemble des facteurs irréductibles (réels) des

Ay dans A*, i.e. :

Y= {m € A* avec T irréductible et Ik € {1,...,m} ; w|A} 3%

29. Sauf risque de confusion, on préférera les notations a et b aux notations avec les indices ar et br.

30. La notation ar € Dr(1,br) signifie que la représentation de a par la forme (1, b) a lieu dans le sous-espace
(Xr,Gr).

31. Si le contexte est clair, on pourra omettre pour toute la suite les indices 7 et garder les notations a et b.

32. La notation ar € Dx(1,b,) signifie que la représentation de a par la forme (1, b) a lieu dans le sous-espace
(Xr,Gx).

33. Voir section §5 pour plus de détails sur la notion de demi-branche.

34. 7|Ay signifie 7 divise Ay.
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Théoréme 8.17. Tenant compte des notations et conditions posées plus haut, on a équiva-
lence entre :

i) (Y,H) = ®(A), pour tout sous-espace d’ordres propre (Y, H) de (X,G).
ii) (Y,H) = ®(A), pour tout sous-espace d’ordres fini (Y, H) de (X,G).
iii) (Xr,Gr) E ®(A) pour tout sous-espace d’ordres (X, Gr) de (X, G), et pour tout élément
U SIDIN

DEMONSTRATION.  (Voir [GM1] - Théoréme 5).

8.2 Contre-exemples a la conjecture pp
8.2.1 Construction des parameétres

Pour les notations de la définition qui suit, voir (8.4), plus haut.

Définition 8.18. On appelle forme affine, la classe d’équivalence d’un polynéme de degré
1, disons a -z +b-v3— 22+ c € A* == Q[x,y]/(® + y* — 3)*, modulo les sommes de carrés
de K* := Q(x,v3 — 22)*, i.e., son image dans G := Gk.

REMARQUE 8.19.
Lorsqu’on parlera de formes affines, et si le contexte est clair, on ne distinguera pas entre
appartenance a K*, a G ou a un quotient G/A de G par un sous-groupe saturé.

Comme on ’a signalé plus haut, les contre-exemples exposés dans [Marl1] et [GM1] utilisent
une formule produit de rang 3, i.e., une formule du type d € D(1,a;1) - D(1,a2) - D(1,a3), ou
des représentants des a; et de d sont choisis comme suit :

Z) A1 = 71 T2, AQ = T T3, A3 = 173 etd = —T9-T1°-T2°T3. On remarque que A3 = Al'AQ
(égalité dans G).
i) Lesmi=pix+q-y+rietn=u-x+uv-y+w (ohy=+v3—12?) sont des formes

affines sur C.

iii) Le choix des coefficients p;, ¢;, 7i, u;, v; et w; repose sur une configuration géométrique
trés particuliere des droites définies par ces formes affines.

Nous allons, dans ce qui suivra, généraliser cette construction pour aboutir a des formules
produits de rang n > 4, quelconque, réfutant la conjecture pp dans le cas de ’espace d’ordres

(X,G) du corps K.

On considére un entier naturel n > 4, fixé pour toute la suite de cette section.

Lemme 8.20. Soient I et J deux arcs ouverts disjoints et non vides de C. Alors il existe

une forme affine dans A, disons m, s’annulant en un point « € T et un point B € J . De plus,
(m=0)NC ={a, B} et cette intersection est transversale en chacun de ces deux points.

DEMONSTRATION. Notons par C( T, 7) C R? le cone généralisé (voir section §9 pour plus
de détails) engendré par T et J, et par C~'( T, 7) Penveloppe convexe de 1 U J . Il nest
pas difficile de vérifier que C( T, J )\ adh(C( T, J)) est composé de deux composantes
connexes ouvertes dans R2, disons Oy et Cy. Par densité de Q? dans R? (pour la topologie
euclidienne), il suffit de choisir deux points o/ € C1 NQ? et B € Cy N Q?, et définir 7’ comme
étant le polynome de degré 1 de Q|[x, y] s’annulant en o’ et ’. Il ne reste qu’a prendre la classe

de 7’ dans A, qu’on note 7, et prendre pour « et 3 les zéros respectifs de 7 sur T et J.
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Proposition 8.21. Il existe deux familles de formes affines sur C, disons mi,...,m, et
Ti,...,Tn, Vérifiant les conditions suivantes :
i) Chacune de ces formes affines s’écrit a - + b -y + ¢, avec y = v/3 — 22 et a,b et ¢ sont
des éléments de Q.
i1) Les droites (m; = 0) et (1; = 0) intersectent C transversalement, chacune en deux points,
(mi =0)NC = {pri,p2i} et (1 =0) NC = {q15; g2, }-
Ces points sont rangés sur C suivant 'orientation choisie (trigonométrique) de maniére a
avoir le cycle suivant :

Pr1 g2 Qi Yy P21 oy

SOV PLE O G2 O i v P2 e [P
NPl M G2n—1 " qin N P2n P11
i7i) Les formes affines m; et 7; (pour tout i € {1,...,n}) sont toutes positives (en tant qu’élé-

ments de Q[z,y]) a l'origine du plan O(0,0).
iv) Les droites (m; = 0) délimitent un polygone P,, & n cotés qu’on note, respectivement, cr,

et qu’on range selon le cycle suivant :

36
Cry O Cry (N =+ (N Cry (N Cpry [°°],

dont les sommets sont situés a l'extérieur du disque formé par C (les indices utilisés
parcourent ’ensemble Z,, :={1,...,n— 1,n = 0} (groupe cyclique a n éléments)).
v) Les droites (1; = 0) délimitent un polygone Q, a n cotés qu’on note respectivement c;,

que 'on peut ranger selon le cycle suivant :

37
Cry O Cry (N =+ (N Cr 1N Cry [°1],

dont les sommets sont situés a 'extérieur du disque formé par C (les indices utilisés
parcourent également ’ensemble Z,, ).

vi) Les polygones Py, et Q, se coupent en exactement 2n points, situés a I'intérieur du disque
formé par C.

DEMONSTRATION. Application du lemme (8.20), en plagant 4n arcs ouverts disjoints sur C
sur lesquels on veut avoir les points pq i, p2,i, ¢1 €t g2,; pour ¢ € {1,...,n} (voir figure (4)).

8.2.2 Notation des arcs

Notons, pour toute valeur de 'indice i € Z,, par 1 (resp. adh( 1 )) le petit arc ouvert
(resp. fermé) ayant pour extrémités les points pi; et po;, c’est-a-dire le petit arc délimité par
I'angle direct p; ;Op2 ;. Les extrémités pi ; et po; ne sont pas comprises (resp. sont comprises).

De la méme facon, notons par A (resp. adh( A )) le petit arc ouvert (resp. fermé) ayant
pour extrémités les points g1 ; et ga 4, ¢’est-a-dire le petit arc délimité par I’angle direct g1 ;0q2 ;.
Les extrémités q;; et g2 ; ne sont pas comprises (resp. sont comprises).

Notons par Z (resp. Z%") I'ensemble des arcs ouverts 1; (resp. des arcs fermés adh( I; )),

et par J (resp. J%") Pensemble des arcs ouverts J; (resp. des arcs fermés adh( J; )).

C C (&

Notons enfin par I; (resp. adh(1; ), J; et adh(J; ) ) le complémentaire de I'arc I;
(vesp. adh( I; ), J; et adh( J; )) dans C.

35. Le symbole ” ~ 7 est utilisé ici pour désigner deux points consécutifs sur C parmi les px,; et g,
36. Le symbole ” n~ 7 est utilisé ici pour désigner deux cotés consécutifs de Pn,.
37. Le symbole ” ~ 7 est utilisé ici pour désigner deux cotés consécutifs de Q,,.
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FIGURE 4 — Les droites bleues (resp. rouges) sont définies par les équations m; = 0 (resp. 7; = 0).
Le polygone P,, (resp. Q) colorié en bleu (resp. en rouge) est 'ensemble semi-algébrique des

i=n

=n
points du plan réel défini par I'inéquation [] m; > 0 (resp. [] 7 > 0).
i=1 i=1

8.2.3 Théoréme principal

NOTATION 8.22.

Pour toute valeur de i € Z,,, posons A; = m; - W41, ou my41 = 1. Sauf risque de confusion, on
note également par A; sa classe dans G ou dans un quotient par un sous-groupe saturé de G.
De méme, posons d = —mo - my_1 - T1...Tn €t notons aussi par d sa classe dans G ou dans un
quotient par un sous-groupe saturé de G.

Théoréme 8.23 (CONTRE-EXEMPLES A LA CONJECTURE pp). On considére la formule :

t1 S D(l,Al)

(A, d) = Ftp(t, A, d) = 3t ' -
tn—l S D(l,Anfl)

d-ti...th_1 € D(1,4,),

ot t := (t1,...,tn—1) sont les variables quantifiées, et d, A (ou A := (A1,...,A,)), sont les
assignations des paramétres de ®(a,d), donnés plus haut (voir (8.2.1) et (8.22)). Alors :

i) (Y,H) = ®(A,d), pour tout sous-espace fini de (X, G).
i) (X,G) b B(4, d)
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Avant de passer a la démonstration du théoréme (8.23), rappelons d’abord quelques pro-
priétés géométriques des parametres définis ci-dessus (voir notations (8.22)).

Lemme 8.24. Si (ty,...,t,—1) est un témoin de vérité sur (X,G) de la formule ®(A,d), et
T; sont des représentants des t; dans A* (sans sommes de carrés dans K*), alors :

i) Pour tout arc connexe ouvert T C C, et tenant compte du fait que T; € D(1,4;), on

aura :

Ailf;)O ou Ai-TZ-IT>O; Vie{l,...,n—1}.

En particulier, si AiIT > 0, alors T; - > 0.

i1) T; ne change de signe sur I que si A; prend des valeurs négatives ou nulles sur ce dernier.

DEMONSTRATION. Le point (i) découle du théoréme (8.14), et le point (ii) est immédiat (par
contraposée), en appliquant le point ().

Corollaire 8.25. Vic {1,...,n— 1}, T; ne change de signe quau plus sur les arcs adh( I; )

—

et adh( Ii+1 )

DEMONSTRATION. Par définition, chacun des A; ne peut étre négatif ou nul que sur adh( /IZ\)

et adh( Iix1 ). En effet, d’apres la distribution de signes exhibée dans le tableau (1), sur
chaque colonne correspondant aux signes de A;, on voit bien que A; n’est négatif (ou nul)
que sur l'adhérence de la réunion des arcs, (p1,i,¢2,i—1), (¢2,i—1,41,i) €t (q1,i,p2,i), ¢’est-a-dire

larc adh( Z) = adh((p1,i,p2,i)), ainsi que sur 'adhérence de la réunion des arcs, (p1,i+1,¢2:),
(42,0 q1,i+1) et (qu,i41,P2,i+1), c'est-a-dire arc adh( Iit1 ) == adh((p1,i+1,P2,i+1)), pour tout
i € Zy. En appliquant le point () du lemme (8.24), le corollaire (8.25) suit naturellement.
Corollaire 8.26.

i) Deux représentants T; et T des témoins t; et t; (avec i # j) de t ne peuvent changer de
signe, simultanément, que si les indices i et j sont consécutifs dans {1,...,n —1,n = 0}.

i1) Soit i € {1,...,n — 1}. Les seuls changements de signes simultanés de T; et de T;+1 ne
peuvent survenir que sur l'arc fermé adh( I ).
iii) Les coordonnées T, _1 et T1 ne changent pas de signe simultanément sur C.
DEMONSTRATION. Les points (i) et (i4) découlent du corollaire (8.25). Le point (4ii) découlent
également du méme corollaire, en remarquant que les arcs sur lesquels 7,,_1 change de signe

sont adh( Tn_\l) et adh( /I:) et ceux sur lesquels 77 peut changer de signe sont adh( /1:1\) et

adh(/I;), et on voit clairement que la réunion des deux premiers est disjointe de celle des
deuxiemes.

Pour montrer le premier point du théoréme (8.23), nous procéderons au cas par cas, et
pour le second, nous prouverons que si (71,...,T,,—1) sont des représentants des témoins de
vérité de ®(A, d) sur (X, G), alors le calcul du nombre de changements de signe simultanés sur
C de deux coordonnées quelconques 7T; et 11 conduirait a une contradiction sur la parité de
ce nombre.

Les bons candidats pour ces calculs sont donc :

Couple de coordonnées (Th,T>) (T2, T3) | oo | (Th—2,Tn-1)
Arc des changements de signe simultanés || adh( ?2\) adh( ?;) .. | adh( Z:)




75

8.2.4 Un mot sur la définition de d:= —m9... 71 -71...Tn

Le parameétre d, qui n’apparait que dans 'atome d -t ...t,—1 € D(1, A,), est construit de
fagon & controler les changements de signes (simultanés, ou pas) de deux témoins consécutifs
T;, T;+1. Par ailleurs, d -ty ...t,—1 € D(1, A,,) peut se traduire par :

Yo € X, O'(An) =1 :>O'(d-t1...tn,1) =1,
ce qui est équivalent par le théoréme (8.14) a :
VaeC; (d-Th... Th—1)(a) 20 ou (A, -d-Th...Th—1)(a) 20,

et dans le cas ou A,(«a) > 0, alors on aura, (d-7T;...T,-1)(«) = 0 (voir lemme (8.24)), ce
qui signifie que d change de signe, si, et seulement si, le produit 17 ...T,_1 change de signe
en tous les points ou a, est strictement positif. Par ailleurs, par définition, A,, = w1 - 7, est

S
strictement positif sur (p2 1, p1,n), alors d change de signe en un point de cet arc, si, et seulement
si, 11 ...T,_1 change de signe en ce méme point.

Les parametres A; et d sont construits de facon a ce que la formule ®(A4,d) soit vérifiée
partout localement i.e., sur tous les sous espaces finis de (X, G), mais pas globalement, i.e.,
n’est pas vérifiée sur (X, G).

8.3 Preuve du théoreme principal
8.3.1 Vérification locale de ®

D’apres le théoréme (8.17), on peut restreindre notre étude aux sous-espaces X, ou 7 € 3.
On distinguera donc les cas suivants :

1. Vérification sur X .

2. Vérification sur X, et X, .

3. Vérification sur X, et X, .

4. Vérification sur les autres sous-espaces X, (i # 1,n) et Xr, (j # 1,n — 1,n).
Noter que chacun de ces ensembles est un éventail de 4 éléments de (X, G).

Vérification sur X, : Sur ce sous-espace, par les propositions (8.12) et (8.21), on a :

= ot o= ot
XT" - {O-QI,n’ O-ql,n’ O-q2,n’ O-q2,n :

Comme 71(q1,n) > 0, m1(q2.n) < 0, m2(q1,n) > 0 et ma(g2n) > 0, alors Aj(g1n) > 0 et
Ai(g2,n) <0 (voir figure (4)).
Le méme argument montre que :

Wn—l(Ql,n) >0; 7Tn_1(q27n) >0; ﬂn(an) <0et 7Tn(qln) > 0.
Ce qui donne A,_1(q1,,) <0 et A,—1(g2,n) > 0.
On observe que :

i) A1, An—1 ¢{-1,1} dans G,,, car ils prennent des valeurs négatives et positives sur
les différents éléments de X, .

ii) Pour tout o € {o,, ,of .o, ,of } ona;o(m)=—0c(m,), donc 4, = —1, ce
qui implique que d...Ty...T,—1 € Dx,_ (1, A,).
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i11) Pour tout i € {2,...,n—2} et ¢ € {qin,q2n}, on a m(q) > 0 et mi1(q) > 0 (voir
figure (4)). Puisque, A; = m; - w41, ceci donne A; = 1 pour tout i € {2,...,n — 2},
et puisque T; € Dy, (1, A;), il s’en suit que T; = 1.

i?)) DXrn (1, Al) = {1; Al}
Soit b € G, tel que b € Dx, (1,A1), et B € A*, sans somme de carrés dans
K*, un représentant de b. Alors pour tout o € X, , 0(4;) = 1 = o(b) = 1,
i.e., Vg € {qin,q2n}, on a B(g) = 0 ou (A1B)(¢q) > 0, et comme Ay(q1,,) > 0,
donc B(qi,,) > 0, car si B s’annule en ¢ p, alors il changera de signe, car il est
supposé sans sommes de carrés comme facteurs, ce qui contredirait le fait qu’il
possede le méme signe sur les demi-branches dby, et dbj, ., car (A1 - B)(q1,n) > 0.
Par le fait que 7, est le seul élément irréductible de A qui s’annule en ¢, et par
conséquent en ¢ p, alors B possede aussi le méme signe sur les deux demi-branches
dbg, . et dbg, . Donc si b(oy, ) = blog, ) = —1, alors b = Ay (dans G), et si

Uq2,n
b(og,,) =blog, ) =+1, alors b = +1 (dans G).
Cette preuve pourra se résumer comme suit :
D’une part; A, =71 -7, =—1,donc d-Ty...T,—1 € D(1, A,).
Par ailleurs; Vi € {2,...,n —2}; A; =1, donc T; = 1.
De plus, on a Ay, A,—1 ¢ {—1,1}, donc :

D(l,Al) = {1,A1} et D(l,Anfl) = {1,An,1}.
On a ainsi 4 solutions pour ®(A,d) sur X, , qui sont données par :
Th=---=1T, 0o=1,1T1 € {1,141} et T,_1 € {LAn—l}-

Pour les autres cas, on pourra raisonner de la méme facon, en utilisant le fait que les
points q1; et qo; sont les seules racines de 7; et que p1; et pa; sont également les seules
racines de ;. Voici le résumé des solutions de ®(A, d) dans chacun de ces cas de figure :

Vérification sur X, : Sur ce sous-espace :
On a d’une part; Vi € {2,...,n— 1}, A; =1, ce qui donne T; = 1.
Et par ailleurs; d =1, donc d - Ty ...7T,,—1 =T.
Enfin, A1 = A,, € {—1,1}, ce qui donne D(1,A4;) = {1, A1 }.
On a donc 2 solutions pour ®(A4,d) :

T2:...: nilzl etT1€{1,A1}-

Vérification sur X, : Dans ce cas :
La situation est géométriquement symétrique au cas de 'espace X, .
On a donc, d’une part; Vi € {1,...,n —2}; A; =1, ce qui donne T; = 1.
Et d’autre part; d =1,donc d-Ty...T,_1 =T, _1.
Et enfin, A, 1 = A, & {—1;1}, ce qui donne D(1,4,,—1) = {1, A1}
La encore, il y a 2 solutions pour ®(A4,d) :

Ti=-=Th o=1 et Tp_i € {l,an_1}.

Vérification sur X, : Sur ce sous-espace, on a :
D’une part; Vi € {3,...,n —1}; A; = 1, donc T; = 1, ce qui implique aussi que d -
Ty ... T, 1=d- Ty - T5.
Et par ailleurs, A; = —1, ce qui autorise toutes les valeurs de T7.
Enfin, Ay, A, ¢ {—1;1}, donc :

D(1,As) = {1, A3} et D(1,4,) = {1, An}.
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De plus Ay - A,, = —1, ce qui offre ainsi 4 solutions pour ®(A4,d) sur X, :
T3=---=T, 1=1;To=1etT] € {d,dAn}
ainsi que :

T3=--- =T, 1=1;T = Ay etTlé{d-Ag, dAgAn:—d}

Vérification sur X, , : Dans ce cas :
La situation est une encore géométriqguement symétrique au cas de ’espace X, .
On a d’une part; Vi € {1,...,n —3}; A; = 1, donc T; = 1, ce qui implique aussi que
d-Ty..Th1=d - Ty 1 -Th_o.
Et d’autre part; A,_1 = —1, ce qui autorise toutes les valeurs de T},_1.

Enfin, A,_1, Ap,—2 & {—1,1}, donc :
D(l,Anfl) = {1;An,1} et D(l,An,Q) = {1,An,2}.

De plus A,,_1 - Ap—2 = —1, ce qui offre encore 4 solutions pour ®(A4,d) sur X, ,, a

Savoir :
Ty= =Ty 3=1;T, o=1letT, 1 €{d, d-A,},

ainsi que :

I=--=Ty3=1;T, o=A, setTy€{d-Ay 2, d- A, Ay 2}

Vérification sur X, avec i € {2,...,n— 1} : Dans ce cas :
On se fixe un élément ¢ € {2,...,n —1}. On a donc :
D’une part; Vj € {1,...,n—1} \ {i—1,i} , A; =1, donc T; = 1, ce qui implique que
d-Ty... Ty y=d-Tp, T,
D’autre part; Ay =1 doncd=T;_1-T;.
Enfin, d = A;_1 = A; ¢ {—1, 1} - D(l,Ai_l) = D(l,AZ) = {1,d}
®(A,d) a ainsi 2 solutions sur X, :

Vie{l,....n=1} \ {i—1,i}, Tj=1et (T1-1 =1et T; =d) ou (I;_1 =d et T; = 1)).

Vérification sur X, avec i € {2,...,n —2} : Pour ce dernier cas :
Fixons-nous une valeur de i € {2,...,n — 2}.
On a d’une part; Vj € {1,...,n—1} \ {i—1,4,i+1},ona A; =1 donc T; = 1, ce qui
implique, entre-autre, que d -1y ... T,y =d-T;—1 - T; - Tiy1.
De plus A; = —1, ce qui autorise ainsi T; a prendre toutes les valeurs possibles.
Et par ailleurs; A, = 1, ce qui implique que T; =d - T;_1 - Tj11.
Et comme A, _1, A1 & {—1,1}, alors :

D(l,Aifl) = {1,141',1} et D(l,Ai+1) = {1,Ai+1}

On a par conséquent 4 solutions pour ®(A4,d) sur X, :
Vie{l,...,n—1} \ {i—=1,4,i+1}, T; =1 avec :

[(Ti-1=1 et T,=d et Ty =1) ou
(Tici=1 et Ty=d-Aipa et Tip1 = Ait1) ou
(le‘,l = Aifl et TZ =d- Aifl et T’Z‘Jrl = 1) ou

(Tici=Ai1 et Ti=A1-Aipr-d et Ty = Aj1)]

Ce qui finit ainsi la preuve du premier point du théoréme (8.23).
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8.3.2 Non vérification globale de ¢

Supposons par absurde, qu'il existe un (n — 1)-uplet (71,...,7,_1) ayant ses coordonnées
dans G, tel que p(T, A,d) soit vérifiée dans (X, G).
On choisit, pour chaque i € {1,...,n — 1}, un représentant noté également 7;, de 7; dans A*

(sans sommes de carrés dans K* comme facteurs).

Intéressons-nous aux changements de signe simultanés des coordonnées 17 et 15 sur C.
D’apreés le corollaire (8.26), T7 et T5 ne changent de signe, simultanément, que sur larc fermé

—— T
adh( I ) := adh((p1,2,p2,2))-

Considérons ces changements, cas par cas, selon le plan suivant :

i) en pio et pao (extrémités de adh( /1:2\ ).
ZZ) en qu.
i17) en qi 2.

. T TN T T P S
W) sur les arcs ouverts (P1,2,Q2,1), (Q2,1,Q1,2) et (C]1,2,P2,2)-

Allons y!

Changement de signe en p;s et poo : En les ordres Opro et O';FQ’Q, Ty et T5 sont positifs

et par continuité (des polyndmes), ceci implique que le nombre total de changements de

T

signe de chacun des T et T est pair sur I'arc fermé adh((p1,2,p2,2))-
Par factorialité de A, le polyndme minimal de pj 2, qui est égal au polynéme minimal de
P2,2, est mo, donc si I'un des témoins 77 ou 75 change de signe en pj o alors il changera
de signe en py o également.
Sur X ,, on a A; = 1 pour tout ¢ € {3,...,n} (voir la preuve de la vérification locale
de @), donc d = Ty - T5. Par ailleurs, comme d change de signe en les points pj 2 et pa o
(voir le tableau (1)), donc un seul parmi 7 et T» change de signe en ces deux points (en
méme temps).
Supposons que c’est 71 qui change de signe en les points p; 2 et pao (l'argument reste
le méme si c’était T» qui change de signe). Ceci implique que les changements de signe

TN
simultanés de T} et T5 ne surviennent que sur ’arc ouvert (p172, p272).

Changement de signe en ¢21 : En les ordres Ogp €t 0;;’1, on a A; = 1 pour tout
i€{3,...,n} (voir tableau (1)), donc une fois de plus, on a d = T; - T». Et comme
d change déja de signe en le point go 1, alors un seul des témoins 77 ou 75 change de
signe en go,1.
Enog , et O';;l, on a Ay =1, donc Tp = 1. Par ailleurs le polynéme minimal de ¢ 1, le
méme que celui de ¢a1, est 71, donc c’est encore T qui change de signe en g2 (et en

meéme temps en q171), mais pas T5.

Changement de signe en ¢;2 : De la méme facon, en g2 on a d = T - T5. Le polynome
d change donc de signe en ¢ 2, ce qui implique qu'un seul parmi les témoins 77 ou 7%
change de signe en ¢q 2. Par ailleurs, en les ordres o 0;‘2’2, ona Ay =1,donc T} =1,
ceci oblige T» & changer de signe en g2 2 (et en méme temps en ¢ 2), ce qui n’est pas le

cas de T7.

On arrive ainsi a la conclusion suivante :

Conclusion 8.27. Les coordonnées des témoins, T et Ty, ne peuvent changer de signe

P T
simultanément que (au plus) sur les arcs ouverts (p1,2,42,1), (¢2,1,91,2) et (q1,2,p22).
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P S T P S
Changement de signe sur les arcs ouverts (p12,¢21), (92,1,912) €t (q12,p22) : On a

T
vu que sur larc ouvert (p12,p22), Vi € {3,...,n}, on a A4; = 1, donc d = T - Ts.

Et d’apres la définition de d, ce dernier garde un signe constant sur chacun des arcs

P T T
ouverts (p1.2,¢2.1), (¢2.1,¢1,2) et (q1,2,p2,2), ce qui force chaque changement de signe de

T} (en un point de la réunion de ces arcs) a étre accompagné d’un changement de signe
de T (en ce méme point), et vice versa.

Ceci signifie que tous les changements de signe de T3 et de T5 sur cette réunion d’arcs
sont simultanés.

Notons respectivement par ci, co et c3 le nombre de ces changements de signes sur

P T .
(P1,2,62.1), (G2,1,91,2) et (q1,2,p2,2), respectivement, et posons ¢ := ¢; + ¢ + ¢3.

Voici une conséquence de cette étude de cas :

Lemme 8.28. Par ce qui précéde, I’entier ¢ est impair.

. T
DEMONSTRATION. En effet, T} change de signe ¢ + 3 fois sur I'arc fermé adh((p1,2,p2,2)) et
T, change de signe ¢ + 1 fois sur ce méme arc, et comme le nombre total de changements de
signe de chacun des Tj et Ty sur C est pair (voir (8.6)), alors ceci implique que ¢ est impair.

Le lemme suivant découle des propriétés générales des anneaux factoriels :
Lemme 8.29. L’entier c est pair.

DEMONSTRATION. Par factorialité de 'anneau A (voir (8.6), point (i7)), chacun des T} et Th
possede une décomposition en facteurs irréductibles comme suit :

Tih=a1...0,-P1...0s et To=a1...0p0-71...%,

ou les aq,...,q, sont les seuls facteurs communs de T et To, donc Bx # < pour tout
ke{l,...,s} et pour tout I € {1,...,t}.

Maintenant, par principalité de A (voir aussi (8.6), point (i7)), aucun des ay, (ou b € {1,...,7}),
Br (ou k € {1,...,s}) nivy (oul € {1,...,t}) n’a de racines communes, donc leurs racines
sur C sont toutes distinctes, et donc les changements de signes simultanés des témoins T} et
Ty surviennent exactement en les racines des polynémes oy, (quant h parcourt {1,...,r}). Par
ailleurs, par la proposition (8.6), point (iv), chacun des «;, posséde un nombre pair de racines
et change de signe en chacune d’elles, et comme elles sont toutes distinctes (principalité de A
toujours), alors le nombre total de racines communes a 77 et T sur C est pair. On en déduit
donc que le nombre ¢ de changements de signe simultanés des coordonnées T; et T sur C est
pair.

Corollaire 8.30. Les lemmes (8.28) et (8.29) conduisent a une contradiction, ce qui prouve
donc qu’un tel témoin (T1,...,T,—1) de ®(A,d) ne peut exister dans (X, G). Ce qui finit ainsi
la preuve du second point du théoréme (8.23), et donc la preuve de ce théoréme.
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9 Cones plans généralisés

Mots-clés : Eléments de Géométrie euclidienne, cones classiques, cones généralisés (par projection), conditions de fer-
meture, caractérisations.

Références : [Dab], [Pey].

Résumé

Les ensembles coniques, souvent utilisées en Géométrie pour étudier les structures combinatoires
des objets, sont au centre de cette section. Dans le cas du plan affine réel, la notion classique de céne ne
fournit pas des propriétés trés intéressantes, dans le sens ot les cones sont des ensembles délimités par
deux droites. Notre but ici, est de donner une approche simple et intuitive pour généraliser cette notion
de cone, et obtenir des objets beaucoup plus riches. Une application immédiate des cones généralisés
est la construction d’une famille de formules pp, dite V —universelles, vérifiant le principe local-global
dans Uespace d’ordres du corps R(x,y) (voir section §10). Nous introduirons, pour ce faire, la notion

de cone exclusif, que nous utiliserons dans le cadre particulier des courbes algébriques lisses.

9.1 Quelques éléments de Géométrie euclidienne
9.1.1 Vocabulaire

En Géométrie euclidienne plane, un céne centré en un point p et dirigé par un ensemble
connexe F est la réunion de toutes les droites (pq), quand ¢ parcourt E. En Géométrie eucli-
dienne tridimensionnelle, un cone désigne simplement la réunion de toutes les droites passant
par un point fixé p, appelé sommet, et un point parcourant une courbe plane (fermée ou
pas), appelée courbe directrice, contenue dans un plan ne contenant pas le point p. Le nom
de "cOne" est également donné a un solide de sommet p et ayant comme base une surface
compacte connexe plane supportée sur un plan ne contenant pas le point p.

Considérerons, pour toute la suite, le plan affine réel R?, muni de la topologie euclidienne et
ayant comme anneau de fonctions régulieres (resp. corps de fonctions) 'anneau des polynémes
a deux variables Rz, y] (resp. le corps des fractions rationnelles R(x,y)).

NoOTATIONS 9.1.
Soient p et q deux points du plan réel.

1. (pq), [pq) désignent, respectivement, la droite passant par p et q et la demi-droite ayant
comme origine p et dirigée vers q.
2. On note par C'(p) le cercle unitaire (de rayon 1) centré en p.

3. On note, pour finir, par P(R?),) 'ensemble {E € P(R?) ; p & E}, des parties de R* ne
contenant pas le point p.

9.1.2 Cone plan centré en un point

Définition 9.2 (CONES ET DEMI-CONES CENTRES EN UN POINT). Soient p et A, respecti-
vement, un point et un sous-ensemble non vide du plan réel R?, tels que p € A. On appelle :

1. cone centré en p et dirigé par A (resp. demi-cone centré en p et dirigé par
A), et on note C(p, A) (resp. DC(p,A)), la réunion de toutes les droites (pgq) (resp.
demi-droites [pq)), quand ¢ parcourt A.

2. espace des cones (resp. des demi-cones) centrés en p € R? et on note Ec(p) (resp.
Epc(p)), la collection de tous les cones C(p, A) (resp. demi-cones DC(p, A)), quand A
parcourt I'ensemble P(R?),.
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REMARQUES 9.3.
Soient p un point et A un sous-ensemble de R? tels que p ¢ A.

1.

SiCoCo(A) :={C;; i € I} désigne la collection des composantes connexes de A, indexée
par un ensemble I, alors :

C(p,A) = U C(p,C;) et DC(p, A) = U .DC(p, C;)
iel il

Les réunions :

o.M\ () = U (0. €\ (0, (7)

iel
DO, A\ () = U (DCw.C\ (0}, ®)
iel
ne sont pas toujours disjointes.

La disjonction de la réunion (7) entraine celle de la réunion (8), mais la réciproque est
fausse (penser au cas ott A est la réunion de deux composantes connexes symétriques par

rapport a p).
Dans le cas ot C(p, A) \ {p} est une réunion disjointe des <C(p, Ci)\ {p}), on dit que

les composantes connexes de A sont bien dispersées par rapport a p.

Pour un point fixé p, le cone et le demi-cone centrés en p, définis plus haut, peuvent étre
vus comme des applications d’évaluation :

DC(p,-): PR?)y — P(R?)
A DO A) = U lpa).

C(p,-): P(R*), — P(R?)

A — C(p,A) = U (pa).
acA

Attention ! Ces applications ne sont ni injectives ni surjectives.

L’image Epc(p) de application DC(p,-) s’identifie, ensemblistement bien siir, a I’en-
semble des parties d’un cercle qui, a son tour, s’identifie a I’ensemble des parties de la
droite projective réelle P(Pg).

La relation ~p¢ définie sur P(R2)(p) par A ~pc B < DC(p,A) = DC(p, B) est une
relation d’équivalence, ce qui induit I'identification suivante :

P(R?)@)/ ~pc = Epc(p) +— P(Pg) = P(C'(p))

Définition 9.4 (PROJECTION CENTRALE UNITAIRE). Soit p un point et A un sous-ensemble
de R? ne contenant pas p. On appelle projection centrale unitaire de A sur C*(p) 'ensemble
des points d’intersection de C!(p) avec le demi-céne DC(p, A).

REMARQUE 9.5.

Le dernier point de la remarque (9.3) dit simplement que deux sous-ensembles A et B de
P(R2)(p) sont équivalents par la relation ” ~pc 7 si, et seulement si, leurs projections centrales
unitaires sur C(p) sont égales.

Un cas particulier de projection centrale unitaire est donnée par la définition ci-apres.

Définition 9.6 (ARC ET BI-ARC D'INTERCEPTION). Soient p € R? un point et A € P(R?),)
un ensemble connexe. On appelle :
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1. arc d’interception de A centré en p, et on note AI(p,A), l'intersection de C!(p)
avec DC(p, A), i.e., I'ensemble des points ¢ € C'(p) tels quiil existe ¢ € A avec
[pa) N C*(p) = {c}.

2. bi-arc d’interception de A centré en p, ’ensemble noté BAI(p, A), qui est I'intersection
de C(p) avec C(p, A)), i.e., la collection des points® ¢ € C'(p) tels qu’il existe ¢ € A
avec ¢ € (pq) NCL(p).

o
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FIGURE 5 — Céne centré en p et engendré par A

REMARQUES 9.7.

1. Le bi-arc d’interception BAI(p, A) de A centré en p n’est que la réunion de I'arc d’in-
terception AI(p, A) avec son symétrique par rapport a p.

2. Par connexité de A et le fait que p ¢ A, I'ensemble AI(p, A) est un arc de cercle.

9.2 Cone généralisé et cone exclusif
9.2.1 Définitions

Soient A et B deux parties non vides et disjointes du plan réel R? (muni, rappelons-le, de
la topologie euclidienne).

Définition 9.8 (CONES ET DEMI-CONES GENERALISES). On appelle :

1. cone généralisé engendré par A et B, la réunion de toutes les droites (ab) ou a et b
parcourent respectivement A et B. On note ce cone généralisé par C(A, B)

2. demi-come généralisé dirigé de A vers B, noté DC(A, B), la réunion de toutes les
demi-droites [ab) ou a et b parcourent A et B, respectivement.

3. Dans les deux cas, on appelle A et B des générateurs.
4. Si AN B # 0, nous posons, par convention, C(A4, B) = DC(A, B) := R2.

REMARQUES 9.9.

1. Contrairement aux coénes généralisés, I'ordre des ensembles A et B dans I’écriture
DC(A, B) est important, lorsqu’on parle de demi-cones généralisés.

38. Pour tout élément g € A, 'ensemble (pg) NC*(p) est constitué de deux points symétriques par rapport a p.
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Les cas qui nous intéressent sont :

REMARQUE 9.11.

a cone

exclusif propre, de plus le cone exclusif Ce(A) n’est que la réunion des droites passant

par les couples de ses points.

ant au moins deux points. Dans ce cas, A est toujours a

Ly

1. A est un ensemble fini a

posséde un nombre fini de composantes connexes (au

moins deux composantes), et plus particuliéerement, lorsque A est une union finie de

courbes algébriques réelles, avec A lisse? (voir les conditions (10.15)).

2. A est un ensemble infini mais

39. Un ensemble est dit disconneze, s’il a au moins deux composantes connexes non vides.
40. Une courbe est dite lisse, si tous ses points sont réguliers (sans points singuliers).
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9.2.2 Conditions suffisantes de fermeture des cones généralisés

REMARQUE 9.12.

La fermeture des ensembles A et B n’entraine pas celle du cone généralisé qu’ils engendrent
C(A, B), comme le montre I'exemple ci-dessous, et les conditions nécessaires et suffisantes de
fermeture sont, en général, difficiles a obtenir.

Exemple 9.13. On pose A= {(0,0)} et B={(z,y) €R?; 2-y=1 et x>0}

Dans ce cas, C(A,B) = {(x,y) € R? ; -y >0} U{(0,0)} (voir la figure 7).

Il est clair que A et B sont tous deux des sous-ensembles fermés de R?, mais ceci n’est pas le
cas du cone généralisé C(A, B). Ce céne n’est ni un ouvert, ni un fermé, de R2.

Voici une condition suffisante pour la fermeture du cone généralisé C'(A, B).

Proposition 9.14 (FERMETURE PAR COMPACITE DES GENERATEURS). Si A et B sont com-
pacts, alors C'(A, B) est fermé.

DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer que tout point p de adhérence de C(A, B) est un
point de celui-ci.

Fixons-nous donc un point p € adh(C(A, B)) et soit (pn)nen une suite de points de C(A, B)
ayant p comme limite. Il existe donc deux suites, S4 := (an)nen €t S := (bp)nen, de points
de A et B, respectivement, telles que p, € (apb,) (Vn € N). Par compacité de A et B, on
peut extraire deux sous-suites, S’y et S, de S4 et Sp convergeant, respectivement, vers a € A
et b € B. De plus, on a a # b (A et B sont disjoints). Par ailleurs, comme les points a,,
b, et p, sont alignés, ce qui se traduit par det(m,pn—b;) = 0%, on aura par conséquent
det(ﬁi,]%) = 0 (par passage a la limite). Ceci prouve que p € (ab) et donc p € C(A, B).

REMARQUE 9.15.
La compacité de A et B est une condition seulement suffisante pour la fermeture du céne
généralisé C (A, B), elle n’est pas nécessaire, comme le montre I'exemple ci-dessous.

1:

B={(z,y) eR?; z-y=1 /\ x>0}

0:

RRRARRKS
SRTSEE

FIGURE 7 — Exemple de cone centré non fermé engendré par des ensembles fermés.

41. det(ﬁ, 7) désigne le déterminant de la matrice définie par les coordonnées des vecteurs et ¥. L'an-
nulation de ce déterminant signifie que les vecteurs sont colinéaires.
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Exemple 9.16 (NON NECESSITE DES CONDITIONS DE COMPACITE). Posons :
A={(z,y); -1<y<letz<—-1}U{(-1,1),(-1,-1)}; et
B={(z,y); - 1<y<letz>1}U{(1,1),(1,-1)}.

Il est clair que le cone généralisé C(A, B) est fermé. Plus précisément, on a :

C(A,B) ={(z,y) ; [yl <z} U {(z,9); |yl <1},

sans condition de compacité sur A et B (A et B ne sont d’ailleurs pas fermés).

9.2.3 Caractérisation du cone généralisé

La définition précédente de cone généralisé est d’une nature double : géométrique et ensem-
bliste. Nous avons, néanmoins, une autre définition qui, cette fois-ci, est a ancrage analytique,
voire méme topologique. Cette autre caractérisation des cones généralisés nous offre une vision
plus ou moins simple du point de vue géométrico-analytique.

NOTATIONS 9.17.
On se donne deux sous-ensembles non vides et disjoints du plan réel, disons A et B, que nous
supposerons, de plus, connexes. On pose les notations *

1.

suivantes :

S:={A:=(D=0); (Dga>0et Dp<0)ou(Dy=0etDp<0);
ot D=ax+py+~y€R[z,y], aveca-5#0ecR}
est I'ensemble des droites séparant strictement A et B.

2.8 := U A désigne la réunion des droites séparant strictement A et B.
AeS

3. C:= U [ab] est la réunion des segments ayant leurs extrémités respectives dans A
a€A, beB
et B.

REMARQUE 9.18.
Les notations D4 et D|p désigneront les restrictions d’un polynéme D € Rz, y], vu comme
fonction sur R? & valeurs réelles, aux sous-ensembles A et B, i.e., :

Diy:A—R et Dp:B—R
Proposition 9.19. Si A et B sont des ensembles connexes et disjoints de R?, alors :
C(A,B) =CU(R?\ S).
DEMONSTRATION. D : On peut vérifier assez facilement que :
CU(R?\ S)=CU(R?\ (SuUQ))

L’union dans le membre de droite de cette derniere égalité est clairement disjointe.
Montrons que chacune des parties qui la composent est incluse dans le cone généra-
lis¢ C'(A, B).

C CC(AB):

C est l'ensemble des points des segments [ab] ot a € A et b € B. Sic € C, alors
d(a,b) € A x B tel que ¢ € [ab] C (ab) C C(A, B)

(R?\ (SUC)) C C(A,B) :

Soit p € R?\ (5 ucC ), donc aucune droite passant par p ne sépare strictement (au sens
de la définition de §) A et B. On dénombre deux types de droites passant par p :

42. S, SetC dépendent bien siir de A et B.
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I) Celles passant par des points de B, composant ainsi le cone C'P(p, B), centré en p
et dirigé vers B.

IT) Celles ne passant par aucun point de B.
Si C(p, B)N A # 1, alors p € C(A, B).
Si maintenant C'(p, B) N A = (), alors A sera dans I'union des droites du second type,
donc I'une des droites délimitant arc d’interception Al(p, B) sépare strictement (au sens
indiqué ci-dessus) A et B, et comme cette droite passe également par p, ceci contredit
I’hypothese affirmant que p ¢ S. Ceci montre que C(p, B) doit intersecter ’ensemble A,
ce qui nous donne ainsi au moins deux points, a € A et b € B, tels que p € (ab), i.e.,
p € C(A,B).

C : 1l suffit de montrer que C(A4, B)\ C C R2\ S.
Supposons que p € C(A, B) \ C et montrons qu’aucune droite passant par p ne sépare A
et B.
Cas 1) Les droites du cone C(p, B) ne séparent pas A et B, sauf au plus celles délimitant
Al(p,B). Mais comme p € C(A, B), donc Ja € A et 3b € B tels que p € (ab), ce qui
montre que le signe du polynéme associé la droite (ab), est le méme 3 en a et en b (égal
a 0), donc chaque droite passant par p ne peut séparer A et B.
Cas 2) De méme, une droite passant par p et n’étant pas incluse dans C'(p, B) possede
la méme propriété que les droites délimitant Al (p, B), donc ne sépare pas A et B 4
Ceci montre que p ne peut-étre dans S, c’est-a-dire que p € RQ\g et donc C'(A, B)\C~' -
R2\ S.

9.2.4 Conditions de globalité

La caractérisation du cone généralisé donnée dans la proposition (9.19) nous donne deux
conditions suffisantes pour qu’il soit égal & R2. Plus précisément, on a :
Corollaire 9.20.
i) Si C =R?, alors C(A, B) = R2,
i) Si S =0, alors C(A, B) = R2.
Exemple 9.21.
1. Si A et B sont deux droites sécantes, alors C'(A, B) = R2.
2. Si A et B sont deux ovales qui s’emboitent, alors C'(4, B) = R2.

9.2.5 Questions ouvertes : Cones généralisés et cones exclusifs

1. Etudier la répartition des trous* du cone exclusif d'un ensemble E, en fonction de ses
composantes connexes et de leurs positions relatives dans le plan R2.

2. Trouver des conditions sur un tel ensemble E pour que son cone généralisé soit propre
ou global (égal a R?).
3. Trouver des conditions de fermeture d’un cone généralisé.

4. Etudier les propriétés topologiques et combinatoires du projectifié d’'un cone exclusif
engendré par un nombre fini ou infini de composantes connexes et déterminer d’éventuels
invariants d’un tel cone.

5. Etudier les cones généralisés en dimension supérieure.

43. Ceci n’est pas vrai si p € C.
44. FEncore une fois, car p € C.
45. Un trou est une composante connexe du complémentaire d’un céne exclusif.
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10 Sur certaines familles V-universelles

Mots-clés : Espaces d’ordres de R(z, y), conjecture pp, formules V-universelles et formules P-universelles, cones généra-
lisés et cones exclusifs, principe de transfert, transmission de la positivité.

Références : [AT], [BCR], [DMM], [Ell], [GM1], [GM2], [Mar12], [Mar14], [Meg], [Ruil]

Résumé

Dans un article paru en 2008 (voir [GM2]), P. Gladki et M. Marshall parviennent a donner un
premier contre-exemple d la conjecture pp pour lespace d’ordres du corps R(x,y) qui, rappelons-le, est
d’indice de stabilité 2.

Il est a noter que la "géométrie" du contre-exemple donné dans [GM2] est trés similaire a celle du
cas des "coniques rationnelles" (voir [GM1]). La formule pp utilisée pour réfuter cette conjecture, dans
les deux situations, est du méme type, ce que nous appellerons formules produits de rang 3 (voir
section §8). Ceci dit, les techniques utilisées dans le cas de l'espace d’ordres (Xg(z,y), Gr(z,y)) 1 utilisent
aucun argument de la théorie des valuations.

Nous allons nous intéresser tout au long de cette section d la construction d’une famille de formules
pp, que nous baptiserons formules V-universelles, vérifiant le principe local-global dans le cas de
Vespace d’ordres (X, G) := (Xr(z,y), GR(z,y))- La "mécanique” de construction des formules pp que nous
présenterons ici est inspirée des techniques utilisées dans [DMM] ainsi que de certaines propriétés des
"cones plans généralisés’”.

L’idée consiste & construire, d partir d’une famille de polynomes (éléments de Rlx,y]), dont la
courbe définie par leur produit vérifie les conditions (10.15), un sous-espace (Y, H) de (X,G) pour
lequel toute formule pp ®, & paramétres dans cette famille de polynomes est vérifiée dans (X,G) si,
et seulement si, elle lest dans (Y, H). L’implication directe de cette équivalence est triviale, quant d
sa réciproque, en choisissant un point p du plan (dit de contréle), et en modifiant un témoin de
vérité de ® dans (Y, H), en remplacant certains facteurs de ses coordonnées par des formes affines
(polynomes de degré 1 s’annulant en p), on obtient un témoin de vérité de ® dans (X,G). Le principe
de Transfert est nécessaire a l’étape suivante, dite de transmission de la positivité, ou la validité
locale de ® ne s’opére que sur un nombre fini d’éventails de 4 éléments. Nous terminerons par proposer
deuxr méthodes de construction de familles V —universelles, la premiére utilise un cercle et un nombre
fini de points ayant une disposition spécifique sur celui-ci, et la seconde, un type particulier d’étoiles
ayant un nombre impair de branches.

10.1 Familles et formules V-universelles

Soient (X,G) un espace d’ordres abstrait et S C G un sous-ensemble non vide (fini ou
infini) d’éléments de G.

Définition 10.1 (FAMILLES ET FORMULES V —UNIVERSELLES).

1. On dit que S est une famille V—universelle? sur (X,G) si pour toute formule pp
®(a) := Jtp(t,a), ayant comme parametres a := (a1,...,an) et t = (t1,...,t,) comme
variables, et pour toute assignation A pour a dans S™, ®(A) vérifie le principe local-
global sur (X,G).

2. Une formule V—universelle sur (X,G) est une formule pp munie d’une assignation
dans une famille V —universelle S C G.

46. La lettre ”V” désigne le mot "Variables".
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10.2 Notations et réduction du passage local-global
Pour toute la suite de cette section, (X, G) désignera l’espace d’ordres du corps R(z,y), ot :

— X = Xp(y,y) (Uespace topologique des ordres de R(z,y)).
— G = GRrzy) =Rz, y)*/(CR(z,9)*)? (le groupe spécial réduit associé a X).
Soit également ®(a) une formule pp (voir définition (6.3)), dont 'écriture formelle est donnée
par :
®@) = Stpta)
= 3t A1 wilt,a)
= ANZL e D(Bi(L ), Qilt, )

P; et Q; (i € {1,...,r}) sont, modulo une constante 1, des produits finis des #; et aj, (avec
le{l,....,n} et ke {l,...,m}), c’est-a-dire des éléments du groupe multiplicatif d’exposant
2 engendré par {—1,t1,...,t,,a1,...,ay}, qu’on note simplement par Zs|t, a] *".

REMARQUES 10.2.

1. Nous garderons a l'esprit le fait que les paramétres ay, et les variables quantifiées t;
prennent leurs valeurs, soit dans le groupe spécial G ou bien dans un quotient G/A de
G, ot A désigne un sous-groupe saturé de G.

2. Chacune des interprétations des ay, et t; dans ces ensembles posséde des représentants
dans R[z,y]* := Rlz,y] \ {0}, i.e., des polynémes non nuls, qui peuvent étre choisis
sans sommes de carrés dans R(z,y) comme facteurs.

3. Nous réserverons les notations en 'lettres minuscules” ay, et t; pour I’écriture abstraite,
i.e., Pécriture formelle dans le langage des groupes spéciaux, de ®(a) (sans référence a un
domaine de substitution des paramétres et des variables quantifiées), et les notations en
"lettres magjuscules” (Ag, Ty, S;. ..) pour U'interprétation de ®(a) dans I'un des ensembles
(G ou G/A) pour une assignation déterminée aux variables et parametres.

4. Sauf risque de confusion, nous utiliserons la méme notation pour les interprétations Ay
et Ty, des ay, et t;, dans G ou G/A, que pour leurs représentants dans R|x, y]*.

5. En chassant les sommes des carrés et en utilisant la factorialité de 'anneau Rz, y],
chaque élément g, de G ou de G/A, posséde un représentant f € R[z,y|* pour lequel :
Vr € Rz, y]*, un polynéme irréductible réel*® ; v, (f) € {0, 1}, ot vy est la valuation
m—adique sur R(z,y).

Fixation des parameétres Supposons, pour toute la suite de cette section que, pour une
assignation de valeurs Ay dans G, aux parametres ay, la formule ®(A) est vérifiée localement
sur (X, G), i.e., vérifiée dans tout sous-espace fini de (X, G).

NoOTATIONS 10.3 (DEFINITION DE X, C, CoCo(C) ET Ce(C)).

1. Pour un choix de représentants (sans sommes de carrés) d une assignation des paramétres,
disons Ay (k € {1,...,m}) dans R[z,y|*, on définit ¥ comme étant ’ensemble des
facteurs irréductibles (réels) des Ay ; i.e., :

Y= {7 € Rlz,y]" ; 7 est irréductible et Ik € {1,...,m} tel que w|A}

47. Il ne faut pas confondre cette notation avec celles des anneaux de polyndémes et des extensions algébriques
qui, elles, sont des ensembles composés des sommes finies de ces produits avec, éventuellement, des relations de
dépendance entre ces derniers.

48. Un polynoéme 7 est dit réel si 'anneau quotient R[z,y]/(w) est formellement réel, i.e., ayant un spectre
réel non vide (voir [BCR]).
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2. Par ailleurs, V& € X, on note par :

~ Cr :={r € R?; 7(r) = 0}, la courbe irréductible plane des zéros réels de .

— C := Uyrex, Cr, la réunion des courbes, lieux des zéros, de tous les éléments de 3.

— CoCo(C) I'ensemble des composantes connexes de C.

— Ce(C) le cone exclusif de C (voir définition (9.10)).

— vy la valuation associée a w sur R(z,y) (voir paragraphe #3.6).

- Ag, My, T et k(m) := K, respectivement, 'anneau de valuation, I'idéal maximal,
le groupe des valeurs et le corps résiduel associés a la valuation v,.

~ (X, Gy) le sous-espace d’ordres de (X, G) composé des ordres compatibles® avec Ia
valuation vy (voir définition 3.46) et (Xp(x), Gy(r)) I'espace d’ordres du corps résiduel
k().

REMARQUE 10.4.

1. Abstraction faite du cas ou certains parameétres Ay sont représentés par des constantes
(éléments de R*), dans ce cas Ay € {1,—1} dans G et dans tout quotient G/A, ¥ sera
composé uniquement de polynémes irréductibles (réels) de Rz, y|*.

2. Par le théoréme de Baer-Krull (voir (3.49)), (Xx, G) est une extension de (Xj(xy, Gi(x))-

Plus précisément, si 7 € ¥, alors :
Proposition 10.5. (X, Gr) =~ (Xy(x), G(r))[Z2] est un isomorphisme d’espaces d’ordres.

DEMONSTRATION. Cette proposition est une conséquence directe du théoréme de Baer-Krull
(voir paragraphe (3.6)) et du lemme suivant :

Lemme 10.6. (I';/2T'; , +) ~ (Z2 , -) est un isomorphisme de groupes commutatifs.

DEMONSTRATION. En effet; I'y = Z, et 2T = 27Z, ou Z /27 est le groupe additif & deux é1é-
ments ({0,1},+,0), donc isomorphe au groupe multiplicatif d’exposant 2, Zs = ({£1}, -, 1).

Proposition 10.7. L’espace d’ordres (X (y), Gi(x)) vérifie la conjecture pp.

DEMONSTRATION. Le couple (Xk(m)s Gi(r)) est espace d’ordres du corps de fonctions d'une
courbe algébrique réelle associée a I'idéal premier (7) = 7 - R[z,y], ot le corps de base R est
réel clos, il est donc d’indice de stabilité 1. (X ), Gy(r)) vérifie donc la conjecture pp (Voir
[Mar12]).

Corollaire 10.8. (X,G,) vérifie la conjecture pp.

DEMONSTRATION. Immédiate & partir des propositions (10.7) et (10.5) ainsi que du théoréeme
de stabilité de la conjecture pp par 'opération d’extension des espaces d’ordres par des groupes
d’exposant 2 (voir Théoréme (6.17)).

Proposition 10.9. Les sous-ensembles de X, X, (quand 7 parcourt X), sont deux-a-deux
disjoints.

DEMONSTRATION. L’ensemble X est composé des ordres (éléments de X) issus des demi-
branches algébriques signées supportées sur la courbe C,. Or, par le théoreme de séparation
des semi-algébriques, plus particuliérement des demi-branches algébriques (voir [Ruil]), deux
telles demi-branches supportées deux courbes différentes C, et C,s sont toujours séparables par
un élément f € R[x,y]* (pris modulo les sommes des carrés dans R(z,y)*/ 3 (R(z,y)*)?), donc
les ordres associés a ces deux demi-branches ont des signes distincts en f € G, ce qui signifie
que deux tels ordres sont distincts, ce qui prouve que X, N X = 0.

49. Le domaine topologique X est composé des ordres de X associés aux demi-branches signées supportées
sur Cr et centrées en les points (finis ou infinis) de Cx (voir section §5).
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Définition 10.10 (DEFINITION DU SOUS-ESPACE (Y, H)). Nous associons & X, donc aux
parametres Ay, le sous-espace d’ordres (Y, H) de (X, G), qu’on obtient en utilisant 'opération
de somme directe des sous-espaces (X ,G), et qu'on définit comme suit :

(Y,H)::@(XW,GW) ; ou Y::UXWetH::HGW

TEY TeEY TEY

Proposition 10.11. (Y, H) vérifie la conjecture pp.

DEMONSTRATION. On combine la stabilité de la conjecture pp par somme directe finie d’es-
paces d’ordres (voir proposition (6.16)) et le corollaire (10.8), ci-dessus.

REMARQUES 10.12.

1. (Y, H) est la somme directe de sous-espaces disjoints de (X, G) ; il s’identifie ainsi & un
sous-espace de ce dernier. H est donc un quotient de G par un sous-groupe saturé, et en
particulier tout élément h € H peut-étre représenté par un polynéme non nul, qu’on note
également par h € Rz, y|*, sans sommes de carrés dans sa décomposition en facteurs
irréductibles.

2. La définition de (Y, H) ne dépend pas de I’écriture de la formule ®(a), mais uniquement

de l'assignation A de ses paramétres, donc de X.

Corollaire 10.13. La formule ®(A), étant vérifiée localement sur (X,G), pour le choix fait
plus haut des parameétres Ay, elle I'est par conséquent localement et globalement sur (Y, H).

DEMONSTRATION. En combinant le fait que tout sous-espace de (Y, H) est aussi un sous-
espace de (X, G) avec la proposition (10.11).

REMARQUE 10.14 (REDUCTION DU PASSAGE LOCAL-GLOBAL).

Pour montrer que la formule ®(A) vérifie le principe local-global sur (X, G), il suffit de montrer
que sa vérification dans (Y, H) entraine sa vérification dans (X,G), ce qui n’est pas acquis
sans conditions sur les paramétres et/ou variables de celle-ci (voir [GM2]), et c’est I'objet du
paragraphe qui suit.

10.3 Théoréme principal

On suppose que les parametres Ay vérifient les :

Conditions 10.15.
(1) C est lisse (sans points singuliers) et possede au moins deux composantes connexes.

(2) R2\ Ce(C) contient un ouvert non vide de R2.

Ces conditions ne sont pas trés contraignantes, elles nous fournissent une large classe de for-
mules pp vérifiant le principe local-global sur (X, G).

REMARQUES 10.16.

1. Pour pouvoir parler de cone exclusif, C doit posséder au moins deux composantes
connexes.

2. La condition (2), sur le cone exclusif de C, est vérifiée si par exemple les courbes C, sont
compactes et disjointes (voir paragraphe #9.2.2) et que Ce(C) # R? (voir paragraphe
9.2.4).
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Théoréme 10.17 (THEOREME PRINCIPAL). Si les conditions (10.15) sont satisfaites par X,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) (X,G) = @A)
I) = ®(A), pour tout sous espace propre (Z,1) de (X, Q).
I) = ®(A), pour tout sous espace fini (Z,I) de (X,G).

i) (Y,H) = ®(A4), ou (Y, H) est le sous-espace défini dans (10.10).

(
ii) (Z,
iii) (Z,
) (

REMARQUES 10.18.

1. Le théoréeme (10.17) dit simplement que, sous les conditions (10.15), la famille
{Ay,..., Ay}, ou plus généralement la famille Z[X] %0, est V —universelle sur (X, G).

2. Les implications (i) = (i) = (i) du théoréeme (10.17) sont vraies dans tout espace
d’ordres abstrait. L’implication (iii) = (iv) est donnée par le corollaire (10.13). Ces
implications sont vraies sans les conditions (10.15).

3. Pour prouver le théoréme (10.17), il suffit donc de prouver I'implication (iv) = (i), et
c’est la ou interviennent les conditions (10.15).

10.4 Preuve du Théoréme principal

On suppose que ¥ vérifie les conditions (10.15) et que ®(A) est vérifiée sur (Y, H), et
notons par T = (T4,...,T,) € H" des témoins de vérité de (A).
Sauf risque de confusion, nous garderons la notation T = (11, ...,T,) pour des représentants
de ces témoins dans Rz, y]* (choisis sans sommes de carrés dans R(z,y)*).

Avec les notations du paragraphe #10.2, la preuve du théoreme (10.17) se fera pas-a-pas
en respectant les étapes suivantes :

1. Décomposition des témoins de vérité T; de ®(A) sur (Y, H) en facteurs irréductibles et
leur classification suivant le fait qu’ils appartiennent, ou pas, a X. On classifie également
les zéros de ces facteurs irréductibles sur C.

2. Classification (en deux familles complémentaires) des composantes connexes de C, i.e.,
éléments de CoCo(C), suivant que les témoins 7; changent, ou pas, de signe sur ces
composantes.

3. Choix d’un point, dit de contréle, a partir duquel on définit une famille >' de polynémes
de degré 1, qu’on appellera formes affines (voir définition (10.26)), et qui servent a
construire les témoins de vérité S; de ®(A) sur (X, G).

4. Construction d’une famille supplémentaire de formes affines, qu'on appellera formes
d’ajustement, et qui servent a munir les témoins de vérité S; des bonnes distributions
de signe en les points qui nous intéressent.

5. Construction des témoins de vérité S; de ®(A) sur (X, G).

6. Etablir un principe, dit de transmission de la positivité, permettant de montrer la
validité des atomes de (S, 4) sur (X, G).

7. Finalement, montrer la validité des atomes de ¢(S, A) sur (X, G).

50. On sous-entend par 'image de ¥ dans G, celle de ¥ par la surjection canonique R[z, y]* — G. Un élément
de Z2[X] est juste un produit de £1 par un nombre fini d’éléments de ¥ ou de leurs classes dans G, selon le
contexte.

51. Il s’agit d’un ensemble de polynomes définissant des droites concourantes en ce point, i.e., s’intersectant
en ce dernier.
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10.4.1 Décomposition des témoins de vérité sur (Y, H)

NoTATIONS 10.19 (DEFINITION DE X' ET ().
Par factorialité de R[z,y|, les représentants T;, choisis dans R[z,y|*, des témoins de vérité de
®(A) sur (Y, H), se factorisent de fagon unique®® comme produits de polynomes irréductibles :

e / /
T = Ty e Wy = Ty e T

ou m, (m € {l,...,m}) sont les facteurs irréductibles de T) appartenant a X et val
(v € {1,...,s}) ceux qui n’y sont pas.

T / A ’a_ /
PosonsTl.—Tl-Tl,avec.Tl.—ml...mrl et Tl.—ﬂ'll...ﬂ'lsl.

Notons par ¥’ I'ensemble des polynémes 7Tl/yl, ou v, parcourt I'ensemble {1,..., s} quand [
parcourt {1,...,n}, et par C’ la courbe des zéros réels du produit [] '
ey’

REMARQUE 10.20 (CLASSIFICATION DES COMPOSANTES CONNEXES DE C).
On définit une partition de CoCo(C) en deux classes de composantes connexes, que nous
noterons respectivement :

CoCoy(C) : Elle contient les composantes connexes de C sur lesquelles au moins un élément
de Y s’annule en changeant de signe sur un nombre fini de points de ces composantes,
i.e., posséde des valeurs positives et négatives.

CoCoy(C) : Elle contient le reste des composantes connexes de C, i.e., celles sur lesquelles
chaque élément de Y posséde un signe constant (avec éventuellement un nombre fini de
zéros sans changements de signe).

La finitude des nombres de zéros des éléments de Y sur ces composantes s’obtient en uti-
lisant le théoréme de Bézout sur I'intersection des courbes algébriques planes.

On a donc la réunion disjointe :

CoCo(C) = CoCo;(C) |_| CoCoy(C).

On reformule, en langage symbolique, les définitions des classes de composantes précédentes
comme suit :

Définition de CoCo;(C) :
CeCoCoi(C)«=Tn'eX; CZ (" =20) et CE(n <O). (9)
Ce qui se traduit aussi par :
C € CoCoi(C) <= 3’ € ¥ Tr,s e C; (7' (r) >0) et (7'(s) <0). (10)
Définition de CoCo2(C) :

C €CoCoy(C) = Vr'e¥ ; CC(r>20)ouC C (7 <0). (11)

Intéressons-nous d’abord aux composantes du premier type.

52. Modulo les constantes non nulles de R[z,y], i.e., modulo les éléments de R*.
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¢ Examen des éléments de C'oCo;(C)

Lemme 10.21. Soient C' € CoCo01(C) et #' € ¥’ tel que C ¢ (7' > 0) et C ¢ (7' < 0). Alors
C' contient un nombre fini de points qi,...,qx en lesquels 7’ s’annule et posséde des signes
différents sur les deux demi-branches centrées en chacun des g; et supportées sur C.

NOTATIONS 10.22 (DEFINITION DE &).

1. Pour chaque " € ¥/, on note par E(r') I'ensemble des points de C en lesquels ' s’an-
nule en changeant de signe sur C, ce qui signifie que E(n’) est constitué des points
d’intersection transversale, ou plus généralement des croisements d’ordre impair des

courbes C et Cp := (7' = 0), ainsi que des points de rebroussement de C,+ dont les
demi-branches supportées sur C,» sont séparées par C, i.e., par le produit [[ =. Ceci dit,
TEX

C, peut intersecter C en des points en lequels ' ne change pas de signe (penser a des
point de tangence, des points de rebroussement de C» dont les demi-branches ne sont pas

séparées par C (i.e., par [[ ), des croisement d’ordre pair de C, avec C et a des points
TED
isolés de C appartenant a C), E(r') ne contiendra pas tous ces derniers. En d’autres

termes, si ©' € ¥ et ¢ € E(n'), alors il existe un ouvert U(q) du plan réel, contenant
q, pour lequel (CNU(q)) \ {q} posséde deux composantes connexes® sur lesquelles 7’
posséde des signes distincts.

2. On note la réunion |J E(x’) par &.
m’ey’

3. Enfin, & chaque T}, on associe le sous-ensemble E(T]) de £ des points de C en lesquels
T] s’annule en changeant de signe sur C, qui est défini comme suit :
Soit q € € ; alors g € E(T)) si, et seulement si, ¢ appartient a un nombre impair de sous-
ensembles E(r'), ot 7' divise T}, i.e., si, et seulement si, parmi les E(m)) , ..., E(Wfsl),
il y a un nombre impair d’entre-eux contenant q.

REMARQUES 10.23.

1. Les ensembles €, E(T]) (oul € {1,...,n}) et les E(n’) (7' parcourt ¥') sont tous finis
(voir remarque (10.20)), certains pouvant étre vides.

2. Noter également que : £ = () <= CoCo1(C) = 0.
En effet, CoCo01(C) est, par définition, I'ensemble des composantes connexes C' C C telles

que CNE #0. Dans ce cas, E(T)) =0 VMl € {1,...,n}) et E(x") =0 (Vo' € ¥').

10.4.2 Choix d’un point de contrdle

Le lemme suivant constitue la clé principale pour la construction des témoins de vérité de

®(A) sur 'espace d’ordres (X, G).

Lemme 10.24 (EXISTENCE D’UN POINT DE CONTROLE). Sous les conditions (10.15), il
existe un ouvert non vide Ue C R?, tel que Vp € Ue les assertions suivantes sont vérifiées :

i) p & Ce(C) (p n’appartient pas au cone exclusif de C).

ii) Vg € &, (pg) N E = {q}.

iii) Yq € &, la droite (pq) intersecte la courbe C, transversalement, en tout point.

Pour prouver ce lemme, on aura besoin du :

53. Ces composantes connexes sont les demi-branches centrées en ¢ et supportées sur C. Par lissité de la
courbe C, il en existe deux de ces demi-branches, qui donnent lieu, comme on le verra plus loin, a un éventail
.y )
de 4 éléments qu’on notera par (Xq, Gq).
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Fait 10.25. Soit C' := (m = 0) une courbe algébrique réelle plane, définie par un polynéme
irréductible réel = € R[z,y], et ¢ un point du plan R%. Alors I'ensemble des droites D passant
par q et vérifiant 'une (voire les deux) des conditions ci-dessous est fini :

i) D passe par un point singulier de C

i1) D est tangente a C

INDICATION. L’ensemble des droites vérifiant la premiere condition découle de la finitude
du nombre de points singuliers d’une courbe algébrique. Quant & la deuxiéme condition, s’il
existait un nombre infini de telles tangentes, il y aurait un nombre infini de points d’inflexion
sur C, i.e., équation polynomiale H(w) = 0, annulation du hessien b4 H(7) de 7, i.e., le
déterminant de la matrice composée des dérivées secondes de 7 en les variables = et y, aurait
une infinité de solutions, ce qui est impossible. Cet ensemble est donc fini.

PREUVE (DU LEMME (10.24)). L’ouvert Ug s’obtient par raffinements successifs d’ouverts
vérifiant les propriétés (i), (ii) et (i7i) de ’énoncé.
i) Le point (i) est vérifié par la deuxiéme condition de (10.15), portant sur I'existence d’un
ouvert non vide, disons U, inclus dans le complémentaire de C'e(C).

i) Comme & est fini (voir la remarque (10.23)), si 'on note par F' la réunion de toutes
les droites (q1g2) avec q1 # q2 € &, alors F sera un fermé de dimension 1. L’ensemble
U’ := U\ F est donc un ouvert non vide de R?, et chacun de ses points vérifie la propriété
(79) du lemme (10.24).

iii) Par le fait (10.25), appliqué a chacune des composantes irréductibles de C, si I'on note
par F’ 'ensemble de toutes les droites passant par chacun des points de £ qui sont tan-
gentes & C, alors I sera aussi un fermé de dimension 1 de R2. 11 suffit donc de poser
Ue :=U'\ F' et la propriété (iii) du lemme (10.24) suit naturellement.

Fixons, pour toute la suite, un point p € Ug, qu’'on appellera point de contréle.

La notion de forme affine a déja été introduite dans la section §8 (voir définition (8.18)).

Définition 10.26 (FORME AFFINE (RAPPEL)). Une forme affine désignera également ici
la classe d’équivalence d’un polynome de degré 1 (disons, a-x +b-y + ¢ € Rz, y]*) modulo
les sommes de carrés de R(z,y)*.

Le lemme (10.24) justifie les notations suivantes :

NOTATIONS 10.27 (DEFINITION DE &y, ¥ ET &').

1. SiC!(p) désigne le cercle unitaire (de rayon 1) centré en p, alors pour chaque point q € &,
on note par p, le point d’intersection de la demi-droite [pq) avec C L(p).

2. Pour tout point g € £, on note par d, la forme affine associée a la droite (pq).

3. On associe a € I'ensemble &,, constitué des points p,, ainsi que I'ensemble > constitué
des formes dg, quand q parcourt £. 1l est clair que card(E) = card(&,).

4. Pour tout q € &€, on note I'ensemble ((pq) NC) \ {¢} par E(q).

5. Enfin, &' désignera la réunion des E(q), lorsque q parcourt .
Il est clair, par définition des ensembles € et £', que ENE' = .

Voici deux conséquences du lemme (10.24).

54. Voir [Ell] pour plus de détails (définition, caractérisation ...) des points d’inflexion des courbes algébriques
planes et du Hessien.
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Corollaire 10.28. Pour tout point ¢ € &, il existe une unique composante connexe
Cy € CoCo(C) contenant I'ensemble {q} U E(q).

DEMONSTRATION. Supposons que Cq est la composante connexe de C contenant ¢, et soit
¢ € E(q), tel que ¢’ # ¢ appartenant a une autre composante connexe Cy # C, de C. Le
point p appartiendrait donc & la droite (¢q’), qui est & son tour incluse dans le cone généralisé
C(Cyq,Cy) C Ce(C) ; p appartiendrait donc a Ce(C), ce qui contredit la définition de p.

Corollaire 10.29. Pour tous points distincts ¢ # ¢ € £, on a E(q) N E(q") = 0.

DEMONSTRATION. Soient g et ¢’ deux points distincts de £. Supposons par I’absurde que
E(QQNE(d) # 0 et soit go € E(q) N E(q'). Alors q et ¢’ appartiendraient & la méme droite
(pqo), ce qui signifie que ’ensemble (pg) N E contient plus d’un élément, au moins q et ¢’, ce
qui est interdit par la condition (i) du lemme (10.24).

10.4.3 Ordre cyclique, arcs d’interception et composantes de C

A - Orientation et ordre cyclique

REMARQUE 10.30 (CHOIX D’UNE ORIENTATION SUR LE CERCLE Cl(p)).
Choisissons, pour toute la suite, une orientation sur C'(p) (orientation trigonométrique par
exemple). Celle-ci donnera lieu & un ordre cyclique sur C*(p), défini comme suit :

Définition 10.31 (ORDRE CYCLIQUE). On définit sur C!(p) une relation ternaire de la fagon
suivante :

1. Pour tous points distincts a, b et ¢ de C'(p), on dit que le triplet (a, b, ¢) respecte 1’ordre
cyclique (associé a l'orientation choisie) et on écrit a < b < ¢, si, et seulement si, b
appartient & I'arc direct de C!(p) délimité par les points a et ¢ respectivement.

2. Cet ordre cyclique est complet (voir [Meg]), i.e., total, dans le sens suivant :

Va, b, ceC; a<b<c<=b<c<a<=c<a<hb.

B - Arcs et bi-arcs d’interception

NOTATIONS 10.32 (ARCS ET BI-ARCS D'INTERCEPTION DES COMPOSANTES DE C).

A chaque composante connexe C' € CoCo(C), on associe I'arc de C!(p) d’interception de C,
qu’on note par Ac. On note également par Ac le symétrique de Ac par rapport au point de
contréle p et par BAc le bi-arc d’interception de C, i.e., BAc = Ac U Ac (voir (9.6)).

Lemme 10.33 (DISJONCTION DES BI-ARCS D’INTERCEPTION). Les bi-arcs d’interception
BAc, quand C parcourt CoCo(C) sont deux-a-deux disjoints, en particulier, les arcs d’inter-
ception A¢ sont aussi deux-a-deux disjoints.

DEMONSTRATION. La courbe C étant composée d’au moins deux composantes connexes, on
se donne deux telles composantes C # C’' € CoCo(C) et on suppose, par absurde, que
BAcNBAgc # 0. Alors il existerait trois points pg € BAc NBAc, g € C et ¢ € C' tels que :

po € (p) NC'(p) et po € (pg) NC'(p').

Par conséquent, les points p, po, ¢ et ¢’ sont alignés (et distincts), et donc p € (qq¢’) C
C(C,C") C Ce(C), ce qui contredit la définition de p (voir lemme (10.24)).
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C - Ordre cyclique sur les arcs et composantes

REMARQUE 10.34.

1. Sil’on considére la collection Arcs(C), de tous les arcs A¢ d’interception des composantes
C € CoCo(C) et leurs symétriques Ac, par rapport au point de contréle p lorsque C
parcourt CoCo(C), et en tenant compte du lemme (10.33), alors par 'orientation choisie
sur C1(p) Pordre cyclique sur C!(p) induit un ordre cyclique sur Ares(C), ce qui donne lieu
a une notion d’arcs consécutifs, en particulier aux notions de prédécesseur immédiat
et de successeur immédiat d’un arc appartenant a Arcs(C).

2. Maintenant, si 'on ne considére que la collection des arcs d’interception A¢, alors on
également une notion de composantes connexes consécutives de C, induite par la
projection centrale unitaire. On peut ainsi ordonner cycliquement® I’ensemble CoCo(C),
en choisissant une premiére et derniére composante de référence, comme suit :

Cir<Cy<-- < Ccard(COCo(C))fl < Ccard(CoCo(C)) < Ccard(COCO(C))Jrl = (1.

¢4 Examen des éléments de CoCoy(C)

Revenons maintenant au deuxieéme type de composantes connexes de C, a savoir les éléments
de CoCoz(C) (voir remarques (10.20) et (10.23)).

Lemme 10.35 (POINTS TEMOINS DES ELEMENTS DE CoCoy(C)). Sur chaque composante
C € CoCos(C), il existe un point qc vérifiant les conditions suivantes :

i) va' € ¥/, 7'(qc) # 0, de plus, le signe global®® de ' sur C est le méme qu’en qc.

i1) La droite (pqc) coupe transversalement C' en chaque point de I'intersection C' N (pqc).

DEMONSTRATION.

i) Soient 7' € ¥/, C' € CoCoy(C) et m € ¥ tels que C C Cy. Les polynomes 7 et 7’ étant
irréductibles et non équivalents modulo les constantes, alors les courbes qu’ils définissent,
Cr et Cns, respectivement, se coupent en un nombre fini de points (théoreme de Bézout).
Faisons varier 7’ et notons par F' la réunion des intersections C;NC,. Alors tous les points
de C'\ F vérifient la condition (i).

i1) Par ailleurs, les tangentes & C' passant par p sont en nombre fini (voir lemme (10.24)), et
si 'on note par F’ I’ensemble des points d’intersection de C' avec ces tangentes, alors les
points de C'\ F’ vérifient, tous, la condition (i7). Il suffit maintenant de choisir le point

qc dans C'\ (F U F").

Définition 10.36. Pour toute composante connexe C' € C'oCo0y(C), on note par gc un point
témoin de C (le choix est fait arbitrairement).

NoTATIONS 10.37 (DEFINITION DE &, &, * ET &}).

1. Pour toute composante C' € CoCoy(C), on note par p,. le point d’intersection de la
demi-droite [pqc) avec C!(p).

2. On note également par & et Ep les ensembles respectifs des points qc et py, quand C
parcourt CoCoy(C).

3. Soient A < A’ € Arcs(C), deux arcs consécutifs sur C'(p), pris parmi les arcs d’intercep-
tion des composantes connexes de C et leurs symétriques par rapport a p. Par disjonction
de A et A" (voir lemme (10.33)), il existe un point p4 s appartenant a C(p), compris

55. L’indezation cyclique est faite par 'ensemble Z/ (card(COC’o(C))) - L.
56. On appelle signe global de 7', le signe en les points ot il ne s’annule pas.
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entre®” A et A’ (suivant I'ordre cyclique large®®).

On associe a un tel point p 4 la forme affine d4 4 séparant les arcs A et A’ et ayant
comme zéros les points de la droite (ppa a). Cette forme ne change de signe sur aucun
arc de Arcs(C), mais elle peut s’annuler sur I'une de ses deux extrémités.

4. Notons enfin par ¥* I'ensemble de toutes les formes d 4 4/ et par &, celui des points pa ',
quand (A, A") parcourt ’ensemble des couples consécutifs d’éléments (arcs) de Arcs(C).

5. Dans le cas ou A et A’ sont des arcs consécutifs d’interception de deux composantes
connexes consécutives, C; et C;11, respectivement, on préférera utiliser les notations
PC;ipr €t do, ., au lieu de pg ar et dg a (voir lemme (10.39) pour une application).

REMARQUES 10.38.

1. Les ensembles &, , &, et &, sont deux-a-deux disjoints, et en particulier, comme :
card(€) = card(Ey) et card(E) = card(E)y)

il en résulte que :

card(EUE) = card(E, UE,)

2. Comme c’est le cas pour les arcs, on a également une notion de points consécutifs sur
chacune des réunions EUE et £,UE,. On convient donc d’indexer par Z/(card(EUE)) -7
et d’ordonner cycliquement ces ensembles comme suit :

Nn<q@<--< qcard(é’UE)fl < qcard(é’UE) < qcard(é’UE)Jrl =q

pql < qu << pqcard(gug)fl < pqca'rd(é‘u?) < pqcard(SUE)Jfl = pql :

10.4.4 Points, droites et formes d’ajustement

Voici une autre conséquence du choix du point de contrdle p.

Lemme 10.39 (POINTS, DROITES ET FORMES D’AJUSTEMENT). D’aprés la remarque
(10.16)*° il est clair que card(€ U E) > 2. Soient q; < g;1+1 deux points consécutifs de € U E
et pg; < Dg;, les points associés de &£, U &,. Alors il existe un point Pgiipq de C'(p), compris
entre pg, et py,,, (pour I'ordre cyclique choisi), tel que :

i) % Si q; et gir1 sont sur une méme%" composante connexe, disons C' € CoCo(C), alors

(ppqi’i +1) intersecte cette méme composante connexe, C, transversalement en tout point.
% % Sous cette hypothese, le symétrique de I'arc direct délimité par g; et q;+1 ne contient
aucun point de £, U &p.

i) % Si q; et ;41 sont sur deux composantes connexes distinctes (consécutives), alors
(PPg; .4, ) n'intersecte transversalement aucune composante connexe de C.
%% Dans ce cas, le symétrique de 'arc délimité par ¢; et q;11 peut contenir des points
de E,UE,.
On note par dg, ., la forme affine (modulo les constantes non nulles) définissant la droite
(PPg;.i41) et on appelle, respectivement, le point pg, ., la droite (ppy, ,.,) et la forme dg, ..,
points, droites et formes affines d’ajustement.

57. Ce qui signifie que la forme affine d 4,4/, définie ci-apres, sépare ces deux arcs.

58. Cela signifie que : (Vg € A, V¢' € A'; g <paa <q)ou(Nge A, Vg € A, q<paa <d),ie,pan
appartient &, au plus, une des adhérences adh(A) ou adh(A’).

59. Dans le cas ol card(§ UE) < 1, on a également card(CoCo(C)) < 1. Ce cas est exclu par la condition ()
de (10.15).

60. Dans ce cas, ¢i, gi+1 € £.
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DEMONSTRATION.

i) Y% On se donne une composante connexe C' € CoCo(C), telle que ¢;, gi+1 € C et on

note par A¢ I'arc d’interception de C. L’arc ouvert direct A, délimité par g; et ¢;41, est
un sous-ensemble connexe de Ac. On note par Ac et A les symétriques respectifs des arcs
de Ac et A, par rapport a p. Si A contenait un point p, € £,UE,, o ¢ € C, alors la droite
(pq) := (ppgq) intersecterait I'arc A, et donc la composante C, et comme ¢ est un point de
C qui n’est pas sur C, alors il serait sur une autre composante connexe C’ € CoCo(C);
cela forcerait le point p & appartenir au cone généralisé C(C,C"), ce qui est interdit par
le choix de p.
% Comme les tangentes a C passant par p sont en nombre fini, alors il n’y a qu’un nombre
fini d’entre-elles qui coupent A. Si 'on note par F' 'ensemble des points d’intersection de
A avec ces tangentes, alors par ouverture de A (en particulier A est infini), I’ensemble
A\ F est infini. Il suffit donc de choisir le point py, ,,, dans A\ F.

i1) Y Simaintenant g; et ¢;+1 appartiennent a deux composantes distinctes de C, alors par la
caractérisation alternative du cone généralisé (proposition (9.19)), et par le choix de p, il
existe une droite passant par p et séparant ces deux composantes (voir notations (9.17)),
et par continuité (connexité) de C!(p), cette droite coupe ce dernier en un point p, ..,
compris entre pg, et pg, . En d’autres termes, si C; < Cjy1, 0t j € Z/(card(CoCo(C)))-Z,
sont les composantes connexes consécutives de C contenant les points ¢; et g;11 respecti-
vement (voir lemme (10.33) et notations (10.37)), alors il suffit de choisir :

_ * _ *
Pgiivs =PCiyp1 €& €t dg iy =doj, €X

%% En effet, deux arcs d’interception de deux composantes consécutives C; et Cjiq
peuvent contenir le symétrique d’un arc d’interception Agr d’une troisiéeme composante
connexe C’ de C. Si tel est le cas, alors le symétrique de I’arc ouvert direct A, délimité
par ¢; et g;+1, contiendrait arc d’interception de C’, et contiendrait donc au moins un
point de &, U Ep. Dans le cas contraire, le symétrique A de A ne contient aucun point de

E,UE,.

NoTaTIONS 10.40 (DEFINITION DE &, X" ET £").

1. On note par EI’)’ l'ensemble des points d’ajustement vérifiant la propriété (i) du lemme
(10.39) et par X" celui des formes affines associées. L’ensemble des points d’ajustement
vérifiant la propriété (ii) de ce lemme ainsi que celui des formes affines associées sont
des sous-ensembles de &, et ¥*, respectivement (voir notations (10.37)).

2. A chaque point d’ajustement pg, ., € &, on note par E"(pq, , ) I'ensemble des points
d’intersection (transversale) de la droite (pp; ,.,) avec la courbe C, et par £ leur réunion,
1.€., :

= U E" (p(h',i+1)‘

1"
Pa; j11 €&y

REMARQUE 10.41.

1. Dans le cas ot py, ,,, € &/, I'intersection de (ppy,,,,) avec C étant transversale en tout

point, alors dy, .., change de signe en chaque point de E/I(in,i+1)'

2. Ceci n’est pas le cas sipy, ., € &,;. Dans ce cas, siCN (PPgs.i41) 7 (), alors 3C € C tel que
C N (ppy; ;1) C C, de plus, la droite (ppy, ,,,) est tangente a C en chacun des points de
cette intersection. Dans ce cas de figure, la forme dy, , , posséde un signe constant (non

nul) sur C, éventuellement nul en un nombre fini de points.
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10.4.5 Construction des témoins de vérité de ®(A) sur (X, G)

Nous allons, a partir du n—uplet T = (11,...,7,) des témoins de ®(A) sur (Y, H),
construire un n—uplet d’éléments de G, que nous noterons S := (Si,...,S,), pour lequel
(X,G) E ®(4), i.e, (X,G) FE ¢(S,A). Chacune des coordonnées S; de S, quand [ parcourt
{1,...,n}, sera définie comme un produit S; := S 7, de la maniére suivante :

Définition des S; : On pose S, =1,

Définition des S| : Les polynomes irréductibles, facteurs de T}, appartenant a ¥/, i.e., les
diviseurs de T}, seront remplacés par des formes affines d, € ¥ et/ou d € ¥*UY (formes
d’ajustement définies dans le lemme (10.39)).

Qi,it1

Voici le procédé de construction de Sj.

Par lissité de C, en chaque point ¢ € £ U € sont centrées deux demi-branches (algébriques)
supportées sur une composante connexe C' € CoCo(C), disons dbcll et dbg, et sur chacune d’elles
T} posséde un signe ®! bien déterminé ; notons ces signes Sgb (T}) et Sgab2 (T}), respectivement.
Il est donc clair que (voir notations (10.22)) :

sgany (T7) # sganz(Ti) <= € E(T))

REMARQUE 10.42.
Pour tout ¢ € EUE, si :

(0,1,051) = (p(db)), p(dbjt)) et (0,4.075) = (p(db2™),p(db2T)),

sont les deux couples d’ordres de R(z,y), i.e., éléments de X, (voir définition (5.42) et propo-
sition (5.49)) associés, respectivement, aux demi-branches db et dbZ, alors :

sgas (1)) = 0,1(T)) = o1 (T)) et sgarz (1)) = 0,5(T)) = o12(T))

Les T} (1 € {1,...,n}) sont vus comme éléments de G := Gg(y ) et les 7,4, O';;l,

comme des caractéres de G.

- +
T4 et T4

NoOTATION 10.43.
Soit ¢ € £ UE, si 'on note par db},q et dbf,q les deux demi-branches supportées sur Cl(p) et

centrées en p,, images respectives de dbé et dbg, par la projection centrale unitaire sur C'(p)
(voir figure (8)), alors on leur associe, par définition, des signes dépendant de T}, comme suit :

Sgdb},q(Tl,) = sgap (1) et S9dvz, () = sgaz(T})

REMARQUE 10.44.
L’ensemble des demi-branches {db, s qEEU E} étant ordonné cycliquement :

1 2 1 2 1 2 1
dbpq1 < dbpq1 < dbpq2 < dbpq2 < < db (6 UE, < db”qmd<guz> < dbpq1 ,

ceci induit une distribution de signes (voir notations (10.43)) sur toutes les demi-branches de
C!(p) centrées en les points pq € €, UE,, que l'on écrit de fagon ordonnde :

sgasy, (1) » sgaz, (T)) ooy S9an) (T7) o s9a2 (17)

qcard(gug) qcard(gug)
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- \
NS C € CoCoi(C)
qgeé&
(pq') :== (dy =0)
g €&
(pg) = (dg = 0)
C" € CoCos(C)
.

FIGURE 8 — Exemple de demi-branches centrées en des points g € £ et ¢/ € €

NOTATIONS 10.45.

1. Notons par DB® I’ensemble des couples de demi-branches consécutives ainsi ordonnées.
On a ainsi une partition de DB® en trois sous-ensembles DB%Q), DB;Q) et DB

contenant respectivement les couples des types ci-dessous (voir figure (9)).

Type (1) dbzl,q < dbf,q, demi-branches consécutives de C(p) centrées en un méme point
Pg € EpUE.

Type (2) dbz%qi < db})qiﬂ, demi-branches consécutives de C1(p) centrées en deux points
consécutifs pg;, < pgy, 419 ol g; et g;+1 sont sur une méme composante connexe
de C.

Type (3) db;qi < db})qiﬂ, demi-branches consécutives de C!(p) centrées en deux points
consécutifs pg, < pq, 419 ol q; et g;+1 sont sur deux composantes connexes

distinctes de C.

2. Deux demi-branches formant un couple de type (1) ou (2) sont situées sur l’arc, disons
Ac, interceptant une méme composante connexe C' de C. Dans ce cas, I'unique forme
affine séparant un tel couple de demi-branches appartient 4 ¥ ou a ¥, selon que ces demi-
branches soient centrées en un méme point de £ ou pas. Quant a deux demi-branches
formant un couple de type (3), elles peuvent étre séparées par plusieurs formes pouvant

appartenir & ¥ U X" U X*.

Construction des S
La construction de 5] se fait pas-a-pas en respectant les étapes suivantes :

Etape 1) Facteurs de S appartenant & 3> : Pour les couples de demi-branches consécu-

tives de type (1), disons (dbll)q, db;%q) avec g € EUE, on a :

S9ab},, (T}) # S9av2, (I/) <= qeE(T)cCE

61. Du fait que le polynéme 7 € ¥ définissant la composante connexe C n’est pas un diviseur de 7} .
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Dans ce cas, on ajoute en facteur de 5] la forme affine d, € 3 si, et seulement si,
q € E(T}). Cela signifie que S} contient, comme premier facteur, le produit [] dy.
q€E(Ty)
Etape 2) Facteurs de S] appartenant & X" : Pour les couples de demi-branches consé-
cutives de type (2), disons (dbf,qi,db},qiﬂ), ou¢q < g1 €ENCet CeCoCo(C),ona:

S9av3, (T}) # S9dbh,. | (1)) = 592, (T7) # S59aby, | (17)

Dans ce cas, on ajoute en facteur de Sy la forme affine dg, ., € X" si, et seulement si,
S9av2. (T]) # Sgdv}, | (T}). Le second facteur de S} sera donc composé du produit de toutes

les formes dy, ,,,, ol (q;,¢i+1) parcourt 'ensemble des couples consécutifs de points de
&, et tels que g; et g;+1 appartiennent a une méme composante connexe C de C tels que

T} possede des signes différents sur les demi-branches dbgi et dbéi oy

demi-branches
consécutives
de type (1)

demi-branches
consécutives
de type (2) ou (3)

FIGURE 9 — Exemple de couples demi-branches consécutives de type (1), (2) ou (3)

Jusqu’a présent, les formes affines ajoutées a 5] s’annulent toutes, en changeant de signe, sur
des points d’intersection avec C.

Les formes que nous ajouterons a l’étape qui suit (voir éléments de ¥*), ne changent pas
de signe en les points de C mais entre ses composantes connexes. Contrairement aux étapes
précédentes (1) et (2), ou le choix des facteurs est explicite, ici on donne uniquement la parité
du nombre de formes & ajouter & la composition de S]. Le choix de ces facteurs sera explicité
dans la preuve de la proposition (10.47).

Etape 3) Facteurs de S] appartenant & X* : Pour les couples de demi-branches consé-
cutives de type (3), disons (db;q,,dbll)q_ﬂ) avec ¢; € (EUE)NCj et gir1 € (EUE)NCj

ou Cj < Cjq1 € CoCo(C) sont deux composantes consécutives, on a les cas suivants :

1. Si L (1)) = Sgdbzl)q-ﬂ (T}) et qu’il y a déja un nombre pair de changements de
signe smi I’arc direct oluvert délimité par pg, et py, ,, provenant des formes ajoutées
aux étapes (1), (2) et éventuellement a ’étape (3), par un procédé itératif, pour
des couples de demi-branches (db%qk , dbll)qkﬂ) avec 1 < k < 4, pour séparer les demi-
branches situées sur le symétrique de cet arc (celui délimité par py, et pq,,,), alors
on ajoute un nombre pair, voire nul, de formes affines d4 4 € ¥* (voir notations
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(10.37) et lemme (10.39)), séparant ou pas les points pg, et py,.,, de facon a ce que
le nombre de changements de signe provenant de celles-ci, sur I’arc délimité par pg,
et pg,,, soit également pair (voir proposition (10.47) ci-dessous pour 'algorithme
de construction de S}).

2. Si S9av3, (1)) = sgdb}?q+1 (T]) et qu’il y a un nombre impair de changements de signe
sur l’arcl direct ouvertz délimité par py, et py,,,, provenant des formes ajoutées aux
étapes (1), (2) et (3) (par récurrence), alors on ajoute des formes d 4 4 € ¥*, sépa-
rant, ou pas, les points py, et pg,, ,, de facon a ce que le nombre de changements de
signe provenant de celles-ci, sur le méme arc délimité par py, et py,, ,, soit également
impair.

3. Si S9ab3, (1}) # sgdbéq'+1 (T]) et qu’il y a un nombre pair de changements de signe
sur l’arcl direct ouvertz délimité par pg, et py,,,, provenant des formes ajoutées aux
étapes précédentes, alors on ajoute des formes dy 4 € X*, séparant, ou pas, les
points pg, et pg,, ,, de fagon a ce que le nombre de changements de signe provenant
de celles-ci, sur le méme arc délimité par py, et py,, ,, soit impair.

4. Si S9as2, (Tl’) =+ S}, (T}) et qu’il y a un nombre impair de changements de signe

9i+1

sur I’ arc direct délimité par py, et py,,,, provenant des formes ajoutées précédem-
ment, alors on ajoute des formes d 4 4 € ¥*, séparant, ou pas, les points py, et pg,. ,,
de fagon a ce que le nombre de changements de signe provenant de celles-ci, sur le
méme arc délimité par pg, et py, ., soit pair.

REMARQUE 10.46.

A Tl'issue de la troisiéme étape du programme précédent, on n’est pas en mesure de déterminer
le nombre de formes que l'on doit ajouter a S), seule la parité pourra I'étre, et c’est I'objet de
la proposition suivante :.

Proposition 10.47. Chaque polynéme S] peut étre construit de fagon a ce que le nombre
de ses différents facteurs irréductibles (formes affines) soit pair.

DEMONSTRATION. La preuve se fera par récurrence sur la cardinalité de £ U &, i.e., celle de
EyUEp. Posons s # s’ € {+, —} deux symboles de signes distincts.

- Cas ou card(&, uE,,) =1: En pratique, cette situation ne peut se présenter, car nous
avons supposé que card(CoCo(C)) > 2 (voir conditions (10.15)). Le traitement de ce
cas releve d’une approche purement combinatoire dans laquelle on envisage toutes les
possibilités, y compris celui ou card(€, UE,) = 1. Il y a deux cas (voir figure (10)) :

1. Figure de gauche : Dans cette situation, on a forcément & = {q} et & = 0.
Comme les signes s’ = SYab, (T]) et s = S9d2, (T}) sont distincts, alors on a ajouté,
a la premicre étape, la forme dy a 5] (droite verte), et comme le nombre total de
formes est impair et que le nombre total de formes devant composer S doit étre
pair, alors on ajoute & S}, & 'étape (3), 'une des formes dA,ﬁ ou d?\,A? appartenant
a X*. Dans l'exemple de la Figure 10, on y a ajouté la forme dA,X'

2. Figure de droite : On a égalité des signes 89} (1)) = 92 (T]) = s, donc
q q
aucune forme n’est ajoutée a l'étape (1), et donc, a I’étape (3), on n’ajoute pas de
forme de X*, non plus.

Conclusion 10.48. Dans les deux situations, quitte & multiplier S| par +1, les signes
de T} et ceux de S} sur les demi-branches dbé et dbg sont identiques.

REMARQUE 10.49.

Ce cas ne se présente pas en pratique, a cause du fait que le nombre minimal de compo-
santes connexes de C est au moins égal a 2, il sera utilisé comme condition initiale pour
une démonstration par récurrence suivant un procédé purement combinatoire.
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A

A A

FIGURE 10 — Construction de S} : Cas ot card(€, UE,) =1

- Cas ol card(E,UE,) =2 Il y a en tout 6 situations, exhibant les différentes distribu-
tions de signes possibles sur les demi-branches db{;q, (1,7 € {1,2}), (voir figure (11)).

1.

Figure en haut-gauche : Aucune forme n’a été ajoutée dans les trois étapes. Dans
ce cas, on pose S; = +1, dépendant de la valeur du signe s € {+, —}.

. Figure en bas-gauche : Une seule forme affine a été ajoutée a I’étape (1) (droite

verte) mais pas a I’étape (2). A Iétape (3), on ajoute donc une seule des deux formes
d g, 7, OU dg; 4, - Ici, on 'y a ajouté dz 4 (droite marron).

Figure en haut-centre : Comme dans la seconde situation, une seule forme a été
ajoutée a 1’étape (1) (droite verte). Si g et g2 sont situés sur une méme composante
connexe de C, alors une autre forme est ajoutée a I’étape (2), et si ces points sont
sur des composantes distinctes, alors cette forme sera ajoutée a I’étape (3) (droite
marron), ce qui porte le nombre total de formes composant S} a 2 (pair).

Figure en bas-centre : Aucune forme n’a été ajoutée a I’étape (1), seules deux
formes ont été ajoutées aux étapes (2) et (3) (droites marron). Si q; et g2 sont situés
sur une méme composante connexe de C, alors une forme est ajoutée a I’étape (2) et
une autre le sera a ’étape (3), et si ces points sont sur deux composantes distinctes,
alors ces formes seront ajoutées a l'étape (3).

. Figure en haut-droite : Deux formes affines ont été ajoutées a I’étape (1) uni-

quement (droites vertes). Ici, on n’ajoutera aucune forme aux étapes (2) et (3).

Figure en bas-droite : Deux formes affines ont été ajoutées a I’étape (1) (droites
vertes). De plus, comme dans la quatrieme situation, deux autres formes sont ajou-
tées a S aux étapes (2) et (3) (droites marron) de la maniére suivante : Si g et
@2 sont situés sur une méme composante connexe de C, alors une forme a déja été
ajoutée a I'étape (2) et une autre le sera a ’étape (3), et si ces points sont sur deux
composantes distinctes, alors ces formes seront ajoutées a 1'étape (3). Ceci porte le
nombre total de formes composant Sj & 4.

Conclusion 10.50. Dans tous ces cas, le nombre de facteurs de S| obtenus est pair.

- Cas ou card(E,UE,) > 2 : Dans ce cas on procede par récurrence sur le nombre de
points de card(E, U Ep)7 en supposant que pour tout ensemble composé de N — 1 points
(avec N > 2) de C!(p) muni d’une distribution de signes sur les demi-branches supportées
sur C 1(p) et centrées en ses points, on peut toujours construire Sl’ comportant un nombre
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pair de formes affines dans sa décomposition en facteurs irréductibles.

Supposons que card(£,UE,) = N muni d’une distribution de signes sur les demi-branches
centrées en ses points. Si I'on soustrait a &, U Ep un point ¢ et 'on considére I’ensemble
(&, U&p) \ {¢}, muni de la méme distribution de signes, on peut donc construire, par
hypotheése %2, un polynéme, disons S;(q), composé d’un nombre pair de formes affines
appartenant & X U X* U Y. Ces formes sont ajoutées pas-a-pas, en suivant les trois
étapes précédentes. Notons, par ailleurs, par A I’arc d’interception de la composante de
C contenant ¢, et par A; et As, le successeur ainsi que le prédécesseur immédiats de A
dans Arcs(C). On a donc deux situations (voir figure (12)).

~

@ | W)\

~

Ion_ ®)

NS A N .,

FIGURE 11 — Construction de S] : Cas ot card(€, U Ep) = 2

Premiére situation : 3C € CoCo(C), CN(EUE) = {q}.
(Iustration : figure (12) - gauche).
- Si Sj(g) est une constante, i.e., ne contient aucune forme affine de ¥ U X" U X%,
alors on opeére exactement comme dans le cas card(&, U Ep) = 1, en prenant en
compte le signe de S](q) sur C!(p), donc sur le plan R2.
- Si maintenant S](q) contient plus d’une forme (au moins deux), on note par d; et
ds les formes ajoutées au préalable a S](g) et définissant les droites les plus proche
a gauche (inférieurement) et a droite (supérieurement) de p,, suivant 'orientation
choisie sur le cercle C!(p) ainsi que l'ordre cyclique associé (voir figure (12) - gauche).
Ces droites coupent C!(p), chacune en deux points. Posons p; et pa comme I'illustre
la figure (12) en question. Supposons que le signe de Sj(g), sur la composante
connexe de R?\ (S](q) = 0) contenant p, (donc gq), i.e., celle délimitée par les demi-
droites [pp1) et [pp2), est s € {4, —}, et que les signes projetés sur les demi-branches
supportées sur C!(p) et centrées en p, sont :

S1 = Sgdb},q (Tl') et S9 1= Sgdbgq (Tl,)

62. Ce procédé de construction est purement combinatoire, i.e., qu’il ne dépend que du nombre de points de
EpUE, et des distributions des signes associées aux demi-branches supportées sur C 1(p) et centrées en les points
de £, U E,, et pas de T}, en d’autres termes, S; pourra étre construit sans se donner un tel 7}.
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On étudie maintenant, cas par cas, les différentes valeurs relatives de ces signes :

i) Sis; # s2: On ajoute & S/(q) la forme d; (droite verte). Dans ce cas, on a :
® Soit s = 51 : Cas dans lequel on ajoute également & Sj(q) la forme d4 4,.
® Ou bien s = sy : Cas dans lequel on ajoute & Sj(q) la forme d, 4.

i1) Sinon (i.e., s1 = s2) : On a aussi deux cas :

® Soit s # s = s : On ajoute les formes d 4, 4 et da 4, & S/(q).
® Ou bien s = s; = sp : Dans ce cas, on garde S](g) tel quel.
On pose enfin 5] comme étant le Sj(¢) modifié (en chassant ses carrés).

Deuzxiéme situation : 3C € CoCo(C), {qg} S CN(EUE)=CNE.
(Ilustration : figure (12) - droite).
- Si Sj(q) est une constante, alors on opére de la méme facon que pour le cas
card(€,UE,) = 1, en prenant en compte le signe de S(q) sur C!(p) (i.e., sur le plan
R?). Au final, S] contiendra 0 ou 2 formes affines, dépendant du fait que 7} change
de signe, ou pas, en ¢, i.e., de I’égalité, ou pas, des signes S9av}, (T}) et S9av3, (1))
ainsi que du signe de S](q) sur C!(p).
- Si maintenant Sj(¢q) contient plus d’une forme, alors comme dans la premiere
situation, on pose les notations suivantes :

NotTATIONS 10.51.

i) dy et dy désigneront, respectivement, les formes ajoutées & Sj(q), les plus proches
de p, a gauche (inférieurement) et a droite (supérieurement), en respectant
Porientation et I'ordre cyclique sur C*(p) (voir figure (12) - droite).

i) A I'arc d’interception de la composante de C contenant le point q.

iii) p1 et po sont les points d’intersection des droites dy et dy avec C'(p), les plus
proches de p, a gauche et a droite, respectivement.

iv) s1 et sy les signes de la distribution en les demi-branches dbzl,q et dbf,q.

v) s est le signe de Sj(q) en g, i.e., en p,.

On étudie, cas par cas, les différentes valeurs relatives de ces signes :
i) Si s # s2 : On ajoute & S/(q) la forme d; (droite verte). De plus, on a :
® Sis=s) (i.e., s# s2) : On a deux cas :

a— Soit dy s’annule sur A (i.e., do € ¥ UX"), on note par py le point d’in-

tersection de A avec la droite (do = 0). On a deux sous-cas :

— Si &, contient des points sur I'arc direct, semi-ouvert en p,, délimité
par p, et p2, on note par pg, le plus petit de ces points, vérifiant p, <
Pgo < P1, €t on ajoute a Sj(q) la forme dy 4, € X", séparant p, et pg,.

— Si un tel point n’existe pas, cela signifie donc que dy € X" séparait déja
deux points consécutifs py,, pg, € EUE tels que py, < py < pg,- Dans
ce cas, on ajoute a Sj(q) la forme ds.

b— Ou bien ds ne s’annule pas sur A.Cas dans lequel on a également deux
sous-cas :
— Si dy € ¥*, alors do séparait deux arcs consécutifs A et A,. On ajoute
a S)(q) la forme d.
— Si dy € ¥ (dg ne pouvant étre un élément de "), alors on note par As
larc qui succede & A, et on ajoute a Sj(¢) la forme d4 4, € ¥* & S].

® Sis=sy (i.e., s # s1) : On opere de fagon symétrique en étudiant ’annula-
tion, ou pas, de d; sur A.
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1) Si sy = s9: On a deux cas de figure :

@ Soit s # 51 = s : De facon similaire au cas s; # s, on étudie 'annulation
(ou pas) des deux formes d; et da sur A. On résume ce test comme suit :

a— Si dy s’annule sur un point de A (i.e., p; € A) et qu'il existe des points
dans &, appartenant a l'arc direct ouvert délimité par p; et p,, alors on
ajoute a Sj(¢) la forme affine dg, , (pg, étant le plus proche parmi ces
points de pg).

b— Sip; € A, mais aucun point de &, n’est dans I’arc ouvert délimité par p;
et pg, alors on ajoute & Sj(¢) la forme d;.

c— Sipi1 € Aet dy € X% alors on ajoute & S/(q) la forme d;.
d— Sipi € Aet d; €%, alors on lui ajoute la forme d., 4.
Le test avec dy (p2 € A ou pa & A) se fait de la méme maniere.
® Soit s = s; = s9 : On n’apporte aucune modification & Sj(q).
Comme l'est le cas e la premiére situation, on pose enfin S; comme étant le

S](g) obtenu & 'issue de ces étapes (en chassant ses carrés).

REMARQUE 10.52.

A l'issue des différents tests de la deuxiéme situation, le polynéme S| ainsi construit, en
partant de Sj(q), contiendra également un nombre pair de facteurs, car il est obtenu en
ajoutant ou soustrayant un nombre pair (0 ou 2 ) de formes affines.

Ceci finit la démonstration de la proposition (10.47).

FIGURE 12 — Construction de S] : Cas ou card(E, U E,) > 2

La proposition suivante nous renseigne sur les signes des 5] en chacune des demi-branches
supportées sur C et centrées en les points de EUE.

Proposition 10.53. Quitte & multiplier S} par 1, on a :

VgeEUE vje{l, 2}; Sgdbf,q (Sl/) = Sgdb{;q (Tl/) et Sgdbg(sl/) = Sgdbfl'(Tl,)
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DEMONSTRATION. Par construction de S] et par choix des droites d’ajustement. En effet, il
suffit de montrer que le signe de S}, en tant que polynoéme, en chaque demi-branche dbg)q, ol
geEUE et j € {1,2}, est égal au signe défini sur cette demi-branche par projection centrale
unitaire (voir notation (10.43)). Démontrons cela par récurrence.
INIT) Fixons-nous un point initial, disons p, € &, U &p. Quitte & multiplier S] par +1,

on peut supposer que le signe de S] en dbll,q1 est égal a sggp) (T}). st S9db} (T}) #

_ Pa1 91
5Gdv2 (T}), on ajoute, par construction, a S] la forme d,, € X, et si on a égalité, on ne
@
I'ajoute pas. Donc le signe de S] en dbf)q1 est égal & sgap2 (T}).
@
Passons maintenant a la demi-branche suivante, dbll)(m.
Si sgap2 (1)) # S9db} (T}), alors par construction de S}, le nombre total de formes
a1 a2

affines, facteurs de 5], séparant les points p,, et pg, est impair (voir paragraphe #10.4.5
- "Construction des S]" et proposition (10.47)), ce qui assure que les signes de S} en

2 1 Tati < : — 3
dbpq1 et dbpq2 sont distincts, et si sgav3, (T}) = sg v}, (T}), alors le nombre de ces formes

est pair, ce qui assure, par ailleurs, I’égalité des signes de S} en dbf,q1 et dbll,%.

REC) De proche en proche, en parcourant toutes les demi-branches db{,q, ol g€ EUE et
j € {1,2}, suivant l'ordre cyclique, en considérant a chaque fois les deux types de semi-
branches consécutives (voir figure (9)) et en utilisant les mémes arguments de I’étape
INIT) ainsi que les différents cas de figure de la définition des S}, on parvient & montrer

que le signe de S] en db{,q est égal a sg,,; (T]), et ces signes ne sont que ceux de T}
Pq

en les demi-branches associées sur C, dbg, car les formes affines d, composant 5] sont
choisies de facon a ce que l'intersection de la droite (pq) := (d; = 0) avec la courbe C
soit transversale en chaque point, en particulier en q.

Ce qui finit la preuve de la proposition (10.53).
Corollaire 10.54. Soit ¢/(t,A) :=1 € D(P(t,A),Q(t,A)) une formule atomique de ¢(t, A).

Par le procédé de construction des polynémes S, on a :

i) Chacune des entrées P(S,A) et Q(S,A) est un produit d’un nombre fini d’éléments de 3
par un nombre pair (fini) de formes affines appartenant a ¥ U X" U ¥*.

ii) Les entrées P(S, A) et P(T, A) ont les mémes signes sur chacune des quatre demi-branches
signées supportées sur C et centrées en chacun des points ¢ € £ U &, elles ont donc les
mémes valeurs en chaque élément (ordre) de X,, Vg € EU £.

Il en est de méme des entrées Q(S,A) et Q(L,A).

Ceci se traduit par :

Corollaire 10.55.
Vge EUE , Vie{l,...,r}; (X, Gy) E ¢i(S, A)

Ou de fagon équivalente :

T

Vge EUE ; (Xy,Gy) E ¢(S,A) = /\ vi(S, A)

=1

REMARQUE 10.56 (ASPECT COMBINATOIRE DE LA CONSTRUCTION DES S)).

Comme on I'a mentionné briévement plus haut, la construction des S; ne dépend pas des
polynémes représentant les témoins de vérité T} de Itp(t, A) (sur (Y, H)), mais uniquement
des points de la courbe C, en lesquels ces derniers changent de signe. Cette dépendance prend
en compte leurs distributions de signes en les différentes demi-branches supportées sur C et
centrées en ces points.
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Pour mieux comprendre la mécanique de construction des S}, voici un exemple d’application
de ce procédé, illustrant les différentes étapes de cette construction.

Exemple 10.57 (EXEMPLE D’APPLICATION). On se donne :
— une formule pp ®(A) := 3tp(t, A) (conjonction finie de formules atomiques)
— des parametres A = (Ay,...,A,)
— on leur associe : la courbe C (vérifiant les conditions (10.15)), I’ensemble ¥ ainsi que le
sous-espace (Y, H) C (X,G)
— et enfin des témoins de vérité T = (T1,...,T,) de ¢(t, A) sur (Y, H) pour lesquels
(V.H) | ¢(T, ), i.c., (Y, H) |= B(A).
On associe & ces données les différents éléments : p, C(p), &, &', E", €, %, ¥, % ...

FIGURE 13 — Exemple de construction de S; réalisant une distribution de signes donnée

Considérons un représentant polynomial 7; (pour un témoin de vérité de la formule
Jtp(t, A) sur (Y, H)). On suppose qu’on a une distribution de signes % obtenue par projec-
tion centrale unitaire, comme c’est illustré sur le cercle de gauche de la Figure 13, obtenue a
partir du facteur de droite 7] de la décomposition du témoin 7 := T - 1.

Le polynéme S; sera donc construit de la fagon suivante (on distinguera les 3 types de

demi-branches définies dans les notations (10.45)).

1. A I’étape (1) de la définition de S] (voir paragraphe #10.4.5 et proposition (10.47)), les
couples de demi-branches du type (1) sur lesquels on a un changement de signe sont :

1 2 1 2 1 2
(dbp%,dbp%), (dbpq4,dbpq4) et (dbp%,dbp%)

On commence par tracer les droites rouges (pgz), (pgs) et (pgs) (voir le cercle de droite
de la méme figure) et on ajoute ainsi les formes affines associées dg,, dg, et dg; & S].

2. A Dlétape (2), le seul couple de demi-branches de type (2) est :
(db? ,dbL )

Paqy Pqg

63. L’exemple que nous proposons ici est purement combinatoire, notre but est d’illustrer le mécanisme de
fonctionnement de la méthode de construction du témoin de vérité S; de ®(A) sur (X, G).
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Comme les signes SYa? (T}) et SYdb} (T}) sont identiques, alors on n’ajoute pas la forme
a2 a3

d’ajustement d i.e., on ne trace pas la droite (ppq, ).

q2,39
3. A la derniere étape (3), les couples de demi-branches de type (3) sont :
(dbg, ,dby, ). (dby, .dby, ), (dby . db, ) et (dby . dby, )

Pqy
Etudions les signes en ces couples de demi-branches.
— Comme S9dv2 (1}) = 59db} (T]) = + et qu’il y a déja une forme séparant py, et pg,
q1 a2

(dg, € X), alors on ajoute la forme dg, , € ¥* & S}, correspondant & la droite marron

(PPg, 2)-

q1,2

— Pour le couple (dbf,qg,dbéu), les signes sont identiques et deux formes séparent les

points pg, et pg,, donc le nombre de formes que l'on ajoute a Sj, si nécessaire, aux
étapes qui suivront, doit étre pair (ici, il est nul).

— En ce qui est du couple (dbf)q4 , db})%), les signes sont différents et une seule forme sé-
parant les points p,, et py; a été ajoutée a présent, donc le nombre de formes que 'on
ajoute & S}, si nécessaire, doit étre pair (ici, il est nul).

— Pour finir, comme 592 (1}) = 59db} (T]) = +, et qu’aucune forme n’est ajoutée,
95 q1

alors on se contente de ne pas ajouter de formes a la composition de Sj.

Il suffit donc de poser :

S) = tdg, - dg, - dgy + dg, ou S = —dgy - dg, - dgs - d

q1,2

Le polynoéme S, ainsi obtenu, posséde les mémes signes que 7} en chacune des demi-branches
de C centrées en les points q1,...,q5 € €U E, de plus le nombre de ses facteurs irréductibles
(formes affines ajoutées) est pair (égal a 4).

10.4.6 Validité de ¢(S,A) sur (X,G)

NoOTATIONS 10.58 (DEFINITION DE II, C* ET B*).
Posons les notations suivantes ;

. I=XuXuXux*

2.C*= U C; etB*:RQ\C*.
mell

REMARQUES 10.59.
1. B* posséde une partition en deux sous-ensembles :

(a) B : L’ensemble des points appartenant aux composantes connexes compatibles %4
avec une demi-branche signée dbé’*, oux€e€{—,+},ie{l,2tetqe EUEUE LE".

(b) Bj := B*\ B} : Celui des points appartenant aux composantes connexes qui ne sont
compatibles avec aucune de ces demi-branches.

2. Les composantes connexes de B* incluses dans B3 sont celles définies par des couples
d’inégalités (mx 0 , 7' ' 0), ou m,7" € LUX"UX*, %, € {<,>} et telles que :

Ur*0, #'+0)nC=0.

64. Vu que chaque demi-branche dbfl7 support d’une demi-branche signée dbf;*, est dans I'adhérence d’au
moins une composante connexe C' de B”, alors C' est compatible avec dby;™ (voir définition (5.31)), i.e., elle

appartient & I'ultrafiltre associé¢ §(dby*) (voir proposition (5.39)).
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INDICATION. Pour prouver le théoréme principal (10.17), on procéde en deux étapes. Pour
chaque formule atomique ¢'(S, 4) :=1 € D(P(S, A),Q(S, A)) composant ¢(S, A), on montre :

Premieére étape (voir théoréme (10.65)) : La positivité d’au moins une des entrées
P(S,A) ou Q(S,A) (vues comme éléments de G,) en chaque ordre de I’éventail de 4
éléments X, quand ¢ parcourt EUEUE UE".

Deuxiéme étape (voir théoréme (10.79)) : La positivité d’au moins une des entrées
P(S,A) ou Q(S,A) (vues comme polyndémes de Rz, y|) sur chaque composante (semi-
algébrique) connexe de B* du complémentaire de la réunion des courbes Cr, quand 7
parcourt I =X UXUX UX* .

Rappelons d’abord que, d’apres la correspondance de Brumfiel (théoreme (4.32)), a chaque
ordre o € X est associé un unique ultrafiltre de rang maximal §(o) de l'algebre de Boole des
semi-algébriques de R2. L ultrafiltre §(o) est composé des semi-algébriques S C R? contenant le
régularisé d’un ouvert basique compatible avec o, i.e., 3f1,..., fn € o tels que V(f1,..., fn) C
S (proposition (4.40)). Réciproquement, si F est un ultrafiltre, de rang maximal, de SA(R?),
alors il existe un unique ordre p(F) compatible avec tous les éléments S € F. De plus, p(F)
consiste en les éléments f € R(z,y) tels que V(f) € F (proposition (4.38)).

Proposition 10.60 (TRANSMISSION DE LA POSITIVITE). Soient o € X un ordre, U un
ouvert semi-algébrique connexe compatible avec o, i.e., U € §(o0), f € R[x,y]* un polynoéme
non nul et f son image dans G := GR(s,y) Par la surjection naturelle Rz, y]* — G. Supposons
de plus que (f = 0)NU = (. Alors sont équivalentes les assertions :

DEMONSTRATION.

(i) = (i7) Par le fait que pour tout ouvert semi-algébrique S C R2 on a S C reg(S). En
particulier, U(f) C reg(U(f)) := V(f), donc si U C U(f), alors U C V(f).

(i7) = (i) Comme U C V(f), alors U C (f > 0). Or, comme (f =0)NU =0, alors U C U(f).

(13) < (i17) Provient de la proposition (4.38) ainsi que du lemme (4.42).

(13i) < (iv) Par définition de o en tant que caractére de G.

REMARQUE 10.61.

Soit ¢'(S,A) :=1¢€ D(P(S,A),Q(S,A)) un atome de p(S, A). Chacune des entrées P(S,A)
et Q(S, A) vérifie les hypothéses de la proposition (10.60), sur chaque composante connexe de
B*. Plus généralement, on a :

Corollaire 10.62 (DE LA TRANSMISSION DE LA POSITIVITE (10.60)). Soient f € Zs[S, A],
f sa classe d’équivalence dans le groupe spécial G, dbfj* une demi-branche signée (avec * €
{—+}ie{l,2etqe EVUEUE UE"), ol € X, Tordre associé a dbi*, et C € B} une
composante connexe de B* compatible avec la demi-branche signée db;*. Alors on a équivalence
entre :

i) CcCU(f),
i) CcV(f),
iii) ol (F) =1,

iv) f € al*.
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INDICATION. 1l suffit de remarquer que I'élément f € Zs[S, A] posseéde un signe constant sur
chaque composante connexe de B*.

Le théoréme qui suit découle du corollaire du principe de transfert (voir théoréme (4.36)). Une
version analogue pour les coniques rationnelles consiste en les théoremes (8.14) et (8.15).

Théoréme 10.63 (REPRESENTATION PAR LES 2—FORMES DANS (X, G)). Soient a et b deux
éléments non nuls de Rx,y], g = @ et h = b leurs images respectives dans G. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

Z) le DG(Q, h)7

i) Yoe X,0(g)=1ouc(h)=1,
iii) Vr € R a(r) =0 ou b(r) > 0.
REMARQUE 10.64.

Dans la théorie des espaces d’ordres, I'équivalence (i) < (ii) est la définition méme de la notion
de représentation par les 2—formes.

Pour montrer la validité de ¢'(S, A), donc, par conjonction de ces atomes, celle de (S, A),
sur (X, G), on aura besoin du théoréme suivant, qui compléte le corollaire (10.55).

Théoréme 10.65.
Vge EUEUE UE" | (X4, Gy) E ©(S, A).

DEMONSTRATION. On distinguera les trois cas :

1) qeEUE,
2) qeé&,
3) qeé&’.

Premier cas : ¢ € EUE  (voir (10.22) et (10.37) pour la définition de & et £).
Ce cas est le corollaire (10.55). Pour les détails techniques, voir proposition (10.53).

Pour les cas restants, posons :
¢'(S,A) :=1¢€ D(P(S,4),Q(S, A)),

une formule atomique composant ¢(S, A), ou P(S,A),Q(S,A) € Zs[S, A] sont les entrées de
sa 2—forme.

Second cas : ¢ € £’ (voir (10.27) pour la définition de &'.

Il existe donc ¢p € € et m € X, tels que g € E(qo) C Cr. Notons, comme de coutume, par dy,
la forme affine définissant la droite (pgo) et par X, := {a(}, . ,03} et Xg i= {a(}o, . ,af}o} les
éventails de 4 éléments des ordres associés aux couples de demi-branches de C (donc de Cr)
centrées, respectivement, en ¢ et go (voir figure (14)).

Lemme 10.66. II existe un ouvert semi-algébrique non vide U C R?, contenant q et qo, sur
lequel tout élément de I1'\ {m,dy, } posséde un signe constant non nul.

DEMONSTRATION.  Comme 7 et dg, sont les seuls éléments de II qui s’annulent en ¢ et go,
alors V' € IT\ {m, dg, }, 7' (q) # 0 et ©’(qo) # 0; de plus, on a 7'(q) - 7' (go) > 0.

En effet, si 7/(q) - 7'(qo) < 0, alors 7' ne pourra étre un élément de ¥ U ¥* U X", car sinon il
s’annulerait sur le segment [gqo], et serait donc égal & dg,. Si maintenant «’ € X, alors pour
les mémes raisons, il existerait un point ¢’ € [gqo] tel que 7'(¢') = 0, et comme 7’ # 7, alors
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la droite (¢'qp) serait incluse dans le cone exclusif Ce(C) ; de plus elle contiendrait le point de
controéle p, ce qui contredit la définition de ce point (voir lemme (10.24)). Ceci prouve donc
l'inégalité 7'(q) - 7'(qo) > O.

Il existe ainsi deux voisinages ouverts de ¢ et qo, disons U(q, ") et U(qo, '), sur lesquels =’
posséde le méme signe constant (non nul) (par continuité de 7'). Par ailleurs, comme I\ {7, dg, }
est un ensemble fini, et si 'on pose U, l'intersection de tous les U(g,7’), et Uy, celle des
U(qo,7"), quand 7" parcourt II\ {m,dy, }, alors I'ensemble U := U, U Uy, vérifie les conditions
du lemme (10.66).

Pour la semi-algébricité, il suffit de choisir comme ouverts U(q,n’) et U(gop, ') des boules
(disques) ouvertes disjointes centrées, respectivement, en q et qq.

q0 q

FIGURE 14 — Disposition des ordres de X, et X,

NoOTATIONS 10.67.
Avec les notations précédentes, posons :

Ry = {m>0,dy>0}NU , Ry ={r>0, dy, <0}NU,
Ry ={m <0, dy>0}NU et Ry ={mr <0, dy <0}NU.

Ces ensembles forment une partition de U \ (7 - dg, = 0).

Lemme 10.68. VEk € {1,...,4}, Ry appartient a 'ultrafiltre de rang maximal d’un unique

ordre 0(%(16) € X, et a l'ultrafiltre de rang maximal d’un unique ordre aff(k) € Xy, ouaetp
sont des permutations de I'ensemble {1,...,4}.
DEMONSTRATION. Par définition, chacun des ensembles Ry (k € {1,...,4}) est un ouvert

semi-algébrique composé de deux composantes connexes semi-algébriques (régulieres, pour
étre plus précis), compatibles, chacune avec une unique demi-branche signée parmi les huit
demi-branches signées supportées sur C, et centrées en les points g et gg. Donc chacun de ces

(k) B(k)

ensembles Ry, est compatible avec un unique ordre o5 € X, et un unique ordre ogy € Xg.

Proposition 10.69.

Vk e {l,...,4} a(k)
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DEMONSTRATION. Par le lemme (10.66), P(S,A) posséde un signe constant non nul sur
chaque Ry (k € {1,...,4}), et par le lemme (10.68), ce signe donne la méme valeur a P(S,A)
(en tant qu’élément de G) en ag(k) qu’en a{fé’“), pour tout k € {1,...,4}, et cette valeur n’est

que ag(k) (P(S,A)) = ago(k)(P(ﬁ,A)). La preuve pour Q(S,A) est similaire.

Corollaire 10.70. Pour chaque point q € £ (voir (Second cas) de la preuve du théoréme
(10.65)), on a :
(Xq,Go) = ¥(8, 4),
et, en particulier :
Vge &', (Xq,Gy) k@S, A).

DEMONSTRATION.  Comme gg € &, le corollaire (10.55) donne (X, Gq,) E ¢'(S, A), i.e., :
1

vk e {1,...,4}, (oh (P(S,A))=1) OU (cF(Q(S,A))=1).
Par la proposition (10.69), il en résulte que :
vhef{l,....4},  (05(P(S,4)=1) OU (05(Q(S,4)) =1).

On en déduit finalement que (X4, Gy) E ¢'(S, A).
En faisant varier 'atome ¢/(S, A), on en conclut que (X4, Gy) = ¢(S, A), pour tout ¢ € £’.

REMARQUE 10.71.

Une autre preuve utilisant des arguments sur les valuations est possible. 1l s’agit d’étudier les

différentes valeurs des valuations d,—adique et m—adique de P(S,A) et Q(S,A) et d’expli-
. sk _ k _ e ! !

citer les cas ot o4 (P(S,A)) = 1 ou 0, (Q(S,A)) = 1 et en conclure ainsi pour les valeurs

correspondantes : ok (P(S,A)) =1 ou ok (Q(S, A)) = 1.

Troisiéme cas : ¢ € &’ (voir (10.40) pour la définition de £”).

Notons par C' la composante connexe contenant ¢, et 7w le polynéme de X tel que C' C C;.
Il existe, par définition de ¢, deux points consécutifs, disons ¢q1, g2 € € N C, et un point
d’ajustement pg, , € &) (voir lemme (10.39)) tels que ¢ € E"(py,,) = {d},...,q)} (o
M = card(E"(pg, ,))). On définit une relation d’ordre < sur 'ensemble E”(p,, ,) comme suit :

Vqé,q} € E”(pqm), q < q} <= dist(p,q,) < dist(p, q}),

o dist(p,q;) et dist(p,q;) désignent les distances respectives de ¢; et ¢ a p. Le fait que ces
distances sont toutes différentes provient du fait que les points de E”(pg, ,) U {p} sont alignés
et que le point p n’est pas situé sur un segment [q;q}], Vq; # ¢; € E"(pq, ,)-

Quitte & faire une permutation des indices {1,..., M}, et sans perte de généralité, on peut
supposer que ¢j < -+ < ¢;-

De la méme facon, on définit une relation d’ordre sur chacun des ensembles :
Eq)U{a}l ={q1,-- a1} et Blg2) U{a2} :={db1,- - o, } DA :

Y1015 € E(q) U{ai}, ¢, < a1 < dist(p,q1;) < dist(p, qy ),

Va5 a5 € E(g2) U{ga}, ¢h; < qa; <= dist(p,qy ;) < dist(p,qs ;).
Quitte & faire des permutations des ensembles des indices {1,...,M;} et {1,..., My}, on peut
supposer que ¢y 1 < -+ < ) 5y €t ghq < < qy gy,

On procede par récurrence sur les indices i € {1,..., M}.
Dans une premieére étape, on transmet la positivité des entrées P(S,A) et Q(S,A) de la
2—forme associée & l'atome ¢'(P(S,A),Q(S,A)), en les éléments de X, & partir de leur po-
sitivité en les éléments de X, et X, ; ensuite, par récurrence, on transmet cette positivité a
partir des éléments de X, aux différents ordres des Xq;.
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INIT) Sans restreindre la généralité, on peut supposer que ¢ := ¢y € E”"(pg, ,) est le point
le plus proche de p (parmi ceux de E”(pg, ,)) et quitte a remplacer q; et g2 par d’autres
points de E(q1) U{q1} et E(q2) U{qg2}, respectivement, on peut supposer également que
q1:=q11 € E(q)U{q1} et g2 := g5, € E(q2) U{q1} sont les points de ces ensembles les
plus proches de p (voir figure (15)).

Notons, par ailleurs, les éléments de X, X, et X, comme suit :

_ ’ /
Xq={og1, Og,15 9¢,2 5 O-q,Q}’

_ / /
Xg = {JQ1,1 » Ogi1 5 Oq1,2 5 Uql,Q}a

— / /
X(I2 - {JQQ,l ) Ogo1 5 Oq2,2 5 0q272}'

FIGURE 15 — Disposition des ordres de X, X, et X,

Lemme 10.72. Avec ces notations, et pour tout élément n' € II, vu comme élément
de G, on a :

o1(7) = g o(n) 741 (7)) = 0g1,2(m),

0g2(7') = 0gu 1 () et 742(7) = 0g, ().

DEMONSTRATION. Il suffit de voir que, pour tout 7" € II (vu comme élément de R[z, y]),
on a (voir la Figure 15) :

U(n') € §(og1) <= U(n') € F(og, 2),
U(n') € §(og1) <= U(n') € F(0g1,2),
U(n') € §(og,2) <= U(n') € F(og,1),
U(r') e 3(0272) = U(r') € §(og1)-

En effet, soit ¢’est Pouvert principal U(7') qui est compatible avec les deux demi-branches
associées a ces couples d’ordres (i.e., aux couples d’ultrafiltres de rang maximal associés)
en méme temps, ou bien c’est U(—7') qui 'est, d’ou les égalités des signes, et le lemme
suit.
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Corollaire 10.73. Avec ces mémes notations, pour tout élément f € Zso[S,A] (vu
comme élément de G), on a :

Uq71(f) - 0'211,2(.]0) ) U;,l(f) - Ulhﬂ(f)?
Uq72(f) = U;g,l(f) et U;g(f) = qul(f)-

DEMONSTRATION. Tout élément f € Zs[S, A] est produit d’un nombre fini d’éléments
7’ € II, et donc son signe en chacun de ces ordres est égal au produit des signes de ses
facteurs 7’ en chacun d’eux. En appliquant le lemme (10.72), le corollaire (10.73) suit.

Si l'on remplace maintenant f par P(S, A), ensuite par Q(S, A), on obtient :

Corollaire 10.74.

0g1(P(S,4)) = 04, 5(P(S,4)) et 041(QS, 4)) = 05, »(Q(S; 4)),
01 (P(8,4)) =04 2(P(S,4)) et 0q1(Q(S,A)) = 04,2(Q(S, 4)),
0q2(P(S,4)) = 04, 1(P(S,4)) et 0q2(Q(S,4)) = 0y, 1(Q(S, 4)),
042(P(S,4)) = 04,1(P(S,4)) et 0q5(Q(S,4)) = 0g,1(Q(S, 4)).

Corollaire 10.75. Le point q € £ étant fixé, comme ci-dessus, on a :

(Xg,Gg) E ¢(S, A).

En faisant varier les atomes ¢'(S, A), on obtient :

(anGq) ): ‘P(§7A)-

DEMONSTRATION.  On combine les faits (X4, Gq,) FE ¢'(S, A4) et (Xg,, Ggo) = (S, A)
avec le corollaire (10.74), cela conduit a la transmission de la positivité des entrées
P(S,A) et/ou Q(S,A), de la 2—forme associée a atome ¢'(S, A), en les ordres de X,
a partir de leur positivité en ceux de X, et X,.

REC) Lorsque M > 1, par hypothése de récurrence, on suppose que (Xq;, Gq;) E¢'(S,A),
pour un indice i € {1,..., M —1}. Notons les éléments de X et Xy, comme suit (voir
figure (16)) :

i / /
Xg = {JqQJ » O 94,2 Jq;,Q}’

X‘1§+1 - {O-qiﬂvl ’ UZIQHJ ) O-q§+172 ’ UZIQH,?}'

Cette situation est similaire au (Second cas : ¢ € £’). En appliquant le lemme (10.66),
en prenant les points ¢; et ¢j,, a la place de qg et g, respectivement, ainsi que la forme
affine dy, , a la place de dg, et en gardant 7 € ¥ comme étant le polyndme irréductible
définissant la composante irréductible de C contenant les points de E(q;)U{q1}UE(g2)U
{q2} U E"(pq, ,) et, en particulier, ¢} et ¢/, , on obtient un ouvert U C R? contenant ¢
et ¢ 1, sur lequel tout élément 7' € I\ {7, d,, ., } possede un signe constant (non nul).
De fagon analogue aux notations (10.67), on définit une partition de U \ (7 - dg, , = 0)
par des RF (k € {1,...,4}). En appliquant maintenant le lemme (10.68) ainsi que la
proposition (10.69), on obtient :

Corollaire 10.76. Avec les notations posées ci-dessus, on a :

oy (P8 A) =0l (PS.A) ot o 1(Q(S.4) =)y, (Q(S. A)),
;2+171(P(§,A)) = 0q271(P(§,A)) et J;;+171(Q(§, A)) = O'q;71(Q(§,A)),
2 (PSA) = ol (PS,A) ot oy 5(QS.4)) = ol (Q(S. 4)).

ol H(P(S.A) =0ga(PS,A) et ol (QS,A)) =0y 2(Q(S, A)).
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FIGURE 16 — Disposition des ordres de X et X/
K3 i+1

DEMONSTRATION. La preuve est similaire a celle de la proposition (10.69).

Corollaire 10.77.
(Xq§+17Gq§+1) = ‘Pl(ﬁa A).
Par conjonction, on obtient :

(Xq’ Gq;+1) ’: SD(E’A)

i+1’

DEMONSTRATION. Par hypothese de récurrence, comme (X,,Gy) = ¢'(S,A), pour
tout tel atome, alors par transmission de la positivité des entrées de la 2—forme de
cet atome, i.e., positivité de P(S,A) et Q(S,A), vers les éléments de Xq/.+1 a partir
de leur positivité en les éléments de X, (voir corollaire (10.76)), on en déduit que
(qu_H’Gq;_H) ’: @,(E’A)’ et donc (Xq;+l’Gq;+l) ): @(ﬁ,A)

Par les étapes, (INIT) et (REC), on en déduit que :

Corollaire 10.78.
Vge &, (Xy4,Gy) = ¢(S,A).

Ceci finit le traitement du troisieme cas, et donc la preuve, du théoréme (10.65).

En combinant la proposition (10.60) avec les théoréemes (10.63) et (10.65), on obtient :
Théoréme 10.79 (TRANSMISSION DE LA POSITIVITE VERS R?).
Soit ¢'(S,A) :=1¢€ D(P(S,A),Q(S,A)) une formule atomique composant ¢(S, A). Alors :
VreR? (P(S,A)(r) >0 OU Q(S,A)(r)>0).

DEMONSTRATION. On se donne un point quelconque r du plan réel R?.
Compte tenu des notations (10.58) et de la remarque (10.59), on a la partition suivante de R? :

R :=C*| | Bi| | Bs.

Suivant 'appartenance de r a ces ensembles, on a trois cas de figure :

1) r € C* : Donc 3m € II tel que 7 € Cs.
Il y a la deux possibilités :
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— Soit (7| P(S, A) ouw|Q(S, A)). Dans ce cas, on obtient P(S, A)(r) = 0ou Q(S, A)(r) =
0, suivant la situation.

— Ou bien (7t P(S,A) et 1 Q(S,A)). Dans ce cas, 3U C R? un ouvert contenant
r, sur lequel P(S,A) et Q(S,A) possedent des signes constants, et comme C* est
I'adhérence de B* (dans R?), il existe alors une composante connexe (ouverte et non
vide) C' € CoCo(B*) telle que UNC' # (). Choisissons un point 7 € UNC. On a ainsi :

sg(P(S, A)(r))
59(Q(S, A)(r))

sg(P(S, A)(r)),
sg(Q(S, A) ().

Par conséquent, la positivité de P(S,A) et/ou Q(S,A) en r est équivalente a leur

positivité en 7’. On peut donc supposer que r € B*.

On distinguera les deux cas, r € B} et r € B;.

2) r € B} : Soit C' € CoCo(BY) la composante connexe de B* contenant r. Il existe donc une
demi-branche signée db’ ;, ot g € EUEUE UE" i € {1,2} et j € {+,—1}, avec laquelle

q,1? )
C est compatible. Soit O';i Pordre de (X, G) associé a db;,i. Par la proposition (10.60),
on a : .
P(S, A)(r) > 0 = 0}, (P(S, 4)) =1
Q(S, 4)(r) > 0 = 0;(Q(S, 4)) = 1.
Or, par le théoreme (10.65), au moins une des égalités ag7i(P(§,A)) = 1 ou

O'gﬂ- (Q(S,A)) =1 est vérifiée, d’ont ce qu’on recherche.

3) r € B; : Soit C € CoCo(B3%) la composante connexe de B* contenant r.
Quitte & ré-indexer les éléments de ¥ U X" U ¥* (suivant I'ordre cyclique toujours), on
peut supposer que di, do € ¥ U X" U X* sont les deux formes définissant la composante
C, comme ouvert basique de R?. De plus, quitte & multiplier d; et dy par £1, on peut
supposer que C' = (d; > 0, dy > 0); donc I'ensemble C := (d; < 0, ds < 0) n’est que le
symétrique de C par rapport & p, d’oit I'égalité C' N B* = C N B}, cet ensemble est une
union finie de composantes connexes de Bj.
On a donc la décomposition suivante, en composantes connexes (ouvertes) :

cCnB*=C,uU---uUC,,

ot C est la composante connexe (ouverte) de C'N B; dont 'adhérence contient p.
Choisissons un point arbitraire r’ € C.

Fait 10.80. On a les égalités des signes :

sg(P(S, A)(r)) =
s9(Q(S, A)(r)) =

(P

s,
(Q(S,

59
sg
DEMONSTRATION. Par définition, chacun des P(S,A) et Q(S,A) est composé d’un
nombre fini (pair) de formes affines appartenant a ¥ UX"” UX*. Il existe donc un chemin
continu (homéomorphisme) ¢ : [0,1] — R2, tel que ¢(0) = r, ¢(1) = ' et que chacun
des P(S,A) et Q(S,A) s’annule en changeant de signe sur un nombre pair de points
de ¢(]0,1[) (voir Figure 17). Cela signifie que P(S,A) et Q(S, A) ont le méme signe en
c(0) et en ¢(1), i.e., en et en 1’ (respectivement), et d’aprés 'hypothése, on sait que,
P(S,A)(r") > 0 et/ou Q(S,A)(r") > 0 (voir cas ((2) : r € B})), on en déduit donc que
P(S,A)(r) > 0et/ou Q(S,A)(r) > 0.

Ce qui finit ainsi la preuve du théoreme (10.79).
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FIGURE 17 — Etude du cas r € B3

Le résultat qui suit est un corollaire du théoréme principal (10.17).

Corollaire 10.81. Avec les notations de (10.2) et (10.3) (définition de A) et du paragraphe
#10.4.5 (définition de S), si ®(A) est vérifiée localement sur (Y, H), alors :

(X,G) = »(S,4),

ce qui donne :

(X,G) = 2(4).

10.5 Construction de familles V—universelles
10.5.1 Méthode I

Nous allons exposer, dans le présent paragraphe, une méthode de construction de fa-
milles/formules V —universelles, basée sur la donnée d’un cercle de centre P et de rayon r,
et d’un nombre fini de points, sur celui-ci, qui sont deux-a-deux non symétriques par rapport
a P.

NoOTATIONS 10.82.
On se donne :
— n un entier positif, avec n > 2.
— r un nombre réel strictement positif.
— P un point du plan réel R?.
— C"(P) le cercle de centre P et de rayon r.
— D"(P) le disque ouvert de centre P et de rayon r.
— Ep une famille de n points P; appartenant au cercle C"(P), tous distincts et non symé-
triques les uns aux autres par rapport a P.

A chaque point P; € Ep, on associe :
— D’une part, la droite Tp,, tangente a C"(P) en P; et définie par une forme affine, disons
dp,, que nous supposons, sans perte de généralité, positive en P.
— D’autre part, I'ensemble E(P;) des points de Ep les plus éloignés de P; (E(FP;) est com-
posé d’au moins un point de Ep et d’au plus deux points).
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Pour finir :
— Pour tout couple de points (P;,Q) (ou P; € Ep et Q € E(F;)), on note par R(P;,Q)
I'ensemble (ouvert) des points du plan sur laquelle dp, et dg sont tous les deux négatifs.

— R désignera la réunion des ensembles R(P;, Q) quand P; parcourt Ep et ) parcourt
E(P).

Soit maintenant ¥ un ensemble fini de polynémes irréductibles m € Rz, y] et C la courbe
des lieux des zéros des 7 € ¥, i.e., :

C = U(T(ZO)I:(HT(:O).

TEY TED
On suppose que C vérifie les conditions suivantes :

Conditions 10.83.
(1) C est lisse.
(2) Toute composante connexe de C est incluse dans une composante connexe de R.

(3) Toute composante connexe de R contient au plus une composante connexe de C.

REMARQUE 10.84.
1. Il y a au moins autant de composantes connexes de R que de C.

2. Pour chaque telle famille ¥, vérifiant les conditions (10.83), le disque ouvert D"(p) est
inclus dans le complémentaire du céne exclusif Ce(C).

3. On peut ainsi choisir le point de contréle p (voir lemme (10.24)) a l'intérieur du disque
D" (P).

Proposition 10.85. X vérifie les conditions (10.15) et, en particulier, ¥ est une famille
V —universelle.

INDICATION. L’élément clé de la preuve est le point (2) de la remarque (10.84). Prouver que
le disque ouvert D" (P) est inclus dans le complémentaire du cone exclusif Ce(C) ne requiert
que quelques arguments basiques de Géométrie euclidienne sur le plan réel R2.

PROBLEME OUVERT 10.86.

Nous ignorons, a présent, si la réciproque est aussi vraie, c¢’est-a-dire si toute famille >3 vérifiant
les conditions (10.15) provient d’un procédé similaire a celui exposé ci-dessus. Il est donc
intéressant d’explorer cette question.

La méthode qui suivra nous offre un autre procédé de construction de familles
V —universelles pour lequel, et contrairement au précédent, le nombre de composantes connexes
associées est maitrisable a partir des données initiales.

10.5.2 Méthode I

Pour cela, nous aurons besoin d’un type tres particulier d’étoiles, dont voici une définition :

Définition 10.87 (ETOILES TOTALEMENT CONCAVES). Une 2n + 1—étoile totalement
concave, avec n € N, est un polygone (croisé) pour lequel 'angle ouvert direct délimité par
chaque couple de c6tés consécutifs ne contient aucun sommet du polygone.

L’entier n est appelé rang de 1’étoile.

65. En choisissant une orientation du plan (trigonométrique par exemple).
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Exemples 10.88.
1. Les étoiles de rang 0 sont les points.
2. Les étoiles de rang 1 sont les triangles.

3. Les étoiles de rang 2 sont les étoiles de dessins d’enfants qu’on appelle étoiles a 5
branches.

4. Les étoiles de rang supérieur ou égal a 3 ne sont pas toutes totalement concaves. Sur la
figure (18) I’étoile rouge (a droite) est a 7 branches, donc de rang 3, mais pas totalement
concave. Ses angles directs interceptent tous au moins un sommet de I’étoile.

f 1D2 P4 P4 )
Py
P2 P6
P
P Py
Fs Ps Ps Ps Ps
Etoile de rang 1 Etoile de rang 2 Etoile de rang 3

FIGURE 18 — Exemples d’étoiles totalement concaves (étoiles bleues)

REMARQUE 10.89.
Les étoiles a nombre pair de branches (supérieur ou égal a 4) sont toutes non totalement
concaves (voir la figure (19) pour quelques exemples).

I N E3

FIGURE 19 — Exemples d’étoiles a nombre pair de branches

Construction d’étoiles totalement concaves On consideére une étoile 7 ayant un nombre
impair de sommets : Py , ... , P41, ou n est un entier strictement positif.

Pour tout indice ¢ € Z/(2n + 1) - Z, notons par d; ;41 un polynéme de degré 1 (une forme
affine) s’annulant en les deux sommets consécutifs P; et P41, de T.

Supposons, de plus, que ces formes vérifient les conditions suivantes :
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Conditions 10.90.

(1) 3P e R? tel que Vi € Z/(2n+ 1) - Z, d; j+1(P) > 0.
Ceci se traduit par U(di2 , ... , dijit1, - , dont1,1) # 0 (comme ouvert basique).

@) VitjeZ/@n+1)-Z:
U(—di-1i , —diiy1) NU(dj-15 , djjy1) =0,
et
U(=di—1,; , —dijip1) NU(=dj—1; , —dj 1) =0.

Cette deuxieme condition dit simplement qu’en les points du plan en lesquels deux formes
consécutives sont négatives, deux autres formes consécutives (au moins une différente des
précédentes) ne peuvent avoir le méme signe non nul.

REMARQUE 10.91.
Une étoile vérifiant les conditions (10.90), est totalement concave.

Proposition 10.92. Avec les données précédentes, le cone exclusif de I’ensemble
U U(—di-1;, —d;;s1) est propre.

1€2L2n+1
Corollaire 10.93. Toute famille finie de polynémes irréductibles réels {my , ... , m.} véri-
fiant :
k=r
i) La courbe C := ( [[ m; = 0) est sans points singuliers (i.e., lisse).
k=1
i1) Chaque composante connexe de C est incluse dans un (unique) U(—d;—1; , —d;i+1).
i17) Chacun des ouverts basiques U(—d;—1; , —d;;y+1) contient au plus une composante

connexe de C.

est V —universelle.
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