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Abstract /Résumé

Abstract

We study (not necessarily connected) Z-graded A..-algebras and their A,.-modules. Using the
cobar and the bar construction and Quillen’s homotopical algebra, we describe the localisation of
the category of A .-algebras with respect to A -quasi-isomorphisms. We then adapt these methods
to describe the derived category Do, A of an augmented A..-algebra A. The case where A is not
endowed with an augmentation is treated differently. Nevertheless, when A is strictly unital, its
derived category can be described in the same way as in the augmented case. Next, we compare two
different notions of A -unitarity : strict unitarity and homological unitarity. We show that, up to
homotopy, there is no difference between these two notions. We then establish a formalism which
allows us to view A-categories as A -algebras in suitable monoidal categories. We generalize the
fundamental constructions of category theory to this setting : Yoneda embeddings, categories of
functors, equivalences of categories... We show that any algebraic triangulated category 7 which
admits a set of generators is A.o-pretriangulated, that is to say, 7 is equivalent to H%w.A, where
twA is the A .-category of twisted objets of a certain A..-category A.

Thus we give detailed proofs of a part of the results on homological algebra which M. Kontse-
vich stated in his course “Triangulated categories and geometry” [Kon98].

Résumé

Nous étudions les A -algebres Z-graduées (non nécessairement connexes) et leurs A .-modules. En
utilisant les constructions bar et cobar ainsi que les outils de ’algebre homotopique de Quillen, nous
décrivons la localisation de la catégorie des A,-algebres par rapport aux A ,-quasi-isomorphismes.
Nous adaptons ensuite ces méthodes pour décrire la catégorie dérivée Do A d'une A .-algebre
augmentée A. Le cas ou A n’est pas muni d’une augmentation est traité différemment. Néanmoins,
lorsque A est strictement unitaire, sa catégorie dérivée peut étre décrite de la méme maniere
que dans le cas augmenté. Nous étudions ensuite deux variantes de la notion d’unitarité pour
les A.-algebres : 'unitarité stricte et I'unitarité homologique. Nous montrons que d’un point
de vue homotopique, il n’y a pas de différence entre ces deux notions. Nous donnons ensuite
un formalisme qui permet de définir les A .-catégories comme des A,.-algebres dans certaines
catégories monoidales. Nous généralisons & ce cadre les constructions fondamentales de la théorie
des catégories : le foncteur de Yoneda, les catégories de foncteurs, les équivalences de catégories...
Nous montrons que toute catégorie triangulée algébrique engendrée par un ensemble d’objets est
A -prétriangulée, c’est-a-dire quelle est équivalente & H%w.A, ou twA est I’A,-catégorie des
objets tordus d’une certaine A -catégorie A.

Nous démontrons ainsi une partie des énoncés d’algebre homologique presentés par M. Kont-
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sevich pendant son cours “Catégories triangulées et géométrie” [Kon98].

I’associaedre K



Introduction

Nous renvoyons a [KelOla] et [Kel01b] pour une introduction aux A.c-algeébres et leurs modules.
Cette these contient, entre autres, les démonstrations détaillées des énoncés de [KelOla]. Hormis
[Kon98] et [KelOla], nous nous sommes appuyés principalement sur 'article de V. Hinich [Hin01]
et sur les travaux suivants : [Sta63al, [Pro85], [GJ90], [HK91], [GLS91], [Mar96], [Hin97]. Certains
des résultats de cette theése ont été obtenus récemment et de maniere indépendante par K. Fukaya
[FukOlal, P. Seidel [Sei], A. Lazarev [Laz02], V. Lyubashenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soi-
belmann [KS02b], [KS02a].

Structures strictes et structures 2 homotopie pres

Les structures de I'algebre classique que ’on appelle strictes, par exemple les algebres associatives,
commutatives ou les algebres de Lie, se sont révélées insuffisantes en topologie car elles ne sont
pas compatibles avec I’homotopie. Ainsi, si X est un espace de lacets et Y est un espace topolo-
gique homotope a X, il n’est pas toujours possible de transférer la structure de H-espace (qui est
stricte) de X vers Y. C’est pour pallier ce défaut que J. Stasheff [Sta63a] a introduit la notion de
structure A, qui est un assouplissement de celle de semigroupe topologique. Les structures A
font partie des structures a homotopie pres, c’est a dire des structures dont “le défaut de stric-
titude” est controlé de maniere cohérente par des homotopies d’ordre supérieur. Pour certaines
structures a homotopie pres, des homotopies d’ordre supérieur sont connues de longue date comme
les opérations de Steenrod [Sted7], [Ste52] ou les produits de Massey. Les structures & homotopie
prés se comportent bien relativement aux équivalences d’homotopie : si un objet (topologique ou
différentiel gradué) est muni d’une structure & homotopie pres, on peut sous certaines conditions la
translater sur un autre objet quand ce dernier est homotope a 1’objet de départ. La premiere partie
de cette these traitera des A..-structures algébriques, c’est-a-dire des A o-structures dans le cadre
de l'algebre différentielle graduée. Dans la deuxieme partie nous étudierons leurs généralisations
au cadre catégorique.

A -structures algébriques

Soit K un corps. Une A -algebre [Sta63b] est un K-espace vectoriel Z-gradué A muni de mor-
phismes gradués
m;: A% 5 A i>1

3

de degré 2—1, vérifiant des équations dont la premiere dit que m est une différentielle, la deuxieme
que mq est une dérivation pour la multiplication ms et la troisieme

ma(my ® 1) —ma(1 ® ma) = d(ms3)
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que le défaut d’associativité de mo est mesuré par le bord de mg dans I'espace différentiel gradué
Hom(A®3, A). Intuitivement, une A, -algebre est donc une “algebre différentielle graduée dont le
défaut d’associativité est controlé (au sens fort) par des homotopies d’ordre supérieur”. Si A et A’
sont deux A,.-algebres, un A, -morphisme f: A — A’ est une suite de morphismes gradués

fi: A% S A P>,
de degré 1 — 4, vérifiant des équations dont les premiéres affirment que f; est un morphisme de
complexes qui est compatible aux multiplications ms et m/ & une homotopie fy pres. De la méme
maniere, si f et g sont des A ,-morphismes A — A’, une homotopie h entre f et g est une suite de
morphismes

hi: A®" — A" > 1,

de degré —i, qui vérifient des équations dont les deux premieres affirment que h; est une homotopie
entre les “morphismes d’algebres différentielles graduées”

fioet g1 (A,my,ma) — (A,m),m)).

Soit A une A.-algebre. Un A-polydule (appelé A..-module sur A dans la littérature) est un K-
espace vectoriel Z-gradué M muni de morphismes gradués

mZ]-M:M®A®i_1—>M, i>1,

de degré 2 — i, vérifiant des équations dont les premieres affirment que m?/ est une différentielle
et que m3! définit une action de l’algebre (fortement homotopiquement) associative A dont la
compatibilité & la multiplication de A est controlée par ’homotopie d’ordre supérieur m3?. Comme
pour les A.-algebres, on a des A,,-morphismes entres A-polydules et des homotopies entre les
A -morphismes.

Lien avec la théorie des opérades

Certains arguments de la these sont liés & la théorie des opérades (par exemple, la théorie de I’obs-
truction des A.-algebres (B.1)). Nous n’utiliserons pas explicitement le formalisme des opérades
dans nos énoncés (et leurs démonstrations), lui préférant une approche naive. Rappelons néanmoins
quelques faits et références sur ce sujet.

Les complexes cellulaires de Stasheff {K; x X;};>2 (voir [Sta63a]) forment une opérade to-
pologique [May72]. Les complexes de chaines qui leur sont associés forment donc une opérade
différentielle graduée. C’est 'opérade des A.-algebres. Les opérades différentielles graduées ont
été étudiée abondamment au début des années 90 [HS93], [GJ94], [GK94] pour expliciter le lien
entre les structures strictes et les structures & homotopie pres [GK94], [Mar96], [Mar99], [Mar00].
En ce qui concerne les structures A, on retiendra des opérades deux résultats : l'opérade des Ao -
algébres est le modéle minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96] de l'opérade des algébres
associatives Ass; le dual de Koszul Ass' de Ass est la co-opérade des cogebres co-associatives.

Chapitre 1 : une théorie de I’homotopie des A .-algebres.
Rappelons pour commencer un résultat de H. J. Munkholm. Soit DA la catégorie des algebres

différentielles graduées (vérifiant certaines conditions sur la graduation et sur la connexité) et Ho DA
la localisation de DA par rapport aux quasi-isomorphismes. Soit DASH la catégorie des algebres
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différentielles graduées dont les morphismes sont les A ,-morphismes. Utilisant les idées de J. Sta-
sheff et S. Halperin [SH70], H. J. Munkholm [Mun78] (voir aussi [Mun76]) a montré, premiérement,
que la relation d’homotopie sur Hompa(A, A’), A, A’ € DA, (qui n’est pas une relation d’équivalence
en général) s’étend en une relation sur les espaces de morphismes Hompasn(A, A’) qui est une
relation d’équivalence quelles que soient A et A’, et deuxiémement, que la catégorie Ho DA est
équivalente au quotient de DASH par cette relation d’équivalence. En d’autres termes, quitte a aug-
menter le nombre de morphismes entre algebres différentielles graduées, la localisation par rapport
aux quasi-isomorphismes est équivalente au passage au quotient par rapport a I’homotopie. Dans
la premieére partie de ce chapitre, nous généraliserons les résultats de [Mun78] aux A..-algebres.
Un A -quasi-isomorphisme f est un A,.-morphisme tel que f; est un quasi-isomorphisme. Nous
montrons les résultats suivants :

(Théoreme de 'homotopie) La relation d’homotopie sur les A -morphismes est une relation d’équiva-

lence (1.3.1.8 a).

oo~ - oo~ - oo~ -
(Théoréme des A-quasi-isomorphismes) Tout A -quasi-isomorphisme d’A-algébres est inver:
sible a homotopie prés (1.3.1.8 b).

L’analogue topologique du théoréme des A .-quasi-isomorphismes est dii & M. Fuchs [Fuc76] (voir
aussi [Fuc65]). Dans sa thése [Pro85], A. Prouté a montré les deux théorémes sous des conditions
sur la graduation ou la connexité (voir aussi [Kad87]). La nécéssité de généraliser ces résultats est
due fait que dans les constructions de K. Fukaya et al. de A -algebres (Ao -catégories), des com-
posantes non nulles peuvent apparaitre en tout degré entier. Dans le cas général, nous déduirons les
théoremes ci-dessus des résultats suivants : la construction bar B est une équivalence de catégories
entre Alg.., la catégorie des A-algébres, et la sous-catégorie des objets cofibrants et fibrants d’une
catégorie de modeéles Cogc de cogébres (1.3.1.2). La construction bar fait correspondre I’homotopie
des A-morphismes a l’homotopie a gauche de Cogc entre morphismes entre objets cofibrants et
fibrants (1.3.4.1) et les A -quasi-isomorphismes auz équivalences faibles (1.53.3.5).

La catégorie Cogc en question est la catégorie des cogebres différentielles graduées cocompletes.
Soit Alg la catégorie des algebres différentielles graduées et 2 : Cogc — Alg la construction cobar.
La structure de catégorie de modeles de Cogc (1.3.1.2. a) est telle que le couple de foncteurs adjoints

(Q, B) : Cogc — Alg,

est une équivalence de Quillen (1.3.1.2. b). L’utilisation de ce couple de foncteurs adjoints pour
étudier la catégorie Alg[Qis '] remonte aux années 70 avec les travaux de D. Husemoller, J. C. Moore
et J. Stasheff [HMS74] (voir aussi [EM66]). Ils considérent les algebres augmentées différentielles,
graduées positivement d’une part et les cogebres co-augmentées différentielles, graduées positive-
ment et connexes d’autre part, et montrent que la localisation de la catégorie des algebres par
rapport aux quasi-isomorphismes est équivalente a la localisation de la catégorie des cogebres
par rapport aux quasi-isomorphismes. Sans les hypotheses sur la graduation ou la connexité, leur
énoncé n’est plus vrai. Dans le cas général (1.3.1.2), nous devons remplacer la classe des quasi-
isomorphismes de Cogc par une classe de morphismes (appelés équivalences faibles) qui est stric-
tement contenue dans celle des quasi-isomorphismes (1.3.5.1. ¢). Nous montrons qu’entre deux
cogebres graduées positivement, les équivalences faibles sont exactement les quasi-isomorphismes
(voir 1.3.5.1. €). Nos résultats généralisent donc [HMS74, Chap. II, Thm. 4.4 et Thm. 4.5].

Notre démonstration du fait que Cogc admet une structure de catégorie de modeles (1.3.1.2)
suit les idées de V. Hinich [Hin01] inspirées de celles de Quillen [Qui67], [Qui69]. Nous relevons
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la structure de catégorie de modeles de Alg le long de 'adjonction (2, B). Cette adjonction est
du méme type que 'adjonction entre la catégorie des algebres de Lie différentielles graduées et
la catégorie des cogebres cocommutatives différentielles graduées en homotopie rationnelle. Elle
provient de la dualité de Koszul entre 'opérade Ass et la co-opérade des cogebres co-associatives.

La caractérisation des objets fibrants de Cogc peut étre interprétée comme une conséquence du
fait que opérade des A-algebres est le modeéle minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96]
de Vopérade des algebres associatives. Ce fait implique que l'obstruction a la construction par
récurrence des morphismes gradués m;, i > 1, définissant une A.-structure sur un objet gradué
A est de la forme “m,, 11 doit tuer un certain cocycle (construit & partir des m;, 1 <4 <n)” (voir
B.1.2). La condition qui mesure obstruction & la construction par récurrence des A,,-morphismes
est du méme type (B.1.5). Nous appelons ’étude de ces obstructions la théorie de l’obstruction des
A o-algebres. Cette théorie est I'objet de 'appendice (B.1).

A la fin du chapitre 1, nous redémontrerons (1.4.1.1) la “compatibilité des structures Ao a
I’homotopie” : soit A une A, -algébre et

g:(V,d) — (Avmf)

une équivalence d’homotopie de complexes. Il existe une structure d’As.-algébre sur V telle que
my est égale a d et telle que V et A sont homotopes en tant qu’A. -algébres. Ce résultat est
bien connu. T. Kadeishvili [Kad80] et A. Prouté [Pro85] 'ont montré dans le cas ot d = 0 et sous
des hypotheses sur la graduation et la connexité en utilisant la méthode des obstructions. Le cas
général est dii & V. K. A. M. Gugenheim, L. A. Lambe et J. Stasheff [GLS91] qui utilisent “I’astuce
du tenseur” inventée par J. Huebschmann [Hue86]. Le point essentiel de leur démonstration est
que le lemme de perturbation [Gug72] est compatible & une structure additionnelle (de cogebre
dans notre cas). Sur ce sujet, voir aussi [HK91], [GL89] et les rappels historiques de la section
1.4. Notre démonstration de la “compatibilité & 'homotopie” (section 1.4.1.1) sera basée sur la
théorie des obstructions (B.1). La “compatibilité & 'homotopie” implique que toute A.-algebre A
admet un modéle minimal, i. e. une structure A, sur 'homologie H* A telle que H*A et A sont
homotopes en tant qu’A-algebres (1.4.1.4). Le lien entre un certain modele minimal obtenu par
notre méthode et celui obtenu par le lemme de perturbation [GLS91] est décrit en (1.4.2.1).

La “minimalité” du modele H*A ci-dessus se réfere au fait que la cogebre tensorielle B(H*A)
est un modele minimal (au sens de H. J. Baues et J.-M. Lemaire [BL77]) de la cogebre BA.

Chapitre 2 : une théorie de ’homotopie des polydules.

Soit A une A .-algebre augmentée. Rappelons que dans cette these les structures communément
appelées A,,-modules sur A sont appelées A-polydules (“poly” car la structure est donnée par
plusieurs multiplications).

Le but de ce chapitre est de décrire la catégorie dérivée D, A dont les objets sont les A-polydules
strictement unitaires. On adapte pour cela les méthodes d’algebre homotopique du chapitre 1 aux
A-polydules. La catégorie dérivée d’'une A .-algébre qui n’est pas munie d’une augmentation sera
étudiée au chapitre 4.

Soit C' une cogebre différentielle graduée co-augmentée cocomplete et Comc C la catégorie des C-
comodules différentiels gradués co-unitaires cocomplets. Nous construisons (2.2.2.2) une structure
de catégorie de modeles sur ComcC' qui est telle que, si A est une algebre différentielle graduée
augmentée et 7 : C' — A une cochaine tordante admissible acyclique, le couple de foncteurs adjoints
“produits tensoriels tordus” (2.2.1)

(— ® A,7®, C): ComcC — Mod A
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est une équivalence de Quillen. Les foncteurs “produits tensoriels tordus” remplacent ici les construc-
tions bar et cobar du chapitre précédent. La catégorie homotopique Ho Comc C' (voir appendice A)
est donc équivalente a la catégorie dérivée

DA = HoMod A.

Dans [HMS74], D. Husemoller, J. C. Moore et J. Stasheff ont démontré un résultat (le théoreme
5.15) un peu plus général mais sous des hypotheses sur la graduation et la connexité. Nous ne
considérerons pas ici les algebres et les cogebres étendues (voir [HMST74]), nous restreignant a
Pétude séparée des (co)algebres et de leurs (co)modules. Remarquons juste que notre résultat
(2.2.2.2) généralise la spécialisation du théoréme 5.15 de [HMS74] & la sous-catégorie formée des
algebres étendues (M, A,0), ol A est une algebre fixée et M un A-module, et & son image dans la
catégorie des cogebres étendues.

Nous étudions ensuite les objets fibrants de Comc C pour une certaine classe de cogebres C.
Soit A une A.-algebre augmentée et Mod, A la catégorie des A-polydules strictement unitaires
dont les morphismes sont les A,,-morphismes strictement unitaires. Notons BTA la construction
bar co-augmentée de la réduction A de A. Lorsque C est une cogebre isomorphe & BTA, nous
montrons (2.4.1.3) a 'aide de la théorie de lobstruction (B.2) qu’un objet de Comc C' est fibrant si
et seulement si il est facteur direct d’un objet presque colibre. Comme tous les objets de Comc C' sont
cofibrants, la sous-catégorie des objets cofibrants et fibrants est I'image essentielle de la construction
bar des A-polydules strictement unitaires. Nous en déduisons (2.4.2.2) que la catégorie dérivée

Do A = Modo A[{Qis} 1]

est équivalente au quotient de la catégorie Mod,, A par la relation d’homotopie (ceci montre le
théoreme des A-quasi-isomorphismes pour les A-polydules). La structure triangulaire de Do, A
sera étudiée dans la section (2.4.3).

Dans la section 2.5, nous étudions, par les mémes méthodes, la catégorie dérivée des bipolydules
(appelés A, -bimodules dans la littérature) strictement unitaires sur deux A ,-algébres augmentées.
Nous utiliserons les résultats de cette section dans la seconde partie de la theése qui concerne les
A -catégories.

Chapitre 3 : les unités.

Une K-algebre associative (A, ) est unitaire si elle est munie d’un morphisme 7 : K — A vérifiant
les relations
pune1)=1 et pu(len) =1.

11 existe plusieurs relevements de la notion d’unitarité aux A.-algébres. Nous en étudions deux :
Punitarité stricte (déja présente dans la version topologique de J. Stasheff [Sta63a]) et Vunitarité
homologique. L’unitarité stricte est la notion qui nous permettra de généraliser certaines propriétés
classiques des algebres unitaires aux A,.-algebres. L’unitarité homologique, plus générale, apparait
dans les exemples géométriques [Fuk93]. Nous montrons que d’un point de vue homotopique il n’y
a pas de différence entre ces deux relevements possibles de la notion d’unitarité. Plus précisément,
nous montrerons le résultat suivant : soit (AI goo) 1 18 catégorie des A-algebres homologiquement
unitaires dont les morphismes sont les A,.-morphismes homologiquement unitaires et (Algoo)su
la catégorie des Ao-algebres strictement unitaires dont les morphismes sont les A, -morphismes
strictement unitaires. Les catégories (Algoo)hu et (/—\Igoo)su deviennent équivalentes aprés passage
a l’homotopie (3.2.4.4). La démonstration de ce résultat sera basée sur une théorie de 'obstruction
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des A.-structures minimales (B.4) et sur lexistence d’'un modéle minimal strictement unitaire
pour les A -algebres strictement unitaires (3.2.4.1).

Récemment, K. Fukaya [FOOOO01], [Fuk01b], P. Seidel [Sei], A. Lazarev [Laz02] et V. Lyuba-
shenko [Lyu02] ont étudié le probleme des unités de maniére indépendante. Le relevement de la
notion d’unitarité de V. Lyubashenko se spécialise a notre notion d’unitarité homologique si on
travaille sur un corps (V. Lyubashenko travaille sur un anneau commutatif quelconque).

Chapitre 4 : la catégorie dérivée.

Ici, nous définissons la catégorie dérivée d’une A-algébre quelconque A (non nécessairement
strictement unitaire). Nous montrerons que, lorsque A est strictement unitaire, sa catégorie dérivée
admet les quatre descriptions suivantes (4.1.3.1) :

D1. la sous-catégorie triangulée Tria A de la catégorie dérivée Dy, (AT) (ott AT est 'augmentation
de A et Do (A™) est définie dans le chapitre 2),

D2. la catégorie
HooA = Modo A/ ~

ou Mod, A est la catégorie des A-polydules strictement unitaires et ~ est la relation d’homotopie,

D3. la catégorie localisée

(Modo A)[Qis™]
ou Qis est la classe des A .-quasi-isomorphismes de Mod, A,

D4. la catégorie localisée _
(Modzit 4)[Qis™"]

ott Modstriet A est la sous-catégorie non pleine de Mod,, A dont les morphismes sont les A -
morphismes stricts.

Nous montrerons (4.1.3.8) que si A est une algebre différentielle graduée unitaire, la catégorie
dérivée DA (voir par exemple [Kel94a]) est équivalente aux catégories définies ci-dessus.

Chapitre 5 : préliminaires sur les A -catégories.

La notion d’A-catégorie est une généralisation naturelle de celle d’A-algebre. Au début des
années 90, les travaux de K. Fukaya [Fuk93| (voir aussi [Fuk01b]) ont montré qu’elle apparait na-
turellement dans I’étude de ’homologie de Floer. Inspiré par ces travaux, M. Kontsevich, dans son
exposé [Kon95] au congres international, a donné une interprétation conjecturale de la symétrie
miroir comme 1’“ombre” d’une équivalence entre les catégories dérivées de deux A,.-catégories
d’origine géométrique (voir aussi [PZ98] ol cette conjecture a été démontrée pour les courbes ellip-
tiques). Dans la suite de cette theése, nous généralisons au cadre A .-catégorique les constructions
fondamentales de la théorie des catégories : le foncteur de Yoneda, les catégories de foncteurs, les
équivalences de catégories, etc. , et démontrons certains des résultats énoncés ou implicites dans
[Kon98]. Nous utiliserons ou adapterons pour cela certaines méthodes de la premiére partie de la
these.

Une A -catégorie est une A -algebre avec plusieurs objets, et réciproquement, une A -algebre
est une A . -catégorie avec un objet. Les problemes soulevés par 'augmentation du nombre d’objets
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sont nombreux et la généralisation des résultats des chapitres précédents est parfois tres technique
(par exemple pour I’homotopie entre A,-morphismes). Nous introduisons une bicatégorie C dont
les objets sont les ensembles. Comme C est une bicatégorie, pour tout ensemble O, la catégorie des
morphismes C(Q, Q) est une catégorie monoidale (voir [ML98, Chap. XII, §6]). Nous définissons
(5.1.2.1) une petite A, -catégorie dont I’ensemble des objets est en bijection avec un ensemble O
comme une A-algebre dans C(O, Q). Nous définissons ensuite les A, -foncteurs et les catégories
différentielles graduées Coo A et Coo (A, B) de A-polydules et A-B-bipolydules strictement unitaires
(A et B sont des A-catégories strictement unitaires). Un lemme clef qui sera utile pour la construc-
tion de I’A-foncteur de Yoneda (chapitre 7) est démontré en (5.3.0.1).

Chapitre 6 : la torsion d’A . -catégories.

Dans ce chapitre, nous généralisons aux A..-algebres une technique de torsion bien connue en
théorie des déformations (pour un panorama, voir par exemple [Hue99]). Soit .4 une A -catégorie.
Considérons I’équation de Maurer-Cartan généralisée

Zmi(x@)...@x) =0.
i=1

Nous montrons (6.1.2 et 6.2.4) qu’'une solution = de cette équation (lorsqu’elle a un sens) donne
une nouvelle A -catégorie A, appelée la torsion de A par x. La torsion des A -algebres est due
a K. Fukaya qui I’a introduite (ainsi que celle des Ly-algébres) dans [Fuk01b] et [Fuk0Ola] pour
Pétude des A,o-déformations. Nos formules pour les compositions tordues m?, i > 1, de A, sont
les mémes (& des signes équivalents pres) que dans [FukO1b] mais la démonstration du fait qu’elles
définissent bien une structure d’A-catégorie est différente. Nous décrivons ensuite la torsion des
A -foncteurs (6.1.3 et 6.2.5) et des (bi)polydules (6.1.4 et 6.2.6) par des solutions de I’équation de
Maurer-Cartan. Nous montrons aussi que si un A -foncteur f induit un quasi-isomorphisme dans
les espaces de morphismes, sa torsion f, induit elle aussi un quasi-isomorphisme dans les espaces
de morphismes (6.1.3.4).
La torsion sera utile dans les chapitres 7 et 8.

Chapitre 7 : A -foncteur de Yoneda et les objets tordus.

Soit A une catégorie. Rappelons que le foncteur de Yoneda est le foncteur
A— Mod A, A Homy(—,A).

Dans ce chapitre, nous relevons ce foncteur en un A -foncteur (7.1.0.1)
y: A—CxA, A Homy(—,A),

ol A est une A,-catégorie. Si A est strictement unitaire, nous montrons que I’A . -foncteur y est
strictement unitaire et qu’il se factorise par I’A-catégorie des objets tordus tw.4 (7.1.0.4). Les
compositions de I’A ,-catégorie tw.A sont obtenues par torsion (chapitre 6).

Si G est une catégorie différentielle graduée unitaire, la catégorie (différentielle graduée) des
objets tordus est due & A. I. Bondal et M. M. Kapranov [BK91] (ils la notent Pr-Tr*G). Le
but de [BK91] est de pallier un défaut des axiomes des catégories triangulées pour décrire les
catégories dérivées [Ver77] : le come n’est pas fonctoriel. Plutét que les catégories triangulées,
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ils consideérent les catégories pré-triangulées décrites a l’aide de la catégorie des objets tordus
et montrent ’équivalence de catégories suivante : soit & une catégorie pré-triangulée (HE est
alors triangulée). Soit G une sous-catégorie pleine de €. La sous-catégorie triangulée triaG C HE
engendrée par G est équivalente & la catégorie triangulée HO(Pr-Tr"G). Dans le cas A, on a les
mémes résultats : nous montrons (7.4) que si A est une A, -catégorie strictement unitaire, les
catégories

H%twA et triaAdcC DA

sont équivalentes (comme annoncé dans [Kon95]). De plus, nous montrons (section 7.6) que toute
catégorie triangulée algébrique qui est engendrée par un ensemble d’objets est A -pré-triangulée,
i. e. elle est équivalente & H"w.A, pour une certaine A, -catégorie A.

Soit A une A.-catégorie strictement unitaire. La catégorie Co. A est différentielle graduée et
A -foncteur de Yoneda y : A — Coo A induit (7.4.0.1) un quasi-isomorphisme dans les espaces de
morphismes. Nous en déduisons que I'image y(A) C Coo A est une catégorie différentielle graduée
unitaire qui est quasi-isomorphe a 4. Ceci montre que d’un point de vue homologique, I’étude des
A -catégories strictement unitaires (et méme homologiquement unitaires, par le chapitre 3) revient
a l’étude des catégories différentielles graduées unitaires. Concernant les catégories différentielles
graduées et leurs catégories dérivées, on renvoie & [Kel94a], [Kel99].

Chapitre 8 : ’A-catégorie des A -foncteurs.

Soit A et B deux A-catégories strictement unitaires. Nous définissons (8.1.1 et 8.1.3) une Aoo-
catégorie Func., (A, B) dont les objets sont les A..-foncteurs strictement unitaires A — B. La
difficulté consiste & définir les compositions supérieures des morphismes entre A,-foncteurs. Nous
utiliserons pour cela la méthode de la torsion du chapitre 6. Cette A ,-catégorie est fonctorielle en A4
et B (8.1.2). Nous en déduisons une 2-catégorie cat,, dont les objets sont les petites A -catégories
strictement unitaires et les espaces de morphismes A — B sont les catégories

catoo (A, B) = HFuncy (A, B), A,B € Objcat,,.
Nous caractérisons (8.2.2.3) ensuite les éléments

H e HomFuncoo(.A,B)(fag)a f’g A—-B

qui deviennent des isomorphismes f — g dans la catégorie caty, (A, B). La démonstration de cette
caractérisation utilisera l'existence d'un A -foncteur de Yoneda généralisé (8.2.1)

z 1 Funceo (A, B) — Coo (A, B)

qui induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.

L’ A -catégorie Funcy, (A, B) a été construite indépendamment par K. Fukaya [Fuk01b], V. Lyu-
bashenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soibelman [KS02a], [KS02b]. Bien qu’obtenues par des
méthodes différentes, les compositions de Funce (A, B) de [Lyu02] sont les mémes que les notres.

Chapitre 9 : les A -équivalences.

Soit A une A -catégorie strictement unitaire. Dans (9.1), nous relevons la notion d’isomorphisme
de H°A & A. Nous montrons ensuite quun A-foncteur f : A — B est une A,-équivalence si
et seulement si f; est un quasi-isomorphisme et s’il induit une équivalence de catégories (au sens
classique) entre H°A et H°B (9.2). D’autres démonstrations de cette caractérisation (annoncée
dans [Kon98]) se trouvent dans [Fuk01b] et [Lyu02].
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Rappelons trois résultats classiques sur les A-algebres :

1. (Relation d’homotopie) La relation d’homotopie sur les A,-morphismes est une relation
d’équivalence (1.3.1.3 a).

2. (A -quasi-isomorphisme) Tout A .-quasi-isomorphisme d’A-algébres est inversible a ho-
motopie pres (1.3.1.3 b).

3. (Modéle minimal) Toute A, -algébre admet un modeéle minimal (1.4.1.4).

Dans la littérature, les résultats 1 et 2 sont démontrés pour les A -algebres vérifiant certaines
conditions sur leur graduation ou leur connexité (voir les références figurant dans le corps du cha-
pitre). Le but de ce chapitre est de les généraliser aux A-algebres quelconques.

Plan du chapitre

Le chapitre est divisé en quatre sections. Dans la section 1.1, on fixe les notations et on définit les
algebres libres et les cogebres tensorielles.

Dans la section 1.2, on définit les A,.-algebres, les A ,-morphismes et les homotopies entre
A -morphismes. On rappelle les constructions bar et cobar (1.2.2).

Dans la section 1.3, nous montrons le résultat principal (1.3.1.2) de ce chapitre :

La catégorie Cogc des cogébres différentielles graduées cocomplétes admet une structure de catégorie
de modéles qui la rend Quillen-équivalente a la catégorie de modéles Alg des algébres différentielles
graduées. Tous les objets de Cogc sont cofibrants et les objets fibrants de Cogc sont ceux qui, en
tant que cogebres graduées, sont isomorphes a des cogébres tensorielles réduites.

La démonstration du fait que la catégorie Cogc admet une telle structure nous a été inspirée du
travail de V. Hinich [HinO1]. Nous considérons des objets filtrés et étudions dans ce cadre les
propriétés des constructions bar et cobar. La caractérisation des objets cofibrants sera immédiate
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car les cofibrations sont les injections. La caractérisation des objets fibrants sera un résultat plus
profond, conséquence du théoreme (1.3.3.1) : la catégorie des A -algébres Alg., admet une struc-
ture de “catégorie de modéles sans limites” dont la classe des équivalences faibles est formée des
A o -quasi-isomorphismes.

Notre démonstration de ce résultat sera entiérement basée sur la théorie de 'obstruction (voir
appendice B.1). Elle peut donc étre interprétée comme une conséquence du fait que 'opérade des
A -algebres est un modele cofibrant minimal au sens de M. Markl [Mar96] pour l'opérade des
algebres associatives.

Les A -algebres s’identifient par la construction bar aux objets fibrants et cofibrants de Cogc.
Les résultats 1 et 2 cités plus haut apparaitront alors comme des cas particuliers de résultats
fondamentaux de ’algebre homotopique de Quillen (voir appendice A).

Dans la section 1.4, nous remontrons (1.4.1.4) le résultat 3 (modele minimal). Notre démonstration
utilisera la théorie de I'obstruction. Ensuite, nous comparons (1.4.2.1) un modele minimal obtenu
ainsi avec celui obtenu grace au lemme de perturbation (voir par ex. [HK91]).

1.1 Rappels et notations

1.1.1 Objets différentiels gradués

Nous fixons des notations que nous utiliserons tout au long de ce chapitre.
La catégorie de base

Soit K un corps. Soit C une catégorie K-linéaire abélienne, semi-simple, cocomplete, aux colimites
filtrantes exactes (i.e. une K-catégorie de Grothendieck semi-simple). Nous supposons en outre que
C est munie d’une structure de catégorie monoidale K-bilinéaire donnée par un foncteur

®:CxC—C,
un objet neutre e, et des contraintes d’associativité et d’unitarité
XYY eZ2)~2(XY)® Z, Xe~X~e®X, X,Y,Z e C.

Nous supposons que pour tout objet X de C, les foncteurs X ® — et — ® X sont exacts et commutent
aux colimites filtrantes.

La catégorie des K-espaces vectoriels vérifie bien sir ces hypotheses. La raison pour laquelle
nous travaillons dans un cadre plus général est I'apparition naturelle d’autres exemples dans I’étude
des A-catégories (voir le chapitre 5).

Objets gradués
Un objet gradué (sur C) est une suite M = (MP),cz d’objets de C. Soit deux objets gradués M

et L. La catégorie GrC des objets gradués a pour espace des morphismes de M dans L l'espace
vectoriel Z-gradué de composantes

Homg,c(M, L)" = | [ Homc(M?, LP*7), reZ.

p
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On appelle morphismes gradués de degré r les éléments de la r-ieme composante. Le produit ten-
soriel de deux objets gradués M et L a pour composantes

(MeL"= @ M’ oL, n € Z.

ptg=n
Soit f: M — M’ et g: L — L’ deux morphismes gradués de degré r et s. Le produit tensoriel
f®g M®L— M &L
est le morphisme de degré r 4+ s dont la n-ieme composante est induite par les morphismes
(_1)105fp ® gq cMPR LI — MIPtT ® L/q-&-s, p—+q=n.

L’élément neutre pour le produit tensoriel gradué est I'objet gradué dont toutes les composantes
sont nulles sauf la 0-iéme, qui vaut e. Nous le notons aussi e. La catégorie GrC est ainsi munie
d’une structure de catégorie monoidale. On définit le foncteur suspension S : GrC — GrC par

(SM)" = M, i€ Z.
Nous notons
sy M — SM
le morphisme gradué fonctoriel de degré —1 de composantes

sty =1y MY — (SM)1, i€ Z.

Le morphisme s~! est noté w. Remarquons 1’égalité

w®i o S®i = (71)i(i2_1) ]_M@z:.

Objets différentiels gradués

Un objet différentiel gradué (ou complexe) est un couple (M,d), on M est un objet gradué et
d est une différentielle, c’est-a-dire un endomorphisme de M de degré +1, tel que d?> = 0. Le
sous-objet Z'M = kerd' de M’ est I'objet des cycles de degré i du complexe M. Le sous-objet
B'M = Imd‘~! de Z'M est I'objet des bords de degré i du complexe M. Si (M, dyy) et (L,dy) sont
deux complexes, nous munissons l’espace des morphismes gradués Homg,.c (M, L) de la différentielle
6 dont les composantes sont

8" : Homg,c(M,L)" — Homg,c(M,L) 1, reZ.
f — dpof—(=1)"fody

La catégorie CC a pour objets les complexes et pour espaces de morphismes
Homec (M, L) = Z°(Homg,c(M, L), 5).
Si M et L sont deux complexes, on munit le produit tensoriel gradué M ® L de la différentielle

dyer =dy @1 + 1y ®dr.
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Nous avons ainsi muni CC d’une structure de catégorie monoidale d’objet neutre I'objet gradué
e muni de la différentielle nulle. Si M est un complexe, nous munissons sa suspension SM de la
différentielle

_ -1
dsy = —spodyrosyy.

Le foncteur homologie H : CC — GrC envoie un complexe M sur l'objet gradué HM de
composantes

H'M = Z'M/B'M, i€ Z.

Un quasi-isomorphisme de CC est un morphisme qui induit un isomorphisme en homologie. Un
complexe est acyclique s’il est quasi-isomorphe & ’objet nul. Deux morphismes de complexes f, g :
M — L sont homotopes s'il existe un morphisme r : M — L de degré —1 tel que §(r) = f — g.
L’homotopie est une relation d’équivalence. La catégorie HC a pour objets les complexes et pour
espaces de morphismes de M dans L les classes d’homotopie de morphismes de la catégorie CC :

Homyc(M, L) = H°(Homg,c(M, L), 6).

Nous notons encore H : HC — GrC le foncteur induit par le foncteur homologie.

1.1.2 Algebres et cogebres
Algébres
Soit M l'une des catégories C, GrC ou CC. Une algébre (A, ) dans M est un objet A muni d’une
multiplication p : A® A — A associative (et de degré 0 si M = GrC). Définissons p(?) = ju, et pour
tout n >3, ul™ : A®" — A par
p™ = p(1 @ pnh).

Pour n > 1, on appelle cok (") algébre des n-irréductibles de A.
Soit f,g : A — B deux morphismes d’algebres. Une (f,g)-dérivation est un morphisme D :
A — B vérifiant la regle de Leibnitz

Dop=po(feD+D®yg).

Une dérivation de algebre A est une (14,1 4)-dérivation.
Soit V un objet gradué de M. L’algébre tensorielle réduite sur V' est 'objet

TV = @V@

i>1
muni de la multiplication u dont les composantes
V®i ® V®j _ V®i+j _ TV

sont données par la contrainte d’associativité de la catégorie monoidale M. Une algebre A de M
est libre si elle est isomorphe a TV pour un objet V de M. Nous avons alors V =~ cok 1 4.

Lemme 1.1.2.1 (propriété universelle de ’algébre tensgrielle)
Soit (A, ) une algébre. Pour n > 1, nous notons j, : V" — T(V) Uinjection canonique.
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a. L’application f +— foji est une bijection de I’ensemble des morphismes d’algébres T(V) — A
sur l'ensemble des morphismes V. — A de M (de degré 0 si M = GrC). L’application inverse
associe a g : V. — A le morphisme d’algébres mor(g) : TV — A dont la n-iéme composante
est

(n)

®n
yon g, g®n L 4 n>1.

)

b. Soit f,g: A — B deux morphismes d’algébres. L’application D — D o j; est une bijection de
Uensemble des (f, g)-dérivations sur l’ensemble des morphismes V. — A de M. L’application
inverse associe a h : V. — A la (f,g)-dérivation der(h) : TV — A dont dont la n-iéme
composante est

u(")o Z (f®l®h®g®j) , n>1.
I+14+j=n
O
Une algébre graduée (resp. différentielle graduée) est une algebre de la catégorie GrC (resp. de la
catégorie CC). Nous notons Alg la catégorie des algebres différentielles graduées. Un morphisme de
Alg est un quasi-isomorphisme $’il induit un isomorphisme en homologie. Une algebre différentielle

graduée est presque libre si elle est libre en tant qu’algebre graduée. Deux morphismes f,g: A — B
de Alg sont homotopes s'il existe une (f, g)-dérivation H : A — B graduée de degré —1 telle que

f—g=dH + Hd.

Il résultera de la proposition A.13 appliquée a ’exemple 1.3.1.1 que, si 'algebre A est presque libre,
la relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur ’ensemble des morphismes d’algebres de
A dans B.

Cogebres

Une cogéebre dans M est la donnée d’un objet C' muni d’une comultiplication A : C' — C®C' co-
associative, i. e. (A®1)A = (1® A)A. Définissons A®) = A et, pour tout n > 3, A : ¢ — C®"
par

AW = (1272 g A) o AP7D),

Soit n > 1. Le noyau Cj,) = ker A1) est une sous-cogebre de C'; nous Pappelons la sous-cogébre
des n-primitifs de C. La suite croissante de sous-cogebres

C[l] C O[g] C C[g] C -
est la filtration primitive de la cogebre C. La cogebre C' est cocompleéte si 'on a
colimCp; = C.

Soit f et g : C — B deux morphismes de cogebres. Une (f, g)-codérivation est un morphisme
D : C — B vérifiant l'identité duale de la regle de Leibniz

AoD=(f@D+D®g)oA.

Une codérivation de C est une (1¢, 1¢)-codérivation.
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Soit V un objet de M. La cogébre tensorielle réduite sur V est 'objet

TV = Pve

i>1
muni de la comultiplication dont la n-ieme composante
VO — @iy VI @ VO TV @ TV,

est la somme des morphismes V&" — V& @ V® donnés par la contrainte d’associativité de la
structure monoidale de M. Remarquons que si C' est isomorphe a une cogebre tensorielle réduite,
elle est isomorphe & T¢(Cyy)). Les cogebres tensorielles réduites sont cocompletes.

Lemme 1.1.2.2 (propriété universelle de la cogebre tensorielle)
Soit C une cogébre cocompléte. Pour n > 1, nous notons p, : T<(V) — V" la projection cano-
nique.

a. L’application f — p1 o f est une bijection de l’ensemble des morphismes de cogébres sur
lensemble des morphismes C — V de M (de degré 0 si M = GrC). L’application inverse
associe ¢ g : C — V le morphisme de cogébres mor(g) : C — TV dont la n-iéme composante
est

cAlgen e yen s

b. Soit f,g : C — TV deux morphismes de cogébres. L’application D + p; o D est une
bijection de l’ensemble des (f,g)-codérivations C — TV sur I’ensemble des morphismes
C — V. L’application inverse associe a h : C — V la (f, g)-codérivation cod(h) : C — TV
dont la n-iéme composante est

S (fFeoheg®) | oA, n>1.
I+14j=n

Remarque 1.1.2.3 L’isomorphisme canonique
e——e®e

fait de C' = e une cogebre. Elle n’est pas cocomplete. Aucun morphisme non nul C — V ne se
releve en un morphisme de cogebres C' — T¢V.

Nous notons Cog la catégorie des cogebres différentielles graduées et Cogc la sous-catégorie de
Cog formée des cogebres cocomplétes. Deux morphismes f,g : C — B de cogebres différentielles
graduées sont homotopes s’il existe une (f, g)-codérivation graduée H : C — B de degré —1 telle
que

f—g=dH+ Hd.

Il résultera du théoreme 1.3.1.2 et du lemme A.12 que, si la cogebre graduée sous-jacente a B est
isomorphe a une cogebre graduée tensorielle réduite, I’homotopie est une relation d’équivalence sur
I’ensemble des morphismes de cogebres de C' dans B.



1.2 : A-algebres et A-cogebres

25

1.2 A -algebres et A, -cogebres

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1.1 Soit n un entier > 1. Une A, -algébre est un objet A de GrC muni d’une famille
de morphismes gradués
m; s A% — A, 1<i<n,

de degré 2 — i vérifiant, pour tout 1 < m < n, ’équation
(+m) > (=) m (1% @ my ©19Y) = 0

dans Homg,c(A®™ A), ol les entiers 14, j, k,l sont tels que j +k+1=meti=75+1+1 Une
A o-algébre (ou algébre fortement homotopiquement associative) est un objet A de GrC muni de
morphismes gradués m; : A®" — A, i > 1, de degré 2 —i vérifiant 1’équation (,,) pour tout m > 1.

Définition 1.2.1.2 Un A, -morphisme d’Ay-algebres f : A — B est une famille de morphismes
gradués
fi A% = B, 1<i<n,

de degré 1 — ¢ vérifiant, pour tout 1 < m < n, I’équation
(ki) Y (CDHEAY @mp @19 = Y (~1*me(fiy ® ... ® i)

dans Homg,c(A®™, B), ol les entiers i, j, k,! dans la somme de gauche sont tels que j+k+1=m

eti=j+141et
s= 3 ((1—iu) 3 iv>.

2<u<r 1<v<u

Un Aj,-morphisme f est strict si f; = 0 pour tout ¢ > 2. La composition d'un A,-morphisme
f:A— B avec un Aj-morphisme g : B — C est définie par

@hHm=>_ Y. (Delfi®...f)

r i1+..+i.=m

en tant que morphisme de A®™ sur C, ol s est le méme signe que précédemment. L’identité de
I’A,-algebre A est le A -morphisme tel que fi =14 et f; =0si 2 <i < m. Un A, -morphisme
est une famille de morphismes gradués f; : A®* — B, i > 1, de degré 1 — i vérifiant ’équation
(%) pour tout m > 1. Pour les A -algebres, les composantes de la composition et de 'identité
sont définies par les mémes formules que pour les A -algebres..

Il résultera de la section 1.2.2 qu’on obtient ainsi une catégorie. Notons Alg., la catégorie des
A -algebres. De méme, pour tout n > 1, on obtient la catégorie Alg,, des Ay -algébres.

Remarque 1.2.1.3 La définition des A-algebres implique les formules suivantes qui expliquent
I'autre appellation d’une A,.-algébre: algebre fortement homotopiquement associative. L’égalité

(*1) mymi =0
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montre que (A,mq) est un complexe. L’égalité
(*2) mymg =ms(m1 ®1+1&my)

de morphismes A®2 — A signifie que la différentielle m, est une dérivation pour la multiplication
meo. L’égalité

(k3)  ma(ma®@1—1@m2)=mmz+mz(mM @101+10m 1+1111m)

de morphismes A®3 — A exprime que le défaut d’associativité de ms est égal au bord de ms dans
le complexe
HOI’T]gT(:((A7 777‘1)@)37 (A7 ml))

Ceci signifie que I'objet gradué A muni de la multiplication ms est une algebre dont la multiplication
est associative & homotopie pres.
De méme, la définition d’'un A,,-morphisme f : A — B implique les formules suivantes.
L’égalité
(1) Jimi =mafi

signifie que le morphisme gradué f; est un morphisme de complexes. L’égalité

(#x2) Jime =ma (f1 @ fi) +mifo+ fo(mi @1+ 1@ m;)

signifie que le défaut de compatibilité de f; aux multiplications de A et B est mesuré par le bord
de fy dans
HomgT'C((A7 m1)®27 (Bv ml))

Remarque 1.2.1.4 Si (V,d) est un complexe, les morphismes
my = d, m; =0 pour 1i>2

définissent une structure d’A .-algebre sur V. La catégorie CC des complexes est une sous-catégorie
non pleine de Alg_.

Remarque 1.2.1.5 Si ((A,d), m) est une algebre différentielle graduée, les morphismes
mp =d, mo =m, m; =0 pour i>3

définissent une structure d’A.-algebre sur A. Réciproquement, si dans une A-algebre A, les
multiplications m; sont nulles pour ¢ > 3, le complexe (A, m;) muni de la multiplication mg :
A® A — A est une algebre différentielle graduée. La catégorie Alg des algebres différentielles
graduées est une sous-catégorie non pleine de Alg.

Définition 1.2.1.6 Un A, -quasi-isomorphisme f est un A,-morphisme tel que f; est un quasi-
isomorphisme de complexes.

Définition 1.2.1.7 Soit A et A’ deux A.-algebres. Soit f et g deux A.-morphismes A — A’
Une homotopie entre f et g est une famille de morphismes

hi;: A®" — B, 1 <1,
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de degré —i vérifiant, pour tout 1 < n, 'équation (x * *,,)

fo=gn = XEDMepan(fi, ®...0 fi, @b © g5, ® ... © g5,)
+ 32 (=1)F R (197 @ my, @ 194)

dans Homg,.c(A®™, B), ol la somme des entiers i1, .. .4, k,j1,...J; vaut n, olt j + k +1=n et olt

s=t+ Y (I—ja)n=> ju)+k Y iut Y (1—ia)) iu

1<a<t u>a 1<u<lr 2<a<lr u<a

Deux A.,-morphismes d’A -algebres f et g sont homotopes si il existe une homotopie entre f et
g.

Définition 1.2.1.8 Une A, -cogébre (ou cogébre fortement homotopiquement co-associative) est
un objet C' de GrC muni d’une famille de morphismes gradués

A;: C— C% 1>1,
de degré 2 — i telle que le morphisme

s7c — s o)®

i>1
dont les composantes sont les
—w® o A;os (ol w=s"1)

se factorise par le monomorphisme

PsroE — s o)

i>1 i>1
et que, pour tout m > 1, on a
Z(il)zﬁr]’k(l@i ®A;® 19%)A; =0,
ou les les entiers i, j, k, I dans la somme de gauche sont tels que t +j+k=metl =i+ 1+ k.
La construction cobar ci-dessous permettra de mieux comprendre cette définition.

1.2.2 Constructions bar et cobar

La construction bar est due & S. Eilenberg et S. Mac Lane [EML53] pour les algeébres différentielles
graduées (voir aussi [Carb5]) et a J. Stasheff [Sta63b] pour les A-algebres. Elle permet, entre
autres, de reformuler la définition des A..-structures. Elle donne aussi une explication (1.2.2.2)
des signes apparaissant dans les équations (x,,) de la définition des A, -algebres. La construction
cobar est I’analogue de la construction bar dans le cas des A-cogebres [Ada56].

Construction bar

Soit A un objet gradué. Soit une famille de morphismes gradués

mi: A% — A, i>1,
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de degré 2 — i. Pour tout ¢ > 1, nous définissons une bijection

Homch(A‘X’i,A) — Homgrc((SA)®i7SA)

mil—>bi

par la relation

b; = —s om; o w®? U -1

Remarquons que le morphisme b; est de degré +1.

Soit T¢(SA) la cogebre tensorielle réduite graduée sur SA. En vertu du lemme 1.1.2.2, le
morphisme

Psa)® — s

i>1

de composantes les b; se releve en une unique codérivation
b:T¢(SA) — T<(SA).
Lemme 1.2.2.1 (J. Stashefl [Sta63b]) Les propositions suivantes sont équivalentes :
a. Les m; définissent une structure de Ao -algébre sur A.

b. Pour chaque m > 1, l’équation suivante est vérifiée

> b(1¥ @b 1% =0.

Jt+k+l=m
jH1t+l=i

c. La codérivation b est une différentielle, i. e. b> = 0.

Démonstration : L’équivalence entre les deux premiers points résulte des égalités suivantes dans
Homgrc (A®Z, SA)

bio (197 @b, ®1%) = smiw® o (197 ® smuw®F @ 197)
(_1)1 sm; o (w®j ® (my o w®k) ® w®l)
_ (_1)l+jk sm; o (1®j @M ® 1®l) ° w®n'

Comme la codérivation b est de degré impair, son carré est encore une codérivation. Par le lemme
1.1.2.2, nous avons donc b? = 0 si et seulement si p1b? = 0. Ceci montre ’équivalence des deux
derniers points. O

Remarque 1.2.2.2 (signes) Le choix de la bijection m; < b; n'est pas canonique. Un autre
choix donnerait d’autres signes dans les équations (x,,) de la définition 1.2.1.1.

Définition 1.2.2.3 La cogebre différentielle graduée (T<(SA), b) associée & une A..-algebre A est
notée BA et s’appelle la construction bar de A.



1.2 : A-algebres et A-cogebres

29

Soit A et A’ deux A.-algebres. Pour tout 7 > 1, nous définissons une bijection
HOmgrc(A(X)i,A/) — HOmch((SA)(X)i, SA/)

par la relation ‘
wo Fy = (=) f; 0 w®

ou F; est un morphisme gradué de degré

F;|. Soit une famille de morphismes gradués
fi A% A i>1,

de degré 1 — . Soit
F:BA — BA

le morphisme de cogebres graduées qui releve le morphisme

PS4 — sa’

i>1

de composantes les F;. Une démonstration similaire a celle du lemme 1.2.2.1 montre que les f;
définissent un morphisme d’A-algebres si et seulement si F' est compatibles aux différentielles.
Alinsi, les équations (x#,,) sont la traduction du fait que la (F, F')-codérivation Fobgs —bgar o F
s’annule.

Soit A et A’ deux A.-algebres. Soit f et g deux A,-morphismes d’A.-algébres. Notons F
et G les morphismes de cogebres BA — BA’ correspondant & f et g. Soit H : BA — BA’ une
(F, G)-codérivation de degré —1. Elle est déterminée (1.1.2.2) par sa composée avec la projection
sur SA’

pioH:BA— SA.

dont les composantes sont notées
H;: (SA)®" — SA', i>1.

Les bijections F; < f; envoient les morphismes H; sur des morphismes h; : A®* — A/, i > 1.
Ceci définit une bijection de ’ensemble des (F, G)-codérivations de degré —1 vers le produit des
espaces de morphismes gradués A®? — A’, i > 1, de degré —i. Cette bijection envoie une homotopie
H : BA — BA’ entre les morphismes de cogebres F' et G sur ’homotopie entre les A ,,-morphismes
f et g définie par la famille

hi: A% — A", > 1.

Les équations (x  *,,) de la définition 1.2.1.7 sont la traduction de I’équation F — G = §(H).

On obtient ainsi un foncteur B : Alg,, — Cogc appelé le foncteur construction bar. 11 en-
voie des A -morphismes homotopes sur des morphismes homotopes de cogebres. La construction
bar induit une équivalence entre la catégorie des A.-algebres et la sous-catégorie pleine de Cogc
formée des cogebres différentielles graduées dont la cogebre graduée sous-jacente est isomorphe a
une cogebre graduée tensorielle réduite.

Soit V' un objet gradué et n > 1. La sous-cogebre des n-primitifs de T¢V a pour espace gradué

sous-jacent
D ve
1<i<n



30

Chapitre 1 : Théorie de I'’homotopie des A .-algebres

Nous notons T[Cn}V cette cogebre. Un raisonnement analogue a celui que nous venons de faire pour
les A -algebres permet de construire un foncteur pleinement fidele

B,, : Alg, — Cogc

qui envoie une A-algebre A sur la cogebre différentielle graduée (T[Cn | (SA),b), our b est la différentielle
construite a l'aide de la bijection b; < m;.

Construction cobar

Soit C' un objet gradué. Pour ¢ > 1, définissons la bijection

Homg,c(C,C®) = Homg,c(S1C,(S71C)®%)

par la relation 4
D, = —w® oA, 0s.

Soit une famille de morphismes gradués
AisCHC@i, i>1,
de degré 2 — 7 telle que le morphisme

s7c — [ oy®

i>1
dont les composantes sont les D;, ¢ > 1, se factorise par le monomorphisme

Pso)E — [ o)®

i>1 i>1

Grace au lemme 1.1.2.1, le morphisme gradué S~'C — TS~'C obtenue ainsi s’étend en une
unique dérivation d’algébres de TS~1C. A I'aide du lemme 1.1.2.1, nous montrons qu’on a D? = 0
si et seulement si les A; définissent une structure d’A,,-cogebre sur C. Ainsi, les différentielles de
l'algebre T'S~C sont en bijection avec les structures d’A.-cogebre sur objet gradué C.

Définition 1.2.2.4 On note QC I'algebre différentielle graduée (T'S~'C, D) associée & une A -
cogebre C'. Elle s’appelle la construction cobar de C.

La catégorie Cog,, des A,,-cogebres a pour objets les A -cogebres. On définit ses morphismes de
telle maniere que la construction cobar

Q: Cog,, — Alg

devienne un foncteur pleinement fidele. La catégorie des cogebres différentielles graduées s’identifie
alors & une sous-catégorie (non pleine) de la catégorie des Ao-cogebres.

On note encore B (resp. ) la restriction de la construction bar (resp. cobar) aux algebres
(resp. cogebres cocompletes) différentielles graduées.

Lemme 1.2.2.5 Le foncteur 2 : Cogc — Alg est adjoint o gauche au foncteur B : Alg — Cogc.
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Démonstration : Ce lemme est bien connu. Soit A une algebre et C' une cogebre cocomplete.
Il s’agit de montrer que nous avons un isomorphisme fonctoriel

HomCogc(C7 BA) = HomA|g(QC, A).

Soit F': C' — BA un morphisme de cogebres. Comme BA est une cogebre tensorielle réduite en
tant que cogebre graduée, la donnée de F' équivaut (1.1.2.2) a celle de

f=mF:C— SA.

Posons 7 = w o f. La condition dg4 o F — F o dc = 0 se traduit par le fait que 7 est une cochaine
tordante, c’est-a-dire que l'on a

daoT+7odc+mor®o0A=0.

Le morphisme gradué f’ = 7o s s’étend de maniére unique (1.1.2.1) en un morphisme d’algébres
F': QC — A car QC est libre sur S~'C en tant qu’algebre graduée. La compatibilité de F’ & la
différentielle est équivalente au fait que 7 est une cochaine tordante. O

1.3 Cogc comme catégorie de modeles

Plan de la section

Cette section est divisée en cing sous-sections.

Dans la premiére sous-section (1.3.1), nous rappelons [Hin97] la structure de catégorie de
modeles sur la catégorie Alg des algebres différentielles graduées. Nous énongons le théoreme prin-
cipal (1.3.1.2) et en déduisons théoréme des Ao -quasi-isomorphismes (1.3.1.3. a) et le théoréme
de l’homotopie (1.3.1.3. b).

Dans la deuxieéme sous-section 1.3.1, nous montrons le théoréme principal (1.3.1.2). Pour la
caractérisation des objets fibrants de Cogc, nous aurons besoin de certains résultats de la sous-
section suivante.

Dans la sous-section 1.3.3, nous montrons que la catégorie Alg., admet une structure de
“catégorie de modeles sans limites” (1.3.3.1). Nous montrons ensuite que la construction bar
B : Alg,, — Cogc est compatible aux structures de catégorie de modeles (“sans limites”) de Alg,
et Cogc (1.3.3.5).

Dans la sous-section 1.3.4, nous comparons 'homotopie & gauche (au sens des catégories
de modeles) avec 'homotopie “au sens classique” sur les morphismes de cogebres différentielles
graduées cocompletes.

Dans la sous-section 1.3.5, nous comparons les équivalences faibles de Cogc avec les quasi-
isomorphismes de Cogc.

1.3.1 Le théoreme principal

Le lecteur qui n’est pas familier avec les catégories de modeles au sens de Quillen trouvera dans
I'appendice A quelques rappels de certains énoncés clefs et les références classiques.

La catégorie de modeles Alg

Dans la catégorie Alg des algebres différentielles Z-graduées (1.1.2), considérons les trois classes
de morphismes suivantes :
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- la classe QQis des quasi-isomorphismes,
- la classe Fib des morphismes f : A — B tels que f™ est un épimorphisme pour tout n € Z,

- la classe Cof des morphismes qui ont la propriété de relevement a gauche par rapport aux
morphismes appartenant a Qis N Fib.

Soit E I'une des sous-catégories pleines de Alg dont les objets sont respectivement
(TI) les algebres A telles que AP = 0 pour tout p > 0,
(II) les algebres A telles que AP = 0 pour tout p < 0.

H. Munkholm a démontré dans [Mun78] que E devient une catégorie de modeles si on la munit de
ENQis, EN Fib et de la classe des morphismes de E qui ont la propriété de relevement a gauche
par rapport aux morphismes de E N Qis N Fib. Le résultat de H. Munkholm a été renforcé par
V. Hinich :

Théoréme 1.3.1.1 (Hinich [Hin97]) La catégorie Alg munie des classes de morphismes définies
ci-dessus est une catégorie de modéles. Les algébres cofibrantes sont les algébres qui sont isomorphes
a une algébre presque libre. Toutes les algébres sont fibrantes. O

Le cas plus général ot 'anneau de base n’est pas un corps est dit & J. F. Jardine [Jar97]. S. Schwede
et B. Shipley [SS00] ont généralisé ces résultats & des catégories d’algébres dans des catégories de
modeles monoidales'.

Le théoréme principal et ses conséquences

Dans la catégorie Cogc des cogebres cocompletes différentielles graduées, nous considérons les
trois classes de morphismes suivantes :

- la classe £q des équivalences faibles est formée des morphismes f : C — D tels que QF :
QC — QD est un quasi-isomorphisme d’algebres,

- la classe Cof des cofibrations est formée des morphismes f : C — D qui, en tant que
morphismes de complexes, sont des monomorphismes,

- la classe Fib des fibrations est formée des morphismes qui ont la propriété de relevement a
droite par rapport aux cofibrations triviales.

Il s’avere que la classe des équivalences faibles est strictement incluse dans la classe des quasi-
isomorphismes de cogebres (voir 1.3.5). De 'autre c6té, il est bien connu (et nous le redémontrerons,
voir la proposition 1.3.5.1) qu’un quasi-isomorphisme entre cogebres cocomplétes est une équivalence
faible si les deux cogebres sont concentrées en degrés < —1 ou en degrés > 0.

Théoréme 1.3.1.2  a. La catégorie Cogc munie des trois classes de morphismes ci-dessus est
une catégorie de modéles. Tous ses objets sont cofibrants. Un objet de Cogc est fibrant si et
seulement si sa cogebre graduée sous-jacente est isomorphe a une cogebre tensorielle réduite.

b. Munissons la catégorie Alg de la structure de catégorie de modéles du théoréeme 1.3.1.1. La
paire de foncteurs adjoints (2, B) de Cogc dans Alg est une équivalence de Quillen.

1 “monoidales” se rapporte & “catégories” ("modele” est masculin).
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Démonstration : Voir la section suivante 1.3.2. O

Le point b du théoréme renforce des théorémes classiques (voir [Moo71], [HMS74, th. 4.4 et 4.5]).
Il semble étre nouveau sous la forme que nous donnons. Notre démonstration est une adaptation de
celle de Hinich [Hin01], basée & son tour sur celle de Quillen [Qui69]. Le fait que les foncteurs bar et
cobar induisent des équivalences inverses I'une de 'autre dans les catégories homotopiques est non
trivial mais sa démonstration n’est pas tres difficile. Déduisons maintenant, grace aux techniques
d’algebre homotopique de Quillen (voir appendice A) le théoréme des A -quasi-isomorphismes, le
théoréme de I’homotopie et la généralisation du théoreme [Mun78, Thm. 6.2] de H. J. Munkholm.

Corollaire 1.3.1.3  a. La relation d’homotopie (voir 1.2.1.7) dans Alg., est une relation d’équi-
valence.

b. Un quasi-isomorphisme d’A..-algébres est une équivalence d’homotopie (i. e. un isomor-
phisme dans la catégorie quotient de Alg., par la relation d’homotopie).

c. Soit dash la sous-catégorie pleine de Alg . formée des algebres différentielles graduées. Notons
~ la relation d’homotopie sur dash. L’inclusion Alg — dash induit une équivalence

Alg[Qis™'] = dash/~ .

L’idée du point ¢ remonte & J. Stasheff et S. Halperin [SH70]. Il a été démontré sous les con-
ditions (I) ou (II) (voir en haut de cette section) par H. J. Munkholm [Mun78]. Les points a et b
sont connus (surtout parmi les spécialistes de ’homotopie rationnelle) depuis le début des années
80, au moins pour des A -algébres connexes (i. e. concentrées en degrés homologiques > 1), voir
par exemple A. Prouté [Pro85, chap. 4] ou T. V. Kadeishvili [Kad87].

Démonstration : Par la section 1.2.2, nous savons que deux morphismes d’A-algebres
fig: A— A

sont homotopes si et seulement si Bf et Bg sont des morphismes de cogebres homotopes. Par
le théoréme principal (1.3.1.2), la cogébre BA’ est fibrante dans Cogc et tout objet de Cogc
est cofibrant. Acceptons provisoirement (voir 1.3.4.1 plus bas) le résultat suivant : la relation
d’homotopie au sens classique sur Homcogc (BA, BA') est égale a la relation d’homotopie & gauche
pour la catégorie de modeles Cogc.

a. C’est le lemme A.12 appliqué a la catégorie de modeles fermée Cogc.

b. Un A.-quasi-isomorphisme f : A — A’ induit (voir 1.3.3.5 plus bas) un morphisme

Bf: BA— BA',

qui est une équivalence faible de Cogc entre objets fibrants et cofibrants. Il est donc inversible &
homotopie pres dans Cogc (voir la proposition A.13).
c. Par le théoreme principal 1.3.1.2, le foncteur B induit une équivalence

Alg[Qis™'] = Ho Alg = Ho Cogc.
Nous avons 1’équivalence (voir A.13)

Cogcs/ ~ — Ho Cogc.
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Le foncteur B prend ses valeurs dans Cogc. Il induit donc une équivalence
Alg[Qis™] > Cogeye/~ .

Son image est isomorphe & dash/~. O

1.3.2 Démonstration du théoréme principal

Notre démonstration du théoreme principal 1.3.1.2 nécessite I’étude préalable des algebres et des
cogebres filtrées.

Objets filtrés

Soit M I'une des catégories GrC ou CC. Une filtration d’un objet X de M est une suite croissante
XocXiCc---CcX;C X1 C---, 1€N
de sous-objets de X. Elle est ezhaustive si 'on a
colimX; = X.

Elle est admissible si elle est exhaustive et si Xog = 0. Un objet filtré de M est un objet de M muni
d’une filtration. Soit X et Y deux objets filtrés. L objet gradué GrX associé a X est défini par la
suite d’objets de M

Gro = X(), GrlX = XZ'/Xifl, ) Z 1.

Un morphisme f: X — Y de M est un morphisme d’objets filtrés si on a
f(Xi) CY;
pour tout ¢ € N. Le produit tensoriel X ® Y est muni de la filtration définie par la suite
(X®Y)i= Y X,0Y, icN.
p+q=i

Ceci munit la catégorie des objets filtrés de M d’une structure de catégorie monoidale dont 1’élément
neutre est 'objet e muni de la filtration e; = e, i € N. La suspension SX de 'objet de M sous-
jacent & X est munie de la filtration donnée par (SM); = SM;, i € N.

Un complexe filtré est un objet filtré de CC.

Définition 1.3.2.1 Soit X et Y deux complexes filtrés. Un morphisme f : X — Y est un quasi-
isomorphisme filtré si les morphismes

Gr,C — Gr;D, i€ N,
induits par f sont des quasi-isomorphismes de complexes.

Une algébre filtrée (resp. cogébre filtrée) est une algebre (resp. cogebre) dans la catégorie des
complexes filtrés. Une cogebre filtrée admissible est une cogebre C' munie d’une filtration admis-
sible. Notons qu’on a alors

ACiJrl cCi® CZ‘, i€ N.
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Nous montrerons (1.3.2.2) que tout quasi-isomorphisme filtré entre cogebres filtrées admissibles est
une équivalence faible de Cogc.

Soit C' une cogebre filtrée, cocomplete en tant que cogebre. La filtration de C' induit une
filtration sur chaque puissance tensorielle de S~'C. Nous obtenons ainsi une filtration d’algebre
sur la construction cobar QC. Soit C' et D deux cogebres filtrées cocompletes. Munissons les
constructions cobar QC' et QD des filtrations induites par celles de C et D. La construction
cobar envoie un morphisme de cogebres filtrées f : C — D sur un morphisme d’algebres filtrées
Qf : QC — QD.

Soit A une algebre filtrée. La filtration de A induit une filtration de cogebre sur la construction
bar BA de A. Soit A et A’ deux algebres filtrées. Munissons les constructions bar BA et BA’ des
filtrations induites par celles de A et de A’. La construction bar envoie un morphisme d’algebres
filtrées f : A — A’ sur un morphisme de cogebres filtrées Bf : BA — BA’.

Soit C' une cogebre cocomplete. La filtration primitive de la cogebre C' est définie par la suite
des sous-cogebres des i-primitifs Cf;, ¢ > 1, complétée par Clgp = 0. Comme la catégorie de base
C est semi-simple, la filtration primitive de C' est une filtration de cogebre. Elle est admissible et
induit une filtration sur QC, qui induit une filtration sur la construction bar BQC. Nous appelons
cette derniere filtration la filtration C-primitive de BQC.

Lemme 1.3.2.2 Un quasi-isomorphisme filtré de cogebres filtrées admissibles est une équivalence
faible.

Démonstration : Soit C' et D deux cogebres admissibles et f : C — D un quasi-isomorphisme
filtré. Nous allons montrer que le morphisme d’algebre

Qf: QC — QD

est un quasi-isomorphisme filtré pour les filtrations de 2C et 2D induites par celles de C et D.
On rappelle que la différentielle de Q2C' est I'unique codérivation d qui reléve le morphisme

S~ = QC

de composantes non nulles wdcs et wAs®2. Munissons QC de la filtration induite par celle de C'.
Soit 7 > 1. Comme la filtration de C' est admissible, Gr;(C®7) = 0 si j > i. Munissons

GrOC = Gri< D C®J‘)

1<5<i

de la filtration

R=Gi( @ %), iz

i—1<j<i

La contribution de wAs®? dans la différentielle d de Gr;QC fait décroitre la filtration. Ainsi, seul le
morphisme wd¢cs contribue a la différentielle de I'objet gradué associé au Fj, [ > 1. Le morphisme

Gr,QC — Gr; QD

est filtré pour cette filtration et il induit clairement un quasi-isomorphisme dans les objets gradués.
O
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Lemme 1.3.2.3 a. Soit A et A" deux algebres différentielles graduées. La construction bar
envoie un quasi-isomorphisme d’algébres f : A — A’ sur un quasi-isomorphisme filtré f :
BA — BA’ pour la filtration primitive.

b. Soit A une algébre différentielle graduée. Le morphisme d’adjonction

¢:QBA— A

est un quasi-isomorphisme d’algébres.

c. Soit C une cogébre cocompléte. Munissons C de la filtration primitive et BQC' de la filtration
C-primitive. Le morphisme d’adjonction

¥ : C — BQC
est un quasi-isomorphisme filtré.
Démonstration : a. La filtration primitive de BA a pour objet gradué associé
Gri(BA) = (SA)®", ieN.

Par le théoréme de Kiinneth, un quasi-isomorphisme f : A — A’ induit un quasi-isomorphisme
dans ces sous-quotients.

b. Nous allons donner des filtrations exhaustives sur A et QB A de facon a ce que le morphisme
d’adjonction devienne un quasi-isomorphisme filtré. Soit la filtration de A définie par A; = A,
i > 1et Ag = 0. Munissons 2BA de la filtration induite par la filtration primitive de BA. Le
morphisme d’adjonction

¢:OQBA — A

est clairement un morphisme filtré. Il induit un morphisme
Grz(QBA) — GriA, i€ N,

dans les objets gradués qui est l'identité de A si i = 1, et qui est nul si 4 > 2. Pour montrer que
le morphisme d’adjonction est un quasi-isomorphisme, il suffit donc de montrer que, pour i > 2,
le complexe Gr;(QBA) est contractile. Soit le complexe V = SA. Remarquons que nous avons un
isomorphisme de complexes

P Gri(aBA) = TV

i>1
qui identifie & la composante Gr;(QBA), i > 1, & la somme des
STV g @ STV C (STITY)®k,

ok >1etoliy+...+i, =1 Soit i > 2. Soit le morphisme gradué r : Gr;(QBA) — Gr;(QBA)
de degré —1 donné par les morphismes

STIWVEL @ §TIVER . @ §TIVEN 5 STy ST g @ 5TV O

que nous définissons comme nuls si i; # 1 et valant 1o (s ® 1%%) sinon ; ici 1 est I'isomorphisme
naturel
Ve STV g, @S5 Ver I gTlyelte g g STy @i,
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Nous vérifions que le morphisme gradué r est une homotopie contractante du complexe Gr;(Q2BA).
c. Nous devons montrer que le morphisme de complexes

¥ : GrC — Gr(BQC)

est un quasi-isomorphisme. Posons W = Gr(S~*C). Comme C est admissible, la comultiplication
de GrC est nulle et
Gr(BQC) = BQ(GrC)

est la somme des complexes
Vi=@Psweh e, 0 SW, ix>1,
ouk>1eti;+...+ i, =1i. La composée du morphisme
GrC — GrBQC

avec la projection sur les V; est nulle si i > 2 et c’est I'identité de GrC' si i = 1. Il reste & montrer
que V; est contractile pour ¢ > 2. Soit ¢ > 2. Soit r : V; — V; le morphisme gradué de degré —1
défini par les morphismes

SWontie @ @ SWek —— SWO1 @ SW®2 @ ... @ SWHk

que nous définissons comme nuls si i; # 1 et, comme no (s®1%1~1) sinon ; ici n est 'isomorphisme
naturel

STt o @ 8TIW® 2L W e ST @ .. @ STk,

Nous vérifions que le morphisme r est une homotopie contractante de V;. O
Démonstration du théoréme principal 1.3.1.2

Commencons par quelques lemmes préliminaires.

Lemme 1.3.2.4 Soit C une cogébre et C' une sous-cogébre de C telle que AC C C' ® C'. La
construction cobar envoie linclusion C' — C' sur une cofibration standard (1.3.2.5).

Pour démontrer ce lemme et le suivant, nous aurons besoin de la description suivante [Hin97]
des cofibrations de Alg : notons A# le complexe sous-jacent & une algebre différentielle graduée A et
FV =TV Ulalgebre différentielle graduée libre sur le complexe V. Soit A une algebre différentielle
graduée et M un complexe. Soit o : M — A* un morphisme de complexes. On note C(a) le cone
de « dans la catégorie CC. Notons A(M, a) la colimite dans Alg du diagramme

A — F(A*) = FC(a).

Définition 1.3.2.5 Un morphisme f : A — B est une cofibration standard s’il est la colimite
d’une suite de morphismes composés

A=Ay— A1 — ... A,_1—A,, n>1,
ou toutes les fleches A; — A; 41 sont données par les morphismes canoniques
Ai — Ai(My, ) = Aia

pour des morphismes de complexes «; : M; — Ag. Une cofibration standard triviale est une
cofibration standard telle que tous les complexes M; sont contractiles (i. e. isomorphes & 0 dans

HC.)
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Les faits suivants sont démontrés dans [Hin97] : Toute cofibration est rétract d'une cofibration
standard. De méme, toute cofibration triviale est rétract d’une cofibration standard triviale.

Démonstration du lemme 1.3.2.4 : Soit E le conoyau dans la catégorie des complexes de
I'inclusion C’ — C. Choisissons une section de C — E dans la catégorie graduée pour obtenir
un isomorphisme

C'eE = C
d’objets gradués. En tant qu’algebre graduée, la construction cobar QC = Q(C' @ E) est isomorphe

au coproduit d’algebres graduées
FS™'C'TIFS™'E,

ot F =T comme dans (1.3.1). La différentielle de QC est induite par la comultiplication de C et
la différentielle du complexe C. Selon la décomposition C = C’ @ E, la comultiplication de C' est
donnée par deux composantes

Ac :C' = C"'®C" et AEZE—>C/®C/,

et la différentielle de C' est donnée par la différentielle de C’, celle de E et un morphisme gradué
d: E — C' de degré +1. Soit le morphisme de complexes

[Dy,Ds] : ST?°E — S7'C" & (S7'C' @ S7'C)
dont les composantes sont définies par s¥2 0 Dy = A o s et par so D; = d o s>. Nous notons
D:S?FE— FST'C'IIFS™'E

sa composition avec I'injection de S7!C" @ (S7*C’ @ S7'C’) dans FS™'C' Il FST'E. Par con-
struction, I’algebre différentielle graduée

QC'(S™*E, D)

est l’algebre graduée FS~!C’II FS™'E dont la différentielle est induite par la comultiplication de
C’, les différentielles des complexes C’ et E, le morphisme Ag et le morphisme d. Elle est donc
isomorphe a QQC' en tant qu’algebre différentielle graduée. O

Lemme 1.3.2.6 a. La construction cobar préserve les cofibrations et les équivalences faibles.

b. La construction bar préserve les fibrations et les équivalences faibles.

Démonstration :  a. Soit i : C'— D une cofibration de cogebres. Soit la filtration de D définie
par la suite des D; = i(C) + Dy, i € N. Remarquons que Dy est isomorphe a C' et que, pour tout
1 >1,0na

A(Di+1) C D; ® D;.

Nous pouvons donc appliquer le lemme 1.3.2.4. 11 certifie que QD; — QD; 1 est une cofibration
standard. Le morphisme QC' — QD est la composition dénombrable des cofibrations standard
OD; — QD;;1. 1l est donc aussi une cofibration standard. La construction cobar préserve les
équivalences faibles par définition des équivalences faibles de Cogc.

b. Soit p : A — A’ une fibration d’algebres. Le morphisme Bf est une fibration s’il vérifie
la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales i : C — D de cogebres.
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Grace a l'adjonction entre les constructions bar et cobar, cette propriété est équivalente au fait
que i ait la propriété de relevement a gauche par rapport a p. Mais ceci est toujours vrai par le
point a. Le morphisme B f est donc une fibration de Cogc.

Soit f : A =+ A’ un quasi-isomorphisme d’algebres. Nous voulons montrer que Bf est une
équivalence faible, c’est-a-dire que Q2B f est un quasi-isomorphisme. Grace au point b du lemme
1.3.2.3, les fleches verticales du diagramme commutatif

A A
QBA—=QBA’

sont des quasi-isomorphismes. Par la propriété de saturation des quasi-isomorphismes, le mor-
phisme QB f est aussi un quasi-isomorphisme. O

Démonstration du point a du théoréme 1.3.1.2 :

(CM1) Les colimites de diagrammes finis de cogebres sont données par les colimites des dia-
grammes de complexes sous-jacents. Les constructions de produits et d’égalisateurs dans la
catégorie des cogebres cocompletes sont duales de celles de coproduits et de co-égalisateur dans la
catégorie des algebres, qui sont décrites dans [Mun78, 3.3].

(CM2) Ceci est une conséquence de la définition des équivalences faibles et de ’axiome (CM2)
pour la structure de catégorie de modeles sur Alg.

(CM3) Les cofibrations sont stables par rétract car elles sont les monomorphismes. Les équiva-
lences faibles aussi car le foncteur §2 envoie un rétract sur un rétract. Pour les fibrations, on rappelle
qu’un morphisme p est une fibration s’il a la propriété de relevement a droite par rapport aux cofi-
brations triviales. On vérifie qu’un rétract d’un tel morphisme p a la méme propriété de relevement.

(CM4) Apres (CM5).

(CM5) factorisation :
Soit f : C' — D un morphisme de Cogc. Par 'axiome (CM5) pour la structure de catégorie de
modeles sur Alg, nous avons une factorisation de Qf en

—>QD

\/

ou la cofibration 4 (resp. la fibration p) de Alg est un quasi-isomorphisme. Ainsi, le morphisme
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BQf : BQC — BQD se factorise en Bp o Bi. Soit le diagramme suivant dans Cogc

BA HBQD D

l cart.
€&q BA €€
% X\

BOC a7 BOQD.

q

Comme il est commutatif, le morphisme f : C' — D et la composition
C — BQC 25 BA

déterminent un morphisme i : C' — BA]]zop D. Nous allons montrer que

BA HBQD D

AN

fournit une factorisation du morphisme f dans Cogc, ol 7 est une cofibration et ¢ est une fibration.
Nous montrerons ensuite que la cofibration 7 (resp. la fibration ¢) est triviale.

D’apres le point b du lemme 1.3.2.6, le morphisme Bp est une fibration dans Cogc. La projection
q: BA[lgap D — D est aussi une fibration car les fibrations sont stables par changement de base.
Admettons pour 'instant que nous savons que BA[[zq, D — BA est cofibration (voir le lemme
1.3.2.7 ci-dessous). Le morphisme 7 est un monomorphisme (c¢’est-a-dire une équivalence faible
dans Cogc) puisque la composition

C — BQC 2L BA

en est une. Il reste & montrer que la cofibration 7 (resp. la fibration ¢) est une équivalence faible dans
Cogc. Admettons pour 'instant que nous savons que BA[[zo, D — BA est équivalence faible
(voir le lemme 1.3.2.7 ci-dessous). Nous savons par le point b du lemme 1.3.2.6 que le morphisme
Bi (resp. Bp) est une équivalence faible. Comme le morphisme C' — BQC' (resp. D — B)D) est
une équivalence faible, 7 (resp. ¢) en est aussi une par la propriété de saturation de la classe des
équivalences faibles de Cogc.

(CM4) relévement :
a. Soit le diagramme commutatif dans Cogc

T
F

HC’
Lt
D

_
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ou t est une fibration triviale et u une cofibration. Nous cherchons un morphisme « tel que les
deux triangles du diagramme

HC

u]f - 7 it

F—D

soient commutatifs. En utilisant la construction de la démonstration de (CM5), nous factorisons
t en g o7, ol le morphisme ¢ : BA[[gop D — D est une fibration et ou le morphisme 7 : C' —
BAT]pap D est une cofibration. Par la propriété de saturation de la classe £¢g, les morphismes
7 et g sont tous les deux des équivalences faibles. Les fibrations étant les morphismes ayant la
propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales, il existe un relevement
r:BAl[gqp D — C dans le diagramme de Cogc

=

C

]

BATlpop D ——

Q

b«f

Il nous suffit donc de trouver un relevement dans le diagramme

E——= BAllgap D
7
uI iq
P D,

ou de maniere équivalente dans le diagramme.

E——=BAllgop D ——=BA

7

F- D BQD.

Un tel relevement existe grace & adjonction entre € et B et grace a axiome de relevement (CM4)
de la structure de catégorie de modeles fermée sur Alg.

Objets cofibrants et fibrants

Tous les objets de Cogc sont cofibrants puisque les cofibrations sont les monomorphismes.

Montrons qu'un objet de Cogc est fibrant si et seulement si il est isomorphe, en tant que cogebre
graduée, a une cogebre tensorielle réduite.

Soit C' un objet fibrant de Cogc. Par l'axiome de relevement (CM4), la cofibration triviale
Y1 C — BQC admet une rétraction r dans Cogc. Notons p; : BQC — (BQC)p) la projection
canonique et posons p{ = (1) © p1 © ¥ nous vérifions facilement que le morphisme p{ : C — Cn
est universel parmi les morphismes d’objets gradués C' — Cpyj, out C’ est une cogebre graduée
cocomplete. Ainsi p¢ induit un isomorphisme de cogebres graduées

C — T(Cpy).



42

Chapitre 1 : Théorie de I'’homotopie des A .-algebres

La réciproque utilise les résultats de la section 1.3.3. Enongons les deux résultats de cette
section qui nous seront utiles ici.
(1.3.3.1) La catégorie Alg,, peut étre munie d’une structure de catégorie de modéles dont la classe
des équivalences faibles est exactement celle des A -quasi-isomorphismes et dont la classe des
cofibrations (resp. des fibrations) est formée des morphismes f : A — A’, ou A, A" sont des A-
algébres, tel que f1 est un monomorphisme (resp. un épimorphisme).
(1.3.3.5. @) Un morphisme f est une équivalence faible de Alg., si et seulement si sa construction
bar Bf est une équivalence faible de Cogc.
Notre démonstration de (1.3.3.1) est basée sur la théorie de I'obstruction (voir B.1). On peut donc
interpréter la réciproque que nous allons montrer comme une conséquence du fait que l'opérade
des Ao-algebres est le modeéle minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96] de celle des algebres
associatives (voir I'introduction & 'appendice B.1).

Supposons que C' est une cogebre isomorphe, en tant que cogebre graduée, a une cogebre
tensorielle réduite. Nous voulons montrer qu’elle est fibrante. On rappelle que la sous-catégorie
de Cogc formée de telles cogebres est équivalente a la catégorie Alg  des A.-algebres. La cogebre
BQC appartient elle aussi a cette sous-catégorie. Le morphisme C' — BQC' est une équivalence
faible de Cogc. Par la proposition (1.3.3.5. a), il induit un quasi-isomorphisme dans les primitifs.
L’axiome (CM4) du théoréme (1.3.3.1) nous donne un relévement dans le diagramme

C C
|7
BQC — 0.

La cogebre C' est donc un rétract de BQQC. Comme la construction bar conserve les fibrations et
comme {2C' est une algebre fibrante, la cogebre BQC' est une cogebre fibrante. Le rétract d’une
cogebre fibrante étant aussi fibrant, la cogebre C est fibrante.

Démonstration du point b du théoréeme 1.3.1.2:

C’est un corollaire du lemme 1.3.2.3 qui nous dit que les morphismes d’adjonction C' — BQC,
ou C est une cogebre, et QBA — A, ou A est une algebre, sont des équivalences faibles dans Cogc
et dans Alg. 0

Le lemme suivant complete la démonstration ci-dessus.

Lemme 1.3.2.7 Soit A une algébre et D une cogébre. Soit une fibration p : A — QD de Alg. Le
morphisme j : BAl]gqp D — BA de cogébres du diagramme cartésien

BA HBQD D

est une cofibration triviale de Cogc.

Démonstration : Nous allons donner des filtrations sur les cogebres

BAJ[ D et BA
BQD
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telles qu’elles soient des cogebres filtrées admissibles et telles que j soit un quasi-isomorphisme
filtré.
Soit la suite exacte de complexes

O—>K—>A£»QD—>O.

Comme l'algebre 2D est libre, nous avons un scindage de p dans la catégorie des algebres graduées.
La différentielle de
AS KeQD

dr d
0 dap |’

Le scindage nous donne des isomorphismes de cogebres graduées

est alors donnée par une matrice

BA = BK H BQD,

BA H DLBKHD.
BQD

Munissons la cogebre BS)D de la filtration D-primitive. Nous définissons des filtrations sur BA et
BAT]pap D par les suites

(BA); = > (BE)y [[(B2D),, jeN,

pt+g=j

(BA H D); = Z (BK)[p]HD[q], jeN.

BQD pt+q=j

Elles sont admissibles et respectent les différentielles des cogebres BA et BA[[ gy D. Pour ces
filtrations, le morphisme j est un morphisme filtré. Soit 7 > 1. En tant qu’objet gradué, le
complexe Gr(BA) est la somme des

(I) Gr(BQD)® K® @ ...® Gr(BQD) ® K®* k> 1.

La différentielle de Gr(BA) est construite & partir des différentielles de K, GrD et du morphisme
d : QD — K. En tant qu'objet gradué, le complexe

Gr(BA [[ D) = Gr(BA) [ GrD

BQD

est la somme des

(II) GrDRK®* @...®GrD® K®* | k>1.

La différentielle de Gr(BAT] g, p D) est construite a partir des différentielles de K, Gr(BQD) et du
morphisme d’ : QD — K. Ainsi, la différentielle “naive” sur la somme des termes (I), respectivement
(IT), est perturbée par la contribution de d’' : QD — K. Pour montrer que j induit néanmoins un
quasi-isomorphisme entre les sommes, nous introduisons une filtration supplémentaire telle que

dans les objets gradués associés, la contribution de d’ : QD — K s’annule. Soit la filtration
F,Gr(BA), 1 € N, de Gr(BA) induite par la suite

(BA) = BK [[(BQD)y, 1€N.
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Soit la filtration FyGr(BA[[gap D), ! € N, de Gr(BA][zqp D) dont le I-ieme sous-objet, [ € N,
est la somme des objets de type (II) comprenant un nombre de termes GrD inférieur ou égal a .
Le morphisme
Grj: Gr(BA [ D) — Gr(BA)
BQD
induit des morphismes
FGr(BA [[ D) — FGr(BA), 1€N.
BQD

Il induit donc un morphisme entre les objets gradués associés aux filtrations selon I'indice [. Ce
dernier a pour composantes les morphismes de complexes (avec les différentielles “naives”)

Grg, D@ K®P' @ ... ® Grg, D ®@ K®P*

|

Grg, (BQD) @ K®P1 @ ... ® Gry, , (BQD) ® K®P*
qui sont des quasi-isomorphismes (voir 1.3.2.3). Le morphisme

Grj: Gr(BA [[ D) = Gr(BA)
BQD

est donc un quasi-isomorphisme. Nous venons ainsi de montrer que j est un quasi-isomorphisme

filtré de cogebres admissibles. Par le lemme 1.3.2.2, le morphisme j est une équivalence faible. Il
est une cofibration car il est clairement un monomorphisme. O

1.3.3 Alg,, comme “catégorie de modeles sans limites”

Dans la catégorie Alg., des A.-algebres, nous considérons les trois classes de morphismes suiv-
antes :

- la classe £q est formée des équivalences faibles, c’est-a-dire des morphismes f : A — A’ tels
que f1 est un quasi-isomorphisme,

- la classe Cof est formée des cofibrations, ¢’est-a-dire des morphismes f: A — A’ tels que f;
un monomorphisme,

- la classe Fib est formée des fibrations, c’est-a-dire des morphismes f : A — A’ tels que f1 un
épimorphisme.

Théoreme 1.3.3.1 La catégorie Alg., munie des trois classes définies ci-dessus, vérifie l'aziome
(A) ci-dessous et les axiomes (CM2) — (CMb5) de la définition A.7. Tous les objets sont fibrants et
cofibrants.

(A) Soit ¢ : A — A’ une fibration et f : A” — A’ un morphisme. Il existe un produit fibré
au-dessus de

A" <L g
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L’axiome (A) est un affaiblissement de I'axiome (CM1) de la définition A.7. Notre démonstration
de ce théoreme est entierement basée sur la théorie de I'obstruction (B.1).

Lemme 1.3.3.2 Soit A une A -algébre et K un complexe considéré comme Ao-algébre (1.2.1.4).
Supposons que le complere K est contractile. Soit g : (A,mi) — (K,m¥) un morphisme de
complexes. 1l existe un morphisme d’A-algébres

fiA—K
tel que f1 =g.
Démonstration : Nous construisons par récurrence les morphismes
fi A% S K, 0> 1.

Soit f; = g. Supposons que nous avons déja construit des morphismes f;, 1 < i < n, qui
définissent un A,-morphisme A — K. Nous cherchons un morphisme f,,; dont le bord est le

CyCIe _T(fla s afn)7 i.e
O0(frx1) +7(f1,---y fn) =0 (voir B.1.5).

Comme (K, mi) est contractile, il existe bien un tel morphisme f,, 1. O

Lemme 1.3.3.3 a. Soit j : A — D une cofibration de Alg... Il existe une A, -algébre D' et
un isomorphisme d’A-algébres k : D — D’ tels que la composition ko j : A — D’ est un
morphisme strict.

b. Soit ¢ : C — E une fibration de Alg.,. Il existe une A-algébre C' et un isomorphisme
l:C" — C tels que la composition gol : C' — E est un morphisme strict.

Démonstration :
a. Nous construisons par récurrence des morphismes

k;: D® — D, i>1,

homogenes de degré 1 — i tels que k o j est un morphisme strict. Posons k1 = 1p. Supposons que
nous avons déja construit des morphismes k;, 1 < i < n, tels que I’équation

(eqm) Y Z ko (ji, ®...®ji,) =0, 2<m<n,

1<i<m i

ou s est le signe apparaissant dans 1.2.1.2, est vérifiée pour tout 2 < m < n. Soit r une rétraction
dans GrC de j; : A — D. Soit k, 41 le morphisme défini par la somme

- X Z 1)okio (ji, ® ... ®ji,) | or®tL.

1<i<n zr_n+1

La suite (k1,. .., kny1) vérifie 'équation (eg,,) pour 2 < m < n+1. Comme k; est un isomorphisme
d’objets gradués, les morphismes k;, ¢ > 1, induisent un isomorphisme

K : T¢(SD) > T<¢(SD).
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Nous définissons D’ comme I’A ,-algebre dont 1’objet gradué sous-jacent est D et dont les multi-
plications m/, i > 1, sont définies grace aux bijections m} < b; (voir 1.2.2), par les égalités

b,=(KoboK™ '), i>1.

Alors le morphisme k : D — D’ est clairement un isomorphisme de Alg__ et la composée ko j est
stricte par construction de k.
b. La démonstration est similaire. Il faut utiliser une section de ¢; au lieu d’une rétraction de

Ji- O
Démonstration du théoreme 1.3.3.1 :

(A) : Soit ¢ : A — A’ une fibration et f : A” — A’ un morphisme de Alg,,. La construction bar
envoie les morphismes ¢ et f sur les morphismes ) : BA — BA’ et F': BA” — BA’. Nous allons
montrer que le produit fibré de Cogc au-dessus de

BA 2 par <t par

est encore une cogebre tensorielle réduite dans GrC. Une section de Q1 dans GrC induit un iso-
morphisme

SA = SA' e K,

ou K est le noyau de Q. Le produit fibré BAT]y, BA” est isomorphe, en tant que cogebre
graduée, a
TK [[Te(SA") = To(K @ SA”).

(CM2) et (CM3) : immédiat.

(CM4) relévement : Soit un diagramme d’A -algeébres

f
—

Q

@

O<—<n

Dj s}

g I

ou q est une fibration et j est une cofibration. Par le lemme 1.3.3.3, quitte & remplacer ce diagramme
par un diagramme isomorphe, nous pouvons supposer que les morphismes j et ¢ sont stricts.

Supposons que la fibration ¢ (resp. la cofibration j) est triviale. Nous cherchons un relevement «
qui rend commutatifs les deux triangles du diagramme

A C
(") jI 5 Lq
D E.

Y

g
Nous allons construire par récurrence les morphismes correspondants

a¢:D®i—>C, 1> 1.
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Gréce au point a de 'axiome (CM4) pour la catégorie de modeles CC, il existe un relévement aq
qui rend commutatifs les deux triangles

(4, mi') —"= (C.mS)
() jII o iql

Supposons que nous avons déja construit des morphismes a;, 1 < ¢ < n, tels que le diagramme
(I'™) commute dans la catégorie des A,-algébres. Nous devons trouver un oy, 11 tel que

(1) O0(ant1) +r(ar,...,an) =0, (voir B.1.5)
(2) ngr - 1T = foya,
(3) q1 - On4+1 = Gn41-

Choisissons une solution 3 de (2) et (3). Par exemple, si p est une rétraction de j; et o une section
de ¢1 dans GrC, nous pouvons choisir

8= fap1p®" 4 ogni1 — oqu fap1p®
Le morphisme j est strict. Par le lemme B.1.6, nous avons donc
(0(8) + (a1, an)) 0 g1 = 8(Bojr) +r(ar oy, ... an 0 ®"),

et le terme de droite est égal a

5(fn+1) +r(f1 Ojlv"'»fn) =0.

De méme, nous avons q1 o (6(3) + r(aq,...,an)) = 0. Le cycle §(8) + r(aq,...,ayn) se factorise
donc en ) 4
DL P ook 1@ S kergn — O,

ol p est la projection canonique et i I'injection canonique. Comme ker g; (resp. cok(j;%"*1)) est
contractile, le cycle ¢’ est le bord d’un morphisme h’. Le morphisme «,+1 = 3 — i o h' o p vérifie
alors les équations (1), (2) et (3).

Remarque 1.3.3.4 La démonstration de I'axiome de relevement (CM4) montre que pour tout
relevement oy dans la catégorie CC du diagramme (II), on a un relevement « : D — C dans le
diagramme (I).

(CM5) factorisation : Soit f: A — B un morphisme d’A-algebres.

a. Soit C = B @ S™1'B le cone de Iidentité de S~'B. Considérons le complexe C' comme une
A -algebre (voir 1.2.1.4). Soit j : A — AJ]C le morphisme d’A -algebres de composantes 14
et 0. Le morphisme ¢; : A ® C — B de composantes le morphisme f et la projection canonique
C — B est un relevement du diagramme de CC
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La remarque 1.3.3.4 appliquée au point a de 'axiome (CM4) nous donne un relévement dans le
diagramme de Alg
f

A——B

P

AT[C ——o.

Dans la factorisation f = g o j, j est une cofibration triviale et ¢ est une fibration.
b. Soit C = SA @ A le cone de l'identité du complexe (A, m;). Considérons C' comme une
A -algebre. Par le lemme 1.3.3.2, il existe un morphisme d’A-algebres i : A — C tel que i1 est
Pinjection canonique A — C. Soit j : A — B]]C le morphisme d’A-algébres de composantes
f et i. C'est une cofibration triviale. Notons ¢ la projection canonique B[[C — B. C’est une
fibration et le morphisme f se factorise en ¢ o j.
O

Liens entre la “catégories de modeles sans limites” Alg__ et la catégorie de modéles Cogc

Soit Cogtr la sous-catégorie de Cogc formée des cogebres qui sont tensorielles réduites en tant que
cogebres graduées. La construction bar induit un isomorphisme de catégories Alg., — Cogtr. Mu-
nissons Cogtr de la structure de “catégorie de modeles sans limites” donnée par cet isomorphisme.
Les équivalences faibles (resp. les cofibrations, resp. les fibrations) sont donc les morphismes F :
(T<V,b) — (T<V’, ) qui induisent dans les primitifs un quasi-isomorphisme Fy : (V,by) — (V', b))
(resp. un monomorphisme, resp. un épimorphisme).

Proposition 1.3.3.5 Soit A et A’ deux A, -algébres.

a. Un morphisme [ : BA — BA’ est une équivalence faible de Cogtr si et seulement si c¢’est une
équivalence faible de Cogc.

b. Un morphisme j : BA — BA’ est une cofibration de Cogtr si et seulement si c’est une
cofibration de Cogc.

c. Un morphisme q : BA — BA' est une fibration de Cogtr si et seulement si ¢’est une fibration
de Cogc.
Commengons par un lemme.

Lemme 1.3.3.6 Soit A une A -algébre. Le morphisme ¢ : BA — BQBA est une équivalence
faible de Cogtr.

Démonstration : 11 s’agit de montrer que le morphisme ¢[1; est un quasi-isomorphisme ou, de
fagon équivalente, que le morphisme

Sil(ﬁ[l] 1 (A,mq) — QBA

est un quasi-isomorphisme. Le morphisme S*1¢[1} est linjection canonique de A dans QBA.
Munissons Q2BA de la filtration induite par la filtration primitive de BA. Tout comme a la fin de
la démonstration du point b du lemme 1.3.2.3, nous montrons que

Gro(Q2BA)=A et Gry(QBA)=0 pour i>1
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Démonstration de la proposition 1.8.3.5
a. Soit f : BA — BA’ une équivalence faible de Cogtr. Le morphisme f est clairement un
quasi-isomorphisme filtré pour la filtration primitive. Il est donc une équivalence faible de Cogc.
Supposons que f est une équivalence faible de Cogc. Par définition des équivalences faibles de Cogc,
le morphisme 2f est un quasi-isomorphisme et, par suite, le morphisme B f est une équivalence
faible de Cogtr. Par le lemme 1.3.3.6, les deux fleches horizontales du diagramme commutatif

BA—— BOBA

/| |0

BA' — BOQB'A’,

sont des équivalences faibles de Cogtr, et f est donc aussi une équivalence faible de Cogtr.

b. Comme les cofibrations de Cogc sont les monomorphismes, une cofibration de Cogtr est une
cofibration de Cogc. Réciproquement, si j : BA — BA’ est une cofibration de Cogc, sa restriction
aux primitifs (BA)p; = SA est un monomorphisme. Comme nous avons f((BA)[;)) C (BA )y, le
morphisme jp; : SA — SA’ est un monomorphisme et j est donc une cofibration de Cogtr.

c. On rappelle que les fibrations d’'une catégorie de modeles sont les morphismes ayant la
propriété de relevement par rapport aux cofibrations triviales. Ce fait résulte des axiomes (CM5)
et (CM3) et vaut donc aussi pour Cogtr. Par les points a et b, une fibration de Cogc est une fibration
de Cogtr. Supposons que ¢ est fibration de Cogtr. Soit le diagramme de Cogc

c—1.pa

Cl 7> BAla

ol j est une cofibration triviale de Cogc. Nous cherchons un relevement de g relatif a f. Dans le
diagramme de Cogc ci-dessous

C ! BA
\
J BOQC q
C,\ ’ BA,
BOC

¢ est une cofibration triviale de Cogc et BA est fibrant dans Cogc. Nous avons donc une factori-
sation de f en f’ o ¢ pour un morphisme [’/ : BQC — BA. Comme 2j est un monomorphisme
et un quasi-isomorphisme, le morphisme Bf)j est une cofibration triviale de Cogtr. L’objet BA’
étant cofibrant dans Cogtr, le morphisme g o f’ se factorise en ¢’ o BQf pour un morphisme
g : BQC' — BA'. 1l suffit donc de trouver un relévement de ¢’ relatif & f’. Par Paxiome (CM4)
pour la catégorie Cogtr, il en existe un. (|
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1.3.4 Homotopie au sens classique

Soit C' et ¢’ deux cogebres cocompletes. Soit f et g deux morphismes de cogebres C — C’. Ils
sont homotopes au sens classique 8’1l existe une (f, g)-codérivation h : C — C’ de degré —1 tel
que 0(h) = f — g. Nous comparons cette notion & la notion d’homotopie au sens des catégories de
modeles (voir appendice A).

Proposition 1.3.4.1 Soit C et C' deux cogébres cocomplétes et f, g deux morphismes C — C'.

a. Si f et g sont homotopes au sens classique, ils sont homotopes & gauche (voir la définition

A.9).

b. Sila cogébre C' est fibrante, alors [ et g sont homotopes au sens classique si et seulement si
ils sont homotopes a gauche.

Démonstration :
a. Nous allons construire un cylindre C' A I pour la cogebre C', puis nous allons montrer que la
notion d’homotopie classique est équivalente & la notion de C' A I-homotopie & gauche.

Nous notons I le complexe dont la composante de degré 0 est e @ e, la composante de degré —1
est e, toutes les autres composantes sont nulles. Nous notons ey et e; les composantes de Ip. La
différentielle d : I — I est donnée par

dy = {_11} e —eqgDeq.

Soit A : I — I ® I le morphisme dont les composantes non nulles sont les morphismes
€ —ey®ey, e —eQe, e——eRe, e—eQ@ep

donnés par la contrainte d’unitarité de la catégorie monoidale de base (1.1.1). Ceci définit sur I
une structure de cogebre co-associative différentielle graduée.

Soit C' une cogebre cocomplete. Le produit tensoriel C' ® I de complexe hérite naturellement
d’une structure de cogebre différentielle graduée par la comultiplication C® I — (CRI)QC QI ~
C®C®I®I. Elle est cocomplete. Nous notons Cp et C les composantes de C'[JC. Nous
définissons le cylindre C A I = C ® I pour C par les deux morphismes de cogebres différentielles
graduées i et p

GJ[c—certc,
ol le morphisme ¢ a pour composantes non nulles
Co—C®ey, C——Ce,
et ot le morphisme p a pour composantes non nulles
C®e —C, C®e — C,

données par les contraintes d’unitarité de la catégorie de base. Le morphisme ¢ est une cofibration
et le morphisme p une équivalence faible.
Soit C’ une cogebre cocomplete. Soit f, g et h trois morphismes gradués C — C’ respectivement
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de degré zéro, zéro et -1.
Soit le morphisme gradué de degré nul H : C' ® I — B dont les composantes sont les trois
morphismes gradués

Coe=C-L0, Coe~c-Lc
et Coe~C 1.

Le morphisme H : C ® I — C’ est un morphisme de cogebres si et seulement si

- les morphismes f et g sont des morphismes de cogebres C' — C”,

- le morphisme h : C' — C’ est une (f, g)-codérivation.
Il est compatible aux différentielles si et seulement si

- les morphismes f et g sont des morphismes de complexes C' — C’

- le morphisme h : C' — C’ réalise une homotopie entre les morphismes de complexes f et g.

Pour finir, nous vérifions que le morphisme H est bien une C' A I-homotopie entre f et g.

b. Soit C" une cogebre fibrante. Soit f et g : C — C’ deux morphismes homotopes au sens des
catégories de modeles. Notons toujours C' A I le cylindre construit ci-dessus. Par le lemme A.12; il
existe une C' A I-homotopie & gauche H : C A I — C' entre f et g. Par la démonstration du point
a, il existe une homotopie h : C' — C’ au sens classique entre f et g. 0

1.3.5 Equivalences faibles et quasi-isomorphismes

Nous notons Qis la classe des quasi-isomorphismes de Cogc et Qisf la classe des morphismes
f:C — D de Cogc tels que C et D admettent des filtrations admissibles pour lesquelles f est un
quasi-isomorphisme filtré.

Cette section est consacrée a la comparaison des trois classes £q, Qis et Qisf. Nous allons
montrer en particulier les inclusions suivantes

Qisf C Eq C Qis.
Proposition 1.3.5.1 a. Nous avons l'inclusion Qisf C Eq. De l'autre coté, le foncteur canon-
ique
Cogc[Qisf '] — Cogc[€q~ '] = Ho Cogc
est une équivalence.
b. Les équivalences faibles de Cogc sont des quasi-isomorphismes.

c. La classe Eq est strictement incluse dans la classe Qis.

d. Soit C et D deuz objets de Cogc concentrés en degrés < —1. Tout quasi-isomorphisme de
cogébres C — D est une équivalence faible.

e. Soit C et D deux objets de Cogc concentrés en degrés > 0. Tout quasi-isomorphisme de
cogébres C' — D est une équivalence faible.
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Démonstration :

a. On rappelle (1.3.2.2) qu’un quasi-isomorphisme filtré de cogebres est une équivalence faible
de Cogc. Il nous faut donc montrer que les équivalences faibles deviennent des isomorphismes dans
la catégorie localisée Cogc|[Qisf ~']. Soit f : C'— C' une équivalence faible de Cogc. Le morphisme

Qf : QC — Q'

est donc un quasi-isomorphisme d’algebre. Par le lemme 1.3.2.3, le morphisme BQf : BQC —
BQC" est un quasi-isomorphisme filtré. On rappelle (1.3.2.3) que les morphismes d’adjonction
C — BQC et D — BQD sont des quasi-isomorphismes filtrés. Nous déduisons du diagramme
commutatif de Cogc

C —— BQC

| Jos

¢ — BQC’

que le morphisme f devient un isomorphisme dans la catégorie Cogc|Qisf ]

b. Les quasi-isomorphismes filtrés sont des quasi-isomorphismes. La propriété de saturation
de la classe Qis, appliqué au diagramme ci-dessus montre qu’une équivalence faible est un quasi-
isomorphisme.

c. Nous allons construire un exemple de cogebre qui est acyclique mais qui n’est pas faiblement
équivalente a la cogebre nulle.

Soit A une algebre unitaire non nulle de la catégorie de base C. Considérons A comme une
algebre associative (dont on oublie 'unité), c’est-a-dire comme un objet de la catégorie Alg du
théoréme (1.3.1.2) Comme A n’est pas quasi-isomorphe & ’algébre nulle, la cogebre BA = (T<S A, b)
n’est pas faiblement équivalente & la cogebre nulle (1.3.1.2, b). Or, elle est bien quasi-isomorphe &
la, cogebre nulle : en effet, le complexe sous-jacent & S~'BA est le complexe

5 ARARA—-ARA— A—0,

qui est isomorphe a la résolution bar de I'algebre A. Ce complexe est acyclique car A est unitaire
(voir [CE99, IX.6] ol ce complexe se nomme “résolution standard”).

d. Soit C et D deux cogebres cocomplétes concentrées en degrés < —1. Nous allons montrer
que le morphisme Qf : QC' — QD est un quasi-isomorphisme de Alg. Munissons QC' (resp. QD)
de la filtration décroissante donnée par

FQC=EH(S™'C)®" | resp. QD =H(ST'D)*P |, 1eN.
p>l p>1

Par notre hypothese, le morphisme Q) f induit des quasi-isomorphismes dans les sous-quotients de
ces filtrations. Il en résulte que, pour tout n € N, il induit un isomorphisme en H~", car nous
avons

(B = (FQD)" =0 pour [>n,

d’apres 'hypothese sur C et D.
e. La démonstration est la méme que pour le point d. Il suffit de remarquer que le complexe
S~1C est concentré en degrés > 0 (au lieu de < 0). O
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1.4 Transfert de structures le long d’équivalences d’homo-
topie

Le but de cette section est de (re)montrer le théoréme du modéle minimal (1.4.1.4).

1.4.1 Modele minimal

Théoréme 1.4.1.1 Soit A une A -algébre. Soit une équivalence d’homotopie dans CC

g:(V,d) — (Avmf)v
ot (V,d) est un complexe. Il existe une structure d’A.-algébre sur V telle que mY = d et un
morphisme d’A..-algébres
f:V—-A

telle que f1 = g.

Ce résultat est connu depuis les années 70 dans le cas d’'une A.-algébre connexe (i. e. con-
centrées en degrés homologiques > 1) et d’un complexe (V,d) ou la différentielle d est nulle (V
est alors isomorphe & H*A). Il y a deux méthodes pour montrer ce théoréeme, celle utilisant
la “méthode des obstructions” [Che77a], [Che77b], [Kad80], [Smi80], [Gug82] et celle utilisant
“Iastuce du tenseur” [Hue86], [GS86], [GL89], [GLSI1], [HK91], [Mer99], [KS01]. L’article [JLO1]
présente I'unification de ces différentes méthodes. Nous donnons ici une démonstration utilisant
les obstructions.

Démonstration : Par Paxiome (CM5) pour la catégorie de modeles CC, le morphisme ¢ se
factorise en g o j, ol g est une fibration triviale et ol j est une cofibration triviale. Il suffit donc
de montrer le théoréeme dans le cas ou I’équivalence d’homotopie est un épimorphisme et dans le
cas ot elle est un monomorphisme.

Supposons que g est une fibration triviale de CC. Soit K le noyau de g. Comme K est contractile,
nous pouvons scinder g dans la catégorie des complexes. Ce scindage induit un isomorphisme de
complexes

VS KaoA

par lequel le morphisme g s’identifie a la projection K & A — A. Considérons K comme une A -
algebre (voir 1.2.1.4). Munissons lobjet gradué sous-jacent a V de la structure d’A -algebre de
K] A. Le morphisme f est le morphisme canonique K [[A — A de Alg_.

Supposons que g est une cofibration triviale de CC. Soit K le conoyau de g. Comme il est
contractile, on peut scinder g dans la catégorie des complexes. Ce scindage induit un isomorphisme
de CC

A= KaV

par lequel le morphisme g s’identifie a I'injection V' — K & V. Considérons K comme une A .-
algebre. Par le lemme 1.3.3.2, il existe un morphisme d’A-algebres h : A — K tel que h; est la
projection K &V — K dans CC. Grace a axiome (A) du théoréme 1.3.3.1, morphisme h admet
un noyau dans la catégorie Alg. . L’objet gradué sous-jacent a ker h est V. Nous avons ainsi muni
V' d’une structure d’A.-algebre telle que m‘{ est la différentielle de V. Le morphisme canonique
V — A est tel que f1 = g. O
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Modeéle minimal

Définition 1.4.1.2 Une A.-algebre est minimale si m; = 0. Soit A une A .-algebre. Un modele
minimal pour A est un A -quasi-isomorphisme d’A.-algebres A’ — A ot A’ est minimale.

Remarque 1.4.1.3 Cette utilisation du terme “modeéle minimal”, due a M. Kontsevich, est
différente de I'usage conventionnel en homotopie rationnelle (modeéle minimal de Sullivan). On peut
la justifier par le fait que la construction bar BA’ est un modele minimal au sens de H. J. Baues
et J.-M. Lemaire [BL77] de la cogebre BA. Remarquons qu'un modéle minimal de BA ne donne
pas en général un modele minimal de A : soit (T¢SV,b) une cogebre tensorielle réduite sur SV
dont la différentielle b induit zéro dans les 1-primitifs ; si (T<SV,b) est un modele minimal de BA,
c’est-a-dire si on a un quasi-isomorphisme de cogebres

F: (T<SV,b) — BA,

I'Ao-algebre V telle que BV = (T<SV,b) n’est pas en général un modele minimal pour I’A .-
algebre A. Cependant, si F' est une équivalence faible de Cogc, V est un modele minimal de
I'A -algebre A.

Corollaire 1.4.1.4 Soit A une A -algébre. Il existe une structure d’A-algébre sur son homolo-
gie H* A telle que

a. my =0 et mqy est induite par m’24,

b. il existe un morphisme d’As-algébres H*A — A relevant l’identité de H*A.

Cette structure est unique & un isomorphisme (non unique) pres.

Démonstration : Comme la catégorie de base C est semi-simple, nous avons un isomorphisme
dans la catégorie des complexes

(A,m) = H' A K
pour un complexe contractile K. Le résultat est déduit du théoreme 1.4.1.1 appliqué a I’injection

canonique
g: H"A— A.

L’unicité de la structure provient du fait qu’un morphisme f entre A.-algebres minimales est un
quasi-isomorphisme si et seulement si f; est un isomorphisme si et seulement si f est un isomor-
phisme. O

1.4.2 Lien avec le lemme de perturbation

Une perturbation 6 de la différentielle d d’un complexe filtré W est un morphisme gradué § : W —
W de degré +1 qui diminue la filtration et tel que d 4+ § est encore une différentielle, c’est-a-dire,
tel que

dod+do0d+d%=0.

Une contraction [EML53] (voir aussi [HK91] et les références données dans [HK91])
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est donnée par deux complexes V et W, deux morphismes de complexes i : V — Wet p: V - W
et un morphisme gradué H : W — W de degré —1 tels que

poi=1y, dop=1w +8(H), Hoi=0, poH=0 et H?=0.

On dit aussi que W se contracte sur V. Si les complexes sont filtrés, la contraction est filtrée si les
morphismes sont filtrés relativement a ces filtrations.
Soit V' et W des complexes munis de filtrations exhaustives et soit

((V»dv)i(W,dW) ,H)

K2

une contraction filtrée et ¢ une perturbation de la différentielle dy . Le lemme de perturbation
([Gug72], [HK91]) donne une nouvelle différentielle df, de V et des morphismes i°, p° et H° tels
que

o

((V,d) = (W,dw +0) ,H°)

15

est une contraction filtrée. Supposons que la contraction filtrée ci-dessus est une contraction filtrée
de cogébres : les objets V' et W sont des cogebres différentielles graduées filtrées, les morphismes
i et p sont des morphismes de cogebres filtrées, H est une 1-(ip)-codérivation filtrée de W. Sup-
posons aussi que la perturbation d est une perturbation d’une différentielle de cogebres, i. e. § est
une 1-1-codérivation de W. Le lemme de perturbation produit alors une contraction de cogebres
([HK91], [GS86], [GL8&9], [GLS91], [Mer99)).

Soit A une A -algebre et soit

00— (V,dv) (K,dx) —=0

—_ (A7m1) —_—
% p

une suite exacte scindée de complexes telle que
poog=0 et 1op+ogop=14.

Soit h une homotopie contractante de K telle que h2 = 0. A partir de ces données, nous avons
deux manieres naturelles de définir une structure d’A.-algebre sur V' et un A,.-morphisme

V—-A

dont le premieére composante est .

Premiére méthode : le lemme de perturbation
Nous appliquons le lemme de perturbation a la contraction filtrée et a la perturbation de cogebres

_ R _ _
(TCS(V, dv) = TeS(A,m) 7H) et §:T°SA— TeSA,
F

ot F =T¢Si, R=TSp, H est I'unique 1-(FR)-codérivation relevant ¢ o hop et § = b— by (ici b
est la différentielle de BA). Nous obtenons une nouvelle différentielle ' sur T¢SV et un morphisme

de cogebres o o
FO . (TeSV,b') — (T<SA,b).
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Nous obtenons une structure d’A ,.-algebre sur V (notons cette A,-algebre V?) et un A ,-morphisme
o v — A

Deuzxieme méthode : le noyau d’un A..-morphisme g
Définissons par récurrence des morphismes

gi: A% S K, i>1

)

en posant

g1=p et gi=—hor(g...,9i-1), i>2,
ou 7(g1,...,gi—1) est le cycle du lemme (B.1.5). Le lemme (B.1.5) montre qu’ils définissent un
A -morphisme g : A — K (ou K est le complexe K considéré comme A -algeébre). L’axiome (A)
du théoréme (1.3.3.1) montre qu’il existe un noyau de g dans la catégorie Alg,,

V9 =kerg — A.

Comme l'objet gradué sous-jacent de I’A -algebre V9 est V| cela définit une A .-structure sur V'
et un A ,-morphisme

f9:.VI— A
Lemme 1.4.2.1 Nous avons un isomorphisme 6 : V0 — V9 tel que §; = 1 et f° = f9 0.

Démonstration : Rappelons les descriptions de I’A o.-structure de V? et de f° en terme d’arbres
due & M. Kontsevich et Y. Soibelman [KS01, 6.4].
LA o-structure de V7 est définie par les formules suivantes :

mi=0, mi=pomso(i®i, mi= Y (Umur i3
TeT

ou s et T, 7 et m sont définis ainsi : Considérons I’ensemble 7" des arbres planaires orientés T°
avec ¢ + 1 sommets terminaux (la racine et les feuilles), tels que larité |v| de tout sommet interne
v €T (i. e. le nombre de fleches arrivant a v) est > 2. Pour décrire le morphisme

mir: (VO =V, i>3 TeT,

on a besoin de considérer I’arbre T construit & partir de 7" en rajoutant un sommet interne au
milieu de chaque aréte interne. L’arbre T est ainsi constitué de deux types de sommets internes :
les anciens qui correspondent aux sommets internes de T et les nouveaux que ’on vient de rajouter.
On colorie les sommets de T par les morphismes suivants :

- p sur la racine,

i sur les feuilles,
- m|y| sur les sommets internes anciens v (dont I'arité est |v]),
- H sur les sommets internes nouveaux.

A chaque arbre T ainsi colorié, on associe le morphisme m; r qui consiste & composer les coloriages
en descendant le long de ’arbre des feuilles vers la racine. Voici un exemple :
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17

H /
N
msy

T T colorié

\ N
.

Le morphisme mg r vaut

pomyo(H®1)o(my®1)o(1®H®1%%) 0 (1®@my©1%%) o (i®°).

Le signe (—1)® associé & T est donné par 1'égalité

pomao(H®1)o(mzg®1)o(1® H®1%?) o0 (1®mz®1%%) 0 (i%0) o (w®°) =
(—1)Swop’ob20(H’®1)o(b3®1)o(1®H’®1®2)o(1®b3®1®2)o(i®6),
ol
p=sopow, H =-soHow et i =so0iow.

Le signe dans le cas général s’obtient de la méme maniere.
Le morphisme f% : V° — A est donné par les formules

ff = ia fzé = Z (71)Sfi,T7 1 Z 2a
TeT

ol les morphismes f; v et le signe s sont construits de la méme maniere en coloriant la racine de
l'arbre T par H au lieu de p. La remarque (1.4.2.2) ci-dessous montrera que les morphismes mf,
i>1,et f, 4> 1, définissent bien des A, -structures.

Remarquons que les signes ci-dessus sont tels que

bf = Z bi,T et Fié = Z Fi,T7 7 Z 1,
TeT TeT

ou b; 7 et F; r sont obtenus en coloriant les sommets des arbres T par des b; (vesp. i/, p/, H') sur
les sommets qui étaient précédemment de couleur m; (resp. i, p, H).
Nous allons maintenant expliciter 1’A ,,-morphisme

g:A—>K

en terme d’arbres. Un calcul facile (nous utilisons le fait que h%2 = 0) montre que le morphisme g;,
i > 1, est donné par les formules

g1=p et gi=-pohom;, ©>2.

Comme hop = po H, les morphismes g; correspondent aux arbres coloriés (ils n’appartiennent pas
nécessairement a 7))
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Y%
h

!

p

e

Le signe intervenant dans la formule pour g implique les égalités
Glzp/ et G’i:*p/OH/Obiv ’1,22’

oup =sopow.
Montrons que la composition g o f° est nulle. 11 suffit de montrer les égalités

Y Gi(F,®...@F))=0, n>1
o ;

dp=nNn

Soit n > 1. Comme les G; et les ng sont des sommes de compositions associées a des arbres
coloriés, la somme ci-dessus est la somme de compositions associées aux arbres coloriés concaténés.
Nous vérifions que les arbres coloriés concaténés intervenant dans les sommes

Y GiF), ®...9F)) et GioF]
P k2

ap=n, 1>2

sont les mémes. Dans la premiere somme, le signe intervenant devant chaque composition associée
a un arbre colorié concaténé est négatif car, pour ¢ > 2, nous avons G; = —p’ o H' o b;. Dans
la seconde somme, il est positif car G; = p’. Nous avons donc G o F® = 0. Le morphisme f9 se
factorise en f9 o . Comme f{ = f{, nous avons 6; = 1y. Il s’ensuit que 6 : V? — V9 est un
isomorphisme. g

Remarque 1.4.2.2 La démonstration montre que les morphismes mf, i>1,et f0,i>1, définis

%

en terme d’arbres définissent bien des A -structures (voir [KS01, 6.4] pour une autre preuve).

Remarque 1.4.2.3 Si A est une algebre différentielle graduée, I’A ,.-morphisme
g:A—>K

n’a que deux composantes non nulles g; et go. La complexité des formules pour les m?, i > 1,

7

provient donc de la complexité des formules des fi‘s, i > 1, définissant le noyau de g dans Alg,
fOVe— A

Remarque 1.4.2.4 Le lemme de perturbation nous donne, outre V7 et f°, une contraction d’A -
algebres
q5
I §
Qg— ]
f
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Remarquons que I’A,-morphisme ¢° est le conoyau de I’A ,-morphisme
j:K— A
donné par les formules

ji=0, ji=-mio(c®)o(h®1%1), i>2

Remarque 1.4.2.5 Soit V' et W des complexes munis de filtrations exhaustives et soit

((VadV):l_)(VVadW) H)

une contraction filtrée de complexes. Alors il existe une suite exacte scindée de complexes

0'

00— (Vidy) = (Wydw) =" (K, dg) —0

% P

telle que
poo=0 et top+oop=1y4

et une homotopie contractante h de K telle que
h2=0 et H=0ohop.

Le complexe contractile K est donc un facteur direct de W. Soit § une perturbation de la différentielle
dw . Le lemme de perturbation produit une contraction filtrée de complexes

0

((V,d}) = (W,dw +9) ,H°).

ié

Un calcul montre que les morphismes
(p—pHG) : (W dw +0) — (K,dg) et (0 —0Ho): (K, dg)— (W,dw +9)
sont des morphismes de complexes et qu'ils sont le conoyau et le noyau de i® et p°. La composition
(p—pHG)o (0 —d0Ho): (K,dk) — (K, dxk)

induit un isomorphisme dans les objets gradués associés a la filtration. C’est donc un isomorphisme.
Le complexe contractile( K, dg ) est donc aussi un facteur direct du complexe perturbé (W, dy + )
et 'inclusion

oc: K—-W

est “perturbée” en o — § Ho pour devenir compatible a dy + 6.
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Chapitre 2

Théorie de ’homotopie des
polydules

Introduction

Soit A une A -algebre augmentée. Rappelons que dans cette these les structures communément
appelées A,,-modules sur A sont appelées A-polydules (“poly” car la structure est donnée par
plusieurs multiplications). Le but de ce chapitre est de décrire la catégorie dérivée D A dont les
objets sont les A-polydules strictement unitaires. Nous utiliserons pour cela les outils de 1’algebre
homotopique de Quillen (voir 'appendice A) en adaptant les méthodes du chapitre 1 aux poly-
dules. La catégorie dérivée d'une A.-algebre quelconque sera étudiée au chapitre 4.

Plan du chapitre

Ce chapitre est divisé en deux parties.

La premiére partie qui composée des sections (2.1) et (2.2) ne traitera pas des A-structures

proprement dites. Dans la premiere section (2.1), on définit les (co)modules différentiels gradués
(co)unitaires. Dans la section 2.2, nous démontrons le théoréme (2.2.2.2) :
Soit C une cogebre différentielle graduée cocompléte co-augmentée. La catégorie ComcC des C-
comodules différentiels gradués co-unitaires cocomplets admet une unique structure de catégorie de
modéles telle que, pour toute algébre différentielle graduée augmentée A et toute cochaine tordante
admissible acyclique T : C'— A, le couple de foncteurs adjoints

(?®; A,— ®,;C): ComcC — Mod A

est une équivalence de Quillen. Tous les objets de Comc C' sont cofibrants.
Nous caractérisons ensuite l'acyclicité des cochaines tordantes (2.2.4.1).

La deuxiéme partie est consacrée aux A ,.-structures concernées par ce chapitre : les (bi)polydules
strictement unitaires sur des A..-algebres augmentées. Dans la section 2.3, on définit les po-
lydules, leurs suspensions, les A,-morphismes et les homotopies entre A,.-morphismes. Nous
définissons ensuite la notion d’unitarité stricte pour les A.-structures. Cette notion sera étudiée
plus précisément dans le chapitre 3. On rappelle ensuite les constructions bar et cobar et 1’algebre
enveloppante. Dans la section 2.4, nous affinons le théoréme (2.2.2.2) précité. Nous montrons que,
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si la cogebre C' est isomorphe, en tant que cogebre graduée, a une cogebre tensorielle co-augmentée,
les objets fibrants de Comc C sont exactement les facteurs directs des C-comodules presque colibres.
En particulier, dans le cas ou C est égale a la construction bar d’une A -algebre augmentée A,
la catégorie des objets fibrants et cofibrants de Comc C' est I'image essentielle par la construction
bar des A-polydules strictement unitaires. Nous déduirons de ce résultat plusieurs descriptions de
la catégorie dérivée

Do A = Modo, A[Qis™!],

ou Mod, A désigne la catégorie des A-polydules strictement unitaires.

Dans la section 2.5, nous étudions la catégorie dérivée Do (A, A’) des bipolydules strictement
unitaires sur A et A’, deux A.-algtbres augmentées. Les méthodes étant similaires, les détails
seront omis. Les bipolydules seront utiles dans I’étude des A.-catégories.

2.1 Rappels et notations

Soit (C,®,e) une K-catégorie de Grothendieck semi-simple monoidale et C' une K-catégorie
de Grothendieck semi-simple (non nécessairement monoidale). Nous supposons que la catégorie
monoidale C agit a droite sur C’, i. e. C' est munie d’un foncteur

UCxC—-C, (MA)—»M®A

tel que

Homc (M, M") x HomC(A, A") — Home¢/ (M @ A, M’ @ A'),
ot A, A’ sont dans C et M, M’ sont dans C’, est K-bilinéaire. Nous demandons en outre que cette
action soit associative et unitaire & des isomorphismes donnés pres (voir [ML98, chap. XI]).

2.1.1 Modules sur une algebre augmentée

Soit M (resp. M’) I'une des catégories GrC ou CC (resp. GrC’ ou CC’) définies & la section 1.1.1.
La catégorie M est monoidale et agit clairement sur M’.

Algébres augmentées, réduites

Une algebre (A, u) dans M est unitaire si elle est munie d’'un morphisme 7 : e — A tel que
w(l®n) = un®1) = 1. On appelle le morphisme 1 'unité de A. Si A et A’ sont des algebres
unitaires, un morphisme d’algebres unitaires f : A — A’ est un morphisme d’algebres f tel que
fna = nar. Le morphisme e ® e — e donné par la contrainte d’unitarité de la catégorie de base
(1.1.1) définit une structure d’algebre unitaire sur 'objet neutre e. Une algebre A est augmentée
si elle est unitaire et munie d’un morphisme d’algebres unitaires

c:A—e.

Le morphisme ¢ s’appelle 'augmentation de A. Si A et A’ sont des algebres augmentées, un
morphisme d’algébres augmentées f : A — A’ est un morphisme d’algeébres unitaires f tel que
earf=ca. B

Si A est une algebre augmentée de M, ’algébre réduite A associée a A est le noyau de I'aug-
mentation. Si A est une algeébre de M, Ialgébre augmentée associée 3 A est 'algebre A* dont I'objet
sous-jacent est e ® A, et dont la multiplication est définie par les morphismes

e@e—e, eRA—A ARe—A et A AL A,
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ou les trois premiers morphismes sont donnés par la contrainte d’unitarité de la catégorie de base.
L’augmentation de A™ est la projection canonique A* — e. On note Alga la catégorie des algeébres
augmentées de CC. Le foncteur

Alg — Alga, A AT,

est une équivalence dont le quasi-inverse est le foncteur A — A.
Modules

Soit A une algebre dans M. Un A-module (a droite) dans M’ est un objet M de M’ muni d’un
morphisme ™ : M ® A — M (de degré 0 si M’ = GrC') tel que

pM (M o 1) = pM 1 ept).

On appelle ™ la multiplication de M. Si M et N sont deux modules, un morphisme de modules
f: M — N est un morphisme f tel que

M =pN(f o).
Si l'algebre A est unitaire, un A-module M est unitaire si on a
M1 ent) =1

Soit A une algebre graduée (resp. différentielle graduée). Un A-module gradué (resp. différentiel
gradué) est un A-module dans la catégorie GrC’' (resp. CC'). Si A est une algebre différentielle
graduée, un A-module différentiel gradué est donc un objet M de GrC’, muni d’une multiplication
MM ® A — M et d'une différentielle d™ : M — M telle que

dM('uJW) :HM(dN[®1A+1]V[ ®dA)

Si (M, M) est un A-module gradué, une dérivation de modules est un morphisme d™ : M — M
vérifiant I’équation ci-dessus. Une différentielle de module est une dérivation de degré +1 et de carré
nul. Si A est une algebre différentielle graduée unitaire, on note Mod A la catégorie des A-modules
différentiels gradués unitaires.

Soit f : A — A’ un morphisme de Alg. La restriction le long de f d'un A’-module M est le
A-module dont 1'objet sous-jacent est M et dont la multiplication est u™ (f ® 1). Le A’-module
induit par f d’'un A-module M a pour objet sous-jacent M ®4 A’ et pour multiplication 1 ® MA,.
Soit A une algebre augmentée et soit i : A — A l'injection canonique. Le foncteur restriction est
une équivalence de Mod A sur la catégorie des modules différentiels gradués sur A, son quasi-inverse
est le foncteur induction.

Soit A une algebre différentielle graduée et M et N deux modules différentiels gradués. Si f
et g sont deux morphismes M — N, une homotopie entre f et g est un morphisme gradué de
A-modules h : M — N de degré —1 tel que hod+ doh = f — g. Deux morphismes f et g sont
homotopes s’il existe une homotopie entre f et g.

Modules libres

Soit A une algebre de M. Soit V un objet de M’. Le morphisme 1y ® p# définit une structure
de A-module sur V® A. Un A-module M est libre sur V §’il existe un isomorphisme de A-modules
M =5 V ® A. Un module différentiel gradué est presque libre s’il est libre en tant que module
gradué.
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Lemme 2.1.1.1 Soit A un objet de Alga. Soit M un objet de Mod A et V' un objet de GrC'.

a. L’application f — f(1®n) est une bijection de ’ensemble des morphismes de modules gradués
V® A — M vers ’ensemble des morphismes gradués V. — M. L’application inverse associe
ag:V — M le morphisme de modules

M
VoA Me At M.

b. L’application d — d(1 ® 1) est une bijection de l’ensemble € des dérivations du modules
gradués V ® A vers l’ensemble des morphismes gradués g : V. — V @ A. L’application inverse
associe a g : M — N la différentielle

10d* +(1opt)(ge1).

Cette bijection fait correspondre le sous-ensemble de € formé des différentielles de modules
au morphismes de degré 41 tel que

(v @ pu™)(g®1)g+ (1@ d*)g =0.

2.1.2 Comodules co-augmentés

Cogebres co-augmentées, réduites

Une cogebre (C,A) de M est co-unitaire si elle est munie d’un morphisme 1 : C' — e tel que
(1®n)A = (n®1)A = 1. Le morphisme 7 s’appelle la co-unité de C. Si C et C’ sont deux cogebres
co-unitaires, un morphisme de cogebres co-unitaires f : C' — C’ est un morphisme de cogebres f tel
que N f = ne. Le morphisme e — e® e donné par la contrainte d’unitarité de la catégorie de base
définit une structure de cogebre co-unitaire sur 'objet neutre e. Une cogebre C' est co-augmentée
si elle est munie d’un morphisme de cogebres co-unitaires

c:e— C.

Le morphisme ¢ s’appelle la co-augmentation de la cogébre C. Si C' et C’ sont deux cogebres co-
augmentées, un morphisme de cogebres co-augmentées f : C' — C’ est un morphisme de cogebres
unitaires f tel que fec = ecr.

Si C est une cogebre co-augmentée de M, la cogebre réduite C est le conoyau de la co-
augmentation. Si C' est une cogebre de M, la cogébre co-augmentée C7 est la cogebre dont I’objet
sous-jacent est C' @ e et dont la comultiplication est le morphisme défini par les composantes

ese®e, C—e®C, CoCe et C-20CxC,

ou les trois premiers morphismes sont définis par la contrainte d’unitarité de la catégorie de base.
La co-augmentation de C'T est l'injection canonique e — C™. Si V est un objet gradué de C, on
note T°V la cogebre (T<V)™. Soit Cogca la catégorie des cogebres co-augmentées de CC dont les
cogebres réduites sont cocompletes. Le foncteur

Cogc — Cogca, O+ CT,
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est une équivalence dont le quasi-inverse est le foncteur C' — C.
Comodules

Soit C une cogebre de M. Un C-comodule (a droite) dans M’ est un objet gradué N de M’
muni d'un morphisme AY : N — N ® C (de degré 0 si M’ = GrC’) tel que

10 A9AYN = (AN @ 1)AYN,

Si N et N’ sont deux C-comodules, un morphisme de C-comodules f : N — N’ est un morphisme
de M’ tel que AN'f = (f®1)AN. Sila cogebre C est co-unitaire, un C-comodule N est co-unitaire
si AN(l & 77) =1y.

Soit C une cogebre graduée (resp. différentielle graduée). Un C-comodule gradué (resp. différentiel
gradué) est un C-comodule dans la catégorie GrC’ (resp. CC’). Si C est une cogebre différentielle
graduée, un comodule différentiel gradué est donc un objet N de GrC’, muni d’une comultiplication
AN i N — N ® C et d'une différentielle d¥ : N — N telle que

ANAN = (dN @ 14 + 1y @ d)AN.

Si (N, AN) est un C-comodule gradué, une codérivation de comodules est un morphisme d¥ : N —
N vérifiant I'équation ci-dessus. Une différentielle de comodule est une codérivation de degré +1 et
de carré nul. Si la cogebre C est co-unitaire, on note Com C' la catégorie des comodules différentiels
gradués co-unitaires.

Soit f : C — C' un morphisme de Cog. La corestriction le long de f d’'un C-comodule N
est le C’'-comodule dont I'objet sous-jacent est N et dont la comultiplication est (1 ® f)AN. Le
C-comodule co-induit par f associé & un C’-comodule N a pour objet sous-jacent le noyau

ker(N®C - NoC'®C),

otu=A"®1c - 1y @ f®1c)(1y ® AY), et pour comultiplication le morphisme induit par
IVRAYNeC—-NoCxC(C.

Soit C' une cogebre co-augmentée et soit p : C' — C la projection canonique. Le foncteur cores-
triction est une équivalence de la catégorie Com C sur la catégorie des C-comodules différentiels
gradués. Son quasi-inverse est le foncteur co-induction.

Soit C' une cogebre différentielle graduée et soit N et N’ deux comodules différentiels gradués.
Si f et g sont deux morphismes N — N’ une homotopie entre f et g est un morphisme gradué de
C-comodules h : N — N’ de degré —1 tel que hod+doh = f — g. Deux morphismes f et g sont
homotopes s’il existe une homotopie entre f et g.

Comodules cocomplets

Soit C' une cogebre co-augmentée de M et N un C-comodule co-unitaire dans M’. On définit
A® = AN et, pour tout n > 3, on définit A : N — N @ C®"! par

A(n) — (1®n—2 ® AC)A(H_D.
Soit n > 1. Le noyau Np,; du morphisme

(n+1) Qn —
NS Neoen B N g ot
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(ot p : C — C est la projection canonique) est un sous-comodule de N. Il s’appelle le sous-
comodule des n-primitifs de N. Pour n = 1, on obtient le sous-comodule des primitifs de N. La
suite croissante de sous-comodules

Ny € Npgj © Ngj < -

est la filtration primitive du comodule N. Si C est un objet de Cogca, un C-comodule différentiel
gradué co-unitaire N est cocomplet si sa filtration primitive est exhaustive. On note ComcC' la
catégorie des comodules cocomplets.

Comodules colibres

Soit C' une cogebre co-augmentée dans M. Soit V un objet de M’. Le morphisme
19AY: Vel —-VelCel

munit V®C d’une structure de C-comodule. Son sous-comodule des primitifs est le comodule V ®e.
Pour n > 2, son sous-comodule des n-primitifs est le C-comodule V@ Cy,,_1;. Le C-comodule V@ C
est donc cocomplet si C' est un objet de Cogca. Un C-module N est colibre sur V' s’il existe un
isomorphisme de C-comodules N — V ® C. Si C est un objet de Cogca, un comodule différentiel
gradué est presque colibre s’il est libre en tant que comodule gradué. La sous-catégorie de Comc C
formée des objets presque colibres est notée prcol C.

Lemme 2.1.2.1 Soit C une cogébre différentielle graduée co-unitaire, N un objet dans ComC et
V' un objet gradué.

a. Lapplication f — (1 ®@ n°)f est une bijection de ’ensemble des morphismes de comodules
gradués N — V @ C sur l’ensemble des morphismes gradués N — V. L’application inverse
envoie g : N — V sur le morphisme de C-comodules

N2 Ngc B vec

b. L’application d — (1 @ n°)d est une bijection de I’ensemble
coder(V @ ()

des codérivations du comodules V& C' sur l’ensemble des morphismes gradués g : VRC — V.
L’application inverse envoie g sur la codérivation

(g 1)1y @ A9) + 1y @d°.

Cette bijection fait correspondre les différentielles de comodules aur morphismes gradués de
degré +1 tels que

9y ®d°) + g(g © 10)(1v ® AY) =0.
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2.2 Comc(C comme catégorie de modeles

2.2.1 Cochaine tordante et produits tensoriels tordus

Définition 2.2.1.1 Soit C une cogebre différentielle graduée et A une algebre différentielle graduée.

Une cochaine tordante est un morphisme gradué 7 : C' — A de degré +1 tel que
daT 4+ 1de +m(T @ T)A = 0.

Si f: A — A est un morphisme dans Alg (resp. si g : ¢’ — C est un morphisme dans Cog)
la composition f o7 (resp. 7 o g) est encore une cochaine tordante. Ainsi, une cochaine tordante
7 : C — A induit une cochaine tordante 7t =io7op: CT — AT, ol i est I'injection canonique
A — AT et p la projection canonique CT — C. Soit A un objet de Alga et C un objet de Coga.
Une cochaine tordante C' — A est admissible si elle est induite par une cochaine tordante C' — A.

Soit A une algebre différentielle graduée augmentée et C' une cogebre différentielle graduée co-
augmentée. Soit 7 : C — A une cochaine tordante admissible. Soit M un objet de Mod A. Soit le
morphisme ¢, : M ® C — M ® C' défini comme la composition

M
Mot MeCcec '@ MeoAec "8 MaC.

Comme 7 est une cochaine tordante, la somme
br=b+t;, MC—McxC

ou b est la différentielle du produit tensoriel M ® C, donne une différentielle sur le C-comodule
gradué co-unitaire M ® C. Le produit tensoriel M ® C muni de la différentielle tordue (par 7) b,
est noté M ®, C. Si M et M’ sont deux objets de Mod A, un morphisme f : M — M’ induit un
morphisme de C-comodules gradués co-unitaires f @ 1¢ : M ®, C — M’ ®, C compatible aux
différentielles. Nous obtenons ainsi un foncteur

R;:Mod A — ComC, M- M, C.

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité nous noterons ce foncteur R.
De maniere duale, si N est C-comodule différentiel gradué co-unitaire, le morphisme T est
défini comme la composition

N A
NoAYB'NRCoAY ' NeAgA @4 NeC.

La somme de la différentielle D du produit tensoriel N ® A et du morphisme T, définit une
nouvelle différentielle sur le A-module gradué unitaire N ® A. Le produit tensoriel N ® A muni
de la différentielle tordue (par 7) D; = D + T, est noté N ®, A. Si N et N’ sont deux objets
de ComcC, un morphisme f : N — N’ induit un morphisme de A-modules gradués unitaires
f®1a: N®, A— N’ ®, A compatible aux différentielles. Nous obtenons ainsi un foncteur

L, :ComC — Mod A, N—-N®,A
que nous noterons L lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Lemme 2.2.1.2 Le foncteur L : Com C — Mod A est adjoint a gauche au foncteur R : Mod A —
Com C.
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Démonstration :  Soit N un objet de Com C' et M un objet de Mod A. Nous allons donner la
bijection fonctorielle
¢ : HOmMOdA(LN, M) — HOm(:omc'(]\/'7 RM).

Soit f : LN — M un morphisme de Mod A. Par le lemme 2.1.1.1, il est déterminé par sa composition
a=fo(ly®n?): N — M. Par le lemme 2.1.2.1, le morphisme « détermine & son tour un
morphisme gradué de C-comodules co-unitaires ¢(f) : N — RM tel que (1 ® n9)¢(f) = . On
vérifie que la condition b, ¢(f) — ¢(f)dn = 0 équivaut a la condition dps f — fD, = 0. O

Définition 2.2.1.3 Une cochaine tordante admissible 7 : C' — A est acyclique si, pour tout objet
M de Mod A, le morphisme d’adjonction

¢: LRM — M
est un quasi-isomorphisme (voir la proposition 2.2.4.1 ci-dessous pour des conditions équivalentes).

Notation 2.2.1.4 (Construction bar et cobar) Soit A un objet de Alga. Nous notons B*A la
cogebre co-augmentée (BA)™, ot A est I'algebre réduite associée & A. Attention & ne pas confondre
les cogebres co-augmentées BTA et (BA)T. Soit C' un objet de Cogca. Nous notons Q1C D'algebre
augmentée (QC)7T, ou C est le cogebre réduite associée & C. Elle n’est pas isomorphe a (QC)™*.

Lemme 2.2.1.5 a. Soit A un objet de Alga. Soit p : BA — SA la projection canonique. La
composition
TA:B+A—>BZW—OP>Z—>A,

ot la premiere fleche est la projection canonique et la derniere linjection canonique, est une
cochaine tordante admissible. La cochaine T4 est universelle parmi les cochaines tordantes
admissibles de but A, i. e. si C est un objet de Coga et 7: C' — A est une cochaine tordante
admissible, il existe un unique morphisme g, tel que T4 0 g = T.

b. De facon duale, nous associons a un objet C de Cogca une cochaine tordante admissible
TC:Cﬂéio—%QéﬂﬂJrC’

ot i : STIC — QC est linjection canonique. La cochaine Tc est universelle parmi les
cochaines tordantes admissibles de source C, i. e. si T : C — A est une cochaine tordante
admissible, il existe un unique morphisme f, tel que f.o71c =T.

Démonstration :  Soit C un objet de Cogca et A un objet de Alga. Soit 7 : C' — A un morphisme
gradué de degré +1 dont la composition avec la co-augmentation de C' et 'augmentation de A est
nulle. Soit

f:Q7C— A

le morphisme gradué d’algebres augmentées relevant (1.1.2.1) la composition 7o s et
gr: C — BTA

le morphisme gradué de cogebres co-augmentées relevant (1.1.2.2) la composition s o 7. Par la
démonstration du lemme 1.2.2.5, le morphisme gradué 7 est une cochaine tordante si et seulement
si fr est compatible aux différentielles si et seulement si g, est compatible aux différentielles.

a. La composition w o p : BA — A est une cochaine tordante car le relevement (1.1.2.2)
de p : BA — SA est I'identité de la cogebre BA (et cette derniere commute évidemment a la
différentielle de BA). L’universalité est immédiate.

b. Idem. O
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Définition 2.2.1.6 On appelle 74 la cochaine tordante universelle de A et 7¢ la cochaine tordante
universelle de C'.

Remarque 2.2.1.7 Dans [HMST74], le foncteur
R., : Mod A — Comc BYA, M +— M ®,, BTA,
est noté B4 M. O

Notons
Res : Mod A — Mod QTC

le foncteur restriction le long de f; et

Ind : Mod QTC — Mod A

le foncteur induction. On sait que (Ind,Res) est une paire de foncteurs adjoints de la catégorie
Mod Q*C vers la catégorie Mod A. Notons

Res®” : Comc C' — Comc B1A
le foncteur corestriction le long de g, et
Ind? : Comc BTA — ComcC

le foncteur co-induction. On sait que (Res?”, Ind°?) est une paire de foncteurs adjoints de la catégorie
Comc C vers la catégorie Comc BTA.

Lemme 2.2.1.8 a. La paire de foncteurs adjoints (L, R;) de la catégorie Mod A vers la catégorie
Comc C' est la composition de la paire (Ind,Res) avec la paire (L, , Rr.).

b. La paire de foncteurs adjoints (L., R;) de la catégorie Mod A wvers la catégorie Comc C est
la composition de la paire (L., R;,) avec la paire (Res®?,Ind°?). O

Lemme 2.2.1.9 a. Soit A un objet de Alga. La cochaine tordante universelle T4 est acyclique.

b. Soit C un objet de Cogca. La cochaine tordante universelle ¢ est acyclique.

Démonstration : a. Soit M un objet de Mod A. Montrons que LRM = (M ® BTA® A, d) est
une résolution (dite résolution bar normalisée) de M

bara(M)=-+ - M@A®" @A - - > MRAA - MQ®A,

et que le morphisme ® correspondant au morphisme bar4 (M) — M est un quasi-isomorphisme.
Comme dans le cas ou M est concentré en degré 0, (voir [CE99, IX.6] ou ce complexe se nomme
le complexe standard normalisé) les morphismes

hio1=1%"QpRe MRA® 1A > Mo A% @ A,
ou p est la projection canonique, définissent une homotopie contractante du complexe

o MRAY QA > MRARA—>M®A— M — 0.
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b. Soit M un objet de Mod Q*TC. Montrons que ® : LRM — M est un quasi-isomorphisme filtré.
Munissons QC de la filtration induite par la filtration primitive de C' considéré comme cogebre.
Nous avons alors une filtration de QC définie par la suite

(QfC). = (Q0);de, i>0.

i
Munissons C, considéré comme objet de Com C, de sa filtration primitive de C-module (nous la
complétons par Cjg) = e). Munissons M de la filtration définie par la suite M; = M, i > 0.

Ces filtrations induisent sur LRM = (M @ C ® Q7C) une filtration de complexes. Le morphisme
®: LRM — M devient un morphisme filtré pour ces filtrations. Il induit un morphisme

Gr()(LRM) — Gr()M
qui est I'identité de M. Comme Gr;M = 0 pour tout ¢ > 1, il nous suffit de montrer que
Gry(LRM), i>1,

est contractile. Soit ¢ > 1. Par construction, nous avons un isomorphisme d’objets gradués
Gr(LRM) = M ® e ® Gr,Q"C @ ( P mMecnCe Gri2Q+C>.
i1 Fig=i

i1#£0

La différentielle a pour matrice

o
[

ou p est le morphisme induit par 7%,

P MeGrCce6r,a'C— MaeaGr'C.

i1 +ig=i
i1#0

Ce dernier est un isomorphisme car il est induit par I'isomorphisme

&P Gr.Cce6r,0C — Gratc

i1 tig=i
i1#0

2.2.2 Comc(C comme catégorie de modeles

Soit C' un objet de Cogca. Dans cette section, nous allons munir Comc C d’une structure de
catégorie de modeles. Nous commengons par rappeler la structure de catégorie de modeles sur
Mod A, ot A est un objet de Alga et nous énongons ensuite le théoréme principal (2.2.2.2). Nous
ne détaillerons pas toute sa démonstration car elle est similaire & celle de (1.3.1.2). Seul les points
qui different seront développés.

Rappels sur la catégorie Mod A

Soit A une algebre différentielle graduée unitaire. Dans la catégorie Mod A, considérons les trois
classes de morphismes suivantes
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- la classe Q)is des quasi-isomorphismes,
- la classe Fib des morphismes f : M — M’ tels que f™ est un épimorphisme pour tout n € Z,

- la classe Cof des morphismes qui ont la propriété de relevement a gauche par rapport aux
morphismes appartenant a Qis N Fib.

Théoréme 2.2.2.1 (Hinich [Hin97]) La catégorie Mod A munie des classes de morphismes définies

ci-dessus est une catégorie de modéles. Tous les objets sont fibrants. Les objet cofibrants sont décrits
dans la remarque 2.2.2.10 ci-dessous.

Le théoréme principal

Soit A un objet de Alga et C un objet de Cogca. Soit 7 : C' — A une cochaine tordante
admissible acyclique. Dans la catégorie ComcC des comodules différentiels gradués co-unitaires
cocomplets, nous considérons les trois classes de morphismes suivantes :

- la classe £q des équivalences faibles est formée des morphismes f : N — N’ tels que Lf :
LN — LN’ est un quasi-isomorphisme de modules,

- la classe Cof des cofibrations est formée des morphismes f : N — N’ qui, en tant que
morphismes de complexes, sont des monomorphismes,

- la classe Fib des fibrations est formée des morphismes qui ont la propriété de relevement a
droite par rapport aux cofibrations triviales.

Théoréme 2.2.2.2 a. La catégorie ComcC' munie des trois classes de morphismes ci-dessus
est une catégorie de modéles. Tous ses objets sont cofibrants. Un objet de Comc C' est fibrant
si et seulement si il est un facteur direct d’un objet RM, ot M est un objet de Mod A.

b. Munissons la catégorie Mod A de la structure de catégorie de modéles du théoréme 2.2.2.1.
La paire de foncteurs adjoints (L, R) de ComcC dans Mod A est une équivalence de Quillen.

c. La structure de catégorie de modéles sur ComcC ne dépend pas de la cochaine tordante
admissible acyclique T.

En particulier, la catégorie Ho ComcC' est équivalente & la catégorie dérivée DA (voir la
définition dans 2.2.3). Le théoréme 2.2.2.2 et le lemme 2.2.1.9 implique le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.2.3 La catégorie Comc C' admet une unique structure de catégorie de modéles telle
que pour toute cochaine tordante admissible acyclique T : C — A, ot A est un objet de Alga, le
couple de foncteurs adjoints (L, R) est une équivalence de Quillen. O

Définition 2.2.2.4 Nous appelons la structure de catégorie de modeles sur Comc C' du corollaire
la structure canonique.

Pour montrer le théoréme 2.2.2.2, nous avons besoin (comme pour la démonstration du théoreme
1.3.1.2) d’introduire des filtrations.

Si Palgebre A (resp. la cogebre C) est filtrée, un A-module différentiel gradué filtré (resp. C-
comodule différentiel gradué filtré) est un A-module (resp. C-comodule) dans la catégorie des
complexes filtrés. Un C-comodule filtré M est admissible si sa filtration est exhaustive et si My = 0.
Par définition, tous les objets de Comc C, munis de leur filtration primitive sont admissibles.
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Lemme 2.2.2.5 Si C est munie d’une filtration exhaustive de cogébres telle que Cy = e, un quasi-
isomorphisme filtré de C-comodules admissibles est une équivalence faible.

Démonstration : Soit f : N — N’ un quasi-isomorphisme filtré de C-comodules admissibles.
La filtration de N induit une filtration de A-module définie par la suite

(LN); =N;®A, i>0.

La différentielle de (LN);, ¢ > 0, est la somme de la différentielle du produit tensoriel N; ® A et
de la contribution de D.. Comme la filtration de IV est admissible et que la cochaine 7 : C' — A
est admissible, la contribution de D, fait décroitre la filtration de LN. Ainsi, la différentielle de

GrLN =5 GIN® A

est celle du produit tensoriel GrN ® A et le morphisme Lf est bien un quasi-isomorphisme de
A-modules. O

Lemme 2.2.2.6 a. Soit M et M' deuz objets de Mod A. Le foncteur R envoie un quasi-
isomorphisme [ : M — M’ sur une équivalence faible Rf : RM — RM' dans ComcC.

b. Soit M un objet de Mod A. Le morphisme d’adjonction
®:LRM — M
est un quasi-isomorphisme de A-modules.
c. Soit N un objet de Comc C. Le morphisme d’adjonction
¥:N— RLN
est une équivalence faible de ComcC'.

Démonstration :

b. La cochailne 7 est acyclique.

a. Le morphisme Rf est une équivalence faible si et seulement si LR f est un quasi-isomorphisme.
Par le point b, ® est un quasi-isomorphisme. Par ailleurs, on a

(I)MOf:LRfO@M/.

La saturation des quasi-isomorphismes dans Mod A nous donne le résultat.
c. Nous voulons montrer que ¥ est une équivalence faible, c’est-a-dire que LW : LN — LRLN
est un quasi-isomorphisme. Nous savons que

OpnyolUyn =1Ly
et que ® est un quasi-isomorphisme. Le morphisme LV est donc aussi un quasi-isomorphisme. []

Rappelons la description de [Hin97] des cofibrations de Mod A. Les cofibrations standard
(resp. triviales) de Mod A sont définies comme dans la définition 1.3.2.5, & la différence pres que M*
désigne le complexe sous-jacent & un objet M de Mod A et que F'V désigne le module différentiel
gradué libre sur un complexe V. Nous avons alors la méme description (voir juste dessous 1.3.2.5)
des cofibrations (resp. triviales) de Mod A & partir des cofibrations standard (resp. triviales).
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Lemme 2.2.2.7 Soit N un objet de ComcC et N' un sous-objet de N tel que AN C NRe®N'QC.
Le foncteur L envoie linclusion N' — N sur une cofibration standard.

Démonstration : Soit E le conoyau de U'inclusion N’ < N. Choisissons un scindage dans la
catégorie des objets gradués

NN oE.
Selon cette décomposition, la comultiplication AV est donnée par deux composantes
, AE
AN N - N oC et AF = [ A}E ] :E— N®ed N ®C,
2

et la différentielle est donnée par la différentielle de N’, celle de E et un morphisme
d:E— N
Nous avons un isomorphisme d’objets gradués
LN = LN'® LE.
La différentielle est la somme de celle de LN’ @ LE, du morphisme
d®1:FE® A—-N®A
et du morphisme d, qui est la composition

E A
EoAZS NoCoA ¥ ' VoA A ™™ N g A

Remarquons qu'il n’y a pas de contribution de A¥ car la cochaine 7 est admissible. Posons
D'=(d®1+d)s:S'E— N ®A.
Nous vérifions que LN est isomorphe a

LN'(S™'E, D).

Lemme 2.2.2.8 a. Le foncteur L préserve les cofibrations et les équivalences faibles.
b. Le foncteur R préserve les fibrations et les équivalences faibles.

Démonstration :
a. Soit j : N’ > N une cofibration de Comc C. Soit la filtration de N donnée par la suite

Ni =j(N')+ Ny, >0,

ot Njj), i > 1, est la filtration primitive de N (complétée par Ny = 0). Remarquons que, pour tout
¢ > 1, nous avons
AN; CN;Qe® N;_1 ® C.

Nous pouvons donc appliquer le lemme 2.2.2.7. 11 certifie que LIN; — LN; ;1 est une cofibration
standard. Le morphisme Lj : LN’ — LN est ainsi la composition dénombrable des cofibrations
standard LN; — LN;41, il est donc une cofibration. Par définition des équivalences faibles dans
Comc C, le foncteur L préserve les équivalences faibles.

b. Par le point a et 'adjonction (L, R, ¢) de Comc C' dans Mod A, le foncteur R conserve les
fibrations. Le fait qu’il conserve les équivalences faibles est le point ¢ du lemme 2.2.2.6. g
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Lemme 2.2.2.9 Soit M un objet de Mod A et N un objet de Comc C'. Soit une fibration p : M —
LN de Mod A. Le morphisme j : RM [[pny N — RM de comodules du diagramme cartésien

RM [Tgn N >N
ji cart. \L‘IJ
RM R RLN.

est une cofibration triviale de ComcC.
Démonstration : Soit K le noyau de p. Nous avons des isomorphismes d’objets gradués

RM =5 RK @& RLN, RM H N =5 RK @ N.
RLN

Le morphisme j s’écrit alors

| —|
O =
=

| I

Nous avons donc un diagramme de Mod A

OHLRKHL(RMHRLNN) LN 0
L1 iLJ LY
0 —> LRK RM LRLN —0,

ou les lignes sont exactes et ou la fleche verticale de droite et celle de gauche sont des quasi-
isomorphismes. Le morphisme Lj est donc un quasi-isomorphisme, et j est une équivalence faible
de Comc C. 1l est clairement un monomorphisme, donc une cofibration de ComcC. O

Démonstration du théoréeme 2.2.2.2

Par les lemmes ci-dessus, la démonstration du fait que les classes £q, Cof et Fib définissent
une structure de catégorie de modeles est la méme que celle du théoreme 1.3.1.2.

Objets cofibrants et objets fibrants de ComcC

Tous les objets de Comc C' sont cofibrants puisque les cofibrations sont les monomorphismes.

Montrons qu’un objet de Comc C est fibrant si et seulement si il est un facteur direct d’un objet
RM, ou M est un objet de Mod A. Nous rappelons (2.2.2.1) que tous les objets de Mod A sont
fibrants. Par le lemme 2.2.2.8, 'image du foncteur R est donc formé d’objets fibrants de Comc C.
Ainsi, tous les objets de la forme RM et leurs facteurs directs sont fibrants. Réciproquement si N
est fibrant, par 'axiome (CM4), le morphisme ¥ : N — RLN (qui est une cofibration triviale) est
scindé. L’objet N est donc un facteur direct de RLN

Remarque 2.2.2.10 La dualisation de cette démonstration montre que les objets cofibrants de
Mod A sont les facteurs directs des LN, N € ComcC.
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Le point b du théoréme 2.2.2.2 est un corollaire du lemme 2.2.2.5. Il nous reste a montrer le
point c.

Unicité de la structure de catégorie de modeles sur ComcC

Soit A’ un objet de Alga. Soit 7’ : A’ — C une cochaine tordante admissible acyclique. Nous
voulons montrer que la structure de catégorie de modeles sur Comc C' (définie au point a de 2.2.2.2)
relative & 7 est la méme que celle relative a 7’.

Il suffit de le montrer dans le cas out 7/ est la cochalne universelle 7. Nous allons montrer
que les classes des cofibrations et les classes des équivalences faibles relatives aux deux structures
coincident. C’est vrai pour les cofibrations puisqu’elles sont les monomorphismes. Nous rappelons
(2.2.1.8) que la paire de foncteurs adjoints (L, R;) de Mod A vers Comc C est la composition de
la paire (Ind, Res) avec la paire (L,., Rr.). Comme le foncteur Res induit une équivalence entre
les localisations de Mod A et Mod Q1C par rapport aux quasi-isomorphismes (voir [Kel94a, exple
6.1]), les équivalences faibles des deux structures sur Comc C coincident par le point b du théoréme
2.2.2.2. O

Quasi-isomorphismes filtrés et équivalences faibles

Nous notons Qisf la classe des morphismes f : N — N’ tels que C admet une filtration
exhaustive de cogebre telle que Cy = e et tels que N et N’ admettent des filtrations admissibles
de C-comodules pour lesquelles f est un quasi-isomorphisme filtré. Le lemme 2.2.2.5 montre que
nous avons une inclusion

Qisf C &q.
On rappelle (voir appendice A) que la catégorie homotopique Ho Comc C est la localisation
(Comc C’) Eq7Y].
Lemme 2.2.2.11 Le foncteur canonique
( Comc C’) [Qisf '] =5 Ho Comc C
est une équivalence.

Démonstration : La démonstration est similaire & celle du point @ de la proposition 1.3.5.1.
Nous vérifions que le morphisme d’adjonction

\II:N*)RTCLTCN

est un morphisme quasi-isomorphisme filtré pour la filtration primitive sur N et la filtration sur
R;.L;, N induite par les filtrations primitives de IV et C. Le morphisme R, L, f est clairement
un quasi-isomorphisme filtré. La propriété de saturation des quasi-isomorphismes filtrés appliquée
a égalité RLf o Uy = U/ o f nous donne le résultat. a
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2.2.3 Structure triangulée sur Ho Comc(C

Rappel sur la structure triangulée sur Ho Mod A

Rappelons qu’une catégorie de Frobenius est une catégorie exacte au sens de Quillen [Qui73]
qui possede assez d’injectifs et assez de projectifs et dont la classe des projectifs coincide avec celle
des injectifs. Il est connu [Hel60], [Hap87], [KV87] que le quotient d’une catégorie de Frobenius A
par I'idéal des morphismes se factorisant par un projectif est une catégorie triangulée [Ver77]. On
I'appelle la catégorie stable associée a A.

Soit A une algebre différentielle graduée unitaire. La catégorie Mod A, munie de la classe €
formée des suites exactes

0—M L2 M o0

qui sont scindées dans la catégorie de modules gradués, est une catégorie exacte. La classe des
objets injectifs est formée des complexes de la forme

0 w

IM(M@SM,{O ;

D M € Mod A.

Elle coincide avec la classe des objets projectifs. La catégorie Mod A est donc une catégorie de
Frobenius. Nous notons HA la catégorie stable associée & Mod A. Elle est une catégorie triangulée.
Son foncteur suspension est le foncteur M — SM. Ses triangles standard proviennent des suites
exactes de £. Les quasi-isomorphismes de Mod A sont exactement les morphismes f dont 'image
f par le foncteur canonique Mod A — HA s’insére dans un triangle

N - M -1 M = 8N,

ou N est acyclique. La catégorie dérivée DA est la localisation de la catégorie HA par rapport
aux quasi-isomorphismes. Les triangles standard de DA sont 'image par le foncteur

Q:HA — DA

des triangles standard de HA. La catégorie dérivée DA, munie de I’endofoncteur suspension est
triangulée pour la classe des triangles distingués, i. e. les triangles isomorphes a des triangles
standard. Si f est un morphisme de Mod A, on note C(f) son céne. Si

0— M M2 M =0

est une suite exacte (non nécessairement scindée) de Mod A, le morphisme [p, 0] : C(i) — M" est
un quasi-isomorphisme et la suite

VIS VLA VS Vi
ol le morphisme § est le morphisme de DA défini par

M 2% oy 2 s

est un triangle distingué de DA.
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Structure triangulée sur Ho ComcC

Soit C' un objet de Cogca. La catégorie Comc C', munie de la classe F des suites exactes courtes
qui sont scindées dans la catégorie des comodules gradués, est une catégorie de Frobenius dont la
classe des objets injectifs est formée des objets

0 w

IN:(N@SN,[O ;

}), N € ComcC.

Nous notons HC' la catégorie stable associée. Elle est triangulée. Son foncteur suspension est
N — SN. Les suites exactes de F donnent lieu aux triangles standard. Les triangles distingués
sont les triangles isomorphes aux triangles standard.

Soit 7 : C' — A une cochaine tordante admissible acyclique ou A est un objet de Alga. Les
foncteurs L et R forment un couple de foncteurs exacts entre les catégories ComcC et Mod A
et préservent 'injectivité. Ils induisent donc un couple de foncteurs adjoints triangulés entre les
catégories stables HC et HA. La catégorie dérivée DC est la catégorie localisée (HC) [Eq_l]. Elle
est clairement isomorphe & la catégorie Ho Comc C'. Rappelons (thm 2.2.2.2) que les foncteurs R et
L (définis en 2.2.1) induisent des équivalences inverses 1'une de 'autre entre les catégories localisées

DA = (HA)[Qis™'] et (HC)[Eq~']=DC.

En particulier, le systeme multiplicatif £q est compatible aux triangles de HC' car il est 'image
réciproque du systeme multiplicatif des isomorphismes de DA par le foncteur triangulé composé

HC -5 HA — DA.

Il en résulte que DC porte une structure triangulée canonique et que les équivalences induites entre
DA et DC sont des foncteurs triangulés.

2.2.4 Caractérisation de I’acyclicité des cochaines tordantes

Nous rappelons que le foncteur —+ : Cogc — Cogca est une équivalence de catégories (2.1.2).
Munissons Cogca de la structure de catégorie de modeles induite par celle de Cogc (voir 1.3.1.2).

Proposition 2.2.4.1 Soit A un objet de Alga et C' un objet de Cogca. Soit 7 : C — A une
cochaine tordante admissible. Les conditions suivantes sont équivalentes.

a. La cochaine tordante T est acyclique, i. e. si M est un objet de Mod A, le morphisme
d’adjonction
®: LRM — M

est un quasi-isomorphisme de Mod A.
b. Si N est un objet de ComcC, le morphisme d’adjonction
¥:N— RLN
est une équivalence faible de Comc C'.

c. Le morphisme d’adjonction
LRA=A®, Co, A4

est un quasi-isomorphisme de Mod A.
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d. Le morphisme
NMa®ec:e— AR, C

est une équivalence faible de ComcC.
e. Le morphisme d’algébres f. (2.2.1.5) est un quasi-isomorphisme.

[- Le morphisme de cogébres g, (2.2.1.5) est une équivalence de Cogca.

Démonstration :

a = b. C’est une conséquence du point b du théoreme 2.2.2.2.
a = c¢. C’est clair.

b = d. Nous avons ’égalité U, =1y ® e¢.

¢ = a. La sous-catégorie de DA formée des objets M tel que

®:LRM — M

est un quasi-isomorphisme est une sous-catégorie triangulée aux sommes infinies contenant A par
hypothese. Elle coincide donc (voir [Kel94a, 4.2]) avec DA.
d = e. Rappelons que 7¢ : C — Q1C est acyclique (2.2.1.9). Cela implique que le morphisme

Loe=Q"C — L, (A®, C) =L, R, ResA

et le morphisme d’adjonction
L; R, ResA — ResA

sont des quasi-isomorphismes. Le morphisme f, est un quasi-isomorphisme car il est égal & la
composée

QC — L, R, , Res A — Res A.

e < f. C’est le point b du théoréeme 1.3.1.2.
e = a. Comme la cochaine 7¢ est acyclique, le morphisme d’adjonction

Lo R M=M®,C®.,, QC—M
est un quasi-isomorphisme. Par ailleurs, il est égal a la composée
M &, C @, QC 2% M®, Co, A2 M.

Il nous suffit donc de montrer que le morphisme ¢,; induit par le morphisme f; est un quasi-
isomorphisme. Munissons le comodule M ®.. C' de sa filtration primitive. Nous avons alors

Gr(M ®, C) =M ® GrC
et des filtrations induites sur M ®, C ®, A et M ®, C ®, QTC qui vérifient
Gr(M®,C®, A)=MxGIC®A e Gr(M®,C®, 2C)=MeG6rCxQC.

Pour ces filtrations, le morphisme ¢p; est un morphisme filtré et il induit des quasi-isomorphismes
dans les objets gradués car f, est un quasi-isomorphisme. Il est donc un quasi-isomorphisme. [J
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2.3 Polydules

2.3.1 Définitions

Définition 2.3.1.1 Soit A une Aj,-algebre. Un A,-module sur A dans la catégorie GrC' est un
objet gradué M dans GrC’ muni d’une famille de morphismes gradués

mM M@ A®T - M, 1<i<n,
de degré 2 — i, telle quune équation (/) de la méme forme que ’équation (x,,) de la définition
1.2.1.1 est vérifiée pour tout 1 < m < n. Dans I’équation (x],), pour j > 0, les termes
m;(1%7 @ my @ 19)
de I’équation (%,,) doivent étre interprétés comme
mM(1% @my, @19 M @ A®™1 - M,

et, pour j = 0, comme
mM(miM ® 1®l) M@ A®™L 0

i

Définition 2.3.1.2 Soit A une A.-algebre. Un A-polydule dans GrC' (dans la littérature, cette
structure est communément appelée un A, -module sur A) est un objet gradué M muni d’une
famille de morphismes gradués

my:M®A®i_1—>M, 1<4

de degré 2 — i, telle que ’équation (x!) est vérifiée pour tout 1 < m.

Définition 2.3.1.3 La suspension SM d’un A-polydule est le A-polydule dont l'objet gradué
sous-jacent est la suspension SM et dont les multiplications sont définies par

miM = (=1)'somM o (W@ 1%, i>1.

La section 2.3.3 nous certifiera que ceci définit bien un A-polydule.

Définition 2.3.1.4 Soit A une A -algebre, et M et N deux A,-modules sur A. Un A, -morphisme
de A,-modules f: M — N est une famille de morphismes gradués de C’

fi: M@ A®"' 5 N, 1<i<n,
de degré 1 — 4, vérifiant, pour tout 1 < m < n, I’égalité
(+x7) Z(_l)jk+lfi(1®j ®mi ®19') = st_l,_l(fr ® 19%)

dans Homg,.c/(M ® A®™ 1 N) ot j+k+l=m,i=j+k+1etr+s=m. Un A,-morphisme
f est strict si f; = 0 pour tout ¢ > 2. Soit M, N et T trois Aj-modules sur A. Soit g: M — N et
f: N — T deux A,-morphismes de A,-modules. La composition fog: M — T est définie par la
suite
(fegli= Y finlgp®1®), 1<i<n,
k=i
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Définition 2.3.1.5 Soit A une A -algebre et M et N deux A-polydules Un A -morphisme f :
M — N est une famille de morphismes gradués

fi: M@ A9~ SN, 1<,

de degré 1 — i, telle que I’équation (xx],) est vérifiée pour tout 1 < m. La composition des A .-
morphismes est définie par les mémes formules que celle de la composition d’A,-morphismes. Un
A -morphisme f est strict si f; = 0 pour tout i > 2.

Il résultera de la section 2.3.3 que nous obtenons bien ainsi une catégorie. Nous la notons
Nod., A. La lettre N remplace la lettre M de Mod et se rapporte au Non dans “A..-module Non
unitaires”. Notons NodS" A la sous-catégorie de Nod., A dont les objets sont les A-polydules et
dont les morphismes sont les A,-morphismes stricts.

Remarque 2.3.1.6 Soit A une A .-algébre. De maniere analogue a la remarque 1.2.1.3, si M est
un A-polydule,

- (M, my) est un complexe;

- le morphisme m3! : M @ A — M définit une action & homotopie pres de I’algebre fortement

homotopiquement associative (1.2.1.3) A sur M. Le défaut de compatibilité de la multipli-
cation m3' et de I'action m3! est égal au bord de m3! dans

(Homgrcl (M & A®2, ]\4)7 5),
oi1 § est défini & I'aide de m et mf.

- Si f: M — N est un A, ,-morphisme de A-polydules, le morphisme f; est un morphisme de
complexes (M, mM) — (N,mi).

Remarque 2.3.1.7 Soit A une A.-algebre. Les morphismes mZ-A, i > 1, définissent une structure
de A-polydule sur I'objet sous-jacent a A.

Remarque 2.3.1.8 Soit A un objet de Alg et (M, d, AM) un A-module différentiel gradué. Les

morphismes

m =dM, md =AM, meI:O pour i>3
définissent sur 'objet sous-jacent & M une structure de A-polydule. La catégorie des A-modules
différentiels gradués est une sous-catégorie non pleine de la catégorie des A-polydules.

Définition 2.3.1.9 Soit A une A.-algebre et M et N deux A-polydules. Un A,,-morphisme
de A-polydules f : M — N est un A, -quasi-isomorphisme si fi est un quasi-isomorphisme de
complexes.

Définition 2.3.1.10 Soit A une A .-algebre et M et N deux A-polydules. Soit f et g deux
A -morphismes M — N. Une homotopie entre f et g est une famille de morphismes

hi M ® A®~1 S N, 1<i,
de degré —i vérifiant, pour tout 1 < m, ’équation

(* * *;n) fm—gm = Z(*l)sml-&-s(hr X 1®S)
+ (=D R (1 @ my @ 19)

dans Homg,c/(M®A®™=1 N), otir+s = met j+k+I1 = m. Deux A-morphismes d’A ,,-algebres
f et g sont homotopes s’il existe une homotopie entre f et g.
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2.3.2 Unités strictes, augmentations et réductions

Dans ce chapitre, nous étudierons les polydules strictement unitaires sur des A,.-algebres aug-
mentées. Nous définirons donc ici un type d’unitarité pour les A -structures : V'unitarité stricte.
Cette structure nous permettra de généraliser certaines propriétés des modules unitaires aux poly-
dules. La pertinence de cette notion d’unitarité relativement & 'homotopie des A -structures fera
l'objet du chapitre 3.

Définition 2.3.2.1 Une A -algebre A est strictement unitaire si elle est munie d’un morphisme
gradué n : e — A de degré 0 tel que m;(1...1®7n®1...1) =0 pour tout i # 2 et

ma(la®@n) =me(n®1a) =14.

Le morphisme 1 s’appelle Vunité (stricte) de A. Si A et A’ sont deux A.-algebres strictement
unitaires, un A.-morphisme f: A — A’ est strictement unitaire si fin* =n4 et f;(1...1@1n®
1...1) =0 pour tout i > 2.

Par la remarque 1.2.1.5, une algebre différentielle graduée unitaire est une A -algebre stricte-
ment unitaire. En particulier, ’algeébre e est une A.-algebre strictement unitaire.

Définition 2.3.2.2 Une A -algebre A est augmentée si elle est strictement unitaire et munie d’un
A -morphisme strict d’A.-algebres strictement unitaires € : A — e. Le morphisme ¢ s’appelle
I'augmentation de A.

L’A . -algebre réduite A est le noyau de €. Soit A une A-algebre. L’A-algébre augmentée A+
a pour objet sous-jacent A @ e, ses multiplications m;, i > 1, sont telles que I'injection canonique
e — A®@e est I'unité stricte et telles qu’elles coincident avec m#',i > 1, sur A. Son augmentation est
la projection canonique A ¢ e — e. Nous notons Alga,, la catégorie des A-algebres augmentées.
Le foncteur augmentation Alg., — Alga_ est une équivalence dont le quasi-inverse est le foncteur
réduction.

Définition 2.3.2.3 Soit A une A -algebre strictement unitaire. Un A-polydule M est strictement
unitaire si mM(1py ®1...1®@7®1...1) = 0 pour tout i > 3 et

Un morphisme strictement unitaire de A-polydules strictement unitaires est un A,,-morphisme f
de A-polydules tel que

fily®l...1eng®1l...1)=0, i>2.

Si f et g sont deux morphismes strictement unitaires, une homotopie h entre f et g est strictement
unitaire si

hily®1...1@7®1...1)=0, i>2.

Si h est une homotopie strictement unitaire entre deux morphismes strictement unitaires f et g,
on dit que f et g sont homotopes (relativement & h) et on note f ~ g. Nous notons Mod, 4 la
catégorie des A-polydules strictement unitaires dont les morphismes sont les morphismes stricte-
ment unitaires et Mods"* A la catégorie des A-polydules strictement unitaires dont les morphismes
sont les A, .-morphismes stricts et strictement unitaires.
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Si A est une A.-algebre et M un A-polydule, M est I’A* -polydule (strictement unitaire) qui
lMJr, 1 > 1, est telle que, restreinte & A, elle

, @ > 1 (en particulier le m; ne change pas). Ceci définit un isomorphisme

a pour objet sous-jacent M et dont la multiplication m
coincide avec mM

*: Nodo A =5 Modo, AT

compatible & I'homotopie. Le quasi-inverse est donné par le foncteur qui envoie M sur le A-polydule

M dont I'objet sous-jacent est M et dont la multiplication mM

4, 12> 2, est la restriction de mlM,
i>2 4 Me A%

2.3.3 Construction bar

Les démonstrations de cette section étant presque identiques a celles de la section 1.2.2, nous nous
contentons d’énoncer les résultats.

Construction bar des polydules

Soit A et M deux objets gradués. Pour chaque i > 1, nous définissons une bijection

Homg,c/ (M ® A®i—L M) — Homg,c:/(SM ® (SA)®i71, SM)

mM o M
par la relation
wo bfw = —mfw o w® (ot w= 8_1).

Soit A une A -algebre. Nous rappelons (2.1.2.1) qu'une différentielle b sur le (BA)*-comodule
(co-unitaire) gradué SM ® (BA)T est déterminée par la composition
1 @nBYobM . SM @ (BA)T— SM

dont nous notons les composantes bf” , @ > 1. Les bijections mf\/f — bf” induisent une bijection de
I'ensemble des structures de A-polydule sur M sur I'ensemble des différentielles b* sur le (BA)*-
comodule gradué SM ® (BA)™.

Soit A, M et N trois objets gradués. Pour chaque i > 1, nous définissons une bijection

Homg,c/(M ® A®=1 M) — Homg,c/(SM ® (SA)®—1 SM)
fi — I

par les relations ‘
wOFiZ(—l)‘F"‘inw@’, i>1,

ot F; est un morphisme gradué de degré |F;|. Soit A une A .-algebre. On rappelle (2.1.2.1) qu’un
morphisme gradué de (BA)™-comodules (co-unitaires)

F:SM ® (BA)T— SN ® (BA)*
est déterminé par la composition

1@nBY Yo F: SM® (BA)T— SM
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dont nous notons les composantes Fj;, ¢ > 1. Les bijections f; < F; induisent une bijection du
produit des ensembles de morphismes gradués

fi: M@ A® 7Y S N, i>1,

de degré 1 —i+n, sur I'ensemble des morphismes gradués de (BA)*-comodules F : SM ® (BA)™ —
SN ® (BA)*™ de degré n. Si M et N sont des A-polydules, cette bijection envoie bijectivement
I’ensemble des familles définissant un A.-morphisme f : M — N sur I’ensemble des morphismes
différentiels gradués de (BA)™-comodules

F:SM® (BA)* — SN ® (BA)™.

Si f et g sont deux A,,-morphismes de A-polydules, la méme bijection envoie bijectivement
I’ensemble des homotopies entre f et g sur 'ensemble des homotopies entre les morphismes de
(BA)™comodules F et G correspondant & f et g.

Ceci nous donne un foncteur

Nods A — Comc(BA)Y, M +— (SM @ (BA)*,bM).
Construction bar des polydules strictement unitaires sur une A -algébre augmentée

Soit A une A.-algebre augmentée. Nous notons B1A la cogebre co-augmentée (BA)*, ou A
est I’A -algebre réduite associée a A. Attention & ne pas confondre les cogebres co-augmentées
BTA et (BA)™.

Par la section 2.3.2, le foncteur N — N est un isomorphisme de catégories

Modo, A — Nody A.

Le foncteur composé o
B, : Modsy A =5 Nodoo A — Comc BTA

est appelé le foncteur construction bar. Nous le noterons souvent B. La suspension SM d’un
polydule est envoyée par le construction bar sur BSN = (S2N @ B*A,b%N). Nous vérifions que
ce dernier est isomorphe & SBN. Le foncteur construction bar envoie des A,-morphismes homo-
topes sur des morphismes homotopes de comodules et il induit une équivalence entre la catégorie
Mod., A et la sous-catégorie prcol BTA de Comc BTA formée des objets presque colibres.

2.3.4 Algebre Enveloppante

Dans cette section, nous définissons 'algebre enveloppante UA d’une A -algebre augmentée A
puis montrons que la catégorie Mod UA est isomorphe & la catégorie ModS"'et A.

Soit V' un espace gradué (resp. différentiel gradué). L’algebre tensorielle (augmentée) TV est
laugmentation (TV )T de I'algebre tensorielle réduite. Soit i : V' — TV l'injection canonique.

Lemme 2.3.4.1 Soit M un objet gradué. L’application u™ +— p™(1 ® i) est une bijection de
U’ensemble des structures de TV -module unitaire sur M sur l’ensemble des morphismes gradués

MV —-M
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de degré 0. L’application inverse associe a g la multiplication
wMeTV - M

dont la composante M ® e — M est lidentité et la composante M @ V' — M est le morphisme
go(g®1)o--o(g@1¥t).

Définition 2.3.4.2 Soit A une A-algebre augmentée. L’algeébre enveloppante de A est Ialgebre
différentielle graduée UA = QTBTA, c’est-a-dire l'algebre (QBA)™.

Lemme 2.3.4.3 L’A-morphisme A — UA donné par le morphisme d’adjonction
BYA — BUA = BTQT™BTA

est un Aso-quasi-isomorphisme. Il est universel parmi les Ao -morphismes de A vers une algéebre
différentielle graduée. O

Démonstration : C’est un A,.-quasi-isomorphisme par le lemme 1.3.3.6. L’universalité est
immédiate grace & adjonction (2, B). O

Lemme 2.3.4.4 Nous avons un isomorphisme de catégories
i:ModUA — ModSt™* A, M — S™'M.

Démonstration : Soit M un objet gradué. Nous allons montrer que les structures de UA-
module unitaire sur SM sont les structures de A-polydule strictement unitaire sur M. Soit mM
une différentielle sur M et soit

mM M@ A% - M, i>2,
des morphismes gradués de degré 2 — i. Nous définissons a l’aide des bijections mfw > bZM de la

section 1.2.2, un morphisme B
g:SM ® (BA) — SM.

Par le lemme 2.3.4.1, le morphisme
SM @ S~ (BA) 2% SM ® (BA) - SM

se releve en une structure p de QtBtA-module gradué unitaire sur SM. Nous vérifions que
(SM, Y, Smy) définit un module différentiel gradué unitaire si et seulement si les mM, i > 1,
définissent une structure de A-polydule strictement unitaire sur M. Si SM et SN sont deux UA-
modules, les morphismes de UA-modules SM — SN s’identifient clairement aux A, ,-morphismes

stricts de A-polydules M — N. O
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2.4 Catégorie dérivée d’une A -algebre augmentée

Introduction

Soit A une A -algebre augmentée. Le but de cette section est de montrer que la catégorie dérivée
Do A = Mody, A[Qis™]
est équivalente aux catégories
HooA = Modos A/~ et (ModS A)[Qis™]

ou ~ est la relation d’homotopie. La catégorie dérivée d’une A -algebre quelconque est étudiée
au chapitre 4.

Plan de la section

Cette section est divisée en trois sous-sections. Dans la sous-section 2.4.1, nous démontrons le
théoreéme de I’homotopie et celui des A .-quasi-isomorphismes pour les polydules. Pour cela, nous
caractériserons les objets fibrants de la catégorie de modeles Comc B1A : ils sont ezactement les
facteurs directs des objets presque colibres et nous montrons que les théoremes ci-dessus appa-
raissent alors comme des cas particuliers de résultats fondamentaux de ’algebre homotopique de
Quillen (voir appendice A). Dans la sous-section 2.4.2, nous montrons les équivalences annoncées
dans l'introduction ci-dessus (toujours grace a ’algebre homotopique de Quillen). Dans la section
2.4.3, nous étudions la structure triangulée de D, A.

2.4.1 Objets fibrants de Comc BTA

Soit A un objet de Alga,,. Le but de cette section est de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.4.1.1 a. La relation d’homotopie (2.3.2.3) dans Mod, A est une relation d’équi-
valence compatible a la composition.

b. Un A -quasi-isomorphisme de A-polydules est une équivalence d’homotopie.

c. Soit A" un objet de Alga. Soit Modsh A" la sous-catégorie pleine de Mody, A’ formée des
A’-modules différentiels gradués unitaires. Notons ~ la relation d’homotopie sur Modsh A’.
L’inclusion Mod A’ — Modsh A’ induit une équivalence

DA" — Modsh A"/ ~ .

Remarque 2.4.1.2 Le point ¢ reste vrai méme dans le cas ou l'algebre différentielle graduée
unitaire A’ n’est pas augmentée (voir 4.1.3.8).

Démonstration : La démonstration est identique & celle du corollaire 1.3.1.3. Elle procede de
la méme maniére en utilisant (& la place du théoréme principal 1.3.1.2) le théoréme 2.2.2.2 et la
proposition 2.4.1.3 ci-dessous. d
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Un raffinement de la caractérisation des objets fibrants du théoreme 2.2.2.2

Soit C' un objet de Cogca. Munissons la catégorie Comc C' de sa structure canonique de catégorie
de modeles (2.2.2.4). Soit 7 : C' — A’ une cochaine tordante admissible acyclique, ot A’ est un
objet de Alga (il existe toujours une telle cochaine grace au lemme 2.2.1.9). Le théoréme 2.2.2.2
dit que les objets fibrants de Comc C' sont les facteurs directs d’objets de la forme R, M, ou M
est un objet de Mod A’. En particulier, les objets fibrants sont facteurs directs d’objets presque
colibres de Comc C. Montrons que la réciproque est vrai pour certaines cogebres :

Proposition 2.4.1.3 Soit C' un objet de Cogca qui est isomorphe, en tant que cogébre graduée, o
une cogebre tensorielle. Les objets fibrants de Comc C sont exactement les facteurs directs d’objets
presque colibres.

En particulier, puisque la cogebre C est isomorphe 3 la construction bar BTA d’un objet A de
Alga_, les objets fibrants de ComcC sont exactement les facteurs directs de comodules qui sont
I'image par la construction bar d’'un A-polydule. La démonstration de ce résultat est reportée a la
fin de cette section. Nous démontrons au préalable quelques propositions.

Mod,, A comme “catégorie de modéles sans limites”

Soit A une A -algébre augmentée. Dans la catégorie Mod, A, nous considérons les trois classes
de morphismes suivantes :

- la classe £q est formée des équivalences faibles, c’est-a-dire des A .-quasi-isomorphismes,

- la classe Cof est formée des cofibrations, c’est-a-dire des A .-morphismes j : M — M’ tels
que j1 est un monomorphisme,

- la classe Fib est formée des fibrations, c’est-a-dire des A -morphismes q : M — M’ tels que
q1 est un épimorphisme.

Théoréme 2.4.1.4 La catégorie Mods, A, munie des trois classes définies ci-dessus, vérifie l’axiome
(A) du théoréme 1.3.3.1 et les axiomes (CM2) — (CM5) de la définition A.7. Tous les objets sont
fibrants et cofibrants.

Démonstration : Elle est identique a celle de 1.3.3.1 car basée sur les lemmes d’obstruction
(voir appendice B.2). O

Liens entre la “catégorie de modeles sans limites” Mod,, A et la catégorie de modeles
Comc BtA

Proposition 2.4.1.5 Soit M et M’ deuz objets de Mod, A.

a. Un Ag-morphisme f: M — M’ est un A -quasi-isomorphisme de Mods, A si et seulement
si le morphisme Bf : BM — BM’' est une équivalence faible de Comc BTA.

b. Un As-morphisme j : M — M’ est une cofibration de Mody, A si et seulement si Bj :
BM — BM' est une cofibration de Comc BTA.
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c. Un As-morphisme q: M — M’ est une fibration de Mody, A si et seulement si Bq: BM —
BM’ est une fibration de Comc BTA.

Démonstration : Soit UA 1'algebre enveloppante de A. Rappelons (2.2.1.5) que la cochaine
tordante universelle

7:BTA - QTBTA=UA
est acyclique. Par le corollaire 2.2.2.3, nous avons une équivalence de Quillen

(L, R) : Comc BtA — Mod UA.

a. Si f est un A-quasi-isomorphisme, le morphisme Bf est un quasi-isomorphisme filtré pour les
filtrations primitives. Par le lemme 2.2.2.5, il est une équivalence faible de Comc BTA. Supposons
que Bf est une équivalence faible de Comc BtA. Soit le diagramme de Comc B+A

BM — RLBM

Bfl iRLBf

BM' — RLBM'.
Comme R = Bi, ce diagramme est I'image par B d’un diagramme

M —iLBM

1| Jseas

M'—iLBM'.

Comme Bf est une équivalence faible de Comc B*A, le morphisme LB f est un quasi-isomorphisme
de Mod UA. Le morphisme (strict) iLBf est donc un A,,-quasi-isomorphisme dans Mod., A. Le
lemme 2.4.1.6 ci-dessous montre que les fleches horizontales du diagramme ci-dessus représentent
des A.-quasi-isomorphismes. Par la propriété de saturation des A,.-quasi-isomorphismes dans
Mod, A, f est donc un A, -quasi-isomorphisme.

b et c. Méme démonstration que pour la proposition 1.3.3.5. O

Lemme 2.4.1.6 Soit M un objet de Mod, A. Le morphisme d’adjonction BM — RLBM indusit
un quasi-isomorphisme dans les primitifs.

Démonstration : 1l s’agit de montrer que le morphisme
SM — SM @ BTA ® UA

est un quasi-isomorphisme. Notons C' la cogebre BTA. Nous rappelons que par définition Q1C =
QC'. 11 faut montrer que
SM — SM @ C ®Q'C

est un quasi-isomorphisme. Munissons Q7C de la filtration induite par la filtration primitive de C
considéré comme cogebre. Nous avons alors une filtration de Q7C définie par la suite

(Q*C), = (QC);de, i>0.

i
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Munissons C, considéré comme objet de ComC, de sa filtration primitive de C-module (on la
complete par Cjp) = e). Munissons M de la filtration définie par la suite M; = M, i > 0. Ces
filtrations induisent sur SM ® C ® Q1C une filtration de complexes. Tout comme & la fin de la
démonstration du point b du lemme 2.2.1.9, nous montrons que

Gro(SM @ C®Q'C) = SM, Gri(SMeC®QtC)=0 pour i>1.
U

Démonstration de la proposition 2.4.1.3 : Nous pouvons supposer que C est égal & BTA, pour
A une A-algébre augmentée. Soit 7 la cochaine tordante universelle de BTA. Nous savons que
les objets fibrants de Comc BTA sont les facteurs directs d’objets de la forme RM = M ®, BTA,
ot M est un objet de Mod QTBTA. Ils sont donc des facteurs directs des objets presque colibres.
Réciproquement, si N est un objet presque colibre, il est isomorphe a 'image par la construction
bar d’un objet M de Mod, A. Ce dernier étant fibrant dans Mod., A, l'objet N est fibrant dans
Comc BT A par le point ¢ de la proposition 2.4.1.5. O

2.4.2 Catégorie dérivée D, A

Dans cette section, nous définissons la catégorie dérivée Dy, A et en donnons plusieurs descriptions.

Le point a. de la proposition 2.4.1.1 montre que la définition suivante a un sens.

Définition 2.4.2.1 Soit A une A .-algebre augmentée. Nous notons H., A la catégorie Modo, A/ ~
, ou ~ est la relation d’homotopie (voir 2.3.2.3). La catégorie dérivée Doy A de Mody, A est la lo-
calisation par rapport aux A..-quasi-isomorphismes de la catégorie Mod,, A.

La proposition (2.4.1.1) entraine le résultat suivant :

Corollaire 2.4.2.2 La projection canonique
HooA — DA
est un isomorphisme.

Démonstration : Les A, -quasi-isomorphismes étant des équivalences d’homotopie, la projec-
tion canonique

HooA — (HOOA) [qul] ~ DA

est une équivalence. O
Lemme 2.4.2.3 La composition des foncteurs (voir 2.3.4.4)

J : Mod UA — Mod®t"t A < Mod, A

induit un isomorphisme DUA — Dy, A.
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Démonstration : Nous avons un diagramme commutatif

J

Mod UA Modstrict 4

ComcBtA ~5— Mod., A

et les foncteurs J, R et B induisent des équivalences entre les catégories

DUA, DC, (Mod¥ A)[Eq™ '] et Dy A.

2.4.3 Structure triangulée sur D, A
Suites exactes de Mod,, A
Le foncteur
i:ModUA — Modow A, SM — M,

identifie (voir 2.3.4.4) la catégorie Mod UA & la sous-catégorie Modt A de Mod,, A. Il envoie la
suspension d’un UA-module sur la suspension d’un A-polydule (voir 2.3.1.3). Il identifie les suites
exactes courtes de Mod UA qui sont scindées dans la catégorie des modules gradués aux suites de
Mod, A formées d’A ,.-morphismes stricts

(%) M M M
telles que
0— M 25 M- M -0

est une suite exacte de CC’ et telles qu’il existe une rétraction p de j; dans GrC’ telle que, pour
tout ¢ > 2,

pmi" =mM (p@1®71).

Structure triangulée sur D, A

Nous munissons la catégorie dérivée Do, A de 'unique structure triangulée (unique & équivalence
triangulée pres) pour laquelle 'équivalence

J : DUA — D A
du lemme 2.4.2.3 est triangulée. Comme les foncteurs
R:DUA —-DB'A et B:D, A — DBTA
sont des foncteurs triangulés nous en déduisons le théoreme suivant.

Théoréme 2.4.3.1 La structure triangulée sur Doo A a pour endofoncteur suspension celui défini
en 2.3.1.8. Les triangles distingués sont exactement ceux qui sont isomorphes auz triangles provenant
de suites exactes de la forme (x) de Mods, A. O
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Cone d’un A, .-morphisme.

Sif: M — M’ est un A,,-morphisme de A-polydules, son cine C(f) est le A-polydule M’'&SM
dont les multiplications

mY (M e SM)® A% — M @ SM, i>1,
sont données par les morphismes
sz/, mM (voir 2.3.1.3) et fio(w® 1%,
La construction bar envoie C(f) sur le cone de Bf.
Lemme 2.4.3.2 Soit A un objet de Alga. L’inclusion
Mod A — Mods, A

induit une équivalence triangulée

DA — D A.

Démonstration : Comme A — UA (voir 1.3.3.6) est un quasi-isomorphisme, nous avons une
équivalence triangulée entre la catégorie DA et la catégorie DUA. L’inclusion (2.3.4.4)

1: ModUA — Mod, A

induisant une équivalence triangulée de DUA sur Dy, A, nous en déduisons le résultat. g

2.5 Catégorie dérivée des bipolydules (le cas augmenté)

Introduction

Soit A et A” deux A,.-algébres augmentées. Dans cette section, nous définissons la catégorie
dérivée Dy (A, A”) des A-A"-bipolydules strictement unitaires et nous en donnons plusieurs de-
scriptions. Le cas ou A et A” sont quelconques sera traité au chapitre 4.

Notations

Soit (C,®,€e) et (C",®,e) deux K-catégories de Grothendieck semi-simples monoidales et C’'
une K-catégorie de Grothendieck semi-simple (non nécessairement monoidale). Nous supposons
que C est tressée (voir [ML98, Chap. XI]). Nous notons ®°? le produit tensoriel de C défini par

AR°PB=B®A.

Supposons que la catégorie monoidale C agit & gauche sur C’' et la catégorie monoidale C” agit
& droite sur C' de maniére compatible, i. e. C’ est munie de deux foncteurs (K-bilinéaires sur les
espaces de morphismes)

xCc" — C, ¢ CxC — (C,
(M' A" — M'oA" ¢ (AM) — AgM
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associatifs et unitaires & des isomorphismes donnés pres (voir [ML98, Chap. XI]) et tels que
(A MY A" =Ax (M @ A").

Nous supposons en outre qu’on a une K-catégorie de Grothendieck semi-simple monoidale C® C”,
munie d’un foncteur monoidal

(C,e?)x ((", @) - CaC’, (AA)— Az A",
Homc(A, B) x Homcr (A", B") — Homcger ((A® A”), (B @ B")),
bilinéaire sur les espaces de morphismes, d’une action sur C’ et d’un isomorphisme
M@ (AxAY=AcaMe A".
L’exemple suivant apparait naturellement dans I’étude des A.-catégories (5.1.1).

Exemple 2.5.0.1 Soit A et B deux ensembles considérés comme des catégories discretes. Nous
notons C(A,B) la catégorie des foncteurs

B°? x A — VectK.

Posons
C=C(AA), C=CAB) et C"=C(C(B,B).

Les produits tensoriels au-dessus de A et de B définissent les structures de catégories monoidales
(tressées) sur C et C” et les actions de C et C” sur C'. La catégorie C @ C” est la catégorie
C(A x B, A x B) des foncteurs

(A xB)” x (A xB) — VectK.

Le foncteur
C(AA) x C(B,B) — C(A xB,A xB)

envoie (L, M) sur le foncteur

(A,B,A’',B') — L(A, A') @x M(B,B').

2.5.1 Définitions des bipolydules
Soit A et A” deux A .-algebres de C et C”.

Définition 2.5.1.1 Un A,-A,/-bimodule sur A et A” est un objet de GrC’ muni d’une famille de
morphismes gradués dans GrC’

mij A @M@ A" - M, 0<i<n, 0<j<n,

de degré 1—i—j, telles qu'une équation (x;.,) de la méme forme que I'équation (*,14¢), r+14+t > 1,
de la définition 1.2.1.1 est vérifiée pour tous 0 <r <met 0 <t <n'. Si M et M’ sont deux A,,-
A,/-bimodule sur A et A”, un morphisme

f:M— M
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est une famille de morphismes gradués dans GrC’
fij A @M@ A" M, 0<i<n, 0<j<n/,
de degré —i — j, vérifiant les égalités (xx”),;, 0 <r <n et 0 <¢ < n', des morphismes
A" @ M@ A" - M/, 0<r<mn, 0<t<n/,

S (D) ma 5(19 ® fir ®19F) = ‘
S()meD fe o (15 @ me @ 1%7)
ol |me| est le degré de m,; il faut interpréter convenablement les m, par des ma, mf‘” Ol Mo

selon leur place. La composition g o f de deux morphismes f et g est définie par la suite
(9o fln= (1) g, ;1% @ fr, ©1%7), n>1.

Définition 2.5.1.2 Un A-A"-bipolydule dans C' (appelé communément A, -bimodule sur A et A”
dans la littérature) est un objet de GrC’ muni d’une famille de morphismes gradués dans GrC’

mi; A% @M@ A"® — M, i,j>0,

de degré 1 — i — j, telles que I'équation (x;, /), n,n’ > 0 est vérifiée. Si M et M’ sont deux
A-A"-polydules, un morphisme
f:M— M

est une famille de morphismes gradués dans GrC’ tels que 1'égalité (x+"), v, n+1+n’ > 1, est
vérifiée. La composition go f de deux A,,-morphismes f et g est définie par les mémes formules que
dans le cas des morphismes de A,-A, ,-bimodules sur A et A”. Nous obtenons ainsi une catégorie
Nods (A, A”). La lettre N de Nod,, remplace la lettre M dans Mod., et se rapporte au N dans
“A o-bimodules Non (nécessairement) unitaires”.

Nous supposons désormais que A et A” sont augmentées.
Définition 2.5.1.3 Un A-A"-bipolydule est strictement unitaire si pour tous 4,5 > 0, on a
mi (1% @n©19°) =0, a#i, (i,5) ¢{(0,1),(1,0)}
1,7 ) ) ) ) ) i

et
migo(n®1)=mpio(1®n) =1

Nous notons Modo (A, A”) la catégorie des A-A"-bipolydules strictement unitaires. Elle est iso-
morphe & la catégorie des A-A’-bipolydules, ott A et A” sont les réductions de A et A”.

Construction bar

Nous définissons des bijections

Hom((SA)®" @ SM @ (SA")®7, SM) - Hom(A® @ M @ A"®I M),

mij = b

Hom((SA4)® @ SM @ (SA”)®I, SM) -~ Hom(A® @ M @ A% M),

fig = Fij
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par les relations
wob;j=—mjow® T et woF; = (—1)Fuilf; ;o w® 1+,
Ces bijections définissent le foncteur construction bar, pleinement fidele,
B : Mod, (A, A”) — Comc(BTA, BTA"),

ol Comc(BTA, BTA") est la catégorie des objets de GrC' munis de structures de BTA-BTA"-
bicomodule co-unitaire différentiel gradué cocomplet. Son image est formée des objets qui sont
presque colibres.

2.5.2 Catégorie dérivée des A, -bimodules

Soit A et A” deux A.-algebres augmentées dans C et C”. Dans cette section, nous définissons
la catégorie dérivée des A-A"-bipolydules strictement unitaires, puis nous en donnons plusieurs
descriptions.

Structure de catégorie de modeles sur Comc(BTA, BTA")

Notons (BTA)°? la cogebre opposée de BTA définie & I’aide du tressage de C. L’objet (B1TA)?®
BTA” de C® C” est une cogebre différentielle graduée cocomplete. Notons qu’elle n’est pas coten-
sorielle en général. La catégorie Comc((BTA)? ® B*A”) est munie de sa structure canonique de
catégorie de modeles (2.2.2.4). La catégorie Comc(BTA, BTA") devient une catégorie de modeles
grace a l'isomorphisme de catégories

Comc(BTA, BtA") — Comc((BTA)°? @ BTA").

Nous allons maintenant montrer que les objets fibrants de Comc(B1A, BtA”) sont exactement les
facteurs directs d’objets presque colibres.

Une cochaine tordante acyclique

Notons (UA)°P lalgebre opposée de UA définie a 1’aide du tressage de C. L’objet (UA)°P @ UA”
de C ® C” est une algebre différentielle graduée. Munissons la catégorie Mod((UA)°? @ UA") de
la structure de catégorie de modeles du théoreme 2.2.2.1. Soit Mod(UA, UA") la catégorie des
bimodules différentiels gradués unitaires. La catégorie Mod(UA,UA") devient une catégorie de
modeles grace a I'isomorphisme de catégories

Mod(UA, UA") — Mod((UA)°? @ UA").
Nous allons construire une cochaine tordante admissible acyclique
7:(BTA)? @ BTA" — (UA)? @ UA".
Il s’ensuivra (2.2.2.3) que le couple de foncteurs adjoints associé a 7 (voir 2.2.1)
(L, R) : Comc ((BTA)? @ BTA") — Mod ((UA)*? @ UA")

est une équivalence de Quillen .
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La cochaine tordante universelle (2.2.1.5)
Tp+a : BTA - QTBTA = UA

induit une cochaine tordante
Thea : (BTA)P — (UA)P.

Nous vérifions que
T=Tp+ta®@non+non®rgian: (BTA)P ® BTA" — (UA)? @ UA",
ol les symboles 1 désignent les (co)unités de BTA, BTA"”, UA et UA”, est une cochaine tordante
admissible. Par le critere d’acyclicité des cochaines tordantes (2.2.4.1), Pobjet de C® C”
((B+A)0P ® B*A”) ®r ((UA)OP ® UA”) =
(Bray» e, (UAyr e (BA)? @, UA")

est quasi-isomorphe a ec ® ecr = ecgcr. La cochaine tordante 7 est donc acyclique.
Objets fibrants de Comc ((BTA)? @ BTA")

Comme dans le cas des polydules sur une A-algebre augmentée (voir 2.4.1.4), nous montrons
grace a la théorie de lobstruction (B.3) que la catégorie des A-A”-bipolydules est munie d’une
structure de “catégorie de modeles sans limites” : les équivalences faibles, les cofibrations et les
fibrations sont définies de la méme manieére que dans le cas des A-polydules (2.4.1.4). Par le méme
raisonnement que celui de la preuve de la proposition 2.4.1.3, nous montrons que les objets fibrants
de la catégorie de modeles Comc(BTA, BTA”) sont exactement les facteurs directs des comodules
presque colibres.

La catégorie dérivée

La construction bar
B : Modo (A, A”) — Comc(B1A, BTA”)

est un foncteur pleinement fidele. La cloture par rétracts de son image est la sous-catégorie des
objets fibrants et cofibrants. La proposition A.13 et la compatibilité de la construction bar a
I’homotopie et aux équivalences faibles montre que la définition suivante a un sens.

Définition 2.5.2.1 La catégorie Hoo(A, A”) est la catégorie Mody (A4, A”)/ ~, ot ~ est la rela-
tion d’homotopie. La catégorie dérivée Do (A, A”) est la localisation par rapport aux A..-quasi-
isomorphismes de la catégorie Mod.. (A, A”).

Par la proposition A.13, nous avons un isomorphisme
Hoo(A, A”) — Do (A, A”).
Nous avons un foncteur pleinement fidele

I : Mod(UA,UA") — Mods"*(A, A”), M — S™'M,
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ot ModStriet(A, A”) est la catégorie des A-A"-polydules strictement unitaires dont les morphismes
sont les A ,-morphismes stricts. L’image de ce foncteur est formée des A-A"-bipolydules M dont

les morphismes , 4
mgj: A @ M@ A"®7 — M, i,j>0,

sont nuls si les deux entiers ¢ et j sont différents de 0. Rappelons que le foncteur analogue dans le
cas des polydules est un isomorphisme (2.3.4.4).

Lemme 2.5.2.2 La composition des foncteurs
J : Mod(UA, UA”) -5 Mod=tt (A, A”) < Moda (A, A”)
induit une équivalence D(UA,UA") — Dy (A, A”).

Démonstration : Nous avons un diagramme commutatif

Mod(UA, UA") L Modstrict(A, A

|

Comc(B1A, BTA") <5 Modo (4, A”)

ou R et B induisent des équivalences dans les catégories dérivées. Cela montre que le foncteur
induit par J est pleinement fidéle. Montrons qu'il est essentiellement surjectif. Soit M un A-A"-
bipolydule. Le morphisme d’adjonction

et " + a1
BM — RLBM = B"A®,  UA®,  BM®,, 6 UA"®. 6 B"A
est une équivalence faible. Le bicomodule RLBM est la construction bar du A-A”-polydule
-1
M =S"'UA®,,, BM®., , UA").
Nous avons alors un A -quasi-isomorphisme de A-A”-bipolydules
M — M’

et, comme M’ est dans I'image de .J, nous avons le résultat. O
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Chapitre 3

Unités a homotopie pres et unités
strictes

Introduction

Les Ao-espaces de [Sta63a] sont munis d’unités strictes. Dans le cadre algébrique, la notion corres-
pondante a été définie en (2.3.2.1). Lorsque A est une A.-algeébre strictement unitaire, certaines
propriétés des algebres associatives unitaires pourront étre généralisée a A. Par exemple, nous
montrerons ’analogue de 'isomorphisme

M®g B — M,

lorsque B est une algebre associative unitaire et M un B-module unitaire (voir la généralisation
en 4.1.1.6 dans le chapitre 4). Cependant, les A -algébres (en fait A,.-catégories) apparaissant
en géométrie [Fuk93] ne sont pas strictement unitaires mais homologiquement unitaires, i. e. H*A
munie de la multiplication induite par mo est une algebre graduée unitaire. Le but de ce chapitre
est de montrer que d’'un point de vue homotopique, il n’y a pas de différence entre les unités
strictes et les unités homologiques. Plus précisément, nous montrerons que la sous-catégorie des
A o -algébres homologiquement unitaires dont les morphismes sont les Aoo-morphismes homologi-
quement unitaires et la sous-catégorie des Ao -algébres strictement unitaires dont les morphismes
sont les A, -morphismes strictement unitaires deviennent équivalentes aprés passage a [’homotopie

(3.2.4.4).
Plan du chapitre
Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la section 3.1, nous définissons les unités homologiques

relatives aux A -structures. Dans la section 3.2, nous montrons le résultat énoncé ci-dessus. Dans
la section 3.3, nous comparons les différents types de compatibilités aux unités des (bi)polydules.

3.1 Définitions

Soit C une catégorie de base telle que dans le chapitre 1. Soit A une A.-algebre sur C et soit

n:H"AQ H*A— H*A
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le morphisme induit par ms.

Définition 3.1.0.1 Un morphisme n? : e — A dans GrC est une unité homologique si mi on =0
et ¢’il induit une unité pour 'algebre graduée associative (H*A, u). Si A est munie d’une unité
homologique, nous dirons qu’elle est homologiquement unitaire. Si A et A’ sont deux A,.-algebres
homologiquement unitaires, un A,.-morphisme f : A — A’ est homologiquement unitaire si fq
induit un morphisme unitaire

H*A = H*A'.

Remarque 3.1.0.2 L’unité e — A d’une A -algebre strictement unitaire (2.3.2.1) est clairement
une unité homologique. Un morphisme strictement unitaire d’A.-algebre strictement unitaire est
homologiquement unitaire.

On trouve dans les travaux de K. Fukaya [FOOOO01] et V. Lyubashenko [Lyu02] d’autres
relevements de la notion d’unitarité. Une A.-algebre munie d’une “unité homotopique” (définie
dans [FOOOO01] & l'aide d’homotopies supérieures, voir aussi [FukO1b]) donne une “A.-algébre
unitale” au sens de [Lyu02]. Le relevement de la notion d’unitarité de V. Lyubashenko [Lyu02]
se spécialise & notre notion d’unitarité homologique si on travaille sur un corps (V. Lyubashenko
travaille sur un anneau commutatif quelconque). Remarquons que 'unitarité homologique n’est
pas du type “a homotopie prés” : elle n’est pas définie a ’aide d’homotopies supérieures vérifiant
des conditions de cohérence. Elle est cependant une notion valide puisque (comme nous le verrons
dans ce chapitre) la localisation de la catégorie des A.-algébres homologiquement unitaires par
rapport aux A,,-quasi-isomorphismes est équivalente & la localisation de la catégorie des algebres
unitaires par rapport aux quasi-isomorphismes.

Définition 3.1.0.3 Si f et f’ sont deux morphismes homotopiquement unitaires A — A’, une
homotopie h entre f et f’ est strictement unitaire si

h(1® @n@1®) =0, i>letj+1+1=1i.

Remarque 3.1.0.4 Si A est une A.-algebre homologiquement unitaire et H*A est un modele
minimal pour A (1.4.1.4), I'unité homologique n“ induit une unité homologique 1 Aie— H*A
qui vérifie en outre

my A" e 1) =mi 1y = 1.

Soit f : A — A’ un morphisme homologiquement unitaire et H*A et H* A’ des modeles mini-
maux de A et A’. Nous rappelons (1.4.1.4) qu’il existe des A-quasi-isomorphismes

i H*A— A et i:H*A — A’

Par le point b du corollaire 1.3.1.3, il existe un inverse & homotopie prés p’ de /. Le morphisme
g =17p o fioi vérifie en outre ging-a = Np-ar.

3.2 A, -algebres homologiquement unitaires

Cette section est divisée en quatre sous-sections.

Dans la sous-section 3.2.1, nous donnons deux démonstrations du fait que toute A ,-algebre mi-
nimale homologiquement unitaire est isomorphe & une A .-algebre strictement unitaire. La premiere
de ces démonstrations est inspirée de la théorie des déformations des algebres graduées et n’est
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valable qu’en caractéristique nulle. La seconde est basée sur la théorie de I'obstruction des A .-
algeébres minimales (voir I'appendice B.4).

Dans les sous-sections 3.2.2 et 3.2.3, nous démontrons, a ’aide de la théorie de ’obstruction,
qu’on peut rendre strictement unitaire tout A,.-morphisme homologiquement unitaire entre A .-
algebres strictement unitaires et toute homotopie entre A,,-morphismes.

Dans la sous-section 3.2.4, nous montrons que toute A-algebre strictement unitaire A admet
un modele minimal strictement unitaire A’ et des A,,-quasi-isomorphismes strictement unitaires

A -5 A et A— A

Nous déduirons de ce résultat et des sous-sections précédentes le résultat principal de ce chapitre
(3.2.4.4) : la catégorie (Alg,.) 1 d€s Asc-algebres homologiquement unitaires dont les morphismes
sont les A,.-morphismes homologiquement unitaires et sa sous-catégorie non pleine (Algoo)su des
A -algebres strictement unitaires dont les morphismes sont les A ,-morphismes strictement uni-
taires deviennent équivalentes apres passage a I’homotopie.

3.2.1 Strictification unitaire des A, -algebres

Théoréme 3.2.1.1 (A. Lazarev [Laz02], P. Seidel [Sei]) Toute A -algébre minimale homo-
logiquement unitaire est isomorphe a une Ao, -algébre minimale strictement unitaire.

Le théoreme a été démontré de fagon indépendante par P. Seidel [Sei], qui utilise la méme méthode
que nous, ainsi que par A. Lazarev [Laz02]. Notre premiére démonstration utilisera les déformations
et n’est valable qu’en caractéristique zéro. Elle nous donne l'existence de 1’A-algebre minimale
strictement unitaire. La seconde démonstration est basée sur les lemmes d’obstruction de ’appen-
dice B.4. Elle précise les choix possibles de 1’A -algebre minimale strictement unitaire.

Les deux démonstrations sont liées : pour un my donné, le complexe de Hochschild C*(A, A)
(voir I'appendice B.4) contrdle 'obstruction & la construction par récurrence des m;, ¢ > 3, d’une
structure d’A,-algébre minimale sur A et il est aussi I'algebre de Lie différentielle graduée qui
décrit le probleme des déformations de I’algebre (A,mz). Nous renvoyons aux articles [SS85] et
[KS00] concernant ce point.

Corollaire 3.2.1.2 Toute A -algébre homologiquement unitaire est homotopiquement équivalente
a une A -algébre strictement unitaire.

Démonstration : Soit A une A.-algebre homologiquement unitaire et soit A’ un modele mi-
nimal de A. Nous savons que A et A’ sont homotopiquement équivalents. Le résultat se déduit
alors du théoréme 3.2.1.1 appliqué & A’. O

Remarque 3.2.1.3 Nous montrerons & la fin de ce chapitre (3.2.4.1) que toute A.-algebre stric-
tement unitaire A admet un modeéle minimal strictement unitaire A" tel que I’A .-quasi-morphisme

A — A

est strictement unitaire.
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Premiére démonstration du théoréme 3.2.1.1 :
Rappel sur les déformations

Supposons que la caractéristique de K est nulle. Soit (g, §, [—,—]) une K-algebre de Lie différentielle
graduée nilpotente, i. e. il existe un entier N > 1 tel que

adXiadXs...adXy =0, Xi,...,Xy € g.

On note MC(g) les éléments X € g de degré +1 qui sont solutions de ’équation de Maurer-Cartan
1
2

Soit I' le groupe nilpotent associé & g°. Il agit sur g' par transformations affines, c’est-a-dire, par
I’exponentiation de I'action de son algebre de Lie

5(X) + =[X, X] = 0.

gx=0(g) +1g.a], geg’aweg
Cette action conserve MC(g) et on a ’ensemble
MC(g)/ ~ = MC(g)/T"

On rappelle [GM90] le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1.4 Si b est une algébre de Lie différentielle graduée nilpotente, une équivalence
d’homotopie f : h — g induit une bijection

MC(b)/~— MC(g)/~
O
Si g’ est une algebre de Lie pronilpotente (i. e. qui est la limite d’algebres nilpotentes g;, ¢ > 0) on
définit
MC(g') = limMC(g;) et MC(g')/~=lim (MC(g:)/T).

Lien avec les A, -algébres

Soit (A, ) une K-algebre graduée associative unitaire. L’application
(D,D")— [D,D']=DoD"—(-1)*D' o D,

ol D et D’ sont homogenes de degré p et ¢, munit le complexe (coder(BA)™,d) d’une structure
d’algebre de Lie différentielle graduée. Notons LA cette algebre de Lie. Nous avons un isomorphisme
de complexes

LA — SC(A, A),

ot C(A, A) est le complexe de Hochschild (voir ’appendice B.4). Il envoie le crochet de Lie de LA
sur le crochet de Gerstenhaber [Ger63]. Soit L="A C LA, n > 3, la sous-algebre de Lie

s( T[] Homg,c (A%, A)).

i>n
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Les sous-algebres LZ" A, n > 4, sont des idéaux de LZ3A et nous avons

LZ3A = lim gy,
n>4

oll g, est I'algebre L=3A/L=" A. Comme nous avons
[LZ"A, L7 A] € LZ"H 1A, non! > 1,

les algebres de Lie g,, sont nilpotentes et L=3 A est pronilpotente. Le sous-complexe réduit SC(A, A)
est une sous-algebre de Lie de LA pour le crochet de Gerstenhaber. Nous la notons LA. Rappelons
que l'inclusion LA < LA est une équivalence d’homotopie (voir [CE99, Chap. IX]). Par le théoréme
3.2.1.4, nous avons une bijection

0 : MC(Z™*4)/ ~ = MC(LZ3 A)/ ~,

ot I7°A = TAN L>3A. Un élément b € L>3A est dans MC(L=3A) si et seulement si b = b’ + by
(o1 by correspond & ma = p) est une différentielle de (BA)*. En d’autres termes, nous avons une
bijection entre MC(L=Z3 A) et ’ensemble des structures d’A . -algeébre minimale sur A dont la multi-
plication my vaut u. Sous cette bijection, les classes d’équivalence de MC(LZ3A) correspondent aux
classes d’isomorphie de structures A, minimales tel que ms vaut p. Remarquons qu’un élément

. N N —>3 . .
b € MC(LZ3A) appartient & la sous-algeébre L=" A si et seulement si 1’A . -structure correspondant
a b est strictement unitaire sur A. Nous déduisons alors de la bijection © que toute A ,-structure
(dont le my vaut 1) homologiquement unitaire sur A est isomorphe & une A ,.-structure strictement
unitaire.

Deuzieme démonstration du théoréme 3.2.1.1 :
La caractéristique de K est quelconque.
Lemme 3.2.1.5 Soit A une Ao -algébre minimale. Soit n un entier > 2 et
fn:A®" S A

un morphisme gradué de degré 1 — n. Il existe une Ao, -algebre minimale A’, A -isomorphe a A,
dont lobjet gradué sous-jacent est A et dont les multiplications m), i > 2, sont telles que

my=m; si i<n et my = Mpsy1+ Omoch(fn)
Démonstration : Soit le morphisme de cogebres graduées
F:BA— BA

déterminé par la suite

(154,0,...,0,F,,0...),

ou F}, est donné par la bijection F;, < f,, de la section 1.2.2. Le morphisme F' est un isomorphisme.
Posons
V=Fob*oF !
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C’est une différentielle sur T<SA. La cogebre (T¢SA, V') est donc la construction bar d'une A-
algebre A’, A c-isomorphe a A, dont I’objet gradué sous-jacent est A. Il reste & vérifier les conditions
sur les multiplications. La matrice du morphisme de cogébres graduées

F:To(SA) = P(SA)®P = Te(SA) = @P(SA)®

est triangulaire supérieure et sa diagonale est formée d’identités. La matrice de FF~1 est donc de
la méme forme. De plus la restriction de F' &

Tosa= @ (say
1<p<n-1

est lidentité. Il en est donc de méme pour son inverse. La matrice de la différenticlle b est
strictement triangulaire supérieure puisque b{' est nul. Le calcul montre alors que

b, = FibA(F~Y),, pour i<mn,
L= P (F7Y)1 4 Fibg (F1), + Fubg (F~ V)1
Nous déduisons le résultat des égalités
(F Y, =-F, et Fy=F"'=1g4.
O

Démontrons maintenant le théoréeme 3.2.1.1. Nous raisonnons par récurrence sur n. Soit n > 2.
Supposons que A est une A,-algebre telle que, pour tout 3 <i <mn, on a

mi(1%7 @ne1%%) =0, j+k=n.

Ceci est équivalent a demander que les m;, 3 < i < n, soient des éléments du sous-complexe de
Hochschild réduit C'(A, A) (voir B.4). Montrons que nous pouvons construire une A.-algebre A’,
A -isomorphe & A, dont 'objet gradué sous-jacent est A et dont les multiplications m}, 3 <1 <
n + 1, sont des éléments de C(A, A). Par hypothese sur les m;, 3 < i < n, le cycle de Hochschild
r(ms, -+ ,mp_1) dulemme B.4.1 appartient & C'(A, A). Comme A est une A ,-algébre, nous savons
par le lemme B.4.1 que

6Hoch(mn+1) + T(m?n T 7mn) =0
et que l'élément r(ms,--- ,m,) est un cycle de Hochschild. Ainsi, I’élément
(mn+17 S'I"(m37 e am’n))

du cone C sur l'inclusion C(A4, A) — C(A, A) est un cycle. Comme C' est acyclique, cet élément
est le bord d'un élément (fy,sm;, ). En d’autres termes, il existe des éléments

my . € Homg,c(A®" 1 A) et f, € Homg,c(A®", A)

tels que

Stoch(fn) + My =My et Srocn(my, 1) +7(ms, -+ ,my) = 0.
Par le lemme précédent appliqué a I’A -algebre A et au morphisme — f,,, il existe une A -algebre
A’, A-isomorphe & A, telle que nous avons, pour tout 3 < i <n+ 1,

m(1% @ne1%%) =0, j+k=n.
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3.2.2 Strictification unitaire des A, -morphismes

Théoréme 3.2.2.1 Un morphisme d’Ao-algebres minimales strictement unitaires qui est homo-
logiquement unitaire est homotope a un morphisme strictement unitaire.

Lemme 3.2.2.2 Soit A et A’ deux A -algébres minimales et f : A — A’ un A -morphisme. Soit
n un entier > 2 et

h, : A" — A
un morphisme gradué de degré —n. Il existe un A.-morphisme f': A — A’ homotope a | tel que
le =fi st i<n et f?l”L—‘—l = fn41 — 5Hoch(hn)~
Démonstration : Nous allons construire un morphisme f’ tel que la suite
0,...,0,hy,,0,...)

définisse une homotopie h entre f et f’. Nous construisons les f/ par récurrence sur i. Soit ¢ > 1.
Supposons qu’il existe un A;-morphisme f’: A — A’ tel que h définit une homotopie entre f et f’
en tant que A;-morphisme. Posons

fin = fin =2 M (fi @@ fi, @he ® ff, ® ... ® f})
S (=1)7kH R, (197 @ my, @ 19,

ol s est le signe apparaissant dans 1.2.1.7. Par construction, la suite des

(f{v"'vfilvfi/Jrl)

définit un A;;;-morphisme homotope & f. Le morphisme f’ ainsi construit vérifie clairement les
conditions souhaitées sur les f/, 1 <i<n+1. O

Démonstration du théoréme 3.2.2.1 :

Soit A et A’ deux A.-algébres minimales strictement unitaires et
f:A— A

un A.-morphisme homologiquemement unitaire. Nous cherchons un morphisme f’ homotope a f
tel que les morphismes f/, ¢ > 1, vérifient

A% @one1®) =0, i>2ectj+1+1=1i.

Construisons les f/, 1 <i < n, par récurrence sur n. Soit n > 1. Supposons qu’on a un morphisme
f, tel que les morphismes f;, 2 < i < n, vérifient la condition précitée. En utilisant les mémes
arguments que pour le théoréme 3.2.1.1 dans lesquels nous remplagons le complexe C(A, A) par le
complexe C(A, A") et le lemme d’obstruction B.4.1 par le lemme B.4.2, nous trouvons qu’il existe
deux éléments
fri1 € Homg,c(A®" T A") et h, € Homg,c(A®™, A

tels que

5Hoch(hn)+f1/1+1 :fn et 5Hoch(f7/L+1)+T(f27"' afn) =0.
Par le lemme 3.2.2.2 appliqué & f et h,,, il existe un morphisme f’ homotope & f dont les morphismes
fi, 2 <i<n+1, vérifient les équations

(A% @ne1®) =0, i>2etj+14+1=1i.



104

Chapitre 3 : Unités & homotopie pres et unités strictes

3.2.3 Strictification unitaire des homotopies

Théoréme 3.2.3.1 Soit A et A’ deux A,.-algébres minimales strictement unitaires. St f et g sont
deuz A-morphismes strictement unitaires homotopes A — A’ il existe une homotopie strictement
unitaire entre f et g.

Lemme 3.2.3.2 Soit A et A’ deux A -algébres minimales. Soit f et g sont deuz Ao.-morphismes
homotopes A — A’ et h une homotopie de f vers g. Soit n > 2 et

pn s AT A
un morphisme gradué de degré —n — 1. Il existe une homotopie h' entre f et g telle que
hi=h; si 1<i<n et hpy1="nh, 1+ 0moch(pn).

Démonstration : Nous raisonnons comme dans le lemme 3.2.2.2. Posons F' = Bf, G = Bg et
H = Bh: BA — BA’ ’homotopie entre F' et G. Soit R la (F,G)-codérivation de degré —2 qui est
donnée (1.1.2.2) par la suite
(0,...,0,5p,w®™,0,...).

Soit H’ défini par ’égalité /
H =H - b" R+ Rb™.

C’est une (F,G)-codérivation qui est clairement une homotopie entre F' et G. Nous vérifions qu’elle
correspond & une homotopie h' entre f et g telle que

h;:hz si 1 <i1<n et ]’Ln+1 :h%+1+5H0ch(pn)-

Démonstration du théoreme 3.2.3.1 :

Nous cherchons une homotopie h entre f et g telle que les morphismes h;, ¢ > 1, vérifient
h(1® @n@1®) =0, i>2etj+1+1=1i.

Construisons les h;, 1 <14 < n, par récurrence sur n. Soit n > 1. Supposons qu’on a un morphisme
h, tel que les morphismes h;, 2 < i < n, vérifient la condition précitée. En utilisant les mémes
arguments que pour le théoreme 3.2.1.1 dans lesquels nous remplagons le complexe C'(A, A) par le
complexe C'(A4, A’) (voir B.4) et le lemme d’obstruction B.4.1 par le lemme B.4.3, nous trouvons
qu’il existe deux éléments

h'/n-i-l € Homch(Z®n+1,A/) et pn € Homg,.c(A®",A’)

tels que
5Hoch(pn) + thrl = h{n et 6Hoch(h{n+1) + T(h27 e 7hn) =0.

Par le lemme 3.2.3.2, il existe une homotopie k' entre f et g telle que nous avons les équations

R @ne1®) =0, i>2etj+14+1=1.

Nous déduisons des théoremes 3.2.1.1, 3.2.2.1 et 3.2.3.1 le corollaire suivant :
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Corollaire 3.2.3.3 Soit A et A’ des A -algébres minimales strictement unitaires et f: A — A’
une équivalence d’homotopie strictement unitaire. Il existe un inverse a homotopie prés g de f qui
est strictement unitaire et des homotopies h et h' strictement unitaires entre 14/ et f o g, et entre
1A et go f O

3.2.4 Modele minimal d’une A -algebre strictement unitaire

Le corollaire (3.2.1.2) montre que toute A,-algébre homologiquement unitaire A admet un
modele minimal strictement unitaire A’ tel que I’A .-quasi-isomorphisme

f:A—A
vérifie f o =1n. Le but de cette section est de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.4.1 Toute A, -algébre strictement unitaire A admet un modéle minimal stricte-
ment unitaire A’ tel que I’Ao-quasi-isomorphisme

f:A—A
est strictement unitaire.

Notre démonstration est basée sur le lemme de perturbation (voir [HK91], [GS86], [GL89],
[GLSO1], [Mer99] et [KSO1]).

Démonstration : Posons V = H*A. Soit i : (V,0) — (A, m;) un morphisme de complexes qui
induit 'identité en homologie et tel que i o = 7. Soit p : A — K le conoyau de i. Le complexe K
est contractile. La suite de complexes (4, p) est donc scindable. Choisissons une rétraction p et une
section o telles que

pooc=0 et top+ocop=14.

Soit h une homotopie contractante de K tel que h? = 0. Soit A’ = V? I’A -algebre (de complexe
sous-jacent V) et f = f° le morphisme d’A..-algébres construits & partir de ces données dans
(1.4.2.1). Montrons que A’ est une A-algébre strictement unitaire et que I’A-morphisme f est
strictement unitaire. Nous utilisons les notations de la démonstration de (1.4.2.1). Nous avons
clairement les égalités

myon=0, myn®1)=my(l®n) =1 et fron=1.
Il reste & montrer que la composition de f;, i > 2, et m}, i > 3, par
e = (1% @ne1%717) 0<a<i,
est nulle. Il suffit de montrer que les compositions
M7 O0Na €t firon,, TEeT,

sont nulles. Remarquons que ces compositions proviennent d’arbres T', coloriés comme pour m;
(resp. fir) sauf en une feuille qui est maintenant de couleur 7. Comme A est strictement unitaire,
nous avons

mijong=0, >3, 0<B<y.

11 suffit donc de vérifier la nullité des compositions provenant d’arbres coloriés dont un sous-arbre
colorié est de la forme
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n & W 7 "\z'z'"

mo \7712
oo
@ !

.. €

Dans les deux premiers cas, m’ 1. 0 1, et fir o1n,, s'annulent car H* = 0, dans les autres cas, car
ioH =0. ]

Remarque 3.2.4.2 Nous vérifions de la méme maniére que le morphisme ¢° et ’homotopie H?
de la remarque (1.4.2.4) sont aussi strictement unitaires. Le lemme de perturbation produit donc
une contraction dans la catégorie des A .-algebres strictement unitaires.

Soit (Algoo)u (resp. (Algoo)su) la catégorie des A .-algebres strictement unitaires dont les
espaces de morphismes sont formés des morphismes homologiquement unitaires (resp. strictement
unitaires). Notons ~,, (resp. ~,) la relation d’homotopie relativement aux homotopies au sens de
1.2.1.7 (resp. aux homotopies strictement unitaires).

Proposition 3.2.4.3 L’inclusion

(Alg),, = (Algs),

induit une équivalence
J: (A|goo)su/Nsu—> (Algoo)u/wu )

Démonstration : La remarque (3.2.4.2) montre qu’il suffit de montrer que J induit un iso-
morphisme dans les espaces de morphismes dont le but et la source sont des A.-algebres mini-
males strictement unitaires. Nous strictifions les A ,-morphismes, puis les homotopies entre A .-
morphismes strictement unitaires grace aux théoremes (3.2.2.1) et (3.2.3.1). O

Corollaire 3.2.4.4 La sous-catégorie (Algm)hu C Alg,, des A -algébres homologiquement uni-
taires dont les morphismes sont les A.,-morphismes homologiquement unitaires et la catégorie
(Algoo)su deviennent équivalentes apres passage a [’homotopie. O

(Co)fibrations triviales strictement unitaires

Nous finissons cette section par des résultats qui nous seront utiles dans la section (4.1.3).
Lemme 3.2.4.5 Soit A et A’ des Ao, -algebres strictement unitaires.

a. Soit i : A — A’ une cofibration triviale strictement unitaire. Il existe un A.o-morphisme
p: A" — A strictement unitaire tel que poi =14.

b. Soit q : A’ — A une fibration triviale strictement unitaire. Il existe un A..-morphisme
j: A— A strictement unitaire tel que goj = 14.



3.2 : A -algebres homologiquement unitaires

107

Démonstration : Les arguments de la démonstration des deux points étant duaux nous ne
prouvons que le point a. Supposons donné un A,.-morphisme strictement unitaire p’ tel que la
composition @ = p’ o ¢ est un automorphisme de A. Comme « est la composée d’A,,-morphismes
strictement unitaires, il est strictement unitaire. Le lemme (3.2.4.6) ci-dessous montre 1'A -
morphisme a1 est aussi strictement unitaire. Posons p = a~! o p’ et nous avons le résultat car
poi=14.

Nous devons donc trouver un A,-morphisme p’ strictement unitaire tel que p’ o4 est un auto-
morphisme de A.

Premier cas : l'unité n est un bord de A’.

Dans cette situation, I'unité est nulle dans la cohomologie. Il en résulte que A et A’ sont faiblement
équivalentes & 0. Définissons pj comme un scindage de i;. Il vérifie 'égalité pj on = n. Les
morphismes p;, ¢ > 2, sont définis par récurrence sur i. Soit h une homotopie contractante de A.
Posons
p;:—hOT(pll,...7p;71), 1>2,
our(py,...,p;_,) est le cycle du lemme (B.1.5). Nous vérifions (par récurrence) que r(p},...,pi_;)
composé avec
1°°@ne1%° a+l1+pB=i+1,

est nul. Les morphismes pj;, ¢ > 1, ainsi construits définissent bien un A,.-morphisme grace au
lemme (B.1.5). Il est strictement unitaire et, comme nous avons I’égalité

(p'oi)y=ploip=1

p’ o1 est un automorphisme de A.

Deuziéme cas : l'unité n n’est pas un bord de A'.
Comme 7 est une cofibration triviale, 'axiome (CM4) de la catégorie Alg., (voir 1.3.3.1) nous
donne un A ,-morphisme ¢ : A’ — A tel que goi = 14. LA .-morphisme ¢ est clairement
homologiquement unitaire qui vérifie I’égalité g1 on = 1. Comme A et A’ sont strictement unitaires,
il existe (3.2.4.3) un A, -morphisme strictement unitaire ¢’ : A — A homotope & ¢. Comme l'unité
1 n’est pas un bord de A’, il existe une rétraction de complexes de de np : ¢ — A’. 1l induit un
scindage A’ = e ® A'. Nous savons que le morphisme ¢; — ¢} est homotope & zéro et qu’il s’annule
sur e. Il se factorise en z o t, ol t est la projection A" — A'. Comme cette projection est scindée
dans la catégorie des complexes, z est homotope a zéro. Il existe donc une homotopie hy entre q;
et ¢q telle que hy o = 0 et nous avons I'égalité ¢ 041 = 14 + 6(hy) o i5.

Construisons les morphismes p}, ¢ > 1, & partir des morphismes q;-, j > 1, par récurrence sur i
: Posons

Py =q; —6(h)

et, pour ¢ > 2,

Pi= = Y (1 mesn(ph, ©. 00, O @), © .. @q,)+ Y hiom,

ol s est défini en (1.2.1.7). Les morphismes p; , ¢ > 1, définissent ainsi un A,,-morphisme
strictement unitaire A’ — A tel que la suite

(h1,0,...)
est une homotopie entre ¢’ et p’. La composition p’ o ¢ est un automorphisme car

(ploi)l = (q’l —5(h1)) Oil = qi 0711 - 5(}11) O’il = 1A +5(h1) Oil —5(h1) Oil = 1A-
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Lemme 3.2.4.6 Soit A et A’ deuxr Ao-algébres strictement unitaires. Soit o : A — A’ un A-
isomorphisme strictement unitaire. L’Aoo-morphisme = ™' est strictement unitaire.

Démonstration :  On note n 'unité des A-algebres. Comme «y o = 7, nous avons ’égalité
(1 on =mn. Nous savons que le morphisme

a0 (B ®B1)+arofs: A®?— A

est nul. Si nous le composons avec n ® 1 (resp. 1 ® 1), nous trouvons que
a10f2(n®@1), (resp. a10[2(1®mn))

est nul. Comme «; est un isomorphisme, ceci implique que

Bon®1) =0 et Bo(l®n)=0.
Nous continuons par récurrence sur n. Supposons que 1n =7 et

;1% @n@1%F) =0, j+14+k=i, 2<i<n.
Nous en déduisons 1’égalité
(@0 B)n1(1® @n@1%) =010 8,11 (1% @@ 1%F), j+1+k=n+1.

Comme le terme définissant (a o 3),+1 est nul, nous en déduisons que

Brr1(1® @n@1%%) =0, j+1+k=n+1.

3.3 Strictification unitaire des polydules

Cette section traite des différents types de compatibilité aux unités des A.o-(bi)polydules. Les
démonstrations sont omises car elles sont similaires a celles de la section 3.2.
3.3.1 Polydules homologiquement unitaires

Définition 3.3.1.1 Soit A une A-algebre homologiquement unitaire. Un A-polydule M est ho-
mologiquement unitaire si H* M est un H* A-module unitaire. Si M et M’ sont deux A-polydules
homologiquement unitaires, un A,-morphisme f : M — M’ est toujours homologiquement uni-
taire, i. e. fi induit un morphisme de H* A-modules unitaires

H*M — H*M'.

Soit A une A-algébre strictement unitaire. Un A-polydule strictement unitaire (2.3.2.3) est
clairement homologiquement unitaire.

Les résultats

Soit A une A .-algébre minimale et strictement unitaire.
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Théoréme 3.3.1.2 Tout A-polydule minimal homologiquement unitaire est isomorphe a un A-
polydule strictement unitaire. O

Corollaire 3.3.1.3 Tout A-polydule homologiquement unitaire est homotopiquement équivalent a
un A-polydule strictement unitaire. O

Théoréme 3.3.1.4 Soit M et M' deuz A-polydules minimauz strictement unitaires. Tout Ao-
morphisme f: M — M’ est homotope & un A, -morphisme strictement unitaire. O

Théoréme 3.3.1.5 Soit M et M' deux A-polydules minimauz strictement unitaires. Si f et g
sont deur Ao,-morphismes strictement unitaires homotopes M — M’ il existe une homotopie
strictement unitaire entre f et g. O

Corollaire 3.3.1.6 Soit M et M’ des A-polydules strictement unitaires et f : M — M’ une
équivalence d’homotopie strictement unitaire. Il existe un inverse a homotopie prés g de f qui est
strictement unitaire et des homotopies h et h' strictement unitaires entre 15/ et fog, et entre 1y

etgo f. d
Soit A une A .-algebre strictement unitaire.

Proposition 3.3.1.7 Tout A-polydule strictement unitaire M admet un modeéle minimal stricte-
ment unitaire M' tel que A -quasi-isomorphisme

f:M - M
est strictement unitaire. O

Soit (NodOo A)u la sous-catégorie pleine de Nody, A formée des A-polydules strictement uni-
taires.

Proposition 3.3.1.8 L’inclusion
Modo A < (Nod A)u

induit une équivalence
Moda A/~ (Nodso A) /~,

ot les symboles ~ désignent la relation d’homotopie (2.3.2.8) et (2.3.1.10). O

3.3.2 Bipolydules homologiquement unitaires

Soit C et C” deux cogebres différentielles graduées et soit N et N’ deux C-C’-bicomodules différentiels
gradués. Notons AT et AT la comultiplication & droite et & gauche de ces bicomodules.

Définition 3.3.2.1 Une codérivation de bicomodules est un morphisme
K:N—N'

tel que
AloK=1®K)oAr et ARoK=(K®1)oA~
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Soit A et A’ deux algebres graduées associatives unitaires et M un A-A’-bimodules gradués.
Considérons les comme des A .-algébres et comme un A-A’-bipolydule. L’espace de codérivations
de BTA-B*A’-bicomodules

coder(BM, BM)

joue dans cette section le role de ’espace
coder((BA)™, (BA)™)
de la section B.4.

Soit A et A’ deux A-algebres strictement unitaires. Soit (Nodu (4, A’))u la sous-catégorie
pleine de Nods (A, A’) formée des A-A’-bipolydules strictement unitaires. Nous montrons de la
méme maniere que précédemment la proposition suivante :

Proposition 3.3.2.2 L’inclusion
Modo (A4, A) <= (Nodao (4, A7) |

induit une équivalence

MOdOO(A, A,)/N L’ (NOdoo(Av A/))u/N ’

ot les symboles ~ désignent les relations d’homotopies. (



Chapitre 4
Catégorie dérivée

Introduction

Soit A une A-algebre augmentée. Dans le chapitre 2, nous avons montré que la catégorie dérivée
DooA admet trois descriptions :

(Modoo A)[Qis™], HocA=Modo A/~ et (ModSrt A)[Qis™!]

ou ~ est la relation d’homotopie. Dans ce chapitre, nous définissons la catégorie dérivée Do, A d’une
A -algebre A quelconque. Nous montrons que les trois descriptions ci-dessus restent valables si A
est strictement unitaire.

Plan du chapitre

Soit B, B’ deux K-algebres associatives et X un B-B’-bimodule. Les foncteurs standard associés
a X sont les foncteurs adjoints

HomB/(X,f) et ?7®pX.

Maintenant, soit A et A’ des A,-algebres et X un A-A’-bipolydule. Dans la section 4.1.1, nous
définissons les foncteurs standard

H%omA/(X,—) et 7 %A X

et nous montrons qu’ils forment une paire de foncteurs adjoints.

Dans la section 4.1.2, nous définissons la catégorie Dy, A d’une A ,-algebre quelconque et nous la
décrivons dans le cas ol A est H-unitaire (4.1.2.10). Dans la section 4.1.3, nous montrons (4.1.3.1)
que si A est strictement unitaire, la catégorie Do, A telle que définie dans la section précédente est
équivalente aux catégories

(Modoe A)[Qis™'], HoeA et (Mod A)[Qis™].

En particulier, si A est une A -algébre augmentée, les définitions de la catégorie dérivée du chapitre
2 et de celui-ci sont équivalentes. Dans la section 4.2, nous étudions la catégorie dérivée Do, (A, A'),
ot A et A’ sont deux A,.-algébres.
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4.1 La catégorie dérivée des polydules

4.1.1 Les foncteurs standard

Notations

Soit C une bicatégorie (voir [ML98, Chap. XII, §6]). Supposons que, pour tous Q,Q" € ObjC,
la catégorie

C(0,0’) = Homc(0,0Q")

est une k-catégorie de Grothendieck semi-simple et que le foncteur de composition (associatif & un
isomorphisme donné pres)

C(0",0") x C(0,0') = C(0,0"), (M,N)— MoN,

ou 0,0',0" € ObjC, est k-bilinéaire dans les espaces de morphismes. Nous appelons produit
tensoriel au-dessus de Q' ce foncteur et notons

M ®g N =M o N.
Supposons en outre que, pour tout objet X de C(Q’,Q"), le foncteur
?®o X : C(0,0") — C(0,0")

admet un adjoint a droite
Homg (X,?) : C(0,0") — C(0,0Q").

Remarquons que le produit tensoriel au-dessus de O
C(0,0) x C(0,0) — C(0,0), (M,N)— M ®¢ N,

ot O € ObjC, munit la catégorie C(Q,0) d’une structure de catégorie monoidale. Notons eg
I’élément neutre pour le produit tensoriel. Soit @', @” des objets de C. La catégorie C(Q, Q) agit a
droite sur la catégorie C(O’, Q) et & gauche sur la catégorie C(Q, Q') par le produit tensoriel ®g.

L’exemple suivant apparait naturellement dans I’étude des A.-catégories (5.1.1).

Exemple 4.1.1.1 La bicatégorie C a pour objets les ensembles considérés comme des catégories
discretes. Soit A et B deux ensembles. Nous définissons C(A,B) comme la catégorie des foncteurs

B x A — VectK.

La composition de C est donnée par les produits tensoriels au-dessus des catégories. Le foncteur
adjoint au foncteur

ATE QB (IBX(C) : C(A,B) — C(A, (C)

se récrit plus naturellement

Homc(pXc, a%c) : C(A,C) — C(A,B).
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Plan de la section

Soit P, O et @ des objets de C. Soit A et A’ deux A .-algebres dans C(Q,0) et C(Q', Q') et
X un A-A’-bipolydule dans C(Q,Q’). Nous allons construire un couple de foncteurs adjoints

(7 ©a X, HOmA/(X,—)) : Noday A — Noda, A,

ol Nody, A est la catégorie des A-polydules dans C(P,0) et Mod., A" est la catégorie des A’-
polydules dans C(P, Q").

Le foncteur Hom 4 (X, —) : Nodo, A’ — Nodo A

Soit N un A’-polydule. Remarquons que SX @ T¢SA’ est un objet de la catégorie C(Q, Q') et
que SN’ ® TS A’ est un objet de C(P, Q). Nous définissons 'objet gradué de C(P, Q) sous-jacent
a4 Hom 4/ (X, N') comme

HomCochCSA’ (SX & TCSA/, SN’ ® TCSA/),
ou Hom désigne le foncteur adjoint Homg,. Sa différentielle est le morphisme
§:F = bPN o F — (—1)/FIF o pPXar

ol BX 4 = SX®T¢SA’ est la construction bar de X en tant que A’ *-polydule et ot le morphisme
F est de degré |F|. C’est un module différentiel gradué sur 'algebre différentielle graduée

End(BX4/) = (Homg,«TcSA/ (SX @ T°SA’, SX ® T°SA'), 5).

La structure de A-polydule est donnée par la restriction du End(BX 4+)-module différentiel gradué
H%omA/(X, N’) le long de I’A -morphisme

A — End(BX4/)
défini dans le lemme clef (5.3.0.1). Explicitons cette structure. Le morphisme
mH : Hom 4 (X, N') @ A%~ — Homu (X, N'), i>1,

est donné par la différentielle de I’espace si ¢ = 1 et, sinon, par le morphisme

SHomcomeresa (SX @ TCSA', SN’ @ TSA") @ (SA)®i—1

:
SHomcomeesa (SX @ T¢SA', SN’ @ T<SA")
qui envoie un élément sI' ® ¢ € SHomcome 754/ (SX @ T¢SA', SN’ @ T¢SA") ® (SA)®*~! sur
bSo™e (5T ® s®) € SHomcome 7esar (SX @ T°SA' SN’ @ T¢SA'),

ot1 le morphisme bS°™ correspond & la composition de la catégorie ComcT¢SA’ et ® est défini
dans le lemme clef (5.3.0.1). Un morphisme f : N’ — N dans Nody, A" induit un morphisme de
End(BX 4/)-modules différentiels gradués

F, : Hom(SX ® T°SA', SN’ @ T°SA’) — Hom(SX ® T°SA', SN" @ T°SA’),
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ou F, est induit par la construction bar F' de f. Ainsi, le morphisme F), est strict en tant que
morphisme de A-polydules. Ceci nous fournit un foncteur

Hom 4/ (X, —) : Nodog A’ — Nod®rt A < Nod A.

Remarque 4.1.1.2 Si A sont strictement unitaire et si X est un A-A’-bipolydule strictement
unitaire pour A, i. e. si la composition

m;;(19% 0n©1°° @1y @ 1%79), 4,5 >0,

est nulle si (4,5) # (1,0), égale & 1 sinon, le A-polydule Hom 4/ (X, N) est strictement unitaire.
Nous obtenons alors un foncteur

HOom A/ (X, —) : Nodse A" — ModS* A — (Nods 4), ,

ou ( Nod o A)u est la sous-catégorie pleine de Nod,, A formée des objets strictement unitaires.

Le foncteur ? %A X : Nodoo A — Nodo, A’

Soit N un A-polydule. L’objet gradué de C(IP, Q") sous-jacent & N §A X est
N®TSA® X.

La structure de A’-polydule sur N ® T°SA ® X est donnée par une différentielle b sur S(N ®
T¢SARX)®TcSA’. La suspension de ce TS A’-comodule différentiel gradué s’identifie au produit
cotensoriel

(SN @TSA)Opesa(TSA® SX @ T°SA'),

c’est-a-dire au noyau

L
ker (BN @ BX 282" BN @ T°S4 ® BX),

ol BX = T¢SA® SX @ T¢SA’ est la construction bar de X en tant que A™A’*bipolydule
strictement unitaire. Un morphisme de A-polydules f : N — N’ induit un morphisme strict

(woFos) 91x: NOTSA® X — N' @ T°SA® X.
Nous obtenons ainsi un foncteur
? &4 X : Nodso A — Nod™e A’ < Nodoo A'.

Remarque 4.1.1.3 Si A’ sont strictement unitaire et si X est un A-A’-bipolydule strictement
unitaire pour A’ i. e. si la composition

mi (1% @1y @19 0ne199), ij>0,

est nulle si (4,7) # (0,1), égale & 1 sinon, le A’-polydule N %A X est strictement unitaire. Nous
obtenons alors un foncteur

7®a X : Nodo A — Mod%it A" < (Noda A) .
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Lemme 4.1.1.4 Le foncteur ? %A X est adjoint a gauche au foncteur H%omAr(X, ?7)

Démonstration : Soit L un objet de Nod,, A et R un objet de Nod,, A’. Soit des morphismes
gradués dans C(O’, Q") de degré 2 — 1

[ LeTSA X @ A® - R, j>0.

Soit F}, j > 0, les morphismes donnés par les bijections F; < f;. Ils sont donnés par des morphismes
de degré 0 ‘ ‘
F;;:SL® (SA)® ® X @ (SA")® — SR, i,j>0.

Soit 7 > 0. Soit g; le morphisme gradué de C(P, Q) de degré 1 —1
gi: L ® A®" — Hompega (SX @ T°SA', SR ® T°SA"))
défini par I’équation
GiA® ¢) = s(T') € SHompega (SX @ T°SA', SR @ T¢SA"))

olt A ® ¢ est un élément de SL ® (SA)®" de degré r = |\ ® ¢|, ot G; est donné par les bijections
gi < G; et out le morphisme I' est 'unique morphisme (voir 2.1.2.1) tel que la composition p; o T’
a pour composantes les morphismes

N , R
SX @ (54191 TS N 6 (54)9 @ SX © (SA)®T — b SR

ici le morphisme F ; est le morphisme F} jw. Nous devons montrer I'équivalence entre les deux
points suivants.

a. Les morphismes g; définissent un A,-morphisme d’A-polydules

L — Homu (X, R).
b. Les morphismes f; définissent un A,-morphisme d’A’-polydules
L& X — R

Supposons que 1’énoncé a est vrai : on a les égalités

Z Gk+1+m(1®k & bl & 1®m) - Z b|1-|+m(Gk ® 1®m)’ n 2 17
k+l+m=n k+m=n

ou les symboles b; doivent étre interprétés convenablement. Nous allons montrer que cela est
équivalent aux équations dans les espaces de morphismes

Homc(p,01) (S(L ©a X) @ (SA)2 SR), n >0,

Z Fri1em(1%* @ by @ 19™) = Z bivm(Fr ®1%™), t>1.
k+l+m=t k+m=t
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Soit A\®¢ € SL® (SA)®" et k®¢ € SX ® (SA)®~L. Calculons
Grp14m(1F @ b @ 1¥™) (A @ ¢)(k @ ¢).
Dans le cas ou kK =0, on a

Grim(Of @ 19N\ @ ¢)(k @ ¢')
= Grm(BfA® ¢i1-1) @ o) (k@ ¢'))
sl'(k® ¢')
(DRl irlonlpy, L (BFA® ¢io1) © ¢m @ k@ ¢'))
(—pPee ] (O @1PT @11 (A © ¢t © ¢ @ K@ ¢)
(DR E (019 @11 AR e ke ¢),

ou ¢1 ® 2 = ¢ et dans le cas ou k # 0, on a

Gra1+m(1®* @ b ® 19™) (A @ ¢)(k @ ¢)

(—=D)PHE =Gy (A @ 1 @ b)) @ bm) (K © @)

(_1)|>\|+‘¢k—1|8F(K ® @)

(_1)|A|+‘¢k71|+M®¢|+1Flg+1+m,t71()‘ ® b1 ® blA(ﬁbz) ® bm @ KD )

(_1)|A|‘H¢k—1|+‘A®¢|+1Fé+1+m7t_1(1®k Qb R18m @1 ® 181)
ARoRr® )

= (_1)|/\®¢|+1F]2+1+m7t_1(1®k ® bi4 ® 19m ®R1® 1®t—1)(>\ ® (b QK ¢/)7

oll 1 ® Pa ® Pp3 = ¢. Le terme
(G (A @ 9)(k® ¢)

vaut

WH(Gn(A® 9)(k® ¢')

= W(sD)(k®¢)

—smi!(T)(k ® ¢')

—s[boT — (=1)eH1T 0 b)(k @ ¢)

(bF o sT) (k@ ¢') — (—1)A eI (T 0 b¥a ) (k ® ¢)

= (—)MEFLSTRL (F (A ® 6 R K © L) @ ¢l)
+sT Y (1% @by, @ 19%) (k@ ¢, @ ¢, @ BL,)

= (—)PPESTRL (L, 1) A0 ¢ @Kk © ¢)
S F 1 3(AR0@1EM @by, @197) (5 ® ¢)

= ()P (F 1, @ 19) A @00 k@ ¢)
H(=D)PIN R, (11T @19 @b, @ 18P AR ¢ £ ® ¢),

ou ¢/, ® ¢’5 = ¢ et les indices de la premiere somme sont tels que oo + 3 =t — 1, ou les indices de
la seconde somme sont tels que y1 + 72 4+ y3 =t et les symboles b,, doivent étre interprétés selon
leur place par bé(ﬂz_l ou par b;‘;. Le terme

B, (G @18 (A ® ¢)(k ® ¢)
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vaut

B (Ge(A @ dr—1) ® d) (K ® @)
= W (sTh-1 @ ) (K @ ¢')
bSeme(sTy_1 @ 5, (K ® @)
(—1)M el FpSome (s @ ) (Tyy @ ®1) (k@ ¢')
(_1)|>\+¢k71\+1smgomca“k_1 ® ‘I)l)(’f ® ¢/)
(,1)|>\+¢k_1\+1(spk_l 0o ®))(k® @)
(=1 Horal I RF O [ HOmI ST B (A ® g1 @ b o (Pim @ K © @) ® Ply)
(=) HemI S F (A ® Gt @b o (9 @ £ ® 8),) @ ¢)5)
(_1)|>\\+|¢\+1 ZFIQ,ﬁ(l ® 18k-1 g bi,a(]'@m ®1® 19%) @ 190)
A®o@r®¢),

ou les indices de la somme sont tels que a+ 5 = t—1. L’égalité Fl’] = F; jw nous donne I'équivalence
entre les points a et b. (|

Remarque 4.1.1.5 Si A et A’ sont strictement unitaires et si X est un A-A’-bipolydule stricte-
ment unitaire, ’adjonction

(7 @4 X,Hom (X, ?) : Nodoo A — Nodo, A’

ne se restreint pas aux sous-catégories Mods, A et Mody, A’. Cependant, la proposition (3.3.1.8)
montre que les foncteurs restreints

? &4 X : Modeo A — Modos A’ et HOm4/(X,?) : Modeo A’ — Modae A
induisent des foncteurs adjoints dans les catégories dérivées Doo A et Doo A’ (définies en 4.1.3).

Soit A une A -algebre strictement unitaire. Considérons A comme un A-A-bipolydule stricte-
ment unitaire. Notons aussi -
o0
?7®4 X et Homu(X,?)

les foncteurs standard restreints a la sous-catégorie (NodOo A)u (voir la définition en 3.3.1.8).

Lemme 4.1.1.6 Considérons la catégorie des endofoncteurs de la catégorie (Nodeo A)y.

o0
a. Il existe un morphisme canonique de foncteurs 7 @4 A — 1 qui est un quasi-isomorphisme.

b. Il existe un morphisme canonique de foncteurs 1 — H%OmA(A, ?) qui est un quasi-isomorphisme.

Démonstration : Par I’adjonction

(? @4 A HOMA(A,?)) : (Noday A) — (Nodoo 4)

il suffit de montrer le point a. Soit M un A-polydule strictement unitaire. Nous avons un A.-
morphisme de A-polydules

g:MEgAAHM

dont les g;, 7 > 1, sont définis par les morphismes

mis ;110w @1%7): M@ (SA® @ A9 A%~ - M, i>0,j>1.
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Montrons que le cone du morphisme

gl M&aA— M
est acyclique. Nous vérifions que le morphisme de degré —1
rMTSARSA— MRTSA® SA
donné par le morphisme
1®@sn: M®(SA)®®SA— M® (SA)®H @ SA, >0,

ou 7 est 'unité de A, est une homotopie contractante du cone de g;. O

Remarque 4.1.1.7 Le morphisme de A-polydules g est clairement strictement unitaire. Le mor-
phisme de A-polydules
f:M — Hom (A, M)

correspondant par I’adjonction au morphisme g est défini de maniere analogue au morphisme
f:A— End=Hom,(A, A)

du lemme clef (5.3.0.1) du chapitre 5. Il est aussi strictement unitaire.

4.1.2 La catégorie dérivée d’une A_-algebre

Soit O et P deux objets de C. Soit A une A.-algebre dans C(O, @). On rappelle que la catégorie
Nod, A des A-polydules dans C(P,0) est isomorphe & la catégorie Mod,, AT des A*-polydules
strictement unitaires ot AT est 'augmentation de A. Considérons 1'objet e = eg comme une Ao-
algébre augmentée dans C(Q,0). Considérons I'objet ¢ comme un A™-e-bipolydule strictement
unitaire grace & 'augmentation A* — e. Par la section 4.1.1, nous avons un foncteur

(o]
? @4+ € : Modso AT — Mody e.
Il induit un foncteur dans les catégories dérivées que nous notons de la méme maniere.
Définition 4.1.2.1 La catégorie dérivée d'une A . -algebre est le noyau du foncteur
= +
?7®@p+€: Dy AT — Dyoe.

Remarque 4.1.2.2 Nous montrerons en (4.1.3.5) qu'un A*-polydule strictement unitaire est dans
le noyau si et seulement si sa construction bar est acyclique.

Remarque 4.1.2.3 Le théoreéme (4.1.3.1) ci-dessous montrera que cette définition étend la définition
de la catégorie dérivée d’une A -algébre augmentée (voir 2.4.2.1). En particulier, nous montrerons
que si A est elleeméme augmentée, nous avons une suite exacte de catégories triangulées

DA — Dog AT — Doce.
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Théoréme 4.1.2.4 Soit A et A’ deux Ao-algébres et f: A — A" un Ao -quasi-isomorphisme. La
restriction le long de f induit une équivalence de catégories

Do A — Do A.

Démonstration : Soit f*: AT — A’T le morphisme augmenté associé & f. C’est un A,-quasi-
isomorphisme. Les foncteurs

(Resf+?) g 2 X . 1+
) Ra+re et ?Ru+e: Mods A7 — Mody €

sont donc quasi-isomorphes. Il suffit donc de montrer que la restriction le long de fT induit une

équivalence
Do AT — DA™

Le lemme (2.3.4.3) implique que le morphisme entre les algébres enveloppantes
U(f7) : UAT) — U(A™)

est un quasi-isomorphisme. Il s’ensuit [Kel94a, 6.1] que la restriction de long de U(f™) est une
équivalence de catégories
DU(A'Y) — DU(AY).

Nous déduisons le résultat du lemme (2.4.2.3). O
Cas des A -algébres H-unitaires

Définition 4.1.2.5 Une A -algebre H-unitaire est une A-algebre dont la construction bar non
augmentée est quasi-isomorphe a 0.

La notion d’algébre H-unitaire est due & M. Wodzicki [Wod88]. Il montre qu’une algébre est
H-unitaire si et seulement si elle satisfait la propriété d’excision (voir [Wod88], [Wod89]).

Lemme 4.1.2.6 Une Ay -algébre minimale (i. e. my = 0) strictement unitaire est H-unitaire.

Démonstration :  Soit (A,n) une A -algébre minimale strictement unitaire. Le morphisme de
degré —1
h: BA — BA

donné par les morphismes

1® (sn): (SA)®" — (SA)® @ SA

définit une homotopie contractante de BA. O

Corollaire 4.1.2.7 Une A-algébre homologiquement unitaire (voir la définition dans la section
3.1) est H-unitaire.

Démonstration :  Soit A une A.-algébre homologiquement unitaire. Le corollaire (3.2.1.2)
montre que A admet un modele minimal strictement unitaire A’. Comme BA’ est faiblement
équivalent & BA et comme les équivalences faibles sont des quasi-isomorphismes, nous avons le
résultat. d
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La sous-catégorie Tria A

Soit x : P — O un morphisme de C. Le morphisme z induit un foncteur
z*: C(P,0) - C(P,P), M — M(z).
On suppose que ce foncteur admet un adjoint a gauche
x: C(P,P) — C(P,0).

Exemple 4.1.2.8 Regardons 'exemple apparaissant dans I’étude des A.-catégories (5.1.1). Soit
P et O deux ensembles et soit
z:P—-0, pw— z(p)

une application. Le foncteur z* envoie M € C(P,0) sur
(p,p") = M(x(p),p").
Le foncteur ) envoie un objet V' de C(P,P) sur le P-O-bimodule
(0,p) = V(?,p) ®@p eo(o,2(?)).

Supposons maintenant que P est un ensemble a un élément. L’application = est déterminé par
Pélément de o = z(p) de Q. Soit V = ep. L’adjonction nous donne alors un isomorphisme

Homc .0 (ea(?,0), M) — M(o).
O

Soit z : P — O un morphisme de C. Soit V un objet de C(P,P). Munissons l'objet z:(V) ®q
A de la structure de A-polydule donnée par les multiplications de A. Comme nous avons un
isomorphisme

Homc([p’]p) (.%‘g(V), M) AN HomNodoo A(wg(V) Qo A, M), M € Nod A,
nous avons une adjonction
(21(?) ®g A,2") : C(P,P) — Nod, A.

Notons Tria A la plus petite sous-catégorie triangulée aux sommes infinies de Do, AT contenant

les
2=z (ep) ®o A, € C(P,0).

Remarque 4.1.2.9 Cette notation est justifiée par le fait suivant. Dans I’exemple apparaissant
dans I'étude des A-catégories (5.1.1), si P est un ensemble & un élément, et x est Papplication
donné par un élément z de O, le A-polydule z” est I’A-foncteur représenté par x

o= A(?,z).

Proposition 4.1.2.10 Soit A une Ao -algébre H-unitaire. Nous avons une suite exacte de catégories
triangulées
Tria A — Do AT — Dooe.

En particulier, la catégorie dérivée Do A est égale o Tria A.
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Dans le cas des algebres différentielles graduées cette proposition est démontrée dans [Kel94b].
Dans la démonstration ci-dessous, nous utilisons une filtration qui est adaptée de celle de J. A. Guc-
cione et J. J. Guccione [GG96]. Elle leur permet de montrer astucieusement la propriété d’excision
des algebres différentielles graduées H-unitaires.

Démonstration : Montrons que la composition

Tria A — Do AT — Dooe

est nulle. Comme z” est le A-polydule xi(e) ®gp A, il suffit de montrer que A ® A+ € est quasi-

isomorphe & 0 dans la catégorie C(0Q, Q). Nous définissons une filtration de A ® a+t e = A®
T¢(SAM) ® e par

F,= [ P 4s (SA*)@} @ [@A@ (SA)®" @ (SA+)®P], p>0.

0<i<p 0<r
oo
Les Fj,, p > 0, sont des sous-complexes de A ® 4+ e. Les objets gradués

GrpA®are=A@T(SAN ®e=PA® (SA @ (Se)*r, p>0,
0<r

sont isomorphes en tant que complexes a
ST'BA® (Se)®?, p>0.
Ils sont donc acycliques, ce qui montre que A % A+ e est acyclique.
Pour démontrer qu’on a une suite exacte de catégories triangulées, nous allons montrer que
I’inclusion de Tria A dans Do, AT a pour adjoint & droite le foncteur
S .
? @4+ A Do AT — Tria A.
Ceci revient & montrer que pour chaque X € Mod, AT, le triangle
o0 oo o0
X34+ A->X > X Qure— S(X ®@y+ A)
est tel que 'objet X §A+ e € Triae est (Tria A)-local, i. e.
S .
Homp__a+(L, X ®a+€) =0, L€ TriaA.
Comme A ES A+ e est quasi-isomorphe a 0, la seconde fleche du triangle de @-Q-bimodules
o0 + o0 oo oo
AQpre— AT Qpre—>e®@are— S(ARq+e)

est un isomorphisme dans la catégorie dérivée des A*-polydules dans C(Q,0). Par ailleurs, le
morphisme

o0
AT R e —e
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est un quasi-isomorphisme car son cone, qui est la construction bar BAT = T¢(SA™), est acyclique
(4.1.2.7). Ceci implique que

o0
e—eQ@p+e€

est un isomorphisme de A*-A*bipolydules dans C(0,0). Soit X € Dy AT. Montrons que 1'objet
X g,ﬁ e € Triae est (Tria A)-local. Soit L un objet de Tria A et un morphisme
FiL— X &4

Nous avons un diagramme commutatif

L—————>X G e

L§A+64>X§€A+%A+e,

oo
ot la fleche verticale de droite représente un isomorphisme de Do At et ol L ® 4+ e est quasi-
isomorphe & 0. Le morphisme f est donc nul. O

4.1.3 La catégorie dérivée d’une A -algebre strictement unitaire

Soit A une A-algebre strictement unitaire. Dans cette section, nous donnons plusieurs descrip-
tions de la catégorie dérivée Dy A de (4.1.2.1). Plus précisément, nous allons montrer le théoreme
suivant :

Théoréme 4.1.3.1 Les catégories suivantes sont équivalentes :

D1. la catégorie dérivée Do A de (4.1.2.1), c’est-a-dire, la sous-catégorie triangulée Tria A de
Do AT (4.1.2.10),

D2. la catégorie (dont nous montrerons qu’elle est bien définie)
HooA : Modo, A/ ~
ot ~ est la relation d’homotopie (2.3.2.3),

D3. la catégorie localisée
(Modo A)[Qis™]

ot Qis est la classe des Ao -quasi-isomorphismes de Mod A,

D4. la catégorie homotopique _
Ho Modsr't A

de la catégorie de modeles Mod=¥it A (définie plus bas).

Il en résulte de ce théoréme que si A est augmentée, la définition de Do, A donnée dans (2.4.2.1)
est équivalente a celle de (4.1.2.1).
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Remarque 4.1.3.2 Les différentes descriptions de Do, A montrent que les résultats de la propo-
sition (2.4.1.1) restent valides.

L’équivalence entre les catégories de D1 et D2

Comme A est strictement unitaire, nous avons un A,.-morphisme strictement unitaire d’A .-
algebres

r=|,]:at=40e-4
n
ou n est I'unité de A. On a un foncteur restriction
Res : Modo, A — Modo, AT
qui est fidele. Nous savons que I'isomorphisme de catégories (2.3.2)
Nods, A =5 Mod, AT

est compatible a ’homotopie. La proposition (3.3.1.8) montre que le foncteur restriction induit un
isomorphisme

Homwmiod., a(M, M")/~ — Hompog_ a+(ResM,ResM')/~, M, M’ € Mod A,

ol ~ est la relation d’homotopie (2.3.2.3). Le corollaire (2.4.1.1) dit que la relation d’homotopie
(2.3.2.3) dans Mod,, AT est une relation d’équivalence compatible & la composition. Ceci montre
que la relation d’homotopie dans dans Mod., A est une relation d’équivalence compatible a la
composition. Nous avons donc une catégorie bien définie

HooA = Modo, A/ ~
et un foncteur pleinement fidéle
J i HooA — Hoo AT~ D AT
Proposition 4.1.3.3 Le foncteur restriction
Res : Mods A — Modo, AT

induit une équivalence de catégorie
Hoo A — Tria A.

Commencons par introduire quelques notions.
Définition 4.1.3.4 Un A*polydule est H-unitaire si son image par le foncteur
B : Mods AT — Comc BTA™

est quasi-isomorphe a 0.

Remarque 4.1.3.5 Un A™polydule M est H-unitaire si et seulement si 'objet M §A+ e est
quasi-isomorphe & 0. La sous-catégories des AT-polydules H-unitaires est donc égale a la catégorie
Tria A par la proposition (4.1.2.10).
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Remarque 4.1.3.6 Dans le cas ou A est une algebre associative unitaire et M un module unitaire,
le complexe BM est le céne de 'augmentation pM — M, ou pM est la résolution bar de M (voir
par exemple [CE99, I1X.6]). En particulier, tout A-module unitaire est un A™~module H-unitaire.

Lemme 4.1.3.7 Un A*-polydule est H-unitaire si et seulement si il est homologiquement unitaire
en tant que A-polydule.

Démonstration : Soit M un A-polydule homologiquement unitaire. Il existe une structure de
A-polydule (nécessairement homologiquement unitaire) sur H*M et un A,.-quasi-isomorphisme
H*M — M. Par le corollaire 3.3.1.2, nous pouvons choisir H*M strictement unitaire. Nous avons
alors une équivalence faible

B(H*M) — BM.

Comume les équivalences faibles sont des quasi-isomorphismes, il nous suffit de montrer que B(H*M)
est quasi-isomorphe a 0. Nous vérifions que le morphisme

r:SH*M @ BY(A") — SH*M ® BT(A™),
défini par les morphismes
(I®sn): SH*M @ (SA)® — SH*M @ (SA)® @ SA, >0,

ol 7 : e — A est 'unité stricte de A, est une homotopie contractante de B(H*M).
Pour démontrer la réciproque nous introduisons quelques notions supplémentaires.

Les cochaines tordantes généralisées

Soit C' un objet de Cogca et A’ un objet de Alga_. Une cochaine tordante généraliséet : C — A’
est un morphisme gradué de degré +1 qui s’annule sur la co-augmentation £, qui se factorise par
ker(AT — e) et qui vérifie

Z m; o (18%) o AW =0,

i>1
Remarquons que la somme infinie est bien définie car 7 s’annule sur la co-augmentation et C' est
cocomplete.

Soit M un objet de Mod,, A’. Nous munissons le produit tensoriel M ® C du morphisme de
degré +1 qui est la somme (bien définie) de la différentielle du produit tensoriel et des morphismes
MacC 1@_&)” M & C% 1®¢$l®1 Mo A®-1 g o ™8l Mo, i>1.

Nous vérifions que ce morphisme de degré +1 est une différentielle de M ® C'. Nous notons M ®, C
le produit tensoriel muni de cette différentielle. Soit N un objet de Comc C. Nous munissons le
produit tensoriel N ® A de la différentielle qui est la somme (bien définie) de la différentielle du
produit tensoriel et des morphismes

1e@m)o(1®7®1e1)o(AV 1) NoA - N A, i>1.

Nous munissons N ® A’ du morphisme m; donnée par la différentielle ci-dessus et des morphismes
m;, i > 2, valant 1y ® m{' . Ces morphismes définissent une structure de A’-polydule sur N @ A’.
Notons ce A’-polydule N ®, A’. Ceci nous donne deux foncteurs

—®;, A :ComcC — Modog A" et — ®,C:Mode A — ComcC
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appelés les produits tensoriels tordus généralisés.

Fin de la démonstration du lemme (4.1.8.7): Soit M un A*-polydule H-unitaire. Nous voulons
montrer qu’il est homologiquement unitaire en tant que A-polydule. Nous vérifions que la compo-
sition

BTAT=T°5A4 2 54 25 A — AT
est un élément tordant généralisé. Nous avons un morphisme de A™-polydules
nB+A+ ® AT ptat ®, At —e
donné par I'unité de BTA™ et la co-augmentation de AT, Le morphisme

Mo, P4 2er ) M®, BT AT®, At M =M, e

est un quasi-isomorphisme (I’homotopie contractante de la démonstration du lemme 2.2.1.9 définit
une homotopie contractante de son cone). La co-augmentation AT — e induit une suite exacte

0> M®, Bt AT®, A -~ M®, BtAt@, At - M ®, BFtAt®, ¢ — 0.

Le A™polydule M étant H-unitaire, I'objet M ®, BTAt® e est quasi-isomorphe & 0 car isomorphe
4 ST!BM. 1l en résulte que le morphisme i est un quasi-isomorphisme. Le A*-polydule M qui est
quasi-isomorphe & M ®, BTAT®, A" est donc quasi-isomorphe & M ®, BTAT®, A. Comme ce
dernier est strictement unitaire sur A, M est homologiquement unitaire sur A. O

Démonstration de la proposition (4.1.3.3)
Nous savons que le foncteur
J: HooA — Hoo AT~ D AT

est pleinement fidele. Il faut montrer que son image est formée des objets de Tria A. Le lemme
(4.1.3.7) montre que tout objet de Mod,, A est dans Tria A. Réciproquement, si un A*-polydule
M est dans Tria A, il est homologiquement unitaire sur A. Il est donc (3.3.1.3) quasi-isomorphe a
un objet strictement unitaire. O

Nous munissons la catégorie Ho, A de la structure triangulée induite par I’équivalence
Hoo A — Tria A.
Equivalence entre les catégories de D2 et D3

Le foncteur
J: HooA — Hoo AT

est pleinement fidéle et nous avons un isomorphisme de catégories (2.4.2.2)
Hoo AT =5 DA™,
Les A-quasi-isomorphismes sont donc les isomorphismes dans H, A. Comme

Modoo A — Hoo A
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est un foncteur localisation (par rapport aux équivalences d’homotopie), nous avons un isomor-
phisme
(Modo A)[Qis™ '] — Hoo A.

Equivalence entre les catégories de D3 et D4

Commengons par montrer quelques résultats sur la catégorie dérivée d’une algebre différentielle
graduée.

Lemme 4.1.3.8 Soit A une algébre différentielle graduée unitaire. L’inclusion
J:Mod A — Mod, A

induit une équivalence
DA — (Modo A)[Qis™].

o0
Linverse est donné par le foncteur 7 ® 4 A.

Démonstration :  Considérons A comme un A-A-bipolydule. Nous lui associons (4.1.1.3) le
foncteur -
?7®4 A:Mody A — Mod A.

Nous savons par le lemme (4.1.1.6) que A -morphisme

g M &a A— M, MeEMody A,

est un A-quasi-isomorphisme. Si M est un module différentiel gradué sur A, les multiplications
mM . i > 3, sont nulles et I’ A ,.-morphisme gy (construit dans la démonstration du lemme (4.1.1.6))
est strict. L’A-morphisme gj; est alors un morphisme de A-modules différentiels gradués. Ceci

o0
montre que les foncteurs J et 7 ® 4 A induisent des foncteurs quasi-inverses 'un de I'autre entre
les catégories
DA et (Mods A)[Qis™].

O

Définition 4.1.3.9 Soit A une algebre différentielle graduée (non nécessairement unitaire). La
catégorie dérivée DA est le noyau de

L
?®e:DAT — De.

Remarque 4.1.3.10 Dans le cas ou A est unitaire, la catégorie dérivée définie ci-dessus est
équivalente & la catégorie dérivée définie en (2.2.3).

Corollaire 4.1.3.11 Soit A une algébre différentielle graduée (non nécessairement unitaire). Les
catégories dérivées Do A et DA sont équivalentes.

L
Démonstration : C’est une conséquence du lemme (4.1.3.8) et du fait que le foncteur ? ® e

o0
est exactement le foncteur 7 ® 4 e. O
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La catégorie de modeles Modst"<t A

Nous utilisons ci-dessous les notations et la terminologie standard des opérades différentielles
graduées (voir par exemple [Hin97]).

Une opérade asymétrique est une suite d’objets O(n), n > 0, de CC munie d’une composition u
vérifiant les mémes conditions d’associativité que la composition d’une opérade au sens habituel.
Notons &,,, n > 1, le groupe symétrique. La suite K&,, @ O(n), n > 0, est un S-module dans CC
et p induit une structure d’opérade sur ce S-module. L’opérade Ass des algebres associative est
égale & K&, @k Ass'(n), n > 0, olt Ass’ est une opérade asymétrique.

Soit O lopérade asymétrique des A.-algébres strictement unitaires. On note U(O, A) = U(A)
I'algeébre enveloppante de A relativement & I'opérade O. La catégorie Modstt A des A-polydules
strictement unitaires dont les morphismes sont les A, -morphismes stricts est bien siir isomorphe
a la catégorie des modules (& droite) sur la O-algebre A. Nous avons donc un isomorphisme de
catégories

Mod U(A) —= Modstret A,

Nous déduisons du théoréme (2.2.2.1) le résultat suivant.

Proposition 4.1.3.12 Les trois classes de morphismes ci-dessous définissent une structure de
catégorie de modéles sur ModS' A :

- la classe Eq formée des A -quasi-isomorphismes stricts,

- la classe Fib formée des morphismes f : M — M’ tels que f™ est un épimorphisme pour
toutn € Z,

- la classe Cof formée des morphismes qui ont la propriété de relevement a gauche par rapport
aux morphismes appartenant a Qis N Fib.

O
Nous rappelons que la catégorie dérivée DU(A) est isomorphe & la catégorie localisée
Ho (Mod3r't A).

Remarque 4.1.3.13 Si A est une A-algebre augmentée, I’algebre enveloppante U(A) est iso-
morphe & QtBTA (voir 2.3.4.2).

Proposition 4.1.3.14 Soit A une A -algébre strictement unitaire. L’inclusion
J : Mod*¥* 4 — Mod, A

induit une équivalence _
Ho ( Mod?3ret A) — ( Mod A) [Qis™1].

Démonstration :
Premier cas : A est une algébre différentielle graduée unitaire. La suite d’inclusions

Mod A < Mod®"'* A < Mod, A
induit une suite de foncteurs fideéles

DA — Ho (Mod* 4) — (Modw A)[Qis™].
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Le lemme (4.1.3.8) nous donne la pleine fidélité de la composition. Le second foncteur est donc
plein et nous avons le résultat.

Deuxiéme cas : A est une A -algébre strictement unitaire quelconque.
D’apres la proposition (7.5.0.2), il existe un modele différentiel gradué unitaire A’ et une cofibration
triviale

it A— A

strictement unitaire. Le lemme (3.2.4.5) montre qu’il existe une fibration triviale ¢ : A" — A telle
que qoi = 14 et 70 q est homotope & 14. Les foncteurs restriction Res’ et Res? induisent des
foncteurs i* et ¢* entre les catégories homotopiques

Ho (Mods" A) et Ho (Modst A').

Nous avons clairement i* o ¢* = 1. Montrons que g* o i* est isomorphe au foncteur identité de
Ho (Modstrict 47).

Soit A’T 'augmentation de A’. Son algébre enveloppante U(A'") est I'algebre différentielle
graduée QTBTA'" (voir 2.3.4.4). Soit j : A’ — U(A'") 'As-morphisme universel construit en
2.3.4.3. Comme il est un A-quasi-isomorphisme strictement unitaire augmenté, il induit une
équivalence

Do U(A'Y) — Do AT

compatible aux foncteurs
DoA™t — Dye et D UA™) — Doe.

La sous-catégorie Do A’ = Tria A’ est ainsi équivalente & la sous-catégorie Do U(A'™) = Tria U(A')
(lalgebre U(A'T) = QBTA’T est la réduction de U(A'Y)). Notons f 1’As-morphisme composé i o q.
Soit fT: A’T — A’tle morphisme augmenté associé & f. Notons g le morphisme

QTBTfT UA™) — UA').

Le morphisme ¢ est un morphisme d’algebres différentielles graduées unitaires. Pour montrer que
Res’ induit un endofoncteur de Ho Modstiet A’ qui est isomorphe au foncteur identité, il suffit de
montrer que Res? induit un endofoncteur de DU(A’") isomorphe au foncteur identité. Le morphisme
g est clairement homotope a 1 dans la catégorie Alg, . Les morphismes g et 1 deviennent donc
égaux dans Alg[Qis™!] (voir 1.3.1.3). Comme QTBTA’*est une algébre presque libre co-augmentée,
elle est un objet fibrant et cofibrant de la catégorie de modeles Alg (voir 1.3.1). Il existe donc une
homotopie & droite entre 1 et g. Le lemme (4.1.3.15) ci-dessous montre que 1’endofoncteur g* de
DU(A'Y) induit par Res? est isomorphe & Iidentité. O

Lemme 4.1.3.15 Soit A et B deux algebres différentielles graduées unitaires. Soit g et ¢ deux
morphismes A — B wunitaires homotopes da droite. Les foncteurs restriction le long de g et ¢’
induisent des foncteurs isomorphes

DB — DA.

Démonstration :  On rappelle qu'une algebre de chemins B’, c’est-a-dire un objet de chemins
pour B dans la catégorie de modeles Alg, est un objet de Alg muni de morphismes

B—Z->BIL>B0><B1,
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ou By et B; sont égales a B, tels que 7 est une équivalence faible et p o ¢ est une factorisation de
la diagonale B — By x B;. Notons pg et p; les morphismes composés

Bl 25 Byx By —» By et B! -2 Byx By — B.

Nous avons les égalités pgoi =py o1 =1.
Les morphismes g et ¢’ sont homotopes & droite relativement & I’algebre de chemins B7, il
existe donc un morphisme H : A — B' tel que pg o H = g et p; o H = ¢’. Ceci montre que

H ’ H
Res? = Res” o Res”® et Res? = Res™ oResP!.
’
Pour montrer que Res? et Res? induisent des foncteurs isomorphes dans les catégories dérivées, il
suffit de montrer que Res” et Res”! induisent des foncteurs isomorphes dans les catégories dérivées.

Nous avons les égalités
1 = Res’ o Res™ = Res’ o Res”* .

Comme 7 est un quasi-isomorphisme, Res® induit une équivalence dans les catégories dérivées. Nous
en déduisons que Res™ et Res”* induisent des foncteurs isomorphes dans les catégories dérivées. [

4.2 La catégorie dérivée des bipolydules

Les démonstrations de cette section sont omises car similaires a celles de la section 4.1.
Le foncteur M & ? & M"

Soit O, @', Q" et O" des objets de C. Soit A (resp. A’, A”, A”) une A.-algebre dans C(Q, Q)
(resp. C(O/,0’), C(QO",Q"), C(Q",0")). Soit M (resp. M") un A-A’-bipolydule (resp. A”-A""-
bipolydule) dans C(Q, Q") (resp. C(O”,Q"")). On définit le foncteur

Nodase(A’, A”) — Nodug (4, A”), M’ — M & M' & M,
par 'égalité de BTA-BTA" -bicomodules différentiels gradués
(oo} oo
B(M & M' & M) =BMO gy BM' O gian BM,
ou O désigne le produit cotensoriel (voir 4.1.1).
La catégorie dérivée D, (A, A")

Soit eg et egs les éléments neutres de C(Q, Q) et C(Q’, Q') considérés comme des A.-algebres
augmentées. Considérons eg et egs comme un eg-A7-bipolydule et un A’*-eg/-bipolydule.

Définition 4.2.0.1 La catégorie dérivée Do, (A’, A”) est le noyau du foncteur

& e ) I+ AN
eo ®A/+.®A//+e@/.poo(A ,A )—>DOO(€@,€@/).
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La sous-catégorie Tria(A, A")

Supposons que la catégorie C admet un objet final P. Soit z : P — O un morphisme de C. Le
morphisme z induit un foncteur

z. : C(O,P) - C(P,P), M — M(z).
Nous supposons que ce foncteur admet un adjoint a gauche
1z : C(P,P) — C(P,0).
Nous avons un A-polydule & gauche
x¥ = A®gx(ep),
dont la structure est donnée par les multiplications de A.

Remarque 4.2.0.2 Cette notation est justifiée par le fait suivant. Dans I’exemple apparaissant
dans ’étude des A-catégories (5.1.1), un objet final est un ensemble & un élément. Soit P un tel
ensemble et O un ensemble. Soit x une I’application P — O donnée par un élément (noté aussi )
de Q. le A-polydule zV est I’A-foncteur coreprésenté par x

2V = Az, 7).

Soit z : P — O et y : P — O’ des morphismes de C. Le Q-Q’-bimodule
¥ ®py" = Ao 1z(ep) Qp yi(ep) @or A’

est un A-A’-bipolydule. La catégorie Tria(A4, A’) est la sous-catégorie triangulée de Do (AT, A'T)
engendrée par les
Y @py”, xeCP0), yelP0).

Proposition 4.2.0.3 Soit A et A’ des A -algébres H-unitaires. Nous avons une suite exacte de
catégories triangulées
Tria(A, A") — Do (AT, A’") — Do (en, €p)-

En particulier, la catégorie dérivée Do A est égale a Tria(A, A'). O

Théoréme 4.2.0.4 Soit A et A’ deuz A, -algébres strictement unitaires. Les catégories suivantes
sont équivalentes :

D1. la catégorie dérivée Do (A, A") de (4.2.0.1), c’est-a-dire, la sous-catégorie triangulée Tria(A, A”)
de Doo (A, A'4) (4.1.2.10),

D2. la catégorie (bien définie)
Hoo(A, A') = Mod (A, A")/ ~

ot ~ est la relation d’homotopie,
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D3. la catégorie localisée

(Modoo (A, A)) [Qis™!]
ot Qis est la classe des Ao -quasi-isomorphismes de Mod (A, A'),

D4. la catégorie localisée _
(Mod3rt(A, A))[Qis™ "]

de la catégorie ModSrict (A, A').
Démonstration : Les équivalences entre les catégories de D1, D2 et D3 se montrent de la méme
maniere que dans le théoreme (4.1.3.1). L’équivalence entre les catégories de D3 et D4 dans le cas
ou A et A’ sont des algebres différentielles graduées unitaires se prouve comme dans la proposition

(4.1.3.14). Si A et A’ dont des A.-algebres strictement unitaires quelconques, nous procédons de
la maniere suivante. On montre comme dans la proposition (4.1.3.14) que 'inclusion

Mod(U(A),U(A")) < Mod (A, A")
induit une équivalence
Ho (Mod(U(A), U(A"))) — (Mods (A4, A"))[Qis™].
Comme cette équivalence est la composition des foncteurs fideles
Ho (Mod(U(A), U(A"))) — (Mod2t (A, A"))[Qis™] = (Modu (4, A"))[Qis™ "]

le foncteur K est plein. Il est donc une équivalence. O
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Chapitre 5

A-catégories et A -foncteurs

Plan du chapitre

Une A-catégorie est une A .-algebre avec plusieurs objets, et réciproquement, une A -algebre
est une A -catégorie avec un objet. Les problemes soulevés par 'augmentation du nombre d’objets
sont nombreux et la généralisation des résultats des chapitres précédents est parfois tres technique.

Dans la section 5.1, nous fixons des notations qui codent la variation des ensembles d’objets
des petites A,-catégories. Nous introduisons pour cela une bicatégorie C dont les objets sont
les ensembles, puis nous définissons une petite A-catégorie dont I’ensemble des objets est en
bijection avec un ensemble Q@ comme une A ,-algebre dans la catégorie (monoidale) C(Q, Q). Nous
définissons ensuite les A -foncteurs.

Dans la section 5.2, nous définissons les catégories différentielles graduées des (bi)polydules sur
des A -catégories.

Dans la section 5.3, nous établissons un lemme (dit lemme clef) qui sera fondamental dans la
construction de I’A-foncteur de Yoneda (7.1.0.1) et celle de I’A . -foncteur de Yoneda généralisé
(8.2.1).

5.1 Définitions
5.1.1 Les catégories de base C(Q,0Q') et C(O)

Nous fixons des notations que nous utiliserons tout au long de cette partie. Nous construi-
sons une bicatégorie C dont les objets sont les ensembles (voir [ML98, Chap. XII, §6] pour les
bicatégories).

Soit K un corps. Le produit tensoriel au-dessus de K est noté ®. Soit O un ensemble. Considérons
le comme la petite catégorie dont les objets sont en bijection avec O et dont ’espace des morphismes
o — 0 est vide si 0 # 0, et contient uniquement le morphisme identité I, sinon.

Soit O, Q' et Q" trois ensembles. Un Q'-O-bimodule (resp. un O-module & droite) est un foncteur

M : 0° x @ — VectK, (resp. M : Q% — VectK)

o VectK est la catégorie des K-espaces vectoriels. Un morphisme de bimodules (resp. de modules)
est un morphisme de foncteurs. Nous notons C(Q, Q) et C(Q) ces catégories. Soit M un objet de
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C(0,0’) et N un objet de C(0’, Q). Le produit tensoriel M ©g N au-dessus de Q' est 'objet de
C(0,0") défini par

(M @0 N)(o",0) = €D M(d,0) @ N(0",0).
o’ e/

Nous noterons simplement ® le tenseur au-dessus de Q' lorsque cela ne prétera pas & confusion.
Le produit tensoriel au-dessus de @' nous donne un foncteur

C(0',0) x C(0",0") — C(0",Q"), (M,N)— M &g N,
et si @ est un ensemble et T' un objet de C(Q”,0"), on a des contraintes d’associativité
(M ®gr N) ©gn T = M g/ (N Ggr T).
Soit f: @ — O une application. On a un foncteur
C(0",0") — C(0",0),
qui envoie le Q'-0”-bimodule M sur le O-Q"-bimodule

My : 0 x 0" — VectK
oxo" — M(fo,0").

De maniere similaire, si g : @ — Q" est une application, on a un foncteur
C(0",0") — C(0,0"), M+ ;M.

La catégorie C(Q, Q') est K-linéaire abélienne, semi-simple, cocompléte, aux colimites filtrantes
exactes (i.e. c’est une K-catégorie de Grothendieck semi-simple). Par la section 1.1.1, nous avons
les catégories GrC(Q, Q") des bimodules gradués et CC(Q, Q") des bimodules différentiels gradués.
Remarquons que le produit tensoriel ®g et le bimodule

eo(—,—) = KHomg(—,—)
définissent une structure de catégorie monoidale sur (C(Q,Q), ®, eg). Le foncteur
C(0',0') - C(0,0), M — §My,

est compatible & la structure monoidale. Comme la catégorie C(Q) est isomorphe & C({x},Q), ou
{*} est un ensemble & un élément, nous obtenons une action & droite de la catégorie monoidale
C(0,0) sur C(0)

C(0) x C(0,0) - C(0), (M,N)~— M ®N.

Remarque 5.1.1.1 Soit A une petite K-catégorie dont 1’ensemble des objets est en bijection avec
un ensemble A. Le A-A-bimodule

Hom : A x A" — Hom (4, A)),
muni des morphismes

u:Homg ©Homy — Homy et n:ex — Homy, I4+— 14,
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donnés par la composition de A et par les morphismes identité 14 de A, est une algebre unitaire
dans la catégorie des A-A-bimodules. Réciproquement, une algebre unitaire dans la catégorie des
A-A-bimodules définit une petite K-catégorie dont ’ensemble des objets est en bijection avec A.

Soit A et B deux petites K-catégories dont les ensembles des objets sont en bijection avec des
ensembles A et B. Soit f : A — B un foncteur. On note

f:0bjA— ObjB

Iapplication qui envoie A sur son image par le foncteur f. Le foncteur f induit un morphisme
d’algebres unitaires
Hom4 — jHomg;, 2+ f(z),

Réciproquement, si A et A’ sont deux algebres unitaires dans les catégories des A-A-bimodules et
des B-B-bimodules, une application f : A — B et un morphisme d’algebres unitaires A — fA’ f
dans la catégorie C(A, A) définissent un foncteur entre les K-catégories correspondantes.

Définition 5.1.1.2 Soit A un ensemble. Une (petite) catégorie différentielle graduée sur A est une
algebre différentielle graduée unitaire dans C(A, A).

5.1.2 Définitions

Définition 5.1.2.1 Soit A un ensemble. Une A -catégorie sur A est une A .-algebre dans la
catégorie
(gTC(Aa A)v ©, BA)'

Remarque 5.1.2.2 Soit A une A-catégorie. Elle est déterminée par
- un ensemble d’objets Obj A = A,
- pour tout couple (A, A’) d’objets de A, un espace gradué de morphismes

HomA(A7 A,) = A(A7 A/)a
- pour toute suite (Ay,...,A,) d’objets de A, des compositions
my A(Anfl, An) R...Q A(Ao, Al) — A(Ao, An),

vérifiant les équations (%,), n > 1, de la définition 1.2.1.1,
Si A est homologiquement unitaire (en tant que Ao-algeébre dans GrC(A, A)) alors, pour tout objet
A € A, nous avons un morphisme identité I4 € A(A, A) tel que sa classe [I4] dans H*A(A, A)
vérifie
p(f,Mal)=f, fe HAAA) et u((la],9) =g, g€ HAMA A),

ol p est la composition de H*A induite par ms.
Remarque 5.1.2.3 La composition ms induit une composition associative
pw:H'A® H°A — HA.

Si A est homologiquement unitaire alors H° A est une catégorie au sens classique. Le morphisme
identité d’'un objet A € HYA est la classe [I4].
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Lemme 5.1.2.4 Soit B un ensemble, B une A, -catégorie sur B homologiquement unitaire et
f:A—DB

une application. Le A-A-bimodule gradué ¢By est une A -catégorie homologiquement unitaire pour
les compositions et les morphismes identité induits par ceur de A. O

Définition 5.1.2.5 Soit A et B deux ensembles et A et B deux A,-catégories sur A et B. Un
A -foncteur

f:A—=B
est la donnée d’un couple ( f , fHom) formé d’une application

f A —DB
et d'un A-morphisme dans la catégorie GrC(A, A)

SfHom : A — f'B i
Nous noterons souvent ce dernier f au lieu de fyom. L’As-foncteur identité de A est noté
14:A— A

Attention a ne pas confondre ce symbole avec 14, le morphisme identité d’un objet A € A.

Remarque 5.1.2.6 Soit A et B deux petites A,-catégories. Un A .-foncteur f : A — B est
déterminé par
- une application

f: Obj A — ObjB,
- pour toute suite (Ay,...,A,) d’objets de A, des morphismes
s AlAn—1,An) ® .. © A(Ao, A1) — B(f Ao, fA),
vérifiant les équations (x*,), n > 1, de la définition 1.2.1.2.

Remarque 5.1.2.7 Soit A et B deux petites A, o-catégories sur A. Un A -morphisme f: 4 — B
dans C(A, A) donne un A -foncteur

Aa,f): A= B, z+— f(z).

Réciproquement, un A .-foncteur ( f , f) dont lapplication sous-jacente f est égale a 1, donne un
A -morphisme f: A — B.

Rappel sur la construction bar

Soit A et B deux A, -catégories et f : A — B un A -foncteur. Rappelons que les bijections de
la section 1.2.2,

m; < b; (resp. fi < Fi), i>1,
entre les espaces de morphismes

Homng(AvA) (AGi, .A) et Homng(A,A) ((SA)GM, S.A)
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(resp. Homgrc(AA) (.A@i, fBj) et Homgrc(AA) ((S.A)Ql, fo))

sont définies par les relations
wob; = —m; ow®? (resp. wo F; = (71)‘F’i‘fl— o ij),

ot F; est un morphisme gradué de degré |F;| et w = s71. Un foncteur f : A — B est la donnée
d’une application f : Obj. A — ObjB et d'un morphisme différentiel gradué

F=Bf:BA— BB;
dans la catégorie Cogc(A, A) des cogebres cocompletes différentielles graduées de C(A, A).
Définition 5.1.2.8 Soit A un ensemble et A une A ,-catégorie sur A. Un A-polydule est un A-
polydule dans GrC(A) (voir 2.3.1.2). Il est donné par un A-module & droite
M : A — GrC
muni de morphismes gradués de A-modules a droite
mi - MO A% S M, i>1,

de degré 2 — i, tels qu'une équation (x/,), n > 1, de la méme forme que 'équation (x,), n > 1, de
la définition 1.2.1.1 est vérifiée.

Remarque 5.1.2.9 Soit V' un objet de C(A). Le A-module V' ® A muni des morphismes
ly@om: (VoA oA T SVoAd ix1,
est un A-polydule. En particulier, si A est un objet de A, le A-module
A(—,A)=e(—,A) 0 A
est un A-polydules dans C(A). On le notera A"
Définition 5.1.2.10 Soit A et B deux ensembles et A et B deux A.-catégories sur A et B. Un
A-B-bipolydule est un A-B-bipolydule dans GrC(A,B) (voir 2.5.1.3).
5.2 Catégories différentielles graduées des polydules

La catégorie C..BTA

Soit A un ensemble et A une A,.-catégorie sur A. La catégorie Coo BTA a pour objets ceux de
Comc BTA. Si N et N’ sont deux objets de Comc BTA, I'espace de morphismes

HomCOOB+A(N, N’)
est I'espace des morphismes unitaires gradués de comodules N — N’ muni de la différentielle

§:Fs bV o F — (=1)FIFob™,



138

Chapitre 5 : A -catégories et A, .-foncteurs

ou F est de degré |F|. C’est une catégorie différentielle graduée. Remarquons que la catégorie
Comc BT A est isomorphe a la catégorie Z°Co, BT A, i. e. la catégorie dont les objets sont ceux de
Coo Bt A et dont les morphismes sont les zéro-cycles des complexes de morphismes de Coo BT A.

La catégorie N A

La catégorie Ny A est la catégorie différentielle graduée dont les objets sont les A-polydules et
dont les espaces de morphismes sont définis par

Homar_a(M, M") = Home__g+a(BM,BM'), M,M' € Ny A.

Un morphisme f : M — M’ de degré n est donc donné par une suite de morphismes gradués de
A-module

fi: M©AY — M’
de degré 1 — i +n. Les A-morphismes f: M — M’ sont les zéro-cycles de Home__ (M, M'). (La

lettre NV se rapporte au “Non” dans “A-polydules non unitaires”.)

Remarque 5.2.0.1 Soit B une A-catégorie et X un B-A-bipolydules. Nous avons un isomor-
phisme de complexes

Hom 4 (X, M) = Hompr_4(Xa, M), M € Ny A,
ot Hom 4 (X, M) est défini en (4.1.1).
La catégorie C..A

Supposons désormais que A est strictement unitaire. Si M et M’ sont deux A-polydules stric-
tement unitaires, un morphisme f : M — M’ de degré n est strictement unitaire s’il vérifie les
équations

(1% @ne1%%) =0, i>2.

Nous notons (NOOA)u la sous-catégorie pleine de Ny A formée des A-polydules strictement uni-
taires et CooA la sous-catégorie non pleine de Ny A formée des A-polydules strictement unitaires
dont les morphismes sont les morphismes strictement unitaires. Remarquons que si A est aug-
mentée, nous avons un isomorphisme de catégories

Coc A — N A.

Remarque 5.2.0.2 La catégorie HCo A est clairement isomorphe & HooA (voir la définition
4.1.2.1). Elle est équivalente & la catégorie Doo.A par le corollaire 2.4.2.2.

Proposition 5.2.0.3 L’inclusion

CooA — N A
duit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.
Démonstration : La démonstration est la méme que celle de la proposition (3.3.1.8). Au lieu

de considérer uniquement les A -morphismes, i. e. les morphismes de N, .A qui sont des cycles
de degré zéro et les homotopies entre A ..-morphismes, nous considérons les morphismes de degré
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quelconque qui sont des cycles. O
La catégorie Co. (A, B)

Soit A et B deux ensembles et A et B des A,.-catégories sur A et B. La catégorie N (A, B)
est construite de manitre strictement analogue & N.A. Soit la catégorie différentielle graduée
Coo(BTA,BTB) dont les objets sont ceux de Comc(BtA, BTB). La catégorie Noo(A,B) est la
catégorie différentielle graduée qui a les mémes objets que que Nods (A, B) et dont les espaces
de morphismes sont définis par le sous-espaces

Homyr_(a,8) (M, M') = Home__ (p+a,p+5)(BM,BM'), M, M’ € C(A,B).

Si A et B sont strictement unitaires, on définit les catégories (Noo(A, B)) et Coo(A,B) de
maniere analogue aux catégories (NOOA)U et CooA. La catégorie Mody, (A, B) est isomorphe a

ZCo (A, B).
Proposition 5.2.0.4 L’%nclusion
Coo(A,B) = Noo(A, B)

mduit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes. O

5.3 Lemme clef

Le lemme ci-dessous sera utile pour la construction de ’'A-foncteur de Yoneda (voir 7.1.0.1).

Soit A et B deux ensembles, M un objet gradué de C(A,B) et A et B deux A-catégories sur
A et B. Soit une famille de morphismes gradués de A-B-bimodules

mi i AP Op M Op B®¥ — M, i,j >0,

de degré 1—i—j. Munissons les cogebres tensorielles co-augmentées T¢SB et T¢SA des différentielles
b4 et b8 des constructions bar co-augmentées. Les morphismes

bo;: SM @ (SB)®® — SM, j >0,

donnés par les bijections mg ; < by ; de la section 2.5.1, se relevent (voir 2.1.2.1) en une unique
codérivation de comodules gradués dans C(A,B)

D:SM eopT(SB) — SM o T°(SB).

Notons End = End((SM OB TC(SB)> l’algebre des endomorphismes gradués de BTB-comodules
dans la catégorie C'(A, B). Remarquons que cet un objet de la catégorie C(A, A) est aussi défini par
End(A, A’) = Homg (M, M(—, A"))(A), A, A" €A,

ot Hom est le foncteur défini en (4.1.1). Nous munissons End des trois morphismes

mo:ey — End, 1 — —D2?
my:End — End, f — Dof—(=1)"foD
mg :End ©y End — End, fGg — fogy,
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ou f est un morphisme de degré r. Ils vérifient les équations
mi-mo=0, ma(my®1L+1Omg)+m?=0

ma(mi ©@14+10my) —mima=0 et ma(lOma—ma201)=0.

Une algebre différentielle graduée (A, d, ) vérifie clairement ces équations pour mg = 0, m; = d et
mso = p. Réciproquement, si M est un objet gradué muni de morphismes mg, m; et mo vérifiant
ces équations, (M, m1,ms) est une algebre différentielle gradué si mg est nul.

Soit les morphismes gradués de A-A-bimodules

fi: A" = End, i>1,
de degré 2 — i, définis par 1’équation
F;(¢) = s(®) € SEnd,

olt F; est donné par la bijection f; < Fj, oll ¢ est un élément de (SA)®% de degré |¢| et ou le
morphisme ® est 'unique morphisme (voir 2.1.2.1) tel que la composition p; o® a pour composantes
les morphismes

C(—1)lel ) b .
SM © (SB)® RN (SA)®" @ SM ® (SB)® —=SM, j>0.

Lemme 5.3.0.1 Les énoncés suivants sont équivalents.

a. Le triplet (End,myi, ma) est une algébre différentielle graduée et les morphismes f;, i > 1,
définissent un A.-morphisme
f: A— End,

ou End est munie de I’A o -structure de la remarque 1.2.1.5.

b. Les morphismes m; j, 1,j > 0, définissent une structure de A-B-bipolydule sur M.

Démonstration :  Supposons que ’énoncé a est vrai. Nous allons montrer qu’il est équivalent
aux équations

> (19 0b ©1°™) =0, n >0,
k+e+m=n

ou les symboles b, doivent étre interprétés convenablement. Ces équations sont équivalentes aux
équations (*'), n+1+n’ > 1, de la définition 2.5.1.3.

Comme (End, mq, ms) est une algebre différentielle graduée, le morphisme mg est nul. Ceci veut
dire que D est une différentielle de comodules. L’équation D? = 0 est équivalente aux équations

Z b()yl(b()yj ® ].@k) + Z b()ﬁl(].gk O) bJB ® 1®m) = 0, n 2 0
1+j+k=n k+j+m=n

En vertu de la section 1.2.2, le fait que f est un A,,-morphisme se traduit par le fait que la
suite des morphismes Fj, i > 1, définit un morphisme de cogebres différentielles graduées

F:B*A— B*End.
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Ceci équivaut aux équations (xx,), n > 1:

Y RA¥ob 019%) —bM(F,) - Y BYF e F) =0
i+j+k=n i+j=n
On rappelle que la définition des bijections mEd s bEM i > 2. implique que
Edos=—somf"™ et bEMos9? =50m5nd.

Soit m ® y un élément de de SM ® (SB)®™. Calculons I'image de m ® y par b5™(F; © F;)(¢)
ou ¢ =0¢;O¢;:
5"(F; @ Fy)(9)(m @ y) = 05" (s®; © s@;)(m O y)
= (=1)!™165 (s © )(@; © ) (m O y)
= (=1)!®lsmE™(@; © ®;)(m © y)
=Y i ()P sh, (85 © b k(0 © Lsar © 19F) © 190 (m © y)
= Yk imn (D)1 sbi 1 (6 © by (95 © 15 ©1°) © 1) (m o)
= Zk+l:n(—1)‘¢‘+lsbi (161 ® b; (18 Gh Ol ©19%) 019 (pom e y),

puis by (F,)(¢)(m ©y) :

b (Fn)(¢)(y) = b (s2)(m © y)
= —sm{"(®)(m© y)

=—5(b-®— (=1)I®®-b)(m O y)

= =8| Cipimn (1) b0 (b6 © Lsas ©19%) ©197) +
> utotien —(=1)9bi4 s 141(0 © 1 ©@ 1% @ B8 © 197) +
— (=DMt 11(¢ © bo (Lo © 19”)] (m©y)

= (—1)|¢|+15[Zk+z:n Do (i k(1547 © 1sy ©1°%) ©190) +
D utvti=n bitjut1 (1957 © 15y © 194 © b8 © 197) +
by (1537 © bon(Lsa @19 (9@ m @)

et enfin F(197 © b © 19%)(¢)(m © y) :
R 00t 019%)(¢)(m o y) =
S utrostminy (DT by, (194 008 0184 © 1ay © 1) (O m O ).

Les équations (x*,), n > 1, et le fait que la codérivation D est une différentielle sont donc
équivalents aux équations

D be(19% © by ©197) =

ou les by et les 1 doivent étre interprétés convenablement. O

Soit M un A-B-bipolydule. Soit A un objet de A. On munit le A-module M(—, A) de la
structure de B-polydule donnée par les morphismes m;, j > 1, de B-modules

mos1(—,A): (MBI (—,4) = M(—,4), j=1.
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Corollaire 5.3.0.2 L’application
Or i A — ObjNL B, A M(—,A)
se compléte de maniére canonique en un A -foncteur
O+ A — N B.
Démonstration : Le A-A-bimodule
Homar5(0r—, 0rr—)
est par définition 1’algebre des endomorphismes
Endy..5+5((7,—) ® T°SB),
c’est-a-dire, I'algebre End du lemme clef. Le foncteur canoniquement associé a M est donné par

les morphismes _ . .
fi : A9 — Homn p(Op—,00—), i>1,

du lemme 5.3.0.1. Ils définissent un A.-foncteur car
f: A—End
est un A,-morphisme. O

Corollaire 5.3.0.3 L’application M +— 0p; de la classe des A-B-bipolydules sur la classe des
A -foncteurs A — Ny B est une bijection. Son application inverse associe & un Ao.-foncteur

(g,9): A— NB

le A-B-bimodule
M(A, B) = (9(A))(B)

muni des multiplications m; j, 1,7 > 0, données par

mij—1 = (91‘)j~

Le cas strictement unitaire

Supposons désormais que A et B sont des A ,-catégories strictement unitaires.
Remarque 5.3.0.4 Soit M un A-B-bipolydule. L’A ,-morphisme
f: A—End
du lemme clef (5.3.0.1) est strictement unitaire si et seulement si les compositions
mM (1% one1®’ @1y ©1%7), ij>0,

sont nulles pour (7, 5) # (1,0) et si elle est 'identité si (4,5) = (1,0).
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Remarque 5.3.0.5 Si M est un A-B-bipolydule strictement unitaire, le B-polydules M(—, A),
A € A, est strictement unitaire et I’A -foncteur

A — NoB
du corollaire (5.3.0.2) se factorise par un foncteur
A — CoB.

Remarque 5.3.0.6 La bijection M +— 63 du corollaire (5.3.0.3) se restreint en une bijection
de la classe des A-B-bipolydules strictement unitaires sur la classe des A -foncteurs strictement
unitaires A — CooB.
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Chapitre 6

Torsion d’A,-structures

Dans les chapitres 7 et 8, nous allons construire des A-catégories dont les compositions sont
construites par un processus de torsion que nous décrivons dans ce chapitre.

En théorie des déformations des algebres de Lie différentielles graduées (ou algebres associatives
différentielles graduées), la technique de la torsion est bien connue (pour un panorama, voir par
exemple [Hue99]). La version Ay (et Lo) a été introduite dans [FOOOO01, Chap. 4] (voir aussi
[FukOlal]). Notre démonstration du fait que les compositions tordues définissent bien une struc-
ture A, est différente. La torsion d’une A, .-algébre A par une solution a I’équation de Maurer-
Cartan généralisée modifie non seulement la différentielle m; mais aussi toutes les multiplications
supérieures.

Ce chapitre est divisé en deux sections. Nous traitons d’abord le cas simple ou la torsion est
tensoriellement nilpotente, puis le cas ou les A o-structures sont topologiques. Nous montrons que si
f+ A— Best un A -foncteur qui induit des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes,
sa torsion induit aussi des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes (6.1.3.4).

6.1 Le cas tensoriellement nilpotent

6.1.1 Eléments tordants

Soit A un ensemble et A4 une A-catégorie sur A. Munissons 1’élément neutre e = e, pour le
produit tensoriel ®4 de la structure de cogebre donnée par la contrainte d’unitarité de la catégorie
monoidale de base C(A,A) (voir 5.1.1 et 1.1.1)

e—e@e.
Considérons e comme une cogebre différentielle graduée concentrée en degré 0.

Définition 6.1.1.1 Un élément tordant (tensoriellement nilpotent) est un morphisme gradué z :
e — A de degré +1 tel que

(1) la composée s o x se releve en un morphisme de cogebres

X :e— BA,

(2) et ce morphisme X est compatible aux différentielles.
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Remarque 6.1.1.2 Notons p; la projection BA — SA. La composition avec la projection donne
une bijection
Homcog (e, BA) — Hom,,;i (e, S.A),

ot Hom,,;; (e, S.A) est Pensemble des morphismes gradués ¢ : e — SA de degré 0 tels que, pour tout
A € A, il existe un N tel que ¢©"A""1(I4) = 0 pour n > N. Nous en déduisons qu’un morphisme
gradué x : e — A de degré +1 est un élément tordant si et seulement si

(1) il est tensoriellement nilpotent : pour tout objet A € A, I'élément z(I4) € A(A, A) de degré
1 est tel que £(I4)®™ est nul pour un certain n > 0,

(2) il vérifie 'équation de Maurer-Cartan
Zmi(l‘(IA)Q...Qx(IA)):O, AeA.
i=1

(La somme est finie grace a la propriété de nilpotence tensorielle).

6.1.2 Torsion des A -catégories

Soit A un ensemble et A une A,-catégorie sur A. Soit x un élément tensoriellement nilpotent
de A. Soit
g:TSA=e®TSA— SA

le morphisme de composantes [sx, p1], olt p; est la projection T<SA — S.A. Soit le morphisme de
A-A-bimodules
¢o : T°SA— T°SA=EPH(SA

i>0
dont la composée avec la projection sur (S.4)®% est le morphisme
(g®) o AW i i>1, 1. sinon.
Il est clairement un morphisme de cogebres co-unitaire et il est bien défini car sa restriction au

sous-objet (SA)®% € C(A,A) est égale & la somme (bien définie par la propriété de nilpotence
tensorielle)

DD (52)%0 0154 (52)° © ... © 194 © (s2)°4 7 © 154 © (s2)®h),
>0

oulp+...4+1; = 1. Remarquons que la composition
ppoee—TSA=e®TSA,

ol ¢ est la co-augmentation de TS A, a pour composantes le morphisme 1. et le relevement X de

s o x. La matrice de
¢a  PSA — P(SA)

320 120
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est triangulaire inférieure et sa diagonale est celle de l'identité. Le morphisme ¢, est donc un
automorphisme co-unitaire (non co-augmenté) de la cogebre graduée co-augmentée T¢SA. La
différentielle de la construction bar B.A nous donne une différentielle

b:T°SA—T°SA
qui s’annule sur la co-augmentation. Soit la composée
D, =¢, obog, : T°SA — T°SA.

Supposons que x vérifie '’équation de Maurer-Cartan. Le relevement X : e — T¢SA de s oz est
différentiel gradué. La composition

bo(bxof,‘:bo{];}IBHTCS.A:@@WSA

est donc nulle et on a D, oe = 0. Posons b, le morphisme donné par la fleche verticale de droite
du diagramme de suites exactes

OHeLTCSAHﬁSAHO

R

OH@HTCSAHWSAHO_

Comme D, est une (1,1)-codérivation de T°SA, le morphisme b, est une (1,1)-codérivation de
T<SA. Comme D2 = 0, la codérivation b, est une différentielle de la cogebre T<SA. Elle est
déterminée (1.1.2.2) par les composantes

(bg)i: (SA)®" — SA
de sa composition avec la projection sur SA.

Lemme 6.1.2.1 Soit i > 1. Le morphisme (b;); est la somme
DD bim((57)°0 © 154 © (7)1 © ... © 154 @ (s2)7 1 © 154 © (s2)),
1

Démonstration : Remarquons que D, restreint au sous-objet T¢SA de T¢SA est égal & b,.
Nous devons calculer
(P10 Dy)l(sayer = (1o ¢y obody)|saei i > 1.
Comme la matrice des coefficients de
s s EP(SA) — P(SA)
>0 i>0

est triangulaire inférieure et comme sa diagonale est celle de I'identité, la matrice de ¢, * est de la
méme forme. Ainsi, les morphisme p; o ¢! obo ¢, et p; obo ¢, restreints & (SA)®¢ sont égaux.
Ceci démontre le lemme. O
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Définition 6.1.2.2 (K. Fukaya [FOOOO01] (voir aussi [Fuk01a])) L’A . -catégorie tordue A,
sur A est le A-A-bimodule A, = A dont la construction bar BA, est la cogebre tensorielle réduite
différentielle graduée

(T5SA,by).

Ses compositions
mi: AD" — A, 0> 1,

sont donc définies par la somme

S 'm0 1402%" 0. 014 02% 1 © 140 2%),
l

ou 'exposant du signe est s = >, ,, t x I; (Cette somme infinie définit bien un morphisme grace
A la propriété de nilpotence tensorielle de ).

6.1.3 Torsion des A -foncteurs

Soit A et B deux ensembles, A et B deux A-catégories sur A et B. Soit

(f.f): A= B

un A -foncteur et x et 2’ des éléments tordants de A et B vérifiant une relation de compatibilité
avec f qui sera précisée plus bas. Cette relation dit approximativement que 'image de = par f est
z’. Le but de cette section est de construire un A.-foncteur tordu

.Ax — Bx/.

Munissons le A-A-bimodule ;B ; de la structure de A -catégorie sur A du lemme 5.1.2.4. Nous
notons B’ cette A,-catégorie sur A. L’élément tordant

2 ey — B
donne un élément tordant de B’
eA—>B', IA l—>$/(fA)

Nous le notons aussi z’. Soit
F:B'A— BB

la construction bar co-augmentée de 1’A.-morphisme f : A — B’. Nous allons construire 1’A -
foncteur tordu de fagon a ce que le morphisme

G=¢, oFo¢, : T°SA— T°SB

soit sa construction bar co-augmentée. Remarquons que pour des éléments tordants z et =’ quel-
conques, le morphisme G est bien un morphisme différentiel gradué

G:BYA, — B'B,,.

Il n’y a cependant aucune raison pour qu’il soit co-augmenté car ¢, et ¢,/ ne le sont pas. Demander
qu’il le soit nous donne des relations de compatibilités entre x et 2’ : Supposons que G est augmenté.
Nous avons 1’égalité

¢l oFogyoe=¢,



6.1 : Le cas tensoriellement nilpotent 149

ou en d’autre terme, nous avons
Fo¢x05:¢m’ oe.

Comme les compositions ¢, o € et ¢,/ o € sont égales aux morphismes
l.+X:e—e®TSA et 1., +X :e—edTeSB

ou X et X’ sont les relevements de z : e — A et 2’ : e — B, la compatibilité entre = et 2’ affirme
que la somme (bien définie par la propriété de nilpotence tensorielle de x)

Zfi(m@i) te— B

i>1

est égale a I’élément tordant z’.
Comme le morphisme G est co-augmenté, il est la co-augmentation d’un morphisme des cogebres

différentielles graduées réduites
F,:BA, — BB,,.

Lemme 6.1.3.1 Soit i > 1. Le morphisme (Fy); : (SA)®" — SB’ est la somme

DD Fm((52)°° 0154 0 (52)° 0. © 154 © (s2)71 © 154 © (s2)9"),
l

oulg+...+1;=1.

Démonstration : Similaire a celle du lemme 6.1.2.1.

Remarquons que 'A -catégorie B, est égale a f(Bm/)f.
Définition 6.1.3.2 LA -foncteur tordu

(f, )+ A — Bo

est le foncteur dont la construction bar est F,.

Il est donc défini par des morphismes

[P AT = j(Ba)j i1,

définis par les sommes

ZZ fl-H ®l0®1A®$®ll® ®1A®Z‘®li_1®1A®x®li)7

ou l'exposant du signe est s = >, ., t X [;.

Torsion et équivalences faibles

Lemme 6.1.3.3 Soit A une A -catégorie et x un élément tordant tensoriellement nilpotent. Soit
A une A -catégorie faiblement équivalente a zéro, i. e. le morphisme dans C(A, A)

A—0

est un Ao -quasi-isomorphisme. La catégorie tordue A, est faiblement équivalente a zéro.
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Démonstration : La catégorie ambiante du raisonnement ci-dessous est C(A, A). Nous rappel-
lons (5.1.2.7) qu’un A -morphisme f entre deux A.-algebres de C(A, A) est un A-foncteur dont
I’application sous-jacente f est identité de A. Soit K le complexe contractile (A, my). Considérons
le comme une A -algebre (1.2.1.4). Le lemme (1.3.3.2) montre qu’il existe un A.-(iso)morphisme

f:A—-K

tel que fi = 1x. Munissons ’A -algebre K de I’élément tordant
I‘/ = Zfi(l’(ai).
i>1

Le diagramme commutatif
F

BtA BTK
d)zi l¢m’
BYA, —=> B'K,

montre que G est un isomorphisme. En particulier, A, est A.,-quasi-isomorphe & K, . Il suffit
donc de montrer que K, est faiblement équivalent & zéro. Par construction, les multiplications
mi, i > 2, sont nulles. Nous en déduisons que

mf{l/ =mi et mf(””’ =0 i>2.
Ainsi, I’A -catégorie tordue K, est égale a K et elle est faiblement équivalente a zéro. .

Proposition 6.1.3.4 Soit A et B des A -catégories sur A et B. Soit

(f.f): A= B

un Ao -foncteur qui induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes, i. e. les mor-

phismes o
i A(AAY) — B(fA, fA), AA €A,

sont des quasi-isomorphismes. Soit x et x' des éléments tordant nilpotents de A et B compatibles
a f. L’A-foncteur tordu )
(f, f7) Ax — By

induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.

Démonstration :  Notons B’ I'A-catégorie (B sur A (voir 5.1.2.4). L’A-foncteur f induit
un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes si et seulement si I’A -morphisme dans la
catégorie des A .-algebres dans C(A, A)

fliA=B

induit par f est une équivalence faible. Supposons donc que f est un A ,,-quasi-isomorphisme dans
C(A,A). La démonstration de I'axiome de factorisation (CM5) a. de la catégorie Alg. (1.3.3.1)
nous donne une factorisation de f en
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ou AJJC est le produit dans Alg,, de A du cone C de Iidentité du complexe (B,m;) (considéré
comme A ,-algebre), et ¢ a pour composantes 1 4 et 0. Il suffit de montrer le résultat dans le cas ou
f est égal & i et dans le cas ou il est une fibration triviale. Commencons par la cofibration triviale
i. Munissons A[] C de I’élément tordant

2 = Zij(ij).

Jj=1

Nous avons les égalités

A[[Ow =AJ[C et iw=[ 14 ] 4 - A ]]C

Il en résulte que i* est une équivalence faible. Supposons maintenant que f est une fibration triviale.
Un scindage de f; dans la catégorie des complexes nous donne un isomorphisme de complexes

j: A= BadK,

ou K est un complexe contractile. Soit B]] K le produit dans Alg,, de I’A,.-algebre B et du
complexe K considéré comme A .-algebre. La projection canonique p : B[[ K — B est une fibration
triviale. La remarque (1.3.3.4) appliquée & 'axiome de relevement (CM4) a nous donne un A -
isomorphisme

f:A—>BHK

tel que fi = j et po f = f. Munissons B[] K de l'élément tordant

I ij(:cej).

Jj=1

Nous avons 1’égalité
B[ K)er =B [[ K

et I’A .o-morphisme tordu p“’// s’identifie a la projection canonique
B. [[ K — By

Comme K est contractile, pxn est une équivalence faible. L’égalité f* = p””” o f* montre que f*
est une équivalence faible. O

6.1.4 Torsion des A-B-bipolydules
Les détails sont omis car ils sont similaires aux deux dernieres sections.

Soit A et B deux ensembles, A et B deux A.-catégories sur A et B et M un A-B-bipolydule.
Soit x et x’ des éléments tordants de A et B.

Définition 6.1.4.1 Le A, -B,-bipolydule , M, a pour multiplications les morphismes

mi’f : Agl ® My © By — =My, 2,5 >0,
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définis par les sommes

Z Z(—l)smm,ﬁk(m@lo Ol4...1402% 01y 0" 015...15 0 2/°"),
1k>0

ou ’exposant du signe est
1<t<i 1<t<;j

(Les sommes infinies définissent bien des morphismes grace a la propriété de nilpotence tensorielle
de z et 2').

Remarque 6.1.4.2 La différentielle b, ,» de la construction bar du A,-B,/-bipolydule M, est
la composée

(0:' 0106, ) obo (¢ ®1 @ o)

b: TSAOSM oTSB—-TSA®SM ©T°SB
est la différentielle de la construction bar du A-B-bipolydule M.

Remarque 6.1.4.3 Soit f: A — B un A,-foncteur. Supposons que les éléments tordants x et x’
sont compatibles & f (voir 6.1.3). Soit

y:B—CoB

I’A .-foncteur de Yoneda qui sera défini en 7.1.0.1. Par le corollaire 5.3.0.3, les deux compositions
de A -foncteurs

AL B e, et A, LB, By

sont données par un A-B-bipolydule M et un A,-B,/-bipolydule N. Nous vérifions qu’on a

M, = N.

6.2 Le cas topologique

Soit A un ensemble et A une A-catégorie sur A. Nous traitons ici de la torsion de A par un
morphisme z : e — A qui n’est pas tensoriellement nilpotent. La somme de gauche dans I’équation
de Maurer-Cartan (voir 6.1.1.2)

> mi@®) =0

i>1

appliquée a I4 n’est plus finie mais ’égalité a encore un sens : si A est munie d’une topologie,
nous interprétons I’équation ci-dessus comme la convergence de la série vers 0. Nous montrons a
I'aide d’un artifice algébrique que les formules donnant les structures tordues dans le cas ou x est
un élément tordant tensoriellement nilpotent donnent aussi des structures tordues dans le cas ol
A est topologique et z vérifie ’équation de Maurer-Cartan.
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6.2.1 Définitions

La terminologie des objets topologiques

Soit (M, ®, ) une K-catégorie abélienne monoidale. Une topologie sur un objet V € M est une
filtration décroissante
VooViDVeD---DV;D---

(voir [Bou61, Chap. III §2 n°5]). La topologie est séparée si N;enV; = 0. On dira alors que les
sous-objets V;, i > 1, sont un systeme de voisinages de 0. Un objet topologique de M est un objet
M muni d’une topologie. Sa complétion est la limite

~

V =1limV/V,.
i>0

Un objet V est complet si V = V. Soit V et V'’ deux objets topologiques. Un morphisme f : V — V'
est un morphisme continu. Il est contractant s’il vérifie

fvi)ycvl, izl

L’élément neutre e pour le produit tensoriel est muni de la topologie discrete. Le produit tensoriel
V ®@ V' est topologique pour le systéme de voisinages

VeV),= > VieV, i>0.

i1+i2>1

La catégorie des objets topologiques de M, munie du produit tensoriel topologique et de ’objet
neutre e est une catégorie monoidale. Le produit tensoriel complet VRV’ est la limite

VRV = lim(V e V')/(Ve V).

La catégorie des objets complets de M, munie du produit tensoriel complet et de I’objet neutre e
est une catégorie monoidale.

A -structures topologiques

Soit C une catégorie de base (voir 1.1.1).

Définition 6.2.1.1 Une A -algebre A dans C est topologique si A est muni d’une topologie séparée
et si les multiplications m; : A" — A, i > 1, sont des morphismes continus contractants. Soit A et
A’ des A -algebres topologiques. Un A ,-morphisme topologique f : A — A’ est un A,,-morphisme
tel que les morphismes f;, ¢ > 1, sont des morphismes continus contractants. Nous définissons de
maniere similaire les homotopies entre A,,-morphismes.

Soit C' une catégorie de Grothendieck munie d’une action & droite de la catégorie monoidale C.
Cette action s’étend aux catégories des objets topologiques de C' et C.

Définition 6.2.1.2 Un A-polydule topologique dans C' est un objet topologique séparé M dans

M

C’ muni d’une structure de A-polydule dont les multiplications m;”, ¢ > 1, sont des morphismes

continus contractants. On définit de maniere similaire les A ,-morphismes et les homotopies entre
A -morphismes.
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6.2.2 Eléments tordants

Définition 6.2.2.1 Soit A une A -algebre topologique. Un morphisme gradué = : e — A de degré
+1 est un élément tordant (topologique) si son image est dans le voisinage A; et si la somme

®i
Y mi(a®)
i>1
converge vers 0.

Remarque 6.2.2.2 Cette somme converge vers une limite bien définie car la topologie de A est
séparée, I'image de x est dans A; et les multiplications m;, ¢ > 1, sont contractantes.

6.2.3 Algebres locales

Soit R la catégorie des K-algebres commutatives locales R de corps résiduel K et dont 1’idéal
maximal m est nilpotent. Soit R un objet de R. Nous notons £ la catégorie des modules sur R.
Soit @, O’ et Q" trois ensembles. Nous notons C*(Q, Q') la catégorie des foncteurs

0Px0—¢&

et CE(Q’) la catégorie C({x},Q’). Si M et N sont des objets de CZ(Q, Q) et CE(0Q’,0"), nous
notons ®p le produit tensoriel

(M orN) (0" 0) = @ M(0,0) 1 N(0",0).
o’ €0’

Définition 6.2.3.1 Soit A un ensemble. Une R-A-catégorie est un objet M de C*(A, A), muni
de morphismes ‘
m; s MORY — M, §>1,

vérifiant 'équation (x,), n > 1, de la définition 1.2.1.1 Les R-A.-foncteurs sont définis comme en
5.1.2.5.

Soit M et M’ des objets de C(A, A) et ¢ un entier > 1. Soit
0: MO — M

un morphisme gradué. Soit '
o 1 (M @g m)®r" — M’ @ m

le morphisme de C?(A, A) défini par la composition
0@ pD (M @ m)©r ~ (M) @k (m)®r — M’ @k m.

Remarquons que, comme m est nilpotent, il existe un entier Ny tel que m™® = 0. Donc le morphisme
<pR est nul des que ¢ > Ny.

Remarque 6.2.3.2 Soit A un objet de C(A, A) et

mi:AQi—>A, ZZ].,
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des morphismes gradués de degré 2 — i. Nous vérifions que les morphismes m;, ¢ > 1, définissent
une structure de A.-catégorie sur A si et seulement si, pour tout R € R, les morphismes m??,
1 > 1, définissent une structure de R-A-catégorie sur A @k m.

Soit A une A-catégorie et R un objet de R. Nous notons AF la R-A -catégorie A @x m sur
A associée a A.

Soit A et B deux ensembles et A et B deux A.-catégories sur A et B. Nous vérifions que des
morphismes gradués f;, i > 1, de degré 1 — i, définissent un A, -foncteur

f: A= B
si et seulement si, pour tout R € R, les morphismes f[%, i > 1, définissent un R-A -foncteur
R AR BE

Notons que les morphismes mF et f sont nuls des que i excede le degré de nilpotence de I'idéal
maximal de R.

Construction bar BFE

Soit R un objet de R. Le lemme 1.1.2.2 reste valable dans la catégorie C*(A, A). En particulier
la construction bar définit un foncteur pleinement fidele

B : Algft — Cogc®,
ol AlgfiO et Cogc® sont les catégories Alg__ et Cogc dans CT(A,A).
Rappel sur la complétion

Soit R un objet de R. Soit V' et W des A-A-R-bimodules. Nous munissons la R-cogébre tenso-
rielle réduite

TV = P Vver

i>1

de la topologie canonique dont la base de voisinages de 0 est

EBVGRi, n > 1.

i>n

La comultiplication est un morphisme continu pour cette topologie. Rappelons que TV désigne
la cogebre co-augmentée (T<V)T. Nous la munissons des voisinages définis de la méme maniere.

Remarque 6.2.3.3 Un morphisme de C*(A, A)
TV — T°W (respﬁv o WW)
est continu si et seulement si sa matrice des composantes

@ VORI _, @ WORi (resp. @ VORI _, @ W@Ri)

720 >0 7j>1 i>1
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a un nombre fini de coefficients non nuls sur chaque ligne. En particulier, un morphisme de cogebres
f (resp. une (f’, f”)-codérivation h, ot f’ et f” sont des morphismes de cogebres)

TV — TW

est continu si et seulement si les morphismes f;, ¢ > 0, (resp. les morphismes f!, f/ et h;, i > 0,)
sont presque tous nuls.

La R-cogebre tensorielle compléte réduite TV est la complétion de T<V. Elle a pour espace
topologique sous-jacent
[Tve.
i>1
Chaque morphisme continu ¢ : T¢V — T<W de C¥(A,A) donne un morphisme
f: TV — T°W.
La cogebre tensorielle compléte co-augmentée TV est la co-augmentation de TV,

Lemme 6.2.3.4 Soit V un objet de GrCF(A, A) et C une cogebre graduée topologique topologique
dans C(A, A). Soit f' et " deux morphismes continus de cogébres

C — Tt

Un morphisme continu co-unitaire de cogébres complétes (resp. une (f', f")-codérivation) C —
T<TV est déterminé par sa composition avec la projection T<V — V. (]

6.2.4 Torsion des A -catégories

Torsion de la différentielle de BA"

Soit A un ensemble. Soit A une A -catégorie topologique sur A, i. e. une A -algebre topolo-
gique dans C(A, A). Soit z : e — A un élément tordant (topologique) de A.

Soit R un objet de R. Notons Ny I'indice de nilpotence de son idéal maximal m. Soit AR 1a
R-A -catégorie sur A associée a A. Soit T<SAE la R-cogebre tensorielle réduite et T¢tS. AR la
R-cogebre co-augmentée associée & sa complétion. La différentielle de la construction bar B AR

bl TeS AR — Tes AR

est continue car les morphismes mZR sont nuls pour ¢ > Ny. Notons b la différentielle de TS AR
induite par b%. Soit
zfteft - AR

le morphisme induit par x et
g:e®TCSAR = TS ARY - S AR,

le morphisme de composantes le morphisme z* et la projection p; sur S.A%. Soit le morphisme de
A-A-R-bimodules
oF Tt AR — Tet AR
g
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dont la composition avec la projection sur (SAR)©™ vaut
g o A TetSAR — (SARyOn

sin > 1 et 1, sinon. Comme le morphisme ¢, de la section 6.1.2, le morphisme ¢£ est un
automorphisme continu co-unitaire (non co-augmenté) de cogebres graduées et la matrice de ses

coefficients _ _
H(S_AR)@RJ _ H(SAR)GRZ
i>0 i>0

est triangulaire inférieure ; sa diagonale est celle de 'identité. Soit la composée
Dy = (¢7) 7" 0bfiTo .
Comme z est un élément tordant, nous avons

> (=)o) =0

1<i<Ng

Notons que le défaut de nilpotence tensorielle est pallié par ’annulation des morphismes b2 pour
i > Np. Comme dans la section 6.1.2, la composée DE o ¢ est nulle. Soit b le morphisme donné
par la fleche verticale de droite du diagramme de suites exactes

0 —> € ——> Tetg AR —= Teg AR —> 0

ol Dfi bﬁi
00— e ——> Tetg AR —> Teg AR —>0.

C’est une différentielle de la cogebre TeSAR,

Lemme 6.2.4.1 La sous-cogébre TS A de TeSAE est stable par la différentielle bl . La composée
plt o bR restreinte a (SAR)®? est égale a la somme

DD b ((52)°0 © 1g4r @ (s2)M @ ... O 1gar © (52)°1 7 © 1gar © (s2)°"),
l

Démonstration : Identique a celle du lemme 6.1.2.1 g
A -catégorie tordue par x

Soit A un ensemble, A une A-catégorie topologique sur A et x : ¢ — A un élément tordant.
Soit les morphismes

mf A% — A, Q> 1,
définis par la somme

S 1m0 01402 0. 014 02% 1 @14 0 2%0),
1
ou l'exposant du signe est s = >, _,,t x l;. Remarquons que ces sommes convergent vers des

limites bien définies car A est topologiquement séparé, 'image de x est dans le voisinage A; et les
compositions m;, ¢ > 1, sont des morphismes continus contractants.
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Lemme 6.2.4.2 Les morphismes m?, i > 1, définissent une structure d’A-catégorie sur le A-A-
bimodule sous-jacent a A.
Démonstration : Le lemme sera valide si, pour tout objet R € R, les morphismes (m?)%#
i > 1, définissent une structure de R-A-catégories sur le R-A-A-bimodule sous-jacent a A%,
Soit R un objet de R. Nous vérifions que le morphisme b% du lemme 6.2.4.1 est la codérivation

b

T(SAR) — T°(SAR)
construite & partir des (m?)%, i > 1. Comme elle est une différentielle nous avons le résultat. [

Définition 6.2.4.3 L’A-catégorie (topologique) tordue A, est le A-A-bimodule A, = A munie
des compositions
mi A — A, i>1,

définies ci-dessus.

6.2.5 Torsion des A_-foncteurs

Soit A et B deux ensembles, A et B deux A, -catégories topologiques sur A et B et = et 2’ des
éléments tordants de A et B tel que pour tout A € A,

S AT () =1y,

i>1

Remarquons que la somme de gauche converge vers une limite bien définie car B’ est topologique-
ment séparé, 'image de x est dans le voisinage A; et car les morphismes f;, ¢ > 1, sont contractants.
L’égalité ci-dessus exprime la compatibilité de x et 2’ & f (voir 6.1.3). Reprenons les notations B,
B, de la section 6.1.3. Soit les morphismes

fELA® =B, P>,
définis par la somme (convergente)

ZZ(_l)Sff:\Li(aj@lo Oly @th ®...014 @.Z‘QZ"”l Oly @lei)7
l

ou 'exposant du signe est s =37, ., X ;.
Lemme 6.2.5.1 Les morphismes fF i > 1, définissent un A -foncteur
(fvfa:) : Am - Bw“

Démonstration :  Nous allons montrer que, pour tout objet R € R, les morphismes fiR, i>1,
définissent un A ,-foncteur

fi AT = B,
ou, de facon équivalente, un morphisme différentiel gradué de cogebres

FR.BRAR _, BRB'E,
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Soit R € R. Grace & la compatibilité de z et 2’ & f, le morphisme différentiel gradué de cogebres
completes co-unitaires

GR = () o Fto gl . TetS AR — Tetsp R
est co-augmenté. Il induit donc un morphisme différentiel gradué

F, : (TSARBR) — (TesB'E o).

z ) Y z’

Soit ¢ > 1. Nous montrons de maniere similaire a la démonstration du lemme 6.2.4.1 que la
restriction de F, au sous-objet (S.AL)®% est égale & la somme

Z Z Fl ((s2)%% @ say @ (s2)®1 © ... © sa;21 @ (s2)1 @ sa; © (sz)h),
1
ot g + ... +1; = I. Cette somme est finie car les morphismes F* sont nuls si i exceéde le degré de
nilpotence de I'idéal maximal de R. Nous obtenons ainsi un morphisme de cogebres
FR: (TeSAR bR — (TSBE v

qui est différentiel gradué. Nous avons donc le résultat. O
Définition 6.2.5.2 L’A-foncteur tordu

(f.f%) s As — Bu
est donné par les morphismes f*, ¢ > 1, définis ci-dessus.

La proposition (6.1.3.4) reste clairement valide dans le cas topologique.

6.2.6 Torsion des A-B-bipolydules

Les détails sont omis car ils sont similaires aux deux dernieres sections.

Soit A et B deux ensembles, A et B deux A-catégories topologiques sur A et B et M un
A-B-bipolydules topologiques. Soit x et z’ des éléments tordants de A et B.

Définition 6.2.6.1 Le A, -B, -bipolydule .M, a pour multiplications
mfjjxl : Agl © mMI’ © Ba:’ - JJMI’7 Za] > Oa
définies par la somme (convergente)

SO (1 mig @ 0141402 01y © 2?0115, 1502/,
1,k>0

ou l'exposant du signe est
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Chapitre 7

L’Ay-foncteur de Yoneda et les
objets tordus

Introduction

Soit A un ensemble et A une A -catégorie strictement unitaire sur A. Notons Gr(H"*A) la catégorie
des H*A-modules gradués dont les morphismes sont les morphismes gradués. Dans cette section,
nous relevons le foncteur de Yoneda

H*A— Gr(H*A), A~ (H'A)(—,A),

en un A -foncteur

YA CoA, Ars A, A).

Nous montrons ensuite le résulat principal de ce chapitre (7.1.0.4) : I’A-foncteur y se factorise
en

A wa Y oA

ot twA est I’A,.-catégorie des objets tordus, y' est un Ao -foncteur strict et pleinement fidéle et

y" induit une équivalence

H%wA = tria A C D A.

La contruction des objets tordus dans le cas ou A est différentielle graduée est due a A. 1. Bon-
dal et M. M. Kapranov [BK91], sa généralisation aux A,.-catégories & M. Kontsevich [Kon95].
Récemment, K. Fukaya a construit indépendamment I’A .-foncteur de Yoneda [Fuk01b].

Plan du chapitre

Dans la section 7.1, nous définissons I’A ,-foncteur de Yoneda et nous énongons le théoreéme princi-
pal (7.1.0.4). Le reste du chapitre (sauf la section 7.5) est dédié a la démonstration de ce théoréme.
Dans la section 7.2, nous construisons 1’A-catégorie tw.A des objets tordus. Les compositions de
A -catégorie tw.A sont obtenues par torsion (voir chapitre 6). Nous montrons ensuite que I’A .-
catégorie tw.A jouit d’une propriété universelle. Nous en déduirons l'existence de la factorisation
y" oy’ de y. Dans la section 7.3, nous construisons explicitement 1’A .-foncteur y”. Dans la sec-
tion 7.4, nous montrons que I’A -foncteur de Yoneda y induit des quasi-isomorphismes entre les
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espaces de morphismes et nous en déduisons 1’équivalence
H%wA ~ tria A C D A.

Dans la section 7.5, nous montrons que toute A,.-catégorie homologiquement unitaire A admet
un modéle différentiel gradué strictement unitaire, ¢’est-a~dire un A ,-quasi-isomorphisme homo-
logiquement unitaire f : A — A’ vers une catégorie différentielle graduée strictement unitaire.

Dans la section 7.6, nous montrons que toute catégorie triangulée algébrique qui est engendrée
par un ensemble d’objets est A.-pré-triangulée, i. e. elle est équivalente & H°tw.A, pour une
certaine A.-catégorie A.

7.1 Le plongement de Yoneda

Comme A est une A.-catégorie, le A-A-bimodule A, muni des morphismes m; ; = mg‘}H 4
i,j > 0, est un A-A-bipolydule. Par la remarque 5.3.0.5, nous avons un A-foncteur

y: A — CoA,
dont I'application sous-jacente

y:A—C oA
envoie un objet A € A sur le A-polydule

AN = A(—, A).

Pour tout ¢ > 1, le morphisme gradué
yi t A% — f-(cooA)]éa
envoie un élément z € (A®%)(A, A’) sur la suite de morphismes de A-modules gradués

Al A) @ AT = A(- A7), izl
2oz — (*1)|m‘+1mi+1+j<x/ Oze :E/')

Définition 7.1.0.1 L7 A -foncteur de Yoneda est A -foncteur y : A — Coo A.
Définition 7.1.0.2 Un A -foncteur strict f est pleinement fidéle si

fi: A= By
est un isomorphisme de complexes.

Définition 7.1.0.3 Soit 7 une catégorie triangulée et T’ un sous-ensemble de I'ensemble T des
objets de 7. Notons tria T’ la plus petite sous-catégorie triangulée de T qui contient les objets de
T’. Elle est stable par sommes finies. Soit A une A,.-catégorie strictement unitaire et Do A sa
catégorie dérivée (voir 4.1.2). Notons tria A la plus petite sous-catégorie triangulée de Do, A qui
contient tous les A-polydules A", A € Obj A.

Dans ce chapitre, nous allons montrer I’énoncé de M. Kontsevich [Kon95], [Kon98| suivant :
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Théoréme 7.1.0.4 (voir aussi K. Fukaya [Fuk01b]) Soit une A -catégorie A avec des iden-
tités strictes. Il existe une Aoo-catégorie twA et une factorisation de I’A-foncteur de Yoneda

AL twd Lo Coo A
telle que I’Aoo-foncteur y' est strict et pleinement fidéle et I’A o -foncteur y" induit une équivalence
H%wA ~ tria A C Do A.

Démonstration : Voir les trois sections suivantes.

7.2 L’A-catégorie des objets tordus

Soit A une algebre associative unitaire (non graduée). Nous notons C®(free A) la sous-catégorie
de CA formée des complexes bornés de A-modules libres de rang fini. L'image D(free A) de la

catégorie C’(free A) par le foncteur
CA — DA

est équivalente & la catégorie tria A. Les objets de C’(free A) sont fibrants et cofibrants dans la
catégorie des complexes CA. Si M et M’ sont des objets de D’(free A), les morphismes M — M’
dans tria A sont donc en bijection avec les classes d’homotopie de morphismes M — M’ de Mod A.
Cette description des morphismes permet de faire des calculs dans tria A. Le but de cette section
est de généraliser la construction

A~ CP(free A)

aux A .-catégories. Soit A une A -catégorie. Le role de la catégorie C(free A) sera joué par I'A .-
catégorie tw.A des objets tordus. L’équivalence entre D’(free A) et tria A sera remplacée par une
équivalence

H%wA =5 tria A C Do A.

La construction A ~» tw.A est la généralisation aux A-catégories [Kon95] de la construction due
a A. I. Bondal et M. M. Kapranov [BK91] qui associe & une catégorie différentielle graduée la
catégorie de ses objets tordus (voir 7.2.0.4).

Pour rendre la construction qui suit plus intuitive, commengons par réinterpréter les objets de
C®(free A). Un complexe borné M de A-modules libres de rang fini est donné par ses composantes

(MraM’r+la"'7Ml717Ml); T§l7 Talez7

ou chaque M;, r < i < I, est la suspension itérée d’'un A-module libre de rang fini, et par un

morphisme de degré +1
0: @ Mj — @ Mz

r<j<i r<i<l

dont la matrice est strictement triangulaire inférieure et telle que 6 o § = 0.

Supposons maintenant que A est une algebre différentielle graduée. Les extensions itérées dans
la catégorie des complexes munie de la structure exacte donnée par les suites de complexes qui se
scindent en tant que suites de A-modules gradués sont décrites de la maniere suivante. Soit M;,
r < i <1, des objets de Mod A qui sont des sommes finies de suspensions itérées de A. Notons d
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la différentielle de la somme des M;, r < ¢ < [. Une extension itérée des objets M;, r < i <[, est
donnée par une matrice de la méme forme que ci-dessus qui vérifie ’équation de Maurer-Cartan

dos+d8o0d+d*=0.
La différentielle de I'extension itérée M = €@, ;; M; est la somme d + 4.
Saturation par décalages de A

Soit ZA I’A o -catégorie dont les objets sont des couples (A, n), ou A est un objet de A et n un
entier. Les espaces de morphismes sont définis par

Z-A((Aa 77,), (Ba m)) = SminA(Av B)
Les compositions mZ4, i > 1,

7 ’

ZA((Ai_l, ni_l), (A“ nl)) R...Q Z.A((AQ, n0)7 (Al, nl))

ZA

ZA((Ao,n0), (As,mi))
sont définies par
(—1)irimno)gni=no o ;o ((s™ =)@ L@ (s™ )T
(un calcul montre que ces compositions définissent bien une A.-catégorie).
Saturation par extensions de Z.A

Définition 7.2.0.1 Une extension itérée M d’objets de Z.A est une suite

(MrvMT‘+1a"'7Ml—17Ml)7 Télv T’,ZEZ,

munie d’une matrice & coefficients dans Z.A de degré +1

5MZ @MJ—)@MZ

r<j<l r<i<i

qui est strictement triangulaire inférieure et vérifie ’équation de Maurer-Cartan

3 mBA((M)e) o,

i>1

Ici, le produit tensoriel ® est 'extension du produit tensoriel de C(A, A) aux espaces de matrices
a coefficients dans ZA. L’entier | — n + 1 s’appelle la hauteur de I'extension. Une extension itérée
M est dégénérée ou scindée si 6™ = 0. Les extensions itérées dégénérées peuvent étre considérées
comme les sommes formelles d’objets de Z.A. Nous notons E I'ensemble des extensions itérées de

ZA.
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Définition 7.2.0.2 Soit M et M’ deux extensions itérées de Z.A. Notons Mat%A(M, M’) Despace
gradué des matrices & coefficients dans Z.A

f: @Mj-) @ M.

r<j<i r/ <<l

Les compositions miZA, i > 1, de ZA s’étendent clairement en des compositions de matrices a

coefficients dans Z.A. Notons €4 1"’A-catégorie dont les objets sont les extensions itérées d’objets
de ZA et dont les espaces de morphismes sont

Home , (M, M') = Mat®A(M, M").
Nous avons clairement une suite d’inclusions de A -catégories
ACZACE4.

L’élément tordant nilpotent de 1’A . -catégorie &4

Nous rappelons (5.1.1) que Ip; est le générateur de Uespace eg(M, M). Soit
T:ieg — &g
le morphisme de E-E-bimodules qui envoie I;, M € E, sur
oM e Mat?A(M, M).

Le morphisme z est de degré +1. Il vérifie la condition de nilpotence tensorielle (6.1.1.2) car les ma-
trices 8™ sont strictement triangulaires inférieures. Comme les morphismes 6™, M € E, vérifient
I’équation de Maurer-Cartan, le morphisme = est un élément tordant tensoriellement nilpotent.

La catégorie twA

Définition 7.2.0.3 Un objet tordu est une extension itérée d’objets de Z.A. Notons TW.A ’en-
semble de objets tordus. Il est égal & I'ensemble E. La catégorie twA des objets tordus est la
catégorie tordue (& ‘A)w (voir 6.1.2), o = est I’élément tordant ci-dessus.

Si M et M’ sont des objets tordus, I’espace de morphismes M — M’ est donc
Homuwa (M, M) = MatZA (M, M").

Remarquons que sur la sous-A -catégorie formée des extensions dégénérées, les compositions tor-

dues m‘ff = mg""A, 1 > 1, sont égales aux compositions mf , 4 > 1. Soit E; I'ensemble des extensions

(forcément dégénérée) de hauteur 1 et soit
§ A By,

I'application qui envoie A sur ’extension dégénérée de hauteur 1 dont la suite sous-jacente est le
1-uplet ((A,0)). C’est une bijection et nous avons un isomorphisme

yll A y/MatZ'Ayl = y/tW.Ay/
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qui donne clairement un A..-foncteur strict et pleinement fidele
Yy A— twA.
La propriété universelle de tw.A
Nous nous inspirons de article [BK91].

Soit f: A — B un A, -foncteur. Il induit clairement un A, -foncteur
J:€a—EB

tel que les éléments tordants x4 et xp des A-catégories £4 et Ep sont compatibles & f (voir
6.1.3). Nous obtenons donc un A.-foncteur tordu (voir 6.1.3)

twf :twAd — twhB.
La construction qui associe a une A -catégorie A la catégorie des objets tordus tw.4 est un foncteur
tw : cat,, — cat,

ol caty, est la catégorie des petites A-catégories. Nous allons construire un morphisme de fonc-
teurs
Tot : tw o tw — tw.

Soit .4 une petite A,-catégorie. LA -foncteur strict Tot(A) associe & un objet N de tw o tw.A,
donné par une suite d’objets de tw.A

(Npyoo oy Ny), r<l, nleq,

et une matrice 6V A coefficients dans Ztw.A, 1'objet tordu de A dont la suite sous-jacente est la
concaténation des suites définissant les N;, r < i <[, et dont la matrice

5T Tot(N) = @ (N;) — Tot(N) = P (Vi)

est construite & partir de la matrice 6%V en remplacant les coefficients 511\77 par les blocs donnés par
les matrices ¢7Vi. Nous vérifions que les morphismes de foncteurs de cats

n=vy" :lex, —tw et Tot:twotw — tw

définissent une monade de la catégorie des A -catégories au sens de Quillen et Mac Lane [May72].
On rappelle qu'une tw-algebre G est une A-catégorie munie d’un A-foncteur

twg — G

compatible & la structure de monade. La catégorie tw.A est clairement la tw-algebre libre sur A.
En particulier, I’A -foncteur ¢’ : A — tw.A est universel parmi les A -foncteurs

A—G

ou G est une algebre sur la monade.
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Remarque 7.2.0.4 Si G est une catégorie différentielle graduée, twgG est une catégorie différentielle
graduée. La construction G ~~ tw@G correspond a la construction de A. I. Bondal et M. M. Kapranov
qui associe & G la catégorie Pr-TrTG des objets tordus unilatéraux [BK91, §4].

Existence de I’A . -foncteur y”

Soit A une petite A.-catégorie. Soit
tWCoo A — Coo A
I’A -foncteur strict qui associe & une extension itérée M la somme des M;, » < ¢ < [, munie de

la différentielle d + 0,7, ou d est la différentielle de la somme des M;. Cet A -foncteur définit une
structure de tw-algebre sur C.A. En particulier, I’A o -foncteur

y:A— CooA
se factorise en y = y" o1/, ot 3" est I’A -foncteur
twA — Coo A

donné par la propriété universelle de tw.A.

7.3 L’A-foncteur 3" : twA — C A
Dans cette section, nous construisons explicitement 1’A . -foncteur
Yy twAd — CooA.
Par la remarque 5.3.0.6, les A -foncteurs
twA — Coo A

sont en bijection avec les tw.4-A-bipolydules strictement unitaires. Le tw.A-A-bipolydule N” associé
& y" est construit en tordant (voir la section 6.1.4) un £-A-bipolydule N. I’A . -foncteur

f:€—=CoA

associé & N est 'extension de I’A-foncteur de Yoneda 3y : A — Co.A. Nous donnons les formules
explicites pour les A.-foncteurs f et y”.

Construction de f: £ — Coo A
Nous rappelons (7.2.0.2) que nous avons une suite d’inclusions de A, -catégories

ACZACE

et que y : A — Coo A désigne I’A-foncteur de Yoneda (7.1.0.1). Ce dernier s’étend en un A .-
foncteur

ZA = CooA, (An)— S"(yA) = ST A"
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qui envoie un élément
z € ZA((Ai—1,mi-1), (Ai,14)) @ ... @ ZA((Ao, no), (A1,m1))
sur le morphisme de A-polydules S™° Ay — S™i A;” défini par ’élément de
HOmch(Sno Ao/\7 S Ai/\) ~ §ni—no HomCmA(AO/\y Ai/\)
donné par
sM T oy 0 ((s"i_"i—l)_1 ®...0 (5"1_"0)_1)(95).
Nous notons aussi y cet Ao-foncteur. Nous I’étendons maintenant en un A..-foncteur
E — CooA.
Nous définissons une application )
f:E — ObjCA

qui envoie une extension itérée M, donnée par une suite M;, r < i < [, et une matrice 6™, sur le
A-module qui est la somme
E yM;.

r<i<l

Sa structure de A-polydule est induite par celle de la remarque 5.1.2.9. Notons que la matrice 6™
n’intervient pas dans la définition de I'image de M. Les morphismes y; : (Z.A)®% — Coo A s'étendent
clairement en des morphismes

(MatZA)Qi L CA

Ceci nous fournit un A.-foncteur que nous notons f : &€ — Co.A et nous avons clairement la
factorisation y = f oy’. Par la remarque 5.3.0.6, ’'A-foncteur f est donné par un £-A-bipolydule
N qui, en tant que E-A-bimodule, est

(A, M)~ @ S™AA A,

r<i<l
ou M; = (A, n;), r < i <I. Notons
mfvj EYONOA® - N, i,j7>0.

les multiplications du £-A-bipolydule N. Elles sont clairement induites par I'extension & Z.A, puis
a &, des compositions

mf}j :mﬁ_l_}j:A@i@A@A@jﬂA, 1,7 > 0.

L’A_-foncteur 3" : twA — Co A

Nous rappelons (7.2.0.2) que = désigne I’élément tordant (nilpotent) de €. Par la section 6.1.4,
nous pouvons tordre N en un &,-A-polydule ,N = N”. Comme I’A_-catégorie twA est par
définition I’A -catégorie tordue &,, nous obtenons ainsi un tw.A-A-bipolydule N” et par la re-
marque (5.3.0.6), un A-foncteur

Yy twAd — Coo A
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Nous donnons ci-dessous les formules explicites le définissant. Le TW.A-A-bimodule N” est donné
par
(A, M)~ @ S™AA,A).
r<i<l
Comme TW.A = E, il est isomorphe en tant que E-A-bimodule & N. En tant que £,-A-bipolydule,

ses multiplications mi i,7 > 0 sont données (6.1.4.1) par la somme

L2V

S (1m0 1: 02 0. 01: 02 01y ©14... 0 1),
1,k>0

ol 1¢ désigne 'identité de 1’espace des matrices MatZ4 et I’exposant du signe est

s = Z txlt.

1<t<i
Détaillons maintenant I’application sous-jacente & 1’A.-foncteur y”’
7 twA — Coo A

Elle envoie une extension itérée M, donnée par une suite M;, r < i <[, et une matrice 6™, sur le
A-module qui est la somme

§'M =" §M;.

r<i<l

Les multiplications m?NM, j > 1, définissant sa structure de A-polydule sont les morphismes

4 . N e
mé\fj_l, j > 1, c’est-a-dire la somme

2 i O Ly O ) =3 miyy ([y(5M)]®’ ©lynm © 19\%1).
1>0 =

Remarquons que méme si 3§’ M et fM sont isomorphes en tant que A-modules, ils different en
tant que A-polydules. Le A-polydule ¢ M doit étre considéré comme la torsion de fM par y(6™).
Regardons maintenant les morphismes v/, ¢ > 1, de I’A -foncteur y”. Ils sont définis (5.3.0.3) par
la relation

(i‘/;/)j = mﬁ\,]jfl'
En d’autre termes, le morphisme y!’, ¢ > 1, envoie un élément de
tWA(Mi_l, M,) ®R...® tW.A(Mo, Ml)
sur le morphisme de A-polydules ¢ : (¢ My) — (y”’M;) donné par la suite des morphismes ¢; :
(" Mo) ® A%~ — (g M;) valant

SO0 N (WO © Taa - © Lo @ [y © Ty, © 17,
1>0

ol 1y, 4 désigne l'identité de ’espace des matrices MatZ4 et I’exposant du signe est
S = Z t X lt~
1<t<i

Remarquons que l'unitarité stricte de A n’est pas intervenue dans la démonstration de la
factorisation du théoreme 7.1.0.4. Elle joue un role essentiel dans la prochaine section.
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7.4 L’équivalence entre les catégories tria. A et H’twA

Nous rappelons (5.2.0.2) que les catégories HCoo A et Do A sont équivalentes. Nous montrons
ci-dessous que 1'A -foncteur 3" : twA — Coo A induit un foncteur pleinement fidele

H%wA — Do A.

dont I'image est la catégorie tria A.

Il s’agit de montrer que le foncteur H%y" est pleinement fidele. Nous devons donc montrer que,
pour tous M, M’ objets de tw.A, nous avons

HHomy 4 (M, M') = HHome__ (3" M, "' M').
Une extension M, donnée par une suite
(Myy...,M;,..., M), r<i<lI,
et une matrice 5, est clairement filtrée dans la catégorie des objets tordus tw.A par
Fp=M 4g,....,.M), 0<k<l-—r,

(Le morphisme 6 : M — M est compatible & cette filtration). Les objets gradués de cette
filtration sont des extensions tordues dégénérées, i. e. des sommes formelles finies de Z.A considérée
comme objets de tw.A. Il nous suffit donc de montrer qu’on a un isomorphisme

HHomy, 4 (M, M") = H°Home__ 4 (9" M,y M').

ot M et M’ sont des objets de Z.A considérés comme objets de tw.A. Nous devons donc montrer
le lemme suivant

Lemme 7.4.0.1 Pour toute paire d’objets A et A’ dans A, I'A-foncteur de Yoneday : A — Coo A
induit un isomorphisme
H*Hom4 (A, A") = H*Hom¢__ 4(A", A'M).

Démonstration :  Le foncteur pleinement fidele (4.1.2.10)
DooA — Do AT
induit un isomorphisme
H*Home_ (A" A = H*Home_ 4+(A" AN,
11 suffit donc de montrer 1'isomorphisme
H*A(A, A") = H*Hom__ 4+(A" A').
Nous avons les égalités
A(A, A = ANA) et Hom 4 (A, A7) (A) = Home__ 4+(A% A™Y).
Nous déduisons alors le résultat du lemme (4.1.1.6) et de la remarque (4.1.1.7) qui montrent que
A — Hom 4 (A, A

est un quasi-isomorphisme. O



7.5 : Modele différentiel gradué 171

7.5 Modele différentiel gradué

Dans cette section, la catégorie de base C est égale & C(A, A).

Définition 7.5.0.1 Soit A une A .-algebre dans C. Un modéle differentiel gradué de A est une
algebre différentielle graduée A’ munie d’un A-quasi-isomorphisme

A— A

Proposition 7.5.0.2 Toute A -algébre strictement unitaire A admet un modéle différentiel gradué
unitaire tel que I’A..-morphisme

A— A

est strictement unitaire.

Remarquons que dans le cas ou A est une A-algeébre augmentée, son algebre enveloppante
UA (2.3.4.3) est un modele différentiel gradué unitaire de A qui est augmenté.

Démonstration : Nous définissons A’ comme le A-A-bimodule
(Ag, A1) — Home__ a(Ao”, A7),

La structure différentielle graduée est celle induite par la composition et la différentielle de la
catégorie différentielle graduée Coo A. Grace au théoreme (7.1.0.4), 'A-foncteur de Yoneda nous
donne un A-quasi-isomorphisme d’A ,-algeébres dans C(A, A)

A— A
qui est strictement unitaire. O

Corollaire 7.5.0.3 Toute A -algébre homologiquement unitaire A admet un modéle différentiel
gradué unitaire tel que I’A-morphisme

f:A—= A
est unitaire, i. e. fon=m.

Démonstration :  Soit A une A.-algebre homologiquement unitaire. Nous rappelons (3.2.1.2)
qu’on peut munir H* A d’une structure d’A ,-algebre strictement unitaire. Comme 1’ A .-morphisme

A—H"A

est unitaire et il est A,,-quasi-isomorphisme, nous avons le résultat. O

7.6 Catégories stables

Dans cette section, nous montrons que toute catégorie triangulée algébrique qui est engendrée
par un ensemble d’objets est A.o-pré-triangulée, i. e. elle est équivalente & Htw.A, pour une
certaine A,.-catégorie A.
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Définition 7.6.0.1 Une K-catégorie triangulée est algébrique si elle est équivalente a la catégorie
stable d’une K-catégorie de Frobenius (voir 2.2.3).

Définition 7.6.0.2 Soit 7 une catégorie triangulée aux sommes infinies. Un objet X € 7 est
compact si le foncteur Homz (X, —) commute aux sommes infinies.

Définition 7.6.0.3 Soit 7 une catégorie triangulée et A un sous-ensemble de I’ensemble T des
objets de 7. Nous notons tria A la plus petite sous-catégorie triangulée strictement pleine de T
qui contient la sous-catégorie pleine formée des objets de A. Elle est stable par sommes finies. Les
objets de A engendrent T en tant que catégorie triangulée si 7 = tria A. Si 7 admet des sommes
infinies, nous notons Tria A plus petite sous-catégorie triangulée stables par sommes infinies de T
qui contient la sous-catégorie pleine formée des objets de A. Les objets de A engendrent 7 en tant
que catégorie triangulée aux sommes infinies si 7 = Tria A.

Théoréme 7.6.0.4 Soit T une K-catégorie triangulée algébrique aux sommes infinies qui est en-
gendrée, en tant que catégorie triangulée aux sommes infinies, par un ensemble A d’objets compacts.
1l existe une Ao -catégorie A strictement unitaire et minimale sur A et une équivalence triangulée

DA T, AN A

Démonstration : Par définition des catégories triangulées algébriques, 7 est la catégorie stable
£ d’une catégorie de Frobenius £. Nous rappelons [Kel94a, 4.3] qu’il existe une catégorie différentielle
graduée unitaire A’ sur A et une équivalence triangulée

DA — &£, Al A

Nous rappelons que DA’ est engendrée par les A-modules libres A'(—, A), A € A. Choisissons
un modele minimal A de A" qui est strictement unitaire (3.2.4.1). Nous déduisons du théoréme
(4.1.2.4) que la restriction le long de A" — A induit une équivalence de catégories

Do A — DA

Comme, pour tout A € A, le A'-polydule restreint A® = A(—,A) est A, -quasi-isomorphe &
A’(—, A), nous avons une équivalence

DA — &, AN— A.
O

Remarque 7.6.0.5 Par construction de la catégorie A" dans [Kel94a, 4.3], le A-A-bimodule sous-
jacent a A est donné par

(A, A) — A(A,A') = D Homr (A, 5"4"), A A €A,
nez

et m“24 par la composition de 7.

Théoréme 7.6.0.6 Soit T une K-catégorie triangulée algébrique qui est engendrée par un en-
semble d’objets A. Il existe une A, -catégorie A strictement unitaire et minimale sur A et une
équivalence triangulée

triaAd—T, A M— A,

ot tria A est la sous-catégorie de Do A engendrée par les objets libres A, A € A.
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Démonstration : Par définition des catégories triangulées algébriques, 7 est la catégorie stable
£ d’une catégorie de Frobenius £. La construction de [Kel94a, 4.3] nous donne une catégorie
différentielle graduée unitaire A’ sur A telle que nous avons une équivalence triangulée

tria A’ — &, A — A,

ou tria A’ est la sous-catégorie de DA’ engendrée par les A-modules libres A'(—,A), A € A.
Choisissons un modele minimal 4 de A’ qui est strictement unitaire (3.2.4.1). L’équivalence de

catégories
DA — D A.

induit une équivalence
tria A’ — tria A

car le A-polydule A" = A(—, A), A € A est A,.-quasi-isomorphe & la restriction de A’(—, A). Nous
en déduisons qu’on a une équivalence (triangulée)

triad — £, A’ A.

0

Corollaire 7.6.0.7 Soit T une K-catégorie triangulée algébrique telle que dans le théoréme (7.6.0.6).

1l existe une A -catégorie A strictement unitaire et minimale sur A et une équivalence triangulée
H(twA) - T, A~ A

Démonstration : Immédiat par les théoremes (7.1.0.4) et (7.6.0.6). O
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Chapitre 8

L’A-catégorie des A -foncteurs

Introduction

Le but de ce chapitre est de construire ’analogue A, de la 2-catégorie cat des petites catégories.
Nous construisons une 2-catégorie cats, dont les objets sont les A -catégories strictement unitaires.
La catégorie des espaces de morphismes

caty (A, B), A,B € Objcaty,

sera définie comme I’homologie H°Func., (A, B) d’une A.-catégorie dont les objets sont les A -
foncteurs strictement unitaires.

La catégorie Func, (A, B) a été construite indépendamment par K. Fukaya [Fuk01b], V. Lyuba-
shenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soibelman [KS02a], [KS02b]. Les compositions de Funcs (A, B)
de V. Lyubashenko, bien qu’obtenues par une méthode différente, sont les mémes que les notres.

Plan du chapitre

Soit A et B deux petites A, -catégories (non nécessairement unitaires). Dans la section 8.1.1,
nous construisons une A ,-catégorie Nunco, (A, B) dont les objets sont les A -foncteurs A — B. Les
compositions de Nuncy (A, B) seront construites par un processus de torsion (voir le chapitre 6).
Dans la section 8.1.2, nous montrons que Nuncy, (A, B) est fonctoriel en A et B et nous définissons
la catégorie nat., dont les objets sont les A,,-catégories. Dans la section 8.1.3, nous montrons que
toutes les constructions des deux sections précédentes sont compatibles aux A,.-structures stric-
tement unitaires (A.o-catégories, A.-foncteurs...) et nous définissons la 2-catégorie cat,, comme
une sous-catégorie non pleine de naty.

Dans la section (8.2), nous construisons un A .-foncteur

z: Funceo (A, B) = Co (A, B), A,B € caty,

ol Coo (A, B) est la catégorie différentielle graduée des A-B-bipolydules strictement unitaires (8.2.1).
Ce foncteur généralise ’'A -foncteur de Yoneda construit en (7.1.0.1). Nous montrerons que’il in-
duit des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. Dans la section 8.2.2, nous définissons
les équivalences faibles d’A-foncteurs strictement unitaires (elles sont Panalogue A .-catégorique
des homotopies entre A-morphismes) et nous les caractériserons a l'aide de leurs images par
I’A -foncteur z.
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8.1 L’A_-catégorie des A, -foncteurs

8.1.1 L’A_-catégorie Nunc, (A, B)

Soit A et B deux ensembles et A et B des A-catégories sur A et B. Nous construisons dans
cette section, I’A-catégorie Nunco (A, B) des A -foncteurs non nécessairement strictement uni-
taires. La lettre N remplace la lettre F dans Funcy, et se rapporte au N de “Non unitaires”.

Soit f1 et fo deux A -foncteurs A — B. Nous rappelons que fo B 7, est le A-A-bimodule
(A", A) = B(f1A', f2A).
Définition 8.1.1.1 Nous posons
Homnunc.. (f1, f2) = Homgc(a,a) (TS A, 4, By, ).
Nous obtenons ainsi un objet gradué dans la catégorie de base VectK.

Remarque 8.1.1.2 Soit H un élément de degré r de Homyync_, (f1, f2). Pour tout entier i > 0,
nous notons incl 'inclusion de (5.4)®% dans T¢S.A. Soit H;, i > 0, la composition

4 incl c h
(SA)®" S TS A f'2Bf~1.
Nous définissons les morphismes
Y (o1 . . 1
h; : A —>sz]¢1, 1> 0,

par les relations 4
H;o(w®) ' =(=1)"h;, i>0.

Les applications H; — h;, i > 0, sont clairement des bijections. Le morphisme H est donc déterminé
par des morphismes gradués

hi . .A(Ai_l, A7) R...Q A(A(),Al) — B(flAO, f2A7)7 1 Z O

de degré r — i, pour toute suite (Ay,...,A;) d’objets de A. En particulier, si ¢ = 0, nous avons un
morphisme
hoteA—>f'QBf‘1, IAI—>h0(IA).

Nous noterons souvent i € Homp(f1A4, foA) Pélément ho(I4).

Remarque 8.1.1.3 Soit f: A — B un A, -foncteur. Posons h; = f; sii > 1 et hg = 0. Ceci nous
fournit un élément H de degré +1 de Homyync (f, f). Nous avons alors un diagramme commutatif

(SA)*' > BrA—"= B7;B;

B <——5¢B;

dont nous déduisons les égalités H; = w o F;, ou F est la construction bar co-augmentée de f.
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Compositions naives de morphismes d’A.-foncteurs

Nous construisons dans ce paragraphe une A -catégorie F (A, B) = F dont les objets sont les
A -foncteurs A — B et dont les espaces gradués de morphismes sont les

Homz(f1, f2) = Homg,c(aa) (TS A, f2Bf1)'

Nous montrons que F est munie d’une topologie pour laquelle elle est une A, -catégorie topolo-
gique. Nous construisons ensuite un élément tordant topologique de F (voir 6.2).

Au lieu de construire les compositions m7 , i > 1, nous allons construire des morphismes (voir
les bijections m; < b; dans la section 1.2.2)

bl SFO - SF, 0>,

puis nous vérifions que cela définit bien une A -catégorie. Remarquons que nous avons un isomor-
phisme

Sf(fl, fg) ; Homg,.c(A,A) (B+A, S 2Bf1)
Le morphisme
b‘17: : Homg,.C(A,A) (B+A, ngBfl) — Homg,.c(A,A) (B+A, S .28]51)
est la différentielle de ’espaces de morphismes gradués entre complexes : elle est définie par
o b o — (—1)¥lp o bP,

ou ¢ est de degré |p|. Soit ¢ > 2 et (fo,..., fi) une suite d’A-foncteurs A — B. Le morphisme
b7 envoie un élément

;i ©...0¢0 € Homgrc(A’A) (B_‘—.A7 Sf‘leZ—l) ®...0 HomgTC(A’A) (B_‘—.A7 SthO)

sur la composition

BtA LY (Bra)e #2n g

b
fi=fica ©...0 Sflgfo - sz‘Bfo'

Lemme 8.1.1.4 Les morphismes mi , i > 1, définissent une structure de A, -catégorie sur F.

Démonstration : Nous avons clairement blf o blf = 0. Soit n > 2 et soit g;, 1 < 7 < n, des
éléments de SF de degré |g;|. Les termes de la somme

[ Y va e or|ge...og)
Jt+k+l=n

sont des trois types : ceux on i =n et k=1, ceux o i =1 et k = n et ceux ou 4,5 # 1.
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— Lorsque ¢ = n et k = 1 nous trouvons
(b7 X7 @ bf OIN)](g, ©... O g1)
P
= (-1 =l l(g, 0. 0l (g11)0...00)

P
= (71) |r3<z+1 \97v|b5(gn ®...0 b?gl—i-l O...0 91)
—(-1) =l (g, 0. 0 gnubPr e . og)

= WBAY9f 019 (g, ©... 0 g1)AM
—(-1) 1obB(g, 0. 0 g ©...00)I% ©bE A IHAM

= WBAY9f 019 (g, ©... 0 g1)AM™
—(=1) ~191bB (g © .. O g1 © ... 0 g) AMPETA

= WBAY 9 019 (g, ©... 0 g1)AM
.
—(=1) T (g, O, O g ©...0g)bEA

— Lorsque ¢ = 1 et kK = n nous trouvons

b b7 (9n ®...0 q1)

(.. o m) .
(=D 9 (g, © g © . © )b A

= B (gng - © 1) A™) :
(=D 9 (g, © g © . © )b A

— Lorsque i # 1 et k # n nous trouvons
(b7 (197 @ b ©1°N)] (g0 © ... © g1)
= (—1)PT<“1 9 1bF (gn @ ... b (G14j41 O O g141) © ... O g1)
= (—1)P"'<l“ T (g0 © - (B (G111 © . 0 g AB) O o gr)
= (fl)Pr<l+1 9168 (g, © ... (BB (G14j41 @ ... © gi41)AP) © ... @ g1)AD)
= I 0B 0I%) (g, ©...0 g)(I% @ AP @ IoH)AMD
= I 08 oI (g ©...0g1)AM

Les dernieres lignes des deux premiers cas se compensent grace aux signes et la somme de ce
qui reste est nulle car B est une A ,.-catégorie. O

Remarque 8.1.1.5 L’A-catégorie F (A, B) ainsi construite est clairement fonctorielle en A et B.
Si f:A— A est un Ay-foncteur, 'A-foncteur induit F(A’, B) — F(A, B) est strict. Il envoit
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H € Hompync., (f1, f2) sur sa composition avec Bf. Si f : B — B’ est un A-foncteur, 'A-
foncteur induit F(A’, B) — F(A, B) n’est plus strict. Notons le g. Soit G sa construction bar. Le
morphisme G envoie H € Homyync (f1, f2) sur sa composition avec Fj. Les formules définissant
les G;, i > 2, sont obtenues & partir des formules définissant les b7, i > 2, en remplacant les b5

7

par des F;. Les problemes de fonctorialité seront étudiés plus en détails dans la section 8.1.2.

Description concrete

Regardons ce que sont les compositions de morphismes d’A ,.-catégories du point de vue de la
remarque 8.1.1.2.

Soit H un élément de Homyunc_ (f1, f2) de degré |H|. Le morphisme m{ (H) est déterminé par

des morphismes ‘
Ryt A9 — 5By, i >0.

Nous vérifions que h} est égal & la somme
mf o by — (1) (1) R0 (197 0 mit © 190).

Soit ¢ > 2. Soit fo,..., fi des As-foncteurs A — B. Pour tout 1 <t < i, soit H; un élément
de Hompnunce., (ft—1, ft) de degré |H|. Notons |H| la somme des degrés |H;|. Soit H' I’élément de
Homunc., (fo, i) égal & mf(Hn ®...® Hy). Alors H' est donné par des morphismes gradués

h;l : -A(An—la An) ®...0 A(AO,Al) - B(fOA07 szn)a n Z 0.

de degré |H| — n, pour toute suite (Ay,..., A,) d’objets de A. Soit z), € A(Ag_1,Ar), 1 <k <n.
Nous notons incl I'inclusion de (S.A4)®? dans Bt A. L'élément b/ (z, ® ... ® z1) est égal &

—wobBo[(w) N (H;®...0 Hy)] o AW oinclo (W) Yz, ®...0 x1)
Prenons un exemple simple.

Exemple 8.1.1.6 Supposons que i = 3 et n = 2. La composition A®) oincl o (w®?)~ (2o ® 21)
est égale & la somme dans BTA®3

T4, ©T4, © (WO2) 1 =14, © (W) 1O (W)~ 1-
(W) OLy, O W) 414, 0 (W) O 1y,
—(W) O (W)L, + (W) T OTh, O 14, (22 O 21).

Nous trouvons donc que mf (h3 ® ha ® h1)(x2 ® 21) est égal & la somme des éléments

m?( + (h3)a, © (h2)a, © (h1)2 £ (h3)a, © (h2)1 © (hi)1
£(h3)1 © (h2)a, © (h1)1 £ (hs)a, © (ha)2 © (h1)a,
+(h3)1 © (h2)1 © (h1)a, £ (h3)2 © (h2)a, © (h1)A0>(962 © ).

Le morphisme
hy(ze @ 1) @ foAo — f3Asg

est donc la somme des compositions (au signes pres) des suites de morphismes représentées par un
chemin de fleches menant de fyAg & f3Ao dans le diagramme ci-dessous
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h h h
h—=h—=f—=fs
fvo f2A0
Ay TR R .
X1 \L : 5 5 (h3>2($2 @:131)
A NN ?
Ay faAs

Remarquons qu’il n’y a aucune fleche verticale (qui correspondrait & un (f;)1(x;) ou un (f;)2(x2 ®
x1)) dans ces chemins de fléches.

De fagon générale, nous trouvons que I’élément H’ de Homnunc_. (fo, frn) est donné par

h;l = Z (—1)SmlB((hi)jl @...@(hl)jl), n > 0,
Jit..+a=n

ou les entiers j, sont > 0, et ol le signe est donné par 1’égalité

(—1)*((Hi)j, © ... © (Hi)j) o (@) = ((he)j, © ... @ (hn) ).
Remarque 8.1.1.7 Soit H 1’élément de Homync_ (f, f) construit & la remarque (8.1.1.3). Si f; =
f,0<t<i,et H = H, 1<t <4, lesigne (—1)° ci-dessus est le méme que le signe (—1)° de
Iéquation (x%,), n > 1, dans la définition des A .-foncteurs (5.1.2.5).

Topologie sur F

Nous munissons 1’espace

Homz(f1, f2) = Homgyc(a,n)(B™A, B, )

de la topologie définie par la filtration décroissante F;, ¢ > 0, ou

F; = Homg,ca.a) ( @(SA)Gj’ fa Bfi)'

Jjzi

Cette topologie est séparée. La description ci-dessus montre que les compositions de F sont des
morphismes continus contractants (voir 6.2.1). L’A-catégorie F est donc topologique (6.2.1.1).

Elément tordant de F
Notons F I’ensemble des A .-foncteurs A — B. L’élément tordant
r:ep — F

envoie le générateur Iy de eg(f, f) sur 'élément H de degré +1 de Homnync (f, f) construit a
partir de f (voir 8.1.1.3).
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Vérifions maintenant que = est un élément tordant topologique. Comme le morphisme hg est
nul, 'image de z est dans le voisinage F;. La restriction de la somme

> mI(H®)(1y): BFA— ;B;

i>1
a (SA)®™ est la somme

SR A @m0 19+ S (<) B (hy, ... @ hy)
Jit..+a=n

Rappelons que h; = f;, i > 1. L’équation de Maurer-Cartan appliquée a Iy est donc équivalente a
lensemble de équations (#*,), n > 1, de la définition d’un A -foncteur (5.1.2.5).
L’A -catégorie Nunc,, (A, B)

Définition 8.1.1.8 (Voir aussi [Fuk01b], [Lyu02] et [KS02a], [KS02b])
L’A o -catégorie Nunco (A, B) est la catégorie tordue F, (voir 6.2.4.3 pour la torsion).

Remarquons que les compositions m'i\'unc“’, 1 > 1, de [FukO1b], [Lyu02] sont les mémes mais
obtenues de maniere différentes.

Description concrete

Donnons maintenant une description du morphisme

m?unc‘” : Homnunc,, (f1, f2) — Homnunc., (f1, f2)-

Soit H un élément de degré |H| de Homyync.. (f1, f2). Le morphisme H' = mN""*> (H) est déterminé

par des morphismes ‘
Ryt A9 — By, i >0.

Nous vérifions que h} est égal & la somme

Zj1+..+jl:n(_1)sml8((f2)j1 ©...0 (f?)jt © h’jt+1 © (fl)jt+1 O (fl)jl)
(=) R (199 © mit © 190,

ou l'exposant du signe s est la somme du signe apparaissant dans la torsion (6.1.2) et du signe
donné par I'égalité
(D) (W), ©...0 (W), © Hjpyy © (@F)j 4, - © (WF)j;) © (@)
= ((f2)j1 ©...0 (f2)jt © hjt+1 © (fl)jtﬂ O} (fl)jz)'

La description des compositions supérieures m
I’exemple 8.1.1.6 et posons

Nunco
i

, © > 2, se fait de fagon similaire. Reprenons

H" = m§""=(hy ® hy ® h1) € Homyune.. (fo, f3)-

Le morphisme
hy (2 © x1) : foAo — faAa

est la somme des compositions (au signes pres) des suites de morphismes représentées par un
chemin de fleches menant de fyAg & f3Ao dans le diagramme ci-dessous
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h h h
fo——=h——=fo = fy
foAo f3Ao
Ao
T \L
Ay (f3)2(z2 ©® 1)
o) ¢ 7
Ay -

f3Asz
f3($2)

Graphiquement, la torsion consiste donc a autoriser les fleches verticales dans les chemins.

Remarque 8.1.1.9 Si B est une catégorie différentielle graduée, la catégorie Nuncs (A, B) est
aussi une catégorie différentielle graduée car les compositions m?‘”"c“’, i > 3 sont nulles.

8.1.2 Fonctorialité de Nunc, (A, B)

Fonctorialité en A

Soit A, A’, B des petites A -catégories. Soit g € A" — A, f1, fo : A — B des A-foncteurs.
Soit H un élément de Homnync.. (f1, f2). Nous définissons 1’élément

H % g € Homnunc.. ((f1 2 9), (f209))

comme la composition

+40 G, pt
B.A/—>B Q.Ag—> Bf1_i]
ou la seconde fleche est induite par H. Comme G est un morphisme de cogebres différentielles
graduées, le morphisme de F-F-bimodules

7% g : Nunceo (f1, f2) = Nuncoo ((f1 0 9), (f209))

f24

est un A -foncteur strict.
Fonctorialité en B

Soit A, B et B’ des petites A -catégories. Soit g € B — B, f1, fo : A — B des A-foncteurs.
Soit H un élément de Homnync._ (f1, f2). Nous allons construire un élément

gxH ¢ HomNuncm((g © fl)u (g © f2))

Cela nous fournira un A -foncteur strict

gx? :Nunceo (f1, f2) — Nuncoo((g o f1), (g o fa))

Commengons par introduire quelques notions.
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Soit M un A-A-bimodule différentiel gradué. Soit C', C; et C5 des cogebres cocompletes dans
la catégorie des cogebres différentielles graduées de la catégorie de base C(A, A). Nous munissons
le A-A-bimodule Cy ® M @ C; de la structure de C3-Cj-bicomodule (cocomplet) induite par les
comultiplications de Cy et C. Soit

Fi:C—=C; et Fy:C — Oy
des morphismes de cogebres.
Définition 8.1.2.1 Une (F,F; )-codérivation est un morphisme de A-A-bimodules
K:C—=0C,0M06C
tel que
(A2 0101)cK=(F,0K)oA® et (1010A“) oK =(K o F)oAC°.

Lemme 8.1.2.2 Soit p1 la projection Co© M ©CY sur M. L’application K opioK est une bijection
de l’ensemble des (Fy, Fy)-codérivations sur les morphismes de A-A-bimodules C' — M. O

Soit C1, Cy et Cs des cogebres cocompletes dans la catégorie des cogebres différentielles graduées
de la catégorie de base C(A, A). Le produit cotensoriel d'un C7-Ca-bicomodule M avec un Cy-Cs-
bicomodule N est le noyau

MDN:ker(M@le;%@AM@cQ@N).

Reprenons la construction de H x g. Nous rappelons que les A-A-bimodules 3 B £ et B 4, sont
des Ao-catégories sur A. Soit

. Rt +. . . Rt +. )
Fl.B A— B f1Bf1 et FQB A— B szfg

les constructions bar co-augmentées de f; et fo. Le morphisme
. p+ B

H:B"A— ;Bj

se reléve en une (Fy, Fy)-codérivation de comodules
. Bt +. ) . R. +. .
K:B"A— BB, ® ;,B; ©B"; By .
L’A-foncteur g : B — B’ induit un morphisme G de degré 0
+ . , . ] +. . + . R ] ] + . R
B szfz © f2Bf1 ©B lefl - B g'szg'fQ © !'szBQfl ©B QleQfl'

Nous vérifions que la composition G o K définit une (GFy, GF3)-codérivation

+ + .15, B, + .5,
BTA = BBy, © 41,85 © B4, By
et nous définissons 1’élément g x H par la composition

pro(GoK):BTA— ;B ;.

Munissons B*; B 5@ ;B O BJrf-1 Bj de la différentielle induite par les b, i > 1, et notons
D(fa, f1) le bicomodule différentiel gradué obtenu ainsi. Nous pouvons considéré D( f1, f2) comme
la construction bar du 4 B £ B f,-bipolydule 4 B i

1
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Remarque 8.1.2.3 Soit H un élément de Homync., (f1, f2) et K la codérivation associée. L’élément
mU"> (H) correspond & la codérivation §(K) dans l’espace différentiel gradué des morphismes
gradués

(Homg, (s (BA, D(f2, 11)).6).

Soit i > 2. Soit fo, ..., f; des A-foncteurs A — B. Pour tout 1 < ¢ < ¢, soit H; un élément de
Homunc., (fi—1, f+) de degré |H|. Notons C; la cogebre différentielle graduée B+f} Bﬂ. Le C;-Cy-
bicomodule

D(f;, fi—1) B ...8D(f1, fo)

est isomorphe en tant qu’objet gradué a

Ci © szf71 © Ci*l © ﬁleflifz © Ci72 ©...0 Cl © f1Bf0 © Cl'

i

Nous le munissons de la différentielle induite par les b2, i > 1. L’élément

mi(H; ®...0 Hy): BTA — i.Bj,
correspond a la F;-F}-codérivation
K : BTA — D(fi, fo)
qui est le relevement

A@

BTA LS (BT TR pig, £ o) B DDA, fo) -5 B

fi=fo

ou q est induit par les b?, 1> 1.
L’A -foncteur g induit des morphismes

D(fi, fiz1) ©... 0 D(f1, fo) = D(gfi,9fi-1) ... L1 D(gf1,9.0)
et un relevement vers D(gf;, gfo) de
D(fi, fi-) B...B D(f1, fo) — 44,84,
qui sont compatibles aux différentielles. Nous en déduisons que le morphisme de F-F-bimodules
g*?: Nuncoo (f1, f2) = Nuncoo((g o f1), (g0 f2))

définit un A -foncteur strict.
La catégorie nat,

Soit naty, la catégorie dont les objets sont les petites Ao-catégories (non nécessairement stric-
tement unitaires), dont les espaces de morphismes sont les catégories (sans unités en général)

nato (A, B) = HNunc., (A, B).

11 résulte de la fonctorialité de Nuncso (A, B) que naty, est une “2-catégorie sans unités pour les
2-morphismes”. La lettre n remplace la lettre ¢ de cats, et exprime le fait que les objets de nat

[0}

sont les A-“cat”égories “n”on (nécessairement) strictement unitaires.
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Remarque 8.1.2.4 Soit f et f2 in Nuncs (A, B). Soit H un morphisme de Homyunc_, (f1, f2) qui
est un zéro cycle. Soit « un élément de A(Ag, A1). Comme H est un cycle, nous avons la relation

mf (h1(z)) = m3 (ha, © fix) +m§ (f2x © ha,) = 0.

Nous avons donc un diagramme commutatif dans H°B

. fix .
Ao — fiA,

hAol lhAl

f2Ao arve f2Ar.

8.1.3 L’A-catégorie Func, (A, B)

Reprenons les notations de la section 8.1.1 mais supposons désormais que A et B sont stric-
tement unitaires. L'A ,-catégorie Funce. (A, B) dont les objets sont les A -foncteurs strictement
unitaires est définie de la manieére suivante :

Soit f1 et fo deux As-foncteurs A — B. Un élément H de Homunc., (f1, f2) est strictement
unitaire 8’il vérifie

hi(1°one19%) =0, i>1.

Les A -foncteurs strictement unitaires et les morphismes strictement unitaires d’A ,.-foncteurs
strictement unitaires forment une sous-A -catégorie de Nunc, (A, B). Nous la notons Func., (A, B).
Nous vérifions que Funcs (A, B) est fonctoriel par rapport aux A -foncteurs strictement unitaires.

La 2-catégorie cat,

Définition 8.1.3.1 Soit caty, la catégorie dont les objets sont les petites A,.-catégories stricte-
ment unitaires, dont les espaces de morphismes sont les catégories

catoo (A, B) = HFunc.. (A, B).
Il résulte de la fonctorialité de Funco (A, B) que cato, est une 2-catégorie.

Remarque 8.1.3.2 Soit fi et fo € Funcoo (A, B). Soit H un morphisme de Homgync (f1, f2) qui
est un zéro cycle. Soit I4 le morphisme identité de A € A. Comme H est un cycle, nous avons la
relation

mp (h1(Ta)) —m5 (ha © fila) +m5 (foala © ha) =

—my (ha ©Lga) +mE(Ip,a © ha) = 0.
Nous avons donc un diagramme commutatif dans H°B
. 1 .
HA—=fLiA

hAl lm

féfl“}‘>~fé/L
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8.2 Théorie de 'homotopie des A -foncteurs

Cette section est divisée en deux sous-sections. Soit A et B deux A -catégories strictement unitaires
sur A et B. Dans la premiere, nous construisons une généralisation de I’A ,-foncteur de Yoneda y
(7.1.0.1) : nous définissons un A -foncteur

z 1 Funco (A, B) — Cx (A, B), A, B € cat,

qui nous redonne I’A ,-foncteur de Yoneda pour A égal a eg. Nous montrons ensuite que I’A -
foncteur de Yoneda généralisé z induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.
Dans la seconde partie, nous définissons les équivalences faibles de 1’A -catégorie Funcs (A, B)
(elles sont 'analogue A ,-catégorique des homotopies entre A o.-morphismes) et nous les caractérisons
a aide de leurs images par I’A-foncteur z.

8.2.1 L’A-foncteur de Yoneda généralisé

L’A -foncteur de Yoneda généralisé
z 1 Funceo (A, B) — Coo (A, B)

est défini comme la composition

Funcoo (A, B) — Funceo (A, CooBB) 2 Coo (A, B)

ou la premiere fleche est induite par le foncteur de Yoneda y : B — Coo 8 du chapitre 7 et ou 6 est
définie dans la proposition ci-dessous.

Proposition 8.2.1.1 Soit A et B deur Ao -catégories sur A et B. Il existe un isomorphisme
fonctoriel de catégories différentielles graduées

0 : Noo (A, B) — Nuncoo (A, NooB).
1l se restreint en un isomorphisme
6 : Coo (A, B) — Funcoo (A, CooB)
si A et B sont strictement unitaires.

Démonstration de la proposition (8.2.1.1) :
Le foncteur 6

Nous rappelons (5.3.0.3) que 'application

ObjN(A,B) — ObjNuncy(A,NB),
M - 0Ma

est une bijection. Nous allons étendre cette application en un isomorphisme de catégories différentielles
graduées

0 : Noo(A, B) — Nunco. (A, N B).
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Soit X et X’ deux .A-B-bipolydules et
f:X—-X

un morphisme de N (A, B). Il est donné par des morphismes
fij A0 XoBY - X', i,j>0.

Le morphisme
o(f) S HomNuncOo (eXa GX')

est donné par un morphisme

BTA — 4, (NxB), =Homresp(SX ©T°SB,SX' ©T°SB)

0x
qui envoie un élément ¢ de (S.A)®! de degré |¢| sur 'unique morphisme (voir 2.1.2.1) T tel que la
composition p; o T a pour composantes les morphismes

. (_1)\¢\¢®1
—_—

SX © (SB)®7 (SA)®"® SX © (SB)YT —= SX', j>0.

Remarquons que si i = 0, le morphisme
YT:8X ©T°SB— SX' ©0TSB

est le morphisme donné par les morphismes Fp j, 7 > 0. Nous avons ainsi défini un isomorphisme
d’objets gradués
Homj\/’OQ (A,B) (X7 X/) - HomNuncoc (AN B) (9X7 9X’) .

Montrons que cet isomorphisme définit un isomorphisme de catégories différentielles graduées. Soit
f de degré p. La compatibilité a la composition mq est immédiate. Montrons la compatibilité a
my. Soit ¢ € (SA)®" de degré |¢| et soit k©1p € SX © (SB)®™ . Nous avons les égalités (le calcul
est le méme que pour la démonstration du lemme clef 5.3.0.1)

mF(0(f))()(k © ) ,
= (- 1)'¢'+1[Zbog/(fn,a®1®ﬁ)(qﬁ@n@w)
—(=1)PY fi;(19" @ by, ©19F) (9 © K O V)
—(-1)PY fi;(1" 0 1x 197 0P 0 19°) (¢ O k © 1))
—(~1)PY ;1900 0197 0 1x ©197) (¢ 0 k @ ¥)],

—m¥ (01, 0(/)) (@) (5 © ) /
= (FD)PH Y0 b 5 (197 6 fap ©197) (¢ 0 K © ),

m5 (6(£), 0x)(9) (= © ) , ,
= (=P s (199 00X, 0 197) (0 kO 1),

Nous en déduisons 1’égalité

d(0(f)) = mi (0(f)) — m3 (0% © 0(f)) +m3 (0(f) © Ox) = 0(d(f))

et nous avons le résultat.
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Compatibilité de 6 a la fonctorialité

Sif: A — Aet g: B— B sont des Ay -foncteurs, ils induisent clairement des morphismes
qui rendent commutatifs les carrés

Nl AB) —L N (A, B) Noo (A, B) S No(AB)

y ) y |

Nunceo (A, Noo B) — Nunceo (A", NocB)  Nunceo (A, NooB) —,— Nunceo (A, NooB').

Le cas strictement unitaire

Supposons maintenant que A et B sont des A,,-catégories strictement unitaires. Nous avons
les sous-catégories (5.2)

Coo(A,B) C Noo(A,B) et Nuncoo(A,CooB) C Funceo (A, NooB).
Par la remarque (5.3.0.6), la bijection

ObjN(A,B) — ObjNunce (A, NB),
M - 9Ma

se restreint en une bijection
ObjC (A, B) — ObjFuncy, (A, CooB)
et il est clair que, pour X et X’ dans Co (A, B), Papplication f — 6(f) induit un isomorphisme
Home__(a,8) (X, X") == Hompunc_(a.co) (0x, 0x7).
Nous avons donc un isomorphisme de catégories différentielles graduées

6 : Coo (A, B) — Funcoo (A, CooB).

Théoréme 8.2.1.2 L’A -foncteur de Yoneda généralisé
z : Funceo (A, B) — Coo (A, B)
induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.

Commencgons par quelques lemmes.

Soit (Nunce (A, B)),, la sous-catégorie pleine de Nunc (A, B) formée des A-foncteurs stric-
tement unitaires.

Lemme 8.2.1.3 Le foncteur fidéle
Funceo (A, B) — Nunc, (A, B)

induit un isomorphisme
H*Funceo (A, B) — H*(Nuncso (A, B)), .
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Démonstration : Dans cette démonstration, nous utilisons une filtration qui est adaptée de
celle de J. A. Guccione et J. J. Guccione [GG96].

Soit f1 et fo deux Ao-foncteurs strictement unitaires A — B. Nous rappelons que l'espace des
éléments strictement unitaires de

HomNuncoo (fla f2) = HomC(A,A) (TCSA’ fz Bfl)

est formé des H qui se factorisent par T¢S.A, o A est le conoyau de 1'unité de A. Nous avons donc
I’égalité
Homeunc.. (f1, f2) = HomC(A,A)(@(SZ)Gp, f‘ZBf‘l)'

0<p

Pour tout p > 0, nous posons

Fp = HomC(AA)( @ (S.Z)GZ,ﬁBfl) S5 HOmc(AA)(@(SZ)@p ® (SA)Gj,f'2Bfl>.

0<i<p 0<j

Nous avons clairement l'inclusion Fj1q C Fj, ¢ > 0. La limite inverse des Fj,, p > 0, est I’espace
Hompync.. (f1, f2) et Fy est 'espace Homync.. (f1, f2). Nous avons une injection d’espaces gradués

Jp By — Homc(A,A) (TCSA, f28f1)’ p > 0.

N . .
1" et montrons qu'elle induit une

Munissons Homc g, 4)(T°S A, f28f1) de la différentielle m
différentielle sur F},, p > 1.

Soit p > 1. Notons @, la projection sur le conoyau de J,. Soit H € Homnync_, (f1, f2) tel que
Qp(H) = 0. Cette condition est équivalente au fait que les morphismes h;, ¢ > 0, (définis en 8.1.1.2)

vérifient les équations

hi(1°?one1°%)©197) =0, a+1+B+vy=i, a+1+8<p.

Nous déduisons de la description concréte (8.1.1.8) de I'élément m "> (H) que la composition de

mU"e () avec

(1°*0no1°°)01%7), a+l1+8+vy=i, a+1+5<p,

s’annule. Ceci montre que Q,(m)""*~(H)) = 0. Nous en déduisons que la différentielle m)" >

induit une différentielle sur I'objet gradué F,, p > 1.
Montrons que le quotient de l'inclusion Fj,4+1 C Fj,, p > 0, est contractile. Soit G}, le conoyau
de cette inclusion. II est isomorphe a

Homc(A,A) (@(86)®p © (S.A)@j, f2Bf1> = HomC(A,A) ((Se)(Dp O] TCS.A, ngﬂ)
0<j
Soit H un élément de F; de degré |H|. Nous déduisons de la description concréte (8.1.1.8) de
m)"">= (H)(¢), ol ¢ est un élément de (Se)®? @ TSA, 'égalité
Gp F(AB
my" (H) = ml( )(H)a

ou F (A, B) est la catégorie munie des compositions naives (8.1.1). Par définition, I’élément m;
est égal a
VB Ao H — (- H o mB.

F(A,B) (H)
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Comme I’A-catégorie A est strictement unitaire, elle est H-unitaire (4.1.3.7). Sa construction
bar est donc quasi-isomorphe a 0. Nous en déduisons que G, est contractile.
Montrons que l’inclusion

J: HC’mFuncoQ (flaf2) — HomNuncOo (fla f2>

est un quasi-isomorphisme. Les complexes G, p > 0, sont tous contractiles. Nous en déduisons
que le conoyau de l'injection Jp,, p > 0, est isomorphe a

P a..

0<i<p

C’est un espace contractile. L’espace Hompunc__ (f1, f2) est donc isomorphe &

F,e @ Gi, p>o0.

0<i<p
Le conoyau de J est donc
I1¢G:
0<i
Il est clairement contractile, d’ou le résultat. O

Lemme 8.2.1.4 Soit A’ et B' des Ao -catégories sur A et B et
g A=A et ¢:B—B

des A -quasi-isomorphismes dans C(A, A) et C(B,B). Considérons les comme des A -foncteurs
(5.1.2.7). Les Ao-foncteurs

g : Nuncoo (A, B) — Nuncoo (A, B) et g. : Nuncoo (A, B) — Nunceo (A, B)
induisent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes.
Nous déduisons de ce lemme et du lemme (8.2.1.3) le corollaire suivant :

Corollaire 8.2.1.5 Reprenons les hypothéses du lemme (8.2.1.4). Si les A -catégories A, A', B
et B’ sont strictement unitaires et que les As-morphismes g et g’ sont strictement unitaires, les
A -foncteurs restreints

Funcoo (A’ B) — Funceo (A, B) et Funceo (A, B) — Funce (A, B)
duisent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. (

Démonstration du lemme 8.2.1.4 :
Par la proposition (6.1.3.4), il suffit de montrer que les A-foncteurs induits par g et ¢’

F(A,B) — F(A,B) et F(AB)— F(AB),

ou F(A" B), F(A,B), F(A,B) et F(A,B') sont les catégories munies des compositions naives
(voir 8.1.1), donnent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. Les espaces de
morphismes

Homz(a 5)(f1, f2) = Homca ) (TS A, 4, B},)
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sont munies de la différentielle

§:H s mBoH— (—1)HIHobB™A.
Comme les morphismes ¢} : B — B’ et Btg : BF*A — B1A’ sont des quasi-isomorphismes, nous
avons le résultat. O

Démonstration du théoréme (8.2.1.2) :

Nous allons d’abord montrer que nous pouvons se ramener au cas ou les A,,-catégories stricte-
ment unitaires sont différentielles graduées unitaires, puis nous prouverons le résultat en utilisant
des arguments d’algebre homologique classique.

La proposition (7.5.0.2) nous donne des modeles différentiels gradués unitaires A’ et B’ munis
d’A -quasi-isomorphismes strictement unitaires

A—A e B—B.

Le lemme 8.2.1.4 et son corollaire 8.2.1.5 nous donne un diagramme

Funceo (A, B) ——= C (A, B)

l l

Funcoo (A, B') —— Coo (A, B)

| T

Funceo (A, B') —— Coo (A, B)

dont toutes les fleches verticales induisent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes.
IIs nous suffit donc de montrer que

z: Func (A, B) — Cx (A, B)

est un quasi-isomorphismes dans le cas ou A et B sont différentielles graduées unitaires. Le lemme
(8.2.1.4) et la proposition (5.2.0.4) montrent qu’il est équivalent de montrer que

Z: (Nuncoo(A, B))u — (Noo(Aa B))u

est un quasi-isomorphisme. Soit fi; et fo des A.,-foncteurs strictement unitaires A — B. Nous
avons un isomorphisme

Homc(a,a)(BTA, 7,Bj,) — Hom 4o a(A© BTA® A, BB
Rappelons (7.4.0.1) que I’A -foncteur de Yoneda
y:B— CoB
induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes. Nous avons donc un quasi-isomorphisme

Hom gorca(A® BTA® A, szf1)

|

HOm_Aop@_A(AQ B+A® A7 HomaB(y o fl)y o f2))
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Notons RHom le foncteur dérivé & droite qui calcule les groupes Ext*. Le dernier terme ci-dessus
se récrit

RHom 4004 (A, RHomg(y o f1,y o f2)).
Il est isomorphe a
RHom e (y o fi,y o f)

qui est isomorphe a
Hom v o5 (A®TSA® S(yo f1) © T°SB® B, S(y o fa)) ~
Homcap) (T°SA® S(yo f1) ©T°SB,S(y o fa)) =~
Hom reg.ayor e (Te58) (B(y of1),B(yo f2))
Comme nous avons des égalités de A-B-bipolydules
yof=2(f), [feNunco(A,B),

le lemme (8.2.1.1) montre que le dernier espace de morphismes ci-dessus est

Hom (4,5 (Z(f1), Z(fQ))'

La composition de tous les (quasi-)isomorphismes ci-dessus étant le morphisme

2(f1, f2) - Homnune (4,8) (f1, f2) — Hompr_(a.8)(f1, f2),

nous avouns le résultat. O

Remarque 8.2.1.6 Par construction, 'image de I’A -foncteur z est formée des A-B-bipolydules
qui sont de la forme

B(?,f—), f € Funce(A,B).
Ils sont libres en tant que B-polydules.

8.2.2 Equivalences faibles d’A_-foncteurs

Les équivalences faibles entre A, .-foncteurs sont I'analogue A .-catégorique des homotopies entre
A -morphismes.

Définition 8.2.2.1 Soit A et B deux A, -catégories sur A et B. Soit f et g deux A.-foncteurs
A — B. Un élément H € Z°Hompynce. (f, g) est une équivalence faible s’il devient un isomorphisme
dans H°Nunc, (A, B). Nous dirons alors que f et g sont faiblement équivalents et écrirons f ~ g.

Remarque 8.2.2.2 Supposons que A et B sont strictement unitaires et f et g sont des A.-
foncteurs strictement unitaires. D’apres le lemme (8.2.1.3) f et g sont faiblement équivalents si et
seulement si il existe un morphisme strictement unitaire H € Z°Homgyne, (f1, f2) qui devient un
isomorphisme dans H°Func., (A, B).

Proposition 8.2.2.3 Soit A et B deuxr A -catégories strictement unitaires sur A et B. Soit f et
g deuxr Ao -foncteurs strictement unitaires A — B. Un élément H € Z°Homyunc. (f,g) est une

équivalence faible si et seulement si hg : ey, — Homg(f?, g—) induit un isomorphisme de foncteurs
H°f — H% de H° A dans H'B.
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Démonstration : D’apres le théoréeme (8.2.1.2), nous avons un isomorphisme
H Funcy. (A, B) = H°C..(A,B).
L’élément H est donc une équivalence faible si et seulement si le morphisme de A-B-bipolydules
z(H) = 2(f) — z(9)

est une équivalence d’homotopie dans C, (A, B), ¢’est-a-dire (voir 'équivalence entre D2 et D3 dans
4.1.3.1) si et seulement si z(H) est un A,,-quasi-isomorphisme de A-B-bipolydules. Par définition
des A -quasi-isomorphismes, ceci est équivalent au fait que le morphisme de C(A,B)

S™H(2(H))oo - B(?, f—) — B(?,9-)

est un quasi-isomorphisme, c’est-a-dire qu’il devient un isomorphisme en cohomologie. Comme le
foncteur de Yoneda au sens classique envoie la classe dans H*B de

ha=ho(I4): fA— gA, AcA,

sur

S™(z(H))oo : H*B(?, fA) — H*B(?,gA),

S=Y(z(H))o,0 est un quasi-isomorphisme si et seulement si h4 induit un isomorphisme dans H*1,
ou de maniére équivalente dans H°B. O
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Chapitre 9

Les A -équivalences

Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la section 9.1, nous définissons 1’A -isomorphie
dans une A -catégorie A et nous montrerons que cette notion est un relevement A -catégorique de
I’isomorphie dans H°A au sens classique. Dans la section 9.2, nous définissons les A,.-équivalences
et nous montrons qu’'un A.-foncteur f est une A .-équivalence si et seulement si f; est un quasi-
isomorphisme et HO f; : H°A — H9B est une équivalence de catégories au sens classique. Cette ca-
ractérisation des A -équivalences a été énoncée par M. Kontsevich [Kon98]. K. Fukaya I’a démontré
de maniére indépendante [FukO1b, thm. 8.6], ainsi que V. Lyubashenko [Lyu02].

9.1 L’A-isomorphie

Soit @ un ensemble. Considérons comme une catégorie de la maniere suivante : les objets sont
en bijection avec O et, pour i, j € O, 'espace de morphismes Homg (i, j) contient un unique élément
noté (i,7). La composition est alors nécessairement donnée par

(G k) o (i, 4) = (i, k), 0,5,k €O,

En particulier, I'identité de ¢ € O est le morphisme (i,i) et tous les morphismes (i,7) sont des
isomorphismes.

Définition 9.1.0.1 Soit n > 1. Considérons ’ensemble & n éléments {1,...,n}. Soit I, la K-
catégorie engendrée par la catégorie {1,...,n}.

Remarque 9.1.0.2 Soit n > 2. Soit A une K-catégorie et des objets A; € Obj A4, 1 < i < n. Ils
sont isomorphes si et seulement si il existe un foncteur

f:I,—-A

qui envoie i sur A;. Nous disons alors que f est un foncteur d’isomorphie pour les objets A; € Obj A,
1< <n.

Définition 9.1.0.3 Soit n > 2. Soit A une A,-catégorie strictement unitaire sur A et des objets
A; € A, 1 <i<n. Lesobjets A; € A, 1 < i < n, sont A -isomorphes s’il existe un A,.-foncteur
strictement unitaire

f:I,—-A
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qui envoie ¢ sur A;. Nous disons alors que f est un A, -foncteur d’A..-isomorphie pour les objets

Nous prouvons maintenant un lemme énongé dans [Kon98] :

Lemme 9.1.0.4 Soit A une A -catégorie strictement unitaire. Soit n > 1. Des objets A; € A,
1 < i< n, sont A, -isomorphes dans A si et seulement ils sont isomorphes dans HOA.

Démonstration : Comme A est strictement unitaire, il existe (3.2.4.1) un modele minimal
strictement unitaire H*A pour A et des A-foncteurs strictement unitaires (3.2.4.2)

i H'A—A et q: A— H*A.

Nous en déduisons que des objets A; € A, 1 <14 < n, sont A, -isomorphes dans A si et seulement
si ils sont A.-isomorphes dans H*A. Nous pouvons donc supposer que I’A-catégorie A est
minimale.

Soit A une A ,.-catégorie minimale. Montrons que I’A o.-isomorphie dans A entraine I'isomorphie
dans H°A. Soit f : I, — A un A -foncteur d’A.-isomorphie pour 4; € A, 1 < i < n. Comme
les Ao-catégories I,, et A sont minimales, fy : I, — A° = H°A définit un foncteur d’isomorphie
pour les objets A; € A, 1 <i < n.

Montrons que ’isomorphie dans H° A implique I’A o-isomorphie dans A. Soit g : I,, — H°A un
foncteur d’isomorphie pour les objets A; € Obj H° A, 1 < i < n. Nous cherchons un A -foncteur
strictement unitaire

f:I,—-A

tel que f; = iog, ol i est I'inclusion A° < A. D’apres le théoréme (3.2.2.1), il suffit de construire un
A -foncteur f’ (non nécessairement strictement unitaire) tel que f{ = f1. Nous allons construire
les f, r > 2, par récurrence sur r. Supposons donné des morphismes gradués f/, 1 < i < r, de
degré 1 — i, définissant un A,-foncteur I, — A. Soit f;,; un morphisme de degré —r. Le lemme
(B.4.2) affirme que la suite des f/, 1 <i <r+ 1, définit un A, ;-foncteur si nous avons 1'égalité

5Hoch(f7/~+1) = _r(fé7 . 7f7/’)

our(fs,..., f;) est un certain cycle du complexe de Hochschild C*(I,, 4.4, ). Comme la catégorie
I, est équivalente & la catégorie triviale Iy, le complexe de Hochschild C*(I,,, f.A f-) est acyclique.
Il existe donc un morphisme f;,; tel que les morphismes gradués f;, 1 <i <+ 1, définissent un
A, q-foncteur I, — A. O

9.2 La caractérisation des A, -équivalences

Définition 9.2.0.1 Deux A ,-catégories strictement unitaires A et B sur A et B sont A, -équivalentes
g’il existe des A o-foncteurs strictement unitaires

f:A—=B e g:B—A

tels que fog et 15 sont A o-isomorphes dans Funce, (B, B) et go f et 1 4 sont A-isomorphes dans
Funco (A, .A). Nous dirons alors que f (ou g) est une A, -équivalence entre A et B.



9.2 : La caractérisation des A-équivalences

197

Définition 9.2.0.2 Soit A et B deux catégories différentielles graduée unitaires sur A et B. Elles
sont équivalentes (au sens classique) s’il existe des foncteurs

f:A—=B et g:B— A
et des isomorphismes des foncteurs
pw:fog—1lg et v:igof—14.
Nous dirons alors que f (ou g) est une équivalence entre A et B.

Remarque 9.2.0.3 Soit A et B deux catégories différentielles graduée unitaires sur A et B. Sup-
posons qu’elles sont équivalentes. Soit f une équivalence entre A et B. Soit g, pu et v comme dans
la définition (9.2.0.2). L’élément H € Hompgync, (f © g,18) (resp. H' € Hompync (g © f,1.4)) défini
par

ho=p, hi=0, i>1, (resp. hy =u, h;=0, iZl)

est un cycle dans Func (B, B) (resp. dans Funcao (A, A)). Il induit un isomorphisme dans H°Funca, (B, B)
(resp. HFunc, (A, A)). Ceci montre que A et B sont A, -équivalentes en tant que A -catégories.

L’énoncé du théoréme suivant est du & M. Kontsevich [Kon98].

Théoréme 9.2.0.4 (Voir aussi K. Fukaya [Fuk01b] et V. Lyubashenko [Lyu02]) Soit A et
B deux A -catégories strictement unitaires sur A et B et f: A — B un A -foncteur strictement
unitaire. Les énoncés suivants sont équivalents :

a. f est une Ao -€équivalence.

b. f1 induit une équivalence H* A — H*B, ou H*A et H*B sont la cohomologie de A et B
considérées comme K-catégories graduées.

c. f1 est un quasi-isomorphisme et induit une équivalence H° A — H°B.

Démonstration :

a = b : Supposons que f est une A-équivalence. Soit g : B — A vérifiant les conditions de
la définition (9.2.0.1). D’apres le lemme (9.1.0.4), ’A-isomorphie dans Func., (B, B) (resp. dans
Funcoo (A, A)) est équivalente & I'isomorphie dans HFunc., (B, B) (resp. dans HFunc., (A, A)).
Comme f o g et 15 sont isormorphes dans H°Func,, (A, A), il existe donc un élément

H e ZOHomFuncoo (go f,15)

induisant un isomorphisme dans HFuncs, (B, B). D’aprés la proposition (8.2.2.3), le morphisme
ho induit un isomorphisme de foncteurs

H%hg) : H*(g1 0 f1) — H*15.

L’isomorphisme de foncteurs entre H*(f1 0 g1) et 1+ 4 est construit de la méme maniere.

b= c: Clest clair.

¢ = a : Nous allons montrer cette implication dans deux cas particuliers puis nous montrerons
que cela implique le cas général.



198

Chapitre 9 : Les A .-équivalences

Premier cas : l’application f : A — B est une bijection.

Nous pouvons considérer que A est égal a B et que f est 'identité de A. L’A.-foncteur f est ainsi
(5.1.2.7) un A-morphisme dans la catégorie C(A, A). D’apres le point b du corollaire (1.3.1.3), il
existe un A,.-morphisme g : B — A et des homotopies h et h/ de fog vers 15 et de go f vers 1 4.
Gréce a la proposition (3.2.4.3), nous pouvons supposer que ’A,,-morphisme g et les homotopies
h et h' sont strictement unitaires. Soit H 1’élément de Hompync (f © g,15) donné (voir 8.1.1.2)
par les morphismes h;, i > 1, et hy = 14, A € A. Posons Z = m[""=(H). Tl est donné par des
morphismes z;, ¢« > 0. Montrons que H est un cycle dans Homgync_ (A, B). Le morphisme zg est
clairement nul. Pour n > 1, nous vérifions (en utilisant le fait que f o g, 15 et h sont strictement
unitaires) que

2= (fog)n—(18)n
=2 (=)'mepi((feo9)i ®...® (fog)i, @@ (1s)), ®...® (1p);,)
=S (=1)7* R (197 @ my @ 19Y).

ou s est le signe intervenant dans ’équation (*x*x*,) de (1.2.1.7). Comme h est une homotopie entre
foget1g, leterme de droite est nul. Ceci montre que H est un cycle de Homgyne (f 0 g,15). Le
morphisme hy, A € A valant 14, la proposition (8.2.2.3) implique que H induit un isomorphisme
dans H°Func.. (B, B). Nous en déduisons (9.1.0.4) que les A -foncteurs 1g et f o g sont A.-
isomorphes dans Func, (B, B). L’A-isomorphie entre g o f et 1 4 se montre de la méme maniere.

Remarque 9.2.0.5 En particulier, ceci implique qu'une A ,-catégorie strictement unitaire A est
A -équivalente & son modele minimal (3.2.4.1) et & tout ses modeles différentiels gradués (7.5.0.2).

Deuzieme cas : f est une inclusion A — B ou A est une sous-Ao-catégorie pleine de B.
Grace a la remarque précédente, Nous pouvons supposer que B est différentielle graduée. Comme
HOf : H°A — H'B est une équivalence, il suffit de montrer le théoréme dans le cas suivant :
Choisissons dans chaque classe d’isomorphie [B] de B un représentant By. Soit A I'ensemble de ces
réprésentants. Nous posons A égale & la sous-catégorie pleine de B formée des objets A € A. Soit

r:B—A, B~ r(B)=Bj.
Soit A’ la catégorie différentielle graduée A, sur B (voir 5.1.2.4). Nous avons alors les égalités
A'(B,B") = A(By, B))) = B(By, By,)

et les catégories différentielles graduées A et A’ sont équivalentes au sens classique. Ils nous suffit
donc de montrer que A’ et B sont A..-équivalentes. Soit ¢ : A — A’ D'inclusion. Nous allons
construire une A ,.-équivalence

g: A —B

tel que f =goi.

Construction de g : Posons g = 1p. L’A-foncteur g est donc donné par un A,,-morphisme
A" — B dans C(B,B). Par hypothese, tout élément B € B est A -isomorphe & r(B). Pour chaque
B € B, choisissons un élément ap de B(r(B), B) qui devient un isomorphisme dans H°B(r(B), B).
Considérons le diagramme de B-B-bimodules différentiels gradués
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L’Ao-foncteur de Yoneda y : B — CooB (7.1.0.1) envoie le diagramme (I) sur un diagramme
quasi-isomorphe de B-B-bimodules

CooB(y—,y7)

1) l(ya)*
CooB(yr(—),yr(?)) —— CocB(yr(—),y?).

(yor)«

Pour chaque B € B, le morphisme ap devient un isomorphisme dans H°B. Comme le foncteur
de Yoneda induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes (7.4.0.1), il induit un
isomorphisme H°B — HOC..B. Nous en déduisons que le morphisme yap est une équivalence
d’homotopie dans Co.B. D’apres 1'équivalence entre les catégories de D3 et D4 (4.1.3.1), il est un
quasi-isomorphisme. Ceci implique que les fleches du diagramme (I”) sont des quasi-isomorphismes.
La catégorie B étant différentielle graduée, les B-bipolydules y(B), B € B, sont des B-modules
différentiels gradués et le morphisme yap : y(r(B)) — y(B) est un morphisme de B-modules
différentiels gradués. L’axiome (CM5) de la catégorie Mod B nous donne une factorisation de yap
en une cofibration triviale et une fibration triviale

yr(B) 2> m(B)

Grace a l’axiome (CM4) de la catégorie Mod B, il existe un quasi-isomorphisme o g tel que pgoop =
1,p. Le morphisme
CooB(y—,y?) — CouB(m—,m?), x+—ocozop,

est un quasi-isomorphisme d’algebres différentielles graduées. Le diagramme
CooB(m—,m?)

(1) i

CDOB(yT(*)v yr(?)) (yT)*> COOB(yT(*% y?)

est ainsi quasi-isomorphe & (I'). Les cofibrations étant des monomorphismes, la fléche verticale du
diagramme (I") est une surjection. Nous en déduisons que les projections canoniques

CooB(yr(—),yr(?)) «— P — CocB(m—,m?),

ou P est le produit fibré au-dessus du diagramme (I”) sont des quasi-isomorphismes. Comme
CooB(yr(—),yr(?)) et CoB(m—,m?) sont des algebres différentielles graduées unitaires, P est
une algebre différentielle graduée unitaire et les projections canoniques ci-dessus sont des mor-
phismes d’algebres différentielles graduées unitaires. Nous avons ainsi construit une suite de quasi-
isomorphisme d’algebres différentielles graduées unitaires dans C(B, B)

A" — CooB(yr(—),yr(?)) « P — CooB(m—,m?) « CooB(y—,y?) < B.

Les quasi-isomorphismes d’algebres étant inversibles a homotopie pres dans la catégorie Alg, , nous
obtenons un A ,-quasi-isomorphisme homologiquement unitaire

g A — B.
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D’apres la proposition 3.2.4.3, il existe un A..-morphisme strictement unitaire g homotope a ¢'.
En particulier, g est un A -quasi-isomorphisme. C’est une A -équivalence (voir le premier cas.)

Le cas général : Soit A et B deux A -catégories strictement unitaires sur A et B et f un A,o-
foncteur tel que f; est un quasi-isomorphisme et induit une équivalence H° A — H°B. Choisissons
dans chaque classe d’A-isomorphie [A] de A un représentant Ay et notons By son image par f.
Comme H°f : H° A — HB est une équivalence, nous déduisons du lemme (9.1.0.4) que toute classe
d’A .-isomorphie [B] dans B admet un unique représentant parmi les By. Notons A’ (resp. B') la
sous-catégorie pleine de A (resp. B) formée des Ay (resp. des By). L’inclusion

A — A (resp. B — B)

est une A .-équivalence (voir le deuxiéme cas). Pour montrer que f est une A..-équivalence, il
suffit donc de montrer que le foncteur

f/ . A/ s B/
induit par I'A-foncteur f est une A.o-équivalence. Son application sous-jacente f’ est une bi-
jection et f{ est un quasi-isomorphisme. Nous sommes donc dans le premier cas et f’ est une
A -équivalence. d



Chapitre A

Catégories de modeles

Dans cet appendice, nous rappelons la définition, due & D. Quillen [Qui67], d’une catégorie de
modeles (fermée), quelques notions fondamentales (objets fibrants, cofibrants, homotopies, fonc-
teurs de Quillen) et quelques énoncés-clés. Nous rappelons ensuite les exemples dont nous avons
besoin dans ce manuscrit. Nous renvoyons au livre de M. Hovey [Hov99] et & I’article de W. Dwyer
et J. Spalinski [DS95] pour plus de détails.

Définitions et propositions

Définition A.6 Soit E une catégorie. Un relévement (de g relatif a f) dans le diagramme

A B
.

CT>D

i\

est un morphisme «a : C — B tel que les deux triangles du diagramme

A—1-p
4

Z\L & J{p

C——=D

sont commutatifs. Soit ¢ et p deux morphismes dans E. Nous dirons que p a la propriété de
relevement a droite par rapport a ¢ et que i a la propriété de relevement a gauche par rapport
@ p si tout diagramme de la forme (1) admet un relévement a.
Soit f: X — X' et g: Y — Y’ deux morphismes. Le morphisme f est un rétract de g s’il existe
un diagramme commutatif
X—Y——X

ol
X/ Y/ X/

tel que les compositions horizontales sont I'identité de X et I'identité de X”’.
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Définition A.7 Une catégorie de modéles est un quadruplet

(E,Eq, Fib,Cof),

- E est une catégorie,
- &€q est une classe de morphismes appelés équivalences faibles,

- Fib est une classe de morphismes appelés fibrations (elles sont représentées par des fleches a
double téte —),

Cof est une classe de morphismes appelés cofibrations (elles sont représentées par des fleches
avec une queue —),

tel que les axiomes (CM1) — (CM5) ci-dessous sont vérifiés. Un morphisme appartenant & EgNCof
sera appelé une cofibration triviale et un morphisme de £gN Fib sera appelé une fibration triviale .

(CM1) La catégorie E admet toutes les limites finies et toutes les colimites finies.

(CM2) La classe des équivalences faibles est saturée , i.e. si deux morphismes parmi f, g, fg sont
des équivalences faibles, le troisieme ’est aussi.

(CM3) Les trois classes de morphismes sont stables par rétracts.

(CM4) relévement :

a. Les cofibrations ont la propriété de relevement a gauche par rapport aux fibrations triviales,
b. Les fibrations ont la propriété de relevement & droite par rapport aux cofibrations triviales.

(CM5) factorisation :
a. Tout morphisme f : A — B se factorise en f = pi ou ¢ : A — A’ est une cofibration
triviale et p : A’ — B est une fibration.
b. Tout morphisme f : A — B se factorise en f = pi o i : A — B’ est une cofibration et
p: B’ — B est une fibration triviale.

Remarque A.8 Nous nous conformons & la terminologie de [DS95] en appelant “catégorie de
modeles” ce que Quillen [Qui67], [Qui69] appelle “catégorie de modeles fermée”. Notons que les
axiomes sont auto-duaux.

Soit (E,Eq, Fib,Cof) une catégorie de modeles. On a les propriétés suivantes :
- La catégorie E a un objet initial () et un objet final .

- Les fibrations sont exactement les morphismes ayant la propriété de relevement a droite par
rapport aux cofibrations triviales.

- Les fibrations triviales sont exactement les morphismes ayant la propriété de relevement a
droite par rapport aux cofibrations.

- Les cofibrations ont les propriétés de relevement duales.

Définition A.9 Soit X un objet de E. Un cylindre pour X est un objet X Al muni de morphismes
i X[[X—>XATetp: X AT — X tels que
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1. le morphisme p est une équivalence faible,

2. la composition poi: X [[X — X AT — X est le morphisme
11 X[[x - X.

Soit X A I un cylindre pour X. Deux morphismes f,g : X — Y de E sont X A I-homotopes a
gauche si le morphisme [f,g] : X [[ X — Y se factorise en
X[[x S>xnarty

pour un morphisme H. Un tel morphisme H est appelé une X A I-homotopie a gauche de f a g.
Les morphismes f et g sont homotopes a gauche s’ils sont X A I-homotopes pour un cylindre X A T
pour X. Nous écrirons alors

f~g
La définition d’'un objet de chemins pour X est duale de celle d’'un cylindre pour X. La notion
d’homotopie a droite (notée ~,.) est duale de celle d’homotopie & gauche.

Définition A.10 Un objet X de E est cofibrant si le morphisme ) — X est une cofibration. Il est
fibrant si le morphisme X — % est une fibration. La sous-catégorie pleine des objets fibrants est
notée Eg, celle des objets cofibrants E. et celle des objets fibrants et cofibrants est notée Es.

Définition A.11 Soit X un objet de E. Une résolution cofibrante de X est une fibration triviale
X —» X, ou X est cofibrant. Une résolution fibrante de X est une cofibration triviale Y — X,
ou X; est fibrant.

11 résulte de 'axiome (CM5) que tout objet admet une résolution cofibrante et une résolution
fibrante.

Lemme A.12 Soit X un objet cofibrant et Y un objet fibrant.

a. La relation de X NI-homotopie a gauche ne dépend pas du choiz du cylindre X ANI. De méme,
la relation de PY -homotopie a droite ne dépend pas du choiz de l’objet de chemins PY.

b. Les relations d’homotopie & gauche et d’homotopie a droite coincident sur E(X,Y). On
définit la relation d’homotopie ~ comme égale a ces deux relations.

c. La relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur E(X,Y).

d. Soit X' un objet cofibrant et Y' un objet fibrant. La relation f ~ g implique fh ~ gh et
W f ~Nhg quels que soient les morphismes

h:X'"-X e h:Y Y.
O

Le quotient Ecf/ ~ est donc une catégorie. On définit la catégorie homotopique Ho E comme la
localisation E[€¢ '] de E par rapport & la classe des équivalences faibles (voir [GZ67, 1.1]).

Proposition A.13 a. L’inclusion E¢ — E induit une équivalence

Eet/ ~ —> HoE.
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b. Soit X etY deux objets de E. Soit X. - X une résolution cofibrante de X et Y — Y; une
résolution fibrante de Y. On a une bijection canonique

HoE(X,Y) ~ E(X,Yf)/ ~ .

Equivalence de Quillen

Définition A.14 Soit E et F deux catégories de modeles. Un foncteur G : E — F est un foncteur
de Quillen a gauche 8’1l admet un adjoint & droite et s’il préserve les cofibrations et les cofibrations
triviales. Un foncteur D : F — E est un foncteur de Quillen a droite s’il admet un adjoint a
gauche et s’il préserve les fibrations et les fibrations triviales. Soit une paire de foncteurs adjoints
(G, D, ¢), c’est-a-dire que G est adjoint & gauche & D et que ¢ est une bijection fonctorielle

Homg(GX,Y) — Homg(X, DY).

On dira qu’elle est une adjonction de Quillen si G est un foncteur de Quillen & gauche. (Ceci
implique que D est un foncteur de Quillen & droite.) Une adjonction de Quillen est une équivalence
de Quillen si, pour tout objet cofibrant X de E et tout objet fibrant Y de F, un morphisme
f:GX — Y est une équivalence faible si et seulement si ¢f : X — DY est une équivalence faible.
Nous renvoyons a [DS95, Sect. 9] pour les détails de la définition suivante.

Définition A.15 Soit G un foncteur de Quillen a gauche. Le foncteur dérivé a gauche de G est
le foncteur
LG : HoE — HoF

qui envoie un objet X de E sur GX¢, ou X, — X est une résolution cofibrante de X. Soit D un
foncteur de Quillen a droite. Le foncteur dérivé a droite de D est le foncteur

RD:HoF — HoE
qui envoie un objet Y de F sur GY;, ou Y — Y} est une résolution fibrante de Y.

Remarque A.16 Notons que si un foncteur G (resp. D) comme dans la définition préserve les
équivalences faibles, alors il induit un foncteur entre les catégories homotopiques, et LG (resp. RD)
est canoniquement isomorphe & ce foncteur induit.

Proposition A.17 Soit (G, D, ¢) une adjonction de Quillen de E dans F. Les propositions suiv-
antes sont équivalentes

a. (G, D, ) est une équivalence de Quillen.

b. Les foncteurs LG et RD sont des équivalences inverses l'une de ’autre entre HoE et HoF.

Exemples de catégories de modeles

Exemple A.18 (Complexes de C) Soit C la catégorie de base (1.1.1). La catégorie CC de (1.1.1)
admet une structure de catégorie de modeles telle que
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- la classe des équivalences faibles est la classe Qis des quasi-isomorphismes (notons que ce
sont exactement les morphismes qui sont inversibles & homotopie pres),

- les fibrations sont les épimorphismes (c’est-a-dire, les morphismes dont les composantes sont
des épimorphismes),

- les cofibrations sont les monomorphismes (c’est-a-dire, les morphismes dont les composantes
sont des monomorphismes).

Tous les complexes sont fibrants et cofibrants pour cette structure. La catégorie homotopique
associée est HC.

Exemple A.19 (Complexes de chaines non bornés) Soit R un anneau. Soit CR la catégorie
des complexes de chaines

ce s MPTE S P MR peZ,

de R-modules a droite. Les trois classes de morphismes suivantes définissent une structure de
catégorie de modeles sur CR (voir [Hov99, Chap. 2]).

- Les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes.
- Les fibrations sont les morphismes f : X — Y tels que f™ est surjectif pour tout n € Z.

- Les cofibrations sont les morphismes qui ont la propriété de relevement a gauche par rapport
aux fibrations triviales.

Tous les complexes sont fibrants pour cette structure. Si un complexe X est cofibrant, alors toutes
ses composantes X", n € Z, sont projectives. La réciproque est fausse. Cependant, si on suppose
que le complexe X est borné a droite et que ses composantes sont toutes projectives, alors il est
cofibrant.
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Chapitre B

Théorie de I’obstruction

B.1 Théorie de obstruction pour les A, -algebres

Nous étudions la théorie de I'obstruction des A ,.-algebres. Soit C une catégorie de base telle que
dans le chapitre 1. (A, m1,...,m,) une A,-algebre. Il s’agit de mesurer 'obstruction & l’existence
d’un morphisme m,, 1 : A9 — A tel que (A, m1, ..., my11) soit une A, -algebre (B.1.2). Soit
A et A’ deux A, 1-algebres. Soit une famille de morphismes gradués

fi: A% — B, 1<i<n,

définissant un A,-morphisme A — A’. Nous mesurons ensuite ’obstruction & l’existence d’'un
morphisme f, 41 : A"t — A’ tel que les f;, 1 < i < n + 1, définissent un A, ;-morphisme
A — A’ (B.1.5). Nous montrerons que cette obstruction est fonctorielle par rapport aux A,i-
morphismes stricts (B.1.6).

L’étude des obstructions est un outil classique, voir par exemple T. Kadeishvili [Kad80], A. Prouté
[Pro85]. Elle doit son existence au fait que 'opérade des A .-algébres est un modele cofibrant mi-
nimal au sens de M. Markl [Mar96] pour 'opérade des algebres associatives. Nous n’adoptons pas
ici ce point de vue lui préférant une approche naive.

Les A -algebres

Soit V' un objet gradué. Soit des morphismes gradués
b VI SV, 1<i<n+1,

de degré +1. Notons b la codérivation de T[";L +1]V donnée par la suite

(b17 .. '7bn7b’n+1)'

Posons
c(by, ... bp) = Y b;(1% @b, @ 1)
2<i<n
ou les entiers j, k, [ vérifient j +k+1=n+1et j+ 1+ =i. Rappelons que i; et p, 1 désignent
les morphismes canoniques

c c n+1
VTV ot N
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Lemme B.1.1 Supposons que la codérivation de la cogébre %V donnée par la suite

(b1, .., bp)

est une différentielle.

a. La codérivation

2. mc e
T VTV

est égale i1 0C 0Py, ot C: VO LV est donné par
C = blbn+1 + bn+1b1 + C(bg, ey bn)7

ici la derniére occurrence de by désigne la différentielle de (V, b1)®”+1.

b. Le morphisme gradué c(ba, ..., by,) est un cycle de
(Homg,c (V"1 V), 4),

ot la différentielle § est induite par celle du complexe (V,by).

En particulier, la codérivation b est une différentielle si et seulement si le cycle c(ba, ..., b,) est
égal au bord —0(by41).

Démonstration :  a. Notre hypothese implique que le carré b? se factorise par p,;1. L'image de la
comultiplication A est incluse dans

TeVeT,V Ty, VoTi, V.

[n

On a donc 1'égalité
AV =100+ ®@1)A =0.

On en déduit que I'image de b? est incluse dans ker A = V. Ceci nous donne la factorisation par ;.
Un calcul direct nous donne la formule pour (.
b. D’apres le premier point, on a

biob>=bob?>=0b%0b=0b%0b,

ott la derniere occurrence de b; désigne la différentielle de (V,b;)®"+1. Ceci montre que ¢ est un

cycle dans le complexe
(Homg,c(VE™ L V), 6).

Comme nous avons
¢= (5(bn+1) + C(bg, RN bn)

il en est de méme pour ¢(ba, ..., by,). 0

Corollaire B.1.2 Soit (A, m1) un complexe. Soit des morphismes gradués
mi: A% = A, 2<i<n+1

de degré 2—i. Supposons que les morphismes m;, 1 < i < n, définissent une structure de A, -algébre
sur A. La sous-expression

Z (_l)jk+lmi(1®j Q@ mi ® 1®l)

i kAL
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de léquation (¥,41) de (1.2.1.1) définit un cycle de (Homg,c(A®™*1, A), ). Nous le notons r(ma, ..., my).
L’équation (%,41) se récrit alors

r(ma,...,myn) + 6(mpi1) = 0.

Démonstration : Nous appliquons le lemme précédent a I'espace gradué V = SA et aux mor-
phismes gradués b; définis a I’aide des bijections b; «» m;. Ces mémes bijections envoient le mor-
phisme r(ma, ..., m;) sur le morphisme c¢(ba, ..., b,) et le morphisme §(my,41) sur 6(bp41). O

Les A, -morphismes d’A . -algebres

Les lemmes suivant se montrent de maniere similaire.

Soit V' et W deux objets gradués. Soit b et b’ des différentielles de cogebres sur les cogebres

T[% +1]V et Tﬁl +1) W. Soit une famille de morphismes gradués

F:V® W, 1<i<n+1,
de degré 0. Soit F' le morphisme de cogebres
TV — Thay

[n+1] w

qui releve les F;. Posons

o(Fr,.. . F) =) FA¥@be1%) =Y b(F .. .0F),

k>2 r>2

ou les entiers j, k,l de la somme de gauche vérifient j+k+l=n+1et j+14+1 =1, et ou la
somme des entiers i, de la somme de droite vaut n + 1.

Lemme B.1.3 Supposons que le morphisme
Fioo + TV = TigW

induit par F dans les n-primitifs est compatible aux différentielles.

a. La (F, F)-codérivation

V —T¢

)W

/ . Tc
VF—Fb:Tg
est égale a i1 0 oppy1, ot C: VETL W est donné par
C = ban+1 + Fn+1b1 —+ C(Fl, . 7Fn);

ici la derniére occurrence de by désigne la différentielle de (V,by)®"T1.

b. Le morphisme gradué c(Fy,...,F,) est un cycle de
(Homg,c(VE" T W), 6),

ot la différentielle § est induite par celles des complexes (V,by) et (W, b}).
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En particulier, le morphisme F est compatible aux différentielles de cogébres si et seulement si on

a
(5(Fn+1) + C(Fl, c ,Fn) =0.

O

Regardons maintenant le comportement de l’obstruction par rapport a la composition des
A, 41-morphismes.
Soit V' et W’ deux objets gradués. Soit d et d’ deux différentielles de cogebres sur les cogebres

T[il +1]V/ et T[% +1]W, . Soit deux morphismes de cogebres différentielles graduées

e ! e
G: T[n-l—l]V - T[n+1]

v et H:17°0 W —1TF°

/
[n+1] [n+1] W

Des calculs directs nous donnent le lemme suivant.
Lemme B.1.4  a. On a l’égalité
c(Fi,...,Fp) 0o Gi®" ™ 4 F106(Gpy1) = c((FG),. .., (FG),)
de morphismes de (V')®"+1 dans W.
b. On a l’égalité
S(Hpy1) o 18 Hioe(Fy,...,Fy) = c((HF)y,...,(HF),)
de morphismes de VS dans W', g
Corollaire B.1.5 Soit A et B deur A,41-algébres. Soit des morphismes gradués
fi: A® - B, 1<i<n+1,

de degré 1 —i. Supposons que les morphismes f;, 1 < i <n, définissent un A,-morphisme A — B.
La sous-expression

S (LAY @mp @19 =Y (=1 me(fi, © ... 9 fi,)
k#1 r#l1
de Uéquation (x*,.1) de (1.2.1.2) définit un cycle dans (Homg,c(A®"1 B),§). Nous le notons
r(f1,.-., fn). L’équation (x*,41) se récrit
T(fla v 7fn) + 6(fn+1) =0.
d

Corollaire B.1.6 Soit A’ et B’ deux A,y1-algébres. Soit g: A — A et h: B — B’ deux Apiq-
morphismes stricts. On a les égalités de morphismes

1. T(fla"'af’n) Ogl®n+1 = T((fg)l?v(fg)ﬂ)v
2. hior(fiy. ooy fu)=1((Rf)1, s (Rf)n).

L’obstruction est donc fonctorielle par rapport aux morphismes stricts.
Démonstration : C’est la traduction du lemme B.1.6 appliqué aux constructions bar des

algtbres A, A’, B et B’. Les morphismes g et h étant stricts, on a H,y1 = 0 et G,11 = 0. Les
équations de (B.1.6) se traduisent alors par celles du corollaire. O
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B.2 Théorie de ’obstruction pour les polydules

Les démonstrations de cette section étant presque identiques a celles de la section 1.2.2, nous
nous contentons d’énoncer les résultats. Soit C et C’ les catégories de base de la section 2.1.

Lemme B.2.1 Soit A une A,-algebre. Soit (M, mM) un compleze. Soit des morphismes gradués
miw:M®A®i_1—>]\47 2<i<n+1,

de degré 2—i. Supposons que les morphismes m;, 1 < i < n, définissent une structure de A,-module
sur M. La sous-expression

Z (=1)7%Hm;(1%7 @ my, @ 1%)
i,k#1

de Uéquation (%), 1) de (2.8.1.2) définit un cycle de (Homg,c/(M & A®™ M),0), ot § est induit
par mi' et m}. Nous le notons r(mo, ..., m,). L'équation (), ) se récrit alors

r(ma,...,my) 4+ 6(myy1) = 0.
O

Lemme B.2.2 Soit A une A,-algébre. Soit M et N deux A,yi-modules sur A. Soit des mor-
phismes gradués

fi: M@ A®1 & N, 1<i<n+1,

de degré 1 —i. Supposons que les morphismes f;, 1 <i < n, définissent un A, -morphisme M — N.
La sous-expression

S LEAY @ mp ©1%0) = Y ma (£ ©1°)
k#1 s7#£0

de léquation (xx;, ) de (2.3.1.5) définit un cycle dans
(Homgrc/ (M ® A®n, N), 5)
Nous le notons r(fi,..., fn). L'équation (x*;,,,) se récrit alors

T(fla“-vfn) +5(fn+1) =0.

O

Lemme B.2.3 Soit A une Ay-algébre. Soit M’ et N' deux A,y1-modules. Soit g : M' — M et
h: N — N’ deuz An.1-morphismes stricts. On a les égalités de morphismes

1. T(fla"'vfn) °n® 19" = T((fg)lw--;(fg)n),
2. hior(fi, ..y fu)=1((Rf)1, - (Rf)n).
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B.3 Théorie de ’obstruction pour les bipolydules

Les démonstrations de cette section sont omises car elles sont similaires a celles de la section
B.1. Soit C, C’ et C” les catégories de base de la section 2.5.

Soit A et A” deux A.-algebres dans C et C”. Dans ce qui suit, r et ¢ désignent deux entiers
> 0 et £ désigne I'ensemble des couples d’entiers (i,7) tels que 0 < i <ret 0 <j<t-—1, ou,
0<i<r—1et0<j<t (voir le graphique ci-dessous). L’ensemble £’ est égal & £ \ (0,0).

J J
A A
oo oo e e e eees
R T Lo o e e e e
)0 0 0 0 6 0 0 = ; o o 6 6 0 0 = ;
0 r 1 r
ensemble £ ensemble &’

Soit M un objet différentiel gradué de C’. On note sa différentielle mg . Soit
mij AT @M@ A" - M- M, 0<j<t 0<i<r, (i,5)#(0,0),
un morphisme gradué de degré 1 — 4 — j dans C'.

Lemme B.3.1 Supposons que les morphismes m; j, (i,j) € &', vérifient les équations (¥} ;),
(k,1) € &, de la définition 2.5.1.1. La sous-expression

(_1>j+i(|m*\)m.’.(1®i ® My ® 1®j)
*#{1,(0,0),(r,t)}

de léquation (x),) définit un cycle de
Homgrcr(A®T RM® A//®t, M)

On le note c(mi,j, (i,j) € 5’). Les morphismes m; ;, 0 < j < t, 0 <14 < r, vérifient [’équation
(x7.4) si et seulement si on a l’égalité

§(mry) = c(myy, (i,5) €E').

Soit M et N deux A-A"-bipolydules dans C’. Soit
fij AP Me A -~ M M, 0<j<t 0<i<r

un morphisme gradué de degré —i — j dans GrC’.
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Lemme B.3.2 Supposons que les morphismes fij, (i,j) € &, vérifient les équations (x*];),
(k,1) € &, de la définition 2.5.1.1. La sous-expression

Ym0, ("D TTIme s (199 ® fry ©190) = .
Z*g{L(o,o)}(‘1)J+1(‘m*|)f.,.(1®1 ® My ® 1%7)

de ’équation (xx ;) est un cycle de
Homgrcl (A®r QM ® A”®t, N)

On le note c/(fm-, (i,5) € 5). Les morphismes f; j, 0 < j <t, 0 <1i <r, vérifient 'équation (x*]. ;)
st et seulement si on a [’égalité

§(fre) = (fij, (1,5) €E).

On regarde maintenant la compatibilté de 'obstruction aux morphismes stricts.
Soit M’ et N’ deux A-A’-bipolydules et

g:M — M e h:N-—N'
deux A,-morphismes stricts de bipolydules donnés par des morphismes gradués de degré 0 dans

grc’
go’oiM/—>M et ho’oiN—>N/.

On définit les morphismes
(fog); et (hof)i;, 0<j<t, 0<i<r,
par les mémes formules que celles donnant la compositions des morphismes de bipolydules.
Lemme B.3.3 On a les égalités suivantes :
1. (fij, (4,5) €E) o (18" @ go,o ® 19%) =/ ((f 0 9)ij, (i,4) € E),

2. hoood (fij, (i,4) €E) = ((ho fij, (i,7) €E).

B.4 Cohomologie de Hochschild et théorie de 1’obstruction
pour les A -structures minimales

Dans cette section, on rappelle la cohomologie de Hochschild d’une algebre graduée a coefficients
dans un bimodule gradué. Nous établissons ensuite une théorie de 'obstruction des A, .-algebres
minimales (resp. des A,.-morphismes entre A.-algebres minimales et des homotopies entre ces
A o-morphismes).
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Rappel sur la cohomologie de Hochschild

Soit C une catégorie de base telle que dans le chapitre 1. Soit A € GrC une algebre associative.
On considére A comme une Ao-algebre dont mo = p et m; = 0 pour tout i # 2. Rappellons que
(BA)T est la construction bar co-augmentée de A. Soit coder((BA)™) l'espace des codérivations
(BA)T — (BA)™. 1l est gradué par le degré des codérivations. L’application

§:D—b oD —(-1)PIDop?,

ot b est la différentielle de (BA)* et D est de degré |D|, définit une différentielle sur coder((BA)™).
Nous montrons (comme dans le lemme 1.1.2.2) que nous avons une bijection naturelle

coder((BA)Y) — Homg,c((BA)™, 5A)
D — pobD.

Ainsi, une codérivation D est déterminée par les composantes de p; o D
D;: (SA)®" = SA, i>0.

Les bijections b; «<» m;, ¢ > 1, de la section 1.2.2 (complétée de la bijection qui associe au morphisme
by : e — SA le morphisme my = —wbg : € — A) nous donnent une bijection

Homg.,-c((BA)%k7 SA) L> H Homgrc(A@)i, A)
>0

Le complexe de Hochschild est défini par ces bijections comme

C(A, A) = S7 [ [ Homg,c (A%, A).

i>0
Sa différentielle 6 e, envoie un morphisme f : A®™ — A de degré r sur le morphisme
5Hoch(f) PA®TL A

donné par la somme
DDA @ p @ 199) + (1) (1 ® f) + (<1) u(fi © 1).

Sile degré de f est nul, nous retrouvons la définition habituelle (voir par exemple [CE99, Chap. IX]).
Soit M € GrC un A-A-bimodule. Le complexe de Hochschild a coefficients dans M est ’espace

C’(A7 M) = H Hom(_;r(:(A@i7 M),
>0

sa graduation est induite par la graduation de I’espace

[ Homg,c((SA)®", SM)

i>0

et sa différentielle dg,cn est définie par la méme formule que précédemment. La cohomologie
de Hochschild de A a coefficients dans M est la cohomologie de C(A, M). Si A est unitaire, le
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complexe C'(A, M) est homotopiquement équivalent au sous-complexe de Hochschild réduit (voir
[CE99, Chap. IX])

C(A,M) = H Homgrc(Z@, M),

i>0

ot A est le conoyau de 'unité de A. La différentielle de C(A, M) est induite par celle de C'(A, M).

Obstruction a ’extension d’une A,-algébre minimale en une A, ;-algébre minimale
Lemme B.4.1 Soit A une algébre graduée de GrC. Soit des morphismes gradués
m; : A% — A, 3<i<n,

de degré 2—1i. Nous posons my = p. Supposons que les morphismes m;, 2 < i < n—1, définissent
une structure de A,-algébre minimale sur A. La sous-expression

> (=1 m (1% @ my @ 19
i,k¢{1,2}

de Uéquation (#p41) de (1.2.1.1) définit un cycle de Hochschild. Nous le notons r(ms, ..., mp_1).
L’équation (x,41) se récrit alors

OHoch(Myn) + r(ms,...,mp_1) =0.

Démonstration : Soit la suite des morphismes b;, 2 < i < n, donnés par les bijections b; < m;
(voir 1.2.2). On note D la codérivation de (BA)™ telle que les composantes de p; o D sont données
par la suite

(0,0,b2,...,bp—1,b,,0,...).

Comme les m;, 2 < ¢ < n — 1, définissent une structure de A,-algebre minimale, le carré de la
codérivation D restreint a la sous-cogebre T[%] S A est nul. On en déduit que la composition

AoD?*=(1®D*+D*®1)0A

s’annule sur le sous-espace (SA)®" 1. 1l s’ensuit que I'image par D? du sous-espace (SA)®"+1 est
contenue dans ker A = SA et que celle du sous-espace (SA)®"+2 est contenue dans (SA)®2 @ SA.
Ainsi, sur le sous-espace (SA)®"+2, on a I’égalité

D?oby = D% = by 0 D?.

Ceci montre que 1’élément
DZ‘(SA)QZerl S Hom((SA)®”+1,S’A)

est un cycle. La premiere assertion du lemme est déduite du fait que I’élément
w(D?|(s.a)yen+1)
correspond a ’élément r(ms, ..., my,_1) par 'isomorphisme de complexes
S~ Homg,c((BA)T, SA) = C(A, A).

La derniere assertion du lemme est immédiate. O

Obstruction a I’extension d’un A, -morphisme entre A -algébres minimales en un A, -
morphisme
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Lemme B.4.2 Soit A et A’ deuzx A,o-algébres minimales. Soit
g (A,ma) — (A", mj)
un morphisme d’algébres graduées. Soit des morphismes gradués
fi: A®T - A 2<i<n,

de degré 1 — i. Nous posons f1 = g. Supposons que les morphismes f;, 1 < i < n —1, définissent
un A, -morphisme A — A’. La sous-expression

Z (—1)FH (1% @ my, @ 19) — Z (=1 *my(fi, ®...® fi,)
k¢{1,2} ré&{1,2}
de Uéquation (xxp41) de (1.2.1.2) définit un cycle de Hochschild dans C(A, A"); la structure de

A-bimodule sur A’ est donnée par g. Nous notons ce cycle r(fa, ..., fn—1). L’équation (x%,41) se
récrit alors

6Hoch(fn) + T(f?a .. wfnfl) =0.
]

Obstruction a ’extension d’une A,-homotopie entre A.-morphismes d’A .. -algébres
minimales en une A, ;-homotopie

Lemme B.4.3 Soit A et A’ deuzx A.o-algébres minimales. Soit [ et g deur Ao.-morphismes
A — A’. Soit des morphismes gradués

hi + A% — A’ 2<i<n,

de degré —i. Posons hi = 0. Supposons que les morphismes h;, 1 <i<mn—1, définissent une
homotopie entre f et g considérés comme A,-morphisme A — A’ (on a alors f1 = g1). La sous-
exrpression

( - > (meap(f®. @ fi, Q@ g, ® ... @ g,)+
r+1+tg{1,2}

- Z (—1)* (1% @ my @ 19%) + fry1 — gn+1>

k¢{1,2}
de Uéquation (* x x,41) de la définition 1.2.1.7 définit un cycle de Hochschild dans C(A, A’); la
structure de A-bimodule sur A’ est donnée par f1 et g1. Nous notons ce cycle r(ha, ..., hn_1).

L’équation (x * x,11) se récrit alors

(;Hoch(hn) + T(hg, ceey hnfl) =0.
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Notations

C, C, C(0,0)
X, Qo

€, €0

grC

cC

C

S

s

w=s""1
C(f)
(f)

&q

Cof

Fib

ECa Ef7 Ecr

HoE
tria A

Tria A

o 3

|

TV, TV

Les notations de base

corps de base

catégories monoidales ambiantes

produit tensoriel

élément neutre pour le produit tensoriel
catégorie des objets gradués de C

catégorie des objets différentiels gradués de C
bicatégorie ambiante (& partir du chapitre 4)
suspension des objets de GrC et CC
morphisme de foncteurs 1 — .S

morphismes de foncteur S — 1

cone d’'un morphisme f

bord d’un morphisme gradué entre deux complexes

Les catégories de modeles et catégories triangulées

classe des équivalences faibles

classe des cofibrations

classe des fibrations

sous-catégories des objets cofibrants, des objets fi-
brants et de objets cofibrants et fibrants de E
catégorie homotopique de E

sous-catégorie triangulée engendrée par les objets de
A

sous-catégorie triangulée (aux sommes infinies) en-
gendrée par les objets de A

Les A -algébres et les algébres

unité

morphisme d’augmentation

augmentation de A

réduction d’une algebre augmentée
algebre tensorielle réduite et augmentée
construction bar réduite d'une A.-algebre

20
20, 62, 112
20, 112
20, 112

20

21

112, 133
21

21

21

76

21

202
202
202
203

203
172

172

62
62
62
62
22, 83
28
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BtA construction bar augmentée d’une A -algebre aug- 83, 68
mentée
b4, b différentielle de la construction bar 28
(km), (*km), équations de type A 25, 25, 26
(k%)
7(Meay--yMy) cycle mesurant les obstructions 208, 215
T(foyovosfn) cycle mesurant les obstructions 210, 216
UA algebre enveloppante d’une A -algebre A 84
Alg catégorie des algebres différentielles graduées 23
Alga catégorie des algebres dg augmentées dont les mor- 63
phismes sont augmentés
Alg catégorie des A -algebres 25
Alga catégorie formée des A o-algebres augmentées dont 81
les morphismes sont augmentés
(Algoo) b catégorie des A -algebres homologiquement uni- 106
taires dont les morphismes sont homologiquement
unitaires
(Algoo)u catégorie des A -algebres strictement unitaires dont 106
les morphismes sont homologiquement unitaires
(/—\Igoo) u catégorie des A -algebres strictement unitaires dont 106
les morphismes sont strictement unitaires
A— AM, ) cofibration standard de Alg 37
C*(A, M) complexe de Hochschild de A & coefficients dans M 214
C"(A, M) complexe de Hochschild réduit 215
OHoch bord de Hochschild 214
T cochaine tordante 67
TA, TC cochalnes tordantes universelles 69
Les A -cogébres et les cogebres
Ch n-primitifs de C' 23
n co-unité 64
€ morphisme de co-augmentation 64
cr co-augmentation d’une cogebre C' 64
C réduction d’une cogebre co-augmentée C' 64
TV, T°V cogebre tensorielle réduite et co-augmentée 24, 64
EV n-primitifs de la cogebre T¢C 30
QcC, QtC construction cobar réduite et co-augmentée 30, 68, 68
Cog catégorie des cogebres différentielles graduées 24
Cogc catégorie des cogebres dg cocompletes 24
Qis classe des quasi-isomorphismes 51
Qisf classe des quasi-isomorphismes filtrés 51
Cog, catégorie des A ,-cogebres 30
Les polydules, les bipolydules et les modules
BM construction bar d’'un A-polydule 83
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R.M, RM
M, C
r(ma,...,my,)

T(élv"')fn)
HomA/(X,f)
704 X
Mod A

DA
Nod,, A

( Nod A)u
Nodstrict A
Mod,, A
Modstrict A
Hoo A

DA
N A

Weed),

CocA

Mod(A, A’)
Nod . (A, A')

(Nodoo (4, A7),

Mod (A, A)
Modstict (A, A)

Hoo(A, A)

Doo(A,A)
N (A, A)

(Noo(4, 49),,

Coo(A, A

produit tensoriel tordu M ®, C
produit tensoriel tordu

cycle mesurant les obstructions
cycle mesurant les obstructions
foncteur standard

foncteur standard

catégorie des A-modules différentiels gradués uni-
taires

catégorie dérivée de Mod A

catégorie des A-polydules (non nécessairement stric-
tement unitaires)

sous-catégorie pleine de Nod,, A formée des A-
polydules strictement unitaires

catégorie ayant les mémes objets que Nod., A et dont
les morphismes sont les A,.-morphismes stricts
catégorie des A-polydules strictement unitaires
Nodstict A N Mod,, A

catégorie Mod, A quotientée par la relation d’homo-
topie

catégorie dérivée de Mod, A

catégorie différentielle graduée des A-polydules (non
nécessairement strictement unitaires)

sous-catégorie de N A formée des A-polydules stric-
tement unitaires

catégorie différentielle graduée des A-polydules stric-
tement unitaires

catégorie des A-A’-bimodules dg unitaires

catégorie des A-A’-polydules (non nécessairement
strictement unitaires)

sous-catégorie pleine de Nodo, (A, A’) formée des A-
A’-bipolydules strictement unitaires

catégorie des A-A’-polydules strictement unitaires
catégorie ayant les mémes objets que Nod, A et dont
les morphismes sont les A,,-morphismes stricts
catégorie Mod (A, A’) quotientée par la relation
d’homotopie

catégorie dérivée de Mod, (A4, A")

catégorie différentielle graduée des A-A’-bipolydules
(non nécessairement strictement unitaires)
sous-catégorie pleine de N (A, A") formée des A-A’-
bipolydules strictement unitaires

catégorie différentielle graduée des A-A’-bipolydules
strictement unitaires

Les comodules

n-primitifs de NV

67
67
211
211
113

114
63

76
80

109
80
81
81
122

118
138

138

138

93
92

110

92
95

130

131
139

139

139

65
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L.N,LN
N®, A
Oc, O
Com(C
Comc(C
DC

Y

Nuncs (A, B)
F(A,B)

(Nunc (A, B)),
Funceo (A, B)

B
nateo

caty

>

produit tensoriel tordu N ®, A

produit tensoriel tordu

produit cotensoriel au-dessus de C'

catégorie des comodules dg unitaires
catégorie des comodules dg cocomplets sur C'
catégorie dérivée de ComcC'

Les Ao -catégories et les Ao -foncteurs

bicatégorie des ensembles

ensembles : objets de C

A o-catégories

ensembles des objets des A .-catégories A et B
produit tensoriel de C(A, A)

A -foncteurs

applications sous-jacentes des A -foncteurs

A -foncteur identité de A

morphisme identité d’un objet A € A

A -catégorie tordue par x

A -foncteur tordu par x

bipolydule tordu par = et x’

complétion d’un objet topologique

produit tensoriel complet

catégorie des algebres locales commutatives

cogebre tensorielle complete réduite

A -catégorie des objets tordus de A

polydule représenté A(—, A)

A -foncteur de Yoneda

A -catégorie des A-foncteurs 4 — B (non
nécessairement strictement unitaires)

A -catégorie Nuncy, (A, B) munie des compositions
naives

sous-catégorie pleine de Nunc.(A,B) formée des
A -foncteurs strictement unitaires

A -catégorie des A -foncteurs A — B strictement
unitaires

produit cotensoriel

2-catégorie (non 2-unitaire) des petites Aqo-
catégories (non nécessairement strictement unitaires)
2-catégorie des petites A-catégories strictement
unitaires

A o-foncteur de Yoneda généralisé

67
67
114
65
66
7

133
133
135
135
134
136
136
136
136
136
148, 158
149, 159
151, 159
153
153
154
156
165
162
162
181

177
188
185

183
184

185
186

186
195



Index

A -algebre, 25 bipolydule, 92, 137
topologique, 153 tordu, 151, 159
A -catégorie, 135
tordue, 148, 158 catégorie
A -cogebre, 27 A o-pré-triangulée, 171
A -équivalence, 196 de Frobenius, 76
A -foncteur, 136 de modeles, 202
de Yoneda, 162 dérivée, 76, 88, 94, 118, 126, 129
de Yoneda généralisé, 186 différentielle graduée, 135
pleinement fidele, 162 homotopique, 203
tordu, 149, 159 stable, 76
A -isomorphie, 195 triangulée algébrique, 172
Ac-module, 79 co-augmentée (cogebre), 64
Ac-morphisme, 25, 80 co-augmentation, 64
strict, 25, 80 co-induction, 65

A -pré-triangulée (catégorie), 171
Acc-quasi-isomorphisme, 26, 80 cochaine tordante, 31, 67
An—algébre, 25 acychun 68
Ap-module, 79 admissible, 67

A, -morphisme, 25, 79
acyclique (cochaine), 68
adjonction de Quillen, 204

co-unitaire, 64, 65

généralisée, 124
universelle, 69
cocomplete (cogebre), 23

admissi‘ileA 67 cocomplet (comodule), 66
coc\g1ne,34 codérivation, 23, 65, 109, 183
COBEDIC, cofibrant, 203

comodule, 71
filtration, 34
algebre, 22
différentielle graduée, 23
enveloppante, 84, 127
graduée, 23
libre, 22
presque libre, 23
réduite, 62
tensorielle augmentée, 83
tensorielle réduite, 22
augmentation, 62, 81

cofibration, 202
cofibration standard (de Alg), 37
cofibration standard (de Mod A), 72
cogebre, 23

admissible, 34

co-augmentée, 64

cocomplete, 23

réduite, 64

tensorielle réduite, 24
colibre (comodule), 66
comodule, 65

admissible, 71
A-B-bimodule, 133 cocomplet, 66
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colibre, 66
différentiel gradué, 65
gradué, 65
presque colibre, 66
compact (objet), 172
complétion, 153
complexe, 21
filtré, 34
cone d'un A ,.-morphisme, 90

construction bar, 28, 68, 83, 93

construction cobar, 30, 68
contractant, 153
contraction, 54
corestriction, 65

cylindre, 202

dérivation, 22, 63
différentielle tordue, 67

élément tordant, 145, 154
équivalence de Quillen, 204
équivalence faible, 202

d’A -foncteurs, 192
exhaustive (filtration), 34
extension, 164
extension scindée, 164

fibrant, 203

fibration, 202

filtration, 34
admissible, 34
C-primitive, 35
exhaustive, 34
primitive, 23, 35, 66

foncteur
de Quillen, 204
dérivé, 204
standard, 113, 114

générateur, 172

H-unitaire, 119, 123
hauteur, 164
Hochschild
complexe, 214
complexe réduit, 215
homotopie, 22-24, 50, 63, 65
a gauche, 203

A -morphismes, 26, 80, 81

identité
d’un objet, 135
le foncteur, 136
induction, 63
irréductible, 22
isomorphie, 195

lemme clef, 140
lemme de perturbation, 54
libre

algebre, 22

module, 63

Maurer-Cartan (équation), 100, 146

modele différentiel gradué, 171
modele minimal, 54, 105
module, 63

différentiel gradué, 63

gradué, 63

libre, 63

presque libre, 63
A-module, 133

objet de chemins, 203
objet filtré, 34

objet gradué, 20
objet tordu, 163, 165
obstruction, 207

perturbation, 54
polydule, 79, 137
topologique, 153
presque colibre (comodule), 66
presque libre
algebre, 23
module, 63
n-primitifs, 23, 66

produit tensoriel tordu, 67, 125

quasi-isomorphisme filtré, 34

R-A -catégorie, 154
réduite (algebre), 62
réduite (cogebre), 64
résolution cofibrante, 203
résolution fibrante, 203
réduction, 81
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relevement, 201
restriction, 63

saturée (classe), 202
scindée (extension), 164
strict (Aso-morphisme), 25, 80
strictement unitaire
A -algebre, 81
bipolydule, 92
élément de Homyync,, (f1, f2), 185
homotopie, 98
polydule, 81
suspension, 21, 79

tensorielle augmentée (algebre), 83
tensorielle réduite (algebre), 22
tensorielle réduite (cogebre), 24
tensoriellement nilpotent, 146
topologie, 153

torsion, 148, 149, 151, 158, 159
triviale (cofibration), 202

triviale (fibration), 202

unité
homologique, 98
stricte, 81
universelle (cochaine), 69

Yoneda (A-foncteur de), 162

Yoneda généralisé (A -foncteur de), 186



Sur les A,-catégories
Kenji Lefevre-Hasegawa

Résumé : Nous étudions les Ao-algebres Z-graduées (non nécessairement connexes) et leurs Aoo-
modules. En utilisant les constructions bar et cobar ainsi que les outils de ’algebre homotopique de Quillen,
nous décrivons la localisation de la catégorie des Aoo-algebres par rapport aux Aso-quasi-isomorphismes.
Nous adaptons ensuite ces méthodes pour décrire la catégorie dérivée Do A d’une A o-algeébre augmentée
A. Le cas ou A n’est pas muni d’une augmentation est traité différemment. Néanmoins, lorsque A est
strictement unitaire, sa catégorie dérivée peut étre décrite de la méme maniere que dans le cas augmenté.
Nous étudions ensuite deux variantes de la notion d’unitarité pour les Aoc-algebres : 'unitarité stricte et
I'unitarité homologique. Nous montrons que d’un point de vue homotopique, il n’y a pas de différence entre
ces deux notions. Nous donnons ensuite un formalisme qui permet de définir les A -catégories comme des
A c-algebres dans certaines catégories monoidales. Nous généralisons a ce cadre les constructions fonda-
mentales de la théorie des catégories : le foncteur de Yoneda, les catégories de foncteurs, les équivalences de
catégories... Nous montrons que toute catégorie triangulée algébrique engendrée par un ensemble d’objets
est Ao-prétriangulée, c’est-a-dire qu’elle est équivalente & H’tw.A, ol tw.A est I’Ao-catégorie des objets
tordus d’une certaine A.o-catégorie A.

Discipline : mathématiques
Mots-clés : A .-catégorie, algébre & homotopie pres, catégorie dérivée, algebre homologique, catégorie
triangulée, construction bar

On A_-categories
Kenji Lefevre-Hasegawa

Abstract : We study (not necessarily connected) Z-graded A-algebras and their Ao-modules. Using
the cobar and the bar construction and Quillen’s homotopical algebra, we describe the localisation of the
category of A .-algebras with respect to Aso-quasi-isomorphisms. We then adapt these methods to des-
cribe the derived category Do A of an augmented Aoc-algebra A. The case where A is not endowed with
an augmentation is treated differently. Nevertheless, when A is strictly unital, its derived category can
be described in the same way as in the augmented case. Next, we compare two different notions of A -
unitarity : strict unitarity and homological unitarity. We show that, up to homotopy, there is no difference
between these two notions. We then establish a formalism which allows us to view A-categories as Aoo-
algebras in suitable monoidal categories. We generalize the fundamental constructions of category theory
to this setting : Yoneda embeddings, categories of functors, equivalences of categories... We show that
any algebraic triangulated category 7 which admits a set of generators is Ao-pretriangulated, that is to
say, T is equivalent to Htw.A, where twA is the Ao-category of twisted objets of a certain A ,-category A.

Keywords : A..-categorie, homotopy algebra, derived category, homological algebra, triangulated cate-
gory, bar construction

Adresse : Kenji Lefevre-Hasegawa, Théorie des Groupes, Case 7012, 2 place Jussieu, F-75251
Paris Cedex 05, France
Adresse électronique : lefevre@math. jussieu.fr



