
THÈSEDE DOCTORAT
de

l’ UNIVERSITÉ PARIS 6
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surconvergents,théoriedeHodgep-adique.

17 Mai 2001



REPRÉSENTATIONS p-ADIQ UES ET ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES

Laur ent Berger

Résuḿe. — Danscetarticle,onmontrecommentassocier̀a touterepŕesentationp-adiqueV ,
via la théoriedes

�������
K � -modulesdeFontaine,uneéquationdifférentiellep-adiqueD†

rig
�
V � ,

c’est-̀a-direun moduleà connexion surl’anneaudeRobba.
Cetteconstructionpermetdefairele lien entrela théoriedes

���	���
K � -moduleset la théoriede

Hodgep-adique.OnmontreparexemplecommentconstruireDcris
�
V � etDst

�
V � directement̀a

partir deD†
rig
�
V � , cequi permetdereconnâıtre lesrepŕesentationssemi-stablesou cristallines;

la connexion estalorsunipotenteou triviale.Alli éeàdestechniquesdela théoriedeséquations
différentiellesp-adiques,l’ étudedu moduleD†

rig
�
V � permeten outrede donnerunenouvelle

démonstrationd’un théor̀emedeSencaract́erisantlesrepŕesentationsCp-admissibles.
Finalementon peututiliser les résultatspréćedentspour étendreau casd’un corpsrésiduel

parfait quelconquedesrésultatsde Hyodo (H1
g 
 H1

st ), de Perrin-Riou(sur la semi-stabilit́e
desrepŕesentationsordinaires),deColmez(lesrepŕesentationsabsolumentcristallinessontde
hauteurfinie), etdeBlochetKato(si r � 0, alorsl’exponentielledeBloch-KatoexpV � r  estun
isomorphisme)dontlesdémonstrations(dansle casd’un corpsrésiduelfini) reposaientsurdes
consid́erationsdedimensionsdegroupesdecohomologiegaloisienne.

Abstract(p-adic representationsand differential equations). — In this paper, we associate
to every p-adicrepresentationV a p-adicdifferentialequationD†

rig
�
V � , thatis to saya module

with aconnectionovertheRobbaring. Wedothisvia thetheoryof Fontaine’s
���	���

K � -modules.
Thisconstructionenablesusto relatethetheoryof

�������
K � -modulesto p-adicHodgetheory.

We explain how to constructDcris
�
V � and Dst

�
V � from D†

rig
�
V � , which allows us to recog-

nizesemi-stableor crystallinerepresentations;theconnectionis theneitherunipotentor trivial.
Along with techniquesfrom the theoryof p-adic differentialequations,the studyof D†

rig
�
V �

allowsusto giveanew proof of Sen’s theoremcharacterizingCp-admissiblerepresentations.
Finally wecanusethepreviousresultsto extendto thecaseof arbitraryperfectresiduefields

someresultsof Hyodo(H1
g 
 H1

st ), of Perrin-Riou(thesemi-stabilityof ordinaryrepresenta-
tions),of Colmez(absolutelycrystallinerepresentationsareof finite height),andof Bloch and
Kato (if r � 0, thenBloch-Kato’sexponentialexpV � r  is anisomorphism),whoseproofs(for a
finite residuefield) reliedon thestudyof dimensionsof Galoiscohomologygroups.
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avec moi sesidéeset sesconnaissances,et pour m’avoir consacŕe beaucoupde sontempset
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Enfin,je tiensparticulìerement̀aremercierNicolasTosel,qui m’aappristantdemath́ematiques.





TABLE DES MATI ÈRES
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rig � K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

V. Structuresdiff érentiellessur les
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INTR ODUCTION

0.1. Généralit éset notations

Danstout cetarticlek estun corpsparfait decaract́eristiquep, et F estle corpsdesfractions

de l’anneaudesvecteursde Witt à coefficientsdansk. Soit K uneextensionfinie totalement

ramifiée de F , ce qui fait que le corpsrésiduelde � K s’identifie à k et que le corps K est

completpourla valuation � p qui étendcelledeF . SoitCp le compĺet́ed’uneclôturealgébrique

K de K . On s’intéresseraauxrepŕesentationsp-adiquesV du groupedeGaloisabsoluGK 

Gal

�
K � K � c’est-̀a-dire aux Qp-espacesvectorielsde dimensionfinie d munis d’une action

linéaireet continuedeGK .

J-M. Fontaineaconstruitdans[20] uneéquivalencedecat́egoriesV �� D
�
V � entrela cat́egorie

de toutesles repŕesentationsde GK et la cat́egoriedes
���	���

K � -modulesétales(le foncteur

inverseestnot́e D �� V
�
D � ). Un

���	���
K � -moduleestun espacevectorielde dimensionfinie

sur un corpslocal BK de dimension2 muni d’une action semi-lińeaired’un Frobenius
�

et

d’une action semi-lińeairede
�

K commutantà celle de
�

. Un tel moduleest étalesi
�

est

de pente0 ( � unit root � ). Le corpsBK est isomorphe(non canoniquement)̀a l’anneaudes

séries k � Z akTk en l’ind étermińeeT où la suiteak estunesuiteborńeed’élémentsde F et

limk � ��� a� k 
 0. L’action de
�

et de
�

K est assezcompliqúeeen géńeral mais si K est

non-ramifíe (K 
 F), alors on peut choisir T de telle sorteque
�	�

T � 
 �
1  T � p � 1 et� � T � 
 �

1  T �"! �$#� � 1 (dansle corpsdu texte, T estégalà un élément% K construitvia la

théorieducorpsdesnormeset l’action de
�

etde
�

K provientd’uneactionnaturelle; si K 
 F ,

on a % K 
 % 
 [ & ] � 1).

L’anneauBK estassezdésagŕeablemais il contientl’anneauB†
K dessériessurconvergentes,

c’est-̀a-direl’anneaudessériesA
�
T � 
 k � Z akTk où la suiteak estunesuiteborńeed’élé-

mentsde F et il exister ' 1 tel quela série A
�
T � convergesurunecouronnenon-videdu type(

z ) Cp
�
r '+* z *,' 1- . Le théor̀emeprincipalde[6] estquetout

���	���
K � -moduleétaleprovient



12 INTRODUCTION

par extensiondesscalairesd’un � modulesurconvergent � ; plus préciśementon a le résultat

suivant

Théor̀eme0.1. — Si D estun
���	���

K � -moduleétale, alors l’ensembledessous-B†
K -modules

libresdetypefini stablespar
�

et
�

K admetunplusgrandélémentD† etona D 
 BK . B†
K

D†.

Le fait quel’ensembledessous-B†
K -moduleslibres de typefini stablespar

�
et
�

K admetun

plus grandélémentestun résultatde Cherbonnier[5], et moyennantce résultat,le théor̀eme

est énonće dans[6] de manìere duale (via le foncteur D �� V
�
D � ) sousla forme � toute

repŕesentationde GK estsurconvergente� . Grâceà ce résultat,on va pouvoir tensoriserau-

dessusde B†
K avec l’anneaude RobbaB†

rig� K (apparaissantdansles théorie des équations

différentiellesp-adiques),constitúe dessériesA
�
T � 
 k � Z akTk tellesqueak ) F et qu’il

existe r ' 1 tel quela série A
�
T � convergesurunecouronnenon-videdu type

(
z ) Cp

�
r '* z */' 1- (sanscondition de croissanceau voisinagede

(
z ) Cp

� * z * 
 1- ). Ceci va nous

permettre,si V estunerepŕesentationp-adiquede GK , d’une part de retrouver les invariants

Dcris
�
V � et Dst

�
V � assocíesà V par la théoriedeHodgep-adiqueet, d’autrepart,enutilisant

l’action infinitésimalede
�

K , d’associer̀a V un moduleà connexion D†
rig
�
V � sur l’anneaude

RobbaB†
rig � K . Cet article rassembleun certainnombrede résultatsque l’on peutobtenirvia

l’ étudedecemoduleà connexion : caract́erisationdesrepŕesentationsabsolumentcristallines,

semi-stables,de de Rhamet Cp-admissibleset applications̀a la conjecturede � monodromie

p-adique� .

0.2. Théorie de Hodge p-adique et
�������

K � -modules

SoientB†
log� K 
 B†

rig� K [log
�
T � ] (anneaumuni desactionsévidentesde

�
et de

�
K ), D†

rig
�
V � 


B†
rig � K . B†

K
D† � V � et D†

log
�
V � 
 B†

log� K . B†
K

D† � V � . Si V est une repŕesentationp-adique

de GK , soientDcris
�
V � , Dst

�
V � et DdR

�
V � les modulesassocíesà V par la théoriede Hodge

p-adique.Le premierrésultatestquel’on peutretrouvercesmodules

Théor̀eme0.2. — Si V estunerepŕesentationp-adiquedeGK , alors

Dst
�
V � 
 �

D†
log
�
V � [1� t ] �"0 K et Dcris

�
V � 
 � D†

rig
�
V � [1� t ] �"0 K 1

Deplus:

(1) si V estunerepŕesentationsemi-stable, alors

D† � V �2. B†
K

B†
log� K [1 � t ] 
 Dst

�
V �3. F B†

log� K [1� t ]
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(2) si V estunerepŕesentationcristalline, alors

D† � V �2. B†
K

B†
rig � K [1 � t ] 
 Dcris

�
V �3. F B†

rig � K [1 � t ]
Dansl’ énonćeci-dessusle t qui apparâıt estunélémentdeB†

rig � K surlequel
�

K agitvia � � t � 
6 � � � t et tel que
�	�

t � 
 pt ; si K 
 F , on a t 
 log
�
1  T � .

LesmodulesDcris
�
V � et Dst

�
V � sontnaturellementmunisd’un Frobenius

�
, d’un opérateurde

monodromieN et d’unefiltration. Le théor̀emepréćedentpermetderetrouver lesactionsde
�

et N, maisla recettepermettantderetrouver la filtration estsuffisamentpeuragôutantepourne

pasêtreexplicitéedanscetarticle.

Un corollairedecethéor̀emeestle résultatsuivant:

Corollaire 0.3. — Si V estunerepŕesentationcristallinedeGF , alors V estdehauteurfinie.

Cerésultatavait ét́e conjectuŕeparFontaine(voir [20,40]) et démontŕeparColmezdemanìere

trèsdétourńee(la démonstrationutilisait deuxversions[11,7] dela démonstrationdela loi de

réciprocit́econjectuŕeeparPerrin-Riou[29]) dansle casd’un corpsrésiduelfini. La démonstra-

tion donńee danscet article utilise à la placele théor̀emeci-dessuset un résultatd’analyse

p-adiquedémontŕe par Kedlaya[25]. SignalonsqueBenois[2] a par ailleursdémontŕe la loi

deréciprocit́e dePerrin-Rioupourlesrepŕesentationscristallinesdehauteurfinie cequi, com-

biné avec le résultatci-dessus,fournit une démonstrationde cetteloi de réciprocit́e dansle

casgéńeral, n’utilisant que la théoriedes
�������

K � -modules,réalisantainsi un programmede

Fontaine.

0.3. Structuresdiff érentiellessur les
���	���

K � -modules

Soit � un élémentde
�

K assezprochede 1. La série qui définit log
� � � � log

� 6 � � �"� converge

versun opérateurdifférentiel � ; si K 
 F on a � 
 log
�
1  T � � 1  T � d

dT . Si B†� rn
rig � K est

l’anneaudessériesconvergeantsur la couronne
(
p� 17 eK rn 8 * z *	' 1- (où eK 
 [K � : F� ]

et rn 
 �
p � 1� pn� 1), alors � stabiliseB†� rn

rig � K pour n assezgrandet on disposede plus de

morphismesinjectifs 9 n : B†� rn
rig� K � Kn[[ t ]] qui vérifient 9 n : � 
 t d

dt : 9 n.

Ce qui préc̀edecorrespondau casde la repŕesentationtriviale et, plus géńeralement,si V est

unerepŕesentationp-adiquedeGK et si � estun élémentde
�

K assezprochede1, la sériequi

définit log
� � � � log

� 6 � � �;� convergeversun opérateurdifférentiel � V deD†
rig
�
V � au-dessusde

B†
rig � K muni de � . Pluspréciśement,si n estassezgrand,� V stabilisele sous-moduleD†� rn

rig
�
V �
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cequi permetd’associer̀a touterepŕesentationp-adiquedeGK un moduledifférentielsurune

couronne.

En localisanten <=� 1 (où < estun racineprimitive d’ordre pn de l’unit é), ce qui revient à

consid́ererl’application 9 n : D†� rn
rig
�
V � � �

B�dR . Qp V � HK , onretombesurle moduledifférentiel

consid́eŕe parFontainedans[21, chap.3], cequi permetenparticulierderetrouver le module

DdR
�
V � à partir du noyau de cetteconnexion. En utilisant l’application > : B�dR � Cp, on

retombesurle moduledeSen; la connexion devenantunopérateurKn-linéairedontlesvaleurs

propressontles � poidsdeHodge-Tategéńeraliśes � . En particulier, V estCp-admissible(ce

qui équivautà V deHodge-Tateet toussespoidsdeHodge-Tatesontnuls)si etseulementsi cet

opérateurestnul. Utilisant cefait et destechniquesd’équationsdifférentiellesp-adiques(plus

préciśementun théor̀emedeTsuzuki[8, 39]) on obtientunedémonstrationdu résultatsuivant,

dû àSen[33], qui caract́eriselesrepŕesentationsCp-admissibles:

Théor̀eme0.4. — Si V une repŕesentationp-adiquede GK , alors les deuxconditionssui-

vantessontéquivalentes:

(1) V estCp-admissible;

(2) le sous-grouped’inertie deGK agit sur V à traversunquotientfini.

Finalement,il sortessentiellementdu théor̀eme0.2que

Théor̀eme0.5. — SoitV unerepŕesentationp-adique, alors il existen tel quela restrictionde

V à GK �$? pn  estsemi-stable(respectivementcristalline)si etseulementsi � V estuneconnexion

unipotente(respectivementtriviale) sur D†
rig
�
V � [1� t ].

0.4. Extensionsde représentationssemi-stables

Si l’on combineles différentestechniqueśevoqúeesci-dessuset le calcul de la cohomologie

galoisiennedesrepŕesentationsp-adiques[22, 7] onpeutdémontrerlesdeuxrésultatssuivants:

Théor̀eme0.6. — (1) TouterepŕesentationordinairedeGK estsemi-stable;

(2) uneextensionde deuxrepŕesentationssemi-stablesqui estde de Rhamestelle-m̂eme

semi-stable( @ H1
g 
 H1

st A ).
Cesdeuxrésultatśetaientconnusdansle casd’un corpsrésiduelfini, où on peutlesdéduirede

calculsde dimensionde groupesde cohomologiegaloisienne(ce qui n’est plus possiblesi le

corpsrésidueln’estpasfini).
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Le premieravait ét́edémontŕedanscecaslàparPerrin-Riou[28,29,30] commecorollairedes

calculsdeBloch et Kato [4] et le deuxìemeparHyodo[23, 27]. Le mêmegenredeméthodes

permetde montrerquesi V est une repŕesentationsemi-stablede GK , alors quandr � 0,

l’exponentiellede Bloch-KatoexpV � r  : DdR
�
V
�
r �"� � H1 � K � V � r �;� est un isomorphisme,

résultatdémontŕe parBloch et Kato dansle casd’un corpsrésiduelfini via desargumentsde

dimension.

Mentionnonsquel’on conjecturequetouterepŕesentationdedeRhamestpotentiellementsemi-

stable(conjecturede � monodromiep-adique� [19]) cequi a ét́e démontŕe parFontaine(non

publié) en dimension2. Le (2) du théor̀eme0.6 permetde ramenercetteconjectureau cas

irréductible.On peutesṕererqueles techniquesdévelopṕeesdansce texte permettrontde ra-

menercetteconjectureauxconjecturesdumêmenomdela théoriedeséquationsdifférentielles

p-adiques[16,25,38, 1].

0.5. Plan de l’article

Cetarticlecomportesix chapitres(§) subdivisésenno . Le premier§ estconsacŕe àdesrappels

sur les repŕesentationsp-adiqueset les anneauxde Fontaine.Dansle deuxìemeon donnela

constructiondesanneauxB†
rig et B†

log, qui sontfondamentauxpourcequi suit. On donnedans

le troisième§ uneapplicationde cesconstructions: commentretrouver Dcris
�
V � et Dst

�
V � à

partir du
���	���

K � -moduleD
�
V � . Le quatrìeme§ estconsacŕe à l’ étudede la connexion � sur

l’anneauB†
rig � K , cequi permetdedéfinir dansle cinquìeme§ l’ équationdifférentielleassocíee

àunerepŕesentationp-adique; ondonnedesapplications̀a la théoriedeFontaineet à la théorie

de Sen.Enfin dansle sixième§ on montreque les constructionspréćedentespermettentde

démontrerquecertainesrepŕesentationssontsemi-stables.

Le théor̀eme0.2estla réuniondu théor̀emeIII.6 et dela propositionIII.7. Le corollaire0.3est

l’objet du théor̀emeIII.9, le théor̀eme0.4 correspond̀a la propositionV.11 et le théor̀eme0.5

à la propositionV.6. Le premierpoint de0.6estdémontŕedansle no VI.3 et le deuxìemepoint

dansle no VI.4. Cetarticlecomportedeuxappendicespourle rendrepluslisible : undiagramme

desanneauxdepériodes,et un index desnotations.





CHAPITRE I

RAPPELS ET NOTATIONS

Ce § estentìerementconstitúe de rappelssur la théoriedesrepŕesentationsp-adiques.On se

reporteraà [6, 7, 11, 18, 19, 20] ou aussi[14] pour la démonstrationdesfaits qui sont rap-

peĺesici. Pourcequi estdela théoriedeséquationsdifférentiellesp-adiqueset desisocristaux

surconvergents,le lecteurpourrasereporterà [9, 10,16,25,38, 39].

La principalestrat́egiepour étudierles repŕesentationsp-adiquesd’un groupeG estde cons-

truiredesQp-algèbrestopologiquesB muniesd’uneactiondugroupeG etdestructuressuppĺe-

mentairesde telle manìerequesi V estunerepŕesentationp-adique,alors DB
�
V � 
 �

B . Qp

V � G estun BG-modulequi héritedecesstructures,et quele foncteurqui à V associeDB
�
V �

fournissedesinvariantsintéressantsde V . On dit qu’unerepŕesentationp-adiqueV de G est

B-admissiblesi on a B . Qp V B Bd entantqueG-modules.

I.1. Le corpsE et sessous-anneaux

Soit k un corpsparfait de caract́eristiquep, F le corpsdesfractionsde l’anneaudesvecteurs

deWitt surk et K uneextensionfinie totalementramifiéede F . Soit F uneclôturealgébrique

de F et Cp 
 F sacompĺetion p-adique.On poseGK 
 Gal
�
K � K � , c’estaussile groupedes

automorphismescontinusK -linéairesdeCp. Le corpsCp estuncorpscompletalgébriquement

closde corpsrésiduel � Cp �DC Cp 
 k. On poseaussiKn 
 K
��E

pn � et K � estdéfini comme

étantla réuniondesKn. Soit HK le noyaudu caract̀erecyclotomique6 : GK � Z Fp et
�

K 

GK � HK le groupedeGaloisde K � � K qui s’identifievia le caract̀erecyclotomiqueà un sous

groupeouvertdeZ Fp.

Soient

E 
 limG �
x H� xp

Cp 
 ( � x � 0 � x � 1 ��IJIJI � * � x � i � 1 � p 
 x � i  -
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etE� l’ensembledesx ) E telsquex � 0 )K� Cp. Si x 
 � x � i  � et y 
 � y � i  � sontdeuxéléments

deE, alorsondéfinit leur sommex  y et leur produitxy par:

�
x  y � � i  
 lim

j � �
�
x � i � j   y � i � j  � p j

et
�
xy � � i  
 x � i  y � i 

cequi fait deE uncorpsdecaract́eristiquep dontonpeutmontrerqu’il estalgébriquementclos.

Si x 
 �
x � n � n L 0 ) E soit � E � x � 
 � p

�
x � 0 � . C’estunevaluationsurE pour laquellecelui-ci

estcomplet; l’anneaudesentiersdeE estE� et l’id éalmaximalest C E 
 (
x ) E

� � E � x �NM 0- .
Soit A � l’anneauW

�
E� � desvecteursde Witt à coefficientsdansE� et B� 
 A � [1 � p] 
(

k O � � pk[xk]
�

xk ) E� - où [x] ) A � est le relèvementde Teichm̈uller de x ) E� . Cet

anneauestmunid’uneapplication> : B� � Cp définiedela manìeresuivante:

>
k L 0

pk[xk] 

k L 0

pkx � 0k

Soient & 
 � & � i  � ) E� avec & � 0 
 1 et & � 1QP
 1, % 
 [ & ] � 1, % n 
 [ & pR n
] � 1, S 
 %T�D% 1

et q 
 �	� S � 
 ��� % � �D% . Alors ker
� > � est l’id éal principal engendŕe par S . De mêmesoit

p 
 � p � n � ) E� avec p � 0 
 p, alorsker
� > � estaussiengendŕepar[ p] � p.

Remarquonsque& estunélémentdeE� tel que � E � &U� 1� 
 p� � p � 1� . OnposeEF 
 k
�;� &U� 1�"�

et on définit E commeétantla clôture séparablede EF dansE ainsi queE� 
 E V E� etC E 
 E VWC E l’anneaudesentierset l’id éal maximalde E. On renvoie à [7, p. 243] pour

uneapplicationde la théoriedu corpsdenormes[42] à la constructiond’uneapplication9 K :

limG � � Kn � E� dela limite projectivedes � Kn relativementauxapplicationsnormesdansE�
dontla principalepropríet́eestla suivante:

PropositionI.1. — L’application 9 K induit unebijectionde limG � � Kn sur l’anneaudesentiers

E�K deEK 
 EHK .

Onremarqueraquelapropositionci-dessusesténonćeedans[7, I.1.1] avecla restrictionsuppĺe-

mentaireque K � Qp estfinie maisceci n’est pasnécessaire(en revancheil est importantque

K � F soit finie).

De plus on peut montrerde la mêmemanìere que EK est une extensionfinie séparablede

EF de degré eK 
 [K � : F� ] et de groupede Galois HF � HK et que le groupede Galois

Gal
�
E� EK � s’identifieà HK . EnfinE�K estunanneaudevaluationdiscr̀etedela formek[[ % K ]]

où % K 
 9 K ��X K � estl’image d’unesuite
X

K d’uniformisantescompatiblespour lesnormes

des � Kn.
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I.2. L’anneau BdR et sessous-anneaux

L’anneauB�dR estdéfini commeétantle compĺet́e pour la topologieker
� > � -adiquede B� (on

remarqueraqueA � estcompletpourcettetopologie):

B�dR 
 limG �
n L 0

B� � � ker
� > � n �

c’est un anneaude valuationdiscr̀ete, d’idéal maximal ker
� > � ; la série qui définit log

�
[ & ] �

converge dansB�dR vers un élémentt , qui est un géńerateurde l’id éal maximal,ce qui fait

que BdR 
 B�dR[1� t ] est un corps,muni d’une action de GF et d’une filtration définie par

Fili
�
BdR� 
 t i B�dR pouri ) Z.

Ondit qu’unerepŕesentationV deGK estdedeRhamsi elleestBdR-admissiblecequi équivaut

à cequele K -espacevectorielDdR
�
V � 
 � BdR . Qp V � GK estdedimensiond 
 dimQp

�
V � .

L’anneauB�max estdéfini commeétant

B�max 
 (
n L 0

an
S n

pn
où an ) B� estunesuitequi tendvers0-

et Bmax 
 B�max[1 � t ]. On peutd’ailleursremplacerS parn’importequelgéńerateurdeker
� > � ,

parexemple[ p] � p. CetanneauseplongecanoniquementdansBdR (lessériesdéfinissantses

élémentsconvergentdansBdR) etenparticulieril estmunidel’action deGaloisetdelafiltration

induitesparcellesdeBdR, ainsiqued’un Frobenius
�

, qui étendl’application
�

: A � � A �
déduitede x �� x p dansE� . On remarqueraque

�
ne seprolongepaspar continuit́e à BdR.

OnposeB�rig 
 V ���nY 0
� n � B�max� (onremarqueraquel’anneauB�rig estl’anneauB�cont de[11]). La

notations’expliqueparle fait quel’on aun isomorphisme[3] B�rig 
 H0
rig
� � K

�
W
�
k �"� .

On dit qu’une repŕesentationV de GK est cristalline si elle est Bmax-admissibleou, ce qui

revientaumême,B�rig[1 � t ]-admissible; ceciéquivautà cequele F-espacevectoriel

Dcris
�
V � 
 � Bmax . Qp V � GK 
 �

B�rig[1� t ] . Qp V � GK

estde dimensiond 
 dimQp

�
V � . Alors Dcris

�
V � estmuni d’un Frobeniuset d’une filtration

induitsparceuxdeBmax, et
�
BdR . Qp V � GK 
 DdR

�
V � 
 K . F Dcris

�
V � cequi fait qu’une

repŕesentationcristallineestaussidedeRham.

La série qui définit log
� % � 0 �  log

�
[ % ] � % � 0 � (apr̀es avoir choisi log

�
p� et où % 
 &Z� 1)

convergedansB�dR versun élémentlog[ % ] qui esttranscendantsurFracB�max et on poseBst 

Bmax[log[ % ]] et B�log 
 B�rig[log[ % ]]. On dit qu’une repŕesentationV est semi-stablesi elle

estBst-admissibleou, cequi revient aumême,B�log[1 � t ]-admissible; ceci équivautà cequele
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F-espacevectoriel

Dst
�
V � 
 �

Bst . Qp V � GK 
 � B�log[1 � t ] . Qp V � GK

estde dimensiond 
 dimQp

�
V � . Alors Dst

�
V � estmuni d’un Frobenius,d’une filtration et

d’un opérateurdemonodromieN 
 � d � d log[ % ] qui vérifie N
� 
 p

�
N (voir [37] pourune

justificationdu signe �[��� ), et
�
BdR . Qp V � GK 
 DdR

�
V � 
 K . F Dst

�
V � . De plus V est

cristallinesi et seulementsi elle est semi-stableet N 
 0 sur Dst
�
V � . On utilisera aussile

F-espacevectorielD �st
�
V � 
 � B�log . Qp V � GK .

I.3. L’anneau B et sessous-anneaux

SoitA l’anneaudesvecteursdeWitt à coefficientsdansE etB 
 A[1� p]. SoitAF le compĺet́e

de � F [ % � % � 1] dansA � pour la topologiede celui-ci, c’est aussile compĺet́e p-adiquede� F [[ % ]][ % � 1]. C’est un anneaude valuationdiscr̀etecompletdont le corpsrésiduelestEF .

SoitB le compĺet́edel’extensionmaximalenonramifiéedeBF 
 AF [1� p] dansB. Ondéfinit

alorsA 
 B V A et A � 
 A V A � . Cesanneauxsontmunisd’une actionde Galoiset d’un

FrobeniusdéduitsdeceuxdeE. On poseAK 
 AHK et BK 
 AK [1� p]. QuandK 
 F les

deuxdéfinitionscöıncident.

Si V estunerepŕesentationp-adiquedeGK soitD
�
V � 
 � B . Qp V � HK . Onsait[20] queD

�
V �

estun BK -espacevectorielde dimensiond 
 dim
�
V � muni d’un Frobeniuset d’une action

résiduellede
�

K qui commutent(c’estun
���	���

K � module)et quel’on peutrécuṕererV grâce

à la formuleV 
 � D � V �3. BK B� 45Y 1.

Le corpsB estuneextensiontotalementinséparable( � radicielle � ) de degré p de
�	�

B� . Le

Frobenius
�

: B � B estinjectif, maisn’est doncpassurjectif,et il estutile d’en définir un

inverseàgaucheparla formule: \ � x � 
 � � 1 � p� 1 TrB7]4^� B  � x �"� .
Tout élémentdeB peuts’écriredemanìereuniquesousla forme k O � � pk[xk] où lesxk sont

desélémentsdeE. On définit B†� 0 
 B� et,si r M 0, onpose

B†� r 
 (
x ) B

�
lim

k � �_� � E
�
xk �  pr

p � 1
k 
  a`b-

Si r ) R on définit n
�
r � commeétantle plus petit entiern tel quer c rn 
 pn� 1 � p � 1� .

La série k O � � pk[xk] convergedansBdR si etseulementsi la série k O � � pkx � 0k converge

dansCp. On en déduit notammentpour n entier tel que pn� 1 � p � 1� c r une application

injective 9 n 
 � � n : B†� r � B�dR qui envoie k O � � pk[xk] sur la sommede la série

k O � � pk[x pR n

k ] dansB�dR. SoientB†� r 
 B V B†� r , B† 
 d r L 0B†� r et B† 
 d r L 0B†� r .
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EnfinA†� r estl’ensembledesx ) B†� r telsqu’enplus, � E � xk �  pr
p� 1k c 0, A†� r 
 A†� r V A, et

A† 
 A† V A où A† 
 B† V A.

RemarqueI.2. — La notationadopt́eeici diffèreun peudecellede[6, 7]. Cequenousappe-

lonsB†� r (repectivementB†� rn) y estnot́eB†
r R (respectivementB†� n).

On dit qu’unerepŕesentationp-adiqueV estsurconvergentesi D
�
V � poss̀edeunebasesurBK

constitúeed’élémentsdeD† � V � 
 �
B† . Qp V � HK . Rappelonsle résultatprincipal [6, 7] à ce

sujet:

Théor̀emeI.3. — TouterepŕesentationV de GK estsurconvergente, c’est-̀a-dire qu’il existe

r
�
V � tel que D

�
V � 
 BK . B†e r f V g

K
D†� r � V  � V � . De plus il existe s

�
V � tel que D

�
V �;h Y 1 i

D†� s � V  � V � .
Si on appliquele deuxìemepoint à la repŕesentationtriviale, on en déduit par exemplequ’il

existe s
�
Qp � tel que Bh Y 1

K
i B

†� s � Qp 
K . On a d’autre part une descriptionassezprécisedes

anneauxB†� r
K , commele montrela propositionsuivante:

PropositionI.4. — Il existen
�
K � ) N et % K ) A

†� rnf K g
K dontl’imagemodulop estuneunifor-

misante% K de EK . Si r c rn � K  , alors tout élémentx ) B†� r
K peuts’écrire x 
 k � Z ak % k

K

où ak ) F et où la série k � Z akTk est holomorpheet bornée sur la couronne ouverte(
p� 17 eK r 'j* T *,' 1- et convergesur le bord intérieur.

Afin de montrerle théor̀emeI.3 un ingrédientimportantest la constructiond’applicationsde� décompĺetion � Rm quenousallonsdécrireplusendétail.On adesinclusionsB†� r
K
i B†� r

K et

pourm c 1
� � m � B†� r

K � i B†� r
K , qui vérifient[6, III.2] :

PropositionI.5. — CesinclusionsadmettentdessectionscontinuesR0 : B†� r
K � B†� r

K et pour

m c 1 Rm : B†� r
K � � � m � B†� r

K � . Soit RFm 
 Rm � Rm� 1. Alors il existen0
�
K � tel quesi

n c n0
�
K � , a ) Z, x )k% aA†� rn

K , alors :

R0
�
x � )k% aA†� rn

K et RFm � x � )l% a � � m �;� A†� rnm m
K � h Y 0�

On a depluslespropriét́essuivantes:

(1) R0 : � m 
 � m : Rm ;

(2) Rm et les RFk pourk c m  1 sont
� � m � B†

K � -linéaires;

(3) si x ) A†
K , alors x 
 limm� �_� Rm

�
x � dansAK .





CHAPITRE II

LES ANNEAUX B†
rig ET B†

log

Soit no' 1 et prqF � X � l’ensembledesséries k � Z ak Xk avecak ) F unesuiteborńeetelle que

tout so) [ n�t 1[ on ait limk �vu � * ak *ws k 
 0. Lesrappelsdu § préćedentmontrentque,si r ) R

et n � K � r � 
 p� 17 eK r , l’application f �� f
� % K � de p q � K � r F dansB†� r

K estun isomorphisme.

Soit x qF � X � l’ensembledesséries k � Z akXk avec ak ) F et telles que tout sy) [ n	t 1[,

limk �vu � * ak *ws k 
 0. Alors d q{z 1 x qF estl’anneaudeRobbaà coefficientsdansF dontil a ét́e

questiondansl’introduction. Afin de faire le lien entrerepŕesentationsp-adiqueset équations

différentielles,onvadéfinir unanneauB†� r
rig | B†� r tel que

�
B†� r

rig � HK contiennex q � K � r F
� % K � . Si

f
�
X � )[x qF � X � et I estun intervallecompacti [ n	t 1[, onposeVI

�
f � 
 inf � p

�
f
�
z�"� � * z *}) I .

Alors pTqF � X � estmunidela topologiedeFréchetdéfinieparl’ensembledesVI etsoncompĺet́e

pourcettetopologies’identifieà x qF � X � . Il estdoncnatureldechercherB†� r
rig sousla formed’un

sous-anneaudu compĺet́e deB†� r pourunetopologieressemblant̀a cellequi estdéfiniepar les

VI : c’estl’objet dece§.

II.1. LesanneauxA I

Danstoutece§, r et s sontdeuxélémentsdeN[1� p] d (  a`b- telsquer 8 s. Rappelonsque

pourn c 0 on apośe rn 
 � p � 1� pn� 1. Danstoutela suite,on notera[x]r pour[xr ], mêmesi

r n’estpasentier. On convientquep� [ % ] �_� 
 1� [ % ] et que[ % ] �_� � p 
 0. Soient

A[r ~ s] 
 A � ( p

[ % ]r
� [ % ]s

p
- : 
 A � ( X � Y -;� � [ % ]r X � p

�
pY � [ % ]s � XY � [ % ]s� r �

B[r ~ s] 
 A[r ~ s][1 � p] où,si A estunanneaucompletpourla topologiep-adique,A
(
X
�
Y - dénote

la compĺetion p-adiquede A[X
�
Y] c’est-̀a dire que A

(
X
�
Y - 
 (

i � j L 0 ai j Xi Y j - où ai j est

unesuitequi tendvers0 selonle filtre descompĺementairesdespartiesfinies.

LemmeII.1 . — Soit A 
 A � ( X � Y - et I 
 �
[ % ]r X � p

�
pY � [ % ]s � XY � [ % ]s� r � . Alors
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(1) I V pn A 
 pn I ;

(2) I estfermédansA pour la topologie p-adique.

Démonstration. — Le (2) suit du (1) puisqueI estcompletpour la topologiep-adiqueet que

le (1) montrequ’unesuited’élémentsde I qui tendvers0 dansA tendvers0 dansI . Montrons

doncle (1). Soit f
�
X
�
Y � 
 i � j L 0 ai j Xi Y j ) pn A ce qui revient à dire que pn * ai j . Quitte

à modifier f pardesélémentsde pn � XY � [ % ]s� r � i pn I on peutsupposerque f
�
X
�
Y � 


i ai Xi  j b j Y j où pn diviseai etb j . Si f
�
X
�
Y � ) I c’estquel’on peutécrire f

�
X
�
Y � 


a
�
X
�
Y � � [ % ]r X � p�  b

�
X
�
Y � � pY � [ % ]s �  c

�
X
�
Y � � XY � [ % ]s� r � et lesrelationsY

�
[ % ]r X �

p� 
 [ % ]r
�
XY � [ % ]s� r � � � pY � [ % ]s� et X

�
pY � [ % ]s � 
 p

�
XY � [ % ]s� r � � � [ % ]r X � p� [ % ]s� r

montrentquequitteà modifierc
�
X
�
Y � on peutsupposerquea

�
X
�
Y � 
 a

�
X
�
0� et b

�
X
�
Y � 


b
�
0
�
Y � . Onvoit alorsquec

�
X
�
Y � 
 0 etdoncfinalementque f

�
X
�
Y � 
 a

�
X � � [ % ]r X � p�  

b
�
Y � � pY � [ % ]s � . Montronsquea

�
X � ) pn A (lapreuvepourb

�
Y � estlamême).Posonsa

�
X � 


i ci Xi . On a alorsa0 
 � pc0 et ai 
 [ % ]r ci � 1 � pci cequi fait si i c 0 et 0 8 j 8 n � 1,

alorspn diviseci � j [ % ]r � pci � j � 1 et doncaussi n� 1
j Y 0[ % ]r � n� 1� j  p j � ci � j [ % ]r � pci � j � 1 � 


[ % ]r nci � pnci � n et doncpn diviseci dansA � .

Corollaire II.2 . — L’anneauA[r ~ s] est sépaŕe pour la topologie p-adique(il est clairement

complet).Deplusona uneapplicationnaturellesurjectiveA[r ~ s] dansle compĺet́e p-adiquede

A � [ p� [ % ]r
�
[ % ]s � p] dont le noyauestl’image del’adhérencede I dansA[r ~ s] et doncnul, ce

qui fait queA[r ~ s] s’identifieaussiau compĺet́e p-adiquedeA � [ p� [ % ]r
�
[ % ]s� p].

LemmeII.3 . — Tout élémentdeA[r ~ s] peuts’écriredela manìeresuivante:

k L 0

p

[ % ]r

k

ak  
k � 0

[ % ]s

p

k

bk

avec
�
ak � , � bk � deuxsuitesdeA � qui convergentvers0 (cetteécritureestbiensûr non-unique).

Démonstration. — C’est une conśequenceimmédiatede la définition. On se contenterade

remarquerque

p

[ % ]r

k I [ % ]s

p

�

 [ % ]k � s� r  [ � ]s

p

� � k
si k 8��

[ % ]
� � s� r  p

[ � ]r
k � �

si k c �

LemmeII.4 . — Si s et � sont deuxélémentsde E� qui vérifient � E � s � 
 pr � � p � 1� et� E � � � 
 ps� � p � 1� , alorsA[r ~ s] 
 A � ( p� [ s ]
�
[ � ] � p- .

Démonstration. — C’estévident.
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Remarquonsquesi on a r1 8 r2 8 s2 8 s1, alors il y a uneinclusion(les deuxanneauxen

présencesontintègreset ontmêmecorpsdesfractions):

A � [
p

[ % ]r1

� [ % ]s1

p
] � � A � [

p

[ % ]r2

� [ % ]s2

p
]

LemmeII.5 . — Cetteinclusionseprolonge enun morphismeA[r1 ~ s1] � A[r2 ~ s2] qui esttou-

jours injectif.

Démonstration. — Le morphismedu hautsefactoriseenA[r1 ~ s1] � A[r1 ~ s2] � A[r2 ~ s2] et on

peutdoncsupposerr1 
 r2 ous1 
 s2. Supposonsparexempler1 
 r2 
 r (l’autrecassetraite

dela mêmemanìere).Alors il suffit demontrerquele morphismecompośeA[r ~ s1] � A[r ~ s2] �
A[r ~ r ] estinjectif (tout cecipoursimplifier la notation).On va doncmontrerquesi s c r , alors

A[r ~ s] � A[r ~ r ] estinjectif. Soient n 
 [ n ] et � 
 [ � ] avec n � ��) E tels que � E � n � 
 r et� E � � � 
 s � r detelle sortequeA[r ~ s] 
 A
(
X
�
Y -;� � n X � p

�
pY ��n{� � XY ��� � et A[r ~ r ] 


A
(
X
�
Y -"� � n X � p

�
pY ��n � XY � 1� . Le fait quel’applicationnaturelle f

�
X
�
Y � �� f

�
X
� � Y �

du premieranneaudansle secondestinjectiveestéquivalentaufait quesi f
�
X
� � Y � ) � n X �

p
�
pY ��n � XY � 1� , alors f

�
X
� � Y � appartient̀a l’id éal de A

(
X
� � Y - engendŕe par

� n X �
p
�
pY���=n�� � XY���=� � , cequenousallonsmaintenantdémontrer.

Commeņconsparremarquerquequitte à modifier f
�
X
�
Y � pardesélémentsdel’id éal

� n X �
p
�
pY �vn � XY � 1� onpeutsupposer(enremplaçantXY par1) que f

�
X
� � Y � 
 ���i Y 0 � i Xi  ���j Y 1 � j � j Y j . Supposonsquel’on ait f

�
X
� � Y � 
 a

�
X
�
Y � � n X � p�  b

�
X
�
Y � � pY ��n �  

c
�
X
�
Y � � XY � 1� . LesrelationsY

� n X � p� 
 n � XY � 1� � � pY �vn � et X
�
pY �vn � 
 p

�
XY �

1� � � n X � p� montrentque l’on peutsupposer, quitte à modifier c
�
X
�
Y � , quea

�
X
�
Y � 


a
�
X
�
0� : 
 a

�
X � et b

�
X
�
Y � 
 b

�
0
�
Y � : 
 b

�
Y � . Comme f

�
X
� � Y � necontientpasde terme

en XY c’est alorsquec
�
X
�
Y � 
 0. On a doncmontŕe que f

�
X
� � Y � 
 a

�
X � � n X � p�  

b
�
Y � � pY ��n � . Posonsb

�
Y � 
 ���j Y 0 b j Y j . Pourterminerla démonstrationil fautmontrerque

b j estun multiplede � j � 1. Un calculfacilemontrequesi j c 1, alors � j � j 
 �
pb j � 1 �=n b j �

cequi fait que � j divise pb j � 1 �[n b j dansA � etdoncque� j � 1 divise n
k Y 0 pn� k n k � pb j � k �n b j � k � 1� 
 pn� 1b j ��n n� 1b j � n� 1. Resteà choisirn assezgrandpourque � j � 1 divise n n� 1

cequi montrealorsque � j � 1 diviseb j .

Onutilisecesinjectionspourdéfinir, si I estunintervalledeR d (  �`�- : BI 
 V [r ~ s] � I � RB[r ~ s] .

Soient I i J deuxintervallesfermés,ce qui fait queBJ
i BI , on définit unevaluation p-

adiqueVI surBJ endécidantqueVI
�
x � 
 0 si etseulementsi x ) A I � pA I etquel’imagede

VI estZ. Par définition BI muni deVI estun espacedeBanachp-adique.De plusle compĺet́e

deBJ pourVI s’identifiea BI .
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RemarqueII.6 . — CommeA I estun anneauon anotammentVI
�
xy � c VI

�
x �  VI

�
y � .

Le but de cettepartieest de dégagerquelquespropríet́esde cesanneaux.Commenc¸ons par

remarquerque le groupede Galois GF agit sur A � et que cetteaction s’étendà l’anneau

A � [ p� [ % ]r
�
[ % ]s � p] et le stabilise,cequi fait quel’action de GF s’étendparcontinuit́e à une

actionparisométriessursoncompĺet́e p-adiqueet parsuiteà touslesA I et BI .

Demêmele Frobenius
�

s’étendenun morphisme�
: A � [

p

[ % ]r
� [ % ]s

p
] � A � [

p

[ % ] pr

� [ % ] ps

p
]

et seprolongedoncenuneapplicationdeA I dansA pI pourtout I .

LemmeII.7 . — Si I i [r t� a` ], alors B†� r i BI et si x ) B†� r s’écrit x 
 k O 0 pk[xk],

alors la valuation

WI
�
x � 
 infq � I

inf
k � Z k  p � 1

pn � E � xk �
vérifie VI

�
x � 
�� WI

�
x �"� où � a� estle plusgrandentier 8 a.

Démonstration. — Le premierpointsuitdela définitionetdeplussi x ) B†� r vérifieWI
�
x � c

0, alorsla sommequi le définit convergedansA I cequi fait queVI
�
x � c 0. Resteà montrer

quesi x ) A I , alorsWI
�
x � c 0. CommeA I estle compĺet́e p-adiquedeA � [ p� [ % ]r

�
[ % ]s � p]

il suffit demontrerqueWI
�
x � c 0 si x ) A � , si x 
 p� [ % ]r et si x 
 [ % ]s � p cequi estclair.

CommeWI
�
p� 
 1 on endéduitque � WI

�"I �"� estunevaluationp-adiquedontl’image estZ et

tellequeWI
�
x � c 0 si et seulementsi x ) A I cequi fait queVI

�
x � 
�� WI

�
x �;� .

ExempleII.8 . — Beaucoupdecesanneauxsontdéjà connus:

(1) A[0~ r0] 
 A �max et B[0~ r0] 
 B�max ;

(2) B�rig 
 B[0~ �_� [ ;

(3) A � 
 A[0~ ��� ] et B� 
 B[0~ �_� ] ;

(4) A 
 A[ ��� ~ ��� ] et B 
 B[ �_� ~ �_� ] ;

(5) A†� r 
 A[r ~ �_� ] et B†� r 
 B[r ~ �_� ].

Démonstration. — Le
�
2� estuneconśequencedu

�
1� et du fait queB�rig 
 V��_�nY 0

� n � B�max� .
Les

�
3� et

�
4� sont évidents,et le

�
5� estcontenudans[6, remarqueII.1.3]. Resteà montrer

le
�
1� qui suit du fait quepar définition A �max 
 A � ( [ p] � p � 1- et A[0 ~ r0] 
 A � ( [ p] � p- (et

A
(
X - 
 A

(
X � 1- puisqueA[X] 
 A[X � 1]).

LemmeII.9 . — On a A[r ~ s] � � p� 
 E� [X
� % s� r X � 1] � � % s � % r X � . Notammentsi r 
 s, alors

A[r ~ r ] � � p� 
 E� � � % r � [X � X � 1].
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Démonstration. — Soit A 
 A � ( X � Y - et I 
 � XY � [ % ]s� r � p � X[ % ]r
�
[ % ]s � pY � detelle

sortequeA[r ~ s] s’identifie à A� I et doncqueA[r ~ s] � � p� 
 �
A� I � � � p� . On a unesuiteexacte

0 � I � A � A� I � 0 et la multiplicationpar p induit undiagramme:

0 ���,��� I ���U�]� A ���,��� A� I ���,�]� 0

p p p

0 ���,��� I ���U�]� A ���,��� A� I ���,�]� 0

I � p ���U�]� A� p ���,��� �
A� I � � p ���,�]� 0

et comme A� I est sansp-torsion, le lemmedu serpentmontreque
�
A� I � � p s’identifie au

quotientdu A� p par l’image de I danscedernier. Dansnotresituationon a A� p 
 E� [X
�
Y]

et l’imagede I s’identifieà
�
XY � % s� r � � X % r � % s � d’où le lemme.

II.2. PlongementdesA I dansB�dR

Onvamaintenantdéfinir desmorphismesdeA[r ~ s] dansB�dR. Onvamontrerquesi rn ) I , alors

l’application
� � n réaliseuneinjectiondeBI dansB�dR. Pourcela,soit Jn 
 [rn t rn] avecn c 0.

Si x ) A J0, alorson peutécrire

x 

k L 0

ak
p

[ p]

k  
j L 0

b j
[ p]

p

j



k L 0

ak
p

[ p]
� 1  1

k  
j L 0

b j
[ p]

p
� 1  1

j


 � L 0

p

[ p]
� 1

�
k L �

k� ak  
m L 0

[ p]

p
� 1

m

j L m

j

m
b j

etcommelesa j etbk tendentvers0, lesséries k L � k� ak et j L m
j

m b j convergentdansA �
et la sériedu hautestdoncconvergentepour la topologieker

� > � -adiqueet convergedansB�dR

versun élément9 0 � x � ) B�dR.

PropositionII.10 . — Si x ) A Jn on pose9 n � x � 
 9 0 ��� � n � x �"� . L’application x �� 9 n � x � est

un morphismeinjectif de A Jn dansB�dR et si Jn
i I , alors le noyaudu morphismecompośe> : 9 n : A I � Cp estker

� > : 9 n : A I � Cp � 
 � [ ppn
] � p � 1� A I .

Démonstration. — Montronstout d’abordqueker
� > : 9 n : A I � Cp � i �

[ ppn
] � p � 1� A I

(l’autre inclusionestimmédiate); il suffit de le faire pourn 
 0 car
� � n estunebijectionde
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A I surA pR n I et doncdeA Jn surA J0. Soit donc I 
 [r t s] avecr 8 1 8 s et x ) A I tel que> : 9 0 � x � 
 0. On peutécrire

x 

k L 0

ak
p

[ p]r

k  
j L 0

b j
[ p]s

p

j


 � L 0

p

[ p]r
� [ p1� r ]

�
k L �

k� [ p1� r ]k � � ak

 
m L 0

[ p]s

p
� [ ps� 1]

m

j L m

j

m
[ ps� 1] j � mb j


 � L 1

p

[ p]r
� [ p1� r ]

�
k L �

k� [ p1� r ]k � � ak

 
m L 1

[ p]s

p
� [ ps� 1]

m

j L m

j

m
[ ps� 1] j � mb j  

k L 0

�
ak[ p1� r ]k  bk[ ps� 1]k � 1

lesdeuxpremierstermesétantdessériesconvergeantdansB�dR (nepasoublierqueak � 0 et

b j � 0) etdontla sommeestdansle noyaude > : 9 0, et le troisièmetermeétantun élémentde

A � (mêmeargumentpour la convergence)qui estannuĺe par > et qui s’écrit donc
�
[ p] � p� y

avec y ) A � . Montronsquex � k L 0
�
ak[ p1� r ]k  bk[ ps� 1]k � 
 �

[ p] � p � 1� z avecz ) A I .

On a

x � � L 0

�
a� [ p1� r ]

�  b� [ ps� 1]
� � 


� L 1

a� p

[ p]r

�
� [ p1� r ]

�  � L 1

b� [ p]s

p

�
� [ ps� 1]

� 

[ p] � p

p
�

k L 1

p

[ p]r

k

� L k

a� [ p1� r ]
� � k  [ ps� 1]

j L 0

[ ps]

p

j

� L j � 1

b� [ ps� 1]
� � j � 1

commele montreun petit calcul,cequi montrel’assertionquantaunoyaude > : 9 0 surA I .

Enfin montronsque 9 n estinjectif. On seramèneimmédiatementaucasoù n 
 0. Si 9 0 � x � 
 0

avec x ) A J0, alors > : 9 0 � x � 
 0 et donc x estdivisible par [ p] � p � 1. Comme 9 0 estun

morphismed’anneauet queB�dR estintègre,c’estquex 
 �
[ p] � p � 1� x1 avec 9 0 � x1 � 
 0 et

x1 ) A J0. En itérantce proćed́e on en déduit que x )�V��_�nY 0
�
[ p] � p � 1� nA J0. Restedoncà

montrerque V	���nY 0
�
[ p] � p � 1� nA J0 
 0. L’imagedecetteintersectiondansA J0 � � p� s’identifie

à V��_�nY 0
�
X � 1� nE� � � p� [X � X � 1] qui estnulle.On endéduitqu’un élémentde V	���nY 0

�
[ p] � p �

1� nA J0 estinfinimentdivisiblepar p et doncnul.

Corollaire II.11 . — Sirn ) I , alors 9 n réaliseuneinjectiondeA I et BI dansB�dR.
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RemarqueII.12 . — Le noyau de > : 9 n : BI � Cp estker
� > : 9 n � 
 � n� 1 � q � BI . En effet,�

[ ppn
] � p� 
 � n � [ p] � p� , � n� 1 � q � 
 � n � S � et onsaitque[ p] � p et S engendrentle même

idéaldeA � .

LemmeII.13 . — LesinclusionsnaturellesdeA �maxetA†� r0 dansA J0 induisentunesuiteexacte

0 � A � � A �max � A†� r0 � A J0 � 0.

Démonstration. — La flècheestA �max � A†� r0 � A J0 estsurjectivecaril suffit dedécomposer

uneécritured’un élémentdeA J0 endeux.EnsuiteA � estcontenudansl’intersectiondeA �max

et deA†� r0 et il restedoncàmontrerquel’inclusion

A � � A†� r0 V A �max

estaussiunesurjection.Onvad’abordmontrerquec’estvrai modulopA J0 (onremarqueraque

modulo p la flèchen’estplus injective).RappelonsquelesanneauxA �max et A†� r0 s’identifient

à A � ( X -;� � pX � [ p] � et à A � ( Y -;� � [ p]Y � p� et queA J0 � � p� 
 E� � � p� [X � X � 1]. L’image

de A†� r0 danscet anneaus’identifie à E� � � p� [X] et celle deA �max à E� � � p� [1� X] cequi fait

quel’imagedeleur intersection(qui estunsous-ensembledel’intersectiondeleursimages)est

un sous-anneaude E� � � p� et doncquela flècheA � � A†� r0 V A �max estsurjective modulo

pA J0. Si l’on prendx dansA†� r0 V A �max il existe donc y ) A � tel quex � y ) pA J0. Cela

veutdire quex � y ) pA �max d’unepartet ) pA†� r0  [ p]A � d’autrepart(il suffit d’appliquer

le lemmeII.9 à touscesanneaux).Commep divise[ p] dansA �max il existez ) [ p]A � tel que

x � y � z ) p
�
A†� r0 V A �max� . Onconclutenitérantceproćed́e (commeA � estcompletpourla

topologiep-adique).

II.3. LesanneauxB†
rig

Dansceno on introduit lesanneauxB†
rig.

Définition II.14 . — LesanneauxB†
rig sontdéfinispar

B†� r
rig 
 B[r ~ �_� [ et B†

rig 
+d r L 0B†� r
rig

OnmunitB†� r
rig dela topologiedeFréchetdéfinieparl’ensembledesVI où I parcourtl’ensemble

desintervallesfermésde [r t5 �` [. On définit aussiA†� r
rig commeétantl’anneaudesentiersde

B†� r
rig pourla valuationV[r ~ r ].

PropositionII.15 . — On a ker
� > : 9 n : B†� rn

rig � Cp � 
 � n� 1 � q � B†� rn
rig .
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Démonstration. — Étantdonńeela remarqueII.12 il suffit demontrerqueker
� > : 9 n : BI �

Cp � 
 �
[ ppn

] � p � 1� BI pourtout I i [rn t� �` [ cequi suit deII.10.

LemmeII.16 . — On a unesuiteexacte

0 � B� � B†� r � B�rig � B†� r
rig � 0

Démonstration. — On vad’abordmontrerquesi rn c r , alorson a

0 � B� � B[r ~ ��� ] � B[0~ rn] � B[r ~ rn] � 0

il estclair quetoutélémentdeB[r ~ rn] s’écritcommesommed’élémentsdesdeuxautreset il faut

vérifier quedeuxécrituresdifférentesdiffèrentparun élémentdeB� cequi revient à montrer

queB[r ~ �_� ] V B[0~ rn] 
 B� , ou encoreenappliquant
� � n queB[r pR n ~ �_� ] V B[0~ r0] 
 B�rig ce

qui suit du lemmeII.13.

Montronsmaintenantle lemme.Si x ) B†� r
rig , alorspour tout n on peutécrire(puisqueB†� r

rig
i

B[r ~ rn]) : x 
 an  bn avecan ) B[r ~ �_� ] et bn ) B[0~ rn]. Remarquonsquex 
 an� 1  bn� 1

est une autre écriturede ce type (puisquean� 1 ) B[r ~ �_� ] et bn� 1 ) B[0~ rn]) et donc que

bn� 1 � bn ) B� ce qui fait quequitte à modifier an� 1 et bn� 1 par desélémentsde B� on

peut supposerque an 
 an� 1 et bn 
 bn� 1 ce qui fait que x 
 a  b avec a ) B†� r et

b )kV��_�nY 0B[0~ rn] 
 B�rig.

PropositionII.17 . — L’anneauB†� r
rig estcompletpour satopologiedeFréchetet contientB†� r

commesous-anneaudense.

Démonstration. — Le fait queB†� r
rig estcompletsuit du fait quechacundesB[r ~ s] estcomplet

pour V[r ~ s]. EnsuitemontronsqueB†� r estdense.Soit x ) B†� r
rig et r ' s ' t trois réels.Alors

commex ) B[r ~ t ], on peutl’ écrirecomme

xn  
k � n

bk
[ % ]t

p

k

avecxn ) B†� r si n � 0. On aalors

x � xn ) [ % ]t

p

n

A[r ~ t ] i [ % ]t

p

n

A[r ~ s]

et un petit calculmontrequ’alorsV[r ~ s]
�
x � xn � c n

�
t � s � 1� . Un argumentd’extractiondia-

gonalepermetdetrouverunesuitequi convergeversx pourla topologiedeFréchet.

Corollaire II.18 (Principe du maximum). — Pour x ) B†� r
rig et I 
 [s t t ] � r , on a VI

�
x � 


inf
(
V[s~ s]

�
x � t V[t ~ t ] � x � - .
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Démonstration. — Un petit argumentmontrequec’est vrai avec WI à la placede VI pour

x ) B†� r ; onconclutpardensit́eet continuit́e.

LemmeII.19 . — Si a estun élementde E� qui vérifie   
 � E � a��M 0, alors la topologie

définiepar VI sur A†� r
rig estplusfinequela topologie [a]-adiquec’est-̀a-dire quesi VI

�
yi � � �` , alors yi � 0 pour la topologie [a]-adique. De plus les topologies[a]-adiqueset V[r ~ r ]-

adiquessontéquivalentes.

Démonstration. — Soit
�
yi � unesuitetelle queVI

�
yi � c n pour i c i0 et soit m 8 nr p¡ � p� 1 .

Alors unpetitcalculmontrequeVI
�
yi [a] � m � c 0 pouri c i0 etdoncV[r ~ r ]

�
yi [a] � m � c 0 pour

i c i0 cequi revient à dire queyi ) [a]mA†� r
rig pour i c i0 et doncqueyi tendvers0 pour la

topologie[a]-adique.

De même si y ) [a]mA†� r
rig , alors V[r t r ]

�
y � c � p� 1 m¡

pr et donc les deux topologiessont

équivalentes.Onprendragardeaufait quecelan’estplusvrai si I n’estplusréduità [r t r ].

Corollaire II.20 . — L’anneauA†� r estcompletpour la valuationV[r ~ r ].

Démonstration. — Dans[6, II.1.2] on montrequeA†� r estsépaŕe completpour la topologie

[a]-adiquesi � E � a�NM 0.

II.4. LesanneauxB†� r
log et leurs plongementsdansB�dR

Ceno estconsacŕe à la constructiond’un anneauB†
log qui està B†

rig cequeBst està Bmax. On

commenceparconstruireuneapplicationlogarithme.

PropositionII.21 . — Il existeuneet uneseuleapplicationx �� log[x] deE dansB�rig[X] qui

vérifie log[xy] 
 log[x]  log[y], log[x] 
 0 si x ) k, log[ % ] 
 X et

log[x] 

n � 0

� � 1� n� 1
�
[x] � 1� n

n
si � p

�
x � 0 � 1� c 1

Démonstration. — Soit U1 l’ensembledesx ) E telsque � p
�
x � 0 � 1� c 1. Pourx ) U1 la

sérielog[x] 
 n � 0
� � 1� n� 1 � [x] � 1� n � n convergedansB�max et log[xy] 
 log[x]  log[y] par

unargumentdesériesformelles.Onendéduitnotammentquelog[x] 
 ��� log[x] � p� cequi fait

quel’imagedeU1 parlog estenfait inclusedansB�rig. Si x ) E esttel que � p
�
x � 0 � 1�¢M 0,alors

il existen tel quex pn ) U1 et le log s’étenddoncà l’ensembledesx telsque � p
�
x � 0 � 1�¢M 0.

Ensuitesoit x ) � E� � F . On peutécrirex 
 x0
�
1  y � avec x0 ) k et y )WC Em de manìere

uniquecequi montrequelog s’étendà
�
E� � F . Enfin E� estun anneaudevaluationet le choix

delog[ % ] ach̀evededéterminerle log.
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PropositionII.22 . — Il existe une et une seuleapplication log : A � � B†
rig[X] telle que

log
�
[x] � 
 log[x], log

�
p� 
 0 et log

�
xy � 
 log

�
x �  log

�
y � .

Démonstration. — Si x ) A � estexactementdivisiblepar pa, alorsil exister tel quel’on peut

écrirex 
 pa[x � pa]
�
1 � pz� avecz ) A†� r et la série

log
�
1 � pz� 
 �

n L 1

�
pz� n
n

convergedansA†� r qui estcompletpourla topologiep-adiquecequi permetd’étendrelog par

multiplicativité àA � (et aussìaB� ).

On poseB†� r
log 
 B†� r

rig [X] muni de l’action de GF et du Frobeniusdonńespar
�	�

X � 
 pX et

g
�
X � 
 X  log

�
[g
� % � � % ] � cequi fait quel’on peutprolongerl’application 9 n : B†� r

rig � B�dR

pourn assezgrandpar 9 n � X � 
 p� n log[ % ]. La propositionsuivantemontreque 9 n estinjectif

et commuteauxactionsdeGF etdeFrobenius(làoù ce-dernierestdéfini), etdèslorson écrira

B†� r
log 
 B†� r

rig [log[ % ]]. Soit aussiB†
log 
+d r L 0B†� r

log.

PropositionII.23 . — L’application 9 n : B†� rn
rig [X] � B�dR qui étend9 n par 9 n � X � 
 p� n log[ % ]

estinjective, commutèa l’action deGaloisetsarestrictionà B�log est
� � n.

Démonstration. — Lesdeuxdernierspointssonttriviaux.Pourmontrerle premier, il suffit de

montrerque l’ élémentlog[ % ] est transcendantsur le corpsdesfractionsde 9 n � B†� rn
rig � et cela

revient au mêmede montrerqueu 
 log
�
[ p] � est transcendantsur 9 n � FracB†� rn

rig � . Montrons

tout d’abordqueu �)£9 n � FracB†� rn
rig � . Soit � 
 1 � [ p] � p et S l’anneaudesélémentsde B�dR

qui appartiennent̀a F .l¤ F A � [[ � ]]. Rappelonsque Fontainea montŕe que u �) FracS (cf

[18, 4.3.2]).La démonstrationde la propositionII.10 montrequesi x ) B†� r0
rig , alors 9 0 � x � )

S et donc si u )¥9 n � FracB†� rn
rig � , alors on a x

�
y ) B†� r0

rig tels que 9 0 � y � 
 9 0 � x � u (puisque� � n � B†� rn
rig � 
 B†� r0

rig ) et le résultatde Fontainemontrequecelan’est paspossibleet doncque

u �)l9 n � FracB†� rn
rig � .

Montronsmaintenantque u est transcendantsur 9 n � FracB†� rn
rig � pour tout n. Un petit calcul

montrequ’il existe ¦ : GF � Qp tel queg
�
u� 
 u  £¦ � g� t . Soitud  xd � 1ud � 1  IJIJI  x0 
 0

le polynôme minimal de u. Alors en appliquantg et en comparantles coefficients il vient

g
�
xd � 1 � 
 xd � 1  d ¦ � g� t ce qui fait que xd � 1 � du s’identifie à un élémentde BdR stable

par GF et donc que u 
 d � 1 � xd � 1 � c� )¥9 n � FracB†� rn
rig � et on vient de voir que cela est

impossible.

Par la propositionII.22 il existe un élémentlog
� % � ) B†

log (remarquonsque l’on a B†
log 


B†
rig[log

� % � ] puisquela série qui définit log
�
[ % ] ��% � converge dansA†� r0). On munit B†

log de
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l’opérateurdemonodromieN défini par

N
d

k Y 0

ak log
� % � k 
 � d

k Y 0

kak log
� % � k � 1

c’est-̀a-direqueN 
 � d � d log
� % � . Un calculfacilemontrequeN commutèa l’action deGF .

RemarqueII.24 . — L’ élémentlog
� % � estplusagŕeablequelog[ % ], parexemple9 n � log

� % �"� )
Fn[[ t ]] si n c 1. NotammentResX

�
log
� % �;� 
 log

� % � où ResX estl’applicationconstruitedans

[11, V.4] et X estunouvertcompactdeQp tel queX  p� 1Z p 
 X.

II.5. Action de HK sur B†
rig

Dansceno on décrit lesinvariantsdeB†
rig sousl’action de HK . Soit B†

rig� K 
 �
B†

rig � HK .

LemmeII.25 . — Soit I un intervallequi contient[0 t r ] et J 
 I V [r t5 �` ]. On a unesuite

exacte0 � B�K � B†� r
K � BHK

I � BHK
J � 0.

Démonstration. — On a vu quel’on a unesuiteexacte0 � B� � B†� r � BI � BJ � 0 et

enprenantlesinvariantspar HK on trouve

0 � B�K � B†� r
K � BHK

I � BHK
J

§� H1 � HK
�
B� �

et pour montrerle lemmeil suffit de montrerque � 
 0. Soit x ) BHK
J , alors il existe n tel

que � � x � ) H1 � HK
�
p� nA � � et donc � � pnx[ % ] � ) H1 � HK

�
W
� C Em �;� . Or ce dernierespace

de cohomologieestnul ([11, IV.2.4] appliqúe à la repŕesentationtriviale) et on en déduit que

� � x � 
 p� n[ % ] � 1 � � pnx[ % ] � 
 0.

Corollaire II.26 . — Dansle casoù I 
 [0 t� a` [, on obtientla suiteexacte:

0 � B�K � B†� r
K � � B�rig � HK � B†� r

rig � K � 0

LemmeII.27 . — Si x ) � B�max� HK , alors il existeunesuitebornéeai d’élémentsdeB�K , telle

quex 
 i L 0 ai
� S�� p� i (la sérieconvergeantdansB[0 ~ s] avecs assezpetit).

Démonstration. — On se ramèneimmédiatement̀a montrerque si x ) �
A �max� HK , alors il

existe unesuiteai d’élémentsde A �K , telle quex 
 i L 0 ai
� S�� p� i . On va d’abordmontrer

que > : A �K � � K ¨ estsurjective.Si K 
 F , c’estbienconnu(on seramèneà montrerque

c’estvrai modulo p, et celarésultealorsdu fait queles
( & i � i ) Z[1� p] V [0 t 1[- formentune

basede E�F � � &/� 1� E�F (voir [6, III.2.1])) ; ensuitesoient 9 K ��X K � l’ élémentconstruitdansla

propositionI.1,
X

n 
 9 K ��X K � � n , et © 
 (
x )ª� K ¨ � � p

�
x � c 1� p- . Rappelons[7, p. 243] que

si n � 0 et x )K� Knm 1, alorsNKnm 1 7 Kn

�
x � � x p )ª© . Comme� E � 9 K ��X K �;� 
 p� p� 1 eK

ona,pour
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n � 0, � p
��X

n � 
 1
pnR 1 � p� 1 eK

et donc,si n � 0, alors
X

n estégalmodulo © à uneuniformi-

santede � Kn. Ceci impliquequel’application � Fn[
X

n] � � Kn �{© estsurjective, et doncque� F̈ [
X

n]n L 0 � � K ¨ estsurjective (puisqu’ellel’est modulo © et quelesdeux � F̈ -modules

enprésencesontcompletspour la topologie © -adique).Comme
X

n 
 > : � � n � 9 K ��X K �;� , ceci

montreque > : A �K � � K ¨ estsurjective. Soit maintenantx ) � A �max� HK . On définit deux

suitesxi et ai de
�
A �max� HK et A �K de la manìeresuivante: x0 
 x, et si i c 0, alorscomme> � xi � )«� K ¨ , il existe ai ) A �K tel que > � xi � 
 > � ai � . Ceci montrequexi � ai estdansle

noyaude > etestdoncdivisiblepar S	� p dansA �max. Onposexi � 1 
 �
p�DS � � xi � ai � . Il estclair

qu’alors,x 
 i L 0 ai
� S	� p� i .

On peutd’ailleursmontrerqueai � 0, eneffet si x ) A �max alorsil existeunesuite n i 
 o
�
i � ,

tellequex ) p� q i A �  � S�� p� i A �max. Un petit calculmontrequecelaforceai � 0.

PropositionII.28 . — L’anneauB†� r
K estdensedansB†� r

rig � K pour la topologie deFréchetdece

dernier.

Démonstration. — Cela revient à montrerquesi l’on sefixe un intervalle I 
 [0 t rn] avec

n � 0, alorspour tout x ) B†� r
rig � K il existeunesuitex j ) B†� r

K telle queVI
�
x � x j � �  �` .

Étantdonńeela décompositiondu corollaireII.26 il suffit de le faire pour x ) BHK
[0~ rnm m] avec

m � 0. On se fixe m tel que VI
��� n� m� 1 � q � p� � 1�£M 0 (c’est possiblecar pour tout I

compact,
� n� m� 1 � q � p� � 1 pour VI ). Le lemmeII.27 auquelon applique

� n� m montreque

tout élémentx ) BHK
[0~ rnm m] s’écrit x 
 i L 0 xi

��� n� m� 1 � q � p�"� i où xi estunesuiteborńeede

B�K et doncquex 
 i L 0 yi
��� n� m� 1 � q � p� � 1� i où yi estunesuiteborńeedeB�K . Comme

VI
��� n� m� 1 � q � p� � 1��M 0, la suite

��� n� m� 1 � q � p� � 1� i tendvers0 pour VI et donc,pour

montrerla proposition,il suffit deprendrex j 
 j
i Y 0 xi

��� n� m� 1 � q � p� � 1� i .

II.6. L’anneau B†
rig� K

Soit B†� r
rig � K le compĺet́e de B†� r

K pour la topologiede Fréchet.On va donnerune description

nettementplusagŕeabledesB†� r
rig � K . On a déjà vu qu’il existen

�
K � ) N et % K ) A

†� rnf K g
K dont

l’imagemodulo p estuneuniformisantedeEK et quesi r c rn � K  , alorstout élémentx ) B†� r
K

peuts’écrirex 
 k � Z ak % k
K où ak ) F et où la série k � Z akTk estholomorpheet borńee

surla couronneouverte
(
p� 17 eK r '+* T *U' 1- et convergesurle bordintérieur.

L’anneauB†� r
K estalorsmuni de la topologieinduiteparcelledeB†� r

rig qui devient la topologie

dela convergencesurlescouronnesdéfiniesparun intervallecompactcequi fait queB†� r
rig� K est

le compĺet́edeB†� r
K pourcettetopologieet doncque
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PropositionII.29 . — Soit x qF � X � l’ensembledesséries k � Z akXk avecak ) F et telles

que tout s¬) [ n	t 1[, limk �vu � * ak *ws k 
 0 et soit n � K � r � 
 p� 17 eK r . Alors l’applicationx q � K � r F � B†� r
rig� K qui à f associef

� % K � estun isomorphisme.

On définit aussiB†
log� K 
 B†

rig � K [log
� % � ], cet anneaueststablepar les actionsde

�
et de

�
K

étantdonńeque
�	�

log
� % �"� 
 log

����� % �"� 
 p log
� % �  log

���	� % � �D% p � et � � log
� % �;� 
 log

� % �  
log
� � � % � ��% � et queles sériesqui définissentlog

���	� % � ��% p � et log
� � � % � ��% � convergentdans

B†
rig � K .

Rappelonsquedans[6, III.2] (voir aussila premìeresection,propositionI.4) il estdéfini une

sectionR0 de l’inclusion B†
K
i B†

K qui a la propríet́e que si r c rn � K  , alors R0 est une

applicationA†� r
K -linéairede A†� r

K dansA†� r
K , ainsi quedesapplicationsRm et RFm qui ont des

propríet́essimilaires.

LemmeII.30 . — Pour tous a ) Z[1� p] et r M rn � K  , r ) N[1� p] on a Rm
�
[ % ]aA†� r

K � i
[ % ]aA†� r

K .

Démonstration. — Quanda ) Z et r 
 rn c’est le contenude I.5 car c’est vrai avec % à

la placede [ % ] et %T� [ % ] est une unité de A†� r pour r c 1 [6, II.1.5]. CommeR0 : � m 
� m : Rm et que
�	� % � 
 % p on passedea ) Z à a ) Z[1� p]. Enfin A†� r

K estl’intersectiondes

[ % ] � kr A
†� rnf K g
K  pk � 1A†� �_�K et chacundestermeseststablepar Rm.

LemmeII.31 . — Si r c rn � K  , alors pour I � r , Rm : B†� r
K � B†� r

K vérifie l’in égalit́e

VI
�
Rm
�
x �"� c VI

�
x � .

Démonstration. — Nousallonsdoncmontrerquesi x ) B†� r
K vérifie V[r ~ s]

�
x � c 0, alorson a

V[r ~ s]
�
Rm
�
x �"� c 0. Par le lemmeII.18 on seramèneau casoù r 
 s et donc I 
 [r t r ]. Le

lemmeII.7 montrequel’intersectionde B†� r
K avec A I est la réuniondes[ % ]r k p� kA†� r

K ce qui

implique par le lemmeII.30 que Rm
�
B†� r

K V A I � i B†� r
K V A I . On a doncVI

�
Rm
�
x �"� c 0 si

VI
�
x � c 0 cequi montrele lemme.

Le lemmepréćedentmontreenparticulierqueR0 s’étendenunesectioncontinuedel’inclusion

de B†� r
rig � K dansB†� r

rig � K . On prolongeles Rm en unesectionde l’inclusion de B†
log� K [1� t ] dans

B†
log� K [1 � t ] enposantRm

�
t � i � 
 t � i d’unepartet Rm

�
log
� % �"� 
 log

� % � d’autrepart (voir la

remarqueII.24).

RemarqueII.32 . — QuandK � 
 F� la restrictionde R0 à
�
B�rig � HF i B†

rig � F n’estautreque

l’applicationResZ p de[11, V.7.1].DemêmeRm 
 RespR mZ p.
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Démonstration. — Pourle casde R0, il suffit devoir quelesdeuxapplicationssontcontinues,� F [[ % ]]-lin éairesetquesi i ) Z[1� p], alorsR0
�
[ & i ] � 
 ResZ p

�
[ & i ] � . Ensuitela formule Rm 
� � m : R0 : � m permetdeconclure.

LemmeII.33 . — Soit x ) A†� r
K . Alors pour tousa

�
b ) N il existem tel que Rm

�
x � � x )% aA �K  pbA†� r

K .

Démonstration. — On a vu dansla propositionI.5 quesi x ) A†
K , alors x 
 limm Rm

�
x �

dansAK . La topologiedeAK estdéfinieparle fait que
( % aA �K  pbAK - formentunebasede

voisinagesdezéro.On endéduitquesi m estassezgrand,alors Rm
�
x � � x 
 % ar �  pbr �

avecr � ) A �K et r � ) AK cequi fait queRm
�
x � � x � par � ) pbAK V A†� r

K 
 pbA†� r
K d’où

le lemme.

PropositionII.34 . — Si x ) B†� r
rig � K , alors limm� ��� Rm

�
x � 
 x.

Démonstration. — Soit N ) N et I i [r t5 �` [. Il existe y ) B†� r
K tel queVI

�
x � y � c N. Il

existec tel quey ) p� cA†� r
K etparle lemmepréćedentil existealorsm tel queVI

�
Rm
�
y � � y � c

N. Enfin VI
�
Rm
�
x � y �"� c VI

�
x � y� par II.31 cequi fait queVI

�
Rm
�
x � � x � c inf

(
VI
�
x �

y � t VI
�
y � Rm

�
y �"� t VI

�
Rm
�
y � � Rm

�
x �"� - 
 N.



CHAPITRE III

APPLICA TION AUX REPRÉSENTATIONS p-ADIQ UES

Ce§ estconsacŕe à l’applicationdesconstructionsdela sectionpréćedentèa la caract́erisation

desrepŕesentationsp-adiquessemi-stables(et cristallines)en termesdu
���	���

K � -modulequi

leur estassocíe.

III.1. Régularisationpar le Frobenius

Le Frobenius
�

estunebijectiondeBI surBpI et induit doncunebijectiondeB†� r
rig surB†� pr

rig

ainsiquedeB†� r
log surB†� pr

log puisque
�	�

log[ % ] � 
 p
I
log[ % ].

LemmeIII.1 . — Soith unentierpositif. Alors

V��_�sY 0 p
� hsA†� pR sr 
 A � et V	���sY 0 p

� hsA†� pR sr
rig

i B�rig
Démonstration. — Montronsle premierpoint : commex ) A†� r il s’écrit demanìereunique

sousla forme k L 0 pk[xk] et de même phsx 
 pk � hs[xk]. Commephsx ) A†� pR sr c’est

que

� E � xk �  r p1� s

p � 1
�
k  hs� c 0

cequi impliqueque

� E � xk � cj� �
k  hs� r

ps� 1 � p � 1�
et donc(enlaissanttendres vers  a` ) que � E � xk � c 0 cequi fait quex ) A � .

Passonsaudeuxìemepoint. Pourtout s on peutécrirex 
 as  bs avecas ) p� hsA†� pR sr et

bs ) B�rig. Par le lemmeII.13 ona as � as� 1 ) B� et d’autrepartas � as� 1 ) p� h � s� 1 A†� pR sr

ce qui fait queas � as� 1 ) p� h � s� 1 A � et quequitte à modifier as� 1 on peutsupposerque

as 
 as� 1 
 a. On aalorsa )[V��_�sY 0 p� hsA†� pR sr 
 A � et doncx ) B�rig.
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PropositionIII.2 (Régularisationpar le Frobenius). — Soit r et u deuxentiers positifs et

A ) Mu  r
�
B†

log � . On supposequ’il existe P ) GLu
�
F � telle que A 
 P

� � 1 � A� . Alors

A ) Mu  r
�
B�log � .

Démonstration. — Soit A 
 �
ai j � et ai j 
 d

nY 0 ai j � n log[ % ]n. Soit h0 ) Z tel que ph0 P )
Mu
� � F � et h 
 h0  d. L’hypothèsereliant A et P peuts’écrire:

pi 1
� � 1 � a1 j �  IJIJI  pi u

� � 1 � auj � 
 ai j ® i 8 u
�

j 8 r

et comme
� � 1 � log[ % ]n � 
 p� n log[ % ]n, on en déduit quesi ai j � n ) p� cA†� r

rig , alorscomme

ph0 pi k )K� F et
� � 1 � ai k � n � ) p� cA†� r 7 p

rig , onaai j � n ) p� h � cA†� r 7 p
rig . On itèreceproćed́eet il en

sortqueai j � n )�V �_�sY 0 p� hs� cA†� r pR s

rig . On estenmesured’appliquerle lemmeIII.1 à pcai j � n et

la propositionsuit.

III.2. Représentationssemi-stables

SoientB†� r
log� K 
 B†� r

rig � K [log
� % � ] et

D†
rig
�
V � 
 B†

rig � K . B†
K

D† � V � et D†
log
�
V � 
 B†

log� K . B†
K

D† � V �
Le théor̀emeI.3 montrequeD†

rig
�
V � et D†

log
�
V � sontdesB†

rig � K - et B†
log� K - moduleslibresde

rangd 
 dimQp

�
V � . Si M estun GF -modulesoit M

�
i � le tordude M par 6 i (twist deTate).

PropositionIII.3 . — On a

(
x ) B†

log
�

g
�
x � 
 6 i � g� x � ® g ) GK - 
 Ft i si i c 0 ;

0 si i ' 0.

Démonstration. — Soit Vn
i 
 �

B†� rn
log
�
i �"� GK . C’est un F-espacevectorielde dimensionfinie

(puisque9 n réaliseuneinjectiondeVn
i dans

�
B�dR� GK 
 K ) stableparFrobeniuset la proposi-

tion III.2 impliquequeVn
i 
 �

B�log
�
i �"� GK cequi fait que[18] Vn

i 
 F . CommeVi 
¯d ���nY 0V i
n

celadémontrele résultat.

Soit D �st
�
V � 
 �

B�st . Qp V � GK , rappelonsqueD �st
�
V � 
 �

B�log . Qp V � GK . Si V a sespoidsde

Hodge-Tatenégatifs,alorsD �st
�
V � 
 Dst

�
V � et engéneralDst

�
V � 
 t � dD�st

�
V
� � d �;� � d � pour

d assezgrand.

PropositionIII.4 . — Si V estunerepŕesentationp-adique, alors
�
B†

log . Qp V � GK estun F-

espacevectorieldedimensionfinie, et le morphismeinduit par l’inclusion deB�log dansB†
log

D �st
�
V � � �

B†
log . Qp V � GK
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estun isomorphismede
���	�

N � -modules.

Démonstration. — Si n ) N, alors Dn 
 �
B†� rn

log . Qp V � GK est un F-espacevectoriel de

dimensionfinie 8 [K : F ]d, car 9 n réaliseuneinjection de Dn dansDdR
�
V � , qui estun K -

espacevectoriel de dimensionfinie 8 d. Ceci montrequ’entre[K : F ]d  1 élémentsde�
B†

log . Qp V � GK , il y a toujoursunerelationdedépendanceF-linéaire,et doncque
�
B†

log . Qp

V � GK estun F-espacevectorieldedimension8 [K : F ]d.

Passonsmaintenantaudeuxìemepoint.Soient � 1 ��IJIJI2� � r etd1
��IJIJI2�

du desQp- et F- basesde

V et
�
B†

log . Qp V � GK . Il existeunematriceA ) Mr  u
�
B†

log� telle que
�
di � 
 A

� � i � (les
�
di � et� � i � sontdesvecteurscolonnes).Soit P la matricede

�
dansla base

�
di � (qui estinversiblecar�

: B†
log � B†

log estunebijection).On a alors
���

A� 
 PA et donc A 
 � � 1 � P � � � 1 � A� ; la

propositionIII.2 montrequeA ) Mr  u
�
B�log � etdoncque

�
B†

log . Qp V � GK i � B�log . Qp V � GK 

D�st
�
V � , cequi permetdeconclure.

Une repŕesentationV à poids négatifsest donc semi-stablesi et seulementsi elle est B†
log-

admissibleetelleestcristallinesi etseulementsi elleestB†
rig-admissible,c’est-̀a-diresi elleest

B†
log-admissibleet quesespériodessonttuéespar N.

De plus,si lespoidsdeHodge-TatedeV nesontpasnégatifs,alorsentordantV on endéduit

queV estsemi-stablesi et seulementsi elle estB†
log[1� t ]-admissibleet elle estcristallinesi et

seulementsi elle estB†
rig[1� t ]-admissible.

PropositionIII.5 . — Si V estsemi-stableona un isomorphismedecomparaison:

B†
log[1� t ] . F Dst

�
V � 
 B†

log[1 � t ] . Qp V

Démonstration. — Cecirésultedu fait quedanscecasonadéjà :

B�log[1� t ] . F Dst
�
V � 
 B�log[1 � t ] . Qp V

il suffit alorsdetensoriserlesdeuxmembresparB†
log[1 � t ] au-dessusdeB�log[1� t ].

Théor̀emeIII.6 . — Si V estunerepŕesentationp-adique, alors

Dst
�
V � 
 �

D†
log
�
V � [1� t ] �;0 K et Dcris

�
V � 
 � D†

rig
�
V � [1� t ] �;0 K

NotammentV estsemi-stable(respectivementcristalline) si et seulementsi
�
D†

log
�
V � [1 � t ] � 0 K

(respectivement
�
D†

rig
�
V � [1 � t ] � 0 K ) estun F-espacevectorieldedimensiond 
 dimQp

�
V � .

Démonstration. — Le deuxìemepoint est une conśequenceimmédiatedu premier. Ensuite

commeD†
log
�
V � [1� t ] i �

B†
log[1� t ] . Qp V � (et queD†

rig
�
V � [1� t ] i �

B†
rig[1 � t ] . Qp V � ) les
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résultatspréćedentsmontrentque
�
D†

log
�
V � [1� t ] � 0 K (respectivement

�
D†

rig
�
V � [1 � t ] � 0 K ) estin-

clusdansDst
�
V � (respectivementdansDcris

�
V � ).

Montronsdonc que Dst
�
V � i �

D†
log
�
V � [1 � t ] � 0 K et Dcris

�
V � i �

D†
rig
�
V � [1 � t ] � 0 K . Il suffit

de s’occuperdu cas semi-stablecar le cas cristallin en suit en faisant N 
 0. Soit r 

dimF

�
Dst
�
V �;� 1 Onpeutsupposer(quitteàtordre)lespoidsdeHodge-TatedeV négatifspuisque

l’on ainverśe t partout.Onsaitqu’alorsDst
�
V � 
 � B†

log . Qp V � GK etdeplus
�
B†

log . Qp V � HK 

B†

log� K . B†
K

D† � V � puisqueD† � V � a � la bonnedimension� . On endéduitquesi l’on choisit

unebase
(
ei - deD† � V � et

(
di - unebasedeDst

�
V � , alorsla matriceM ) Mr  d

�
B†

log� K � définie

par
�
di � 
 M

�
ei � estderangr etvérifie � K

�
M � G � M 
 0 où G ) GLd

�
B†

K � estla matricede� K dansla base
(
ei - .

LesopérateursRm introduitspréćedemmentsontB†
log� K -linéaireset commutent̀a

�
K (puisque

c’est vrai sur B†
K [log

� % � ] et qu’on étendRm par continuit́e) ce qui fait que � K
�
Rm
�
M �"� G �

Rm
�
M � 
 0. De plus, Rm

�
M � � M et si M ) Mr  d

�
B†� rn

log� K � , alorsRm
�
M � ) Mr  d

�
B†� rn

log� K � .
Soit N 
 � m � Rm

�
M �"� . On a alors � K

�
N � � m � G � 
 N et commeles actionsde

�
et
�

K

commutentsur D†
rig
�
V � on a

�	�
G � 
 � K

�
P � GP � 1 (P est la matricede

�
et est inversible

car
�

estsurconvergentet B†
K estun corps)cequi fait quesi Q 
 � m� 1 � P � IJIJI��	� P � P, alors� m � G � 
 � K

�
Q� GQ� 1 et donc � K

�
NQ� G 
 �

NQ� . La matriceNQ déterminer éléments

de D†
rig
�
V � qui sontfixéspar � K . Il resteà montrerquecesélémentssontlibres sur F quand

m estassezgrand.Mais commeRm
�
M � � M, la matriceNQ va êtrederangr pourm assez

grand(puisqueM estderangr ) etdoncdéterminerunsous-modulelibre deD†
rig
�
V � . A fortiori

le F-espacevectorielengendŕe par les élémentsdétermińespar NQ va êtrededimensionr et

doncégalàDst
�
V � .

PropositionIII.7 . — On a lesisomorphismesdecomparaisonsuivants:

(1) si V estunerepŕesentationsemi-stable, alors

D† � V �2. B†
K

B†
log� K [1 � t ] 
 Dst

�
V �3. F B†

log� K [1� t ]
(2) si V estunerepŕesentationcristalline, alors

D† � V �2. B†
K

B†
rig � K [1 � t ] 
 Dcris

�
V �3. F B†

rig � K [1 � t ]
SideplusV a sespoidsdeHodge-Tatenégatifs,alorsDst

�
V � i B†

log� K . B†
K

D† � V � .
Démonstration. — Encoreune fois on ne s’occupeque du cassemi-stable,le cascristallin

s’obtenanten faisantN 
 0. On peutsupposerqueV a sespoidsdeHodge-Tatenégatifscar

celarevient à multiplier parunepuissancede t le termedegauche.On saitqu’alorsDst
�
V � i
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B†
log� K . B†

K
D† � V � et que

B†
log� K [1 � t ] . B†

K
D† � V � 
 B†

log� K [1� t ] . F Dst
�
V �

cequi montrequesi l’on choisitdesbases
(
di - deDst

�
V � et

(
ei - deD† � V � , alors

�
ei � 
 B

�
di �

avec B ) Md
�
B†

log� K [1� t ] � ; la propositionIII.6 implique d’autrepart que
�
di � 
 A

�
ei � avec

A ) Md
�
B†

log� K [1 � t ] � . CommeDst
�
V � i B†

log� K . B†
K

D† � V � on a A ) Md
�
B†

log� K � et donc

finalementA ) Md
�
B†

log� K � et deplus AB 
 Id. On peutalorsappliquerl’opérateurR0 qui est

B†
log� K [1 � t ]-lin éairepourtrouver AR0

�
B � 
 Id cequi fait queB 
 R0

�
B � et queB a doncses

coefficientsdansB†
log� K [1 � t ].

Le fait que A ) Md
�
B†

log� K � implique queDst
�
V � i B†

log� K . B†
K

D† � V � et le fait que B )
GLd

�
B†

log� K [1� t ] � impliquequeD† � V �2. B†
K

B†
log� K [1� t ] 
 Dst

�
V �2. F B†

log� K [1 � t ].
PropositionIII.8 . — Soit V unerepŕesentationsemi-stableet soit M la matricede passage

d’unebasedeDst
�
V � à unebasedeD† � V � . Alors il exister ) Z et  ª) B†

K telsquedet
�
M � 
  tr .

Démonstration. — Le déterminantdela matricedepassageestégalaucoefficientdela matrice

depassagepourle déterminantdeV et il suffit doncdemontrerl’assertionendimension1. Une

repŕesentationsemi-stablededimension1 estcristallineetestdoncdela forme S 6 r où S estun

caract̀erenon-ramifíe et 6 estle caract̀erecyclotomique.La périodede S estalorsun élément�£) W
�
k � , cequi fait queDst

�
V � 
 F

I � t � r et D† � V � 
 B†
K
I � d’où le résultat.

III.3. Représentationscristallines et représentationsde hauteur finie

Dansceno , onseplacedansle casK 
 F et V estunerepŕesentationcristallinedeGF . Ondit

qu’unerepŕesentationp-adiqueV deGF estdehauteurfinie si D
�
V � poss̀edeunebasesurBF

forméed’élémentsdeD � � V � 
 �
B� . Qp V � HF . Un résultatdeFontaine[20] (voir aussi[12,

III.2]) montrequeV estdehauteurfinie si et seulementsi D
�
V � poss̀edeun sous-B�F -module

libre detypefini stablepar
�

derangégalà d 
 dimQp

�
V � . L’objet deceno estdedémontrer

le résultatsuivant:

Théor̀emeIII.9 . — Si V estunerepŕesentationcristallinedeGF , alorsV estdehauteurfinie.

Démonstration. — Fixonsunebase
(
ei - deD† � V � ainsi qu’unebase

(
di - deDcris

�
V � , et soit

U la matricede passagede l’une à l’autre c’est-̀a-direque
�
ei � 
 U

�
di � . La matriceU està

coefficientsdansB†
rig� F [1� t ]. De plussi l’on remplaceV par V

�
1� , alorson peutremplacerdi

par t � 1di
�
1� et doncU par tU cequi fait quequitteà tordresuffisammentV on peutsupposer
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queU està coefficientsdansB†
rig� F , cequel’on fait maintenant.Soit B�rig � F l’anneaudesséries

formelles k L 0 ak % k où ak ) F et k L 0 ak Xk estde rayonde convergence1. Nousaurons

besoind’un résultatde Kedlaya[25, 4.3] (la formulationoriginalede KedlayaestU 
 VW

maison s’y ramèneentransposant):

PropositionIII.10 . — Si U estunematriceà coefficientsdansB†
rig � F , alors il existeV dans

Id  �% Md
�
B�rig � F � et W dansMd

�
B†

F � tellesqueU 
 WV.

Remarquonsqu’on a nécessairementdet
�
W � P
 0 et commeB†

F estun corpscelaimpliqueque

W estinversible.Soit P la matricede
�

dansla base
(
ei - (qui asescoefficientssurconvergents),

D la matricede
�

dansla base
(
di - (qui estdoncà coefficientsdansF) et G la matricede � F

(un géńerateurde
�

F ) dansla base
(
ei - (elle estaussisurconvergente).Un petit calculmontre

que,si
(
fi - estla basededdag

�
V � déduitede

(
ei - par

�
fi � 
 W � 1 � ei � , alors:

Mat° fi ± ��� � 
 ��� V � DV
� 1 
 ��� W � 1 � PW

Mat° fi ± � � F � 
 � F
�
V � V � 1 
 � F

�
W
� 1 � GW

Lescoefficientsdela matrice
�	�

V � DV � 1 sontdansFracB�rig � F . D’autrepartlescoefficientsde�	�
W � 1 � PW sontdansB†

F . Onendéduitquedansla base
(
fi - , la matricede

�
asescoefficients

dansFracB�rig� F d’une part et dansB†
F d’autrepart. C’est donc [12, II.12] queMat° fi ± ��� � )

Md
�
FracB�F � . De plussi � 
 det

�
V � , alorsdet

�
Mat° fi ± ��� �"� 
 �	� � � det

�
D � � � 1 et commeV )

Id  �% Md
�
B�rig � F � on a �Q) 1  �% B�rig � F . LescoefficientsdeMat° fi ± ��� � n’ont doncpasdepôles

enzérocequi fait qu’il existe  K) B�F non-divisiblepar % tel que   Mat° fi ± ��� � ) Md
�
B�F � . Pour

lesmêmeraisons,Mat° fi ± � � F � ) Md
�
FracB�F � .

Soit D le B�F -moduleengendŕe par les fi . On vient devoir que   �	� D � i D où  �) B�F n’est

pasdivisiblepar % et quele Frac
�
B�F � -moduleengendŕepar D eststablepar

�
F .

LemmeIII.11 . — Si D estun B�F -modulelibre de typefini tel que le Frac
�
B�F � -moduleen-

gendŕe par D eststablepar
�

F et  ²) B�F ��% B�F est tel que   �	� D � i D, alors il existe

D ³ i D unsous-modulelibredetypefini stablepar
�

et
�

F qui estderangmaximal.

Pourmontrerque la repŕesentationV estde hauteurfinie il suffit donc,grâceau résultatde

Fontaine,de montrerle lemmece quenousfaisonsmaintenant.Le lemmeestdémontŕe dans

[12] (c’estla réuniondesénonćesIII.8 à III.15) maisl’une desétapesutilisedemanìerecruciale

quek estfini et il nousfautla contourner� 1 .´
1µ Il s’agit du lemmeIII.9. On remarquerad’ailleurs quece lemmeaurait plutôt dû être énonće de la manìere

suivante: ¶ Soit M un B�K -modulelibre derangfini munid’uneactionde · tel quele FracB�K -moduleM ¸ B ¹K
FracB�K soit munid’uneactionde º commutant̀a cellede · et telle qu’il existea » N tel quel’on ait º�¼ M ½�¾¿_À aM. Alors º�¼ M ½Á¾ M. Â C’estceténonćequi estdémontŕeetutilisé dansla suitede[12].
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Onvad’abordmontrerquel’on peutsupposerque
�

F
�
D � i D. SoitG 
ÄÃ � F Å ; onrenvoieà la

conśequenceducorollaireIII.15 de[12] pourla construction,sousl’hypothèsequele Frac
�
B�F � -

moduleengendŕe par D est stablepar
�

F , de n � �Æ) B�F tels que pour tout �Ç) G on ait� � n D � i � D. Comme � � % � ��% estinversibledansB�F , on peutsupposerque % nedivisepasn ; en effet, l’inclusion n D i � D implique que si % divise n , alors % divise � . Soit alors

G
I n D le sous-B�F -modulede � D engendŕe par les � � n d � où ��) G, d ) D. CommeB�F est

noetherien(carprincipal),comme� D estdetypefini, et commeG
I n D estréunioncroissante

desous-modulesdetypefini de � D, c’estqueG
I n D esten fait réuniond’un nombrefini de� � n D � . Il existedoncn ) N et � 1 ��IJIJI2� � n ) G telsqueG

I n D 
 � i � n D � . DeplusG
I n D

eststablepar G et doncparcontinuit́e il eststablepar
�

F . Ensuitecomme  �	� D � i D on a �n I��	� n D � i n D. Soit
E 
 n

i Y 1 � i �  {n � , on voit que
E��	� � i � n D �;� i � i � n D � pour tout i et

doncque
E��	�

G
I n D � i G

I n D etque % nedivisepas
E

. Cecimontrequel’on peutseramener

aucasoù D eststablepar
�

F .

On supposedoncmaintenantque D estun B�F -modulelibre de typefini stablepar
�

F et que �) B�F ��% B�F esttel que   �	� D � i D. L’id éal I des � ) B�F telsque � ��� D � i D eststable

par
�

F etpar[12, III.8] il estdela forme
� % a n

i Y 0
� i � q �"È i � . Depluscomme �) I etque % ne

divisepas  c’estquea 
 0. Soit alors n 
 % È 0 �_ÉwÉwÉ$� È nq È 1 �_ÉwÉwÉw� È n
IJIJI�� n� 1 � q � È n . Un petit calcul

montreque
��� n D � i n D et que n D eststablepar

�
F . On peutdoncprendreD ³ 
 n D et ceci

ach̀eve la démonstrationdu lemmeet doncdu théor̀emeIII.9.





CHAPITRE IV

PROPRIÉTÉS DE B†
�
r

rig
�
K

L’anneauB†
rig � K estisomorphe(canoniquementsi K 
 F) à l’anneaudeRobbautilisé dansla

théoriedeséquationsdifférentiellesp-adiques.Ce§ estconsacŕeàla démonstrationdequelques

unesde sespropríet́esrelativesà l’action de
�

K : on définit aussidesopérateursdifférentiels

qui serontutilespourla suite.

IV.1. L’opérateur �
Dansceno , � estun élémentde

�
K etn

� � � 
 � p
�
1 � 6 � � �"� . Onsupposequen

� � � c 1 etque

r c rn � K  .
LemmeIV.1. — Si I 
 [r t s] estun intervallefermé de [r t� a` [, alors il existen

�
I � ) N, tel

quepour x ) B†� r
rig� K , on ait VI

�"�
1 ��� � x � c VI

�
x �  1 dèsquen

� � � c n
�
I � .

Démonstration. — Par densit́e et linéarit́e on seramèneaucasoù x 
 % k
K aveck ) Z. Alors

si k c 0

� � % k
K � �=% k

K 
 % k
K

� � % k
K �% k

K

� 1 
 % k
K

� � % K �% K
� 1

� � % k � 1
K �% k � 1

K

 IJIJI  1

et sinon

� � % � k
K � ��% � k

K 
 % � k
K

% k
K� � % k
K � � 1 
 % � k

K
% K� � % K � � 1

% k � 1
K� � % k � 1
K �  

IJIJI  1

Commeon a VI
�
xy � c VI

�
x �  VI

�
y� (voir la remarqueII.6), le lemmerésultedu fait que

VI
� � � % K � �D% K � 1� c 1 si n

� � � estassezgrand; eneffet, � � % K � ��% K � 1 tendvers0 quand�
tendvers1.

Si I 
 [r t s], soit BI
K l’anneaudessériesformellesen % K qui convergentsur la couronnede

rayonsintérieursetextérieursn � K � r � et n � K � s� . Le lemmepréćedentmontrequesi � estassez
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prochede1, la séried’opérateurs

log
� � �

log
� 6 � � �"� 
 � 1

log
� 6 � � �;� n L 1

�
1 ��� � n

n

convergeversunopérateurcontinu � I : B†� r
rig� K � BI

K , etun petit argumentdesériesformelles

montreque log
� � � � log

� 6 � � �;� ne dépendpasdu choix de � . Notamment� I1
�
x � 
 � I2

�
x �

si Ik 
 [r t sk]. On en déduit que la valeurcommunedes � I
�
x � appartientà B†� r

rig� K , et que

l’opérateurx �� � � x � , où � � x � estla valeurcommunedes� I
�
x � , estcontinupourla topologie

deFréchet.

Demême,si � estassezprochede1, alorsla séried’opérateurs

log
� � �

log
� 6 � � �;� � 1 ��� � 
 � 1

log
� 6 � � �"� n L 1

�
1 ��� � n� 1

n

convergeversun opérateurcontinu �a� � 1 �b� � : B†� r
rig � K � BI

K , et un petit argumentdeséries

formellesmontreque �
1 ��� K


 1 ���
1 ��� K

I �
1 ���

nedépendpasduchoixde � etdéfinit aussiunopérateurdeB†� r
rig� K danslui-même,continupour

la topologiedeFréchet.Il estclair que

�
1 �W� K � �

1 ��� K

 � 1

LemmeIV.2. — La restrictionde � à B†� r
rig � K vérifie � 
 t

I�Ê
où
Ê��

x � 
 � 1  �% � dx � d % .

RemarqueIV.3. — Attention au fait quecesnotationsne sontpascompatiblesavec [7]. Ce

qui estnot́e
Ê

cheznousestnot́e � dans[7].

Démonstration. — Dans [7] il est démontŕe que l’image de B†� rn
K par 9 n 
 � � n dansB�dR

estcontenuedansKn[[ t ]] si n c n
�
K � . L’image par

� � n de B†� rn
rig� K a la mêmepropríet́e par

continuit́e.Comme
� � n estinjectif et que � , t

Ê
commutent̀a

�
il suffit demontrerque �j� t

Ê
estnul surKn[[ t ]] cequi estévident.

Montronsque
Ê

est � presque� surjective :

PropositionIV.4. — La connexion
Ê

réaliseunesurjection

(1) deB†
rig � K  F

I
log
� % K � dansB†

rig� K ;

(2) deB†
log� K danslui-même.
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Démonstration. — Toutd’abordsi eK estl’indice deramificationdeK � � F� , log
� %T��% eK

K � est

unesérie surconvergentecequi fait queB†
log� K 
 B†

rig� K [log
� % K � ]. RappelonsqueB†

K estun

corps,eton peutdoncsefixer r c rn � K  tel que
Ê{� % K � et 1� Ê{� % K � appartiennent̀aB†� r

K .

Soit F
� % K � ) B†� r

rig � K . PosonsF
� % K � � Ê�� % K � 
 an % n

K , alors

F
� % K � 


n ËY � 1

an

n  1
�
n  1� % n

K
Ê % K  a� 1

Ê % K% K

 Ê

n ËY � 1

an

n  1
% n� 1

K  a� 1 log
� % K �

cequi montrequeF
� % K � 
 Ê G � % K � avecG

� % K � ) B†� s
rig � K  F

I
log
� % K � pours M r .

Ensuitela formuleÊ��
G j
� % K � log j � % K �"� 
 �;Ê G j � � % K � Ê % K log j � % K �  G j

� % K � j log j � 1 � % K � Ê % K ��% K

montrequesi on sait faire(1), alorsunerécurrencepermetdefaire(2) cequi montrela propo-

sition.

RemarqueIV.5. — Si
Ê{�

y � 
 x et x ) B†� r
log� K , alorson nepeutpasdire quey ) B†� r

log� K mais

enrevanchey ) B†� s
log� K pourtouts M r .

IV.2. Inversionde1 ��� K

En utilisant les résultatsdu no préćedenton déterminel’image de 1 �²� K : B†
rig � K [1 � t ] �

B†
rig � K [1� t ].

PropositionIV.6. — Soitx ) B†
rig � K [1� t ]. Alors il existea ) B†

rig � K etb ) B†
rig� K [1 � t ] telsque

x 
 a  � 1 ��� K � b.

Démonstration. — Soit j ) N tel que x 
 t � j x j avec x j ) B†
rig � K Un petit calcul qui

reposesur le fait que � B†
rig� K i tB†

rig� K montre qu’il existe x j � 1 ) B†
rig � K tel que x 
� j � 1� � x j t

� j �  x j � 1t � � j � 1 cequi montre(parrécurrence)quel’on peutécrirex 
 � z  y

avecz ) t � j B†
rig � K et y ) B†

rig � K . La propositionsuit alorsdu fait que � z 
 �
1 �Ì� K �ÎÍ1� # K

�
z� .

LemmeIV.7. — Soit x ) B†� r
rig� K tel quepour tout n � 0 on ait x ) � n� 1 � q � B†� rn

rig� K . Alors

x ) tB†
rig� K .

Démonstration. — Soit s 
 rn0 tel quex ) � n� 1 � q � B†� rn
rig � K pour tout n c n0. Rappelonsque

B†� s
rig � K s’identifie(noncanoniquement)̀a un anneaudesériesformellesen % K . Soit Qn

� % K � 
� n� 1 � q � . On a B†� s
rig � K V � n� 1 � q � B†� rn

rig � K 
 � n� 1 � q � B†� s
rig � K car unesérie est divisible Qn

� % K �
si et seulementsi les zérosde la premìereont un ordre c à ceuxde la seconde,ce que l’on
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peutvérifier localement.De même,commeles
� n� 1 � q � sontpremiersentreeux, l’hypothèse

du lemmeestéquivalenteau fait que,pour tout n � 0, on ait x ) � n � % � � � n0 � 1 � % � B†� s
rig � K 
� n � % � B†� s

rig � K comme
� n0 � 1 � % � estinversibledansB†� s

rig� K . Onpeutdoncécrirex 
 � n � % � p� nxn

et onvamontrerquela suite
(
xn - convergedansB†� s

rig � K . Lesxn ) B†� s
rig � K vérifientla relation:� n � % �

pn
xn � � n� 1 � % �

pn� 1
xn� 1 
 0 et donc

�
xn � xn� 1�  xn� 1 1 � � n � q �

p 
 0

On endéduitquesi I estun intervallecontenudans[s t5 �` [, alors

(1) VI
�
xn � xn� 1 � 
 VI xn� 1 1 � � n � q �

p
c VI

�
xn� 1�  VI 1 � � n � q �

p

On sefixe I un intervalle compactet commelimn� �_� VI
�
1 � � n � q � � p� 
  �` sur toute

couronnedu type
( * z *Ï) I - , on peutsupposerqueVI

�
1 � � n � q � � p�/M 0 pourn assezgrand.

Alors l’in égalit́e (1) montrequeVI
�
xn � xn� 1 �QM VI

�
xn� 1 � et doncqueVI

�
xn � 
 VI

�
xn� 1� .

Les xn ont donctousla mêmevaluationpour n assezgrand.Enfin l’in égalit́e 1 et le fait que

limn� �_� VI
�
1 � � n � q � � p� 
  �` impliquentquelimn� �_� VI

�
xn � xn� 1� 
  a` et donc

quela suitexn converge.

Ceci étantvrai pour tout I , la suitexn converge pour la topologiede Fréchetversunelimite

y ) B†� s
rig � K et uncalculimmédiatmontrequex 
 ty.

RemarqueIV.8. — On peutaussidire quext � 1 estunefonction méromorphesanspôles,et

celala forceà êtreholomorphe,c’est-̀a-direquext � 1 ) B†
rig� K . Celasuit derésultatsgéńeraux

deLazard[26] surlesfonctionsanalytiques.

PropositionIV.9. — Soitr M 0 et n c n
�
r � . Alors

ker
� > : 9 n : B†� r

rig � K � Cp � 
 � n� 1 � q � B†� r
rig � K

ker
� > : 9 n : B†� r

rig � K � Cp � 
 � n� 1 � q � B†� r
rig � K

Démonstration. — LepremierpointestuneconśequenceimmédiatedeII.15.Pourledeuxìeme

si x ) B†� r
rig � K est tel que > : 9 n � x � 
 0, alors x 
 � n� 1 � q � y avec y ) B†� r

rig � K et alors

x 
 � n� 1 � q � R0
�
y � cequi fait quey 
 R0

�
y� et doncquey ) B†� r

rig � K .

LemmeIV.10. — Soitx ) B†� r
rig � K et �=) � K avecn 
 n

� � � c n
�
r � . SiTrKn 7 K � > : 9 n � x �;� 
 0,

alors

y 
 1 �W�
1 ��� K

x ) � n� 1 � q � B†� r
rig � K

Démonstration. — Cecirésultedelapropositionpréćedenteetdufait que 1� #
1� # K 
 TrKn 7 K .



IV.3. DUALIT É DANS B†
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PropositionIV.11. — Soit x ) B†� r
rig � K et n0 c n

�
r � . On supposequepour tout n c n0 on a

TrKn 7 K � > : 9 n � x �;� 
 0. Alors x ) � 1 ��� K � B†
log� K .

Démonstration. — Le lemmepréćedentmontreque Í1� # K
x ) � n� 1 � q � B†� rn

rig � K pourtoutn c n0

et doncque Í1� # K
x ) tB†

rig� K . Posons Í1� # K
x 
 ty. Par la propositionIV.4 il existez ) B†

log� K
tel que y 
 Ê

z et alorsx 
 �
1 �+� K � z : en effet � � x � � 1 �«� K � z� 
 0 et celamontreque

x � � 1 ��� K � z ) F . Comme Í1� # K
agitparunmultipledel’identitésurF etque Í1� # K

x et � � z�
sontdanstB†

rig� K on abienx � � 1 ��� K � z 
 0.

IV.3. Dualit é dansB†
rig � K

On montrequel’accouplementde dualit́e classiquesur les anneauxde Robbaestcompatible

auxextensionsB†
rig� K2

� B†
rig � K1

.

PropositionIV.12. — Soit x 
 X
� % K � 
 x j % j

K ) B†
rig � K . Par la propositionIV.4 on peut

écrire x 
 Ê{� y  a log
� % K �"� . Onposeres0

�
x � 
 aeK .

Alors res0
�
x � ne dépendpasdeschoix faits (de K , de % K ) et l’application x

�
y �� Ã x � y Å 


res0
�
xy � estbilinéaire et induit unedualité parfaiteentre B†

rig � K et lui-même(c’est-̀a-dire que

toute f ) B†
rig� K détermineuneformelinéaire g �� Ã g � f Å dont la restrictionà chaqueB†� r

rig� K
estcontinue, et réciproquementsi onsedonneunetelleformelinéaire, alorselleprovientd’une

f ) B†
rig � K ).

Démonstration. — Si % K et % L sontdeuxuniformisantesassocíeesaux corpsK et L, alors

log
� % eK

K � � log
� % eL

L � ) B†
rig � K L cequi montrequequeres0

�
x � nedépendpasdeschoix faits.

EnsuitelesformulesexplicitesdeIV.4 montrentque

res0
�
H
� % K �"� 
 eK a� 1

H
� % K �Ê�� % K �

et doncquesi res0
�
x % j

K � 
 0 pour tout j ) Z, alors x 
 0. Resteà voir quesi   estune

formelinéairecontinuesurchaqueB†� r
rig � K à valeursdansF , alorsil existe y dansB†

rig� K tel que  � x � 
ÐÃ x � yÅ pourtout x. Soit

y j 
   % � j � 1
K

Ê % K

eK

et y 
 y j % j
K . Un petit calculqui utiliseencorela formuledeIV.4 rappeĺeeci-dessusmontre

quesi y ) B†
rig � K , alorson a bien   � x � 
ÇÃ x � y Å . Il suffit doncdemontrerquey ) B†

rig � K . Soitn�c r et I 
 [ n	t�n ]. La formelinéaire  estcontinuepour la topologiedeFréchetsurchaque
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B†� r
rig � K c’est-̀a-direqu’elle estcontinuepour chacunedessemi-normeset il existe doncC

�
I �

telleque � p
�   x � c VI

�
x � � C

�
I � cequi fait que

� p
�
y j � c VI % � j � 1

K

Ê % K

eK
� C

�
I � c � j

eK n � C ³ � I �
cequi montrequey ) B†

rig � K .

On pourrad’ailleursrapprocherla propositionpréćedentede[16, 5.1] ou encorede[10].



CHAPITRE V

STRUCTURES DIFFÉRENTIELLES SUR LESÑDÒÔÓ¢Õ
K Ö -MODULES

Dansle § préćedenton a fait l’ étudede
�
B†

rig � K � � � . Ce § est consacŕe à la constructionde

l’ équationdifférentielleassocíee à unerepŕesentationV , qui estun moduleà connexion au-

dessusde
�
B†

rig� K � � � . On donneensuitedesapplicationsauxrepŕesentationssemi-stableset à

la théoriedeSen.

V.1. L’opérateur � V

Danstoutceno , V estunerepŕesentationp-adiquedeGK . Rappelonsquel’on apośeD†
rig
�
V � 


B†
rig � K . B†

K
D† � V � etnotammentqueD†

rig
�
V � i � B†

rig . Qp V � HK 
 B†
rig � K . B†

K
D† � V � . Le lemme

derégularisationparle Frobeniusmontrequ’ona
�
B†

rig � 45Y 1 i � B�rig � 4�Y 1 
 Qp etdoncquel’on

récup̀ereV par la formule V 
 �
B†

rig . B†
rig e K D†

rig
�
V �;� 45Y 1. On choisit unebase

(
ei - deD† � V �

et on prolongelesopérateursRm à B†
rig � K . B†

K
D† � V � par Rm

�   i . ei � 
 Rm
�   i �×. ei .

CommeRm est B†
K -linéaire,le prolongementne dépendpasdu choix de la base

(
ei - . Nous

auronsbesoindu résultatsuivantqui estuncorollaireimmédiatdela propositionII.15 :

LemmeV.1. — Soitr M 0 et n c n
�
r � . Alors

ker
� > : 9 n : D†� r

rig
�
V � � Cp . Qp V � 
 � n� 1 � q � D†� r

rig
�
V �

ker
� > : 9 n : D†� r � V � � Cp . Qp V � 
 � n� 1 � q � D†� r � V �

Démonstration. — La propositionII.15 montrequesi > : 9 n � x � 
 0, alorsx 
 � n� 1 � q � y avec

y ) B†
rig� K . B†

rige K D†
rig
�
V � . On a alorsx 
 � n� 1 � q � R0

�
y � et doncy 
 R0

�
y� ) D†

rig
�
V � . Enfin

pour le deuxìemepoint il suffit d’utiliser le fait qu’un élémentde B†� rn
K divisible par

� n� 1 � q �
dansB†� rn

rig� K l’est dansB†� rn
K .
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OnvamunirD†
rig
�
V � d’uneconnexion � V (au-dessusde

�
B†

rig� K � � � ) c’est-̀a-dired’unopérateur� V tel que � V
�   I x � 
 � �   � I x  �  I � V

�
x � .

Onsefixeunebase
(
ei - deD† � V � etsi x ) D†� r

rig
�
V � s’écritx 
 xi . ei avecxi ) B†� r

rig � K , alors

onpose(si I esttel quer ) I ) : VI
�
x � 
 infi VI

�
xi � . La définitiondépenddela basemaispasla

topologiedéfinieparlesVI qui estéquivalentèala topologieinduitesurD†
rig
�
V � parB†

rig . Qp V ,

ce qui montred’ailleurs queD†� r
rig
�
V � estcompletpuisqu’il estfermé dansB†� r

rig . Qp V . Dans

cettepartie � estun élémentde
�

K et n
� � � 
 � p

�
1 � 6 � � �;� . On supposequen

� � � c 1 et que

r c rn � K  .
LemmeV.2. — Si I 
 [r t s] estun intervalle fermé de [r t� a` [, alors il existen

�
I
�
V � ) N,

tel quepour x ) D†� r
rig
�
V � , on ait VI

�;�
1 ��� � x � c VI

�
x �  1 dèsquen

� � � c n
�
I
�
V � .

Démonstration. — Si y ) D†� r � V � , alorsVI
�"�

1 �+� � y � c VI
�
y �  1, quandn

� � � estassez

grand,puisquel’action deGK estcontinue.Onsefixen
� � � tel queVI

�"�
1 ��� � ei � c VI

�
ei �  1

pourtout i et le lemmerésultealorsdu lemmeIV.1 (le casdela repŕesentationtriviale)puisque�
1 ��� � � xi . ei � 
 �

1 ��� � xi . � � ei �  xi . � 1 ��� � ei

Si I 
 [r t s], soit BI
K l’anneaudessériesformellesen % K qui convergentsur la couronnede

rayonsintérieursetextérieursn � K � r � et n � K � s� . Le lemmepréćedentmontrequesi � estassez

prochede1, la séried’opérateurs

log
� � �

log
� 6 � � �"� 
 � 1

log
� 6 � � �;� n L 1

�
1 ��� � n

n

convergeversunopérateurcontinu � I � V : D†� r
rig
�
V � � D†� r

rig
�
V �Ø. B†e r

rige K BI
K , etunpetitargument

de sériesformellesmontrequelog
� � � � log

� 6 � � �"� ne dépendpasdu choix de � . Notamment� I1 � V � x � 
 � I2 � V � x � si Ik 
 [r t sk]. On endéduitquela valeurcommunedes � I � V � x � appar-

tient à D†� r
rig
�
V � , et quel’opérateurx �� � V

�
x � , où � V

�
x � estla valeurcommunedes� I � V � x � ,

estcontinupourla topologiedeFréchet.

ExempleV.3. — Un calculfacilemontreparexempleque � Qp � r  
 t
Ê  r surD†

rig
�
Qp
�
r �;� .

LemmeV.4. — Soit x ) D†� r
rig
�
V � tel quepour tout n � 0 on ait x ) � n� 1 � q � D†� rn

rig
�
V � . Alors

x ) tD†
rig
�
V � .

Démonstration. — Aprèsle choixd’unebasedeD†
rig
�
V � celasuit immédiatementdeIV.7.
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V.2. Application aux représentationssemi-stables

Un cristal sur B†
rig � K estun B†

rig� K -modulelibre muni d’un Frobeniuset d’une connexion qui

commutent,la connexion étantau-dessusde � . Commenc¸onspar définir ce qu’estun cristal

unipotent.On remarqueraquecelanedépendpasde l’ éventuellestructuredeFrobenius.Soit

doncM unB†
rig � K -modulelibre derangfini d muni d’uneconnexion � M au-dessusde � .

PropositionV.5. — Lespropriét́essuivantessontéquivalentes:

(1) � M esttriviale sur M . B†
rige K B†

log� K , c’est-̀a-dire qu’il existee0
��IJIJI2�

ed � 1 ) M . B†
rige K

B†
log� K telsque � Mei 
 0 et � ei B

†
log� K [1� t ] 
 M . B†

rige K B†
log� K [1� t ] ;

(2) il existed élémentsf0
��IJIJI2�

fd � 1 de M qui formentunebasede M . B†
rige K B†

rig � K [1� t ]
surB†

rig � K [1� t ] et telsque� M
�
fi � ) t

I Ã fi � 1
��IJIJI2�

f0Å où Ã I Å dénotele B†
rig � K -moduleengendŕe.

Démonstration. — Commenc¸onspar montrerque(1) implique (2). L’opérateurde monodro-

mie N 
 1 . N laissestablele F-espacevectorielengendŕe parlesei , car le (1) impliqueque

lesei engendrentle noyaude � M agissantsur M . B†
rige K B†

log� K , et un calculdirectmontreque

N commutèa � M (carN commutèa l’action deGF ) etdoncstabilisesonnoyau: onpeutalors

supposerque N
�
ei � ) Ã ei � 1

��IJIJI_�
e0Å car N estnilpotent.On peut écrirede manìereunique

ei 
 d � 1
j Y 0 log j � % � d j i . Montronsque fi 
 d0� i estunefamillequi satisfait la conditionde(2).

Le fait que � M
�
ei � 
 0 et N

�
ei � ) Ã ei � 1

��IJIJI2�
e0Å impliquerespectivementque

� M
�
d0� i � 
 d1� i t

�
1  �% �% et d1� i ) Ã d0� i � 1

��IJIJI2�
d0� 0Å

cequi fait que � M
�
d0� i � ) t Ã d0� i � 1

��IJIJI2�
d0� 0Å . Montronsenfinqueles fi engendrentM . B†

rige K
B†

rig � K [1� t ] surB†
rig � K [1 � t ]. Soit m ) M . B†

rige K B†
rig � K [1� t ], parhypoth̀eseon peutécrirem 
E

i ei et doncm 
   i fi  n
I
log
� % � où   i est le termeconstantde

E
i et commem )

M . B†
rige K B†

rig � K [1� t ] on anéćessairementn 
 0.

Montronsmaintenantl’implication réciproque.On va montrerpar récurrenceque l’on peut

prendreei 
 i
j Y 0 f j a j i aveca j i ) B†

log� K etai i 
 1.Enrang1 il n’y arienàmontrer. Enrang

d, � M induit uneconnexion sur
� � fi B

†
rig � K � � f0B†

rig � K qui satisfait les mêmesconditionset il

existedonce³1 ��IJIJI2� e³d � 1 telsque� M
�
e³i � 
 n i f0. Un calculimmédiatmontreque n i ) tB†

log� K
etdoncqu’il existe � i ) B†

log� K tel que � � � i � 
 n i . Onposealorse0 
 f0 etei 
 e³i ��� i f0, ce

qui ach̀eve la récurrence.La matricedepassagedes fi auxei esttriangulaireavecdes1 sur la

diagonaleetonendéduitquelesei engendrentbienM . B†
rige K B†

log� K [1� t ] surB†
log� K [1� t ].

Un cristalqui satisfait lesconditionsdela propositionpréćedenteestdit unipotent.
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PropositionV.6. — Soit V unerepŕesentationp-adiqueet D†
rig
�
V � le cristal qu’on lui a as-

socíe.Alors il existen tel quela restrictiondeV à GKn estsemi-stable(respectivementcristal-

line) à poidsnégatifssi et seulementsi D†
rig
�
V � estunipotent(respectivementtrivial).

Démonstration. — Onavu queV estunerepŕesentationsemi-stabledeGKn si etseulementsi

D†
log
�
V � 
 D†

rig
�
V �3. B†

rige K B†
log� K [1� t ]

a unebased’élémentsstablespar � Kn. Si V estsemi-stable,alors � V estdonctriviale, c’est-

à-direquesi e0
��IJIJI2�

ed � 1 estunebasede Dst
�
V � , alors ils satisfontle (1) de la proposition

préćedenteenraisondu théor̀emedecomparaison:

Dst
�
V �_. F B†

log� K [1 � t ] 
 D†
rig
�
V �2. B†

rige K B†
log� K [1� t ]

Réciproquementsi D†
rig
�
V � estunipotent,alorslese0

��IJIJI2�
ed � 1 engendrentun F-espacevec-

toriel surlequellog
� � � agit trivialementcequi fait que

�
K agit à traversunquotientfini etdonc

quelesei sontstablespar � pn

K pourn assezgrandet formentalorsunebasedeDst
�
Vn � si Vn est

la restrictiondeV à GKn.

Ondit aussidanscecasquela connexion estunipotente.DeplusV estcristallinesi etseulement

si on peutchoisirles fi telsque � M
�
fi � 
 0 et la connexion estalorstriviale.

V.3. LesmodulesDSen
�
V � et Ddif

�
V �

RappelonsqueSena montŕe [33] quesi V estunerepŕesentationp-adique,alorsl’ensemble

dessous-K � -espacesvectorielsdedimensionfinie de
�
Cp . Qp V � HK stablespar

�
K admetun

plus grandélémentDSen
�
V � et queCp . K ¨ DSen

�
V � 
 Cp . Qp V . De plus si ��) � K est

suffisamentprochede1, alorsla sériequi définit log
� � � convergeentantqueséried’opérateurs

Qp-linéairesdeDSen
�
V � et l’opérateurÙ V 
 log

� � � � log
� 6 � � �"� estun opérateurK � -linéaire

qui nedépendpasde � . SoitDn
Sen
�
V � 
 DSen

�
V � GKn ; alorssi n estassezgrandDn

Sen
�
V � estun

Kn-espacevectorielstablepar Ù V tel queDn
Sen
�
V �2. Kn K � 
 DSen

�
V � .

D’autrepartFontainea montŕe dans[21] quel’ensembledessous-K � [[ t ]]-moduleslibresde

typefini de
�
B�dR . Qp V � HK stablespar

�
K contientun plusgrandélément; nousle noterons

D�dif
�
V � danscet article et on a B�dR . K ¨ [[ t ]] D�dif

�
V � 
 B�dR . Qp V . De plus si �Ú) � K est

suffisamentprochede1, alorsla sériequi définit log
� � � convergeentantqueséried’opérateurs

Qp-linéairesdeD �dif
�
V � et l’opérateur� V 
 log

� � � � log
� 6 � � �"� estunopérateurqui nedépend

pasde � et qui vérifie � V
�
ax � 
 a� V

�
x �  Û� � a� x cequi montreque � V estuneconnexion

surD �dif
�
V � ; on l’ étendàDdif

�
V � 
 K � �;� t �"�3. K ¨ [[ t ]] D�dif

�
V � .
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On peutretrouver
�
DSen

�
V � � Ù V � à partir de

�
D�dif

�
V � � � V � via l’application > : B�dR � Cp

commenousle verronsci-dessous.Rappelons[7] quel’application 9 n 
 � � n envoieB†� rn
K dans

Kn[[ t ]] i B�dR et envoie doncD†� rn
�
V � dansunsousKn[[ t ]]-moduledeD �dif

�
V � .

PropositionV.7. — L’application de K � �"� t �"�Ü. B†e rn
K

D†� rn
�
V � dansDdif

�
V � déduitede 9 n est

un isomorphismede K � �;� t �;� -modulesavecconnexion,si n estassezgrand.

Démonstration. — On prendn c n0 tel que 9 n � B†� rn
K � i Kn[[ t ]]. Il estclair qu’alors

K � [[ t ]] .QÝ
n � B†e rn

K  9 n � D†� rn
�
V �"�

estunsousK � [[ t ]]-modulelibre detypefini de
�
B�dR . Qp V � HK stablepar

�
K .

Montronsquec’est D�dif
�
V � pour n � 0. On a uneapplication > : D �dif

�
V � � DSen

�
V � et

DSen
�
V � estun K � -espacevectorieldedimensiond 
 dimQp

�
V � . Onendéduituneapplication

> : 9 n : D†� rn
�
V � � DSen

�
V �

dontle noyauest
� n� 1 � q � D†� rn

�
V � parle lemmeV.1 cequi fait que > : 9 n réaliseuneinjection

d’un B†� rn
K � � n� 1 � q � modulede rangd dansDSen

�
V � et sonimageestun Kn-espacevectoriel

Vn dedimensiond stablepar
�

K . Un petit calculmontrequedesélementsde K � . Kn Vn li és

surK � le sontdéjàsurKn etdoncqueK � . Kn Vn estdedimensionmaximaleetdoncestégal

àDSen
�
V � . Celaimpliquequele déterminantdel’injection

K � [[ t ]] .QÝ
n � B†e rn

K  9 n � D†� rn
�
V �;� � � D �dif

�
V �

n’estpasdivisible par t et donc(commeK � [[ t ]] estun anneaulocal d’idéalmaximal
�
t � ) par

le lemmedeNakayamaquel’injection ci-dessusestenfait un isomorphisme.

Corollaire V.8. — Par extensiondesscalaireson endéduitquel’application

K � �;� t �"�2. B†e rn
rige K D†� rn

rig
�
V � � Ddif

�
V �

déduitede 9 n estaussiun isomorphismede K � �"� t �;� -modulesavecconnexion, si n estassez

grand.

Grâceà cescalculson peut retrouver DdR
�
V � à partir de D† � V � , la propositionsuivantese

trouvedans[21, prop.3.25].

PropositionV.9. — Si V estunerepŕesentationp-adiquedeGK , alors K � . K DdR
�
V � estle

noyaudela connexion � V opérantsurDdif
�
V � . Enparticulier, V estdedeRhamsi etseulement

si � V estla connexion triviale.
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Démonstration. — L’action de � V sur K � . K DdR
�
V � esttriviale et deplussi r � 0, alors

tr K � [[ t ]] . K DdR
�
V � estun sous-K � [[ t ]]-module de

�
B�dR . Qp V � HK libre de type fini et

stablepar
�

K cequi montrequeK � . K DdR
�
V � estbieninclusdansle noyaude � V agissant

surDdif
�
V � .

La théoriegéńeraledesmodulesà connexion montrequele noyau de � V sur Ddif
�
V � estun

K � -espacevectorielde dimensionfinie 8 dimK ¨ �Þ� t Þ � Ddif
�
V �"� ; il estaussistablepar

�
K et

provient doncparextensiondesscalairesd’un Kn-espacevectorielstablepar
�

K pourn � 0.

L’action de
�

K surce Kn-espacevectorielestdiscr̀etecar � V 
 0 (cf [35, chap.V]) et donc

quitte à augmentern l’action de
�

Kn esttriviale et cetespaceestdoncinclusdansDdR
�
Vn � 


Kn . DdR
�
V � où Vn est la restrictionà GKn de V , ce qui fait quele noyau de la connexion

agissantsurDdif
�
V � estinclusdansK � . K DdR

�
V � . On a doncbienqueK � . K DdR

�
V � est

le noyaude � V surDdif
�
V � .

V.4. ReprésentationsCp-admissibles

La théoriedeSenpermetdecaract́eriserfacilementlesrepŕesentationsCp-admissibles:

PropositionV.10. — Si V estunerepŕesentationp-adique, alors V est Cp-admissiblesi et

seulementsi Ù V 
 0.

Démonstration. — Si V estCp-admissible,alorsona
�
Cp . Qp V � HK 
 K � . K

�
Cp . Qp V � GK

et DSen
�
V � 
 K � . K

�
Cp . Qp V � GK estmuni dela connexion triviale.

Réciproquement,si DSen
�
V � estmunidela connexion triviale,alorsl’action de

�
K estdiscr̀ete

sur
�
Cp . Qp V � HK et V estdoncCp-admissible.

La propositionsuivanteestdueà Sen[33] et estun casparticulierderésultatsassezgéńeraux

surla caract́erisationdel’algèbredeLie del’image de IK pourunerepŕesentationp-adiqueen

termedel’opérateurÙ V :

PropositionV.11. — Soit V unerepŕesentationp-adiqueCp-admissible. Alors la restriction

deV à IK estpotentiellementtriviale.

Le but deceno estdedonnerunedémonstrationdecettepropositionqui reposesur la théorie

deséquationsdifférentiellesp-adiques.Commeonnes’intéressequ’à la restrictiondeV à IK ,

on supposedanstout ce no quek estalgébriquementclos.Si L estuneextensionfinie de K ,
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soient

� � L 
 % LÊ % L

Ê
et
E 
 p

� Ê % L% L

% LÊ % L

�
cequi fait que � � L

�
f
� % L �;� 
 g

� % L � où g
�
X � 
 X

I
dg� dX. Nousauronsbesoindu résultat

suivantdeTsuzuki[39, 5.1.1]:

Théor̀emeV.12. — SoientL une extensionfinie de K , A ) GLd
�
BL � tel que * A � Id *Q'*$& � 1 � 1 * et C ³ ) Md

�
B†

L � tel que � � L A  AC ³ 
 E	�	�
C ³ � A, alors il existeY ) GLd

�
B†

L � tel

que � � L Y  YC ³ 
 0 etY 
 ��� Y � A.

Corollaire V.13. — SoitL uneextensionfiniedeK , A ) GLd
�
BL � tel que * A � Id *U'j*w& � 1 � 1 *

etC ) Md
�
B†

L � tel que
Ê

A  AC 
 p
�	�

C � A, alorsil existeY ) GLd
�
B†

L � tel que
Ê
Y  YC 
 0

et Y 
 �	� Y � A.

Le corollairesuit immédiatementdu théor̀emeen posantC ³ 
 � Lß � L
C. Ce théor̀emeva nous

permettredemontrerquesi V estunerepŕesentationtellequeD† � V � estmunied’uneconnexion

surconvergente
Ê
V , alorsV et

Ê
V sonttriviales.

LemmeV.14. — Soit
Ê

: B†
K � B†

K définipar
Ê��

x � 
 � 1  £% � dx
d � . Si V estunerepŕesentation

p-adiquedeGK et
Ê
V : D† � V � � D† � V � estunopérateurdifférentielau-dessusde

�
B†

K
��Ê � tel

que
Ê
V : � 
 p

� : Ê V . Alors le sous-grouped’inertie de HK agit à traversun quotientfini sur

V.

Démonstration. — Consid́eronsV en tant que repŕesentationde GL ; le moduleD† � V � est

un B†
L modulelibre de rang fini muni d’un Frobeniusétaleet de la connexion

Ê
V ; de plus

quitteà remplacerL paruneextensionfinie onpeuttrouverunebasedeD† � V � danslaquellela

matricedeFrobeniusestaussiprochedeId quel’on veut(eneffet soit r M 0; la repŕesentation

V a un réseauT stablepar GK dont on fixe unebaseet commele morphismequi définit la

repŕesentationestcontinuon peutsupposerquitte à augmenterL quesonimagedansGL
�
T �

estcomprisedans1  pr Md
�
Z p � auquelcasT � pr T estla repŕesentationtrivialede HL cequi

fait quele
���	���

L � -modulequi lui estassocíe esttrivial et doncquele FrobeniussurD† � T � est

trivial modulo pr ).

Le corollaireau théor̀emede Tsuzuki (V.13) appliqúe à A 
 Mat
��� � et C 
 Mat

�"Ê
V � nous

donnealors une matriceY qui définit une basey1
��IJIJI2�

yd de D† � V � telle que
�	�

yi � 
 yi

ce qui fait que la restrictionde V à HL est triviale et donc que la restrictionde V (comme

repŕesentationdeGK ) à l’inertie de HK estpotentiellementtriviale.

LemmeV.15. — Si la connexion � V deD†
rig
�
V � vérifie � V

�
D†

rig
�
V �"� i tD†

rig
�
V � , alors l’opé-

rateur
Ê

V 
 t � 1 � V vérifie
Ê
V
�
D† � V �"� i D† � V � .
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Démonstration. — Soite1
� 1à1à1 � ed unebasedeD† � V � surB†

K , tellequela matricede
�

vérifie

Q 
 Mat
��� � ) GLd

�
A†

K � . C’est aussiunebasede D†
rig
�
V � sur B†

rig � K . Soit D 
 Mat
�"Ê

V � )
Md
�
B†

rig� K � . On remarqueraque
Ê
Q ) Md

�
B†

K � puisque
Ê

préserve B†
K . Le fait que � V et

�
commutentmontrequep

�	�
D � Q 
 Ê Q  QD. Soit H 
 D  Q� 1 Ê Q. L’ équationprécedente

s’écrit alors

H � pQ
� 1 ��� H � Q 
 � pQ

� 1 ��� Q� 1 Ê�� Q�"� Q
et � pQ� 1 ��� Q� 1 Ê�� Q�"� Q ) Md

�
B†

rig� K � . Le résultatque l’on chercheà établir estque H et

doncD asescoefficientsdansB†
K . Il suffit doncdemontrerle fait suivant: si H ) Md

�
B†

rig � K �
vérifie H � pQ� 1 �	� H � Q 
 R ) Md

�
B†

K � , alorsen fait H ) Md
�
B†

K � , ce quenousfaisons

maintenant.Soient * I * I lesnormescorrespondantauxvaluationsVI ; on les étendà Md
�
B†

K �
endécidantque * M * I 
 sup *mi j * I . Un élémentx deB†� r

rig � K estdansB†� r
K si et seulementsi la

suitedes * x * I (avec I i [r t5 �` [) estborńee,et il en estdoncde mêmepour les matricesà

coefficientsdanscesanneaux.CommeQ ) GLd
�
A†

K � , on a * QM * I 
 * M Q * I 
 * M * I et donc

aussi * Q� 1M * I 
 * M Q� 1 * I 
 * M * I . Fixonsr tel que Q, Q� 1, et D aient leurscoefficients

dansB†� r 7 p
rig � K . Dansnotre cas H � pQ� 1 �	� H � Q 
 R et il existe une constanteC telle que

pour tout I , on ait : * R* I 8 C. On a alors H 
 R  pQ� 1 ��� H � Q et donc H ) Md
�
B†� r 7 p

rig � K �
d’unepart,et * H * I 8 C  p� 1 * H * pR 1 I d’autrepart,cequi fait quesi � 
 * H * [ pR 1r � pr ], alors* H * [r ~ s] 8 C  p� 1 � �  Ú* H * [r ~ pR 1s] � etdoncsi r 8 p� hs 8 pr , alors

* H * [r ~ s] 8 � C  p
� 1 � � � 1  p

� 1  IJIJI  p
� h � * H * [r ~ pR hs]

8 C  �
1 � 1� p

 �
cequi fait queH està coefficientssurconvergents.

LemmeV.16. — La connexion Ù V sur DSen
�
V � esttriviale si et seulementsi � V

�
D† � V �"� i

t
I
D†

rig
�
V � .

Démonstration. — Si � V
�
D† � V �"� i t

I
D†

rig
�
V � , alorscomme

�
DSen

�
V � � Ù V � estl’image par> : 9 n de

�
D†� rn

rig
�
V � � � V � , c’estque Ù V 
 0.

Réciproquementsi Ù V 
 0, alorspourtoutn � 0 on a

� V
�
D†� rn

�
V �;� i ker

� > : 9 n : D†� rn
rig
�
V � � Cp . Qp V � 
 � n� 1 � q � D†� rn

rig
�
V �

parle lemmeV.1, et le lemmeV.4 permetdeconclure.

Démonstrationdela propositionV.11. — Commeon s’intéressèa la restrictiondeV à l’iner-

tie, on peut supposerque le corpsrésiduelk de K est algébriquementclos, ce que l’on fait

maintenant.On a vu qu’unerepŕesentationV estCp-admissiblesi et seulementsi le module

DSen
�
V � qui lui estassocíeparla théoriedeSenestmunidela connexion trivialeetonamontŕe
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quecetteconnexion estl’image par > de celle qui existe sur D �dif
�
V � . Le lemmeV.16 montre

quedanscecas� V
�
D† � V �;� i t

I
D†

rig
�
V � .

Le lemmeV.15montrealorsquet � 1� V estuneconnexionsurconvergentesurD† � V � . Le lemme

V.14montreensuitequela restrictiondeV à (l’inertie de)HK estpotentiellementtriviale.Enfin

commeV estCp-admissible,Dn
Sen
�
V � s’identifie(quitte à restreindre,et commeon a suppośe

k algébriquementclos)à Kn . Qp V munidela connexion trivialecequi fait quel’action de
�

K

estdiscr̀ete.En recollantlesmorceauxon voit quela restrictionde V à IK estpotentiellement

triviale.





CHAPITRE VI

EXTENSIONS DE REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES

Dansce §, on utilise les résultatsqui relient les
���	���

K � -moduleset la théoriede Hodge p-

adiquepourdémontrerquecertainesrepŕesentationssontsemi-stables.On démontredeuxtels

résultats.Soient

H1
e
�
K
�
V � 
 ker

�
H1 � K � V � � H1 � K � B45Y 1

max . Qp V �;�
H1

f
�
K
�
V � 
 ker

�
H1 � K � V � � H1 � K � Bmax . Qp V �"�

H1
st
�
K
�
V � 
 ker

�
H1 � K � V � � H1 � K � Bst . Qp V �;�

H1
g
�
K
�
V � 
 ker

�
H1 � K � V � � H1 � K � BdR . Qp V �"�

Le premierrésultatestun résultatde Perrin-Riou(dansle casoù k estun corpsfini ; cf [28,

29,30]) qui suitdescalculsdeBlochetKatosurla dimensiondesespacesH1
f
�
K
�
Qp
�
r �"� pour

r c 1 :

Théor̀emeVI.1. — Si V estunerepŕesentationordinaire, alors V estsemi-stable.

Le deuxìemeestuncorollairedu fait dû àHyodo(toujoursdansle casoù k estuncorpsfini ; cf

[18,17]) quesi V estsemi-stable,alorsH1
g
�
K
�
V � 
 H1

st
�
K
�
V � :

Théor̀emeVI.2. — SoientX et Y deuxrepŕesentationsp-adiquessemi-stableset V uneex-

tensionde X par Y. Si V estdedeRham,alors V estelle-m̂emesemi-stable.

C’estuneconśequencede la conjecturede � monodromiep-adique� (et permetd’ailleursde

réduirela démonstrationde cettedernìere au casirréductible).D’autre part, il n’est pasdur

de montrerqu’unerepŕesentationordinaireestde de Rham,et le théor̀emeVI.1 estdoncune

conśequencedu théor̀emeVI.2.

Le restede ce § estconsacŕe à la démonstrationde cesthéor̀emes,le premierétantdémontŕe

enVI.3 et le secondenVI.4. La bijectivité de l’exponentielledeBloch-KatoexpV � r  fait enfin

l’objet deVI.5.
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VI.1. Cohomologiegaloisienneet
���	���

K � -modules

La premìereétapeestdedisposerdeconstructionsexplicitesdesextensionsde V . Cesexten-

sionssontdécritespar le groupede cohomologiegaloisienneH1 � K � V � . Celui-ci admetune

descriptionexplicite entermesde
���	���

K � -modules: c’estunrésultatdeHerr, voir [7, 22], dont

nousrappelonslesrésulatsqui nousseronsutiles.

Soit á K le sousgroupede torsionde
�

K ; comme
�

K s’injectedansZ Fp on a que á K estun

groupefini dontle cardinaldivise p � 1 eton pose

pâ 
 1*Þá K * § � â K

�
cequi fait quesi M estunZ p[[

�
K ]]-module,alorspâ estunprojecteurde M dansM â K . Soit� ungéńerateurde

�
K ��á K (parexemplel’imagede � K ).

Soit D ³ � V � 
 D
�
V � â K . Si n est uneapplicationD³ � V � � D³ � V � qui commuteà

�
K , soit

Cq �ã# � K � V � le complexesuivant:

0 � D³ � V � f� D ³ � V � � D ³ � V � g� D ³ � V � � 0

où f
�
x � 
 �"� nä� 1� x ��� ��� 1� x � et g

�
x
�
y � 
 � ��� 1� x � � nä� 1� y.

La propositionsuivanterassemblelesrésultatsde[7] dontnousauronsbesoin:

PropositionVI.3. — La cohomologie du complexe C45�ã# � K � V � s’identifie à la cohomologie

galoisiennedeV. Deplus:

(1) soient
�
x
�
y � ) Z1 � C45�ã# � K � V �;� etb ) B . Qp V unesolutiondel’ équation

��� � 1� b 
 x,

alors

�=�� c
� � � 
 ��� 1��� 1

y � � �Ô� 1� b
estuncocyclesur GK à valeursdansV ;

(2) l’application de Z1 � C45�ã# � K � V �;� dansH1 � K � V � quel’on en déduit induit un isomor-

phismeH1 � C45�ã# � K � V �"� � H1 � K � V � ;

(3) l’application
�
x
�
y � �� � � �	� x �  � 1 �Ì� � � 1 ��� \ � y � � y � � y � de H1 � Ch �ã# � K � V �"� dans

H1 � C45�ã# � K � V �;� estun isomorphisme;

(4) l’application qui à
�
x
�
y � ) Z1 � Ch �ã# � K � V �;� associel’imagedex dansD ³ � V � � � \�� 1�

induit la suiteexacte

0 � D ³ � V � h Y 1

1 ��� � H1 � K � V � � D ³ � V �\Ì� 1
0 � 0
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On endéduitnotammentuneapplicationh1 : D³ � V �"h Y 1 � H1 � K � V � qui peutêtredécritede

la manìeresuivante.Soit y ) D ³ � V � h Y 1, et b ) B . Qp V tel que
�
1 ��� � � 1 � � � b 
 � 1 � � � y.

Alors si � estl’image de �Ì) GK dans
�
GK � HK � �{á K on a

h1 � y � 
 �Ô�� ��� 1�K� 1
y  � 1 �=� � b

PropositionVI.4. — SoientE uneextensiondeV et y ) D
�
V �"h Y 1 tel queh1 � y � estuncocyle

qui correspond̀a la classede E dansH1 � K � V � . S’il exister ) R et

z ) B†� r
log� K [1� t ] . B†e r

K
D† � V �

tel que y 
 �
1 �j� K � z, alors E estsemi-stable. De plus E estcristalline si on peutprendre

z ) B†� r
rig � K [1 � t ] . B†

K
D† � V � .

Démonstration. — Rappelonsque

h1 � y � 
 �=�� ��� 1� K � 1
y  � 1 ��� � b

de plus on sait queD
�
V �"h Y 1 i D† � V � [7] et 1 � � : B† � B† estsurjectif ce qui fait que

b ) B† . Qp V . On en déduit quesi z 
 �
1 �+� K � y commedansl’ énonće de la proposition

alorsh1 � y � � g� 
 �
g � 1� � z � b� et doncle coycle esttrivial dansD† � V �×. B†

K
B†

log� K [1� t ] ce

qui fait queE estB†
log[1� t ]-admissibleetdoncsemi-stable.L’argumentestsimilairedansle cas

cristallin (oualorsil suffit devoir quedanscecasE estsemi-stableet deplus N 
 0).

VI.2. Réductionau casoù k estalgébriquementclos

Soit IK le sous-grouped’inertie de GK . Les résultatsprincipauxde ce no sontqu’on ne perd

pasd’informationen faisantla restrictionde V à IK d’unepartet quel’on a interêt à le faire

d’autrepart.

LemmeVI.5. — Soit W une repŕesentationp-adiquede GK ; alors W est cristalline (res-

pectivementsemi-stable)si et seulementsi sa restriction à IK estcristalline (respectivement

semi-stable).

Démonstration. — Si W estunerepŕesentationcristalline(respectivementsemi-stable)deGK ,

sarestrictionà IK l’est aussi.

Montronsl’autre implication.Soit P 
 W
�
k � [1 � p] et D

�
W � 
 �

Bst . F W � IK , c’est un P-

espacevectorieldedimensiond. Il suffit devérifier queD
�
W � GK 7 IK estun F-espacevectoriel

de dimensiond puisquecelaimplique que
�
Bst . F W � GK estde dimensionmaximale(et de

mêmeavecBmax).
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LemmeVI.6. — Le groupedecohomologie H1 � GK � IK
�
GLd

�
P �"� estnul.

Montronsd’abord que le lemmeimplique le résultat: D
�
W � déterminede la manìere sui-

vanteun élémentdu H1 : si l’on choisit unebasee1
��IJIJI2�

ed, alors [s �� Mat
�
s� ] est dans

H1 � GK � IK
�
GLd

�
P �"� . Commece derniergroupeest trivial, il existe A ) GLd

�
P � tel que

Mat
�
s� 
 s

�
A� A� 1. Soitai 
 A� 1ei . Alors a1

��IJIJI2�
ad formeunebasede D

�
W � qui eststable

parGK � IK , cequi montrele résultatvoulu.

Resteà montrerle lemmece quenousfaisonsmaintenant: soit c ) H1 � GK � IK
�
GLd

�
P �"�

un cocycle. Commec estcontinuil existe H un sous-groupeouvert de G 
 GK � IK tel que

c
�
h� ) 1  p Md

� � P � pourtout h ) H . Il suffit demontrerquec å H esttrivial, eneffet dansla

suited’inflation restriction

1 � H1 � G� H
�
GLd

�
P � H � inf��� H1 � G � GLd

�
P �"� res�}� H1 � H � GLd

�
P �"�

le premiergroupeesttrivial par � Hilbert 90 � , et doncsi la restrictionde c à H esttriviale,

c’estquec l’est déjà surG. Ensuiteonapourchaquei c 1, on aunesuiteexacte

0 � 1  pi � 1 Md
� � P � � 1  pi Md

� � P � � Md
�
k � � 0

d’où

H1 � H � 1  pi � 1 Md
� � P �"� � H1 � H � 1  pi Md

� � P �"� � H1 � H � Md
�
k �"�

et le derniertermeestnul par � Hilbert 90 � . On endéduitpourchaquei l’existencede Ai )
1  pi Md

� � P � et deci � 1 ) H1 � H � 1  pi � 1 Md
� � P �"� tel queci

�
s� 
 Ai ci � 1

�
s� s � A� 1

i � . Soit

A 
 Ai : il estclair quec
�
s� 
 As

�
A� 1� .

Cecimontrequ’onneperdrien à serestreindrèa IK . Montronsmaintenantquel’on y gagne:

LemmeVI.7. — Si k estalgébriquementclos,l’application h1 estsurjective.

Démonstration. — Étantdonńeela suiteexacte

0 � D ³ � V � h Y 1

1 ��� � H1 � K � V � � D ³ � V �\Ì� 1
0 � 0

il suffit demontrerqueD³ � V � � � \/� 1� 
 0ouencorequeD
�
V � � � \v� 1� 
 0 carsi a ) D³ � V � 
� \ä� 1� b avecb ) D

�
V � , alorsa 
 � \ä� 1� pâ � b� et pâ � b� ) D³ � V � . Quitteà tensoriserparQp

il suffit demontrerquesi T estunZ p-réseaudeV stableparGK , alorsD
�
T � 
 � \�� 1� D � T � et

le lemmedeNakayamaimpliquequ’il suffit demontrerqueD
�
T � pT � 
 � \�� 1� D � T � pT � . On

sefixedoncU uneFp-repŕesentation.Soit M 
 � C E . Fp U � HK , c’estunréseaudeD
�
U � stable

par
�

. Si x ) M, alorsla série n L 1
� n � x � convergeversunélementy qui vérifie

� \�� 1� y 
 x

cequi fait queM i � \�� 1� M i � \Ì� 1� D � U � .



VI.3. SEMI-STABILIT É DES REPŔESENTATIONS ORDINAIRES 65

De plus (cf [7, démonstrationde I.7.3]) il existe b M 0 tel que % � bM eststablepar \ et tel

queD
�
U � � � \¥� 1� estun quotientde % � bM. Soit E 
 % � bM � � \�� 1� % � bM, c’est un k-

espacevectorieldedimensionfinie (c’estunquotientde % � bM � M puisqueM i � \£� 1� M i� \+� 1� % � bM) stablepar \ dontD
�
U � � � \+� 1� estun quotient.Pourfinir la preuve il suffit

doncdemontrerquesi E estun k-espacevectorieldedimensionfinie muni d’un opérateur\
qui est

� � 1 
 � � 1-semi-lińeaire,alors \²� 1 : E � E estsurjective, ce quenousfaisons

maintenant.

Soit e1
��IJIJI2�

ed une basede E, et x ) E. Il existe f 8 d, que l’on peut supposermini-

mal, tel quex
� \ � x � ��IJIJI_� \ f � x � sontli és.Comme� estbijectif (k estparfait), on peutécrire

f
i Y 0 \ i ��E

i x � 
 0 où
E

0
P
 0 et pourtout n�) k on auradonc f

i Y 0 n	\ i ��E
i x � 
 0 cequi fait

que
f

i Y 0

\ i � � i � n � E i x � � f

i Y 0

� � i � n � E i � x 
 � f

i Y 0

� � i � n � E i � x
et donc,enutilisantle fait que \ i � 1 
 � \�� 1� � \ i � 1  IJIJI  1�

� \Ì� 1� f

i Y 1

i � 1

j Y 0

\ j ��E
i � i � n � x � 
 � f

i Y 0

� i � n � E i x

cequi fait quepourmontrerqu’il existez tel que
� \�� 1� z 
 x il suffit demontrerqu’il existen tel que � f

i Y 0 � i � n � E i 
 1 ce qui revient à 1  +n E 0  jn p E
1  IJIJI  jn p f E

f 
 0 et

l’existencede n estéquivalenteà l’existenced’uneracinedupolynômeci-dessus,existencequi

résultedel’hypothèsequek estalgébriquementclos.

VI.3. Semi-stabilité desreprésentationsordinair es

Commenc¸onsparappliquerlesrésultatspréćedentsauxextensionsdeQp parQp
�
j � avec j c 1

carcecasestparticulìerementsimple.

Théor̀emeVI.8. — Si j c 1, alors touteslesextensionsdeQp par Qp
�
j � sontsemi-stables.

Deplussi j c 2, ellessontcristallines.

Démonstration. — Soit E uneextensionde Qp par Qp
�
j � . L’extensionE estsemi-stablesi

et seulementsi sa restrictionà IK l’est, et on supposedoncquek 
 k. Soit ej unebasede

Qp
�
j � . Il existealorsy 
 f

� % K �Ü. ej ) Bh Y 1
K

�
j � tel queh1 � y� estun cocyle correspondant

à la classede E. On saitqueBh Y 1
K

i B†� r
K pourun certainr [7, III.3.2] et le corollaireIV.11

montrequ’il existe g
� % K � ) B†� s

log� K tel que t j f
� % K � 
 �

1 �j� K � g � % K � ce qui fait que y 
�
1 ��� K � � g � % K � t � j . ej � et la propositionVI.4 montrequ’alorsE estsemi-stablecequi établit

le premierpoint.
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Montronsmaintenantquesi V estunerepŕesentationcristallinequi auneextensionsemi-stable

noncristalline,alorsDcris
�
V � 45Y 17 p P
 0 cequi dansnotrecasforce j 
 1.

Soit doncV cristallineet E uneextensionsemi-stabledeQp parV . On aunesuiteexacte

0 � Dcris
�
V � � Dst

�
E � � Dcris

�
Qp � � 0

soit n�) Dst
�
E � tel quesonimagedansDcris

�
Qp � est1, unebasefixéedeDcris

�
Qp � . Alors � 


N
� n � ) Dcris

�
V � nedépendpasdu choix d’un tel n et � P
 0 si et seulementsi nj�) Dcris

�
E � .

Ensuite
��� n � ��nÌ) Dcris

�
V � car

� 
 1 surDcris
�
Qp � et doncN

� n � 
 N
��� n � 
 p

�
N
� n � ce

qui fait que � estun élementnon-nuldeDcris
�
V � tel que

�	� � � 
 p� 1 � .

Dans[28] il estdémontŕequela semi-stabilit́edesrepŕesentationsp-adiquesordinairesestune

conśequencedela propositionsuivante:

PropositionVI.9. — SoientV1 etV2 deuxrepŕesentationsp-adiquesnon-ramifiées.SoitV une

repŕesentationp-adiquede GK extensionde V1
�
j � par V2

�
i � . Si i c j  2, la repŕesentation

p-adiqueV estcristalline. Si i 
 j  1, la repŕesentationp-adiqueV estsemi-stable.

Démonstrationdela proposition. — Par le lemmeVI.5, il suffit demontrerqueV estcristal-

line (ou semi-stable)en tant que repŕesentationde IK . Commeon a suppośe V1 et V2 non

ramifiées,leursrestrictions̀a IK sonttrivialeset ellessontdoncisomorphes̀aQd1
p et Qd2

p .

Ensuiteil y aunebijectionentreExt1
�
W1
�
W2 � et H1 � K � W F1 . Qp W2 � , et V1

�
j � F . Qp V2

�
i � 


Qp
�
i � j � d1� d2 dansce cas.On peutdoncappliquerle théor̀emeVI.8 puisqueon a suppośe

i � j c 2, ou 
 1 respectivementce qui permetde conclurecomme H1 � K � V � W � 

H1 � K � V � � H1 � K � W � .

VI.4. Extensionsde représentationssemi-stables

SoientV et W deuxrepŕesentationssemi-stables.Il estclassiquequel’on adesisomorphismes

Ext1
�
Hom

�
V
�
W � � Qp � 
 H1 � K � Hom

�
V
�
W �"� 
 Ext1

�
V
�
W �

ce qui fait quepour montrerle théor̀emeVI.2 on peutserestreindreau casW 
 Qp ce que

nousfaisonsmaintenant.

Soit doncV semi-stableet E uneextensiondeQp parV . Par le lemmeVI.5 on peutsupposer

quek 
 k et il existealorsy ) D
�
V � h Y 1 tel quec 
 h1 � y � estuncocycle égalà la classede E

dansH1 � K � V � .
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On adoncy ) D† � V � etb ) B† . Qp V telsque

c
�
g� 
 g � 1� K � 1

y � � g � 1� b
Rappelonsquedans[7] estdéfinie uneapplicationT0 : BHK

dR � K
�;�

t �"� qui estunesection

continue,K
�"�

t �"� -linéaireet commutant̀a
�

K de l’inclusion canoniqueet uneapplication
Ê

V :

K
�;�

t �;�æ. K DdR
�
V � � DdR

�
V � qui à ai t i . di associea0 . d0. Si m estassezgrandon en

déduituneapplicationdeD
�
V �;h Y 1 dansDdR

�
V �

D
�
V � h Y 1 i � B†� r . Qp V � HK

4 R m��� BHK
dR . K DdR

�
V � ß V ç T0�}� DdR

�
V �

qui estindépendantedem � 0 [7, IV.2.1]et quenousnoteronsres.

PropositionVI.10. — La repŕesentationE estdedeRhamsi et seulementsi res
�
y� 
 0.

Commenc¸onsparmontrerun lemmequi estessentiellementle casdela repŕesentationtriviale :

LemmeVI.11. — L’application BHK
dR � K qui à x ) BHK

dR associele coefficientconstantde

T0
�
x � induit la suiteexacte:

0 � K � BHK
dR

1� # K�}� BHK
dR � K � 0

Démonstration. — On saitqueBGK
dR 
 K cequi montrequele noyaude1 ��� K estbien K .

Soit K � le compĺet́e p-adiquede K � . Rappelons[36] quesi j P
 0, alors1 � 6 � j � � K � � K est

inversiblesurK � . Dansle cas j 
 0, onpeutécrireK � 
 K � X où X estunsous-K -espace

vectorielsurlequel1 ��� K estinversible.

Nousallonstoutd’abordmontrerquesi j c 1, alors

1 ��� K : t
� j � B�dR� HK � t � j � 1 � B�dR� HK � t

� j � B�dR� HK � t � j � 1 � B�dR� HK

estsurjectifcequi revient àmontrerque

1 � 6 � j � � K � � K :
�
B�dR� HK � t � B�dR� HK � �

B�dR� HK � t � B�dR� HK

estsurjective. Celasuit du fait quel’application > réaliseunebijection
�

K -équivarianteentre�
B�dR� HK � t � B�dR� HK et K � etque1 � 6 � j � � K � � K estinversiblesur K � .

On endéduitpar récurrencequesi x ) BHK
dR , alorson peutécrirex 
 x0  � 1 �Û� K � y0 avec

y0 ) BHK
dR et x0 ) � B�dR� HK . L’hypothèsequele coefficient constantde T0

�
x � estnul revient

au fait quesi l’on décompose> � x0� ) K � selonK � 
 K � X, alors la composanteselon

K estnulle. On va montrerquesouscettehypoth̀esex ) � 1 �j� K � BHK
dR , ce qui démontrele

lemme.Soit j c 0, on va montrerpar récurrencequ’il existe x j ) t j � B�dR� HK et pour j c 1,

y j ) t j � B�dR� HK telsquex 
 x j  � 1 ��� K � � y0  IJIJI  y j � cequi impliqueque �_�j Y 0 y j est
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unesériequi convergepour la topologiet-adique(pour laquelle
�
B�dR� HK estcomplet)versun

y tel quex 
 �
1 �«� K � y. Le cas j 
 0 a déjà ét́e fait. Le fait quela composanteselonK de> � x0� estnulle impliquequex0 estdansl’image de

1 ��� K :
�
B�dR� HK � t � B�dR� HK � �

B�dR� HK � t � B�dR� HK

cequi s’occupeducas j 
 1 et la récurrenceestuneconśequencedu fait quesi j c 1, alors

1 � 6 j � � K � � K :
�
B�dR� HK � t � B�dR� HK � �

B�dR� HK � t � B�dR� HK

estsurjectifet doncaussi:

1 ��� K : t j � B�dR� HK � t j � 1 � B�dR� HK � t j � B�dR� HK � t j � 1 � B�dR� HK

Démonstrationdela propositionVI.10. — Commeon a choisim assezgrandon a
� � m � b� )

BdR. Étantdonńeela suiteexacte

0 � K � BHK
dR

1� # K�}� BHK
dR � K � 0

onares
�
y � 
 0 si etseulementsi

� � m � y � appartient̀a
�
1 ��� K � BHK

dR . K DdR
�
V � cequi fait que

si res
�
y � 
 0, alorsE estdedeRhamcar

c
�
g� 
 � g � 1� �"� 1 ��� K � � 1 � � m � y� � � � m � b�;�

Montronsmaintenantla réciproque; on peutécrire� � m � y� 
 � � m � y� � res
�
y �  res

�
y � 
 �

1 ��� K � z  res
�
y �

etunpetitcalculmontrequ’alorsc
�
g� 
 � g � 1� z log

� 6 � g�"� I res
�
y � etl’implication réciproque

résultedu fait quesi n£) DdR
�
V � le cocyle g �� log

� 6 � g�;� n n’estpastrivial dansBdR . Qp V

(on peutd’ailleursmontrerquel’application n��� [g �� log
� 6 � g�;� n ] estun isomorphismede

DdR
�
V � dansH1 � K � BdR . Qp V � voir [11, III.5.2] pourcerésultatdû àKato [24]).

LemmeVI.12. — Soit y ) D
�
V �"h Y 1, y 
 yi . di où

(
di - estunebasedeDst

�
V � et yi )

B†
log� K [1 � t ], tel que res

�
y� 
 0. On supposequ’il existe i tel quel’on peutécrire yi sousla

formeyi 
 � i  � 1 ��� K �àè i avec � i ) B†
rig � K . Alorspourn � 0 on a TrKn 7 K � > : 9 n � � i �"� 
 0.

Démonstration. — Soit Q la matricede
� � 1 dansla base

(
di - et Q � m 
 �

q � mi j � cellede
� � m.

Alors

9 n � y � 
 d

j Y 1

d

i Y 1

9 n � yi � q � ni j . d j

et donc

T0
� 9 n � y �"� 
 d

j Y 1

d

i Y 1

TrKn 7 K � 9 n � yi �;� q � ni j . d j
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etcommeQ � n estinversiblele fait queres
�
y� 
 0 impliquequelecoefficientconstant(

Ê
0
�;I � ) de9 n � yi � ) Kn[[ t ]] (cequel’on estendroit deconsid́erersi n � 0)vérifie:

Ê
0 : TrKn 7 K � 9 n � yi �;� 
 0

etcommeonadetoutefaçonTrKn 7 K � 9 n �"� 1 �é� K �êè i �;� 
 0 c’estdoncque
Ê
0 : TrKn 7 K � 9 n � � i �"� 


0 et onaalors
Ê
0 : TrKn 7 K � 9 n � � i �"� 
 TrKn 7 K � > : 9 n � � i �;� 
 0.

Démonstrationdu théor̀emeVI.2. — Par III.6 onaun isomorphisme

D† � V �3. B†
K

B†
log� K [1� t ] � Dst

�
V �2. F B†

log� K [1 � t ]
et si E estl’extensionde V correspondant̀a y ) D

�
V �"h Y 1, alors E estsemi-stablesi on peut

écrirey 
 � 1 ��� K � z avecz ) Dst
�
V �2. F B†

log� K [1� t ].
Le F-espacevectorielDst

�
V � estmunid’un opérateurdemonodromienilpotentN etonsefixe

unebase
(
di - deDst

�
V � adapt́eeà N c’est-̀a-direqu’il existe0 
 r1

��IJIJI3�
rk telsquepourtout i

N
�
dr i � 1 � 
 0

�
N
�
dr i � 2 � 
 � dr i � 1

��IJIJI2�
N
�
dr i m 1 � 
 � dr i m 1 � 1

Commey ) D† � V � ona Ny 
 0 cequi impliquequesi onécrit y 
 di . yi avecdi ) Dst
�
V �

et yi ) B†
log� K [1� t ], alorsles yi vontsatisfaire

N
�
yr i � 1 � 
 0

�
N
�
yr i � 2� 
 yr i � 1

��IJIJI2�
N
�
yr i m 1 � 
 yr i m 1 � 1

On cherchèa montrerqueyi 
 �
1 ��� K � zi aveczi ) B†

log� K [1� t ]. Poursimplifier lesnotations

montronscelapouryr1 � 1
��IJIJI2�

yr2 c’est-̀a-direpour y1
��IJIJI_�

yr où r 
 r2.

Toutd’abordN
�
y1 � 
 0 cequi fait quey1 ) B†

rig � K [1 � t ] etparla propositionIV.6onpeutécrire

y1 
 � 1  � 1 ��� K �êè 1 avec � 1 ) B†
rig � K . Ensuitecommeres

�
y � 
 0, le lemmeVI.4 montreque

TrKn 7 K � > : 9 n � � 1�;� 
 0 pourtoutn � 0, et donc � 1 ) � 1 ��� K � B†
log� K parla propositionIV.11

cequi fait qu’il existez1 ) B†
log� K [1 � t ] tel quey1 
 � 1 �W� K � z1.

Ensuitesupposonsqueyi � 1 
 �
1 �Û� K � zi � 1 avec zi 
 j ai j log j � % � . Alors un petit calcul

montreque

N yi  � 1 ��� K �
j

ai j

j  1
log j � 1 � % � 
 0

et doncque

yi 
 xi � � 1 ��� K �
j

ai j

j  1
log j � 1 � % � 
 xi � � 1 ��� K � ui

avec N
�
xi � 
 0 ce qui fait que xi ) B†

rig � K [1� t ] et par la propositionIV.6 on peut écrire

xi 
 � i  �
1 �ë� K �êè i avec � i ) B†

rig � K et donc yi 
 � i  �
1 �ë� K � � è i � ui � . Ensuite

commepréćedemmentsi res
�
y � 
 0, alorsTrKn 7 K � > : 9 n � � i �"� 
 0 pour tout n � 0 et donc� i ) � 1 �+� K � B†

log� K par la propositionIV.11 cequi fait qu’il existe zi ) B†
log� K [1� t ] tel que

yi 
 �
1 ��� K � zi .
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Il estalorsimmédiatquey 
 �
1 ��� K � di . zi etdoncqueE estsemi-stable.

VI.5. L’exponentielledeBloch-Kato

Dansceno V estunerepŕesentationsemi-stable.RappelonsquelesanneauxBmax et BdR sont

reliésparla suiteexactefondamentale(cf [11, III.5] et [18]) :

0 � Qp � B45Y 1
max � BdR� B�dR � 0

En tensorisantavec V et enprenantles invariantspar GK on obtientun début desuiteexacte

longue:

0 � VGK � Dcris
�
V � 45Y 1 � �;�

BdR� B�dR�_. Qp V � GK � H1 � K � V � � H1 � K � B45Y 1
max . Qp V �

Soit H1
e
�
K
�
V � 
 ker

�
H1 � K � V � � H1 � K � B45Y 1

max . Qp V �"� . On déduit de la suiteexacteci-

dessusune applicationde DdR
�
V � dansH1

e
�
K
�
V � appeĺee exponentiellede Bloch-Kato, et

not́eeexpV . D’autrepartcommeV estdedeRhamon a�;�
BdR� B�dR�2. Qp V � GK 
 DdR

�
V � � Fil0 DdR

�
V �

et [4, lemma3.8.1] l’image de expV est H1
e
�
K
�
V � tout entier. Dansle casoù k estfini des

calculsdedimensionmontrentquesi r � 0, alors H1
e
�
K
�
V
�
r �;� 
 H1 � K � V � r �;� et doncque

expV � r  : DdR
�
V
�
r �"� � H1 � K � V � r �;� estun isomorphisme(on remarqueraquesi r � 0, alors

Fil0 DdR
�
V � 
 (

0- ). Le but deceno estdemontrer, sansconditionsurk, quesi r � 0, alors

expV � r  : DdR
�
V
�
r �"� � H1 � K � V � r �;� estun isomorphisme.

LemmeVI.13. — Si V estunerepŕesentationsemi-stabletelle que1 � � : Dst
�
V � � Dst

�
V �

estsurjectifet Dst
�
V � 45Y 17 p 
 0, alors H1

g
�
K
�
V � 
 H1

e
�
K
�
V � .

Démonstration. — Soit c ) H1
g
�
K
�
V � et E l’extensiondeQp par V qui correspond̀a c. Le

théor̀emeVI.2 montrequ’il existe x ) Bst . Qp V tel quec
�
g� 
 �

g � 1� x. Commec
�
g� ) V

on a
��� � 1� c � g� 
 0 et donc

�	�
x � � x ) � Bst . Qp V � GK . Il existedoncy ) Dst

�
V � tel que�	�

y � � y 
 ���
x � � x ce qui revient à

�	�
x � y � 
 x � y et quitte à remplacerx par x � y

on peut doncsupposerque x ) B45Y 1
st . Qp V . CommeN commuteà GK on a N

�
c
�
g�"� 


0 
 �
g � 1� � N � x �"� et donc N

�
x � ) Dst

�
V � . De plus commex ) B4�Y 1

st . Qp V on doit avoir

N
�
x � ) Dst

�
V � 4�Y 17 p 
 0 etdoncx ) B45Y 1

max . Qp V cequi montrequec
�
g� ) H1

e
�
K
�
V � .

LemmeVI.14. — Sir estassezgrand,alors V
�
r � satisfaitlesconditionsdu lemmepréćedent.

Démonstration. — Rappelonsquele Frobenius
�

surDst
�
V � estbijectif. Soit M unZ p-réseau

de Dst
�
V � et Mr 
 M

�
r � . CommeDst

�
V
�
r �"� 
 t � r Dst

�
V � on aura,pour r estassezgrand
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� � 1 � Mr � i p2Mr . Il estalorsévidentque1 � � 
 � ��� 1 � � � 1� estsurjectif.Enfin si r � 0,

alorsDst
�
V
�
r �"� 45Y 17 p 
 0 carlespentesde

�
augmententde1 à chaquefois quel’on tord.

LemmeVI.15. — Si r estassezgrand,alors H1 � K � V � r �"� 
 H1
g
�
K
�
V
�
r �"� .

Démonstration. — Soit c ) H1 � K � V � r �;� et E l’extensionassocíeeà c. On saitqueE estde

deRhamsi etseulementsi sarestrictionà IK l’est etonsupposedoncquek 
 k. Il existedonc

y ) D
�
V
�
r �;�"h Y 1 tel quec 
 h1 � y � et il suffit doncdemontrerquesi r estassezgrandl’image

deD
�
V
�
r �;�"h Y 1 parres 
 resV � r  estnulle.Or

T0 : 9 m � D � V � h Y 1� i K
�;�

t �"�3. K DdR
�
V �

et doncsi r estassezgrand

T0 : 9 m � D � V � r �;� h Y 1 � i t K [[ t ]] . K DdR
�
V
�
r �"�

(puisquel’image de D
�
V � h Y 1 engendreun K [[ t ]]-module de rang fini, étantcontenuedans

l’imagedeD†� s � V  � V � ) et l’imagederesV � r  estdoncnulle.

Théor̀emeVI.16. — Si V estunerepŕesentationsemi-stabledeGK , alorsquandr � 0, l’ex-

ponentielledeBloch-KatoexpV � r  : DdR
�
V
�
r �;� � H1 � K � V � r �;� estun isomorphisme.

Démonstration. — Leslemmespréćedentsmontrentquequitteàprendrer � 0, on a

H1 � K � V � r �"� 
 H1
g
�
K
�
V
�
r �"� 
 H1

e
�
K
�
V
�
r �;�

et expV � r  estdoncsurjective. D’autrepart si r � 0, alorsFil0 DdR
�
V � 
 (

0- , cequi montre

queexpV � r  estinjective.C’estdoncun isomorphisme.





DIAGRAMME DES ANNEAUX DE PÉRIODES

Le diagrammeci-dessousrécapitulelesrelationsentrelesdifférentsanneauxdepériodes.Les

flèchesqui seterminentpar ìíîìí sontsurjectives,la flècheenpointillés ìí est

unelimite inductivedemorphismesdéfinissurdessous-anneaux( 9 n : B†� rn
log � B�dR), et toutes

lesautressontinjectives.

B�dR

ï
ðñðñ

B†
log

ò ó
B�log ìíôõ B�st

ö ÷

B†
rig

ö ÷
B�rig
ö ÷

ôõ ìí B�max

ö ÷

B B†ôõ
ö ÷

B�ôõ
ö ÷

ï ìíøìí Cp

A

ö ÷

ùú ùú
A†ôõ
ö ÷

A �ôõ
ö ÷

ùú ùú
ï ìíîìí � Cp

ö ÷

ùú ùú
E E�ôõ ï ìíîìí k

Les trois anneauxde la colonnede gauchesont reliés à la théoriedes
���	���

K � -modules.Les

trois anneauxde la colonnededroitesontreliésà la théoriedeHodgep-adique.Pourfaire le

lien entrecesdeuxthéories,on passed’un côté à un autrevia touslesanneauxintermédiaires.

La situationidéaleestquandon peutseplacerdansla colonnedu milieu (par exemple: les

repŕesentationsdehauteurfinie).
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local. J.Amer. Math.Soc.12 (1999),241–268.

[8] ChristolG. : Abouta Tsuzukitheorem.À parâıtre (analysep-adique,Dekker).
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ponentielles.ActualitésMathématiques,Hermann,Paris,1994.
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[19] FontaineJ-M. : Repŕesentationsp-adiquessemi-stables.Périodesp-adiques,(Bures-sur-
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[24] Kato K. : Lectureson the approach to Iwasawatheory for Hasse-Weil L-functionsvia
BdR. Arithmeticalgebraicgeometry, LectureNotesin Mathematics1553,Springer-Verlag,
Berlin, 1993,50–63.

[25] KedlayaK. : Unipotencyandsemistabilityof overconvergentF-crystals.Preprint,dispo-
niblecommemath.AG/0102173.
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