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Résumé :

M.Harris et R.Taylor ont démontré la correspondance de Langlands locale pour les
groupes linéaires sur des corps p-adiques. Leur méthode consiste a construire cette
correspondance (ainsi que la correspondance de Jacquet-Langlands) dans la cohomo-
logie d’espaces de modules de groupes p-divisibles appelés espaces de Lubin-Tate.
Dans cette these nous généralisons ces travaux en décomposant la partie supercus-
pidale de la cohomologie d’espaces de modules de groupes p-divisibles plus généraux
(des espaces Rapoport-Zink non-ramifiés basiques) en termes de correspondances de
Langlands locales. Ces espaces de cohomologie sont munis d’une action d’un produit
de trois groupes, J;, x G(Q) x Wg ol G est un groupe réductif sur Q,, J, les points a
valeurs dans Q, d’une forme intérieure de G et W le groupe de Weil d’une extension
de degré finie de Q,. Nous considérons les cas ou G est la restriction des scalaires
d’une extension de degré fini non-ramifiée de Q, d’'un groupe linéaire, mais également
le cas ou G est un groupe de similitudes unitaires non-ramifié en trois variables.

Mots clés : Correspondances de Langlands, Groupes p-divisibles, Cohomologie étale des
variétés rigides, Variétés de Shimura, Représentations automorphes

Abstract :

M.Harris and R.Taylor have proved the local Langlands correspondence for li-
near groups over p-adic fields. They construct this correspondence (and the Jacquet-
Langlands correspondence) in the cohomology of moduli spaces of p-divisible groups,
the Lubin-Tate spaces. In this thesis we generalize this work. We decompose the su-
percuspidal part of the cohomology of more general moduli spaces (basic unramified
Rapoport-Zink spaces) in terms of local Langlands correspondences. These cohomo-
logy spaces have an action of a product of three groups, J, x G(Q) x Wg where G is
reductive over Qy,, Jy is the Q,-points of an inner form of G and Wg the Weil group
of a finite extension of Q,. We consider the case when G is the scalar restriction from
a finite unramified extension of Q, of a linear group, but also the case when G is an
unramified similitude unitary group in three variables.

Keywords : Langlands Correspondences, p-divisible groups, Etale cohomology of rigid spaces,
Shimura varieties, Automorphic representations
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INTRODUCTION

Motivation générale

Dans l'article [45] Langlands a prédit I'existence d’un lien entre les motifs de Gro-
thendieck définis sur des corps de nombres et certaines représentations automorphes
des groupes linéaires. Pour certaines formes modulaires un cas particulier bien connu
de cette correspondance est réalisé dans la cohomologie des courbes modulaires. Plus
généralement, soit G un groupe réductif défini sur Q possédant une donnée de Shi-
mura (G, X). Langlands a donné une description conjecturale du motif découpé par une
représentation automorphe I de G dans la variété de Shimura Sh(G, X) en fonction du
L-parametre (conjectural) de IT ([45]).

Dans cette these, nous démontrons des analogues locaux de cette conjecture en des
places non-archimédiennes. Qu’entendons nous par analogue local? En la place ar-
chimédienne de Q l'objet local équivalent naturel de la variété de Shimura Sh(G, X)) est
I’espace symétrique hermitien X uniformisant la variété analytique Sh(G, X)(C), tandis
que les objets associés aux représentations automorphes de G sont les représentations
irréductibles du groupe de Lie G(R) au sens d’'Harisch-Chandra. Les travaux de Schmid
étudient ainsi la contribution des séries discréte de G(R) dans la cohomologie L? de X
(Panalogue local de 'identification de I'action du groupe de Galois motivique consiste-
rait dans ce cas a déterminer une structure de Hodge sur ces espaces de cohomologie).
Les analogues non-archimédiens en un premier p de QQ de I’espace symétrique X sont les
espaces rigides p-adiques de Rapoport-Zink ([51]) uniformisant certains ouverts rigides
des variétés de Shimura Sh(G, X) (ils ne sont pas définis pour tous les couples (G, X)).

Espaces de Rapoport-Zink

Pour comprendre la définition des espaces de Rapoport-Zink rappelons que la plupart
des variétés de Shimura devraient se décrire comme des espaces de modules de motifs.
L’espace X s’interprete ainsi comme la contrepartie locale archimédienne de ce point
de vue puisque c’est un espace de modules de structures de Hodge. Supposons que les
variétés Sh(G, X) s’interpretent comme espaces de modules de variétés abéliennes. Les
espaces de Rapoport-Zink sont alors la contrepartie p-adique de ce point de vue : ce sont
des espaces de modules de groupes p-divisibles munis de structures de niveaux.

Contrairement & X les espaces de Rapoport-Zink ne sont pas simplement connexes ;
il s’agit d’une tour d’espaces rigides (/\>l k)k indexée par les sous groupes compacts
ouverts de G(Q,) telle que si K’ est un sous groupe compact ouvert de K, le morphisme
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de transition M K — M K est un revétement étale. Cette tour est munie d’une action de
G(Qp). Un deuxieme groupe algébrique p-adique entre en jeux, une forme intérieure d’un
sous groupe de Levi de la forme intérieure quasi-déployée de Gig,. On le note Jp. Celui-ci

agit sur chaque espace My de maniere compatible aux morphismes de transition. Le
troisieme groupe entrant en jeu est le groupe de Weil Wg d’une extension de degré fini

de Q.

Esquisse des résultats

Considérons la cohomologie étale ¢-adique a support compact au sens de Berkovich

des Mg pour un / % p,
H? (M, Q)
Lorsque K varie celle ci est munie d’une action lisse de G(Qp) x Jp x Wg.

Les résultats principaux de cette thése concernent des espaces de Rapoport-Zink pour
lesquels le groupe J, est une forme intérieure de Gg,. Ce sont ceux qui uniformisent
les strates supersingulieres des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées définies
dans [36]. Le premier résultat concerne le cas ot G(Q,) = GL,,(F) pour une extension
F|Q, non ramifiée, et J, = D> ou D est une algebre a division sur F. Soit JL la
correspondance de Jacquet-Langlands qui associe a une représentation irréductible de
D* une représentation de la série discrete de GL,,(F'). Soit p une représentation de .J,
telle que JL(p) soit supercuspidale. Soit m une représentation supercuspidale de G(Qy).
D’apres la correspondance de Langlands locale ([26]), & 7 est associé un certain L-
parametre . Nous démontrons que p®@m intervient virtuellement dans la somme alternée
de la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink ssi 7 = JL(p). Nous démontrons qu’alors
la représentation galoisienne découpée par p ® m s’exprime simplement en fonction du
L-parametre 1.

Nous démontrons le méme type de résultat lorsque G(Q,) = J, = GL,(F), la corres-
pondance de Jacquet-Langlands étant alors I'identité.

Nous démontrons également le premier cas de loi de réciprocité non abélienne locale
construite géométriquement et associée a des groupes autres que des formes intérieures
des groupes linéaires. Plus précisément, il s’agit du cas ou J, = G(Qp) = GU(3) est
le groupe de similitudes unitaires non ramifié en trois variables. Contrairement au cas
précédents, les L-paquets de représentations de GU (3) ne sont pas tous de cardinal 1. Le
résultat est alors du méme type que précédemment apres sommation sur un tel L-paquet.

Conjectures de Kottwitz

Se basant sur la description conjecturale de Langlands du motif, et en particulier de la
représentation galoisienne dans la cohomologie ¢-adique, associé a une représentation au-
tomorphe de G dans la variété de Shimura Sh(G, X ), ainsi que sur la formule conjecturale
d’Arthur pour la multiplicité d’une représentation automorphe dans un A-paquet discret
de G, Kottwitz a formulé une conjecture concernant la contribution d’une représentation
“discrete” de G(Q,) x J, dans les espaces de cohomologie H® (M, Q) ainsi que de la
représentation galoisienne associée ([50] et [25]). Les résultats de cette these sont des
cas particuliers de ces conjectures.
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Enoncés précis

Les résultats principaux de cette thése sont les suivants :

Théoréme (théorémes I11.10.1.4 et 111.10.1.5). — Soit (V, F,b, ) une donnée lo-
cale de Rapoport-Zink de type E.L. non ramifiée simple basique (1.2.2.1.1). Soit E C Q,

le corps réflex associé. Soient Mg = MK(b,u) les espaces de Rapoport-Zink associés
(1.2.2.2.1).

1. Supposons le groupe réductif Jy, anisotrope modulo son centre, c’est a dire J, = D*
pour une algébre ¢ division D sur F' d’invariant calculé en fonction de p. Notons JL
la correspondance de Jacquet-Langlands. Soit m une représentation irréductible de
Jp telle que JL(T) soit supercuspidale. L’égalité suivante est vérifiée dans le groupe

de Grothendieck Groth(G(Qp,) x WEg)
; . 7 N N —— - _27— prdar
Y (1) lim Hom, (H(Mk&Cp, Qe), m)]eusp = [JL(m)] @ [y 0 Ge(JL(m)) ] |2
i K
ot &y la correspondance de Langlands locale “absolue” (-adique pour le groupe
linéaire (A.7.1) et v, la représentation du L-groupe associé (A.7.2) sur E.

2. Supposons le groupe réductif Jp €gal & G = GL,,. Soit ™ une représentation irréductible
supercuspidale de Jy. Il y a une égalité dans Groth(G(Qp) x Wg)

Z(_l)i[ h—7>n HomJb(Hg(MK(g(cp’@)aW)]cusp =[] ® [T,u o 5‘€(7T)\E] |.|7ZT N
i K

Dans cet énoncé, la donnée de Rapoport-Zink locale est ’analogue non-archimédien
local d’une donnée de Shimura.

Théoréme (théoréme I11.10.2.2). — Soit (F,*,V, < .,. >,b, u) une donnée locale de
type P.E.L. non ramifiée simple basique (1.2.2.1.2). Supposons p # 2, [F : Q,]/2 impair
et dimp(V) = 3. Soit E C Q,, le corps réflex associé. Soient My = Mk(b,u) les espaces
de Rapoport-Zink associés (1.2.2.2.2).

1. Soit ¢ : Wo, — LG une classe de conjugaison de L-paramétres vérifiant : im(y)
n’est pas contenue dans “B pour un sous groupe de Borel B de G. Soit II(y) le
L-paquet supercuspidal de représentations de G(Qp) associé (C.1.4.2). Rappelons
que Jpy = G(Qp) = GU(3). L’égalité suivante est vérifiée dans Groth(G(Qp) x Wg) :

. ° v A~ o 727 T4t
> | wm Homy, (HH(MkEC,Qo)m) | = Y W@ o v, 1177
mell(®) | K cusp  TEL®)

En particulier, si I1(v) est stable la conjecture de Kottwitz (]50],[25]) est vérifiée.

2. Soit £ un caractére du groupe endoscopique H de U(3) (appendice C) et Stg(€)
la représentation de Steinberg associée. Soit TI(Sty(€)) = {m2(€),n%(€)} le L-
paquet transfert endoscopique a U(3) (C.1.6). Soit I = {n2, 7%} un L-paquet de
représentations de G(Qy) tel que 7T‘2U(3) = 7T2(§),7T|5U(3) = 7%(&). A II est associé

un L-parameétre ¢ : W, x SLy(C) — L@G. Légalité suivante est vérifiée dans
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Groth(G(Qp) x Wg) :

tim Homy, (HS(Mx@Cp, @) w*) |+ | lim Bath, e (H (MicC,, @), 7%)

K cusp K

727?7417—
= [Tl rpotwy] |17 4
3. Soit x un caractére de G(Q,) et Stg(x) la représentation de Steinberg associée.
L’égalité suivante est vérifiée dans Groth(G(Q) x Wg) :

| Both, pose (H2(MKEC,, Q) Ste(0)] =0

cusp

Quelques rappels sur la méthode de Harris,Taylor et Boyer

Rapide historique. — Lubin et Tate avaient déja considéré (mais formulé différemment
bien str) le cas particulier G = GL; pour lequel les espaces M sont de dimension 0, et
donné ainsi une construction géométrique de la loi de réciprocité locale d’Artin. Carayol
a ensuite formulé dans [10] des conjectures concernant les espaces de déformation de
Lubin-Tate de dimension supérieure. Ces conjectures ont été démontrées dans le cas des
corps locaux de caractéristique p par Boyer ([7]). Harris et Taylor on alors démontré la
conjecture de Langlands locale pour les groupes linéaires sur des extensions de degré fini
de Q, en utilisant cette approche ([26]), puisque dans leur cas la représentation r, est
la représentation standard du groupe linéaire.

Quelques points de [26]. — Pour comprendre la tactique utilisée pour démontrer nos
théoreémes il nous faut rappeler brievement certains points de ([26]). Harris et Taylor
considerent des espaces de déformation de Op-modules divisibles de dimension 1 et de
hauteur g, munis d’une structure de Drinfeld de niveau m, et notés Spf(Rp 4m) (ce sont
des schémas formels). Avec les notations du théoréme I11.10.1.4 énoncé précédemment,
cela correspond a un choix particulier du cocaractere u. Les espaces M associés sont
alors une union disjointe infinie des fibres génériques au sens des espaces analytiques
des Spf(RF,g,m). Leur résultat est énoncé en termes de cycles évanescents (-adiques au
sens de Berkovich, cependant les résultats de la section 6.9 de cette these permettent de
faire le lien avec la cohomologie a support compact des espaces analytiques Mg Avec
nos notations, ils démontrent que si p est une représentation de J, telle que JL(p) est
supercuspidale alors,

[Hom,, (H? (Mg &Cp, Qr), p)] = [JL(p)] @ [re(JL(p))]

ou r¢(JL(p)) est une représentation ¢-adique de Wg. Ils montrent alors que la correspon-
dance définie sur les représentations supercuspidales

T — 1o(T)

est une correspondance de Langlands locale tordue par un caractére non ramifié. Leur
démonstration utilise certaines variétés de Shimura, dites “simples”, possédant de bon
modeles entiers en tout niveau. Elles parametrent des variétés abéliennes A munies de
structures additionnelles (polarisation, action d’une algebre) et de structures de niveau
définies en p en utilisant la théorie des structures de niveau de Drinfeld.

cusp
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L’un des points clef est que celles-ci sont stratifiées par la classe d’isogénie du groupe p-
divisible universel A[p*]. La strate minimale, ou strate supersinguliére, est de dimension
0, et le complété formel de la variété de Shimura le long de cette strate est uniformisé
par une union disjointe de Spf(Rpgm). Un point clef de [26] remarqué par Boyer
dans [7] dans le cadre des D-modules elliptiques et transposé par Harris et Taylor dans
le cadre des groupes p-divisibles, est que la cohomologie des autres strates est induite
parabolique en p, c’est a dire comme représentation de G(Q)). Cela est une conséquence
du fait qu’en restriction aux autres strates le groupe p-divisible universel (pas A[p>],
mais un déduit de celui-ci) est une extension d’un groupe étale par un groupe du méme
type que celui associé a la strate supersinguliere. Utilisant que les déformations de tels
groupes p-divisibles s’expriment simplement en termes des déformations de leur partie
connexe, 'astuce de Boyer s’en déduit facilement. Une fois I’astuce de Boyer démontrée
on peut facilement relier la partie supercuspidale en p de la cohomologie de la variété de
Shimura & celle des espaces Spf(Rp,g,m)"", ce qui est la premiere étape de la récurrence
de [26].

L’approche utilisée

Dans [25] M. Harris esquisse un programme visant & généraliser 'approche de [26].
Certains points de cette theése sont inspirés de ce programme. Nous utilisons une approche
similaire & celle de [26] basée sur les travaux de Kottwitz sur les variétés de Shimura
de type P.E.L. ([41]) et ceux de Rapport et Zink sur I'uniformisation p-adique de ces
variétés ([51]). Les principaux points de [26] ne se transposant pas dans ce cadre général
et les solutions que nous y avons apportées sont les suivants :

— Contrairement aux variétés “simples” de [26], on ne sait construire en général de
bon modeles entiers des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées de [41]
qu’en niveau maximal (compact hyperspécial, ou parahorique) en p. Cela est lié
au fait qu’on ne sait pas définir de notion de structure de niveau de Drinfeld sur
les groupes p-divisbles de dimension plus grande que un. L’alternative consiste a
travailler au niveau des espaces rigides des que ’on n’est plus en niveau maximal, et
par exemple a définir le tube au dessus d’une strate comme étant 'image réciproque
par I'application de changement de niveau vers un niveau maximal du tube rigide
au dessus de la strate considérée.

— Du point de vue des cycles évanescents, le lien entre la cohomologie des espaces de
Rapoport-Zink et celle de la strate supersinguliere via 'uniformisation p-adique est
quasi-immédiat dans [26]. En effet, la fibre spéciale des espaces My de [26] est
de dimension 0. Le lien entre les deux est donc un “probleme de combinatoire”. Le
probléeme dans notre cadre est que non seulement nous travaillons d’un point de
vue rigide, mais en général 'uniformisation de [51] n’est pas une simple réécriture
du théoreme de Serre-Tate; il y a des familles de déformations par quasi-isogénie
“continues horizontales” (c’est a dire non discrétes sur un espace de parameétres
de dimension 0) des groupes p-divisibles que nous considérons. Pour y remédier,
nous démontrons dans la partie II une suite spectrale de Hochschild-Serre liée a
I'uniformisation p-adique rigide qui relie la cohomologie des Mg a celle de la strate
supersinguliere.

— L’astuce de Boyer n’admet pas de généralisation immédiate. Soit par exemple X un
groupe p-divisible sur la cloture algébrique d’un corps fini possédant deux pentes
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A1, Ag avec 0 < A9 < A9 < 1, et une filtration
0— X\, X —X,, —0

ou X),, resp. X,,, est isoclin de pente A\, resp. A\y. Les déformations de X ne se
décrivent pas simplement a partir de celles de X, et de X, comme c’était le cas
lorsque X, était étale.

La résolution de ce probleme est a l'origine de la partie la plus originale de cette

these, la partie III. Dans [25] M.Harris propose de démontrer que la cohomologie
des strates non basiques est induite parabolique en p en utilisant une formule des
traces de Lefschetz en géométrie rigide. Malheureusement, & part en dimension 1
([27],[57]) une telle formule des traces est loin d’exister (il faudrait comprendre les
termes associés aux points fixes dans le bord des compactifications de Huber au sens
des espaces adiques). La solution que nous apportons & ce probléme est la suivante :
utilisant les travaux de Fujiwara ([20]) nous démontrons une formule des traces de
Lefschetz pour la cohomologie des tubes rigides au dessus des strates des variétés de
Shimura que nous considérons. La méthode consiste alors a comparer cette formule
des traces “p-adique” a la formule des traces de Lefschetz archimédienne topolo-
gique associée a l'uniformisation complexe des variétés de Shimura. Utilisant la
conjugaison stable en une place auxiliaire différente de p pour séparer les classes
de conjugaison elliptiques régulieres des non-elliptiques en p, on montre le résultat.
Les techniques utilisées au passage sont tres diverses : théorie des types, cycles
évanescents rigides...
Reste la partie purement automorphe du programme : comparaison de la formule
des traces d’Arthur pour les groupes unitaires de signature quelconque & l'infini.
Nous utilisons pour cela des résultats non publiés de Harris et Labesse généralisant
ceux de Clozel en signature (1,n —1) ([12]). Ces résultats sont assujettis a certaines
conditions sur les groupes unitaires. Ce sont ces conditions qui imposent les restric-
tions sur Jj, dans le théoremes 10.1.4 et 10.1.5. Pour les résultats concernant U(3)
nous utilisons les résultats de Rogawski ([53]).

Une meilleur connaissance des la stabilisation de la formule des traces pour les

groupes unitaires permettrait sirement d’obtenir des résultats complets sur U(n)
pour n quelconque.
La partie représentations galoisienne, c’est a dire la détermination du fameux r, o
1) est achevée en déterminant la restriction a un groupe de décomposition des
représentations galoisiennes globales découpées par certaines représentations au-
tomorphes dans les variétés de Shimura associées aux groupes unitaires. Nous uti-
lisons pour cela 'existence (résultats non publiés de Harris et Labesse, résultats
de Rogawski sur U(3)) d’un changement de base quadratique stable pour de telles
représentations automorphes, la détermination par Kottwitz de cette représentation
en presque toutes les places non ramifiées ainsi que 1’'un des résultats principaux de
[26] généralisant le théoreme principal de Clozel dans [12].

Bien qu’en annexe, ce résultat peut étre considéré en soi méme comme un résultat
indépendant de cette these.

Description des différentes parties

Partie I. —
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— Dans le premier chapitre nous rappelons et explicitons les définitions de base concer-
nant les variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées de [41].

— La section 2.2 du chapitre 2 contient les définitions et propriétés de base concernant
les espaces de Rapoport-Zink non ramifiés sans structure de niveau (en tant que
schémas formels).

La section 2.4 contient le premier résultat de cette these, le théoreme 2.4.5. Il s’agit
d’une amélioration du théoreme de finitude de 2.18 de [51] basée sur des résultats
récents de Zink ([61]). Nous montrons que  J,\M(b, )" est quasi-compact (pour
tout (b, i) , ou encore que sous l'action de J, il n’y a quun nombre fini d’orbites de
composantes irréductibles dans la fibre spéciale de M(b, ). Le demi-plan supérieur
de Drinfeld posseéde une décomposition cellulaire indexée par 'immeuble de Bruhat-
Tits de PGL,. Comme dans [47] nous donnons une description des points sur F,,

de M(b, () comme un sous ensemble de 'immeuble de G sur @" (section 2.4.1 et
2.4.2). Le théoréme 2.4.5 s’interprete alors comme un théoreme de finitude sur cet
immeuble. Il nous permettra plus loin d’obtenir des théorémes de finitude concernant
la cohomologie a support compact des M(b, w) comme Jy-modules.

La section 2.5 contient les définitions et propriétés de base concernant les espaces
M (b, j1) (structures de niveau, action sur ces structures).

Dans cette these nous travaillons avec deux théories différentes pour les variétés
rigides et leur cohomologie étale f-adique a support compact : la théorie des espaces
analytiques de Berkovich et celle des espaces adiques de Huber. La premiere est
la version surconvergente de la seconde : le topos étale analytique coincide avec le
topos étale adique surconvergent. Les raisons pour lesquelles nous n’avons pas fixé
une des deux théories sont multiples :

— Le théoréme de lissité de I'action sur la cohomologie ¢-adique & support compact
est formulé dans le cadre de la théorie de Berkovich. La démonstration de ce
théoréme n’étant pas publiée ([1]), nous en avons mis une démonstration en
annexe F.

— Les propriétés des cycles évanescents analytiques de Berkovich sont clairement
exposées dans les deux articles [3] et [5]. Les propriétés des cycles évanescents
adiques de Huber sont plus dispersées.

— Cependant, les théoremes de finitude de Huber sont plus généraux (il a par
exemple une définition des faisceaux constructibles). Nous utilisons notamment
les théoremes de finitude de [29].

Nous avons donc mis en annexe E quelques propriétés de bases qui nous ’espérons
permettrons au lecteur de passer aisément d’une théorie a I'autre.

La définition et les propriétés de base (lissité des actions par exemple) de la
cohomologie /-adique des espaces de Rapoport-Zink sont données dans la section
2.6. Le lemme 2.6.12, la proposition 2.6.13 et le corollaire 2.6.14 constituent les trois
théoremes de finitude concernant ’action de J sur ces espaces de cohomologie.

— Le chapitre 3 contient des rappels et des précisions sur les résultats principaux
de [51] concernant l'uniformisation des variétés de Shimura de type P.E.L.. Pour
paramétrer les strates de ces variétés nous utilisons 'ensemble B(G, 1) de Kottwitz
([42]) des classes d’isomorphismes d’isocristaux munis de structures additionnelles
vérifiant le théoreme de Mazur généralisé ([52]) sur la position relative des polygones
de Hodge et Newton (le polygone de Hodge étant fixé par p via la condition de
Kottwitz). Nous donnons la description explicite de ces ensembles (ainsi que des
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groupes J, associés) dans le cas de GL,, dans la section 2.1.1, et dans le cas unitaire
dans ’appendice D.

On retiendra une propriété importante de I'application d’uniformisation rigide
énoncée dans ce chapitre : c’est un isomorphisme local (3.3.9). Cependant (remarque
3.3.4), a part dans le cas de la strate basique, les ouverts rigides uniformisés sont
beaucoup plus petit que les tubes au dessus des strates (c’est déja clair dans le cas
des variétés de [26], ou I'uniformisation de Rapoport-Zink uniformise des complétés
formels de la strate p-ordinaire, ouverte dans la fibre spéciale, le long de sous schémas
de dimension 0 de cette fibre spéciale). C’est 'un des problémes principaux qu’il
faudrait surmonter pour comprendre la contribution des strates non basiques.

Partie II. — D’apres la formule de Matsushima, la cohomologie de nos variétés de
Shimura s’exprime en termes de représentations automorphes du groupe de similitudes
unitaires G. Une des idées qui est au coeur de cette these est que le facteur en p (apres
restriction de la représentation galoisienne a un groupe de décomposition en p, c’est
a dire comme comme représentation de G(Qp) x Wg, ou E, est le complété en p du
corps réflex) de certains morceaux de la cohomologie des variétés de Shimura que nous
considérons ne devraient dépendre que de la cohomologie des objets locaux en p que sont
les espaces rigides de Rapoport-Zink.

Dans [26] cela est une conséquence du théoreme de comparaison de Berkovich entre
cycles évanescents algébriques et analytiques rigides (comparaison entre le site étale
et étale formel d’un schéma hensélien). Comme expliqué auparavant, nous utilisons
une approche différente. Nous démontrons l’existence d’une suite spectrale de type
Hochschild-Serre reliant la cohomologie des espaces de Rapoport-Zink a celle des tubes
qu’ils uniformisent p-adiquement. M.Harris avait déja démontré l'existence d’une telle
suite spectrale dans le cas du demi-plan supérieur de Drinfeld ([23]). Il utilisait pour
cela la décomposition cellulaire du demi-plan et des résultats de Berkovich sur les “G-
modules discrets” (non publiés). Une telle décomposition n’existe pas en général. Notre
méthode est différente et s’applique a tous les cas d’uniformisation connus (et conjectu-
raux, confere [25] conjecture 4.2.).

La principale difficulté dans I’établissement d’une telle suite spectrale provient des
coefficients f-adiques. En effet, les espaces M ne sont pas quasicompacts et en général

H (M, Zo) # lim HS (M Z/0'Z)

a cause des problemes d’interversion de limite inductive (sur le support compact des
sections) et de limite projective (sur les coefficients). Nous contournons ce probléme
en nous inspirant de l'article ([29]). Nous utilisons le foncteur dérivé Rm, de annexe
F (ainsi que ses versions équivariantes) introduit par Ekedeahl dans [17] qui envoi des
faisceaux ¢-adiques sur des complexes de faisceaux de Z,-modules. Grace au lemme F.1.5
nous pouvons alors travailler avec les foncteurs dérivés des sections a support compact
(noté T')) dans la catégorie dérivée de tels faisceaux de Zp-modules, éliminant ainsi les
problemes de faisceaux ¢-adiques. Cela permet de démontrer le théoréeme général 4.2.1.
Le théoreme principal 4.3.6 s’en déduit.

L’application fondamentale est la formule de Matsushima p-adique calculant la co-
homologie de la strate basique en fonction de la cohomologie des espaces de Rapoport-
Zink basiques (ceux qui interviennent dans les résultats principaux de la these) et des
représentations automorphes d’une forme intérieure I¢ de G' (corollaire 5.0.18) : il y a
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une égalité dans le groupe de Grothendieck Groth(G(Af) x Wg,))

Z (_1)i+j hi’n EXt}b—lisse (Hg (MKp ® (va @)(N)v Hp) ® [Hp]
ne%m) Kp
Hoo=p

= Z(_l)i hﬂ} Hi(ShK(G’X)ngique"an)
( K

ot T (I?) désigne 'ensemble des représentations automorphes de I, et I vérifie I ‘b(A?) =
G(AD), I%(Q) = J

C’est la comparaison géométrique entre cette formule de Matsushima p-adique et celle
archimédienne couplée a la comparaison analytique entre la formule des traces d’Arthur
de G et sa forme intérieure I? qui permettra de démontrer dans la partie IV les résultats
principaux.

Partie III. — Le but de cette partie est de démontrer I’analogue de I'astuce de Boyer
en comparant deux formules des traces : I'une p-adique, c’est a dire utilisant I’uniformi-
sation p-adique, I'autre topologique utilisant I'uniformisation archimédienne par I’espace
symétrique hermitien X (un cas particulier de la formule des traces d’Arthur telle qu’elle
est reformulée dans [21]).

Chapitre 6. — Dans ce chapitre nous démontrons la formule p-adique (théoreme 6.12.5).
Plusieurs points sont au coeur de cette formule : le théoréeme de Fujiwara, le fait que la
fibre des cycles évanescents algébriques ne dépend que du complété formel en ce point...
nous renvoyons a l'introduction de ce chapitre pour plus de détails.

Pour démontrer une telle formule nous utilisons la formule des traces de Lefschetz
modulo p, et plus particulierement le théoréeme de Fujiwara ([20]). Pour cela nous uti-
lisons les cycles évanescents analytiques rigides de Berkovich. Cependant nos variétés
de Shimura et les correspondances de Hecke associées ne possedent pas de bon modeles
entiers en tout niveau en p. L’idée consiste alors a spécialiser (au sens de [20]) 'image
directe sur la fibre générique vers un niveau maximal des correspondances de Hecke en
tant que correspondances cohomologiques. Les correspondances cohomologiques agissent
sur la cohomologie, cependant nous avons besoin de vérifier que la suite spectrale des
cycles évanescents est équivariante vis a vis de ces deux opérations : image directe propre
et spécialisation. C’est une des raisons pour laquelle nous développons un formalisme de
spécialisation des correspondances cohomologiques rigides dans ’esprit de [20] et mon-
trons que celui-ci est compatible a 'image directe et a I'isomorphisme de Berkovich.

Le théoreme 6.12.5 est alors une application de ce formalisme couplé au théoreme de
Fujiwara ([20]).

Cependant un point technique doit étre soulevé : méme en niveau compact hyperspécial
C) seules les correspondances de Hecke a support dans Cy possedent un bon modele entier
(pour appliquer le théoreme de Fujiwara une des deux applications de projections de la
correspondance doit étre quasi-finie). Nous voudrions & priori appliquer notre formule des
traces en mettant en p un pseudo-coefficient d’une représentation supercuspidale. Cela
n’est donc pas possible. L’alternative consiste & utiliser la théorie des types de Bushnell
et Kutzko. En effet, si (J, A) est un type supercuspidal 'idempotent associé ey est a sup-
port dans J et donc dans un sous groupe compact hyperspécial. Le probleme est presque
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résolu a la remarque suivante preés : ey ne permet pas de séparer les représentations
supercuspidales dans une méme classe d’équivalence inertielle. A tous les types super-
cuspidaux connus est associé un couple (j , 5\) ot J est un sous groupe compact modulo
le centre de G(Q,) contenant .J et A une extension de A & .J. On remarque alors que I'on
peut séparer toutes les supercuspidales par les fonctions ey * d4 oll g € J (annexe B). Il
suffit donc de faire agir 'automorphisme associé a g € J sur nos modéles entiers. Remar-
quant que pour les groupes G(Q)) avec lesquels nous travaillons tous les groupes J sont
contenus dans le normalisateur d’un sous groupe parahorique de G(Q)) on vérifie que
I’on peut s’en sortir (6.11.4) en utilisant les modeles entiers définis en niveau parahorique
de [51].

Chapitre 7. — Dans ce chapitre nous redémontrons un cas tres particulier de la formule
des traces topologique d’Arthur telle qu’elle est reformulée dans [21] (théoreme 7.4.1).
En effet, en supposant la variété de Shimura compacte et la correspondance de Hecke a
support dans les éléments réguliers en une place finie la formule prend une forme tres
simple.

Bien que cette formule puisse se déduire de [21], la lecture de [21] (plutdt technique)
ne la laisse pas du tout transparaitre (les auteurs de [21] s’intéressent surtout aux points
fixes dans le bord). C’est pourquoi nous avons inclus sa démonstration.

Nous vérifions de plus en utilisant la théorie de Hodge p-adique (théoréme 7.3.2) que si
I’on disposait d’une formule des traces en géométrie rigide de la forme une somme sur des
points fixes locaux naifs + des termes de Lefschetz au bord (au sens des compactifications
de Huber des espaces adiques, confere [27] et [57]), la distribution somme sur les points
fixes naifs associée a des strates non basiques est a support dans des éléments non-
elliptiques réguliers ce qui ramenerait la démonstration de ’astuce de Boyer a montrer
que la distribution associée aux termes au bord est “induite” en p.

Chapitre 8. — Celui-ci contient quelques propositions destinées a montrer le théoreme
principal du chapitre 9.

Chapitre 9. — 11 contient le théoréme principal de la partie III (et 'un des principaux
de cette these), I’équivalent de I’astuce de Boyer : le théoreme 9.0.2.

La démonstration consiste & comparer les deux formules des traces : topologique et
p-adique. La formule des traces topologique 7.4.1 pour la trace d’une fonction f dans
'algebre de Hecke globale est une combinaison d’intégrales orbitales O (fp) x O~ (f?)
ou v € G(Q). La formule p-adique 6.12.5 est une combinaison linéaire de termes de la
forme a(f,) x O,(fP) ot vy est une classe de conjugaison dans un groupe / ?(Q) qui se
transfert (via 'action sur la cohomologie ¢-adique hors p d’une variété abélienne) en un
élément de G(AI}) et permet de définir O, (f?). Quant a la distribution f, — a(fp) il
s’agit d’une certaine trace sur la cohomologie étale d’un espace rigide de déformation
(par isomorphismes) de groupes p-divisibles. On suppose qu’en une place hors p f est a
support dans les éléments réguliers. Toutes les classes de conjugaison v précédentes sont
alors régulieres.

Si f, est dans 'algebre de Hecke d™un type supercuspidal, dans la formule des traces
archimédienne seules des classes de conjugaison elliptiques en p contribuent de fagon non
nulle. Choisissons une place auxiliaire w de Q différente de p. Egalant les deux formules
des traces et faisant varier les fonctions test en w on en déduit que si la classe d’isogénie
¢ ainsi que v € I?(Q) contribuent de facon non nulle alors 7 est conjugué dans G(Q,,)
a un élément de G(Q) elliptique dans G(Qp). Regardons alors v comme un élément
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de I d’((@p) C Jp (ou b est déduit de ¢). La forme intérieure quasidéployée de .J, est le
centralisateur du morphisme des pentes M (b) au sens de [37], une forme intérieure d’un
sous groupe de Levi de Gg,. Le transfert de v vers cette forme intérieure est donc un
élément de M (b)(Q,) stablement conjugué a un élément elliptique de G(Q)). Cela n’est
donc possible que si M (b) = Gg,, c’est a dire si ¢ intervient dans la strate basique. On
en déduit donc que seuls ces termes interviennent. Appliquant de nouveau la formule des
traces p-adique (cette fois ci a la strate basique) on obtient le résultat.

Partie IV. — Elle contient la démonstration des résultats annoncés au début de cette
introduction en utilisant la formule de Matsushima p-adique de la partie II, le théoreme
9.0.2 du III et les résultats de I’annexe A.






PARTIE 1

VARIETES DE SHIMURA DE TYPE
P.E.L. ET ESPACES DE
RAPOPORT-ZINK






CHAPITRE 1

VARIETES DE SHIMURA DE TYPE P.E.L. NON
RAMIFIEES

1.1. Donnée de Shimura de type P.E.L.

Soit D = (B,*,V,< .,. >,h) une donnée de Shimura de type P.E.L.([41]). Plus
précisément :
— B est une algebre simple sur un corps de nombres F'
— x est une involution positive sur B : Vb € B tr(bb*) > 0
- (V,< .,.>) est un B-module hermitien ou < .,. >: V x V — Q est symplectique
— h:C — Endp(V)gr est un morphisme d’algebres & involutions o Endg (V') est muni
de 'adjonction par rapport a la forme symplectique < .,. > et C de la conjugaison
complexe notée c. De plus < ., h(7). > est un produit scalaire.
Notons

G ={g€GLp(V)|gg" =clg) € Q'}

le groupe des similitudes unitaires défini sur Q associé et G; = ker(c) le groupe unitaire.
Le morphisme h définit une Q structure de Hodge polarisée munie d’une action de
B. Cette structure de Hodge munie de structures additionnelles est un point dans la
variation de structures de Hodge associée aux variétés de Shimura que nous allons utiliser.
Nous noterons X la classe de G(R) conjugaison de h : C* — Gr. Au morphisme h on
peut associer

un : C* — Ge

(ou plutét sa classe de conjugaison) définissant la filtration de Hodge sur Vo = Vp @ Vi
ou pup(z) = z sur Vq et pp = 1 sur V. Dans toute la suite nous suivrons la convention
homologique de Kottwitz, c’est a dire U'inverse de [15].

Nous noterons Q la cloture algébrique de Q dans C. Soit E le corps reflex associé a
D. Le corps E est le corps de définition de la classe de conjugaison de p,

E =Qltrc(b; Vo) | be B] T

1.1.1. Le cas (A). — Nécessairement, F' est soit un corps C.M. soit un corps totale-
ment réel. Supposons que F' est un corps C.M., ce que nous appellerons le cas (A).
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Fixons ® € Hom(F,C) un type C.M. de F'. Il existe alors des signatures (pr,qr)rca

telles que pr + ¢ = n soit indépendant de 7 dans ® et
Gy~ [[Ur ar)
TED
De plus
Ge ~ [] GLa(C) x C*
TeD

le dernier facteur représentant le facteur de similitude d’un élément de G(C).

Avec ces notations,

et

On a la relation
n=[B:F|'?rggV
Le corps E peut alors se décrire & partir de ces données. Faisons opérer Gal(Q|Q) sur
les ®-uplets de couples d’entiers (a,,b;) de la facon suivante :

Vo € Gal(Q|Q) o.(ar,br)rea = (al,b))rca
o (ag-17,by-1,) sio T e®
e =
Gal(Q|E) est alors le stabilisateur de (p;, g;)rca pour cette action.
Exemple 1.1.1. — Notons F® le corps réflex de (F, ®) défini par 1'égalité
Gal(Q|F®) = {r € Gal(Q|Q) [ 7® = ® }

Supposons qu'’il existe 79 € ® tel que ¢, # 0 et V7 # 79 (pr,¢r) = (n,0). Supposons de
plus que pr, # n/2. Le corps E est alors le composé

E =F®1(F)
C’est par exemple le cas de l'article [12] dans lequel (pr,, ¢r,) = (1,n —1).
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Par contre, dans [26], (pr,,¢r) = (1,n — 1) tandis que V7 # 79 (pr,¢-) = (0,n). On a
encore dans dans ce cas la E = F®.7o(F).

Exemple 1.1.2. — Notons F'T le sous-corps totalement réel maximal de . Supposons
que F est de la forme FT.K ot K|Q est une extension quadratique imaginaire et que le
C.M. type @ est induit & partir d'un C.M. type de K. Le corps réflex de (F, ®) est alors
K. Nous ferons parfois cette hypothese.

Par exemple, sous cette hypothese, dans ’exemple précédent E = 7o(F') ce qui est le
cas de [26].

1.1.2. Le cas (C). — Considérons maintenant le cas ot F' est un corps totalement
réel. Dans ce cas la, GG; est, soit une forme d’un produit de groupes symplectiques, soit
une forme de produits de groupes orthogonaux suivant que Bg est un produit d’algebres
M, (R) ou M, (H) (cas (C) et (D) de [41] respectivement). Nous ne considérerons que le
premier cas. Alors,

Gl/R: H Spn(R)

T:F—R
ot Sp, ={g9€GL, |lgJg=J}, J= ( ;) —é.n ) Avec ces notations,
. al, —bl,
ha+ib) = ] ( oL, ol >
T:F—R

et

1.2. Variétés de Shimura sur F

A la donnée D est associée une tour (Shg)x, pour des sous-groupes compacts ouverts
K de G(Ay) suffisamment petits, de variétés quasiprojectives lisses sur E classifiant les
quadruplets (A, A, ¢,77) ou :

— A est un schéma abélien a isogénie pres

— A est une polarisation Q* homogene de A. Cette derniére condition signifie que pour

toute fonction a définie sur le schéma de base du schéma abélien, a valeurs dans
Q™ et constante sur chaque composante connexe, A est considérée comme étant
équivalente a a\.

— ¢ : B — End(A)g est un morphisme d’algebres tel que % corresponde & l'involution

de Rosati associée a A. Cela signifie que si T désigne 'involution de Rosati

vbe B u(b*) = u(b)
Une condition équivalente est de dire que A induit un morphisme de variétés abéliennes
munies d’une action de B par quasi-isogénies entre (4,:) et (AY, 1 0 %)
—n:V®A; — Hi(A, Ay)[K] est un isomorphisme de B® A p-modules symplectiques
définissant une structure de niveau K sur le module de Tate de A. Cet isomorphisme
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est défini & une constante de Ajf pres puisqu’il faut fixer un isomorphisme A y(1)* ~
X
Af ' o . . .
— La condition suivante est vérifiée :

Vb € B det(b; Lie(A)) = det(b; Vp)

Cette condition est I’analogue algébrique de la condition topologique : Vh' € X, 1/
est conjugué a h.

Exzemple 1.2.1. — Plagons nous dans le cas (A) de la section 1.1.1. L’action de F' sur
Lie(A) permet de décomposer

Lie(A)= P Lie(A),

T€Hom(F,Q)

ou F' agit sur Lie(A), via 7. La condition de Kottwitz se récrit alors dans ce cadre sous
la forme :

Vre® Lie(A); est localement libre de rang p,[B : F]'/?
et Lie(A),r est localement libre de rang ¢,[B : F]'/?

La tour de variétés (Shx ) est munie d'une action de G(A ¢) par action sur la structure
de niveau 7.

La variété de Shimura Shyi n’est pas en général associée a la donnée de Shimura
(G, X). On a en fait la décomposition suivante définie sur E ([41] section 8) :

Shg = [ shx(@ X)
kerl(Q,G)

ot G’ parcourt des formes intérieures de G isomorphes & G partout localement, et ot
Shi (G', X) désigne le modele canonique sur E de la variété de Shimura associée a la
donnée de Shimura (G’, X). Plus précisément, si € Shx(C) est associé a (A4, \,¢,7), ©
appartient a la composante indexée par la classe du G-torseur localement trivial

IsomB—mod.symp. (‘/7 Hl (A7 Q))

et G’ est le groupe des similitudes unitaires associé au B-module symplectique Hq(A, Q).

On remarque ([41] chapitre 7) que dans le cas (C) et dans le cas (A) avec n pair, G
vérifie le principe de Hasse, c’est a dire que kerl((@, G) est réduit a un seul élément. Dans
ces deux cas les variétés Shy sont donc des variétés de Shimura associées a la donnée de
Shimura (G, X).

Il est également démontré dans la section 7 de [41] que dans le cas (A) avec n impair
I’application

ker' (Q, Zg) — ker'(Q, G)

est surjective. Dans ce cas, tous les groupes G’ sont donc en fait isomorphes & G, et les
variétés Shx sont donc une union finie de copies d’un modele canonique de la variété de
Shimura associée a la donnée (G, X) ([15],(46]).



1.4. MODELES ENTIERS 7

1.3. Systémes locaux

Soit ¢ un nombre premier différent de p. Fixons définitivement un isomorphisme
1:Q = C

Soit p une représentation algébrique complexe de G. p définit alors via ¢ un Q faisceau
lisse £, sur les différents Shy lorsque K varie. Il est muni d’une action de G(Ay) au
sens ou VK1 C Ko, si Ik, k, : Shg, — Shg, désigne le morphisme de changement de
niveau, il y a des isomorphismes H;ﬁ, i, Lo — L, et pour tout g élément de G(Ay), si
g:Shg — Shy-14, il y a des morphismes g*L, — L, le tout vérifiant des conditions

La variété Shy est munie d’un pro-revétement étale (Shxs — Shg ) g i de groupe
K. Composant lapplication de projection K — G(Qy) avec la représentation p :

G(Qy) — G(Q@) 2 GL(V.,) on obtient une représentation continue K — GL(V.,).
Le systeéme local £, est celui associé a cette représentation.

1.4. Modéles entiers

1.4.1. Hypothese de non ramification. — Fixons un plongement v : Q — Q, et
notons F, le complété de F correspondant.
Soit Op un Z, ordre dans B stable par * et tel que Op ® Zj, soit un ordre maximal
dans Bg,.
Nous supposerons (confere [41]) :
— Bg, est un produit d’algebres de matrices sur des extensions non ramifiées de Q,,
c’est a dire : B est déployée en toutes les places de F' divisant p et F' est non ramifié
en toutes les places de F' divisant p
— Afin de s’assurer que G, est quasidéployé nous supposerons qu’il existe un réseau
autodual Ag dans Vo,
Sous ces hypotheses le groupe Gg, est non ramifié.

1.4.2. Modéeles. — Sous les hypotheses précédentes Kottwitz construit dans [41] une
tour (Skr)g» de variétés quasiprojectives lisses sur Op, indexée par des sous-groupes
compacts ouverts suffisamment petits K C G (AI}). Cette tour est munie d’une action de
G(AI}). Le schéma Sk» est défini comme 'espace de modules des quadruplets (A, A, ¢, 7P)
ou :

— A est un schéma abélien défini a une isogénie premieére a p pres

— A est une polarisation premiere a p et Z(Xp) homogene. Cela siginifie que si « est une

fonction définie sur le schéma de base sur lequel est défini A, & valeurs dans Z(Xp) et
localement constante, alors A est considérée comme étant équivalente a a.

—¢: Op — End(A) ® Z,) est un morphisme d’algebres transformant l'involution x
sur Op en 'involution de Rosati associée a A sur End(A) ® Z,)

P V@ AL — Hi(A, A%)[K?] est un isomorphisme de B ® A’-modules symplec-
tiques définissant une structure de niveau K? au sens de la définition 2.5.5 de [41].
Cet isomorphisme est pris & un élément de A?X pres.
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Le groupe G(A?) opere sur la tour (Sk»)kr par action sur nP.
Soit un réseau autodual Ag C Vg,. Soit Cyp = Stabgq,)(Ao) le sous-groupe compact
hyperspécial associé. Il y a alors des isomorphismes compatibles pour K? variant

Sk» @0y, By — Sheyxr @ By

Ces isomorphismes dépendent du choix de Ag.

1.5. Structure de G(Q,)

1.5.1. Cas (A). — On se place dans le cadre de la section 1.1.1. Tout élément 7 € ®
fournit un plongement

Z/OT:FC—>(QTp

Soient (w;)ier, (wj)jer les places de F' divisant p associées a tous ces plongements lorsque
T parcourt @, et ol on suppose que Vi € I w; # wy et Vj € J w; = w§. On a alors,

Gg, = [[ CLn(Fu,) x G | [ GU(Fuyin)
iel jeJ
ousiJ = 0,G(0) = Q), GL,(Fy,) désigne la restriction des scalaires de Fy,, & Q, de GL,,
GU (Fw].; n) est la forme intérieure quasidéployée du groupe des similitudes unitaires en
n variables sur F,; vu comme groupe sur Q, (plus précisément, il s’agit du sous-groupe
de la restriction des scalaires de F,; a @, du groupe des similitudes unitaires sur F,,
ayant un facteur de similitude dans Q) et ot le G devant le produit signifie que 1'on
prend le sous-groupe du produit formé des uplets ayant méme facteur de similitude.
L’algebre semi-simple Bg, est de la forme

H (Md(Fwi) X Md(Fwi)opp) X H Md(ij)
¢ J
L’équivalence de Morita permet de supposer qu’en chaque place on est dans 'un des
cas suivant :

1.5.1.1. Cas (AL) — Soit 1 € I, BQP = Fwi X Fwi, OBQp = OFwi X OFwiv (x,y)* =
(y,2), Vo, =Vio V)Y, <z @ p,2',0¢ >=¢'(z) — p(z')
Un réseau autodual est de la forme Ag = A & AY oll A est un réseau de V;.

1.5.1.2. Cas (AU). — Soit j € J, By, = Fy,, I'involution * est égale & olFwyQel/2 oy
o est le Frobenius de 'extension non ramifiée %, |Q,. OB@p = (’)ij, Dans une base
convenable de Vj identifié¢ alors a Fi

VX, Y € Fp <X)Y >= Trp,, /g, (@' X*JY)

ou a € Iy est tel que a* = —a,

_ 0 In/2
/= ( In/2 0 >
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si n est pair et
0 0 Ja-pp
J = 0 1 0
In-p2 00
si n est impair.

Un réseau autodual dans le cas ot n est pair est alors donné par Ag = AD) ¢ A2
ot AW, A® sont deux SOUS—Oij -modules totalement isotropes tels que ’accouplement
A x AR =22, Zy, soit parfait.

Dans le cas ol n est impair, on peut prendre comme réseau autodual Ag = AL @
(’)ij.e &A@ ou AM et A® sont comme précédemment et < €, e >= 1.

1.5.2. Cas (C). —
By, = [ [ Ma(Fy)
wl

Gg, = G(J] [ GSpn(Fu))
wlp

ou Gsp est le sous-groupe de la restriction des scalaires de Fy, a Q, du groupe des
similitudes symplectiques qui est formé des éléments ayant un facteur de similitude dans
> et ol le G signifie que les facteurs de similitude des différents facteurs sont égaux .
On peut supposer par équivalence de Morita que 'on est dans le cas suivant : B, =
vaoBQp = OFwanp = FTZL, < X,Y >= tXJY ou

0 -1,
()
Un réseau autodual est de la forme Ag = A @ AP ott AW, A®) sont des sous-Op, -

modules totalement isotropes et 'accouplement A x A 2, Z,, est parfait.






CHAPITRE 2

ESPACES DE RAPOPORT-ZINK

2.1. Isocristaux munis de structures additionnelles : le cas de GL,,

Nous donnons ici une description explicite pour le groupe linéaire de la classification
des isocristaux munis de structures additionnelles donnée par Kottwitz dans [37] et [42].
Etant donné que nous avons essentiellement en vu comme application dans cette these
le cas de GL,, nous avons mis les autres cas en annexe.

2.1.1. GL,. — Oublions momentanément les notations globales du chapitre précédent.
Soit F'|Q, une extension non ramifiée de degré d. Soit G = Resp/q,(GLy). Le groupe
algébrique G se déploie sur F' en

Gip= ] GLur
i€Z/dZ

ou le groupe I' = Gal(F|Q,) = Z/dZ opere par permutation cyclique sur les facteurs en
translatant par un élément de Z/dZ.
Un tore maximal de G' défini sur Q, est T' = (F'*)". Un tore déployé maximal est

A= (Q)" — (F*)" =T. Le groupe de Weyl absolu est W = (&,,)".

Définition 2.1.1. — Le corps L est le complété de I'extension maximale non ramifiée

de Q.
L’automorphisme o est le Frobenius géométrique de 'extension L|Q,.

Définition 2.1.2. — On appelle isocristal un L-espace vectoriel N muni d’une appli-
cation bijective o-linéaire V : N — N.
On appelle F-isocristal un L-espace vectoriel N muni d’une application bijective @

linéaire V : N — N (0¢ est le Frobenius géométrique de l'extension L|F).

Rappelons également que deux éléments by, by de G(L) sont dits o-conjugués s’il existe
un g dans G(L) tel que
ag

b1 = gbag™

Rappelons alors la définition

Définition 2.1.3 ([37]). — L’ensemble B(G) désigne ’ensemble des classes de o-conjugaison
dans G(L).
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L’ensemble B(G) classifie les isocristaux munis d’une action de F. A la classe de o-
conjugaison de b est associée la classe d’isomorphisme de I'isocristal muni d’une action de
F, (F" ®q, L,bo). 11 est bien connu que la catégorie des isocristaux munis d’une action
de F est équivalente a la catégorie des F-isocristaux, ce qui se traduit dans le langage
de Kottwitz par le lemme de Shapiro B(G) ~ B(GL,/r) ([37]).

Un élément b € B(G) est donné par les pentes du F-isocristal associé

dq d,
AM=—> >\ =—
T " b,
ol d; ANh; = 1, et des multiplicités my, ..., m, vérifiant ) . m;h; = n. Le point de Newton

associé ([37]) est

MM AN
A A ) e X (A)g = Q"
d’ ’d’ 7d7 7d)€ ( )Q Q

m1h1 mrhr

(le dénominateur d provient du fait que les pentes d'un F-isocristal sont d fois les pentes
de l'isocristal sous-jacent). Le centralisateur du morphisme des pentes v}, est le sous-
groupe de Levi

M, = Resp/q,(GLm,n,) X -+ x Respq, (GL, 1, )

et b provient d’une classe basique de Mj;, ou 'on rappelle qu'une classe basique est
une classe possédant une unique pente. Rappelons que 'on note J, le groupe des au-
tomorphismes de l'isocristal muni de ses structures additionnelles. Dans le cas présent,
la structure additionnelle consiste en 'action de F'. J, est donc le groupe des automor-
phismes du F-isocristal associé :

Jb = ResF/@p (GLm1 (D)q)) X oo X ReSF/Qp (GLmT(D/\T))

ou D, /F est l'algébre centrale simple sur F' d’invariant A.
Le groupe G étant simplement connexe, X*(Z(G)") = X,(D)r = B(D) ou D =

~

G/G%r. Or, le déterminant induit un isomorphisme de groupes det : G/Gdr
Resp/g,Gm, et donc B(D) = Z. On identifiera donc X*(Z(G)F) a Z. L’application
de Kottwitz x définie dans la section 6 de [39] (confere également le théoreme 1.15 de
[52]) est alors

k:B(G) — Z=X*(2Z(G)")
b — w,(det(b))

et est telle que
T
i=1
qui est la dimension de I’isocristal ou encore le point terminal du polygone de Newton.

Polygone de Hodge : Soit maintenant un cocaractere u : Gy, Fcootians G /Ty Ce
cocaractere est défini sur F' et définit un élément de

Xo(T)/W =~ {(xij)iczjaz1<j<n] Tij € L,¥i Vi < j' x5 > x50}

sur lequel le groupe de Galois I' opere via o.(z5) = (i—1;)i,;-
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Nous supposerons p minuscule donné, avec les notations ci dessus, par 1 = (g;5); ; ol
Vi pi; = 1 pour 1 < j < a; et p;; = 0sij > a;, les a; étant des entiers compris entre 1
et n.

Le groupe de Galois I' = Z/dZ agit par permutation sur (a;);cz /dz €t le corps de
définition de la classe de conjugaison de p a pour groupe de Galois le stabilisateur de
(ai)iezydz € NZ/Z Qans T' = Z/dZ.

Le L-groupe connexe de G est donné par

et le L-groupe par “'G = G % Z/dZ ou Z/dZ agit par permutation cyclique des com-
posantes. Au cocaractere u de GG, Kottwitz associe un caractere du centre du L-groupe

~

connexe Z(G) défini par p; = ﬁ‘ 2@éyr €L ([42] section 6.1), et donné avec nos notations

par
n1 = Z a;

i€Z/dZ
le point terminal du polygone de Hodge.
De méme ([42] section 6.1), Kottwitz définit us par

Xu(T)r Xi(A)o =Q"

T

Newtp

Avec les notations précédentes
1
pr=~= > (1,...,1,0,...,0)
d i€Z/dT 4,

Kottwitz définit dans la section 6 de [42] le sous ensemble B(G, ) de B(G) formé
des classes de o-conjugaison vérifiant le théoreme de Mazur sur la position relative des
polygones de Newton et de Hodge tel qu’il généralisé dans [52]. D’apres ce qui précede,
dans notre cas particulier cet ensemble possede la description suivante

B(G, 1) = {be B(G) | Newt(b) < pz € X,(A)g et £(b) = 1}

A1 A1 A A 1
= (=, = _)SE Z (1,...,1,0,...,0)

i€L/dL g,
M1h1 mrh'r
-
et Zmidi = Z a;
i=1 i€Z/dZ

ou < désigne 'ordre usuel sur la chambre de Weyl positive (section 2.1 de [52]). L’inégalité
s’interpete comme “le polygone de Newton est au dessus du polygone de Hodge”, et
I’égalité comme “les points terminaux des polygones de Newton et de Hodge sont égaux”.

Exemple 2.1.4. — Lorsque F' = Qp, et b € B(G), b € B(G, p) ssi lisocristal filtré
(L™, bo, p) est faiblement admissible au sens de Fontaine.
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Pour un élément de B(G), la condition d’appartenance a B(G, i) est donc une condi-
tion généralisant la condition d’admissibilité faible de l'isocristal filtré associé qui tient
compte des structures additionnelles.

Classes basique dans B(G, ) :
Il existe une unique classe basique dans B(G, u). Notons la by. Avec les notations
précédentes celle-ci est donnée par I'unique pente

)\:% Z a;

i€Z/dZ
r n
Si la pente A est égale a — ot A s = 1, alors, la multiplicité de la pente est —, et 'on a
s s

Jbo = ReSF/QpGL%(D,\)

2.2. Généralités sur les espaces de Rapoport-Zink
2.2.1. Données locales de Rapoport-Zink. —

2.2.1.1. Donnée de type E.L. non ramifiée simple. — Une donnée de type E.L. non
ramifiée simple (F,V,b, 1) consiste en la donnée

— d’une extension finie non ramifiée F' de Q,

— d’un F-espace vectoriel de dimension finie V'

— d’une classe de o conjugaison b € B(G) ot G' = Resp/q, GL(V)

— d’une classe de conjugaison de cocaractere minuscule p : Gm@ — G@ du type de

celles de la section 2.1.1.

On suppose que ces données sont reliées entre elles par la relation

be B(G, p)

Notons Ir = Homg, (F), @p) et n =dimp V. Le cocaractere u est alors donné par des
couples d’entiers

(pT) qT)TEI r
vérifiant p; + ¢ = n (dans les notations de la section 2.1.1, ces couples d’entiers sont les
(ai,n — ai)z’eZ/dZ)-
Le corps réflex local associé E est le corps de définition de la classe de conjugaison de
1. Gal(Q,|Q,) opere par permutation sur Ip. Gal(Q,|E) est alors le stabilisateur dans

Gal(@]@p) de (pr, qT)'

2.2.1.2. Donnée de type P.E.L. unitaire non ramifiée simple. — Une donnée de type
P.E.L. unitaire non ramifiée simple (F,*,V, < .,. >,b, u) consiste en la donnée
— d’une extension finie F' de Q, non ramifiée munie d’une involution non triviale x*
— d’un F-espace vectoriel de dimension finie
— d’un produit hermitien symplectique < .,. >: V xV — Q, qui est tel qu’il existe
un réseau autodual dans V' pour ce produit symplectique
— si G désigne le groupe des similitudes unitaires associé, d’une classe de ¢ conjugaison
b e B(G)
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— d’une classe de conjugaison de cocaracteére minuscule u : Gm—Q — G—Q
p p
On suppose que ces donnée sont reliées entre elles par la relation

cou(z) ==z
ol ¢ désigne le facteur de similitude, et
be B(G, )

Le donnée d’un tel p est équivalente a la donnée de couples d’entiers

(pTaQT)TGIF

vérifiant p; + ¢ = n et (Pr«, ¢r+) = (¢r,pr) (dans la section D.1 ces entiers sont notés
(ai)i)-

Le corps réflex associé se décrit comme précédemment.
2.2.1.8. Donnée de type P.E.L. symplectique non ramifiée simple. — Elle consiste en la
donnée (F,V,< .,. >, b, ) vérifiant des conditions analogues a celles du cas unitaire. G
est alors le groupe des similitudes symplectiques.

2.2.2. Espaces de Rapoport-Zink associés. — Nous récrivons la définition 3.21
de [51] dans nos cas non ramifiés. Notons £/ = Qp" le complété de I'extension maximale

non ramifiée de Q,,. . Nous noterons k~ Fp le corps résiduel de E.

2.2.2.1. Cas E.L. non ramifié. —

Définition 2.2.1. — Soit (V, F, b, 1) une donnée locale de type E.L. non ramifiée simple.
Soit X, un groupe p-divisible sur k& muni d’une action de O et d’isocristal muni de son
action de F' isomorphe a (Vr,bo) (I'existence d’'un tel X résulte de résultats récents de
Rapoport et Kottwitz). Nous noterons M (b, 1)/Spf(Op) I'espace de Rapoport-Zink as-
socié. C’est I'espace de modules de groupes p-divisible munis d’'une action de O, X,
munis d’une quasi-isogénie compatible a I'action de O
p:X— X

et vérifiant la condition : si

Lie(X) = €P Lie(X),

TElR

est la décomposition de Lie(X) suivant l'action de Op alors,

V1 € Ir Lie(X); est localement libre de rang p,

)

M(b, i) est localement formellement de type fini sur Spf(Op) ce qui signifie que
localement M (b, 1) est de la forme

Spf(Op <Ti,.... Ty > [X1,..., Xpll/T)

pour un idéal I.

Il résulte de la théorie de Grothendieck Messing que M (b, 1) est formellement lisse
sur Spf(Oj). Soit x un point fermé de sa fibre spéciale. Le complété formel M(b, u)A/ (2}
s’identifie a ’espace de déformation par isomorphismes du groupe p-divisible X*™Ymuni
de son action de Op (X" désignant le groupe p-divisible universel sur M (b, z1)). 11
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résulte de la théorie de Grothendieck Messing que cet espace de déformation est iso-
morphe au complété formel d’une certaine Grassmanienne (les fameux modeles locaux
de [51] (définition 3.27)) en un point :

v ~

M(b, 1) 0y = SPS (%[[Xh o 7XszTqT]])

2.2.2.2. Cas P.E.L. unitaire non ramifié. —

Définition 2.2.2. — Soit (F,*,V,< .,. >,b, 1) une donnée locale de type P.E.L. uni-
taire non ramifiée. Nous noterons M (b, 1)/ Spf (O ) Uespace de Rapoport-Zink associé.
Soit (X, A) un un groupe p-divisible sur £ muni d’une action de O, d’une polarisation
principale A tels que l'isocristal polarisé de (X, ) muni de son action de F' s’identifie
a (V,bo,< .,. >) (une fois de plus l'existence d'un tel (X,\) devrait résulter de tra-
vaux récents de Rapoport et Kottwitz). Alors, le schéma formel M(b, u) classifie les
groupes p-divisibles principalement polarisés (X, \') munis d’une action de Op, tels que
via cette action l'involution de Rosati sur Op soit donnée par I'involution *, et munis
d’une quasi-isogénie compatible a l'action de OF :

p:X— X

tels via p A et \ différent, localement sur la base, d’'une constante dans (@If. On suppose
de plus que si

Lie(X) = €P Lie(X),

T€lp

désigne la décomposition de Lie(X) sous I'action de Of alors

V7 Lie(X); est localement libre de rang p,

Comme précédemment dans le cas E.L., M(b, 1) est formellement lisse sur Spf (O )
Son complété formel en un point fermé de sa fibre spécial est le spectre formel d’une
algebre de séries formelles en %ZT prq- variables.

2.2.3. Cas P.E.L. symplectique. — Etant donnée une donnée locale symplectique
non ramifiée simple on peut définir de la méme fagon que dans le cas unitaire I’espace
de Rapoport-Zink associé. Nous le noterons M b, u).

2.2.4. Décomposition d’une donnée globale non ramifiée en produits de donnée
locales simples. —

2.2.4.1. Cas (A). — Revenons aux notations globales du chapitre précédent. La donnée
globale D couplée au plongement v fournit une donnée (B ® Q,,V ® Q, < .,. >, ,u@)
ol pig, est obtenu a partir de p grace a v. Celle ci se scinde en un produit suivant les
indices ¢ dans [ et 5 dans J.

Utilisant 1’équivalence de Morita on en déduit pour tout ¢ dans I une donnée de type
E.L. non ramifiée simple (sans sa classe de o conjugaison) : (F),,, V;, p;). Nous noterons
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FE; son corps réflex. Avec les notations de 2.2.1.1, le cocaractere u; est associé aux couples
suivant d’entiers : soient ®; C ® ’ensemble des 7 dans ® vérifiant v o 7 induit v;, alors

Ip, ={vor |7 € ®;}
et u; est associé aux
(pi,Ta q’i,’T')’TEIF,Ui = (puon qVO’T)’TE‘I)i
Si maintenant j € J, on obtient une donnée de type P.E.L. non ramifiée unitaire
simple sans sa classe de o conjugaison (F,;, Vj,*,< .,. >, ;) ot * est la conjugaison

complexe et pu; se calcule de la méme facon que précédemment. Nous noterons F; son
corps réflex associé.

Il y a donc une inclusion
B, c [[E]]E
i€l jed
Remarquons maintenant que

B(Gy,, iig,) = [ [ B(GLa(Fu,), i) x [ [ B(GU(Fu,,n), 115)
i€l jeJ

En effet, 'inclusion G, — [];c; GLn(Fu,) x [[;c; GU(Fy;,n) induit une inclusion du
membre de gauche dans celui de droite. Si maintenant b = ((b;)ier, (bj)jes) désigne
un élément du membre de droite, pour tout j dans J la condition d’appartenance a
B(GU (Fy,, 1)) implique que wvy(c(bj)) = 1. Quitte a o-conjuguer les b; on peut donc
supposer que pour tout j dans J, ¢(b;) = p. Cela montre que b provient d'une classe de
o-conjugaison de G,

Pour tout élément b de B(Gq,, u@) notons b = [[;_; b; ][, b; sa décomposition. Si
b € B(G, i) est donné, la donnée globale D fournit donc des données locales pour tout @
dans I et j dans J.

Définition 2.2.3. — Pour unb € B(GQP,M@) nous noterons (Dg,,b) la donnée locale
de Rapoport-Zink (B ® Q,, V ® Qp, < .,. >,0, ,u@) qui se décompose en un produit de
données simples comme ci dessus.

2.2.4.2. Cas (C). — La donnée se décompose en un produit de données symplectiques
non ramifiées simples indexées par les places de F divisant p. Pour b € B(Gq,, ,u@) on
note également (Dg,,b) la donnée locale associée.

2.2.5. Espace de Rapoport-Zink associé a (Dg,,b). — Rappelons rapidement la
définition de I'espace de Rapoport-Zink associé¢ a D apres tensorisation par Q.

Soit donc b € B (GQP,M@), soit B = E?" = @IQL\T le complété de l'extension maximale
non ramifiée de £ . Nous noterons k le corps résiduel de E, et k ~ I, le corps résiduel
de E. Choisissons un groupe p-divisible X/k ayant pour isocristal muni de structures
additionnelles (V ®q, L, bo). Nous supposerons que la polarisation de X est principale
c’est a dire que le réseau associé au cristal de X est autodual dans V7.

Rappelons la définition de M(Dg,,b) :
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Définition 2.2.4. — Le schéma formel M (Dq,,b)/Spf(O) est le schéma formel loca-
lement formellement de type fini vérifiant : ¥.S/O, un schéma sur lequel p est localement
nilpotent,

M(Dq,, 0)(S) = {(X, A, 1,p)}/ ~

ou X est un groupe p divisible sur S muni d’une action ¢ de Op ® Z,,, d'une polarisation
principale A : X — X qui induit l'involution * sur O ® Zy, et d’une rigidification

p:Xxp S — X xg8

(o1 S désigne la réduction de S modulo p) qui est une quasi-isogénie compatible & I’action
de Op ®Zjy,. On suppose de plus que via p les polarisations associées a < .,. > sur X ©S
et A sur X xg S different localement sur S d'une constante de Q, - Cela signifie qu’il
existe une fonction localement constante a : S — QJ telle que le diagramme suivant
commute

XXEELXXSE

a. (A x Id)
X Xk g <p— X Xs g
On suppose de plus que X vérifie la condition de Kottwitz relativement a Hig, Deux
quadruplets (X, A, ¢, p) et (X', N, /,p') sont équivalents s’il existe un isomorphisme f :
X = X’ compatible aux actions, aux polarisations et tel que fop = p’

X xg S
p
X x L g ~ f
0
X' x S g
Remarque 2.2.5. — 1l résulte des travaux de Colmez, Fontaine, Breuil que X se releve

en un groupe p-divisible sur O dont I'isocristal filtré est (Vz, bo, u@).

Remarque 2.2.6. — L’espace M(D@p, b) est formellement lisse sur Spf(O ). Puisque,
comme on la verra, les espaces de Rapoport-Zink uniformisent dans certains cas des
strates des variétés Shimura, cela peut paraitre en contradiction avec l’existence de sin-
gularités dans ces strates. Néanmoins, la fibre spéciale de M(D@p,b) (le sous schéma
réduit) est en général singuliere et il n’y a pas de lien entre la lissité formelle d’un
schéma formel et les singularités de sa fibre spéciale. Ce qui pourrait induire en erreur
est I'exemple de I'espace Drinfeld. Dans ce cas la, les singularités de la fibre spéciale
du schéma formel de Drinfeld (des diviseurs & croisement normaux) sont identiques aux
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singularités de la fibre spéciale des courbes de Shimura qu’ils uniformisent. Cela est di
au fait que ce schéma formel est adique sur Spf(O},) et que donc, sa réduction modulo
p est un schéma. En général M(DQP, b) n’est pas un schéma formel p-adique.

2.2.6. Décomposition de I’espace associé a (Dg,,b) en produit d’espaces simples
de type E.L. et P.E.L.. —

2.2.6.1. Cas (A). — Commengons par remarquer que si M(b,u) désigne un espace
de Rapoport-Zink de type P.E.L. unitaire non ramifié simple, celui ci est muni d’un
morphisme

B M(b, i) — Q) /L)
mesurant le “défaut” de la polarisation du groupe p-divisible universel a coincider avec
celle définie par < .,. > sur Vo,.

Soit XU le groupe p-divisible universel sur M(D@p,b). L’action de Op ® Z, sur
X la polarisation A et x permettent de décomposer X“™"*’ en
X univ @(lenw ) qumv) ® @ Xjumv
iel jeJ
Utilisant le fait que Op ®Z, est un ordre maximal, on peut appliquer une “équivalence
de Morita” a chaque terme pour obtenir que I’espace de Rapoport-Zink associé & (Dgq,, b)
se décompose de la fagon suivante si J # () :

DQP’ HM z,ﬂz HM J’HJ

1€l jeJ

[T M@ ) | = T] MG, 1)

JjeJ JjeJ
est Pouvert fermé défini par Iégalité : Vyj, 5’ € J, B; = B

Dans le cas ot J = 0,
M(Dg,,b) = [[ M(bi, i) x Q) /Z;
i€l

Remarque 2.2.7 — Cette décomposition en produit d’espaces plus simples par équivalence
de Morita est un des points clef de tout ce qui suit. Par exemple, elle permet dans [26]
de ramener ’étude d’espaces de modules associés a des groupes p-divisibles de dimension
supérieur a 1 a celle de groupes p-divisibles de dimension 1.

Exemple 2.2.8. — Supposons que pour un ¢ € I, u; soit tel qu’il existe un 7y € [ P,

tel que V7 # 79 p;r = 0. Alors, le schéma formel ./\jl(bi,ui) est ’espace de modules
des Op -modules p-divisibles X (au sens de [26]) sur un schéma S sur lequel p est

localement nilpotent munis d’une rigidification avec un O;Ow_—module p-divisible sur IETp
K3
de I isocristal associé a b; et vérifiant

Lie(X) est un Og — module libre de rang p; -,
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Exemple 2.2.9. — Avec les notations précédentes, si pour un ¢ appartenant a I p; = 1
alors, B(GLy,(Fy,, p;)) est réduit & un seul élément b; qui est associé & un isocristral étale
et

)

M(bi, p15) = GLy (F,)/Co

comme espace discret (c’est a dire union disjointe de copies de Spf(O)).
Il en est de méme pour un j appartenant a J.

Exemple 2.2.10. — Avec les notations de 'exemple 2.2.8 si p; -, = 1 et b; est basique,
M(b;, ;) paramétrise des déformations par quasi-isogénies de (’);E:J.—modules p-divisibles
de dimension 1 et de hauteur n.

M(bi, 1) = Spf O[Ty, ..., 1)) X Z

'espace de Lubin Tate sur lequel opere Jp,, = D7.

n

2.2.6.2. Cas (C). — Comme ci dessus, il y a une décomposition
1

M(Dvab) = HM(bwvﬂw)
wlp

2.3. Continuité de ’action de J,

Nous notons dans cette section M un espace de Rapoport-Zink associé a une donnée
locale simple ou bien a une donnée globale.
Le schéma formel M est muni d’une action a gauche de J;, via

VgeJ, Y(X,p) e M (X,p).g=(X,pog™})
Lorsque M= M(DQP, ,u@), cette action se fait composante par composante au sens
suivant : dans le cas (A), [[;c; Jb; X [ ;e Jb; opere sur
TT M@, ) x [T M (b 1)
i€l jeJ

et Jp C [Lics Jo; X [1;e Jb; stabilise I'ouvert fermé

M(Dg,,b) C [ M(bi, i) x T M(bj, 1)

iel jed

Définition 2.3.1. — Soit X un schéma formel muni d’une action d’un groupe locale-
ment compact totalement discontinu H. Nous dirons que H agit continiiment sur X si
tout ouvert quasicompact U de X est stabilisé par un voisinage de l'identité dans H, et
si Zy C Oy est un idéal de définition de Oy, VIV € N il existe un sous-groupe compact
ouvert Ky C H suffisamment petit tel que Vg € Ky, g* : Op/T — Oy /I}) est
I’identité.

Proposition 2.3.2. — Le groupe Jy opére continument sur M.
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Démonstration. — On vérifie aisément que I’assertion ci dessus est équivalente a la sui-
vante : si S est un schéma quasicompact sur lequel p est nilpotent et (X, p) € M(S), il
existe un voisinage de l'identité dans Jj tel que pour g dans un tel voisinage, (X, pog) ~

(X, p).

Notons End(X) l'anneau des endomorphismes du groupe p-divisible X muni de ses
structures additionnelles (X et ¢) sur F,. L’anneau End(X) est un Z,-module libre de
type fini. De plus, VN > 0, Id + pVEnd(X) est un sous-groupe compact ouvert de .Jj et
lorsque N varie cette famille de sous-groupes forme une base de voisinages de 'identité
dans Jp.

Considérons la quasi-isogénie sur S

po(Id+pN(ux1)op ™t =TId+pVplux1)p™ € End(X x558)g
Le schéma S étant quasicompact et p nilpotent, par rigidité des quasi-isogénies
Vu € End(X) 3N pVp(u x 1)p~! se reléve en un endomorphisme de X/S

Mais I'algebre End(X) est un Z,- module de type fini. On peut donc trouver un tel N
uniformément pour tous les éléments u de End(X). C’est a dire,

3N Vu € End(X) p™p(u x 1)p~ ! se releve en un endomorphisme de X
Nous noterons (p~ p(u x 1)p~!J ce relevement. Comme End(X) est un anneau p-adique,
Id+p(p" p(u x 1)p~'J'€ Aut(X)

On en déduit que Yu € End(X), Id + pNHp(u x 1)p~! se reléve en un automorphisme
de X ce qui montre que

(X,p) = (Id+p™"u).(X, p)
O

Remarque 2.3.3. — Bien siir, cette démonstration s’applique a un espace de Rapoport-
Zink général tel qu’il est défini dans [51].

2.4. Un théoréme de finitude pour ’action de J;

Dans cette section nous oublions les notations globales précédentes et considérons des
espaces associés a des donnés locales simples.

Définition 2.4.1. — On posera comme précédemment L = W (k)g. L’automorphisme
o désignera toujours un Frobenius géométrique de 'extension non ramifiée L|Q,. Le
cristal associé a un groupe p-divisible est son cristal de Dieudonné covariant (M, V') ou
V' est une application o linéaire, le Verschiebung.

Bien que dans notre situation L = F nous préférons distinguer les notations puisque
le role de ces deux corps est totalement différent.
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2.4.1. Description de M(b, 1)(k) en termes de cristaux. — Soit donc une donnée
locale de type E.L. ou P.E.L. non ramifiée simple.

Considérons l'isocristal (V ®q, L, bo) muni de son action de F et, dans le cas P.E.L.,
de sa polarisation

< ..>: Vi x Vi, — Qp(l)

Un élément de M (b, 1) (k) s’identifie alors & un cristal M dans (V7 bo) stable par I'action
de Op tel que M comme Oy réseau soit autodual & une constante de Q; prés (c’est a
dire 3k € Z MY = p* M) et tel qu’on ait une égalité de fonctions polynomiales :

Vb e Op det(b; M/V M) = det(b; Vp)
Dit autrement, la derniere condition s’exprime en disant que le polygone de Hodge

arithmétique “avec structures additionnelles” est fixé égal a . Reprenons les notations
de 2.2 et détaillons les différents cas :

Cas (AL) : Reprenons les notations de 2.1.1. Posons N = Vi, V = bo. Décomposons

N sous l'action de F'
N= & NG
i€Z/dZ.

N(i)={n€ N |Vz € F x.n=o'(x)n}
Supposons p donné par des (a;);cz saz, 1 < a; < n (qui sont les p; dans les notations
de 2.2.1.1). Un élément de M(l_ﬂ) est donné par un O ® Op-réseau M C N tel que
pM C VM C M, et si M = €D;cz/47, M(2) ol
M(i) ={m & M |Vz € Op x.m = o' (x)m}
alors, 'inclusion VM (i) C M (i + 1) induit une décomposition
M/VM = @ M@@)/VM(i—1)
i€Z/dZ

ott M(i)/V M (i — 1) est un k-espace vectoriel sur lequel le corps résiduel de F agit via le
Frobenius géométrique a la puissance i. La condition de Kottwitz s’écrit alors avec ces

notations

dim,jc M(Z)/VM(’L — 1) = a;

Cas (AU) : Prenons les notations de I’annexe D.1. Notons encore (N, V') I'isocristal
(Vz,bo). Le produit symplectique sur V' induit une polarisation < .,. >: N x N —

Q,(1). Si
N= P NG
i€Z/2dZ
est la décomposition de N sous l'action de F' comme dans le cas (AL), la condition d’étre

un F-module hermitien :

Vbe F < bv,v >=<v, b0 >
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s’exprime en disant que
Vi#j+d <N(i),N(j) >=0
et le produit < .,. > est parfait sur N (i) x N(i + d)

Avec les notations de D.1 supposons p donné par des entiers (a;)o<i<d—1. Un élément
de M(b, ) (k) est alors donné par un Op ®@ Op-réseau M = Dicz/2az M(i) tel que
pM C VM C M, M est autodual a un élément de Q' pres et

VO<i<d dimg(M@@)/VM@i-1))=a;

Cas (C) : L'isocristal (N, V) est polarisé via < .,. >: N x N — Q,(1). Comme
précédemment il y a une décomposition N = P,, Jaz N (7). De plus,
Vi#j < N(i),N(j) >=0
et <. .> est parfait sur N(i) x N(i)
Un élément de M (b, 1) (k) est alors donné par un Op @ Op-réseau M = Diczaz M(i)
tel que pM C VM C M, qui est autodual a un élément de (@; pres et tel que

VO <i<d dimp(M(G)/VM@E—1))=n

Action de J, Avec les notations précédentes, le groupe J, admet la description
suivante
Jy={g € Aut(N,V) | Vn,n' < gn,gn’ >=c(g9) <n,n’ >}
Pour un élément g de .J, vu comme un élément de G(L), Paction de g sur M(k) est, en
termes de cristaux M, 'application M +—— g.M.

2.4.2. Lien avec I'immeuble de (. — Donnons une autre description de /\;l(l%)
dans Desprit de la section 4 de ([47]) qui le fait apparaitre comme un sous-ensemble de
I'immeuble de G sur L :

M(b,u)(k) = {g € G(L)/K | Kg~'bg’K = Knu(p)K}
on K = G(W(k)) est un sous-groupe compact hyperspécial. On vérifie cette égalité
en utilisant le lemme 7.4 de [41]. Le lien avec la définition en termes de cristaux est
le suivant : soit M C Vi un cristal, M € M(k), de stabilisateur K dans G(L). A
g € G(L)/K est associé le réseaux g.M. Lorsque g vérifie la condition ci dessus, g.M est
bien un cristal de polygone de Hodge associé a p. Dans cette description, gg € J, opere
de la fagon suivante :
9K — gogKK

Remarque 2.4.2. — Si l'on suppose b “decent” au sens de [51], c’est a dire
ds (bo)® = (swp)(p)o®

ol v, désigne le morphisme des pentes alors, dans toutes les considérations précédentes
on peut remplacer L par Qps 'extension non ramifiée de degré s de Q,.
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2.4.3. Orbites de J, dans M(k). — On note (X, p) les éléments de M(k) ou X
désigne un groupe p-divisible sur & muni de son action de Op et, dans le cas unitaire
ou symplectique, de sa polarisation principale. La quasi-isogénie p : X — X désigne la
rigidification avec le groupe p-divisible X défini sur k.

Lemme 2.4.3. — Deuz éléments (X1,p1),(X2,p2) € M(k) sont dans la méme Jy-
orbite ssi
X1 ~ X2

comme groupes p-divisbles munis de structures additionnelles.

Démonstration. — Soit g € Jp tel que (X1,p1) =~ (Xa,p2 0 g71). Alors, X1 ~ Xo.
Réciproquement, supposons qu’il y ait un isomorphisme de groupes p-divisibles munis
de structures additionnelles

f : X1 ; X2
Considérons la quasi-isogénie g = pfl o f~lopy : X — X. Par définition g € J;. Le
diagramme suivant commute

X 1 X,
gt f
X P2 X,
ce qui montre que (X1, p1) =~ (X2,p20g971). O

2.4.4. Action sur les composantes irréductibles. —

Définition 2.4.4. — Si M désigne un espace de Rapoport-Zink, nous noterons M la
fibre spéciale de M c’est a dire le sous-schéma, réduit défini sur k.

Rappelons ([51]) que les composantes irréductibles de M sont des variétés projectives
sur k et que M étant localement de type fini une composante irréductible n’intersecte
qu’un nombre fini d’autres composantes. Le groupe J, permute ces composantes.

Théoréme 2.4.5. — Soit M un espace de Rapoport-Zink de type E.L ou P.E.L. non
ramifié simple ou encore associé a une donnée globale mon ramifiée. Il y a un nombre
fini d’orbites de de composantes irréductibles de M sous laction de Jy.

Démonstration. — Du point de vue de l'immeuble de G sur L ce théoréme est un
théoréme de finitude pour 'action de J, sur I'immeuble qui généralise la proposition
2.18 de [51].

D’apres les remarques du début, un ouvert quasicompact de M intersecte un nombre
fini de composantes irréductibles et réciproquement une union finie de composantes
irréductibles est quasicompacte. Le théoreme est donc équivalent & ’énoncé : il existe un
ouvert quasicompact U de M tel que M = J,.U.
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On vérifie en utilisant la section 2.2.6 que 'on peut se ramener au cas des espaces
associés a une donnée locale non ramifiée simple. Nous supposerons donc que M est de
ce type la.

Commengons par rappeler le

Critére de quasicompacité 2.4.6 (corollaire 2.31 de [51])
Un ouvert U de M est quasicompact ssi IM € M(k) IN € N

Uk) c {M' € M(k),p"M c M’ c p~N M}

de fagcon équivalente : AN, la quasi-isogénie universelle p*™" N puniv

et p (p")~1 soient des isogénies.

soit telle que surU p

La démonstration consiste maintenant & exhiber un nombre fini d’orbites dans M (k)
(ou, dans le cas unitaire et symplectique, dans un ensebmle plus gros : confere les
définitions suivant 2.4.12) sous l'action de J, vérifiant : il existe une constante c telle que
tout point de M (k) soit & distance inférieure & ¢ d’un point d'une de ces orbites.

Etant donné qu’il n’y a qu’un nombre fini de polygones de Hodge possibles pour un
groupe p-divisible muni de structures additionnelles isogene a X, I’énoncé précédent est
équivalent au meéme énoncé sans la condition de Kottwitz sur le polygone de Hodge
arithmétique dans la définition de /\Z(l_c) Nous ignorerons donc cette condition. Cela
signifie que nous allons démontrer le théoreme annoncé non pas sur l'espace M mais sur
I’espace plus gros défini de fagon analogue, sans la condition de Kottwitz sur le polygone
de Hodge. Nous noterons encore M cet espace. Le lemme 2.4.3 est bien stir encore valable
pour cet espace.

Commencons par rappeler la définition suivante :

Définition 2.4.7 ([61] section 3). — Soit S un schéma de caractéristique p et X un
groupe p-divisible sur S. Soit A un nombre rationnel positif. On dit que X est divisible
par rapport a la pente A s’il existe des entiers naturels 7, s tels que A = T et tels que la
quasi-isogénie °

Fpm: X — X
soit une isogénie.

Nous allons utiliser le résultat suivant de Zink :

Proposition 2.4.8 ([61] proposition 12). — Soit K un corps parfait de caractéristique
p et X/K un groupe p-divisible de pentes Ay > --- > \,. Il existe une constante ¢ ne
dépendant que de la hauteur de X et un groupe p-divisible Y/K muni d’une isogénie avec
X de degré plus petit que ¢ tel que Y wvérifie la propriété suivante : Y est muni d’une
filtration par des sous groupes p-divisibles

0)=YyCcyhcCc---CY, =Y

telle que pour tout i, Y; soit divisible par rapport a la pente \; et Y;/Y;_1 soit de pente
Ai. De plus, une telle filtration se scinde.
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Rappels sur la démonstration. — Rappelons que dans la démonstration, si (M, V) est le
cristal de X et si U = p~"'V*, on pose

M =M+UM+---+U" M

Le point crucial de la démonstration consiste & démontrer que M’ est stable par U. Une
fois cela démontré on peut donc décomposer M’ en partie bijective et topologiquement
nilpotente pour l'action de U :

M' = My;; ® My,
Rappliquant le méme procédé a M, ., pour U = p~">V*2 on obtient ainsi par récurrence
la filtration souhaitée.
De plus, & la premiére étape M C M’ c p~"1(h=1) < p=h(h=DNf car r| < 51 < h.
Répétant ce type d’inégalité a chaque étape, le nombre de pentes étant inférieur a h,
Iexistence du c s’en déduit. U

Fait 2.4.9. — Si le corps K est algébriquement clos et si les pentes \; sont fizées,
tous les groupes Y intervenant dans l’énoncé du lemme précédent sont isomorphes. Si
A1, ..., A désignent les pentes du cristal (M, V) associé et (m;)i1<i<r les multiplicités
associées
M ~ &, (@TiMAi>
T

ou st A=L,rNs=1

M =W (K)[F,V]/(V® —p",FV —p)

Revenons a la démonstration du théoreme. Expliquons comment démontrer le théoreme
dans le cas (AL) lorsque F' = Qy, c’est a dire lorsqu’il n’y a pas de structure additionnelle.

Appliquons le lemme de Zink & X. Soit donc Yy/k un groupe p-divisible tel qu’il est
donné par le lemme de Zink avec une isogénie : fy : X — Y. Soit O la Jp-orbite de
(Yo, fo) dans M(F).

Soit maintenant (X,p) € M(l_ﬂ) Appliquons le lemme de Zink & X : soit Y/k et
f+ X — Y lisogénie de degré inférieur a ¢ (ou ¢ ne dépend pas de X mais seulement
de X puisqu’il ne dépend que de la hauteur du groupe p-divisible). Considérons le point
(Y, fop) € /\Z(l_t) Il est clair que ce point est a distance inférieure a ¢ de (X, p). De plus,
d’apres le lemme 2.4.3 et 2.4.9, (Y, fop) € 0.

On en déduit donc le théoreme lorsqu’il n’y a pas de structures additionnelles.

Démontrons maintenant le cas (AL) en général, c’est a dire lorsque ’on ajoute 'action
de Op. Pour cela démontrons des variantes de 2.4.8 et 2.4.9.

Lemme 2.4.10. — Soit K un corps parfait de caractéristique p et X/K un groupe p-
divisible muni d’une action de Op de pentes \1 > --- > A.. Il existe une constante c
ne dépendant que de la hauteur de X, un groupe p-divisible Y/K muni d’une action de
Or, et d’une isogénie O équivariante avec X de degré plus petit que c, tel que Y vérifie
la propriété suivante : Y est muni d’une Op-filtration par des sous groupes p-divisibles
munis d’une action de Op

0)=Yycyhrc---CY, =Y
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telle que pour tout i, Y; soit divisible par rapport d la pente A\; et Y;/Y;_1 soit de pente
Ai. De plus, une telle filtration se scinde.

Démonstration. — Soit (M, V') le cristal de X muni de son action de O, c’est a dire
d’un morphisme O — End(M, V). Reprenons le rappel de la démonstration du lemme
2.4.8. L’opérateur U qui y est défini commute a l'action de Op, puisque V commute a
laction de Op. Le cristal M’ est donc stable par I'action de Op. La décomposition de
M’ en parties bijectives et topologiquement nilpotente sous 'action de U est donc stable
par l'action de Op. Le reste de la démonstration est identique. U

Lemme 2.4.11. — Soient Y1,Ys deux groupes p-divisibles sur un corps algébriquement
clos K munis d’une action de Op, isogénes comme groupes munis d’une action de O,
et du type de ceux fournis par le lemme précédent. Alors, Y1 ~ Yo comme groupes p-
divisibles munis d’une action de Op.

Démonstration. — D’apres 2.4.9, la catégorie Z,-linéaire C des groupes p-divisibles sur
K de pente A divisibles par rapport a A est semi-simple, d’objet simple ayant pour cristal
le cristal M*. L’algebre End(M?) est isomorphe & Op, , 'ordre maximal dans une algébre
a division d’invariant A sur Q,. La catégorie des objets de C munis d’une action de Op
est donc équivalente a celle des Op, ® Op-modules de type fini sans torsion (on pourra
consulter le chapitre II de [59] pour la théorie des Op, modules de type fini qui est
analogue a celle des modules de type fini sur un anneau de valuation discrete). L’algebre
Op, ® OF est isomorphe a Md(OD;/) pour un entier d et un nombre rationnel X', ol
D), désigne une algebre a division d’invariant A" sur F, et Op/ son ordre maximal.
Par équivalence de Morita la catégorie des Op, ® Op-modules est équivalente a celle
des (’)D/A/—modules. Or, deux (’)D&/—modules de type fini sans torsion My, My vérifiant
M, ® Qp ~ My ® Q, comme D),-modules sont isomorphes puisqu’ils ont méme rang.
D’ou le résultat lorsque Y7 etYs ont une seule pente. Le cas général s’en déduit puisque la
décomposition de 2.4.9 en somme de groupes p-divisibles isoclins est stable par ’action
de O F- O

En utilisant ces deux lemmes, la démonstration du cas (AL) est analogue au cas déja
démontré lorsque F' = Q,, : il suffit de remplacer groupe p-divisible par groupe p-divisible
muni d’une action de Op.

Passons maintenant au cas (AU). Commencgons avant par une définition

Définition 2.4.12. — Soit S un schéma et X un groupe p-divisible sur .S. Soit N un
entier. On appelle polarisation pY-quasi-principale une polarisation A : X — X telle
que pN A7 soit une isogénie.

Une polarisation pY-quasi-principale est donc une polarisation principale.

Définition 2.4.13. — Soit N un entier. On définit le schéma formel /\>l(pN) sur Spf(Op)
comme étant l'espace de modules des groupes p-divisibles X sur un schéma sur le-
quel p est localement nilpotent, munis d’une action de O, d’'une polarisation pV-quasi-
principale A, et d’une rigidification p : X — X qui est une quasi-isogénie compatible a



28 CHAPITRE 2. ESPACES DE RAPOPORT-ZINK

I'action de Op et qui transforme A en un multiple rationnel de la polarisation sur X. On
ne suppose pas la condition de Kottwitz vérifiée.

Il est implicite dans cette définition que /\>l(pN) est représentable, ce qui se déduit du
théoreme 2.16 de [51] comme dans le théoreme 3.25 de [51]. Cependant, nous n’utiliserons
que ’ensemble M(pN)(];?). Le schéma formel M ,~) est muni d'une action de .J, définie

de fagon analogue a celle sur M. Il y a une immersion Jp-équivariante M = M0y —

M.
™)

Nous allons démontrer l'existence d’un entier N et d’un nombre fini de Jy-orbites
O1,...,0, dans M(pN)(l_ﬂ) vérifiant : il existe une constante ¢ telle que tout élément
de M(k) est & distance inférieure & ¢ d’une des orbite Oy, ..., O,. Cela démontrera le

théoréme dans le cas (AU).

Commencons par une nouvelle variante du lemme 2.4.8 :

Lemme 2.4.14. — Dans l’énoncé du lemme 2.4.10, supposons de plus X muni d’une
polarisation principale A compatible & Uaction de O au sens ou linvolution de Rosati
mnduit Uinvolution x sur Op. Il existe alors un entier N ne dépendant que de la hauteur
de X tel que le groupe p-divisible Y soit muni d’une polarisation p" -quasi-principale N
compatible a Uaction de Of et a l'isogénie entre X etY.

Démonstration. — Soient M; le cristal de X et My le cristal de Y. Soit une isogénie
f Y — X de degré inférieur a c¢. Elle induit une inclusion Ms — M. Le cristal
M, est muni d’une polarisation < .,. >: My x M; — Z,(1) ou Z,(1) est le cristal
(W(K),V) avec V le Verschiebung sur les vecteurs de Witt. Le produit symplectique
< .,. > est parfait au niveau des W (K )-modules sous-jacents aux cristaux. Si A est un
W (K)-réseau dans le W (K)q espace vectoriel associé & M, nous noterons AV le réseau
dual par rapport a < .,. >. La restriction du produit < .,. > a M5 donne une polarisation
N de Y telle que le diagramme suivant commute

X f Y
A N
x—I v

Etant donné que le degré de f est borné par ¢, c’est a dire [M; : Ms] < ¢, il existe un
entier N ne dépendant que de c et de la hauteur de X (et donc que de la hauteur de X)
tel que pN M; € My C M. Cela implique que

My Cp VMY =p~N My C pTPV My
Et donc, p>M N ! est une isogénie. O

Passons maintenant & un analogue faible de 2.4.9 :

Lemme 2.4.15. — Supposons K algébriquement clos. Soit N un entier. Il n’y a qu’un
nombre fini de classes d’isomophismes de groupes p-divisibles Y sur K munis d’une ac-
tion de O, d’une polarisation p" -quasi-principale compatible a l’action de O, possédant
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une Op-filtration comme dans le lemme précédent et isogenes avec leurs structures ad-
ditionnelles a un méme X fizé.

Démonstration. — Soient A1,..., A, les pentes de X (qui sont symétriques par rapport
a 1/2). Soit 'anneau R = J[; Op, . Cet anneau est Morita-équivalent a End(X). 11 y
a un isomorphisme End(X) ~ End(X)°%P et la polarisation principale A induit donc
une involution sur End(X). Celle-ci induit une involution sur R permutant les facteurs
Op,
par tensorisation avec celle sur Op. Considérons la catégorie Z-linéaire C des groupes p-
divisibles Y sur K, de pentes incluses dans I’ensemble {1, ..., A\, }, munis d’une action de
OF et possédant une Op filtration comme dans le lemme 2.4.8. Cette catégorie est semi-

et Op,_,. Soit A 'anneau R ®z, O muni de l'involution # déduite de celle sur R

simple, équivalente a la catégorie des A-modules a gauche de type fini sans torsion. Si Y
est comme dans ’énoncé, le A module associé est muni d’une application symplectique
#-hermitienne associée a sa polarisation

<. > MxM-— 7Z,
La condition d’étre p"-quasi-principale signifie que
McM cp"MYcM®Q,
Le résultat est donc une conséquence du lemme qui suit. ]

Lemme 2.4.16. — Soit A une Zy-algébre qui est un Z,-module libre de rang fini, * une
involution de A, et B l'anneau Ag, muni de *® 1. Soit R une classe d’isomorphismes de
A-modules qui sont des Z, modules libres de type fini. SiM € R, et < .,. > M xM —
Zy, est un produit symplectique hermitien relativement a #, parfait sur le Q,-espace
vectoriel Mg, , nous noterons MY C Mg, le réseau dual. Soit N € N. Il existe un nombre
fini de classes d’isomorphismes de tels A-modules symplectiques hermitiens (M, < .,.>)
tels que la classe d’isomorphisme de M soit R et M C MY C p~NM.

Démonstration. — Soit n un entier vérifiant n > 4N + 2. Soit M un A-module dont la
classe d’isomorphisme est R. Il existe un nombre fini de structures de A/p"A-module
symplectique hermitien sur M/p™ M. Montrons que si < .,. >1 et < .,. >9 sont deux
structures symplectiques hermitiennes sur M vérifiant

vxayeM <T, Yy >1=<T,Y >2 [pn]

alors il existe un isomorphisme (M, < .,. >1) ~ (M, < .,. >3), ce qui conclura.
Soient donc deux tels produits < .,. >1 et < .,. >5. Nous devons montrer I’existence
d'un g € GL4(M) tel que

Ve,ye M < gx,gy >2=<gx,9y >1

sachant que, relativement & < .,. >y et < .,. >, MY C p~ VM.
Il existe u € End g, (Mg,) vérifiant

Va,y € Mg, <x,y>=<u(z),y>1

Notons * l'adjonction par rapport a < .,. >1 sur EndAQp(M@p). Désormais tous les
réseaux duaux seront pris par rapport a < .,. >1.
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On a 'égalité u* = u et

Var,y € M <u(x),y >=<z,y > [p"]
—  (u—Id)(M) cp"MY cp"NM

Cherchons un o € End 4 (M) tel que
ey e M < (Id+plElta) (@), (1d + plElla)(y) >e=< 2,y >1 [p™H]

Un petit calcul montre que si « est solution de

_u—1Id
[5]+1

o+«

p

et vérifie a* (M) C M, a conviendra. Or,

(u—Id)(A) Ccp" VM = (

la derniere inclusion résultant de

Vo € Endy (M) v (M) c p N M

n —1Id
car Vo € M v*(z) € MY C p~V M (Iappliquer & v = p7[§]+1+N (u[ﬂ]+1 > )-
p 2

Donc, comme n > 4N + 3, [g} —1—2N >1 ce qui implique (le 1 étant 1a pour le

%
a= % Ku[ﬂ]ﬁl> . (u{ﬂ}ﬁ) ] € Enda (M)
pt2 pt2
convient. De plus, Id +p[%]+10z € GLA(M).
Quitte a modifier < .,. >9 par cet automorphisme on peut maintenant supposer que
<z,y >1=< 2,9y >2 [p"T]
obtenir une suite d’éléments de GLp(V') convergeant vers un g tel que < ge, ge >o=<

cas p = 2) que

et rappliquer la méthode de résolution par récurrence pour

n

e, e >; (étant donné que le g construit précédemment appartient a Id+ p[2]+1End A(M),
la convergence est assurée). O

Appliquons maintenant le lemme 2.4.3 (encore valable pour M(pN)). On obtient donc

I'existence d’un nombre fini de J,-orbites dans M(pN)(l_ﬂ) tel que tout point soit a dis-
tance inférieure a ¢ d'une telle orbite.

Le cas (C) se traite de la fagon analogue au cas précédent en utilisant le lemme
2.4.16. O
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2.5. Espaces de Rapoport-Zink rigides

Nous noterons dans cette section M un espace de Rapoport-Zink associé a une donnée
globale non ramifiée D ou bien un espace de Rapoport-Zink associé a une donnée locale
non ramifiée simple. Si M est associé & une donnée globale D nous noterons V pour
V&®Qp, B pour BRQ, et Op pour O ® Zy. Si M est associé & une donnée locale nous
noterons Op pour Op. On fixe un réseau autodual Ag dans V. E C (QTP désignera soit
FE,, dans le cas d’un espace associé a une donnée globale, soit le corps réflex de la donné
locale dans le cas d’un espace associé & une donnée locale.

Définition 2.5.1. — Man désigne la fibre générique de M sur E au sens des espaces
analytiques de Berkovich.
On notera M la fibre générique de M au sens des espaces adiques ([28] et I'annexe

2.5.1. Torseur des périodes. — Si K|E est une extension de degré fini, a = €
M (K) = M(OF) est associé un groupe p-divisible X = X" sur Of d’isocristal
filtré
(VL, bU, 7\%1 (.%'))
ol 71 : M — Fé est la premiére composante du morphisme des périodes ([51])
Le module de Tate rationnel de X, V,,(X) est une représentation cristalline de Gx =
Gal(K|K) munie d 'une action de B et d'un produit symplectique B-hermitien

()

V(X)) X Vp(X) —— Qp(1)

dans lequel T},(X) est un réseau autodual.

On a alors :

Vp(X) =~ (Fil"Hom(V, Beris))?
ou V, est filtré par 71 (x) et Beps de fagon usuelle, et
VL = HOIHGK (‘/p(X)’ Bcris)

sur lequel bo provient du Frobenius cristallin ¢ sur Be,;s et 71(x) de la filtration de Bep;s
(confere [18]).

On s’intéresse alors a la variation du torseur des périodes le long de Man

M“”(E) S — IsomB_mOd,symp.(‘/I',(X;‘m”), V)

qui est un G-torseur non vide grace a la rigidification p.
D’apres [51] dans le cas qui nous intéresse (G%" est simplement connexe ) et plus
généralement grace a [60] et aux travaux de Colmez et Fontaine,

Théoréme 2.5.2. — Le torseur des périodes est constant, trivial sur M(E)

Remarque 2.5.3. — Dans le cas non ramifié auquel nous nous intéressons on peut
démontrer cela de facon encore plus directe de la facon suivante : V,(X) et V sont
isomorphes comme B-modules et contiennent tous deux un réseau autodual T,(X) et
Ag. Donc d’apres le lemme 7.2 de [42] ils sont isomorphes comme modules symplectiques.
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Remarque 2.5.4. — Plus précisément on a le résultat suivant : si u: G, Vo G /3,
et b € B(G) sont tels que (u,b) soit faiblement admissible, la classe de cohomologie de
ce G-torseur est

k(D) — 1 € HY(Qp, G) ~ mo(Z(G)N)P ¢ X*(2(G)")

ol k1 B(G) = X*(Z(G)") et p1 = R yiyr-

En particulier, si b € B(G,u) (c’est a dire (u,b) est faiblement admissible en un
sens plus fort qui tient compte des structures additionnelles), x(b) = p1 et la classe du
G-torseur est triviale.

2.5.2. Structures de niveau. — Au groupe p-divisible universel X %"/ M est associé
un groupe p-divisible rigide

(Xum'v)an — lim Xum'v[n]an

oll XUniv[p]an / AMan est, étale fini de degré p(X),
T,(X ") := (X [n]™),en est donc un Z,, faisceau analytique étale localement constant
sur des revétements étales finis, muni d’une action de Op et d’une polarisation

Tp(Xuniv) % Tp(Xuniv) _ Zp(l)
ol Zp(1) est le Z,, faisceau analytique (ppn )nen. Cet accouplement de faisceaux est parfait
au sens ou il induit un isomorphisme
Tp(Xuniv)v -~ Tp(Xuniv)(_l)

9]

D’apres la trivialité du torseur des périodes Vz € M“”(E) il existe un isomorphisme de
Op-modules symplectiques

Ao = T,(X;™")
Si K C Cp est un sous-groupe compact ouvert, on peut donc parler de structure de
niveau K sur Tp,(X“"") au sens suivant :

Définition 2.5.5. — Fixons un 2 € M(E) dans chaque composante connexe de M9,
Une structure de niveau K sur 7,(X“"") est un isomorphisme Vz de Op-modules sym-
plectiques

n: Ay — Tp(X2m)
tel que via n l'action de Wf”(/\;{‘m,x) se fasse a travers K agissant sur Ag. Un 7 étant
considéré modulo composition par un élément de K. On notera 7 sa classe.

Bien siir cette définition ne dépend pas du choix des x € M(E)
Une définition équivalente est la suivante :
La classe d’isomorphisme de T,(X“""*) comme Cp torseur est donné par un élément
de
HY (M, Co) := lim H'(M™,Cy @ Z/p"Z)
Dire qu’un systéme local est trivial équivaut a dire que cette classe est un cobord. De la
méme facon, une trivialisation modulo K d’un élément de

ZY(M™,Co) = lim Z' (M, Co ® Z/p"Z)
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est un élément g € CO(M?", Cy) modulo CO(M", K) tel que
¢ = cobord(g) modulo K
Dit d’une autre fagon, 7 : Ag — T,(X*"")[K] est donné par une famille compatible
Mt Ao/p" Ao — X[n]™" [K]
ot ¥n 3{U;}; un recouvrement étale de M et des isomorphismes
()i Mo/p" Ao — X[n]i),
tels que sur U; N Uj,

(n)ajv,nu; © (nn)EmUj € K(U; nU;) = K™Wint;)

Ay étant fixé, pour K C Cpy compact ouvert on définit une tour (Mg)x d’espaces
analytiques sur £ munis de morphismes de transition étales finis pour K C K’

HK,K’ : ./\/lK/ — MK

d’oubli de la structure de niveau. Ik - est galoisien de groupe K/K' si K’ < K.
Définition 2.5.6 ([51]). — My classifie les structures de niveau K sur T),(X“"?).

Nous noterons M} les espaces adiques correspondants.

2.5.3. Action se G(Q,) sur les structures de niveau. — La tour (MK)KCg(Qp) est
munie d’une action de G(Q,) décrite rapidement dans [51]. Donnons en une description
détaillée.

Si K C Cp et g € G(Qp) sont tels que g7 Kg C Cp il y a un isomorphisme

g: MK ; MgflKg
défini ainsi : si Y est un espace rigide quasicompact sur E, un élément de MrKig (Y) est
donné par un (X, p) € M(S) et un 7 tel que (X, p,77) € M7 (S™9) ot S/Spf(Op) est
un schéma formel admissible de fibre générique Y et
1t Ao = T,(X™) [K]
Etant donné que g 1Kg C Cp, le réseau g.Aq est stable par I'action de K et donc 1(g.Ag)
est stable par I'action du 7y de Y sur 7,(X"%). Il définit donc un groupe p-divisible rigide
X’ muni d’une quasi-isogénie X L X telle que via la composée
~ N1 ~ f«
0 A ®Q, —— V,(X) =5 V(X)
on ait o 1 (T,(X")) = g.Ao.

X' est de la forme X" /U ou U est un groupe rigide plat fini sur S et f est de la forme
p'qouq: X — X/U et n € Z. D’apres la version relative de la théorie de Raynaud,
apres un éclatement formel admissible S — S, U se prolonge en un groupe plat fini U/S.
Posons

X' = (X x58)/U
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et f X xg S — X'la quasi-isogénie p"q, ot ¢ : X XSS — X X S/U qui prolonge f
sur S. Munissons X’ de la rigidification

PiXxp 8 2L Xxox § L X xS

ce qui nous donne un (X, 5) € M(S). Quant & la structure de niveau 7 sur 7T, »(X),
n=mnog

au sens ou le diagramme suivant commute :

n1
g.AO > ‘/p(X)
g
Ao —+ Ty(X") s V,(X')

La fibre générique de S est Y et alors (W, 0, 7:]) € ./\>lg71Kg(Y) que ’on pose comme étant
égal & g.(X, p, 7).

Remarque 2.5.7. — Rappelons quesi z € M“"(M ) pour M \E une extension de degré
fini, il n’est pas nécessaire d’effectuer un éclatement formel admissible pour prolonger
notre groupe p-divisible sur Oy ce qui simplifie la définition de 'action de G(Q,) sur

les points Mg (E).

Rappelons également que VK Mg est muni de Paction de .J, prolongeant celle de
M commutant a celle de G(Qp) et compatible aux morphismes de transition.

Exemple 2.5.8. — Avec les notations du premier premier chapitre, si J # (), si
K=]]Kx]]EK,
el JjeJ

HMK 27,U'z HMK ]7“])

i€l jeJ
et 'action de G(Q)) se fait composante par composante.
SiJ=0etsi
K:mem
i€l
ot K; est un sous-groupe compact ouvert de Z,,
Mic(b, ) = T M, (b i) x Q) /K
inel

ol Q; /K est l'espace de modules des structures de niveau K; sur le module de Tate
Zp(1).
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Exemple 2.5.9. — Avec les notations de 'exemple précédent et en se placant dans le
cadre de I'exemple 2.2.9 (cas étale) :

M, (bi, i) = G(Q,) /K

De plus, Jp, = G(Q,) qui agit & gauche sur cet ensemble et G(Q,) agit & droite via les
correspondances de Hecke ensemblistes classiques.

2.5.4. Quelques propriétés des espaces de Rapoport-Zink rigides. —
Lemme 2.5.10. — Le schéma formel M est séparé sur Spf(O).

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que le sous-schéma formel localement fermé
y Ao o
M—— M x M
est une immersion fermée. Soit (X%, pu?) le groupe p-divisible universel muni de sa
rigidification p""*. Considérons les deux projections
v . D1 v
MxM—/M
b2
L’immersion A est alors défini comme étant le lieu défini par

p>{ (Xum‘v’ pum'v) ~ pg (Xum‘v’ pum'v)
ce qui est équivalent a dire que la quasi-isogénie

* _UNLY * _UNiv

o = pip"™™ o (pyp"™) T pp XM — pLXM

1

est un isomorphisme ou encore que « ainsi que o~ sont des isogénies. D’apres la pro-

position 2.9 de [51] il s’agit d’une condition fermée. O
Pour comprendre 1’énoncé qui suit il est conseillé de lire 'appendice E.

Lemme 2.5.11. — Pour tout K, [’espace analytique My est lisse de bord vide. Le
morphisme des pentes ity : M — F est étale. '

Traduit dans le langage des espaces adiques : l’espace adique M%g est lisse et partiel-
lement propre et le morphisme 71 est partiellement propre.

Démonstration. — Montrons les assertions sur les espaces adiques qui sont équivalentes
a celles sur les espaces analytiques.

D’apres le lemme précédent, MT est séparé. Pour voir qu’il est partiellement propre
il suffit donc de constater que les composantes irréductibles de sa fibre spéciale M sont

propres.

Les morphismes IIg ¢, : MY — M™ étant finis il en est donc de méme pour les
“rig
M,

On sait déja que le morphisme des pentes est étale au sens des espaces adiques (pro-
position 5.17 de [51]). Les espaces adiques Fod ot M™9 étant partiellement propres, le
mrophisme 7 est partiellement propre. O

Remarque 2.5.12. — Ces propriétés peuvent également se déduire de 'existence de
I'uniformisation de variétés de Shimura par les M.
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2.6. Cohomologie de Mg

Reprenons les mémes conventions sur M que celles énoncées au début de la section
2.5.

2.6.1. Lissité de ’action de J,. — Rappelons (section 6 de [3]) que si X est un
k-espace analytique le groupe des automorphismes analytiques de X, Aut(X), est muni
d’une structure de groupe topologique et que par définition un groupe topologique G
agissant par automorphismes analytiques sur X agit contintiment si le morphisme induit
G — Aut(X) est continu.

On déduit alors de la proposition 2.3.2 et du lemme 8.4 de [3] :

Corollaire 2.6.1. — Le groupe Jy agit continiment sur M.

Définition 2.6.2. — Nous noterons H? (/\>l K ®3Cp, Q) la cohomologie & support com-
pact f-adique de 'espace analytique Mg @ C, (confere 'annexe F).

Remarque 2.6.3. — Le lecteur de désirant pas lire 'annexe F pourra prendre comme
définition de H? (Mg ®p Cp, Qy)
lim lim HZ(U ®pC,, Z/1"Z) @ Qg
U n
ol U parcourt les ouverts relativement compacts de Mk

Cette espace de cohomologie est muni d’une action de J, x Wg de la fagon suivante :
l'action de Jj est celle induite par l'action sur My, I'action du groupe d’inertie de

Gal(F|E) est celle induite par action sur les coefficients C,, quant & I'action d'un Fro-
benius o de W elle est induite par la donnée de descente de Rapoport-Zink ([51])
a /\>l K — M%‘)
La cohomologie de /\;l%‘) ® C, s’identifie a celle de My ®pCyvialxo: Mg @ Cp —
M @ C,.
Etant donné que la donnée de descente commute & I'action de Jy, H (Mg @5 C,, Q)

est muni d’une action de J, x Wg. De plus, lorsque le niveau K varie, le systeme des
H} (Mg @ Cp, Q) est muni d’'une action de G(Qy) x J, x Wg.

Remarque 2.6.4. — La donnée de descente a n’étant pas effective, il s’agit vraiment

d’une action de Wg et non d’une action de Gal(E|FE).

Définition 2.6.5. — Afin d’alléger les notations nous noterons désormais
H2 (M, Q) := HS (Mg © Cp, Q)
et
H (M, Qp) := HE (Mg ® Cp, Q) @ Q¢

Lemme 2.6.6. — Il y a un isomorphisme HS(Mp,Qy) ~ HC'(M%‘L],Q()
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Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 2.5.11 et du théoreme 1.5 de [29].
O

Combinant le théoreme F.2.9 avec les corollaires 2.6.1 et 3.3.7 on obtient :

Corollaire 2.6.7. — Pour tout K, HE(MK,@K) est un Jp X Wg-module lisse pour
Uaction de Jy et continu pour l’action de Wg.

Exemple 2.6.8. — Plagons nous dans le cas d’une donnée locale étale ( exemple 2.5.9).
Alors,
N — 0sig#0
HI(M (b, 1), Qe :{ :
(M0 190 =1 e (G(,) /) si g = 0
et donc,
K

ou l'action de J, = G(Q)) se fait par la représentation réguliere gauche et celle de G(Q,)
par la représentation réguliere droite. L’action de Wg est ’action triviale.

2.6.2. Un lemme d’induction. — Soit A = Homz(X*(G)q,,Z). Le groupe J;, étant
une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi M de G, tout x € X*(G)q, se restreint a
M et se transfert & J, en un X € X*(J)q,. Notons

Ji= () kerlx]
XEX*(G)y,
ou
IXl:Jh —Z

= op(X(2)

Il y a une application ([51] 3.52)
wy, : p(Qp) — A
r =[x x()
Il y a également une application

Fo: M — A
Jy équivariante. 7o est essentiellement la hauteur de la rigidification p ([51] 3.52). Notons
A’ C A T'image de 79 sur laquelle J;, agit avec un nombre fini d’orbites.

Définition 2.6.9. — Pour tout i élément de A’ notons Mg? =50

On a donc
M = [T M
1EA!
décomposition de laquelle on déduit :
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Lemme 2.6.10. — 1l y a un isomorphisme

H (Mg, Q) ~ P c—Indjl;,H'( 9. Q)
ZGA//Jb

ou

= () ker(Xl)

XEX*(G)ap

. /oA . /
L’intérét de ce lemme est que lorsque b est une classe basique Jb1 = Jb1 a un centre
compact.

Remarque 2.6.11. — L’isomorphisme ci dessus est un isomorphisme de Jy-modules.
En fait, le groupe G(Q,) agit sur A. De méme, il y a une action de Wg sur A triviale
sur 'inertie de W et asociée au fait que la donnée de descente de Rapoport-Zink trans-
formant la rigidification p en p composée avec le Frobenius, elle change sa hauteur. 1l y
a alors un isomorphisme de J, x G(Qp) x Wg-modules

hi{l Hc.(/\;(Kan) = @ Ind{f} X G(Qp)x W) hm HZ (M KaQé)
K gGA/JbXG(Qp)XWE K

ot (Jp x G(Qp) x Wg)! est le sous-groupe de J, x G(Q,) x Wg agissant trivialement sur
A.

Lemme 2.6.12. — Soit b une classe basique. Si r désigne le rang semi-simple de Jp,
pour une représentation lisse w de Jy,, pour i > r

Ext}bflisse(Hg (MKv Qf)a 7T) =0
Démonstration. —
Eth]b—lisse(c - Indjbl Hg (M(O) ) @E)) ) EXtJl l1sse( g(M(O) ) Qf)a 7T)

Notons J = mxeX*(M) ker(X) qui est un groupe algébrique sur Q,, & centre fini. JP(Q,)<
Jb1 et Jb1 / J,? (Qp) est un groupe compact ce qui implique que si p1, p2 sont deux représentations
lisses de Jbl,
EXtJ1 lzsse(pl’pQ) = Eth]gflisse(pl’pz)Jg/Jg

(c’est une conséquence de l'exactitude du foncteur H°(.J}/JP(Q,), —) pour les coéfficients
discrets). Dans [56], il est construit pour toute représentation lisse d’un groupe algébrique
H sur Q, ayant un caractére central x sur ZIOLI, la composante connexe neutre du centre,
une résolution projective dans la catégorie des représentations lisses ayant x comme
caractere central sur ZY% de longueur inférieure a r.

D’ou le résultat. O
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2.6.3. Finitude. —

Proposition 2.6.13. — Supposons que b soit la classe basique. Alors, Vd € A,
v (6
HIM,Q0)
est un Jbl-module de type fini. De méme
HI(Mg, Q)
est un Jy-module de type fini.

Démonstration. — On vérifie en utilisant le théoréeme 2.4.5 qu’il y a un nombre fini
d’orbites de composantes irréductibles de M® sous laction de Jbl. Si Zq,...,Z; sont
des représentants de ces orbites, soit

U=ZzZ"U..--uzZ"
le tube au dessus des Z;, un ouvert analytique dans M . Notons encore U pour
—1 N
HK,CO(U) C Mg.
Le corollaire 3.2.4 implique que U s’identifie a un tube au dessus d’'un fermé dans

I'espace analytique associé¢ a une variété algébrique propre sur Op. Il résulte alors du
théoreme 3.3 (ii) de [29] que
dim@(Hg(U, Qy)) < +o0
Soit K C Jb1 le stabilisateur de U. C’est un sous-groupe compact ouvert. Considérons le
©1(0)
recouvrement (g.U)gerl/K de M}/ . ]
I1 lui est associé une suite spectrale de cohomologie de C'ech a support compact (I1.4.1)
concentrée en p < 0, dim(Sh) > ¢ >0:

Ef= P H{U(x),Q)= H (MY, Q)

ach}/K
|o]=—p+1

ouU(a) = ﬂ g.U.
gea
Cette suite spectrale est Jb1 équivariante ou
Vg€ Jy g HI(U(a),Qr) = Hi(9.U(),Qr)
Si a C J}/K notons
Ko=()9Kg™'

gea
Les espaces H(U(a),Qp) sont des K,-modules lisses puisque K, agit continiiment sur
U(«) d’apres le corollaire 2.6.1.
Récrivons ET? sous la forme suivante :

EPI = @ c— Indi(blaHg(U(a)a Q)
@es\(J/K) T

Montrons maintenant que

#{[a] € J\ (JL/K) T | U(a) # 0} < 400
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Pour cela, remarquons que si A est une union finie de composantes irréductibles de
ﬂ(é), {g € J}|g. AN A+# 0} est compact et que donc

Q={geJ!|gUNU # 0}

est compact et contient K.

Si [o] = [(Go,---,G-p)] € T\ (Jbl/K)ferl est tel que U(a) # 0 alors, Vi # 5 g; 'g; €
K\Q qui est fini.

Modulo l'action de J! & gauche sur les (—p+ 1)-uplets on peut supposer que g_, € K
et donc Vi g; € K\Q qui est fini. D’otu la finitude de I'ensemble.

On conclu donc que EV? est une somme finie d’induites compactes de représentations
de dimension finie et est donc une représentation de type fini de J). D’aprés [16] la
catégorie des Jbl—modules lisses est localement noethérienne (i.e. tout objet de type fini est
noethérien). On en déduit que H§+q(/\;l(5) , Qp) possede une filtration finie Fpr+q(/\>l(6) ,Qp)
a quotients de type fini et est donc lui méme de type fini. O

Corollaire 2.6.14. — Soit b la classe basique. Pour toute représentation admissible ™
de Jy, pour tous K,p,q

dim@Eﬂﬂ-lisse (Hg(MK,@),W> < 400

Démonstration. — La réciprocité de Frobenius donne un isomorphisme :
P
EXtJb lisse ( (MK’QE ) @ EXtJ1 lisse (HQ( K ’@E) W‘Jl)
(SEA/J()
La représentation v est encore admissible. On conclut alors grace a la proposition
précédente et le lemme qui suit en posant H = m ker(x) car
XEX*(G)
1
P 0 7 © () = Jy /H(Qp)
EXtJ1 lisse (Hg (MK ’ Qé)’ 7T|Jb1> EXt H(Qp)-lisse (Hg(MK ’ @E)’ ”\J§>
O
Lemme 2.6.15. — Soit H un groupe p-adique semi-simple, w1 une représentation lisse

de type fini de H et mo une représentation admissible. Alors,

Vi dim(Exty ... (71,m)) < 00

Démonstration. — w1 étant de type fini il existe une surjection
. _ind2 ,.
«: @c deipZ —» T
el

ou [ est fini, les K; sont des sous-groupes compacts ouverts et les p; de dimension finie.
La représentation de droite étant elle méme de type fini, ker(a) est de type fini (locale
noethérianité de la catégorie des représentations lisses de H ([16])) et on peut rappliquer
le processus pour construire ainsi par récurrence une résolution projective P* — m; de m;
telle que Vg P? soit une représentation de type finie de H. On conclut aussitot puisque
si p est de type fini et my admissible alors Hom g (p, m2) est de dimension finie. En effet,
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un morphisme H équivariant de p dans 7o est déterminé par I'image d’un nombre fini de
vecteurs de p engendrant p. Or une telle famille finie de vecteurs est contenue dans p"
pour un sous-groupe compact ouvert V et donc d’image dans 7r¥ qui est de dimension
finie. ]

Remarque 2.6.16. — Dans [56] ce lemme est démontré d’une autre fagon mais en
supposant de plus que 7 est admissible. Cette restriction est donc inutile.

Corollaire 2.6.17. — Soit b la classe basique. Supposons J, anisotrope modulo son
centre . Alors,

Wi e AVg  dimg HI(M, Q) < +oo

Remarque 2.6.18. — Supposons la classe b basique. On ne peut espérer mieux que la
proposition 2.6.13 dans le cas ou J, n’est pas anisotrope modulo son centre. En effet,
on pourrait penser que H? (/\;((Ig),@) est un Jbl—module de longueur finie. Mais cela est
faux comme le montre ’exemple étale (exemple 2.6.8).






CHAPITRE 3

UNIFORMISATION DES VARIETES DE SHIMURA
DE TYPE P.E.L.

L’uniformisation des variétés de Shimura se décompose en plusieurs étapes :
— stratification de la fibre spéciale selon la classe d’isogénie du groupe p-divisible muni
de structures additionnelles
— raffinement d’une strate en classes d’isogénies ¢ de variétés abéliennes munies de
structures additionnelles
— classes d’isomorphismes dans une classe d’isogénie :
— en p grace a l'espace Mk,
— hors p “tout est étale” et il s’agit d’une description de réseaux munis de struc-
tures de niveau c’est & dire d’éléments de G(A%)/K,
Certaines de ces étapes apparaissent dans le comptage des points des variétés de
Shimura sur les corps finis.

3.1. Stratification par la classe d’isogénie du groupe p-divisible

Reprenons les notations globales du premier chapitre.

Soit Sgr = Skr X0 5, kol k désigne ici le corps résiduel de E,. Soit A/S le schéma
abélien universel.

Grace au théoreme de spécialisation des cristaux de Grothendieck généralisé dans
[52], le schéma S est stratifiée par le polygone de Newton du cristal muni de structures
additionnelles R f,,;5:O 4.

Plus précisément, si b € B(Gg,, 1g,)

S(b) = {x € S(k) | (H1cris(Az, W (k)q), F) = (Vg, @ W(k)g,b© o)}

(isomorphisme étant pris au sens des isocristaux munis de structures additionnelles).
L’ensemble S(b) est I'ensemble des points géométriques sous-jacents & un sous-schéma
localement fermé réduit de S encore noté S(b). On a la stratification

5= I S

beB(Gay i)

IT 5

Newt(b)>P

et si P est un polygone fixé
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est fermé dans S.

Deux strates se distinguent particulierement :

— la strate basique qui est fermée et est associée a la classe basique de B(Gq,, ,u@).
Son polygone de Newton est maximal

— la strate p-ordinaire associée a I'image via B(T) — B(Gg,) de figr € B(T) d_e
polygone de Newton minimal dans B(Gq,, ,u@). Elle est ouverte et dense dans S

([58])

Citons :
Conjecture 3.1.1. — On a l’équivalence suivante S(b) # () < b € B(G, i)

(La conjecture est pour 'implication de la droite vers la gauche, I'implication de la
gauche vers la droite étant la généralisation du théoréeme de Mazur). Nous montrerons
de tout facon plus tard que la strate basique est non vide, ce qui est suffisant pour les
applications que nous avons en vue dans cette these.

3.2. Uniformisation de Rapoport-Zink

Fixons un point base x € S(k). Le théoreme de Serre Tate permet d’uniformiser S
“verticalement” au dessus de x c’est a dire sur un voisinage formel de x :

sz} ~ : { déformations par isomorphismes du groupe p-divisible muni de structures
additionnelles A, [p*] }.

Nous voulons uniformiser une plus grande partie de la strate qu’un point, c’est pourquoi
on déforme le groupe p-divisible non plus par isomorphismes mais par quasi-isogénies
grace a l'espace M(DQP, b).

Soit ¢ la classe d’isogénie du triplet (A, A, ¢) et

I? = Aut(Ag, A, o)

un groupe réductif sur Q. Notons b € B(GQP,,U,@) la classe associée a ¢ et M =

M(Dg,,b) I'espace de Rapoport-Zink associé.

A ¢ est alors associé un ensemble S(¢) de sous-schémas fermés projectifs de S(b);
(confere le théoréme 6.23 de [51] pour la définition de S(¢) ot cet ensemble est noté 7)
tel que

S(¢)(k) = {y € S(b)(k) | la classe d’isogénie de (Ay, A\ 0) €0}

Le théoréme 6.23 de [51] affirme alors qu’il y a un isomorphisme de schémas formels

sur Spf(Op) :

y ~ A
0 : 1°(Q)\ (M x G(AD)/K?) = (Sk» B0, Op) 3
ou l'application d’uniformisation est définie en tordant le triplet (A, A, ¢) par une déformation
par quasi-isogénie de (A;[p>], A, ¢) et en tordant la structure de niveau nP par un élément
de G(A%)/KP.
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L’action de I ¢(Q) sur M se fait & travers Jp par action de [ ¢(Q) par quasi-isogénies
sur (Az[p*>], A, ¢) ce qui donne une injection

I°(Q) — Jy

et sur G(A%) via l'action d’un élément de I?(Q) sur le module de Tate Hi(Az, AY) ce
qui donne une injection

1?(Q) — G(A})
Lorsque KP varie les différents isomorphismes d’uniformisation sont compatibles et

commutent & l'action de G(Ay) (et donc aux correspondances de Hecke hors p) en un
sens évident.

3.2.1. Quelques propriétés de I’isomorphisme d’uniformisation. — Soit (y;)icrs
un ensemble de représentants des orbites de I?(Q) dans G(A%)/KP, cest a dire

G(A})/K? =T 1%(Q)i
i€l
Pour tout 7 € I notons I'; = Stab 19(Q)Yi que I’on verra comme un sous-groupe de Jp.
L’isomorphisme d’uniformisation se récrit alors :

[TrAM =5 (kv @ Op) 50

iel
Définition 3.2.1. — Appelons C l'ensemble des sous-groupes I' C J, de la forme
I9(Q) N (J, x KP) pour KP C G(A%) tel qu'il existe un g € G(Al;),ngg*1 soit suffi-
samment petit.

Les groupes I' € C sont exactement les groupes I'; qui interviennent dans les mor-
phismes d’uniformisation ci dessus lorsque K? et (y;); varient.

Lemme 3.2.2. — Les éléments de C vérifient :
— Tout élément I' dans C est discret sans torsion dans Jp.
- VI'1,I's € C Ty et I'y sont commensurables.
- VA C Jp fini il existe ' € C tel que TN A= 0.

Démonstration. — Le fait que I' soit discret et sans torsion est démontré lors de la
démonstration du théoreme 6.23 de [51].

La commensurabilité résulte de la commensurabilité des KP C G(AI}) compacts ou-
verts.

Quant & la derniére propriété, c’est une conséquence du fait que si £ # p, [?(Q) —
G(Qy) et G(Qy) est séparé au sens o pour tout sous-ensemble fini A de C G(Qy) il existe
un sous-groupe ouvert de G(Qy) ne rencontrant pas A. ]

Rappelons également :

Proposition 3.2.3 ([51]). — Pour tout ouvert quasicompact U dans M, pour tout
groupe T' dans C, l’ensemble {y € T | Uy NU # () } est fini, et T'\ {Id} n'a pas de
point fixe dans M.
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Le groupe I' agit donc en quelque sorte de fagon proprement discontinue et sans points
fixes sur M, comme c’est le cas pour les groupes arithmétiques uniformisant les points

complexes des variétés de Shimura et agissant sur les domaines symétriques hermitiens
X =GR)/Kw.

Corollaire 3.2.4. — Tout ouvert quasicompact U dans M est isomorphe au complété
formel d’une variété quasi-projective sur O le long d’un sous-schéma fermé de sa fibre
spéciale.

Démonstration. — D’aprés la proposition précédente et le lemme 3.2.2 il existe I' € C

tel queVge I UnNU = 0.
On peut insérer I" dans des (I';);er uniformisant S. Considérons alors le composé
¥ N NV
U—sM—T\M < HFZ\M — S50
i€l

/\~ .

/5(¢)

image par ce composé ne rencontre qu’un nombre fini

qui induit une immersion ouverte de U dans S L’ouvert U étant quasicompact, la

fibre spéciale de I'ouvert de S;\g @)

d’éléments de S (¢). Cet ouvert s’identifie donc au complété formel de S le long d’un
ouvert d'une union finie d’éléments de S(¢), i.e. un ouvert d'un fermé de S. Le schéma
S étant quasiprojectif on en déduit le résultat. O

Corollaire 3.2.5. — Pour tout T' élément de C le morphisme M — I‘\M est étale
(i.e. adique et formellement étale) et le morphisme d’uniformisation est étale.

Démonstration. — 11 faut montrer que le morphisme M — I‘\M est adique puisqu’il
est clairement formellement étale. Il suffit de montrer que ce morphisme est adique en
restriction a tout ouvert quasicompact de M. Soit U un ouvert quasicompact de M.
Choisissons un sous groupe I'' C T" tel que IV € C et Vy € IV \ {Id} ~UNU = 0.
Décomposons V'application U — M/T" en

J

U< MLy

M/T
Si I'on choisit T/ C T tel que T soit de la forme I?(Q) N (J, x KP) et T’ de la forme
I9(Q) N K? pour K? ¢ KP?, on a un diagramme commutatif

> / A
M )5

y A
MIT = (k) 54)

L’application de droite étant étale on en déduit que 7 ’est. Le morphisme p o j étant
une immersion ouverte cela conclu la démonstration. O
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Lemme 3.2.6. — L’inclusion I¢(A’;) C G(A?) est un homéomorphisme sur son image.

Démonstration. — L’existence d’un isomorphisme de B ® A?—modules symplectiques

~

n:V® AI} — Hl(.Ax,AI})
implique que la ZP structure sur G(A%) est la méme que celle induite sur [ ¢(AI}). O

Remarque 3.2.7. — Se donner un isomorphisme 7 comme dans la démonstration précédente
est plus fort que se donner V£ # p un isomorphisme V ® Q, — H1(Az, Q). C'est ce qui
fait marcher le lemme précédent.

Lemme 3.2.8. — Pour tout élément I' dans C, le groupe I' est cocompact dans I¢(Qp).

Démonstration. — Le groupe réductif I® est anisotrope modulo son centre et I?(R)
est compact modulo son centre. On en déduit que si K/ C I ¢(A ) est un sous-groupe
compact ouvert I’ensemble
IYQ\(A)) /K’

est fini.

L’inclusion I?(A §) = Jp X G(AI}) étant continue, si K est un sous-groupe compact
ouvert de J, X G(AI}), le groupe K NI?(Ay) est compact ouvert dans I¢(Ay).

Si T" est un élément de C, il existe un sous groupe compact ouvert K? dans G(AI}) tel
que I' = I?(Q) N KP. Si K, est un sous-groupe compact ouvert de 1%(Q,) et si l'on pose
K' = K,,.(K? N I?(A%)), alors I'inclusion

T\I?(Qp)/ K}, — I*(Q\I?(Ay) /K’

montre que ’ensemble de gauche est fini. O

3.2.2. Le cas de la strate basique. — Supposons dans cette section que b = by est
la classe basique de B(Gq,, ,u@).

D’apres [51](6.34) on a alors :

— L’ensemble {¢ | b(¢) = by} est fini

~ V¢ b(¢) = by, I? est une forme intérieure de G

—I19(Qp) = Jup, Y # p I?(Qe) = G(Qe) et donc I?(Af) = Jp x G(A%}) (comme

groupes topologiques d’apres 3.2.6)

— I?(R) est la forme intérieure compacte modulo le centre de G(R)

— Le lemme 3.2.8 implique alors que VI € C T est cocompact dans J,,

Dans le cas (A) et (C) de [41] que nous considérons on a en fait mieux :

Proposition 3.2.9 ([41],[51]). — Le nombre de classes d’isogénie ¢ intervenant dans
la strate basique est égal a |ker'(Q, G)].

De plus, pour toutes ces classes d’iosgénie ¢ les groupes I? sont isomorphes sur Q et
il existe des isomorphismes compatibles avec les isomorphismes I¢(Af) ~ Jy X G(A?).

Démonstration. — Il résulte du lemme 6.28 de [51] que les classes d’isogénie de la strate
basique sur un corps fini Fj,» sont associées & un méme triplet (v9,7,d) de [41]. Le reste
de la proposition se déduit de [41]. O
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Corollaire 3.2.10. — On a alors une uniformisation de la strate basique :

[T 2@\ (MxGAD/E?) =5 (Sk0) 5
ker!(Q,G)

ot I¢(Q)\G(AI})/K1’ est fini.

3.3. Uniformisation rigide

Revenons au cas d’un b quelconque.

Lemme 3.3.1. — Pour tout I" dans C il y a un isomorphisme
P 2 ()

Démonstration. — Si Uest un ouvert quasicompact de M, soit IV < T', I € C choisi tel
que Vv € IV \ {Id} ¥.UNU = 0 et tel que le morphisme I"\M — '\ M soit étale fini
galoisien de groupe I'/T".
Notons p’ : M — T"\ M, p: M — T'\M les projections et V = p~ ' (p(U)) = UyerU.y.
Etant donné que I" est d’indice fini dans I, p/(V) est quasicompact. Le morphisme
p' (V) — p(U) est galoisien de groupe I'/T” ce qui implique que

pU)™ = (T/T)\p' (V)™

De plus, p/ (V) = I"\V au sens ou p'(V') est le schéma formel recollé des (7.U)er le long
des v1.U Nv'42.U pour 71,72 € T' et 7/ € I'. Donc p/(V)?" est I'espace analytique recollé
des domaines analytiques fermés v.U" le long des fermés analytiques ;.U N7/ ~vo. U™,
Cela implique que IV\p/ (V)" = Von,

Au final,

p(U)™ = (T/T)\p/ (V)™ = (T/T)\I\V*) =T\V*"
Ecrivant M comme union croissante de tels U on obtient le résultat. U

Soit maintenant ¢ une classe d’isogénie comme dans la section 3.2 et S (¢) la famille
de sous-schémas fermés de S} associée. Notons S%» le complété p-adique du schéma
Skr X0y O} et Shy kp Uespace analytique sur E associée A la variété algébrique Sheyrr®
FE. 1l y a une immersion

(Sg»)™™ — Shighe,
qui est un domaine analytique fermé égal a tout Shi -, lorsque S est propre ce qui est
le cas si Endg(V') est une algebre a division sur F' ([42]).

Le morphisme de spécialisation

sp: (Skp)™™ — Sk
est défini sur ce domaine analytique. Si le schéma S n’est pas propre les points de
Shilhc, \ (Sgr)®" se spécialisent sur le bord de la fibre spéciale d'une compactification de
S. Dit en d’autres termes, les points géométriques de (S%,)*" sont les points géométriques

r de Shil}c, ou la variété abélienne A, muni de ses structures additionnelles a bonne
réduction.
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Définition 3.3.2. — Nous noterons
an
ShE o (6) = ((Sxn))5.,)
la fibre spéciale du schéma formel complété de S le long de S(¢).

Cest le tube au dessus de S(¢) au sens suivant :

VZ € S(¢) (8)7)™" = sp ~1(Z) est un domaine analytique ouvert dans (S). L’es-
pace analytique Shif, (¢) est alors I'espace analythue recollé des ouverts sp~1(Z), Z €
S(¢) le long des sp~(Z1) N sp~Y(Zy), Z1,%Z2 € S(¢). On a donc que She v () est
Pouvert analytique de ($)* union des sp~1(Z), Z € S(¢).

Remarque 3.3.3. — En fait, on a mieux car les Z € S (¢) sont des variétés projectives
et on en déduit que Sh¥! x»(¢) n’est pas seulement ouvert dans (S”)*" mais aussi dans

Sher gp-
Remarque 3.3.4. — A part pour la strate basique,

H Sh&kr(9)  sp™(S(0))
0.0

Par exemple, un point de spfl(g(b)) se spécialisant sur le point générique d’une compo-
sante irréductible de S(b) n’appartient pas au membre de gauche pour b différent de la
classe basique.

Définition 3.3.5. — Si K, C Cp, K = K, K” nous noterons
ShiZ(¢) = T, o i (S sen (9))

un ouvert analytique de (Shg);"
On a alors le théoréme suivant combiné de I'uniformisation formelle et du lemme 3.3.1 :

Théoréme 3.3.6. — [51] Pour K = K,K? variant il y a des isomorphisme compatibles
d’espaces analytiques sur F

@)\ (M, x G(AR)/K?) = SIGE(9)

Corollaire 3.3.7. — Pour tout K, MKP est un espace analytique quasi-algébrique
(anneze F.2.1).

Corollaire 3.3.8. — Pour tout I' dans C le morphisme MK — F\/\;IK est un iso-
morphisme local d’espace analytiques.

Démonstration. — Soit z € M. D’apres le corollaire précédent, x posseéde une base
de voisinages formée de domaines affinoides. De plus, si sp(z) € Z une composante
irréductible de M, Z est un voisinage de x vérifiant

{y€eT |7.Z2"NZ"} est fini

x possede donc une base de voisinages affinoides B tels que VV € B {y € ' | 4. VNV # 0}
soit fini. Rappelons également que I' \ {Id} n’a pas de points fixes dans Moan,
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Soit done V' € B fixé et

{n... et ={y e\ {Id} | .V NV #0}
Alors,
Vie{l,....dt () WnuW=0
WeBWcCV
car x n’est pas un point fixe de ~;. Par compacité des W € B,

Vi, AW; € B, W; N~ W; = 0

Alors, W/ = ﬂle W; est un domaine affinoide voisinage de x vérifiant Vy € T'\{Id} W'N
YW =0 et W T\M, O

Corollaire 3.3.9. — Le morphisme d’uniformisation
M, x G(A})/KP — Shi ()

est un isomorphisme local.
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CHAPITRE 4

SUITE SPECTRALE DE HOCHSCHILD-SERRE

4.1. Suite spectrale de Cohomologie de Cech équivariante

Nous adoptons les notations de I'appendice F sur la cohomologie £-adique des espaces
analytiques.
Soit k£ un corps valué complet non archimédien.

Définition 4.1.1. — Nous dirons qu’un k-espace analytique est de dimension finie sur
kst dim(X) + edy(k) < 4o0.

Proposition 4.1.2. — Soit X un espace analytique de dimension finie sur k muni
d’une action d’un groupe G a gauche, soit (U;)icr un recouvrement ouvert localement
fini de X stable par laction de G et soit F € Ne — Fsc/x,, muni d’une action de G com-
patible a celle sur X. Il existe alors un complexe borné (Z°®) de faisceaux de A-modules sur
Xet, muni d’une action de G (compatible a celle sur X ) comme compleze de faisceau,
et un complexe double

cri= P TU(a)1?
@241

ou Ula) = ﬂ U;, ot CP9 — CPAHL est induit par T¢9 — 9, qui est muni d’une
action de Glevoéa les morphismes
Vge G g :Te(U(a),ZI%) — Te(U(a).g, 1)
tel que la suite spectrale G équivariante associée a la filtration par les ligne soit
Ef=cr EV'= @ H{U(a),F)= H'(X,F)
acl

|a|==p+1
ou l'action sur H§+q(X, F) est celle induite par Uaction de G sur F.
Démonstration. — Par définition une action de G sur F est la donnée de morphismes
VgeG ¢oF 2L F
se composant de facon naturelle :

Vg1,92 € G ag, 0 95%1 = Qg9
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et vérifiant o, = Id. De tels morphismes sont nécessairement des isomorphismes et
Qg1 (g71)*F — F est adjoint l'inverse de o, via Dégalité (¢71)*F = g.F.
Si U est un ouvert de X et g un élément de G, le morphisme

g : RO(U, F) — RI.(9.U, F)

est défini de la fagon suivante : a,-1 définit par adjonction un morphisme u : F —
(g7 1)« F et gy est la composé

RT.(u)

R, (U, F) RT (U, (g~1),.F) —= RT.(g.U, F)

Cela définit bien une action a gauche au sens ou (g192)1 = g11921.

Si Z* est un complexe d’injectifs dans A — Fsc/x,, représentant R, (F'), Paction de
G sur F induit une action de G sur R, (F) dans D" (X¢, A) et donc une action sur le
complexe Z* a homotopie pres au sens ot Vg € G on a un morphisme de complexes
By 1 g*I° — I* tel que By, 4, soit homotope a By, © 9508, -

Pour avoir une vraie action nous allons nous placer dans une catégorie de faisceaux
plus petite.

Définition 4.1.3. — Si Y est un espace analytique muni d’une action de G, nous
noterons Ae — G — Fscyy,,, resp. A — G — Fsc)y,, la catégorie des faisceaux A-adiques,
resp. de A-modules sur Y munis d’une action de G compatible & celle sur Y. Nous
noterons D (Y, Ae — G), D(Yy, A — G) les catégories dérivées associées.

Les catégories Ag — G — Fsc )y, et A — G — Fsc)y,, sont des catégories abéliennes A
linéaires. Si 'action de G sur Y est triviale, elles coincident avec Aq[G| — Fsc )y, , resp.
A[G] — Fscyy,,, les catégories de faisceaux de A[l']-modules.

Définition 4.1.4. — Notons
te: Ne =G = Fscy,, — Ao —TFsc)y,
LiN—G—Fscry, — A—TFscpy,
les plongements canoniques, et
%*:A.—G—}"sc/yét — A—G—]-"sc/yét
(F)a — lm F,
Lemme 4.1.5. — Les catégories Ao —G —Fsc)y,, et A—G—Fsc)y,, possedent suffisam-

ment d’injectifs, les foncteurs i et L sont exactes et envoient suffisamment d’injectifs
sur des injectifs.

Démonstration. — Les foncteurs te et ¢ possedent un adjoint a droite :
gr— Ind?g = H e
geG

Soit alors H un objet de Ae — G — Fsc )y, (resp. de A — G — Fscyy,, ). Si(H) = Zou T
est un injectif (resp. teH < T), on a une injection H < Ind¥(Z) et le membre de droite
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est un injectif puisque [ nd%v possede un adjoint & gauche. On en déduit que nos deux
catégories possedent suffisamment d’injectifs. De plus ¢(Ind§ (Z)) (vesp. te(Ind{ (T))) est
un injectif et donc tout objet de I'une de nos deux catégories se plonge dans un injectif
d’image un objet injectif par ¢ (resp. te), d’ott la seconde assertion. U

Lemme 4.1.6. — On a une éqgalité

toR7, = Ry, 0 te

Démonstration. — Cela résulte de 1’égalité 1 o T, = 7, 0 Lo, du lemme précédent et de
I'exactitude de ¢. O

Appliquons maintenant cela a F € Ag — G — Fsc/x,, :
URT.F) = Rryte(F)

Il existe donc un complexe d’injectifs 7® dans A — Fsc,x,, out 29 = 0 pour ¢ << 0 et Z°*
est muni d’une action de G tel que Z® ~ R, (F) comme objets de la catégorie dérivée
munis d'une action de G.

Rappelons que RI', = RI'joR7, (lemme F.1.5) et que donc la cohomologie du complexe
de A[G]-modules I'.(X,Z*) calcule H®(X¢, F) muni de son action de G.

X étant de dimension finie sur k, H?(X,F) = 0 pour n >> 0 et donc, quitte a rem-
placer Z°® par 7<4Z° pour d >> 0 on peut supposer que le complexe Z°® est borné.

Lemme 4.1.7. — Si f : U — X est étale, la cohomologie du complexe FC(U,I"U)
calcule H2(U, Fiiy). Cest en particulier le cas si U est un ouvert de X.

Démonstration. — Nous noterons
f* Ao — ‘;ESC/Xét — Ao — ‘;ESC/Yéc

qui est exact et possede un adjoint a gauche ((Gn))n — (f1Gn)n-
7y 0 f* = f*om,, donc Rm, o f* = f* o Rm,. 0

Nous pouvons maintenant appliquer SGAIV,XVII 6.2.10 pour obtenir des résolutions
simpliciales :
Ve<(0 J*= EB eqenIl — 11

aCl
|o|=—e+1

ou e, : U(a) — X. Ces résolutions simpliciales sont celles associées au couple de fonc-
teurs adjoints :
VIVE (H Ui)ee — Xa
el
ot j : [[;c; Ui — X (confere [31] par exemple).
J*® est un complexe double muni d’une action de G :

JPd — @ Jpa

aCl
la]=—p+1
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et I'action de G se décompose sur les composantes en des morphismes
Vge G g"Jhd — JB1
Le complexe double

CP1=T\(X,JP?) = @ DU (@) Zjp (o))

aCl
lo|=—p+1

convient alors car d’apres le lemme 4.1.7 on a
EM= P HIU(), Fuw)

aCl
la]=—p+1

O

On peut montrer (nous n’aurons pas besoin de cette proposition) en utilisant des
résolutions par des faisceaux discrets comme dans [24] :

Proposition 4.1.8. — Sous les mémes hypothéses que précédemment, supposons de
plus X quasi-algébrique, F localement constant, ¥Vi U; est un ouvert distingué et ’action
de G sur X est continue. On peut alors trouver un complexe double comme précédemment :

P4 — @ P

aCl
la]=—p+1

tel que Voo CH? soit un Stabg(U(a))-module lisse.

4.2. Suite spectrale pour ’action d’un groupe discret

Soit X un espace analytique de dimension finie sur k, I' un groupe discret agissant sur
X de telle maniére que Vo € X 3U un voisinage de x tel que Vy € I'\ {Id} ~.UNU =
(). Le faisceau I'\X sur le grand site étale de k est alors représentable par un espace
analytique obtenu par recollement de tels ouverts (utiliser [2] 1.3.2,1.3.3).

Soit une extension de degré fini L|Qy, V un L-espace vectoriel de dimension finie et
p : I' — GL(V,) une représentation continue pour I' muni de la topologie profinie et
GL(V,) de la topologie ¢-adique.

Le morphisme p : X — I'\ X étant un isomorphisme local il est associé a p un faisceau
étale L-adique localement constant F, sur I'\X : si M C V, est un Of, réseau stable
par I', Vn p, : I' — GL(M /w} M) se factorise par un sous-groupe d’indice fini I';, <T°
et F, = (Fn)n ®0, L ot Fy, est trivial sur I',\ X (qui est étale fini au dessus de I'\ X)
associé a la représentation

79T\ X) — T,\I —22 GL(M/w} M)

Théoréme 4.2.1. — 1. Soit F un faisceau L-adique étale sur T\X. Il y a une suite
spectrale convergente

EYY = Bxt! (H;“(X,p"F), 1) = H; P*O(T\X, F)*
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2. Il y a une suite spectrale convergente

qu _ ExtI? (qu(X, L)’ﬁ) _— Hg(erq) (F\X, fp)*

[

Démonstration. — Commencgons par remarque que 2) se déduit de 1). En effet, il y a un
isomorphisme de faisceaux munis d’une action de I

ou V, désigne le faisceau constant muni de l'action de I' via p. Donc
HI4(X,p"F) ~ H(X, L) ® p

comme I'-modules. Si M et N sont deux L[I'-modules il y a une formule d’adjonction
(puisque L est un corps)

Extf\(M ® p, N) ~ Ext}.(M,p® N)

Qui montre donc que 1) implique 2).

Passons donc maintenant & la démonstration de 1).

La démonstration consiste & écrire un complexe de cohomologie de Cech & support
compact dont la cohomologie calcule la cohomologie a support compact de X a coeffi-
cients dans p*F dans la catégorie dérivée bornée des complexes de L[I'] modules, et &
identifier 'image par le foncteur RHomr(e, 1) de cet objet avec le dual d’un complexe
de cohomologie de Cech & support compact dont la cohomologie est la cohomologie &
support compact de I'\ X & coefficients dans F.

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de X par des ouverts vérifiant
Vi£jU #Ujet Vye T\ {Id} UnyNU, =0

Nous travaillerons parfois directement avec des faisceaux L-adiques et des faisceaux
de L-modules pour ne pas alourdir les notations. Le lecteur effrayé pourra travailler avec
des faisceaux O adiques comme précédemment et tensoriser par L dés qu’il verra un
H?.

Soit G € Or,4 — .7'-"sc/Xét tel que F = G ® L. Considérons

R7.G € DT((I'\X)g, Or)

et soit Z*® un complexe de faisceaux de L-modules injectifs représentant (Rm.G) ® L.
Tronquons Z°® de telle maniere que si I'on note encore Z°® le tronqué, la cohomologie
du complexe I')(I'\ X,Z®) calcule H2(T'\X,F). p étant étale, p*Z*® est un complexe de
L-modules injectifs qui est muni d’une action de I'. De plus, d’apres la démonstration
du lemme 4.1.7

p*(Rm.G) = Rt (p* F)
ou rappelons que 7 est I'équivalent de 7 mais pour les faisceaux munis d’une action de I'

compatible & celle sur X. Donc, la cohomologie du complexe I'| (X, p*Z*) muni de 'action
de I' déduite de celle sur p*Z*® calcule H? (X, p*F) comme I'-module.
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Considérons le complexe double de cohomologie de Cech & support compact (confere
la démonstration de 4.1.2) associé a p*Z*® et au recouvrement (U;.y)icrer de X :

crt = P T(U(a),p T
aCIxI
la]=—p+1
ou U« ﬂ U;.y.
(i,7)€a

Le groupe I' opére sur C'*® via les morphismes
Vyel Ty(U(a),p*T?) —= I\(U(y.a),19)
ol pour un vy l'application o + .o est définie grace a ’hypothese Vi # j U; # U;.
On a alors I'isomorphisme de I'-module
H"(Tot®C**) ~ H"(X, p*F)
Posons pour un entier p
={aCcIxT||aj=—-p+1}

sur lequel I' agit a gauche via la seconde composante. Remarquons maintenant :
Identité fondamentale :

Pl = EB c-Ind} Ty(U(a), p*Z9)
e\ P,

Il résulte de cette identité que TotPC*® est un complexe de projectifs dans la catégorie
des L[I'J-modules et que donc, si F' désigne le foncteur contravariant exact a gauche
Homp(—, 1),

R"F(Tot®C*®) ~ H™"(F(Tot®C**))
ou R™F désigne I'hypercohomologie de F. Quant a la seconde suite spectrale d’hyperco-
homologie elle donne :

P = RPF(H Y(Tot?C**)) = RPTIF(Tot®C**)
or, on sait déja que
RPF(H?(Tot®C**)) = Ext}! (H,9(X,L),1)
Il reste donc & montrer que H™(F(Tot®C*®)) ~ H*(T'\ X, F).

Le complexe F(Tot®C**) est le complexe simple associé au complexe double Homp(C*®, 1).
Montrons que Homp(C*®®, 1) est isomorphe au dual du complexe double de cohomolo-
gie de Clech & support compact associé & Z* et au recouvrement (p(U;))icr de T\ X qui
calcule H2(T'\ X, F), ce qui conclura.

Notons C, un ensemble de représentants de P, modulo I'. D’apres I'identité fonda-
mentale et la réciprocité de Frobenius pour les induites compactes

*

Homp (CP7,1) = | €D I\(U(a),p*19)

acCy
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C’est le complexe double associé au complexe de complexes cosimpliciaux dual du com-
plexe de complexes sipmliciaux associé aux applications

Va € Cp1VB € Cp fap: T1(U(e),p™T?) — TW(U(B),p*17)

ou fo 3=y sl existe vy € I' v.a C B et fo 3 = 0 sinon.
Le complexe de cohomologie de Clech & support compact associé a Z® et (p(U;))ier
est :

Bri= T |[()pU),1°

BCI i€
[Bl=—p+1 s

On vérifie en utilisant que Vi Vy € I'\ {Id} U;.y NU; = 0 que si

§:6, — {BcI||pl=-p+1}
{(iOa’YO)a"'a(i*p”Y*p)} L — {'L'O,...7Z',p}
alors,

vacT (e =[] pU(x)

iEﬁ a€eCp
§(a)=p

et que donc

B = @ Di(p(U (), 77)

acCyp
or pu(a) : U(a) = p(U(a)) et donc
D(p(U(e)), %) — T\(U(a),p"T*)
d’ou 'isomorphisme
Homp(C**,1) ~ B**

(on vérifie facilement, par exemple au niveau des complexes simpliciaux, que les appli-
cations de bord sont les mémes) O

Remarque 4.2.2. — (Indépendance du choix du recouvrement)

La suite spectrale construite dans le théoreme précédent semble & priori dépendre du
choix d’un recouvrement (U;);c; de X vérifiant Vi € I Vy € T'\ {Id} U; N~.U; = 0. Si
U désigne un tel recouvrement notons EP4 (U) la suite spectrale associée. Si U et V sont
deux tels recouvrements on peut toujours trouver un troisieme recouvrement W plus fin
que U et W vérifiant ces hypotheses. Si de plus V est plus fin que U il a un isomorphisme
de suites spectrales (pour r > 2)

EPIU) —~ EP(V)

associé (il s’agit d’'un morphisme naturel défini au niveau des complexes de cohomologie
de Ceech & support compact qui induit un isomorphisme puisque c’est le cas au niveau des
E%?). Ces isomorphismes se composent de fagon naturel. On a donc un systéme inductif
de suites spectrales (EXY(U))y ot U parcourt des recouvrements vérifiant les hypotheses
ci dessus et ot U < V si V est plus fin que U. Les morphismes de transition sont des
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isomorphismes et si I'on veut une définition canonique ne dépendant pas du choix d’un
recouvrement on peut poser
EP? = lim EPY(U)
u
Remarque 4.2.3. — La suite spectrale est naturelle en X,I',p au sens suivant : si
X', TV, p/ vérifient les mémes hypotheses que X, T, p et si

f: X —X, g:T —1I'
ou f est étale fini et ¢ un morphisme de groupe sont tels que

VyelvVze X f(zy)= f(z).9(7)
et
p=pog
alors, il y a un morphisme induit : f : X/I' — X’/I"” qui induit un morphisme f*F, —
F, qui induit un morphisme *f; : H;(erq)(X’/F’,Fp/)* — HE(erq)(X/F,]:p)*.
Il y a alors un morphisme de suite spectrales EFY (X', T,p') — EPY(X,T,p) qui
induit sur la limite * fi et tel que le morphisme sur les EP? soit le morphisme

Ext?(H, (X', L), j) — ExtP(H, %X, L), 5)

qui se déduit des deux applications f, : HY(X,L) — HE(X',L) et §j/ — p par foncto-
rialité des Ext.

Ces morphismes de suites spectrales se composent naturellement au sens ou 'applica-
tion (X, T, p) — EF est un foncteur de la catégorie des triplets vérifiant les hypotheses
ci dessus et munis de morphismes du type de ceux ci dessus dans la catégorie des suites
spectrales.

Nous utiliserons en fait la variante suivante du théoreme précédent :

Théoréme 4.2.4. — Sous les hypothéses précédentes, il y a une suite spectrale Gal(l_ﬂ\k)
équivariante

EY = Exf(H_ U Xépk), p) = H(j(p*q)(F\X@kl?:,fp)*

Démonstration. — Reprenons les notations de la démonstration du théoreme précédent.
Appliquons la démonstration de ce théoréme au recouvrement (U; ®k)ze 7 de X®Fk et au
complexes de faisceaux obtenus & partir de Z® par pull-back vers X ®k. L’équivariance
de la suite spectrale obtenue ne pose alors pas de probleme. O

Les remarques 4.2.2 et 4.2.3 s’appliquent bien str également au théoreme 4.2.4.

Variantes 4.2.5. — - Au lieu de nous placer dans le cadre des coefficients £-adiques
considérons des Fy coefficients. La démonstration précédente s’adapte aussitot (et
est méme plus simple puisqu’on n’a pas besoin d’utiliser la machinerie du foncteur
R7y ) pour montrer 'existence d’une suite spectrale du méme type. Le point clef étant
de remarquer que si M est un Fy-espace vectoriel alors ¢ — IndlfM est un I'-module
projectif, comme c¢’était le cas pour les L coefficients.
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— Par contre, si l’on prend comme coefficients un anneau artinien local R de corps
résiduel un corps de caractéristique £, la démonstration ne marche pas en général
puisque les HE(U;, R) ne sont pas forcément des R-modules projectifs et les induites
compactes de ces R-modules ne sont donc pas forcément des I'-modules projectifs.
La démonstration marche encore si tout point de X posséde une base de voisinages
formée d’ouverts U vérifiant H? (U, R) est un R-module libre.

4.3. Une suite spectrale de Hochschild-Serre pour ’uniformisation de Rapoport-
Zink

La suite spectrale établie dans cette section n’est pas seulement valable dans le cadre
des variétés de Shimura de type P.E.L. considérées dans la premiere partie mais pour
n’importe quelle variété de Shimura possédant une uniformisation par des espaces rigides
“raisonnables”.

4.3.1. Spéculations. — L’idée de l'existence d’une suite spectrale telle qu’elle est
énoncée dans le théoreme qui suit est due & Michael Harris ([23] ). Dans [23] M.Harris
démontre l'existence de cette suite spectrale dans le cas de 'espace de Drinfeld unifor-
misant des variétés de Shimura différentes des notres. Néanmoins, la démonstration que
nous allons donner s’applique a n’importe quel type d’uniformisation.

Reprenons les notations globales du premier chapitre. Soit donc b € B(Gg,, u@) et ¢
une classe d’isogénie associée a b.

Définition 4.3.1. —
GY(Ay) = Jy x G(AD)
Il y a donc une inclusion
I?(Af) — G°(Ay)

via 'action d’un automorphisme de ¢ sur ’homologie cristalline en p et ¢-adique pour
l £ p.
Iy a alors des isomorphismes lorsque K = K, K? varie
1°(Q)\ (Mu, x GAD)/KP) = (Mu, x QNG (A7)/K7) [y
[, yK?] [z, 17(Q)yK?]

ou, contrairement au membre de gauche, J, agit a droite sur Mg, dans le membre de
droite. Récrivons donc I'isomorphisme d’uniformisation rigide sous la forme

(Mu, x I@\GO(Ag)/KP) [y = S (9)

De ce point de vue la, 'uniformisation de Rapoport-Zink est une uniformisation p-adique.
Pour simplifier supposons que p = 1. Supposons l'existence d’une suite spectrale du
type Hochschild-Serre associée au quotient p-adique précédent :

B = Bxt? ., (HI9(Mi, x I(Q\G?(Ag)/K?,T),1) = H, #9(Shg? (6), Q)"
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Alors,
HI (M, x I*(Q\G?(Ay)/KP, Q) = HI(M,, Q) ® QulI?(Q\G?(Af)/ K]

comme Jp-module. Et donc,

qu = EXtZ*lisse Hg (MKP ’ @)a —Hom(I¢(@)\G¢ (Af)’ @)IJiﬁsse

(AD)KP

ou A(f est un espace de “formes automorphes sur G® “ de type 1 & infini.

Le théoreme qui suit donne une démonstration de ces spéculations. La démonstration
que nous donnons est valable dans un cadre beaucoup plus général que celui des variétés
de Shimura que nous considérons (par exemple dans le cadre de la conjecture 4.2 de
[25]). Elle est différente de celle de [23] qui ne se généralise pas au cadre général.

4.3.2. La suite spectrale. — Rappelons que nous notons
H* (Mg, Qp) = H (Mg @ Cp, Q) @ Q

Fixons b € B(Gg,, ,u@) et ¢ une classe d’isogénie dans la strate indexée par b (confere
le chapitre 3).
Nous allons définir un espace de formes automorphes sur G?(A ).

Définition 4.3.2. — .AZS ={f:G?(Ay) — V, | f est G?(Ay) lisse & droite et
vy € I°(Q) f(ye) = p(v)-f(e)}

Pour v € I?(Q), p(7) signifie que y est vu comme un élément de G(Q;) via I?(Q) —
G(Qo) = G(Qu).

Via ’isomorphisme fixé Q; — C on a

AL ={f : G?(Ay) — V, | f est lisse et ¥y € I°(Q) f(ve) = p(7)-f(o)}

ol ici p(7y) est défini via I?(Q) — I?(C) — G(C).

A? est I'espace des “formes automorphes sur G®” de type p & l'infini. Il est muni d’une
action lisse de G?(A ) par translations a droite.

Si KP C G(AI}) C G?(Ay) nous noterons (A?)Kp I'espace des formes invariantes par
K? ie. de niveau inférieur & KP.

Remarque 4.3.3. — Soit A(I?) » l'espace des formes automorphes sur / ¢ se transfor-
mant via pjrer) & U'infini. Il y a alors un isomorphisme

G?(Ay)

Aﬁ ~ IndW(Af)

A(I9),

ou Ind désigne I'induite lisse.

Soit N = dim(M®) = dim(Sh). Soit K = K,K? un niveau.
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Définition 4.3.4. — Posons
H*(Shit'(9), £,,) = HZ¥*(Shi? (), £5)" (=N)
Le dual de Poincaré algébrique.

Remarque 4.3.5. — Cette définition est complétement formelle puisqu’a part pour la
strate basique, ces espaces de cohomologie sont de dimension infinie.

Néanmoins, dans le cas de la strate basique, ces groupes peuvent s’interpréter comme
I’aboutissement d’une suite spectrale des cycles évanescents (-adique (11.6.9.4)

Théoréme 4.3.6. — Il y a un systéme compatible de suites spectrales G(Ay) x Wg,
équivariant

EY(K,KP) = Ext?

Jp-lisse

(F2Y1 Wta, TV, (AD") = HPP(SI ). £57)

Quelques remarques s’imposent avant la démonstration : G(Ay) = G(Q,) x G(AI}) et
Vg € G(Qp) il y a un morphisme

HEN_q(Mg_IKpg’@E) u) HC2N q(MKp’Qf)

qui induit par fonctorialité des Ext un morphisme EY!(K,KP) — E} (g~ K,gKP).
Dire que la suite spectrale est G(Q),) équivariante signifie que ce morphisme est le mor-
phisme associé au niveau des groupes EY? & un morphisme de suites spectrales
EY(K,KP) — EM (g™ K,gK?)
qui induit dans la limite le morphisme usuel
HPY9(Shg (¢), L57) — HPT(Shy-1¢,4(¢), L5")

Cela signifie également que ces morphismes de suites spectrales se composent de facon
naturelle. De méme, G(A%) opere sur A% et donc induit un morphisme pour g € G(A%)

(A?)Kp _ (A?)g_lKg
qui induit le morphisme E5!(K) — E3Y(K,g~'KPg). La G(A%) équivariance est alors
prise au méme sens que pour G(Qp). Quant a 'action de Wg, elle se fait sur chaque
EPY(K) et ne pose pas de probléme d’interprétation.
2 b p b p
Reste a expliquer ce que l'on appelle systeme compatible. Soient donc Kzl) C K, et
KP?' c KP. La compatibilité signifie qu’il y a un morphisme de suites spectrales
EY(K') — EM(K)
qui est induit au niveau des termes E5? par les morphismes .J, équivariants
(s, 17)r = HE( My, Qp) — HI(ME,, Q)
et I'inclusion
KP KPP/
(A" — (A7)
couplés a la fonctorialité de Ext. Bien siir, ces morphismes de transition sont compatibles
a l'action de G(Ayf) x Wg,.
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Démonstration. — Prenons les notations suivantes pour 'uniformisation rigide :
6 : I°(Q)\ (M, x G(A})/K?) = Shi? (@)
Soient (y;)icr des éléments de G(A%)/KP vérifiant
G(AR)/E? =] 1°(Q)-i
el
et notons pour tout i dans I I'; = Stabys (g (yi). Nous verrons les groupes I'; comme

des sous-groupes de J, via le plongement [ ¢(Q) < Jp. A un tel choix est associé un
isomorphisme

=g [IT\Mu, = 1@\ (M, x G(AR)/K?)
el
Notons p; : I' — GL(V},) le morphisme continu (pour I'; muni de la topologie profinie
et V, la topologie f-adique) défini par le composé

I; — 19(Q) — G(Q) —2~ aL(v,)

Lemme 4.3.7. —

i€l
ou F,, est le systéme local associé a p; (cf. le début de la section 4.2).

Démonstration. — Il suffit de regarder ce que donne une variation du niveau KP? a droite
sur la décomposition de gauche. O

Nous allons avoir besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 4.3.8. — Soiti € I. Soient w1 une représentation lisse de Jy et wo une représentation
lisse de T';.

Et3, _jjsse(m1, Ind{omy) ~ Exth (1, )

ot les induites Ind sont des induites lisses.

Démonstration. — Cela résulte de la réciprocité de Frobenius usuelle pour les groupes
p-adiques et de ce que I'; étant discret, Extp, _jiss¢ = Extr,. O
Lemme 4.83.9. — Soient 7 et (p;)ier des représentations lisses de Jy,. 1l y a un isomor-

phisme canonique :
lisse
H Ext;bflisse(ﬂv pl) = ExtJb*lisse(Tra (H pz) )
el el

ot (T, pi)tiss¢ est la partie lisse de la représentation produit.
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Démonstration. — Soit Py — m une résolution projective de m dans la catégorie des
Jp-modules lisses.

[TExth, el pi) = ] H?(Homy,(P.,p:))
el =y

= HP (H Hom j, (P, pz)>

el

= H? (HOIan(P., H,Oﬂ)

el

or Hom y, (P*, [T;c; pi) = Hom,, (P*, (IT;c; pi)'**%¢) car P* étant lisse I'image d’un mor-
phisme de Jy-module dans [ [, p; atterrit dans (][, p;)
D’ou le résultat. O

lisse

Pour i € I nous considérons la suite spectrale du théoreme 4.2.4 (rappelons qu’a fin
de ne pas alourdir les notations on ne note pas les extensions des scalaires a C,) :

BR1() = Bt (H /(Wi @), pi) = Hy OH(CAM, 75,
Le produit de ces suites spectrales est une suite spectrale convergente

[[E ) = T Ok, Fo o)

el el

L’aboutissement de cette suite spectrale se récrit

HHc_(p—’—Q)(M/Fi,KP’Fﬁi,KP)* — Hc_(p+q)(HM/Fi’Kp’HFpi’Kp)*

el el iel
e w0 (1@ (Mi, x GAR/E?)  £,) 2 040 (807 (6), £,)"
= HPTIP2N (Shit (¢), L£,)(N)
Quant aux premiers termes, grace au lemme 4.3.8
Vi € IVp,q Extf (H; (M, Qo). pi) = Extp ], o (H ‘(M Qo) Indi p;)
et donc grace au lemme 4.3.9
lisse
Hqu( = Ethb lisse MKP’QE <H p@)
i€l
L’ingrédient suivant est le lemme

Lemme 4.3.10. — 1l y a un isomorphisme de Jy-modules

lisse
yz)l (H Indr pz> ASN (A?)Kp

el
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Démonstration. — Définissons ((y,y,. Soit (f;)icr € []; Ind%ipi. On a donc, Vi € T f; :

Jo — V), et est tel que Vy € Ty fi(ye) = pi(7).fi(e). Définissons f = (), ((fi)i) :
KP

(A?p) s’identifie aux fonctions de Jj x G(AI}) /KP & valeurs dans V), se transformant

via p par I’action & gauche de I?(Q). Soit (a, b) € JbXG(AI;c)/Kp. ielIyel?(Q) b=
~.y;. Posons alors

f(a,0) = p(7)-fi(v"'a)
f(a,b) est bien défini car si b= ~".y; ot 7 € I?(Q) alors v/ 'y € T; et donc
p()-fi(y ") = p()-fi(( )y a)
= p()pi(v " N Fi(v ) = p() fi(y )

Par définition de f, Vy € I?(Q) f(ye) = p(7).f(e). La lissité de f est claire quant &
Paction de G(AI}) puisqu’elle est invariante par KP, quant a la lissité vis a vis de I’action
de Jp elle résulte de 'existence d’un sous-groupe compact ouvert C' dans J, vérifiant
Vee CViel fi(ec) = fi(e).
KP

Définissons I'inverse de ((,),- Si f € (A?) s f o dp X G(A?)/Kp — V,, pour un ¢

dans I et a dans J, posons
fila) = f(a, yi)

[ (fi)i est bien I'inverse de (), O

On obtient donc au final une suite spectrale Wg, équivariante
Y (yi)ier) = Bxt] oo (HZ (M, Q). (AD™") = H*N (SRR (6), £5) (N)

ot E¥%((y;):) et aboutissement ne dépendent pas du choix (y;); mais ot les autres termes
en dépendent a priori.

La suite spectrale annoncée s’obtient en translatant verticalement cette suite spectrale
de 2N et en la tordant par Q,(—N).

Montrons qu’en fait cette suite spectrale est indépendante du choix des (y;); au sens
suivant :

Lemme 4.3.11. — Supposons choisis des (y‘;-)je(], y} € G(Ay)/KP tels que
G(Ay)/K? =[] I?(@) ]

jedJ
1l y alors un isomorphisme naturel de suites spectrales EX*((y:):) — EX*((y});) induisant
Uidentité sur EY? et l’aboutissement :

BB (yi)ier) =Ent? oo (HZ (Mg, o), (AD)E") = H7PHO(Sh32(6), £5)*
Id Id

B3 ((y))jes)=Eat? . (H 9 (Mi,, Q), (ADN") = H_ PTD (5K (¢), £5)*
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La naturalité étant prise au sens ou si Uon fait un troisiéme choix (y))r comme ci
dessus le morphisme de suites spectrales EX((y;)i) — EF((yl)x) est le composé de

Er((ya)i) — B ((y5)5) et EX((y5);) — EX((2)k)

Démonstration. — Quitte & réindexer on peut supposer que J = I et que Vi € I y. €
I?(Q).y;. Fixons pour tout i dans I un ; dans I?(Q) vérifiant y; = ~,.y;. On a donc

Vi € 1T} = Stabjegys = wlin; "

On définit comme précédemment p}. Notons pour tout i dans I EF?(i)’ la suite spectrale
associée a (MK,,, T, pl).

Considérons l'isomorphisme de suites spectrales associé au morphisme de triplets
(X,T,p) — (X', TV, p/) par laremarque 4.2.3 ou X = X' = MKP, le morphisme X — X’
est laction de ; € Jp, I =T;,I" =T, et le morphisme de groupes I' — I" est la conju-
gaison par vy, 1 et le morphisme p — p' o intwﬂ est la conjugaison par p(7y;). A un tel
choix de (;); est donc associé un isomorphismze de suites spectrales

EPi(i) = HPM(T\Mk,, Fs,)

Q)i | = =

EP(i) —=HPMI(T)\Mk,, Fy )

Le morphisme ), induit au niveau des E%? un morphisme
Ext? (HI (M, Q). pi) — Eth%(Hg(MKW@)m;)

qui se décrit en utilisant la fonctorialité de Ext.
Le produit de ces isomorphismes de suites spectrales induit un isomorphisme de suites
spectrales convergentes

1EXG) — [ ErGy
el el

Rappelons qu’au choix des y; on a associé deux isomorphismes

~ N _ KP
[T B2 () = Bt (HE (M, Qo). (42) )
1€l
et
[T H 0\ M, )" = HZ P50 (Sh3 (6), L)
el
Il en est de méme pour y;. On en déduit 'existence de I'isomorphisme de suites spectrales
annonce.
Afin de montrer que ce morphisme induit bien I'identité sur les termes associés & r = 2
il faut montrer le lemme suivant
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Lemme 4.3.12. — Les diagrammes suivants commutent :

[T 56

Exti—lisse(Ht;q(MKp ) @)’ (Aﬁ)Kp)

11 #5y
H H5+q(ri\M’ F, 7,)

[T vir |~ HIM(I7(Q)\(Mk, x G(A])/K?),0°L,)

[[a-ro@iwm 7y

Démonstration. — Pour le deuxieme diagramme c’est clair puisque le diagramme suivant
commute :
[Triwm
i
I I°(@\(Mx, x G(A})/K?)

[Tr\wm
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Quant au premier cela se ramene aisément (il suffit de suivre les différents isomorphismes)
a montrer que le diagramme suivant commute :

H Indg/_ p;
; i
J

ou A; : Indﬂ,pi — Ind{, p} est induit par (intg,, p(v;)) : (T's, pi) — (I}, p}). La commu-
tativité est laissée au lecteur. O

Remarquons que I'isomorphisme de suites spectrales ainsi construit dépend du choix
des 7y; qui ne sont pas uniques. Néanmoins, si I’on fait un autre choix de +; 'isomorphisme
de suites spectrales induit encore l'identité sur le premier terme de la suite spectrale.
Or deux morphismes de suites spectrales coincidant sur les termes E5? coincident. L’iso-
morphisme ne dépend donc pas du choix des ~;.

Finalement il reste a vérifier la naturalité des morphismes de suites spectrales construits
mais cela est clair par le méme argument que précédemment puisque sur les termes E5?
tous donnent 'identité. Cela finit la démonstration de I'indépendance des du choix des
Yi- U

Afin d’avoir une définition intrinseque ne dépendant pas du choix des (y;); nous po-
serons

Et = lim EP9((y:)i)
(Yi)i
ou les isomorphismes de transition sont les isomorphismes construits dans le lemme
4.3.11. 11 résulte également de ce lemme qu’il y a un isomorphisme

qu - EXtbelisse(H;q(MKw@)’ (‘A?)Kp)

Reste a vérifier ’équivariance de la suite spectrale.
Nous allons faire varier le groupe K = K,KP”, c’est pourquoi nous préciserons les
notations précédentes en notant

EY(K, yi)
la suite spectrale notée auparavant EF?(i),

Efq(K’ (i)i)
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la suite spectrale construite précédemment associée a des (y;); vérifiant

GAL)/K? =] I?(Q).us
el
et
EYI(K) = lim EYY(K, (y:):)
(i)
Commengons par la G(Q)) équivariance. Soit g € G(Qp) et (v;)ier. Puisque 'action

de G(Q,) commute & celle de J,, pour tout i dans I g !
triplet (4.2.3)

induit un isomorphisme de

(Mg_leg’ Fi) pz) = (MKP, Fi’ pz)

d’ou d’apres la remarque 4.2.3 un isomorphisme de suites spectrales

EPUK,,y;) — EM(g ' K,g,vi)

r

qui induit le morphisme annoncé sur les termes Eb?, c’est & dire le transposé du mor-
phisme
—1
_ — N
Hc q(M -1K, ga@ﬁ) H q(MKp’QZ)
Prenant le produit de ces morphismes lorsque ¢ varie on obtient un isomorphisme
EPU(K, (y:)i) — EP (g~ ' KpgKP, (y:)i)

Si de plus on fait un autre choix de (y});, le diagramme suivant est commutatif

EP(K, (yi)i) — EP(g " KpgK?, (y3)i)

EPU(K, (y7)i) — EF(g™ ' KpgK?, (y))i)
ol les applications verticales sont celles construites dans le lemme 4.3.11. En effet, ce

diagramme de suites spectrales commute au niveau des termes E%?, il commute donc.
On en déduit en prenant la limite un isomorphisme

EPI(K) = EF!(g~ KpgK?)

Passons a la G(AI;) équivariance. Soit donc g € G(AI}) et (y;); comme précédemment.
¢ induit un isomorphisme

~

G(AR)/KP = G(A%)/(g~'KPg)
zKP  —  xg(g”'KPg)
o commute & Paction de I?(Q) et donc, comme (y;); est tel que
G(AR)/E? =] 1°(Q)-i
el
alors
G(Ap) 1Kp H I¢>
el
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Remarquons que pour i € I T'; = Stabm((@)yi = Stabl¢(Q)a(yi). Il y a donc des égalités
EP(K,yi) = EY(Kpg ' KPg,a(y:))

7
Prenant le produit sur ¢ on obtient 1’égalité

EPU(K, (yi)i) = EF(Kpg ' KPg, (a(yi)):)
Pour montrer que ce morphisme induit bien Iapplication attendue sur les termes E%? il

faut montrer le lemme suivant dont la démonstration ne pose aucun probleme

Lemme 4.3.13. — Le diagramme suivant commute

(A?)KP C(yl)z andﬁpz

icl

- ¢ i))i
(Aﬁ)g Lkpg S(@wi)i H[ndﬁpi
i€l
ou application verticale de gauche est induite par la translation d’une fonction de .A?

par g.

Si maintenant (y;); est un autre choix, le diagramme suivant commute
EYU(K, (y:)i) — BP(Kpg™ ' KPg, (a(yi)):)

~ ~

EPU(K, (4}):) — EP(Kpg ' KPg, (a(y}):)
ou les applications verticales sont celles construites dans le lemme 4.3.11. En effet, il
résulte de la commutativité du diagramme précédent que ce diagramme commute au
niveau des termes E5?. Il commute donc. Passant & la limite on obtient donc un isomor-
phisme
EY(K) — BM(K,g~ ' Kg)

Passons maintenant & la compatibilité lorsque K varie. Soit donc Kz,) C K, un sous-
groupe compact ouvert et K’ = K, K?. Soit (y;); comme précédemment. Il y a alors pour
tout ¢ dans I un morphisme de triplet

(Mg, T, pi) — (M, T4, pi)
qui induit un morphisme de suite spectrale
EY(K,y;) — ERI(K',y;)
Prenant le produit des ces morphismes on obtient un morphisme de suite spectrale
EY(K, (yi)i) — EPUK, (yi)i)

dont il est clair qu'il induit bien le morphisme attendu au niveau des termes E? et qu’il
est compatible aux isomorphismes du lemme 4.3.11 lorsque l'on fait varier (y;);.
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Soit maintenant K*' C K? un sous-groupe compact ouvert et K’ = K,K?'. La pro-
jection
pr: G(A’;)/Kp — G(A?)/Kp'

est compatible & 'action & gauche de I?(Q). Soit (y;); tel que
G(AR)/E? =] 1°(Q)-i

el

et (zj); des éléments de G(Ap )/ KP' vérifiant
)/K” =] I°(Q

JjedJ
et Vj € J Ji € I pr(z;) = y;. Pour j € J notons 3(j) € I I'élément vérifiant pr(z;) =
Yg(j)- Pour tout j € J, I'; C GGpy(;) d’ot un morphisme de triplets

Mk, Tj,pj) — Mk, Uiy, pa(5)
qui induit un morphisme de suites spectrales
EP(K, ygj)) — EP(K',y;)
On obtient donc en assemblant ces morphismes un morphisme de suites spectrales
EP(K, (yi)i) — EPU(K (25);)

Il résulte du lemme suivant dont la démonstration ne pose pas de probleme que ce
morphisme est bien le morphisme attendu au niveau des termes E5?.

Lemme 4.3.14. — Le diagramme suivant commute
C )i
( S H In dgbpz
el

o Sa));
(ANK" == [T Indf? p;

JjeJ
ot les morphismes de gauches sont induits par les égalités Resgg(v)pﬁ(j) = pj.

Si maintenant (y;); et (#7); sont comme ci dessus, il y a un diagramme commutatif

EPU(K, (y;);) — BPUK', (2;);)

EPI(K, (yi)i) — EPU(E, (25);)
ol les application verticales sont celles construites dans le lemme 4.3.11. En effet, c’est

déja le cas au niveau des termes EbY.
On en déduit un morphisme

EPI(K) — EP(K')
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Les actions de G(Q)) et de G(A?) construites commutent et se composent naturelle-
ment puisque c’est la cas au niveau des termes EY?. De méme, ces actions commutent
aux morphismes de changement de niveau construits ci dessus. U

Corollaire 4.3.15. — Il y a une suite spectrale G(Ay) x W, équivariante

Y = tim Bot] o (HE 1M, Qo)(V), (AR ) = tim HPY(Shi (9), £57)

K K






CHAPITRE 5

APPLICATION A LA STRATE BASIQUE : “UNE
FORMULE DE MATSUSHIMA p-ADIQUE”

Soit b = by la classe basique de B(Gg,, pg,). Supposons S(bo) # 0 (ce que nous
montrerons plus tard).

Si la classe d’isogénie ¢ induit la classe by, soit I? la forme intérieure de G' associée.
Le groupe réductif I® étant anisotrope modulo son centre, le C-espace vectoriel .AZS est
I'espace des formes automorphes sur I¢ de type & l'infini 5 ou

o I%(R) < I%(C) = G(C) L~ GL(V)

au sens ou

A? = Homo g (7, A(I?))

Nous noterons encore p = p'.

Supposons maintenant p irréductible et soit A([ ¢) I’espace des représentations auto-
morphes de I? (ce n’est pas I'ensemble des classes d’isomorphismes : on tient compte des
multiplicités).

Le groupe de Lie I d’(R) étant anisotrope modulo son centre, pour un sous groupe
compact ouvert K de G(A%)

AN~ = P 1 e @)t

e A(I?)
Moo=p

Il y un isomorphisme pour tous p et ¢

EXt}?b—lisse (Hg(MKp)’ (‘A?)Kp) = @ EXt})b—lisse (Hg(MKp)’ HP) ® (Hp)Kp
)

e A(I®
Moo=p

ol Hg(/\?le) = Hg(MKp,@). En effet, Hg(/\?le) étant un Jy-module de type fini
(2.6.13), les Ext se calculent par des résolutions de HI(M k,) dont chaque terme est une

somme finie de termes du type ¢ — [ ndi(boﬂ ou Ky compact ouvert et m de dimension
finie. Or,

Hom,(c — Indié’oﬂ', (.A?)Kp) ~ Hom, (, (Afj)Kp) = Homg, (, (A?)KIKP)
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ou K1 C Ky est compact ouvert tel que m(K;) = {Id}. (A?)Kle est de dimension finie
(admissibilité de l’espace des formes automorphes) et donc

#{II € A(I?) | I, = p TTFE" £ (0)} < 400
On en déduit que le calcul des Ext ne fait intervenir qu’un nombre fini de II d’ou le
résultat.
On en déduit alors en utilisant le lemme 1.2.6.12 ainsi que la proposition 1.2.6.13

(conféere [26] pour la définition du groupe de Grothendieck généralisé Groth(G(Ay) x
Wg,) ) :

Corollaire 5.0.16. — Il y a une égalité dans Groth(G(Ayf) x Wg,) :

ST (UM | lim Bat, e (HI (M, © Cp Qo) (N), T, ) | & [1P)
nel{](m) Kp
Heo=p

= DU tim H(SH ). £57)
i K
La décomposition
shi? = [ Sha(G,X)™
ker!(Q,G)
induit une décomposition

sp~'(S(bo)) =[] Shi¥(&", X)Nsp~"(S(bo))
kerl (Q,6)

ot Sh?(G’, X) N sp~1(S(by)) est un ouvert de Shy (G, X)".

Définition 5.0.17 — Dans la décomposition précédente nous noterons
Shi (G, X)insique = s~ ' (bo) N Shi (G', X)™"

Rappelons (section 3.2.2) que dans le cas que nous considérons les groupes G’ sont
tous isomorphes a (G, d’ou un isomorphisme des modeles canoniques sur le corps réflex
EG,X) :

Shg (G, X) = Shg (G, X)
Les points géométriques dans E de Shg (G, X) N sp~1(by) se décrivent comme étant
associés a des triplets (A, \,¢) dont l'isocristal associé est basique. L’isomorphisme ci
dessus induit donc un isomorphisme d’ouverts analytiques

ShK(G7 X)basique - ShK(le X)basique
Donc, dans Groth(G(Ay) x Wg) on a :
[HE (5™ (bo), £5™)] = [ker (Q, G)|.[H? (Shi (G, X)basiques £5")]

Etant donné (3.2.2) que tous les groupes I® sont isomorphes et qu’il y a | ker'(Q, G))|
classes ¢ dans la strate basique, en sommant 1’égalité du corollaire précédent sur tous
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les ¢ intervenant dans la strate basique et en divisant par |ker!(Q,G)| on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 5.0.18. — Choisissons la classe d’isogénie ¢ intervenant dans la strate ba-
sique. Il y a une égalité dans Groth(G(Ay) x Wg,) :

SV | tim Bat, g, (HE (M, © €, G)N).IL) | © 1)
Helim) Kp
Hoo=p

= Z(_l)l @ Hi(ShK(G’X)ggsique"cZn)
i K
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CHAPITRE 6

FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE
SPECIALE

Le but de ce chapitre est d’établir la formule des traces 6.12.5 pour la trace de certaines
fonctions dans l'algebre de Hecke globale fois un élément du groupe de Weil local Wg,
sur la cohomologie des strates des variétés de Shimura de type P.E.L. non ramifiées en
P.

L’un des points clef qui nous permettra d’utiliser cette formule est que les termes in-
tervenant dedans s’expriment comme un produit de la trace d’une fonction de I'algebre
de Hecke en p sur un espace de cohomologie fois une intégrale orbitale hors p. Cette fac-
torisation des termes locaux dans la formule des traces de Lefschetz est une conséquence
des trois résultats suivants :

— Le théoreme de Fujiwara 6.2.1 qui sous certaines conditions permet d’écrire ces

termes locaux comme la trace de certaines fonctions sur la fibre des cycles évanescents.

— Le théoréeme de comparaison de Berkovich qui montre que cette fibre ne dépend que
du complété formel de la variété de Shimura en un point fixe.

— Le théoreme de Serre-Tate (ou plus généralement 'uniformisation de Rapoport-
Zink) qui montre que ce complété formel ne dépend que de la classe d’isomorphisme
du groupe p-divisible en un point fixe et qui permet donc de mettre en facteur la
trace de notre fonction dans 'algebre de Hecke en p sur un espace de déformation
de groupes p-divisibles.

Pour appliquer ces trois résultats nous avons besoin de spécialiser les correspondances
de Hecke sur la fibre spéciale de modeles entiers de nos variétés de Shimura. Malheureu-
sement, a part en niveau parahorique en p, on ne dispose pas de bon modeles entiers de
ces variétés. L’idée consiste alors a considérer le spécialisé au sens de [20] de l'image di-
recte sur la fibre générique vers un niveau parahorique d’une correspondance de Hecke.
Cependant, nous avons ensuite besoin de montrer que les termes locaux obtenus ne
dépendent finalement que de la situation originelle sur la fibre générique. Afin de faire
la lien avec la seconde partie nous avons également besoin d’exprimer nos résultats sous
forme analytique rigide. C’est pourquoi nous développons un formalisme de spécialisation
des correspondances cohomologiques d’un point de vue analytique rigide et montrons que
Iisomorphisme de Berkovich ([5]) est compatible a ce formalisme.
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6.1. Rappels sur les correspondances cohomologiques

Ce qui suit est principalement tiré des articles [22], [49] et [20].

6.1.1. Définition. — Soit S le spectre d’un corps. Considérons un diagramme de
schémas sur S

C

€1 X1 XX2 C2

ZEIN\

X1 X2

ol p; et po désignent les deux projections de X; x Xy sur X et Xo.
Nous supposerons toujours dans la suite que c est propre.

Définition 6.1.1. — Si (F1,F») € Db(X;,Qy) x D% X2,Q;) on note
Coh(F1, Fa) = e.Hom(c} F1, ¢y F2) € DY(X1 x Xo,Qy)

le faisceau des correspondances cohomologiques a support dans C.
Nous noterons

Cohc(Fy, Fo) = H(X, Cohy(F1, Fa)) = Hom(c} Fy, ¢y F)

Lorsque C' = X1 x X2 on notera Coh, resp. Coh pour Coh., resp. Coh¢

Rappelons que la formule d’induction implique qu’il y a un isomorphisme canonique :
cc' Coh(Fy, Fp) = Cohe(Fi, Fo)
L’adjonction c,¢' — Id donne une fleche d’oubli du support
Coh(F1, Fa) — Coh(Fy, F2)
et par application de H%(X; x Xg, —) :
Coh¢e(Fi, Fa) — Coh(Fi, Fa)

6.1.2. Seconde définition. — La formule de Kiinneth pour Hom ([14]) implique qu’il
existe un isomorphisme canonique en Fj et Fo :

DFy X Fy — Coh(Fy, F2)

ou DF = Hom(F, Kx) ou Kx désigne le faisceau dualisant sur X.
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6.1.3. Exemples. —
- Si Ax — X xg X désigne la diagonale de X x X, on a

COhAX (fl, .7:2) —N—> HOIH(J:l s .7:2)

En particulier, pour tout F on notera A la correspondance cohomologique sur F
associée a Id € Hom(F, F).
— Plus généralement, si f : Xo — Xy et C =1y C X1 x X3 désigne le graphe de f
alors
COhc(]'-l,fz) >~ HOm(f*fQ, .7:1)

— A un cycle C C X x X est associé une correspondance cohomologique de Q, dans
c5Qe(—d)[2d] pour un d € Z (cf. [22])

~ Soit Xo/F, et F € DT (Xp, Q). Notons X = Xg xg, Fg. Soit Fr : Xg — X
I’endomorphisme de Frobenius relatif a ;. Il y a un isomorphisme canonique

Fr*F = F
d’oli une correspondance sur F a support dans le graphe de F'r. Par extension des

scalaires cette correspondance donne une correspondance appelée correspondance
de Frobenius sur F = priF ou pr1 : Xo Xp, F; — Xo. Elle est donnée par

(FrxId)*F — F
6.1.4. Image directe. — Considérons un diagramme commutatif

C

C1 f/ C2

X1 Xo

D f2
/ y
Y; Yo

On peut alors définir ([22]) un morphisme

[1iCohq(F1, Fo) — Cohp(fuF, foxFa)

fi

qui induit un morphisme image directe
Cohc (F1, F2) — Cohp(fuFi, fosF2)

noté u — fyu.

Remarque 6.1.2. — Supposons Y7 = X1,Ys = Xy et D = X7 X X5. On retrouve alors
le morphisme d’oubli du support.
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Lorsque Y7 = Y5 = D = S on obtient I'action d’une correspondance cohomologique
sur la cohomologie. Plus précisément, il s’agit d’un morphisme

COhc(Fl,Fz) — HOng(@) (RFC(Xl,Fl), RF(XQ, .7:2))

et I’on notera u — u, le morphisme associé dans ce cas la.

6.1.5. Un cas particulier. — Supposons c¢; propre. Dans ce cas la, le morphisme
du cas précédent associé a ’action d’une correspondance cohomologique se factorise par
RT' (X5, F3) — RI'(Xa,F2) et possede une description simple.

Soit en effet u : ¢{F; — c4Fa. Par adjonction, la donnée dun tel u équivaut & celle
de @ : coic} F1 — Fa. us est alors définie par le composée

RPC(X27 ﬂ’)

RTW(X1, F1) 5 RU(C, ¢t F1) —> RTW(Xo, enci Fi) RTo(Xo, F»)

ou la premiere application est définie car ¢; est propre.
Le fait que ¢; propre implique que la correspondance cohomologique agit sur la coho-
mologie a support compact se comprend mieux du point de vue de la section 6.1.7.

6.1.6. Restriction. — Soient Vi C X7 et Vo C Xy deux sous-schémas localement
fermés. Supposons que ¢, 1(Vg) - cl_l(Vl), d’ou une “sous-correspondance” de c

) (ch, )

ey H (Vs Vi x Vs

Soit donc u € Cohe(F1, Fa) et 4 : cociF1 — Fo le morphisme associé par adjonction.
Considérons la ligne suivante

oy (Fin) = cy ((CT71)|C;1(V2)> — (a6 F1)py —— Fopy

ou l'isomorphisme du milieu est un isomorphisme de changement de base. Elle définit
par adjonction une correspondance restreinte. On en déduit un morphisme de restriction

Coho(Fy, Fo) — Cohcgl(VQ)(fl‘vl,meQ)
Dans le cas ou X7 = Xo, Vi = V5 nous dirons que V; est stable par c.
6.1.7. Extension par zéro. — Supposons ¢; propre. Supposons nous donné des com-

pactifications j; : X1 — X7, jo : X2 — X> ainsi qu'une compactification j : C — C de
C compatible aux deux précédentes, au sens ou il y a un diagramme commutatif

J

C C

c (¢1,¢9) =¢

i v
X1 x Xy L’l & X1 x Xo

Il existe alors un isomorphisme canonique ([20] lemme 1.3.1)

JxCohe (F1, Fo) — Cohg(jnFi, jorFa)
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qui induit un isomorphisme
Coh¢ (Fi, Fa) — Cohg(jnFi, jaFa)

noté u — jiu et qui se décrit ainsi : Yu € Cohe(Fi, F2), u : ¢;F1 — 6!2.7-"2. c1 étant propre
il existe un morphisme
o1 juF1 — jiciFa

défini par adjonction.
Alors,

. . .k ]'(u) | _1.
Jqu e juFr —— jicgF —— jicgFa —— ¢ jar o
ou le dernier morphisme est défini par adjonction.
L’extension par zéro est compatible aux images directes au sens ot “ji fou = f,jiu”.

En particulier, 'action de u sur la cohomologie a support compact s’interpréte comme
I’action de jiu : le diagramme suivant commute

U

RU.(Xy,F1) RT (X2, F2)
! !
RI(X1, juF1) ~—— RI'(Xa, joF2)
6.1.8. Accouplement des correspondances cohomologiques. — Nous suppose-
rons désormais que X7 = X5 = X. Considérons un diagramme cartésien
E=C XX D
e
C D
d
c
X X9 X

i.e. E est le support intersection de C' et D.
Il y a alors un morphisme ([22] paragraphe 4) d’accouplement des correspondances
cohomologiques

Cohg(Fi1, F2) ® Cohp(Fa, Fi) — e Kp
qui induit une forme bilinéaire
Cohc(fl,fg) X COhD(fg,fl) — HO(E,KE)

UuRU +—— <u,v >
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6.1.9. Termes locaux de Lefschetz. — Il y a un isomorphisme
HY(E,Kp) = P H(B.Kp)
Bem(E)

et si B € mo(E), dimfB = 0, alors Kg = Qy et donc Ho(ﬂ,Kg) — Q. On note alors
<u,v >g€ Q¢ limage de < u,v > par les deux applications ci dessus.

Ces termes locaux sont invariants par localisation étale. Cependant, en général, ils ne
dépendent pas que de la fibre des faisceaux en des points fixes.

6.1.10. Formule de Lefschetz Verdier Grothendieck. — Elle dit simplement que
I’accouplement des correspondances cohomologiques est compatible aux images directes
propres.

Plus précisément, étant donné un diagramme commutatif dont les faces supérieures
et inférieures sont cartésiennes

C E

XXX/ / b

f=fxf

YXY/ /

ou f1 et fo sont propres. Alors, le diagramme suivant commute

Cohc(fhfg)@COhD(fz,fl) HO(E,KE)

f1*®f2* b*

Cohcr (f14F1, foxF2) ® Cohpr(forFa, f1sF1) — HY(E', Kp)
soit :
< fau, fov >=b, < u,v >

En particulier, si X est propre sur S, si (u,v) € Coh¢c(F1,F2) x Cohp(Fa, Fi1) et si
dim F = 0 alors, u, € Hom(RI'(X1, F1), RI'(X2, F2)) et v, € Hom(RI'(X2, F2), RI'(X1, F1))
et

Tr(vy o uy) = Z <u,v >g
Bemy(E)

Supposons de plus que F; = F» = F et que v = A la correspondance diagonale.
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Définition 6.1.3. — Nous noterons
Fix(c) = C xxxx Ax
et si # € mp(Fix(c)), dim 3 = 0 (8 est un point fixe isolé)
Locg(u) =< u, A >3€ Q
Ainsi, lorsque tous les points fixes sont isolés

tr(u, RO(X,F)) = > Locg(u)
Bemo(Fix(c))

6.1.11. Termes locaux naifs. — Soit u € Coh¢(F,F) et soit 5 € mp(Fix(c)),dim 5 =
0. Soit = = ¢1(8) = c2(B) € X et supposons ¢y quasi-fini au voisinage de x.

Le morphisme u : ¢iF — cbF induit par adjonction @ : cyciF — F, et cy étant
quasi-fini au voisinage de x

(2ciFla= D (67,
yeey ! (2)
D’ott un morphisme F,, = (¢jF)g — (ca1¢]F)g qui composé avec 1, donne un endomor-

phisme
ug € End(F;)

Définition 6.1.4. — On pose
Loc.naifg(u) = Tr(ug) € Q,
6.1.12. Interprétation des termes locaux naifs comme de vrais termes locaux.

— Bien que Locg(u) soit invariant par localisation étale, il ne dépend pas que de la li-
mite F, (g i.e. en général locg # Loc.naifg.

Dans [49] il est démontré que si 3 vérifie les hypotheses précédentes alors le calcul de
Locg(u) se ramene a la situation suivante : j : X \ {} — X est stable par c¢. Et qu’alors,

Locg(u) = Locg(j1j*u) + Loc.naifz(u)

Le premier terme dans le membre de droite s’interprétant donc comme un terme d’erreur
par rapport au terme local naif.
Le calcul de Locg(u) se ramene donc au cas ou la fibre du faisceau est nulle.

6.1.13. Exemples. —
— Si X est lisse, F localement constant et l'intersection en 8 de C' et A est transverse

Locg(u) = Loc.naifs(u)

— Si X est lisse, si u est la correspondance sur le faisceau constant associé a un cycle,
si O est isolé, 'application classe de cycle transformant le produit d’intersection des
cycles en cup-produit,

Loc/g(u) == (CA)ﬂ
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6.1.14. Un lemme sur les termes locaux naifs. — Ce lemme nous servira plus
tard dans la démonstration du théoreme 6.12.5.

Lemme 6.1.5. — Soit

(e1,¢2)

C — X xX

1w

p )y oy

un morphisme de correspondances ou les ¢;,d;(i = 1,2) sont finis et ou f' et f sont étales
finis. Supposons que dim Fiz(D) = 0, et que

VG Yu € Cohp(G) VB € Fiz(D) Locg(u) = Loc.naifg(u)
Alors, dim Fiz(C) = 0, et

VF Yu € Cohc(F) VB € Fia(C) Locg(u) = Loc.naifg(u)
Démonstration. — L’assertion dim Fix(C) = 0 résulte du fait que f’ envoie les points
fixes de C sur ceux de D et de la finitude des fibres de f.

Quant a la seconde assertion elle résulte facilement de 'invariance par localisation

étale des termes locaux de Lefschetz appliquée a fyF muni de la correspondance coho-
mologique f,u et de la définition des termes locaux naifs. O

6.2. Le théoréme de Fujiwara

Le théoreme qui suit, démontré par Fujiwara dans [20], avait été conjecturé par De-
ligne. Des résultats partiels avaient été obtenus par Zink ([62]) et Pink ([49]).

Théoréme 6.2.1. — Soit

C (c1,¢2)

une correspondance définie sur Fy. Soit k|F, et notons X = Xg xg  k, C = Cy xy, k et

Xo

Fr la correspondance de Frobenius sur Xg étendue a X.
Supposons co quasi-fini et notons

Vg e C d(B) = (K(B) : K(ea(B)insen-1ong (Ot 0y )
Alors, VN € N VB € Fir(C.Fr™), ¢V > d(B) = 8 est un points five isolé et
VF Vu € Cohg g,y (F,F) Locg(u) = Loc.naifs(u)

6.3. Spécialisation des correspondances cohomologiques algébriques

Soit S = Spec(O) un trait de point générique 1 et de point fermé s. Nous noterons
A un anneau de coefficients de torsion premiere & p ou bien Q.

Nous noterons R¥5 (ou souvent, afin de na pas alourdir les notations, R¥) le foncteur
des cycles évanescents. De méme, pour un morphisme f au dessus de S nous noterons
s sa fibre spéciale étendue a 5 et f, sa fibre générique (mais souvent, lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, nous noterons f pour fs et fy).
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6.3.1. Regles de calculs sur les cycles évanescents. —
6.3.1.1. Image directe. — Soit f : X — Y au dessus de S. Il y a alors un morphisme
naturel ([13] 2.1.7.)

RV f, — f.RV

qui est un isomorphisme lorsque f est propre. Ce morphisme est bien stir compatible a
la composition :

RU((f9)+) = R¥(fsg.) — fRU(g.)

(fg)-RVY f+g:R¥
est un diagramme commutatif.
6.3.1.2. Image inverse. — Pour f: X — Y il y également un morphisme naturel ([13]
2.1.7.)

F*RY — RV f*

qui est un isomorphisme lorsque f est lisse. Comme ci dessus ce morphisme est compatible
a la composition vis a vis de I’égalité (fg)* = g* f*.

6.3.1.3. Compatibilité au changement de base. —

Lemme 6.3.1. — Soit

x : Y’
q \ g
X / Y

un diagramme sur S. Pour F € DT (Y',A) considérons le morphisme de changement de

base
o

FrgF 2D g

Le diagramme suivant commute :

oo p () ALFEE)

g f" RY(F)

f*RY(g.F) g RY(f™ F)

RY(a(F
R g.7) I Ryl e
ot les applications verticales sont déduites des fonctorialités précédentes par image di-
recte et 1mage inverse.

Démonstration. — Elle ne pose aucun probleme. ]
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6.3.2. Spécialisation. — Considérons un diagramme au dessus de S :

C
v
X, X5

ou comme d’habitude ¢ : C — X7 x X5 est propre.
Fujiwara a défini dans [20] un morphisme de spécialisation des correspondances coho-
mologiques
COhCn (.7:1, fz) — COhC§ (R\I’ﬁ(fl), R\I’ﬁ(fz))

La définition de ce morphisme utilise I'existence de I'isomorphisme RV D ~ DRV qui
se transpose mal au cadre de la géométrie rigide. Afin d’avoir une description simple
qui se transporte dans le cadre de la géométrie rigide nous allons décrire le morphisme
de spécialisation dans un cadre plus restreint. Nous ferons pour cela ’hypothese suivante :

Hypothése : ¢ et co sont propres.

Soit donc u € Cohg, (F1,F2), u : c’{n]-] — 0!277]-'2. co étant propre il lui est associé
e 02,]*0{”}"1 — F5. D’ou

RV, (@) : R (caneciy Fi) — R (F)

Appliquant les diverses fonctorialités de RW et la propreté de ¢ on obtient alors la ligne
suivante :
R;(a)

c25. C1sRY7(F1) — cass RVy(ci5F1) «+— Ry (cascisF) R (F2)

qui fournit par adjonction un ug € Cohc, (RV5(F1), R¥5(F2)) dont on peut vérifier qu'il
coincide avec celui défini par Fujiwara (nous n’utiliserons pas ce fait par la suite).

La proposition qui suit est démontrée par Fujiwara (proposition 1.6.1 de [20]). Néanmoins
nous aurons besoin de démontrer son analogue pour les correspondances rigides. Sa
démonstration ne s’adaptant pas dans le cadre rigide, nous donnons une démonstration
(sous nos hypotheses plus restrictives) qui n’utilise pas la dualité D et le fait que R¥
commute a cette dualité.

Remarque 6.3.2. — Si X désigne un schéma formel sur S de la forme X voou X
est un schéma séparé de type fini sur S, et V' un sous schéma localement fermé de sa
fibre spéciale alors, il résulte de I'isomorphisme de comparaison de Berkovich et de la
commutation des cycles évanescents algébriques a la dualité que si F désigne un faisceau
étale constructible de torsion premiere a p sur Xy, il y a un isomorphisme

DRO(Flfin) ~ RO(D(Flfhn))

(on utilise également la commutation de D au foncteur F — F*, confere [4]). Néanmoins,
cet isomorphisme dépend a priori du choix de la réalisation de X comme le complété for-
mel d'un X le long d’un V et n’est donc pas formulé de facon intrinseque.
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Remarque 6.3.3. — L’hypothése c; et ¢y propres faite ci dessus est inutile pour définir
simplement la spécialisation uz. En effet, pour tout morphisme de schémas de type fini sur
S, f,ily a toujours une application fiR¥; — RV fi (elle est duale via D a l'application
RY;f. — f.R¥; mais peut se définir sans faire appel a la dualité, uniquement grace au
théoreme de changement de base propre). Un u € Cohg, (F1, F2) définit par adjonction
un morphisme @ : czn!cfn]-"l — JF5. Le spécialisé uz se définit alors via la ligne suivante

RV (a)

cosiC s RV (F1) — caaRV5(c15F1) — R¥z(coscisF) R (F2)

Cependant, pour montrer les propriétés comme la compatibilité aux images directes
propres nous utiliserons ’hypothese de propreté sur c¢; et ¢y et préférerons voir I’appli-
cation du milieu dans le diagramme ci dessus comme associée a 'inverse de ’application
naturelle RUjco5: — 25 RV .

Proposition 6.3.4. — Soit un diagramme sur S

C

1[N

X1 Xo
bil D fa
W
Yi Yo
ot f1, fa,c1,co,dy,dy sont propres. Alors, le diagramme suivant commute :

COhCn (fl,fz) COhcg(R\I’ﬁ(fl), R\Ifﬁ(fg))

Fos X

Cohp,(fi1s«RY5(F1), fos« RY5(F2))

%

Cohp, (fin«F1, fansFa) — Cohp (RY5( fryeF1), RU5(fonsF2)
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Démonstration. — Soit u € Cohg, (F1,F2). Appliquons le lemme 6.3.1 au carré de
gauche et au morphisme de changement de base dffi. — flc¢j. On obtient un dia-
gramme commutatif

di f1.R¥(F) [iciRU(Fy)
d;RY(f1.F) (D] fIRU(GFR)
RV (5 f1.F1) RV (fLc,F1)

Considérons maintenant le diagramme

dz* Tfl*R‘l/(]'-l) dz*f;(C){R‘l/(fl) — fQ*CQ*CTR‘IJ(J:l) —ﬂ> fQ*R\IJ(FQ)

12
l

dou iRV (f1.77) o« [IRU(E;F1) = foucoRU(GIF1)

~ ~

dg*R\II(del*fl) dg*R\I/(fiCTfl) fQ*R\I}(CQ*CTfl)

12
12
12

R,‘Ij(dQ*del*fl) R\I/(dz*fiCTfl) — R,\II(fQ*CQ*CTfl) — R,‘Ij(fQ*FQ)

Le carré en haut a gauche est obtenu en appliquant do, a D. Il commute donc. L’ap-
plication « est égale & f2, RU(1) (ot @ : concfF1 — F2). L’application [ est définie a
partir de a de telle maniere que le triangle supérieur commute.

L’autre triangle (ou plutot trapéze) et tous les autres rectangles dans le diagramme
commutent car ils sont tous associés a des cas de fonctorialité par image directe ou
inverse des cycles évanescents (cf. 6.3.1).

On en déduit donc que le grand rectangle extérieur commute.

Le résultat s’en déduit car en parcourant la ligne du haut on obtient I'image directe de
la correspondance spécialisée tandis qu’en joignant les deux sommets du haut en passant

par les trois autres cotés on obtient la spécialisation de 'image directe.
O



6.4. CYCLES EVANESCENTS ANALYTIQUES RIGIDES 93

Corollaire 6.3.5. — Si X1/S et Xo/S sont propres alors la suite spectrale des cycles
évanescents est équivariante pour l’action de uz sur le terme initial et de u sur l’abou-
tissement : le diagramme suivant commute

RT'(X15, RV5(F1)) = RT(X15, F1)
(U§)* ’17,*

RT'(Xos, RV5(F2)) = RT(Xa3, F2)

6.4. Cycles évanescents analytiques rigides

6.4.1. Rappels. — Soit X un schéma formel localement formellement de type fini sur
Spf(O) de fibre générique X" et de fibre spéciale X;.
Il y a un isomorphisme de sites :
(Xs)et — Xat
Si de plus U/X est étale, U /X" est quasi-étale. On a donc un diagramme de sites

an H

— X

(Xs)et =——

an ~

~ . T . rig
Rappelons (méme si nous ne 'utiliserons pas dans la suite) que et X¢ et que

P

w Xer — X" ¢ est pleinement fidele d’image essentielle les faisceaux surconvergents

ét
rig

sur %ét .

Berkovich pose alors ([3],[5])

O = vp 1 (X97) g — (X5)g

Si 7 désigne le complété de 7 il y a également un foncteur

e~ e~ =

O (X)sy — (X &n)s, — (Xs)at
obtenu grace a 'extension des scalaires de 1 & 7.
Soit A un anneau local artinien de torsion premiere a p. Nous considérerons
RO; : DT(X", A) — DT (X;,A)
RO5z(F) est muni d'une action de Gal(7|n) compatible a celle sur Xs.

Rappelons le théoreme de Berkovich

Théoréme 6.4.1 ([5]). — Soit X/S un schéma de type fini et Y C X un sous-schéma
localement fermé de sa fibre spéciale. Pour tout faisceau €tale abélien constructible F de
torsion premiere a p, Vq € N il existe un isomorphisme canonique :

RIV(F)y — R1O;(F)y)

ot j':/y désigne la restriction de F" sur X" au domaine analytique ()?/y)a” — X"
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Rappelons comment est construit ce morphisme. Commencons par construire un mor-
phisme
s(Fy — O5(F)v)

U5(F)jy est le faisceau associé au préfaisceau qui & un U/Ys étale associe lim F(V;)

D
ol la limite inductive est prise selon les diagrammes D suivants
U -V
l étale
Ys —— X5 - X

@ﬁ(]?/y) est le faisceau qui & U/Y; étale associe I'(T*, Fo) on U/)?/y est 'unique
relevement étale de U et U /X Ti‘]m est quasi-étale (rappelons que si A 2, X est quasi-
étale et G est un faisceau sur Xg", I'(Ag, p*G) = I'(Ag—st, 1*G))-

Soit donc maintenant D un diagramme comme précédemment et s € I'(V,,, F). Le
diagramme D et la propriété de relevement unique des morphismes étales via a vis des

immersions nilpotentes implique qu’il existe un unique morphisme

Xy

~ a —~
U——Vyy
d’ott un morphisme

.

/

F(f}/a;z’]__-an) . F(Uan’]__-an)

restriction

L(V,, F*™)

L’image de s par ce composé est I'image par le morphisme que 'on voulait décrire au
niveau des préfaisceaux. Il induit le morphisme cherché au niveau des faisceaux.

Sta:Y; — Xset ()?/y)‘m C (X,)*™ il y a donc un morphisme
a*\llﬁ — @ﬁﬂ*
D’oli un morphisme
Et le théoreme de Berkovich implique qu’il s’agit d’un isomorphisme dans la catégorie

dérivée D (X5, A).

6.4.2. Comparaison avec les cycles évanescents adiques. — A un schéma for-
mel X/S séparé localement formellement de type fini est associé un espace adique X"
noté d(X) par Huber (confere Pappendice E). Celui ci est muni d'un morphisme de
spécialisation A X — X, Ce morphisme induit un morphisme de topos

T
(X")g — Xt
Avec les notations précédentes, les faisceaux étales abéliens sur X9 g’identifient aux
faisceaux sur le site quasi-étale de X®" et ce morphisme de sites n’est rien d’autre que
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le morphisme v défini précédemment. Huber définit alors les cycles évanescents adiques
(confere par exemple [30] 3.12) pour un faisceau F sur (X7%9)g comme étant RX,F. Du
point de vue analytique, les cycles évanescents adiques ne sont donc rien d’autre que les
Ry, F.

Les cycles évanescents adiques et analytiques coincident au sens ou ’'on a avec les iden-
tifications précédentes entre le site quasi-étale analytique et le site étale adique 1’égalité

VF e DY (%% A) RO(F) =R\, (u*F)

Il suffit pour cela de montrer que R(v,pu*) = Ry, o p*. Or, il résulte par exemple du
théoreme 3.3 de [3] que p* envoi les faisceaux mous sur des faisceaux v,-acycliques, d’ou
le résultat.

Nous n’utiliserons que le point de vue des cycles évanescents de Berkovich, mais faisons
remarquer au lecteur que Huber posséde des théoremes de comparaison et de finitude
plus généraux que ceux déduits du théoréme de comparaison de Berkovich (proposition
3.11 et proposition 3.15 de [30]).

6.4.3. Fonctorialité de RO; et de ’isomorphisme de comparaison. —

6.4.3.1. Image directe. — Soit f : X — ) un morphisme de schémas formels for-
mellement de type fini sur S. Il y a alors un isomorphisme naturel ([5], corollaire 2.3

(1))
R(“) an ;) f§*R@ﬁ

D’ol en particulier une suite spectrale des cycles évanescents pour tout X :

RT(%5,RO5(F)) ~ RO (X&), F)

Lemme 6.4.2. — Soit f : X — Y un morphisme de schémas de type fini sur S.
Soient Wy C Yy et Wy C X, deux sous-schémas fermés tels que Wireq C f~ (Wo)pea- Le
morphisme f induit donc un morphisme f X/W — Y/W Soit F € DY (X,,A). Il y
a alors un diagramme commutatif

RU3(fye P —— RO ((F).F v, )

(fs RU(F)) yy, —— fsRO5 (Fpw, )
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Démonstration. — Le diagramme s’insere dans le grand diagramme suivant dont on doit
montrer qu’il est commutatif

A~ — RO (o)~ an —an R@(ﬁ) an ( ran

R, (o P, 5 ROY((FF) ) - 10, (325 50 ) 2220 ROy (20758, )
B~ r an

(£o R, (F) L (o) (RY(F)w) foRO (7% o)

ol « est induit par I'isomorphisme de changement de base associé au diagramme de
sites (corollaire 7.5.3 de [2])

an

Xn ét Xﬂvét
an

Yn ét Ynaét

[ et v sont des applications de changement de base associées a des restrictions, A et B
sont induites par l'isomorphisme de Berkovich, et les deux applications verticales sont
induites par la fonctorialité de RV, resp. RO, vis a vis de 'image directe.

Soient a : Wy — Y et b : ()? Jwy) = X" On doit vérifier que deux applications
naturelles

coincident. Or, b étant une quasi-immersion, b* envoie les faisceaux mous sur des faisceaux
mous qui sont eux mémes Oy acycliques. De plus, ©j envoie les faisceaux mous sur des
faisceaux flasques (proposition 2.2 de [5]). Donc,

Il est également clair que R(a*Vyfy.) = a*RUzRf,,. On vérifie alors aussitét que les
deux applications naturelles sont induites par dérivation des deux applications naturelles

a* Wi fre —= f5:O5b"
Dont on doit donc montrer qu’elles sont égales. Il faut donc montrer que le diagramme
commute sans foncteur dérivés et pour un faisceau F. Il suffit pour cela de démontrer
que le diagramme commute au niveau des préfaisceaux définissant les cycles évanescents.
Soit donc U/Wos étale et s € I'(U, Wy(f«F ) w, ). Cette section est donnée par un germe
de diagramme
U Vv

\ étale

Wos — Ys —— Y

et une section

t € D(Vg, fouF) = T(Vy, f5F) =T (f; ' (Vi) F) =T (f 1 (V)g, F)
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La section image de s par les trois application horizontales du haut est une section t’ €
I'(Wos, O5(f&™(F2,,. ) qui se décrit ainsi : comme dans le 6.4.1 il y a des diagrammes

X,
U——Vw, U™ — Vjy,
\ / et \ /
Y/ Wo /%0

Il y a donc un morphisme & : (f9)~H(U") — (fa”)_l(‘/}/‘%o). La section ¢t donne une
section u de T'((f2™)~1(U™), Fo") par les applications
- T - an Tan an\—1/1ran ran 5* an\—1/77an an
L(fH(V)g, F) — DFHV)E Fm) — D) ViR, ), Fo) = D((f*)~HU™), F)
or, on a 1’égalité
Do) N T), P = DO, e (F,, )

an
|X/ Wy

I'image de cette section w par 'application de spécialisation

LU, M F,, ) — DU Oy(fi (F L., )

X7 X
ZZ rim];): plus, I'(U, fg*@ﬁ(f‘cz}/wl)an) = T(fi, (U), O5( |0(W>L?/W1)a"))’ et il y a des dia-
U1 = (fiwy) "' (U) FHV) U — [ (V)
étale { /
Wi & - X5 © - X )?/Wl

Par définition de I’application de commutation naturelle des cycles évanescents analy-
tiques & I'image directe, I'image de ¢’ par I'application verticale de droite dans le grand
diagramme est I'image de u par la composée

F((fan)—l(ﬁan)’]__-an) . F(ﬁ;an,]}an) _ F(Ul, @ﬁ( Afn(ﬂgl;an )))
/W1
ou la derniere application est 'application de spécialisation associée aux deux dia-
grammes ci dessus. Cela donne une description de 'image de ¢ en parcourant le grand
diagramme par le haut puis par 'application verticale de droite.

Décrivons I'image de t de I’autre maniere.

L’image de t par 'application verticale de gauche composée avec ’application v dans
le grand diagramme est donnée par son image par la composée composée

L(f~H(V)g, F) — (U1, ¥5(F)) = DU, (fswy )« Ca(F) )

ou 'application du milieu est I'application de spécialisation associée au diagramme de

gauche ci dessus. Par définition de 'isomorphisme de Berkovich, I'image de t, par le

second chemin, dans I'(U, (fg)*@,—](.?’:'?an ) =T'(Uy, @,—](.7-"“;%1” )) est I'image de ¢ par la
/Wy /Wy

composée

P(FTHV),F) — DI Fo) — DO, 7 — T(U 05(F R )
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ou la derniere application est ’application de spécialisation.
Le fait que ces deux descriptions donnent la méme image est alors clair une fois que
I’on mes bout a bout les différents morphismes décrits. ]

Corollaire 6.4.3. — Dans le lemme précédent, supposons Y = S et f propre. Il y a
alors un morphisme Galois équivariant de suite spectrale des cycles évanescents

Hp(Xg,Rq\I/ﬁf) — HP‘HI(Xﬁ’f')

Hp(ng,Rq\Ilﬁ}") — Hp+q((f(/wl)an®ﬁ’ Fam)
6.4.3.2. Image inverse. — Soit f: X — ). Il y a alors un morphisme naturel
RO — ROf*

défini par adjonction grace a l'isomorphisme f,ROf* ~ ROf,f* et I'application d’ad-
jonction Id — f,f*.

Le morphisme se décrit ainsi au niveau de la cohomologie : une section de f*RI©zF
est donnée étale localement par un U/X; étale, par un diagramme

U—— X5
L
V— s
ol V/9s est étale, et une section t € HI(V* Fo), Le diagramme se reléve en
o __, xon
L
pan __, gyan

et 'image réciproque de ¢ par ’application verticale de gauche donne un élément de
HI(U™, f*F), ce qui conclut la description de notre morphisme.

Lemme 6.4.4. — Placons nous dans le cadre du lemme 6.4.2. Il y a alors un dia-
gramme commutatif

FXROH(F )

(F* R (F))

RY5(f*F)w, — ROy (fan*(ﬁ/wo)>

ot les deuz applications verticales sont celles associées a la fonctorialité de RV et RO
pour f*.
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Démonstration. — Le diagramme s’insere dans le diagramme suivant
* “ A~ o, ~
(" RYG(F)) , == (fiw)" (RC7(F)jw,) — (f5) RO7(Fw;,)
R\I]ﬁ(f*f)lwl R@ﬁ(f*f/wl) _ R(“)f] (fan*(ﬁ/wo))

ou A est induit par I'isomorphisme de Berkovich et B est I'isomorphisme de Berkovich.
On doit montrer que deux morphismes

(S RY5(F)), == ROy (" (F ) )
coincident. Soient a : W; — X et b: (@WO)“” — Y. On a donc deux morphismes
a* f*RY —= RO f*b*

Rappelons que RO = (Rwv,) o p*. Se donner deux tels morphismes équivaut donc par
adjonction a se donner deux morphismes

Ce qui revient a se donner deux morphismes
I/*a*f*\lf — M*f*b*
ou encore deux morphismes
a* f*U —— Of* b
On s’est donc ramené a vérifier la commutativité du diagramme dans le cas ou il n’y a

plus de foncteurs dérivés, ce qui est facile en utilisant la définition de I’isomorphisme de
Berkovich. O

6.4.3.3. Compatibilité au changement de base. — Idem. cas algébrique.

6.5. Correspondances cohomologiques analytiques rigides

A désigne un anneau de coefficients de torsion premiére a p.

6.5.1. Définition. — Soit

AN
X Xo
un diagramme d’espaces analytiques de Berkovich sur n, et (Fi,F) € DT (X1, A) x
D" (X5, A).
Définition 6.5.1. —
Cohg(Fi, Fo) = Hom(couci Fi, Fa)
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6.5.2. Restriction 4 un domaine analytique. — Soient U7 C X1,Us C X5 deux
domaines analytiques localement fermés tels que c;'(Uz) C ¢;'(U;). Considérons la

correspondance
& (Us)
U1 U2

Soit u € Coh¢(Fi, Fa). Considérons le diagramme

b
¢y ' (Uz) = C

cél CQl
a
Uy — Xo

duquel il résulte un isomorphisme de changement de base a*co. — ¢}, b*.
La restriction de u est alors définie par la composition suivante

*u

~ a
res(u) 26’2*0/1*(?1‘(]1) = ch b c{F1 ~— a*couciF1 — a* Fo = Fov,
res(u) € COhcgl(UQ)(]:llUmeUz) et cela définit un morphisme

Cohc(]‘—l,]‘—z) — COhcgl(Vg)(Fl‘Ul’fQHJQ)
6.5.3. Image directe. — Soit un diagramme d’espaces analytiques

C

71N

X1 X2

f1 D f2
Y1 Y2
et soit u € Cohe(F1, F2). On définit f.u de la fagon suivante

<U
fow idosdy f1oF1 — doy fuci Fi = fosconciF f2_> faxTF2

ol la premiere application est déduite du morphisme de changement de base associé au

losange de gauche.

On a donc une application :

Cohg (F1, Fo) — Cohp(fi«F1, foxF2)
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D’ou en particulier une action sur la cohomologie :
Coh¢(Fi, Fo) — Hom(RT' (X1, F1), RT'(X2, F2))

qui est définie ainsi :

us :RU(X1, F1) 5 RU(C, ¢t F) Zv RT(Xs, conciF1) — R (X, )

Ces images directes sont compatibles a la restriction en un sens facile a définir.

6.5.4. Analytification d’une correspondance algébrique. — Soit

C —>(61yc2) X1 X X2
une correspondance algébrique avec ¢p propre.

Soit u € Coh¢(Fi, F2) une correspondance cohomologique algébrique ou (Fp, Fa) €
D7 (X1,A) x DF(X2,A). Tl lui est associé un morphisme @ : conciF; — Fo. u® est
alors définie ainsi :

,aan
u™ Gl —= 3 (1 F1)""

(c2eci F1)™ Fy"

ou lisomorphisme du milieu des I'isomorphisme de changement de base du corollaire
7.5.3 de [2]. D’out un morphisme

COhc(fl,fz) — COhCan( fn,fém)

On vérifie facilement que ce morphisme d’analytification est compatible aux images
directes propres.

6.6. Spécialisation des correspondances cohomologiques analytiques rigides
7N

361 3€2

un diagramme de schémas formels localement formellement de type fini sur S, c’est a

6.6.1. Définition. — Soit

dire une correspondance formelle. Soit u € Cohgan (Fi, F2). La correspondance spécialisée
uz est définie ainsi :

RO(u)

Uz :CQ*CTReﬁ(fl) — CQ*R@f](CTfl) -~ R@ﬁ(CQ*CT]:l) R@ﬁ(fg)
ol l'on a utilisé les diverses fonctorialités de RO©. Cela définit un morphisme :

COh@an (Fl, .7:2) — COhQE(R@ﬁ(Fl), R(")ﬁ(]'—g))
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6.6.2. Compatibilité a I’image directe. — Considérons la proposition 6.3.4 dans
le cadre rigide en ne faisant aucune hypothese de propreté sur les morphismes. Sa
démonstration s’adapte alors automatiquement au cas rigide en changeant ¥ en © et
en remarquant que toutes les hypotheéses de propreté sont inutiles puisque ©, contraire-
ment & U, commute toujours aux images directes (il faut bien str utiliser les différentes
fonctorialités établies pour ROy pour adapter la démonstration).

On en déduit donc la compatibilité entre image directe quelconque et spécialisation
dans le cas analytique rigide.

6.7. Compatibilité entre les spécialisations algébriques et analytiques rigides

Soit une correspondance sur algébrique S

(c1,¢2)
—_—

C X1><X2

ou l’on suppose que ¢; et ¢o sont propres. Soient Vi C X145 et Vo C Xos deux sous-schémas
fermés de leur fibre spéciale. Supposons

-1 -1
¢y (V2) Cep (V)
d’ou une correspondance sur s

/ /
02—1(‘/2) (01762) Vl % V2

et une correspondance formelle
(¢1,¢2)
_—

¢
ou ¢ = é\ C;l(v2)7 X1 = )/(\'1/‘/17 Xy = 5(\2/‘/2'

%1)(%2

Proposition 6.7.1. — Soient (Fi,F2) € DI (X1,A) x DF (X3, ). Le diagramme sui-
vant commute

analytification restriction

Cohc, (F1, F2) > Cohcgn (Fi", F5™) = Cohean (F1 vy, F2/vy)

restriction

Cohog (R¥n(F1), R¥5(F2)) ————> Coh 1, (R¥n(F1)jvy, R¥n(F2)vy) ———> Cohes(RO(F1/vy), RO (F2/v,))

(V2)

Démonstration. — Soit u € Cohg, (F1,F2) et notons w : co.ciF1 — Fo le morphisme

associé par adjonction. La démonstration consiste a appliquer la compatibilité de 1’iso-

morphisme de comparaison avec les deux cas de fonctorialité pour les cycles évanescents.
Appliquons le lemme 6.4.4 & Fi et

(Vo) —— C
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On obtient alors un diagramme

A" (RY(F1)vy) —— (&15) RO(Fivy)

Bl

RW(¢1F1) 1 1) RO((&")" Fij1p)

Considérons maintenant le diagramme suivant

ot (RU(F)) . (615) RO(F1 1)

/
Co D

b RY(EIF) 11 02 RO((E") Fi 1)

—1
2

~ ~

(CQ*R’W(CTfl))|V2 é2§*R@ ((Cffl)/‘ﬁ)

~ ~

R\P(CQ*CT]‘H)H/Q RO (égf(d{fl)/‘ﬁ)

~

RO (ii{an )

RO (C;C?;El/‘é) R@(j:;/Vg)

ol le deuxieme rectangle commute grace au lemme 6.4.2.

Le résultat s’en déduit, car les deux éléments de Cohgan (R@(ﬁ /Vl),RG(j:; /V,)) as-
sociés se déduisent de ce diagramme en le parcourant du sommet en haut a droite vers
I’élément en bas a droite des deux facons possibles en suivant les bords du diagramme. [

6.8. Résumé des différentes fonctorialités

Supposons nous donné un morphisme de correspondances sur S

(c1,02)
——

C X1><X2

I f1x fo

dy,d

Soient Wi C Yy, W5 C Y deux fermés tels que d;l(Wg) C dl_l(Wl). Soient V; =
f{l(VVi), 1= 1,2 et supposons que cgl(Vg) C cfl(Vl).
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Soient € = C CQ—I(VQ),%Z‘ = Xy, i = 1,2. Soient D = D/dgl(WQ),jS =Yiw,, i =1,2.
Il y a donc un morphisme de correspondances formelles

(€1,¢2)

¢ fflefz

f ' f 1 X f2
dy,d
o (%) g vy,
Qui induit un morphisme de correspondances analytiques.
Soient (Fi,F) € DI (X1,A) x DF(X3,A). Supposons que ci, ca,dy,ds, f1, fo sont

propres.
Le diagramme de la page suivante est alors commutatif.



(M 1LrTf N Tp L)) weGTopy

UOIOLIISOI +UOTyedyIjA[eue

*:.‘\

(Wit ou W g e

(L ay L AY) "dyo)

oTAONIog op aWSTYdIOWOST+UOT)OII)SOT

(2 1) "Oqop

Am>\m/.&\. ¢ S\H/.&\.V uodO)) =

©Y %© 990a11p o8ewl |
9p uornjejnuuod

xS
+

UOIIOLIISaI +uorjesyijA[eue

AY e 21doad o300a1p a8ewI, |
9P UOIjEINTOD

4

(Wi 'V 1Lew) Puop

OIAON I 9P oWSTYdIOWOSI+UOT}OLIISOT

(e£ AT L AY) oD

(eL*ef “Tp*1f) "dyop



106 CHAPITRE 6. FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE SPECIALE

6.9. Des coefficients de torsion aux coefficients /-adique

Oublions dans cette section les notations précédentes et reprenons les notations de
I’appendice F : en particulier k est un corps valué complet, A un anneau de valuation
discrete complet dont nous noterons K le corps des fractions. Soit X un k-espace
analytique ou bien un espace adique sur Spa(k, k%). En général les groupes de cohomologie
étale A-adique

H*(X,A)
ne sont pas définis : il n’y a aucune définition intrinséque qui fasse que ces groupes
vérifient de bonnes propriétés. Nous allons voir cependant que dans certains cas, lorsque
certaines propriétés de finitude sont satisfaites, on peut donner une définition ad-hoc des
H*(X, A) satisfaisante.
Définition 6.9.1. — Soit ¢ € N. Soit F = (F,)n € Ae — F5c/x,,. Supposons que
(HY(X,Fp))nen soit un systeme A.R. A-adique de type fini. On posera alors
HYX,F)= lim HY(X,F,)
neN
un A-module de type fini.

Cette définition est justifiée par la proposition suivante :

Proposition 6.9.2. — Supposons X lisse sur k (ou sur Spa(k,k°) dans le cas adique)
de dimension pure d . Soit F = (Fp)n € Ao — Fsc)x,, localement constant. Soit Fle
systeme local dual. Supposons que Yq € N les systémes

(H2(XERFY) et (HIXER, (F)n))
neN neN
sont A.R. A-adiques de type fini et que l’application
HY(X &k, F) — lim HI(X&k, F,)
neN
est un isomorphisme.
1l y a alors un isomorphisme canonique de dualité de Poincaré

(HY(X,F) @p Kp)* == H* X, F)(d) @p Kp

Démonstration. — Nous allons appliquer le formahsme de Ekedahl [17 | dont nous uti-
liserons librement les notations. Soit f : X &k — M( ) (resp. Spa(k: k:o) dans le cas
adique). Il y a alors un foncteur (section 5 de [17])

Rf: D(T — A) — D(S — A)

P

ou 7 est le topos f; et S le topos ponctuel M (l?:) (resp. Spa(lic KO )et) vérifiant
ét
(confere par exemple la fin de I’énoncé du (iii) du théoreme 6.3 de [17])
L a2 a2
VneN A/m" @) (RAF) = RO (XQk, F,) € DT((X®k)g, A/m™)

(Ce foncteur est a distinguer du foncteur RI'.(X, —) introduit dans I’appendice F) Le
topos ponctuel S vérifie les hypotheses du paragraphe 7 de [17]. Rf; est de dimension
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cohomologique finie (R’ f; s’annule en dimension supérieure & 2d pour les coefficients de
torsion ( [28] 5.3.8, [2] 5.3.11). Donc, d’apres les hypotheses faites

RfiF € D%(S — A)

D’apres le théoréme 7.1 de [17] il y a une équivalence de catégories

Ry,
DIC)(S - A) -— nype ﬁni(A - mOd)
Lr*

ou 7, est le foncteur lim , 7* le foncteur M — (M ® A/m"),en, et R, et La* sont

quasi-inverses I'un de I'autre. Donc,

RAF =~ Lr*RmRf1F)

L
= (A/m” XA R?T*Rf!]:>
neN

~ (RPC(X@%, Fn))neN

Soit M*® = Rm(RfiF). La suite spectrale
EY = Rim, ((HI(X&k, Fo)nen) = H™H(M*)

vérifie Eéj = 0 si i # 0 car par hypothese le systeme (Hg(X@l?:,Fn))neN est A.R. A-
adique. Donc,
HI(M®) ~ lim H!(X,F,)
neN

Comme dans le paragraphe 6 de [17], utilisant les propriétés de finitude de la dimension
cohomologique de fi, on peut définir f'A € D(T — A). Il résulte du théoreme de dualité
de Poincaré pour les coefficients de torsion ( théoreme 7.3.1 de [2] dans le cas analytique
et théoreme 7.5.3 de [28] dans le cas adique) que f'A ~ A(d)[2d]. En effet, le morphisme
trace pour les coefficients de torsion Rff*(—)(d)[2d] — (—) s’étend naturellement en
une application de foncteurs de D°(S — A) dans D®(S — A) qui définit par adjonction un

morphisme f*(—)(d)[2d] — f'(—) dans D*(7 — A). Ce morphisme est un isomorphisme

L
puisqu’apres application du foncteur conservatif —® A /m on obtient 'isomorphisme dans
le cas de torsion (gréace au 6.3. (iii) de [17]). La dualité de Verdier A-adique (isomorphisme
6.1 de [17]) donne alors un isomorphisme

RHom(R fiF, Ae) ~ RHom(F, Ae(d)[2d])
Le premier terme s’identifie via I’équivalence de catégories ci dessus a
RHomy (M*®, A)

quant au second a
Rf.(F(d)[2d])
qui, comme précédemment pour Rfi, est égal a

(RL(X, ) nen
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Grace a 'hypothese que V4, (H7(X,F,))n est un systeme A.R. A-adique de type fini, si
N*® = Rm,Rf,.F(d)[2d]
alors
Vi H'(N®) = lim H** (X F)(d)
neN

On obtient (toujours grace a I’équivalence du théoréme 7.1 de [17]) donc

RHomp (M®,A) ~ N*®
dans la catégorie dérivée bornée des complexes de A-modules a cohomologie de type fini.
Si W est un A-module de type fini,

Homa (Wiorsion, Ka/A) sii =1

Brty(W.4) = { 0sii>?2

La suite spectrale
By = Ext) (H™ (M*),A) = H" (N*)
dégénere donc en des suites exactes pour tout %
0 —— Homp (H2* (X, A)sorsion, Ka/A) — H' (X, F)(d) — Homp (H?(X,F),A) — 0

qui donne le résultat voulu apres tensorisation par K, puisque le terme de gauche est

de torsion. O
Remarque 6.9.3. — 1l est sous entendu que les isomorphismes ci dessus sont Galois
équivariants.

Proposition 6.9.4. — Les hypothéses de la proposition précédente sont vérifiées lorsque

X et F sont de la forme suivante :
~ Il existe un schéma séparé de type fini Y/k°, un faisceau étale algébrique construc-
tible G sur'Y, et un ouvert U de la fibre spéciale de Y, Y Xjo KO/ tels que X
s’identifie a la fibre générique au sens des espaces adiques du complété formel de X
le long de U

(Vo)™ € (Y)™

et F s’identifie a la restriction de G™9 a4 cet ouvert (et X est lisse et F est localement
constant).
~ Il existe un schéma séparé de type fini Y/k°, un faisceau étale algébrique construc-
tible G sur'Y, et, dans le cas analytique, un fermé propre V de la fibre spéciale de' Y
tels que X s’identifie au tube au dessus de V' dans (Y,)*", (SA//V)“", et F s’identifie
a la restriction de G**. Dans le cas adique mémes conditions mais V est seulement
Suppose fermé.
Soit de plus X le schéma formel )?/U dans le premier cas et )?/V dans le second. Soit
(RO7(Fn))nen le systéme de faisceaux des cycles proches analytiques rigides. Alors,

(RO5(Fn))n € DV(X5,A)
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la catégorie dérivée bornée & cohomologie constructible 2-colimite des catégories (D%(Xs, A/m™))nen,
et il y a une suite spectrale des cycles évanescents de A-modules de type fini convergente

BP9 = HP(X5, (RO4(Fy))n) = lim HPYU(X5, ROH(F,)) = HPT(X &k, F)
=
Démonstration. — Commencons par les assertions sur les cycles évanescents. Le fait que
Vn RO;(F,) € DY(Xs, A/m™) résulte du théoreme de comparaison de Berkovich et du
théoreme de de constructibilité de Deligne ([14]) pour les cycles évanescents algébriques.
La formule de Kiinneth pour les cycles évanescents algébriques (appendice de [32])
couplée au théoreme de comparaison de Berkovich montre que

Vn RO, (Furr) ® A/m" = ROH(Fy)
(et cet isomorphisme est canonique). On en déduit que
(Reﬁ(}_n))n € ch)(:{§7A)
1l résulte également de [14] et de I'annulation des R*¥; pour i grand que (RO5;(F,))n
est un systeme A.R. A-adique (utiliser le lemme 12.5 de [19] ou bien [33] 5.3.1). Le

théoreme de finitude de la cohomologie étale des faisceaux constructibles sur un corps
de [14] couplé au théoreme 5.3.1 de [33] montre alors que Vp Vq le A,-module

(HP (%5, ROL(Fo)))nen
est A.R. A-adique. Pour tout n il y a une suite spectrale des cycles évanescents
ER(n) = HP(X5,RO.(F)) = HP (X Ok, Fy)
On obtient donc une suite spectrale convergente dans la catégorie des Ao-modules

EP = (B2 (1) )neny = (Herq(X@l_f,fn))neN

Les premiers termes EY? sont dans la catégorie des Ao-modules A.R. A-adiques de type
fini. Cette catégorie est une sous-catégorie abélienne pleine stable par extension de celle
des Ao-modules ([33] théoreme 5.2.3 et proposition 5.2.4). Le fait qu’elle soit abélienne
implique que Vp Vq Vr > 2 (EFY(n))nen est A.R. A-adique de type fini. Vp Vg 1’aboutis-
sement (HPTI(X ®l§:,.7:"n))n€N est alors muni d’une filtration finie dont les gradués sont
A.R. A-adique de type fini. La stabilité par extensions de la catégorie des Ao-modules
A.R. A-adiques montre donc que cet aboutissement est A.R. A-adique. Considérons main-
tenant le foncteur 1{31 qui va de la catégorie des Ao-modules dans celle des A-modules.
En restriction a la catégorie des Aq-modules A.R. A-adiques de type fini il est exact
d’image des A-modules de type fini. Appliquant ce foncteur exact a la suite spectrale
(E%(n))nen on obtient donc une suite spectrale convergente de A-modules de type fini

EPY = HP (X5, (RO4(Fp))n) = lim HPT(X5,RO,(F,)) = lim HPTU(X &k, F,)
neN neN
ce qui termine la démonstration de la partie cycles évanescents de la proposition.
Passons maintenant a la Premiére partie. Dans tous les cas, on a déja vérifié 1'hy-
pothese concernant (H?(X &k, F},))nen de la proposition 6.9.2. Reste donc les assertions
concernant la cohomologie a support compact. Elles résultent dans le cas des espaces
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adiques du théoreme 3.1 de [29] pour l'espace adique associé au complété formel le long
de l'ouvert U et du théoreme 3.3 de [29] dans le cas de I'espace adique associé au complété
formel le long du fermé V. Dans le cas ou V' est propre, I’énoncé pour I'espace analytique
de Berkovich associé au complété formel le long V' est une conséquence du fait que V
propre implique que I'espace adique est partiellement propre, et que donc sa cohomologie
a support compact coincide avec celle de ’espace analytique associé (proposition 1.5 de
[29]). O

(c1,¢2)
- =

Définition 6.9.5. — Soit C
ou c1 et ¢y sont finis. Soient Fi,Fo € Ay — .7-"sc/Xét. On note Coh¢(Fi, Fs) les corres-
pondances cohomologiques a support dans C' que 'on pose étant égal a 'ensemble des
systemes compatibles de correspondances dans [ ], .y Cohe ((F1)n, (F2)n)-

X1 x X5 une correspondance d’espaces analytiques

Comme précédemment, une correspondance cohomologique agit sur la cohomologie
A-adique lorsque celle ci est bien définie par simple passage a la limite. De plus, dans le
cas de la fibre générique d’un schéma formel, une correspondance spécialisée (égale par
définition au systeme des correspondances spécialisées) sur les cycles proches analytiques
rigides fournit une suite spectrale des cycles proches équivariante comme précédemment.
Cela se déduit par passage a la limite projective des suites spectrales obtenues dans le
cas de torsion grace a la proposition précédente.

Remarque 6.9.6. — Soit (c1,c2) : C — X; x Xo une correspondance analytique ou
c1 et co sont étales finis. Via la dualité de Poincaré de la proposition 6.9.2, I’action d’une
correspondance cohomologique A-adique sur la cohomologie & support compact doit étre
définie comme étant 1'action de la correspondance duale si I’'on veut que I'isomorphisme
de Poincaré soit équivariant.

Application 6.9.7. — La représentation locale fondamentale de [26] s’exprime comme
le dual de Poincaré de la cohomologie £-adique a support compact des espaces de Lubin-
Tate.

Désormais nous utiliserons librement des cycles évanescents f-adiques sans forcément
citer la proposition 6.9.4. Cette proposition contient tous les éléments nécessaires (et
meéme plus) pour justifier le passage des coefficients de torsion aux coefficients ¢-adiques
lorsque cela sera nécessaire.

6.10. Formule des traces générale

dy,d
Théoréme 6.10.1. — Soit D %
Y5 sont propres sur S.

. (c1,c2) . .
Soit C' —— X1 x Xa une correspondance surn, ot ci et ca sont finis.

Y1 x Y5 une correspondance sur S ou D,Y; et
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Soit un morphisme de correspondances surmn :

C

X1><X2

f! f1x fa

l)77 —_— Yln X an

ou f1, fo sont étales finis.

Soient Vi C Yis, Vo C Yoy deux fermés vérifiant d;l(Vg) C dfl(Vl). Soient Uy =
(femy~L(sp= (W), Us = (f9™) L (sp~1(V2)) les ouverts de X", X" associés. Supposons
S HUz) C " 7H (W),

Soient Fi, Fy deuz Qp faisceauz lisses sur X1, resp. Xo. Soit u € Cohc(F1,Fa). Soit
v = (fiu)s € Coh(RYz(f1.F1), RY5(faxF2)) la spécialisation de l'image directe de u. Il
y a alors un morphisme de suites spectrales des cycles évanescents commutant a [’action

de Gal(n|n) :

HP (Vi5, R15( f1.F1)) == HP™ (U1 @1, F1)

an
Vx Uy

HP (Vaz, R1U;(fouF2)) == HP (Us®1], F2)

ot la cohomologie £-adique des ouverts rigides Uy, Us est définie comme étant la Poincaré
duale de la cohomologie a support compact et ou

| @
uim : HZ(U1®ﬁaf1)

.
—1
leg™H(Ug) (cg™

i((an\— 55 kT )+ 7 S5E * T
H((e5™) 7 (U2)®i, 1 F1) = H' (U2, cacci F1)

Hi(g . n oA =
2@, H'(Uyton, F)

ou U : coxciF1 — Fa est associé a u par adjonction.

Démonstration. — Pour ¢ = 1,2 complétons le diagramme

X;

|

en un diagrame
XV —oX;

|

Y;“;Yvin
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ot X{ est un schéma de type fini sur S et X?/Y; est fini. En particulier, X? est propre
sur S. Soit le diagramme :

C

0 0
Xl Xy, D Xy, X2 — X Xv1, DT] XY, X5

Et, comme ci dessus, soit C° un modele de type fini de C sur S et fini au dessus de
X? xy, D xy, X§. Ce dernier schéma étant propre sur S, C° est propre sur S (cependant,
et c’est la un point important qui nous a poussé a développer notre formalisme des
correspondances cohomologiques dans la catégorie dérivée, on ne peut pas forcément
trouver de modele C? tel que C?/XY et C°/XY soient finis).

On a donc étendu la correspondance C — X; X Xg sur n en une correspondance
CY — X¥ x X9 sur S. On a également étendu le morphisme de correspondances f en un
morphisme de correspondances sur S. Tous les morphismes étendus sont propres.

Remarquons maintenant que I'hypothése 5" (fs"~1(Uy)) C 5" 1(fom~1(U)) im-
plique, grace a la surjectivité du morphisme de spécialisation, qu’il en est de méme sur
la fibre spéciale (au niveau des schémas réduits ce qui est suffisant pour nos besoins
cohomologiques étales) pour les fermés Vi et Va @ co. (form (V2))red € 1y (Frat (Vi))red-

Le théoreme résulte donc de la compatibilité des différentes fonctorialités pour les
cycles évanescents démontrées dans les section précédentes. O

Nous supposerons désormais que k(s) est le corps fini Fy. Nous noterons ™" le complété
de l'extension maximale non ramifiée de 7, ¢ € Gal(n™"|n) ~ Gal(s|s) le Frobenius
géométrique et W, C Gal(7|n) le groupe de Weil. Si 7 € W,, nous noterons v(7) 'entier
vérifiant 7),nr = o),

Soit U un espace analytique sur n"". Pour tout 7 € W, il y a un isomorphisme
canonique

’U(T)) ~

(U&yri)) ™ ~ U@,y

Si U est un domaine analytique dans un espace analytique de la forme X&®n™ pour

(@*7) est le domaine analytique de X ®n777” dont les

un espace analytique X sur n, U
points rigides naifs (ceux du spectre maximal) sont 'image par o¥(") de ceux de U.
De l'isomorphisme ci dessus on déduit un morphisme (qui n’est pas au dessus de 7)
d’espaces analytiques pour tout 7
Uiy =5 U Gy
Si maintenant F est un faisceau sur X, (Id x 7)*F ~ F ou F désigne le pull-back de
F & X®1n. On en déduit pour tout 7 dans W, un isomorphisme

H (U &0, F) — HY (U yor, F)

Supposons de plus qu’il existe un schéma formel ) sur S, un morphisme f : X — "
et un point fermé y € Ys tels que U = f~1(sp~L(y)). Alors, si v(1) >0

U = sp (O ()
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et on en déduit donc un isomorphisme lorsque v(7) > 0
H (7 (™ (Fr O () @yt F ) s HT (7 (57 (1)) &pr, F)

Théoréme 6.10.2. — Placons nous dans le cadre du théoréme précédent lorsque X1 =
Xo=XVN=Yo=Y F=F=F, Vi=V=VeU =Uy=U. Il y a donc un

diagramme au dessus de n :

C _ (eved) | X x X

I fxf
din.d
D, — )y sy,
Supposons de plus que doz est fini. Il existe alors un entier N ne dépendant que du

degré de das tel que Yu € Cohg, (F),Y1 € Wy v(1) > N

Tr(u x 73 RT(X5, F)) = Z Tr(ux 7; RT (" (sp~ " (d2(y))) @7, F))
Fr”(T)y(i?(i()k)):dz(y)
et
Tr(uxmROUSRF™M) = 3 Tr(ux RO (F (sp™ (d2(y)) &0, F))
yeD5(k)
do(y)eV

Fro() (dy (v)=da (v)
ot l'action de u X T dans le membre de droite est le composé des morphismes
- — v(T SE T T an— — SE& T q
RT(f"(sp~ (Fr*Tdu(y)))@n, F) — BT (£ (sp~ (d1 () &7, F) —>
(v)
da(y

AU (" (sp™ ()&, F) R (£ (sp™" (da(y)) &7, F)

Démonstration. — Les cycles évanescents RUz( f,F) sont munis d’une structure de fais-
ceau de Weil et donc d’'une correspondance de Frobenius associée a 7 :

C2x

~

Fre0 RO (f,F) == 7*RU(f,F) — RU(f.F)

Cette correspondance commute aux correspondances cohomologiques spécialisées puisque
ces dernieres sont définies sur s. On peut donc appliquer le théoréme de Fujiwara (6.2.1)
a la correspondance cohomologique spécialisée composée avec la correspondance de Fro-
benius ci dessus associée a 7.

Plus précisément, dans le premier cas on applique Fujiwara a tout X,. Dans le second
cas, d’apres le théoreme précédent, la trace sur la cohomologie de U est égale a celle sur
la cohomologie des cycles évanescents sur V, on applique donc le théoreme de Fujiwara
aV.

La fibre des cycles évanescents en un point fixe s’identifie a la cohomologie du tube au
dessus de ce point fermé. Le calcul des termes locaux naifs s’effectue alors en utilisant
en utilisant les deux fonctorialités de I'isomorphisme de comparaison de Berkovich 6.4.2
et 6.4.4 ainsi que la compatibilité de cet isomorphisme a I'action de Galois. ]
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6.11. Modeles des variétés de Shimura et des espaces de Rapoport-Zink en
niveau parahorique

Nous avons introduit dans le premier chapitre des modeles entiers de nos espaces en
niveau compact hyperspécial. Nous aurons néanmoins besoin, pour des raisons techniques
liées & la théorie des types, des modeles définis dans [51] en niveau parahorique en p.
Ces modeles ne nous servirons que comme intermédiaires de démonstration. Nous ne
rappellerons donc pas leur définition. Nous reprenons les notations globales de la premiere
partie. D désignera donc une donnée de type P.E.L. non ramifiée.

6.11.1. Sous-groupes parahoriques et leurs normalisateurs. — Soit £ une mul-
tichaine polarisée de réseaux dans Vg, ([51] définition 3.14).
Notons

Ke={g€G(Q,) | VA € £ g.A = A}
le sous-groupe parahorique associé. Le normalisateur dans G(Q,) de K est alors défini
par

Ne={9€GQ,) |VAe L gAeL}

Si L = (A;)iez est uniforme au sens ou ¢ — [A; : A;y1] est constant alors
Ne={9€GQp) |3 €ZgAi =Nt}

Nous n’aurons besoin dans la suite que de ce cas la et nous supposerons donc que toutes
nos multichalnes sont uniformes.

Exemple 6.11.1. — Plagons nous dans le cas (A) lorsque J = (). Par équivalence de
Morita, la donnée d’une telle multichaine £ est alors équivalente a la donnée pour tout
i dans I d’une multichaine £; dans F}. Pour un ¢ fixé la donnée d’une telle multichaine
est alors équivalente (modulo 'action de GL,(F},)) & la donnée d’un entier d divisant n.

Une chaine associée a d est alors de la forme

—1 —1 —1
"'C<€1,...,6n>c"'C<vaiel,...,vaiekd,ekd_i_l,...,@n>C"'CvaiA()C...
—_—

Ao Ay

et le groupe K, se décrit ainsi par blocs de taille d x d :

GLd((’)Fvi) e Md(OFvi)
K, = :
@, Ma(OF,,) ... GL4(OF,,)
quant a Nz, c’est le groupe engendré par K, et I’élément suivant
0 w;ji Iy
I; . 0
0 .
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6.11.2. Variétés de Shimura. — Dans [51], chapitre 6, il est défini des modeles
entiers des variétés de Shimura de type P.E.L. que nous considérons sur F, en niveau
parahorique, Shg . g». Nous noterons Sgi,.xr ces modeles entiers. Lorsque KP? varie ils
forment une tour de variétés quasiprojectives sur Spec(Op,) munie d’une action de

G(AD).

Ezemple 6.11.2. — Soit Ag un réseau autodual dans Vg, de stabilisateur Cp dans
G(Qp). Supposons que L soit la plus petite multichaine contenant Ag. Alors, Kz = Cy
est compact hyperspécial et Sk .k» est le modele entier défini précédemment en niveau
hyperspécial.

Si L contient un réseau autodual Ag alors, K, C Cj et il y a un morphisme de tours :

(SKL:KP)KP — (SCOKP)KP

étendant celui défini sur la fibre générique.
Remarque 6.11.3. — En général ce morphisme n’est pas fini!

On ne supposera pas que L contient un réseau autodual, ce qui nous permettra, par
exemple, d’inclure parmi les K, des sous-groupes compacts maximaux des groupes de
similitudes unitaires non hyperspéciaux.

6.11.3. Espaces de Rapoport-Zink. — A b € B(Ggq,, u@) est associé un espace de
Rapoport-Zink
M¢c(Dq,,b)/Spf (O,
muni d’une action de J; ([51] définition 3.21). Comme précédemment, cet espace se
scinde en produit d’espaces de Rapoport-Zink associés a des données simples.
Si K, C K¢, il y a une tour d’espaces rigides MKP au dessus de M“E” = M}Q qui
coincide avec celle définie auparavant lorsque K, C K N Cp.

6.11.4. Extension de I’action du normalisateur d’un parahorique aux modeles
entiers. —

6.11.4.1. Variétés de Shimura. — L’action de G(Qp) sur la tour (Shx)x permet de
définir un morphisme de groupes trivial sur K,

Ny — Aut(Shg,k»)

Le but de cette section est d’étendre ces automorphismes aux modeles entiers ci dessus,
c’est a dire définir un morphisme

Ny — Aut(SKEKp)

redonnant celui d’avant sur la fibre générique et commutant a I’action de G(AI}).

Soit donc g € Ng. Soit T un schéma sur Spec(Og, ). Un élément de Sk, kr(T) est
donné par un triplet (A, \,7P) olt A est une L-multichaine de variétés abéliennes sur
T, X\ une polarisation de cette multichaine et nP une structure de niveau hors p, le tout
vérifiant certaines conditions ([51] chapitre 6).
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Posons g.(A, \,nP) = (A", N, nP) € Sk,.kr(T) ol avec les notations du chapitre 6 de

[51] :
VAelL A= Agy.n muni de son action de Op
VA1, Ao € L Ay C Ay Pﬁ\l,AQ = Pg.A1,g.As
Posons pour tout a dans B* normalisant 'ordre Og ® Lp)
0, =0,
Définissons . On doit définir pour tout A € £ une quasi-isogénie
Nyt Ay — (4))"
telle que
(pho )’ oy Ay — (4)"

soit une polarisation de A\. Posons X comme étant égal & la quasi-isogénie composée

v (pg.a)v,g.av)Y

A
ﬁ\ = Aga 2ol (A(Q-A)V) (Ag-AV)v = (A;\V)v

Alors,

(PZ\V,A)V oXy = (pgavgn)’ o (P(g.A)V,g.AV)v o AgA
\Y

= | Pg.0)V,g.AY O Pg.AV .ga | ©Aga

P(g.A)VY ,g.A

qui est donc bien une polarisation. Il reste & vérifier que X' : A — A’ est bien un
morphisme de multichaines, mais cela ne pose pas de probleme.
Le morphisme ainsi défini vérifie bien les propriétés voulues.

6.11.4.2. FEspaces de Rapoport-Zink. — Posons M, = ML(D@p,b). On définit comme
ci dessus pour les variétés de Shimura un morphisme

Ny — Aut(M)

trivial sur K, commutant a ’action de Jj et a la donnée de descente de Rapoport-Zink,
et étendant le morphisme défini sur la fibre générique.

Sa définition est similaire a celle ci dessus en remplacant variétés abéliennes par
groupes p-divisibles.

6.11.5. Uniformisation. — Soit ¢ une classe d’isogénie comme dans la premiere par-
tie. Comme dans la premiére partie, il y a des isomorphismes de tours lorsque K? varie
([51] théoreme 6.23)

I(Q)\ (Me x G(ARD)/KP) == (Sicerr © Op, s
compatibles a la donnée de descente de Rapoport-Zink et commutant a ’action de N,
définie ci dessus sur les deux membres.
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6.12. La formule des traces pour la cohomologie des strates d’une variété de
Shimura de type P.E.L.

Soit D une donnée globale de type P.E.L. non ramifiée en p. Fixons une multichaine
polarisée £ dans Vg, . Soient K le groupe parahorique associé et Nz son normalisateur.

6.12.1. Action de Galois sur les domaines analytiques de M K,- — Soit K C
K un sous-groupe compact ouvert. Rappelons que les espaces analytiques M K, sont
définis sur E = Qpr. Soit

a:MKp —>M§2

la donnée de descente de Rapoport-Zink. Soit U ¢ M &, un domaine analytique. a(U) C
)

/\;132 est alors un domaine analytique et si pr : M%‘ — M i, désigne la projection,

p
pr(a(U)) est un domaine analytique dans M, que nous noterons U®. Il y a alors un

morphisme (qui n’est pas défini au dessus de E)
U— U@

D’ott un morphisme V7 € Wg v(1) >0

HT (U ™éC,, Q) T H (UEC,, Q)

(lorsque la cohomologie ¢-adique de U est bien définie ce qui est par exemple le cas si U
est le tube au dessus d’un sous-schéma localement fermé quasicompact de M, grace a
3.2.4 de la premiére partie et 6.9.4).

6.12.2. Tubes et leur cohomologie. — M (k) est muni d’une action d’un Frobenius
grace a a. Lorsque Ky = Cj cette action coincide avec celle décrite dans [47] lorsqu’on
voit M (k) comme sous-ensemble de 'immeuble de G sur L. Nous noterons

& : Mg(k) — Mg (k)
ce Frobenius.
Ainsi, avec les notations précédentes, si sp désigne le morphisme de spécialisation
associé & M,
sp” (@y) = sp~ ()
Les morphismes de changement de niveau commutant a la donnée de descente on en
déduit que

- - - “1, (@)
Wy i, (5071 (@y)) = Mg g, (507 (1)
Définition 6.12.1. — Yy € M(k) VK, C K,
Mg, (y) = I}

P

K¢ (Sp_l(y))

un ouvert analytique de bord vide dans M K, (qui est étale fini au dessus du disque
ouvert Mc, (y)).
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HI(M K, (y)®Cp, Q) est alors défini comme étant le Poincaré dual de la cohomologie
a support compact. C’est un Qg-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action
lisse de Staby, (y) x Ig,, K agissant quant & lui sur la limite lorsque K, varie dans K .

Soit donc maintenant f, € H(G(Qy)) de la forme f, *d, ot supp(f,,) C K et z € N,
T € Wg, vérifiant v(r) > 0 et y € J,. Supposons que y € M (k) vérifie

@'y =y
Il y a alors des morphismes bien défini pour K, variant

Z*O,Y*OT*

H* (Mg, (), Qo) H* (Mg, (y), Qq)

qui composés avec l'action de fz’) permettent de définir

Ir (fp XY XT; [H'(M(y),@e)]) cQy

6.12.3. Le théoréme. —

Définition 6.12.2. — Soit b € B(GQP,M@)- Pour K = K,K? avec K, C Cj, notons
Sh%g =b ShrKig le tube au sens des espaces adiques au dessus du fermé
U S
b’eB(GQp,u@)
Newton(b’)>Newton(b)

lorsque K, = Cp, et son image réciproque par les morphismes de changement de niveau
sinon.

Définition 6.12.3. — Nous noterons
[H*(Sh™9=", £,)] = > (=1)[ lim H'(Shi*=*, £,)] € Groth(G(Ay) x Wg,)
i K
qui est bien défini d’apres la proposition 6.9.4 et coincide avec la méme définition en

remplacant adique par analytique lorsque Sk est propre ou bien lorsque b est la classe
basique.

Il résulte alors de la proposition 6.9.4 que

Proposition 6.12.4. — S5t b= by la classe basique, il y a un isomorphisme canonique
HE (S =", £,) = H* (S (by), L)

ot le membre de gauche est celui définit ci dessus et celui de droite celui défini formel-
lement dans la seconde partie comme dual de Poincaré algébrique de la cohomologie a
support compact du tube au dessus du fermé propre S(bg).

Théoréme 6.12.5. — Supposons les variétés de Shimura Si propres sur Og,. Soit
b e B(G,u). fp € H(G(Qp)) de la forme [, * d. o supp(f,) C K. et z € Ng. Soit
K cC G(AI}) un compact ouvert. Il existe alors un N € N tel que

Vi e H(G(AD)) supp(f*) C K, Vr € Wg v(r) > N
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Tr(fy @ f7 x T [HA (K02 L)) = YD 2 >

¢
Newt(b(¢))> Newt(b)
vol (I2Q@\IZ(AD) Trp(y) Tr(fy x5y x 7 5 [H(M(y),Q0)]) O5(f7)
ot I¢(Q)y—5tab 2(Q )(?/)

Démonstration. — Toute fonction fP € H(G(Ay)) telle que supp(f?) C K se décompose
en combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles de la forme KPgP KP
ou K? est un sous-groupe compact ouvert et ou KPgPKP C K. Quitte a raffiner une
telle décomposition on peut de plus supposer les K? suffisamment petit. On peut donc
supposer fP = lgpgogr avec KP suffisamment petit. On peut également supposer que
fo = 1K,g,K, O K, C K et g, € K.

Considérons le diagramme suivant de correspondances de Hecke :

Shgp’legp (g)~1Krgp

SthKp SKE (gP) legp SthKP

VRN

(Sk.x)n (Sk.Kv)n
ou la correspondance du bas est définie sur Of,. Tordons ces correspondances par
I’isomorphisme associé a z. Et appliquons donc le théoreme 6.10.2 a ce diagramme.

Mais pour obtenir I’énoncé annoncé il faut tout d’abord remarquer la chose suivante :
lorsque KP diminue et gP est tel que KPgPKP C K le degré des correspondances de
Hecke associées [KP : KN gP KPgP~!] ne reste pas borné. On ne peut donc pas appliquer
directement le théoréme de Fujiwara si I'on veut obtenir la borne uniforme v(r) > N
annoncée lorsque supp(fP) C K. Néanmoins, fixons un sous-groupe compact ouvert
suffisamment petit K’ tel que K’ KK =K et restreignons nous aux KP contenus dans
K'. Pour un tel K? et gP tel que KPgP KP C K , il y a un morphisme de correspondances
de Hecke sur k&

SKpmngpgpfl — SKP X SKP

gK/mng/gp—l — gK’ X gK’

Et on peut appliquer le lemme 6.1.5 & ces correspondances étendues & k puis tor-
dues par Frobenius. Maintenant, le degré de la correspondance du bas est donné par
[K': K'NgPK'gP~Y. Or, K'\K /K’ est fini et g € K. On en déduit que ce degré reste

ME{I?@}  [yler2(Q)\Fiz(zxyx () M1 (k)
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borné. Et on peut donc appliquer le théoreme de Fujiwara sous la forme du théoreme
6.10.2 uniformément lorsque supp(f?) reste dans K.

Pour tout ¥’ € B(Go,, ,u@), S(V')(k) est une union disjointe selon les classes d’isogénie

¢ de sous-ensembles S (¢)(k) stables par les correspondances de Hecke. Les points fixes
de Fr¥(") x Hecke(KPgPKP) sont donc une union disjointe de points fixes associés aux
différentes de ¢, d’ou la premiere somme dans la formule annoncée.

De plus,

S(@)(F) = I°(Q)\ (Mc(R) x G(A)/K?)

ou Fr agit via [® x Id], les correspondances de Hecke de fagon usuelle et z via [z x Id].
Appliquant le lemme 5.3 de [47] on obtient

Fix (F’I“U(T) x KPgPKP x z; §(¢)(E‘))

- JI z@\Fix (@v“) X 2 X s ML(/%)> x Fix (7 x KPgPKP)
{e{I2(Q)}
Fibrons cet ensemble de points fixes par les éléments de

I2(Q)\Fix (cpv<T> X 2 X ; Ml;(z?;))
Le cardinal de la fibre associée a la classe de y est
vol (I2(Q),\I2(A)) O,(f7)
De plus, en tout point 3 de la fibre en [y],
E/ﬂ = Mﬁ/y

Et les revétements rigides associés sont donnés par 'uniformisation rigide des variétés
de Shimura. On en déduit que le terme local associé dans le théoreme 6.10.2 en un tel
point 3 est

Te (fp xy <7 5 [HY (M), Q)]) Trp(y)

ou le terme Trp(7y) provient du fait que £§" restreint aux tubes ci dessus est le faisceau
constant V,. O

Remarque 6.12.6. — Dans la formule précédente, lorsque K ,0(T) et z sont fixés,
indépendamment de fP le nombre de ¢ et de classes de conjugaison {7} contribuant de
fagon non nulle est fini. Pour le voir, posons f? = 1. Ecrivons K comme une union
disjointe d’un nombre fini de classes doubles
K =[] K*gaK?

a€A
pour un sous groupe compact ouvert KP de G(AI}). Appliquons la méthode de la
démonstration a chacune des correspondances associée a ces doubles classes pour compter
le nombre de points fixes des correspondances associées (pas la trace des correspondances
cohomologiques). On obtient une formule comme dans la démonstration du théoreme,
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sans les traces des correspondances cohomologiques. La finitude du nombre de points
fixes implique alors qu’il existe un nombre fini de (¢, {7}) tels que

Fix (@v(T) X 2 X 7; /\Zg(l_f)> #0
et O, (1) # 0. Ce dernier point étant équivalent a dire que la classe de G(AI}) conju-

gaison de ~ rencontre le compact K. L’assertion s’en déduit.






CHAPITRE 7

FORMULE DE LEFSCHETZ SUR LA FIBRE
GENERIQUE

Dans ce chapitre, nous redémontrons un cas particulier tres simple de la formule
d’Arthur pour la trace des correspondances Hecke sur la cohomologie d’intersection des
variétés de Shimura, telle qu’elle est réinterprétée topologiquement dans [21]. En fai-
sant une hypothese simple (la correspondance de Hecke est a support dans les éléments
réguliers en une place), on s’apercoit que tous les points fixes sont des points C.M.. Si
l'on se restreint aux variétés de Shimura de type P.E.L. considérées dans la premiere
section, nous montrons (7.3.2) que si un tel point fixe se spécialise sur la strate indexée
par un b € B(Gg,, u@) alors la classe de conjugaison v dans G(Q) associée a ce point
fixe est conjuguée dans G(Q,) & un élément du centralisateur du morphisme des pentes
(un sous-groupe de Levi de G(Qy)). En particulier, si v ne se spécialise pas sur la strate
basique, v n’est pas elliptique. Bien que nous n’utiliserons pas ce fait par la suite nous
avons inclus le théoréeme 7.3.2 car il fournit une motivation pour ’énoncé “la cohomologie
des strates non basiques est induite en p” (théoreme 9.0.2). En effet, si 'on disposait
d’une formule des traces rigides pour la trace d’un opérateur de Hecke sur la cohomologie
a support compact du tube rigide sur la strate basique faisant intervenir une somme sur
des points fixes naifs + des termes au bord, cela montrerait que la distribution somme
sur les points fixes naifs associée aux strates non basiques est a support dans les éléments
non elliptiques.

7.1. Généralités sur les points fixes sur la fibre générique

Soit (Shx)rcg(a,) une variété de Shimura associée a une donnée de Shimura (G, X).
La variété algébrique Shx est définie sur le corps reflex associé F et les correspondances
de Hecke également. La correspondance associée a KgK ol g € G(Ay) et K est un
sous-groupe compact ouvert de G(Ay) est :

9
Sthg_lﬂK - ShKﬂg_lKg

ShK ShK
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Lemme 7.1.1. — Toute fonction f € H(G(Ay)) est combinaison linéaire de fonctions
caractéristiques 1 g telles que la correspondance de Hecke associée soit un cycle dans
ShK X ShK N

SthgKg—l — ShK X ShK

Démonstration. — Si K1, Ky sont deux sous-groupes compacts ouverts de G(A f) conte-
nus dans un méme sous-groupe compact ouvert suffisamment petit alors

ShK1ﬂK2 — ShK1 X ShK2

1l suffit donc de montrer que f est combinaison linéaire de fonctions 15,5 ot K et gKg~!

sont suffisamment petits. Or, f est combinaison linéaire de fonctions 14k avec K aussi
petit que 'on veut et KgK C supp(f) (= g € supp(f)). supp(f) étant compact, lorsque
K “tend” {1}, uniformément pour g € supp(f), gKg~! “tend” vers {1}. O

Etant donné que nous nous intéressons a la trace d’une telle fonction f dans la coho-
mologie de variétés de Shimura, ce lemme justifie que nous ne nous restreignions qu’a de
telles correspondances de Hecke.

Hypothése 7.1.2. — Nous supposerons dans ce chapitre que les correspondances de
Hecke sont toutes définies par des cycles.

De telles correspondances sont donc définies par un cycle lisse de Shx x Shg.
Si de plus p est donné, la double classe K g /K définit une correspondance cohomologique
sur £, a support dans ce cycle :

hL, =g ML, =g"L, — L, =L,
Ceci définit des morphismes d’algebres compatibles pour K variant :

H(G,K) — Coh(L,, L,)

Et si
m:H(G,K) — End(H*(Shg,L,))
P [ @t
G(Ay)
ol p est 'action de G(Ay) sur la cohomologie, alors le diagramme suivant commute
H(G, K) Coh(L,, L,)

End(H*(Shg, L))
ou l'application verticale de droite est définie par 'action d’une correspondance coho-
mologique sur la cohomologie (6.1).

Nous allons tout d’abord nous intéresser a la sous-variété des points fixes de cette
correspondance :
FIX(KQK) == (A N ShKﬂgKg_l)red
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ou A désigne la diagonale de Shy. Pour cela, nous allons décrire ses points complexes :
Fix(KgK)(C) = A(C) N Shinyicy-1(€) = {& € Shyngicg1(C) | Tl() = T(g.2)}
Utilisons I'uniformisation complexe :
Shg (C) = GQ\(X x G(Ay)/K)
Dans laquelle G(Q) opere librement sur X x G(Ay)/K (car K est suffisamment petit).
On utilisera également le fait que le morphisme
p: X x G(Af)/K — GQ\(X x G(A)/K)

est un isomorphisme analytique local : tout (z,yK) € X x G(Af)/K est tel qu’il existe
Q voisinage de  dans X tel que p: Q x {yK} = p(Q2 x {yK}) soit un isomorphisme
analytique.

La correspondance de Hecke associée a KgK s’écrit alors avec ces notations :

[z,y(gKg™ ' NK)]

[z, yK] [z, yg K]
et
Fix(KgK)(C) = {[z,y(9Kg™ ' N K)] | [2,yK] = [z,ygK] }
que 'on peut voir, par hypothese, comme un sous-ensemble de Shg (C) :
Fix(KgK)(C) = {[z,yK)] | [z,yK] = [z,ygK] }
Or,
[2,yK] = [z,ygK] <= Iy €G(Q) 7.2 =1z et yyK =ygK
— FIyelGQnygKy ! vr=2x

x,yK étant fixés un tel v est unique (action libre de G(Q) sur X x G(Ay)/K) et est
semi-simple elliptique dans G(R) car v € Stabgg) (). De plus, si v € G(Q), alors

{ vr=g YW Wa=va
vyK = ygK (Y " 'y K =~'ygK

Et donc /v ~! est 'unique élément de G(Q) vérifiant les égalités de droite.
On a donc démontré :

Lemme 7.1.3. — Il y a une partition naturelle

Fiz( KgK)(C) = 11 Fir(KgK)(C)

{7}e{G(D}ss
v elliptiqgue dans G(R)

ot {G(Q)}ss désigne les classes de conjugaison semi-simples de G(Q) et
Pia(KgK)(C)yy = {[lz,yK] [ 37 € {7} o =z et JyK = ygK }
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Remarque 7.1.4. — On aurait également pu déduire cette décomposition du lemme
5.3 de [47] comme dans la démonstration de la formule des traces sur la fibre spéciale
(théoreme 6.12.5).

Lemme 7.1.5. — Si la classe de conjugaison {7} est associée a un point fixre de KgK
alors {} est associé a tout point de la composante conneze de ce point dans Fiz(KgK)(C).
On a donc une partition

m(Fie(KgK)(C) =[]  mo(Fias(KgK)(C))(y

{7}e{G(D}ss
v elliptiqgue dans G(R)

Démonstration. — Il suffit de démontrer que tout [z, y K] € Fix(KgK)(C)y,} possede un
voisinage U dans Shg (C) tel que U NFix(KgK)(C) C Fix(KgK)(C)(,} ce qui montrera
que [z,yK] — {7} est localement constante donc constante sur chaque composante
connexe.

Fixons [z,yK] dans Fix(KgK)(C) tel que v.x = z et yyK = ygK ou v € G(Q).

Si 2 est un voisinage compact de x dans X,

{geGR) | g.QNQ A0}

est un compact de G(R) (écrire X sous la forme G(R)/K«).

Si de plus 2 est petit p induit un isomorphisme Q x yK —— p(2 x {yK}) C Shg(C)
ou p(Q2 x {yK}) est un voisinage de [z, yK| dans Shi (C).

Fixons un € vérifiant les deux conditions ci dessus : {2 est compact et petit. Si
(2, yK) € Qx{yK} est tel que [/, yK] = p(2/,yK) € Fix(KgK)(C) alors soit 7' € G(Q)
I'unique élément tel que

’Y’-x, — :C/
{’Y’~?JK =ygK
On a donc, V. QNQ # D et 7/ € ygKy~ ' NG(Q)

Par discrétude de G(Q) dans G(A),

Ao ={"€GQ) |y QNQ#Det " €ygKy™ '}

est fini. Or, lorsque {2 parcourt des ensembles vérifiant les conditions ci dessus,
(4o = {7}
Q
Et donc, quitte a rétrécir €2 on peut supposer qu’il contient un seul élément. On pose

alors U = p(Q2 x yK). O

Proposition 7.1.6. — Tout élément de mo(Fir(KgK)(C))(,y est une composante conneze
de l'image d’une variété de Shimura associée a Gg ou G désigne le centralisateur de .

Démonstration. — Soit [v,yK] € Fix(KgK)(C),; ot y.x = x et v.yK = ygK. Le point
x correspond a un morphisme h; : S — G g, et

’y.x::c<:>hx:S—>(Gg)R
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Le couple (Gg, h,) définit alors une variété de Shimura de domaine hermitien associé
Y = GY(R)/Caomy(ha) — X
Posons K' = yKy~' N GY(Ay). Le morphisme (GY,h,) — (G,h,) induit alors un
morphisme analytique
q: ShK/(Gg,hz)((C) — Shg (G, X)(C)
(21,1 K] — [z1, 1y K]

qui est un revétement fini au dessus de son image.
De plus,
[z,yK] € im(q), et im(q) C Fix(KgK)(C)y

Considérons maintenant le lemme suivant
Lemme 7.1.7 — Soient x € X et go € G(R) tels que go.x = x. Alors,

{g'eX|goa’=2"} = {ga]g€Comlg)}
~ Cgr)(90)/(Cam)(90) N Koo)
Démonstration. — Soit K = Stabgr) (). Soit
g=top
une décomposition de Cartan de Lie(G(R)) ou ¢ = Lie(K ). L’application
exp:p — X
Z — exp(Z).Ky
0 — =

est un difféomorphisme.
Siaz/ =exp(Z)Ks € X o0 Z € p,
got' = o <= (goexp(Z)g5") Koo = exp(Z). Kno
—_———
exp(Ad(go)(2))

car go € K. De plus, go € Koo = Ad(go)(p) C p et donc, Ad(go)(Z) € p et 'égalité

exp(Ad(g0)(Z2)). K = exp(Z).Ks implique Ad(go)(Y) = Y, qui implique elle méme

que gg commute & exp(Z). Donc :

{#'eX|goa’=2"} = {ga]g€Comlg)}
= Cgm)(90)/(Cam)(90) N Koo)

]

Appliquons ce lemme & z et gy = «y. On trouve que ’ensemble des points fixes de ~
dans X est Y. Le résultat s’en déduit. U

Corollaire 7.1.8. — Fiz(KgK) est lisse sur E (en particulier ses composantes connezes
sont irréductibles).
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FExemple 7.1.9. — Dans la décomposition
ro(Fix(KgK)(C) =[] mo(Fix(Kgk)(C))p)
{1 e{G(@}ss

— Les classes de conjugaison elliptiques correspondent aux composantes de points fixes
compactes.

— Les classes de conjugaison réguliéres correspondent aux points fixes isolés (et elles
sont automatiquement elliptiques dés qu’un tel point fixe existe)

7.2. Points fixes isolés

L’idée sous-jacente a cette section est que tout vecteur tangent dans ’espace tangent
en un point fixe qui est fixe infinitésimalement donne lieu & une géodésique dans l’espace
hermitien X qui est formée de points fixes, et que donc en tout point fixe isolé l'inter-
section est transverse.

Les points fixes isolés correspondent comme on I’a vu aux points fixes associés a
des classes de conjugaison {7y} ou v est régulier c’est a dire Gg est un tore (qui est
automatiquement elliptique si un tel point existe). On a donc en particulier :

Lemme 7.2.1. — Les points fizes isolés sont des points C.M. de Shy .

Nous aurons besoin du lemme suivant pour appliquer une formule des traces de Lef-
schetz.

Lemme 7.2.2. — Si { € Shig(C) est un point fize isolé de KgK alors, en &, A et
Shyrg-1nKx — Shx X Shx s’intersectent transversalement.

Démonstration. — Soit
§ € Fix(KgK)(C)yy, € = [z, yK], 7.2 =z et yyK = ygK

Soit 2 voisinage de = dans X tel que p : Qx {yK} — p(2 x {yK}) soit un isomorphisme
et Fix(KgK)(C)Np(Q2 x yK) = {&}.
On a alors que p: Q x {y(gKg ' NK)} — p(Q x {y(9Kg N K)}) C Shypy-1nx-

L’inclusion Sh, g ,~1nx < Shi xSh s’identifie alors dans la carte locale Qx {y K} ~ Q

gKg
A

QO — Ox0N

¥ — (2,y.2")
Et A a

Q — OxQ
7 — (2,2

Les intersections sont donc transverses ssi d(7), : 7,2 — T, ne possede pas la
valeur propre +1. Si Ko, = Stabg(g)(z),9 = € © p est une décomposition de Cartan de
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Lie(G(R)) telle que g = Lie(K ) alors,

T,9 M T,
Ad(7)|p
p p

ol v € K. L’espace propre associé a la valeur propre +1 s’identifie donc a

Lie(Cam) () Np
Mais Cg(7)° étant un tore tel que Cer)(7)? C Koo, Lie(Cgr) (7)) C € et donc

Lie(Cor) (7)) Np =0

On déduit également de la démonstration précédente :

Corollaire 7.2.3. — Si & € Fir(KgK)(C),y est isolé alors
Lefe(KgK, Lp) = Tr(p(7))

7.3. Le cas des variétés de Shimura de type P.E.L.
7.3.1. Un lemme sur la conjugaison stable. —

Lemme 7.3.1. — Soit G/Q, un groupe réductif tel que G soit simplement connege.
Soit v € G(Qp) régulier stablement conjugué a un élément de M(Q)) ou M est le Levi
d’un parabolique propre défini sur Q. Alors, v est conjugué dans G(Qp) a un élément

de M(Qy).

Démonstration. — Supposons que 7 soit stablement conjugué a v € M(Q)) :
Y =979 ot g € G(Qy)
v et 4/ étant réguliers, et G simplement connexe, les centralisateurs Cg(Y), resp.
Cc(v'), sont des tores maximaux sur Q, : T, resp. T".
L’application définie sur @p
inty : T' =T

est en fait un isomorphisme sur Q, (les centralisateurs de deux éléments stablement
conjugués sont formes intérieures 'un de I’autre via cette application, mais étant abéliens,
le cocycle intérieur est trivial : il s’agit de ¢, = inty,— ot gg~7 € T). Elle induit donc
un isomorphisme

intg : Td = (T’)d
(ou l'indice d signifie le sous-tore déployé maximal ).

Rappelons maintenant que si 7" est un tore maximal de G sur Qy, le Levi d'un para-
bolique défini sur QQ, minimal parmi ceux contenant T" est Cz(Ty) (cf. Borel, Algebraic
groups) (par exemple, T est elliptique ssi Ty C Zg ssi T n’est contenu dans aucun
parabolique propre).
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Dans notre cas, 'isomorphisme int, : Ty — (1")4 implique que C((1")a) = 9Cq(Ta)g™!
et que donc, vy et 7/ sont dans deux paraboliques sur Q, conjugués dans G(Q,). Mais
(Borel, Algebraic groups) deux paraboliques sur Q, conjugués dans (QTP le sont déja sur
Qp- O

7.3.2. Placons nous maintenant dans le cadre des variétés de Shimura de type P.E.L.
non ramifiées propres étudiées dans la premiere partie.

Théoréme 7.3.2. — Soit € Fir(KgK)(C)y un point fize isolé. Le point § appar-
tient donc a Shi(E). Supposons que & se spécialise sur un point de la strate S(b) ou
be B(G@p,u@). Alors, v est conjugué dans G(Qp) a un élément de M(b)(Qp), le cen-
tralisateur du morphisme des pentes.

Démonstration. — Soit (A, A\, ¢) le triplet associé a £ sur une extension de degré fini
du corps reflex. A est une variété abélienne C.M.. Avec les notations précédentes pour
I'uniformisation complexe on peut supposer que £ = [z,yK]| ou v.x = = et 7.yK = ygK.
La relation ~v.z = z implique que 7 induit un automorphisme de la Q structure de
Hodge polarisée munie de l'action de B associée & (A, A, 1) et que donc, v induit un
automorphisme du triplet (A, \,¢) sur une extension de degré fini du corps reflex. Nous
noterons f cet automorphisme. Rappelons qu’a 'uniformisation complexe est associée
un choix d’isomorphisme de B-modules symplectiques :

V = HY(A,Q)
Il y a alors un diagramme commutatif
4 —— HA(4.Q)
v fr
14 —— Hp(A,Q)

Rappelons que I'on note E le complété en une place v divisant p du corps réflexe. Il y a
un isomorphisme canonique

Hp(4,Q) ® Qp — Hg (A, Qp)
ol le second membre est une représentation cristalline du groupe de Galois absolu d’une
extension de degré fini de F que nous noterons K. On a donc un diagramme commutatif :

V® Qp Hélt(AKva)
Y®1 I
V® Qp Hélt(AKva)

Notons F' le foncteur de Fontaine entre la catégorie des représentations cristallines du
groupe de Galois absolu de K et celle des isocristaux filtrés admissibles. F(H} (Ax,Qp))
s’identifie comme isocristal muni de structures additionnelles a la cohomologie cristalline
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de la réduction mod p du triplet (A, A, ¢). Dans cette identification, f agit sur cet isocristal
par un élément de Jp. Fixons un isomorphisme de L-modules symplectiques munis d’une
action de B :

F(Hét(AKa@p)) ~(VeQy)®L
Il y a donc un diagramme commutatif

~ ~

F(V®@p) F(Hét(AKa@p)) (V®@p) ® L
Fy®1) F(f*) g
F(V ®Q,) —— F(HA(AK. Q) —— (V@ Q,) @ L

dans lequel g € J;.
Trivialisons maintenant le torseur des périodes; c’est a dire étendons les scalaires a
Byr. Il y a un isomorphisme canonique

(V®Q,) ® Bir — F(V ®Q,) @1, Bar

d’ou au final un diagramme commutatif

~

Vo, ® Bar (Vg, ® L) ® Byg
v®1 g1
Vo, ® Bar — (Vo, ® L) ® Bar

Duquel on déduit que 7 est stablement conjugué dans G(L) a un élément de Jp.

Rappelons maintenant que dans le cas que nous considérons (Gg, quasidéployé) la
classe de o-conjugaison b provient d’une classe de M (b)(L) encore notée b, et que J, =
{g € M(b)(L) | gbo = bog}. Rappelons également que I'on peut supposer b “decent”
(confere [51]) au sens ou pour un s € N, (bo)® = (s.14)(p)o®. Dans tous ce qui précede
on peut alors remplacer L par Qs 'extension non ramifiée de degré s de Q. La relation
b~1gb = g° dans M (b)(Qps) montre que la classe de conjugaison de g dans M (b)(Q,s) est
définie sur Q, et que donc, d’apres [36] ( pour les groupes avec lesquels nous travaillons
M (b)%" est simplement connexe), la classe de conjugaison de g dans M (b)(Q,) contient
un élément de M (b)(Qp).

On déduit donc au final que 7 est stablement conjugué dans G(Q,) a un élément de
M (b)(Qp). On conclut alors grace au lemme 7.3.1. O

Remarque 7.3.3. — Dans la derniere partie de la démonstration, nous n’avons fait
qu’expliquer l'existence du transfert des classes de conjugaison stables de J, vers celles
de sa forme intérieure quasi-déployée M (b). Par exemple, lorsque J, est le groupe des
unités d’une algebre a division D>, ce transfert est le transfert des classes de conjugaison
de D* vers les classes de conjugaison elliptiques de GL,,.
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7.4. Formule de Lefschetz

Théoréme 7.4.1. — Soit Sh(G, X) une variété de Shimura compacte. Soit f = Q,f, €
H(G(Ay)) telle qu’il existe v telle que supp(f,) C G(Qy)reg. Alors,

tr(f;[H®(Sh, Ly)]) = > vl G(Q\G(A)y) trp(y) O4(f)

{ve{G@}
~yrégulier
v elliptique dans G(R)

Démonstration. — On peut supposer que f est de la forme 1ggx ou K = [[, K, et
K,9,K, C G(Qy)req- Appliquons la formule des traces de Lefschetz a la correspondance
de Hecke associée. Soit v € G(Q) elliptique dans G(R). Fix(KgK)(C)(,y # 0 = v est
régulier. En effet, une relation du type yyK = ygK implique que vy, K, = 4,9, K, qui
implique que y, vy, € Kygy Ky C G(Qy)req- Tous les points fixes sont donc isolés. Et la
somme dans la formule annoncée provient de la décomposition

Fix(KgK)(C) = 11 Fix(KgK)(C),
{(1E(G@}

régulier
v elliptique dans G(R)

Reste donc a montrer que

> Lefe(KgK, £,) = vol(G(Q),\G(A1),) trp(7) O4(f)
€€Fix(KgK)(C) (1
On sait (corollaire 7.2.3) que Lef¢(KgK, L,) est constant sur Fix(KgK)(C)y,; et vaut
trp(7). Il faut donc calculer #Fix(KgK)(C)y,y. v étant régulier, Fix(v; X) est réduit a
un seul élément. On en déduit que Fix(KgK)(C)y,y est en bijection avec

G(Q),\{yK | y~'yy € KgK }
qui est de cardinal vol(G(Q),\G(A¢)y) O(f)- O

Remarque 7.4.2. — Cette formule se déduit de [21] en remarquant grace au théoréme
5.2 de [21] que la somme des caracteres des séries discretes de G(R) ayant méme caractére
infinitésimal que p évaluée en un  régulier est trp(7).

Remarque 7.4.3. — Lorsque le support de f reste dans un compact fixé de G(Ay),
les classes {7} intervennant dans la formule ci dessus varient dans un ensemble fini ne
dépendant que de ce compact. Cela peut se voir de deux fagons : la premiére en utilisant
la proposition 8.2 de [38] qui implique qu’il y a un nombre fini de classes de G(A)-
conjugaison contenant un élément de G(Q) et rencontrant un compact de G(A) fixé (ce
qui est le cas ici puisque nos classes sont elliptiques a I'infini) ; la deuxiéme de la méme
maniere que dans la remarque (6.12.6).



CHAPITRE 8

CARACTERISATION DES ELEMENTS DE
Groth(G(Ay)) x Wy, PAR LEURS TRACES

8.1. Un lemme d’algebre linéaire

Soir K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient u € End(V) et
v € GL(V). Le but du lemme qui suit est de montrer que si 'on connait tr(uv?") pour
N grand alors on connait tr(u).

Pour cela on s’inspire de la formule classique : si P(T) = det(Id—Twv) alors si F(T) =
> aso tt(NTHTN | F est une fraction rationnelle et F(T)dT = —dlogP. Ainsi, puisque
v est inversible

Reseo (F(T)dT) = veo (P71 = dim(V) = tr(Id)

Lemme 8.1.1. — Soit

F(T) =Y tr(wo™*) TV € K[[T]]
N>0

La série formelle F est une fraction rationnelle de degré —1 et

Resoo (F(T)dT) = tr(u)

Démonstration. — On peut supposer K algébriquement clos de caractéristique 0. Soit
v = vs + v, la décomposition de v en parties semi-simples et nilpotentes. Supposons le
lemme démontré pour v semi-simple. On a alors

N+1 N+1
F(T) = Z Z ( f )tr (uvﬁvévﬂ*k) ™
N>0 k=0
dim V/

= Z Z <N2— 1> tr (uvzvé\fﬂ_k) ™

k=0 N+1>k

N>0
dim V
N +1
= Ztr(uvéVH)TN—l— Z Z < ]:_ )tr (uvﬁvév+1_k) ™
N>0 k=1 N>k—1

k=1 gk
B orr (Fe (1)
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F(T) = Z tr(uvtv; FoN TN
N>0
Le terme de gauche est une fraction rationnelles par application du cas semi-simple a
u et v, quant au terme de droite cela résulte du fait que pour tout 1 < k < n, F(T)

est une fraction rationnelle par application du cas semi-simple a uvﬁvs_k et vs. La série

formelle F' est donc une fraction rationnelle. De plus, par hypothese, deg F, = —1 et
dk

donc deg (W(TFk(T))> < —k — 1. Cela implique que

Tk=1 Jk
deg (TW(TF’“(T))> < -2

et est donc de résidu nul en l'infini. La cas semi-simple implique donc les autres cas.
Reste a démontrer le lemme dans le cas ou v est semi-simple. Soit donc v semi-simple.
Pour tout w € GL(V)

tr(uw(w™ low)N ) = tr(uw oM M w) = tr((wuw N )

et tr(wuw ') = tr(u). On peut donc supposer que V = K" et que la matrice de v dans
la base canonique de K™ est la matrice diagonale diag(\1, ..., A,) (ou Vi A; # 0). Notons
(aij)i,; la matrice de u. Alors,

+oco n

F(T) = ZZaii)\ﬁthN

N=0 =1

_ Z":GL
L1 - \T
=1

)\A
: dT) = 1. D’ou le résultat. O

or )‘Z 7& 0= RQSOO (W
Remarque 8.1.2. — L’intérét de ce lemme est que si P est un polynéme alors
Resoo P(T)dT =0

Ainsi, si 'on modifie la série définissant F'(T') dans le lemme précédent par un nombre
fini de termes on peut encore retrouver la trace de u.

8.2. Séparation des représentations sphériques par les traces de fonctions a
support dans les éléments réguliers

Proposition 8.2.1. — Soit H/Q, un groupe réductif non ramifié tel que H(Qp,) —
H,q(Qp) soit surjectif. Soit

Z az[m] € Groth(G(Q,))®C
melrr(G(Qp))

(i.e. ar € C etV K, C H(Q,) compact ouvert #{m | a(m) #0 et 75 £ (0) } < 00)
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SiVf, € H(H(Qp)), supp(fp) C H(Qp)reg on a :
Zaﬂtrw(fp) =0

Alors, ¥ m sphérique a(m) = 0.

Démonstration. — Ce résultat est essentiellement contenu dans [43] dont nous utilise-
rons librement les notations.

Commencons par remarquer que dans [43], si le parametre ¢ est régulier alors la
fonction élémentaire f; est & support dans les éléments réguliers de H(Q,). D’apres la
proposition 5 de [43] on a en prenant f, = f; avec t régulier :

Z ar trw(fe) =0

Cune bric principale
non ramifiée
i.e. on peut séparer les sous-quotients des séries principales non ramifiées des autres
éléments de Irr(H(Q))).

Remarquant que les éléments réguliers ¢ engendrent le groupe A(Q))/A(Zy), la pro-
position 7 de [43] couplée & I'indépendance linéaire des caracteres (ici I'indépendance
linéaire des caracteres non ramifiés A a valeurs dans C* du groupe des points dans Q,
d’un tore déployé maximal ) permet de séparer les m sous-quotients de séries principales
non ramifies associées a des A\, \ tels queVw € W A% # \.

La proposition 8 (cf. également la remarque qui la suit) permet & A (modulo I'action
de W ) fixé de séparer dans les sous-quotients irréductibles de la série principale non
ramifiée le sous-quotient sphérique des autres sous-quotients. D’ou le résultat.

O

8.3. Le théoréme

Soit G un groupe de similitudes unitaires sur Q comme dans le I.

Théoréme 8.3.1. — Soit A € Groth(G(Ay) x Wg,) tel que pour tout type super-
cuspidal (J,\) de G(Qp), Vg € J le sous- groupe compact modulo le centre associé,
VP e H(G(AI})) telle qu’il existe w # p vérifiant supp(fu) C G(Qu)reg il existe un

N €N tel que VT € Wg, vérifiant v(t) > N si
f=(exxdg) @ fP

on ait
tr(f x1;A) =0
Alors,
Acusp =0
Démonstration. — fixons o € W, tel que v(o) = 1. Considérons la distribution sur
G(Ay)

fe Z tr(f x roN T )TN
N>0
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qui est & valeurs dans C(T") d’apres le lemme 8.1.1. Appliquant ’application linéaire
Ress : C(T) — C

a cette distribution on déduit du lemme 8.1.1 et de la remarque qui le suit que dans
I’énoncé du théoreme on peut prendre n’importe quel 7 € Wg, indépendamment de fP.
Fixons 7y une représentation supercupsidale de G(Q,) et (X, J) un type associé. Notons

A= > Melp)
TEl(G(A f))

ou [p(Il)] € Groth(Wg, ). Fixons fP € 'H(G(AI})) vérifiant Jw # p supp(fuw) C G(Qu)reg
et considérons la distribution sur G(Q)) :

for—tr(fp® fFxmA)= > S (AP te(rs p) | tra(fy)
relr(G(Qp)) | Mel(G(Af))
Hp27'r

Il résulte de la définition de Groth(G(Af) x Wg,) que pour tout sous-groupe compact
ouvert K, de G(Qp)

#{m | 787 £ (0) et ar #0} < 400
Si K, est tel que ey € H(G(Q,)//K,) alors Vg € J Vi 7(ey % d,) = m(ex)w(g) et donc,

#{m | m(exxdy) #0 et ar #0} < +00

Il existe donc un ensemble fini E de caracteres non ramifiés de G(Q)) vérifiant

VX, X €E x#X = m@x #m®X
et

Z Aro@x trro@y (ex * 0g) =0
xeEE

oI, trryey(ex * 0g) = X(g)trr, (e * 0g) et trry(ex * 6g) # 0 (lemme B.1.2). On en déduit
Vg € J Z Amox X(g) =0
xeEE
Rappelons (annexe B) que mp ® x % mo ® X' < X|j #* X‘/ ; et donc par indépendance
linéaire des caracteres

ar, =0

Fixons maintenant IIy € Irr(G(Af)) vérifiant Iy, ~ my. Fixons toujours 7 € W, . Soit
w une place de Q en laquelle G(Q,,) est non ramifié de type adjoint et Ily,, sphérique.
Fixons fP¥ € H(G(Al}w)). I1 résulte de 'égalité ar, = 0 que l'on a la relation

Vfw € H(G(Qw)) Supp(fw) - G(@w)reg
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> STt () (rs o) | tr(fu) = 0

rElrr(G(Quw)) | Melr(GAy)
Mp=~mg

On déduit donc du lemme 8.2.1 que
VP e H(G(AR")) VT € W, >t (fP)tr(r; p(I1) = 0

HEIrr(G(Af))
Hp:HOP
Ty =TTy,

Fixons un niveau K?¥ tel que (II5*)E™ #£ (0). Alors, si
X = {II" € Iir(G(AF)) | (TP) X % (0) et p(Tlo,p @ T @ ITP) # (0)}

#X < +4oo. Les représentations semi-simples de Wg, de dimension finie sur C sont
équivalentes aux représentations semi-simples de dimension finie sur C de la C-algebre
R = lim C[Wg,/Gal(E,|E,)"]

1€N
Il résulte alors de I'indépendance linéaire des caracteres que les traces des éléments de
H(G(AL")//K™) @c R
permettent de séparer les
" @ p(Ilpp @ o q @ IIPY) , IIPY € X

On en déduit donc que
[p(Ip)] = 0






CHAPITRE 9

LE THEOREME

Soit D une donnée de type P.E.L. non ramifiée en p, et Shx les variétés de Shimura as-
sociées, que nous supposerons compactes. Nous supposerons pour cela que D = Endg(V)
est une algebre a division. Nous supposerons de plus qu’en toutes les places finies de F',
D est soit déployée soit une algebre a division. Nous supposerons également que ’on est
dans le cas (A), c’est a dire dans le cas unitaire et que le corps C.M. F' est de la forme
F*K ot K|Q est une extension quadratique imaginaire.

Rappelons que I’on note

G(Q) = [[GLa(F) x G(J[ U F)))
el jeJ
Le facteur de droite n’étant pas tout a fait un produit, ses représentations ne se
décrivent pas immédiatement a partir des représentations de chaque facteur. Afin de ne
pas trop alourdir les notations nous supposerons donc dans ce chapitre que J = ) ou

bien que #J = 1, ce qui est suffisant pour les applications que nous avons en vue.
Si

A= > [ &lo(I)] € Groth(G(Ay) x Wg,)
IIelrr(G(Ay))
on note
Acusp = Z [H] ® [J(H)]
IIp supellf—([:uspidale

Théoréme 9.0.2. — 1. Supposons p décomposé dans K (et donc J =10), alors

lim H*(Shg,L,) = | lim H°*(Sh%'(bo),L,)

K cusp K cusp

2. Supposons p inerte dans K et #J = 1. Supposons démontré ’existence d’une ap-
plication de changement de base local en p pour les groupes unitaires non ramifiés
(ce qui est le cas pour U(3), C.1.3) et lexistence de types pour les représentations
supercuspidales des groupes unitaires non ramifiés en p (confére B.3.2) (c’est le cas
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pour U(3) lorsque p # 2, B.3.1). On a alors ’égalité

lim H*(Shx,L,) = | lim H*(Sh%"(bo),L,)
K K

W, icp cusp W, icpcusp

Démonstration. — La démonstration consiste a comparer deux formules des traces, I'une
sur la fibre générique, I'autre sur la fibre spéciale.

Nous donnons la démonstration dans le cas ou #J = 1, le cas ot J = () étant plus
simple puisqu’il suffit dans les démonstrations de remplacer le groupe de similitudes uni-
taires associé a la place indexée par J par Q.

Commencons par rappeler quelques notations. Notons J = {j}. Fixons une représentation
supercuspidale my de G(Q,). Via l'isomorphisme

G(Qp) ~ H GLn(Fy,) x GU(n; Fy))
el
notons
Ty = Qiermo,i ® To,j
ou les représentations my; et mp; sont supercuspidales. Pour tout k dans I U J soit
(Mg, Jk) un type associé a la classe d’équivalence inertielle de 7 ;. Nous noterons Jj, le

sous-groupe compact modulo le centre associé (confere 'annexe B)), et Ay 'extension de
Ak & Jp vérifiant

GLn (Fy,
Ji

. )”‘ . GU(n§Fv~)
Viel m; ~c—Ind AietVjiedJ ﬂo,j:c—fndj_ ’
J

Pour tout k£ dans I U J fixons gi € Jy., et soit ey, l'idempotent de I'algebre de Hecke

associé défini par

() O0sigé¢ Jg
ex,\g9) = im .
g 301((]);’@) XAk(g) si g € J

Posons
VEeIUJ fi = ey, *0g,
fp = ®ierfi® f; € H(G(Qp))

Solent f7 € H(G(A%)) et T € W, ,.
Commencons par établir la formule des traces sur la fibre générique. Plus précisément,
on cherche une expression pour

tr(f > 73 [H®(Sh, £,)])

Si la représentation II € Irr(G(Ay)) est telle que II intervienne dans [H*(Sh,L,)], la
non nullité de tr(f;II) implique que II, est supercuspidale et qu'il existe un caractere
non ramifié x de G(Qp) tel que I, ~ 1) ® x.
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Il résulte donc de 'annexe A que :
tr (f x7;[H*(Sh,L,)])
- _dim Sh
= S mten(f) tr (7m0 5(BOL)) g, L)

HEIrr(G(Af))
p €[, G(Qp)]

M eT(G)p n:n}

ol myy est la multiplicité d'une II" € 7(G),, vérifiant IT ~ H} et BC désigne le change-
ment de base local (qui existe par hypothese en la place v;).

On dispose seulement d’une formule des traces pour la trace d’une fonction de I’algebre
de Hecke (théoreme 7.4.1), mais pas pour f x 7. C’est pourquoi nous avons besoin du
lemme suivant :

Lemme 9.0.3. — Pour tout 7 € Wg,, il existe une fonction
fr € @ (ex, * H(GLa(Fy,)) % ex,) ® (e, * H(GU(n; ) * ey,) C H(G(Qy))
iel

telle que Yx caractére non ramifié de G(Qp) on ait

~ 5 _ dim Sh
tr(fp3mo @ x) = tr(fp;mo ® X) tr (T;W@ oGy(mo @ x)|.|” 2 )

Démonstration. — Notons Xg-(G(Qp)) le groupe des caracteres non ramifiés de G(Qp)

A valeurs dans Q; . Le groupe X@(G (Qp)) s’identifie aux points & valeurs dans Qy d’une

variété algébrique de type fini sur Q, (plus précisément un tore). De plus, soit le groupe
fini
I' = {x € Xg,(G(Q)) | 0 ® x ~ mo}
Les fonctions régulieres sur le tore quotient par I' s’identifient a I'algebre de Hecke du
type A = ®;A\; ® Aj de G(Q,) (annexe B.1.2).
Considérons maintenant la fonction

F:Xg(G(@) — Q

X — tr(fp;7r0®x)tr(T;rH@o&g(wo®X)‘EV|.|f 2 )

Etant donné que G, est défini au niveau des classes d’isomorphisme de représentations,
F' est invariante par I' et descend donc en une fonction sur Xg,(G(Qp))/T. Montrons
que cette fonction est réguliere.

Un tel x élément de Xg-(G(Qp)) est de la forme

X = ®ier(xi o det) @ x;
ou Vi x; est un caractere non ramifié de F¢ et x; de GU(n; F);). Le caractere BC(x;)
est un caractere non ramifié de GL,(F,;) x Q- Notons BC(x;) = (xj o det) ® xj.
L’application x; — BC(x;) est réguliere (on peut la décrire explicitement). On a alors,
(mo,e ® xi)(fi) = m0,i(fi) xi(det gi) et (mo; @ x;)(f5) = 70,5 (f5) X;(95)
duquel on déduit

t(fp; m0 @ X) = tr(fp3 mo)- [ [ xi(det g) x;(g5)
i€l
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De plus,
Vie I oy(mo; @ x odet) = o0y(m,i) @ oe(x)

ou a¢(xi) : Wr,, — Q" est associé & ; par la théorie du corps de classe local, et

o¢(BC(mo,; ® x;5)) = 0e(BC(mo,5) ® ((x; o det) @ x7)) = 0¢(BC(mo,5)) @ 0¢(X) ® oe(X])

Utilisant le fait que pour tout k dans I U J l'extension Ej|Q, est non ramifiée on en
déduit :
- - —v(T) X rcHomg, (Fv, ,Tp) Pi _ . _
TM@OO-E(W()@X)(T) = (ru@ogé(ﬂo)@-)). H Yi(p) €Homgq, (Fu; ,Qp) X;'(p) v(T)p; X}/(p) v(7)
i€l
ol les p;, pj sont des entiers associées a . La fonction F' est donc une fonction réguliere.
D’apres I'annexe B.1.2 il existe donc f; € H(A, G(Qp)) vérifiant

Vx € Xg,(G(@)) F(X) = trrgex(fy)
O

Remarque 9.0.4. — On peut aussi utiliser le théoreme de Paley-Wiener scalaire ([6])
pour obtenir I'existence d'une fonction f; € H(G(Q,)) vérifiant
~ B _ dim Sh
vm e ir(G(Qp)) trr(fy) = trnlfp) tr(Tsrpg 0 Ge(m)ip, |1727)

Cependant nous aurons besoin par la suite de I'annulation des intégrales orbitales de
J, sur les éléments réguliers non elliptiques. Pour la fonction f; du lemme ci dessus
ce sera une conséquence facile de I’appartenance de f; a 'algebre de Hecke d’un type
supercuspidal. Si 'on veut utiliser le théoreme de Paley-Wiener scalaire et non le lemme
ci dessus, cela est une conséquence du théoreme A-(b) de [34].

Posons fT = f; ® fP qui dépend donc de 7. Il résulte du lemme que 'on a 1’égalité
tr(f7; [H*(Sh, £,)]) = tr(f x 75 [H*(Sh, £,)])

Supposons maintenant qu’en une place w de Q, f,, soit a support dans les éléments
réguliers de G(Q,,) (on suppose f décomposée en un produit ®, f,). Il résulte de I’égalité
précédente ainsi que du théoreme 7.4.1 que :

tr (f > 73 [H*(Sh, £,)]) = > vol(G(Q),\G(A),)trp(y) Oy (f7) O5(f7)
{rre{c@}

~ régulier
v elliptique dans G(R)

Remarquons maintenant qu’étant donné que f; est dans ’algebre de Hecke associée a
un type supercuspidal, pour tout élément v de G(Q,) semi-simple régulier non elliptique

O, (fp) = 0.

D’ou la formule

tr (f > 73 [H*(Sh, £,)]) = > vol(G(Q),\G(A)y)trp(7) Oy (fF) O4(f7)
{rte{G@}
~ régulier
v elliptique dans G(R) et G(Qp)

Passons maintenant a la formule des traces sur la fibre spéciale.
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Soit donc f, comme précédemment fixée définitivement. Soit K cC G(AI}) un compact.
Il résulte du théoreme 6.12.5 appliqué a toute la variété de Shimura qu’il existe un entier
N tel que V7 € Wg,k,, v(T) = N, VfP € H(G(A})) supp(fF) C K

r(f X HSHL LD =D D Ay O4(7)
¢ {y1e{I?(@)}
ol A\g 11,7 = 0 sauf pour un nombre fini de (¢, {}) (ce nombre fini tendant vers l'infini
lorsque K grossi et v(7) varient). Nous choisirons de plus N suffisemment grand de tel
facon que le théoreme 6.12.5 s’applique également a la strate basique.
On a donc I'égalité

tr(fx T H S0, L) = S Y A O4(7)
#,b(¢)=bo {v}{I*(Q)}

Remarquons que si ¢ n’est pas basique et v € I ¢(Q) alors v est dans une forme intérieure
d’un Levi propre de G(Q,), J;

Nous pouvons maintenant comparer les formules des traces sur la fibre générique et
sur la fibre spéciale.

Fixons un compact K dans G(AI}). Soit v1 # p une place de Q décomposée dans
K. Supposons le compact K de la forme f(vl x KV, Soit fp comme précédemment et
e H(G(AI;@’“)) telle que supp(fP¥) C K", et en une place f est & support dans
les éléments réguliers. Soit 7 € Wg,k, tel que v(7) > N ou N est associé a K. Pour une
fonction f,,, on note f; la fonction associée & T et fT = fp ® fP. Désormais, 7 et f"
sont fixés. Alors,

Vfor supp(fu) € Ky Z 3y Oy (for) Z Z B6,17} O (fur)
U ¢ {y}e{I?(Q)}

v elliptique dans G(R) et G(Qp)
ou 'on a posé

agyy = vol(G(Q),\G(A),)trp(y) Oy ((f1)™)
et by (43 = Afy)r O4(fP°1) qui dépendent de f*' et 7.
Regroupons les termes par classes de conjugaison dans G(Q,, ) : on obtient

> > A= Do Bogsy | Oylfur) =0

{V}e{G(Qu;)}reg {“/}G{GI(Q)} ¢, {“/}614’(@
¥ ellipthue’ydangs G(R) et G(Qp) 1~

v~y
o, étant donné que supp( f,, ) reste dans le compact f(vl, la somme porte sur un nombre
fini de classes de conjugaisons semi-simples régulieres dans G(Q,,) intersectant le com-
pact R’vl.
Etant donné que les classes de conjugaison sont fermées, disjointes et en nombre fini
on peut les séparer par des éléments f,, € H(G(Q,,)) vérifiant supp(fy,) C Ko, .
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On obtient donc V4" € G(Q,, ) semi-simple régulier

> = D Pam
{(e{c@} b {7}l (@
o ~ régulier !
v elliptique dans G(R) et G(Qp)

v~y
Remarquons maintenant que si ¢ est non basique et v, € I?(Q) régulier, 4 ne peut
étre conjugué dans G(Q,,) a un élément v, de G(Q) elliptique dans G(Q,). En effet,
71 vu comme élément de J, se transfert en un élément +} de M (b) (le centralisateur
du morphisme des pentes) la forme intérieure quasi-déployée de J, (Iexplicitation de
I'existence de ce transfert est faite a la fin du théoreme II1.7.3.2). L’élément ~, serait
alors stablement conjugué & un élément 74 d’un Levi propre de G(Q)) ce qui d’apres le

lemme 7.3.1 est incompatible avec le fait que ~» est elliptique régulier.

On en déduit donc :
Z By vy =0

¢ non basique

{ye{r® @}
On peut maintenant appliquer de nouveau le théoreme 6.12.5 & la strate basique pour

obtenir que Vf,,, supp(fu,) C Ky,
tr (f x 753 [H®*(Sh, L,)]) = tr (f x 7; [H*(Sh*"(bo), L,)])
Nous pouvons mainteant faire varier f*! et 7 tels que supp(f”') € K" et v(r) > N. On

peut alors appliquer le théoreme 8.3.1 pour conclure. U

Remarque 9.0.5. — Dans le théoreme précédent, dans le second cas, lorsque G est
un groupe de similitudes unitaires en trois variables la restriction de Wg, a Wg,, est
inutile. C’est une conséquence du théoreme A.7.8.
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Nous démontrons dans cette partie les principaux résultats de cette these, a savoir les
conjectures de Kottwitz ([50] conjecture 5.1, [25] conjecture 5.3 et la conjecture 5.4 qui
est une généralisation de la conjecture de Kottwitz) pour la partie supercuspidale de la
cohomologie des espaces de Rapoport-Zink basiques suivants :

— Les espaces de type E.L. non ramifiés pour lesquels le groupe J, est anisotrope

modulo le centre ou bien égal & G (théoremes 10.1.4 et 10.1.5) (la restriction sur
Jp provient du fait que cette hypothese simplifie la comparaison des formules des
traces)

— Pour les espaces de type P.E.L. non ramifiés associés au groupe unitaire U(3) sur
des extensions de degré impaires de Q, , p # 2, nous les démontrons pour les
représentations supercuspidales stables. Nous démontrons des résultats plus faibles
pour les autres représentations supercuspidales. (théoréeme 10.2.2)

— De méme pour U(n) en supposant certains faits connus concernant ’analyse har-
monique sur les groupes unitaires locaux et globaux en n variables.

Avec le cas des espaces de type P.E.L. non ramifiés associés au groupe U(3) nous
donnons ainsi le premier exemple de loi de réciprocité locale non abélienne construite
géométriquement et associée a des groupes autres que des formes intérieures du groupe
linéaire.

Remarque 10.0.6. — Sil’on sait démontrer la conjecture de Kottwitz pour les espaces
de Rapoport-Zink associés a des données simples, on sait la démontrer pour des produits
de tels espaces, c’est a dire des espaces associés a des données semi-simples. C’est une
simple application de la formule de Kiinneth. En particulier, les résultats annoncés restent
valables pour des produits des espaces non ramifiés de type E.L. et P.E.L. pour lesquels
le résultat est démontré.

10.1. Espaces de type E.L. non ramifiés
10.1.1. Construction de données globales a partir de données locales. —

10.1.1.1. Le résultat de Clozel. — Commencons par rappeler les résultats de la seconde
section de [12] qui donnent une condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille de



148 CHAPITRE 10

formes intérieures locales d’un groupe unitaire presque-partout localement triviale pro-
vienne d’un groupe unitaire global. Ces conditions sont déduites du formalisme développé
par Kottwitz pour étudier la cohomologie galoisienne des groupes réductifs sur les corps
de nombres.

Soit donc F un corps C.M. de sous corps totalement réel maximal F'*. Supposons
nous donnée une famille (U,),, ot v parcourt les places de F'*, de groupes unitaires en
n variables sur FS (nous entendons par la que U, est une forme intérieure du groupe
Un)p+ ou U(n)/F * est le groupe unitaire quasi-dépolyé en n variables associé & l'ex-
tension quadratique F|FT). Soit ® un type C.M. de F. Lorsque v parcourt les places
infinies de F'*, les groupes U, sont donc donnés par des couples d’entiers (pr, ¢;)rca tels
que si 7 induit v alors

Uy ~ U(Pra QT)
Si v est une place de F'™ décomposée dans F', U, est du type GL,(D) ol a|n et D/F,f

est une algebre a division d’invariant nL/a avec 7 An/a = 1. Avec les notations de (2.3)
de [12], lorsque n est pair, I'invariant local associé dans uZ ~ Z/nZ est ra mod n. Dans
ce cas, la composante en v de l'invariant global associé est donc ra mod 2. Qui est non
nul ssi a est impair (puisque a impaire implique 7 impair).

Si v est une place finie de F'* inerte dans F, si n est impaire, il y a un unique groupe
unitaire en n variables sur F,f, le groupe unitaire quasi-déployé. Le groupe U, est donc
ce groupe. Si n est pair, il y en a deux : la forme quasidéployée et I’autre (suivant que le
discriminant de la forme hermitienne définissant le groupe est une norme de ’extension
quadratique ou non). Dans ce cas 13, il y a donc deux possibilités pour U,.

Les résultats de la section 2 de [12] s’énoncent ainsi :

Proposition 10.1.1. — Supposons que pour presque tout v, U, est quasi-déployé.

Sin est impair, il existe un groupe unitaire U/F™T tel que Vv UFJ ~ U,.

Si n est pair, notons A le cardinal de l’ensemble des places finies déployées de F
telles que U, soit de la forme GL4(D) avec a impair, notons B le cardinal des places
finies inertes de F' telles que U, soit non quasi-déployé. Il existe un groupe unitaire
U/F* tel que Vv Up+ 2= Uy ssi

ot —
S [F .Q]+§pT:A+Bmod2

Dans tous les cas, U est le groupe unitaire associé a (B,*) ot B/F est une algébre
simple et x une involution de seconde espéce.

10.1.1.2. Un lemme. —

Lemme 10.1.2. — Soit F'|Q,, une extension de degré fini. Il existe un corps de nombres
totalement réel FO tel que p soit inerte dans F° et F19 ~ [,

Démonstration. — Ecrivons pour cela F/ = Qp(«v) avec P € Q,[X] le polynéme minimal
de a. On peut choisir « tel que P soit unitaire a coefficients dans Z,. Notons d le degré
de P. Alors, le lemme de Krasner montre que pour @ € Z,[X] suffisamment proche de
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P, QQ est irréductible et une racine de @Q engendre F’.

Par densité de Z dans Zj, le lemme se ramene alors a montrer que pour tout polynome
Q € Z[X] de degré d, pour tout voisinage p-adique de @ dans les polynémes & coef-
ficients entiers de degré d il existe un polynome dont toutes les racines soient réelles.
Le fait que dans dans I'extension construite a partir d’une racine d’un tel polynome, p
reste inerte est conséquence du fait que le polynome de Z[X] est irréductible dans Q,[X].

Soit E = R[X]y le R-espace vectoriel des polynomes de degré inférieure ou égal a
d. Pour tout entier N, p™.Z[X]y est un réseau de E. Considérons l'isomorphisme de
R-espaces vectoriels

p:EF — RI+L
R — (R(0),...,R(d))

Le groupe ¢(p.Z[X]4) est un réseau de R**!. Et I'on veut montrer que ¢(Q+p".Z[X]y)
intersecte ’ensemble {zy < 0,21 > 0,22 < 0,...}. Or on montre aisément que pour tout
réseau A et tout € R 2 4+ A intersecte un tel ensemble. ]

10.1.1.3. Construction d’une donnée de type P.E.L. globale d partir d’une donnée de
Rapoport-Zink locale de type E.L. non ramifiée simple. — Soit (F', V'V, 1’) une donnée
de type E.L. non ramifiée simple (1.2.2.1.1) sans sa classe de o-conjugaison. Nous notons
n = dimg (V'). Soit F* un corps de nombres totalement réel dans lequel p est inerte et
tel que " ~ F” (lemme 10.1.2). Nous fixons définitivement un isomorphisme F, — F”.
Soit I un corps quadratique imaginaire dans lequel p est décomposé. Notons F' le corps
C.M. FTK. Notons p = v1v§ la décomposition de p dans F. Fixons un plongement
v : Q — Q, (o, rappelons le, Q C C). Définissons le type C.M. ® de F de la facon
suivante :
® = {r € Hom(F,Q) | vo1: F — Q, induit v; }

Rappelons que le cocaractere p’ est donné par des couples d’entiers (p., q;)T €Homg, (F'Tp)"

Pour 7 € &, 7 induit un plongement vor7 : F — (QTD qui via l'isomorphisme F,, ~ F’
(induit par isomorphisme F,f ~ F”) induit un plongement a(7) € Homg, (F’,Q,). Nous
noterons (pr,qr) = (p;(T),q(’l(T)).

Construisons un systeme (U, ), comme dans le 10.1.1.1. Pour toute place v de F7
divisant I'infini, il existe un unique 7 € ® tel que 7 induise v. Posons alors

U, = U(pT7 QT)

Posons également

U, = GL,(F")
Choisissons une place finie w de FT différente de p, décomposée dans F, et posons U,
comme étant égal au groupe des unités d’une algebre & division sur F". Posons pour toute
place finie w’ de F'™ décomposée dans F, différente de p et w, U,y = GLn(FJ,). Sin est
impair, faisons un choix quelconque (presque partout quasi-déployé) de groupes unitaires
Uy en les places w” de F' inertes dans F. Si n est pair, on peut toujours choisir le
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nombre de U,» non quasi-déployés de tel maniere que I’équation de la proposition 10.1.1
soit satisfaite.

A ce choix de groupes locaux, la proposition 10.1.1 associe un couple (B, *) ou B est
une algebre simple sur F' et * une involution de seconde espece sur B.

Etant donné qu’en la place w, B est une algebre a division, B est une algebre a division.
Posons

B = BP
qui est donc muni de I'involution *. Sur R l'involution * devient conjuguée & une invo-
lution positive. D’apres le lemme 2.8 de [41], 'ensemble des b € B*=! @ R tels que le
produit symétrique (x,y), = trp, /r(wby*) sur Bg X Bg soit positif est un cone ouvert non
vide. Par un argument de densité, cet ensemble rencontre donc l’ensemble B* N B*=1.
On en déduit qu’il existe un b € B* tel que b* = b et tel que 'involution # définie sur
B par
Vo€ B o =ba*b!

est une involution positive de seconde espece. Fixons un tel b et notons # l'involution
associée. Soit 3 € F tel que 8% = —3. Posons V = B vu comme B-module & gauche.
Considérons le produit < .,. > défini sur V x V par

Ve,yeV <z,y>= trB/Q(xb_lﬁy#)
C’est un produit symplectique qui fait de V' un (B, #)-module hermitien. De plus,
Vae€ B=Endp(V)Vz,yecV <a(z),y> = <zay>
= trB/Q(xabflﬁy#)
= trpg(zb ' B(bab~t)y*)
= trpg(zb~! By (bab™")*)7)
———
a*
= <uz,a"(y) >
On en déduit donc que B = Endp(V) muni de 'adjonction associée a < .,. > est égal
au couple (B,x*). Soit G le groupe des similitudes unitaires associé a (B, #,V,< .,. >)
et G1 le groupe unitaire. Le groupe G est donc le groupe unitaire associé a (B, ).
Etant donné qu’a l'infini les signatures (pr,qr) sont fixées, il existe une unique classe de
G1(R)-conjugaison h de morphisme d’algebre & involution de (C,¢) dans (B, ) telle que
le produit < ., k(7). > soit défini positif. Fixons un tel h : C — Endpg(V'). Et posons

D= (B,#,V,<.,.>h)

qui est une donnée de type P.E.L. au sens du chapitre I.
D’apres le choix fait pour ® et les (pr,¢,) en fonction des (p),q,) on en déduit la
proposition suivante :

Proposition 10.1.3. — Etant donnée une donnée locale de type E.L. non ramifiée
simple sur une extension de Qp, il existe une donnée globale de type P.E.L. D =
(B,#,V,< .,. >,h), un plongement v : Q — @p tel que via v, D induise (i.e. aprés
équivalence de Morita, confére 1.2.2.4) la donnée locale. On peut de plus supposer que
Endp (V') est une algébre a division qui est en toutes les places finies soit déployée, soit
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une algébre a division. On peut également supposer le corps C.M. F de la forme FTK
ot K est un corps quadratique imaginaire et ot p est inerte dans F+ et décomposé dans

K.

10.1.2. Le théoréme principal. — Si H est un groupe réductif p-adique, si V' est un
H-module lisse, on peut définir le sous H-module V., de V, la partie supercuspidale,
en utilisant par exemple le centre de Bernstein :

‘/cusp = @ e.V

e

ou e parcourt les idempotents du centre de Bernstein de H associés aux classes d’équivalences
inertielles des représentations supercuspidales de H.

Théoréme 10.1.4. — Soit (V, F,b, ) une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L.
non ramifiée simple basique. Soit E C @p le corps réflex associé. Supposons le groupe
réductif Jy anisotrope modulo son centre, c’est a dire J, = D* pour une algébre a di-
vision D sur F d’invariant calculé en fonction de p. Notons JL la correspondance de
Jacquet-Langlands. Soit m une représentation irréductible de Jy telle que JL(m) soit su-
percuspidale. Il y a une égalité dans le groupe de Grothendieck Groth(G(Qp,) x Wg)

. . . v ~ R - —ZT prar
Y (=1 tim Homy,(HAMg&Cp, Qe), meusp = [JL(m)] @ [ryy 0 Ge(JL(m)) ] ||~ 2

{ K
ot dy la correspondance de Langlands locale “absolue” £-adique pour le groupe linéaire
(A.7.1) et 1, la représentation du L-groupe associé (A.7.2) sur E.

Rappelons avec les notations du 1.2.1.1 que la classe de conjugaison de p est donnée
par des entiers (a;);cz/4z, €t que Jp, est anisotrope ssi

Z ai | An=1

i€Z./dZ.

Alors, J, = D* ou l'invariant local de D est % Y ;0 € Q/Z.

Il peut également arriver, lorsque n|) . a;, que Jj, soit égal a G(Qp). Cela ne veut
pas dire que les groupe p-divisibles associés sont étales (ce qui est la cas ssi Vi a; = 0),
car le groupe J tient compte de l'action de F'. Dans ce cas la, la correspondance de
Jacquet-Langlands est 'identité et on a le théoreme suivant :

Théoréme 10.1.5. — Soit (V, F,b, ) une donnée locale de Rapoport-Zink de type E.L.
non ramifice simple basique. Soit E C @ le corps réflex associé. Supposons le groupe
réductif J, égal a G = GL,,. Soit m une représentation irréductible supercuspidale de Jy.
Il y a une égalité dans Groth(G(Q,) x WEg)

prar

D (V) lim Hom,, (HA(Mx&Cp, Qp), m)leusp = [1] @ [y 0 &e(m) ] |77
{ K

Voici la démonstration des deux théorémes ci dessus :
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Démonstration. — Soit D une donnée de type P.E.L. globale induisant la donnée locale,
comme dans la proposition 10.1.3. Soit Sh la variété de Shimura associée. Le groupe
G(Qp) est GL,(F,) x Q) (ol F, est le corps local noté I dans les énoncés). Notons

M(b, p) espace de Rapoport-Zink local associé a la donnée locale. L’espace de Rapoport-
Zink associé a D en p et a la classe basique b € B(Gq,, ,u@) est donc

M(Dg,,b) = M(b, 1) x Q) /Z

D’apres les résultats de 'appendice A, dans le groupe de Grothendieck Groth(G(A ) x
Wg,), si
[H*(Sh, £,)] = ker"(Q,G) | > [ ®[Ry,,(ID)]
Ielrr(G(Ay))
la représentation semi-simple [Ry , ,(II')] est non nulle ssi il existe IT € 7(G), telle que
II' ~ II;. De plus, pour une telle IT € 7(G),, contribuant a [H*(Sh, £,)]cusp, i-e. telle
que II, soit supercuspidale,
- _ dim Sh
[Re,p,u(If)] = mu[ry o 6o(IL,)] ||~ 2
ou my désigne la multiplicité de II dans ’espace des formes automorphes sur G. On
obtient donc I’égalité suivante

(H S0 Loy = s @ C) | 35 (M) o au(1ty)] |-

e7(G)p
IIp supercuspidale
Soit ¢ une classe d’isogénie intervenant dans la strate basique et I? le groupe réductif
associé. Rappelons que I?(R) est la forme compacte modulo le centre de G(R), que
19(Qp) = Jp x Q) et que [?(A%) = G(AD).
Le corollaire 5.0.18 couplé au théoreme 9.0.2 montre que 'on a 1’égalité suivante :

[H*(Sh, £,)]eusp = ker' (Q, G) | > [lim Hom, o (HS(Mk(Dg,.b), Qo). 1) @ [117]
HeT(I‘%’) K

oo=p
IIp supercuspidale

Si II, = 71 ® x ou 7 est une représentation irréductible de J, et x un caractere de Q.
il y a un isomorphisme

hi’n HombeQ; (HC.(MK(DQp’b)’@)’Hp) = hﬂ} HomJb(Hc.(/\u/lK(b’H)’@)’ﬂ-l)®X

K K
comme représentation de G(Qy) = GL,(F) x Q.
Fixons p = 1. Il existe une représentation automorphe IT de I? telle que I, =

T® 1 et I = 1 ([11]). Utilisons le théoréme A.4.1 appliqué aux groupes formes
intérieurs I® et G. On obtient alors le résultat en égalant les deux expressions ci des-
sus pour [H*(Sh, L,)]cusp €t en prenant la partie H’}—isotypique (aprés avoir divisé par
| ker'(Q, G) | m, ott my désigne la multiplicité de II dans I’espace des formes auto-
morphes sur I® qui est égale & celle de T, ® JL(II,) ® HI} dans ’espace des formes
automorphes sur G pour une représentation de la série discréte mo, ayant de la cohomo-

logie dans p, d’apres A.4.1). O



10.2. ESPACES DE TYPE P.E.L. 153

10.2. espaces de type P.E.L.

10.2.1. Construction de données globales a partir de données locales. — Soit
F'|Qp une extension non ramifiée de degré pair. On veut trouver un corps de nombres
totalement réel F'™ et un corps quadratique imaginaire K|Q dans lesquels p est inerte,
tels que F" et K, soient linéairement disjointes (c’est a dire p reste inerte dans FK)
et tels que F/ = Fer IC,. Cela est possible ssi [F” : Qp] n’est pas un multiple de 4 (utiliser
le lemme 10.1.2). De la méme maniére que pour la proposition 10.1.3 on montre alors la
proposition suivante :

Proposition 10.2.1. — Etant donnée une donnée locale de type P.E.L. non ramifiée
simple sur une extension de Q, de degré qui n’est pas un multiple de 4, il existe une
donnée globale de type P.E.L. D = (B,#,V,< .,. >,h), un plongement v : Q — (QTP
tel que via v, D induise la donnée locale. On peut de plus supposer que Endp(V) est
une algebre a division qui est en toutes les places finies soit déployée, soit une algébre
a division. On peut également supposer le corps C.M. F de la forme FTK ou K est un
corps quadratique imaginaire.

10.2.2. Le théoréme principal pour GU(3). —

Théoréme 10.2.2. — Soit (F,x,V,< .,.>,b,u) une donnée locale de type P.E.L. non
ramifiée simple basique. Supposons p # 2, [F' : Qpl/2 impair et dimp(V) = 3. Soit
EC @p le corps réflex associé.

1. Soit ¢ : Wo, — LG une classe de conjugaison de L-paramétre vérifiant : im(v))
n’est pas contenue dans “B pour un sous groupe de Borel B de G. Soit II(y) le
L-paquet supercuspidal de représentations de G(Qp) associé (C.1.4.2). Rappelons
que Jp = G(Qp) = GU(3). 1l y a une égalité dans Groth(G(Q,) x Wg) :

; YTV A _Lgrprar
> | im Homy, (HH(MkEC,, Qo)) | = Y [rl @l o vy 175
mell(Y) K cusp m€ll(y)

En particulier, si I1(v) est stable la conjecture de Kottwitz est vérifiée.

2. Soit & un caractére du groupe endoscopique H de U(3) (appendice C) et Stg(§)
la représentation de Steinberg associée. Soit TI(Sty(€)) = {w2(€),n%(€)} le L-
paquet transfert endoscopique a U(3) (C.1.6). Soit II = {n2, 7%} un L-paquet de
représentations de G(Qy) tel que 7r‘2U(3) = 7r2(§),7r|5U(3) =m%(§). A1l est associé un
L-paramétre 1 : W, x SLa(C) — TG. Il y a une égalité dans Groth(G(Qp)x W) :

tim: Homy, (H(Mx@Cp Qo). n) | + | lim Bats, iy (HH(Mi@C,, Qo) 72)

K cusp K

727?7417—

= [ml@ruotw,] |77

cusp
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3. Soit x un caractére de G(Q,) et Sta(x) la représentation de Steinberg associée. Il
y a une égalité dans Groth(G(Q) x Wg) :
| Bot, e (HH(MicEC,, Q) St6(0)| =0

cusp

Démonstration. — Soit D une donnée globale de type P.E.L. induisant la donnée locale
comme dans la proposition 10.2.1. Soit Sh la variété de Shimura associée. Il y a un
isomorphisme d’espaces analytiques M(D@p, b) ~ M(b, ). Soit ¢ une classe d’isogénie
intervenant dans la classe basique.

Dans les trois cas de 1’énoncé, pour chacun des L-paquets locaux en p, II (dans le
troisieme cas {Sta(x)} est un L-paquet, confére page 174 de [53]), on peut trouver une

représentation irréductible de G(A%), TP, telle que
Y, € I Trive, @ mp @ TP € T (1) i,

En effet, il suffit de choisir une représentation m, € II, de la globaliser ([11]) (dans le
troisieme cas cela est une conséquence du fait que Stg(x) est de carré intégrable). Alors,
les L-paquets globaux de représentations de G étant stables (c’est une conséquence du
fait que Endp(V') est une algebre a division, [53] théoréme 14.6.3) tous les éléments
d’'un méme L-paquet apparaissent avec la méme multiplicité dans le spectre discret de
G (multiplicité qui est 1).

Utilisons le théoreme A.7.8 Le résultat s’en déduit comme dans la démonstration du
théoréme 10.1.4 en prenant la partie I1? isotypique dans les deux expressions différentes
pour [H*(Sh, Qy)]eusp en termes de représentations automorphes de G et I?, et en uti-
lisant le fait que si deux représentations automorphes de G, resp. I?, sont isomorphes
hors p elle sont dans le méme L-paquet global et que donc leur composante en p sont
dans le méme L-paquet local ([53])(et en utilisant également le fait énoncé ci dessus que
la multiplicité est constante pour tous les éléments d’'un méme L-paquet global). U

10.2.3. Spéculations. — Le théoreme précédent ne donne une démonstration de la
conjecture de Kottwitz que dans le cas des représentations supercuspidales 7 telles
que {7} soit un L-paquet, c’est a dire telles que le changement de base de 7 soit une
représentation supercuspidale de GL3(F) x K*. La raison de “I’échec” de la méthode
dans le cas des autres représentations supercuspidales de G(Q) est que quelque soit la
globalisation d’une représentation locale en une représentation globale de G, le L-paquet
global obtenu (il faudrait plutét parler de A-paquet) est stable et donc les multiplicités
de chaque élément sont égales. On obtient donc dans tous les cas dans les membres de
gauche du théoreme 10.2.2 une somme sur tous les éléments du L-paquet local qui ne
permet pas de séparer chaque terme.

Voila une stratégie permettant d’attaquer la conjecture de Kottwitz dans les autres
cas : il faudrait travailler avec des groupes unitaires G qui ne sont plus associés a une
algebre a division mais a Ms(F'). En effet, dans ce cas 1a le spectre discret de G est
beaucoup plus riche que dans le cas précédent. Par exemple, avec les notations de C.1.4.2
si p est une représentation supercuspidale stable de H(Q)), si II(p) désigne le L-paquet
associé de U(3) celui ci est de cardinal 2. On peut globaliser p en une représentation de
I’analogue global du groupe endoscopique local H ([53]) dont le changement de base a
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G L est cuspidale, puis considérer le transfert endoscopique global de cette représentation
a U(3). Notons II le L-paquet global obtenu. Avec les notations de [53], IT € II.(G). En
p, le L-paquet local associé a II est le L-paquet local II(p). De plus, les multiplicités de
chaque élément de ce L-paquet global dans le spectre discret de G sont calculées dans
[53] (confere également [54]). Ces multiplicités ne sont pas constantes. On peut ainsi
espérer obtenir suffisamment de relations pour isoler chaque facteur dans les sommes des
membres de gauche du théoreme 10.2.2. Cependant, pour l'algebre a division M3(F') les
variétés de Shimura associées ne sont pas en général compactes. Pour avoir des variétés de
Shimura compactes, il faut imposer que le groupe unitaire a I'infini possede un facteur
simple compacte (c’est & dire 37 p, = 0 ou ¢, = 0). Cela implique que la variété de
Shimura est propre sur la fibre générique. Il resterait a vérifier que c’est également le cas
pour les modeles entiers (un exercice en théorie des modeles de Néron).






APPENDICE A

RESULTATS CONCERNANT LES
REPRESENTATIONS AUTOMORPHES DES
GROUPES UNITAIRES, LEUR COHOMOLOGIE ET
LES REPRESENTATIONS GALOISIENNES
ASSOCIEES

A.1. Hypotheses générales

Soit D = (B, *,V, < .,. >, h) une donnée de type P.E.L. globale comme dans le premier
chapitre.

Nous supposerons dans cet appendice que que Endp (V) est une algebre a division
D sur le corps C.M. F. Les variétés de Shimura associées sont donc propres. Nous
supposerons de plus que le corps F est de la forme FTK ou K|Q est une extension
quadratique imaginaire. Nous ferons également ’hypothése qu’en toute place v de F,
I’algebre simple D, est soit déployée soit une algebre a division.

Soit @ un type C.M. de F'. Rappelons que

Gl(R) = H U(p7'7QT)

Ted

ol pr +¢qr =n et que

Rappelons que p est une représentation algébrique irréductible de dimension finie de G¢
et que nous notons également p sa restriction a G(R).

Si v est une place finie de F' divisant un premier p de Q décomposé dans IC, le groupe
GL, (F,) est un facteur de G(Q,). Si Il est une représentation automorphe de G on peut
donc définir I, comme représentation irréductible de GL,,(F}).

Le groupe G étant anisotrope modulo son centre, I’espace des formes automorphes sur
G de caractere central fixé est décomposé discretement ; il n’y a pas de spectre continu.
Si IT est une représentation automorphe de G on peut donc définir sa multiplicité comme
étant la multiplicité de la classe d’isomorphisme de IT dans le (goo, Koo ) X G(A ¢)-module
admissible des formes automorphes se transformant selon le caractere central de IT. Nous
noterons myy cette multiplicité.
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A.2. Résultats de Clozel, Harris et Labesse sur la pureté de la cohomologie
des représentations automorphes

Certains des résultats énoncés ci dessous sont démontrés par Clozel dans [12] (on
pourra également consulter le corollaire VII.2.7 de [26]) . Ils sont démontrés dans le cas
de signature quelconque par Harris et Labesse dans des notes non publiées.

Définition A.2.1. — Nous noterons 7 (G), 'ensemble des représentations automorphes
IT de G vérifiant que Il a de la cohomologie dans p.

Bien que son énoncé ne le fasse pas apparaitre, la démonstration du résultat qui suit
utilise la cohomologie des variétés de Shimura de type P.E.L., et notamment les résultats
de Kottwitz sur la cohomologie en une place de bonne réduction ([40]), couplés aux
estimations connues sur les valeurs propres des composantes locales des représentations
automorphes unitaires cuspidales de GL,, (c’est a dire les estimations connues concernant
la conjecture de Ramanujan). Plus précisément, si IT est une représentation automorphe
de G intervenant dans la cohomologie de la variété de Shimura associée, le lien démontré
par Kottwitz entre les valeurs propres de Frobenius en une place de bonne réduction (qui
vérifient certaines conditions grace au théoreme de pureté de Deligne) et les parametres
de Hecke associés permettent de démontrer que le motif (tout du moins sa réalisation
(-adique, De Rham...) découpé par II; dans la variété de Shimura est pure de poids
dim Sh.

Théoréme A.2.2. — Soit Il € T(G), telle qu’il existe un premier p de Q décomposé
dans K et une place finie v de F divisant p vérifiant : 11, soit dans la série discréte.
Alors,
dim H (goo, Koo Tloo @ p) = {1 818 = 27 Prar = dim Sh
0 sinon

De plus, Il appartient au L-paquet de la série discréte de G(R) formé des représentations
de la série discréte de G(R) ayant de la cohomologie dans p. Ce L-paquet est exactement
la fibre du changement de base vers G(C) en l'unique représentation tempérée de G(C)
ayant de la cohomologie dans p . Son cardinal est égal a dimr,, ou r, est la représentation

du L-groupe de G associée a p (]45])(confére A.7.3).

Théoréme A.2.3. — Sous les hypothéses du théoréme précédent, supposons de plus
que I, soit supercuspidale. Alors, pour toute représentation w., de G(R) dans le L-
paquet de la série discréte ci dessus II' = wl @ Iy € T(G),. De plus, les multiplicités
mr, m de I1 et II' sont égales.

A.3. Résultats de Clozel, Harris et Labesse sur le changement de base qua-
dratique stable

Nous énoncons ici un théoreme de Harris et Labesse démontré dans des notes non
publiées. Le cas de signature (1,n — 1) est démontré par Clozel dans [12] (dans le VIIL.2
de [26] le résultat de Clozel est expliqué en détails, il y est également expliqué comment
passer du cas des groupes unitaires au cas des groupes de similitudes unitaires). Les
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morphismes de L-groupes associés aux fonctorialités de Langlands que démontrent ce
théoreme sont exposés dans la démonstration du théoréeme A.7.2.

Soit p un premier de Q décomposé dans K, p = wowg. Supposons ’algebre a division
D = Endp(V) déployée en p. Si (v;);cr désigne un ensemble de représentants des classes
de places v divisant p modulo 'action de c,

G(Qy) = [[ GLa(F) x @}
i€l
et si 7 = (®;m;) ® x est une représentation irréductible de G(Q,) on peut définir le
changement de base quadratique de 7w comme étant

BC(7) = (®ierm @ 75) @ (x ® X )
Lorsque D n’est plus déployée en p on peut encore définir un changement de base qua-
dratique stable en composant le changement de base qui vient d’étre décrit avec la
correspondance de Jacquet-Langlands locale.

Si maintenant p un premier de Q en lequel G, est non ramifié, si 7 est une représentation
sphérique de G(Q,) on peut alors définir le changement de base non ramifié de = comme

représentation de

[TcL.(F) x [ K

vlp wlp
ol v parcourt des places de F' et w de K. Dans le cas ou p est décomposé dans K on
retrouve le cas précédent restreint aux représentations sphériques. Dans le cas ol p n’est
pas décomposé dans K, si BC(7) = (®,7,) ® Xw, on a les relations

Yo 7l ~ il
Le théoréeme qui suit énonce 'existence d’un changement de base quadratique stable
pour des représentation automorphes de G vers celles d’un groupe linéaire. Le mot stable

signifie que ’on a composé un changement de base quadratique avec une correspondance
de Jacquet-Langlands.

Théoréme A.3.1. — Soit Il € T(G), telle qu’il existe un premier p décomposé dans
K et une place v de F' divisant p telle que IL, soit supercuspidale. Il existe alors une
représentation automorphe cuspidale I de GL,(AF) ainsi qu’un caractére de Hecke x
de AZ vérifiant

© X = Xy

- SiII, est non ramifiée alors (II' ® x), est le changement de base non ramifié de 11,

~ I/ est de la forme
I~

Ted
ou []. 7. est l'unique représentation tempérée de G1(C) ayant de la cohomologie
dans pig,(c)- De plus,
Xoo = Picx
ou C* C G(C) désigne linclusion du facteur de similitude.
N
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- Si p est décomposé dans K alors
(I' ® x)p = BC(II)

comme représentation de (Resp/qgGLn X ReskigGm)(Qp)-
- Xrjax = X/X°

Par multiplicité un forte, une telle représentation automorphe II’ est unique.

A.4. Résultats de Harris et Labesse sur la comparaison entre la formule des
traces pour deux groupes unitaires formes intérieures

Soit v une place finie de F' vérifiant v # v°. Soient G; et G5 deux groupes unitaires
comme ci dessus, formes intérieurs I'un de l'autre tels que Gi(A%) = Ga(A%). Nous
notons JL le transfert local des représentations supercuspidales de G1, et Gg, vers les
représentations de leur forme intérieur quasidéployée : GL,, (F}).

Théoréme A.4.1. — Soit I} € T(Gh1), telle que JL(I1y,) soit supercuspidale. Alors,
pour toute représentation mo, de Go(R) faisant partie du L-paquet de la série discréte
ayant de la cohomologie dans p, il existe une Ily € T(G2), telle que
- Hgoo = To
STy~ TTY
De plus, pour une telle 1l
JL(Ily,) = JL(Iy,)

et les multiplicités de 111 et Ils sont égales.

On déduit en particulier de ce théoréeme, du théoreme A.2.2 et de la formule de Ma-
tushima que si Il est comme dans I’énoncé, la multiplicité de 1I; ; dans la cohomologie
de la variété de Shimura associée est

multiplicité(Il;) x dimr,,

Nous verrons en fait dans le théoréme A.7.2 que le facteur dimr, est la dimension
d’une représentation galoisienne telle que la représentation galoisienne décomposée par
IT; ¢ dans la cohomologie est multiplicité(II;)-fois cette représentation. Dans le cas de
la signature (1,n — 1) ce théoreme de divisibilité est démontré par Taylor en utilisant
la théorie de Hodge-Tate p-adique (& l'origine dans une lettre de Taylor a Clozel, cet
argument est esquissé dans [23] page 102 ; pour plus de détails, confere [26] et notamment
le lemme I1.2.2 et la proposition VIII.1.8). Dans le cas général, nous déduirons ce résultat
du cas de signature (1,n — 1) (théoréme A.7.2).

A.5. Résultats de Clozel, Harris, Kottwitz et Taylor sur les représentations
galoisiennes

Voici une partie de I'énoncé du théoreme VIIL.1.9 de [26] qui généralise le théoreme
principal de [12].
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Théoréme A.5.1. — Soit 11 une représentation automorphe cuspidale de GL,(AF)
satisfaisant les hypothéses suivantes :

~ I ~1II¢

~ Iloo @ méme caractére infinitésimal que pq,(c)
1l existe alors une représentation continue

Ry(I) : Gal(F|F) — GL,(Q)

vérifiant
— En toute place v de F ne divisant pas ¢ la restriction de Ry(I1) a Wr, est op(IL))) ®
Hl_Tn ot oy désigne la correspondance de Langlands locale pour GL,,(Fy).
— En toute place v ot Ry(I1) est non ramifiée, les valeurs propres de Frobenius sont
algébriques pures de poids n — 1

A.6. Résultat de Kottwitz sur les représentations galoisiennes obtenues dans
la cohomologie des variétés de Shimura en une place de bonne réduction

Dans Darticle [40] Kottwitz démontre qu’en presque toutes les places de bonne réduction,
la correspondance de Langlands locale non ramifiée est réalisée dans la cohomologie des
variétés de Shimura que nous considérons. Ce résultat est le corollaire des nombreux tra-
vaux de Kottwitz sur la stabilisation de la formule des traces ainsi que de ses travaux sur
le comptage des points des variétés de Shimura sur les corps finis ([41]). Nous renvoyons
le lecteur au théoréeme 1 de [40] (et au nombreux travaux antérieurs de Kottwitz) pour
I’énoncé. Le théoreme A.7.2 est une généralisation de ce théoréeme & d’autres places.

A.7. Application aux représentations galoisiennes obtenues dans la cohomo-
logie des variétés de Shimura de type P.E.L. de signature quelconque

Nous montrons que la représentation galoisienne associée a une représentation auto-
morphe d’un groupe unitaire dans une variété de Shimura de signature quelconque est
bien celle prédite dans [45], du moins en une place décomposée ou bien en d’autres places
sous certaines hypotheses.

A.7.1. Correspondance de Langlands locale pour GL,, revisitée. — Soit F|Q,
une extension de degré fini. Soit

gyt Aﬁ(n’F) — gﬁ(naF)

la correspondance de Langlands locale pour GL,,(F') ¢-adique, au sens ou des deux cotés
les représentations sont & valeurs dans des Qg-espaces vectoriels et ol nous prenons
comme définition de Gy(n, F') : 'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
p: Wr — GL,(Qy) Frobenius semi-simples. L’ensemble Ay(n, F') est défini de la méme
facon que pour des coefficients complexes en remplacant formellement C par Q.
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Considérons le groupe H = Resp/q, (GLy/r), et

PH = ] GLa(@0) | x Wy,

TEIF
son L-groupe (-adique ou Ir = Homg, (F), Q,) sur lequel Gal(Q,|Q,) agit par composi-
tion.
Le lemme de Shapiro
H'(Wg,, "H®) ~ H'(Wp, GL,(Q)))
implique alors 'existence d’une bijection
T ()

entre Ay(n, F') et I'ensemble des classes de morphismes continus de Wg, dans LH in-
duisant 'identité apres projection sur Wg,, tels que l'image du Frobenius de F' dans
LHY soit semi-simple, et ot deux tels morphismes sont dans la méme classe ssi ils sont
conjugués par un élément de “HY. La correspondance & est la correspondance de Lan-
glands locale “absolue”, c’est a dire sur Q.

A.7.2. Le morphisme 7, local. — Nous explicitons la définition de [45] dans notre
cas.
Soit H comme précédemment et

u: Gy /(QTP — H /Q,
un cocaractere. Soit E C @p le corps de définition de la classe de conjugaison de .

}£@;Ci II (;Ln@E

7€l

et si via cet isomorphisme p = (f7)rer, ou V7 pu, € Z"/6" ~ X,(GL,)/conjugaison,
Gal(Qy|E) est le stabilisateur de (i, ), dans Gal(Q,|Qp).

Exemple A.7.1. — Sitg € Ip est fix€et VT #7179 pr =0, py, # 0 alors E = F™.

v définit un poids dominant 2 de “H? dont la classe de conjugaison est invariante par
Gal(@,|E).

Supposons /i minuscule donné par des entiers (p;)rery, 0 < pr <n,et ur = (1,...,1,0,...

———
pr

A [i est associé la représentation irréductible de dimension finie de “H? de plus haut
poids (1,...,1)—f (et non fi, & cause de la convention homologique de Kottwitz qui iden-
tifie p au caractere définissant la filtration de Hodge sur le Hy et non le H?). Etendons
cette représentation en une représentation r,, de LHp en posant que I'action de Wg sur
I’espace de plus haut poids est triviale.

Plus explicitement :

"o = &) (?\ St>*

’TEIF
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ou St désigne la représentation standard. Pour un élément o € Wg
(1%0).(®rv7) = @rUg-1,

(cette expression est bien définie car si 0 € Wg, p,—1, = pr).
Sim e Ay(n, F) on peut donc définir

)0 5‘((7‘(‘)‘E € Gi(dimry, E)

Si plus généralement H = [[;c; Resg, /g, (GLnr,) pour des corps locaux p-adiques Fj ,
si p = [[; pi est un cocaractere de H@, si F; est le corps réflex de la composante p; alors,
le corps réflex de p, encore noté E, vérifie E C [[; E; =: M. De plus, la représentation
r, du L-groupe de H est encore définie et

Tun = ®T,ui\M
el
Ainsi, si 7 = ®;7; est un représentation irréductible de H(Q,), la représentation &y() :

Wo, — LH est définie et 1'on a I'égalité

Ty, 0 &(7‘()|M = ® (Tui o 5—5(7rl)|Ez)|M

icl

P

A.7.3. Le théoréeme. — Nous supposerons maintenant que le type C.M. ® est in-
duit a partir d'un type C.M. de K, c’est a dire qu’il existe un 79 € Hom(/C, C) tel que
® = {r € Hom(F,C) | 7 = 7o}. Soit p le cocaractere de G associé a la donnée de Shi-
mura. Rappelons que le cocaractere p est donné par un uplet (pr,¢r)ree ot pr +¢r = n.
Nous reprenons les notations du I.

Rappelons la formule de Matsushima qui décompose la cohomologie de De Rham de
la variété de Shimura en représentations irréductibles de G(Ay) :
Vi lim H'(Shk,L,) = €D dimH (goo, Koo; oo ® p). TIy
K e7T(G),

L’action de G(A f) x Gal(Q|E) sur cette cohomologie permet quant & elle de décomposer
la cohomologie étale ¢-adique en

¥i lim H(Shg.L,)= @ TeR,,aI)
K Wenn(G(A)

ol R};’ o (ILf) est une représentation continue de Gal(Q|E). De la formule de Matsushima
on déduit que
3i Ry, , (') #0=3MeT(G), I ~1
Du théoreme A.2.3, on déduit que si IT € T(G), et si en une place v décomposée de F,
II, est supercuspidale
Rj,,(Il) = 0 si i # dim Sh
et

dim R{™SM(II,) = myp dimr,



164 APPENDICE A. REPRESENTATIONS AUTOMORPHES DES GROUPES UNITAIRES

ot myy désigne la multiplicité de II. Nous poserons [R} ».u(ILy)] comme étant la représentation
galoisienne semi-simplifiée de la représentation précédente.

Théoréme A.7.2. — Soit Il € T(Q),, soit [Ry, ,(Ilf)] la représentation semi-simple
de Gal(Q|E) associée aIl; en degré moitié dans la cohomologie de la variété de Shimura
de type P.E.L. associée a w. Supposons qu’en une place finie v de F' divisant un premier
de Q décomposé dans K, 11, soit supercuspidale. Soit p un premier de Q décomposé dans
K. Notons G(Qp) = [[;c; GLn(Fy,)x Q) etIl, = ®,11, ® x. Rappelons qu’un plongement
v de Q dans Q, est fixé, et qu’on note g, = [Lics 1 le cocaractere de Shimura local
associés. 1l y alors une égalité
dim Sh
[BepuMp)ljws, = [Pugy © 0elp)p, 1™ @ [[772
comme représentation semi-simple de Wg, .
De plus, si pour i dans I, E; désigne le corps réflex de p;, E, C [[, E; =: M et

> PTar
~ -1 _ 27 PTAT
[Rf,p,u(nf)hWM = mi ®[T,ui|M o Uﬁ(Hvi)|M] ® UZ(X)U\/[ || 2
i€l
Démonstration. — La deuxieme formule est une conséquence immédiate de la premiere.

Commengons par quelques préliminaires de L-groupes “f-adiques” (étant donné que
nous ne disposons que de systemes compatibles de représentations galoisiennes et pas
de représentation du groupe de Weil global, nous ne pouvons travailler directement avec
des L-groupes complexes). Soit le L-groupe ¢-adique de G

L — (H GL,(Q)) x @X> x Gal(Q|Q)

TED

oit Yo € Gal(@|Q) 0.((g7)r+2) = ((h)r, ') avec

osioTlred
e = { W g Nt s oy 0
ol
w=((=1)""0in—j+1)ij
et

7=z H det(g,)

TED
c—1lr¢a

L’élément w a été choisi de maniere a ce qu’il envoie 'image par 'automorphisme g —
tg~1 de I'épinglage standard de GL, sur I’épinglage standard. Soit maintenant H =
(Resp/gGLy) X Resi /oG- Le groupe réductif Resg oGk étant une forme intérieure de
H il y a un isomorphisme de L-groupes

" (ReskgGr) — "H~ | J] GLa(@) x C* x C* | x Gal(QQ)

’TEIF
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auquel est associé la correspondance de Jacquet-Langlands. Il y a également un mor-
phisme de L-groupes

g — L(Res,C/QG;C)

((gr)rs2) x o — ((gr)rw'(gr Derw™ 2,2 H det g;) »
TED

auquel est associé le changement de base quadratique. Le composé des deux morphismes
ci dessus est associé au changement de base stable de la section A.3.
Rappelons que E désigne le corps réflex de pu. Ce corps ne contient pas forcément le

corps réflex de (F, ®). Comme dans la section précédente dans le cas local, au cocaractere
o est associé une représentation r, de LG g vérifiant

rurao =) (/\ St) ® (St)~

Ted
et
- pr
Vo € Gal(Q|E) 7,(0) <®UT®Z> = Q) vor Q) (/\w1> (Veg-1,) ® 2
TED TED TED
o~ lrecad 0'717'¢4>
Remarque A.7.3. — Le morphisme 7, est bien défini : on doit vérifier I'égalité pour
tout g et o
Tu(g)ru(g)ru(g)_l =1u(97)

Cela ne pose pas de probleme au niveau des composantes du produit tensoriel in-
dexées par des 7 € ® vérifiant o~}
quer qu’étant donné que o stabilise la classe de conjugaison u, q.,-1, = pr, et que
si g est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n alors pour tout ¢,

det(9) 1. Alg =" (A" ).

7 € ®. Cependant, si 0~'7 ¢ ®, il faut remar-

Rappelons que F® désigne le corps réflex de (F,®). Dans notre cas F® = 74(K) pour
un plongement 7y de IC dans C. Nous allons nous intéresser au corps composé EF®. On
peut définir une représentation rL de “Hppe de la facon suivante :

“H ~ (1‘[ GL, (@) x [ GLa(@) x Q" x @X> x Gal(Q|Q)

TED TECP
Posons

o= (A St) R 1651

TED TECP

et Vo € Gal(Q|EF?)

T:L(O-)(® Uy @A) = ®v¢7717 R\

Ted Ted
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Et remarquons maintenant que le diagramme suivant commute

GEF<I> — ReS[C/QG[C EF® —* HEF‘I)

A

GLdlm(ru QZ

ol la premiere application horizontale est I’application associée au changement de base
et la seconde a la correspondance de Jacquet-Langlands décrites auparavant.

Notons maintenant Ry = [Ry,,(Il;)] la représentation de Gal(Q|E) associée a Ilf
dans la cohomologie de la variété de Shimura. Soit (IT', x) le changement de base stable
de IT associé & IT grace au théoréme A.3.1. Soit R’ la représentation f-adique de Gal(F|F')
associée a IT' par le théoreme A.5.1. Il résulte du théoréme A.3.1 que x est un caractere
de Hecke algébrique. On peut donc également lui associer un caractere f-adique x’
Gal(K|K) — Q/”. Faisons maintenant la remarque fondamentale suivante qui résulte
de I'égalité ¢, = n — p, :

a::ZpT(n—l)—ZquTEOmod2

Ted Ted

A lentier § est associé le caractere cyclotomique f-adique tordu §-fois (qui est le caractere
Caloisien f-adique associé au caractére de Hecke algébrique ||.||%/?) ; nous noterons (—) —
(—)(9) la torsion par ce caractere. Le couple (R', x") fournit (par le lemme de Shapiro)
un morphisme

R, : Gal(Q|Q) — ©

Posons
mi1 a

Ry = (T OR2|EF<I>> (5)
comme représentation de Gal(Q|EF?®).

Montrons que Rz\Gal(@ EFY) = R1 ce qui conclura la démonstration d’apres les pro-
priétés de R’ énoncées dans le théoreme A.5.1, la forme du changement de base local en
un p décomposé, la définition de r , le choix de a et qu’étant donné que p est décomposé
dans K, (EF®), = E,.

Pour montrer que R2\Gal(@ BFe) = Ry il suffit d’apres le théoreme de densité de

Tchebotarev de montrer que pour presque toutes les places v de EF?, R2\W(EF<I>) =

Rl\W(EF ». - Restreignons nous aux places v divisant des premiers pg de Q tels que Il soit
non ramlﬁee L’égalité ci dessus résulte alors de la commutativité du diagramme global
ci dessus restreint a W gpe), et du théoreme de Kottwitz calculant la représentation

galoisiennes non ramifiée en une place de bonne réduction. O

Corollaire A.7.4. — Soit vy une place de F fizée. Soit v un plongement de Q dans
@p tel que si T € ® vérifievorT: F — (QTp n’induise pas vg alors p; = 0 (autrement dit,



A.7. APPLICATION AU CAS P.E.L. DE SIGNATURE QUELCONQUE 167

la donnée de Shimura locale associée est étale hors vy). Alors, E, = E(p,,) et

Zq— pPrar

[Re (L), = mni[rp, © Ge(Mug) [ B(ug)] © 0600, |-

Remarque A.7.5. — Lesreprésentations f-adiques des groupes de Weil locaux considérées
ci dessus sont semi-simples et pas seulement Frobenius semi-simples : on a semi-simplifié

la monodromie de ces représentations. Ainsi, par exemple si p est une représentation
galoisienne locale

[p @ sp(r)] = rlp]

Cependant le théoreme ci dessus devrait étre encore vrai sans semi-simplification de la
monodromie, c’est a dire il devrait y avoir un isomorphisme comme représentations du
groupe de Weil-Deligne.

Nous allons maintenant nous intéresser a la restriction de la représentation galoisienne
obtenue dans la cohomologie de la variété de Shimura en une place non décomposée. Soit
donc p un premier de Q inerte dans K. Avec les notations du I, il y a une décomposition

= [[GL.(F) x G(J[U(n, F)))

i€l jeJ

ou l'on suppose que l'ensemble J paramétrant les places de F' égales a leur complexe
conjuguée est non vide. Si Il est une représentation automorphe de G satisfaisant les
hypotheéses du théoreme A.3.1, le changement de base stable global BC(II) consiste en
une représentation automorphe II' de GL,, /r et un caractere de Hecke x de AZ. La
composante en p de II' ® y est donc une représentation du groupe p-adique

[ (GLn(F,) x GLy(Fe)) x [ GLn(Fy,) x K

i€l jeJ

de la forme
(I @ x)p = Q) (m: @ 7:) @ Q)7 @ xp
iel jeJ

ou Vj € J m; ~ 7j. Nous noterons alors

:®7Ti®®ﬂ'j®Xp

icl jeJ
comme représentation de [ [;c; GLy (Fy,) X [[ ;e GLn(Fy;) X K qui est le groupe des Q-

points du groupe algébrique J];.; Res F,/Qp GL, x []. jeg Res Py, /0, GLn X Resi, /0, Gm

On peut en particulier définir la représentation 5,(BC(II))) de Gal(Q,|Q,) dans le
L-groupe de ce groupe réductif (confere A.7.1). Dans la démonstration du théoréme
précédent, 1’égalité R2|Ga1(@\ EF®) = R implique alors le théoreme suivant :

Théoréme A.7.6. — Placons nous dans le cadre du théoréme précédent en supposant
cette fois ci que p est inerte dans IC. Il y a une égalité pour toute Il € T(G),

dlm Sh

[Bep ()i, i,y = a0 Ge(BO(I B, )™ @ |



168 APPENDICE A. REPRESENTATIONS AUTOMORPHES DES GROUPES UNITAIRES

et st BC(H)?, = Riermi Rjeg T @ X, st M désigne le produit des corps réflex locauz, on

a U’égalité

[Repus (ML) |Wirgie,, | = Q(ru)aric, 08¢ nric, Q) (ru, ) a5 e(m) e, D¢ () |k,
i€l JjeJ

Remarque A.7.7. — Dans le cas d’un groupe unitaire en 3-variables les travaux de

Rogawski ([53] et appendice C.1.3) montrent que dans le théoréme précédent BC/(II)9

ne dépend que de II,, et que donc la représentation galoisienne découpée par Il; restreinte

a un groupe de décomposition en p ne dépend que de Ily.

Nous allons préciser ce théoreme dans le cas de d’un groupe unitaire en trois variables.

Théoréme A.7.8. — Supposons n = 3 et G(Q,) = GU(3) le groupe non ramifié en
trois variables. Soit Il € T (G),. Supposons II,, supercuspidale ou bien une représentation
de Steinberg de G(Qp). Soit ¢ : Wg, — “GU(3) le L-paramétre local associé (confeére
Uappendice C'; dans le cas de la représentation notée w°(€) dans l'appendice C ou de la
représentation de Steinberyg, le L-paramétre n’est pas trivial sur le facteur SLo(C) ; dans
ce cas on note ¢ la restriction a Wy, de ce L-paramétre). Supposons qu’en une place
finie de Q décomposée dans K |, 11 est supercuspidale. Il y a a alors une égalité
[Repu(T v, = [ o Wypw, ] 11755

Démonstration. — Notons (IT', x) le changement de base stable de II (A.3) et R la
représentation f-adique de Gal(F|F) associée a II' par le théoréme A.5.1. Etant donné
que IT' ~ II'°, R’ ~ R'® (utilisant qu’en une place finie de F', R’ réalise la correspondance
de Langlands locale on en déduit que cet isomorphisme est vrai en toute les places finies de
F et qu’il est donc vérifié par le théoréme de densité de Tchebotarev). La représentation
IT étant supercuspidale en une place finie décomposée, II' est supercuspidale en une
place finie, et donc la restriction de R’ & un groupe de décomposition en cette place
est irréductible (il s’agit d’une propriété de la correspondance de Langlands locale).
La représentation R’ est donc irréductible. Comme dans le lemme 15.1.2 de [53], il
existe un signe ¢(R') € {+1} obstruction & ce que R’ se releve en un L-parameétre
Gal(Q|Ft) — ©G;. Montrons que c(R’') = 1. Le caractere det(R’) est le caractere
(-adique associé au caractere central de II' (puisque cela est vérifié en toutes les places
finies d’apres une propriété standard de la correspondance de Langlands locale). Comme
dans le lemme 15.1.2 de [53], ¢(R’) = 1 ssi ce caractere central est trivial sur (F7)*\AJ,
ce qui est le cas d’apres la dernieére propriété du théoreme A.3. Il existe donc une unique
extension de R/,

¢ : Gal(Q|FT) — LGy
oll G est vu comme groupe sur F*. Dol un L-parametre

¢": Gal(QIQ) — "G

ou cette fois ci Gy est un groupe sur Q. Le caractere algébrique y fournit un caractere
l-adique X’ qui couplé a ¢” nous donne un L-parametre

¢:Gal(QQ) — "G
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L’application de changement de base locale de Rogawski est injective ([53] théoréme
13.2.1). On montre de méme que si GU(3) désigne le groupe de similitudes unitaires
p-adique non ramifiée 3 variables, si ¢ : Wg, — Lqu (3) est un L-parameétre, OIWi
détermine ¢ de facon unique, ou K est ’extension quadratique non ramifiée de Q,. On
en déduit en particulier que
Plwg, =Y

et qu’en toutes les places v ou Il est non ramifiée, Pwg, est associé a II, via la corres-
pondance de Langlands locale non ramifiée.

Considérons maintenant 7, o ¢. Comme dans la démonstration précédente, d’apres le
dim Sh

théoreme de Kottwitz (A.6), [r, o ¢] est égal a [Ry, ,(IIf)] ||~ 2 en presque toutes
les places ou II est non ramifiée. D’ou le résultat d’apres le théoréeme de densité de
Tchebotarev. U







APPENDICE B

RESULTATS CONCERNANT LES TYPES ASSOCIES
AUX REPRESENTATIONS DES GROUPES
P-ADIQUES

B.1. Quelques propriétés générales des types associés aux représentations
supercuspidales des groupes p-adiques ([9])

Soit F' un corps local et G les points & valeurs dans F d’un groupe réductif sur F.
Soit 7 une représentation supercuspidale de G. Notons s = [, G| sa classe d’équivalence
inertielle.

Nous ferons I’hypothese suivante :

Hypothése B.1.1. — Il existe un s type (J,\), un sous-groupe compact ouvert modulo
le centre de G, J tel que J = J NG, et une extension A de X a J tels que

T~ e — Ind(cjfv A

Soient maintenant 1, x2 deux caractéres non ramifiés de G.

Fait B.1.1. — On a l’équivalence
TRX1 =T X2 <:>X1|j:X2|j

En effet, 'implication de la droite vers la gauche résulte de l'isomorphisme (¢ —
Ind?w) ®x =~ c—]nd?(w@x‘j). Dans l'autre sens, si m® x1 ~ 7 ® Y2, alors (7T®X1)|j ~
(7T®X2)‘j or, pour i = 1,2 il résulte de la proposition 5.6 de [9] que (7T®Xi)|j = 5\®X¢\j-
\ étant irréductible de dimension finie, on en déduit en utilisant le caractere de A que

X1 = X

Notons X¢(G) le groupe des caracteéres non ramifiés de G. Le groupe X¢ (G) s’identifie
aux points d’un tore algébrique sur C.

Fait B.1.2. — Soit T' = {x € Xc(G) | 7 ® x ~ 7}, un sous-groupe fini de Xc(QG).
L’algébre de Hecke du type, H(\, G) est isomorphe a ’algébre des fonctions réguliéres sur
la composante connexe du centre de Bernstein indexée par s. L’algébre H(\, G) s’identifie
donc aux fonctions réguliéres sur le tore complexe Xc(G)/I.

Notons ey € H(G) l'idempotent associé a X et H(A, G) = ey * H(G) * ex. Pour toute
représentation 7’ dans la classe d’équivalence s, 'espace 7'(e) ).V est un H (A, G)-module
sur lequel H(\, G) opére par un caractére qui correspond au point associé a 7.
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L’application suivante est alors un isomorphisme
HLG) > C[Xe(G)/T]
[ X trrey(f)]

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme B.1.2. — On a l'inégalité
Vg € J tre(ex * 0g) # 0
Démonstration. — Commencons par remarquer que
trr(ex *x 0g) = trr(ey * g % €)) ol ey x Iy x ey € H(A,G)
On vérifie de plus que
Vx € Xc(G) tragy(ex*dy) = x(9) trr(ex * dy)
et donc, trr(ey * §g) = 0 <= la fonction réguliere associée a ey * dy * ey est nulle <=
ey * 0g x ey = 0 (grace a l'isomorphisme ci dessus).
Or,
(ex* g xex) x0,-1 = ex * (0g x ex * 0y—1) = ex * ey
Etant donné que A s’étend en X et que g € J, N ~ X et donc eyg = ey. D’ont

(ex*xdgxey) xdg1 =exxey=ex#0=ey*d,xex #0

B.2. Types pour GL,
Rappelons 'un des théorémes principaux de [8]

Théoréme B.2.1 ([8]). — Pour G = GL,, l’hypothése B.1.1 de la section précédente
est vérifiée.

Nous remarquerons de plus que tous les groupes J obtenus sont contenus dans des
normalisateurs de groupes parahoriques dans GL,, (cela est valable pour n’importe quel
sous-groupe compact modulo le centre de GL,, et résulte de la classification des sous-
groupes compacts maximaux de PGL,,).

B.3. Types pour les groupes unitaires non ramifiés

B.3.1. Le groupe unitaire en trois variables. — Dans [48] le théoréme suivant
est démontré :

Théoréme B.3.1. — Supposons p différent de 2. Toutes les représentations supercus-
pidales du groupe unitaire quasi-déployé U(3) sur un corps local p-adique possédent un
type vérifiant ’hypothése B.1.1.
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Nous utiliserons des types pour les groupes de similitudes unitaires non ramifiés. Bien
que le théoreme précédent soit démontré dans le cas des groupes unitaires, on peut
I’étendre aux groupes de similitude unitaires en utilisant la section C.1.7

B.3.2. Le groupe unitaire général. — Dans l'article [35], Ju-Lee Kim construit des
types vérifiant I’hypotheése B.1.1 pour des représentations supercuspidales des groupes
unitaires non ramifiés. Elle conjecture qu’elle obtient ainsi toutes les représentation su-
percuspidales de ces groupes. Ses résultats s’étendent aux groupes de similitudes unitaires
(bien que cela n’est pas été publié).






APPENDICE C

RESULTATS DE ROGAWSKI SUR U(3)

Nous rassemblons dans cette annexe les résultats de [53] que nous utilisons. La lecture
des articles [54] et [55] est également utile.

C.1.

C.1.1. Notations. — Soit F'|Fj une extension quadratique de corps locaux p-adiques.
Soit G = U(3) le groupe unitaire en trois variables quasidéployé vu comme groupe sur
Fo.

Soit H = U(2) x U(1) 'unique groupe endoscopique elliptique de G. Il est donc muni
d’'un morphisme de L-groupes “H — G décrit dans le chapitre 4.6 et 4.7 de [53].

Soit C' =U(1) x U(1) x U(1) I'unique groupe endoscopique elliptique de H.

Les groupes C' et H sont les deux groupes endoscopiques associés a G (plus généralement,
les groupes endoscopiques associés aux groupes unitaires U(n) sont décrits dans la partie
1.2 de [54]).

C.1.2. Transfert endoscopique local. —

C.1.2.1. De C a H. — Dans le chapitre 11 de [53], l'existence du transfert endosco-
pique des représentations admissibles irréductibles de C' vers celles de H est énoncé (les
démonstrations étant identiques a celles de [44]). Il s’agit d’une application injective

(C) — TI(H)
0 — p(0)

ou II(C') désigne les représentation irréductibles de C'(Fp) (i.e. les caracteres 0 = 61 @
02 ® 03 de U(1) x U(1) x U(1)) et II(H) les L-paquets de représentations admissibles
irréductibles irréductibles de H(Qy).

C.1.2.2. De H o G. — Dans le chapitre 13 de [53], I'existence du transfert local
I(H) — II(G)
p — I(p)

est démontré, ou II(G) désigne 'ensemble des L-paquets associés a G(Fp).
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C.1.3. Changement de base local. — Dans le chapitre 13.2 de [53], Rogawski
démontre 'existence d’une application de changement de base quadratique

BC : I(G) — I(GLy/r) = A(3, F)

compatible avec le changement de base global de I'annexe A. Son image est constituée

de représentations de GL(3, F'), 7 vérifiant 7 ~ 7€ et Wy px = 1 ol ¢ désigne I'automor-
0

phisme non trivial de F'|Fy et w, le caractere central de 7.

C.1.4. Classification des L-paquets supercuspidaux de G. — Dans la section
12-2 de [53], il est donné une description détaillée des L-paquets de représentations de
G(Fp). Nous rappelons cette classification dans le cas des représentations supercuspidales
qui est le seul cas que nous considérons.

C.1.4.1. L-paquets supercuspidaux pour H. — [proposition 11.1.1 de [53]]

Définition C.1.1. — Un L-paquet de représentations de H contient une représentation
supercuspidale ssi ce L-paquet est formé de représentations supercuspidales (ce fait est
faux en général). Nous appellerons un tel L-paquet un L-paquet supercuspidal.

Les L-paquets supercuspidaux de représentations de H se scindent en deux ensembles :

— Les L-paquets de cardinal 1 ou encore L-paquets stables. Ce sont les {p} ou p est
une représentation supercuspidale de H telle que le changement de base quadratique
BC(p) soit une représentation supercuspidale de GLa(F) x F*.

— Si 6 est un caractere de C' de la forme 61 ® 05 ® 61 ou 01 # 02, le L-paquet transfert
endoscopique p(0) est supercuspidal de cardinal 2. Lorsque # parcourt les caracteres
de C' du type précédent on obtient ainsi tous les L-paquets supercuspidaux de G
de cardinal plus grand que 1. Un L-paquet supercuspidal II est de la forme p(0) ssi
BC(II) n’est par supercuspidale (BC(II) est alors un quotient d’une série principale
de GLy(F') x F* calculée en fonction de ).

C.1.4.2. L-paquets supercuspidauzr pour G. —

Définition C.1.2. — Un L-paquet de représentations de G est appelé un L-paquet
supercuspidal s’il est constitué de représentations supercuspidales.

Les L-paquets supercuspidaux de représentations de G se scindent en trois sous en-

sembles :

— Les L-paquets de cardinal 1 ou encore L-paquets stables. Ce sont les II = {r} ou
7 est une représentation supercuspidale telle que BC(m) soit une représentation
supercuspidale de GL3(FE).

— Les L-paquets de cardinal 2. Ils sont construits de la facon suivante : soit p un
L-paquet supercuspidal de cardinal 1 de H. Alors, le transfert endoscopique II(p)
est un L-paquet supercuspidal de cardinal 2 de G. Un L-paquet supercuspidal II
est de cette forme ssi BC(II) est une représentation de GL3(F') dont le support
supercuspidal est une représentation du sous groupe de Levi GLy(F') x GL;(F).

— Les L-paquets de cardinal 4. Ils sont construits ainsi : Soit p = p(f) un L-paquet
supercuspidal de cardinal 2 de H tel que si 8 = 01 ® 05 ® 03 alors 01, 02, 83 sont deux



C.1 177

a deux distincts. Le L-paquet obtenu par transfert de H a G de p, noté II(p) est
alors de cardinal 4. Un L-paquet supercupsidal IT de G est de ce type la ssi BC(II)
est un sous-quotient d’une série principale de GL3(F).

C.1.5. Correspondance de Langlands locale pour les L-paquets supercuspi-
daux de G. — Dans le chapitre 15 de [53], il est expliqué comment construire une
correspondance de Langlands locale pour les L-paquets supercuspidaux de G a partir de
la correspondance de Langlands locale pour GL3(F'), et la classification précédente.

Rappelons cette correspondance :

— L’application BC' : II(G) — \A(3, F') induit une bijection entre les L-paquets su-
percuspidaux de cardinal 1 et les représentations supercuspidales 7’ de GLj3(F)
vérifiant 7' ~ 7’¢ (ol ¢ est 'automorphisme non trivial de F|F) et Worpy = L Si
{m} € II(G) est un tel L-paquet, si ¢ : Wrp — GL3(C) est le parametre de Lan-
glands associé & BC(m) (une représentation irréductible de dimension 3), ¢ défini
un morphisme de L-groupe Wr — “Gr = GL3(C) x Wp qui posséde une unique
extension en un L-morphisme Wx, — ©G. Cela établit une bijection entre les L-
paquets supercuspidaux de cardinal 1 de G et les classes de “GP-conjugaison ¢ de
L-morphismes de Wg, dans G telles que PWi, soit irréductible.

— On établit de méme une correspondance de Langlands locale pour les L-paquets
supercuspidaux de H de cardinal 1. Alors, si I = II(p) est un L-paquet supercuspidal
de cardinal 2 de G, si ¢ : Wg, — LH est le parametre de Langlands associé &
p, le parameétre associé a II est celui composé Wg, — “H — LG. Cela établit
une bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G de cardinal 2 et les classes
de LGP-conjugaison de L-morphismes ¢ : Wg, — LG telles que im(¢p) ne soit pas
contenue dans “B, ou B est un sous-groupe de Borel de G, et telles que P|wp S0it
somme de deux représentations irréductibles.

— La correspondance de Langlands locale pour C' se déduit de la théorie du corps
de classe local. Si IT = II(p(f)) est un L-paquet supercuspidal de cardinal 4 de G,
ou 0 est un caractere de C, si ¢ : Wg, — LC est le parametre associé & 6, on
associe a IT le parametre composé Wg, — C — YH — LG, Cela définit une
bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G de cardinal 4 et les classes de
L@GO-conjugaison de L-morphismes ¢ : Wg, — LG telles que im(¢) ne soit pas
contenue dans B, ou B est un sous-groupe Borel de G, et telles que Wi, soit
somme de trois caracteres.

I1 y donc une bijection entre les L-paquets supercuspidaux de G et les classes de “GP-
conjugaison de L-morphismes ¢ : Wg, — G telles que im(y) ne soit pas contenue
dans B pour un sous-groupe de Borel B de G. L’application de changement de base se
lit au niveau des L-parametres comme 'application de restriction ¢ — .

C.1.6. Classification des représentations supercuspidales de G. — Comme
nous l’avons vu, les représentations supercuspidales de H sont toutes membres d’un
L-paquet supercuspidal. Cela est faux pour G. Il existe une famille de représentations
supercuspidales de G, (7°(§))¢, toutes membres de L-paquets de cardinal 2 qui ne sont
pas supercuspidaux.
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Ces représentations supercuspidales se construisent ainsi : soit £ un caractére de H.
A £ est associé la représentation de Steinberg Sty (€) de H définie comme constituante
d’une série principale réductible de H (l'autre constituant étant £, confere [53] 12.1).
L’ensemble {Stp(€)} est un L-paquet stable de carré intégrable de représentations de
H. Considérons le L-paquet de représentations de G, II1(Stg(€)), transfert endoscopique
de {Stg(£)}. C’est un L-paquet de cardinal 2 noté

(Sta(€) = {x*(€), 7 (&)}
oit 7(£) est une représentation supercuspidale et m2(£) une représentation de carré
intégrable. Alors,

Fait C.1.3. — Les représentations supercuspidales de G sont soit membres d’'un L-
paquet supercuspidal soit de la forme 7°(&) pour une unique représentation de dimension

1de H, €.

C.1.7. Passage de U(3) a GU(3). — Soit G = GU(3) un groupe de similitudes
unitaires non ramifié en 3 variables défini sur Q, et G1 C G le groupe unitaire noyau du

facteur de similitude. Soit K|Q, I'extension quadratique non ramifiée. Il y a une inclusion
K* — Zg.

Lemme C.1.4. — On a l’égalité suivante
G(@p) = Gl(Qp)KX
Démonstration. — Etant donné que G est non ramifié il y a une décomposition d’Iwa-

sawa G(Qp) = C.A(Q,).N(Qp), ot C est compact, A est un tore déployé maximal et
N unipotent. Donc, v,(c(G(Qyp))) = vp(c(A(Qp))). Avec les notations de I'appendice D,
A(Qp) = {diag(t,z,t712?) | t € QF © € QF } et ¢ = x%. Donc, vy(c(G(Qy))) = 2Z.

De plus, Ng g, (K*) = p*?Z5 et donc ¢(G(Q,)) C Ng/g,(K*). Dol le résultat
puisque ¢gx = Ng/q,- O

Corollaire C.1.5. — Il y a une bijection entre les représentations irréductibles de
G(Qp) et les couples (m,x) ou 7 est une représentation irréductible du groupe unitaire
G1(Qp) et x un caractére de K> tel que wqgx = X-

Corollaire C.1.6. — La description des représentations supercuspidales de G(Q,) est
identique a celle de G1(Qp). En particulier, il y a une paramétrisation des paquets su-
percuspidauz de G(Qp) par des L-paramétres ¢ : Wo, — LG tels que im(vp) n’est pas
contenu dans “B pour un sous groupe de Borel B de G.



APPENDICE D

ISOCRISTAUX MUNIS DE STRUCTURES
ADDITIONNELLES : LE CAS DES GROUPES
UNITAIRES

Nous traduisons dans cet appendices les résultats de [37] et [42] dans le cas des
groupes de similitudes unitaires quasidéployés. Nous utiliserons librement les notations

de ces deux articles.

D.1. Groupes unitaires en un nombre pair de variables

Soit F'|Q, non ramifiée de degré pair [F' : Q] = 2d. Nous notons comme d’habitude
o le Frobenius de F|Q, et T le groupe de Galois Gal(F|Q,). Soit * = ¢ I'involution de
degré 2 et Fy le corps fixe de *. Notons G le groupe des similitudes unitaires quasidéployé

en n variables, n pair,

G ={g € GL.(F) | 'g"Jg = c(g)J,c(g) € Q}}

o 0 I
OUJ_<In/2 0 )

Un tore maximal de G défini sur Q) est

(41

T — 7571/2

\

c(ty')

c(ty ')

’ tz‘EFX,CGQ;

7

~ (F)"? < Q)

Un tore déployé maximal est A = (Q )2 x Q) C (F*)"/2 x QX =T.

G est déployé sur F,

Gr~ [] GLu(F)xF*

0<i<d—1

Le L-groupe connexe de G est donné par

0<i<d

G= ]] GLu(C)xC*
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sur lequel o = 1 € Z/2dZ opere via
0.((90y--+,94-1),¢) = ((wtg;_llw, 90y -+, 9d—2),cdet gg_1)
ott w = ((—=1)""din—j+1)i-
X.(T) = {(fﬂz’j)z‘ezﬂdz,lg]‘gn | 255 + Titdj+2 =CE Z constant }

I' = Z/2d7Z agissant par translations de coordonnée i sur les (z;;)
Le groupe de Weyl absolu est

w=e6
et
X(T)/W = {(2y5) IVO< i <d Vj < j" 2y =2}

Le groupe de Weyl relatif sur Q, est Wg, = (Z/QZ)% X G, /9 et

X (A)/Wao, = {(yi)i<icn | Vi < y; > yir et Viy; > 0} x Z
G est simplement connexe et le cocentre D = G//G%" est, isomorphe &

{(2,t) € F* x Q) | Np/p,(z) ="} via g — (detr(g), c(g))
D =~ {ker Np/p, : F* — F;'} x Q) puisque n est pair et Np/p = t" < NF/FO(:ct_”/Q) =
1. On en déduit aisément que,

X*(Z(G)") = X.(D)p = B(D) ~ Z/27 x Z
Nous normaliserons cet isomorphisme de la facon suivante : avec les notations précédentes
Z(G) = H C* x C*
0<i<d
et on vérifie aussitot avec Iaction donnée de o sur G que l'on a :
Z(G)" = pg x C*

oil iy — (CX)?% est le plongement diagonal et l'isomorphisme est fixé en posant sy =
7)27.

Nous allons maintenant nous intéresser aux classes de o conjugaison b € B(G) vérifiant
vp(c(g)) = 1 ce qui équivaut a dire que via I'application & : B(G) — Z /27 x Z la seconde
composante de x(b) est 1.

De telle classes de o conjugaison classifient des isocristaux (N, ®) munis d’une action
de F' et d’une polarisation < .,. >: N x N — Q,(1) telle que si

N= & NG
i€Z/dZ
est la décomposition N(i) = {n € N|Vx € F z.n = o'(x)n}, ® : N(i) — N(i + 1), alors
Vi#j+d <N(),N(j) >=0et <..> estparfait sur N(i) x N(i + d)

Classes basiques :
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D’apres Kottwitz, il y a un isomorphisme
k:B(G)y = Z/27 x Z

ou la seconde composante est b — wv,(c(g)). Il y a donc une bijection entre les classes
basiques telles que v,(c(g)) = 1 et Z/2Z. Pour b € B(G)p, notons k(b)) € Z/27Z la
premieére composante de (b).

L’unique pente du Q, isocristal sous-jacent associée a une telle classe est %

Le groupe Jp associé est une forme intérieure de G qui est un groupe de similitudes
unitaires qui dépend de x(b);. On a en fait le lemme suivant valable pour n’importe quel
G et dont la vérification est facile :

Lemme D.1.1. — Soit r : B(Q)y, — X*(Z(G)V). Via Uidentification Gog =~ (@)se
considérons Uisomorphisme de Kottwitz H'(F,Gaq) — X*(Z((@)s)F). Soit Uapplica-
tion B(G)y — HY(F,G.q) qui a une classe basique b associe la classe de cohomologie
d’un cocyle définissant la forme intérieure Jy. Le diagramme suivant est alors commutatif

K

B(G), X*(Z(G))

HY(F, Goq) — X*(Z((G)se)")

~

o lapplication verticale de droite est la composition d’un caractére de Z(G)' avec ’ap-
plication naturelle Z((GQ)s.)' — Z(G)' induite par Uapplication Galois équivariante
Z((G)se) — Z(G), elle méme déduite du morphisme (G)sc — G.

On en déduit donc le corollaire suivant dans la cadre de notre groupe unitaire :
Corollaire D.1.2. —

Vbe B(G)y Jp = {

ot G’ désigne le groupe des similitudes unitaires en n variables non quasidéployé.

Classes quelconques : Sib € B(G), vp(c(g)) = 1, et si les pentes du F-isocristal
sous-jacent (avec les notations précédentes cet isocristal est (N(0), ®2¢) ) sont :

d
Alzh—1>--->)\T:d>d—)\1>--->d—)\T,1
1
de multiplicités mq,...,ms_1, My, My_1,...,m1. Avec les notations précédentes pour
X.(A)/Wg, on a
A1 A1 1 1
Newt(b) =(=—=,...,—,. .., =y ., = 1) e X, (A
ew() (2d’ ’Qd’ ’2’ ’2)X()€ *( )Q/WQp
N—_——

mih1 my /2
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Si m, #£ 0 le centralisateur du morphisme des pentes est le sous-groupe de Lévy
M = Resg/g,(GLpmn) X -+ X Respyg, (GLm,_yh,_,) X GU(F;2m;.)
Ay

- B | A; € GL, Be GU

t A—%
{ AT )

ou GU(F;2m,) est le groupe des similitudes unitaires quasidéployé en 2m,. variables. Si
m, =0,
M = Resp)q,(GLmn,) % -+ X Respyq, (GLm, _1h,_,) X Q)

0 el e

— (2) est autoduale de pente 1/2 et provient d’un groupe unitaire
— (1) et (3) sont en dualité de pentes A,1 — X et proviennent d’'un GL

b est donc déterminé par les pentes Ai,..., A, les multiplicités et par I’élément de
727 associé a la classe basique de GU(F';2m, ). On a alors

Jb = GLml(D/\l) X o+ X GLmr—l(D/\r—l) X Hb
ou Hj est un groupe de similitudes unitaires en un nombre pair de variables déployé ou

non suivant I'invariant dans Z/27Z (et ot I'on pose Hy = Q. si m, = 0).

Polygone de Hodge : Soit y € X, (7)) tel que p soit donné par p = (7ij)icz,/24z,1<j<n

ol

Vi<i<d Vj<a; :CZ']':L Vi > a; SCZ'jZO
ol les ag,...,aq_1 sont des entiers compris entre 1 et n, et ot copu =1 i.e. Tipdjpn =
1-— T j-

1 = ﬁz(é)p € Z/27 x 7 est donné par
= ( Z a; mod 2, 1)
0<i<d—1
et pg € Xy (A)g = Q"/2 est donné par

1
p2 =5 Zli

0<i<d
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ou 1
*ll—(l,...,l,i, .7—)Siai<§
a;
1 1 .
*ZZ:(E,...,i,l,. 71)816Li>2
N——
n/2—a;

Et donc finalement :

DO =

1
B(G,p) = b|vp(c(g)) =1, k(b); = Z aimod 2et A dyngis | S0 )
0<i<d myih1 N—— 0<i<d
mr/2
au sens ou le membre de droite doit d’abord étre ramené dans la chambre de Weyl
positive de X, (A)g avant d’étre comparé.
L’unique classe basique de B(G, i) est la classe basique b telle que v,(c(g)) = 1 et

k(b1 =), a; € Z/27.

Remarque D.1.3. — Dans la description de B(G, i) les points terminaux des poly-
gones n’interviennent pas. En effet, la condition que les point terminaux des polygones
de Hodge et de Newton soient égaux est automatique puisqu’un polygone symétrique a
pour dimension le double de sa hauteur.

D.2. Groupes unitaires en un nombre impair de variables

Soit F|Q, comme précédemment et

G = {g € GL.(F) | 'g*Jg = c(9)J, c(g) € Q;}

0 0 Ina

2

ou J = 0 1 0
In-i 0O O

2
Un tore maximal défini sur Q,, est
T = diag(ty, ..., tn1,c(t7)*, ... et 1))
2

n—

outy,xz € F* xx* =ce Q). T~ (FX)T1 x{x € F* | Np/p,(z) € Q, }.
Un tore déployé maximal est A = ((@;)%1 xQy CT.
G et LG sont de la méme forme que précédemment.
Notons

n —

Xi(T) = {(%ij)iez/2dz1<j<n | VI < Tij+ Tiyqjpntl = CT;ntt + T4 g nt1 = c}

W =64 et
Xu(T)/W = {(2) | Y0 < i <d—1 W) < iy > gy}



184 APPENDICE D. ISOCRISTAUX MUNIS DE STRUCTURES ADDITIONNELLES

Le groups de Weyl relatif s’identifie quant a lui & Wo, ~ (Z/27Z) "M Gno1 et
2

. n+1
X (A)/Wep = {(yj)lgjgnT“ IVI<j<j < o Y > yjrs t1 > 0}

Le cocentre D est isomorphe comme précédemment a
{(z,t) € F* x Q; | Np/py(z) ="}
qui est isomorphe a

On en déduit aisément que

et que Vb € B(G) k(b) = vp(c(g)).

Classes basiques : Soit I'isomorphisme de Kottwitz
k:B(G)y — Z

On en déduit qu'il existe une unique classe basique b telle que v,(c(g9)) = 1. Et on a
alors, puisque G ne possede pas d’autre forme intérieure que lui méme,

=G

Classes quelconques : La discussion pour les pentes, M et J, est la méme que
précédemment a ceci pres que la classe basique du groupe unitaire est unique. On a

NN 1 11
Newt(b) = 2429 9
—_— ——
D e

Polygone de Hodge : Supposons donné p par p = (pi5)i,; tel que
V1§i<de§aixij:1, Vj>az~xz~j:0
etoucopu=11ie.

x173+xz+d]+n+1 =1,z il +$Z+dn_+1:1

H1 M\Z(G)F est donné par py =1 et pz € Xu(A)g = Q " est donné par

1
—g 2l
0<i<
ou
lZ:(l,...,l,%, %%)81a2<”1
a;
- 1; = (1, ,1%)81@1—"7“



D.2. GROUPES UNITAIRES EN UN NOMBRE IMPAIR DE VARIABLES

1 1 :
751.:(5,...,5,1,...,1,%) sia; > 2L

Posons I} = I; moins le % a droite, alors

og

A A
B(G, ) = b | vp(c(g)) =1 et 2—; 2L
N ——

mihy
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APPENDICE E

ESPACES ADIQUES ET ESPACES ANALYTIQUES

E.1. Différents espaces

Soit k£ un corps valué complet muni d’une valuation de rang 1.
Rappelons qu’il y a un foncteur pleinement fidele ([2] 1.6.1)
X — s(X)
de la catégorie des espaces analytiques de Berkovich Hausdorff (i.e. | X| est séparé) dans
la catégorie des variétés rigides quasiséparées.
Si A est une algebre affinoide, s(M(A)) = Spm(A).
Rappelons également ([28] 1.1.11) qu’il y a une équivalence de catégorie
Y —r(Y)
entre la catégorie des variétés rigides quasiséparées Y sur k et la catégorie des espaces
adiques quasiséparés localement de type fini sur Spa(k, k). Nous noterons
X — XTig

la composée X — r(s(X)) qui est pleinement fidele.
Rappelons la proposition suivante

Fait E.1.1. — ([28] 8.5.3) L’image essentielle de X — X" est formée de la catégorie
des espaces adiques quasiséparés localement de type fini tendus (“taut”) sur Spa(k, k°).

La condition d’étre tendu portant uniquement sur I’espace topologie de I’espace adique
([28] 5.1.2).

Supposons maintenant la valuation de k discrete.
A X un schéma formel localement formellement de type fini sur Spf(k°) est associé
un k-espace analytique paracompact X**. Il est muni d’un morphisme de spécialisation
sp: X — X

Si Y C X, est un sous-schéma localement fermé de la fibre spéciale de X on a un
isomorphisme canonique
(X)y)™ == sp~H(Y)

oit sp~H(Y) est un domaine analytique localement fermé dans X"
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Si Y est ouvert, sp~1(Y) est fermé (Y = D(f) = sp~ 1Y) = {|f] = 1}.
SiY est fermé, sp~1(Y) est ouvert (Y =V (f) = sp~ (V) = {|f| < 1}.

A X est également associé fonctoriellement un espace adique ¢(X). ¢t étant défini loca-
lement par t(Spf(A)) = Spa(A, A). On peut alors considérer 'espace adique

d(X) = t(X)a

louvert de t(X) formé des points analytiques i.e. des valuations ayant un support non
ouvert. Si I est un idéal de définition de A,

d(Spf(A)) = Spa(A, A) \ V(I)
On a alors un morphisme de spécialisation d’espaces annelés
A

I’application au niveau des espaces topologiques étant celle qui associe a un point = €
d(X) le support d’une spécialisation de = dans ¢(X) formée d’un point non analytique.
Si X/Spf(k°) est adique c’est la bonne définition de la fibre générique de X au sens
des espaces adiques.
Dans le cas général
d(X) = t(X) \ V(r) C d(X)
est un espace adique ouvert dans d(X) muni du morphisme de spécialisation obtenu par
restriction de A :
A:d(X) — X
C’est la bonne définition de la fibre générique au sens de Berthelot et on a des isomor-
phismes canoniques commutant aux morphismes de spécialisation
(%an)rig ~ J(x)

Nous noterons donc d(X) = X".
Si maintenant Y C X, et un sous-schéma fermé, A=1(Y) C X% est un ensemble fermé
constructible et on a un isomorphisme canonique

(X))~ AH(Y)°

(lqntérieur de F)\Vfl(Y)) Ainsi (%;\Y)M'g S’identifie & un ouvert de :{rig qui est I'ouvert
sp~L(Y)ri9,
Si Y C X est ouvert, Y™ C X" est Pouvert A~ (Y).

Exemple E.1.1. — Si X = Spf(k° < X1,..., X,, >), X% = B" la boule fermée ana-
lytique, X" = B" la boule fermée adique (qui est ouverte dans A™) . Si Y = V(0),
%;\Y = Spf(k'[X1,...,X,]), sp ' (Y) = B" la boule ouverte analytique obtenue par
recollement d’une union croissante de boules fermées (ce n’est pas l'intérieur de la boule
fermée analytique pour la topologie de Berkovich! ).

A LY) = {|X;| < 1} C B" un fermé (ce n’est pas un espace adique, c’est un espace
pseudo-adique) et (%;\Y)”'g est la boule ouverte adique obtenue comme union croissante
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des boules ouvertes de rayon strictement inférieur & 1. A=1(Y) \ A=1(Y)? est constitué
de valuations de rang > 2 qui ne sont pas dans I’espace de Berkovich.

On remarquera que la stratification associée a un fermé Y C X, de la fibre spéciale

est plus compliquée dans le cas de ’espace adique :

— La stratification de X% associée est sp~1(Y) C X% ou sp~1(Y) est un domaine
analytique ouvert et X% \ sp~!(Y) est un domaine analytique fermé. Les deux
strates sont donc des espaces analytiques

— La stratification de X" associée est

A cATY(Y) c &
ot A1 (Y') est un espace pseudo-adique (i.e. un germe d’espace adique) et le complémentaire
est un espace adique ouvert dans X%,

E.2. Différents morphismes étales

Si j: B™ — A"™ désigne 'inclusion de la boule fermée dans ’espace affine, j est une
immersion ouverte au sens des espaces adiques et est donc étale. L’espace adique B"
est lisse sur Spa(k, k). Cependant, j n’est pas étale au sens des espaces analytiques car
O(B™/A™) # (). Ainsi, B n’est pas lisse comme espace analytique sur k.

Rappelons :

Définition E.2.1. — [3] Soit f : X — Y un morphisme d’espace analytique. f est
quasi-étale si tout point x € X possede un voisinage qui est un domaine analytique
fermé étale au dessus de Y.

Fait E.2.1. — ([3] 2.3, resp. [28] 3.5.1) St X — Y est un morphisme de schémas
formels, X% — Y est quasi-étale et X7 — Y9 est étale.

Par exemple, si X — ) est une immersion ouverte, donc étale, elle induit une inclusion
d’un domaine analytique fermé X" dans V%" qui n’est pas étale mais quasi-étale. Par
contre elle induit une immersion ouverte d’espaces adiques.

Le lien entre les deux notions est le suivant :

Fait E.2.2. — ([28] 8.3.4) Si f : X — Y est quasi-étale, f est étale ssi 9 : X™9 —
Y"9 est partiellement propre.

Rappelons qu’un morphisme d’espaces adiques est partiellement propre s’il vérifie un
critére valuatif de propreté (et est localement de type fini) et qu'un morphisme est propre
ssi il est partiellement propre et quasicompact.

Ainsi, un domaine analytique ouvert induit une immersion ouverte d’espace adique
qui est partiellement propre et & un ouvert analytique d’un espace analytique de bord
vide sur k est du point de vue adique partiellement propre (c’est en particulier le cas
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d’un ouvert analytique de I’espace analytique associé & un schéma)

Les deux exemples typique d’espace partiellement propre sont les suivants :

Fait E.2.3. — Si X/k est un schéma localement de type fini, X"9/Spa(k, k) est par-
tiellement propre.

Fait E.2.4. — Si X/Spf(kY) est un schéma formel localement formellement de type
fini séparé,
Xs propre = X" partiellement propre

Lorsque % est adique sur k°, il s’agit méme d’une équivalence.

Exemple E.2.2. — Le tube au dessus d’'un fermé propre de la fibre spéciale d’un
schéma formel est partiellement propre.

Du point de vue des espaces adiques de Huber

Fait E.2.5. — Soit f: X — Y un morphisme d’espaces analytiques. fT9 est partielle-
ment propre ssi O(X/Y) = 0.

Si X = M(A) Sy = M(B), f est partiellement propre s’il existe une immersion
fermée
X B"(0,¢) x Y

Y
pour 0 < € < 1 telle que X soit Zariski fermé dans B™(0,1) x Y.



APPENDICE F

COHOMOLOGIE /(-ADIQUE DES ESPACES
ANALYTIQUES

Dans cette section nous donnons des démonstration des résultats non publiés de [1]
en suivant [29].

F.1. Propriétés générales

Soit k un corps valué complet et X un k-espace analytique Hausdorff (i.e. |X| est
séparé). Soit A un anneau de valuation discréte complet d’idéal maximal m et de ca-
ractéristique résiduelle £ # p ou p = char(k°/k%).

Définition F.1.1. — Un A, faisceau ou encore un faisceau A-adique sur Xg; est un
systeme projectif (F,)nen de faisceaux en A-modules sur Xy vérifiant Vn m"F, = 0.
Nous noterons Ae — Fsc/ya la catégorie associée.

On définit de méme A, — mod la catégorie des A,-modules

On notera également A — Fsc/ye la catégorie des faisceaux de A-modules.

Ao — FSc ) xer est une catégorie abélienne A linéaire possédant suffisamment d’injectifs.

On a un foncteur exact a gauche
et Ao — Fsc)x,, — A —Tscx,,
(Fa)n +—— lim F,

Si (Fa)n € Ao — Fsc)x,, et X n'est pas compact il n’est pas raisonnable de poser
(X, (Fn)n) comme étant égal a lim [(X,F,) car si (sp)n € lim I(X,F,) il se
peut que 'adhérence de U, supp(sy) ne soit pas compact.

Nous adopterons donc la définition suivante :

Définition F.1.2. —
Fl:A—,;E'SC/Xét — Ab
F — TJ(X,F)
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Fc = F! O Ty
On a donc I'e (X, (Fpn)n) = {(sn)n € lim T'(X,F,) | Upsupp(sy) est compact }.
On posera

Hg(X’ (Fn)n) = RP(FC(X, _))((Fn)n)

Remarque F.1.3. — Si X est compact I'.(X, (F,),) = lim I'(X,F,).
n

Lemme F.1.4. — Soit F un faisceau abélien sur X¢. SiVe € X Fy est un Gal(K(z)*|K(x))-

module acyclique et si F| . est un faisceau mou, F est I'c acyclique.

| X

Démonstration. — 11 suffit de considérer le morphisme de site f : X¢ — | X|. La premiere
hypothéses montre que Vp > 0 RPf,(F) = 0 car ses fibres en tous les points de | X| sont
nulles (cf. [2], 4.2.4) . La suite spectrale de Leray associée dégénere donc en HY (X4, F) =~
HE(|X], Fx|) mais | X| est localement paracompact donc F| x| étant mou il est I'. (| X, —)
acyclique. O

L’intérét du lemme qui suit est qu’il permet de calculer la cohomologie & support
compact d’un faisceau A-adique comme I’hypercohomologie & support compact d’un
complexe de faisceaux de A-modules.

Lemme F.1.5. — RI'. = RI'y o R,

Démonstration. — En suivant la preuve du i) du lemme 2.3 de [29] on voit qu’il suffit de
montrer que si Vn Z,, est un injectif de A/m™ — Fsc /X, alors [1520Zk est Ty acyclique.
Pour cela nous allons appliquer le lemme F.1.4.

veex ([[Zv. = (H(Ik)x>disc
k

comme Gal(K(x)*|K(x))-module galoisien discret, oi1 si M est un module galoisien M %5
désigne sa partie discrete. Or, si (Mg )kex sont des Gal(K(z)*|K(x))-modules discrets

disc
HY | Gal(K(z)®|K(z)), (H Mk> ~ [[ H(Gal(K(2)*|K()), My)
k

k

7}, étant injectif comme faisceau de A/m"-modules, Vz Zj , est un Gal(K(z)*|K(x))-
module galoisien acyclique ([2], 4.2.5) . On en déduit donc que (] ], Zx), en est également
un.

De plus, ([], Ik)” x| est mou car il est flasque et | X| est localement paracompact. O

Dégageons quelques propriétés simples de la cohomologie A-adique :

Lemme F.1.6. — Soit U(X) un ensemble d’ouverts de X tels que VU € U(X),U est
compact, YUy, Uz € U(X) U3 € U(X) Uy UUz C Us et Upyeyx)U = X. On a alors,

To(X, (Fo)n) = lim  lim To(U, Fy)
UeU(X) n
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Démonstration. — Cela résulte de ce que tout compact de X est contenu dans un élément
de U(X) et réciproquement. O

Nous choisirons généralement U(X) = { ouverts U de X, U est compact } ou bien

U(X) = { ouverts distingués de X} ou rappelons

Définition F.1.7. — [1] Un ouvert U de X est distingué s’il peut s’écrire U =V \ V
ou Vp et V5 sont des domaines analytiques compacts.

Lemme F.1.8. — 1. Sii:Y — X est une immersion fermée d’espaces analytiques
ou une immersion d’un domaine analytique fermé, il y a un isomorphisme cano-
nique

2. 8ij: U~ X est une immersion ouverte, pour tout (F,)n € Ae — Fsc/x,, il y a
une application naturelle

HEY(U, (fn\U)n) — HY(X, (Fn)n)
et V(Fp)n € Ao — Fscy,, une application naturelle
HZ(U, (Fn)n) — HZ(X, (1 Fn)n)
3. Si 'V est un recouvrement ouvert de X tel que VV1,Vo €V AV3€V VUV, C V3
Hf(X, (fn)n) = hl’} Hf(V, (}-n|V)n)
Vev
Démonstration. — 1) Soit le foncteur
ix i Mo — FSCjya — Ao — F5C/x,,
(Fadn +— (ixFn)n

il est exact et possede un adjoint a gauche (F,,), — (i*Fy)n. Il envoie donc les injectifs
sur des injectifs. De plus, |Y| étant fermé I'.(Y,—) =T'.(X,—) o ix. D’otu le 1).

2) Soit le foncteur
j* . A. — ]:SC/Xét — A. — .7:SC/Uét
(Fa)n +— (J*]:n)n

qui est exact et posséde un adjoint & gauche (Fy,), — (j1Fn)n. On a donc RT(T.(U, —) o
j*) = RTT.(U,—) o j*. On a de plus une application naturelle

Le(U, =)o j" — Te(X, -)
ce qui conclu la démonstration de la premiere partie.
Si maintenant (F7,), € Ae — F8¢,pe il y a une application canonique d’adjonction
(Fa)n — (G Fn)n
L’application cherchée est alors la composée
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ou la derniere application est celle définie auparavant.

Le 3) est clair car lim o lim = lim et les limites étant filtrées elles sont
VeV  UeU(X)  U€U(X)
exactes. O

7

Remarque F.1.9. — En général I'application

n’est pas bijective. Cela est du au fait qu’en général j ne possede pas de bonnes propriétés

de finitude. Déja dans le cas algébrique, pour X TN Y un morphisme de type fini, pour

montrer que (R fi)((Fn)n) = (RT fiFy)n pour (Fp)n constructible et RTT. o Rt f; =

R*T. il faut utiliser les propriétés de finitude de f : fi(constructible) est constructible.
Par exemple, en général HE (F, Q) # HE(F, jiQy) (cf. [29], exemple 2.7 )

Comme dans le lemme 2.3 de [29] on a une factorisation R*T'. = lim oInd(R"p)oR" o

U(x)
de laquelle on déduit :

Proposition F.1.10. — Y(F,), € Ae — Fscix,, il y a des suites exactes : Vp € N

0— lim lm' HYU,F,) — HP(X,(Fn)n) — lim lim HP(X,F,) — 0

Uel(x) n Uel(x) n
Corollaire F.1.11. —
a) SiVnVp VYU € UX) HE(U,F,) est un A/m"-module de type fini

VpeN HP(X,(Fn)n) — lim lim HP(U,F,)

—

UEU(X) neN

b) Vp > 2dim(X) + cdg(k) + 1 V(Fo)n € Ao — Fscyx,, HE(X,(Fn)n) = 0 et sous
Uhypotheése du a) cela est vrai pour tout p > 2dim(X) + cdy(k)

Exemple F.1.12. — Si X = IE%Z est la boule ouverte de dimension n, U(X) = {IE%Z(O, €)|0<
e < 1} les hypotheses du a) sont vérifiées pour Z; = (Z/{"Z),, et

HY(BR,Zy) = lim lim HZ(B}(0,¢),Z/("Z)
e—1 mneN

_ 0sip#2n
N Zy sip=2n
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F.2. Cohomologie /-adique des espaces analytiques quasi-algébriques

Les hypotheses faites ici : X quasi algébrique et F localement constant ne sont la
que pour palier a 'existence d’une théorie des faisceaux constructibles pour les espaces
analytiques comme c’est le cas pour les espaces adiques ([28],[29]).

Définition F.2.1. — ([3],[1]) X est quasi-algébrique si Vo € X 3Vi,...,V, des do-
maines affinoides tels que « € (), Vi,U’; Vi est un voisinage de x et tout V; est
quasi-étale au dessus d’un domaine affinoide de ’espace analytique associé a un schéma
de type fini sur k.

Remarque F.2.2. — D’apres [1] cela implique que 1'on peut trouver des V; qui sont
eux mémes des domaines affinoides dans I’espace analytique associé a un schéma de type
fini.

Remarque F.2.3. — Tout espace analytique lisse sur k£ est quasi-algébrique.

Définition F.2.4. — (Fn)n € Ae — F5c/x,, est localement constant si
Ym>n Fp®A/m" = F,

et Vn JF, est localement constant fini sur Xg comme A/m"-module.

Lemme F.2.5. — Soit X quasi-algébrique et U un ouvert distingué de X ou un do-
maine analytique compact. VF € A/m™—Fsc)x,, localement constant fini, Vp € N HE (U, F)
est un A/m"™-module de type fini.

Démonstration. — Si U est un domaine compact c’est le corollaire 5.6 de [3].
SiU =Vp \ Va est un ouvert ou Vi et V5 sont des domaines compacts cela résulte de
la suite exacte longue de cohomologie

HZ(U,F) — HP(V1, F) — HP(Vi NV, F)

et de l'assertion pour un domaine compact. ]

Corollaire F.2.6. — Si X est quasi-algébrique et (F,), est localement constant
HY (X, (Fo)n) = lim lim  HP(U,F,)
U distingué néeN

En particulier si X est compact

HP (X, (Fp)n) = lim HP(X,F,)

—

neN

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du corollaire F.1.11. ]
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Proposition F.2.7. — Supposons cdy(k) < +oo. Soit U un ouvert distingué ou un
domaine compact d’'un espace quasi-algébrique X, F localement constant sur X. Vp €
N (HE(U,F,))n est AR m-adique et lim HE(U,F,) est un A-module de type fini.

neN

Démonstration. — HE(U,Fy) étant de type fini, la premicre partie de la proposition
entraine la seconde.

Pour tout n, soit C*(F,) la résolution de Godement de F,, associée aux points de | X|
(si z € |X] il y a un morphisme de sites i, : Spec(K(z)%)ss — Spec(K(x))s — Xt et
CO(G) =TI, 102G ).

En utilisant le lemme F.1.4 on vérifie que c’est une résolution I'.(U, —) acyclique de
F. Cette résolution est scindée sur chaque fibre. Etant donné que Vn F,, est localement
constant, pour tout n C*(F,) est A/m™ plat et

vm>n C*(Fn) @ A/m" — C*(F,)

Si m > n considérons la résolution périodique D* de A/m™ dans la catégorie des
A/m™-modules (et faisceaux)

n m—n n

A/m™ ZA, A/m™ Za A/m™ i/ % A/m™ — 0

Pour tout p appliquons la formule de projection ([2] 5.3.9) :

L
Cp(]:m) ®A/mm D* = Cp(]:m) ® A/mn = Cp(]:n)

L

= RT(CP(Fm) @pjmm D*) =~ To(U,CP(Fn))

et
L L
R*T (U, CP(Fn)) @pjmm D* =T(U, CP(Fp)) @ D*

n m—n n

e TU,CP(F)) ZA T U, CP(F)) ZAe (U, CP(Fon)) 24 To(U, CP(F)) — O
On en déduit donc que

Le(U, CP(F)) /)L e(U, CP(Fin)) — L (U, CP(Fn))

et que I'.(U, CP(F,,)) est un A/m™-module plat (par récurrence sur m).

X étant quasi-algébrique et U compact, dim(U) < 400 et donc pour d > 2dim(U) +
cdo(k) 7<qal'o(U,C*(Fy,)) calcule H? (U, F,) qui est un A/m™-module de type fini. On
peut alors appliquer le lemme 12-14 de [19] pour conclure. O

Définition F.2.8. — Soit L le corps des fractions de A. Un faisceau L-adique est un
faisceau A-adique modulo m torsion. On notera pour F € A, — F5¢  F ® L le faisceau
L-adique associé et on posera HY (X, F ® L) = HY(X,F) ® L.

Un faisceau L-adique localement constant est un faisceau L-adique de la forme F ® L
avec F localement constant.
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Corollaire F.2.9. — Soit X quasi-algébrique muni d’une action continue (3], 6) d’un
groupe G tel que G posséde un pro-p sous-groupe ouvert. Soit F un faisceau L-adique
localement constant muni d’une action de G compatible a celle sur X. Alors, HY (X, F)
est un G-module lisse.

Démonstration. — Si F = G ® L, G localement constant,

—

HP(X,F)= lim [hm HP(U,G)

U distingué n

Soit donc s € HY (X, F). Il existe U distingué tel que
s€im(H?(U,G)® L — H?(X,G)® L)

SiU =Vp\ Vo ou Vp et Vo sont des domaines compacts, par continuité de I’action
JK C G un sous-groupe ouvert tel que Vg € K ¢.V; = V1,9.Vo = V5 et donc g.U = U.
D’apres [3] 7.7, Vn HE(U,G,) est un K-module lisse. Etant un A/m"-module de type
fini ¢’est un K-module discret. K agit donc continuement sur le A-module de type fini
1<iLn HE(U,F,). Si K' C K est un sous-pro-p-groupe ouvert, un sous-groupe ouvert K”

n
de K’ s’envoit sur un pro-£ groupe et agit donc trivialement. Donc, Vg € K" g.s =s. O

On montre de méme :

Corollaire F.2.10. — Sous les mémes hypothéses Gal(k|k) agit continiment sur HY (X ®

% ,F) au sens ou HY (X ®k F) est une union croissante de Gal(k|k)-modules de dimen-
sion finie continus.
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