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Chapitre 0

Présentation du calcul

Dans [Hid|, Haruzo Hida calcule les valeurs spéciales des fonctions L de une et deux
formes automorphes. Nous reprenons dans ce mémoire des techniques similaires a celles
qu’il a employées pour les adapter a GL, x GL,. Nous présentons ici I’essentiel des idées
utilisées dans ce calcul.

Soit F' une extension quadratique imaginaire de Q. Soient 7 et 7’ deux représentations
cuspidales et 7 et 7' deux représentations de dimension finie telles que pour toute place
infinie v :

H™> (gvaKv;ﬂ'v(@Tv) #0 et H = (gv,Kv;ﬂ';@T{)) #0
S’ils existent, on sait quelle est la liste des a, et des d, tels que 7, ® 7, ® Sym® contient
la représentation det®™ pour la place & 'infini v. On prend une série d’Eisenstein E dont
le caractere central est 'inverse du produit de ceux de 7 et 7’. On sait d’apres Jacquet et
Shalika ([JS2] et [JS3]) que l'intégrale

/ £(9)f'(9)E(g, ®,m; 5)dg
Z(A)G(F)\G(A)

est égale & un produit de fractions rationnelles de ¢—* (o1 ¢ = Nv et v parcourt un ensemble
fini de places finies), fois la fonction Ly (s, m x 7') fois une intégrale sur G(F,) ol v est la
place archimédienne de F'. Par ailleurs, pour certaines valeurs de s obtenues plus haut la
représentation sur les séries d’Eisenstein est cohomologique. On prend une forme différen-
tielle wg qui représente une de ces classes de cohomologie. On note w et w’' deux formes
différentielles définies par des fonctions de 7 et 7’ (respectivement). Quand on l'intégre
sur la variété, la restriction du cup-produit w A w’ A wg & la représentation de dimension 1
des fibres est égale a une somme d’intégrales de la forme de celle ci-dessus. On peut donc
utiliser la théorie de la rationalité des classes de cohomologie. En particulier, G. Harder a
prouvé dans [Har2] que certains résidus de séries d’Eisenstein forment des classes de coho-
mologie rationnelles et les groupes de cohomologie pour les représentations paraboliques
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sont de dimension 1 pour le degré qui nous intéresse. On peut associer canoniquement un
nombre complexe C(7) (respectivement C(7')) & la représentation 7 (respectivement 7')
et un autre, Cy(n), & la série d’Eisenstein pour les valeurs entiéres de s, ces trois nombres
étants définis modulo une extension finie de F' notée F(w, 7). En exprimant E comme une
combinaison linéaire de résidus a la Harder, on obtient donc

IoL(a,m x 7') = cCy(n)C(m)C(7")

ou ¢ € F(m, ') et I, est une intégrale sur la place infinie qu'il reste a calculer. Le point
essentiel de la démonstration est de démontrer que les K,-types qui supportent la cohomo-
logie de chaque représentation sont des sous-espaces rationnels sur F'(m, ') des représenta-
tions auxquelles ils appartiennent. La définition des coefficients C'(7) et Cs(n) en découle
ensuite naturellement. L’intégrale I, est plus délicate a calculer et il ne nous a méme pas
été possible de démontrer sa non annulation. On voit que si cette intégrale s’annulle, on
n’obtient aucun résultat sur la fonction L, tout au plus la constante ¢ ci-dessus est-elle
nulle.



Chapitre 1

Rappels

Toutes les notations introduites dans ce chapitre seront utilisées librement dans la suite
de ce mémoire. On fixe un entier r > 2.

I.1 Notations

I.1.1 Corps

Soit F' une extension quadratique imaginaire de Q d’anneau d’entiers Op. L’ensemble
des places de F' est noté Xp, So 'ensemble constitué de la place infinie de F' et X le
complémentaire de S, dans Y. Si v € X, on note F,, le corps complété de F' a la place
v et si v € Xy, on note O, ’anneau d’entiers de F,,. On note Ay I’anneau des adeles de F
muni de sa topologie habituelle. Le sous-anneau des adeles finies est noté Ay ¢ et celui des
adeles infinies F,. On note enfin h le nombre de classes de F'.

1.1.2 Groupe

Soit G un groupe réductif sur Op. Dans toute la suite G, = GL,/Op. On fixe pour
chaque place v € ¥ un sous-groupe compact maximal de G,(F,) de la maniére suivante:

— Si v est une place finie, K, = G,(0,);
— Si v est la place complexe, K, = U,.

On note K = HvEEF K, K; = Hvezf K, et K, = K, pour la place v € Sy. Pour
chaque place v € ¥, on fixe sur G(F,) la mesure de Haar telle que le sous-groupe K, ait
pour mesure 1, pour chaque place v € S, on fixe une mesure de Haar et on prend pour
mesure sur G(Ay) la mesure produit. Le centre de G, est noté Z et identifié si nécessaire
a G, = G; = GL;. On appelle représentation automorphe de G tout sous-quotient de
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I’espace des formes automorphes sur G(F)\G(Ar) que I'on note A(G). On note Acysy(G)
la sous-représentation de A(G) constituée des formes paraboliques.

On fixe comme sous-groupe de Borel B, de G, les matrices triangulaires supérieures. S’il
n’y a pas d’ambiguité, on note B pour B,. Le sous-groupe de Lévi de B est ’ensemble 7' des
matrices diagonales et on définit Ay comme la composante déployée du centre de B (on a
donc Ay(R) = Ay(C) égal a I'ensemble des matrices diagonales ayant des coefficients réels
positifs égaux). On prend N le radical unipotent de B. Tous les sous-groupes paraboliques
considérés seront relatifs & ce sous-groupe de Borel. Pour toute place v, on fixe B, = B(F,)
et N, = N(F,). Dans toute la suite, ¢ sera un caractére unitaire additif non trivial de
A trivial sur F et on définit 6(n) = 6,(n) = (35—, nii11) pour toute matrice n = (n;;)
de N; de méme au niveau local, 1, la restriction a F, de 1, est un caractere additif non
trivial de F,, et on fixe 6,(n) = 1, (31— 7iip1) pour n = (n;;) € N,.

Si G est muni d’une norme réduite v, on note G* le noyau de v. Par ailleurs, G° dénote
la composante connexe de I'unité dans G. Dans le cas ou G = G, G! = SL,., G°(C) = G(C)
et G(R) = {M € G(R)/det M > 0}.

Soient G un groupe, P un sous-groupe de G et (m,V) une représentation de P. On
définit la représentation induite de P & G de (w,V) et on note ind §m I'action de G par
translation & droite sur ’ensemble des fonctions:

{f:G—=V/Vpe PVgea,f(pg) =n(p)f(g)}

1.2 Géométrie

Pour la fin de ce chapitre, on fixe G = G,. On sait par le théoréme d’approximation
forte que pour tout idéal non nul N de Op:

G(Af) = ﬁG(F)tiUO(N)GO(FOO)

i=1

ol Uy(N) est I'ensemble des matrices de G(Apy) congrues modulo N a des matrices
triangulaires supérieures et les ¢; sont des éléments de G(Ar) dont les composantes in-
finies sont égales a 1. On voit donc que G(F)\G(AF)/K est la réunion de h compo-
santes connexes de la forme I';( N)\t:Z, ot T(N) C G(F) est le sous-groupe arithmétique
G(F) Nt;Up(N)t; 'G*(Fi) et Z Despace symétrique G (Foo)/KL . On fait agir G%(Fu) sur
Z si en précisant que son centre agit trivialement. On a donc une bijection entre les fonc-
tions sur Z9(Ap)G(F)\G’(AF)/K,, et les h-uplets de fonctions (f;) avec f; fonction sur
ZO(F,)T;(N)\Z vérifiant les mémes conditions de continuité ou d’intégrabilité. L’identifica-
tion est ainsi faite: si f est une fonction sur G°(A ) invariante & gauche par Z°(Ar)G°(F)
et & droite par K, on définit les h fonctions f; par fi(z) = f(tig) si z = gKL..
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Soit I" un sous-groupe arithmétique de G(F') et M un I'module topologique (c’est a
dire que le C-espace vectoriel sous-jacent est topologique et que I’action de I' est continue).
On note M le fibré sur I'\Z défini sur un ouvert U de I'\Z par:

MU) ={f € C.(p™"(U), M) /¥y € T,Vu € U, f(yu) = 7f(u)}

oll 'on note p la projection canonique de Z sur I'\Z et C. est I’ensemble des fonctions
continues localement constantes. La fibre au dessus d’un point z est:

M, = {f € Cc(p™*(z), M)/¥y € T,Vy € p*(2), f(vy) = 7f(¥)}-

En notant [, le fixateur de z dans T, 'espace M, est isomorphe & M'* mais non canoni-
quement (cet isomorphisme dépend du choix d’un point dans p~*(z)). Pour avoir un fibré

vectoriel, il faudra supposer que M'* est de dimension constante quand le point x varie
dans Z.

I.3 Groupe de Lie

Si v est la place infinie de F', on note g, 'algebre de Lie de G(F,) et plus généra-
lement avec une lettre gothique, sans précision, 1’algebre de Lie de tout groupe de Lie.
Si b est une sous-algebre de Cartan de g, on note A(g,h) 'ensemble des racines de g
pour h. L’algebre de Lie de T est une sous-algebre de Cartan de g,, = g-(F,). On a
alors A = A(grp,t) = {ei —¢;j/1 < 4,5 < r,i # j}. On prend pour racines positives
celles correspondant a B,, c’est a dire AT (g,,,t) = {e; —¢; € A(gro,t)/7 < j}; on note
A~ = A7(g,y, t) son complémentaire dans A. L’ensemble des racines simples correspon-
dantes est & = {e; — €;11/1 < i < r — 1}. On note W (g, h) le groupe engendré par les
symétries orthogonales de Vect A(g, h) dont le noyau est une droite dirigée par un élément
de A(g, b). On note p la demi-somme des éléments de A*. Soient P un sous-groupe de G,
et (m, V') une représentation de P. On appelle représentation induite unitaire la représen-
tation de G, définie par ¢ = Ind §7 = ind$ (7 ® 51%3) ou 0p est le module du groupe P. Si
la représentation (m,V’) est unitarisable, alors la représentation £ I’est aussi. On rappelle
que 5% = p. Si P est un sous-groupe parabolique de G(F,) contenant H = Zg(r,)(h), on
note M son sous-groupe de Levi contenant H et Ay = A(m, ) identifié & un sous-groupe
de A et on fixe

WP ={ocecW/eA"NAY C Ay}

1.3.1 Compact

Soit g, l’algébre de Lie de G(F,) et &, celle de K,. On dit que la représentation = de
G(F,) est admissible si elle se décompose en somme directe de représentation irréductibles
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de K,, chaque classe d’isomorphisme de représentations irréductibles de K, ayant une
multiplicité finie. Soit g la restriction des scalaires a R d’une algebre de Lie sur F, et K
un groupe compact réel tels que € — g. On appelle (g, K')-module tout couple (m, V') ou
(m, V') est a la fois une représentation de 'algeébre de Lie g et une représentation lisse du
groupe K, vérifiant en plus les conditions de compatibilité suivantes:

1) La représentation se décompose en somme directe de représentations de dimension finie
de K ;

2) L’action de ¢ par différentiation de celle de K et celle par restriction de celle de g sont
les mémes ;

3) L’action de K et de g sont compatibles au sens suivant :

Yv € V,Vk € K,Vg € g,n(k)m(g)n(k™').v = m(Adk(g)).v

On remarque en particulier qu'une représentation différentiable admissible de G(F,) est
un (g,, K,)-module.

Si v est une place finie de F', et (m, V') une représentation de G(F,), on dit que 7 est
une représentation sphérique s’il existe un vecteur v° de V, appelé vecteur sphérique, fixé
par K,. On rappelle que si la représentation 7 est irréductible et admissible, le sous-espace
des vecteurs sphériques est de dimension au plus 1.

1.3.2 Identifications

Dans le cas de g,, on identifie g./¢, avec le sous-espace vectoriel p, des matrices égales
a leur transconjuguée. De plus, si [ est une sous-algebre de g contenant le centre de g, on
identifie le quotient de [ par ce centre a son sous-ensemble des matrices de trace nulle. Toutes
ces identifications sont faites via les décompositions en somme directe et sont compatibles
avec les actions de &.

1.3.3 Cohomologie

On conserve les notations ci-dessus. Si M est une représentation (différentiable) irré-
ductible de G(F,,) de dimension finie, on note

H* (goo, Koo; C (G(Q)\G(AF), M)
la cohomologie du complexe

Hompg_ (A'(Boo/{foo)a c= (G(Q)\G(AF)’ M)) )



I.3. GROUPE DE LIE 11

muni de sa dérivation habituelle. On a alors isomorphismes des diverses cohomologies:
H* (g0, Koo; C* (G(Q)\G(AF),M)) = H*(goo, Koo; A(G) @ M).
La derniere égalité est due a Franke. De plus grace a A. Borel, on sait que ’application
H* (go0s Koo; Acusp(G) @ M) = H*(goo, Koo; A(G) @ M)

induite par 'inclusion est une inclusion. Comme A,;,(G) est la somme directe des repré-
sentations automorphes cuspidales irréductibles, on a la décomposition :

H* (goor Koo; Acusp(G) @ M) = @D H*(8o0, Koo Teo @ M) @ 15

TCAcusp(G)

ol T = Ty ® 7y est la décomposition de la représentation 7 suivant go, X G(Ap). Dans
ce cas, H*(goo, Koo} Too @ M) est la cohomologie du complexe

(A'(goo/ew)* ® oo @ M) -
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Chapitre 11

Dimension finie.

II.1 Notations, conventions, rappels.

On sait que les représentations holomorphes de dimension finie du groupe G,(C) sont
paramétrées par leur plus haut poids suivant A™, dont les coordonnées suivant ® sont r
entiers classés dans ’ordre décroisssant. La représentation contragrédiente de la représen-
tation de plus haut poids donné par ()\;) est la représentation de plus haut poids donné par
(=Ary1-i). La représentation Sym?® est de plus haut poids donné par (a,0,0,...,0). Pour
a < 0, on notera Sym?, la représentation de plus haut poids donné par (0,0, ...,0,a), c’est

a dire la contragrédiente de Sym™*

, et on ne distinguera pas les deux cas par la suite.
Si d € Z, la représentation de dimension 1 définie par det? est de plus haut poids donné
par (d,...,d). Faire le produit tensoriel par cette représentation c’est ajouter d a chaque

coefficient. On rappelle ’analogue pour les représentations de G,(C) de la régle de Pieri:

Proposition I1.1 ([FH, Proposition 15.25, p225]) Le produit tensoriel de la repré-
sentation de plus haut poids donné par (X\;) par la représentation Sym®, a > 0 et donc
a € Z, se décompose en somme directe de représentations irréductibles dont les plus haut
poids sont donnés par (u;) ot Ay < p; et p; < Ai—q avec Y p; = a+ YN, chacune
intervenant avec multiplicité un.

I1.2 Calcul des représentations de dimension 1 inter-
venant dans le produit tensoriel

A une puissance du déterminant pres, les représentations de dimension finie qui servent
de coefficients dans les groupes de cohomologie des représentations induites du sous-groupe
parabolique maximal de G,(C) qui nous intéresse dans le calcul (en fait celui de type
(r—1,1)) sont de la forme Sym®, a € N, ou sa contragrédiente. Par conséquent, on cherche
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a savoir quelles représentations de dimension 1 se cachent dans le produit tensoriel de deux
représentations holomorphes de dimension finie V; et V5 et de la représentation Sym® du
groupe G,(C).

I1.2.1 Cas général

On se donne une représentation V; de dimension finie, de plus haut poids ();) et une
représentation de dimension finie V5 de plus haut poids (y;). Il suffit de calculer pour quels
a le produit tensoriel de la contragrédiente de V; par la représentation Sym® contient la
représentation V5 a la puissance —d du déterminant pres. La proposition I1.1 nous dit qu’au
i*me coefficient il faut rajouter —d + p; + A,41_; et les conditions que doivent vérifier d
sont :

—d+ui+)\r+1,i20(1<i<r) et —d+,ui+1<—)\,.+1,i (lgigr—l).

Donc:

max (A; ;) <d < min (N ).
1§i§r}51( 1+1+Nr+1 z) X X 1§i§r( z+,u1'+1 1)

Onaalorsa=rd—>_;(ANi+pry1—) =rd—3 (A + ;) et la puissance du déterminant
qui intervient dans V; ® V5 ® Sym? est %(Z Ai + > p; + a), c’est a dire d.

Proposition I1.2 Soient Vi et Vo deux représentations holomorphes de dimension finie
de G,(C) de plus hauts poids respectifs (\i)icicr et (). Alors det? intervient dans le
produit Vi ® Vo @ Sym?® (a € Z) si et seulement si maxigicr—1(Aip1 + frp1-i) < d <
mini i< (A + prr1-i) et a = rd — Y i (A + ). On voit donc que ce nest pas toujours
possible.

Corollaire : La représentation det? ci-dessus intervient avec multiplicité un.

PREUVE : Supposons que det? intervient effectivement dans le produit tensoriel de V; ®
Vo ® Sym®. On remarque que la représentation V5 ne peut intervenir qu’avec multiplicité
un dans le produit det? ®V; ® Sym? et donc la représentation det? Sym® a multiplicité un
dans le produit V; ® V5. O

I1.2.2 Cas particulier r = 2.
Si r = 2, la condition sur d devient:
)\2 + L2 < d < min()\l + o, )\2 + ,Uq).

Elle est donc toujours vérifiée pour au moins un entier d, il y a donc toujours au moins un
entier a tel que V; ® V5 ® Sym™ contienne une représentation de dimension 1, ce qui n’est
pas étonnant puisque toutes les représentations son du type Sym?® @ det?.



I1.3. INVARIANTS PAR G,_; x G. 15

I1.3 Invariants par G,_1 X G;.

On injecte G,_; x G; dans G, par 'application standard qui a (g, z) associe ( g )
x

On sait alors, voir par exemple P'exercice 6.12, p 80 de [FH]:

Proposition I1.3 Si A = (Ay,...,\,) est le plus haut poids d’une représentation de
G.(C), sa restriction 4 G,_1(C) se décompose en somme directe de représentations ir-
réductibles de plus haut poids p = (u1,. .., pr—1) vérifiant pour tout i, 1 < ¢ < r — 1,

Ai 2 Wi = Aiy1; chacune de ces représentations intervient avec une multiplicité égale a un.

On cherche tout d’abord les représentations holomorphes de dimension finie de G,(C) qui
ont un vecteur fixé par G, 1(C) x G1(C). Le plus haut poids A = (A1, ..., A.) doit vérifier

les deux relations:
i A = 0 (égalité du caractére central)

MZ202X0202...20510202)

on en déduit donc immédiatement que \; = —\, = k € N et que tous les autres A; sont
nuls.

Les représentations holomorphes de G,(C) de dimension 1 sont les puissances du dé-
terminant. On en déduit donc de la méme fagon que ci-dessus,

Proposition 11.4 Les représentations holomorphes de dimension finie de G,(C) qui ont
un sous-espace de dimension 1 stable sous l'action de G,_1(C) x G1(C) ont un plus haut
poids (A1, ..., A.) de la forme:

M=d+k (dk)eZxN
A =d 2<i1<r—1
MM=d—u u€eN

et alors G, 1(C) agit sur chaque droite stable par la puissance d de son déterminant et
G1(C) par la puissance d + k — u.
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Chapitre 111

Analyse

On rappelle qu’on a fixé 9 un caractere additif non trivial de Ap trivial sur F' et
décomposé ¥ = [[ 5, Yo

II1.1 Modeéles de Whittaker

Cette section est extraite des articles [JS2] et [JS3].

I11.1.1 Cas local non archimédien

On fixe une place finie v de F'

Définition ITI.1 Soit m une représentation irréductible admissible de G.(F,) sur un es-
pace vectoriel V. On dit que w est une représentation générique s il existe une forme linéaire
A # 0 surV telle que:

Vn € N,,Yw € V, A(r(n)w) = 6,(n)\(w).

Cette forme est alors unique & multiplication par un scalaire pres (voir par exemple [JS1]).
Pour un tel A, on définit alors '’espace W(, ¢,) comme 1’ensemble des fonctions W de la
forme:

W(g) = AMm(g)w)

pour w dans V et g dans G, (F,). Le groupe G, (F,) agit alors sur I’espace vectoriel W(m, 1,)
et la représentation correspondante est isomorphe a 7. On dit alors que 7 a pour modéle
de Whittaker W(m,1,). On remarque en plus que toute fonction W de W(mw, ,,) vérifie en
plus Vn € N,,Vg € G,(F,), W(ng) = 6,(n)W(g).
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Si 7 est non-ramifiée, c’est a dire qu’elle contient la représentation triviale de K, et que
le plus grand idéal sur lequel ¥, est trivial est O,, alors il existe un (unique) élément W
de W(m,1,) caractérisé par le fait que Wy(K,) = {1}. On appelle cet élément le vecteur
essentiel de W(m, v,).

I11.1.2 Cas local archimédien

Dans cette section, v est ’élément de S.

Définition ITI1.2 Soit m une représentation irréductible admissible de G.(F,) sur un es-
pace de Hilbert V. On note V° l’ensemble des vecteurs C* de V. On dit que w est une
représentation générique s’il existe une forme linéaire continue X\ # 0 sur V™ telle que :

Vn € N,,Yw € V=,  Ar(n)w) = 6,(n)\(w).

La encore, une telle forme est unique a un scalaire prés. On note alors W(, 1,) ’ensemble
des fonctions W sur G,(F,) de la forme A(w(g)w) ou A vérifie la condition ci-dessus et
w € V*°; on dit qu’'un vecteur est K,-fini s’il engendre un espace vectoriel de dimension
finie sous I'action de K, ; on note V l'ensemble des vecteurs K,-finis de V' et Wy(m, ¢,) le
sous-ensemble des fonctions W € W(wr, 1, ) pour lesquelles w € Vp. Les représentations Vj
et Wy(m, ,) sont isomorphes. On dit alors que m a pour modéle de Whittaker W(m, ).

I11.1.3 Cas global

Définition II1.3 Si 7 est une représentation automorphe, on dira qu’elle est générique si
ses éléments se décomposent en série de Fourier.

Une représentation générique admet un modele de Whittaker, comme dans le cas local.
Et il faut remarquer que si une représentation est globalement générique, ses composantes
locales le sont toutes.

On a le théoréme suivant, extrait de [Sha]:

Théoréme II1.1 (J. A. Shalika) Toute représentation parabolique de G,(Ar) est géné-
Tique.

II1.2 Définition des fonctions L

Soient 7 et 7' deux représentations paraboliques de GL,(Ar) décomposées en produit
tensoriel restreint: 7 = ®'m, et ' = ®'7.. On fixe le vecteur ¢ de F" (identifié aux
vecteurs lignes) : e = (0, ...,0, 1).
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I11.2.1 Cas local non archimédien

v est une place non archimédienne de F. Les représentations m, et m, admettent un
modeéle de Whittaker. On pose pour W € W(m,, ¥,), W' € W(xn', 1,) et ® une fonction de
Schwartz sur F,” (identifé aux vecteurs lignes):

U(s, W, W' &) = / W (g)W ()®(cg)| det g3 dg.
N(F,)\Gr(Fv)

On a alors en combinant [JPSS2, Théoreme 2.7, p390] avec [JS2, Proposition 1.5, p507]:

Théoréme II1.2 (Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika)

(1) Pour tout choix des fonctions W, W' et ® ci-dessus, l'intégrale ¥ (s, W, W'; ®) converge
pour Re s > 1, normalement pour Re s dans un sous-ensemble compact de [1;+00].

(2) Quand les fonctions W, W' et ® parcourent leurs ensembles respectifs, les intégrales
U(s, W, W' ®) engendrent un idéal fractionnaire de la forme P~*(q *)C|q %, ¢°] dans
C(q *) ot P est un polynéme de C[X]| tel que P(0) = 1. On pose alors L(s, m, x 7)) =
P(g™).

I11.2.2 Cas local archimédien

Ici, on consideére la place archimédienne v de F. Les représentations m, et m, sont
génériques. On procéde de maniére similaire & ci-dessus. Pour W € Wy(my, ), W' €
Wo(m, 1,) et & une fonction de Schwartz-Bruhat sur F,", on pose:

(s, W, W', ®) = / W (g)W' (9)®(cg)| det |3 dg.
N(F,)\Gr (Fv)

H. Jacquet et J. A. Shalika ont alors prouvé, [JS2, Proposition 3.17, p542],

Proposition I11.1 (H. Jacquet, J. A. Shalika) L’ntégrale ¥ converge pour Res > 1,
normalement pour Re s dans un sous-ensemble compact de [1;400].
(s, W, W';®)

L(s,myXml)
puisse étre prolongée en une fonction holomorphe sur C, ceci étant une conséquence du

théoreme 2, p199 de [JS4].

Il existe alors un produit de fonctions I', noté L(s, m, X m,) tel que la fonction
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I11.2.3 Fonction L globale

Comme conséquence directe du théoreme 5.3, p555 de [JS2], on obtient le théoréeme
suivant :

Théoréme II1.3 (H. Jacquet, J. A. Shalika) Le produit ||
absolument pour Res > 1.

vesy L(8, T X m,) converge

On peut de plus le prolonger analytiquement a une fonction méromorphe sur C notée
L(s,m x 7).

III.3 Expression intégrale d’une fonction L

Soient 7 et 7' deux représentations de G,(Ar) irréductibles, admissibles et parabo-
liques. On décompose 7 et 7' en produit tensoriel restreint: m = ®;€2F Ty Oou 7, est
une représentation de G,(F,) si v est finie et un (g,, K,)-module sinon, et de méme
= ®;€EF m,. Au niveau global, on introduit des intégrales ¥ similaires a celle défi-

nies dans le cas local. Soient W € W(m, 1), W' € W(n',1) et ® une fonction de Schwartz
sur Ar", on définit alors

U(s, W, W', &) = / W (g)W'(g)®(cg)| det g|* dg
(Ap)\Gr(AF)

On sait que si W = [[W,,, W' =[] W] et ® =[] ®,, alors

(s, W, W, @) = [[ (s, W, W); ®,).

’UEEF

De plus, si v est une place finie ou ni m,, 7, et 1, sont non ramifiées, si W, et W, sont les
vecteurs essentiels de W(m,,1,) et W(x! b,), alors L(s,m, x 7)) = ¥(s, W,, W!; ®,) ou
d, est la fonction caractéristique de O, ; cela est donc vrai pour presque toutes les places
finie de F'.

Si m est un caractére non trivial de Ap™ trivial sur F'*, on pose

flg,5im, @) =|detgl* [ ®acg)la"n(a)d”a,

et si on prend pour P le parabolique standard de type (r—1,1) (c’est & dire le stabilisateur
de I’espace vectoriel engendré par le vecteur e),

Vp € P(Ar),Vg € G,(Ar), f(pg, s;1,®) = "0 (er) " Flg, 557, ®).
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On définit le caractére H, de P(A) (s € C) par H,(p) = |detp|* |p,,| "> n (py,) " On a

alors f € 1nd§§iF ) H,. On définit ensuite la série d’Eisenstein par:

E(g,5;7,® vag,s n,®

la somme portant sur un systéme représentant G,(F) modulo (& gauche) P(F). On re-
marque que si z est un élément du centre de G,(Ar), identifié & Ar™, E(zg,s;n,®) =
n~1(2)E(g, s;n, ®). On définit naturellement I’application linéaire F de ind¢™Ar) i1 dans

A(G) rie
par:
=Y f(vg)

lorsque cette série converge et par son prolongement analytique lorsqu’il est défini en s. Si
@ et ¢’ sont des fonctions dans I’espace de 7 et 7’ respectivement, on définit :

I(s,0,¢;®) = ©(9)¢'(9)E(g, s;m,®) dg

/Z(AF)G, (F)\Gr(AF)

en prenant pour 7 le produit ww' ou w est le caractére central de m et w' celui de «'.
A toute fonction W de W(mr, ), on peut associer une fonction ¢ dans l’espace de 7 par
o(g) = Y. W(&g) ou & parcourt un systéme de représentants du groupe P(F) modulo
(& gauche) son sous-groupe unipotent. Si les fonctions se correspondent ainsi, on a alors
I(s,0,¢";®) = U(s, W, W', ®) d’apres [JS2, p550].

Soient W = [T,cx, Wo € W(m, ) et W' = [[W, € W(x', ). On choisit alors S un
ensemble fini de places contenant S, tel qu'en dehors de S, les représentations m, et 7,
sont non-ramifiées, 1, est la fonction caractéristique de O, et W, et W, sont les vecteurs
essentiels de W(m,,,) et W(x!,4,). On choisit une collection (®,),ex, de fonctions de
Schwartz avec ®, : F,, — C telles que pour toute place v hors de S, ®, est la fonction

caractéristique de O, et on pose & =[] ®,. On a alors

VEX R

H\IISW W,; ®,)L(s,m x ') HLSﬂ'vXﬂ' I(s,p,¢; ®)

vES vES

quand on choisit ¢ et ¢’ comme ci-dessus.
On sait de plus que les fonctions L locales sont toutes non-nulles. On pose donc

(s, W,, W!; ®,)
D W W"@ — I v V) v
s(s, W, W' 2) vl;lg L(s,my, X ml)

et avec ces notations,

I(S, (p’(pl; Q) - Ds(S, VV; WI; Q)L(S,’ﬂ' X 7'(").
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Remarque : Il y a un facteur de normalisation dont il faut tenir compte. Soit n un ca-
ractere (unitaire) de Ap™. On choisit un ensemble fini S de places de F' contenant toutes
les places infinies tel que n soit non ramifié en dehors de S. On choisit des fonctions ®,,
v € Y, des fonctions de F, dans C telles qu’en dehors de S, ®, soit la fonction carac-
téristique de O,. On note Is = [[,cg [1nx B(2)|z["*ny(z) d*2 et L%(s,m) = [1pgs Lo(s, ).
On a alors

f(I,,s;m,®) = L3(rs,n)Is.

La série d’FEisenstein qu’il faudra choisir pour obtenir la fonction L de m X «' aura donc
un coefficient constant égal ¢ L(rs,n).

II1.3.1 Comparaison de séries d’Eisenstein
Le cas Harder

Voici comment G. Harder considére les résidus de séries d’Eisenstein dans son article
[Har2]. On note 71, ..., 1 les poids fondamentaux pour B. Si

A= Z Vi ® zi,
on pose pour b € B(AF),
81*(0) = [T Int®)
Soit n un caractere de Hecke. On considere les représentations induites
* - 1G(A A
I = ind 37 nfo]

qu’on identifie toutes les unes aux autres: tout élément g de G(Ar) peut s’écrire sous la
forme bk avec b € B(Ap) et k € KOOK}O). Pour ¥ € I} (i.e. A =0) on pose

Ta(g) = T(g)[6]*(b).

On a alors I'identification annoncée, et cette identification est compatible avec I’action de
KOOK](CO). On peut donc considérer A comme une variable et on sait que la série

Eis(g,A;n, @)= Y Wa(yg)
YEB(F)\G(F)

converge si tous les Re(z;) sont assez grand. De plus on a un prolongement méromorphe en
A & tout C"'. En suivant une courbe ayant un seul point ol Eis(g, A;n, ¥) a un péle, on
peut considérer le résidu, en un sens a préciser parce que le pole n’est pas nécessairement
simple en ce point.
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Le cas Jacquet-Shalika

H. Jacquet et J. A. Shalika considéerent des séries d’Eisenstein Du sous-groupe P au
lieu du sous-groupe de Borel B dans leur article [JS2] (et [JS3]). Leur maniére de procéder
est expliquée au III.3.

Comparaison des deux méthodes

Siz € Gm, f(zg,5m,®) = n7'(2)f(g,s;m; @) alors que si ¥ € I, ¥(zg) = n(2)¥(g).
De méme, si b est une élément de B(Ar) dont la diagonale est (a4, ..., a),

f(bg, s;n, @) = [ det(bg)|* [« ®(aebg)|a|"*n(a)d*a
= |detb|*| det g|* [, aareg)la|” (a )d><
= lay...a,|*| det g|*|ar["*n(a,) 7" [, « B(acg)|al"*n(a) d*a

= [1i=; n()l*n(ar) lf(g,s n,®)

donc, si on pose A = > v;®is, f(bg, s;n, @) = |5|A( )n(d)tf(g,s;n,®). Donc f(.,s;7m,®P) €
I;;—1|6\A' On voit de méme que f(.,s;n,®) € 1nd F) H ou H, est le caractere de P défini
par: Hy(p) = | det p|*|prr|"*n(psr)~". On ne peut blen stir pas remplacer un élément d’une
induite par un de I’autre, mais on peut résussir a exprimer les séries d’Eisenstein de Jacquet
et Shalika comme résidu de séries d’Eisenstein a la maniere de Harder comme on le verra
au lemme VI.2
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Chapitre IV

Cohomologie

Dans ce chapitre, G, = GL,(C) et K = U,.

IV.1 K-type minimal d’une induite unitaire

On cherche les K-types qui interviennent dans la cohomologie des induites unitaires de
G, en degré minimal. Il n’y en a qu’un seul et il s’agit du K-type minimal. On sait que les
représentations de G, irréductibles unitaires cohomologiques s’obtiennent comme induites
unitaires d’un caractere du sous-groupe de Borel. Ces caracteres sont les caractéeres de la
forme x; ® ... ® x ou x;(2) = (%)pﬁrT
supposer que les p; sont dans l'ordre décroissant. On pose x = @);_; xi et p la fonction
module de B.

avec p; € Z. Pour obtenir une bijection, on peut

Proposition IV.1 Soit (w,V) est une représentation unitaire tempérée irréductible coho-
mologique associée au caractére infinitésimal paramétré par A+ p, avec A = (p;)1<i<r. Alors
le K-type minimal de cette représentation a pour plus haut poids (2p; +r — 1).

PREUVE : On décompose g en € ou € est I’algebre de Lie de K et p est le supplémentaire
orthogonal pour la forme de Killing. On note § et p les quotients respectifs de g et p par
leur centre. Les groupes de cohomologie sont ceux du complexe donné par la formule:

C'(§, K;V) = (AP @ V)",

c’est a dire les vecteurs fixés par U(r) d’un certain produit tensoriel. Or, la représentation
(m, V') étant unitaire, le Laplacien est nul, donc la cohomologie est égale au complexe (voir
[BW, Proposition 3.1, p52]). On se fixe une représentation de dimension finie 7 donnée par
le produit tensoriel de la représentation de plus haut poids (p1,p2 +1,...,p, +7 — 1) et la
représentation antiholomorphe de plus haut poids (—p, + 1 —7,..,—ps — 1, —p;1). On sait
que cette représentation est la seule telle que H*(g, K;7 ® ) # 0 et réciproquement 7
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est la seule représentation unitaire irréductible tempérée telle que la cohomologie ci-dessus
soit non nulle (7 est la contragrédiente de 7). D’apres [Clo, p 110], on sait que:

r(r—1)

H§ K;7@n)=A""=2 C"!

si I’on convient qu’une puissance extérieure négative d’un espace vectoriel est nulle.
Comme représentation de K, p est de plus haut poids (1,0,...,0,—1). Si on note V la

représentation standard de K sur C", on remarque que V ® VV = C @ p. On peut alors

donner deux expressions de la puissance extérieure de V ® V'V : la plus simple est:

Az’(V ® VV) — Aiflﬁ oy Aiﬁ.
L’autre est donnée par la formule ([FH, p 80]):

NV eVY)= Q}sA ) ®Sx(VY)

ol A parcourt I’ensemble des partitions de 7 a au plus r lignes et r colonnes, A’ est la
partition conjuguée de A et S, est le foncteur de Schur associé a la partition A. Ici, Sy (V)
est la représentation de plus haut poids A et Sy (V") est la représentation contragrédiente
de la représentation de plus haut poids ).

rt=1) On prend la partition donnée par A = (r — 1,7 —

On s’intéresse au cas ou ¢ =
2,...,1,0). La représentation Sy(V) ® Sy (V") contient alors la représentation 7 de plus
haut poids A = (r—1,r—3,...,—r+3,—r+1). Sur K la (restriction de la) représentation
antiholomorphe de plus haut poids (—p, +1—7, ..., —p;1) est isomorphe & la représentation
de plus haut poids (p1,p2+1, ..., p. + 7 —1). Le produit tensoriel 7® 7' contient donc le K-
type donné par (2p;+r—1,2ps+2+7r—3,....2p,+2n—2—n+1) = 2p1+r—1,...,2p,+r—1)
(il est obtenu par ajout des composantes). On remarque que le K-type de plus haut poids
(2p;+7r—1,...,2p, +r—1) intervient dans I'induite, cela provient par exemple du théoréme
de Frobenius et du fait que p est égale & 1 sur KN B. On voit donc que (A" 1p & Ap)@TRF
contient un sous-espace ou l'action de K est triviale. Comme le groupe de cohomologie est
nul en degré ¢ — 1, le sous-espace en question fait partie du groupe de cohomologie de degré
1, pas de celui de degré ¢ — 1.

Le K-type considéré est donc celui qui supporte la cohomologie de 'induite et par
conséquent, c’est le K-type minimal de 7. 0

On voit de plus:

Corollaire : La représentation 7' intervient dans AR p avec multiplicité 1 et n’inter-
vient pas dans les puissances extérieures précédentes.
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IV.2 Calcul des séries d’Eisenstein cohomologiques

Les séries d’Eisenstein de Jacquet et Shalika ne font pas toutes des classes de cohomo-
logie. Il y a une condition sur la valeur de s. Cette condition peut étre explicitée grace
a la formule donnant la cohomologie d’une représentation induite. Pour faire ce calcul on
emploie le théoréme 3.3 du chapitre IIT de [BW]. On cherche plus précisément a quelles
conditions les séries d’Eisenstein de Jacquet et Shalika définies au III font des classes de
cohomologie.

IV.2.1 Enoncé du théoreme

On prend v la place infinie de F' et G la restriction des scalaires a R d’un groupe de Lie
sur F, pour la fin de cette section. Soit P un sous-groupe parabolique de G(R) contenant
B et A la composante déployée de son centre; on note que A O Ay. On note P = MN la
décomposition de Levi standard de P. On note M D'intersection de tous les noyaux des
modules des caractéres de M, “m son algebre de Lie et b un tore maximal de “m. Soit (o, H,)
un °M-module de Fréchet différentiable et admissible avec un caractére infinitésimal y,. On
note )\, la forme linéaire de 1’algébre de Lie de °M tel que la représentation de dimension
finie ayant x, comme caractere infinitésimal soit de plus haut poids A, — po,,. Soit enfin
v un caractére de Ac. On note I I'induite de P & G de la représentation o ® (pp + v)
(ou pp est la racine carrée du déterminant de la représentation de Ac sur Lie(N)c par
adjonction). On a alors:

Théoréme IV.1 (Borel-Wallach) Soit A un poids dominant de G et V une représen-
tation de dimension finie de G de plus haut poids ).

(a) Si H(g, K; I ® V) #0, il existe w € WF tel que
(1) wip+A)|a+v=0,
(2) xo = X oy,
un tel w est unique.

(b) Siw vérifie les conditions (1) et (2) ci-dessus, alors w(A+p)—p est un poids dominant
pour °m et on note *Viy(rip)-, la représentation irréductible de *m qu’il paramétre, et,
pour tout q € Z, on a

HW) (g, KT @ V) = (H(°m, Kpi Hy ® Vagpin)—p) ® Aag)”

en notant l(w) la longueur de I’élément w.
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Les conditions du (a) sont équivalentes a la condition
—(p+ ) e WA, +v).

De plus, si o est de dimension finie de plus haut poids ¢,, on a A\ = @5 + po,,-

IV.2.2 L’algebre gl.(C)c

L’algébre de Lie complexifiée de gl,.(C) est formée des matrices r x n & coefficients dans
la C-algebre commutative (ron intégre) Cc = C @ JC ou J? = —1. Une base sur C de
# 1_2” . Les coordonnées de x + Jy
((z,y) € R?) dans cette base sont z + iy et x — iy. Une sous-algébre de Cartan hc est
formée des matrices diagonales. Soit H = diag(z; + Jy1,..., 2 + Jyr) € bo. On a alors
adH(hEy) = ((zr, — 1) + i(yx — y1))hEj; pour tout couple (k, 1) d’entiers et adH (aEy;) =

((xx — ;) —i(yx — Y1) )aEy- Les racines de gc sont donc les (xy — ;) +4(yx — y;) ou les z, y;

Cc est donnée par les deux éléments h = et a =

sont les fonctions coordonnées. On appellera donc la premiere coordonnée «holomorphes et
I’autre «anti-holomorphe». On prend les racines positives compatibles avec B c’est a dire
les (z,—x;) £i(yp—yi) telles que k < [. Les racines simples sont les (25— xg11) 4 (Y — Yrt1)-
La demi-somme des racines positives est p = Y, (r + 1 — 2k)xzx. Le groupe de Weil est
S, X 6,, le premier &, agissant sur les coordonnées des (zy — x;) + i(yx — y1), le deuxieéme
agissant sur les coordonnées des (zy — ;) — i(yx — Y1)-

IV.2.3 Explicitation des parametres

Les parametres P, M, et N sont ceux donnés au I.1.2. L’ensemble W¥ est formé des
couples de permutations qui sont croissantes sur I’ensemble des entiers compris entre 1 et
r — 1. A est I’ensemble des matrices diagonales a coefficients strictement positifs telles que
les » — 1 premiers éléments diagonaux sont égaux.

e {(3 1) emf oo

On prend pour b les matrices diagonales ayant des nombres imaginaires purs sur la diago-
X 0 v
nale. Si m € °M a la forme < 0 ), o(m) = |det X|§|z|"*n (), et n(z) = (%)k” |z|&
x
(avec 2k, € Z et v, € iR). Comme |z| = 1, on trouve que o(m) = (%)_k". Comme noté
ci-dessus, o étant de dimension finie,

2—r 4—r r—2 2—r r—2
A(,_(( A —k)( A k))
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dans la base des z; £ iy;. On prend a = diag(ay,...,a1,a2) € A, on a alors a’**P =

2(r—1)s r—1
_ -1 _ _ .
a1, a;25a,2(1-)s = (Z—;) asy~?n. Comme pp(a) = (Z—;) , on voit que v est

paramétré par le couple

(r—=1)2s—-1),1—7)(2s — 1) — 213

IV.2.4 Recherche des bonnes valeurs

r—1 r—3 1—7‘) (r—l r—3 1—7
2 7 9 17" o )

r=3 ..., 57)) et ceux de

Les parametres de p sont égaux a (( 3 3o g

ppsont ((3,...,3,5%),(3,---»3,55%))- On prend pour A la représentation de dimension
finie ayant pour parametres ((A1,...,A.),(X;, ..., X.)). Le j€ parametre «<holomorphe» de

—(p+ A) est j — =2 — A;. Le jé paramétre «anti-holomorphe» est j — =5+ — X;- Le je
parametre «holomorphe» de Ay est j — % (1 < j <r—1), et le 7¢ est —k,. Les parametres
«anti-holomorphes» sont les mémes, en changeant —k, en k,.

La deuxiéme condition dit que les coordonnées de ), sont envoyées sur celle de —(p+ )
par une permutation si on ajoute un facteur de la forme ((k,...,k, k'), (k,... ,k,k")). Les
parametres de —(p+\) sont strictement croissants, ceux de A, sont strictement décroissants
sur les r — 1 premiers termes. Il y a donc deux possibilités, le 7€ parameétre de )\, est envoyé
soit sur le premier de —(p + A), soit sur le dernier. Dans le premier cas, on trouve:

Lr— N =k, + k'
-8 -N=j—-L—-1+k 2<j<r

C’est a dire
)\1=12i+kn—k’
Aj=1 —k 2<j<r

L’élément de &, dont il s’agit est alors le cycle (12...r) dont la longueur est r — 1.
Dans l'autre cas, on trouve:

- =N =i—1+k I<j<r—-1
E_Ar :_k'r] +k,

ce qui donne:
Aj=—1 —k 1<j<r—1
="+ ky— K

L’élément de G, dont il s’agit est alors I'identité. La situation est exactement identique
pour les X; en changeant &, en —k,.
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Il faut maintenant vérifier la premiere condition. Il y a donc 4 cas. On les numérote de

0a3.

(0)

(2)

(3)

Les ); et les X; sont tous les deux dans le premier cas. La restriction de w(A +p) & A
a pour parametres:

(r = 1)1 = 2) + (r = D(r +1) — n(r + 1) +2,—2K) = (2(1 — r)k, —2K').
Par conséquent, k = 221 et k' = 15°(2s — 1) — v, ce qui conduit &:

M=1—-r+k,+(r—1)s
Xx=1—-r—k,+(r—1)s
Aj=X;=1-s 2<j<r

Les conditions standards sur les représentations de dimension finie de gl,(C) imposent
s entier, k, entier (ce qui est le cas vu les systémes de coefficients avec lesquels 7 et 7’

font de la cohomologie), v, =0 et s > (1 + “i—"') On a dans ce cas l[(w) = 2(r — 1).

Les A; sont dans le deuxieme cas et les X; dans le premier. En procédant comme
ci-dessus, on arrive a:

Aj=—s 1<j<r—1

A =ky+ (r—1)s

Xo=1—r—k,+(r—1)s

Xj =1-s5 2<y<r

Les conditions sont identiques sauf que 'intervalle dans lequel doit étre s est mainte-
nant: [1 + kT”, —kT”] Dans ce cas, l[(w) =7 — 1.

Les A; sont dans le premier cas et les X; dans le deuxieme. C’est la méme situation que
ci-dessus, en échangeant les \; et les X; et en changeant k, en —k,. Celui des deux cas
qui se produit dépend du signe de k.

Les A; et les X; sont dans le deuxiéme cas.

)\j:Xj:—S 1<j<’l"—1
A =kyp+(r—1)s
Xo=—ky+(r—1)s

On doit alors avoir s inférieur ou égal a —|r—”|. Ici, bien sir la longueur de w est nulle.

Pour expliciter completement la cohomologie, on précise que dans chaque cas, H, ®

Vw(r+p)—p €t la représentation triviale et donc H*(°m, Kp; H, ® Vw(p+,\)_p) est égal a C en
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degré 0 et (0) partout ailleurs. De plus, ac = C?, donc la cohomologie est égale 3 C en
degré I(w), C? en degré I(w) + 1, C en degré I(w) + 2 et (0) partout ailleurs.
En résumé

Proposition IV.2 Soient n un caractére de C de la forme n(z) = (%)k" ot k, est entier
et H, le caractére de P(C) défini par H,(p) = | det p|*|pr|"*n(pyr) . Soit V' une repré-
sentation de dimension finie de GL,(C). La cohomologie H*(g, K; indgggg H,®@V) est
non nulle si et seulement si V' est le produit tensoriel d’une représentation holomorphe de
plus haut poids ()\;) et de la représentation antiholomorphe de plus haut poids (X;), s est
entier et qu’on est dans l'un des cas suivants :

(0) s>1+ Ll
M=1—r+k,+(r—1)s,
XYi=1—r—k,+(r—1)set

Aj=X;=1-5(2<j<r) On fize alors I(s) = 2(r — 1).

(1) 1+%2<s<=4,
Nj=—s (1<j<r-1)
A =knp+ (r—1)s,
Xi=1—r—k,+(r—1)set
X;=1-5(2<j<r) On fize alors l(s) =1 — 1.
(2) 1-%<s< i,
M=1—r+k,+(r—1)s,
Aj=1—-s2<j<r),
Xj=—s(1<j<r—1)et
X, = —k,+ (r —1)s. On fize alors l(s) =r — 1.

(3)

x
I

= —k, + (r — 1)s. On fize alors I(s) = 0.

La cohomologie est alors égale & C en degré I(s), C? en degré I(s) + 1, C en degré I(s) + 2
et 0 partout ailleurs.

K] k|
On remarque que les seules valeurs que s ne peut pas prendre sont —F ( 1 ) et 1+ F (7’7)

7
et ce si r ne divise pas k.
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IV.3 K-type portant la cohomologie d’une induite de
H;

On connait la liste des K-types intervenant dans une induite de P a G.

Proposition IV.3 Soit n un caractére de C* de la forme n(z) = (%)k”, k, € Z et pour
s € C, soit H le caractére de P = P(C) défini par Hs(p) = | det p|&|pre|c *n(prr) ™t Les
K -types qui interviennent dans Jy, = indg H, sont toutes les représentations irréductibles
de K dont le plus haut poids est (A —2k,,0,...,0,—X) ot A > max(0, 2k,) ; chacun de ces
K -types intervient avec une multiplicité un. Un vecteur de plus haut poids pour le K-type

(A —=2k,,0,...,0,=AX) est la fonction de G.(C) dans C définie par

| det g|ggn g

N AP

PREUVE : Tout d’abord, vue comme représentation de K, la représentation Indg H, est
naturellement isomorphe & Indp ;- (H, |pnx ). On utilise alors la loi de réciprocité de Fro-
benius, qui dit que

Hompg (Indf~x(Hs |prx ), V) = Homprx (Hy [prx , V |prx)

pour toute représentation V' de K. Le groupe PN K est isomorphe a U, _; x U; et, utilisant
cet isomorphisme, la restriction de H; a P N K est isomorphe a la représentation de plus
haut poids ((0), —2k,), en notant (0) le poids nul de U,_;. Si V est la représentation de
plus haut poids A = (\;), <i<r» Sa restriction a PN K se décompose en somme directe de
représentations irréductibles de plus haut poids ((;)1<i<r—1, ir) avec:

- VL 1<isr—1, A2 2 A
— >0 A= Yi_; 1 (égalité du caractére central).

Ceci est une conséquence de la proposition I1.3. Dans notre cas, tous les u; sont nuls sauf au
plus y, qui vaut —2k,, ce qui donne immédiatement le premier résultat de la proposition.

On suppose k, positif, le raisonnement est le méme dans I'autre cas. Sous l’action de
K, le vecteur f) engendre un espace vectoriel contenu dans ’espace W des fonctions

_, 1det 916 P((9r:))Q((9ri))
(X Igril )"

. L’espace W est de dimension finie et le plus haut

ot (P, Q) parcourt Sym* x Sym?**2n

poids des vecteurs qu’il contient est celui de f) ce qui prouve la deuxieme partie de la
proposition. O
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La liste des K-types est donc tres simple. Celui qui est minimal pour la relation d’ordre
sur les poids est donc: (max(0, —2k,),0, ... ,0, min(0, —2k,)).

Proposition IV.4 Le K-type minimal de l'induite de P(C) a G,(C) du caractére H, est
celur de plus haut poids donné par:

(max(0, —2k,),0,...,0,min(0, —2k,)).

Proposition IV.5 Le K-type minimal de Jy, est celui qui porte la cohomologie en degré
r—1.

PREUVE : nous allons utiliser le foncteur de translation de Zuckerman-Jantzen. Pour
de plus amples renseigements sur ce foncteur, se reporter & [Zuc] ou & [Vog]. On a:
H*(g, K; Ju, ® ™) # 0. Pour simplifier I’exposé, on suppose k, > 0, si k, < 0, il suffit
de prendre la conjugaison complexe de ce qui est dit. Le plus haut poids de 7" est:

((1—r—|—(r—1)s+kn,1—s,... 1—5),(—s,... ,—s,(r—l)s—kn)).
On note v; un vecteur de poids
((1—5,...,1—3,1—r+(r—1)3—|—k,,),(—3,...,—5,(r—1)s—kn))

dans 7". Comme ce poids est extrémal, il n’y a qu’une droite de vecteurs ayant ce poids. La
droite Cu, est invariante sous I’action de P(C) ; pour le voir, on réalise Sym*, k € N, comme
’ensemble des polynémes de C[X1, ..., X,] homogenes de degré k, X* est alors une base
de lespace de poids (0,...,0,k) et donc cet espace est visiblement invariant sous ’action
de P(C). On note H' le caractere de P(C) défini par H'(p) = p,. " detpet J' = ind% H'. La,
droite Cu, est 'espace d’un caractere de P(C). On a alors ind$ (H,®Cu,) C indS(H,@71").
Or d’apres [Vog, Lemme 4.5.2(a), p206], ind$(H, ® ") ~ (ind% H,) ® 7", 'isomorphisme
étant réalisé par ’application suivante:

T : Jy, ® T"—ind$(H, ® ")
fev —(g— f(g)-(9v))

Or en tant que caractére de P(C), H; ® Cv, et H' sont équivalents. Le foncteur de trans-
lation qui nous intéresse est ’application T; de J' dans Jy, ® 7" qu'on en déduit par
composition de la réciproque de T, avec les deux opérateurs d’entrelacement :

J' =ind§ H' ~ ind$(H, ® Cv,) — indG(H, @ ") ~ Jy, @ "

Il est immédiat de vérifier que 7§ est un opérateur d’entrelacement injectif. En appliquant
le théoreme IV.1, on voit que J' est une représentation cohomologique, que sa cohomologie
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est a coefficients triviaux et qu’elle est non nulle en degrés r — 1, r et 7 + 1 (ou elle est de
dimension respectivement 1, 2 et 1). Comparons la cohomologie de Jg, et celle de J'. Les
complexes sont respectivement

C*(Jm,) = (A" (90/b0)" ® T, ® 7) "

et

C*(J') = (A® (Goo/ts)™ ® J') .
L’opérateur T induit une injection T,* de C*(J’) dans C*(Jg,). Or J' est unitaire puisque
si on pose H! = |5p|_%H’, alors J' est 'induite unitaire du caractére H! et H! est le carac-

L L), (-3 —1,721)), il est donc unitaire. Les groupes

tére paramétré par ((3,...,31, 15 -1, -i s

de cohomologie sont donc isomorphes aux groupes du complexe dont elle dérive et par
conséquent, C"=2(J') est nul et C"~Y(J') est de dimension 1. En procédant comme
a la proposition IV.3, on voit que la liste des plus haut poids des K-types de J' est
(I+A,1,...,1—=r—=X), XA € N, chaque K-type ayant multiplicité 1. Le K-type minimal de
J" est donc (1,...,1,1—r). C’est celui qui porte la cohomologie de J', en effet, le K-type
contragrédient est dans A" ! (g /)", il est réalisé comme le dual du K-type de vecteur
de plus haut poids 1, A ... A Ep_q,.

La portion de Jg, ®7" qui a le méme caractere inifinitésimal que J' est égale a I'image de
T. Voir pour cela [Vog, Proposition 7.4.1, p488]. Or l'opérateur de dérivation du complexe
C*(Jg,) commute avec I'action du centre de ’algébre enveloppante universelle puisqu’il est
défini a partir de ’action de l'algebre de Lie. Donc si un K-type est dans 'image de la
dérivation, c’est qu’il provenait d’'un K-type faisant partie du méme caractére infinitésimal
en degré inférieur. Or C"™~'(J') = 0, donc I'image par la dérivation est nulle. Par suite,
I'image de C™(J') par T ! se retrouve entiérement dans H" (g, K; Ju, ® 7")

Le K-type de Jy, qui porte la cohomologie en degré r—1 est donc celui qui est 'image du
K-type minimal de J' par T,. Or au niveau des K-types, I'application T, est simplement
la translation par le caractere de Cu,, donc le K-type de Jy, concerné est son K-type
minimal. O
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Chapitre V

Expression de la fonction L en termes
de classes de cohomologie

V.1 Cohomologie automorphe

V.1.1 Notations

On considére un sous-groupe arithmétiques I de G(F'). A tout I'-module M, on associe
le fibré M sur I'\Z comme au paragraphe 1.2. Pour (7, V) une représentation automorphe
de G(AF), on note H*(g, K; V°>° ® E) la cohomologie du complexe C*(g, K;V*® ® E) =
(A*(g/e)* ® V° @ E)* en notant V> I'ensemble des vecteurs C® de V. La cohomologie
H? ., (T\Z; E) est alors isomorphe 3 la somme directe des H*(g, K;V® ® E) ou (m,V)
parcourt ’ensemble des représentations automorphes paraboliques de GG dont le type a
I’infini est prescrit par V.

V.1.2 Partie cuspidale

Si (m,V) est une représentation parabolique (irréductible), elle est unitaire et donc
([BW, Prop. 11.3.1, p52]), si H*(g, K; V> ® E) # 0, toutes les formes différentielles sont
harmoniques et fermées. On sait que si V,, est associée par la classification de Langlands
au caractere A + p alors pour E contragrédiente de la représentation de plus haut poids
A = (A1, ..., Ar), les groupes de cohomologie sont non (tous) nuls. De plus, V' est dans
la partie discrete du spectre de L?, les éléments de V> peuvent donc étre vus comme
des fonctions de G(F)\G(AF). Par conséquent, tout élément w de H%(g, K; V> ® E) peut
s’écrire w(X) = m(X)(D_ fi(1)viw;) cette somme étant invariante par K (X étant pris au
choix dans g ou dans g/¢), ou f; est une fonction automorphe dans V*°, v; € E et w; est un
élément de (g/¢)*. On note p, = r(r2—1) et pg = (r — 1). On note I' un sous-groupe discret
de G,(F,) ol v est la place infinie et pour simplifier les notations, g = g,,, K = K, et
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Z :G<Fv)/K

V.2 Produit

V.2.1 Produit scalaire

Soient Vi et V, deux (g, K)-modules irréductibles de dimension finie. Si w; et ws
sont des représentants de classes de cohomologies de HPi(g, K;C®([\Z,V;)) (1 < i <
2), le cup-produit w; A wy est un représentant d’une classe du groupe de cohomologie
HPHP2 (g K; C°(T\Z, (V1 ® V3))). Si de plus p; + p» = dim Z, alors on peut intégrer la
forme correspondante sur I'\Z et on obtient un vecteur de V; ® V5, si I'intégrale converge.
Ce sera le cas si I'une des deux formes est a support compact ou si I'une est a décroissance
rapide alors que ’autre est a croissance modérée.

On prend deux représentations cuspidales cohomologiques 7 et 7’. On sait qu’il existe
deux (g, K)-modules irréductibles de dimension finie V' et V' tels qu’'on ait H*(g, K;7 ®
V) #0et H*(g, K;7' ® V') # 0. Soit n le caractere central de V@ V'. Comme 7 et ' sont
unitaires, V et V' le sont aussi et donc 7 est unitaire. On peut supposer que 7(z) = (?)
pour k, entier. On définit alors le caractere H, a partir de n comme précédemment. On
prend alors pour p la représentation E(Ju,) pour s dans la bande calculable de mx 7', s > 1.
D’aprés la proposition IV.2, on a H*(g, k; p x W) # 0 seulement si W = Sym? ®Sy—ma’ ®
det? ®ﬁfdl avec a =rs+ky, o' =k,—rs,d=1—set d =s (oul'adaptation si k, < 0).
On sait alors que V ® V' ® W contient la représentation triviale (voir propostion II.2). On
a alors, par la technique ci-dessus, un produit trilinéaire :

(crs) 1 HP (g, K;m @ V) x HP (g, K;m' @ V') x HPE (g, K p @ W) = VRV QW

On peut alors projeter sur le sous-espace de dimension un qui réalise la représentation
triviale. On obtient ainsi un produit trilinéaire (.,.,.) a valeurs complexes.
Ce produit scalaire sera sous-jacent dans la preuve du théoreme VII.1.

V.2.2 Produit tensoriel des K-types minimaux

Soient 7 et n’ deux représentations unitaires irréductibles tempérées cohomologiques
induites comme au IV.1. On note (p;) les entiers correspondant a 7 et (p}) ceux qui corres-
pondent & 7'. Le caractére central de 77’ est n(z) = (%)k" avec ky = Y i (pi+p))+r(r—
1). On note Hy le caractére de P(C) défini a partir de n comme ci-dessus. On prend pour
7 le produit tensoriel de la représentation holomorphe de plus haut poids (p; +¢—1) par la
conjuguée de sa contragrédiente ; on fait la méme chose pour définir la représentation 7’ en

changeant (p;) en (p}). Si k, > 0, on note 7" la représentation det' ®det’ Sym® ®Sym*” ,
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avec a = k, +r(s— 1)k, et ' = —k, +rs. Pour que 7 ® 7' ® 7"’ contienne la représentation
triviale, il faut et il suffit que 7 ® 7’ contienne la contragrédiente de 7" et donc, d’apres la
proposition I1.2, si et seulement si max(p; + p; ;) +7 < s < min(pip1 +pl ;) +r—1
et —min(p; +p;,,_;) — 7+ 1< s < —max(p; +p,_;) —r. Sik, <0 le raisonnement est
exactement le méme et on trouve:

. ! . . < < . . , . B
max (pi+pla) 7 - 1< s < min (pi+p)) +7 -2
— 1%13(?1' +pp ) —r+2<s<— lglg?il(pm P ) —r+1

Quelques remarques doivent étre faites: tout d’abord, quand &, > 0, kT" = %Z Di+Di+r—
1 > min(pi11+p.,1_;)+r—1;etiln’y a pas de remarque équivalente pour — min; ;< (p; +
Ph. 1 ;) —7+2 par rapport a 1 — kr—” (par exemple la méthode fonctionne pour r = 2 quand
p1=p) =2et pp =py=—2,0onaalors ky =2 et —mini;r(pi + L) —7+1=-1).
Ensuite, si on fait la moyenne des minorants de s on trouve, quel que soit le signe de £, que
s doit étre supérieur ou égal a1/2, c’est a dire a 1; cela signifie que la majoration qu’on n’a
pas obtenue pour 1 — ‘kr—"l n’est pas tres importante. Pour qu’il y ait des valeurs possibles
de s cela impose des conditions sur m x 7' ; pour » = 2, les conditions sont explicitables et
donnent: py = pa+1,p) 2 py+ 1, p1 +p2+2p5 +42>0et 2py +p) +py+4 2> 0.
On donne la définition suivante

Définition V.1 On conserve les notations ci-dessus. St k, > 0, on note my o le mazimum
de max(p; +p, ;) +7 et de —min(p; +p,, ;) —r +1 et on note My » le minimum de
min(p;41 + Py, 1_;) +r — 1 et de —max(p; +p,_;) — . Si ky < 0, on fait les adaptations
nécessaires. On apelle alors bande calculable de m x 7' Uintervalle [my q; My ar].

Soit s un entier dans la bande calculable de m x 7’. D’apreés les remarques ci-dessus, il est
compris entre 1 et “;—”' La série d’Eisenstein E(Jy,) est donc une représentation dont les

groupes de cohomologies a coefficients dans 7" sont non nuls (voir Proposition IV.2).

Proposition V.1 Le produit tensoriel des K -types minimauz de 7, 7' et E(Jy,) contient
la représentation triviale de K avec multiplicité 1.

PREUVE : c’est une conséquence directe de la proposition II.2. O
L’intégrale ¥ est une forme trilinéaire de 7 x 7’ x E(Jg,). On I'étend donc & 7 @ 7' ®
E(Jg,), en gardant le méme symbole.

Proposition V.2 L’intégrale ¥ réalise l’entrelacement avec la représentation triviale dans
la proposition V.1.

PREUVE : Comme la mesure choisie est invariante par translation par un élément de
G(AF) et donc de K, l'intégrale ¥ réalise un morphisme de représentations de K entre
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mQ@n' @ E(Jy,) et la représentation triviale. Il suffit donc de prouver que cet entrelacement
est non nul sur les K-types minimaux. N’ayant pas réussi a le prouver, nous somes conduits
a le supposer. 0

Conjecture L’intégrale ¥ est non triviale sur le produit tensoriel des K -types minimauz
dem, ' et E(Jg,).

V.2.3 Commutativité

On consideére le diagramme suivant :

NN PONE P Q@rer @E(Jy,) QT ®@1" mOYl CRCRTOT 1"

T Jvon

C"(go. Rin @) © (6. Ko’ 0 7) @ 7 (g, Ko B, ) ©7') — @7 @r
(V.1)

avec les conventions suivantes:

— Quand une lettre est surmontée par une tilde, il est fait un quotient par le centre du
groupe.

— p = gc/kg ou sa réalisation comme l’ensemble des matrices symétriques a coefficients
diagonaux «réels».

— On choisit comme base de vecteurs de poids de p les matrices e, = (1 + J)Ej;, +
(1= J)Ey; et e}y, = (1 — J)Ej, + (1 + J)Ey;. Pour p, on garde la méme base, en
remplacant les e;; par les f; = e;; —e;+1,j+1; on note cette base (w;). On rappelle que
J est la structure complexe de C avant complexification. On définit la contraction m’

qui envoie alors (wj, A... Aw; )® (wiy A Awr

oy )® (@i A Awp ) sur le vecteur
rir=1)

r(r—1)
2

r2—1
obtenu en remplagant les trois ® par des A. Comme /\ p est de dimension 1 de

!
base /\ wy, on définit m(v; ® va ® v3) = %:f@vs) avec une notation évidente.
1<I<r2—1

— La fleche vers le haut est simplement 'inclusion.
— La fleche en bas est I'intégrale du cup-produit.

L’application m est non triviale. Vérifions qu’elle est non nulle sur les K-types qui nous
De o

intéressent. Le K-type de /\ p* qui intervient pour calculer le groupe de cohomologie de

degré p. de la représentation 7 (ou de 7') est de plus haut poids (r — 1,7 — 3,...,1 —r).
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Le vecteur v, = /\ ejr est un vecteur de plus haut poids pour ce K-type. Le vecteur
1< <kLr
. , . PE ~x
vy = /\ ejx est de plus bas poids. Pour la représentation E(Jg,), le K-type de /\ p
1<k<j<r
qui intervient est de plus haut poids (r — 1, —1, ..., —1). Le vecteur /\ ey est un vecteur
2<ILr
de plus haut poids dans ce K-type. On va prouver un petit lemme technique:

- DPec . , . s .
Lemme V.1 On considére dans /\ p la base engendrée par les produits extérieurs des fi,
eji €t e,. Toutes les coordonnées considérées seront relatives a cette base. Il existe dans la
représentation engendrée par /\ ey un vecteur v, dont la composante suivant /\ fi

2<I<r 1<I<r—1
est non nulle.

PREUVE : c’est tres simple. On définit la suite de vecteurs v, ainsi:

Vo =/\ €1

2<i<r
Vip1=(Err—k — Er_g1) - Vi pour k£ > 0

Il suffit alors de prouver par récurrence sur k que v, a une composante non nulle suivant
/\ eu A /\ (e —err) €t que toutes ses autres composantes ont un degré strictement
2<I<r—k r—k<l<r
inférieur & k en les vecteurs f;. Le vecteur /\ (e — e,r) est égal & (—1)" /\ f1 ce qui
1<i<r 1<ig<r—1
acheve la démonstration. O
Il est clair maintenant que m(v, ® v, ® v, ) # 0, et donc m est non triviale sur les K-types
qui interviennent dans les groupes de cohomologie.
Le diagramme considéré est donc commutatif, a la multiplication de m par un scalaire
prés. Ce scalaire est un élément de Q*, comme on peut le voir en prouvant que la com-

posante de v suivant /\ eu N /\ (e — eqr) en est un multiple rationnel (en fait
2<I<r—k r—k<I<r
entier).
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Chapitre VI

Rationalité des classes de
cohomologie

VI.1 La compactification de Borel-Serre

Voici pour mémoire le rappel de la compactification de Borel-Serre. Pour chaque para-
bolique P on note X7 (c0) = P'(Fu)/(P!(Fy) N Kwo). On rajoute alors & Z une copie de
chaque X ¥ (0o) ol P parcourt un systéme de représentants de 1’ensemble des sous-groupes
paraboliques définis sur F' pour la relation de conjugaison. On a muni bien siir ’ensemble
d’une topologie adéquate. La variété complétée se note Z.

Voici deux exemples pour illustrer la construction. Abandonnant temporairement le cas
ou le corps de base F' est totalement imaginaire, considérons une place réelle v ; on suppose
que 7 = 2. On a alors Z = SL2(R)/S0, est isomorphe au demi-plan de Poincaré. Dans ce
cas P'(R) est I'ensemble des matrices triangulaires supérieures (de déterminant 1) ayant
+1 sur la diagonale. Il s’identifie & la ligne Im z = 1 dans le demi-plan de Poincaré. Dans
le cas ot I' = SLy(Z), le quotient [\ est isomorphe & une sphére privée d’un point ou a un
disque ouvert. La compactification classique consiste & rajouter P*(Q) & Z ce qui, aprés
quotient par I', donne la sphére entiére. Dans ce cas 13, XZ(00) est un cercle et la variété
1"\52 est isomorphe & un disque fermé.

Si v est une place imaginaire et que I' = SLy(Z[3]), la variété Z est isomorphe au demi-espace

Uy 1 .

{(x,y,z) € R*/z > 0}, ot le point (2, v, 2) correspond & la matrice < zO ? (i/;’_ w) )
z

Un domaine fondamental de 1’action de I' sur ce demi-espace est ’ensemble des points

(2,y,2) tels que 22 +y? +22 > 1,2 >0,y > 0 et * +y < 1. La compactification classique

rajoute P*(QJi]) ot a +ib € Q[i] est identifié & (a,b,0); aprés quotient par T, il vient

la sphére de dimension 3. Pour la compactification de Borel-Serre, B'(R) est 1’ensemble

des matrices < :g :1:: ) telles que |z| = 1. On a alors X®(o00) isomorphe & C, ot z € C
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) 1 2 . . o s
correspond a la classe de la matrice ( 01 ) Apres quotient par I', il vient une variété

isomorphe & un tore (plein) fermé dont la frontiére est le tore SLy(Z[i]) N XB (oo)\X B(o0)
qui est isomorphe au tore C/Z[i].
Dans le cas général, les adhérences des différents X¥ s’intersectent suivant des variétés
correspondants & des XF'. Plus précisément, XP C XP si P C P'. La variété complétée
F\Z est une variété « & coins ».

L’intérét de la compactification de Borel-Serre est qu’on a alors:

H*(T\Z, M) = H*(1\Z, M)

pour tout (g, K)-module de dimension finie M et que les facettes que sont les X¥(F,,) sont
de dimension assez grande pour donner des informations sur les classes de cohomologie.

V1.2 Séries d’Eisenstein

VI.2.1 Rappel sur les coefficients constants

Cette section est simplement un rappel de résultats et notations contenus dans [Har2,
p102 et suivantes].

Soit ¢ un caractére du sous-groupe de Borel B(Ap) de G(Ap). On note I, 'induite
unitaire de ¢ de B a G:

I, = nd33 ") o.

Si o est une racine positive on définit N, comme le sous-groupe a un parametre de B
correspondant & a. Explicitement, si o = e; — eg, No(A) =1+ AEj, ou A est un anneau
défini sur Op. Si w € W, on note alors

N® = H N,.

a>0
wa<0

Définition VI.1 Soit w € W, on note T(w, @) l'opérateur d’entrelacement non-normalisé
de I, dans I,,-1, ; il est défini par:

Vf € 19 € GlAny), Tw,9)(N@)= [ flung)dn
NW)(AF)
Il est multiplicatif au sens suivant: si w et w' sont deux éléments de W, T'(ww', @) =

T(w',w™tp) o T(w, ¢). Cet opérateur n’est pas holomorphe en ¢, il peut avoir des poles.
On peut décomposer I'opérateur T'(w, ¢) en le produit d’une fonction scalaire c(w, ¢) et
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d’un opérateur holomorphe T%¢(w, ). Pour cela, si & = e; — e, est une racine, on note x,
le morphisme de groupes

a - AFX — B(AF)
t — Xa(t) =1+ Ejj(t — 1) + Ekk(tfl — 1)

Siw e W, on pose:

(POXa
wﬁo
el “ 1 e
_1a<0

oll k est le nombre de racines positives que w™!

rend négatives. Ceci détermine donc
T (w, ¢) et cet opérateur est holomorphe en . Comme conséquence de ce qui est noté
au bas de la page 120 de [Har2], on peut noter que 7" est non nul et est méme surjectif
sur Ind$ ¢

Avec ces définitions, I’expression du terme constant de la série d’Eisenstein associée au

caractere ¢ est simple puisqu’il s’agit de

/ Eis(ng, f) dn = Z T(w,)(f)(9)
N(F)\WV(AF)

wew

quand g € G(ArF) et f € I, avec Eis(g, f Z f(vg).
v€B\G(F)

VI.2.2 Rationalité des classes de cohomologie

Si ¢ est un caractére de P, on note J, I'induite (non-unitaire) de P a G, du caractere
1

o, c’est & dire I'induite unitaire du caractére 6,2 .

Proposition VI.1 Soient n un caractére de Hecke de Ap™ et H, le caractére de P(AF)
défini par H,(p) = | det p|*|prr| "*n(ppe) "t Soient s un nombre entier strictement supérieur
a 1 et V une représentation de G(Fy,) de dimension finie. H*(g, K; E(Ju,) ® V) est un
sous-espace rationnel de H*(g, K; A(G) @ V).

PREUVE : Pour prouver que les classes de cohomologie qu’engendrent les séries d’Eisenstein
de Jacquet et Shalika sont dans un sous-espace rationnel, on va employer la méme méthode
que dans [Harl] et [Har2] et en particulier [Harl, 4.3, p85]. Le principe est le suivant : soit
rp la restriction des formes différentielles sur le facette de la compactification de Borel-Serre
assosciée a la classe d’équivalence des sous-groupes de Borel et, noté de la méme fagon, le
morphisme induit sur les classes de cohomologie de de Rham. Soit V' une représentation de
GL(Ar) telle que Homgr, (a5, ;) (Vs, Kerrp) = 0. Soit un opérateur d’entrelacement 7' de V'
dans ’ensemble des formes automorphes. On fixe un (g, K')-module de dimension finie W.
L’opérateur T induit alors un opérateur 7* de H*(g, K; V ® W) dans H*(g, K; A(G) @ W).
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Si 'opérateur T est tel que rgoT® # 0, alors I'image de T'* dans la cohomologie automorphe
est un sous-espace rationnel. Cette propriété de GL, est une conséquence du théoreme de
multiplicité 1.

Pour toute fonction de Schwartz sur Ag", ®, on sait que f(g,s;n,®) € Jy, (voir au
I11.3). E définit donc un opérateur d’entrelacement entre Jy, et les formes automorphes et
G. Harder a déja prouvé que Homg, (a ) (/H, s, Kerrg) = 0 ([Har2, 2.2.4, p125], remarquer
qu’il manque un w™!). Il ne reste plus qu’a prouver que le coefficient constant de E(f)(g)
suivant B est non constamment nul. Or ce coefficient constant est égal a

> T(w,|p| 7 H)(£)(9).
w-leWwP
Pour vérifier la non nullité, on vérifie s’il est nul a I'infini et aux places finie. A l'infini,
on va appliquer I'opérateur au vecteur de plus haut poids v du K-type minimal de Jg,

(voir la Proposition IV.3) et prendre sa valeur en I,.. Si w # 1 et w™" n’est pas I’élément
le plus long de W¥, alors I'intégrale est nulle. Dans le cas de w = 1, I'intégrale n’est que

I’évaluation et donc T'(1, |p| *H,)(v)(I,) = 1. Reste a calculer

/ ’nr_12k" dnldng ... d’l’Lr_l
et (1S Ino)

ou

/ dnldnz Ce dn,_l
ot (14 X0 [nilc)rs
suivant le signe de k,. On voit que cette intégrale est positive (ou nulle si k, > 0). Pour
la partie finie, pour une fonction ® localement constante a support compact sur Ag ;" on
définit

Hlovsin.®) =|detgly [ Blacg)lalsn(a)d"a

Ap X

pour g € G.(Apy). On prend g = I,. On doit donc calculer 'intégrale:

/ f(n,s;n,®)dn
NO(AF’f)

ou N° est 'ensemble des matrices unipotentes inférieures de type (r —1,1). Ceci est égal a
/ / ®(any, ..., an,_1,a)|alin(a) dadn;...dn, ;.
AF,f(r_l) AF,fx

Comme la fonction p(a) = fAF,f’* ®(any, ...,an,_1,a) dn;...dn,_; est une fonction locale-
ment constante a support compact, apres inversion des intégrales, il vient la fonction ¢ du
caractere 7 et de ¢. Elle est donc non constamment nulle. Donc la composée rgo E est non
nulle et par conséquent le sous-espace engendré par les classes de cohomologie considérées
est rationnel. O
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VI1I.2.3 Résidu de séries d’Eisenstein

On cherche a exprimer les séries d’Eisenstein de Jacquet et Shalika comme résidu de
séries d’Eisenstein du sous-groupe de Borel. Cela est possible, et le résultat s’énonce ainsi:

Proposition V1.2 Soient n un caractére de Hecke de Ag™ et H, le caractére de P(AFp)
défini par H,(p) = | det p|*|pr| ~"*n(pyr) L. Soit s un nombre entier supérieur ou égal a 1,
on a alors H* (g, K; E(Jy,) @ V) C H*(g, K; Eisme(ls) ® V) pour toute représentation de
dimension finie V, I, étant l'induite de B a G d’un caractére.

PREUVE : commengons par chercher & exprimer la représentation triviale de GG, comme
résidu de série d’Eisenstein comme ceux de G. Harder. Soit s = (s1,...,s,) € C". Le
point essentiel de la démonstration de cette proposition est le lemme suivant :

_1
Lemme VI.1 Soit f, € Ind$ 657 |det |* telle que f,|x = 1. On note Eis(g, f;) la série
d’Eisenstein associée & fs. Alors le résidu du coefficient constant de Eis(g, fs) quand s
tend vers 0 est une fonction constante que l’on peut choisir pour étre non nulle.

Pour lever toute ambiguité sur le terme de résidu voici la définition que I’on adopte.

Définition V1.2 Soit f une fonction de C" dans C. On dit que f a un résidu en 0 s’il
eriste P € C[Xy,...,X,] tel que P(0) =0 et lim,_,q P(s)f(s) eziste et soit non nulle.

PREUVE : Pour f, € Ind$ 62| det %, on peut calculer le terme constant le long de B de
Eis(g, fs)- Il est égal a:

> T(w, pl ™" det [)(f,)-

wew

Cette somme se récrit comme

H L(S’L—S]+]_2’1F)

1<i<j<r

_k w(i)>w(j) loc —1 s
> lde| "> — T (w, |p| | det [*)(fs)
wEW lgzl:[jgr L(Si_sj+j_l+1a1F)
w(é)>w(j)

en notant 1 le caractere trivial de F*. Quand s tend vers 0, on voit que les fonctions
L n’ont pas de 0 et n’ont de péle qu’au numérateur. Si on multiplie ceci par P(s) =
nggpl(si — 8;11), on voit que tous les w non maximaux ont une contribution nulle
quand s tend vers 0 parce que l'ordre des poles des fonctions L est au plus simple. Par
contre le w de longueur maximale a une contribution non nulle si f, |[x = 1. Ce résidu est

d _r(r—1

. ’ \ 2

la fonction constante égale a: ldp| T m]
=2 L(zﬂlF)

Pour obtenir les séries d’Eisenstein de Jacquet et Shalika, on procede de maniere simi-
laire. Soit s un nombre complexe et n un caractére de C*. On induit alors du caractere
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_1
H; au lieu du caractere trivial : on choisit d’abord f € Indg 0p° H, puis, si Wmyax est 1'élé-

_1
ment de plus grande longueur de W, on prend dans Indg 05> WmaxHs un élément f, tel que
flg = T(Wmax, Wmax(|p| *Hs))(fs) |x - Un tel élément existe, parce que 1'opérateur T est
surjectif sur Jg,. On utilise un lemme similaire a celui ci-dessus.

Lemme V1.2 Le résidu de la série d’Eisenstein associée a fs quand s tend vers 0 est
proportionnel a la série d’Eisenstein associée a f.

PREUVE : On commence par procéder pour les s tels que Res > 1. Le coefficient constant
de Eis(g, fs) est alors égal a ce qui est écrit ci-dessus, mais 1’ordre maximal du péle change:
les fonctions L qui apparaissent pour 7 = r n’ont pas de pole, saufsin =1 et s = 1, cas que
Pon exclut parce qu’alors la série d’Eisenstein et la fonction L(s, 7 X 7') ont elles-mémes
un pole. On prend cette fois P(s) = [[;¢;c, »(8i — sit+1) et les seuls termes qui ne donnent
pas 0 dans la limite sont ceux qui correspondent 3 w™' € wyaxW?. Il reste donc apres
passage a la limite:

r(r—1)

|dp|™ "2 x L(rs—k,m) 0c .
S dp s Hrs = k) o H,
Moz 2, Tea e e )

et dans la somme on reconnait ’expression du terme constant de la série d’Eisenstein de

Jacquet et Shalika. On trouve donc que les deux termes constants sont proportionnels.
Comme on a une égalité entre deux fonctions mémormorphes vraie sur un ouvert de C,

on en déduit que cette égalité est vraie sur C tout entier. O

On en déduit que le résidu de série Eisy,.x et la série E' sont proportionnels. Le coefficient
r(r—1)

de proportionnalité est ‘ffll#. Les deux fonctions étant proportionnelles, les classes de
IT L(i,1r)
cohomologies le sont aussi et on obtient donc le résultat de la proposition. O

Remarque : Comme le note Ginter Harder a la page 122 de [Har2|, l'opérateur T'
induit un morphisme de la cohomologie qui est rationnel en degré r — 1. Pour obtenir une
classe de cohomologie rationnelle a partir d’une classe de cohomologie rationnelle en degré
r — 1, il faut donc multiplier par

_r!r—l!
ldr|” "2 1
1,2 L(i,1r) _L(r—rs;mt) 1

c(Wmaz, Wmas(lp|Hs)) L1 —rs;n1)  L(2;1p) 1

On rappelle que le 1 qui est au numérateur de la derniéere fraction est la puissance r — 1€
du résidu en 1 de la fonction L du caractére 1 et donc la formule est homogéne.
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V1.3 Cohomologie cuspidale

VI.3.1 Rappels sur le vecteur essentiel

On rappelle ici quelques résultats tirés de [JPSS1]. Soit donc v € s et m une repré-
sentation générique de GG,. On suppose que le plus grand idéal sur lequel 1), est trivial est
O,. Le théoreme (4.1), page 208 de [JPSS1] montre qu’il existe alors dans le modeéle de
Whittaker de 7 un vecteur W° non nul, appelé (définition (4.4), page 211) vecteur essentiel
de 7 caractérisé par:

- Vg € G,,Vk € G,_1(0,), W° (g ( Ig (1] >> =W°(9);

— la covariance d’une certaine intégrale.

Si la représentation et le caractere sont non ramifiés, le vecteur essentiel est le seul vecteur
fixé par K, tel que W(I,) = 1.

Soit 9, un caractere de F,* et soit a; € F, tel que Vo € F,, ¢ (x) = 9,(a;1z). On peut
alors réaliser un isomorphisme entre W(w, 1, ) et W(m, 1) qui a un vecteur W du premier
fait correspondre le vecteur

g +— W(diag(a{ *,a{ *...,a1,1)g).

Cet isomorphisme préserve le vecteur essentiel dans les cas ot il est déja défini. On 1’utilise
donc pour définir le vecteur essentiel dans les cas qui ne sont pas couvert par la définition
précédente.

VI.3.2 Rationalité de la cohomologie cuspidale

Soit 7 une représentation automorphe cuspidale. On décompose comme d’habitude
T = Q'm, = Mo @ ms. Soit V une représentation de dimension finie de G,(F) (donc un
(§oo, Ko )-module) telle que H*(g, Ko; Too®V') # 0. D’apres la démonstration du Théoréme
3.19, p129 de [Clo], 'espace H(goo, Koo; ™ ® V') est défini sur une extension finie de F' que
I'on notera F(m). de G.(AFy) a ms. On sait qu'il existe un idéal n(m) C Op tel que le
sous-groupe compact ouvert Ky(m) de la forme:

Kim)={ Aeg, g 0, /AE ( ’él ' ) (mod n(x)), ks € Gyt ([T 0.)

vérifie dim7¢%s(™ = 1 (voir [JPSS1, théoréme (5.1), page 211]). On a de plus que W3 =
®vezf W, est dans W(ms, 1) comme il est noté dans le théoreme. On note K(m) =
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Z¢(Fo) KooK (). Lespace

r(r—1) r(r—1)

K(m)
(0. Kim @ V)0 = (A ot ) @0 V)

H

est donc de dimension 1.

On fixe un vecteur non nul dans le K-type minimal de W(7rs, ¥ ). On note Koo (F(7))
I’ensemble des éléments de K, qui ont des coefficients dans le corps F (7). Le F(m)-espace
vectoriel qu’il engendre sous I’action de K (F(7)) contient une base du K-type minimal
de W(T o, ¥s0), que l'on appelle base rationnelle. On définit ainsi une structure rationnelle
sur W(m,¥)%7(™) en disant qu'un vecteur est rationnel s’il est le produit tensoriel d’un
vecteur rationnel de W(mw, ¥oo) par W;. On note 'ensemble des vecteurs rationnels par
W(m, )5 (F(r)). L'isomorphisme entre 7 et W(r, 1) est fixé par la décomposition en sé-
rie de Fourier. On note 7%(™) (F (7)) 'image de W(m, )%™ (F(r)) par cet isomorphisme.
Si V est un (geo, Koo)-module de dimension finie, on choisit un vecteur de plus haut poids
pour action de K, qui engendre sous I'action de K, (F (7)) un sous F'(7)-espace vectoriel
de V, Vg qui vérifie Vi(r) ®p(r) C = V. Ainsi, si 7 est une représentation automorphe co-
homologique et V un systéme de coefficients, on peut fixer sur HY(go0, Koo; 7@ V)X#(™ une
structure rationnelle sur F'(7). Il existe donc un nombre complexe C(7), unique a multipli-
cation prés par un élément de F'(m)*, tel que si [w] est une classe de cohomologie rationnelle

7.(,,. r(r—1)

Tfl), invariante par K;(m), C(m)[w] € H 2 (goo, Koo; K™ (F (7)) ® Vi(m))

puisque (le produit tensoriel par C de) ce groupe est de dimension 1. Il faut remarquer que

en degré

la définition de C(7) ne dépend pas du vecteur de plus haut poids choisi dans V.

Remarque : En pratique, dans un modéle de Whittaker de m, si le vecteur de plus haut
poids du K -type minimal de m est non nul en I, le vecteur qu’on choisit pour définir
la structure rationnelle pourra étre celui tel que W(I.) = 1, le but étant de choisir une
normalisation qui permette de faire le calcul de l’intégrale archimédienne.

Jusqu’a la fin de ce mémoire, on fixe une structure rationnelle sur mo pour toute re-
présentation automorphe parabolique irréductible de G.(Ar), fizant par la-méme les C (7).

VI1.3.3 Structure rationnelle pour les séries d’Eisenstein

La situation est exactement identique pour les séries d’Eisenstein. Le K -type qui nous
intéresse est aussi le K-type minimal. Si 7 est un caractere de G1(Ar)/G,(F), on définit
pour s € Z le caractére H, de P(Ar) par H,(p) = | det p|*|pr.|""*n" (pr,). On suppose
que le s choisi est tel que la représentation E(Jg,) soit cohomologique et on apelle 7"
la représentation de dimension finie qu’elle admet comme coefficients cohomologiques. On
appelle F'(n) le corps engendré sur F' par les valeurs de  sur A ;. On fixe donc un vecteur
non nul dans le Ky-type minimal de Jp, , il engendre ainsi sous 'action de K (F(n))
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un sous F'(n)-espace vectoriel de Jy, o, noté I,. On note Jy, (F(n)) le sous F(n)-espace
vectoriel de Jy, engendré par les vecteurs dont la composante a 'infini est dans I, et dont
la composante aux places finies est égale a la fonction caractéristique de K. Ces vecteurs
ont par E une image incluse dans un sous-espace rationnel et donc leur image dans ’espace
H " (goo, Koo; E(Jm,) ® ") est un sous F(n) espace vectoriel R de dimension 1. 1l existe
donc un nombre complexe Cy(n), unique & multiplication prés par F(n)*, tel que R/Cy(n)
soit un ensemble de classes rationnelles (ceci modulo le choix d’une structure rationnelle
sur 7" qui ne modifie pas ce nombre).

Remarque : On choisit pour tout n et tout s tel que E(Jy,) soit une représentation
cohomologique, une structure F'(n)-rationnelle du K -type minimal de Jy, 0, fizant par la
méme un Cy(n).






o1

Chapitre VII

Théoreme

Soient 7 et 7' deux représentations automorphes paraboliques irréductibles cohomo-
logiques de G,. Soit 1 = wyw., Ou w, est le caractére central de 7. On note F (7w, n') =
F(m)F(n') = F(n)F(x")F(n). On définit pour s € C le caractére H; comme précédem-
ment. On note Ky(m,n') = K¢(m) N K¢(n'). On prend pour ®; la fonction caractéristique
de eKy(m,n'). On a alors une décomposition ®; = Hvezf ®,. Si Jy, est une représentation
cohomologique, on note D(s,n) 'ensemble des fonctions ®, fonctions de Schwartz sur F.
telles que f(s, .;n, ®) soit un élément du sous-espace rationnel du K-type minimal de Jg,
qu’on a choisi.

Théoréme VII.1 Pour sy entier dans la bande calculable de wxn', sg > 1, si oo(s0, -, -; -)
n'est pas identiquement nulle sur le produit des trois Ko,-types minimauz de T, m., et
E (JHso)oo’ on a:

Cop(MC(m)C(n')

Lf(SOaﬂ'XﬂJ): Voo (s0, 0, ' @)

ot c est un élément de F(mw, "), ¢ et ' sont des éléments pris dans le sous-espace rationnel
choisi des Ko -type minimauz de W (oo, Vo) €t W(m! 1) et ® un élément de D(s,n).

PREUVE : Soient m et 7' deux représentations paraboliques irréductibles de G,. Soit
N = wywy et soit so dans la bande calculable de m x 7' avec so > 1. On choisit deux

K5(™) ot une fonction test ®, telle que E(., so;n, ®;) soit

vecteurs ¢ et ¢} dans K (™) et
dans le modele rationnel de E(Jg, ) qu’on a choisi. L’isomorphisme entre 7 et W(mr, 1)) est
canonique puisqu’il est fixé par la décomposition en série de Fourier. On note donc W et
W' les modeles de Whittaker de ¢; et ). On les décompose en W = ¢ ® Hvezf We(my, )
et W' = o' @ [[W°(m,,,), de facon & ce que les éléments ¢ et ¢’ soient des éléments
rationnels de W (7o, ¥oo) €t W(ml,, %) Soit S I’ensemble des places finies ol 1'une des

trois représentations 7, 7' ou ¥ est ramifiée. On rappelle qu’un facteur L local n’est jamais
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nul. On a alors
U (sg, Wy, Wéo; o,)
L,(s9,m x 7)

‘II(SOa W; Wla @t) = ‘1’00(807 ®, QOI’ @)Lf(SOJ m X 71—,) H

vES

D’autre part, on a vu que le diagramme (V.1) était commutatif. D’aprés la définition de
C(m), C(n') et Cyy(n), 'intégrale

Y ( ey cg(ofr')’ 05&))

est un élément de F(m, ).

On va prouver que pour toute place finie v et pour un bon choix de la fonction &,
l'intégrale ¥, = W(so, W, W/!°; ®,) est non nulle et qu’il s’agit d’une fraction rationnelle
en g ° a coefficients dans F(m,n'), en prenant ¢ = ¢, le nombre d’éléments du corps
résiduel de F,. On suppose que le plus grand idéal sur lequel v, est trivial est O,. On
a alors W°(I,) = W'°(I,) = 1. La représentation m, (respectivement ) est invariante
par un sous-groupe K, (m) (respectivement K, (7')) compact ouvert dans G, (F,). On prend
K,(m, ") = K,(m) N K,(7"). On prend pour ®, la fonction caractéristique de eK,(m, 7).
On décompose G, en G, = PK,(m,7'). On a alors:

¥, / / W (pk) W' (pk) B, (epk)| det p|~* dp dk.
o(m,m') JNP/PNK, (m,n!)

L’intégrale sur N\P est celle sur le groupe N,_,\Gr-1 injecté par la méme injection qu’au
paragraphe I1.3. On a: ®,(epk) = ®,(ep,-k). Comme la fonction P, est la fonction ca-
ractéristique de eK,(m,7'), on voit que p,. doit étre congru & 1 modulo n,(w,7') =
pged(ny (), ny (7)), puis que k € (PNK)K,(m,n'). Or toutes les fonctions sont invariantes
par le sous-groupe K, (F,) = GL, 1(Q,), donc on obtient finalement :

v, =c / W ()W () ®(ea)| det a|~* da
Av/aynKy

—c Z Wo(d)WIO(d)q—(nl—}—...—f—nr)s

—c Z Wo(d)W/O (d)q—(nl—i—...—i-nr)s

n1>...2ny 20

ol, en prenant w une uniformisante de F,, d = diag(w™, ..., ") et ¢ > 0 est la mesure de
(PN K)K,(m, 7). La derniere égalité vient du calcul explicite qui est fait de la valeur de
W*° qui est donné dans [JPSS1, p 212] et [Shi]. Les normalisations des mesures sont faites
pour que tous les groupes GL,(0,), 1 < z < r, alent pour mesure 1. Le coefficient constant

dans le développement en série de Laurent de ¥, est égal a la mesure de (PN K)K, (7, n")
1

, il est donc non nul.
Ko/ (prr) Ky (x,n)|

qui est égale a
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L’intégrale W, est une série entiere en ¢~°. Le coefficient de g% est donc égal 3
Y aW(d)W'(d) (ou d parcourt I’ensemble des matrices diagonales dont le déterminant
est de norme ¢~!). Dans [JPSS1], page 212, on peut voir que la valeur de W (d) est ramenée
a celle d'un modele de Whittaker non ramifié et dans [Shi], il est prouvé que cette valeur
est une fonction polynémiale (a coefficients entiers) des valeurs propres des opérateurs de
Hecke ; donc cette valeur est dans F'(7). Par suite, le valeur de ¥, est dans F(w,7'). Dans
[JPSS2], page 392, il est prouvé que l'intégrale ¥, est une fraction rationnelle avec un déno-
minateur de la forme [[(1—a;q*) ol les a; ne dépendent que du choix des représentations
m et 7'; la fonction L locale est de ce type-la. Les coefficients de la fraction rationnelle
en ¢—° que forme la fonction L locale est & coefficients dans F(m,7n’). Ceci est une consé-
quence des calculs faits dans [JPSS2], en particulier la proposition 8.1, le théoréme 8.2 et
la proposition 9.4 avec les remarques qui suivent.

On sait donc que le rapport de ¥, par la fonction L locale est un polynéme en ¢° et
q~* et d’autre part, comme on vient de le voir, il est a coefficients dans F(m, 7). Comme
So est entier, on en conclut que la fraction est a valeurs dans F(m, 7). On remarque bien
entendu que si m,, m, et 1, sont non ramifiés, cette fraction est égale a 1.

La restriction qu’on a faite sur %, n’en est pas une, puisqu’on peut la lever en pro-
cédant comme au VI.3.1. On obtient alors, moyennant la non-annulation de l'intégrale
U (0, @, ¢'; @), le résultat annoncé. m]
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