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Introduction

La hauteur est un outil largement étudié et joue un rôle essentiel en arithmétique dans
l’étude des points rationnels ou entiers dans une variété algébrique. Il permet d’étudier la
“complexité” d’un tel point et traduit ses propriétés arithmétiques ainsi que la géométrie
de la variété ambiante.

Comme on le verra plus loin, la hauteur (normalisée) sur une variété abélienne ou sur
le groupe multiplicatif Gn

m est une fonction à valeurs dans les réels positifs. On se demande
alors quand cette fonction s’annule. Le théorème de Kronecker répond à cette question
(voir prop.1.1.1 et prop.1.1.3).

Lorsque la hauteur ne s’annule pas, peut-on trouver une borne inférieure ?

On peut aborder cette question de plusieurs façons différentes. En regardant l’exemple
de Gm, du fait que la hauteur de Weil vérifie h(xm) = |m|h(x) pour tout entier m, on voit
facilement en prenant x = 2

1
m que la hauteur peut tendre vers zéro lorsque m tend vers

l’infini. Puisque dans cet exemple m est de l’ordre du degré de définition D de x sur Q, on
peut imaginer une borne inférieure de la forme c

f(D) où f est une fonction croissante en D
et c une constante qui ne dépend pas de x. D’autres approches cherchent plutôt à fixer le
corps de définition de x et expliciter la constante c.

“Le Problème de Lehmer” s’inscrit dans la première approche et on peut le formuler de
la façon suivante :

Conjecture 1. Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout α dans Q̄∗ qui n’est pas
une racine de l’unité, on ait

h(α) ≥ c

D

où D = [Q(α) : Q].

Dans son article [31], Lehmer se posait la question en sens inverse, à savoir :

pour ε un réel positif, existe-t-il un polynôme de la forme

f(x) = xr + a1x
r−1 + . . .+ ar,

où ai est un entier pour i = 1, . . . , r, tel que la valeur absolue du produit des racines de f
qui sont à l’extérieur du cercle unité, soit compris entre 1 et 1 + ε.
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Il ajoutait “whether or not the problem has a solution for ε < 0.176 we do not know.”
En termes de mesure de Mahler1 ceci revient à se demander si M(f) peut prendre des

valeurs arbitrairement proches de 1. La valeur 0.176 correspond en fait à la mesure de
Mahler du polynôme

x10 + x9 − x7 − x6 − x5 − x4 − x3 + x+ 1

que Lehmer donne dans son article. Jusqu’à présent, malgré beaucoup de recherches, cette
valeur reste la plus petite connue.

Soit α un entier algébrique et f son polynôme minimal. On montre facilement que
M(f) = exp([Q(α) : Q]h(α)) d’où l’énoncé du problème de Lehmer en fonction de la
hauteur.

Plus tard, Smyth ([50]) montra que si α−1 n’est pas dans l’orbite de Galois de α, le
problème de Lehmer est vrai pour α. C’est à ce moment-là qu’on commença à formuler le
problème positivement.

Problème de Lehmer Classique

Le meilleur résultat connu jusqu’à présent dans la direction de cette conjecture est un
théorème de Dobrowolski (voir [20]), qui démontre la borne désirée pour h(α) “à ε près”, à
savoir

Théorème 2 (Dobrowolski). Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout α ∈ Q̄∗ qui
n’est pas une racine de l’unité, on ait

h(α) ≥ c

D

(
log log 3D

log 2D

)3

.

Dans d’autres cas particuliers le problème de Lehmer a été résolu ; notamment si α
appartient à une extension abélienne de Q. Dans ce contexte Amoroso et Dvornicich ([3])
donnent un résultat plus fort :

Théorème 3 (Amoroso-Dvornicich). Pour tout α dans Qab qui n’est pas une racine de
l’unité,

h(α) ≥ log 5
12

.

En dimension supérieure, ces questions se généralisent de façon naturelle aux groupes
algébriques commutatifs, donc aux variétés abéliennes. Dans le cadre du problème classique
de Lehmer, les généralisations du résultat de Dobrowolski sont des théorèmes de Laurent
([30]) pour le cas d’un point dans une courbe elliptique à multiplication complexe et de

1La mesure de Mahler d’un polynôme f notée M(f) est la valeur absolue du produit des racines de f
non contenues dans le disque unité, multipliée par la valeur absolue du coefficient dominant de f .
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David et Hindry [16] pour un point dans une variété abélienne à multiplication complexe2.
Plus précisément ils montrent :

Théorème 4 (David-Hindry). Soit A une variété abélienne définie sur K de dimension
g à multiplication complexe, munie d’un fibré L ample et symétrique. Pour tout ε > 0 et
P ∈ A(K̄) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de A, il existe une
constante c(A,K,L) telle que

ĥL(P ) ≥ c(A,K,L)

D
1
g

(
log log(3D)

log(3D)

)κ(g)
,

où D = [K(P ) : K] et κ(g) = (2g.(g + 1)!)g+2.

Les auteurs démontrent en fait un résultat plus fort puisqu’ils ont remplacé le degré
par un invariant plus naturel, l’indice d’obstruction (voir déf. 16).

Des résultats équivalents existent pour un tore multiplicatif Gn
m, lorsque les coordonnées

d’un point α ∈ Gn
m ne sont pas multiplicativement liées. Il s’agit du résultat suivant de

Amoroso et David [2]

Théorème 5 (Amoroso-David). Pour tout entier n ≥ 1, il existe un nombre réel c(n) >
0 tel que, pour tout élément α de Gn

m(Q̄) dont les coordonnées sont multiplicativement
indépendantes, on a

h(α) ≥ c(n)

D
1
n

(logD)−κ(n)

où D = [Q(α) : Q] et κ(n) = (n+ 1)(n+ 1)!n − n.

Comme dans le cas abélien, les auteurs donnent un résultat plus fort faisant intervenir
un indice d’obstruction.

Les résultats de Amoroso et Dvornicich ont été étendus par Silverman et Baker ([7],
[6]) au cadre des variétés abéliennes, ces derniers démontrent

Théorème 6 (Baker-Silverman). Soient A/K une variété abélienne définie sur K, L un
fibré en droites ample et symétrique sur A/K et ĥ la hauteur canonique associée à ce fibré.
Il existe une constante C = C(A,K,L) > 0 telle que

ĥ(P ) ≥ C

pour tout P ∈ A(Kab) qui n’est pas de torsion.

Problème de Lehmer Relatif

La question qu’on se pose ensuite est d’unifier ces deux types de résultats : l’approxi-
mation de Dobrowolski et le théorème 3. Amoroso et Zannier (voir [4]) trouvent dans ce
sens :

2Voir la définition 1.5.2 d’une variété abélienne à multiplication complexe.
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Théorème 7 (Amoroso-Zannier). Soit K un corps de nombres. Alors pour tout nombre
algébrique α non nul qui n’est pas une racine de l’unité on a

h(α) ≥ c(K)
D

(
log(2D)

log log(5D)

)−13

où D = [Kab(α) : Kab] et c(K) est une constante strictement positive qui ne dépend que
de K.

Ce résultat, à l’exposant du terme en log près et à la valeur de la constante près,
implique directement les théorèmes 2 et 3.

De récents travaux de Delsinne [19] donnent une généralisation de ce théorème3 pour
un point α dans Gn

m à coordonnées multiplicativement indépendantes.
Dans le cas abélien, l’équivalent du théorème 7 en dimension supérieure reste encore à

démontrer. On connaît des résultats en dimension 1, notamment pour une courbe elliptique
de type CM (voir [40]).

Théorème 8 (Ratazzi). Soit E/K une courbe elliptique admettant des multiplications
complexes. Il existe une constante strictement positive c(E,K) telle que pour tout point
P ∈ E(K̄) \ Etors on a

ĥ(P ) ≥ c(E,K)
D

(
log log 5D

log 3D

)13

,

où D = [Kab(P ) : Kab].

Dans le cadre général, la meilleure conjecture qu’on peut espérer est la suivante :

Conjecture 9 (David). Soit A une variété abélienne définie sur K munie d’un fibré L
ample et symétrique. Alors il existe une constante strictement positive c telle que, pour tout
point P de A(K̄) qui n’est pas de torsion sur EndK̄(A), on a

ĥL(P ) ≥ cD
− 1
g

où D = [Ktors(P ) : Ktors] et Ktors = K(Ators).

Pour voir que cette conjecture est la meilleure possible en fonction de D, on peut
regarder une suite de points de n-division Pn de P ([n]Pn = P ). D’après les propriétés de
la hauteur on a ĥL(Pn) = n−2ĥL(P ) et Dn = [Ktors(Pn) : Ktors] ≤ n2g. On en déduit pour
un réel x positif

Dx
nĥ(Pn) ≤ cn2(gx−1)

et donc, si x < 1
g , lorsque n tend vers l’infini on a Dx

nĥL(Pn) → 0.

3Dans [19] on trouve l’équivalent du théorème de [4] pour un point dans Gn
m sous une hypothèse

technique. Dans une communication personnelle l’auteur m’indique avoir amélioré son résultat et pouvoir
maintenant se passer de l’hypothèse technique, quitte à modifier l’exposant du terme en log D.
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D’autre part, dire que P est de torsion sur EndK̄(A) revient à dire qu’il appartient
à un translaté par un point de torsion d’une sous-variété abélienne B propre de A et on
voit facilement que dans ce cas on ne peut pas espérer avoir −1/g en exposant de D mais
−1/g0 où g0 est la dimension de B. En effet il suffit de prendre A = E ×E un produit de
courbes elliptiques et Qn = (Pn, 0) où Pn est un point de n-division de P . Dans ce cas on
a ĥL(Qn) = 1

n2 ĥL(P ) et [Ktors(Qn) : Ktors] ≤ n2, donc on ne peut pas remplacer g0 = 1
par g = 2.

Le résultat principal de cette thèse donnera une preuve de cette conjecture à “epsilon
près”, dans le cas où la variété abélienne admet des multiplications complexes, à savoir :

Théorème 10. Soit A une variété abélienne définie sur K à multiplication complexe,
munie d’un fibré L ample et symétrique. Alors pour tout ε > 0 il existe une constante
positive c(A,K,L, ε) telle que, pour tout point P de A(K̄) qui n’est pas de torsion sur
EndK̄(A), on a

ĥL(P ) ≥ c(A,K,L, ε)D− 1
g
−ε

où D = [Ktors(P ) : Ktors] et Ktors = K(Ators).

Liens avec la conjecture de Zilber-Pink

Les questions qui se posent autour des points dans une variété satisfaisant certaines
relations de dépendance s’inscrivent dans les généralisations de la conjecture de Manin-
Mumford : si C est une courbe projective non singulière de genre g ≥ 2 définie sur un
corps de nombres K, plongée dans sa jacobienne J , alors l’ensemble C ∩ Jtors(K̄) est fini.

Cette question fut résolue par M. Raynaud [41], [42], qui démontra un résultat plus
fort :

Théorème 11. Soient A une variété abélienne sur Q̄ et X un sous-schéma fermé intègre
de A. Il existe un entier n, des points ξ1, . . . , ξn de Ators et des sous-variétés abéliennes
B1, . . . , Bn de A telles que ξi +Bi ⊆ X pour 1 ≤ i ≤ n et

X(Q̄) ∩Ators =
n⋃
i=1

ξi + (Bi)tors.

Ce résultat a été généralisé par M. Hindry [25] aux variétés semi-abéliennes. On peut
maintenant penser à remplacer la torsion dans la conjecture de Manin-Mumford par une
union de sous-groupes algébriques plus généraux. Ceci donne lieu à la conjecture de Zilber-
Pink. Cette conjecture se trouve sous différentes formes dans la littérature. Les premiers
cas ont été suggérés par E. Bombieri, D. Masser, et U. Zannier (de façon implicite dans [9]
et plus explicitement dans [11], [10]), qui démontrent le résultat suivant.
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Théorème 12. Soit C une courbe irréductible dans Gn
m qui n’est contenue dans aucun

translaté d’un sous-groupe propre, alors⋃
codimH≥2

H ∩ C(Q̄),

où l’union porte sur tous les sous-groupes algébriques de Gn
m, est un ensemble fini.

Plus tard, des généralisations ont été données indépendamment par R. Zilber pour des
variétés semi-abéliennes (voir [52]) et B. Pink pour des variétés de Shimura mixtes (voir
[38]). Dans le cadre des variétés semi-abéliennes on peut l’énoncer ainsi :

Conjecture 13. Soient A une variété semi-abélienne sur un corps K de caractéristique
zéro et X un sous-schéma fermé intègre de A qui n’est contenu dans aucun sous-schéma
en groupes de A différent de A. Alors l’ensemble

X(K) ∩
⋃

dimX+dimG<dimA

G(K)

n’est pas dense dans X (l’union porte sur les sous-schémas en groupes G de A vérifiant la
condition de dimension).

Dans le cas torique, cette conjecture s’intéresse justement aux points vérifiant au moins
dimX +1 relations de dépendance multiplicative. Dans le cas abélien cette description est
plus compliquée.

Le cas d’une courbe dans la puissance d’une courbe elliptique a été étudié par E. Viada
et G. Rémond (voir [51], [45]).

Théorème 14. Soient E une courbe elliptique à multiplication complexe et C une courbe
irréductible de En définie sur Q̄. Si C n’est contenue dans aucun sous-groupe de codimen-
sion 1 de En, alors ⋃

codimH≥2

H ∩ C(Q̄)

est un ensemble fini (où l’union porte sur tous les sous-groupes algébriques de En vérifiant
la condition de dimension).

De façon plus générale, G. Rémond montre dans [43], [44] que la conjecture 9 permet-
trait d’établir un résultat plus fort dans le cadre des variétés abéliennes (voir appendice A).
En combinant ces résultats et le théorème 10 on déduit par exemple le résultat suivant :

Théorème 15. Soit A une variété abélienne sur Q̄ à multiplication complexe et C une
courbe transverse4 sur A. Alors ⋃

codimH≥2

H ∩ C(Q̄)

4On dit qu’une courbe C est transverse sur A si elle n’est contenue dans aucun translaté de sous-variété
abélienne propre de A.
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est un ensemble fini (où l’union porte sur tous les sous-groupes algébriques de A vérifiant
la condition de dimension).

Ce théorème implique notamment le résultat de N. Ratazzi (voir théo. 1.7 [39]) obtenu
dans le cas où A est une variété abélienne à multiplication complexe, isogène à la puissance
d’une variété abélienne simple.

Ces généralisations forment actuellement un sujet très actif de recherche où de nom-
breuses questions sont ouvertes.

Contenu de la Thèse

La constante dans le théorème 4 et dans la conjecture 9 dépend de la polarisation
choisie pour A. On remarque par exemple que, si on change le fibré L par une puissance
de celui-ci L⊗m, on a

ĥL⊗m(P ) = mĥL(P ). (1)

On voudrait donc une borne homogène par rapport à la polarisation choisie. Pour faire
ceci on va utiliser un indice d’obstruction différent de celui employé dans [16] et [2].

On trouve dans la littérature plusieurs définitions possibles ; à titre indicatif on donnera
les plus courantes et on verra celle qui est la plus appropriée pour le problème qu’on veut
résoudre.

Définition 16. Soient (A,L) une variété abélienne polarisée définie sur K, V une sous-
variété de A définie sur K et K-irréductible, P un point de V (K̄) et K ′ une extension de
K.
(i). L’indice d’obstruction de P noté ωK′(P ) est l’infimum des quantités degL(Z)

1
codimZ

où Z parcourt les sous-variétés propres de A, définies sur K ′ et K ′-irréductibles
contenant le point P .

(ii). On appelle indice d’obstruction de P sur K ′ par rapport à V noté ωK′(P, V ), la
quantité

ωK′(P, V ) = min

{(
degL(Z)
degL(V )

) 1
codimV Z

, P ∈ Z

}
où Z est une sous-variété propre de V , définie sur K ′ et K ′-irréductible.

Souvent on définit l’indice d’obstruction de P en considérant l’infimum des degrés des
hypersurfaces définies sur K ′ passant par P ; notons ce dernier δK′(P ). On voit facilement
qu’à une constante près ces deux invariants sont les mêmes. En effet, de façon triviale
ωK′(P ) ≤ δK′(P ). D’autre part, si on note V une variété définie sur K ′ passant par P
satisfaisant (deg(V ))1/codimV = ωK′(P ), d’après le corollaire 2 de [14] on sait qu’il existe
une hypersurface Z définie sur K ′ contenant V telle que

deg(Z) ≤ cdeg(V )1/codimV
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où c ne dépend que de A,K et L. On en déduit

ωK′(P ) ≤ δK′(P ) ≤ cωK′(P ).

On remarque aussi que

ωK′(P,A) ≤ ωK′(P ) ≤ (degLA)ωK′(P,A).

De même,

ωK′(P, V ) ≤
(

D

degL(V )

) 1
dimV

où D = [K ′(P ) : K ′].

Pour voir ceci, il suffit de considérer la variété W = {σ(P ), σ ∈ Gal(K̄ ′/K ′)}.
Cet indice a de plus la propriété d’avoir le même type d’homogénéité que la hauteur

par rapport au fibré choisi. En effet, d’après les propriétés du degré (voir paragraphe 1.2)

ωL⊗m(P, V ) = min
(

degL⊗m(Z)
degL⊗m(V )

) 1
codimV Z

= min
(
mdimZ degL(Z)
mdimV degL(V )

) 1
codimV Z

= m−1ωL(P, V )

ce qui correspond à la formule (1) pour la hauteur (on a noté en indice le fibré par rapport
auquel on calcule le degré).

On énonce maintenant une conjecture plus générale qui regroupe tous les énoncés an-
térieurs :

Conjecture 17. Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps de
nombres K, munie d’un fibré L ample et symétrique. Soit H une sous-variété abélienne de
A définie sur K et P ∈ H(K̄) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de
H. Alors il existe une constante c(A,K,L) strictement positive telle que

ĥL(P ) ≥ c(A,K,L)
ωKtors(P,H)

.

Dans cet énoncé, Ktors est l’extension engendrée par tous les points de torsion de A.
On remarque que la constante ne dépend pas de H.

On donne à présent un autre énoncé équivalent (voir prop. 1.4.2) à la conjecture 17.

Conjecture 18. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, munie
d’un fibré L ample et symétrique et P un point de A(K̄) \ A(K̄)tors. Soit H la plus petite
sous-variété de torsion5 de A définie sur K contenant le point P et H◦ la composante
K̄-irréductible de H − P passant par l’élément neutre. Alors, si H◦ est définie sur K, il
existe une constante c(A,K,L) strictement positive telle que

ĥL(P ) ≥ c(A,K,L)
ωK(P,H)

.

5Une sous-variété de torsion est une union de translatés de sous-variétés abéliennes par des points de
torsion.
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Remarque 19. (i). L’hypothèse sur H◦ est imposée pour assurer l’équivalence des deux
conjectures. Si on l’enlève on montre facilement que la conjecture 18 implique la
conjecture 17, mais en revanche l’autre implication ne semble pas évidente.

(ii). L’indice ωK(P,H) est le mieux adapté à la situation étudiée, il généralise le degré de
P sur le corps K et tient compte de la plus petite sous-variété de torsion contenant
P , ce qui sera d’une grande utilité pour les applications.

On voit immédiatement sur la définition de ωKtors(P,A) que la conjecture 17 implique
la conjecture 9. Le but de cette thèse est de montrer la conjecture 17 à ε-près pour des
variétés abéliennes CM. De façon précise on montrera :

Théorème 20. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K à multi-
plication complexe, munie d’un fibré L0 ample et symétrique et posons L = L⊗4

0 . Soit H
une sous-variété abélienne de A définie sur K de dimension g0 > 0 et P ∈ H(K̄) tel que
P soit d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H. Alors il existe une
constante ne dépendant que de A,K et L telle que

ĥL(P ) ≥ c(A,K,L)
ωKtors(P,H)

(
log logωKtors degL(H)2

logωKtors degL(H)2

)κ1(g0)

,

où ωKtors = ωKtors(P,H) et κ1(g0) = 22g0+1g4g0
0 (g0 + 1)!2g0 .

Remarque 21. L’hypothèse de multiplication complexe est imposée d’une part pour assu-
rer que les endomorphismes de Frobenius se relèvent inconditionnellement en des endomor-
phismes en caractéristique 0 de A. On pourrait donc penser à une autre hypothèse assurant
qu’il y ait “beaucoup” de places v telles que Frobrv se relève en un endomorphisme de A
(pour r fixé) ; c’est le cas si A = En où E est une courbe elliptique vérifiant la conjecture
de Lang-Trotter (voir [28], [22], [21]).

D’autre part, on l’utilise aussi de manière cruciale dans les réductions (paragraphe 1.8).
Il paraît donc peu probable de se passer de cette hypothèse en suivant une preuve similaire.

La démonstration suit les étapes classiques d’une preuve diophantienne qu’on verra
ci-dessous.

Dans le premier chapitre, on donne tout d’abord quelques rappels concernant la hauteur
d’un point dans une variété, le degré géométrique d’une variété et les endomorphismes de
Frobenius ainsi que les propriétés associées à ces outils dont on aura besoin.

On trouvera ensuite les préliminaires nécessaires sur les sous-variétés de torsion et les
différentes réductions faites pour simplifier la preuve du théorème 20.

Dans le deuxième chapitre, on procède à l’extrapolation. Il faudra séparer deux cas
(comme dans [4]) qu’on appellera “peu” ou “très ramifié”. Pour le cas peu ramifié, on suivra
l’approche de [16] en extrapolant sur des conjugués de transformés par des endomorphismes
de Frobenius du point initial. Dans le cas très ramifié, on suivra plutôt l’approche de [1]
en utilisant des déterminants.
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Dans le troisième chapitre, on donne le lemme de zéros qui malheureusement ne permet
pas de conclure immédiatement contrairement au cas de dimension 1. Il faudra faire un
argument de descente proche de celui de [16] en rajoutant un nouvel ingrédient : une suite
de corps de définition pour les sous-variétés construites et une récurrence sur la dimension
de H. On explique aussi dans cette partie le choix des paramètres.

Dans l’appendice, on explique les applications du théorème principal pour résoudre des
cas particuliers de la conjecture de Zilber-Pink. On donne une simplification de la preuve
d’un théorème de Rémond [43] afin de montrer l’utilité de l’introduction du degré de H
dans la borne du théorème 20.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Hauteurs

Soit K un corps de nombres, MK l’ensemble des places de K et | |v la valeur absolue
v-adique, normalisée par |p|v = p−1 pour une place finie v qui divise p et |2|v = 2 pour
une place archimédienne. On note nv = [Kv : Qp] le degré local. Soit P = (x0 : . . . : xn)
un point de Pn(Q̄). On définit la hauteur logarithmique absolue de P par

h(P ) =
1

[K : Q]

∑
v∈MK

nv log max
0≤i≤n

|xi|v

où K est un corps de nombres tel que P ∈ Pn(K). On liste ici quelques propriétés dont on
aura besoin. Pour les démonstrations et plus de détails voir [26], p. 175–178.

Proposition 1.1.1. Soit P un point de Pn(Q̄).
(i). La hauteur h(P ) est indépendante du choix de coordonnées homogènes de P et du

choix du corps K.
(ii). h(P ) ≥ 0.
(iii). h(σ(P )) = h(P ) pour tout σ ∈ Gal(Q̄/Q).
(iv). Pour tous reéls B, D l’ensemble

{P ∈ Pn(Q̄), h(P ) ≤ B et [Q(P ) : Q] ≤ D}

est fini.
(v). (Kronecker) Écrivons P = (x0 : . . . : xn) ∈ Pn(K) et fixons i tel que xi 6= 0. Alors

h(P ) = 0 si et seulement si le quotient xj/xi est une racine de l’unité ou zéro pour
tout 0 ≤ j ≤ n.

Lorsqu’on étudie des points dans des variétés projectives on dispose également d’une
notion de hauteur. Il suffit de choisir un plongement φL de la variété V dans un espace

13
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projectif grâce à un fibré très ample L et définir ensuite la hauteur d’un point dans la
variété comme la hauteur logarithmique absolue de son image par φL. Cette hauteur qu’on
note hV,L dépend bien évidemment du fibré L et à une fonction bornée près elle ne dépend
pas du plongement choisi.

Remarque 1.1.2. De façon plus générale, on peut associer à n’importe quel diviseur sur
V une fonction hauteur

hV : Div −→ {fonctions V (K̄) → R}.

Cette construction s’appelle la “Machine des Hauteurs de Weil” (voir [26] theo. B.3.2 pour
plus de détails).

À partir de la hauteur sur les variétés on peut construire une nouvelle hauteur : la
hauteur canonique de Néron-Tate, qui a des propriétés plus intéressantes lorsqu’on se place
dans le contexte des variétés abéliennes. Elle est définie comme suit :

ĥA,L(P ) = lim
n→∞

hA,L([2n]P )
4n

.

On a noté [m] : A→ A l’endomorphisme “multiplication par un entier m” dans A.
On a les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.3. Soient A/K une variété abélienne, L un fibré en droites sur A très
ample et symétrique (i.e [−1]∗L ' L) et hA,L une hauteur sur A associée à L. Alors on a :

(i). La fonction P 7→ ĥA,L(P )− hA,L(P ) est bornée sur A(K̄).

(ii). (Fonctorialité) Soit B une variété abélienne et φ : A → B un morphisme, alors
ĥA,φ∗L(P ) = ĥB,L(φ(P )).

(iii). (Additivité) Soit M un fibré en droites sur A. Alors ĥA,L⊗M = ĥA,L + ĥA,M.

(iv). ∀P ∈ A(K̄), ĥA,L([m]P ) = m2ĥA,L(P ).

(v). ∀P,Q ∈ A(K̄), ĥA,L(P +Q) + ĥA,L(P −Q) = 2ĥA,L(P ) + 2ĥA,L(Q).

(vi). ∀B > 0, ∀D > 0 l’ensemble {P ∈ A(K̄), hA,L(P ) ≤ B, [K(P ) : K] ≤ D} est fini.

(vii). La hauteur canonique ĥA,L : A(K̄) −→ R est une forme quadratique définie positive
et

ĥA,L(P ) = 0 ⇐⇒ P ∈ Ators.

1.2 Généralités sur les sous-variétés des variétés abéliennes

Soit A une variété abélienne de dimension g munie d’un fibré en droites L0 ample et
symétrique. Dans toute la suite, on va fixer un plongement de A dans un espace projectif
Pn par un choix de sections globales du fibré L = L⊗4

0 .
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On rappelle qu’un plongement ρ : A ↪→ Pn est projectivement normal si l’image de A
dans Pn est une variété projectivement normale, c’est à dire si son anneau des coordonnées
homogènes est intégralement clos. De façon équivalente, A ⊆ Pn est projectivement normale
si et seulement si elle est normale et pour tout r ≥ 0, la flèche Γ(Pn,OPn(r)) → Γ(A,OA(r))
est surjective (voir [24], I.ex. 3.17, ex. 3.18, II.ex. 5.14). De plus, si L0 est ample alors
L = L⊗n0 est projectivement normal pour tout n ≥ 3 (voir [8], chapitre 7.3, p. 187).

Si V est une sous-variété de A, on note degL(V ) le degré de V relativement à L, c’est à
dire le degré du 0-cycle c1(L)d∩[V ] où d = dimV . On a repris ici les notations de [23]. Pour
les définitions précises, voir [23], chapitre 1.4, p. 11–14, chapitre 2.4 p. 35–41 et chapitre
2.5, pp41-43. Les propriétés principales dont on aura besoin par la suite, sont les suivantes
(voir [23] prop. 2.3 et prop. 2.5) :

(i). On note Ak(X) le groupe de k-cycles sur X de dimension k. Il y a un homomorphisme

c1(L) ∩_ : Ak(X) → Ak−1(X).

(ii). (Additivité) Si L et L′ sont deux fibrés en droites sur X et V une sous-variété de X,
alors

c1(L ⊗ L′) ∩ [V ] = c1(L) ∩ [V ] + c1(L′) ∩ [V ].

(iii). (Formule de projection) Si f : X ′ → X est un morphisme propre, L un fibré en
droites sur X et V une sous-variété de X, alors

f∗(c1(f∗L) ∩ [V ]) = c1(L) ∩ [f∗(V )].

Soit K ′ une extension de K. On rappelle que l’indice d’obstruction sur K ′ d’un point
P par rapport à une sous-variété V de A définie sur K et K-irréductible est défini par :

ωK′(P, V ) = min

{(
deg(Z)
deg V

) 1
codimV Z

, P ∈ Z

}

où Z parcourt les sous-variétés propres de V , définies sur K ′ et K ′-irréductibles (voir la
définition 16 pour plus de détails).

Définition 1.2.1. Soit R l’anneau des coordonnées de Pn, V une sous-variété de A et L
un entier positif. On dit que V est définie incomplètement par des équations de degré ≤ L
si V est une composante isolée de A ∩ Z(J ) où J est un idéal homogène de R engendré
par des polynômes de degré au plus L et Z(J ) le lieu des zéros de J .

On rappelle aussi que le stabilisateur de V , noté GV , est le groupe {x ∈ A, x+V ⊆ V }.
Par la suite on aura besoin à plusieurs reprises de quelques résultats généraux.

Lemme 1.2.2. Soit V une sous-variété de A, plongée dans Pn via L, GV son stabilisateur
et G◦V la composante connexe contenant l’identité. Supposons V définie incomplètement
dans A par des équations de degré au plus L, où L est un entier positif. On a
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(i). pour tout Q ∈ Ators, on a deg(V +Q) = deg(V ), et V +Q est définie incomplètement
par des équations de degré au plus 2L.

(ii). deg(GV ) = deg(G◦V )|GV : G◦V | ≤ deg(V )(2L)dim(V )−dim(GV ) et GV est défini in-
complètement par des équations de degré ≤ 2L. Plus généralement on a deg(GV ) ≤
deg(V )dim(V )+1.

Démonstration. Voir [16], lemme 2.1.

1.3 Généralités sur les sous-variétés de torsion

Définition 1.3.1. Soit A une variété abélienne définie sur K. Une sous-variété de torsion
de A est une union de translatés de sous-groupes algébriques propres de A par des points
de torsion.

Soit A une variété abélienne définie sur K, P ∈ A(K̄) \Ators et H la plus petite sous-
variété de torsion de A définie sur K contenant le point P . On note H◦ la composante
K̄-irréductible de H − P passant par l’élément neutre.

Puisque H est la plus petite sous-variété de torsion définie sur K, si H◦ est défini sur
K on a

H =
⋃

σ∈Gal(K̄/K)

H◦ + σ(P ). (1.1)

On notera par la suite |H : H◦| le nombre de composantes irréductibles distinctes dans
cette union.

Lemme 1.3.2. Soit H la plus petite sous-variété de torsion définie sur K contenant le
point P et Z une sous-variété de H définie sur K et K-irréductible passant par P . On
suppose H◦ défini sur K et on pose Z ′ = Z ∩ (H◦ + P ). Alors

deg(Z ′) =
degZ
|H : H◦|

.

Démonstration. D’après (1.1) et Z ′ = Z ∩ (H◦ + P ) on a

Z = Z ∩

 ⋃
σ∈Gal(K̄/K)

H◦ + σ(P )

 =
⋃

σ∈Gal(K̄/K)

σ(Z ′).

Par conséquent deg(Z) = deg(Z ′)[H : H◦] puisque les σ(Z ′) qui interviennent dans cette
union sont disjoints, leur nombre est le nombre de conjugués distincts de H◦+P et ils ont
tous même dimension et même degré.
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1.4 Équivalence des formulations

Dans ce paragraphe on montrera que les conjectures 17 et 18 sont équivalentes. Pour
cela, on montrera plutôt l’équivalence des théorèmes “à ε-près”, ce qui paraît plus naturel
puisqu’on pourra en déduire le résultat sur les conjectures en oubliant dans la preuve les
termes en log.

Le résultat “à ε-près” de la conjecture 18 qu’on va démontrer est le suivant :

Théorème 1.4.1. Soient A une variété abélienne à multiplication complexe définie sur un
corps de nombres K, munie d’un fibré L0 ample et symétrique et P un point de A(K̄) \
A(K̄)tors. Soient L = L⊗4

0 , H la plus petite sous-variété de torsion définie sur K passant
par P et H◦ la composante K̄-irréductible de H − P passant par l’élément neutre. Si H◦

est définie sur K, il existe une constante c(A,K,L) strictement positive telle que

ĥL(P ) ≥ c(A,K,L)
ωK(P,H)

(
log logωKtors degL(H◦)2

logωKtors degL(H◦)2

)κ1(g0)

,

où κ1(g0) = 22g0+1g4g0
0 (g0 + 1)!2g0 , g0 = dimH et ωKtors = ωKtors(P, P +H◦).

Proposition 1.4.2. Le théorème 20 est équivalent au théorème 1.4.1.

Démonstration. Voyons d’abord théorème 20 ⇒ théorème 1.4.1. Soit P ∈ A(K̄), L un fibré
ample et symétrique sur A, H la plus petite sous-variété de torsion définie sur K passant
par P et supposons H◦ défini sur K. Puisque H est une sous-variété de torsion, il existe un
point de torsion T tel que P +H◦ = T +H◦. On vérifie facilement que P + T est d’ordre
infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H◦. On applique le théorème 20 au
point P +T et à la sous-variété abélienne H◦. Il existe donc une constante c1 = c1(A,K,L)
telle que

ĥ(P + T ) ≥ c1
ωKtors(P + T,H◦)

(
log logωKtors(P + T,H◦) deg(H◦)2

logωKtors(P + T,H◦) deg(H◦)2

)κ1(g0)

où g0 = dimH◦ et κ1(g0) = 22g0+1g4g0
0 (g0 +1)!2g0 (dans la preuve de cette implication tous

les degrés sont calculés par rapport au fibré L). Puisque ĥ(P +T ) = ĥ(P ) et ωKtors(P, P +
H◦) = ωKtors(P + T,H◦) il suffit de démontrer

ωKtors(P + T,H◦) ≤ ωK(P,H).

Soit Z ( H contenant P définie sur K telle que

ωK(P,H) =
(

degZ
degH

) 1
codimHZ

.
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On note Z ′ = Z ∩ (H◦ +P ) = Z ∩ (H◦− T ) et on considère Z ′ + T . Puisque H◦ est défini
sur K, on a que Z ′ + T est défini sur Ktors, contenu dans H◦ et contient le point P + T
d’où (

deg(Z ′ + T )
degH◦

)1/codimH◦Z
′+T

≥ ωKtors(P + T,H◦)

par définition de ωKtors(P + T,H◦). D’après le lemme 1.3.2

deg(Z) = |H : H◦|deg(Z ′)
= |H : H◦|deg(Z ′ + T )

≥ |H : H◦|ωKtors(P + T,H◦)codimH◦Z
′+T deg(H◦)

d’où
ωK(P,H)codimHZ degH ≥ |H : H◦|deg(H◦)ωKtors(P + T,H◦)codimHZ

et alors
ωK(P,H) ≥ ωKtors(P + T,H◦).

Voyons maintenant théorème 1.4.1 ⇒ théorème 20. Soit H une sous-variété abélienne
de A définie sur K et P ∈ H d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de
H. Soit L un fibré ample et symétrique sur A et Z une sous-variété de H définie sur Ktors

contenant P telle que

ωKtors(P,H) =
(

degL Z
degLH

)1/codimHZ

.

Notons K(Z) une extension finie de K contenue dans Ktors sur laquelle Z est définie.
Puisque Ators =

⋃
N∈NA[N ], il existe M ∈ N tel que K(Z) ⊆ K(A[M ]). On sait que

A[M ] ' (Z/M)2g donc il existe T1, . . . , T2g ∈ A[M ] tels que K(Z) ⊆ K(T1, . . . , T2g). On
pose Q = (P, T1, . . . , T2g) ∈ A× . . .×A. On voit facilement que la plus petite sous-variété
de torsion contenant le point Q définie sur K est

HQ =
⋃

σ∈Gal(K̄/K)

H × {σ(T1, . . . , T2g)}.

On pose alors
V =

⋃
σ∈Gal(K̄/K)

σ(Z × {(T1, . . . , T2g)}),

qui est définie sur K contenue dans HQ et contient Q. Soit M = p∗1L ⊗ · · · ⊗ p∗2g+1L où
p1, . . . , p2g+1 désignent les projections de A× · · ·×A dans A sur chaque variable. Avec ces
notations on a

degM(V ) = [K(T1, . . . , Tg) : K] degL(Z) et
degM(HQ) = [K(T1, . . . , Tg) : K] degL(H).
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On applique le théorème 1.4.1 au pointQ, donc il existe une constante c2 = c2(A2g+1,K,M) >
0 telle que

ĥM(Q) ≥ c2
ωK(Q,HQ)

(
log logωKtors(Q,H◦

Q +Q) degM(H◦
Q)2

logωKtors(Q,H◦
Q +Q) degM(H◦

Q)2

)κ1(g0)

puisque g0 = dimH = dimHQ. On a finalement

ĥL(P ) = ĥM(Q) ≥ c2

(
degM(HQ)
degM(V )

) 1
codimHQ

V

(
log logωKtors(Q,H◦

Q +Q) degM(H◦
Q)2

logωKtors(Q,H◦
Q +Q) degM(H◦

Q)2

)κ1(g0)

≥ c2

(
[K(T ) : K] degL(H)
[K(T ) : K] degL(Z)

)1/codimHZ
(

log logωKtors(Q,H◦
Q +Q) degM(H◦

Q)2

logωKtors(Q,H◦
Q +Q) degM(H◦

Q)2

)κ1(g0)

≥ c2
ωKtors(P,H)

(
log logωKtors(P,H) degL(H)2

logωKtors(P,H) degL(H)2

)κ1(g0)

,

puisque degM(H◦
Q) = degL(H) et

ωKtors(Q,H
◦
Q +Q) ≤

(
degM(Z × {(T1 . . . , T2g)})

degMH◦
Q

)1/codimHZ

=
(

degL(Z)
degL(H)

)1/codimHZ

= ωKtors(P,H).

On remarque aussi qu’on a comme corollaire immédiat du théorème 20 le théorème
10. En effet, si P est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de A, on
applique le théorème 20 à P avec H = A et on a le résultat désiré puisque par définition
ωKtors(P,A) ≤ c(A,K,L)[Ktors(P ) : Ktors]

1
g .

1.5 Endomorphismes de Frobenius

Soit A une variété abélienne définie sur K et OK l’anneau des entiers de K. De façon
générale, on peut construire un modèle de A sur Spec(OK), i. e. un schéma X → Spec(OK)
dont la fibre générique est isomorphe à A. On peut se servir de cette construction pour
définir l’endomorphisme de Frobenius associé à une place v de K, qui existe que pour un
nombre fini de places. Afin de spécifier les places où il n’existe pas, il est plus pratique de
construire un modèle particulier, le modèle de Néron. On a le théorème suivant :
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Théorème 1.5.1. Pour toute variété abélienne A/K, il existe un modèle de Néron A →
Spec(OK) de A/K. De plus A est un schéma en groupes sur Spec(OK).

Démonstration. Voir [34] pour la preuve originale et [12] et [5] pour des reformulations et
simplifications.

Soit A le modèle de Néron de A/K sur Spec(OK), v une place finie de K et kv le corps
résiduel associé. Soit Av = A×Spec(OK) kv la fibre de A en v. Si A a bonne réduction en v
alors la flèche

ρv : EndOK (A) → Endkv(Av)

est injective, voir [27], théorème 3.2, page 45. Par définition du modèle de Néron, tout
endomorphisme de A se prolonge en un endomorphisme de A et ceci de façon unique. On
a donc une flèche injective qu’on notera encore ρv,

ρv : End(A) → End(Av).

Sur la variété Av on dispose de l’endomorphisme de Frobenius classique Frobv correspon-
dant à l’élévation à la puissance N(v) = Card(kv) en coordonnées projectives, et on dira
que αv ∈ EndK(A) est un endomorphisme de Frobenius en v si ρv(α) = Frobv.

Définition 1.5.2. Une variété abélienne simple A est dite à multiplication complexe (ou de
type CM) si son anneau d’endomorphismes tensorisé par Q contient un corps commutatif
F de degré [F : Q] = 2 dimA, éventuellement après extension du corps de base. Une variété
abélienne est de type CM si elle est isogène à un produit A1× . . .×Ar de variétés abéliennes
simples de type CM, ou de façon eq́uivalente, si son anneau d’endomorphismes tensorisé
par Q contient un produit de corps commutatifs (après extension éventuelle du corps de
base) F1 × · · · × Fr tels que

∑r
i=1[Fi : Q] = 2 dimA.

Si A est de type CM, on peut supposer qu’elle possède un endomorphisme de Frobenius
en presque toute place grâce au théorème suivant de Shimura et Taniyama (voir [49], III.13
théorème 1)

Proposition 1.5.3. (Shimura-Taniyama) Soit A = Ai × . . .× Ar avec Ai simple de type
CM telles que EndK̄Ai = OFi où Fi = EndK̄(Ai) ⊗ Q et

∑r
i=1[Fi : Q] = 2 dimA. On

suppose que le corps K contient tous les Fi. Alors à un nombre fini d’exceptions près, A
possède un endomorphisme de Frobenius en toute place finie de K.

À l’aide du modèle de Néron on peut montrer que les exceptions sont justement les
places de mauvaise réduction de la variété abélienne et les places ramifiées dans le corps
des multiplications complexes (voir [49], III.13).

Il faut voir maintenant qu’on peut en effet se réduire au cas où les hypothèses de la
proposition 1.5.3 sont vérifiées. On sait que toute variété abélienne est isogène à un produit
de variétés abéliennes simples et quitte à faire une extension de K de degré borné (cette
borne ne dépend que de dim(A)) les autres hypothèses sont aussi vérifiées.
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Proposition 1.5.4. Soient A/K une variété abélienne, L un fibré ample et symétrique
sur A, H/K une sous-variété abélienne de A et P ∈ H(K̄) un point d’ordre infini modulo
toute sous-variété abélienne de H.
(i). Soit K ′ une extension finie de K. Si le théorème 20 est vrai pour AK′ , K ′, LK′ , HK′

et P , il est vrai pour A, K, L, H et P (on a noté LK′ le fibré sur AK′ tiré en arrière
de L par la projection naturelle de AK′ sur A).

(ii). Soit ψ : A→ A′ une isogénie définie sur K de degré m et φ : A′ → A l’isogénie duale
satisfaisant ψ ◦φ = [m]A′. Si le théorème est vrai pour A′, K, φ∗L, ψ(H) et ψ(P ), il
est vrai pour A, K, L, H et P .

Démonstration. (i). D’après le théorème 20 il existe une constante c(AK′ ,K ′,LK′) telle
que

ĥLK′ (P ) ≥ c(AK′ ,K ′,LK′)
ωK′

tors
(P,HK′)

(
log logωK′

tors
(P,HK′) deg(HK′)2

logωK′
tors

(P,HK′) deg(HK′)2

)κ1(g0)

.

De plus degL(H) = degLK′ (HK′) et Ktors ⊂ K ′
tors donc on vérifie facilement

ωKtors(P,H) ≥ ωK′
tors

(P,HK′).

Puisque ĥLK′ (P ) = ĥL(P ) et K ′ est une extension fixée de K, il existe une constante
c3(A,K,L) telle que

ĥL(P ) ≥ c3(A,K,L)
ωKtors(P,H)

(
log logωKtors deg(H)2

logωKtors deg(H)2

)κ1(g0)

.

(ii). Si P est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H alors ψ(P )
est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de ψ(H). De plus ψ(H) est dé-
finie sur K puisque H et ψ sont définies sur K. Le théorème 20 appliqué à A′,K, φ∗L, ψ(H)
et ψ(P ) nous dit qu’il existe une constante c(A′,K, φ∗L) telle que

ĥφ∗L(ψ(P )) ≥ c(A′,K, φ∗L)
ωφ∗L(ψ(P ), ψ(H))

(
log logωφ∗L(ψ(P ), ψ(H)) degφ∗L(ψ(H))2

logωφ∗L(ψ(P ), ψ(H)) degφ∗L(ψ(H))2

)κ1(g0)

,

où g0 = dim(ψ(H)) = dim(H) (dans l’indice d’obstruction on a mis en évidence le fibré
par rapport auquel on calcule le degré).

D’autre part, notons V une sous-variété de H définie sur Ktors et passant par P telle
que

ωL(P,H) =
(

degL(V )
degL(H)

)1/codimHV

.

On a ψ(V ) ⊂ ψ(H), ψ(P ) ∈ ψ(V ) et ψ(V ) est définie sur Ktors, d’où(
degφ∗L(ψ(V ))
degφ∗L(ψ(H))

)1/codimψ(H)ψ(V )

≥ ωφ∗L(ψ(P ), ψ(H)) (1.2)
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par définition.
Calculons maintenant degφ∗L(ψ(V )) et degφ∗L(ψ(H)). On a

degφ∗L(ψ(V )) =
1

degψ|V
deg[m]∗L(V ) (par la formule de projection)

=
1

degψ|V
degL⊗m2 (V ) (puisque L est symétrique)

=
m2d

degψ|V
degL(V ) (où d est la dimension de V ).

De la même façon on trouve

degφ∗L(ψ(H)) =
m2g0

degψ|H
degL(H).

En remplaçant dans (1.2) on a

ωφ∗L(ψ(P ), ψ(H)) ≤

(
degψ|Hm

2d degL(V )
degψ|Vm

2g0 degL(H)

)1/codimψ(H)ψ(V )

≤ ωL(P,H)

(
degψ|Hm

2d

degψ|Vm
2g0

)1/codimHV

≤ ωL(P,H)
(

1
m2(g0−d)−1

)1/(g0−d)
.

≤ ωL(P,H)
1
m

On a aussi

ωφ∗L(ψ(P ), ψ(H)) degφ∗L(ψ(H))2 ≤ ωL(P,H) degL(H)2m2(g0−1).

Maintenant, d’après les propriétés 1.1.3. (ii) et (iv), on a ĥφ∗L(ψ(P )) = m2ĥL(P ) et donc

ĥL(P ) ≥ c(A′,K, φ∗L)
m2ωφ∗L(ψ(P ), ψ(H))

(
log logωφ∗L(ψ(P ), ψ(H)) degφ∗L(ψ(H))2

logωφ∗L(ψ(P ), ψ(H)) degφ∗L(ψ(H))2

)κ1(g0)

≥ c(A′,K, φ∗L)
mωL(P,H)

(
log logωL(P,H) degL(H)2m2(g0−1)

logωL(P,H) degL(H)2m2(g0−1)

)κ1(g0)

≥ c4
ωL(P,H)

(
log logωL(P,H) degL(H)2

logωL(P,H) degL(H)2

)κ1(g0)

avec c4 = c(A′,K,φ∗L)
m logm qui ne dépend que de A,K et L puisque m est aussi borné en fonction

de ces quantités.
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Les endomorphismes de Frobenius possèdent les propriétés des isogénies dites admis-
sibles. On rappelle les résultats principaux ; pour plus de détails et les démonstrations des
propriétés, voir [16] paragraphe 2.2 et proposition 2.3.

Définition 1.5.5. Soit A une variété abélienne et L un fibré en droites ample sur A. Une
isogénie α est dite admissible par rapport à L si elle vérifie :

– il existe un entier q(α) qu’on appelle le poids de α tel que α∗L ' L⊗q(α),
– α est dans le centre de End(A).

Proposition 1.5.6. Soit A une variété abélienne de dimension g, L un fibré en droites
très ample sur A, ι : A → Pn un plongement projectivement normal associé à L et α une
isogénie admissible pour L de poids q(α). Alors on a les propriétés suivantes :

(i). α peut être représentée sur ι(A) par n+ 1 formes de degré q(α).

(ii). Card(ker(α)) = q(α)g.

(iii). Si V est une sous-variété de A définie sur K̄ et GV son stabilisateur, on a

deg(α(V )) =
q(α)dim(V )

|GV ∩ ker(α)|
deg(V ),

et
deg(α−1(V )) = q(α)codim(V ) deg(V ).

(iv). ĥ(α(P )) = q(α)ĥ(P ).

Voyons maintenant que les endomorphismes de Frobenius sont admissibles. Ceci est la
proposition 3.3 de [16].

Proposition 1.5.7. Soit A une variété abélienne définie sur K vérifiant les hypothèses de
la proposition 1.5.3 et L0 un fibré en droites ample et symétrique sur A et L = L⊗4

0 . Soit
v une place pour laquelle on dispose d’un endomorphisme de Frobenius αv. Alors αv est
admissible de poids N(v) pour L, où N(v) est le cardinal du corps résiduel de K en v.

On aura besoin aussi de l’estimation suivante :

Lemme 1.5.8. Soit G un sous-groupe algébrique d’une variété abélienne A et α une iso-
génie admissible de A de poids q(α). Alors

q(α)dim(G) ≤ Card(ker(α) ∩G) ≤ |G : G◦|q(α)dim(G).

Démonstration. C’est le lemme 2.5 de [16].
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1.6 Notations

On fixe une fois pour toutes les notations suivantes :

K un corps de nombres;
OK l’anneau des entiers de K;
MK l’ensemble des places de K;
nv le degré local [Kv : Qv], pour v ∈MK ;

N(v) le cardinal du corps résiduel de K en v;
Ov l’anneau des entiers du complété Kv de K en v;

| · |v la valeur absolue normalisée sur K telle que pour v|p, |p|v = p−1 et
|2|v = 2 pour v|∞;

h la hauteur absolue logarithmique h : Pn(Q̄) → R, définie par

h(x0, ..., xn) =
1

[K : Q]

∑
v∈MK

nv log max{|x0|v, ..., |xn|v};

on notera hϕL(P ) ou h(P ) s’il n’y a pas de confusions, la hauteur du point ϕL(P ),
où ϕL est un plongement de A dans Pn associé au fibré L;

πv l’idéal premier de OK correspondant à la place finie v de K;
P l’ensemble des nombres premiers >2 qui se décomposent totalement dans K;
tU l’application translation par le point U ;
GV le stabilisateur de V où V est une sous-variété de A, i.e

GV = {P ∈ A,P + V ⊆ V }.
Ktors l’extension de K engendrée par les points de torsion de A.

Si on choisi pour chaque p ∈ P une seule place v de MK au dessus de p, on notera aussi
αp l’endomorphisme de Frobenius (s’il existe) de A en v.

Remarque 1.6.1.
– Soit v ∈ MK , telle que v|p, p ∈ P et K ′ une extension galoisienne de K. Soit v′

une place de K ′ au-dessus de v. On sait que l’indice de ramification ev′/v ne dépend
pas de v′ mais seulement de v, de plus, vu que p se décompose totalement dans K,
ev′/v = ev′/p.

– En général N(v) = pfv , où fv est le degré résiduel de πv dans K, donc pour p ∈ P
et v|p on a N(v) = p.

1.7 Congruences

On fixe d’abord quelques notations. Pour chaque p ∈ P, on choisit une unique place v
de MK telle que v|p. Soit L une extension abélienne de K, L ⊂ Ktors. Pour tout p ∈ P, on
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notera ep l’indice de ramification de v dans L. Soit w une place de L au-dessus de v ∈MK ,
la complétion Lw ne dépend que de p et puisque p est totalement décomposé dans K,
Kv = Qp. On a que Lw est une extension abélienne de Qp et, par conséquent, contenue
dans une extension cyclotomique de Qp. Il existe donc un entier m tel que Lw ⊂ Qp(ζm).
On choisit m minimal avec cette propriété et on notera m = pkq avec (p, q) = 1.

Pour chaque p on va distinguer deux cas suivant que v|p est “peu” ou “très ramifiée”
dans L (hypothèse qu’on quantifiera plus tard).

Dans le cas “peu ramifié” on applique le lemme suivant :

Lemme 1.7.1. Soit p ∈ P et v|p la place de K fixée auparavant. Il existe φp ∈ Gal(L/K)
tel que

|γp − φpγ|w ≤ p−1/ep

pour tout entier γ ∈ L et toute place w de L au-dessus de v.

Démonstration. Voir lemme 3.1 de [4].

Remarque 1.7.2. On fixe une fois pour toutes un tel élément φp satisfaisant le lemme
ci-dessus pour chaque p ∈ P.

Dans le cas “très ramifié” on utilise le lemme 3.2 de [4]. Avec les notations données
ci-dessus, ils construisent un sous-groupe Gp de Gal(L/K) de la façon suivante : si p ne
divise pas m ils posent Gp = {Id}.

Si k ≥ 1 on considère le groupe Σp = Gal(Qp(ζm)/Qp(ζm/p)). La restriction de Σp

à Lw est non triviale (à cause de la minimalité de m) et Gp est l’image isomorphe de
cette restriction dans Gal(L/K) (on peut voir que Gp ne dépend pas de w). Il vérifie les
propriétés suivantes :

Lemme 1.7.3. Pour tout p ∈ P et v|p la place fixée de K au-dessus de p, Gp est un
sous-groupe de Gal(L/K) tel que{

|Gp| ≥ ep et |Gp| divise |Σp| = p− 1, si k = 1
|Gp| = |Σp| = p, si k ≥ 2

et pour tout entier γ ∈ L, toute place w|v de L et σ ∈ Gp on a

|γp − σγp|w ≤ p−1.

Démonstration. Voir lemme 3.2 de [4].

Remarque 1.7.4. Pour éviter cette dichotomie on pourrait penser à ne travailler qu’avec
les places non ramifiées sur l’extension L. On sait qu’une place v au-dessus de p est ramifiée
dans L si et seulement si p divise |DL/K | (voir par exemple [13], I.5 théorème 1) ; on
pourrait donc se restreindre à ces places-là et on disposerait d’une borne sur leur nombre
qui dépend de [L : K]. Ce facteur apparaîtrait donc dans la borne du théorème principal et
on obtiendrait ainsi un résultat plus faible et qui n’impliquerait pas le “problème de Lehmer
abélien” à ε près (voir [39]).
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Pour appliquer le lemme de zéros, on aura besoin de compter les composantes isolées
parmi des unions de conjugués de certaines variétés. Pour faire ceci on utilise les résultats
suivants :

Proposition 1.7.5. Soit A une variété abélienne de dimension g ≥ 1 définie sur un corps
de nombres K, munie d’un fibré ample L et V une sous-variété de A géométriquement
irréductible de dimension d définie sur K̄. On a
(i). Pour tous α, β ∈ EndK(A) isogénies admissibles pour L et pour tout σ ∈ Gal(K̄/K)

les sous-variétés α(V ) et β(σ(V )) sont distinctes sauf peut-être si l’une des conditions
suivantes est remplie :
– V est un translaté d’une sous-variété abélienne B de A par un point de torsion de
A.

– q(α) = q(β).
(ii). Soit P un sous-ensemble de EndK(A) d’isogénies admissibles pour L, deux à deux

premières entre elles1. Soit S le sous-ensemble de P :

S = {α ∈ P, ∃σ ∈ Gal(K̄/K), σ(V ) 6= V et α(σ(V )) = α(V )}.

Alors Card(S) ≤ logM
log 2 où M est le nombre de conjugués distincts de V .

On notera que cette proposition provient d’une idée de Dobrowolski pour un point dans
Gm ([20], lemme 3). Dans la situation d’une sous-variété d’une variété abélienne, c’est la
proposition 2.7 de [16].

1.8 Réductions

L’idée de ces réductions a son origine dans l’article de F. Amoroso et U. Zannier [4],
paragraphe 2.

On commence par introduire quelques définitions dont on aura besoin.

Définition 1.8.1. Soit L une extension abélienne de K, p ∈ P, v|p et Lv le complété de
L par rapport à v. Soit m le plus petit entier tel que Lv ⊆ Qp(ζm).

– On définit fp(L) le conducteur local de L en p comme la plus grande puissance de p
divisant m.

– On pose f(L) =
∏
p∈P fp(L) le conducteur de L.

On remarque facilement que si L′ ⊆ L alors f(L′) ≤ f(L).

Dans la partie 3 nous serons ramenés à montrer une inégalité similaire à celle du
théorème principal. Il s’agit sous les hypothèses du théorème 20 de montrer, pour toute
extension L ⊆ Ktors, l’inégalité

ĥ(P ) ≥ c5

(
degH
DL(P )

)1/g0 ( log logDL(P ) deg(H)
logDL(P ) deg(H)

)κ(g0)

(1.3)

1Deux isogénies admissibles α et β sont dites premières entre elles si (q(α), q(β)) = 1.
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avec κ(g0) = (2g0(g0 + 1))!2g0 et DL(P ) = [L(P ) : L]. Pour prouver cela, on aura be-
soin d’assurer que, pour certaines isogénies admissibles β, on ait τ(β(P )) 6= β(P ) pour
τ ∈ Gal(K̄/K), τ|L ∈ Gp \ {Id}. On va voir qu’on peut faire quelques suppositions sur le
point P et l’extension L de départ pour garantir cette condition.

On suppose qu’il existe P qui contredit l’inégalité (1.3). On a donc

ĥ(P ) < c5

(
degH
DL(P )

)1/g0 ( log logDL(P ) deg(H)2

logDL(P ) deg(H)2

)κ(g0)

pour une extension L ⊆ Ktors. Parmi tous les points de H d’ordre infini modulo toute
sous-variété abélienne propre qui contredisent l’inégalité (1.3) on choisit P et L de façon
que [L(P ) : L] soit minimal. Ce choix fait, on notera D = [L(P ) : L].

Lemme 1.8.2. Pour tout T ∈ Htors, et L′ ⊆ Ktors, on a [L′(P + T ) : L′] ≥ D.

Démonstration. D’après les propriétés de la hauteur de Néron-Tate, on sait que ĥ(P+T ) =
ĥ(P ). D’autre part, P +T est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de
H. Supposons [L′(P + T ) : L′] < D. On a donc

ĥ(P + T ) = ĥ(P ) < c5

(
degH
DL(P )

)1/g0 ( log logDL(P ) deg(H)2

logDL(P ) deg(H)2

)κ(g0)

< c5

(
degH

DL′(P + T )

)1/g0 ( log logDL′(P + T ) deg(H)2

logDL′(P + T ) deg(H)2

)κ(g0)

et donc P + T contredit (1.3). Par minimalité de D on a [L′(P + T ) : L] ≥ D.

On définit maintenant

A = {L/K, L ⊆ Ktors, ∃T ∈ Htors, [L(P + T ) : L] ≤ D}.

Cet ensemble est non vide puisque par définition de D on sait qu’il existe une extension L
telle que [L(P ) : L] = D et on peut prendre T = 0.
On définit ensuite,

f = min
L∈A

f(L).

Lemme 1.8.3. Pour démontrer l’inégalité (1.3), on peut supposer qu’il existe L ∈ A
satisfaisant

(i). [L(P ) : L] = D ;

(ii). f(L) = f ;

(iii). ∀T ∈ Htors tel que K(P + T ) ⊆ K(P ) on a K(P + T ) = K(P ) ;

(iv). K ⊆ L ⊆ K(P ).
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Démonstration. Puisque A 6= ∅, on choisit L ∈ A de conducteur minimal. D’après le lemme
1.8.2 et la définition de A il existe T ∈ Htors tel que [L(P + T ) : L] = D. Donc quitte à
changer P par P + T les conditions (i) et (ii) sont satisfaites.

Pour montrer (iii) on suit le même raisonnement que dans [40]. Si pour tout T , K(P +
T ) = K(P ) il n’y a rien à démontrer. Sinon, on note T l’ensemble des points de torsion
de H tels que K(P + T ) ( K(P ) et P1 = P + T pour T ∈ T . On note T1 l’ensemble des
points de torsion de H tels que K(P1 +T ) ( K(P1). Si T1 est non vide, on choisit un point
T1 ∈ T1 et on pose P2 = P1 + T1 sinon on pose P2 = P1. On construit de cette façon une
chaîne d’extensions

K(Pn) ( . . . ( K(P1) ( K(P ).

Soit n le premier entier tel que K(Pn) = K(Pn+1), c’est-à-dire si T ∈ Htors et K(Pn+T ) ⊆
K(Pn), alors K(Pn+T ) = K(Pn). Par définition des Pi on a Pn = P +(T + . . .+Tn−1) =
P + T ′ et par le lemme 1.8.2, [L(P + T ′) : L] ≥ D. D’autre part, puisque K(Pn) ⊆ K(P ),
alors L(P + T ′) ⊆ L(P ) et donc

[L(P + T ′) : L] ≤ [L(P ) : L] = D.

On obtient donc [L(P + T ′) : L] = D, donc quitte à remplacer P par P + T ′ la condition
(iii) est satisfaite.

Finalement, pour P ainsi construit (assurant (i) à (iii)) on peut remplacer L par
L ∩ K(P ). Les conditions (i) et (iii) ne changent pas, (ii) est encore vraie d’après la
remarque sur le conducteur et la condition (iv) est aussi satisfaite.

Avant de donner le lemme principal de la réduction on aura besoin de quelques infor-
mations sur les extensions engendrées par des points de torsion des variétés abéliennes.

Lemme 1.8.4. Soit A une variété abélienne CM simple sur K avec F = EndK̄(A) ⊗
Q ⊂ K et EndK(A) = EndK̄(A) = OF . Alors pour tout p totalement décomposé dans F ,
l’extension galoisienne K(A[p])/K est de degré premier à p.

Démonstration. L’idée de la preuve est de montrer que l’image de Gal(K(A[p])/K) dans
AutFp(A[p]) ' GL2g(Fp) est contenue dans les matrices diagonales (' (F×p )2g) donc de
cardinal premier à p.

On considère le diagramme suivant

Gal(K̄/K) //

����

AutZp(Tp(A)) ⊂EndZp(Tp(A))

��
Gal(K(A[p])/K) � � // AutFp(A[p]) ⊂ EndFp(A[p])

Comme Tp(A) est un Zp-module libre de rang 2g, il suffit de montrer qu’il existe une base
de Tp(A) sur Zp telle que Gal(K̄/K) agit diagonalement.
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Maintenant on sait que Tp(A) ⊗ Qp est un F ⊗ Qp-module libre de rang 1 (voir [47]
lemme 2) et que cette structure est compatible à l’action galoisienne. D’autre part, grâce à
l’hypothèse sur p, on a F ⊗Qp ' Q2g

p . Puisque OF agit sur Tp(A), OF ⊗Zp agit sur Tp(A)
de manière compatible à Galois donc

Gal(K̄/K) //

))SSSSSSSSSSSSSS
AutF⊗Qp(Tp(A)⊗Qp) // AutQp(Tp(A)⊗Qp)

AutOF⊗Zp(Tp(A))
?�

OO

// AutZp(Tp(A))
?�

OO

Il suffit donc de remarquer que OF ⊗ Zp ' Z2g
p et que Tp(A) est un OF ⊗ Zp-module libre

de rang 1, et ainsi

AutZ2g
p

(Z2g
p ) = (Z2g

p )× = (Z×p )2g ↪→ AutZp(Z2g
p ) = GL2g(Zp).

Remarque 1.8.5. D’après la proposition 1.5.4 pour montrer le théorème 20 on peut sup-
poser que A est un produit de variétés abéliennes simples A1× · · · ×Ar avec multiplication
complexe, telles que pour tout i = 1, . . . , r si Fi = EndK̄(Ai) ⊗ Q on a EndK̄(Ai) =
EndK(Ai) = OFi et

∑r
i=1[Fi : Q] = 2 dimA. En appliquant le lemme ci-dessus aux va-

riétés Ai on a que K(Ai[p])/K est de degré premier à p et donc K(A[p])/K est de degré
premier à p.

On aura aussi besoin du résultat suivant.

Lemme 1.8.6. Soient A/K une variété abélienne CM et αp un endomorphisme de Fro-
benius en une place v|p de K de bonne réduction ordinaire. Soit Knr

v l’extension maximale
non ramifiée de Kv et Onr

v son anneau d’entiers. Alors le groupe formel Â de A est iso-
morphe sur Onr

v à Ĝg
m. En particulier, pour tout k ≥ 1 Â[pk] ∼= Ĝg

m[pk] ∼= µg
pk

comme
Gal(Knr

v /Kv)-modules.

Démonstration. C’est le lemme 3.2 de [6] ou lemme 4.27 de [32].

Remarque 1.8.7. Si A abonne réduction ordinaire en v on sait que A[αp] ⊂ A[p] (voir
lemme 3.2 de [6]) et donc le lemme 1.8.4 s’applique à l’extension K(A[αp]) (on a noté ici
A[αp] = ker(αp)).

On donne encore deux lemmes de réduction. Le premier est l’équivalent du lemme 2.1
(ii) de [4] dans le cas d’un point dans Gm et du lemme 3.3 de [40] pour un point dans une
courbe elliptique.

Lemme 1.8.8. Soient p ∈ P, v une place de K au-dessus de p telle que H a bonne
réduction ordinaire en v et αp l’endomorphisme de Frobenius associé à v. Pour démon-
trer (1.3), on peut supposer pour toute extension E telle que K ⊆ E ⊆ L qu’on a soit
E(αp(P )) = E(P ), soit p | [E(P ) : E(αp(P ))].
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Démonstration. Notons G1 = Gal(E(P,H[αp])/E(αp(P ),H[αp])). Si p | |G1| alors on a
fini. Supposons donc p - |G1|. On regarde l’action de G2 = Gal(E(P,H[αp])/E(αp(P ))) sur
l’ensemble

S = {P + T, T ∈ H[αp]}.

Pour σ ∈ G2 on vérifie facilement que αp(σ(P )−P ) = 0 d’où σ(P ) = P+T avec T ∈ H[αp].
Puisque p - |G1| en utilisant le lemme 1.8.4 on a p - |G2| et pour toute orbite ω de S/G2

on a p - |w|. On fait la somme de tous les éléments d’une orbite ω et on trouve∑
P+T∈ω

P + T = [r]P + T ′

avec (r, p) = 1 et T ′ ∈ H[αp]. Il existe donc des entiers µ, λ tels que rµ+λpg = 1. De plus
[r]P + T ′ est défini sur E(αp(P )).

Soit α∨p l’isogénie duale de αp, on a α∨p ◦ αp = [pg] et donc

E([pg](P )) = E(α∨p ◦ αp(P )) ⊆ E(αp(P )).

D’autre part E([λpg]P +[µ]([r]P +T ′)) ⊆ E(αp(P )) et alors puisque K(P ) = E(P ) = L(P )
(d’après le lemme 1.8.3.(iv)) on a

K(P + [µ]T ′) ⊆ E(P + [µ]T ′) ⊆ E(αp(P )) ⊆ E(P ) = K(P ).

En utiliant le lemme 1.8.3.(iii), K(P + [λ]T ′) = K(P ) d’où E(P ) = E(αp(P )).
On a montré jusqu’à présent que p ne divise pas [K(H[αp]) : K] et qu’une des deux

assertions suivantet vraie : E(P ) = E(αp(P )) ou p | [E(P,H[αp]) : E(αp(P ),H[αp])].
Supposons que la deuxième assertion est vraie. On a le diagramme suivant :

K(P,H[αp]) = E(P,H[αp])

UUUUUUUUUUUUUUUUU

iiiiiiiiiiiiiiii

K(P ) = E(P )

UUUUUUUUUUUUUUUU
E(αp(P ),H[αp])

iiiiiiiiiiiiiiiii

E(αp(P )) E(A[αp])

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

K

On voit facilement sur ce diagramme que p divise [K(P,H[αp]) : E(αp)] et puisque p -
[K(H[αp]) : K] alors p - [K(P,H[αp]) : K(P )]. On a donc nécessairement p | [E(P ) :
E(αp(P ))].

On arrive au lemme qui constitue la réduction la plus importante et permetera de
conclure au moment de la descente dans les cas plus pathologiques.
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Lemme 1.8.9. Soit p ∈ P, v une place de K au-dessus de p telle que A a bonne réduction
ordinaire en v et αp un endomorphisme de Frobenius associé à v tel que L(αp(P )) = L(P ).
Pour démontrer l’inégalité (1.3) on peut supposer que, pour toute extension τ ∈ Gal(K̄/K)
de σ ∈ Gp \ {Id}, on a

τ(αp(P )) 6= αp(P ).

Démonstration. Supposons τ(αp(P )) = αp(P ) pour τ ∈ Gal(K̄/K), τ |L = σ ∈ Gp \ {Id}.
On montre dans un premier temps que |Gal(Qp(ζm)/Qp(ζm/p))| = p. On applique le lemme
1.8.8 au sous-corps de L fixé par σ qu’on note E.

Si E(P ) = E(αp(P )) alors L(P ) = E(αp(P )) et donc L est fixé par σ ce qui est
impossible. On a donc p | [E(P ) : E(αp(P ))]. D’autre part on remarque que E = L ∩
E(αp(P )) et donc les côtés opposés du diagramme suivant sont égaux :

L(P ) = E(P )
p

OOOOOOOOOOO
D

sssssssssss

L

p
LLLLLLLLLLLLL E(αp(P ))

D
nnnnnnnnnnnnn

E

on en déduit que p divise [L : E]. On a [L : E] ≤ |Gp|, mais on sait que |Gp| ≤ p d’après le
lemme 1.7.3. On a finalement |Gp| = p et par construction |Gal(Qp(ζm)/Qp(ζm/p))| = p.

On affirme qu’il existe un entier q′ tel que (p, q′) = 1 et L(H[αkp]) ⊂ Qp(ζpkq′). En
effet, H[αkp] ' µg0

pk
comme Gal(Q̄p/Qnr

p )-modules d’après le lemme 1.8.6 donc H[αkp] est
défini sur Qnr

p (ζpk). D’autre part, Qnr
p est l’union des Qp(ζq′) avec p - q′ et donc H[αkp] est

défini sur un Qp(ζq′)(ζpk) = Qp(ζpkq′). Quitte à augmenter q′ on a m|pkq′ et on peut donc
supposer L ⊂ Qp(ζpkq′).

Posons maintenant m′ = pkq′. Soit ρ un générateur de Gal(Qp(ζm′)/Qp(ζm′/p)) dont la
restriction à L est σ et soit F le sous-corps de L(H[αkp]) fixé par ρ. Puisque ρ fixe ζpk−1 , il
existe une racine p-ième primitive de l’unité ξ telle que

ρ(ζpk) = ξζpk .

L’application
(ρ− 1) : µg0

pk
→ µg0p

est donc surjective. De plus ρ est la restriction à Qp(ζm′) d’un élément du groupe d’inertie
Gal(Q̄p/Qnr

p ) et donc l’action de ρ commute à l’isomorphisme H[αkp] ' µg0
pk

du lemme 1.8.6.
On en déduit que

(ρ− 1) : H[αkp] → H[αp]

est aussi surjective.
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On a vu que Σp est d’ordre p et puisque (q′, p) = 1 on a

[Qp (ζm′ , αp(P )) : Qp

(
ζm′/p), αp(P )

)
] = p ou 1.

Si cette extension est d’ordre p, puisque L(αp(P )) = L(P ) et L ⊂ Qp(ζm′)), on peut relever
ρ en un générateur ρ̃ de Gal(Qp(ζm′ , P )/Qp(ζm′/p, αp(P )).

On pose Q = ρ̃(P ) − P . Par construction de ρ, Q ∈ H[αp]. On peut donc trouver
T ∈ H[pk] tel que (τ − 1)(T ) = Q. Finalement, on a

ρ̃(P − T ) = ρ̃(P )− ρ̃(T ) = ρ̃(P )−Q− T = P − T.

Le point P−T est défini sur L(H[αkp], αp(P )) et il est fixé par ρ̃, donc F(P−T ) ⊆ F(αp(P )).
Puisque E ⊆ F on a finalement

[F(P − T ) : F] ≤ [F(αp(P )) : F] ≤ [E(αp(P )) : E] = D.

On a donc F ∈ A et F ⊂ Qp(ζm′/p) et alors fp(F) ≤ pk−1 < fp(L). Pour un premier q 6= p
on a toujours fq(F) ≤ fq(L), donc

f(F) < f(L)

ce qui contredit la minimalité du conducteur de L.
Pour conclure, voyons le cas [Qp (ζm′ , αp(P )) : Qp

(
ζm′/p), αp(P )

)
] = 1. Ceci implique

en particulier ζpk ∈ Qp(ζq′ , αp(P )) et donc L(H[αpk ]) ⊆ F(αp(P )). Puisque L ⊆ K(P ) on
en déduit

L(H[αpk ], P ) = L(H[αpk ], αp(P )) = F(αp(P )).

On a donc le diagramme suivant :

L(H[αpk ], P )
D

lllllllll
F(P )

pL(H[αpk ])
1

RRRRRRRRRRRR
1

rrrrrrrrr

L
p NNNNNNNNNNN F

p

kkkkkkkkkkkkkkkk E(αp(P ))

D
eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

E

On voit donc que F = L(H[αpk ]) et donc L est fixé par ρ ce qui contredit le fait que
ρ|L = σ 6= {id}.

Le lemme suivant est l’équivalent du lemme 3 de [20] (dans Gm) et du lemme 4.2 de [30]
pour un point dans une courbe elliptique. On peut reprendre cette dernière démonstration
ou bien encore utiliser la proposition 1.7.5 (ii) dans le cas particulier où V = P .

Lemme 1.8.10. Pour tout p ∈ P sauf pour au plus logD
log 2 d’entre eux on a

L(P ) = L(αp(P )).



Chapitre 2

Extrapolation

La preuve du théorème 20 suit les étapes d’une preuve classique d’approximation dio-
phantienne : construction d’une fonction auxiliaire, extrapolation et lemme de zéros.

On devra séparer deux cas : “peu ramifié” et “très ramifié”. Dans le premier on va
construire une fonction auxiliaire grâce à un lemme de Siegel absolu, donc à coefficients
dans K̄, qui s’annule en un point Q donné et en tous ses conjugués sur L à un ordre élevé.
L’extrapolation nous permettra de montrer que cette fonction s’annule en des transformés
de ces points par des endomorphismes de Frobenius à un certain ordre. Dans le deuxième
cas on utilisera des déterminants d’interpolation pour arriver à une conclusion similaire :
l’existence d’une fonction à coefficients dans K̄ nulle en des translatés par des points de
torsion des conjugués de Q sur L à un certain ordre.

2.1 Lemme de Siegel

Soient A/K une variété abélienne, L un fibré ample et symétrique sur A et H/K
une sous-variété abélienne de A. Soit Q ∈ H(K̄) d’ordre infini modulo toute sous-variété
abélienne propre de H et L ⊆ Ktors. On se donne des entiers positifs L,M et T0. On
veut construire un polynôme F bihomogène de bidegré (L,L) à coefficients dans K̄, de
hauteur bornée, nul en (Q,MQ) et ses conjugués sur L à l’ordre > T0 le long de Tι(H)(C)

où ι : Q 7→ (Q,MQ). Fixons aussi Z une sous-variété propre de H définie sur L passant
par Q telle que

ωL(Q,H) =
(

deg(Z)
degH

)1/codimHZ

.

2.1.1 Préliminaires sur les opérateurs différentiels

On reprend ici brièvement les notations et résultats de [16], paragraphe 4.1. On rappelle
qu’il existe un plongement ϕL projectivement normal associé au fibré L, ϕL : A ↪→ Pn.
Notons U l’idéal premier de définition de A dans K[X0, . . . , Xn] et A l’anneau des coor-
données K[X0, . . . , Xn]/U. Soit u ∈ A(K), m son idéal de définition dans A, Am l’anneau

33
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local au point u et Âm son complété pour la topologie m-adique. On sait que Âm est iso-
morphe à K[[T1, . . . , Tg]]. En particulier pour u = 0 on fixe un tel isomorphisme qu’on
notera Φ0. Si on note s : A × A → A l’addition dans A et s∗ son image réciproque au
niveau des K-algèbres, on peut définir pour tout u ∈ A(K) des isomorphismes Φu de Âm

avec K[[T1, . . . , Tg]] par

Φu = Φ0 ◦ (Id⊗ π) ◦ s∗ : Âm
∼→ Âm0 ⊗K (Âm/mÂm) ' Âm0 ,

où π désigne la projection canonique π : Âm → Âm/mÂm ' K.
Maintenant, on peut définir une base de l’espace des opérateurs différentiels

HomK(Âm,K) à l’aide des (∂k
Φu

)k∈Ng , en posant

∂k
Φu =

1
k !
∂|k |

∂T k

∣∣∣∣∣
(T=0)

où on note pour k = (k1, . . . , kg), |k | = k1 + · · ·+ kg et k ! = k1! · · · kg!. Soient ε1, . . . , εg les
vecteurs de la base canonique de Rg, alors les ∂εiΦu forment une base de l’espace tangent de
A en u, Hom(m/m2,K).

On définit maintenant la notion de dérivation d’un polynôme homogène deK[X0, . . . , Xn]
à l’ordre ≥ T + 1 en un point u ∈ A. Soit P un tel polynôme de degré D, u un point de
A et F une forme homogène de K[X0 . . . , Xn] de degré D non nulle en u. On note Pu,F
l’image de P

F dans Âm. On dit que P s’annule à l’ordre ≥ T + 1 au point u si pour toute
carte de A de la forme {F 6= 0} contenant u on a ∂k

φu
Pu,F = 0 pour tout élément k ∈ Ng

tel que |k | ≤ T .
On définit aussi pour V un sous-espace vectoriel de TA(C) de dimension d, la notion

d’annulation de P au point u à l’ordre ≥ T + 1 le long de V. Pour faire ceci on choisit
une base de V qu’on complète en une base de TA(C) à l’aide des ∂εiΦ0

et on convient que ces
vecteurs sont numérotés de d + 1 à g. On dit que P est nul en u à un ordre ≥ T + 1 le
long de V si ∂k

Φu
Pu,F = 0 pour tout k ∈ Nd tel que |k | ≤ T et où l’on identifie k ∈ Nd à

l’élément de Ng dont les dernières g − d coordonnées sont nulles.

Soit α une isogénie admissible de degré q(α), on note α∗ le morphisme d’algèbres déduit
de α :

α∗ : A −→ A,
P 7−→ P (P0,α, . . . , Pn,α),

où (P0,α, . . . , Pn,α) est une famille de polynômes homogènes de degré q(α) représentant
l’action de α sur A. Soit u ∈ A et s∗u : A → A ⊗ Âm le morphisme d’algèbres déduit de
l’addition dans A au voisinage de (0, u).

Définition 2.1.1. Soient u ∈ A, α une isogénie admissible et k ∈ Ng. Pour tout P ∈ A,
on note ∂k

u,α(P ) le coefficient du monôme T k de

(Id⊗ Φu) ◦ α∗ ⊗ Id ◦ s∗u(P ) ∈ A⊗K[[T1, . . . , Tg]].
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La série de Taylor
∑

k∈Nn ∂
k
u,α(P )Tk est l’image de P par l’application :

A s∗u−→ A⊗ Âm
α∗⊗Id−→ A⊗ Âm

Id⊗Φu−→ A⊗K[[T1, . . . , Tg]].

On vérifie facilement que ∂k
u,α(P ) ∈ A et, au voisinage de l’origine, la nullité de ∂k

u,α(P )
ne dépend pas du choix des formes représentant l’addition ou l’isogénie α.

Soit k un entier positif, V un sous-espace vectoriel de TA(C) de dimension d et J un
idéal homogène de A. On note ∂k,Vu,αJ l’idéal

(∂k ,V
u,α (Q), k ∈ Nd, |k | ≤ k,Q ∈ J)

où on considère k ∈ Ng et les d premières directions de dérivation correspondent à une
base de V.

Le lemme suivant relie les notations qu’on a introduites plus haut :

Lemme 2.1.2. Soient u, h ∈ A, α une isogénie admissible, k ∈ N, J un idéal homogène
de A et V un sous-espace vectoriel de dimension d de TA(C). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i). h ∈ Z(∂k,Vu,αJ).
(ii). Tout polynôme de J s’annule à un ordre ≥ k + 1 en u+ α(h) le long de V.

Démonstration. C’est le lemme 4.6 de [16].

2.1.2 Majoration du rang du système

On considère le plongement

ι : A −→ A×A

P 7−→ (P,MP )

et ϕL un plongement projectivement normal associé au fibré L = L⊗4
0 . On pose M =

π∗1L⊗π∗2L le fibré sur A×A construit à l’aide des projections sur les premier et deuxième
facteurs. On va construire un élément F de Γ(H × H,M⊗L

|H×H). Soit s0, . . . , sl une base
du K-espace vectoriel Γ(H ×H,M|H×H) et f1, . . . , fm des monômes de degré L en les si,
formant une base de Γ(H ×H,M⊗L

|H×H). Le polynôme F sera donc de la forme

F =
m∑
i=1

bifi

où les coefficients bi sont dans K̄. En utilisant les notations du paragraphe 2.1.1, on fixe
une base ∂ε1Φ0

, . . . , ∂
ε2g0
Φ0

de l’espace tangent à l’origine de H ×H. Alors, l’espace tangent à
l’origine de ι(H) a pour base les opérateurs

δi = ∂
εi+Mεg0+i

Φ0
, i = 1, . . . , g0
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et on note δ
k ,Tι(H)

(Q,MQ) l’opérateur

(
∂
ε1+Mεg0+1

Φ(Q,MQ)

)k1
◦ · · · ◦

(
∂
εg0+Mε2g0
Φ(Q,MQ)

)kg0 =
(
δ1 ◦ t∗(Q,MQ)

)k1
◦ · · · ◦

(
δg0 ◦ t∗(Q,MQ)

)kg0
où k = (k1, . . . , kg0) ∈ Ng0 . Le système qu’on cherche à résoudre s’écrit simplement

δ
k ,Tι(H)(C)

(Q,MQ) F = 0, ∀ k ∈ Ng0 , |k | ≤ T0. (2.1)

En fait, puisque Q ∈ Z et Z est défini sur L, il suffit que F soit nulle sur tous les points de
la sous-variété ι(Z). Notons D l’idéal de définition de ι(Z) et d = dim(Z). On a le résultat
suivant pour la majoration du rang du système :

Lemme 2.1.3. Il existe une constante positive c6 telle que le rang du système (2.1) soit
majoré par

c6T
g0−d
0 ωL(Q,H)g0−d degH(LM2)d.

Démonstration. (Esquisse) C’est le lemme 5.1 de [16] où l’on tient compte du fait que l’on
travaille sur la sous-variété H ×H et non A×A, du fait que la variété Z est définie sur L
et qu’on s’intéresse à une solution dans K̄. L’idée de la preuve est de se ramener à d’autres
systèmes pour lesquels on peut calculer plus facilement et de façon plus précise le rang.

En notant D l’idéal de définition de ι(Z) et W l’espace tangent à l’origine de ι(H), on
considère le système

∂k ,W
u,Id F ∈ t∗−u(D), ∀u ∈ ι(Z), ∀k ∈ Ng0 , |k | ≤ T0. (2.2)

On montre ensuite que toute solution F de (2.2) est une solution de (2.1). En effet, si F
est solution de (2.2), on pose u = ι(Q) et on trouve qu’en particulier F est nulle en ι(0),
d’où δk ,W(Q,MQ)F = 0.

Ensuite, quitte à renuméroter les indices, on peut supposer qu’il existe un ouvert Ω de
Z sur lequel les opérateurs ∂ε1+Mεg0+1

Φι(x)
, . . . , ∂

εg0−d+Mε2g0−d
Φι(x)

se projettent sur une base de
l’espace normal à ι(Z) en ι(x), pour tout x ∈ Ω. Quitte à restreindre Ω, on peut supposer
que si ∂εi+Mεg0+i

ι(x),Id (F ) est nulle sur ι(0), alors ∂
Φ
εi+Mεg0+i

ι(x)

F = 0 pour tout x ∈ Ω, pour tout

i = 1 . . . , g0 et toute forme F de H′ l’anneau des coordonnées de H ×H plongé dans un
espace projectif via le fibré M|H×H . On note W ′ le sous-espace linéaire de W engendré
par les vecteurs ε1 +Mεg0+1, . . . , εg0−d +Mε2g0−d et on fixe ι(x) dans ι(Ω). On considère
le système

∂k ,W ′

ι(x),IdF ∈ t∗−ι(x)(D), ∀k ∈ Ng0−d, |k | ≤ T0. (2.3)

On montre ensuite que les systèmes (2.2) et (2.3) sont équivalents (voir [16], p. 39–40).

On peut donc majorer le rang du système (2.1) par le rang du système (2.3). Dire que
∂k ,W ′

−ι(x),IdF ∈ t∗ι(x)(D) revient à dire que l’image de ∂k ,W ′

ι(x),IdF dans H′/t∗−ι(x)(D) est nulle. Le
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nombre de conditions à écrire est donc ≤ dimK̄(H′/t∗−ι(x)(D))L. D’après le théorème de
[14],

dimK̄(H′/t∗−ι(x)(D))L ≤ c7

(
L+ d

d

)
deg(ι(Z)) ≤ c8L

d deg(ι(Z)),

d’où le rang r du système (2.3) est majoré par

c8T
g0−d
0 deg(ι(Z))Ld.

Puisque deg(ι(Z)) = (M2 + 1)d deg(Z) (voir [36] prop. 7) on a

r ≤ c9T
g0−d
0 (LM2)d deg(Z)

≤ c10T
g0−d
0 (LM2)dωL(Q,H)g0−d deg(H).

2.1.3 Hauteur des équations

Soit F =
∑

i biX
i un polynôme à coefficients dans K̄. On définit sa hauteur h(F )

comme la hauteur logarithmique de Weil du point projectif défini par ses coefficients et 1.

Lemme 2.1.4. La hauteur de chaque coefficient du système (2.1) est majorée par

c11(LM2ĥ(Q) + T0 log(T0 + L) + T0 logM + L).

Démonstration. On reprend les estimations de [16], p. 41–42. On rappelle que les opérateurs

δk(Q,MQ) sont définis comme
(
δ1 ◦ t∗(Q,MQ)

)k1
◦· · ·◦

(
δg0 ◦ t∗(Q,MQ)

)kg0 . On montre dans une

première partie, que si δ est un monôme de poids k en les δεjΦ0
pour 1 ≤ j ≤ 2g0 et

G ∈ Γ(H ×H,M⊗L
|H×H), alors δ(G) est un polynôme de degré ≤ L+ k et

h(δ(G)) ≤ h(G) + c12(k + k log(k + L) + k log(M)),

voir [15] théorème 4.1. On applique ceci à l’opérateur δi ◦ · · · ◦ δg0 et on obtient

h(δ1 ◦ · · · ◦ δg0(G)) ≤ h(G) + c13(k log(k + L) + k log(M)).

Ensuite, on utilise le fait que les translations peuvent être représentées par des formes de
bidegré (2, 2) (voir [29], théorème p. 603) pour déduire que t∗(Q,MQ)(G) est de degré ≤ 2L
et de hauteur ≤ h(G) + c14Lh(Q,MQ). En mettant ces deux inégalités ensemble et en
utilisant la proposition 1.1.3, on trouve que pour k ∈ Ng0 , |k | ≤ T0 on a

h(δk(Q,MQ)(G)) ≤ c15(h(G) + L+ LM2ĥ(Q) + T0 log(T0 + L) + T0 logM).

Finalement, on évalue δk(Q,MQ)(G) à l’origine pour un monôme G et on obtient le résultat
désiré.
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2.1.4 Nombre d’inconnues

On veut que F soit non identiquement nulle sur ι(H) donc le système (2.1) a I =
dimK Γ(H ×H,M⊗L

|H×H) inconnues. En utilisant les estimations de [14], quitte à supposer
que L ≥ deg(H), on sait que cette quantité vérifie la relation

c16 deg(H)(LM2)g0 ≤ I ≤ c17 deg(H)(LM2)g0 . (2.4)

2.1.5 Lemme de Siegel

On rappelle que l’exposant de Dirichlet η associé à un système linéaire est

η =
r

I − r

où r est le rang du système et I le nombre d’inconnues.

Lemme 2.1.5. Si (LM2)g0−d ≥ c18T
g0−d
0 ωL(Q,H)g0−d et L ≥ deg(H), il existe une

fonction F solution du système (2.1) de hauteur bornée par

c19

(
η(LM2ĥ(Q) + T0 log(T0 + L) + T0 logM + L) + log(LM2 deg(H))

)
(2.5)

où η désigne l’exposant de Dirichlet du système (2.1).

Puisque l’on veut construire la fonction auxiliaire à coefficients dans K̄ on va utiliser
un lemme de Siegel absolu. On définit la hauteur h2 sur Pn(Q̄) par

h2(x0 : . . . : xn) =
1

[K : Q]

 ∑
v∈M0

K

nv log max
0≤i≤n

|xi|v +
∑

v∈M∞
K

nv log
√ ∑

0≤i≤n
|xi|2v

 ,

et la hauteur h2 d’un sous-Q̄-espace vectoriel S de dimension s de Q̄n+1 par

h2(S) = h2(x1 ∧ . . . ∧ xs)

où x1, . . . , xs est une base de S sur un corps de nombres quelconque sur lequel S est défini.

Lemme 2.1.6. Soient s un entier et S un sous-K̄-espace vectoriel de dimension d ≥ 1 de
K̄s. Il existe un vecteur x 6= 0 ∈ S tel que

h2(x) ≤
h2(S)
d

+
log d

2
.

Démonstration. Voir [18], lemme 4.7.
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On peut continuer la preuve du lemme 2.1.5. Soit B la matrice du système (2.1) et
notons comme précédemment I le nombre d’inconnues. On cherche une solution de {Bb =
0}, donc un élément du noyau N de B. On sait que

dim(N ) = I − rang(B) ≥ c16(LM2)g0 deg(H)− c6T
g0−d
0 ωL(Q,H)g0−d(LM2)d deg(H).

Maintenant, pour appliquer le lemme 2.1.6, il faut calculer h2(N ) ou ce qui est équivalent,
h2(N⊥) (voir [48] lemme IV, p. 10).

Si B̃ est une sous-matrice de rang maximal de B alors N⊥ est l’espace engendré par
les colonnes de B̃. On remarque que la hauteur de l’espace engendré par les colonnes de
B̃ est égale à la hauteur de l’espace engendré par ses lignes. Si on note yj une base de cet
espace et on utilise les bornes pour la hauteur des équations et le rang du système on a :

h2(N⊥) ≤
∑
j

h2(yj)

≤ rang (B̃) max
j
h2(yj)

≤ c11r(LM2ĥ(Q)T0 log(T0 + L) + T0 logM + L).

En appliquant le lemme 2.1.6 on trouve qu’il existe un polynôme F à coefficients dans K̄
tel que

h2(F ) ≤ c11r(LM2ĥ(Q) + T0 log(T0 + L) + T0 logM + L)
I − r

+ c20 log((LM2)g0 degH)

≤ c21η(LM2ĥ(Q) + T0 log(T0 + L) + T0 logM + L) + c22 log(LM2 deg(H))

où η est l’exposant de Dirichlet du système. D’après une remarque de Roy-Thunder (p.
7 de [46]) on peut trouver F à coefficients entiers algébriques dans K̄ tel que h(F ) soit
bornée par la même quantité à une constante près.

2.2 Extrapolation

2.2.1 Préliminaires

On rappelle que P est l’ensemble des premiers > 2 qui se décomposent totalement dans
K et que pour chaque p ∈ P on a choisi une seule place v de MK . On rappelle aussi qu’on
a noté ep l’indice de ramification de la place v au dessus de p dans le corps L.

Soient Ni et Ei des entiers positifs pour i = 1, . . . , g0. Pour chaque i, on définit un
ensemble Pi d’endomorphismes de Frobenius de la façon suivante : on note αp un endo-
morphisme de Frobenius en v la place de K fixée au-dessus de p et on pose

Pi = {αp, p ∈ P,
Ni

2
≤ p ≤ Ni} ∪ {Id}.
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On définit ensuite

∆(pr)
i = {αp ∈ Pi, ep ≤ Ei} ∪ {Id},

∆(tr)
i = {αp ∈ Pi, ep > Ei}.

Pour chaque ensemble Pi, on va procéder de façon différente suivant que l’on a peu ou
beaucoup de grande ramification. On quantifie ceci de la façon suivante :

Définition 2.2.1. Pour un entier i tel que 1 ≤ i ≤ g0 on dit que Pi est peu ramifié si

∣∣∣∆(pr)
i

∣∣∣ ≥ |Pi|
2
.

Da façon équivalente, on dit que Pi est très ramifié si

∣∣∣∆(tr)
i

∣∣∣ > |Pi|
2
.

Étant donné des ensembles P1, . . . ,Pg0 on dira qu’on est dans le “cas peu ramifié” si
tous les ensembles Pi sont peu ramifiés.

On sera dans le “cas très ramifié” s’il existe i, 1 ≤ i ≤ g0 tel que Pi soit très ramifié.

On fixe des paramètres qui satisfont des conditions différentes dans chaque cas. On fixe
aussi une constante C0 qui ne dépend que de A,K et L assez grande (on veut dire par là
que toutes les inégalités qu’on écrira seront vraies et ceci est possible car il n’y a qu’un
nombre fini d’inégalités qui interviendront).

Cas peu ramifié. On pose M,L, Ti pour i = 0, . . . , g0 des entiers satisfaisant les
propriétés suivantes :

deg(H) ≤ L; (2.6)

(LM2)g0−d ≥ C
1
2
0 T

g0−d
0 ωL(Q,H)g0−d; (2.7)

Ti+1 ≤ Ti log(Ng0−i)
log(C0)Eg0−i log(Ti+1 + L)

; (2.8)

Nk

log(Nk)
≥ C

1
2
0 log((LM2N1 · · ·Nk−1)g0 degH) (2.9)

L ≤ M2 ≤ 4L (2.10)

log(LM2 deg(H)) ≤ Ti log(Ng0−i)
log(C0)Eg0−i

. (2.11)

Cas très ramifié. On choisit une fois pour toutes le plus petit indice i tel que Pi est
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très ramifié ; on notera cet indice r(P). On pose M,L, T0, T1 des entiers satisfaisant :

deg(H) ≤ L; (2.12)

(LM2)g0−d ≥ C
1
2
0 T

g0−d
0 ωL(Q,H)g0−d; (2.13)

log(LdegH) ≤
T0 logNr(P)

C
1
2
0 Nr(P)

(2.14)

T1 ≤
T0 logNr(P)

log(C0)Nr(P) log(T1 + L)
(2.15)

T0 logNr(P)

LNr(P)
≥ C

1
2
0 (2.16)

L ≤ M2 ≤ 4L. (2.17)

On verra au cours de la démonstration pourquoi on a besoin de ces conditions. Grosso
modo, les conditions (2.6) et (2.12) justifieront la minoration de la fonction de Hilbert.
Ceci joint aux conditions (2.7) et (2.13) permettra de construire les fonctions auxiliaires.

Ensuite (2.8) (dans le cas peu ramifié) et (2.14), (2.15), (2.16) (dans le cas très ramifié)
permettent d’extrapoler.

Pour simplifier les calculs, on va aussi supposer dans les deux cas que M est une
puissance de 2.

Lorsqu’on est dans le premier cas, on procède à une extrapolation proche de celle de
[16], dans l’autre cas on suivra l’argument de [1].

Soit Q ∈ H comme plus haut, F la fonction construite à l’aide du lemme de Siegel
pour les paramètres T0, L et M qu’on vient de fixer, et η l’exposant de Dirichlet associé.
On fait de plus les hypothèses suivantes pour tout i = 0, . . . , g0 − 1 :

ĥ(Q) ≤ Ti logNg0−i
(logC0)LM2Eg0−iNg0−i · · ·Ng0

; (2.18)

η ≤ Ti logNg0−i

C
1
2
0 Eg0−i[T0 log(T0 + L)M + L]

(2.19)

dans le cas peu ramifié. Ceci entraîne en particulier

ĥ(Q) <
T0 log(T0 + L)M + L

LM2
. (2.20)

Dans le cas très ramifié on impose

ĥ(Q) ≤
T0 logNr(P)

(logC0)Nr(P)LM2
. (2.21)

On aura besoin de quelques résultats sur le degré des formes représentant les endomor-
phismes de Frobenius et la multiplication par M . Il s’agit des lemmes 6.1 et 6.2 de [16] et
le lemme 2.1 de [17].
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Lemme 2.2.2. (i). Il existe une constante c telle que, pour tout m ≥ 1, il existe des
formes F2m = (F (2m)

0 , . . . , F
(2m)
n ) ∈ OK [X0, . . . , Xn], homogènes de degré 4m re-

présentant les formules de multiplication par 2m et telles que pour toute place finie
v ∈MK vérifiant N(v) ≥ c et pour tout x = (x0, . . . , xn) ∈ A(Cv) on ait

‖F(2m)(x)‖v
‖x‖(4

m)
v

= 1.

(ii). Soit v|p une place finie de K vérifiant N(v) ≥ c, il existe une famille Fp de formes
dans Ov[X0, . . . , Xn] homogènes de degré N(v) représentant l’endomorphisme de Fro-
benius associé à v sur A(Cv) et telles que

‖Fp(z)‖v = ‖z‖N(v)
v .

Soit P ∈ A(K̄), v une place finie de K et A et Av les anneaux des coordonnées de A
sur OK et Ov respectivement. On notera mP l’idéal de définition de P dans A et mP,v son
extension à Av. Si T est un entier positif, alors on définit

m
(T )
P = {F ∈ A, ∂k

0,IdF ∈ mP ,∀k , |k | ≤ T}

et m
(T )
P,v son extension à Av. Pour β = (β0, . . . , βs) ∈ Ps(K̄), on notera de la même façon

m(P,β),v (respectivement m(P,β), m(P,β),v, m
(T )
(P,β),v) l’idéal de définition du point (P, β) dans

l’anneau des coordonnées de A× Ps.

Théorème 2.2.3. Soient R un point de A(K̄), v′ une place de L en laquelle A admet
bonne réduction et w une place de L(R) au dessus de v′. Soit également (β1, . . . , βs) ∈ Os

w

et β = (1, β1, . . . , βs) tel que :

Ov′
[
X1(R)
X0(R)

, . . . ,
Xn(R)
X0(R)

, β

]
= Ow.

Alors, pour tout T ≥ 1, on a
m

(T )
(R,β),v′ = mT

(R,β),v′

(quitte à renuméroter les variables, on peut supposer que |X0(R)|w = ‖X(R)‖w).

Démonstration. C’est le théorème 6.4 de [16].

2.2.2 Cas peu ramifié

Supposons que les ensembles P1, . . . ,Pg0 sont tous peu ramifiés. On définit alors

Σ = {σ(Q), σ ∈ Gal(K̄/L)}
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et pour chaque r = 1, . . . , g0

Σr = {τrαr ◦ · · · ◦ τg0αg0(R), R ∈ Σ, αr ∈ ∆(pr)
r , τr ∈ Gal(K̄/K), τ−1

r |L = φp}

(où φp est l’élément fixé par le lemme 1.7.1 et la remarque qui suit lorsque αr est un
endomorphisme de Frobenius en v|p). Lorsque αr = Id, par convention φp = Id.

On va montrer que la fonction F qu’on a construite s’annule sur l’ensemble ι(Σg0−i) à
l’ordre Ti+1 le long de Tι(H)(C). On notera Σg0+1 := Σ.

On sait par construction que F est nulle sur ι(Σ) à l’ordre T0. On procède par récur-
rence, donc on suppose F nulle en ι(Σg0−i+1) à l’ordre Ti.

Proposition 2.2.4. La fonction F est nulle à l’ordre ≥ Ti+1 en tout point de l’ensemble
ι(τ ◦ αp(Σg0−i+1)), pour tout αp ∈ ∆(pr)

g0−i et τ ∈ Gal(K̄/K) tel que τ−1
|L = φp.

Soit αp dans ∆(pr)
g0−i, τ ∈ Gal(K̄/K) tel que τ|L = φ−1

p et R ∈ Σg0−i+1. On voudrait
utiliser la congruence du lemme 1.7.1, mais elle ne s’applique qu’à des éléments de Ov′
pour v′ ∈ ML. Soient donc F une extension galoisienne de L contenant les coefficients du
polynôme F et les coordonnées du point R et ∂k un opérateur différentiel d’ordre |k |.
Soient v′ une place de L au-dessus de v|p et w une place de F au-dessus de v′. On va donc
considérer le polynôme

J =
∏
σ∈Dw

(∂kF )σ

où Dw est le groupe de décomposition de Gal(F/L) en w. On sait que Dw ' Gal(Fw/Lv′)
et donc J est à coefficients dans Lv′ .

On choisit des coordonnées w-entières R = (R0, . . . , Rn) de R telles que ‖R‖w = 1,
on notera Rw une coordonnée de R telle que |Rw|w = 1. On fixe aussi un élément β =
(1, β1, . . . , βs) à coordonnées dans Ow tel que Ov′

[
R0
Rw
, . . . , RnRw , β

]
= Ow. Vu que F est nul

à l’ordre Ti en ι(R) et tous ses conjugués sur L, J est nul en ι(R) à l’ordre (Ti−|k|)[Fw : Lv′ ].
On applique le théorème 2.2.3 au polynôme J , qui nous dit qu’on peut écrire J comme un
produit de polynômes définis sur Lv′ nuls en ι(R) quitte à rajouter des “fausses” variables.
On peut donc écrire

J(X0, . . . , Xn, F
(M)
0 (X), . . . , F (M)

n (X)) =
∑
l

t∏
s=1

hls(X,Y), (2.22)

où t = (Ti − |k|)[F : L] et les hls sont des polynômes à coefficients dans Ov′ , nuls en
(R, β) (on a noté (F (M)

0 (X), . . . , F (M)
n (X)) des formes homogènes à coefficients dans OK

représentant la multiplication par M). On rappelle qu’on note Fp,0(X), ..., Fp,n(X) des
formes représentant l’endomorphisme de Frobenius αp.

Lemme 2.2.5. Soit v la place de MK fixée au-dessus de p ∈ P et αp l’endomorphisme de
Frobenius associé à v. Alors

log
∣∣∣(∂kF )τ (Fp(R), F (M) ◦ Fp(R))

∣∣∣
w
≤ −(Ti − |k|)

ep
log p,
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pour toute valuation w de K̄ prolongeant v, τ ∈ Gal(K̄/K) tel que τ|L = φp et ep l’indice
de ramification de v dans L.

Démonstration. On note (X0, . . . , Xn) des coordonnées d’un point X ∈ Pn(K̄) quelconque.
On obtient par définition du Frobenius

X
N(v)
j Fp,i(X)− Fp,j(X)XN(v)

i ∈ πvOK [X].

On rappelle que, d’après la remarque 1.6.1, N(v) = p. On peut donc écrire

Xp
j Fp,i(X)− Fp,j(X)Xp

i ∈ πvOK [X].

Soit d le degré de h en X où h est l’un des hls dans la décomposition de J . Par homogénéité
on peut écrire

Xpd
j h

τ (Fp(X),Yp)− Fp,j(X)dhτ (Xp,Yp) ∈ πv′Ov′ [X,Y].

En utilisant la congruence 1.7.1 sur les coefficients des polynômes hls et le petit théorème
de Fermat pour les polynômes on obtient

Xpd
j h

τ (Fp(X),Yp)− Fp,j(X)d(h(X,Y))p ∈ πv′Ov′ [X,Y].

En évaluant cette dernière relation en (R, β), on obtient l’inégalité∣∣∣Rpdj hτ (Fp(R), βp)
∣∣∣
w
≤ |p1/ev′/p |w.

Si pour un w donné on choisit des coordonnées w-entières de R et on utilise l’équation
(2.22) on obtient

|Jτ (Fp(R),F(M) ◦ Fp(R))|w ≤ |p1/ep |[Fw:Lv′ ](Ti−|k|)
w .

Finalement, vu la normalisation choisie et d’après la remarque 1.6.1, on a |p1/ep |w = p−1/ep .
D’autre part, par définition du groupe de décomposition, tous les facteurs de la forme
(∂kF )σ apparaissant dans J on la même valeur absolue par rapport à w. On en déduit
immédiatement le résultat désiré.

Maintenant, on veut faire la somme sur toutes les places w au-dessus de v, mais vu que
l’on a besoin de coordonnées w-entières du point (Fp(R),F(M) ◦ Fp(R)) pour chaque w,
on utilise l’astuce suivante de [16] : on note S, SM , Sp, SM,p des coordonnées non nulles
de R,F(M)(R),Fp(R) et F(M) ◦Fp(R) respectivement. Pour une place w donnée on note
Sw, Sw,M , Sw,p, Sw,M,p des coordonnées de ces points de valeur absolue maximale pour la
place w. On peut maintenant continuer la preuve de la proposition 2.2.4.
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Supposons (∂kF )τ (Fp(R),F(M) ◦ Fp(R)) 6= 0 et |k| minimal avec cette propriété. On
peut supposer |k| < Ti+1 sinon il n’y a rien à démontrer. On note d’abord qu’on peut écrire

(∂kF )τ
(

Fp(R)
Sp

,
F(M) ◦ Fp(R)

SM,p

)
=
Jτ
(
Fp(R),F(M) ◦ Fp(R)

)
SLp SLM,p

= (∂kF )τ
(

Fp(R)
Sw,p

,
F(M) ◦ Fp(R)

Sw,M,p

)
×

(Sw,pSw,M,p)
L

(SpSM,p)
L

,

et en utilisant le lemme 2.2.5 on a∣∣∣∣∣(∂kF )τ
(

Fp(R)
Sp

,
F(M) ◦ Fp(R)

SM,p

)∣∣∣∣∣
w

≤
|Sw,pSw,M,p|Lw
|SpSM,p|Lw

p
−(Ti−|k|)

ep .

On est dans le cas ep ≤ Eg0−i donc on peut remplacer dans cette inégalité ep par Eg0−i.
On fait la somme sur toutes les places de F au dessus de v et on obtient

∑
w|v

nw log

(∣∣∣∣∣(∂kF )τ
(

Fp(R)
Sp

,
F(M) ◦ Fp(R)

SM,p

)∣∣∣∣∣
w

)

où nw = [Fw : Qw] = [Fw : Kv]. En utilisant le lemme 2.2.2 (on remarque qu’on a choisi
pour M une puissance de 2 pour faciliter les calculs et pouvoir utiliser ce lemme) cette
quantité est majorée par

≤ −(Ti − |k|) log p
Eg0−i

∑
w|v

nw

+ L
∑
w|v

nw log
( |Sw,pSw,M,p|w

|SpSM,p|w

)

≤ −(Ti − |k|)(log p)
Eg0−i

[F : K] + L[F : K]h(αp(R),M(αp(R)))

≤ −(Ti − |k|)(log p)
Eg0−i

[F : K] + L[F : K]
(
ĥ(αp(R),M(αp(R))) + c9

)
≤ −(Ti − |k|)(log p)

Eg0−i
[F : K] + L[F : K]

(
(M2 + 1)N(αp)ĥ(R) + c9

)
.

Puisque R ∈ Σg0−i+1, il est de la forme τg0−i+1αg0−i+1 ◦ . . . ◦ τg0αg0(σ(Q)), donc

ĥ(R) ≤ Ng0−i+1 . . . Ng0 ĥ(Q).

On utilise le fait que |k| < Ti+1 ≤ Ti
2 (hypothèse (2.8)), l’hypothèse (2.11) et la borne pour

ĥ(Q) (hypothèse (2.18)) et on trouve

∑
w|v

nw log

(∣∣∣∣∣(∂kF )τ
(

Fp(R)
Sp

,
F(M) ◦ Fp(R)

SM,p

)∣∣∣∣∣
w

)
≤ −c23[F : K]Ti logNg0−i

Eg0−i
.
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Notons ζ = (∂kF )τ
(

Fp(R)
Sp ,

F(M)◦Fp(R)
SM,p

)
. Puisqu’on a supposé ζ 6= 0, par les propriétés des

hauteurs on a h(ζ) = h(ζ−1), donc

h(ζ) = h(ζ−1) =
1

[F : Q]

∑
w∈MF

nw log max{1, |ζ|−1
w }

≥ 1
[F : Q]

∑
w|v

nw log max{1, |ζ−1|w}

≥ c24Ti logNg0−i
Eg0−i

.

Maintenant, par un lemme classique de hauteurs de polynômes (voir 5.4, éq. (18) [16]) on
a

h
(
(∂kF )τ (Fp(R),F(M) ◦ Fp(R))

)
≤ c25(Ti+1 log(Ti+1 + L) + LM2Ng0−iĥ(R) + h(F )).

En mettant ensemble ces deux résultats et la borne (2.5) on obtient l’équation

c23Ti logNg0−i
Eg0−i

≤ c25(Ti+1 log(Ti+1 + L) + LM2Ng0−i · · ·Ng0 ĥ(Q))

+c19

(
η(LM2ĥ(Q) + T0 log(T0 + L) + T0 logM + L) + log(LM2 deg(H))

)
,

et d’après (2.20)

c23Ti logNg0−i
Eg0−i

≤ c25(Ti+1 log(Ti+1 + L) + LM2Ng0−i · · ·Ng0 ĥ(Q))

+c26

(
η(T0 log(T0 + L)M + L) + log(LM2 deg(H))

)
.

D’autre part, (2.8) et (2.18) impliquent pour C0 assez grand

c25(Ti+1 log(Ti+1 + L) + LM2Ng0−i · · ·Ng0 ĥ(Q)) <
1
4
c23Ti logNg0−i

Eg0−i
.

Finalement (2.19), (2.10) et (2.11) impliquent pour C0 assez grand

c27
(
η(T0 log(T0 + L)M + L) + log(LM2 deg(H))

)
<

1
2
c23Ti logNg0−i

Eg0−i

et en mettant ensemble ces inégalités on a bien une contradiction.
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2.2.3 Cas très ramifié

On appliquera le raisonnement suivant lorsque parmi les ensembles P1, . . . ,Pg0 il en
existe au moins un avec beaucoup de grande ramification (dans le sens de la définition
2.2.1).

On va suivre la preuve de la prop. 2.1 de [1] qui permet de simplifier, entre autres,
l’application du lemme de zéros.

On rappelle que H′ désigne l’anneau des coordonnées de H×H, plongé dans un espace
projectif via le fibré M|H×H et on notera pour S ⊆ H ×H un sous-ensemble quelconque
et pour T et L des entiers positifs,

H(S, T, L) := dimK̄(H′/D(T ))L,

où D est l’idéal de définition de S̄Zar et D(T ) = {F ∈ H′, ∂k
0,IdF ∈ D, ∀k , |k | ≤ T}. Voici

le résultat dont on aura besoin :

Proposition 2.2.6. Soit A une variété abélienne définie sur K, et φL : A → Pn un
plongement projectivement normal associé au fibré en droites L = L⊗4

0 . Soient h ∈ R+,
p ∈ P et T,L des entiers positifs. Soit Σ ⊆ A tel que pour tout Q ∈ Σ, on ait ĥ(Q) ≤ h et
αp l’endomorphisme de Frobenius associé à la place v de K ramifiée dans L telle que v|p.
On rappelle que ι est l’application ι : A → A × A, définie par Q 7→ (Q,MQ). On définit
les ensembles

S = {ι(Q), Q ∈ Σ} et

S′ =
⋃

τ∈Gal(K̄/K)
τ |L∈Gp

τ(ι(ker(αp) + Σ)).

Soit T ′ un entier positif tel que T ′ < T . Alors,

h ≥ c28

(
1− H(S, T, L)

H(S′, T ′, L)

)
(T − T ′) log p

pLM2
− c29

logH(S′, T ′, L)
2LM2

−c30
T ′H(S, T, L) log(T ′ + L)

H(S′, T ′, L)LM2
− c31
M2

.

Démonstration. Soit D l’idéal de définition de S̄Zar dans H′ et D′ l’idéal de définition
de S̄′Zar. Posons l = H(S′, T ′, L), l0 = dimK̄(D(T ))/((D′)(T ′) ∩ D(T )). Avec les notations
données, l0 = H(S′, T ′, L)−H(S, T, L).

Considérons une base de monômes s1, . . . , sm de degré L du K̄-espace vectoriel [H′/D′]L
(elle existe car le plongement projectif induit par M|H×H où M = π∗1L ⊗ π∗2L est projec-
tivement normal). On considère les opérateurs ∂k

0,Id définis auparavant que l’on notera ∂k ,
avec |k | ≤ T ′. Pour un point quelconque R ∈ S′ on notera R des coordonnées projectives.
Considérons maintenant l’application

φ : F 7→ (∂kF (R))|k |≤T ′,R∈S′ ,
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où F ∈ H′ de degré L. Le noyau de cette application est justement l’idéal [D′(T ′)]L et donc

rang(φ) = dimK Γ(H ×H,M⊗L
|H×H)− dimK̄ [D′(T ′)]L = H(S′, T ′, L).

On considère la matrice
(
∂ksj(R)

)„
|k |≤T ′,R∈S′
j=1,...,m

« ; on a vu que son rang est l donc, quitte

à renuméroter les indices, on peut choisir k i, Ri et sj avec i, j = 1, . . . , l tels que la sous-
matrice

B = (∂k isj(Ri))“1≤i≤l
1≤j≤l

”
soit de déterminant non nul. D’après les définitions, il y a l0 polynômes G1, . . . , Gl0 linéai-
rement indépendants, non identiquement nuls sur S′ à l’ordre T ′, nuls sur S à l’ordre T .
On considère maintenant les polynômes ∂k iGr, pour r = 1, . . . , l0. D’après les choix faits,
∂k iGr est non identiquement nul sur S′ à l’ordre T ′ − |k i| et nul sur S à l’ordre T − |k i|
pour tout r et on peut supposer qu’il s’écrit sous la forme

∂k iGr =
l∑

j=1

grj∂
k isj

pour grj ∈ K̄. De plus, on peut choisir une extension de K assez grande, une place w|v,
renuméroter les indices et faire des combinaisons linéaires de façon qu’on puisse écrire

∂k iGr =
∑l−r+1

j=1 grj∂
k isj où

{
|grj |w = 1, j = l − r + 1;
|grj |w ≤ 1, j = 1 . . . , l − r.

D’après les remarques antérieures, on peut remplacer les dernières l0 colonnes de B par ∂k1Gl0(R1) . . . ∂k1G1(R1)
...

...
∂k lGl0(Rl) . . . ∂k lG1(Rl)


pour obtenir une nouvelle matrice B(w). On vérifie facilement qu’on peut écrire

B(w) = B ×



1 0 · · · 0 gl0,1 g11

0 1
...

...
...

...
...

. . . 1 gl0,l−l0
...

0 0 gl0,l−l0+1

...
...

. . .
0 0 · · · 0 0 · · · g1,l


et donc

|det(B(w))|w = |gl0,l−l0+1 · · · g1,l|w|det(B)|w = |det(B)|w.



Chapitre 2. Extrapolation 49

Maintenant, on va calculer |det(B(w))|w et pour cela on va d’abord borner |∂kGr(R)|w.
On rappelle que Ri est de la forme τi((ξi +Qi),M(ξi +Qi)) où ξi ∈ ker(αp), Qi ∈ Σ et Gk
est un polynôme à coefficients dans K̄ nul en (Qi,MQi) et ses conjugués sur L à l’ordre
T . On se place sur une carte affine et on note Tξ,0, . . . , Tξ,n des formes représentant la
translation par ξ.

Comme dans le cas peu ramifié, pour utiliser les propriétés du groupe Gp il faudra
travailler avec des polynômes à coefficients entiers dans L. Plus précisement, on va travailler
sur Lv′ où v′ est une place de L au-dessus de v|p puisque la congruence du lemme 1.7.3
est encore vraie pour les entiers de Lv′ . On utilise la même astuce que précédemment : soit
F une extension de K contenant les coefficients de ∂kGr, w une place de F au-dessus de
v′ ∈ML, telle que w|v′. On définit le polynôme

J =
∏
σ∈Dw

(∂kGr)σ

où Dw est le groupe de décomposition de Gal(F/L) en w. Puisque Dw ' Gal(Fw/Lv′), J
est un polynôme à coefficients dans Lv′ , nul sur S à l’ordre (T − |k |)[Fw : Lv′ ].

Lemme 2.2.7. Soit Q ∈ S. Si on choisit des coordonnées w-entières de (ξ +Q,M(ξ +Q)),
alors

|Jτ (Tξ(Q),F(M) ◦Tξ(Q)|w ≤ p
−(T−|k|)[Fw :Lv′ ]

p

pour tout τ ∈ Gal(K̄/K) tel que τ|L ∈ Gp.

Démonstration. D’après le théorème 2.2.3, il existe β = (1, β1, . . . , βs) où les βi sont des
éléments de Ow tels que J s’écrit sous la forme

J(X0, . . . , Xn, F
(M)
0 (X), . . . , F (M)

n (X)) =
∑
l

(T−|k |)[Fw:Lv′ ]∏
j=1

hlj (X,Y) (2.23)

avec hlj des polynômes à coefficients dans Ov′ l’anneau des entiers du complété Lv′ nuls
en (Q+ ξ, β). Notons h = hlj un de ces polynômes. On va montrer dans un premier temps∣∣∣hτ (Tξ(Q),F(M) ◦Tξ(Q))

∣∣∣
w
≤ p1/p.

Puisque h[X,Y] ∈ Ov′ [X,Y] on peut appliquer la congruence du lemme 1.7.3 et on obtient

|h(X,Y)− hτ (X,Y)|w ≤ p−1/p

(on prolonge de façon canonique w dans le corps K̄(X,Y) en posant |Xi|w = |Yj |w = 1
pour tout i, j). On a donc

|hτ (Tξ(Q), β)− h(Tξ(Q), β)|w ≤ p−1/p. (2.24)
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On note comme précédemment Fp,0(X), ..., Fp,n(X) des coordonnées de Fp(X). Par défini-
tion du Frobenius, on sait que pour tout X on a

Xp
j Fp,i(X)− Fp,j(X)Xp

i ∈ πvOK [X], ∀i, j 0 ≤ i, j ≤ n

et puisque ξ ∈ ker(αp), on a Fp ◦Tξ(X) = Fp(X). Donc au niveau des coordonnées on a

Tξ,i(X)pXp
j −Xp

i Tξ,j(X)p ∈ πvOK [X]

et en utilisant le petit théorème de Fermat on a

(Tξ,i(X)Xj −XiTξ,j(X))p ∈ πvOK [X].

On note d le degré de h := hlj par rapport au premier groupe de variables et par homogé-
néité on a (

Xd
j h(Tξ(X),Y)− Tξ,j(X)dh(X,Y)

)p
∈ πv′Ov′ [X,Y].

On évalue en (Q+ ξ, β) et on a |h(Tξ(Q), β)|w ≤ p−1/p puis en utilisant (2.24) on trouve

|hτ (Tξ(Q), β)|w ≤ p−1/p.

En reportant cette inégalité dans (2.23) et en évaluant en (Q+ ξ, β) on a∣∣∣Jτ (Tξ(Q),F(M) ◦Tξ(Q))
∣∣∣
w
≤ p

−(T−|k|)[Fw :Lv′ ]
p .

Corollaire 2.2.8. Avec les mêmes notations que ci-dessus, pour tout point R ∈ S′ on a

|∂kGr(R)|w ≤ p
−(T−|k|)

p .

Démonstration. Puisque |J |w = |
∏
σ∈Dw(∂kGr)σ|w, par définition de Dw la norme de tous

les conjugués dans ce produit est la même et il y en a [Fw : Lv′ ]. En utilisant le lemme
précédant on a le résultat désiré.

Continuons la preuve de 2.2.6. Comme on a l’a fait dans le cas peu ramifié, pour pouvoir
mettre toutes les places w ensemble, on va choisir des coordonnées w-entières : on note
Si et Si,M des coordonnées non nulles de Tξi(Qi) et F(M) ◦Tξi(Qi) respectivement. Pour
une place w donnée on note Si,w,Si,w,M des coordonnées de ces points de valeur absolue
maximale pour la place w. Alors∣∣∣∣∣(∂kGr)τ

(
Tξi(Qi)
Si

,
F(M) ◦Tξi(Qi)

Si,M

)∣∣∣∣∣
w

=

∣∣∣∣∣(∂kGr)τ
(

Tξi(Qi)
Si,w

,
F(M) ◦Tξ(Qi)

Si,M,w

)(
Si,wSi,M,w

SSi,M

)L[F:L]
∣∣∣∣∣
w

≤ p
−(T−T ′)[F:L]

p
|Si,wSi,M,w|L[F:L]

w

|Si Si,M |L[F:L]
w

.
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Maintenant, on calcule le déterminant de B(w) en développant à partir de la dernière
colonne. On obtient

|det(B(w))|w ≤ max
1≤i1,...il0≤l

∣∣∣∂ki1G1(Ri1) · · · ∂
kil0Gl0(Ril0

)
∣∣∣

× max
1≤i1,...,il−l0≤l

∣∣∣∂ki1sl−l0(Ri1) · · · ∂
kil−l0 s1(Ril−l0

)
∣∣∣
w

≤ max
1≤i≤l
1≤j≤l0

∣∣∣∂kiGj(Ri)
∣∣∣l0
w

max
1≤i≤l
1≤j≤l0

∣∣∣∂kisj(Ri)
∣∣∣l−l0
w

≤ p−(T−T ′)l0/p max
1≤i≤l

|Si,wSi,M,w|Ll0w

|SiSi,M |Ll0w

max
1≤i≤l

|Si,wSi,M,w|L(l−l0)
w

|SiSi,M |L(l−l0)
w

≤ p−(T−T ′)l0/p max
1≤i≤l

|Si,wSi,M,w|Llw
|SiSi,M |Llw

.

Soit maintenant w une place finie qui ne divise pas v. En utilisant l’inégalité ultramétrique
on a la majoration

|det(B)|w ≤ max
1≤i,j≤l

|∂kisj(Ri)|lw

≤ max
1≤i≤l

|Si,wSi,M,w|Llw
|SiSi,M |Llw

.

Finalement, pour une place w archimédienne, l’inégalité de Hadamard nous dit que

|det(B)|w ≤
l∏

j=1

 l∑
j=1

|∂kisj(Ri)|2w

 1
2

≤ max
1≤i≤l

|Si,wSi,M,w|Llw
|SiSi,M |Llw

(
l max
1≤i,j≤l

|∂kisj(Ri)|2w
) l

2

≤ max
1≤i≤l

|Si,wSi,M,w|Llw
|SiSi,M |Llw

l
l
2 max

1≤i,j≤l
|∂kisj(Ri)|lw

Vu que detB 6= 0, on applique la formule du produit ( 1
[F:Q]

∑
w nw log |det(B)|w = 0) et

on a

0 ≤ −c32
(T − T ′)l0 log p

p
+
l

2
log l + Llh(R) + c33l(T ′ log(T ′ + L) + T ′)

≤ −c32
(T − T ′)l0 log p

p
+
l

2
log l + c34lT

′ log(T ′ + L) + c35LM
2lh+ c36Ll
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d’où

h ≥ c37
(T − T ′)l0 log p

LM2lp
− c38

T ′ log(T ′ + L)
LM2

− c39
log l
LM2

− c40
M2

.

Lemme 2.2.9. Soit r(P) l’indice fixé auparavant tel que l’ensemble Pr(P) est très ramifié.
Alors si on utilise les paramètres T0, T1, L,Nr(P) et Er(P) fixés pour le cas très ramifié et
Σ = {σ(Q), σ ∈ Gal(K̄/L)}, alors H(S′, T1, L) < 2H(S, T0, L).

Démonstration. On applique la proposition 2.2.6 à l’ensemble Σ avec T = T0, T ′ = T1 et
L = L. Pour tout Q ∈ Σ l’hypothèse (2.21) nous dit que ĥ(Q) ≤ h avec

h =
T0 log(Nr(P))

log(C0)Nr(P)LM2
.

On obtient l’inégalité

h ≥ c41

(
1− H(S, T0, L)

H(S′, T1, L)

)
(T0 − T1) log(Nr(P))

Nr(P)LM2
− c42

logH(S′, T1, L)
LM2

−c43
T1 log(T1 + L)

LM2
− c44
M2

.

Si H(S′, T1, L) ≥ 2H(S, T0, L), en utilisant le fait que T1 ≤ T0
2 (hypothèse (2.15)) et une

borne très générale pour H(S′, T1, L) (par exemple on prend H(S′, T1, L) ≤ H(H×H,L) ≤
L2g0 deg(H)2) on a

h ≥ c45

T0 log(Nr(P))
Nr(P)LM2

− c46
log(LdegH)

LM2
− c47

T1 log(T1 + L)
LM2

− c48
M2

.

Finalement en utilisant les hypothèses (2.14), (2.15) et (2.16) pour C0 assez grand on a

h ≥
c49T0 log(Nr(P))
Nr(P)LM2

.

On remplace h par sa valeur et on trouve

T0 log(Nr(P))
log(C0)Nr(P)LM2

≥ c49
T0 log(Nr(P))
Nr(P)LM2

,

ce qui est contradictoire pour C0 assez grand.

Voyons maintenant que H(S, T0, L) ≤ 1
2 dimK̄ Γ(ι(H),M⊗L). Soit Z la sous-variété

fixée satisfaisant ωL(Q,H) =
(

degZ
degH

)1/codimHZ
. Par définition, Σ ⊆ Z et donc S ⊆ ι(Z).
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Si on note comme avant D l’idéal de définition de ι(Z), on voit facilement que

H(S, T0, L) ≤ dimC(H′/t∗ι(v)(D)(T0))L

≤ c50T
g0−d
0 (LM2)d deg(Z)

≤ c50T
g0−d
0 (LM2)dωL(Q,H)g0−d degH

D’autre part on sait que dimK̄ Γ(ι(H),M⊗L) ≥ c51(LM2)g0 deg(H) quitte à ce que (2.12)
soit vérifiée. On a finalement

H(S, T0, L) ≤ c50T
g0−d
0 (LM2)dωL(Q,H)g0−d degH

≤ c51

2
(LM2)g0 deg(H) grâce à l’hypothèse (2.13) pour C0 assez grand

≤ 1
2

dimK̄ Γ(ι(H),M⊗L).

Il existe donc un polynôme F de degré L non identiquement nul sur ι(H), nul sur S′ à
l’ordre T ′0.

On recapitule dans la proposition qui suit le résultat démontré dont on aura besoin :

Proposition 2.2.10. Soit i un indice tel que 1 ≤ i ≤ g0, Ni, L,M, T0, T1 des entiers
vérifiant les conditions (2.12) à (2.17) du paragraphe 2.2.1 et Q ∈ H(K̄) d’ordre infini
modulo toute sous-variété abélienne propre de H vérifiant (2.21). Soit v ∈ MK une place
ramifiée dans L au-dessus de p ∈ Pi. Soit αp un endomorphisme de Frobenius en v (on
rappelle que Ni

2 ≤ N(v) ≤ Ni) et Σ l’ensemble de conjugués du point Q sur L. Alors il
existe un polynôme F bihomogène à coefficients dans K̄ de bidegré (L,L) nul sur l’ensemble⋃

τ∈Gal(K̄/K)
τ |L∈Gp

τ(ι(ker(αp) + Σ))

à l’ordre T1 le long de Tι(H)(C).
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Chapitre 3

Lemme de zéros et descente

Dans ce chapitre on applique un lemme de zéros aux fonctions construites auparavant.
Il s’agit d’une variante du lemme de zéros de [16] théo. 4.1. Comme dans la preuve du
problème de Lehmer classique “à ε-près”, le lemme de zéros ne suffit pas pour conlure et
il faut faire une descente. Celle-ci est encore proche de celle de [16] mais en plus de tenir
compte des deux cas traités plus haut (peu et très ramifié) elle fait intervenir un nouvel
ingrédient : une suite de corps emboîtés qui permettent de capturer plus d’information.
Contrairement au cas classique déjà mentionné, ceci ne suffit pas pour démontrer le théo-
rème principal ; il faudra en dernier lieu procéder à une récurrence sur la dimension de la
variété H en question.

3.1 Lemme de zéros

On commence par donner une définition.

Définition 3.1.1. Soit V une sous-variété de A et V un sous-espace vectoriel de TA(C).
Soient T et L deux entiers positifs. On dit que V est définie incomplètement dans A avec
multiplicité ≥ T le long de V par des formes de degré au plus L, s’il existe des formes
q1, . . . , qs de degré ≤ L telles que V soit une composante irréductible du lieu des zéros de
l’idéal (q1, . . . , qs) et chaque forme qi, i = 1, . . . , s, s’annule à un ordre ≥ T sur V le long
de V.

3.1.1 Cas peu ramifié

Supposons d’abord qu’on dispose de g0 ensembles d’isogénies P1, . . . ,Pg0 avec peu de
grande ramification. On utilise le lemme de zéros de [16], théorème 4.1 en faisant quelques
modifications pour tenir compte des conjugués et avoir des résultats en fonction de ωL et
deg(H). Pour un premier p ∈ P, notons

Sp = {τ ∈ Gal(K̄/K), τ|L = φp}.

55
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On rappelle les notations suivantes :

Σ = {σ(Q), σ ∈ Gal(K̄/L)} et
Σi = {τiαi ◦ . . . ◦ τg0αg0(R), R ∈ Σ} pour i = 1, . . . , g0

où αi parcourt ∆(pr)
i et τi parcourt Sp si αi = αp 6= Id ou τi ∈ Gal(K̄/K) tel que τ|L = Id

lorsque αi = Id.

Théorème 3.1.2. Soient A une variété abélienne plongée dans un espace projectif Pn
de façon projectivement normale, B une sous-variété abélienne de A de dimension g0,
Q ∈ B(K̄) et des ensembles Σi pour i = 1, . . . , g0 comme ci-dessus. Soit F ∈ L[X0, . . . , Xn]
une forme homogène de degré ν non identiquement nulle sur B, nulle à un ordre supérieur
à T ′1 + . . . + T ′g0 pour T ′i des entiers positifs, le long de TB(C) en tous les points de Σ1.
Alors il existe un entier k, 1 ≤ k ≤ g0, une sous-variété propre V de B, géométriquement
irréductible incomplètement définie dans B par des formes de degré ≤ 2N1 · · ·Nk−1ν avec
multiplicité ≥ T ′k le long de TB(C), de dimension d ≥ g0 − k, contenant une composante
irréductible de Σk+1, telle que

T ′g0−dk deg

 ⋃
αp∈∆

(pr)
k ,τ∈Sp

τ ◦ αp(V )

 ≤ c52(degB)(νN1 . . . Nk−1)g0−d

Démonstration. C’est le théorème 4.1 (avec supplément galoisien) et la scolie 4.8 de [16]
où l’on a utilisé les idéaux J1 = (F ), Ji+1 = (∂T

′
i

0,αp
τJi ;αp ∈ ∆(pr)

i , τ ∈ Sp).

On applique le théorème 3.1.2 à la trace sur L de la fonction F construite dans le
lemme 2.1.5 tirée en arrière par la fonction ι : A ↪→ A× A. Par construction, F n’est pas
identiquement nulle sur ι(H) de bidegré (L,L). On sait de plus que F est nulle en tous les
points de ι(Σ1) à l’ordre Tg0 le long de Tι(H)(C), donc la fonction G = TrK̄/L(F ◦ι), de degré
L(M2 + 1)[F : L] (où F est le corps de défintion de F ) vérifie les hypothèses du lemme de
zéros avec T ′i =

[
Tg0
g0+1

]
[F : L] et ν = L(M2+1)[F : L]. On obtient donc un entier k, 1 ≤ k ≤

g0, une sous-variété V de H, géométriquement irréductible, incomplètement définie avec
multiplicité ≥ Tk le long de TH(C) par des formes de degré au plus 2[F : L]LM2N1 · · ·Nk,
de dimension d ≥ g0 − k contenant un point Q1 de la forme τk+1αk+1 ◦ . . . ◦ τg0αg0(σ(Q))
telle que

(Tg0 [F : L])g0−d deg

 ⋃
αp∈∆

(pr)
k ,τ∈Sp

τ ◦ αp(V )

 ≤ c53 deg(H)([F : L]LM2N1 . . . Nk−1)g0−d
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et donc

T g0−dg0 deg

 ⋃
αp∈∆

(pr)
k ,τ∈Sp

τ ◦ αp(V )

 ≤ c53 deg(H)(LM2N1 . . . Nk−1)g0−d (3.1)

On veut estimer le mieux possible le degré de la partie gauche de cette inéquation et,
pour cela, compter combien de conjugués différents des αp(V ) on a. Par le point (i) du
lemme 1.7.5, on sait que si α1, α2 sont deux isogénies distinctes de Pk, alors on ne peut pas
avoir α1(τ1(V )) = α2(τ2(V )) pour n’importe quels τ1, τ2 ∈ Gal(K̄/K) à moins que V soit
une sous-variété de torsion. Mais V ( H, elle contient Q1 et par définition la plus petite
sous-variété de torsion contenant ce point-là est bien entendu H.

D’autre part, si on note VL =
⋃
τ∈Gal(K̄/L) τ(V ), on a

deg

 ⋃
τ∈Sp

τ(V )

 = deg(φp(VL)) = deg(VL).

En utilisant 1.5.6.(iii) et puisque αj(φpjVL) 6= αl(φplVL) pour tout j 6= l, alors on peut
écrire

deg

 ⋃
αp∈∆

(pr)
k ,τ∈Sp

αp(τ(V ))

 = deg(VL)
∑

αp∈∆
(pr)
k

N(αp)d

| ker(αp) ∩GVL |
,

et en utilisant l’inégalité arithmético-géométrique on a

deg

 ⋃
αp∈∆

(pr)
k ,τ∈Sp

αp(τ(V ))

 ≥
c54 deg(VL)Nd

k |∆
(pr)
k |

|∆(pr)
k

|

√∏
αp

| ker(αp) ∩GVL |

≥
c55 deg(VL)Nd

k |∆
(pr)
k |

|∆(pr)
k

|

√√√√√
∣∣∣∣∣∣ker

 ∏
αp∈∆

(pr)
k

αp

 ∩GVL

∣∣∣∣∣∣
,

puisque les αp sont tous premiers entre eux. Voyons maintenant que

|∆(pr)
k | ≥ c56Nk

logNk
.

D’après la proposition 1.5.3 A possède un endomorphisme de Frobenius en presque toute
place finie de K. On rappelle qu’on a choisi une seule place v au-dessus de chaque premier
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p et donc tous les αp sont premiers entre eux. En utilisant le théorème de C̆ebotarev on a
que |Pk| ≥ c57

Nk
logNk

et donc pour C0 assez grand

|∆(pr)
k | ≥ |Pk|

2
≥ c58

Nk

logNk
.

Notons s = dim(GVL) et rappelons que V est définie incomplètement par des équa-
tions de degré ≤ c59LM

2N1 · · ·Nk−1. En utilisant le lemme 1.2.2, le lemme 1.5.8 et une
borne très générale obtenue par le lemme de zéros pour deg(VL) (on prend ici deg(VL) ≤
c60 deg(H)(LM2)g0−dN1 · · ·Nk−1 en prenant αp = Id), on obtient pour une isogénie ad-
missible quelconque β de poids q(β)

Card(ker(β) ∩GVL) ≤ |GVL : G◦VL |q(β)s

≤ q(β)s deg(GVL)
≤ q(β)s deg(VL)(4LM2N1 · · ·Nk−1)d−s

≤ c61q(β)s(LM2N1 · · ·Nk−1)g0−s deg(H).

En mettant ensemble ces inégalités et la borne pour |∆(pr)
k |, on a

deg

 ⋃
αp∈∆

(pr)
k ,τ∈Sp

αp(τ(V ))

 ≥ c62
deg(VL)Nd−s+1

k

log(Nk) Card∆
(pr)
k

√
(LM2N1 · · ·Nk−1)g0−s degH

.

D’après (3.1), l’hypothèse (2.9), la minoration de |∆(pr)
k | ci-dessus et puisque d ≥ s on a

deg(H)(LM2N1 . . . Nk−1)g0−d ≥
c63Nk deg(VL)T g0−dg0

log(Nk)

et alors

deg(VL) ≤ c64
(LM2N1 . . . Nk−1)g0−d deg(H) log(Nk)

(Tg0)g0−dNk
. (3.2)

Remarque 3.1.3. Dans l’application du lemme de zéros on aurait pu considérer des en-
sembles Σi plus petits en remplaçant dans leur définition l’ensemble ∆(pr)

i par un sous-
ensemble de celui-ci. Pour obtenir le même résultat final (borne (3.2)) il suffit d’assurer
qu’il s’agit d’un ensemble de cardinal ≥ c65

Ni
logNi

.

On peut résumer ces résultats dans le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.4. Soit Q un point de H(K̄) satisfaisant l’hypothèse (2.18), d’ordre infini
modulo toute sous-variété de torsion de H. Alors il existe un entier k, 1 ≤ k ≤ g0, un point
Q1 = τk+1αk+1 ◦ . . . ◦ τg0αg0(Q) pour certains αi ∈ Pi, τi ∈ Sp où p est tel que αi = αp et
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une sous-variété propre de H, V définie sur L contenant le point Q1, de dimension d, où
d ≥ g0 − k et dont le degré satisfait l’inégalité :

deg V ≤ c64
(LM2N1 . . . Nk−1)g0−d deg(H) log(Nk)

T g0−dg0 Nk

.

De plus, V est définie incomplètement par des formes de degré ≤ c66LM
2N1 · · ·Nk−1 le

long de TH(C) avec multiplicité au moins Tg0
g0+1 .

3.1.2 Cas très ramifié

On se replace dans le cas où il existe un ensemble Pr(i) avec beaucoup de grande
ramification et soit αp ∈ ∆(tr)

r(i). On choisit des paramètres T0, T1, L,M satisfaisant les
conditions (2.12) à (2.17) et on suppose de plus que la condition (2.21) est satisfaite.
D’après la proposition 2.2.10 il existe un polynôme F ∈ K̄[X] nul en ι(τ(R+U)) à l’ordre
T1 pour tout U ∈ ker(αp), τ ∈ Gal(K̄/K) tel que τ|L ∈ Gp, et pour tout R conjugué de Q
sur L.

On rappelle qu’il existe m minimal tel que L ⊆ Qp(ζm) (voir paragraphe 1.7). On
définit le sous-corps L1 de L comme l’intersection

L ∩Qp(ζm/p).

Avec cette notation on remarque que Gp = Gal(L/L1).

Lemme 3.1.5. Il existe une variété VL1 de dimension d1 définie sur L1 définie incom-
plètement par des formes de degré ≤ c67LM

2 avec multiplicité ≥ T1 passant par Q, telle
que

deg(αp(VL1)) ≤ c69

(
LM2

T1Nr(i)

)g0−d1
deg(H).

Démonstration. Posons Γp = Gal(K̄/L1) = {τ ∈ Gal(K̄/K), τ|L ∈ Gp}. On suit le lemme
de Zéros de [35]. On pose

J = (∂T1
0,Idτ(F ◦ ι) ◦ tU , U ∈ ker(αp), τ−1 ∈ Γp)

et W = Z(J ). Alors il existe une composante V de W , géométriquement irréductible,
passant par Q. Puisque W est stable par translation par des points de αp-torsion et par
l’action des τ ∈ Γp, alors τ(V ) + U est aussi une composante de W lorsque U ∈ ker(αp).
On peut donc écrire

T g0−d11 deg

 ⋃
U∈ker(αp)
τ∈Γp

τ(V ) + U

 ≤ c68(LM2)g0−d1 deg(H),
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d’après le lemme 5 de [37]. En notant VL1 =
⋃
τ∈Γp

τ(V ) alors

deg(α−1
p αpVL1) ≤ c68

(
LM2

T1

)g0−d1
deg(H).

En utilisant la proposition 1.5.6 on a

deg(αpVL1) ≤ c69

(
LM2

T1N(v)

)g0−d1
deg(H).

3.2 Paramètres

Considérons P, L et H comme dans le théorème 20 et supposons que l’on a

ĥ(P ) <
1

ωL(P,H)

(
log logωL deg(H)2

C0 logωL deg(H)2

)(2g20(g0+1)!)2g0

. (3.3)

L’idée de la descente est de construire une suite de variétés “emboîtées” de degré contrôlé
et dont on contrôle aussi les stabilisateurs, à l’aide d’une utilisation répétée des lemmes de
zéros 3.1.5 et 3.1.2. Ces lemmes s’appliquent à des ensembles P1, . . . ,Pg0 et des paramètres
L,M, T0, . . . , Tg0 , E1, . . . , Eg0 , N1, . . . , Ng0 satisfaisant les conditions (2.6) à (2.11) et (2.19)
ou bien (2.12) à (2.17) et un point Q satisfaisant (2.18) ou bien (2.21) respectivement. Par
la suite on va définir des ensembles de paramètres et des points satisfaisant ces conditions.

On pose δ = g2
0(g0 + 1)! + 2 et on définit pour tout i, j = 1, . . . , g0,

ρj = δ2g0−2j(g0 + 1), a
(j)
i = i.i!δρj ,

b
(j)
i = i.i!ρj et b(j) =

∑g0
i=1 b

(j)
i .

On remarque que
∑k

i=1 i.i! = (k + 1)!− 1. Par la suite on notera ωL = ωL(P,H) où P est
le point de départ pour lequel on veut montrer le théorème principal. On rappelle qu’on a
supposé plus haut que P satisfait (3.3).

Pour simplifier les calculs, on notera aussi

∆ = log(ωL deg(H)2).

Du fait que L = L⊗4
0 et la définition de ωL on a

∆ ≥ log deg(H) ≥ log 4 > 1.
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On pose maintenant pour tout 1 ≤ i, j ≤ g0 les paramètres suivants :

N
(j)
i =

( C0∆
log ∆

)a(j)
i

 et E
(j)
i =

( C0∆
log ∆

)b(j)i  .
On définit ensuite des ensembles d’isogénies P(j)

1 , . . .P(j)
g0 pour 1 ≤ j ≤ g0 par

P(j)
i = {αp, p ∈ P,

N
(j)
i

2
≤ p ≤ N

(j)
i } ∪ {Id}

Pour chaque groupe d’isogénies P(j)
i , . . . ,P(j)

g0 on disposera comme auparavant de deux
cas : tous les ensembles sont “peu ramifiés” ou bien il existe au moins un ensemble très
ramifié (par rapport aux indices de ramification E

(j)
1 , . . . , E

(j)
g0 ). Lorsque le deuxième cas

se présente, on rappelle qu’on a choisi le plus petit indice i tel que P(j)
i est très ramifié et

on l’a noté r(P(j)). Pour simplifier les notations on le notera dorénavant r(j). On définit
aussi comme auparavant pour tous 1 ≤ i, j ≤ g0 des ensembles ∆(j,pr)

i et ∆(j,tr)
i .

Pour j donné on pose

Bj = {βj = τ
(j)
1 α

(j)
1 ◦ · · · ◦ τ (j)

g0 α
(j)
g0 }

pour α(j)
i ∈ P(j)

i et τ (j)
i un élément de Gal(K̄/K) qui prolonge ou bien φp si α(j)

i = αp ∈
∆(j,pr)
i ou bien un élément de Gp si α(j)

i = αp ∈ ∆(j,tr)
i et τ (j)

i = Id si α(j)
i = Id. On définit

Ri = {Fi = βi ◦ · · · ◦ β1, β` ∈ B`}.

D’après le choix des paramètres on trouve

N(βj) ≤ N
(j)
1 · · ·N (j)

g0

≤
(
C0∆
log ∆

)Pg0
i=1 δρji.i!

≤
(
C0∆
log ∆

)δρj [(g0+1)!−1]

. (3.4)

Par la suite on va travailler avec une suite de sous-corps de L qu’on construira induc-
tivement à l’aide des isogénies qu’on va obtenir grâce aux lemmes de zéros. Ils sont définis
de la façon suivante :

Définition 3.2.1. Soient β1, . . . , βg0 avec βj ∈ Bj tels que si pour j donné il existe
P(j)
r(j) très ramifié alors βj ∈ ∆(j,tr)

r(j) . On associe une suite d’extensions abéliennes Lj pour
j = 0, . . . , g0 de la façon suivante :

– L0 = L ;
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– si P(j+1)
1 , . . . ,P(j+1)

g0 ont tous peu de grande ramification (au sens de la définition
2.2.1) on pose Lj+1 = Lj ;

– si on est dans le cas très ramifié, βj est un endomorphisme de Frobenius associé à
v|p pour un certain p. Il existe un entier m = m(p,Lj) minimal tel que Lj ⊆ Qp(ζm)
et on pose Lj+1 = Lj ∩Qp(ξm/p)).

Pour effectuer la descente on commencera par appliquer le lemme 3.1.5 ou le lemme 3.1.2
à un point P satisfaisant l’inégalité (3.3) (on vera plus loin que cette dernière implique les
conditions (2.18) et (2.21)), aux entiers E(1)

1 , . . . , E
(1)
g0 , N

(1)
1 , . . . , N

(1)
g0 et à des paramètres

L(1),M (1), T
(1)
0 , . . . , T

(1)
g0 qu’on va fixer plus bas. L’application des lemmes 3.1.5 ou 3.1.2

donne entre autres un élément β1 ∈ B1 et on notera P1 = β1(P ). On recomencera le
même procédé avec le point P1 est de nouveau paramètres L(2),M (2), T

(2)
0 , . . . , T

(2)
g0 et

ainsi de suite. De cette façon on construira au fur et à mesure une suite de points P =
P0, P1, . . . , Pg0 .

On peut maintenant préciser les paramètres. Dans le cas peu ramifié on pose pour
j = 1, . . . , g0

T
(j)
0 =

[
(degH)4ωLj−1(Pj−1,H)

Cb
(j)+2

0 ∆b(j)+g0

(log ∆)b(j)

]

T
(j)
i+1 =

 T
(j)
i

(logC0)2∆

(
log ∆
C0∆

)b(j)g0−i ∀i = 0, . . . , g0 − 1

L(j) =

[
deg(H)2ωLj−1(Pj−1,H)

Cb
(j)+2

0 ∆b(j)+g0

(log ∆)b(j)

]

M (j) = 2q+1 où q =

[
logL(j)

2 log 2

]
.

On remarque facilement que pour C0 assez grand

T
(j)
i ≥ (degH)4ωLj−1(Pj−1,H)

C2
0∆g0−i

(logC0)2i+1

(
C0∆
log ∆

)b(j)1 +...+b
(j)
g0−i

. (3.5)

Avant de vérifier que ces paramètres satisfont les conditions imposées dans le paragraphe
2.2.1, on donne un corollaire qui facilitera les calculs.

Corollaire 3.2.2. Si les ensembles P(j)
1 , . . . ,P(j)

g0 ont tous peu de grande ramification et
si les paramètres T (j)

i , L(j),M (j) satisfont les conditions (2.6) à (2.11), (2.19) et (2.18)
avec Q = Pj−1 et L = Lj−1 alors il existe une variété V définie sur Lj = Lj−1, définie
incomplètement par des formes de degré ≤ c70L

(j)(M (j))2N (j)
1 · · ·N (j)

g0−1 avec multiplicité
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≥ c71Tg0 le long de TH(C) de dimension d et une isogénie βj ∈ Bj telle que Pj = βj(Pj−1) ∈
V et

deg V ≤
deg(H)ωLj−1(Pj−1,H)g0−d

(N (j)
1 )g0−d

(
log ∆
C0∆

)2(b(j)+g0+1)(g0−d)
.

On a aussi ωLj (Pj ,H) ≤ ωLj−1(Pj−1,H).

Démonstration. Pour la première inégalité on remplace dans la conclusion du corollaire
3.1.4 les paramètres par leur valeur. On sait qu’il existe k ≥ g0 − d tel que

deg(V ) ≤ c72

(
L(j)(M (j))2N (j)

1 . . . , N
(j)
k−1

)g0−d
deg(H) logN (j)

k

(T (j)
g0 )g0−dN (j)

k

et on vérifie facilement que

(N (j)
1 . . . , N

(j)
k−1)

g0−d

Nk
≤ 2

(
C0∆
log ∆

)(g0−d)
 
k−1P
i=1

a
(j)
i

!
−a(j)

k

≤ 2
(
C0∆
log ∆

)(g0−d)(k!−1)δρj−k.k!δρj

≤ 2

(N (j)
1 )g0−d

.

D’autre part,

L(j)(M (j))2

T
(j)
g0

≤ c73

ωLj−1(Pj−1,H)C2b(j)+2
0 ∆2(b(j)+g0)(logC0)2g0+2

(log ∆)2b(j)
,

et finalement

deg(V ) ≤ c74(logC0)(2g0+2)g0+1 log(∆) deg(H)ωLj−1(Pj−1,H)g0−d

×

(
C2b(j)+2

0 ∆2(b(j)+g0)

N
(j)
1 (log ∆)2b(j)

)g0−d

≤ c75(logC0)(2g0+2)g0+1 deg(H)ωLj−1(Pj−1,H)g0−d

(N (j)
1 )g0−d

(
C2b(j)+2

0 ∆2(b(j)+g0)

(log ∆)2b(j)−1

)g0−d

≤
deg(H)ωLj−1(Pj−1,H)g0−d

(N (j)
1 )g0−d

(
C0∆
log ∆

)2(b(j)+g0+1)(g0−d)
.

On a utilisé le fait que (log ∆)c

∆ ≤ cc puisque ∆ ≥ 4.
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Ensuite, puisque V est définie sur Lj , contenue dans H et contient Pj , ωLj (Pj ,H) ≤(
deg V
degH

)1/codimHV
par définition. En remplaçant deg V par la borne ci-dessus on a

ωLj (Pj ,H) ≤ ωLj−1(Pj−1,H)
(

log ∆
C0∆

)a(j)
1 −2b(j)−2g0−2

et, d’après le choix de δ, a(j)
1 ≥ 2b(j) + 2g0 + 2 ce qui permet de conclure.

Dans le cas très ramifié, pour chaque j on rappelle qu’on a choisi un ensemble P(j)
r(j)

très ramifié et supposons donnée une suite d’extensions L0, . . . ,Lg0 comme auparavant. On
pose

T
(j)
0 =

(degH)4ωLj−1(Pj−1,H)C3
0

(
C0∆
log ∆

)2a
(j)
r(j)


T

(j)
1 =

 T
(j)
0

(logC0)2∆

(
log ∆
C0∆

)a(j)
r(j)


L(j) =

deg(H)2ωLj−1(Pj−1,H)C2
0

(
C0∆
log ∆

)a(j)
r(j)


M (j) = 2q+1 où q =

[
logL(j)

2 log 2

]
.

On remarque que

T
(j)
1 ≥

deg(H)4ωLj−1(Pj−1,H)C
a
(j)
r(j)

+3

0 ∆a
(j)
r(j)

−1

(logC0)3(log ∆)a
(j)
r(j)

. (3.6)

Dans ce cas on a le corollaire suivant du lemme de zéros :

Corollaire 3.2.3. Soit r(j) le plus petit indice tel que l’ensemble P(j)
r(j) a “beaucoup” de

grande ramification. Si les paramètres T (j)
0 , L(j),M (j) vérifient les conditions (2.12) à (2.17)

et (2.21) avec Q = Pj−1 et L = Lj−1, alors il existe une isogénie βj ∈ Bj et une variété
V définie sur Lj ( Lj−1 de dimension d passant par Pj−1 incomplètement définie par des
formes de degré ≤ c76LM

2 avec multiplicité ≥ T1 le long de TH(C). De plus on a l’inégalité

deg(βj(V )) ≤ c77ωLj−1(Pj−1,H)g0−d deg(H)(C2
0∆)g0−d.

On a aussi
ωLj (Pj ,H) ≤ c78ωLj−1(Pj−1,H)C2

0∆

où Pj = βj(Pj−1).
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Démonstration. Il suffit de remplacer les paramètres par leur valeur et suivre le même
raisonnement que dans le cas peu ramifié.

Remarque 3.2.4. De façon triviale, on a l’inégalité suivante dans les deux cas

ωLj (Pj ,H) ≤ c79ωLj−1(Pj−1,H)C2
0∆.

Voyons maintenant que les paramètres fixés vérifient les conditions désirées.

Cas j = 1. Dans un premier temps, vérifions les conditions pour L(1),M (1), T (1)
0 , . . . , T

(1)
g0

les paramètres du cas peu ramifié, le point P0 = P et l’extension L0 = L. On va oublier
l’exposant (1) pour simplifier l’écriture.

La condition (2.6) est satisfaite puisque deg(H)ωL(P,H) ≥ 1. La vérification de (2.10)
est aussi immédiate. Pour (2.7) on calcule

LM2

T0ωL(P,H)
≥ c80

Cb+2
0 ∆b+g0

(log ∆)b
≥ C0

ce qui conclut. La condition (2.8) est vérifiée en calculant

Ti log(Ng0−i)
(logC0)Eg0−i log(Ti+1 + L)

≥ c81
Ti(log ∆)bg0−i log(C0∆)

(logC0)(C0∆)bg0−i∆ log(C0∆)

≥ Ti
∆ log(C0)2

(
log ∆
C0∆

)bg0−i
pour C0 assez grand

≥ Ti+1.

Vérifions (2.9) :

Nk

logNk log((LM2N1 · · ·Nk−1)g0 degH)
≥ c82

(
C0∆
log ∆

)ak 1
log(C0∆)2∆

≥ Cak−1
0 ∆ak−1

(log ∆)ak+2

≥ c83C
ak−1
0 (log ∆)ak−4

où l’on a utilisé de nouveau ∆
(log ∆)2

≥ 1. Puisque ak ≥ 4 d’après le choix de δ la condition
est vérifiée. Pour (2.11) on calcule

Ti logNg0−i
log(C0)Eg0−i log(LM2 degH)

≥ c84 deg(H)4ωL(P,H)
C0∆g0−i−1

logC0
(en utilisant (3.5))

≥ deg(H)4ωL(P,H) pour C0 assez grand
≥ 1.
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Voyons maintenant que la condition (2.19) sur l’exposant de Dirichlet η est aussi vérifiée.
On rappelle que r est le rang du système (2.1) au cran 1 pour le point P0 = P et I est le
nombre d’inconnues de ce système. En appliquant le lemme 2.1.3 au point P on a

r ≤ c85T
g0−d
0 ωL(P,H)g0−d deg(H)(LM2)d

et d’après l’encadrement (2.4) on a

I ≥ c86 deg(H)(LM2)g0 .

En utilisant la condition (2.7) on a pour C0 assez grand I ≥ 2r d’où

η ≤ 2r
I

≤ c87
T g0−d0 ωL(P,H)g0−d

(LM2)g0−d

≤ c88
C2

0∆g0

(
log ∆
C0∆

)b
.

D’autre part, on remarque que L ≤ T0 et que T0 log(T0 + L)M + L ≤ c89T0∆ log(C0∆).
En utilisant (3.5) on a donc

Ti logNg0−i

C
1
2
0 Eg0−i(T0 log(T0 + L)M + L)

≥ c90
1

C
3
4
0 ∆g0

(
log ∆
C0∆

)b
≥ 1

C0∆g0

(
log ∆
C0∆

)b
≥ η.

Voyons maintenant le cas très ramifié. La vérification de (2.12) et (2.17) est triviale.
Pour (2.13) on voit facilement que

LM2

T0ωL(P,H)
≥ c91C0 ≥ C

1
2
0 .

La condition (2.14) est vérifiée puisque

Tr(0) logNr(0)

Nr(0) log(LdegH)
≥ c92 deg(H)4ωL(P,H)

C
ar(1)+3

0 ∆ar(1)−1

(log ∆)ar(1)

≥ c93 deg(H)4ωL(P,H)C
ar(1)+3

0 (log ∆)ar(1)−2

≥ deg(H)4ωL(P,H)C
ar(1)+2

0 (log ∆)ar(1)−2

et ar(1) + 2 > 1. Pour (2.15) on calcule

T0 log(Nr(1))
log(C0)Nr(1) log(T1 + L)

≥ c94
T0

∆(logC0)

(
log ∆
C0∆

)ar(1)
≥ T0

(logC0)2∆

(
log ∆
C0∆

)ar(1)
≥ T1.
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Il ne reste qu’à vérifier (2.16). On a

T0 logNr(1)

C
1
2
0 Nr(1)L

≥ c95
deg(H)2C0 log(C0∆)

C
1
2
0

≥ deg(H)2 log(∆)
≥ 1,

ce qu’il fallait démontrer.
Cas général . On procède par récurrence. On a montré que les différentes conditions

sont vérifiées dans les deux cas pour j = 1. Supposons qu’on a montré que les paramètres
vérifient les conditions imposées à chaque cran pour j = 1, . . . , i. Ceci implique en parti-
culier d’après la remarque 3.2.4

ωLi(Pi,H) ≤ c96ωL(P,H)C2i
0 ∆i.

Il suffit de reprendre les calculs effectués dans le cas j = 1. Les inégalités restent vraies dans
le cas j = i+1 du fait que seules les constantes changent puisque log(C0ωLi(Pi,H)(degH)2) ≤
c97∆ log(C0∆).

Remarque 3.2.5. D’après la remarque 3.1.3 on peut appliquer les corollaires 3.2.2 et 3.2.3
à des sous-ensembles P∗(j)i des ensembles P(j)

i , pour 1 ≤ i ≤ g0, tant qu’on peut assurer

que |P∗(j)i ∩ ∆(j,pr)
i | est de cardinal ≥ c98

N
(j)
i

log(N
(j)
i )

pour tout 1 ≤ i ≤ g0 dans le cas peu

ramifié, et |P∗(j)r(j) ∩∆(j,tr)
r(j) | ≥ 1 dans le cas très ramifié.

3.3 Descente

Comme on l’a déjà dit, l’idée est de construire une suite de variétés “emboîtées”. Pour
conclure il faut ensuite montrer qu’on peut construire de telles variétés de façon qu’il y en
ait deux de même dimension et ensuite appliquer le théorème de Bézout pour obtenir une
contradiction.

C’est l’argument de [16] (7.3) qu’il faudra modifier puisque l’on dispose de deux lemmes
de zéros différents qu’il faut traiter en même temps.

Dans cette partie on aura besoin d’un raffinement de l’inégalité de Bézout. C’est le
lemme suivant (lemme 4.9 de [16]) :

Lemme 3.3.1. Il existe une constante c vérifiant la propriété suivante. Soit V une sous-
variété propre de A définie sur L et L-irréductible, F une forme de degré ν sur A, définie
sur L et V ′ une sous-variété de A, L-irréductible telle que F est nulle avec multiplicité
≥ m sur V ′. S’il existe une composante L-irréductible commune W de V.V ′ et V.Z(F ) de
codimension 1 dans V , alors

deg(W ) ≤ c
deg(V )ν

m
.
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Remarque 3.3.2. Par la suite, pour utiliser le lemme ci-dessus, on sera amené à calculer

à plusieurs reprises les quotients L(j)M(j)2N
(j)
1 ···N(j)

r−1

T
(j)
g0

avec r ≤ g0 dans le cas peu ramifié et

L(j)M2(j)

T
(j)
1

dans le cas très ramifié. Pour simplifier les calculs on vérifie facilement en rem-

plaçant les paramètres par leur valeur et les inégalités (3.5) et (3.6) que ces deux quantités
sont majorées par

ωLj−1(Pj−1,H)
(
C0∆
log ∆

)g0!δρj

dans le cas peu ramifié et

c99(logC0)2ωLj−1(Pj−1,H)C0∆
(
C0∆
log ∆

)a(j)
r(j)

dans le cas très ramifié.

Lemme 3.3.3. Soit j un entier compris entre 1 et g0 − 1, Fj = βj ◦ · · · ◦ β1 ∈ Rj et
Lj une extension associée. Si P vérifie les conditions (2.18) et (2.20) pour les paramètres
L(1),M (1), T

(1)
0 , . . . , T

(1)
g0 peu ramifiés et (2.21) pour les paramètres L(1),M (1), T

(1)
0 , T

(1)
1 très

ramifiés alors Pj = Fj(P ) vérifie les conditions (2.18) (avec les paramètres L(j+1),M (j+1), T
(j+1)
0 , . . . , T

(j+1)
g0

peu ramifiés) et (2.21) (avec les paramètres L(j+1),M (j+1), T
(j+1)
0 , T

(j+1)
1 très ramifiés).

Démonstration. Posons κ(g0) = (2g2
0(g0 + 1)!)2g0 . On a Fj(P ) = (βj ◦ · · · ◦ β1)(P ) avec

βl ∈ Bl. D’après (3.4), l’hypothèse (3.3) et la remarque 3.2.4 on a

ĥ(Fj(P )) = N(β1) · · ·N(βj)ĥ(P )

≤
(
C0∆
log ∆

)[(g0+1)!−1]δ
Pj
k=1 ρk 1

ωL(P,H)

(
log ∆
C0∆

)κ(g0)

≤ c100(C2
0∆)j

ωLj (Pj ,H)

(
log ∆
C0∆

)κ(g0)−(g0+1)!jδρ1+δjρ1

≤ c101

ωLj (Pj ,H)

(
log ∆
C0∆

)κ(g0)−(g0+1)!jδρ1+δjρ1−2j

.

D’autre part, dans le cas peu ramifié, pour tout i = 0, . . . , g0 − 1 l’expression

T
(j+1)
i log(N (j+1)

g0−i )

(logC0)L(j+1)(M (j+1))2E(j+1)
g0−i N

(j+1)
g0−i · · ·N

(j+1)
g0
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est minorée par

≥ c102

(logC0)2i+1ωLj (Pj ,H)
(log ∆)2b

(j+1)+[(g0+1)!−1]δρj+1

C
2b(j+1)+2+[(g0+1)!−1]δρj+1

0 ∆2b(j+1)+2g0+[(g0+1)!−1]δρj+1

≥ 1
ωLj (Pj ,H)

(log ∆)2b
(j+1)+[(g0+1)!−1]δρj+1

C
2b(j+1)+3+[(g0+1)!−1]δρj+1

0 ∆2b(j+1)+2g0+[(g0+1)!−1]δρj+1

≥ 1
ωLj (Pj ,H)

(
log ∆
C0∆

)2b(j+1)+2g0+2+[(g0+1)!−1]δρj+1

.

On vérifie facilement d’après la définition de δ que

jδρ1 − 2j ≥ (g0 + 1)!δρj+1 − δρj+1 + 2g0 + 2b(j+1) + 2.

Pour conclure il faut simplement vérifier que

κ(g0) > (g0 + 1)!(g0 − 1)δρ1.

La partie droite de cette inégalité est majorée par (g0 + 1)!g2
0(2g

2
0(g0 + 1)!)2g0−1 et on

conclut que (2.18) est vérifiée quitte à choisir C0 assez grand.
Pour montrer que (2.21) est satisfaite, on remplace les paramètres du cas très ramifié

par leur valeur et on montre que l’expression

T
(j+1)
0 log(N (j+1)

r(j+1))

(logC0)N
(j+1)
r(j+1)L

(j+1)(M (j+1))2

est minorée par

≥ c103

C0(logC0)ωLj (Pj ,H)

(
log ∆
C0∆

)a(j+1)
r(j+1)

≥ 1
C2

0ωLj (Pj ,H)

(
log ∆
C0∆

)g0.g0!δρj+1

≥ 1
ωLj (Pj ,H)

(
log ∆
C0∆

)g0.g0!δρj+1+2

Il faut donc montrer

g0.g0!δρj+1 + 2 < κ(g0)− (g0 + 1)!jδρ1 + δjρ1 − 2j.

On vérifie facilement que δjρ1 > g0.g0!δρj+1 + 2 + 2j et, comme dans le cas peu ramifié
plus haut, on a κ(g0) > (g0 + 1)!jδρ1 ce qui permet de conclure.

De plus, on remarque que Fi est une isogénie et donc Fi(P ) n’appartient à aucune
sous-variété de torsion propre de H.
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Définition 3.3.4. Pour 1 ≤ i ≤ g0 un entier donné, on notera µ la fonction définie par :

µ(i) =

{
1 si P(i)

1 , . . . ,P(i)
g0 ont tous peu de grande ramification;

0 sinon.

On pose µ(0) = 0.

On rappelle que dans la définition 3.2.1 on a vu comment associer à une suite d’éléments
β1, . . . , βk où βi ∈ Bi, une suite d’extensions L0, . . . ,Lk.

Définition 3.3.5. Soit W l’ensemble des triplets (k, β,W ) où k ∈ [0, g0] est un entier,
β = (β1, . . . , βk) est un k-uplet d’isogénies admissibles appartenant à B1 × · · · × Bk,
Fi = β1 ◦ · · · ◦ βi pour i = 1, . . . , k, (L0, . . . ,Lk) une suite de sous-corps de L associée
à (β1, . . . , βk) et W = (W0, . . . ,Wk) un (k + 1)-uplet de variétés propres de H, satisfai-
sant :

(i). Wi définie sur Li, Li-irréductible et Pi = Fi(P ) ∈Wi ;
(ii). β−1

i (Wi) ⊇Wi−1 pour tout i = 1, . . . , k ;
(iii). pour tout i = 0, . . . , k on a

deg(Wi) ≤ c104
ωLi−1(Pi−1,H)g0−di deg(H)

(N (i)
1 )µ(i)

(3.7)

×
(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+1+2(g0+1)!ρiµ(i)](g0−di)

où di = dimWi ;
(iv). N(βi+1) est premier avec |GWi : G◦Wi

| pour tout i, 0 ≤ i ≤ k − 1.
On pose les conventions suivantes : β0 = Id, L−1 = L0, P−1 = P0, ρg0+1 = 1.

On veut maintenant trouver un élément (k, β,W ) tel que dim(Wi+1) = dim(Wi) pour
au moins un indice i. Motivés par cet objectif, on pose

W0 = {(k, β,W ) ∈ W tels que dim(W0) < · · · < dim(Wk)}.

On cherche donc à démontrer :

Proposition 3.3.6. Soit P ∈ H(K̄) vérifiant la condition (3.3), d’ordre infini modulo
toute sous-variété abélienne propre de H. Alors W0 6= W.

On va d’abord munir l’ensemble des suites finies d’entiers d’un ordre total noté �.

Définition 3.3.7. Soit (v) = (vi)0≤i≤s et (u) = (ui)0≤i≤s′ deux suites d’entiers. On dit
que (v) � (u) si

(vi)0≤i≤min{s,s′} < (ui)0≤i≤min{s,s′}

pour l’ordre lexicographique ou si (vi)0≤i≤min{s,s′} = (ui)0≤i≤min{s,s′} et s ≥ s′.
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On peut maintenant définir un ordre sur W : on dira que

(s, β,W ) � (s′, β′,W ′) si et seulement si (dimWi)0≤i≤s � (dimW ′
i )0≤i≤s′ .

Le but des lemmes suivants est de montrer que pour un élément donné (k, β,W ) ∈ W
avec k 6= g0 on peut construire un nouvel élément (k′, β′,W ′) ∈ W tel que (k′, β′,W ′) ≺
(k, β,W ).

Lemme 3.3.8. Soit (k, β(k),W (k)) ∈ W où β(k) = (β1, . . . , βk) et
W (k) = (W (k)

0 , . . . ,W
(k)
k ). Il existe des éléments βk+1, . . . , βg0 ∈ Bk+1 × · · · ×Bg0 et des

j-uplets de sous-variétés W (j) = (W (j)
0 , . . . ,W

(j)
j ) pour j = k + 1, . . . , g0, tels que

(i). Pour tout j = k + 1, . . . , g0, (j, β(j),W (j)) satisfait les propriétés (i) et (ii) de la
définition 3.3.5 où β(j) désigne le j-uplet (β1, . . . , βj) ;

(ii). Pour tout j = k + 1, . . . , g0 et 0 ≤ i ≤ j on a

deg(W (j)
i ) ≤ c105

ωLi−1(Pi−1,H)g0−d
(j)
i deg(H)

(N (i)
1 )µ(i)

(3.8)

×
(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+1+2(g0+1)!ρiµ(i)](g0−d(j)i )

où d(j)
i = dim(W (j)

i ) ;

(iii). N(βj+1) est premier avec |G
W

(j)
j

: G◦
W

(j)
j

| pour tout j = k, . . . , g0 − 1 ;

(iv). W (j)
i ⊇W

(j+1)
i pour k ≤ j ≤ g0 − 1, 0 ≤ i ≤ j.

Démonstration. C’est le lemme 7.5 de [16] où il faudra faire quelques modifications pour
tenir compte de tous les cas. Il s’agit d’une construction par récurrence. Dans un premier
temps, on voit bien que si (k, β(k),W (k)) ∈ W alors les variétés W (k)

i satisfont la condition
(3.8) puisqu’elles satisfont par définition la condition (3.7).

On montre par la suite comment construire à partir d’un triplet (k, β(k),W (k)) un
triplet (k + 1, β(k+1),W (k)).

Premier cas. S’il existe r(k + 1) tel que l’ensemble P(k+1)
r(k+1) ait beaucoup de grande

ramification, on applique le corollaire 3.2.3 au point Fk(P ) = Pk, et l’ensemble

P∗(k+1)
r(k+1) = P(k+1)

r(k+1) \ S où S = {αp ∈ P(k+1)
r(k+1), (p, |GW (k)

k

: G◦
W

(k)
k

|) 6= 1}.

Cet ensemble respecte la condition de la remarque 3.2.5 : en effet le lemme 1.2.2 assure
que la partie discrète du stabilisateur de W (k)

k est au plus polynomiale en le degré de W (k)
k ,

donc au plus polynomiale en ωLk−1
(Pk−1) et deg(H). D’autre part le nombre de premiers
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divisant un entier N donné est un O(log(N)) donc le cardinal de S est inférieur à C0∆.

D’autre part
∣∣∣∆(k+1,tr)

r(k+1)

∣∣∣ > |P(k+1)
r(k+1)

|
2 et donc |P∗(k+1)

r(k+1) ∩∆(k+1,tr)
r(k+1) | ≥ 1.

On obtient ainsi une isogénie αp qu’on note βk+1 (il suffit de compléter par des identités
pour avoir un élément de Bk+1), une variété W̃ (k+1)

k+1 propre de H définie sur Lk+1, de
dimension notée d(k+1)

k+1 passant par Pk. On pose

W
(k+1)
k+1 := βk+1(W̃

(k+1)
k+1 )

et donc d’après le corollaire 3.2.3

deg(W (k+1)
k+1 ) ≤ c106ωLk(Pk,H)g0−d

(k+1)
k+1 deg(H)(C2

0∆)g0−d
(k+1)
k+1 .

Dans ce cas µ(k + 1) = 0 et donc W (k+1)
k+1 vérifie la condition (3.8) de façon triviale.

D’après le corollaire 3.2.3 il existe des formes définies sur Lk+1 de degré≤ c107L
(k+1)(M (k+1))2

qui définissent incomplètement W̃ (k+1)
k+1 avec multiplicité ≥ T

(k+1)
1 ; soient G1, . . . , Gs de

telles formes. On construitW (k+1)
0 de la façon suivante : parmi les composantes irréductibles

sur L0 de W (k)
0 ∩ F−1

k Z(Gi1) on en choisit une Y1 contenant une composante irréductible
de dimension maximale de W (k)

0 ∩F−1
k (W̃ (k+1)

k+1 ) passant par Pk. D’après le lemme 3.3.1 on
a

deg(Y1) ≤
c108 deg(W (k)

0 )L(k+1)(M (k+1))2N(Fk)

T
(k+1)
1

.

On recommence le même procédé avec Gi2 et ainsi de suite jusqu’à trouver un entier u tel
que

W
(k)
0 ∩ F−1

k Z(Gi1) ∩ . . . ∩ F−1
k Z(Giu)

ait même dimension en P queW (k)
0 ∩F−1

k (W̃ (k+1)
k+1 ). On choisit pourW (k+1)

0 une composante
irréductible de W (k)

0 ∩F−1
k Z(G1) . . . F−1

k Z(Gu) contenant une composante irréductible sur
L0 de dimension maximale de W (k)

0 ∩ F−1
k (W̃ (k+1)

k+1 ) passant par P . On a donc

deg(W (k+1)
0 ) ≤ c109 deg(W (k)

0 )

(
L(k+1)(M (k+1))2N(β1) · · ·N(βk)

T
(k+1)
1

)u

et en utilisant la remarque 3.3.2 on obtient

deg(W (k+1)
0 ) ≤ c110 deg(W (k)

0 )ωLk(Pk,H)u(C0∆)u(logC0)2u

×
(
C0∆
log ∆

)g0.g0!δρk+1u (
N(βk) · · ·N(β1)

)u
.
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Par définition d(k+1)
0 = d

(k)
0 − u et d’après la remarque 3.2.4 et la borne (3.4) on a

deg(W (k+1)
0 ) ≤ c111 deg(W (k)

0 )ωL0(P0,H)
“
d
(k)
0 −d(k+1)

0

”(
C0∆
log ∆

)(2k+1)
“
d
(k)
0 −d(k+1)

0

”

×
(
C0∆
log ∆

)(g0.g0!δρk+1+1+[(g0+1)!−1]δ
Pk
j=1 ρj)

“
d
(k)
0 −d(k+1)

0

”
.

On vérifie facilement que

g0.g0!δρk+1 + 2 + 2k − δ
k∑
j=1

ρj ≤ g0.g0!δρk+1 + 2 + 2k − kδρk ≤ 0

pour k > 0 et donc

deg(W (k+1)
0 ) ≤ c112 deg(W (k)

0 )ωL0(P0,H)d
(k)
0 −d(k+1)

0

(
C0∆
log ∆

)(g0+1)!δρ1(g0−1)(d
(k)
0 −d(k+1)

0 )

.

Si k = 0, Fk = id et la dernière inégalité est encore vraie.
En utilisant l’hypothèse de récurrence on a

deg(W (k+1)
0 ) ≤ c113ωL0(P0,H)g0−d

(k+1)
0 deg(H)

(
C0∆
log ∆

)g0(g0+1)!δρ1(g0−d(k)0 )

×
(
C0∆
log ∆

)(g0−1)(g0+1)!δρ1(d
(k)
0 −d(k+1)

0 )

≤ c114ωL0(P0,H)g0−d
(k+1)
0 deg(H)

(
C0∆
log ∆

)g0(g0+1)!δρ1(g0−d(k+1)
0 )

ce qu’il fallait démontrer.

Supposons les variétés W (k+1)
0 , . . . ,W

(k+1)
m construites pour m ≤ k − 1 et construisons

W
(k+1)
m+1 . On coupe W (k)

m+1 par le nombre minimal de formes G1, . . . , Gu définissant W̃ (k+1)
k+1

avec multiplicité ≥ T
(k+1)
1 tirées en arrière par (βk ◦ · · · ◦ βm+2)−1 de sorte que

W
(k)
m+1 ∩ (βk ◦ · · · ◦ βm+2)−1Z(G1) ∩ . . . ∩ (βk ◦ · · · ◦ βm+2)−1Z(Gu)

ait même dimension en Pm+1 que

W
(k)
m+1 ∩ (βk ◦ · · · ◦ βm+2)−1(W̃ (k+1)

k+1 ).

Comme plus haut, on fait ce choix de façon inductive sur u et on trouve une composante
Lm+1-irréductible de dimension maximale de

W
(k)
m+1 ∩ (βk ◦ · · · ◦ βm+2)−1Z(G1) ∩ . . . ∩ (βk ◦ · · · ◦ βm+2)−1Z(Gu)
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parmi les composantes contenant βm+1W
(k+1)
m (elle existe puisque W (k)

m ⊆ β−1
m+1(W

(k)
m+1)

par hypothèse de récurrence et W (k+1)
m ⊆ W

(k)
m ). On a donc d’après le lemme 3.3.1 et la

remarque 3.3.2

deg(W (k+1)
m+1 ) ≤ c115 deg(W (k)

m+1)ωLk(Pk,H)u(C0∆)u (N(βk) · · ·N(βm+2))
u

×
(
C0∆
log ∆

)g0.g0!δρk+1u

(logC0)2u. (3.9)

Bien entendu, si k = m+ 1 on n’a pas besoin de tirer en arrière les formes G1, . . . Gu et le
dernier terme à droite dans cette inégalité disparaît simplifiant le calcul.

Lorsque k > m+ 1 on a

deg(W (k+1)
m+1 ) ≤ c116 deg(W (k)

m+1)ωLm(Pm,H)u

×
(
C0∆
log ∆

) 2+2(k−m)+g0.g0!δρk+1+[(g0+1)!−1]δ
kP

j=m+2
ρj

!
u

et en regardant l’exposant de plus près on a

2(k −m) + 2 + g0.g0!δρk+1 + [(g0 + 1)!− 1]δ
k∑

j=m+2

ρj

≤ 2(k −m) + 2 + g0.g0!δρm+3 + (g0 + 1)!(k −m− 1)δρm+2 − δ(k −m− 1)ρm+2

≤ (g0 + 1)!(k −m− 1)δρm+2 + 2(k −m+ 1) + g0g0!δρm+3 − δ3ρm+3

≤ (g0 + 1)!(g0 − 1)δρm+2.

et alors

deg(W (k+1)
m+1 ) ≤ c117 deg(W (k)

m+1)ωLm(Pm,H)d
(k)
m+1−d

(k+1)
m+1

(
C0∆
log ∆

)(g0−1)(g0+1)!δρm+2(d
(k)
m+1−d

(k+1)
m+1 )

≤ c118
ωLm(Pm,H)g0−d

(k+1)
m+1 deg(H)

(N (m+1)
1 )µ(m+1)

×
(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρm+2+2(g0+1)!ρm+1µ(m+1)](g0−d(k)m+1)

.

Dans le cas k = m+ 1 on vérifie facilement que cette borne est aussi valable.
De cette façon on a construit un triplet (k+1, β(k+1),W (k+1)) satisfaisant les conditions

demandées.
Deuxième cas . Puisqu’on a utilisé des inégalités très larges dans le premier cas, les

calculs dans ce cas sont presque les mêmes. Pour convaincre le lecteur, on expliquera en
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détail seulement la construction de W (k+1)
0 . On applique le lemme 3.1.4 au point Pk et aux

ensembles P∗(k+1)
i = P(k+1)

i \ Si où

Si = {αp ∈ P(k+1)
i , (p, |G

W
(k)
k

: G◦
W

(k)
k

|) 6= 1}

pour tout i = 1, . . . , g0. Ces ensembles respectent la condition de la remarque 3.2.5, puisque
le cardinal de Si est inférieur à C0∆ (comme on vient de le voir dans le cas très ramifié)

et donc |P∗(k+1)
i ∩∆(k+1,pr)

i | ≥ c119
N

(k+1)
i

log(N
(k+1)
i )

.

Ce lemme nous donne un élément βk+1 et une variété W définie sur Lk = Lk+1 passant
par le point βk+1(Pk) = Pk+1. On pose alors

W
(k+1)
k+1 = W.

Cette variété vérifie bien la condition (3.8) d’après le corollaire 3.2.2 puisque µ(k + 1) = 1
et 2(b(k+1) + g0 + 1) ≤ 2(g0 + 1)!ρk+1.

On construit W (k+1)
0 de la même façon que dans le premier cas, mais cette fois-ci

en coupant W (k)
0 par le nombre minimal de formes G1, . . . , Gu définissant W (k+1)

k+1 avec
multiplicité ≥ c120T

(k+1)
g0 tirées en arrière par F−1

k+1. Ensuite, on utilise de nouveau le
lemme 3.3.1 et la remarque 3.3.2 et on obtient

deg(W (k+1)
0 ) ≤ c121 deg(W (k)

0 )ωLk(Pk,H)u
(
C0∆
log ∆

)g0!δρk+1u

(N(βk+1) · · ·N(β1))u.

D’après la remarque 3.2.4 et la borne (3.4) on a

deg(W (k+1)
0 ) ≤ c122 deg(W (k)

0 )ωL0(P0,H)(d
(k)
0 −d(k+1)

0 )

×
(
C0∆
log ∆

)"2k+g0!δρk+1+[(g0+1)!−1]δ
k+1P
i=1

ρi

#
(d

(k)
0 −d(k+1)

0 )

≤ c123 deg(W (k)
0 )ωL0(P0,H)(d

(k)
0 −d(k+1)

0 )

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρ1](d
(k)
0 −d(k+1)

0 )

≤ c124ωL0(P0,H)g0−d
(k+1)
0 deg(H)

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρ1](g0−d(k)0 )

.

Pour continuer la construction, on recommence ce procédé cette fois-ci en partant de (k+
1, β(k+1),W (k+1)) et des ensembles P(k+2)

1 , . . . ,P(k+2)
g0 et ainsi de suite.

Avant de continuer la preuve de la proposition 3.3.6, on donne un lemme qui utilise la
construction qu’on vient de faire et donne en plus une information sur l’ordre �.
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Lemme 3.3.9. Si k < g0 et (k, β(k),W (k)) ∈ W, alors il existe un triplet (k̃, β̃,V ) ∈ W
tel que

(k̃, β̃,V ) ≺ (k, β(k),W (k)).

Démonstration. On applique le lemme 3.3.8 à (k, β(k),W (k)). Soit k̃ le plus grand entier
≤ g0 tel que

∀i < k̃, W
(g0)
i = W

(max{k,i})
i .

On pose maintenant Vi = W
(g0)
i pour 0 ≤ i ≤ k̃ et β̃ = (β1, . . . , βk̃). On a vu que ce triplet

vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) de la définition 3.3.5.
Si k̃ ≤ k, alors Vi = W

(k)
i pour i ≤ k̃ − 1 et puisque (k, β(k),W (k)) ∈ W, la condition

(iv) de la définition 3.3.5 est encore vraie pour le uplet (k̃, β̃,V ).
Si k̃ > k, la condition (iii) du lemme 3.3.8 nous dit que N(βi+1) est premier avec

|G
W

(i)
i

: G◦
W

(i)
i

| et vu que Vi = W
(i)
i pour tout k ≤ i ≤ k̃ − 1 on a donc N(βi+1) premier

avec |GVi : G◦Vi | pour tout i tel que k ≤ i < k̃. On a donc (k̃, β̃,V ) ∈ W.
Voyons maintenant la condition sur l’ordre : deux cas se présentent. Si k̃ ≤ k on a

W
(k)
0 · · · W

(k)

k̃−1
W

(k)

k̃
· · · W

(k)
k

= = $

W
(g0)
0 · · · W

(g0)

k̃−1
W

(g0)

k̃
· · · · · · · · · W

(g0)
g0

et on voit clairement que (k̃, β̃,V ) ≺ (k, β(k),W (k)). D’autre part, si k̃ > k on a le dia-
gramme

W
(k)
0 · · · W

(k)
k

= =

W
(k̃−1)
0 · · · W

(k̃−1)
k · · · W

(k̃−1)

k̃−1

= = = $

W
(g0)
0 · · · W

(g0)
k · · · W

(g0)

k̃−1
W

(g0)

k̃
· · · W

(g0)
g0

et encore une fois il est évident que (k̃, β̃,V ) ≺ (k, β(k),W (k)).

On peut maintenant démontrer la proposition 3.3.6.

Démonstration. (Proposition 3.3.6) Voyons d’abord que W0 6= ∅ ; en effet, soit W0 une

variété de H définie sur L0 passant par P telle que ωL(P,H) =
(

deg(W0)
degH

)1/codimHW0

; alors
(0, ∅,W0) ∈ W0.
Puisque l’ensemble des suites finies d’entiers compris entre 0 et g0 − 1 de longueur au
plus g0 strictement croissantes est fini, il existe alors un élément de W0 minimal pour
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�. Soit (s, β,W ) un tel triplet (on remarque que s ≤ g0 − 1 sinon, par le principe des
tiroirs, il y aurait un indice i pour lequel dim(Wi−1) = dim(Wi)). On applique le lemme
3.3.9 à ce triplet et on obtient un nouveau triplet (s̃, β̃,V ) qui appartient à W et tel que
(s̃, β̃,V ) ≺ (s, β,W ), mais (s, β,W ) est minimal pour � d’où (s̃, β̃,V ) /∈ W0.

3.4 Preuve du théorème principal

On donne une proposition qui regroupe les résultats obtenus jusqu’à présent et résout
le théorème dans la plupart des cas.

Proposition 3.4.1. Soient A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K
admettant des multiplications complexes, munie d’un fibré L0 ample et symétrique, L = L⊗4

0

et P un point de A(K̄)\A(K̄)tors. Soit H une sous-variété abélienne de A telle que P ∈ H
et P est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H. Alors une des deux
assertions suivantes est vraie :
(i). si L ⊆ Ktors on a

ĥL(P ) ≥ 1
ωL(P,H)

(
log logωL degL(H)2

C0 logωL degL(H)2

)κ(g0)

, (3.10)

où κ(g0) = (2g2
0(g0 + 1)!)2g0 et g0 = dimH ;

(ii). ĥL(P ) contredit l’inégalité ci-dessus pour un certain L et il existe une sous-variété
abélienne propre B/K de H, des éléments βj ∈ Bj pour j = 1, . . . , g0 satisfaisant les
hypothèses de la définition 3.2.1, une suite de sous-corps Lj associée et un entier i,
0 ≤ i ≤ g0 − 1, tel que P(i+1)

r(i+1) est très ramifié et

τβi+1(Pi)− βi+1(Pi) ∈ B

pour un certain τ ∈ Gal(K̄/Li+1) tel que τ|Li 6= {Id} et Pi = (βi ◦ . . . ◦ β1)(P ). De
plus on a l’inégalité

degL

 ⋃
ξ∈ker(βi+1)∩H
τ∈Gal(K̄/Li+1)

τ(Pi + ξ) +B

 ≤ c125N(βi+1)g0−diωLi(Pi,H)g0−di

×degL(H)
(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+2](g0−di)
(3.11)

où di = dimB et i ≤ di.

Démonstration. Soit P ∈ A(K̄) contredisant (3.10) (vérifiant (3.3)). On applique la pro-
position 3.3.6 qui nous donne un élément (s, β,W ) ∈ W \ W0. Soit i le plus petit indice
tel que

di := dim(Wi) = dim(Wi+1).
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Par minimalité on a donc i ≤ di.
Premier cas. Les ensembles P(i+1)

1 , . . . ,P(i+1)
g0 ont tous peu de grande ramification

d’où Li = Li+1 et µ(i+ 1) = 1. Puisque Wi ⊆ β−1
i+1(Wi+1) ∩H, on a⋃

ξ∈ker(βi+1)∩H

Wi + ξ ⊆ β−1
i+1(Wi+1) ∩H.

Pour calculer le nombre de translatés différents dans cette union on remarque que deux
tels translatés ξ+Wi et ξ′+Wi sont égaux si ξ−ξ′ ∈ ker(βi+1)∩GWi ∩H. Vu que N(βi+1)
est premier avec |GWi : G◦Wi

| on sait que le nombre de translatés est N(βi+1)g0−dim(GWi ).
D’autre part, deg(β−1

i+1(Wi+1) ∩ H) = N(βi+1)codimH(Wi+1) deg(Wi+1) par la proposition
1.5.6, d’où

N(βi+1)g0−dim(GWi ) deg(Wi) ≤ N(βi+1)g0−dim(Wi+1) deg(Wi+1)

et alors
N(βi+1)di−si deg(Wi) ≤ deg(Wi+1)

où si = dim(GWi). Vu que Pi ∈Wi ⊆ H, par définition on a

ωLi(Pi,H) ≤
(

deg(Wi)
degH

)1/codimH(Wi)

et donc
N(βi+1)di−siωLi(Pi,H)g0−di deg(H) ≤ deg(Wi+1).

En utilisant la borne pour le degré de Wi+1 donnée dans la définition 3.3.5, cette quantité
est majorée par

deg(Wi+1) ≤ c126
ωLi(Pi,H)g0−di deg(H)

(N (i+1)
1 )µ(i+1)

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+2+2(g0+1)!ρi+1µ(i+1)](g0−di)

≤ c127
ωLi(Pi,H)g0−di deg(H)

N
(i+1)
1

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+2+2(g0+1)!ρi+1](g0−di)

et puisque di ≥ si on a en particulier

N
(i+1)
1 ≤ c128

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+2+2(g0+1)!ρi+1](g0−di)
.

En remplaçant les paramètres par leur valeur on trouve(
C0∆
log ∆

)δρi+1

≤ c129

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+2+2(g0+1)!δ2ρi+2](g0−di)

(
C0∆
log ∆

)δ3ρi+2

≤
(
C0∆
log ∆

)g0(g0+1)!δρi+2(g0+2δ)+1

.
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D’après le choix de δ on vérifie facilement que

δ2 > g0(g0 + 1)!(g0 + 2δ)

ce qui est absurde.

Deuxième cas . Il existe r(i + 1) tel que P(i+1)
r(i+1) a beaucoup de grande ramification.

Comme dans le premier cas on a⋃
ξ∈ker(βi+1)∩H

Wi + ξ ⊆ β−1
i+1(Wi+1) ∩H

et on obtient à nouveau

N(βi+1)di−siωLi(Pi,H)g0−di deg(H) ≤ deg(Wi+1).

Premier sous-cas. Si si < di, on remplace deg(Wi+1) par sa valeur et on trouve

N(βi+1)ωLi(Pi,H)g0−di ≤ c130
ωLi(Pi,H)g0−di

(N (i+1)
1 )µ(i+1)

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+2+2(g0+1)!ρi+1µ(i+1)](g0−di)

≤ c131ωLi(Pi,H)g0−di
(
C0∆
log ∆

)g0(g0+1)!δρi+2(g0−di)
.

D’après le lemme de zéros 3.1.5, βi+1 est une isogénie de P(i+1)
r(i+1) et elle est différente de

l’identité, d’où N(βi+1) ≥
N

(i+1)
1

2
. On a donc

N
(i+1)
1 ≤ c132

(
C0∆
log ∆

)g20(g0+1)!δρi+2

et en remplaçant (
C0∆
log ∆

)δρi+1

≤
(
C0∆
log ∆

)g20(g0+1)!δρi+2+1

.

Ceci implique
δρi+2(δ2 − g2

0(g0 + 1)!) ≤ 1.

D’après le choix de δ et ρi+2 on a

δρi+2(δ2 − g2
0(g0 + 1)!) ≥ δ(δ2 − δ + 2) > 1

ce qui est contradictoire.
Deuxième sous-cas. Si en revanche si = di, puisque⋃

x∈Wi

GWi + x ⊆Wi,
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on peut écrire
Wi =

⋃
y∈Wi

G◦Wi
+ y.

De plus, G◦Wi
⊂ H et Wi ( H et donc par minimalité de H, Pi /∈ G◦Wi

. La composante
connexe de Wi passant par Pi est G◦Wi

+ Pi. Puisque Wi est défini sur Li alors⋃
σ∈Gal(K̄/Li)

G◦Wi
+ σ(Pi) ⊆Wi.

De plus, β−1
i+1(Wi+1) est stable par action de Gal(Li/Li+1). On a donc⋃

ξ∈ker(βi+1)∩H
τ∈Gal(K̄/K)

τ|Li∈Gal(Li/Li+1)

G◦Wi
+ τ(Pi + ξ) ⊆ β−1

i+1(Wi+1) ∩H.

Si toutes les composantes G◦Wi
+ τ(Pi + ξ) sont différentes, on a l’inégalité

N(βi+1)g0−si [Li : Li+1] deg

 ⋃
σ∈Gal(K̄/Li)

G◦Wi
+ σ(Pi)

 ≤ N(βi+1)g0−di deg(Wi+1).

D’après le lemme 1.7.3,

[Li : Li+1] ≥ min

E(i+1)
r(i+1),

N
(i+1)
r(i+1)

2

 = E
(i+1)
r(i+1),

alors on a toujours [Li : Li+1] ≥ E
(i+1)
1 =

[(
C0∆
log ∆

)ρi+1
]
. En remplaçant deg(Wi+1) et

[Li : Li+1] on a

E
(i+1)
1 ωLi(Pi,H)g0−di ≤ c133ωLi(Pi,H)g0−di

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+2](g0−di)

d’où (
C0∆
log ∆

)ρi+1

≤
(
C0∆
log ∆

)[g20(g0+1)!δρi+2]+1

.

On a donc
ρi+1 ≤ g2

0(g0 + 1)!δρi+2 + 1

et alors

δρi+2(δ − δ + 2) ≤ 1
2δρi+2 ≤ 1,
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mais 2δρi+2 ≥ 2δ ≥ 8 ce qui est contradictoire.

Si au contraire il y a des composantes identiques parmi cette union, on est dans le
deuxième cas de la proposition avec B = G◦Wi

, βi+1 et Pi comme ci-dessus.

Avant de terminer la preuve du théorème 1.4.1, on donne un énoncé qui nous aidera à
conclure quand le deuxième cas de la proposition 3.4.1 se présente.

Théorème 3.4.2. Soient P et H comme dans l’énoncé du théorème 1.4.1 et L ⊆ Ktors.
Alors il existe une constante c ne dépendant que de A, K et L telle que

ĥ(P ) ≥ c

(
degH
DL(P )

) 1
g0

(
log logDL(P ) degH

logDL(P ) degH

)κ(g0)

,

où κ(g0) = (2g2
0(g0 + 1)!)2g0 et DL(P ) = [L(P ) : L].

Démonstration. On procède par récurrence sur la dimension de H.
– Soient P,H comme dans l’énoncé du théorème et supposons dimH = 1. Supposons

que P contredise le théorème. Dans ce cas on reconnaît la condition (1.3) et on peut
appliquer ce que l’on a fait dans le paragraphe 1.8 et choisir P et L minimaux.
D’après la proposition 3.4.1, ou bien

ĥ(P ) ≥ 1
ωL(P,H)

(
log logωL deg(H)2

C0 logωL deg(H)2

)κ(1)
≥ c134

degH
DL(P )

(
log logDL degH

logDL degH

)κ(1)
et on a une contradiction (on rappelle que ωL(P,H) ≤ DL(P )

deg(H) par définition), ou
bien il existe Pi, βi+1 et B satisfaisant (3.11). On a donc i = 0, βi = Id et DL(P ) ≤
c135ωL(P,H) deg(H)

(
C0∆
log ∆

)8
. D’après la remarque 3.1.3 on peut donc enlever des

ensembles P(1)
i les éléments αp qui ne vérifient pas L(αp(P )) = L(P ) puisque d’après

le lemme 1.8.10 ils sont en nombre inférieur à c136∆. De plus d’après le lemme 5.2
de [7] on peut supposer que A a bonne réduction ordinaire en toutes les places v qui
interviennent dans les ensembles Pi. On peut donc appliquer le lemme 1.8.9 qui nous
dit que τ(αp(P )) 6= αp(P ) pour tout αp, ce qui contredit la proposition 3.4.1.

– Supposons maintenant le théorème vrai pour H tel que dimH < g0.
Soient P,H avec dimH = g0 et supposons encore Pi, βi+1 et B satisfaisant (3.11) (si
on est dans le premier cas il n’y a rien à démontrer). On peut encore supposer qu’on
a choisi L et P de façon que le lemme 1.8.9 soit assuré.
Voyons d’abord que dans ce cas B = {0}. Dans ce qui suit par abus de notation
on notera L le fibré donnant la polarisation sur H (qui provient de la restriction à
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H du fibré L sur A). Si dimB > 0, il existe une sous-variété abélienne C de H de
dimension g0 − di telle que l’application µ soit une isogénie de variétés abéliennes
polarisées

µ : (B,L|B)× (C,L|C) → (H,L)
(x, y) 7→ x+ y,

voir [8], 5.3.13, p. 128. Soit (x, y) ∈ B × C tel que µ(x, y) = Pi. Par fonctorialité de la
hauteur canonique, on sait que

ĥL(Pi) = ĥµ∗L(x, y) = ĥL(x) + ĥL(y).

Puisque C est une sous-variété abélienne de A et y est d’ordre infini modulo toute sous-
variété abélienne propre de C, le théorème est vrai pour y. D’autre part,

degL

 ⋃
τ∈Gal(K̄/Li+1)

τ(Pi) +B

 ≥ degLB[Li+1(y) : Li+1]
| kerµ|

donc en remplaçant dans (3.11) on obtient

[Li+1(y) : Li+1] ≤ c137
| kerµ|ωLi(Pi,H)g0−di degLH

degLB

(
C0∆
log ∆

)[g0(g0+1)!δρi+2+g0!g0δρi+1](g0−di)
.

On remarque que dans cette inégalité on a utilisé une borne plus précise pour N(βi+1) que
(3.4) puisqu’il s’agit du cas très ramifié et donc βi+1 est un endomorphisme de Frobenius
dans un certain P(i+1)

j et non une composition de plusieurs isogénies. L’hypothèse de
récurrence appliquée à y et l’extension Li+1 donne

ĥL(y) ≥ c

(
degLC
DLi+1(y)

) 1
g0−di

(
log logDLi+1(y) degLC

logDLi+1(y) degLC

)κ(g0−di)
,

et donc

ĥL(y) ≥ c138

(
degLC degLB

| kerµ|ωLi(Pi,H)g0−di degLH

)1/g0−di

×
(

log logDLi+1(y) degLC
logDLi+1(y) degLC

)κ(g0−di)( log ∆
C0∆

)g0(g0+1)!δρi+2+g0!g0δρi+1

≥ 1
ωLi(Pi,H)

(
log ∆
C0∆

)κ(g0−di)+g0(g0+1)!δρi+2+g0!g0δρi+1

.

D’après les propriétés du degré et la décomposition de µ∗L dans B × C, on sait que

degLB × degLC = c139 degµ∗L(B × C) = c139 degL(µ(B × C))| kerµ|.
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On rappelle que P contredit l’inégalité (3.10) et donc en reprenant les calculs du lemme
3.3.3 on a

ĥ(Pi) <
1

ωLi(Pi,H)

(
log ∆
C0∆

)κ(g0)−(g0+1)!iδρ1+iδρ1−2i

.

De plus, ĥL(Pi) ≥ ĥL(y). En mettant ces inégalités ensemble on obtient l’inégalité(
log ∆
C0∆

)κ(g0)−(g0+1)!iδρ1+iδρ1−2i

>

(
log ∆
C0∆

)κ(g0−di)+g0(g0+1)!δρi+2+g0!g0δρi+1

. (3.12)

On remarque d’après la construction des variétés Wi que di > 0. De plus la fonction κ(x)
est croissante, donc

κ(g0 − di) ≤ κ(g0 − 1).

En remplaçant κ(x) par sa valeur on voit bien que l’equation (3.12) est absurde.

On vient donc de montrer que di = 0 et puisque i ≤ di, on a i = 0. D’après la
proposition 3.4.1 on a τ(β1(P )) = β1(P ) et de plus β1 est un enomorphisme de Frobenius
(puisque au cran 1 on se trouve dans le cas très ramifié) ce qui contredit le lemme 1.8.9.

On peut maintenant terminer la preuve du théorème 1.4.1. Soit P,L et H comme
auparavant avec dimH = g0. D’après la proposition 3.4.1 deux cas se présentent. Si

ĥ(P ) ≥ c

ωL(P,H)

(
log logωL deg(H)2

C0 logωL deg(H)2

)κ(g0)

le théorème est vrai puisque κ(g0) ≤ κ1(g0).
Sinon, il existe Pi, βi+1 et B satisfaisant (3.11). Voyons d’abord que dans ce cas on a de

nouveau B = {0}. Si ce n’est pas le cas, on peut reprendre la fin de la preuve du théorème
3.4.2 et on a encore une variété abélienne C et un point y ∈ C tels que µ(x, y) = Pi.
D’après le théorème 3.4.2

ĥ(Pi) ≥ ĥ(y) ≥ c140

(
degLC
DLi+1(y)

) 1
g0−di

(
log logDLi+1(y) degLC

logDLi+1(y) degLC

)κ(g0−di)
.

De plus, P contredit le théorème 1.4.1 (sinon il n’y a rien à démontrer) et donc

ĥ(P ) <
1

ωL(P,H)

(
log ∆
C0∆

)κ1(g0)

.

Reprenant les calculs du lemme 3.3.3 on a

ĥ(Pi) <
1

ωLi(Pi,H)

(
log ∆
C0∆

)κ1(g0)−(g0+1)!iδρ1+iδρ1−2i

.
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On en déduit comme auparavant(
log ∆
C0∆

)κ1(g0)−(g0+1)!iδρ1+iδρ1−2i

≥
(

log ∆
C0∆

)κ(g0−1)+g0(g0+1)!δρi+2+g0!g0δρi+1

.

Comme on l’a vu plus haut, ceci est impossible.

On a donc B = 0 et donc di = 0. Puisque i ≤ di, on a i = 0. En remplaçant dans
l’inégalité (3.11) on a

deg


⋃

ξ∈ker(β1)∩H
τ∈Gal(K̄/K)
τ|L∈Gal(L/L1)

τ(P + ξ)

 ≤ c141N(β1)g0ωL(P,H)g0 deg(H)
(
C0∆
log ∆

)g20(g0+1)!δρ2

et alors en particulier

[L(P ) : L] ≤ c142ωL(P,H)g0 deg(H)
(
C0∆
log ∆

)g20(g0+1)!δρ2+δρ1[(g0+1)!−1]

≤ c143ωL(P,H)g0 degH
(
C0∆
log ∆

)(g0+1)!δρ1

.

D’après le théorème 3.4.2 on a

ĥ(P ) ≥ c144

(
deg(H)
DL(P )

) 1
g0

(
log logDL(P ) deg(H)

logDL(P ) degH

)κ(g0)

≥ c145

(
deg(H)

ωL(P,H)g0 degH

) 1
g0

(
log logωL(P,H) deg(H)2

logωL(P,H) deg(H)2

) (g0+1)!δρ1
g0

×
(

log logDL(P ) degH
logDL(P ) degH

)κ(g0)

≥ c146

ωL(P,H)

(
log logωL(P,H) deg(H)2

logωL(P,H) deg(H)2

)(g0+1)!δρ1+κ(g0)

≥ c146

ωL(P,H)

(
log logωL(P ) deg(H)2

logωL(P ) deg(H)2

)κ1(g0)

ce qu’il fallait démontrer.



Annexe A

Conjecture de Zilber-Pink

A.1 Cas des variétés abéliennes

La véracité de la conjecture 9 permet entre autres de rendre absolu un théorème de
G. Rémond [43] à propos d’un cas particulier de la conjecture de Pink-Zilber. On donne
d’abord quelques définitions.

Définition A.1.1. Soit A une variété abélienne sur Q̄ et r un entier vérifiant 0 ≤ r ≤
dimA. On note

A[r] =
⋃

codimH≥r
H(Q̄)

où l’union porte sur tous les sous-schémas en groupes H de A.

On remarque que A[dimA] = Ators.

Définition A.1.2. Si X est un sous-schéma fermé intègre de A et r un entier, on note
Z

(r)
X,0 ⊆ X(Q̄) l’ensemble des points P pour lesquels il existe un sous-schéma en groupes H

de A tel que
dimP X ∩H ≥ max(1, r − codimH).

On remarque que si X est une courbe transverse, c’està dire X n’est contenue dans
aucun translaté d’un sous-groupe algébrique propre, alors Z(r)

X,0 est vide.
Dans [43], G. Rémond démontre les résultats suivants :

Théorème A.1.3 (Rémond). Soit A une variété abélienne, L un fibré en droites ample
et symétrique sur A, h une hauteur associée à L et X un sous-schéma fermé intègre de A.
Alors pour tout entier r avec 0 ≤ r ≤ dimA et tout réel R, si la conjecture 9 est vraie,
l’ensemble

{P ∈ (X(Q̄) \ Z(r)
X,0) ∩A

[r] | h(P ) ≤ R}

est fini.
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Théorème A.1.4 (Rémond). Soit A/K une variété abélienne et C une courbe transverse
sur A. Si la conjecture 9 est vraie alors l’ensemble C ∩A[2] est fini.

Rémond prouve en fait un résultat plus général et dans sa preuve il montre qu’une
version “à ε près” de la conjecture 9 suffit pour conclure.

Maintenant, en utilisant le théorème 10 et le théorème A.1.3 on déduit les corollaires
suivants :

Corollaire A.1.5. Soit A une variété abélienne avec des multiplications complexes, L un
fibré en droites ample et symétrique sur A, h une hauteur associée à L et X un sous-schéma
fermé intègre de A. Alors pour tout entier r avec 0 ≤ r ≤ dimA et tout réel R, l’ensemble

{P ∈ (X(Q̄) \ Z(r)
X,0) ∩A

[r] | h(P ) ≤ R}

est fini.

De façon analogue, pour les courbes on trouve

Corollaire A.1.6. Soit A/K une variété abélienne avec des multiplications complexes et
C une courbe transverse sur A. Alors l’ensemble C ∩A[2] est fini.

Pour illustrer l’utilité d’avoir une minoration faisant intervenir le degré de la plus petite
sous-variété de torsion au lieu des versions classiques (utilisées dans [9], [51], [43]) on donne
une deuxième démonstration du corollaire A.1.6. On sait que A est isogène à un produit

m∏
i=1

Anii

où les Ai sont des variétés abéliennes simples et deux à deux non isogènes.
Pour simplifier la preuve, on va supposer A = An0 avec A0 simple, de dimension g0.

Ceci permet de voir plus clairement les arguments, mais la preuve est la même dans le cas
général. Dans ce contexte, toute sous-variété abélienne de A est isogène à une sous-variété
de la forme Ak0, où 0 ≤ k ≤ n.

On rappelle que pour P ∈ A(K̄)\Ators, on noteHP la plus petite sous-variété de torsion
de A définie sur K et passant par P et H◦

P la composante K̄-irréductible de HP−P passant
par l’élément neutre. On a vu dans la partie 1.2 qu’il existe T ∈ Ators tel que P + T ∈ H◦

P

et que P + T est donc d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H◦
P .

Soit L0 un fibré ample sur A0. On pose L =
⊗n

i=1 p
∗
iL0 où pi désigne la i-ème projection

pi : An0 → A0.
On muni End(A0)⊗R d’une norme définie par ||α||2 = Tr(αα′) où l’application α 7→ α′

désigne l’involution de Rosati par rapport à L0 (voir [8] p.114). De cette façon on a aussi
une norme sur Hom(A,A0)⊗R puisque Hom(A,A0) s’identifie naturellement à End(A0)n.

L’idée de la preuve est la suivante : dans un premier temps on construit une hypersurface
passant par P + T de petit degré qui ne contient pas la courbe C + T . On utilise d’une
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part le fait que la hauteur de P est bornée et d’autre part la borne donnée par le problème
de Lehmer pour montrer que deg(H◦

P ) est borné indépendemment de P . Pour conlcure on
appliquera la conjecture de Manin-Mumford au quotient A/H◦

P .

Démonstration. (corollaire A.1.6)
Construction d’une hypersurface Z de petit degré : si codimH◦

P = rg0, alors
H◦
P est contenu dans un sous-groupe algébrique de A de la forme G =

⋂r
j=1 ker(αj) avec

αj ∈ Hom(A,A0), de codimension rg0.
Supposons d’abord r = 1 ; dans ce cas on peut trouver α ∈ Hom(A,A0) tel que H◦

P ⊆
ker(α) et tel que | ker(α) : H◦

P | ≤ c où c ne dépend que de A0/K (c dépend entre autres
du groupe de classes de End(A0)).

Comme dans le lemme 6.1 de [43], on considère une immersion fermée ι : A0 ↪→ PNK as-
sociée au fibré très ample L⊗3

0 c’est-à-dire telle que ι∗O(1) ' L⊗3
0 . On choisit un hyperplan

L de PNK passant par 0 et on pose Z = α−1(ι−1(L)). Calculons maintenant degL Z. D’après
les définitions données dans le paragraphe 1.2,

degL Z = deg0(c1(L)g−1 ∩ α−1(ι−1L))

ce qui se traduit en termes de nombre d’intersection en (Lg−1. α∗L⊗3
0 ). De plus on sait que

(Lg−1. β∗L) =
Tr(ββ′)

2g
(Lg)A

pour tout β ∈ End(A) (voir [33] p.192 ou [8] p.117) et donc

degL Z = c147||α||2.

Minoration de degH◦
P : on montre d’abord que

deg(ker(α)) = c148||α||2g0 .

En effet, on procède comme plus haut en tirant en arrière par ι−1 un sous-espace linéaire
L′ de PNK de codimension dim(Im(α)). Puisque dim(Im(α)) = g0, il s’agit d’un nombre fini
de points qui ne dépend que de (A0,L0). On tire encore en arrière L′ par α−1 qui n’est
autre qu’une union finie (qui ne dépend pas de P ) de translatés de ker(α). En calculant le
degré comme plus haut on a le résultat désiré.

Dans la première partie on a construit pour tout hyperplan L passant par ι(0) une
hypersurface Z telle que ker(α) ⊆ Z et

deg(Z) = c149 deg(ker(α))1/codim(HP ) = c149 deg(ker(α))1/g0 .

Supposons maintenant P ∈ C ∩A[2], alors codim(H◦
P ) ≥ 2. On peut maintenant trouver Z

tel que C + T * Z et donc dim((C + T ) ∩ Z) = 0. Cette intersection est définie sur Ktors
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et contient P + T . On a donc

[Ktors(P + T ) : Ktors] ≤ deg((C + T ) ∩ Z)
≤ c150 deg(Z)
≤ c150 deg(ker(α))1/2

≤ c151 deg(H◦
P )1/2. (A.1)

D’après le lemme 3.3 de [43] la hauteur de P est bornée, et on rappelle que ĥ(P+T ) = ĥ(P ).
On appliquant le théorème 1.4.1 au point P + T on a

c152 ≥ ĥ(P + T )

≥ c153

ωKtors(P + T,H◦
P )

(log(ωKtors(P + T,H◦
P ) degH◦

P ))−κ1(g0(n−1))

≥ c153

(
degH◦

P

[Ktors(P + T ) : Ktors]

)1/g0(n−1)

log(ωKtors(P + T,H◦
P ) degH◦

P )−κ1(g0(n−1))

≥ c154

(
deg(H◦

P )

(deg(H◦
P ))

1
2

) 1
g0(n−1)

(deg(H◦
P ))−ε1

≥ c154 deg(H◦
P )

1
2g0(n−1)

−ε1 .

On a donc
deg(H◦

P ) ≤ c155.

Application de la conjecture de Manin-Mumford : on sait qu’il n’existe qu’un
nombre fini de sous-variétés abéliennes de A de degré borné par c155, on notera cet ensemble
B. Soit maintenant P ∈ C ∩ A[2], il existe B ∈ B telle que, si on considère la projection
πB : A→ A/B, l’image de P dans A/B est un point de torsion. Puisque dim(πB(C)) = 1
(C est transverse), la conjecture de Manin-Mumford (théorème de Raynaud) nous dit que

|πB(C) ∩ (A/B)tors| <∞.

Si l’ensemble C ∩ A[2] est infini, il existe un sous-ensemble infini P de points de C ∩ A[2],
un élément B ∈ B et un point Q dans A/B tel que

∀P ∈ P H◦
P = B et πB(P) = {Q}.

Ceci implique à son tour qu’il existe une sous-variété de torsion H de A telle que

∀P ∈ P HP = H.

On a donc que C ∩H est un ensemble infini mais puisque C est transverse, C * H et donc
dim(C ∩H) = 0 ce qui est contradictoire.

Pour finir, si r > 1 on peut passer directement à la deuxième étape en considérant un
sous-groupe propre intermédiaire entre H◦

P et A de degré borné par c156 deg(H◦
P )1/r. En
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effet, on remarque d’abord qu’on peut trouver G tel que H◦
P ⊆ G =

⋂r
j=1 ker(αj) et tel

que l’on contrôle le nombre de composantes |G : H◦
P | par une constante qui ne dépend que

de A. On choisit ensuite un élément α parmi les αj tel que

deg(ker(α)) = min
1≤j≤r

{deg(ker(αj))}.

Posons W = (ker(α))◦, on a donc

deg(W ) ≤ deg(ker(α)) ≤ c157 deg(H◦
P )1/r.

On conclut comme plus haut en étudiant (C + T ) ∩W .
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