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Lifting of isotypies and Shintani descents -
The symplectic group of dimension 4 over F,, ¢ odd

Abstract : This work deals with two topics of finite group theory : the representation theory
(isotypy, Clifford theory) and the theory of reductive groups over a finite field (algebraic group,
Deligne-Lusztig’s character, Shintani descent). Both their use and development enabled me to
prove Broué’s conjecture on isotypies for the case of principal blocs of extensions of symplectic
groups of dimension 4 over the finite field F,, ¢ odd - extensions given by an automorphism o
induced by an automorphism of Fy. The main idea is to build an isotypy in the group Sp(4, ¢) and
to lift it to the group Sp(4,¢q){o). In order to do that, I give convenient version of a theorem of
lifting isotypies. Then a deep study of the group Sp(4, ¢){o) reduces the number of cases that to
be considered to two. Both these crucial cases need explicit computations, in particular extensions
of characters. The Shintani theory points out extensions for each slice Sp(4, ¢)o?, I prove that they
glue together and form a unique character of Sp(4, ¢)(c). Among the computations, I introduce a
Shintani descent for a non-connected group, which is a new result.

The family of groups taken into account is deverse and complicated enough to raise interesting
new problems. In particular, the results and methods of this thesis yield a new study of the relations
between Shintani descent and modular characters.

Actually, Broué’s conjecture for isotypies reduces to verifying it for every extension of a simple
group by a group of automorphism. Settling the case of Sp(4, ¢)(o) is one step, which brings great
expectations that one, with similar methods, might solve the case of the symplectic group of any
dimension.

Keywords : finite group, representation theory, reductive group over a finite field, Broué’s conjec-

ture, lifting isotypies, Shintani descents, symplectic group, gluing together extensions.

Résumé : Ce travail repose sur deux domaines de la théorie des groupes finis : la théorie des représentations
(isotypie, théorie de Clifford) et la théorie des groupes réductifs sur un corps fini (groupe algébrique, caractere de
Deligne-Lusztig, descente de Shintani). Leur utilisation et développement m’ont permis de résoudre la conjecture
de Broué sur les isotypies pour le cas des blocs principaux des extensions des groupes symplectiques de dimension
4 sur le corps fini, Fy, ¢ impair - extensions données par un automorphisme ¢ induit par un automorphisme de Fy.
L’idée principale est de construire une isotypie dans le groupe symplectique Sp(4, q) et de la relever dans I’extension
Sp(4, ¢){o). Pour cela, je développe une version efficace d’un théoréme de relevement d’isotypies. Puis une étude
approfondie du groupe Sp(4, ¢){o) permet de réduire les cas & étudier au nombre de deux. Pour ces deux cas cruciaux,
il faut faire des calculs explicites, entre autre d’extensions de caracteres. La théorie des descentes de Shintani fournit
alors des extensions privilégiées pour chaque tranche Sp(4, q)ad, dont je montre qu’elles se recollent pour ne former
qu'un seul caractére de Sp(4, ¢){o). Dans les calculs, j'introduis aussi une descente de Shintani pour un groupe
non-connexe, ce qui est nouveau.

La famille de groupes considérée est assez riche et complexe pour soulever des problémes intéressants. Les
résultats et méthodes de cette theése développent en particulier une nouvelle étude des rapports entre descentes de
Shintani et caractéres modulaires.

A Theure actuelle, la conjecture de Broué au niveau des isotypies sera entierement prouvée si elle est démontrée
pour toutes extensions d’un groupe simple par un groupe d’automorphisme. Sa preuve pour Sp(4, ¢){c) va dans ce
sens et laisse espérer que les groupes symplectiques de dimension quelconque peuvent étre traités par des méthodes
similaires a celles de ce travail.

Mots-clés : groupe fini, théorie des représentations, groupes réductifs sur un corps fini, conjecture de Broué, relevé
d’isotypies, descentes de Shintani, groupe symplectique, recollement d’extensions.
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Introduction

Ce travail repose sur deux domaines de la théorie des groupes finis : la théorie
des blocs et la théorie des descentes de Shintani. Leur utilisation et développement
m’a permis de résoudre la conjecture de Broué sur les isotypies, pour le cas des blocs
principaux des extensions du groupe symplectique de dimension 4 sur un corps fini.
Il m’a fallu, au passage, donner un nouvel énoncé d’un théoreme de relevement d’iso-
typies et résoudre un probleme de recollement d’extensions (probléme intéressant en
tant que tel et 1ié au descentes de Shintani).

Une des perspectives de recherche actuelles en théorie des groupes finis consiste
a comprendre la structure d’un bloc; en particulier, a comparer deux blocs de deux
groupes distincts. La notion de bloc est apparue lors de I’étude de la théorie des
représentations modulaires avec R. Brauer [Bra]. Il y a une quinzaine d’années,
M. Broué a proposé de nouveaux concepts autour d’un bloc [Br2], qui ont rapidement
mené a la définition actuelle d’isotypie [Br3]. Une isotypie est le reflet, au niveau de
la théorie des caracteres, d’existence d’équivalences splendides entre blocs.

Soit @ un anneau de valuation discrete complet, de corps des fractions K de
caractéristique nulle et de corps résiduel k de caractéristique ¢ > 0. Soit G un
groupe fini. On suppose K assez gros pour G, i.e., K contient les racines |G|®™es
de l'unité. Un bloc est de la forme OGe, ou e est un idempotent central primitif
de OG. Soit A un ¢-bloc de OG qui a un groupe de défaut abélien D. Soit B le
correspondant de Brauer de A, c’est un ¢-bloc de I'algebre du normalisateur de D
dans G. En 1990, M. Broué a proposé la conjecture suivante [Br2].

Conjecture dite du défaut abélien : (Broué)

Les catégories dérivées D*(mod — A) et D’(mod — B) des complexes bornés de
modules de type fini pour A et B sont splendidement équivalentes ([Ri2] définition).
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Cette conjecture a de nombreuses implications. Par exemple, les /-blocs ont des
centres isomorphes, il y a conservation du nombre de caracteres irréductibles ordi-
naires et modulaires, les /-blocs ont les méme invariants de similitude de la matrice
de Cartan et les méme invariants locaux élémentaires [Br2], etc.

Les cas particuliers dans lesquels cette conjecture est démontrée sont multiples.
Par exemple, elle a été prouvée lorsque le groupe de défaut D est cyclique ([Ril],
[Li], [Ro2| et [Ro3]), pour tous les groupes f-résolubles ([Da2] et [HaLi]) et pour le
¢-bloc principal du groupe des points fixes d'un groupe réductif connexe G sur F,
avec ¢ qui divise ¢ — 1 et ne divise pas le cardinal du groupe de Weyl de G [Pu].

Cette conjecture implique une conjecture ultérieure qui est plus faible mais garde
de nombreuses conséquences.

Conjecture de Broué sur les isotypies :
Il existe une isotypie entre A et B (toujours sous condition que D soit abélien).

Les groupes de défaut “mesurent” la non simplicité d'un bloc (vu sur k). Par
exemple, si le bloc est simple, son groupe de défaut est trivial. Le groupe de défaut
du ¢-bloc principal de G est un f-sous-groupe de Sylow de G. En quelques sorte, le
(-bloc principal de G est le bloc le plus éloigné des algebres simples, par conséquent,
le bloc dont la structure est a priori la moins connue. C’est une des raisons pour
lesquelles il est particulierement étudié.

La restriction de la conjecture de Broué sur les isotypies au cas des blocs prin-
cipaux est celle qui nous occupera dans cette these. Elle prend la forme suivante :

Conjecture de Broué sur les isotypies entre blocs principaux :

Soient G un groupe fini et £ un entier premier. Soit S un (-sous-groupe de Sylow
de G. Si S est abélien, il existe une isotypie entre le £-bloc principal de Ng(S) et
celui de G ([Brl] conjecture 6.1).

Cette conjecture est directement impliquée par la conjecture du défaut abélien.
Néanmoins, elle est intéressante en elle-méme. En effet, elle est démontrée dans de
plus nombreux cas, elle garde des conséquences importantes, notamment la conser-
vation du nombre des caracteres irréductibles ordinaires et modulaires. Enfin sa
résolution donne des indications pour résoudre la conjecture de défaut abélien (par
exemple, les travaux de P. Fong et M. Harris faits dans [FoHa2] sont & 1’origine d’un
résultat important dit & A. Marcus sur les équivalences entre blocs. [Mal).
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Cette derniere conjecture est vraie, par exemple, dans les groupes finis de type de
Lie [BrMaMi| [BrMi] (et pas seulement si ¢ divise g— 1) et pour tous les groupes finis
lorsque ¢ = 2 [FoHa2]. Un probleme actuel est de la démontrer pour des extensions
des groupes finis de type de Lie. Cela vient d’un résultat suivant de P. Fong et
M. Harris ([FoHa2] proposition 5.C et théoreme 5.E), qui montre qu’il suffit de
montrer que toute extension d'un groupe simple par un groupe d’automorphismes
vérifie la conjecture de Broué sur les isotypies pour montrer que tout groupe fini
vérifie cette méme conjecture.

Les extensions par un automorphisme de Frobenius sont les plus compliquées et
c’est pour cela qu’on s’y attache. Dans ce sens, P. Fong a fait les premiers pas :
une notion antérieure et plus faible a celle d’isotypie est celle d’isométrie parfaite,
la conjecture de Broué a une version a ce niveau (remplacer isotypie par isométrie
parfaite). P. Fong a montré que la conjecture au niveau des isométries parfaites est
vraie pour les (-blocs principaux des extensions de SL(2, ¢), ol ¢ est une puissance
d’un nombre premier impair et ¢ divise ¢ [Fo].

Sur ses conseils, je me suis intéressée aux extensions des groupes Sp(4,q) - les
groupes symplectiques de dimension 4 définis sur un corps fini F,, oll ¢ est une
puissance d'un nombre impair - extensions données par un endomorphisme de Fro-
benius. Je montre que la conjecture de Broué au niveau des isotypies est vérifiée
pour les ¢-blocs principaux de ces extensions de Sp(4, q).

Pour ce genre de probleme, lié a des extensions de groupes, on dispose d’un
théoreme de relevement d’isotypies dit a P. Fong et M. Harris. Une isotypie était,
a lorigine, vue comme une famille d’isométries parfaites vérifiant certaines pro-
priétés. P. Fong et M. Harris ont démontré un théoreme de relevement d’isométries
parfaites [FoHa2]. Ils en ont tiré un théoréme de relevement d’isotypies en prenant
comme hypotheses, pour chaque isométrie parfaite de I'isotypie, celles du théoreme
de relevement d’isométries parfaites. Cela multiplie de maniere considérable les hy-
potheses a vérifier et rend leur théoreme de relevement d’isotypies de ce fait peu
utilisable.

La notion d’isotypie est en fait indépendante de celle d’isométrie parfaite. C’est
en tenant compte de cette remarque que je propose une autre version du théoreme
de relevement d’isotypies, qui a 'avantage de reposer sur des hypotheses plus faibles.
J'utilise alors cette nouvelle version du théoréeme pour Sp(4, q).

Pour cela, je montre que pour ¢ # 2 et pour tout entier n premier a ¢, toute iso-
typie entre le /-bloc principal de Sp(4, ¢) et celui du normalisateur d'un de ses ¢-sous
groupes de Sylow, se releve dans les ¢-blocs principaux des extensions considérées
de degré n et qu’on a ainsi la conjecture pour le groupe étendu.
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Pour vérifier les hypotheses de ce théoreme, il est apparu judicieux de se tourner
vers la théorie des descentes de Shintani.

La théorie des descentes de Shintani est une descente des corps de base pour les
caracteres d'un groupe fini de type de Lie.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F,, (on notera Fy I'en-
domorphisme de Frobenius qui définit cette structure rationnelle). On le suppose
déployé sur F,. Soit n un entier, on pose ' = F{. Il y a une bijection, notée Ng/p,,
de lensemble des Fy-classes de conjugaison de G = GF dans I’ensemble des classes
de conjugaison de G¥°. La descente de Shintani Shg /F, est une isométrie de I'espace
des fonction de Fy-classe de G sur l'espace des fonctions centrales de G7. Elle est
ainsi définie : Shg/p,(f) = f o Ng,/p.

On note o la restriction de Fy a G. Soit X une caractere de G(o), il définit la
fonction de Fy-classe sur G : x : g — X(go). On pose Shp/r,(X) = Shr/r,(X), on
a alors X(go) = Shg/r, (X)Nr/r, (9)-

Soit x un caractere de G qui est o-stable. Dans certains cas, la théorie des
descentes de Shintani met en valeur une extension particuliere de y a G(o) , que
I'on notera Eq (), telle que Shg/p,(E1(x)) est donnée par une formule générique (par
exemple dans GL(n,q) c’est un caractere et dans Sp(4, ) c’est une combinaison
linéaire a coefficients dans Q de caracteres irréductibles). Dans ce cadre, on a pour
tout diviseur d de n, une extension générique Eq4(x) de x & G(o?), qu’on appelle
extension donnée par la descente de Shintani & la tranche Go?. Nous connaissons
ainsi théoriquement la valeur d’une extension d'un caractére de G a G(o?) sur la
tranche Go?. Un probléme actuel est que 'extension Eq(y), donnée par la descente
de Shintani & la tranche Go?, dépend de d. On ne connait & priori pas E4(x)(go?)
pour i # d. La question suivante se pose alors naturellement.

Question : L’égalité
Gl
Resgoa Bar(x) = Ba(x)
est-elle vraie pour tout diviseur d de n et tout diviseur d' de d ?

C’est un probleme de recollement qui a été résolu dans GL(n, q) par C. Bonnafé
[Bon] et pour certains caractéres de la forme R$(#) par F. Digne [Di2]. Je résous
ce probleme pour les caracteres unipotents de la série principale de Sp(4,q), en
démontrant des résultats plus généraux sur les caracteres fantomes des groupes finis
de type de Lie. En effet, soit Ry 4 un caractere fantome de GFi associé au caractére

irréductible ¢ du groupe de Weyl de G, je définis une extension f{(b de Ry1 a G(o)
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qui vérifie
G(o) —
Resg 7k Ry = Shy L (R )

La décomposition des caracteres fantomes en combinaison linéaire (a coefficients
dans Q) de caracteres unipotents permet d’obtenir le résultat souhaité sur le recol-
lement des extensions données par Shintani a chaque tranche, des caracteres unipo-
tents de la série principale de Sp(4, q).

Il est apparu un phénomene encore étrange. On peut construire une “descente
de Shintani” au niveau du normalisateur du f-sous-groupe de Sylow (qui n’est pas
connexe). Cette descente vérifie les propriétés classiques des descentes de Shintani
(sur les ordres des centralisateurs, sur les descentes dans le tore ...). La construction
se fait a la main et repose directement sur les valeurs numériques des caracteres,
de plus elle fait intervenir des coefficients non rationnels.P. Fong avait déja fait une

telle construction dans SLy(¢) [Fo], mais il considérait le cas ou ¢ divise ¢, cas pour
lequel le normalisateur du ¢-sous-groupe de Sylow est connexe.

Mon travail s’appuie donc sur différents domaines de la théorie des groupes fi-
nis. Les isotypies sont liées a la théorie des caracteres ordinaires et modulaires.
Le théoreme de relevement d’isotypies emprunte a la théorie des extensions de ca-
racteres comme la théorie de Clifford ([Is] chapitre 6). Enfin les problemes de re-
collement dans la théorie des descentes de Shintani se résolvent principalement a
I’aide de propriétés des groupes obtenus par produit en couronne et de la théorie
de Deligne-Lusztig dans les groupes non connexes - ces outils sont spécifiques aux
groupes finis de type de Lie.

Pour finir, nous précisons un peu plus le travail effectué chapitre par chapitre.

CHAPITRE 1

Ce chapitre est consacré a la notion de blocs et d’isotypies, on y trouve un
théoréme de relevement d’isotypies (Théoréme 1.29).

Dans un premier temps, nous rappelons les définitions habituelles d’idempotents,
de blocs, blocs couvrants et d’isotypies. Puis est exposé le théoreme de relevement
d’isotypie. Enfin, on rappelle que ce probleme de relevement est déja résolu pour
deux cas particuliers : quand les ¢-blocs principaux du groupe considéré et de son
extension sont isomorphes (BI) [FoHa2] ou quand le {-sous-groupe de Sylow est
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cyclique (SC) [Ma].

Le probleme de relevement :

Soient G un groupe fini et k£ un corps algébriquement clos de caractéristique
¢ qui divise le cardinal de G. Cela définit 'algebre OG et ses ¢-blocs ainsi que, a
conjugaison pres, un ¢-sous groupe de Sylow S et son normalisateur, Ng(.5), dans G.
On suppose que S est abélien. On suppose de plus qu'il existe une isotypie I entre
le -bloc principal de Ng(S) et celui de G. Enfin, on se donne un groupe G tel que
G soit distingué dans G. La question est de savoir sous quelles conditions sur G, ¢, I
et G, l'isotypie I, de systeme local {Ip}pcg, peut se relever en une isotypie I entre
le (-bloc principal de N(S) et celui de G. On appelle configuration la donnée du

quadruplet (G, ¢, I, G).

Pour étendre l'isotypie, I'idée est de considérer, pour chaque sous-groupe P de S,
les bi-caracteres formés par chaque couple de caracteres mis en correspondance par
I'isotypie 1. On considere les groupes diagonaux de N (p) () x Cz(P) qui stabilisent
ces bi-caracteres puis on étend ces bi-caracteres a ces groupes. Cela permet aussi de
former, pour chaque sous-groupe de S des bi-caracteres généralisés, notés E(Ip).

Les conditions demandées par ma version du théoreme de relevement sont de
deux sortes. Les premieres conditions sont des propriétés d’équivariance de l'isotypie
et des extensions de caracteres. Les deux dernieres portent sur les bi-caracteres
généralisés F(Ip). Chaque E(Ip) doit séparer les éléments (-réguliers et (-singuliers
des groupes N, (p)(S) et Cz(P). Clest, en fait, le reflet des isométries parfaites
cachées sous la notion d’isotypie. Enfin les bi-caracteres généralisés E(Ip) doivent
se “recoller”.

Ces conditions sont dites de compatibilité et une configuration qui les vérifie est
dite compatible.

CHAPITRE 2

Le cadre de ce chapitre est les groupes finis de type de Lie. On s’occupe des
descentes de Shintani et du recollement des extensions données par les des-
centes de Shintani a chaque tranche. La motivation principale de ce chapitre est de
résoudre, dans le chapitre suivant, le probleme de recollement dans le cas des ca-
racteres unipotents de la série principale de Sp(4, q). Nous y exposons des résultats
généraux qui permettront de le faire.
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Soit p un nombre premier. On désigne par F, une cloture algébrique du corps a
p éléments. Soient gy une puissance de p et n un entier. On pose ¢ = ¢;. Pour un tel
q, F, désigne le sous-corps a ¢ éléments de F,. Soit G un groupe algébrique réductif
connexe défini sur F,, (on notera Fy 'endomorphisme de Frobenius qui définit cette
structure rationnelle). On le suppose déployé sur F . On note G, le groupe des
points fixes de G sous F¢. La restriction de Fy & G = G,, est notée o.

Le probleme de recollement :

Il existe un ensemble, qu’on note ici S(W), contenant Irr(W), tel qu'il existe une
bijection entre S(W) et Uch(Gy) qui est indépendante de d. On la note

S(W) — Uch(Gy)
) — Ugd

L’indice d rappelle juste que le caractere est dans G,. Pour chaque élément
de §(W), il existe une racine de l'unité notée wy, telle que pour tout caractere
irréductible ¢ de W, il existe une extension bien choisie de Uy = Uy, & G(c?), notée
E4(U,) - extension de Uy donnée par la descente de Shintani & la tranche Go? -
pour laquelle nous avons la formule suivante [DiMil] :

She/pa(Ea(Ug)) = Y (Roas Upa) Wl Uy,
YPeS(W)

ou Ry 4 est le caractere fantome de G, associé au caractere irréductible ¢ de W.

La question est toujours de savoir si ’égalité suivante est vraie pour tout diviseur
d' de d.

Gl
ReSGEUdQEd’(X) = Ea(x).
L’idée est de s’occuper dans un premier temps du méme probleme au niveau des

caracteres fantomes. Un caractere fantome n’est pas un vrai caractere, il est de la
forme

1
Rya = Wi > sw)RT (1),

weW

On définit une “extension” de Ry ,,, que I'on note ﬁ¢. C’est une certaine fonction
centrale qui “étend” Ry,,. Cette extension vérifie pour tout d

ShF/Fg (Resggz)f{qs) = R¢’d.

En particulier, ce résultat donne le recollement des extensions données par la des-
cente de Shintani a chaque tranche du caractere trivial et de celui de Steinberg pour
tout groupe fini de type de Lie.
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Pour faire ce recollement, suivant la démarche de F. Digne [Di2], nous nous
placons dans le cadre des groupes non connexes obtenus par produit en couronne.
La descente de Shintani de F a Fy peut étre alors interprétée comme une descente de
Shintani entre deux structures rationnelles sur un méme corps. Un outil principal est
la théorie de l'induction de Deligne-Lusztig dans les groupes non connexes [DiMi3].
Un isomorphisme entre G et un tel groupe, puis un second isomorphisme entre
I’extension de G et un autre tel groupe permettent de traduire les données de G, de
travailler dans les groupes non connexes et enfin de transposer les résultats obtenus
dans 'extension de G.

Des définitions et des résultats classiques de la théorie des descentes de Shintani
et de l'induction de Deligne-Lusztig dans les groupes non connexes sont rappelés.
Certains résultats sur la théorie de Shintani ne seront utilisés que plus tard mais
sont quand méme rappelés ici.

CHAPITRE 3

Ce chapitre s’occupe du groupe symplectique fini de dimension 4 sur Fg,
q impair. Les différentes configurations pour les isotypies sont explicitées. On y
démontre deux théoremes qui montrent le relevement de toutes les isotypies dans
Sp(4,q) a condition que les deux configurations, notées S1 et Sm, vérifient cer-
taines hypotheses. Ces deux dernieres configurations seront le sujet des deux der-
niers chapitres. Ce travail permet finalement de montrer que la conjecture de Broué
est vérifiée dans les extensions de Sp(4,¢q). Enfin on résout, a I'aide de la théorie
développée dans le chapitre précédent, le probleme de recollement des extensions
des caracteres unipotents de la série principale de Sp(4, ¢). Ce dernier résultat sera
la clef de la résolution de la compatibilité de la configuration de type Sm.

Le cadre de travail :

On note G le groupe algébrique symplectique de dimension 4 défini sur Fp et
Fy 'endomorphisme de Frobenius de G : Fo : (ag;) — (af;). On pose F = Ff et
G = Sp(4, ¢) le groupe des points fixes de G par F. On note o la restriction de Fy
a G. C’est un automorphisme de G. On forme alors G(o), qui est une extension de
degré n de G. Soient ¢ un entier premier et S un ¢-sous-groupe de Sylow abélien de
G(o). On montre

Théoréme 3.7

11 existe une isotypie entre le (-bloc principal de Ny (S) et celui de G(o).
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En fait, ce théoréme se démontre en prouvant qu’il existe une isotypie I entre le
¢-bloc principal de Ng(S) et celui de G se releve en une isotypie I entre le ¢-bloc
principal de Ng(S) et celui de G(o). Prouver cela est suffisant car si G(o) admet
un {-sous-groupe de Sylow abélien, alors ce f-sous-groupe est un f-sous-groupe de

Sylow de G.

Le groupe G étant donné par ¢ et le groupe G(o) étant donné par n, les
différentes données a considérer dépendent de gy, n, £ et I. On appelle encore, dans
ce groupe, configuration le quadruplet (go, n, ¢, I) et le triplet (qo, n, £) d'une
configuration est appelé préconfiguration.

On dira qu'une configuration est fortement compatible si elle est compatible et si
de plus les extensions choisies (pour la compatibilité) vérifient une certaine condition
d’équivariance.

Certaines préconfigurations ont des types particuliers : celui dit de blocs iso-
morphes (BI) et celui dit de Sylow cyclique (SC). Puis apparait le type ou ¢ ne
divise pas |G?| et enfin les deux types appelés S1 et Sm (pour lesquels ¢ divise |G7]).

La compatibilité des configurations de types Bl et SC a déja été résolue de
maniere générale ([FoHa2] et [Ma]). On voit qu'une configuration de type BI est
méme fortement compatible.

Les théoremes de compatibilité :

Le théoreme 3.7 découle du théoreme suivant.
Théoréme 3.8

Pour toute préconfiguration (qo, n, ), il existe une isotypie 1 entre le {-bloc prin-
cipal de Ng(S) et celui de G, telle que la configuration (qo, n, £, 1) soit compatible.

Ce théoreme est une conséquence des théoremes 3.12, 3.13 et 3.14. Le théoreme
3.12 sera montré aux chapitres 5 et 6.

Théoréme 3.12

Soit (qo, n, {) une préconfiguration de type S1 ou Sm. Alors, il existe une isotypie
I telle que (qo, m, ¢, 1) soit une configuration fortement compatible. .

Ce théoreme est démontré dans le chapitre 5 pour la configuration de type S1 et
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dans le chapitre 6 pour la configuration de type Sm.
Théoreme 3.13

Supposons que £ divise |G|, que € divise g+ 1 ou g — 1 et que le théoréme 3.12
soit vérifié. Alors pour toute préconfiguration (qo, n, £), il existe une isotypie I telle
que (qo, m, ¢, 1) soit une configuration fortement compatible.

On montre qu’on peut se ramener a une configuration de type BI.
Théoréme 3.14

Supposons que le théoréme 3.12 soit démontré. Alors pour toute préconfiguration
(qo, m, {), il existe une isotypie 1 telle que (qo, m, ¢, 1) soit une configuration
compatible.

Ce théoreme résulte principalement de remarques de divisibilité et du fait qu’on
sait que certaines isotypies existent et se relevent. On montre qu’on peut se ramener a
des groupes ou il n’existe pas de ¢-éléments tels qu’ils interviennent dans le théoreme
de relevement, les hypotheses du théoreme sont alors trivialement vérifiées.

Seules les extensions par un automorphisme de corps nous intéressent, car il n’y
a pas d’automorphisme de diagramme dans le groupe de Weyl de G, qui est de type
Cs, en caractéristique différente de 2.

Le théoreme de recollement :

Théoréme 3.18

Pour chaque caractere 6 de IrtW et pour tout entier d, 1 < d <mn, on a

Resg s E1(Up) = Ea(Up).

CHAPITRE 4

Dans ce chapitre, on explicite les isotypies de Sp(4,q) pour f|q — 1, £|g + 1 et
l)¢* + 1.

La construction d’une isotypie entre les ¢-blocs principaux de Ng(S) et G a
nécessité entre autres :
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e La connaissance de la structure des normalisateurs de certains tores de G. De
maniere plus générale, j’ai explicité la structure des normalisateurs de certains tores
dans un groupe symplectique de dimension quelconque. Ce travail est exposé en
annexe.

e Le calcul de la table des caracteres de Ng(S), ainsi que celles de certains sous-
groupes. Les tables de caracteres de Sp(4, q) et de certains de ses sous-groupes sont
connues.

e Il faut, bien sur, finalement, vérifier les hypotheses que demandent une isotypie
(équivariance, compatibilité a la fusion et le cas trivial du sous-groupe de Sylow).
On donne alors quelques méthodes pour le faire.

e Les isotypies sont liées a la théorie des caracteres modulaires et des matrices
de décomposition générali-sée. Dans mon cas interviennent les caracteres modulaires
irréductibles des ¢-blocs principaux de U(2,q), GL(2,q) et SL(2,¢) ainsi que ceux
des normalisateurs des f-sous-groupes de Sylow respectifs. On en déduit les matrices
de décompositions généralisée. Je les ai explicitées en annexe de ce chapitre.

CHAPITRES 5 ET 6

Ces chapitres montrent que les configurations de type S1 et Sm vérifient le
théoreme de relevement d’isotypies.

Pour ces deux cas, on travaille directement sur les isotypies entre les ¢-blocs
principaux de Ng(S) et G. On montre que les hypotheses du théoreme de relevement
sont vérifiées. L’idée de la démonstration repose sur le fait que ¢ divise le cardinal
de G°.

La premiere hypothese de compatibilité se vérifie directement sur les isotypies
construites. Pour la seconde la connaissance des extensions des caracteres irréducti-
bles des ¢-blocs principaux de G et Ng(S) est essentielle.

C’est ici qu’intervient la théorie des descentes de Shintani dans le groupe G. Il a
fallu surmonter des difficultés dans 1'utilisation de cette théorie :

e Shy/p,(x) et Npsp,(g90) sont rarement connus. Ce probleme est contourné
grace a la connaissance des descentes de Shintani des caracteres unipotents ([DiMil]
théoreme 111 2.3 et [Cal) et de certains caracteres de la forme RE(6) [Di2].

e Pour la configuration de type Sm, le degré de I'extension est plus grande que 2,
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il a donc fallut utiliser les recollement des extensions données par Shintani a chaque
tranches. Pour les caracteres unipotents de la série principale, ce recollement a été
démontré dans le chapitre 3. Pour certains caracteres de Deligne-Lusztig, cela a été
fait par F. Digne [Di2].

e Cette théorie n’est pas applicable a Ng(S) car ce groupe n’est pas connexe.
J’ai voulu pourtant construire une “descente de Shintani” dans Ng(S) équivalente a
la descente de Shintani dans G. Or, la descente de Shintani fait intervenir le groupe
des points fixes de G sous Fy. Il a donc fallu considérer le groupe des points fixes
de Ng(S) sous Fy. A cette étape, on s’apergoit qu’il faut faire un choix judicieux
du (-sous-groupe de Sylow, on montre qu’on peut le choisir de sorte a ce qu’il soit
o-stable. et que le groupe des points fixes de N (S) sous o est alors le normalisateur
d’un /-sous-groupe de Sylow de G°.

Ainsi, on peut écrire la valeur des extensions des caracteres de Ng(S) a Ng(S)

en fonction de valeurs de combinaison linéaires de caracteres de Ng(S).

Cette facon de donner les valeurs des extensions permet de vérifier facilement
les dernieres hypotheses du théoreme portant sur les ¢-éléments et les ¢/-éléments.
En effet, on peut alors écrire les valeurs de l'isotypie I a l'aide d’une isotypie I.
entre le (-bloc principal de Ng(S)? et celui de G?, et d’un bi-caractere. Pour vérifier
les dernieres hypotheses du théoreme, il reste alors a considérer ce bi-caractere qui
s’avere étre assez simple.



Chapitre 1

Blocs, isotypie et relevement

Ce chapitre commence par un rappel des définitions de bloc, de bloc couvrant,
d’application de décomposition généralisée et d’isotypie. Dans le paragraphe 1.3.2,
une version améliorée du théoreme de relevement d’isotypies de P. Fong et M. Harris
[FoHa2] est énoncée et démontrée.

Soit O un anneau de valuation discrete complet, d’idéal maximal £, de corps des
fractions K de caractéristique nulle et de corps résiduel k£ de caractéristique ¢ > 0.
Soit G un groupe fini. On suppose K assez gros pour G, i.e., K contient les racines
|G|mes de Punité.

Un caractere irréductible de G est le caractere d'un K G-module irréductible
V. Le caractere irréductible est dit linéaire si V' est de dimension 1, c’est alors
un morphisme de groupe G — O*. Un caractere projectif indécomposable de G
est le caractere d'un KG-module W ®p K, ou W est un OG-module projectif
indécomposable.

On identifie les fonctions centrales de G vers K avec les formes linéaires de KG
vers K.

1.1 Blocs

1.1.1 Idempotents

Pour cette section, le lecteur pourra se reporter au chapitre 1, paragraphes 3 et

4 de [Th].
Définition 1.1

21
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Un élément e de OG est appelé idempotent si €2 = e. Il est dit central s’il
appartient au centre de OG. Enfin un idempotent central e est dit primitif si, pour
ey et ey des idempotents centraux de OG, e = e + ey implique e = e ou e = e,.

Dans OG, 1'élément 1 se décompose de maniere unique en une somme d’idem-
potents centraux primitifs : 1 =e; +es+ ...+ ¢,.

Soit e un idempotent central primitif de OG. L’algebre OGe a pour élément
unité e. L’application
. : OG — OGe

T — xre

est un morphisme surjectif d’algebres. Les algebres OGe sont indécomposables (non
produit d’algebres non triviales).

La famille des morphismes 7., ou 1 < i < n, définit I'isomorphisme d’algebres
suivant :

oG = ﬁ OGe;.
i=1

L’action d'un idempotent central e de OG sur un caractere x de G est la suivante :
pour tout élément g de G,

ex(g) = x(ge).

Si V est un KG-module de caractere xy, alors, via 'application m., eV est un
K G-module de caractere y.i. On a x.y = exy.

1.1.2 Blocs

Dorénavant e désignera un idempotent central primitif de OG.

Si ¢ divise |G|, I'algebre kG n’est pas semi-simple ([Is] théoréme 1.9 de Maschke).

Définition 1.2
Un £-bloc de G est une algebre de la forme OGe.

Convention 1.3

On dit qu’un KG-module irréductible V' appartient a un ¢-bloc OGe de G s’il
vérifie eV = V. Dans ce cas, on dira aussi que OGe contient V. De méme, on dit
qu’un caractere irréductible x de G appartient a OGe, ou que OGe contient x, s’il

vérifie ex = x.
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Notation 1.4

i) On note Irr(e) l'ensemble des caractéres irréductibles de G appartenant au
¢-bloc OGe.

i) Pour tout caractere irréductible x de G, Bg(x) désignera le £-bloc de G conte-
nant x.

Définition 1.5
Le £-bloc principal de G est le £-bloc de G qui contient la représentation triviale et
donc le caractére trivial. L’idempotent primitif central associé est aussi dit principal.

Définition 1.6 ([AlBr| définition et proposition 2.4)
Soit D un (-sous-groupe de G. Le morphisme de Brauer, Brp, est l’application
O-linéaire ainsi définie : pour un élément a de O et g de G,

Brp : (0G)? — kCq(D)
ag _ ag  sig € Cq(D),
0 stnon,

ou @ est limage de a dans k par la projection canonique de O sur k.

Comme e est central, Brp(e) est bien défini. Nous pouvons alors donner la
définition d’un groupe de défaut d’un ¢-bloc.

Définition 1.7
Un groupe de défaut d’un (-bloc OGe est un (-sous-groupe D de G tel que
Brp(e) # 0 et tel que D soit maximal pour cette propriété.

Un groupe de défaut est unique a conjugaison pres ([AlBr| paragraphe 2.3). Le
(-bloc principal de G a pour groupes de défaut les f-sous-groupes de Sylow de G
([AlBr] théoreme 3.13).

1.1.3 Extensions

Soit G un groupe fini dont G est un sous-groupe distingué. Soient e et € des
idempotents centraux primitifs de, respectivement, OG et OG. Posons B = OGe et
B = OGe. Soient, enfin, By le ¢-bloc principal de G et By celui de G.

Définition 1.8 ([NaTs] chapitre 5, paragraphe 5)
On dit que B couvre B si ee # 0.
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Remarquons que e est un idempotent de oG qui n’est pas forcément central. Par
contre si 7 est un systeme de représentants de G' modulo le stabilisateur de e dans
G, alors ), ; ‘e est un idempotent central de OG. Cette somme ne dépend pas du

systeme de représentants choisi. Dans (96’, on a la décomposition en idempotents
centraux primitifs suivante : )7, ‘e =Y | €. Les {-blocs qui couvrent B sont les

E:Oéé,pourlgigu.

Lemme 1.9 ([NaTs] chapitre 5, lemme 5.7 et lemme 5.8)
1) Si x est un caractére irréductible de B et si x| admet une composante dans

B, alors B couvre B.

2)Supposons que B couvre B.
i) Soit W un KG-module irréductible de B. Alors il existe V un KG-module irréduc-

tible de B tel que W soit une composante de Viq.
i) Soit ¥ un caractére irréductible de B. Alors il existe x un caractere irréductible

de B tel que v soit une composante de x|q.
Corollaire 1.10 .

Considérons les £-blocs principaur By et By.

1) By couvre By.

2) Si G/G est cyclique, alors un caractére irréductible G-stable de By admet une
extension dans By.
DEMONSTRATION :

1) est une application directe du premier point du lemme 1.9 car le caractere
trivial de G appartient a By et sa restriction a GG appartient a By.

2) Soit ¢ un caractere irréductible G-stable de By. D’apres le lemme 1.9, partie
2) ii), il existe un caractere irréductible X de §0 tel que 1 soit une composante de
X|a- Ainsi x est une composante de Indgw. Par ailleurs, la théorie de Clifford ([Is]
chapitre 6) montre que 1) admet une extension ¢ dans G. 1l suit que Y est de la forme
Ap, o A est un caractere linéaire de G trivial sur G ([Is] corollaire 6.17). Ainsi x
est une extension de v et appartient a fB:). -

1.2 Isotypie

Commencons par définir quelques notions nécessaires a la définition d’une isoty-
pie.
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Définition 1.11
Dans un groupe un élément est
- un £-élément, si son ordre est une puissance de £ ;
- un 0'-élément ou un élément (-régulier, si son ordre est premier a { ;
- un élément (-singulier, si son ordre est non premier a f.

Convention 1.12
Une fonction centrale f de G a wvaleurs dans K est dite appartenir a KGe si
flge) = f(g) pour tout élément g de G.

Notation 1.13

i) L’ensemble des fonctions centrales sur G a valeurs dans K sera noté CF(G, K).

ii) L’ensemble des fonctions centrales a valeurs dans K appartenant a KGe sera
noté CF (e, K).

iii) L’ensemble des fonctions centrales a valeurs dans K appartenant o KGe
nulles en dehors des U'-éléments sera noté CFy(e, K).

Notation 1.14

St x est un caractére de G, x* désignera le caractere de la représentation duale
d’une représentation de caractere x. C’est un caractere de G qui vérifie : pour tout
g dans G,

X"(9) =x(g7").
On étend cette notation a toutes les fonctions centrales.
L’ensemble CF(G, K') est muni du produit scalaire
{flg) = e
Pt
Les caracteres irréductibles appartenant a Irr(e) forment une base orthonormale

de CF(e, K).

Notation 1.15
Pour tout caractere x d’'un sous-groupe distingué de G, on note G, le sous-groupe
d’inertie de x dans G, i.e., [’ensemble

Gy={9€G|x=x}
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L’action de g est celle induite par la conjugaison :

1 -1

N =x" (=) =x(* =)=x(g7" —9)

Dorénavant, on suppose que est e I'idempotent central primitif principal de G.

Définition 1.16
Soient x un (-élément de G. On note Cg(x)p ’ensemble des ¢'-éléments du cen-
tralisateur de x dans G. L’application de décomposition généralisée

dz : CF(G, K) — CF@/(Cg(x),K)
est définie par : pour x dans CF(G, K),

d.(x) : Cglx) - K
x’ _ x(zx') six’ € Cg(z)e,
0 stnon.

Proposition 1.17 ([Br3| paragraphe 2)
Notons e, lidempotent central primitif principal de OCq(z). Le restriction de
Uapplication de décomposition généralisée d, a CF (e, K) est lapplication suivante

d% : CF(e, K) — CFy(e,, K)

DEMONSTRATION : Cette application est bien définie. En effet, le second théoreme
de Brauer assure que d¢(e.x) = Br,(e)dS(x) ([Brl] théoréeme A2.1). On rappelle
que Br,(e) est I'idempotent central de kCg(z) associé a e par la correspondance
de Brauer. Puis le troisieme théoreme de Brauer assure que Br,(e) = e, ([AlBr]
théoreme 3.13). Ainsi si y appartient a CF(e, K), alors df(x) appartient bien a
CF(/ (ez, K) =

Nous pouvons enfin définir une isotypie.

Dorénavant, on suppose que G admet un f¢-sous-groupe de Sylow abélien S et
toujours que e est 'idempotent central primitif principal de G.

On note H le normalisateur de S dans G et f son idempotent central primitif
principal.

Pour tout sous-groupe P de S, on note :

Gp=Cqg(P), Hp = Cy(P),



1.2. ISOTYPIE 27
et leurs idempotents centraux primitifs principaux respectifs ep et fp.

Définition 1.18 ([Br3] définition 2.1)

Une isotypie I entre KHf et KGe, de systéme local {Ip}, ot P parcourt l’en-
semble des sous-groupes de S, est la donnée, pour tout sous-groupe P de S, d’isomé-
tries bijectives

Ip : ZIrr(fp) — Zlrr(ep),

ou I~ = I, qui vérifient les conditions suivantes pour tout sous-groupe P de S :

e Equip : Pour tout élément h de H,
(‘[P)h = -[Pha

e Comp : Ip s’étend, par linéarité, en lisométrie bijective suivante, qu’on désigne
encore par Ip :
]p . CF(fP, K) - CF(QP, K)

Pour tout x dans S, le diagramme suivant doit étre commutatif :
CF(fp, K) - CF(ep,K)

diry, | L dg,

Ip(z)

CF(fp@), K) — CF(epw), K)

e Triv : Ig est l'application identité.

Les conditions Equip sont dites d’équivariance et les conditions Comp sont dites
de compatibilité a la fusion.

Les remarques suivantes permettent de réduire le nombre de conditions a vérifier
dans la définition d’une isotypie. Elles nous seront utiles par la suite, quand on
construira réellement des isotypies dans le groupe symplectique de dimension 4.

Remarque 1.19

Pour construire une isotypie, on prendra un systeme de représentants des sous-
groupes P de S modulo H et on se donne Ip pour tout P de ce systeme. On vérifiera
que pour tout sous-groupe strict P et pour tout élémentn de Ny(P) on a (Ip)” = Ip.
On pourra alors poser pour un élément h de H, Ipn = (Ip)". Ainsi la condition
Equip sera vérifice.
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Donnons nous, suivant cette remarque, une famille d’isométrie bijectives Ip pour

PcCS.

Remarque 1.20

Comme Ig est Uapplication identité, il suit que pour tout élément h de H, (Is)" =
Is. La condition Equig est donc vérifiée. De plus la condition Comyg est trivialement
vérifice.

Lemme 1.21

St la condition Equip est vérifiée pour un sous-groupe P de S ainsi que pour
tous ses conjugués par H et si la condition Comp est vérifiée pour un sous-groupe
P de S, alors, pour tout élément h de H, Compn est vérifiée.

DEMONSTRATION : Soient y € Irr(fp), v € S, h € H et g € Cy,(z")y. Alors
hg e Cyz1(2). Puis X" est un caractere de H% = Hp.

i x"(9) = diy, 0 X"(9)
= x"(g2")
= x("gz)
= dal;l};—l X(hg)
— (@, 1))

Soient y € S et ¥ € Irr(fp). On pose x = "y et x =", alors x € S et x € Irr(fp) .
On a
h
IPh(y)dngw = IPh(zh)di[PXh
= (Ip())"(d?, 1 x)"
T L h
= (IP<x>dHh—1 X)
n
= (déh—l ]P(X))h
th h, h
= GP(IP) X
- d%PIPh¢'

Ainsi Ipny,dy, = dg, Ipr pour tout élément h de Hp et y de S. —
Remarque 1.22

D’apres le lemme 1.21, il suffira donc de vérifier Comp pour un systeme de
représentants des sous-groupes P de S modulo H.
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e Le fait que Ip soit une isométrie implique que, pour tout caractere irréductible
x de fp, Ip(x) est, a un signe pres, un caractere irréductible de ep. On note ep
lapplication Irr(fp) — {41} définie par la condition suivante : pour tout caractere
Y de Irr(fp),
ep(V)Ip(¥) € Trr(ep).

On pose
g =¢&.

Remarque 1.23
La condition Equip implique epn = (p)h.

Lemme 1.24 ([Br2] remarque du lemme 1.6)
Soit I une isotypie de systéme local {Ip}. Pour tout caractére x de Irr(fp), on
doit avoir

Ip(x)(1) = x(1) modulo ¢.

Ce dernier lemme peut faciliter la construction d’isotypies. En particulier lors-
qu’on sait qu’'une isotypie existe et que I'on souhaite I'expliciter, cette propriété va
imposer immédiatement les signes £p des isométries bijectives dans les cas qui nous
intéresse.

e Le bi-caractere généralisé, up, de Hp x Gp, donné par Ip, est ainsi défini :
pour tout élément (h,g) de Hp x Gp,

pp(hg) = D x(WIp(x)*(9)-
X€Elrr(fp)

Remarques 1.25 ([FoHa2| annexe)
e La condition d’équivariance s’écrit : pour tout élément h de H, il faut

h,h
MED )= Hph.

e La condition de compatibilité a la fusion s’écrit alors : pour tout élément z de
S et g de Cq,(2)p, il faut

(= 20 st = (o) (= )iy Xt -

e En particulier, ceci implique que pour tous (-éléments h de Hp et g de Gp et
pour tous U'-éléments h' de Cy,(h) et g’ de Cg,(g), si h n'est pas conjugué a g alors

pp(hh', gg') = 0.
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Réciproquement, pp permet d’écrire Ip : pour tout caractere y de Irr(fp) et tout
élément g de Gp,

Ip(O)(9) = 11 Znem, (b, g~ )X (7Y
= 121 2onenp Ko (0, 9)x(h).

Conjecture de Broué ([Brl] conjecture 6.1)

Soient G un groupe fini et £ un entier premier. Soit S un £-sous-groupe de Sylow
de G. Si S est abélien, il existe une isotypie entre le £-bloc principal de Ng(S) et
celui de G.

Cette conjecture a été démontrée dans de nombreux cas. Par exemple, pour les
groupes symétriques [Rol] et alternés [FoHal], pour les groupe simples sporadiques
non abéliens [Rol|, pour les groupes réductifs de type de Lie [BrMi] [BrMaMi|, en
caractéristique 2 pour tout groupe admettant un 2-sous-groupe de Sylow abélien
[FoHa2]. Plus récemment, elle a été démontrée pour une extension de SLy(g) par un
automorphisme de corps, ot ¢ est une puissance d’un nombre premier impair et ¢
divise ¢ [Fo].

Le but de cette these est de démontrer cette conjecture pour des extensions des
groupes symplectiques de dimension 4 sur un corps fini, extensions obtenues a ’aide
d’un endomorphisme de Frobenius. Pour ce faire, nous utiliserons le théoreme de
relevement d’isotypies énoncé et démontré ci-apres.

La conjecture citée ici est un cas particulier d'une conjecture plus générale qui
ne se restreint pas au ¢-bloc principal. La notion d’isotypie existe aussi entre des
blocs non principaux et on a la conjecture suivante :

Soient G un groupe fini et £ un entier premier qui divise le cardinal de G. Soit
B un (-bloc de G, de groupe de défaut D. Soit b le bloc de Ng(D), correspondant de
Brauer de B. St D est abélien, il existe une isotypie entre b et B.

1.3 Théoreme de relevement d’isotypie

On suppose toujours que G admet un ¢-sous groupe de Sylow abélien S et on
garde les notations H, e et f du paragraphe précédent.
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1.3.1 Extension

Soit G un groupe fini tel que G en soit un sous-groupe distingué et tel que S
soit un f(-sous-groupe de Sylow abélien de G. Cela implique, en particulier, que £ est
premier a |G/G|.

On note H _le normalisateur de S dans G. Les idempotents centraux primitifs
principaux de G et H seront respectivement notés € et f.

L’inclusion H < G induit un isomorphisme « de H /H sur G /G. En effet, G est
distingué dans G et S est un ¢-sous-groupe de Sylow de GG, 'argument de Frattini
indique alors que

G = GNg(S) = GH.
Pour tout sous-groupe P de S, on note :
Gp = Cs a(P) et Hp = C5 #(P).
Leurs idempotents centraux primitifs principaux respectifs sont notés ep et fp.

Remarquons que Gp/Gp C G/G En effet, le noyau de Gp —» Gp/Gp est Gp N
G = Gp. De méme HP/HP C H/H Comme Gp est distingué dans Gp et S est
un (-sous-groupe de Sylow de Gp (car S est abélien et P C S), Pargument de
Frattini montre que la restriction de v a H p/Hp est un isomorphisme entre H p/Hp
et ép/GP. La restriction de « a ﬁp/Hp sera encore notée .

Si x appartient a H p, nous écrirons «(x) pour désigner I'image par « de la classe
de x dans Hp/Hp. Ainsi o(z) appartient a Gp/Gp.

Posons, pour tout sous-groupe P de S,
AP)={(h,§) | (h,§) € Hp x Gp, a(h) = § modulo Gp}.
Remarquons que Hp x Gp C A(P) C Hp x Gp.
Pour tout caractere y de Irr(Hp), on pose
A(P)y = A(P) N (Hp X Gp)yxepotpt--

Ainsi A(P),, est le sous-groupe d’inertie de x xep(x)Ip(x)* dans A(P). Il est désigné
par A(P), au lieu de A(P)yxep(y)in(y)+ Pour simplifier les notations.

Remarquons que les données de G et ¢ impliquent, a isomorphisme pres, celles
de H, Gp, Hp puis celles de e, f, ep et fp. De méme, la donnée d'une extension G
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de G implique celles de H , G P, H p puis celles de e, fv, ep et fp. La donnée de G, de
¢, d’une isotypie I entre K H f et KGe et d'une extension finie G de G sera notée

(@, 0, I, G).

Cette donnée permet de décrire entierement la situation précédemment exposée.

Convention 1.26 N
Une donnée (G, {, I, G) comme ci-dessus sera appelée configuration.

1.3.2 Théoréeme
Soit (G, ¢, I, é) une configuration.
Pour tout sous-groupe P de S nous faisons les hypotheses suivantes :

e Une condition d’équivariance au niveau des isométries bijectives :
Clp : Ip est stable sous A(P), i.e., pour tout élément h de Hp et tout caractere x

de Irr(fp),
Ip(X") = Ip(x)",

e Une condition d’équivariance au niveau des extensions :

C2p : Pour chaque caractére x de Irr(fp), il existe des extensions dans A(P), de
x xep(x)Ip(x)*. On en choisit une que l'on note E(x xep(x)Ip(Xx)*). L’application
qui, a x, associe E(x x ep(x)Ip(x)*), doit étre A(P)-équivariante, ¢’est-a-dire que,
pour tout élément (h,g) de A(P), elle doit vérifier

E(x x ep(X\)Ip(x)")"™? = E(X" x ep(x)Ip(x)™).

Les extensions de up a A(P) données par
E(up)= Y ep()Indy(p) E(x x ep()Ip(x)")
x modulo ﬁp

sont alors bien définies. La somme porte aussi sur un systeme de représentants de
I'ensemble {x x Ip(x)*, x € Irr(fp)} sous 'action de A(P).

Nous faisons alors une hypothese supplémentaire. Ces extensions doivent vérifier
les deux conditions suivantes :
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e Une condition dite de séparabilité :
G1lp : Soit (hh',gg') un élément de A(P) tel que h € (Hp)y, g € (Gp)g, W €
Cg,(h)e et g" € Cg (9. Sih et g ne sont pas conjugués dans Gp, alors

E(up)(hl', gg') = 0.

e Une condition dite de recollement :
G2p : Soit (zh',29') un élément de A(P) tel que z € S, W' € Cy (2)p et g’ €
Ca,(2)e. Alors

E(up) (21, 29") = E(pp<z>) (W, g).

Posons _ -
pp = (fp® 5p).1ndePX)GPE(MP).

On définit une famille d’applications Ip ainsi : pour tout caractere x de Irr(fp)
et pour tout élément g € Gp,

Définition 1.27
i) Les conditions Clp, C2p, Glp et G2p sont dites de compatibilité.

ii) Une configuration (G, (, I, G) qui vérifie ces conditions et telle que IS soit
l'application identité est dite compatible.

Remarques 1.28
e La condition d’équivariance au niveau des isométries bijectives implique les
isomorphismes suivants : pour tout caractére x de Irr(Hp),

(Hp)x/Hp = (Gp)epip)/Gp-
e La condition d’équivariance implique, pour tout élément h de Hp ,
5};) = Eph.

e La condition d’équivariance est équivalente a la condition suivante sur le bi-
caractere généralisé associé a Ip : pour tout élément h de Hp

h,h
Mgs ) = = Hph.
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En effet
~(h,h ~ ~

rl ~ x@G %
= (fPh X €Ph). ZXEII‘I‘(fp)/HPI dAJ(ZLPh)P:g (X)E(Xh X Q/}Xh>

1 ~ Hop xG «
= (fpr @ €pn). erlrr(fph)/ﬁph In dAf; h)Pthh(X)E(X X ¢X)

= Hph.

e Dans le cas ot G/G est cyclique, les caractéres x x £p(x)1p(X), pour x dans
Irr(fp), s'étendent en fait a (Hp x Gp)y (au lieu de A(P),) et ce sont ces extensions
que [’on construira.

THEOREME 1.29
Soit (G l, 1, G) une conﬁgumtzon compatible. Alors la famille Ip forme une
1sotypie I entre KHf et KGE de systeme local {[P}pCS, qui releve ['isotypie I.

Remarques 1.30 B B B
e Le bi-caractere généralisé de Hp x Gp associé a Ip est fip.

e Les hypotheses faites vont permettre de construire des isométries bijectives Ip
au-dessus de Ip, qui formeront une isotypie entre KH f et KGe relevant I.

e Pour le sous-groupe S et pour tout caractére x de Irr(Hg), nous pouvons tou-
jours choisir les extensions de x x es(x)Is(x)" = x X x* a A(S)y telles que I soit
Papplication identité et vérifie alors trivialement les conditions Equig et Comg.

DEMONSTRATION : On fixe P un sous-groupe strict de S et y un caractere de
Irr(fp). Pour cette démonstration et dans le but de simplifier les notations, le ca-
ractere ep(x)Ip(x) de ep sera noté ¢, .

Les constructions des relevés des caracteres F(x x ¥*) sont données par P. Fong
et M. Harris dans leur théoreme de relevement d’isométries parfaites [FoHa2]. Le
lecteur pourra donc se reporter a [FoHa2], paragraphe 1A. De plus le théoreme
1.E de [FoHa2] assure que les applications Ip ainsi construites sont des isométries
bijectives.

Montrons que ces isométries I, p, pour P sous-groupe strict de S, vérifient les
deux conditions Equip et Comp.
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e Equip : B _
Soit un élément h de H. Toute extension x € Irr(fp) de x € Irr(fp) vérifie

(Ip)"(x") = [Ip(X)]"
= 1 Xei, Bp(z, —)X()]"
= i1 e, Ap(" > ()]

‘ﬁ—lﬂ erhﬂP( )X( z)

= 7 Sy, A (2" @)

Or u(h = = fipr. Ainsi

(IR = = e, Bip ™ (@, =) ()
= = i, (7, —)XP (@)
= (Tph)(izh),

Cest-a-dire, (Ip)" = Ipn.

e Comp (pour plus de détails, le lecteur se reportera a [FoHa2] propositions 3D et

3E) :

L’ensemble Vp = {(v,1), v € Hp/H p} est un systéme de représentants de A(P)
dans Hp x Gp. Soit (h, g) un élément de Hp x Gp, on a

fir(h,g) = > E(up)(°h, g).

vEVP

Si ip(h, g) # 0, alors il existe un élément v de Vp tel que E(up)(“h, g) # 0 et donc
la condition G1p implique que les (-parties de “h et g sont conjuguées dans G et
donc que celles de h et g le sont aussi. Ainsi, quand (hh/, gg’) € H x G est tel que
heH,geGy,Hhe Cg(h)e, g € C5(g)e et que h et g ne sont pas conjugués dans
G, on a
fip(ht', gg") = 0.

D’autre part, pour z € S, b/ € Cﬁp(z)g/ et ¢ € Cép(z)g/, si fipey (P, 9") # 0, la

condition G1p implique

(ot o) = 3 Bur) (), 29,

veV
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ou V' est est un ensemble de représentants de Hp dans Cp JHp (zh') et

fipe (I, g) = Elupe) (", g),
weWw

olt W est un ensemble de représentants de Hp ;) dans C Fip oy i >(h’ ). De plus on
peut choisir W C V. La condition G2p permet alors de conclure que

fip(2l', zg") = fip<os (M, g).
Ces deux relations impliquent ([FoHa2] appendice) que, pour tout élément z de
S, on a
(ir(= 29 ) X a, = (Bre (= 9)ldg X )a,
ce qui est la condition de compatibilité a la fusion exprimée pour le bi-caractere
généralisé associée a l'isotypie (remarque 1.25).

Les isométries bijectives Ip vérifient donc les trois conditions de la définition
d’une isotypie (définition 1.18). -

1.3.3 Deux cas particuliers connus
La situation des blocs isomorphes

Supposons que G est une extension de G qui vérifie :

- GG est distingué dans é,
- G/G est d’ordre premier a /,
- G = C(S)G pour un f-sous-groupe de Sylow S de G.

Quand on considérera le groupe symplectique de dimension 4, les trois premieres
hypotheses seront toujours vérifiées. Seule la derniere (qui est un argument plus fort
que celui de Frattini) fera défaut pour certaines configurations.

J. Alperin a montré que dans cette situation ’application de restriction est une
bijection entre I'ensemble des caracteres irréductibles de € et celui des caracteres
irréductibles de e ([Al] lemme 1) et que KGe et KGe sont des algebres isomorphes
([Al] théoreme 1). E. C. Dade a montré que OGe et OGe sont des algebres iso-
morphes ([Dal] théoreme 1).

Définition 1.31 _
Dans cette situation une configuration (G, £, I, G) sera dite de type Blocs
Isomorphes (BI).
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Proposition 1.32
Une configuration de type Bl est compatible pour toute isotypie I.

DEMONSTRATION : Notons 7 Iisomorphisme d’algebres entre OG? et OGe induit
par 'application de restriction. Il est défini par

v OGe — 0Ge

g +— ge.
En posant _
Ip=7y"tolpoy
on obtient une isotypie I de systeme local Ip entre KH f et KGe. o

Remarque 1.33
Pour tout caractere x de Irr fp, les extensions de x et de ep(x)Ip(x) dans, res-
pectivement, Irr(fp) et Irr(ep), sont définies de maniére unique. On les note, res-

pectivement, X et ep(x)Ip(x). Les extensions dans A(P), données alors par

~——%

B(x x ep()Ip(X)") = ResBsCr (¥ x ep()Ip(x) )

vérifient les conditions de compatibilité et permettent de donner les isométries ,va

([FoHaZ2] théoréme 6C).

La situation du sous-groupe de Sylow cyclique

Définition 1.34 _
Si les L-sous-groupes de Sylow sont cycliques (G, ¢, I, G) sera dite de type Sylow
Cyclique (SC).

Proposition 1.35
Une configuration SC est compatible pour toute isotypie I.

P. Fong et M. Harris ont montré ceci mais ne l'ont pas publié. Par ailleurs, lorsque
S est cyclique, A. Marcus a démontré un résultat plus fort, sur les équivalences de
Rickard, qui implique directement cette proposition ([Ma] exemple 5.5).
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Chapitre 2

Descentes de Shintani et
caracteres fantomes

Le cadre de ce chapitre est les groupes finis de type de Lie. Une premiere partie
est consacrée au rappel des définitions et de certaines propriétés de la théorie des
descentes de Shintani. Puis, une seconde partie s’occupe des caracteres fantomes.
Pour cela, on considere certains groupes obtenus par produit en couronne, leurs
propriétés et les inductions de Deligne-Lusztig dans ces groupes. Ceci permet de
construire des relevés des caracteres fantomes a chaque tranche de I'extension, dont
les descentes de Shintani sont des caracteres fantomes.

Soit p un nombre premier. On désigne par F, une cloture algébrique du corps a
p €léments. Soient go une puissance de p et n un entier. On pose ¢ = ¢y. Pour un
tel ¢, F, désigne un sous-corps a ¢ ¢éléments de F,,. Enfin, d représente un diviseur
de n.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini et déployé sur F, . On note
Fy I'endomorphisme de Frobenius qui munit G de la structure rationnelle sous-
jacente. On pose F = F, G = G¥, et, pour tout d, G4 = GFi. Les groupes G et Gy
sont dits finis de type de Lie.

Les deux morphismes F et Fy commutent et donc Fy agit sur G. La restriction de
Fo & G sera notée 0. C’est aussi 'image de Fy dans Aut(G) car (Fy) /(F) s’injecte dans
Aut(G) (F engendre le noyau de (Fy) — Aut(G)). Ainsi, o est un automorphisme
de G d’ordre n.

Ceci nous permet aussi de considérer le groupe G(o), extension de G induite par
un automorphisme o.

39
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Soit Ty un tore maximal Fy-stable déployé sur F,, de G. On considere W =
Ng(T11)/Ti1, le groupe de Weyl de G, relativement a T, ;. Pour tout élément w
de W, on note T, 4 un tore maximal F¢-stable de type w relativement & Ty et

d
Tywa= Tiod. Pour simplifier les notations, on pose T, = T, ,, et Ty, = Ty, = Tg,n'
Les tores T,, 4 sont dit étre des tores maximaux de Gg.

On note R%‘i , la fonction d’induction de Deligne-Lusztig de G4 définie a l'aide

de la structure rationnelle de G donnée par Fd et du tore T, 4.

On notera id le caractere trivial d’'un groupe de Weyl et Id celui d'un groupe fini
de type de Lie. Si cela est nécessaire, on précisera en indice de quel groupe il s’agit.

Enfin, pour les caracteres de Deligne-Lusztig, on pose R%i L) = R%i ,(Id).

2.1 Descentes de Shintani

2.1.1 Définitions et propriétés

Pour les définitions et propositions classiques de cette section, une référence est
[DiMil] chapitre 1.7.

Définition 2.1

Soit F' un endomorphisme de G. Le groupe G est dit vérifier la propriété de Lang
si le groupe des points fives de G sous F' est fini et si l'application de G dans G,
g g tF(g), est surjective.

Soient F' et F’ deux endomorphismes de G qui commutent et tels que G vérifie
la propriété de Lang pour F' et F .

Définition 2.2
Soit © un élément de GF'. La F-classe de conjugaison de x dans GF' est len-
semble

{g7'2F(g), g€ G"'}.

Proposition 2.3
Pour tout élément y de G,

yLF(y) € G si et seulement si yF'(y~') € GF.

Il y a une bijection, notée Np//p, de 'ensemble des F'-classes de conjugaison
de GF' dans Uensemble des F'-classes de conjugaison de GF. En effet, si y='F(y)
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appartient o G, alors on associe la F-classe de conjugaison de y~'F(y) a la F'-
classe de conjugaison de yF'(y~1).

De plus la bijection Np:/p préserve les cardinauz des centralisateurs. Plus ezac-
tement, soit x un élément de GF'. Il s’écrit x = y~'F(y) pour un certain y de G.
On pose x' = yF'(y~'). Alors

Cgr (xF) ~ Cgr(2'F").
En particulier, si ¢ est une F-classe de conjugaison de GF', on a

GT| fel = IGT| Nrvyr(e)].

Convention 2.4
Soit ¢ une F-classe de conjugaison de GF'. Pour tout élément © de ¢, on notera
Npi p(x) un représentant de la F'-classe de conjugaison Nps/p(c).

Définition 2.5
La descente de Shintani de G & GF, notée Shp g, est Uapplication de I’en-
semble des fonctions de F-classe sur G dans Uensemble des fonctions de F'-classe
sur G définie par
Shp/p(f) = f oNpjpr.

Proposition 2.6

La descente de Shintani Shp: p est une isométrie pour le produit scalaire (défini
comme au chapitre 1, section 1.2), de l’espace des fonctions de F-classe sur G
dans 'espace des fonctions de F'-classe sur G

Cas particulier

On considere, dorénavant, la descente de Shintani, Shg/p,, de I'ensemble des
fonctions de Fy-classes sur G dans ’ensemble des fonctions centrales sur Gj.

Soit g un élément de G. La F(-classe de conjugaison de g dans G définit I’ensemble
des conjugués de go par des éléments de G et réciproquement. En effet a un élément
h=tgFo(h) de la Fy-classe de g on associe 'élément h~1gFo(h)o = h~(go)h. Nous
désignerons par cl(go) la Fy-classe de conjugaison de g dans G.

Un caractere x de Gi(o) définit une fonction de Fy-classe de conjugaison de G :
g + X(go) et nous noterons, par abus de notation, Shr/r,(x) la descente de Shintani
de cette fonction.
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Une base orthonormale de 'ensemble des fonctions centrales sur Go, pour le
produit scalaire précédemment défini, est obtenue en prenant pour tout caractere
irréductible o-stable x de Gy, la restriction & Go d’une de ses extensions a G(o).

La propriété suivante sera nécessaire par la suite, pour le relevement d’isotypie.

Proposition 2.7

Soient £ un nombre premier ne divisant pas n et g un élément de G. Les éléments
de la Fo-classe cl(go) sont (-réguliers, respectivement (-singuliers, si et seulement si
les éléments de la classe Ngjp,(cl(go)) sont (-réguliers, respectivement (-singuliers.

DEMONSTRATION : La propriété de Lang assure de 'existence d’un élément x de
G, tel que g = 27 'Fy(z). Remarquons alors que

[(go)"] ™! = [ ' Fo"(2)0"] ! = [a7'F(z)] " =F(z ).

Ainsi [(go)"]™! est conjugué a zF(x~!) par z. Comme xF(z~!) appartient a la
classe Ng/p,(cl(go)), il suit que [(go)"]™" est conjugué aux éléments de la classe
N /g, (cl(go)). Comme n et ¢ sont premiers entre eux, le résultat en découle. .

Notation 2.8
Soit T un tore mazimal F¢-stable de G. On note Nrp/pa la norme de TF ¢ TFS.
Pour tout t dans TF,

Nrppa(t) = tFG(t) ... Fg™ (1),

Remarque 2.9 ([Ka] lemme 2.10 iv), par exemple)
Sous les hypotheses précédentes, on a, au niveau des classes de conjugaison

N /pd (cl(to?)) = Cl(NrF/Fg (1))

2.1.2 Descentes de certains caractéres

Nous considérons la descente de Shintani Shy pa de certains caracteres du groupe
fini de type de Lie G.

Les caracteres unipotents de la série principale

Un caractere de G4 est dit unipotent s’il apparait dans la décomposition en
caracteres irréductibles d'un R%i L(1). Il est dit étre dans la série principale de Gg

s’il apparait dans R%id(l).
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Nous noterons Uch(G,) 'ensemble des caractéres unipotents de Gg.

Soient X la variété des sous-groupes de Borel de G et E la représentation de
permutation de G sur X¥, E est un G-module. On note H l'algébre commutante
de G dans E. Alors F admet une décomposition en somme directe de H @k KG-
modules irréductibles, qui induit une bijection entre les caracteres irréductibles de
H et ceux de la série principale unipotente de G. Cette derniere bijection permet
alors d’avoir une bijection entre les caracteres irréductibles de W et ceux de la série
principale unipotente de G ([DiMil] chapitre II, corollaire 2.6).

Convention 2.10
Un caractére unipotent de la série principale de G4 correspondant au caracteére
irréductible ¢ de W, par la bijection précédemment évoquée, sera noté Uy 4.

G. Lusztig a montré qu’il existe un ensemble, qu’on note ici S(W), contenant
Irr(W), tel qu’il existe une bijection entre S(W) et Uch(Gy) qui est indépendante
de d. On la note

S(W) — Uch(Gy)
¢ — U
L’indice d rappelle juste que le caractere est dans Gy.
Si ¢ appartient a Irr(W), on retrouve le caractere Uy 4 précédemment défini.

Puisque G est déployé, o agit trivialement sur W, ce qui implique le lemme
suivant :

Lemme 2.11
Un caractere unipotent de la série principale de G4 est stable par o.

Définition 2.12
Soit ¢ une fonction centrale de W. Nous posons

1
Rya = Il > p(w)RE? (1)

weW

Ainsi Ry 4 est une fonction centrale sur G4. Lorsque ¢ est un caractere irréductible
de W, nous reconnaissons le caractere fantome de G, associé a ¢.

THEOREME 2.13 ([DiMil] théoréme IIT 2.3)
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Pour tout élément ¢ de S(W), il eziste une racine de l'unité notée wy, telle que
pour tout caractere irréductible ¢ de W, il existe une extension bien choisie de Uy
a G(o?), notée E4(Uy), pour laguelle nous avons la formule suivante :

Shypa(Ba(Ug)) = D (Roa, Upa) wy“Uya.
YeS(W)

Convention 2.14
Sous les notations de théoréme 2.13, Uextension E4(Uy) de Uy a G(o?) sera
appelée extension de Uy donnée par la descente de Shintani a la tranche Go?.

Les descentes de Shintani des caracteres unipotents de la série principale ne sont
pas toujours des caracteres, méme au signe pres.

L’extension E;(U,) dépend a priori de d. La question suivante se pose alors
naturellement.

Question :

Les extensions données par Shintani a chaque tranche Go? se recollent-elles ?
Plus précisément : soient ¢ un caractere irréductible de W et d’ un diviseur de d.
A-t-on )

G(o®) _
Res@(i@ Ex(Uy) = Ea(Uy) ?

Dans le chapitre suivant, nous montrerons que ceci est vérifié pour les caracteres
unipotents de la série principale du groupe symplectique de dimension 4 défini sur
F,, Sp(4, q). Pour le faire nous aurons besoin des résultats présentés dans la deuxieme
partie de ce chapitre.

Certains caracteres de Deligne-Lusztig

Nous donnons un dernier résultat da a F. Digne.

Les descentes de Shintani peuvent se composer. En effet, Shgy/ps envoie une
fonction de F§-classe sur G, sur une fonction de Fj-classe sur G;,. Si r = r; modulo
s, cette derniere est aussi une fonction de F{'-classe a qui nous pouvons appliquer
ShF(sj JETL- On peut réitérer cette démarche jusqu’a trouver une fonction centrale sur
Gpged(r,s)- La composée ne dépend pas de la suite (r1,79...) si deux r; consécutifs ne
sont pas égaux. Cette descente, composée u fois avec I’application ¢, induite sur les
fonctions par passage a l'inverse sur les éléments, ou u est le nombre de foncteurs
Sh composés, sera notée G, ; (Gyoja est le premier a l’avoir considérée [Gy]). On a
alors le théoreme suivant.
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THEOREME 2.15 ([Di2] théoréme 4.5)

Soit T un tore mazimal Fy-stable de G, on pose T = TF. Soit 0 un caractére de
T¥o. Pour tout r, notons ©, le remonté par la norme a TFo de 0.

St la caractéristique est bonne pour G et ne divise pas n, nous avons, pour tout
entier strictement positif r,

o G
Gn,r(R%EOT (©n)) = Ry

pgcd(n,r)

(@ngd(n7r)>

pgcd(n,r)

ot Rg;g:(@n) est la restriction a G.Fy" d’une extension de R$(0,,) au groupe G{o),
extension qui est bien définie et qui ne dépend pas de r.

Convention 2.16

Soit x un caractére de G de la forme R$(©), vérifiant les conditions du théoréme
précédent, Uextension de x a G{(o%), donnée par le théoréme 2.15, sera appelée
extension de x donnée par la descente de Shintani a la tranche Go? et sera notée

Ea(x)-

Remarques 2.17
On considére la descente de Shintani Shgpa du caractére R (6 o Np/p, ).
1) Avec nos notations, le théoréme 2.15 s’écrit

Lo Shp/Fg [Ed(R%(e o Ng/r,))] = R(T;ﬁg (00 NF/Fg)-

2) Ce théoréme montre, en particulier, que les extensions données par la descente
de Shintani a chaque tranche Ga? se recollent et forment une extension de R$(6 o
Ne/r,) @ G(o). Pour tout diviseur d" de d,

Ud/
Resgéad>>Ed/(R(T3(0 o Ng/p,)) = Ea(RF(0 0 Ngp,)).

2.2 Caracteres fantomes

Le but de cette section est d’étendre les caracteres fantomes au groupe G(o).
Pour cela, nous passons par un groupe isomorphe a G(o), qui est obtenu par produit
en couronne. Nous faisons les constructions dans ce groupe puis transposons les
résultats a ’aide de 'isomorphisme. En méme temps, nous mettons en évidence les
propriétés qui seront utiles pour obtenir des résultats souhaités sur les descentes de
Shintani (voir paragraphes 2.2.2 et 2.2.4).

On pose
G°=GxGx...xGx G (n termes)
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et
T<1> = T171 X T171 X ... X T171 X T171 (77, termes).

Le groupe de Weyl de G° relativement a TS est
We=WxWx...x Wx W (n termes).
Le groupe des points fixes de G® sous F, ou F agit sur chaque composante, est

G*=GxGx...xGxG (n termes).

Soient g = (91,92, ..,g,) un élément de G° et 7 la permutation circulaire de
longueur n définie sur le n-uplet (g1, go, - - -, gn) suivante :
ﬂ-(gl) g2 - -, gn) = (gﬂfl(l)a 9rn=1(2) - > gﬂfl(n)) = (gn; g1, .-, gn—l)-

Nous avons les actions sur G°, G® et W suivantes :
e 7 agit par permutation des composantes,
e I agit sur chaque composante. Cette action est triviale sur W® car G est déployé.

On pose
Fﬂ- == 7TFO.

2.2.1 Quelques résultats dans les produits en couronne

Les résultats qui suivent sont, le plus souvent, des cas particuliers de résultats
sur les produits en couronne du a C. Bonnafé, F. Digne et J. Michel. Pour plus de
détails on se reportera donc a [Bon] et [DiMi3].

Trois isomorphismes

Comme
Fr(9) = (Fo(gn), Folg1), .-, Folgn-1)),
F.(g) = g si et seulement si g; appartient a G et g; = Fo(g;_1) pour tout ¢, 2 < ¢ < n.

Il suit un isomorphisme de groupes
D Got'r e
(9, Fo(g),---, Fo""(g9)) = .

Cet isomorphisme induit une bijection au niveau des caracteres : si x appartient
a Irr(G), alors y o @ appartient a Irr(G°¥~). On pose x° = y o .
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Via l'isomorphisme ®, 1'action de 7—! sur G°F~ se transporte en l'action de o
sur G. Il suit alors un second isomorphisme de groupes

o G () = G(o)
(97 FO(g)""a Fonil(g))ﬂ-il = go.
Il induit aussi une bijection au niveau des caracteres : si y appartient a Irr(G(o)),
alors x o ® appartient a Irr(G°F=(r)). On pose x° = x o ®. Cela ne portera pas a

confusion avec la notation précédente sachant que les caracteres considérés vivent
dans des groupes différents.

Les isomorphismes précédents impliquent la construction suivante, qui sera uti-
lisée par la suite. Soit y un caractere de Irr(G). Supposons que 'on connaisse une
extension x° de x° dans Irr(G°F=(r)). Alors nous pouvons définir une extension de
X dans Irr(G(o)) en posant

Enfin, il y a un troisieme isomorphisme
W = wer
w — (w, w,..., w).

Un caractere m-stable de W est de la forme y ® y ® ... ® x, ol x est un caractere
de W. On note x° le caractere m-stable de W® donné par y ® y ® ... ® x.

Les m-classes de conjugaison de W*

Soit w = (wy,...,w,) un élément de W°. Notons cl(w), la m-classe de w dans
We¢. C’est I'ensemble
c(w), = {z'wr(z), z € W}

Notons cly(w) la classe de wyw,_1 ... wyw; dans W.

Lemme 2.18 (cas particulier de [Bon] lemme 2.2.1, par exemple)
Un élément v = (vy,...,v,) de W® est dans cl(w), si et seulement si
clw(v) = clw(w).

L’application, qui a cl(w), associe cly(w), induit une bijection entre ’ensemble
des m-classes de conjugaison de W® et l’ensemble des classes de conjugaison de W.
L’égalité suivante est vérifiée :

lcl(w)x] [W] = Jelw (w)] [W?.
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Remarques 2.19

i) Les éléments (wy, ..., wy) et (Wywp_1 - wowy, 1, ..., 1) sont toujours dans la
méme mw-classe de conjugaison de W (d’apres le lemme 2.18).

ii) Soit r un entier. Notons d le pged de r et n. Comme W™ est isomorphe a
d copies de W permutées circulairement par m, il y a aussi une bijection entre les
w-classes de conjugaison de W™ et les classes de conjugaison de W.

Les classes des tores maximaux F,-stables de G°

On a une bijection entre les classes de tores F,-stables de G et les classes de
tores F-stables de G. Ainsi les classes de tores maximaux F,-stables de G° sont
paramétrées par les classes de conjugaison de W.

Notation 2.20
Soit w un élément de W, on note T, un tore mazximal F-stable de G° associé
aw. On pose T¢ = (T)F= le groupe des points fizes de T, par F..

Les classes des quasi-tores maximaux F,-stables de G°(r)

Définition 2.21 ([Bon| définition 6.1.3 ou [DiMi3] définition 1.2)
On appelle quasi-tore maximal un sous-groupe de Lévi d’un normalisateur dans
G*(m) d’un sous-groupe de Borel de G°.

Soit r un entier.

Proposition 2.22 ([DiMi3] proposition 1.40)

L’ensemble des classes de (G*(r"))¥~-conjugaison des quasi-tores mazimauz F,-
stables de G®(n") est en bijection avec I'ensemble des classes de (G™ )= -conjugai-
son des tores mazimauz F-stables de G°™ . En effet, dans la (G®(r"))¥~-classe d'un

quasi-tore il existe un quasi-tore T qui contient ™. On associe alors, a cette classe,
la (G°™ ¥ _classe de G°™  qui contient (T )°.

Une conséquence du lemme 2.18 est la proposition suivante :

Proposition 2.23

Les classes de (G°™ ¥ -conjugaison des tores mazimauz F-stables de G°™ sont
paramétrées par les T-classes de conjugaison de (W)™ relativement au tore (T$)™
et donc par les classes de conjugaison de W.
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Notation 2.24
Soit w un élément de W, on note TS (n") un quasi-tore mazimal de la classe de
(G(r"))E=-conjugaison des quasi-tores mazimauz F-stables de G{n") paramétrée
par w en composant les deux bijections précédentes (voir propositions 2.22 et 2.23).
On pose T¢ (7") = [T (7")]¥~, le groupe des points fizes de TS, (7") sous F,.

Exemples

Soit w un élément de W.
e La classe de w correspond a la m-classe de (w,1,...,1) dans W¢ et

Tw,l X Tl,l X ... X Tl,l

est un quasi-tore maximal F -stable de la (G®)"~-classe de T¢ (1).
e La classe de w correspond a la m-classe de (w,1,...,1,w,1,...,1,w,1,...,1) dans
(WO)”d, olt le n-uplet est formé de % répétitions du d-uplet (w, 1,...,1) et

(Tw,l XT171 X ... X Tl,l X Tw,l X ... X Tw,l X Tl,l X ... X T171) X <7Td>

est un quasi-tore maximal F-stable de la (G®(7?¢))¥=-classe de T (7).
e La classe de w correspond a la m-classe de (w, w,...,w) dans (W)™ et

(Tw1 X Ty X oo X Typ) % (m)

est un quasi-tore maximal F-stable de la (G®(r))¥=-classe de T (7).

2.2.2 Caracteres fantomes et descentes de Shintani
Extension dans le groupe de Weyl

Lemme 2.25 ([Bon| proposition 2.3.1)
Soit x un caractere irréductible de W. Il existe une unique extension de x° a

We(r), notée X°, qui vérifie, pour tout w = (w1, ..., w,) dans W¢,
X°(wm) = X(Wrn-1(1)Wern-2(1) - . - Wr(1)w1)
= x(wpwp_1 ... wowy).

Soit f une fonction centrale de W. On définit fo(ww) par linéarité :

]%(wﬂ) = f(wpwp_1 ... wowq).
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Caracteres fantomes

Soit w un élément de W°. Le foncteur d’induction de Deligne-Lusztig de G°
définit a ’aide de la structure rationnelle donnée par F sur G® et d'un tore maximal
F,-stable T¢ de G°, sera noté R%. . Il correspond, par I'application ®, au foncteur

R§ de G ([Di2] proposition 3.1).

Soient w = (wy, ws, ..., w,) un élément de W et x une fonction centrale de W.
Posons

X ‘WO‘ Z ~<> wﬂ- RT%nwn 1- 1”1(1).

weW?®

D’apres les lemmes 2.18 et 2.25, R}, peut étre défini de maniere équivalente ainsi :

Il suit que RS est une fonction centrale de G° et que
R{ =R, 0.

Lorsque x est un caractere irréductible de W, une telle fonction centrale sera
appelée caractere fantome de G°.

Le caractere fantome R, est une fonction centrale et donc admet de multiples
extensions au groupe G(o). Le but de ce paragraphe est de définir une extension
bien particuliere qui vérifie certaines propriétés (sa définition est liée a la notion de
caractere fantome). Pour cela, on passe par le groupe G°. On définit une extension ﬁi
de RS, au groupe G®(m), pour chaque caracteére fantome R}, de G°. Les isomorphismes

® et ¢ permettent de passer d’un groupe a 'autre.

Induction de Deligne-Lusztig dans les groupes non connexes

L’induction de Deligne-Lusztig dans les groupes non connexes a été développée
par F. Digne et J. Michel; deux références sont [DiMi3] et [Bon]. Ils ont construits
d

)

le foncteur d’induction RT<> d
()"

Proposition 2.26 ([DiMi3] théoreme 4.13 et proposition 2.10)
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Le foncteur d’induction Rg: <(7;Z>) vérifie

. Go(nd G
i) R W@E) =RET (1)),

- GO (nd GO (nd o
ii) Resi.! >RT;>U<(7rd>)( ) = RG o (nayjo (1)-
Remarques 2.27

1) Le caractére R(Ti((ﬂd)(l) construit par F. Digne et J. Michel dans [DiMi3]
est le caractere construit par F. Digne pour son théoréme 4.5 dans [Di2] (cité, ici,
en 2.15). En effet, pour les deux constructions sont utilisées la méme variété de
Deligne-Lusztig et la méme action de w sur cette variété.

2) Les isomorphismes utilisés par F. Digne dans [Di2] pour traduire ses résultats
entre G et G~ puis G{o) et G¥~ () sont identiques a ceux utilisés ici.

Notation 2.28
On note Ty, (0?) Uimage par ® de T¢ (%) et TS (0%) = T, (%) N G.
On pose
RO (1) =RET) (1) o bt

Tw(Ud) TZ}(T‘-d)

Remarque 2.29
On a

Enfin, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 2.30
Supposons que la caractéristique de F soit bonne pour G et qu’elle ne divise pas
n. Soit d' un diviseur de d, on a les trois égalités suivantes :

i) RO (1) = Ea(RS, (1)),
il)  ShpplEa(RE, (1)) = RS (1),

i) ResC70 g (RS, (1) = Eq(RE, (1).
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DEMONSTRATION : (’est une conséquence immédiate des remarques 2.27 et 2.29
ainsi que du théoreme 2.15. Pour le second point, I’application ¢ n’apparait pas car

ORG! e (1) = REL (]
=Ry, (1)

= R% (1),

Extensions des caracteres fantomes

Soient u un entier et d le pged de u et n. Posons, pour tout élément g de G~
et pour toute fonction centrale y de W,

RS (g7") = — S RworRE™ L)),

d
Wen
| | w:(w1,w2 ..... wd)ewd

Ce qui s’écrit aussi, d’apres les lemmes 2.18 et 2.25
d
R (97") (),
= ] 2 X

Ainsi, f{; est une fonction centrale de G*"~(r) dont la restriction a G® est RS

(propositions 2.26 et 2.22). De plus elle définit ﬁx, une fonction centrale sur G(o),
dont la restriction a G est R, par

Il suit que

R, (g z RS, (1) (g0
W

Corollaire 2.31
Pour toute fonction centrale x de W, on a

ShF/Fg(Rx) = Ry
DEMONSTRATION : D’apres le corollaire 2.30, on a
~ Glo d
Shp/pa(Ry) = 1 Lwew X(w) Shp/pa[RT ) (1)]
= 7 Dwew X(W)RT? (1)
=R, 4
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2.2.3 Propriétés des extensions des caracteres fantomes

Dans le groupe non connexe G°(r), la notion de sous-groupe parabolique F-
stable ainsi que celle de sous-groupe de Lévi F -stable, sont définis (voir [DiMi3] et

[Bon]).

Soit L un sous-groupe de Lévi Fy-stable d’un parabolique Fy-stable P de G. A
conjugaison pres, on peut supposer T;; C L, on note alors Wy, le groupe de Weyl
Wy, par rapport a T} ;.

Onpose L =L x L x ... x L (n termes) et P°=P x P x ... x P (n termes).
Alors L°(m) est un sous-groupe de Lévi F,-stable du parabolique F,-stable P ()
de G*(m).

On note L°(7) le groupe des points fixes de L°(7) par F,. On peut alors construire

le foncteur d’induction RS, <<77:>> (voir [DiMi3] paragraphe 2).

Lemme 2.32 ([Bon| lemme 8.3.1)
Soit ¢ une fonction centrale de Wy,. Elle définit une fonction centrale Rj;L de L°

et une extension ﬁ;L a Le(m) construite comme pour le groupe G°(m). On a

R,G<><7T> ﬁ;};L — ﬁo

Lo (r) ndy, ¢°

Lemme 2.33 ([Bon| lemme 8.1.2)
Soient x et X' deux fonctions centrales sur W. On a

<R§\R§/>G0Fw<w> = <X|X'>w-

Dans [Bon], ces lemmes sont montrés pour le groupe GL(n, ¢), mais la construc-
tion est purement formelle et s’applique a tout groupe réductif.

2.2.4 Deux caracteres unipotents particuliers
Le caractere trivial

Proposition 2.34 ([DiMi3] proposition 4.12)
Le caractere trivial vérifie

Ry = Idgers (-
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Ainsi, pour tout d, on a
Rig(0) = Shy s (Ria) (1) = Rig.a(1) = Ida(1).

En particulier

E;(Id) = Ry.

Le caractere de Steinberg

F. Digne et J. Michel ont défini un opérateur de dualité Dgo(ry, qui étend
I'opérateur de dualité d’Alvis-Curtis aux groupes non connexes ([DiMi3] paragraphe
3.1). On définit le caractere de Steinberg du groupe G°F=(r) ainsi ([DiMi3] définition
3.16) :

StGoFﬁ <7T> — [)G,<><ﬂ->IdGoFTr <7T> .

Alors Stgerr(ry est un caractere irréductible de G~ () qui étend le caractere de
Steinberg Stgor, de GOFr.

Posons
F,—rang de G°™
€qo.r = (—1) a g

et, pour tout élément w de W,

€frs, (ryjon = (—1)Forane de Talmi,

On a d’une part ([DiMi3] corollaire 4.6)

Go(m)y G*°
DaomRes ) = (€cor) (€rrg,(mpe-n) R ()

w

d’autre part ([DiMi2] remarque 12.10 )

Hw) — sgn(w),

(€rrg, (myo-n) (€or) = (=1)
ou sgn est le caractere signe de W.

Ceci implique la proposition suivante.

Proposition 2.35
Le caractére de Steinberg vérifie

StGQFW <7r) - ]?{O

sgn*
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DEMONSTRATION : On a simplement

B G°(m)
StGon (m) = DG°<7T>ﬁ Zwew RT%(%)(l)

G®(m)
ﬁu(ﬂ)}"ﬂr)RTfu(w)(l)
= & Y e sen(w)RE 7 (1)
[W] £eweW T, (m)
—Re

sgn*

= ﬁ Y wew (€cor) (€T
)

Ainsi, pour tout d, on a

Regn(09) = Shp s (Regn) (1) = Rygna(1) = Sta(1).

En particulier

El (St) - ngn

et
E1(St)(0%) = Shypa(E1(St))(1) = Sta(1).

On dira que E;(St) est le caractere de Steinberg de G{o).

25



56

CHAPITRE 2. DESCENTE DE SHINTANT ...



Chapitre 3
Le groupe symplectique Sp(4,q)

Dans ce chapitre nous considérons les groupes symplectiques finis de dimension
4 définis sur F, ¢ impair, Sp(4, ¢), ainsi que leurs extensions obtenues par un endo-
morphisme de Frobenius. Nous appliquons a ces groupes le théoreme de relevement
des isotypies (théoreme 1.29) démontré dans le premier chapitre.

Pour cela nous décrivons le groupe algébrique symplectique de dimension 4, les
groupes finis, leurs extensions, les sous-groupes de Sylow abéliens et leurs norma-
lisateurs. Puis sont explicitées les différentes configurations (G, ¢, I, G) obtenues
suivant les degrés de l'extension et le sous-groupe de Sylow choisis. On énonce et
démontre deux théoremes de réduction, qui ramenent la vérification de la compati-
bilité de toutes les configurations a la vérification de la compatibilité de deux types
de configuration, S1 et Sm et d’une hypothese d’équivariance. Démontrer la com-
patibilité des configurations de type S1 et Sm demande plus de travail et cela sera
fait dans les deux derniers chapitres de cette these. L’hypothese d’équivariance sera
alors vérifiée.

Enfin la derniere partie de ce chapitre est consacrée aux caracteres unipotents
de la série principale de Sp(4,q) et leurs descentes de Shintani. Nous montrons
un théoreme de recollement des extensions données par la descente de Shintani a
différentes tranches (théoreme 3.18). Ce dernier résultat sera nécessaire pour montrer
la compatibilité de la configuration de type Sm (voir le chapitre 5).

3.1 Le groupe algébrique symplectique
Dorénavant p est différent de 2.

o7
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Le groupe symplectique Sp(4, Fp) est le groupe des matrices inversibles de taille
4 x 4 a coefficients dans F), qui préservent la forme symplectique

J 0 {01
(0 J)’O“J_<—1 0)'

C’est-a-dire, qu'une telle matrice M doit vérifier

J 0\, (J O
(5 )= (05)
On le désignera par G, il est algébrique semi-simple (donc réductif), simplement
connexe ([Ca] paragraphe 1.19) et de centre {£1}. La caractéristique de F, est
bonne pour G car différente de 2. Le groupe G est muni d’une structure rationnelle

définie par 'endomorphisme de Frobenius Fo : (a;;) = (ag). On pose F = F§. Le
groupe G est déployé sur F .

Le tore déployé T,

Pour deux éléments a et b de Fp, on pose

C’est un élément de G. On choisit pour T} ;

T171 = {ta,ba a, be F;} .

C’est un tore maximal déployé sur Fy,. On pourra représenter 1'élément t,; de T
par le couple (a,b).

Le groupe de Weyl

On désignera par W = Ng(T1;)/T11, le groupe de Weyl de G relativement a
T, ;. Il est de type Cy. Il est diédral d’ordre 8, engendré par deux éléments s et ¢ qui
sont d’ordre 2. Un élément de Coxeter est ¢ = st. L’élément de plus grande longueur
par rapport a s et t est wy = stst. Des représentants dans G de ces éléments sont
donnés par la suite. Les cinq classes de conjugaison de W peuvent étre représentées
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par 1, s, t, ¢ et wp. Les degrés de W sont 2, 4 et 6 [Bou2|, ses nombres réguliers
sont donc 1, 2 et 4. La table des caracteres de W est la suivante :

L 2] s Jwo] t | st]

id |11 1 1]1
as 1] 1 1 |-1]-1
o (1]-1] 1 |1 |-1
sen (f1|—-1] 1 |—-1|1
o |21 0 1=2]01]0

Représentants des éléments du groupe de Weyl

e Un représentant de s :

Il est d’ordre 2.

e Un représentant de ¢ :

Il est d’ordre 4. Le signe moins est impliqué par le fait que ¢ appartient a G.
e Des représentants de ¢ et wy :
On choisit ¢ = §f et wy = ¢2. On a

-1 -1 ‘

et w():

Ils sont, respectivement, d’ordre 8 et 4.
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e On pose .
W = (§t).
On remarque que _ .
W = (%t t) x ($)
et que *f et ¢ commutent. L’ordre de W est 32.

Le groupe Ng (T ;)

La suite exacte
0— T1,1 - NG(Tl,l) — W =1

montre que

Ng(Ty1) = T, W,

Les actions des éléments de W sur un élément (a, b) de T, 1 sont données par :

*(a,b) = (b,a)

Ha,b) = (a,b7")

“(a,b) = (b7%a)
wo(a,b) = (a0

On a
W N T171 = <st2, t2>
Enfin,
1 —1

) 1 . -1

2 §42

£ = 1 et 7 = .

—1 1
puis

W/E2, %) ~ W,

Deux sous-groupes de Lévi

o L, est le sous-groupe de Lévi qui est le centralisateur d’'un élément semi-simple
taa, a# £1: Ly = Cg(tsq). Le centralisateur de t,,, a # %1 est de la forme

T T2

CG(ta,a): T3 n T4 b2 )

Y3 Ya
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ou 1, Ta, T3, T4, Y1, Y2, Y3 €t y4 sont des éléments de Fp. Pour que cette matrice
soit dans G il faut que
r1xy — xox3 # 0

et

Ty —x3 —XT9 X1

1= = = —

y Y2 y Y3 y Y4 .
T1Ty4 — T2X3 X1Ty4 — T3 T1Xyg — T3 X1y — T3
Ainsi on a un isomorphisme de GLy(F),) dans Cg(t4.0)-

Le sous-groupe L; est aussi le sous-groupe de Lévi qui contient T ; et qui a (s)
comme groupe de Weyl. On a

L, ~ GLy(F,).

e L, est le sous-groupe de Lévi qui est le centralisateur d'un élément semi-simple
ta1, a # £1: Ly = Cg(t,1). La forme de I'élément ¢,, a # £1, donne immédiate-
ment un isomorphisme entre Cg(,1) et F; x SLy(F,).

Le sous-groupe L; est aussi le sous-groupe de Lévi qui contient Ty ; et qui a (¢)
comme groupe de Weyl. On a

L, ~ F, x SLy(F,).
Ces deux sous-groupes de Lévi sont Fy-stables et sont les sous-groupes de Lévi

de paraboliques Fy-stables.

Par la suite, il nous faudra travailler dans 9T ;, un conjugué de T ;. Le groupe
de Weyl associé¢ a 9T ; et un représentant de ce groupe de Weyl dans G sont les
conjugués de W et W par ¢g. Un élément de 9T 1 est 9(z,y) pour (x,y) dans T ;.
Abusivement nous omettrons d’écrire la conjugaison par g. On fera le méme abus
pour les groupes W et W.

3.2 Le groupe fini Sp(4, q)
Le groupe des points fixes de G sous 'endomorphisme de Frobenius F est
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Le cardinal de G est ¢*(¢ — 1)%(¢ + 1)*(¢* + 1) = ¢*(¢* — 1)(¢* — 1). On note @4 le
d®™¢ polynéme cyclotomique, le cardinal de G s’écrit alors ¢*®3(q)®2(q)P4(q).

Rappelons que Fy agit sur G (voir I'introduction du chapitre 2). On note toujours
o la restriction de Fy a G, c’est un automorphisme de G d’ordre n. On pose

G, =G = G = Sp(4, q).
On garde aussi la notation G4 = GFo pour tout diviseur d de n.
Deux sous-groupes de Lévi
e L, =LY ~ GLy(g). Son ordre est q(q — 1)(¢* — 1).
o L, = Lj ~ SLy(q) x F;. Son ordre est ¢(q —1)(¢*> — 1).
Les tores maximaux de Gy
Les différents types de tores maximaux sont donnés par rapport a Ty, et F.

e T, est un tore maximal de type s. Il est cyclique d’ordre ¢3¢ — 1. C’est aussi le
centralisateur d'un élément de la forme t5 4(7) (voir le tableau d’éléments ci-apres
ainsi que la note qui suit). A conjugaison pres, on peut le supposer inclus dans L; 4
(un tel tore existe car s est un élément du groupe de Weyl de Lj)

o T, 4 est un tore maximal de type ¢. Il n’est pas cyclique, il est le produit de deux
groupes cycliques d’ordres (¢f — 1) et (g¢ + 1). C’est aussi le centralisateur d’un
élément de la forme t91 4(4, j) (voir le tableau d’éléments ci-apres ainsi que la note
qui suit). A conjugaison pres, on peut le supposer inclus dans L; 4 (un tel tore existe
car t est un élément du groupe de Weyl de L;)

e T, 4 est un tore maximal de type ¢, il est dit de Coxeter. Il est cyclique d’ordre
¢3¢ + 1. Tous ses éléments, différents de £1, sont réguliers.

e T,,q est un tore maximal de type wy. C'est le produit direct de deux groupes
cycliques d’ordre g + 1.

Quelques éléments de G
Voici la description de quelques éléments de G dont nous nous servirons.

Soit £ un générateur de F7,. On pose ¢ = KO0 = kT = 0971 ot 4 = 07T,
Alors 6 et v sont des générateurs de, respectivement, Fl. et FU.
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On fixe une injection du groupe multiplicatif F7. vers le groupe multiplicatif des
nombres complexes C*. Pour alléger les notations, on notera encore (, 6, n et v les
images de ces éléments par cette injection. Cela ne portera pas a confusion : quand
il s’agit du groupe, ces éléments sont vus dans F. et quand il s’agit de valeurs de
caracteres, ils sont vus dans C*.

On définit les ensembles d’indices suivants, ou d peut prendre la valeur 1 et 2 :

e L’ensemble d’indices Ry :

Dq(q)
2

Ra=1{1,..., Y

Il est de cardinal %. C’est aussi le sous-ensemble quotient, privé de 0 et %T@),

de Z/®4(q)Z dans lequel on pose s = s~1. Cette autre description permet de faire
des calculs simples sur les indices. Nous nous en servirons.

e [’ensemble d’indices R, :

2
—1
Re={1,....2 —.

On peut aussi le voir comme sous-ensemble de Z/(¢* + 1)Z.

e [’ensemble d’indices R :
C’est un ensemble de §(¢g — 1) entiers positif i tel que 67, 67, 67 et 679" soient tous
distincts et si j & {4, —4, qi, —qi} alors 7 ¢ {0°,07%, 0% 69},

Comme G est un groupe semi-simple simplement connexe, le centralisateur dans
G d’un élément semi-simple est connexe ([St] corollaire 8.5). Il suit que I'intersec-
tion de la classe de conjugaison géométrique d’un élément semi-simple de G avec
le groupe G forme une unique classe de conjugaison. On en déduit ([DiMi2] ap-
plication 3.25) qu’une classe de conjugaison d’un élément semi-simple de G peut
étre représentée par un élément de Sp(4, F,4). C’est ce que nous faisons dans le ta-
bleau suivant. Nous gardons les notations de B. Srinivasan dans la seconde colonne,
qui nomme les classes de conjugaison de G, et introduisons nos notations dans la
premiere pour nommer un représentant de chaque classe dans G.

Si d divise n, les éléments de G4 seront distingués de ceux de G par l'indice d.
Par exemple t44(7) est un élément de Gy.
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représentant dans classe de représentant dans ensemble ordre du
Sp(4,Fq) Sp(4,Fq) Sp(4,F4) des indices centralisateur
C?
—1
ta(d) Bi(s) U ieR 211
¢
92
A A g~ o, )
t2(1) Bo(1) gai 1 €R) q° —1
o—ai
,YZ
—1
t11i, 5) Bs(i, j) T i,jERY, i#£] (q— 1)
yd
no
t2(i, 5) Ba(i, §) g o i,jERa, i# ] (¢+1)2
17—]
no
t21(i, 5) Bs (i, §) g yi i € Ra, j € R, -1
»y*]
n' )
ta2(i) B (i) K i i € Ro alg+1)(¢% —1)
n*i
v )
t11(0) Bs (i) T i€Ri |ala-1@ -1
,yfi
n' )
t20(3) C1(i) K . i€ Ra a(g+1)(¢% —1)
1
n' )
t50(4) C1() T i € Ra a(g+1)(¢* - 1)
-1
7 ,
t10(3) Cs(0) T i€R a(q —1)(¢* ~ 1)
1
o
t10(0) C5(0) T i€Ry q(g —1)(¢* = 1)
-1

La table des caracteres de Sp(4,F,) a été construite par B. Srinivasan [Srl],
quelques corrections sont apportées dans [Wh]. Nous utiliserons les notations de
Deligne-Lusztig données par B. Srinivasan dans [Sr2] et rappellerons celles de [Sr1].
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3.3 Les sous-groupes de Sylow et leurs normali-
sateurs

On considere le produit semi-direct G x (o). Il est noté G. On a

G=G({o) et G/G~ (o).

3.3.1 Les sous-groupes de Sylow abéliens de G

Soit ¢ un entier premier qui divise le cardinal de G.

Proposition 3.1 B
Soit S un (-sous-groupe de Sylow de G. St S est abélien alors { est premier a n.
Par conséquent S est dans G.

DEMONSTRATION : Supposons que £ divise n. Soit m le plus grand entier tel que
™ divise n. Alors o7, qui sera noté 7, appartient & un ¢-sous-groupe de Sylow S de

G.

Comme G est distingué dans G, on a un morphisme surjectif G — (o) qui envoie
S sur un /-sous-groupe de Sylow de (o), donc forcément sur (7) (car (o) est cyclique).
Posons Sy = SN G, c’est un ¢-sous-groupe de Sylow de G, il est non trivial car ¢
divise |G|. Ainsi, nous avons la suite exacte 1 — Sg — S — (1) — 1. Elle est scindée
car 7 appartient a S et donc il y a une section (7) — S donnée par l'inclusion.
Finalement S = Sy x (7).

Supposons maintenant S abélien. Ceci implique que tout élément s de Sy vérifie
sT = 7s et donc que Sy est inclus dans Gz . Ainsi Sy est un f-sous-groupe de Sylow

de G et de G . Dans ce cas, ¢ divise |G 2. _| et donc qi’" = 41 modulo ¢ ou q(f% = -1
modulo ¢. Ainsi on a, modulo ¢ :

4
b — —1+qf —|—q0[ toota Ly
@ —1
Comme q(i:q est un entier, il suit que \G‘GJ = 0 modulo ¢. Ceci montre que Sy ne
qoem -1 o

peut étre, a la fois, un (-sous-groupe de Sylow de G et de G ..

Finalement, si ¢ divise n, il n’existe pas de f-sous-groupe de Sylow abélien dans
G. Donc pour avoir un f-sous-groupe de Sylow abélien dans G il faut que ¢ soit
premier a n. Il est alors dans G car (o) ne posséde pas, dans ce cas, d’élément

d’ordre /4. =
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Soit ¢ un entier premier qui divise le cardinal de G.

Lemme 3.2
Si 0 divise deuzx nombres distincts parmi ®1(q), P2(q) et Pyu(q), alors ¢ = 2.

DEMONSTRATION : En effet 2 = ®5(q) — 1(q) = P4(q) — P1(q)P2(g). On rappelle
que ®4(q) = ¢* +1, D5(q) =g+ T et 1(q) =¢— 1. 2

Le groupe G n’admet pas de 2-sous-groupe de Sylow abélien. En effet W est un
2-groupe non abélien et il est donc inclus dans un 2-sous-groupe de Sylow, qui ne
peut donc pas étre abélien.

Enfin, si ¢ divise ¢, un ¢-sous-groupe de Sylow n’est pas abélien. En effet

1 =z 0 zy+=2
M = M(x,y,z,u): _Oy i (1] z y s Ys Z7UEFC]
0 00 1

est un (-sous-groupe de Sylow de G ([Sr1] paragraphe 2). Son centre est I’ensemble
{M(0,0,0,u), we F,}. Ainsi M n’est pas abélien. Comme les (-sous-groupes de
Sylow sont conjugués, il suit qu’aucun n’est abélien.

_ Finalement, on peut conclure que si S est un f-sous groupe de Sylow abélien de
G, alors ¢ est différent de 2, ne divise pas ¢, divise un unique nombre parmi ®;(q),
Dy(q) et Py(q) et £ est premier a n.

Hypothese 3.3
Dorénavant, € est un nombre premier qui divise un et un seul nombre parmi
®1(q), Pa(q) et Py(q), puis n est un entier premier a L. On fixe un £-sous-groupe de

Sylow S de G. En particulier S est abélien.

3.3.2 Les normalisateurs des (-sous-groupes de Sylow
abéliens de G

Considérons, dans un premier temps, le normalisateur de S dans G, noté Ng(S).
Notons ®,4(¢) le nombre que ¢ divise. On pose
w1 =1, wy=wy et wy=-c.

. \ . . . . F o
Quitte a faire une conjugaison, on peut supposer que S est inclus dans T, = T,
et c’est ce que nous faisons.
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Lemme 3.4

Ca(S) =Ty,

DEMONSTRATION : Le sous-groupe S ne contient pas forcément d’élément semi-
simple régulier (par exemple, pour ¢ = 3, gy = 5 et n = 2, le 3-sous-groupe de Sylow
est d’ordre 9 et ses éléments ne sont pas réguliers). On doit donc considérer les trois
cas séparément.

Soit ¢ une racine primitive /¢ de 1'unité. Comme ¢ est différent de 2, on a

£ # &1 On pose

e Cas 1 : ¢ divise ¢ — 1.

Les deux éléments x et y appartiennent a S et sont distincts. Ainsi Cg(S) C
Ca(x) NCq(y) = Ty = T} x T}, ou T} est le tore déployé de GLy(q). Par ailleurs
S C Ty implique T} C Cg(S), d’ou I'égalité voulue.

e Cas wyg : ¢ divise q + 1.

Il existe un élément g de G tel que 95 soit inclus dans T ;. Alors x et y appar-
tiennent a 9§ et sont distincts. Ainsi Cg(?S) C Ca(z) N Cqly) = To ~ T, x T,
ou T est un tore non déployé de GLs(q) et donc Cg(S) C T,. On conclut comme
précédemment.

e Cas ¢ : { divise ¢ + 1.

Dans ce cas, tous les éléments de S autre que 1 sont semi-simples réguliers. Soit
z un tel élément. La composante connexe de Cg(z) est I'unique tore maximal qui
contient z ([Ca] paragraphe 1.14). De plus, comme G est simplement connexe, Cg(z)
est connexe ([St] corollaire 8.5). Ainsi Cg(z) = T, et donc Cg(z) = T.. —|

De plus S est un sous groupe distingué de Cg(S). Prenons alors g un élément de
Ng[Ca(S)]. On a9S<aCq(S). Ainsi S et 9S sont deux sous-groupes de Sylow distingués
de Cg(8S), ils sont donc égaux. D’ott Ng[Cq(S)] € Ng(S), i.e. Ng(Ty,) C Na(S).
Enfin on a toujours Ng(S) C Ng[Cg(S)]. Finalement

Na(S) = Ng(Ty,)-
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Dans I'annexe de ce travail la structure du groupe Ng(T,,,) est explicitée. Elle
sera aussi rappelée lorsqu’il sera nécessaire de la connaitre (pour la construction
d’isotypies dans le chapitres 4).

Revenons maintenant au groupe G. Nous savons que o ne stabilise pas forcément
S, ni le tore qui le contient et qu’il faut dans certains cas tordre o par un élément
a de G pour avoir un automorphisme de G qui les stabilise (voir 'annexe de ce
travail). Nous désignerons par o, la restriction & G de I’endomorphisme aFy et nous
posons F, = (aF()™ (on peut avoir o, = o par exemple dans le cas du tore déployé
ou, dans certains autres cas, en choisissant bien le sous-groupe de Sylow).

Remarquons que

0" = (ao)" = ac(a)o*(a)...0" *(a)o" = ao(a)o?(a)...c" (a)

et donc
o, €G.

De plus n est le plus petit entier non nul vérifiant cela car o est d’ordre n.
On a

Na(S) = No(S)(0a).

On pose _
H = N¢(S) et H=Ng(S) = H(o,).

3.4 Relevement des isotypies de G

Les extensions considérées sont

G = G(o) = G(aa)

= Ng&(8) = H{o,).

On a _ N
G/G ~ (o) et H/H =~ (o).

Nous notons e, ¢, f et f les idempotents centraux primitifs principaux de, respec-
tivement, G, G, H et H.

Nous savons qu'il existe une isotypie I entre KHf et KGe ([BrMaMi| et [BrMi]).
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Définition 3.5
On appelle préconfiguration un triplet (qo, n, €) tel que
i) qo est une puissance de p,
ii) n est un entier naturel non nul,
ii1) ¢ est un entier premier divisant un et un seul des nombres ®1(q), P2(q), P4(q)
et ne divisant pas n.

Remarque 3.6

La donnée d’une préconfiguration (qo, n, £) et d’une isotypie 1 de KHf dans KGe
définie une configuration. En effet, une configuration (G, ¢, 1, (~}) est entierement
décrite par la connaissance de qo, n , £ et 1. On pourra alors aussi, appeler configu-
ration le quadruplet (qo, n, ¢, 1).

THEOREME 3.7 -
Il existe une isotypie entre KHf et KGe.

Le but de cette these est de démontrer ce théoreme. En fait on va utiliser le
théoreme de relevement des isotypies (théoreme 1.29). En effet, considérons un ¢-
sous-groupe de Sylow abélien de G. On a vu que si un tel sous-groupe existe alors
c’est aussi un f-sous groupe de Sylow abélien de G. Ainsi il existe une isotypie I
entre KHf et KGe et pour montrer qu’il en existe une entre KHf et KGe, il suffit
de montrer que la configuration (qo, n, ¢, I) est compatible. Le théoreme 3.7 découle
immédiatement du théoreme suivant.

THEOREME 3.8
Pour toute préconfiguration (qo, n, £), il existe une isotypie I entre KHf et KGe
telle que la configuration (qo, n, £, 1) soit compatible.

Ce théoreme est une conséquence des théoremes 3.12, 3.13 et 3.14. Le théoreme
3.12 sera montré aux chapitres 5 et 6.

Convention 3.9
Nous dirons que la préconfiguration (qo, n, {) est singuliere de type

elsil||Gy, n=2, ¢¢ =q=—1 modulo ¢,
emsil| |Gy, n=2" m>1, ¢t =—1modulo { et ¢ =1 modulo ¢,
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On les appellera, de maniére abrégée, respectivement préconfiguration de type S1 et

Sm. On parlera aussi de configuration de type S1 et Sm et de préconfiguration de
type BI et SC.

Remarquons que ces préconfigurations existent bien. Par exemple, une préconfi-

guration
- (3, 2, 5) est de type S1,
- (3, 4, 5) est de type Sm.

Rappelons que ¢ est une puissance de p. Posons gy = p*°. Considérons un diviseur

v de vy (v n’est donc jamais nul). Soit F, 'endomorphisme de G : (ai;) — (af}).

Notons 7, sa restriction & G. On considere la suite d’extensions de G :
GcGcQa,
ou

Yo
Remarquons que 0 = 7,” .

Nous allons introduire une nouvelle notion liée a cette situation.

Définition 3.10 B

On dira que la configuration (G, ¢, 1, G), qui est aussi décrite par (qo, n, ¢, 1),
est fortement compatible si pour tout diviseur v de vy et si pour tout caractere
de Irr(fp), il existe une extension de x x ep(x)Ip(x) @ (Hp x Gp)y, que lon note

E(x x ep(x)Ip(X)), tel que
1) avec ces choiz d’extensions, la configuration (G, ¢, 1, é) est compatible,
2) ces extensions vérifient

E(x x ep(x)1p(x)) ™) = B(x x ep(x)1p (X)),

ol T, est Uautomorphisme T, tordu par un élément o’ de sorte que 7, normalise
S (comme pour c,),

3) pour tout élément = de H et tout caractére x de Irr(f) on a

Proposition 3.11
Les configurations de type BI sont fortement compatibles.
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DEMONSTRATION : C’est clair car dans les configurations de type BI, chaque ca-
ractere d'un bloc principal a une unique extension dans le bloc principal et c’est
avec celle-ci qu’on construit le relevement de l'isotypie (voir remarque 1.33). .

THEOREME 3.12
Soit (qo, n, £) une préconfiguration de type S1 ou Sm. Alors, il existe une isotypie
I telle que (qo, n, £, 1) soit une configuration fortement compatible.

Ce théoreme est démontré dans le chapitre 5 pour la configuration de type S1 et
dans le chapitre 6 pour la configuration de type Sm.

Donnons nous une préconfiguration quelconque (qo, n, ¢). Le but de la fin de
cette section est de montrer que sous condition que le théoreme 3.12 soit vrai, il
existe une isotypie I telle que (g, n, ¢, I) soit une configuration compatible.

3.4.1 Premier théoreme de réduction

Ce premier théoreme porte sur les cas ou ¢ divise |Gy].

THEOREME 3.13

Supposons que £ divise |Gq|, que £ divise ¢+ 1 ou g — 1 et que le théoreme 3.12
soit vérifié. Alors pour toute préconfiguration (qo, n, €), il existe une isotypie 1 telle
que (qo, m, ¢, 1) soit une configuration fortement compatible.

DEMONSTRATION : Déterminons les préconfigurations de type BI.

Rappelons que
Gl ¢ ¢ -1¢-1

1G] g5 g —1 a5 —1

Nous avons modulo ¢ :

q'—1 4 4(n—1)
1 =14+qy+...+q =n
qp —1
et
24 n si gy = *+1,
32_1:1+q3+...+q§("1)5 1 si g2 =—1 et n impair,
0 0 si g2 =—1 et n pair.

Comme n est premier a ¢, seul le dernier cas donne une situation ou il n’existe
pas de (-sous-groupe de Sylow qui est inclus a la fois dans Gy et dans G. Dans les
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autres cas, il existe un f-sous-groupe de Sylow de G qui est inclus dans Gy, il est
donc fixe sous o. Ce sont donc des préconfigurations de type BI, elles sont donc
fortement compatibles (proposition 3.11).

Supposons alors que n = 29ng, ot d # 0, ng est impair et que ¢2 = —1 modulo .

Les groupes G(o™) et H(c™), sont des extensions de degré 2¢ de G et H et sont
associés a la préconfiguration

(4", 24, 0).
2ng —

Sid=1,onaq=¢q° = —1 modulo ¢, la préconfiguration est de type S1 et si
d>1,onaq=(g})* ™ =1 modulo ¢, elle est de type Sm. Par hypothese, dans
ces deux cas, il existe une isotypie I telle que la configuration (g;°, 2%, ¢, I) soit
fortement compatible. Donc 'isotypie I se releve en une isotypie I’ entre les ¢-bloc

principaux de H(o"0) et G(o™), qui vérifie les conditions de la définition 3.10.

Comme ng et 2¢ sont premiers entre eux on a

G = Gloa) = (Glo))(07") et H = (H{o°))(07")-

Ainsi G et H sont des extensions de degré ng de, respectivement, G(o7) et H(o™).

On sait que o, agit sur un élément = de S ainsi : 0,2 = z%. 1l suit que o? agit
ggj (voir le calcul précédent) et g4 = 1 modulo

(. Donc ol appartient au centralisateur de S dans G. Ainsi, on a, d'une part

trivialement sur S car ¢ ne divise pas

<03>CG<020>(S) C Cg(9),

d’autre part, comme ng et 4 sont premiers entre eux,

Il suit que
G = Cg(5)G{og°),

a

donc que la configuration est de type BI.

On a choisit I tel que (gg°, 29, ¢,1) (qui est aussi (G, ¢, I, G(c™0))) soit fortement
compatible, puis on a vu que (G(o7?), ¢, I', (~})) est de type BI, il suit que (qo, n, ¢, 1)
(qui est aussi (G, £, I, G)) est fortement compatible (toujours par unicité des
extensions dans le type BI). -



3.4. RELEVEMENT DES ISOTYPIES DE G 73

3.4.2 Second théoréme de réduction

Le théoreme suivant montre qu’il suffit de prouver le théoreme 3.12.

THEOREME 3.14

Supposons que le théoréme 3.12 soit démontré. Alors pour toute préconfiguration
(qo, n, ), il existe une isotypie 1 telle que (qo, m, ¢, 1) soit une configuration
compatible.

DEMONSTRATION :  Soit (qo, n, ) une préconfiguration. Si ¢ divise ¢*> + 1, alors
la préconfiguration est de type SC, donc toute configuration associée est compa-
tible (proposition 1.35). Si ¢ divise Gy, le théoreme précédent donne le résultat. On
suppose donc

¢ ne divise pas |Gy,
q = £1 modulo /.

Une telle préconfiguration existe. Par exemple, les deux configurations (5, 3, 7)
et (3, 3, 13) en sont. Pour la premiere on a ¢ = —1 modulo ¢ et pour la seconde
¢ = 1 modulo /.

Montrons que sous les hypotheses du théoreme, on peut trouver une isotypie I
telle que (go, n, ¢, I) soit une configuration compatible.

Soit d le plus petit entier divisant n et tel que ¢ divise le cardinal de G4 (il peut
arriver que d = n).

Considérons alors o. On pose

Ces groupes sont des extensions d’ordre % de G et H. Notons € et f leurs ¢-blocs
principaux respectifs. Pour tout sous-groupe P de S nous introduisons les notations
habituelles Gp, Hp, €p, fp etc (voir paragraphe 1.2).

Nous avons les isomorphismes, induits par les inclusions, suivants :
H/H > G/G, H/HS G/G, et H/HS G/G,

ainsi que leurs restrictions aux centralisateurs des sous-groupes P de S.
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D’apres le théoreme 3.13, on sait qu’il existe une isotypie I telle que la configu-
ration

d n
— 0, 1
(QO7 d7 ) )

(qui est aussi décrite par le quadruplet (G, ¢, I, G)) soit fortement compatible.
Une isotypie I entre KHf et K Ge se releve en une isotypie I entre KHf et KGe, qui
vérifie les conditions de la définition 3.10. Nous noterons p les signes associés aux
isométries Ip et fip le bi-caractére généralisé défini par les isométries Ip. Les exten-
sions, E(y x 1), choisies sont celles qui assurent que la configuration est fortement
compatible.

Nous allons montrer que I se releve en une isotypie T entre KHf et KGe. Pour
cela nous utilisons encore le théoreme de relevement des isotypies.

La configuration a étudier est maintenant la suivante :

(@, (, 1, G).
Lemme 3.15 B B B B
Si P est un sous-groupe non trivial de S on a Gp = Gp et Hp = Hp.

DEMONSTRATION : Il suffit de montrer la premiere égalité. Soient d’ un entier tel
que 1 < d' < d et g un élément de G. Alors

d

! d/ d,
G97" c GIFT ~ GFT = Gy

Or, par hypothése, G¢ ne contient pas de (-élément. Ainsi go? ne centralise pas de
(-élément.

(fin de la démonstration du lemme 3.15)

_|

Ainsi, pour tout sous-groupe non trivial P de S,
Gp/Gp = {1} et Hp/Hp = {1}

et les congiitions Clp et C2p sont trivialement vérifiées. Puis G1p et G2p le sont
aussi car [ est une isotypie.

Ce lemme montre donc qu’il suffit de vérifier les hypotheses de compatibilités
pour P = {1}. C’est ce que nous faisons par la suite.

L’hypothese C1
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Il faut montrer que I'isométrie I est stable sous A(1), i.e., que pour tout élément
h de H et tout caractere x de f on a I(x") = I(x)*®.

Or I'équivariance des extensions E(x x 1*) et de ¢ (venant de la définition d’une
configuration fortement compatible) donne immédiatement 7" = 7i. Nous obte-
nons donc 'équivariance d’apres le second point des remarques 1.28.

L’hypothese C2

L’hypothese est automatiquement vérifiée d’apres le choix fait des extensions.

Les hypotheses G1 et G2

Si (g,h) appartient & G x H, on a E(f2)(h,g) = fi(h,g) et les deux conditions
sont vérifiées car [ est le bi-caractere généralisé d’une isotypie.

Considérons maintenant I'élément (go?, hot) de G x H\ G x H. Il ne centralise
pas de (-élément non trivial d’apres le lemme 3.15.

Ainsi si un élément (zho',ygol) de A(a) est tel que x et y sont des ¢-éléments,
ho! appartient & Cg(z)y et go! appartient a Cg(y)p, alors x = y = 1. Ainsi z
et y sont conjugués et donc la troisieme hypothese du théoreme de relevement est
trivialement vérifiée. Puis la quatrieme l'est aussi car p = ().

La configuration (G, ¢, I, é) vérifie les conditions de compatibilité et donc
Iisotypie I s’étend en une isotypie I entre f et @.
(fin de la démonstration du théoreme 3.14)

_|

Il nous reste donc a vérifier que les configurations de type S1 et Sm sont com-
patibles ainsi que la condition d’équivariance du théoreme 3.14. Ce travail effectué,
on aura montré que la conjecture de Broué est vraie pour les extensions de Sp(4, q)
obtenues par un automorphisme de corps.

Le but des chapitres suivants est de démontrer le théoreme 3.12. Pour le faire
nous aurons besoin de résultats sur les caracteres unipotents de la série principale
de G. Nous les exposons et démontrons ci-apres.

3.5 Caracteres unipotents de la série principale

On suppose dorénavant que n est un entier plus grand que 1.
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Le but de ce paragraphe est de montrer que, pour les caracteres unipotents de
la série principale de G, les extensions données par Shintani & chaque tranche Go?
se recollent. C’est-a-dire que, si x est un caractere unipotent de la série principale
de G, alors, pour tout d, on a

Resgon E1(x) = Ba(x)-

Ce probleme a été soulevé au second chapitre.
Le groupe G est déploy¢ sur F, . L’endomorphisme de Frobenius I, a donc une
action triviale sur les caracteres unipotents de G. De plus la caractéristique de F est

différente de 2, donc est bonne pour G. Nous pouvons ainsi appliquer les résultats
du second chapitre.

3.5.1 Descentes de Shintani
Caracteres unipotents

Il y a six caracteres unipotents dans G. Cing d’entre eux sont dans la série
principale (nous reprenons les notations de B. Srinivasan [Srl]) :
- 6y, qui est le caractere trivial, est de degré 1,
- 013, qui est le caractere de Steinberg, est de degré ¢*,
- 0y est de degré 1¢(1+ q)?,
- 011 et 015 sont de degré %q(l +¢%).

Enfin un des caracteres unipotents est cuspidal :
- 619 est de degré 1q(q — 1)

Décrivons la bijection naturelle (évoquée au paragraphe 2.1.2) entre les caracteres
unipotents de la série principale de G et les caracteres du groupe de Weyl W :

- les caracteres 0y et 63 sont respectivement Ujg et Uggy, ; ils sont notés Id et St,

- la spécialisation de la fonction de degré, en ¢ = 1, montre que 6y est U,,,

- pour 617 et 65, considérons le tore T, et le sous-groupe de Lévi L. Soit g un
élément de la forme t,,, a € F;\{£1}, il vérifie ([DiMi2] proposition 12.5)

*Rl(i (Uay)(g) = Resa (Uay)(g) = Uq, (9)

et
*Ri (Ua,)(g) = Resi (Ua)(9) = Ua,(9)-
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Par ailleurs, comme T, C L, il vient que
*RSS (UOlt) = URes}% (at) — Sth

et

*R‘Ss (Uas ) = UReSXZ} ( = IdLs .

as)
Ainsi U,,(g9) = q et Uy, (9) = 1. Or 011(g) = 1 et 012(g) = ¢, donc nous pouvons
conclure que 017 est associé a ay et 015 a ay.

Dans le cas de Sp(4,q), on a S(W) = Irr(W) U {c} et le caractere U.4 est le
caractere unipotent cuspidal de G, En accord avec les notations précédentes, on
pose U, = U ,.

Descentes de Shintani

Pour les caracteres unipotents de la série principale les racines de I'unité w,
valent 1 et pour le caractere unipotent cuspidal wy,, = —1 ([Lu] paragraphe 7.3).
Les coefficients (Ry, x), ot Ry est le caractere fantome de G associé au caractere
irréductible ¢ de W, et x est un caractere unipotent de G, sont donnés dans le
tableau suivant ([Ca] paragraphe 13.6).

| [1d]St]U., [U.. | Ua, | U. |
Riq | 1

Regn 1

Ra, 12112 12| 12

Ra. 1212 -1/2[-1/2
Ra, 1212 1/2 | -1/2

Par exemple,

1 n
ShF/Fg (Ea(Ua,)) = i(Uaz,d + Uagd + Unpa + (=1)2Ucq)

et
ShF/Fg (Ed(Id)) = Id,.
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3.5.2 Extensions

Le but de ce paragraphe est de montrer que, pour chaque caractere unipotent de
la série principale, les extensions données par les descentes de Shintani aux tranches
Go? pour 1 < d < n se recollent - probleme posé dans le second chapitre -. En
particulier, cela permettra de connaitre les valeurs des extensions des caracteres
unipotents de la série principale de G, non plus seulement sur les classes de Go dont
on connait la descente de Shintani, mais sur toutes celles de G(o) dont on connait
la descente de Shintani, en particulier sur toutes les puissances de o.

Dans le second chapitre, on a considéré le caractere trivial et celui de Steinberg
et on a déja montré le résultat souhaité. Rappelons le rapidement :

e Le caractére trivial

Le caractere trivial de G(o) est E;(Id), il étend Id, le caractere trivial de G. Pour
tout d, il vérifie (proposition 2.34)

E1(1d) (0") = Shypy(Ba(Id))(1) = Tda(1).

e Le caractere de Steinberg

Le caractere de Steinberg de G(o) est E;(St), il étend St, le caractere de Steinberg
de G. Pour tout d, il vérifie (proposition 2.35)

E1(St)(0) = Shgpa (Ea(St))(1) = Sta(1).

Montrons maintenant le résultat pour les autres caracteres unipotents de la série
principale de G.

e Les caracteres U, , U,, et U,,

Considérons les caracteres fantomes R,,,, R,, et R,, de G. Leurs décompositions
en somme de caracteres unipotents sont données par les valeurs des produits scalaires
(R, x). Posons

R41 = Raerag = Uas + Uaga
Re = Rata, = Uq, + U,,.

Ainsi R; et Ry sont deux caracteres de G.
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Dans la partie 2.2 du second chapitre, il est expliqué comment construire des
extensions des caracteres fantomes de G a G(o). Nous reprenons cette démarche
dans ce cas particulier et nous posons

ﬁl = ﬁg —f-ﬁo@ et ﬁg = ﬁt —f-ﬁ(m.
Ce sont des extensions a G(o) de Ry et Rs.

Proposition 3.16 B B
Les fonctions centrales Ry et Ry sont des caractéres de G{o).

DEMONSTRATION : Montrons, tout d’abord, que ces fonctions sont des caracteres

virtuels. On verra alors que cela suffit pour conclure qu’elles sont des caracteres.

Pour montrer qu’elles sont des caracteres virtuels, il suffit de montrer qu’elles
sont des combinaisons linéaires a coefficients dans Z d’induits de caracteres.

Pour cela considérons les deux décompositions en caracteres irréductibles dans
Irr(W) suivantes :
Ind})id = o, +id + as,

m%mz%+m+%

On note Rfd< ,» respectivement Rfd(t)’ le caractere fantome, associé au caractere
S

trivial, de L¢(m), respectivement L (m) (voir le paragraphe 2.2.3). Comme L¢(7) et
Lg () sont les sous-groupes de Lévi de paraboliques rationnels, on peut appliquer le
lemme 2.32 et on obtient

5 D 5 Gm T = _
Ri+ Ria = Rlndzgid - RL3<<W)> ?d@ o® 1,

~ 5 5 _ pGYm Do F—1
RZ + Rld - RIndn{)id - RL?(W) idy) °®™.

Comme f{fd<s> et ﬁfdm sont des caracteres irréductibles de L¢(m) et Lg(m), les

fonctions centrales Ry + Riq et ﬁg + f{id sont des caracteres. De plus ﬁid est un
caractere, donc R; et Ry sont des caracteres virtuels.

Déduisons-en que R, est un caractére (la démonstration est identique pour ﬁz)

Comme fonction centrale, R; est combinaison linéaire a coefficients dans Z de
caracteres irréductibles de G(o) :

fh = Z Qi Xis
i=1
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ou les x; sont des caracteres irréductibles de G(o) et les a; appartiennent a Z.
Par ailleurs, le fait que (lemme 2.33)

(Ra|Ri) = (o5 + azlas + an) =2
implique que les a; sont tous nuls sauf deux, qui valent alors +1. On a
R, = ar1x1 + azxz

avec a1 = =1 et ay = :I:l.~
Puis la restriction de R; a G est R;. Il suit que

alResg<J>X1 + GQRGSS<J> X2 = Uy, + Ug,.

Ainsi, par exemple, U,, est une composante de Resg@

x1 et donc x; est une com-
posante de Indg<0> Ua,. Or U,, est o-stable et donc admet une extension ¢; dans
G(o). Il suit que x; est un caractere irréductible qui étend U,, ([Is] corollaire 6.17).

De méme 9 est un caractere irréductible qui étend U,,. D’ou
alResg@Xl + agResg<U>X2 = a1U,, +asU,, = U,, + U,,
et donc a; = a» = 1. Finalement

Ri =1+ X2,
et done Ry est un caractere de G{o). .

Il s’agit maintenant de considérer les caracteres unipotents de la série principale

de G.

Proposition 3.17 L B
Il existe des extensions U,,, U,, et U,, de, respectivement, U,,, U,, et U,, a
G(o) telles que
Rl = Uag + Uas
et _ _ _
Ry = U,, + U,,.
DEMONSTRATION : D’apres la preuve de la proposition 3.16, il existe deux ca-

racteres irréductibles de G(o), U,, et U,, qui étendent U,, et U,,, tels que

Ri = Uq, + Us..
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De méme, il existe deux caracteres irréductibles de G(o), U,, et ﬁat qui étendent
U,, et Uy, tels que

R2 - UQQ -+ Uat-

Par ailleurs les deux égalités

Rat - f{as = i:\il - f{Z

- Uozs Uozt + Uozg Uaga
et _ o _
(Ra, — R |Ray — Ray) = (¢ — as|ay — ag) = 2.
impliquent B B
Ua, = Ug,
et donc le résultat souhaité. —

3.5.3 Recollements des extensions données par Shintani

Soit g un élément de G et g’ un élément de Ny pa(g). D’apres le corollaire 2.31,
on a

ﬁl(gad) = Ria(9")
= [Uasa + Ua,al(g')
= [3(Ussa + Uaya+ Uara + Uca)
+5(Uazd + Uapa — Uaya — Uca)l(9)
= Shp/pe[Ea(Us,) + Ea(Ua,)](9")

et donc
(A) R1(90%) = [Ea(Ua,) + Ea(Ua,)](g0").

Par ailleurs, B B
R, (go?) = Resggzl>R1 (go?).

Or Resgéz%ﬁl est une extension de Ry & G(o?), il existe donc A4 et \,, des caracteres
linéaires de G(o) triviaux sur G tels que

(B) Resgon R1 = AEa(Ua,) + NjEq(Ua,)-

Les deux égalités (A) et (B) impliquent 1’égalité suivante :

od od
Resg % [Ea(Uay) + Ea(Ua,)] = Rese% [AEq(Ua,) + NjEa(Ua,)].
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Or U,, et U,, sont deux caracteres irréductibles distincts et o¢-stables. Ainsi les

d d
restrictions Resgf;; >Ed(UaQ) et Resgf;; >Ed(Uas) sont linéairement indépendantes [Is].
Il suit que A\q et A, sont triviaux.

Ainsi, pour tout d,

Resg i Uny = Eq(Ua,).

Il suit que ﬁw est égal a E;(U,,) l'extension donnée par la descente de Shintani
a la tranche Go de U, et sa restriction & G(¢?) donne E4(U,,) pour tout d. Cette
extension permet donc de recoller les extensions données par Shintani a chaque
tranche. Il en est de méme pour U,,.

Le méme raisonnement avec Ry donne les méme résultats pour U,,.

On a donc le théoreme principal de ce paragraphe sur le recollement des exten-
sions données par Shintani.

THEOREME 3.18
Pour chaque caractere 6 de IrtW et pour tout entier d diviseur de n, on a

Resg, s B1(Us) = Ea(Up).

Ceci donne le corollaire suivant.

Corollaire 3.19

Pour chaque caractére unipotent de la série principale de G, les valeurs de [’ex-
tension donnée par Shintani a G{(o) sur les puissances de o sont données dans le
tableau suivant.

| [Ei(0d) [Ea(S) [ Fi(Uay) | Ea(Ua) [ Fi(Ua) |

1 1 q* sq(1+q)? | 3¢1+¢*) | 2¢(1+4?)

, 2 pair 1 @ | @1+ q@Y " %

od, B impair | 1 g | 2ad(1+ ) | 1qd(1+q2?) | Jqd(1 + 3%
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DEMONSTRATION : Donnons un exemple de calcul. On considere le caractere U,
et 'élément o¢ pour Z pair. On a

E;(U,,)(0?) _Res ¢ 1y E1(Ua ,) (o)

0‘

= Eq(U, )( ‘)

= ShF/Fd(Ed(Ua )(1)

= 1{Unsd + Uaya + Uapa + Uedl(1)

= 315061+ a8)” + 596 (1 + 6%) + 596(1 + 66%) + 393 (g6 — 1)*)
a8 (1 + ¢37)
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Chapitre 4

Les isotypies de Sp(4,q)

Dans ce chapitre on construit des isotypies de Sp(4, ¢). On a vu dans le chapitre
précédent (paragraphe 3.3) que Sp(4,q) n’admet pas de f-sous-groupe de Sylow
abélien quand ¢ = 2 ou £|q. On s’intéresse donc au cas £ # 2 et £|g— 1 ou f|g+ 1 ou
O)¢* + 1.

On reprend les notations introduites dans le chapitre 3 : on note S un f-sous-
groupe de Sylow de G, H son normalisateur. Puis, pour tout sous-groupe P de S,
on note Gp et Hp son centralisateur dans, respectivement, G et H. Enfin e, f, ep et
fp sont les idempotents centraux primitifs principaux de, respectivement, G, H, Gp
et Hp.

Dans les tables de caracteres qui suivent, nous indiquons les valeurs des caracteres
sur les éléments qui nous permettront de vérifier qu’on a bien une isotypie. Quand
un caractere est nul sur un élément, on laissera la case correspondante vide.

4.1 Le cas /¢ divise ¢ — 1 et le cas ¢ divise ¢+ 1

Ces deux cas sont tres semblables. En effet, les structures des groupes sont iden-
tiques, leurs différences apparaissent dans des cardinaux ou l'ordre de racines pri-
mitives.

Nous introduisons donc 'entier d qui sera 'indice qui différencie ces deux cas.
e Si ( divise ¢ — 1, on pose :

d=1, wg=1 et §=1.

85
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e Si / divise ¢ + 1, on pose :
d=2, wg=wy et d=n.
On définit les ensembles d’indices suivants :

e L’ensemble d’'indices S; :

Pa(q)

Si= {1 =

,1<Aa<e),

Il est de cardinal £". Il peut aussi étre décrit comme étant I’ensemble des ¢-éléments
de (Z/®4(q)Z). Cette autre description permet de faire des calculs simples sur les
indices. Nous nous en servirons.

e L’ensemble d’indices &7 :

C’est un sous-ensemble de Sy x Sy tel que si (k,[) appartient a S5 alors k # [ et
tel que la paire ([, k) est identifiée a la paire (k,[). Cet ensemble est de cardinal
Lor(em —1).

2

e L’ensemble d’indices S} :

S, = {A

Pq(q) -1
d 5 }

1<A<L
Er Y — —

Il est de cardinal ”T’l C’est aussi le sous-ensemble quotient, privé de 0, des /(-
éléments de (Z/®4(q)Z) dans lequel on pose s = s L.
e L’ensemble d’indices S7 :

C’est un sous-ensemble de S x & tel que si (k,l) appartient a S? alors k # [ et
tel que la paire (I, k) est identifiée a la paire (k,[). Cet ensemble est de cardinal

Ler —1)(e - 3).

e L’ensemble d’indices S :
C’est un sous-ensemble de S; tel que si k et | appartiennent a S alors | # k, —k,
qok, —gok modulo ¢". 1l est de cardinal (¢" — 1).

4.1.1 Le (-sous groupe de Sylow

Soit S un ¢-sous-groupe de Sylow de G. Il est de la forme

S=95x¢,
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ou S’ est cyclique d’ordre ¢". Il est inclus dans un tore de type wg, noté T,,,. Le tore

Ty, est de la forme
T, 0
T, = ( 0 T > ’

ou T/, est cyclique d’ordre ®4(q).
On note 7 un générateur de Tj;. Dans Sp(2,F,«), 7 est conjugué a une puissance

. 24(a)
de ( J o1 ) Un générateur de S’ est alors 7.

Le normalisateur de S

On rappelle que W et ses éléments notés ici sont en fait les conjugués par ¢ des
éléments définis au paragraphe 3.1.

Le normalisateur de S dans G est (voir annexe, paragraphe 6)
H=T,,W.

On a

e { est d’ordre 4. L’action de ¢ sur T/, est d’ordre 2. Pour tout (z,y) dans T,,,, on a
(oy)=(z.y7).
o 5 est d’ordre 2. Il agit sur T,,, = T/, x T/, en permutant les composantes
(z,y) = (y,2).

e T, N (uwp) = (wp?), qui est d’ordre 2.

Les centralisateurs des sous-groupes de S
A conjugaison pres, S contient uniquement des éléments de la forme
{1, taa(i,5), (i,5) € 83, taa(i), tao(i), ty(0), i € Sa}.
Décrivons les centralisateurs dans G et dans H de ces éléments [Wh] :

e 1 est le seul /-élément central, on a
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® t44(i,7) est semi-simple, on a vu que (paragraphe 3.3.2)

Ca(taa(i, 7)) = Cu(taa(i, j)) = Tu,,
® t4q4(7) donne
Cg(tdd(i)) ~ Kd(2,q) et CH(tdd(’L)) = de <8>,
Ki(2,9) = GLa(q) et K2(2,q) = Ua(q),

e t40(i) donne
Cg(tdQ(Z)) ~ SLQ(q) X T& et CH(tdQ(Z)) = T&<8t> X T;l,

e t,(i) donne le méme centralisateur que ¢40(4), nous le considérerons donc dans
le cas tq(7).

Notation 4.1
Soit P un sous-groupe de S, nous dirons que P est de type

e 15 Cq(P)=G et Cy(P) =H,

e S si Cg(P) = Cu(P) = Tu,,

o U si Ca(P) = Ka(2,q) et Cu(P) =Ty, (s),

o V s5i Cq(P) ~ SLy(q) x T/, et Cy(P) = T, (%) x T,

Si P est de type X, nous noterons Gx = Gp, Hx = Hp, ex = ep, fx = fp et
Ix =1Ip. Pour le cas P =1, nous omettrons [’indice.

Remarquons que les cas 1, S, U et V décrivent donc tous les centralisateurs des
sous-groupes de S. En effet, soit P est un sous-groupe de S, alors
- si P est trivial nous obtenons le cas 1,
- si P ne contient que des éléments de la forme ¢44(7, j) nous obtenons le cas S,
- si P ne contient que des éléments de la forme ¢44(7) nous obtenons le cas U,
- si P ne contient que des éléments de la forme t4(i) nous obtenons le cas V,
- si P contient deux éléments non triviaux de formes différentes nous obtenons le
cas S.

Pour construire une isotypie, nous avons besoin des sous-groupes de S. Nous
donnons ici les renseignements qui nous seront utiles.
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4.1.2 Caracteres des centralisateurs des sous-groupes de S
Le type 1

Construisons tout d’abord les caracteres de {.

Soit Oy H le plus grand ¢'-sous groupe normal de H. Les caracteres du ¢-bloc
principal de H ont OpH dans leur noyau, i.e., si x est un caractere de Irr(f) et g un
élément de Oy H alors x(g) = x(1) ([NaTs] théoreme 8.1). Il suffit donc de connaitre
les caracteres du ¢-bloc principal de H/OpH ([NaTs] théoreme 8.8). Or

H/OpH ~ SW/O0u(SW) ~ SW.

Dans (S x 1)(°t), il y a deux caracteres de degré 1, notés &g et oo, et 2(£7 — 1)

caracteres de degré 2 notés &, 1 < k < " — 1. Un tel caractere & est induit
du caractere de S’ x 1 non trivial 6y : (7 G ) = k) appartient au ¢-bloc

principal de T si et seulement si 1 < k& < " —1. Si k et k' sont deux indices distincts
et si k' = —k modulo ¢ alors &, = &.

Le groupe (1 x S')(t) est isomorphe a (S’ x 1)(*t). Il admet donc les mémes
caracteres.

Les caracteres de S(®t,t) sont les produits d'un caractere ¢; de (S' x 1)(°t) par
un caractere ¢ de (1 x S')(t). Ils seront notés ¢y - @s.

Venons en maintenant au groupe SW.

e Les caracteres &y - &g et Eoa - oo sont s-stables et donnent 4 caracteres de degré
1 dans SW. Ils seront notés ¢y pour ¢ =id, oy, a; et sgn.

e Le caractere &y - £y2 donne par induction un caractere de degré 2 dans SW. 1l
sera noté 1,,. Le caractere &y - £np donne le méme caractere.

o Les &y - &, donnent par induction 49==L caracteres de degré 4 dans SW. Ils

¢
1
seront notés vy i et Yy .

r—1

5— caracteres de degré 4 dans SW. Ils

o Les & - & sont s-stables et donnent 2
seront notés 1y, et ¥, .

e Les & - &, k # [, donnent par induction %(ET —1)(¢" — 3) caracteres de degré 8
dans SW. Ils seront notés ;.

On releve ces caracteres dans H par le morphisme surjectif H - SW.
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Caracteres du /-bloc principal de H

On pose v, = v* + v~ pour tout entier u et pour v =, 1,0 ou (.

‘ Irr(f) H nombre de caracteres ‘ 1 ‘ ¢ ‘ $ ‘ i ‘ wo ‘ (7, 77) ‘
Yid 1 1] 1]1]1 1
Ve, 1 1]-1]-1] 1 1 1
Ve 1 1]—-1] 1 |—-1|1 1
Ysgn 1 11 ]-1]-1]1 1
¢a2 1 2 -2 2
g, k€S, %(f?" —1) 4 1 S+ Org
Yew, k€ S G 4 -1 Oki + Ok
Vr, K E S S0 1) | ] 50,
1/11;7 ke Sc,l %(” - 1) 4 -1 5ki5kj
Vit (k’ l> € 81/12 %(ﬂ — 1) - 3) 8 5ki51j + (5kj(5li

Les cing premiers caracteres sont en fait indexés par les caracteres irréductibles
du groupe de Weyl.

Caracteres du ¢-bloc principal de Sp(4, q)

Les caracteres de Sp(4, q) ont été calculé par B. Srinivasan [Srl], avant que la
théorie de Deligne-Lusztig ne soit développée. Cette table a été réécrite plus tard
en utilisant les notations de Deligne-Lusztig ([Sr2] et [Wh]). Nous donnons, ici,
uniquement les valeurs de certains caracteres sur certaines classes de conjugaison,
qui seront utiles.

Soient Lk 4 pour d = 1, 2 et Lgp, 4 pour d = 1, 2 quatre sous-groupes de Lévi
F-stables de G isomorphes a, respectivement, GLa(q), Ua(q), SLa(q) x T} (T} est
d’ordre ¢ — 1) et SLa(q) x T4 (T4 est d’ordre g + 1).

e Soit ¢ un caractere linéaire non trivial de Lk 4. Les caracteres ¢ et Stoy, ou
St est ici le caractere de Steinberg de Lk 4, donnent par le foncteur d’induction de
Deligne-Lusztig les caracteres irréductibles Rf  (6)) et R (Stfy).

d Lk.q

e Soit ) un caractere linéaire non trivial de T/,. Les caracteres Id - 6 et St - 0, ou
Id et St sont ici le caractere trivial et celui de Steinberg de SLy(q), donnent par le
foncteur d’induction de Deligne-Lusztig les caracteres R, (Id-6;) et RE.  (St-0y).

LsL,q
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Les notations de B. Srinivasan sont les suivantes :

R%wo (Qk ’ 05) = X4(k7 l)?

RE,, ,(Id - 6;) = &i(K) et RY, (St

RE, (on) = xs(k)
(Id - 0x) = &(k

—RG

LsL

(Stor) = —x7(k),

) = &1(K),

];{’g[‘}1 (ek : 91) = X3(k7 l)7

,1

et RY

et —RE

Lsw,1

)

(Ster) = xo(k),

91

Les caracteres R%UO (01 - 6) et R, (0) - 6;) = x3(k, 1) sont des vrais caractéres car
wp et 1 sont de signature 1. Les autres signes découlent du calcul du F, -rang des
sous-groupes de Lévi considérés (voir [DiMi2] proposition 12.17).

RE,, (O - 01) —RE, ,(¢x) | —RE,(Stér) | -Ri,, ,(d-0k) [ —RE, ,(St-0k)
(k,1) € S ke, keS8, keS8, keS8,

1 (1-9°0+¢*) [(¢—D0+4¢*) [al¢—1)A+¢*) | (¢—D(A+¢%) |qlg—D(1+4¢%)
ta2(3,7) || minji + njena —NikTjk NikNjk —Nik — Njk Nik + Njk
t11(4,J)
t21(4, ) —Nik —Nik
t22(7) (1 = @) (kima) q—1— ik L —q—qnaik (¢ = Dnix (1 = @)nir
tll(i) q— 1 q— 1
t20() || (1= q) (ki + ma) (g — D)mix (1 —q@)nix q—1—mi 1 —q—qnik
tl()(i) q— 1 q— 1

R%1 (ek . 91) REKJ ((bk) REK,1 (St(f)k) RESL,l (Id . Hk) RESL,l (St . Hk)
(k,1) € S? keS; kes; kes; keS;
1 (1+9)°(0+¢*) | (g+ D)0 +¢*) [al¢+ D) +¢*) | (g+ DA +¢*) [ glg + (1 +¢°)
t22(iaj>
ti1(i,9) || vawvie + vRva VikVjk VikVik Vik + Vik Vik + Yk
t21(7,5) Vjk —Yjk
tgg(i) 1+ q -1 - q
t11(4) (1 + @)veivi q+ 1+ vk 1+ q+ qyoik (14 q)vik (1 + q@)vir
tgo(i) 1+ q -1 - q
tio(d) || (1 +q) (e + 1) (1 + q)vik (I + q)vir 14 q+ v 14 q+ gV
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Id | St Ua, U, U,, U,

1 1] ¢ [340+9)? [ 390+ ¢%) [ 39(1 +¢*) [ 391 —¢)?
to(i,7) [ 1] 1 —1 —1 —2
tnG,g) | 1] 1 2 1 1
tgl(i,j) 1 1 —1 1

tao(i) | 1| —q q —1 q—1
tu(@) | 1) ¢ l+gq 1 q
to0(4) 1]—¢ -1 q q—1
tio(d) | 1] ¢ 1+gq q 1

Les caracteres du ¢-bloc principal de G sont

UCl = UOl27

Id7 St) UOés? UOCU Ucd’ ou { UC2 — UC7

REK,d (Qk) et REKd(Stek) pour k € &y,

RE,(Id-6;) et R (St - 6;) pour k € S,

R%wd(ek - ;) pour (k1) € S?.

Le type U

Caracteres du ¢-bloc principal de T,,,(s) = Hy

La table de caracteres se calcule facilement. Les 0 et 6, sont des extensions de
caracteres de T, alors que les ¢ sont des inductions de caracteres de T,,.

‘ Irr(fy) H nombre de caracteres ‘ degré ‘ (78, 77) ‘ GREE ‘
O, k € Sa 4 1 SE(+7) SFED
0, k€ Sa o 1 PG YY)

bw, (K1) € S3 (e —1) 5 | R L gkt

Caracteres du ¢-bloc principal de Ky4(2,q) = Gy
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L’élément

oo

93

est conjugué a un élément de GLy(q). On rappelle que 6

est un générateur de F7, Dans la table qui suit, on gardera abusivement la matrice
a coefficients dans F .

e ( divise ¢ — 1, K4(2,q) = GLy(q) [DiMi2]

Irr(ey) nombre de ( T ) ( T ) ( g » ) ( 2 ; )
caracteres ikl 07 £0qi

Id(6y o det), o ~y2ki ~RED N 2k
keSS

St(@k o det), o q’kai fyk(i+j) _,y—ki
keSS

Rff}?z(q) (9k -0), %er(gr -1) (q + 1)7(k+l)i Vkiﬂj, ’y(k'*'l)"'
(kv l) € 812 "r’}/lH_kj

e ( divise ¢+ 1, K2(2,q) = Us(q) [En]

Irr(ey) nombre de ( m . ) ( " . ) ( 4 g—ai ) ( n 7}2 )
caracteres nictn 0i£0—7i

Id(6y, o det), o n2ki R+ P 2k
keS8,

St (0 o det), e qn** —pFG+D) nF
keS8,

—R};Z(q)(ek -0,), %gr(@r 1) | (g— 1)77(k+l)i _nki—ﬁ-lj _n(k+l)i
(k,1) € S5 _ypkaH
Le type V

Caracteres du ¢-bloc principal de T/(%f)

On rappelle que Hy = T/ (%) x T/,

La table de caracteres se calcule facilement. Les deux caracteres &y et &go sont
des extensions de caracteres de T, alors que les & sont des inductions de caracteres

de TV,.
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‘ H nombre de caracteres ‘ degré ‘ T ‘ T'$ts ‘

Soo 1 1 1 1
o2 1 1 1] -1
&, k€ Scli %(fr — 1) 2 Ori | —Oki

Caracteres de SLy(q) [DiMi2]

On rappelle que Gy = SLy(q) x T%,.

e IPISEDISRI
€ vt ¢ €
caracteres e==+1 yit+1 CPACT e==+1, i=0,1
Id 1 1 1 1 1
St 1 q 1 -1
—RySV(0), || 5 =1) | (a— 1)ox(e) ki 01 (c)
keSS,
Ry (0k), | 3 —1) | (a+1)fk(e) i i (€)
T ) 2
keS;

On remarque que 7 n’est jamais un carré car ¢ est impair.

Les caracteres du ¢-bloc principal, ou ¢ divise ®4(q) sont

Id, St, et (—1)d_1R%2(q)(9k) pour k € S).

4.1.3 Deux remarques
1. Dansle cas 1, Uou V, si x appartient a S et §’il vérifie P(z) = S, la condition
de compatibilité a la fusion s’écrit
I df;, = dg, 1p.

C’est-a-dire que pour tout x caractere de Irr(fp) et tout ¢-élément 2z’ de T,, on
veut

x(@'z) =1p(x)(2'z).

Remarquons que z’x appartient a T,,,\{£1} car Iordre de 2’z est le produit le
l'ordre de x par celui de z’ (car ces ordres sont premier entre eux) et x # 1.
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Il suffit donc que x(y) = Ip(x)(y) pour tout y appartenant a T, \{%1}, i.e.,
que deux caracteres en correspondance par Ip aient la méme valeur sur T, \{£1}
au signe pres.

2. On rappelle que pour tout caractere de Irr(fp) on a (lemme 1.24)

Ip(x)(1) = x(1) modulo ¢.

Ces deux remarques donnent des indices pour construire les isotypies et, en fait,
imposent souvent l’isotypie comme on le verra.

4.1.4 Les isométries bijectives

Pour construire une isotypie I entre f et e, il faut définir, pour tout sous-groupe
P de S, des isométries bijectives (définition 1.18)

Ip: ZIrr(fp) — ZIrr(ep).

Suivant la remarque 1.19, prenons un systeme de représentants des sous-groupes
de S modulo H. On le note P. On va décrire une isométrie bijective Ip pour tout
sous-groupe P de P et on posera, pour tout élément h de H : Ipn = (Ip)".

L’isométrie Ig

Pour ce cas, nous savons que Ig doit étre I'application identité.

L’isométrie [

On pose
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(v ) d ‘
Y, (1)U,
Do (—1)"Uq,
Usgn St
ey (=)0,

b (W '_> (‘DdilRSSL’d(id'ek) ’

Yk RESL’d(St - O)
Ui (=)™ 'RE, ()
(0 REK,d(SWk)

| Y \ RE, (0n - 0)) J

k,e S, et (k1) € S?.

On note M; la matrice de I, elle donne les signes de 'isométrie 1. Pour d = 1,
c’est donc la matrice identité. Par contre pour d = 2, cette matrice contient des
coefficients —1.

L’isométrie Iy

On pose
Iy : 4 0 (—1)4"1St (6}, o det)
Ol (_1)d—1R¥Z(Q) (ek . 91)

k,e Syet (k1) € S3et

Ki(q) = GLa(q), Ka(q) = Ua(q).

L’isométrie Iy

Soient I}, une isométrie bijective entre le ¢-bloc principal de T{(*f) et le ¢-bloc
principal de SLs(q) et id 'application identité de ’ensemble des caracteres du ¢-bloc
principal de T/, dans lui-méme. En posant

Iy :I;/ X ld,
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nous obtenons une isométrie bijective entre le (-bloc principal de T/ (*t) x T/, et le
¢-bloc principal de SLa(q) x T%.

On pose
o Id
Lo { & pre g (FDTISE S
& R:QJFIZIQ(Q) (0r)
keS).
Ainsi
fOO . ek 1d - Qk
Iy : o2 O p (=1)*"St - b, )
gl . Hk Ri}/f(‘]) (01) . Qk
k,le S,

Proposition 4.2
L’isométrie bijective 1 est une isotypie entre f et e.

Le but de la fin de cette section est de démontrer cette affirmation.

4.1.5 L’équivariance

D’apres le choix des isométries Ip pour tout sous-groupe P de S, il faut montrer
que si h appartient & Ny (P), alors (Ip)" = Ip.

e Pour le cas U, on a

Nu(P) = Cu(P){wo)-
On doit donc montrer que, pour tout caractere y de Irr(fp),
“Ip(x) = Ip("x).

e Pour le cas V, on a 3
Nu(P) = Cu(P)(°t).

On doit donc montrer que, pour tout caractere x de Irr(fp),

Ip(x) =Te("y).
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On vérifie ces égalités directement sur les tables de caracteres. On remarque que
la conjugaison par un de ces éléments (suivant qu’on regarde le cas U ou le cas V)
implique sur les indices des caracteres de Irr(fp) comme sur ceux de Irr(ep) leurs
changements en leurs opposés.

4.1.6 La compatibilité a la fusion
Le cas 1

Le seul /-élément central est 1. Il suflit donc de vérifier :
e pour z de la forme t44(7) : Iy odff = d& o1,
e pour z de la forme t49(i) : Iv odfy = dg o L.

Cette réduction dans les vérifications vient du fait, d’'une part que pour tout
groupe fini G, il y a un isomorphisme entre CF(G) et &,CFy(Cg(x)) ou x parcourt
un systeme de représentants des (-éléments de G ([Br2] paragraphe 4A), d’autre
part que pour z de la forme t44(7, j) la vérification est inutile d’apres les remarques
du paragraphe 4.1.3 sur les isométries données.

Ces égalités se vérifient directement sur les tables de caracteres.

On peut aussi utiliser les matrices de décomposition généralisée (elles sont don-
nées en annexe de ce chapitre). Voici comment faire :

o d=2:

too (Z)

Comme Iy(1) = Id et Iy(sgn) = —St = —Rgz(q) — 1d, la matrice My de Iy
restreinte a CFy (fy, K) est

On souhaite
G
MUMtI;(i) = Mt22(i)M1'

Un calcul matriciel permet de vérifier I’égalité souhaitée.

Comme Iy(1) = Id et Iy(sgn) = —St = —Rgz(q) — 1d, la matrice My de Iy
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1 -1
w31,

MVMtI;IO(i) - MG

t20

restreinte a CFy (fy, K) est

On souhaite
oM

Un calcul matriciel permet de vérifier 1’égalité souhaitée.

ed=1:

tll(i)

Comme Iy(1) = Id et Iy(5gn) = St, la matrice My de Iy restreinte & CFy (fy, K)

est
1 0
MU_<01).

Il faut donc que les deux matrices de décomposition généralisée Mtlfl (@) €t Mt?l )
soient identiques, ce qui est le cas.

th (Z)

Comme Iy (1) = Id et Iy(sgn) = St, la matrice My de Iy restreinte & CFy (fy, K)

est
1 0
Mv_(o 1).

Il faut donc encore que les deux matrices de décomposition généralisée Mgo(i) et
MG

o (i) SOi€nt identiques, ce qui est le cas.

Le cas U
Tout ¢-élément x de la forme ¢44(7) est central dans Hy. Il faut vérifier que
IU o dﬁU = déU o) IU

pour tous ces x centraux. Pour cela il suffit de vérifier :
e pour tout x caractere irréductible du ¢-bloc principal de Hy,

Iy(x)(r)  x(z)

(1) x(1)

oIy od%{U = d%;U o Iy.
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On vérifie le premier point sur les tables de caracteres données précédemment.
Pour le deuxieme point, considérons Z, le ¢-centre de Gy.

Dans Gy/Z, on a les caracteres suivants :
- Id, qui est I'image de Id par la projection Gy — Gy/Z,
- St, qui est I'image de St par la projection Gy — Gy/Z,

- pour (k,l) € 82, on pose k = k’éj—fq) et | = l’éj—fq). Il existe o, 0 < o/ < /7,
tel que k¥ +1I' = 2¢/ modulo ¢". On pose o = o/(b‘éf‘” et on a R?Z(q)(&c - 0,) =
Id(andet)RIT(fl(q)(é’k_a-Hl_a). On a donc dans Gy /Z, les caracteres E?Z(Q)(ek_a.gl_a%

d

qui sont les images de R?Z(q)(&c,a - 0,_«) par la projection Gy — Gy/Z.

De méme dans Hy/Z, on a les caracteres suivants :
- id, qui est I'image de #; par la projection Hy —» Hy/Z,
- 5gn, qui est 'image de 6] par la projection Hy — Hy/Z,

= D(k—a)(1-a)» qui sont les images de @x—a)(-a) par la projection Hy — Hy/Z.

La bijection

id Id
IU . sg—n — g
- =K
¢(l€—a)(l—a) RTZ(q) (ek—a : el—a)

est clairement une isotypie. En particulier, le bi-caractere généralisé Jiy; associé a Iy
vérifie les conditions de compatibilité (remarque 1.25).

On a une bijection entre Irr(e, ) et Irr(Z) xIrr(eq,/z), ot Irr(eq,, /z) est I'ensemble
des caracteres irréductibles du ¢-bloc principal de Gy /Z et Irr(Z) est I'ensemble des
caracteres irréductibles de Z. En effet, soit x un caractere de Irr(e,). Il s’écrit 6¢ ol

6 est un relevé d'un caractere de Irr(Z) et ¢ est un caractere de Irr(e, ) trivial sur
Z.

Décrivons cette bijection :
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- les caracteres 1d(6y o det) pour k € S; sont des caracteres irréductibles qui
étendent les caracteres irréductibles du ¢-centre de Gy,

- le caractere de Steinberg St est trivial sur le centre,
- pour k € Sy, on a St(0 o det) = 1d (6 o det)St,

- pour (k,1) € 82, on pose k = k’q;—rl et | = l’%—gq). Il existe o/, 0 < o < /",
tel que k' + ' = 2a’ modulo ¢". On pose o = /242 et on a R?Z(q)(ek -0) =

g'r
1d(6, o det) ;j(q)(ek_a Oa).

De méme du coté de Hy on a, pour k € Sy et (k,1) € S3,
- O = 0,0y,
-0, =0k0r,
- Ok = 0aP(k—a)(i—a), O a est construit comme ci-dessus.

L’isométrie Iy vérifie
Iy (x) = Lu(09) = 01y(9),
ot Iy(¢) est le caractere de Gy obtenu par inflation du caractere Iy (¢) de Gy/Z
(c’est-a~dire, via le caractere Iy(¢) composé avec la projection Hy — Hy/Z).
Ceci implique que le bi-caractere généralisé py associé a Iy vérifie aussi les condi-
tions de compatibilité. Il suit que 'isométrie Iy vérifie le dernier point souhaité.

Cette méthode, pour démontrer ce dernier point, vient de R. Rouquier. Elle est
applicable de maniere plus générale, sous condition que le ¢-sylow soit abélien.

Le cas V
On rappelle que Gy = SLy(q) x T, et Hy = T,{°t) x T/. 1l n'y pas pas de

(-élément central autre que 1 dans SLs(g). Donc il n’y a rien a vérifier pour I,. De
plus, sur T/, on a choisi I'isométrie identité, il n’y a donc rien a vérifier.

Nous avons donc montré que I est bien une isotypie entre f et e.
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4.2 ( divise ¢* + 1

4.2.1 Le /-sous groupe de Sylow

Soit S un /f-sous-groupe de Sylow de G. Il est cyclique d’ordre ¢". Il est inclus
dans un tore de type ¢, noté T.. Le tore T, est cyclique d’ordre ¢* + 1.
On note 7 un générateur de T.. Dans Sp(4,F ), 7 est conjugué a une puissance

2
de t4(i). Un générateur de S est alors i

Le normalisateur de S
Le normalisateur de S dans G est (voir annexe, paragraphe 6)
H ~ T.(¢).
On rappelle que ¢ est d’ordre 8. Son action sur T, est
‘=11
Elle est d’ordre 4. Remarquons que

Ep 1

4.2.2 Caracteres

On définit I’ensemble d’indices Sy :
2
C’est I'ensemble de 1(¢" — 1) éléments contenu dans {ALH, 1 < A < 7 —1} tel que
si ¢ appartient a S alors i, —i, i et —gi sont deux a deux distincts modulo ¢" et si

i et j appartiennent a Sy alors {7, —i,qi, —qi} N {J, —Jj,qj, —qj} = 0.

Si u est un diviseur de n, on notera S, , 'ensemble d’indice précédent, pour le
) K7 )
u
groupe GFo.

Par la suite, on aura besoin de tous les caracteres de H et pas seulement ceux de
son (-bloc principal, nous les décrivons donc tous ici. Les calculs des caracteres de
H se font facilement. On a

e huit caracteres de degré 1, notés &, pour 0 <i <7,

° q24—’1 caracteres de degré 4 notés £.. L’indice ¢ appartient a S;. Remarquons que
les indices 4, gi, —i et —qi modulo ¢? 4+ 1 donnent le méme caractere. En effet un tel
caractere vient d’un caractére non trivial de T, qui est induit a T.(¢).
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Classes de conjugaison de H

e pour tout élément z de T\{£1}, on a cl(z) = {z, ‘z, “z, ©z}. Ceci vient du

fait que T, est abélien et ¢* agit trivialement. Cela donne C+1-2 (lasses de cardinal

1
4.
e cl(—1) ={—1} car ¢(—1) = (—1)"? = —1 car ¢ est impair.
o cl(¢l) = {72l 7ARA 0 < g < £} i =1,2,3,5,60uT.

d¢t par 7% si et seulement si

En effet, ¢ est conjugué a 7
(1 —¢")u=d modulo ¢*+ 1.

Cette équation n’a de solution que si d est pair. On a alors

1—¢ d ¢ +1
u = — modulo .
2 2 2

i
Comme 1Tq

trouve une solution pour u.

241 . 1—gt . .
et % sont premier entre eux, —s% est inversible modul

2
g +1
2 0

et on

Puis, on remarque que ¢** et 7¢! sont conjugués pour i = 1, 2 et 3. en effet,
pour que 7" les conjugue, il suffit que

2
1
¢+ modulo ¢* + 1

1—qu=1-

2 1 1— 2 . . . .
Or1- % = L est pair (car ¢ est une puissance d'un nombre impair). On peut
donc diviser le tout par 2 et conclure comme précédemment.

. . 2
Cela donne donc six classes de cardinal %.

Table des caractéres de H

Soit « est une racine primitive 8¢ de 1'unité.

On pose ¢, = (" + (™" pour tout entier u.
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| [ ¢ (e[ @7 @ [2]F 7]
: 1 1 1|1 1] L [1]1]1
&y 1 (—1)F a | o | o | =1 | —a|—-a*|-a
Elo 1 1 o | -1 |—=a*]| 1 o | =1 | —a?
03 1 (—1)* ad | —a?| « -1 |=-a®| o | —«
Eba 1 1 —1 1 -1 1 -1 1 -1
&l 1 (-1)% | —a| a® |=a®| -1 | a |-a?| &
e 1 1 —a?| -1 | o? 1 | —a?| -1 | o?
o7 1 (-1 |- |=a?| —a| =1 | a® | &® | «
L IESH| 4 | Grt (i (-1

Caracteres du ¢-bloc principal de Sp(4, q)

Les notations de B. Srinivasan sont les suivantes : RS (6),) = x1 (k).

Le caractere R$ (6)) est un vrai caractére car ¢ est de signature 1.

RS (k) [1d St U, U.
keS)
(1-¢*)?]1|q"|30(1+¢)?) | 39(1 —q)?
ta(0) | G+ Cur | 1] 1 -1 1

4.2.3 L’isotypie

On sait qu’une isotypie existe ([BrMaMi| et [BrMi]). D’apres les remarques 1.19
et comme les (-classes de conjugaison sont de la forme ¢4(i) et sont régulieres, pour
qu’'une bijection entre les caracteres de f et ceux de e soit une isotypie, il faut que
deux caracteéres en correspondance aient la méme valeur sur T.\{£1} au signe pres
et que leurs degrés modulo ¢ donnent le signe de l'isotypie. Cela donne une unique
solution et on sait alors que c’est une isotypie.
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L’isotypie est donc

( 560 ) ( 1Id )
562 _Uaz
I. : §oa % St ,
566 Uc
! G
\ k V, \ R C(ek) V,

ke Sy

Annexe du chapitre 4 : Matrices de décomposition
généralisée

La matrice de décomposition généralisée associée a 'application de décomposi-
tion généralisée dS sera notée MS. Nous allons calculer les matrices de décomposition
généralisée en x de la forme t44(7), respectivement tq4o(7), du coté de H dans la base
{x} ou x parcourt les caracteres modulaires irréductibles de Hy, respectivement Hy,
et du coté de G dans la base {Iy(x)}, respectivement {Iy(x)}.

Du coté de H

On calcule les matrices de décompositions généralisée MM pour z = t44(i) et
x = tg(i), d = 1 et d = 2. Nous avons les mémes résultats pour d = 1 et d = 2,
nous gardons donc 'indice général d.

o = tdd(’l) :

Dans le ¢-bloc principal de Ty, ($) il y a deux caractéres modulaires de degré
1, que l'on désignera par 1 et sgn (ils viennent de la réduction de deux caracteres
irréductibles de degré 1).

La matrice Mgd(i) est donnée par les coefficients du tableau suivant :

Yid  Yas Yoy WUsgn  VYag Y1k Yk Ve Y Yw
1 1 1 1 2 2 3 1 4
Sgn 1 1 1 2 2 1 3 4
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o x =tg(i):

Dans le ¢-bloc principal de T/ (*t) x T/, il y a deux caracteres modulaires de degré
1, que l'on désignera par 1 et sgn (ils viennent de la réduction de deux caracteres
irréductibles de degré 1).

La matrice Mtljo(i) est donnée par les coefficients du tableau suivant :

Yid  Yas Yay  Ysen Yoy Vik ek Yk Y, Y
T 1 1 1 3 1 2 2 4
Sgn 1 1 1 1 3 2 2 4

Du coté de G

Caracteres modulaires

La proposition suivante permet de réduire le nombre de caracteres modulaires a
calculer. Je remercie C. Bonnafé de m’en avoir donné une preuve.

Si K = SLa(q), Ki(g) ou Ks(gq), nous noterons Umch (K) I'ensemble des caracteres
modulaires unipotents de K.

Proposition 4.3

L’application Res?ﬁ&’;) induit une bijection entre Umch(Ky(q)) et Umch(SLa(q)).

DEMONSTRATION : L’analogue de cette proposition en caractéristique 0 est bien
connue ([DiMi2] proposition 13.20). Comme tout caractére modulaire de K est uni-
potent si et seulement s’il est contenu dans la restriction a Ky d'un caractere or-
dinaire unipotent, il en résulte qu'un caractére modulaire unipotent de SLy(q) est
contenu dans la restriction & SLy(¢) d'un caractere modulaire unipotent de Kg(g).
Par conséquent, il suffit de montrer 1’assertion suivante :

(*) Si V un kK4(q)-module irréductible dont le caractére modulaire est unipotent,
alors ReSIS{IfQ(?;)V est encore trréductible.

Montrons (*). Par la théorie de Clifford, le £SLs(¢q)-module Resgéc(’;)v est semi-
simple ([Is] chapitre 6).
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Le groupe Ky(q)/SLa(q) étant cyclique (d’ordre ®4(q)), le kSLs(g)-module
Resgl‘fig)v est sans multiplicité. Par conséquent

Reshi@D v —vViov,e... oV,

SL2(q)

ou Vi, Vo, ...V, sont des kSLy(q)-modules irréductibles deux a deux non isomorphes
(et a > 1). Ils sont conjugués sous K,(q).

Notons X le stabilisateur (dans K4(¢)) du sous-kSLz(q)-modulesV;. Alors V; est
un kX-module irréductible et

V ~ Indid(Q) Vi

([Is] chapitre 6). On a alors a = |K4(q)/X|. Or, X contient forcément le centre Z
de Ky(q) (car ce dernier agit par homothétie), et X contient aussi SLy(g). De plus
SLa(q)Z4 est d’indice 2 dans K4(q). Par suite X est d’indice 1 ou 2 dans Ky(g). Il
s’agit donc de montrer que X = Ky(q).

Supposons que X # K;(q). Notons € : K;(q) — k* I'unique caractere linéaire non
trivial et trivial sur X (il existe car £ # 2 et |K4(q)/X| = 2), et k. le kK4(g)-module
k sur lequel K4(q) agit via e. Par la formule de Frobenius, on a

(*) V& ke =nd¥?(V; ®), Rest k)
~ V.

Mais, d’aprés [DeLu] corollaire 7.6, il existe un tore maximal T de K;(q) tel que
V' apparait dans le kK;(¢)-module RI;d(q)(k). D’apres (%), il apparait aussi dans
RED (k) @y ke = RE™D(k,), ot ¢ est la restriction de ¢ a T. Or ¢ est non trivial
(car K4(q) = SLa(q) - T), donc il est d’ordre 2. On obtient alors une contradiction
avec le théoreme de disjonction des séries de Lusztig pour les caracteres modulaires
([BrMi| théoreme 2.2). =

e Pour /g +1:

Proposition 4.4 ([Gel, par exemple)
Dans le {-bloc principal de Us(q) il y a deux caractéres modulaires irréductibles :
la réduction du caractere trivial et celle d’un caractére de degré q — 1.

- . . T U
On désignera ces deux caracteres modulaires par Id et R, @,
2

Corollaire 4.5
Dans le £-bloc principal de SLs(q) il y a deux caractéres modulaires irréductibles,
la réduction du caractere trivial et celle d’un caractére de degré q — 1.
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- . . — SL
On désignera ces deux caracteres modulaires par Id et RT,Q(Q).
2

e Pour {|g —1:

Proposition 4.6 ([Dipl] et [Dip2|, par exemple)
Dans le £-bloc principal de GLs(q) il y a deux caractéres modulaires irréductibles :
la réduction du caractere trivial et celle du caractere de Steinberg St.

On désignera ces deux caracteres modulaires par Id et St.

Corollaire 4.7
Dans le £-bloc principal de SLy(q) il y a deux caractéres modulaires irréductibles,
la réduction du caracteére trivial et celle du caractere de Steinberg

On désignera ces deux caracteres modulaires par Id et St.

Les deux corollaires 4.5 et 4.7 découlent directement du calcul des caracteres
modulaires du ¢-bloc principal de Us(q) et de GLy(q) et de la proposition 4.3.

Matrices de décomposition généralisée

e ( divise ¢ + 1

La matrice MS

1o (i) €St donnée par les coefficients du tableau suivant :

Id Uay, Uay St U RESLQ(Id.ak) RSSLJ(St.e,C) REK,Q(qSk) REK’Q(Sthk) R%wo(ak-el)

id 1 1 -1 -1 -2 —2
RU2(9) 1 -1 -1 2 -2 1 -3 —4

/
T

La matrice MS

1ao(1) €St donnée par les coefficients du tableau suivant :

id Uay Ua St Ue RESL’Q(Id-Gk) RSSL’Q(St-Gk) R§K72(¢>k) REK’Q(Stqﬁk) ngo(ek.el)

Id 1 -1 1 -1 -2 -2
RS20 1 -1 1 1 -3 2 -2 —4

2

e ( divise ¢ — 1
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La matrice M t?l (i) est donnée par les coefficients du tableau suivant :

d Uay, Uay St Usy RE (d0:) RE(St6) RE (6r) RE (Stér) RE (00)
a1 1 1 2 2 3 1 4

St 1 1 1 2 2 1 3 4

La matrice Mt?o(i) est donnée par les coefficients du tableau suivant :

Id Uay Ug, St Ug, RSSL’l(Id-ek) RSSL’l(St-Gk) REKJ(@C) R§K71(8t¢>k) R%O(ek-el)

ma 1 1 1 3 1 2 2 4
St 1 1 1 1 3 2 2 4
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Chapitre 5

La configuration de type S1

Utilisation de la théorie des descentes de Shintani.

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme 3.12 pour la préconfiguration
de type S1. On montre qu’avec I'isotypie construite au chapitre 4, la configuration est
compatible et on constate simplement qu’elle est méme fortement compatible (voir
paragraphe 5.2.3). Nous allons tous d’abord choisir un ¢-sous-groupe de Sylow S qui
est o-stable. De plus le sous-groupe des points fixes de H sous o est le normalisateur
du /-sous-groupe de Sylow S? de G?. Ceci mene a l'utilisation de la théorie des
descentes de Shintani : les valeurs des extensions des caracteres o-stables des (-
blocs principaux de H et G s’expriment a l'aide des valeurs des caracteres dans les
groupes des points fixes. On pourra alors exprimer les valeurs de l'extension F(pu)
a ’aide du bi-caractere généralisé associé a l'isotypie entre les ¢-blocs principaux de
H? et G et d’un autre bi-caractere. Ceci permettra de vérifier que les conditions de
compatibilité sont satisfaites.

La situation est la suivante (voir convention 3.9) :

¢ divise |Gy,
n =2,
¢z = ¢ = —1 modulo /.

Le fait que ¢ divise |G1| est une conséquence de ’égalité g5 = —1 modulo ¢. Nous
le laissons quand-méme en évidence car il est au départ de la démarche adoptée pour

111
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démontrer la configuration de type S1.

Choix du /-sous-groupe de Sylow

On peut choisir le ¢-sous-groupe de Sylow S de G de tel sorte qu’il soit o-stable.
En effet, considérons le tore Ty, de G. Il existe un élément g de G tel que
IT11 =Ty

et tel que g7'Fo(g) = ¢. Tl suit
97'F(9) = g~ 'Fo(9)Fo(g~'Fo(g)) = wo.
Alinsi, on peut supposer que
9T = Typo =Ty, = Tea.

Choisissons alors pour S le ¢-sous-groupe de Sylow de T,,,. Comme T,,, est égal
a T. 1, qui est Fy-stable, il suit que S est o-stable.

Action de o sur T,

D’apres ce qui précede Fy agit sur T,,, comme cFy agit sur T ;. Soit (z,y) un
¢lément de T 1, on a

Fo(z,y) = (a0, yP) = (y~©,z®).

Ainsi pour tout élément (x,y) de Ty, on a

“(z,y) = (y*,2%).

Action de o sur W

Toujours d’apres ce qui précede o agit sur W comme la conjugaison par ¢. Les
éléments ¢ et Wy sont donc stables sous o et on a

7% = stst s

f = §ts.
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Normalisateur de S dans G
On a vu dans le chapitre 4 que
H=T,,W,

ol
o T, =T, x T, ou Ty est cyclique d’ordre ¢ + 1.
e { est d’ordre 4. L’action de  sur T, est d’ordre 2. Pour tout (z,y) dans T,,, on a

(o,y) = (z,y7").
e 5 est d’ordre 2. Il agit sur T,,, en permutant les composantes

(z,) = (y, 7).

o Ty, N {wo) = (u?), qui est d’ordre 2.

o T, NW = (%2 #2), qui est d’ordre 4.

On rappelle que 'on note 7 un générateur de TY.

Points fixes de H sous o

On a
o __ Fo __ ~ cFo
TS, =T = T,, ~ TS,

L’élément 7y = (7,7%) est un générateur de T, ;. Par ailleurs,

W = (é)
et
W7 = <C>a
ce qui implique
H? =T.1(¢).

Or
S7=8SNnTy, =SNT.;.

Le sous-groupe S est donc le (-sous-groupe de Sylow de G; inclus dans T, ;. Le
groupe de Weyl d’un tore de Coxeter est (c), on a donc

Ng, (S7) = Te1(é).
On pose
H; =H et S; =87,
on a alors

H1 == NG1 (Sl)
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5.1 Extensions de caracteres et descente de Shin-
tani

Considérons les centralisateurs des sous-groupes P de S dans G et H.

Proposition 5.1
Soit P un sous-groupe Sy.

e Si P¢ Sy et Pg*Sy, alors ép =Gp et ﬁp = Hp,

e Si P CS; alors Gp = Gp(o) et Hp = Hp(0),

e Si P C Sy, alors Gp = Gp(wgo) et Hp = Hp(wyo).
DEMONSTRATION : On replace le probleme dans Ty ; & 'aide de la conjugaison par
g, élément g a été défini par le choix du ¢-sous-groupe de Sylow.

On rappelle que deux éléments de T ; sont conjugués sous G si et seulement s’ils

sont conjugués sous W. Soient x un /-élément de quu‘? et go un élément de Cg(w),
ol g appartient a G. Dans ce cas z et 2 sont conjugués sous W. Or o agit comme
cFy et c appartient & W, on cherche donc z tel que ¥z et x soient conjugués sous
W. Supposons alors que 1’élément w de W les conjugue. On a

wFo
LS
et done
w2F
ze Ty, .
Par ailleurs
woF
re Ty .

Ainsi
S CTM(wOw_2).
Or dans W il y a deux carrés : 1 et wy.
e Si w? =1, alors z appartient & Cr,, (wp). Comme £ est différent de 2, 'unique
solution est x = 1.
e Si w? = wy, alors soit w = ¢ soit w = ¢~ L. B B
-Siw = ¢, alors z appartient & T et donc & S; et ona Gp = Gp(o) et Hp = Hp(o).

. _ . N -1p
- Si w = ¢!, alors x appartient & T{, . Or

-1
TS, o = *(T).
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Il suit que x appartient & *S;. Enfin ¢ 'Fy = wocF, et donc on a ép = Gp(wyo) et
HP = Hp<w00'>. —

Les quatre cas 1, S, U et V (notation 4.1) se répartissent ainsi :

@ Les deux cas U et V ainsi que les cas ou P Z Sy et P ¢ °S; vérifient ép =Gp
et Hp = Hp. On pose alors

E(up) = pip.

e Les cas ou P C Sy, P non trivial, vérifient
Gp=Hp=T,, et Gp=Hp="T,, (o).
On a vu au chapitre 1, qu’il n’y a alors rien a construire.
e Les cas ou P C *Sy, P non trivial, vérifient
Gp=Hp =Ty, et Gp=Hp =Ty, (wyo).

Ce cas ne differe pas du cas P C S;, car la conjugaison par un élément de H
n’intervient pas dans la théorie des caracteres de H et G.

e Pour le cas 1, nous devons construire les extensions de chaque caractere o-
stable de G et H & G et H. Cest ce que nous allons faire dans la suite de cette
section.

5.1.1 Caractéres de Irr(e) et descente de Shintani
Les caracteres unipotents

Les caracteres unipotents de Irr(e) sont o-stables car G est déployé sur F.

Au paragraphe 3.5.1, nous avons défini I'extension donnée par la descente de
Shintani sur la tranche Go d'un caractere unipotent x de Irr(e). Elle est notée
Ei(x) et c’est cette extension que nous choisissons. Pour chaque caractere unipotent
x de Irr(e), on pose

E(x) = Ei(x)-

Les caracteres de la forme R%wo (O - 6)

Rappelons que R%wo (0x - 0;) est un caractere de Deligne-Lusztig construit a partir
du caractere irréductible 6y, - 6; de Ty, : (7%, 77) — ¥+ ou (k1) € S
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Lemme 5.2
Un caractére R%wo(é’k - 0)) est o-stable si et seulement si l = —qok ou |l = qok

modulo 0. Il y en a +(€" — 1) distincts.

DEMONSTRATION : Le tore T, est o-stable, ainsi
“RE,, (0 - 01) = RS, (7(6x - 00)).

Or R%wo (O - 6)) = R%wo (7(0y - 6;)) si et seulement sl existe un élément w de W tel
que ([DiMi2] corollaire 11.15)

O 0) = (04 - 0,).

On voit 0y -0; comme un caractere de Tﬁ”‘iF Ainsi o agit comme cFy et ¢ appartient a
W, donc (0, - ;) est conjugué a 0y - 6; sous W si et seulement s'il existe un élément
w de W qui conjugue (0 - 6;) et 0y - 0;. Ainsi

0. -6, € II‘I‘(TEU’(iF)wFO.

Que 6y, - 0; soit invariant sous wF, implique qu’il I'est sous w?F. 1l suit que 0y, - 0; est
invariant sous wow 2. Or dans W il y a deux carrés : 1 et wy.

e Si w? =1, alors 0, - 0; est invariant sous wy ce qui implique 0, - 6; = 0_;, - 0_;.
Comme / est différent de 2, 'unique solution est 6 -6; = Id, qui n’est pas acceptable.

e Si w? = wy, alors soit w = ¢ soit w = ¢~ L.

- 51w = ¢, alors 8, - 0; est invariant sous ¢ ce qui implique 0y - 6; = 0_4,; - 04, Ceci
donne une solution [ = ggk modulo /.

- Siw = ¢!, alors 6 - 0; est invariant sous ¢~ ce qui implique 6, - 6 = Oy1 - 04
Ceci donne une solution | = —gyk modulo /.

Finalement R%wo (0 - 6,) est o-stable si et seulement si [ = kqy modulo ¢ ou
I = —kgo modulo £. Or R, (0 - Ogor) = RS, (k- 0—gor) car O - gope =" O - 0y

Soulignons que

RE,, (O - Ogr) = RE, (O - 0—gor) = RE, (01 - Ogor) = RE, (01 - O—gon)

wo

- R%WO (quk ) Qk) = R%wo (QQOk . Q—k)
= R% (Q—qok ’ ek) = R%wo (Q—qok . H_k)

wo
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Notation 5.3
Nous noterons R%wo (k) le caractére R%wo(ﬁk -0_gok), lorsque k appartient a Sy

Remarquons qu’on choisit le caractere de T, qui est o-stable et que cela conduit
donc simplement au prochain lemme.

Nous voulons maintenant étendre un tel caractere. Nous allons appliquer le
théoreme 2.15.

Considérons le tore Ty ;. On a vu que
T}, = Ty, et T4 = Tes.
Soit Nrp/p, la norme de Ty, sur T, ;. Pour tout élément x de T, on a .
Nrp /g, (7) = 2.

Lemme 5.4
Soit . le caractére irréductible de T, suivant : 7 — n*.
Nous avons

ek : e,qok = Ug © NrF/Fo-
DEMONSTRATION : La norme de T,,, sur T.; envoie (7%, 77) sur Tli_QOj. En effet :
Mg © NrF/Fo (Ti’ Tj) = Mk[(Ti, Tj)J(Tiv Tj)]
= i [(7", 77) (777, 70
— ,U/k (Ti_QOj’ 7—]+¢101>
— nk(ifqo.j)
car j + qoi = qo(i — qoj) modulo g+ 1 et donc (77797 7i+@0?) = (7707 7a0(=605))

La caractéristique est différente de 2. On notera E(R%UO (k)) l'extension donnée

par la descente de Shintani a la tranche Go de R(T;wo (k) (théoreme 2.15). Pour tout
élément g de G, elle vérifie

E(RY,, (k))(go) = She/r, (B(RE, (k)(g') = R, (1i)(g),
ou ¢’ est un élément de la classe Ng 2 p(g) (voir proposition 2.3).

On pose
RE! (k) = R, ().
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Les autres caracteres

Les caracteres Rfm(gbk), R (Stor), RE  (Id-60;) et RE  (St-6,), onk € S)

Lk,2 Lsy,2 Lsy,2
ne sont pas o-stables.

En effet, considérons un caractere R (¢y), k € Sj. Nous avons

UREK,Q(%) = RSK,Q(U%) = RSK,Q(%M)-

Ce qui implique
qok = £k modulo g + 1.

Comme k est de la forme )\qe—tl et ¢ est différent de 2, cette équation modulaire n’a
pas de solution dans Sj.

Ainsi les Rfm((bk) ne sont pas o-stables. Il en est de méme pour les autres
caracteres.

5.1.2 Caracteres de Irr(f)

L’élément ¢ appartenant a H, on peut, pour étudier la stabilité des caracteres de
H, considérer automorphisme ¢ !o au lieu de o. On pose

Ainsi ¢’ agit sur W comme ¢~ !¢Fy, ¢’est-a-dire trivialement. Pour tout élément (z, y)
de T,,, on a

“(z,y) = (a2, y™).
Caracteres o-stables

En reprenant la construction des caracteres de H nous obtenons les informations
suivantes (paragraphe 4.1.4) :

e Les caracteres 1y, ¢ € IrrW, sont o'-stables car d'une part leurs valeurs ne
dépendent pas des éléments du tore et d’autre part W est fixe sous ¢’. Ils sont donc
o-stables.

e Pour j = —qgi modulo /, les i(ﬁ’" — 1) caracteres 1;; ainsi définis, sont les seuls
autres caracteres o-stables. On note v,; le caractere 9 4,;. On rappelle que

Vigoi = Yi,—goi = V—isgoi = Y—i,—q0i = Yaoisi = Yaoi,—i = P—qgoisi = Y—goi,—i-

e Les autres caracteres ne sont pas o-stables.
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Extensions

Les caracteres o-stables décrits précédemment seront considérés comme des ca-
racteres de SW (voir chapitre 4). Pour tout caractere o-stable 1, on va construire
E(¢), une extension a SW (o) bien choisie.

Les caracteres wida wasa wata wsgn et wo&

Ces caracteres ont S dans leur noyau. Ils peuvent étre ainsi vus comme des
caracteres de SW/S. Or _ '
SW/S ~W
et '
W N (o) = (07) = (¢*) = (wo).
De plus ¢’ centralise W Il suit que les caracteres de W(a> sont de la forme 9w, ou

¥ est un caractére de W et w est un caractere linéaire de (o'}, tels que ¥(0"?) =
¥(1)w(o™) ([Is] probleme 4.4).

Ainsi pour les 4 premiers caracteres de dimension 1, d'une part

Y(0™) = ¥l w(l) = 1
et d’autre part
U(0") = Y(Nw(o”) = w(0?).
Il suit que w(0’?) =1 et donc w(o’) = £1 car w est un caractere lindaire.
Pour le caractere ,,, on a d’'une part

Yo, (0/2) = Ya, (wO) = —2
et d’autre part
Vs (0%) = Y, (Lw(0?) = 2w(0™).

Il suit que w(c’?) = —1. Rappelons que « est une racine primitive 8™¢ de 1'unité.
On choisit pour 'extension E(v,), ¢ € IrtW, E(¢)y) = ¢yw, avec

we(d') =1 pour ¢ =1id et ¢ = sgn,
we(o') =—1 pour ¢ =aset ¢ =ay
we(o’) =a®  pour ¢ = as.

Ainsi pour tout élément h de SW et tout caractere 1 de {tid, Va., Va,, Ysan }
on a

E(@)(ho') = ¢(h).
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Ce qui implique
E(¢)(ho) = i(he).
Puis
E(¢a,)(ho") = o, (h)a®.
Ce qui implique
E(ta,)(ho) = Yo, (hé)a’,

N . /
Les caracteres 14, 1 € S

Un tel caractere a été construit a partir du caractere de T, suivant 0; - 0_,; :
(7!, 75) 1 gyili=aok),

Le caractere 6; - 0_,,; s’étend au produit semi-direct T, (o) trivialement sur (o)
car d'une part o fixe ce caractere et d’autre part T, est abélien. Soit E(6; - 6_,;)
I'extension de 0; - 6_,y; & T, (o) définie par,

E(0; - 0—goi) (x0) = (0i - 0—g0) (2),

pour tout élément = de Ty, . '
Puis, on induit le caractere E(0; - 0_;) & Tyyy W(o). Un systeme de représentants
de Ty, W(o) modulo T, (c) est

T ={1, t, §, sts, t&t, wo, 15, ¢}

Pour induire le caractere, on cherche, pour tout élément p de 7, les éléments = de
Tw, W (o) tels que z appartienne & T, (c). Comme tout élément de 7 normalise
Tu,, il suffit de chercher les éléments = de W(o) et p de T tels que "z appartienne
a (o). Nous trouvons :

- pour p € {1, ¢, wy, t5}, v =0,

- pour p € {3, t, t&t, $ts}, x =5t 50,

Nous avons alors, pour tout élément x de T,
E(¢gei) (o) = Ind%m (o B0 - 0_g5i) (z0)

= [E(0; - 0—goi) + E(Ogyi - 0:) + B(0—i - 04i) + E(0—gps - 0-)]()
ni(l*QOk) + ni(rolJrk) + ni(*lJrCIOk) + ni(*QOl*k)

= Ni(l—qok) T Ngoi(l—qok)
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et

B(tgoi) (251 50) = Ind} (B0 - 0_gp0) (2600)

= [B(0_gpi - 0:) + E(0; - 0g05) + E(Ogqi - 0—i) + E(0_ - 0_g00)] ()
ni(—QOl-i-k) + ni(l-i-QOk) + ni(qol—k) + ni(_l—QOk)

= Mi(l+qok) T Ngoi(l+aok)-

Enfin E(1,,,) est nulle sur tout autre élément.

Remarquons que (2!, 2%)o est conjugué a (2!, x=*)wyo par et que nous trouvons

bien la méme valeur de E(t);,,) pour ces deux éléments.

Classes de conjugaison de SWo

Nous donnons, ici, les résultats directement et quelques indications de calculs.
On note cl(z) la classe de conjugaison de z dans SWo.

o cl(o) ={(z,27P)0, (z,2~P)weo, x € S'}. Elle est de cardinal 2¢".
Si (x,y) appartient a cl(o), on a zy® = 1 et yz~% = 1. On a déja vu que (z,y)o
est conjugué a (z,y Hwyo.

o cl(z0) = {2'o, p.ax’c} pour p € {1, t, sts, wp}
| {2'o, p.2’weo} pour p € s, ts, ¢, tst}.
Ilya % telles classes, de cardinal 8¢".

Les calculs pour trouver les élément x’ de chaque classe sont longs mais simples.
o cl(to) = {xto, xstso, x € S}. Elle est de cardinal 2¢%".

e cl(so) = {zso,xtsto, v € S}. Elle est de cardinal 2¢%".

e cl(tso) = {xtso, x € S}. Elle est de cardinal ¢*".

e cl(co) = {xco, x € S}. Elle est de cardinal ¢*".

Table des valeurs des extensions sur les classes de conjugaison

La table des extensions des caracteres o-stables de f est la suivante :
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| | degré | (!, ™o | 50 | to [iso| éo |
E(a) || 1 1 111 ] 1
E(d’m) 1 1 —1 1 —1 -1
E(¢a,) 1 1 1 | -1 -1] -1
E(tsgn) 1 1 —1/-1| 1 1
E(wa2> 2 2&2 —20[2
E(gi) | 4 | Mia—gok) + Naoit—aok)

5.1.3 Une “descente de Shintani” pour H

Dans le groupe H, la théorie de Shintani ne s’applique pas. En effet, H n’est pas
un groupe connexe et donc la propriété de Lang (définition 2.1), qui est au départ
de la théorie des descentes de Shintani, n’y est pas vérifiée.

Nous allons définir une application, que l'on désignera aussi par Ng/p,, de l'en-
semble des o-classes de conjugaison de H vers I’ensemble des classes de conjugaison
de H;. Cette application respectera pour un élément le fait d’étre un ¢-élément ou
un ¢'-élément.

Puis on définira une application Shg/p, d'un ensemble formé de certaines ex-
tensions des caracteres o-stables de f vers un ensemble de caracteres de H;. Ces
applications permettront, comme les descentes de Shintani, d’exprimer les valeurs
des extensions des caracteres o-stables de H sur la tranche Ho en fonction des valeurs
des caracteres de H;.

Les caracteres de H; ont été calculés dans le chapitre 4 (ici, le corps est F, il
faut donc changer le ¢ de la table donnée en ¢p). On pose

1
A= 5(562 + §66>7
1 ’ / / /
B = ﬁ(fm — &5+ Eor — 03>
1
C= 5(563 + o7 — &o1 — €0s),
A" = &y — &6

On constate que a + o~ est une racine carré de 2 et cet elle qu’on note v/2.

On a le tableau de valeurs suivant :
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| [ & [eée] & [ & [&]
g It 1 1 1| 1
A—-B|1 1 —1 1 —1 —1
A+B|1 1 1 —1 —1 —1
& I 1 T I T
C —2a? | 202
;' 4 Njk + Ngojk
A 2072 | —2a?
B 1 —1

“Descente de Shintani sur les classes”

Dans le tableau suivant, on associe a un élément zo de H, ou x appartient a H,
un élément ' de H;. C’est ainsi qu’on définit les valeurs de Ng/p, sur les éléments

de la premiere ligne du tableau.

xo | (78, 7)0 | $0 | to | ¢o | tso

ZL‘/ 7_1@ —qoJ ¢ C'3 C'2 C'G

Pour tout p € H\T,,,, on pose Ng/p,(po) = Ng/p,(p'c), olt p" est I'unique élément
de {t, §, ¢,uwo} tel que son image dans W et celle de p soient conjuguées.

On rappelle que la o-classe de x dans H est identifiée a la classe de xo dans H,
notée cl(xo). On pose
Np/r, (cl(z0)) = cl(a').
Par abus de notation, on notera N/, (z), un représentant de I'image par Ny p,

de la o-classe de x dans H, c’est donc un élément de Hj.

“Descente de Shintani sur les caractéres”

Les choix précédents impliquent que, pour tout élément = de ﬁ, on a

)(z0) €0(Nr/F, (7))
(Ya,)(xo) = (A— B)(Ngr,(z))
E(¢o,)(z0) = (A+ B)(Nr/r,(z))
)(zo) €04 (Nr/r, (2))
Jxo) = C(Ngp,())
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E()(zo) = &(Np/p,()).

On pose ainsi

She/r, (E(¥id)) = &no
Shr/r, (E(Ye,)) = (A-B)
Shr/ry (E(¢a,)) = (A+ B)
ShF/Fo(E(@Z)sgn)) = 564
ShF/Fo(E(waz)) = C
Sty (E(0x)) = €

On étend cette définition par linéarité.

La descente de Shintani ainsi définie vérifie bien les conditions souhaitées (voir
I'introduction de ce paragraphe 5.1.3), a savoir, si h est un ¢-élément, respective-
ment un ¢'-élément, de H et si A’ appartient a Ng/p,(h), alors b’ est un ¢-élément,
respectivement un ¢'-élément.

5.2 Relevement de l’isotypie

Pour vérifier les hypotheses du théoreme de relevement des isotypies nous au-
rons besoin de l'isotypie I. entre les /-blocs principaux de H; et G;. Cela nous
permettra d’écrire les valeurs du bi-caractere généralisé E(u) donné par les exten-
sions précédemment définies, en fonction du bi-caractere généralisé . associé a I, et
d’un autre bi-caractere généralisé, noté p,. L’avantage de ceci est le controle efficace
qu’on a sur u,. et donc sur une partie des valeurs obtenues du bi-caractere généralisé
E(p). De plus le bi-caractere généralisé p,, va s’avérer étre assez simple.

5.2.1 Expression de E(u)

A Taide des descentes de Shintani, exprimons E(u)(ho, go) en fonction des va-
leurs de p. et d'un autre bi-caractere généralisé.

Soit x un caractere o-stable de Irr(f) et ¢ un caractere o-stable de Irr(e), on
pose

Shg/r, (E(x) X E(¢)*) = Shg/p, (E(x)) % Shp/r, (E(¥))",
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ou E(x) et E(¢) sont les extensions choisies précédemment pour les caracteres o-
stables de f et e. On rappelle que la descente de Shintani d’une combinaison linéaire
de tels caracteres sera la combinaison linéaire des descentes de Shintani de ces ca-
racteres.

De méme pour les classes de conjugaison, si (h, g) appartient a H x G alors

NE/ro (hy 9) = (NE/ro (h), Ne/ro(9))-
Remarquons dans un premier temps que
A1) = {(ho*, go*), (h,g) e Hx G, k=0,1}

et que les caracteres x X ¥ qui interviennent dans I'expression de E(u) sont
- soit o-stables et donc A(1), = A(1).
- soit non o-stables et donc A(1), = H x G.

L’extension E(y x ¢*) du caractere x x ¢* de H x G est donnée par

E(x x ¢*) = Resains * (B(x) x E($)°).

B(p) = ResiS1(Ces, B(k) x BRE, (K))") + B(t) x B(Id)*
+E(¢sgn) X E(St)* - E(¢O¢2) X E(Uc)* - E(¢m) X E(Uat)*

—E(t,) x E(Uy,)"] + Indg (24,

ou u’ est le bi-caractere généralisé formé par les caracteres non o-stables.

Considérons maintenant un élément (ho, go), ou (g, h) appartient a G x H. Nous
avons

E(u)(ho,go) = > c(X)E(x x e()I(x)")(ho, go)
x€Elrr(f)
= e(E(x x e(x)I(x)*(ho, go)
x€lrr(f), 7(x)=x
= > 2()Shesr, (B(x x (0)I(x)) Nero (B, 9))
X)=

x€lrr(f), 7(x)=x

= Shg/r, (E (1)) (NE/ry (R, 9))-
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Regardons alors l'effet de Shy/p, sur le bi-caractere généralisé E(y). On remarque
que l'ensemble des indices des E(1)y) est le méme que celui des £, : S5 = Sy ;1.
HyxG *
Shiyr, (E(p)) = Resnfy)  She/e[(Dresy B(Wr) < E(RE, (%))
+E(tia) X E(Id)" + E(¢sgn) X E(St)" = E(¢ha,) x E(U,)*

—E(%t) X E(Uat)* - E(%s) X E(Uas)*]

= (Pkess, &k X RE: (B)*) + &y x 1d} + &5, x St}
—&oo X Uny 1+ 806 X Usy + pu

= He + P,
ol
Pu = &po X Ugon — Eo6 ¥ Ui1
—3C X (Ugy1 — Ugyq — Ugy1 + Ug)*
—2(A=B) x (Uay1 4+ Uay1 — Ugyr — Uet)*
—3(A+ B) x (Uay1 = Uay1 + Ugyn — Ugt)*

= %(2562 —2A-C)x U, + %(_2§66 +2A-C) x U;,

«

+(B+3C) x Ui |+ (—B+10) x U;,

at,l

= (A =C)x (Ugy1+Ue1)*+ (B+3C) x Us_, + (=B +3C) x U

ag,l*

5.2.2 Les hypotheses de compatibilité
Les cas P # 1
elescas U Vet PZ S

On a vu que Gp = Gp, Hp = Hp et donc que A(P) = Gp x Hp et E(up) = up.
Les hypotheses C1p et C2p sont trivialement vérifiées. Comme pp est lui-méme le
bi-caractere d’une isotypie il en est de méme pour les hypotheses G1p et G2p.

elescas PC S,

C’est un sous-cas du cas S, d’apres la remarque qui suit le théoreme de relevement
il est inutile de vérifier quoi que ce soit.
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Lecas P=1

Rappelons que I'isométrie I vérifie que x est o-stable si et seulement si I(y) 'est
(remarque 1.28).

L’hypothese C1

Montrons que 'isométrie I est A(1)-stable. Il s’agit de montrer que pour tout
caractere x de Irr(f), on a I(7x) = 71(x).

Les caracteres unipotents Id, U,,, U,,, U,, et St, sont o-stables. Ils sont en
correspondance par I avec les caracteres ¥iq, Yoy, Va,, Ya, €t Ysen qui sont o-stables.
La relation est donc vérifiée pour ces caracteres.

Nous avons aussi vu que (lemme 5.2)

“Ntw) = “RE, (k- 01) = RE, (0—got - Ogor) = 17 (¥n2))

Ainsi que
U1x) = “RE,, (08) = RE,, (dg0r) = 11

et qu'il en est de méme pour les trois autres familles de caracteres de Irr(e) de la

forme R(LEK,Q(Stgbk) R (Id - 6y) et R(LESL’Q(St - Ok).

LsL,2

L’hypothese C2

Montrons que les extensions sont A(l) équivariantes. Il s’agit de montrer que
pour tout caractere x de Irr(f), on a E((x x 1)) = (E(x x ¥))®?, ot ¢ =
e1001 ()"

On remarque que, pour tout 1, caractere de Irr(f) ou de Irr(e), on a
E()” = E(¥7).

Ainsi

B((x x ©))) =B(x" x ¢)
= Res ) “B(x") x B(¢°)
= Resat s B (y)7 x E(1)7
— Resiy % (E(x) x E()))
= (E(x x ¥))@7).
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L’hypothese G1

Soit (hh', gg') un élément de A(1) tel que h et g appartiennent a S, b’ respecti-
vement g’, soit un ¢’-élément de Cg(h), respectivement Cg(g) et que h et g ne soient
pas conjugués.

e Si i/ appartient a H, alors ¢’ appartient a G et donc

E(p) (Rl gg") = p(hl', gg') = 0

car p est le bi-caractere généralisé d’une isotypie (remarques 1.25).
e Si A/ appartient a ﬁ\H, alors h' = xo et ¢’ = yo, ou x appartient a H et y a G.

Un élément de la forme xo centralise un /-élément h, différent de 1, si et seulement
h est dans S; et x est dans T,, ou h est dans *S; et z est dans T, (wy) (voir la
démonstration de la proposition 5.1). Nous considérons seulement le cas ou h est
dans Sy, le second donne les mémes calculs au niveau des éléments et ne change rien
au niveau des caracteres. De méme g est dans Sy et y est dans T,,. Soit (2/,y') un
¢élément de Ny /g, (hxo, gyo). Alors

E(u)(hwo, gyo) = She/r, (E(u))(Ne/r, (b, gy))
= p1e(Ne/ro (h, gy)) + pu(Neyr, (b, gy)).

Comme hx appartient a T,,, la descente de Shintani est alors donnée par la
norme Nrg/p,, on a donc

NF/FO(hx) = NI'F/FO(hZL‘)
= hxo(hz)
= ho(h)zo(z)

= h?zo(x),
car h appartient & Sy et donc est fixe sous 0. De méme Ng/p,(9y) = ¢*yo(y).

Comme ¢ # 2, h* et g? sont des (-éléments de T.; non conjugués et zo(z) et
yo(y) sont des '-éléments de T ;. De plus zo(x) et yo(y) centralisent respectivement
h? et g%

Ainsi

E(p)(hao, gyo) = pe (WPxo(x), g*yo(y)) + pu (Wxo(x), gyo(y))
=0+ pu (W20 (z), g*yo(y)).
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Or A’, B, et C sont nuls sur T.; donc p, (h*zo(z), g*yo(y)) =0 et
E(u)(hzo, gyo) = 0.

L’hypothese G2

Soit (zh', zg') un élément de A(1) tel que z soit un élément de S et h', respecti-
vement ¢’, soit un ¢’-élément de Cg(2), respectivement Cg(z2).

Si z =11l n’y a rien a démontrer. Supposons donc z # 1.

e Si i/ appartient a H, alors ¢’ appartient a G. Comme p est le bi-caractere
généralisé d’une isotypie il suit (remarques 1.25)

E(u)(zh', 29") = p(zh', 2g") = pzy (W, g') = E(uy) (R, ¢).

e Si i/ appartient a ﬁ\H alors ' = xo et ¢’ = yo, ou = appartient a H et y
appartient a G. Il faut alors que z soit dans S; ou dans *S; et que z et y soient dans
Ty, (voir le démonstration de la proposition 5.1).

Lemme 5.5
Pour tout élément z de Sy, différent de 1, la descente de Shintani vérifie :

Shr/r, (E(M(Z) ) = He(z)-

DEMONSTRATION : L’élément z est semi-simple régulier, il suit que Cg(z) =
Cu(z) = Tu,. Or la descente de Shintani entre Ty, et T{, = T, est donnée par la
norme Nrp/p,. De plus tout caractere x du £-bloc principal de T, est o-stable si et
seulement s’il est le remonté par la norme d'un caractere v du ¢-bloc principal de
Tea, i.e. X =1 o Nrp/p,. On note E(x) une extension de x a Ty, (o).

Or, d’apres la théorie des descentes de Shintani, il existe une extension E;(x)
qui vérifie, pour tout x dans T,

E1(00)(20) = Shp/r, (E1 (X)) [Nrgr o (2)] = ¢ (zo(2)).

L’extension E(x) differe de E;(x) sur la tranche T,,0 d’une racine seconde de
I'unité, notée e. Ainsi

E(x)(z0) = € Shy/r, (E1(x))(xo(2)) = ep(zo(x)).
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On sait que I,y est 'application identité (c’est une conséquence remarquée de la
proposition 5.1) et donc
pe = Y xxx"

XEfTy,
Ainsi

Shr/r, (E(p2y)) = > Shr/r, (E(x)) % She/r, (E(x))"

X€Elrr(fry,, ), 7x=x

= Z e X e

wGIrr(ch’l)

= > Uxy

¢€Irr(ch’1 )

= ez

_|
Par ailleurs z et z? donnent la méme isotypie car £ est premier a 2. Il suit que

E(u)(zxo, zy0) = pe(Nrp/p, (220, 2y0)) + pu(Nrp/p, (230, 2y0))
= uc(z zo(z), 2°yo(y)) +pu(z zo(z), 22yo(y))
e (@o(2),yo(y)) +
= uc<z>(x0( ),yo(y))
= Shr/r, (E(p(z))) (Nrp/p, (2, 1))
= E(uz)) (2o, yo),

qui est ’égalité souhaitée.

5.2.3 La forte compatibilité

On a montré que S1 est une configuration compatible, on constate qu’elle est
fortement compatible directement sur les tables de caracteres et l'isotypie choisie.

Cela termine la démonstration du théoréme 3.9.



Chapitre 6

La configuration de type Sm

Utilisation du recollement des extensions données par la théo-
rie des descentes de Shintani.

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme 3.12 pour la préconfiguration
de type Sm. On montre qu’avec 'isotypie construite au chapitre 4, la configuration
est compatible et on constate simplement qu’elle est méme fortement compatible
(voir paragraphe 6.2.1). La démarche est la méme que celle adoptée pour la confi-
guration de type S1. Un probleme nouveau apparait qui est lié au fait que n > 2
et que 'on doit donc connaitre la valeurs des extensions sur différentes tranches
Go?, 1 < i < n. Clest 14 qu’intervient le recollement des extensions données par la
théorie des descentes de Shintani, des caracteres unipotents de la série principale de
G (théoreme 3.18).

La situation est la suivante (voir convention 3.9) :

¢ divise |Gy,
n=2"et m>1,
¢2 = —1 modulo ¢ et ¢ = 1 modulo /.

Le fait que ¢ divise |G| est une conséquence de 1'égalité g5 = —1 modulo £. Nous
le laissons quand-meéme en évidence car il est au départ de la démarche adoptée pour
démontrer la configuration de type Sm.

131



132 CHAPITRE 6. LA CONFIGURATION DE TYPE SM

Choix du /-sous-groupe de Sylow

On peut choisir le ¢-sous-groupe de Sylow S de G de tel sorte qu’il soit o-stable.

En effet, considérons le tore T, ; de G. Il existe un élément g de G tel que
9Ty =Tex.
et tel que g7'Fy(g) = ¢. 1l suit que

9 'F(g9) = 9" 'Fo(9)Fo(g 'Fo(9)) ... Fo" (g7 'Fo(g)) = ¢
et donc son image dans W est ¢" =1 car 4 divise n. Ainsi on peut supposer que
ng,l = Tl,n = Tl = Tc,l-

Choisissons alors pour S le f-sous-groupe de Sylow de T; (T; n’est pas déployé
pour Fy mais il 'est pour F). Comme T est égal a T.;, qui est Fy-stable, il suit
que S est o-stable.

Action de o sur T,

D’apres ce qui précede Fy agit sur Ty comme cFy agit sur Ty ;. Soit (z,y) un
¢lément de T g, on a

Fo(z,y) = (a0, yP) = (y~©,z).

Ainsi pour tout élément (x,y) de Ty, on a
“(w,y) = (y= ", @),
On remarque alors que

(2, y) = (270, y~0)

|G

TGy On en déduit que o2 centralise

Comme ¢ = —1 modulo ¢ et que £ ne divise pas
S.
Action de ¢ sur W

Toujours d’apres ce qui précede o agit sur W comme la conjugaison par ¢. Les
éléments ¢ et Wy sont donc stables sous ¢ et on a

7% = stst s

f = §ts.
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Normalisateur de S dans G

On a vu dans le chapitre 4 que
H=T,W,

ol
o T, =T) x T}, ou T est cyclique d’ordre g — 1.
e t est d’ordre 4. L’action de ¢ sur T, est d’ordre 2. Pour tout (x,y) dans Ty, on a

(@,y) = (z,y7").
e $ est d’ordre 2. Il agit sur T; en permutant les composantes

(2,y) = (y,2).

o T, N (up) = (wp?), qui est d’ordre 2.

o Ty N (W) = (*£2,#%), qui est d’ordre 4.

On rappelle que 'on note 7 un générateur de T.

Points fixes de H sous o

On a
o _ mFo __ cFo
T =T =T1 =TT

q— q—1

1
217 2 g0 3 ‘. .
L’élément 7 = (79%', 7 %) est un générateur de T, . Par ailleurs,

W7 = (&)
et
W7 = (c)
et donc
H = T.1(c).
Or

87 =SNTy =SNTes.

Le sous-groupe S est donc le (-sous-groupe de Sylow de G; inclus dans T, ;. Le
groupe de Weyl d’un tore de Coxeter est (c), on a donc

Ng, (87) = T.1(é).
On pose
Hy =H? et S =157,
on a alors

H1 == NG1 (Sl)
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6.1 Extensions de caracteres et descente de Shin-
tani

Faisons tout d’abord une remarque qui est a 'origine de la démarche adoptée
pour démontrer la compatibilité de cette configuration.
Considérons I'extension G(o?) de G. La configuration est

(2, g, ¢, 1) avec ¢ = 1 modulo ¢ et q; = —1 modulo /.

C’est une configuration de type BI (définition 1.31). En effet, on a déja vu que o>

centralise le ¢-sous-groupe de Sylow S.

_ Considérons maintenant les centralisateurs des sous-groupes P de S dans G et
H.
Proposition 6.1

Soit P un sous-groupe Sy.

e SiP¢ Sy et P¢ =Sy, alors Gp = Gp(o?) et Hp = Hp(o?),
e Si P CS; alors Gp = Gp(o) et Hp = Hp(0),
e Si P C %Sy, alors Gp = Gp{wgo) et Hp = Hp(woo).

DEMONSTRATION : Soient z un (-élément de T et go? un élément de C(z)\Cq (),
oll g appartient & G. On a gotzo—%g~" = z et donc g(“"z)g~* = x. Or o2 stabilise
x on peut donc supposer que d = 1. On considere donc g(°x)g~! = z et on conclut
comme pour la configuration de type S1 (proposition 5.1). -

Les quatre cas 1, S, U et V (notation 4.1) se répartissent ainsi :

e Les deux cas U et V ainsi que les cas ou P ¢ Sy et P ¢ *S; vérifient (~}p =
Gp(o?) et Hp = Hp(o?). L’extension E(up) est définie par la situation BI (blocs
isomorphes).

e Les cas ou P C Sy, P non trivial, vérifient
Gp=Hp=T, et Gp=Hp="T,(0).
On a vu au chapitre 1, qu’il n’y a alors rien a démontrer.
e Les cas ou P C *Sy, P non trivial, vérifient

GP = HP = T1 et ép = ﬁp = T1<u}00).
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Ce cas ne differe pas du cas P C S;, car la conjugaison par un élément de H
n’intervient pas dans la théorie des caracteres de H et G.

e Le cas 1 vérifie Gp = Gp(o) et Hp = Hp(o). Nous devons construire les

extensions de chaque caractere o-stable de G et H a G et H. Clest ce que nous allons
faire dans la suite de cette section.

Soit x un caractere de Irr(f) et ¢ = e(x)I(x). Nous savons alors qu’il existe
une unique extension de y x ¥ a H{(o?) x G(0?) qui soit dans le ¢-bloc principal
de H(o?) x G(c?) et de plus on sait qu'elle vérifie les conditions de compatibilité
souhaitées (remarque 1.33).

La théorie des descentes de Shintani va nous aider a choisir une extension de
X X ¥ a H x G (on construira une “descente de Shintani” pour H comme pour
la configuration de type S1). Il faudra alors vérifier que cette extension vérifie les
conditions de compatibilité C1 et C2 et que sa restriction & H(o?) x G(0?) est dans
le ¢-bloc principal de H{(o?) x G{c?). 1l suivra que les conditions G1 et G2 seront
automatiquement vérifiées sur les éléments de la forme (go?, ha?) pour d pair. Il
restera alors & considérer les éléments (go?, ho?) pour d impair.

La proposition suivante donne une caractérisation des extensions cherchées.

Proposition 6.2
Soit ¢ un caractére de Irr(e) et 1 une extension de a G{o?). Alors 1 appartient
au £-bloc principal de G{o?) si et seulement s

=1 modulo L.

DEMONSTRATION : Il existe une extension de ¢ a G(o?) qui est dans le (-bloc
principal de G(o?), notons la 9. Toute extension de 1) & G(o?) s’écrit alors wi), ol
w est un caractere linéaire de (o?).

2 centralise S, ¢ ne divise pas le cardinal de la classe de o%. De plus

Comme o
comme w est une racine n®™° de l'unité et comme ¢ # 2, I'équation w(o?) =
1 modulo £ admet I'unique solution w(o?) = 1. Ainsi wi) est dans le (-bloc principal

de G(c?) si et seulement si

wib(o?)

=1 modulo L.
wi(1)
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C’est-a-dire _
w(o?)i(0?)
¥(1)

Or @Z est dans le ¢-bloc principal de G(o?) et vérifie donc

= 1 modulo L.

(0?)

= 1 modulo L.
P(1)

Ainsi wi est dans le £-bloc principal de G{c?) si et seulement si
w(c?) =1 modulo L.

et done si et seulement si
w(o?) =1.

Le corollaire suivant découle immédiatement de cette proposition.

Corollaire 6.3 ~
Pour tout caractére o-stable ¢ de Irr(e), une extension E(¢) de ¢ a G a sa
restriction dans le (-bloc principal de G(o?) si et seulement si

E(¢)(0?)
¥(1)

Le méme résultat est vrai pour les caractéres o-stable de Irr(f).

=1 modulo L.

6.1.1 Caracteéres de Irr(e) et descente de Shintani
Les caracteres unipotents

Les caracteres unipotents de Irr(e) sont o-stables car G est déployé sur F.

Au paragraphe 3.5.1, nous avons défini 'extension donnée par la descente de
Shintani sur la tranche Go d’un caractere unipotent x de Irr(e). Elle est notée

E1 (x)-
Lemme 6.4
Les extensions Eq(Id), Eq(St), E1(U,,), E1(Uy,) et tE1(Uy,), ot ¢ est un ca-

ractére irréductible de G, trivial sur G, d’ordre 4, ont leur restriction a G(o?) dans
le (-bloc principal de G{c?).
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DEMONSTRATION : D’apres la proposition 6.2, il suffit de regarder ces extensions
sur o2, Prenons, par exemple (E;(U,,). On a, a laide des valeurs données dans le
théoreme 3.18,

E1(Ua,)(0?)  _ (=Dgg(1 + )
tE1(Uq, )(1) 54(1+¢q)?
= # modulo £
= 1 modulo L.

La restriction de (tE;(U,,) & G{c?) est donc bien dans le ¢-bloc principal de G(o?).
_|

Remarque 6.5
On voil, au passage, que [’extension donnée par la descente de Shintani de U,,

n’est pas dans le (-bloc principal de G car

E1(Ua,)(0?) _
B (Uos) (1) 1 modulo L.
On pose
E(Id) = E{(1d),
E(St) = El(St),
E(Ua,) = Ei(Ua,),
E( ) (Uat)a

E(U ,) = tE1(Uy,).

Ce sont ces extensions que 1’on choisit pour le théoreme de relevement des isotypies.

Les caractéres de la forme RY (6, - 6))

Rappelons que R%l (0 - 6;) est un caractere de Deligne-Lusztig construit a partir
du caractere irréductible 6y, - 6, de Ty : (7%, 77) — A%+ ou (k,1) € SP.

Les mémes calculs que ceux faits pour le caractere R%wo (0)-0;) de la configuration

S1, montrent que RY (0x - 0;) est o-stable si et seulement si I = —gok modulo £ (ou
[ = gok modulo /¢, qui donne le méme caractere). Il y en a +(¢" — 1) distincts.

Soulignons que
RE, (O - Ogor) = RE, (Ok - 0—gor) = RF, (01 - Ogor) = RE, (01 - 0—go1)
= RS, (Bgor - O) = RE, (Oor - 0-4)
= RE, (0—gon - O1) = RE, (0o - 0—1).
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Notation 6.6
Nous noterons RS, (k) le caractére RS (0) - 6_qo1), lorsque k appartient a Sy

Remarquons qu’on choisit le caractere de T qui est o-stable et que cela conduit
donc simplement au prochain lemme.

Nous voulons maintenant étendre un tel caractere. Nous allons appliquer le
théoreme 2.15.

Considérons le tore T ;. On a vu que

Ti, =T et T.}=T.;.

De la méme maniére, comme cFy(c) = wq et cFo(c) ... Fo> () = 1 pour d > 2,

il suit que
d

Tfj — TUJO 2 et TFgl — Tl 2d.
Le groupe T, 2 est le produit de deux groupes cyclique d’ordre g2 + 1, cha-

cun engendré par 7"10+ g Tandis que le groupe T 54 est le produit de deux groupes
q 1

cyclique d’ordre q(Q) — 1, chacun engendré par rad’

. On pose

g—1 qd_l
2 2
To=T7%"" et T9a =7%

—1

Soit Nrg/p,, respectivement Nrp g2, Nrp 1.0, la norme de Ty sur Te 1, respective-

F/F2
ment sur Ty, 2, Ty 9a.

Lemme 6.7 L
A 41 g

. \ . , . . 2
Sotent pu1 le caractére irréductible de T.q suivant : ) — v+

Nous avons

O - quk; = Mg 0 NrF/FO'
DEMONSTRATION : I suffit de calculer la norme. La norme de T; sur T.; envoie
(7', 77) sur 7y . En effet
Nrpp, = (7', 7)o (7', 77)o?(7",77) ...
— (Ti7 7—]’)(7—7610]" qui)(quSi’ 7-*(18]’)(7-(18’]'7 qugi) o
= (T(i—qoj)(1—qg+qa1---+(—1)m*1qgm)’ T(j+qoi)(1—QS+Q§---+(—1)m*1Q3m))

)

qu — (7+40%)
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car j + qoi = qo(i — qoj) modulo ¢2 + 1. -

Notation 6.8
Soit 1 < d <m. On pose

Mg od = i1 © Nngd/Fo'

Sid=1, ps2 est le caractere irréductible de T, o suivant :

L k(—g09)
i j 7 qo07]
(73,73) — 7% :

sinon fuy, 94 est le caractere irréductible de T 54 suivant :

;’;1 k(i—qoj)

(Téd,Tde> — fyqo _

Ce caractere vérifie
ek ’ eqok = [Hp,2d O NrF/ng'

La caractéristique de F,, est différente de 2 et ne divise donc pas n = 2™. Nous

savons alors, d’apres le théoreme 2.15 et la remarque 2.17, qu’il existe une extension
E(RS, (k)) de RE, (k) a G telle que (proposition 2.3)

E(RE, (k) (90™) = R %50 (11.20) (N e (9)):

1

Soit u un entier. Si u est premier a n, i.e. pour tout v impair, on a

E(RT, (k) (90") = BT (11)(9),

ou ¢’ est I'image de g par application de Gyoja G,,, (voir théoreme2.15).
Il faut maintenant vérifier que la restriction du caractere E(RY, (k) & G(o?) est
bien dans le ¢-bloc principal de G{o?).

D’apres la corollaire 6.3, il suffit de considérer 1'élément o2. On a
ERE, (k)(0®) = Ei(RE, (k)(0?)
“RE ().

On rappelle que ¢ = 1 modulo ¢ et g5 = —1 modulo /.
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Ainsi

BRE, (k)(0%)  Be2 L (a2)(1)

RE (B)(1) R (R)(1)

(1—g5)*(1+qp)
(1+qg)*(1+¢*)

= 1 modulo L.

On choisit I'extension E(R§ (k)) pour le théoréme de relevement.
Les autres caracteres

Ils se traitent comme pour la configuration de type S1. Aucun n’est o-stable.

6.1.2 Caractéres de Irr(f) et “descente de Shintani”

La démarche est exactement la méme que pour la configuration de type S1 (pa-
ragraphe 5.1.2). Nous ne la réexposons pas entierement mais donnons seulement les
quelques points essentiels, dont les quelques différences avec le cas précédent. En
particulier, il faut considérer les puissances de o.

Les caracteres o-stables sont les mémes que pour le cas de la configuration de
type S1, ¢’est-a-dire 14 pour ¢ € Irr(W) et les i(ﬁ —1) caracteres de la forme 9; _ ;.
On note encore v, le caractere v; 4.,. Tous les autres caracteres sont o?-stables car

S est centralisé par o2.

Pour construire les extensions des caracteres o-stables nous utilisons encore le
groupe SW et ¢/ = ¢~ 1o. Une différence apparait :

e Sim > 2, alors .
Wn (o) =1.

e Sim =2, alors ‘
W (o) = (") = (¢') = (wp").
Cela implique que si ¢ est un caractere de {1y, ¢ € Irr(W)}, alors une extension
E(y) de ¢ a H vérifie, pour tout élément h de H et tout entier u,

E(4)(ho™) = 1 (he)w(o”)",

ou
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e si m > 2, w est un caractere linéaire de (o).
e si m = 2, w est un caractere linéaire de (¢’) d’ordre 4.

Les caracteres 1)4,; s’étendent de la méme manicre que dans le cas de la configu-
ration de type S1.

Il faut maintenant choisir une extension dont la restriction & H{o?) soit dans le
¢-bloc principal de H(o?).

D’apres la corollaire 6.3, il suffit de considérer 1’élément o et choisir une exten-
sion E(¢)) qui vérifie

BN _ o
o(1) =1 dulo L.

On choisit pour 'extension E(v,), ¢ € IrtW, E(¢)y) = ¢yw, avec

we(d') =1 pour ¢ =1id et ¢ = sgn,
we(o’) =—1 pour ¢ =aset ¢ =0y
pour ¢ = Qo.

Table des valeurs des extensions sur les classes de conjugaison

Le tableau suivant donne les valeurs des extensions sur certaines classes de conju-
gaison de la tranche Ho de H :

| | degré | (tF, ™o | to | 0 | éo |10 |
E(dw) | 1 1 T]1]1]1

E(tn) | 1 1 101 | —1] -1
E(Ua,) | 1 1 T [—1|-1] -1
E(thgn) | 1 1 1111

E(da,) | 2 2 2

Eai) | 4 | Yittraok) T Yaoitt+aoh)

Le tableau suivant donne les Valeurs des extensions sur de certaines classes de
conjugaison de la tranche Ho? de H. Remarquons que o2 agit sur W comme la
conjugaison par wy, c’est-a-dire trivialement.
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| | (7%, o | i0? | 507 | éo” | wyo? |
E(¢n) 1 1] 1] 1] 1
B, 1 11 | —1] 1
E(a,) 1 T -1]-1] 1
E(thsgn) 1 11 1] 1
E( a2) —2 2
E( qoi> Yi(l+qok) T ’qui(lJrfIOk))

Descente de Shintani

La descente de Shintani de H est définie comme pour la configuration de type
S1 (paragraphe 5.1.3).

e Sur les classes :

Dans le tableau suivant, on associe a un élément xo de ﬁ, ou z appartient a H,
un élément 2’ de H;. C’est ainsi qu’on définit les valeurs de Ng/p, sur les éléments
de la premiere ligne du tableau.

xo | (15, 77)0 | s0 | to | tso | o

:L" TI*QOJ ¢ C-3 C-2 C-6

Pour tout p € H\ Ty, on pose Ng /g, (po) = Ng/p,(p'0), ot p’ est 'unique élément
de {t, s, ¢,wo} tel que son image dans W et celle de p soient conjuguées.

On rappelle que la o-classe de x dans H est identifiée a la classe de xo dans ﬁ,
notée cl(xo). On pose

Np/p, (cl(z0)) = cl(a’).
Par abus de notation, on notera Ng g, (), un représentant de I'image par Ng/p,

de la o-classe de  dans H, c’est donc un élément de H;.
e Sur les caracteres :

On pose

ShF/Fo(E(wid)) = féo
Shy/p, (E(¢a,)) = (A—B)
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Shy/r, (E(¢a,)) = (A+ B)

She /o (E(Vsmn)) = &na

Shr, (E ( w)) = C
¥r))

. /!
- fka
ou A, B et C sont les combinaisons linéaires de caracteres de H; suivantes

1
= 5(562 + 566)5

= 5o e =+ b — i),

1
= 5(563 + &or — o1 — €0s);
oll V2 est la racine carré de 2 donnée par o + o L.

On étend cette définition par linéarité.

On utilisera aussi la combinaison suivante
Y /
A" = Eny — &g

La descente de Shintani ainsi définie vérifie bien les conditions souhaitées (voir
I'introduction de ce paragraphe 5.1.3), a savoir, si h est un ¢-élément, respective-
ment un ¢-élément, de H et si A’ appartient a Ng,p,(h), alors h' est un /-élément,
respectivement un ¢'-élément.

6.2 Relevement de ’'isotypie

La démarche est identique a celle suivie pour la configuration de type S1 (para-
graphe 5.2). En particulier, les cas P # 1 et les hypotheses C1 et C2 du cas P = 1
se traitent exactement de la méme maniere. Nous considérons donc directement les
hypotheses G1 et G2 du cas P = 1, qui demandent plus d’attention.

On remarque que S = Sy ;. L'expression de Shg/p,(E(r)) est maintenant la
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sulvante :
H, xG .
Shejmg(B() = Resht®Shiyp, [(T,cs0 B) x E(RS, (K))")
+E(tia) X E(Id)* 4+ E(Ysgn) X E(St)" — E(¢a,) x E(Uqg,)*
—E(¥a,) X E(Uq,)" = E(¢a,) x E(Uq,)"]
= (Pkess, & X RE: (K)%) + &g x 1d} + &y x St}
—&pp X Ubo1 + Eop X UZy + pu
- He + Pu,
ou

pu = oo X Ugon — Eo6 ¥ Uii
—3C X t(Uay,1 + Uay + Ugy 1 + Ug))*
—2(A+ B) x (U1 4+ Ua1 — Ugpt — Ue))*
(A= B) x (Ugy1 — Ugy1 4+ Uapn — Uey))*

= 1(2¢, — 24 —.0) x Ui, 1+ (=286 +2A —C) x U,
+(=B—5:C) x Ui |+ (B—5.C) x U

at,l

= A = C) X (Unyy +Uen)* = (B+ LC) x U, — (-B+ LiC) x U;

ag,l*

L’hypothese G1

Soit (hh', gg’) un élément de A(1) tel que h et g appartiennent a S, h', respecti-
vement ¢’, soit un -élément de Cy(h), respectivement Cg(g) et que h et g ne soient
pas conjugués.

e Si b/ appartient a H alors ¢’ appartient a G et donc
E(u)(hh',g9') = u(hh', gg') =0

car p est le bi-caractere généralisé d’une isotypie (remarques 1.25).

e Si A/ appartient a ﬁ\H, alors b/ = xo? et ¢’ = yod, on x appartient & H et y &
Get0<d<n.

On a déja vu qu’il suffit de regarder un tel élément pour d impair et que pour

que ro? centralise un (-élément h, différent de 1, il faut que h soit dans S; et que x
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soit dans Ty ou que h soit dans *S; et que z soit dans T (wg) (proposition 6.1) . Il
en est de méme pour g et y.

On considere donc I'élément (hxo?, gyo?) ot h, respectivement g, est un (-
élément de T4, respectivement G, x et y appartiennent a Ty et d est impair donc
premier a n.

Montrons qu’on peut se ramener au cas ou d = 1.

D’apres le théoreme de la progression arithmétique de Dirichlet, il existe une
infinité de nombre premier de la forme d 4 un, ol u est un entier. Il en existe donc
un qui est premier a n|G|. Soit d’ un tel entier. Ainsi tout élément v de T;(o) a son
ordre premier & d’ (puisqu’il divise n|G|) et donc (v¥) = (v) et

Ti(o) = {v¥, v € T1(0)}.
Il existe donc un élément g4 de Ty tel que
gyo” = (gao)".
On pose
g1 = (9a0)e et y10 = (gao)e
la (-partie, respectivement ¢'-partie de ggo. On a donc

940 = 1Y10 = Y1041.
Puis
gyo? = gi (y10)".
Par unicité de la décomposition en ¢ et ¢-partie d’'un élément, on a
9 =g.

De la méme maniere
!/
hxot = (hgo)?,

ou hg appartient a T;. On pose
hl = (hd(f)g et 10 = (th')g/

et on a

hd = h.
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Ainsi d’une part, 1'élément (hix10, g1y10) appartient a A(1) et comme h et g ne
sont pas conjugués, h; et g; ne le sont pas non plus.
D’autre part

E(u)(ho?,g0%) = E(1)((hao)”, (9a0)")
= (aa-E(p)((h210), (91910)),

ol oy est 1'élément du groupe de Galois Gal(Q[n|G|]/Q) associé a d’ (il existe car
d' est premier a |G(0)]).

Nous nous ramenons ainsi au cas d = 1.

Considérons donc maintenant 1'élément (hzo, gyo). On a

E(p)(hzo, gyo) = Shyr, (E(p)) (Ne/r, (he, gy))
= MC(ZL‘I, y,) + pM(NF/FO(hxa gy))

Comme hx appartient a Ty, la descente de Shintani est donnée par la norme
Nrg/p,, on a donc

NF/Fo(hx) = NrF/Fo(hx>
= hzo(hz)...oc" Y (hx)
=ho(h)...ha" Y (h)o(z)...c" 1 (x)
= han"F/FO (l’),

car h appartient a S; et donc est fixe sous 0. De méme Ng/p,(gy) = ¢"Nryn /0 (y).

Comme /¢ est premier a n, h" et g" sont des ¢-éléments de T.; non conjugués et
Nrp/p,(2) et Nrp/p,(y) sont des ¢'-éléments de T, 1. De plus Nrp/p, () et Nrp/p,(y)
centralisent respectivement h" et g".

Ainsi
E(u)(hxo, gyo) = pe (W"Nrpsp,(x)), 9"Nreyr, (y)))
+pu (W*N1E/Ey, "N/, (Y)))
= 0+ py (R"Nrg/p,(7), g"Nrr/p, (v)).

Or A’, B, et C sont nuls sur T.; donc R (A"Nrgp, (), g"Nrp/p,(y)) = 0 et

E(u)(hzo, gyo) = 0.
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L’hypothese G2

Soit (zh', zg') un élément de A(1) tel que z soit un élément de S et h', respecti-
vement ¢, soit un ¢’-élément de Cg(z), respectivement Cgx(2).

Si z =11l n’y a rien a démontrer. Supposons donc que z # 1.

e si i/ appartient a H, alors ¢’ appartient a G. Comme g est le bi-caracteére
généralisé d’une isotypie il suit (remarques 1.25)

E(p)(zh', 2g") = p(zh, 29') = pezs (P, ') = E(pe.s)(B, 9').

e Si A/ appartient & ﬁ\H7 alors h' = z0¢ et ¢’ = yo?, x dans H et y dans G. On
se ramene comme précédemment au cas d = 1.

Lemme 6.9
Pour tout élément z de Sy, différent de 1, la descente de Shintani vérifie :

She/r, (14(z) = He(sy-
La démonstration est identique a celle du lemme 5.5.
Par ailleurs z et 2™ donnent la méme isotypie car ¢ est premier a n. Il suit que
E(p)(zzo, zyo) = pe(Nrp/p, (220", 2y0")) + pu(Nrg/p, (220", 2y0"))
= pe(2"Nrpp, (x), 2" Nrwp, (y)) + pu(2" Nrp/p, (x), 2" Nres, ()
= fiee.n~ (NTE/F, (), Nrp/Fy (y)) 4 0
= pee.s (N1 /po (2), Nrp/p, (1))
= Shp/p, (11(2)) (NTp /o (7, )
= E(uuz))(zo,yo).

qui est 'égalité souhaitée.

6.2.1 La forte compatibilité

On a montré que Sm est une configuration compatible, on constate qu’elle est
fortement compatible directement sur les tables de caracteres et 1'isotypie choisie.

Cela termine la deuxieme partie du démonstration du théoreme 3.9.
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés aux extensions du groupe symplectique de dimen-
sion 4 défini sur un corps a ¢ éléments, ou ¢ est une puissance d’'un nombre premier
impair, extensions données par un endomorphisme de Frobenius.

On a montré que la conjecture de Broué sur les ¢-blocs principaux dans ces
extensions est vérifiée.

Ce faisant, on a donnée, d'une part une version utilisable d’un théoreme de
relevement, d’autre part résolu un probleme de recollement d’extensions données
par la théorie des descentes de Shintani a chaque tranche.

Ce travail ouvre différentes voies de recherche.

e Le recollement des caracteres unipotents du groupe Sp(4,¢) n’a été montré
que pour les caracteres de la série principale. Il reste donc a considérer le caractere
unipotent cuspidal #,9. La démarche suivie pour les autres caracteres unipotents
n’est pas directement applicable car #y, apparait dans des caractere RE(6) ot T
n’est pas le tore d’un Borel rationnel.

e La méthode mise en place pour démontrer le recollement des extensions données
par la descente de Shintani des caracteres unipotents de la série principale est par
contre tout a fait transposable a n’importe quel caractere unipotent de la série prin-
cipale d’un groupe fini de type de Lie. Le travail effectué sur les caracteres fantomes
a été fait dans le carde général des groupes finis de type de Lie. On s’est restreint a
Sp(4, ¢) au dernier moment, quand il a fallu considérer des combinaison linéaires des
caracteres fantomes. Or ceci peut étre fait dans tout autre groupe de type de Lie, au
moins a la main. La base de ce travail est la connaissance des caracteres fantomes
et celle-ci est donnée par ce qu'on appelle les matrice transformée de Fourier. Il
faudrait donc étudier ces matrices et trouver de bonnes combinaisons linéaires.

e Enfin, il me parait possible de démontrer la conjecture de Broué pour des
extensions d'un groupe symplectique de dimension quelconque. En effet, le travail
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effectué pour Sp(4, ¢) a ouvert tous les problemes (en particulier celui du recollement)
et a montrer comment les résoudre. Je ne pense pas que de changer de dimension
apportera d’autres difficulté que, premierement celle de la rédaction (difficulté qui
n’est pas mineure : il faudra trouver des indexations de caracteres, de classes etc ...
qui permettent d’écrire et de lire facilement les résultats), deuxiemement trouver de
bonnes combinaisons pour écrire la descente de Shintani du c6té du normalisateur
du sous-groupe de Sylow.

Par ailleurs, dans I'annexe de ce travail, j’ai décrit les normalisateurs de certains
tores qui permettent de décrire tous les normalisateurs de ¢-sous groupes de Sylow
abéliens dans tous les groupes symplectiques.



Annexe : Structure du
normalisateur d’un tore dans un
groupe symplectique

Le but de ce chapitre est de connaitre la structure du normalisateur d’un tore
maximal dans un groupe symplectique et dans une extension d'un groupe symplec-
tique, extension obtenue a l’aide d’un endomorphisme de Frobenius.

Soit go une puissance d’un nombre premier et ¢ une puissance de go. On note Fy
un corps a ¢ ¢léments et F, une clotire algébrique de F,.

Soient k un générateur de Floet (= k9=, Une description simple d’un tore

maximal de Coxeter T de Sp(4, q) est donnée dans Sp(4, ¢*) : le tore T est conjugué
dans Sp(4,¢?) &

D— ¢ o 1<i<g+1
¢

L’élément conjuguant n’est pas simple a trouver et il n’est pas fixé par I’endomor-
phisme de Frobenius F : (a;;) — (af;), sinon D appartiendrait a Sp(4,q). Il suit
que T n’est pas forcément F-stable. Nous ne pouvons donc pas raisonner avec cette
matrice D et nous n’avons pas de représentation de T dans Sp(4, q).

Dans Sp(2m, q), considérons I'endomorphisme de Frobenius Fo : (a;;) — (af}).

Soient T} un tore Fo-stable maximal et déployé de Sp(2m, F,) et T,, un tore maximal
F-stable de type w par rapport a T;. Alors Ty, n’est pas forcément Fo-stable. Le

tore Fo(T,,) est de type Fo(w). Comme Sp(2m, F,) est déployé, Fy agit trivialement
sur son groupe de Weyl. Ainsi Fo(T,,) et T, sont de méme type w. Il existe donc
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([Ca] 3.3.3) a € Sp(2m, q) tel que Fy(T,,) =* ' T,. On voit alors que aFy stabilise
T,, mais on ne connait pas son action sur T,,.

La solution présentée consiste a passer par une autre structure, le groupe de
collinéation. Ce groupe est isomorphe a une extension du groupe symplectique, ex-
tension obtenue a 1’aide de I’endomorphisme de Frobenius Fy et a un quotient iso-
morphe au groupe symplectique. Nous travaillerons dans cette structure abstraite
puis transposerons les résultats dans le groupe symplectique. Nous trouverons ainsi
la structure du normalisateur de certains tores dans un groupe symplectique. Pour
chacun de ces tores, nous retrouverons l'existence d'un élément a tel que aFy le
stabilise. Nous ne donnons pas explicitement 1’élément a mais nous pouvons décrire
I’action de aFy sur le tore considéré.

Nous obtiendrons ainsi le normalisateur d’'un tore d’ordre ¢™ — 1 ou ¢™ + 1
dans Sp(2m,q). Le produit en couronne permet alors de donner la structure du
normalisateur dans Sp(2m, ¢) d'un tore de la forme [], T;. Hj T; ou T; est d’ordre
g™ — 1, Tj est d’ordre ¢™ + 1 et >, m; + 3 ;m; = m.

Soient gy un entier impair, n, m et r des entiers non nuls. On pose ¢ = ¢'.

Pour tout entier s, on note Fy un corps a s éléments.

Si L est une extension de degré fini de K, N/, respectivement Try, /x, désignera
la norme, respectivement la trace, de cette extension. Enfin Gal(L/K) désigne le
groupe de Galois de L sur K.

1 Le groupe de collinéation

Soient F' un corps, K un groupe d’automorphismes de F' et V un F-espace
vectoriel de dimension finie paire 2m, munie d’une forme symplectique non dégénérée
notée ( , ). On note Sp(V, (, )) le groupe symplectique défini sur V' a 'aide de
(, ), de dimension 2m.

Désignons par A(V, +) le groupe des automorphismes de V' en tant que groupe
additif. Soit

(p, k), e AV,+), k € K tels que
CV, K, (,))= { Vae F, veV plav) = k(a)p(v),
Vo, w eV (p(v), p(w)) = k((v,w)).
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Remarquons que : Va,b € F, Yv,w € V,

(plav), plaw)) = (k(a)e(v), k ;?)

L’ensemble C(V, K, (, )) est muni d’une structure de groupe ainsi :

V(p1, k1), (pa, k2) € C(V, K, (), (01, k1) (02, k2) = (0102, kika).

En effet, Va € F, Yv € V,

p1(palav)) = p1(ka(a)p2(v)) = (kiks)(a)(p1p2)(v).

Suivant la définition de Dieudonné, ce groupe est appelé groupe de collinéation
[Die].
Lemme 1

L’application de projection

m: C(V, K, (,) —=K
(p, k) — k

est surjective. Son noyau est le groupe symplectique Sp(V, (, }).

DEMONSTRATION : Soit {(v;,v}), 1 <4, <m} une base de V qui vérifie (v;,v}) =

i

dijy (vi,v;) = 0 et (vj,v;) =0, pour 1 <4, < m. Pour k donné, nous définissons ¢y,

de la maniere suivante : pour tous éléments a;, b; de F',
gok(z a;v; + bivl) = Z(k(ai)'ui + k(b;)v}).
i=1 i=1
Cela donne bien (¢x, k) € C(V, I, (, )) et la surjectivité de . =

Proposition 1
La suite

L= Sp(V, (, ) =C(V. K, (.))>K—1,

est exacte et induit un isomorphisme de groupes

C(V, K, (, ) =Sp(V, (,)) =K.
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DEMONSTRATION : L’application K — C(V, K, (, )), qui & k associe (g, k) est
bien définie d’apres ce qui précede et de plus c¢’est un morphisme. La suite exacte
donnée admet donc une section. -

Remarquons que cet isomorphisme dépend de la base symplectique choisie.

On pose
C=C(V, K, (,)) et Sp=5Sp(V, (,)).

2 Cas d’un tore de Coxeter

Un tore de Coxeter dans Sp(2m, F,) est cyclique d’ordre ¢" + 1.

Soit o I'automorphisme de Fpm : £ — 2%. On note Res o sa restriction a F,.

Choisissons : F =F,, K = Gal(F,/F,) = (Res o) et V =F 2m, qui est bien un
F ,-espace vectoriel de dimension 2m.

Soit T le sous-groupe d’ordre ¢™ + 1 du groupe multiplicatif cyclique F o On
le munit de 'action sur V suivante : pour tout élément ¢t de T et x de V,

t.x =tx.

Proposition 2
Il eziste une forme symplectique non dégénérée ( , ) sur Fom, qui est préservée
par T et par aucun autre sous-groupe non inclus dans T de F jm.

DEMONSTRATION : Considérons F2» comme une extension quadratique de Fym. A
un scalaire multiplicatif pres, il existe une unique forme symplectique non dégénérée
(, Yo sur le Fym-espace vectoriel F2m. Regardons maintenant F2m comme un F,-
espace vectoriel avec la forme symplectique suivante : pour deux éléments x et y de
F2m.

q

(z,y) = Trp m e, ({7, 9)0).

Comme F, est un corps parfait I'extension F,» de F, est séparable. De plus elle est
finie. Ainsi la forme Trg,,, /r, est non dégénérée ([Boul] chapitre 5 paragraphes 7.3
et 10.6).

Nous allons préciser une de ces formes ( , ) en choisissant explicitement la forme

<’ >0'

e L’application Nrpqgm /F,, €st un morphisme surjectif de Fon dans F . Comme
qo est impair,(—1)%®~! =1 et donc —1 appartient a Fy, . Il existe donc un élément §
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de F,,, tel que NrFqu/qu (&) =—1i.e.

q2m_1
qo0—1

g = —1.

e Posons ¢ = £7"*1 11 appartient & Fym car ¢¢"~1 = ¢°"~1 = 1. Nous avons
2m71

ot = (
q2

m—1

m_q
O )" = (=1)4"*t = 1 car ¢y est impair. L'ordre de ¢ divise donc

qo—1 °

e L’¢lévation a la puissance gy — 1 dans le groupe F,,, a pour image l'ensemble
m_q

q2
qo—1

des éléments d’ordre divisant . Par conséquent il existe w dans Ffﬂm tel que

Wil = (= é‘qurl.
En posant, pour tous éléments x et y de F jom,

(z,9)o = w2y — zy?"),

nous obtenons une forme symplectique sur le Fm-espace vectoriel Fgam. Elle est non
dégénérée car (1,w)y = 2w? # 0.

Soient z, y et t des éléments de F 2m. Nous avons

<tl‘, ty>0 = NrFq2m/qu (t) <l‘, y>0‘

Or le morphisme Nrpq2m /F,m €st surjectif de F'2n sur Fin, son noyau est donc un
sous-groupe de F,,, de cardinal ¢™ + 1. Le noyau de Nrpq2m /F,m €st donc le groupe
T. Ainsi (tx, ty)o = (x,y)o pour tout x et y si et seulement si ¢ appartient a T.

Considérons pour finir la forme symplectique ( , ).

Soit ¢ un élément de Fm. Supposons que quels que soient z,y dans Fom,
(tz,ty) = (z,y); montrons que ¢ appartient a T. Soit a = Nrg , . /r, . (t) — 1. Suppo-
sons a # 0. Il existe 3 dans Fyn tel que Trr,,, i, (8) # 0 (si la caractéristique de F,
ne divise pas m on peut choisir 5 égal a 1). Comme ( , )q est surjective, il existe v et
w tels que (v, w)o = a3, Ainsi (v, w) = Trp,,./p, ((v, w)o) = Trp, . /6, (€™ 3) =
Trp /v, (B) # 0. Donce (tz, ty) — (x,y) = (Nrg ,,,/p,m(t) — 1)(z,y) = 0 pour tout
z,y dans F 2m implique NIF 3 /Fgm (t) = 1 et finalement ¢ appartient a T. -

Posons C = C(F,2m, (Res o), (, )) et Sp=Sp(Fzm, (,)).Ona

C ~ Sp x (Res o).
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Proposition 3
Soit
HeO Fpm — Fpom
x— Eo(z) = Ex.

Cet application est un élément de A(Fpm,+) et (ueo, Res o) appartient au norma-
lisateur Ne(T) de T dans C. Enfin (ugo)*™" = —id.

DEMONSTRATION : Montrons que (g0, Res o) est bien dans C :
Pour a dans Fy et x dans F2m on a peo(ax) = Eo(a)o(x) = o(a)peo(z).
Pour tout z et y dans Fgam

q"+1
m

(neo (), peo(y))o = £ Mwo@a™y — ay™) = >o=0((z,9)0) = o ({z,y)o)

et donc

(neo(x), peo(y)) = Trp,m /e, (0((2, y)0)) = o (Trp,m/m, (2, 4)0)) = o((2,1)).

D’autre part, pour tout entier k,

k k k
(o)™ = e 0T O g 0 O ... = UUgflg(e) - - - Ploh—1(6)0 = Perragrig.adt 10
et donc
k k
(Heo)™ = g1 0"
gao-T
qgmn71
Comme £ ©-1 = —1, ceci prouve que (pe0)*™" = —id.

L’élément (peo,Res o) est dans le normalisateur de T dans C. En effet, pour ¢
dans T on a
(e, Res @) (¢, 1) = (o(1), 1) (e0r, Res o).

Théoreme 1
En gardant les notations précédentes, nous avons les deux égalités suivantes :

Ne(T) = T{(so, Res o))

et
Ngp(T) >~ T((p q-1 0", id).
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DEMONSTRATION : Soit un groupe cyclique d’ordre 4mn et notons ¢’ un élément
générateur de ce groupe. Il existe un morphisme (o’) — A(T) qui permet de définir
un produit semi-direct T x (¢’) : ¢’.t = o(t). Montrons que I'application

Tx (o) —C
(t,0") — (t(ueo)’, Res o),

définit un morphisme surjectif

T x (0") = Newre,, n(T)

dont le noyau est le sous-groupe d’ordre 2 de T x (¢/) engendré par (—1, o"*™).

Pour cela, il suffit de montrer que T((u¢0, Res o)) contient Ng,(T). En effet,
nous avons alors la suite exacte scindée

1 — Ngp(T) — T((peo, Res o) — ((peo, Res o) — 1.
Par ailleurs la proposition précédente donne une autre suite exacte scindée
1 — Ngp(T) — Ne(T) — ((peo, Res o) — 1.

Ainsi
Ne(T) ~ Ngp(T) (0, Res o) >~ T((peo, Res o).

Montrons donc que Ng,(T) C T((ueo, Res o). L'élément (peo)™ appartient a
Ne(T). 11 vérifie

((neo)™ (), (peo)" (y)) = " ((z, y)) = (=, y),
car (x,y) appartient a F,. Donc (peo)™ appartient a Ng,(T). Ainsi
T(((ueo)" Res 0™))) C Ngp(T).
Nous savons que (pgo)?™ = —id € T.

Montrons que (p¢0)* ne définit pas une action venant d’un élément de T pour k <
2mn. Supposons qu'’il existe un élément ¢ de T tel que (peo)” = py. Alors pour tout
k

qlg—l qg—l qp—1

r €V ona fqo—lqug = tx. En prenant x = 1 il vient {01 =¢. Or £ 0-1 appartient a
2mn __
T si et seulement si son ordre divise g™ + 1. L’ordre de { est 2%. Nous voulons

anfl
donc que 2%,

qgi—1
0

est [] d[2mm.dfk Py(q), ot D4 est le d°™° polynome cyclotomique. Ainsi k& doit étre un

divise ¢ + 1. Le premier terme est 2], atnn Pa(q), le second



158 ANNEXE

multiple de mn. Si kK = mn on obtient que 2(¢™ + 1) doit diviser ¢" + 1 ce qui est
absurde. Donc k doit au moins étre égal a 2mn.

Ainsi T((peo)™) est d’ordre (¢" + 1)2m.

L’ordre de Ng,(T) est majoré par |T|[Wq(T)| = (¢™ + 1)2m, ot Wg(T) est
le centralisateur dans W de 1’élément de Coxeter, qui est d’ordre 2m. L’inclusion
précédente est donc une égalité et I'inclusion voulue est démontrée. -

3 Cas d’un tore de la forme T, ou T est cyclique
d’ordre ¢ + 1

On garde les notations antérieures, en particulier ’élément o’. L’action de o™
sur T est celle induite par ¢/, on a

o™t =11

Posons
Y =T(c™).

Soit © = {1,...,7}. On note S(£2) 'ensemble des permutations de €. Soit
F(£,Y) le groupe des fonctions de 2 dans Y, il peut étre vu comme le groupe
de r-uplets de Y (la multiplication est faite composante par composante). Le pro-
duit en couronne Y 1.S(Q2) est 'ensemble F(2,Y) x S(£2) muni de la multiplication
suivante : pour toutes fonctions f, g de F(2,Y) et pour toutes permutations 7y, 7
de S(Q),

(f,9)(g:m) = (flgoy™), ).
Nous avons les actions suivantes de o’ :
esur Y :V(t,h) €Y, o'.(t,h) = (¢'.t,h),
e sur F(€2,Y) : composante par composante,

esur Y1 S(Q) :Vf e F(Q,Y) et Vy e S(Q), o'.(f,v) = (o'.f,7).
Nous pouvons alors former le produit semi-direct Y 1.S(€2) x (¢’).

Soit V' = F(§, F 2m) 'ensemble des r-uplets de F 2m. C’est un F -espace vectoriel
de dimension 2mr. L’action de K se fait composante par composante. La forme
symplectique précédemment définie sur Fp2m vu comme F -espace vectoriel, permet
de définir une forme symplectique sur V' ainsi : pour tous éléments ¢ et ¢ de V'

({6, 0) = (d(w), b(w)).

we
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Cette forme est non dégénérée. En effet, si ((¢, 1)) = 0 pour tout 1, en choisissant
nulle sauf sur un wy € Q il vient (¢(wy), ¥ (wy)) = 0 pour toute valeur de ¢ (wg). Or
Y(wp) décrit Fem et donc ¢(wy) = 0. Ceci quelque soit wy, donc ¢ doit étre nulle.

Posons C = C(Fpz, (Res o), ((, ))) et Sp=Sp(Flz, ((, ))), ona
C ~ Sp x (Res o).

Proposition 4
L’application suivante, notée v est un morphisme de noyau d’ordre 2" x 4m

Y18(Q) % (o) — C
(f, v, o) — (v(f, 7, o), Res o),

o, pour ¢ dans'V et w dans €2,

v(f, 7, o)) (w) = f(w)(peo) o(v~" (w)).

Son image est isomorphe au normalisateur du tore T" dans Sp.

DEMONSTRATION : Remarquons que si f(w) = (L, 0™") la définition de v dit que

v(f, 7, ")) (w) = tu(peo)™ oy (w)).

Montrons que cette application est bien définie. Soient ¢ et ¢ dans V' et a dans
F,, nous avons

v(f, v, 0" ) (ag)(w) = tu(peo) ™ ag(y~(w))
o™t (@)t (peo)"" TG (yH (w)

ot (@) (f,v,0™)(9)(w).

puis

—~

—~
N

—~

7, 0") (@), v(f, 7, 0™) (1))

wea V(£ 7, 0™)(ad) (w){(£a) "™+ (g(y 7 (w))), (50)”hw+’“(w(v‘1(w)))>
went (50')”’“””%(7‘( ).t (&)W (v (w)))

wea 0" O(YH W), (v (w)))

wea 0" (G(w), ¢ (w))

o*(((¢,9)))

Montrons que v est un morphisme. Soient (f1, 71, 71) et (fa, 72, 7o) deux éléments

dans Y 1 S(Q2) x (o).
v(f1, 7, )V (f2, 72, 72) () (w)

NINgInging

S, 1) (fa(w) -0 (75 H(w)))
(w)r- fo (7 (w)nima.0(75 7 (w))
(w)T1-(far; ) (W) 172 0((1172) ()
S fon ) vz, i)

(f1, 71, 1) (f2, 72, 72)) (@) (w).

1 | I |
N X X
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Calculons le noyau de ce morphisme. Supposons que,,pour tout ¢ dans V' et tout
w dans €2, on ait

tw(§0)™ (v (W) = d(w).

En prenant ¢ identiquement égal a 1 sur €2, nous voyons que

tuo(§)o*(€) ..o E) =1

pour tout w, et donc que

oGy (w)) = (w)

pour tout ¢ et tout w. En prenant ¢ a valeurs dans F, il vient

v = idg(q)
et
ot (p(w)) = p(w)

pour tout ¢ et tout w. Nous avons donc
tw (peo)"™ e = id.

Ceci implique

- soit nh, + k =2mn et t, = —1,

- soit nh, + k=0et t, = 1.
Ainsi le noyau est engendré par les éléments (¢, 0™, 1,0'%), olt k est un multiple
de n modulo 4m, et pour k = An alors (ty, hy) € {(1,=X), (=1,2m — \)} pour tout
w € ). Son cardinal est donc 2" x 4m.

Notons f,= la fonction de F(£2, V') constante a la valeur 0" sur Q. Pour v € S(Q),
nous avons

v(form,7,1d)(9)(w) = (peo)"o(v(w)) = —o(7)(w)),
L’élément (f,m,7,id) appartient donc a N¢(T) et a Sp. Ainsi
T((peo)") 1S(2) C Ny (T).

De plus ces deux groupes sont d’ordre (¢™+1)"2mr!. Nous pouvons conclure comme
dans le cas précédent. -
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4 Cas d’un tore d’ordre ¢ — 1

Soient o I'automorphisme de Fym : 2 — 2%°. On note Res o sa restriction a F,,.

Choisissons : F' = F,, K = Gal(F,/F,) = (Res 0) et V = Fm x Fym, qui
est bien un Fg-espace vectoriel de dimension 2m. L’automorphisme o agit sur V'
composante par composante.

Soit T = Fy., muni de 'action sur V' suivante : pour tout élément ¢ de T et pour
tout couple (x,x5) de V,

t.(l’l, 33'2) = (t.%'l, t_ll'2>.
Une forme symplectique non dégénérée de V' sur Fym est :
(T,9)0 = T1y2 — Y172

Pour montrer qu’elle est non dégénérée il suffit de choisir x = (yo,y1) et 2’ =
(y2, —y1). Nous trouvons (z,y)o = y3 — yi et (2, y)o = y3 + y#. Si les deux sont nuls
alors il vient yo = 0 puis y; =0, i.e. y = 0.

Enfin une forme symplectique non dégénérée de V' sur F, est
() = Trpgmm, (5 Do
Posons C =C(Fym x Fym, (Res o), (, )) et Sp=Sp(Fm xFm, (, )), on a
C ~ x(Res o).

Lemme 2
La forme symplectique précédemment définie est préservée par T.

DEMONSTRATION : En effet soit ¢t € T et z,y € V alors

(tz, tyo = ((t21) (" g), (ty1) (' 22)) = (2, 9)o.

Proposition 5
Nous pouvons définir deux éléments de A(V,+) ainsi :

o (x17x2) = (xtfo’xgo)
Y (xq,29) = (2, —21).

Alors les éléments (o,Res o) et (¢,1) appartiennent a Ne(T); le premier est
d’ordre mn, le second est d’ordre 4 et a une action sur T d’ordre 2.

De plus nous avons c o) =1 oo.
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DEMONSTRATION : Montrons que (o, Res o) et (¢",id) appartiennent bien a C.
Soient a un élément de Fy et x et y de V.
Pour le premier élément on a :

o(ax) = o(azy,axs)
= ((az1)™, (az;)™)
= (a7
= o(a)o(x),

q0,,90 40 .90

(o(z),0(y))o = 2{"ys’ —yi’x3
= (7192 — 1172)® = ({2, Y)o).
Pour le second élément on a :
Y(ax) =(axy,axs)
= (az3, (—axy)
= a(xq, —11)

= ay(x),

(W), ¥(y))o = (w2, —21), (Y2, —11))
= —T2Y1 + Y21
= <"L‘7 y>0'
Soit ¢t € T. D’une part nous avons :

(o,Res 0)(t,1) = (o(t)o,Res o) = (o(t), 1)(o, Res o).
D’autre part calculons .t sur un élément x :

w.t(l'l,l'g) :w(tl'l,t_ll'z)
= (t_ll'g, —t.%'l)
= (t_ll'g,t(—l'l))
= til.(ZL‘g, —ZL‘l)
= t"1p(x1, 22).

Donc 1.t = t~11). Ainsi ces deux éléments appartiennent au normalisateur de T.
Pour connaitre 1'ordre de (¢, 1) il suffit de regarder son action sur z.

La relation de commutativité vient du fait que gy est impair. -

Théoréme 2
Nous avons

et
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DEMONSTRATION : Comme précédemment, il suffit de montrer le deuxiéme isomor-
phisme. Nous avons une inclusion évidente a 1’aide de la proposition précédente. Pour
montrer 1'égalité, il suffit de regarder les cardinaux. D’une part, |T.(¢)).(c™)| < (¢™—
1)2m car 1p* = —1 appartient & T. D’autre part, le tore de Sp(2m, F,) vient de I'injec-

9

tion hyperbolique de GL(m, F,) dans Sp(2m, F,), qui a g associe . Dans

Gl(m, F;) nous avons |NGL(m Fq)(T)| = (¢" — 1)m. Ainsi |[Ngp(T)| > (¢™ — 1)2m.
Le facteur 2 vient de la permutation de g et g~7 dans l'injection hyperbolique. Nous
avons donc 1’égalité des cardinaux. o

5 Cas d’un tore de la forme T", ou T est cyclique
d’ordre ¢ — 1

Comme pour le cas du tore de Coxeter, nous formons Y ¢ S(£2) x (o) mais ici

Y =T.(¢).(c").
Soit V = F(Q,Fym x Fym), lensemble des r-uplets de Fym X Fym. C’est un F -
espace vectoriel de dimension 2mr. L’action de K se fait composante par composante.

La forme symplectique sur Fym x Fym, (, ), permet de définir une forme sym-
plectique non dégénérée sur V'

() = (d(w), b(w))

weN

et de poser C = C(Fzn, (Res o), ((, ))) et Sp=Sp(Fzn,((, ))). On a
C ~ Sp x (Res o).
Proposition 6
L’application swivante, désignée par v est un morphisme de noyau d’ordre m

Y1S(Q)x({o) — C

(f, v 0% = (w(f, 7, 0%) Res o¥)
ou, pour ¢ dans'V et w dans €2,

v(f. v, o)) (w) = f(w)a*o(y~ (w).
Si f(w) = (tw, Yu, c™) cela donne
v(f, v, 0)(9)(w) = tu(ud™ ) p(vH (w)).

Son image est isomorphe au normalisateur du tore T" dans Sp.
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DEMONSTRATION : Montrons que v(f, v, o¥) appartient bien & C. Soient ¢, \
deux éléments de V', a de F, et w de Q

v(f, 7, oM)(ad)(w) = tu(uo™ ") (ag) (v
= ghktnhw (a)tw (wwak—f—nhw)
= 0" (a)u(f, 7, 0%)(9)
= o*(a)v(f,7,0")()(w)

car a appartient a F, et 0"(a) = a? = a.

w))
(@) (v~ (w))
(w)

Nous montrons que v est un morphisme comme dans le cas précédent.

Enfin calculons le noyau de v. Cherchons les (f,~, ") tels que pour tout ¢ dans
V iv(f,y,0%)(¢) = ¢ et Res o* = id. 1l faut avoir k = n. Puis, pour tout w € Q il
faut

tw(Pue" ) p (7 () = d(w).

En choisissant ¢ = id nous obtenons
ty =1

pour tout w € (2. Puis en prenant ¢ constante sur {2 et a valeur dans F}, nous
obtenons alors

1, = id
pour tout w € €. Enfin pour ¢ constante sur {2 et a valeur dans F}.. — F;, nous
voyons que
hy = —1.
Et enfin
v = ids(q)-
Dot kerv = {((1,07",id), ¢d, 0™)). 1l est d’ordre m.

Considérons 'élément ((t, 1w, 0™),7,1id). Il appartient & N¢(T) et a Sp. Ainsi
T()(0") 1. S(2) C Ngp(T). Nous concluons comme dans le cas précédent. =



ANNEXE 165

6 Application a Sp(2m,F,) x (o)

Si B est une F-base de V' et ¢ un application linéaire de V' on notera matz¢ la
matrice de ¢ dans B.

Reprenons les méme notations que pour les cas d'un tore de Coxeter ou d’un
tore d’ordre ¢™ — 1.

Proposition 7
Soit B = {v;, v} }ici<m une F,-base symplectique de V' pour la forme symplectique
. L’isomorphisme Ig entre C et Sp(2m,F,) x (o) est donné par
<7 > Y4 P yL'g p
(¢, o) = (mats(pe,"), o).

Une base étant fixée, rappelons que nous définissons ¢, ainsi : V a;, b; € Fy

m m

cpa(z a;v; + bvy) = Z o(ai)v; + o(bi)v, = Z al®v; + bPv;.
' i=1

i=1 i=1
DEMONSTRATION : La base B permet de définir les deux isomorphismes suivant :

[2; : Sp X <0’> — Sp(Qm’ Fq) X <O'>
(¢, Res Uk) —  (matpy, Res O'k)

et
Ij C — Sp % (o)
(¢, Res 0%) = (op;" Res o*).
La composée Iy o I; donne Ip. =

Pour le tore de Coxeter

Désignons par Tj l'image de T par I’ isomorphisme Iz et par a la matrice de
peop, ' dans la base B. Nous savons alors que ac normalise Ty,

Nous avons
Nsp@m,Fq) (o) (Ts) =~ Ti(ao)

et
Nsp(em,ry) (Th) = Ty (c),

ou ¢ = (ao)™ est d’ordre 4m, et a une action sur T} : c.t = t9, d’ordre 2m.

Pour le tore d’ordre ¢ — 1
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Nous reprenons la notation Tj. Désignons par n et € les images de o™ et ¢ par
I'isomorphismelg.

Nous avons
Nspm,F)ne) (Ts) = To(n)(€) x (o)
et
Nsp(2m,Fq)(Tb) ~ Ty (n)(e),

ou n est d’ordre m avec une action sur T : n.t = t?, d’ordre m et ou € est d’ordre 4
avec une action sur T : e.t =t~ !, d’ordre 2.

Enfin regardons les produits de tels tores. Nous reprenons les notations utilisées
pour ces produits.

Proposition 8

La base B" est une F,-base symplectique de V' pour la forme symplectique (( , )).
Nous définissons v, dans la base B" par l’élévation a la puissance qo des coefficients.
L’isomorphisme I entre C(Fy), (o), ((, ))) et Sp(2m,Fy) x (o) est donné par

((¢, o) — (matg-pp,”, o*).

Pour un produit de tores d’ordre ¢™ + 1

Désignons par Ty; I'image de (1,1,...T,1,...1), ott T est & la i®® coordonnée
par I'isomorphisme I, par T} le produit [[}_, Ty;, par T, une copie de Ty; et enfin
par a la matrice de {0, ! dans la base B. Soit

oll a est a la i®™ place. Posons ¢; = (b;o)".
Un élément s de S(2) agit dans Sp(2m, F,) par permutation. Nous savons alors
que les b;o normalisent Ty; pour tout i et que

Nep@m. ) (o) (Th) = [ [(Teilea)) S [ bior).
En posant a = [[, b;, nous avons

Nsp(am.Fg)n(o) (Th) = (To(c)) 1.5 (){ao),



ANNEXE 167

ou ao est d’ordre 4mn, et a une action : a.t = t%, d’ordre 2mn.

Et enfin
Nspem,r,) = (Ty(c)) 1.S(€).

Pour un produit de tores d’ordre ¢™ — 1

Reprenons la notation Ty;. Soient
N, = n et € = €

-ieme

oun et esont alai place.
Un élément s de S(€2) agit toujours par permutation. Nous savons alors que

Nsp(2m,Fy)x(o) (Th) = H(sz"@?i)-<€i>)-5(9)'<0>'

(2

Plus simplement

Nsp(2m,Fq)x(o) (Th) = (To.(7).(€)) 1 S(82).(o)

et
Nsp(m,r,) (1) 2= (To.(n).(€)) 1 S (V).
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