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Résumé

Résumé

Dans cette these on s’intéresse a I'extension de la notion de la torsion analytique holomorphe (dans
le cadre de la géométrie d’Arakelov) a des fibrés en droites intégrables sur une surface de Riemann
compacte.

Nous proposons deux approches différentes : La premiere utilise une méthode d’approximation via
la formule des anomalies de Bismut, Gillet et Soulé. La seconde nécessite 'introduction de la notion
d’opérateur Laplacien singulier généralisant ainsi la notion classique de Laplacien.

Nous appliquons ces deux approches aux fibrés en droites WOO sur P! (C) munis de leur métrique
canonique et nous établissons, par des calculs directs, que ces deux approches permettent de définir
la méme notion de torsion analytique dans le cas des métriques canoniques.

Nous proposons ensuite une théorie spectrale générale qui autorise ces métriques particulieres et
qui généralise ainsi la théorie classique pour les fibrés en droites sur les surfaces de Riemann compactes
munis de métriques C*°. Comme application, nous donnons une nouvelle preuve pour les précédents
résultats, obtenus par des calculs directs.

Mots-clés Géométrie d’Arakelov, Torsion analytique holomorphe, Métriques intégrables, Mé-
triques canoniques, surface de Riemann compacte, fonction Zéta.
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Introduction

0.1 Motivation

Cette these s’inscrit dans le cadre de la géométrie d’Arakelov et des fibrés en droites intégrables.
Plus précisément, I'objectif principal était la construction d’une théorie de la torsion analytique ho-
lomorphe pour les métriques intégrables sur les fibrés en droites sur une surface de Riemann compacte.

Dans le cadre de la géométrie d’Arakelov classique, telle que développée par Gillet-Soulé et Bismut,
les métriques hermitiennes considérées sont toujours supposées de classe C*°. Ceci est par exemple
nécessaire, si ’on veut définir la partie spectrale entrant dans la formulation du théoréme de Riemann-
Roch Arithmétique, voir [GS92]. Malheureusement ces hypothéses sur les métriques sont quelques fois
trop restrictives. Par exemple, métriques canoniques sur les variétés toriques sont continues mais pas
nécessairement C>.

Rappelons que la géométrie des variétés toriques est liée a la géométrie des polytopes. Les théoremes
les plus importants de la géométrie algébrique, par exemple la formule de Riemann-Roch, peuvent
étre ainsi réalisés explicitement sur ces variétés. Un nombre important de résultats de la géométrie
algébrique des variétés toriques possedent leurs analogues en géométrie arithmétique.

Apres une premiere approche due a Zhang, voir [Zha95]. En s’appuyant sur les travaux de Bedford-
Taylor, Maillot généralise la géométrie d’Arakelov aux métriques intégrables, avec comme application
aux variétés toriques lisses et aux métriques canoniques, voir [Mai00]. Plus tard Burgos, Sombra et
Philippon démontrent, entre autres choses, une formule pour le degré arithmétique pour un fibré en
droites admissible en termes de la géométrie convexe, voir [BGPS11]. A ce point, on ne dispose pas
d’un analogue de théoréme de Riemann Roch Arithmétique pour les métriques canoniques sur une
variété torique. En fait, a la suite des travaux de Bismut, Gillet et Soulé, il est clair que la majeure
difficulté consiste a définir pour ces métriques une notion de torsion analytique holomorphe.

Notre contribution dans cette theése consiste a construire une théorie de la torsion analytique ho-
lomorphe pour les fibrés en droites intégrables sur les surfaces de Riemann compactes. Pour ce faire,
nous proposons deux approches a priori completement différentes :

La premiere approche consiste a approximer les métriques intégrables par des métriques C* et
d’ utiliser la formule des anomalies de Bismut, Gillet et Soulé pour étudier la variation de la torsion
analytique. Nous définissons alors la torsion analytique pour une métrique intégrable comme étant
une limite d’une suite de torsions analytiques attachées a des métriques C*°.

Dans la seconde approche, plus directe, nous généralisons la notion d’opérateur Laplacien classique
en construisant un opérateur Laplacien singulier satisfaisant certaines propriétés naturelles. Comme
application, nous calculons explicitement le spectre d’un nouveau opérateur Laplacien sur P! associé
aux métriques canoniques. Afin d’étudier ce spectre, nous généralisons une technique de régularisation
de produits infinis, introduite par Voros, dans [Vor87]. Cela va nous permettre d’établir une formule
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explicite pour le déterminant régularisé de cet opérateur. Nous constatons que les deux approches
(approximation par la formule des anomalies et la théorie généralisée du Laplacien classique) donnent
le méme résultat.

Nous développons ensuite une théorie spectrale générale (sur les courbes et pour des métriques
intégrables convenables, par exemple les métriques canoniques sur P!) qui étend la théorie classique.
Cette derniere approche explique pourquoi les méthodes précédentes donnaient le méme résultat.

0.2 Principaux résultats obtenus

Cette these est constituée de trois parties. Dans la premiere partie on introduit un nouveau opé-
rateur Laplacien singulier associé au fibré en droites hermitien O(m)__ sur P! munis de leur métrique
canonique, on détermine explicitement son spectre ainsi que les vecteurs propres. La deuxieme partie
est dédiée a la généralisation, par approximation, de la notion de la torsion analytique holomorphe
sur P! et au calcul du déterminant régularisé du Laplacien singulier associé aux métriques canoniques
sur P!. Dans le derniére partie, on introduit une classe de métriques continues sur les fibrés en droites
sur une surface de Riemann compacte qu’on appellera métriques 1-intégrables et on étend la théorie
spectrale des opérateurs Laplaciens associés aux métriques de classe C*° a ’ensemble des fibrés en
droites munis de ces métriques. Cette derniere théorie explique les résultats obtenus dans la premiere
et la deuxiéme parties.

Partie 1 : Dans cette partie, on s’intéresse & une classe de métriques sur les fibrés en droites sur P!
appelées métriques canoniques. Ce sont des métriques continues mais pas C* en général, déterminées
uniquement par la structure combinatoire de P! vu comme variété torique. On sait que pour tout
m € N* la métrique canonique sur O(m) est donnée par I’expression

[s(2)]

max (||, |x1])™

I8lloo () =

olt 7 = [xg : ¥1] € P! et s est une section locale de O(m) autour de z.

Il n’est pas clair a priori si la théorie de [BGV04] peut étre étendue & ce type de métriques.
Nous montrons dans cet article qu’on peut encore leurs associer un opérateur Laplacien singulier
qu’on notera par AW . Nous prouvons que cet opérateur posséde encore un spectre discret noté

Spec(A=— ) que nous calculons explicitement. On notera que Spec(AO(m)

O(m) ) est discret, infini et

positif.

On munit P'(C) I'espace projectif complexe de dimension 1 de la métrique associée & la forme
volume singuliere suivante
i dzNdz
oo T o max(L, |2])*

et on note O(m)_, le fibré en droites O(m) muni de sa métrique canonique, avec m > 0.

Soit n € Z et J, la fonction de Bessel d’ordre n. On commence dans un premier temps, par étudier
Ag_ . Gréce a la structure torique de P! on relie le spectre de Aw_ a celui de deux problemes avec
oo oo
conditions aux bords classiques. Notre premier résultat s’énonce comme suit :
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Théoréme 0.2.1 (cf. Théoreme (1.2.7). Pour tout m € Z et tout k > 1 il existe des fonctions
continues @, 1 et go?'m gy Sur P! telles que ¥ f € A"O(PY)

-2
- ]m,k —
((p(m,k)’ Aéw f)L27OO = T((P(m’k)7 f)L2,ooa
19
Jm,kz
(Pl Do, Nrzoe = 75

0 J(m i) (T€SP- jém k)) est le k-éme zéro positif de J, (resp. de J},), et que

(@ka)v f)LQ,ooa

g

g N j?n,k an,z
peC(AOw)*{O}U{T’ 1 ‘n,meN, k,lZl},

N

-2
Les valeurs propres jmT’k et ]Z’l pour n > 0 et m > 0 sont de multiplicité 2 et cette multiplicité vaut 1

2 2
our les valeurs propres 204 et 204
p propres %L et 2oL,

Le cas de AW est ensuite traité d’'une maniere analogue. On commence par résoudre deux
(oo}

problémes spectraux définis sur chaque composante connexe de P! \ S!, les solutions retenues ou ad-
missibles pour notre probléme seront un recollement des solutions des deux cotés de S! satisfaisant &
une condition de régularité le long de cette barriére. Le point délicat ici est de prouver que cet ensemble
de solutions ainsi construites est total. Pour cela, on adapte et étend les techniques de la théorie des
séries de Fourier-Bessel, cf. [Wat44l §.18], a notre situation, tout en développant en parallele dans
la section les objets analogues a la théorie des séries de Fourier-Bessel. Plus précisément on
introduit une classe de fonctions L,,, pour n € Z qui joueront le réle des fonctions de Bessel dans notre
situation.

Pour tout n € N, on introduit les ensembles suivants :

Zn:={rec ] di'i(r*mJn(r)Jn_m(r))‘A = 0}.

Théoréme 0.2.2 (cf. Théoreme (|1.3.6) et Théoreme (1.3.7)). On a, pour tout m € N*

Spec(Agg_) = {0} U{A:) I EN, A€ Z,}.

Sim est pair, alors la multiplicité de ’\% est2 st A€ Zy aveen>m—+1oul<n< % — 1 et de

multiplicité 1 si A € Z%. Lorsque m est impair, alors )‘TQ est de multiplicité 2 sin > m+ 1, égale a 1
s10<n<m.

Ce calcul nous servira dans un autre article pour le calcul du déterminant régularisé de la fonction
Zéta associée au spectre du Laplacien singulier AWW.

Partie 2 : La torsion analytique est un ingrédient fondamental de la géométrie d’Arakelov. Dans
le cas de fibré en droites trivial sur ’espace projectif muni de la métrique de Fubini-Study, Tkeda
et Taniguchi déterminent explicitement le spectre du Laplacien associé a ces métriques, voir [IT78].
En se basant sur leurs résultats, Gillet, Soulé et Zagier calculent explicitement la torsion analytique
dans ce cas [GS91]. Gillet et Soulé utilisent ce calcul pour démontrer leur théoréme de Riemann-Roch
arithmétique pour le fibré en droites trivial sur ’espace projectif muni de la métrique de Fubini-Study,
voir [GS91], Théoréme 2.1.1].
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Un des objectifs de cette partie est de proposer une alternative aux calculs de Gillet, Soulé et
Zagier en étudiant le spectre du Laplacien AW associé aux métriques canoniques sur P!,

Cette partie est constituée de deux parties logiquement indépendantes :

Dans la section , on étend la notion de la torsion analytique holomorphe aux fibrés en droites
munis de métriques admissibles sur P'. Notre idée consiste en premier temps & approximer une métrique
admissible par une suite de métriques positives de classe C*>° et d’étudier la variation de la torsion
analytique associée a cette suite, moyennant la formule des anomalies. On peut aussi considérer une
suite de métriques positives de classe C*° qui converge uniformément vers une métrique admissible

sur TP! et d’étudier le comportement de la torsion analytique dans ce cas. Plus précisément, nous
établissons le théoreme suivant, voir (2.2.5)) :

Théoréme 0.2.3. On munit TP' d’une métrique intégrable, qu’on note par hoo p1. Soit Lo =
(L, hoo,r) un fibré en droites admissible sur P*.

On considere (hn,1.), o €t (hnp1), o, deus suites de métriques L et TP respectivement vérifiant :

1. 1l existe Hy et Hy deuz fibrés en droites sur P! et deux suites de métriques (hy1) et (hn2) de
métriques positives de classe C*° qui convergent uniformément vers deur métriques ho, 1 p1 et
hoo o p1 Tespectivement sur Hy et Hy telles que

TP' = H, ® Hy*,

—1
hoopt = hoot @ hls,

et
hypt =hny @by VneN.

2. (hnr est une suite de métriques positives de classe C° sur L qui converge uniformément
"/ neN
vers hoo I,

On note pour tout n € N, n’ € N :
((T]Pﬂu hn,TlP’l); (L7 hn',L))

la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer associée d ((T]P’l, ho et ); (L, hn’,L))-

Alors la suite double! suivante :

(T((T]P’l, ho,rer); (L, hn’ﬂL)))

neN, n/eN
converge vers une limite finie qui ne dépend pas du choix des suites ci-dessus.
et nous introduisons la définition suivante :

Définition 0.2.4. On note cette limite par

Ty (TP hoo 22 (L hoc,t) )

1. Dans ce texte, on fera la convention suivante : On dira qu’une suite double (Z,, »/)nen,n’en converge vers une limite
[, si pour tout £ > 0, il existe A € R tel que |z, — | < € pour n,n’ > A.



0.2. PRINCIPAUX RESULTATS OBTENUS 15

et on Uappelle la torsion analytique généralisée. On définit aussi

hQ.g = hi2 g exp(Ty(TP' hog p1); (L ho, 1)

qu’on appelle la métrique de Quillen généralisée.

Nous nous intéresserons ensuite a une classe de métriques admissibles non nécessairement C* a
savoir les métriques canoniques sur P!. Ces derniéres ont la particularité d’étre déterminées uniquement
par la combinatoire de P!, vue comme variété torique. Nous appliquerons la théorie développée ci-
dessus pour calculer T, (WOO; O(m) ) ; la valeur de la torsion analytique généralisée associée & TP
et O(m)

~ Mmunis de leur métriques canoniques. On obtient :

- m m+1
Ty (TPl s; O(m) ) = 4¢p(—1) — é —log 2(771—’:1—22)[)')2 Vm € N.

La section ([2.3)) constitue une approche directe pour définir une torsion analytique holomorphe
associée & (TP!; O(m),,). Rappelons que dans [Haja], nous avons calculé explicitement le spectre de

ATm) . Il est donc naturel d’associer a ce spectre une fonction CAT) , qu’'on appellera la fonction

Zéta associée a l'opérateur singulier AW . Afin d’étudier cette fonction Zéta, nous introduisons

la notion de familles de fonctions Zéta, voir (2.3.2)), et nous généralisons la théorie de Voros a cette

classe de fonctions Zéta en démontrant le théoreme (2.3.6)) qui généralise ceux de [Vor87] et de [Spr05].

Grace a la théorie développée dans cet article, nous sommes capables d’établir que Ao est pro-

longeable analytiquement au voisinage de zéro. De plus, nous calculons explicitement Ci\ (0) et
O(m) o

nous obtenons :

¢ (0) = 4Ch(~1) — & (m+ 2" N

—log ————
e 6 B (m+ 12
Nous obtenons 1’égalité remarquable suivante :
1, Om).) = o (0) ¥meN.
Partie 3 : Rappelons qu’un fibré en droites hermitien (F, hg) sur une variété projective complexe

non-singuliere, est dit admissible si hg est limite uniforme d’une suite (hy)neny de métriques C* et
positives. On dit qu’il est intégrable si hg est quotient de deux métriques admissibles.

Dans cette partie, on s’intéresse a une sous-classe de métriques intégrables sur les fibrés en droites
sur une surface de Riemann compacte. Nous introduisons la notion de métrique 1-intégrable en consi-
dérant la définition suivante :

Définition 0.2.5. Soit (X,w) une surface de Riemann compacte et wx une forme de Kihler. Soit
E = (E, hoo) un fibré en droites intégrable sur X.

On dit que (E, ho) est 1-intégrable s’il existe une suite (h”)neN de métriques de classe C*° sur B
qui converge uniformément vers hoo vErifiant que :

1. Il existe E1 et Ey deux fibrés en droites admissibles tels que E = E1 ® E;l et deur suites
<h17")n€N et (h27n)n€N de métriques positives de classe C*° sur Ey respectivement sur Eo telles

que (hlv")neN respectivement (hQ’n)nEN converge uniformément vers hy « respectivement vers
h2.so et que
hn = hin ®hy, Vn€N.

ou il existe I/, une métrique positive de classe C*® telle que h, @ h' est positive, Vn € N.
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2,
Sl o) <o
el hn—l sup ’
” o d\-%0 h
) n
nzlli};l ‘hX <&, &) alog hnil up < 0. (1)

Le principal résultat du paragraphe (3.2)) est une condition suffisante pour qu'une métrique vérifie
(13.2), c’est 'objet du théoréme suivant :

Théoréme 0.2.6 (cf. théoréme (3.2.12))). Soit h une métrique intégrable sur un fibré en droites L
sur PY. On suppose que hoo est invariante par Uaction de S et qu’il existe S € S tel que h soit de
classe C* sur P! \S. ST hoo = h100 ® hQ_io avec hioo €t ho o sont deux métriques admissibles, alors
pour tout choiz de suite (hi,,), . (resp. (han), o) de métriques positives de classe C* convergeant
uniformément vers hi o (Tesp. hooo), il existe (hn,p)
converge uniformément vers hoo telle que

nen Une suite de métriques de classe C*° qui

1.
tog 22| < [log 2)
hn—l,p sup hn—l sup
2. 1l existe M > 0 tel que
o 9\-30 Bom
‘ P1<82’82) 8z(0g hp,n—l) . Vn € N (3)

3. Il existe I/, une métrique positive de classe C* telle que h,, @ h' est positive pour tout n € N.

Avec les notations de la définition (3.2.13]), nous montrons qu’il existe des métriques 1-intégrables
continues mais non C*°, c’est 'objet du théoreme (|3.2.15)). Notons que nos résultats s’étendent a toute
métrique ayant cette propriété.

Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte ou hx est une métrique hermitienne continue.
Au paragraphe , on rappelle la construction du Laplacien dans le cas classique agissant sur
A(0,0) (X, E). Soit Eoy = (E,hp,) un fibré en droites intégrable sur X, nous montrons qu’on peut
associer a hp o, un opérateur linéaire qui agit qui agit sur A00) (X, E) et étend la notion de Laplacien
pour les métriques C*>. On I'appellera 'opérateur Laplacien associé & hg o et on le note par AFOO‘
Plus précisément, on établit le résultat suivant, voir (3.3.6]) :

Théoréme 0.2.7. Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte avec hx une métrique hermitienne
continue. Soit Eoy = (E,hps) un fibré en droites intégrable. On note par A%9(X,E)_ le complété
de AY0(X | E) pour la métrique L% induite par hx et hp oo

Pour toute décomposition de Eo = El,oo ® E;io en fibrés admissibles El’oo et Eg,oo, et pour
tout choiz de suites (hi,n), oy (resp- (han), o) de n”;étm'ques positives C*° sur E1 o (resp. sur Fa o)
qui converge uniformément vers hi oo (resp. ha o), pour tout & € AY (X E), et si l'on pose E, =
Ei,® E;:L Alors la suite (Agng)neN
Aﬁwﬁ dans AY9(X,E)_ . Cette limite ne dépend par du choiz de la décomposition ni de celui de la

suite.
On a

1. Ay est un opérateur linéaire de A%°(X, E) vers A0(X, E) .

converge, pour la norme L2, lorsque n +— oo vers une limite
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(A (f®0),9@7) = (f®0Az (9®7)) L
ZQW/hEOOUT)af

Vf,g € A%(X) et 0,7 deur sections locales holomorphes de E tels que f @ o et g ® T soient
dans ACO) (X, E). En particulier,

P 4
6—gdz/\d7. )

(AEC}O&? 5/)[/2700 = (67 Aﬁmgl)L2yoo7

Ve & e AOO(X E).

(Ap &) =0 VE€ A(X, E).

Si ’on choisit convenablement (hn)n une suite de métriques de classe C* qui converge uniformé-

. —tA= —tA—=
ment vers hoo, alors nous sommes capables de relier e “Feo & (e~ Fn) la suite de noyaux de

neN’
Chaleur associés a (h”)n' En fait, si (hy)nen vérifie les deux conditions suivantes :

1.

< 00

sup

1
2 2Y 20 hnia
hX(az’Bz) 9z log 7

sup
neN

8 N2 . hpa
(50 52) 52,

ol {%} est une base locale de T'X. Rappelons que ne dépend pas du

choix de la base locale.

2.
0o 1
Z hhn —1 i < 00.
n=1"n-1 sup
Alors, nous montrons le théoréme suivant, voir (3.4.8) :
Théoréme 0.2.8. On a,
(e_tAEn)neN — OB

dans Uespace des opérateurs bornés sur le complété de A0 (X, E) pour la métrique L?,.

Apres nous montrons que AEO@ possede un spectre discret, infini et positif. L’étape suivante est

’étude de Popérateur P®e tALoe oll P est la projection orthogonale & ker AE s pour L?.. Nous
montrons qu’il est nucléaire, on peut alors introduire la fonction Théta associée en posant :

foo(t) := Tr(P®e AE) V>0,
Nous montrons qu’on a convergence simple de :

ou 0, est la fonction Théta associée a Ag p,, .
Ces résultats sont regroupés dans le théoreme suivant, voir (3.4.16)) pour la preuve :
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Théoréme 0.2.9. Pour tout t > 0, e "AE est un opérateur nucléaire. On a
ulLI{)lOHu(t) = O (t).

La fonction Zéta (o définit par :

est holomorphe sur Re(s) > 1 et

Coo(s) = i )\81 V Re(s) > 1.
k=1 "0,k

admet un prolongement analytique au voisinage de 0 et on a
/ T /
avec G, est la fonction Zéta associée a Ap,,.

On notera qu’afin de démontrer ce théoréeme on a besoin d’une borne inférieure positive non nulle
pour la suite (A1 p)nen, OU A1 est la premiere valeur propre non nulle de AEn pour tout n € N.
L’existence de cette borne sera déduit de la proposition suivante, qu’on établit dans (3.7.17) :

Proposition 0.2.10. Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte et E un fibré en droites ho-
lomorphe. Soit hp o une métrique hermitienne continue sur L. Soit (hy), une suite de métriques
hermitiennes C*° sur L qui converge uniformément vers hoo. Alors il existe une constante oo # 0 telle
que
1
)‘17p [0
On termine en montrant que la suite des métriques de Quillen (|| - ||g.4, )nen converge vers une
limite et que cette derniére est représentée par la métrique || - [|Qn. = || - | 22,00 €XP((5(0)).

Les paragraphes et (3.3.3]) sont consacrés a l'extension de la notion du Laplacien généralisé
aux cas des métriques intégrables sur les fibrés en droites holomorphes sur une surface de Riemann
compacte. On propose deux approches différentes, dans la premiére nous montrons que pour tout choix
(hn)n de suites de métriques positives C*° qui converge uniformément vers une métrique admissible
heo, la suite d’opérateurs A, converge fortement pour la métrique L? vers un opérateur qu’on
notera par AEOO’ voir le théoréme . Lorsque X = P!, le théoréeme décrit la deuxieme
approche qui consiste a définir directement 'opérateur Ag j_ par une formule qui étend ’expression
locale du Laplacien dans le cas C*° en montrant que le coefficients de ce dernier ont encore un sens
dans le cas de hg .

On termine, par prouver que les deux approches définissent le méme opérateur, qu’on appellera le
Laplacien associé a hg .

Dans la partie (3.5)), on étudie la variation de la métrique sur 7X. On considére une métrique inté-
grable sur TX, qu’on lui associe un opérateur Laplacien noté Ax . on montre qu’il admet un noyau
de chaleur e *2x.> qui peut étre approché par une suite de noyaux de chaleur (e_mxv")n de classe C*°.

Le (3.6)) constitue une annexe regroupant quelques résultats techniques utiles, on y trouve un rappel
sur les opérateurs bornés, compacts et nucléaires sur un espace de Hilbert. En combinant plusieurs
résultats on établit dans (3.4]), que

e Bhe > ()
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est un opérateur nucléaire, en d’autres termes nous établissons que

0o (t) := Z e ook < 00
k>1

oll {Aoo i }ken sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicités. Si I'on note par

1

o9 = 75 /00o 719, (t)dt, s€C,

alors nous montrons notre principal résultat de ce paragraphe :

lim ¢7,(0) = ¢ (0)

neN

est la limite est finie.

Cela explique nos précédents calculs et le fait que

Ty (P!, we); O(m) o) = Ca - (0)

O(m) o

ou le terme & gauche est obtenu comme limite de ¢/, (0).

L’appendice regroupe quelques lemmes et résultats qui seront utilisés tout au long de cette
these , par exemple on établit un lemme technique qui nous permet de construire a partir d’une famille
discrete ou une suite (hy,)pen de métriques hermitiennes, une famille & parametre continu u € [1, 00|
qui interpole (hy,)nen aux points entiers et qui varie de fagon C* en fonction u. Ce lemme sera utilisé
pour étudier en particulier la variation des e *AL.:n en fonction de n en utilisant la formule de Duha-

0 —tAy
mel pour 5-e .






Chapitre 1

Spectre du Laplacien singulier associé
aux métriques canoniques sur P!

On détermine le spectre ainsi que les vecteurs propres du Laplacien singulier associé au fibré en
droites hermitien O(m)_ muni de leur métrique canonique sur PL.

1.1 Introduction

Soit (X, hx) une variété kithlerienne compacte de dimension n et E := (E,hg) un fibré hermi-
tien muni d’une métrique de classe C* sur X. Pour p,q¢ = 0,1,...,n, on note QP9 (X, E) (resp.
A9 (X, E)) le fibré vectoriel des (p, q)—formes de classe C* & coefficients dans E (resp. espace des
sections globales de Q9 (X, E)). La métrique de hy sur 79X induit par dualité une métrique
hermitienne Q10 X et par conjugaison une métrique sur Q% (X). En prenant les différents produits
extérieurs de cette métrique et en les tensorisant avec la métrique de E, on construit un produit her-
mitien ponctuel (s(x),¢(z)) pour deux sections de A9 (X, F) = A9 (X) oo (X) A0 (X E). Soit
wo la forme de Kéhler normalisée, donnée dans chaque carte locale (z,) sur X par

i o 0 _

Le produit scalaire L? de deux sections s,t € A0 (X, F) est défini par la formule

wy

(5,02 = [ (s(a).t(@))

On dispose du complexe suivant appelé complexe de Dolbeault :

nl’

1

B _
0— A0 (x, By %2 400 (x B) %2,

an—1
g

Z, A0n(X E) — 0.
L’opérateur 0r admet un adjoint pour la métrique L?, c’est & dire un opérateur
0y : AL (X E) — A9 (X F)
qui vérifie _ B
(S, a*Et)LQ == (aES, t)LQ
pour tout s € AQD(X E) et t € A0t (X E). Pour ¢ = 0,...,n, l'opérateur A% = 5%_1565 +
5?1*5% sur A09) (X, E) est appelé opérateur Laplacien. On sait, voir par exemple [BGV04], que
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A% est un opérateur positif et qu’il admet un spectre positif discret et infini, et que les vecteurs
propres associés sont dans A%( X, E).

Il y a peu de cas pour les quels on sait calculer explicitement le spectre de A*E' Lorsque P", 'es-
pace projectif complexe de dimension n, est muni de la métrique de Fubini-Study, Ikeda et Taniguchi
étudient dans [IT78] le Laplacien A agissant sur l'espace des (0, ¢)-formes C*™ a coefficients dans le
fibré en droites trivial pour ¢ = 0,...,n. Ils utilisent la compatibilité entre la structure P™ vu comme
variété riemannienne homogene et la métrique de Fubini-Study pour calculer les valeurs propres de
A1, voir [IT78], théoréme 5.2].

Dans ce texte, on s’intéresse a une classe de métriques sur les fibrés en droites sur P!, appelées les
métriques canoniques. Ce sont des métriques continues mais pas C* en général, déterminées unique-
ment par la structure combinatoire de P!, vu comme variété torique. On sait que pour tout m € N*
la métrique canonique sur O(m) est donnée par ’expression

[s(2)]

max (||, |x1])™

[18]loo () =
olt © = [xg : 71] € P! et s est une section locale de O(m) autour de z.

Il n’est pas clair a priori si la théorie de [BGV04] peut étre étendue a ce type de métriques. Nous
montrons dans cet article qu’on peut encore leurs associer un opérateur Laplacien singulier qu’on
notera par AW . Nous prouvons qu’il posséde encore un spectre noté Spec(AW ) que nous cal-

culons explicitement. On notera que Spec(A est discret, infini et positif.

oGm.,)
On munit P! I'espace projectif complexe de dimension 1 de la métrique associée a la forme volume

singuliére suivante

i dzNdzZ

oo T o max(L, |2])*

et O(m), le fibré en droites O(m) muni de sa métrique canonique, avec m > 0.

Soit n € Z et J, la fonction de Bessel d’ordre n. On commence dans un premier temps, par étudier
Aa)o. Gréace a la structure torique de P! on fait le lien entre le spectre de Aa)o et celui de deux
problemes avec conditions aux bords classiques. Notre premier résultat s’énonce comme suit :

Théoréme 1.1.1 (cf. Théoreme (1.2.7))). Pour tout m € Z et tout k > 1 il existe des fonctions
continues o, 1y et gpzrm gy Sur P! telles que ¥ f € A%O(P!)
2

_ Imk, _
((p(m,k)’ Aéoo f)LQ,OO = TZ (So(m,k)7 f)LQ,ooa

19
jm,k
(‘p?_mk)? Aéoof)LQ,oo = 4 ((&Ozrmng f)L2,oou

0t J(m,k) (T€SP. j(m k)) est le k-éme zéro positif de J, (resp. de J},), et que

2 ./2
Imk Iny
Spec(AaX)):{O}U{ Z , Z ’n,mGN, k,lZI},
.9 /o
Les valeurs propres ]Tk et %l pour n > 0 et m > 0 sont de multiplicité 2 et cette multiplicité vaut 1

9 Iy
our les valeurs propres 224 et 201
p propres ~3* et 2oL,
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Le cas de AWOO est ensuite traité d’une maniere analogue. On commence par résoudre deux
problémes spectraux définis sur chaque composante connexe de P!\ S!, les solutions retenues ou ad-
missibles pour notre probléme seront un recollement des solutions des deux cotés de S! satisfaisant a
une condition de régularité le long de cette barriere. Le point délicat ici est de prouver que cet ensemble
de solutions ainsi construites est total. Pour cela, on adapte et étend les techniques de la théorie des
séries de Fourier-Bessel, cf. [Wat44, §.18] a notre situation, tout en développant en parallele dans la sec-
tion les objets analogues a la théorie des séries de Fourier-Bessel. Plus précisément on introduit
une classe de fonctions L,,, pour n € Z qui joueront le réle des fonctions de Bessel dans notre situation.

Pour tout n € N, on introduit les ensembles suivants :

Z,={reC]| %(r*mJn(r)Jn_m(T))h o},

Théoréme 1.1.2 (cf. Théoréme (|1.3.6)) et Théoreme (1.3.7)). On a, pour tout m € N*

Spec(Agg. ) = {0} U{A:’ I EN, A€ Z, ).

Sim est pair, alors la multiplicité de /\zz est2 siAN€ Zy, avecn >m+1oul<n< % — 1 et de

multiplicité 1 si A € Z%. Lorsque m est impair, alors )‘TQ est de multiplicité 2 sin > m+ 1, égale a 1
s10<n<m.

Ce calcul nous servira dans un autre article pour le calcul du déterminant régularisé de la fonction

Zéta associée au spectre du Laplacien singulier AW

oo

1.2 L’opérateur de Laplace-Beltrami canonique sur P!

1.2.1 L’opérateur de Laplace-Beltrami sur une surface de Riemann compacte

Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte avec hx une métrique hermitienne de classe C*.
On note par Ax le Laplacien associé a la donnée ((X,hx); Op), avec Oy est le fibré en droites trivial
muni d’'une métrique triviale. Ax est appelé classiquement 'opérateur de Laplace-Beltrami.

On rappelle qu'un fibré en droites hermitien L sur une variété complexe compacte est dit intégrable
s’il existe Ly et Ly deux fibrés en droites hermitiens dont les métriques sont limites uniformes de
métriques positives de classe C* sur X et que L = L] ® Ligfl.

Dans ce paragraphe on étend la construction du Laplacien Ax au cas des métriques intégrables
sur T'X. Lorsque hyx est C* on sait que le Laplacien associé a cette métrique est donné localement
par la formule suivante :

9 ﬁ)‘lﬁ
0z’ 0z/) 0207’
ot {£} est une base locale de TX. On peut consulter [Jos06, définition 2.3.1 et définition 2.3.3).

Axf=—hx( V3 e AM(X).

Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte munie d’une métrique hermitienne intégrable hx.
Si hx est continue, alors on va montrer qu’on peut associer a cette métrique un Laplacien Ax, en
posant

Ax = D¢ D,
et on montre que
0 0\-10°3
AyB=—hy(—. —) —= A%0(x
xB X(az’az) .05 "PE€ (X)
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pour toute base locale {%} de TX. Afin d’étendre cette notion il suffit de vérifier que do admet un
adjoint pour la métrique L?. Pour cela, on va rappeler la construction de 'opérateur Laplacien et on
montrera que cette derniére ne dépend pas de la régularité de hx.

Soit donc hx une métrique hermitienne continue. On note par wx la forme de volume normalisée
associée a hx.

On dispose d'un isomorphisme naturel entre Q19(X) et Q19(X)* donné par
a e Q(X) — (B — (8,0),) € Q2(X)*, Va € X.
Comme wy trivialise 211 (X) alors cette forme induit un isomorphisme
Home (Q21(X), QLY (X)) ~ QL9(X), Vz € X.
Il existe donc pour a € N%1(X) fixé, un élément o’ € Q1O(X) tel que

Be Ay = (B, 0) 3wz, ¥ 6 € QH(X).

On note par * I'application qui envoie a sur . Explicitons * : Soient 3 et o deux éléments de
Q%1 (X), par une partition d’unité on peut supposer que 0 = bdz et a = adz ou a et b sont deux

fonctions C>® sur X, on a (8,«a), = % donc (3,a),w, = b(z)a(z)s=dz A dz = b(z)dz A
0z'0z

(—%a(x)dz)_ On en déduit que

«: QM(X) — QM0(X)

D’un autre coté, on dispose d'un isomorphisme entre Q%°(X) et Q11 (X) qu’on notera aussi par * tel
que *(g) = gw, Vg € Q%0(X) et qui vérifie

(9.9 )w=gA*(d), Vg,q € Q"O(X).

Si 'on pose 5((19* = (—1)7x7! 5/11’0()0* pour ¢ = 0,1, alors on vérifie que

5?9*3 =0,
et
(5,05 )12 = (D03, )12
pour tout s € A%0(X) et t € AOD(X).

On définit le Laplacien associé a la métrique hx en posant que
o e
Ax =0 80 + 6180.
On montre que Ax vérifie

(Axa, B) 2 = (o, AxB) 2, Ya,pe A" (X).
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Montrons que
-1 82 ﬁ
020Z

o 0
Axf = —hx<£,§> V3 e AM(X). (1.1)

(a, AxB)wx = (a, (919 + 8100) B)wx
= (a,019,8)wx + (a,0,003)wx
(a,d 1 A((Bw)))wx + (a,0,008)wx
=0+ (o, 0,008)wx
= —a A (Dgrox 0(x) * 9p3)
= ia A (591,0(X)%dz)
-

i B
= %a/\ ﬁ@z(dZ/\dZ)

0B
5795 )2—d 2 Ndz

9 0\-10°3
- ( hX((?z 82) 8282) X
9 0\-109°3
:aA< (- hX((?z 82) 020z )
=aA*x(Axp).

=aA (-

On déduit que
—1 32 ﬂ

0,0
- VB A, (1.2)

o0 0
AXﬁ = —hx <E7 &)

Rappelons que, sur une variété riemannienne (X, g) de dimension réelle 2, le Laplacien A, s’exprime
en coordonnées locales par la formule suivante :

\}g (893(\/§9m8:v) + 0:(/99™0x) + ay(\/ggexay) + ay(\/ggyyay))-

ou (x,y) est un systéme de coordonnées locales, voir par exemple [Jos00, (2.1.13) p.92].

Ay =

Si 'on consideére 0, 27[x R muni de la métrique :
= (dr)? +r*(d6)>?,

alors \/g=r,g"" =1, g0 =0,¢"" =0et g% = %2 Par suite

1 1

Sur RT* x S! muni de la métrique g = drr? +r2df on consideére le changement de variables suivant :

, 0:=40.

1
S = —
r
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On cherche & exprimer Ay, le Laplacien sur RT™* x S! muni de la métrique ¢’ := ds? + s2df?, en
fonction de A, . Montrons que
Ang=5"Agp. (1.3)

Soit donc f une fonction de classe C? et de support compact sur RT™* x St et on pose g : (s,6) —
9(5,0) = f(L,6). On a

dg, . 1of 1 g, . 20f 1 1 0%f 1 0?%g 9 f
59 = "war G amW T wer P TaarG) ¢ e =550

alors
82f 10f 1 an 4829 309
20+~ (1 0) + 5o (r,0) = 8155 (s,0) + 577 (5,0) + 5

En d’autres termes, on a montré que

20

962 (376)‘

Ar,@f = 54As,99' (14)

1.2.2 Le spectre du Laplacien canonique sur P!

Comme TP! ~ O(2), on munit P! de la métrique canonique de O(2) et on note

7 dz Ndz

Yoo = o max(1, [2[2)2

la forme volume normalisée associée.
On dispose de deux métriques sur A®O(P!) :

[ullsup == sup [u(z)],
zeP!

et la métrique L? définie par le produit hermitien suivant :

(w,0)p2 0 = [ ul@)o(@)on
zeP!
pour u,v € A%O(Ph).

On note par Hy le complété hilbertien de A°?(P!) pour la métrique || - || 2,00, C’est un espace de
Hilbert, par construction.

On rappelle qu'un ensemble {p, },en de vecteurs orthogonaux deux a deux dans H, un espace hil-
bertien, est dit total si et seulement si ’ensemble S formé des combinaisons linéaires finies Y ;_; arpk
des @y, est dense dans H.

Proposition 1.2.1. Une suite orthogonale (¢;);en de vecteurs d’un espace de Hilbert H est totale si
et seulement si le vecteur nul est 'unique vecteur orthogonal a tous les ¢;.

Démonstration. Voir par exemple [BR89, théoréme 12, p.366]. O
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Proposition 1.2.2. Soit H un espace de Hilbert avec produit hermitien noté (-,-).

Soit A: D C H — H un opérateur linéaire, ou D est un sous-espace linéaire dense de H. Soit
(oK) ken une base orthonormale de H, et on suppose qu’il existe 0 < \g < A1 < ... une suite croissante
de réels positifs tels que :

(Pr, AY) = Me(¢r, b)) Vip € D, Vk e N.
On pose Hy == {1p = Y32 gardy, € Hlap € C, Vk € C, 3020 Ailax|* < oo} et soit Q lopérateur
linéaire défini sur Ho en posant :

QW) =Y Aeardr,
k=0
pour ¢ = 3772 ardr € Ha.

Si D C Hy, alors Q est une extension mazrimale autoadjointe de A dans H.

Démonstration. Vérifions d’abord que @ est une extension de A, soit ) € D et montrons que Q(v)) =
A(v). 11 existe deux suites de nombres complexes (ag)ren €t (bk)ren telles que ¥ = Y22, apdy et
Ay = 3752 brgy. Done, by, = (¢, Ap) = A (¢r, 1) = \iar, par suite Ay = 352 5 Mpartn, = Q).

Maintenant, soit 7': D’ C H — H est un opérateur linéaire autoadjoint qui étend @ (c’est a dire
Hy C D' et T)p = A). Soit ¢ € D', il existe deux suites de nombres complexes (ax)rey €t (br)rey
telles que ¢ = Y 72 ardp et Ty = Y oy brdr. Comme T est autoadjoint, alors (T'w,v) = (w,T)
pour tout w € D’. En particulier, (T4, ) = (11, T?) pour tout k € N. On en tire que \yay = by.
Par suite, Y pen A2|ak|? = Y pen |0k]? < 00, donc ¢ € Hy. On a montré que D' = Hs.

O]

Définition 1.2.3. On appelle Laplacien canonique l’opérateur de Laplace-Beltrami associé d (P', weo)
et au fibré trivial tel que introduit dans le premier paragraphe. On le note par Aa)o.

Pour tout f,g € AOO(P!), on a

2
020%
(A@Ofa 9)L2,oo = (f A@Og)m,w

Ap_f=—max(1, |z|*)

f VzecC,

et
_op, =L LA
HA(’)OofHLQ,oo = 2W/@max(1,|z[ )‘6282’ dz A dz.

Comme f est C*°, alors HAameL2 + < 00. Par suite, A@m est un opérateur de A©0) (P!) vers Hy.

On note par Dy, la fermeture pour 'ensemble {f € A0 (P!) | HAa,ofHB -, < 0o} dans Hy,
appelé domaine maximal de définition de A@w. On a, A(0:0) (PY) C Dpax.

On se propose dans la suite de déterminer le spectre de A@)o qu’on notera par Spec(Aa}o). On
va adopter la définition fonctionnelle pour parler d’'un vecteur propre, c’est a dire que A appartient a
Spec(Agw) s'il existe ¢ € HOO, tel que

(‘)07 A@@f)LQ,oo = )‘(()07 f)L2,007 Vf € A070(]P)1)' (15)

Dans ce cas, on montre qu’il existe (), une extension maximale autoadjointe de Az dans Hp. Clest

oo

une application de la proposition (1.2.2), avec H = Hyp, A = Ag_ et D = A0 (P1), 1] suffit juste de
vérifier que A0 (PY) € Hy. On déduit que

Dmax = H2-



28HAPITRE 1. SPECTRE DU LAPLACIEN SINGULIER ASSOCIE AUX METRIQUES CANONIQUES SUR P!

Remarque 1.2.4. Il est important de noter que lorsque la métrique sur X, ici P!, est de classe C*®
alors on démontre un résultat de régularité pour les vecteurs propres, en fait on prouve qu’ils sont des
fonctions C*°, voir [GH94] Ch. 6]. Comme on verra dans la suite, les vecteurs propres de Aaw sont
des fonctions continues mais non C*.

On va introduire deux sous-espaces remarquables dans Hy et on remarquera que la restriction de
Aa)o et son étude sur chacun de ces sous-espaces se traduit en un probléme classique bien connu de
la théorie des problémes avec conditions aux bords, a savoir le probleme D (resp. N). Par un procédé
de recollement, on exhibe des vecteurs propres au sens de pour cet opérateur et en utilisant les
résultat du la section (|1.4.3]) on conclut que ce sont les uniques vecteurs propres.

On pose
Ey:={ue AP [u(r,0) — U(*l,‘g) =0},
+ r

et
1
E_ = {uc A" (P |u(r,0) + u(-,0) = 0}.
r
Ce sont deux sous C-espaces vectoriels de A%?(P!). Remarquons que les fonctions constantes, qui
sont bien dans H%Y, sont des vecteurs propres pour Aa)o associés a la valeur propre 0, et qu’elles

appartiennent a F .

On note par B et E_ les complétés de E4 et E_ pour la métrique || - |12 oo-

Proposition 1.2.5. On a

1
H(]’O — E+ @E,

Démonstration. Commencons par montrer que

1
AYPY=E, PE_.
Soient u € Ey et ve€ E_, on a

(01200 = [ ul@)ol@n

7 —— dzANdZ
_2WA“”“”mm@pm

e

=5 </z|§1 (z)v(z)dz N dzZ + . u(z)v(z)7|z|4
1

- 1 L
_ 7’,97)7“,97’de0+—/ w(r 0)0(r 0
sy OB+ [ 00

Si 'on pose s = % dans la seconde intégrale, alors

1 _ 1 1
*/ u(r, 0)v(r, 9)@ =/ u(—, 0)v(—,0)sdsdd
r>1,0€[0,27] $<1,0€[0,27] S

s S
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Par hypotheses sur u et v on trouve que

(U, V) 2,00 = 1/ u(r, @)v(r, 0)rdrdd — 1/ u(s, 0)v(s,0)sdsdd
r<1,0€[0,27] s<1,0€[0,27]

s s

=0
Donc E; et E_ sont orthogonaux par rapport au produit scalaire (-, )72 -

Si w € A%0(PY), on note par wy (resp. w_) 1’élément de E (resp. de E_) défini par wy (r,0) =
Tw(r,0) + 3w(2,0) (resp. w_(r,0) = 2w (r,0) — tw(%,0)). On vérifie que

w=wy +w_.

Soit maintenant u € H*? alors il existe (u,)nen une suite de fonctions dans A%9(P) telle que
Hun - UHL2,OO ’nHJrOO) 0

Pour tout n € N, on pose

1 1 1 1 1 1
Uy (1, 0) = iun(r,G) + 51@(;,0) et u_p,(r0) = iun(r, 0) — iun(;,G),

alors
l|wgn — u+7mHL27OO < tn — umllr200 €t |Ju—pn — u_7m||L27<>O < |wn — umHL27(>O Vn,meN,

d’ou on déduit que (u+7n)neN (resp. (u_,n)neN) admet une limite dans H"? qu’on notera par u, (resp.

u_) qui appartient a Et (resp. E ) car E' et E sont fermés par construction. Comme la limite est
unique, alors on a
U=uy +u_.

Fixons m € Z, k > 1 et [ > 1. Avec les notations de la section (|1.4.2]), on pose
"LP(_mk) (T) - Jm(jm,kr) et W;mk) (T> = Jm(j/m,lr)-

Ces deux fonctions vérifient les conditions du ([1.36) donc on peut leur associer les fonctions cpf(m k)
et Lpét(m ) comme dans (1.37)). Par conséquent, cpic(m k) €t wéc(m k) vérifient le lemme (|1.4.2)).

On pose alors,
_ Soi(mk)(z) sifz] <1
z) = Z .
(‘D(mk)( ) { ¢2’(m7k)(z) si|z] > 1,

et

@t(m,k)(z) si|z[ <1
goi(mk)(z) si|z| > 1.

(pzrmk)(z) = {

Proposition 1.2.6. Pour tout m € Z et tout k > 1, on a

Plmk) € E et Plmk) € E .
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Démonstration. Commencons par vérifier que H%? contient les fonctions continues. Soit donc u une
fonction continue sur P!. Par le théoréme de Stone-Weierstrass, on peut approximer u par une suite
de fonctions de classe C* pour la norme || - ||sup sur P! et comme on a

2 2
[0l e < ([ ) 0l
pour toute fonction continue v sur P!, on conclut que H%? contient les fonctions continues.

Montrons que go(fn’k) € HOO (resp. Plmk) € H%0), pour cela il suffit de montrer qu’elle est continue

sur P!. Par hypotheses et par construction, cette fonction est continue sur IP’l \ {0, o00}.

Si m # 0. Au voisinage de zéro, on a ]gp?[ (z)| = ) et en oo, |go (e ( z)| = O(:%), (rappelons

que Jp, est d’ordre m en zéro), voir ((1.40)).
Sim =0, ©0 k)(z) = Jo(jo,x|#|) au voisinage de zéro, Y0 k:)( z) = Jo(jok |Z‘) au voisinage de oo, de

méme on a cp?[) k)(z) = Jo(cok|2|) au voisinage de zéro, @EB k)( z) = Jo(co, kT ) au voisinage de oo.

Par suite, gpfm k) est continue sur P! donc c’est un élément de H%0.

Par construction, on vérifie que

1 _ 1 _
Py (20) = Pl () et 9000 (2,0) = =i, (r.0) Vr>0, V0 R
On conclut que
+ -+
Plm) €L
et
Pk € F
O
Théoréme 1.2.7. Pour tout m € Z et tout k € N*
Jonk
(Cp(m,k)’ A@QQf)LQ,oo = %(w(rn,k)’ f)LZ,oov vf € Aop(Pl)a (16)
j’ k
(gpzrm,k)’ A500]0)L2,<>o = Z ((p(m k) 7f)L2 00 Vf € AO’O(PI) (17)
et ,
Spec(Ax ) = {0} U{]Z@k an’l n,meN, k> 1}
OOO 4 ) 4 b ) ) — b
.0 /
ot J"T (resp. k) est de multiplicité 2 sin > 0, et de multiplicité 1 quand n = 0.
Démonstration. Fixons quelques notations : On pose z := Z- sur C, on note par Ag ou A,y est

Zo
I operateur de Laplace Beltrami sur R? écrit respectivement en coordonnées cartésiennes et polaires ;
2 2 . .
Ag 812 + ay2 et Ang= 87,2 +10 4 %2%, avec x = Re(z), y = Im(2) et 2z = |z]e"? = re®.
Rappelons que d¢ = 4m (0 — 9), donc

2 2 2 2
L 9 dz Ndz, et o _1.9 0 1AO.

dd T 2700207 020z Z(@ + 87y2) !




1.2. L’OPERATEUR DE LAPLACE-BELTRAMI CANONIQUE SUR P!

31

L’idée de la preuve de (1.6|) et de (1.7)) consiste en premier temps a utiliser les résultats de ’annexe

(1.4.1)) appliqués aux fonctions gozrm K €t go(_m ) bour prouver que

((70(+m,k:)7 A@@f)LQ,oo = (Ap

[e3]

90(+m,k)’ f)LQ,oov (@(m,k)’ A@QO f)L2,oo = (Aéoo w(m,k)’ f)Lz,om

v f e ACO(PY) on Az @t . est par définition la fonction définie en tout point z € P! \ St par

(m.k)
82(pi
—max(L, o) — 2 (2),
et de conclure en montrant que sur P!\ S! on a
)\2
A + _ N+ +

50090(m,k) - 4 S0(m,k)'

olt A2 = j(2m k) €t o= j’%mk). (Notons qu’ici I’égalité est au sens des fonctions).

Soit f € A*9(X), on a

0*f i
+ _ _ K -
(@(m,k), Aowf)LQ,oo = /CQOTE&Z 27rdz Ndz par (1.2
— + cr
— [ T
— + cr 4+ c T
= \/|Z<1 901’(m’k)dd f + ‘Z|21 QOQ,(m,k)dd f

= fddcgof(mk) —|—/|>1fdd0902i7(m’k) par (1.4.3)

|z]<1

= (Aéw@ztmk): f)L2,o<>'

Avec les notations du début de la démonstration, on a :
Sur {|z| <1}
— .2 — .12
= AL gy = Im k1 mg) = B (k) = Ikt gy PAT (L)

Si l'on pose sur {|z| > 1} s:= % et ﬁi(m’k)(s,ﬁ) = cﬁi(m’k)(%,ﬁ), alors par ((1.3) on a

- _ A ~— + __ A4 ~+
—Ar,e‘Pz,(m,k) == Asﬁ%,(m,k) et — Ar,ewz,(m,k) == Asﬂ‘PQ,(m,k)
Mais par construction, on a

@i(m,k) (8’ 0) - igp:lt,(m”k) (87 9)7 V0<s<1,

qui nous donne que

_ 4 _
7A7’,6<)02,(m’]€) = s AS,HSOL(m’k)

= =325 T iy (5:0) par (L),

1
9 _
- ]m,k 7474902,(m,k) (’l“, 0)7
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et
+ _ A +
_Ar79(p2’(m7k) = =S AS70(p17(m,k‘)
= IS P sy (5:60)  par (LA, (1.10)
1

_ ;12 +
= ]m,ijSOZ(m,k) (7", 0)

On a par conséquent

' - 0? - 0?
Ao, 4% =3 / / dz A dz
(Ao Pmpy Nz = 57 |z|<1f828z¢1 (m’f)dZ/\dZ+27r \z|>1f8zaz(p2 (m k) 2 11 0

2w om
= —7/ / fAr@@l (’ITL k)T‘dee-f-—f/ / fAs@SOQ (m k)sdsde
2 o
:—7/ / fAre('lpl (mk)rdrde——/ / fAsg(;OQ(mk)Sdee
2 _— o . dr
/ / ot mkrdrd@——/ / A, sy a0 par (TF)
)\i 4 - 4+ 2 dr
= E/O /(\) fSOL(m k)rdrda + 7/ / f?“ 901 (m k) d9 par -
)‘21 2 1 N o
= E/@ /0 f@l,( rdrdQ + —/ / 4g02 (k) sdsdf  par (1.9 -
ML p2m oo N 1
= 4 ———rdrdf
4m /0 /0 fc,o (m.k) max(1, r4)r "

)\3: 2m  roo 1
_ / / ot L rdrds
o Jo max(l, r)

4
Moo 1
== e — PN 4
4 /st(m k) 2 max(1, |z|4) enaz
N g L dends
Mo[4o+
:I/fﬂm,k) oo
)\2
:T:t( k)af)LQ

Récapitulons, on a montré que

.2
_ -]mk
((p(m,k)’ Aﬁoof)L2,oo = 4 (‘-Pm ks f)L2 00
et
j/2 k
(‘P?_m k)7Ao f)Lz,oo TZ (¢mk7f)L2
Vfe AO’O(IP’I).
Donc
j2 k /9
{O}U{ 4’ "nmEZ /{:l>1}CSpec(A )
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Montrons 'inclusion inverse, pour cela, on va montrer que ’ensemble
- +
{17¢(m,k)’gp(m7k‘) |m € Z7 k Z 1}7

est total, ot 1 est la fonction constante sur P! égale & 1.

Commencons par vérifier que c’est une suite orthogonale ; par ((1.2.5)) et (|1.2.6)
+ — _
(k) Pomr k) 206 =05 Vm,m' € Z, VE, k' € N.
Pour montrer
Jr _ —
(1, cp(mk))LQ’OO = (1,¢(m7k))L2700 VmeZVkeN,
il suffit d’utiliser (1.6 et (1.7) avec f = 1.

Il reste donc a vérifier que (go(im k)’ gp?tm, k,))LQ + = 0 pour tous Vm # m' €Zouk#k €N.On a

4 dzAdz
27 max(1,]z[%)

- - + =Y
(P k) Pl k) 12,00 = /(CSO(m,k)(Z)SO(m/,k/)(Z)

.. x o (%) = + —F——~dz\dz
Com </IZI<1 P ) ()P, ) ()2 A dZ /|Z>1 SDQ,(m,k)(Z)SDQ,(m/’k/)(Z)|z‘4)

_9 / G VS L AT WA e o
r<1,0€[0,2x]

1.2sds
)=

s S

do

. 1o .
+/ UL S5 PN PPl ST 5 W

o Loc0n At mpy ) (A 1)
—4 / =0 1 Ok oy ) ot O\ )l

r<1,0€[0,27]
= 45m,m’ <1 Jm()‘i,(m,k)T)Jm’(Ai,(m’,k’)r)rdr
:46m,m/6k‘,k)// Jm()\:t7(m7k)’r‘)27"d7d-
r<l1

la dernieére égalité résulte de 'identité (1.22)) ou voir, par exemple, [WW62, (18., 19.) p.381].

Donc, on a montré que {1, gp?rm k) go(m k) |mezZ, k> 1} est une famille orthogonale pour le pro-

duit hermitien (,)z2 -

On pose

V™ :=Vectc{y,, |meZ,k>1},
et

VT = Vectc{l, S";,k |m e Z, k> 1},

(ou la barre désigne la complétion hilbertienne dans Hy).

On se propose de montrer
E-cV et EtcCVT.

On considere I'application de restriction suivante, induite par l'inclusion D C P! :

p: AP0 P — c*(D)

u —>U|D.
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Par construction de ET et £, on trouve que
p(E7) c {veC*(D)|v(1,0) =0,V0 € [0,27]},

et
p(EJr) C {v € CQ(D) | g:j(l,@) =0,V0 e [0,27r]}.

En d’autres termes, les éléments de p(E™) (resp. de p(E™)) vérifient la condition de Dirichlet (resp.
de Neumann) sur D. On va utiliser la discussion du paragraphe ((1.4.3) pour montrer que

E-CcV™.

Soit u € E™, alors u,, vérifie la condition de Dirichlet. Par (1.4.3) u|, sur D se décompose comme
suit : il existe des coefficients dy indexés par Z x N* telles que

Up = Z dmﬁsz(m,k) Ip’
(m,k)EZXN*

dans L?(D) : I'espace des fonctions carrées intégrables pour la mesure rdrdf.

Montrons que 1'égalité ci-dessus reste valable sur P! entier. Il suffit de la vérifier sur {|z| > 1}. Soit
r>1,ona

3 _ 1
(m,k)EZXN* (m,k)EZXN*

1

= —u(-,0

u(.0)

= u(r,0).
Par suite
E-cCcV™.
Montrons que

ETcvVvTt.

Soit v € E™, on considére sa restriction & D, il existe des constantes réelles e, telles que

v =-eg0+ Z em,k@f(m,k)
(m,k)EZXN*

sur L2(D). 1l reste a vérifier cette égalité sur {|z| > 1}. Soit r > 1, on a

1

)
T

€0,0 + Z em,k(p(tnyk) (Tv 9) =ep,0 + Z em,k@irmk)( 9)

(m,k)EZXN* (m,k)EZXN*
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et donc,
Etcv™.

De ([1.2.5]) et d’apres ce qu’on vient de montrer on a
Ho =V+ eV-.
Par (1.2.1]) on déduit que I'ensemble
+
{1’(‘0(m,k) |m el k> 1},
(ot1 1 est la fonction constante égale & 1) est un systéme total dans Ho muni de la métrique L2 .

On a donc montré que

-9 /9
jm,k jml
4 7 4

Spec(A@w):{O}U{ ‘n,meZetk;,lZl}.

1.3 Le Laplacien canonique de O(m) pour m > 1

Soit f un élément de A*°(P!). Comme {1, go?tm,k) |m € Z,k > 1} est complet, alors f se décompose
dans le complété de A®O(P!) comme suit :

F=3 fae™, (1.11)

neZ
ou (J?n)nEZ sont des fonctions sur P! invariantes par S!.
On suppose qu'il existe un opérateur D, agissant sur A(%:0) (]P’l, O(m)) et une métrique L? tels que :
1. Si f et g sont de fonctions intégrables sur P! invariantes par S' et 1,1’ € Z on a
(f(r)eiwmg(r)eil 9)[/2 = 07
sil#1.
2. D autoadjoint pour ce produit (-,)rz.

3. pour toute fonction de classe C* radiale g et tout [ € Z et ¥’ € {0,1,...,m} :
D(Q(T)eiw ® zk/) = G(r)e? @ 2. (1.12)

dans le completé de A(0-0) (X,P!) pour L?, ot G une fonction radiale sur P!

Si v est un vecteur propre associé a une valeur propre qu’on note A, alors on peut supposer
que v = f ® 1 ou f est une fonction sur P!. En effet, il existe fo, f1,..., fm € A%°(P!) telles que
v =" fx ® 2", alors si 'on pose f := Y1 frz" alors on vérifie que D(f ® 1) = A(f ® 1).

Par ce qui précede, fi1, ..., fi peut s’écrire sous la forme , on peut donc écrie f sous la forme
(L.11)). Dans la suite, on va montrer que f peut s’écrire sous la forme fi(r)f2(6).
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Soit donc f ® z* un vecteur propre associé a la valeur propre A, on a
(f® & D(ge),=Af®F g, (1.13)

pour toute fonction de la forme g; = ge'? telle que g est radiale, de classe C* et pour tout | € Z et
K €{0,1,...,m}.

Comme [ se décompose sous la forme suivante 3, .z fnei”e et par la remarque (|1.12)), (3.43))
devient

S (Fae™ @ 2, Gi(r)e @ 27) o = A3 (Fue™ @ 2K a(r)e @ )

nez neL

Il en découle que
(Fr— i€’ E 0 @ 2k Gy(r)e™ @ 22) ) = A(frr—pe™® F0 @ 2K g(r)e™ @ 2M) .
c’est a dire

i(k'—k+1)0

(for—pe'® 409 @ 2k D(g @ Zk/))szOO = AN fw—rtie ®2 g Zk/)Lg

On en déduit que

fk/fk+l (r)ei(k’—k+l)0 Q Zk,

est un vecteur propre associé a la valeur propre .

Soit (P!, we) lespace P! muni de la métrique canonique et O(m)_ = (O(m),h muni de

O(m)oo)
sa métrique canonique. On munit A9(P', O(m)) de la métrique L2 . Rappelons qu'elle est donnée
par :

(f@o,geT) / fgh UT)woo,

pour tous f,g € ACO(PY) et 0,7 € HO(P,O(m)), et on note par A0 (P O(m)) 2 o le completé
de AO(PY O(m)) pour cette métrique.

On va définir un opérateur linéaire sur A0 (P!, O(m)) a valeurs dans A©.0) (P, O(m)) 2 o, associé
aux métriques canoniques, qui étend la définition du Laplacien classique. Soit f € A0 (P et k €
2k
{0,...,m}. On a ho( . (2F,2%)(2) = HWLZI‘W, Vz € C, alors cette fonction est invariante par S*,
C®° par morceaux et ses " dérivées sont bornées localement. On pose, alors

0 0,41 10
ky _ k k k _k
O(m)oo(f ® 2z ) - hiTlP’loo (82’ 82) hio(m)oo (Z y % ) (92 (hio(m)oo (Z )y % ) 85

si z € P\ S, et sur S! on pose

A

A

2
0 01 Of gy (2 0k

- ky — - =
O(m)oo(f®z ) Woo(&z’ &z) 020% TPl 0z’ 0z’ 2z

Montrons que Az (f ® k) € ACO(PL O(m)) ;- o0 Cest & dire HAo(m (f ®2F HL2 00.
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On a,

i 8 8 —1 k k\—1 a E _k 6f
||A0(m (f®z ||L2 271—/[[“\81 hﬁoo (%7&) hmw (Z ) 2 ) ‘%(hmm(z , 2 )82)‘ dz Ndz

_ b 4 N N A - ) A G _
=5 /[Pl\Sl max(1, |z|*) max(|z| ™", |z| )‘8z(max(1, ey 8§>‘ dz N dz
i —ok| O (1 2k OF\ 2 _
== Z (12220 dz nd
|2|<1 12 ’82 (‘Z| *)‘ z /N az
i atam—2k| O (| ok-2m OF Y2,
- g A dz.
* |z|>1‘Z| ’82( d 0z )‘ z

O(|z|?*~1) au voisinage de z = 0, donc

S (2
Comme f est C* sur P!, alors on vérifie que ’% <| 2]2’“%) =

of _
—2k 2k < 1
/| 1 2 ’82( d 82)‘ dz N dz 27T |2|<1 Ole")dz A dz < oo,

En faisant le changement de variables y = % dans la deuxiéme intégrale, on conclut avec le méme
raisonnement que

i 4+2m—2k 2 2k— Qmaf
3 Jor |2 (1P )z ndz < oo
Donc,
A (f ® 2%) € ACO(PL,O(m)) 2 o (1.14)

pour tout f € ACO (P et k=0,...,m

Définition-Proposition 1.3.1. On appelle l'opérateur linéaire ainsi défini, le Laplacien canonique
associé a (P!, we) et au fibré en droites hermitien O(m)., muni de sa métrique canonique, et on le
note par AW . On a,

(57 (’)(m 77) L2 00 = (Awwg, 7]) L2,00
pour tous £,n € AOO(PL O(m)).

On considere

Dinax := {€ € ACOPL,0(m)) | [ Agpmy €l 2,00 < o0}

c’est & dire la fermeture de I'ensemble {¢ € A (P O(m)) | HA £||L2 < 0o} dans A(0:0) (P, O(m)) 12 oor

on l'appelle domaine maximal de définition de AW'

D’apres (1.14)), on a
ACO(PL O(m)) C Diax.

en particulier, Dyay est un sous espace vectoriel dense dans A0 (P, O(m));2

1.3.1 Sur le Spectre de Agg5 . (I)

Dans ce paragraphe on introduit une famille de fonctions (Ly)necz et on expliquera le lien entre
cette famille avec ’étude de l'opérateur AW . Le résultat fondamental du ce paragraphe montre

e}

comment ces fonctions génerent des valeurs propres ainsi que les vecteurs propres associés, par exemple
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on va établir une relation entre la norme L? d’un vecteur propre et la dérivée de L, ce dernier point
est fondamental pour la suite.

Soit m un entier positif non nul.

Définition 1.3.2. Pour tout n € Z, on considére Ly, la fonction définie par :

Lo(z) = _zm%(z—mjn(z)Jn,m(z)), Vzed,

et on pose

Ty = {/\G(C*

Ln(A) = 0}. (1.15)

On la suite on étudie les propriétés de L, et de Z,. Par exemple, on va montrer que Z, est un
sous-ensemble infini et discret de R*, la preuve sera donnée en deux étapes.

Lemme 1.3.3. Pour tout n € Z, L, est une fonction analytique sur C entier qui vérifie les propriétés
sutvantes :

L, (2) = Jpi1(2) Jnem(2) = Jn(r)Jp—m-1(2), Vze€C, (1.16)
L_n(2) = (-1)"Lpym(z), VneZ VzeC, (1.17)
Lo(—2) = (-1)™"L,(2), VzeC, (1.18)

et on a pour z assez petit,

Z2nfmfl
L,(z) = T o prpp— +o(Z2 ) Lo(2P Tl sin > m 41, (1.19)
et 5
Lp(2) = (—1)™t" m 2™ po(2mT)) si0 < n < m. (1.20)

(m—n+1)l(n+1)!
En particulier, Z, est un sous-ensemble infini et discret de C* et on a

1.
an = 4n+m;

Zn VN € R| Jpm(N) = 0} = 0.

Démonstration. Comme J_, = (=1)PJp, Vp € Z et que J), est une fonction analytique sur C d’ordre
Ip| en zéro, alors z +— 27" J,(2)J—m(2) est une fonction analytique sur C d’ordre |n|+ |n —m| —m
en zéro donc L, est analytique sur C avec un zéro d’ordre au moins m en z = 0.

On déduit que Z,, est non vide. Si, par ’absurde, Z,, admet un point d’accumulation alors L,, doit
s’annuler sur C (car analytique), par suite il existe ¢ une constante réelle telle que J,,(2) Jp—m(2) = c2™,
Vz € C. Or d’apres [Watddl 7.21, p.199], on sait que pour v fixé, J,(r) — 0 quand (€ R) — +oo,
donc on doit avoir ¢ = 0 ce qui est impossible.

On sait que les fonctions de Bessel d’ordre supérieur a % ont une infinité de zéros et qui sont

en plus tous réels, voir par exemple [Watd4, § 15], donc on peut affirmer a I'aide du théoreme de

accroissements finis, que la fonction d%(z*mJn(z)Jn_m(z)) restreinte a R* s’annule entre deux zéros

de J,, (resp. de J,_,) donc, Z,, est infini.
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En utilisant les relations de récurrences des fonctions de Bessel, on montre pour tout z € C* :

d —m — d —m n—m
%(z In(2) Tn-m(2)) = @('Z In(2)2" " In—m(2))

d -n n—m -n d n—m
:dz( J(z)) nm(2) + 27" I (2) (2" T (2))

=— +1(2) 2" M T (2) + 2 T (2) 2T Jp—m—1(2),  par (2.40) et ([2.44)
= —z_me_l(z)Jn_m( ) + 27" (2) Jn—m—1(2).

Par suite,
Ly (2) = Jnt1(2) In—m(2) — Jn(2) Jn—m—-1(2), VzeC,VneLZ

De cette identité, on a pour tout z € Cet n € Z :

L_,(2) = J(fn)Jrl(Z)J(fn)fm(Z) - J(fn)(Z)J(fn)fmfl(Z)
) a2 nim(2) — ()T mia () car o = (<17,

= (=" (J(n+m)+1(z)‘](n+m)fm(z) - J(n+m)(z)J(n+m)fmfl(Z))
= (=1)" Lntm(2)-

Rappelons que J,(—z) = (—1)PJ,(2), Yz € C et p un entier. On a donc a
2(€ C*) = 27" T (2) Jn—m(2)
est une fonction paire. Vue ’expression de L,,, on conclut que
Lo(—2) = (=1)""L,(2), VzeC,
et cela pour tout n € Z.

Maintenant évaluons 'ordre de L,, en z = 0 en fonction de n € N. Rappelons qu’une fonction de
Bessel J,, avec p > 0 admet un développement analytique au voisinage de zéro donné par la formule :

S ek
Tolz) = kZ::o T(k+ 1)r(2p thk+1)

pour z assez petit. En particulier, pour z proche de zéro, on a

1
Jp(z) = QTplZp + o(2P).

Donc lorsque n > m + 1 on peut écrire, en utilisant les identités précédentes, que pour z assez petit :

Ln(2) = Jpt1(2)Jn—m(2) — Jn(Z)Jn—(m—i-l)(z)

Zanerl Zanmfl
_ - + O(ZQn—m—l)
22n=m+1(p 4 1)l(n —m)!  22n=m=Ipl(n —m —1)!
Z2n—m—1

_ n—m—1
- _22"*m*1n!(n—m - 1)! +o(z7.
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Si 0 <n < m. Comme Ly,(2) = Jpt1(2)Jn—m(2) — Jn(2)Jn—m-1(2), et puisque J_, = (—1)?J, alors
pour tout z € C et en particulier pour z assez petit on aura

Ln(z) = (=1)""Jpt1(2) Im—n(2) — (_1)m+1_an(z)Jm+lfn(Z)

(=)™ " (Jn(2) Tmt1-n(2) = Jnt+1(2) Jm—n(2))
m+1 m+1

(_1)m+n< < + c
2mtinl(m 42 — o)l 27t (n+ 1)I(m+1—v)!

_ (_1\ym+tn m+2 m+1 m+1
= e T im e o)

+ 0(zm+1)>

Montrons par ’absurde que
Zn NN € C| Jp—m(N) =0} = 0.

(Notons que {\ € C| Jy,—pm(A) = 0} = {\ € R| J,—n(A) = 0}. En fait, on sait que les zéros de J,, sont
réels lorsque |p| € N).
Soit donc A un élément de Z,, N {\ € C| J,—pm(X) = 0}, alors on aura

0= Ln()\) = JnJrl()‘)Jnfm()\) - Jn(A)Jnfmfl()‘) = _JH(A)Jnfmfl()\)a
donc,
Tn(N)Jn_m_1(\) = 0.

D’apres [Watddl § 15.22], J, et J,41 n’ont pas de zéros non nuls communs, lorsque v > —1. Donc on
a nécessairement

Jo(A) =0.1
Montrons que cela est impossible, pour cela on va montrer que si v > 1 alors les dérivées supérieures

de J, s’écrivent en fonction de J, et J), plus précisément on montre par récurrence que pour tout
k > 2, il existe Py et Q) deux fractions rationnelles avec au plus un podle en zéro, telles que

JF) (2) = Pu(2)Ju(2) + Qu(2)J.(2), VzeC\{0}.

Pour k = 2, c’est une conséquence de I'équation de Bessel cf. (1.41]) et on a Py(z) = —(1 — %) et
QQ(Z) = —%.

On sait que
d

5 ET(2)) = =2 u(z), V2 e CA {0}

donc

dz dz dz (

et on montre par récurrence que

% (z_ljz (2—1% . (z_ljz(z_yj,,(z))) — (<)L (2),

; (zld(z”Jy(Z))> -4 U 41(2)) = 27 s (2),

Donc si 'on prend v = n — m et k = m, alors d’apres ce qui précede il existe P et () deux fractions
rationnelles avec un éventuel péle en zéro telles que

P(2)Jn—m(2) + Q(2)J] _,.(2) = Ju(2), Vz#0.

1. Notons que |n —m — 1| € N, donc on peut supposer que n —m — 1 > —1. l'autre cas se traite de la méme maniére
en utilisant la formule J_, = (=1)"J,.
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Or on sait (par hypothese) que J,_p,(A) =0 et J,(\) =0 donc
J é—m()‘) =0,
ce qui impossible car les zéros non nuls des fonctions de Bessel sont simples.

0

Dans la suite on construit & partir de la famille (Z,),ez une famille {¢,, ) |n € Z, X € Z,} d’élé-
ments de A%(P1, O(m)) ;. ., orthogonale pour le produit L.

On pose, pour tout n € Z et A € Z,,

Jn(Ar) exp(inf) si0<r<1, Ve,

n ’0 =
(0 {ijfn?&>rmJnm<¢>exp<in9> sir>1, V9,

(1.21)

et on pose
OnA = far® 1.

ou 1 désigne la section globale 1 de O(m).
On note par 7, l'extension a A%O(P!,O(m));2 ., de I'opérateur défini sur AYO(PL O(m)) par
linéarité par
Ta(f @25 = (f)@2"F, Vfe A(O’O)(IP’I), k=0,...,m,

avec T,(f) est par définition la fonction donnée par 7,,(f)(r,0) = f(2,0)e2"+F)? On vérifie que

T (f ® zk) = Tn(fzk ®1).

Théoréme 1.3.4. On a

" P € AM(PLO(M)) 2 o, VN EZ, NE Zy,
- 2 T2 TN T (V2 Ja(V2 . (n—m)? 4 n?
e allzz 00 = =5 (JZ(A)Q + JZ_:(A)2> + 2 (2 )
3.
(@nrs gon,!A,)L%OO = On O\ (‘Pn,w‘pn,x)m,oo? Vo,n' €Z, YA€ Zy, N € Z, 2.
4.

In—m(A
(57 SO—n,A)L{OO = (_1)an(A()) (Tn(§)7 Sanrm»)\)LQ,oo’ Vé. S A(OVO) (IPﬂ? O(m))

5. Z, est un sous-ensemble discret et infini de R*.

Afin d’établir le théoreme, on rappelle une formule clé classique de la théorie des fonctions de
Bessel, a savoir I'identité suivante :

n2

—)Jn(a)?), Ya#0.

a2

(Jn(a)? + (1 -

N =

1
/ xJy(az)?dr =
0

2. 4., par définition égale & 0 si * # +’, 1 sinon.
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Comme cette formule sera utilisé a plusieurs endroits dans notre texte, on en rappellera la démons-
tration. Cette formule est une conséquence de la formule suivante :

%(amJn(bx)%(am) — bxdy(ax)J,(ba)) = (a® — b))z, (az)Jy(bz), Yz #0.

ol a et b sont deux réels non nuls quelconques et n un entier (en général un réel). Commencgons d’abord
par I’établir. on va noter par f, (resp. f3) la fonction qui & x associe J,,(ax) (resp. a x associe Jp(bz)),
pour tout x € C. On a f, est une solution de I’équation différentielle linéaire suivante :

Ld

ld dy n’
z dx

2
x a“— —=)y=0, Va#0.
méme chose pour f; qui est une solution de I’équation :

Ld

ld dy n’
T dx

() + 07 -

Vérifions cela. On a J, vérifie I’équation suivante :

Jy=0, Vz#D0.

T2

n2

T () + éJ,Q(:):) F(1-")I@) =0, VeeC\{o)

On remplace x par ax et on obtient

fi) | o) "
1- a =Y, )
PR . + ( (a$)2)f (r)=0, VzeC\{0}
ce qui est équivalent a

1d, d

n2
7 dr (x%fa(x)) + (a2 - ﬁ)fa(x) =0, VazeC\{0}.

En multipliant la premiere équation par f; et la deuxieme par f, et en soustrayant les deux, on
obtient

Folar) o Fal) = Fale) e (i) = (@2 — ) fule) fola), Y #0,
ce qui donne que
2 (hl@) @)~ 2hal@) (@) = (@~ P)aful@)fola), Vo £0
c’est a dire
i(ann(bx)J;l(a:c) — baJy(az)J) (b2)) = (a* — b*)xJ,(ax)J,(bx), Y #0. (1.22)

dx

En particulier, on a, pour a # b

/01 xJy(ax)Jy (br)dr = ﬁ (aJn(b)J,Q(a) — an(a)Jﬂb(b)) .
= (O o) @) 70) + ) 2O

En faisant tendre b vers a, on obtient

/1 zJy(ax)?de = i(—aJ' (a)* + Jn(a)J) (a) + aJ, (a,)J”(a))
0 2a n n n n n 9
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mais comme J, vérifie I’équation de Bessel, alors
n2

/01 xJ,(ax)?de = %(J,’L(a)2 +(1— —)J (a)?). (1.24)

a2
On commence maintenant la preuve du théoreme (|1.3.4)) :

Démonstration. Soit n € Z et A € Z,,. Calculons la norme de ¢,,  :
o= [ (@) Pl (L D@
1 rdr
= [ 1har0)]

max(1,|r[?") max(1, |r|*)
Jn(N)?2 [ A g rdr
— [ 5 O0w)edr + [T g2
/ r)?r T+Jn m()\>2/1 (r) o
In(

_/ Jn(Ar) rdr—l— )/Jnm)\r)rdr

2 n—m 2
e C Ny (AF) S e (= P, 007)
)

A ONCS AP LI S O Jn(N)? n—m)?+n?
R T2 | SO O,y

donc, )
Hgon,)\HL27OO < 0,

par suite ¢, x € A%O(PL,O(m)) 2
Soient n,n’ € Z, \€ Z, et N € Z,y. On a
(90”)\790 Y L2 / anf/A/H1||2 woo

= 5n7n// Jn(AP) Ty (N r)rdr + (5n,n//
r<l1

r>1 Jn—m

& )\)rdr
N) Ty r’ rd

= O Jn(Ar) Ty (N'r)rdr + 6, /

In—m (A7) Jp—m (Ar)rdr
r<l1

Si A# X, on adapres ((1.23)) :

(Prns P ) 12,00 = 5 —53 (M W) (0) = N T (V) T, (X))
1 Tn(\)Jn(N) o , , ,
XT3 T T ) T W 8) = X AV (X)) 580 72
s JAnJ W(L?A)) (T2 T N) + Tu (V)T (N)
O (O o) + ) ()
1 Ap(N) m 1 NJ,(A) m , ,
TR Jn_ri@)) NI = 55 Jn_m(<A2> /A e (V)

=0.
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(On a utilisé I'égalité suivante J),(A)Jn—m(A) + Jn(N)J},_ (X)) = FIn(A)Jn—m(A) qui résulte du
fait A € Z,,).

Montrons que
Jn—m(A
€ o = (DN 6 o) VE € ACVE! O(m).

Comme O(m) est engendré par ses sections globales alors on peut supposer que & = f ® z¥, ol
f e ADOPY et k€ {0,1,...,m}. On a d’une part :

P00 = [ T @k (D
_ b / Lk ( / i Fr,0)eE+0ap) g, (Ar)rdr
0

21 Jo

1 J—n()‘) o0 k—m 2m i(k+n)6 A, rdr
+27r<]—n—m()\)/1 r (/0 f(?”,a) N dQ)J—n m(T)?j
= (—1)”% /01 rk (/027r f(r, G)ei(]”")ed@) Jn(Ar)rdr

IR A pk—m i(k+n)o A\ rdr
+(=1) 27 Jngm(A) /1 / 1, 0)e™ d9) Jn+m( ) ré
— n L I | [ ke [T i(k+n)8 A rdr
=(=1) 27 Jnrm(A) [/1 r (/0 f(r,0)e + d0>Jn+m(7’) A

Jn m()‘) 1 27 n
+ J:()\)/o Tk< ; fr, 0) ikt wd@)Jn(Ar)rdr]

_ (_1)71% [/01< 027r f(%j@)el(n—’—k)ed'g) m— kJner()\T)Td’l“

Jntm(A) [/ [*7 n m rmt rdr
—+ J—;()\)/l < 0 f( ) ikt )Gdg) (T J ()‘T)) r2m 7«4]

D’autres part, on a

i 2<"+k>+<m—k>—<”+m>>9de) Toem(Ar)r™ ™ rdr

m—k
6@'(2(n+k)+(m*k)*(”+m))9d9> rmJn(é) : r
T

T
/ r2m  pd

)
27
el(ntk) gdH) Jn+m()\7’)rm*krdr
)

(Tn(f®z) n+mx)L2 :/01</027r
- /100(
_/ f

+Jn+( )\)/1 ( ei(n+k)ad9)rmJn(i)i7”d7"

1
f(;v
2
0
0 r/rk pd

9)6(
( 1
A 10
m(

On déduit que
In—m(A)

(f ® Zk’ S0—",/\)L2,oo = (_1)nm(7—n(f X Zk)? Spn-l»m,/\)LQ,oo
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On a déja montré que Z, est discret et infini. Montrons que Z, C R. On procede par ’absurde :
Soit A € Z,, et supposons que A # X. On a L, (A\) = L, (\) = 0, (puisque L,, est une fonction analytique
a coefficients réels). Si 'on note par f la fonction définie par

Jn (A1) exp(ind) sir<1,
naA J:fir(n()X)rmJn m(k)eXp(ZnQ) sir > 17
et on pose
@n,X = fnj & 1a
alors on a

(s, )20 = [ Fra Tl

= 5y In(A)Jn(N) A X\ rdr
e Jn()\?”)Jn()\r)rdr+/>1 In—m(N) Jn—m (A )Jn_m(T)Jn_m(r) r4
— > Jn()\T)Jn(XT)TdT‘+/<1 i mgi;j:(m)( )Jn AT Jn—m NF)rdr
- T i v (AT () = X0 T (V)
32 1 = _Jnéi;jnf)\)()\) (AJn_m(X)J;_m(/\) — XJn_m()\)J;L_m(X))
AQi 2 Jiji?;) (Jé(A)Jn m(A) + Jn(N)J] ()\))
T3 i v Jiji?;) (T2 TR + Ta(N) T (3) )
1 M) m 1 M) m B
= )\2 Y Jn—m(/\) h\ Jn()\)Jn m()\) X2 2 Jn_m(X) X Jn()\),]n,m()\)
= 0.

Notons que la deuxieme égalité nous donne que (gpn, N2 X) 12,00 €8t un réel strictement positif (puisque

c’est une somme de deux intégrales positives non nulles et que A # 0 par hypothese). Cela aboutit &
une contradiction. On conclut que

A=A
O

Le théoreme suivant sera utilisé de maniére crucial dans ’étude du spectre du Laplacien AW

oo

Théoréeme 1.3.5. Soit v € Z et X\ € Z,,, alors X est un zéro simple de L, et on a

Jy—m(N)

L,(\) = QW(%,M Pon) 12 00

Démonstration. Soit z € C\ {0}, et on pose
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donc, L,(z) = —2"K,(z), Vz € C*. On a

2
K (2)=m(m+ 1)z 2T, m(2)J,(2) — 2mz*m*1dii(Jy_m(z)J,,(z)) + z*m%(J,,_m(z)Jy(z)),
et P2
72 Jo=m(2)0(2) = T/ (2) T (2) + 205(2) Ty o (2) + Ju(2) T (2).

Mais comme J/(2) + 1.J}(2) + (1 — Z—j)Jy(z) =0, Vz € C\ {0}, alors on déduit que

d2
dz?

(v —m)? + 12

(Jo-m(2)Ju(2)) = = %(Jl',(z)J,,,m(z) +Jym(2)u(2)) = (2 2 ) (2)Ju(2)

+2J0(2) Ty (2)-

z

En remplagant dans K/,, on obtient que
K/ (z) = z‘m_2<(2m2 +2(r—m)? + 2(v —m) + 1)m — 222) Ty (2) 1 (2)
= 2m + 1)2J)(2) T (2) = 2m 4 120 (2) ) (2) + 2220, (2) (), V2 € C\ {0},

Si A e Z,, alors
AMTy=m(N) Jp(A) + T (A) Ty (X)) = My (X) Jy—m (N).

(on autilisé & (27™J, (2) Jy—m(2)) = —mz=" LI, (2) Jyem(2)+ 27T (2) Jyem (2) + 2™ Ty (2) T} (2)),
donc,

KJ(0) = A2 (2(vm = X2) Jyem NI (V) + 2027, (VT (V)).
On peut déduire aussi de A € Z, que

TN T (N2 TN (N (TN T (D m?
T2 T2 TN Ju—m(N) ( )‘

Cela nous permet d’écrire que

KJ(A) = A2 (2(vm = A2) 0y (0 (V) + 220, (N)JL(V))

v—m)?+ (v—m)m 4 !
= A (V) () (2(( Folvomm ) +2j8§j_283>
v—m)?+(v—m)m m? TN T, (V)2
= A" T (A (N) <2(( ) —;2( Jm_ 1) T T JZE)\SQ - Ju—mE/\;2>
m J (N2 T (V)2 v—m)?+ 12
=2 um(A () <_ JVE/\;Q N Jy_m&z + (( )\)2 - 2))

Or on a déja montré que

(90)\’ SD)\)LQQO = 9

donc,
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Par suite,

L) = —mA™ LK, (A) — APEL () = —APK(\) = QW(@,\, o) 1200

Montrons maintenant que A est un zéro simple de L,,. On a montré dans (1.3.3) que
Z,N{zeClJy_m(z) =0} =0,
Vue la formule précédente, on a
L) #0.
O

Dans ce théoréme on montre comment les fonctions L,, génerent des vecteurs propres pour le La-
plamen Am

Théoréme 1.3.6. Soit m € N*, on a pour tout n € Z, et A\ € Zy, fixé :
z? 0,0) (ol
((pn,A’Ang)L?,oo = Z(@n,,\7§)[/27007 v§ S A( ’ )(P ,O(m))

et
2

A .
(SO,ner’)\, Awwg)ﬂm = Z (90*’”‘5”"1,)\75)[,2,007 v§ € A(Op) (Plv O(m)) 3
En d’autres termes,
{o}U {—\an €N, A€ Zn} C Spec(Agpy_ ).

et on a,
1. Sim est pair, alors la multiplicité de ’\; est supérieure a 2 si A € Z, telle quen > m+ 1 ou
0<n< % — 1 et de multiplicité 1 si \ € Z%.

2. Sim est impair, alors %2 est de multiplicité supérieure 2 sin>m+1, > al si0<n<m.

Démonstration. Commencons d’abord par observer que ¢, \ et ©_,, 1, 1 sont linéairement dépendants
si et seulement si m est pair et que n = 3. En effet, d’apres ((1.21]), ces deux vecteurs sont liés s'il

existe ¢ € C tel que

Jn()\r)eme = cJ_pim(Ar)e =ntm)o,

Jn(A , Jon A o
et m:}nm(kr)eme =c J_”(”A() Lonim() ;. ROy 0 < <1, V0 € [0,2n).
Donc,
Jn(Ar) = (—1)m_”an,m()\7“)e’ —2n+m)f ,et
n—m Jn—m()\)Q 2n+m)6
Jn—m(Ar) = (=1) CWJn(/\T) = °,
pour tout 0 < r < 1 et pour tout # € R. On déduit que cela n’est possible que si m est pair et que
n="14.

3. Notons que la deuxiéme égalité est bien définie, puisqu’on a montré dans (1.3.3) que Z, = Z_,,4m.
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Pour montrer que ¢, ) est une vecteur propre on aura besoin de I’expression locale de AW sur
PL\ St : Soit f € A®O(PY) et k € {0,...,m}, on a sur {|z| < 1},

A ® ) = —lel % (o f) @ 2+
=2 (5 (") @ 2 (1.25)

et sur {|z| > 1},

0 0
ky — _|,|2m—2k+4 ¥ 2k—2m Y k
Ao(m)m(f®z ) |2 az(’z‘ 8§f) ® 2
|Z\4 9.0 f k
_ (= 1.26
zk—m az(ﬁz(zm*k)) w2 (126)
s ( f
2k=m 9207 ym—k

)®zk.

Soit v un vecteur propre associé a une valeur propre de A . Par la discussion précédente on

O(m

)oo

peut supposer que v est de la forme f\®z*, avec fy une fonction & variables séparées et k € {0,...,m}.
Pour déterminer, les vecteurs propres et les valeurs propres de ce Laplacien, on suppose en premier
temps que fy est continue sur P! et que ses restrictions aux ouverts {|z| < 1} et {|z| > 1} sont des
fonctions prolongeable de facon C? aux voisinages de ces fermés, dans le but d’appliquer les techniques

de I'annexe ((1.4.1)).

Fixons n € Z et soit A € R*\ {z|J,_m(z) = 0}. Par (1.25) et (1.26)), on suppose que fy, qu'on
notera dans la suite par f, x, s’écrit sous la forme suivante :

Fan—(r,0) == r=FJ, (\r)eln—k)0 sir <1,

. 1.27
far+(r,0) = J;l]fig‘())\)7””_’2]71_7,1(%)el(”_’k)‘9 sir>1. (1.27)

Fan(r,0) = {

De ((1.25) et (1.26]), on vérifie que
7 B Az k
Amw(fn,)\ 2 ) = an,)\ Xz,

sur P\ St

On va montrer que A € Z, si et seulement si
3 k T k 0,0l
(fn,)\ ®z 7Ao(m)oo£)oo = Z(fn)\ ®z ’5)007 vEe AP, O(m)).

(dans ce cas, on vérifie que ﬁw\ ® 2k = fnx ® 1) Rappelons qu’on a montré que Z, N {z| J,—m(x) =

0}=0.
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On a

_ ~ 0% _
(far® zk,Amw(gQ@ zl))L27oo = —/||<1 farZ lazaz(zlg)zkzldz Adz

7 —_m—l 62 g k—m=l—m =
_/||>1 TnaZ 82%(§m_l)z zZ 7 "dz Ndz

——/ f, zka2(zl)dz/\dz—/ Farzi—m o ( 9 Ydz A\ dZ
o |z|<1 A 020Z g |z|>1 A 020z zm!

On a, par la formule de Green,

_ 92 92 _ _
k i _ k i k ¢ /=le
— n dzNd :—/ — n dz Ndz — 2% faad®(Z
/mf,xz RGNl (O~ GO IV L @)
+ d°(2* f1.,)7'g
|z]=1
S / o (2% f\)Z'gdz A dz — 2F fo\d°(Z'g)
|zl<1 0207 ’ =1 "
kol p 4z e/ F k=l—
+/| kz an,w? + . d°(fapr)2"2'g
z|=1 z|=1

et

~ H? g
k—m -
- n dzNdz =
/|z|21 UES 8262(?”*1) zAaz
82 .ﬁl A g ﬁ’L)\ g
- 2 d dﬁ ) dC
/|z>1 azaé(zm*k)zm—l ZAaz+ o=t 2 F (Em_l)

c ]?n,)\ g
/|z:1 d (zm—k)szl

92 f, g .
- /| (f A Ej_ldzAdz+ Farz"d®(z'g)

2|>1 0207 2k 2|=1

~ dz ~ d
+m zkflfn)\?fz + (m — k) / zkflfn)\zlg—z
|z|=1 Z |z|=1 z

- / d°(fo)2¥2'g
|z|=1

Rappelons que sur S',
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En regroupant tout cela, et apres des simplifications évidentes, il vient que

(far ® Zk’AWoo (9®2")) 12,00 =

2 _ 2 s —
_/ 9 7(zkfn7)\)fl§dz/\d§—/ 9 —( T ) g_ldz/\dz
|

2|<1 0207 l2|>1 020z " zm—k zm

+ d°(f)2"2'g — | d°(far)2"2'g

|z|=1 |z|=1
for G
Hm— k‘ |4ﬂn leAT

= \2 / 2K fuaZigdz A dz + N2 /
|z|<1 |z|>1

+/||_1 dc(fn,A,—)zkzlg_/|_l dc(fn,k,-i-)z E?

= VU898 et || o)~ Flhnas)e"20

Donc pour que %2 € SpeC(AWm) il suffit que

d(fr—) = d°(far+);

sur St

Pour simplifier les notations on pose

B =TGN, et () = ()
Siz#0
Ofur—, 0, = k8|z]81[),
()= (5 |> Yo (el) + (, |> 22 el
7& Z\n -k Z_ 8¢_
et
Ifure y_ Our)
0z 0z
0 ,, 2 \n—k Z . \n—k 2z OY_

= 5((m) )¢—(|Z’)+(m) 2] or (I21)-

Sur S', on a donc

0 n— 0 n— _
fure = 5 ()" ez = ()" -z
Z \n—k Z 3%117 Z \n—k % 8@&7 —
Un calcul direct donne 5 9
Z \n—k Z\n—ky .

sur St
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Par suite
n—k % 87/’— n—-k % a¢— _
& far = ()" g g (D= ()" 5 (V2
— 1 n— k+18w7
T4’ or (1)d6
Vz#0
Ofart+ _ 0, 2 \n—k 1 Zn—k Z Oy
=~z U ETR) aer (RD
et
Ofart+ _ 0, 2 \n-k 1 Zn—k 2 Oy
o= o) R g (D
On trouvera par un calcul analogue au précédent :
& funs = =2k 2% (1)

47 or

Montrons que A € Z,, si et seulement si d°fy, , + = d°fpn — sur S!, on a

21y = O g )
_ m((m — B)Tnm(N) = Apm()
= (m—k)Jn(\) — )‘ji 283 In(A)
et
a_

o (1) = —=kJn(X) + AT} (N).

donc ‘%* (1) = %(1) si et seulement si (m

— )= A5 In- mg ;J (A) = —=kJn(A)+AJ), (M) ce qui est
equlvalent amdn(N)Jn—m(N) =T, (N Tn(N)

n(A
J} (N Jp—m(X) qui n’est autre que le fait que A € Z,,.

k)J

On a donc montré que A € Z, si et seulement si

~ 2 ~
(o ® 2% By )= > (Far® 24,6, Ve € A°(B", O(m)).

Comme on I’a noté, si A € Z, alors
3 k
fn,/\®z :fn,)\®1a

qui n’est par définition autre que 1’élément

Pn,\-
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1.3.2  Sur le Spectre de Agq . (II)

Dans ce paragraphe on se propose de prouver que les valeurs propres de AW calculés dans

(1.3.6]) sont les uniques valeurs propres possibles, en d’autres termes on a

Spec(AWW) = {0} U{)j‘ JeN e Z,,}.

Puisqu’on a explicité les vecteur propres non nuls associés a chacune des valeurs propres du théo-
reme, alors une maniere de démontrer le résultat ci-dessus est de prouver que la famille suivante

{1@1,1@2,...,1®zm}U{%,A‘ueZ,Ae Zn},
est une base hilbertienne pour le complété de A% (P!, O(m)) pour la norme || - || 2 o. Par exemple,

on doit montrer que pour toute fonction f vérifiant || f ® 1|12 o < 0o, alors on a

m

Fo1=>ale")+> > anlea®l),

k=0 VEZL NEZY

dans ACO)(P1,O(m)),, s ol

(f®1,1®2") 12

, k=0,1,...,m.
eI

ap =

et
(f & 17 Pr,A 02y 1)L2,oo

Toon @ 1% .

Ay \ = , YveEZ NEZ,.

On les appellera coefficients associés & f. Une autre maniere équivalente pour montrer que cette famille
est une base hilbertienne est de montrer que 0 est I'unique élément de ACO(PL, O(m));, ., orthogonal
a cette famille, voir (1.2.1)). Plus précisément on doit montrer que si

ap =a,,=0,Vke{0,1,...,m}, Vv € Z, V] € Z,,

alors
J@l1l=0,

dans AQO(PL,O(m)) ;2 .
Il est donc naturel de commencer par étudier le terme suivant :

(f & ]-7 PrA & 1)[/2700'

Ona,VveZet Ae Z,:

1 2 )

(f ® 1,@1/,)\ ® 1)L2,oo :A (/0 f(,,a, e)eflugde)t]y()\r)rdr
Jl, A o 2 i N rdr
+ Jy_fn())\)/l ( A f(r,0)e 9d0)J,,_m(;)m

= (fl/ ® 17 Pv,A & 1)L2,oo’

oft on a noté par f, la fonction définie presque partout par f,(r,0) := e™? fozﬂ f(r,0)e=0dp.
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Cela nous amene a fixer le parametre v et de montrer le résultat suivant : Si pour tout A € 7,

(fu ® ]-7 Pv, A & 1)L2,oo = 0,

alors
fL®1=0.

En effet, cela est équivalent a notre probléme du départ puisque
(fv®1Lopy® 1)L2700 =0, siv#v.
et qu’on a la correspondance bijective suivante :
f=(fv)vez
(qui n’est autre qu'une conséquence de la théorie des séries de Fourier).
En gardant les mémes notations ci-dessus, alors notre principal résultat de ce paragraphe est le
théoreme suivant :

Théoréme 1.3.7. Soit v € Z, on a

1. Siv < =1 ouv >m+1, alors il existe deuz suites de réels (1, )r>1 et (luk)k>1

o0
(fu @1, 0u1)L2 /1 2p+2m—v+1 2 - 1
zy _ [ (gerrmer _ g2gemevity Ly
2 o s o ! )
[e'e) 1 y 1
SIS [ s e e

2. 8510 < v <m, alors il existe b, et b], deux constantes réelles et deuz suites de réels (I, x)r>1 et
(I k=1

[e.9]

g ) k)L2 ! - _ 1
by , 1.1 v _ l/ (f ) P, _/ 2p+2m—v+1 _ | 2q+2m—v+1 (= d
(f LIz )L2,oo ];1 v,k 2ngu,k||%2 N 0 (JZ x )f (.73) T

o0

®1, 1
b (fu ®1,1® 2" L2 Z lyk J;V’SO kﬁéu,k‘)L? _/0 (x2p+1/+1 _ x2q+u+1)fy(x)dx_
ViR L2 0o

Ce théoreme va nous permettre de montrer que
{1®1,1®z,...,1®zm}U{cp,,,>\‘yGZ,/\EZn},
est totale, En effet, si
(fol,2"@ )20 =(f®1,0,,)20=0 Yk=01,...,m YveEZLVYIEZ,

alors par ce théoreme on déduit que :
1 1 1
/ (:L,2p+2m—1/+1 _ l‘2q+2m_y+1)fy(*)dl‘ — / (:L,2p+y+1 _ $2q+y+1)fl,($)dl' — 0’ YveZ.
0 T 0

et cela pour tous p et ¢ assez grand (pour v fixé). Un théoreme classique d’analyse nous permet de
conclure que les deux fonctions définies presque partout sur [0, 1] : x +— f,,(%) et z — f,(z) sont nulles
presque partout pour tout v € Z. Par conséquent

f®l1=0,
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dans ACO(PL, O(m)) 2 .-

Afin de démontrer ce résultat, I'idée est d’utiliser la théorie des séries de Fourier-Bessel et de
I’adapter a notre situation. On commence donc par faire un rappel sur cette théorie et de revoir
quelques techniques employées.

Les fonctions de Bessel jouent un réle analogue a celui des fonctions trigonométriques dans la
théorie des séries de Fourier. Dans cette premiére partie on va rappeler la théorie des séries de Fourier-
Bessel et on énoncera le résultat principal de cette théorie a savoir une condition suffisante pour qu’une
fonction f admet un développement en série en fonctions de Bessel. On suivra la présentation faite
dans [Wat44, § 18].

Soit v un réel supérieur a % On appelle série de fonctions de Bessel la fonction qui a tout x réel
associe la somme, lorsqu’elle converge, suivante :

Z akju(jkx)7
k=1

ou (ax)r>1 est une suite de constantes indépendante de x et (ji)r>1 est la suite des zéros de J,
ordonnée par ordre croissant. Si les coefficients de cette série sont données par

2 1 .
ap = =]u+1(]k)2/0 f(t)Ju(]kt)tdt7

alors cette série est dite la série de Fourier-Bessel associée a f(x). Si, en plus, cette série converge vers
f(z) en tout point de Iintervalle ouvert |0, 1[ alors on parle du développement de Fourier-Bessel de f.

On peut aussi étudier les séries
oo
> by (Arz),
k=1
ol A1, A9, A3, ... sont les zéros positifs non nuls de

2z 2J,(2) + HJ,(2)

appelé la série de Dini des fonctions de Bessel.

Si by sont données par la formule suivante :

(02 = v2) + A2T.2 (M) by = 202 /01 f()J, (\t)tdt,

alors on dit que c’est la série de Dini associée a f(x).

Notons que Watson étudie le développement de fonctions en série de Fourier-Bessel et affirme dans
[Watd4l p. 582] que le cas général des développements en séries de Dini se traite de la méme maniere.
Par analogie avec la théorie des séries de Fourier, il donne une condition suffisante pour ’existence du
développement en série de Fourier-Bessel qu’on énoncera dans la suite et on en rappellera I’'idée de la
preuve.

Rappelons qu’une fonction réelle f sur un intervalle [a, b] est dite & variation bornée si

Vi(f)= sup V(f0)<oo
c€S8([a,b])
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ou S([a,b]) est l'ensemble des subdivisions de [a,b] de la forme o = (29 = a,x1,...,2, = b) et

V(f,0) = S| f(@isr) — flzi)].

D’apres Watson, on dispose de quatre résultats majeurs sur la théorie des séries de Fourier-Bessel, a
savoir une condition suffisante pour la convergence simple en un point intérieur de [0, 1], la convergence
uniforme sur un sous-intervalle fermé propre de ]0, 1], le comportement de la série de Fourier-Bessel aux
voisinages de 0 (resp. de 1) et enfin 'unicité du développement en série de Fourier-Bessel. Ce dernier
point s’interprete en langage moderne en disant que les fonctions de Bessel forment une une famille
totale dans un espace hilbertien qu’on précisera dans la suite. Notre démarche pour ... sera d’utili-
ser les idées développées dans [Watdd4l § 18], les étendre et de combiner ces quatre points pour conclure.

Rappelons donc les principaux résultats de la théorie des séries de Fourier Bessel.

Le résultat suivant nous fournit une condition suffisante pour la convergence simple de la série de
Fourier-Bessel :

Proposition 1.3.8. Soit f une fonction définie sur [0,1] et on suppose que fol \f(t)|t%dt converge.
Soit
2

1

ari= g [ FO Gt
J3+1(]k) 0 ()7

avec v > —%.

Soit x €]a,b] avec 0 < a < b <1 et tel que f soit a variation bornée sur [a,b] alors la série
oo
Z akju(jkx)7
k=1

est convergente, de somme égale a % ( lim+f(y) + lim f(y))*.
Y—x Yy—xr—

Démonstration. Voir [Watd4l, § 18.24]. O

En gardant les mémes hypothéses et si 'on suppose en plus que f est continue sur [a, b] alors on
a convergence uniforme ; précisément on a le résultat suivant

Proposition 1.3.9. Si f est continue et vérifie les hypothéses de la proposition précédente, alors la
série de Fourier-Bessel associée d f converge uniformément vers f sur lintervalle [a + §,b — 6], ot §
est un réel positif non nul arbitraire.

Démonstration. Voir [Watd4l, § 18.25]. O

Il est clair que les sommes partielles de la série de Fourier-Bessel associée a une fonction f continue,
s’annulent en z = 1. Il est donc nécessaire de supposer que lim,, ,;- f(z) = 0 si on veut garantir
la convergence uniforme de la série de Fourier-Bessel. Or on montre dans [Wat44, § 18.26] que la
continuité de f sur [a, 1], avec a > 0 et la condition f(1) = 0 suffissent pour assurer la convergence
uniforme sur un intervalle de la forme [a + 4, 1] avec § > 0.

Le dernier résultat fondamental de la théorie des séries de Fourier-Bessel exposée dans [Watd4, §
18] est I'unicité du développement en série de Fourier-Bessel. On montre dans [Watd4, § 18.6], sous

4. Comme f est a variation bornée alors on peut montrer par I’absurde que f admet une limite & droite et a gauche
de z
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la condition de la convergence absolue de fol t3 f(t)dt, que f est nulle si et seulement si tous les coef-
ficients de la série de Fourier-Bessel associée a f sont nuls.

L’idée clé de la preuve de la proposition ([1.3.8) passe par 1’étude de la suite de fonctions

Ty = N 2 UE) Ty (kt)
@8 = Talh,2) kz::l Jy1(Jk)?

puisqu’on vérifie que
Z%J JrT) / F@) T, (t, x)tdt.

En fait, on montre que les T, jouent le méme role que

sin((n+ 3)(z —t))
sin(z — t)

(z,t) — , T #t

pour la théorie des séries de Fourier.

Il est commode d’exprimer T;, comme l'intégrale sur le contour d’un rectangle contenant seulement
les ji, ..., jn d’une fonction auxiliaire qui soit méromorphe ayant pour uniques poéles les zéros de J, et
un comportement asymptotique adéquat. Ce dernier point nous permettra d’étudier T,, pour n assez
grand et d’en déduire la proposition précédente .

On va rappeler quelques points techniques du [Wat44, § 18] afin de les adapter et les appliquer
ultérieurement a notre situation. Dans les pages pp. 583-584, pour tous 0 < t # x < 1, on introduit la
fonction g donnée par

2w
g(w) = m(tj,,(zw)J,,H (tw) — zJ, (tw)Jy41(zw)), Yw e C,
et on montre que le résidu de
w9
wdy,(w)2’
en ji est égal a
o (k) Iy (LK)
Jqul(jk)z

Vérifions cela. On commence par noter que le résidu de w — — 351(”13)2 en ji est v ,(2 (j)k) Cela résulte

du fait suivant : Si ¢; et @3 sont deux fonctions holomorphes sur C alors si A est un zéro simple de
(o alors on peut montrer a l'aide d’un développement limité convenable au voisinage de A que

e1(w) 1) 1) 95 (7)
Res;(w — = (- — — 1+ <))
i vz = Gaor ~ Ao am)
Mais on a ici J,(j) = 0 et J, vérifie J)/(2) + 2J)(2) + (1 — Z—;)J (2) =0, donc 1 —i—jj,,(é)) =0.

D’un autre coté, on a Vw € C :

D wrw) s (0)) = () Ty () () Ty b)) o
v+1 v

= e () s () (b)) + T ()~ (o) () (t) par (20) et (250)

= —zwJyq1(zw)Jy41(tw) + twd, (zw)J, (tw),
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et par symétrie, on en déduit que

%(wJ,,(tw)J,,H(xw)) = —twdy41(tw) Jy41(zw) + 2w, (tw)J, (zw), Yw € C.

En regroupant tout cela on obtient :
J (w) = 2w, (zw)J,(tw), Vw e C.

On conclut que le résidu de w — 5(( ))2 en jj est

o (k) Iy (LK)
Ju+1(jk)2
On considére maintenant le rectangle de sommets iB, —iB, A, +iB et A, —iB ou B > 0 et A, est
un réel tel que j, < A, < jnt1. Remarquons enfin que w — - 351(1;1[)))2 est d’ordre 1 en w = 0 (on le

vérifie en utilisant (1.40)) ). Donc par cette discussion on peut affirmer que I'intégrale de w — gfg)g

le long de ce contour est égale a T),(t, x).

La suite utilise de maniere cruciale les propriétés asymptotiques des fonctions de Bessel. En fait,
le développement asymptotique des fonctions de Bessel, voir [Wat44l, § 7.21], nous permet d’assurer
que l'intégrale sur les cotés inférieurs et supérieurs du rectangle s’annulent si B tends vers l'infini,
aussi puisque les intégrands sont impairs et sans singularités sur [—Bi, Bi] donc leur intégrale sur ce
segment est nulle. On conclut qu’on a

To(t,z) = 1 /Aﬁm _9(w)

o s T (w)de’ VO<z+t<2 x#t
n—001 v

En utilisant les deux inégalités suivantes :

exp([Im(0w)])

| ], (0w)| < e , (1.28)

owl - |w]

(ils découlent de 'expression du développement asymptotique donnée dans [Watd4l, § 7.21]), avec
0 est un réel positif non nul fixé, on déduit la plupart des inégalités énoncées dans la suite.

F1xons v € Z. Comme Z, est un sous-ensemble discret de R* alors on peut ordonner I’ensemble
{ |)\ € Z,} et on note par Z la k—eéme valeur de cet ensemble pour 'ordre croissant. On pose ¢y,

la fonctlon sur R définie pour tout = € R par :

In(Akx) si0<z<1,

pr(z) = %xmjn_m(%) siz> 1.

(1.29)

Soit f une fonction sur R et considere la somme partielle suivante :

 (on: f
Z H(F;kH or(z), T € R, n € N,

ou on a confondu ¢y avec ¢, 5, et f avec fe"? @ 1.
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On pose pourtous 0 <t<letO<z<1:
" Jy(t/\k)Jy(x/\k)

K (t,x) = Z

= 2lerl?

_ - Jl/()\k) Jy(xAk>JV—m()\kt)
Ky (t,x) == ;
kz:; Jymme)  llerllZa o
= Ju()\k)Q Ju—m(tAk)Jl/—m(x)\k)
Tg(tvl‘) = )
D s W R P
n Jy()\k) Jy_m()\k$)Jy()\kt)
T, (t,x) = .
60 =2 5700 Toelan,

On vérifie que

1 < f(t 1 tdt
:/ f(t)n:(t,x)tdtJr/ f(m)mn(t,x)ﬁ, si0 <z <1,
0 1

1 10 L Ly
:/O f(t t*tdt—*—/ 7m - 7) t4, SII'Z].,

t x
Donc, il est naturel d’étudier les fonctions k.7, k,,, 7,7 et 7, . Pour cela on va introduire les quatres
fonctions méromorphes sur C suivantes :

Jy (tw) Iy (xw) Jy—m (w)

t+,u(w) = Jy(w)Ly(w) ’
t_(w) = Ju(xug;f(l,w)m(wt)’
S (w) = Jo(w) Jy—m(zw)Jy—m(tw)
) =TT L)
s (w) = Jy—m(zw)J, (tw)
Liw)

ounl<t<letO<z<l.

On note par A, un réel compris strictement entre A, et A\,41 5 On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.10. Soit v € Z.

Siv<—-1ouv>m+1, alors on a pour n>1

i [Antoo a)J, (za
7/ " t+7’/( )dw—ﬂ (t,x) — Z M

21 J A —ocoi alJy(«) (@
O<a<Ap

i Ay +oot p

o [ = Ky ta 9

o [, sy = (1)

i [Anteot Jy—m (t7) Jy—m(27)

%/ i 8+7V( )dw - T (t LU) Z z T; V( n;Q ’

Ap—o00i AT (@)=0 v—m~+1\7Y

0<y<Anp

i An+o0i
%/ s y(w)dw =T, (t, 7).

Ap—o0t

5. On a noté par 0 < A\1 < A2 < ... les zéros positifs de L, ordonnés par ordre croissant.
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Si0<v<m, onapourn>1
Jy(ta) J, (xar)

i [Antoot (m—v+1)(r+1)

— te(w)dw = -2 e + K (t,x) — ,

2 /An—ooi +ulw) (m+2) (5:2) QJV(ZQ)_O Jyr1(a)?

O<a<An
i [Antoot m—-v+1)wv+1) .., , _
e I e e A (]
n—00%
© pAptooi _ 1 1 Jy—m () J,—
L/ s+,y(w)dw —_9 (m v+ )(V + )tm—uxm—u 4 T;(t,x) _ Z m( ’Y) m2(x'7)’
27 J Ay —ooi (m + 2) a]Jy (a)=0 ‘]V—m'i‘l(f)/)
0<CM<An

i [Antool (m—v+1)(rv+1)
7 _ d — _2 tl/ m—v — t .
[ s e s 1,a)

Comme dans [Wat44l, § 18], afin de démontrer ce théoréme on commence par calculer les résidus
des fonctions ty ,,t_,, 54, et s_, aux poles respectifs et représentera v (t,z), s (¢t,z), 7" (t,z) et
77 (t, ) comme intégrales des quatre premiéres fonctions le long d’un rectangle. Pour pouvoir retrouver
les formules du théoréme, on aura besoin des estimations sur L, du type :

L (0w)] < s exp (0] m(w)]),  |Lyfw)| > & exp(2ltm(w))) (1.30)

avec ¢, et ¢, deux constantes réelles positives non nulles et w appartient & un ouvert contenant la
droite verticale d’abscisse A,, (avec 0 < # < 1), or on va montrer que cela résulte du lemme suivant :

Lemme 1.3.11. On note par I, la fonction de Bessel modifiée d’ordre v et on pose
Gy(z):=Lp1(2)y—m(z) + L (2)—m-1(2), VzeC.

alors on a

G_v(2) = Gniv(2), YveZ,

Gn(z) L,(iz),Vze€C (1.31)

= 7;2V—m—1

Pour z assez large avec |arg(z)| < 5., on a

2z 2 2
e 4n 4+ 2m* +4dnm +2m+ 1 1 . .
Gl,+m(z):27rz<1— = +0(§)) siv e N, (1.32)
et
a _ e%? 2_2n2+m2—2nm+m 0 1 0 <y < 133
W(2) = o—( - +0(5)) si0<v<m (1.33)

Démonstration. Cela découle directement des propriétés des fonctions de Bessel, en effet, 1) résulte
de la définition de I,, et on a

Gn(z) = Int1(2) In-m(2) + In(2) In—m-1(2)
=1 1) pim(2) + I (2) I —pims1(2),  [AS92,9.6.6]
= I(m—n)+1(z)I(m—n)—m(2) + I(m—n) (Z)I(m—n)—m—l(z)
= Gm-n(2).

) (1.34)
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pour n € Z fixé. Dans si v €€ N alors on vérifie en utilisant ce développement que

2z 2 2
e dn® +2m° +4dnm +2m +1 1
G,/er(Z) = Y. (]. — 9y + 0(722 ))

Par contre lorsque 0 < v < m, on écrit
Gy(2) = Ly41(2)Im—v + Lo (2) Imi1-0(2),

(on a utilisé le fait suivant : I_,, = I,) apres on remplace par le développement de I, et on vérifie que

2z 22 2_2 1
e (2_ n“+m nm+m+o( )>

z 22

O]

Maintenant on peut déduire les estimations ([1.30]) en utilisant (1.31)), (1.32)), (1.33)) et I’égalité :

L,(—2) = (-1)""'L,(2) VzeC.

Soit donc ¢y un vecteur propre de AW . On a introduit L, la fonction sur C définie par

)oo

L,(2)= —zmdiz(z*mJy_m(z)Jy(z)), vz e C.

et on a montré dans (|1.3.5)) la relation suivante

L) = 22

ANEZ, Z.
Jy()\) (SOA’SDA)LQ,OO’ Ve Vv e

On note par A un zéro de L, (c’est & dire un élément de Z,) et par a un zéro non nul de J,. On
sait qu’ils sont simples. On va dresser la liste de tous les résidus possibles des fonctions t4 ,, t_ ,, s+,
et s_, en leurs éventuels poles en fonction de v :

On a pour tout v € Z

Ty (EN) T (2 X) Jy—m(A) T (tX) Ty (zN)

Resy (t+,u) =

L) 2l

Resaty) = O < G, otal (e =0
Ress (i) = 2ENTm(tD) _ J) (@A) Jyom(A)

M L,(A) Jrm) llealZes
R L) DN Ty (@X) T (AN T (BN) Ty (2N
B JR 5 R 775 R SRy VR P2

- Ju(’}/) Ju—m(t’Y)JV—m(ZU’Y) . Ju—m(tV)JV—m(ﬁy) N -

RGSW(S_;'_’V) - _Jz/,_m(’Y)Q JV(’Y) - = Jy—m+1(’7)2 ) Ou’Y‘Ju—m(’ﬂ - O,
Resy(s_,) = A TrmQ) (M) _ Ty(N) Tymm(Ae)Jy (M)

A FE GY R 7 (%) B e OV R 2

Rappelons qu’on a utilisé le fait que les zéros non nuls d’une fonction de Bessel sont simples ainsi que
les deux égalités suivantes L, (a) = —Jy—m(@)J, () et L,(v) = =T (7)), (7))-
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Par contre ces fonctions ci-dessus peuvent, en fonction de v, avoir un pole en zéro. En se rappelant
que J, est d’ordre |p| en zéro et en utilisant lemme ([1.3.3) on peut calculer explicitement I'ordre de
ces fonctions en w = 0 en fonction de v. En effet, lorsque v < —1 ou v > m + 1 alors on a (on se

ramene au cas v > 1 par ((1.17)))

Ordo(ty+) =2v+v+m)—(v+2v+m—1) =1,
( 2u4+v+m)—2u+m—1)=1,

Dans 'autre situation c’est a dire 0 < v < m, on montre que ces quatres fonctions sont d’ordre —1 en

w = 0 pour cela on va calculer leur résidu en w = 0. Les calculs suivants découlent directement des

propri¢tés des fonctions de Bessel ( précisement la formule (1.40))) et celles de L,, établies dans (1.3.3)),

on a

m—v+1)(v+ 1)15”30”
(m+2)

(m—v+1)w+1)
(m+2) *

(m = v A D@+ sy
(m+2)

(m=v+ D@+, .,
(m+2) ’

Reso(t4,) = 2(

I

Reso(t—,) =2

i

9

Reso(s4+,) =2

Resp(s—,) =2

Maintenant on se propose de démontrer les égalités du théoréme.

Commengons par exemple par t4 , (avec v un entier quelconque). Comme dans [Watd4, § 18.21],
soit A,, un réel positif strictement compris entre A, et A\,11 deux zéros consécutifs de L,,. On considere
le rectangle de sommets Bi, —Bi, A, + 1B et A, —iB avec B > 0. On a I'intégrale de ¢ , le long de
ce rectangle qu’on a déformé dans un voisinage assez petit de w = 0 en un demi-cercle est égale a

zn: JV+m(t)‘k)JV+m($)‘k) B Z Ju+m(ta)Jy+m(l'Oé)
k=1 2H90k”%2,oo | Jy4m (2)=0 Ju+m+1(04)2
0<a<Ap,

On a montré qu’il existe deux constantes réelles ¢, et ¢, telles que

|L, (Bw)| < G exp (20| Im(w)]), ‘Ly(w)lziexp(ﬂfm(w)‘),

~ (Blw])
ou w est dans un domaine ouvert contenant la droite verticale qui passe par A, — ooi et A, + o0i.
notons que ces deux inégalités sont semblables aux ([1.28). En posant w = u + tv avec u,v € R et en
prenant t,x > 0 avec 0 < t + x < 2 on obtient, en utilisant les deux dernieres inégalités et ([1.28)) :

by ()] = ’Jy+m(tw)Jy+m(:Uw)Jy(w)’

Jym (W) Ly (w) (1.35)

S oxp(—(2 — (4 2))[v]).

<

%
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pour tout w dans un voisinage ouvert de la droite verticale d’abscisse A,, (avec ¢y, une constante
réelle). Par conséquent

Ap—Bi An+Bi

lim ty (w)dw = lim ty(w)dw =0
B—oo J_pB; Br—oo /B;

Quant a la contribution de ¢4 , sur le segment [—Bi, Bi] on va utiliser le fait que ¢, , est une fonction
impaire (cela résulte de la relation et le fait suivant : Jy(—2) = (—=1)PJ,(2), Vp e N,Vz € C
). Cela implique que Pintégrale le long du segment [—Bi, (—B + ¢€)i] U C- U [i(B —¢),iB] ® est donnée
par Resg(t4,,). En combinant tout cela, on obtient

7 An+ooi v Jy_i'_m(t)\k)Jy_l'_m(xAk) Jy+m(ta)Jy+m(xa)
— to(w)dw = —Reso(tL,) + - .
5 o tewlw) olt) + 3 S > G o

| Jy4m(a)=0
0<Oé<An

Ce qui termine la preuve du théoréme pour les formules en ¢, , pour v € Z quelconque.

De la méme maniere on peut établir qu’il existe des constantes réelles c_ ,,,d , et d_ , telles que :
c—u

[t (w)] < \/t»ggexp(—(2 = (t+z))lvl),

50 ()] < T2 exp(—(2— (¢ + )],

Vit
—v

Viz

exp(—(2 = (t + z))[v]),

valables pour tout w dans un domaine contenant la droite verticale d’abscisse A,, et on suit le méme
raisonnement pour trouver les formules restantes. Ce qui termine la preuve du théoréme.

Lemme 1.3.12. Soitn € N, et k € N. 57 % € N alors il existe des réels by g, ... ,br—2 , tels que
4 9
k-2
1 J, J, < Jnti
/ tk+1+"Jn(tw)dt _ 1 (w) _k n+22(w) 4 Z bik n+z{f§’w)’ VY € C*.
0 w w =1 w*

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait par récurrence en utilisant la formule suivante
d
a(zpt]p(z)) =2PJ,_1(2), VzeC, Vpel.

En effet, on a par une intégration par parties :

/0 gL () dt = [T T ()] — k /O R (2)dt

7

= WM (w) = k[T T (8)] ) + k(K - 2) /0 =L g o (t)dt

— wk+n+1Jn+1(w) _ kwk+an+2(w)

(k= 2) [ (8] — k(e — 2)(k — 4) / Ckn2 e

0
= W (w) + i(—l)i“k(k —2)(k —4) - (k — 20w (w)
=0
+ (=P E(k—2)--- (k—2(i 4+ 1)) /Ow thtn=p=l 1 o o(t)dt.

6. Cs est le demi-cercle & gauche de I’axe imaginaire de centre 0 et rayon B — §, avec 0 < § < 1.
7. Le signe fow signifie 'intégration le long du segment [0, w] dans le plan complexe.
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On s’arréte lorsque (k+n—p—1)—1=n+p+2, c’est a dire lorsque p = . On termine la preuve
en notant que
! k+n+1 1 v k+n+1
/O L ()t = — s /0 LT .

O

Corollaire 1.3.13. Soient p et q deux entiers positifs supérieurs a 2. Il existe des constantes réelles

€1,C2,...,C telles que

max(p—2,9—2)

max(p—2,q—2)

1
/0 (2PEntl 204 ) dt = 2w—Jn+2( w) + ; CZ%

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme précédent. O

Théoréme 1.3.14. Soit v € Z. Siv < —1 ouv > m -+ 1 alors il existe des constantes réelles [}, et l;C
pour tout k € N* telles que pour tout x € [0,1] :

Z lk x)‘k) — p2tvHl _ 20+v+]
2||90k 172

w)\k)

— O,
2H<pkH

Zl’

Zl 1 Jy— m(xAk) _ $2p+u—m+% _ x2q+u—m+%
k:J A )
v— m( k) H‘Pk” 2 00
1 J,, m(l‘)\k)

lekll72 o0

Zlk 1/ m()‘k) _O’

avec convergence uniforme sur [0, 1].

Soit v € Z. On choisit p et ¢ supérieurs a |v|. Par le corollaire précédent il existe des constantes
réelles ¢;, telles que pour tout w dans un ouvert ne contenant pas les poles d’aucune des quatres
fonctions, on a

Jy(zw)Jy—m(w)
Jy(w)L,(w)

Tow)oom(w) | "R Tnsiaa(w) T ) o)

1 1
/ (2Pl 2 ) df = / (2L 204 1)y
0 0

qa—p

- 2TJV+2( )

T Lw) & T i W)L (w)

Or on a Vi > 0 et en utilisant (1.30)) :

Ap+ioco Jn+i+2(w) Jy(xw)JV m(w) Ap—ico Cott
, < At (1 _
/Anm W w)w) /Aoo Ve "2 = il

Cy 4+ o0 1 .
< = dv, uisque 0 < z < 1
TV S @)™ P

TCv,++
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Par suite, il existe une constante C, telle que

Ap+ico pl CV
/ / (gPprvrl ety (w)dt| < N Vn € N* x €]0,1].
Ap—ioco JO n

Pour z €]0,1] fixé, on a ¢, vue comme une fonction en ¢ et w est intégrable d’apres ([L.35). Par
conséquent

Ay +ioco Ay +ioco

1 1
/ (t2p+l/+1 _ t2q+u+1)t+ y(w)dt — / (t2p+l/+1 _ t2q+u+1) / t+ y(w)dt-
n—ico JO ’ 0 Ap—ico

En utilisant les formules du théoréeme (|1.3.10)), on obtient en faisant tendre n vers I'infini et en multi-
pliant par x3

1 1

x2J, (2 k) _ /1(t2p+u+1 _ t2q+”+1)Jl,(ta)dt$2J v(za)

20lkll72 o alyaio=0"0 Jy+1(@)?
0<a

0
Z/ (2L 20ty g dt

lorsque v < —1 ou v > m + 1. Or le terme & droite n’est autre que z?P++1 — 224t7+1 on plus cette

somme converge uniformément vers x +— z?PTVTL — 320+l gur [0,1]. En effet, d’'une part comme
s 2PV _ g2t Es ost dérivable sur 10, 1] et s’annule en x = 1 alors d’apres [Wat44l, § 18.26] son
développement en série de Fourier-Bessel converge uniformément vers cette fonction sur un intervalle de
la forme [1—0, 1], d’autre part, le résultat du (voir premier paragraphe du) [Wat44, p. 617] nous fournit
la convergence sur [0,1 — d], avec § positif arbitraire. Notons par I, = [ (£2PH7+1 — 20tV +1) T (1A, )dt
On a donc,

Z lk x)\k) — p2rtrtl x2q+1’+1, Vo e [0,1].
2||‘Pk”

De méme pour t_ ,, en utilisant le méme raisonnement, on obtient la convergence de la somme suivante
sur [0, 1] :

a:/\k)
2/loxll

Zlk

=0, Vzel0,1].

On montre aussi que

! ! _ _ Jo(w)  Jy—m(zw)Jy—m(w)
t2p+l/+1 _ t2q+u+1 y dt = / t2p+l/ m+1 t2q+l/ m+1 inm t dt v v—m v—m
/0 ( )SJr, (’LU) 0 ( ) (w) inm(w) inm(w)LV(w) )
q—p Jl/(w) Jy—m(xw)t]v—m(w)
7Jufm
w? #2(0) 7 ) Ty () Lo ()
max(p—2,q—2) J

, Intive(w)  Jy(w) —m(TW) Jy—m (W)
* ; Covrmm ™= %2 T ) T,m(w) Ly (w)

=2

Et comme avant, on peut trouver C),_,, une constante réelle telle que

Anti ! 2p+v—m+1 2q+v—m+1 CV m v N
PV — 2T v e N*, z €]0,1].
/An _ / ( )3+, ( ) \fA n Z ] [
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et d’apres (|1.3.10)), on aura

- 1 v A v—m A
Z )\k)/ (t2p+ufm+1_t2q+ufm+1)!]u_m(t)\k)dt J( k) J, (:E k)

Jy—m(Ak) ”‘Pk”%?

Jy—m
_ Z / t2p+l/ m+1 t2q+l/ m—l—l)Jy m(t'Y)dtJ ('?732
N (@)=0 v=m+1Y
0<y
= g?Ptvom _ g2atvemo oy g €)0, 1.

Quand on multiplie par m%, on obtient par le méme argument que pour 1, que la somme suivante

’ _ 1 _ 1
converge uniformément vers z?Ptv—mts _ g2atvomty .

Jy_ A
Z lk 1 v m(;j k) _ x2p+ll—m+% — $2q+y—m+%’ Va 6]07 1[
Ju m(>‘k) HSOkHLQ,OO

ol l;{ —_ %]‘0 (t2p+m v+1 t2q+m_y+1)J,,(t)\k)dt.

Quant a S$— ., On montre que

Jy—m(TAE)
l =0, Vz€]0,1].
Z T EN. 10,11

Si 'on pose

P, () =P (2) = (2247 — |22+) e iz < 1,

—P () =Pl (2) = (|27 = 2] 20) e sifz] > 1
alors on a
1 Ju(A) [ 1 A tdt
L, ¢, 2Pl g2atv ) 1) dt 4 S / UL A il By S,
(P @ Lua)zz = [ ( a7 5 [ AL

1 J,(\ 1
- / (tPPrvrl _g2atetly 7o) dt + ) / (gPprmmvl _g2atmovtly g ()¢t
0

Jl/—m(>\) 0
=l 1

Donc, on a montré que

1 (P:t ®17¢UA)
min(lzf}, o H)PE @123 00 min(|2]2, 2|72,

P w7

ol la somme converge uniformément sur P!.

Théoréme 1.3.15. Soit v un entier fixé compris entre O et m. Il existe b} et b, deux réels et deux
suites de réels (a; )pen- et (ay )ken+ tels que Va € [0,1]

Ju(Apx) 1 1
bt ts a-xt _ (g2t _ g2t
o = S el PO - )

41 1 Ju(>\k) Jl/—m(Akx) — 1 _ 1
b,—fxm ,/+é _ a+x§ _ x2p+(m v)+3 _ x2q+(m v)+5
,; LS S VR P ER )

i
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et
Z Jo(Ant) (@245 - x2q+”+%)
k 2 )
Hw |
_mvth Za o D) JromOn2) | aprmeny _ gaermenyy

Ju— m()‘k) H‘Pkuz

En plus, on a convergence uniforme de ces sommes sur [0, 1] entier.

Démonstration. Lorsque 0 < v < m, en utilisant le méme raisonnement et le théoreme ((1.3.10)), on

trouve :
v+1)(m—-v+1)(¢g—p) :L“V+%=Zlkx% Ju(zAg) (x2p+”+%—x2q+”+%),
(m+2)p+v+1)(¢g+v+1) = 2llesllia o
CRRV VS VT R A N
(m+2)(p+m—v+1)(g+m—v+1) P I
(V + 1)(m -—v+ 1)(‘] _p) xmfqu% _ il x% Jl/(>‘k) Jufm(xAk)
(m+2)(p+v+1)g+v+1) = T () 2l k122 o
(V + ].)(m — VUV + 1)(q B p) xW’L7V+% — i l;cfl,'% Jl/()\k‘) Jufm(x)\k) o (x2p+m—y+% o x2q+m—y+%)7
(m+2)p+m—-v+1)(g+m—-v+1) = Jy—m (k) 2H90k||%2,oo
dont toutes ses sommes convergent uniformément sur [0, 1].
_ 9_(v+)(m—v+1)(q—p)
On pose b, = 2(m+2)(p+l/+1)(q-(i]-l/—]|)—1)’ Vv eZ.
Soit f une fonction sur R, telle que
1 1 1
/ |f(x)|2xda:+/ 22 1N 2rda < oo
0 0 T
On a des égalités ci-dessus :
5 x\g)zdx 1 5 ,
b / +1f Zl fo 2||¢k|’( ) _A (‘,L:2P+ i - x2q+ +1)f(£5)dl’7
b / 1/+1f( ) Z l/ fO ( ) (l’)\k)flldl'
0 = QHS%H ’
b / 2m— l/+1f f: f(]1 mf( ) v— m(x)\k)l‘d.%'
Ju— m()‘k) 2H‘PkH 2 00 ’
1 m 1
p2m—v+l ) Jo @ F(3)Ju—m(@Ar)wda / 2pr2m—v+1 . 2q+2m—v+1y g L
b /0 e 2 g m 2lonlZ: ) @ z (= )da,
Donc :
1 1 1 0 (feiV0 ®1 @k)L2 1 1
bm—y / xl/—l—l T dl’—i—/ me—V—i—l DNdz) = l/ ) _/ x2p+2m—u+1_x2q+2m—l/+1 - d.%',
() = rdrt | SHr) = Sl )
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et
1 1 1 o0 (feiu9®1 SOk)LQ 1
b, / vt xdm+/ 2?mr L (Dyde) = l . —/ 2Pyl 20D 1) de,
( 0 g ) 0 f(l‘) ) kz::l g 2”90’“"%2,00 0 ( )f( )
Or ! )
(feizl0® 1,1@2’”) :/ l‘y+1f($)dﬂj+/ xzm_yﬂf(x)dx
0 0
Donc,

o0 o 1
. ®1 1
(fewe Q 1? 1® ZV) } : l;c (fe 2a Solc)LQ (x2p+2mfl/+1 x2q+2mfu+1)f( )d:l}
_ Pk|lT2 0 x
k=1 2” HL ,00

) 0 iwh 1 1
(fewé Q 1? 1® ZV) _ Z lk (fe b2y 27 (Pk)LQ _/ (w2p+u+1 - w2q+y+1)f($)d$,
k=1 2”9019”[/2700 0

1.4 Annexe

1.4.1 Un résultat de recollement

Dans ce texte on va rencontrer une classe de fonctions continues ¢ de classe C? sur P\ St telles
que il existe 1 (resp. ¢p2) une fonction de classe C? sur un voisinage ouvert de {|z| < 1} (resp. de

{]z] > 1}) avec ¢ = CITPRN (resp. ¢ = (pQ\{lzel}) sur {|z| < 1} (resp. sur {|z| > 1}). Si ¢1 et o
vérifient des conditions supplémentaires qu’on explicitera dans la suite, alors on va montrer que
dp1 = dp2
sur S!, c’est I'objet du lemme . On en déduira, voir , que
/[P1 odde f = /]P1 fddop, Y f e AY(X),

(ici dd®p est par définition la forme définie presque partout par ddp; sur {|z| < 1} et par dd°py sur
|z| > 1).

Notons que si ¢ est une fonction de classe C? sur P!, on a par le théoréme de Stokes

/ odd° f — / fddp, Y fe AY(X).
pl p1
On rappelle le résultat suivant :

Proposition 1.4.1. (Formule de Green) Soit X une variété complexe de dimension d et A C X un
ouvert relativement compact tel que A soit une sous-variété réelle a coins de X. Soient f et g deux
formes différentielles de classes C* au voisinage de A de bidegrés (p, p) et (q,q) telles que p+q = d—1.
Ona:

[ (rddeg — gadrp) = [ (g~ gap)
A 0A

Démonstration. Voir par exemple [Dem). O
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On considere 1~ et 1T deux fonctions réelles définies sur Rt de classe C? vérifiant les conditions
suivantes :

e ¢ (1)= lim ¢ (r) =0,

7400

ot (1.36)
-5~ ()= lim ¥7(r)=0.
Soit m € Z. On pose sur C* :
mo— - m o, _ ].
Soi(m)(z) = (é) ¥ (]2]), gme)(z) — _(ﬁ) " (g)

(1.37)

P () 1= () D) et 93(2) = () ().

Par hypotheéses, ces quatre fonctions sont de classes C? sur C*, telles que leurs dérivées premieres
et secondes sont bornées au voisinage de zéro.

Lemme 1.4.2. SurS', on a
@1 (m) = AP2 ) (1.38)
et
APy () = A°P3 (1m)- (1.39)

Démonstration. 1. Montrons (1.38). On a Vz # 0

() = S ()™ D) + ()" G (e
mais comme on a %‘jl = ﬁ puisque 8('.9 2 _ 7 alors
D1 (1m) 0, z m Z O0Y~
S ) = S (D + ()" g (=D
et
1m0 1)
0z () 0z
0, z m z oY~

|
—
/\

)+ () 5 g (D)

-0z

|z
Mais comme on a supposé que (1) = 0 alors sur S! on a

0—0
A (901( ))
1 oy~
~ 81i or

APy () =

(1)z"™(zdz — zdz).

OnaVz#0
&Pg_(m) 0. zm _, 1 Z\m Z OY~
52 ——&(m) Y (m)+(m) P o (m)-
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et

3 my P2 (m))

0z 0z
B 0o, zm ., 1 Z.m 2z OY~
- %(M) K (m)+(’2|) 2|Z|3 or (| |)
On déduit que sur S!
. _ 1 oy~ o
d502,(m):% 5 (1)z2"™(zdz — zdz).

On conclut que sur S!
APy () = Ao (m)-
2. Montrons ((1.39). On aVz # 0

Gat z .mO|z +
L) §Z(<| ,) o (21) + (, i )
ig + m Z 8¢+
et
907 (1) (2) = a(@f(m))
0% z
0 m z Ot

= g ()W 0= + ()" 5 (D)

Mais comme on a supposé que ‘g—f(l) =0 alors sur S on a

A1 ) = i;f(@ﬂmﬂ
= g ()" () = ()t )iz
OnaVz 0 .
e T - ()
et

890;(7,1)_2 Z2um 2z OYT 1

.
2 = T ) T o

On déduit que sur St

0—0
c .+ +
CPom) = ami PLm)
_ L9 zm _Q 2yt
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On conclut que sur St

Corollaire 1.4.3. On a
Adf - oy + [ ALy = [ Al f
/z|§1 Tum ™ Joy M i = o e

dd°f - ¢ / dd’f -} z/ dd°o} / ddeot, -,
/Zlﬁl Fooiom ™ JLoy M P2 = J o M Fem T 420 T
v f e AP,

Démonstration. Soit f € A®O(P). Soit 0 < € < 1, d’apres on a

dd°f - £ + ddf - + :/ .ddCi + _ddc:l:
/<|Z|<1 I 7L m) |2[>1 f 2,(m) 5<|z|<1f 1,(m) \z|>1f ¥2,(m)

c, + + c c + + c
_ /|Z|1 fd #1,(m) + 2=t 9017(m)d f+ /|z1 fd Plm) — /le 9027(m)d f

ot + ¢ c + c
+ fd 901,(771) - /Z|=8 @1,(m)d f - /|z|—g fd 901 (m) + /| @2,(m)d f

|z[=¢ 2|=e

et

On sait que les fonctions gof(m) et gpzi(m) ainsi que leurs dérivées premieres et secondes sont bornées

au voisinage de zéro, donc peut faire tendre € vers zéro dans ’égalité ci-dessus, mais comme cpit ( =

’m)lgl
@, ot aprés (CZ2), on trouve que
dd¢f - =+ + dd¢f - + :/ 'ddCi + 'ddci ‘
/Z|<1 T 1m j2>1 T2 |z|<1f 1,(m) \z|>1f 2,(m)

Puisque toutes les fonctions considérées sont des restrictions de fonctions de classe C2 au voisinage
de S!, alors

c + c £ _ c E . c £ .

|2>1

1.4.2 Rappels sur la théorie des fonctions de Bessel

Dans cette introduction a la théorie des fonctions de Bessel, la principale référence sera le chapitre
17 du [WW62], on s’intéressera a une sous-classe de fonctions de Bessel a savoir les fonctions de Bessel
d’ordre un entier.

Pour tout z € C fixé, la fonction :

t — e%z(t_%)

) t%07

admet un développement en série de Laurent en . Soit n € Z. Par définition, la fonction de Bessel
d’ordre n est la fonction qui a tout z € C, associe le coefficient de t" dans ce développement, on le
note par Jy,(z).

Enongons quelques propriétés de la fonction J,
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e J,, est une fonction analytique sur C telle que J_,, = (—=1)"J, et
00 1 +2r
(—1)"(32)"
Jn(2) =
n(2) Z Pir+1)T(n+r+1)

si neN (1.40)

e J, est une solution de I’équation différentielle linéaire suivante :

>y 1dy n?
— + —— 1—-—)y=0 1.41
d?z + zdz + 22)y ( )

On a les relations de récurrence suivantes :

diz(z_"!]n(z)) ==z "Jnt1(2). (1.42)
Tn(z) = ZJu(2) = T (2) (1.43)
() = 5(n1(z) — Jnia(2) (1.44)
J(2) = Jn1(z) — an(z) (1.45)
* d
a(z”Jn(z)) = 2"In-1(2) (1.46)

e Les zéros de J,, sont réels.

Soient Zy, = {jm,1 < jm2 < ...} P'ensemble des zéros positifs non nuls de J,,, ordonnés par ordre
croissant, voir par exemple [Wat44l § 15]. Soient Dy, := {cm,1 < cm2 < ...} les zéros positifs non nuls
de J/, ordonnés par ordre croissant. Comme les zéros de J,,, sont simples, voir par exemple [Watd4, §
15.21], alors

Zy N Dy, = 0. (1.47)

Proposition 1.4.4. Soit v € N, on note par A1, Ao, ... les zéros positifs non nuls de la fonction :
227V (2 (2) + HJW(2)),
On pose pour tout k € N*, vy, la fonction définie sur [0,1] comme suit :
vp(r) = JL(Agr), Vrel0,1].

Soit L?(0,1) le complété de ’espace vectoriel des fonctions f intégrables sur [0,1], pour la norme
Il = fol |f(2)|?>rdr < co. On note par L'(0,1)y le sous-espace de L'(0,1), qui est complété des
fonctions de classe C*° qui vérifient

FO)+HF(1) =0

Alors, la famille des fonctions (vg)g>1 forme une famille totale dans L*(0,1)y

1
Démonstration. On utilise [Wat44], § 18.6] en remarquant qu’on a toujours fol |f(t)|Vtdt < (fol |f()|>tdt)>.
On peut aussi consulter [WW62], p.381]. O
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On rappelle le lemme suivant, qui sera utilisé plusieurs fois dans la suite :

Lemme 1.4.5. Soit A\ un réel positif non nul, on pose ¢(r,0) = Jp,(Ar)e™ alors
—Aggp = N9,
Démonstration. Pour simplifier les notations on note J(r) := J,,(Ar) et ©(0) := e™?. On a

J(ry= X (Ar), J'(r)= AQJ&()\T‘),

donc
" 1 / B m72 —_\2( g i / — 7m2
')+ T () = 5 (r) = N (T () + 1T () (/\T)QJm()\r)).
De (TAT), on a
1 m? 9
J"(r) + ;J’(r) - ﬁJ(r) = —\J(r),
et on vérifie que
") _
o) '
En regroupant tout cela, on a I’équation suivante :
9% 10J 1 0%
W(T)@(Q) + ;5(7“)9(9) + ﬁJ(r)W(H) = —A2J(r)O(0)
ce qui est équivalent a
P*¢ 10 10
0,100, 100 _ 2y

o2 " ror ' r200

en d’autres termes :

—Agp = N¢.

1.4.3 Deux problemes avec conditions aux bords classiques sur le disque unité

Dans ce paragraphe on rappelle deux problémes avec conditions aux bords classiques sur le disque
unité qu’on appellera dans la suite : probléme D et probléme N. Ils joueront un role important dans
I’étude du spectre de Aa)o. En effet, on va expliquer dans le paragraphe suivant pourquoi notre pro-
bléme se traduit en ces deux problémes.

Soit H un réel fixé. On munit D ~ [0,1] x [0, 27| de la métrique euclidienne, et on rappelle que
o2 L1019

Cor2  ror r206

est I'opérateur de Laplace-Beltrami associé a cette métrique écrit en coordonnées polaires. On note
par C%(D) I'ensemble des fonctions de classe C? sur D.

~Ag

Les problemes qu’on va rappeler en détails dans la suite sont des cas particuliers de ce qu’on appelle
classiquement un probleme avec condition mixte sur le bord du disque D. Cela consiste a résoudre le
probléme de nature spectral suivant :

{ ~Agu =oau, ueC*D) (1.48)

9u(1,0) + Hu(1,6) =0, V0 e [0,2n]
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c’est a dire déterminer I'ensemble des constantes réelles «, appelées valeurs propres, telles qu’il existe
u € C%(D) non nulle qui soit un vecteur propre pour —Aq associé a a et ajusté & la condition sur le
bord.

Dans cette famille de problémes, on distingue deux cas extrémes : le cas H = oo (c’est a dire
u(1,6) = 0), on parle alors de la condition de Dirichlet et ’appellera probléme D et le cas H = 0, il
s’agit d’'une condition classiquement connu sous le nom de condition de Neumann, on ’appellera dans
la suite probléeme N. Ces problémes sont largement étudiés dans la littérature et ils sont complétement
résolus en terme de la théorie des fonctions de Bessel. On peut consulter le livre [BR89] pour une étude
plus détaillée de ce sujet.

En gardant les mémes notations, on montre que les valeurs propres non nulles du probleme D
sont les réels positifs jgk, avec v € Z et k € N* avec les fonctions J,,(j,,kr)ei”e
propres associés. En plué, on peut vérifier que la famille formée par ces vecteurs propres et les fonc-
tions constantes (vecteurs propres associés a la valeur propre nulle) forme une un systéme total dans
I’espace des fonctions vérifiant la condition de Dirichlet sur D, voir par exemple avec H = oo
et [BR&9, §11].

comme vecteurs

Quant au probléeme N, on montre que son spectre est constitué de 0 et des 7’ ?,k avec v € Z et
k € N* avec des vecteurs propres de la forme J,(j’ l,ykr)e“’ % On a aussi que la famille constituée des

vecteurs propres forme un systéme complet pour ’ensemble des fonctions vérifiant la condition de
Neumann sur D, voir par exemple (1.4.4) avec H = 0 et [BR89, §11].






Chapitre 2

Sur la fonction Zéta associée au

Laplacien singulier A(’)(m)

On calcule le déterminant régularisé du Laplacien singulier associé aux métriques canoniques sur
PL.

2.1 Introduction

Soit (X, hx) une variété kéhlerienne compacte et hx une métrique hermitienne de classe C*°. Soit
(L, h) un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique hermitienne h de classe C*°. Dans [RS73],
Ray et Singer associent a la donnée ((T'X, hx); (L, h)) un réel appelé la torsion analytique holomorphe,
qu’on note par T'((T'X, hx); L) est définie par un procédé de régularisation du produit infini des valeurs
propres non nuls du Laplacien A% agissant sur A9 (X, L) pour ¢ = 0,1, ..., dim¢(X). Si 'on note
par ag1 < ag2 < ... les valeurs propres non nulles de Aqf comptées avec multiplicité, et par

1
CALL(S) = )

la fonction Zéta associé, on montre par des méthodes de la théorie du noyau de la chaleur, voir [BGV04],
que CAE converge pour Re(s) > 1 avec un pole en s = 1 et s’étend en une fonction méromorphe sur C
entier et qu’elle est holomorphe au voisinage de s = 0, voir [BGV04, § 9.6]. On pose alors

n

T(TX,hx);L) =Y (—1)"qC\q (0).
q=0 L

Dans [Vor87], Voros étudie la notion du produit régularisé associée a une suite abstraite de réels
{ak }ren qui vérifie les hypotheéses suivantes :
1. La suite {ag }ren est croissante et non bornée.

2. La fonction 0(t) := >.7°, e ' converge pour tout ¢ > 0 et elle admet un développement en
série de Laurent pour ¢ assez petit de la forme suivante :

0(t) = ci,t™
n=0

avec {in }n>0 une suite de réels croissante non bornée et telle que ig < 0.
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Q.

Alors si 'on pose
1
Z(s,a):=» —— pour Re(s) > 1,
%:1 (o + a)®

appelée la fonction Zéta généralisée, voir [Vor87, p. 444], on vérifie qu’elle s’étend en une fonction
méromorphe sur C et elle est holomorphe en zéro. On définit donc, le produit régularisé des réels
a1, g, ... plus généralement celui de o — o, g — @, ... (pour tout a < 0) comme étant le réel :

D(a) := exp(—¢'(0, —av))

D’apres Voros, on appelle D(0) le déterminant régularisé de la suite {oy, }ren. Lorsque {oy }>1 sont les
valeurs propres d’un opérateur Laplacien alors, par définition, on vérifie que le déterminant régularisé
correspond a l’exponentielle de la torsion analytique de Ray-Singer. Voros montre aussi un résultat
important qui décrit explicitement le comportement asymptotique de log D pour o — —oco en fonction
des {c¢i, }nen, voir [Vor87, p. 448 (5.1)]. Réciproquement, si I’'on donne une fonction A dont tous ses
zéros sont positifs et admettant un développement asymptotique du méme type, alors on montre que
¢, la fonction zéta associée a ces zéros s’étend en une fonction méromorphe sur C et elle est holomorphe
au voisinage de zéro, en plus on montre que ((0) et ¢'(0) se déduisent du développement asymptotique

du log A.

La torsion analytique est un ingrédient fondamental de la géométrie d’Arakelov. Dans le cas de
fibré en droites trivial sur ’espace projectif muni de la métrique de Fubini-Study, Ikeda et Taniguchi
déterminent explicitement le spectre du Laplacien associé a ces métriques, voir [IT78]. En se basant
sur leurs résultats, Gillet, Soulé et Zagier calculent explicitement la torsion analytique dans ce cas
[GS91]. Gillet et Soulé utilisent ce calcul pour démontrer leur théoreme de Riemann-Roch arithmé-
tique pour le fibré en droites trivial sur ’espace projectif muni de la métrique de Fubini-Study, voir
[GS91], Théoreme 2.1.1].

Un des objectifs de cet article est de proposer une alternative aux calculs de Gillet, Soulé et Zagier

en étudiant le spectre du Laplacien AW associé aux métriques canoniques sur P!,
oo

Ce texte est constitué de deux parties logiquement indépendantes :

Dans la section , on étend la notion de la torsion analytique holomorphe aux fibrés en droites
munis de métriques admissibles sur P!. Rappelons qu’une métrique est dite admissible si elle est limite
uniforme d’une suite de métriques positives et de classe C*°. Notons qu’'une métrique admissible peut
étre singuliere, dans ce cas la théorie de noyau de chaleur développée dans [BGV04] n’est plus valable
et donc on ne peut pas associer directement une torsion analytique a ce genre de métrique. Notre idée
consiste en premier temps a approximer une métrique admissible par une suite de métriques positives
de classe C*™ et d’étudier la variation de la torsion analytique associée a cette suite, moyennant
la formule des anomalies. On peut aussi considérer une suite de métriques positives de classe C*
qui converge uniformément vers une métrique admissible sur TP et d’étudier le comportement de la
torsion analytique dans ce cas. En résumé, lorsque L et TP! sont munis de métriques admissibles, nous
établissons qu’on peut étendre la notion de torsion analytique a cette situation, voir théoréme ,
qu'on appellera torsion analytique holomorphe généralisée associée a L et TP! et on la notera par
Ty (W; L). Nous nous intéresserons ensuite & une classe de métriques admissibles non nécessairement
C™ a savoir les métriques canoniques sur P'. Ces derniéres ont la particularité d’étre déterminées
uniquement par la combinatoire de P!, vue comme variété torique. Nous appliquerons la théorie
developpée ci-dessus pour calculer Ty, (WOO; O(m).,); la valeur de la torsion analytique généralisée
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associée a TP! et O(m),, munis de leur métriques canoniques. On obtient :

1 (m + 2)m+1

Ty (TP ; O(m) ) = 4(p(—1) — = —log (1 1)!>2 Vm € N.

6

La section ([2.3)) constitue une approche directe pour définir une torsion analytique associée (TP1o; O(m) ).
Rappelons que dans [Haja], nous avons calculé explicitement le spectre de AW . Il est donc naturel
d’associer a ce spectre une fonction CAW , qu’on appellera la fonction Zéta associée & l'opérateur

singulier AW . Afin d’étudier cette fonction Zéta, nous introduisons la notion de familles de fonc-

tions Zéta, Voiroo, et nous généralisons la théorie de Voros a cette classe de fonctions Zéta en
démontrant le théoreme ([2.3.6) qui généralise ceux de [Vor87| et de [Spr05|. Grace a la théorie déve-
loppée dans cet article, nous sommes capables d’établir que ¢ Agos est prolongeable analytiquement

au voisinage de zéro. De plus, nous calculons explicitement (’A (0) et nous obtenons :
O(m) o

m m+1
G (0) = ACh(~1) — F —log (M T2

Clog T ymeN.
GO 6 B(mrynz "€

Rappelons que lorsqu’on considére des métriques C*® sur TP' et sur O(m), alors par définition :
T(TPLO(m)) = C/AO( )(0) VmeN

A priori la théorie classique du noyau de chaleur ne permet pas de déduire une relation entre la
torsion analytique généralisée Ty (TP o; O(m),,) et le déterminant régularisé canonique () (0).
O(m)

m) ~q

Mais d’apres nos calculs, nous avons montré que les deux différentes approches montrent que ces deux
réels sont égaux, c’est a dire :

Ty(TPlo; O(m),) = Ch (0) VmeN.

O(m)so

2.2 La torsion analytique holomorphe généralisée sur P!

Le but de ce paragraphe est d’étendre la notion de torsion analytique holomorphe aux fibrés en
droites munis d’une métrique admissible sur P'.

2.2.1 Meétriques admissibles

Soit X une variété complexe analytique et L = (L, || - ||) un fibré en droites hermitien muni d’une
métrique continue sur L.

Définition 2.2.1. On appelle premier courant de Chern de L et on note ¢1(L) € D(l’l)(X) le courant
défini localement par l’égalité :
c1(L) = dd*(—log ||s]|?),

ot s est une section holomorphe locale et ne s’annulant pas du fibré L.
Définition 2.2.2. La métrique || - || est dite positive si c1(L,| - ||) > 0.

Définition 2.2.3. La métrique | - || est dite admissible s’il existe une famille (|- |ln), oy de métriques
positives de classe C* convergeant uniformément vers || - || sur L. On appelle fibré admissible sur X
un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique admissible sur X .
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Q.

On dira que L est un fibré en droites intégrable s'il existe L; et Lo admissibles tels que
I=T,®L,.

Exemple 2.2.4. Soit n € N*. On note par O(1) le fibré de Serre sur P™ et on le munit de la métrique
définie pour toute section méromorphe de O(1) par :

|s(2)]

max(|xo|,...,|zn|)

Is(@)lleo =

Cette métrique est admissible.

En fait, c’est un cas particulier d’un résultat plus général combinant la construction Batyrev et
Tschinkel sur une variété torique projective et la construction de Zhang. Dans la premiere construction
permet d’associer canoniquement a tout fibré en droites sur une variété torique projective complexe
une métrique continue notée || - | pr et déterminée uniquement par la combinatoire de la variété, voir
[Mai00, proposition 3.3.1] et [Mai00, proposition 3.4.1]. L’approche de Zhang est moins directe, elle
utilise un endomorphisme équivariant (correspondant a la multiplication par p, un entier supérieur a
2) afin de construire par récurrence une suite de métriques qui converge uniformément vers une limite
notée || - || zn,p €t qui, en plus, ne dépend pas du choix de la métrique de départ, voir [Zha95] ainsi que
[Mai00l, théoreme 3.3.3]. Mais d’apres [Mai00, théoréme 3.3.5] on montre que

1Ml =1 llznp-

Que l'on appelle la métrique canonique associée a L. Notons que lorsque L n’est pas trivial, alors cette
métrique n’est pas C*°.

2.2.2 La métrique de Quillen et la torsion analytique holomorphe, un rappel

Commengons tout d’abord par faire des rappels sur la métrique de Quillen. Soit (X,wyx) une va-
riété compacte kihlerienne et E un fibré vectoriel muni d’une métrique hermtienne C*>°. Ces données
définissent un produit hermitien L2, sur A9 (X, E) pour ¢ =0,1...,dimc(X).

Soit A, l'opérateur Laplacien agissant sur A0:9) (X,E) et H©0.9) — Kker A, 'ensemble des formes

harmoniques. On note par
1
Cq (X) Ea S) = Z

s
nENzl q,mn

la fonction Zéta associée au spectre de A4, cette série converge absolument sur Re(s) > dimc(X)
et admet un prolongement méromorphe sur C entier et son prolongement est holomorphe en s = 0.
D’apres Ray et Singer [RS73] on définit la torsion analytique comme étant le réel :

T((X,wx);E) =3 (1) g (X, E,0).
qeN

On considere I'espace vectoriel complexe de dimension 1 suivant :
A(E) = ®g0 det (HI(X, E)) "

ou H1(X, E) est le ¢g-éme groupe de cohomologie de X a coefficients dans E. Comme H?(X, E) est
canoniquement isomorphe a ker(A,), le produit hermitien L? induit une métrique hy2 sur A(E). Dans
[Qui85], Quillen définit la métrique hg sur A(E) par la formule :

hg = hr2 exp(T((X, wX);E>).
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Le résultat suivant permet d’étendre, par approximation, la notion de torsion analytique holo-
morphe aux fibrés en droites intégrables sur P!.

Théoréme 2.2.5. On munit TP' d’une métrique intégrable, qu’on note par hoo p1. Soit Lo =
(L, hoo,r.) un fibré en droites admissible sur P*.

On considere (hn,1), o €t (hyp) deux suites de métriques L et TP respectivement vérifiant :

neN’

1. 1l existe Hy et Hy deuz fibrés en droites sur P! et deux suites de métriques (hy1) et (hn2) de
métriques positives de classe C* qui convergent uniformément vers deur métriques ho, 1 p1 et
hoo o p1 respectivement sur Hy et Ho telles que

TP' = H, ® Hy*,

—1
hOO,Pl = hOO,l ® hoo,Z?

et
hypt =hny ®@ by Vo eN.

2. (hnr est une suite de métriques positives de classe C° sur L qui converge uniformément
"/ neN
vers hoo I,

On note pour tout n € N, n’ € N :
((T]Pﬂu hn,T]Pl); (L7 hn',L))

la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer associée d ((TIP’l, b e )5 (L, hn’,L))-

Alors la suite double! suivante :

(T((T]P’l, horer); (L, hn’ﬂL)))

neN, n/eN
converge vers une limite finie qui ne dépend pas du choix des suites ci-dessus.

Démonstration. On consideére (hy,p1), €t (An,L), oy comme dans le théoreme.

On fixe la notation suivante :
ho 9
la métrique de Quillen associée a la donnée (TIP’l;f) ou toutes les métriques sont C*.

Par les formules des anomalies [BGS88|, théorémes 0.1, 0.2] on a pour tout k, k" € Net j,j' € N :

log hey 7, 7, — 108 b 77, 7, = /P ch(L,hj, hy) TA(TPL)

et

log h ch(L;)TAd(TP", hy., hy).

o1 7. —logh w0 7 =
Q,T]Plk;Lj g Q,T]Plk/;Lj IPl

1. Dans ce texte, on fera la convention suivante : On dira qu’une suite double (Z,, »/)nen,n’en converge vers une limite
[, si pour tout £ > 0, il existe A € R tel que |z, — | < € pour n,n’ > A.
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Q.

On montre que, voir (2.4.1)) :

~ h; 1 h; — —
ch(L,hj,hj) = —log(g) - log( ]> ca(Lj)+ca(Ly)),
7 hjy) 2"\ hy ( ! J )
et
—~ 1 h 1 h — —
1 N — k) _ & k 1 I,
Td(TB*, e ) = = log(hk,> - log(hk,> (cl(T]P k) + c1(TPL, )).

modulo Im 0 + Im 9.

Comme
TP, =H,® Hy, VkeN

et que Hyy = (Hi, hy1) et Hop = (Ha, hy o) sont positifs. Par les formules précédentes on peut écrire
que :

logh

h; 1 h; —
—logh = /Pl (—log hj. log hj» (c1(Ly) + er(Ly )))Td(Hlk ® Hoy, )’

Q,TP1};L, Q,TP1y;L

hj
= '/ —*10.%']?(61(}-’11{) —c1 sz

hj.L
< =1 I
<3 Og(m)

1 hir
—||1 S / H H 2¢1(L) ).

L) +a(L;)

/Fl (Cl(Hlk) + c1(Hay,) +01(L )+61(L )>

Donc, on a trouvé une constante M qui ne dépend pas de k telle que

hi 1 o
log hqy 751z, ~ 108 hg 7, 1, | <M log<hj/L> . vj,j €N,
On a aussi,
- 1 hy, 1 h _
log hyy 77,7, — 108 ho 7er, 7 | = /Pl ch(Lj)<—§logh—k/——l hk’( (TP, )+c1(TIP>1k,)))‘

I ERY A h’“c(z»)—i og % (o) (Hiy) + ea(Hu) — ea(Hay) + o1 (Ha )
~ 12 Jm ghk/ 1L 19 hk/ C1\H1g 11 12k (A2

1 hk]Pl —
< —||I 0 L.
= 2H Og(hkqm) sup/Pl c1(Ly)

oc(72,)

P8\

o vy

2 B\ B
hk]pl

< |1 :

- H Og<hk’,IP’1>

h
= ”1°g<h:fll>

[ (@) + e (i) + e (o) + 1 (T

1 hy pt
L —|[1 :
[+ Og(hk/,ﬂml) [ (entm) + er (1)

/IP’l (Cl(L) +c1(Hy) + C1(H2))

1 ( hi o )
0og
hk':2 sup

sup

/Pl (Cl(L) +c1(Hy) + 01(H2))

sup
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On a trouvé M’, une constante qui ne dépend pas de j telle que

lo (hk’Pl ) log< k.1 )
hk;’,]P’l hk’,l

Par suite, il existe M” une constante réelle telle que

h
< M”( log(h]L> +Hlog(k’1) log< )H) V34,5 k Kk €N.
hjr ) lsup Py 1 hk/

Puisque, par hypothese, (hj1)jen (resp. (hg1)ken, resp. (hg2)ken) converge uniformément vers hoo 1,
(resp. vers hoo 1, resp. hoo2), alors la suite double,

<M <M

sup

Yk k' € N.

—logh

logh

_ log(hk’2>
Q,T]Plk;Lj Q T]P’l sup hk‘/,Q

sup

log hg 7pr, 7. —loghg TP1,;Ly

sup

(loghQTﬂ” kil ) j,keN’

converge vers une limite finie lorsque k +— oo et j — 00, qui ne dépend pas du choix des suites.

Comme Lo, est un fibré en droites admissible sur P!, il existe m € N tel que L = O(m). Donc
pour tout k € Net j €N

I
hLQ,Wk,L det((z < )L27k7j)0§l,l’§m’

N

ot (v, )2, j est la métrique L? induite par TP!, et Ljetles1, z, ..., 2™ sont les sections globales de L.

Pour tous [,I’ = 0,1,...,m, la suite double

! !
(zl, 2 )LQ’k’j = /Pl hj,L(zl, 2 W p1,

!/ ’ N s . . .
converge vers (z',2")12 oo 0o = fp1 hoo (2], 2" Jweo p1, OU (4, 7)12 00,00 désigne le produit scalaire L?

induit par ho p1 et heo . Par conséquent la suite de matrices

v
(((z ' 2 )Lak,j)ogz,l'ém)k,jeN

! . . . .
converge vers ((zl,zl ) Lzmm) 0<il<m POUr Une norme matricielle arbitraire. Par des arguments de
I’algebre linéaire, on conclut que

U I
(det((z z )L2’k’j)0S17ll§m)k‘j€N me) det((z ) % )L2,OO,OO)OSZ7Z/§m’

c’est a dire
h ) SN S
( L2 TP k7 k,jeEN k,j—oo LgyTﬂmoo,Loo
On a donc montré que la suite double suivante :

<T((TP17 hk,T]P’l)§ (L, hj,L))> )

keN, jeN

converge vers une limite finie. O

Définition 2.2.6. On note cette limite par

Ty (TP, hog )i (L hoc 1)),
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Q.

et on Uappelle la torsion analytique généralisée. On définit aussi
hQ,g = hLz,g eXp (Tg((Tplv hoo,lP’l); (L, hoo,L))

qu’on appelle la métrique de Quillen généralisée.

On note par [xg : 1] les coordonnées homogenes de P! avec z = %(1) lorsque zg # 0. On munit P!
de la métrique singuliére suivante :

1 dz N dz

Woo = 2mi max(1, |z|4)’

et pour tout m > 0, le fibré en droites O(m) sera muni de sa métrique canonique :

[s(2)I”

heo(s,8)(2) = W,

ou s est une section holomorphe locale de O(m). On montre que ces deux métriques sont admissibles,
voir par exemple [Zha95].

On note par h la métrique de Quillen généralisée associée a (TP!; O(m), ). On a

Q,(TP1o;0(m) )

Proposition 2.2.7. On a pour tout m € N,

o, i) = PG (1) — 5,
et

- m m+1
Ty (TP o; O(m),,) = 4¢p(—1) — % ~log E(mTiW

Démonstration. On consideére sur P! les deux métriques suivantes :
i dzANdz ; 1 dz Ndz
Wps = —————, €t Weo=""—""""->.
ES = or U+ 2]2)2 7 or max(L, |2[2)2

Par (2.2.5)) et les formules des anomalies [BGS88, théorémes 0.1, 0.2] on peut écrire que

log hy 75, 00m).. — 108 g 75T s 0y s = /P 1 ch(O(m), h&2, hE™)Td(TP )
et
log hgy 757 _ogmy.. 108 ho 77, omm. = /P 1 ch(O(m))TA(TP, hrs, hoo)
On a
~ hrs m? hps RYERY R YERY
ch(O(m), hEE, hE™) = —mlog(hoo> -5 log<hoo) (cl((’)(l)oo) + cl((’)(l)FS)),
et

— h2 1 h2 S S
Td(TP', h3g, h2) = —% log<hF25) - log(FS) (01(0(2)00) + 01(0(2>ps))-

2
00

ce sont deux formes différentielles généralisées au sens de [Mai00, § 4.3], modulo Imd + Im.

Rappelons le résultat suivant :
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Proposition 2.2.8. Soit L un fibré en droites sur X une variété torique lisse de dimension d muni
de sa métrique canonique ; pour tout fonction f de classe C* sur X, on a :

[ fea@)” = deg(1) [ S

Démonstration. C’est un cas particulier du [Mai00), Corollaire 6.3.5]. O

Par la précédente proposition,

2T 30 (2\2
BN LR W (2.1
27 Jo max(1,|ei?|?)
= 2log4.
On a,
W2\ . i AL+]2)? \ dzndz
—/ 1Og< h2, )Cl(O(Q)FS) = gf log(max(l |z|2)) (1+2?)
oo 1+r rdr
=4 1
/ ©8 max (1 7‘2)) (1+r2)2 (2.2)
oo 1+u du
=1 1
/ °8 maxlu))(l—i—u)2
=4(1 — log2).
Si 'on note par [---]() la partie de degré 0 dans @kzoﬁk(]}"l) : ’anneau gradué des courants de
degré (k, k) modulo Im 0 + Im 9, alors
— _ (0) N o (0)
[ hOwm) gz AT )| = | [ ch(O(m). hZ hZ(1+ & (@D )]
© his\
_ U h(O(m), h%g,h;@;m)} b [ (—log - )01(0(1)FS)
h .
=T [ 0w S (0 @00+ @) +m / ~105 5 )1 (O(T) )
m7(10g2 +(1— log2)) +m(1—log2) par(2.1) et (2.2)
2
= % (1 —log2)m
et
- (0) I 0)
[/1 ch(O(m)oo)Td(TIP’l,th,hoo)] = [/1 (1+ mcl(O(l)oo))Td(TJP’l,hpg,hoo)}
P P
[ T )] - L log "9 ey (O[T
= | [ TP s b | =5 [ (10g 35 (O1D,)
1 hrs — — 1 hrs YYZRY
=1 ) 1Ogﬂ<cl(0(1)oo + e (DFS)) 5™, (108} a)cl( (Do)

1
— 2 +mlog2 par @) et 2.
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Q.

En regroupant tout cela, on obtient

2

m 1 m? 1
log ho 751 .. ~ 08 hg 7w ooy, = (g +(1-losm) + (5 +mlog2) = -+t . (23)

Rappelons que pour calculer h ; la métrique de Quillen associée a I'espace projectif

QvWFS§WFS o
PY muni de la métrique de Fubini-Study et O(m)pg, I'idée consiste a utiliser T(TPN pg; Op) qui
est déterminé dans [GS91], et d’appliquer la formule des immersions de Bismut-Lebeau, (voir [?])
appliquée & I'inclusion naturelle : i : PN~ — PV et & la suite exacte suivante :

0 — Opn(m) — Opnv(m+1) — i,Opn(m) — 0.

Par récurrence, on établit que :

m2

1,
QTF psiOlmys — 5 T M5 ~4a(-1) YmeN

Donc, en utilisant (2.3)), on obtient :

—logh

2 2
m 1 m 1 ,
1
= = — 4 (~1).
=~ 4(-1)

Si I'on note par hr2 o o le L?-norme naturelle sur A(O(m)) définie par les métriques canoniques
de TP! et O(m), on a

m
hLQ,oo,oo = H (Zkv Zk)m7m7 (24)
k=0

ou (2*, Zk)oo,oo = [p1 hoo (2%, 2F)woe. On a pour tout 0 < k < m,

(zk, zk)oopo = /Pl hoo(zk,zk)woo

B / | 2|2k dz Ndz
~ Je max(1, |z])2™ 2mi max(1, |z|*)
00 7,2k
9
/0 max(1,r)2m+4 rar
00 k
:/ L
0o max(1,r)mt+2

1 k 0o Tk
:/0 r d’r—l—/l Tm+2d7“
1 1

T A
m+ 2

(k+1)(m+1—k)

Par suite,
hi2oooo=—""—"""75- (2.5)
((m+1)))
On obtient donc,
1 (m + 2)m+1

Ty(TPlo; O(m),) = 4¢o(—1) — Vm € N.

6 F((m+ 12
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2.3 Régularisation de familles de fonctions Zéta

Nos principaux résultats dans cette section sont les théoremes (2.3.2]) et (2.3.6). Dans le premier
nous démontrons un résultat proche de [Spr05|, lemme. 1]. Précisément, nous allons établir un énoncé
plus précis et plus général donnant une condition suffisante pour qu’une fonction Zéta admette une
représentation intégrale. Le théoréeme est un résultat concernant la notion de famille de fonctions
Zéta régularisable qu’on développera dans la suite.

2.3.1 Sur la régularisation des produits infinis d’apres Voros

Dans cette premiere partie on rappelle les principaux résultats de Voros autour de la notion du
produit régularisé.

Soit A : 0 < a1 < ag < ... une suite croissante non bornée de nombres réels positifs. La fonction
Théta attachée a cette suite est définie comme suit :

Or(t) := Z e ont,

n>1
On suppose que 0, vérifie les deux hypotheéses suivantes :
©1 : 65(t) converges pour tout ¢ > 0.

©2 : 0, admet, pour t assez petit, un developpement en série de Laurent :
+oo )
Or(t) = Z ci,t', quand t+— 0
n=0

avec {iy} une suite croissante non bornée de nombres réels, et que ig < 0. On a nécessairement
Cig 75 0.

alors la fonction zéta associée a la suite A :
1
Ca(s)=)_ —
n>1 """
vérifie

Cals) = F(l) " oot

converge pour Re(s) > —ip avec un pole en s = —ip, admet une continuation méromorphe au plan
complexe entier qui est sans pole en s = 0, avec ((0) = cp, voir par exemple [Sou92, Théoreme 1].
Dans ce cas, on pose la définition suivante :

Définition 2.3.1. Sous ces hypothéses, on appelle produit régularisé et on le note ayao ... la quantité
sutvante :
€A (0)

Si « est un réel négatif, alors la suite 0 < —a+ a1 < —a+ as < ..., vérifie ©1 et ©2, donc on
peut considérer le produit régularisé (a1 — «)(ag — a) - -+ comme étant D(«a) := exp(—Z'(0, —)), ol
Z(s,—a) == Y.72, W D fonction peut étre définie pour tout nombre complexe, d’apres [Vor87]
c’est 'unique fonction holomorphe en la variable o ayant «, ag, ... pour uniques zéros (comptés avec
multiplicités), bornée par exp(a + bja|™) ol a, b et N des constantes. On montre dans [Vor87, p.448]

que D admet au voisinage de —oo, un développement asymptotique de la forme :

(1] m o™
- logD(a) ~a——00 Z Cinr(in)(_a)iin - Z C—m (log(_a) - Z T71> W 2 (26)
m=0 r=1 :

inE—m

2. [-] désigne la partie entiere.
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1 est, par définition, le réel positif —ig.

Supposons que p # 1. Par le théoréme de factorisation de Weierstrass, voir par exemple [Hil62) p
195], la fonction holomorphe D se factorise en :

D(a) = P @A(a)

ou P est un polynome de degré < [u], et A est de la forme

Al) = [T - S yesp( 4 & o !
a — —)ex ——l———i— .o+ , Sl1 >
k=1 o P 20y, [u]exyyy g

et
— -, siop<t
k=1 k

L’expression de P est donnée par [Vor87, (4.12)].

Le développement asymptotique ci-dessus est une conséquence de la régularisation des zéros de
la fonction considérée, ce qui suppose a priori qu’on dispose d’informations sur ces zéros c’est a dire
connaitre le comportement de la fonction 6 au voisinage de zéro. Mais, il existe certaines fonctions
analytiques qui possedent un développement asymptotique du méme type mais obtenus par une autre
procédure, par exemple I'~1, I'inverse de la fonction Gamma et son analogue la G-fonction de Barnes,
se déduit de la formule de Binet pour la premiére fonction, voir [WW62], 12.31] et de ’expression in-
tégrale de logT', voir [Bar(0, § 14]. Une autre classe d’exemples est donnée par les fonctions de Bessel,
qui ont la particularité d’avoir des zéros non explicites. Hankel utilise dans [Han69] une représentation
intégrale pour en extraire un développement asymptotique.

Soit A une fonction analytique non constante sur C dont tous ses zéros non nuls sont positifs.
On suppose de plus que A admet un développement asymptotique au voisinage de —oo de la forme
suivante :

—log A(r) ~am—oo Y cj(—a) 7 log(— )% + alog(—a) + b+ da, (2.7)
JjeJ

ou J est un ensemble discret minoré, on pose jo = inf J qu on suppose < 0, a,b,d, c; sont des réels
et kj € {0,1} pour tout j € J.

Si 'on se donne p, une fonction analytique ayant que des zéros positifs non nuls qu’on note par
a1 < ag < ... et on suppose que p admet un développement asymptotique de la forme :

b_ b_ 1
logp(z) = dz" + alog 2* + b + 71 + 722 —i—O(;), V|z| > 1, 0 < |arg(z)| < .

Alors on peut se demander quelle est la relation entre le développement asymptotique de p et celui du
A'? Le résultat suivant décrit cette relation et étend en méme temps [Spr05, corollaire 1].

Théoréme 2.3.2. Soit (a;);>1 une suite strictement croissante de réels. On suppose que
>0 1
> o<

J

=19
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alors la fonction p définie par :
2

oo
z
Z):H(l_ﬁ) Vz e C,
7j=1 J
est analytique sur C. Si l’on suppose en plus que

by b 1
logp(z) = d=" +alog 2> +b+ — + L +0(55) VIe| > 1, 0<arg(z)| <.

avec Kk € N, d,a,b,b_1 et b_o sont des réels. Alors,

) 52 oo ps—1 e—th
Z:: ? (s+1) / 27i /C z og p(2)dz,

pour tout s € C tel que Re(s) > %, avec un pole en s = 1, elle est prolongeable analytiquement au
voisinage de s =0 et on a :

¢(0) = —a, ¢'(0) = —b. (2.8)
ot A, = {ZEC| |arg(z — ¢)| = %}

Démonstration. Supposons que

i=1%

1
> 5 <,
J
alors par le théoréme de factorisation de Weierstrass, la fonction z — H‘;‘;l (1-— ﬁ) est analytique sur
i

C et par conséquent p est analytique sur C.

On vérifie par 'absurde que
‘0% — 2%

£0.

inf
zE€Ac, kEN*

On en déduit que la suite (Zzzl ﬁ) converge normalement sur un voisinage ouvert de A,
- eN*

donc

/ —# Z dz = Z/ - aidz = kz: eIt
=1

Soit R > 0 et on pose A.r = {z € Cllarg(z —c¢)| =%, |2 < R}. On a

7z2t —22t d
dz = —1 d
/A Zz?—ak o /A gy EP()d

= [ — tlogp +/ —2° log p(z)dz
cR

ou {zr, 2R} = Ac,r N {]z| = R} choisis tels que Im(z}) > 0.

On déduit a I’aide du développement asymptotique de logp que

[e.o]

Ze_o‘it = lim zte_ZQtlogp(z)dz :/ zte_zgtlogp(z)dz.

R—o00 Aer .
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La suite de la preuve sera une application du théoreme (12.3.6)). En effet, si considere la famille (G,),en+
définie comme suit : G1(z) = [T, (1 + Of; ) = pliz) et Gy(z) = [Theq (1 + ;TQ) avec la convention
1,k v,k

. =00siv>2et k>1,alors cette famille est régularisable, voir la définition (12.3.4]).

O]

Remarque 2.3.3. On note par P I'ensemble des nombres premiers. On pose A(z) := [[,ep(1 — 1&%)
Vz € C, avec t > 2. Par le théoreme de factorisation de Weierstrass, A est une fonction analytique
sur C, remarquons que A(1) = (g(t)~!. Si par 'absurde cette fonction admet un développement

asymptotique du type (2.7]), alors la fonction Zéta associée :

Ce(s) = Z

peEP p o

1

admet un prolongement analytique en s = 0, ce qui n’est pas le cas, puisqu’on montre dans [LW20)]
que I'axe imaginaire est une frontiere naturelle pour la fonction Zéta ((s) 1= >-,cp ]%.

2.3.2 Régularisation de familles de fonctions Zéta

Dans ce paragraphe nous allons étendre une méthode de régularisation de familles de fonctions
Zéta, introduite en premier dans [Spr05|.

On consideére une famille (GV)I/ cq une famille de fonctions analytiques sur C indexé par €2, un sous
ensemble infini de R discret ou connexe. Par exemple solutions d’une équation différentielle dont les
coefficients dépendent de v, comme I’équation de Legendre :

d 5 dGy B
%[(1 s )?] v+ 1)G, =0,

Un autre exemple, celui des fonctions de Bessel modifiées, solutions de I’équation :

d*G, 1dG, V2
v (1), =o.
dz? 2z dz ( + 22)

Pour les applications, on va se restreindre aux fonctions G, qui s’écrivent sous la forme

2

> z
G, (z) =1,z 14 ——
(2) kl;[l( 3

—) VreqQ,
v,k

avec l,,e, € Ret A\, € R,Vk € N>y ordonnés comme suit : )\,2/71 < )\12,’2 <...

On pose
G,(iz) 22
pu(z) = . :H 1——=—) VYvreq,
ZVZ v k21< )\I%,k>

On dispose donc d’une famille de fonctions zéta indexée par € :

1
C(5) = 5= VYRe(s)>1, veQ.
k>1 )‘g,k

On souhaite étudier la fonction suivante :
1

Cals) = Z Z N5 Z Cu(s),

veQ k>1 "k veQ
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lorsque €2 est discret et
als) = [ G,

si € est un intervalle.

Il est donc naturel d’imposer des conditions qui prennent en compte le nouveau parametre v, afin
d’assurer que (o possede les propriétés communes a toute fonction Zéta, a savoir convergence pour
Re(s) > 1, prolongement holomorphe au voisinage de zéro...

On introduit alors la définition suivante :

Définition 2.3.4. On dit que la famille {¢,, v € Q} est régularisable si :

1. x2,
= 1 f v 0 29
¢ u€§21rr11[1,00[< V2 ) # ( )
2. Une représentation intégrale de (,, Vv € Q) :
52 ® 4 et G,(iz)
v(s) = =—— 5 1 dz, Vv e,
() F(s—l—l)/g /Acy e Og( 2o ) ¥4 Ve

avec ¢, est un réel dans |0, A, 1].

3. Pour tout v € Q, il existe (Z,,?i,,,gl, et ¢, des réels tels que

G,/(Z) = ~ 2 - EV ].
—10g< luzev ) = dy2+ay10g(2 ) +by+ ; +O(?),
pour |z| > 1 et |arg(z)| < g3. On suppose en plus que a, est un polynéme en v pour v >> 1.4

4. 1l existe v, w, p et n(v,-) quatre fonctions continues sur |arg(z)| < 5 telles que

Gy (vz) = ay p(2) exp(e,r(z)) (1 + %w(z) + %7](1/, z)> V> 1,

avec ay, e, € R.
(a) p(0) =1 etlogp(z) = az + Blog(z) + u+O(L) pour |z| > 1 avec o, B et p sont deuz réels.
(b) w est holomorphe sur C\ ({z’ct,t > 1} U {—ict,t > 1}) et w(z) = O(ZL) pour |z| > 1 pour
un certain k > 1.
(c) 7(2) = 2+ O(2) pour |z| > 1 et r(z) = log(z) + o(1) pour 0 < |z| < 1.5

(d) n(v,z) uniformément borné en z pour n > 1 et que n(v,z) = O(1) quand |z| > 1 pour v
fixé.

Pour simplifier on suppose dans la suite que €2 est discret, avec +0o0 comme unique point d’accu-
mulation pour Q U {4o0}.

3. Remarquons que les zéros de GG, sont situés sur | axe des imaginaires purs

4. On a pris une détermination holomorphe du logarithme; en effet : Si 22 € —R, alors arg(z) = +35[n]
. P le si =1+ 22 + log —2— al = L 1.

5. Par exemple si r(z) + 22 + log oY e alors r(z) = z 4 O(3) pour |z| >
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Q.

Pour s € C fixé, on pose
b, w(0)

Als)i=Y = Bls) =3 % Pls)i= ) %,

veQ vEN IZSY)

oots—l 6—22
et F(s) ;:/0 27”,/A —w(2)dz.

oll a, (resp. b,) est par définition le coefficient de log(22) (resp. le terme constant) dans le développe-

ment asymptotique de — log l?(’;/ (:)Zel, c’est a dire
Gy(vz) ~ 9 ¢y 1
_10g<l,,(y,z)€u> = dyvz + a, log(z”) + b, + P + O(;) Yzl > 1.

On vérifie que

a, =a,, b,= E,, + 2a, log v.

Lemme 2.3.5. On a
P(s) — B(s)

est fini en un voisinage ouvert de s =0, en plus cette fonction est analytique au voisinage de s = 0.

Démonstration. Soit z, tel que |arg(z)| < F. Si v > 1 alors on a par hypothese,

w(z)

1
log G, (vz) = log oy, — log p(z) + el,r(z) + log(l + + ﬁn(y, z))

On peut prendre z grand, et en fixant v

1 1
log G, (vz) =logay, — az — [Blog(z) + O(;) +e,(z+ O(;)) +
— (¢, — )z — Blog s + logay + O(~),
2

wl(jz) + %n(u, z)

En le comparant au développement asymptotique de G, pour |z| > 1 c’est a dire a
~ 1
log G, (vz) = —(dyv)z + (ey — 2a,) log z + log(l,v™) — b, + O(;),

on obtient pour v > 1 :
—a=—dyw, —f=e,—2a, loga,=1log(l,v*)—"b,. (2.10)
Au voisinage de y = 0, on a

Gulvy) o by +oly™)
y—0 exp(e,r(y))  y—0 yev

= a,,(l + wl(/()) + %n(u, 0)),

on en déduit que pour v > 1 :

/
€y = €.,

w(0 1
log(l,v%) —1 y=log(l+ —=+ —=n(v,0)).
og (1) —log v, = log (1 + == + —n(1,0))
Par suite,

w(0)

by, = log(l t— -t %7](1/, 0)) =
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donc,

b, — O _ O(Vi), (2.11)

v
alors la série P — B converge normalement et cela pour tout s assez petit. On conclut que P — B est
une fonction analytique au voisinage de s = 0.

O]

Pour les applications, on va supposer que {2 = N*. Par hypotheses, a, est un polynéme en n et

d’apres (2.10)), e, I'est aussi, soit d son degré. On pose :
1 *
Cn(s) =D 3 YR EN" et ((s) =D Guls) seC.
E>1 T'nik n>1

Théoréme 2.3.6. On considére {Gy,n € N*} une famille de fonctions analytiques non nulles sur C
vérifiant les hypothéses de la définition précédente.
Alors pour tout s tel que Re(s) > 1, la fonction suivante :

T(z,s):=— nzz:l % log<m).

est analytique sur un voisinage owvert de A, = {A € C||arg(A —¢)| = £} et on a la représentation
intégrale suivante pour C :

52 00 ts—l e—Z2t
= T dzdt
() I(s+ 1)/0 271 /c z (2, 8)dzdt,

qui converge pour Re(s) > %, avec un pole en s = 1 et admet un prolongement holomorphe au

voistnage de s =0, et
2

C16) = s ) = 3 A()+ P) = Bo)) + €25 + DF(
§2
+ 1) h(s).

pour |s| < 1 avec h une fonction analytique au voisinage s = 0.

Démonstration. Commengons par noter qu’on a formellement :
n2 2 L

(z,9) log(HH /\%k n? )

Par hypothese, il existe N > 1 tel que

Tz s) =~ ]:g_ll n123 10g<m> — (ni log ay, _nl;sg(ln”e") n lognp;siz) n en:;gz'z) N :2(52 Lo, (ﬂ;ﬁs))
o 3 () - (3t honstin + e + 45 0. (k)
- T () (S G v 05
o 1<n;\71 n125 10g<m> B <§V(w + O(n21+2)) + % log p(iz) + %T(iz)

1
+ 0O, ( 2+28)> par (3.5]).
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(ot O,( 2+2$) est une fonction bornée en z uniformément en n). Ce qui donne que

1 Gn(inz) > [ w(iz) —w(0) €n w(iz) 1
T(z, S)+1§n§\[—1 R log(lnz% > = —n;\[ <n25+1 +— log p(zz)+n2 r(iz)+ 2 +OZ<'I’L2+25> ,

pour tout z dans un voisinage ouvert de A.. Comme la suite (%) N+

on déduit que sur tout ensemble borné en z, T'(z, s) converge normalement pour tout Re(s ) > &=

est équivalente & (—51

On a pour tout n € N*, (,, admet une représentation intégrale (voir (2.3.2))) :

_ Sl 7Z () *
Culs) = s+1/ / lzenddt Vn e N*,

ol ¢, est un réel quelconque dans ]0, An1[- On peut écrire

—nz G( )
_ sl
Ca(s) = s+1 / / log g dzdt

s a1 e Gp(inz)
=—=—- t 1 dzdt.
n28 I'(s+1) /0 /TILACn z 08 l,,z¢n

En utilisant I’holomorphie de log p,, loin de ’axe réel (voir (2.3.2))), on obtient :

- po-1 e Gp(inz)
Z)\?ﬁk— s—|—1 / / n25 log = e I, 26n T, pen AL

k>1

(rappelons que A, = {=] |arg(z — ca)| = £}).
D’apres (3.7.13)), on a

1 e %? 2t
P / - 1/ L 10g Enl2) ot vn e e, (2.13)
k21)‘n,k Fs—l—l n lpzn

On se propose de montrer que ¢ admet une représentation intégrale en fonction de 7. Vue l'ex-
pression ([2.12]), il suffit d’étudier les fonctions en s suivantes :

0 e—zzt

tsfl/ r(z’z)dz‘dt,
0 P

a1 efzzt )

t log p(zz)dz’dt,
0 Ac

a1 e—z2t ]

t w(zz)dz‘dt,
0 Ac
[e’) a1 6—2:2t 1
1 / - Oz(ﬁ)dz‘dt.

La derniére fonction est bornée pour tout Re(s) > %, puisque par hypothese Oz(%) est bornée en
z uniformément en n > 1. Notons il suffit d’étudier la premiere fonction. En effet, par hypotheses, on
peut trouver c; et co deux constantes telles que

(w(z)| < crlr(z)],  [log p(2)] < eafr(z)] Vl|z[ > 1.



2.3. REGULARISATION DE FAMILLES DE FONCTIONS ZETA 93

On note par Ac>r = AcN{|z| > R} et Ac<p = AcN{|z| < R} et soit s > % fixé.

O(]z|) pour |z| > 1, alors pour R > 1 il existe C' > 0 tel que
z 1 5
r(iz)dzdt‘ < C'/ ts_l/ e dudt
>R

—C/ 5 1_7/ e~ dudt
>V1tR

<c/ po—1- / =1 dudt

Rappelons que r(z) =

1 —t
0 Ae>R

< -, ouC’ eR,
ST 2
et
/ / t° 1‘ (iz dz‘dt </ / —tv® g, dt
1 AC,ZR >R
— - > s—1_—t
= /U>R (2528 /;th e ‘dtdv
I'(s) 1
= 1 —17
Y
par suite,
1 I'(Re(s)) 1 1
dzdt = O ——— ) + o( ) YRo(s) >
/ /c >R (ZZ) : (RG(S) — %) Re(s) — % R2Re(s)—1 o(s) > 2"
Sur A. <Rg, la fonction 7 est bornée puisque continue, donc
oo e—tz 0 )
/ tsfl/ r(iz)dzdt‘ < C/ tsfl/ e~ % oy dt
0 Ae<r' # 0 c<v<R
=C(R - c)/ t5Temthe g
0
C(R—-
= AR py)
(pe)s
On conclut

[N

(iz dzdt‘ = ((Re(s))) + O<Re(sl)—1> VRe(s) >

tS 1
(pe)Rels) 5

On montre les mémes inégalités pour w et log p.

Rappelons que d est le degré du polynéme e,. On conclut que pour tout 0 < 7 < 1 et U un ouvert

borné en s vérifiant Re(s) d+71 + 7,Vs € U, il existe une constante M telle que Vs € U

00 ts—l 6_22t 0 w 0) 1 . enrn(iz) w(zz) 1
/0 271 /C -z (z]:v FUE ﬁlogp(zz) e T T OZ(nQ“S)>dZdt’ =
o 2fRe(:s) 1 —22t ’LU (0)) 1 . enrn(iz) w(zz)
/0 — — ( ane + R 108°02) + —oRey T aRe( T Oﬁ(nMRe(s)))dz dt <
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1 1 1 1
M( Z n2Re(s)+1 + n2Re(s)—d + n2Re(s) + O(n2Re(s)+2)> )

n>N

A partir de cela et de (2.12)), on obtient

' 82 /oo ts—l/ e—th( (Y’nz))d dt’
I(s+1)Jo 2w Jan, —2
52 oo ¢s—1 et =2 oo ¢s—1 et 1 Gp(inz)
= dzdt log ———=dzdt
‘F(s—i—l)/o omi /A =, Tz s)dzdt + Z:: s+1)/ omi /A 2 s 8 e F
g2 oo ¢s—1 efz2t
_ ‘F(s = /0 — /A — Tz, s)dzdt - Z Co(s)|  dapres (@.13)
1 1 1 1
< M<n;\7 n2Re(s)+1 + n2Re(s)—d + n2Re(s) + O(n2Re(s)+2 ))dt’

C’est & dire, on a montré qu’il existe F (N, s) une fonction en s et N > 1 qui converge normalement
vers 0 uniformément sur tout ouvert de la forme {Re(s) > % + ¢} et £ un réel positif non nul

quelconque, telle que

32 00 tsfl €7z2t d_|_ 1
r(s+1)/o 2mi /A — Tz s)dzdt = Z Gn(s) + E(N,s) VN >1VRe(s) > ——.

Récapitulons, on a prouvé que :

1.

2 o0 ¢8 1 e~ % t d+1
= T —
nz:lkz:l )\23 TGt 1) / 5 /Ac — (z,8)dzdt V¥ Re(s) > 5

2. (¢ est holomorphe sur Re(s) > %, en effet cela découle de la derniére inégalité qui montre
que (Zg 16n) Nen- converge normalement vers ¢ sur tout ouvert de la forme {s € C| Re(s) >
41 4 ¢}, avec € > 0 et que (, est holomorphe sur {s € C| Re(s) > 3} pour tout n € N*.

A _d+1

3. ¢ aun pole en s = =,

On se propose maintenant d’étudier la fonction ¢ au voisinage de s = 0. On va scinder l'intégrale

par rapport ¢ en deux intervalles ]0, e[ et |e, oo ot £ > 0.

On pose,
1

1
an(z,8) = % log pp(nz) — Ww(z).

et

= Z an(z,5).
n=1

Rappelons qu’on a posé p,(z) = lﬁzg)’?n .On a

—2%t —2%t

—2%t
/ ¢ qn(z,8)dz = / ¢ qn(z, 8)dz + ¢ qn(z, 8)dz,
C. —% Ae —Z
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ot A := {X € C||arg(A + ¢)| = ¢} et C, est le cercle centré en zéro de rayon inférieur a c). Cela
résulte de I’holomorphie de z — log G\, (iz) sur un ouvert qui ne contient pas | — oo, —c] U [¢, oo[. Par
Cauchy, on obtient

—22¢
e ? w(0)
/Cc ?qn(z,s)dz = q(O,S) = W

—22¢ —22

e e nz
1 " d :/ 1 n<>d
/_C —— logpn(nz)dz e v L

2

e * nz
= lo — |dz.

/Ac z gpn(xﬁ)

la deuxiéme égalité résulte du fait que log p, est holomorphe sur I’ensemble connexe de bord A_. U
VEA_, avec 0 < t < 1.

Fixons n > 1. On décompose A_. := {z € C||arg(z + ¢)| = €} en deux ensembles AT,k =
(R+iRT)NA_ et A, = (R+R7)NA_, doncsize A, alorse - < arg(e '2z) < 5 et si

—c
z € AZ, on aura —5 < arg(ezg z) < —e — 5, donc sur chaque branche, le développement asymptotique
de log G, est valable.
On choisit € < 1 tel que pour tout 0 <t <eona % > 1 pour tout z € A_., dans ce cas on peut
utiliser le développement asymptotique de G, et obtenir que

1 e %’ nz 1 e Gn(® \/gm)
— log pr (22 dz = — 1 d
21i A, —2 o8P (\/E) T omi Ao —Z og< ln(%)en > :
22 e_z%nz 2 e“%nz
[ (T e L[ (S e
2mi Ja+, —z ln(%)en 2mi Ja-, 2 ln(%)en

1 e~ iz ¥ eVt t
= - (== 1 )2 n
57 /Ac . (ﬁ + an og((\/%) )+ by + E +O((nz)2> dz

_2 )
=0+ a—n/ c log(—22) — a—”/ ¢ log(t)

21 z 21 z

by, e’ eVt e e t
— d d Ol——)d
+27m'/L R TN Nl N ()

t
= —~va, — log(t)a, + b, + 0+ O($>

2 _,2 _,2
ol on a utilisé que % Jo 5dz=1, ﬁ Jo_, Sz-dz=0et que ﬁ N log(—2%)dz = —7.
La derniére intégrale se calcule en dérivant par rapport a a l'identité suivante :
1 1 ze
=——— [ ——dz, VYa€eC,
I'(a) 270 /D (—22)e

sachant que
—T’(1) =, la constante d’Euler,

avec D est un contour qui entoure strictement la demi-droite positive. On peut montrer cette for-
mule en suivant la preuve de la représentation intégrale de l'inverse de la fonction Gamma, voir par
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exemple [WW62, § 12.22].

En regroupant tout cela, on obtient :

e gs—1 67227& € € € € t
/ , / log pn(nz)dzdt = —'yan/ ts_ldt—an/ ts_llog(t)dt+bn/ ts_ldt—i—/ t710(—5 ) dt
0 2mi Ja, —2 0 0 0 0 n?
eloge 1 1 € 1
= —lﬁsan — o8 an + 768(171 + *gsbn + / tSO(fQ)dt
s s s s 0 n

1 1 1—¢° se®loge —e® +1 ef—1 € 1
= Loy + ~by + San+ (v a, — =85 an + bn+/ 10 (—5)dt).
S S S S S S 0 n

On vérifie que :

egsml e w(0)e®  w(0) w(0)
/0 o Jo, —z Gn(2,8)dz = q(0,5) = 25t gp2stl (e =1 n2s+1
Par suite,
egs—l Y an w(0) bn, 1
/0 2mi /C (2, 5)dzdt = sn2s + sn2stl  gp2s | g2m
1—¢®a, se’loge—e’+1 ay 1 es-1 w(0) €
- (7 s nZs 52 s T g (bn — n )+/0 °0( 2s+2)dt)

On note par les mémes notations les prolongements analytiques de A et P — B sur la bande
0 < Re(s) < 4, donc

§2 e ps—1 s 1
e /0 57 / (z,8)dzdt = m(’yfl(s) — B(s) + P(s) — EA(S))
SSvrEy (71 A - Log T AG) + s~ 1)(Bls) - P(9)

4 /O T10(Co(25 + 2))dt>

On pose g, la fonction suivante :

S A(s) - SRS S AG) 4 sl — D(B(s) - P) + [ #0Ga(2s + ),

g(s) =~

alors g est analytique en un voisinage ouvert de s = 0, puisqu’on sait d’apres (2.3.5) que P — B est
analytique en 0 et que A l'est aussi (par hypotheses sur les coefficients a,) et on montre par exemple
a l'aide d’un développement limité que s +— % et s — Ssslog‘gﬁ sont analytique sur C, pour
s — [5t°0(Co(2s + 2))dt il suffit de remarquer que c’est une limite d’une suite de fonctions analy-

tiques pour la convergence normale au voisinage de s = 0.
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On écrit donc,
Et“/ dzdt = ——— A(s) — B(s) + P(s) — - A( ))+L
T(s+1)Jo 2mi Pz, s)dedt = prm (A ° V) T s+

on conlcut que cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de s = 0.

9(s),

Montrons maintenant que le terme suivant se prolonge en une fonction analytique en s au voisinage

de s=0:
[e%e) ts—l —z2t
/ , / ¢ P(z,s)dzdt,
e 2w JA, —%

o0 ¢s—1 et 1 Gnp(inz
/ 2 / 2 2slog(zn( n))’
e 2miJa, oz Sn n(nz)

pour N > 1, puisque la somme partielle peut étre étudier par la théorie de [Vor87).

il suffit d’étudier

Par définition de P(z,s) et par les propriétés des G, on a pour tout Re(s) > 1

1

N
1 : en . 1
(z,5) Z (z,5) (Z O( 25+2> por log p(iz) + n—gsr(zz) + ﬁOZ (n2>>
oun(n,iz) = OZ(#) est par hypothese bornée en z uniformément en n > N. On doit étudier les séries
de termes généraux suivants :
/°° 51 / e ="t r(iz) p
Z7
e 2mi Jpn, z mnZsd
/OO st / e~ log p(i2)
. dz,
e 2mi JA, 2 n2s

/oo ts—l / 6—z2t n(n’ iZ) J
zZ.
e 2mi Jan, z n2st2

On déduit directement que la série de terme général : [7° t;ml fy, & " TZIZZ) dz est normalement
convergente sur un voisinage de s = 0. Pour les deux termes restants il suffit d’étudier le premier
terme. On note par (g(2s — 1) le prolongement analytique de cette Y 72 kgi—,l au voisinage de 0.

Soit s dans un voisinage de 0 et on considere

N—

o] ts—l e—? 2¢
/5 27i /A (i) (Col2s — 1) Z nQSH)dzdt,

On conclut que c’est une fonction analytique en utilisant 'inégalité suivante valable sur une voisingae

de s=0:
/ /c>R

—t22
t5~ 1€ - r(iz dz‘dt</ / tRe(s) =1 —tuo? gy, gy
>R

[ L [T ROty < oo,
/vZR MZRe(s)fU2Re(s) /Eﬂvg € v o0
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Par conséquent,

00 tsfl 672:21‘/
P dzdt
/5 omi /A —, Pz 8)dz

est analytique au voisinage de s = 0.

Etudions maintenant la fonction suivante :

s2 oo ¢s—1 eszt
F(s) = =—(o(2 1 ]
(s) T(s + 1)CQ( s+ )/0 i /Ag ~ w(iz)dzdt,
au voisinage de s = 0. On a
52 00 1 e—z2t
F(s) = m@@@s + 1)/0 o /A . w(iz)dzdt
5? I'(s) .
= mﬁ@(% +1) /Ac z25+1w(zz)dz
I'(s+1)

s
= —(o(2s+1 ———w(iz)dz.
F(S+1)CQ( + )/Ac 228_1,_]_ ( )
puisque on a supposé que w(z) = O(%) pour |z| > 1. Toujours avec cet argument et le fait que
Co(2s+1) = 2*15 + v+ o(1) pour |s| < 1, on conclut que F' s’étend analytiquement au voisinage de
s =0.

On pose maintenant :

oo ¢s5—1 efz2t
h(s) = g(s) +/€ 5] /Ac — P(z,s)dzdt

alors h est analytique au voisinage de s = 0, et

2

(o) = Fragy A(s) = SA(s) + P(s) = B(s)] + iy ol2s + 1P (s)
82
+ F(S + 1) h(S),

c’est a dire que ( est prolongeable analytiquement au voisinage de s = 0, ce qui termine la preuve du
théoreme.

O]

Remarque 2.3.7. lorsque w(z) est un polynéme en g avec ¢ = \/li7 alors le calcul de cette intégrale

se ramene a ce genre d’intégrales bien connu, Va > 0 :
1 e o 1 e Ft
— i2)) dz = — ———d
2mi /Ac -z (a(i2))"dz 271 /Ac —z (1—22) ‘
1 A
= —/ SRR
21t Ja, —A (1 —N)e

—ut
—— / et L
2mi Ae—1 1+ u (—u)?
1
= —sin(ma)T'(1 — a)T'(a, t).
7r
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Alors,
o sl p et 1 o0
d\ = r'(1-— 5710 (a, t)dt
/0 2mi /Ac —z (14 (i2)?)® sm(ﬂ'a) ( a)/o (a,1)
1
= —sin(ma)I'(1 — a / /
T
1 1 [o©
= —sin(ma)['(1 — a)([ ts/ uailefuduro + */ tsﬂlletdt)
s t 0 sJo
1
= —si I'(l—a)l .
— sin(ra)I'(1 — a)T'(s + a)
Remarque 2.3.8. La fonction §(,s) := Y02 ~5:6,(t) a joué le réle de fonction théta associée a la

famille {/\%k | k,n > 1}, mais on peut se demander si la fonction

= Z Z oMt

n>1k>1

est une fonction Théta au sens de [Vor87] 7 On en donnera une réponse partielle : on va montrer sous
une condition supplémentaire que

lim t6(t) < oo.

t—0
On suppose donc que )\%71 < )\%HJ < )\%72 < )‘%+1,2 < ..., Vn>1, (ce qui est par exemple le cas pour
les zéros de fonctions de Bessel ainsi que les dérivées premieres et secondes) ce qui nous donne que

Ons1(t) < 0,(t) < 01(t) < oo, Vt>0
Cette derniere inégalité est conséquence du développement asymptotique de Gy.

Sit>e >0, alors

par suite _ _
0(t) < 61(e) > e (£)O(c(t—¢e)) Ve>0 Vi>e.

n>1

ot O(t) := 3> e~"t est la fonction théta habituelle qui converge pour tout ¢t > 0 voir par exemple
[Sou92, p. 96]. On en déduit que () est fini, V¢ > 0. Si l'on prend e = %, comme V/t0;(t) et VtO(t)
convergent vers une limite finie lorsque ¢ tend vers 0, alors par I'inégalité précédente on obtient que

lim sup t0(t),
t—0

est fini.

2.3.3 Application : régularisation de la fonction zéta de AW

Cette section est consacrée a 1’étude d’une nouvelle classe de fonctions Zéta associées a des opéra-
teurs Laplaciens singuliers, en utilisant les résultats précédents on va montrer que ces fonctions Zéta
possedent des propriétés analogues aux fonctions Zéta classiques des opérateurs Laplaciens associées
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a des métriques de classes C*°.

Soit (X, hx) une variété kahlerienne et (E,hg) un fibré holomorphe hermitien. Si I'on suppose
que hx et hg sont de classe C* alors on sait que I'opérateur A% agissant sur A%*(X, F), admet un

spectre infini et discret et posséde un noyau de chaleur qu’on note par e*tAE, avec t > 0, voir [BGV04),
Définition 2.15]. En plus e **F admet une trace au sens de [BGV04, § 2.6] et que la fonction Zéta
associée a ce spectre s’écrit comme la transformée de Mellin de cette trace. On sait que cette trace
possede un développement par prolongement analytique en série de Laurent pour ¢ petit, voir [BGV04),
p. 91] cela permet de prouver que la fonction Zéta s’étend méromorphiquement au plan complexe et
qu’elle est holomorphe en zéro, voir [BGV04, 9.35].

Dans notre cas, c’est a dire ((T P!, hoo); O(m) OO), les métriques considérées sont singulieres. On
ne peut pas donc appliquer la théorie classique pour affirmer que AW possede un spectre discret

infini. Méme si 'on arrive a déterminer le spectre, par un autre moyen, on ne peut pas utiliser cette
théorie pour étudier la fonction Zéta associée quant au calcul explicite du déterminant régularisé cela
reste une tache délicate, voir par exemple les calculs du [GS91].

Dans un précédent texte, on a étudié le spectre du Laplacien singulier :

Awm,Vm < N,

et on a montré que ses valeurs propres et vecteurs propres sont décrits par une famille de fonctions
analytiques (L )nez. Ces fonctions ont été définies comme suit :

Lo(2) = fzmdiz(z_mt]n(z)zfn,m(z)) VzeC,

et on a introduit I’ensemble suivant
Zy:={reC|L,(\) =0}. (2.14)

Alors, on a montré dans [Haja] :

Lemme 2.3.9. Vn € Z, l’ensemble Z,, est un sous-ensemble infini et discret de R*,

ZnN{z € R| Jp_m(z) =0} =0,

et
Ln(z) = —Jn(2)In—m-1(2) + Jpn+1(2) Jn—m(z), Vze€C. (2.15)

Théoréme 2.3.10. Soitn € Z et A\ € Z,,, alors A est un zéro simple de L, et on a

In—m(X)

Ly(\) = 2T(>\)(<Pn,m Prn) 12 00"

ol @y ) est un vecteur propre associé da .

Théoreme 2.3.11. On a, pour tout m € N*

Spec(AWOO) = {O} U{f’ dneN, e Zn}.

- Sim est pair, alors la multiplicité de )‘TQ est 2 si N € Zy aveen>m+1ou0<n<%3 —1et
de multiplicité 1 si A € Z%.
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— Lorsque m est impasir, alors 2 st de multiplicité 2 sin >m+1, égale a 1 si 0 < n < m.
Lorsque m = 0, on avait montré

Théoréme 2.3.12.

-2

Spec(Ag_ ) = {0} U{]Zk jzl ’n meN, k> 1},

5 v
avec j"T’k (resp. J”T’“) est de multiplicité 2 si n > 0, et de multiplicité 1 quand n = 0, ot j. (Tesp.
Jinx) est un zéro positif de Ji(resp. J;).

Il est donc naturel d’associer a ce spectre une fonction Zéta et d’en étudier les propriétés. On
introduit donc la définition suivante :

Définition 2.3.13. Soit m un entier positif. On pose

1
CAWOO (s) := Z vl Vs € C,
a€eSpec(A— )\{O}

ot chaque valeur propre est comptée avec sa multiplicité. On appelle CAW la fonction zéta associée

a Uopérateur singulier AW

oo

Le principal résultat de ce paragraphe est le théoréme résultat ci-dessous. On distinguera deux
s : le cas m = 0 et celui lorsque m > 1. En fait, on peut éviter cela et supposer que m > 0, mais on
préfere cette séparation de cas par souci de clarté.

Théoréme 2.3.14. Pour tout m > 0, la fonction CAi converge pour tout Re(s) > 1, avec un pole

en 1 et admet un prolongement analytique au vozsmage de s =0, de plus, on a

et

1 ) (m + 2)m+l o

gAT)oo( ) = 4G (1) - 6 (m+1)2 Ty(TP o, O(m) ).

Démonstration. La démonstration est une application du théoréme (2.3.6)). On commencera par le cas
m = 0 qui est relativement facile a traiter.

Régularisation de la fonction zéta ( Ag

On pose
Co(s) = Cp(s) + v (s),

avec

CD() Z 9s +ZZ 25 et CN(S):Z /25 +ZZ /257

>1 0k p>1k>1 Ink E>17 0k p>1k>17 nk

6. Il est important de noter que d’aprés la théorie classique de [BGV04] la quantité CAZ(O) est un invariant qui ne
dépend pas de la métrique C* sur L. On vérifie qu’ici cette valeur correspond bien a la valeur de cet invariant.

7. On a choisit les lettres D et A pour rappeler que ces objets sont liés aux deux problémes avec condition aux bords
classiques : de Dirichlet et de Neumann.
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Alors, voir ([2.3.13])
Cag., (8) = 4°Co(s).

On va montrer que

2 1 1
Co(0) = 3 ¢(0) = 4(@(—1) 6 + 3 log 2.
ce qui donnera le résultat cherché c’est a dire que CAEOO(O) = —% et ClAg (0) = 4(p(~1) - % —log 2.
D’apres les calculs [Spr05] corollaire. 1], on a
1, , 1 5
¢p(0) = 5 (p(0) = 2¢p(-1) + 5 log 2m + 1 (2.16)

1l suffit d’étudier (yr. On consideére {I} |n > 1} et la fonction zéta associée :

1
n>1k>1J nk
Avec les notations de la proposition (2.3.6]), on considére

I (nz
PNn(z) = = log(l()n_l)
71w (72)

Par (2.51)), (2.53) et (2.3.19), la famille {I}, |n > 1} vérifie les conditions de théoréme ([2.3.6)). Par

un simple calcul, on trouve que :

1 1 1 1
AN, = i(n — 5), by = 3 log 2w + (n — i)logn —nlog2 —logI'(n), etw(z) = Vi(2).
Par suite
00 an
An(s) =3 n2;n
n=1

1 1
= 5Gal2s — 1) = 7Ga(2s),

(en particulier, A)\/(0) = (p(—1) — %C{@(O) =(p(=1) + 1 log(2m)) voir par exemple,[Sou92, pp. 94-95].

o0

bA
By (s) =) n2s

= > L 4 L tog(am)Go(2s) — loa(2)a(2s — 1) - Ch(2s — 1) + Lch(2s),

et
1

n2

P(s) = 3 —ew(0) = 3 g Vi(0) = — 1 Col2s + 1)

n=1 n n=1

(on a V4(0) = —%)

La proposition affirme que Py — By est prolongeable en une fonction analytique en un
voisinage ouvert de s = 0, on va en donner une autre preuve plus directe et on calculera sa valeur en
s =0. On pose
2 logT'(n)

n(s) =

n=1

1
25 + 1 2.1
n2s 12C@( s )v ( 8)
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alors
~By(s) + P(s) = (s) ~ 5 log(2m)Ga(25)

1 10g(2)Co(2s — 1) + Ch(2s — 1) — %C('@(Qs) VRe(s) > 1

A Texception de 1, on déduit par la théorie classique de la fonction Zéta de Riemann que les termes
de 1’égalité ci-dessus sont prolongeables analytiquement en un voisinage ouvert de s = 0. Montrons
que 7 l’est aussi. On a

(2.19)

Lemme 2.3.15. La fonction n définie par

n(s) = D0 B a4 ),

2s
n=1 n

converge pour Re(s) > 1 et admet un continuation holomorphe au voisinage de 0 et

1(0) = Gy(~1) — - — | Tos(2m).

Démonstration. D’apres [GROO0, 8.343.2] :

1 1
logT'(z) :zlogz—z—ilogzjL log27r—|—§—|—R2( z), Re(z) >0, (2.20)
avec B
|R(2)| < B4l Re(z) > 0.

12|2]3 cos?(4 arg(z))

Donc lorsque z = n est un entier on a

| R — _|B
Z n25 — Z 197,3+2s = |B4|CQ(2S + 3) (2.21)
n=1
Par cette estimation et par les propriétés classiques des séries de Bertrand, on a

n(s) = i logl'(n) 1

n2s 12n2s+1
n=1
logn < 1 Zllogn = 1llog2r <= Ra(n)
_Zn2s _Zn2s—1_Z§n2s +Z§ n2s + 2 n2s
n=1 n=1 n=1 n=1

— ~Ch(25 1) ~ Co(2s — 1) + Lch(25) + L log(2m)Go(2s) + Y T4,
n=1

qui converge pour Re(s) > 1 avec un pole en 1.

de s = 0 et par a 'estimation (2.21)) on conclut que 1 admet un prolongement analytique au voisinage
de s = 0. On notera par la méme notation 7 le prolongement de 1 au voisinage de 0.
On a donc

Ona C@(Zs —1), Cp(2s—1), ((2s) et (p(2s) admettent des prolongements analytiques au voisinage
*

1(0) = (1) = Gol-1) + 55(0) + 5 log(2m)Ga(0 +2R2

Calculons .
> Ra(n)
n=1

On aura besoin des identités suivantes :
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1
= — —log N 1 2.22
v=30 g N+ ol) (2.22)
2.
N-1 N
log(J[[ n™) =Y _logT'(n) — Nlog'(N) (2.23)
n=1 =
3. ) )
N N 1 N
2 . N _— —_— —_— — —
logA—nErfoolog( 222 N7 —( 5 T T 12)logN+ T (2.24)
et ]
logA=—("(-1) + 3 (2.25)
ou A est la constante de Kinkelin, voir [Vor87, p.461-462].
4.

1 1
logT'(N) = (N — f)logN N+ —10g(27r) toN +0(N2)

voir [GROO0) p.895].

A Taide de ces derniéres formules, on montre que

1

En effet, soit NV > 2, on a

N N

1 log N
" Ro(n) = 3 (logD(n) — nlog(n) +n+ 5 logn — log v2r) — - — == +o(1) par 220), @22)
n=1

n=1
N
N(N +1 1

ZlogF anogn+(2+)+2(logF(N)+logN)—Nlog\/27r
n=1 n=1
v logN
— 1
"2 1z oW
N N—

N(N+1) 1

I'(n) +1 — NlogN+ ——+ —logI'( N

Zog —i—ogl;[ og N + 5 +20g()
Nlog V271 ——+ElogN+0(1)

N(N+1) 1

= 2log(H n~") — Nlog N — NlogI'(N) + + §logF(N) — NlogV2m

2
4 2 loa(N) +o(1), par (223
2

N
= —2log A — (N?+ N + )1ogN+—+N10gN+Nlogr( )

N(N +1)

1
5 +§logF(N)—Nlog\/27r——+—log(N)+o(1), par ([2.24))

N2
= —2log A — (N?+ N + )logN+7+NlogN~l—N(N—f)logN N?
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1 1 N?’4+N 1 1 N 1
+ 5 log(2m)N + — + ;L + 5 (N = 5)log N — o+~ log(2m) — Nlog(v2)

2
5 1
+ % + EIOgN + O(ﬁ) + 0(1)7 par "

1 ¥ 1
— 2log A+ — — L 4+ “log(2 1
og +12 12+40g( ) + o(1)
1 1
=20(-1) - 55 - % + ; log(2m) + o(1), par @23).

On en déduit la valeur de n en zéro :

0(0) = 2 (~1) — = — L 4 Hlog(2m)

12 12 4
— G(1) ~ Gol(=1) + £¢4(0) + 5 1o8(2m)Go(0) (2:26)
1
= Gp(~1) — 75 — 7 log(2m)
O

On en déduit que

lim (~ Bu(s) + Pr(s)) = 1(0) — 5 10g(2m)G(0) +log(2)a(~1) + (1) — 5¢4(0)

vy 1 1
=2(p(-1) - TR log(2m) — - log 2.

On pose, voir les notations avant ((2.3.6)) :

52

oo $s—1 —22¢
Fiv(s) = —MC@(25+1)/ ! /AC"’ Vi(iz)dzdt, Re(s) > 1,

0 2m —z

et on montre le lemme suivant,

Lemme 2.3.16. On a

1 1 (s+ 1)
Fy(s) = = 1)) —F721-7
W (s) F(S+1)(2+78+80( )) 5 (1= 79)
pour tout |s| < 1 et on a
1 , 1 7
FN(O)—24 et FN(O)—E<7—log2—§).
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Démonstration. Soit Re(s) > 1, on a

S 3 oo ¢s—1 e~ 1
F = —(0(2 (= t
0= el (G 5 3

2w A (1=
00 ts_l —\t 1
T . / c 3d/\dt)
24 Jo 2w Ja, —A (1—XN)2

- s 0 gt b et )
3 7 1 1
= WC@@S + 1)(8\7/% - W(s + 5))1“(5 + 5)

s+ L
= F(Sl—i—l)(; + s+ so(l))W(l —7s).

ou 'on a utilisé les formules suivantes :

1 e 1 1 emut
— [ e —a=—— —t/ 1y
2 /Ac A (I=A)e o Jaoa 1+ u (—upe ™

1
= —sin(ra)['(1 — a)'(a,t),
™

et

oo ts o0 ts
/ t71 (a, t)dt [—F(a,t)ro +/ —e 't dt
0 S 0 0 S
1
=-T .
. (a+s)

avec I'(a,t) est la fonction Gamma incomplete. (Pour montrer cette formule, on suit la méthode
pour la représentation de l'inverse de I' comme une intégrale le long d’un contour, voir [WW62), 12.22]
et on utilise la formule de [GR00, 8.353.3])).

On conclut que Fs est analytique en un voisinage ouvert de s =0, et on a

Fr(0)= 57
Soit 5 # 0, on a
Fie(s) = — m(; +7s + 50(1))F(182:;7$)(1 —Ts)
e+ so’<1>)r(1§j$)<l ~7s)
+ F(Slﬂ)(; s+ 50(1))W(1 —75)

1,1 T(s+1)
+ Tt 1) (5 + s+ 80(1))712\/% (—=17).
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Rappelons, voir par exemple [GR00, 8.366.1, 8.366.2 ], que
11"(3) gl
I'(1) = —y, ——2-=—log2— —
== 3 () 0g2 -5,
Par suite
Fi0) = (v~ log2 — ).
N 12 8473
]

D’apres (2.3.6)), la fonction zzr (voir (2.17)) s’écrit au voisinage de s = 0 sous la forme suivante :

S

1
an(s) = sy (14N () = Ba(s) = SAN(S) + P(s)) + (o) + 5%(s),
ou g est une fonction analytique au voisinage zéro. Par les calculs précédents, on obtient :

Zn(0) = —An(0) + Fur(0)

= —5Ga(=1) + 1%(0) + o
1 1 1
T24 8" 24
_ 1
L
et
Zy(s) = F(sl+1) (’YAN(S) — Bn(s) — %AN(S) + Py(s) + ysA(s) — sBi(s) + %AN(S)
- () +5P(9)) — LA ()~ Bals) — LAx(s) + Pu(s)
FF(s) + o (5%9(5)),
donc

A0(0) = —A(0) + lim(—~Bac(s) + Prc(s)) + lim s(~Biv(s) + Pie(s)) + 15y — log2 = 7)
= (1) = 7 log(2m) + 265(~1) — 5 + 7 log(2m) — 3 log2 + (7~ log2 - )
/ 7
= Ghl-1) -

1
log2 — —
657 2
Rappelons que

(v (s) = 221 (s +Z

k>1 k

Si l'on pose (y(s) = > g1 ﬁ alors la contribution de J| vaut

1 1 3 1 1
(0)=—=(14+ = - - =—log2— =1 .
Cy0) = —5(+ )= =2 ¢y(0) = Jlog2 — Slogn
(C’est une application de (2.8)), sachant que Ij(z) = 2 + o(z), pour |z| < 1 et [j(z) = e;m(l + O(%))

si|z] > 1).
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On obtient : L3 .
= _(2)— 2 =_°Z
()= ~(2)5; 5 =2
et
Gl0) = 2 (0) + (5 log 2 — 5 logm)
1 7
— 90 (_ - _ = _
= 2(gp( 1)+6log2 210g7r 13
On conclut que, voir (2.16)
2 1 1
Co(0) = 3 ¢(0) = 4(@(_1) 6 + 3 log 2

Ce qui termine la preuve du résultat cherché.

Régularisation de la fonction zéta CAW pour m > 1

Ce paragraphe est consacré a I’étude et au calcul explicite du déterminant régularisé de la fonction
Zéta :

[@N Ym > 1.

L’idée de la démonstration du théoréme ([2.3.14) consiste en premier temps a introduire une suite de
fonctions analytiques (Gp,)nez qui vérifie les hypotheses du (2.3.2]) et d’établir, tenant compte des
notations de (2.3.2)) et du théoreme ([2.3.11)), que :

O(m) o ’

__AS
CAWOO - 4 Zm(s)7
ou
m_
Zm(s) =2 Z (G (8) +2 Z €, (8) + Cam (8), sim pair,
n>1 k=0 :
m—1
2
Zm(s) =2 Z (G (8) +2 Z Ca, (), si m impair.
n>1 k=0
Puis de démontrer que ((g, +m)n ey €st une famille régularisable, voir définition (2.3.4) et d’appliquer

ensuite le théoreme ([2.3.6)) pour conclure.

On introduit, pour tout n € Z, la fonction suivante
Gn(2) = Iny1(2) In—m(2) + In(2) In—m-1(2) Vze€C.
ou I, désigne la fonction de Bessel modifiée d’ordre .

Etablissons d’abord la formule précédente reliant CAW et zp,. Cela résulte de la définition

[e']

CA— et de celle z,, et du lemme suivant :

O(m) o

Lemme 2.3.17. On a
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1. Pour tout n € 7Z,

1 ,
Gn(Z) = WLn(ZZ) VzeC
et donc, {z € C|Gp(iz) = 0} = Z,, (voir (2.3.9)).
2.
Gn(z) = Gmn(2)g VzeC, (2.27)
3.
Gn(—2) = (=1)""G,(2) VzeC. (2.28)
4. Sin>m+1,
Z2n—m—1

Gn(z) +o(z2m )zl <« 1.

~ 22-m-10(n + 1)I(n — m)

Démonstration. Cela découle directement des propriétés des fonctions de Bessel. En effet, 1) résulte
de la définition de I,, et on a

Gn(2) = Int1(2) In—m(2) + In(2) In-m-1(2)
=1 1) pym(2) + I (2) I _pims1(2),  [AS92,9.6.6]
= Timn—n)+1(2) L (m—n)y-m(2) + Lom—n)(2) L (m—n)—m—1(2)
= Gm-n(2).

Avec les notations du paragraphe (2.3.2)), on considere la famille de fonctions Zéta suivante
{¢g In=1},
ot Gy, := Gpym.

On se propose d’étudier la fonction

Comii(s) = 3 G5

n>1

Plus précisément, on va montrer que {(g,_,, |7 > 1} est régularisable, voir définition (2.3.4)), et on
déterminera les valeurs (>m+1(0) et ¢X,,,1(0) ce qui nous permettra de compléter la démonstration

de [@2-3.14).

Commencons par montrer que cette famille de fonctions vérifie les hypotheéses de la définition
(2.3.4). C’est a dire, on doit vérifier que

pu(2) = Guliz) _ ﬁ(l - )\;jk) VzeC,

(&2
lnzen E>1 :

en plus des conditions de la définition (2.3.4) ou I, ey, ap, by, w,r seront calculés explicitement (No-
tons que I, et e, sont déja donnés dans le lemme précédent).

Montrons le premier point, c’est a dire que

Gnliz) = Lz ﬁ (1- Zz)

2
k>1 )‘n+m,k
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11 suffit, par le théoreme de factorisation de Weierstrass, de montrer que

<01
Z VIS < oo VnéeN*.
kzl )\n7k

On va montrer que c’est une conséquence de

=1 > 1
ZT<OO et ZQ < 00,

=1 Jn.k =1 In+m,k

ou j, désigne le k-eme zéro positif de la fonction Bessel J, (Rappelons que la convergence de ces
sommes est un résultat classique de la théorie des fonctions de Bessel, voir [Wat44, § 15] ).

Pour cela, on a besoin du lemme technique suivant :

Lemme 2.3.18. Soient f et g deux fonctions réelles de classe C' définies sur un intervalle ouvert
non vide I tel que 0 ¢ I.

On suppose que les zéros de f et g sont simples (c’est a dire, sif (a) = 0 alors f'(«) # 0). Notons
par Z(f) (resp. Z(g)) l’ensemble des zéros de f (resp. de g) sur I et suppose en plus que

Z(f)NZ(g) = 0.

Soit m € N et on pose

L(z) = azm%(xfmf(x)g(m)) Vo el

Si A1 < Ay sont deux zéros consécutifs de L alors
Card (J\1, Ma[N(Z(f) U Z(9))) < 1.

Démonstration. Commengons par remarquer que L s’annule entre deux éléments de Z(f) U Z(g) et
que Z(L) N (Z(£) U Z(g)) = 0.

Supposons qu’il existe o € (Z(f) U Z(g))N]A1, A2[ qui soit minimal pour cette propriété et que
f(a) = 0. Supposons par 'absurde qu’il existe 5 € Z(g) tel que \; < a < 8 < A2 minimal pour cette
propriété, donc g est de signe constant sur [\, 5]. On a

L(a) = —ma™" f(a)g(@) + f'(a)g(@) + f(a)d (@) = f'(a)g(a),
L(B) = —ma~ ' f(B)g(B) + ['(B)g(B) + [(B)d'(B) = ¢'(B) f(8),

Comme L est de signe constant sur |A;, A2[ (puisque continue), alors

f(a)g(a)d (B)f(B) >0,

ce qui est impossible puisqu’on montre que

fo)f(3) = tim TOXDIEL
/(D)gla) = Tim 96 —2)9(e) _,



2.3. REGULARISATION DE FAMILLES DE FONCTIONS ZETA 111

On conclut que soit A\; < @ < A2 < 3 ou bien il existe o/ € Z(f) tel que \1 < a < o’ < Aa. Si lon est
dans la derniere situation, on obtient comme avant :

fl(a)g(@)f'(a)g(a’) >0,
Puisque g est de signe constant sur [, o] alors
flle)f' (@) >0,
ce qui impossible puisque

f/(Oz)fl(O/) — lim f(a + x)f(a/ — :C)

< 0.
z—0t —z2

On va appliquer ce lemme a f = J, et g = Jn4+m, dans ce cas
L=—Lyim.
On obtient donc avec les notations introduites avant :

Card ([N, i Averiia] N (Z(I) U Z(Jnim)) ) <1, Wk > 1.

Mais d’apres (2.3.10) on a

In (A
Lyin) = 775 sl YA€ Zuim,

qui donne que

Jn+m (>\7L+7n,k ) Jn+m()\7L+'rrL,k+1 )

0 > L;7,+m(>\n+m,k)L;l+m()\n+m,k+l) = Jn()\ Jn()\ ”2

[ %l

n+m,k+1 n+m,k+1

n+m,ky) n+m,k+l)

(inégalité a droite résulte du fait que Ly, est C' et de signe constant sur JA A

Par suite
Card ([N, 40 A mies ] N (Z(T0) U Z () ) =1 Yk > 1.

Maintenant on peut montrer que

> <
VA 00,
k?:]. AnJ{“

En posant

A = max{ (Z(Jn) U Z(Jnsm)) N0, \s]} VEEN,
alors, par le lemme précédent, on a
Xn,k < )\n,k < Xn,k+1 < )\n,kJrl VEk > 1.

et © -
SZT"'Z -2

Y2
=1 Mg k=1Jnk k=1 dndmk

1

= 1
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Or le terme de droite dans cette inégalité est fini, voir [Wat44l §. 15]. On conclut que

Vérifions maintenant (3.7.13). On note par A,4,,,1 la premiere valeur positive non nulle de Z,, 1,
montrons que

Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.3.19. Soit a un réel non nul. On a

n2

/1 zJ, (ax)?dr = %(J;L(G)Q +(1— )Jn(a)Q)
0

a?
en particulier, soit n # 0, si l'on note par jn1 (resp. j;hl) le premier zéro positif non nul de J,, (resp.
de J},) alors on a

Jn,1 > j;z,l > n.

Démonstration. Soit b un réel non nul, on a

/01 xJp(az)J, (br)dx = ﬁ(aJn(b)Jé(a) — bJn(a)J, (b))

1 (Jn(b)—Jn(a)
a+b “ b—a

Tn(a) + Jn(a) J;,(b) — aJn(a)W).

La premiére égalité résulte de ’équation de Bessel, ou consulter [Wat44l § 5.11 (8)]. En faisant tendre
b vers a, on obtient :

1 1
/ zJ, (azx)?de = %(—CLJ,/L((I)Q + Jn(a)J}(a) + ady(a)J, (a)),
0
mais comme .J,, vérifie 'équation de Bessel, alors
dn(an)?de = (@2 + (1= T (a)? 2.29
| wutan)tde = 5 (@2 + (1 = 25) (@), (2.29)

Si J;,(a) = 0 alors on a de la formule précédente, |a| > n. En particulier j;, ; > n. Par définition
Jn1 > 0 et Jp(jn,1) = 0, par suite J), s’annule sur Uintervalle ouvert 0, j, 1] par le théoréme des
accroissements finis, ce qui termine la preuve du lemme. O

Soit A > 0, on pose

Int+m (A7) sir<l,
- = 2.30
) {J"Jz’g;(f%m,]n@) sir> 1, (230)
Proposition 2.3.20. Avec les notations précédentes,
o0 dr 1 (n +m)?
Ioy = n 2 I — =—(J] 2)? 1 - —5—")Jnrm(A 2
am [P s = 5 (Then )2 + (1= ) (A
Jn+m()‘)2 / 2 n? 2
————(J (A 1—=)Jn(A)7),

et on a
Aoim1=n® ¥neN
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Démonstration. On a

0 9 rdr 1 9 0 o rdr
n,i = n,3 d n,i
/o [ fni ()] max(1,r)m+4 /o [ () 7«+/1 [ ()] rmti
L Jnem M\ [ A2 /1
_ 2 Intgm\) Z il
_/0 Intm(Ar) rd7“+< SRR ) /1 Jn(r) d(r3).
En utilisant (2.29)), on montre la premiere assertion.

Comme Z,, ,, est symétrique, il suffit de montrer que inf Z,,, "RT > n.

Si\€ Zyim NRT, alors
m Jn(A) TN
_ n+m n =0 2.31
N Jn+m()\) RAGY (2:31)

puisque d%(r*mJner(r) (1) l, = 0, voir et que = (r~"™J,(r) Jn—m(r)) =
*mr_m_lt]nﬂn( )In () m( n+m )+Jn+m( (T))

#(
)T,

Supposons par 'absurde que A < n. On a Jy4(0) = J,(0) = 0 et puisque J,, et Jyin sont
analytiques sur C alors il existe 0 < ¢ < 1 tel que J,J}, > 0 et JypmJy ., > 0 sur ]0,e[ et par
conséquent J2 et J> 4m sont croissantes sur [0,¢[, mais d’apres , Ind}, et Jnimd,, 1 sont de
signe constant sur |0, min(n[ donc on peut prendre € > n.

Comme on a A < min(|n + m/|,|n|) < e, alors

m? (J’(A) (X >)2
— =2 Tntm par ([2.31])
A2 Jn()‘) n+m( )
- ( (A)) N ( n+m<A>>2.
N Jn()‘) Jn+m(>‘)
Cela donne
0< Lni
Jn+m()‘)2
(V) (n+m)? 1( T n?
= 2<Jn+m()\)2 (1) )+ T2 T (1-3%)
_ 1(J5+m(A>2 ALY ) L Em)4n?
2\ (N2 T,(N)2 2)2
< 1(J7I7,+m()‘) N JA(A)>2 1o (n+m)* + n?
T 2\ Jngm(A) T Tn(N) 222
m? n? + (n 4+ m)?
e T T
—n? —nm
— 2 +1
donc,

M > n? 4 nm = n(n+m).

Ce qui est impossible puisque A < n et m > 0. ]
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On conclut que

/\2
) 1
inf 24

neN N

> 1.

Proposition 2.3.21. On a pour tout |z| > 1 avec |arg(z)| < 7,

2z 2 2
~ e An® 4+ 2m° +4dnm +2m + 1 1
Gn(2) = Grim(z) = o (1 - - + 0(22)>, (2.32)
Démonstration. C’est une conséquence de la formule (2.50)). ]
Proposition 2.3.22. On a pour tout |arg(z)| < 5, et n>>1
~ (2n+m—1)n(2) , 1 1
Gu(n2) = Grym(n2) = o (=) 1) (14w (2) + (2 ),
2 (1 + 22)2 n n
avec wp,(z) = —i(Qm2 +2m +1) (1+;)% + % (1+;)% et nm une fonction bornée uniformément en n.

Donc, on obtient avec les notations du (2.3.4)) :

z
= = V1422 +log —F——,
r(0) =) = VIE g s
1 2(n(z)—=(2))
plz) = — e +1),
) (1+z2)5( )

et on vérifie a ’aide de developpements limités convenables que

n(z 10g()+0(1) pour |z| <1,

n(z) =z+ O(- ) pour |z| > 1,

n(z) — z1'(

n(z) — 21/ (2
p(0

log p(2

24+ 1+0(- ) pour |z| > 1

)=
)
2) = log(2) pour 2] < 1
)
)
)

22—10gz—|—2+0( ) pour |z| > 1.

La preuve de cette proposition sera faite en deux étapes; on commence par montrer les résulats
suivants :

Lemme 2.3.23. Soit n > 0 et | un entier fizé. Il existe des fonctions vy, vay,... telles que pour n
grand et |arg(z)| < § — ¢, € assez petit :

1 enn(z)

\/ﬂ(prz?)i REE (1+kaz )

Ii((n+1)z) = (2.33)

avec v1(2) = u1(z) + 2l(1 + =z )ia@(m) + %n"(z).
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Démonstration. Dans [AS92), 9.7.7], on a

1 enn(z) = ug(2)
I, (nz) = V2 (11 ZQ)i (1 + kZ::l py: ) (2.34)

pour tout z vérifiant |arg(z)| < § — .

On cherche a établir une formule analogue pour I,((n +[)z) pour n > 1 et [ un entier fixé, c’est
a dire montrer qu’il existe des fonctions continues v; 1, v;2, ... telles que

1 enn(z)

V2 (1 4 22)

In((n+1)z) =

)

Pour simplifier les notations, on notera par O(1) une fonction en n bornée uniformément en z.

n

6lzn’(z) (1 + i Uk,ll(::)
k=1

NG

Soit n > 1.

Soit z € C tel que |arg(z)| < 5 — ¢, remarquons que arg((1+ 1)z) = arg(z), donc de (2:34) on tire

L((n+1)z) = I(n(1+ %)z)

nn((1+1)z) 00 1
- \/21771 (1 :(:1 +1)2)2) (1 + %m((l + %)22) + kZ:; W)
(1 + %(ul(z) + rlz;z“l(z) + 50(1)) n 71120(1)>
= e (1 e+ o) (o ey o)

(1 + %(ul(z) + %%ul(z) + %O(l)) + ;O(l))

2n + z2)i n\(1+ Zz)i 9z (14 Z2)i 2 (1+ Zz)i n?
En posant
1 0 1 122
= (1 21— "
v1,(2) = ui(z) + 21(1 4 2%) 32((1+z2)i 5 (2)
on trouve la formule cherchée. O

Corollaire 2.3.24. Soient | et l' deuz entiers fizés. On a

62nn(z) 1+ 1

’ ’ 1
l+l z zZn (=2
e ( )(n(2) () (1"'%(1)17[(2)—’-1)1,[/(2)—’- )+n20(1)) (235)

I_(n2)I—p(nz) = ———
2mn(1 + 22)%

Démonstration. On a pour n > 1

NG o1
=14+ —+4+ —=0(1
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Q.
et par ce qui précede, on a

Liy(nz) = Ly(((n 1) +1)2)

e(n=0n(z) i 1 1
= ezn(z)<1+ vy1(2) + Ol)
on(n —1)(1+ 22)1 g (n—1)? M
o(n—Dn(2) i T 1 1
- ZW)<1+ +01>
V2mn(1 + zz)i c vn—1 nvl’l(z) n2 (1)

em=n@ 0 et o) (1t Lon
= ottt g 0w (1 o)+ o)
e(n=0n(z) o 1 ! 1
_ ) (14 L Loa >
Va1 + )t (142 (i) 5) + 70w

Si 'on prend un autre entier I’ alors on déduit directement de la derniére formule que

e2nn(2)
I, (n2)I,_y(nz) =

!
D (14 2 14(2) + ) + 50 + 50,
n n

2mn(1 —{—22)% 2

(2.36)
0

On pose

I+
wy(2) == v1(2) +v10(2) + :

De (233), on a

e2nmn(z) / 1 m—+1 1
_ (mA1)(n(=)—=n'(2)) [ 4 L _
frgme1(nz)In(nz) 2mn(1 + 22)% ‘ (1 * n (Ul’f(mﬂ) T L0 2 ) * O(n2 ))
et
) e @) (] 4 L m—1 1
T (n2) o2 (n2) = —= e V0D (1p 201010 = T +0()
2mn(1 + 22)2 n 2
donc
e2nn(z) , , 1 m+1
G () = — O (mE)(n(2) 2 (=) (1 b2y L
+m(nz) 27rn(1+z2)% n(l, (m+1) 1,0 5 )
o~ 2n(x)—=n'(2)) mt 1 1
(v - )+ o<n2))
€2nn(z) 1 / ’
=TT miDmE) - (2)(] 4 o2 (2)) (1+
2n(1 + 22)2
1 (P tefE) 0100 = B 01 men2) o) = B MOy
n 1 4+ e—2((z)—21'(2)) n2

Rappelons que

1 222,

14(2) = (2) + 120+ 20} () + )
4
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avec ui(z) = L 5 .
8(1+22)2 24(1+22)2

Si 'on pose
1

(1+22)2

I

on trouve que

V1~ (m41)(2) + 01.0(2) = 2 4 (01 (1) (2) + v10(2) — B5t)e 20 = ()
1 4+ e—2((z)—2n'(2))

1 1
=—(2m*+2m+1)p+ —p?
4(m+m+ )p+12p,

qu’on notera par w,,, ce qui termine la preuve de la proposition ([2.3.22)).

Remarque 2.3.25. Sil’on prend m = 0, c’est a dire le cas correspondant au fibré trivial, on retrouve
bien le résultat précédemment calculé.

Remarque 2.3.26.
wo(z) = Vi(2) + Ui(2),

voir notations (2.52)) et (2.53)).

On considere la fonction zéta suivante :

1
sz-‘rl = Z Z ﬁ)

n>1AeZyim

Rappelons que c’est la fonction zéta associée a la famille {Gn+m\ n > 1}. Avec les notations du
théoreme ([2.3.6)) et en utilisant les développement asymptotiques (2.50), on a pour tout n > 1:

Pmn(z) = —10g Grim(nz) + (2n+m — 1) log(nz) — (2n +m — 1) log2 — logI'(n)
—logI‘(n+m+1)—|—w”7Ll(z)

= —2nz +log(mnz) + (2n + m — 1) log(nz) — (2n +m — 1) log 2 — log I'(n)

1
—log'(n+m+1)+ O(;) par ([2.32)).

Par suite
Amp =N+ E’
et
by = —logl'(n +m+1) —logT'(n) + (2n + m)logn — (2n +m — 1) log2 + log 7.

Donc
An(s) = Ga(2s = 1) + 5 Go(2s),
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Q.

et
P(n+m+1) logl(n logn logn
Buls) = = 3 (D B o 5 O Y B glog2 Y
n>1 n>1 n>1 n>1
—(m—1) log2z —i—long
n>1 " n>1 "
log[(n+m)(n+m—1)-- logF
=-> I )(nQS -2y —2(p(2s — 1) — m(p(2s)
n>1 n>1
—2log?2 (Q( s—1)—(m —1)log2CQ(2 ) +log m (o(2s)
1 k) I F
ZZ o8 nEN) _pyoet ) —24{@(25—1) — (m — 1)¢}(25) — 2log 2 Cg(2s — 1)
n>1k=1 n>1
— (m —1)log2 (g(2s) + log ™ (g(2s).
: 0 (m+1) | 1
Wi, 1 m(m +
Pm(S) = Z s = Z s +z)
= n2s+l = n2s+1 ( 2 6)
et on note par Fj,,
F, " st TR
m(s) == - m t
()= e+ [ Gz [ wn
On montre que
s? 2 4+ 6m + 6m? I'(s+ 2 5)
F(s) = —(p(2 1 -2 1,
(5) = Ty Sl + ) - ) 52 vl <
et que
FL(0) = 2+ Sm(m+ 1) —71 2 Ln(m 4 1)1og2 — —.
. 57 T gmim v og 5™ og b

On a besoin d’expliciter dans la formule de (>y,+1, la quantité P,, — By,. C’est 'objet du lemme
suivant :

Lemme 2.3.27. Pour |s| < 1, on a

(=Bm + Pp) ka )+ 2n(s) — m(y(2s) + 2¢p(2s — 1) + (m — 1)(p(2s)
+ 210g2CQ(2s — 1)+ (m —1)log 2 (g(2s) — log m (g (2s),
avec Vk(S) = D op>1 %(log(l + %) — %), qui est une fonction analytique au voisinage de s = 0.

Démonstration. Par application du théoréme des accroissements finis a la fonction z +— log(1 +z) —x

sur RT on a )
k k k

’log(l—l—f)—f <— Vn>1
n’ nl = n

Donc la série numérique suivante :
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converge pour tout complexe fixé s vérifiant Re(s) > —%.

De plus, si s est tel que [Re(s)| < I alors
1 k., k 9 1 .
> legl+ ) - D)<k Y & VNEN,

n>N+1 n>N+1 T2

d’ou la convergence normale et comme les somme partielles sont continues en s sur |Re(s)| < % alors
Y est continue et
=2 _log(1

n>1

k

On sait que, voir [AS92] 6.1.3],

—logI(z) = logz+'yz+Zlog1+ ) % Re(z) > 0,

n>1

donc
Y(0) = —logT'(k + 1) — ~k.

logn+k: m(m + 1) 1 log(n + k) k
2::23 2 2: n2s+1 2::22(: n2s 7ﬁs+1)

n>1k=1 n>1 n>1k=1
logn 1 & k
_Z( nQS Z(log 1—|— ﬁ>
n>1 k=1
k k
= —m(p(2s) +Z Z (log(1+ — ) —).
n>1 n

En s =0, la fonction précédente est égale a

m

k
—m(p(0) + Z Z <log (1 + - —) = —m(p(0) Z —logT'(k) — log k — k)
k=1n>1 k=1
e (0) — ™MD S
= —m(0) -7 —— k;bgr(k: +1).
On déduit que
k k log I'( 1
B+ Pa)(9) = X3 o (log1+ ) = B gz 2 30 (EE )
n>1k=1 n>1
+2(p(2s — 1) 4 (m — 1){p(2s) 4 2log 2 {g(2s — 1) + (m — 1) log 2 (g(2s)
- logWCQ(Qs)

= Z M (s) + 2n(s) — mCy(2s) + 2G5 (25 — 1) + (m — 1)(g(2s)

+ 210g2CQ(28 — 1)+ (m —1)log2(p(2s) — log w (g(2s).
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On peut donc évaluer les valeurs de (>p11(0) et ¢%,,,1(0). On a

CanJrl (0) = _Am(o) + Fm(o)

1 m 1 9
=—4+—4+—(1+3 3
12+4+12( + 3m + 3m”?)
L om m
6 2 4
et .
1 mm+1 m-+1 1
Croma1(0) = 2¢p(—1) — Z logT'(k + 1) + (6 - (2)) log2 + 5 logm — o
k=1
Notons par z,,
1
Zm(8) = Z Z VL
n>0 A\eZ,
(ici les zéros sont comptés avec leurs multiplicités).
Rappelons que
(Am(s) = 4%2m(s).
Il reste a déterminer la contribution de {Gn, 0<n< m} :
1. Si m est pair. Remarquons que G,, = G,,_,. On a
Zm(8) = 2Cm11(s) + 200<n<z-1(s) + (2 (s),
avec .
Cosn<ma(s) = > > 2
0<n<Z —1\eZn
et 1
Cm(s)= o5
)\EZ%
En appliquant (2.8)), on a
m+ 2
Cosncm1(0) =~ 5
0<n<Z -1
et
C{)gng%fl(o) == Z bn,
0<n< -1
=— Z (logw — (m+1)log2 —log(n + 1)! —log(m —n + 1)!
0<n<H—1
+ log(m + 2))
1
= log7r7;1+m(m2+)log2 %log(m+2)+ (log(n+1)!

+ log(m —n + 1)!)

m(m + 1)

1 m
= —logm— +
2 2

0<n<mn#%

log2 — % log(m + 2) + Z log(n + 1)!,
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On a aussi,

et
C/%(O) =logm — (m+1)log2 — log(% +1)! — log(% +1)! + log(m + 2).

En regroupant tout cela, on obtient :

2

1 m m m(m+2) m+2 2 m
m@) =2+ 24 ™) o ~ - -
(0 =25+ 5+ ) 1 2 32
et
p B p - 1 m(m+1) m+1 1
2, (0) = 2(2CQ(—1) — g::llogl“(k +1)+ (6 — ?)logZ + 5 logm — ﬁ)
—1—2(—10 W@+wlo 2- "o (m+2)+ Z lo (n—l—l)')
g B) 5 g B g g :

0<n<mn#%

—logm+ (m+1)log2 —I—log(% +1)! —|—log(% +1)! — log(m + 2)

4 1
= 4¢p(—1) 4 2log(m + 1)! + (m + g) log2 — i (m+ 1) log(m + 2)

m—+41
2

(m+2)

1 4
=4¢p(—1) — =+ (m+ §) log 2 — 2log T 1)

6
2. Si m est impair. On rappelle que :
Zm(8) = 2Cm+1 + 2Q0<n<2(s)-

Il suffit d’étudier la fonction

1
Co<ng(m(s) = > 2@7

0<n<[Z] XEZn

et on vérifie que
(m+1)(m+2)

Co<n<(z1(0) = — 1 :
et que
, . om+1 (m +1)? 1 (m + 2)m+ UL
Donc,
1 m m? m?2+3m+2

wO =2+ 5+ T )
2 m
32

et

2, (0) = 2C;LZm+l + 2C(/)§n§[%](0)
( (m + 2)m+! )

= 4(@(—1) + (% +m)log2 — 1 log W

6
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On conclut que pour tout m > 1 on a :

2 m
G () = 2m(0) = =% — 2.
et
Chg(0) = 2, (0) + log 42 (0)
m—+1
1 (m+2) 2 4 4
=4(H(~1) — = —2log ~——— + (= log2 — (= log 2
1 4 4
= 4¢p(—-1) — 6 log hr2 oo 00 + (§ +m)log2 — (§ +m)log2, voir (2.5)
1
= 4((,@(_1) - 6 - IOg hLQ,oo,oov
qu’on écrit sous la forme
1
g’AO( —(0) +loghy2 oo 00 = 4¢p(—1) — G (2.37)

Par les notations et les calculs du paragraphe (2.2)), on constate que

o (0) =T, (TP1; O(m)., )

O(m)oo

2.4 Annexe

2.4.1 Sur un calcul de classes de Bott-Chern
Soit X une variété analytique complexe. Pour tout p et ¢ deux entiers positifs, on note par AP:9) (X)
I'ensemble des formes différentielles de degré (p,q) sur X, par AP-p) (X) le quotient de APp) (X) par
DAP=1P)(X) + JAPP=1)(X) et on pose
A(X) = @penAPP (X).
Si w € A(X), on note pour tout k € N, [w]®) 'élément de A®F)(X) tel que w = Y cnfw]®).
A toute série formelle symétrique ¢ on peut associer une classe caractéristique encore notée ¢ et

une classe secondaire de Bott-Chern ¢ comme dans [GS90b, § 1]. Si ¢(z) = 3 ey axz” est une série
formelle en une seule variable z, on a pour tout fibré en droites holomorphe L,

o(L) = Z arcr (L)E.

keN
Soit £ une suite exacte de fibrés en droites hermitiens sur X :
E:0— (L,hy) — (L,hy) — 0,

et on note par QNS(L, hi,h2) la classe caractéristique associée. D’apres |[GS90b, Proposition 1.3.1], on a :

G(L,h1,ha) = ap k(L by, ha).
keN

Donc, pour déterminer <;~5(L, hi, he), il suffit de calculer les 071“([/, hi, he) pour tout k € N. C’est le but
de la proposition suivante :
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Proposition 2.4.1. Soit X une variété analytique complexe et L un fibré en droites holomorphe sur
X. Si L est muni de deuxr métriques hermitiennes de classes C*°, hy et ho, alors

_ h h
ch(L, by ko) = Y-~ L 1og h2 (dde(~1og h2)) "eh(L, ), (2.38)
k>1 1
et ~ .
F(L, hy, hy) = kI [ch(L, hy, ha)]*, (2.39)

dans E(X), ou f est une fonction est de classe C*° sur X définie localement par — log ngzg, avec

s est une section holomorphe locale de L.

Démonstration. Soit L un fibré en droites holomorphe sur X qu’on munit de deux métriques hermi-
tiennes hq et ho de classe C*°. Si h est une autre métrique hermitienne C'°°*° sur L, on a :

1. ch(L, h,h) = 0, voir [GS90B, Théoréeme 1.2.2 (iii)],

2. ch(L, hy, hg) = ch(L, hy, h) + ch(L, h, hs) voir [GSI0B, Corollaire 1.3.4],

3. ch(L, h1, hy) = ch(O,hy @ hT*, ha @ hTV)ch(L, hy), , voir [GS90B, (1.3.5.2)].

Il suffit donc de déterminer cNh((’), hi,hs2) avec hy est la métrique triviale et hy est C*° quelconque
sur O.

Sur X x P!, on considere le fibré en droites trivial O muni de la métrique h, définie par la fonction
pf, ol f est la fonction qui définit la métrique ho (c.a.d ha(1,1) = ef) et p est 'image réciproque par
la projection de X x P! sur P! d'une fonction positive C* sur P! telle que p(0) = 1 et p(co) = 0.

Avec ces notations, on a d’apres [GS90b] :

ch(O, hy, hy) = —/1 ch(O, h) log |z|?
P

dans A(X). On a

Montrons que :

—/ (0, h)log|2? = Y fddc
Pl

jEN
Dans A(X x P') = A(X) ® A(P'), on a pour tout j € N*,
; J
(dd(pf))’ = (Fdd*(p) + d°pdf + dpdf + pdd° ] )
= w] +j((dd°p) i +0,

ol on a posé wy = dpdf + dpd°f 4+ pdd°f et les autres termes sont nuls puisque (ddcp)k = 0 pour
k > 2. Par le méme argument, on a

(f dd°p)w]™" = f(ddp) (dcp df +dpd°f + pddcf)j_1
= J(dd*p) (¢~ (o) 4+ )
= fp/ 7 ddp (dd°f)’ ! 40
= (p/~1ddp) f(dd )y,
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Q.

et
W = (dcpdf+dpdcf+pddcf)j
= P (dd° Y + jo! "M (dpdf + dpd®f)(ddf)I ™ + (i — 1)p)(dpdf + dpd° f)*(dd° f)'~* + 0
= p7(ddc ) —|—j(d6pdf + dpdcf) (pjfl(ddcf)jfl) _ 2j(j _ 1)pji2(dpdcp)dcf df(ddcf)jfz

Si a € A(X x P), on va noter par {a} la composante de o contenant dz A d°z (ot z une coordonnée
locale sur P!). On a donc,

{wl} = —2j(j — o' 2dpd°pdef df (dd° )/~
Par suite,
{(dd*(pf))} = 3 (0" ddCp) F(dd Y~ = 2(j — 1)p"~*(dpd’p)d° fdf (dd° )/~
= o7 Nddtp f(ddFY T+ 25(G — D)7 dpdp (d(fd°f) ~ fdd°f ) (dd fY
= ¢/ (jdd*p — 2j(j — )dpd°p ) f(dd°FY ™ +2j(j — 1)p? " dpdpd(fd°f)(dd f)I 2
= aj(2) f(dd° Y1 + B (2)d(fd° f)(dde £)T 2
avec a; 1= pj—l(j dd°p —2§(j — 1)dp dcp) et B; := 2j(j — 1)p~L dpd°p sont deux formes différentielle

de degré maximal sur P

Donc, on a dans A(X),

(O, hi,ha) = = [ ch(dd“(p])) log +f*

= - ;’</1aj(2) loglz!2> (ddfy~ / fi(=z 10g|2 d(fd°f)(dd°f)’~
j>1 ’
_ f (dd°f)

On a donc montré que :

ch(L, hi, hy) = ch(O,hy @ b, hy @ hyY)eh(L, hy)
1
J!

Zj ( 10g—>(ddc( log Zi)) ch(L, hy).

2.4.2 Un rappel sur la théorie des fonctions de Bessel

Dans cette introduction a la théorie des fonctions de Bessel, la principale référence est le chapitre
17 du [WW62]. On s’intéressera a une sous-classe de fonctions de Bessel a savoir les fonctions de Bessel
d’ordre un entier.

Pour tout z fixé, la fonction
tier?8) £

admet un développement en une série de Laurent en t. Soit n € Z. Par définition la fonction de Bes-
sel d’ordre n est la fonction qui pour tout z € C associe J,(z) le coefficient de ™ dans ce développement.
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e J,, est une fonction analytique sur C telle que J_,, = (—=1)"J, et

= (G

Inlz) = ; T(r+ Dl(n+r+1)

VzeC si neN.

e J, est une solution de I’équation différentielle linéaire suivante :

d®y  1dy n?
I 2 1 DYy =
d?z + zdz + Jy=0

Relations de récurrence : On a pour tout z € C

d
2, G () = =2 (2), (2.40)
z
¢ n
T(2) = ~Jalz) = Jua (2), (2.41)
* 1
T(2) = 5(Jn-1(2) = Jnta (2)), (2.42)
¢ n
I (2) = Jn-1(z) — ~In(2); (2.43)
* d
(2" Tn(2) = 2" T 1 (2), 2.44
T (=) = P (2) (2.44)
e Les fonctions de Bessel modifiées d’ordre entier sont les fonctions I,, données par
00 (%2)n+27"
In(z) == i "Jy(iz) = ,
(2) =1 (iz) ;F(r—l—l)F(n—i—r%—l) VzeC
On a
[
In - " " b ) .
(2) 2”F(n—|—1)z +o(2"), |z« (2.45)
* 2
n
In_1(2) = Int1(2) = 7In(z), (2.46)
* d
— ("I, =2"I,_1(2), 2.4
T (2)) = 2 (2) (2.47)
* d
(T (2) = 2 e (2), (2.48)
[
d*I,(z)  1dI,(2) n?
- —(14+—=)1 =0. .
de P dZ ( + 22) n(z) 0 (2 49)
[
e 4n? —1 1
I(2) = 1— 0(=)), 2.
()= =(1- =5~ +0(;») (2.50)
avec (|arg(z)| < §), cf. [AS92, 9.7.1].
[
# 4n? + 3 1
I(z) = ——(1— — 2.51
W6 = == T 1 00), (2:51)

avec (|arg(z)| < %), cf. [AS92] 9.7.3].
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Q.

1 enﬁ(z

— 1
T+ 5,00 ey b1 1 28)5 gl (2:52)

Vz vérifiant arg(z) < T —¢, 0 < e < 1, voir [Olv74, 7.18 p.378] ou [AS92, 9.7.7]. Une estimation
d’erreur est donnée par la formule [Olv74, 7.14, p. 377].

I,(nz) =

1+22)1 e 1 28
I (nz) = ( 1+ V Vo —Us) + Kko1(n, z) — —— n,z 2.53
(52) 1+ m2,1(n, 00) (27rn)§z< 1 2 (Ve = U2) + k2a(n, 2) = =5 e )> (2.53)
o 3 1 7 1
Vi(z) = =3 +5r , (2.54)

8(1+22)z  24(1+22)3
voir [AS92), 9.7.9] ou [Olv74, ex 7.2 p.378].



Chapitre 3

Sur la théorie spectrale des métriques
intégrables sur une surface de Riemann
compacte

Dans ce texte, on introduit une classe de métriques continues sur les fibrés en droites sur une
surface de Riemann compacte qu’on appellera métriques 1-intégrables et on étend la théorie spectrale
des opérateurs Laplaciens associés aux métriques de classe C* a ’ensemble des fibrés en droites munis
de ces métriques.

Comme application, on retrouve 1’égalité suivante :

Ca (0) = Ty((P', we); O(m) ),

O(m)

obtenue par des calculs directs dans [Hajb].

3.1 Introduction

3.1.1 Principaux résultats

En Géométrie d’Arakelov, developpée par Gillet-Soulé et Bismut, les métriques hermitiennes sont
supposées de classe C*°. Cela est nécessaire, par exemple, afin de définir les parties de nature spectrale
entrant dans la formulation du théoréme de Riemann Roch Arithmétique, voir [GS92]. Or, il s’avére que
ces suppositions sont tres restrictives. Un exemple de bonnes métriques, sont les métriques canoniques
sur les variétés toriques qui sont continues mais pas nécessairement C*°, voir [Zha95], [Mai00] pour la
construction de ce genre de métriques.

Apres une premiere approche due a Zhang, voir [Zha95]. Maillot introduit une Géométrie d’Ara-
kelov qui tient en compte des métriques admissibles et intégrables, voir [Mai00]. Dans ce texte on
complete cette théorie, au moins pour les surfaces de Riemann compactes, en construisant une théorie
spectrale associée a ces métriques intégrables qui généralise la théorie classique. Ce qui nous permettra
de définir une théorie de torsion analytique holomorphe dans ce cas.

Rappelons qu'un fibré en droites hermitien (E,hg) sur une variété projective complexe non-
singuliére, est dit admissible si hg est limite uniforme d’une suite (hy,),en de métriques C* et positives.
On dit qu’il est intégrable si hg est quotient de deux métriques admissibles, voir (3.7.1)).
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Soit (X,hx) une surface de Riemann compacte ou hy est une métrique hermitienne continue.
Au paragraphe , on rappelle la construction du Laplacien dans le cas classique agissant sur
AOD(X E). Soit Eo, = (E,hp) un fibré en droites intégrable sur X, nous montrons qu’on peut
associer a hg o un opérateur linéaire qui agit qui agit sur A(0.0) (X, E) et étend la notion de Laplacien
pour les métriques C*>°. On I'appellera 'opérateur Laplacien associé & hg o et on le note par AEO@
Plus précisement, on établit le résulat suivant, voir :

Théoréme 3.1.1. Soit (X, hy) une surface de Riemann compacte avec hx une métrique hermitienne
continue. Soit Eo = (E,hp,oo) un fibré en droites intégrable. On note par A%0(X,E)_ le complété
de A®9(X, E) pour la métrique L%, induite par hx et hp oo

Pour toute décomposition de Eo = ELOO ® E;’}X} en fibrés admissibles El,oo et EQ’OO, et pour
tout choixz de suites (hlm)neN (resp. (hgm)neN) de métriques positives C*® sur E1 o (Tesp. sur Ea )
qui converge uniformément vers hi oo (resp. ha o), pour tout & € AY (X E), et si l'on pose E, =
Ei,® Ez_,i Alors la suite (Ag §), . converge, pour la norme L2, lorsque n +— oo vers une limite
Aﬁmf dans A®9(X, E)_ . Cette limite ne dépend par du choiz de la décomposition ni de celui de la
suite.

On a
1. Ag_ est un opérateur linéaire de AY0(X | E) vers AYO(X, E)_
2.
(Ag, (f©0),g@T) = (f®0, A5 (90T))1a
B a f 9 (3.1)
_27T/hEOOO', ﬁade/\dE

Vf,g € AY(X) et o,7 deux sections locales holomorphes de E tels que f @ o et g @ T soient
dans ACO) (X, E). En particulier,

(AE(}O&.? él)LQ’OO = (£7 AEmgl)L27ooa

Ve & e AOO(X E).

(Aﬁwg’g)L2,oo >0 V§ S A()’O(Xv E)

Si ’on choisit convenablement (hn)n une suite de métriques de classe C* qui converge uniformé-

. —tA= s
ment vers ho, alors nous sommes capables de relier e” ~Fe & (e la suite de noyaux de

"nen'
Chaleur associés a (h”)n' En fait, si (hy)nen vérifie les deux conditions suivantes :

1.

< o0
sup

sup

sl (5 1) s

0z 0z hn

ol {%} est une base locale de T X. Rappelons que ne dépend pas du

1
o0 9\ 29 hnia
hX(az’r?z) 9z log 7

choix de la base locale.

2. )
Z "1 < 00.
n=1 hn—l sup

Alors, nous montrons le théoreme suivant, voir (3.4.8]) :
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Théoréme 3.1.2. On a,
—tA= —tA—=
E - E
(6 n)neN n—00 € =

dans Uespace des opérateurs bornés sur le complété de A0 (X, E) pour la métrique L?,.

Apres nous montrons que AEO@ possede un spectre discret, infini et positif. L’étape suivante est

’étude de Popérateur P®e tALoe oll P est la projection orthogonale & ker AE s pour L?,. Nous
montrons qu’il est nucléaire, on peut alors introduire la fonction Théta associée en posant :

foo(t) := Tr(P®e tAE) Vit >0,
Nous montrons qu’on a convergence simple de :

(0n(1),, ey = Ooc(t) Yt>0,

n—oo

ou 0, est la fonction Théta associée a Ag p,, .
Ces résultats sont regroupés dans le théoreme suivant, voir (3.4.16)) pour la preuve :

Théoréme 3.1.3. Pour tout t > 0, e "AE est un opérateur nucléaire. On a

lim 0, () = foo ().

Ur— 00

La fonction Zéta (o définit par :

est holomorphe sur Re(s) > 1 et

() =3 Aj W Re(s) > 1.
k=1 "‘ook

admet un prolongement analytique au voisinage de 0 et on a

(%(0) = lim ¢,(0).

uU—0o0

avec G est la fonction Zéta associée a Ap,,.

On notera qu’afin de démontrer ce théoréme on aura besoin d’une borne inférieure positive non
nulle pour la suite (A1 )nen, ol A1, est la premiere valeur propre non nulle de AEn pour tout n € N.
L’existence de cette borne sera déduit de la proposition suivante, qu’on établit dans (3.7.17)) :

Proposition 3.1.4. Soit (X,hx) une surface de Riemann compacte et E un fibré en droites ho-
lomorphe. Soit hg o une métrique hermitienne continue sur L. Soit (hy)n, une suite de métriques
hermitiennes C*° sur L qui converge uniformément vers hoo. Alors il existe une constante o # 0 telle
que

A
o < 2L

< <
)‘1710

, Vigp<g.

Q|+

On termine par montrer que la suite des métriques de Quillen (|| - ||,5, Jnen converge vers une
limite et que cette derniére est représentée par la métrique || - [|@n. = || - | 22,00 €xP(¢5(0)).
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3.1.2 Organisation de l’article

Dans le chapitre (3.2)), nous introduisons la notion de métrique 1-intégrable. On consideére alors la
définition suivante :

Définition 3.1.5. Soit (X,w) une surface de Riemann compacte et wx une forme de Kdhler. Soit
E = (E, hoo) un fibré en droites intégrable sur X.

On dit que (E, hoo) est 1-intégrable s’il existe une suite (h”)neN de métriques de classe C® sur FE
qui converge uniformément vers hoo vErifiant que :

1. Il existe E1 et Ey deux fibrés en droites admissibles tels que E = E1 ® EQ_I et deux suites
(hlan)neN et (hQ:”)neN de métriques positives de classe C*° sur Eq respectivement sur Eo telles
que (h17n)n€N respectivement (h2v")neN converge uniformément vers hy o Tespectivement vers
ha o et que

hn = i @ h3h ¥n €N,

ou il existe I/, une métrique positive de classe C*® telle que h, @ h' est positive, Vn € N.

h

> n
T;Hh”—l -1

1
2

< 00,
sup

< 0. (3.2)

sup

9 0\-3 0 hy,
o (g ge) g oes,

Les principaux résultats du chapitre (3.2]) concernant cette nouvelle notion de métriques sont les
théoremes ((3.2.5) et (3.2.12)). Nous commengons tout d’abord par remarquer que

0 O\—30 ho,
(’hX<az’az) Qazloghn_aneN

est une suite de fonctions bien définies sur X et qu’elle est L?-bornée. On notera a 'aide d’exemples
que la convergence uniforme n’est pas suffisante pour garantir . Nous établissons que toute mé-
trique continue avec des conditions de régularités faibles sur un fibré en droites sur une surface de
Riemann compacte X est intégrable, c’est 'objet du théoréme ; L’idée clé est le fait que toute
métrique positive est admissible.

Dans la proposition (3.2.8)), on y trouve une large classe d’exemples de suites de métriques sur O(m)

=0

sup

1
- . . —3
sur P! vérifiant (3.2)) et on notera qu’on peut avoir aussi hmneNHh X <%, %) % log hh’il

Afin de répondre, partiellement, a la question , on se restreint a la classe des métriques in-
tégrables invariantes par 'action de S', par exemple les métriques canoniques sur P'. Notons que
les résultats énoncés ici, sont tous vérifiés par les métriques canoniques sur P!. Dans la proposition
(3.2.11)), on s’intéresse a des métriques d’origine dynamique. L’observation des différents exemples
nous amene & introduire la classe des métriques intégrables invariantes par S! qui sont C* sur P!\ S
|

max(wol i) est intégrable, invariante
par S! et C> sur P!\ {|z| = 1}. Le principal résultat de ce paragraphe est le théoréme (3.2.12)), ot on
montre que est vérifiée si hoo est intégrable, invariante par S' et de classe C* sur P!\ S avec S
un compact de P!\ {0, 0o}.

ot S est un compact de P!\ {0, 00}, par exemple la métrique

D’apres le théoreme (|3.2.12)), il est naturel d’introduire la définition suivante : Soit X une surface
de Riemann compacte et hg o, une métrique admissible sur £, un fibré en droites sur X. On dit que
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hE oo est “1-admissible” s’il existe une suite de métriques positives de classe C*° sur L qui converge
uniformément vers hg o telle que

0 0.-10 hn
n( )72 5 log

su A < 00,
neéf* 0z’ 0z hn—1 sup
(ou {%} est une base holomorphe locale de T'X) et
Z W " —1|| < oo
n=1l"tn-1

et plus généralement, hg o sera dite “l-intégrable” s’il existe hj o et hg oo deux métriques “1-
admissibles” telles que
hE,oo = hl,oo ® hiéo

Avec les notations de la définition (3.2.13]), on montre qu’il existe des métriques 1-intégrables continues
mais non C*°, c’est 'objet du théoréme (3.2.15)). Notons que nos résultats s’étendent a toute métrique
ayant cette propriété.

Remarquons que (3.2.5)), nous fournit une large classe d’exemples d’application pour la théorie
développée dans le texte.

Les paragraphes et (3.3.3]) sont consacrés a l'extension de la notion du Laplacien généralisé
aux cas des métriques intégrables sur les fibrés en droites holomorphes sur une surface de Riemann
compacte. On propose deux approches différentes, dans la premiére nous montrons que pour tout choix
(hn)n de suites de métriques positives C*>° qui converge uniformément vers une métrique admissible
heo, la suite d’opérateurs Apgj, converge fortement pour la métrique L? vers un opérateur qu’on
notera par AEX,’ voir le théoréme . Lorsque X = P!, le théoreme décrit la deuxieme
approche qui consiste a définir directement 'opérateur Ag j_ par une formule qui étend ’expression
locale du Laplacien dans le cas C*° en montrant que le coefficients de ce dernier ont encore un sens
dans le cas de hg .

On termine, par prouver que les deux approches définissent le méme opérateur, qu’on appellera le
Laplacien associé a hp .

Dans le chapitre (3.5)), on étudie la variation de la métrique sur 7X. On considére une métrique in-
tégrable sur T'X, qu’on lui associe un opérateur Laplacien noté Ax . on montre qu’il admet un noyau
de chaleur e *2x.> qui peut étre approché par une suite de noyaus de chaleur (e_tAX n)n de classe C*™.

Le (3.6)) constitue une annexe regroupant quelques résultats techniques utiles, on y trouve un rappel
sur les opérateurs bornés, compacts et nucléaires sur un espace de Hilbert. En combinant plusieurs
résultats on établit dans (3.4]), que

e Bhe > ()

est un opérateur nucléaire, en d’autres termes nous établissons que

Ooo(t) := Z e~k < 00
k>1

oll {Aso i }ren sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicités. Si I’on note par

1 o
C“(S):r(s)/o #5710, (D)dt, s €C,
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alors nous montrons notre principal résultat de ce paragraphe :
lim ¢/,(0) = ¢/ (0
lim ¢4(0) = ¢4 (0)

est la limite est finie.

Cela explique nos précédents calculs et le fait que
Ty (P, 0o ); O(m) o) = Cag— (0)

ou le terme a gauche est obtenu comme limite de ¢/, (0).

L’appendice regroupe quelques lemmes et résultats qui seront utilisés tout au long de cet ar-
ticle, par exemple on établit un lemme technique qui nous permet de construire a partir d’une famille
discrete ou une suite (hy,)nen de métriques hermitiennes, une famille & parameétre continu u € [1, 00|
qui interpole (hy,)nen aux points entiers et qui varie de fagon C* en fonction u. Ce lemme sera utilisé
pour étudier en particulier la variation des e *AL:in en fonction de n en utilisant la formule de Duha-

@ _tAu
mel pour 5-e .

3.2 Sur les métriques intégrables sur P!

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au probléme suivant : Etant donnée une métrique ho, admissible,
plus généralement intégrable (voir (3 pour la définition), existe-il une suite (hy,)nen de métriques
hermitiennes positives de classe C°° qui converge uniformément vers hoo telle que :

88 L0 hn,

h .
E‘QEH x50 508 M, < (3.3)
Si l'on fixe une métrique L? sur A*C(P!), alors la suite (’hx 8@ g)_%%log hh"I ) N est L2
m— €
bornée, en effet on a
0 0.10 L0 IENE
Yy & lo
Inx (G 52" 5 /‘ az az )52 ghn_l)’ WX
= (1 n
/X‘az( o hn_l)‘ o
hy
:/ tog 7"~ (e1 (L ) = e1(L. 1)
/10g c1(L, hy) +/log cthnl)
n 1
< 2deg(L)||lo
g H & h 1 sup

(on a utilisé la positivité de c1(L, hy,)).

On remarque qu’en général, le fait que (hy),en converge uniformément vers ho, n’implique pas
nécessairement la propriété (3.3), en effet, si 'on considére par exemple le polynome P(z) = 2% — 2,
et on pose hy, la métrique hermitienne sur O(1), définie comme suit :

H—
(1+ P77

|- lln +=

1. ou P (2) = P(P™)(z)) pour tout n € N.
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alors on montrera que (hy)nen est une suite de métriques hermitiennes positives de classe C*° qui
converge uniformément vers une métrique continue qu’on note par ho cf. [Zha95|]. Mais, comme

0 oz = LEPPEIPIE) (I POE) PO
0z ST T o T L PR T 1+ [PO)(2)2
et puisque P(2) = 2, alors
o oo h on+1
il A (2) =
5, 108 (2) = —
Par suite,
0 0._.10 b, 4,

Il est naturel de s’intéresser aux métriques intégrables singulieres, puisqu’on les métriques qui sont C*°
vérifient automatiquement la question ci-dessus. On commence par étudier une classe de métriques
associées & des systémes dynamique sur P!, on montrera que se sont des métriques intégrables sin-
gulieres plus précisément on va montrer qu’elles sont toujours de classe C* sur P!\ S, ou S est un
compact de C. On en déduira des exemples de métriques vérifiant la condition ci-dessus.

Plus généralement, on démontrera que toute métrique intégrable invariante par l'action de S' et
qui est de classe C* sur P!\ S ou S est un compact de C*, par exemple les métriques canoniques sur
les fibrés en droites sur P!, vérifient la propriété ([3.3)).

On note par S I’ensemble des compacts de P!\ {0, co}, notons que cet ensemble est stable par union
finie. Si h; (resp. hg) une métriques continue de classe C* en dehors S; (resp. S3) avec S1,52 € S
alors hy ® hy est C°° sur P\ (51 U S).

Définition 3.2.1. On note par ﬁmt,g(ﬂ”l) le sous-groupe de ﬁﬁmt(ﬂ”l) formé des classes d’isomorphie
isométrique des fibrés hermitiens intégrables L = (L, h) sur P tels que h soit de classe C* sur P\ S

ou S €S.

Picines,0(P!) le sous-groupe de Picint(P') engendré par les métriques de classes C*° et les métriques
radiales intégrables qui sont C*° sur le complémentaire d’un élement de S.

On note que ﬁi\c(]P’l) est un sous-groupe de ﬁ%mt’s,g(]}»l)

_—— 2 2
Aussi, on définit CHy,; s(P') comme étant le sous-groupe de CH,,,(P') engendré par les éléments
_ —

de la forme o- ¢ (L)1, o € CH ' (PY).

On rappelle le lemme suivant qui sera utile dans la suite :

Lemme 3.2.2. Soit [a, b] un intervalle compact de R et (f")nEN une suite de fonctions réelles convezes

différentiables sur [a,b]. On suppose que (f”)neN converge uniformément vers une fonction f sur [a,b],
alors pour tout [a, B] Cla,b[ il existe une constante c telle que

|fn(@)| <e, Vzela,f] Vnel.
Démonstration. C’est un résultat classique. O

Proposition 3.2.3. Soit X une variété complexe projective et L un fibré en droites ample sur X.
Toute métrique positive sur L est admissible.

Démonstration. Voir [Mai00, Théoreme 4.6.1]. O
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Proposition 3.2.4. Soit X une variété complexe de dimension d et A C X un ouvert relativement
compact tel que A soit une sous-variété réelle a coins de X. Soient f et g deux formes différentielles
de classes C* au voisinage de A de bidegrés (p,p) et (q,q) telles quep+q=d—1. On a :

[ (pddcq — gdacs) = [ (sarg— gy
A 0A
Démonstration. Voir par exemple [Dem]. O

Théoréme 3.2.5. Soit X une surface de Riemann compacte. Soient Ay C Ay C ... C A,y C X m ou-
verts non vide relativement compacts tels que A1, ..., Ay, soient des sous-variétés réelles a coins de X.

Soit g une fonction réelle continue sur X. On suppose que pour tout © > 1, il existe une fonction
gi de classe C? sur un voisinage ouvert de A; \ A;_1, on prend Ag = (), telles que

g‘Ti\Ai—l - gi‘Aii\Aifl = 17
et
d°g; = dg;_1  sur 0A;, Vi>2.

Soit L un fibré en droites sur X et h' une métrique hermitienne de classe C*° sur L alors la
métrique suivante :

hg = h' exp(g)

est intégrable.

Démonstration. Soit A®Y(X), le sous-ensemble de A%°(X) des fonctions positives. On choisit un
plongement de X dans un espace projectif et note par (O(1)|,, hrs) la restriction a X de O(1)ps par
ce plongement, c’est un fibré en droites strictement positif sur X. Pour montrer la proposition il suffit
de montrer qu’il existe N € N tel que le courant

dd®(—log(hg @ hy)) >

Comme h' est C*° donc, elle est intégrable, alors il suffit de montrer que la fonctionnelle

[[x gdde|

0,0 _
p e AP0\ [0} — T

est bornée, ol wx est une forme volume de classe C*.

On a
dd°p = / dde
/X gdd“e ; L, 940
:Z[, gidd°p
— JANA;
= Z/ 9i¢+/7(gidcw — @d°g;) —/ (gid°p — pd°g;)  (3.2.4)
AN\A; 1 0A; 0A;_1

= Z/ d°gip + Z/ (gi — giv1)dp + / o(dgi — d°giy1)
AN\A; — Joa, 0A,

= Z / d°gi
A; \Az 1




3.2. SUR LES METRIQUES INTEGRABLES SUR P! 135

Soit z une coordonnée holomorphe locale et soit 6 un difféomorphisme holomorphe au voisinage
de z. Si l'on pose y := 6(z), alors :

o 0N\-1 9% o 0\-1 9%
h =hx|=—, =

X(az az) 020% X(ay’ ay) Yoy’
ou {(9 } est une base locale de TX, 2 oy = 0*% et g(y) = g(0~y).

Par hypothese sur g et d’aprés la regle de changement de variables précédente, on a

( o 0 )*1 0%g

Noz7 02/ 0207

est bornée, sur chaque carte de X. Comme X est compacte, alors on conclut qu’il existe deux constantes
c,c telles que

c/ gowxg/ ddcggogc'/ pwx Yeoe A" (X),.
X X X

Il existe N € N tel que
NCI(O<1)FS|X) +cwx > 0.

Par conséquent

/ Npci (O FS\X) +log hy(s, s)ddp > /X go(Ncl((’)(l)Fg|X) +cwx) > 0.
On conclut que
h®N ® hg)
est positive, donc admissible par (3.2.3). 0
Remarque 3.2.6. Si I'on pose
1 fioe
g = 10g —,
hrs
ol hoo est la métrique canonique de O(1), alors g est un exemple de fonctions vérifiant les hypotheses
de la proposition.
Remarque 3.2.7. (3.2.5) peut étre étendu en dimension supérieure.

Proposition 3.2.8. Soit m un entier positif non nul. Sur P', on munit le fibré en droites O(m) de
la métrique suivante :
|- 1
hop (s ) ([wo = 21]) = = V[zo:am] €P,
(|zo () + |y [x(P)) xt2)

ot x est une fonction réelle croissante définie sur RT telle que x(p) € N*, si p € N*. Alors, il existe
une constante co telle que

11
x(p—=1)  x(»)

En particulier, (hyp)p converge uniformément vers ho ; la métrique canonique de O(m), et il existe
c1 et co deux constantes non nulles telles que

- 1= e

-1

SCQ( ) VpGNZl. (3.4)

Hhxp 1 sup

hX?p

[NIES

91
) g

&1

< c9 log(X(p) ) Vp € N>q.
X,p—1 llsup X(p - 1) -
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Démonstration. Soit x > 0, on a

d 1 "(
@ Xy xm — X
(14 2XY) X ;

t) <10g(1 _|_ xX(t)) JjX(t) 10g J;X(t) )
dt x(t)? '

(1+2XO)XT (1 4 2x®) 5@

Lorsque 0 < z < 1, on montre que

d _ 1
Z (142X Xm0 < (2log2 4+ et .
gL T X0 < (2log2+e )x(t)2

donc, Vp € N>

! (t) (®) (®)
(1+xX(P))_ﬁf(1+$x(p—1))—ﬁ _ /p X(tZ(IOg(l—i—xX 1) ~ 2WlogaX 1 )dt‘
p—1 X(t) (1 +$X(t))m (1 —|—J;X(t))1+m
P ’(t
< (2log2 +e7! / XY
(Glog2+e7) J ey

m—1 1
s ) o| o BT s
m—1 1
hop—1 (14 [2XE-D)XG=D (1 4 |2|x~1)xG-D
1
< gn_(L+ )T
(14 |zxe-D)xeD
1 1 _ 1
< 2™(2log2 + et - 1+ |zXP=D)xe-D
( )<x(p—1) x(p)>( . )
1 1 1
< 2MXG-T (2log2 4 ¢! — .
( )<X(P -1) x(p))
Si |z] > 1, il suffit de remarquer que P (2) = foxp (%) et de se ramener au cas précédent.

hy.p—1 hy,p—1
On déduit que (h, p), converge uniformément vers une limite qui n’est autre que ho ; la métrique

canonique de O(m).

On a pour tout z € C,

1+ ’z‘X(P) 1+ |z’X(p—1)

x(p) x(p—1)
oo (z) = mmax(1, \z|2)1( 12 2 )

max(1,|z|)2glogh : .
X>P—

0z
Notons que cette quantité est bien définie en z = 0, puisque x(k) > 1,Vk € N.

On voit que

1’ |z|x®) |z|x(P=1)

— 2 - -
= mmax(L, |2[) | |2 X®) 1 4 |z[x(=1)

’max(l, ’2‘)2(;92 logm(z) ‘ <2m VzeC.

X,p—1

Montrons qu’il existe deux constantes c; et cs telles que

ol b

x(p)
@) 9252

< clog() Vp € N>j. 3.5
sup X(p_ 1) =! ( )

0 h
_ 1 X,P
82’ 8 hXﬁD—l

[NIES

1-—

C1
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Pour montrer 'inégalité a droite, cela il suffit de montrer que pour tout = €]0, 1], on a

1 1
1+ zx(P) 14 gxe-1)

< CQxlog(
xX(p

Fixons x dans |0,1[. On a, Vp € N>

1 1
14+ ax®) 14 pxe-1)

PN (t X)) =1 190 Xt
< cox X( )dt, co = sup Y | Ogty2 |
p—1 X(1) veo,l, >0 (14 yxX®)
x(p)
= cox lo )
-1

Montrons maintenant 'inégalité a gauche. On a, pour tout x €]0,1] :

x(p—1)
1 B 1 ]x—x x(p) ‘
1+$X§<p<;>l> 1+z (1+x)(1+xxg<p<;>l>)
> 1’:1} —;L'X;p(;)l)
— 4
x(p—1) b s x(p—1)
=|1- logx| P ou ¢, € ,1
| @) 187! e x(p) |
-1
> ‘1— X()]z(p) ) log z| z,

(le ¢p résulte de I'utilisation du théoreme des accroissements finis) par suite

o 0,10 h 0._10 h
h(=, =) 2= log —2-| > h(=—, =—)"2 — log —XL_
H (821’ 82:) 9z 8 hoep—1llgup \?lépl (87;’ 82) 52 08 hx,p_l(z)
m 1 1
0<x21 |14+ ax®) 14 pxe-1)
S 1 1
> m sup — —
0<z<ilq S 1+a
-1
>m sup |1 — xp—1) llog z|x
0<z<1 x(p)
ol x(p—l)‘
x(p)
Si ’on pose
-1
[ :=lim supM.
p—oo X(P)
alors 5 9 )
1
lim su ’h —, —)2 log —XL 0.
pr—>oop (Bz 8z) 8 hx,p—l sup 7&

sil <1, (par exemple, x(p) = 2P). En effet, on a pour tout z fixé :
1 1 ) 1 1

1
lim sup T - — - = — -
P00 |2|XB) M1+ (|z|X@ )x®) 1 4 (|z]X® )x(p—1) L+]z] 1+ 2]
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Sil =1, alors de (3.5)), on déduit que

0 hoy
1 h(— 2 log —XP_ =0.
e g los |
O
Remarque 3.2.9. lim suppHolo(% %)2 log o #0,si limsup,, X(p 1 ) £ 1 par exemple
sup
pour x(p) = 2P, et lim suppHolo(ag 8@)2 log - o =0, si limsup,, ., gg;)l) = 1 par exemple
up
si x(p) = p-

Remarque 3.2.10. Lorsque x est un polyndme, alors il existe une constante ¢ # 0 telle que

0o 0

1 0 c
I 939
Hh(az’ﬁz) 28z ghxp 1

~ < (3.6)

sup P00 p

Proposition 3.2.11. Soit L un fibré en droites sur P', engendré par ses sections globales, et f : P! —
P! un morphisme de degré d, défini par un polynéme P(z) = 2% 4+ a2~ 4 -+ + aq. Le morphisme f
induit un isomorphisme de fibrés en droites :

¢: LT — L.

On considére hy une métrique hermitienne positive de classe C*° sur L, on construit par récurrence
une suite (hy)pen sur L comme suit :

-

hy = (6" f*hp1)

Cette suite vérifie les propriétés suivantes :

Vpe NZI'

1. (hp)peno converge uniformément vers une métrique ho continue.
2. hs est admissible.

3. Il existe J, un sous-ensemble compact de C d’intérieur vide tel que hy, soit de classe C*° sur
PL\ J.

4. Siag=ag—1 =0 alors 0 ¢ J. Dans ce cas, on pose
ho(-,-) = |- |2ewn et hool,") =1- ‘2611100’

o Yp = Jqiloghy, et oo = [q1loghs. Alors, on a
(a) hy, est invariante par S*, positive et de classe C*°, ¥n € N.

(b) heo est invariante par S*, positive , de classe C*° sur P*\J et non de classe C* au voisinage
de J.

(¢) (hn), ey converge uniformément vers hoo
En d’autre termes, (L, hoo) € ﬁ\iCintg,g(Pl).

Démonstration. On a 1) et 2) sont due a [Zha95].

Soit ¢1(L, he) le courant de Chern associé & (L, hs,), alors on montre dans [FS94], que le support
de la puissance maximale de ¢1(L, hs), donc ¢1(L, ho) dans notre cas, coincide avec 'ensemble de
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Julia qu’on note J, c’est un sous-ensemble compact de C d’intérieur vide, voir [Mil06l, Corollaire 4.11].

Montrons que hy, est de classe C* sur P\ J. On pose u = —loghy,, U := P!\ J et on note par v
le courant dd“u. On a v, = a (L, hoo)|U = 0, en particulier v est de classe C*°. D’apres [GS90al 1.2.1
théoreme], il existe v’ un courant de degré (0,0) tel que

v=ddu, et uTU est C*°.

Comme dd°(u — u') = 0 et puisque P! est compact Kéhler alors d’aprés [GS90al, 1.2.2 théoréme], il
existe w une forme harmonique, telle que u — v/ = w. Mais P! est projectif donc w est une fonction
constante, par suite, u|,, est C* et donc hy, l'est aussi. Cela termine la preuve du 3).

Avant de démontrer le 4), on note qu'il possible d’avoir 0 € Supp(ci(L, hy)), par exemple, si
P(z) = z? — 2 alors on montre que J = [—2,2], voir [Mil06, lemme 7.1]. Supposons que P est de la
forme suivante :

P(z) =204 a2 4+ 4 ag_o2?,

et montrons que dans ce cas, que a log h est nulle au voisinage de zéro, ce qui est suffisant pour
montrer 4). Par continuité, il existe n > 0 tel que |P(z)| < |z| pour tout |z| < n. Par suite

1P(M(2)] < g V2| < g vn € N. (3.7)

Soit 2] < 3, on a

9 |1 &(PM(2)) PW(z)
119 (pw
< i 5, P )| par B
PM(g)

-
2 /£| (€ 2)° “|

2

n / 1
< L[ ———ldgl| par B7)
2d" Ujgj=n | ¢] — |=]|" |

on a donc, montré que pour tout |z| < %,

] log hy,( ‘ <1 vpeN.
dn
Par un théoreme classique sur la convergence uniforme de suites de dérivées de fonctions diffé-
rentiables, on déduit que logh, est différentiable sur {|z| < 2} et 2 logh, = 0 sur {|z| < }. On
pose

¥n ::/ logh, VneN ot o ::/ log ha,
St St
Donc,
ha () o= |- [e,
est de classe C™ et elle est radiale par construction. On a dd®logh, = [q dd®logh,, donc h,, est

positive. On vérifie que (h,,),, _ converge uniformément vers hoo (-, ) := |- |2e¥> qui est C* sur P!\ J.
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On conclut que hy € S.

Notons que ho est nécessairement non C* au voisinage de J; En effet, supposons que ho, est
C> sur P!. Puisque J est d’intérieur vide, alors I'adhérence de P!\ J est P! et par la continuité des
dérivées secondes on déduit que c¢1(L, hoo) = 0 au voisinage de J ce qui est impossible.

Notons que ce fait, n’est pas trivial puisqu’on peut trouver une métrique C* telle que le support de
sa premicre forme de Chern soit un compact de P!\ {0, 00}, en considérant par exemple une fonction
¥ sur C telle 1) = 0 au voisinage de 0, de classe C* en un voisinage ouvert de S! et ¥(2) = log |z| si
|z| > 1, alors 1 définie une métrique sur O(1) (puisque ¥ — ¥, est une fonction bornée sur P!) et
montre que le support de sa premiére forme de Chern est un compact de P!\ {0, 00}. ]

Théoréme 3.2.12. Soit h une métrique intégrable sur un fibré en droites L sur P*. On suppose que
heo est invariante par laction de S' et qu’il existe S € S tel que h soit de classe C* sur P1\ S. Si
hoo = h1,00 ® h2_c1>o avec hi o €t ho oo sont deur métriques admissibles, alors pour tout choix de suite
(hn) pey (resp- (ham), o) de métriques positives de classe C*° convergeant uniformément vers hi oo
(resp. ha o), il existe (h”:P)neN une suite de métriques de classe C*° qui converge uniformément vers
hso telle que

1.
hy, hn,
log —=£— < ||log (3.8)
n—1,p sup hn—l sup
2. 1l existe M > 0 tel que
o 0\-30 h
hpt | =—, =— — (log —2"— <M V¥V N>1. 3.9
e (52 52) (o, =) < e (3.9)

3. Il existe I/, une métrique positive de classe C* telle que h,, @ h' est positive pour tout n € N.

Démonstration. Soit h une métrique intégrable invariante par S! et a singularités contenues dans un
ensemble S appartenant a S.

Par définition de S, il existe deux réels 0 < r < R tels que
S c {r<|z| < R}.
Il existe hoo,1 €t hoo 2 deux métriques positives telles que hog = hoo 1 ®hiio et deux suites (R )nen

et (han)nen de métriques positives de classe C*> qui converge uniformément vers hj o respectivement
vers hg oo sur P'. Biensiir on s’assure que toutes ces métriques sont invariantes par S'.

On pose hp = h1n ® hy,, Vn, 1 = 1og heo, thn = log hy, pour tout n € N.

Soit p une fonction réelle de classe C* sur P! radiale telle que 0 < p < 1 et vérifie :

1 sifz| <35
p(z)=q 0 r<[z] <R
1 |2| <2R

On pose

et
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pour toute section locale s de L.

On a, pour tout n € N> :

lg(h") = Yy = Yt = (1= p() (it — ) = (1= p() o (7).

donc,
hn
n,0
B 1,p

h
log —~

—1 llsup

log Vn € N>q.

sup

On a aussi,

log<2Oo ) Unp = Yoo = (L= p(2)) (oo — ¥n) = (1 — p(2)) log<}]z—n) Vn e N,

o

alors, pour tout n € N, h,, , définit une métrique hermitienne continue sur L, en plus on note que la
suite (hy,,), converge uniformément vers ho. On a 4y, , = by, sur {r < |z| < R} et comme ¢ est de
classe C*° au voisinage de {|z| <7} U {|z| > R} alors la métrique hy, , est de classe C*°.

COHIHIGHQOHS par remarquer que

sur P!\ ({|z| < EU{lz| = ZR}).

On pose pour tout u € R :

Cn.i(u) :=log hy, ,(exp( u)) pouri=1,2,
Cn(u) := Cn1(u) — Cp2(u) = (log hy (exp(—u))),
Cr.p(u) :=log hnp(exp( u)),
Coo(u) :=1log hoo (exp(—u)).
On a
Cop) = plexp(—))Coe() + (1 = plexp(—1)))Culu)
= p(u)Coo(u) + (1 = p(u))Cn(uw).
Donc,

Crp(u) = 7' (1) (Coo (1) = C(u)) + P(u)Clo(u) + (1 = p(u))Cp(u) Vu €R,

Notons que cette quantité est bien définie.

Puisque C,,; est concave et C* pour i = 1,2 et n € N, alors d’aprés (3.2.2), C/, est uniformément
bornée sur compact de R. En notant que |8C* ]zH% log h*] cela permet d’affirmer Iassertion (3.9)).

Montrons qu’il existe une métrique positive i’ telle que hy, , ® b’ soit positive pour n >> 1. Donc,
en language de la théorie des fonctions concaves, il suffit de trouver une fonction concave C’ telle que

Cpp(u) +C"(u) <0, VneN, VueR.
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Rappelons que

T L expuc(w)
0z0z" = g FPLEW ),

ou ¢ est C*™ qui vérifie P(z) = ¥(|z]) et C(u) := Y (exp(—u)),Vu € R.

On a

Crp() = p"(u)(C(w) = Cn(w)) + 27" () (C'(u) = Cpp(w) + p(u)C"(u) + (1 = p(w))Cr(u)  Vu € R.

Notons encore que cette quantité est bien définie.

Sur {u < —log(2R)} U {u > —log 5} = {|z| > 2R} U {|z| < 5}, on a
Cn p(u) = Cop(u),
Par suite, C{; , est négative sur cet ensemble.
Sur {§ < |z| < 2R} = {—1og2R < u < —log§} =: K, K est un compact de R. donc Cj, est

uniformément borné sur K. On voit donc que C,/ (1) est une somme de deux termes, un terme qui
bl
est négatif sur R, et le deuxiéme est borné uniformément en n sur K.

Si 'on consideére par exemple la métrique de Fubini-Study hpg et on pose Crs(u) = —log(14+e72),
alors, par un calcul direct, on montre que
4ef2u

C// W)= ——
FS( ) (1+6_2“)2

< max(Cpg(a),Crg(1),Crg(b)) Va <u <b.

Donc sur K, on aura

16 R? de—2 2
C%S(U)Smax(— 5 — € - Tl 2)'
(1+4R%)" (1+e2)”  (1+37?)
Donc, on peut trouver N € N tel que
Cp ,(u) + NCig(u) <0 Vu€R,

ce qui veut dire que
np @ 5

est positive, donc admissible par (3.2.3]). O

Définition 3.2.13. Soit (X,w) une surface de Riemann compacte et wx une forme de Kihler. Soit
E = (E,hs) un fibré en droites intégrable sur X .

On dit que (E, hoo) est 1-intégrable s’il existe une suite (h”)neN de métriques de classe C® sur E
qui converge uniformément vers hoo vErifiant que :

1. Il existe E1 et Ey deux fibrés en droites admissibles tels que E = E1 ® EQ_I et deux suites
(h1,n) pen €t (han), oy de métriques positives de classe C* sur Ey respectivement sur Ey telles

que (h17n)n€N respectivement (th")neN converge uniformément vers hy o Tespectivement vers
ha o et que
hp =hin®hy, VneN.

ou il existe I/, une métrique positive de classe C*® telle que hy, @ h' est positive, Vn € N.
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2.
ZHh sup< o
3. 1
(G 50) o] <o

On note par f’i\cinm(X ) le sous-ensemble de Picint (X) formé par les classes d’isomorphie isomé-
triques des fibrés en droites 1-intégrables.

Proposition 3.2.14. Soit X une surface de Riemann compacte. On a ﬂ:mt’l (X) est un sous-groupe
de Picint (X) qui contient Pic(X).

Si X =P, alors

ﬁi‘mt,s,o (PY) ﬁmm (Ph).

Démonstration. Soit (Ll, ) et (Lo )) deux fibrés en droites munis de métriques 1-intégrables.
On considere (h,gl)l)n N (hfl)z) deux suites comme dans la définition (3.2.13) associées a hy)

respectivement a hg). On a

9 O\—3 0 hg) ®h$z2) 0 0y=20 h%)
ho(2 0N ( hn ®hn” < h log
nz%l; X<3z’ 8z> 0z Og<h511_)1 ® h7(12_) > sup ”zlﬁl};l X(a 102 —178tP

+ sup
n€N21

0z
0 8) %2 h(2)
02 0:) 92 %D

(2

1 ''sup

Du lemme (3.2.16)), il existe C' et C’ deux constantes positives telles que pour n > 1

Y @ i) : B e |2
T @ ) Y sClelcm e
hn—l ® hn—l sup hn—l ® hn—l sup
1
hq(zl) hg) 3
e oL
n—1 " Sup 1 ''sup
h(l) 3 h(2)
hy, 21 Nsup h Z1 lsup
( ‘ (1) 1 (2) 1
iy
h’ELlll sup h,@l sup
ce qui donne,
> r @ n) 2
—_—— 1 < 00.
neN hg_)l ® h1(12_)1 sup

Donc,
(Ll, h(l)) & (LQ, h(z)) S ﬁEintJ(X).
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Soit ( Tah(l)*) le dual de (Ll’h(l))’ ot a

h(l)* 1 (1) i
hy—1
< sw H H ;
kENZl Z
comme (h,(ll))n oy converge uniformément vers h(olo) alors SUPkeN-, hZ—;l est fini. On conclut que
= sup

(L%, hD*) € Picin 1 (X).
On a montré donc que I/Di\cmt71(X ) est un sous-groupe de Picin (X) Daprés le théoreme (3.2.12)),
ﬁEz‘m:,s,o (P') ﬁmm (Ph).
O

Théoréme 3.2.15. Soit X une surface de Riemann compacte. On a 1/31\(:(X) est un sous-groupe propre
de Picint,l (X) .

Démonstration. Soit U une carte locale de X. On peut prendre dans , X = U. Par suite, on
peut trouver une fonction g continue non C* sur U vérifiant les hypotheses de ce théoreme. Comme
U est isomorphe & un ouvert de C, on peut supposer que g est invariant par S! par cet isomorphisme
sur un ouvert assez petit de U. En recollant convenablement cette fonction, on obtient une fonction
continue sur X qui est C*® sur X \ U et dont sa restriction sur un ouvert de X correspond & g. On
considere L un fibré en droites holomorphe sur X et on le munit de le munit de la métrique suivante

hy = hexp(g),

ou h est une métrique hermitienne de classe C*°. Apres on adapte la preuve du théoreme (3.2.12)),

pour montrer que cette métrique est 1-intégrable.
O

Lemme 3.2.16. Soit X un espace topologique compact. On désigne par C°(X,R) I’espace des fonctions
continues sur X a valeurs réelles muni de la norme sup. Soit ¢ € C°(X,R) vérifiant lp—1]|. <e< %,
alors on

sup

1
[log ¢(z)| < log|o(x —1]31_28\log¢(x)] Vze X.

1—|—2

Démonstration. Puisque ||¢ — 1Hsup <e<galos0<l—-e<¢(x)<l+e VreX.
Donc, pour tout z € X

log p(x) = log(gb(x) -1+ 1)
_ ; 1 I+1 ( ) B l)l
l+1
= (¢(x) — 1) (HZ (z) - 1)),

1>2
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donc

|log ¢ ()] <|é(z) - 1| < ‘log¢ )| Vo e X,

1+ [ S (@) — 1)1 1= [ S (@) — 1)1
Comme
l
ﬂw(a;) —)Y < ,Z i ( log(1—¢) —¢) <2 Vze€X,
>2 ! l>1
alors
| log ¢(z)] |log ¢(x))|
e SP@-lsHo veeX

O]

3.3 Le Laplacien généralisé sur une surface de Riemann compacte

Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte munie d’une métrique continue hx et E = (E, hg)
un fibré hermitien holomorphe. Le but de ce paragraphe est ’extension de la notion du Laplacien gé-
néralisé Az associé aux métriques C*° aux métriques intégrables hp sur E et agissant sur A(O’O)(X JE),
en fixant hx qu’on suppose continue.

On commence par rappeler la construction de I'opérateur Laplacien A4 agissant sur A(O’O)(X JE),
ou hp sera C* et notera que cette construction est valable si hx est uniquement continue. On en
donnera une expression locale. Par approximation et en utilisant la positivité, on montre qu’on peut
étendre cette notion aux métriques intégrables hg sur E, c’est le théoreme . Lorsqu’on considere
une métrique intégrable invariante par S!, alors on montre dans qu’on peut définir directement
un opérateur qui étend celui dans le cas C*°. On notera a 'aide de 'exemple , que l'intégrabilité
est élément important dans cette théorie.

3.3.1 Le Laplacien généralisé associé aux métriques C*> sur F, rappel

Soit hx une métrique hermitienne continue sur T'X, et hg une métrique hermitienne C* sur F.
Soit wg la forme de Kéhler normalisée associée a hyx, donnée dans chaque carte locale sur X par

wo = L X(a(za 88a)dza A dZg.

Cette métrique induit une métrique sur les formes différentielles de type (0,1). En tensorisant par
la métrique hermitienne de E, on obtient un produit scalaire ponctuel en z € X : (s(x),t(x)) pour
deux sections de A%(X, E) = A%(X) ®ce(x) AY(X, E), pour ¢ = 0 ou 1.

Le produit scalaire L? de deux sections s,t € A% (X, E) est défini par la formule

(s,t) 12 :/X(s(x),t(x))wo.
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L’opérateur de Cauchy-Riemann Jg agit sur les formes de types (0, q) & valeurs dans E. On obtient
le complexe de Dolbeault

0 — A%(X, E) 22 A% (X, E) — 0

Sa cohomologie calcule la cohomologie du faisceau de X a coefficients dans E, cf. par exemple [GH94].

On va rappeler la construction de 5*E : Padjoint de g . Comme, par exemple, dans [Voi02, §. 5],
on considére les deux applications suivantes :

x5 AY(X,E) — AM (X, EY),

et
s1.5: A (X, E) — AM(X, E¥).
Ce sont les uniques applications qui vérifient :
(f(l’)ax) A *O,E(g(x)Tx) = (O-(l‘)a T(x))xwxv
et

(fdz@ o) A (x1,0(9dZ @ 7)) = (f dZ(x), g dZ(x)) hE(o, T)wo(x),

pour tout z € X et pour tous f,g € A%°(X) et o, 7 deux sections locales de E tels que f @ o et g@ 7
soient des éléments de A(0:0) (X, E). Notons que pour définir ces deux applications, on n’a pas besoin
que hx soit C°.

On montre que ces morphisme s’écrivent respectivement sur une carte locale, comme suit :

x0,8(9 ® ) = gwo ® hg(-, 7).

et
#1,5 (9dZ @ 1) = —gdz ® hg(:, 7). (3.10)

L’opérateur dz posséde un adjoint pour le produit scalaire L?; c’est & dire une application
0y : AN(X,E) — A°0(X, E)
qui vérifie
. _
(5,05t) 2 = (OES,t) 2
pour tout s € AY(X, E) et t € A%TL(X | E).

L’opérateur E*E : A%Y(X, E) — A%0(X | E) est, par définition, donné par la formule
52 = — *(;,}E 5Kx®E* *1,E .
On note par A%, ou plus simplement Az, 'opérateur 525}3 sur A%0(X, E), et I appelle I'opérateur

Laplacien généralisé, cf. par exemple [Voi02l §. 5].

Remarque 3.3.1. Remarquons que méme si hy n’est pas C*, alors Az = 5}5;@ est bien défini.

Lemme 3.3.2. Soit E une fibré en droites engendré par ses sections globales et {e1,...,e,} une base
de HY(X, E) sur C, alors

AY(X, E) =) AY(X)®e;.
=1
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Démonstration. Soit {eq,...,e,} une base de H°(X, E).

On pose U; := X \div(e;), pour i = 1,...,r. Comme E est engendré par ses sections globales alors
T
X=U
i=1

Puisque X est compacte, alors il existe une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U;)1<i<r
c’est a dire il existe p1, p2, ..., pr des fonctions C* sur X telles que :

1. Le support de p; est inclus dans U; et 0 < p; < 1, pouri=1,...,r.
2. 3 i pi(z)=1,Vr e X.

Soit ¢ € AY(X, E). Sur U; pour i = 1,...,r, la section ¢ corresponds, aprés trivialisation de F
par ¢;, a une fonction de classe C*°. En d’autres termes, il existe f;, une fonction de classe C*° définie
sur U; telle que

&=fi®e. (3.11)

On a p; f; est une fonction C*° définie sur X entier.

Vérifions que
T

D (pifi) @ e =&

i=1
Soit z € X, on pose I, :=={i € {1,...,r}xz € U;}. On a

T

dlpifiwe) @)=Y (pifive) @)+ > (pifi®ei)(x)

= = e\

= > pi(@)é(z)+0, par (B.II)
i€l

= (3 pil@)é(@)
iel,

= (3 pi@) + > pil@)é ()
1€l i¢l,

=¢&().

Pour la derniere égalité, résulte du fait 1 = 350 pi(z) = Yiep, pi(2) + Xiepr, on, Pi(T) =
Yier, Pi(T)-

O

Lemme 3.3.3. Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte avec hx est continue, et (E,hg) un
fibré hermitien avec hg de classe C*°. L’opérateur A est déterminé localement par :

0 0O0\—1 10 of
AE(f(X)O—)::_hX(%;%) hE(O',O') %(hE(O—’U)%)@U (3 12)
0 O0\—1 62f 0 O0N\—-10 af ’
=-hx(5:5:) 3z @0 hx(555;) pileahslo0) 5 o

Vf € A%(X) et o une section locale holomorphe de E tels que f @ 0 € ACO (X, E), ou {%} est une
base locale de T'X .
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Démonstration. Soient f € A®9(X) et o une section locale holomorphe tels que f ® o € A00) (X,E).
On a localement

AE(f@U) = EEEE(f ®0)

== *(LlE Okyor *1,8 (Op(f ® 0))
-1 3 of
== *0,119 OKkxoE* ¥1,E (£dz ® a)
oF
= =% E 3KX®E* (—8—de ® hg(-

57
= — *0]15 aKX®E* (——fdz &

0z {70
= — %5 1 Ok (- hif?g‘;) %d ®0")
-k (R o) o)
— x5k (U*ig) (,i(—hE(a, U)Z‘idz) ® a*) puisque o (o) est holomorphe
1 ((fz( his(o, o) aﬁdz) Uf{;»
— x5k ((%(—hE(a, a)‘zé)dz Nz ® s ,a))
_ _hx(gz, i)_lhE(U,U)_l(i(hE(U,a)g‘ﬁ> @ 0.
On a donc
Ag(f®0) = —hx(gz, 5)_1@(0, a)laaz(hw, a)‘;j:) ©0
- _hx(a%, i)_lggz ®0— hx(%, %)_1% log hg(0,0) == ®

O]

Lemme 3.3.4. Soient o et 7 sont deux sections holomorphes locales de E, f et g deux fonctions de
classe C* sur X tels que f @ 0,g @1 € ALO(X, E) alors

(Ap(f®o),9®7) /hE 8—f@d A dZ.

Démonstration. Supposons que 7 est transverse & o (c’est a dire div(o) N div(7) est finie). 1l existe
localement une fonction holomorphe ¢ telle que 7 = ¢o. On suppose que o = z, une coordonnée locale.
On pose U, :={|z| > e}, avec 0 < e K 1

Apfea)gan, =5 [ 5 (o) 3l D gdznaz
:—i/ gz(h( )8f)¢gdz/\dz

B ) of
=51 [, 5 (he o) JBads naz

= |
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L O s i 0 500, 0
N 27T6'—>0/|Z_5h( )ﬁgb —|—27T&11m h( )8§¢8zd nd
— " lim h(a T)afgdz—l——hm h( T)== of @d NdzZ

i of dg _
S R .
2W/X( L L aznaz

O
Lemme 3.3.5. Soient @ et ¢ deux fonctions réelles de classe C*° sur X. On a
i Op |2 _ _
— —= d/\d——— dz NdzZ + — dz N dz.
2%/)(‘82‘1/12 5 / 8zaz¢ ZAaz T /Spf)szz &
Démonstration. Soient ¥ et ¢ deux fonctions réelles de classe C*° sur X. On a,
0p |2 _ oy
/X‘%‘ dz A dz _/ (az)(az)¢dzAdz
Op Oy _
= dz N dz
x 0Z 0z 9.7
0
:/X&( —w)dz/\dz—/
390 1/1 _
/ %) 8 8’ ?;ngdz ANdz par le théoreme de Stokes
1 9(¢%) v
dz N\ dz — dz Ndz
/ (pf)za vdz 2 0z 0z ‘
—/ © w dz N dz + 7/ ©? ik dz Ndz par le théoreme de Stokes
x ' 0z0% 2 Jx " 020z
O

3.3.2 Le Laplacien généralisée associé aux métriques intégrables sur E. (I)

Soit (X, hx) une surface de Riemann compacte et hx une métrique hermitienne continue non
necessairement C* sur X, (fixée dans ce paragrahe).

Soit maintenant Fo, = (E, hE,s) un fibré en droites intégrable. Par définition, il existe une décom-
position Es = E1 00 ® E;io olt E1 00 = (B1,h1,00) €t B0 = (Fa,has) sont deux fibrés en droites
admissibles, c’est a dire qu’il existe (h1y,)nen (resp. (hen)nen) une suite de métriques C* et positives
qui converge uniformément vers hj oo (resp. hg o).

Si lon pose E,, := (E, hy, := h1, ® hi,ll), pour tout n € N. Il est clair que h,, est C°°, alors on peut
considérer I’opérateur Laplacien AEn construit dans le paragraphe précédent, agissant sur A(0,0) (X,FE)
et associé a la donnée hx et hy,.

Le théoréme suivant permet d’étudier la suite (Aﬁn)neN- Cela nous permettra d’associer & Eo,
par un procédé d’approximation, un opérateur linéaire qui sera noté A . Cette construction étend
la notion d’opérateur Laplacien aux fibrés en droites intégrables.
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Théoréme 3.3.6. Soit (X, hy) une surface de Riemann compacte avec hx une métrique hermitienne
continue. Soit Eoo = (E,hpo) un fibré en droites intégrable. On note par A%O(X,E)_ le complété
de A®9(X, E) pour la métrique L%, induite par hx et hp oo

Pour toute décomposition de Eoy = El,oo & E;io en fibrés admissibles ELOO et Egm, et pour
tout choix de suites (hlv”)neN (resp. (hzv”)neN) de métriques positives C*° sur E1 o (resp. sur Eg o)
qui converge uniformément vers hi oo (Tesp. ho), pour tout & € A% (X E), et si l'on pose E, =
Ei1p,® EQ_,{L Alors la suite (AEnf)neN converge, pour la norme L2, lorsque n +— 0o vers une limite

Awa dans AYO(X,E)_ . Cette limite ne dépend par du choiz de la décomposition ni de celui de la
suite.

On a
1. Ag_ est un opérateur linéaire de A%°(X, E) vers A%0(X, E)
2.
(AEOO(f ® U),Q®T>L27 = (f ® o, Af (9®T))L2

of og
/hEooUTa azd z NdZ.

(3.13)

Vf,g € AY(X) et 0,7 deux sections locales holomorphes de E tels que f @ o et g ®@ T soient
dans A0 (X, E). En particulier,

(Aﬁwgu {/)L27OO = (57 Aﬁoogl)lgpoa

ve & e AOO(X E).

(A5 68) 2 >0 VEE AY(X,E).

Démonstration. On considére une décomposition de Foo = E1 00 ® E; (1)0 en fibrés admissibles E; o
et F 0. Soit (hl’”)neN (resp. (hz,n)neN) de métriques positives C® sur Ej o (resp. sur Fs o) qui
converge uniformément vers hi o (resp ha o).

On pose E,, = (E, h, := h1 n ® hgy n) pour tout n € N, et on considere A l'opérateur Laplacien
associ¢ & hx et hg . D’apres , on a pour tout p,q € N :

g 0\-10 0
Ap,(Fo0) ~ g, (foo) =hx (2, 2) 0t o,

hf
ot f € A00) (X) et o est une section locale holomorphe et ¢, ; := = log = e , (notons que ¢y, ; ne dépend
p

pas de o, ni de f).

Fixons une métrique hermitienne hp de classe C* sur E et notons par (-,-) L2 hphx le produit
hermitien L? induit par hx et hg sur A°9(X, E). On a
2 0¢pq1210f12 hg(o,0)
|ag,(f @)~ Az, (f@ o) e / \ | \ 5 (2. 7) e A dz. (3.14)

Comme X est compact on peut supposer que hx est de classe C*> (En effet, si by est une métrique
C*®sur TX. On a X est une fonction continue qui ne s’annule pas sur X, donc les normes || - ||, 44 hx

X
et |- ”LQ,hE,h’X sont équivalentes).
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On pose ¢ := of hX , )" thg(o,0). Montrons que ¢ € A%0(X R), il suffit de montrer que
8 oz 82
‘ a5 | hx( 82, 88z ) est une fonction définie globalement. En effet, soit ¢ un changement de coordonnées

locales, on pose z = ¢(y), on a

of 2 o 0 o 0
= — = hx
'82 <8,z 8,2) ’ ’ <8y 6y>
On applique maintenant le lemme li et on obtlent :
ngpq af 2 hg(o,0) -
HAEp(f(gU)*AEq(f@ 2 hE / ‘ de/\dZ
/ ‘a%q Cwdzndz
Py ' , 0%
— o [ ona ”wdmcﬂf/ 2, aza*dZAdE par (335)
__ hyp hyp 821/1
=5 [ s (G) (@B ) —er(B + o [ o 812 e 21

On conclut, par exemple par la théorie de Bedford-Taylor, que

|ag, (o) - ag (o o)

— 0.
L2 hg,hx P:g—0

Par suite,

—— 0.
L2 hpg 00hx P00

|ag, (o) - ag (o o)

Donc, on a montré que pour tout & € A©0) (X, E), la suite (Aﬁpf)peN converge pour la norme L? vers

une limite dans A(0.0)(X, E), on notera cette limite par Az_ & On vérifie que Ag_ € est un opérateur
linéaire.

Soient f ® o et ¢ ® 7 deux éléments de A®(X, E). On a
i of g
(Aﬁn(f®a),g®7)pm = %/th (o,7) == 5% 5s dzANdz par (3.3.4),
donc par passage a la limite on déduit (3.13)).

En particulier

i of |2 _
0< (Afn(f®0)’f®U)L2,n: %/)(hE"(U’J)‘&JJ dz N\ dz,
donc,

i 3fk of; _
(Aﬁmé’f)ﬂ,oo:%/thﬁm(ekve] 8 8Jd 2 Ndz

_ / (Zaf’“ Z—@ek>dz/\d7

>0,

pour tout & € A0 (X, E).
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Lemme 3.3.7. Soit E = (E,hg ) un fibré en droites intégrable sur X, et (hy,) une suite crois-

sante qui converge uniformément vers hg o. On a

(AEnéﬂ §)L2,n < (AEH_Hga é)L27n+1 < (AEwga £)L2,oo’

neN

et
ker(Ap )~ H°(X, E).

Démonstration. L’existence d’une suite croissante qui converge vers ho, est assurée par [Mai00, Pro-
position 4.5.7]. Par (3.3.4), on a pour tout n € N

ofi 0f;
(AEn€§L2 27‘(/}(2 9% 8]h ek,ej)dz/\(f

¢ 8fk a afk -
=5 /X hn, <kz_:1 g(x)ek(:c), 1; g(x)ek(x)) dz A dz

% /X fnt1 (Z %Zc(x)ek(x), > %};C(w)ek(af)) dz N dz

k=1

IN

— / Z 8fk af] hn+1 (er,ej)dz Ndz
X

= (AEn+1€7 é.) L2 n+1°

Par passage & la limite, on obtient : (A £,€),., < (Ag Foirs £) e 1 S (A5 &8) 2 STE €
ker(AEN), alors I'inégalité précédente implique que (AEnf £) =0, par suite ¢ € HY(X, E). O

Proposition 3.3.8. Soit L un fibré en droites hermitien de classe C*° engendré par ses sections
globales sur une surface de Riemann compacte, alors

ker(A7) =1® H(X, L).

(0u 12 H(X, L) est par définition le sous C-espace vectoriel de A(0,0) (X, E) engendré par les éléments
de la forme 1 ® e avec e € HY(X, L)).

Démonstration. D’apres [Voi02, théoréme 5.25], on sait qu’on a isomorphisme entre les deux C—espaces
ci-dessus. On note par {ey, ..., e, } une base sur C de H°(X, L). Il suffit de montrer que Ar(1®e;) =0
ou 1 est la fonction constante sur X égale a 1. Par (3.12]), on voit facilement que

Ar(1®e;) =0.
O

3.3.3 Le Laplacien généralisé associé a une métrique intégrable sur un fibré en
droites sur P'. (II)

Dans ce paragraphe, on suppose que X = P!, la droite projective complexe. L’action du tore
compact S', sur P! permet de considérer une sous classe de métriques intégrables, & savoir les métriques
invariantes par S'. On expliquera comment on peut construire directement, dans ce cas, un opérateur
Laplacien. Plus précisément, si hg_ est une métrique intégrable invariante par S! sur E. on donnera
un sens a ’expression suivante :

A (f®o)=—hp (%, %)Ahﬁw (0,0)" aﬁ(h— (o, 0)%) ® 0.
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avec f @ o € ACO(P! E).

On terminera ce paragraphe en comparant cette approche avec celle introduite dans le paragraphe
précédent.

L’exemple suivant montre 'importance de la notion d’intégrabilité de la métrique dans I’extension
de la notion du Laplacien a cette classe de métriques.

Exemple 3.3.9. Soit (]P’l,wps) la droite projective complexe munie de la métrique de Fubini-Study.
Soit o une fonction réelle de classe C®° sur P! égale d 1 au voisinage de S* nulle aux voisinages de 0
et 0co. On considére la fonction suivante exp( (2)4/[1 — ]zH) Elle définie une métrique hermitienne

continue et de classe C* sur P\ S' sur le fibré en droites trivial sur P' en posant :

ho(1,1)(2) = exp(e(2)y/[1 = |2l]) vz eP".
On considére lopérateur suivant défini sur P\ St par :
— 9 9 10 of (0,0) (1
Bo(f ©1) = —her (5 5-) "ho(1,1) 5o (L)) @1 vfeACO®).
Alors A, nest pas un opérateur a valeurs dans A(0:0) (IP’l)Q, ot on a noté par A00)(P1) le complété

de ACON(PYY pour la métrique L? induite par h, et wrs. On va montrer qu’il existe f € ACO)(P1) tel
que

Ao(f ®1) ¢ ACI(BT) |

Soit f une fonction de classe C* sur P' telle que f(z) = Z sur un voisinage ouvert de S*. On a

) i 9 9\ of )
HA@fHLz—*/ hX(%va*) ho( ‘3 11)8 )‘dz/\dz
L/ (1+|2*)%h ‘ 11)8f)‘dz/\d§ pour ) < e < 1
2 1+e>|z|>14¢€2 0z 0z
7
— ho 1 1 — 1,1))| dzANdz
= o /+s>|z>1+52 ‘ ))‘ s
i 2 B
27/ s>|z\>1+e2 ‘8 1Ogh9(1’1))‘ dz A dz
) 0 2
/+5>|z>1+2 ( ]1—\z|‘)‘£ 1= |zll| dz A dz

v

2
rdr
1— _
/+E>T>1+€2 eXp( } |rH) 4(T - 1)

> exp(e?) (e — €2 — loge).
Donc,
1802 =00
Le résultat suivant sera utilisé dans la suite :
Théoréme 3.3.10. Soit U un ouvert conveze de R?, et f une fonction conveze et différentiable sur U.

Soient (fn)nen., une suite de fonctions convexes et différentiables sur U telle que lim f,(z) = f(x)
= n—oo
pour tout x € U. Alors

nl'l_{{:onn(x) =Vf(z), Vrel.

On montre que la suite (V fr)nens, converge uniformément vers V f sur tout sous ensemble fermé
borné et convexe de U.
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Démonstration. Voir [Roc70), Théoréme 25.7]. O
Soit P! la droite projective complexe et on considére I’application suivante :
k:R— P!
u — exp(—u).

Dans la proposition suivante on décrit le lien entre les métriques intégrables et invariantes par S! sur
les fibrés en droites sur P! et les fonctions concaves sur R.

Proposition 3.3.11. Soit ho, une métrique intégrable sur un fibré en droites sur P'. On suppose que
h est invariante par S' et on pose

Coo(u) = K" (log h(1,1) ) (u) = log h(1,1) (exp(~u)) Vu € R,
Alors, il existe deux fonctions concaves sur R, Cq et Co telles que
C(u) =Ci(u) —Ca(u) YueR.

La fonction log hoo(1,1) est différentiable presque partout sur C et si l’on note par %log heo(1,1)
sa dérivée définie presque partout, alors elle est bornée sur tout compact de P!\ {0,00}. En plus, si
(hn7l)n€N et (hQ»”)neN deur suites de métriques positives C*° qui convergent vers hoo1 respectivement

vers hoo o telles que hog = Noo1 @ h;ol,Q alors la suite

0 0
(alog hoon — %log hoo’Q)neN (3.15)

est uniformément bornée sur tout compact de P!\ {0,00}.

Démonstration. 11 suffit de montrer la proposition pour A une métrique admissible. Par définition, il
existe (hy) une suite de métriques positives de classe C*° qui converge uniformément vers ho,. On
pose

neN

Cn(u) :==loghn(1,1)(exp(—u)) Vn e NU{co}.
Alors <C")n oy converge simplement vers Cy,, donc pour montrer que Cy, est concave, il suffit de mon-

trer que C, est concave pour tout n € N, ce qui est une conséquence du lemme (3.3.13]).

On rappelle quelques résultats sur les fonctions convexes sur R%, avec d > 1. Soit f une fonction
convexe sur R%. On appelle sous-différentielle de f en = I'ensemble (éventuellement vide) suivant

0f)(z) == {v e R f(y) > f(x) + (v,y — ), Vy € RY}

ot (, ) est le produit scalaire standard sur R%. Notons que lorsque f est différentiable alors (9f)(z) =
{(VF)(x)}, ott (Vf)(z) est le gradient de f en 2 pour la métrique standard de R?.

Soit (fn)nen une suite de fonctions réelles convexes (non nécessairement différentiables) sur un
intervalle I de R, si cette suite converge simplement vers une fonction finie f sur I, alors on montre
que f est une fonction convexe sur I et 'ensemble {f, f,,,n > 0} est localement équilipschitzien sur
1. Dans notre situation, f, seront des fonctions de classe C*°, par ce qui précede 'ensemble

{(0f) (@), (Vfu)(z) Vn =0},

est borné au voisinage de x.
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Un théoréme bien connu dii & Rademacher affirme que toute fonction réelle lipschtizienne sur un
ouvert U non vide de R? est différentiable presque partout sur U. Ce résultat est valable si ’on consi-
dere les fonctions convexes puisqu’elles sont localement lipschitziennes.

On termine la démonstration de la proposition en notant que
aCy, 0
%‘ = |z|‘&loghn(1,1)‘ VzeC,VneN.
O

Remarque 3.3.12. Rappelons que la correspondance entre les métriques positives invariantes par S*
( plus généralement par un tore compact) et les fonctions concaves réelles a été utilisée dans [BGPS11]
dans le but d’étudier I'arithmétique des variétés toriques projectives.

Lemme 3.3.13. Soit 1 une fonction de classe C*° sur C vérifiant sur C :

1. 9(z) = ¥(|z)),
924
2. 020z > 0.
Alors, la fonction C définie par C(u) = ¢ (exp(—u)), Yu € R est concave sur R et on a
oY
—(0) =0. 3.16
0 (3.16)
Démonstration. On a la fonction z — % est continue sur un voisinage de 0 dans C, donc si I’on fixe
0 < n <« 1, alors il existe une constante c telle que
0?1

2V < V 7l <
azaz( )‘ ¢ ’ ‘ "
02

mais 5_a=(2) = ﬁ%(r%ﬁ), par conséquent

’;r(raw)‘ <der VO<r<n.

or
Soit 0 < € < m, par intégration entre r et e, on obtient
0 0
ra—zf(r) — 8%(5)‘ <2r? - VYo<r<np
Comme v est C*, donc on peut faire tendre € vers 0 et on trouve que
0
8—1’7{)(7*)‘ <2 VO<r<n,
On conclut que
oY
—(0) =0.
5, (0)

On note par C la fonction définie sur R par C(u) = 1p(exp(—u)) Yu € R. On va montrer que cette
fonction est concave. En effet, on a

Tv L0y
0202 4ror Tar’ TR

1 90,6 00

=525 ")
_ 1 exp(2u)82—c puisque o _ —ra—w = —exp(—u)a—w
4 ou?’ du or or’
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donc C est concave.
O

Exemple 3.3.14. l’exemple suivant peut étre vu comme un contre exemple a ’assertion (3.3.10)).

Soit p une fonction réelle de classe C*° sur R™ vérifiant :
1. p(r) =0 pour r >> 1.

2. sup,ep+ |p(r)| < 1.
5. §(1) £0.

Soit a > 0. Alors la suite de métriques sur O

1
hp(1,1)(2) = eXP(-};p(\le),VZ eC.
converge uniformément vers la métrique triviale de O, c’est a dire la métrique hoo(1,1) := 1.

Remarquons que

0 _,0p zZ 8p
oo h.(1.1 — |pt=aZZ (1 4|P)| z|P~L P) p—1
35 0B (L @] = [P G2 =P 5] = B e
donc si |z| = 1, alors
0 B pl=® dp
5 Toghy(1,1)(2)] = o= 22)]
On a
~ 1
[ (O, hpsho) = 5 [ T0ghy(1,1)er(O, )
X 2 Jx
1
= 5/ |310gh (1,1)[*dz A dz
1 1 5 9, 0p ) 2p—2
=5 )1 ‘ \ | | K dz Ndz
el oo, ap 2p—2
=5 1 ‘8 (r )| P~ %rdr
_ 1l 2 2a 2p—1 . dp
=5 1P |6 (r? ’ dr, ouf(r):= 87“()
_1 1 2 2a -
=3/ 1P 60(r |prdr
1 o0
= §p1_2“/ |9(r)‘2rdr.
0
Par suite,

/Z:Tz(o,hp,hq)z/ ch(O, by, hoo) — ch(O, hy, hoo),  [GS90B, (1.3.4.2)]
X X

1 —2a —2a o
= Sl = p2) [Tl Prar
0
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On a donc
. 0 00
[ b0, hy gy 7a @) = (a2 = g2 [Jo) Prar + 35 [ dog e ()
X 8 0 12 Jx hq
1 194 1-2 /Oo 2 1/ p(lz17)  p(|z]?)
— - 0(r)Prdr + — - TX
qd P 0Cr)["rdr + 75 L " p )er (TX)

Si l'on choisit 0 < a < %, alors cette suite n’est pas de Cauchy.

Remarque 3.3.15. Dans la proposition (3.3.11)), on a montré que (3.15)) est bornée sur tout compact
de P1\ {0,00}. Le résultat suivant a pour but d’étendre ce résultat aux compacts de P!\ {oo} :
Soit (1), une suite de fonctions de classe C> sur C vérifiant

1. ¥p < pt1, Yn €N

2. 1, converge simplement vers une fonction ¢, telle que z — ‘M
de z = 0.

3. ¥, (0) =0, Vn € N.

4. Pp(2) = Yn(|z]), V2€ CVn e N.

5. g?gg (2) >0,VzeC.

Alors, pour tout pg € N et tout compact K de C il existe £ une constante réelle telle que

Iy
0z

est bornée au voisinage

(2)

<k Vp>pyVzeK.
En effet, soit € un réel fixé. On pose

Cp(u) = ¢p(exp(—u)) VueR.

Par concavité de Cp, on a

Cp(u+e) —Cplu) < 88;;(“) VueRVpeN,
d'od ' o0
;(ﬂ’p(r exp(—¢)) — Q/JP(T)) < —587:(7) avec (r = exp(—u)).
Donc,
vy (r) < D7) olrep(=e)
< Yoo (T) B Upo (rexp(—¢)) pour Vp > pg
r T
_ o) Vel0) i op=D) =@
< sup Yoo() = Yoo (0) ‘ + exp(—¢) sup Yp(@) = wp(](o)‘ sir € K, Vp > po.
€K T reK x

avec K un compact non vide de C. Comme ¢ est arbitraire, on déduit que

woo(x) — woo(o) ’ wpo (Z’) — wpo (0)

+ e sup

x zeK xz

W’;(Z” < sup ‘ Vz e K Vp > po.
TeEK

Un exemple de ces suites est donné par :

=

U (2) = log(l + \z\”) " VzeCVneNs.
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On suppose maintenant que X = P! qu’on munit d’une métrique kihlerienne et F un fibré en
droites sur P'. Soit h E,0 Une métrique intégrable sur £ invariante par 'action de S'. On va montrer
qu’il existe un moyen naturel d’associer a cette classe métriques un opérateur Laplacien étendant la
définition classique.

On va montrer, d’abord, que si hg est une métrique positive invariante par 1’action de S' de classe
oo
C* sur E, alors

(%mghE(Ln)(o) = 0.

En effet, si I'on pose ¢ = log hg(1,1) alors ¢ vérifie les hypotheses du (3.3.13)). Si I'on note par Ag p
le Laplacien généralisé associé alors on a, pour tout z € P!, f € AQO(PY) et 0 € HO(P', E) :

o 0 10 o
AE,h(f®U)(Z):—hx(a 8) hE(U,U) 18z<hE( )8];)@0
AN & 0\~ iy
_hX<az az) azag‘gm_hX(@?@) (h(U,U) %h(a,a))®a
Or, on a
19 sz (lole?)
(h(a,a) lazh(ff,o’))®a:‘9‘;’26_
_ Foe vV tloPge ®J
|U|26

on a posé C(u) =logh(1,1). Donc,

o o1 9%f 0 aN-1/Zs z aC
App(f®o)(z) = —hx<8z 8,2) azaz(@a—hx(&,&) (J +27“26u(u))®0 Vz #0, u = —log|z|,

Commencons par supposer que hg o est admissible. On pose

Coo(u) :=log hoo (1,1) (exp(—u)) Vu € R.

d,o0

. ac, PP . .
On rappelle que C est une fonction concave sur R et on note par —5:* sa dérivée a droite, qui est
finie. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 3.3.16. On pose pour tout f € AY0(P') et pour tout o € HO(P', E)

) a) *f (8 8)1<§sz % 9Ca

AL _ (2 9
Eoo(f@U)() hX(é?z 0z 82(9?@0 *\92’ 02 o 2r2 ou

(u))@o Vz #£ 0, u=—log|z|,
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et
0 J

/ -1 92 o 0
AL (F©0)(0) = ~hx (5. o) azgz oo —hx(g5:) (

Alors, on a

)ZZ@J

1. A% est un opérateur linéaire de AP E) vers ACO(PLE)_, en d’autres termes

laz_(re@ a)H; < 0.

,O0

A/Eoo = AEOO’
dans AYO(PL, E)

Démonstration. Soient f € A®O(P!) et 0 € HY(PL, ).

Puisque C, est différentiable presque partout sur R, alors on a :

0 o\ o 0 of
/ , o s
E == oco\0, — ) fi
Az (f®o) hX(az 8z> 6z8§ hX(@ o ) logh (0,0) s ® o, (par définition)
B o 0 ) of
_hX(8 82') h (o,0) P (hoo(o, J)fag) ® o,

presque partout sur C. Par suite

HA;EOO(ana)‘;m - 2;/th(i,é)_lhw(a,a)—l‘i(hm(a, a)%)‘zdz/\dz

Or c’est la limite de (||A (f@o ||L2 ) quand p tend vers oo, donc

HA’ (f®o) HL2 < 00.
C’est donc un opérateur linéaire de A%0(X, E) vers A09(X, E).
On a

0 0
(A'Ew(f@)a)’g@T)Lzm: /h o,0) 1—( heo (0, a)af)gh (o,7)dz A dZ

_ of

- _ 12 A =
= o Jim [ ylo,0) o (o) S gy (o) d 2
P of g,

= %pl’irgo/)(hp(a,T) 5% 9a dzNd

i af dg

= % XhE,OO(U7T)£&d AT

On en déduit que
(Algmﬁ»ﬁ)m,oo = (5, A/Eoon)LQ,oo
et
(A/waaf)m,oo >0

2. Notons que la derniere expression est tout a fait raisonnable, puisqu’on a montré, voir lemme (3.3.13)), que 3 o 2(0)=0
pour une métrique de classe C*° ot ¥ une fonction qui définie la métrique au voisinage de zéro.
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pour tout ¢ et n dans AO0(X, E).

De (3.13)), on conclut que

dans A%0(PL, E). O

Définition 3.3.17. On appelle AFO@ le Laplacien généralisé associé a hp . C’est un opérateur li-
néaire et positif de A®°(P', E) a valeurs dans A%0 (P, E)_

3.4 Variation de la métrique sur £

Soit Foo := (E,hg ) un fibré en droites 1-intégrable sur X, une surface de Riemann compacte.
Par définition (voir ) il existe F1 oo := (E1,h1.00) €t Eo00 := (E2, ho,oo) deux fibrés en droites
admissibles sur X tels que Eo = E1 00 ®E2_, io Soient (hp,1)nen (resp. (hn,2)nen) une suite de métrique
hermitiennes positives de classe C* sur Ej (resp. sur Eo) qui converge uniformément vers h o (resp
ha,s0) sur X entier. On note par (hy)nen la suite de métrique sur E définie par hy, = h,1 ® th,
Vn € N vérifiant :

1.

< o0
sup

sup

supl (2 ) o

0z’ 0z hy,

1
hx(%, %) 2 8@ log = LIESH P dépend pas du

ol {%} est une base locale de T X. Rappelons que

choix de la base locale.

2. )
Z L < 00.
n=1 h”_l sup

On considére opérateur Laplacien Az associé a Eo, voir (3.3.6)), on a montré qu’il est positif.
Afin d’étudier ses propriétés spectrales, on a besoin d’étendre Az en un opérateur autoadjoint. On
prend alors, A+ T J I’extension de Friedrichs de A— . C’est un opérateur autoadjoint qui étend A x

(voir [MMO? Appendice C.] pour la constructlon) “Comme Az est positif, alors Az Test anussi.

, . .y —tA—=
D’apres , on peut considérer on peut considérer le semi-groupe associé qu’on note par e~ Eeo,

Dans ce paragraphe, nous établissons la connexion entre (e‘mE,hn)n et e ?AE.hoo | on va montrer

que
( —tA% ) —tA—
(& En — € Eoo ,
HGN n—oo

pour la norme L2, (induite par hg o et hx).

Dans la suite, on note par (hy), -, la famille associée & la suite (hp)nen construite dans (3.7.1)).

Pour simplifier, on notera par Ag, (resp. Ag,) au lieu de Az (resp. Ag ).

Soit x € X et o une section locale holomorphe de FE non nulle en x. On pose

o) (&) = | - 2 tog (e, 0)(a") |
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pour tout x’ dans un voisinage ouvert assez petit de z. Au voisinage de x, on a

0 0 0 0

o 10ghu(0,0) = 5= 10g(pp-1 (Why-1(0,0) + (1= pp1(W)hy(0,0))  Vu € [p— 1,p]
_ 99 2= p-1(2) 2—p(2)
= 55 log(ppr (Wlo e O+ (1= ppa () oo )

00 , 09 e —p(2)
= T toglof + 2 dog(pp 1 (e 4 (1 p,a(u))e )
0 0

= 5o log(ppo(we 1O 4 (1= pyoa(w))e ).

Par conséquent, on peut définir une fonction réelle sur X entier en posant

E(u)(z) = ko (u)(z) Vo€ XVo e HY(X,E) telle que o(x) # 0.

et on pose

9 I\~
= hx (=, = k v 1,00][.
me(u) i= sup b (g2, 52) CR(@)], Vu e [1, 0]
Lemme 3.4.1. Pour tout u > 1, on a h(%, %)_%]kz(uﬂ est une fonction continue sur X. Il existe

une constante réelle Mz telle que
mp(u) < Ms, Yu> 1.

Démonstration. Soit x € X et {%} une base locale de T X au voisinage de x. Par définition, il existe
o une section holomorphe locale de E telle que o(z) # 0 et que dans un voisinage de z :

donc la continuité de k et par suite celle h(%, %)_%k‘(u) au voisinage de z résulte du fait que h,, est
Cc™.

On a dans un voisinage de x :

0 0
k(u) = &%(loghu(a, )
_ dpp—1 (aazhp - %hp—l _ hp — hp—lﬁ ogh )
ou hy hy 0z “
(9pp_1 hp < 0 hp hp_l 0 hp_l 0 ) N
= £ =1 — —1)=—1 _ —1)=logh, -1=
ou hy \0z ©8 hp—1 ( hyp )Gz 08 fip-1 +( hyp >8,z °8 ot (p )
Ipp—1 Iy ( 9 hy hp—1 9 hp—1 (1- prl)aghpfl + prla@hp
_ (2 - —1)=1logh,_ -1 = =
Du ha N0z BT, (hp )5 log p1+(hp ) e )
8,01,71 hp ( 8 hp hpfl 8
= ey - —1)=logh,_
ou  hy, \ 0z Oghp,l ( hyp )873 8 fip-1
hp—1 hp hp—1 0 0
+ ( ) — 1)h—u((1 — Pp—1) h glog hp—1 + pp_lglog hp))
8,0};71 hp 6 hp hpfl 8 hpfl hpfl 6
ou hy (62 log 7~ ( hy 1) 5z oghp-1 + (1= pp-a) hy 1) hy 0z 08 M1
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_ppa i (D hy  huhp 1 B hpo1  hyo
1 ——(—=——1)=logh,y— 1— pp— -1 log h
au h2 (8 Oghp_l hp( hp )82: Og P 1+< pp 1)( hp ) h a Og pP— 1
hp1 )
—1{—— —1)=loghy) |.
(1) ey

Comme les fonctions p, sont uniformément bornées et que la suite (h“)u €[1,00] COBVETEE uniformément

vers hoo, on peut donc trouver M7, M5 et M trois constantes réelles telles que

(o, gz) h(w)| < Mihx (5 ;z)égzl (o gz) (hz;l—l>§zloghp1
s Mphy (L D) (e *1)%1%@1.
On a
0 N3 /h,_ d d N5 hy )
‘hX(a ’&) 2( Zpl 71>@loghp :‘hx<8z’8z) 2( Zpll)(];azlo hﬁ1+a—logh1)
hp— P d 0N\—30 h 0 0\ 3
<5, UG an) el TG an) gl
0 0\—30 hn hy—
< (p 71);&% hX(@z Oz) Zalog hp—11lsup Zpl 71‘
o 0 8

+hX(8z 8z> h1H ol
de la méme facon, on obtient :
(g ) (5t 1) gl omte| < 02 s hX<§z i) %ailoghfi"l Wl

8 0 8
Donc, on a
0o 0 0o 0 0 hn
hX(@’%) [f(u |<M1:é1£* hX(@z &z) alog hp—1 lsup
0 0\—30 hn
#g(2p )|t 1] s <az@> 9%,
o 0 8
hX(c?z 82) H h

Puisque k(u) ne dépend pas du choix de la section locale o et que X est compacte, on peut trouver
(Uj)j ¢ un recouvrement ouvert fini de X' tel que déduire que pour tout j € J, k(u) = ko, (u) sur U;
et o une section locale non nulle et que

‘ X(aa ;)égzloghl(swsﬂa
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soit bornée sur U;. Par suite, il existe M}/, une constante réelle telle que

0 O\~ g 0 0 hy,
hx(—=—, =— <M h —1
X(82762) | | ITLSSIEH X(&z 82) Og n 1 ''sup
0 O\-30 h
M} (2p — 3) h — =
+ 2 ‘ h :élj\l?* X<8Z 8,2) 0z 8 hn—l sup
|t 1.
P
Montrons maintenant le reste du lemme, on a :
0 0
h k
mp(u) = sup x(505:) | ()|
0 0N\-30 B,
<M h —1
1521\11)“ X(az 8z> 0z o8 hp—1 lsup
hy 1 0 0y\-30 R,
MY (2p —3)||-2 —1 h —1
+ 2( P )H hp (33) supsg[\l])* X(az 82) 8 08 hn 1 'sup
+ MY -1 () — 1
hp sup
Comme (hy,)pen converge uniformément vers hoo, alors on peut supposer que
su —1 < 00.
sup (o 2=t 1)
On conclut qu’il existe M3 une constante réelle telle que
FE(U) < Ms, Vu>1.
]
Remarque 3.4.2. Par (3.6), on a, il existe ¢4 € R telle que
C4
el 2, <
En effet, on a
8 _1 8 8 _1 h —1
h(=—,=—) 2k O -1 k(u) —O(2= -1
g 5) K@+ O = 1] 2 (b ) Ek(w) — O3 - 1)
Opp—1,,0 0 . _10 hyp
= h(=—, =— — 1
| ou (az’ 82) 528 hp,1|
Opp—1 0 0. _10 hyp
h(—,— —1
= Ou | (82”8,2) 282: o8 hp—1"
donc
o 0 Opp—1 2 0

1 hp—1 10
- - _ > ZPp= —_ -
Hh(az’ az) 2k( Hsup + H ( hp 1)Hsup - au Hh(az’ 82) 2 82 lOg hp

hZ’l —1) = O(%), alors

mais comme O ( 5

0 0. _1
hmsup(p”h —)*fk(u)Hsup) > cy.

uUr—oo a
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Théoréme 3.4.3. On a, pour tout £ € A°Y (X, E) :

0AE., OAEy
( ou 57 ou >L2 < W%(U) (AE,U‘Ea g)L2,u Vu > 1. (317)
Démonstration. On a, localement
0 0N\-10? f 0 0\-10 of
Apu(f®0) = _hX(az 82) 8,282 hX(@z 32) 0z (log (a7 ))£ @

ot f € A0 (X) et o est section locale holomorphe non nulle. donc

aAE u

0 0\"10,0
5:) aul

0
(feo)= —hX(aZ o &loghu(a, U))FJ; ® 0.

Soit ¢ € A0(X, F). Localement, il existe fi,..., f. € A%0(X) et e1,ea,...,e, des sections locales
holomorphes non nulles de E telles que £ =Y, fi ® ;. On a

00w,  ~0Dpu,, .
- au g_ z:: au (fl®€l)

-\ 02 : £®ei
Par suite,
(23502 & [n(22) o T e B
Mais puisque Y, ; 4 2/ ih,(ex, e;) > 0, alors

\ /\

fx 0f;
2 9/
g (u /XE 5% Oa hu(ei,ej)dz N dz

7rE(U) (AE.u&€) L2

Corollaire 3.4.4. On a

mg(u), Yu>1, (3.18)

pour tout t > 0 fizé.
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Démonstration. Soit t > 0, et n € A%0(X, E) et on pose & := e tABup,

De (3.17), on a

oA oA
(memmm 98B etAE,un> < wh(u) (ApacOrey e Beey) (3.19)
ou ou 24 L2

Sil’on décompose 1 suivant (v, i )ken, une base orthonormale pour la norme L2, formée par les vecteurs

propres de Ag , : Il existe ay,0,@y,1,- .. des réels tels que
n= Z A, kVu k
keN

alors, dans le complété de A0 (X, E) pour L2, on a
A —tAE . —Au,kt — 1 )\ —Au,kt
Eu€ N = Z —Ay k€ " Au,kVuk = —7 Z —Ayte” TRy Uy k-
k>1 k>1

De la, on déduit que

|Aguemamm

2 671 2 C 2
L < ?];1 |au,k| < ?||n||L2,u’

donc (3.19) devient

HaAE’ueftAE,u ‘2 _ <8AE7“€*tAE,u77 8AE,u67mE’u )
ou 120 ou " Ou L2
< wh(u) (Apue A, e BBy
< W%(u)||AE,ue*tAE>"17HL27u||e*tAE’“77||L27u, par l'inégalité de Cauchy-Schwartz
e, 2 —tA
<l car ey < 1

On conclut que

-
<

L 7 mp(u).

N

OApy —tAE .
e ,
ou

O]

Proposition 3.4.5. Si X = P! et hy est une métrique de classe C* sur O(m) invariante par S!,
alors on peut choisir une sous-suite de (hyp)n>1 telle que

1
mp(u) = 0(27), Yu >> 1,

par conséquent,

eftAE,u R eftAE,oo

U— 00

Démonstration. Comme h est C* et invariante par St alors la fonction fuo (1) := log hoo (1, 1)(exp(—u))

est concave et de classe C*°. Par application du (3.3.10), on déduit que h %, g)_%%log hn(1,1)

z
1
converge uniformément sur tout compact de C* vers h( %, %)_5 % log hoo(1,1). Par un choix de sous-

suite convenable on peut supposer que
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o 0. _1|0 hy, 1
h(—, —)"2|=—1 = O(— 1
(az’ﬁz) ’ oz 08 hp1 0(2”)’ vn >>
donc,
(W) = (2, L) bhw) = 0(=) Vu>>1
T = M2 02 U= Y
On conclut de (3.4.4)) que
de AEwn t
| ¢ - < %0(1), Yu >> 1

O]

On introduit la fonction suivante définie sur X donnée au voisinage d’un point x par l’expression :

0
=1 u\Y)» )
5 og hy(o,0)(x)

ou o est une section locale holomorphe de E non nulle en z, et on pose

0
G(u) = sup| 5 log h(7,0)(x)

zeX

Proposition 3.4.6. V¢, € A°(X, E),

\(aAE“f f) \<25E ()| Al €]us

et

(5

1 1 1 1
S6m) | < 0m() (18RI 1Bl IENE InZ + 1ApuEllnll)- (3.20)

Pour tous t1,ty et t3 > 0,

0AEg 0AE
’ ( et e_tlAE,ué've_tQAE,u et e_tSAE’u’Y) ’
u

" c? o C (3.21)
(o + 7o) e @@ el

ot C est une constante réelle positive.
Démonstration. Soit £ € A%(X, F). On a

8au<(AE’u§7§) = </ hu(AE W€, f)WX>

:/Xhu(mfv"g’g wX+/X(86;10ghu)hu(AE’u£’€)wx
(s ) + (B (L 105, )e) -

notons qu’on a utilisé le fait que % log h,, est réelle.

Or
(Apa&.6), /Zafkaff (ex-7) gz A,
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donc o5 O
9 9 kOfj i _
- v = —1 u — L2 h(ep, ei)— )
au((AE, faﬁ)u) /x(au ogh ) > 9% B hy(ex ej)27rdz/\dz
En regroupant cela, on trouve que
OAE., 8 0 0
‘( E 55 ’_‘/ fk fjh(lme]) dZ/\dZ*(AEug( logh)ﬁ)u

< ‘/X(;uloghu) afk af]h (e lmej) dz/\dz‘%—‘(AEug (=— —log hu )5)

u

0 8 1
s [ 52 ; O )|tz A d2)+ S5 A g €l 2

0z 0z
mais €Lk, € > on peut ecrlre a ernlere lnega lte comme suit
Sy 2 b erses) 2 0. ad i
0A Ofr Of;
(%522e.€) | <t [ S% J 9L (e ) g ldz 1 2]+ 5(u) | A 2 € 2

= dp(u )(AE,u&f)u + 0p(u) | ABuE L2 1€l 2,0
< 25E(u)HAE,uﬂ’L?,uHé‘”Lz,u‘

De la méme facon, on établit que

8 fy 07 ; 9
‘/ —logh Z f’“ gJ ek,ej)édz/\df—(AEmf,(%loghu)n)u’

(%een)

7

/’—10 | %f’“ %g;h (e k,ej)’%dz/\df—l—’(Aﬂuf,(%loghu)n)

(Z %}Zc’i?;)’zirdz/\dw‘@fzuf (5 log hu)n )u‘
k=1

O fk Ofr\z Ogr OgKN\z i _
< og(u / (Z 8z’z_:18§) (Z 82’2 %dz/\dz

N

+ (W) ||AEuél L2 ulInllL2,,  On a utilisé |y (v, V)| < hy(v,v)2 hy (v’,v')%
1
Ofr ~— Ofx )2( " Ogr <~ Ogr )2
< 55 / ST RN g ndz /hu 99k N~ 998y g A d
< dplu ( (Zazz:;%)Z ‘ x(kzlf‘?zkz::l z)z ‘

+0p(u)[|Apuél 2,0l L2,  Par Cauchy-Schwartz
1 1
= 0p(W)(Apu&, §)2 (Apunm)? + 0p(W) A uéll L2ulnll 22,0
1 1 1 1
< S ()| ApatlEa NAm il IR Il + S5 Ap gl 2.

. _ OAE 4,
Si on pose n = e tAEu Tﬁ”y, alors
o _tAE,u aAEyu
|Agunl 2, = [Apue iz
- Hate_tAEv“ LAE’U
ou L2

0A C
< 9225 . (puisque e 5] < o)
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donc,
0A C, 0A
—tAR.y Eu < = Eu
HAE“B ou ’LQ,u_ tH ou Mz
On a,
(9AE7 N (9AE7 1 N 8AE7 1 1 N 8AE7 1
(522, et0mn 2B | < S ()| Apatlfo,, |Apue 20 B0 2, i), lemtBmn SoELy 2,
_ OAR
08tz T,
C 1 8AEu i —tA aAE,u i
< 0 Ap s | ot F 6 f 25 52,
_ OAR
+ 8p(0) 1A pag i lle S5 2B
C 1 1 0AE, 8AE
S75E(U)HAE,uéHszHéHZ; =52 + Sp (@)1 A 5wl 22l 5 22
On a montré que, voir (|3.4.4))
HC’)AEu N ’ ()
ou L2u \/7? '
Donc
OABu 4 —tsAp ., OAEL o—ts C N 5 N 3 OAEw 4
1AE,u 28 F v 3AEw < 1AE u 2 1AE 2 > 3AEw 5
|(Fpmtemtdeng teden B BN e A e A PR 12X
_ OAE .. _
+0p()|Ap e MR g e | 5 T A |2
C?rg(u) Crg(u)

< —0p(u + —— U .
SN s@[€llz2ullVlL2 = B(W)l€]lz2 ullV] 22
0

Théoreme 3.4.7. Il existe une constante c telle que
<C\/5E \/7TE' i Yu > 1.

—tARg.. t

ae e — _ —(t—S)AEﬂl 8AE7U _SAE,ud

78 (& 78 e S.
u 0 u

Sil'on pose t; = s, ta = 2(t — s) et t3 = s dans (3.21]), alors

De tAEu
|~

Démonstration. On a

2 0A OA
—(t=s)Ap Z20u _ Eu _SAEu 2(t—s)Ap Eu  —sAp.
He ou ( ou 57 90 —e é‘)u
Czﬂ-E(u) 9  Crg (u) 9
< BV 5 Crp(u) s '
< ST r el + — = on(liel
Par suite
aA 2 02 C
7(t75)A ,uﬂ —sA u o ¢
et Zgatesten] L, < SmImp( =+ 7)-
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et donc

e

L < /t”€—<t—s>AE,u%e—sAE,‘

ou

F\/K/ +g)éds

On conclut en remarquant que pour tout a,b > 0

1
t b\ 2 t b
/(a+) dsg/ ¢d3+£ds puisque |z + y|2 < |2[2 + [y|2,
0 0

5224(t—s) st
1
:2\/&/ 71(1:1:4—\/1315i
0 (t—x2)4
Ll

1 1
:2\/6754/0 Ty dx + Vbt

bl cos(@)
0 +/1—sin(
= 2\/at1 / cos(0)2d6 + \[ti
0

— 2\/att de + Vbti

N

= ct4.

Théoréme 3.4.8. On a,

—tAE.. —tAE,
(7)o e

dans Uespace des opérateurs bornés sur le complété de A0 (X, E) pour la métrique L?,.

Démonstration. On a montré dans (3.4.7) que

‘ <c1/5E Wrswti Yu> 1. (3.22)

On en déduit qu’il existe une constante cs telle que

’ \/(5]3 \/’R’E % Vu > 1.

Par (3.4.1)), la fonction 7 est bornée. Et on a,

Oe —tAg u

8 _tAE u
ou

0
= 1 h’u ’
() = sup| 5 log hu(7,0)

Opio) il — Byl
— sup| 221 o~ =y
zeX ov h»U

_ O(‘ Mo
hiy)
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ou [u] est la partie entiére de u. Donc il existe une constante M’ telle que

/uul \/Mdv < /[U/]Jrl dr(v)dv

[u]
[v']

Comme on a supposé que (voir début de (3.4)) :

< h
PS it

1
2

< 00,
sup

alors (e*tAEv“) | converge vers un opérateur qu’on note par L; pour tout ¢, L; est compact pour

tout t fixé par (3.6.1) et vérifie
(Or + Apoo) Lt =0,

donc t — L; est une solution a ’equation de Chaleur associée au Laplacien Ag o, par unicité, on

conclut que
Ly = e_tAE’OO.

Remarque 3.4.9. Voir (3.4) pour des exemples de suites de métriques vérifiant

1
2

hp

%:thl -1

on peut prendre par exemple avec les notations de (3.4]), x(p) = 2P.

< o0,

sup

Théoréme 3.4.10. L’opérateur I + Ag o admet un inverse, noté (I + AE,OO)_l, et il est compact.

Démonstration. On va montrer que
9 -1
“%(14’ Apu) HLQ,u < 80g(u), VYu>1.
Soit v € A*0(X, E).

~10Ap., -1

ou
Onpose €= (I +Agy) tyet n=1+Ag,)"? 8%5’“ (I + Ag,)~ty dans I'inégalité (3.20)), alors

0AB,u - —20AB.u - (ZAV:RY
(550 + 29 T+ B S22 + Ap) 7)) | = |(F5246m)|

0 (1+85.)  =—(1+25.)

% (I + AE,u)

ou ou

u

PRt _20AE, Rt 1 i _90AE -
<Op ()| Apu(l + Apa) T NARW (T + Apa) P22 (1 4 Apa) TN+ Apa) T 72 I+ Apa) =52 (1 + Apa) ™
- _90AE -
+ oAl + Apw) Yl + Apa) * =52 (1 + Ap) |2, par (B:20)
1 _10AEg., 1 1 1 0AE. 1
< 40w I E2 N+ Bp) T =52 (04 Ar) T E2 W E2 MU+ Apa) T =SB+ Ap) T,
—10Ag.

+40e(W)Vll2,ull( + Apw) (I +Apu) " Ye2 e

ou
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Or (I + Ag,)~! est autoadjoint pour la métrique L2, donc
_10AE . 0AE,

2
I+Agp. I+Ap,) W = T+ Ap) "I+ Ay~ M+ Agy,)
|0+ 8p) 22+ Ap) ™| = (T4 D) T (T + Ap) P (4 Apa) ),
_18AEu -1 ye 2 iz s
< 80p(u) ||Vl p2u||( + ABw) 8u7 I+ Apu) 'y par 'inégalité ci-dessus.
L2y
Ce qui donne que
0 _ _,0Ag _
—(I+Ag,)"* =||(I+ Ag,) " /—2%(T + Ag,) ! < 805 (u).
Hau( +Apu) o H( +Apu)” =5 (I + Ap) o = 5 (u)

Comme les normes (Li)ue[l’oo} sont uniformément équivanlentes, il existe une constante ¢’ telle que
la derniere inégalité devient :

<8 5p(u).

L2 00

0
[utr 26

donc, si 1 < p < g, on obtient :

WI+AEm*~wI+Aaa*

q
< 80"/ dr(v)dv.
P

L2 00

e
Or, dp(v) = O(|| 7=+ — 1]
M®) telles que

Sup) Vv > 1., donc pour p,q > 1, on peut trouver des constantes M" et

wI+AEw*—wI+Aaa*

q+1 h
S M// ZHip -1
12,00 7 hp-1 lsup

1
2

sup

ot
<M® ;lep: -1

Par hypothese, voir début du paragraphe, le dernier terme tend vers zéro lorsque p, g — oo. Par suite,
la suite d’opérateurs compacts ((Ag, + I )*1)p oy converge vers un opérateur P, qui est compact par

(3-6.1) et qui vérifie (Ap oo + I)P = I. On conclut que (Ag o + I)~! existe et il est compact.
q K q b} p

Par conséquent, Ag o, possede un spectre discret infini, c’est une propriété des opérateurs com-

pacts, comme Ap o, est positif, alors le spectre est minoré par zéro.
O

3.4.1 Trace et fonction Zéta

Dans la suite, on notera par 0 < A1 < Axg2 < ... l'ensemble des valeurs propres de Ag o
comptées avec multiplicité.

Dans le cas ou les métriques hx sur X et hg sur ' sont de classe C*°, alors on a le résultat suivant :

Proposition 3.4.11. Le noyau de chaleur e *® d’un opérateur Laplacien sur une variété différentielle
compacte, est un opérateur nucléaire, (voir (3.6.2])) et on a

Tr(Pe ') = Z e M vt >0,
keN

ot les A1 < Ao... sont les valeurs propres non nulles de A comptées avec multiplicités et P est le
projecteur de noyau ker A pour la métrique L.



CHAPITRE 3. SUR LA THEORIE SPECTRALE DES METRIQUES INTEGRABLES SUR UNE SURFACE DE
172 RIEMANN COMPACTE

Démonstration. Voir [BGV04, proposition 2.32 p86] et [Sou92]. O

Théoréme 3.4.12. On a
0(t) = (4nt) rg(E)vol(X) + O(1)

quand t — 0, avec O(1) est une fonction en t bornée au voisinage de 0.
Démonstration. Voir [BGV04, théoréme 2.41]. O

Soit (A Eu)u d’une famille C*° de Laplaciens généralisés sur surface de Riemann. On note par 6,
la fonction Théta associée a Ag,,, rappelons que si 'on note par Aj, < A2, < ... les valeurs propres
non nuls comptées avec multiplicités de Ag ,, alors en fixant u, on a pour tout k entier, il existe des
réels ay,—1,0u,0,- - -, 0y k tels que

k
Ou(t) = Y ayit' + Ot

i=—1

pour tout t proche de zéro.

Proposition 3.4.13. On considére (hy)y>1 une famille de classe C*° de métriques hermitiennes sur
E. Alors apy et a_1,, sont des fonctions constantes en u.

Démonstration. D’apres (3.4.12)),
a—1 4 = 4rrg(E) vol(X),

qui ne dépend pas de u.

Pour montrer la deuxieme assertion, soit ¢ # 1 un réel strictement positif et on consideére la donnée
suivante ((T'X,thx);(E, hy)). La variation de la métrique de Quillen associée & ¢ est donnée par la
formule des anomalies suivante :

—log hq (X thx);(B,hu)) T 108 hQ, (T hx)i(E b)) = /X ch(E, hy)Td(T X, thx, hx),

voit [BGS8Y].
On vérifie, en utilisant ’expression locale du Laplacien, que :

At = A thx )i (B h)) =t A@X (B ha)) = Ay

alors (), (0) = Ca,,(0)logt + (4, (0), ot on a noté par (a,, la fonction Zéta associée a la donnée
(TX,thx);(E, hy)). On montre que

1 1
Td(TX,thx,hx) = B logt + 5 logte1(TX, hy),
dans @,>0APP)(X), voir [GS90b] pour la définition de la classe de Bott-Chern.

Comme Voly,,, = tdim Xy/ol,, «» alors

; 0
— 42 dim H (X,E)hL27

hr2 (TX thx )s(B,hu) (TX,hx )i(Eoha))-

En regroupant cela dans la formule des anomalies, on obtient que

1 1
—2dim H°(X, E)logt 4 Ca, , (0)logt = ilogt/ c1(E, hy) —|—610gt/ a1 (TX, hx).
’ X X
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On rappelle que ¢(0) = ag, voir par exemple [Sou92, Théoreme. 1], alors

1 1
- 7/ cl(E)—l——/ e(TX) + 2dim HY(X, E), V. (3.23)
’ 2 J)x 6 Jx

Définition 3.4.14. On pose pour tout t > 0,

0o (t) == HPOOe_tAEvOOH 3,
1,00
avec P™ est la projection orthogonale de noyau ker(Ag o) pour la métrique L?,. On lappelle la
fonction Théta associée a 'opérateur Ap .

Lemme 3.4.15. Pour tout u < oo, soit P“ la projection orthogonale & H°(X, E) pour la métrique
L2. On a P" est un opérateur borné et

apv 9
S = O(H% log ha,

), Yu < 00.
sup

Démonstration. Soit {e1,...,e,} une base de H(X, E). Soit 1 < u < co. Pour tout ¢ € A%0(X, E), il
existe a,(lu) &),..., a&“’ (&) € C tels que

pug =5+ia§“)<é>(1®ei>,
=1

qui sont donnés par

T

Y ©(eenlee),, =—E10e)n,
=1

On pose A® 1a matrice
Al — (1®e,l® ej)L2,u)

1<i,j<r’

et D, lopérateur A9 (X, E) — C" défini par Dy, (€) = —*((&,e1 @ V)12, .-, (€ er @ L)p2,) L

Comme A est inversible puisque det(A®)) = VOI%QW alors

al" (¢)
= (A" 7D, (¢) vEe AV (X, E).

On a

Il suffit de montrer que

9
ou

3. Voir (3.6.2) pour la définition de la norme || - ||1.
4. Y(x,...,*) désigne la transposée du vecteur ligne (, ..., *)

((4")™'D,) = o(”a%log h

sup>'
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On a

0 1 _10AW 1 10D
- (u) — (AT A (u) u
50 ((A ) Du) (A™) 5 (A" "D, + (A™) B

Puisque (hy), converge vers ho, uniformément sur X alors on vérifie que ((A(“))_l) converge vers
u

(A(OO))_1 pour un choix de norme matricielle quelconque, donc ((A(“))_1 est bornée pour cette norme
matricielle.

Soit £, € ACO(X,E), on a

o 8

’%(g’n)ﬂu B /X Ou 5’ WX‘
= / — log hy ) hu(&,m WX‘
= (5, — log hy,) ) ) ’
< |5 tos Nl

On déduit que aP“
o (H 5 log hy

Sup), us 1.

Théoréme 3.4.16. Pour tout t > 0, e 2B est un opérateur nucléaire. On a

lim 0, (£) = Ooo(t).

U—oo

La fonction Zéta (oo définit par :

est holomorphe sur Re(s) > 1 et

vV Re(s) >

o0
admet un prolongement analytique au voisinage de 0 et on a
¢ (0) = lim ¢, (0).

avec G est la fonction Zéta associée a Ap,,.

Démonstration. Soit R un opérateur de rang inférieur a n, (voir (3.6) pour la définition de oy, ()).
Fixons t>0, on a

O_n(PooeftAE,oo)oo < HpooeftAE’Oo - RHL27OO

< HPOOe_tAE*“’ _ Pooe_tAE*“ + ||POO€_tAE’“ _ Pue_tAE’"HLz . + HPue_tAEv“ _

et

HLQ,oo

<P e golle™ AR — e BB 1+ [P = PY|pa 2 oo

+||PUemtBry — R, |
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On a alors

O'n(Pooe_tAE’oo)oo < HPOO||L2,ooH6_tAE’OO_6_tAE'u +||Poo_Pu e_tAE’u||L2,Oo+0'n(Pu€_tAE’u)007

Iz 00 Iz oo

Comme e *A5u (resp. P") converge pour la norme L? vers e ?AF2 (resp. vers P>) et que la suite

(He*mE’UHL2 ), st bornée, alors

on(P®e tREc) < liminf g, (PYe A8 . (3.24)

U000

Rappelons que
Ou(t) = [[PUe™ ], ,

1
Par (3.6.2), |[P"e~*A|, . est la somme des valeurs propres non nulles de ((PUe 'Au)*(PUeAu))>

comptées avec leur multiplicitées ou on a noté par (P“e*tA“)* I'adjoint de P%e~*A+ pour la produit
(,)rz2. Vérifions cela : on va montrer que

e—tAu* (Pu)*Pue—tAu =0

sur HY(X, E), et
e—tAu (Pu) *Pue—tAu — e—QtAu

sur 'orthogonal & H(X, E) pour la métrique L2.

Puisque e~ A laisse stable H 9(X, E) et son orthogonal, alors il nous suffit de vérifier que
(P")* P =0,
sur HY(X, E), ce qui est évident, et
(P*)"P" = id,
sur son orthogonal. On peut vérifier que P" est autoadjoint pour L2.
On a (P“§,&'),, = (§, P )2 = (§,&) 12 si & est orthogonal & H(X,E), donc P¥¢ — ¢ €
HO(X, E). Si € est orthogonal & H(X, E) alors
(Pu*f - 57 Pu*€ - E)L2,u = (é-a Pu(Pu*g - §>)L2,u - (57 Pu*g - g)LQ,u
= _(6’0)L2,u +0
=0.

donc,
P =¢, VEe HY(X,E)*t.

Maintenant, si & € H, on sait qu’il existe n € H°(X, E) tel que

Pu(eftAug) — eftAug_i_ n,

par suite,
pur pu (e_tA“f) — Pu*e_tA“f

On conclut en rappelant que e **« laisse stable H(X, F) et son orthogonal pour L2.
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On pose, pour tout u > 1 :
0u7oo(t) — ||PueftAE,u|

1,00°

On a pour tout u,u’ > 1,

‘9%00(75)—0”/700(15)‘ — ‘H plo—tApu

o HPU/C_tAE’“/

1,00 1,00‘

< PueftAEyu - Pu/e_tAE,u’

1,00

— /u % (P”e_tAEv”)dv

1,00

u’ v
_ / ((9P e*tAE,v —I—Pvg(eitAE’“))d’U

v ov 100

v Py 0
= / (—P”eftAEv” —{—P”—(eftAEv’“))dv

u ov v 100

! v !

< ' aiP”e_tAE!vdv + /u pPY (8(6_§AE’”)6_§AE‘“ + e_gAE’”a(e_éAEv”Odv

w OV 100 w ov ov 100
i u’ an v _tAEv u’ v a _EAE’U v _iAEv v _EAEU a _EAE’U
— UWPe 7dv1oo+/u<P8U(€2 7))(P62 »)—I—(Pe2 ’>%(62 7))dv1(

w9 P (R TI t

By o(1)d 2/ L Ay 368

_/u v L2,00 veo(t)dv + u 8’06 L2 00 v,w(z) v pard )

v ] W] t
< C7/u 2—vev7oo(t)dv+c6/u Q—Ut%av,oo(i)dv
<c 1 u,(ﬁ (t) + 11 (£)>dv
= 82u ” v,00 v,00 92 .

On a utilisé les faits suivants %(e‘mv)f = %(e‘mﬂ)P”f et que %P” = 85) Id. Montrons la

premiere assertion : Soit & € H, il existe ag,...,a, € C tels que £ — P{ =3, a;1 ® ¢;, donc
e*tAu _ eftAu/ 1 ,
e (- P) = (Rt e —attew) =0 vury.

On introduit la fonction ¢, définie par :

1
I'(s)

Cuoo(s) == / B oo (t)°dt, Vs € C.
0

Sil'on pose B = P" dans (3.39), on obtient

1—¢ 1+¢

——Ouoo(t) <O0,(t) < —0Ouo(t), Vt>0, 3.25

T buoet) < 0u(0) < bt (3.25)
ce qui donne que . .

—€ +e€

—_— < < . .

T oSueo(8) < Gu(s) < 77 Cuoo(s), Vs €R (3.26)

Comme (,(s) est fini pour tout Re(s) > 1 et tout u > 1, alors (4, existe et fini pour tout Re(s) > 1.
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D’apres ce qui précede, on a pour tout Re(s) > 1 :

oo oo u’ 1 oo t
/ 5710, o (t)dt — / t310uroo(t)dt‘ <cg / — / (710, oo (1) + 715710, o () ) dtd.
0 0 ’ u 2Y Jo 2

Par suite, pour tout réel Re(s) > 1, on a

Ci /u, <F(Re(s)) Cooo (Re(s)) + oRe (s)+3

1
< 5u (s)] Cu,00 (Re(s) + 4))dv

el s 1
Guoo(8) = Guroa(8)| < F<R<>|+4>

T(s)

Notons que si 'on multiplie wx par ¢ > 0, il est possible de supposer que les premieres valeurs

propres de A, sont > 1, donc on aura pour tout s > 1 :

1 o0
(&) =Gl ) =D 5 = 2

v
=1 1 &1
= Z S AS S
k=1 ",k v,1 =1 ",k
1
= (1= —)G(s)
Al

On conclut de (3.26]), qu'on peut avoir

1
Cv,oo(s) > Cv,oo(s + Z), Vs > 1,Vo > 1.

Donc, on obtient

e(s e(s 1 u
Cu,00(8) = Cur 00 (8 )‘ ;(W + oRe(s)+ 4(R\((s))—\|_4>>/u Cu,00 (Re(s))dv, VRe(s) > 1
(3.27)

Maintenant on suppose que s > 1. Montrons que pour tout Yu,u' > 1 et pour tout s > 1 :

I (Re(s)) S+1F(s+i>>) Guoo () _ ( 1 <F<Re(s)) s+1F(5+i>>>
( el 2 T )) S (s = P22 s 2 T )
(3.28)

11
2’

expf & | L1
P\ Tlog2l2e 2@

Si v — Gy .o0(s) est différentiable pour s fixé, on obtient de (3.27)

I'(Re(s)) Re(s)+1 I'(Re(s) + )
s < 52 (g +2 Do) el
par suite
P(Re(s))  o1l(s+7)
‘ 108 Cu,00($ <28< ) + 25t F(s)4 )
et donc,
g |1 I'(Re(s)) 1 l(s+ 1) ,
‘logCu,oo(S)_logCu’,oo(s) < 10g82’2u 2u’ <|F(5)‘+2+4F(S)4> Vu,u.

Si v+ (u 0o(s) n'est pas différentiable, on applique le lemme de Gronwall & la fonction v’ —
Cu’ .00 (8), notons que cette fonction est continue, car localement lipschitzienne, cela résulte de fait que
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v — (y(s) est continue, de (3.26) et de (3.27]).
De (3.26)) et (3.28]), il existe des constantes réelles positives c12 et c13 telles que

I (Re(s)) s+;F(5+i))> Culs) <P<Re<s>> s+af<s+i>)>
(|F<s>| e ) S RO
(3.29)

1 1

2u 2w

1 1
2u 2V

&)

cizexp| ——— ‘s
12 6XPp log 2

log 2

S C13 eXp (

pour tout u,u’ > 1 et Vs > 1.

On sait que (, est holomorphe sur Re(s) > 1. Montrons que (¢,) converge uniformément sur tout
domaine de la forme oo < Re(s) < 3, avec 1 < a < 3, vers une fonction holomorphe sur Re(s) > 1. On
établira apres que cette limite est (.

De (3:25), on a

2¢e 2e

e Boou(t) S Ou(t) — O (t) < ——0 00 VYt u > 1
T g looa(t) S Ou(t) = Ooou(t) < 3 buoe V>0 VU u'>

d’ou on tire,

Hu(t) - aoo,u(t)‘ S

Par suite,

2 T'(Re(s))

1—¢ [D(s)|

Cu(5) = Cuols)| < Coco(Re(s)) VRe(s) > 1.

En utilisant cette inégalité, on obtient :

2¢ T'(Re(s))

1—e [I(s)]

Guls) = Gu(s)] <

Cuco(s) — gu,,oo(s)\ n (gu,oo(Re(s)) + Cu/m(Re(s))) VRe(s) > 1 Vu,u/ > 1.

Si l'on choisit 1 < a < . Alors on a déja montré que la suite ((u00(Re(s))),, est bornée sur o <
Re(s) < 8 uniformément en u. Donc, on peut trouver une constante K, qui dépend uniquement de o
et G telle que

2e
— €

Guls) = Gu(s)] <

Curoo(8) — Cufpo(s)’ + K VRe(s) > 1Vu,u' > 1.

donc, (Cu)u>1 converge uniformément vers une limite sur o < Re(s) < 3, cette limite est nécessaire-
ment holomorphe sur a < Re(s) < 3.

Lemme 3.4.17. Soit 8 une fonction réelle, décroissante et positive. On pose (, la fonction définie par

C(s) = F(IS)/OOO Lot dt,
pour s € R. On a
o) < LV ) vesaso. (3.30)
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Démonstration. Soit a > 0 et s > a, on a

—/ O(t)t5Ldt
8/0 )t~ 1dt+—/ O(t)t*dt

(s)
(a) s—

ZF(S)/@ t5~tdt
6(a)

= = ~a.

T
0(

O

Appliquons ce lemme pour montrer que 6, (t) est uniformément bornée en u pour tout ¢ > 0. De

(3-30), on a

I'(s+1)
tS
donc, si 'on choisit s > 1, alors (,(s) est fini. En utilisant (3.29)), on déduit que pour tout ¢ > 0 fixé,
0, (t) est uniformément bornée en u. Cela va nous permettre de montrer que e *A#. est un opérateur

nucléaire, mais avant, on rappelle un lemme technique qui nous sera utile :

0,(t) < Culs), Vs>t>0.

Lemme 3.4.18. Soit {c,;:n € N,i € N} une famille de réels positifs, alors on a
l%z'rril(gfz:cnl > lemrrigéfcm

Démonstration. Soit N un entier non nul. On a

oo
Zc;“>21nfc“, VYnVk >n
=1 = 1_

donc
mchk2>mec“, Vn

ce qui donne

N
limninf Z Cnyi > z:l lin%infcm.
(] 1=

donc,
limninf ZZ: Cnyi > z; lin%infcm.
puisque tous les termes sont positifs. O
On a

1
% timinf 0,(1) > lim inf 6,,0(1)  par (3:25)

— £ u—00
= lim inf Z on(P 7tAE’“)

U— 00 S
n>1

>y lim inf an(P“e*mEv“)oO par ([3.4.18))

n>1
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>3 o (PXeAP) - par (3.24)
n>1
= O (1).

Comme on a montré que 6,(t) est bornée pour ¢ > 0 fixé, alors
O (t) < 00, Vt>0.

C’est a dire, on a montré que

e_tAE’oo ’

est un opérateur nucléaire.

De (3.39), (3.40) et (3.41)) alors

d’out on déduit que
(Pu(t)), —— poo(t) ¥t >O0.

U yr—00

Fixons € > 0, comme (¢, (1 + 6))u , est convergente, on peut trouver une constante réelle c telle

>
que
0,(t) < ts%c’ VO<t<l+e Vu>1.
donc,
Ouo(t) < t;lc.

Soit Re(s) > 1+¢. On a

1 § 1 e
/ £57E=2 (=10, (1)) dt + / 5710, (t)dt, Yu > 1.

C“(S):r(s> 0 T(s) Js

Comme (Hu)u converge simplement vers 0, alors par le théoréme de convergence dominée de Le-

besgue :
Cu(s) —— (x(s) VRe(s) > 1+e.

U— 00

Montrons que

——, VRe(s) > L.

Montrons d’abord que

> 1
COO(S) = ;E, Vs> 1.
Soit 4 > 0, on a pour tout s > 1 +¢ :
1 0 s—1 o s—1
Coo(8) = F(S)/O t Goo(t)dtJr/a 5710 (t)dt

_ F(ls)/05(000(75)755+1)t8—2—6dt+/00 710, (¢)dt.

)
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Comme [y 5 (0o ()1 )25=2 21| <

— s—1—¢

55—1-¢ ot O (t) < 900(5)6_/\°°’1(t_5) pour tout ¢t > 4,
alors

Coo( ) 55 1— e +Z / ts—le—km,ktdt

o5 1=5) + ——/oo t5~ e tat
( ) ,;Aio,k I'(s) Ja o

0(53—1—5

En remarquant que

<] Yo 1
= lim < / t57 0o (s)dt
kz:l )\go k Ni—>ook§::1 )\io,k F(S) 0
On conclut que
(o(s) = Z —, Vs> 1
k=1 )‘oo,k

Soit Re(s) > 1, on pose

donc

|CN,oo(s !_‘

N—-1
| [ - (Zwmt) = S (Cotmeto) = 3 i)

k=1 )\007]{
Le terme & droite tends vers zéro lorsque N se rapproche de l'infini. On conclut que

Z , VRe(s

k*l ,k

Soit Re(s) > 1, on a

’Cu(s) - Cu’(s)‘ S ’Cu(s)’ + ‘Cu’(s)‘
< Cu(Re(s)) + G (Re(s)).

car (u(s) = > ey )\s lorsque Re(s) > 1.

Soit Re(x) > 0. On pose pour tout u > 1

Oul(z) = —— / T ST (5)Cu(5)ds

271 Je—ioco

ou ¢ est un entier > 1 fixé.
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On vérifie que 0, (x) = Spsp €T, |§u(ac)‘ < O(Re(x)), 0, coincide avec 6, sur RT* et que
u(x) = =L + ap + p(x) pour z assez petit.

On a
~ ~ 1 c+1i00
u(@) =B (@)| < 5 [ (#7TE() = 7 T(a) () s
1 c+1i00
< ﬁ/c_m 2[R0 (5)] (Cu(Re(s)) + G (Re(s)) ) ds

= i\xy—c( ¢) + Cu(c T(c+it) ydt+/ IT(c+it) \dt)
2 [

/ 00,—1]U[1,00

T(c+it dt+/ V k2 4 t2 dt)
/’ c+it) - —lu[looH VIt |s1nh(7rt)||

T(c+it ydt+/

—o00,—1]U[1,00[

H V2 + 2|T (it ydt)

1 —c
= %L’E’ (Cu +Cu

(
)
= a7 (Gule) + Gue )(
)

voir formule [AS92, 6.1.29]

on vérifie que la derniére intégrale est convergente. Comme ((,) converge uniformément sur tout
domaine de la forme § + 1 > Re(s). Alors il existe une constante réelle K qui dépend uniquement de
c telle que

Ou(z) — Oy (z)| < K|z|~¢, VYRe(z) >0

On en déduit que

pu(z) — puw(z)| < Klz|™¢, VRe(z) > 0.

Soit r > 0 fixé. On note par D la courbe paramétrée par re'®, ou —5 < o < 7. Si I'on remplace x par
z? dans I'inégalité ci-dessus, et qu’on considére k un entier supérieur & 1, alors on a

pu( (xZ)
‘/ xzk dx

SK/ |$|_2C_2kd$,
D
qui donne

< Krm 2672k vy o' Vi € Ny,

Qy ke — Ao/ &

(on a utilisé le fait suivant : [, 220"Fda = & ;).
Par suite, si I'on considere 0 < t < r alors

|pu(t)] < > law k]t
k>1

< Z|auk — Gy k|t2 + Z |au’ k‘t2
k>1
2

t
S Z KTiZC(TfZ) + ’; |au/’k\t2k

k>1
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t? = 2%
2" > law k.
k=1

En fixant v/, on peut trouver une constante K’ et un réel ty > 0 telle que

< Kr~2%¢ 5
r

00 t2
> Jaw k]t < K’l —5 Vi€ [0, to).
k=1

On conclut qu’il existe une constante K" telle que
lpu(®)] < K"t, Vu>>1, V0 <t < min(y/r, o).
Or, on a montré que p, converge simplement vers pso, donc
|poo ()] < K"t, V0 <t <min(y/r,1).

en d’autres termes poo(t) = O(t). Par conséquent (-, admet un prolongement analytique au voisinage

de s = 0 avec © g (s . ;
go(o):/ Oo()dt—l—a_1+ao—|—/ Mdt.
1 t 0 t

Comme
0u(t) < 0, (1)e =D v > 1,

D’apres (3.7.17), on peut trouver une constante ¢ > 0 telle que A, 1 > ¢ pour tout v > 1. Rappelons
que (Qu(l))u est bornée. Par conséquent, il existe M > 0 telle que

0u(t) < Me™ ¥t >1.
Aussi, on a montré que
lpu()| < K"t, Vu>>1V0 <t <min(\/r,to).

On déduit a I’aide du théoréme de convergence dominée de Lebesgue que

([ 400 e [0
(/01 p“t(t)dt> P /01 Po?(t)dt.

(€. (0))

et

Par conséquent,

(% (0).

u>l oo
En particulier
(G(0)) e = Co(0). (3.31)

Rappelons qu’on a montré a l’aide de la formule des anomalies que la suite des métriques de Quillen
suivante :

(hQ’((X,LUX);(EJLp)))pEN

converge vers une limite qu’on a noté par hq ((x.wx);(E,heo))-

Montrons que

(hL27((X,wx);(E:hP)))peN

converge vers iz ((xwy)i(E,heo))- £OUr Cela, on a besoin de la proposition suivante :
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Proposition 3.4.19. Soit (X,w) une surface de Riemann compacte. Soit E = (E,hg) un fibré en

droites muni d’une métrique hermitienne C*°. On note Kx = Qg,o) qu’on munit de la métrique induite
par w et E* le fibré dual muni de la métrique duale.
On a
A%X‘@E* *l,E = — *l,E A}E‘

ol on a noté par A* Uopérateur Laplacien généralisé agissant sur A0 (X, *). En particulier,
ker(Af) = 1 (H(X, Kx © EY)).

Démonstration. Soit ¢ € AN (X, E). On a

Apyop (5186) = 0,0, o (41,56)

—
= *1,50E *o p Ok xoE* *1,B §
= =*
= %1, p0E0R¢
1
= *1,EAE§-

Comme ker A(}(X@)E* = H°(X,Kx ® E*), alors
ker A}, = *1E(HO(X Kx ® E*))

0

Proposition 3.4.20. Soit (h,) o une suite de métriques hermitiennes continues qui converge uni-
formément vers hoo sur E, un fibré en droites sur une surface de Riemann compacte.
Alors pour tout £,&' € ACD(X, Kx @ E*),

1.
1 —1
( 1 Epé)pGN P00 *].,Eoog’

pour la métrique Lg, ot ¢ € NU {oo}.

! -1 -1 !
( 5 )L27p>p€N p>—>OO (*laﬁoof7 *17EOCE )L27OO
A

Démonstration. Soit & € A®©: 1)(X Kx ® E*). Comme X est compacte, on peut supposer que =

gdz® T avec g € A00) X) et 7 une section holomorphe locale de E. On a pour tout p,q € N

e thﬂ)“” —th”>

o [ laPir

L/ o P (77, 7) — Ry (7%, 77)
T Jx hoo (T, 7%)

dZ® T

-1 —1 *
*E, (gdz® ") — * T, (gdz® 7") o
2

1
heo (T, T)dz A dZ

(T 7)  hy(r7)
2
hi (7%, 7)dz A dz.
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Donc,
-1
( 1 Epg)pGN P00

2
pour la norme L.

Montrons que,
-1 -1 g -1 Y
<(*1,Ep£7 *1,Ep£ )L2ap)p€N Ppr—00 (*11Ew§7 *I,Eoo‘f )L27OO
On suppose que £ = fdz ® o*, on a

m(r)o* (o) _
( 57 L27p 277/ f (7_77_ N )hp(T,a)dz/\dz

27T/gfh("‘ “)dz A dz.

. ’ *
Comme (hy) converge uniformément vers h’,

sur £*, donc

converge uniformément vers hoo sur E, alors (hy)

-1 -1
((*17Ep€7*17Ep€/)L27p)peN P00 (1E &k 1E' g/)LQ,oo

O
Comme application, on obtient :
(Volp ,(H'(X, B)))  —— Vola o (H'(X, B)).
’ peEN pr—o0
On réécrit donc (3.31)) sous la forme :
T((X,0x); (B, hoo) ) = ¢ (0).
O

3.5 Variation de la métrique sur T'X

Dans cette partie on étudie les différents objets spectraux associés aux métriques intégrables sur
le fibré tangent d’une surface de Riemann compacte. Cette étude est plus simple contrairement au cas
de F ou on avait besoin de supposer que la métrique de E soit 1-intégrable.

Soit X une surface de Riemann compacte et F un fibré en droites holomorphe sur X. On munit X
d’une métrique intégrable hx . Par hypothese il existe une décomposition de hx o = h1,00 @ hy, éo en
métriques admissibles et des suites (hipn)nen €t (hen)nen de métriques positives C> qui convergent
uniformément vers hj o respectivement vers hg o.

Fixons hg, une métrique hermitienne C* sur E.

On pose hx p := hy 1 ®h2*ﬂlz ¥ n € N. On considére la famille (hX,u)u>1 associée & cette suite comme
dans (3.7.1), rappelons que hx , est une métrique hermitienne sur le fibré T°X.
On note par wx,, la forme volume normalisée associée et par A,  le Laplacien généralisé associé

a hx, et & hg pour tout u €]1, col.

Pour tout u €]1, 00|, on notera par L3 X (resp. (+,-)2,,) la métrique hermitienne (resp. le produit
hermitien) induits par hx, et hg sur A 0) (X, E).
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Définition 3.5.1. On pose, pour ¢ € A%°(X, E) :

Afi

thoo<3 8) hg(oi,04)” ;(hE(O'“O'Z)a

>®az

o & =31 fi ®0; localement et {%} une base locale de TX. On lappellera 'opérateur Laplacien
associé a la métrique hx .

Dans le théoréme suivant, on montre que Ay o, est un opérateur linéaire défini sur A0.0) (X,F) a
valeurs dans A(C0)(X, E)_, ( le completé¢ de A9 (X, E) pour la métrique L2,).

Théoréme 3.5.2. Avec les notations précédentes, on a :

1.
2
ulglgoHAxUﬂhz = ||AXoo£||L2,oo < o0,
2.
(AX,ooé’gl)L27oo = (é’Avaél)Lg,oo’
3.

(AX,w&'?g)[ﬂ’oo >0
pour tout £,&' € AY(X, E).
Démonstration. Soit & € A9 (X, E), on a pour tout u > 1 :

) i o, .9 ~
HAX,ué.HL27u = /zeX(AXM& AX,ug)mwX,u - % /zeX (AX,u§7AX,u€)x hXﬂt(%(x)? %(x))xdzm N dZqg,

ou { 59 ()} est une base locale de T'X au voisinage de x.
Si'on note par U un ouvert dans lequel { = Y_;_; f; ® 0y, alors le Laplacien Ax , s’écrit pour tout
xeU,:

th( gz( ))_lhE(ai,a,»)*% (hE(JZ,Uz)§f>®JZ

R
Pour simplifier les notations, on écrit ||o||% = hg(o,0). On a

e (3500 50), (5.6 81.),

:th(%’%) (ilhxu(aaz’aaz) [ j”—g 0 (” ]”2 8f]) ®Uj’i1hx’u(§z’ 88) HJJH_2 0 (” J”z af]) UJ)
).

=g g), Zlewle 1ol 5 2 (100132 2 (o132 (o)

(2 ), (805502,

-1
Onax— hxo (Q Q) hx (@ @> est la restriction sur U d’une fonction globale bornée sur X,
X xr
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Par une partition d’unité, on établit a 'aide du théoréme de convergence dominée que :

HAX’(X’&H;’(’O:QiT/XhX’OO<8az’8az) (Ax’wf,AXmQ dz N\dz
L) O 2 (ot 22) 2 (o 22 V(o ) 1 2

_ ¢ - 9 0\~ ) 9 0 2 Ofr\ O
=5 Xul»an}th’u(&7&> Z”Uk”E ol z a(”akHEg)%(H ]||E8 )hE(O’k,O'J)dZ/\dZ
(2. o 0 9 5 Ofpy O 5 Of;
=5 dm [ h(5n50) ZuokuE loll 5~ (H ol 52 ) 5z (o152 ) (0w, 0)dz 1 d
= lim A, €],
On a aussi
0
(Ax,oo(f@)d), / hg(o,0) z(hE(o* o) af) ghg(o,7)dz Ndz
—/ hg(o ——dz/\dz par (3.3.4)

=(f®o, Axoo(9®7))p
par linéarité, on déduit que
(AX,wé.? 5/) L2, (ga 5 )L2
pour tout &,¢& € A00) (X,E).On a

(AX,N€7§)L27OO = i /)((AX,OOgyg)L2,ooWX,oo

T

. 0 0\—1 9
:2Z7r/)(<_zhx,00(8z’az) hg(oj,05)” 18z(hE(UJ’GJ)8JE)®U]7Zf]®a])wxoo

j=1 7j=1

) r _ a af L -
_%/X Z hE(Uijj) 1$(hE(Uj7Uj)?;)fkhE(Uj,Uk)dZ/\dZ

5 Ofr
Z he(oj,0x) 0J; Ok g, Adz, par (3.3.4)

27[' X . Py 0z 0z

) af; " af;
_27T/XhE( s ©° 73 ® 0;)dz A dz
> 0.

—tA

Corollaire 3.5.3. A, admet un noyau de chaleur, qu’on note par e =X ¢ > 0.

Démonstration. D’aprés (3.5.2), Ay  est un opérateur autoadjoint et positif. Donc de (3.7.3), on

déduit que A, __ engendre un semi-groupe e X 00 pour ¢t > 0.

,00

O

On introduit la fonction suivante :

Ox(u) := 22}?‘8u (IOgh“(g?Z’ 5?;;)1) (:c)‘ Vu > 1,
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ou % est une base locale de T'X. Notons que dx ne dépend pas du choix de la base locale. Comme h,, =

(1 = p(w))hp—1 + p(u)hy, pour tout p € N*,Vu € [p — 1,p], alors - 9 log h, ( 55 8z) = p(u )M =

p(u)}};—pw qui est une fonction définie sur X entier et puisqu'on a supposé que (h,) converge
u P

uniformément vers h, alors il existe ¢; une constante réelle telle que

hu) = P

dx(u) <
hu)41

Vu>1, (3.32)

ou [u] désigne la partie entiere de u.

Proposition 3.5.4. On a

< Ox ()| A% €l 2

0A
H ou ¢

L2y
pour tout £ € A (X, E) et u > 1.

Démonstration. Soit £ € A»9(X, E), On a localement,

o 0 0 0
A ) ) — 71 R S o) -1
X,u(f2®o-’b) h’u(aza 82) h(UlaaZ) aZ (h(o—“O—Z)aZfZ) ®Ul7 ? ) T
on&=>"_, fi®o, avec g est une base locale de TX. Donc
OA 0 o 0
= i i) — 1 u\q_7 o_ -1 A A i)y
ou oy i®oi)= Bu(Ogh (82 62) ) xa(fi ® 0i)
et par suite,
OA 0 8 0
6 = o (log hu HAa ALY (X B).
Rappelons que %(log hu(a@ 8@) 1) est une fonction continue globale sur X qui ne dépend pas du

choix de la base.

On a

A,  OA a NN
( au 57 au >L2 /’8 lg 6 a ) ) hu(AX,u67AX,u€)wX7“

<o [ (8,6 By Ooxa 3%

= [ox (W) (Ay & A6 2,

O
Proposition 3.5.5. L’opérateur A,  + I admet un opérateur inverse compact noté (A,  + I)_l.
Démonstration. Commencons par rappeler que si A est un opérateur Laplacien associé a des métriques
de classe C* alors ||(A+ 1)1 < 1.

En effet, on sait que les vecteurs propres de A forment une base orthogonale pour le complété de
A%0(X | E) par rapport aux métriques considérées, donc si I’on note par (v;); une base orthonormale
formée par des vecteurs propres de A, alors £ € A%0(X| E) s’écrit sous la forme £ = Y, a;v; avec
a; € C, et on vérifie que

o0 -

2
< lalPlluill® = ligl®.
%

a;
s
A+l !
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On a

0 o L 0A,

Soit n € AO(X, E) et on pose £ = (Ag,+I)'n,ona

“(I+A) Vu>1.

2 2
e, e,
< [ox () (Axu& Axu8) 2, par @33
— x (W) E (A, (B, + D7 Ay, (A, + D7),
= [ox (W) (n - <Ax,u D7 (B + D7)
< 2|0x (u) P nllZ2,
donc
Haqu,u Ay + I)lu;u <2lox(u))® Vu> 1.
Par suite
0 O . o P
gat ™|, Sh@a 0 g0 e+ 07| < VEsx@) Va1
Comme les normes {|| - || 12,00, || - 22,4, > 1} sont uniformément équivalentes, alors il existe une
constante cy telle que
‘ ai(I+A ) e <e)dx(u)| Vu>1.

I est possible d’avoir |6x (u)| = O(-%), puisqu’on a déja montré, voir (3.32)), que

16x (u |<clsup‘ P —1| Yuep—1,p], peN"
p 1
Par conséquent, on obtient pour g > p
A, +D™" =@+, = / 914, ) du
X,p X,q L2,00 p au X,u L2700

qO ! d
= g (@)U
1 1
:O(———) Vp,g>1
q p

Notons que pour tout p € N, 'opérateur (I +A . p) est encore compact dans A%9(X, E)__ . Par suite,
la suite d’opérateurs compacts ((A xp 1 )t ) peN Converge vers un operateur P qui est compact par
(3:6.1) et qui vérifie (A _ +I)P =I. On conclut que (A, _ +I)~" existe et il est compact.

O]

Corollaire 3.5.6. L’opérateur A, admet un spectre discret positif et non borné.
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Démonstration. L’existence du spectre et sa nature est une propriété des opérateurs compacts, voir
par exemple [Lan93l théoreme 3.4 p.429]. Pour la positivité du spectre, elle résulte de la positivité de
lopérateur Ay . O

Proposition 3.5.7. Il existe une famille (hy,), de classe C* telle que

et 5
—tAY
— =0(d 1.
Haue L2,00 O( X(U)) T

Démonstration. On a

o tA" —/ —(t=s) ((0ulog hy, )A“)efSAudS par ((3.44)
_ / ~(=9)A" (9, log hy ) Dse 2" ds.
0

Soit ¢ € AD(X, E). Fixons u > 0. Soit (v, 1) rey Une base orthonormale pour L2 formée par des
vecteurs propres de A . Il existe des réels ay, k € N tels que § = > oy Gy kVu k-
On a

A _
ate Xouwy = — Z au,k)\u,ke /\u’ktvu,k’
keN

1 Y
S e
7

Comme a?e? < 4e72,Va > 0, alors

2

—A “ _ 2 *2/\u,kt
Hate * U‘ 124 2 ZaUk
’ kEN

S t2 Z
kEN

= tQ H’UHLQ’u’

donc
—tA e !
H(?te ol <Z o weso.

L2u t

On déduit qu’il existe une constante M indépendante de u telle que

<

— VYu, Vit >0.
L2,00 t

—tA
Hate t X,u

Fixons ¢ > 0. On a pour tout v > 1

H/ ~=92" (9, log hu)) Dse SA“ds

/H (=9A" (8, log h)) D"

L2,c0

< M6 (u) / ou(1)§ds

< M"65x (u) ds

ol

= M”(Sx(u) 2.



3.5. VARIATION DE LA METRIQUE SUR T'X 191

Par une intégration par parties, on a

/56_(t_s)Au ((Oulog hu))ase_SAu ds
0

S ol

= [ 9%5 (9, log hu) / 0 ( X0) (B, log hu)e 2% ds

T
A (Oy log hy) I — /2 Ds(e”t=9)AY) (O log hu)e*SAuds
0

I
)
[
>
S
=
S
—
@]
o
>
£
SN—
)
V]
>
IS
[
o

t
= ¢ 2% (9, log hy)e % — e Bx (9, log hy )T + / Bs(e7*2") (B log hy)e~ (=4 ds,
2

ot I est I'opérateur identité. Il existe donc, une constante M®) telle que

/76 (=92 (9, log hy))Bse 2" ds < M §x(u).
0

L2,00

On conclut que

=0(0x(u)) Vu>1. (3.34)
L2000

Proposition 3.5.8 (Clé). On a, pour tout t > 0 fizé :

(eitAX,u )u m e_tAX,oo ,

—tA .
et e X< est un opérateur compact.

—tA - ,
Démonstration. Par (3.34) et (| - ) la suite ( Xﬂt)u converge vers une limite qu’on notera L;, cet
opérateur est Compact par (3.6.1)).

On a pour tout u > 1,

(8t + AX,oo)e_tAXﬂl = (at + %AX,qL)e_tAX u)
= (1 - IZO:) 8t6_tA

Si 'on fixe ty > 0, on obtient

(O +Ax )L =0 Yit>t.

. —tA - R - o
En plus on a Ly — I quand t — 0. Mais comme e ~X. vérifie les mémes conditions et par unicité

du noyau de chaleur alors L; = e Px 00
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3.5.1 Trace et fonction Zéta

On considere la métrique L?X',oo sur A00) (X, E), (rappelons que L?X',oo est induite para hx ~ et
hg). Si T est un opérateur sur le completé de A(%9) (X, E) pour cette métrique, on appelle trace de T
et on la note par Tr(T) le réel suivant :

TT(T) = Z (Tgk,ooa fk,oo)szoa

k>0

lorsque cette somme converge absolument, ot (&x.0) est une base orthonormale pour L%(,oo'

keN

Définition 3.5.9. On pose
0x 00(t) := Tr(P®e t8x) Vi >0,

ot P*° est la projection orthogonale pour la métrique ngoo et de noyau H°(X,E). On Uappelle la
fonction Théta associée 4 Ax .

Proposition 3.5.10. On a,
Ox 0o(t) <00 Vt >0,

c’est a dire que e~ "AX. est un opérateur nucléaire pour tout t > 0.

Démonstration. De (3.37)),

‘TI‘((AX,u +I)_2)‘ < H(AX’“ +I)_2H Vu>1.

1,00

et de (3.6.10)),

L w07 < @xarn < e

|@xat D7,

1u
pour 0 <e < letu>1. Or

1
= 272 <(xu(2) <oo Vu>1,

|[(Axu+D7 2 Ok + 1)

1,u
ou (x,, est la fonction Zéta associée a I'opérateur Ay ,,.

On conclut que (Ax,, + I )_2 sont des opérateurs nucléaires pour L‘%(’OO, donc Tr((Ax, + 1 )_2)
est fini.

D’aprés le théoréme de Lidskii, (voir (3.6.7)) et comme (Ax, + I )_2 est un opérateur nucléaire

pour L2, alors Tr((Axau + 1 )_2) est la somme de ses valeurs propres, or elles sont toutes positives,
donc ) )
Tr((Axa +1) %) = |(Axu+ D7
U
On a
0 2

— 0 -
e (Bxa +1) 7 = ~(Axu + 1) o (Axa + 1) (Axu+ 1)

ou ou

OAx _ _ 0Ax., _
= —(Axu + D7 (Axa + 1) = (Bt D)7 (Ax 1)
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donc,
0 —2 —20A, -1 -10Ax 4 -2
5T (A, + D7) = T (A, + D752 (A 4+ D))+ T (Axa +1) 7 =5 (Axa 1) )]

-2

=2

A _
P2 (B 1)y
< 20x(w)|(Axa + )77 par @3 et

< C5x(U)H(AX,u —l—])_Q‘

Troo ((AX,u + I)

. I'existence de c résulte de (3.6.10]).
U

Si 'on pose a(u) = Troo ((Ax,u + 1) 72), alors on obtient :

’8u w)| < cox(wa(u) Yu>1,

Donc,

log<z((3/))>’ < c‘/uw 5X(v)dv‘ Vu>1.

D’apres (3.32)), on peut trouver une suite (hx ,)u>1 telle que dx(u) = O(-), donc on aura

u

u
10< u’)‘ \/ O )| =0C ~ 1) vuss1,

On en déduit que que u — a(u) est bornée sur un intervalle de la forme [A, oo, et on choisit A > 1.

Pour t > 0 fixé, il existe une constante ¢; telle que

Ct

—ta<
= (+ap

Ya > 0.

Si 'on note par fx , la fonction Théta associée a Ax 4, alors

o0

Ox.u(t) Z t/\uk<ctz P _cta(u) Yu>1.
’lL

En particulier, on a cette inégalité pour tout v > A. Comme u — a(u) est bornée sur [A, oo[ alors on
conclut, par ce qui précéde que pour tout ¢ > 0 fixé, la suite :

(0X7U(t)>u2,47

est bornée.
Pour établir que e #2X. est un opérateur nucléaire pour tout t > 0, il suffit, comme dans le cas
de E, de montrer qu’il existe 0 < € < 1 tel que

1
9X,oo(t) S 1 te

liminfOx,(t) Vit >1,

— £ u—00

cela implique que
Ox.00(t) <oo Vit>D0.
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Il reste donc a montrer qu’il existe 0 < £ < 1 tel que

+e

1
(9)(700(25) < 1 liminf@XM(t) Vit > 1.

— £ u—
Soit R un opérateur de rang inférieur a n, (voir (3.6 pour la définition de o, (-)). Fixons t>0, on a

Un(Pooe—tAXm)oo < HPOOe_tAX’m _ RHL2 .
S ||POO€_tAX‘°° _ Pooe_tAX’" + HPOOB_tAX’u _ Pue_tAX*“

+ [P = P o flemt A

+[|Pret A — Rl
+ || PUeTtAxu — RHLQ’OO.

||L2,oo ||L2,oo

< ”Poo”LQ”eftAX,oQ . eftAx,u

HLQ,OO HLQ,oo

On a alors

O,n(PooeftAx,oo)oo < ||P<>0HL2||eftAX,oo_eftAx,uHL27OO_|_HPOO_Pu OoHeftAx,u||L27oo+an(Pu€ftAX,u)oo’

Iz,

Comme e~ *AX.u (resp. P*) converge pour la norme L? vers e *AX. (resp. vers P™) et que la suite

(||e_tAXv”|‘L27m)u est bornée, alors

On(PXe A% o) < liminf o, (PYe ™ A%w) . (3.35)

U—o0
Donc,

0x .00 (t) = Tr(P®e Axx)
= Z On(PXe tAX o)

neN

< %1mgf on(PUeT %) par (33)
ne

< lim inf > on(PUe X u) o par (3.4.18)

neN
= liurgiogf |PUetA%u|; o voir la définition (3.6.2).

Soit € > 0, par le corollaire (3.6.10)), on a

1—
1+

c B B 1+¢ _
SHPue tAX’qu,oo < Hpue tAX,uHLu < HP'LLe tAX’qu,OO’

—1-—¢

pour u > 1.

Rappelons que

GX,u(t) = HPueftAX’“ Hl,u'

En combinant tout cela, on obtient :

1+e¢
9X,oo(t) < 1

lim inf Ox , ().

— £ u—oo

Ce termine la preuve de la proposition. ]
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Théoreme 3.5.11. On a pour tout t > 0 fixé
(aX:u(t))uzl m 0X700(t)7

e tBX.0 est un opérateur nucléaire et on a

SN | 1 [
(x.00(8) == — = / 51 0x oo (t)dt,
(s) kz::l Ner T b (t)

pour tout s € C, avec Re(s) > 1, est prolongeable en fonction méromorphe sur C avec un pole en s = 1
et holomorphe au voisinage de s = 0.
On a

o0 9)(700 (t)

1
dt 4 Yboo,—1 — oo +/ Pxool) iy (€.(0))
0

t U000 u>1"

Coel0) = [

Démonstration. Pour tout k € N, on a 0,(t) = S8 buit’ 4 pu(t) avec py,(t) = O(t*1) pour t assez

petit.
On sait que
by,—1 = 4w rg(E) Vol, (X),
et que by, o est un invariant qui ne dépend pas de u, voir la formule (3.23)). Alors,

(bw-)u21 - limite =: bos; pouri = —1, 0.

On pose donc,
boo.—
Pxoo(t) = Oso(t) — Tl —beo ViE>0.

Comme dans le cas de E, on montre de la méme maniére que :

(Pxu(t), o1 —— pPx,00(t) V>0,

u>l oo

Px.0o(t) =O0(t) VO<t< 1.

On conclut que (x ~ est holomorphe sur Re(s) > 1 avec un pdle en s = 1 et admet un prolongement
méromorphe a C qui est holomorphe au voisinage de s = 0.

D’apres (3.7.13)), il existe une constante non nulle C' qui ne dépend pas de p € N telle que
Ap1 = C Vp €N,

et comme O, (1) < e 1t=Dgy (1) pour tout ¢ > 1 et que (Ax.(t))
une constante réelle M telle que

est bornée, alors il existe
u>1

Ox,(t) < Me @ VpeNsyVE> 1.

Donc, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

o0 dt o0 dt
([Toxs0F) o [Toxet.
1 t peN t

p—+oo  Jq
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Comme, YVu > 1
o0 dt 1 dt
Geal0) = [ 0xul®0F +buo bt + [ oxaldF

(voir, [Sou92, p. 99]) on déduit que

(Cx p(0)) 00 (0)-

_
pGNZQ p——400

D’apres la proposition (3.4.19)), (qui est biensfir valable dans cette situation), on a ker AL =

*1_}5 (H "X, Kx ® E*))7 et rappelons que *; g est donné explicitement dans (3.10]), on déduit que

*1_]15 ne dépend pas de la métrique sur X, donc de hx, pour tout u > 1. Par conséquent la suite de

métriques L? sur \(E) : (hL2,p) converge vers hra2 .

peN

Ce qui implique que la suite (]| - |Q7P)p cn des métriques de Quillen associées aux métriques hy,
admet une limite quand p tend vers 'infini. Mais rappelons qu’on a montré que suite converge vers
limite en utilisant la formule des anomalies et qu'on a noté cette limite par T, ((X,w X,oo);E) qu’on a
appelé la torsion analytique généralisée associée & la donnée ((X,wx ); E).

Notre résultat s’écrit donc comme suit :

Croo(0) = Ty (X wx,00); B).-

3.6 Les opérateurs compacts, un rappel

Soit H un espace de Hilbert et < -,- > le produit hermitien (resp. || - || la norme ) associé. Si H’
est un autre espace de Hilbert, on note par L(H,H’) l'espace des opérateurs linéaires continues de H
vers H'. Lorsque H' = H, on note L(H) = L(H, H).

Soit T : H — H' un opérateur linéaire continue. T est dit compact, si I'image de tout borné de
H est relativement compacte dans H'. On dit que T est de rang fini si son image est de dimension
finie, en particulier c’est un opérateur compact. La dimension de I'image d’un opérateur de rang fini
s’appelle le rang de l'opérateur.

Proposition 3.6.1. Soit H un espace de Hilbert, B(H) l’espace des opérateurs bornés et KK(H) l’espace
des opérateurs compacts. On a, K(H) est sous espace fermé de B(H).

Démonstration. Voir, par exemple [HL99, proposition 1.4]. O

Soit T' € L(H). Pour tout n € N, on pose
on(T) = inf{||T — R : R € L(H),xg(R) <n},
On sait que 7" est compact si et seulement si la suite (0, (7)), . tend vers 0, voir [HLI9, p. 232]. On
suppose dans la suite que T' est compact, et on appelle 0,,(T") la n-éme valeur singuliére de I'opérateur

compact T

1
On a P:= (T*T)2 (ou T* est Vopérateur adjoint de T') est un opérateur autoadjoint et compact ;
on note par (un(T))n N I’ensemble de ses valeurs propres non nulles ordonné en une suite décroissante
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et comptées avec leur multiplicités (par définition, la multiplicité de A\ une valeur propre non nulle,
notée dy est la dimension de ker(AI — P)).

On montre que
pn(T) =0, (T) VYneN,

voir par exemple [HLI9, p. 246].

Définition 3.6.2. Soit T un opérateur compact. Soit (un(T))nEN l’ensemble des valeurs singulieres
de T ordonné par ordre décroissant. On pose

TN = Y (D).

neN
st |T)|1 < oo alors T est appelé opérateur nucléaire et ||T'||1 sa norme nucléaire.
On note par C1(H) l'ensemble des opérateurs nucléaires. On a
Proposition 3.6.3. C1(H) est un espace vectoriel et || - ||1 est une norme sur C;(H).
Démonstration. Voir [Die68), 15.11 probleme 7, c|. O

Proposition 3.6.4. Soit T' un opérateur nucléaire. Si (&,) est une base orthonormale de 'H, alors

la série Y ,en < Tén, & > converge de somme ||T|1.

neN

Démonstration. Voir [Die68), 15.11 probleme 7, b)]. O

Proposition 3.6.5. Soit T' un opérateur compact, on a
T = Sup{2{< Tk, i >| ’ {&}, {nk} bases hilbertiennes de H},
k

et il existe deux sous-ensembles orthonormés {&;} et {ni} de H tels que < T&k,mi, >> 0 pour tout k
et |T|h = > < Tk, >.

Démonstration. Voir [Die68, 15.11 probléme 7, c)]. O

Proposition 3.6.6. Soit ()‘”)neN la suite de valeurs propres d’un opérateur nucléaire T, comptées
avec leur multiplicité. On a
Y Pl <IT

neN
Démonstration. Voir [?, Théoréme 1.15]. O

Proposition 3.6.7. Soit T un opérateur nucléaire, et soit (Ap)nen la suite de ses valeurs propres
comptées avec leur multiplicité. Alors, 3, cn A converge absolument et on a

> An =Tr(T).

neN
Démonstration. Voir [?, (3.2)]. O

Proposition 3.6.8. Soient A et B deux opérateurs bornés et T € C1(H), alors

IATB|lx < AT [ B]-
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Soit ‘H un espace de Hilbert séparable. Soit A un opérateur compact sur H et (ei)i une base ortho-
normale de H. Lorsque Y,~((Ae;, ¢;) est absolument convergente pour une base orthonormale (e;)
et donc pour toute base orthonormale de H, on appelle cette somme la trace de A et elle est notée
Tr(A).

Si T est nucléaire, alors
o L
1Ty = Tx((T7T)2).

Si A est un opérateur nucléaire, on a les propriétés suivantes :
[

Tr(AB) = Tr(BA), (3.36)
si B est borné, cf. [Lan93, TR. 2 p.463].

| Tr(A)| < [| Al (3.37)
cf. [Lan93, TR. 7 p.463].
e Si (Tn)n cny €st une suite d’opérateurs sur H qui converge faiblement vers un opérateur 7', (c’est
a dire que Yv € H, la suite (T},v),en converge vers Tv pour la norme de H), alors

Tr(TA) = lim Tr(T,A).

n—oo
cf. [Lan93, TR. 8 p.463].

Proposition 3.6.9. Soit H un espace de Hilbert. Soit (< -, >y) une famille de métriques herm-

tiennes sur H uniformément équivalentes deux a deuz.
Soit ug € I et T € Cy4y(H) alors

1. T est un opérateur nucléaire sur H muni de < -,- >, pour tout u € I,

uel

2. 1l existe cg et cg deux constantes positives non nulles telles que

sl Tlw < IT)hu <ol Tliw Yuu' €1

Démonstration. On commence par rappeler que L(H) est muni de la norme suivante :

A
4= sup 1420 4 e pg).
vernfoy |7

Par hypothese, il existe ¢4, ¢ deux constantes positives non nulles telles que
chllell < llallu < chllalle Vo eH Vuu €.

Donc,
G T2llw _ [Tzlu _ co [ T2]w

o Nzl = llelle = g |2l

Yax #0.

Par suite,

2 2
BT < 1T < 2T
9 8

On en déduit que T est compact pour tout u € I, en effet, si 'on considére F', un fermé borné
dans (H,< -,- >,) pour un certain u € I, alors par la derniére inégalité, F' est borné et fermé pour
<, >y, et comme T' € Cy ,,(H), donc par définition T est compact dans (H, < -, >, ), alors T'(F') est
relativement compact dans ce dernier espace, en utilisant la méme inégalité, on déduit que T'(F) est
relativement compact dans (H, <, >,,).
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Soit R un opérateur de rang fini inférieur a n, on a

c§ co
ST = Rllw <|IT = Rllu < T = Rlfwr-
C9 Cs

et donc,

70—n(T)u’ < Un(T)u < —

et par conséquent

cs Ch
ST < NN < 1T 11,
Cg Cg

O]

Corollaire 3.6.10. Si (|| - ||u)u>1 est une suite de métriques hermitiennes sur H qui converge unifor-
mément quand u tend vers linfini vers une métrique hermitienne qu’on note par || - || : On suppose
que Ye > 0, il existe n > 0 tel que

=) ell < [éllu < L+ )€l Vu,u" > n. (3.38)

Alors, on a pour tout 0 < e < 1

1—c¢ 1+4+¢
130D s onlT)u < 7

En particulier,

on(T)w VT € L(H), Vn € N, Vu,u' > 1.

1—-¢ 1+e¢
T < [Tl < T2 T YT € L0, Yaal >
Démonstration. C’est une conséquence de la démonstration de la proposition précédente. O
On considére I'espace préhilbertien A°?(X, F) muni de la métrique || - || 2, associée & la métrique
de E; hy. On sait que (hy), converge uniformément vers une limite oo, cela donne que (|| - ||2.,)
converge uniformément vers | - ||12 o, (plus exactement elle vérifie 'assertion (3.38))).

On prend T = Be *2Ex ou B est un opérateur borné et tel que ¢ > 0 soit fixé. On a pour u > 1

1- _ _ 1+ _
. +§0'n(B€ tAE’H)oo < Un(Be tAE,u)u < - zo_n(Be tAEﬂl)oo'
Par suite,
1—¢ —tAR W —tAR W 1 + e —tAR W
Bt ten |, <[ Betdna|, < L BetAn| (3.39)
On munit H de la métrique L2 . On a, pour tout ¢ > 0 fixé
lBetmmentbnn| |~ [Be¥bea], | < [BertSnnetdnn — petiden
1,00 1,00 1,00
= |Bletben — ¢ the)ethme|| (3.40)

< flemtsnn - B, Bedes ),
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et
‘HBe*tAE,ue*tAE,oo ||1’Oo _ HBethAE,uHLOO‘ < HBeftAE,ueftAE,oo _ Be 2AEw -
< HBe*tAE’“ (e*tAEﬂ“ — e*tAEm) 1,00 (3.41)

< flemtomn — e Bsin |, |Be A5

3.7 Appendice

Dans ce chapitre on regroupe quelques résultats et lemmes techniques qui seront utilisés dans le
texte.

La proposition suivante a pour but de construire & partir d’une suite discrete (hy, )pen+ de métriques

N

hermitiennes sur un fibré vectoriel sur une variété riemannienne, une famille de métriques (hy)y>1 a
parametre continue qui varie de fagon C™ et qui préserve les propriétés de la suite (hy,)pen+ par
exemple si (hy,), est bornée pour la topologie de convergence uniforme, alors (hy,),>1 'est aussi. Cela
nous sera utile pour étudier les variations infinitésimales des différents objets attachés a ces suites.

Proposition 3.7.1. Soit X une variété différentielle complexe de dimension quelconque. Soit E un
fibré vectoriel holomorphe, par exemple T X .

On note Met(E) l’espace des métriques hermitiennes continues (intégrables, de classe C*...) sur
E. Soit (hy)nen une suite de métriques hermitiennes sur E (non nécessairement de classe C*°), alors
il existe une famille continue (H(u))y>1 vérifiant :

1. H(u) est une métrique hermitienne sur E, Yu.

2. Pour toute section locale s de E, l’application
H:[l,00] — R
ur— H(u)(s,s),
est de classe C™.
3. H(n) = hy, Vn e N.

4. Si Uon suppose de plus que (hy)neny converge uniformément vers une métrique hoo, alors la
fonction uw— H(u) converge uniformément vers la fonction constante u — hso sur [1,00].

5. Si E est un fibré en droites, alors

5] hpu+1 — by
= o H(u) = Of 2+ "
5 og H(u) O( >,

sur X, avec [u] est la partie entiére de u.

Démonstration. On consideére une suite discrete de métriques (hyp)p>2.
Pour tout n, soit p, une fonction de classe C* sur RT croissante positive avec

0, r<n
pule) = { SRS (3.42)

On peut supposer que p,(z) = p1(z —n),Vr € RT.

On pose Hy : [l,00[— Met; Hi(u) = hy, Vu. Si Hy est la fonction définie comme suit :
Hy(u) = (1—p1(u))Hi(u)+p1(u)hsa alors c’est une fonction de classe C* qui vérifie Ha(1) = Hi(1) = hy
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et Ho(2) = hg. Par récurrence, on pose Hy(u) = (1 — pg—1(u))Hg—1(u) 4+ pg—1(u)hg, et on montre que
Hy(i) = hi, pour i < k — 1 et Hy(k) = hy.

On considére H : Rt — Met(E) en posant H(u) = H,(u) si u < n —1 (notons que Hy,41(u) =
H,(u)) donc H est bien définie, de classe C* et on a H(n) = hy,.

Supposons que (hy)nen converge uniformément vers ho,. On montre par récurrence sur k que
H(u) = (1= pr—1(uw))hg—1 + pr—1(w)h Vu € [k—1,k] Vk € N*. (3.43)
Par suite, si s est une section locale de E non nulle sur un ouvert U,
|H(u)(s,8) = hoo(s, )| < |hik—1(8,8) — hoo(s, 8)| + [k (s, 8) — hoo(s,8)| Vu € [k —1,k].

Et on a

;ulog H(u)(s,8)| = |hu(s,8) " (Oupr—1)(u)(hi(s,s) — hg—1(s,))|
hi(s,s) — hk—1(s,s)
= 10upi ()| [P
< upratu| =t

min(hg_1, hy)

| — hio—1| | — hkl\)

= |Oupr—1(u)| maX( hor s I

donc, il existe une constante M > 0 telle que

A1 — Ry

<M ,
hu)

log H(u)

’
ou
pour tout u > 1.

Dans la suite, on note par h,, la métrique H (u).

On suivra la définition de [MMOT7, Appendice, D], pour la définition du noyau de chaleur associé
a un laplacien généralisé. Soit donc A un laplacien généralisé, on définit 'opérateur de chaleur qu’on
note par e *2 en utilisant la théorie des opérateurs. Pour tout ¢ > 0, e 2 est un opérateur de L? (X,FE)
vers L2(X, F) qui est de classe C' et qui vérifie les propriétés suivantes : pour tout s € L?(X, E)

(% + A)e_tAs =0,

7yr%(fms:5s dans L*(X, E).

—tA

On montre que € est unique.

Théoréme 3.7.2. Soit A" une famille de classe C*° de Laplaciens généralisés, alors pour tout t > 0,
la famille de noyauz de la chaleur e~ A+ définit une famille de classe C*° d’opérateurs sur E. En plus,
on a la dérivée de e "™ par rapport & u est donnée par la formule du Duhamel

t
O —av _ _/ e~ (=92 (9, A¥)e 52" g5, (3.44)
ou 0
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Démonstration. Voir [MMOT, théoréeme D.1.6] ou [BGV04, théoréme 2.48]. O
On rappelle le théoréme suivant qui sera utile dans la suite de Darticle :

Théoréme 3.7.3. Soit V un espace de Banach. Si A un opérateur auto-adjoint et positif, alors —A
engendre un semi-groupe P(t) = et formé d’opérateurs positifs, auto-adjoints et de norme < 1.

Démonstration. Voir [Tayl1, Proposition 9.4]. O

3.7.1 Les métriques intégrables

Soit X une variété complexe analytique et L = (L, || - ||) un fibré en droites hermitien muni d'une
métrique continue sur L.

Définition 3.7.4. On appelle premier courant de Chern de L et on note c1(L) € D(Ll)(X) le courant
défini localement par l’égalité :

c1(L) = dd*(~log s]?),
ot s est une section holomorphe locale et ne s’annulant pas du fibré L.
Définition 3.7.5. La métrique || - || est dite positive si c1 (L, | - ||) > 0.

Définition 3.7.6. La métrique | - || est dite admissible s’il existe une famille (|| - [|n), oy de métriques
positives de classe C* convergeant uniformément vers || - || sur L. On appelle fibré admissible sur X
un fibré en droites holomorphe muni d’une métriqgue admissible sur X.

On dira que L est un fibré en droites intégrable s’il existe L et Lo admissibles tels que
- = =1
L=L®L, .

Exemple 3.7.7. Soit n € N*. On note par O(1) le fibré de Serre sur P™ et on le munit de la métrique
définie pour toute section méromorphe de O(1) par :

[s(2)]

max(|xo|,...,|zn|)

Is(@)lleo =

Cette métrique est admissible.

En fait, c’est un cas particulier d’un résultat plus général combinant la construction Batyrev et
Tschinkel sur une variété torique projective et la construction de Zhang. Dans la premiere construction
permet d’associer canoniquement a tout fibré en droites sur une variété torique projective complexe
une métrique continue notée || - || pr et déterminée uniquement par la combinatoire de la variété, voir
[Mai00l, proposition 3.3.1] et [Mai00, proposition 3.4.1]. L’approche de Zhang est moins directe, elle
utilise un endomorphisme équivariant (correspondant a la multiplication par p, un entier supérieur a
2) afin de construire par récurrence une suite de métriques qui converge uniformément vers une limite
notée | - [| zn,p et qui, en plus, ne dépend pas du choix de la métrique de départ, voir [Zha95] ainsi que
[Mai00, théoreme 3.3.3]. Mais d’apres [Mai00, théoréme 3.3.5] on montre que

I-llBr =1l Zhp-

Que 'on appelle la métrique canonique associée a L. Notons que lorsque L n’est pas trivial, alors cette
métrique n’est pas C*.



3.7. APPENDICE 203

3.7.2 Constante isopérimetrique de Cheeger

On rappelle un résultat dii & Cheeger donnant une borne inférieure pour la premiere valeur propre
non nulle du Laplacien Aéo’ en termes de la géométrie de la variété considérée, ou Qg est le fibré en
droites trivial muni d’une métrique constante . Ce résultat, nous a permis de répondre complétement
a la question (?7) dans la situation suivante : Soit (hp)pen une suite bornée de métriques hermitiennes
sur P! et si I'on note par Alp, pour tout p € N, la premiere valeur propre non nulle du Laplacien
associé a ((IP’l, hp),@o) alors il existe une constante C > 0 telle que

)\1,p >C, VpeN.

On va étendre la constante de Cheeger et on établira une inégalité isopérimétrique du méme type.

On termine par résultat plus faible sur la variation de la premiére valeur propre en famille, c’est

I'objet de la proposition (3.7.17)).

Définition 3.7.8 (Constante isopérimetrique de Cheeger). Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n sans bord. On pose

of A(S)
min(V(Ml), V(MQ))
ot A(-) dénote le (n — 1)-volume dimensionnel, V(-) désigne le volume et l'inf est pris sur [’ensemble

des sous-variétés a coins compactes S de dimension n — 1, My et My sont deux sous-variétés avec
bords telles que M = My U My et OM; = S, pour i =1,2.

h(M) =

Théoréme 3.7.9. Si l'on note par A\ la plus petite valeur propre non nulle du Laplacien associé a
(M, g) alors

1
A > ZhQ.
Démonstration. Voir [Che70]. O

Remarque 3.7.10. Il est important de noter que h est non nulle, voir [Che70, p.198] pour le cas
n=2.

Proposition 3.7.11. Soit (M,g) une variété riemannienne compacte. Soit ¢ une autre métrique
riemannienne telle que

Cig < g’ < Cag, (3.45)
ot C; deux constantes réelles mnon nulles, alors
Cl 02
—hye(M) < hy(M) < —=h,(M
Gl (M) < hy (M) < GEhg(M)
Démonstration. 11 suffit de remarquer que I'inégalité (3.45]) est stable par restriction. O
Lemme 3.7.12. On considére la suite (hp)peN22 de métriques sur P! définie par
|-
hp(s-) = ———,
(L+]zlP)»
alors -
2% < 1<,
hyp

Pour tout z € P! et 2 < q < p.
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Démonstration. L’inégalité de droite est évidente. On vérifie que la fonction F, , : (€ RT) — (tah)?

(1+29)

Q= Q=

1_1
est minorée par 27 9, donc

9732 < Fyiin(z) <1 Vn € Nsg Vo € R,

donc

= Fpq(x)
O
Corollaire 3.7.13. On considére la suite (hp)peN22 précédente, alors
2—%»,,(1@1) < hy(PY) < %hp(lpl) Vp,q € Nxo.
En particulier, il existe une constante C non nulle telle que
Ap1 > C, Vp € Ny>o.
ot A\p1 est la plus petite valeur propre non nulle du Laplacien associé a la métrique hy.
Démonstration. C’est une application du (3.7.9)), (3.7.11)) et (3.7.12]). O

3.7.3 Sur la premiere valeur propre du Laplacien généralisé

Lemme 3.7.14. On a

(AFE, &) 12

inf — =)
E€ker(Ag)+ (f, f)LQ Lh

Démonstration. Par la théorie spectrale des opérateurs compacts positifs et autoadjoints, on a les vec-
teurs propres de A forment un systeme orthogonal complet pour la métrique L2.Si¢e AY9(X,E)N
ker(Az)*, alors il existe des réels aj, tels que

o0
= apvp,
k=1

ou vy est le vecteur propre associé a la valeur propre A o on a posé A\g = 0. On a, alors

o0

(AE:€) 2 = D lawl* M (vn, vr) 2
k=1

> MY k] (vrs ve) 2
k=1

=A1(£,€),, si €€ ker(Ap)t.
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Théoréme 3.7.15. Soit (X,w) une surface de Riemann compacte et L un fibré en droites holomorphe.
Soit ho une métrique hermitienne continue sur L. Soit (hy), une suite de métriques hermitiennes
C™ sur L qui converge uniformément vers hoo. Alors il existe a et B deuz constantes réelles positives
non nulles telle que

a(v,v)LQ’q < (v,v)LQJ) < B(U,U)LQ’q, (3.46)
et
CL’(AqU, U)L27q < (APU7 U)LZJJ < 5(Aqva U)LQ,q (347)
pour tout 1 < p < qetve A%(X, L).

Démonstration. Soit h une métrique hermitienne de classe C*° sur L. On note par Ay le Laplacien
généralisé associé.

Soit v € A%0(X, L). Localement, il existe fi,..., f, € A%?(X) et des sections locales holomorphes
€el,...,ep de L tels que v =Y ;_; fr ® ex. On a donc,

@)= [ 3 hlew ) @) @) Fw(a),

€X
et

i fr, \Of; o
(Ahv,v)LZ’h =5 /X Zh(ek,ej)@)a—;(x)a—;@)dz Adz  voir (3.3.4)).
kj

Si 'on pose, localement,

o _on ok
A A

alors en utilisant les notations introduites, les deux derniers produits hermitiens deviennent :

f:=(fi,....f,) et

(0,0) 2 = /X (‘) Hu(0)f(a) ), (3.48)

et -
(Apv,v)p2 ), = /X <t(g(x))Hh(x)g(x)>dz A dZ. (3.49)

On considere une métrique hermitienne continue ho sur L et (hy), . une suite de métriques
hermitiennes C* sur L qui converge uniformément vers ho, sur X. On pose :

Hy(x) = (hy(e, ej)($))1§i,j§r Vn € NU {oo}.

Comme

1
ln(x)

converge uniformément vers h,, on peut trouver a < 1 < § deux constantes

H,(z) = A(x) VYneNU{oo},

comme la suite (hy,)
réelles telles que

neN

ly(z) ([ _ hyp(s,s)(x) N
= lp(z) <_ hq(s,s)(:p)> <pB Vp,g>1,VaeX, (3.50)

ol s est une section locale non nulle en x de L.

Fixons x € X, et soient p < ¢, on a

o - F(a) Hy(2)f(x) < Fa) H, (2)F(2) < o) Hy(2)E(a),
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et
, Of of 8f of 8f of
@' (@) Hy(w) 5-(2) < ' 5= (@) Hy(@) 5 () < ' o-(0) Hy(2) 5~ ().

Vérifions cela, pour simplifier on notera par u le vecteur f ou %. On a

hi(u,u) (z) = "UH(z)u = MA(x)u Yk € Nxy.

i(2)
De (3.50)) et notons que la matrice A est positive, on trouve que

atﬁHq(x)u < tﬁHp(az)u < guaH,(z)u.
On conclut, en utilisant les expressions ) et - que

Oé(’U,U)LZ’q S (’Uav)LZJ) S B(Uav)lg’qa

et

a(Aqv,v)m,q < (Apv,v)L27p < ﬂ(Aqv,v)L27q,

Voe A%(X L) et p,g> 1. O

Exemple 3.7.16. Sur P'. Soit m un entier positif et p > 2. On considére O(m) muni de la métrique
p-éme définie comme suit :

hp(s,s)(x) = s(@)s(z) 5w VT =[ro:a1] € P!, Vs € HO(P!, O(m)).
(lwolP + [z [P) 7

Proposition 3.7.17. En gardant les mémes hypothéses, on montre qu’il existe une constante o £ 0

telle que
A 1
a< <o Wicp<y
Lp @

Démonstration. Soient ¢ > p > 1. Commencons tout d’abord par montrer le résultat technique sui-
vant : Soit v un vecteur propre non nul associé a Ay 4, alors il existe aq,...,a, € C tel

vi=v+ zr:ai(l ®e;) € ker(A,)F\ {0}

i=1
Pour cela, on va montrer que le systéme d’équations linéaires ci-dessous avec (aq,...,a,;) comme
inconnu admet une solution :
'
(U,l@ej)LQ,p = —Zai(1®ei,1 ®ej)L2,p’ (3.51)
i=1
pour tout 7 =1,...,r
Comme la matrice 4 := ((1®e€;,1® ej)szp)lgi,jgr est inversible car ey, ..., e, est une famille libre

sur C : vérifions le, si b = (by,...,b,) € C" tel que A-b =0 alors ‘bAb = 0, en développant ce dernier
on obtient : B

Z(l (%9 €, 1 ® ej)szbibj =0.

tj

Par sesquilinéarité du produit (-, ) ce dernier terme n’est autre que

L2,p7

(Z bie;, Z biei>L27p =0,
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donc >, bie; = 0, par suite A est inversible. On conclut que le systéme linéaire (3.51) admet une

solution, on pose v = v + > i, aje;, de on vérifie que v’ € ker(A,)t.

11 reste é montrer que

v" # 0. Par 'absurde, on aura v = — > 1, az(l ®e;) qui appartient a ker(A,), voir ([3.3.8), mais si I'on

applique A, on trouve que A 4v = 0 ce qui contredit 'hypothese (Ajv = Ay qv # 0 )

Soit maintenant v un vecteur propre non nul associé & Aj 4 et on considére v’ comme avant, cela

nous permet de dire que

(Agv', ”I)ng = (Aqu, v + Z ai(1® ei))LQ,q

=1

= (Agu, U)L27q + (Ao, Z a;(1® ei))L2
i—1

= (Agu, U)L27q
= )\1,(] (U, U)LQ,q’

et

(/1) 2 g = (050

T

’U,Zaz 1 & ez
=1

Zaz 1®e;),
.

= Za11®el Zall@el))ﬂ
=1 =1

Z (Uy U)LZ’q‘

(On a utilisé que (v,1® €;),,
ei)L27q = %’q(v, Ag(1® ei))LQ’q =0).

On a donc, pour p < q :

= 0, cela résulte facilement du fait :

(v,1® ei)L2

(Apv’,v’)L2
My <P ize o BT
(v, v )LQ,p
AV, v
(q/,)LQ’q par (3.3.7])
(v 71} )L2 p
A
gl (A )L2’q par (3.46)
a (V). .
_ 1 (Aqv v)L2
~a (v, v)ng + (X al®e, > 1a1l® ei)L2
gl (Agv, U)Lg,q
« (v,v)L27q
1
— )\1,(17

d’ou

On peut aussi montrer que

Ma <o yp<g.
Lp

+ X al®e), Y ai(l®e)),,
=1 =1

1
= E(Aqv’ 1®

(3.52)
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De la méme maniere que précédemment : Si v est un vecteur propre non nul associé a A, 1 alors il
existe v’ := v + 3, a;(1 ® ¢;) € ker(Ay)L \ {0}. On va avoir que

(Ap’l)/, U/)LQ,p = (Apf(), U)L2,p = >\1,p ('U7 U)LQ,p’

et
(Ula Ul)Lz,p Z <U7 U)LQ,p
Donc
AV
ALg < (q//)LQv‘l B7.14)
(V' 0) 2y
1 (A0
< 7( P )Lz,p, de "
a (V') .
1 (Apo, U)Lz’p
« (v,v)LQ’p
1
< *)\l,p
Par suite 1
)‘Lq < &Al’p \V/p < q. (3.53)
De (3.52) et (3.53), on a
a<a oy, oy
AMp — @
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