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Résumé

Résumé
Dans cette thèse on s’intéresse à l’extension de la notion de la torsion analytique holomorphe (dans

le cadre de la géométrie d’Arakelov) à des fibrés en droites intégrables sur une surface de Riemann
compacte.

Nous proposons deux approches différentes : La première utilise une méthode d’approximation via
la formule des anomalies de Bismut, Gillet et Soulé. La seconde nécessite l’introduction de la notion
d’opérateur Laplacien singulier généralisant ainsi la notion classique de Laplacien.

Nous appliquons ces deux approches aux fibrés en droites O(m)∞ sur ℙ1(ℂ) munis de leur métrique
canonique et nous établissons, par des calculs directs, que ces deux approches permettent de définir
la même notion de torsion analytique dans le cas des métriques canoniques.

Nous proposons ensuite une théorie spectrale générale qui autorise ces métriques particulières et
qui généralise ainsi la théorie classique pour les fibrés en droites sur les surfaces de Riemann compactes
munis de métriques C∞. Comme application, nous donnons une nouvelle preuve pour les précédents
résultats, obtenus par des calculs directs.

Mots-clés Géométrie d’Arakelov, Torsion analytique holomorphe, Métriques intégrables, Mé-
triques canoniques, surface de Riemann compacte, fonction Zêta.
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Introduction

0.1 Motivation

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de la géométrie d’Arakelov et des fibrés en droites intégrables.
Plus précisément, l’objectif principal était la construction d’une théorie de la torsion analytique ho-
lomorphe pour les métriques intégrables sur les fibrés en droites sur une surface de Riemann compacte.

Dans le cadre de la géométrie d’Arakelov classique, telle que développée par Gillet-Soulé et Bismut,
les métriques hermitiennes considérées sont toujours supposées de classe C∞. Ceci est par exemple
nécessaire, si l’on veut définir la partie spectrale entrant dans la formulation du théorème de Riemann-
Roch Arithmétique, voir [GS92]. Malheureusement ces hypothèses sur les métriques sont quelques fois
trop restrictives. Par exemple, métriques canoniques sur les variétés toriques sont continues mais pas
nécessairement C∞.

Rappelons que la géométrie des variétés toriques est liée à la géométrie des polytopes. Les théorèmes
les plus importants de la géométrie algébrique, par exemple la formule de Riemann-Roch, peuvent
être ainsi réalisés explicitement sur ces variétés. Un nombre important de résultats de la géométrie
algébrique des variétés toriques possèdent leurs analogues en géométrie arithmétique.

Après une première approche due à Zhang, voir [Zha95]. En s’appuyant sur les travaux de Bedford-
Taylor, Maillot généralise la géométrie d’Arakelov aux métriques intégrables, avec comme application
aux variétés toriques lisses et aux métriques canoniques, voir [Mai00]. Plus tard Burgos, Sombra et
Philippon démontrent, entre autres choses, une formule pour le degré arithmétique pour un fibré en
droites admissible en termes de la géométrie convexe, voir [BGPS11]. À ce point, on ne dispose pas
d’un analogue de théorème de Riemann Roch Arithmétique pour les métriques canoniques sur une
variété torique. En fait, à la suite des travaux de Bismut, Gillet et Soulé, il est clair que la majeure
difficulté consiste à définir pour ces métriques une notion de torsion analytique holomorphe.

Notre contribution dans cette thèse consiste à construire une théorie de la torsion analytique ho-
lomorphe pour les fibrés en droites intégrables sur les surfaces de Riemann compactes. Pour ce faire,
nous proposons deux approches à priori complètement différentes :

La première approche consiste à approximer les métriques intégrables par des métriques C∞ et
d’ utiliser la formule des anomalies de Bismut, Gillet et Soulé pour étudier la variation de la torsion
analytique. Nous définissons alors la torsion analytique pour une métrique intégrable comme étant
une limite d’une suite de torsions analytiques attachées à des métriques C∞.

Dans la seconde approche, plus directe, nous généralisons la notion d’opérateur Laplacien classique
en construisant un opérateur Laplacien singulier satisfaisant certaines propriétés naturelles. Comme
application, nous calculons explicitement le spectre d’un nouveau opérateur Laplacien sur ℙ1 associé
aux métriques canoniques. Afin d’étudier ce spectre, nous généralisons une technique de régularisation
de produits infinis, introduite par Voros, dans [Vor87]. Cela va nous permettre d’établir une formule
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explicite pour le déterminant régularisé de cet opérateur. Nous constatons que les deux approches
(approximation par la formule des anomalies et la théorie généralisée du Laplacien classique) donnent
le même résultat.

Nous développons ensuite une théorie spectrale générale (sur les courbes et pour des métriques
intégrables convenables, par exemple les métriques canoniques sur ℙ1) qui étend la théorie classique.
Cette dernière approche explique pourquoi les méthodes précédentes donnaient le même résultat.

0.2 Principaux résultats obtenus

Cette thèse est constituée de trois parties. Dans la première partie on introduit un nouveau opé-
rateur Laplacien singulier associé au fibré en droites hermitien O(m)∞ sur ℙ1 munis de leur métrique
canonique, on détermine explicitement son spectre ainsi que les vecteurs propres. La deuxième partie
est dédiée à la généralisation, par approximation, de la notion de la torsion analytique holomorphe
sur ℙ1 et au calcul du déterminant régularisé du Laplacien singulier associé aux métriques canoniques
sur ℙ1. Dans le dernière partie, on introduit une classe de métriques continues sur les fibrés en droites
sur une surface de Riemann compacte qu’on appellera métriques 1-intégrables et on étend la théorie
spectrale des opérateurs Laplaciens associés aux métriques de classe C∞ à l’ensemble des fibrés en
droites munis de ces métriques. Cette dernière théorie explique les résultats obtenus dans la première
et la deuxième parties.

Partie 1 : Dans cette partie, on s’intéresse à une classe de métriques sur les fibrés en droites sur ℙ1

appelées métriques canoniques. Ce sont des métriques continues mais pas C∞ en général, déterminées
uniquement par la structure combinatoire de ℙ1 vu comme variété torique. On sait que pour tout
m ∈ ℕ∗ la métrique canonique sur O(m) est donnée par l’expression

‖s‖∞(x) = |s(x)|
max(|x0|, |x1|)m

où x = [x0 : x1] ∈ ℙ1 et s est une section locale de O(m) autour de x.

Il n’est pas clair à priori si la théorie de [BGV04] peut être étendue à ce type de métriques.
Nous montrons dans cet article qu’on peut encore leurs associer un opérateur Laplacien singulier
qu’on notera par ∆O(m)∞

. Nous prouvons que cet opérateur possède encore un spectre discret noté
Spec(∆O(m)∞

) que nous calculons explicitement. On notera que Spec(∆O(m)∞
) est discret, infini et

positif.

On munit ℙ1(ℂ) l’espace projectif complexe de dimension 1 de la métrique associée à la forme
volume singulière suivante

ω∞ = i

2π
dz ∧ dz

max(1, |z|)4

et on note O(m)∞ le fibré en droites O(m) muni de sa métrique canonique, avec m ≥ 0.

Soit n ∈ ℤ et Jn la fonction de Bessel d’ordre n. On commence dans un premier temps, par étudier
∆O∞ . Grâce à la structure torique de ℙ1 on relie le spectre de ∆O∞ à celui de deux problèmes avec
conditions aux bords classiques. Notre premier résultat s’énonce comme suit :
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Théorème 0.2.1 (cf. Théorème (1.2.7)). Pour tout m ∈ ℤ et tout k ≥ 1 il existe des fonctions
continues ϕ−(m,k) et ϕ+

(m,k) sur ℙ1 telles que ∀ f ∈ A0,0(ℙ1)

(ϕ−(m,k),∆O∞f)L2,∞ =
j2
m,k

4 (ϕ−(m,k), f)L2,∞,

(ϕ+
(m,k),∆O∞f)L2,∞ =

j
′2
m,k

4 (ϕ+
(m,k), f)L2,∞,

où j(m,k) (resp. j′(m,k)) est le k-ème zéro positif de Jn (resp. de J ′n), et que

Spec(∆O∞) =
{

0
}⋃{j2

m,k

4 ,
j
′2
n,l

4

∣∣∣n,m ∈ ℕ, k, l ≥ 1
}
,

Les valeurs propres j2m,k
4 et j

′2
n,l

4 pour n > 0 et m > 0 sont de multiplicité 2 et cette multiplicité vaut 1

pour les valeurs propres j20,l
4 et j

′2
0,l
4 .

Le cas de ∆O(m)∞
est ensuite traité d’une manière analogue. On commence par résoudre deux

problèmes spectraux définis sur chaque composante connexe de ℙ1 \ S1, les solutions retenues ou ad-
missibles pour notre problème seront un recollement des solutions des deux cotés de S1 satisfaisant à
une condition de régularité le long de cette barrière. Le point délicat ici est de prouver que cet ensemble
de solutions ainsi construites est total. Pour cela, on adapte et étend les techniques de la théorie des
séries de Fourier-Bessel, cf. [Wat44, §.18], à notre situation, tout en développant en parallèle dans
la section (1.3.1) les objets analogues à la théorie des séries de Fourier-Bessel. Plus précisément on
introduit une classe de fonctions Ln, pour n ∈ ℤ qui joueront le rôle des fonctions de Bessel dans notre
situation.

Pour tout n ∈ ℕ, on introduit les ensembles suivants :

Zn :=
{
λ ∈ ℂ

∣∣∣ d
dr

(r−mJn(r)Jn−m(r))|λ = 0
}
.

Théorème 0.2.2 (cf. Théorème (1.3.6) et Théorème (1.3.7)). On a, pour tout m ∈ ℕ∗

Spec(∆O(m)∞
) =

{
0
}⋃{λ2

4

∣∣∣ ∃n ∈ ℕ, λ ∈ Zn
}
.

Si m est pair, alors la multiplicité de λ2

4 est 2 si λ ∈ Zn avec n ≥ m + 1 ou 0 ≤ n ≤ m
2 − 1 et de

multiplicité 1 si λ ∈ Zm
2
. Lorsque m est impair, alors λ2

4 est de multiplicité 2 si n ≥ m+ 1, égale à 1
si 0 ≤ n ≤ m.

Ce calcul nous servira dans un autre article pour le calcul du déterminant régularisé de la fonction
Zêta associée au spectre du Laplacien singulier ∆O(m)∞

.

Partie 2 : La torsion analytique est un ingrédient fondamental de la géométrie d’Arakelov. Dans
le cas de fibré en droites trivial sur l’espace projectif muni de la métrique de Fubini-Study, Ikeda
et Taniguchi déterminent explicitement le spectre du Laplacien associé à ces métriques, voir [IT78].
En se basant sur leurs résultats, Gillet, Soulé et Zagier calculent explicitement la torsion analytique
dans ce cas [GS91]. Gillet et Soulé utilisent ce calcul pour démontrer leur théorème de Riemann-Roch
arithmétique pour le fibré en droites trivial sur l’espace projectif muni de la métrique de Fubini-Study,
voir [GS91, Théorème 2.1.1].
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Un des objectifs de cette partie est de proposer une alternative aux calculs de Gillet, Soulé et
Zagier en étudiant le spectre du Laplacien ∆O(m)∞

associé aux métriques canoniques sur ℙ1.

Cette partie est constituée de deux parties logiquement indépendantes :

Dans la section (2.2), on étend la notion de la torsion analytique holomorphe aux fibrés en droites
munis de métriques admissibles sur ℙ1. Notre idée consiste en premier temps à approximer une métrique
admissible par une suite de métriques positives de classe C∞ et d’étudier la variation de la torsion
analytique associée à cette suite, moyennant la formule des anomalies. On peut aussi considérer une
suite de métriques positives de classe C∞ qui converge uniformément vers une métrique admissible
sur Tℙ1 et d’étudier le comportement de la torsion analytique dans ce cas. Plus précisément, nous
établissons le théorème suivant, voir (2.2.5) :

Théorème 0.2.3. On munit Tℙ1 d’une métrique intégrable, qu’on note par h∞,ℙ1. Soit L∞ :=(
L, h∞,L

)
un fibré en droites admissible sur ℙ1.

On considère
(
hn,L

)
n∈ℕ et

(
hn,ℙ1

)
n∈ℕ, deux suites de métriques L et Tℙ1 respectivement vérifiant :

1. Il existe H1 et H2 deux fibrés en droites sur ℙ1 et deux suites de métriques
(
hn,1

)
et
(
hn,2

)
de

métriques positives de classe C∞ qui convergent uniformément vers deux métriques h∞,1,ℙ1 et
h∞,2,ℙ1 respectivement sur H1 et H2 telles que

Tℙ1 = H1 ⊗H−1
2 ,

h∞,ℙ1 = h∞,1 ⊗ h−1
∞,2,

et
hn,ℙ1 = hn,1 ⊗ h−1

n,2 ∀n ∈ ℕ.

2.
(
hn,L

)
n∈ℕ est une suite de métriques positives de classe C∞ sur L qui converge uniformément

vers h∞,L.

On note pour tout n ∈ ℕ, n′ ∈ ℕ : ((
Tℙ1, hn,Tℙ1

)
;
(
L, hn′,L

))
la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer associée à

((
Tℙ1, hn,Tℙ1

)
;
(
L, hn′,L

))
.

Alors la suite double 1suivante :(
T
((
Tℙ1, hn,Tℙ1

)
;
(
L, hn′,L

)))
n∈ℕ, n′∈ℕ

converge vers une limite finie qui ne dépend pas du choix des suites ci-dessus.

et nous introduisons la définition suivante :

Définition 0.2.4. On note cette limite par

Tg
(
(Tℙ1, h∞,ℙ1); (L, h∞,L)

)
,

1. Dans ce texte, on fera la convention suivante : On dira qu’une suite double (xn,n′)n∈ℕ,n′∈ℕ converge vers une limite
l, si pour tout ε > 0, il existe A ∈ ℝ tel que |xn,n′ − l| < ε pour n, n′ > A.
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et on l’appelle la torsion analytique généralisée. On définit aussi

hQ,g := hL2,g exp
(
Tg((Tℙ1, h∞,ℙ1); (L, h∞,L)

)
qu’on appelle la métrique de Quillen généralisée.

Nous nous intéresserons ensuite à une classe de métriques admissibles non nécessairement C∞ à
savoir les métriques canoniques sur ℙ1. Ces dernières ont la particularité d’être déterminées uniquement
par la combinatoire de ℙ1, vue comme variété torique. Nous appliquerons la théorie développée ci-
dessus pour calculer Tg

(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
; la valeur de la torsion analytique généralisée associée à Tℙ1∞

et O(m)∞ munis de leur métriques canoniques. On obtient :

Tg
(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
= 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 − log (m+ 2)m+1(
(m+ 1)!

)2 ∀m ∈ ℕ.

La section (2.3) constitue une approche directe pour définir une torsion analytique holomorphe
associée à (Tℙ1∞;O(m)∞). Rappelons que dans [Haja], nous avons calculé explicitement le spectre de
∆O(m)∞

. Il est donc naturel d’associer à ce spectre une fonction ζ∆O(m)∞
, qu’on appellera la fonction

Zêta associée à l’opérateur singulier ∆O(m)∞
. Afin d’étudier cette fonction Zêta, nous introduisons

la notion de familles de fonctions Zêta, voir (2.3.2), et nous généralisons la théorie de Voros à cette
classe de fonctions Zêta en démontrant le théorème (2.3.6) qui généralise ceux de [Vor87] et de [Spr05].
Grâce à la théorie développée dans cet article, nous sommes capables d’établir que ζ∆O(m)∞

est pro-
longeable analytiquement au voisinage de zéro. De plus, nous calculons explicitement ζ ′

∆
O(m)∞

(0) et

nous obtenons :
ζ ′∆O(m)∞

(0) = 4ζ ′ℚ(−1)− 1
6 − log (m+ 2)m+1

((m+ 1)!)2 ∀m ∈ ℕ.

Nous obtenons l’égalité remarquable suivante :

Tg
(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
= ζ ′∆O(m)∞

(0) ∀m ∈ ℕ.

Partie 3 : Rappelons qu’un fibré en droites hermitien (E, hE) sur une variété projective complexe
non-singulière, est dit admissible si hE est limite uniforme d’une suite (hn)n∈ℕ de métriques C∞ et
positives. On dit qu’il est intégrable si hE est quotient de deux métriques admissibles.

Dans cette partie, on s’intéresse à une sous-classe de métriques intégrables sur les fibrés en droites
sur une surface de Riemann compacte. Nous introduisons la notion de métrique 1-intégrable en consi-
dérant la définition suivante :

Définition 0.2.5. Soit
(
X,ω

)
une surface de Riemann compacte et ωX une forme de Kähler. Soit

E =
(
E, h∞

)
un fibré en droites intégrable sur X.

On dit que
(
E, h∞

)
est 1-intégrable s’il existe une suite

(
hn
)
n∈ℕ de métriques de classe C∞ sur E

qui converge uniformément vers h∞ vérifiant que :
1. Il existe E1 et E2 deux fibrés en droites admissibles tels que E = E1 ⊗ E

−1
2 et deux suites(

h1,n
)
n∈ℕ et

(
h2,n

)
n∈ℕ de métriques positives de classe C∞ sur E1 respectivement sur E2 telles

que
(
h1,n

)
n∈ℕ respectivement

(
h2,n

)
n∈ℕ converge uniformément vers h1,∞ respectivement vers

h2,∞ et que
hn = h1,n ⊗ h−1

2,n ∀n ∈ ℕ.

ou il existe h′, une métrique positive de classe C∞ telle que hn ⊗ h′ est positive, ∀n ∈ ℕ.
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2.
∞∑
n=1

∥∥∥ hn
hn−1

− 1
∥∥∥ 1

2

sup
<∞,

3.
sup
n∈ℕ≥1

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

<∞. (1)

Le principal résultat du paragraphe (3.2) est une condition suffisante pour qu’une métrique vérifie
(3.2), c’est l’objet du théorème suivant :

Théorème 0.2.6 (cf. théorème (3.2.12)). Soit h une métrique intégrable sur un fibré en droites L
sur ℙ1. On suppose que h∞ est invariante par l’action de S1 et qu’il existe S ∈ S tel que h soit de
classe C∞ sur ℙ1 \ S. Si h∞ = h1,∞ ⊗ h−1

2,∞ avec h1,∞ et h2,∞ sont deux métriques admissibles, alors
pour tout choix de suite

(
h1,n

)
n∈ℕ (resp.

(
h2,n

)
n∈ℕ) de métriques positives de classe C∞ convergeant

uniformément vers h1,∞ (resp. h2,∞), il existe
(
hn,ρ

)
n∈ℕ une suite de métriques de classe C∞ qui

converge uniformément vers h∞ telle que
1. ∥∥∥∥log hn,ρ

hn−1,ρ

∥∥∥∥
sup
≤
∥∥∥∥log hn

hn−1

∥∥∥∥
sup

(2)

2. Il existe M > 0 tel que∥∥∥∥hℙ1

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z

(
log hρ,n

hρ,n−1

)∥∥∥∥
sup
≤M ∀n ∈ ℕ≥1. (3)

3. Il existe h′, une métrique positive de classe C∞ telle que hρ,n ⊗ h′ est positive pour tout n ∈ ℕ.

Avec les notations de la définition (3.2.13), nous montrons qu’il existe des métriques 1-intégrables
continues mais non C∞, c’est l’objet du théorème (3.2.15). Notons que nos résultats s’étendent à toute
métrique ayant cette propriété.

Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte où hX est une métrique hermitienne continue.
Au paragraphe (3.3.1), on rappelle la construction du Laplacien dans le cas classique agissant sur
A(0,0)(X,E). Soit E∞ = (E, hE,∞) un fibré en droites intégrable sur X, nous montrons qu’on peut
associer à hE,∞ un opérateur linéaire qui agit qui agit sur A(0,0)(X,E) et étend la notion de Laplacien
pour les métriques C∞. On l’appellera l’opérateur Laplacien associé à hE,∞ et on le note par ∆E∞

.
Plus précisément, on établit le résultat suivant, voir (3.3.6) :

Théorème 0.2.7. Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte avec hX une métrique hermitienne
continue. Soit E∞ = (E, hE,∞) un fibré en droites intégrable. On note par A0,0(X,E)∞ le complété
de A0,0(X,E) pour la métrique L2

∞ induite par hX et hE,∞.
Pour toute décomposition de E∞ = E1,∞ ⊗ E

−1
2,∞ en fibrés admissibles E1,∞ et E2,∞, et pour

tout choix de suites
(
h1,n

)
n∈ℕ (resp.

(
h2,n

)
n∈ℕ) de métriques positives C∞ sur E1,∞ (resp. sur E2,∞)

qui converge uniformément vers h1,∞ (resp. h2,∞), pour tout ξ ∈ A0,0(X,E), et si l’on pose En :=
E1,n ⊗ E

−1
2,n. Alors la suite

(
∆En

ξ
)
n∈ℕ converge, pour la norme L2

∞, lorsque n 7→ ∞ vers une limite
∆E∞

ξ dans A0,0(X,E)∞. Cette limite ne dépend par du choix de la décomposition ni de celui de la
suite.

On a

1. ∆E∞
est un opérateur linéaire de A0,0(X,E) vers A0,0(X,E)∞.
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2. (
∆E∞

(f ⊗ σ), g ⊗ τ
)
L2,∞ =

(
f ⊗ σ,∆E∞

(g ⊗ τ)
)
L2,∞

= i

2π

∫
X
hE,∞(σ, τ)∂f

∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz.

(4)

∀f, g ∈ A0,0(X) et σ, τ deux sections locales holomorphes de E tels que f ⊗ σ et g ⊗ τ soient
dans A(0,0)(X,E). En particulier,(

∆E∞
ξ, ξ′

)
L2,∞ =

(
ξ,∆E∞

ξ′
)
L2,∞,

∀ξ, ξ′ ∈ A(0,0)(X,E).
3. (

∆E∞
ξ, ξ
)
L2,∞ ≥ 0 ∀ ξ ∈ A0,0(X,E).

Si l’on choisit convenablement
(
hn
)
n
une suite de métriques de classe C∞ qui converge uniformé-

ment vers h∞, alors nous sommes capables de relier e−t∆E∞ à
(
e
−t∆

En
)
n∈ℕ ; la suite de noyaux de

Chaleur associés à
(
hn
)
n
. En fait, si (hn)n∈ℕ vérifie les deux conditions suivantes :

1.

sup
n∈ℕ

∥∥∥∥hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2 ∂

∂z
log hn+1

hn

∥∥∥∥
sup

<∞

où
{
∂
∂z

}
est une base locale de TX. Rappelons que

∣∣∣∣hX( ∂
∂z ,

∂
∂z

)− 1
2 ∂
∂z log hn+1

hn

∣∣∣∣ ne dépend pas du

choix de la base locale.
2.

∞∑
n=1

∥∥∥∥ hn
hn−1

− 1
∥∥∥∥

1
2

sup
<∞.

Alors, nous montrons le théorème suivant, voir (3.4.8) :

Théorème 0.2.8. On a, (
e
−t∆

En
)
n∈ℕ −−−→n7→∞

e
−t∆

E∞ .

dans l’espace des opérateurs bornés sur le complété de A(0,0)(X,E) pour la métrique L2
∞.

Après nous montrons que ∆E∞
possède un spectre discret, infini et positif. L’étape suivante est

l’étude de l’opérateur P∞e−t∆L,∞ , où P∞ est la projection orthogonale à ker ∆E,∞ pour L2
∞. Nous

montrons qu’il est nucléaire, on peut alors introduire la fonction Thêta associée en posant :

θ∞(t) := Tr
(
P∞e−t∆E,∞

)
∀ t > 0,

Nous montrons qu’on a convergence simple de :(
θn(t)

)
n∈ℕ −−−→n7→∞

θ∞(t) ∀ t > 0,

où θn est la fonction Thêta associée à ∆E,hn .
Ces résultats sont regroupés dans le théorème suivant, voir (3.4.16) pour la preuve :
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Théorème 0.2.9. Pour tout t > 0, e−t∆E,∞ est un opérateur nucléaire. On a

lim
u7→∞

θu(t) = θ∞(t).

La fonction Zêta ζ∞ définit par :

ζ∞(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

θ∞(t)ts−1dt,

est holomorphe sur Re(s) > 1 et

ζ∞(s) =
∞∑
k=1

1
λs∞,k

∀ Re(s) > 1.

admet un prolongement analytique au voisinage de 0 et on a

ζ ′∞(0) = lim
u7→∞

ζ ′u(0).

avec ζu est la fonction Zêta associée à ∆E,u.

On notera qu’afin de démontrer ce théorème on a besoin d’une borne inférieure positive non nulle
pour la suite (λ1,n)n∈ℕ, où λ1,n est la première valeur propre non nulle de ∆En

pour tout n ∈ ℕ.
L’existence de cette borne sera déduit de la proposition suivante, qu’on établit dans (3.7.17) :

Proposition 0.2.10. Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte et E un fibré en droites ho-
lomorphe. Soit hE,∞ une métrique hermitienne continue sur L. Soit (hn)n une suite de métriques
hermitiennes C∞ sur L qui converge uniformément vers h∞. Alors il existe une constante α 6= 0 telle
que

α ≤ λ1,q
λ1,p

≤ 1
α
, ∀ 1� p ≤ q.

On termine en montrant que la suite des métriques de Quillen (‖ · ‖Q,hn)n∈ℕ converge vers une
limite et que cette dernière est représentée par la métrique ‖ · ‖Q,h∞ = ‖ · ‖L2,∞ exp(ζ ′∞(0)).

Les paragraphes (3.3.2) et (3.3.3) sont consacrés à l’extension de la notion du Laplacien généralisé
aux cas des métriques intégrables sur les fibrés en droites holomorphes sur une surface de Riemann
compacte. On propose deux approches différentes, dans la première nous montrons que pour tout choix
(hn)n de suites de métriques positives C∞ qui converge uniformément vers une métrique admissible
h∞, la suite d’opérateurs ∆E,hn converge fortement pour la métrique L2 vers un opérateur qu’on
notera par ∆E∞

, voir le théorème (3.3.6). Lorsque X = ℙ1, le théorème (3.3.16) décrit la deuxième
approche qui consiste à définir directement l’opérateur ∆E,h∞ par une formule qui étend l’expression
locale du Laplacien dans le cas C∞ en montrant que le coefficients de ce dernier ont encore un sens
dans le cas de hE,∞.

On termine, par prouver que les deux approches définissent le même opérateur, qu’on appellera le
Laplacien associé à hE,∞.

Dans la partie (3.5), on étudie la variation de la métrique sur TX. On considère une métrique inté-
grable sur TX, qu’on lui associe un opérateur Laplacien noté ∆X,∞. on montre qu’il admet un noyau
de chaleur e−t∆X,∞ qui peut être approché par une suite de noyaux de chaleur

(
e−t∆X,n

)
n
de classe C∞.

Le (3.6) constitue une annexe regroupant quelques résultats techniques utiles, on y trouve un rappel
sur les opérateurs bornés, compacts et nucléaires sur un espace de Hilbert. En combinant plusieurs
résultats on établit dans (3.4), que

e−t∆E,h∞ , t > 0
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est un opérateur nucléaire, en d’autres termes nous établissons que

θ∞(t) :=
∑
k≥1

e−tλ∞,k <∞

où {λ∞,k}k∈ℕ sont les valeurs propres de ∆E,h∞ comptées avec multiplicités. Si l’on note par

ζ∞(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1θ∞(t)dt, s ∈ ℂ,

alors nous montrons notre principal résultat de ce paragraphe :

lim
n∈ℕ

ζ ′n(0) = ζ ′∞(0)

est la limite est finie.

Cela explique nos précédents calculs et le fait que

Tg
(
(ℙ1, ω∞);O(m)∞

)
= ζ ′∆O(m)∞

(0)

où le terme à gauche est obtenu comme limite de ζ ′n(0).

L’appendice (3.7) regroupe quelques lemmes et résultats qui seront utilisés tout au long de cette
thèse , par exemple on établit un lemme technique qui nous permet de construire à partir d’une famille
discrète ou une suite (hn)n∈ℕ de métriques hermitiennes, une famille à paramètre continu u ∈ [1,∞[
qui interpole (hn)n∈ℕ aux points entiers et qui varie de façon C∞ en fonction u. Ce lemme sera utilisé
pour étudier en particulier la variation des e−t∆L,hn en fonction de n en utilisant la formule de Duha-
mel pour ∂

∂ue
−t∆u .





Chapitre 1

Spectre du Laplacien singulier associé
aux métriques canoniques sur ℙ1

On détermine le spectre ainsi que les vecteurs propres du Laplacien singulier associé au fibré en
droites hermitien O(m)∞ muni de leur métrique canonique sur ℙ1.

1.1 Introduction
Soit (X,hX) une variété kählerienne compacte de dimension n et E := (E, hE) un fibré hermi-

tien muni d’une métrique de classe C∞ sur X. Pour p, q = 0, 1, . . . , n, on note Ω(p,q)(X,E) (resp.
A(p,q)(X,E)) le fibré vectoriel des (p, q)−formes de classe C∞ à coefficients dans E (resp. l’espace des
sections globales de Ω(p,q)(X,E)). La métrique de hX sur T (1,0)X induit par dualité une métrique
hermitienne Ω(1,0)X et par conjugaison une métrique sur Ω(0,1)(X). En prenant les différents produits
extérieurs de cette métrique et en les tensorisant avec la métrique de E, on construit un produit her-
mitien ponctuel

(
s(x), t(x)

)
pour deux sections de A(0,q)(X,E) = A(0,q)(X)⊗C∞(X) A

(0,0)(X,E). Soit
ω0 la forme de Kähler normalisée, donnée dans chaque carte locale (zα) sur X par

ω0 = i

2π
∑
α,β

h
( ∂

∂zα
,
∂

∂zβ

)
dzα ∧ dzβ.

Le produit scalaire L2 de deux sections s, t ∈ A(0,q)(X,E) est défini par la formule

(s, t)L2 =
∫
X

(s(x), t(x))ω
n
0
n! .

On dispose du complexe suivant appelé complexe de Dolbeault :

0 −→ A(0,0)(X,E) ∂
0
E−→ A(0,1)(X,E) ∂

1
E−→ . . .

∂
n−1
E−→ A(0,n)(X,E) −→ 0.

L’opérateur ∂E admet un adjoint pour la métrique L2, c’est à dire un opérateur

∂
∗
E : A(0,q+1)(X,E) −→ A(0,q)(X,E)

qui vérifie
(s, ∂∗Et)L2 = (∂Es, t)L2

pour tout s ∈ A(0,q)(X,E) et t ∈ A(0,q+1)(X,E). Pour q = 0, . . . , n, l’opérateur ∆q

E
= ∂

q−1
E ∂

q∗
E +

∂
q+1∗
E ∂

q
E sur A(0,q)(X,E) est appelé l’opérateur Laplacien. On sait, voir par exemple [BGV04], que
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∆q

E
est un opérateur positif et qu’il admet un spectre positif discret et infini, et que les vecteurs

propres associés sont dans A0,q(X,E).

Il y a peu de cas pour les quels on sait calculer explicitement le spectre de ∆∗
E
. Lorsque ℙn, l’es-

pace projectif complexe de dimension n, est muni de la métrique de Fubini-Study, Ikeda et Taniguchi
étudient dans [IT78] le Laplacien ∆q agissant sur l’espace des (0, q)-formes C∞ à coefficients dans le
fibré en droites trivial pour q = 0, . . . , n. Ils utilisent la compatibilité entre la structure ℙn vu comme
variété riemannienne homogène et la métrique de Fubini-Study pour calculer les valeurs propres de
∆q, voir [IT78, théorème 5.2].

Dans ce texte, on s’intéresse à une classe de métriques sur les fibrés en droites sur ℙ1, appelées les
métriques canoniques. Ce sont des métriques continues mais pas C∞ en général, déterminées unique-
ment par la structure combinatoire de ℙ1, vu comme variété torique. On sait que pour tout m ∈ ℕ∗
la métrique canonique sur O(m) est donnée par l’expression

‖s‖∞(x) = |s(x)|
max(|x0|, |x1|)m

où x = [x0 : x1] ∈ ℙ1 et s est une section locale de O(m) autour de x.

Il n’est pas clair à priori si la théorie de [BGV04] peut être étendue à ce type de métriques. Nous
montrons dans cet article qu’on peut encore leurs associer un opérateur Laplacien singulier qu’on
notera par ∆O(m)∞

. Nous prouvons qu’il possède encore un spectre noté Spec(∆O(m)∞
) que nous cal-

culons explicitement. On notera que Spec(∆O(m)∞
) est discret, infini et positif.

On munit ℙ1 l’espace projectif complexe de dimension 1 de la métrique associée à la forme volume
singulière suivante

ω∞ = i

2π
dz ∧ dz

max(1, |z|)4

et O(m)∞ le fibré en droites O(m) muni de sa métrique canonique, avec m ≥ 0.

Soit n ∈ ℤ et Jn la fonction de Bessel d’ordre n. On commence dans un premier temps, par étudier
∆O∞ . Grâce à la structure torique de ℙ1 on fait le lien entre le spectre de ∆O∞ et celui de deux
problèmes avec conditions aux bords classiques. Notre premier résultat s’énonce comme suit :

Théorème 1.1.1 (cf. Théorème (1.2.7)). Pour tout m ∈ ℤ et tout k ≥ 1 il existe des fonctions
continues ϕ−(m,k) et ϕ+

(m,k) sur ℙ1 telles que ∀ f ∈ A0,0(ℙ1)

(ϕ−(m,k),∆O∞f)L2,∞ =
j2
m,k

4 (ϕ−(m,k), f)L2,∞,

(ϕ+
(m,k),∆O∞f)L2,∞ =

j
′2
m,k

4 (ϕ+
(m,k), f)L2,∞,

où j(m,k) (resp. j′(m,k)) est le k-ème zéro positif de Jn (resp. de J ′n), et que

Spec(∆O∞) =
{

0
}⋃{j2

m,k

4 ,
j
′2
n,l

4

∣∣∣n,m ∈ ℕ, k, l ≥ 1
}
,

Les valeurs propres j2m,k
4 et j

′2
n,l

4 pour n > 0 et m > 0 sont de multiplicité 2 et cette multiplicité vaut 1

pour les valeurs propres j20,l
4 et j

′2
0,l
4 .
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Le cas de ∆O(m)∞
est ensuite traité d’une manière analogue. On commence par résoudre deux

problèmes spectraux définis sur chaque composante connexe de ℙ1 \ S1, les solutions retenues ou ad-
missibles pour notre problème seront un recollement des solutions des deux cotés de S1 satisfaisant à
une condition de régularité le long de cette barrière. Le point délicat ici est de prouver que cet ensemble
de solutions ainsi construites est total. Pour cela, on adapte et étend les techniques de la théorie des
séries de Fourier-Bessel, cf. [Wat44, §.18] à notre situation, tout en développant en parallèle dans la sec-
tion (1.3.1) les objets analogues à la théorie des séries de Fourier-Bessel. Plus précisément on introduit
une classe de fonctions Ln, pour n ∈ ℤ qui joueront le rôle des fonctions de Bessel dans notre situation.

Pour tout n ∈ ℕ, on introduit les ensembles suivants :

Zn :=
{
λ ∈ ℂ

∣∣∣ d
dr

(r−mJn(r)Jn−m(r))|λ = 0
}
.

Théorème 1.1.2 (cf. Théorème (1.3.6) et Théorème (1.3.7)). On a, pour tout m ∈ ℕ∗

Spec(∆O(m)∞
) =

{
0
}⋃{λ2

4

∣∣∣ ∃n ∈ ℕ, λ ∈ Zn
}
.

Si m est pair, alors la multiplicité de λ2

4 est 2 si λ ∈ Zn avec n ≥ m + 1 ou 0 ≤ n ≤ m
2 − 1 et de

multiplicité 1 si λ ∈ Zm
2
. Lorsque m est impair, alors λ2

4 est de multiplicité 2 si n ≥ m+ 1, égale à 1
si 0 ≤ n ≤ m.

Ce calcul nous servira dans un autre article pour le calcul du déterminant régularisé de la fonction
Zêta associée au spectre du Laplacien singulier ∆O(m)∞

.

1.2 L’opérateur de Laplace-Beltrami canonique sur ℙ1

1.2.1 L’opérateur de Laplace-Beltrami sur une surface de Riemann compacte

Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte avec hX une métrique hermitienne de classe C∞.
On note par ∆X le Laplacien associé à la donnée

(
(X,hX);O0

)
, avec O0 est le fibré en droites trivial

muni d’une métrique triviale. ∆X est appelé classiquement l’opérateur de Laplace-Beltrami.
On rappelle qu’un fibré en droites hermitien L sur une variété complexe compacte est dit intégrable

s’il existe L1 et L2 deux fibrés en droites hermitiens dont les métriques sont limites uniformes de
métriques positives de classe C∞ sur X et que L = L1 ⊗ L2

−1.
Dans ce paragraphe on étend la construction du Laplacien ∆X au cas des métriques intégrables

sur TX. Lorsque hX est C∞ on sait que le Laplacien associé à cette métrique est donné localement
par la formule suivante :

∆Xβ = −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2β

∂z∂z
, ∀β ∈ A0,0(X).

où
{
∂
∂z

}
est une base locale de TX. On peut consulter [Jos06, définition 2.3.1 et définition 2.3.3].

Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte munie d’une métrique hermitienne intégrable hX .
Si hX est continue, alors on va montrer qu’on peut associer à cette métrique un Laplacien ∆X , en
posant

∆X = ∂
1∗
O ∂

0
O,

et on montre que

∆Xβ = −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2β

∂z∂z
, ∀β ∈ A0,0(X)
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pour toute base locale { ∂∂z} de TX. Afin d’étendre cette notion il suffit de vérifier que ∂O admet un
adjoint pour la métrique L2. Pour cela, on va rappeler la construction de l’opérateur Laplacien et on
montrera que cette dernière ne dépend pas de la régularité de hX .

Soit donc hX une métrique hermitienne continue. On note par ωX la forme de volume normalisée
associée à hX .

On dispose d’un isomorphisme naturel entre Ω1,0(X) et Ω1,0(X)∗ donné par

α ∈ Ω0,1
x (X) 7−→

(
β ∈ Ω0,1

x 7→ (β, α)x
)
∈ Ω0,1

x (X)∗, ∀x ∈ X.

Comme ωX trivialise Ω1,1(X) alors cette forme induit un isomorphisme

Homℂ(Ω0,1
x (X),Ω1,1

x (X)) ' Ω1,0
x (X), ∀x ∈ X.

Il existe donc pour α ∈ Ω0,1(X) fixé, un élément α′ ∈ Ω1,0(X) tel que

βx ∧ α′x = (β, α)xωx, ∀β ∈ Ω0,1
x (X).

On note par ∗ l’application qui envoie α sur α′. Explicitons ∗ : Soient β et α deux éléments de
Ω0,1(X), par une partition d’unité on peut supposer que β = bdz et α = adz où a et b sont deux
fonctions C∞ sur X, on a (β, α)x = b(x)a(x)

h( ∂
∂z
, ∂
∂z

)(x) donc (β, α)xωx = b(x)a(x) i
2πdz ∧ dz = b(x)dz ∧

(− i
2πa(x)dz). On en déduit que

∗ : Ω0,1(X) −→ Ω1,0(X)

α 7−→ − i

2πα.

D’un autre coté, on dispose d’un isomorphisme entre Ω0,0(X) et Ω1,1(X) qu’on notera aussi par ∗ tel
que ∗(g) = gω, ∀ g ∈ Ω0,0(X) et qui vérifie

(g, g′)ω = g ∧ ∗(g′), ∀ g, g′ ∈ Ω0,0(X).

Si l’on pose ∂q∗O = (−1)q ∗−1 ∂
A1,0(X)

∗ pour q = 0, 1, alors on vérifie que

∂
0∗
O s = 0,

et
(s, ∂∗1O t)L2 = (∂Os, t)L2

pour tout s ∈ A0,0(X) et t ∈ A(0,1)(X).

On définit le Laplacien associé à la métrique hX en posant que

∆X = ∂1 ∂
∗
0 + ∂

∗
1∂0.

On montre que ∆X vérifie

(∆Xα, β)L2 = (α,∆Xβ)L2 , ∀α, β ∈ A0,0(X).
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Montrons que

∆Xβ = −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2β

∂z∂z
∀β ∈ A0,0(X). (1.1)

On a (
α,∆Xβ

)
ωX =

(
α, (∂1∂

∗
0 + ∂

∗
1∂0)β

)
ωX

=
(
α, ∂1∂

∗
0β
)
ωX +

(
α, ∂

∗
1∂0β

)
ωX

=
(
α, ∂ ∗−1 ∂((βω))

)
ωX +

(
α, ∂

∗
1∂0β

)
ωX

= 0 +
(
α, ∂

∗
1∂0β

)
ωX

= −α ∧
(
∂Ω1,0(X) ∗ ∂β

)
= i

2πα ∧
(
∂Ω1,0(X)

∂β

∂z
dz
)

= i

2πα ∧
∂2β

∂z∂z
(dz ∧ dz)

= α ∧
(
− ∂2β

∂z∂z
) i2πdz ∧ dz

= α ∧
(
−hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2β

∂z∂z

)
ωX

= α ∧
(
∗
(
−hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2β

∂z∂z

))
= α ∧ ∗(∆Xβ).

On déduit que

∆Xβ = −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2β

∂z∂z
∀β ∈ A0,0(X). (1.2)

Rappelons que, sur une variété riemannienne (X, g) de dimension réelle 2, le Laplacien ∆g s’exprime
en coordonnées locales par la formule suivante :

∆g = 1
√
g

(
∂x(√ggxx∂x) + ∂x(√ggxy∂x) + ∂y(

√
ggθx∂y) + ∂y(

√
ggyy∂y)

)
.

où (x, y) est un système de coordonnées locales, voir par exemple [Jos06, (2.1.13) p.92].

Si l’on considère ]0, 2π[×ℝ+∗ muni de la métrique :

g = (dr)2 + r2(dθ)2,

alors √g = r, grr = 1, grθ = 0, gθr = 0 et gθθ = 1
r2 . Par suite

∆r,θ = ∂2
r + 1

r
∂r + 1

r2∂
2
θ .

Sur ℝ+∗×S1 muni de la métrique g = dr2 +r2dθ on considère le changement de variables suivant :

s := 1
r
, θ := θ.
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On cherche à exprimer ∆s,θ, le Laplacien sur ℝ+∗ × S1 muni de la métrique g′ := ds2 + s2dθ2, en
fonction de ∆r,θ. Montrons que

∆r,θ = s4∆s,θ. (1.3)

Soit donc f une fonction de classe C2 et de support compact sur ℝ+∗ × S1 et on pose g : (s, θ) 7→
g(s, θ) := f(1

s , θ). On a

∂g

∂s
(s) = − 1

s2
∂f

∂r
(1
s

), ∂2g

∂s2 (s) = 2
s3
∂f

∂r
(1
s

) + 1
s4
∂2f

∂r2 (1
s

) et ∂2g

∂θ2 (s, θ) = ∂2f

∂θ2 (1
s
, θ),

alors
∂2f

∂r2 (r, θ) + 1
r

∂f

∂r
(r, θ) + 1

r2
∂2f

∂θ2 (r, θ) = s4∂
2g

∂s2 (s, θ) + s3∂g

∂s
(s, θ) + s2∂

2g

∂θ2 (s, θ).

En d’autres termes, on a montré que
∆r,θf = s4∆s,θg. (1.4)

1.2.2 Le spectre du Laplacien canonique sur ℙ1

Comme Tℙ1 ' O(2), on munit ℙ1 de la métrique canonique de O(2) et on note

ω∞ = i

2π
dz ∧ dz

max(1, |z|2)2 ,

la forme volume normalisée associée.

On dispose de deux métriques sur A0,0(ℙ1) :

‖u‖sup := sup
x∈ℙ1
|u(x)|,

et la métrique L2 définie par le produit hermitien suivant :

(u, v)L2,∞ :=
∫
x∈ℙ1

u(x)v(x)ω∞,

pour u, v ∈ A0,0(ℙ1).

On note par H0 le complété hilbertien de A0,0(ℙ1) pour la métrique ‖ · ‖L2,∞, c’est un espace de
Hilbert, par construction.

On rappelle qu’un ensemble {ϕn}n∈ℕ de vecteurs orthogonaux deux à deux dans H, un espace hil-
bertien, est dit total si et seulement si l’ensemble S formé des combinaisons linéaires finies

∑n
k=1 akϕk

des ϕk est dense dans H.

Proposition 1.2.1. Une suite orthogonale (φj)j∈ℕ de vecteurs d’un espace de Hilbert H est totale si
et seulement si le vecteur nul est l’unique vecteur orthogonal à tous les φj.

Démonstration. Voir par exemple [BR89, théorème 12, p.366].
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Proposition 1.2.2. Soit H un espace de Hilbert avec produit hermitien noté (·, ·).
Soit ∆ : D ⊂ H −→ H un opérateur linéaire, où D est un sous-espace linéaire dense de H. Soit

(φk)k∈ℕ une base orthonormale de H, et on suppose qu’il existe 0 ≤ λ0 ≤ λ1 ≤ . . . une suite croissante
de réels positifs tels que : (

φk,∆ψ
)

= λk(φk, ψ) ∀ψ ∈ D, ∀ k ∈ ℕ.
On pose H2 :=

{
ψ =

∑∞
k=0 akφk ∈ H

∣∣ak ∈ ℂ, ∀k ∈ ℂ,
∑∞
k=0 λ

2
k|ak|2 < ∞

}
et soit Q l’opérateur

linéaire défini sur H2 en posant :

Q(ψ) =
∞∑
k=0

λkakφk,

pour ψ =
∑∞
k=0 akφk ∈ H2.

Si D ⊂ H2, alors Q est une extension maximale autoadjointe de ∆ dans H.
Démonstration. Vérifions d’abord que Q est une extension de ∆, soit ψ ∈ D et montrons que Q(ψ) =
∆(ψ). Il existe deux suites de nombres complexes (ak)k∈ℕ et (bk)k∈ℕ telles que ψ =

∑∞
k=0 akφk et

∆ψ =
∑∞
k=0 bkφk. Donc, bk = (φk,∆ψ) = λk(φk, ψ) = λkak, par suite ∆ψ =

∑∞
k=0 λkakψk = Q(ψ).

Maintenant, soit T : D′ ⊂ H −→ H est un opérateur linéaire autoadjoint qui étend Q (c’est à dire
H2 ⊂ D′ et T|D = ∆). Soit ψ ∈ D′, il existe deux suites de nombres complexes (ak)k∈N et (bk)k∈N
telles que ψ =

∑∞
k=0 akφk et Tψ =

∑
k∈ℕ bkφk. Comme T est autoadjoint, alors (Tw,ψ) = (w, Tψ)

pour tout w ∈ D′. En particulier, (Tψk, ψ) = (ψk, Tψ) pour tout k ∈ ℕ. On en tire que λkak = bk.
Par suite,

∑
k∈ℕ λ

2
k|ak|2 =

∑
k∈ℕ |bk|2 <∞, donc ψ ∈ H2. On a montré que D′ = H2.

Définition 1.2.3. On appelle Laplacien canonique l’opérateur de Laplace-Beltrami associé à (ℙ1, ω∞)
et au fibré trivial tel que introduit dans le premier paragraphe. On le note par ∆O∞.

Pour tout f, g ∈ A(0,0)(ℙ1), on a

∆O∞f = −max(1, |z|4) ∂2

∂z∂z
f ∀z ∈ ℂ,

(∆O∞f, g)L2,∞ = (f,∆O∞g)L2,∞,

et ∥∥∆O∞f∥∥2
L2,∞ = i

2π

∫
ℂ

max(1, |z|4)
∣∣∣ ∂2f

∂z∂z

∣∣∣2dz ∧ dz.
Comme f est C∞, alors

∥∥∆O∞f∥∥L2,∞ <∞. Par suite, ∆O∞ est un opérateur de A(0,0)(ℙ1) vers H0.

On note par Dmax la fermeture pour l’ensemble
{
f ∈ A(0,0)(ℙ1)

∣∣ ∥∥∆O∞f∥∥L2,∞ < ∞
}
dans H0,

appelé domaine maximal de définition de ∆O∞ . On a, A(0,0)(ℙ1) ⊂ Dmax.

On se propose dans la suite de déterminer le spectre de ∆O∞ qu’on notera par Spec(∆O∞). On
va adopter la définition fonctionnelle pour parler d’un vecteur propre, c’est à dire que λ appartient à
Spec(∆O∞) s’il existe ϕ ∈ H0,0, tel que

(ϕ,∆O∞f)L2,∞ = λ(ϕ, f)L2,∞, ∀ f ∈ A0,0(ℙ1). (1.5)

Dans ce cas, on montre qu’il existe Q, une extension maximale autoadjointe de ∆O∞ dans H0. C’est
une application de la proposition (1.2.2), avec H = H0, ∆ = ∆O∞ et D = A(0,0)(ℙ1), il suffit juste de
vérifier que A(0,0)(ℙ1) ⊂ H2. On déduit que

Dmax = H2.
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Remarque 1.2.4. Il est important de noter que lorsque la métrique sur X, ici ℙ1, est de classe C∞
alors on démontre un résultat de régularité pour les vecteurs propres, en fait on prouve qu’ils sont des
fonctions C∞, voir [GH94, Ch. 6]. Comme on verra dans la suite, les vecteurs propres de ∆O∞ sont
des fonctions continues mais non C∞.

On va introduire deux sous-espaces remarquables dans H0 et on remarquera que la restriction de
∆O∞ et son étude sur chacun de ces sous-espaces se traduit en un problème classique bien connu de
la théorie des problèmes avec conditions aux bords, à savoir le problème D (resp. N ). Par un procédé
de recollement, on exhibe des vecteurs propres au sens de (1.5) pour cet opérateur et en utilisant les
résultat du la section (1.4.3) on conclut que ce sont les uniques vecteurs propres.

On pose

E+ :=
{
u ∈ A0,0(ℙ1) |u(r, θ)− u(1

r
, θ) = 0

}
,

et
E− :=

{
u ∈ A0,0(ℙ1) |u(r, θ) + u(1

r
, θ) = 0

}
.

Ce sont deux sous ℂ-espaces vectoriels de A0,0(ℙ1). Remarquons que les fonctions constantes, qui
sont bien dans H0,0, sont des vecteurs propres pour ∆O∞ associés à la valeur propre 0, et qu’elles
appartiennent à E+.

On note par E+ et E− les complétés de E+ et E− pour la métrique ‖ · ‖L2,∞.

Proposition 1.2.5. On a

H0,0 = E+

⊥⊕
E−

Démonstration. Commençons par montrer que

A0,0(ℙ1) = E+

⊥⊕
E−.

Soient u ∈ E+ et v ∈ E−, on a

(u, v)L2,∞ =
∫
ℙ1
u(x)v(x)ω∞

= i

2π

∫
ℂ
u(z)v(z) dz ∧ dz

max(1, |z|4)

= i

2π

(∫
|z|≤1

u(z)v(z)dz ∧ dz +
∫
|z|≥1

u(z)v(z)dz ∧ dz
|z|4

)
= 1
π

∫
r≤1,θ∈[0,2π]

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ + 1
π

∫
r≥1,θ∈[0,2π]

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ
r4

Si l’on pose s = 1
r dans la seconde intégrale, alors

1
π

∫
r≥1,θ∈[0,2π]

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ
r4 =

∫
s≤1,θ∈[0,2π]

u(1
s
, θ)v(1

s
, θ)sdsdθ
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Par hypothèses sur u et v on trouve que

(u, v)L2,∞ = 1
π

∫
r≤1,θ∈[0,2π]

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ − 1
π

∫
s≤1,θ∈[0,2π]

u(s, θ)v(s, θ)sdsdθ

= 0

Donc E+ et E− sont orthogonaux par rapport au produit scalaire (·, ·)L2,∞.

Si w ∈ A0,0(ℙ1), on note par w+ (resp. w−) l’élément de E+ (resp. de E−) défini par w+(r, θ) =
1
2w(r, θ) + 1

2w(1
r , θ) (resp. w−(r, θ) = 1

2w(r, θ)− 1
2w(1

r , θ)). On vérifie que

w = w+ + w−.

Soit maintenant u ∈ H0,0 alors il existe (un)n∈ℕ une suite de fonctions dans A0,0(ℙ) telle que∥∥un − u∥∥L2,∞ −−−−−→n→+∞
0.

Pour tout n ∈ ℕ, on pose

u+,n(r, θ) := 1
2un(r, θ) + 1

2un(1
r
, θ) et u−,n(r, θ) := 1

2un(r, θ)− 1
2un(1

r
, θ),

alors∥∥u+,n − u+,m
∥∥
L2,∞ ≤

∥∥un − um‖L2,∞ et
∥∥u−,n − u−,m∥∥L2,∞ ≤

∥∥un − um∥∥L2,∞ ∀n,m ∈ ℕ,

d’où on déduit que
(
u+,n

)
n∈ℕ (resp.

(
u−,n

)
n∈ℕ) admet une limite dans H0,0 qu’on notera par u+ (resp.

u−) qui appartient à E
+ (resp. E−) car E+ et E− sont fermés par construction. Comme la limite est

unique, alors on a
u = u+ + u−.

Fixons m ∈ ℤ, k ≥ 1 et l ≥ 1. Avec les notations de la section (1.4.2), on pose

ψ−(m,k)(r) = Jm(jm,kr) et ψ+
(m,k)(r) = Jm(j′m,lr).

Ces deux fonctions vérifient les conditions du (1.36) donc on peut leur associer les fonctions ϕ±1,(m,k)
et ϕ±2,(m,k) comme dans (1.37). Par conséquent, ϕ±1,(m,k) et ϕ±2,(m,k) vérifient le lemme (1.4.2).

On pose alors,

ϕ−(m,k)(z) :=
{
ϕ−1,(m,k)(z) si |z| ≤ 1
ϕ−2,(m,k)(z) si |z| > 1,

et

ϕ+
(m,k)(z) :=

{
ϕ+

1,(m,k)(z) si |z| ≤ 1
ϕ+

2,(m,k)(z) si |z| > 1.

Proposition 1.2.6. Pour tout m ∈ ℤ et tout k ≥ 1, on a

ϕ−(m,k) ∈ E
− et ϕ+

(m,k) ∈ E
+
.
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Démonstration. Commençons par vérifier que H0,0 contient les fonctions continues. Soit donc u une
fonction continue sur ℙ1. Par le théorème de Stone-Weierstrass, on peut approximer u par une suite
de fonctions de classe C∞ pour la norme ‖ · ‖sup sur ℙ1 et comme on a

‖v‖2L2,∞ ≤
(∫

ℙ1
ω∞
)
‖v‖2sup

pour toute fonction continue v sur ℙ1, on conclut que H0,0 contient les fonctions continues.

Montrons que ϕ+
(m,k) ∈ H

0,0 (resp. ϕ−(m,k) ∈ H
0,0), pour cela il suffit de montrer qu’elle est continue

sur ℙ1. Par hypothèses et par construction, cette fonction est continue sur ℙ1 \ {0,∞}.
Si m 6= 0. Au voisinage de zéro, on a

∣∣ϕ±(m,k)(z)
∣∣ = O(rm) et en∞,

∣∣ϕ±(m,k)(z)
∣∣ = O( 1

rm ), (rappelons
que Jm est d’ordre m en zéro), voir (1.40).

Si m = 0, ϕ−(0,k)(z) = J0(j0,k|z|) au voisinage de zéro, ϕ−(0,k)(z) = J0(j0,k 1
|z|) au voisinage de ∞, de

même on a ϕ+
(0,k)(z) = J0(c0,k|z|) au voisinage de zéro, ϕ+

(0,k)(z) = J0(c0,k
1
|z|) au voisinage de ∞.

Par suite, ϕ±(m,k) est continue sur ℙ1 donc c’est un élément de H0,0.

Par construction, on vérifie que

ϕ+
(m,k)

(1
r
, θ
)

= ϕ+
(m,k)(r, θ) et ϕ−(m,k)

(1
r
, θ
)

= −ϕ−(m,k)(r, θ) ∀ r > 0, ∀ θ ∈ ℝ.

On conclut que
ϕ+

(m,k) ∈ E
+
,

et
ϕ−(m,k) ∈ E

−
.

Théorème 1.2.7. Pour tout m ∈ ℤ et tout k ∈ ℕ∗, on a

(ϕ−(m,k),∆O∞f)L2,∞ =
j2
m,k

4 (ϕ−(m,k), f)L2,∞, ∀ f ∈ A0,0(ℙ1), (1.6)

(ϕ+
(m,k),∆O∞f)L2,∞ =

j′2m,k
4 (ϕ+

(m,k), f)L2,∞, ∀ f ∈ A0,0(ℙ1) (1.7)

et

Spec(∆O∞) =
{

0
}⋃{j2

m,k

4 ,
j
′2
n,l

4

∣∣∣n,m ∈ ℕ, k, l ≥ 1
}
,

où j2n,k
4 (resp. j

′2
n,k

4 ) est de multiplicité 2 si n > 0, et de multiplicité 1 quand n = 0.

Démonstration. Fixons quelques notations : On pose z := x1
x0

sur ℂ, on note par ∆0 ou ∆r,θ est
l’opérateur de Laplace-Beltrami sur ℝ2 écrit respectivement en coordonnées cartésiennes et polaires ;
∆0 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 et ∆r,θ = ∂2

∂r2 + 1
r
∂
∂r + 1

r2
∂2

∂θ2 , avec x = Re(z), y = Im(z) et z = |z|eiθ = reiθ.
Rappelons que dc = 1

4πi(∂ − ∂), donc

ddc = 1
2πi

∂2

∂z∂z
dz ∧ dz, et ∂2

∂z∂z
= 1

4
( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
)

= 1
4∆0.
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L’idée de la preuve de (1.6) et de (1.7) consiste en premier temps à utiliser les résultats de l’annexe
(1.4.1) appliqués aux fonctions ϕ+

(m,k) et ϕ−(m,k) pour prouver que

(ϕ+
(m,k),∆O∞f)L2,∞ = (∆O∞ϕ

+
(m,k), f)L2,∞, (ϕ−(m,k),∆O∞f)L2,∞ = (∆O∞ϕ

−
(m,k), f)L2,∞,

∀ f ∈ A(0,0)(ℙ1), où ∆O∞ϕ
±
(m,k) est par définition la fonction définie en tout point z ∈ ℙ1 \ S1 par

−max(1, |z|4)
∂2ϕ±(m,k)
∂z∂z

(z),

et de conclure en montrant que sur ℙ1 \ S1 on a

∆O∞ϕ
±
(m,k) =

λ2
±
4 ϕ±(m,k).

où λ2
− := j2

(m,k) et λ2
+ := j′2(m,k). (Notons qu’ici l’égalité est au sens des fonctions).

Soit f ∈ A0,0(X), on a

(ϕ±(m,k),∆O∞f)L2,∞ = −
∫
ℂ
ϕ
∂2f

∂z∂z

i

2πdz ∧ dz par (1.2)

=
∫
ℂ
ϕ±(m,k)dd

cf

=
∫
|z|≤1

ϕ±1,(m,k)dd
cf +

∫
|z|≥1

ϕ±2,(m,k)dd
cf

=
∫
|z|≤1

fddcϕ±1,(m,k) +
∫
|z|≥1

fddcϕ±2,(m,k) par (1.4.3)

= (∆O∞ϕ
±
(m,k), f)L2,∞.

Avec les notations du début de la démonstration, on a :

Sur {|z| ≤ 1} :

−∆0ϕ
−
1,(m,k) = j2

m,kϕ
−
1,(m,k) et −∆0ϕ

+
1,(m,k) = j′2m,kϕ

+
1,(m,k) par (1.4.5). (1.8)

Si l’on pose sur {|z| ≥ 1} s := 1
r et ϕ̃±2,(m,k)(s, θ) := ϕ̃±2,(m,k)(

1
s , θ), alors par (1.3) on a

−∆r,θϕ
−
2,(m,k) = −s4∆s,θϕ̃

−
2,(m,k) et −∆r,θϕ

+
2,(m,k) = −s4∆s,θϕ̃

+
2,(m,k)

Mais par construction, on a

ϕ̃±2,(m,k)(s, θ) = ±ϕ±1,(m,k)(s, θ), ∀ 0 ≤ s ≤ 1,

qui nous donne que

−∆r,θϕ
−
2,(m,k) = +s4∆s,θϕ

−
1,(m,k)

= −j2
m,ks

4ϕ−1,(m,k)(s, θ) par (1.4.5),

= j2
m,k

1
r4ϕ

−
2,(m,k)(r, θ),

(1.9)
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et

−∆r,θϕ
+
2,(m,k) = −s4∆s,θϕ

+
1,(m,k)

= j′2m,ks
4ϕ+

1,(m,k)(s, θ) par (1.4.5),

= j′2m,k
1
r4ϕ

+
2,(m,k)(r, θ)

(1.10)

On a par conséquent

(∆O∞ϕ
±
(m,k), f)L2,∞ = i

2π

∫
|z|≤1

f
∂2

∂z∂z
ϕ±1,(m,k)dz ∧ dz + i

2π

∫
|z|≥1

f
∂2

∂z∂z
ϕ±2,(m,k)dz ∧ dz

= − 1
4π

∫ 2π

0

∫ 1

0
f∆

r,θ
ϕ±1,(m,k)rdrdθ +− 1

4π

∫ 2π

0

∫ ∞
1

f∆
s,θ
ϕ±2,(m,k)sdsdθ

= − 1
4π

∫ 2π

0

∫ 1

0
f∆

r,θ
ϕ±1,(m,k)rdrdθ −

1
4π

∫ 2π

0

∫ ∞
1

f∆
s,θ
ϕ±2,(m,k)sdsdθ

=
λ2
±

4π

∫ 2π

0

∫ 1

0
fϕ±1,(m,k)rdrdθ −

1
4π

∫ 2π

0

∫ ∞
1

fr4∆
r,θ
ϕ±1,(m,k)

dr

r3 dθ par (1.8)

=
λ2
±

4π

∫ 2π

0

∫ 1

0
fϕ±1,(m,k)rdrdθ + λ2

4π

∫ 2π

0

∫ 1

0
fr4ϕ±1,(m,k)

dr

r3 dθ par (1.9), (1.10)

=
λ2
±

4π

∫ 2π

0

∫ 1

0
fϕ±1,(m,k)rdrdθ + λ2

4π

∫ 2π

0

∫ ∞
1

f
1
s4ϕ

±
2,(m,k)sdsdθ par (1.9), (1.10)

=
λ2
±

4π

∫ 2π

0

∫ ∞
0

fϕ±(m,k)
1

max(1, r4)rdrdθ

=
λ2
±
4

∫ 2π

0

∫ ∞
0

fϕ±(m,k)
1

max(1, r4)
1
π
rdrdθ

=
λ2
±
4

∫
ℂ
fϕ±(m,k)

i

2π
1

max(1, |z|4)dz ∧ dz

=
λ2
±
4

∫
ℂ
fϕ±(m,k)

i

2πhℙ1,∞dz ∧ dz

=
λ2
±
4

∫
ℂ
fϕ±(m,k)ω∞

=
λ2
±
4 (ϕ±(m,k), f)L2,∞.

Récapitulons, on a montré que

(ϕ−(m,k),∆O∞f)L2,∞ =
j2
m,k

4 (ϕ−m,k, f)L2,∞,

et

(ϕ+
(m,k),∆O∞f)L2,∞ =

j′2m,k
4 (ϕ+

m,k, f)L2,∞.

∀ f ∈ A0,0(ℙ1).

Donc

{
0
}⋃{j2

m,k

4 ,
j
′2
n,l

4

∣∣∣n,m ∈ ℤ, k, l ≥ 1
}
⊂ Spec(∆O∞).
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Montrons l’inclusion inverse, pour cela, on va montrer que l’ensemble{
1, ϕ−(m,k), ϕ

+
(m,k) |m ∈ ℤ, k ≥ 1

}
,

est total, où 1 est la fonction constante sur ℙ1 égale à 1.

Commençons par vérifier que c’est une suite orthogonale ; par (1.2.5) et (1.2.6)(
ϕ+

(m,k), ϕ
−
(m′,k′)

)
L2,∞ = 0, ∀m,m′ ∈ ℤ, ∀ k, k′ ∈ ℕ.

Pour montrer (
1, ϕ+

(m,k)
)
L2,∞ =

(
1, ϕ−(m,k)

)
L2,∞ ∀m ∈ ℤ, ∀ k ∈ ℕ,

il suffit d’utiliser (1.6) et (1.7) avec f = 1.
Il reste donc à vérifier que

(
ϕ±(m,k), ϕ

±
(m′,k′)

)
L2,∞ = 0 pour tous ∀m 6= m′ ∈ ℤ ou k 6= k′ ∈ ℕ. On a

(
ϕ±(m,k), ϕ

±
(m′,k′)

)
L2,∞ =

∫
ℂ
ϕ±(m,k)(z)ϕ

±
(m′,k′)(z)

i

2π
dz ∧ dz

max(1, |z|4)

= i

2π

(∫
|z|≤1

ϕ±1,(m,k)(z)ϕ
±
1,(m′,k′)(z)dz ∧ dz +

∫
|z|≥1

ϕ±2,(m,k)(z)ϕ
±
2,(m′,k′)(z)

dz ∧ dz
|z|4

)
= 2

∫
r≤1,θ∈[0,2π]

eimθJm(λ±,(m,k)r)e−im
′θJm′(λ±,(m′,k′)r)rdrdθ

+
∫
s≥1,θ∈[0,2π]

eimθJm(λ±,(m,k)
1
s

)e−im′θJm′(λ±,(m′,k′)
1
s

)2sds
s4 dθ

= 4
∫
r≤1,θ∈[0,2π]

ei(m−m)′θJm(λ±,(m,k)r)Jm′(λ±,(m′,k′)r)rdrdθ

= 4δm,m′
∫
r≤1

Jm(λ±,(m,k)r)Jm′(λ±,(m′,k′)r)rdr

= 4δm,m′δk,k′
∫
r≤1

Jm(λ±,(m,k)r)2rdr.

la dernière égalité résulte de l’identité (1.22) ou voir, par exemple, [WW62, (18., 19.) p.381].

Donc, on a montré que
{

1, ϕ+
(m,k), ϕ

−
(m,k)

∣∣m ∈ ℤ, k ≥ 1
}
est une famille orthogonale pour le pro-

duit hermitien (, )L2,∞.

On pose
V − := V ectℂ{ϕ−m,k |m ∈ ℤ, k ≥ 1},

et
V + := V ectℂ{1, ϕ+

m,k |m ∈ ℤ, k ≥ 1},

(où la barre désigne la complétion hilbertienne dans H0).

On se propose de montrer
E− ⊂ V − et E+ ⊂ V +.

On considère l’application de restriction suivante, induite par l’inclusion D ⊂ ℙ1 :

p : A(0,0)(ℙ1) −→ C2(D)
u −→ u|D .
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Par construction de E+ et E−, on trouve que

p(E−) ⊂
{
v ∈ C2(D) | v(1, θ) = 0, ∀ θ ∈ [0, 2π]

}
,

et
p(E+) ⊂

{
v ∈ C2(D) | ∂v

∂r
(1, θ) = 0, ∀ θ ∈ [0, 2π]

}
.

En d’autres termes, les éléments de p(E+) (resp. de p(E−)) vérifient la condition de Dirichlet (resp.
de Neumann) sur D. On va utiliser la discussion du paragraphe (1.4.3) pour montrer que

E− ⊂ V −.

Soit u ∈ E−, alors u|D vérifie la condition de Dirichlet. Par (1.4.3) u|D sur D se décompose comme
suit : il existe des coefficients dλ indexés par ℤ× ℕ∗ telles que

u|D =
∑

(m,k)∈ℤ×ℕ∗
dm,kϕ

−
1(m,k)|D

,

dans L2(D) : l’espace des fonctions carrées intégrables pour la mesure rdrdθ.

Montrons que l’égalité ci-dessus reste valable sur ℙ1 entier. Il suffit de la vérifier sur
{
|z| ≥ 1

}
. Soit

r ≥ 1, on a

∑
(m,k)∈ℤ×ℕ∗

dm,kϕ
−
(m,k)(r, θ) = −

∑
(m,k)∈ℤ×ℕ∗

dm,kϕ
−
(m,k)(

1
r
, θ)

= −u
(1
r
, θ
)

= u(r, θ).

Par suite
E− ⊂ V −.

Montrons que

E+ ⊂ V +.

Soit v ∈ E+, on considère sa restriction à D, il existe des constantes réelles ed,k telles que

v = e0,0 +
∑

(m,k)∈ℤ×ℕ∗
em,kϕ

+
1,(m,k)

sur L2(D). Il reste à vérifier cette égalité sur
{
|z| ≥ 1

}
. Soit r ≥ 1, on a

e0,0 +
∑

(m,k)∈ℤ×ℕ∗
em,kϕ

+
(m,k)(r, θ) = e0,0 +

∑
(m,k)∈ℤ×ℕ∗

em,kϕ
+
(m,k)(

1
r
, θ)

= u
(1
r
, θ
)

= u(r, θ)
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et donc,
E+ ⊂ V +.

De (1.2.5) et d’après ce qu’on vient de montrer on a

H0 = V + ⊕ V −.

Par (1.2.1) on déduit que l’ensemble{
1, ϕ±(m,k)

∣∣m ∈ ℤ, k ≥ 1
}
,

(où 1 est la fonction constante égale à 1) est un système total dans H0 muni de la métrique L2
∞.

On a donc montré que

Spec(∆O∞) =
{

0
}
∪
{j2

m,k

4 ,
j
′2
n,l

4

∣∣∣n,m ∈ ℤ et k, l ≥ 1
}
.

1.3 Le Laplacien canonique de O(m) pour m ≥ 1
Soit f un élément de A0,0(ℙ1). Comme

{
1, ϕ±(m,k) |m ∈ ℤ, k ≥ 1

}
est complet, alors f se décompose

dans le complété de A0,0(ℙ1) comme suit :

f =
∑
n∈ℤ

f̂ne
inθ, (1.11)

où (f̂n)n∈ℤ sont des fonctions sur ℙ1 invariantes par S1.

On suppose qu’il existe un opérateur D, agissant sur A(0,0)(ℙ1,O(m)
)
et une métrique L2 tels que :

1. Si f et g sont de fonctions intégrables sur ℙ1 invariantes par S1 et l, l′ ∈ ℤ on a(
f(r)eilθ, g(r)eil′θ

)
L2 = 0,

si l 6= l′.
2. D autoadjoint pour ce produit (·, ·)L2 .
3. pour toute fonction de classe C∞ radiale g et tout l ∈ ℤ et k′ ∈

{
0, 1, . . . ,m

}
:

D
(
g(r)eilθ ⊗ zk′

)
= G(r)eilθ ⊗ zk′ . (1.12)

dans le completé de A(0,0)(X,ℙ1) pour L2, où G une fonction radiale sur ℙ1.

Si v est un vecteur propre associé à une valeur propre qu’on note λ, alors on peut supposer
que v = f ⊗ 1 où f est une fonction sur ℙ1. En effet, il existe f0, f1, . . . , fm ∈ A0,0(ℙ1) telles que
v =

∑m
k=0 fk ⊗ zk, alors si l’on pose f :=

∑m
k=0 fkz

k alors on vérifie que D
(
f ⊗ 1

)
= λ(f ⊗ 1).

Par ce qui précède, f1, . . . , fm peut s’écrire sous la forme (1.11), on peut donc écrie f sous la forme
(1.11). Dans la suite, on va montrer que f peut s’écrire sous la forme f1(r)f2(θ).



36Chapitre 1. Spectre du Laplacien singulier associé aux métriques canoniques sur ℙ1

Soit donc f ⊗ zk un vecteur propre associé à la valeur propre λ, on a

(
f ⊗ zk, D(gl ⊗ zk

′)
)
L2 = λ

(
f ⊗ zk, gl ⊗ zk

′)
L2 , (1.13)

pour toute fonction de la forme gl = geilθ telle que g est radiale, de classe C∞ et pour tout l ∈ ℤ et
k′ ∈

{
0, 1, . . . ,m

}
.

Comme f se décompose sous la forme suivante
∑
n∈ℤ f̂ne

inθ et par la remarque (1.12), (3.43)
devient ∑

n∈ℤ

(
f̂ne

inθ ⊗ zk, Gl(r)eilθ ⊗ zk
′)
L2 = λ

∑
n∈ℤ

(
f̂ne

inθ ⊗ zk, gl(r)eilθ ⊗ zk
′)
L2 .

Il en découle que

(
f̂k′−k+le

i(k′−k+l)θ ⊗ zk, Gl(r)eilθ ⊗ zk
′)
L2 = λ

(
f̂k′−k+le

i(k′−k+l)θ ⊗ zk, g(r)eilθ ⊗ zk′
)
L2 ,

c’est à dire

(
f̂k′−k+le

i(k′−k+l)θ ⊗ zk, D(gl ⊗ zk
′)
)
L2,∞ = λ

(
f̂k′−k+le

i(k′−k+l)θ ⊗ zk, gl ⊗ zk
′)
L2 .

On en déduit que
f̂k′−k+l(r)ei(k

′−k+l)θ ⊗ zk,

est un vecteur propre associé à la valeur propre λ.

Soit (ℙ1, ω∞) l’espace ℙ1 muni de la métrique canonique et O(m)∞ = (O(m), hO(m)∞
) muni de

sa métrique canonique. On munit A(0,0)(ℙ1,O(m)) de la métrique L2
∞. Rappelons qu’elle est donnée

par : (
f ⊗ σ, g ⊗ τ

)
L2,∞ =

∫
ℙ1
fg hO(m)∞

(σ, τ)ω∞,

pour tous f, g ∈ A(0,0)(ℙ1) et σ, τ ∈ H0(ℙ1,O(m)), et on note par A(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞ le completé
de A(0,0)(ℙ1,O(m)) pour cette métrique.

On va définir un opérateur linéaire sur A(0,0)(ℙ1,O(m)) à valeurs dans A(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞ associé
aux métriques canoniques, qui étend la définition du Laplacien classique. Soit f ∈ A(0,0)(ℙ1) et k ∈
{0, . . . ,m}. On a hO(m)∞

(zk, zk)(z) = |z|2k
max(1,|z|)2m , ∀z ∈ ℂ, alors cette fonction est invariante par S1,

C∞ par morceaux et ses dérivées sont bornées localement. On pose, alors

∆O(m)∞
(f ⊗ zk) = −h

Tℙ1∞

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
h
O(m)∞

(
zk, zk

)−1 ∂

∂z

(
h
O(m)∞

(zk, zk)∂f
∂z

)
⊗ zk,

si z ∈ ℙ1 \ S1, et sur S1 on pose

∆O(m)∞
(f ⊗ zk) = −h

Tℙ1∞

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗ zk − h

Tℙ1∞

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 k

2z ⊗ z
k.

Montrons que ∆O(m)∞
(f ⊗ zk) ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞, c’est à dire

∥∥∆O(m)∞
(f ⊗ zk)

∥∥
L2,∞ < ∞.
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On a,

∥∥∆O(m)∞
(f ⊗ zk)

∥∥2
L2,∞ = i

2π

∫
ℙ1\S1

h
Tℙ1∞

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
h
O(m)∞

(
zk, zk

)−1
∣∣∣ ∂
∂z

(
h
O(m)∞

(zk, zk)∂f
∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz
= i

2π

∫
ℙ1\S1

max(1, |z|4) max(|z|−2k, |z|2m−2k)
∣∣∣ ∂
∂z

( |z|2k

max(1, |z|2m)
∂f

∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz
= i

2π

∫
|z|<1

|z|−2k
∣∣∣ ∂
∂z

(
|z|2k ∂f

∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz
+ i

2π

∫
|z|>1

|z|4+2m−2k
∣∣∣ ∂
∂z

(
|z|2k−2m∂f

∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz.

Comme f est C∞ sur ℙ1, alors on vérifie que
∣∣∣ ∂∂z(|z|2k ∂f∂z )∣∣∣2 = O(|z|2k−1) au voisinage de z = 0, donc

∫
|z|<1

|z|−2k
∣∣∣ ∂
∂z

(
|z|2k ∂f

∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz ≤ i

2π

∫
|z|<1

O(|z|−1)dz ∧ dz <∞,

En faisant le changement de variables y = 1
z dans la deuxième intégrale, on conclut avec le même

raisonnement que
i

2π

∫
|z|>1

|z|4+2m−2k
∣∣∣ ∂
∂z

(
|z|2k−2m∂f

∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz <∞.
Donc,

∆O(m)∞
(f ⊗ zk) ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞, (1.14)

pour tout f ∈ A(0,0)(ℙ1) et k = 0, . . . ,m.

Définition-Proposition 1.3.1. On appelle l’opérateur linéaire ainsi défini, le Laplacien canonique
associé à (ℙ1, ω∞) et au fibré en droites hermitien O(m)∞ muni de sa métrique canonique, et on le
note par ∆O(m)∞

. On a, (
ξ,∆O(m)∞

η
)
L2,∞ =

(
∆O(m)∞

ξ, η
)
L2,∞

pour tous ξ, η ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m)).

On considère
Dmax :=

{
ξ ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m))

∣∣ ∥∥∆O(m)∞
ξ
∥∥
L2,∞ <∞

}
c’est à dire la fermeture de l’ensemble

{
ξ ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m))

∣∣ ∥∥∆O(m)∞
ξ
∥∥
L2,∞ <∞

}
dansA(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞,

on l’appelle domaine maximal de définition de ∆O(m).
D’après (1.14), on a

A(0,0)(ℙ1,O(m)) ⊂ Dmax.

en particulier, Dmax est un sous espace vectoriel dense dans A(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞.

1.3.1 Sur le Spectre de ∆O(m)∞
. (I)

Dans ce paragraphe on introduit une famille de fonctions (Ln)n∈ℤ et on expliquera le lien entre
cette famille avec l’étude de l’opérateur ∆O(m)∞

. Le résultat fondamental du ce paragraphe montre
comment ces fonctions génèrent des valeurs propres ainsi que les vecteurs propres associés, par exemple
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on va établir une relation entre la norme L2 d’un vecteur propre et la dérivée de Ln, ce dernier point
est fondamental pour la suite.

Soit m un entier positif non nul.

Définition 1.3.2. Pour tout n ∈ ℤ, on considère Ln, la fonction définie par :

Ln(z) = −zm d

dz

(
z−mJn(z)Jn−m(z)

)
, ∀ z ∈ C,

et on pose
Zn :=

{
λ ∈ ℂ∗

∣∣∣Ln(λ) = 0
}
. (1.15)

On la suite on étudie les propriétés de Ln et de Zn. Par exemple, on va montrer que Zn est un
sous-ensemble infini et discret de ℝ∗, la preuve sera donnée en deux étapes.

Lemme 1.3.3. Pour tout n ∈ ℤ, Ln est une fonction analytique sur ℂ entier qui vérifie les propriétés
suivantes :

Ln(z) = Jn+1(z)Jn−m(z)− Jn(r)Jn−m−1(z), ∀ z ∈ ℂ, (1.16)

L−n(z) = (−1)mLn+m(z), ∀n ∈ ℤ, ∀ z ∈ ℂ, (1.17)

Ln(−z) = (−1)m+1Ln(z), ∀ z ∈ ℂ, (1.18)

et on a pour z assez petit,

Ln(z) = − z2n−m−1

22n−m−1n!(n−m− 1)! + o(z2n−m−1) + o(z2n−m−1), si n ≥ m+ 1, (1.19)

et
Ln(z) = (−1)m+n m+ 2

(m− n+ 1)!(n+ 1)!z
m+1 + o(zm+1), si 0 ≤ n ≤ m. (1.20)

En particulier, Zn est un sous-ensemble infini et discret de ℂ∗ et on a
1.

Z−n = Zn+m,

2.
Zn ∩ {λ ∈ ℝ| Jn−m(λ) = 0} = ∅.

Démonstration. Comme J−p = (−1)pJp, ∀ p ∈ ℤ et que J|p| est une fonction analytique sur ℂ d’ordre
|p| en zéro, alors z 7→ z−mJn(z)Jn−m(z) est une fonction analytique sur ℂ d’ordre |n|+ |n−m| −m
en zéro donc Ln est analytique sur ℂ avec un zéro d’ordre au moins m en z = 0.

On déduit que Zn est non vide. Si, par l’absurde, Zn admet un point d’accumulation alors Ln doit
s’annuler sur ℂ (car analytique), par suite il existe c une constante réelle telle que Jn(z)Jn−m(z) = czm,
∀ z ∈ ℂ. Or d’après [Wat44, 7.21, p.199], on sait que pour ν fixé, Jν(r) → 0 quand r(∈ ℝ) → +∞,
donc on doit avoir c = 0 ce qui est impossible.

On sait que les fonctions de Bessel d’ordre supérieur à 1
2 ont une infinité de zéros et qui sont

en plus tous réels, voir par exemple [Wat44, § 15], donc on peut affirmer à l’aide du théorème de
accroissements finis, que la fonction d

dz (z−mJn(z)Jn−m(z)) restreinte à ℝ∗ s’annule entre deux zéros
de Jn (resp. de Jn−m) donc, Zn est infini.
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En utilisant les relations de récurrences des fonctions de Bessel, on montre pour tout z ∈ ℂ∗ :

d

dz

(
z−mJn(z)Jn−m(z)

)
= d

dz

(
z−mJn(z)zn−mJn−m(z))

= d

dz
(z−nJn(z))zn−mJn−m(z) + z−nJn(z) d

dz
(zn−mJn−m(z))

= −z−nJn+1(z)zn−mJn−m(z) + z−nJn(z)zn−mJn−m−1(z), par (2.40) et (2.44)
= −z−mJn+1(z)Jn−m(z) + z−mJn(z)Jn−m−1(z).

Par suite,
Ln(z) = Jn+1(z)Jn−m(z)− Jn(z)Jn−m−1(z), ∀ z ∈ ℂ, ∀n ∈ ℤ.

De cette identité, on a pour tout z ∈ ℂ et n ∈ ℤ :

L−n(z) = J(−n)+1(z)J(−n)−m(z)− J(−n)(z)J(−n)−m−1(z)
= (−1)m+1Jn−1(z)Jn+m(z)− (−1)m+1Jn(z)Jn+m+1(z) car J−p = (−1)pJp

= (−1)m
(
J(n+m)+1(z)J(n+m)−m(z)− J(n+m)(z)J(n+m)−m−1(z)

)
= (−1)mLn+m(z).

Rappelons que Jp(−z) = (−1)pJp(z), ∀ z ∈ ℂ et p un entier. On a donc a

z(∈ ℂ∗) 7→ z−mJn(z)Jn−m(z)

est une fonction paire. Vue l’expression de Ln, on conclut que

Ln(−z) = (−1)m+1Ln(z), ∀ z ∈ ℂ,

et cela pour tout n ∈ ℤ.

Maintenant évaluons l’ordre de Ln en z = 0 en fonction de n ∈ ℕ. Rappelons qu’une fonction de
Bessel Jp, avec p ≥ 0 admet un développement analytique au voisinage de zéro donné par la formule :

Jp(z) =
∞∑
k=0

(−1)k(1
2z)

p+2k

Γ(k + 1)Γ(p+ k + 1) ,

pour z assez petit. En particulier, pour z proche de zéro, on a

Jp(z) = 1
2pp!z

p + o(zp).

Donc lorsque n ≥ m+ 1 on peut écrire, en utilisant les identités précédentes, que pour z assez petit :

Ln(z) = Jn+1(z)Jn−m(z)− Jn(z)Jn−(m+1)(z)

= z2n−m+1

22n−m+1(n+ 1)!(n−m)! −
z2n−m−1

22n−m−1n!(n−m− 1)! + o(z2n−m−1)

= − z2n−m−1

22n−m−1n!(n−m− 1)! + o(z2n−m−1).
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Si 0 ≤ n ≤ m. Comme Ln(z) = Jn+1(z)Jn−m(z) − Jn(z)Jn−m−1(z), et puisque J−p = (−1)pJp alors
pour tout z ∈ ℂ et en particulier pour z assez petit on aura

Ln(z) = (−1)m−nJn+1(z)Jm−n(z)− (−1)m+1−nJn(z)Jm+1−n(z)
= (−1)m−n

(
Jn(z)Jm+1−n(z)− Jn+1(z)Jm−n(z)

)
= (−1)m+n

( zm+1

2m+1n!(m+ 2− v)! + zm+1

2m+1(n+ 1)!(m+ 1− v)! + o(zm+1)
)

= (−1)m+n m+ 2
(m− n+ 1)!(n+ 1)!z

m+1 + o(zm+1).

Montrons par l’absurde que

Zn ∩ {λ ∈ ℂ| Jn−m(λ) = 0} = ∅.

(Notons que {λ ∈ ℂ| Jn−m(λ) = 0} = {λ ∈ ℝ| Jn−m(λ) = 0}. En fait, on sait que les zéros de Jp sont
réels lorsque |p| ∈ ℕ).

Soit donc λ un élément de Zn ∩ {λ ∈ ℂ| Jn−m(λ) = 0}, alors on aura

0 = Ln(λ) = Jn+1(λ)Jn−m(λ)− Jn(λ)Jn−m−1(λ) = −Jn(λ)Jn−m−1(λ),

donc,
Jn(λ)Jn−m−1(λ) = 0.

D’après [Wat44, § 15.22], Jν et Jν+1 n’ont pas de zéros non nuls communs, lorsque ν > −1. Donc on
a nécessairement

Jn(λ) = 0. 1

Montrons que cela est impossible, pour cela on va montrer que si ν > 1 alors les dérivées supérieures
de Jν s’écrivent en fonction de Jν et J ′ν , plus précisément on montre par récurrence que pour tout
k ≥ 2, il existe Pk et Qk deux fractions rationnelles avec au plus un pôle en zéro, telles que

J (k)
ν (z) = Pk(z)Jν(z) +Qk(z)J ′ν(z), ∀ z ∈ ℂ \ {0}.

Pour k = 2, c’est une conséquence de l’équation de Bessel cf. (1.41) et on a P2(z) = −
(
1 − ν2

z2
)
et

Q2(z) = −1
z .

On sait que
d

dz

(
z−νJν(z)

)
= −z−νJν+1(z), ∀ z ∈ ℂ \ {0},

donc
d

dz

(
z−1 d

dz

(
z−νJν(z)

))
= d

dz

(
z−(ν+1)Jν+1(z)

)
= z−ν−1Jν+2(z),

et on montre par récurrence que

d

dz

(
z−1 d

dz

(
z−1 d

dz
· · ·
(
z−1 d

dz

(
z−νJν(z)

))
= (−1)kz−ν−k+1Jν+k(z).

Donc si l’on prend ν = n −m et k = m, alors d’après ce qui précède il existe P et Q deux fractions
rationnelles avec un éventuel pôle en zéro telles que

P (z)Jn−m(z) +Q(z)J ′n−m(z) = Jn(z), ∀ z 6= 0.

1. Notons que |n−m− 1| ∈ ℕ, donc on peut supposer que n−m− 1 ≥ −1. l’autre cas se traite de la même manière
en utilisant la formule J−p = (−1)pJp.
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Or on sait (par hypothèse) que Jn−m(λ) = 0 et Jn(λ) = 0 donc

J ′n−m(λ) = 0,

ce qui impossible car les zéros non nuls des fonctions de Bessel sont simples.

Dans la suite on construit à partir de la famille (Zn)n∈ℤ une famille
{
ϕn,λ

∣∣n ∈ ℤ, λ ∈ Zn
}
d’élé-

ments de A0,0(ℙ1,O(m))L2,∞ orthogonale pour le produit L2
∞.

On pose, pour tout n ∈ ℤ et λ ∈ Zn,

fn,λ(r, θ) =

Jn(λr) exp(inθ) si 0 ≤ r ≤ 1, ∀ θ,
Jn(λ)

Jn−m(λ)r
mJn−m(λr ) exp(inθ) si r > 1, ∀ θ,

(1.21)

et on pose
ϕn,λ = fn,λ ⊗ 1.

où 1 désigne la section globale 1 de O(m).

On note par τn l’extension à A0,0(ℙ1,O(m))L2,∞ de l’opérateur défini sur A0,0(ℙ1,O(m)) par
linéarité par

τn(f ⊗ zk) := τn(f)⊗ zm−k, ∀ f ∈ A(0,0)(ℙ1), k = 0, . . . ,m,

avec τn(f) est par définition la fonction donnée par τn(f)(r, θ) = f
(1
r , θ
)
ei2(n+k)θ. On vérifie que

τn
(
f ⊗ zk

)
= τn

(
fzk ⊗ 1

)
.

Théorème 1.3.4. On a
1.

ϕn,λ ∈ A0,0(ℙ1,O(m))L2,∞, ∀n ∈ ℤ, λ ∈ Zn,

2. ∥∥ϕ
n,λ

∥∥2
L2,∞ = Jn(λ)2

2
(J ′n(λ)2

Jn(λ)2 +
J ′n−m(λ)2

Jn−m(λ)2

)
+ Jn(λ)2

2
(
2− (n−m)2 + n2

λ2

)
.

3. (
ϕ
n,λ
, ϕ

n′,λ′

)
L2,∞ = δn,n′δλ,λ′

(
ϕ
n,λ
, ϕ

n,λ

)
L2,∞, ∀n, n′ ∈ ℤ, ∀λ ∈ Zn, λ′ ∈ Zn′ 2.

4. (
ξ, ϕ−n,λ

)
L2,∞ = (−1)nJn−m(λ)

Jn(λ)
(
τn(ξ), ϕ

n+m,λ

)
L2,∞, ∀ ξ ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m)).

5. Zn est un sous-ensemble discret et infini de ℝ∗.

Afin d’établir le théorème, on rappelle une formule clé classique de la théorie des fonctions de
Bessel, à savoir l’identité suivante :∫ 1

0
xJn(ax)2dx = 1

2
(
J ′n(a)2 + (1− n2

a2 )Jn(a)2), ∀ a 6= 0.

2. δ∗,∗′ par définition égale à 0 si ∗ 6= ∗′, 1 sinon.



42Chapitre 1. Spectre du Laplacien singulier associé aux métriques canoniques sur ℙ1

Comme cette formule sera utilisé à plusieurs endroits dans notre texte, on en rappellera la démons-
tration. Cette formule est une conséquence de la formule suivante :

d

dx

(
axJn(bx)J ′n(ax)− bxJn(ax)J ′n(bx)

)
= (a2 − b2)xJn(ax)Jn(bx), ∀x 6= 0.

où a et b sont deux réels non nuls quelconques et n un entier (en général un réel). Commençons d’abord
par l’établir. on va noter par fa (resp. fb) la fonction qui à x associe Jn(ax) (resp. à x associe Jn(bx)),
pour tout x ∈ ℂ. On a fa est une solution de l’équation différentielle linéaire suivante :

1
x

d

dx
(xdy
dx

) + (a2 − n2

x2 )y = 0, ∀x 6= 0.

même chose pour fb qui est une solution de l’équation :

1
x

d

dx
(xdy
dx

) + (b2 − n2

x2 )y = 0, ∀x 6= 0.

Vérifions cela. On a Jn vérifie l’équation suivante :

J ′′n(x) + 1
x
J ′n(x) +

(
1− n2

x2
)
Jn(x) = 0, ∀x ∈ ℂ \ {0}.

On remplace x par ax et on obtient

f ′′a (x)
a2 + f ′a(x)

a2x
+
(
1− n2

(ax)2
)
fa(x) = 0, ∀x ∈ ℂ \ {0},

ce qui est équivalent à

1
x

d

dx

(
x
d

dx
fa(x)

)
+
(
a2 − n2

x2
)
fa(x) = 0, ∀x ∈ ℂ \ {0}.

En multipliant la première équation par fb et la deuxième par fa et en soustrayant les deux, on
obtient

fb(x) d
dx

(xf ′a(x))− fa(x) d
dx

(xf ′b(x)) = (a2 − b2)xfa(x)fb(x), ∀x 6= 0.,

ce qui donne que

d

dx

(
xfb(x)f ′a(x)− xfa(x)f ′b(x)

)
= (a2 − b2)xfa(x)fb(x), ∀x 6= 0.

c’est à dire
d

dx

(
axJn(bx)J ′n(ax)− bxJn(ax)J ′n(bx)

)
= (a2 − b2)xJn(ax)Jn(bx), ∀x 6= 0. (1.22)

En particulier, on a, pour a 6= b∫ 1

0
xJn(ax)Jn(bx)dx = 1

b2 − a2

(
aJn(b)J ′n(a)− bJn(a)J ′n(b)

)
= 1
a+ b

(
−aJn(b)− Jn(a)

b− a
J ′n(a) + Jn(a)J ′n(b) + aJn(a)J

′
n(b)− J ′n(a)
b− a

)
.

(1.23)

En faisant tendre b vers a, on obtient∫ 1

0
xJn(ax)2dx = 1

2a
(
−aJ ′n(a)2 + Jn(a)J ′n(a) + aJn(a)J ′′n(a)

)
,
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mais comme Jn vérifie l’équation de Bessel, alors∫ 1

0
xJn(ax)2dx = 1

2
(
J ′n(a)2 + (1− n2

a2 )Jn(a)2). (1.24)

On commence maintenant la preuve du théorème (1.3.4) :

Démonstration. Soit n ∈ ℤ et λ ∈ Zn. Calculons la norme de ϕn,λ :∥∥ϕn,λ∥∥2
L2,∞ =

∫
x∈ℙ1
|fn,λ(x)|2hO(m)∞

(1, 1)(x)ω∞

=
∫
ℝ+
|fn,λ(r, θ)| 1

max(1, |r|2m)
rdr

max(1, |r|4)

=
∫ 1

0
Jn(λr)2rdr + Jn(λ)2

Jn−m(λ)2

∫ ∞
1

Jn−m(λ
r

)2 rdr

r4

=
∫ 1

0
Jn(λr)2rdr + Jn(λ)2

Jn−m(λ)2

∫ 1

0
Jn−m(λr)2rdr

= 1
2
(
J ′n(λ)2 + (1− n2

λ2 )Jn(λ)2
)

+ Jn(λ)2

Jn−m(λ)2

(
J ′n−m(λ)2 + (1− (n−m)2

λ2 )Jn−m(λ)2
)

par (2.29)

= Jn(λ)2

2
(J ′n(λ)2

Jn(λ)2 +
J ′n−m(λ)2

Jn−m(λ)2

)
+ Jn(λ)2

2
(
2− (n−m)2 + n2

λ2

)
.

donc, ∥∥ϕn,λ∥∥2
L2,∞ <∞,

par suite ϕn,λ ∈ A0,0(ℙ1,O(m))L2,∞.

Soient n, n′ ∈ ℤ, λ ∈ Zn et λ′ ∈ Zn′ . On a(
ϕ
n,λ
, ϕ

n′,λ′

)
L2,∞ =

∫
ℙ1
f
n,λ
f
n′,λ′‖1‖

2
∞ω∞

= δn,n′
∫
r≤1

Jn(λr)Jn(λ′r)rdr + δn,n′
∫
r≥1

Jn(λ)Jn(λ′)
Jn−m(λ)Jn−m(λ′)Jn−m(λ

r
)Jn−m(λ

′

r
)rdr
r4

= δn,n′
∫
r≤1

Jn(λr)Jn(λ′r)rdr + δn,n′
∫
r≤1

Jn(λ)Jn(λ′)
Jn−m(λ)Jn−m(λ′)Jn−m(λr)Jn−m(λr)rdr

Si λ 6= λ′, on a d’après (1.23) :(
ϕ
n,λ
, ϕ

n′,λ′

)
L2,∞ = 1

λ′2 − λ2

(
λJn(λ′)J ′n(λ)− λ′Jn(λ)J ′n(λ′)

)
+ 1
λ′2 − λ2

Jn(λ)Jn(λ′)
Jn−m(λ)Jn−m(λ′)

(
λJn−m(λ′)J ′n−m(λ)− λ′Jn−m(λ)J ′n−m(λ′)

)
si λ 6= λ′

= 1
λ′2 − λ2

λJn(λ′)
Jn−m(λ)

(
J ′n(λ)Jn−m(λ) + Jn(λ)J ′n−m(λ)

)
− 1
λ′2 − λ2

λ′Jn(λ)
Jn−m(λ′)

(
J ′n(λ′)Jn−m(λ′) + Jn(λ′)J ′n−m(λ′)

)
= 1
λ′2 − λ2

λJn(λ′)
Jn−m(λ)

m

λ
Jn(λ)Jn−m(λ)− 1

λ′2 − λ2
λ′Jn(λ)
Jn−m(λ′)

m

λ′
Jn(λ′)Jn−m(λ′)

= mJn(λ′)Jn(λ)
λ′2 − λ2 (1− 1)

= 0.
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(On a utilisé l’égalité suivante J ′n(λ)Jn−m(λ) + Jn(λ)J ′n−m(λ) = m
λ Jn(λ)Jn−m(λ) qui résulte du

fait λ ∈ Zn).

Montrons que

(
ξ, ϕ−n,λ

)
L2,∞ = (−1)nJn−m(λ)

Jn(λ)
(
τn(ξ), ϕ

n+m,λ

)
L2,∞, ∀ ξ ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m)).

Comme O(m) est engendré par ses sections globales alors on peut supposer que ξ = f ⊗ zk, où
f ∈ A(0,0)(ℙ1) et k ∈ {0, 1, . . . ,m}. On a d’une part :

(
f ⊗ zk, ϕ−n,λ

)
L2,∞ =

∫
x∈ℙ1

f(x)f
n,λ

(x)hO(m)∞
(zk, 1)ω∞

= 1
2π

∫ 1

0
rk
(∫ 2π

0
f(r, θ)ei(k+n)θdθ

)
J−n(λr)rdr

+ 1
2π

J−n(λ)
J−n−m(λ)

∫ ∞
1

rk−m
(∫ 2π

0
f(r, θ)ei(k+n)θdθ

)
J−n−m(λ

r
)rdr
r4

= (−1)n 1
2π

∫ 1

0
rk
(∫ 2π

0
f(r, θ)ei(k+n)θdθ

)
Jn(λr)rdr

+ (−1)n 1
2π

Jn(λ)
Jn+m(λ)

∫ ∞
1

rk−m
(∫ 2π

0
f(r, θ)ei(k+n)θdθ

)
Jn+m(λ

r
)rdr
r4

= (−1)n 1
2π

Jn(λ)
Jn+m(λ)

[∫ ∞
1

rk−m
(∫ 2π

0
f(r, θ)ei(k+n)θdθ

)
Jn+m(λ

r
)rdr
r4

+ Jn+m(λ)
Jn(λ)

∫ 1

0
rk
(∫ 2π

0
f(r, θ)ei(k+n)θdθ

)
Jn(λr)rdr

]

= (−1)n Jn(λ)
Jn+m(λ)

[∫ 1

0

(∫ 2π

0
f(1
r
, θ)ei(n+k)θdθ

)
rm−kJn+m(λr)rdr

+ Jn+m(λ)
Jn(λ)

∫ ∞
1

(∫ 2π

0
f(r, θ)ei(k+n)θdθ

)(
rmJn(λr)

)rm−k
r2m

rdr

r4

]
,

D’autres part, on a

(
τn(f ⊗ zk), ϕ

n+m,λ

)
L2,∞ =

∫ 1

0

(∫ 2π

0
f(1
r
, θ)ei

(
2(n+k)+(m−k)−(n+m)

)
θdθ

)
Jn+m(λr)rm−krdr

+ Jn+m(λ)
Jn(λ)

∫ ∞
1

(∫ 2π

0
f(1
r
, θ)ei

(
2(n+k)+(m−k)−(n+m)

)
θdθ

)
rmJn(λ

r
)r
m−k

r2m
rdr

r4

=
∫ 1

0

(∫ 2π

0
f(1
r
, θ)ei(n+k)θdθ

)
Jn+m(λr)rm−krdr

+ Jn+m(λ)
Jn(λ)

∫ ∞
1

(∫ 2π

0
f(1
r
, θ)ei(n+k)θdθ

)
rmJn(λ

r
) 1
rk
rdr

r4 ,

On déduit que (
f ⊗ zk, ϕ−n,λ

)
L2,∞ = (−1)nJn−m(λ)

Jn(λ)
(
τn(f ⊗ zk), ϕ

n+m,λ

)
L2,∞.
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On a déjà montré que Zn est discret et infini. Montrons que Zn ⊂ ℝ. On procède par l’absurde :
Soit λ ∈ Zn et supposons que λ 6= λ. On a Ln(λ) = Ln(λ) = 0, (puisque Ln est une fonction analytique
à coefficients réels). Si l’on note par fn,λ la fonction définie par

fn,λ =

Jn(λr) exp(inθ) si r ≤ 1,
Jn(λ)

Jn−m(λ)r
mJn−m(λr ) exp(inθ) si r > 1,

et on pose
ϕn,λ = fn,λ ⊗ 1,

alors on a(
ϕ
n,λ
, ϕ

n,λ
)L2,∞ =

∫
ℙ1
fn,λfn,λ‖1‖

2
∞ω∞

=
∫
r≤1

Jn(λr)Jn(λr)rdr +
∫
r≥1

Jn(λ)Jn(λ)
Jn−m(λ)Jn−m(λ)

Jn−m(λ
r

)Jn−m(λ
r

)rdr
r4

=
∫
r≤1

Jn(λr)Jn(λr)rdr +
∫
r≤1

Jn(λ)Jn(λ)
Jn−m(λ)Jn−m(λ)

Jn−m(λr)Jn−m(λr)rdr

= 1
λ

2 − λ2

(
λJn(λ)J ′n(λ)− λJn(λ)J ′n(λ)

)
+ 1
λ

2 − λ2

Jn(λ)Jn(λ)
Jn−m(λ)Jn−m(λ)

(
λJn−m(λ)J ′n−m(λ)− λJn−m(λ)J ′n−m(λ)

)
= 1
λ

2 − λ2

λJn(λ)
Jn−m(λ)

(
J ′n(λ)Jn−m(λ) + Jn(λ)J ′n−m(λ)

)
− 1
λ

2 − λ2

λJn(λ)
Jn−m(λ)

(
J ′n(λ)Jn−m(λ) + Jn(λ)J ′n−m(λ)

)
= 1
λ

2 − λ2

λJn(λ)
Jn−m(λ)

m

λ
Jn(λ)Jn−m(λ)− 1

λ
2 − λ2

λJn(λ)
Jn−m(λ)

m

λ
Jn(λ)Jn−m(λ)

= mJn(λ)Jn(λ)
λ

2 − λ2
(1− 1)

= 0.

Notons que la deuxième égalité nous donne que
(
ϕ
n,λ
, ϕ

n,λ
)L2,∞ est un réel strictement positif (puisque

c’est une somme de deux intégrales positives non nulles et que λ 6= 0 par hypothèse). Cela aboutit à
une contradiction. On conclut que

λ = λ.

Le théorème suivant sera utilisé de manière crucial dans l’étude du spectre du Laplacien ∆O(m)∞
:

Théorème 1.3.5. Soit ν ∈ ℤ et λ ∈ Zν , alors λ est un zéro simple de Lν et on a

L′ν(λ) = 2Jν−m(λ)
Jν(λ)

(
ϕ
ν,λ
, ϕ

ν,λ

)
L2,∞.

Démonstration. Soit z ∈ ℂ \ {0}, et on pose

Kν(z) = d

dz

(
z−mJν−m(z)Jν(z)

)
.
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donc, Lν(z) = −zmKν(z), ∀ z ∈ ℂ∗. On a

K ′ν(z) = m(m+ 1)z−m−2Jν−m(z)Jν(z)− 2mz−m−1 d

dz

(
Jν−m(z)Jν(z)

)
+ z−m

d2

dz2
(
Jν−m(z)Jν(z)

)
,

et
d2

dz2
(
Jν−m(z)Jν(z)

)
= J ′′ν (z)Jν−m(z) + 2J ′ν(z)J ′ν−m(z) + Jν(z)J ′′ν−m(z).

Mais comme J ′′ν (z) + 1
zJ
′
ν(z) + (1− ν2

z2 )Jν(z) = 0, ∀ z ∈ ℂ \ {0}, alors on déduit que

d2

dz2
(
Jν−m(z)Jν(z)

)
=− 1

z

(
J ′ν(z)Jν−m(z) + J ′ν−m(z)Jν(z)

)
−
(
2− (ν −m)2 + ν2

z2
)
Jν−m(z)Jν(z)

+ 2J ′ν(z)J ′ν−m(z).

En remplaçant dans K ′ν , on obtient que

K ′ν(z) = z−m−2
((

2m2 + 2(ν −m)2 + (2(ν −m) + 1)m− 2z2)Jν−m(z)Jν(z)

− (2m+ 1)zJ ′ν(z)Jν−m(z)− (2m+ 1)zJν(z)J ′ν−m(z) + 2z2J ′ν−m(z)J ′ν(z)
)
, ∀ z ∈ ℂ \ {0}.

Si λ ∈ Zν , alors
λ
(
Jν−m(λ)J ′n(λ) + Jν(λ)J ′ν−m(λ)

)
= mJν(λ)Jν−m(λ).(

on a utilisé d
dz (z−mJν(z)Jν−m(z)) = −mz−m−1Jν(z)Jν−m(z)+z−mJ ′ν(z)Jν−m(z)+zmJν(z)J ′n−m(z)

)
,

donc,

K ′ν(λ) = λ−m−2
(
2
(
νm− λ2)Jν−m(λ)Jν(λ) + 2λ2J ′ν−m(λ)J ′ν(λ)

)
.

On peut déduire aussi de λ ∈ Zν que

J ′ν(λ)2

Jν(λ)2 +
J ′ν−m(λ)2

Jν−m(λ)2 +
J ′ν(λ)J ′ν−m(λ)
Jν(λ)Jν−m(λ) =

(
J ′ν(λ)
Jν(λ) +

J ′ν−m(λ)
Jν−m(λ)

)2
= m2

λ2 .

Cela nous permet d’écrire que

K ′ν(λ) = λ−m−2
(
2
(
νm− λ2)Jν−m(λ)Jν(λ) + 2λ2J ′ν−m(λ)J ′ν(λ)

)
= λ−mJν−m(λ)Jν(λ)

(
2
((ν −m)2 + (ν −m)m

λ2 − 1
)

+ 2
J ′ν(λ)J ′ν−m(λ)
Jν(λ)Jν−m(λ)

)

= λ−mJν−m(λ)Jν(λ)
(

2
((ν −m)2 + (ν −m)m

λ2 − 1
)

+ m2

λ2 −
J ′ν(λ)2

Jν(λ)2 −
J ′ν−m(λ)2

Jν−m(λ)2

)

= λ−mJν−m(λ)Jν(λ)
(
−J
′
ν(λ)2

Jν(λ)2 −
J ′ν−m(λ)2

Jν−m(λ)2 +
((ν −m)2 + ν2

λ2 − 2
))

Or on a déjà montré que

(
ϕλ, ϕλ)L2,∞ = Jν(λ)2

2
(J ′ν(λ)2

Jν(λ)2 +
J ′ν−m(λ)2

Jν−m(λ)2

)
+ Jν(λ)2

2
(
2− (ν −m)2 + ν2

λ2

)
.

donc,
K ′ν(λ) = −2λ−mJν−m(λ)

Jν(λ)
(
ϕλ, ϕλ)L2,∞.
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Par suite,

L′ν(λ) = −mλm−1Kν(λ)− λmK ′ν(λ) = −λmK ′ν(λ) = 2Jν−m(λ)
Jν(λ)

(
ϕλ, ϕλ)L2,∞.

Montrons maintenant que λ est un zéro simple de Lν . On a montré dans (1.3.3) que

Zν ∩
{
z ∈ ℂ | Jν−m(z) = 0

}
= ∅,

Vue la formule précédente, on a
L′ν(λ) 6= 0.

Dans ce théorème on montre comment les fonctions Ln génèrent des vecteurs propres pour le La-
placien ∆O(m)∞

.

Théorème 1.3.6. Soit m ∈ ℕ∗, on a pour tout n ∈ ℤ, et λ ∈ Zn fixé :

(
ϕ
n,λ
,∆O(m)∞

ξ
)
L2,∞ = λ2

4
(
ϕ
n,λ
, ξ
)
L2,∞, ∀ ξ ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m)).

et (
ϕ−n+m,λ ,∆O(m)∞

ξ
)
L2,∞ = λ2

4
(
ϕ−n+m,λ , ξ

)
L2,∞, ∀ ξ ∈ A(0,0)(ℙ1,O(m)). 3

En d’autres termes, {
0
}⋃{λ2

4

∣∣∣ ∃n ∈ ℕ, λ ∈ Zn
}
⊂ Spec(∆O(m)∞

).

et on a,
1. Si m est pair, alors la multiplicité de λ2

4 est supérieure à 2 si λ ∈ Zn telle que n ≥ m + 1 ou
0 ≤ n ≤ m

2 − 1 et de multiplicité 1 si λ ∈ Zm
2
.

2. Si m est impair, alors λ2

4 est de multiplicité supérieure 2 si n ≥ m+ 1, ≥ à 1 si 0 ≤ n ≤ m.

Démonstration. Commençons d’abord par observer que ϕn,λ et ϕ−n+m,λ sont linéairement dépendants
si et seulement si m est pair et que n = m

2 . En effet, d’après (1.21), ces deux vecteurs sont liés s’il
existe c ∈ ℂ tel que

Jn(λr)einθ = cJ−n+m(λr)ei(−n+m)θ,

et Jn(λ)
Jn−m(λ)Jn−m(λr)einθ = c

J−n+m(λ)
J−n(λ) J−n(λr)ei(−n+m)θ ∀ 0 < r < 1, ∀ θ ∈ [0, 2π].

Donc,

Jn(λr) = (−1)m−ncJn−m(λr)ei(−2n+m)θ, et

Jn−m(λr) = (−1)n−mcJn−m(λ)2

Jn(λ)2 Jn(λr)ei(−2n+m)θ,

pour tout 0 < r < 1 et pour tout θ ∈ ℝ. On déduit que cela n’est possible que si m est pair et que
n = m

2 .

3. Notons que la deuxième égalité est bien définie, puisqu’on a montré dans (1.3.3) que Zn = Z−n+m.
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Pour montrer que ϕn,λ est une vecteur propre on aura besoin de l’expression locale de ∆O(m)∞
sur

ℙ1 \ S1 : Soit f ∈ A0,0(ℙ1) et k ∈ {0, . . . ,m}, on a sur {|z| < 1},

∆O(m)∞
(f ⊗ zk) = −|z|−2k ∂

∂z

(
|z|2k ∂

∂z
f
)
⊗ zk

= −z−k ∂
∂z

( ∂
∂z

(zkf)
)
⊗ zk

= −z−k ∂2

∂z∂z
(zkf)⊗ zk.

(1.25)

et sur {|z| > 1},

∆O(m)∞
(f ⊗ zk) = −|z|2m−2k+4 ∂

∂z

(
|z|2k−2m ∂

∂z
f
)
⊗ zk

= − |z|
4

zk−m
∂

∂z

( ∂
∂z

( f

zm−k
)
)
⊗ zk

= − |z|
4

zk−m
∂2

∂z∂z
( f

zm−k
)⊗ zk.

(1.26)

Soit v un vecteur propre associé à une valeur propre de ∆O(m)∞
. Par la discussion précédente on

peut supposer que v est de la forme fλ⊗zk, avec fλ une fonction à variables séparées et k ∈ {0, . . . ,m}.
Pour déterminer, les vecteurs propres et les valeurs propres de ce Laplacien, on suppose en premier
temps que fλ est continue sur ℙ1 et que ses restrictions aux ouverts {|z| ≤ 1} et {|z| ≥ 1} sont des
fonctions prolongeable de façon C2 aux voisinages de ces fermés, dans le but d’appliquer les techniques
de l’annexe (1.4.1).

Fixons n ∈ ℤ et soit λ ∈ ℝ∗ \ {x| Jn−m(x) = 0}. Par (1.25) et (1.26), on suppose que fλ, qu’on
notera dans la suite par f̃n,λ, s’écrit sous la forme suivante :

f̃n,λ(r, θ) :=

fn,λ,−(r, θ) := r−kJn(λr)ei(n−k)θ si r ≤ 1,
fn,λ,+(r, θ) := Jn(λ)

Jn−m(λ)r
m−kJn−m(λr )ei(n−k)θ si r > 1.

(1.27)

De (1.25) et (1.26), on vérifie que

∆O(m)∞
(f̃n,λ ⊗ zk) = λ2

4 f̃n,λ ⊗ z
k,

sur ℙ1 \ S1.

On va montrer que λ ∈ Zn si et seulement si

(
f̃
n,λ
⊗ zk,∆O(m)∞

ξ
)
∞ = λ2

4
(
f̃
n,λ
⊗ zk, ξ

)
∞, ∀ ξ ∈ A0,0(ℙ1,O(m)).

(dans ce cas, on vérifie que f̃n,λ ⊗ zk = fn,λ ⊗ 1) Rappelons qu’on a montré que Zn ∩ {x| Jn−m(x) =
0} = ∅ .
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On a

(f̃n,λ ⊗ zk,∆O(m)∞
(g ⊗ zl))L2,∞ = −

∫
|z|≤1

f̃n,λz
−l ∂2

∂z∂z
(zlg)zkzldz ∧ dz

−
∫
|z|≥1

f̃n,λz
m−l ∂2

∂z∂z
( g

zm−l
)zk−mzl−mdz ∧ dz

= −
∫
|z|≤1

f̃n,λz
k ∂2

∂z∂z
(zlg)dz ∧ dz −

∫
|z|≥1

f̃n,λz
k−m ∂2

∂z∂z
( g

zm−l
)dz ∧ dz

On a, par la formule de Green,

−
∫
|z|≤1

f̃n,λz
k ∂2

∂z∂z
(zlg)dz ∧ dz = −

∫
|z|≤1

∂2

∂z∂z
(zkf̃n,λ)zlgdz ∧ dz −

∫
|z|=1

zkf̃n,λd
c(zlg)

+
∫
|z|=1

dc(zkfk,n)zlg

= −
∫
|z|≤1

∂2

∂z∂z
(zkf̃n,λ)zlgdz ∧ dz −

∫
|z|=1

zkf̃n,λd
c(zlg)

+
∫
|z|=1

kzkzlf̃n,λg
dz

z
+
∫
|z|=1

dc(f̃n,λ)zkzlg

et

−
∫
|z|≥1

f̃n,λz
k−m ∂2

∂z∂z
( g

zm−l
)dz ∧ dz =

−
∫
|z|≥1

∂2

∂z∂z
( f̃n,λ
zm−k

) g

zm−l
dz ∧ dz +

∫
|z|=1

f̃n,λ
zm−k

dc
( g

zm−l
)

−
∫
|z|=1

dc
( f̃n,λ
zm−k

) g

zm−l

= −
∫
|z|≥1

∂2

∂z∂z
( f̃n,λ
zm−k

) g

zm−l
dz ∧ dz +

∫
|z|=1

f̃n,λz
kdc(zlg)

+m

∫
|z|=1

zkzlf̃n,λg
dz

z
+ (m− k)

∫
|z|=1

zkzlf̃n,λz
lg
dz

z

−
∫
|z|=1

dc(f̃n,λ)zkzlg

Rappelons que sur S1,

dz

z
= −dz

z
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En regroupant tout cela, et après des simplifications évidentes, il vient que

(f̃n,λ ⊗ zk,∆O(m)∞
(g ⊗ zl))L2,∞ =

−
∫
|z|≤1

∂2

∂z∂z
(zkf̃n,λ)zlgdz ∧ dz −

∫
|z|≥1

∂2

∂z∂z
( f̃n,λ
zm−k

) g

zm−l
dz ∧ dz

+
∫
|z|=1

dc(f̃n,λ)zkzlg −
∫
|z|=1

dc(f̃n,λ)zkzlg

= λ2
∫
|z|≤1

zkf̃n,λz
lgdz ∧ dz + λ2

∫
|z|≥1

f̃n,λ
zm−k|z|4

g

zm−l
dz ∧ dz

+
∫
|z|=1

dc(fn,λ,−)zkzlg −
∫
|z|=1

dc(fn,λ,+)zkzlg

= λ2(f̃n,λ ⊗ zk, g ⊗ zl)L2,∞ +
∫
|z|=1

(
dc(fn,λ,−)− dc(fn,λ,+)

)
zkzlg

Donc pour que λ2

4 ∈ Spec(∆O(m)∞
) il suffit que

dc(fn,λ,−) = dc(fn,λ,+),

sur S1.

Pour simplifier les notations on pose

ψ−(r) = r−kJn(λr), et ψ+(r) = Jn(λ)
Jn−m(λ)r

m−kJn−m(λ
r

)

Si z 6= 0

∂fn,λ,−
∂z

(z) = ∂

∂z

(( z
|z|
)n−k)

ψ−(|z|) +
( z
|z|
)n−k ∂|z|

∂z

∂ψ−
∂r

(|z|)

= ∂

∂z

(( z
|z|
)n−k)

ψ−(|z|) +
( z
|z|
)n−k z

2|z|
∂ψ−
∂r

(|z|).

et

∂fn,λ,−
∂z

(z) = ∂(fn,λ,−)
∂z

= ∂

∂z

(( z
|z|
)n−k)

ψ−(|z|) +
( z
|z|
)n−k z

2|z|
∂ψ−
∂r

(|z|).

Sur S1, on a donc

dcfn,λ,− = ∂

∂z

(( z
|z|
)n−k)

ψ−(1)dz − ∂

∂z

(( z
|z|
)n−k)

ψ−(1)dz

+
( z
|z|
)n−k z

2|z|
∂ψ−
∂r

(1)dz −
( z
|z|
)n−k z

2|z|
∂ψ−
∂r

(1)dz

Un calcul direct donne
∂

∂z

(( z
|z|
)n−k)

dz − ∂

∂z

(( z
|z|
)n−k)

dz = 0

sur S1.
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Par suite

dcfn,λ,− =
( z
|z|
)n−k z

2|z|
∂ψ−
∂r

(1)dz −
( z
|z|
)n−k z

2|z|
∂ψ−
∂r

(1)dz

= 1
4πz

n−k+1∂ψ−
∂r

(1)dθ

∀ z 6= 0
∂fn,λ,+
∂z

= ∂

∂z

( z
|z|
)n−k · ψ+( 1

|z|
) +

( z
|z|
)n−k z

2|z|
∂ψ+
∂r

(|z|).

et
∂fn,λ,+
∂z

= ∂

∂z

( z
|z|
)n−k · ψ+( 1

|z|
) +

( z
|z|
)n−k z

2|z|
∂ψ+
∂r

(|z|).

On trouvera par un calcul analogue au précédent :

dcfn,λ,+ = 1
4πz

n−k+1∂ψ+
∂r

(1)dθ

Montrons que λ ∈ Zn si et seulement si dcfk,n,+ = dcfk,n,− sur S1, on a

∂ψ+
∂r

(1) = Jn(λ)
Jn−m(λ)

d

dr
(rm−kJn−m(λ

r
))|r=1

= Jn(λ)
Jn−m(λ)((m− k)Jn−m(λ)− λJn−m(λ)

= (m− k)Jn(λ)− λ
J ′n−m(λ)
Jn−m(λ)Jn(λ)

et

∂ψ−
∂r

(1) = −kJn(λ) + λJ ′n(λ).

donc ∂ψ+
∂r (1) = ∂ψ−

∂r (1) si et seulement si (m−k)Jn(λ)−λJ
′
n−m(λ)
Jn−m(λ)Jn(λ) = −kJn(λ)+λJ ′n(λ) ce qui est

équivalent àmJn(λ)Jn−m(λ)−λJ ′n−m(λ)Jn(λ) = λJ ′n(λ)Jn−m(λ) qui n’est autre que le fait que λ ∈ Zn.

On a donc montré que λ ∈ Zn si et seulement si

(
f̃n,λ ⊗ zk,∆O(m)∞

ξ
)
∞ = λ2

4
(
f̃n,λ ⊗ zk, ξ

)
∞, ∀ ξ ∈ A0,0(ℙ1,O(m)).

Comme on l’a noté, si λ ∈ Zn alors
f̃n,λ ⊗ zk = fn,λ ⊗ 1,

qui n’est par définition autre que l’élément
ϕn,λ.
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1.3.2 Sur le Spectre de ∆O(m)∞
. (II)

Dans ce paragraphe on se propose de prouver que les valeurs propres de ∆O(m)∞
calculés dans

(1.3.6) sont les uniques valeurs propres possibles, en d’autres termes on a

Spec(∆O(m)∞
) =

{
0
}⋃{λ2

4

∣∣∣ ∃ν ∈ ℕ, λ ∈ Zν
}
.

Puisqu’on a explicité les vecteur propres non nuls associés à chacune des valeurs propres du théo-
rème, alors une manière de démontrer le résultat ci-dessus est de prouver que la famille suivante{

1⊗ 1, 1⊗ z, . . . , 1⊗ zm
}⋃{

ϕν,λ
∣∣∣ ν ∈ ℤ, λ ∈ Zn

}
,

est une base hilbertienne pour le complété de A(0,0)(ℙ1,O(m)
)
pour la norme ‖ · ‖L2,∞. Par exemple,

on doit montrer que pour toute fonction f vérifiant ‖f ⊗ 1‖L2,∞ <∞, alors on a

f ⊗ 1 =
m∑
k=0

ak
(
1⊗ zk

)
+
∑
ν∈ℤ

∑
λ∈Zν

aν,λ
(
ϕν,λ ⊗ 1

)
,

dans A(0,0)(ℙ1,O(m)
)
L2,∞, où

ak =
(f ⊗ 1, 1⊗ zk)L2,∞
‖1⊗ zk‖2L2,∞

, k = 0, 1, . . . ,m.

et
aν,λ =

(f ⊗ 1, ϕν,λ ⊗ 1)L2,∞
‖ϕν,λ ⊗ 1‖2L2,∞

, ∀ ν ∈ ℤ, λ ∈ Zν .

On les appellera coefficients associés à f . Une autre manière équivalente pour montrer que cette famille
est une base hilbertienne est de montrer que 0 est l’unique élément de A(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞ orthogonal
à cette famille, voir (1.2.1). Plus précisément on doit montrer que si

ak = aν,λ = 0, ∀ k ∈ {0, 1, . . . ,m}, ∀ ν ∈ ℤ, ∀λ ∈ Zn,

alors
f ⊗ 1 = 0,

dans A(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞.

Il est donc naturel de commencer par étudier le terme suivant :(
f ⊗ 1, ϕν,λ ⊗ 1

)
L2,∞.

On a, ∀ ν ∈ ℤ et λ ∈ Zν :

(
f ⊗ 1, ϕν,λ ⊗ 1

)
L2,∞ =

∫ 1

0

(∫ 2π

0
f(r, θ)e−iνθdθ

)
Jν(λr)rdr

+ Jν(λ)
Jν−m(λ)

∫ ∞
1

(∫ 2π

0
f(r, θ)e−iνθdθ

)
Jν−m(λ

r
) rdr
r4+m

=
(
fν ⊗ 1, ϕν,λ ⊗ 1

)
L2,∞,

où on a noté par fν la fonction définie presque partout par fν(r, θ) := eiνθ
∫ 2π

0 f(r, θ)e−iνθdθ.
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Cela nous amène à fixer le paramètre ν et de montrer le résultat suivant : Si pour tout λ ∈ Zν(
fν ⊗ 1, ϕν,λ ⊗ 1

)
L2,∞ = 0,

alors
fν ⊗ 1 = 0.

En effet, cela est équivalent à notre problème du départ puisque(
fν ⊗ 1, ϕν′,λ′ ⊗ 1

)
L2,∞ = 0, si ν 6= ν ′.

et qu’on a la correspondance bijective suivante :

f 7→ (fν)ν∈ℤ

(qui n’est autre qu’une conséquence de la théorie des séries de Fourier).

En gardant les mêmes notations ci-dessus, alors notre principal résultat de ce paragraphe est le
théorème suivant :

Théorème 1.3.7. Soit ν ∈ ℤ, on a
1. Si ν ≤ −1 ou ν ≥ m+ 1, alors il existe deux suites de réels (lν,k)k≥1 et (l′ν,k)k≥1

∞∑
k=1

l′ν,k
(fν ⊗ 1, ϕν,k)L2

2‖ϕν,k‖2L2,∞
=
∫ 1

0

(
x2p+2m−ν+1 − x2q+2m−ν+1)fν( 1

x
)dx

∞∑
k=1

lν,k
(fν ⊗ 1, ϕν,k)L2

2‖ϕν,k‖2L2,∞
=
∫ 1

0

(
x2p+ν+1 − x2q+ν+1)fν(x)dx.

2. Si 0 ≤ ν ≤ m, alors il existe bν et b′ν deux constantes réelles et deux suites de réels (lν,k)k≥1 et
(l′ν,k)k≥1

bν(fν ⊗ 1, 1⊗ zν)L2,∞ =
∞∑
k=1

l′ν,k
(fν ⊗ 1, ϕν,k)L2

2‖ϕν,k‖2L2,∞
−
∫ 1

0

(
x2p+2m−ν+1 − x2q+2m−ν+1)fν( 1

x
)dx

b′ν(fν ⊗ 1, 1⊗ zν)L2,∞ =
∞∑
k=1

lν,k
(fν ⊗ 1, ϕν,k)L2

2‖ϕν,k‖2L2,∞
−
∫ 1

0

(
x2p+ν+1 − x2q+ν+1)fν(x)dx.

Ce théorème va nous permettre de montrer que{
1⊗ 1, 1⊗ z, . . . , 1⊗ zm

}⋃{
ϕν,λ

∣∣∣ ν ∈ ℤ, λ ∈ Zn
}
,

est totale, En effet, si

(f ⊗ 1, zk ⊗ 1)L2,∞ = (f ⊗ 1, ϕ
ν,λ

)L2,∞ = 0, ∀ k = 0, 1, . . . ,m, ∀ ν ∈ ℤ, ∀λ ∈ Zν ,

alors par ce théorème on déduit que :∫ 1

0

(
x2p+2m−ν+1 − x2q+2m−ν+1)fν( 1

x
)dx =

∫ 1

0

(
x2p+ν+1 − x2q+ν+1)fν(x)dx = 0, ∀ ν ∈ ℤ.

et cela pour tous p et q assez grand (pour ν fixé). Un théorème classique d’analyse nous permet de
conclure que les deux fonctions définies presque partout sur [0, 1] : x 7→ fν( 1

x) et x 7→ fν(x) sont nulles
presque partout pour tout ν ∈ ℤ. Par conséquent

f ⊗ 1 = 0,
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dans A(0,0)(ℙ1,O(m))L2,∞.

Afin de démontrer ce résultat, l’idée est d’utiliser la théorie des séries de Fourier-Bessel et de
l’adapter à notre situation. On commence donc par faire un rappel sur cette théorie et de revoir
quelques techniques employées.

Les fonctions de Bessel jouent un rôle analogue à celui des fonctions trigonométriques dans la
théorie des séries de Fourier. Dans cette première partie on va rappeler la théorie des séries de Fourier-
Bessel et on énoncera le résultat principal de cette théorie à savoir une condition suffisante pour qu’une
fonction f admet un développement en série en fonctions de Bessel. On suivra la présentation faite
dans [Wat44, § 18].

Soit ν un réel supérieur à 1
2 . On appelle série de fonctions de Bessel la fonction qui à tout x réel

associe la somme, lorsqu’elle converge, suivante :
∞∑
k=1

akJν(jkx),

où (ak)k≥1 est une suite de constantes indépendante de x et (jk)k≥1 est la suite des zéros de Jν
ordonnée par ordre croissant. Si les coefficients de cette série sont données par

ak = 2
Jν+1(jk)2

∫ 1

0
f(t)Jν(jkt)tdt,

alors cette série est dite la série de Fourier-Bessel associée à f(x). Si, en plus, cette série converge vers
f(x) en tout point de l’intervalle ouvert ]0, 1[ alors on parle du développement de Fourier-Bessel de f .

On peut aussi étudier les séries
∞∑
k=1

bkJν(λkx),

où λ1, λ2, λ3, . . . sont les zéros positifs non nuls de

z 7→ zJ ′ν(z) +HJν(z)

appelé la série de Dini des fonctions de Bessel.

Si bk sont données par la formule suivante :

(
(λ2
k − ν2) + λ2

kJ
′2
ν (λk)

)
bk = 2λ2

k

∫ 1

0
f(t)Jν(λkt)tdt,

alors on dit que c’est la série de Dini associée à f(x).

Notons que Watson étudie le développement de fonctions en série de Fourier-Bessel et affirme dans
[Wat44, p. 582] que le cas général des développements en séries de Dini se traite de la même manière.
Par analogie avec la théorie des séries de Fourier, il donne une condition suffisante pour l’existence du
développement en série de Fourier-Bessel qu’on énoncera dans la suite et on en rappellera l’idée de la
preuve.

Rappelons qu’une fonction réelle f sur un intervalle [a, b] est dite à variation bornée si

V b
a (f) := sup

σ∈S([a,b])
V (f, σ) <∞
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où S([a, b]) est l’ensemble des subdivisions de [a, b] de la forme σ = (x0 = a, x1, . . . , xn = b) et
V (f, σ) =

∑n−1
i=0

∣∣f(xi+1)− f(xi)
∣∣.

D’après Watson, on dispose de quatre résultats majeurs sur la théorie des séries de Fourier-Bessel, à
savoir une condition suffisante pour la convergence simple en un point intérieur de [0, 1], la convergence
uniforme sur un sous-intervalle fermé propre de ]0, 1[, le comportement de la série de Fourier-Bessel aux
voisinages de 0 (resp. de 1) et enfin l’unicité du développement en série de Fourier-Bessel. Ce dernier
point s’interprète en langage moderne en disant que les fonctions de Bessel forment une une famille
totale dans un espace hilbertien qu’on précisera dans la suite. Notre démarche pour ... sera d’utili-
ser les idées développées dans [Wat44, § 18], les étendre et de combiner ces quatre points pour conclure.

Rappelons donc les principaux résultats de la théorie des séries de Fourier Bessel.

Le résultat suivant nous fournit une condition suffisante pour la convergence simple de la série de
Fourier-Bessel :

Proposition 1.3.8. Soit f une fonction définie sur [0, 1] et on suppose que
∫ 1
0 |f(t)|t

1
2dt converge.

Soit
ak := 2

J2
ν+1(jk)

∫ 1

0
f(t)Jν(jkt)tdt,

avec ν ≥ −1
2 .

Soit x ∈]a, b[ avec 0 < a < b < 1 et tel que f soit à variation bornée sur [a, b] alors la série

∞∑
k=1

akJν(jkx),

est convergente, de somme égale à 1
2
(

lim
y 7→x+

f(y) + lim
y 7→x−

f(y)
) 4.

Démonstration. Voir [Wat44, § 18.24].

En gardant les mêmes hypothèses et si l’on suppose en plus que f est continue sur [a, b] alors on
a convergence uniforme ; précisément on a le résultat suivant

Proposition 1.3.9. Si f est continue et vérifie les hypothèses de la proposition précédente, alors la
série de Fourier-Bessel associée à f converge uniformément vers f sur l’intervalle [a+ δ, b− δ], où δ
est un réel positif non nul arbitraire.

Démonstration. Voir [Wat44, § 18.25].

Il est clair que les sommes partielles de la série de Fourier-Bessel associée à une fonction f continue,
s’annulent en x = 1. Il est donc nécessaire de supposer que limx 7→1− f(x) = 0 si l’on veut garantir
la convergence uniforme de la série de Fourier-Bessel. Or on montre dans [Wat44, § 18.26] que la
continuité de f sur [a, 1], avec a ≥ 0 et la condition f(1) = 0 suffissent pour assurer la convergence
uniforme sur un intervalle de la forme [a+ δ, 1] avec δ > 0.

Le dernier résultat fondamental de la théorie des séries de Fourier-Bessel exposée dans [Wat44, §
18] est l’unicité du développement en série de Fourier-Bessel. On montre dans [Wat44, § 18.6], sous

4. Comme f est à variation bornée alors on peut montrer par l’absurde que f admet une limite à droite et à gauche
de x
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la condition de la convergence absolue de
∫ 1

0 t
1
2 f(t)dt, que f est nulle si et seulement si tous les coef-

ficients de la série de Fourier-Bessel associée à f sont nuls.

L’idée clé de la preuve de la proposition (1.3.8) passe par l’étude de la suite de fonctions

(x, t) 7→ Tn(t, x) =
n∑
k=1

2Jν(jkx)Jν(jkt)
Jν+1(jk)2

puisqu’on vérifie que
n∑
k=1

akJν(jkx) =
∫ 1

0
f(t)Tn(t, x)tdt.

En fait, on montre que les Tn jouent le même rôle que

(x, t) 7→
sin
(
(n+ 1

2)(x− t)
)

sin(x− t) , x 6= t

pour la théorie des séries de Fourier.

Il est commode d’exprimer Tn comme l’intégrale sur le contour d’un rectangle contenant seulement
les j1, . . . , jn d’une fonction auxiliaire qui soit méromorphe ayant pour uniques pôles les zéros de Jν et
un comportement asymptotique adéquat. Ce dernier point nous permettra d’étudier Tn pour n assez
grand et d’en déduire la proposition précédente (1.3.8).

On va rappeler quelques points techniques du [Wat44, § 18] afin de les adapter et les appliquer
ultérieurement à notre situation. Dans les pages pp. 583-584, pour tous 0 < t 6= x < 1, on introduit la
fonction g donnée par

g(w) = 2w
t2 − x2

(
tJν(xw)Jν+1(tw)− xJν(tw)Jν+1(xw)

)
, ∀w ∈ ℂ,

et on montre que le résidu de
w 7→ g(w)

wJν(w)2 ,

en jk est égal à
2Jν(xjk)Jν(tjk)

Jν+1(jk)2 .

Vérifions cela. On commence par noter que le résidu de w 7→ g(w)
wJν(w)2 en jk est g′(jk)

jkJ
′2
ν (jk) . Cela résulte

du fait suivant : Si ϕ1 et ϕ2 sont deux fonctions holomorphes sur ℂ alors si λ est un zéro simple de
ϕ2 alors on peut montrer à l’aide d’un développement limité convenable au voisinage de λ que

Resj
(
w 7→ ϕ1(w)

wϕ2
2(w)

)
=
( ϕ′1(j)
jϕ′2(j)2 −

ϕ1(j)
ϕ′2(j)2

(
1 + j

ϕ′′2(j)
ϕ′2(j)

))
.

Mais on a ici Jν(j) = 0 et Jν vérifie J ′′ν (z) + 1
zJ
′
ν(z) + (1− ν2

z2 )Jν(z) = 0, donc 1 + j J
′
ν(j)
J ′′ν (j) = 0.

D’un autre coté, on a ∀w ∈ ℂ :

d

dw

(
wJν(xw)Jν+1(tw)

)
= d

dw

(
(xw)−νJν(tw)(tw)ν+1Jν+1(tw)

) xν
tν+1

= −x
ν+1

tν+1 (xw)−νJν+1(xw)(tw)ν+1Jν+1(tw) + xν

tν
(xw)−νJν(xw)(tw)ν+1Jν(tw) par (2.40) et (2.44)

= −xwJν+1(xw)Jν+1(tw) + twJν(xw)Jν(tw),
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et par symétrie, on en déduit que

d

dw

(
wJν(tw)Jν+1(xw)

)
= −twJν+1(tw)Jν+1(xw) + xwJν(tw)Jν(xw), ∀w ∈ ℂ.

En regroupant tout cela on obtient :

g′(w) = 2wJν(xw)Jν(tw), ∀w ∈ ℂ.

On conclut que le résidu de w 7→ g(w)
wJν(w)2 en jk est

2Jν(xjk)Jν(tjk)
Jν+1(jk)2 .

On considère maintenant le rectangle de sommets iB, −iB, An + iB et An − iB où B > 0 et An est
un réel tel que jn < An < jn+1. Remarquons enfin que w 7→ g(w)

wJν(w)2 est d’ordre 1 en w = 0 (on le
vérifie en utilisant (1.40) ). Donc par cette discussion on peut affirmer que l’intégrale de w 7→ g(w)

wJν(w)2

le long de ce contour est égale à Tn(t, x).

La suite utilise de manière cruciale les propriétés asymptotiques des fonctions de Bessel. En fait,
le développement asymptotique des fonctions de Bessel, voir [Wat44, § 7.21], nous permet d’assurer
que l’intégrale sur les cotés inférieurs et supérieurs du rectangle s’annulent si B tends vers l’infini,
aussi puisque les intégrands sont impairs et sans singularités sur [−Bi,Bi] donc leur intégrale sur ce
segment est nulle. On conclut qu’on a

Tn(t, x) = 1
2πi

∫ An+∞i

An−∞i

g(w)
wJν(w)2dw, ∀ 0 < x+ t < 2, x 6= t.

En utilisant les deux inégalités suivantes :

∣∣Jν(θw)
∣∣ ≤ c1

exp(|Im(θw)|)√
|θw|

,
∣∣Jν(w)

∣∣ ≥ c2
exp(|Im(w)|)√

|w|
, (1.28)

(ils découlent de l’expression du développement asymptotique donnée dans [Wat44, § 7.21]), avec
θ est un réel positif non nul fixé, on déduit la plupart des inégalités énoncées dans la suite.

Fixons ν ∈ ℤ. Comme Zν est un sous-ensemble discret de ℝ∗ alors on peut ordonner l’ensemble{
λ2

4 |λ ∈ Zν
}
et on note par λ2

4 la k−ème valeur de cet ensemble pour l’ordre croissant. On pose ϕk
la fonction sur ℝ définie pour tout x ∈ ℝ par :

ϕk(x) =

Jn(λkx) si 0 ≤ x ≤ 1,
Jn(λk)

Jn−m(λk)x
mJn−m(λkx ) si x > 1.

(1.29)

Soit f une fonction sur ℝ et considère la somme partielle suivante :

Sn(x) :=
n∑
k=1

(ϕk, f)L2,∞
‖ϕk‖2L2,∞

ϕk(x), x ∈ ℝ, n ∈ ℕ∗,

où on a confondu ϕk avec ϕν,λk et f avec feiνθ ⊗ 1.
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On pose pour tous 0 < t < 1 et 0 < x < 1 :

κ+
n (t, x) :=

n∑
k=1

Jν(tλk)Jν(xλk)
2‖ϕk‖2L2,∞

,

κ−n (t, x) :=
n∑
k=1

Jν(λk)
Jν−m(λk)

Jν(xλk)Jν−m(λkt)
‖ϕk‖2L2,∞

,

τ+
n (t, x) :=

n∑
k=1

Jν(λk)2

Jν−m(λk)2
Jν−m(tλk)Jν−m(xλk)

‖ϕk‖2L2,∞
,

τ−n (t, x) :=
n∑
k=1

Jν(λk)
Jν−m(λk)

Jν−m(λkx)Jν(λkt)
‖ϕk‖2L2,∞

.

On vérifie que

Sn(x) =
∫ 1

0
f(t)κ+

n

(
t, x
)
tdt+

∫ ∞
1

f(t)
tm

κ−n
(1
t
, x
) tdt
t4
, si 0 ≤ x ≤ 1,

et
Sn(x) =

∫ 1

0
f(t)xmτ−n

(
t,

1
x

)
tdt+

∫ ∞
1

f(t)
tm

xmτ−n
(1
t
,

1
x

) tdt
t4
, si x ≥ 1,

Donc, il est naturel d’étudier les fonctions κ+
n , κ

−
n , τ

+
n et τ−n . Pour cela on va introduire les quatres

fonctions méromorphes sur ℂ suivantes :

t+,ν(w) = Jν(tw)Jν(xw)Jν−m(w)
Jν(w)Lν(w) ,

t−,ν(w) = Jν(xw)Jν−m(wt)
Lν(w) ,

s+,ν(w) = Jν(w)
Jν−m(w)

Jν−m(xw)Jν−m(tw)
Lν(w) ,

s−,ν(w) = Jν−m(xw)Jν(tw)
Lν(w) .

où 0 < t < 1 et 0 < x < 1.

On note par An un réel compris strictement entre λn et λn+1
5. On a le théorème suivant :

Théorème 1.3.10. Soit ν ∈ ℤ.

Si ν ≤ −1 ou ν ≥ m+ 1, alors on a pour n� 1

i

2π

∫ An+∞i

An−∞i
t+,ν(w)dw = κ+

n (t, x)−
∑

α|Jν(α)=0
0<α<An

Jν(tα)Jν(xα)
Jν+1(α)2 ,

i

2π

∫ An+∞i

An−∞i
t−,ν(w)dw = κ−n (t, x),

i

2π

∫ An+∞i

An−∞i
s+,ν(w)dw = τ+

n (t, x)−
∑

γ|Jν−m(α)=0
0<γ<An

Jν−m(tγ)Jν−m(xγ)
Jν−m+1(γ)2 ,

i

2π

∫ An+∞i

An−∞i
s−,ν(w)dw = τ−n (t, x).

5. On a noté par 0 < λ1 < λ2 < . . . les zéros positifs de Lν ordonnés par ordre croissant.
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Si 0 ≤ ν ≤ m, on a pour n� 1

i

2π

∫ An+∞i

An−∞i
t+,ν(w)dw = −2(m− ν + 1)(ν + 1)

(m+ 2) tνxν + κ+
n (t, x)−

∑
α|Jν(α)=0
0<α<An

Jν(tα)Jν(xα)
Jν+1(α)2 ,

i

2π

∫ An+∞i

An−∞i
t−,ν(w)dw = −2(m− ν + 1)(ν + 1)

(m+ 2) tm−νxν + κ−n (t, x),

i

2π

∫ An+∞i

An−∞i
s+,ν(w)dw = −2(m− ν + 1)(ν + 1)

(m+ 2) tm−νxm−ν + τ+
n (t, x)−

∑
α|Jν(α)=0
0<α<An

Jν−m(tγ)Jν−m(xγ)
Jν−m+1(γ)2 ,

i

2π

∫ An+∞i

An−∞i
s−,ν(w)dw = −2(m− ν + 1)(ν + 1)

(m+ 2) tνxm−ν + τ−n (t, x).

Comme dans [Wat44, § 18], afin de démontrer ce théorème on commence par calculer les résidus
des fonctions t+,ν , t−,ν , s+,ν et s−,ν aux pôles respectifs et représentera κ+(t, x), κ−(t, x), τ+(t, x) et
τ−(t, x) comme intégrales des quatre premières fonctions le long d’un rectangle. Pour pouvoir retrouver
les formules du théorème, on aura besoin des estimations sur Lν du type :

∣∣Lν(θw)
∣∣ ≤ cν

(θ|w|) exp
(
2θ
∣∣Im(w)

∣∣), ∣∣Lν(w)
∣∣ ≥ c′ν
|w|

exp
(
2
∣∣Im(w)

∣∣), (1.30)

avec cν et c′ν deux constantes réelles positives non nulles et w appartient à un ouvert contenant la
droite verticale d’abscisse An (avec 0 < θ < 1), or on va montrer que cela résulte du lemme suivant :

Lemme 1.3.11. On note par Iν la fonction de Bessel modifiée d’ordre ν et on pose

Gν(z) := Iν+1(z)Iν−m(z) + Iν(z)Iν−m−1(z), ∀ z ∈ ℂ.

alors on a
G−ν(z) = Gm+ν(z), ∀ ν ∈ ℤ,

Gn(z) = 1
i2ν−m−1Lν(iz), ∀ z ∈ ℂ (1.31)

Pour z assez large avec | arg(z)| < π
2 . , on a

Gν+m(z) = e2z

2πz
(
1− 4n2 + 2m2 + 4nm+ 2m+ 1

2z +O( 1
z2 )
)

si ν ∈ ℕ∗, (1.32)

et
Gν(z) = e2z

2πz
(
2− 2n2 +m2 − 2nm+m

z
+O( 1

z2 )
)

si 0 ≤ ν ≤ m (1.33)

Démonstration. Cela découle directement des propriétés des fonctions de Bessel, en effet, 1) résulte
de la définition de In et on a

Gn(z) = In+1(z)In−m(z) + In(z)In−m−1(z)
= I−n−1(z)I−n+m(z) + I−n(z)I−n+m+1(z), [AS92, 9.6.6]
= I(m−n)+1(z)I(m−n)−m(z) + I(m−n)(z)I(m−n)−m−1(z)
= Gm−n(z).

D’après cf. [AS92, 9.7.1], on a pour z assez grand avec (| arg(z)| < π
2 ) :

In(z) = ez√
2πz

(
1− 4n2 − 1

8z +O( 1
z2 )
)

(1.34)
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pour n ∈ ℤ fixé. Dans si ν ∈∈ ℕ alors on vérifie en utilisant ce développement que

Gν+m(z) = e2z

2πz
(
1− 4n2 + 2m2 + 4nm+ 2m+ 1

2z +O( 1
z2 )
)
.

Par contre lorsque 0 ≤ ν ≤ m, on écrit

Gν(z) = Iν+1(z)Im−ν + Iν(z)Im+1−ν(z),

(on a utilisé le fait suivant : I−n = In) après on remplace par le développement de In et on vérifie que

Gν(z) = e2z

2πz
(
2− 2n2 +m2 − 2nm+m

z
+O( 1

z2 )
)
.

Maintenant on peut déduire les estimations (1.30) en utilisant (1.31), (1.32), (1.33) et l’égalité :

Lν(−z) = (−1)m+1Lν(z) ∀ z ∈ ℂ.

Soit donc ϕλ un vecteur propre de ∆O(m)∞
. On a introduit Lν la fonction sur ℂ définie par

Lν(z) = −zm d

dz

(
z−mJν−m(z)Jν(z)

)
, ∀ z ∈ ℂ.

et on a montré dans (1.3.5) la relation suivante

L′ν(λ) = 2Jν−m(λ)
Jν(λ)

(
ϕλ, ϕλ

)
L2,∞, ∀λ ∈ Zν ∀ ν ∈ Z.

On note par λ un zéro de Lν (c’est à dire un élément de Zν) et par α un zéro non nul de Jν . On
sait qu’ils sont simples. On va dresser la liste de tous les résidus possibles des fonctions t+,ν , t−,ν , s+,ν
et s−,ν en leurs éventuels pôles en fonction de ν :

On a pour tout ν ∈ ℤ

Resλ(t+,ν) = Jν(tλ)Jν(xλ)Jν−m(λ)
Jν(λ)L′ν(λ) = Jν(tλ)Jν(xλ)

2‖ϕλ‖2L2,∞
,

Resα(t+,ν) = Jν(xα)Jν(tα)Jν−m(α)
J ′ν(α)Lν(α) = −Jν(tα)Jν(xα)

J ′ν(α)2 , où α | Jν(α) = 0,

Resλ
(
t−,ν

)
= Jν(xλ)Jν−m(tλ)

L′ν(λ) = Jν(λ)
Jν−m(λ)

Jν(xλ)Jν−m(λt)
‖ϕλ‖2L2,∞

,

Resλ(s+,ν) = Jν(λ)
Jν−m(λ)

Jν−m(tλ)Jν−m(xλ)
L′ν(λ) = Jν(λ)2

Jν−m(λ)2
Jν−m(tλ)Jν−m(xλ)

‖ϕλ‖2L2,∞

Resγ(s+,ν) = − Jν(γ)
J ′ν−m(γ)2

Jν−m(tγ)Jν−m(xγ)
Jν(γ) = −Jν−m(tγ)Jν−m(xγ)

Jν−m+1(γ)2 , où γ | Jν−m(γ) = 0,

Resλ(s−,ν) = Jν(λ)
Jν−m(λ)

Jν−m(λx)Jν(λt)
L′ν(w) = Jν(λ)

Jν−m(λ)
Jν−m(λx)Jν(λt)
‖ϕλ‖2L2,∞

.

Rappelons qu’on a utilisé le fait que les zéros non nuls d’une fonction de Bessel sont simples ainsi que
les deux égalités suivantes Lν(α) = −Jν−m(α)J ′ν(α) et Lν(γ) = −Jν(γ)J ′ν−m(γ)).
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Par contre ces fonctions ci-dessus peuvent, en fonction de ν, avoir un pôle en zéro. En se rappelant
que Jp est d’ordre |p| en zéro et en utilisant lemme (1.3.3) on peut calculer explicitement l’ordre de
ces fonctions en w = 0 en fonction de ν. En effet, lorsque ν ≤ −1 ou ν ≥ m + 1 alors on a (on se
ramène au cas ν ≥ 1 par (1.17))

Ord0(t+,ν) = (2ν + ν +m)− (ν + 2ν +m− 1) = 1,
Ord0(t−,ν) = (2ν + ν +m)− (2ν +m− 1) = 1,
Ord0(s+,ν) = 1
Ord0(s−,ν) = 1.

Dans l’autre situation c’est à dire 0 ≤ ν ≤ m, on montre que ces quatres fonctions sont d’ordre −1 en
w = 0 pour cela on va calculer leur résidu en w = 0. Les calculs suivants découlent directement des
propriètés des fonctions de Bessel ( précisement la formule (1.40)) et celles de Lν établies dans (1.3.3),
on a

Res0(t+,ν) = 2(m− ν + 1)(ν + 1)
(m+ 2) tνxν ,

Res0(t−,ν) = 2(m− ν + 1)(ν + 1)
(m+ 2) tm−νxν ,

Res0(s+,ν) = 2(m− ν + 1)(ν + 1)
(m+ 2) tm−νxm−ν ,

Res0(s−,ν) = 2(m− ν + 1)(ν + 1)
(m+ 2) tνxm−ν .

Maintenant on se propose de démontrer les égalités du théorème.

Commençons par exemple par t+,ν (avec ν un entier quelconque). Comme dans [Wat44, § 18.21],
soit An un réel positif strictement compris entre λn et λn+1 deux zéros consécutifs de Lν . On considère
le rectangle de sommets Bi, −Bi, An + iB et An − iB avec B > 0. On a l’intégrale de t+,ν le long de
ce rectangle qu’on a déformé dans un voisinage assez petit de w = 0 en un demi-cercle est égale à

n∑
k=1

Jν+m(tλk)Jν+m(xλk)
2‖ϕk‖2L2,∞

−
∑

α|Jν+m(α)=0
0<α<An

Jν+m(tα)Jν+m(xα)
Jν+m+1(α)2 .

On a montré qu’il existe deux constantes réelles cν et c′ν telles que

∣∣Lν(θw)
∣∣ ≤ cν

(θ|w|) exp
(
2θ
∣∣Im(w)

∣∣), ∣∣Lν(w)
∣∣ ≥ c′ν
|w|

exp
(
2
∣∣Im(w)

∣∣),
où w est dans un domaine ouvert contenant la droite verticale qui passe par An −∞i et An +∞i.
notons que ces deux inégalités sont semblables aux (1.28). En posant w = u + iv avec u, v ∈ ℝ et en
prenant t, x > 0 avec 0 < t+ x < 2 on obtient, en utilisant les deux dernières inégalités et (1.28) :

|t+,ν(w)| =
∣∣∣Jν+m(tw)Jν+m(xw)Jν(w)

Jν+m(w)Lν(w)

∣∣∣
≤ c+,ν√

tx
exp

(
−(2− (t+ x))|v|

)
,

(1.35)
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pour tout w dans un voisinage ouvert de la droite verticale d’abscisse An (avec c+,ν une constante
réelle). Par conséquent

lim
B 7→∞

∫ An−Bi

−Bi
t+,ν(w)dw = lim

B 7→∞

∫ An+Bi

Bi
t+,ν(w)dw = 0

Quant à la contribution de t+,ν sur le segment [−Bi,Bi] on va utiliser le fait que t+,ν est une fonction
impaire

(
cela résulte de la relation (1.18) et le fait suivant : Jp(−z) = (−1)pJp(z), ∀ p ∈ ℕ, ∀ z ∈ ℂ)

. Cela implique que l’intégrale le long du segment [−Bi, (−B + ε)i] ∪Cε ∪ [i(B − ε), iB] 6 est donnée
par Res0(t+,ν). En combinant tout cela, on obtient

i

2πi

∫ An+∞i

An−∞i
t+,ν(w)dw = −Res0(t+,ν) +

n∑
k=1

Jν+m(tλk)Jν+m(xλk)
2‖ϕk‖2L2,∞

−
∑

α|Jν+m(α)=0
0<α<An

Jν+m(tα)Jν+m(xα)
Jν+m+1(α)2 .

Ce qui termine la preuve du théorème pour les formules en t+,ν pour ν ∈ ℤ quelconque.

De la même manière on peut établir qu’il existe des constantes réelles c−,ν , d+,ν et d−,ν telles que :

|t−,ν(w)| ≤ c−,ν√
tx

exp
(
−(2− (t+ x))|v|

)
,

|s+,ν(w)| ≤ d+,ν√
tx

exp
(
−(2− (t+ x))|v|

)
,

|s−,ν(w)| ≤ d−,ν√
tx

exp
(
−(2− (t+ x))|v|

)
,

valables pour tout w dans un domaine contenant la droite verticale d’abscisse An et on suit le même
raisonnement pour trouver les formules restantes. Ce qui termine la preuve du théorème.
Lemme 1.3.12. Soit n ∈ ℕ, et k ∈ ℕ. Si k−2

4 ∈ ℕ alors il existe des réels b1,k, . . . , b k−2
4 ,k tels que

∫ 1

0
tk+1+nJn(tw)dt = Jn+1(w)

w
− kJn+2(w)

w2 +
k−2

4∑
i=1

bi,k
Jn+i+2(w)
wi+2 , ∀w ∈ ℂ∗.

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait par récurrence en utilisant la formule suivante
d

dz

(
zpJp(z)

)
= zpJp−1(z), ∀ z ∈ ℂ, ∀ p ∈ ℤ.

En effet, on a par une intégration par parties : 7∫ w

0
tk+n+1Jn(t)dt =

[
tk+n+1Jn+1(t)

]w
0 − k

∫ w

0
tk+nJn+1(t)dt

= wk+n+1Jn+1(w)− k
[
tk+nJn+2(t)

]w
0 + k(k − 2)

∫ w

0
tk+n−1Jn+2(t)dt

= wk+n+1Jn+1(w)− kwk+nJn+2(w)

+ k(k − 2)
[
tk+n−1Jn+3(t)

]w
0 − k(k − 2)(k − 4)

∫ w

0
tk+n−2Jn+3(t)dt

= wk+n+1Jn+1(w) +
p∑
i=0

(−1)i+1k(k − 2)(k − 4) · · · (k − 2i)wk+n−iJn+i+2(w)

+ (−1)p+1k(k − 2) · · · (k − 2(i+ 1))
∫ w

0
tk+n−p−1Jn+p+2(t)dt.

6. Cδ est le demi-cercle à gauche de l’axe imaginaire de centre 0 et rayon B − δ, avec 0 < δ � 1.
7. Le signe

∫ w
0 signifie l’intégration le long du segment [0, w] dans le plan complexe.
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On s’arrête lorsque (k+n− p− 1)− 1 = n+ p+ 2, c’est à dire lorsque p = k−4
2 . On termine la preuve

en notant que ∫ 1

0
tk+n+1Jn(tw)dt = 1

wk+n+2

∫ w

0
tk+n+1Jn(t)dt.

Corollaire 1.3.13. Soient p et q deux entiers positifs supérieurs à 2. Il existe des constantes réelles
c1, c2, . . . , cmax(p−2,q−2) telles que

∫ 1

0

(
t2p+n+1 − t2q+n+1)Jn(tw)dt = 2q − p

w2 Jn+2(w) +
max(p−2,q−2)∑

i=1
ci
Jn+i+2(w)
wi+2 .

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme précédent.

Théorème 1.3.14. Soit ν ∈ ℤ. Si ν ≤ −1 ou ν ≥ m+ 1 alors il existe des constantes réelles lk et l′k
pour tout k ∈ ℕ∗ telles que pour tout x ∈ [0, 1] :

∞∑
k=1

lkx
1
2
Jν(xλk)

2‖ϕk‖2L2,∞
= x2p+ν+1 − x2q+ν+1

∞∑
k=1

l′kx
1
2
Jν(xλk)

2‖ϕk‖2L2,∞
= 0,

∞∑
k=1

l′k
Jν(λk)
Jν−m(λk)

x
1
2
Jν−m(xλk)
‖ϕk‖2L2,∞

= x2p+ν−m+ 1
2 − x2q+ν−m+ 1

2 ,

∞∑
k=1

lk
Jν(λk)
Jν−m(λk)

x
1
2
Jν−m(xλk)
‖ϕk‖2L2,∞

= 0,

avec convergence uniforme sur [0, 1].

Soit ν ∈ ℤ. On choisit p et q supérieurs à |ν|. Par le corollaire précédent il existe des constantes
réelles ci,ν telles que pour tout w dans un ouvert ne contenant pas les pôles d’aucune des quatres
fonctions, on a∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)t+,ν(w)dt =

∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)Jν(tw)dtJν(xw)Jν−m(w)

Jν(w)Lν(w) ,

= 2q − p
w2 Jν+2(w)Jν(xw)Jν−m(w)

Jν(w)Lν(w) +
max(p−2,q−2)∑

i=1
ci,ν

Jn+i+2(w)
wi+2

Jν(xw)Jν−m(w)
Jν(w)Lν(w)

Or on a ∀ i ≥ 0 et en utilisant (1.30) :∣∣∣∣∣
∫ An+i∞

An−i∞

Jn+i+2(w)
wi+2

Jν(xw)Jν−m(w)
Jν(w)Lν(w) dw

∣∣∣∣∣ ≤
∫ An−i∞

An−i∞

cν,++√
x|w|i+2 exp

(
−(1− x)|v|

)
|dw|

≤ cν,++√
x

∫ ∞
−∞

1
(A2

n + v2)dv, puisque 0 < x < 1

= πcν,++√
xAn

.
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Par suite, il existe une constante Cν telle que∣∣∣∣∣
∫ An+i∞

An−i∞

∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)t+,ν(w)dt

∣∣∣∣∣ ≤ Cν√
xAn

, ∀n ∈ ℕ∗, x ∈]0, 1[.

Pour x ∈]0, 1[ fixé, on a t+,ν vue comme une fonction en t et w est intégrable d’après (1.35). Par
conséquent

∫ An+i∞

An−i∞

∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)t+,ν(w)dt =

∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1) ∫ An+i∞

An−i∞
t+,ν(w)dt.

En utilisant les formules du théorème (1.3.10), on obtient en faisant tendre n vers l’infini et en multi-
pliant par x

1
2 :

∞∑
k=1

∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)Jν(tλk)dt

x
1
2Jν(xλk)

2‖ϕk‖2L2,∞
=

∑
α|Jν(α)=0

0<α

∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)Jν(tα)dtx

1
2Jν(xα)
Jν+1(α)2 ,

lorsque ν ≤ −1 ou ν ≥ m + 1. Or le terme à droite n’est autre que x2p+ν+1 − x2q+ν+1, en plus cette
somme converge uniformément vers x 7→ x2p+ν+1 − x2q+ν+1 sur [0, 1]. En effet, d’une part comme
x 7→ x2p+ν+ 1

2 − x2p+ν+ 1
2 est dérivable sur ]0, 1] et s’annule en x = 1 alors d’après [Wat44, § 18.26] son

développement en série de Fourier-Bessel converge uniformément vers cette fonction sur un intervalle de
la forme [1−δ, 1], d’autre part, le résultat du (voir premier paragraphe du) [Wat44, p. 617] nous fournit
la convergence sur [0, 1− δ], avec δ positif arbitraire. Notons par lk =

∫ 1
0
(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)Jν(tλk)dt

On a donc,
∞∑
k=1

lkx
1
2
Jν(xλk)

2‖ϕk‖2L2,∞
= x2p+ν+1 − x2q+ν+1, ∀x ∈ [0, 1].

De même pour t−,ν , en utilisant le même raisonnement, on obtient la convergence de la somme suivante
sur [0, 1] :

∞∑
k=1

l′kx
1
2
Jν(xλk)

2‖ϕk‖2L2,∞
= 0, ∀x ∈ [0, 1].

On montre aussi que

∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)s+,ν(w)dt =

∫ 1

0

(
t2p+ν−m+1 − t2q+ν−m+1)Jν−m(tw)dt Jν(w)

Jν−m(w)
Jν−m(xw)Jν−m(w)
Jν−m(w)Lν(w) ,

= 2q − p
w2 Jν−m+2(w) Jν(w)

Jν−m(w)
Jν−m(xw)Jν−m(w)
Jν−m(w)Lν(w)

+
max(p−2,q−2)∑

i=1
ci,ν−m

Jn+i+2(w)
wi+2

Jν(w)
Jν−m(w)

Jν−m(xw)Jν−m(w)
Jν−m(w)Lν(w) .

Et comme avant, on peut trouver Cν−m une constante réelle telle que
∣∣∣∣∣
∫ An+i∞

An−i∞

∫ 1

0

(
t2p+ν−m+1 − t2q+ν−m+1)s+,ν(w)dt

∣∣∣∣∣ ≤ Cν−m√
xAn

, ∀n ∈ ℕ∗, x ∈]0, 1[.
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et d’après (1.3.10), on aura
n∑
k=1

Jν(λk)
Jν−m(λk)

∫ 1

0

(
t2p+ν−m+1 − t2q+ν−m+1)Jν−m(tλk)dt

Jν(λk)
Jν−m(λk)

Jν−m(xλk)
‖ϕk‖2L2,∞

=
∑

γ|Jν−m(α)=0
0<γ

∫ 1

0

(
t2p+ν−m+1 − t2q+ν−m+1)Jν−m(tγ)dt Jν−m(xγ)

Jν−m+1(γ)2

= x2p+ν−m − x2q+ν−m, ∀x ∈]0, 1[.

Quand on multiplie par x
1
2 , on obtient par le même argument que pour t+,ν que la somme suivante

converge uniformément vers x2p+ν−m+ 1
2 − x2q+ν−m+ 1

2 :
∞∑
k=1

l′k
Jν(λk)
Jν−m(λk)

x
1
2
Jν−m(xλk)
‖ϕk‖2L2,∞

= x2p+ν−m+ 1
2 − x2q+ν−m+ 1

2 , ∀x ∈]0, 1[.

où l′k = Jν(λk)
Jν−m(λk)

∫ 1
0
(
t2p+m−ν+1 − t2q+m−ν+1)Jν(tλk)dt.

Quant à s−,ν , on montre que
∞∑
k=1

lk
Jν(λk)
Jν−m(λk)

Jν−m(xλk)
‖ϕk‖2L2,∞

= 0, ∀x ∈]0, 1[.

Si l’on pose

P−(p,q)(z) = P+
(p,q)(z) =

(
|z|2p+ν − |z|2q+ν

)
eiνθ, si |z| ≤ 1,

−P+
(p,q)(z) = P+

(p,q)(z) =
(
|z|−2p+ν − |z|−2q+ν)eiνθ, si |z| ≥ 1

alors on a

(P±(p,q) ⊗ 1, ϕν,λ)L2 =
∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)Jν(λt)dt± Jν(λ)

Jν−m(λ)

∫ ∞
1

(
t−2p+ν − t−2q+ν) 1

tm
Jν−m(λ

t
) tdt
t4

=
∫ 1

0

(
t2p+ν+1 − t2q+ν+1)Jν(λt)dt± Jν(λ)

Jν−m(λ)

∫ 1

0

(
t2p+m−ν+1 − t2q+m−ν+1)Jν−m(λt)tdt

= lk ± l′k

Donc, on a montré que

min(|z|
1
2 , |z|−

1
2 )P±(p,q) ⊗ 1 =

∞∑
k=1

(P±(p,q) ⊗ 1, ϕν,λ)L2

‖ϕk‖2L2
min(|z|

1
2 , |z|−

1
2 )ϕk,

où la somme converge uniformément sur ℙ1.

Théorème 1.3.15. Soit ν un entier fixé compris entre 0 et m. Il existe b+ν et b−ν deux réels et deux
suites de réels (a+

k )k∈ℕ∗ et (a−k )k∈ℕ∗ tels que ∀x ∈ [0, 1]

b+ν x
ν+ 1

2 =
∞∑
k=1

a−k x
1
2
Jν(λkx)
‖ϕk‖2

−
(
x2p+ν+ 1

2 − x2q+ν+ 1
2
)
,

b+ν x
m−ν+ 1

2 =
∞∑
k=1

a+
k x

1
2
Jν(λk)
Jν−m(λk)

Jν−m(λkx)
‖ϕk‖2

−
(
x2p+(m−ν)+ 1

2 − x2q+(m−ν)+ 1
2
)
,
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et

b−ν x
ν+ 1

2 =
∞∑
k=1

a−k x
1
2
Jν(λkx)
‖ϕk‖2

−
(
x2p+ν+ 1

2 − x2q+ν+ 1
2
)
,

b−ν x
m−ν+ 1

2 =
∞∑
k=1

a−k x
1
2
Jν(λk)
Jν−m(λk)

Jν−m(λkx)
‖ϕk‖2

+
(
x2p+(m−ν)+ 1

2 − x2q+(m−ν)+ 1
2
)
,

En plus, on a convergence uniforme de ces sommes sur [0, 1] entier.

Démonstration. Lorsque 0 ≤ ν ≤ m, en utilisant le même raisonnement et le théorème (1.3.10), on
trouve :

2 (ν + 1)(m− ν + 1)(q − p)
(m+ 2)(p+ ν + 1)(q + ν + 1)x

ν+ 1
2 =

∞∑
k=1

lkx
1
2
Jν(xλk)

2‖ϕk‖2L2,∞
−
(
x2p+ν+ 1

2 − x2q+ν+ 1
2
)
,

2 (ν + 1)(m− ν + 1)(q − p)
(m+ 2)(p+m− ν + 1)(q +m− ν + 1)x

ν+ 1
2 =

∞∑
k=1

l′kx
1
2
Jν(xλk)

2‖ϕk‖2L2,∞
,

2 (ν + 1)(m− ν + 1)(q − p)
(m+ 2)(p+ ν + 1)(q + ν + 1)x

m−ν+ 1
2 =

∞∑
k=1

lkx
1
2
Jν(λk)
Jν−m(λk)

Jν−m(xλk)
2‖ϕk‖2L2,∞

,

2 (ν + 1)(m− ν + 1)(q − p)
(m+ 2)(p+m− ν + 1)(q +m− ν + 1)x

m−ν+ 1
2 =

∞∑
k=1

l′kx
1
2
Jν(λk)
Jν−m(λk)

Jν−m(xλk)
2‖ϕk‖2L2,∞

−
(
x2p+m−ν+ 1

2 − x2q+m−ν+ 1
2
)
,

dont toutes ses sommes convergent uniformément sur [0, 1].

On pose bν = 2 (ν+1)(m−ν+1)(q−p)
(m+2)(p+ν+1)(q+ν+1) , ∀ ν ∈ ℤ.

Soit f une fonction sur ℝ, telle que∫ 1

0
|f(x)|2xdx+

∫ 1

0
x2m|f( 1

x
)|2xdx <∞

On a des égalités ci-dessus :

bν

∫ 1

0
xν+1f(x)dx =

∞∑
k=1

lk

∫ 1
0 f(x)Jν(xλk)xdx

2‖ϕk‖2L2,∞
−
∫ 1

0

(
x2p+ν+1 − x2q+ν+1)f(x)dx,

bm−ν

∫ 1

0
xν+1f(x)dx =

∞∑
k=1

l′k

∫ 1
0 f(x)Jν(xλk)xdx

2‖ϕk‖2L2,∞
,

bν

∫ 1

0
x2m−ν+1f( 1

x
)dx =

∞∑
k=1

lk
Jν(λk)
Jν−m(λk)

∫ 1
0 x

mf( 1
x)Jν−m(xλk)xdx

2‖ϕk‖2L2,∞
,

bm−ν

∫ 1

0
x2m−ν+1f( 1

x
)dx =

∞∑
k=1

l′k
Jν(λk)
Jν−m(λk)

∫ 1
0 x

mf( 1
x)Jν−m(xλk)xdx

2‖ϕk‖2L2,∞
−
∫ 1

0

(
x2p+2m−ν+1 − x2q+2m−ν+1)f( 1

x
)dx,

Donc :

bm−ν
(∫ 1

0
xν+1f(x)dx+

∫ 1

0
x2m−ν+1f( 1

x
)dx

)
=
∞∑
k=1

l′k
(feiνθ ⊗ 1, ϕk)L2

2‖ϕk‖2L2,∞
−
∫ 1

0

(
x2p+2m−ν+1−x2q+2m−ν+1)f( 1

x
)dx,
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et

bν
(∫ 1

0
xν+1f(x)dx+

∫ 1

0
x2m−ν+1f( 1

x
)dx

)
=
∞∑
k=1

lk
(feiνθ ⊗ 1, ϕk)L2

2‖ϕk‖2L2,∞
−
∫ 1

0

(
x2p+ν+1 − x2q+ν+1)f(x)dx,

Or
(feiνθ ⊗ 1, 1⊗ zν) =

∫ 1

0
xν+1f(x)dx+

∫ 1

0
x2m−ν+1f(x)dx

Donc,

(feiνθ ⊗ 1, 1⊗ zν) =
∞∑
k=1

l′k
(feiνθ ⊗ 1, ϕk)L2

2‖ϕk‖2L2,∞
−
∫ 1

0

(
x2p+2m−ν+1 − x2q+2m−ν+1)f( 1

x
)dx

(feiνθ ⊗ 1, 1⊗ zν) =
∞∑
k=1

lk
(feiνθ ⊗ 1, ϕk)L2

2‖ϕk‖2L2,∞
−
∫ 1

0

(
x2p+ν+1 − x2q+ν+1)f(x)dx,

1.4 Annexe

1.4.1 Un résultat de recollement

Dans ce texte on va rencontrer une classe de fonctions continues ϕ de classe C2 sur ℙ1 \ S1 telles
que il existe ϕ1 (resp. ϕ2) une fonction de classe C2 sur un voisinage ouvert de {|z| ≤ 1} (resp. de
{|z| ≥ 1}) avec ϕ = ϕ1|{|z|≤1}

(resp. ϕ = ϕ2|{|z|≥1}
) sur {|z| ≤ 1} (resp. sur {|z| ≥ 1}). Si ϕ1 et ϕ2

vérifient des conditions supplémentaires qu’on explicitera dans la suite, alors on va montrer que

dcϕ1 = dcϕ2

sur S1, c’est l’objet du lemme (1.4.2). On en déduira, voir (1.4.3), que∫
ℙ1
ϕddcf =

∫
ℙ1
fddcϕ, ∀ f ∈ A0,0(X).

(ici ddcϕ est par définition la forme définie presque partout par ddcϕ1 sur {|z| < 1} et par ddcϕ2 sur
|z| > 1).

Notons que si ϕ est une fonction de classe C2 sur ℙ1, on a par le théorème de Stokes∫
ℙ1
ϕddcf =

∫
ℙ1
fddcϕ, ∀ f ∈ A0,0(X).

On rappelle le résultat suivant :

Proposition 1.4.1. (Formule de Green) Soit X une variété complexe de dimension d et A ⊂ X un
ouvert relativement compact tel que A soit une sous-variété réelle à coins de X. Soient f et g deux
formes différentielles de classes C2 au voisinage de A de bidegrés (p, p) et (q, q) telles que p+q = d−1.
On a : ∫

A
(fddcg − gddcf) =

∫
∂A

(fdcg − gdcf)

Démonstration. Voir par exemple [Dem].
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On considère ψ− et ψ+ deux fonctions réelles définies sur ℝ+ de classe C2 vérifiant les conditions
suivantes :

• ψ−(1) = lim
r 7→+∞

ψ−(r) = 0,

• ∂ψ+

∂r
(1) = lim

r 7→+∞
ψ+(r) = 0.

(1.36)

Soit m ∈ ℤ. On pose sur ℂ∗ :

ϕ−1,(m)(z) :=
( z
|z|
)m
ψ−(|z|), ϕ−2,(m)(z) := −

( z
|z|
)m
ψ−( 1
|z|

)

ϕ+
1,(m)(z) :=

( z
|z|
)m
ψ+(|z|) et ϕ+

2,(m)(z) :=
( z
|z|
)m
ψ+( 1
|z|

).
(1.37)

Par hypothèses, ces quatre fonctions sont de classes C2 sur ℂ∗, telles que leurs dérivées premières
et secondes sont bornées au voisinage de zéro.

Lemme 1.4.2. Sur S1, on a
dcϕ−1,(m) = dcϕ−2,(m), (1.38)

et
dcϕ+

1,(m) = dcϕ+
2,(m). (1.39)

Démonstration. 1. Montrons (1.38). On a ∀ z 6= 0

∂ϕ−1,(m)
∂z

(z) = ∂

∂z

(( z
|z|
)m)

ψ−(|z|) +
( z
|z|
)m∂|z|

∂z

∂ψ−

∂r
(|z|),

mais comme on a ∂|z|
∂z = z

2|z| puisque
∂|z|2
∂z = z alors

∂ϕ−1,(m)
∂z

(z) = ∂

∂z

(( z
|z|
)m)

ψ−(|z|) +
( z
|z|
)m z

2|z|
∂ψ−

∂r
(|z|).

et

∂ϕ−1,(m)
∂z

(z) =
∂(ϕ−1,(m))

∂z

= ∂

∂z

(( z
|z|
)m)

ψ−(|z|) +
( z
|z|
)m z

2|z|
∂ψ−

∂r
(|z|).

Mais comme on a supposé que ψ(1) = 0 alors sur S1 on a

dcϕ−1,(m) = ∂ − ∂
4πi (ϕ−1,(m))

= 1
8πi

∂ψ−

∂r
(1)zm(zdz − zdz).

On a ∀ z 6= 0
∂ϕ−2,(m)
∂z

= − ∂

∂z

( z
|z|
)m · ψ−( 1

|z|
) +

( z
|z|
)m z

2|z|3
∂ψ−

∂r
( 1
|z|

).
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et

∂ϕ−2,(m)
∂z

=
∂(ϕ−2,(m))

∂z

= − ∂

∂z

( z
|z|
)m · ψ−( 1

|z|
) +

( z
|z|
)m z

2|z|3
∂ψ−

∂r
( 1
|z|

).

On déduit que sur S1

dcϕ−2,(m) = 1
8πi

∂ψ−

∂r
(1)zm(zdz − zdz).

On conclut que sur S1

dcϕ−1,(m) = dcϕ−2,(m).

2. Montrons (1.39). On a ∀ z 6= 0

∂ϕ+
1,(m)
∂z

(z) = ∂

∂z

(( z
|z|
)m)

ψ+(|z|) +
( z
|z|
)m∂|z|

∂z

∂ψ+

∂r
(|z|)

= ∂

∂z

(( z
|z|
)m)

ψ+(|z|) +
( z
|z|
)m z

2|z|
∂ψ+

∂r
(|z|).

et

∂ϕ+
1,(m)
∂z

(z) =
∂(ϕ+

1,(m))
∂z

= ∂

∂z

(( z
|z|
)m)

ψ+(|z|) +
( z
|z|
)m z

2|z|
∂ψ+

∂r
(|z|).

Mais comme on a supposé que ∂ψ
∂r (1) = 0 alors sur S1 on a

dcϕ+
1,(m) = ∂ − ∂

4πi (ϕ+
1,(m))

= 1
8πi

∂

∂z

(( z
|z|
)m)

ψ+(1)dz − ∂

∂z

(( z
|z|
)m)

ψ+(1)dz.

On a ∀ z 6= 0
∂ϕ+

2,(m)
∂z

= ∂

∂z

( z
|z|
)m · ψ+( 1

|z|
)−

( z
|z|
)m z

2|z|3
∂ψ+

∂r
( 1
|z|

).

et

∂ϕ+
2,(m)
∂z

= ∂

∂z

( z
|z|
)m · ψ+( 1

|z|
)−

( z
|z|
)m z

2|z|3
∂ψ+

∂r
( 1
|z|

).

On déduit que sur S1

dcϕ+
2,(m) = ∂ − ∂

4πi (ϕ+
1,(m))

= 1
8πi

∂

∂z

( z
|z|
)m · ψ+(1)dz − ∂

∂z

( z
|z|
)m · ψ+(1)dz.
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On conclut que sur S1

dcϕ+
1,(m) = dcϕ+

2,(m).

Corollaire 1.4.3. On a∫
|z|≤1

ddcf · ϕ−1,(m) +
∫
|z|≥1

ddcf · ϕ−2,(m) =
∫
|z|≤1

ddcϕ−1,(m) · f +
∫
|z|≥1

ddcϕ−2,(m) · f,

et ∫
|z|≤1

ddcf · ϕ+
1,(m) +

∫
|z|≥1

ddcf · ϕ+
2,(m) =

∫
|z|≤1

ddcϕ+
1,(m) · f +

∫
|z|≥1

ddcϕ+
2,(m) · f,

∀ f ∈ A0,0(ℙ1).
Démonstration. Soit f ∈ A0,0(ℙ1). Soit 0 < ε� 1, d’après (1.4.1) on a∫

ε<|z|<1
ddcf · ϕ±1,(m) +

∫
|z|>1

ddcf · ϕ±2,(m) =
∫
ε<|z|<1

f · ddcϕ±1,(m) +
∫
|z|>1

f · ddcϕ±2,(m)

−
∫
|z|=1

fdcϕ±1,(m) +
∫
|z|=1

ϕ±1,(m)d
cf +

∫
|z|=1

fdcϕ±1,(m) −
∫
|z|=1

ϕ±2,(m)d
cf

+
∫
|z|=ε

fdcϕ±1,(m) −
∫
|z|=ε

ϕ±1,(m)d
cf −

∫
|z|=ε

fdcϕ±1,(m) +
∫
|z|=ε

ϕ±2,(m)d
cf.

On sait que les fonctions ϕ±1,(m) et ϕ
±
2,(m) ainsi que leurs dérivées premières et secondes sont bornées

au voisinage de zéro, donc peut faire tendre ε vers zéro dans l’égalité ci-dessus, mais comme ϕ±1,(m)|S1
=

ϕ±2,(m)|S1
et d’après (1.4.2), on trouve que∫
|z|<1

ddcf · ϕ±1,(m) +
∫
|z|>1

ddcf · ϕ±2,(m) =
∫
|z|<1

f · ddcϕ±1,(m) +
∫
|z|>1

f · ddcϕ±2,(m).

Puisque toutes les fonctions considérées sont des restrictions de fonctions de classe C2 au voisinage
de S1, alors∫

|z|≤1
ddcf · ϕ±1,(m) +

∫
|z|≥1

ddcf · ϕ±2,(m) =
∫
|z|≤1

ddcϕ±1,(m) · f +
∫
|z|≥1

ddcϕ±2,(m) · f.

1.4.2 Rappels sur la théorie des fonctions de Bessel

Dans cette introduction à la théorie des fonctions de Bessel, la principale référence sera le chapitre
17 du [WW62], on s’intéressera à une sous-classe de fonctions de Bessel à savoir les fonctions de Bessel
d’ordre un entier.

Pour tout z ∈ ℂ fixé, la fonction :

t 7→ e
1
2 z(t−

1
t
), t 6= 0,

admet un développement en série de Laurent en t. Soit n ∈ ℤ. Par définition, la fonction de Bessel
d’ordre n est la fonction qui à tout z ∈ ℂ, associe le coefficient de tn dans ce développement, on le
note par Jn(z).

Enonçons quelques propriétés de la fonction Jn :
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• Jn est une fonction analytique sur ℂ telle que J−n = (−1)nJn et

Jn(z) =
∞∑
r=0

(−1)r(1
2z)

n+2r

Γ(r + 1)Γ(n+ r + 1) , si n ∈ ℕ (1.40)

• Jn est une solution de l’équation différentielle linéaire suivante :

d2y

d2z
+ 1
z

dy

dz
+
(
1− n2

z2
)
y = 0 (1.41)

On a les relations de récurrence suivantes :
•

d

dz
(z−nJn(z)) = −z−nJn+1(z). (1.42)

•
J ′n(z) = n

z
Jn(z)− Jn+1(z) (1.43)

•
J ′n(z) = 1

2(Jn−1(z)− Jn+1(z)) (1.44)

•
J ′n(z) = Jn−1(z)− n

z
Jn(z) (1.45)

•
d

dz
(znJn(z)) = znJn−1(z) (1.46)

• Les zéros de Jn sont réels.

Soient Zm = {jm,1 < jm,2 < . . .} l’ensemble des zéros positifs non nuls de Jm ordonnés par ordre
croissant, voir par exemple [Wat44, § 15]. Soient Dm := {cm,1 < cm,2 < . . .} les zéros positifs non nuls
de J ′m ordonnés par ordre croissant. Comme les zéros de Jm sont simples, voir par exemple [Wat44, §
15.21], alors

Zm ∩Dm = ∅. (1.47)

Proposition 1.4.4. Soit ν ∈ ℕ, on note par λ1, λ2, . . . les zéros positifs non nuls de la fonction :

z 7→ z−ν
(
zJ ′ν(z) +HJν(z)

)
,

On pose pour tout k ∈ ℕ∗, vk la fonction définie sur [0, 1] comme suit :

vk(r) = Jν(λkr), ∀ r ∈ [0, 1].

Soit L2(0, 1) le complété de l’espace vectoriel des fonctions f intégrables sur [0, 1], pour la norme
‖f‖ :=

∫ 1
0 |f(x)|2rdr < ∞. On note par L1(0, 1)H le sous-espace de L1(0, 1), qui est complété des

fonctions de classe C∞ qui vérifient
f ′(1) +Hf(1) = 0.

Alors, la famille des fonctions (vk)k≥1 forme une famille totale dans L1(0, 1)H .

Démonstration. On utilise [Wat44, § 18.6] en remarquant qu’on a toujours
∫ 1

0 |f(t)|
√
tdt ≤

(∫ 1
0 |f(t)|2tdt

) 1
2 .

On peut aussi consulter [WW62, p.381].
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On rappelle le lemme suivant, qui sera utilisé plusieurs fois dans la suite :

Lemme 1.4.5. Soit λ un réel positif non nul, on pose φ(r, θ) = Jm(λr)eimθ alors

−∆0φ = λ2φ.

Démonstration. Pour simplifier les notations on note J(r) := Jm(λr) et Θ(θ) := eimθ. On a

J ′(r) = λJ ′m(λr), J ′′(r) = λ2J ′′m(λr),

donc
J ′′(r) + 1

r
J ′(r)− m2

r2 J(r) = λ2
(
J ′′m(λr) + 1

λr
J ′m(λr)− m2

(λr)2Jm(λr)
)
.

De (1.41), on a

J ′′(r) + 1
r
J ′(r)− m2

r2 J(r) = −λ2J(r),

et on vérifie que
Θ′′(θ)
Θ(θ) = −m2.

En regroupant tout cela, on a l’équation suivante :

∂2J

∂r2 (r)Θ(θ) + 1
r

∂J

∂r
(r)Θ(θ) + 1

r2J(r)∂
2Θ
∂θ2 (θ) = −λ2J(r)Θ(θ)

ce qui est équivalent à
∂2φ

∂r2 + 1
r

∂φ

∂r
+ 1
r2
∂φ

∂θ
= −λ2φ

en d’autres termes :
−∆0φ = λ2φ.

1.4.3 Deux problèmes avec conditions aux bords classiques sur le disque unité

Dans ce paragraphe on rappelle deux problèmes avec conditions aux bords classiques sur le disque
unité qu’on appellera dans la suite : problème D et problème N . Ils joueront un rôle important dans
l’étude du spectre de ∆O∞ . En effet, on va expliquer dans le paragraphe suivant pourquoi notre pro-
blème se traduit en ces deux problèmes.

Soit H un réel fixé. On munit D ' [0, 1]× [0, 2π] de la métrique euclidienne, et on rappelle que

−∆0 = ∂2

∂r2 + 1
r

∂

∂r
+ 1
r2

∂

∂θ

est l’opérateur de Laplace-Beltrami associé à cette métrique écrit en coordonnées polaires. On note
par C2(D) l’ensemble des fonctions de classe C2 sur D.

Les problèmes qu’on va rappeler en détails dans la suite sont des cas particuliers de ce qu’on appelle
classiquement un problème avec condition mixte sur le bord du disque D. Cela consiste à résoudre le
problème de nature spectral suivant :{

−∆0u = αu, u ∈ C2(D)
∂u
∂r (1, θ) +Hu(1, θ) = 0, ∀ θ ∈ [0, 2π] (1.48)
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c’est à dire déterminer l’ensemble des constantes réelles α, appelées valeurs propres, telles qu’il existe
u ∈ C2(D) non nulle qui soit un vecteur propre pour −∆0 associé à α et ajusté à la condition sur le
bord.

Dans cette famille de problèmes, on distingue deux cas extrêmes : le cas H = ∞ (c’est à dire
u(1, θ) = 0), on parle alors de la condition de Dirichlet et l’appellera problème D et le cas H = 0, il
s’agit d’une condition classiquement connu sous le nom de condition de Neumann, on l’appellera dans
la suite problème N . Ces problèmes sont largement étudiés dans la littérature et ils sont complètement
résolus en terme de la théorie des fonctions de Bessel. On peut consulter le livre [BR89] pour une étude
plus détaillée de ce sujet.

En gardant les mêmes notations, on montre que les valeurs propres non nulles du problème D
sont les réels positifs j2

ν,k, avec ν ∈ ℤ et k ∈ ℕ∗, avec les fonctions Jν(jν,kr)eiνθ comme vecteurs
propres associés. En plus, on peut vérifier que la famille formée par ces vecteurs propres et les fonc-
tions constantes (vecteurs propres associés à la valeur propre nulle) forme une un système total dans
l’espace des fonctions vérifiant la condition de Dirichlet sur D, voir par exemple (1.4.4) avec H = ∞
et [BR89, §11].

Quant au problème N , on montre que son spectre est constitué de 0 et des j′2ν,k avec ν ∈ ℤ et
k ∈ ℕ∗ avec des vecteurs propres de la forme Jν(j′ν,kr)eiνθ. On a aussi que la famille constituée des
vecteurs propres forme un système complet pour l’ensemble des fonctions vérifiant la condition de
Neumann sur D, voir par exemple (1.4.4) avec H = 0 et [BR89, §11].





Chapitre 2

Sur la fonction Zêta associée au
Laplacien singulier ∆O(m)∞

On calcule le déterminant régularisé du Laplacien singulier associé aux métriques canoniques sur
ℙ1.

2.1 Introduction
Soit (X,hX) une variété kählerienne compacte et hX une métrique hermitienne de classe C∞. Soit

(L, h) un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique hermitienne h de classe C∞. Dans [RS73],
Ray et Singer associent à la donnée

(
(TX, hX); (L, h)

)
un réel appelé la torsion analytique holomorphe,

qu’on note par T
(
(TX, hX);L

)
est définie par un procédé de régularisation du produit infini des valeurs

propres non nuls du Laplacien ∆q

L
agissant sur A(0,q)(X,L) pour q = 0, 1, . . . ,dimℂ(X). Si l’on note

par αq,1 ≤ αq,2 ≤ . . . les valeurs propres non nulles de ∆q

L
comptées avec multiplicité, et par

ζ∆q

L

(s) =
∑
k≥1

1
αsq,k

,

la fonction Zêta associé, on montre par des méthodes de la théorie du noyau de la chaleur, voir [BGV04],
que ζ∆

L
converge pour Re(s) > 1 avec un pôle en s = 1 et s’étend en une fonction méromorphe sur ℂ

entier et qu’elle est holomorphe au voisinage de s = 0, voir [BGV04, § 9.6]. On pose alors

T
(
(TX, hX);L

)
=

n∑
q=0

(−1)q+1qζ ′∆q

L

(0).

Dans [Vor87], Voros étudie la notion du produit régularisé associée à une suite abstraite de réels
{αk}k∈ℕ qui vérifie les hypothèses suivantes :

1. La suite {αk}k∈ℕ est croissante et non bornée.
2. La fonction θ(t) :=

∑∞
k=1 e

−tαk converge pour tout t > 0 et elle admet un développement en
série de Laurent pour t assez petit de la forme suivante :

θ(t) =
∞∑
n=0

cint
in

avec {in}n≥0 une suite de réels croissante non bornée et telle que i0 < 0.
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Alors si l’on pose

Z(s, a) :=
∑
k≥1

1
(αk + a)s pour Re(s)� 1,

appelée la fonction Zêta généralisée, voir [Vor87, p. 444], on vérifie qu’elle s’étend en une fonction
méromorphe sur ℂ et elle est holomorphe en zéro. On définit donc, le produit régularisé des réels
α1, α2, . . . plus généralement celui de α1 − α, α2 − α, . . . (pour tout α ≤ 0) comme étant le réel :

D(α) := exp(−ζ ′(0,−α))

D’après Voros, on appelle D(0) le déterminant régularisé de la suite {αk}k∈ℕ. Lorsque {αk}k≥1 sont les
valeurs propres d’un opérateur Laplacien alors, par définition, on vérifie que le déterminant régularisé
correspond à l’exponentielle de la torsion analytique de Ray-Singer. Voros montre aussi un résultat
important qui décrit explicitement le comportement asymptotique de logD pour α 7→ −∞ en fonction
des {cin}n∈ℕ, voir [Vor87, p. 448 (5.1)]. Réciproquement, si l’on donne une fonction ∆ dont tous ses
zéros sont positifs et admettant un développement asymptotique du même type, alors on montre que
ζ, la fonction zêta associée à ces zéros s’étend en une fonction méromorphe sur ℂ et elle est holomorphe
au voisinage de zéro, en plus on montre que ζ(0) et ζ ′(0) se déduisent du développement asymptotique
du log ∆.

La torsion analytique est un ingrédient fondamental de la géométrie d’Arakelov. Dans le cas de
fibré en droites trivial sur l’espace projectif muni de la métrique de Fubini-Study, Ikeda et Taniguchi
déterminent explicitement le spectre du Laplacien associé à ces métriques, voir [IT78]. En se basant
sur leurs résultats, Gillet, Soulé et Zagier calculent explicitement la torsion analytique dans ce cas
[GS91]. Gillet et Soulé utilisent ce calcul pour démontrer leur théorème de Riemann-Roch arithmé-
tique pour le fibré en droites trivial sur l’espace projectif muni de la métrique de Fubini-Study, voir
[GS91, Théorème 2.1.1].

Un des objectifs de cet article est de proposer une alternative aux calculs de Gillet, Soulé et Zagier
en étudiant le spectre du Laplacien ∆O(m)∞

associé aux métriques canoniques sur ℙ1,
Ce texte est constitué de deux parties logiquement indépendantes :

Dans la section (2.2), on étend la notion de la torsion analytique holomorphe aux fibrés en droites
munis de métriques admissibles sur ℙ1. Rappelons qu’une métrique est dite admissible si elle est limite
uniforme d’une suite de métriques positives et de classe C∞. Notons qu’une métrique admissible peut
être singulière, dans ce cas la théorie de noyau de chaleur développée dans [BGV04] n’est plus valable
et donc on ne peut pas associer directement une torsion analytique à ce genre de métrique. Notre idée
consiste en premier temps à approximer une métrique admissible par une suite de métriques positives
de classe C∞ et d’étudier la variation de la torsion analytique associée à cette suite, moyennant
la formule des anomalies. On peut aussi considérer une suite de métriques positives de classe C∞
qui converge uniformément vers une métrique admissible sur Tℙ1 et d’étudier le comportement de la
torsion analytique dans ce cas. En résumé, lorsque L et Tℙ1 sont munis de métriques admissibles, nous
établissons qu’on peut étendre la notion de torsion analytique à cette situation, voir théorème (2.2.5),
qu’on appellera torsion analytique holomorphe généralisée associée à L et Tℙ1 et on la notera par
Tg
(
Tℙ1;L

)
. Nous nous intéresserons ensuite à une classe de métriques admissibles non nécessairement

C∞ à savoir les métriques canoniques sur ℙ1. Ces dernières ont la particularité d’être déterminées
uniquement par la combinatoire de ℙ1, vue comme variété torique. Nous appliquerons la théorie
developpée ci-dessus pour calculer Tg

(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
; la valeur de la torsion analytique généralisée
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associée à Tℙ1∞ et O(m)∞ munis de leur métriques canoniques. On obtient :

Tg
(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
= 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 − log (m+ 2)m+1(
(m+ 1)!

)2 ∀m ∈ ℕ.

La section (2.3) constitue une approche directe pour définir une torsion analytique associée (Tℙ1∞;O(m)∞).
Rappelons que dans [Haja], nous avons calculé explicitement le spectre de ∆O(m)∞

. Il est donc naturel
d’associer à ce spectre une fonction ζ∆O(m)∞

, qu’on appellera la fonction Zêta associée à l’opérateur
singulier ∆O(m)∞

. Afin d’étudier cette fonction Zêta, nous introduisons la notion de familles de fonc-
tions Zêta, voir (2.3.2), et nous généralisons la théorie de Voros à cette classe de fonctions Zêta en
démontrant le théorème (2.3.6) qui généralise ceux de [Vor87] et de [Spr05]. Grâce à la théorie déve-
loppée dans cet article, nous sommes capables d’établir que ζ∆O(m)∞

est prolongeable analytiquement
au voisinage de zéro. De plus, nous calculons explicitement ζ ′

∆
O(m)∞

(0) et nous obtenons :

ζ ′∆O(m)∞
(0) = 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 − log (m+ 2)m+1

((m+ 1)!)2 ∀m ∈ ℕ.

Rappelons que lorsqu’on considère des métriques C∞ sur Tℙ1 et sur O(m), alors par définition :

T
(
Tℙ1;O(m)

)
= ζ ′∆O(m)

(0) ∀m ∈ ℕ

A priori la théorie classique du noyau de chaleur ne permet pas de déduire une relation entre la
torsion analytique généralisée Tg

(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
et le déterminant régularisé canonique ζ ′∆O(m)∞

(0).
Mais d’après nos calculs, nous avons montré que les deux différentes approches montrent que ces deux
réels sont égaux, c’est à dire :

Tg
(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
= ζ ′∆O(m)∞

(0) ∀m ∈ ℕ.

2.2 La torsion analytique holomorphe généralisée sur ℙ1

Le but de ce paragraphe est d’étendre la notion de torsion analytique holomorphe aux fibrés en
droites munis d’une métrique admissible sur ℙ1.

2.2.1 Métriques admissibles

Soit X une variété complexe analytique et L = (L, ‖ · ‖) un fibré en droites hermitien muni d’une
métrique continue sur L.

Définition 2.2.1. On appelle premier courant de Chern de L et on note c1
(
L
)
∈ D(1,1)(X) le courant

défini localement par l’égalité :
c1
(
L
)

= ddc
(
− log ‖s‖2

)
,

où s est une section holomorphe locale et ne s’annulant pas du fibré L.

Définition 2.2.2. La métrique ‖ · ‖ est dite positive si c1
(
L, ‖ · ‖

)
≥ 0.

Définition 2.2.3. La métrique ‖ · ‖ est dite admissible s’il existe une famille
(
‖ · ‖n

)
n∈ℕ de métriques

positives de classe C∞ convergeant uniformément vers ‖ · ‖ sur L. On appelle fibré admissible sur X
un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique admissible sur X.
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On dira que L est un fibré en droites intégrable s’il existe L1 et L2 admissibles tels que

L = L1 ⊗ L
−1
2 .

Exemple 2.2.4. Soit n ∈ ℕ∗. On note par O(1) le fibré de Serre sur ℙn et on le munit de la métrique
définie pour toute section méromorphe de O(1) par :

‖s(x)‖∞ = |s(x)|
max(|x0|, . . . , |xn|)

.

Cette métrique est admissible.

En fait, c’est un cas particulier d’un résultat plus général combinant la construction Batyrev et
Tschinkel sur une variété torique projective et la construction de Zhang. Dans la première construction
permet d’associer canoniquement à tout fibré en droites sur une variété torique projective complexe
une métrique continue notée ‖ · ‖BT et déterminée uniquement par la combinatoire de la variété, voir
[Mai00, proposition 3.3.1] et [Mai00, proposition 3.4.1]. L’approche de Zhang est moins directe, elle
utilise un endomorphisme équivariant (correspondant à la multiplication par p, un entier supérieur à
2) afin de construire par récurrence une suite de métriques qui converge uniformément vers une limite
notée ‖ · ‖Zh,p et qui, en plus, ne dépend pas du choix de la métrique de départ, voir [Zha95] ainsi que
[Mai00, théorème 3.3.3]. Mais d’après [Mai00, théorème 3.3.5] on montre que

‖ · ‖BT = ‖ · ‖Zh,p.

Que l’on appelle la métrique canonique associée à L. Notons que lorsque L n’est pas trivial, alors cette
métrique n’est pas C∞.

2.2.2 La métrique de Quillen et la torsion analytique holomorphe, un rappel

Commençons tout d’abord par faire des rappels sur la métrique de Quillen. Soit
(
X,ωX

)
une va-

riété compacte kählerienne et E un fibré vectoriel muni d’une métrique hermtienne C∞. Ces données
définissent un produit hermitien L2, sur A(0,q)(X,E) pour q = 0, 1 . . . ,dimℂ(X).

Soit ∆q l’opérateur Laplacien agissant sur A(0,q)(X,E) et H(0,q) = ker ∆q l’ensemble des formes
harmoniques. On note par

ζq(X,E, s) =
∑

n∈ℕ≥1

1
λsq,n

la fonction Zêta associée au spectre de ∆q, cette série converge absolument sur Re(s) > dimℂ
(
X
)

et admet un prolongement méromorphe sur ℂ entier et son prolongement est holomorphe en s = 0.
D’après Ray et Singer [RS73] on définit la torsion analytique comme étant le réel :

T
((
X,ωX

)
;E
)

=
∑
q∈ℕ

(−1)q+1 q ζ ′q(X,E, 0).

On considère l’espace vectoriel complexe de dimension 1 suivant :

λ
(
E
)

= ⊗q≥0 det
(
Hq(X,E)

)(−1)q
,

où Hq(X,E) est le q-éme groupe de cohomologie de X à coefficients dans E. Comme Hq(X,E) est
canoniquement isomorphe à ker

(
∆q
)
, le produit hermitien L2 induit une métrique hL2 sur λ

(
E
)
. Dans

[Qui85], Quillen définit la métrique hQ sur λ
(
E
)
par la formule :

hQ = hL2 exp
(
T
((
X,ωX

)
;E
))
.
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Le résultat suivant permet d’étendre, par approximation, la notion de torsion analytique holo-
morphe aux fibrés en droites intégrables sur ℙ1.

Théorème 2.2.5. On munit Tℙ1 d’une métrique intégrable, qu’on note par h∞,ℙ1. Soit L∞ :=(
L, h∞,L

)
un fibré en droites admissible sur ℙ1.

On considère
(
hn,L

)
n∈ℕ et

(
hn,ℙ1

)
n∈ℕ, deux suites de métriques L et Tℙ1 respectivement vérifiant :

1. Il existe H1 et H2 deux fibrés en droites sur ℙ1 et deux suites de métriques
(
hn,1

)
et
(
hn,2

)
de

métriques positives de classe C∞ qui convergent uniformément vers deux métriques h∞,1,ℙ1 et
h∞,2,ℙ1 respectivement sur H1 et H2 telles que

Tℙ1 = H1 ⊗H−1
2 ,

h∞,ℙ1 = h∞,1 ⊗ h−1
∞,2,

et
hn,ℙ1 = hn,1 ⊗ h−1

n,2 ∀n ∈ ℕ.

2.
(
hn,L

)
n∈ℕ est une suite de métriques positives de classe C∞ sur L qui converge uniformément

vers h∞,L.

On note pour tout n ∈ ℕ, n′ ∈ ℕ : ((
Tℙ1, hn,Tℙ1

)
;
(
L, hn′,L

))
la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer associée à

((
Tℙ1, hn,Tℙ1

)
;
(
L, hn′,L

))
.

Alors la suite double 1suivante :(
T
((
Tℙ1, hn,Tℙ1

)
;
(
L, hn′,L

)))
n∈ℕ, n′∈ℕ

converge vers une limite finie qui ne dépend pas du choix des suites ci-dessus.

Démonstration. On considère
(
hn,ℙ1

)
n∈ℕ et

(
hn,L

)
n∈ℕ comme dans le théorème.

On fixe la notation suivante :
h
Q,Tℙ1,L

,

la métrique de Quillen associée à la donnée
(
Tℙ1;L

)
où toutes les métriques sont C∞.

Par les formules des anomalies [BGS88, théorèmes 0.1, 0.2] on a pour tout k, k′ ∈ ℕ et j, j′ ∈ ℕ :

log h
Q,Tℙ1

k;Lj
− log h

Q,Tℙ1
k;Lj′

=
∫
ℙ1
c̃h
(
L, hj , hj′

)
Td(Tℙ1

k)

et
log h

Q,Tℙ1
k;Lj
− log h

Q,Tℙ1
k′ ;Lj

=
∫
ℙ1
ch(Lj)T̃d

(
Tℙ1, hk, hk′

)
.

1. Dans ce texte, on fera la convention suivante : On dira qu’une suite double (xn,n′)n∈ℕ,n′∈ℕ converge vers une limite
l, si pour tout ε > 0, il existe A ∈ ℝ tel que |xn,n′ − l| < ε pour n, n′ > A.
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On montre que, voir (2.4.1) :

c̃h
(
L, hj , hj′

)
= − log

(
hj
hj′

)
− 1

2 log
(
hj
hj′

)(
c1(Lj) + c1(Lj′)

)
,

et
T̃d
(
Tℙ1, hk, hk′

)
= −1

2 log
(
hk
hk′

)
− 1

12 log
(
hk
hk′

)(
c1(Tℙ1

k) + c1(Tℙ1
k′)
)
.

modulo Im ∂ + Im ∂.

Comme
Tℙ1

k = H1k ⊗H2
−1
k ∀ k ∈ ℕ

et que H1k = (H1, hk,1) et H2k = (H2, hk,2) sont positifs. Par les formules précédentes on peut écrire
que :∣∣∣∣log h

Q,Tℙ1
k;Lj
− log h

Q,Tℙ1
k;Lj′

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

ℙ1

(
− log hj

hj′
− 1

2 log hj
hj′

(
c1(Lj) + c1(Lj′)

))
Td(H1k ⊗H2

−1
k )
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∫

ℙ1
−1

2 log hj
hj′

(
c1(H1k)− c1(H2k)

)
− 1

2

∫
ℙ1

log hj
hj′

(
c1(Lj) + c1(Lj′)

))∣∣∣∣
≤ 1

2

∥∥∥∥log
(
hj,L
hj′,L

)∥∥∥∥
sup

∫
ℙ1

(
c1(H1k) + c1(H2k) + c1(Lj) + c1(Lj′)

)
= 1

2

∥∥∥∥log
(
hj,L
hj′,L

)∥∥∥∥
sup

∫
ℙ1

(
c1(H1) + c1(H2) + 2c1(L)

)
.

Donc, on a trouvé une constante M qui ne dépend pas de k telle que∣∣∣∣log h
Q,Tℙ1

k;Lj
− log h

Q,Tℙ1
k;Lj′

∣∣∣∣ ≤M∥∥∥∥log
(
hj,L
hj′,L

)∥∥∥∥
sup

∀ j, j′ ∈ ℕ.

On a aussi,∣∣∣∣log h
Q,Tℙ1

k;Lj
− log h

Q,Tℙ1
k′ ;Lj

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

ℙ1
ch(Lj)

(
−1

2 log hk
hk′
− 1

12 log hk
hk′

(
c1(Tℙ1

k) + c1(Tℙ1
k′)
))∣∣∣∣

=
∣∣∣∣12
∫
ℙ1

log hk
hk′

c1(Lj)−
1
12

∫
ℙ1

log hk
hk′

(
c1(H1k) + c1(H1k′)− c1(H2k) + c1(H2k′

))∣∣∣∣
≤ 1

2

∥∥∥∥log
(
hk,ℙ1

hk′,ℙ1

)∥∥∥∥
sup

∫
ℙ1
c1(Lj)

+ 1
12

∥∥∥∥log
(
hk,ℙ1

hk′,ℙ1

)∥∥∥∥
sup

∫
ℙ1

(
c1(H1k) + c1(H1k′) + c1(H2k) + c1(H2k′)

)
= 1

2

∥∥∥∥log
(
hk,ℙ1

hk′,ℙ1

)∥∥∥∥
sup

∫
ℙ1
c1(L) + 1

6

∥∥∥∥log
(
hk,ℙ1

hk′,ℙ1

)∥∥∥∥
sup

∫
ℙ1

(
c1(H1) + c1(H2)

)
≤
∥∥∥∥log

(
hk,ℙ1

hk′,ℙ1

)∥∥∥∥
sup

∫
ℙ1

(
c1(L) + c1(H1) + c1(H2)

)
≤
∥∥∥∥log

(
hk,1
hk′,1

)∥∥∥∥
sup

∥∥∥∥log
(
hk,2
hk′,2

)∥∥∥∥
sup

∫
ℙ1

(
c1(L) + c1(H1) + c1(H2)

)
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On a trouvé M ′, une constante qui ne dépend pas de j telle que∣∣∣∣log h
Q,Tℙ1

k;Lj
−log h

Q,Tℙ1
k′ ;Lj

∣∣∣∣ ≤M ′∥∥∥∥log
(
hk,ℙ1

hk′,ℙ1

)∥∥∥∥
sup
≤M ′

∥∥∥∥log
(
hk,1
hk′,1

)∥∥∥∥
sup

∥∥∥∥log
(
hk,2
hk′,2

)∥∥∥∥
sup

∀ k, k′ ∈ ℕ.

Par suite, il existe M ′′ une constante réelle telle que∣∣∣∣log h
Q,Tℙ1

k;Lj
−log h

Q,Tℙ1
k′ ;Lj′

∣∣∣∣ ≤M ′′(∥∥∥∥log
(
hj,L
hj′,L

)∥∥∥∥
sup

+
∥∥∥∥log

(
hk,1
hk′,1

)∥∥∥∥
sup

∥∥∥∥log
(
hk,2
hk′,2

)∥∥∥∥) ∀ j, j′, k, k′ ∈ ℕ.

Puisque, par hypothèse, (hj,L)j∈ℕ (resp. (hk,1)k∈ℕ, resp. (hk,2)k∈ℕ) converge uniformément vers h∞,L
(resp. vers h∞,1, resp. h∞,2), alors la suite double,(

log h
Q,Tℙ1

k;Lj

)
j,k∈ℕ

,

converge vers une limite finie lorsque k 7→ ∞ et j 7→ ∞, qui ne dépend pas du choix des suites.

Comme L∞ est un fibré en droites admissible sur ℙ1, il existe m ∈ ℕ tel que L = O(m). Donc
pour tout k ∈ ℕ et j ∈ ℕ

h
L2,Tℙ1

k,Lj
= det

(
(zl, zl′)L2,k,j

)
0≤l,l′≤m,

où (·, ·)L2,k,j est la métrique L2 induite par Tℙ1
k et Lj et les 1, z1, . . . , zm sont les sections globales de L.

Pour tous l, l′ = 0, 1, . . . ,m, la suite double

(
zl, zl

′)
L2,k,j

=
∫
ℙ1
hj,L(zl, zl′)ωk,ℙ1 ,

converge vers (zl, zl′)L2,∞,∞ =
∫
ℙ1 h∞,L(zl, zl′)ω∞,ℙ1 , où (·, ·)L2,∞,∞ désigne le produit scalaire L2

induit par h∞,ℙ1 et h∞,L. Par conséquent la suite de matrices((
(zl, zl′)L2,k,j

)
0≤l,l′≤m

)
k,j∈ℕ

converge vers
(
(zl, zl′)L2,∞,∞

)
0≤l,l′≤m pour une norme matricielle arbitraire. Par des arguments de

l’algèbre linéaire, on conclut que(
det
(
(zl, zl′)L2,k,j

)
0≤l,l′≤m

)
k,j∈ℕ

−−−−→
k,j 7→∞

det
(
(zl, zl′)L2,∞,∞

)
0≤l,l′≤m,

c’est à dire (
h
L2,Tℙ1

k,Lj

)
k,j∈ℕ

−−−−→
k,j 7→∞

h
L2,Tℙ1∞,L∞

.

On a donc montré que la suite double suivante :(
T
((
Tℙ1, hk,Tℙ1

)
;
(
L, hj,L

)))
k∈ℕ, j∈ℕ

,

converge vers une limite finie.

Définition 2.2.6. On note cette limite par

Tg
(
(Tℙ1, h∞,ℙ1); (L, h∞,L)

)
,



82 Chapitre 2. Sur la fonction Zêta associée au Laplacien singulier ∆O(m)∞

et on l’appelle la torsion analytique généralisée. On définit aussi

hQ,g := hL2,g exp
(
Tg((Tℙ1, h∞,ℙ1); (L, h∞,L)

)
qu’on appelle la métrique de Quillen généralisée.

On note par [x0 : x1] les coordonnées homogènes de ℙ1 avec z = x1
x0

lorsque x0 6= 0. On munit ℙ1

de la métrique singulière suivante :

ω∞ = 1
2πi

dz ∧ dz
max(1, |z|4) ,

et pour tout m ≥ 0, le fibré en droites O(m) sera muni de sa métrique canonique :

h∞(s, s)(z) = |s(z)|2

max(1, |z|)2m ,

où s est une section holomorphe locale de O(m). On montre que ces deux métriques sont admissibles,
voir par exemple [Zha95].

On note par h
Q,(Tℙ1∞;O(m)∞) la métrique de Quillen généralisée associée à (Tℙ1∞;O(m)∞). On a

Proposition 2.2.7. On a pour tout m ∈ ℕ,

h
Q,(Tℙ1∞;O(m)∞) = exp

(
4ζ ′ℚ(−1)− 1

6
)
,

et
Tg
(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
= 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 − log (m+ 2)m+1

((m+ 1)!)2 .

Démonstration. On considère sur ℙ1 les deux métriques suivantes :

ωFS = i

2π
dz ∧ dz

(1 + |z|2)2 , et ω∞ = i

2π
dz ∧ dz

max(1, |z|2)2 .

Par (2.2.5) et les formules des anomalies [BGS88, théorèmes 0.1, 0.2] on peut écrire que

log h
Q,Tℙ1

FS ;O(m)∞
− log h

Q,Tℙ1
FS ;O(m)FS

=
∫
ℙ1
c̃h(O(m), h⊗mFS , h

⊗m
∞ )Td(Tℙ1

FS)

et
log h

Q,Tℙ1∞;O(m)∞
− log h

Q,Tℙ1
FS ;O(m)∞

=
∫
ℙ1
ch(O(m))T̃d(Tℙ1, hFS , h∞)

On a

c̃h
(
O(m), h⊗mFS , h

⊗m
∞
)

= −m log
(
hFS
h∞

)
− m2

2 log
(
hFS
h∞

)(
c1(O(1)∞) + c1(O(1)FS)

)
,

et
T̃d
(
Tℙ1, h2

FS , h
2
∞
)

= −m2 log
(
h2
FS

h2
∞

)
− 1

12 log
(
h2
FS

h2
∞

)(
c1(O(2)∞) + c1(O(2)FS)

)
.

ce sont deux formes différentielles généralisées au sens de [Mai00, § 4.3], modulo Im∂ + Im∂.

Rappelons le résultat suivant :
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Proposition 2.2.8. Soit L un fibré en droites sur X une variété torique lisse de dimension d muni
de sa métrique canonique ; pour tout fonction f de classe C∞ sur X, on a :∫

X
fc1(L)d = deg(L)

∫
S+
N

fdµ+

Démonstration. C’est un cas particulier du [Mai00, Corollaire 6.3.5].

Par la précédente proposition,

−
∫
ℙ1

log
(
h2
FS

h2
∞

)
c1(O(2)∞) = deg(O(2))

2π

∫ 2π

0
log
(
h∞
hFS

)
(eiθ)dθ

= 2
2π

∫ 2π

0
log
( (1 + |eiθ|2)2

max(1, |eiθ|2)
)
dθ

= 2 log 4.

(2.1)

On a,

−
∫
ℙ1

log
(
h2
FS

h2
∞

)
c1(O(2)FS) = 4i

2π

∫
ℂ

log
( (1 + |z|2

max(1, |z|2)
) dz ∧ dz

(1 + |z|2)2

= 4
∫ +∞

0
log
( 1 + r2

max(1, r2)
) rdr

(1 + r2)2

= 4
∫ +∞

0
log
( 1 + u

max(1, u)
) du

(1 + u)2

= 4(1− log 2).

(2.2)

Si l’on note par [· · · ](0) la partie de degré 0 dans ⊕k≥0D̃k,k(ℙ1) : l’anneau gradué des courants de
degré (k, k) modulo Im∂ + Im∂, alors[∫

ℙ1
c̃h(O(m),h⊗mFS , h

⊗m
∞ )Td(Tℙ1

FS)
](0)

=
[∫

ℙ1
c̃h(O(m), h⊗mFS , h

⊗m
∞ )(1 + c1(O(1)FS))

](0)

=
[∫

ℙ1
c̃h(O(m), h⊗mFS , h

⊗m
∞ )

](0)
+m

∫
ℙ1

(
− log hFS

h∞

)
c1(O(1)FS)

= −m
2

2

∫
ℙ1

log hFS
h∞

(
c1(O(1)∞) + c1(O(1)FS)

)
+m

∫
ℙ1

(
− log hFS

h∞

)
c1(O(1)FS)

= m2

2
(
log 2 + (1− log 2)

)
+m(1− log 2) par (2.1) et (2.2)

= m2

2 + (1− log 2)m,

et

[∫
ℙ1
ch(O(m)∞)T̃d(Tℙ1, hFS , h∞)

](0)
=
[∫

ℙ1

(
1 +mc1(O(1)∞)

)
T̃d
(
Tℙ1, hFS , h∞

)](0)

=
[∫

ℙ1
T̃d(Tℙ1, hFS , h∞)

](0)
− 1

2m
∫
ℙ1

(
log hFS

h∞

)
c1(O(1)∞)

= − 1
12

∫
ℙ1

log hFS
h∞

(
c1(O(1)∞ + c1(O(1)FS)

)
− 1

2m
∫
ℙ1

(
log hFS

h∞

)
c1(O(1)∞)

= 1
3 +m log 2 par (2.1) et (2.2).
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En regroupant tout cela, on obtient

log h
Q,Tℙ1∞;O(m)∞

− log h
Q,Tℙ1

FS ;O(m)∞
=
(m2

2 +(1− log 2)m
)

+
(1

3 +m log 2
)

= m2

2 +m+ 1
3 . (2.3)

Rappelons que pour calculer h
Q,Tℙ1

FS ;O(m)FS
; la métrique de Quillen associée à l’espace projectif

ℙN muni de la métrique de Fubini-Study et O(m)FS , l’idée consiste à utiliser T (TℙNFS ;O0) qui
est déterminé dans [GS91], et d’appliquer la formule des immersions de Bismut-Lebeau, (voir [?])
appliquée à l’inclusion naturelle : i : ℙN−1 −→ ℙN et à la suite exacte suivante :

0 −→ OℙN (m) −→ OℙN (m+ 1) −→ i∗OℙN (m) −→ 0.

Par récurrence, on établit que :

− log h
Q,Tℙ1

FS ;O(m)FS
= m2

2 +m+ 1
2 − 4ζ ′ℚ(−1) ∀m ∈ ℕ.

Donc, en utilisant (2.3), on obtient :

− log h
Q,Tℙ1∞;O(m)∞

= −
(m2

2 +m+ 1
3
)

+ m2

2 +m+ 1
2 − 4ζ ′ℚ(−1)

= 1
6 − 4ζ ′ℚ(−1).

Si l’on note par hL2,∞,∞ le L2-norme naturelle sur λ(O(m)) définie par les métriques canoniques
de Tℙ1 et O(m), on a

hL2,∞,∞ =
m∏
k=0

(
zk, zk

)
∞,∞, (2.4)

où
(
zk, zk

)
∞,∞ =

∫
ℙ1 h∞(zk, zk)ω∞. On a pour tout 0 ≤ k ≤ m,

(zk, zk)∞,∞ =
∫
ℙ1
h∞(zk, zk)ω∞

=
∫
ℂ

|z|2k

max(1, |z|)2m
dz ∧ dz

2πimax(1, |z|4)

=
∫ ∞

0

r2k

max(1, r)2m+4 2rdr

=
∫ ∞

0

rk

max(1, r)m+2dr

=
∫ 1

0
rkdr +

∫ ∞
1

rk

rm+2dr

= 1
k + 1 + 1

m+ 1− k

= m+ 2
(k + 1)(m+ 1− k) .

Par suite,

hL2,∞,∞ = (m+ 2)m+1(
(m+ 1)!

)2 . (2.5)

On obtient donc,

Tg
(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
= 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 − log (m+ 2)m+1

((m+ 1)!)2 ∀m ∈ ℕ.
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2.3 Régularisation de familles de fonctions Zêta
Nos principaux résultats dans cette section sont les théorèmes (2.3.2) et (2.3.6). Dans le premier

nous démontrons un résultat proche de [Spr05, lemme. 1]. Précisément, nous allons établir un énoncé
plus précis et plus général donnant une condition suffisante pour qu’une fonction Zêta admette une
représentation intégrale. Le théorème (2.3.6) est un résultat concernant la notion de famille de fonctions
Zêta régularisable qu’on développera dans la suite.

2.3.1 Sur la régularisation des produits infinis d’après Voros

Dans cette première partie on rappelle les principaux résultats de Voros autour de la notion du
produit régularisé.

Soit Λ : 0 < α1 ≤ α2 ≤ . . . une suite croissante non bornée de nombres réels positifs. La fonction
Thêta attachée à cette suite est définie comme suit :

θΛ(t) :=
∑
n≥1

e−αnt.

On suppose que θΛ vérifie les deux hypothèses suivantes :
Θ1 : θΛ(t) converges pour tout t > 0.
Θ2 : θΛ admet, pour t assez petit, un developpement en série de Laurent :

θΛ(t) =
+∞∑
n=0

cint
in , quand t 7→ 0

avec {in} une suite croissante non bornée de nombres réels, et que i0 < 0. On a nécessairement
ci0 6= 0.

alors la fonction zêta associée à la suite Λ :

ζΛ(s) =
∑
n≥1

1
αsn

vérifie
ζΛ(s) = 1

Γ(s)

∫ ∞
0

θΛ(t)ts−1dt

converge pour Re(s) > −i0 avec un pôle en s = −i0, admet une continuation méromorphe au plan
complexe entier qui est sans pôle en s = 0, avec ζ(0) = c0, voir par exemple [Sou92, Théorème 1].
Dans ce cas, on pose la définition suivante :
Définition 2.3.1. Sous ces hypothèses, on appelle produit régularisé et on le note α1α2 . . . la quantité
suivante :

e−ζ
′
Λ(0).

Si α est un réel négatif, alors la suite 0 < −α + α1 ≤ −α + α2 ≤ . . ., vérifie Θ1 et Θ2, donc on
peut considérer le produit régularisé (α1 − α)(α2 − α) · · · comme étant D(α) := exp(−Z ′(0,−α)), où
Z(s,−α) :=

∑∞
k=0

1
(−α+λk)s . D fonction peut être définie pour tout nombre complexe, d’après [Vor87]

c’est l’unique fonction holomorphe en la variable α ayant α1, α2, . . . pour uniques zéros (comptés avec
multiplicités), bornée par exp(a+ b|α|N ) où a, b et N des constantes. On montre dans [Vor87, p.448]
que D admet au voisinage de −∞, un développement asymptotique de la forme :

− logD(α) ∼α→−∞
∑

in 6=−m
cinΓ(in)(−α)−in −

[µ]∑
m=0

c−m
(
log(−α)−

m∑
r=1

r−1
)αm
m!

2 (2.6)

2. [·] désigne la partie entière.
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µ est, par définition, le réel positif −i0.

Supposons que µ 6= 1. Par le théorème de factorisation de Weierstrass, voir par exemple [Hil62, p.
195], la fonction holomorphe D se factorise en :

D(α) = eP (α)∆(α)

où P est un polynôme de degré ≤ [µ], et ∆ est de la forme

∆(α) =
∞∏
k=1

(1− α

αk
) exp( α

αk
+ α2

2αk
+ . . .+ α[µ]

[µ]α[µ]
), si µ > 1

et

∆(α) =
∞∏
k=1

(1− α

αk
), si µ < 1.

L’expression de P est donnée par [Vor87, (4.12)].

Le développement asymptotique ci-dessus est une conséquence de la régularisation des zéros de
la fonction considérée, ce qui suppose à priori qu’on dispose d’informations sur ces zéros c’est à dire
connaître le comportement de la fonction θ au voisinage de zéro. Mais, il existe certaines fonctions
analytiques qui possèdent un développement asymptotique du même type mais obtenus par une autre
procédure, par exemple Γ−1, l’inverse de la fonction Gamma et son analogue la G-fonction de Barnes,
se déduit de la formule de Binet pour la première fonction, voir [WW62, 12.31] et de l’expression in-
tégrale de log Γ, voir [Bar00, § 14]. Une autre classe d’exemples est donnée par les fonctions de Bessel,
qui ont la particularité d’avoir des zéros non explicites. Hankel utilise dans [Han69] une représentation
intégrale pour en extraire un développement asymptotique.

Soit ∆ une fonction analytique non constante sur ℂ dont tous ses zéros non nuls sont positifs.
On suppose de plus que ∆ admet un développement asymptotique au voisinage de −∞ de la forme
suivante :

− log ∆(α) ∼α 7→−∞
∑
j∈J

cj(−α)−j log(−α)kj + a log(−α) + b+ dα, (2.7)

où J est un ensemble discret minoré, on pose j0 = inf J qu on suppose < 0, a, b, d, cj sont des réels
et kj ∈ {0, 1} pour tout j ∈ J .

Si l’on se donne p, une fonction analytique ayant que des zéros positifs non nuls qu’on note par
a1 ≤ a2 ≤ . . . et on suppose que p admet un développement asymptotique de la forme :

log p(z) = dzκ + a log z2 + b+ b−1
z

+ b−2
z2 +O

( 1
z3
)
, ∀|z| � 1, 0 < | arg(z)| < π.

Alors on peut se demander quelle est la relation entre le développement asymptotique de p et celui du
∆? Le résultat suivant décrit cette relation et étend en même temps [Spr05, corollaire 1].

Théorème 2.3.2. Soit (aj)j≥1 une suite strictement croissante de réels. On suppose que

∞∑
j=1

1
a2
j

<∞,
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alors la fonction p définie par :

p(z) =
∞∏
j=1

(
1− z2

a2
j

)
∀z ∈ ℂ,

est analytique sur ℂ. Si l’on suppose en plus que

log p(z) = dzκ + a log z2 + b+ b−1
z

+ b−2
z2 +O

( 1
z3

)
∀ |z| � 1, 0 < | arg(z)| < π.

avec κ ∈ ℕ, d, a, b, b−1 et b−2 sont des réels. Alors,

ζ(s) :=
∞∑
j=1

1
a2s
j

= s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

z
log p(z)dz,

pour tout s ∈ ℂ tel que Re(s) > 1
2 , avec un pôle en s = 1, elle est prolongeable analytiquement au

voisinage de s = 0 et on a :
ζ(0) = −a, ζ ′(0) = −b. (2.8)

où Λc =
{
z ∈ ℂ | | arg(z − c)| = π

8

}
.

Démonstration. Supposons que
∞∑
j=1

1
a2
j

<∞,

alors par le théorème de factorisation de Weierstrass, la fonction z 7→
∏∞
j=1
(
1− z

α2
j

)
est analytique sur

ℂ et par conséquent p est analytique sur ℂ.

On vérifie par l’absurde que

inf
z∈Λc, k∈ℕ∗

|α2
k − z2|
α2
k

6= 0.

On en déduit que la suite
(∑n

k=1
1

z2−α2
k

)
n∈ℕ∗

converge normalement sur un voisinage ouvert de Λc,
donc ∫

Λc
e−z

2t
∞∑
k=1

2z
z2 − a2

k

dz =
∞∑
k=1

∫
Λc
e−z

2t 2z
z2 − a2

k

dz =
∞∑
k=1

e−a
2
kt.

Soit R > 0 et on pose Λc,R =
{
z ∈ ℂ

∣∣ | arg(z − c)| = π
8 , |z| ≤ R

}
. On a

∫
Λc,R

e−z
2t
∞∑
k=1

2z
z2 − α2

k

dz =
∫

Λc,R
e−z

2t d

dz
log p(z)dz

=
[
−e−z2t log p(z)

]z′R
zR

+
∫

∆c,R

zte−z
2t log p(z)dz

où
{
zR, z

′
R

}
= Λc,R ∩

{
|z| = R

}
choisis tels que Im(z′R) > 0.

On déduit à l’aide du développement asymptotique de log p que

∞∑
k=1

e−α
2
kt = lim

R 7→∞

∫
Λc,R

zte−z
2t log p(z)dz =

∫
Λc
zte−z

2t log p(z)dz.
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La suite de la preuve sera une application du théorème (2.3.6). En effet, si considère la famille (Gν)ν∈ℕ∗
définie comme suit : G1(z) =

∏∞
k=1

(
1 + z2

α2
1,k

)
= p(iz) et Gν(z) =

∏∞
k=1

(
1 + z2

α2
ν,k

)
avec la convention

αν,k =∞ si ν ≥ 2 et k ≥ 1, alors cette famille est régularisable, voir la définition (2.3.4).

Remarque 2.3.3. On note par P l’ensemble des nombres premiers. On pose ∆(z) :=
∏
p∈P(1 − z

pt )
∀z ∈ ℂ, avec t > 2. Par le théorème de factorisation de Weierstrass, ∆ est une fonction analytique
sur ℂ, remarquons que ∆(1) = ζℚ(t)−1. Si par l’absurde cette fonction admet un développement
asymptotique du type (2.7), alors la fonction Zêta associée :

ζt(s) :=
∑
p∈P

1
pts

admet un prolongement analytique en s = 0, ce qui n’est pas le cas, puisqu’on montre dans [LW20]
que l’axe imaginaire est une frontière naturelle pour la fonction Zêta ζ(s) :=

∑
p∈P

1
ps .

2.3.2 Régularisation de familles de fonctions Zêta

Dans ce paragraphe nous allons étendre une méthode de régularisation de familles de fonctions
Zêta, introduite en premier dans [Spr05].

On considère une famille
(
Gν
)
ν∈Ω une famille de fonctions analytiques sur ℂ indexé par Ω, un sous

ensemble infini de ℝ discret ou connexe. Par exemple solutions d’une équation différentielle dont les
coefficients dépendent de ν, comme l’équation de Legendre :

d

dz

[
(1− z2)dGν

dz

]
+ ν(ν + 1)Gν = 0,

Un autre exemple, celui des fonctions de Bessel modifiées, solutions de l’équation :

d2Gν
dz2 + 1

z

dGν
dz
−
(
1 + ν2

z2

)
Gν = 0.

Pour les applications, on va se restreindre aux fonctions Gν qui s’écrivent sous la forme

Gν(z) = lνz
eν
∞∏
k=1

(
1 + z2

λ2
ν,k

)
∀ ν ∈ Ω,

avec lν , eν ∈ ℝ et λν,k ∈ ℝ,∀ k ∈ ℕ≥1 ordonnés comme suit : λ2
ν,1 ≤ λ2

ν,2 ≤ . . .

On pose

pν(z) := Gν(iz)
lνzeν

=
∞∏
k≥1

(
1− z2

λ2
ν,k

)
∀ ν ∈ Ω,

On dispose donc d’une famille de fonctions zêta indexée par Ω :

ζν(s) :=
∑
k≥1

1
λ2s
ν,k

∀Re(s) > 1, ν ∈ Ω.

On souhaite étudier la fonction suivante :

ζΩ(s) :=
∑
ν∈Ω

∑
k≥1

1
λ2s
ν,k

=
∑
ν∈Ω

ζν(s),
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lorsque Ω est discret et
ζΩ(s) =

∫
Ω
ζν(s)dν,

si Ω est un intervalle.

Il est donc naturel d’imposer des conditions qui prennent en compte le nouveau paramètre ν, afin
d’assurer que ζΩ possède les propriétés communes à toute fonction Zêta, à savoir convergence pour
Re(s)� 1, prolongement holomorphe au voisinage de zéro...

On introduit alors la définition suivante :

Définition 2.3.4. On dit que la famille
{
ζν , ν ∈ Ω

}
est régularisable si :

1.

c := inf
ν∈Ω∩[1,∞[

(
λ2
ν,1
ν2

)
6= 0. (2.9)

2. Une représentation intégrale de ζν , ∀ ν ∈ Ω :

ζν(s) = s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1
∫

Λcν

e−z
2t

z
log
(Gν(iz)
lνzeν

)
dz, ∀ν ∈ Ω,

avec cν est un réel dans ]0, λν,1[.

3. Pour tout ν ∈ Ω, il existe d̃ν , ãν , b̃ν et c̃ν des réels tels que

− log
(
Gν(z)
lνzeν

)
= d̃νz + ãν log(z2) + b̃ν + c̃ν

z
+O

( 1
z2

)
,

pour |z| � 1 et | arg(z)| < π
2

3. On suppose en plus que aν est un polynôme en ν pour ν � 1. 4.
4. Il existe r, w, ρ et η(ν, ·) quatre fonctions continues sur | arg(z)| < π

2 telles que

Gν
(
νz
)

= αν ρ(z) exp
(
e′νr(z)

)(
1 + 1

ν
w(z) + 1

ν2 η(ν, z)
)

ν � 1,

avec αν , e′ν ∈ ℝ.
(a) ρ(0) = 1 et log ρ(z) = αz+β log(z) +µ+O(1

z ) pour |z| � 1 avec α, β et µ sont deux réels.

(b) w est holomorphe sur ℂ \
({
ict, t ≥ 1

}
∪
{
−ict, t ≥ 1

})
et w(z) = O

( 1
zκ
)
pour |z| � 1 pour

un certain κ ≥ 1.
(c) r(z) = z +O

(1
z

)
pour |z| � 1 et r(z) = log(z) + o(1) pour 0 < |z| � 1. 5

(d) η(ν, z) uniformément borné en z pour n � 1 et que η(ν, z) = O
(1
z

)
quand |z| � 1 pour ν

fixé.

Pour simplifier on suppose dans la suite que Ω est discret, avec +∞ comme unique point d’accu-
mulation pour Ω ∪ {+∞}.

3. Remarquons que les zéros de Gν sont situés sur l axe des imaginaires purs
4. On a pris une détermination holomorphe du logarithme ; en effet : Si z2 ∈ −ℝ, alors arg(z) = ±π2 [π]
5. Par exemple si r(z) =

√
1 + z2 + log z

1+
√

1+z2
alors r(z) = z +O( 1

z
) pour |z| � 1.
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Pour s ∈ ℂ fixé, on pose

A(s) :=
∑
ν∈Ω

aν
ν2s , B(s) :=

∑
ν∈Ω

bν
ν2s , P (s) :=

∑
ν∈Ω

w(0)
ν2s+1 ,

et F (s) :=
∫ ∞

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2

z
w(z)dz.

où aν (resp. bν) est par définition le coefficient de log(z2) (resp. le terme constant) dans le développe-
ment asymptotique de − log Gν(νz)

lν(νz)eν , c’est à dire

− log
(
Gν(νz)
lν(νz)eν

)
= d̃ννz + aν log(z2) + bν + c̃ν

νz
+O( 1

z2 ) ∀ |z| � 1.

On vérifie que
aν = ãν , bν = b̃ν + 2ãν log ν.

Lemme 2.3.5. On a
P (s)−B(s)

est fini en un voisinage ouvert de s = 0, en plus cette fonction est analytique au voisinage de s = 0.

Démonstration. Soit z, tel que | arg(z)| < π
2 . Si ν � 1 alors on a par hypothèse,

logGν(νz) = logαν − log ρ(z) + e′νr(z) + log
(
1 + w(z)

ν
+ 1
ν2 η(ν, z)

)
.

On peut prendre z grand, et en fixant ν

logGν(νz) = logαν − αz − β log(z) +O(1
z

) + e′ν
(
z +O(1

z
)
)

+ w(z)
ν

+ 1
ν2 η(ν, z)

= (e′ν − α)z − β log z + logαν +O(1
z

),

En le comparant au développement asymptotique de Gν pour |z| � 1 c’est à dire à

logGν(νz) = −(d̃νν)z +
(
eν − 2aν

)
log z + log(lννeν )− bν +O(1

z
),

on obtient pour ν � 1 :

e′ν − α = −dνν, −β = eν − 2aν , logαν = log(lννeν )− bν . (2.10)

Au voisinage de y = 0, on a

lim
y 7→0

Gν(νy)
exp(e′νr(y)) = lim

y 7→0

lνν
eνyeν + o(yeν )

ye′ν
= αν

(
1 + w(0)

ν
+ 1
ν2 η(ν, 0)

)
,

on en déduit que pour ν � 1 :

eν = e′ν ,

log(lννeν )− logαν = log
(
1 + w(0)

ν
+ 1
ν2 η(ν, 0)

)
.

Par suite,
bν = log

(
1 + w(0)

ν
+ 1
ν2 η(ν, 0)

)
= w(0)

ν
+O

( 1
ν2
)
∀ν � 1.
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donc,
bν −

w(0)
ν

= O
( 1
ν2

)
, (2.11)

alors la série P −B converge normalement et cela pour tout s assez petit. On conclut que P −B est
une fonction analytique au voisinage de s = 0.

Pour les applications, on va supposer que Ω = ℕ∗. Par hypothèses, an est un polynôme en n et
d’après (2.10), en l’est aussi, soit d son degré. On pose :

ζn(s) =
∑
k≥1

1
λ2s
n,k

∀n ∈ ℕ∗ et ζ(s) =
∑
n≥1

ζn(s) s ∈ ℂ.

Théorème 2.3.6. On considère
{
Gn, n ∈ ℕ∗

}
une famille de fonctions analytiques non nulles sur ℂ

vérifiant les hypothèses de la définition précédente.
Alors pour tout s tel que Re(s) > 1, la fonction suivante :

T (z, s) := −
∑
n≥1

1
n2s log

(
Gn(inz)
ln(nz)en

)
.

est analytique sur un voisinage ouvert de Λc =
{
λ ∈ ℂ

∣∣ | arg(λ − c)| = π
8
}
et on a la représentation

intégrale suivante pour ζ :

ζ(s) = s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

z
T (z, s)dzdt,

qui converge pour Re(s) > d+1
2 , avec un pôle en s = 1 et admet un prolongement holomorphe au

voisinage de s = 0, et

ζ(s) = s

Γ(s+ 1)
[
γA(s)− 1

s
A(s) + P (s)−B(s)

]
+ s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)F (s)

+ s2

Γ(s+ 1)h(s).

pour |s| � 1 avec h une fonction analytique au voisinage s = 0.
Démonstration. Commençons par noter qu’on a formellement :

T (z, s) = log
( ∞∏
n=1

∞∏
k=1

(
1− n2z2

λ2
n,k

) 1
n2s
)
.

Par hypothèse, il existe N � 1 tel que

T (z, s) = −
N−1∑
n=1

1
n2s log

(
Gn(inz)
ln(inz)en

)
−
( ∞∑
n=N

logαn − log(lnnen)
n2s + log ρ(iz)

n2s + enr(iz)
n2s + w(iz)

n2s+1 + Oz

( 1
n2+2s

))

= −
∑

1≤n≤N−1

1
n2s log

(
Gn(inz)
ln(inz)en

)
−
( ∞∑
n=N
− bn
n2s + 1

n2s log ρ(iz) + en
n2s r(iz) + w(iz)

n2s+1 + Oz

( 1
n2+2s

))

= −
∑

1≤n≤N−1

1
n2s log

(
Gn(inz)
ln(inz)en

)
−
( ∞∑
n=N

(w(iz)
n2s+1 −

bn
n2s

)
+ 1
n2s log ρ(iz) + en

n2s r(iz) + Oz

( 1
n2+2s

))

= −
∑

1≤n≤N−1

1
n2s log

(
Gn(inz)
ln(inz)en

)
−
( ∞∑
n=N

(w(iz)− w(0)
n2s+1 +O( 1

n2s+2 )
)

+ 1
n2s log ρ(iz) + en

n2s r(iz)

+ Oz

( 1
n2+2s

))
par (3.5).
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(où Oz( 1
n2+2s ) est une fonction bornée en z uniformément en n). Ce qui donne que

T (z, s)+
∑

1≤n≤N−1

1
n2s log

(
Gn(inz)
lnzen

)
= −

∞∑
n=N

(
w(iz)− w(0)

n2s+1 + 1
n2s log ρ(iz)+ en

n2s r(iz)+
w(iz)
n2s +Oz

( 1
n2+2s

))
,

(2.12)
pour tout z dans un voisinage ouvert de Λc. Comme la suite

( en
n2s
)
n∈ℕ∗ est équivalente à

( 1
n2s−d

)
n∈ℕ∗ ,

on déduit que sur tout ensemble borné en z, T (z, s) converge normalement pour tout Re(s) > d+1
2 .

On a pour tout n ∈ ℕ∗, ζn admet une représentation intégrale (voir (2.3.2)) :

ζn(s) = s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1
∫

Λcn

e−z
2t

z
log Gn(iz)

lnzen
dzdt ∀n ∈ ℕ∗,

où cn est un réel quelconque dans ]0, λn,1[. On peut écrire

ζn(s) = s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1
∫

1
n

Λcn

e−n
2z2t

z
log Gn(inz)

lnzen
dzdt

= 1
n2s

s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1
∫

1
n

Λcn

e−z
2t

z
log Gn(inz)

lnzen
dzdt.

En utilisant l’holomorphie de log pn loin de l’axe réel (voir (2.3.2)), on obtient :

∑
k≥1

1
λ2s
n,k

= s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1
∫

Λcn

e−z
2t

z

1
n2s log Gn(inz)

lnzen
dzdt,

(rappelons que Λcn =
{
z | | arg(z − cn)| = π

8
}
).

D’après (3.7.13), on a

∑
k≥1

1
λ2s
n,k

= s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1
∫

Λc

e−z
2t

z

1
n2s log Gn(inz)

lnzen
dzdt, ∀n ∈ ℕ∗. (2.13)

On se propose de montrer que ζ admet une représentation intégrale en fonction de T . Vue l’ex-
pression (2.12), il suffit d’étudier les fonctions en s suivantes :

∫ ∞
0

ts−1
∫

Λc

∣∣∣e−z2t

z
r(iz)dz

∣∣∣dt,∫ ∞
0

ts−1
∫

Λc

∣∣∣e−z2t

z
log ρ(iz)dz

∣∣∣dt,∫ ∞
0

ts−1
∫

Λc

∣∣∣e−z2t

z
w(iz)dz

∣∣∣dt,∫ ∞
0

ts−1
∫

Λc

∣∣∣e−z2t

z
Oz(

1
n2 )dz

∣∣∣dt.
La dernière fonction est bornée pour tout Re(s) ≥ d+1

2 , puisque par hypothèse Oz( 1
n2 ) est bornée en

z uniformément en n� 1. Notons il suffit d’étudier la première fonction. En effet, par hypothèses, on
peut trouver c1 et c2 deux constantes telles que

|w(z)| ≤ c1|r(z)|, | log ρ(z)| ≤ c2|r(z)| ∀|z| � 1.
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On note par Λc,≥R = Λc ∩
{
|z| ≥ R

}
et Λc,≤R = Λc ∩

{
|z| ≤ R

}
et soit s > 1

2 fixé.

Rappelons que r(z) = O(|z|) pour |z| � 1, alors pour R� 1 il existe C > 0 tel que∫ 1

0
ts−1

∫
Λc,≥R

∣∣∣e−tz2

z
r(iz)dzdt

∣∣∣ ≤ C ∫ 1

0
ts−1

∫
v≥R

e−tµv
2
dvdt

= C

∫ 1

0
ts−1− 1

2

∫
v≥
√
tR
e−µv

2
dvdt

≤ C
∫ 1

0
ts−1− 1

2

∫ ∞
0

e−µv
2
dvdt

≤ C ′

s− 1
2
, où C ′ ∈ ℝ,

et ∫ ∞
1

∫
Λc,≥R

ts−1
∣∣∣e−tz2

z
r(iz)dz

∣∣∣dt ≤ ∫
v≥R

∫ ∞
1

ts−1e−tµv
2
dvdt

=
∫
v≥R

1
µ2sv2s

∫ ∞
µv2

ts−1e−tdtdv

≤ Γ(s)
s− 1

2

1
R2s−1 ,

par suite,∫ ∞
0

∫
Λc,≥R

ts−1 e
−tz2

z
r(iz)dzdt = O

( 1
Re(s)− 1

2

)
+O

( Γ(Re(s))
Re(s)− 1

2

1
R2Re(s)−1

)
∀Re(s) > 1

2 .

Sur Λc,≤R, la fonction r est bornée puisque continue, donc∫ ∞
0

ts−1
∫

Λc,≤R

∣∣∣e−tz2

z
r(iz)dzdt

∣∣∣ ≤ C ∫ ∞
0

ts−1
∫
c≤v≤R

e−tµv
2
dvdt

= C(R− c)
∫ ∞

0
ts−1e−tµc

2
dt

= C(R− c)
(µc)s Γ(s).

On conclut ∫ ∞
0

ts−1
∫

Λc

∣∣∣e−tz2

z
r(iz)dzdt

∣∣∣ = O

(Γ(Re(s))
(µc)Re(s)

)
+O

( 1
Re(s)− 1

2

)
∀Re(s) > 1

2 .

On montre les mêmes inégalités pour w et log ρ.

Rappelons que d est le degré du polynôme en. On conclut que pour tout 0 < τ � 1 et U un ouvert
borné en s vérifiant Re(s) > d+1

2 + τ,∀s ∈ U , il existe une constante M telle que ∀s ∈ U∣∣∣∣∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z

( ∞∑
n=N

w(iz)− w(0)
n2s+1 + 1

n2s log ρ(iz) + enrn(iz)
n2s + w(iz)

n2s + Oz

( 1
n2+2s

))
dzdt

∣∣∣∣ ≤∫ ∞
0

tRe(s)−1

2πi

∫
Λc

∣∣∣∣e−z2t

−z

( ∞∑
n=N

w(iz)− w(0))
n2Re(s)+1 + 1

n2Re(s) log ρ(iz) + enrn(iz)
n2Re(s) + w(iz)

n2Re(s) + O√z
( 1
n2+2Re(s)

))
dz

∣∣∣∣dt ≤
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M

(∑
n≥N

1
n2Re(s)+1 + 1

n2Re(s)−d + 1
n2Re(s) +O

( 1
n2Re(s)+2

))
.

A partir de cela et de (2.12), on obtient

∣∣∣∣ s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z

(
T (z, s) +

N−1∑
n=1

1
n2s log Gn(inz)

lnzen

)
dzdt

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
T (z, s)dzdt+

N−1∑
n=1

s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
1
n2s log Gn(inz)

lnzen
dzdt

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
T (z, s)dzdt−

N−1∑
n=1

ζn(s)
∣∣∣∣ d’après (2.13)

≤M
(∑
n≥N

1
n2Re(s)+1 + 1

n2Re(s)−d + 1
n2Re(s) +O( 1

n2Re(s)+2 )
)
dt,

C’est à dire, on a montré qu’il existe E(N, s) une fonction en s et N � 1 qui converge normalement
vers 0 uniformément sur tout ouvert de la forme {Re(s) > d+1

2 + ε} et ε un réel positif non nul
quelconque, telle que

s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
T (z, s)dzdt =

N−1∑
n=1

ζn(s) + E(N, s) ∀N � 1 ∀Re(s) > d+ 1
2 .

Récapitulons, on a prouvé que :
1.

ζ(s) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

1
λ2s
n,k

= s2

Γ(s+ 1)

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
T (z, s)dzdt ∀ Re(s) > d+ 1

2 ,

2. ζ est holomorphe sur Re(s) > d+1
2 , en effet cela découle de la dernière inégalité qui montre

que
(∑N

n=1 ζn
)
N∈ℕ∗ converge normalement vers ζ sur tout ouvert de la forme {s ∈ ℂ | Re(s) >

d+1
2 + ε}, avec ε > 0 et que ζn est holomorphe sur

{
s ∈ ℂ | Re(s) > 1

2
}
pour tout n ∈ ℕ∗.

3. ζ a un pôle en s = d+1
2 .

On se propose maintenant d’étudier la fonction ζ au voisinage de s = 0. On va scinder l’intégrale
par rapport t en deux intervalles ]0, ε[ et ]ε,∞[ où ε > 0.

On pose,
qn(z, s) = − 1

n2s log pn(nz)− 1
n2s+1w(z).

et

P (z, s) =
∞∑
n=1

qn(z, s).

Rappelons qu’on a posé pn(z) = Gn(iz)
ln(nz)en . On a

∫
Λ−c

e−z
2t

−z
qn(z, s)dz =

∫
Cc

e−z
2t

−z
qn(z, s)dz +

∫
Λc

e−z
2t

−z
qn(z, s)dz,
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où Λ−c :=
{
λ ∈ ℂ | | arg(λ + c)| = ε

}
et Cc est le cercle centré en zéro de rayon inférieur à c). Cela

résulte de l’holomorphie de z 7→ logGn(iz) sur un ouvert qui ne contient pas ]−∞,−c] ∪ [c,∞[. Par
Cauchy, on obtient ∫

Cc

e−z
2t

−z
qn(z, s)dz = q(0, s) = w(0)

n2s+1 .

On a ∫
Λ−c

e−z
2t

z
log pn(nz)dz =

∫
√
tΛ−c

e−z
2

z
log pn

(
nz√
t

)
dz

=
∫

Λ−c

e−z
2

z
log pn

(
nz√
t

)
dz.

la deuxième égalité résulte du fait que log pn est holomorphe sur l’ensemble connexe de bord Λ−c ∪√
tΛ−c avec 0 < t < 1.

Fixons n ≥ 1. On décompose Λ−c :=
{
z ∈ ℂ | | arg(z + c)| = ε

}
en deux ensembles Λ+

−c =
(ℝ + iℝ+) ∩ Λ−c et Λ−−c = (ℝ + iℝ−) ∩ Λ−c, donc si z ∈ Λ+

−c alors ε − π
2 < arg(e−i

π
2 z) < π

2 et si
z ∈ Λ−−c on aura −π

2 < arg(ei
π
2 z) < −ε− π

2 , donc sur chaque branche, le développement asymptotique
de logGn est valable.

On choisit ε� 1 tel que pour tout 0 < t ≤ ε on a |z|
|
√
t| � 1 pour tout z ∈ Λ−c, dans ce cas on peut

utiliser le développement asymptotique de Gn et obtenir que

1
2πi

∫
Λ−c

e−z
2

−z
log pn

(nz√
t

)
dz = 1

2πi

∫
Λ−c

e−z
2

−z
log
(Gn( e

−i π2 nz√
t

)
ln( nz√

t
)en

)
dz

= 1
2πi

∫
Λ+
−c

e−z
2

−z
log
(G( e

−i π2 nz√
t

)
ln( nz√

t
)en

)
dz + 1

2πi

∫
Λ−−c

e−z
2

z
log
(G( e

+i π2 nz√
t

)
ln( nz√

t
)en

)
dz

= 1
2πi

∫
Λ−c

e−z
2

z

(
niz√
t

+ an log
(
( iz√

t
)2)+ bn + cn

√
t

iz
+O

( t

(nz)2
))
dz

= 0 + an
2πi

∫
Λ−c

e−z
2

z
log(−z2)− an

2πi

∫
Λ−c

e−z
2

z
log(t)

+ bn
2πi

∫
Λ−c

e−z
2

z
dz + cn

√
t

2πi

∫
Λ−c

e−z
2

z2 dz +
∫

Λ−c

e−z
2

z
O
( t

n2z2

)
dz

= −γan − log(t)an + bn + 0 +O
( t
n2

)
.

où on a utilisé que 1
2πi
∫

Λ−c
e−z

2

z dz = 1, 1
2πi
∫

Λ−c
e−z

2

z2 dz = 0 et que 1
2πi
∫

Λ−c
e−z

2

z log(−z2)dz = −γ.
La dernière intégrale se calcule en dérivant par rapport à a l’identité suivante :

1
Γ(a) = − 1

2πi

∫
D

ze−z
2

(−z2)adz, ∀a ∈ ℂ,

sachant que
−Γ′(1) = γ, la constante d’Euler,

avec D est un contour qui entoure strictement la demi-droite positive. On peut montrer cette for-
mule en suivant la preuve de la représentation intégrale de l’inverse de la fonction Gamma, voir par
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exemple [WW62, § 12.22].

En regroupant tout cela, on obtient :∫ ε

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
log pn(nz)dzdt = −γan

∫ ε

0
ts−1dt− an

∫ ε

0
ts−1 log(t)dt+ bn

∫ ε

0
ts−1dt+

∫ ε

0
ts−1O( t

n2 )dt

= −γ
s
εsan −

εs log ε
s

an + 1
s2 ε

san + 1
s
εsbn +

∫ ε

0
tsO( 1

n2 )dt

= −γ
s
an + 1

s
bn + 1

s2an +
(
γ

1− εs

s
an −

sεs log ε− εs + 1
s2 an + εs − 1

s
bn +

∫ ε

0
tsO( 1

n2 )dt
)
.

On vérifie que :∫ ε

0

ts−1

2πi

∫
Cc

e−z
2t

−z
qn(z, s)dz = q(0, s) = w(0)εs

sn2s+1 = w(0)
sn2s+1 + (εs − 1) w(0)

sn2s+1 .

Par suite,∫ ε

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
qn(z, s)dzdt = γ

s

an
n2s + w(0)

sn2s+1 −
bn
sn2s −

1
s2an

−
(
γ

1− εs

s

an
n2s −

sεs log ε− εs + 1
s2

an
n2s + 1

n2s
εs − 1
s

(
bn −

w(0)
n

)
+
∫ ε

0
tsO( 1

n2s+2 )dt
)
.

On note par les mêmes notations les prolongements analytiques de A et P − B sur la bande
0 < Re(s) < d+1

2 , donc

s2

Γ(s+ 1)

∫ ε

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
P (z, s)dzdt = s

Γ(s+ 1)
(
γA(s)−B(s) + P (s)− 1

s
A(s)

)
+ s2

Γ(s+ 1)

(
γ

1− εs

s
A(s)− sεs log ε− εs + 1

s2 A(s) + s(εs − 1)
(
B(s)− P (s)

)
+
∫ ε

0
tsO(ζℚ(2s+ 2))dt

)

On pose g, la fonction suivante :

g(s) = γ
1− εs

s
A(s)− sεs log ε− εs + 1

s2 A(s) + s(εs − 1)
(
B(s)− P (s)

)
+
∫ ε

0
tsO(ζℚ(2s+ 2))dt,

alors g est analytique en un voisinage ouvert de s = 0, puisqu’on sait d’après (2.3.5) que P − B est
analytique en 0 et que A l’est aussi (par hypothèses sur les coefficients an) et on montre par exemple
à l’aide d’un développement limité que s 7→ 1−εs

s et s 7→ sεs log ε−εs+1
s2 sont analytique sur ℂ, pour

s 7→
∫ ε

0 t
sO(ζℚ(2s + 2))dt il suffit de remarquer que c’est une limite d’une suite de fonctions analy-

tiques pour la convergence normale au voisinage de s = 0.
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On écrit donc,

s2

Γ(s+ 1)

∫ ε

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
P (z, s)dzdt = s

Γ(s+ 1)
(
γA(s)−B(s) + P (s)− 1

s
A(s)

)
+ s2

Γ(s+ 1)g(s),

on conlcut que cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de s = 0.

Montrons maintenant que le terme suivant se prolonge en une fonction analytique en s au voisinage
de s = 0 : ∫ ∞

ε

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
P (z, s)dzdt,

il suffit d’étudier ∫ ∞
ε

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

z

∑
n≥N

1
n2s log

(Gn(inz)
ln(nz)n

)
,

pour N � 1, puisque la somme partielle peut être étudier par la théorie de [Vor87].

Par définition de P (z, s) et par les propriétés des Gn, on a pour tout Re(s) > 1

P (z, s) =
N∑
n=1

qn(z, s)−
( ∞∑
n=N

O
( 1
n2s+2

)
+ 1
n2s log ρ(iz) + en

n2s r(iz) + 1
n2sOz

( 1
n2

))

où η(n, iz) = Oz( 1
n2 ) est par hypothèse bornée en z uniformément en n > N . On doit étudier les séries

de termes généraux suivants : ∫ ∞
ε

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

z

r(iz)
n2s−ddz,∫ ∞

ε

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

z

log ρ(iz)
n2s dz,∫ ∞

ε

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

z

η(n, iz)
n2s+2 dz.

On déduit directement que la série de terme général :
∫∞
ε

ts−1

2πi
∫

Λc
e−z

2t

z
η(n,iz)
n2s+2 dz est normalement

convergente sur un voisinage de s = 0. Pour les deux termes restants il suffit d’étudier le premier
terme. On note par ζℚ(2s− 1) le prolongement analytique de cette

∑∞
k=1

1
k2s−1 au voisinage de 0.

Soit s dans un voisinage de 0 et on considère∫ ∞
ε

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

z
r(iz)

(
ζℚ(2s− 1)−

N−1∑
n=1

1
n2s+1

)
dzdt,

On conclut que c’est une fonction analytique en utilisant l’inégalité suivante valable sur une voisingae
de s = 0 : ∫ ∞

ε

∫
Λc,≥R

∣∣∣ts−1 e
−tz2

z
r(iz)dz

∣∣∣dt ≤ ∫
v≥R

∫ ∞
ε

tRe(s)−1e−tµv
2
dvdt

=
∫
v≥R

1
µ2Re(s)v2Re(s)

∫ ∞
εµv2

tRe(s)−1e−tdtdv <∞.
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Par conséquent, ∫ ∞
ε

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
P (z, s)dzdt

est analytique au voisinage de s = 0.

Etudions maintenant la fonction suivante :

F (s) = s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
∫ ∞

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

z
w(iz)dzdt,

au voisinage de s = 0. On a

F (s) = s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
∫ ∞

0
ts−1

∫
Λc

e−z
2t

z
w(iz)dzdt

= s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
∫

Λc

Γ(s)
z2s+1w(iz)dz

= s

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
∫

Λc

Γ(s+ 1)
z2s+1 w(iz)dz.

puisque on a supposé que w(z) = O(1
z ) pour |z| � 1. Toujours avec cet argument et le fait que

ζℚ(2s + 1) = 1
2s + γ + o(1) pour |s| � 1, on conclut que F s’étend analytiquement au voisinage de

s = 0.

On pose maintenant :

h(s) = g(s) +
∫ ∞
ε

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
P (z, s)dzdt

alors h est analytique au voisinage de s = 0, et

ζ(s) = s

Γ(s+ 1)
[
γA(s)− 1

s
A(s) + P (s)−B(s)

]
+ s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)F (s)

+ s2

Γ(s+ 1)h(s),

c’est à dire que ζ est prolongeable analytiquement au voisinage de s = 0, ce qui termine la preuve du
théorème.

Remarque 2.3.7. lorsque w(z) est un polynôme en q avec q = 1√
1+z2 alors le calcul de cette intégrale

se ramène à ce genre d’intégrales bien connu, ∀a > 0 :

1
2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
(
q(iz)

)a
dz = 1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
1

(1− z2)adz

= 1
2πi

∫
Λc

e−λt

−λ
1

(1− λ)adλ

= − 1
2πie

−t
∫

Λc−1

e−ut

1 + u

1
(−u)adλ

= 1
π

sin(πa)Γ(1− a)Γ(a, t).
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Alors,
∫ ∞

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
1

(1 + (iz)2)adλ = 1
π

sin(πa)Γ(1− a)
∫ ∞

0
ts−1Γ(a, t)dt

= 1
π

sin(πa)Γ(1− a)
∫ ∞

0

∫ ∞
t

ua−1e−udu

= 1
π

sin(πa)Γ(1− a)
([1
s
ts
∫ ∞
t

ua−1e−udu
]∞

0
+ 1
s

∫ ∞
0

ts+a−1e−tdt

)
= 1
πs

sin(πa)Γ(1− a)Γ(s+ a).

Remarque 2.3.8. La fonction θ(t, s) :=
∑∞
n=1

1
n2s θn(t) a joué le rôle de fonction thêta associée à la

famille
{
λ2
n,k

∣∣ k, n ≥ 1
}
, mais on peut se demander si la fonction

θ(t) :=
∑
n≥1

∑
k≥1

e−λ
2
n,kt

est une fonction Thêta au sens de [Vor87] ? On en donnera une réponse partielle : on va montrer sous
une condition supplémentaire que

lim
t7→0

tθ(t) <∞.

On suppose donc que λ2
n,1 < λ2

n+1,1 < λ2
n,2 < λ2

n+1,2 < . . ., ∀n ≥ 1, (ce qui est par exemple le cas pour
les zéros de fonctions de Bessel ainsi que les dérivées premières et secondes) ce qui nous donne que

θ̃n+1(t) ≤ θ̃n(t) ≤ θ̃1(t) <∞, ∀t > 0

Cette dernière inégalité est conséquence du développement asymptotique de G1.

Si t > ε > 0, alors

θ̃n(t) =
∑
k≥1

e−λ
2
n,k(t−ε)−λ2

n,kε ≤ θ̃n(ε)e−n2c(t−ε) ∀n ≥ 1

par suite
θ(t) ≤ θ̃1(ε)

∑
n≥1

e−n
2c(t−ε) = θ̃1(ε)Θ

(
c(t− ε)

)
∀ ε > 0 ∀ t > ε.

où Θ(t) :=
∑
n≥1 e

−n2t est la fonction thêta habituelle qui converge pour tout t > 0 voir par exemple
[Sou92, p. 96]. On en déduit que θ̃(t) est fini, ∀t > 0. Si l’on prend ε = t

2 , comme
√
tθ̃1(t) et

√
tΘ(t)

convergent vers une limite finie lorsque t tend vers 0, alors par l’inégalité précédente on obtient que

lim sup
t7→0

tθ(t),

est fini.

2.3.3 Application : régularisation de la fonction zêta de ∆O(m)∞

Cette section est consacrée à l’étude d’une nouvelle classe de fonctions Zêta associées à des opéra-
teurs Laplaciens singuliers, en utilisant les résultats précédents on va montrer que ces fonctions Zêta
possèdent des propriétés analogues aux fonctions Zêta classiques des opérateurs Laplaciens associées
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à des métriques de classes C∞.

Soit (X,hX) une variété kählerienne et (E, hE) un fibré holomorphe hermitien. Si l’on suppose
que hX et hE sont de classe C∞ alors on sait que l’opérateur ∆•

E
, agissant sur A0,•(X,E), admet un

spectre infini et discret et possède un noyau de chaleur qu’on note par e−t∆E , avec t > 0, voir [BGV04,
Définition 2.15]. En plus e−t∆E admet une trace au sens de [BGV04, § 2.6] et que la fonction Zêta
associée à ce spectre s’écrit comme la transformée de Mellin de cette trace. On sait que cette trace
possède un développement par prolongement analytique en série de Laurent pour t petit, voir [BGV04,
p. 91] cela permet de prouver que la fonction Zêta s’étend méromorphiquement au plan complexe et
qu’elle est holomorphe en zéro, voir [BGV04, 9.35].

Dans notre cas, c’est à dire
(
(Tℙ1, h∞);O(m)∞

)
, les métriques considérées sont singulières. On

ne peut pas donc appliquer la théorie classique pour affirmer que ∆O(m)∞
possède un spectre discret

infini. Même si l’on arrive à déterminer le spectre, par un autre moyen, on ne peut pas utiliser cette
théorie pour étudier la fonction Zêta associée quant au calcul explicite du déterminant régularisé cela
reste une tâche délicate, voir par exemple les calculs du [GS91].

Dans un précédent texte, on a étudié le spectre du Laplacien singulier :

∆O(m)∞
, ∀m ∈ ℕ,

et on a montré que ses valeurs propres et vecteurs propres sont décrits par une famille de fonctions
analytiques (Ln)n∈ℤ. Ces fonctions ont été définies comme suit :

Ln(z) = −zm d

dz

(
z−mJn(z)Jn−m(z)

)
∀z ∈ ℂ,

et on a introduit l’ensemble suivant

Zn :=
{
λ ∈ ℂ

∣∣Ln(λ) = 0
}
. (2.14)

Alors, on a montré dans [Haja] :

Lemme 2.3.9. ∀n ∈ ℤ, l’ensemble Zn est un sous-ensemble infini et discret de ℝ∗,

Zn ∩ {z ∈ ℝ| Jn−m(z) = 0} = ∅,

et
Ln(z) = −Jn(z)Jn−m−1(z) + Jn+1(z)Jn−m(z), ∀z ∈ ℂ. (2.15)

Théorème 2.3.10. Soit n ∈ ℤ et λ ∈ Zn, alors λ est un zéro simple de Ln et on a

L′n(λ) = 2Jn−m(λ)
Jn(λ)

(
ϕ
n,λ
, ϕ

n,λ

)
L2,∞.

où ϕn,λ est un vecteur propre associé à λ.

Théorème 2.3.11. On a, pour tout m ∈ ℕ∗

Spec(∆O(m)∞
) =

{
0
}⋃{λ2

4

∣∣∣ ∃n ∈ ℕ, λ ∈ Zn
}
.

– Si m est pair, alors la multiplicité de λ2

4 est 2 si λ ∈ Zn avec n ≥ m + 1 ou 0 ≤ n ≤ m
2 − 1 et

de multiplicité 1 si λ ∈ Zm
2
.
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– Lorsque m est impair, alors λ2

4 est de multiplicité 2 si n ≥ m+ 1, égale à 1 si 0 ≤ n ≤ m.

Lorsque m = 0, on avait montré

Théorème 2.3.12.

Spec(∆O∞) =
{

0
}⋃{j2

m,k

4 ,
j
′2
n,l

4

∣∣∣n,m ∈ ℕ, k, l ≥ 1
}
,

avec j2n,k
4 (resp. j

′2
n,k

4 ) est de multiplicité 2 si n > 0, et de multiplicité 1 quand n = 0, où j∗,∗ (resp.
j′∗,∗) est un zéro positif de J∗(resp. J ′∗).

Il est donc naturel d’associer à ce spectre une fonction Zêta et d’en étudier les propriétés. On
introduit donc la définition suivante :

Définition 2.3.13. Soit m un entier positif. On pose

ζ∆O(m)∞
(s) :=

∑
α∈Spec(∆O(m)∞)\{0}

1
αs
, ∀s ∈ ℂ,

où chaque valeur propre est comptée avec sa multiplicité. On appelle ζ∆O(m)∞
la fonction zêta associée

à l’opérateur singulier ∆O(m)∞
.

Le principal résultat de ce paragraphe est le théorème résultat ci-dessous. On distinguera deux
cas : le cas m = 0 et celui lorsque m ≥ 1. En fait, on peut éviter cela et supposer que m ≥ 0, mais on
préfère cette séparation de cas par souci de clarté.

Théorème 2.3.14. Pour tout m ≥ 0, la fonction ζ∆O(m)∞
converge pour tout Re(s) > 1, avec un pôle

en 1 et admet un prolongement analytique au voisinage de s = 0, de plus, on a

ζ∆O(m)∞
(0) = −2

3 −
m

2 ,
6

et

ζ ′∆O(m)∞
(0) = 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 − log (m+ 2)m+1

(m+ 1)!2 = Tg(Tℙ1∞,O(m)∞).

Démonstration. La démonstration est une application du théorème (2.3.6). On commencera par le cas
m = 0 qui est relativement facile à traiter.

Régularisation de la fonction zêta ζ∆O∞

On pose
ζ0(s) = ζD(s) + ζN (s),

avec
ζD(s) =

∑
k≥1

1
j2s
0,k

+
∑
n≥1

∑
k≥1

2
j2s
n,k

et ζN (s) =
∑
k≥1

1
j′2s0,k

+
∑
n≥1

∑
k≥1

2
j′2sn,k

, 7

6. Il est important de noter que d’après la théorie classique de [BGV04] la quantité ζ∆
L

(0) est un invariant qui ne
dépend pas de la métrique C∞ sur L. On vérifie qu’ici cette valeur correspond bien à la valeur de cet invariant.

7. On a choisit les lettres D et N pour rappeler que ces objets sont liés aux deux problèmes avec condition aux bords
classiques : de Dirichlet et de Neumann.
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Alors, voir (2.3.13)
ζ∆O∞(s) = 4sζ0(s).

On va montrer que
ζ0(0) = −2

3 , ζ ′0(0) = 4ζ ′ℚ(−1)− 1
6 + 1

3 log 2.

ce qui donnera le résultat cherché c’est à dire que ζ∆O∞(0) = −2
3 et ζ ′∆O∞(0) = 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 − log 2.

D’après les calculs [Spr05, corollaire. 1], on a

ζD(0) = 1
6 , ζ ′D(0) = 2ζ ′ℚ(−1) + 1

2 log 2π + 5
12 . (2.16)

Il suffit d’étudier ζN . On considère
{
I ′n
∣∣n ≥ 1

}
et la fonction zêta associée :

zN (s) =
∑
n≥1

∑
k≥1

1
j′2sn,k

. (2.17)

Avec les notations de la proposition (2.3.6), on considère

pN ,n(z) = − log
(

I ′n(nz)
1

2nΓ(n)(nz)n−1

)
,

Par (2.51), (2.53) et (2.3.19), la famille
{
I ′n |n ≥ 1

}
vérifie les conditions de théorème (2.3.6). Par

un simple calcul, on trouve que :

aN ,n := 1
2(n− 1

2), bN ,n := 1
2 log 2π + (n− 1

2) logn− n log 2− log Γ(n), etw(z) = V1(z).

Par suite

AN (s) :=
∞∑
n=1

aN ,n
n2s

= 1
2ζℚ(2s− 1)− 1

4ζℚ(2s),

(en particulier, A′N (0) = ζ ′ℚ(−1)− 1
2ζ
′
ℚ(0) = ζ ′ℚ(−1) + 1

4 log(2π)) voir par exemple,[Sou92, pp. 94-95].

BN (s) :=
∞∑
n=1

bN ,n
n2s

= −
∞∑
n=1

log Γ(n)
n2s + 1

2 log(2π)ζℚ(2s)− log(2)ζℚ(2s− 1)− ζ ′ℚ(2s− 1) + 1
2ζ
′
ℚ(2s),

et
PN (s) :=

∞∑
n=1

1
n2sw(0) =

∞∑
n=1

1
n2sV1(0) = − 1

12ζℚ(2s+ 1)

(on a V1(0) = − 1
12).

La proposition (2.3.6) affirme que PN − BN est prolongeable en une fonction analytique en un
voisinage ouvert de s = 0, on va en donner une autre preuve plus directe et on calculera sa valeur en
s = 0. On pose

η(s) :=
∞∑
n=1

log Γ(n)
n2s − 1

12ζℚ(2s+ 1), (2.18)
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alors

−BN (s) + PN (s) = η(s)− 1
2 log(2π)ζℚ(2s)

+ log(2)ζℚ(2s− 1) + ζ ′ℚ(2s− 1)− 1
2ζ
′
ℚ(2s) ∀Re(s) > 1.

(2.19)

A l’exception de η, on déduit par la théorie classique de la fonction Zêta de Riemann que les termes
de l’égalité ci-dessus sont prolongeables analytiquement en un voisinage ouvert de s = 0. Montrons
que η l’est aussi. On a

Lemme 2.3.15. La fonction η définie par

η(s) :=
∞∑
n=1

log Γ(n)
n2s − 1

12ζℚ(2s+ 1),

converge pour Re(s) > 1 et admet un continuation holomorphe au voisinage de 0 et

η(0) = ζ ′ℚ(−1)− γ

12 −
1
4 log(2π).

Démonstration. D’après [GR00, 8.343.2] :

log Γ(z) = z log z − z − 1
2 log z + 1

2 log 2π + 1
12z +R2(z), Re(z) > 0, (2.20)

avec
|R2(z)| < |B4|

12|z|3 cos3(1
2 arg(z))

Re(z) > 0.

Donc lorsque z = n est un entier on a
∞∑
n=1

|R2(n)|
n2s ≤

∞∑
n=1

|B4|
12n3+2s = |B4|ζℚ(2s+ 3). (2.21)

Par cette estimation et par les propriétés classiques des séries de Bertrand, on a

η(s) =
∞∑
n=1

log Γ(n)
n2s − 1

12n2s+1

=
∞∑
n=1

logn
n2s−1 −

∞∑
n=1

1
n2s−1 −

∞∑
n=1

1
2

logn
n2s +

∞∑
n=1

1
2

log 2π
n2s +

∞∑
n=1

R2(n)
n2s

= −ζ ′ℚ(2s− 1)− ζℚ(2s− 1) + 1
2ζ
′
ℚ(2s) + 1

2 log(2π)ζℚ(2s) +
∞∑
n=1

R2(n)
n2s ,

qui converge pour Re(s) > 1 avec un pôle en 1.

On a ζ ′ℚ(2s−1), ζℚ(2s−1), ζ ′ℚ(2s) et ζℚ(2s) admettent des prolongements analytiques au voisinage
de s = 0 et par à l’estimation (2.21) on conclut que η admet un prolongement analytique au voisinage
de s = 0. On notera par la même notation η le prolongement de η au voisinage de 0.
On a donc

η(0) = −ζ ′ℚ(−1)− ζℚ(−1) + 1
2ζ
′
ℚ(0) + 1

2 log(2π)ζℚ(0) +
∞∑
n=1

R2(n).

Calculons ∞∑
n=1

R2(n)

On aura besoin des identités suivantes :
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1.

γ =
N∑
n=1

1
n
− logN + o(1) (2.22)

2.

log(
N−1∏
n=1

n−n) =
N∑
n=1

log Γ(n)−N log Γ(N) (2.23)

3.
logA = lim

n→+∞
log(11 · 22 ·NN )− (N

2

2 + N

2 + 1
12) logN + N2

4 , (2.24)

et
logA = −ζ ′(−1) + 1

12 (2.25)

où A est la constante de Kinkelin, voir [Vor87, p.461-462].

4.
log Γ(N) = (N − 1

2) logN −N + 1
2 log(2π) + 1

12N + o( 1
N2 )

voir [GR00, p.895].
A l’aide de ces dernières formules, on montre que

∞∑
n=1

R2(n) = 2ζ ′ℚ(−1)− 1
12 −

γ

12 + 1
4 log(2π).

En effet, soit N ≥ 2, on a

N∑
n=1

R2(n) =
N∑
n=1

(
log Γ(n)− n log(n) + n+ 1

2 logn− log
√

2π
)
− γ

12 −
logN

12 + o(1) par (2.20), (2.22)

=
N∑
n=1

log Γ(n)−
N∑
n=1

n logn+ N(N + 1)
2 + 1

2(log Γ(N) + logN)−N log
√

2π

− γ

12 −
logN

12 + o(1)

=
N∑
n=1

log Γ(n) + log
(N−1∏
n=1

n−n
)
−N logN + N(N + 1)

2 + 1
2 log Γ(N)

−N log
√

2π − γ

12 + 5
12 logN + o(1)

= 2 log
( N∏
n=1

n−n
)
−N logN −N log Γ(N) + N(N + 1)

2 + 1
2 log Γ(N)−N log

√
2π

− γ

12 + 5
12 log(N) + o(1), par (2.23)

= −2 logA− (N2 +N + 1
6) logN + N2

2 +N logN +N log Γ(N)

+ N(N + 1)
2 + 1

2 log Γ(N)−N log
√

2π − γ

12 + 5
12 log(N) + o(1), par (2.24)

= −2 logA− (N2 +N + 1
6) logN + N2

2 +N logN +N(N − 1
2) logN −N2
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+ 1
2 log(2π)N + 1

12 + N2 +N

2 + 1
2(N − 1

2) logN − N

2 + 1
4 log(2π)−N log(

√
2π)

+ γ

12 + 5
12 logN + o( 1

N2 ) + o(1), par (2.20)

= −2 logA+ 1
12 −

γ

12 + 1
4 log(2π) + o(1)

= 2ζ ′(−1)− 1
12 −

γ

12 + 1
4 log(2π) + o(1), par (2.25).

On en déduit la valeur de η en zéro :

η(0) = 2ζ ′ℚ(−1)− 1
12 −

γ

12 + 1
4 log(2π)

− ζ ′ℚ(−1)− ζℚ(−1) + 1
2ζ
′
ℚ(0) + 1

2 log(2π)ζℚ(0)

= ζ ′ℚ(−1)− γ

12 −
1
4 log(2π)

(2.26)

On en déduit que

lim
s 7→0

(
−BN (s) + PN (s)

)
= η(0)− 1

2 log(2π)ζℚ(0) + log(2)ζℚ(−1) + ζ ′ℚ(−1)− 1
2ζ
′
ℚ(0)

= 2ζ ′ℚ(−1)− γ

12 + 1
4 log(2π)− 1

12 log 2.

On pose, voir les notations avant (2.3.6) :

FN (s) := − s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
∫ ∞

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−z
2t

−z
V1(iz)dzdt, Re(s) > 1,

et on montre le lemme suivant,

Lemme 2.3.16. On a

FN (s) = 1
Γ(s+ 1)

(1
2 + γs+ so(1)

)Γ(s+ 1
2)

12
√
π

(1− 7s),

pour tout |s| � 1 et on a

FN (0) = 1
24 et F ′N (0) = 1

12
(
γ − log 2− 7

2
)
.
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Démonstration. Soit Re(s) > 1, on a

FN (s) = s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
(3

8

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−λt

−λ
1

(1− λ)
1
2
dλdt

− 7
24

∫ ∞
0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−λt

−λ
1

(1− λ)
3
2
dλdt

)

= s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
(3

8

∫ ∞
0

ts−1 1
π

sin(π1
2)Γ(1

2)Γ(1
2 , t)dt

− 7
24

∫ ∞
0

ts−1 1
π

sin(π3
2)Γ(−1

2)Γ(3
2 , t)dt

)
= s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
( 3

8
√
π

1
s

Γ(s+ 1
2)− 7

12
√
π

1
s

Γ(s+ 3
2)
)

= s

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
( 3

8
√
π
− 7

12
√
π

(s+ 1
2)
)
Γ(s+ 1

2)

= 1
Γ(s+ 1)

(1
2 + γs+ so(1)

)Γ(s+ 1
2)

12
√
π

(1− 7s).

où l’on a utilisé les formules suivantes :

1
2πi

∫
Λc

e−λt

−λ
1

(1− λ)adλ = − 1
2πie

−t
∫

Λc−1

e−ut

1 + u

1
(−u)adu

= 1
π

sin(πa)Γ(1− a)Γ(a, t),

et ∫ ∞
0

ts−1Γ(a, t)dt =
[ ts
s

Γ(a, t)
]∞

0
+
∫ ∞

0

ts

s
e−tta−1dt

= 1
s

Γ(a+ s).

avec Γ(a, t) est la fonction Gamma incomplète. (Pour montrer cette formule, on suit la méthode
pour la représentation de l’inverse de Γ comme une intégrale le long d’un contour, voir [WW62, 12.22]
et on utilise la formule de [GR00, 8.353.3])).

On conclut que FN est analytique en un voisinage ouvert de s = 0, et on a

FN (0) = 1
24 .

Soit s 6= 0, on a

F ′N (s) =− Γ′(s+ 1)
Γ(s+ 1)2

(1
2 + γs+ so(1)

)Γ(s+ 1
2)

12
√
π

(1− 7s)

+ 1
Γ(s+ 1)

(
γ + o(1) + so′(1)

)Γ(s+ 1
2)

12
√
π

(1− 7s)

+ 1
Γ(s+ 1)

(1
2 + γs+ so(1)

)Γ′(s+ 1)
12
√
π

(1− 7s)

+ 1
Γ(s+ 1)

(1
2 + γs+ so(1)

)Γ(s+ 1)
12
√
π

(−7).
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Rappelons, voir par exemple [GR00, 8.366.1, 8.366.2 ], que

Γ′(1) = −γ, 1
2

Γ′(1
2)

Γ(1
2)

= − log 2− γ

2 ,

Par suite
F ′N (0) = 1

12(γ − log 2− 7
2).

D’après (2.3.6), la fonction zN (voir (2.17)) s’écrit au voisinage de s = 0 sous la forme suivante :

zN (s) = s

Γ(s+ 1)
(
γAN (s)−BN (s)− 1

s
AN (s) + PN (s)

)
+ FN (s) + s2g(s),

où g est une fonction analytique au voisinage zéro. Par les calculs précédents, on obtient :

zN (0) = −AN (0) + FN (0)

= −1
2ζℚ(−1) + 1

4ζℚ(0) + 1
24

= 1
24 −

1
8 + 1

24
= − 1

24 .

et

z′N (s) = 1
Γ(s+ 1)

(
γAN (s)−BN (s)− 1

s
AN (s) + PN (s) + γsA′N (s)− sB′N (s) + 1

s
AN (s)

−A′(s) + sP ′(s)
)
− Γ′(s+ 1)

Γ(s+ 1)2 s
(
γAN (s)−BN (s)− 1

s
AN (s) + PN (s)

)
+ F ′N (s) + d

ds
(s2g(s)),

donc

z′N (0) = −A′N (0) + lim
s 7→0

(−BN (s) + PN (s)) + lim
s 7→0

s(−B′N (s) + P ′N (s)) + 1
12
(
γ − log 2− 7

2
)

= −ζ ′ℚ(−1)− 1
4 log(2π) + 2ζ ′ℚ(−1)− γ

12 + 1
4 log(2π)− 1

6 log 2 + 1
12
(
γ − log 2− 7

2
)

= ζ ′ℚ(−1)− 1
6 log 2− 7

24 .

Rappelons que
ζN (s) = 2zN (s) +

∑
k≥1

1
j′2s0,k

.

Si l’on pose ζJ ′0(s) =
∑
k≥1

1
j′2s0,k

alors la contribution de J ′0 vaut

ζJ ′0(0) = −1
2(1 + 1

2) = −3
4 , ζ ′J ′0

(0) = 1
2 log 2− 1

2 log π.

(C’est une application de (2.8), sachant que I ′0(z) = z
4 + o(z), pour |z| � 1 et I ′0(z) = ez√

2πz (1 +O(1
z ))

si |z| � 1).



108 Chapitre 2. Sur la fonction Zêta associée au Laplacien singulier ∆O(m)∞

On obtient :
ζN (0) = −(2) 1

24 −
3
4 = −5

6 ,

et

ζ ′N (0) = 2z′N (0) +
(1
2 log 2− 1

2 log π
)

= 2ζ ′ℚ(−1) + 1
6 log 2− 1

2 log π − 7
12 .

On conclut que, voir (2.16)

ζ0(0) = −2
3 , ζ ′0(0) = 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 + 1
3 log 2.

Ce qui termine la preuve du résultat cherché.

Régularisation de la fonction zêta ζ∆O(m)∞
pour m ≥ 1

Ce paragraphe est consacré à l’étude et au calcul explicite du déterminant régularisé de la fonction
Zêta :

ζ∆O(m)∞
, ∀m ≥ 1.

L’idée de la démonstration du théorème (2.3.14) consiste en premier temps à introduire une suite de
fonctions analytiques (Gn)n∈ℤ qui vérifie les hypothèses du (2.3.2) et d’établir, tenant compte des
notations de (2.3.2) et du théorème (2.3.11), que :

ζ∆O(m)∞
= 4szm(s),

où

zm(s) = 2
∑
n≥1

ζGn+m(s) + 2
m
2 −1∑
k=0

ζGk(s) + ζGm
2

(s), si m pair,

zm(s) = 2
∑
n≥1

ζGn+m(s) + 2
m−1

2∑
k=0

ζGk(s), si m impair.

Puis de démontrer que
(
ζGn+m

)
n∈ℕ∗ est une famille régularisable, voir définition (2.3.4) et d’appliquer

ensuite le théorème (2.3.6) pour conclure.

On introduit, pour tout n ∈ ℤ, la fonction suivante

Gn(z) := In+1(z)In−m(z) + In(z)In−m−1(z) ∀ z ∈ ℂ.

où I∗ désigne la fonction de Bessel modifiée d’ordre ∗.

Etablissons d’abord la formule précédente reliant ζ∆O(m)∞
et zm. Cela résulte de la définition

ζ∆O(m)∞
et de celle zm et du lemme suivant :

Lemme 2.3.17. On a
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1. Pour tout n ∈ ℤ,
Gn(z) = 1

i2n−m−1Ln(iz) ∀ z ∈ ℂ

et donc, {z ∈ ℂ |Gn(iz) = 0} = Zn (voir (2.3.9)).
2.

Gn(z) = Gm−n(z)q ∀ z ∈ ℂ, (2.27)

3.
Gn(−z) = (−1)m+1Gn(z) ∀ z ∈ ℂ. (2.28)

4. Si n ≥ m+ 1,

Gn(z) = z2n−m−1

22n−m−1Γ(n+ 1)Γ(n−m) + o(z2n−m−1) |z| � 1.

Démonstration. Cela découle directement des propriétés des fonctions de Bessel. En effet, 1) résulte
de la définition de In et on a

Gn(z) = In+1(z)In−m(z) + In(z)In−m−1(z)
= I−n−1(z)I−n+m(z) + I−n(z)I−n+m+1(z), [AS92, 9.6.6]
= I(m−n)+1(z)I(m−n)−m(z) + I(m−n)(z)I(m−n)−m−1(z)
= Gm−n(z).

Avec les notations du paragraphe (2.3.2), on considère la famille de fonctions Zêta suivante{
ζ
G̃n

∣∣n ≥ 1
}
,

où G̃n := Gn+m.

On se propose d’étudier la fonction

ζ≥m+1(s) :=
∑
n≥1

ζ
G̃n
.

Plus précisément, on va montrer que {ζGn+m |n ≥ 1} est régularisable, voir définition (2.3.4), et on
déterminera les valeurs ζ≥m+1(0) et ζ ′≥m+1(0) ce qui nous permettra de compléter la démonstration
de (2.3.14).

Commençons par montrer que cette famille de fonctions vérifie les hypothèses de la définition
(2.3.4). C’est à dire, on doit vérifier que

pn(z) := G̃n(iz)
lnzen

=
∞∏
k≥1

(
1− z2

λ2
n,k

)
∀ z ∈ ℂ,

en plus des conditions de la définition (2.3.4) où ln, en, an, bn, w, r seront calculés explicitement (No-
tons que ln et en sont déjà donnés dans le lemme précédent).

Montrons le premier point, c’est à dire que

G̃n(iz) = lnz
en
∞∏
k≥1

(
1− z2

λ2
n+m,k

)
,
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Il suffit, par le théorème de factorisation de Weierstrass, de montrer que

∞∑
k=1

1
λ2
n,k

<∞ ∀n ∈ ℕ∗.

On va montrer que c’est une conséquence de

∞∑
k=1

1
j2
n,k

<∞ et
∞∑
k=1

1
j2
n+m,k

<∞,

où j∗,k désigne le k-ème zéro positif de la fonction Bessel J∗ (Rappelons que la convergence de ces
sommes est un résultat classique de la théorie des fonctions de Bessel, voir [Wat44, § 15] ).

Pour cela, on a besoin du lemme technique suivant :

Lemme 2.3.18. Soient f et g deux fonctions réelles de classe C1 définies sur un intervalle ouvert
non vide I tel que 0 /∈ I.

On suppose que les zéros de f et g sont simples (c’est à dire, sif(α) = 0 alors f ′(α) 6= 0). Notons
par Z(f) (resp. Z(g)) l’ensemble des zéros de f (resp. de g) sur I et suppose en plus que

Z(f) ∩ Z(g) = ∅.

Soit m ∈ ℕ et on pose
L(x) = xm

d

dx

(
x−mf(x)g(x)

)
∀x ∈ I.

Si λ1 < λ2 sont deux zéros consécutifs de L alors

Card
(
]λ1, λ2[∩

(
Z(f) ∪ Z(g)

))
≤ 1.

Démonstration. Commençons par remarquer que L s’annule entre deux éléments de Z(f) ∪ Z(g) et
que Z(L) ∩

(
Z(f) ∪ Z(g)

)
= ∅.

Supposons qu’il existe α ∈
(
Z(f) ∪ Z(g)

)
∩]λ1, λ2[ qui soit minimal pour cette propriété et que

f(α) = 0. Supposons par l’absurde qu’il existe β ∈ Z(g) tel que λ1 < α < β < λ2 minimal pour cette
propriété, donc g est de signe constant sur [λ1, β]. On a

L(α) = −mα−1f(α)g(α) + f ′(α)g(α) + f(α)g′(α) = f ′(α)g(α),
L(β) = −mα−1f(β)g(β) + f ′(β)g(β) + f(β)g′(β) = g′(β)f(β),

Comme L est de signe constant sur ]λ1, λ2[ (puisque continue), alors

f ′(α)g(α)g′(β)f(β) > 0,

ce qui est impossible puisqu’on montre que

f ′(α)f(β) = lim
x 7→0+

f(α+ x)f(β)
x

> 0,

g′(β)g(α) = lim
x 7→0+

g(β − x)g(α)
−x

< 0.
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On conclut que soit λ1 < α < λ2 < β ou bien il existe α′ ∈ Z(f) tel que λ1 < α < α′ < λ2. Si l’on est
dans la dernière situation, on obtient comme avant :

f ′(α)g(α)f ′(α′)g(α′) > 0,

Puisque g est de signe constant sur [α, α′] alors

f ′(α)f ′(α′) > 0,

ce qui impossible puisque

f ′(α)f ′(α′) = lim
x 7→0+

f(α+ x)f(α′ − x)
−x2 < 0.

On va appliquer ce lemme à f = Jn et g = Jn+m, dans ce cas

L = −Ln+m.

On obtient donc avec les notations introduites avant :

Card
(
[λ
n+m,k , λn+m,k+1

]
∩
(
Z(Jn) ∪ Z(Jn+m)

))
≤ 1, ∀k ≥ 1.

Mais d’après (2.3.10) on a

L′n+m(λ) = Jn(λ)
Jn+m(λ)‖ϕλ‖

2, ∀λ ∈ Zn+m.

qui donne que

0 > L′n+m(λ
n+m,k)L′n+m(λ

n+m,k+1) =
Jn+m(λ

n+m,k)
Jn(λ

n+m,k)
Jn+m(λ

n+m,k+1)
Jn(λ

n+m,k+1) ‖ϕλn+m,k+1
‖2‖ϕλ

n+m,k+1
‖2.

(l’inégalité à droite résulte du fait que Ln+m est C1 et de signe constant sur ]λ
n+m,k , λn+m,k+1 [).

Par suite
Card

(
[λ
n+m,k , λn+m,k+1 ] ∩

(
Z(Jn) ∪ Z(Jn+m)

))
= 1 ∀ k ≥ 1.

Maintenant on peut montrer que
∞∑
k=1

1
λ2
n,k

<∞,

En posant
λ̃n,k := max

{(
Z(Jn) ∪ Z(Jn+m)

)
∩ [0, λn,k]

}
∀ k ∈ ℕ,

alors, par le lemme précédent, on a

λ̃n,k < λn,k < λ̃n,k+1 < λn,k+1 ∀ k ≥ 1.

et
∞∑
k=1

1
λ̃2
n,k

≤
∞∑
k=1

1
j2
n,k

+
∞∑
k=1

1
j2
n+m,k

.
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Or le terme de droite dans cette inégalité est fini, voir [Wat44, §. 15]. On conclut que
∞∑
k=1

1
λ2
n,k

<∞ ∀n ∈ ℤ.

Vérifions maintenant (3.7.13). On note par λn+m,1 la première valeur positive non nulle de Zn+m,
montrons que

inf
n∈ℕ∗

λ2
n+m,1
n2 6= 0.

Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.3.19. Soit a un réel non nul. On a∫ 1

0
xJn(ax)2dx = 1

2
(
J ′n(a)2 + (1− n2

a2 )Jn(a)2)
en particulier, soit n 6= 0, si l’on note par jn,1 (resp. j′n,1) le premier zéro positif non nul de Jn (resp.
de J ′n) alors on a

jn,1 > j′n,1 > n.

Démonstration. Soit b un réel non nul, on a∫ 1

0
xJn(ax)Jn(bx)dx = 1

b2 − a2
(
aJn(b)J ′n(a)− bJn(a)J ′n(b)

)
= 1
a+ b

(
a
Jn(b)− Jn(a)

b− a
J ′n(a) + Jn(a)J ′n(b)− aJn(a)J

′
n(b)− J ′n(a)
b− a

)
.

La première égalité résulte de l’équation de Bessel, ou consulter [Wat44, § 5.11 (8)]. En faisant tendre
b vers a, on obtient :∫ 1

0
xJn(ax)2dx = 1

2a
(
−aJ ′n(a)2 + Jn(a)J ′n(a) + aJn(a)J ′′n(a)

)
,

mais comme Jn vérifie l’équation de Bessel, alors∫ 1

0
xJn(ax)2dx = 1

2
(
J ′n(a)2 + (1− n2

a2 )Jn(a)2
)
. (2.29)

Si J ′n(a) = 0 alors on a de la formule précédente, |a| > n. En particulier j′n,1 > n. Par définition
jn,1 > 0 et Jn(jn,1) = 0, par suite J ′n s’annule sur l’intervalle ouvert ]0, jn,1[ par le théorème des
accroissements finis, ce qui termine la preuve du lemme.

Soit λ > 0, on pose

fn,λ(r) =

Jn+m(λr) si r ≤ 1,
Jn+m(λ)
Jn(λ) rmJn(λr ) si r > 1,

(2.30)

Proposition 2.3.20. Avec les notations précédentes,

In,λ :=
∫ ∞

0
|fn,λ(r)|2 rdr

max(1, r)m+4 = 1
2
(
J ′n+m(λ)2 + (1− (n+m)2

λ2 )Jn+m(λ)2
)

+ Jn+m(λ)2

2Jn(λ)2
(
J ′n(λ)2 + (1− n2

λ2 )Jn(λ)2),
et on a

λ2
n+m,1 ≥ n2 ∀n ∈ ℕ∗.
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Démonstration. On a∫ ∞
0

∣∣fn,i(r)∣∣2 rdr

max(1, r)m+4 =
∫ 1

0

∣∣fn,i(r)∣∣2rdr +
∫ ∞

1

∣∣fn,i(r)∣∣2 rdr

rm+4

=
∫ 1

0
Jn+m(λr)2rdr +

(
Jn+m(λ)
Jn(λ)

)2 ∫ ∞
1

Jn
(λ
r

)2
d
( 1
r3

)
.

En utilisant (2.29), on montre la première assertion.

Comme Zn+m est symétrique, il suffit de montrer que inf Zn+m ∩ ℝ+ > n.

Si λ ∈ Zn+m ∩ ℝ+, alors

− m

λ
+
J ′n+m(λ)
Jn+m(λ) + J ′n(λ)

Jn(λ) = 0 (2.31)

puisque d
dr (r−mJn+m(r)Jn(r))|λ = 0, voir (2.14) et que d

dr (r−mJn(r)Jn−m(r)) =
−mr−m−1Jn+m(r)Jn(r) + r−m

(
J ′n+m(r)Jn(r) + Jn+m(r)J ′n(r)

)
.

Supposons par l’absurde que λ < n. On a Jn+m(0) = Jn(0) = 0 et puisque Jn et Jn+m sont
analytiques sur ℂ alors il existe 0 < ε � 1 tel que JnJ ′n > 0 et Jn+mJ

′
n+m > 0 sur ]0, ε[ et par

conséquent J2
n et J2

n+m sont croissantes sur [0, ε[, mais d’après (2.3.19), JnJ ′n et Jn+mJ
′
n+m sont de

signe constant sur ]0,min(n[ donc on peut prendre ε ≥ n.
Comme on a λ < min

(
|n+m|, |n|

)
≤ ε, alors

m2

λ2 =
(
J ′n(λ)
Jn(λ) +

J ′n+m(λ)
Jn+m(λ)

)2
par (2.31)

≥
(
J ′n(λ)
Jn(λ)

)2
+
(
J ′n+m(λ)
Jn+m(λ)

)2
.

Cela donne

0 < In,i
Jn+m(λ)2

= 1
2

(
J ′n+m(λ)2

Jn+m(λ)2 +
(
1− (n+m)2

λ2

))
+ 1

2

(
J ′n(λ)
Jn(λ)2 +

(
1− n2

λ2

))

= 1
2

(
J ′n+m(λ)2

Jn+m(λ)2 + J ′n(λ)
Jn(λ)2

)
+ 1− (n+m)2 + n2

2λ2

≤ 1
2

(
J ′n+m(λ)
Jn+m(λ) + J ′n(λ)

Jn(λ)

)2
+ 1− (n+m)2 + n2

2λ2

= m2

2λ2 + 1− n2 + (n+m)2

2λ2

= −n
2 − nm
λ2 + 1

donc,
λ2 > n2 + nm = n(n+m).

Ce qui est impossible puisque λ < n et m ≥ 0.
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On conclut que

inf
n∈ℕ

λ2
n+m,1
n2 ≥ 1.

Proposition 2.3.21. On a pour tout |z| � 1 avec | arg(z)| < π
2 ,

G̃n(z) = Gn+m(z) = e2z

2πz

(
1− 4n2 + 2m2 + 4nm+ 2m+ 1

2z +O( 1
z2 )
)
, (2.32)

Démonstration. C’est une conséquence de la formule (2.50).

Proposition 2.3.22. On a pour tout | arg(z)| < π
2 , et n� 1

G̃n(nz) = Gn+m(nz) = e(2n+m−1)η(z)

2πn(1 + z2)
1
2

(
e2(η(z)−zη′(z)) + 1

)(
1 + 1

n
wm(z) + 1

n2 ηm(z, n)
)
,

avec wm(z) = −1
4
(
2m2 + 2m+ 1

) 1
(1+z2)

1
2

+ 1
12

1
(1+z2)

3
2
et ηm une fonction bornée uniformément en n.

Donc, on obtient avec les notations du (2.3.4) :

r(z) = η(z) =
√

1 + z2 + log z

1 +
√

1 + z2
,

ρ(z) = 1
(1 + z2)

1
2

(
e2(η(z)−zη′(z)) + 1

)
,

w(z) = wm(z).

et on vérifie à l’aide de developpements limités convenables que

η(z) = log(z) +O(1) pour |z| � 1,

η(z) = z +O(1
z

) pour |z| � 1,

η(z)− zη′(z) = log(z) pour |z| � 1

η(z)− zη′(z) = z + 1 +O(1
z

) pour |z| � 1

ρ(0) = 1

log ρ(z) = 2z − log z + 2 +O
(1
z

)
pour |z| � 1.

La preuve de cette proposition sera faite en deux étapes ; on commence par montrer les résulats
suivants :

Lemme 2.3.23. Soit n > 0 et l un entier fixé. Il existe des fonctions v1,l, v2,l, . . . telles que pour n
grand et | arg(z)| ≤ π

2 − ε, ε assez petit :

In((n+ l)z) = 1√
2πn

enη(z)

(1 + z2)
1
4
elzη

′(z)
(
1 +

∞∑
k=1

vk,l(z)
nk

)
(2.33)

avec v1,l(z) = u1(z) + zl(1 + z2)
1
4 ∂
∂z

( 1
(1+z2)

1
4

)
+ l2z2

2 η′′(z).
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Démonstration. Dans [AS92, 9.7.7], on a

In(nz) = 1√
2πn

enη(z)

(1 + z2)
1
4

(
1 +

∞∑
k=1

uk(z)
nk

)
(2.34)

pour tout z vérifiant | arg(z)| ≤ π
2 − ε.

On cherche à établir une formule analogue pour In((n + l)z) pour n � 1 et l un entier fixé, c’est
à dire montrer qu’il existe des fonctions continues vl,1, vl,2, . . . telles que

In((n+ l)z) = 1√
2πn

enη(z)

(1 + z2)
1
4
elzη

′(z)
(
1 +

∞∑
k=1

vk,l(z)
nk

)
Pour simplifier les notations, on notera par O(1) une fonction en n bornée uniformément en z.

Soit n� 1.

Soit z ∈ ℂ tel que | arg(z)| ≤ π
2 − ε, remarquons que arg((1 + l

n)z) = arg(z), donc de (2.34) on tire

In
(
(n+ l)z

)
= In

(
n(1 + l

n
)z
)

= 1√
2πn

enη((1+ l
n

)z)

(1 + ((1 + l
n)z)2)

1
4

(
1 + 1

n
u1((1 + l

n
)2z) +

∞∑
k=2

uk((1 + l
n)z)

nk

)

= 1√
2πn

en(η(z)+ lz
n
η′(z)+ z2l2

2n2 η
′′(z)+o( 1

n2 ))
( 1

(1 + z2)
1
4

+ lz

n

∂

∂z

( 1
(1 + z2)

1
4

) + 1
(n+ l)2O(1)

)
(

1 + 1
n

(
u1(z) + l

n

∂

∂z
u1(z) + 1

n2 O(1)
)

+ 1
n2 O(1)

)
= enη(z)
√

2πn
elzη

′(z)
(

1 + l2z2

2n η′′(z) + 1
n2 O(1)

)( 1
(1 + z2)

1
4

+ lz

n

∂

∂z

( 1
(1 + z2)

1
4

)
+ 1

(n+ l)2O(1)
)

(
1 + 1

n

(
u1(z) + l

n

∂

∂z
u1(z) + 1

n2 O(1)
)

+ 1
n2 O(1)

)
= enη(z)
√

2πn
elzη

′(z)
( 1

(1 + z2)
1
4

+ 1
n

( u1(z)
(1 + z2)

1
4

+ zl
∂

∂z

( 1
(1 + z2)

1
4

)
+ l2z2

2
η′′(z)

(1 + z2)
1
4

)
+ 1
n2 O(1)

)

En posant

v1,l(z) = u1(z) + zl(1 + z2)
1
4
∂

∂z

( 1
(1 + z2)

1
4

)
+ l2z2

2 η′′(z)

on trouve la formule cherchée.

Corollaire 2.3.24. Soient l et l′ deux entiers fixés. On a

In−l(nz)In−l′(nz) = e2nη(z)

2πn(1 + z2)
1
2
e−(l+l′)(η(z)−zη′(z))

(
1+ 1

n

(
v1,l(z)+v1,l′(z)+ l + l′

2
)
+ 1
n2 O(1)

)
(2.35)

Démonstration. On a pour n� 1
√
n√

n− l
= 1 + l

2n + 1
n2 O(1),
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et par ce qui précède, on a

In−l(nz) = In−l
(
((n− l) + l)z

)
= e(n−l)η(z)√

2π(n− l)(1 + z2)
1
4
ezlη

′(z)
(

1 + 1
n− l

v1,l(z) + 1
(n− l)2 O(1)

)

= e(n−l)η(z)
√

2πn(1 + z2)
1
4
ezlη

′(z)
√
n√

n− l

(
1 + 1

n
v1,l(z) + 1

n2 O(1)
)

= e(n−l)η(z)
√

2πn(1 + z2)
1
4
ezlη

′(z)
(

1 + l

2n + 1
n2 O(1)

)(
1 + 1

n
v1,l(z) + 1

n2 O(1)
)

= e(n−l)η(z)
√

2πn(1 + z2)
1
4
ezlη

′(z)
(

1 + 1
n

(
v1,l(z) + l

2
)

+ 1
n2 O(1)

)
.

Si l’on prend un autre entier l′ alors on déduit directement de la dernière formule que

In−l(nz)In−l′(nz) = e2nη(z)

2πn(1 + z2)
1
2
e−(l+l′)(η(z)−zη′(z))

(
1 + 1

n

(
v1,l(z) + v1,l′(z) + l + l′

2
)

+ 1
n2 O(1)

)
.

(2.36)

On pose

wl,l′(z) := v1,l(z) + v1,l′(z) + l + l′

2 .

De (2.35), on a

In+m+1(nz)In(nz) = e2nη(z)

2πn(1 + z2)
1
2
e(m+1)(η(z)−zη′(z))

(
1 + 1

n

(
v1,−(m+1) + v1,0 −

m+ 1
2

)
+ O( 1

n2 )
)

et

In+m(nz)In−1(nz) = e2nη(z)

2πn(1 + z2)
1
2
e(m−1)(η(z)−zη′(z))

(
1 + 1

n

(
v1,−m + v1,1 −

m− 1
2

)
+ O( 1

n2 )
)

donc

Gn+m(nz) = e2nη(z)

2πn(1 + z2)
1
2
e(m+1)(η(z)−zη′(z))

(
1 + e−2(η(z)−zη′(z)) + 1

n

(
v1,−(m+1) + v1,0 −

m+ 1
2

)
+ e−2(η(z)−zη′(z))

n
(v1,−m + v1,1 −

m+ 1
2 ) + O( 1

n2 )
)

= e2nη(z)

2πn(1 + z2)
1
2
e(m+1)(η(z)−zη′(z))(1 + e−2(η(z)−zη′(z))

(
1+

1
n

(v1,−(m+1)(z) + v1,0(z)− m+1
2 + (v1,−(m+1)(z) + v1,0(z)− m−1

2 )e−2(η(z)−zη′(z))

1 + e−2(η(z)−zη′(z))

)
+ O( 1

n2 )
)

Rappelons que

v1,l(z) = u1(z) + lz(1 + z2)
1
4
∂

∂z

( 1
(1 + z2)1

4

)
+ l2z2

2 η′′(z).
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avec u1(z) = 1
8(1+z2)

1
2
− 5

24(1+z2)
3
2
.

Si l’on pose

p := 1
(1 + z2)

1
2
,

on trouve que

v1,−(m+1)(z) + v1,0(z)− m+1
2 + (v1,−(m+1)(z) + v1,0(z)− m−1

2 )e−2(η(z)−zη′(z))

1 + e−2(η(z)−zη′(z)) =

= −1
4
(
2m2 + 2m+ 1

)
p+ 1

12p
3,

qu’on notera par wm, ce qui termine la preuve de la proposition (2.3.22).

Remarque 2.3.25. Si l’on prend m = 0, c’est à dire le cas correspondant au fibré trivial, on retrouve
bien le résultat précédemment calculé.

Remarque 2.3.26.
w0(z) = V1(z) + U1(z),

voir notations (2.52) et (2.53).

On considère la fonction zêta suivante :

ζ≥m+1 :=
∑
n≥1

∑
λ∈Zn+m

1
λ2s ,

Rappelons que c’est la fonction zêta associée à la famille
{
Gn+m

∣∣ n ≥ 1
}
. Avec les notations du

théorème (2.3.6) et en utilisant les développement asymptotiques (2.50), on a pour tout n ≥ 1 :

pm,n(z) := − logGn+m(nz) +
(
2n+m− 1

)
log(nz)−

(
2n+m− 1

)
log 2− log Γ(n)

− log Γ(n+m+ 1) + wm(z)
n

= −2nz + log(πnz) +
(
2n+m− 1

)
log(nz)−

(
2n+m− 1

)
log 2− log Γ(n)

− log Γ(n+m+ 1) + O(1
z

) par (2.32).

Par suite
am,n = n+ m

2 ,

et
bm,n := − log Γ(n+m+ 1)− log Γ(n) + (2n+m) logn− (2n+m− 1) log 2 + log π.

Donc
Am(s) = ζℚ(2s− 1) + m

2 ζℚ(2s),
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et

Bm(s) = −
∑
n≥1

(Γ(n+m+ 1)
n2s + log Γ(n)

n2s
)

+ 2
∑
n≥1

logn
n2s−1 +m

∑
n≥1

logn
n2s − 2 log 2

∑
n≥1

1
n2s−1

− (m− 1) log 2
∑
n≥1

1
n2s + log π

∑
n≥1

1
n2s

= −
∑
n≥1

log[(n+m)(n+m− 1) · · ·n]
n2s − 2

∑
n≥1

log Γ(n)
n2s − 2ζ ′ℚ(2s− 1)−mζ ′ℚ(2s)

− 2 log 2 ζℚ(2s− 1)− (m− 1) log 2 ζℚ(2s) + log π ζℚ(2s)

= −
∑
n≥1

m∑
k=1

log(n+ k)
n2s − 2

∑
n≥1

log Γ(n)
n2s − 2ζ ′ℚ(2s− 1)− (m− 1)ζ ′ℚ(2s)− 2 log 2 ζℚ(2s− 1)

− (m− 1) log 2 ζℚ(2s) + log π ζℚ(2s).

et
Pm(s) =

∑
n≥1

wm(0)
n2s+1 = −

∑
n≥1

1
n2s+1

(m(m+ 1)
2 + 1

6
)
.

et on note par Fm,

Fm(s) := s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
∫ ∞

0

ts−1

2πi

∫
Λc

e−λt

−λ
wm(λ)dλdt

On montre que

Fm(s) = s2

Γ(s+ 1)ζℚ(2s+ 1)
(2 + 6m+ 6m2

s
− 2

)Γ(s+ 1
2)

12
√
π
∀ |s| � 1,

et que
F ′m(0) = 1

6γ + 1
2m(m+ 1)γ − 1

6 log 2− 1
2m(m+ 1) log 2− 1

12 .

On a besoin d’expliciter dans la formule de ζ≥m+1, la quantité Pm − Bm. C’est l’objet du lemme
suivant :

Lemme 2.3.27. Pour |s| � 1, on a

(−Bm + Pm)(s) =
m∑
k=1

γk(s) + 2η(s)−mζ ′ℚ(2s) + 2ζ ′ℚ(2s− 1) + (m− 1)ζ ′ℚ(2s)

+ 2 log 2 ζℚ(2s− 1) + (m− 1) log 2 ζℚ(2s)− log π ζℚ(2s),

avec γk(s) =
∑
n≥1

1
n2s
(
log(1 + k

n)− k
n

)
, qui est une fonction analytique au voisinage de s = 0.

Démonstration. Par application du théorème des accroissements finis à la fonction x 7→ log(1 +x)−x
sur ℝ+ on a ∣∣∣log(1 + k

n
)− k

n

∣∣∣ ≤ k2

n2 ∀n ≥ 1.

Donc la série numérique suivante :

γk(s) =
∑
n≥1

1
n2s

(
log(1 + k

n
)− k

n

)
,
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converge pour tout complexe fixé s vérifiant Re(s) > −1
2 .

De plus, si s est tel que |Re(s)| ≤ 1
4 alors∣∣∣ ∑

n≥N+1

1
n2s (log(1 + k

n
)− k

n
)
∣∣∣ ≤ k2 ∑

n≥N+1

1
n

3
2
∀N ∈ ℕ∗,

d’où la convergence normale et comme les somme partielles sont continues en s sur |Re(s)| < 1
2 alors

γk est continue et
γk(0) =

∑
n≥1

log(1 + k

n
)− k

n

On sait que, voir [AS92, 6.1.3],

− log Γ(z) = log z + γz +
∑
n≥1

log(1 + z

n
)− z

n
Re(z) > 0,

donc
γk(0) = − log Γ(k + 1)− γk.

On a

∑
n≥1

m∑
k=1

log(n+ k)
n2s −m(m+ 1)

2
∑
n≥1

1
n2s+1 =

∑
n≥1

m∑
k=1

( log(n+ k)
n2s − k

n2s+1

)

=
∑
n≥1

(
m

logn
n2s + 1

n2s

m∑
k=1

(
log(1 + k

n
)− k

n

))

= −mζ ′ℚ(2s) +
∑
n≥1

1
n2s

m∑
k=1

(
log(1 + k

n
)− k

n

)
.

En s = 0, la fonction précédente est égale à

−mζ ′ℚ(0) +
m∑
k=1

∑
n≥1

(
log(1 + k

n
)− k

n

)
= −mζ ′ℚ(0) +

m∑
k=1

(
− log Γ(k)− log k − γk

)
= −mζ ′ℚ(0)− γm(m+ 1)

2 −
m∑
k=1

log Γ(k + 1).

On déduit que

(−Bm + Pm)(s) =
∑
n≥1

m∑
k=1

1
n2s

(
log(1 + k

n
)− k

n

)
−mζ ′ℚ(2s) + 2

∑
n≥1

( log Γ(n)
n2s − 1

n2s+1

)
+ 2ζ ′ℚ(2s− 1) + (m− 1)ζ ′ℚ(2s) + 2 log 2 ζℚ(2s− 1) + (m− 1) log 2 ζℚ(2s)
− log π ζℚ(2s)

=
m∑
k=1

γk(s) + 2η(s)−mζ ′ℚ(2s) + 2ζ ′ℚ(2s− 1) + (m− 1)ζ ′ℚ(2s)

+ 2 log 2 ζℚ(2s− 1) + (m− 1) log 2 ζℚ(2s)− log π ζℚ(2s).
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On peut donc évaluer les valeurs de ζ≥m+1(0) et ζ ′≥m+1(0). On a

ζn≥m+1(0) = −Am(0) + Fm(0)

= 1
12 + m

4 + 1
12(1 + 3m+ 3m2)

= 1
6 + m

2 + m2

4
et

ζ ′n≥m+1(0) = 2ζ ′ℚ(−1)−
m∑
k=1

log Γ(k + 1) +
(1

6 −
m(m+ 1)

2
)

log 2 + m+ 1
2 log π − 1

12 .

Notons par zm,
zm(s) :=

∑
n≥0

∑
λ∈Zn

1
λ2s ,

(ici les zéros sont comptés avec leurs multiplicités).

Rappelons que
ζ∆O(m)∞

(s) = 4szm(s).

Il reste à déterminer la contribution de
{
Gn, 0 ≤ n ≤ m

}
:

1. Si m est pair. Remarquons que Gn = Gn−m. On a

zm(s) = 2ζ≥m+1(s) + 2ζ0≤n≤m2 −1(s) + ζm
2

(s),

avec
ζ0≤n≤m2 −1(s) =

∑
0≤n≤m2 −1

∑
λ∈Zn

1
λ2s ,

et
ζm

2
(s) =

∑
λ∈Zm

2

1
λ2s .

En appliquant (2.8), on a
ζ0≤n≤m2 −1(0) = −

∑
0≤n≤m2 −1

m+ 2
2 ,

et

ζ ′0≤n≤m2 −1(0) = −
∑

0≤n≤m2 −1
bn

= −
∑

0≤n≤m2 −1

(
log π − (m+ 1) log 2− log(n+ 1)!− log(m− n+ 1)!

+ log(m+ 2)
)

= − log πm2 + m(m+ 1)
2 log 2− m

2 log(m+ 2) +
∑

0≤n≤m2 −1

(
log(n+ 1)!

+ log(m− n+ 1)!
)

= − log π m2 + m(m+ 1)
2 log 2− m

2 log(m+ 2) +
∑

0≤n≤m,n 6=m
2

log(n+ 1)!,
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On a aussi,
ζm

2
(0) = m+ 2

2 ,

et
ζ ′m

2
(0) = log π − (m+ 1) log 2− log

(m
2 + 1

)
!− log

(m
2 + 1

)
! + log(m+ 2).

En regroupant tout cela, on obtient :

zm(0) = 2
(1

6 + m

2 + m2

4
)
− 2m(m+ 2)

4 − m+ 2
2 = −2

3 −
m

2 ,

et

z′m(0) = 2
(
2ζ ′ℚ(−1)−

m∑
k=1

log Γ(k + 1) + (1
6 −

m(m+ 1)
2 ) log 2 + m+ 1

2 log π − 1
12
)

+ 2
(
− log πm2 + m(m+ 1)

2 log 2− m

2 log(m+ 2) +
∑

0≤n≤m,n 6=m
2

log(n+ 1)!
)

− log π + (m+ 1) log 2 + log
(m

2 + 1
)
! + log

(m
2 + 1

)
!− log(m+ 2)

= 4ζ ′ℚ(−1) + 2 log(m+ 1)! +
(
m+ 4

3
)

log 2− 1
6 − (m+ 1) log(m+ 2)

= 4ζ ′ℚ(−1)− 1
6 +

(
m+ 4

3
)

log 2− 2 log (m+ 2)
m+1

2

(m+ 1)!

2. Si m est impair. On rappelle que :

zm(s) = 2ζ≥m+1 + 2ζ0≤n≤[m2 ](s).

Il suffit d’étudier la fonction

ζ0≤n≤[m2 ](s) =
∑

0≤n≤[m2 ]

∑
λ∈Zn

1
λ2s ,

et on vérifie que
ζ0≤n≤[m2 ](0) = −(m+ 1)(m+ 2)

4 ,

et que

ζ ′0≤n≤[m2 ](0) = −m+ 1
2 log π + (m+ 1)2

2 log 2− 1
2 log

((m+ 2)m+1

((m+ 1)!)2

)
+

m∑
k=1

log Γ(k + 1).

Donc,

zm(0) = 2
(1

6 + m

2 + m2

4 −
m2 + 3m+ 2

4
)

= −2
3 −

m

2 ,

et

z′m(0) = 2ζ ′n≥m+1 + 2ζ ′0≤n≤[m2 ](0)

= 4ζ ′ℚ(−1) +
(4
3 +m

)
log 2− 1

6 − log
((m+ 2)m+1

((m+ 1)!)2

)
.
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On conclut que pour tout m ≥ 1 on a :

ζ∆O(m)∞
(0) = zm(0) = −2

3 −
m

2 ,

et

ζ ′∆O(m)∞
(0) = z′m(0) + log 4zm(0)

= 4ζ ′ℚ(−1)− 1
6 − 2 log (m+ 2)

m+1
2

(m+ 1)! +
(4
3 +m

)
log 2−

(4
3 +m

)
log 2

= 4ζ ′ℚ(−1)− 1
6 − log hL2,∞,∞ +

(4
3 +m

)
log 2− (4

3 +m) log 2, voir (2.5)

= 4ζ ′ℚ(−1)− 1
6 − log hL2,∞,∞,

qu’on écrit sous la forme

ζ ′∆O(m)∞
(0) + log hL2,∞,∞ = 4ζ ′ℚ(−1)− 1

6 . (2.37)

Par les notations et les calculs du paragraphe (2.2), on constate que

ζ ′∆O(m)∞
(0) = Tg

(
Tℙ1∞;O(m)∞

)
.

2.4 Annexe

2.4.1 Sur un calcul de classes de Bott-Chern

SoitX une variété analytique complexe. Pour tout p et q deux entiers positifs, on note par A(p,q)(X)
l’ensemble des formes différentielles de degré (p, q) sur X, par Ã(p,p)(X) le quotient de A(p,p)(X) par
∂A(p−1,p)(X) + ∂A(p,p−1)(X) et on pose

Ã(X) = ⊕p∈ℕÃ(p,p)(X).

Si ω ∈ Ã(X), on note pour tout k ∈ ℕ, [ω](k) l’élément de Ã(k,k)(X) tel que ω =
∑
k∈ℕ[ω](k).

A toute série formelle symétrique φ on peut associer une classe caractéristique encore notée φ et
une classe secondaire de Bott-Chern φ̃ comme dans [GS90b, § 1]. Si φ(x) =

∑
k∈ℕ akx

k est une série
formelle en une seule variable x, on a pour tout fibré en droites holomorphe L,

φ(L) =
∑
k∈ℕ

akc1(L)k.

Soit E une suite exacte de fibrés en droites hermitiens sur X :

E : 0 −→ (L, h1) −→ (L, h2) −→ 0,

et on note par φ̃(L, h1, h2) la classe caractéristique associée. D’après [GS90b, Proposition 1.3.1], on a :

φ̃(L, h1, h2) =
∑
k∈ℕ

ak c̃
k
1(L, h1, h2).

Donc, pour déterminer φ̃(L, h1, h2), il suffit de calculer les c̃k1(L, h1, h2) pour tout k ∈ ℕ. C’est le but
de la proposition suivante :
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Proposition 2.4.1. Soit X une variété analytique complexe et L un fibré en droites holomorphe sur
X. Si L est muni de deux métriques hermitiennes de classes C∞, h1 et h2, alors

c̃h(L, h1, h2) =
∑
k≥1
− 1
k! log h2

h1

(
ddc(− log h2

h1
)
)k−1

ch(L, h1), (2.38)

et
c̃k1(L, h1, h2) = k!

[
c̃h(L, h1, h2)

](k)
, (2.39)

dans Ã(X), où f est une fonction est de classe C∞ sur X définie localement par − log h2(s,s)
h1(s,s) , avec

s est une section holomorphe locale de L.
Démonstration. Soit L un fibré en droites holomorphe sur X qu’on munit de deux métriques hermi-
tiennes h1 et h2 de classe C∞. Si h est une autre métrique hermitienne C∞ sur L, on a :

1. c̃h(L, h, h) = 0, voir [GS90b, Théorème 1.2.2 (iii)],
2. c̃h(L, h1, h2) = c̃h(L, h1, h) + c̃h(L, h, h2) voir [GS90b, Corollaire 1.3.4],
3. c̃h(L, h1, h2) = c̃h(O, h1 ⊗ h−1

1 , h2 ⊗ h−1
1 )ch(L, h1), , voir [GS90b, (1.3.5.2)].

Il suffit donc de déterminer c̃h(O, h1, h2) avec h1 est la métrique triviale et h2 est C∞ quelconque
sur O.

Sur X×ℙ1, on considère le fibré en droites trivial O muni de la métrique hρ définie par la fonction
ρf , où f est la fonction qui définit la métrique h2 (c.à.d h2(1, 1) = ef ) et ρ est l’image réciproque par
la projection de X × ℙ1 sur ℙ1 d’une fonction positive C∞ sur ℙ1 telle que ρ(0) = 1 et ρ(∞) = 0.

Avec ces notations, on a d’après [GS90b] :

c̃h
(
O, h1, h2

)
= −

∫
ℙ1

ch(O, h̃) log |z|2

dans Ã(X). On a

ch(O, h̃) = ch
(
ddc(log h̃(1, 1)

)
= ch

(
ddc(ρf)

)
=
∑
j∈ℕ

1
j!
(
ddc(ρf)

)j
.

Montrons que :

−
∫
ℙ1

ch(O, h̃) log |z|2 =
∑
j∈ℕ

1
j!f(ddcf)j .

Dans A(X × ℙ1) = A(X)⊗A(ℙ1), on a pour tout j ∈ ℕ∗,(
ddc(ρf)

)j =
(
fddc(ρ) + dcρdf + dρdcf + ρ ddcf

)j
= ωj1 + j((ddcρ)f)ωj−1

1 + 0,

où on a posé ω1 := dcρdf + dρdcf + ρddcf et les autres termes sont nuls puisque
(
ddcρ

)k = 0 pour
k ≥ 2. Par le même argument, on a(

f ddcρ
)
ωj−1

1 = f
(
ddcρ

)(
dcρ df + dρ dcf + ρddcf

)j−1

= f(ddcρ)
(
ρj−1(ddcf)j−1 + · · ·

)
= fρj−1ddcρ (ddcf)j−1 + 0
= (ρj−1ddcρ)f(ddcf)j−1,
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et

ωj1 =
(
dcρ df + dρ dcf + ρ ddcf

)j
= ρj(ddcf)j + jρj−1(dcρ df + dρ dcf

)
(ddcf)j−1 + j(j − 1)ρj−2(dcρdf + dρdcf

)2(ddcf)j−2 + 0
= ρj(ddcf)j + j

(
dcρdf + dρdcf

)
(ρj−1(ddcf)j−1)− 2j(j − 1)ρj−2(dρ dcρ)dcf df(ddcf)j−2.

Si α ∈ A(X × ℙ1), on va noter par {α} la composante de α contenant dz ∧ dcz (où z une coordonnée
locale sur ℙ1). On a donc,

{ωj1} = −2j(j − 1)ρj−2dρ dcρ dcf df(ddcf)j−2.

Par suite,

{(ddc(ρf))j} = j
(
ρj−1ddcρ

)
f(ddcf)j−1 − 2j(j − 1)ρj−2(dρdcρ)dcfdf(ddcf)j−2

= jρj−1ddcρ f(ddcf)j−1 + 2j(j − 1)ρj−1 dρ dcρ
(
d(fdcf)− fddcf

)
(ddcf)j−2

= ρj−1
(
j ddcρ− 2j(j − 1)dρ dcρ

)
f(ddcf)j−1 + 2j(j − 1)ρj−1 dρ dcρ d(fdcf)(ddcf)j−2

= αj(z)f(ddcf)j−1 + βj(z)d(fdcf)(ddcf)j−2

avec αj := ρj−1
(
j ddcρ− 2j(j − 1)dρ dcρ

)
et βj := 2j(j − 1)ρj−1 dρ dcρ sont deux formes différentielle

de degré maximal sur ℙ1.

Donc, on a dans Ã(X),

c̃h(O, h1, h2) = −
∫
ℙ1

ch(ddc(ρf)) log |z|2

= −
∑
j≥1

1
j!
(∫

ℙ1
αj(z) log |z|2

)
f(ddcf)j−1 −

∑
j≥1

1
j!
(∫

ℙ1
βj(z) log |z|2

)
d(fdcf)(ddcf)j−2

=
∑
j≥1

1
j!f(ddcf)j−1.

On a donc montré que :

c̃h
(
L, h1, h2

)
= c̃h

(
O, h1 ⊗ h−1

1 , h2 ⊗ h−1
1
)
ch(L, h1)

=
∑
j≥1

1
j!
(
− log h2

h1

)(
ddc
(
− log h2

h1

))j−1
ch(L, h1).

2.4.2 Un rappel sur la théorie des fonctions de Bessel

Dans cette introduction à la théorie des fonctions de Bessel, la principale référence est le chapitre
17 du [WW62]. On s’intéressera à une sous-classe de fonctions de Bessel à savoir les fonctions de Bessel
d’ordre un entier.

Pour tout z fixé, la fonction
t 7→ e

1
2 z(t−

1
t
), t 6= 0

admet un développement en une série de Laurent en t. Soit n ∈ ℤ. Par définition la fonction de Bes-
sel d’ordre n est la fonction qui pour tout z ∈ ℂ associe Jn(z) le coefficient de tn dans ce développement.
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• Jn est une fonction analytique sur ℂ telle que J−n = (−1)nJn et

Jn(z) =
∞∑
r=0

(−1)r(1
2z)

n+2r

Γ(r + 1)Γ(n+ r + 1) ∀ z ∈ ℂ si n ∈ ℕ.

• Jn est une solution de l’équation différentielle linéaire suivante :

d2y

d2z
+ 1
z

dy

dz
+
(
1− n2

z2
)
y = 0

Relations de récurrence : On a pour tout z ∈ ℂ
•

d

dz

(
z−nJn(z)

)
= −z−nJn+1(z), (2.40)

•
J ′n(z) = n

z
Jn(z)− Jn+1(z), (2.41)

•
J ′n(z) = 1

2(Jn−1(z)− Jn+1(z)), (2.42)

•
J ′n(z) = Jn−1(z)− n

z
Jn(z), (2.43)

•
d

dz
(znJn(z)) = znJn−1(z), (2.44)

• Les fonctions de Bessel modifiées d’ordre entier sont les fonctions In données par

In(z) := i−nJn(iz) =
∞∑
r=0

(1
2z)

n+2r

Γ(r + 1)Γ(n+ r + 1) ∀ z ∈ ℂ,

On a
•

In(z) = 1
2nΓ(n+ 1)z

n + o(zn), |z| � 1, (2.45)

•
In−1(z)− In+1(z) = 2n

z
In(z), (2.46)

•
d

dz
(znIn(z)) = znIn−1(z), (2.47)

•
d

dz
(z−nIn(z)) = z−nIn+1(z), (2.48)

•
d2In(z)
dz2 + 1

z

dIn(z)
dz

− (1 + n2

z2 )In(z) = 0. (2.49)

•
In(z) = ez√

2πz

(
1− 4n2 − 1

8z +O( 1
z2 )
)
, (2.50)

avec (| arg(z)| < π
2 ), cf. [AS92, 9.7.1].

•
I ′n(z) = ez√

2πz
(
1− 4n2 + 3

8z +O( 1
z2 )
)
, (2.51)

avec (| arg(z)| < π
2 ), cf. [AS92, 9.7.3].
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•
In(nz) = 1

(1 + ηk,1(n,∞))
enξ(z)

(2πn)
1
2 (1 + z2)

1
4

∞∑
i=0

1
ni
Ui(z), (2.52)

∀z vérifiant arg(z) ≤ π
2 − ε, 0 < ε� 1, voir [Olv74, 7.18 p.378] ou [AS92, 9.7.7]. Une estimation

d’erreur est donnée par la formule [Olv74, 7.14, p. 377].
•

I ′n(nz) = (1 + z2)
1
4

1 + η2,1(n,∞)
enξ(z)

(2πn)
1
2 z

(
1 + 1

n
V1 + 1

n2 (V2 − U2) + κ2,1(n, z)− z2p3

2n η2,1(n, z)
)
, (2.53)

où
V1(z) = −3

8
1

(1 + z2)
1
2

+ 7
24

1
(1 + z2)

3
2
, (2.54)

voir [AS92, 9.7.9] ou [Olv74, ex 7.2 p.378].



Chapitre 3

Sur la théorie spectrale des métriques
intégrables sur une surface de Riemann
compacte

Dans ce texte, on introduit une classe de métriques continues sur les fibrés en droites sur une
surface de Riemann compacte qu’on appellera métriques 1-intégrables et on étend la théorie spectrale
des opérateurs Laplaciens associés aux métriques de classe C∞ à l’ensemble des fibrés en droites munis
de ces métriques.

Comme application, on retrouve l’égalité suivante :

ζ ′∆O(m)∞
(0) = Tg

(
(ℙ1, ω∞);O(m)∞

)
,

obtenue par des calculs directs dans [Hajb].

3.1 Introduction

3.1.1 Principaux résultats

En Géométrie d’Arakelov, developpée par Gillet-Soulé et Bismut, les métriques hermitiennes sont
supposées de classe C∞. Cela est nécessaire, par exemple, afin de définir les parties de nature spectrale
entrant dans la formulation du théorème de Riemann Roch Arithmétique, voir [GS92]. Or, il s’avère que
ces suppositions sont très restrictives. Un exemple de bonnes métriques, sont les métriques canoniques
sur les variétés toriques qui sont continues mais pas nécessairement C∞, voir [Zha95], [Mai00] pour la
construction de ce genre de métriques.

Après une première approche due à Zhang, voir [Zha95]. Maillot introduit une Géométrie d’Ara-
kelov qui tient en compte des métriques admissibles et intégrables, voir [Mai00]. Dans ce texte on
complète cette théorie, au moins pour les surfaces de Riemann compactes, en construisant une théorie
spectrale associée à ces métriques intégrables qui généralise la théorie classique. Ce qui nous permettra
de définir une théorie de torsion analytique holomorphe dans ce cas.

Rappelons qu’un fibré en droites hermitien (E, hE) sur une variété projective complexe non-
singulière, est dit admissible si hE est limite uniforme d’une suite (hn)n∈ℕ de métriques C∞ et positives.
On dit qu’il est intégrable si hE est quotient de deux métriques admissibles, voir (3.7.1).
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Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte où hX est une métrique hermitienne continue.
Au paragraphe (3.3.1), on rappelle la construction du Laplacien dans le cas classique agissant sur
A(0,0)(X,E). Soit E∞ = (E, hE,∞) un fibré en droites intégrable sur X, nous montrons qu’on peut
associer à hE,∞ un opérateur linéaire qui agit qui agit sur A(0,0)(X,E) et étend la notion de Laplacien
pour les métriques C∞. On l’appellera l’opérateur Laplacien associé à hE,∞ et on le note par ∆E∞

.
Plus précisement, on établit le résulat suivant, voir (3.3.6) :

Théorème 3.1.1. Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte avec hX une métrique hermitienne
continue. Soit E∞ = (E, hE,∞) un fibré en droites intégrable. On note par A0,0(X,E)∞ le complété
de A0,0(X,E) pour la métrique L2

∞ induite par hX et hE,∞.
Pour toute décomposition de E∞ = E1,∞ ⊗ E

−1
2,∞ en fibrés admissibles E1,∞ et E2,∞, et pour

tout choix de suites
(
h1,n

)
n∈ℕ (resp.

(
h2,n

)
n∈ℕ) de métriques positives C∞ sur E1,∞ (resp. sur E2,∞)

qui converge uniformément vers h1,∞ (resp. h2,∞), pour tout ξ ∈ A0,0(X,E), et si l’on pose En :=
E1,n ⊗ E

−1
2,n. Alors la suite

(
∆En

ξ
)
n∈ℕ converge, pour la norme L2

∞, lorsque n 7→ ∞ vers une limite
∆E∞

ξ dans A0,0(X,E)∞. Cette limite ne dépend par du choix de la décomposition ni de celui de la
suite.

On a

1. ∆E∞
est un opérateur linéaire de A0,0(X,E) vers A0,0(X,E)∞.

2. (
∆E∞

(f ⊗ σ), g ⊗ τ
)
L2,∞ =

(
f ⊗ σ,∆E∞

(g ⊗ τ)
)
L2,∞

= i

2π

∫
X
hE,∞(σ, τ)∂f

∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz.

(3.1)

∀f, g ∈ A0,0(X) et σ, τ deux sections locales holomorphes de E tels que f ⊗ σ et g ⊗ τ soient
dans A(0,0)(X,E). En particulier,(

∆E∞
ξ, ξ′

)
L2,∞ =

(
ξ,∆E∞

ξ′
)
L2,∞,

∀ξ, ξ′ ∈ A(0,0)(X,E).
3. (

∆E∞
ξ, ξ
)
L2,∞ ≥ 0 ∀ ξ ∈ A0,0(X,E).

Si l’on choisit convenablement
(
hn
)
n
une suite de métriques de classe C∞ qui converge uniformé-

ment vers h∞, alors nous sommes capables de relier e−t∆E∞ à
(
e
−t∆

En
)
n∈ℕ ; la suite de noyaux de

Chaleur associés à
(
hn
)
n
. En fait, si (hn)n∈ℕ vérifie les deux conditions suivantes :

1.
sup
n∈ℕ

∥∥∥∥hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2 ∂

∂z
log hn+1

hn

∥∥∥∥
sup

<∞

où
{
∂
∂z

}
est une base locale de TX. Rappelons que

∣∣∣∣hX( ∂
∂z ,

∂
∂z

)− 1
2 ∂
∂z log hn+1

hn

∣∣∣∣ ne dépend pas du

choix de la base locale.
2.

∞∑
n=1

∥∥∥∥ hn
hn−1

− 1
∥∥∥∥

1
2

sup
<∞.

Alors, nous montrons le théorème suivant, voir (3.4.8) :
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Théorème 3.1.2. On a, (
e
−t∆

En
)
n∈ℕ −−−→n7→∞

e
−t∆

E∞ .

dans l’espace des opérateurs bornés sur le complété de A(0,0)(X,E) pour la métrique L2
∞.

Après nous montrons que ∆E∞
possède un spectre discret, infini et positif. L’étape suivante est

l’étude de l’opérateur P∞e−t∆L,∞ , où P∞ est la projection orthogonale à ker ∆E,∞ pour L2
∞. Nous

montrons qu’il est nucléaire, on peut alors introduire la fonction Thêta associée en posant :

θ∞(t) := Tr
(
P∞e−t∆E,∞

)
∀ t > 0,

Nous montrons qu’on a convergence simple de :(
θn(t)

)
n∈ℕ −−−→n7→∞

θ∞(t) ∀ t > 0,

où θn est la fonction Thêta associée à ∆E,hn .
Ces résultats sont regroupés dans le théorème suivant, voir (3.4.16) pour la preuve :

Théorème 3.1.3. Pour tout t > 0, e−t∆E,∞ est un opérateur nucléaire. On a

lim
u7→∞

θu(t) = θ∞(t).

La fonction Zêta ζ∞ définit par :

ζ∞(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

θ∞(t)ts−1dt,

est holomorphe sur Re(s) > 1 et

ζ∞(s) =
∞∑
k=1

1
λs∞,k

∀ Re(s) > 1.

admet un prolongement analytique au voisinage de 0 et on a

ζ ′∞(0) = lim
u7→∞

ζ ′u(0).

avec ζu est la fonction Zêta associée à ∆E,u.

On notera qu’afin de démontrer ce théorème on aura besoin d’une borne inférieure positive non
nulle pour la suite (λ1,n)n∈ℕ, où λ1,n est la première valeur propre non nulle de ∆En

pour tout n ∈ ℕ.
L’existence de cette borne sera déduit de la proposition suivante, qu’on établit dans (3.7.17) :

Proposition 3.1.4. Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte et E un fibré en droites ho-
lomorphe. Soit hE,∞ une métrique hermitienne continue sur L. Soit (hn)n une suite de métriques
hermitiennes C∞ sur L qui converge uniformément vers h∞. Alors il existe une constante α 6= 0 telle
que

α ≤ λ1,q
λ1,p

≤ 1
α
, ∀ 1� p ≤ q.

On termine par montrer que la suite des métriques de Quillen (‖ · ‖Q,hn)n∈ℕ converge vers une
limite et que cette dernière est représentée par la métrique ‖ · ‖Q,h∞ = ‖ · ‖L2,∞ exp(ζ ′∞(0)).
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3.1.2 Organisation de l’article

Dans le chapitre (3.2), nous introduisons la notion de métrique 1-intégrable. On considère alors la
définition suivante :

Définition 3.1.5. Soit
(
X,ω

)
une surface de Riemann compacte et ωX une forme de Kähler. Soit

E =
(
E, h∞

)
un fibré en droites intégrable sur X.

On dit que
(
E, h∞

)
est 1-intégrable s’il existe une suite

(
hn
)
n∈ℕ de métriques de classe C∞ sur E

qui converge uniformément vers h∞ vérifiant que :
1. Il existe E1 et E2 deux fibrés en droites admissibles tels que E = E1 ⊗ E

−1
2 et deux suites(

h1,n
)
n∈ℕ et

(
h2,n

)
n∈ℕ de métriques positives de classe C∞ sur E1 respectivement sur E2 telles

que
(
h1,n

)
n∈ℕ respectivement

(
h2,n

)
n∈ℕ converge uniformément vers h1,∞ respectivement vers

h2,∞ et que
hn = h1,n ⊗ h−1

2,n ∀n ∈ ℕ.

ou il existe h′, une métrique positive de classe C∞ telle que hn ⊗ h′ est positive, ∀n ∈ ℕ.
2. ∞∑

n=1

∥∥∥ hn
hn−1

− 1
∥∥∥ 1

2

sup
<∞,

3.
sup
n∈ℕ≥1

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

<∞. (3.2)

Les principaux résultats du chapitre (3.2) concernant cette nouvelle notion de métriques sont les
théorèmes (3.2.5) et (3.2.12). Nous commençons tout d’abord par remarquer que(∣∣∣hX( ∂

∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∣∣∣)
n∈ℕ

est une suite de fonctions bien définies sur X et qu’elle est L2-bornée. On notera à l’aide d’exemples
que la convergence uniforme n’est pas suffisante pour garantir (3.2). Nous établissons que toute mé-
trique continue avec des conditions de régularités faibles sur un fibré en droites sur une surface de
Riemann compacte X est intégrable, c’est l’objet du théorème (3.2.5) ; L’idée clé est le fait que toute
métrique positive est admissible.

Dans la proposition (3.2.8), on y trouve une large classe d’exemples de suites de métriques surO(m)

sur ℙ1 vérifiant (3.2) et on notera qu’on peut avoir aussi limn∈ℕ
∥∥∥hX( ∂

∂z ,
∂
∂z

)− 1
2 ∂
∂z log hn

hn−1

∥∥∥
sup

= 0.

Afin de répondre, partiellement, à la question (3.2), on se restreint à la classe des métriques in-
tégrables invariantes par l’action de S1, par exemple les métriques canoniques sur ℙ1. Notons que
les résultats énoncés ici, sont tous vérifiés par les métriques canoniques sur ℙ1. Dans la proposition
(3.2.11), on s’intéresse à des métriques d’origine dynamique. L’observation des différents exemples
nous amène à introduire la classe des métriques intégrables invariantes par S1 qui sont C∞ sur ℙ1 \ S
où S est un compact de ℙ1 \ {0,∞}, par exemple la métrique |·|

max(|x0|,|x1|) est intégrable, invariante
par S1 et C∞ sur ℙ1 \ {|z| = 1}. Le principal résultat de ce paragraphe est le théorème (3.2.12), où on
montre que (3.2) est vérifiée si h∞ est intégrable, invariante par S1 et de classe C∞ sur ℙ1 \ S avec S
un compact de ℙ1 \ {0,∞}.

D’après le théorème (3.2.12), il est naturel d’introduire la définition suivante : Soit X une surface
de Riemann compacte et hE,∞ une métrique admissible sur E, un fibré en droites sur X. On dit que
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hE,∞ est “1-admissible” s’il existe une suite de métriques positives de classe C∞ sur L qui converge
uniformément vers hE,∞ telle que

sup
n∈ℕ∗

∥∥∥∥h( ∂∂z , ∂∂z )− 1
2
∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥∥
sup

<∞,

(où { ∂∂z} est une base holomorphe locale de TX) et

∞∑
n=1

∥∥∥∥ hn
hn−1

− 1
∥∥∥∥

1
2
<∞.

et plus généralement, hE,∞ sera dite “1-intégrable” s’il existe h1,∞ et h2,∞ deux métriques “1-
admissibles” telles que

hE,∞ = h1,∞ ⊗ h−1
2,∞.

Avec les notations de la définition (3.2.13), on montre qu’il existe des métriques 1-intégrables continues
mais non C∞, c’est l’objet du théorème (3.2.15). Notons que nos résultats s’étendent à toute métrique
ayant cette propriété.

Remarquons que (3.2.5), nous fournit une large classe d’exemples d’application pour la théorie
développée dans le texte.

Les paragraphes (3.3.2) et (3.3.3) sont consacrés à l’extension de la notion du Laplacien généralisé
aux cas des métriques intégrables sur les fibrés en droites holomorphes sur une surface de Riemann
compacte. On propose deux approches différentes, dans la première nous montrons que pour tout choix
(hn)n de suites de métriques positives C∞ qui converge uniformément vers une métrique admissible
h∞, la suite d’opérateurs ∆E,hn converge fortement pour la métrique L2 vers un opérateur qu’on
notera par ∆E∞

, voir le théorème (3.3.6). Lorsque X = ℙ1, le théorème (3.3.16) décrit la deuxième
approche qui consiste à définir directement l’opérateur ∆E,h∞ par une formule qui étend l’expression
locale du Laplacien dans le cas C∞ en montrant que le coefficients de ce dernier ont encore un sens
dans le cas de hE,∞.

On termine, par prouver que les deux approches définissent le même opérateur, qu’on appellera le
Laplacien associé à hE,∞.

Dans le chapitre (3.5), on étudie la variation de la métrique sur TX. On considère une métrique in-
tégrable sur TX, qu’on lui associe un opérateur Laplacien noté ∆X,∞. on montre qu’il admet un noyau
de chaleur e−t∆X,∞ qui peut être approché par une suite de noyaus de chaleur

(
e−t∆X,n

)
n
de classe C∞.

Le (3.6) constitue une annexe regroupant quelques résultats techniques utiles, on y trouve un rappel
sur les opérateurs bornés, compacts et nucléaires sur un espace de Hilbert. En combinant plusieurs
résultats on établit dans (3.4), que

e−t∆E,h∞ , t > 0

est un opérateur nucléaire, en d’autres termes nous établissons que

θ∞(t) :=
∑
k≥1

e−tλ∞,k <∞

où {λ∞,k}k∈ℕ sont les valeurs propres de ∆E,h∞ comptées avec multiplicités. Si l’on note par

ζ∞(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1θ∞(t)dt, s ∈ ℂ,
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alors nous montrons notre principal résultat de ce paragraphe :

lim
n∈ℕ

ζ ′n(0) = ζ ′∞(0)

est la limite est finie.

Cela explique nos précédents calculs et le fait que

Tg
(
(ℙ1, ω∞);O(m)∞

)
= ζ ′∆O(m)∞

(0)

où le terme à gauche est obtenu comme limite de ζ ′n(0).

L’appendice (3.7) regroupe quelques lemmes et résultats qui seront utilisés tout au long de cet ar-
ticle, par exemple on établit un lemme technique qui nous permet de construire à partir d’une famille
discrète ou une suite (hn)n∈ℕ de métriques hermitiennes, une famille à paramètre continu u ∈ [1,∞[
qui interpole (hn)n∈ℕ aux points entiers et qui varie de façon C∞ en fonction u. Ce lemme sera utilisé
pour étudier en particulier la variation des e−t∆L,hn en fonction de n en utilisant la formule de Duha-
mel pour ∂

∂ue
−t∆u .

3.2 Sur les métriques intégrables sur ℙ1

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au problème suivant : Etant donnée une métrique h∞ admissible,
plus généralement intégrable (voir (3.7.1) pour la définition), existe-il une suite (hn)n∈ℕ de métriques
hermitiennes positives de classe C∞ qui converge uniformément vers h∞ telle que :

sup
n∈ℕ

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

) 1
2
∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

<∞ (3.3)

Si l’on fixe une métrique L2 sur A0,0(ℙ1), alors la suite
(∣∣∣hX( ∂∂z , ∂∂z )− 1

2 ∂
∂z log hn

hn−1

∣∣∣)
n∈ℕ

est L2-
bornée, en effet on a∥∥∥hX( ∂

∂z
,
∂

∂z

) 1
2
∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥2

L2
=
∫
X

∣∣∣hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

) 1
2
∂

∂z

(
log hn

hn−1

)∣∣∣2ωX
=
∫
X

∣∣∣ ∂
∂z

(
log hn

hn−1

)∣∣∣2ωX
=
∫
X

log hn
hn−1

(
c1(L, hn)− c1(L, hn−1)

)
≤
∫
X

log hn
hn−1

c1(L, hn) +
∫
X

log hn
hn−1

c1(L, hn−1)

≤ 2 deg(L)
∥∥∥log hn

hn−1

∥∥∥
sup
.

(on a utilisé la positivité de c1(L, hn)).

On remarque qu’en général, le fait que (hn)n∈ℕ converge uniformément vers h∞ n’implique pas
nécessairement la propriété (3.3), en effet, si l’on considère par exemple le polynôme P (z) = z2 − 2,
et on pose hn la métrique hermitienne sur O(1), définie comme suit :

‖ · ‖n := | · |(
1 + |P (n)(z)|2

) 1
2n+1

1

1. où P (n+1)(z) = P (P (n)(z)) pour tout n ∈ ℕ.
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alors on montrera que (hn)n∈ℕ est une suite de métriques hermitiennes positives de classe C∞ qui
converge uniformément vers une métrique continue qu’on note par h∞ cf. [Zha95]. Mais, comme

∂

∂z
log hn(z) = 1

2n

(
∂
∂zP

(n)(z)
)
P (n)(z)

1 + |P (n)(z)|2
=
(∏n−1

k=0 P
(k)(z)

)
P (n)(z)

1 + |P (n)(z)|2

et puisque P (2) = 2, alors
∂

∂z
log hn(2) = 2n+1

5 .

Par suite, ∣∣∣h∞( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hn

hn−1

∣∣∣(2) = 4
52n ∀n ∈ ℕ.

Il est naturel de s’intéresser aux métriques intégrables singulières, puisqu’on les métriques qui sont C∞
vérifient automatiquement la question ci-dessus. On commence par étudier une classe de métriques
associées à des systèmes dynamique sur ℙ1, on montrera que se sont des métriques intégrables sin-
gulières plus précisément on va montrer qu’elles sont toujours de classe C∞ sur ℙ1 \ S, où S est un
compact de ℂ. On en déduira des exemples de métriques vérifiant la condition ci-dessus.

Plus généralement, on démontrera que toute métrique intégrable invariante par l’action de S1 et
qui est de classe C∞ sur ℙ1 \ S où S est un compact de ℂ∗, par exemple les métriques canoniques sur
les fibrés en droites sur ℙ1, vérifient la propriété (3.3).

On note par S l’ensemble des compacts de ℙ1\{0,∞}, notons que cet ensemble est stable par union
finie. Si h1 (resp. h2) une métriques continue de classe C∞ en dehors S1 (resp. S2) avec S1, S2 ∈ S
alors h1 ⊗ h2 est C∞ sur ℙ1 \

(
S1 ∪ S2).

Définition 3.2.1. On note par P̂icint,S(ℙ1) le sous-groupe de P̂icint(ℙ1) formé des classes d’isomorphie
isométrique des fibrés hermitiens intégrables L = (L, h) sur ℙ1 tels que h soit de classe C∞ sur ℙ1 \ S
où S ∈ S.

P̂icint,S,0(ℙ1) le sous-groupe de P̂icint(ℙ1) engendré par les métriques de classes C∞ et les métriques
radiales intégrables qui sont C∞ sur le complémentaire d’un élement de S.

On note que P̂ic(ℙ1) est un sous-groupe de P̂icint,S,0(ℙ1)

Aussi, on définit ĈH2
int,S(ℙ1) comme étant le sous-groupe de ĈH2

int(ℙ1) engendré par les éléments
de la forme α · ĉ1(L)q, où α ∈ ĈH2−q(ℙ1).

On rappelle le lemme suivant qui sera utile dans la suite :

Lemme 3.2.2. Soit [a, b] un intervalle compact de ℝ et
(
fn
)
n∈ℕ une suite de fonctions réelles convexes

différentiables sur [a, b]. On suppose que
(
fn
)
n∈ℕ converge uniformément vers une fonction f sur [a, b],

alors pour tout [α, β] ⊂]a, b[ il existe une constante c telle que∣∣f ′n(x)
∣∣ ≤ c, ∀x ∈ [α, β] ∀n ∈ ℕ.

Démonstration. C’est un résultat classique.

Proposition 3.2.3. Soit X une variété complexe projective et L un fibré en droites ample sur X.
Toute métrique positive sur L est admissible.

Démonstration. Voir [Mai00, Théorème 4.6.1].
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Proposition 3.2.4. Soit X une variété complexe de dimension d et A ⊂ X un ouvert relativement
compact tel que A soit une sous-variété réelle à coins de X. Soient f et g deux formes différentielles
de classes C2 au voisinage de A de bidegrés (p, p) et (q, q) telles que p+ q = d− 1. On a :∫

A
(fddcg − gddcf) =

∫
∂A

(fdcg − gdcf)

Démonstration. Voir par exemple [Dem].

Théorème 3.2.5. Soit X une surface de Riemann compacte. Soient A1 ⊊ A2 ⊊ . . . ⊊ Am ⊂ X m ou-
verts non vide relativement compacts tels que A1, . . . , Am soient des sous-variétés réelles à coins de X.

Soit g une fonction réelle continue sur X. On suppose que pour tout i ≥ 1, il existe une fonction
gi de classe C2 sur un voisinage ouvert de Ai \Ai−1, on prend A0 = ∅, telles que

g|
Ai\Ai−1

= gi|
Ai\Ai−1

∀i ≥ 1,

et
dcgi = dcgi−1 sur ∂Ai, ∀i ≥ 2.

Soit L un fibré en droites sur X et h′ une métrique hermitienne de classe C∞ sur L alors la
métrique suivante :

hg = h′ exp(g)

est intégrable.

Démonstration. Soit A0,0(X)+ le sous-ensemble de A0,0(X) des fonctions positives. On choisit un
plongement de X dans un espace projectif et note par (O(1)|X , hFS) la restriction à X de O(1)FS par
ce plongement, c’est un fibré en droites strictement positif sur X. Pour montrer la proposition il suffit
de montrer qu’il existe N ∈ ℕ tel que le courant

ddc
(
− log(hNFS ⊗ hg)

)
≥ 0.

Comme h′ est C∞ donc, elle est intégrable, alors il suffit de montrer que la fonctionnelle

ϕ ∈ A0,0(X)+ \ {0} −→
∣∣∫
X gdd

cϕ
∣∣∫

X ϕωX
,

est bornée, où ωX est une forme volume de classe C∞.
On a ∫

X
gddcϕ =

m∑
i=1

∫
Ai\Ai−1

gddcϕ

=
m∑
i=1

∫
Ai\Ai−1

gidd
cϕ

=
m∑
i=1

∫
Ai\Ai−1

ddcgiϕ+
∫
∂Ai

(
gid

cϕ− ϕdcgi
)
−
∫
∂Ai−1

(
gid

cϕ− ϕdcgi
)

(3.2.4)

=
m∑
i=1

∫
Ai\Ai−1

ddcgiϕ+
m∑
i=1

∫
∂Ai

(gi − gi+1)dcϕ+
∫
∂Ai

ϕ(dcgi − dcgi+1)

=
m∑
i=1

∫
Ai\Ai−1

ddcgiϕ
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Soit z une coordonnée holomorphe locale et soit θ un difféomorphisme holomorphe au voisinage
de z. Si l’on pose y := θ(z), alors :

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2g

∂z∂z
= hX

( ∂
∂y
,
∂

∂y

)−1 ∂2g̃

∂y∂y
,

où { ∂∂z} est une base locale de TX, ∂
∂y = θ∗

∂
∂z et g̃(y) = g(θ−1y).

Par hypothèse sur g et d’après la règle de changement de variables précédente, on a

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2g

∂z∂z
,

est bornée, sur chaque carte deX. CommeX est compacte, alors on conclut qu’il existe deux constantes
c, c′ telles que

c

∫
X
ϕωX ≤

∫
X
ddcg ϕ ≤ c′

∫
X
ϕωX ∀ϕ ∈ A0,0(X)+.

Il existe N ∈ ℕ tel que
Nc1(O(1)FS |X ) + c ωX ≥ 0.

Par conséquent∫
X
Nϕc1(O(1)FS |X ) + log hg(s, s)ddcϕ ≥

∫
X
ϕ
(
Nc1(O(1)FS |X ) + c ωX

)
≥ 0.

On conclut que
h⊗NFS ⊗ hg,

est positive, donc admissible par (3.2.3).

Remarque 3.2.6. Si l’on pose
g = log h∞

hFS
,

où h∞ est la métrique canonique de O(1), alors g est un exemple de fonctions vérifiant les hypothèses
de la proposition.

Remarque 3.2.7. (3.2.5) peut être étendu en dimension supérieure.

Proposition 3.2.8. Soit m un entier positif non nul. Sur ℙ1, on munit le fibré en droites O(m) de
la métrique suivante :

hχ,p(·, ·)([x0 : x1]) := | · |2(
|x0|χ(p) + |x1|χ(p)) m

χ(p)
∀ [x0 : x1] ∈ ℙ1,

où χ est une fonction réelle croissante définie sur ℝ+ telle que χ(p) ∈ ℕ∗, si p ∈ ℕ∗. Alors, il existe
une constante c0 telle que∥∥∥ hχ,p

hχ,p−1
− 1

∥∥∥
sup
≤ c0

( 1
χ(p− 1) −

1
χ(p)

)
∀ p ∈ ℕ≥1. (3.4)

En particulier, (hχ,p)p converge uniformément vers h∞ ; la métrique canonique de O(m), et il existe
c1 et c2 deux constantes non nulles telles que

c1

∣∣∣∣1− χ(p− 1)
χ(p)

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hχ,p

hχ,p−1

∥∥∥∥
sup
≤ c2 log

(
χ(p)

χ(p− 1)

)
∀ p ∈ ℕ≥1.
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Démonstration. Soit x > 0, on a

d

dt
(1 + xχ(t))−

1
χ(t) = χ′(t)

χ(t)2

( log(1 + xχ(t))

(1 + xχ(t))
1
χ(t)
− xχ(t) log xχ(t)

(1 + xχ(t))1+ 1
χ(t)

)
.

Lorsque 0 < x < 1, on montre que

d

dt
(1 + xχ(t))−

1
χ(t) ≤ (2 log 2 + e−1) χ

′(t)
χ(t)2 .

donc, ∀p ∈ ℕ≥1∣∣∣∣(1 + xχ(p))− 1
χ(p) −

(
1 + xχ(p−1))− 1

χ(p−1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ p

p−1

χ′(t)
χ(t)2

( log(1 + xχ(t))

(1 + xχ(t))
1
χ(t)
− xχ(t) log xχ(t)

(1 + xχ(t))1+ 1
χ(t)

)
dt

∣∣∣∣
≤
(
2 log 2 + e−1) ∫ p

p−1

χ′(t)
χ(t)2dt

= (2 log 2 + e−1)
( 1
χ(p− 1) −

1
χ(p)

)
.

On obtient alors, pour tout |z| ≤ 1 :

∣∣∣∣ hχ,phχ,p−1
(z)− 1

∣∣∣∣ = (1 + |z|χ(p))
m−1
χ(p)

(1 + |z|χ(p−1))
m−1
χ(p−1)

(1 + |z|χ(p))
1

χ(p)

(1 + |z|χ(p−1))
1

χ(p−1)

≤ 2m (1 + |z|χ(p))
1

χ(p)

(1 + |z|χ(p−1))
1

χ(p−1)

≤ 2m(2 log 2 + e−1)
( 1
χ(p− 1) −

1
χ(p)

)
(1 + |z|χ(p−1))

1
χ(p−1)

≤ 2m2
1

χ(p−1) (2 log 2 + e−1)
( 1
χ(p− 1) −

1
χ(p)

)
.

Si |z| > 1, il suffit de remarquer que hχ,p
hχ,p−1

(z) = hχ,p
hχ,p−1

(1
z ) et de se ramener au cas précédent.

On déduit que (hχ,p)p converge uniformément vers une limite qui n’est autre que h∞ ; la métrique
canonique de O(m).

On a pour tout z ∈ ℂ,

max
(
1, |z|

)2 ∂
∂z

log hχ,p
hχ,p−1

(z) = mmax
(
1, |z|2

)1
z

( |z|χ(p)

1 + |z|χ(p) −
|z|χ(p−1)

1 + |z|χ(p−1)

)
.

Notons que cette quantité est bien définie en z = 0, puisque χ(k) ≥ 1,∀k ∈ ℕ.

On voit que∣∣∣∣max(1, |z|)2 ∂

∂z
log hχ,p

hχ,p−1
(z)
∣∣∣∣ = mmax(1, |z|2)1

z

∣∣∣ |z|χ(p)

1 + |z|χ(p) −
|z|χ(p−1)

1 + |z|χ(p−1)

∣∣∣ ≤ 2m ∀z ∈ ℂ.

Montrons qu’il existe deux constantes c1 et c2 telles que

c1

∣∣∣∣1− χ(p− 1)
χ(p)

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hχ,p

hχ,p−1

∥∥∥∥
sup
≤ c log

(
χ(p)

χ(p− 1)

)
∀p ∈ ℕ≥1. (3.5)
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Pour montrer l’inégalité à droite, cela il suffit de montrer que pour tout x ∈]0, 1[, on a∣∣∣∣ 1
1 + xχ(p) −

1
1 + xχ(p−1)

∣∣∣∣ ≤ c2x log
(

χ(p)
χ(p− 1)

)
.

Fixons x dans ]0, 1[. On a, ∀p ∈ ℕ≥1∣∣∣∣ 1
1 + xχ(p) −

1
1 + xχ(p−1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ p

p−1

χ′(t)
χ(t)

xχ(t) log xχ(t)

(1 + xχ(t))2 dt

∣∣∣∣
≤ c2x

∫ p

p−1

χ′(t)
χ(t) dt, c2 := sup

y∈[0,1], t>0

yχ(t)−1| log yχ(t)|
(1 + yχ(t))2

= c2x log χ(p)
χ(p− 1) .

Montrons maintenant l’inégalité à gauche. On a, pour tout x ∈]0, 1[ :

∣∣∣∣ 1

1 + x
χ(p−1)
χ(p)

− 1
1 + x

∣∣∣∣ =
∣∣x− xχ(p−1)

χ(p)
∣∣(

1 + x
)(

1 + x
χ(p−1)
χ(p)

)
≥ 1

4

∣∣∣x− xχ(p−1)
χ(p)

∣∣∣
=
∣∣∣1− χ(p− 1)

χ(p)

∣∣∣∣∣log x
∣∣xcp où cp ∈

]χ(p− 1)
χ(p) , 1

[
≥
∣∣∣1− χ(p− 1)

χ(p)

∣∣∣∣∣log x
∣∣x,

(le cp résulte de l’utilisation du théorème des accroissements finis) par suite∥∥∥∥h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hχ,p

hχ,p−1

∥∥∥∥
sup
≥ sup
|z|≤1

∣∣∣∣h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hχ,p

hχ,p−1
(z)
∣∣∣∣

= sup
0<x≤1

m

x

∣∣∣∣ 1
1 + xχ(p) −

1
1 + xχ(p−1)

∣∣∣∣
≥ m sup

0<x≤1

∣∣∣∣ 1

1 + x
χ(p−1)
χ(p)

− 1
1 + x

∣∣∣∣
≥ m sup

0<x≤1

∣∣∣∣1− χ(p− 1)
χ(p)

∣∣∣∣∣∣log x
∣∣x

= e−1m

∣∣∣∣1− χ(p− 1)
χ(p)

∣∣∣∣.
Si l’on pose

l := lim sup
p7→∞

χ(p− 1)
χ(p) .

alors
lim sup
p 7→∞

∥∥∥∥h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)

1
2 log hχ,p

hχ,p−1

∥∥∥∥
sup
6= 0.

si l < 1, (par exemple, χ(p) = 2p). En effet, on a pour tout z fixé :

lim sup
p7→∞

1

|z|
1

χ(p)

( 1

1 + (|z|
1

χ(p) )χ(p)
− 1

1 + (|z|
1

χ(p) )χ(p−1)

)
= 1

1 + |z| −
1

1 + |z|l .
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Si l = 1, alors de (3.5), on déduit que

lim sup
p 7→∞

∥∥∥h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)

1
2 log hχ,p

hχ,p−1

∥∥∥
sup

= 0.

Remarque 3.2.9. lim supp 7→∞
∥∥∥h( ∂∂z ,

∂
∂z )

1
2 log hχ,p

hχ,p−1

∥∥∥
sup
6= 0, si lim supp 7→∞

χ(p−1)
χ(p) 6= 1 par exemple

pour χ(p) = 2p, et lim supp 7→∞
∥∥∥h( ∂∂z ,

∂
∂z )

1
2 log hχ,p

hχ,p−1

∥∥∥
sup

= 0, si lim supp7→∞
χ(p−1)
χ(p) = 1 par exemple

si χ(p) = p.

Remarque 3.2.10. Lorsque χ est un polynôme, alors il existe une constante c 6= 0 telle que∥∥∥h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hχ,p

hχ,p−1

∥∥∥
sup

∼
p 7→∞

c

p
. (3.6)

Proposition 3.2.11. Soit L un fibré en droites sur ℙ1, engendré par ses sections globales, et f : ℙ1 →
ℙ1 un morphisme de degré d, défini par un polynôme P (z) = zd + a1z

d−1 + · · ·+ ad. Le morphisme f
induit un isomorphisme de fibrés en droites :

φ : Ld → f∗L.

On considère h1 une métrique hermitienne positive de classe C∞ sur L, on construit par récurrence
une suite (hp)p∈ℕ sur L comme suit :

hp :=
(
φ∗f∗hp−1

) 1
d ∀ p ∈ ℕ≥1.

Cette suite vérifie les propriétés suivantes :
1. (hp)p∈ℕ0 converge uniformément vers une métrique h∞ continue.
2. h∞ est admissible.
3. Il existe J , un sous-ensemble compact de ℂ d’intérieur vide tel que h∞ soit de classe C∞ sur

ℙ1 \ J .
4. Si ad = ad−1 = 0 alors 0 /∈ J . Dans ce cas, on pose

hn(·, ·) = | · |2eψn et h∞(·, ·) = | · |2eψ∞ ,

où ψn =
∫
S1 log hn, et ψ∞ =

∫
S1 log h∞. Alors, on a

(a) hn est invariante par S1, positive et de classe C∞, ∀n ∈ ℕ.
(b) h∞ est invariante par S1, positive , de classe C∞ sur ℙ1\J et non de classe C∞ au voisinage

de J .
(c)

(
hn
)
n∈ℕ converge uniformément vers h∞.

En d’autre termes,
(
L, h∞

)
∈ P̂ icint,S,0(ℙ1).

Démonstration. On a 1) et 2) sont due à [Zha95].

Soit c1(L,h∞) le courant de Chern associé à
(
L,h∞

)
, alors on montre dans [FS94], que le support

de la puissance maximale de c1(L,h∞), donc c1
(
L,h∞

)
dans notre cas, coïncide avec l’ensemble de
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Julia qu’on note J , c’est un sous-ensemble compact de ℂ d’intérieur vide, voir [Mil06, Corollaire 4.11].

Montrons que h∞ est de classe C∞ sur ℙ1 \ J . On pose u = − logh∞, U := ℙ1 \ J et on note par v
le courant ddcu. On a v|U = c1(L,h∞)|U = 0, en particulier v est de classe C∞. D’après [GS90a, 1.2.1
théorème], il existe u′ un courant de degré (0, 0) tel que

v = ddcu′, et u′|U est C∞.

Comme ddc
(
u − u′

)
= 0 et puisque ℙ1 est compact Kähler alors d’après [GS90a, 1.2.2 théorème], il

existe ω une forme harmonique, telle que u − u′ = ω. Mais ℙ1 est projectif donc ω est une fonction
constante, par suite, u|U est C∞ et donc h∞ l’est aussi. Celà termine la preuve du 3).

Avant de démontrer le 4), on note qu’il possible d’avoir 0 ∈ Supp
(
c1(L,h∞)

)
, par exemple, si

P (z) = z2 − 2 alors on montre que J = [−2, 2], voir [Mil06, lemme 7.1]. Supposons que P est de la
forme suivante :

P (z) = zd + a1z
d−1 + · · ·+ ad−2z

2,

et montrons que dans ce cas, que ∂
∂z logh∞ est nulle au voisinage de zéro, ce qui est suffisant pour

montrer 4). Par continuité, il existe η > 0 tel que |P (z)| ≤ |z| pour tout |z| < η. Par suite

∣∣P (n)(z)
∣∣ ≤ η

2 ∀ |z| < η

2 ∀n ∈ ℕ. (3.7)

Soit |z| < η
2 , on a

∣∣∣∣ ∂∂z loghn(z)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
dn

∂
∂z

(
P (n)(z)

)
P (n)(z)

1 + |P (n)(z)|2

∣∣∣∣
≤ η

2dn
∣∣∣ ∂
∂z

(
P (n)(z)

)∣∣∣ par (3.7)

= η

2dn
∣∣∣∫
|ξ|=η

P (n)(ξ)(
ξ − z

)2dξ∣∣∣
≤ η2

2dn
∣∣∣∫
|ξ|=η

1∣∣|ξ| − |z|∣∣2 |dξ|
∣∣∣ par (3.7)

≤ η

dn
.

on a donc, montré que pour tout |z| < η
2 ,∣∣∣ ∂

∂z
loghn(z)

∣∣∣ ≤ η

dn
, ∀n ∈ ℕ.

Par un théorème classique sur la convergence uniforme de suites de dérivées de fonctions diffé-
rentiables, on déduit que logh∞ est différentiable sur

{
|z| < η

2
}
et ∂

∂z logh∞ = 0 sur
{
|z| < η

2
}
. On

pose
ψn :=

∫
S1

loghn ∀n ∈ ℕ et ψ :=
∫
S1

logh∞.

Donc,
hn(·, ·) := | · |2eψn ,

est de classe C∞ et elle est radiale par construction. On a ddc log hn =
∫
S1 ddc loghn, donc hn est

positive. On vérifie que
(
hn
)
n∈ℕ converge uniformément vers h∞(·, ·) := | · |2eψ∞ qui est C∞ sur ℙ1 \J .
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On conclut que h∞ ∈ S.

Notons que h∞ est nécessairement non C∞ au voisinage de J ; En effet, supposons que h∞ est
C∞ sur ℙ1. Puisque J est d’intérieur vide, alors l’adhérence de ℙ1 \ J est ℙ1 et par la continuité des
dérivées secondes on déduit que c1(L, h∞) = 0 au voisinage de J ce qui est impossible.

Notons que ce fait, n’est pas trivial puisqu’on peut trouver une métrique C∞ telle que le support de
sa première forme de Chern soit un compact de ℙ1 \ {0,∞}, en considérant par exemple une fonction
ψ sur ℂ telle ψ = 0 au voisinage de 0, de classe C∞ en un voisinage ouvert de S1 et ψ(z) = log |z| si
|z| � 1, alors ψ définie une métrique sur O(1) (puisque ψ − ψ∞ est une fonction bornée sur ℙ1) et
montre que le support de sa première forme de Chern est un compact de ℙ1 \ {0,∞}.

Théorème 3.2.12. Soit h une métrique intégrable sur un fibré en droites L sur ℙ1. On suppose que
h∞ est invariante par l’action de S1 et qu’il existe S ∈ S tel que h soit de classe C∞ sur ℙ1 \ S. Si
h∞ = h1,∞ ⊗ h−1

2,∞ avec h1,∞ et h2,∞ sont deux métriques admissibles, alors pour tout choix de suite(
h1,n

)
n∈ℕ (resp.

(
h2,n

)
n∈ℕ) de métriques positives de classe C∞ convergeant uniformément vers h1,∞

(resp. h2,∞), il existe
(
hn,ρ

)
n∈ℕ une suite de métriques de classe C∞ qui converge uniformément vers

h∞ telle que
1. ∥∥∥∥log hn,ρ

hn−1,ρ

∥∥∥∥
sup
≤
∥∥∥∥log hn

hn−1

∥∥∥∥
sup

(3.8)

2. Il existe M > 0 tel que∥∥∥∥hℙ1

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z

(
log hρ,n

hρ,n−1

)∥∥∥∥
sup
≤M ∀n ∈ ℕ≥1. (3.9)

3. Il existe h′, une métrique positive de classe C∞ telle que hρ,n ⊗ h′ est positive pour tout n ∈ ℕ.

Démonstration. Soit h une métrique intégrable invariante par S1 et à singularités contenues dans un
ensemble S appartenant à S.

Par définition de S, il existe deux réels 0 < r < R tels que

S ⊂
{
r < |z| < R

}
.

Il existe h∞,1 et h∞,2 deux métriques positives telles que h∞ = h∞,1⊗h−1
2,∞ et deux suites (h1,n)n∈ℕ

et (h2,n)n∈ℕ de métriques positives de classe C∞ qui converge uniformément vers h1,∞ respectivement
vers h2,∞ sur ℙ1. Biensûr on s’assure que toutes ces métriques sont invariantes par S1.

On pose hn = h1,n ⊗ h−1
2,n ∀n, ψ = log h∞, ψn = log hn pour tout n ∈ ℕ.

Soit ρ une fonction réelle de classe C∞ sur ℙ1 radiale telle que 0 ≤ ρ ≤ 1 et vérifie :

ρ(z) =


1 si |z| ≤ r

2
0 r ≤ |z| ≤ R
1 |z| ≤ 2R.

On pose
ψn,ρ(z) := ρ(z)ψ +

(
1− ρ(z)

)
ψn(z)

et
hn,ρ(s, s) = |s|2eψn,ρ ,
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pour toute section locale s de L.

On a, pour tout n ∈ ℕ≥1 :

log
(
hn,ρ
hn−1,ρ

)
= ψn,ρ − ψn−1,ρ =

(
1− ρ(z)

)(
ψn−1 − ψn

)
=
(
1− ρ(z)

)
log
(
hn
h∞

)
,

donc, ∥∥∥∥log hn,ρ
hn−1,ρ

∥∥∥∥
sup
≤
∥∥∥∥log hn

hn−1

∥∥∥∥
sup

∀n ∈ ℕ≥1.

On a aussi,

log
(
hn,ρ
h∞

)
= ψn,ρ − ψ∞ =

(
1− ρ(z)

)(
ψ∞ − ψn

)
=
(
1− ρ(z)

)
log
( hn
h∞

)
∀n ∈ ℕ,

alors, pour tout n ∈ ℕ, hn,ρ définit une métrique hermitienne continue sur L, en plus on note que la
suite

(
hn,ρ

)
n
converge uniformément vers h∞. On a ψn,ρ = ψn, sur

{
r < |z| < R

}
et comme ψ est de

classe C∞ au voisinage de
{
|z| ≤ r

}
∪
{
|z| ≥ R

}
alors la métrique hn,ρ est de classe C∞.

Commençons par remarquer que

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z

(
log hn,ρ

hn−1,ρ

)
= 0,

sur ℙ1 \
({
|z| ≤ r

2
}
∪
{
|z| ≥ 2R

})
.

On pose pour tout u ∈ ℝ :

Cn,i(u) := log hn,i
(
exp(−u)

)
pour i = 1, 2,

Cn(u) := Cn,1(u)− Cn,2(u) =
(
log hn

(
exp(−u)

))
,

Cn,ρ(u) := log hn,ρ
(
exp(−u)

)
,

C∞(u) := log h∞
(
exp(−u)

)
.

On a

Cn,ρ(u) := ρ(exp(−u))C∞(u) +
(
1− ρ(exp(−u))

)
Cn(u)

= ρ̃(u)C∞(u) +
(
1− ρ̃(u)

)
Cn(u).

Donc,
C′n,ρ(u) = ρ̃′(u)

(
C∞(u)− Cn(u)

)
+ ρ̃(u)C′∞(u) +

(
1− ρ̃(u)

)
C′n(u) ∀u ∈ ℝ,

Notons que cette quantité est bien définie.

Puisque Cn,i est concave et C∞ pour i = 1, 2 et n ∈ ℕ, alors d’après (3.2.2), C′n est uniformément
bornée sur compact de ℝ. En notant que

∣∣∂C∗
∂u

∣∣ = |z|
∣∣ ∂
∂z log h∗

∣∣ cela permet d’affirmer l’assertion (3.9).

Montrons qu’il existe une métrique positive h′ telle que hn,ρ⊗ h′ soit positive pour n >> 1. Donc,
en language de la théorie des fonctions concaves, il suffit de trouver une fonction concave C′ telle que

C′′n,ρ(u) + C′′(u) ≤ 0, ∀n ∈ ℕ, ∀u ∈ ℝ.
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Rappelons que
∂2

∂z∂z
ψ = −1

4 exp(2u)C′′(u),

où ψ est C∞ qui vérifie ψ(z) = ψ(|z|) et C(u) := ψ(exp(−u)),∀u ∈ ℝ.

On a

C′′n,ρ(u) = ρ̃′′(u)
(
C(u)− Cn(u)

)
+ 2ρ̃′(u)

(
C′(u)− C′n(u)

)
+ ρ̃(u)C′′(u) +

(
1− ρ̃(u)

)
C′′n(u) ∀u ∈ ℝ.

Notons encore que cette quantité est bien définie.

Sur
{
u ≤ − log(2R)

}
∪
{
u ≥ − log r

2
}

=
{
|z| ≥ 2R

}
∪
{
|z| ≤ r

2
}
, on a

C′′n,ρ(u) = C′′∞(u),

Par suite, C′′n,ρ est négative sur cet ensemble.

Sur
{
r
2 ≤ |z| ≤ 2R

}
=
{
− log 2R ≤ u ≤ − log r

2
}

=: K, K est un compact de ℝ. donc C′n est
uniformément borné sur K. On voit donc que C′′n,ρ(u) est une somme de deux termes, un terme qui
est négatif sur ℝ, et le deuxième est borné uniformément en n sur K.

Si l’on considère par exemple la métrique de Fubini-Study hFS et on pose CFS(u) = − log
(
1+e−2u),

alors, par un calcul direct, on montre que

C′′FS(u) = − 4e−2u(
1 + e−2u)2 ≤ max

(
C′′FS(a), C′′FS(1), C′′FS(b)

)
∀a < u < b.

Donc sur K, on aura

C′′FS(u) ≤ max
(
− 16R2(

1 + 4R2)2 ,− 4e−2(
1 + e−2)2 ,− r2(

1 + 1
4r

2)2
)
.

Donc, on peut trouver N ∈ ℕ tel que

C′′n,ρ(u) +NC′′FS(u) ≤ 0 ∀u ∈ ℝ,

ce qui veut dire que
hn,ρ ⊗ h⊗NFS ,

est positive, donc admissible par (3.2.3).

Définition 3.2.13. Soit
(
X,ω

)
une surface de Riemann compacte et ωX une forme de Kähler. Soit

E =
(
E, h∞

)
un fibré en droites intégrable sur X.

On dit que
(
E, h∞

)
est 1-intégrable s’il existe une suite

(
hn
)
n∈ℕ de métriques de classe C∞ sur E

qui converge uniformément vers h∞ vérifiant que :
1. Il existe E1 et E2 deux fibrés en droites admissibles tels que E = E1 ⊗ E

−1
2 et deux suites(

h1,n
)
n∈ℕ et

(
h2,n

)
n∈ℕ de métriques positives de classe C∞ sur E1 respectivement sur E2 telles

que
(
h1,n

)
n∈ℕ respectivement

(
h2,n

)
n∈ℕ converge uniformément vers h1,∞ respectivement vers

h2,∞ et que
hn = h1,n ⊗ h−1

2,n ∀n ∈ ℕ.

ou il existe h′, une métrique positive de classe C∞ telle que hn ⊗ h′ est positive, ∀n ∈ ℕ.
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2.
∞∑
n=1

∥∥∥ hn
hn−1

− 1
∥∥∥ 1

2

sup
<∞,

3.

sup
n∈ℕ≥1

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

<∞.

On note par P̂icint,1
(
X
)
le sous-ensemble de P̂icint

(
X
)
formé par les classes d’isomorphie isomé-

triques des fibrés en droites 1-intégrables.

Proposition 3.2.14. Soit X une surface de Riemann compacte. On a P̂icint,1
(
X
)
est un sous-groupe

de P̂icint
(
X
)
qui contient P̂ic

(
X
)
.

Si X = ℙ1, alors
P̂icint,S,0

(
ℙ1) ⊂ P̂icint,1

(
ℙ1).

Démonstration. Soit
(
L1, h

(1)
∞
)
et
(
L2, h

(2)
∞
)
deux fibrés en droites munis de métriques 1-intégrables.

On considère
(
h

(1)
n,1
)
n∈ℕ et

(
h

(2)
n,2
)
n∈ℕ deux suites comme dans la définition (3.2.13) associées à h(1)

∞

respectivement à h(2)
∞ . On a

sup
n∈ℕ≥1

∥∥∥∥hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2 ∂

∂z
log
(
h

(1)
n ⊗ h(2)

n

h
(1)
n−1 ⊗ h

(2)
n−1

)∥∥∥∥
sup
≤ sup

n∈ℕ≥1

∥∥∥∥hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2 ∂

∂z
log h

(1)
n

h
(1)
n−1

∥∥∥∥
sup

+ sup
n∈ℕ≥1

∥∥∥∥hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2 ∂

∂z
log h

(2)
n

h
(2)
n−1

∥∥∥∥
sup
.

Du lemme (3.2.16), il existe C et C ′ deux constantes positives telles que pour n� 1

∥∥∥∥( h
(1)
n ⊗ h(2)

n

h
(1)
n−1 ⊗ h

(2)
n−1

)
− 1

∥∥∥∥
1
2

sup
≤ C

∥∥∥∥log
(
h

(1)
n ⊗ h(2)

n

h
(1)
n−1 ⊗ h

(2)
n−1

)∥∥∥∥
1
2

sup

≤ C
(∥∥∥∥log h

(1)
n

h
(1)
n−1

∥∥∥∥
sup

+
∥∥∥∥log h

(2)
n

h
(2)
n−1

∥∥∥∥
sup

) 1
2

≤ C
(∥∥∥∥log h

(1)
n

h
(1)
n−1

∥∥∥∥
1
2

sup
+
∥∥∥∥log h

(2)
n

h
(2)
n−1

∥∥∥∥
1
2

sup

)

≤ C ′
(∥∥∥∥ h(1)

n

h
(1)
n−1
− 1

∥∥∥∥
1
2

sup
+
∥∥∥∥ h(2)

n

h
(2)
n−1
− 1

∥∥∥∥
1
2

sup

)
,

ce qui donne, ∑
n∈ℕ

∥∥∥∥ h
(1)
n ⊗ h(2)

n

h
(1)
n−1 ⊗ h

(2)
n−1
− 1

∥∥∥∥
1
2

sup
<∞.

Donc, (
L1, h

(1))⊗ (L2, h
(2)) ∈ P̂icint,1

(
X
)
.
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Soit
(
L∗1, h

(1)∗) le dual de
(
L1, h

(1)), on a

∞∑
n=1

∥∥∥h(1)∗
n

h
(1)∗
n−1
− 1

∥∥∥ 1
2

sup
≤
∞∑
n=1

∥∥∥h(1)
n−1

h
(1)
n

∥∥∥ 1
2

sup

∥∥∥ h(1)
n

h
(1)
n−1
− 1

∥∥∥ 1
2

sup

≤ sup
k∈ℕ≥1

∥∥∥hk−1
hk

∥∥∥ 1
2

sup

∞∑
n=1

∥∥∥ h(1)
n

h
(1)
n−1
− 1

∥∥∥ 1
2

sup
,

comme
(
h

(1)
n
)
n∈ℕ converge uniformément vers h(1)

∞ alors supk∈ℕ≥1

∥∥∥hk−1
hk

∥∥∥
sup

est fini. On conclut que

(
L∗1, h

(1)∗) ∈ P̂icint,1
(
X
)
.

On a montré donc que P̂icint,1
(
X
)
est un sous-groupe de P̂icint

(
X
)
D’après le théorème (3.2.12),

P̂icint,S,0
(
ℙ1) ⊂ P̂icint,1

(
ℙ1).

Théorème 3.2.15. Soit X une surface de Riemann compacte. On a P̂ic
(
X
)
est un sous-groupe propre

de P̂icint,1
(
X
)
.

Démonstration. Soit U une carte locale de X. On peut prendre dans (3.2.5), X = U . Par suite, on
peut trouver une fonction g continue non C∞ sur U vérifiant les hypothèses de ce théorème. Comme
U est isomorphe à un ouvert de ℂ, on peut supposer que g est invariant par S1 par cet isomorphisme
sur un ouvert assez petit de U . En recollant convenablement cette fonction, on obtient une fonction
continue sur X qui est C∞ sur X \ U et dont sa restriction sur un ouvert de X correspond à g. On
considère L un fibré en droites holomorphe sur X et on le munit de le munit de la métrique suivante

hg = h exp(g),

où h est une métrique hermitienne de classe C∞. Après on adapte la preuve du théorème (3.2.12),
pour montrer que cette métrique est 1-intégrable.

Lemme 3.2.16. Soit X un espace topologique compact. On désigne par C0(X,ℝ) l’espace des fonctions
continues sur X à valeurs réelles muni de la norme sup. Soit φ ∈ C0(X,ℝ) vérifiant

∥∥φ−1
∥∥

sup < ε < 1
2 ,

alors on

1
1 + 2ε

∣∣log φ(x)
∣∣ ≤ log

∣∣φ(x)− 1
∣∣ ≤ 1

1− 2ε
∣∣log φ(x)

∣∣ ∀x ∈ X.
Démonstration. Puisque

∥∥φ− 1
∥∥

sup < ε < 1
2 alors 0 < 1− ε < φ(x) < 1 + ε, ∀x ∈ X.

Donc, pour tout x ∈ X

log φ(x) = log
(
φ(x)− 1 + 1

)
=
∑
l≥1

(−1)l+1

l

(
φ(x)− 1

)l
=
(
φ(x)− 1

)(
1 +

∑
l≥2

(−1)l+1

l
(φ(x)− 1)l−1

)
,
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donc

| log φ(x)|∣∣∣1 +
∣∣∑

l≥2
(−1)l+1

l (φ(x)− 1)l−1
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣φ(x)− 1
∣∣ ≤ ∣∣log φ(x)

∣∣∣∣∣1− ∣∣∑l≥2
(−1)l+1

l (φ(x)− 1)l−1
∣∣∣∣∣ ∀x ∈ X.

Comme∣∣∣∑
l≥2

(−1)l+1

l
(φ(x)− 1)l−1

∣∣∣ ≤ 1
ε

∑
l≥1

εl+1

l + 1 = 1
ε

(
− log(1− ε)− ε

)
≤ 2ε ∀x ∈ X,

alors

| log φ(x)|
1 + 2ε ≤

∣∣φ(x)− 1
∣∣ ≤ ∣∣log φ(x)

∣∣
1− 2ε ∀x ∈ X.

3.3 Le Laplacien généralisé sur une surface de Riemann compacte

Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte munie d’une métrique continue hX et E = (E, hE)
un fibré hermitien holomorphe. Le but de ce paragraphe est l’extension de la notion du Laplacien gé-
néralisé ∆E associé aux métriques C∞ aux métriques intégrables hE sur E et agissant sur A(0,0)(X,E),
en fixant hX qu’on suppose continue.

On commence par rappeler la construction de l’opérateur Laplacien ∆E agissant sur A(0,0)(X,E),
où hE sera C∞ et notera que cette construction est valable si hX est uniquement continue. On en
donnera une expression locale. Par approximation et en utilisant la positivité, on montre qu’on peut
étendre cette notion aux métriques intégrables hE sur E, c’est le théorème (3.3.6). Lorsqu’on considère
une métrique intégrable invariante par S1, alors on montre dans (3.3.16) qu’on peut définir directement
un opérateur qui étend celui dans le cas C∞. On notera à l’aide de l’exemple (3.3.9), que l’intégrabilité
est élément important dans cette théorie.

3.3.1 Le Laplacien généralisé associé aux métriques C∞ sur E, rappel

Soit hX une métrique hermitienne continue sur TX, et hE une métrique hermitienne C∞ sur E.
Soit ω0 la forme de Kähler normalisée associée à hX , donnée dans chaque carte locale sur X par

ω0 = i

2πhX
( ∂

∂zα
,
∂

∂zα

)
dzα ∧ dzα.

Cette métrique induit une métrique sur les formes différentielles de type (0, 1). En tensorisant par
la métrique hermitienne de E, on obtient un produit scalaire ponctuel en x ∈ X : (s(x), t(x)) pour
deux sections de A0,q(X,E) = A0,q(X)⊗C∞(X) A

0(X,E), pour q = 0 ou 1.

Le produit scalaire L2 de deux sections s, t ∈ A0,q(X,E) est défini par la formule

(s, t)L2 =
∫
X

(
s(x), t(x)

)
ω0.
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L’opérateur de Cauchy-Riemann ∂E agit sur les formes de types (0, q) à valeurs dans E. On obtient
le complexe de Dolbeault

0 −→ A0,0(X,E) ∂E−→ A0,1(X,E) −→ 0

Sa cohomologie calcule la cohomologie du faisceau de X à coefficients dans E, cf. par exemple [GH94].

On va rappeler la construction de ∂∗E : l’adjoint de ∂E . Comme, par exemple, dans [Voi02, §. 5],
on considère les deux applications suivantes :

∗0,E : A0,0(X,E) −→ A1,1(X,E∗),

et
∗1,E : A0,1(X,E) −→ A1,0(X,E∗).

Ce sont les uniques applications qui vérifient :(
f(x)σx

)
∧ ∗0,E

(
g(x)τx

)
=
(
σ(x), τ(x)

)
x
ωx,

et (
fdz ⊗ σ

)
∧
(
∗1,E(gdz ⊗ τ

)
) =

(
f dz(x), g dz(x)

)
x
hE(σ, τ)ω0(x),

pour tout x ∈ X et pour tous f, g ∈ A0,0(X) et σ, τ deux sections locales de E tels que f ⊗ σ et g⊗ τ
soient des éléments de A(0,0)(X,E). Notons que pour définir ces deux applications, on n’a pas besoin
que hX soit C∞.

On montre que ces morphisme s’écrivent respectivement sur une carte locale, comme suit :

∗0,E(g ⊗ τ) = gω0 ⊗ hE(·, τ).

et
∗1,E (gdz ⊗ τ) = −gdz ⊗ hE(·, τ). (3.10)

L’opérateur ∂E possède un adjoint pour le produit scalaire L2 ; c’est à dire une application

∂
∗
E : A0,1(X,E) −→ A0,0(X,E)

qui vérifie (
s, ∂
∗
Et
)
L2 =

(
∂Es, t

)
L2 .

pour tout s ∈ A0,q(X,E) et t ∈ A0,q+1(X,E).

L’opérateur ∂∗E : A0,1(X,E) −→ A0,0(X,E) est, par définition, donné par la formule

∂
∗
E = − ∗−1

0,E ∂KX⊗E∗ ∗1,E .

On note par ∆0
E
, ou plus simplement ∆E , l’opérateur ∂

∗
E∂E sur A0,0(X,E), et l’ appelle l’opérateur

Laplacien généralisé, cf. par exemple [Voi02, §. 5].

Remarque 3.3.1. Remarquons que même si hX n’est pas C∞, alors ∆E = ∂
∗
E∂E est bien défini.

Lemme 3.3.2. Soit E une fibré en droites engendré par ses sections globales et {e1, . . . , er} une base
de H0(X,E) sur ℂ, alors

A0,0(X,E) =
r∑
i=1

A0,0(X)⊗ ei.
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Démonstration. Soit {e1, . . . , er} une base de H0(X,E).
On pose Ui := X \div(ei), pour i = 1, . . . , r. Comme E est engendré par ses sections globales alors

X =
r⋃
i=1

Ui.

PuisqueX est compacte, alors il existe une partition de l’unité subordonnée au recouvrement (Ui)1≤i≤r
c’est à dire il existe ρ1, ρ2, . . . , ρr des fonctions C∞ sur X telles que :

1. Le support de ρi est inclus dans Ui et 0 ≤ ρi ≤ 1, pour i = 1, . . . , r.
2.
∑r
i=1 ρi(x) = 1, ∀x ∈ X.

Soit ξ ∈ A0,0(X,E). Sur Ui pour i = 1, . . . , r, la section ξ corresponds, après trivialisation de E
par ei, à une fonction de classe C∞. En d’autres termes, il existe fi, une fonction de classe C∞ définie
sur Ui telle que

ξi = fi ⊗ ei. (3.11)

On a ρifi est une fonction C∞ définie sur X entier.

Vérifions que
r∑
i=1

(ρifi)⊗ ei = ξ.

Soit x ∈ X, on pose Ix := {i ∈ {1, . . . , r}|x ∈ Ui}. On a

r∑
i=1

(ρifi ⊗ ei)(x) =
∑
i∈Ix

(ρifi ⊗ ei)(x) +
∑

i∈{1,...,r}\Ix

(ρifi ⊗ ei)(x)

=
∑
i∈Ix

ρi(x)ξ(x) + 0, par (3.11)

=
(∑
i∈Ix

ρi(x)
)
ξ(x)

=
(∑
i∈Ix

ρi(x) +
∑
i/∈Ix

ρi(x)
)
ξ(x)

= ξ(x).

Pour la dernière égalité, résulte du fait 1 =
∑r
i=1 ρi(x) =

∑
i∈Ix ρi(x) +

∑
i∈{1,...,r}\Ix ρi(x) =∑

i∈Ix ρi(x).

Lemme 3.3.3. Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte avec hX est continue, et (E, hE) un
fibré hermitien avec hE de classe C∞. L’opérateur ∆E est déterminé localement par :

∆E(f ⊗ σ) = = −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
hE
(
σ, σ

)−1 ∂

∂z

(
hE(σ, σ)∂f

∂z

)
⊗ σ

= −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗ σ − hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂

∂z

(
log hE(σ, σ)

) ∂f
∂z
⊗ σ.

(3.12)

∀f ∈ A0,0(X) et σ une section locale holomorphe de E tels que f ⊗ σ ∈ A(0,0)(X,E), où { ∂∂z} est une
base locale de TX.
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Démonstration. Soient f ∈ A0,0(X) et σ une section locale holomorphe tels que f ⊗ σ ∈ A(0,0)(X,E).
On a localement

∆E(f ⊗ σ) = ∂
∗
E∂E

(
f ⊗ σ

)
= − ∗−1

0,E ∂KX⊗E∗ ∗1,E
(
∂E(f ⊗ σ)

)
= − ∗−1

0,E ∂KX⊗E∗ ∗1,E
(∂f
∂z
dz ⊗ σ

)
= − ∗−1

0,E ∂KX⊗E∗
(
−∂f
∂z
dz ⊗ hE(·, σ)

)
= − ∗−1

0,E ∂KX⊗E∗
(
−∂f
∂z
dz ⊗ hE(σ, σ)

σ∗(σ) σ∗
)

= − ∗−1
0,E ∂KX⊗E∗

(
−hE(σ, σ)

σ∗(σ)
∂f

∂z
dz ⊗ σ∗

)
= − ∗−1

0,E

(
∂

∂z

(
−hE(σ, σ)

σ∗(σ)
∂f

∂z
dz
)
⊗ σ∗

)
= − ∗−1

0,E

( 1
σ∗(σ)

∂

∂z

(
−hE(σ, σ)∂f

∂z
dz
)
⊗ σ∗

)
puisqueσ∗(σ) est holomorphe,

= − ∗−1
0,E

(
∂

∂z

(
−hE(σ, σ)∂f

∂z
dz
)
⊗ σ∗

σ∗(σ)

)
= − ∗−1

0,E

(
∂

∂z

(
−hE(σ, σ)∂f

∂z

)
dz ∧ dz ⊗ 1

hE(σ, σ)hE(·, σ)
)

= −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
hE(σ, σ)−1 ∂

∂z

(
hE(σ, σ)∂f

∂z

)
⊗ σ.

On a donc,

∆E(f ⊗ σ) = −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
hE(σ, σ)−1 ∂

∂z

(
hE(σ, σ)∂f

∂z

)
⊗ σ

= −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗ σ − hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂

∂z
log hE(σ, σ)∂f

∂z
⊗ σ.

Lemme 3.3.4. Soient σ et τ sont deux sections holomorphes locales de E, f et g deux fonctions de
classe C∞ sur X tels que f ⊗ σ, g ⊗ τ ∈ A(0,0)(X,E) alors

(
∆E(f ⊗ σ), g ⊗ τ

)
L2 = i

2π

∫
X
hE(σ, τ)∂f

∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz.

Démonstration. Supposons que τ est transverse à σ (c’est à dire div(σ) ∩ div(τ) est finie). Il existe
localement une fonction holomorphe φ telle que τ = φσ. On suppose que σ = z, une coordonnée locale.
On pose Uε := {|z| > ε}, avec 0 < ε� 1

(
∆E(f ⊗ σ), g ⊗ τ

)
L2 = − i

2π

∫
U

∂

∂z

(
h(σ, σ

)∂f
∂z

)h(σ, τ)
h(σ, σ) g dz ∧ dz

= − i

2π

∫
U

∂

∂z

(
h(σ, σ)∂f

∂z

)
φ g dz ∧ dz

= − i

2π lim
ε7→0

∫
Uε

∂

∂z

(
h(σ, σ)∂f

∂z

)
φ g dz ∧ dz
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= − i

2π lim
ε7→0

∫
|z|=ε

h(σ, σ)∂f
∂z

φ g dz + i

2π lim
ε7→0

∫
Uε
h(σ, σ)∂f

∂z
φ
∂g

∂z
dz ∧ dz

= − i

2π lim
ε7→0

∫
|z|=ε

h(σ, τ)∂f
∂z

g dz + i

2π lim
ε7→0

∫
Uε
h(σ, τ)∂f

∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz

= i

2π

∫
X
h
(
σ, τ

)∂f
∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz.

Lemme 3.3.5. Soient ϕ et ψ deux fonctions réelles de classe C∞ sur X. On a

i

2π

∫
X

∣∣∣∂ϕ
∂z

∣∣∣2ψdz ∧ dz = − i

2π

∫
X
ϕ
∂2ϕ

∂z∂z
ψ dz ∧ dz + i

4π

∫
X
ϕ2 ∂

2ψ

∂z∂z
dz ∧ dz.

Démonstration. Soient ψ et ϕ deux fonctions réelles de classe C∞ sur X. On a,∫
X

∣∣∣∂ϕ
∂z

∣∣∣2ψ dz ∧ dz =
∫
X

(∂ϕ
∂z

)(∂ϕ
∂z

)
ψdz ∧ dz

=
∫
X

∂ϕ

∂z

∂ϕ

∂z
ψdz ∧ dz

=
∫
X

∂

∂z

(
ϕ
∂ϕ

∂z
ψ
)
dz ∧ dz −

∫
X
ϕ
∂2ϕ

∂z∂z
ψ dz ∧ dz

−
∫
X
ϕ
∂ϕ

∂z

∂ψ

∂z
dz ∧ dz

= −
∫
X
ϕ
∂2ϕ

∂z∂z
ψ dz ∧ dz −

∫
X
ϕ
∂ϕ

∂z

∂ψ

∂z
dz ∧ dz par le théorème de Stokes

= −
∫
X
ϕ
∂2ϕ

∂z∂z
ψ dz ∧ dz − 1

2

∫
X

∂
(
ϕ2)
∂z

∂ψ

∂z
dz ∧ dz

= −
∫
X
ϕ
∂2ϕ

∂z∂z
ψ dz ∧ dz + 1

2

∫
X
ϕ2 ∂

2ψ

∂z∂z
dz ∧ dz par le théorème de Stokes

3.3.2 Le Laplacien généralisée associé aux métriques intégrables sur E. (I)

Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte et hX une métrique hermitienne continue non
necessairement C∞ sur X, (fixée dans ce paragrahe).

Soit maintenant E∞ = (E, hE,∞) un fibré en droites intégrable. Par définition, il existe une décom-
position E∞ = E1,∞ ⊗ E

−1
2,∞ où E1,∞ = (E1, h1,∞) et E2,∞ = (E2, h2,∞) sont deux fibrés en droites

admissibles, c’est à dire qu’il existe (h1,n)n∈ℕ (resp. (h2,n)n∈ℕ) une suite de métriques C∞ et positives
qui converge uniformément vers h1,∞ (resp. h2,∞).

Si l’on pose En := (E, hn := h1,n⊗h−1
2,n), pour tout n ∈ ℕ. Il est clair que hn est C∞, alors on peut

considérer l’opérateur Laplacien ∆En
construit dans le paragraphe précédent, agissant sur A(0,0)(X,E)

et associé à la donnée hX et hn.

Le théorème suivant permet d’étudier la suite (∆En
)n∈ℕ. Cela nous permettra d’associer à E∞,

par un procédé d’approximation, un opérateur linéaire qui sera noté ∆E∞
. Cette construction étend

la notion d’opérateur Laplacien aux fibrés en droites intégrables.
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Théorème 3.3.6. Soit (X,hX) une surface de Riemann compacte avec hX une métrique hermitienne
continue. Soit E∞ = (E, hE,∞) un fibré en droites intégrable. On note par A0,0(X,E)∞ le complété
de A0,0(X,E) pour la métrique L2

∞ induite par hX et hE,∞.
Pour toute décomposition de E∞ = E1,∞ ⊗ E

−1
2,∞ en fibrés admissibles E1,∞ et E2,∞, et pour

tout choix de suites
(
h1,n

)
n∈ℕ (resp.

(
h2,n

)
n∈ℕ) de métriques positives C∞ sur E1,∞ (resp. sur E2,∞)

qui converge uniformément vers h1,∞ (resp. h2,∞), pour tout ξ ∈ A0,0(X,E), et si l’on pose En :=
E1,n ⊗ E

−1
2,n. Alors la suite

(
∆En

ξ
)
n∈ℕ converge, pour la norme L2

∞, lorsque n 7→ ∞ vers une limite
∆E∞

ξ dans A0,0(X,E)∞. Cette limite ne dépend par du choix de la décomposition ni de celui de la
suite.

On a

1. ∆E∞
est un opérateur linéaire de A0,0(X,E) vers A0,0(X,E)∞.

2. (
∆E∞

(f ⊗ σ), g ⊗ τ
)
L2,∞ =

(
f ⊗ σ,∆E∞

(g ⊗ τ)
)
L2,∞

= i

2π

∫
X
hE,∞(σ, τ)∂f

∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz.

(3.13)

∀f, g ∈ A0,0(X) et σ, τ deux sections locales holomorphes de E tels que f ⊗ σ et g ⊗ τ soient
dans A(0,0)(X,E). En particulier,(

∆E∞
ξ, ξ′

)
L2,∞ =

(
ξ,∆E∞

ξ′
)
L2,∞,

∀ξ, ξ′ ∈ A(0,0)(X,E).
3. (

∆E∞
ξ, ξ
)
L2,∞ ≥ 0 ∀ ξ ∈ A0,0(X,E).

Démonstration. On considère une décomposition de E∞ = E1,∞ ⊗ E
−1
2,∞ en fibrés admissibles E1,∞

et E2,∞. Soit
(
h1,n

)
n∈ℕ (resp.

(
h2,n

)
n∈ℕ) de métriques positives C∞ sur E1,∞ (resp. sur E2,∞) qui

converge uniformément vers h1,∞ (resp. h2,∞).
On pose En = (E, hn := h1,n ⊗ h−1

2,n) pour tout n ∈ ℕ, et on considère ∆En
, l’opérateur Laplacien

associé à hX et hEn . D’après (3.12), on a pour tout p, q ∈ ℕ :

∆Ep

(
f ⊗ σ

)
−∆Eq

(
f ⊗ σ

)
= hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1∂ϕp,q
∂z

∂f

∂z
⊗ σ,

où f ∈ A(0,0)(X) et σ est une section locale holomorphe et ϕp,q := log
h
Eq

h
Ep

, (notons que ϕp,q ne dépend
pas de σ, ni de f).

Fixons une métrique hermitienne hE de classe C∞ sur E et notons par
(
·, ·
)
L2,hE ,hX

le produit
hermitien L2 induit par hX et hE sur A0,0(X,E). On a∥∥∥∆Ep

(f ⊗ σ)−∆Eq
(f ⊗ σ)

∥∥∥2

L2,hE ,hX
= i

2π

∫
X

∣∣∣∂ϕp,q
∂z

∣∣∣2∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣2 hE(σ, σ)
hX
(
∂
∂z ,

∂
∂z

)dz ∧ dz. (3.14)

Comme X est compact, on peut supposer que hX est de classe C∞ (En effet, si h′X est une métrique
C∞ sur TX. On a hX

h′X
est une fonction continue qui ne s’annule pas sur X, donc les normes ‖·‖L2,hE ,hX

et ‖ · ‖L2,hE ,h′X
sont équivalentes).
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On pose ψ :=
∣∣∂f
∂z

∣∣2hX( ∂∂z ,
∂
∂z )−1hE(σ, σ). Montrons que ψ ∈ A0,0(X,ℝ), il suffit de montrer que∣∣∂f

∂z

∣∣2hX( ∂∂z ,
∂
∂z )−1 est une fonction définie globalement. En effet, soit φ un changement de coordonnées

locales, on pose z = φ(y), on a∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣2hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
=
∣∣∣∂(f ◦ φ)

∂y

∣∣∣2hX( ∂
∂y
,
∂

∂y

)−1
.

On applique maintenant le lemme (3.3.5) et on obtient :∥∥∥∆Ep
(f ⊗ σ)−∆Eq

(f ⊗ σ)
∥∥∥2

L2,hE
= i

2π

∫
X

∣∣∣∣∂ϕp,q∂z

∣∣∣∣2∣∣∣∂f∂z
∣∣∣2 hE(σ, σ)
hX( ∂∂z ,

∂
∂z )

dz ∧ dz

= i

2π

∫
X

∣∣∣∂ϕp,q
∂z

∣∣∣2 ψ dz ∧ dz
= − i

2π

∫
X
ϕp,q

∂2ϕp,q
∂z∂z

ψ dz ∧ dz + i

4π

∫
X
ϕ2
p,q

∂2ψ

∂z∂z
dz ∧ dz par (3.3.5)

= − i

2π

∫
X

log
(hp
hq

)
ψ
(
c1(E, hp)− c1(E, hq)

)
+ i

4π

∫
X

∣∣∣∣log hp
hq

∣∣∣∣2 ∂2ψ

∂z∂z
dz ∧ dz.

On conclut, par exemple par la théorie de Bedford-Taylor, que∥∥∥∆Ep

(
f ⊗ σ

)
−∆Eq

(
f ⊗ σ

)∥∥∥2

L2,hE ,hX
−−−−→
p,q 7→∞

0.

Par suite, ∥∥∥∆Ep

(
f ⊗ σ

)
−∆Eq

(
f ⊗ σ

)∥∥∥2

L2,hE,∞,hX
−−−−→
p,q 7→∞

0.

Donc, on a montré que pour tout ξ ∈ A(0,0)(X,E), la suite
(
∆Ep

ξ
)
p∈ℕ converge pour la norme L2 vers

une limite dans A(0,0)(X,E), on notera cette limite par ∆E∞
ξ. On vérifie que ∆E∞

ξ est un opérateur
linéaire.

Soient f ⊗ σ et g ⊗ τ deux éléments de A0,0(X,E). On a(
∆En

(
f ⊗ σ

)
, g ⊗ τ

)
L2,n

= i

2π

∫
X
hEn

(
σ, τ

) ∂f
∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz par (3.3.4),

donc par passage à la limite on déduit (3.13).

En particulier

0 ≤
(
∆En

(
f ⊗ σ

)
, f ⊗ σ

)
L2,n

= i

2π

∫
X
hEn(σ, σ)

∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣2dz ∧ dz,
donc, (

∆E∞
ξ, ξ
)
L2,∞ = i

2π

∫
X

∑
k,j

hE∞(ek, ej)
∂fk
∂z

∂fj
∂z

dz ∧ dz

= i

2π

∫
X
hE∞

( r∑
k=1

∂fk
∂z
⊗ ek,

r∑
k=1

∂fk
∂z
⊗ ek

)
dz ∧ dz

≥ 0,

pour tout ξ ∈ A(0,0)(X,E).
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Lemme 3.3.7. Soit E =
(
E, hE,∞

)
un fibré en droites intégrable sur X, et

(
hn
)
n∈ℕ une suite crois-

sante qui converge uniformément vers hE,∞. On a(
∆En

ξ, ξ
)
L2,n
≤
(
∆En+1

ξ, ξ
)
L2,n+1 ≤

(
∆E∞

ξ, ξ
)
L2,∞,

et
ker(∆E∞

) ' H0(X,E).

Démonstration. L’existence d’une suite croissante qui converge vers h∞ est assurée par [Mai00, Pro-
position 4.5.7]. Par (3.3.4), on a pour tout n ∈ ℕ

(
∆En

ξ, ξ
)
L2,n

= i

2π

∫
X

∑
k,j

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hn(ek, ej)dz ∧ dz

= i

2π

∫
X
hn
( r∑
k=1

∂fk
∂z

(x)ek(x),
r∑

k=1

∂fk
∂z

(x)ek(x)
)
dz ∧ dz

≤ i

2π

∫
X
hn+1

( r∑
k=1

∂fk
∂z

(x)ek(x),
r∑

k=1

∂fk
∂z

(x)ek(x)
)
dz ∧ dz

= i

2π

∫
X

∑
k,j

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hn+1(ek, ej)dz ∧ dz

=
(
∆En+1

ξ, ξ
)
L2,n+1.

Par passage à la limite, on obtient :
(
∆En

ξ, ξ
)
L2,n

≤
(
∆En+1

ξ, ξ
)
L2,n+1 ≤

(
∆E∞

ξ, ξ
)
L2,∞,. Si ξ ∈

ker(∆E∞
), alors l’inégalité précédente implique que (∆En

ξ, ξ) = 0, par suite ξ ∈ H0(X,E).

Proposition 3.3.8. Soit L un fibré en droites hermitien de classe C∞ engendré par ses sections
globales sur une surface de Riemann compacte, alors

ker(∆L) = 1⊗H0(X,L).

(où 1⊗H0(X,L) est par définition le sous ℂ-espace vectoriel de A(0,0)(X,E) engendré par les éléments
de la forme 1⊗ e avec e ∈ H0(X,L)).

Démonstration. D’après [Voi02, théorème 5.25], on sait qu’on a isomorphisme entre les deux ℂ−espaces
ci-dessus. On note par {e1, . . . , er} une base sur ℂ de H0(X,L). Il suffit de montrer que ∆L(1⊗ei) = 0
où 1 est la fonction constante sur X égale à 1. Par (3.12), on voit facilement que

∆L

(
1⊗ ei

)
= 0.

3.3.3 Le Laplacien généralisé associé à une métrique intégrable sur un fibré en
droites sur ℙ1. (II)

Dans ce paragraphe, on suppose que X = ℙ1, la droite projective complexe. L’action du tore
compact S1, sur ℙ1 permet de considérer une sous classe de métriques intégrables, à savoir les métriques
invariantes par S1. On expliquera comment on peut construire directement, dans ce cas, un opérateur
Laplacien. Plus précisément, si hE∞ est une métrique intégrable invariante par S1 sur E. on donnera
un sens à l’expression suivante :

∆′
E∞

(
f ⊗ σ

)
= −hℙ1

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
hE∞(σ, σ)−1 ∂

∂z

(
hE∞(σ, σ)∂f

∂z

)
⊗ σ.
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avec f ⊗ σ ∈ A(0,0)(ℙ1, E).

On terminera ce paragraphe en comparant cette approche avec celle introduite dans le paragraphe
précédent.

L’exemple suivant montre l’importance de la notion d’intégrabilité de la métrique dans l’extension
de la notion du Laplacien à cette classe de métriques.
Exemple 3.3.9. Soit

(
ℙ1, ωFS

)
la droite projective complexe munie de la métrique de Fubini-Study.

Soit % une fonction réelle de classe C∞ sur ℙ1 égale à 1 au voisinage de S1 nulle aux voisinages de 0
et ∞. On considère la fonction suivante exp

(
%(z)

√∣∣1− |z|∣∣). Elle définie une métrique hermitienne
continue et de classe C∞ sur ℙ1 \ S1 sur le fibré en droites trivial sur ℙ1 en posant :

h%
(
1, 1
)
(z) = exp

(
%(z)

√∣∣1− |z|∣∣) ∀ z ∈ ℙ1.

On considère l’opérateur suivant défini sur ℙ1 \ S1 par :

∆%
(
f ⊗ 1

)
:= −hℙ1

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
h%(1, 1)−1 ∂

∂z

(
h%(1, 1)∂f

∂z

)
⊗ 1 ∀ f ∈ A(0,0)(ℙ1).

Alors ∆% n’est pas un opérateur à valeurs dans A(0,0)(ℙ1)
%
, où on a noté par A(0,0)(ℙ1)

%
le complété

de A(0,0)(ℙ1) pour la métrique L2 induite par h% et ωFS. On va montrer qu’il existe f ∈ A(0,0)(ℙ1) tel
que

∆%
(
f ⊗ 1

)
/∈ A(0,0)(ℙ1)

%
.

Soit f une fonction de classe C∞ sur ℙ1 telle que f(z) = z sur un voisinage ouvert de S1. On a∥∥∆%f
∥∥2
L2 = i

2π

∫
ℙ1
hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
h%
(
1, 1
)−1

∣∣∣ ∂
∂z

(
h%(1, 1)∂f

∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz
≥ i

2π

∫
1+ε>|z|>1+ε2

(1 + |z|2)2h%
(
1, 1
)−1

∣∣∣ ∂
∂z

(
h%(1, 1)∂f

∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz pour 0 < ε� 1

≥ i

2π

∫
1+ε>|z|>1+ε2

h%
(
1, 1
)−1

∣∣∣ ∂
∂z

(
h%(1, 1)

)∣∣∣2dz ∧ dz
≥ i

2π

∫
1+ε>|z|>1+ε2

h%
(
1, 1
)∣∣∣ ∂
∂z

(
log h%(1, 1)

)∣∣∣2dz ∧ dz
≥ i

2π

∫
1+ε>|z|>1+ε2

exp
(√∣∣1− |z|∣∣)∣∣∣ ∂

∂z

√∣∣1− |z|∣∣∣∣∣2dz ∧ dz
≥
∫

1+ε>r>1+ε2
exp

(√∣∣1− |r|∣∣) rdr

4
(
r − 1

)
≥ exp

(
ε2)(ε− ε2 − log ε

)
.

Donc, ∥∥∆%f
∥∥
L2 =∞.

Le résultat suivant sera utilisé dans la suite :
Théorème 3.3.10. Soit U un ouvert convexe de ℝd, et f une fonction convexe et différentiable sur U .
Soient (fn)n∈ℕ≥1 une suite de fonctions convexes et différentiables sur U telle que lim

n7→∞
fn(x) = f(x)

pour tout x ∈ U . Alors
lim
n7→∞

∇fn(x) = ∇f(x), ∀x ∈ U.

On montre que la suite (∇fn)n∈ℕ≥1 converge uniformément vers ∇f sur tout sous ensemble fermé
borné et convexe de U .
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Démonstration. Voir [Roc70, Théorème 25.7].

Soit ℙ1 la droite projective complexe et on considère l’application suivante :

κ : ℝ −→ ℙ1

u 7→ exp(−u).

Dans la proposition suivante on décrit le lien entre les métriques intégrables et invariantes par S1 sur
les fibrés en droites sur ℙ1 et les fonctions concaves sur ℝ.

Proposition 3.3.11. Soit h∞ une métrique intégrable sur un fibré en droites sur ℙ1. On suppose que
h est invariante par S1 et on pose

C∞(u) := κ∗
(
log h

(
1, 1
))

(u) = log h
(
1, 1
)
(exp(−u)) ∀u ∈ ℝ.

Alors, il existe deux fonctions concaves sur ℝ, C1 et C2 telles que

C(u) = C1(u)− C2(u) ∀u ∈ ℝ.

La fonction log h∞(1, 1) est différentiable presque partout sur ℂ et si l’on note par ∂
∂z log h∞(1, 1)

sa dérivée définie presque partout, alors elle est bornée sur tout compact de ℙ1 \ {0,∞}. En plus, si(
hn,1

)
n∈ℕ et

(
h2,n

)
n∈ℕ deux suites de métriques positives C∞ qui convergent vers h∞,1 respectivement

vers h∞,2 telles que h∞ = h∞,1 ⊗ h−1
∞,2 alors la suite
( ∂
∂z

log h∞,1 −
∂

∂z
log h∞,2

)
n∈ℕ

(3.15)

est uniformément bornée sur tout compact de ℙ1 \
{
0,∞

}
.

Démonstration. Il suffit de montrer la proposition pour h une métrique admissible. Par définition, il
existe

(
hn
)
n∈ℕ une suite de métriques positives de classe C∞ qui converge uniformément vers h∞. On

pose
Cn(u) := log hn

(
1, 1
)
(exp(−u)) ∀n ∈ ℕ ∪

{
∞
}
.

Alors
(
Cn
)
n∈ℕ converge simplement vers C∞, donc pour montrer que C∞ est concave, il suffit de mon-

trer que Cn est concave pour tout n ∈ ℕ, ce qui est une conséquence du lemme (3.3.13).

On rappelle quelques résultats sur les fonctions convexes sur ℝd, avec d ≥ 1. Soit f une fonction
convexe sur ℝd. On appelle sous-différentielle de f en x l’ensemble (éventuellement vide) suivant

(
∂f
)
(x) :=

{
v ∈ ℝd | f(y) ≥ f(x) + (v, y − x), ∀y ∈ ℝd

}
où ( , ) est le produit scalaire standard sur ℝd. Notons que lorsque f est différentiable alors (∂f)(x) =
{(∇f)(x)}, où (∇f)(x) est le gradient de f en x pour la métrique standard de ℝd.

Soit (fn)n∈ℕ une suite de fonctions réelles convexes (non nécessairement différentiables) sur un
intervalle I de ℝ, si cette suite converge simplement vers une fonction finie f sur I, alors on montre
que f est une fonction convexe sur I et l’ensemble {f, fn , n ≥ 0} est localement équilipschitzien sur
I. Dans notre situation, fn seront des fonctions de classe C∞, par ce qui précède l’ensemble{

(∂f)(x), (∇fn)(x) ∀n ≥ 0
}
,

est borné au voisinage de x.
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Un théorème bien connu dû à Rademacher affirme que toute fonction réelle lipschtizienne sur un
ouvert U non vide de ℝd est différentiable presque partout sur U . Ce résultat est valable si l’on consi-
dère les fonctions convexes puisqu’elles sont localement lipschitziennes.

On termine la démonstration de la proposition en notant que∣∣∣∂Cn
∂u

∣∣∣ = |z|
∣∣∣ ∂
∂z

log hn
(
1, 1
)∣∣∣ ∀ z ∈ ℂ, ∀n ∈ ℕ.

Remarque 3.3.12. Rappelons que la correspondance entre les métriques positives invariantes par S1

( plus généralement par un tore compact) et les fonctions concaves réelles a été utilisée dans [BGPS11]
dans le but d’étudier l’arithmétique des variétés toriques projectives.

Lemme 3.3.13. Soit ψ une fonction de classe C∞ sur ℂ vérifiant sur ℂ :
1. ψ(z) = ψ(|z|),
2. ∂2ψ

∂z∂z ≥ 0.
Alors, la fonction C définie par C(u) = ψ(exp(−u)), ∀u ∈ ℝ est concave sur ℝ et on a

∂ψ

∂z
(0) = 0. (3.16)

Démonstration. On a la fonction z 7→ ∂2ψ
∂z∂z est continue sur un voisinage de 0 dans ℂ, donc si l’on fixe

0 < η � 1, alors il existe une constante c telle que

∣∣∣ ∂2ψ

∂z∂z
(z)
∣∣∣ ≤ c ∀ |z| ≤ η,

mais ∂2ψ
∂z∂z (z) = 1

4r
∂
∂r (r ∂ψ∂r ), par conséquent∣∣∣ ∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)∣∣∣ ≤ 4cr ∀ 0 < r ≤ η.

Soit 0 < ε < η, par intégration entre r et ε, on obtient∣∣∣r∂ψ
∂r

(r)− ε∂ψ
∂r

(ε)
∣∣∣ ≤ 2c|r2 − ε2| ∀ 0 < r ≤ η

Comme ψ est C∞, donc on peut faire tendre ε vers 0 et on trouve que∣∣∣∂ψ
∂r

(r)
∣∣∣ ≤ 2cr ∀ 0 < r ≤ η,

On conclut que
∂ψ

∂z
(0) = 0.

On note par C la fonction définie sur ℝ par C(u) = ψ(exp(−u)) ∀u ∈ ℝ. On va montrer que cette
fonction est concave. En effet, on a

∂2ψ

∂z∂z
= − 1

4r
∂

∂r
(r∂ψ
∂r

), r := |z|

= − 1
4r2 r

∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
= −1

4 exp(2u)∂
2C
∂u2 , puisque ∂C

∂u
= −r∂ψ

∂r
= − exp(−u)∂ψ

∂r
,
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donc C est concave.

Exemple 3.3.14. l’exemple suivant peut être vu comme un contre exemple à l’assertion (3.3.10).

Soit ρ une fonction réelle de classe C∞ sur ℝ+ vérifiant :

1. ρ(r) = 0 pour r >> 1.
2. supr∈ℝ+ |ρ(r)| ≤ 1.
3. ρ′(1) 6= 0.

Soit a > 0. Alors la suite de métriques sur O

hp(1, 1)(z) = exp(− 1
pa
ρ(|z|p),∀z ∈ ℂ.

converge uniformément vers la métrique triviale de O, c’est à dire la métrique h∞(1, 1) := 1.

Remarquons que

∣∣ ∂
∂z

log hp(1, 1)(z)
∣∣ =

∣∣p1−a∂ρ

∂r
(|z|p)|z|p−1 z

2|z|
∣∣ = p1−a

2
∣∣∂ρ
∂r

(|z|p)
∣∣|z|p−1

donc si |z| = 1, alors ∣∣ ∂
∂z

log hp(1, 1)(z)
∣∣ = p1−a

2
∣∣∂ρ
∂r

(1)
∣∣

On a ∫
X
c̃h(O, hp, h∞) = 1

2

∫
X

log hp(1, 1)c1(O, hp)

= 1
2

∫
X

∣∣ ∂
∂z

log hp(1, 1)
∣∣2dz ∧ dz

= 1
2

∫
ℂ

1
4p

2−2a∣∣∂ρ
∂r

(|z|p)
∣∣2|z|2p−2dz ∧ dz

= 1
2

∫ ∞
0

1
4p

2−2a∣∣∂ρ
∂r

(rp)
∣∣2r2p−2rdr

= 1
2

∫ ∞
0

1
4p

2−2a∣∣θ(rp)∣∣2r2p−1dr, où θ(r) := ∂ρ

∂r
(r)

= 1
2

∫ ∞
0

1
4p

2−2a∣∣θ(r)∣∣2 1
p
rdr

= 1
8p

1−2a
∫ ∞

0

∣∣θ(r)∣∣2rdr.

Par suite, ∫
X
c̃h(O, hp, hq) =

∫
X
c̃h(O, hp, h∞)− c̃h(O, hq, h∞), [GS90b, (1.3.4.2)]

= 1
8(q1−2a − p1−2a)

∫ ∞
0

∣∣θ(r)∣∣2rdr
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On a donc[∫
X
c̃h(O, hp, hq)Td(TX)

](0)
= 1

8(q1−2a − p1−2a)
∫ ∞

0

∣∣θ(r)∣∣2rdr + 1
12

∫
X

log hp
hq
c1(TX)

= 1
8(q1−2a − p1−2a)

∫ ∞
0

∣∣θ(r)∣∣2rdr + 1
12

∫
X

(ρ(|z|q)
qa

− ρ(|z|p)
pa

)c1(TX)

Si l’on choisit 0 < a < 1
2 , alors cette suite n’est pas de Cauchy.

Remarque 3.3.15. Dans la proposition (3.3.11), on a montré que (3.15) est bornée sur tout compact
de ℙ1 \

{
0,∞

}
. Le résultat suivant a pour but d’étendre ce résultat aux compacts de ℙ1 \

{
∞
}
:

Soit
(
ψn
)
n∈ℕ une suite de fonctions de classe C∞ sur ℂ vérifiant

1. ψn ≤ ψn+1, ∀n ∈ ℕ.
2. ψn converge simplement vers une fonction ψ∞ telle que z 7→

∣∣∣ψ∞(z)−ψ∞(z)
z

∣∣∣ est bornée au voisinage
de z = 0.

3. ψn(0) = 0, ∀n ∈ ℕ.
4. ψn(z) = ψn(|z|), ∀ z ∈ ℂ ∀n ∈ ℕ.
5. ∂2ψn

∂z∂z (z) ≥ 0, ∀ z ∈ ℂ.
Alors, pour tout p0 ∈ ℕ et tout compact K de ℂ il existe k une constante réelle telle que∣∣∣∣∂ψp∂z

(z)
∣∣∣∣ ≤ k ∀p ≥ p0 ∀ z ∈ K.

En effet, soit ε un réel fixé. On pose

Cp(u) = ψp
(
exp(−u)

)
∀u ∈ ℝ.

Par concavité de Cp, on a

Cp(u+ ε)− Cp(u) ≤ ε∂Cp
∂u

(u) ∀u ∈ ℝ ∀ p ∈ ℕ,

d’où
1
r

(
ψp(r exp(−ε))− ψp(r)

)
≤ −ε∂ψp

∂r
(r) avec

(
r = exp(−u)

)
.

Donc,

εψ′p(r) ≤
ψp(r)
r
− ψp(r exp(−ε))

r

≤ ψ∞(r)
r
− ψp0(r exp(−ε))

r
pour ∀ p ≥ p0

= ψ∞(r)− ψ∞(0)
r

− ψp0(r exp(−ε))− ψp0(0)
r

∀p ≥ p0

≤ sup
x∈K

∣∣∣∣ψ∞(x)− ψ∞(0)
x

∣∣∣∣+ exp(−ε) sup
x∈K

∣∣∣∣ψp0(x)− ψp0(0)
x

∣∣∣∣ si r ∈ K, ∀p ≥ p0.

avec K un compact non vide de ℂ. Comme ε est arbitraire, on déduit que

∣∣ψ′p(z)∣∣ ≤ sup
x∈K

∣∣∣∣ψ∞(x)− ψ∞(0)
x

∣∣∣∣+ e sup
x∈K

∣∣∣∣ψp0(x)− ψp0(0)
x

∣∣∣∣ ∀z ∈ K ∀p ≥ p0.

Un exemple de ces suites est donné par :

ψn(z) := log
(
1 + |z|n

) 1
n ∀ z ∈ ℂ ∀n ∈ ℕ≥1.
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On suppose maintenant que X = ℙ1 qu’on munit d’une métrique kählerienne et E un fibré en
droites sur ℙ1. Soit hE,∞ une métrique intégrable sur E invariante par l’action de S1. On va montrer
qu’il existe un moyen naturel d’associer à cette classe métriques un opérateur Laplacien étendant la
définition classique.

On va montrer, d’abord, que si hE est une métrique positive invariante par l’action de S1 de classe
C∞ sur E, alors ( ∂

∂z
log hE(1, 1)

)
(0) = 0.

En effet, si l’on pose ψ = log hE(1, 1) alors ψ vérifie les hypothèses du (3.3.13). Si l’on note par ∆E,h

le Laplacien généralisé associé alors on a, pour tout z ∈ ℙ1, f ∈ A(0,0)(ℙ1) et σ ∈ H0(ℙ1, E
)
:

∆E,h

(
f ⊗ σ

)
(z) = −hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
hE
(
σ, σ

)−1 ∂

∂z

(
hE(σ, σ)∂f

∂z

)
⊗ σ

− hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗ σ − hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1(
h(σ, σ)−1 ∂

∂z
h(σ, σ)

)
⊗ σ

Or, on a

(
h(σ, σ)−1 ∂

∂z
h(σ, σ)

)
⊗ σ =

∂
∂z (|σ|2e−ψ)
|σ|2e−ψ

=
∂σ
∂z σe

−ψ + |σ|2 ∂
∂z e
−ψ

|σ|2e−ψ
⊗ σ

=
( ∂
∂zσ

σ
+

∂
∂z e
−ψ

e−ψ

)
⊗ σ

=
( ∂
∂zσ

σ
+

z
2r

∂
∂re
−ψ(r)

e−ψ

)
⊗ σ

=
( ∂
∂zσ

σ
− z

2r
∂ψ

∂r
(r)
)
⊗ σ

=
( ∂
∂zσ

σ
+ z

2r2
∂C
∂u

(u)
)
⊗ σ,

on a posé C(u) = log h
(
1, 1
)
. Donc,

∆E,h

(
f ⊗ σ

)
(z) = −hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗ σ − hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1( ∂
∂zσ

σ
+ z

2r2
∂C
∂u

(u)
)
⊗ σ ∀z 6= 0, u = − log |z|,

Commençons par supposer que hE,∞ est admissible. On pose

C∞(u) := log h∞
(
1, 1
)
(exp(−u)) ∀u ∈ ℝ.

On rappelle que C∞ est une fonction concave sur ℝ et on note par ∂Cd,∞
∂u sa dérivée à droite, qui est

finie. On a alors le résultat suivant :

Théorème 3.3.16. On pose pour tout f ∈ A0,0(ℙ1) et pour tout σ ∈ H0(ℙ1, E)

∆′
E∞

(
f⊗σ

)
(z) := −hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗σ−hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1( ∂
∂zσ

σ
+ z

2r2
∂Cd,∞
∂u

(u)
)
⊗σ ∀z 6= 0, u = − log |z|,
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et
∆′
E∞

(
f ⊗ σ

)
(0) := −hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗ σ − hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1( ∂
∂zσ

σ

)
∂f

∂z
⊗ σ. 2.

Alors, on a
1. ∆′

E∞
est un opérateur linéaire de A(0,0)(ℙ1, E) vers A(0,0)(ℙ1, E)∞, en d’autres termes

∥∥∥∆′
E∞

(
f ⊗ σ

)∥∥∥2

L2,∞
<∞.

2.
∆′
E∞

= ∆E∞
,

dans A0,0(ℙ1, E
)
∞.

Démonstration. Soient f ∈ A0,0(ℙ1) et σ ∈ H0(ℙ1, E).

Puisque C∞ est différentiable presque partout sur ℝ, alors on a :

∆′
E∞

(f ⊗ σ) = −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗ σ − hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
log h∞(σ, σ)∂f

∂z
⊗ σ, (par définition)

= −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
h∞(σ, σ)−1 ∂

∂z

(
h∞(σ, σ)∂f

∂z

)
⊗ σ,

presque partout sur ℂ. Par suite∥∥∥∆′
E∞

(f ⊗ σ)
∥∥∥2

L2,∞
= i

2π

∫
X
hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
h∞(σ, σ)−1

∣∣∣ ∂
∂z

(
h∞(σ, σ)∂f

∂z

)∣∣∣2dz ∧ dz
Or c’est la limite de

(∥∥∆Ep
(f ⊗ σ)

∥∥2
L2,p

)
p∈ℕ

quand p tend vers ∞, donc

∥∥∆′
E∞

(f ⊗ σ)
∥∥2
L2,∞ <∞.

C’est donc un opérateur linéaire de A0,0(X,E) vers A0,0(X,E).

On a(
∆′
E∞

(f ⊗ σ), g ⊗ τ
)
L2,∞ = −

∫
X
h∞
(
σ, σ

)−1 ∂

∂z

(
h∞(σ, σ)∂f

∂z

)
g h∞(σ, τ)dz ∧ dz

= − i

2π lim
p 7→∞

∫
X
hp(σ, σ)−1 ∂

∂z

(
hp(σ, σ) ∂f

∂z

)
g hp(σ, τ) dz ∧ dz

= i

2π lim
p 7→∞

∫
X
hp(σ, τ) ∂f

∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz

= i

2π

∫
X
hE,∞(σ, τ) ∂f

∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz

On en déduit que (
∆′
E∞

ξ, η)L2,∞ =
(
ξ,∆′

E∞
η)L2,∞

et (
∆′
E∞

ξ, ξ)L2,∞ ≥ 0,

2. Notons que la dernière expression est tout a fait raisonnable, puisqu’on a montré, voir lemme (3.3.13), que ∂ψ
∂z

(0) = 0
pour une métrique de classe C∞ où ψ une fonction qui définie la métrique au voisinage de zéro.
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pour tout ξ et η dans A(0,0)(X,E).

De (3.13), on conclut que
∆E∞

= ∆′
E∞

,

dans A0,0(ℙ1, E
)
.

Définition 3.3.17. On appelle ∆E∞
le Laplacien généralisé associé à hE,∞. C’est un opérateur li-

néaire et positif de A0,0(ℙ1, E) à valeurs dans A0,0(ℙ1, E
)
∞.

3.4 Variation de la métrique sur E

Soit E∞ := (E, hE,∞) un fibré en droites 1-intégrable sur X, une surface de Riemann compacte.
Par définition (voir (3.2.13)) il existe E1,∞ := (E1, h1,∞) et E2,∞ := (E2, h2,∞) deux fibrés en droites
admissibles sur X tels que E∞ = E1,∞⊗E

−1
2,∞. Soient (hn,1)n∈ℕ (resp. (hn,2)n∈ℕ) une suite de métrique

hermitiennes positives de classe C∞ sur E1 (resp. sur E2) qui converge uniformément vers h1,∞ (resp.
h2,∞) sur X entier. On note par (hn)n∈ℕ la suite de métrique sur E définie par hn = hn,1 ⊗ h−1

n,2,
∀n ∈ ℕ vérifiant :

1.
sup
n∈ℕ

∥∥∥∥hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2 ∂

∂z
log hn+1

hn

∥∥∥∥
sup

<∞

où
{
∂
∂z

}
est une base locale de TX. Rappelons que

∣∣∣∣hX( ∂
∂z ,

∂
∂z

)− 1
2 ∂
∂z log hn+1

hn

∣∣∣∣ ne dépend pas du

choix de la base locale.
2.

∞∑
n=1

∥∥∥∥ hn
hn−1

− 1
∥∥∥∥

1
2

sup
<∞.

On considère l’opérateur Laplacien ∆E∞
associé à E∞, voir (3.3.6), on a montré qu’il est positif.

Afin d’étudier ses propriétés spectrales, on a besoin d’étendre ∆E∞
en un opérateur autoadjoint. On

prend alors, ∆E∞,F
, l’extension de Friedrichs de ∆E∞

. C’est un opérateur autoadjoint qui étend ∆E∞
,

(voir [MM07, Appendice C.] pour la construction). Comme ∆E∞
est positif, alors ∆E∞,F

l’est aussi.
D’après (3.7.3), on peut considérer on peut considérer le semi-groupe associé qu’on note par e−t∆E∞ .

Dans ce paragraphe, nous établissons la connexion entre
(
e−t∆E,hn

)
n
et e−t∆E,h∞ , on va montrer

que (
e
−t∆

En

)
n∈ℕ
−−−→
n7→∞

e
−t∆

E∞ .

pour la norme L2
∞ (induite par hE,∞ et hX).

Dans la suite, on note par
(
hu
)
u≥1 la famille associée à la suite (hn)n∈ℕ construite dans (3.7.1).

Pour simplifier, on notera par ∆E,n (resp. ∆E,u) au lieu de ∆En
(resp. ∆Eu

).

Soit x ∈ X et σ une section locale holomorphe de E non nulle en x. On pose

kσ(u)(x′) =
∣∣∣∣ ∂∂u ∂

∂z
log hu(σ, σ)(x′)

∣∣∣∣,
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pour tout x′ dans un voisinage ouvert assez petit de x. Au voisinage de x, on a

∂

∂u

∂

∂z
log hu(σ, σ) = ∂

∂u

∂

∂z
log
(
ρp−1(u)hp−1(σ, σ) + (1− ρp−1(u))hp(σ, σ)

)
∀u ∈ [p− 1, p]

= ∂

∂u

∂

∂z
log
(
ρp−1(u)|σ|2e−ψp−1(z) + (1− ρp−1(u))|σ|2e−ψp(z)

)
= ∂

∂u

∂

∂z
log |σ|2 + ∂

∂u

∂

∂z
log
(
ρp−1(u)e−ψp−1(z) + (1− ρp−1(u))e−ψp(z)

)
= ∂

∂u

∂

∂z
log
(
ρp−1(u)e−ψp−1(z) + (1− ρp−1(u))e−ψp(z)

)
.

Par conséquent, on peut définir une fonction réelle sur X entier en posant

k(u)(x) = kσ(u)(x) ∀x ∈ X ∀σ ∈ H0(X,E) telle que σ(x) 6= 0.

et on pose

πE(u) := sup
x∈X

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∣∣k(u)(x)

∣∣, ∀u ∈ [1,∞[.

Lemme 3.4.1. Pour tout u ≥ 1, on a h( ∂∂z ,
∂
∂z )−

1
2 |k(u)| est une fonction continue sur X. Il existe

une constante réelle M3 telle que
πE(u) ≤M3, ∀u > 1.

Démonstration. Soit x ∈ X et
{
∂
∂z

}
une base locale de TX au voisinage de x. Par définition, il existe

σ une section holomorphe locale de E telle que σ(x) 6= 0 et que dans un voisinage de x :

k(u) = kσ(u) =
∣∣∣ ∂
∂u

∂

∂z
log hu(σ, σ)

∣∣∣,
donc la continuité de k et par suite celle h( ∂∂z ,

∂
∂z )−

1
2k(u) au voisinage de x résulte du fait que hu est

C∞.
On a dans un voisinage de x :

k(u) = ∂

∂z

∂

∂u
(log hu(σ, σ))

= ∂ρp−1
∂u

( ∂
∂zhp −

∂
∂zhp−1

hu
− hp − hp−1

hu

∂

∂z
log hu

)
= ∂ρp−1

∂u

hp
hu

(
∂

∂z
log hp

hp−1
−
(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hp−1 +
(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hu
)

où
(
p− 1 = [u]

)
= ∂ρp−1

∂u

hp
hu

(
∂

∂z
log hp

hp−1
−
(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hp−1 +
(hp−1
hp
− 1

)(1− ρp−1) ∂∂zhp−1 + ρp−1
∂
∂zhp

hu

)
= ∂ρp−1

∂u

hp
hu

(
∂

∂z
log hp

hp−1
−
(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hp−1

+
(hp−1
hp
− 1

)hp
hu

(
(1− ρp−1)hp−1

hp

∂

∂z
log hp−1 + ρp−1

∂

∂z
log hp

))
= ∂ρp−1

∂u

hp
hu

(
∂

∂z
log hp

hp−1
−
(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hp−1 + (1− ρp−1)
(hp−1
hp
− 1

)hp−1
hu

∂

∂z
log hp−1

+ ρp−1
(hp−1
hp
− 1

)hp
hu

∂

∂z
log hp

))
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= ∂ρp−1
∂u

h2
p

h2
u

(
∂

∂z
log hp

hp−1
− hu
hp

(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hp−1 + (1− ρp−1)
(hp−1
hp
− 1

)hp−1
hp

∂

∂z
log hp−1

+ ρp−1
(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hp
))
.

Comme les fonctions ρp sont uniformément bornées et que la suite
(
hu
)
u∈[1,∞[ converge uniformément

vers h∞, on peut donc trouver M ′1,M ′2 et M ′3 trois constantes réelles telles que

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∣∣k(u)

∣∣ ≤M ′1hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2
∣∣∣ ∂
∂z

log hp
hp−1

∣∣∣+M ′2hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣(hp−1

hp
− 1

) ∂
∂z

log hp−1
∣∣∣

+M ′3hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣(hp−1

hp
− 1

) ∂
∂z

log hp
∣∣∣.

On a∣∣∣∣hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2
(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hp
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2
(hp−1
hp
− 1

)( p∑
k=2

∂

∂z
log hk

hk−1
+ ∂

∂z
log h1

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣ p∑
k=2

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣ ∂
∂z

log hk
hk−1

∣∣∣+ hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣ ∂
∂z

log h1
∣∣∣

≤ (p− 1) sup
n∈ℕ∗

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣
+ hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣ ∂
∂z

log h1
∣∣∣∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣,

de la même façon, on obtient :∣∣∣∣hX( ∂∂z , ∂∂z
)− 1

2
(hp−1
hp
− 1

) ∂
∂z

log hp−1

∣∣∣∣ ≤ (p− 2) sup
n∈ℕ∗

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣
+ hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣ ∂
∂z

log h1
∣∣∣∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣.
Donc, on a

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∣∣k(u)

∣∣ ≤M ′1 sup
n∈ℕ∗

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣ ∂
∂z

log hn
hn−1

∥∥∥
sup

+M ′′2 (2p− 3)
∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣ sup
n∈ℕ∗

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

+M ′′3 hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣ ∂
∂z

log h1
∣∣∣∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣
Puisque k(u) ne dépend pas du choix de la section locale σ et que X est compacte, on peut trouver(
Uj
)
j∈J un recouvrement ouvert fini de X tel que déduire que pour tout j ∈ J , k(u) = kσj (u) sur Uj

et σj une section locale non nulle et que

∣∣∣hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log h1(sj , sj)

∣∣∣,
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soit bornée sur Uj . Par suite, il existe M ′′4 , une constante réelle telle que

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∣∣k(u)

∣∣ ≤M ′1 sup
n∈ℕ∗

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2
∣∣∣ ∂
∂z

log hn
hn−1

∥∥∥
sup

+M ′′2 (2p− 3)
∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣ sup
n∈ℕ∗

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

+M ′′4

∣∣∣hp−1
hp
− 1

∣∣∣.
Montrons maintenant le reste du lemme, on a :

πE(u) = sup
x∈X

hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∣∣k(u)

∣∣
≤M ′1 sup

n∈ℕ∗

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

+M ′′2 (2p− 3)
∥∥∥hp−1
hp

(x)− 1
∥∥∥

sup
sup
n∈ℕ∗

∥∥∥hX( ∂
∂z
,
∂

∂z

)− 1
2 ∂

∂z
log hn

hn−1

∥∥∥
sup

+M ′′4

∥∥∥hp−1
hp

(x)− 1
∥∥∥

sup
.

Comme (hp)p∈ℕ converge uniformément vers h∞, alors on peut supposer que

sup
p∈ℕ∗

(
p
∥∥∥hp−1
hp
− 1

∥∥∥
sup

)
<∞.

On conclut qu’il existe M3 une constante réelle telle que

πE(u) ≤M3, ∀u > 1.

Remarque 3.4.2. Par (3.6), on a, il existe c4 ∈ ℝ telle que∥∥πE(u)
∥∥

sup ∼
u7→∞

c4
u
.

En effet, on a ∣∣h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2k(u)

∣∣+ ∣∣O(hp−1
hp
− 1

)∣∣ ≥ ∣∣h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2k(u)−O

(hp−1
hp
− 1

)∣∣
=
∣∣∂ρp−1
∂u

h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hp

hp−1

∣∣
≥ ∂ρp−1

∂u

∣∣h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hp

hp−1

∣∣,
donc ∥∥h( ∂

∂z
,
∂

∂z
)−

1
2k(u)

∥∥
sup +

∥∥O(hp−1
hp
− 1

)∥∥
sup ≥

∂ρp−1
∂u

∥∥h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2
∂

∂z
log hp

hp−1

∥∥
sup ∼

p 7→∞
c4
p
,

mais comme O
(hp−1
hp
− 1

)
= O( 1

p2 ), alors

lim sup
u7→∞

(
p
∥∥h( ∂

∂z
,
∂

∂z
)−

1
2k(u)

∥∥
sup

)
≥ c4.
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Théorème 3.4.3. On a, pour tout ξ ∈ A0,0(X,E) :(
∂∆E,u

∂u
ξ,
∂∆E,u

∂u
ξ

)
L2,u

≤ π2
E(u)

(
∆E,uξ, ξ

)
L2,u

∀u > 1. (3.17)

Démonstration. On a, localement

∆E,u(f ⊗ σ) = −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂2f

∂z∂z
⊗ σ − hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂

∂z

(
log hu(σ, σ)

)∂f
∂z
⊗ σ.

où f ∈ A(0,0)(X) et σ est section locale holomorphe non nulle. donc

∂∆E,u

∂u
(f ⊗ σ) = −hX

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1 ∂

∂u

( ∂
∂z

log hu(σ, σ)
)∂f
∂z
⊗ σ.

Soit ξ ∈ A0,0(X,E). Localement, il existe f1, . . . , fr ∈ A0,0(X) et e1, e2, . . . , er des sections locales
holomorphes non nulles de E telles que ξ =

∑r
i=1 fi ⊗ ei. On a

−∂∆E,u

∂u
ξ = −

r∑
i=1

∂∆E,u

∂u
(fi ⊗ ei)

= −h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−1

r∑
i=1

∂

∂u

( ∂
∂z

log hu(ei, ei)
)∂fi
∂z
⊗ ei

= −hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
k(u)

r∑
i=1

∂f

∂z
⊗ ei.

Par suite,
(
∂∆E,u

∂u
ξ,
∂∆E,u

∂u
ξ

)
L2,u

= i

2π

∫
X
hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
|k(u)|2

∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ek, ej)dz ∧ dz.

Mais puisque
∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z hu(ek, ej) ≥ 0, alors

(
∂∆E,u

∂u
ξ,
∂∆E,u

∂u
ξ

)
L2,u

= i

2π

∫
X
hX
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
k(u)2∑

kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ei, ej)dz ∧ dz

≤ π2
E(u)

∫
X

∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ei, ej)dz ∧ dz

= π2
E(u)

(
∆E,uξ, ξ

)
L2,u

.

Corollaire 3.4.4. On a ∥∥∥∥∂∆E,u

∂u
e−t∆E,u

∥∥∥∥
L2,u

≤ e−
1
2
√
t
πE(u), ∀u > 1, (3.18)

pour tout t > 0 fixé.
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Démonstration. Soit t > 0, et η ∈ A0,0(X,E) et on pose ξ := e−t∆E,uη.

De (3.17), on a(
∂∆E,u

∂u
e−t∆E,uη,

∂∆E,u

∂u
e−t∆E,uη

)
L2,u

≤ π2
E(u)

(
∆E,ue

−t∆E,uη, e−t∆E,uη
)
L2,u

. (3.19)

Si l’on décompose η suivant (vu,k)k∈ℕ, une base orthonormale pour la norme L2
u, formée par les vecteurs

propres de ∆E,u : Il existe au,0, au,1, . . . des réels tels que

η =
∑
k∈ℕ

au,kvu,k

alors, dans le complété de A(0,0)(X,E) pour L2
u, on a

∆E,ue
−t∆E,uη =

∑
k≥1
−λu,ke−λu,ktau,kvu,k = −1

t

∑
k≥1
−λu,kte−λu,ktau,kvu,k.

De là, on déduit que ∥∥∥∆E,ue
−t∆E,uη

∥∥∥2

L2,u
≤ e−1

t2

∑
k≥1
|au,k|2 ≤

c

t2
∥∥η∥∥2

L2,u
,

donc (3.19) devient
∥∥∥∂∆E,u

∂u
e−t∆E,uη

∥∥∥2

L2,u
=
(∂∆E,u

∂u
e−t∆E,uη,

∂∆E,u

∂u
e−t∆E,uη

)
L2,u

≤ π2
E(u)

(
∆E,ue

−t∆E,uη, e−t∆E,uη
)
L2,u

≤ π2
E(u)

∥∥∆E,ue
−t∆E,uη

∥∥
L2,u

∥∥e−t∆E,uη
∥∥
L2,u

, par l’inégalité de Cauchy-Schwartz

≤ e−1

t
π2
E(u)

∥∥η∥∥2
L2,u

, car
∥∥e−t∆E,u‖L2,u ≤ 1.

On conclut que

∥∥∥∥∂∆E,u

∂u
e−t∆E,u

∥∥∥∥
L2,u

≤ e−
1
2
√
t
πE(u).

Proposition 3.4.5. Si X = ℙ1 et h∞ est une métrique de classe C∞ sur O(m) invariante par S1,
alors on peut choisir une sous-suite de (hn)n≥1 telle que

πE(u) = O( 1
2u ), ∀u >> 1,

par conséquent,
e−t∆E,u −−−→

u7→∞
e−t∆E,∞

Démonstration. Comme h∞ est C∞ et invariante par S1 alors la fonction f∞(u) := log h∞(1, 1)(exp(−u))
est concave et de classe C∞. Par application du (3.3.10), on déduit que h( ∂∂z ,

∂
∂z )−

1
2 ∂
∂z log hn(1, 1)

converge uniformément sur tout compact de ℂ∗ vers h( ∂∂z ,
∂
∂z )−

1
2 ∂
∂z log h∞(1, 1). Par un choix de sous-

suite convenable on peut supposer que
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h( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−

1
2

∣∣∣∣ ∂∂z log hn
hn−1

∣∣∣∣ = O( 1
2n ), ∀n >> 1.

donc,
πE(u) = h( ∂

∂z
,
∂

∂z
)−

1
2k(u) = O( 1

2u ) ∀u >> 1.

On conclut de (3.4.4) que ∥∥∥∂e−t∆E,u

∂u

∥∥∥
u
≤
√
t

2u O(1), ∀u >> 1.

On introduit la fonction suivante définie sur X donnée au voisinage d’un point x par l’expression :

∂

∂u
log hu(σ, σ)(x),

où σ est une section locale holomorphe de E non nulle en x, et on pose

δE(u) = sup
x∈X

∣∣∣∣ ∂∂u log hu(σ, σ)(x)
∣∣∣∣.

Proposition 3.4.6. ∀ξ, η ∈ A0,0(X,E),∣∣∣(∂∆E,u

∂u
ξ, ξ
)
u

∣∣∣ ≤ 2δE(u)‖∆E,uξ‖u‖ξ‖u,

et ∣∣∣(∂∆E,u

∂u
ξ, η

)
u

∣∣∣ ≤ δE(u)
(
‖∆E,uξ‖

1
2
u ‖∆E,uη‖

1
2
u ‖ξ‖

1
2
u ‖η‖

1
2
u + ‖∆E,uξ‖u‖η‖u

)
. (3.20)

Pour tous t1, t2 et t3 > 0,∣∣∣(∂∆E,u

∂u
e−t1∆E,uξ,e−t2∆E,u

∂∆E,u

∂u
e−t3∆E,uγ

)
u

∣∣∣
≤
( C2
√
t3t2t1

+ C

t1
√
t3

)
πE(u)δE(u)‖ξ‖u‖γ‖u.

(3.21)

où C est une constante réelle positive.

Démonstration. Soit ξ ∈ A0,0(X,E). On a

∂

∂u

((
∆E,uξ, ξ

)
u

)
= ∂

∂u

(∫
X
hu(∆E,uξ, ξ)ωX

)
=
∫
X
hu
(∂∆E,u

∂u
ξ, ξ
)
ωX +

∫
X

( ∂
∂u

log hu
)
hu(∆E,uξ, ξ)ωX

=
(
∂∆E,u

∂u
ξ, ξ

)
u

+
(

∆E,uξ,
( ∂
∂u

log hu
)
ξ

)
u

.

notons qu’on a utilisé le fait que ∂
∂u log hu est réelle.

Or (
∆E,uξ, ξ

)
u

= i

2π

∫
X

∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ek, ej)
i

2πdz ∧ dz,
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donc
∂

∂u

((
∆E,uξ, ξ

)
u

)
=
∫
X

( ∂
∂u

log hu
)∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ek, ej)
i

2πdz ∧ dz.

En regroupant cela, on trouve que∣∣∣(∂∆E,u

∂u
ξ, ξ
)
u

∣∣∣ =
∣∣∣∫
X

( ∂
∂u

log hu
)∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ek, ej)
i

2πdz ∧ dz −
(
∆E,uξ,

( ∂
∂u

log hu
)
ξ
)
u

∣∣∣
≤
∣∣∣∫
X

( ∂
∂u

log hu
)∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ek, ej)
i

2πdz ∧ dz
∣∣∣+∣∣∣(∆E,uξ, (

∂

∂u
log hu)ξ

)
u

∣∣∣
≤ δE(u)

∫
X

∣∣∣∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ek, ej)
∣∣∣ 1
2π |dz ∧ dz|+ δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖ξ‖L2,u

mais
∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z hu(ek, ej) ≥ 0, on peut écrire la dernière inégalité comme suit∣∣∣(∂∆E,u

∂u
ξ, ξ
)
u

∣∣∣ ≤ δE(u)
∫
X

∑
kj

∂fk
∂z

∂fj
∂z

hu(ek, ej)
1

2π |dz ∧ dz|+ δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖ξ‖L2,u

= δE(u)
(
∆E,uξ, ξ

)
u

+ δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖ξ‖L2,u

≤ 2δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖ξ‖L2,u.

De la même façon, on établit que∣∣∣(∂∆E,u

∂u
ξ, η

)
u

∣∣∣ =
∣∣∣∫
X

( ∂
∂u

log hu
)∑
kj

∂fk
∂z

∂gj
∂z

hu(ek, ej)
i

2πdz ∧ dz −
(
∆E,uξ, (

∂

∂u
log hu)η

)
u

∣∣∣
≤
∫
X

∣∣∣ ∂
∂u

log hu
∣∣∣∣∣∣∑
kj

∂fk
∂z

∂gj
∂z

hu(ek, ej)
∣∣∣ i2πdz ∧ dz +

∣∣∣(∆E,uξ, (
∂

∂u
log hu)η

)
u

∣∣∣
=
∫
X

∣∣ ∂
∂u

log hu
∣∣∣∣∣hu( r∑

k=1

∂fk
∂z

,
r∑

k=1

∂gk
∂z

)∣∣∣ i2πdz ∧ dz +
∣∣∣(∆E,uξ, (

∂

∂u
log hu)η

)
u

∣∣∣
≤ δE(u)

∫
X
hu
( r∑
k=1

∂fk
∂z

,
r∑

k=1

∂fk
∂z

) 1
2
hu
( r∑
k=1

∂gk
∂z

,
r∑

k=1

∂gk
∂z

) 1
2 i

2πdz ∧ dz

+ δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖η‖L2,u On a utilisé |hu(v, v′)| ≤ hu(v, v)
1
2hu(v′, v′)

1
2

≤ δE(u)
(∫

X
hu
( r∑
k=1

∂fk
∂z

,
r∑

k=1

∂fk
∂z

)
dz ∧ dz

) 1
2
(∫

X
hu
( r∑
k=1

∂gk
∂z

,
r∑

k=1

∂gk
∂z

)
dz ∧ dz

) 1
2

+ δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖η‖L2,u Par Cauchy-Schwartz

= δE(u)(∆E,uξ, ξ)
1
2 (∆E,uη, η)

1
2 + δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖η‖L2,u

≤ δE(u)‖∆E,uξ‖
1
2
L2,u‖∆E,uη‖

1
2
L2,u‖ξ‖

1
2
L2,u‖η‖

1
2
L2,u + δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖η‖L2,u.

Si l’on pose η = e−t∆E,u
∂∆E,u

∂u γ, alors∥∥∆E,uη
∥∥
L2,u

=
∥∥∥∆E,ue

−t∆E,u
∂∆E,u

∂u
γ
∥∥∥
L2,u

=
∥∥∥∂te−t∆E,u

∂∆E,u

∂u
γ
∥∥∥
L2,u

≤ C

t

∥∥∥∂∆E,u

∂u
γ
∥∥∥
L2,u

, (puisque ‖∂te−t∆E,uv‖ ≤ C

t
‖v‖)
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donc, ∥∥∥∆E,ue
−t∆E,u

∂∆E,u

∂u
γ
∥∥∥
L2,u
≤ C

t
‖∂∆E,u

∂u
γ‖L2,u.

On a,∣∣∣(∂∆E,u

∂u
ξ, e−t∆E,u

∂∆E,u

∂u
γ
)
u

∣∣∣ ≤ δE(u)‖∆E,uξ‖
1
2
L2,u‖∆E,ue

−t∆E,u
∂∆E,u

∂u
γ‖

1
2
L2,u‖ξ‖

1
2
L2,u‖e

−t∆E,u
∂∆E,u

∂u
γ‖

1
2
L2,u

+ δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖e−t∆E,u
∂∆E,u

∂u
γ‖L2,u

≤ C√
t
δE(u)‖∆E,uξ‖

1
2
L2,u‖

∂∆E,u

∂u
γ‖

1
2
u ‖ξ‖

1
2
L2,u‖e

−t∆E,u
∂∆E,u

∂u
γ‖

1
2
L2,u

+ δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖e−t∆E,u
∂∆E,u

∂u
γ‖L2,u

≤ C√
t
δE(u)‖∆E,uξ‖

1
2
L2,u‖ξ‖

1
2
L2,u‖

∂∆E,u

∂u
γ‖L2,u + δE(u)‖∆E,uξ‖L2,u‖

∂∆E,u

∂u
γ‖L2,u.

On a montré que, voir (3.4.4) ∥∥∥∂∆E,u

∂u
e−t∆E,u

∥∥∥
L2,u
≤ πE(u)√

t
.

Donc∣∣∣(∂∆E,u
∂u

e−t1∆E,uξ, e−t2∆E,u ∂∆E,u
∂u

e−t3∆E,uγ
)
u

∣∣∣ ≤ C√
t2
δE(u)‖∆E,ue−t1∆E,uξ‖

1
2
L2,u‖e

−t1∆E,uξ‖
1
2
L2,u‖

∂∆E,u
∂u

e−t3∆E,uγ‖L2,u

+ δE(u)‖∆E,ue−t1∆E,uξ‖L2,u‖
∂∆E,u
∂u

e−t3∆E,uγ‖L2,u

≤ C2πE(u)√
t3t2t1

δE(u)‖ξ‖L2,u‖γ‖L2,u + CπE(u)
t1
√
t3

δE(u)‖ξ‖L2,u‖γ‖L2,u.

Théorème 3.4.7. Il existe une constante c telle que∥∥∥∥∂e−t∆E,u

∂u

∥∥∥∥
L2,u

≤ c
√
δE(u)

√
πE(u)t

1
4 , ∀u > 1.

Démonstration. On a
∂e−t∆E,u

∂u
= −

∫ t

0
e−(t−s)∆E,u

∂∆E,u

∂u
e−s∆E,uds.

Si l’on pose t1 = s, t2 = 2(t− s) et t3 = s dans (3.21), alors

∥∥∥e−(t−s)∆E,u
∂∆E,u

∂u
e−s∆E,uξ

∥∥∥2

u
=
(
∂∆E,u

∂u
e−s∆E,uξ, e−2(t−s)∆E,u

∂∆E,u

∂u
e−s∆E,uξ

)
u

≤ C2πE(u)
s
√

2(t− s)
δE(u)‖ξ‖2u + CπE(u)

s
3
2

δE(u)‖ξ‖2u.

Par suite

∥∥∥e−(t−s)∆E,u
∂∆E,u

∂u
e−s∆E,u

∥∥∥2

L2,u
≤ δE(u)πE(u)

( C2

s
√

2(t− s)
+ C

s
3
2

)
.
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et donc

∥∥∥∂e−t∆E,u

∂u

∥∥∥
L2,u
≤
∫ t

0

∥∥∥e−(t−s)∆E,u
∂∆E,u

∂u
e−s∆E,u

∥∥∥
L2,u

ds ≤
√
δE(u)

√
πE(u)

∫ t

0

( C2

s
√

2(t− s)
+ C

s
3
2

) 1
2
ds

On conclut en remarquant que pour tout a, b > 0

∫ t

0

(
a

s
√

2(t− s)
+ b

s
3
2

) 1
2
ds ≤

∫ t

0

√
a

s
1
2 2

1
4 (t− s)

1
4
ds+

√
b

s
3
4
ds, puisque |x+ y|

1
2 ≤ |x|

1
2 + |y|

1
2 ,

= 2
√
a

∫ √t
0

1
(t− x2)

1
4
dx+

√
bt

1
4

= 2
√
at

1
4

∫ 1

0

1
(1− x2)

1
4
dx+

√
bt

1
4

= 2
√
at

1
4

∫ π
2

0

cos(θ)√
1− sin(θ)2dθ +

√
bt

1
4

= 2
√
at

1
4

∫ π
2

0
cos(θ)

1
2dθ +

√
bt

1
4

= ct
1
4 .

Théorème 3.4.8. On a, (
e−t∆E,u

)
u
−−−→
u7→∞

e−t∆E,∞ .

dans l’espace des opérateurs bornés sur le complété de A(0,0)(X,E) pour la métrique L2
∞.

Démonstration. On a montré dans (3.4.7) que

∥∥∥∥∂e−t∆E,u

∂u

∥∥∥∥
L2
u

≤ c
√
δE(u)

√
πE(u)t

1
4 ∀u > 1. (3.22)

On en déduit qu’il existe une constante c5 telle que
∥∥∥∥∂e−t∆E,u

∂u

∥∥∥∥
L2
∞

≤ c5

√
δE(u)

√
πE(u)t

1
4 ∀u > 1.

Par (3.4.1), la fonction πE est bornée. Et on a,

δE(v) = sup
x∈X

∣∣∣ ∂
∂v

log hv(σ, σ)
∣∣∣

= sup
x∈X

∣∣∣∂ρ[v]
∂v

h[v] − h[v]−1
hv

∣∣∣
= O

(∥∥∥∥h[v]+1
h[v]

− 1
∥∥∥∥

sup

)
∀ v ≥ 1.
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où [u] est la partie entière de u. Donc il existe une constante M ′ telle que∫ u′

u

√
δE(v)dv ≤

∫ [u′]+1

[u]

√
δE(v)dv

≤
[u′]∑
p=[u]

∫ p+1

p

√
δE(v)dv

≤M ′
[u′]+1∑
p=[u]

∥∥∥ hp
hp−1

− 1
∥∥∥ 1

2

sup
.

Comme on a supposé que (voir début de (3.4)) :
∞∑
p=0

∥∥∥ hp
hp−1

− 1
∥∥∥ 1

2

sup
<∞,

alors
(
e−t∆E,u

)
u>1 converge vers un opérateur qu’on note par Lt pour tout t, Lt est compact pour

tout t fixé par (3.6.1) et vérifie (
∂t + ∆E,∞)Lt = 0,

donc t 7→ Lt est une solution à l’equation de Chaleur associée au Laplacien ∆E,∞, par unicité, on
conclut que

Lt = e−t∆E,∞ .

Remarque 3.4.9. Voir (3.4) pour des exemples de suites de métriques vérifiant

∑
p

∥∥∥ hp
hp−1

− 1
∥∥∥ 1

2

sup
<∞,

on peut prendre par exemple avec les notations de (3.4), χ(p) = 2p.

Théorème 3.4.10. L’opérateur I + ∆E,∞ admet un inverse, noté (I + ∆E,∞)−1, et il est compact.

Démonstration. On va montrer que∥∥∥ ∂
∂u

(I + ∆E,u)−1
∥∥∥
L2,u
≤ 8δE(u), ∀u > 1.

Soit γ ∈ A0,0(X,E).

∂

∂u

(
I + ∆E,u

)−1
= −

(
I + ∆E,u

)−1∂∆E,u

∂u

(
I + ∆E,u

)−1
.

On pose ξ = (I + ∆E,u)−1γ et η = (I + ∆E,u)−2 ∂∆E,u

∂u (I + ∆E,u)−1γ dans l’inégalité (3.20), alors∣∣∣(∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ, (I + ∆E,u)−2 ∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ

)
u

∣∣∣ =
∣∣∣(∂∆E,u

∂u
ξ, η
)∣∣∣

≤ δE(u)‖∆E,u(I + ∆E,u)−1γ‖
1
2
u ‖∆E,u(I + ∆E,u)−2 ∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ‖

1
2
u ‖(I + ∆E,u)−1γ‖

1
2
L2,u‖(I + ∆E,u)−2 ∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ‖

1
2
u

+ δE(u)‖∆E,u(I + ∆E,u)−1γ‖u‖(I + ∆E,u)−2 ∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ‖L2,u par (3.20)

≤ 4δE(u)‖γ‖
1
2
L2,u‖(I + ∆E,u)−1 ∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ‖

1
2
L2,u‖γ‖

1
2
L2,u‖(I + ∆E,u)−1 ∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ‖

1
2
L2,u

+ 4δE(u)‖γ‖L2,u‖(I + ∆E,u)−1 ∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ‖L2,u.
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Or (I + ∆E,u)−1 est autoadjoint pour la métrique L2
u, donc∥∥∥(I + ∆E,u)−1∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ

∥∥∥2

u
=
∣∣∣(∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ, (I + ∆E,u)−2∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ

)
u

∣∣∣
≤ 8δE(u)‖γ‖L2,u

∥∥∥∥(I + ∆E,u)−1∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1γ

∥∥∥∥
L2,u

par l’inégalité ci-dessus.

Ce qui donne que∥∥∥∥ ∂∂u(I + ∆E,u)−1
∥∥∥∥
L2,u

=
∥∥∥∥(I + ∆E,u)−1∂∆E,u

∂u
(I + ∆E,u)−1

∥∥∥∥
L2,u

≤ 8δE(u).

Comme les normes (L2
u)u∈[1,∞] sont uniformément équivanlentes, il existe une constante c′′ telle que

la dernière inégalité devient : ∥∥∥∥ ∂∂u(I + ∆E,u)−1
∥∥∥∥
L2,∞

≤ 8c′′δE(u).

donc, si 1 < p < q, on obtient :∥∥∥∥(I + ∆E,p)−1 − (I + ∆E,q)−1
∥∥∥∥
L2,∞
≤ 8c′′

∫ q

p
δE(v)dv.

Or, δE(v) = O
(∥∥h[v]+1

h[v]
− 1

∥∥
sup
)
∀ v ≥ 1., donc pour p, q � 1, on peut trouver des constantes M ′′ et

M (3) telles que ∥∥∥∥(I + ∆E,p)−1 − (I + ∆E,q)−1
∥∥∥∥
L2,∞

≤M ′′
q+1∑
p

∥∥∥ hp
hp−1

− 1
∥∥∥

sup

≤M (3)
q+1∑
p

∥∥∥ hp
hp−1

− 1
∥∥∥ 1

2

sup
.

Par hypothèse, voir début du paragraphe, le dernier terme tend vers zéro lorsque p, q 7→ ∞. Par suite,
la suite d’opérateurs compacts

(
(∆E,p + I)−1)

p∈ℕ converge vers un opérateur P , qui est compact par
(3.6.1) et qui vérifie (∆E,∞ + I)P = I. On conclut que (∆E,∞ + I)−1 existe et il est compact.

Par conséquent, ∆E,∞ possède un spectre discret infini, c’est une propriété des opérateurs com-
pacts, comme ∆E,∞ est positif, alors le spectre est minoré par zéro.

3.4.1 Trace et fonction Zêta

Dans la suite, on notera par 0 ≤ λ∞,1 ≤ λ∞,2 ≤ . . . l’ensemble des valeurs propres de ∆E,∞
comptées avec multiplicité.

Dans le cas où les métriques hX sur X et hE sur E sont de classe C∞, alors on a le résultat suivant :
Proposition 3.4.11. Le noyau de chaleur e−t∆ d’un opérateur Laplacien sur une variété différentielle
compacte, est un opérateur nucléaire, (voir (3.6.2)) et on a

Tr(Pe−t∆) =
∑
k∈ℕ

e−λkt ∀t > 0,

où les λ1 ≤ λ2 . . . sont les valeurs propres non nulles de ∆ comptées avec multiplicités et P est le
projecteur de noyau ker ∆ pour la métrique L2.
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Démonstration. Voir [BGV04, proposition 2.32 p86] et [Sou92].

Théorème 3.4.12. On a
θ(t) = (4πt)−1rg(E)vol(X) +O(1)

quand t→ 0, avec O(1) est une fonction en t bornée au voisinage de 0.

Démonstration. Voir [BGV04, théorème 2.41].

Soit
(
∆E,u

)
u
d’une famille C∞ de Laplaciens généralisés sur surface de Riemann. On note par θu

la fonction Thêta associée à ∆E,u, rappelons que si l’on note par λ1,u ≤ λ2,u ≤ . . . les valeurs propres
non nuls comptées avec multiplicités de ∆E,u, alors en fixant u, on a pour tout k entier, il existe des
réels au,−1, au,0, . . . , au,k tels que

θu(t) =
k∑

i=−1
au,it

i +O(tk+1)

pour tout t proche de zéro.

Proposition 3.4.13. On considère (hu)u>1 une famille de classe C∞ de métriques hermitiennes sur
E. Alors a0,u et a−1,u sont des fonctions constantes en u.

Démonstration. D’après (3.4.12),
a−1,u = 4π rg(E) vol(X),

qui ne dépend pas de u.
Pour montrer la deuxième assertion, soit t 6= 1 un réel strictement positif et on considère la donnée

suivante
(
(TX, thX); (E, hu)

)
. La variation de la métrique de Quillen associée à t est donnée par la

formule des anomalies suivante :

− log hQ,((TX,thX);(E,hu)) + log hQ,((TX,hX);(E,hu)) =
∫
X
ch(E, hu)T̃ d(TX, thX , hX),

voit [BGS88].
On vérifie, en utilisant l’expression locale du Laplacien, que :

∆t,u := ∆((TX,thX);(E,hu)) = t−1∆((TX,hX);(E,hu)) = t−1∆1,u,

alors ζ ′∆t,u
(0) = ζ∆1,u(0) log t + ζ ′∆1,u

(0), où on a noté par ζ∆t,u la fonction Zêta associée à la donnée(
(TX, thX); (E, hu)

)
. On montre que

T̃ d(TX, thX , hX) = 1
2 log t+ 1

6 log t c1(TX, hX),

dans ⊕p≥0Ã
(p,p)(X), voir [GS90b] pour la définition de la classe de Bott-Chern.

Comme VolthX = tdimXVolhX , alors

hL2,((TX,thX);(E,hu)) = t2 dimH0(X,E)hL2,((TX,hX);(E,hu)).

En regroupant cela dans la formule des anomalies, on obtient que

−2 dimH0(X,E) log t+ ζ∆1,u(0) log t = 1
2 log t

∫
X
c1(E, hu) + 1

6 log t
∫
X
c1(TX, hX).
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On rappelle que ζ(0) = a0, voir par exemple [Sou92, Théorème. 1], alors

a0,u = 1
2

∫
X
c1(E) + 1

6

∫
X
c1(TX) + 2 dimH0(X,E), ∀u. (3.23)

Définition 3.4.14. On pose pour tout t > 0,

θ∞(t) :=
∥∥∥P∞e−t∆E,∞

∥∥∥
1,∞

3.

avec P∞ est la projection orthogonale de noyau ker(∆E,∞) pour la métrique L2
∞. On l’appelle la

fonction Thêta associée à l’opérateur ∆E,∞.

Lemme 3.4.15. Pour tout u ≤ ∞, soit P u la projection orthogonale à H0(X,E) pour la métrique
L2
u. On a P u est un opérateur borné et

∂P u

∂u
= O

(∥∥∥ ∂
∂u

log hu
∥∥∥

sup

)
, ∀u <∞.

Démonstration. Soit {e1, . . . , er} une base de H0(X,E). Soit 1 < u <∞. Pour tout ξ ∈ A0,0(X,E), il
existe a(u)

1 (ξ), . . . , a(u)
r (ξ) ∈ ℂ tels que

P uξ = ξ +
r∑
i=1

a
(u)
i (ξ)

(
1⊗ ei

)
,

qui sont donnés par
r∑
i=1

a
(u)
i (ξ)

(
1⊗ ei, 1⊗ ej

)
L2,u

= −
(
ξ, 1⊗ ej

)
L2,u

On pose A(u) la matrice
A(u) =

(
(1⊗ ei, 1⊗ ej)L2,u

)
1≤i,j≤r,

et Du l’opérateur A(0,0)(X,E)→ ℂr défini par Du(ξ) = −t
(
(ξ, e1 ⊗ 1)L2,u, . . . , (ξ, er ⊗ 1)L2,u

) 4.

Comme A(u) est inversible puisque det(A(u)) = Vol2L2,u, alors
a

(u)
1 (ξ)
...

a
(u)
r (ξ)

 =
(
A(u))−1

Du(ξ) ∀ξ ∈ A(0,0)(X,E).

On a
∂P (u)

∂u
ξ =

r∑
i=1

∂a
(u)
i

∂u
1⊗ ei.

Il suffit de montrer que
∂

∂u

((
A(u))−1

Du

)
= O

(∥∥∥ ∂
∂u

log hu
∥∥∥

sup

)
.

3. Voir (3.6.2) pour la définition de la norme ‖ · ‖1.
4. t(∗, . . . , ∗) désigne la transposée du vecteur ligne (∗, . . . , ∗)
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On a

∂

∂u

((
A(u))−1

Du

)
= −

(
A(u))−1∂A(u)

∂u

(
A(u))−1

Du +
(
A(u))−1∂Du

∂u
.

Puisque (hu)u converge vers h∞ uniformément sur X alors on vérifie que
((
A(u))−1)

u
converge vers(

A(∞))−1 pour un choix de norme matricielle quelconque, donc (
(
A(u))−1 est bornée pour cette norme

matricielle.

Soit ξ, η ∈ A(0,0)(X,E), on a∣∣∣ ∂
∂u

(
ξ, η

)
L2,u

∣∣∣ =
∣∣∣∫
X

∂

∂u
hu
(
ξ, η

)
ωX
∣∣∣

=
∣∣∣∫
X

( ∂
∂u

log hu
)
hu(ξ, η)ωX

∣∣∣
=
∣∣∣(ξ, ( ∂

∂u
log hu

)
η
)
L2,u

∣∣∣
≤
∥∥∥ ∂
∂u

log hu
∥∥∥

sup

∥∥ξ∥∥
L2,u

∥∥η∥∥
L2,u

.

On déduit que
∂P u

∂u
= O

(∥∥∥ ∂
∂u

log hu
∥∥∥

sup

)
, u� 1.

Théorème 3.4.16. Pour tout t > 0, e−t∆E,∞ est un opérateur nucléaire. On a

lim
u7→∞

θu(t) = θ∞(t).

La fonction Zêta ζ∞ définit par :

ζ∞(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

θ∞(t)ts−1dt,

est holomorphe sur Re(s) > 1 et

ζ∞(s) =
∞∑
k=1

1
λs∞,k

∀ Re(s) > 1.

admet un prolongement analytique au voisinage de 0 et on a

ζ ′∞(0) = lim
u7→∞

ζ ′u(0).

avec ζu est la fonction Zêta associée à ∆E,u.

Démonstration. Soit R un opérateur de rang inférieur à n, (voir (3.6) pour la définition de σn(·)).
Fixons t>0, on a

σn(P∞e−t∆E,∞)∞ ≤
∥∥P∞e−t∆E,∞ −R

∥∥
L2,∞

≤
∥∥P∞e−t∆E,∞ − P∞e−t∆E,u

∥∥
L2,∞ +

∥∥P∞e−t∆E,u − P ue−t∆E,u
∥∥
L2,∞ +

∥∥P ue−t∆E,u −R
∥∥
L2,∞

≤
∥∥P∞‖L2,∞

∥∥e−t∆E,∞ − e−t∆E,u
∥∥
L2,∞ +

∥∥P∞ − P u∥∥
L2,∞

∥∥e−t∆E,u
∥∥
L2,∞ +

∥∥P ue−t∆E,u −R
∥∥
L2,∞.
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On a alors

σn(P∞e−t∆E,∞)∞ ≤
∥∥P∞‖L2,∞

∥∥e−t∆E,∞−e−t∆E,u
∥∥
L2,∞+

∥∥P∞−P u∥∥
L2,∞

∥∥e−t∆E,u
∥∥
L2,∞+σn(P ue−t∆E,u)∞,

Comme e−t∆E,u (resp. P u) converge pour la norme L2 vers e−t∆E,∞ (resp. vers P∞) et que la suite(∥∥e−t∆E,u
∥∥
L2,∞

)
u
est bornée, alors

σn(P∞e−t∆E,∞)∞ ≤ lim inf
u7→∞

σn(P ue−t∆E,u)∞. (3.24)

Rappelons que
θu(t) =

∥∥P ue−t∆u
∥∥

1,u

Par (3.6.2), ‖P ue−t∆u
∥∥

1,u est la somme des valeurs propres non nulles de
(
(P ue−t∆u)∗(P ue−t∆u)

) 1
2

comptées avec leur multiplicitées où on a noté par
(
P ue−t∆u

)∗ l’adjoint de P ue−t∆u pour la produit
(, )L2

u
. Vérifions cela : on va montrer que

e−t∆u∗(P u)∗P ue−t∆u = 0

sur H0(X,E), et
e−t∆u

(
P u
)∗
P ue−t∆u = e−2t∆u

sur l’orthogonal à H0(X,E) pour la métrique L2
u.

Puisque e−t∆u laisse stable H0(X,E) et son orthogonal, alors il nous suffit de vérifier que(
P u
)∗
P u = 0,

sur H0(X,E), ce qui est évident, et (
P u
)∗
P u = id,

sur son orthogonal. On peut vérifier que P u est autoadjoint pour L2
u.

On a
(
P u∗ξ, ξ′

)
L2
u

= (ξ, P uξ′)L2
u

= (ξ, ξ′)L2
u
si ξ′ est orthogonal à H0(X,E), donc P u∗ξ − ξ ∈

H0(X,E). Si ξ est orthogonal à H0(X,E) alors(
P u∗ξ − ξ, P u∗ξ − ξ

)
L2,u

=
(
ξ, P u(P u∗ξ − ξ)

)
L2,u
−
(
ξ, P u∗ξ − ξ

)
L2,u

= −
(
ξ, 0
)
L2,u

+ 0

= 0.

donc,
P u∗ξ = ξ, ∀ξ ∈ H0(X,E)⊥u .

Maintenant, si ξ ∈ H, on sait qu’il existe η ∈ H0(X,E) tel que

P u
(
e−t∆uξ

)
= e−t∆uξ + η,

par suite,
P u∗P u

(
e−t∆uξ

)
= P u∗e−t∆uξ,

On conclut en rappelant que e−t∆u laisse stable H0(X,E) et son orthogonal pour L2
u.
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On pose, pour tout u ≥ 1 :
θu,∞(t) :=

∥∥P ue−t∆E,u
∥∥

1,∞.

On a pour tout u, u′ > 1,∣∣∣θu,∞(t)−θu′,∞(t)
∣∣∣ =

∣∣∣∥∥∥P ue−t∆E,u

∥∥∥
1,∞
−
∥∥∥P u′e−t∆E,u′

∥∥∥
1,∞

∣∣∣
≤
∥∥∥P ue−t∆E,u − P u′e−t∆E,u′

∥∥∥
1,∞

=
∥∥∥∥∫ u′

u

∂

∂v

(
P ve−t∆E,v

)
dv

∥∥∥∥
1,∞

=
∥∥∥∥∫ u′

u

(∂P v
∂v

e−t∆E,v + P v
∂

∂v

(
e−t∆E,v

))
dv

∥∥∥∥
1,∞

=
∥∥∥∥∫ u′

u

(∂P v
∂v

P ve−t∆E,v + P v
∂

∂v

(
e−t∆E,v

))
dv

∥∥∥∥
1,∞

≤
∥∥∥∥∫ u′

u

∂P v

∂v
P ve−t∆E,vdv

∥∥∥∥
1,∞

+
∥∥∥∥∫ u′

u
P v
(
∂

∂v

(
e−

t
2 ∆E,v

)
e−

t
2 ∆E,v + e−

t
2 ∆E,v

∂

∂v

(
e−

t
2 ∆E,v

))
dv

∥∥∥∥
1,∞

=
∥∥∥∥∫ u′

u

∂P v

∂v
P ve−t∆E,vdv

∥∥∥∥
1,∞

+
∥∥∥∥∫ u′

u

(
P v

∂

∂v

(
e−

t
2 ∆E,v

))(
P ve−

t
2 ∆E,v

)
+
(
P ve−

t
2 ∆E,v

) ∂
∂v

(
e−

t
2 ∆E,v

))
dv

∥∥∥∥
1,∞

≤
∫ u′

u

∥∥∥∥∂P v∂v

∥∥∥∥
L2,∞

θv,∞(t)dv + 2
∫ u′

u

∥∥∥∥ ∂∂ve− t2 ∆E,v

∥∥∥∥
L2,∞

θv,∞( t2)dv par (3.6.8)

≤ c7

∫ u′

u

1
2v θv,∞(t)dv + c6

∫ u′

u

1
2v t

1
4 θv,∞( t2)dv

≤ c8
1
2u
∫ u′

u

(
θv,∞(t) + t

1
4 θv,∞( t2)

)
dv.

On a utilisé les faits suivants ∂
∂v

(
e−t∆v

)
ξ = ∂

∂v

(
e−t∆v

)
P vξ et que ∂P v

∂v P
v = ∂P v

∂v Id. Montrons la
première assertion : Soit ξ ∈ H, il existe a0, . . . , ar ∈ ℂ tels que ξ − Pξ =

∑
i ai1⊗ ei, donc

e−t∆u − e−t∆u′

u− u′
(
ξ − P v(ξ)

)
= 1
u− u′

(∑
i

ai(1⊗ ei)− ai(1⊗ ei)
)

= 0 ∀u 6= u′.

On introduit la fonction ζu,∞ définie par :

ζu,∞(s) := 1
Γ(s)

∫ ∞
0

θu,∞(t)ts−1dt, ∀s ∈ ℂ.

Si l’on pose B = P u dans (3.39), on obtient

1− ε
1 + ε

θu,∞(t) ≤ θu(t) ≤ 1 + ε

1− εθu,∞(t), ∀t > 0, (3.25)

ce qui donne que
1− ε
1 + ε

ζu,∞(s) ≤ ζu(s) ≤ 1 + ε

1− εζu,∞(s), ∀s ∈ ℝ. (3.26)

Comme ζu(s) est fini pour tout Re(s) > 1 et tout u ≥ 1, alors ζ∞,u existe et fini pour tout Re(s) > 1.
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D’après ce qui précède, on a pour tout Re(s) > 1 :∣∣∣∣∫ ∞
0

ts−1θu,∞(t)dt−
∫ ∞

0
ts−1θu′,∞(t)dt

∣∣∣∣ ≤ c8

∫ u′

u

1
2v
∫ ∞

0

(
tRe(s)−1θv,∞(t) + tRe(s)+ 1

4−1θv,∞( t2)
)
dtdv.

Par suite, pour tout réel Re(s) > 1, on a∣∣∣∣ζu,∞(s)− ζu′,∞(s)
∣∣∣∣ ≤ c8

2u
∫ u′

u

(Γ
(
Re(s)

)∣∣Γ(s)
∣∣ ζv,∞

(
Re(s)

)
+ 2Re(s)+ 1

4
Γ
(
Re(s) + 1

4
)∣∣Γ(s)

∣∣ ζv,∞
(
Re(s) + 1

4
))
dv

Notons que si l’on multiplie ωX par t > 0, il est possible de supposer que les premières valeurs
propres de ∆E,v sont > 1, donc on aura pour tout s > 1 :

ζv(s)− ζv(s+ 1
4) =

∞∑
k=1

1
λsv,k

−
∞∑
k=1

1

λ
s+ 1

4
v,k

≥
∞∑
k=1

1
λsv,k

− 1
λsv,1

∞∑
k=1

1
λsv,k

=
(
1− 1

λ
1
4
1,v

)
ζv(s).

On conclut de (3.26), qu’on peut avoir

ζv,∞(s) ≥ ζv,∞(s+ 1
4), ∀s > 1, ∀v � 1.

Donc, on obtient

∣∣∣ζu,∞(s)− ζu′,∞(s)
∣∣∣ ≤ c8

2u
(Γ
(
Re(s)

)
|Γ(s)| + 2Re(s)+ 1

4
Γ
(
Re(s) + 1

4
)

|Γ(s)|

)∫ u′

u
ζv,∞

(
Re(s)

)
dv, ∀Re(s) > 1.

(3.27)

Maintenant on suppose que s > 1. Montrons que pour tout ∀u, u′ � 1 et pour tout s > 1 :

exp
(
− c8

log 2

∣∣∣ 1
2u−

1
2u′
∣∣∣(Γ

(
Re(s)

)
|Γ(s)| +2s+

1
4

Γ(s+ 1
4 )

Γ(s)

))
≤ ζu,∞(s)
ζu′,∞(s) ≤ exp

(
c8

log 2

∣∣∣ 1
2u−

1
2u′
∣∣∣(Γ

(
Re(s)

)
|Γ(s)| +2s+

1
4

Γ(s+ 1
4 )

Γ(s)

))
.

(3.28)

Si u′ 7→ ζu′,∞(s) est différentiable pour s fixé, on obtient de (3.27)∣∣∣∣ ∂∂uζu,∞(s)
∣∣∣∣ ≤ c8

2u
(Γ
(
Re(s)

)
|Γ(s)| + 2Re(s)+ 1

4
Γ
(
Re(s) + 1

4
)

|Γ(s)|

)
ζu,∞(s),

par suite ∣∣∣∣ ∂∂u log ζu,∞(s)
∣∣∣∣ ≤ c8

2u
(Γ
(
Re(s)

)
|Γ(s)| + 2s+

1
4

Γ(s+ 1
4)

Γ(s)

)
,

et donc,

∣∣∣log ζu,∞(s)− log ζu′,∞(s)
∣∣∣ ≤ c8

log 2

∣∣∣ 1
2u −

1
2u′
∣∣∣(Γ

(
Re(s)

)
|Γ(s)| + 2s+

1
4

Γ(s+ 1
4)

Γ(s)

)
∀u, u′.

Si u′ 7→ ζu′,∞(s) n’est pas différentiable, on applique le lemme de Gronwall à la fonction u′ 7→
ζu′,∞(s), notons que cette fonction est continue, car localement lipschitzienne, cela résulte de fait que
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v 7→ ζv(s) est continue, de (3.26) et de (3.27).

De (3.26) et (3.28), il existe des constantes réelles positives c12 et c13 telles que

c12 exp
(
− c8

log 2

∣∣∣ 1
2u−

1
2u′
∣∣∣(Γ

(
Re(s)

)
|Γ(s)| +2s+

1
4

Γ(s+ 1
4 )

Γ(s)

))
≤ ζu(s)
ζu′(s)

≤ c13 exp
(

c8
log 2

∣∣∣ 1
2u−

1
2u′
∣∣∣(Γ

(
Re(s)

)
|Γ(s)| +2s+

1
4

Γ(s+ 1
4 )

Γ(s)

))
(3.29)

pour tout u, u′ � 1 et ∀s > 1.

On sait que ζu est holomorphe sur Re(s) > 1. Montrons que
(
ζu
)
converge uniformément sur tout

domaine de la forme α ≤ Re(s) ≤ β, avec 1 < α ≤ β, vers une fonction holomorphe sur Re(s) > 1. On
établira après que cette limite est ζ∞.

De (3.25), on a

− 2ε
1 + ε

θ∞,u(t) ≤ θu(t)− θ∞,u(t) ≤ 2ε
1− εθu,∞ ∀t > 0 ∀u, u′ � 1

d’où on tire,

∣∣∣θu(t)− θ∞,u(t)
∣∣∣ ≤ 2ε

1− εθu,∞(t),

Par suite,

∣∣∣ζu(s)− ζu,∞(s)
∣∣∣ ≤ 2ε

1− ε
Γ(Re(s))
|Γ(s)| ζu,∞(Re(s)) ∀Re(s) > 1.

En utilisant cette inégalité, on obtient :

∣∣∣ζu(s)− ζu′(s)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ζu,∞(s)− ζu′,∞(s)

∣∣∣+ 2ε
1− ε

Γ(Re(s))
|Γ(s)|

(
ζu,∞(Re(s)) + ζu′,∞

(
Re(s)

))
∀Re(s) > 1 ∀u, u′ � 1.

Si l’on choisit 1 < α < β. Alors on a déjà montré que la suite
(
ζu,∞(Re(s))

)
u
est bornée sur α ≤

Re(s) ≤ β uniformément en u. Donc, on peut trouver une constante K, qui dépend uniquement de α
et β telle que

∣∣∣ζu(s)− ζu′(s)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ζu,∞(s)− ζu′,∞(s)

∣∣∣+ 2ε
1− εK ∀Re(s) > 1 ∀u, u′ � 1.

donc,
(
ζu
)
u≥1 converge uniformément vers une limite sur α ≤ Re(s) ≤ β, cette limite est nécessaire-

ment holomorphe sur α < Re(s) < β.

Lemme 3.4.17. Soit θ une fonction réelle, décroissante et positive. On pose ζ, la fonction définie par

ζ(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1θ(t)dt,

pour s ∈ ℝ. On a

θ(a) ≤ Γ(s+ 1)
as

ζ(s), ∀s > a > 0. (3.30)
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Démonstration. Soit a > 0 et s > a, on a

ζ(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

θ(t)ts−1dt

= 1
Γ(s)

∫ a

0
θ(t)ts−1dt+ 1

Γ(s)

∫ ∞
a

θ(t)ts−1dt

≥ θ(a)
Γ(s)

∫ a

0
ts−1dt

= θ(a)
Γ(s+ 1)a

s.

Appliquons ce lemme pour montrer que θu(t) est uniformément bornée en u pour tout t > 0. De
(3.30), on a

θu(t) ≤ Γ(s+ 1)
ts

ζu(s), ∀s > t > 0.

donc, si l’on choisit s > 1, alors ζu(s) est fini. En utilisant (3.29), on déduit que pour tout t > 0 fixé,
θu(t) est uniformément bornée en u. Cela va nous permettre de montrer que e−t∆E,∞ est un opérateur
nucléaire, mais avant, on rappelle un lemme technique qui nous sera utile :

Lemme 3.4.18. Soit {cn,i : n ∈ ℕ, i ∈ N} une famille de réels positifs, alors on a

lim inf
n7→∞

∑
i

cn,i ≥
∑
i

lim inf
n7→∞

cn,i.

Démonstration. Soit N un entier non nul. On a
∞∑
i=1

ck,i ≥
N∑
i=1

inf
l≥n

cl,i, ∀n ∀k ≥ n

donc

inf
k≥n

∞∑
i=1

ck,i ≥
N∑
i=1

inf
l≥n

cl,i, ∀n

ce qui donne

lim inf
n

∑
i

cn,i ≥
N∑
i=1

lim inf
n

cn,i.

donc,
lim inf

n

∑
i

cn,i ≥
∑
i

lim inf
n

cn,i.

puisque tous les termes sont positifs.

On a

1 + ε

1− ε lim inf
u7→∞

θu(t) ≥ lim inf
u7→∞

θu,∞(t) par (3.25)

= lim inf
u7→∞

∑
n≥1

σn
(
P ue−t∆E,u

)
∞

≥
∑
n≥1

lim inf
u7→∞

σn
(
P ue−t∆E,u

)
∞ par (3.4.18)
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≥
∑
n≥1

σn
(
P∞e−t∆E,∞

)
∞ par (3.24)

= θ∞(t).

Comme on a montré que θu(t) est bornée pour t > 0 fixé, alors

θ∞(t) <∞, ∀t > 0.

C’est à dire, on a montré que
e−t∆E,∞ ,

est un opérateur nucléaire.

De (3.39), (3.40) et (3.41) alors (
θu(t)

)
u
−−−→
u7→∞

θ∞(t) ∀t > 0.

d’où on déduit que (
ρu(t)

)
u
−−−→
u7→∞

ρ∞(t) ∀t > 0.

Fixons ε > 0, comme
(
ζu(1 + ε)

)
u≥1 est convergente, on peut trouver une constante réelle c telle

que
θu(t) ≤ 1

tε+1 c, ∀ 0 < t < 1 + ε, ∀u� 1.

donc,
θ∞(t) ≤ 1

tε+1 c.

Soit Re(s) > 1 + ε. On a

ζu(s) = 1
Γ(s)

∫ δ

0
ts−ε−2(tε+1θu(t)

)
dt+ 1

Γ(s)

∫ ∞
δ

ts−1θu(t)dt, ∀u ≥ 1.

Comme
(
θu
)
u
converge simplement vers θ∞, alors par le théorème de convergence dominée de Le-

besgue :
ζu(s) −−−→

u7→∞
ζ∞(s) ∀Re(s) > 1 + ε.

Montrons que

ζ∞(s) =
∞∑
k=1

1
λs∞,k

, ∀Re(s) > 1.

Montrons d’abord que

ζ∞(s) =
∞∑
k=1

1
λs∞,k

, ∀ s > 1.

Soit δ > 0, on a pour tout s > 1 + ε :

ζ∞(s) = 1
Γ(s)

∫ δ

0
ts−1θ∞(t)dt+

∫ ∞
δ

ts−1θ∞(t)dt

= 1
Γ(s)

∫ δ

0

(
θ∞(t)tε+1

)
ts−2−εdt+

∫ ∞
δ

ts−1θ∞(t)dt.
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Comme
∣∣∣ 1
Γ(s)

∫ δ
0

(
θ∞(t)tε+1

)
ts−2−εdt

∣∣∣ ≤ c
s−1−εδ

s−1−ε et θ∞(t) ≤ θ∞(δ)e−λ∞,1(t−δ) pour tout t ≥ δ,
alors

ζ∞(s) = O(δs−1−ε) +
∞∑
k=1

1
Γ(s)

∫ ∞
δ

ts−1e−λ∞,ktdt

≤ O(δs−1−ε) +
∞∑
k=1

1
λs∞,k

1
Γ(s)

∫ ∞
λ∞,kδ

ts−1e−tdt

≤ O(δs−1−ε) +
∞∑
k=1

1
λs∞,k

.

En remarquant que
∞∑
k=1

1
λs∞,k

= lim
N 7→∞

N∑
k=1

1
λs∞,k

≤ 1
Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1θ∞(s)dt.

On conclut que

ζ∞(s) =
∞∑
k=1

1
λs∞,k

, ∀s > 1.

Soit Re(s) > 1, on pose

ζN,∞(s) := 1
Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1
( ∞∑
k=N

e−λ∞,kt
)
dt,

donc

ζN,∞(s) = ζ∞(s)−
N−1∑
k=1

1
λs∞,k

, ∀Re(s) > 1.

On a

∣∣ζN,∞(s)
∣∣ ≤ ∣∣∣ 1

Γ(s)

∣∣∣ ∫ ∞
0

tRe(s)−1
( ∞∑
k=N

e−λ∞,kt
)
dt = Γ(Re(s))∣∣Γ(s)

∣∣ (
ζ∞(Re(s))−

N−1∑
k=1

1
λ

Re(s)
∞,k

)
.

Le terme à droite tends vers zéro lorsque N se rapproche de l’infini. On conclut que

ζ∞(s) =
∞∑
k=1

1
λs∞,k

, ∀Re(s) > 1.

Soit Re(s) > 1, on a ∣∣ζu(s)− ζu′(s)
∣∣ ≤ ∣∣ζu(s)

∣∣+ ∣∣ζu′(s)∣∣
≤ ζu(Re(s)) + ζu′(Re(s)).

car ζu(s) =
∑∞
k=1

1
λs
u,k

lorsque Re(s) > 1.

Soit Re(x) > 0. On pose pour tout u ≥ 1

θ̃u(x) = 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
x−sΓ(s)ζu(s)ds,

où c est un entier > 1 fixé.
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On vérifie que θ̃u(x) =
∑
k≥1 e

−λu,kx,
∣∣θ̃u(x)

∣∣ ≤ θ(Re(x)), θ̃u coïncide avec θu sur ℝ+∗ et que
θ̃u(x) = a−1

x + a0 + ρ̃(x) pour x assez petit.

On a∣∣∣∣θ̃u(x)− θ̃u′(x)
∣∣∣∣ ≤ 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

∣∣∣∣∣(x−sΓ(s)ζu(s)− x−sΓ(s)ζu′(s)
)∣∣∣∣∣ds

≤ 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
|x|Re(s)∣∣Γ(s)

∣∣(ζu(Re(s)
)

+ ζu′
(
Re(s)

))
ds

= 1
2π |x|

−c
(
ζu(c) + ζu′(c)

)(∫ 1

−1

∣∣Γ(c+ it)
∣∣dt+

∫
]−∞,−1]∪[1,∞[

∣∣Γ(c+ it)
∣∣dt)

= 1
2π |x|

−c
(
ζu(c) + ζu′(c)

)(∫ 1

−1

∣∣Γ(c+ it)
∣∣dt+

∫
]−∞,−1]∪[1,∞[

c−1∏
k=0

√
k2 + t2

∣∣Γ(it)
∣∣dt)

= 1
2π |x|

−c
(
ζu(c) + ζu′(c)

)(∫ 1

−1

∣∣Γ(c+ it)
∣∣dt+

∫
]−∞,−1]∪[1,∞[

c−1∏
k=0

√
k2 + t2

√
π√

|t|
√
| sinh(πt)|

∣∣dt)
voir formule [AS92, 6.1.29]

on vérifie que la dernière intégrale est convergente. Comme
(
ζu
)
converge uniformément sur tout

domaine de la forme δ + 1 ≥ Re(s). Alors il existe une constante réelle K qui dépend uniquement de
c telle que ∣∣∣∣θ̃u(x)− θ̃u′(x)

∣∣∣∣ ≤ K|x|−c, ∀Re(x) > 0.

On en déduit que ∣∣∣∣ρ̃u(x)− ρ̃u′(x)
∣∣∣∣ ≤ K|x|−c, ∀Re(x) > 0.

Soit r > 0 fixé. On note par D la courbe paramétrée par reiα, où −π
2 ≤ α ≤

π
2 . Si l’on remplace x par

x2 dans l’inégalité ci-dessus, et qu’on considère k un entier supérieur à 1, alors on a∣∣∣∣∫
D

ρ̃u(x2)− ρ̃u′(x2)
x2k dx

∣∣∣∣ ≤ K ∫
D
|x|−2c−2kdx,

qui donne ∣∣∣∣au,k − au′,k∣∣∣∣ ≤ Kr−2c−2k, ∀u, u′ ∀k ∈ ℕ≥1,

(on a utilisé le fait suivant :
∫
D x

2(j−k)dx = δk,jπ).
Par suite, si l’on considère 0 < t < r alors∣∣ρu(t2)

∣∣ ≤∑
k≥1

∣∣au,k∣∣t2k
≤
∑
k≥1

∣∣au,k − au′,k∣∣t2k +
∞∑
k=1
|au′,k|t2k

≤
∑
k≥1

Kr−2c
( t2
r2

)k
+
∞∑
k=1
|au′,k|t2k
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≤ Kr−2c t2

r2 − t2
+
∞∑
k=1
|au′,k|t2k.

En fixant u′, on peut trouver une constante K ′ et un réel t0 > 0 telle que
∞∑
k=1
|au′,k|t2k ≤ K ′

t2

1− t2 ∀ t ∈ [0, t0].

On conclut qu’il existe une constante K ′′ telle que∣∣ρu(t)
∣∣ ≤ K ′′t, ∀u� 1, ∀ 0 ≤ t ≤ min(

√
r, t0).

Or, on a montré que ρu converge simplement vers ρ∞, donc∣∣ρ∞(t)
∣∣ ≤ K ′′t, ∀ 0 ≤ t ≤ min(

√
r, t0).

en d’autres termes ρ∞(t) = O(t). Par conséquent ζ∞ admet un prolongement analytique au voisinage
de s = 0 avec

ζ ′∞(0) =
∫ ∞

1

θ∞(t)
t

dt+ a−1 + a0 +
∫ 1

0

ρ∞(t)
t

dt.

Comme
θu(t) ≤ θu(1)e−λu,1(t−1) ∀t ≥ 1.

D’après (3.7.17), on peut trouver une constante c > 0 telle que λu,1 ≥ c pour tout u ≥ 1. Rappelons
que

(
θu(1)

)
u
est bornée. Par conséquent, il existe M > 0 telle que

θu(t) ≤Me−ct ∀t ≥ 1.

Aussi, on a montré que ∣∣ρu(t)
∣∣ ≤ K ′′t, ∀u� 1 ∀ 0 ≤ t ≤ min(

√
r, t0).

On déduit à l’aide du théorème de convergence dominée de Lebesgue que(∫ 1

0

θu(t)
t

dt

)
u

−−−→
u7→∞

∫ ∞
1

θ∞(t)
t

dt.

et (∫ 1

0

ρu(t)
t

dt

)
u

−−−→
u7→∞

∫ 1

0

ρ∞(t)
t

dt.

Par conséquent, (
ζ ′u(0)

)
u≥1 −−−→u7→∞

ζ ′∞(0).

En particulier (
ζ ′p(0)

)
p∈ℕ −−−→p 7→∞

ζ ′∞(0). (3.31)

Rappelons qu’on a montré à l’aide de la formule des anomalies que la suite des métriques de Quillen
suivante : (

hQ,((X,ωX);(E,hp))
)
p∈ℕ

converge vers une limite qu’on a noté par hQ,((X,ωX);(E,h∞)).

Montrons que (
hL2,((X,ωX);(E,hp))

)
p∈ℕ

converge vers hL2,((X,ωX);(E,h∞)). Pour cela, on a besoin de la proposition suivante :
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Proposition 3.4.19. Soit
(
X,ω) une surface de Riemann compacte. Soit E =

(
E, hE

)
un fibré en

droites muni d’une métrique hermitienne C∞. On note KX = Ω(1,0)
X qu’on munit de la métrique induite

par ω et E∗ le fibré dual muni de la métrique duale.
On a

∆0
KX⊗E∗

∗1,E = − ∗1,E ∆1
E .

où on a noté par ∆∗∗ l’opérateur Laplacien généralisé agissant sur A(0,∗)(X, ∗). En particulier,

ker
(
∆1
E

)
= ∗−1

1,E

(
H0(X,KX ⊗ E∗

))
.

Démonstration. Soit ξ ∈ A(0,1)(X,E). On a

∆
KX⊗E∗

(
∗1,Eξ

)
= ∂

∗
KX⊗E∗

∂
KX⊗E∗

(
∗1,Eξ

)
= ∗1,E∂E ∗−1

0,E ∂KX⊗E∗ ∗1,E ξ

= ∗1,E∂E∂
∗
Eξ

= ∗1,E∆1
Eξ.

Comme ker ∆0
KX⊗E∗ = H0(X,KX ⊗ E∗

)
, alors

ker ∆1
E = ∗−1

1,E

(
H0(X,KX ⊗ E∗

))
.

Proposition 3.4.20. Soit
(
hp
)
p∈ℕ une suite de métriques hermitiennes continues qui converge uni-

formément vers h∞ sur E, un fibré en droites sur une surface de Riemann compacte.
Alors pour tout ξ, ξ′ ∈ A(0,1)(X,KX ⊗ E∗

)
,

1. (
∗−1

1,Ep
ξ
)
p∈ℕ −−−→p 7→∞

∗−1
1,E∞

ξ,

pour la métrique L2
q, où q ∈ ℕ ∪ {∞}.

2. ((
∗−1

1,Ep
ξ, ∗−1

1,Ep
ξ′
)
L2,p

)
p∈ℕ
−−−→
p 7→∞

(
∗−1

1,E∞
ξ, ∗−1

1,E∞
ξ′
)
L2,∞

Démonstration. Soit ξ ∈ A(0,1)(X,KX ⊗ E∗
)
. Comme X est compacte, on peut supposer que ξ =

g dz ⊗ τ∗ avec g ∈ A(0,0)(X) et τ une section holomorphe locale de E. On a pour tout p, q ∈ ℕ

∥∥∥∥∗−1
1,Ep

(
gdz ⊗ τ∗

)
− ∗−1

1,Eq

(
gdz ⊗ τ∗

)∥∥∥∥
L2,∞

=
∥∥∥∥g τ∗(τ)
hq(τ, τ)dz ⊗ τ − g

τ∗(τ)
hp(τ, τ)dz ⊗ τ

∥∥∥∥
L2,∞

= i

2π

∫
X
|g|2|τ∗(τ)|2

∣∣∣∣ 1
hp(τ, τ) −

1
hq(τ, τ)

∣∣∣∣2h∞(τ, τ)dz ∧ dz

= i

2π

∫
X
|g|2

∣∣∣∣h∗p(τ∗, τ∗)− h∗q(τ∗, τ∗)h∞(τ∗, τ∗)

∣∣∣∣2h∗∞(τ∗, τ∗)dz ∧ dz.
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Donc, (
∗−1

1,Ep
ξ
)
p∈ℕ −−−→p 7→∞

∗−1
1,E∞

ξ,

pour la norme L2
∞.

Montrons que, ((
∗−1

1,Ep
ξ, ∗−1

1,Ep
ξ′
)
L2,p

)
p∈ℕ
−−−→
p 7→∞

(
∗−1

1,E∞
ξ, ∗−1

1,E∞
ξ′
)
L2,∞

On suppose que ξ′ = fdz ⊗ σ∗, on a

(
∗−1

1,Ep
ξ, ∗−1

1,Ep
ξ′
)
L2,p

= i

2π

∫
X
gf

τ∗(τ)σ∗(σ)
hp(τ, τ)hp(σ, σ)hp(τ, σ)dz ∧ dz

= i

2π

∫
X
gf h∗p(τ∗, σ∗)dz ∧ dz.

Comme
(
hp
)
p∈ℕ converge uniformément vers h∞ sur E, alors

(
h∗p
)
p∈ℕ converge uniformément vers h∗∞

sur E∗, donc ((
∗−1

1,Ep
ξ, ∗−1

1,Ep
ξ′
)
L2,p

)
p∈ℕ
−−−→
p 7→∞

(
∗−1

1,E∞
ξ, ∗−1

1,E∞
ξ′
)
L2,∞.

Comme application, on obtient :(
VolL2,p

(
H1(X,E)

))
p∈ℕ
−−−→
p7→∞

VolL2,∞
(
H1(X,E)

)
.

On réécrit donc (3.31) sous la forme :

T
(
(X,ωX); (E, h∞)

)
= ζ ′∞(0).

3.5 Variation de la métrique sur TX
Dans cette partie on étudie les différents objets spectraux associés aux métriques intégrables sur

le fibré tangent d’une surface de Riemann compacte. Cette étude est plus simple contrairement au cas
de E où on avait besoin de supposer que la métrique de E soit 1-intégrable.

Soit X une surface de Riemann compacte et E un fibré en droites holomorphe sur X. On munit X
d’une métrique intégrable hX,∞. Par hypothèse il existe une décomposition de hX,∞ = h1,∞⊗h−1

2,∞ en
métriques admissibles et des suites (h1,n)n∈ℕ et (h2,n)n∈ℕ de métriques positives C∞ qui convergent
uniformément vers h1,∞ respectivement vers h2,∞.

Fixons hE , une métrique hermitienne C∞ sur E.

On pose hX,n := hn,1⊗h−1
2,n ∀n ∈ ℕ. On considère la famille

(
hX,u

)
u>1 associée à cette suite comme

dans (3.7.1), rappelons que hX,u est une métrique hermitienne sur le fibré TX.
On note par ωX,u la forme volume normalisée associée et par ∆X,u le Laplacien généralisé associé

à hX,u et à hE pour tout u ∈]1,∞[.

Pour tout u ∈]1,∞], on notera par L2
X,u (resp. (·, ·)L2,u) la métrique hermitienne (resp. le produit

hermitien) induits par hX,u et hE sur A(0,0)(X,E).



186
Chapitre 3. Sur la théorie spectrale des métriques intégrables sur une surface de

Riemann compacte

Définition 3.5.1. On pose, pour ξ ∈ A0,0(X,E) :

∆X,∞ξ := −
r∑
i=1

hX,∞
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
hE(σi, σi)−1 ∂

∂z

(
hE(σi, σi)

∂fi
∂z

)
⊗ σi.

où ξ =
∑r
i=1 fi ⊗ σi localement et

{
∂
∂z

}
une base locale de TX. On l’appellera l’opérateur Laplacien

associé à la métrique hX,∞.

Dans le théorème suivant, on montre que ∆X,∞ est un opérateur linéaire défini sur A(0,0)(X,E) à
valeurs dans A(0,0)(X,E)∞, ( le completé de A(0,0)(X,E) pour la métrique L2

∞).

Théorème 3.5.2. Avec les notations précédentes, on a :
1.

lim
u7→∞

∥∥∆X,uξ
∥∥2
L2,u

=
∥∥∆X,∞ξ

∥∥2
L2,∞ <∞,

2. (
∆X,∞ξ, ξ

′)
L2,∞ =

(
ξ,∆X,∞ξ

′)
L2,∞,

3. (
∆X,∞ξ, ξ

)
L2,∞ ≥ 0,

pour tout ξ, ξ′ ∈ A0,0(X,E).

Démonstration. Soit ξ ∈ A(0,0)(X,E), on a pour tout u > 1 :

∥∥∆X,uξ
∥∥2
L2,u

=
∫
x∈X

(∆X,uξ,∆X,uξ)xωX,u = i

2π

∫
x∈X

(
∆X,uξ,∆X,uξ

)
x
hX,u

( ∂
∂z

(x), ∂
∂z

(x)
)
x
dzx ∧ dzx,

où { ∂∂z (x)} est une base locale de TX au voisinage de x.
Si l’on note par U un ouvert dans lequel ξ =

∑r
i=1 fi⊗σi, alors le Laplacien ∆X,u s’écrit pour tout

x ∈ U , :

∆X,uξ = −
r∑
i=1

hX,u
( ∂
∂z

(x), ∂
∂z

(x)
)−1

hE(σi, σi)−1 ∂

∂z x

(
hE(σi, σi)

∂fi
∂zx

)
⊗ σi.

Pour simplifier les notations, on écrit ‖σ‖2E = hE(σ, σ). On a

hX,u

( ∂
∂z

(x), ∂
∂z

(x)
)
x

(
∆
X,u

ξ,∆
X,u

ξ
)
x

= hX,u

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)( r∑
j=1

hX,u

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
‖σj‖−2

E

∂

∂z

(
‖σj‖2E

∂fj
∂zx

)
⊗ σj ,

r∑
j=1

hX,u

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
‖σj‖−2

E

∂

∂z

(
‖σj‖2E

∂fj
∂zx

)
⊗ σj

)

= hX,u

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1

x

∑
k,j

‖σk‖−2
E ‖σj‖

−2
E

∂

∂z

(
‖σk‖2E

∂fk
∂z

) ∂
∂z

(
‖σj‖2E

∂fj
∂z

)
hE(σk, σj)

≤
hX,∞

(
∂
∂z ,

∂
∂z

)
x

hX,u

(
∂
∂z ,

∂
∂z

)
x

hX,∞

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)
x

(
∆
X,∞ξ,∆X,∞ξ

)
x
,

On a x 7→ hX,∞
(
∂
∂z ,

∂
∂z

)
x
hX,u

(
∂
∂z ,

∂
∂z

)−1

x
est la restriction sur U d’une fonction globale bornée sur X,

rappelons que
(
hX,u

)
u
−−−→
u7→∞

hX,∞.
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Par une partition d’unité, on établit à l’aide du théorème de convergence dominée que :∥∥∆X,∞ξ
∥∥2
L2,∞ = i

2π

∫
X
hX,∞

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)
x

(
∆X,∞ξ,∆X,∞ξ

)
x
dz ∧ dz

= i

2π

∫
X
hX,∞

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1∑
k,j

‖σk‖−2
E ‖σj‖

−2
E

∂

∂z

(
‖σk‖2E

∂fk
∂z

) ∂
∂z

(
‖σj‖2E

∂fj
∂z

)
hE(σk, σj)dz ∧ dz

= i

2π

∫
X

lim
u7→∞

hX,u
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1∑
k,j

‖σk‖−2
E ‖σj‖

−2
E

∂

∂z

(
‖σk‖2E

∂fk
∂z

) ∂
∂z

(
‖σj‖2E

∂fj
∂z

)
hE(σk, σj)dz ∧ dz

= i

2π lim
u7→∞

∫
X
hX,u

( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1∑
k,j

‖σk‖−2
E ‖σj‖

−2
E

∂

∂z

(
‖σk‖2E

∂fk
∂z

) ∂
∂z

(
‖σj‖2E

∂fj
∂z

)
hE(σk, σj)dz ∧ dz

= lim
u7→∞

∥∥∆X,uξ
∥∥2
L2,u

.

On a aussi (
∆X,∞(f ⊗ σ), g ⊗ τ

)
L2,∞ =

∫
X
hE(σ, σ)−1 ∂

∂z

(
hE(σ, σ)∂f

∂z

)
g hE(σ, τ)dz ∧ dz

=
∫
X
hE(σ, τ)∂f

∂z

∂g

∂z
dz ∧ dz, par (3.3.4)

=
(
f ⊗ σ,∆X,∞(g ⊗ τ)

)
L2,∞.

par linéarité, on déduit que (
∆X,∞ξ, ξ

′)
L2,∞ =

(
ξ,∆X,∞ξ

′)
L2,∞

pour tout ξ, ξ′ ∈ A(0,0)(X,E). On a(
∆X,∞ξ, ξ

)
L2,∞ = i

2π

∫
X

(∆X,∞ξ, ξ)L2,∞ωX,∞

= i

2π

∫
X

(
−

r∑
j=1

hX,∞
( ∂
∂z
,
∂

∂z

)−1
hE(σj , σj)−1 ∂

∂z

(
hE(σj , σj)

∂fi
∂z

)
⊗ σj ,

r∑
j=1

fj ⊗ σj
)
ωX,∞

= − i

2π

∫
X

r∑
j,k=1

hE(σj , σj)−1 ∂

∂z

(
hE(σj , σj)

∂fj
∂z

)
fkhE(σj , σk)dz ∧ dz

= i

2π

∫
X

r∑
j,k=1

hE(σj , σk)
∂fj
∂z

∂fk
∂z

dz ∧ dz, par (3.3.4)

= i

2π

∫
X
hE
( r∑
j=1

∂fj
∂z
⊗ σj ,

r∑
j=1

∂fj
∂z
⊗ σj

)
dz ∧ dz

≥ 0.

Corollaire 3.5.3. ∆X,∞ admet un noyau de chaleur, qu’on note par e−t∆X,∞ , t > 0.

Démonstration. D’après (3.5.2), ∆X,∞ est un opérateur autoadjoint et positif. Donc de (3.7.3), on
déduit que ∆X,∞ engendre un semi-groupe e−t∆X,∞ pour t > 0.

On introduit la fonction suivante :

δX(u) := sup
x∈X

∣∣∣ ∂
∂u

(
log hu( ∂

∂z
,
∂

∂z
)−1
)
(x)
∣∣∣ ∀u > 1,
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où ∂
∂z est une base locale de TX. Notons que δX ne dépend pas du choix de la base locale. Comme hu =

(1− ρ(u))hp−1 + ρ(u)hp, pour tout p ∈ ℕ∗,∀u ∈ [p− 1, p], alors ∂
∂u log hu( ∂∂z ,

∂
∂z )−1 = ρ(u)hp−1−hp

hu
=

ρ(u) hphu
hp−1−hp

hp
qui est une fonction définie sur X entier et puisqu’on a supposé que (hp) converge

uniformément vers h∞ alors il existe c1 une constante réelle telle que

δX(u) ≤ c1

∣∣∣∣h[u] − h[u]+1
h[u]+1

∣∣∣∣ ∀u ≥ 1, (3.32)

où [u] désigne la partie entière de u.

Proposition 3.5.4. On a ∥∥∥∥∂∆X,u

∂u
ξ

∥∥∥∥
L2,u

≤ δX(u)
∥∥∆X,uξ

∥∥
L2,u

,

pour tout ξ ∈ A0,0(X,E) et u > 1.

Démonstration. Soit ξ ∈ A0,0(X,E), On a localement,

∆X,u(fi ⊗ σi) = −hu( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−1h(σi, σi)−1 ∂

∂z

(
h(σi, σi)

∂

∂z
fi
)
⊗ σi, i = 1, . . . , r.

où ξ =
∑r
i=1 fi ⊗ σi, avec ∂

∂z est une base locale de TX. Donc

∂∆X,u

∂u
(fi ⊗ σi) = ∂

∂u

(
log hu( ∂

∂z
,
∂

∂z
)−1)∆X,u(fi ⊗ σi),

et par suite,
∂∆X,u

∂u
ξ = ∂

∂u

(
log hu( ∂

∂z
,
∂

∂z
)−1)∆X,uξ ∀ ξ ∈ A(0,0)(X,E).

Rappelons que ∂
∂u

(
log hu( ∂∂z ,

∂
∂z )−1) est une fonction continue globale sur X qui ne dépend pas du

choix de la base.

On a (
∂∆X,u

∂u
ξ,
∂∆X,u

∂u
ξ

)
L2,u

=
∫
X

∣∣∣∣ ∂∂u(log hu( ∂
∂z
,
∂

∂z
)−1)∣∣∣∣2hu(∆X,uξ,∆X,uξ

)
ωX,u

≤ |δX(u)|2
∫
X
hu(∆X,uξ,∆X,uξ)ωX,u

= |δX(u)|2
(
∆X,uξ,∆X,uξ

)
L2 ,u

.

(3.33)

Proposition 3.5.5. L’opérateur ∆X,∞ + I admet un opérateur inverse compact noté
(
∆X,∞ + I

)−1.

Démonstration. Commençons par rappeler que si ∆ est un opérateur Laplacien associé à des métriques
de classe C∞ alors ‖(∆ + I)−1‖ ≤ 1.

En effet, on sait que les vecteurs propres de ∆ forment une base orthogonale pour le complété de
A0,0(X,E) par rapport aux métriques considérées, donc si l’on note par (vi)i une base orthonormale
formée par des vecteurs propres de ∆, alors ξ ∈ A0,0(X,E) s’écrit sous la forme ξ =

∑
i aivi avec

ai ∈ ℂ, et on vérifie que∥∥∥(∆ + I)−1ξ
∥∥∥2

=
∥∥∥∑

i

ai
λi + 1vi

∥∥∥2
≤
∑
i

|ai|2‖vi‖2 = ‖ξ‖2.
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On a
∂

∂u

(
I + ∆X,u

)−1 = −
(
I + ∆X,u

)−1∂∆X,u

∂u

(
I + ∆X,u

)−1 ∀u > 1.

Soit η ∈ A(0,0)(X,E) et on pose ξ = (∆X,u + I)−1η, on a

∥∥∥∥∂∆X,u

∂u
(∆X,u + I)−1η

∥∥∥∥2

L2,u

=
∥∥∥∥∂∆X,u

∂u
ξ

∥∥∥∥2

L2,u

≤
∣∣δX(u)

∣∣2(∆X,uξ,∆X,uξ
)
L2,u

par (3.33)

= |δX(u)|2
(
∆X,u(∆X,u + I)−1η,∆X,u(∆X,u + I)−1η

)
L2,u

= |δX(u)|2
(
η − (∆X,u + I)−1η, (∆X,u + I)−1η

)
L2,u

≤ 2|δX(u)|2‖η‖2L2,u,

donc ∥∥∥∥ ∂∂u∆X,u · (∆u + I)−1
∥∥∥2

L2,u
≤ 2

∣∣δX(u)
∣∣2 ∀u > 1.

Par suite∥∥∥∥ ∂∂u(I + ∆X,u

)−1
∥∥∥∥
L2,u

≤
∥∥(∆X,u + I)−1∥∥

L2,u

∥∥∥∥ ∂∂u∆X,u · (∆X,u + I)−1
∥∥∥∥2

L2,u

≤
√

2|δX(u)| ∀u > 1.

Comme les normes
{
‖ · ‖L2,∞, ‖ · ‖L2,u, u > 1

}
sont uniformément équivalentes, alors il existe une

constante c2 telle que ∥∥∥∥ ∂∂u(I + ∆X,u)−1
∥∥∥∥
L2,∞

≤ c2|δX(u)| ∀u > 1.

Il est possible d’avoir
∣∣δX(u)

∣∣ = O
( 1
u2
)
, puisqu’on a déjà montré, voir (3.32), que

∣∣δX(u)
∣∣ ≤ c1 sup

x∈X

∣∣ hp
hp−1

− 1
∣∣ ∀u ∈ [p− 1, p], p ∈ ℕ∗.

Par conséquent, on obtient pour q > p

∥∥∥(∆X,p + I
)−1 −

(
∆X,q + I

)−1
∥∥∥
L2,∞

=
∥∥∥∥∫ q

p

∂

∂u

(
I + ∆X,u

)−1
du

∥∥∥∥
L2,∞

≤
∫ q

p
c2|δX(u)|du

=
∫ q

p
O( 1
u2 )du

= O
(1
q
− 1
p

)
∀ p, q � 1.

Notons que pour tout p ∈ ℕ, l’opérateur (I+∆X,p)−1 est encore compact dans A0,0(X,E)∞. Par suite,
la suite d’opérateurs compacts

(
(∆X,p + I)−1)

p∈ℕ converge vers un opérateur P qui est compact par
(3.6.1) et qui vérifie (∆X,∞ + I)P = I. On conclut que (∆X,∞ + I)−1 existe et il est compact.

Corollaire 3.5.6. L’opérateur ∆X,∞ admet un spectre discret positif et non borné.
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Démonstration. L’existence du spectre et sa nature est une propriété des opérateurs compacts, voir
par exemple [Lan93, théorème 3.4 p.429]. Pour la positivité du spectre, elle résulte de la positivité de
l’opérateur ∆X,∞ .

Proposition 3.5.7. Il existe une famille (hu)u de classe C∞ telle que

lim
u7→∞

hu = h∞

et ∥∥∥∥ ∂∂ue−t∆u
∥∥∥∥
L2,∞

= O
(
δX(u)

)
∀u� 1.

Démonstration. On a
∂

∂u
e−t∆

u =
∫ t

0
e−(t−s)∆u((∂u log hu)∆u)e−s∆u

ds par (3.44)

= −
∫ t

0
e−(t−s)∆u(

∂u log hu
)
∂se
−s∆u

ds.

Soit ξ ∈ A(0,0)(X,E). Fixons u > 0. Soit
(
vu,k

)
k∈ℕ une base orthonormale pour L2

u formée par des
vecteurs propres de ∆X,u . Il existe des réels ak, k ∈ ℕ tels que ξ =

∑
k∈ℕ au,kvu,k.

On a

∂te
−t∆

X,uv = −
∑
k∈ℕ

au,kλu,ke
−λu,ktvu,k

= −1
t

∑
i

ai,utλi,ue
−λi,ut,

Comme a2e−a ≤ 4e−2, ∀a ≥ 0, alors∥∥∥∂te−∆
X,uv

∥∥∥2

L2,u
= 1
t2

∑
k∈ℕ

a2
u,k

(
λu,kt

)2
e−2λu,kt

≤ e−2

t2

∑
k∈ℕ

a2
u,k

= e−2

t2
∥∥v∥∥2

L2,u
,

donc ∥∥∥∂te−t∆X,u

∥∥∥
L2,u
≤ e−1

t
∀ t > 0.

On déduit qu’il existe une constante M indépendante de u telle que∥∥∥∂te−t∆X,u

∥∥∥
L2,∞

≤ M

t
∀u, ∀ t > 0.

Fixons t > 0. On a pour tout u� 1∥∥∥∥∫ t

t
2

e−(t−s)∆u((∂u log hu)
)
∂se
−s∆u

ds

∥∥∥∥
L2,∞

≤
∫ t

t
2

∥∥∥e−(t−s)∆u((∂u log hu)
)
∂se
−s∆u

∥∥∥
L2,∞

≤M ′δX(u)
∫ t

t
2

Ou(1)1
s
ds

≤M ′′δX(u)
∫ t

t
2

1
s
ds

= M ′′δX(u) log 2.
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Par une intégration par parties, on a

∫ t
2

0
e−(t−s)∆u((∂u log hu)

)
∂se
−s∆u

ds

=
[
e−(t−s)∆

X,u (∂u log hu)e−s∆X,u

] t
2

0
−
∫ t

2

0
∂s(e−(t−s)∆

X,u )
(
∂u log hu

)
e−s∆X,uds

= e−
t
2 ∆

X,u
(
∂u log hu

)
e−

t
2 ∆

X,u − e−t∆X,u
(
∂u log hu

)
I −

∫ t
2

0
∂s(e−(t−s)∆u)

(
∂u log hu

)
e−s∆

u
ds

= e−
t
2 ∆

X,u (∂u log hu)e−
t
2 ∆

X,u − e−t∆X,u (∂u log hu)I +
∫ t

t
2

∂s(e−s∆
u)
(
∂u log hu

)
e−(t−s)∆u

ds,

où I est l’opérateur identité. Il existe donc, une constante M (3) telle que

∥∥∥∥∫ t
2

0
e−(t−s)∆u((∂u log hu)

)
∂se
−s∆u

ds

∥∥∥∥
L2,∞

≤M (3)δX(u).

On conclut que ∥∥∥∥ ∂∂ue−t∆X,u

∥∥∥∥
L2,∞

= O
(
δX(u)

)
∀u� 1. (3.34)

Proposition 3.5.8 (Clé). On a, pour tout t > 0 fixé :

(
e−t∆X,u

)
u
−−−−→
u→+∞

e−t∆X,∞ ,

et e−t∆X,∞ est un opérateur compact.

Démonstration. Par (3.34) et (3.6.1) la suite
(
e−t∆X,u

)
u
converge vers une limite qu’on notera Lt, cet

opérateur est compact, par (3.6.1).

On a pour tout u� 1,

(
∂t + ∆X,∞

)
e−t∆X,u =

(
∂t + h∞

hu
∆X,u

)
e−t∆X,u

)

=
(
1− h∞

hu

)
∂te
−t∆

X,u

= O
(1
u

)
∂te
−t∆

X,u .

Si l’on fixe t0 > 0, on obtient (
∂t + ∆X,∞

)
Lt = 0 ∀ t ≥ t0.

En plus on a Lt → I quand t 7→ 0. Mais comme e−t∆X,∞ vérifie les mêmes conditions et par unicité
du noyau de chaleur alors Lt = e−t∆X,∞ .
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3.5.1 Trace et fonction Zêta

On considère la métrique L2
X,∞ sur A(0,0)(X,E), (rappelons que L2

X,∞ est induite para hX,∞ et
hE). Si T est un opérateur sur le completé de A(0,0)(X,E) pour cette métrique, on appelle trace de T
et on la note par Tr(T ) le réel suivant :

Tr(T ) =
∑
k≥0

(
Tξk,∞, ξk,∞

)
L2,∞,

lorsque cette somme converge absolument, où
(
ξk,∞

)
k∈ℕ est une base orthonormale pour L2

X,∞.

Définition 3.5.9. On pose

θX,∞(t) := Tr
(
P∞e−t∆X,∞

)
∀ t > 0,

où P∞ est la projection orthogonale pour la métrique L2
X,∞ et de noyau H0(X,E). On l’appelle la

fonction Thêta associée à ∆X,∞.

Proposition 3.5.10. On a,
θX,∞(t) <∞ ∀t > 0,

c’est à dire que e−t∆X,∞ est un opérateur nucléaire pour tout t > 0.

Démonstration. De (3.37),∣∣∣Tr
((

∆X,u + I
)−2)∣∣∣ ≤ ∥∥∥(∆X,u + I

)−2
∥∥∥

1,∞
∀u ≥ 1.

et de (3.6.10),

1− ε
1 + ε

∥∥∥(∆X,u + I
)−2

∥∥∥
1,u
≤
∥∥∥(∆X,u + I

)−2
∥∥∥

1,∞
≤ 1 + ε

1− ε

∥∥∥(∆X,u + I
)−2

∥∥∥
1,u
,

pour 0 < ε� 1 et u� 1. Or∥∥∥(∆X,u + I
)−2

∥∥∥
1,u

=
∑
k∈ℕ

1
(λu,k + 1)2 ≤ ζX,u(2) <∞ ∀u ≥ 1,

où ζX,u est la fonction Zêta associée à l’opérateur ∆X,u.

On conclut que
(
∆X,u + I

)−2 sont des opérateurs nucléaires pour L2
X,∞, donc Tr

(
(∆X,u + I

)−2)
est fini.

D’après le théorème de Lidskii, (voir (3.6.7)) et comme
(
∆X,u + I

)−2 est un opérateur nucléaire
pour L2

∞, alors Tr
(
(∆X,u + I

)−2) est la somme de ses valeurs propres, or elles sont toutes positives,
donc

Tr
(
(∆X,u + I

)−2) =
∥∥∥(∆X,u + I

)−2
∥∥∥

1,u
.

On a

∂

∂u

(
∆X,u + I

)−2 = −(∆X,u + I)−2 ∂

∂u

(
∆X,u + I

)2(∆X,u + I
)−2

= −(∆X,u + I)−2∂∆X,u

∂u

(
∆X,u + I

)−1 − (∆X,u + I)−1∂∆X,u

∂u

(
∆X,u + I

)−2
,
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donc,∣∣∣∣ ∂∂uTr∞
((

∆X,u + I
)−2)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Tr∞
(
(∆X,u + I)−2 ∂∆X,u

∂u

(
∆X,u + I

)−1)
+ Tr∞

(
(∆X,u + I)−1 ∂∆X,u

∂u

(
∆X,u + I

)−2)∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣Tr∞
(
(∆X,u + I)−2 ∂∆X,u

∂u

(
∆X,u + I

)−1
∣∣∣∣ par (3.36)

≤ 2δX(u)
∥∥∥(∆X,u + I

)−2
∥∥∥

1,∞
par (3.37) et (3.5.4)

≤ c δX(u)
∥∥∥(∆X,u + I

)−2
∥∥∥

1,u
l’existence de c résulte de (3.6.10).

Si l’on pose α(u) = Tr∞
(
(∆X,u + I

)−2), alors on obtient :

∣∣∣ ∂
∂u
α(u)

∣∣∣ ≤ c δX(u)α(u) ∀u > 1.

Donc, ∣∣∣∣log
(
α(u)
α(u′)

)∣∣∣∣ ≤ c ∣∣∣∫ u′

u
δX(v)dv

∣∣∣ ∀u� 1.

D’après (3.32), on peut trouver une suite (hX,u)u≥1 telle que δX(u) = O( 1
u2 ), donc on aura

∣∣∣∣log
(
α(u)
α(u′)

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∫ u′

u
O( 1
v2 )dv

∣∣∣ = O( 1
u
− 1
u′

) ∀u� 1,

On en déduit que que u 7→ α(u) est bornée sur un intervalle de la forme [A,∞[, et on choisit A > 1.

Pour t > 0 fixé, il existe une constante ct telle que

e−ta ≤ ct
(1 + a)2 ∀a > 0.

Si l’on note par θX,u la fonction Thêta associée à ∆X,u, alors

θX,u(t) =
∞∑
k=1

e−tλu,k ≤ ct
∞∑
k=0

1
(λu,k + 1)2 = ctα(u) ∀u ≥ 1.

En particulier, on a cette inégalité pour tout u ≥ A. Comme u 7→ α(u) est bornée sur [A,∞[ alors on
conclut, par ce qui précède que pour tout t > 0 fixé, la suite :(

θX,u(t)
)
u≥A,

est bornée.

Pour établir que e−t∆X,∞ est un opérateur nucléaire pour tout t > 0, il suffit, comme dans le cas
de E, de montrer qu’il existe 0 < ε� 1 tel que

θX,∞(t) ≤ 1 + ε

1− ε lim inf
u7→∞

θX,u(t) ∀ t > 1,

cela implique que
θX,∞(t) <∞ ∀ t > 0.
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Il reste donc à montrer qu’il existe 0 < ε� 1 tel que

θX,∞(t) ≤ 1 + ε

1− ε lim inf
u7→∞

θX,u(t) ∀ t > 1.

Soit R un opérateur de rang inférieur à n, (voir (3.6) pour la définition de σn(·)). Fixons t>0, on a

σn(P∞e−t∆X,∞)∞ ≤
∥∥P∞e−t∆X,∞ −R

∥∥
L2,∞

≤
∥∥P∞e−t∆X,∞ − P∞e−t∆X,u

∥∥
L2,∞ +

∥∥P∞e−t∆X,u − P ue−t∆X,u
∥∥
L2,∞ +

∥∥P ue−t∆X,u −R
∥∥
L2,∞

≤
∥∥P∞‖L2

∥∥e−t∆X,∞ − e−t∆X,u
∥∥
L2,∞ +

∥∥P∞ − P u∥∥
L2,∞

∥∥e−t∆X,u
∥∥
L2,∞ +

∥∥P ue−t∆X,u −R
∥∥
L2,∞.

On a alors

σn(P∞e−t∆X,∞)∞ ≤
∥∥P∞‖L2

∥∥e−t∆X,∞−e−t∆X,u
∥∥
L2,∞+

∥∥P∞−P u∥∥
L2,∞

∥∥e−t∆X,u
∥∥
L2,∞+σn(P ue−t∆X,u)∞,

Comme e−t∆X,u (resp. P u) converge pour la norme L2 vers e−t∆X,∞ (resp. vers P∞) et que la suite(∥∥e−t∆X,u
∥∥
L2,∞

)
u
est bornée, alors

σn(P∞e−t∆X,∞)∞ ≤ lim inf
u7→∞

σn(P ue−t∆X,u)∞. (3.35)

Donc,

θX,∞(t) = Tr(P∞e−t∆X,∞)
=
∑
n∈ℕ

σn(P∞e−t∆X,∞)∞

≤
∑
n∈ℕ

lim inf
u7→∞

σn(P ue−t∆X,u)∞ par (3.35)

≤ lim inf
u7→∞

∑
n∈ℕ

σn(P ue−t∆X,u)∞ par (3.4.18)

= lim inf
u7→∞

‖P ue−t∆X,u‖1,∞ voir la définition (3.6.2).

Soit ε > 0, par le corollaire (3.6.10), on a

1− ε
1 + ε

‖P ue−t∆X,u‖1,∞ ≤ ‖P ue−t∆X,u‖1,u ≤
1 + ε

1− ε‖P
ue−t∆X,u‖1,∞,

pour u� 1.

Rappelons que
θX,u(t) =

∥∥P ue−t∆X,u
∥∥

1,u.

En combinant tout cela, on obtient :

θX,∞(t) ≤ 1 + ε

1− ε lim inf
u7→∞

θX,u(t).

Ce termine la preuve de la proposition.
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Théorème 3.5.11. On a pour tout t > 0 fixé(
θX,u(t)

)
u≥1 −−−→u7→∞

θX,∞(t),

e−t∆X,∞ est un opérateur nucléaire et on a

ζX,∞(s) :=
∞∑
k=1

1
λs∞,k

= 1
Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1θX,∞(t)dt,

pour tout s ∈ ℂ, avec Re(s) > 1, est prolongeable en fonction méromorphe sur ℂ avec un pôle en s = 1
et holomorphe au voisinage de s = 0.

On a

ζ ′X,∞(0) =
∫ ∞

1

θX,∞(t)
t

dt+ γb∞,−1 − b∞,0 +
∫ 1

0

ρX,∞(t)
t

dt = lim
u7→∞

(
ζ ′u(0)

)
u≥1.

Démonstration. Pour tout k ∈ ℕ, on a θu(t) =
∑k
i=−1 bu,it

i + ρu(t) avec ρu(t) = O(tk+1) pour t assez
petit.

On sait que
bu,−1 = 4π rg(E) Volu(X),

et que bu,0 est un invariant qui ne dépend pas de u, voir la formule (3.23). Alors,(
bu,i
)
u≥1 −−−−→u→+∞

limite =: b∞,i pour i = −1, 0.

On pose donc,
ρX,∞(t) := θ∞(t)− b∞,−1

t
− b∞,0 ∀ t > 0.

Comme dans le cas de E, on montre de la même manière que :(
θX,u

)
u≥1 −−−→u7→∞

θX,∞(t) ∀ t > 0,(
ρX,u(t)

)
u≥1 −−−→u7→∞

ρX,∞(t) ∀ t > 0,

ρX,∞(t) = O(t) ∀ 0 ≤ t� 1.

On conclut que ζX,∞ est holomorphe sur Re(s) > 1 avec un pôle en s = 1 et admet un prolongement
méromorphe à ℂ qui est holomorphe au voisinage de s = 0.

D’après (3.7.13), il existe une constante non nulle C qui ne dépend pas de p ∈ ℕ telle que

λp,1 ≥ C ∀ p ∈ ℕ≥2,

et comme θX,u(t) ≤ e−λu,1(t−1)θX,u(1) pour tout t ≥ 1 et que
(
θX,u(t)

)
u≥1 est bornée, alors il existe

une constante réelle M telle que

θX,p(t) ≤M e−Ct ∀ p ∈ ℕ≥2 ∀ t ≥ 1.

Donc, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient(∫ ∞
1

θX,p(t)
dt

t

)
p∈ℕ
−−−−→
p→+∞

∫ ∞
1

θX,∞(t)dt
t
.



196
Chapitre 3. Sur la théorie spectrale des métriques intégrables sur une surface de

Riemann compacte

Comme, ∀u ≥ 1

ζ ′X,u(0) =
∫ ∞

1
θX,u(t)dt

t
+ γbu,0 − bu,−1 +

∫ 1

0
ρX,u(t)dt

t
,

(voir, [Sou92, p. 99]) on déduit que(
ζ ′X,p(0)

)
p∈ℕ≥2

−−−−→
p→+∞

ζ ′X,∞(0).

D’après la proposition (3.4.19), (qui est biensûr valable dans cette situation), on a ker ∆1
X,u =

∗−1
1,E

(
H0(X,KX ⊗ E∗)

)
, et rappelons que ∗1,E est donné explicitement dans (3.10), on déduit que

∗−1
1,E ne dépend pas de la métrique sur X, donc de hX,u pour tout u ≥ 1. Par conséquent la suite de
métriques L2 sur λ(E) :

(
hL2,p

)
p∈ℕ converge vers hL2,∞.

Ce qui implique que la suite
(
‖ · ‖Q,p

)
p∈ℕ des métriques de Quillen associées aux métriques hp

admet une limite quand p tend vers l’infini. Mais rappelons qu’on a montré que suite converge vers
limite en utilisant la formule des anomalies et qu’on a noté cette limite par Tg

(
(X,ωX,∞);E

)
qu’on a

appelé la torsion analytique généralisée associée à la donnée
(
(X,ωX,∞);E

)
.

Notre résultat s’écrit donc comme suit :

ζ ′X,∞(0) = Tg
(
(X,ωX,∞);E

)
.

3.6 Les opérateurs compacts, un rappel
Soit H un espace de Hilbert et < ·, · > le produit hermitien (resp. ‖ · ‖ la norme ) associé. Si H′

est un autre espace de Hilbert, on note par L(H,H′) l’espace des opérateurs linéaires continues de H
vers H′. Lorsque H′ = H, on note L(H) = L(H,H).

Soit T : H → H′ un opérateur linéaire continue. T est dit compact, si l’image de tout borné de
H est relativement compacte dans H′. On dit que T est de rang fini si son image est de dimension
finie, en particulier c’est un opérateur compact. La dimension de l’image d’un opérateur de rang fini
s’appelle le rang de l’opérateur.

Proposition 3.6.1. Soit H un espace de Hilbert, B(H) l’espace des opérateurs bornés et K(H) l’espace
des opérateurs compacts. On a, K(H) est sous espace fermé de B(H).

Démonstration. Voir, par exemple [HL99, proposition 1.4].

Soit T ∈ L(H). Pour tout n ∈ ℕ, on pose

σn(T ) = inf
{∥∥T −R∥∥ : R ∈ L(H), rg(R) ≤ n

}
,

On sait que T est compact si et seulement si la suite
(
σn(T )

)
n∈ℕ tend vers 0, voir [HL99, p. 232]. On

suppose dans la suite que T est compact, et on appelle σn(T ) la n-ème valeur singulière de l’opérateur
compact T .

On a P :=
(
T ∗T

) 1
2 (où T ∗ est l’opérateur adjoint de T ) est un opérateur autoadjoint et compact ;

on note par
(
µn(T )

)
n∈ℕ l’ensemble de ses valeurs propres non nulles ordonné en une suite décroissante
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et comptées avec leur multiplicités (par définition, la multiplicité de λ une valeur propre non nulle,
notée dλ est la dimension de ker(λI − P )).

On montre que
µn(T ) = σn(T ) ∀n ∈ ℕ,

voir par exemple [HL99, p. 246].

Définition 3.6.2. Soit T un opérateur compact. Soit
(
µn(T )

)
n∈ℕ l’ensemble des valeurs singulières

de T ordonné par ordre décroissant. On pose

‖T‖1 :=
∑
n∈ℕ

µn(T ).

si ‖T‖1 <∞ alors T est appelé opérateur nucléaire et ‖T‖1 sa norme nucléaire.

On note par C1(H) l’ensemble des opérateurs nucléaires. On a

Proposition 3.6.3. C1(H) est un espace vectoriel et ‖ · ‖1 est une norme sur C1(H).

Démonstration. Voir [Die68, 15.11 problème 7, c].

Proposition 3.6.4. Soit T un opérateur nucléaire. Si
(
ξn
)
n∈ℕ est une base orthonormale de H, alors

la série
∑
n∈ℕ < Tξn, ξn > converge de somme ‖T‖1.

Démonstration. Voir [Die68, 15.11 problème 7, b)].

Proposition 3.6.5. Soit T un opérateur compact, on a

‖T‖1 = sup
{∑

k

∣∣< Tξk, ηk >
∣∣ ∣∣∣ {ξk}, {ηk} bases hilbertiennes de H

}
,

et il existe deux sous-ensembles orthonormés {ξk} et {ηk} de H tels que < Tξk, ηk >≥ 0 pour tout k
et ‖T‖1 =

∑
k < Tξk, ηk >.

Démonstration. Voir [Die68, 15.11 problème 7, c)].

Proposition 3.6.6. Soit
(
λn
)
n∈ℕ la suite de valeurs propres d’un opérateur nucléaire T , comptées

avec leur multiplicité. On a ∑
n∈ℕ
|λn| ≤ ‖T‖1.

Démonstration. Voir [?, Théorème 1.15].

Proposition 3.6.7. Soit T un opérateur nucléaire, et soit (λn)n∈ℕ la suite de ses valeurs propres
comptées avec leur multiplicité. Alors,

∑
n∈ℕ λn converge absolument et on a∑
n∈ℕ

λn = Tr(T ).

Démonstration. Voir [?, (3.2)].

Proposition 3.6.8. Soient A et B deux opérateurs bornés et T ∈ C1(H), alors

‖ATB‖1 ≤ ‖A‖‖T‖1‖B‖.
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Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit A un opérateur compact sur H et
(
ei
)
i
une base ortho-

normale de H. Lorsque
∑
i≥0
(
Aei, ei

)
est absolument convergente pour une base orthonormale

(
ei
)
i
,

et donc pour toute base orthonormale de H, on appelle cette somme la trace de A et elle est notée
Tr(A).

Si T est nucléaire, alors
‖T‖1 = Tr

(
(T ∗T )

1
2
)
.

Si A est un opérateur nucléaire, on a les propriétés suivantes :
•

Tr(AB) = Tr(BA), (3.36)

si B est borné, cf. [Lan93, TR. 2 p.463].
• ∣∣Tr(A)

∣∣ ≤ ‖A‖1. (3.37)

cf. [Lan93, TR. 7 p.463].
• Si

(
Tn
)
n∈ℕ est une suite d’opérateurs sur H qui converge faiblement vers un opérateur T , (c’est

à dire que ∀v ∈ H, la suite (Tnv)n∈ℕ converge vers Tv pour la norme de H), alors

Tr(TA) = lim
n7→∞

Tr(TnA).

cf. [Lan93, TR. 8 p.463].

Proposition 3.6.9. Soit H un espace de Hilbert. Soit
(
< ·, · >u

)
u∈I une famille de métriques herm-

tiennes sur H uniformément équivalentes deux à deux.
Soit u0 ∈ I et T ∈ C1,u0(H) alors
1. T est un opérateur nucléaire sur H muni de < ·, · >u, pour tout u ∈ I,
2. Il existe c8 et c9 deux constantes positives non nulles telles que

c8‖T‖1,u′ ≤ ‖T‖1,u ≤ c9‖T‖1,u′ ∀u, u′ ∈ I.

Démonstration. On commence par rappeler que L(H) est muni de la norme suivante :

‖A‖ = sup
x∈H\{0}

‖Ax‖
‖x‖

A ∈ L(H).

Par hypothèse, il existe c′8, c′9 deux constantes positives non nulles telles que

c′8‖x‖u′ ≤ ‖x‖u ≤ c′9‖x‖u′ ∀x ∈ H ∀u, u′ ∈ I.

Donc,
c′8
c′9

‖Tx‖u′
‖x‖u′

≤ ‖Tx‖u
‖x‖u

≤ c′9
c′8

‖Tx‖u′
‖x‖u′

∀x 6= 0.

Par suite,
c′8
c′9
‖T‖u′ ≤ ‖T‖u ≤

c′9
c′8
‖T‖u′ .

On en déduit que T est compact pour tout u ∈ I, en effet, si l’on considère F , un fermé borné
dans (H, < ·, · >u) pour un certain u ∈ I, alors par la dernière inégalité, F est borné et fermé pour
<,>u0 et comme T ∈ C1,u0(H), donc par définition T est compact dans (H, < ·, · >u0), alors T (F ) est
relativement compact dans ce dernier espace, en utilisant la même inégalité, on déduit que T (F ) est
relativement compact dans (H, <,>u).
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Soit R un opérateur de rang fini inférieur à n, on a

c′8
c′9
‖T −R‖u′ ≤ ‖T −R‖u ≤

c′9
c′8
‖T −R‖u′ .

et donc,
c′8
c′9
σn(T )u′ ≤ σn(T )u ≤

c′9
c′8
σn(T )u′ .

et par conséquent
c′8
c′9
‖T‖1,u′ ≤ ‖T‖1,u ≤

c′9
c′8
‖T‖1,u′ .

Corollaire 3.6.10. Si (‖ · ‖u)u≥1 est une suite de métriques hermitiennes sur H qui converge unifor-
mément quand u tend vers l’infini vers une métrique hermitienne qu’on note par ‖ · ‖∞ : On suppose
que ∀ε > 0, il existe η > 0 tel que

(1− ε)‖ξ‖u′ ≤ ‖ξ‖u ≤ (1 + ε)‖ξ‖u′ ∀u, u′ > η. (3.38)

Alors, on a pour tout 0 < ε < 1

1− ε
1 + ε

σn(T )u′ ≤ σn(T )u ≤
1 + ε

1− εσn(T )u′ ∀T ∈ L(H), ∀n ∈ ℕ, ∀u, u′ > η.

En particulier,

1− ε
1 + ε

‖T‖1,u′ ≤ ‖T‖1,u ≤
1 + ε

1− ε‖T‖u
′ ∀T ∈ L(H), ∀u, u′ > η.

Démonstration. C’est une conséquence de la démonstration de la proposition précédente.

On considère l’espace préhilbertien A0,0(X,E) muni de la métrique ‖ · ‖L2,u associée à la métrique
de E ; hu. On sait que (hu)u converge uniformément vers une limite h∞, cela donne que

(
‖ · ‖L2,u

)
converge uniformément vers ‖ · ‖L2,∞, (plus exactement elle vérifie l’assertion (3.38)).

On prend T = Be−t∆E,u , où B est un opérateur borné et tel que t > 0 soit fixé. On a pour u� 1

1− ε
1 + ε

σn
(
Be−t∆E,u

)
∞ ≤ σn

(
Be−t∆E,u

)
u
≤ 1 + ε

1− εσn
(
Be−t∆E,u

)
∞.

Par suite,
1− ε
1 + ε

∥∥Be−t∆E,u
∥∥

1,∞ ≤
∥∥Be−t∆E,u

∥∥
1,u ≤

1 + ε

1− ε
∥∥Be−t∆E,u

∥∥
1,∞. (3.39)

On munit H de la métrique L2
∞. On a, pour tout t > 0 fixé

∣∣∥∥Be−t∆E,ue−t∆E,∞
∥∥

1,∞ −
∥∥Be−2t∆E,∞

∥∥
1,∞
∣∣ ≤ ∥∥Be−t∆E,ue−t∆E,∞ −Be−2t∆E,∞

∥∥
1,∞

=
∥∥B(e−t∆E,u − e−t∆E,∞)e−t∆E,∞

∥∥
1,∞

≤
∥∥e−t∆E,u − e−t∆E,∞

∥∥
L2,∞

∥∥Be−t∆E,∞
∥∥

1,∞

(3.40)
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et∣∣∣∥∥Be−t∆E,ue−t∆E,∞
∥∥

1,∞ −
∥∥Be−2t∆E,u

∥∥
1,∞

∣∣∣ ≤ ∥∥Be−t∆E,ue−t∆E,∞ −Be−2t∆E,u
∥∥

1,∞

≤
∥∥Be−t∆E,u(e−t∆E,u − e−t∆E,∞)

∥∥
1,∞

≤
∥∥e−t∆E,u − e−t∆E,∞

∥∥
L2,∞

∥∥Be−t∆E,u‖1,∞.

(3.41)

3.7 Appendice
Dans ce chapitre on regroupe quelques résultats et lemmes techniques qui seront utilisés dans le

texte.

La proposition suivante a pour but de construire à partir d’une suite discrète (hn)n∈ℕ∗ de métriques
hermitiennes sur un fibré vectoriel sur une variété riemannienne, une famille de métriques (hu)u≥1 à
paramètre continue qui varie de façon C∞ et qui préserve les propriétés de la suite (hn)n∈ℕ∗ par
exemple si (hn)n est bornée pour la topologie de convergence uniforme, alors (hu)u≥1 l’est aussi. Cela
nous sera utile pour étudier les variations infinitésimales des différents objets attachés à ces suites.

Proposition 3.7.1. Soit X une variété différentielle complexe de dimension quelconque. Soit E un
fibré vectoriel holomorphe, par exemple TX.

On note Met(E) l’espace des métriques hermitiennes continues (intégrables, de classe C∞...) sur
E. Soit (hn)n∈ℕ une suite de métriques hermitiennes sur E (non nécessairement de classe C∞), alors
il existe une famille continue (H(u))u≥1 vérifiant :

1. H(u) est une métrique hermitienne sur E, ∀u.
2. Pour toute section locale s de E, l’application

H : [1,∞[ −→ ℝ+

u 7−→ H(u)(s, s),

est de classe C∞.
3. H(n) = hn, ∀n ∈ ℕ.
4. Si l’on suppose de plus que (hn)n∈ℕ converge uniformément vers une métrique h∞, alors la

fonction u 7→ H(u) converge uniformément vers la fonction constante u 7→ h∞ sur [1,∞[.
5. Si E est un fibré en droites, alors

∂

∂u
logH(u) = O

(
h[u]+1 − h[u]

h[u]

)
,

sur X, avec [u] est la partie entière de u.

Démonstration. On considère une suite discrète de métriques (hp)p≥2.
Pour tout n, soit ρn une fonction de classe C∞ sur ℝ+ croissante positive avec

ρn(x) =
{

0, x ≤ n
1, x ≥ n+ 1 (3.42)

On peut supposer que ρn(x) = ρ1(x− n),∀x ∈ ℝ+.

On pose H1 : [1,∞[−→ Met ; H1(u) = h1, ∀u. Si H2 est la fonction définie comme suit :
H2(u) = (1−ρ1(u))H1(u)+ρ1(u)h2 alors c’est une fonction de classe C∞ qui vérifieH2(1) = H1(1) = h1
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et H2(2) = h2. Par récurrence, on pose Hk(u) = (1− ρk−1(u))Hk−1(u) + ρk−1(u)hk, et on montre que
Hk(i) = hi, pour i ≤ k − 1 et Hk(k) = hk.

On considère H : ℝ+ −→Met(E) en posant H(u) = Hn(u) si u ≤ n− 1 (notons que Hn+1(u) =
Hn(u)) donc H est bien définie, de classe C∞ et on a H(n) = hn.

Supposons que (hn)n∈ℕ converge uniformément vers h∞. On montre par récurrence sur k que

H(u) =
(
1− ρk−1(u)

)
hk−1 + ρk−1(u)hk ∀u ∈ [k − 1, k] ∀k ∈ ℕ∗. (3.43)

Par suite, si s est une section locale de E non nulle sur un ouvert U ,∣∣H(u)(s, s)− h∞(s, s)
∣∣ ≤ ∣∣hk−1(s, s)− h∞(s, s)

∣∣+ ∣∣hk(s, s)− h∞(s, s)
∣∣ ∀u ∈ [k − 1, k].

Et on a

∣∣∣∣ ∂∂u logH(u)(s, s)
∣∣∣∣ =

∣∣hu(s, s)−1(∂uρk−1)(u)(hk(s, s)− hk−1(s, s))
∣∣

=
∣∣∂uρk−1(u)

∣∣ ∣∣∣hk(s, s)− hk−1(s, s)
hu(s, s)

∣∣∣
≤
∣∣∂uρk−1(u)

∣∣ ∣∣∣ hk − hk−1
min(hk−1, hk)

∣∣∣
=
∣∣∂uρk−1(u)

∣∣ max
(∣∣hk − hk−1

∣∣
hk−1

,

∣∣hk − hk−1
∣∣

hk

)
,

donc, il existe une constante M > 0 telle que∣∣∣∣ ∂∂u logH(u)
∣∣∣∣ ≤M

∣∣h[u]+1 − h[u]
∣∣

h[u]
,

pour tout u ≥ 1.

Dans la suite, on note par hu la métrique H(u).

On suivra la définition de [MM07, Appendice, D], pour la définition du noyau de chaleur associé
à un laplacien généralisé. Soit donc ∆ un laplacien généralisé, on définit l’opérateur de chaleur qu’on
note par e−t∆ en utilisant la théorie des opérateurs. Pour tout t > 0, e−t∆ est un opérateur de L2(X,E)
vers L2(X,E) qui est de classe C1 et qui vérifie les propriétés suivantes : pour tout s ∈ L2(X,E)

( ∂
∂t

+ ∆
)
e−t∆s = 0,

lim
t7→0

e−t∆s = s dans L2(X,E).

On montre que e−t∆ est unique.

Théorème 3.7.2. Soit ∆u une famille de classe C∞ de Laplaciens généralisés, alors pour tout t > 0,
la famille de noyaux de la chaleur e−t∆u définit une famille de classe C∞ d’opérateurs sur E. En plus,
on a la dérivée de e−t∆u par rapport à u est donnée par la formule du Duhamel

∂

∂u
e−t∆

u = −
∫ t

0
e−(t−s)∆u(∂u∆u)e−s∆u

ds. (3.44)
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Démonstration. Voir [MM07, théorème D.1.6] ou [BGV04, théorème 2.48].

On rappelle le théorème suivant qui sera utile dans la suite de l’article :

Théorème 3.7.3. Soit V un espace de Banach. Si A un opérateur auto-adjoint et positif, alors −A
engendre un semi-groupe P (t) = e−tA formé d’opérateurs positifs, auto-adjoints et de norme ≤ 1.

Démonstration. Voir [Tay11, Proposition 9.4].

3.7.1 Les métriques intégrables

Soit X une variété complexe analytique et L = (L, ‖ · ‖) un fibré en droites hermitien muni d’une
métrique continue sur L.

Définition 3.7.4. On appelle premier courant de Chern de L et on note c1
(
L
)
∈ D(1,1)(X) le courant

défini localement par l’égalité :
c1
(
L
)

= ddc
(
− log ‖s‖2

)
,

où s est une section holomorphe locale et ne s’annulant pas du fibré L.

Définition 3.7.5. La métrique ‖ · ‖ est dite positive si c1
(
L, ‖ · ‖

)
≥ 0.

Définition 3.7.6. La métrique ‖ · ‖ est dite admissible s’il existe une famille
(
‖ · ‖n

)
n∈ℕ de métriques

positives de classe C∞ convergeant uniformément vers ‖ · ‖ sur L. On appelle fibré admissible sur X
un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique admissible sur X.

On dira que L est un fibré en droites intégrable s’il existe L1 et L2 admissibles tels que

L = L1 ⊗ L
−1
2 .

Exemple 3.7.7. Soit n ∈ ℕ∗. On note par O(1) le fibré de Serre sur ℙn et on le munit de la métrique
définie pour toute section méromorphe de O(1) par :

‖s(x)‖∞ = |s(x)|
max(|x0|, . . . , |xn|)

.

Cette métrique est admissible.

En fait, c’est un cas particulier d’un résultat plus général combinant la construction Batyrev et
Tschinkel sur une variété torique projective et la construction de Zhang. Dans la première construction
permet d’associer canoniquement à tout fibré en droites sur une variété torique projective complexe
une métrique continue notée ‖ · ‖BT et déterminée uniquement par la combinatoire de la variété, voir
[Mai00, proposition 3.3.1] et [Mai00, proposition 3.4.1]. L’approche de Zhang est moins directe, elle
utilise un endomorphisme équivariant (correspondant à la multiplication par p, un entier supérieur à
2) afin de construire par récurrence une suite de métriques qui converge uniformément vers une limite
notée ‖ · ‖Zh,p et qui, en plus, ne dépend pas du choix de la métrique de départ, voir [Zha95] ainsi que
[Mai00, théorème 3.3.3]. Mais d’après [Mai00, théorème 3.3.5] on montre que

‖ · ‖BT = ‖ · ‖Zh,p.

Que l’on appelle la métrique canonique associée à L. Notons que lorsque L n’est pas trivial, alors cette
métrique n’est pas C∞.
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3.7.2 Constante isopérimetrique de Cheeger

On rappelle un résultat dû à Cheeger donnant une borne inférieure pour la première valeur propre
non nulle du Laplacien ∆O0

, en termes de la géométrie de la variété considérée, où O0 est le fibré en
droites trivial muni d’une métrique constante . Ce résultat, nous a permis de répondre complètement
à la question (??) dans la situation suivante : Soit (hp)p∈ℕ une suite bornée de métriques hermitiennes
sur ℙ1 et si l’on note par λ1,p, pour tout p ∈ ℕ, la première valeur propre non nulle du Laplacien
associé à

(
(ℙ1, hp),O0

)
alors il existe une constante C > 0 telle que

λ1,p ≥ C, ∀ p ∈ ℕ.

On va étendre la constante de Cheeger et on établira une inégalité isopérimétrique du même type.

On termine par résultat plus faible sur la variation de la première valeur propre en famille, c’est
l’objet de la proposition (3.7.17).

Définition 3.7.8 (Constante isopérimetrique de Cheeger). Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension n sans bord. On pose

h(M) := inf A(S)
min

(
V (M1), V (M2)

)
où A(·) dénote le (n− 1)-volume dimensionnel, V (·) désigne le volume et l’inf est pris sur l’ensemble
des sous-variétés à coins compactes S de dimension n − 1, M1 et M2 sont deux sous-variétés avec
bords telles que M = M1 ∪M2 et ∂Mi = S, pour i = 1, 2.

Théorème 3.7.9. Si l’on note par λ1 la plus petite valeur propre non nulle du Laplacien associé à
(M, g) alors

λ1 ≥
1
4h

2.

Démonstration. Voir [Che70].

Remarque 3.7.10. Il est important de noter que h est non nulle, voir [Che70, p.198] pour le cas
n = 2.

Proposition 3.7.11. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Soit g′ une autre métrique
riemannienne telle que

C1g ≤ g′ ≤ C2g, (3.45)
où Ci deux constantes réelles non nulles, alors

C1
C2
hg(M) ≤ hg′(M) ≤ C2

C1
hg(M).

Démonstration. Il suffit de remarquer que l’inégalité (3.45) est stable par restriction.

Lemme 3.7.12. On considère la suite
(
hp
)
p∈ℕ≥2

de métriques sur ℙ1 définie par

hp
(
·, ·
)

= | · |2(
1 + |z|p

) 4
p

,

alors
2−

2π2
3 ≤ hq

hp
≤ 1,

Pour tout z ∈ ℙ1 et 2 ≤ q ≤ p.



204
Chapitre 3. Sur la théorie spectrale des métriques intégrables sur une surface de

Riemann compacte

Démonstration. L’inégalité de droite est évidente. On vérifie que la fonction Fp,q : x(∈ ℝ+) 7→ (1+xp)
1
q

(1+xq)
1
q

est minorée par 2
1
p
− 1
q , donc

2−
1
n2 ≤ Fn+1,n(x) ≤ 1 ∀n ∈ ℕ≥2 ∀x ∈ ℝ+,

donc

2−
π2
6 ≤ 2

∑p

n=q
1
n2

≤
p∏
q

Fn+1,n(x)

= Fp,q(x)

.

Corollaire 3.7.13. On considère la suite
(
hp
)
p∈ℕ≥2

précédente, alors

2−
π2
6 hp

(
ℙ1) ≤ hq(ℙ1) ≤ 2

π2
6 hp

(
ℙ1) ∀ p, q ∈ ℕ≥2.

En particulier, il existe une constante C non nulle telle que

λp,1 ≥ C, ∀p ∈ ℕn≥2.

où λp,1 est la plus petite valeur propre non nulle du Laplacien associé à la métrique hp.

Démonstration. C’est une application du (3.7.9), (3.7.11) et (3.7.12).

3.7.3 Sur la première valeur propre du Laplacien généralisé

Lemme 3.7.14. On a

inf
ξ∈ker(∆

E
)⊥

(∆Eξ, ξ)L2

(ξ, ξ)L2
= λ1,h

Démonstration. Par la théorie spectrale des opérateurs compacts positifs et autoadjoints, on a les vec-
teurs propres de ∆E forment un système orthogonal complet pour la métrique L2. Si ξ ∈ A0,0(X,E)∩
ker(∆E)⊥, alors il existe des réels ak tels que

ξ =
∞∑
k=1

akvk,

où vk est le vecteur propre associé à la valeur propre λk où on a posé λ0 = 0. On a, alors

(
∆Eξ, ξ

)
L2 =

∞∑
k=1
|ak|2λk

(
vk, vk

)
L2

≥ λ1

∞∑
k=1
|ak|2

(
vk, vk

)
L2

= λ1
(
ξ, ξ
)
L2 si ξ ∈ ker(∆E)⊥.
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Théorème 3.7.15. Soit (X,ω) une surface de Riemann compacte et L un fibré en droites holomorphe.
Soit h∞ une métrique hermitienne continue sur L. Soit (hn)n une suite de métriques hermitiennes
C∞ sur L qui converge uniformément vers h∞. Alors il existe α et β deux constantes réelles positives
non nulles telle que

α
(
v, v

)
L2,q
≤
(
v, v

)
L2,p
≤ β

(
v, v

)
L2,q

, (3.46)

et
α
(
∆qv, v

)
L2,q
≤
(
∆pv, v

)
L2,p
≤ β

(
∆qv, v

)
L2,q

(3.47)

pour tout 1� p ≤ q et v ∈ A0,0(X,L).

Démonstration. Soit h une métrique hermitienne de classe C∞ sur L. On note par ∆h le Laplacien
généralisé associé.

Soit v ∈ A0,0(X,L). Localement, il existe f1, . . . , fr ∈ A0,0(X) et des sections locales holomorphes
e1, . . . , er de L tels que v =

∑r
k=1 fk ⊗ ek. On a donc,

(
v, v

)
L2,h

=
∫
x∈X

∑
kj

h
(
ek, ej

)
(x)fk(x)fj(x)ω(x),

et (
∆hv, v

)
L2,h

= i

2π

∫
X

∑
kj

h(ek, ej)(x)∂fk
∂z

(x)∂fj
∂z

(x)dz ∧ dz voir (3.3.4).

Si l’on pose, localement,

f :=
(
f1, . . . , fr

)
et ∂f

∂z
:=
(∂f1
∂z

, . . . ,
∂fr
∂z

)
,

alors en utilisant les notations introduites, les deux derniers produits hermitiens deviennent :

(
v, v

)
L2,h

=
∫
X

(
tf(x)Hh(x)f(x)

)
ω, (3.48)

et
(∆hv, v)L2,h =

∫
X

(
t
( ∂f
∂z

(x)
)
Hh(x) ∂f

∂z
(x)
)
dz ∧ dz. (3.49)

On considère une métrique hermitienne continue h∞ sur L et
(
hn
)
n∈ℕ une suite de métriques

hermitiennes C∞ sur L qui converge uniformément vers h∞ sur X. On pose :

Hn(x) =
(
hn(ei, ej)(x)

)
1≤i,j≤r ∀n ∈ ℕ ∪ {∞}.

Comme
Hn(x) = 1

ln(x)A(x) ∀n ∈ ℕ ∪ {∞},

comme la suite
(
hn
)
n∈ℕ converge uniformément vers h∞, on peut trouver α < 1 < β deux constantes

réelles telles que

α ≤ lq(x)
lp(x)

(
= hp(s, s)(x)
hq(s, s)(x)

)
≤ β ∀ p, q � 1, ∀x ∈ X, (3.50)

où s est une section locale non nulle en x de L.

Fixons x ∈ X, et soient p ≤ q, on a

α · tf(x)Hq(x)f(x) ≤ tf(x)Hp(x)f(x) ≤ tf(x)Hq(x)f(x),
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et
α · t ∂f

∂z
(x)Hq(x) ∂f

∂z
(x) ≤ t ∂f

∂z
(x)Hp(x) ∂f

∂z
(x) ≤ t ∂f

∂z
(x)Hq(x) ∂f

∂z
(x).

Vérifions cela, pour simplifier on notera par u le vecteur f ou ∂f
∂z . On a

hk
(
u,u

)
(x) = tuHk(x)u = 1

lk(x)
tuA(x)u ∀ k ∈ ℕ≥1.

De (3.50) et notons que la matrice A est positive, on trouve que

αtuHq(x)u ≤ tuHp(x)u ≤ βtuHq(x)u.

On conclut, en utilisant les expressions (3.48) et (3.49), que

α
(
v, v

)
L2,q
≤
(
v, v

)
L2,p
≤ β

(
v, v

)
L2,q

,

et
α
(
∆qv, v

)
L2,q
≤
(
∆pv, v

)
L2,p
≤ β

(
∆qv, v

)
L2,q

,

∀ v ∈ A0,0(X,L) et p, q � 1.

Exemple 3.7.16. Sur ℙ1. Soit m un entier positif et p ≥ 2. On considère O(m) muni de la métrique
p-ème définie comme suit :

hp(s, s)(x) = s(x)s(x)(
|x0|p + |x1|p

) 2m
p

∀x = [x0 : x1] ∈ ℙ1, ∀s ∈ H0(ℙ1,O(m)).

Proposition 3.7.17. En gardant les mêmes hypothèses, on montre qu’il existe une constante α 6= 0
telle que

α ≤ λ1,q
λ1,p

≤ 1
α
, ∀1� p ≤ q.

Démonstration. Soient q ≥ p ≥ 1. Commençons tout d’abord par montrer le résultat technique sui-
vant : Soit v un vecteur propre non nul associé à λ1,q, alors il existe a1, . . . , ar ∈ ℂ tel

v′ := v +
r∑
i=1

ai(1⊗ ei) ∈ ker(∆p)⊥ \ {0}.

Pour cela, on va montrer que le système d’équations linéaires ci-dessous avec (a1, . . . , ar) comme
inconnu admet une solution :

(
v, 1⊗ ej

)
L2,p

= −
r∑
i=1

ai
(
1⊗ ei, 1⊗ ej

)
L2,p

, (3.51)

pour tout j = 1, . . . , r.
Comme la matrice A :=

(
(1⊗ ei, 1⊗ ej)L2,p

)
1≤i,j≤r est inversible car e1, . . . , er est une famille libre

sur ℂ : vérifions le, si b = (b1, . . . , br) ∈ ℂr tel que A · b = 0 alors tbAb = 0, en développant ce dernier
on obtient : ∑

ij

(
1⊗ ei, 1⊗ ej

)
L2,p

bibj = 0.

Par sesquilinéarité du produit
(
·, ·
)
L2,p

, ce dernier terme n’est autre que(∑
i

biei,
∑
i

biei
)
L2,p

= 0,
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donc
∑
i biei = 0, par suite A est inversible. On conclut que le système linéaire (3.51) admet une

solution, on pose v′ = v +
∑r
i=1 aiei, de (3.51) on vérifie que v′ ∈ ker(∆p)⊥. Il reste à montrer que

v′ 6= 0. Par l’absurde, on aura v = −
∑r
i=1 ai(1⊗ ei) qui appartient à ker(∆p), voir (3.3.8), mais si l’on

applique ∆q on trouve que λ1,qv = 0 ce qui contredit l’hypothèse (∆qv = λ1,qv 6= 0 ).

Soit maintenant v un vecteur propre non nul associé à λ1,q et on considère v′ comme avant, cela
nous permet de dire que

(
∆qv

′, v′
)
L2,q

=
(
∆qv, v +

r∑
i=1

ai(1⊗ ei)
)
L2,q

=
(
∆qv, v

)
L2,q

+
(
∆qv,

r∑
i=1

ai(1⊗ ei)
)
L2,q

=
(
∆qv, v

)
L2,q

= λ1,q
(
v, v

)
L2,q

,

et(
v′, v′

)
L2,q

=
(
v, v

)
L2,q

+
(
v,

r∑
i=1

ai
(
1⊗ ei)

)
L2,q

+
( r∑
i=1

ai(1⊗ ei), v
)
L2,q

+
( r∑
i=1

ai(1⊗ ei
)
,
r∑
i=1

ai(1⊗ ei)
)
L2,q

=
(
v, v

)
L2,q

+
( r∑
i=1

ai(1⊗ ei),
r∑
i=1

ai(1⊗ ei)
)
L2,q

≥
(
v, v

)
L2,q

.

(On a utilisé que
(
v, 1 ⊗ ei

)
L2,q

= 0, cela résulte facilement du fait :
(
v, 1 ⊗ ei

)
L2,q

= 1
λ1,q

(
∆qv, 1 ⊗

ei
)
L2,q

= 1
λ1,q

(
v,∆q(1⊗ ei)

)
L2,q

= 0).

On a donc, pour p ≤ q :

λ1,p ≤
(
∆pv

′, v′
)
L2,p(

v′, v′
)
L2,p

par (3.7.14)

≤
(
∆qv

′, v′
)
L2,q(

v′, v′
)
L2,p

par (3.3.7)

≤ 1
α

(
∆qv

′, v′
)
L2,q(

v′, v′
)
L2,q

par (3.46)

≤ 1
α

(
∆qv, v

)
L2,q(

v, v
)
L2,q

+
(∑r

i=1 ai1⊗ ei,
∑r
i=1 ai1⊗ ei

)
L2,q

≤ 1
α

(
∆qv, v

)
L2,q(

v, v
)
L2,q

= 1
α
λ1,q,

d’où
λ1,p ≤

1
α
λ1,q ∀ p ≤ q. (3.52)

On peut aussi montrer que
λ1,q
λ1,p

≤ α ∀ p ≤ q.



208
Chapitre 3. Sur la théorie spectrale des métriques intégrables sur une surface de

Riemann compacte

De la même manière que précédemment : Si v est un vecteur propre non nul associé à λp,1 alors il
existe v′ := v +

∑
i ai(1⊗ ei) ∈ ker(∆q)⊥ \ {0}. On va avoir que(

∆pv
′, v′

)
L2,p

=
(
∆pv, v

)
L2,p

= λ1,p
(
v, v

)
L2,p

,

et (
v′, v′

)
L2,p
≥
(
v, v

)
L2,p

.

Donc

λ1,q ≤
(
∆qv

′, v′
)
L2,q(

v′, v′
)
L2,q

(3.7.14)

≤ 1
α

(
∆pv

′, v′
)
L2,p(

v′, v′
)
L2,p

, de (3.47)

≤ 1
α

(
∆pv, v

)
L2,p(

v, v
)
L2,p

≤ 1
α
λ1,p.

Par suite
λ1,q ≤

1
α
λ1,p ∀ p ≤ q. (3.53)

De (3.52) et (3.53), on a
α ≤ λ1,q

λ1,p
≤ 1
α
∀ p ≤ q.
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