INTRODUCTION

Ce travail est consacré, comme son titre 'indique, a I’étude des régulateurs en
K-théorie algébrique.

En effet, depuis I'introduction de la K-théorie algébrique par Quillen [Q] en 1973 , on s’est
heurté a la difficulté de calculer cette K-théorie algébrique méme pour ’anneau de base
Z. D’ou l'idée de construire ces régulateurs; il s’agit d’applications ayant comme espace
de départ un groupe de K-théorie algébrique qui permettent de détecter des éléments non

triviaux et donc d’avoir des informations sur cette K-théorie.

Plusieurs travaux ont été réalisés dans ce sens: voir [Bo|, [B], [Col], [D], [M],[S], [So], [Y]

pour la K-théorie de degré 3 et [Go] pour la K-théorie de degré 5.

Notre travail s’ajoute a cette longue liste pour construire en premiere partie un régulateur
pour la K-théorie algébrique du corps des nombres complexes C et en deuxieme partie un

régulateur pour la K-théorie algébrique de ’anneau des entiers p-adiques Z,,.
Premieére partie: Description explicite du régulateur de Borel

Cette partie a fait I’'objet d’une note aux Comptes rendues de ’académie des sciences
de Paris [HN].
On s’est intéressé dans cette premiere partie, en particulier, au corps des nombres com-

plexes C mais ce travail se généralise a un corps de nombres F quelconque de degré d.

Pour ce cas, des applications régulateurs Ryo, : Kop_1(F) — R (oud, =r; +rysin

est impair et 79 si n est pair) ont été définies par Borel dés 1974 de la maniere suivante:
Kon1(C)—25Hop 1 (BGL(C))) L8R (n — 1) = (2im)" 'R

ou h désigne ’homomorphisme de Hurewicz et b,, est I'image de us,_1 par la composée

H2 YW UM, R(n) =A"(u1, .., un — H?""1(GLy(C), R(n—1)— H2~YGL(C), R(n—1))

top
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On a alors le théoreme suivant [Bol]:

Théoréme: Pourn > 2, le régulateur de Borel induit un isomorphisme de K, _1(F)/Tor

sur un réseau de R dont le covolume est égal, & un facteur Q> prés, a

¢r(n)|Ap|'/?
ﬂ”(d—dN) :

Un probleme fondamental en théorie des nombres est la détermination de ces fonctions

zéta (g(n). A ce probleme, est lié une conjecture de D.Zagier en 1991:

Conjecture [Z1,Z2]: Soit F un corps des nombres. Alors pour n > 2
"(d—d,,
CF (TL) = QanW
ol qn € Q*, R,=Somme de produits de valeurs de n-log de Bloch-Wigner généralisé prises

en des éléments de F et leurs conjugués.

Le théoreme de Borel cité ci-dessus permettrait donc de résoudre cette conjecture a condi-
tion d’exprimer b, € H*""1(GLy(C),R(n — 1)) & l'aide des polylogarithmes. C’est pour
essayer de répondre a cette question, qu’on donne en premiere partie de ce travail une

formule explicite du régulateur de Borel ( Théoréme 4.2.2).

L’idée est d’utiliser une construction de Connes-Karoubi [C-K] (1988) pour un anneau de
Banach A:
chrel . Krel(A) — HC,,_1(A)

ot HC, désigne I'homologie cylique et ot K" (A) est la K-théorie relative de 'anneau A

définie comme étant les groupes d’homotopie de F 4 la fibre homotopique de
BGL(A)* — BGL(A)™? ( voir Définition 2.1.2).

Pour A = C, on peut construire, grace a l'existence de métriques sur les GL(C)-fibrés,
une application

K,(C) — Kre{(C).
D’ou la construction de notre régulateur Ry, —1 : Ko2,—1(C) — C ( voir Définition 3.1.3).
On a alors les résultats suivants:
Théoreme 3.2.1: Pour tout n € N*, l"application composée Ro,_1 associe a tout
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€ =(pij)o<ij<on—1 , un C-fibré plat virtuel sur 521 o4 les @ij sont les applications de
transition du fibré,

—1)"(n—1)! _ n—
Ron-1(8) = Gatsonomi L7 Ja,, (v tdv)? !

2n—1
avec @;; = gi_lgj € GLN(C) pour N assez grand et v = ZEO x; gig; ou

(i)o<i<on—1 € Aaon_1 ( On différencie par rapport aux x; ).

Théoréme 4.2.2: Pour tout n> 1, la classe de cohomologie continue b), de Borel, plongée
dans H?" ' (GLN(C), C) est représentée par le (2n — 1)-cocycle continu ¢ valeurs dans C
donné sous forme homogéne par
—1 n
(90, 92n—1) — W@(QO, o, Gon—1)

o @ est le cocycle défini dans la proposition 4.2.1.

Il reste maintenant a établir dans un cinquieme et dernier paragraphe le lien entre cette

formule de b/, et les polylogarithmes.

Pour n = 1, un calcul directe de ¢ ( voir 5.1) donne

(g0, 91) = —2Log|det(g5 ' 91)|-
Pour n = 2, on a utilisé des travaux de Dupont et de Yang ( voir [D1] et [Y]) pour
construire un cocycle ¢ ( non continu mais mesurable et localement borné) cohomologue
a ¢ telle que ¢(go, 91, g2, g3) ne dépend que des premieéres colonnes g;(o0) pour 0 < i < 3

et donc devient une fonction F' du birraport.

Un deuxieme résultat de Dupont [D2], nous permet de construire un deuxiéme cocycle ¢
continu, cohomologue a ¢, qui permet de montrer que cette fonction F' vérifie I'identité
fonctionnelle du dilogarithme: Vz1, 29 € C —{0,1}

F(z) — F(2) 4+ F(2a/21) + F(1 — 25 )1 — 271 — F(1 — 2 /1 — z) = 0.

Deuxiéme partie: Le régulateur p-adique

Dans cette deuxieme partie, on a essayé de s’inspirer des méthodes de la premiere

. . , ) . .
partie pour construire un régulateur R, pour 'anneau des entiers p-adiques Z,,.

En effet, il existe un équivalent au caractere de Chern relatif pour les Q-algebres
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ultramétriques ( voir Théoréme 3.1.1). Cependant, on ne dispose plus d’une application
de la K-théorie algébrique vers la K-théorie relative. On a donc remplacé cela par une
application de la K-théorie relative de Goodwillie K, (Z,,pZ,) vers KT (Z,) qui est un
isomorphisme ( voir Théoréme 2.1.2) et qui admet une formule explicite ( voir Propo-

sition 2.2.2).

Ceci nous permet alors de construire ( voir Définition 3.1.2) une application
Rp : K2n+1(Zp,pr) — Qp'

De plus, cette application R, est donnée par un cocycle explicite ( voir Proposition

3.1.3).

En utilisant un argument de stabilité de la K-théorie relative de Goodwillie ( voir
Corollaire 1.2.3), on démontre que 'image de R, se réduit au sous-groupe pZ, de Q,
( voir Proposition 3.1.4).

La question essentielle qui se pose a ce stade du travail est la non-trivialité de R,. Si
la question de la non-trivialité de notre régulateur sur C dans la premiere partie était
évidente ( puisqu’il coincidait avec le régulateur de Borel), pour R,, cette non-trivialité est

loin d’étre évidente. On va donc ’établir en plusieurs étapes:

Dans 3.2, on s’intéresse a un résultat de Lazard [La| qui établit un équivalent de
I’isomorphisme de Van Est pour la cohomologie continue des groupes de Lie p-adiques.
Et on donnera en 3.2.2 une formule explicite pour cet isomorphisme.

Ce résultat nous permettra de prouver la non-trivialité du cocycle continue ¢ définissant

'application R,, ( voir Proposition 3.3.1).

D’autre part, on considere le cocycle de Colemann défini pour un v donné dans ’espace
projectif P1(Q,) et pour (go, g1, 92,93) € GL2(Qp)* tels que (gov, g1, g2v, gsv) soient en
position générique par

(90, 91, 92, g3) = Dp(r2(gov, g1, g2, g3v))
ol Dp(2) = lap(2) + 2log,(2)log,(1 — 2) avec Iy ,(z) désigne le dilogarithme p-adique et

ou r désigne le birapport.



C’est un cocycle mesurable et localement borné ( voir Proposition 3.3.3.1).

De plus, il est cohomologue au cocycle ¢ dans H3, . (SL2(Q,),Q,) ( voir Proposition
3.3.3.3).

Donc pour montrer que I'application R, définie comme la composée

h Ng™
K3(Zy, pZy) = U3(X(Zy, pZy) ") —— H3(X(Zp, pZy) ") ——DZy
n’est pas triviale, il suffit de montrer que H3(SL2(Q,), Z)Q—C*>Qp ne l'est pas.
Pour cela, on utilise le théoreme de Bloch ci-dessous ( non publié):

Théoréeme 3.3.3.3: On a une suite exacte

- H3(SL2(Qy), Z)~"=P(Q,) > A*(Q} /uq,) — K2(Q,) — 0

ou lapplication o envoie le 3-simpleze (go, g1, 92, 93) de E§"SLa(Qy) sur {z}, z désignant

le birapport de (gov, g1v, gov, g3v) et Uapplication B envoie {z} sur z A (1 — z).

Ici P(Qp) désigne le groupe abélien libre de générateurs {2} avec z € Q;, — {1} modulo les

relations

{2} — {za} + {2} + (22} - (2} =0

E$"GL2(Q,) est 'ensemble simplicial obtenu a partir de E.GL2(Q,) ( E.GL2(Q,) —
B.GL3(Q,) étant le fibré simplicial universel standard ) en ne retenant que les simplexes
(90,91, 92,93) v-générique au sens que gov, g1v, gav, g3v sont en position générale dans

P1(Q,) et \* désigne l'algebre extérieure.
Ce théoreme est démontré essentiellement dans [D-S] pour un corps de caractéristique 0.
Notre contribution est une démonstration de la formule de .

Comme Kerf est par définition le groupe de Bloch B(Q,), on a donc une application

surjective induite par «

§: H3(SL2(Zp),Z,) — B(Qy).

et un diagramme commutatif



La non-trivialité de D,, ( voir [Co]), couplée avec la surjectivité de § induit alors la non-

trivialité de Nc* et par suite celle du régulateur p-adique R,,.

Le dernier paragraphe de ce travail établit un lien ( sous forme de diagramme commutatif)
entre le régulateur p-adique R, et la trace cyclotomique T'rc définie dans [B-H-M]:

Trc: K(A) — TC(A,p)

ou T'C(A,p) désigne 'homologie cyclique topologique.
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PREMIERE PARTIE
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DESCRIPTION EXPLICITE DU
REGULATEUR DE BOREL

0. INTRODUCTION

Le but de cette premiere partie est de définir des classes caractéristiques secondaires

Roy—1 : K2,—1(C) — C qui coincident avec le régulateur de Borel.
La construction de ce R, _1 utilise essentiellement le caractere de Chern relatif
chiel | K¢l [(A) — HCy,_1(A) ou A est une algebre de Fréchet quelconque.

Les définitions et les résultats concernant ce caractére de Chern relatif sont amplement
rappelés dans les paragraphes 1 et 2 de ce chapitre. A la fin du paragraphe 2, on démontre
que les définitions simpliciales qu’on choisit de considérer coincident avec les définitions

différentielles classiques.
La construction de Rs,_1, dans le paragraphe 3, se base sur certains détails de
démonstrations dans les paragraphes précédents.

le quatrieme paragraphe de ce chapitre est alors consacré a la comparaison entre Ry, _1 et

le régulateur de Borel.

Enfin, on établit le lien entre notre régulateur et les polylogarithmes. On retrouve ainsi le
fait que R3 : K3(C) — C est défini par le cocycle Da(r2(go(00), g1(00), g2(00), g3(c0))) (out
les g; sont dans GLy(C), Do désigne le dilogarithme et o désigne le birapport).

Pour éviter d’allourdir les démonstrations, certains détails de calculs sont traités en ap-

pendice a la fin du chapitre. On y réfere par le symbole (A.).
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1. LA K-THEORIE RELATIVE

On commence par rappeler, en suivant [K2], la définition et les résultats principaux de
la K-théorie relative d'une algebre de Banach A, notée K7¢(A). En particulier, on donne

une description simpliciale de cette K-théorie relative.
1.1 Définition de la K-théorie relative

Soit A une algebre de Banach. On consideére I'ensemble des triples (E, F,«) ou E et
F sont deux A-fibrés plats sur Y ( voir [K2] pp43), o : E — F est un isomorphisme de

fibrés topologiques sous-jacents et f : Y — X est une fibration acyclique.

Deux tels triples (E, F,a) sur Y — X et (E', F', ') sur Y/ — X sont dits équivalents s’il

existe (Fq, F1,aq) sur Y7 — X et un diagramme commutatif

Yy — X
sl 1S
v, £ vy

tels que (E, F,«) et (E', F’, o) soient isomorphes respectivement & o*(E1, Fi, a1) et
o'*(E1, F1,a1) dans le sens suivant:
Deux triples (G, H, 3) et (G', H', ") sont dits isomorphes s’il existe u : G — G’ et

v: H — H’ tels que le diagramme suivant soit commutatif & isotopie pres:

G - &
8| | s
H — H’

v
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1.1.1 Définition
On définit le monoide K’ (X) comme le quotient du monoide abélien formé des classes

d’équivalence de tels triples par le sous-monoide engendré par les triples du type (E, E, Id).

1.1.2 Remarque

Notons d(E, F, ) la classe du triple (E, F,«) dans le monoide K7?'(X). On a alors
la relation d(F, F,a) + d(F, G, 3) = d(F, G, fa). D’ou une structure de groupe abélien sur
K3H(X).

On a alors le théoreme suivant qui relie la K-théorie relative avec les K-théories
algébrique et topologique:
1.1.3 Théoreme: Soit X un CW-complexe fini.

Le groupe K7 (X) s’identifie naturellement a l’ensemble des classes d’homotopie [X, Fa]

avec Fa la fibre homotopique de l’application canonique

BGI(A)™ — BGL(A)t?

La démonstration de ce théoreme nécessite un lemme technique qu’on va commencer par

rappeler:

Soit v : GL(A) — GL(A)P D'application canonique, on a une fibration homotopique
GL(A)—5GL(A)r — F—"5BGL(A) — BGL(A)tr

Sur I’ensemble des couples (H,h), ou H est un GL(A)-fibré principal sur X et

h:v.(H)=H GL>§A) GL(A)? — T = X x GL(A)*P une trivialisation du GL(A)*P-fibré

principal induit, on considere la relation d’équivalence suivante:

Les couples (H,h) et (H',h’) sont équivalents s’il existe un isomorphisme v : H — H' tel

que le diagramme suivant soit commutatif & homotopie pres:

v (H) -2 T

yelw) | |

w(H) — T
h/
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1.1.4 Lemme: L’ensemble des classes d’équivalence & de tels couples s’identifie
naturellement o l’ensemble des classes d’homotopie [X, F].
Démonstration du lemme (esquisse d’apres [K2]):

Soit f : X — F une application continue. On peut lui associer ¢ = o f : X —
GL(A)P et F : X x I — BGI(A)'? tels que F(x,0) = * et F(z,1) = By o g(x). Donc
F*(EGL(A)*P) est isomorphe au fibré trivial X x I x GL(A)*P. On obtient alors une
trivialisation h de H = ¢*(EGL(A). D’ou une application de [X, F] dans £ qui associe a
f la classe de (H, h).

On montre que cette application est un isomorphisme.

Sa réciproque est donc une application de & vers [X, F| qui a toute classe de couple (H, h)
associe une classe d’homotopie de fonction continue f tel que H = (6 o f)*(EGL(A)) =
fr(0"(EGL(A)) = f*(E).

Démonstration du théoréme 1.1.3: (esquisse d’apres [K2])

Soit d(H,T,h) € K7 (X) alors (H,h) € £ D’apres le lemme précédent, il existe

[f] € [X,F] tel que f*(FE) = H.

On montre alors que I'application de K¢ (X) vers [X, Fa] qui & tout d(H,T,h) associe

fr:X JroF A4 est un isomorphisme.

1.2 Interprétation simpliciale de la K-théorie relative

Soit A une algebre de Fréchet. On lui associe 'anneau simplicial A, ou

N n
A, =C®(A,)®A. (Ici A, est vu comme Pespace affine défini par I’équation 'Eo x; =1).

1=

On a alors une suite de fibrations a homotopie pres:
GL(A) — GL(A,) — GL(A,)/GL(A)—+BGL(A) — BGL(A,)

-1

ot1 # est I'application définie par 8(c) = (ay, -+, ay,) avec a; = (i — 1)5(i) ! avec & un

représentant de 0 € GL(A,)/GL(A).

En appliquant la construction + de Quillen, on obtient une fibration homotopique

(GL(A,)/GL(A)* — BGL(A)* — BGL(A,)
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1.2.1 Définition

La K-théorie relative d’un ensemble simplicial X est par définition

K3N(X) = [X, (GL(A.)/GL(A))*]
En particulier, on pose K7 (A) = K¢ (S%) = IL;((GL(A,)/GL(A))") ol A est une algebre
de Fréchet.
1.2.2 Remarques

1) Si A une algebre de Banach alors les deux définitions coincident. En effet, la réalisation
géométrique de GL(A,) a le type d’homotopie de GL(A)!P. Donc BGL(A,) est homotope
a BGL(A)™P. D’ou F4 est homotope & (GL(A.)/GL(A))*.

2) Si X est un ensemble simplicial fini (i.e la réalisation géométrique de X a le type

d’homotopie d'un CW-complexe fini) alors tout élément de K’ (X) peut étre représenté

par un GL(A)-fibré repéré sur X muni d’une trivialisation « : E — T de GL(A,)-fibré

repéré (’adaptation du théoréme 1.1.3 au cadre simplicial se fait sans probleme).

2. LES CLASSES CARACTERISTIQUES
RELATIVES

2.1 Construction simpliciale des classes caractéristiques

relatives

On commence par rappeler la construction simpliciale des classes caractéristiques
relatives telles que définies dans [C-K] puis on démontre que la construction simpliciale
qu’on choisit de considérer coincide avec la construction différentiable dans [K2].
Soient A une algebre de Fréchet et A, = C*(A,)®A I'anneau simplicial associé a A.

Soit E le GL(A)-fibré repéré sur GL(A,)/GL(A) défini pour tout o € GL(A,)/GL(A) par
gij(o) = gigj_1 ot g; = o(i). Donc E = 0*(EGL(A)) ou § : GL(A.)/GL(A) — BGL(A)
est Papplication définie dans (1.2).
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Soit E le GL(A,)-fibré repéré sur GL(A,)/GL(A) associé & E par Pinjection de GL(A)
dans GL(A,). Comme l'application composée

GL(A,)/GL(A)—2->BGI(A) — BGI(A,)

est homotopiquement triviale , le fibré E se trivialise en tant que GL(A,)-fibré. Cette

trivialisation « est définie pour tout simplexe o par a;(c) = oo (i)~ 1.

Munissons F de la connexion simpliciale définie par:
Li(0) = Xargri(o) ' d" gri(o)
Cette connexion, transportée sur le fibré trivial T par Iisomorphisme «, est définie par
Ii(o) = aiI‘Zai—l + ozidai_l = —Exkdaka,zl =T(0)
avec d = d' + d" la différentielle totale du bicomplexe Q*(A,,,Q2.(A)) et les zj sont les

coordonnées barycentriques de o.
Or sur T, on a la connexion triviale I' = 0.

On considere donc une homotopie entre I' et 0 définie par ¢ — ¢I" donc la courbure est
R(g 1o = d(tl) + 1272 = dtT + tdT + 272,

D’ou

fp 1y = (tdD +1202)" + ndtD(tdD + 212)" .

Soit Tr(R") : GL(A,)/GL(A) x I —@ Q*"(Q°(0) ® A) qui a (0,t) associe Tr (R"(0,t))
Alors
1 n
Chn(D(E,Tpé)) = ETI'(R )

= L [ TR 0,1)) € QM(GL(AL))GL(A) x I, A)

n! J,
Le caractere de Chern relatif, noté ch:fl(D( E.T,a)), st par définition la classe de

cohomologie dans H 2" (GL(A.)/GL(A)) =H?"~1(Q*/C*) de

K(Chn(D(E,T7a))) = ﬁTrfoolth(tdF + t2F2)n_1
ot K : Q*(GL(A,)/GL(A) x I,A) — Q*(GL(A,)/GL(A), A) T'opérateur d’homotopie
standard et ol C*"(X, A) = @ QP(;Q,4) ® Z"(z; 0, A).

p+q=2n
p<q

Cette homologie est donnée par H 2" (GL(A,)/GL(A)) =
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® HP(GLA.)/GLA), Hy(A) ® H"(GL(A,)/GL(A),Q,_1A/B,_1 A).
p+eE2n—1

Si on considere une autre homotopie de I' a 0, elle sera homotope a t — tI" et donnera

donc la méme classe dans H 3" (GL(A.)/GL(A)).

En particulier, on pose I' = —IV +T” ou IV = —Zxkd”aka,gl et IV = Emkd’akalzl =

doo 1.

On a une homotopie h entre I' et 0 formée par la composition des homotopies
hi:t— =TIV +tI'" et hy : t — —tI"
D’ou
chI°Y(E, T, o) / TrR")
nl
:—Tr/(K(R") +K(RY))
Or fa K(R}?)=0(A.1)
et RY = (d(—tT")+t21"2)" = (—dtl’ —td'T' —td"T' +t2T"?)" = (—dtI' —td"T'+(t>—t)["?)".

Donc

1 1
w = ch™(E, T, a) =—Tr / / —ndtl’ (—td"'T" + (2 — )I"?)" !

n_l // AT 7~ 1 d// )n 1 / .P/2n*1

) Tr/rl(dllrl)n—1+0

(
_(=

On est maintenant en mesure de définir le caractere de Chern relatif de la maniére

suivante pour une R-algebre de Fréchet A:
2.1.1 Définition
Le caractére de Chern relatif K"*(A) — €, 1A4/B,_1 A est 'homomorphisme
composé
I, ((GL(A.)/GL(A)*) & H,(GL(A.)/GL(A)) % Q, 1A/B, 1A

ou h est ’homomorphisme de Hurewicz (simplicial) et ¢ est 'application définie par:

:fcw:( n" f T?‘f F/ d//F/ )) (_nll)nTch F/(C)(dnrl(c))n—l
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2.1.2 Remarque

Si n > 1, le caractere de Chern qu’il convient de considérer est I’homomorphisme

composé

K5H(A) — K3 (A) = Qno1 A/ B A= Cp 1 (A)/6(C)_1 (A).

A étant D’algébre obtenue en rajoutant un élément unité & A. (noter que d”(1) # 0 car 1

n’est pas élément unité de A).

L’image du caracteére de Chern défini ci-dessus est contenue dans le sous-groupe HC),_1(A)

de C_1(A)/b(C)_(A)). On le notera ch’¢ : Kr°'(A) — HC,,_1(A).
2.2 Comparaison avec le cas différentiable

Le but de ce paragraphe est de montrer que, lorsque A est une algebre de Banach, la

définition précédente coincide avec la définition différentielle du caractere de Chern relatif.
Soient A une algebre de banach et X un CW-complexe fini.
Soient H un A-fibré plat virtuel sur X et h: H — T un isomorphisme différentiable.

Soit Dy une connexion sur H dont la connexion partielle est celle associée a la structure
plate de H alors H peut étre muni de deux connexions plates Dy et h*(Dr) ou Dr la

connexion triviale sur 7.

Sim: X x I — X estla projection canonique, il s’en suit que 7*(H) peut étre muni de la
connexion Dy rp = (1 —t)Dyg +t h*(Dr). D’ou

chn(Dgrn) = %TT(R}Q’TJL) € (X x I,A) et ch™®(H,T,h) = K(ch,(Dury4)) oun K
est I'opérateur d’homotopie standard.

Comme

Q" (X x I, A) =~ Q[t, df] & O*(X, A)

alors chy (D(g,r,py) = dtNp+¢" et K(chn(Dmrn))) = fol dt A\ est une forme différentielle
de degré 2n — 1 dans Q*(X, A) fermée modulo C*(X, A).

Le caractere de Chern relatif ch”¢ : K7¢(X) — H?"~1(Q*/C*) est donc défini par
chre (H,T,h) = [[, dt A ).
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Pour définir cet homomorphisme ch:fl(D( H,T,h)), ON N'a pas vraiment besoin du calcul de
H?"=1(Q*/C*), il suffit d’expliciter les différentes projections sur

&  HP(X,H, (A) & H"(X,Qn14/B,_1A).

p+qg=2n—1
p>q+1

On s’intéressera ici a la projection

H2(X) " Hom(H,(X),n_1A)Bn_1A).
Les autres projections s’expriment de la méme maniere.
Soit ¢’ : A, — X un n-simplexe de X.

L’intégrale fc, w définit un élément de Qn_lA/ B,_1A qui ne dépend que de la classe
d’homologie de ¢ dans H,,(X).

Donc pour X = S, on a:

Krel(4d) — H>™1(Q*/c*) —> Hom(H,(S"), 0 1A/B,_1A)
N =

fin—114/2§n—l14

Cette application associe a tout triple (H,T,h) : [, y ol y = [fol dt A ] et ¢ le générateur
0
de H,(S™).

11 faut donc montrer que le diagramme suivant est commutatif. (Les notations & , F et F4

sont celles de la Démonstration 1.1).
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KN A) ——&——mn(F)——mn(Fa)— I, ((GL(A.)/GL(A))*)

L n
H,((GL(A.)/GL(A)*)
| =

H,((GL(A.)/GL(A)))

L s

IR

H2n_1(Q*/C*) Qn_lA/Bn_lA

proj

Soit d(H,T,h) € K (A) = K3¢(S™). On lui associe la classe de (H,h) € £ Cette
dernieére est en bijection avec la classe d’homotopie de la fonction f € II,(F). Par

construction +, on obtient la classe d’homotopie de f* € II,(Fa) avec la propriété

(0F) (EGL(A)) = H.

L’homotopie entre F4 et (GL(A.)/GL(A))" associe & f* un élément vt dans
I1,((GL(A.)/GL(A))"), c’est & dire une application v : A[n] — (GL(A.)/GL(A))* ou
Aln],,, = Hom((m), (n)).

L’application de Hurewicz simpliciale transforme v* en ¢t = v}t (id(,))(A.3).

Soit ¢ 'image dans H,(GL(A,)/GL(A)) de ¢, il faut donc montrer que [, v = [ w avec
w=ch™(E,T,a) = 0*(ch"(EGL(A),T,&)) car E = 0*(EGL(A))

et
Y = chifl(H, T, h) = ()" (chi*/(BGL(A), T, h).
On a
_ rel 7
Jr v = Jogey chn (EGL(A), T, h).
et
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Jow =[50 chi (EGL(A), T, &) = S ch'*'(EGL(A),T, &)
avec cj I'image de f(c) par I'application qui identifie le groupe simpliciale BGL(A) au
groupe discret BGL(A) donné par la construction de Milnor.
Donc ¢} : A,, — BGL(A) est définie par
co(u = (to, - ,tn)) = (aoto, -, Antn) =< a,u > ol ay = ¢(i — 1)¢&(4).

Or, on a un diagramme commutatif

A, ogn L, F . BGL(A)
u— ) —  Flch(u) — <du>

Fa — |(GL(AL)/GL(A))T|— BGL(A)*

fH(epm) — c(ct,u) — <cu>T

donc d = ¢ d’ou ¢ = 0fcj,. D’ou le résultat.

3. LES CLASSES CARACTERISTIQUES
SECONDAIRES

On s’intéressera dans tout ce qui suit au cas A = C.
3.1 Construction des classes secondaires Ry, ;: K3, 1(C) — C

Soit Sp41 : HC,41(A) — HC,,—1(A) Popérateur de périodicité de Connes induit sur

les cycles par 'homomorphisme qui a une forme différentielle non commutative

aod'ay -+ - d'a,1 associe
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—1 / / / / / / /
m[aoalagdag..damrl + apd'ayagasday..dan 1 + .. + apday..d'ay—1anan, 1]

On a alors le résultat suivant:

3.1.1 Proposition: Pour n impair, la composée

S = Sn_lsn_g c '52 : ch_l(A) — HCO(A)

est définie par

n—1
_(=nTzo(2h)

S(aod'a1 tee d’an_l) == (n—1)! aopayl * - Ap—1.

La démonstration de cette proposition est triviale ( par récurrence) et en la combinant

avec le caractere de Chern relatif de la définition 2.1.1, on obtient le théoréeme suivant:

3.1.2 Théoreme: La composée de S avec le caractére de Chern relatif

rel

ch
K¢ (A) =3 HCy o (A) =25 HCy (A).
associe a tout élément d(E, F,a) de K5¢ |(A) la classe du cocycle

S(f )= S(w) = [, ety Tef, T/(0) (@7 (0)2) = b= Bl 7 [ 7 ()20
ot Sy : H"(GL(A.)/GL(A),HC,,_1(A)) — H"(GL(A.)/GL(A), HCy(A))
et c = h(d(E, F,a)).

On est maintenant en mesure de définir les classes caractéristiques secondaires de la

maniere suivante:

3.1.3 Définition
Pour tout n € N*, La classe caractéristique secondaire Rs,, 1 est I'application

composée

rel
chap_1

Ry : Kono1(C) = K4l 1 (C)—Tlay 1 ((GL(AL) /GL(A))F)—"=C
ot I'application K, 1(C) — K¢ | (C) est définie de la maniére suivante:
Soit £ un élément quelconque de Ko, 1(C) = Kc(S?"™1). On peut voir £ comme un

C-fibré plat virtuel sur $27~! et le munir ainsi d’une métrique 7 qui induit un isomorphisme
entre ¢ et son anti-dual £*. Ceci nous permet de définir une application canonique de

Ko, 1(C) vers K5¢' | (C) qui associe a ¢ la classe du triplet (£*,&,7).
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3.2 Description explicite de R, ;

3.2.1 Théoreme: Pour tout n € N*, ["application composée Rs,_1 associe a tout C-fibré
plat virtuel sur S?n+1 E=(pij)o<ij<an—1 , ou les @;; sont les applications de transitions
du fibré,

1) (n—1)! _ n—
Ron-1(8) = Gatbonomn L7 Ja,, (v dv)? !
2n—1
avec p;j = g{lgj € GLN(C) pour N assez grand et v = Eo x; gigl ou

(i)o<i<on—1 € Agp_1.

Démonstration

Soit U = (Uk)kes un recouvrement ouvert trivialisant de £ tel que V i # j, U; N U;

est connexe ou vide.

Le fibré ¢ est alors défini par des applications de transitions ¢;; : U; N U; — GLn(C)
localement constantes donc constantes car U; N U; est connexe et le fibré £* est le fibré
dual défini par (t@i_jl) = ((gofj)_l).

Soit 7 : € — £ 'application définie par n; = Nu, = Ltreiey]), ou (tx), est une partition
de I'unité subordonnée a .

D’apres le théoréme 1.1.3, K3¢ | (C) = KF!1(S?"~1) s’identifie naturellement & I’ensemble
des classes d’homotopie [S?" 71, Fc], ot F¢ désigne la fibre homotopique de I'application
canonique BGL(C)* — BGL(C)"».

De plus, on sait que Ils,_1(Fc) est isomorphe & Ils,_1((GL(C,)/GL(C))"). Donc £ peut
étre vu comme un GL(C)-fibré repéré sur A[2n — 1] défini par ¢;;(0) = ¢;; € GL(C)
pour tout o € A[2n — 1]. (A[2n — 1] désigne I'ensemble simplicial défini par A[2n — 1], =
I’ensemble des homomorphismes croissants de (m) vers (2n — 1) avec (m)={0,1,..,m})
L’identification K3¢! | (C) = [$?"~!, Fc] implique que, en tant que G L(C)-fibré repéré, &*
est égal a f*(FE) ou f est une application simpliciale de A[2n — 1] vers GL(C,)/GL(C) et
on ac=h(d(*,&n) = fon1(id@,—1)) (A.2). Dol

(~1)"(n — 1)!

RO =, —@n i 1" /CFI(C)%_l

B (251__1 );)(!7(12; i)!l)! Ir / [2:250133 wulfon—1(id(on-1)) T dufon1 (id(2n-1)] "

f2n71(id(2n—1))
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Or Papplication « est une trivialisation de E en tant que GL(C,)-fibré repéré et
(&*,m) = f*((E,q)) donc pour tout o € A[2n — 1], on a ay(f(0)) = n(0).

D’ou
2n—1

(Z ornk(idien-1) " dng(idan-1)))*" ™

Ron_1(£) = (D) (n=D)! NG

(2n—-2)!(2n-1)!
Ceci implique que pour tout k, puisque Tr(n, Ydne) est invariant (A.4),
Ron—1(§) = %ﬂ"ﬁdm_m(”k(id(%—l))_ld”k(id(%—l)))2n_1—
En particulier, pour £ = 2n—1, on déduit le théoreme car 79,1 = ngnl_lyg;ﬂ;_ll et id(an_1)
induit un isomorphisme entre la réalisation géométrique de A[2n — 1] et Ag,—1 (Ici mx est

une application différentiable et 7y (x) est 'application simpliciale associée).

4. COMPARAISON ENTRE R,, ; ET LE
REGULATEUR DE BOREL

4.1 Construction du régulateur de Borel Ry, : K3,-1(C) —

R(n—1) [Ca]

Soient G un groupe de Lie compact connexe, K un sous-groupe fermé connexe et
C le G-module trivial. Notons p l’injection canonique Q*(G/K)% dans Q*(G/K) et g
I'application en sens inverse définie par: ¢(w) = | o g-wdg. on a gp = id et pq est homotope
A id. Donc H*(Q*(G/K)%) = top(G/K) d’ou H*(G,K,C) = Hy,,(G/K).
Soient G = GLx(C) et K = U(N) donc G =U(N) @ id(N)
soient G =U(N) BU(N) et G =U(N) x U(N) le groupe de lie associé a G.
Le groupe G étant compact, on a donc un isomorphisme

H'*

top

= H*(Homi(\"U(N),C)) = H*(G,K,C) = H[,,,(GLy(C),C)

U(N), C)=H*(G.K,C)=H*(Homx(\(G/K),C)=H" Homx(\"UN),C)

(U(N),C) et H*

D’oll un isomorphisme canonique entre H;: rat(GLN(C),C) qui trans-

forme Hy (U(N),R(n)) en i™H7,,(GLn(C), R(n)).
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Or HQ‘OP(U(N)) = N (uy,u3,- -+, usn_1) avec Qug,_1 = 2n — 1 et on peut choisir us, 1
canoniquement comme image de la classe de chern ¢, par la transgression dans la suite

spectrale de Serre du G Ly (C)-fibré universel sur BGLy(C).

On pose b/, 'image de us,_1 par 'isomorphisme

Hig, (U(N),R(n)) — Hegy ' (GLn(C), R(n — 1))

top cont
et b, l'image de b/, par
H*" 1 (GLN(C),R(n—1)) — H* Y(GLyN(C)’,R(n —1)) = H>**"1(GL(C)°,R(n — 1))

cont

Les applications précédentes représentent respectivement l'inclusion canonique et
I’isomorphisme de stabilisation.
On définit ainsi le régulateur de borel

Rbor  Kon_1(C)——Hap 1 (GL(C)°) 2SR (n — 1),

Dans le cas n = 1, on retrouve 'application Log]| |.
4.2 Comparaison entre R;, et Ry, 1

On va maintenant montrer notre résultat principal qui stipule que les cocycles continus
¢ (voir 4.2.1) et b/, qui définissent les deux régulateurs Ry, et Ra,—1 sont égaux & un
scalaire pres.

2n

4.2.1 Proposition: Soit ¢ Uapplication sur GLN(C)*™ a valeurs dans C définie par

©(go, -+ 92n—1) =TT fAZn—l (y(w)_ldy(x) )Zn—l

ot x = (x;)o<i<an—1 Teprésente un point du (2n — 1)-simplexe standard Agy,_1 et
2n—1

v(z) = '§0 xi9ig; -
Alors ¢ est un (2n — 1)-cocycle homogéne C>* sur GLy(C) a valeurs dans C qui est
U(N)-normalisé (cf.[Gu] ppl128).

Démonstration

Soit g € GLN(C). On a ¢(ggo, ..,gggn_l):TrfAM_l(z/(x)_1d1/(x))2”_1

2n—1
ouv'(z) = X wi99i979" =gv(z)g".

Or (v'~tdv' )=t =g*~H(v1dv)®~1g* donc ¢(ggo, -, g92n—-1) =%(go, " gan—-1)-
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Soient ko, .., kap—1 € U(N). On veut montrer que ¢ est U(N)-normalisé , c’est a dire que

©(goko, -, g2n—1k2n—1) = ©(go, - -, Gan—1)-
2n—1

Soit v’ (x) = ‘go xigikikfgf, on a v’ =v car k;k =1 Vk; € U(N).
Donc ¢(goko, -, g2n—1k2n—1) = ©(go, - -, gan—1)-

Soit § la différentielle du complexe C*(GL(

C), C)“L(©) alors

2n 2n
=X

p:

(=DPTrf, (v 'di)*"

(590)(907"7g2n>220(_1)i§0(907--vgpv“792n> %

0 2n—1

N pil 2n N
ou vp(x) :Eo xigig; + '—Z+1 xi—19:9;. Dol

2n
(60)(gos -+ gan) =TT /8 (=" dp)*" =" avec =% zigig]
AZn -

:Tr/ d(p~tdp)* ! (formule de Stokes)
A

2n

=0 car Tr(p tdu)* ! est une forme fermée (voir[K 2]pp40)

4.2.2 Théoréme: Pour tout n> 1, la classe de cohomologie continue b, de Borel, plongée
dans H>" 1 (GLN(C),C), est représentée par le (2n — 1)-cocycle continu & valeurs dans C

cont

donné sous forme homogéne par
(90,1 92n—1) — %@(903 o, G2n—1)

o @ est le cocycle défini dans la proposition 4.2.1.

Démonstration

Pour n = 1, on a une formule explicite pour (:
S : _ * * *\ ok N -1
oit v = wogogs + 19191 = go((1 —¢) +1tgg™)g5 0w g = g5 91

©(g0,91) :TT/ (Vﬁldy)

AN

1
——1r [ (g - )0+ (1= D)(gg" ~ 1) e
0
= — Logl|dét(gg™)| = —2Log|dét(g)[(A.6)
Or on sait que le régulateur de Borel \; est défini par A\;(g) = Log|dét(g)]|.
Donc by = (g0, 91)].
Pour n > 1, on considere I'isomorphisme

r H2" Y (U(N),C)——H>"-1(GLN(C),C)

sing cont
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obtenu en combinant le morphisme de complexes @?"~! de C’;Z}}l (GLN(C),C)y(n)

vers HomU(N)(/\2"71(QZN(C)/M(N)),C) qui induit I'isomorphisme de Van Est ( voir
[Gu| pp228) et la composée des isomorphismes décrits dans [Gu] pp366:
Homy gy (A"~ UN),Q=Homy o) (A" ToU (N),C) = Q2= (U (N))V U

( GIn(C), resp. U(N), désigne I'algebre de Lie associée & GLx(C), resp. U(N)).

Il est classique que H* (U(N),C) = A" (u1,us, -, uan_1), Palgebre extérieure sur des

sing
générateurs (ugr—1)1<k<n de degré (2k — 1)1<kp<n, qu'on peut choisir canoniquement
comme images des classes de Chern entieres (ci)i1<k<n par la transgression dans la suite
spectrale de Serre du G Ly (C)-fibré universel sur BGLy(C).

(_1)nfl

mTT(Oflda}z”_l avec a 'do égal & la forme de

Plus précisement, us,_ 1 =
Maurer-Cartan sur le groupe GLy(C) ( voir A.7).

La classe de Borel b/, est définie comme image de us,—1 par la composée des isomorphismes

(="

H2 U MRS H L G Ly O R (n) 2 —H 2 GLy (OR(n—1)).

sing cont cont
Donc 7 transforme ug,_1 en mj*(b;), ou j est I'inclusion de R(n — 1) dans C ( voir
A.6).

Pour comparer [¢] et 7. (b)), il suffit donc de comparer les deux classes de formes invariantes

Uop—1 et [w] au point base 0 = {K} € G/K, ou [w] est I'image de [¢] par 771.

Un calcul technique ( voir A.8) montre que
ﬂ2n71(¢)(X17 T 7X2n—1) -

(=)™ Y(n—1)! * *
e 17 J )Xoy + X0 Kanon) + X 1))

oll ¢ est le cocycle non-homogene associé & ¢ et X la classe dans GLy(C)/U(N) d’un
élément X de GLN(C). ( e(s) = £1 étant la signature d’un élément s de I’ensemble des

permutations Yo, _1).

En explicitant 7 ( voir A.9), on a donc:

—(2i 2n—1 —(2i 2n—1 n—
wolag, -, op_1) = ((2271—1)!1_'7“ Y e(8)as1)  Qsan—1) = %Tr(d&)2 1
SGEQn—l

D’ott [w] = 23" 17" Luy, 1. Ce qui implique le théoréme.
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4.2.3 Corollaire 1: Soient Rpor : Kop—1(C) — R(n — 1) le régulateur de Borel et

Rop—1: Ko,—1(C) — C lapplication définie dans 3.1. Soit j linclusion de R(n — 1) dans

C, on a alors l’égalité:

2372272(_;))'7227? (_nll!l)! R2n— 1-

jO Rbor -

Démonstration

Ce corollaire est une conséquence directe des théoremes 3.2.1 et 4.2.2.

4.2.4 Corollaire 2: Soit B], le cocycle non-homogeéne associé a b), et
@t Oy (GLN (C), C)uwy — Homy vy (A (Gl (C)/U(N)), C) le morphisme de
complexes qui induit l’isomorphisme de Van Est. Alors

@B ) (X1, Xono1) =

_1)n71

(m)n_123n_2(2n_1)TT562§23”716(8)(X3(1) + X:(l)) o (Xsn-1) + X:(Qn—l))'

5. RELATION ENTRE R,,; ET LES POLY-
LOGARITHMES

Rappelons que le probleme d’exprimer la classe de Borel b/, € H*"~*(GLx(C),R(n—

cont

1)) avec un cocycle explicite, sinon continu, au moins mesurable et localement borné, est

résolu pour n=1,2 et 3.
En effet, pour n = 1, b, est représenté par le cocycle continu
(90, 91) — log|détgy " gu.
Pour n=2, b/, est représenté par le 3-cocycle continu donné sous forme homogene par
(90,91, 92, 93) — D2(r2(go(00), 91(00); g2(00), g3(c0)))

ot Dy est le dilogarithme de Bloch-Wigner et r9 le birapport ( voir [B]).

Pour n = 3, b/, est représenté a un facteur Q* pres par un cocycle mesurable donné en
notation homogene par Ds(rs3(gov, - -, gsv)) si (go,- - -, g5) est v-générique et par 0 sinon;

le choix de v # 0 est arbitraire ( voir [G2]).
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Notre but est de retrouver ces résultats avec la cochaine continue .

5.1 Cas ou n=1
Pour n = 1, on a une formule explicite pour ¢:

Soit v = ogogy + 219195 = go((1 —t) +tgg*)gs ot g = g5 ' o1

©(90,91) :TT/A (V_ldl/)

1
== 7r [ o = D0+ (1= 0lag” ~ 1)t
= — Logl|dét(gg™)| = —2Log|dét(g)|(A.6).

5.2 Cas ou1 n=2

Soit ¢ € C3(GLy(C), C) la cochaine continue définie dans 4.2.1 et soit

XS C’giff (GL2(C),C)y(2) le cocycle inhomogene associé a .

alors ¢(g1, g2, g3) est cohomologue & v3(43(¢))(g1, g2, 93) = fA(gl’g%%) w

ou @ et v® sont les morphismes de complexes entre Cg’iff(GLg(C), Clu(e) et

HomU(Q)(/\g(ng(C)/L{(Q)), C) qui induisent I"isomorphisme de Van Est, w est la

(3)-forme sur GLy(C)/U(2) associée a u3(¢) par Iisomorphisme
Q3(GLy(C)/U(2))%%(©) = Homy (N\*(GL2(C)/U(2)), C)

et A(g1,92,93) C GL2(C)/U(2) le simplexe géodésique de sommets e, g1e, g1g2€, g1g29g3€
défini comme étant le cone géodésique g1 A(gs, g3) avec 0 = { K} € G/K le point base (voir
[D2]).

Soit ¢ = v3(u3(¢)), on peut lui associer de maniere bijective ¢ un cocycle continu donné

en représentation homogene par
(90, 91,92, 93) = go- fA(go_191:91_192792_193) w-

Soient go, g1, 92, 93 € GL2(C), on veut montrer que la classe de cohomologie de

&(90, 91, 92, 93) ne dépend que du birapport r2(go(c0), g1(00); g2(00), g3(00)).

On remarque qu’on peut se restreindre & go, g1, g2, 93 € SLa(C) puisque
BSLy(C)™ = BGLy(C)™.
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On va commencer par montrer que la classe de cohomologie de @(go, g1, g2, g3) ne dépend

que des premieres colonnes g;(oc0) 0 <7 < 3.
Pour cela, on va utiliser un résultat de Dupont ( voir [D1]):

Soit G un groupe de Lie et B.(G) sa bar résolution ( voir [McL]). Supposons que G
agit sur une variété V (¢ — 1) connexe pour un certain entier q. Alors le complexe des
chaines singulieres de V' est un complexe de G-modules ( & gauche) (¢ — 1) acyclique. D’ou

I'existence d’une transformation de chaines o de G-modules:

Z < ByG) 2  B(G) & B,(G)
| lo Lo Lo (¥
Z - GUV) o GIMV) e GE(Y)

Cette application o nous permet de définir pour toute p-forme G-invariante w sur V' ( avec

p < q), une cochaine d’Eilenberg-MacLane J(w) & coefficients dans C par 'intégrale:
Jw)(g1 5 95) = Jo1g,.01g,) @

On a alors la proposition suivante ( voir [D1 ]):

5.2.1 Proposition: (i) La cochaine J(w) est un cocycle siw est fermée et c’est un cobord

st w = dw' avec w' une forme différentielle G-invariante.

(1) Pour p < q et w une forme fermée, la classe de cohomologie de J(w) dans HP(G, C)

est indépendante du choix de o.

(1ii) Pour V.= G/K avec K un sous-groupe compact mazimal de G, ¢ = +00 et il existe

un choiz canonique de olg1|---|gp] = A(g1,- -, gp) le simplexe géodésique.

Donc pour montrer que la classe de cohomologie de ¢ ne dépend que des premieres colonnes,
il suffit de trouver une application o vérifiant le diagramme (*) telle o ne dépend que des

premieres colonnes.
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Pour cela, notons C), le groupe abélien libre de base (zg,- -+, x,), x; € P*(C). On forme

alors un complexe

d d d
e —)Cp—)Cp_1—> e

en définissant la différentielle d sur les générateurs par
d(zo,+,xp) :éo (—=1)(xq, -+, &4, ,Tp).
Il existe une augmentation naturelle € : Cy — Z définie par €(xg) = 1.
On a alors le lemme suivant:
5.2.2 Lemme: Le compleze augmenté C,——Z — 0 est acyclique.

En effet, soit z = Yn;(zf, - - ,x;) un p-cycle du complexe augmenté (p > —1). Puisque C
est infini, on peut trouver un point x € P*(C) différent de tous les 2. On montre alors

facilement que z = d(Xn;(z, 5176; T ,xé))

D’autre part, action naturelle de G = G Lo(C) sur P*(C) induit une action de G sur C,.
Donc C, devient un complexe de G-modules acyclique sur Z. Le lemme de comparaison

des résolutions, nous permet alors de définir un homomorphisme 0 : E,(G) — C, de

G-complexes sur Z, unique & homotopie pres, ou F,(G) désigne la G-résolution libre sur

Z.
Ce morphisme se décrit de la maniére suivante ( voir [Y]):

Soit E,G L2 (C)— B.GLy(C) le fibré simplicial universel standard. On considére I’ensemble
simplicial E£*"GLy(C) obtenu & partir de E,GL2(C) en ne retenant que les simplexes
(90,91, 92, 93) tels que gg(00), g1(c0), g2(00), g3(00) soient en position générale dans P! (C).
Soit alors B§™"G Ly (C) I'image de E$*"GLo(C) dans B,GLy(C).

Alors B§*"GLy(C) — B.GL2(C) induit un isomorphisme en homologie.

On en déduit que le morphisme 6 provient du morphisme G-équivariant du complexe
singulier de E{“"(G) vers C, donné par:

(90591, 92, 93) — (go(o0), g1(00), g2(00), g3(00)).

D’ou une application o( vérifiant le diagramme (*) telle oy ne dépend que des premieres

colonnes définie par la composée
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BIM(G) 1= (Cl)6 — CFM9(G/K)

oll G = GLy(C), K = Uy(C) et ot le morphisme (C,)g — C£™(G/K) est induit par
le lemme de comparaison des résolutions ( car les deux complexes sont des résolutions

acycliques de G-modules sur Z).

Donc ¢ est cohomologue a ¢ = fgo[galgﬂg;lgz‘g;l%]

go(00), g1(00); g2(0), g3(o0) de P*(C).

Or on sait d’apres [D1] qu’il existe k € SLy(C) tel que

w et ¢ ne dépend que des points

(90(00), g1(0), g2(00), g3(oc)) = k(o0, 0,1, 2)
avec z = 12(go(00), g1(00); g2(0), g3(0)).

Ce qui implique
?(90, 91, 92, 93) = F(r2(g0(00), g1(00); g2(00), g3(0)))-

D’apres [B2], a un scalaire multiplicatif pres, Dy est déterminée par I’équation fonctionnelle

du dilogarithme.
Donc il suffit de montrer que Vz1, 29 € C — {0, 1}, F vérifie
F(z1) = F(z2) + F(22/21) + F((1 = 231) /(1 = 271) = F((1 = 22) /(1 = 21)) =0

Ceci équivaut a: Vgo, -, g4 € GLy(C), de premieres colonnes distinctes

éo (—1)1'F(7“2(g0(oo), o, Gi(00), -+, ga(00))) =0

Il s’agit donc de montrer que

4 . .
i§0 (_1)190(907 N P 794) =0

Ceci équivaut a montrer que

4 o N
ig() (_1)Z<P(907 s Giy 794) =0

avec ¢ une cochaine quelconque cohomologue & ¢ dans H*(GLy(C), C).
On a un choix convenable de ¢ donné par la proposition suivante:
5.2.3 Proposition: On considere le cocycle donné en représentation homogéne par
P90, 93) = [, 7" (w)
our:Asg — GLy(C)/U(2) est lapplication définie par
r(to, -+, t3) = 90_1'7191(90_191~7T32/31(91_192~7T33/32(92_193~€)))
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avece ={U(2)} € GLy(C)/U(2), s; = ti+tir 1+ - -+t3 et ws Uapplication de GLy(C)/U(2)

dans lui-méme définie pour tout s € [0, 1] par 7s(x) = exp(s exp~(x)).
Aors les classes de cohomologies de o défini en 4.2.1 et ¢ coincident dans H3(G,C).

Démonstration

Soit @ = . _ . w le cocycle continu homogene associé a v°(u? .
¥ fA(go Y91,97 " 92,95 "93) Y g (u(9))

En suivant [D2] pp241, on montre que é est une cochaine continue cohomologue a @.

Ceci finira la démonstration puisqu’on sait que ¢ et ¢ sont cohomologues.

Il reste maintenant a prouver que
4 ;= ~
(1) B0, G 0a) =0

Pour celd, on considére la fonction ¥ définie sur G Lo (C)® par

4 P N
)y (_1)190(907 iy 594)

\11(907 U 794) :iZO

L’application ¥ définit une cochaine continue de C4, 1£(GL2(C), C) car @ est une cochaine

continue.
De plus, Iisomorphisme de Van Est définit un morphisme de complexe u* entre

C’giff(GLg(C), C) et C*(GL5(C), C) qui admet un inverse homologique. Donc il suffit de

montrer que u(¥) = 0.
dz? 4

4 . . o e _1\¢
O K = B o) 3 ()

o(1, expr1 X1, .., exp(x1 X1 T i X5), . exp(x1 Xy + .. + £4Xy))
= 3 [ nw)
oEX, dry---dxygg,. 0 A,
avec 1, : Ag — GLo(C)/U(2) définie par:

4 . _
ro(t) :EO (=1)'r(1, expr1 Xo(1), - exp(21 X p(1) + oo + 2 X0 (5))s s €xp(21 X6 (1) + - + 24X (1))

Donc, au voisinage de 0, 75 (t) = 1 + s2(22 X (2) + 73X 5(3)).

Dot u*(¥)(X1,---, X4) = GES €(0)(Xo(2) + Xo(3)) [a, 7*(w) avec r(t) = sa.e
g 4

Or 06254 €(0)(Xo2) + Xo(3)) 203384 €(0) Xo(2)+ Tza(%)é&; €(0) X (2) = 0 car (1) = —¢(0).

En conclusion, on a:

@(90, 91, 92, 93) = AD2(12(g0(00), g1(00); g2(00), g3(00))).
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5.2.4 Remarque

Il est naturel que ni ¢, ni ¢ ne soient égaux a un dilogarithme du birapport car ce sont
des cochaines continues alors que Dy (12(go(00), g1(00); g2(0), g3(c0)) n’est pas continu au
voisinage de l'identité. Cependant, c’est une cochaine mesurable et localement bornée et
on sait que, sur un groupe localement compact, la cohomologie continue coincide avec la

cohomologie des cochaines mesurables et localement bornées ( voir [Bl]).
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APPENDICE A

(A.1) Ry = d(—T' + ") + (=" +4I")2 = —d'T' — d"T’ + dtT" + tdl" + T'2 + 127" —
tI'T" = dil" + (—d'T"' +T"?) + A

ou A ne contient que des formes différentielles de degrés inférieurs ou égals a 1 et

—d'T' + T =0. Dot [, K(RH(0)) = [, [, dtT"A""1 =0

(A.2) Soit X un ensemble simplicial. L’application de H,(X) dans H, (|X|) associe &

xn € X, Vapplication € : A,, — |X| définie par e(u) = cl(xy,, u)

Etant donnée f € IL,,(X), la commutativité du diagramme

,(X) =  H.(X)

] L

(XD —— Ha(|X])
h

implique que la composée I1,,(X)——H,(X) — H,(|X|) transforme f en € avec la

propriété | f| = e d’ott h(f) = fn(id(,)).

(A.3) on a E = (gj;) un GL(A)-fibré repéré sur GL(A,)/GL(A) avec

gii(0) = gjg7* € GL(A) ot g; = o(i) et @ : E — T un isomorphisme de GL(A,)-fibré
repéré avec £ = 0*(EGL(A)).

Soient £ = (pj;) un GL(A)-fibré plat virtuel sur S™ défini par £ = f*(0*(EGL(A)) et
v : & — £ un isomorphisme avec v = YTkPL; Phi -

Or d’apres 1.3.1, K'¢(C) = KK'(S™) =2 KZ'(Aln]) donc ¢ peut étre vu comme un
GL(A)-fibré repéré sur Aln| défini par ¢;;(0) = ¢j; Yo € Aln].

Et on a bien vp;; = t@i_jlui donc v : & — £* est un isomorphisme des G'L(A,)-fibrés

repérés associés. (Ici les xy représentent les coordonnées barycentriques de o).
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En tant que GL(A)-fibré repéré & = F*(0*(EGL(A))) = F*(E) ou

F: Aln] - GL(A,)/GL(A) telle que le diagramme suivant commute

A, L |GL(A/GL(A)| —  [(GL(AL)/GL(A)*|

¢ | |~

st — F - Fa

(on rappelle ici qu’on identifie A, & |Aln]| par u, — [(id(,), un)|)-

En comparant avec la construction de ¢ dans 2.2, on a F'* = v™ donc ¢ = F, (id(n))-

(A.4) Soient j # k deux entiers.
Trdyjv; ' =Tr S tipjies; =TT B tiojepri(Pinpr) =TT B tipjrpri@ii i

= TrojnE tipripll ¥ = Tr B tipriel; = Trdvyy, '

(A.5) Soit M = g*g — I et supposons que M est diagonalisable (ceci ne nuit pas
a la généralité car les diagonalisables sont denses dans GL(C)) donc M = PDP~! ou

M0 0
D={o0o . o0
0 0 A

1 1
TT/ M@tPDP '+ PP 1~ ldt =Tr/ M(P@tD + )P~ 1)~ tdt
0 0
1
:Tr/ MP(tD+I)"*Ptat
0
1
=TrM P( / (tD+ 1) 'dt)P~*
0
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/tAa+1 0 0\ '
TTMP(/()( 0 0 )dt)Pl

0 0 th\,+1

1 tA11+1 0 0
=TrMP( / 0 .0 dt)P~1
0
0 0 tAj+1
/\%log(l +A1) 0 0
=TrMP 0 0 p!
0 0 s-log(1+X,)
)\lllog(l +A1) 0O 0
=TrPD 0 0 Pt
0 0 s-log(1+ An)
)\%log(l +A1) O 0
=TrP~'PD 0 0
0 0 tlog(1+ An)
logl+X1) O 0
::]“r( 0 0
0 0 log(1+ )
=log(]T (1 + X))
=1

=log(detP(I + D)P~1)
=log(det(I + M))

=log(det(g"g))

(A..6) On sait que I'isomorphisme canonique entre Hy, (U(N),C) et H;

cont

transforme Hfg;_l(U(N),R(n)) en 2" T H2" Y G Ly (C),R(n)) et ug,_; en

cont

GLN(C),C)

v, € HY(GLx(C),R(n —1)).

cont
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L’identification >* ' H>"" 1 (GLx(C),R(n)) et H2"*(GLx(C), R(n—1)) provient du fait

cont cont

que tout z = 2"~ 1(2ir)"z € i*""'R(n) s'écrit 2 = (—1)"27(2iw)" 1x.

Donc Iisomorphisme Hy,,(U(N),C) = H,,,(GLN(C), C) transforme ugz, 1 en

H;n%j*(b’n) onj:R(n—1)— C.

. n montre dans 2 0) que la classe fondamentale de ~+ est définie par:
(A7)O d [K](pp4)q la cl fond le de S%7—1 défi P

[S2n—1] = ((51172;;(12%_—11))!! Tr(a~tda)?"—! € H2—1(§2n1),

Soit g le générateur de Ila,_1(S?"71) et o le générateur de Bott de Ila,_1(U) = Z.

Le générateur x est atteint en Ily,_1(U(n)) car Ily,_1(U(n)) — Ila,—1(U) est surjective

et on a:

- Uz, _1 est image de [S?" 1] par la fonction en cohomologie induite par la fibration

Un—1)— U(n) — S?"~1,
- L’accouplement Ila,, 1 (S?"~ 1) x H?"~1(S2"~1) — Z transforme (zg, [S?"7!]) en 1
- 'accouplement Iy, _1(U(n)) x H?*"~1(U(n)) — Z transforme (x,u2, 1) en 1.

Donc il suffit de connaitre [ € Z tel que HQn_l(U(n))LHQn_l(S%_l) pour déduire que
U — (_1)7171("_1)! TT(Oé_ld )2n—1 c H2n—1(U(n))
2n—1 = (Zim)m (2n—1)1 I @ :

1 n—1

Or, encore d’apres [K2](pp 41;85) [= (n—1)!. Donc uzn—1= Grymizm—r

Tr((da)a=1)2n=t

(A.8) Soit ©(go, ", gon_1) = %T?‘ ngn,l(V_ld’/>2n_1

2n—1
avec v = 'Eo x; 9igf ou(zi)o<i<on—1 € Aop—1 et ¢ la classe non-homogene associée & ¢
1= - =

par I'isomorphisme

925(91, T 792n—1) = 90(1,91,9192, cty g1 '92n—1)-

La classe [u?""1(¢)] correspondante a la classe [p] par I'isomorphisme de Van Est est

donnée par:

d2n—1

Y P) (X1, ey Xon_1) :sez%‘n_l €(8) g a— Plexpti X1y, - - - explan—1Xs2n-1))j0,..0
Etant au voisinage de 0, on peut considérer que expt; Xs;) = 1+, X,

donc u?" (@) (X1, -, Xon_1)
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2 1
dn

= Y e8)gtam o+ tXsq), o 1+ tan—1Xs2n-1))j0,--,0

s€Xan_1
g2n-1 2n+1
= > 6( )W¢(1,1+t1X5(1)7, ].:.[ (1+t1X1))|07’0
SEYon_1 =1
2n—1 _ 1) (n—1)! ~ n—
:sezgn 61( )dtld dtzn—1 ((Z(nflé)!((?nﬁ)l)'TrfA d @ot.s) vt.9 ) 1)|O""0
avec N
2n—1 % %
vt s) =wvot B ai L (1+0Xa) I (1+8Xsm)
2n—1

=1+ E X; E tk(X:(k)+Xs(k))

Au voisinage de (t1,---,t,) = (0,---,0)

2n—1 2n—1
d'v(t,s)(t,s)"" [E dz; Z te(Xg) + Xsw)][1+ E x; Z tk(X:(k)—i'Xs(k;))]_l

2n—1 2n—1 7
=S du 2 (X Xe)l= 2 @ B (X + Xaw))

Z_

2n—1 1
D’ott (d'i(t,s)v(t,s)~ )2t = g e(T) I Z tk(XTS(k) + Xrsr)dar -+ dran g
TECO2n—1 =1
Donc u2n—1(¢)(X1, . X2n—1) =
5, ¥ TN IS (X X
[ t *
nseazn 1( )dtl dt2n 1 ( 2= 1)2—'7“’7'60'271 f(T) i=1k=1 k( Ts(k)+ Ts(kz))|0,..,0
5 L R X
- - t *
nseazzzn 1( )dtl dth—l( rTEO’2nff(T) i=1 k=1 k;( Ts(k)+ Ts(k)))|0""0
b X TS em) (X K)o (Kan 1) + Xraganr)
onT'r SEU%] B 6(5)(X:(1) + Xs(l)) T (X:(Zn—l) + X8(2n—1))
V A cood t 6, = M
ou on-1) = [[+- fA% 1 Loan—1 = (2n DI = 2n—2)2n—1)!"

(A.9)

Soit ¥ € HomU(N)(/\Qn_1L{(N), C) définie par:
\il()/h U 7)/271—1) = U2n_1(¢)(iyla e 7i)/2n—1)~

La forme w est I'image de ¥ par I’isomorphisme:
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Homy oo N~ UNLC)=Homi A\*" (G 0.C——Hom i A*"~ Ty G/1).C)
_=.2n-1 (G/K)G _ Q2n—1(U(N))U(N)><U(N) iQQn—l(U(N»

ou G=U(N)xU(N), K=U(N) et ou G resp. K désigne les algebres de Lie associées
aux groupes G et K et ou 'isomorphisme T est induit par I' = dn (1) : G — Tp(G/K) avec

m: G — G/K la projection canonique.

L’isomorphisme entre Hom (A"~ ToUN),C) et Q21 (U(N))VNI*UWN) st donné par

Q=L U(N)VINXUWN) s Homg (N ToU(N), C)

w — wo

Sa réciproque associe A f la forme w telle que wy, = g.(foA>" ™" Lg—1.m) = Fo\NT" ! g—1 m

(car 'action de G est triviale sur C) avec m = g et
fg—1m =d(g™.)(m) : TL,U(N) — ToU(N).

et I'isomorphisme entre Q271 (U(N))VINIXUN) ot O?"=1(U(N)) est donné par

QQn*l(U(N)) - Q2n—1(U<N))U(N)><U(N)

w - fU(N)xU(N) g-wdg

w — w

Donc

W = fo N g1, avee f € Homg (N>~ ToU(N), C) définie par

f&ry e onar) =0T (&), -+, T (€anm1))
:ugnil((b)(if‘il(gl)v T 7if‘71(€2n71))

Donc

—1)" " (n—-1)! * *
f(gla U 75271—1) = (2%5%)[((2(,”711))!')2 Tr b)) 6(8)(58(1) + (55(1)) s (55(271—1) + 53(271—1))

SCo2n—1

avec expitl ~1(&,) = 1+ td; quand ¢ est au voisinage de 0.
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D’ou

wm(ala ) a2n—1) :f(:ug_l,mah e 7”9‘1,ma2n—1)

~@n = 220 D2 L seos, 8 0n) 051 Csgznn) + s(zn-1)

avec expitl 1 (pg—1 o) = 1+ 0, d'olt 6 = T (pg-1 mag).

Or T Y (py-1 mow) EUN) = 6 =iX avec X e U(N) = X* = —X = 65 =0,

22n—1 (71)n—1(n71)'
(2n—2)!(2n—1)! Tr X

Donc wy,(aq, -+, aop—1) = €(5)0g(1) * ** Os(2n—1)

S€02n—1
D’autre part, soient do = (dw;;)1< j<n base de Q*(GLx(C)) et 7: GLn(C) — GLN(C)
qui transforme M en M 1.

On pose a™ tda = 7da € M,,(Q(GLN(C))).

1 n—1
= @im)" (2n—1)!

(A7)

On a alors ug,—1 = A\ Tr(a™tda)® 1y vy avee A,

Les deux formes w et uo,_1 étant invariantes, il suffit de les comparer au point m = 0.

En identifiant oy & [ "!(ax) = (wi;) € U(n) et comme a = 1 en 0, il s’agit donc de
comparer

_ @) =) (n-1)!

wO(a17 e 70427171) - (2n—2)1((2n—1)1)2 Tr 36022]”71 E(S)as(l) s 043(2n—1)
et
—nn! n—

Uoan—1 = WTT(CZO{)2 1.

Pour n =2

wo(ay, ag, a3) = —é by 6(3)[505(1)(318(2)23(3) - ys(3)2’s(2)) - ys(1)(zs(2)ts(3) - 25(3)758(2))]

s€o3

avec

T 2k
QpE = < U(Z)
Ye Uk

d’ott wy = — % (dedydz — dydzdt).
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3

dr dz

D’autre part Tr(da)3 = Tr = —3(dzdydz — dydzdt)
dy dt

d’ou w = &Ug, = %ug.

Ce calcul se généralise pour n quelconque et on a:

23n—1in—1ﬂ_n(_1)n(n_1)! ”
2n—2)I(2n—1)! 2n—1-

w =
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DEUXIEME PARTIE
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LE REGULATEUR P-ADIQUE

0. INTRODUCTION

On va commencer par rappeler quelques définitions et résultats concernant la K-théorie

relative de Goodwillie d’'un anneau A par rapport a un idéal bilatere I, notée K, (A, I).

On démontre ensuite que cette K-théorie relative de Goodwillie se stabilise et qu’elle est

isomorphe & la K-théorie relative de A, notée K7€ (A).

Dans un troisieme paragraphe, on s’intéresse au cas particulier ot A = Z,, et I = pZ,, pour
définir un régulateur p-adique

Ry« Kony1(Zp,pZy) — pZy
dont on établit la non trivialité.

Enfin, on établit le lien entre ce régulateur IR, et la trace cyclotomique définie par Madsen
[M]
Tre: Kopt1(Zy) — TC(Zy)

ou T'C' désigne I’homologie cyclique topologique définie dans [BH M.
Pour ne pas allourdir les démonstrations, certains détails de calculs sont traités en

appendice, on y réfere par le symbole (B.).

1. LA K-THEORIE RELATIVE DE GOODWILLIE:
MODELE DE VOLODIN

1.1 La K-théorie relative de Goodwillie
Soit A un anneau et soit I un idéal bilatere de A.
On désigne par GL(A/I) I'image de I'application GL(A) — GL(A/I) induite par la
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projection canonique de A sur A/I et par K(A,Z) la fibre homotopique de I'application
BGL(A)T — BGL(A/I)*.

On définit la K-théorie relative de Goodwillie par K,,(A,I) := II,,(K(A,Z)). On a alors
une suite exacte longue en homotopie

= Kp(A ) — Ky (A) — K (AJT) — - -

Cette K-théorie relative admet un modele de Volodin, en effet, soit
T (A, I) = {1+ (aij) € GLy(A)/a;; € I sii L7 j}

ol v est un ordre partiel. L’inclusion T, (A, I) C GL,(A) induit une cofibration

BT7(A,I) — BGL(A) et on pose par définition
X(A,I):=U BT"(A,I) C BGL(A)
v

On a alors le résultat suivant [Lol]:
1.1.1 Proposition: Il existe une équivalence d’homotopie naturelle X (A, It —"-K(A,I).

1.2 Théoremes de stabilité

Le but de ce paragraphe est d’établir un théoreme de stabilité pour la K-théorie
relative de Goodwillie. Pour cela, on va utiliser un théoreme de stabilité établi par Suslin
[S1] pour la K-théorie de Quillen d’un anneau A: Ki(?n(A) :=1;(BGL,(A)").
Soit a = (a1, -+,a,) € A™. On dit que a est unimodulaire ssi EZ) Aa; = A.
1.2.1 Définition: ( voir [V])

On appelle rang stable d'un anneau A et on note s.r.A le plus petit entier r vérifiant:
Vn > ret Va=(ay, -,a,) € A™, (b1, - ,by_1) tel que
(a1 + brag, -+, ap—1 + by_1a,) est unimodulaire.
Voici quelques exemples de calcul du rang stable d’un anneau

1) Si A est semi-local alors s.r.A = 1.

2) Si A est un anneau de Dedekind alors s.r.A = 2.
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3) Si A est un anneau de coordonnées d’une variété algébrique de dimension d,
alors s.r. A =d+ 1.
4) Si I est un idéal de A alors s.r.A = s.r.(A/I).

1.2.2 Théoreme [S1]: Soit A un anneau de rang stable r.

L’homomorphisme canonique Ki(’?n (A) — KSHH(A) est
surjectif pour n > max(2i,r +1i— 1)

et bijectif pour n > max(2i 4+ 1,r + 1)

1.2.3 Corollaire: Soient X,,(A,I) =, BT (A,I) et K; (A, 1) =1L(X,,(A,I)).
L’homomorphisme canonique K; ,(A,I) — K; n41(A, 1) est
surjectif pour n > max(2i 4+ 2, s.r.A + 1)
et bijectif pour n > max(2i + 3,s.r.A+i+1).
Démonstration

La fibration homotopique

X, (A, I)* — BGL,(A)* — BGL,(A/I)*

induit un diagramme commutatif

K2, ) — K2 AN — K,AD) — K2@ — K24/
l fi | f2 | f3 | fa L f5
K

2@ = K2 A — K (AD) — K2 (A) — K2 (A)D)

D’apres le lemme des cing et le théoreme 1.2.2, Papplication K; ,,(A, ) — K; p+1(A,I) est
bijective pour n > max(2i + 3,s.r.A+1i+1).

De plus, l'application K; ,(A,I) — K; n41(A, ) est surjective si les applications fo et f4

sont surjectives et si f5 est injective ( voir B.1).

Donc il suffit que n vérifie les trois hypotheses suivantes:
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n > max(2(i + 1),r + 1)
n > max(2i,r +1i—1)
n > max(2i+ 1,r + 1)

D’ou le résultat.

2. RELATION ENTRE LA K-THEORIE RELA-
TIVE DE KAROUBI ET CELLE DE GOODWILLIE

Dans ce paragraphe, on va établir les conditions sous lesquelles on a un isomorphisme entre

Krel(A) et K.(A,I) ot1 A est un anneau et I un idéal bilatere de A. .

2.1 Existence d’un isomorphisme entre K,(4,I) et K!°(A)

Pour définir cet isomorphisme K, (A,I) = K¢ (A), on va utiliser un résultat de

A.Calvo [Cv] pour la K-théorie topologique des anneaux de Banach ultramétriques:

2.1.1 Proposition: Soient A un anneau de Banach ultramétrique (i.e muni d’une quasi-
norme vérifiant V(z,y) € A% |z +y| < Sup(||lz|,|lyl])) et I un idéal bilatére fermé
topologiquement nilpotent (i.e kliT Sup{||z|,x € ¥} =0).

— 400
Alors pour tout n, Uapplication K'°P(A) — KL°P(A/I) induite par la surjection canonique

est un isomorphisme.

2.1.2 Théoreme: Soient A un anneau de Banach ultramétrique et I un idéal bilatére

fermé topologiquement nilpotent tels que A/I est noethérien régqulier.

Alors il existe un isomorphisme

Ko (A ) — K (A)
ot Kn(A I) =101,,(K(A, 7)) et KI¢Y(A) =1L, (Fa)aveec K(A,T) (resp. Fa) est la fibre

homotopique de BGL(A)T™ — BGL(A/I)T (resp. BGL(A)t — BGL(A)'P).

Démonstration

Soit H la fibre homotopique de BGL(A)t — BGL(A/I)%P
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le diagramme suivant

Fi — BGL(A)®™ — BGL(A)tr

| l
H — BGL(A)+ — BGL(A/I)tOp

permet de définir un morphisme F4 — H qui d’apres la proposition 2.1.1 induit un
isomorphisme en homotopie.
D’autre part, soit H’ la fibre homotopique de BGL(A)t — BGL(A/I)*. On a le

diagramme suivant:

K(A,Z) — BGL(A)t — BGL(A/I)*
I l
H' — BGL(A)* — BGL(A/I)*

Or I;(BGL(A/I)*) = I;(BGL(A/I)T) sii > 2 (B.2). D’ott un morphisme K(A,Z) — H’

qui induit un isomorphisme en homotopie pour ¢ > 2.

De plus, on sait que si R est un anneau noethérien régulier alors on a un isomorphisme entre

les K-théories algébrique et topologique de R. Donc BGL(A/I)T a le type d’homotopie

de BGL(A/I)¥P d’olt une équivalence d’homotopie H' = H.

La composition de tous ces isomorphismes donne I’'isomorphisme cherché

K (A, T) — KIel(A).

2.2 Description explicite de 1’isomorphisme K,(4,I) — K ¢(A)

Pour définir explicitement cet isomorphisme entre K, (A, I) et K °(A), on a besoin d'un

équivalent simplicial pour la K-théorie relative. On a alors la remarque suivante ( voir

[K3]):
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2.2.1 Remarque

Comme dans le cas d'une algebre de Fréchet (premiere partie), la définition de la

K-théorie relative pour les anneaux ultramétriques admet une interprétation simpliciale.

En effet, soit m un entier positif fixé et soit A, = B,/I, avec B, l'anneau des séries

formelles & n + 1 variables:

n

10 i
P(zg, -, Tn) = X Gigei, Ty -+ T
ioin

a coefficients dans A telles que (ig -« i)™ || @ig...i,, ||— 0 et I,, est I'idéal formé des séries
P telles que:
P(l’o,"',l’n):()si o+ 4z, =1.

alors les groupes d’homotopies de la réalisation géométrique de GL(A,) sont
indépendants de m et coincident avec les groupes d’homotopies de BGI(A)P.
On a alors le résultat suivant:

2.2.2 Proposition: Soient A un anneau de Banach ultramétrique et I un idéal bilatére

fermé topologiquement nilpotent tels que A/I soit noethérien régulier.
Alors l'isomorphisme entre K, (A,I) et K"°'(A) est induit par U'application simpliciale
v: X(A,I) — GL(A,)/GL(A) définie pour tout (g1,---,9r) € TY(A,I) = BT,)(A,I) par
r—1
plg19,) = [0 =2 giv1 - gri + 2],
Démonstration

On considere le diagramme suivant qui est une juxtaposition de diagrammes
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commutatifs:

X(AI) —  BGL(A) — BGL(A/I)

o | L L
K(A,T) —  BGL(A)* — BGL(A/I)*T

az | I |
H —  BGL(A)" — BGL(A/I)*t

o | I !
H — BGL(A)t — BGL(A/I)P

6| I 1
Fa —  BGL(A)* —  BGL(A)"r

] I T
(GL(A,)/GL(A)* — BGL(A)t —  BGL(A,)
L application  est définie par 6(c) = (o, - - -, ) avec a; = (i — 1)& (i)~

ouwo =[] € GL(A,)/GL(A).
D’apres ce grand diagramme, ’application ¢ qui induit I'isomorphisme K, (A, I) = Kl(A)

doit vérifier le diagramme commutatif suivant:

X (A, 1) < BGL(A)

vl I

GL(A.)/GL(A) — BGL(4)

On vérifie facilement que 'application ¢ définie ci-dessus répond au probleme. En effet,

141 A
Vigz‘( 0 ):>detgi€1+I:>g¢EGL(A):>&€GL(A*).
1+1
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Donc ¢ est bien définie.

D’autre part, on a bien 6 o (g1, +,9,) = (a1, -+, a,) avec

a;=6(i—1)5(@) " =gi- g (gir19) T =g VI<i<r—Tleta, =g 1" =g.
Il reste donc a montrer que [B231ip = agazq;.

Or v3281ip = 0Tip = ifp = ij = yazasa; et «y est injective.

3. CONSTRUCTION ET CALCUL DU REGULA-
TEUR p-ADIQUE.

Dans tout ce paragraphe, on suppose A = Z,, 'anneau des entiers p-adiques et

I =pZ,.

3.1 Construction du régulateur p-adique.

La construction de ce régulateur p-adique utilise le caractere de Chern relatif construit

par M.Karoubi ( voir [K3]):

3.1.1 Théoréme: Soit A" une Q-algebre ultramétrique vérifiant: il existe un entier s et

une constante Cy tels que || 1/k ||< Csk® Vk € N*.

Alors il existe des homomorphismes
chit! s KU (A) — Fu Al = © HOY L, (A) @ Cp A b(C) P AY)
r<0

n

qui rendent commutatifs les diagrammes:

Kpa1(A') ~ KioP (A —  Krel(A)

chl chtoP l ch™ l

TEBO HC:LOE)1+2T(AI> - r?z HC’IZCZ)1+2T(A/) - FA
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De plus, en considérant la derniére composante du morphisme ch’®, on a aussi un dia-

gramme commutatif:

Kl (A) — K, (A')
Dter
! N
B

C/\ topA//b(CO\ topA/) C«;flopA//b(C;iLtflA/) - H;fbop(A/’ A’)

ot B est l'opérateur de Connes et ou D°P est I’homomorphisme de Dennis composé avec

’homomorphisme canonique H,(A', A") — H!P(A'} A').

Démonstration

Soit A un anneau ultramétrique et A, I’anneau simplicial associé a A.
Ce théoréme reprenant le méme raisonnement que celui de la premiere partie (2) a quelques
différences pres:

- Pour définir C*°P(A), on remplace le produit tensoriel complété projectif dans le
cas des algebres de Banach, par des produits tensoriels complétés analogues: par exemple
C3°P(A) est le séparé complété de A @ A pour la semi-norme p(z) =InfSupl|| z; || x || v |

Q E i

pour toutes les écritures de E élément de z de A ® A sous la forme ¥ z; @ y; (c.f [C]).
Q 1

- L’intégration sur les simplexes qui permet de passer de la cohomologie de Rham a la
cohomologie simpliciale fait apparaitre des dénominateurs d’ou la nécessité de la condition

au début de ce théoreme.

Ce théoreme nous permet de définir Vn > 1 une application Rp par la composée

@ l l pnchy) /\ t At
K2n+1(zpapzp)—> §Z+1(Zp) g’reb+1( p) e Opr/bCanf

avec @ 'application définie dans la proposition 2.3 ;| p,, la n-ieme projection et j,

I’application induite par 'inclusion Z, R Q,.
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3.1.2 Définition-Proposition: L’ image de R définie ci-dessus est contenue dans le

sous-groupe HC3P(Q,) de C/\ tOpr/bCQ\nZ—Of

On définit alors le régulateur p-adique

Ry, : Kony1(Zy, pZy )—>HCtOP<Qp) Ctop(Qp) Qp
ot Uapplication S°P est I’équivalent topologique de 'opérateur de périodicité de Connes S
définie en premiére partie ((voir 3.1.1).
Démonstration

On considere le diagramme commutatif

/\ t At B t t
n Qp/0C5, TQp —— 0301 Qp/005, 0 Qp
b bl
Atop B, top
CZn—l D Qp

Soit € K¢ 1(Q,). On sait d’apres le théoréme 3.1.1 (dernier diagramme) que
Bpnchbel, (z) € H;ZZ_I(A, A) d’ot bBp,,chel () = 0. D’oltt Bibp,chst, ,(z) = 0.

Or, d’apres [K2] (2.14), By est injective donc bp,ch5e, | (z) = 0.

Le résultat suivant nous permet d’expliciter le régulateur p-adique R,,:

3.1.3 Proposition: Pour tout [f] € Kony1(A,I), le régulateur R, est défini par:

—1)"tint _ n
Ry([f]) = stz 17 [, (v dv) 2!

2n
0t v(Zo, "+, Tant1) :Eo Tigi+1° " G2n+1 T Tant1 avee (g1, -, Gan+1) = fant1(id2ni1) €

Hon i1 (X(A D).
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Démonstration

D’apres [C-K], la définition du caractere de Chern peut étre vue sans les considérations
géométriques. Cette remarque nous permet d’affirmer que la classe de cohomologie de
pachhel | € HC3P(Q,) peut aussi étre définie & 'aide d’une intégrale:

K31 (Qp) = Hani1 (GL(Z3) | GL(Z,) "~ HC5(Q)
ou h désigne 'homomorphisme de Hurewicz et ¢ ’application définie en premiere partie
(2.1).
Ces considérations nous permettent de faire un calcul analogue a celui de la premiere partie

(3.1.4):

Soit donc [f] € Kont1(A,I) = Mapi1(X(A,I)T) = f est une application simpliciale
f:ARn+1] — X(A,I)T avec A[2n + 1] ensemble simplicial ott les p-simplexes sont les
applications croissantes de (p) = {1,---,p} vers (2n 4 1).

(—1)"*in!

Ry((f]) = Somg((f]) = Sohl(f]) = Gt [ 12041 (a)

avec

2n
o=|o =2 gi+1° Gan+1Zi Tant1] ol (g1, -, gont1) = M[f]) = font1(idany1)

2n+1
et ['(o) = R zia; (o) tda;(o) ot (o) = 66 (i) L.
Donc

(_1>n+ln! / 2n+1 . _1 . 2n4+1
R,(f)= Tr [ 2 2o (ofans1(idans1)” dog (pfanst (idansr )"
P (2n)!(2n + 1)! @ fant1(tdant1) =0

(—1)"+1n! / 2n4+1 . L -
i DI iy, L5 Tilidensa) dvi(idan )]

olt v; = aof (‘on a bien v;(idayi1) = ;o) = 6o (i) ™).

Or Trv;” Ydv; est invariant. En effet,

2n+1
TT'Vi_ldVi =T7r(git1 - gant1)( Eo Gi+1 " 92n+1T; + $2n+1)_1
2n+1 1
d( Eo Git1 " G2n+1%i + T2nt1)(Git1 - G2n+1)

=Tr(giy1-- '92n+1)V_1dV(gi+1 - '92n+1)_1

=Trv 'dv
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2n+1

ouv = Eo Git+1 " 92n+1Ti + Tant1-

Donc

—1)"tin!
Ry([f1) :(251)!1()2714_ l)!TT /idQnH(V(id2n+1)_1dV(id2n+1))2n+1

—1)"*1n!
:(2(71)‘()2n+n1)'TT/ ()
! ! Agpi

car ids,+1 induit un isomorphisme entre la réalisation géométrique de A[QnH] et Aogpyq.

3.1.4 Proposition: Pour tout nombre premier p > 4n + 3, l"image de ’application

R, : Kopn+1(Zy,pZ,) — Q, est contenue dans le sous-groupe pZ, de Q,.

La démonstration de cette proposition nécessite un lemme technique qu’on démontre en

appendice ( voir B.3).

3.1.5 Lemme: Soit € = € GL,.(A). Alors le produit de kr + 1 matrices de

cette forme €1 -+ - €xpy1 = pF

Démonstration de la proposition 3.1.4

Soient A =Z, et I = pZ,. D’apres le corollaire 1.2.3, Ko, 11(A, I) se stabilise a partir
de r > 4n + 4.

2n+1
Soit v = 'ZO r;g; ol g; € X4n_|_4(A,I) et ou (xi)0§i§2n+1 S A2n+1.

1=

doncv=14xz0(go— 1)+ -+ x2n(g2n — 1) =1+ x0€0 + -+ + T2n€ap, = 1 — h.

(v tdy)*" T =(=1)"v Y (dvdv=1)"dv

+oo . +oo .
=(=1)" X hi(=dh 3 dh’)" —dh
1= ]:
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+oo +o0 .
== X h'(dh X jhI~tdh)™dh
1= ]:

+oco . 400 .

—— % h’L( ) jhj—l)nthTL—l—l
i=0 =1

- ) IRy pitiite+in—ngp2n+l
20,41, jn>1 "

- a (— . ko (_1)2n+1 |
izo,j1§,jn21 g1+ Jn(—zo€0 + Ton€an) 0 (—1) (2n + 1)!

€0 - €2,dxq - - - dTop
IC() ICl k2n 1

=(2n + 1)! by eIV TRETS SIS D SERTRIND YN ST O/ IRRY & i
(2n+1) izo,ju--,jnzl( Vg k1 =0ks=0  kanco F2n -1
€0+ €an(T0€0) ™" - - (Tan—_1€2n—1)" "F2 (zape0n) ™ Frdag - - - dway

avec ko =1+ j1+ -+ Jn —

Iopy1 :/ Tr(v~tdv)*"
Agpi1

ko - . ko k Paacn ok 2
=(2n+ 1)! z (=D)%g1- g X N - XN CRCE---CFF
VACTE] 120,51, n>1 k1=0k2=0 kan=0 0 "
kz k2n_k2n—1 ko—l{l kg +1 k‘l k2+1 ko IC1—|—1
Ty "y gy e " €op—1
o - . ko k Faocn Lk 2
=2n+1)! 3 (=D)%j1-gn X 8 - XN CRCO2 - CfF
VACTE] 120,51, ,Jn 21 k1=0ko=0 kan=0 2t
k‘o! T kon+1 kl ko+1
r€o R T |

(k‘gn + 1)!(]{32”,1 — kop + 1)' s (k‘l — ko + 1)'

.o . kon+1 ki1—ko+1 ko—k1+1
:(2TL+ 1)' . . by ) A(Zajla--a]nak()a' kQH)TTE : 62111 12 2’?1 '
A2n+1 2203317~';]n21

ol
. . _ ko Kt kano1
A(iy 415 s Koy oo R2n) =(=1)" 1 -+ jn el oo e O Gkl -Cir
ko!
(kon + 1) kon—1 — kop + 1)1+ (k1 — ko + 1)!

En appliquant le lemme 3.1.6 avec r = 4n + 4, le produit ekQ"H GS;L ]?H Fo=k1t1 gt de
la forme

P *
pFtl pour (4k — )n+4k <i+ji1+ - -+ jn < (4k + 3)n + 4k + 4.

p p
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Ceci nous permet de subdiviser 5,41 en plusieurs sommes:

I = b)) A, 51,0y Ins ko, -0 k 4 4 b
2n-+1 N it jy bt jn <3ntd (Zajlv yIns KOy -+ QTL)( n+ )p+ K>1

(4k71)n+4k§i+j1+-¥+]‘nS(4k+3)n+4k+4 Ais 15+ Jns Koy - Fon) (4 + 4)p™
Pour démontrer cette proposition, il suffit donc de montrer que

vp(A(L, 41, -, Jn, Koy - k2n)) < k + 1 pour tout k£ > 0.

Soit p un nombre premier supérieur a 3n + 4.

Pour n <i+j1+---+j, <3n+4, on a:

Up(J1) =+ = vp(Jn) = vp(ko! = (L +j1 4+ -+ Jju)) = 0.

D’autre part, on a 0 < ko, < ko1 < - < k1 <it4+j1+-+jp—n < 3n+4 dou
Up((k1 — ke + D! =+ =v,((k2p, + 1)) = 0.

Donc by AT, 415 - Jns Koy - ko) (An + 4)p € pZy,.

n<it g1t jn<3n+4
Pour k > 1et (4dk —1)n+4k <i+j1+ -+ jn < (4k + 3)n + 4k + 4, on pose:

nNon+1 = vp((an + 1)') = k2n +1> nan+4+1pP = k2n +1> nNan4+1p — 1

non = Vp((k2n — kon—1 + 1)) = kop — kan—1 + 1 > nopp = kap—1 > nopt1 + nay — 2

ny=v((ko—k1+D))=i+j+ - +jn—n>mM1+ - +nomi1)p— (2n+1)

Sii+ji+:+jn—n > (ni+--+ngp1)palors vy ((i+j1+ - +jn—n)! == n1+- - +n2,41.
Donc UP<A(i7j17 "7jn7k07 ",k2n)) > 0.

Sinoni+j1+---+jpn—n=(Mm1+- - +no,r1)p—kavec 1 <k <2n <pdonc
i+ jit g > (na 4 g — Dp.
Dot v,((i +j1+ -+ jn —n)!) >n1+ -+ noyy1 — 1. Ceci implique que

Vp(A(iy 15+ Gny Koy -y k2n)) = —1 et done v, (p* L A(4, 51, -, Jn, Ko, - k2n)) > k > 1.
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3.2 Un isomorphisme de ”Van Est” en cohomologie de Lie

p-adique.

On va commencer par un rappel sur les groupes et les algebres de Lie p-adiques et
leur cohomologie [La], [Bou] et [Ho]. D’apreés Lazard [La] (sous certaines conditions), il
existe un isomorphisme entre la cohomologie continue d’un groupe de Lie p-adique (ou
plus généralement un pro-p-groupe) et la cohomologie de son algebre de Lie. Le but de ce

paragraphe est d’expliciter cet isomorphisme.

On démontre par la suite que l'application R, telle que définie dans (3.1.4) induit un
cocycle continu du pro-p-groupe GLy(A) D Xn(A,I). Ceci nous permet d’établir sa

non-trivialité en le testant au niveau de la cohomologie de son algebre de Lie.

3.2.1 Notations et rappels

Soit G un pro-p-groupe (i.e une limite projective de p-groupes). A tout sous-groupe
ouvert distingué U de G, on associe 'algebre Z,,[G/U]. Si U’ C U, I'épimorphisme canon-
ique G/U — G/U’ se prolonge en un épimorphisme fy y : Z,[G/U| — Z,[G/U"].

On définit la Z,-algebre complétée de G, et on note AlG, la limite projective
lim Z,]|G /U] construite par les morphismes fi;y sur 'ensemble des sous-groupes
distingués ouverts de G ordonnés par anti-inclusion. L’algebre AIG est munie de sa

topologie de limite projective, les algebres Z,[G/U]| ayant leur topologie de Z,-module

libre de rang fini.

Si M est un Z,[G]-module, on définit le n-ieme groupe de cohomologie continue de G

a valeurs dans M, et on note H'(G, M), le groupe H"(Hom. (Y., M)) ou
Y. =Z,[G|®T*Z,[G] (i.e Y, est la puissance tensorielle (n+1)-ieme du Z,-module Z,[G]).

L’algebre Z,[G] est une algebre supplémentée, avec ’augmentation e définie par e(z) = 1
pour z € G. Le Z,-module Z,[G] possede alors une base canonique formée des éléments
xr € G. D’ou Y, posssede aussi une base en correspondance bijective avec G", et une

application Z,[G] -linéaire de Y,, dans m s’identifie ainsi & une application quelconque
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de G™ dans M. On retrouve ainsi la définition de la cohomologie des groupes par les

n-cochaines.

Soit A = AIG. On note C4 la catégorie des A-modules linéairement topologisés

complets.

3.2.1.1 Proposition

Soient X,, =lim Z,|G/U) @ T*Z,|G/U] et 0y, : Xpnt1 — X,, définie par

n—1

On(T0® @ Tps1) = T (—1)izg® - QEiZig1 @ @ Ty + (—1)" T Q- - - @ T e(Tpy1)
ou € désigne l'augmentation de A.

Alors, pour tout M € Ca, les groupes de cohomologie du complexe Home , (X, M)

s’identifient auzx groupes de cohomologie continue de G a valeurs dans M définies au moyen

des cochaines continues.
3.2.1.2 Lemme

Sotent G un pro-p-groupe et M un Z,-module complet. Alors toute application

continue f : G — M se prolonge en un morphisme unique f : AIG — M.

L’anneau Z, est un anneau valué commutatif, on note v sa valuation p-adique.

Un Z,-module valué X est un Z,-module muni d’une application w : X — R4 U {400}

qui vérifie w(Azx) = v(\) + w(z) pour A € Z, et z € X.

Soit X un Z,-module valué. On note par divX le module:

divX = {A\"' ®x avech € Z} et x € X telle que w(A™! @ x) > 0}
et par SatX le complété de div X par rapport a la valuation w:
SatX =lim divX/divX, avec divX, = {y € divX telle que w(y) > v}.
3.2.1.3 Définition-Proposition
(1) L’algébre A = AlG est valuée en tant que Z,-module.

(ii) Le module SatA est une algébre saturée diagonale.
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Soit alors A : SatA — SatA ® SatA. On définit
LSatA = {x € SatA telle que Az =2®1+1® zx}.

(ii) L ’injection canonique LSatA — SatA se prolonge en une application

U(LSatA) — SatA ou U(LSatA) désigne ’algébre enveloppante de LSatA. Sa restriction
a SatU(LSatA) est un isomorphisme SatU(LSatA) = SatA. On dit que SatA est une

algebre normale.
3.2.1.4 Lemme: Soient A = AlG et B = Q, ® SatA.

Alors, pour tout A-module filtré libre de rang fini X, les modules Q, ® SatX et B ® X

sont canoniquement isomorphes.

3.2.1.5 Lemme: Soient A = AlG et B = Q, ® SatA.
Supposons qu’il existe une résolution filtrée scindée de Z, par un compleze X, de

A-modules filtrés libres de rangs finis. Alors B ® X, est une résolution scindée de Q, par

des B-modules libres de rangs finis.

En particulier, pour tout B-module M, les complexes Hom’ (B X, M) et Hom* (X, M)
s’identifient. Leurs groupes de cohomologie s’identifient respectivement a H*(B, M) et

H*(A, M).

Maintenant, on dispose de tous les ingrédients qui ont permis a Lazard d’énoncer son

théoréme principal ( voir [La)):

3.2.1.6 Théoreme

Soit G un pro-p-groupe, A = AlG, L = Q, ® LSatA l'algeébre de Lie associée a G et

M un Qyp-espace vectoriel muni d’une structure de SatA-module toplogique complet.

Alors ’homologie continue du groupe G a valeurs dans M s’identifie a la cohomologie
de son algébre de Lie définie par le complexe Z, = UL @ N\" L ot \" désigne l’algébre

extérieure et d,, : Zp1 — Zy, définie par dp,(u @ Uy A---Upyq) =

n+1 N ~ ~
S Ui @Ui A AU A ANUppat S u® U U A AU A= AU A== AUnga
= 1<j
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3.2.2 Description explicite de I’isomorphisme H}(G,M) — H*(L,M).

Pour expliciter cet isomorphisme, on va le décomposer en plusieurs isomorphismes de
complexes:
a™:C(G™, M) — Home, (Qp ® SatX,,, M)
a” : Home, (Qp®SatX,, M) — Home, (Q,®SatZ,, M)
p" : Home, (Qp @ SatZ,,, M) — Homyry(Zn, M)

ot X,, =lim Z,|G/U) @ T*Z,|G/U] et Z,, = ULy ® \" Lo avec Ly = LSatA.

Soient A = AlG et B = Q, ® SatA.
Soient Cp la catégorie des B-modules linéairement topologisés complets et M € Cp.

La proposition suivante explicite les deux isomorphismes o™ et §™:

3.2.2.1 Proposition

On a des isomorphismes de complexes:
a™:C(G™, M) — Home,(Qp ® SatX,,, M)
p" : Home, (Qp @ SatZ,,, M) — Homyry(Zn, M)

définies pour f € C(G™, M), F € Hom(Q, ® SatX,,,M), ¢ € Hom(Q, ® SatZ,,, M) et
¢ € Hom(Z,, M) par:

. [1® cl(Aa)]g(e) si war(Aa') >0
a" (YN @cl(a).e) = B ‘
N7t @cl(NAa')gle) si wa(Aa') = —v(N) <0

\

avec o/ € A = Q, ® A, {€'} une base filtrée de X,, et g : A® T"A — M définie par
gla® x) = a.f(x) ou f est le prolongement de f a Al(G™) = T™A.

Son inverse est l’application
(@) (F) (g1, 9n) = F(lq, ® cl(la).(1a ® clg1, -+, gn)))

ot cl(g1,- -, gn) désigne l'image de (g1, -, gn) par Uapplication G — Al(G™) = TmA et
e=1a®¢cl(g1, -, gn) une base filtrée de X,,.
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Br(e)(€) = e(lq, ®d(lyry)-€) -
Son inverse est l’application
[1® cl(N)]o(e) si w(Al') >0

B NN T @d(l').e) = ,
N1 @ d(WA () si w\) = —u(N) <0

Avant de démontrer cette proposition, on va reprendre la démonstration du lemme

3.2.1.4 pour donner une expression explicite de I'isomorphisme Q, ® SatX = B ® X

3.2.2.2 Lemme: L’%isomorphisme Q, ® SatX = B ® X est donné par les applications

sutvantes:

A tout \"t®cl(a’)®e € BRX on associe 1@cl(\a’).e siwar(Aa’)+t > 0 et N71@cl(N \a').e
siwa (Ad') +t=—v(\) <0.
Réciproquement a tout \"*®@cl(a’).e € Q,®SatX on associe 1@cl(Aa’)®e siwar(Aa') > 0

et N7l @cl(NAd') @ e siwa(Ma’) = —v(N) <0.

Démonstration

Soit A’ =Q, ® A.
La valuation p-adique v sur Z, induit une valuation w4 sur A, d’ou une valuation
war 2 A" — R U {400} définie par wa (A"t ® a) = wa(a) — v(N).
Pour tout v € R, on pose A/, = {a’ € A" Jw(a’) > 0} et A’ =lim A’/Al,. on note par cl(a’)
les éléments de A’ avec o/ € A’ ainsi que les éléments de SatA :l%'in divA/divA, avec
a € divAcC A.
Alors il existe un isomorphisme qui identifie I’algebre B = Q, ® SatA a la complétée A’
de A’ pour la topologie définie par w. Cet isomorphisme est donné par les applications
sulvantes:
L’application B — A’ associe A A'@cl(a’) I'élément cl(Aa'). sa réciproque associe A cl(a’)

I'élément 1 @ cl(a’) si w(a’) >0 et A1 @ cl(Aa’) si w(a') = —v(A) <0.
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Puisque le foncteur Sat, ainsi que les produits tensoriels, permutent aux sommes directes
finies, nous pouvons supposer que X est un A-module possédant la base filtrée {e} avec

w(e) =t.

On peut alors voir divX comme étant ’ensemble des a’.e € A’.e vérifiant was(a’) +t > 0,

SatX est alors I'ensemble des cl(a’).e € A'.e vérifiant wa (a') +t > 0.

On a donc de la méme maniere que pour B et A , un isomorphisme entre Q, ® SatM et

le A’-module A’.e.C.Q.F.D.

Démonstration de la proposition 3.2.2.1

L’application a” est la composée des applications suivantes:
L’application C(G", M) — Homgz_ (AI(G"), M) induite par le lemme 3.2.1.2.
Or Al(G™) =lim Z,|G" /U] =lim T"Z,[G/U] = T"A
d’ou I'isomorphisme Homz, (AI(G"), M) = Homgz, (T™A, M) — Homa(AST™ A, M).
Or X, =lim Z,[G/U] ® T"Z,[G/U] =lim Z,[G /U] lim T"Z,[G /U] = AQT™ A
d’on I'isomorphisme Hom 4 (AQT™ A, M) = Hom s(X,,, M) — Homp(B ® X,,, M).

Il reste donc a composer ces isomorphismes avec I'isomorphime de complexes induit par le

lemme 3.2.2.2.

Avant de définir le troisieme isomorphisme de complexes

a™: Home, (Qp®SatX,,, M) — Home, (Qp®SatZ,,, M)

on a besoin du résultat suivant qui est une conséquence de la proposition 3.2.2.1:

3.2.2.3 Corollaire: On a des résolutions fortes et relativement injectives
0 — Home, (QuaSatA, M)—2Home, (Q,2Sat Xy, M)~ Home,, (Qu2Sat Xy, M) — - --
et

0 — Home, (Qp@Satl Lo, M)~ Home,, (Q,®Sat Zy, M)~ Home,, (Q,®Sat Zy, M) —
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Démonstration

On sait d’apres [Gu| que C(G*, M) est une résolution forte avec I’homotopie contrac-

tante
s" : C(G™, M) — C(G™, M) définie pour tout F' € C(G"™1, M) par

Sn(F)(glv to 7gn) = F(lagh U 7gn)‘

Donc Home, (Qp, ® SatX., M) est aussi une résolution forte et exacte avec ’homotopie
contractante

Sn — ansn(anﬁ»l)fl
définie pour tout f € Home,(Qp, ® SatX,, 1, M) par

(

[1®cl(Aa')]f(lq, ®cl(lar).e si w(Aa’) >0
S (YAt @cl(a').e) = B .
N '@ d(NAd)]f(lg, ®cd(la).e si wia') =—v(N) <0

De plus, soit u : A — B un G-morphisme injectif fort (i.e il existe s tel que sou = 1) et
soit v: A — C(G™, M) alors il existe w tel que w o u = v défini par
w(b)(g1, -+ gn) = (v-5.97 D) (1,97 g2+, 97 gn)-

Donc le complexe Home, (Q, ® SatX,, M) est relativement injectif avec W = a™w.

D’autre part, on sait d’apres un résultat de M.Duflo et D.Wigner ( voir [Gu]) qu’on a une
homotopie contractante explicite du complexe Z,,, a savoir s’ : Z,, — Z, 11 avec

SU" QUL A AUps1) =180 0y, XTI @ X A (adX) . X1 A - A (ad X)X,

ot g+ hi+- 4 hy=7—1,Conronn = (@1l -~ hy)" [ 9By, (t)--- By, (t)dt

et ou By est un polynome (type Bernoulli) donné pour tout entier positif ¢ par

Bo(t) = t et Bi(t) ;z_ll mh.

D’olt une homotopie contractante s/, : Hom(Z,4+1, M) — Hom(Z,,, M).

Donc Home, (Qp®SatZ., M) est une résolution forte et exacte avec ’homotopie

contractante
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51, = (87) s

définie pour tout ¢ € Home, (Qp ® SatZ, 41, M) par

.

(1@ cl(N)]p(lq, @cl(lyr,)-s'(e") si w(A') >0
SO ed(l)d) =) |
[NL @c(NA)]p(lq, ®@cl(1yry).s'(e) st w(AN)=-v(A\)<0

\
De plus, soit v’ : A — B un morphisme injectif fort (i.e il existe s’ tel que s’ ou’ = 1) et
soit v’ : A — Hom(Z,, M) alors il existe w’ tel que w’ o v’ =v'. défini par

W) (u@Ui A ANU,) =0 (s (w.b) (1@ Uy A--- ANU,,).

Donc Home, (Q, @ SatZ,, M) est relativement injectif avec W’ = 3, 1w'.

3.2.2.5 Corollaire: Il existe des quasi-isomorphismes de complexes

a™: Home, (Qp®SatX,,, M) — Home, (Qp®SatZ,,, M)

et
b" : Home, (Qp®SatZ,, M) — Home, (Qp,@SatX,, M)

Démonstration

On sait d’apres 3.2.1.3 qu’il existe un isomorphisme

a:Hom(Q, ® SatA, M) — Hom(Q, ® SatU Ly, M).

Ce corollaire devient alors une conséquence directe du corollaire précédent et du lemme de

comparaison des résolutions. ( Pour une formule explicite de a,, voir (B.5)).

On est maintenant en mesure d’expliciter I'isomorphisme H}(G, M) = H*(L, M) du

théoreme 3.2.1.6:
3.2.2.6 Proposition
L’isomorphisme u™ : HY (G, M) — H*(L, M) du théoréme 3.2.1.6 est la composée
u™ = pBa"a"
Son inverse homologique est le morphisme v™ : H*(L, M) — HX(G, M) suivant:

" = (an)flbn(ﬁn)fl

66



3.3 Calcul du régulateur p-adique.

Dans ce paragraphe, on va essentiellement s’intéresser au cas n = 1:
R, : K3(Z,,pZ,) — pZ,.
Comme dans le cas du corps complexe C, on montre que le cocycle continu qui définit le

régulateur est aussi le dilogarithme (p-adique) d’un certain birapport.

3.3.1 Proposition
Soient G = GLy(Zy) et ¢ Uapplication de G*"*' 4 valeurs dans pZ, définie par
Og1, - goner) = Tr [, (v~ @)dv(a)) 2

ot = (z;)o<i<ant1 représente un point du (2n + 1)-simplexe standard Agp4q et

2n
V(I) :Eo TiGit1 " 9ont1 T Topyl.

Alors ¢ est un (2n + 1)-cocycle non-homogéne sur G a valeurs dans pZ,.

Démonstration

Soit § la différentielle du complexe C*(G, pZ,) alors

(B8 (g1, Gamsz) = Bgar o) + 81, gonsn)
2n+1
+ pgl (=1)P¢(g1, -+ 9p—1, Gpgp+1: -+ G2n+2)

= T’I“/ (ValdV0)2n+1 + (V5n1+2dV2n+2)2n+1
Agpi1

ntl pr,—1 o2n41
+ p§1 (=1)P(v, "dvp)

2n 2n p—1

avec v :iEO Tigi+ 2 gony2, Vony2 :'Zo igi+ 1. gopy1+Topy1 et y, = 'Eo TiGit1 " Jp* Y2nt2
= 1= 1=

ZTigit2 - gont2 + Topg1 pour 1 <p < 2n + 1.
2n—+1

Soit p = 2 Tigi+1 Gane2 t Tansa alors

Tre fyn,, (W du)* ™ = [y (ug dpo)®™ ™ 4 (o yodpizn )

2n+1
+ ¥ (—1)p(,u;1dup)2"+l
p=1

2n+1 2n
avec [io = EO Tigi+1 " 92n+2, H2n+2 :Eo TiGi+2 " Gon+2 T Tan41 et

p—1 2n
Up = ,20 TiGi+1- - Gp - Gon+2t Z,Ep Tigit2 " gont2 T Tontl
1= =
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Donc (0¢)(g1," "+, 92n+2) = Tre f8A2n+2 (= tdp)> 1 + Tre fA2n+1 (V5n1+2dV2n+2)2n+1 -
Tre fA2n+1 (Maldﬂo)gn—H
Or T?“cf8A2 » (p=tdp)?" ™t = Tre ng » d(p~tdp)* ! = 0 puisque Tre(p=tdup)?" 1 est

une forme fermée.

Donc

2n+1 2n+1

00) (g1, gonv2) = Trefn, | (Wapyodvants) — (Gans2Vans2dVant2gant2)

2n+1

_ -1 1 -1 2n+1
= Trc fA2n+1 V2n+2d7/2n+2) — Yon42 (V2n+2dy2n+2) 9on+2

= 0

3.3.2 Calcul de R, dans le cas ou n=0

Remarquons qu’on peut étendre la définition de R, au cas n = 0 par la formule
Ry : K1(Zp, pZp) — Qp

avec R, ([f]) = —Tr fAl v=tdy on v(zo, 1) = 209 + 71 €t g = 1+ pu = h([f]).

D’ou R,(g) =T'r fol(l + tpu) ~tpudt = TrLog,(1 + pu) = Tr 2>31 Pt e 7y

n

3.3.3 Calcul de R, dans le cas ou n=1
Soit Dp(2) = la,(2) + 3logy(2)log,(1 — 2) ol I ,(z) désigne le dilogarithme p-adique.

3.3.3.1 Proposition

Soient v € PY(Q,) lespace projectif de dim2 et (go,g1,92,93) € GLa(Qp)* tel que

(gov, g1v, g2v, g3v) soit en position générique.
Soit

c(90: 91, 92, 93) = Dyp(r2(gov, g1v; g2v, g3v))
ot r désigne le birapport.
Alors ¢ est un cocycle mesurable, localement borné.
Démonstration

D’apres Colemann-Dwork [Col], 'application D,, vérifie I'identité fonctionnelle:
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Donc
4 , R
de(go,---94) = 2 (=1)elgo, -5 Gis o5 94)
4 , X
= i§0 (—1)1Dp(r2(gov,---,giv,---,g4v))
Or, a invariance projective pres, cinq points (gov, - - -, g4v) de P1(Q,) sont équivalents &
(m7 07 ]‘7 x? y)'
Donc
dC(QO;">g4) = Dp(rg(O,l;:I;,y))—Dp(rg(oo,l;x,y))—l—Dp(rg(oo,O;:c,y))

—D,(1r2(00,0;1,y)) + Dp(r2(00,0; 1, ))

= Dp(i:g:l) _Dp(t_g)‘f‘Dp(%) _Dp(y)"'Dp(fE)

= 0

3.3.3.2 Lemme:( voir [Y]) Soit E.GL2(Q,) — B.GL2(Q,) le fibré simplicial universel
standard et v un vecteur non nul de Vo = PY(Q,). On considére ’ensemble simplicial
E$"GL2(Q,) obtenu a partir de E.GL2(Q,) en ne retenant que les simplezes (go, - -, g3)

v-générique au sens que gov, giv, g2v, gsv sont en position générale dans P1(Q,). Soit

alors BE*"GL2(Qp) limage de E£"GL2(Qy) dans B.GL2(Q,).

Alors B§"GLy(Qp) — B.GL2(Q,) induit un isomorphisme en homologie.

On désigne par P(Q,) le groupe abélien libre de générateurs {z} avec z € Q; — {1}

et les relations

{a} = {z2} + {2} + {122} - (22} =0

et par \"(.) lalgebre extérieure. On a alors un théoréme dii & Bloch (non publié):
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3.3.3.3 Théoréme

On a une suite exacte
> Hy(SLa(Q,), Z)—">P(Qy)—— N*(Q} /) — Ka(Q,) = 0
ou lapplication o envoie le 3-simpleze (go, g1, 92, 93) de E§"SLa(Q,) sur {z}, z désignant
le birapport de (gov, g1v, g2v, gsv) ( voir lemme précédent )et lapplication [ envoie {z}

sur z A (1 — z).

Ce théoreme est une variante du théoreme de Bloch démontré dans [D-S] pour un
corps de caractéristique 0. On remarquera que certaines parties de la démonstration de
[D-S] ne necessite pas cette condition sur la caractéristiques, on va donc reprendre ces

parties pour plus de clarté.

Notre contribution sera une démonstration pour la formule de .

Démonstration

On considere le complexe C, ou C), désigne le groupe abélien libre de bases (zo, - - -, zp)
avec les z; des points distincts de P(Q,) et la différentielle est donnée par la formule

P )
d(xo, R ’xp) :'E (—1)7’(:1:0, . 7:;;2.7 .. 733}))

L’action naturelle de G = PSLy(Q,) = PGL2(Q,) (car QF = Q)?) sur P(Q,) induit
une action de G sur C,. On a alors une suite exacte de G-modules (voir (B.5)):

'_>Ck;_>0k71_>"'_>00;>z_>0

Cette suite exacte se scinde en trois G-suites exactes courtes
0—2Zy—Co—2Z—0 (%
0— 21— Cy — Zy— 0 (*
-—>Ck—>Ck_1—>---—>CQ—>Z1—>O(***)
La suite exacte (*) induit une suite exacte longue en homologie
— Hg(G, Z)L)HQ(G, ZO)LHQ(G, O()) — HQ(G, Z) —
L’action de G sur C, est transitive pour *=0,1,2 et les stabilisateurs de (0),(0,00),(0,00,1)
Qs _(Q 0 .
sont égaux a By = ( 0 Q) Ty = 0 Q et Q.

En utilisant le lemme de Shapiro [Br], on a alors:
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/\;(Q;/MQP) si  * est paire
H*(G, Co) &~ H*(TQ, Z) =

/\;(Q;/HQZ)) |_|qu si  * est impaire

H.(G,Cy) ”; H.(Bs,Z) = H,(T»,7Z)
Dot Iégalité Ha (G, Co) = Npy(Q/1iq, )
On va maintenant montrer 1'égalité Hy (G, Zy) = P(Q,).
L’augmentation € : Cy — Z induit un homomorphisme Hy(G,Cy) — Hi(G,Z) qui n’est
autre que 'inclusion de Hy(T3,Z) — Hy(G,Z).

Or, d’apres le théoreme de Matsumoto-Moore [S-W], I'inclusion de Ty dans G induit un
homomorphisme surjectif en Ho (TQ désigne I'image réciproque du tore T dans la suite

exacte 1 — {£I} — G = SLy(Q,) — G — 1).

On a donc un diagramme commutatif induit par (*)

0 — Hi(G, Z) — H(GC)=Q, — H(GZ)=0

l l L2

0— Z/2 — Hl(G,Z()) — HI(G,C()):Q; — Hl(G,Z):O

On conclut alors que I’application H,(G,Cy) — Hy(G,Cy) correspond & 1’élévation au
carré dans Q.
Ce qui implique que l'application H;(G,Cy) = Hi(T»,Z) — H1(G, Zp) induite par (**)
est un isomorphisme et I’application H 1(@, Z)—- H 1(@, Zy) correspond au carré.
En utilisant(**), on a donc un isomorphisme H»(G,Zy) = H1(G,Z1). En effet on a la
longue suite exacte

0 — Hy(G,Zy) — H1(G,Z1) — H1(G,Cy) = Hi(T2,Z) — H,(G, Zy) — 0.

***)

Or pour calculer Hy (G, Z7), il suffit d’appliquer le foncteur Z ® — a ( et en utilisant
ZG

le fait que G est 3-transitive sur P!(Q,), on a I'isomorphisme

71



H Z1) =71 d(Z :
(G 2) =2 @ Co/d(Z @ Ca)

Pour conclure, il suffit donc de remarquer que Z ® C3 peut étre vu comme le groupe
zG
abélien libre de base {2} avec z € Q;—{1}. En effet la classe d'un élément (zo,---,73) € C3

sous l'action de G est représenté par ’élément (00,0, 1, z) ou z désigne le birrapport de
(20, -, 73).
L’isomorphisme Z ® Cs/d(Z ® Cy) — P(Q,) est alors induit par la projection naturelle
ZG Za
pdeZ ® Cssur P(Qp).
ZG
Il reste maintenant a déterminer les morphismes

a: H3(SLa(Qp), Z) — P(Qy) et B: P(Q,) — A*(QX/1q,)-

L’application [ résulte de la composée suivante:
!
Z g% 03 — Hl(G, Zl) = HQ(G, Zo) — HQ(G,C())LH2<BQ, Z)LH2<T2, Z)

ou [ est 'isomorphisme étudier précédement, p I’application inverse induite par le lemme

de Shapiro et d, est I'application induite par la différentielle en 0 de 'action de By sur
PHQp) = QpU(o0) (ie d(h) = h(1) — h(0) € Q)).
Une étude explicite de cette composée (B.4) montre que

B{z}) =2.(zA(1-2))
Notons que ce facteur 2 est immatériel car P(Q,) est divisible.
Pour la définition de «, on sait d’apres le lemme de comparaison des résolutions qu’il
existe un homomorphisme C,(G) — C, de G-complexes sur Z, unique & homotopie pres

ou C,(G) désigne la G-résolutions libre standard de Z. Cet homomorphisme induit une
application canonique 6 : H3(G) — Hs3(Z ® C.).
ZG
D’apres [Y], ce morphisme 6 provient du morphisme GLy(Q))-invariant du complexe sin-
gulier de E£"GL5(Q,) (voir Lemme 3.3.3.2) dans C, donné par
(90> g1, 92, g3) - (90“; g1v, g2, gg’U)
Or Hy3(Z @ C.) =Z ® C3/d(Z ® C4,) = H1(G,Zy). Donc lapplication « est la
zG zG zG

p

composée Hg(G)LHg(Z 2% Cy) =Hi(G,Z) 2 P(Qyp)

D’ou
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(g0, 91, 92, 93) = r2(gov, g1v; g2, g3v).

3.3.3.4 Proposition

le régulateur p-adique

R, : Ks(Z,,pZ,) — pZ,

défini en 3.1.2, 3.1.3 et 3.1.4 est non trivial pour p premier réqulier.

La démonstration de ce théoreme nécessite un résultat intermédiaire qu’on va énoncer

dans la proposition suivante:

3.3.3.5 Proposition

Soit ¢ le cocycle défini dans 3.8.1. Alors ¢* est cohomologue a c* en tant que classe

de cohomologie mesurable dans H2,..(SL2(Qyp), Qp) = H2(SL2(Q,), Q,)-

Démonstration
Soit u? : H2(SL2(Qp), Qp) — H?(Sl2(Q,), Qp) lisomorphisme définie en 3.2.2.6.

Or H*(S12(Q,), Q,) est définie par le complexe Z,, = Hom(US2(Q,) @ \" Si2(Q,), Qp)
et comme dimSl2(Q,) = 3 alors /\4 Sl (Qp) =0, A° Sla(Qp) = Q, et la différentielle

do : Z3 — Z9 est nulle.
Donc dimeH3(8l2(Qp), Q,) =1. D’ou dimeHg(SLg(Qp), Q,) =1

Donc pour démontrer que les deux cocycles sont cohomologues, il suffit de montrer que ¢*

est non triviale en tant que classe de cohomologie continue.
Pour cela, il suffit de prouver que u3(¢*) # 0 ( voir (B.5)).

En réalité, ¢ est définit sur les matrices g; € Xn(Zp, pZ,) (i.e les matrices (a;;) telle que
aij; € 1+pZ, et a;; € pZ, Vi > j avec N un entier assez grand, plus précisément N désigne
le degré de stabilité de ’homologie de X(Z,,pZ,) ( voir 1.2.3)). Mais, pour tester sa non
trivialité, on plonge Xn(Z,,pZ,) qui n’est pas un groupe dans le groupe GLy(Z,) puis
on se restreind & SLy(Z,) C SLy(Qp).
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Démonstration du théoreme 3.3.3.4
L’application R, est la composée de I’homomorphisme de Hurewicz de
IT3(X (Zy, pZy)* ) H3 (X (Zy, pZy)) et de Vapplication R, : Hs(X(Zy, pZy))—2opZ,.

Donc il suffit de montrer que f{p est non triviale. Ceci revient, d’apres 3.3.3.5, a montrer

que le cocycle de Colemann ¢ induit une application non triviale
H3(SL2(Qy), 2) "5 Q.

Soit B(Q,) = Kerf le groupe de Bloch.

Soit alors I'application surjective 0 : H3(SL2(Qp),Z) — B(Q,) induite par a.

On a donc un diagramme commutatif

)

H3(SL2(Qp)7Z)—> B(Qp)
N\ I o
Nc* Q,

Donc pour démontrer la non-trivialité de Hs(SLy(Z), Qp)m—c*>Qp, il suffit de trouver un

élément dans B(Q,) pour lequel D, ne s’annule pas.

Or, d’apres le principe de Hensel (voir (B.6)), il existe {y* € Q, avec &y une racine
N-ietme de I'unité et comme B(N{x*}) = N(Ex* A (1= &3Y) = IV A (1 —Ex%) =0
done N{&5"} € B(Q).

Il reste donc a montrer que D,(N{&y"}) = lo p,(N{Ey"}) # 0.

Soit = un caractere primitif de Dirichlet de conducteur d et w le caractere de Teichmuller

sur Z; [Wa], on remarque d’apres la relation [Col]:
= — d-l _ _
Ly2,E@w™l) = (1 - S2)g(E,d" T E(a)lzp(6)
qu’il suffit de montrer que cette L-fonction p-adique L,(2,Z ® w™!) est non triviale.

D’apres [Co] ceci est vrai ( voir (B.7)). D’ou le résultat.
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4. LIEN AVEC LA TRACE CYCLOTOMIQUE

On établira dans ce dernier paragraphe le lien entre le régulateur p-adique R, et la

trace cyclotomique T're définie dans [BH M].

4.1 Rappels

Soient A un anneau et THH(A) I'homologie de Hochschild topologique telle que
définie dans [B].

L’homologie cyclique topologique est définie par [BH M|, elle associe a tout anneau A et
a tout nombre premier p un espace de lacets infini.

TC(A,p) = [holim THH(A) > ]hor
ou Cpn désigne le groupe cyclique d’ordre p™ et ¢, une application simpliciale de
sdyn THH (A)Cr" vers Sdpn—lTHH‘(A>Cpn_l (sd. désigne la subdivision barycentrique).

la trace cyclotomique est une transformation naturelle dans la catégorie des espaces de
lacets

Trc: K(A) — TC(A,p).

Enfin, soit 8 I'application induite par la projection de holim sur le zéro terme.

«—

4.1.1 Théoreme ( voir [BHM]): Il existe un foncteur naturel
L:THH(A) — HH(A)

telle que la composée

K(A)ZST0(A, p) -2 THH(A) -2 HH(A)

est la trace de Dennis.

4.2 Relation entre le régulateur p-adique et la trace cy-

clotomique.

4.2.1 théoréme: Soit A" une Q-algébre ultramétrique vérifiant: il existe un entier s et

une constante Cy tels que || 1/k ||< Csk® Vk € N* et I un idéal bilatere de A’.
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Alors on a un diagramme commutatif

Kane1(A') % TChyir (A, p) 25 THHzpu1(A') — HHopir (4))
i !
Konr (A1) 22 HCWP(A)) — HH, (')

Démonstration

La proposition (2.3) et les théoremes (3.1.1) et (4.1) permettent d’avoir le diagramme

commutatif suivant:

Kopi1(A) 2T Chnin (A p) 2 THHop1 (A —2  HHyyr (A
[ l
Kopy1(A') o HHS?LZ-I(AI)
7 AN !

re Ato Ato o o
K2n+1<A/7I)7) K2nl+1<A,) - 02;; pA//bC%tL—flAIT Cénﬁ—lAl/bcén}:—ZA/

D’ou le résultat.
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APPENDICE B

(B.1)Soit le diagramme commutatif de suites exactes

X3 Xy 2, X3 = Xy s X5

L h L f2 1 f3 L fa L f5
Y; — Y- — Y- — Y — Y-

! B1 2 B2 3 B3 4 Ba >

Le but est de démontrer le lemme suivant:

Lemme: Si fo et fi sont surjectives et fs est injective alors f3 est surjective.

Démonstration

Soit y € Y3 et z = (B3(y).
Comme f; est surjective, il existe t € X, tel que f4(t) = z qui vérifie ay(t) =0
(car B4(z) = 0 et f5 injective). Donc il existe z € X3 tel que az(z) = t.

On a B3(f3(x)) = fa(as(x)) = fa(t) = 2z = B3(y) donc y — f3(x) € KerfB3 = Imf>. D’olt
I'exitence de yo € Y3 tel que y = f3(x) + PB2(yo). Or fo est surjective donc yg = fa(xo).

Ce qui implique que y = f3(x) + B2(f2(x0)) = f3(z + a2(x0)).C.Q.F.D.

(B.2) Soit G = GL(A/I)/GL(A/I), on a une suite exacte
1 — GL(A/I) — GL(A/I) — G — 1.

Ce qui implique une fibration

BGL(A/I)* — BGL(A/I)* — BG+.

D’ou la longue suite exacte

-+ — 41 (BGT) — I;(BGL(A/I)") — I;(BGL(A/I)*) — I;(BG*) — - - -.

Ce qui implique un isomorphisme Hi(Bﬁ(A/I)JF)iHi(BGL(A/I)*) Vi > 2 car G est
un groupe abélien puisque E(A/I) ¢ GL(A/I).
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(B.3) soit € =

k1 € pEGL,(A).

Pour £k =1, on a:

2
Sim:Zalorse:(p *):>e2:(pz p):e?’—(pg p2>:p(p *>
p p P p P p p p
D % p p x p p p
Sim=3alorse=|p p *x|=&=|p p pleted=[p> p »p
p p P pp p* p* p
P> p p po* %
= ¢l = p2 P> p|l=p|lp p *
p* p* p? p p P
D o*x ok % P p k *k p p p *
Sim =4 alors e = pop oo = ¢2 pp P x* et € = p2 pprp
p p p x p pp D P p p D
p ppp P p pop P> p2 pop
poP P oD pi p PP pox % %
4 P p p D 5 p* p* p p p p x
= € = et €2 = =
p> p* p p p* p* p* p Plp p p =
p* p* p* p p? p* p* p? p ppp

Ceci s’étend a m quelconque et a k quelconque. En effet, toute matrice de GL,.(A) a 2r—1
diagonales et chaque multiplication par € nous permet de multiplier une diagonale par p

en partant de la derniere diagonale. D’ou le résultat.

(B.4) 1l s’agit de calculer I'application [ qui résulte de la composée suivante:

A l
Ho(G.C3)—Hy(G.Z5) = Hy(GZy) = Hy(G,Zo) — Ha(G,Co)—2— Hy(BoZ) -2 Hy (T Z)

Pour tout G-module M, on note C%*" (G, M) le complexe standard non-homogeéne nor-
malisé ott C2*"(G, M) est engendré par les symboles [g1] - - - |gq]x avec g; € G et x € M et

le bord dg est donné par

dclg1l---1gqlx = [gal -~ - lgqla+ El (=1)"[g1] - -19igis1l - - lgglz + (=1)9[g1] - - - [gqlgq ().

Pour définir p, on considere I'application”: G — G une section quelconque de G — G/ Bs.

Soient 1, -, x4,y dans g et soit z; = x;41 - T4Y.
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On définit alors I’application

p: C(G,ind$ Z) — Cbar(By, 7))

[z1] - |glyBe — [20—1x121| T |2(1_—11$Q2Q]

On vérifie facilement que p est un quasi-isomorphisme de complexes inverse a l'inclusion

de By dans G.

Soit z € Q, —{0,1} et w = ((1) _01) I'élément du groupe de Weyl dans G = PGL2(Q,).

. 0 1 z—1 1 z 0
Soient g1 = 1o o) 92= o 1/°93=1o 1

On définit ": G — G de la maniére suivante:
4

1 sig(oo) =00

0

w  sig(oo)

o
I

1

gow  si g(o0)

gaw  sig(oo) =2

\

On a alors 9{z} = (0,1,2) — (00,1, 2) 4 (00,0, 2) — (00,0,1) = (g1 — g2 + g3 — 1)(00,0,1) =
dc X dans C%" (G, Cy) avec X1 = [g297 *]g91(00,0,1) — [g3](00,0,1).

On obtient alors I’0{z} en appliquant 0 & X;. D’ou l'0{z} = 0X; = 05X avec

Xo = [939195 19297 '1(0,1) — [gsg2g; 939195 '1(00,1) — [g3g291 95 ' 9195 9291 11(0, 2) +
939291 95 9195 193] (00,0)—[93]93)(00,0) + [g291 193] (0,0)— 93|95 1(00,0)}+[g5 93] (00,0).
Ceci s’obtient en utilisant les égalités:

z2(z—1) 0

gflgglglgg = u; = multiplication par z(z — 1) =
0 1

z 0

95 29392 = ug = multiplication par z/(z — 1) = 0 .
Z —
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939291 ' 95 9195 " = 939395

91_192—19% = multiplication par z = g3

9207 = 9195 "9
De méme, on a ll’0{z} = 0X5. On applique alors p définie précédement, ensuite d, pour
obtenir que f{z} € Ho(Ts,Z) est représentée par:
[z = Lzl = [272[2] + [2%[272]) = [e7 Mz — 1] + [22[2] — [272 2] = [2°](2 — 1)%] + []1]
—[z7 e = 1]+ [z = 1™ = [Le] + [(2 = D?[2%] = [1[z7%] + [2]272] — [271]27).
Or l'identification Ho(Ts,Z) = /\2Z(Q;<) est obtenue en indentifiant a A b avec [b~t|a™!] —
[a=t|b71]. Tl ne reste plus qu’a utiliser le fait que Op,[22]z|272] = [2]272] — [23]272] +
(22|27 — [2%|2], pour obtenir:

plz=22A(1—-2)+2"1 A2 =22A(1-2).

(B.5) Soit ¢(g1,- -, gony1) = T fAQnH(Vfl(x)dy(x))an

ou & = (x;)o<i<2n+1 représente un point du (2n + 1)-simplexe standard A, 41 et

2n
v(x) :Eo Tigit1 " 9ont1 T Topiil-

Il s’agit de montrer que u®(¢) # 0 avec u® : H*(G, M) — H*(L, M) Iisomorphisme du
théoreme 3.2.1.6 définie par la composée
w3 = Bada’
Les applications o et 33 sont définies dans la proposition 3.2.2.1 de la maniere suivante:
o C(G3, M) — Home, (Qp ® SatXs, M)
3% : Home, (Qp, ® SatZs, M) — Homy,(Z3, M)

définies pour f € C(G3, M), F € Hom(Q, ® SatXs, M), ¢ € Hom(Q, ® SatZs, M) et
¢ € Hom(Z3, M) par:

3 -1 , [1 & cl()\a’)]g(e) si wA/()\a/) >0
a’(f) (A" ®cl(a).e) = |
Nt @cl(NAa')gle) si wa(Xa’) =—v(N) <0

80



avec g : A® T3A — M définie par g(a ® ) = a.f(z) ou f est le prolongement de f &
Al(G3) = T3A et {e} une base fitrée de X3 = AQT3A.
B (p)(€) = p(lq, @ cl(lyry).€') avec {e'} une base filtrée de Zz = ULy ® A° Lo.

Il reste donc & définir

a®: Home, (Q,®SatXs, M) — Home, (Q,®SatZs, M)

Pour cela, il suffit de construire des morphismes de complexes a,, : (SatZ,,.d,) — (SatX,,,0,)

qui prolonge I’isomorphisme naturel a : SatU Ly — SatA.

Soit alors 'application de T" Ly — ULy = TLo/{z @y —y®@z —[z,y]} quiaz; ® - @z,

associe la classe de ZE €(0)Ty(1) ® -+ ® Ty(n) dans ULg. Cette application passe au
o€l

quotient pour induire une application A" Lo — U Ly.
Soit alors lapplication composée a,, : Sat \" Ly — SatU Lo—-SatA-=>">SatT™ A.

L’application a,, : SatZ, — SatX,, est alors définie de la maniere suivante:

SatZ, = Sat (SatULy ® Sat\" Lo)

w | ol w |

SatX, = Sat (SatA & SatT"A)

On vérifie alors qu’on a bien un diagramme commutatif

SatZni1 - SatZ,

An+1 l l An

SatXn+1 —>5 SatX,

n

Il reste donc a calculer u3(¢) = B2a3a®(¢).

Un calcul directe donne
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u3(¢)(e') = Satd( ezz e(o)cl[a(Uy1y) ® a(Us(2)) ® a(Uy(zy)] ot € = 1@ Uy AUz AUz est
[SPIE]

une base filtrée de Z3 et ol ¢ est le prolongement de ¢ & Al(G?).

En se restreingnant & G — AlG, on peut considérer que a(U,(;)) = 1 + t;Uy(;) avec t; au

voisinage de 0 et on a alors

u?(®)(e') = V(A3)Tr EEE €(0)[t1Us1y + taUg(2) + t3Us 3] [t2Ug(2) + t3Uy(3)|t3Us(3)
oE€Ys

Pour voir que u3(®) n’est pas un cobord, il suffit de considérer les isomorphismes
H*(S1:(Q), Q) s Q, = H*(S12(Qp), Qy)
H?(S12(Q), Q) 2C= H?(S12(C), C)
Or on sait d'une maniére analogue & 3.3.3.5 que dimcH?3(Sl2(C),C) = 1 et que I'image
de u?(®) dans H3(Sl3(C), C) est le cocycle de Borel. On conclut donc & la non-trivialité
de u3(®).

(B.6) Il s’agit de trouver £y une racine N-ieme de I'unité dans Z,,.
On considére I'application Z, — F,, et on veut résoudre dans F, I’équation yN = 1.
Soit zg € Z, tel que Zog =y alors )Y =1+ p\ .

Soit y = xo(1 +p)\)_%. Alors y € Z, en effet (N,p) = 1 donc il existe u,v € Z tels que

% = 1_“pv = u(l+pv+p?v?+--- donc N est inversible dans Z,. de méme, (N*, p) = 1Vk

donc N* est inversible dans Z, pour tout k € N*.
Dot (14+pA) "% =1+ 8pA+ 2p2\2 4.y dephph o c 7,

Ceci finit la démonstration puisque 3 = 2 (1 4+ pA)~t = (1 +pA)(1 +pA) "t = 1.

(B.7) Cette démonstration est due & P.COLMEZ:
Il s’agit de trouver une racine p — 1-ieme de 'unité ¢ telle que Dy, ,(§) # 0.
Ceci revient d’apres [Col], & montrer qu’il existe = un caractére primitif de Dirichlet tel
que L,(E, k) # 0.
Comme & € p,—1 alors il existe un entier i tel que = = w’. 1l faut donc montrer que la

i-ime branche de la fonction zeta p-adique L,(w’, k) = (, (k) # 0 ot w est le caractere

de Teichmuller.
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Or (,i(s) = gi((L+p)* —1) ou g;(T) € Z,[[T]] on a donc le résultat suivant:
s'il existe kg tel que v, ((p,i(ko)) # 0 alors v,((p,i(k)) # 0 pour tout k

car ¢;((1 + p)® — 1) est une série formelle ou tous les termes sont divisibles par p sauf

peut-étre la constante.

D’autre part, on sait que (,(—1) = —%, on choisit donc la i-ieme branche de la fonction

zeta qui passe par (,(—1).
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