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Introduction

Cette thèse se compose de deux parties principales contenant chacune deux
chapitres. Dans la première partie, on étudie quelques équations diophantiennes
à l'aide de la � méthode modulaire �. La seconde partie est consacrée à l'arith-
métique des courbes elliptiques et notamment de leurs points d'ordre �ni.

Première partie

Elle comporte deux chapitres portant chacun sur un cas particulier de la
conjecture suivante.

Conjecture 0.1 Soient F ∈ Z [X,Y ] une forme homogène séparable de degré
≥ 3 et d un entier ≥ 1. Il existe une constante Cd,F > 0 ne dépendant que de d
et F telle que si p est un nombre premier > Cd,F et (a, b, c) un triplet d'entiers
non nuls premiers entre eux véri�ant l'égalité

F (a, b) = dcp,

alors on a c = ±1.

Dans toute cette partie, on dit qu'un triplet (a, b, c) d'entiers est une solution
de l'équation

F (x, y) = dzp (1)

si F (a, b) = dcp, qu'elle est propre si a, b et c sont premiers entre eux dans leur
ensemble et qu'elle est non triviale si abc 6= 0.

Dans le premier chapitre, on s'intéresse au cas où

F (X,Y ) = X5 + Y 5.

Dans le second chapitre, on considère plus spéci�quement le cas où F est une
forme cubique.

Chapitre 1

Étant donné un entier d ≥ 1 libre de puissances cinquièmes et un nombre
premier p, on note Sp(d) l'ensemble des solutions propres et non triviales de
l'équation (1) dans le cas où

F (X,Y ) = X5 + Y 5.
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À tout élément (a, b, c) ∈ Sp(d), Darmon associe la courbe elliptique E(a, b)
suivante :

y2 = x3 − 5(a2 + b2)x2 + 5
(
a5 + b5

a+ b

)
x.

En utilisant les propriétés de modularité de la courbe E(a, b) démontrées par
Wiles ([Wil95]) et Breuil, Conrad, Diamond et Taylor ([BCDT01]), on obtient,
pour plusieurs valeurs de l'entier d, des résultats sur les ensembles Sp(d) lorsque
p varie.

Ce chapitre a été publié au Bulletin of the Australian Mathematical Society
en 2007 ([Bil07]). Par la suite, Luis Dieulefait et moi-même avons amélioré ces
résultats dans une publication commune à paraître à Mathematics of Computa-
tion ([BD08]).

Chapitre 2

La conjecture 0.1 est une conséquence de la conjecture abc de Masser et
Oesterlé. Dans le cas où F est de degré 3, on construit1 un polynôme G(X,Y, Z)
de degré 3 en la variable Z tel que

discZG(X,Y, Z) = disc(f) · F (X,Y )2,

où discZ désigne le discriminant par rapport à la variable Z et disc(f) le dis-
criminant du polynôme f(X) = F (X, 1). Cette construction généralise celle de
Frey pour la forme cubique

F (X,Y ) = XY (X + Y )

associée à l'équation de Fermat, ainsi que celle de Darmon pour la forme

F (X,Y ) = X3 + Y 3.

Étant donnée une solution propre et non triviale (a, b, c) de l'équation (1), cette
construction fournit alors en toute généralité une courbe elliptique d'équation

y2 = G(a, b, x)

qui a les � bonnes � propriétés de rami�cation. Cela nous permet, toujours dans
le cas des formes de degré 3, de réduire la conjecture 0.1 à une conséquence
d'une conjecture de Frey et Mazur sur les modules galoisiens des points d'ordre
premier des courbes elliptiques. À titre d'application, on détermine ensuite, pour
plusieurs valeurs de l'entier d, l'ensemble des solutions propres et non triviales
de l'équation (1) dans le cas où

F (X,Y ) = X3 +X2Y +XY 2 + Y 3.

Les résultats de ce chapitre ont fait l'objet d'une publication [Bil08a] au Journal
of Number Theory en mai 2008.

1Je remercie Don Zagier de m'avoir signalé cette formulation du résultat.
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Seconde partie

Elle traite de l'arithmétique des courbes elliptiques et se compose de deux
chapitres. Dans le premier, on s'intéresse au défaut de semi-stabilité des courbes
elliptiques à réduction additive avec potentiellement bonne réduction dé�nies sur
les extensions �nies de Q2. Dans la seconde partie on étudie certaines propriétés
galoisiennes des points d'ordre �ni des courbes elliptiques dé�nies sur un corps
de nombres.

Chapitre 3

SoientK une extension �nie deQ2 contenue dans une clôture algébrique �xée
Q2 de Q2 et E une courbe elliptique dé�nie sur K ayant mauvaise réduction
de type additif sur K et dont l'invariant modulaire j est entier. Il existe alors
une plus petite extension L de la clôture non rami�ée Knr de K dans Q2 où E
acquiert bonne réduction. Le groupe Φ = Gal(L/Knr) est soit cyclique d'ordre
2, 3, 4 ou 6, soit d'ordre 8 et isomorphe à un groupe quaternionien, soit d'ordre
24 et isomorphe à SL2(F3). Sa détermination précise n'a été menée que dans
deux cas : par A. Kraus pour K = Q2 ([Kra90]) et par É. Cali pour toutes les
extensions �nies K/Q2 non rami�ées ([Cal04]).

Dans ce chapitre, on commence par établir en fonction de la valuation de
j modulo 12 plusieurs résultats généraux sur le groupe Φ, valables pour toute
extension �nie K/Q2. Dans tous les cas restants, la connaissance de la valuation
de j modulo 12 ne su�t pas à déterminer l'ordre du groupe Φ.

D'autre part, dans le cas des extensions quadratiques rami�ées de Q2, on
détermine explicitement le groupe Φ en fonction des coe�cients d'une équation
de Weierstrass de E. Combiné avec les travaux de Cali et Kraus, ce dernier
résultat achève le calcul du groupe Φ pour toutes les extensions de Q2 de de-
gré ≤ 2.

Ce chapitre a été soumis en juin 2008 à la revueDissertationes Mathematicae.

Chapitre 4

Soient K un corps de nombres contenu dans la clôture algébrique Q de Q
dans C et E une courbe elliptique dé�nie sur K. On dit qu'un nombre premier p
est exceptionnel pour le couple (E,K) si la représentation

ρp : Gal(Q/K) −→ Aut(E[p])

donnant l'action de Gal(Q/K) sur le sous-groupe E[p] des points de p-torsion
de E est réductible. On s'intéresse dans ce chapitre à la détermination explicite
de l'ensemble des nombres premiers exceptionnels pour le couple (E,K). Il est
bien connu que si E n'a pas de multiplications complexes sur Q, cet ensemble
est �ni. En utilisant des arguments de théorie du corps de classes, on obtient
un critère portant sur la réduction de E en chaque place �nie de K permettant
d'aborder la question suivante.

Question 1. Le corps K et la courbe E étant donnés, peut-on décider en toute
généralité si l'ensemble des nombres premiers exceptionnels est �ni et si tel est
le cas comment le déterminer explicitement ?



10

Comme conséquence du résultat principal que l'on obtient à ce sujet, on
démontre notamment que pour toute courbe elliptique dé�nie sur un corps de
degré impair sur Q, l'ensemble des nombres premiers exceptionnels est �ni et
qu'il est inclus dans l'ensemble des diviseurs premiers d'une collection explicite
d'entiers (dépendant de (E,K)).

On s'intéresse également dans ce chapitre à la question suivante.

Question 2. Étant donnés un corps de nombres K et un ensemble in�ni E
de courbes elliptiques dé�nies sur K, peut-on trouver une constante uniforme
α(E ,K) telle que pour toute courbe elliptique E appartenant à E , la représen-
tation ρp soit irréductible dès que p > α(E ,K) ?

La réponse à cette question n'est, bien entendu, pas toujours positive. À
l'aide des résultats obtenus au chapitre 3 et d'arguments de la théorie du corps
de classes, on obtient plusieurs énoncés en direction de la question 2 pour des
ensembles E de courbes elliptiques ayant mauvaise réduction additive en une
place �nie de K et un � défaut de semi-stabilité � particulier.

On illustre les résultats obtenus en déterminant explicitement l'ensemble des
nombres premiers exceptionnels de plusieurs couples (E,K), notamment si K
est une extension quadratique de Q.
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Chapitre 1

Équations de Fermat de type
(5, 5, p)

Ce chapitre reproduit sans modi�cation l'article [Bil07] paru au Bulletin of
the Australian Mathematical Society. Signalons que ces résultats ont par la suite
été généralisés par Luis V. Dieulefait et moi-même et sont à paraître dans une
publication commune ([BD08]).

Introduction

Soient d un entier naturel sans puissances cinquièmes et p un nombre premier
≥ 7. On s'intéresse dans cet article à l'équation diophantienne suivante :

x5 + y5 = dzp. (1.1)

Suivant la terminologie de H. Darmon et A. Granville ([DG95]), on dira qu'un
triplet d'entiers (a, b, c) ∈ Z3 est une solution de l'équation (1.1) si l'on a a5 +
b5 = dcp, qu'elle est propre si a, b et c sont premiers entre eux et qu'elle est non
triviale si abc est non nul.

Notons Sp(d) l'ensemble des solutions propres et non triviales de l'équation
(1.1). On se propose dans cet article de démontrer quelques résultats concernant
l'ensemble Sp(d). Une conséquence de la conjecture abc est la suivante :

Conjecture 1.1 Supposons que d ne soit pas la somme de deux puissances
cinquièmes d'entiers relatifs non nuls. Alors, il existe une constante c(d), qui
ne dépend que de d, telle que si l'on a p > c(d), alors l'équation (1.1) n'admet
aucune solution propre et non triviale.

Les travaux de G. Frey, K. A. Ribet, J.-P. Serre et A. Wiles sur les représenta-
tions modulaires, permettent parfois d'aborder ce type de problèmes (cf. [Fre86],
[Rib90], [Ser87] et [Wil95]). La méthode maintenant fréquemment utilisée à ce
sujet est souvent appelée la méthode modulaire. Elle exploite les propriétés
modulaires de certaines courbes elliptiques ainsi que les propriétés galoisiennes
de leurs points de p-torsion. Plus précisément, à une hypothétique solution de
l'équation (1.1), on associe ici une courbe elliptique sur Q, dont la construction

15
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est dûe à H. Darmon ([Dar97]), dite courbe de Frey ou courbe de Hellegouarch-
Frey et dont la représentation galoisienne dans ses points de p-torsion est liée
à l'existence d'une forme modulaire de poids et de niveau précis, qui � essen-
tiellement � ne dépendent pas de la solution considérée. On est alors confronté
au problème de démontrer que l'existence d'une telle forme modulaire conduit à
une contradiction. Une étude de la rami�cation du corps des points de p-torsion
de la courbe de Frey permet parfois d'y parvenir.

Signalons qu'un résultat �gurant dans [Kra02] entraîne que, p étant donné,
l'ensemble des entiers d sans puissances cinquièmes et sans diviseurs premiers
congrus à 1 modulo 5, pour lesquels Sp(d) soit non vide, est �ni. Dans cet article,
nous mettons en ÷uvre la méthode modulaire et certaines de ses variantes pour
l'étude de l'équation (1.1). Elle permet de montrer que Sp(d) est vide pour
p ≥ 7, ou seulement pour une in�nité de p, dans certains cas où d est de la
forme 2α · 3β · 5γ avec 0 ≤ α, β, γ ≤ 4.

On énonce par ailleurs un critère, analogue à celui obtenu par A. Kraus con-
cernant l'équation x3 + y3 = zp (cf. [Kra98]), permettant souvent de montrer
que Sp(3) est vide pour un nombre premier p �xé. On démontre qu'il s'ap-
plique également aux petites valeurs de p (notamment p = 7). On le véri�e
numériquement, à l'aide d'un programme pari/gp pour tous les nombres pre-
miers p compris entre 7 et 106.

1.1 Énoncés des résultats

Soit p un nombre premier ≥ 7. Les résultats décrits ici concernent les entiers
d de la forme

d = 2α · 3β · 5γ , avec 0 ≤ α, β, γ ≤ 4.

Dans le cas particulier où d = 1, en utilisant la méthode modulaire classique,
on obtient l'énoncé suivant :

Théorème 1.2 Soit (a, b, c) un élément de Sp(1). Alors c est impair. Autrement
dit, la puissance p-ième d'un entier pair non nul ne peut s'écrire comme la
somme de deux puissances cinquièmes d'entiers premiers entre eux.

Pour quinze valeurs de d sur les cent vingt-cinq envisagées ci-dessus, par la
même méthode que celle utilisée dans le théorème 1.2, on obtient une réponse
complète quant à la description de Sp(d) :

Théorème 1.3 Supposons que d soit de la forme

d = 2α · 5γ avec α ∈
{

2, 3, 4
}

et 0 ≤ γ ≤ 4.

Alors, Sp(d) est vide.

Pour certaines valeurs de d, nous obtenons une réponse partielle en démon-
trant que Sp(d) est vide seulement pour un ensemble de nombres premiers p
de densité > 0. En utilisant la méthode symplectique, décrite dans [HK02], on
obtient à ce sujet l'énoncé suivant :

Théorème 1.4 Posons d = 2α · 3β · 5γ et supposons que l'on soit dans l'un des
cas ci-dessous :
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1. (α, β, γ) ∈
{

(3, 1,≥ 1), (3, 4,≥ 1), (4, 2,≥ 1)
}
et p ≡ 5 ou 7 (mod 12) ;

2. (α, β, γ) ∈
{

(3, 2,≥ 1), (4, 1,≥ 1), (4, 4,≥ 1)
}

et p ≡ 7, 11, 13 ou 17
(mod 24) ;

3. (α, β, γ) ∈
{

(3, 1, 0), (3, 4, 0), (4, 2, 0), (4, 3, 0)
}
et p ≡ 5 ou 19 (mod 24) ;

4. (α, β, γ) = (4, 3,≥ 1) et p ≡ 3 ou 5 (mod 8).

Alors, Sp(d) est vide.

Énonçons maintenant les résultats obtenus concernant le cas où d = 3. Pour
tout nombre premier p ≥ 7, on démontre un critère qui permet souvent de
prouver que Sp(3) est vide. Considérons pour cela un nombre premier q congru
à 1 modulo p. Posons q = np + 1. Le groupe µn(Fq) des racines n-ièmes de
l'unité de Fq est d'ordre n. On dé�nit deux sous-ensembles A(n, q) et B(n, q)
de µn(Fq) de la façon suivante.

1. Soit Ã(n, q) le sous-ensemble de µn(Fq) formé des éléments ζ pour lesquels :

405 + 62500ζ est un carré dans Fq.

À un tel élément ζ, on associe le plus petit entier δ1,ζ ≥ 0 tel que

δ2
1,ζ (mod q) = 405 + 62500ζ.

On dé�nit A(n, q) comme étant le sous-ensemble de Ã(n, q) constitué des
éléments ζ pour lesquels l'un au moins des entiers

−225 + 10δ1,ζ et − 225− 10δ1,ζ

est un carré modulo q. À tout élément ζ ∈ A(n, q), on associe alors la
cubique sur Fq suivante :

F1,ζ : y2 = x3 +
δ1,ζ
25

x2 + 25ζx. (1.2)

Son discriminant vaut 6480ζ2 = 24 ·34 ·5ζ2, qui est non nul car on a q ≥ 7.
Par suite, F1,ζ est une courbe elliptique sur Fq. On note n1,q(ζ) le nombre
de points rationnels sur Fq de F1,ζ et l'on pose

aq(ζ) = q + 1− n1,q(ζ). (1.3)

2. Soit B̃(n, q) le sous-ensemble de µn(Fq) formé des éléments ζ pour lesquels :

405 + 20ζ est un carré dans Fq.

À un tel élément ζ, on associe le plus petit entier δ2,ζ ≥ 0 tel que

δ2
2,ζ (mod q) = 405 + 20ζ.

On dé�nit B(n, q) comme étant le sous-ensemble de B̃(n, q) constitué des
éléments ζ pour lesquels l'un au moins des entiers

−225 + 10δ2,ζ et − 225− 10δ2,ζ
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est un carré modulo q. À tout élément ζ ∈ B(n, q), on associe alors la
cubique sur Fq suivante :

F2,ζ : y2 = x3 + δ2,ζx
2 + 5ζx. (1.4)

Son discriminant 24 · 34 · 53ζ2 est non nul car on a q ≥ 7. Par suite, F2,ζ

dé�nit une courbe elliptique sur Fq. On note n2,q(ζ) le nombre de points
rationnels sur Fq de F2,ζ et l'on pose

bq(ζ) = q + 1− n2,q(ζ). (1.5)

Les notations étant celles utilisées dans les tables de [Cre97] (à ceci près
que les lettres minuscules ont été remplacées ici par des lettres majuscules), on
considère les trois ensembles de courbes elliptiques suivants :

E1 = {150C1, 600A1, 600F1, 1200J1};
E2 = {150A1, 600C1, 1200N1}.

Si F est l'une des courbes des ensembles E1 et E2 et si ` est un nombre
premier ≥ 7, alors F a bonne réduction en `. On pose

a`(F ) = `+ 1− |F̃ (F`)|,

où |F̃ (F`)| est le nombre de points rationnels de la courbe F̃ sur F` déduite de
F par réduction modulo `.

Le critère que l'on obtient est le suivant :

Théorème 1.5 Soit p un nombre premier ≥ 7. Supposons que les deux condi-
tions suivantes soient satisfaites :

1. pour toute courbe elliptique F appartenant à E1, il existe un entier n ≥ 2
tel que :

(a) l'entier q = np+ 1 est premier.

(b) On a aq(F )2 6≡ 4 (mod p).

(c) Pour tout ζ dans A(n, q), on a

aq(ζ)2 6≡ aq(F )2 (mod p).

2. Pour toute courbe elliptique F appartenant à E2, il existe un entier n ≥ 2
tel que :

(a) l'entier q = np+ 1 est premier.

(b) On a aq(F )2 6≡ 4 (mod p).

(c) Pour tout ζ dans B(n, q), on a

bq(ζ)2 6≡ aq(F )2 (mod p).

Alors, Sp(3) est vide.

En utilisant ce critère et un résultat de L. Dirichlet concernant le cas où
p = 5 ([Dir28]), on obtient l'énoncé suivant :

Proposition 1.6 Si l'on a 5 ≤ p ≤ 106, alors Sp(3) est vide.
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Le critère du théorème 1.5 s'applique pour des valeurs de p considérablement
plus grandes que 106. Ainsi Sp(3) est vide lorsque p = 15485863 qui est le mil-
lionième nombre premier : on véri�e en e�et que n = 10 satisfait aux conditions
du théorème 1.5 (pour toute courbe F des ensembles E1 et E2). De même, Sp(3)
est vide pour p = 1000000007. Il su�t de prendre n = 44.

On donne en Appendice un tableau de valeurs d'entiers n satisfaisant aux
conditions du théorème 1.5 pour les nombres premiers compris entre 11 et 150,
ainsi que quelques explications heuristiques sur l'e�cacité de ce critère pour les
� grands � nombres premiers.

1.2 La courbe elliptique E

On considère un élément (a, b, c) de Sp(d). À un tel triplet on associe l'équa-
tion de Weierstrass E dé�nie sur Q :

y2 = x3 − 5(a2 + b2)x2 + 5
(
a5 + b5

a+ b

)
x. (1.6)

Ses invariants standard (c4, c6,∆) sont les suivants (cf. [Tat75]) :

c4 = 24 · 5
(
5(a2 + b2)2 − 3a

5+b5

a+b

)
= 24 · 5(2a4 + 3ba3 + 7a2b2 + 3ab3 + 2b4),

c6 = 25 · 52(a2 + b2)
(
2 · 5(a2 + b2)2 − 32 a5+b5

a+b

)
= 25 · 52(a6 + 9a5b+ 12a4b2 + 18a3b3 + 12a2b4 + 9ab5 + b6),

∆ = 24 · 53(a+ b)2(a5 + b5)2.

Puisque (a, b, c) appartient à Sp(d), E est une courbe elliptique dé�nie sur Q.

Notations.

1. On pose
r =

∏
`|cd,` 6=2,5

`,

où ` parcourt l'ensemble des diviseurs premiers de cd autres que 2 et 5.

2. Si ` est un nombre premier, on note v` la valuation `-adique de Q.

3. On pose

φ(a, b) =
a5 + b5

a+ b
= a4 − a3b+ a2b2 − ab3 + b4. (1.7)

4. On note ∆m le discriminant minimal de E.

Remarques préliminaires.

1. Les entiers a, b et c sont premiers entre eux deux à deux : cela résulte du
fait que a, b et c sont premiers entre eux dans leur ensemble et que d est
sans puissances cinquièmes.

2. Supposons d impair. Si a ou b est pair (mais pas les deux), alors c est
impair. Si a et b sont impairs, alors c est pair.

3. Si d est pair, alors ab est impair.
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4. Compte tenu des deux remarques précédentes, on peut supposer, ce que
l'on fera dans toute la suite, que l'on est dans l'un des cas suivants :

(a) d est impair et ac est pair : si c est impair, alors ab est pair et l'on
suppose que c'est a qui est pair.

(b) d est pair et ab impair.

Proposition 1.7 L'équation (1.6) est minimale en dehors de 2. Elle est mini-
male en 2, auquel cas on a ∆m = ∆, sauf dans les trois cas suivants :

1. les entiers d et a sont impairs (et c est pair) ;

2. les entiers d et c sont pairs ;

3. l'entier c est impair et l'on a v2(d) = 2, 3 ou 4.
Dans chacun de ces trois cas, on a alors :

∆m =
∆
212

.

Soit NE le conducteur de E.

Proposition 1.8 Supposons d impair. On a :

1. NE = 24 · 52r si v2(a) = 1 ;
2. NE = 23 · 52r si v2(a) ≥ 2 ;
3. NE = 2 · 52r si a est impair.

Proposition 1.9 Supposons d pair.

1. Si c est pair, on a NE = 2 · 52r.

2. Si c est impair, alors :

(a) si v2(d) = 2, on a NE = 52r ;

(b) si v2(d) = 3 ou 4, on a NE = 2 · 52r ;

(c) si v2(d) = 1, on a NE = 24 · 52r.

Les démonstrations de ces propositions font l'objet des paragraphes 1.2.1 à 1.2.5.

1.2.1 Lemmes préliminaires

Les trois lemmes suivants interviennent dans la suite à plusieurs reprises.

Lemme 1.10 Soit ` un nombre premier divisant a+ b. On a alors

φ(a, b) ≡ 5a2b2 (mod `2). (1.8)

Démonstration. Si ` un nombre premier divisant a+ b, on a

a2 + b2 ≡ −2ab (mod `2).

Or
φ(a, b) = (a2 + b2)2 − ab(a2 + b2 + ab), (1.9)

d'où
φ(a, b) ≡ 5a2b2 (mod `2)

et le lemme 1.10
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Lemme 1.11 Les entiers a+ b et φ(a, b) sont premiers entre eux en dehors de
5. De plus, si 5 divise a+b, alors v5(φ(a, b)) = 1 et v5(a+b) = v5(d)+pv5(c)−1.

Démonstration. Soit ` un nombre premier divisant a+ b et φ(a, b). Si ` 6= 5, on
a 5a2b2 6≡ 0 (mod `) car ` ne divise pas ab. Donc ` ne divise pas φ(a, b) (lemme
1.10). Si ` = 5, la congruence (1.8) ci-dessus implique v5(φ(a, b)) = 1. L'égalité
(a+ b)φ(a, b) = dcp entraîne alors le lemme.

Lemme 1.12 Soit ` un nombre premier non congru à 1 modulo 5 et divisant
a5 + b5. Alors, ` divise a+ b.

Démonstration. Puisque ` divise a5 + b5, ` ne divise pas ab. Soit b′ l'inverse de
−b modulo `. On a a5 ≡ (−b)5 (mod `), d'où (ab′)5 ≡ 1 (mod `). Par suite,
l'ordre de ab′ dans le groupe multiplicatif F∗` est 1 ou 5. La congruence ab′ ≡ 1
(mod `) conduit à a+ b ≡ 0 (mod `). Si ` ne divise pas a+ b, on en déduit donc
que l'ordre de ab′ dans F∗` est 5 puis ` ≡ 1 (mod 5). D'où le lemme.

1.2.2 Étude de la réduction de E en dehors de {2, 5}
On démontre le résultat suivant :

Lemme 1.13 Soit ` un nombre premier distinct de 2 et 5. La courbe E est
semi-stable en ` et l'on a

v`(NE) =
{

1 si ` divise cd,
0 sinon.

L'équation (1.6) dé�nit un modèle minimal en ` de E et ∆m = ∆. On a de
plus,

v`(∆m) ≡
{

4v`(d) (mod p) si ` divise a+ b,
2v`(d) (mod p) si ` ne divise pas a+ b.

(1.10)

En particulier,
p divise v`(∆m)⇐⇒ ` ne divise pas d. (1.11)

Démonstration. D'après l'égalité,

∆ = 24.53(a+ b)2(a5 + b5)2,

on a v`(∆) = 2v`(a+ b) + 2v`(a5 + b5). Or

a5 + b5 = dcp,

donc v`(a5 + b5) = v`(d) + pv`(c). D'où

v`(∆) ≡ 2v`(a+ b) + 2v`(d) (mod p). (1.12)

Si ` ne divise pas cd, alors d'après l'égalité a5 + b5 = dcp et le fait que a+ b
divise a5 + b5, ` ne divise pas ∆ et E a donc bonne réduction en `.

Supposons que ` divise cd. Dans ce cas, ` divise a5 + b5. On distingue alors
deux cas suivant que a+ b est ou non divisible par `.
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1. Supposons que ` divise a + b. Alors, φ(a, b) ≡ 5a4 (mod `), d'après le
lemme 1.10. On en déduit

c4 ≡ 24.52a4 (mod `)

d'où v`(c4) = 0. L'équation (1.6) est donc minimale en ` et E a réduction
multiplicative en `, d'où v`(NE) = 1 et v`(∆m) = v`(∆).
Puisque ` divise a+ b, ` ne divise pas φ(a, b) (lemme 1.11). On en déduit

v`(a+ b) ≡ v`(d) (mod p).

La congruence (1.12) entraîne alors la condition (1.10). L'équivalence (1.11)
en résulte vu que l'on a 0 ≤ v`(d) ≤ 4.

2. Supposons que ` ne divise pas a + b. On a φ(a, b) ≡ 0 (mod `) car `
divise a5 + b5 sans diviser a + b. D'après l'égalité (1.9), ` ne divise pas
a2 + b2 car ` ne divise pas ab. On en déduit que v`(c4) = 0. Par suite,
l'équation (1.6) est minimale en ` et E a réduction multiplicative en `,
d'où v`(NE) = 1. D'après la congruence (1.12), on a v`(∆m) ≡ 2v`(d)
(mod p) et l'on conclut comme ci-dessus.

1.2.3 Étude de la réduction de E en 5

On démontre le résultat suivant :

Lemme 1.14 La courbe E a mauvaise réduction de type additif en 5 et l'on a
v5(NE) = 2. L'équation (1.6) est minimale en 5. L'invariant modulaire j de E
est entier en 5 si et seulement si 5 ne divise pas a+ b.

De plus, p divise v5(j) si et seulement si l'une des deux conditions suivantes
est satisfaite :

1. on a a+ b 6≡ 0 (mod 5),

2. on a a+ b ≡ 0 (mod 5) et (p, v5(d)) ∈ {(7, 3), (11, 4)}.

Démonstration. On distingue deux cas.

1. Supposons que 5 ne divise pas a+ b. Dans ce cas, φ(a, b) ≡ 1 (mod 5) car
a5 + b5 ≡ a+ b (mod 5), d'où :

(v5(c4), v5(c6), v5(∆)) = (1,≥ 2, 3).

Le type de Kodaira de E est donc III (cf. tableau I, p.126 de [Pap93]) et
l'on a ainsi v5(NE) = 2. L'égalité j = c34/∆ entraîne alors v5(j) = 0.

2. Supposons que 5 divise a+ b. On a alors (lemme 1.10)

a2 + b2 ≡ −2ab (mod 25) et φ(a, b) ≡ 5a2b2 (mod 25).

On a donc :

c4
5
≡ 24.5a2b2 (mod 25) et

c6
52
≡ 26.5(ab)3 (mod 25),

d'où les égalités :
v5(c4) = 2 et v5(c6) = 3.
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On en conclut que la courbe E a mauvaise réduction de type additif en
5 et que l'équation (1.6) est minimale en 5. Le type de Kodaira de E est
donc I∗ν où ν = 4v5(a+ b)− 1 et l'on obtient v5(NE) = 2 (cf. loc. cit.).
D'après le lemme 1.11, on a :

v5(a5 + b5) = v5(a+ b) + 1,

d'où v5(∆) = 5 + 4v5(a+ b) ≥ 9 et l'inégalité v5(j) < 0.
De l'égalité

v5(∆) = 5 + 4(v5(d) + pv5(c)− 1),

il vient :
v5(j) = 6− v5(∆) ≡ 5− 4v5(d) (mod p).

Autrement dit,

v5(j) ≡


5 (mod p) si v5(d) = 0,
1 (mod p) si v5(d) = 1,
−3 (mod p) si v5(d) = 2,
−7 (mod p) si v5(d) = 3,
−11 (mod p) si v5(d) = 4.

Cela établit le lemme.

1.2.4 Étude de la réduction de E en 2 si d est impair

On démontre le résultat suivant :

Lemme 1.15 Supposons d impair. La courbe E a mauvaise réduction en 2.

1. Si a est pair, E a réduction de type additif en 2. On a

v2(NE) =
{

4 si v2(a) = 1,
3 si v2(a) ≥ 2.

2. Si a est impair, E a réduction de type multiplicatif en 2 et l'on a alors
v2(NE) = 1.

L'équation (1.6) est minimale en 2 si et seulement si a est pair.

Démonstration. On est amené à distinguer deux cas suivant la parité de a.

1. Supposons a pair. On a alors :

v2(c4) ≥ 5, v2(c6) = 5, v2(∆) = 4.

En fait, on a plus précisément (v2(a), v2(c4)) ∈ {(1,≥ 6), (≥ 2, 5)}. En
e�et, on a

c4
24
≡ 2 + 3ab3 ≡ 2 + 3ab (mod 4)

≡
{

0 (mod 4) si v2(a) = 1
2 (mod 4) si v2(a) ≥ 2. (1.13)

Il convient donc de séparer les cas où v2(a) = 1 et v2(a) ≥ 2.
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(a) Supposons v2(a) = 1. On est dans le cas 3 ou 5 de Tate (cf. tableau
IV, p.129 de [Pap93]). D'après la proposition 1, p.124 de loc. cit.
appliquée avec r = t = 1, on est dans un cas ≥ 4 si et seulement si

5
(
a5 + b5

a+ b

)
− 5(a2 + b2) ≡ 0 (mod 4),

ce qui équivaut à

a4 − a3b+ a2b2 − ab3 + b4 − (a2 + b2) ≡ 0 (mod 4).

Or on a a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4 − (a2 + b2) ≡ −ab (mod 4) et
comme v2(a) = 1, l'entier ab n'est pas multiple de 4. On est donc
dans le cas 3 de Tate et l'on a v2(NE) = 4.

(b) Supposons v2(a) ≥ 2. On a alors :

v2(c4) = 5, v2(c6) = 5, v2(∆) = 4.

On est donc dans le cas 3 ou 4 de Tate. On déduit alors de la con-
gruence a4 − a3b + a2b2 − ab3 + b4 − (a2 + b2) ≡ −ab (mod 4), que
l'on est dans le cas 4 de Tate et l'on a v2(NE) = 3.

2. Supposons a impair. Dans ce cas, d'après la remarque préliminaire 4, b est
impair et c est pair. On a ainsi φ(a, b) ≡ 1 (mod 2), a2 + b2 ≡ 2 (mod 4)
et l'égalité v2(a5 + b5) = v2(a + b). Compte tenu de l'égalité (1.1), il en
résulte que l'on a

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (4, 6,≥ 32).

Véri�ons que l'équation (1.6) n'est pas minimale en 2. On étudie pour cela
la congruence de c6/26 modulo 4 ([Kra89, p.77]). On constate que l'on a

c6
26
≡ 2ab+ 1 (mod 4).

Puisque ab est impair, on a ab ≡ ±1 (mod 4), et l'on obtient la congru-
ence c6/26 ≡ −1 (mod 4). Notre assertion résulte alors du corollaire du
théorème 2 de loc. cit.. On en déduit que E a réduction multiplicative en
2 et l'on a donc v2(NE) = 1.

Cela termine la démonstration du lemme 1.15.

1.2.5 Étude de la réduction de E en 2 si d est pair

On démontre le résultat suivant :

Lemme 1.16 Supposons d pair.

1. Si c est impair et si v2(d) = 2, E a bonne réduction en 2, auquel cas on a
v2(NE) = 0.

2. Si c est impair et si v2(d) = 1, E a mauvaise réduction de type additif en
2 et l'on a v2(NE) = 4.

3. Supposons c pair ou bien que l'on ait v2(d) = 3 ou 4. Alors E a réduction
de type multiplicatif en 2 et l'on a v2(NE) = 1.
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L'équation (1.6) est minimale en 2 si et seulement si c est impair et v2(d) = 1.

Démonstration. Puisque d est pair, les entiers a et b sont impairs. On a donc
φ(a, b) ≡ 1 (mod 2) et v2(a+ b) = v2(a5 + b5). Il en résulte que l'on a

v2(c4) = 4, v2(c6) = 6, v2(∆) = 4(1 + v2(d) + pv2(c)).

En particulier, on a (
v2(c4), v2(c6), v2(∆)

)
= (4, 6,≥ 8).

Plus précisément, on a v2(∆) = 8 si v2(d) = 1 et si c est impair,
v2(∆) = 12 si v2(d) = 2 et si c est impair,
v2(∆) > 12 si v2(d) = 3 ou 4, ou bien si c est pair.

On distingue donc les cas où v2(∆) = 8 et v2(∆) ≥ 12.

1. Supposons v2(∆) ≥ 12. On a comme ci-dessus les congruences

c6
26
≡ 2ab+ 1 ≡ −1 (mod 4).

Par suite, l'équation (1.6) n'est pas minimale en 2. Si l'on a v2(d) = 2
et si c est impair, la courbe E a donc bonne réduction en 2, i.e. on a
v2(NE) = 0. Par ailleurs, si v2(d) = 3 ou 4, ou bien si c est pair, E a
réduction multiplicative en 2 et l'on a v2(NE) = 1.

2. Supposons v2(∆) = 8. On a(
v2(c4), v2(c6), v2(∆)

)
= (4, 6, 8)

et l'on est dans le cas 6, 7 ou 8 de Tate. D'après la proposition 3 p.124 de
[Pap93], on est amené à déterminer si la congruence

−52

(
a5 + b5

a+ b

)2

+2.3.5r2

(
a5 + b5

a+ b

)
−22.5r3(a2+b2)+3r4 ≡ 0 (mod 32)

a ou non une solution r ∈ Z. On véri�e que r = 1 convient. D'après la
proposition 3 de loc. cit., il existe t ∈ Z tel que

5
(
a5 + b5

a+ b

)
− 5(a2 + b2) + 1 ≡ t2 (mod 8),

et l'on véri�e que t = 2 convient. Posons

u = 5
(
a5 + b5

a+ b

)
− 5(a2 + b2)− 3.

Véri�ons que l'on a v2(u) = 3. Les entiers a2 et b2 sont congrus à 1 ou 9
modulo 16, de sorte que l'on a a2 ≡ b2 (mod 16) ou b2 ≡ 9a2 (mod 16).
Par ailleurs, on a v2(d) = 1 et c est impair. D'après l'égalité (1.1), on
a donc la congruence a ≡ b (mod 4), autrement dit, on a ab ≡ 1 ou 5
(mod 8).



26 CHAPITRE 1. ÉQUATIONS DE FERMAT DE TYPE (5, 5, P )

(a) Supposons a2 ≡ b2 (mod 16). Dans ce cas, on véri�e que l'on a

u ≡ 2 + 6ab (mod 16).

D'après l'hypothèse faite, on a ab ≡ 1 (mod 8), ce qui entraîne notre
assertion.

(b) Supposons b2 ≡ 9a2 (mod 16). On obtient alors

u ≡ 2(1− ab) (mod 16).

Par ailleurs, on a dans ce cas ab ≡ 5 (mod 8), d'où l'assertion.

Il en résulte que l'on est dans le cas 6 de Tate, puis que v2(NE) = 4. D'où
le lemme 1.16.

Les propositions 1.7, 1.8 et 1.9 résultent alors des lemmes 1.13 à 1.16.

1.3 La représentation ρEp

Soit p un nombre premier ≥ 7 et (a, b, c) un élément de Sp(d). Notons Q la
clôture algébrique de Q dans C et GQ = Gal(Q/Q) le groupe de Galois absolu
de Q. Soit E[p] le sous-groupe de E(Q) constitué des points de p-torsion de la
courbe elliptique E. C'est un Fp-espace vectoriel de dimension 2 sur lequel GQ

opère continûment. Par le choix d'une base de E[p] sur Fp, on en déduit un
homomorphisme de groupes

ρEp : GQ −→ GL2(Fp).

À une telle représentation J.-P. Serre associe un poids k qui est un entier ≥ 2 et
un conducteur N(ρEp ) qui est un entier ≥ 1, premier à p, qui divise le conducteur
NE de E (cf. [Ser87]).

Proposition 1.17 La représentation ρEp est irréductible.

Démonstration. La courbe E a un point d'ordre deux rationnel sur Q. Par
suite, si ρEp était réductible, le groupe E(Q) possèdrait un sous-groupe d'ordre
2p stable par GQ, de sorte que la courbe modulaire Y0(2p) aurait un point
rationnel sur Q. Or, si p ≥ 11, B. Mazur et M. A. Kenku ont démontré que
l'ensemble Y0(2p)(Q) est vide (cf. [Ken82]). D'où le résultat dans ce cas.

Supposons maintenant p = 7 et ρE7 réductible. La courbe modulaire Y0(14)
est la courbe elliptique notée 14A1 dans les tables de [Cre97] ([Lig75, p.45]). Elle
possède exactement deux points rationnels sur Q qui correspondent aux deux
classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques d'invariants j = −153 et 2553.
Ce sont en e�et les invariants modulaires des courbes notées 49A1 et 49A2 dans
les tables de [Cre97] et elles ont bien un sous-groupe d'ordre 14 stable par GQ.
La courbe elliptique E correspond donc à un point rationnel sur Q de la courbe
modulaire Y0(14). En particulier, on a j = −153 ou 2553. En posant t = a/b,
on en déduit que t est une solution rationnelle de l'équation :

28 (2t4 + 3t3 + 7t2 + 3t+ 2)3

(t+ 1)2(t5 + 1)2
= −153 ou 2553.

On véri�e que cela conduit à une contradiction. D'où la proposition.
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Proposition 1.18 On a k = 2 si p ne divise pas d et k = p+ 1 sinon.

Démonstration. Supposons que p ne divise pas d. Si p ne divise pas c, alors E
a bonne réduction en p (lemme 1.13) et l'on a k = 2 d'après la proposition 5
p.191 de [Ser87]. Si p divise c, puisque l'on a p ≥ 7, la courbe E a réduction
multiplicative en p (loc. cit.). Par ailleurs, p divise vp(∆m) (loc. cit.), ce qui
entraîne de nouveau k = 2.

Supposons que p divise d. D'après le lemme 1.13, la courbe E a alors ré-
duction de type multiplicatif en p et p ne divise pas vp(∆m). Cela conduit à
k = p+ 1, d'où le résultat.

Calcul de N(ρEp ). Posons

r′ =
∏

` 6=2,5,p
`|d

`,

où ` parcourt les diviseurs premiers de d distincts de 2, 5 et p. Le conducteur
N(ρEp ) de ρEp est donné dans les deux énoncés suivants :

Proposition 1.19 Supposons d impair. Alors :

1. N(ρEp ) = 24.52r′, si v2(a) = 1 ;

2. N(ρEp ) = 23.52r′, si v2(a) ≥ 2 ;

3. N(ρEp ) = 2.52r′, si a est impair.

Proposition 1.20 Supposons d pair. Alors :

1. N(ρEp ) = 2.52r′, si v2(d) = 3 ou 4 ;

2. N(ρEp ) = 52r′, si v2(d) = 2 ;

3. N(ρEp ) = 2.52r′, si v2(d) = 1 et c est pair.

4. N(ρEp ) = 24.52r′, si v2(d) = 1 et c est impair.

Avant de démontrer ces propositions, on commence par le résultat suivant.

Lemme 1.21 Supposons que E ait réduction de type multiplicatif en 2. Alors,

v2(∆m) ≡ −8 + 4v2(d) (mod p). (1.14)

En particulier, p divise v2(∆m) si et seulement si c est pair et v2(d) = 2.

Démonstration. Puisque E a réduction de type multiplicatif en 2, on est dans
l'un des cas suivants (lemmes 1.15 et 1.16) :

1. les entiers d et a sont impairs (et c est pair) ;

2. les entiers d et c sont pairs ;

3. l'entier c est impair et l'on a v2(d) = 3 ou 4.
Dans chacun des trois cas ci-dessus, l'entier ab est impair donc

v2(a+ b) = v2(a5 + b5).

D'après la proposition 1.7, on a :

∆m =
∆
212

.
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On en déduit
v2(∆m) = 4 + 4v2(a5 + b5)− 12.

Or v2(a5 + b5) = v2(d) + pv2(c) ≡ v2(d) (mod p). D'où la congruence (1.14).
L'équivalence du lemme s'en déduit immédiatement car on a 0 ≤ v2(d) ≤ 4.

Démontrons à présent les propositions 1.19 et 1.20. Puisque N(ρEp ) divise
NE , pour tout nombre premier ` qui ne divise pas 10r, on a v`(N(ρEp )) = 0.

Considérons un diviseur premier ` de NE distinct de 2, 5 et p. D'après le
lemme 1.13 et [Kra97a, p.28], on a

v`(N(ρEp )) =
{

1 si ` divise d,
0 sinon.

La courbe E ayant réduction de type additif en 5, on a v5(N(ρEp )) = 2 (loc.
cit.).

Il reste à déterminer l'exposant de 2 dans N(ρEp ). La valeur de l'exposant
de 2 dans le conducteur NE est donnée dans les propositions 1.8 et 1.9. Dans le
cas où E a réduction de type additif en 2, i.e. si v2(NE) ≥ 2, on a v2(N(ρEp )) =
v2(NE) (loc. cit.). Si E a réduction multiplicative en 2, alors d'après le lemme
1.21, v2(N(ρEp )) = v2(NE) sauf si c est pair et v2(d) = 2 auquel cas on a
v2(N(ρEp )) = v2(NE)− 1, i.e. v2(N(ρEp )) = 0.

Compte tenu du fait que N(ρEp ) est premier à p, cela termine la démonstra-
tion des propositions 1.19 et 1.20.

1.4 Démonstrations des résultats

On suppose pour toute la suite qu'il existe un élément (a, b, c) ∈ Sp(d) où
p est un nombre premier ≥ 7. Soit E la courbe d'équation (1.6) attachée à la
solution (a, b, c).

Notations. Si n est un entier ≥ 1, on note S+
2 (n) le C-espace vectoriel formé des

newforms paraboliques de poids 2 pour le sous-groupe Γ0(n) au sens de [AL70].

La représentation ρEp est irréductible, de poids 2 et de conducteur N(ρEp ).
D'après les travaux de K. Ribet (cf. [Rib90]), il existe alors une newform

f = q +
∑
n≥2

an(f)qn ∈ S+
2 (N(ρEp )) avec q = e2iπτ ,

et une place P de Q de caractéristique résiduelle p telles que, pour tout nombre
premier `, on ait :{

a`(f) ≡ a`(E) (mod P) si ` ne divise pas pNE ,
a`(f) ≡ ±(`+ 1) (mod P) si ` divise NE et ne divise pas pN(ρEp ).

(1.15)
Par ailleurs, dans le cas où les coe�cients an(f) sont dans Z, la newform f
correspond à une courbe elliptique A/Q de conducteur N(ρEp ) unique à isogénie
près. Notons respectivement

LE(s) =
∑
n≥1

an(E)n−s et LA(s) =
∑
n≥1

an(A)n−s
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les fonctions L de Hasse - Weil de E et A.
Les représentations ρEp et ρAp sont alors isomorphes et l'on a en particulier :

a`(E) ≡ a`(A) (mod p), (1.16)

pour tout nombre premier ` ne divisant pas NE (cf. [KO92]). Il s'agit de con-
tredire l'existence de f .

Soit Q(E[p])/Q l'extension de Q engendrée par les coordonnées des points
de p-torsion de E. C'est une extension galoisienne de Q. On note e son indice
de rami�cation en 5.

Le lemme suivant intervient dans les paragraphes 1.4.3 et 1.4.4.

Lemme 1.22 1. Si 5 divise a+ b, on a :

e =
{

2 si (p, v5(d)) = (7, 3) ou (11, 4),
2p sinon.

(1.17)

2. Si 5 ne divise pas a+ b, on a e = 4.

Démonstration. Si 5 divise a+ b, la courbe E a potentiellement réduction mul-
tiplicative en 5, autrement dit, E a réduction additive en 5 et son invariant
modulaire n'est pas entier en 5 (lemme 1.14). L'égalité (1.17) résulte alors du
lemme 1.14 et de [CK02, p.7].

Si 5 ne divise pas a+ b, l'invariant modulaire j de E est entier en 5 (lemme
1.14). La courbe E a donc potentiellement bonne réduction en 5. La valuation
en 5 de son discriminant minimal vaut 3 (cf. �1.2.3). Le défaut de semi-stabilité
en 5 de E (qui est mesuré par l'ordre d'un certain groupe �ni Φ5) est donc
d'ordre 4 ([Ser72, p.312]), d'où le résultat.

1.4.1 Démonstration du théorème 1.2

On suppose ici que l'on a d = 1 et que c est pair. L'entier a est impair.
D'après l'étude faite dans la partie 1.3, la représentation ρEp est irréductible
de poids 2 et de conducteur 50. Or une base du C-espace vectoriel S+

2 (50)
correspond aux deux courbes elliptiques sur Q de conducteur 50 notées 50A1
et 50B1 dans [Cre97] et d'équations respectives :

50A1 : y2 + xy + y = x3 − x− 2,
50B1 : y2 + xy + y = x3 + x2 − 3x+ 1.

On va alors contredire les congruences (1.15) avec le nombre premier ` = 3. On
remarque pour cela que l'on a{

a3(50A1) = +1,
a3(50B1) = −1.

Par ailleurs, la courbe elliptique E a réduction semi-stable en 3 (lemme 1.13).
Supposons que E ait réduction multiplicative en 3. Puisque 3 divise NE , mais
pas 50p = pN(ρEp ), on déduit des congruences (1.15) que l'on a

±1 ≡ ±4 (mod p),



30 CHAPITRE 1. ÉQUATIONS DE FERMAT DE TYPE (5, 5, P )

ce qui conduit à une contradiction car p ≥ 7. La courbe E a donc bonne ré-
duction en 3. Puisque E a un point d'ordre 2 rationnel sur Q, a3(E) est pair
et l'inégalité |a3(E)| < 2

√
3 ([Sil92, th.1.1, p.131]) entraîne a3(E) = 0 ou ±2.

D'après les congruences (1.15), on a donc

±1 ≡ a3(E) (mod p),

ce qui conduit de nouveau à une contradiction. Cela termine la démonstration
du théorème 1.2.

1.4.2 Démonstration du théorème 1.3

On a r′ = 1. On distingue deux cas suivant la valeur de v2(d).
1. Supposons v2(d) = 2. D'après la proposition 1.20, on a N(ρEp ) = 25. Or

l'espace S+
2 (25) est réduit à 0. D'où le théorème dans ce cas.

2. Supposons v2(d) = 3 ou 4. Dans ce cas, on a N(ρEp ) = 50, ce qui entraîne,
par le même argument que celui utilisé dans le �1.4.1, le résultat.

1.4.3 Démonstration du théorème 1.4

Supposons que l'on soit dans le cas où les coe�cients an(f) sont dans Z.
Les congruences (1.16) sont réalisées. On utilise ici la méthode symplectique
reposant sur le lemme suivant ([HK02, p.180]). Notons ∆m(A) le discriminant
minimal de A.

Lemme 1.23 Soient `1 et `2 deux nombres premiers distincts, autres que p.
Supposons que E et A aient réduction de type multiplicatif en `i et que p ne
divise pas v`i(∆m), auquel cas p ne divise pas non plus v`i

(
∆m(A)

)
(i = 1, 2).

Alors, les classes modulo p de v`1(∆m)v`2(∆m) et v`1
(
∆m(A)

)
v`2
(
∆m(A)

)
dif-

fèrent multiplicativement par un carré de Fp.

On suppose ici que d s'écrit

d = 2α · 3β · 5γ , avec α = 3 ou 4 et 1 ≤ β ≤ 4, 0 ≤ γ ≤ 4.

D'après la proposition 1.20, on a alors :

N(ρEp ) = 150.

Une base de S+
2 (150) correspond aux trois classes d'isogénie de courbes ellip-

tiques sur Q de conducteur 150. Ainsi ρEp est isomorphe à la représentation de
GQ dans les points de p-torsion de l'une des courbes notées 150A1, 150B1 et
150C1 dans les tables de [Cre97]. Par ailleurs, E a réduction multiplicative en
2 et 3 (lemmes 1.13 et 1.16) et d'après le lemme 1.21, on a donc :

v2(∆m) ≡
{

4 (mod p) si α = 3
8 (mod p) si α = 4. (1.18)

D'après le lemme 1.12, 3 divise a+ b et d'après le lemme 1.13, on a donc :

v3(∆m) ≡ 4β (mod p). (1.19)

Les entiers v2(∆m) et v3(∆m) ne sont pas divisibles par p.
On distingue alors deux cas suivant la valeur de l'entier α.
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Supposons α = 3

On distingue deux cas selon que 5 divise on non a+ b.

1. Supposons que 5 divise a + b. Démontrons que l'on a les assertions suiv-
antes : {

3 (mod p) ∈ (F∗p)
2 si β = 1 ou 4,

6 (mod p) ∈ (F∗p)
2 si β = 2. (1.20)

D'après le lemme 1.22, l'indice de rami�cation en 5 de l'extensionQ(E[p])/Q
est 2 ou 2p. Or les courbes notées 150A1 et 150B1 dans [Cre97] ont ré-
duction additive en 5 et leurs invariants modulaires sont entiers en 5. Les
valuations de leurs discriminants minimaux en 5 sont respectivement 3 et
9. L'indice de rami�cation en 5 des extensions de Q engendrées par leurs
points de p-torsion vaut donc 4 ([Ser72, p.312]). Puisque l'on a p 6= 2,
cela entraîne que ρEp est isomorphe à ρAp , où A est la courbe elliptique
notée 150C1 dans [Cre97]. On applique alors le résultat du lemme 1.23
avec les courbes E et A, et les nombres premiers `1 = 2, `2 = 3. On a
v2(∆m(A)) = 4 et v3(∆m(A)) = 3. D'après (1.18) et (1.19), on obtient
ainsi :

3 (mod p) ≡ β (mod p) (mod (F∗p)
2),

d'où les assertions (1.20).

2. Supposons que 5 ne divise pas a+ b. Dans ce cas, véri�ons que l'on a :{
2 (mod p) ∈ (F∗p)

2 si β = 1 ou 4
6 (mod p) ∈ (F∗p)

2 si β = 3. (1.21)

L'invariant modulaire de E est entier en 5. D'après le lemme 1.22, l'indice
de rami�cation en 5 de l'extension Q(E[p])/Q est 4. Or la courbe elliptique
notée 150C1 a un invariant modulaire non entier en 5. Comme ci-dessus,
on en déduit que ρEp est isomorphe à ρAp , où A est l'une des courbes
elliptiques notées 150A1 et 150B1 dans [Cre97]. On a v2(∆m(A)) = 2 et
v3(∆m(A)) = 1. D'après le lemme 1.23 et les congruences (1.18) et (1.19),
on obtient :

2 (mod p) ≡ β (mod p) (mod (F∗p)
2),

d'où les assertions (1.21).

Démontrons le théorème 1.4 si α = 3. Supposons γ ≥ 1. Dans ce cas, d'après
le lemme 1.12, 5 divise a+ b. Par hypothèse, on a β ∈

{
1, 2, 4

}
. Par ailleurs, on

a les équivalences :

3 (mod p) 6∈ (F∗p)
2 ⇐⇒ p ≡ 5 ou 7 (mod 12), (1.22)

et
6 (mod p) 6∈ (F∗p)

2 ⇐⇒ p ≡ 7, 11, 13 ou 17 (mod 24), (1.23)

d'où le résultat dans ce cas.
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Supposons γ = 0, i.e. 5 ne divise pas d. On a alors β = 1 ou 4. Et, d'après
ce qui précède, 2 (mod p) ou 3 (mod p) appartient à (F∗p)

2 suivant que 5 divise
ou non a+ b.

De l'équivalence

2 (mod p) 6∈ (F∗p)
2 ⇐⇒ p ≡ 3 ou 5 (mod 8), (1.24)

on déduit :

3 (mod p) 6∈ (F∗p)
2 et 2 (mod p) 6∈ (F∗p)

2

⇐⇒ p ≡ 5 ou 19 (mod 24). (1.25)

Compte tenu des deux alinéas précédents, cela prouve le théorème 1.4 si α = 3.

Supposons α = 4

La démarche est identique à celle du paragraphe précédent : seules les congru-
ences obtenues di�èrent. On explicitera donc les calculs sans répéter exhaustive-
ment les raisonnements.

1. Supposons que 5 divise a+ b. La représentation ρEp est alors isomorphe à
ρAp , où A est la courbe elliptique notée 150C1 dans [Cre97]. On déduit du
lemme 1.23 les congruences :

3 (mod p) ≡ 2β (mod p) (mod (F∗p)
2).

Autrement dit, on a :
6 (mod p) ∈ (F∗p)

2 si β = 1 ou 4
3 (mod p) ∈ (F∗p)

2 si β = 2
2 (mod p) ∈ (F∗p)

2 si β = 3.

2. Supposons que 5 ne divise pas a + b. On sait qu'alors ρEp est isomorphe
à ρAp , où A est l'une des courbes elliptiques notées 150A1 et 150B1 dans
[Cre97]. On obtient dans ce cas :

β (mod p) ∈ (F∗p)
2.

Démontrons alors le théorème 1.4 si α = 4.
Supposons γ = 0, i.e. 5 ne divise pas d. Alors par hypothèse β = 2 ou 3.

D'après les alinéas ci-dessus, 2 (mod p) ou 3 (mod p) appartient à (F∗p)
2. D'où

le résultat dans ce cas, d'après la congruence (1.25).
Supposons γ ≥ 1. Alors 5 divise a + b et β ∈ {1, 2, 3, 4}. Si β = 1 ou 4, on

a le résultat avec la congruence (1.23). Les cas où β = 2 et β = 3 se déduisent
respectivement des congruences (1.22) et (1.24).

Ceci achève la démonstration du théorème 1.4.

1.4.4 Démonstration du théorème 1.5

On rappelle que p est un nombre premier ≥ 7, (a, b, c) est un élément de
Sp(3) et que E la courbe d'équation (1.6) attachée à (a, b, c).
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D'après la proposition 1.19, on a :

N(ρEp ) =

 150 si a est impair;
600 si v2(a) ≥ 2;

1200 si v2(a) = 1.

Les newforms appartenant aux espaces S+
2 (150), S+

2 (600) et S+
2 (1200) sont

toutes à coe�cients entiers relatifs. Elles correspondent donc à des courbes el-
liptiques. Il y a en trois de conducteur 150, neuf de conducteur 600 et dix-neuf
de conducteur 1200, soit trente-et-une courbes au total. Par commodité pour le
lecteur, on donne en Appendice la liste des équations de ces courbes elliptiques
ainsi que la valeur des invariants dont on aura besoin.

On considère les deux ensembles de courbes elliptiques suivants, avec les
notations des tables de [Cre97] :

F1 = {150C1, 600A1, 600F1, 1200E1, 1200G1, 1200J1, 1200P1};
F2 = {150A1, 150B1, 600C1, 600H1, 1200B1, 1200I1, 1200M1

1200N1, 1200Q1, 1200S1}.

Le lemme suivant décrit les isomorphismes possibles entre ρEp et les représen-
tations ρAp où A est l'une des trente-et-une courbes elliptiques de conducteur
150, 600 et 1200.

Lemme 1.24 1. Si 5 divise a+ b, alors il existe A dans F1 tel que ρEp soit
isomorphe à ρAp ;

2. Si 5 ne divise pas a+b, alors il existe A dans F2 tel que ρEp soit isomorphe
à ρAp .

Démonstration. La représentation ρEp est isomorphe à la représentation ρAp d'une
courbe elliptique A de conducteur 150, 600 ou 1200. Dé�nissons l'ensemble suiv-
ant :

G = {150A1, 150B1, 600B1, 600C1, 600D1, 600E1, 600G1, 600H1, 600I1,
1200A1, 1200B1, 1200C1, 1200D1, 1200F1, 1200H1, 1200I1, 1200K1,
1200L1, 1200M1, 1200N1, 1200O1, 1200Q1, 1200R1, 1200S1}.

D'après le tableau 1.2 de l'Appendice, l'ensemble G (resp. F1) correspond pré-
cisément aux courbes de conducteur 150, 600 et 1200 ayant un invariant mod-
ulaire j entier en 5 (resp. non entier en 5).

On rappelle que la courbe E a réduction additive en 5 (lemme 1.14).

1. Supposons tout d'abord que 5 divise a+ b. D'après le lemme 1.22, l'indice
de rami�cation en 5 de l'extension Q(E[p])/Q est 2p (car v5(d) 6= 3, 4).
Or les courbes de l'ensemble G ont toutes réduction additive en 5 et leur
invariant modulaire est entier en 5. Leur défaut de semi-stabilité en 5
est alors d'ordre 2, 3, 4 ou 6 (cf. le tableau 1.2). En particulier, ρEp n'est
isomorphe à la représentation modulo p d'aucune des courbes de l'ensemble
G. Autrement dit, ρEp est isomorphe à ρAp où A est une courbe de l'ensemble
F1.
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2. Supposons que 5 ne divise pas a+ b. L'invariant modulaire de E est entier
en 5 (lemme 1.14). D'après le lemme 1.22, l'indice de rami�cation en 5
de l'extension Q(E[p])/Q est 4. Or les courbes A de l'ensemble F1 ont
toutes réduction additive en 5 et leur invariant modulaire n'est pas entier
en 5. L'indice de rami�cation en 5 de l'extension Q(A[p])/Q est alors 2p
(cf. tableau 1.2). En particulier, ρEp n'est isomorphe à la représentation
modulo p d'aucune de ces courbes.
Par ailleurs, parmi les courbes de l'ensemble G, seules celles de l'ensemble
F2 ont un défaut de semi-stabilité en 5 d'ordre 4. On en déduit que dans
ce cas, ρEp est isomorphe à ρAp où A est une courbe de l'ensemble F2.

Ceci achève la démonstration du lemme 1.24.

Remarque. Parmi les courbes des ensembles F1 et F2 du début du paragraphe,
les courbes suivantes ont le même invariant modulaire j :

− 150C1 et 1200P1, − 150A1, 150B1, 1200M1 et 1200Q1,
− 600A1 et 1200E1, − 600C1, 600H1, 1200B1 et 1200I1,
− 600F1 et 1200G1, − 600D1 et 1200A1,

− 1200N1 et 1200S1.

Leur invariant modulaire étant di�érent de 0 et de 1728, elles sont donc isomor-
phes sur une extension quadratique de Q. L'ensemble E1 (resp. E2) du théorème
1.5 est un ensemble de représentants des classes d'isomorphisme des courbes de
l'ensemble F1 (resp. F2).

En particulier, pour toute courbe A de l'ensemble F1 (resp. F2), il existe
une unique courbe F de l'ensemble E1 (resp. E2) de même invariant modulaire
que A. On a alors pour tout nombre premier ` :

a`(A)2 = a`(F )2. (1.26)

Montrons à présent le théorème 1.5. D'après le lemme 1.24, ρEp est isomorphe
à ρAp où A est une courbe des ensembles F1 et F2. On note F l'unique courbe
elliptique des ensembles E1 et E2 de même invariant modulaire que A. Soit alors
n un entier ≥ 2 tel que le couple (F, n) véri�e la condition 1 du théorème 1.5
si A appartient à F1 et la condition 2 si A appartient à F2. On a le résultat
suivant.

Lemme 1.25 La courbe E a bonne réduction en q. Autrement dit, q ne divise
pas c.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas. Dans ce cas, q divise c et
d'après le lemme 1.13, la courbe E a réduction multiplicative en q. Comme A a
bonne réduction en q, il vient d'après [KO92, prop.3(iii)] :

aq(A) ≡ ±(q + 1) ≡ ±2 (mod p).

Or, d'après (1.26), on a aq(A)2 = aq(F )2. C'est en contradiction avec les hy-
pothèses du thèorème. D'où le lemme.

Désignons par a et b les réductions de a et b modulo q. On distingue à présent
deux cas.
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1. Supposons que 5 divise a+ b, i.e. F ∈ E1. D'après les lemmes 1.11 et 1.12,
il existe c1 et c2 deux entiers tels que :

5(a+ b) = 3cp1, φ(a, b) = 5cp2 et c = c1c2.

De plus d'après le lemme 1.25, q ne divise pas c, ainsi

u = cp1 (mod q) ∈ µn(Fq) et v = cp2 (mod q) ∈ µn(Fq).

On a alors :
5(a+ b) = 3u et φ(a, b) = 5v.

En posant

a′ =
a

u
, b

′
=
b

u
et ζ =

v

u4
,

on obtient :
5(a′ + b

′
) = 3 et φ(a′, b

′
) = 5ζ. (1.27)

On en déduit que b
′
est racine du polynôme

P1,ζ(X) = X4 − 6
5
X3 +

18
25
X2 − 27

125
X +

81
3125

− ζ ∈ Fq[X].

Avec les notations de la partie 1.1, l'égalité P1,ζ(b
′
) = 0 entraîne alors

ζ ∈ Ã(n, q).

Choisissons α1,ζ une racine carrée de −225 + 10δ1,ζ et β1,ζ une racine
carrée de −225− 10δ1,ζ dans une clôture algébrique Fq de Fq. Les racines
de P1,ζ dans Fq sont :

3
10

+
α1,ζ

50
,

3
10
− α1,ζ

50
,

3
10

+
β1,ζ

50
,

3
10
− β1,ζ

50
.

Il en résulte que b
′
est l'un de ces éléments. On en déduit que α1,ζ ou β1,ζ

est dans Fq et que ζ ∈ A(n, q). Par ailleurs, on a (formule (1.27))

a′ =
3
5
− b′.

D'où :{
a′, b

′}
=
{

3
10

+
α1,ζ

50
,

3
10
−α1,ζ

50

}
ou

{
a′, b

′}
=
{

3
10

+
β1,ζ

50
,

3
10
−β1,ζ

50

}
.

On a donc respectivement

a′2 + b
′2

=
δ1,ζ
125

ou a′2 + b
′2

= −δ1,ζ
125

.

Explicitons à présent l'équation de la courbe sur Fq déduite de (1.6) par
réduction modulo q. Compte tenu de ce qui précède, il s'agit de l'équation

y2 = x3 − 5u2(a′2 + b
′2

)x2 + 5u4φ(a′, b
′
)x
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qui est isomorphe sur Fq à la courbe d'équation

y2 = x3 − 5(a′2 + b
′2

)x2 + 5φ(a′, b
′
)x. (1.28)

Si a′2 + b
′2

= − δ1,ζ125 , il s'agit de la courbe la courbe F1,ζ d'équation

y2 = x3 +
δ1,ζ
25

x2 + 25ζx. (1.29)

Si a′2 + b
′2

= δ1,ζ
125 , il s'agit de la tordue quadratique de F1,ζ par

√
−1,

notée F ′1,ζ . Elle a pour équation

y2 = x3 − δ1,ζ
25

x2 + 25ζx. (1.30)

Posons alors
a′q(ζ) = q + 1− n′1,q(ζ) (1.31)

où n′1,q(ζ) le nombre de points rationnels sur Fq de F ′1,ζ . On a

a′q(ζ) = ±aq(ζ).

Il en résulte l'égalité
aq(E)2 = aq(ζ)2. (1.32)

D'après la congruence (1.16) et l'égalité (1.26), on en déduit que :

aq(ζ)2 ≡ aq(F )2 (mod p).

C'est en contradiction avec la condition 1(c) du théorème 1.5.

2. Supposons que 5 ne divise pas a+ b. Comme ci-dessus, il existe alors c1 et
c2 deux entiers tels que :

a+ b = 3cp1, φ(a, b) = cp2 et c = c1c2.

D'après le lemme 1.25, q ne divise pas c, ainsi :

u = cp1 (mod q) ∈ µn(Fq) et v = cp2 (mod q) ∈ µn(Fq).

On a alors :
a+ b = 3u et φ(a, b) = v.

En posant

a′ =
a

u
, b

′
=
b

u
et ζ =

v

u4
,

on obtient :
a′ + b

′
= 3 et φ(a′, b

′
) = ζ. (1.33)

On en déduit que b
′
est racine du polynôme

P2,ζ(X) = X4 − 6X3 + 18X2 − 27X +
81− ζ

5
∈ Fq[X].

Avec les notations de la partie 1.1, l'égalité P2,ζ(b
′
) = 0 entraîne alors

ζ ∈ B̃(n, q).
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Choisissons α2,ζ une racine carrée de −225 + 10δ2,ζ et β2,ζ une racine
carrée de −225− 10δ2,ζ dans Fq. Les racines de P2,ζ dans Fq sont alors :

3
2

+
α2,ζ

10
,

3
2
− α2,ζ

10
,

3
2

+
β2,ζ

10
,

3
2
− β2,ζ

10
.

Il en résulte que b
′
est l'un de ces éléments. On en déduit que α2,ζ ou β2,ζ

est dans Fq et que ζ ∈ B(n, q). Par ailleurs, on a (formule (1.33))

a′ = 3− b′.

D'où :{
a′, b

′}
=
{

3
2

+
α2,ζ

10
,

3
2
− α2,ζ

10

}
ou

{
a′, b

′}
=
{

3
2

+
β2,ζ

10
,

3
2
− β2,ζ

10

}
.

On a donc respectivement

a′2 + b
′2

=
δ2,ζ
5

ou a′2 + b
′2

= −δ2,ζ
5
.

Explicitons à présent l'équation de la courbe sur Fq déduite de (1.6) par
réduction modulo q. Il s'agit de l'équation

y2 = x3 − 5u2(a′2 + b
′2

)x2 + 5u4φ(a′, b
′
)x

qui est isomorphe sur Fq à la courbe d'équation

y2 = x3 − 5(a′2 + b
′2

)x2 + 5φ(a′, b
′
)x.

Si a′2 + b
′2

= δ2,ζ
5 , il s'agit de la courbe F2,ζ d'équation

y2 = x3 + δ2,ζx
2 + 5ζx. (1.34)

Si a′2 + b
′2

= − δ2,ζ5 , il s'agit de la tordue quadratique de F2,ζ par
√
−1,

notée F ′2,ζ . Elle a pour équation

y2 = x3 − δ2,ζx2 + 5ζx. (1.35)

Posons alors comme ci-dessus

b′q(ζ) = q + 1− n′2,q(ζ) (1.36)

où n′2,q(ζ) le nombre de points rationnels sur Fq de F ′2,ζ . On a, à nouveau

b′q(ζ) = ±bq(ζ),

puis
aq(E)2 = bq(ζ)2. (1.37)

D'après la congruence (1.16) et l'égalité (1.26), on en déduit que :

bq(ζ)2 ≡ aq(F )2 (mod p),

ce qui contredit la condition 2(c) du théorème 1.5.

On aboutit ainsi à une contradiction à l'existence de (a, b, c) ∈ Sp(3). Par
suite, Sp(3) est vide. Cela termine la démonstration du théorème 1.5.
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1.4.5 Démonstration de la proposition 1.6

Il s'agit de montrer que l'équation x5 + y5 = 3zp n'admet pas de solution
propre et non triviale pour 5 ≤ p ≤ 106. C'est connu pour p = 5 (cf. [Dir28]).

L'équation x5 + y5 = 3z7. On suppose que l'on a p = 7. Pour toute courbe
elliptique A de F1 et F2, il s'agit de montrer que ρE7 n'est pas isomorphe à ρA7
(lemme 1.24). Pour certaines de ces courbes A, on utilise pour cela la remarque
suivante qui est une conséquance directe de la démonstration du théorème 1.5.

Remarque. Soit A l'une des courbes elliptiques de F1 (resp. de F2). Soit F
l'unique courbe de E1 (resp. de E2) ayant le même invariant modulaire que A.
Si l'on démontre l'existence d'un entier n ≥ 2 pour lequel la condition 1 (resp.
la condition 2) du théorème 1.5 est satisfaite, alors les représentations ρE7 et ρA7
ne sont pas isomorphes.

En utilisant cette remarque, on parvient à éliminer directement les courbes
suivantes :

150A1, 150B1, 150C1, 600A1, 600F1, 1200E1,
1200G1, 1200P1, 1200M1, 1200N1, 1200Q1, 1200S1.

En e�et, si A ∈ {150C1, 1200P1}, le couple (F, n) = (150C1, 16) véri�e la
condition 1 du théorème 1.5. On en déduit, comme au paragraphe précédent,
que ρE7 et ρA7 ne sont pas isomorphes. De même :

� si A ∈ {600A1, 1200E1}, le couple (F, n) = (600A1, 16) véri�e la condi-
tion 1 du théorème.

� Si A ∈ {600F1, 1200G1}, le couple (F, n) = (600F1, 16) véri�e la condi-
tion 1 du théorème.

� Si A ∈ {150A1, 150B1, 1200M1, 1200Q1}, le couple (F, n) = (150A1, 4)
véri�e la condition 2 du théorème.

� Si A ∈ {1200N1, 1200S1}, le couple (F, n) = (1200N1, 6) véri�e la condi-
tion 2 du théorème.

Il reste à montrer que ρE7 n'est pas isomorphe à ρA7 où A est l'une des courbes

1200J1, 600C1, 600H1, 1200B1 et 1200I1.

Supposons que ρE7 soit isomorphe à ρA7 où A = 1200J1. D'après le lemme
1.25, E a bonne réduction en q = 43 car

aq(1200J1) = 4 6≡ ±2 (mod 7). (1.38)

De plus, d'après le lemme 1.24, 5 divise a+b. Déterminons les équations possibles
de la courbe de Frey réduite modulo 43. On a

µ6(F43) = {1 (mod 43), 6 (mod 43), 7 (mod 43), 36 (mod 43),
37 (mod 43), 42 (mod 43)},

puis

Ã(6, 43) = {6 (mod 43), 7 (mod 43), 36 (mod 43),
37 (mod 43), 42 (mod 43)}
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et
A(6, 43) = {6 (mod 43), 7 (mod 43)}.

Avec les notations du paragraphe précédent, on a donc ζ = 6 (mod 43) ou
ζ = 7 (mod 43).

Supposons que ζ = 6 (mod 43). Alors, toujours avec les notations du para-
graphe précédent, on a que b

′
est racine du polynôme

P1,6(X) = X4 + 16X3 −X2 − 4X + 22
= (X + 2)(X + 6)(X2 + 8X + 9) ∈ F43[X].

D'où b
′

= −2 (mod 43) ou −6 (mod 43) et

(a′, b
′
) = (37 (mod 43),−2 (mod 43))

ou
(a′, b

′
) = (41 (mod 43),−6 (mod 43)).

La courbe de Frey réduite modulo 43 est alors isomorphe sur F43 à la courbe
F ′1,6 d'équation (cf. (1.28) et (1.30))

y2 = x3 − 28x2 + 21x. (1.39)

Supposons que ζ = 7 (mod 43). Alors, on a que b
′
est racine du polynôme

P1,7(X) = X4 + 16X3 −X2 − 4X + 21
= (X + 23)(X + 28)(X2 + 8X + 22) ∈ F43[X].

D'où b
′

= 20 (mod 43) ou 15 (mod 43) et

(a′, b
′
) = (15 (mod 43), 20 (mod 43))

ou
(a′, b

′
) = (20 (mod 43), 15 (mod 43)).

La courbe de Frey réduite modulo 43 est alors isomorphe sur F43 à la courbe
F1,7 d'équation (cf. (1.28) et (1.29))

y2 = x3 + 14x2 + 3x. (1.40)

Il en résulte que (1.39) et (1.40) sont les deux seules équations possibles pour la
réduite de la courbe de Frey modulo 43. En particulier, on a aq(E) = a′q(6) = −8
ou aq(E) = aq(7) = 10 (cf (1.3) et (1.31)). D'après l'égalité (1.38) ci-dessus et
la congruence (1.16), on a donc :

4 ≡ −8 (mod 7) ou 4 ≡ 10 (mod 7).

On en déduit une contradiction. Les représentations ρE7 et ρA7 où A = 1200J1
ne sont donc pas isomorphes.

On procède de même pour éliminer les isomorphismes entre ρE7 et ρA7 où
A = 600C1, 1200B1 et 1200I1. On explicite donc certains calculs sans répéter
exhaustivement les raisonnements.
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Supposons que ρE7 soit isomorphe à ρA7 où A est la courbe 1200B1 ou la
courbe 1200I1. Posons n = 10 et q = 71. On a

a71(1200B1) = a71(1200I1) = 4.

Donc, d'après le lemme 1.25, la courbe E a bonne réduction en q. On véri�e
qu'il y a quatre équations possibles pour la réduite de E modulo 71. Il s'agit
des courbes suivantes (cf. (1.5) et (1.36) et les équations (1.34) et (1.35)) :

F ′2,5 : y2 = x3 − 24x2 + 25x et b′71(5) = 0,

F2,5 : y2 = x3 + 24x2 + 25x et b71(5) = 0,
F ′2,57 : y2 = x3 − 14x2 + x et b′71(57) = −8,

F ′2,70 : y2 = x3 − 32x2 + 66x et b′71(70) = −4.

Par ailleurs, on a les congruences

a71(E) ≡ b′71(5), b71(5), b′71(57) ou b′71(70) (mod 7).

D'où il résulte
4 ≡ 0, 3 ou 6 (mod 7).

On en déduit une contradiction : les représentations ρE7 et ρA7 où A = 1200B1
ou 1200I1 ne sont pas isomorphes.

De même, les représentations ρE7 et ρA7 , où A est la courbe 600C1, ne sont pas
isomorphes. D'après le lemme 1.25, la courbe E a bonne réduction en q = 197 car
a197(600C1) = 6. Comme par ailleurs 5 ne divise pas a+ b, on a onze équations
possibles pour la courbe E réduite modulo 197 (cf. équations (1.34) et (1.35)).
De plus,

b197(104) = 4, b′197(113) = 14, b197(113) = 14, b′197(120) = 10,
b197(120) = 10, b′197(178) = −12, b197(196) = 8, b′197(77) = −18,
b197(77) = −18, b′197(87) = 2, b′197(87) = 2.

On conclut comme ci-dessus que les représentations ρE7 et ρA7 , où A = 600C1 ne
sont pas isomorphes.

En revanche, pour la courbe A = 600H1 il n'existe aucun entier n tel que 6 <
n < 1000 pour lequel la méthode ci-dessus s'applique. Elle s'applique cependant
avec n = 6, pourvu que l'on sache montrer que E a bonne réduction en q = 43,
ce que le lemme 1.24 ne nous permet pas d'a�rmer car

a43(600H1) = −12 ≡ 2 (mod 7).

Pour montrer que E a bonne réduction en 43, on utilise alors le résultat
suivant.

Lemme 1.26 Soient q un nombre premier et A une courbe elliptique sur Q
ayant bonne réduction en q. Supposons que ρE7 soit isomorphe à ρA7 et que q
véri�e les deux conditions suivantes :

1. on a q ≡ 1 (mod 7) et q 6≡ 1 (mod 5).
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2. On a

aq(A) 6≡ 2
(

5
q

)
(mod 7),

où
(

5
q

)
est le symbole de Legendre.

Alors, E a bonne réduction en q.

Démonstration. Supposons que E ait mauvaise réduction en q. Puisque l'on a
q 6= 2, 5, la courbe E a réduction de type multiplicatif en q (lemme 1.13). On a
donc :

aq(E) =
(
−c6
q

)
.

L'hypothèse q 6≡ 1 (mod 5) entraîne que q divise a+ b (lemme 1.12). Par suite,
on a :

−c6 = 26 · 53a6 (mod q),

d'où l'on déduit que l'on a (
−c6
q

)
=
(

5
q

)
.

Les représentations ρE7 et ρA7 étant isomorphes et A ayant bonne réduction en
q, on a ([KO92, prop.3(iii)]) :

aq(E)aq(A) ≡ q + 1 (mod 7),

et compte tenu de la congruence q ≡ 1 (mod 7), on obtient

aq(E)aq(A) ≡ 2 (mod 7).

On a donc

aq(A) ≡ 2
(

5
q

)
(mod 7),

ce qui contredit la condition 2. D'où le lemme.

Déduisons-en que ρE7 et ρA7 , pour A = 600H1, ne sont pas isomorphes. Sup-
posons le contraire. La courbe E a bonne réduction en q = 43. En e�et, on
a

a43(A) = −12 ≡ 2 (mod 7). (1.41)

Puisque
(

5
43

)
= −1, on a

2 ≡ a43(A) 6≡ 2
(

5
43

)
(mod 7),

d'où l'assertion d'après le lemme 1.26.
Par ailleurs, avec les notations de la partie 1.1, on aB(6, 43) = {42 (mod 43)}

et l'on véri�e que l'on a une seule courbe possible pour la réduction de E modulo
43. Elle a pour équation (cf. (1.35)) :

F ′2,42 : y2 = x3 − 16x2 + 38x.

On en déduit avec les formules (1.16), (1.36) et (1.41) que l'on a

2 ≡ a43(A) ≡ b′43(42) ≡ −1 (mod 7).



42 CHAPITRE 1. ÉQUATIONS DE FERMAT DE TYPE (5, 5, P )

On obtient ainsi une contradiction et le fait que ρE7 et ρA7 , pour A = 600H1, ne
sont pas isomorphes.

Remarque. La même démonstration (appliquée à nouveau à q = 43) permettrait
de redémontrer que les représentations ρE7 et ρA7 où A = 1200I1 ne sont pas
isomorphes.

On a donc montré que S7(3) est vide.

L'équation x5 + y5 = 3zp, pour p ≥ 11. Pour p ≥ 11, on utilise le critère
énoncé dans le théorème 1.5 et le programme Fermat disponible à l'adresse
www.math.jussieu.fr/~billerey.

Pour tout nombre premier p tel que 11 ≤ p ≤ 106, et pour toute courbe
elliptique F des ensembles E1 et E2, on trouve un entier n ≥ 2 tel que le couple
(F, n) véri�e la condition 1 du théorème 1.5 si F appartient à E1 et la condition
2 si F appartient à E2.

On obtient ainsi la proposition 1.6.
Remarque. On a indiqué dans le tableau 1.1 de l'Appendice A, les premières
valeurs d' entiers n trouvés pour chaque courbe elliptique de E∞ et E∈.

1.5 Annexe A � Tableau de valeurs

On a vu au �1.4.4 que si q = np+1 est un nombre premier congru à 1 modulo
p et si E a bonne réduction en q, on est dans l'un des cas suivants (cf. (1.32) et
(1.37)) :

1. il existe un élément ζ ∈ A(n, q) tel que

aq(E) ≡ ±aq(ζ) (mod p).

2. Il existe un élément ζ ∈ B(n, q) tel que

aq(E) ≡ ±bq(ζ) (mod p).

Il en résulte qu'il existe au plus 4n valeurs possibles pour la classe de aq(E)
modulo p car les ensembles A(n, q) et B(n, q) sont de cardinal ≤ n. Plus p est
grand et n petit et plus la probabilité (en un sens heuristique) qu'une congruence
de la forme

aq(E)2 ≡ aq(F )2 (mod p),

où F est l'une des courbes elliptiques des ensembles E1 et E2, soit réalisée, est
faible.

Cela porte à croire que, pour une courbe F des ensembles E1 ou E2 don-
née, l'existence d'un entier n satisfaisant aux conditions du théorème 1.5 est
d'autant plus probable que p est grand. De plus, on constate que pour les pe-
tites valeurs de p, on est souvent obligé de choisir une valeur de n pour chaque
courbe elliptique, ce qui est � rarement � nécessaire lorsque p est grand (disons
p > 10000).

Dans le tableau 1.1, on a on a indiqué dans la première colonne la liste des
nombres premiers p compris entre 11 et 150. Les courbes elliptiques inscrites sur
la première ligne sont celles des ensembles E1 et E2. Pour un nombre premier p
et une courbe elliptique F comme ci-dessus, on lit dans la case correspondante
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un entier n tel que le couple (F, n) véri�e la condition 1 du théorème 1.5 si F
appartient à E1 et la condition 2 si F appartient à E2.

Ces valeurs ont été obtenues à l'aide du programme Fermat disponible à
l'adresse www.math.jussieu.fr/~billerey.

150C1 600A1 600F1 1200J1 150A1 600C1 1200N1
11 2 2 2 2 2 2 2
13 4 4 4 4 6 4 4
17 6 6 6 6 14 8 14
19 10 24 24 10 22 22 12
23 2 2 2 2 2 2 2
29 2 2 2 2 2 2 2
31 10 10 22 22 10 10 42
37 4 4 4 4 4 4 6
41 2 2 2 2 2 2 2
43 4 4 4 4 10 4 4
47 6 6 6 6 6 6 6
53 2 2 2 2 2 2 2
59 12 18 18 12 12 18 12
61 12 6 12 6 12 6 6
67 4 4 4 4 4 4 4
71 8 8 8 8 8 8 8
73 4 4 6 4 4 4 6
79 4 4 18 18 18 4 4
83 2 2 2 2 2 2 2
97 4 4 4 4 4 4 4
101 8 6 6 6 8 36 6
103 6 12 10 12 10 10 6
107 6 6 6 6 6 6 6
109 30 10 10 10 10 10 10
113 14 2 14 2 2 2 2
127 4 18 4 4 4 4 4
131 2 2 8 2 2 2 2
137 6 6 6 6 6 6 6
139 4 4 4 4 4 4 4
149 8 8 8 8 8 8 8

Tab. 1.1 � Tableau des premières valeurs d'entiers n véri�ant les conditions du
théorème 1.5.
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1.6 Annexe B � Courbes de conducteur 150, 600
et 1200

Les notations du tableau 1.2 sont celles des tables de [Cre97]. Pour un
représentant F de chaque classe d'isogénie de courbes de conducteur 150, 600
ou 1200, on donne successivement :

� un quintuplet [a1, a2, a3, a4, a6] tel que

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

soit une équation minimale de Weierstrass de F ,
� l'invariant modulaire jF de F ,
� la valuation en 5, v5(jF ), de l'invariant modulaire jF de F ,
� la valuation en 5, v5(∆m(F )), du discriminant minimal de F ,
� l'indice de rami�cation e en 5 de l'extension Q(F [p])/Q engendrée par les
coordonnées des points de p-torsion de la courbe F . Si v5(jF ) ≥ 0, c'est
le dénominateur de v5(∆m(F ))/12 et si v5(jF ) < 0, compte tenu du fait
que p ne divise pas v5(jF ), on a e = 2p (cf. [CK02]).
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courbe équation jF v5(jF ) v5(∆m(F )) e
150A1 [1, 0, 0,−3,−3] −24389/12 0 3 4
150B1 [1, 1, 0,−75,−375] −24389/12 0 9 4
150C1 [1, 1, 1, 37, 281] 357911/2160 −1 7 2p
600A1 [0,−1, 0,−383, 3012] 24918016/45 −1 7 2p
600B1 [0,−1, 0, 7,−3] 5120/3 1 2 6
600C1 [0,−1, 0, 32,−68] 27436/27 0 3 4
600D1 [0, 1, 0, 17, 38] 2048/3 0 6 2
600E1 [0, 1, 0,−233, 1563] −8780800/2187 2 4 3
600F1 [0,−1, 0, 92,−188] 21296/15 −1 7 2p
600G1 [0,−1, 0,−5833, 207037] −8780800/2187 2 10 6
600H1 [0, 1, 0, 792,−6912] 27436/27 0 9 4
600I1 [0, 1, 0, 167,−37] 5120/3 1 8 3

1200A1 [0,−1, 0, 17,−38] 2048/3 0 6 2
1200B1 [0,−1, 0, 792, 6912] 27436/27 0 9 4
1200C1 [0,−1, 0, 167, 37] 5120/3 1 8 3
1200D1 [0,−1, 0,−233,−1563] −8780800/2187 2 4 3
1200E1 [0, 1, 0,−383,−3012] 24918016/45 −1 7 2p
1200F1 [0, 1, 0, 7, 3] 5120/3 1 2 6
1200G1 [0, 1, 0, 92, 188] 21296/15 −1 7 2p
1200H1 [0, 1, 0,−5833,−207037] −8780800/2187 2 10 6
1200I1 [0, 1, 0, 32, 68] 27436/27 0 3 4
1200J1 [0,−1, 0,−8,−1488] −1/15 −1 7 2p
1200K1 [0,−1, 0, 27,−243] 20480/243 1 2 6
1200L1 [0,−1, 0,−333, 3537] −40960/27 1 8 3
1200M1 [0,−1, 0,−48, 192] −24389/12 0 3 4
1200N1 [0,−1, 0,−333,−2088] 131072/9 0 9 4
1200O1 [0, 1, 0,−13, 23] −40960/27 1 2 6
1200P1 [0, 1, 0, 592,−16812] 357911/2160 −1 7 2p
1200Q1 [0, 1, 0,−1208, 21588] −24389/12 0 9 4
1200R1 [0, 1, 0,−133, 563] −102400/3 2 4 3
1200S1 [0, 1, 0,−13,−22] 131072/9 0 3 4

Tab. 1.2 � Classes d'isogénie des courbes elliptiques de conducteur 150, 600 et
1200





Chapitre 2

Formes homogènes de degré 3
et puissances p-ièmes

Ce chapitre correspond à l'article [Bil08a] paru au Journal of Number Theory
à l'exception des modi�cations suivantes :

� ajout de la remarque, de la note de bas de page et de références dans
l'introduction ;

� ajout du �2.4.1 ;
� modi�cation de la démonstration de 2.36 pour rendre le résultat e�ectif.

Introduction

On se propose de faire quelques remarques sur la conjecture suivante.

Conjecture 2.1 (A) Soient F ∈ Z [X,Y ] une forme homogène séparable de
degré ≥ 3 et d un entier ≥ 1. Il existe une constante Cd,F > 0 ne dépendant
que de d et F telle que si p est un nombre premier > Cd,F et (a, b, c) un triplet
d'entiers non nuls premiers entre eux véri�ant l'égalité

F (a, b) = dcp,

alors on a c = ±1.

Remarque. Lorsque F (X,Y ) = XY (X + Y ), l'énoncé de la conjecture ci-dessus
correspond au théorème de Fermat.

Hormis le cas du théorème de Fermat, les seuls résultats déjà connus sur cette
conjecture concernent certains cas particuliers d'équations de Fermat général-
isées où d est un entier convenablement choisi et où F (x, y) est l'une des formes
suivantes (cf. [Kra98, CS09, Ell04, Die05a, Die05b, Dar93, Bil07, BD08, Kra02]) :

x3 + y3, x4 + y4, x4 − y4, x5 + y5 et x6 + y6.

Les équations F (x, y) = ±d d'inconnues x, y dans Z sont appelées équations
de Thue. Elles ont été particulièrement étudiées. On sait par exemple qu'elles
n'ont qu'un nombre �ni de solutions (cf. par exemple [HS00, p.363]). Par ailleurs,
si p ≥ 5 est �xé, un théorème de [DG95] a�rme qu'il n'existe qu'un nombre �ni

47
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de triplets d'entiers non nuls (a, b, c) premiers entre eux tels que F (a, b) = dcp.
La conjecture (A) entraîne donc que l'ensemble des triplets (a, b, c) d'entiers non
nuls premiers entre eux pour lesquels il existe un nombre premier p ≥ 5 tel que
F (a, b) = dcp, est �ni.

On rappelle dans l'Appendice 2.4 que la conjecture (A) est une conséquence
de la conjecture abc.

Dans cet article, on s'intéresse plus spéci�quement aux équations diophanti-
ennes de la forme

F (x, y) = dzp, (2.1)

où F est une forme homogène séparable de degré 3 à coe�cients entiers relatifs,
p un nombre premier ≥ 7 et d un entier ≥ 1.

Le cas particulier de l'équation (2.1)

x3 + y3 = zp, (2.2)

a été étudié1 par H. Darmon et A. Granville ([DG95]) et A. Kraus ([Kra98]).
Leur approche repose sur l'étude modulaire de la représentation galoisienne des
points de p-torsion d'une certaine courbe elliptique, appelée parfois courbe de
Frey ou courbe de Hellegouarch-Frey, associée à une hypothétique solution de
l'équation (2.2).

Conformément à la terminologie utilisée dans [DG95], on dira qu'un triplet
d'entiers (a, b, c) ∈ Z3 est solution de l'équation (2.1) si F (a, b) = dcp, qu'elle
est propre si a, b et c sont premiers entre eux et qu'elle est non triviale si abc
est non nul.

Dans la partie 2.1, on généralise la construction de la courbe de Frey associée
à l'équation (2.2) dans [DG95] à toutes les formes homogènes séparables de
degré 3

F (x, y) = t0x
3 + t1x

2y + t2xy
2 + t3y

3,

avec t0, t1, t2 et t3 entiers relatifs. Si (a, b, c) est une solution propre et non
triviale de (2.1), la courbe E que l'on construit a pour équation

E : y2 = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

avec  a2 = t1a− t2b,
a4 = t0t2a

2 + (3t0t3 − t1t2)ab+ t1t3b
2,

a6 = t20t3a
3 − t0(t22 − 2t1t3)a2b+ t3(t21 − 2t0t2)ab2 − t0t23b3.

On démontre au théorème 2.5 que si p est assez grand et c 6= ±1, alors E est
une courbe de Frey au sens de la dé�nition 2.4.

Cette construction o�re l'avantage de relier le problème diophantien soulevé
par l'équation (2.1) à des résultats ou conjectures classiques de théorie des nom-
bres ou, plus spéci�quement, de la théorie des courbes elliptiques. Tel est le cas,
par exemple, de la conjecture suivante, attribuée à G. Frey et B. Mazur (cf.
[Dar95] et [Kra99]) :

1Récemment, Chen et Siksek ([CS09]) ont montré que l'équation (2.2) n'admet aucune
solution propre et non triviale pour un ensemble de nombres premiers p de densité ≈ 0.628.
Leur approche combine la méthode modulaire à des résultats sur les obstructions (de type
Brauer-Manin) à l'existence de points rationnels sur certaines équations hyperelliptiques.
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Conjecture 2.2 (Frey-Mazur) Soit A une courbe elliptique dé�nie sur Q.
On désigne par FA l'ensemble des nombres premiers ` pour lesquels il existe
une courbe elliptique A(`) dé�nie sur Q, non isogène à A sur Q, telle que les
modules galoisiens des points de `-torsion de A et A(`) soient isomorphes. Alors,
l'ensemble FA est �ni.

Cette conjecture n'a actuellement été démontrée pour aucune courbe elliptique.
Si A est une courbe elliptique dé�nie sur Q, on sait que 2, 3 et 5 sont dans FA.

En utilisant la construction de E, on montre (proposition 2.11) que la conjec-
ture ci-dessus implique la conjecture (A) pour les formes homogènes de degré 3.

On donne par ailleurs dans l'Appendice 2.5 une démonstration, due à Kraus,
du fait que la conjecture abc implique (via une forme faible de la conjecture
de Szpiro) la conjecture de Frey-Mazur. On a donc en résumé le diagramme
d'implications suivant.

Conjecture de Frey-Mazur

��

Conjecture abcks

��
Conjecture (A) pour deg(F ) = 3 Conjecture (A)

Si F est une forme homogène séparable de degré≥ 3 à coe�cients entiers relatifs,
on pose f(x) = F (x, 1). Lorsque d = 1 et y = 1, l'équation (2.1) s'écrit

f(x) = zp. (2.3)

En 1920, Nagell a démontré que pour le polynôme

f(x) = x3 + x2 + x+ 1, (2.4)

l'équation (2.3) n'admettait pas de solution non triviale (xz 6= 0) pour p ≥
3 et seulement (x, z) = (7, 20) lorsque p = 2 ([Nag02, p.73]). Outre le cas
particulier de l'équation de Catalan, x3± zp = 1, on trouvera d'autres exemples
de résolution de telles équations dans [BVY04] et [BHM02].

Suivant l'exemple de Nagell, nous illustrons dans la partie 2.2 la construction
de la courbe de Frey précédente avec l'étude de l'équation (2.1) lorsque F est
la forme homogène de degré 3 suivante

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3. (2.5)

Si (a, b, c) appartient à l'ensemble Sp(d) des solutions propres et non triviales
de l'équation (2.1) où F est la forme ci-dessus et d un entier ≥ 1, on lui associe
la courbe E d'équation

E : y2 = x3 + (a− b)x2 + (a+ b)2x+ a3 + a2b− ab2 − b3.

Pour certains entiers d libres de puissances troisièmes, on obtient plusieurs ré-
sultats sur Sp(d). À titre d'exemple, on montre par des arguments de nature
modulaire (théorème 2.13) que si d = 2, 6, 10 ou 22, alors Sp(d) est vide pour
p ≥ 7. De même, si ` est un nombre premier véri�ant certaines conditions ex-
plicites, alors Sp(2`) est vide lorsque p est su�samment grand. Tel est le cas,
par exemple, lorsque ` = 19, 43, 59, 61, 67, 83 (théorème 2.14).
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Bien que notre construction ne permette pas de retrouver le résultat de Nag-
ell (correspondant au cas où d = 1 et y = 1), on explique dans la partie 2.3 com-
ment la théorie modulaire permet d'aborder, voire de résoudre complètement,
certaines équations diophantiennes, certes plus arti�cielles mais néanmoins non
triviales, de la forme (2.1) ou (2.3) lorsque le polynôme considéré est de de-
gré ≥ 3.

2.1 La courbe elliptique E

On considère dans cette partie une forme homogène séparable de degré 3 à
coe�cients entiers relatifs

F (x, y) = t0x
3 + t1x

2y + t2xy
2 + t3y

3.

Posons f(x) = F (x, 1). Le polynôme F étant séparable, il en va de même pour f .
On considère un nombre premier p ≥ 7, un entier d ≥ 1 et (a, b, c) une

solution propre et non triviale de l'équation (2.1).

2.1.1 Équation de la courbe E

On commence par supposer t0 6= 0, i.e. deg(f) = 3. Soit K = Q(α, β, γ)
l'extension de Q dans C engendrée par les racines α, β, γ du polynôme f . On
a alors la factorisation suivante :

F (x, y) = t0(x− αy)(x− βy)(x− γy).

On associe à (a, b, c) une courbe elliptique E/Q comme suit. Posons : A = t0(β − γ)(a− αb),
B = t0(γ − α)(a− βb),
C = t0(α− β)(a− γb).

Par construction, on a
A+B + C = 0.

Soit E la cubique d'équation :

E : Y 2 = X(X −A)(X +B). (2.6)

Son disciminant est

∆(E) = 16(AB)2(A+B)2 = 16D(f)F (a, b)2,

où D(f) est le discriminant du polynôme f . L'entier c étant non nul et le
polynôme f séparable, on a ∆(E) 6= 0. L'équation (2.6) dé�nit donc une courbe
elliptique sur K.

Considérons les trois éléments u1, u2 et u3 de K dé�nis par u1 = t0(αa+ γβb),
u2 = t0(βa+ γαb),
u3 = t0(γa+ βαb).
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Ils véri�ent les égalités : A = u2−u3, B = u3−u1 et C = u1−u2. Le changement
de variables

x = X + u3, y = Y, (2.7)

transforme alors l'équation (2.6) en l'équation :

E : y2 = (x− u1)(x− u2)(x− u3).

Cette courbe E a pour équation :

y2 = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, (2.8)

avec  a2 = t1a− t2b,
a4 = t0t2a

2 + (3t0t3 − t1t2)ab+ t1t3b
2,

a6 = t20t3a
3 − t0(t22 − 2t1t3)a2b+ t3(t21 − 2t0t2)ab2 − t0t23b3.

La courbe elliptique E est donc dé�nie sur Q et le changement de variables
(2.7) fournit un isomorphisme dé�ni sur K de E sur E. De plus, les invariants
standard c4(E) et ∆(E) de (2.8) sont inchangés par rapport à ceux de E (cf.
[Tat75]). On les note respectivement c4 et ∆. On a : c4 = 16

(
(t21 − 3t0t2)a2 + (t1t2 − 9t0t3)ab+ (t22 − 3t1t3)b2

)
,

∆ = 16D(f)F (a, b)2

où D(f) = −27t20t
2
3 + (18t1t2t3 − 4t32)t0 − 4t3t31 + t21t

2
2.

(2.9)

Supposons t0 = 0. Dans ce cas, on associe à (a, b, c) la courbe ellipitique
E/Q d'équation

E : y2 = x3 + (t1a− t2b)x2 + t1(t3b− t2a)bx+ t21t3ab
2.

Il s'agit de la courbe d'équation (2.8) avec t0 = 0.

Remarque 2.3 Supposons qu'il existe x0 ∈ Q racine du polynôme f . Alors, E
a un point d'ordre 2 rationnel sur Q. Si x0 = 0, tel est le cas du point (t2b, 0),
sinon tel est le cas de (t0x0a− t3

x0
b, 0).

2.1.2 La courbe de Frey E

On rappelle que p est un nombre premier ≥ 7 et que (a, b, c) est une solution
propre et non triviale de l'équation (2.1). Notons Q la clôture algébrique de Q
dans C et GQ = Gal(Q/Q) le groupe de Galois absolu de Q. Soit A une courbe
elliptique dé�nie sur Q et A[p] le sous-groupe de A(Q) constitué des points de
p-torsion de A. C'est un Fp-espace vectoriel de dimension 2 sur lequel le groupe
GQ opère continûment. Par le choix d'une base de A[p] sur Fp, on en déduit un
homomorphisme de groupes

ρAp : GQ −→ GL2(Fp).

On associe à cette représentation un poids k qui est un entier ≥ 2 et un con-
ducteur N(ρAp ) qui est un entier ≥ 1, premier à p, qui divise le conducteur NA
de A (cf. [Ser87, �1]). Désignons par ∆A le discriminant minimal de A. Si ` est
un nombre premier, notons v` la valuation `-adique de Q.
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Dé�nition 2.4 Soit A/Q une courbe elliptique dé�nie sur Q. On désigne par
SA l'ensemble des nombres premiers de mauvaise réduction de A. Soient S un
sous-ensemble de SA et p un nombre premier. On dira que A est une courbe de
Frey associée au couple (p, S) si les trois conditions suivantes sont satisfaites.

1. La représentation ρAp est irréductible.

2. L'ensemble S est strictement inclus dans SA.

3. Pour tout nombre premier ` ∈ SA\S, la courbe A a réduction multiplicative
en ` et v`(∆A) ≡ 0 (mod p).

Avec la dé�nition ci-dessus, on a le résultat suivant.

Théorème 2.5 Il existe une constante α(d, F ) ≥ 0 ne dépendant que de d et
F telle que si c 6= ±1 et p > α(d, F ), alors la courbe E est une courbe de Frey
associée au couple (p, S) où S est l'ensemble des diviseurs premiers de 2dD(f)
de mauvaise réduction.

Démontrons à présent cet énoncé.

Résultats préliminaires

On a la relation suivante :

U(a, b)F (a, b) + V (a, b)c4 = −16D(f)b4, (2.10)

où {
U(a, b) = 16

(
3t0(3t0t2 − t21)a+ (t31 − 6t0t1t2 + 27t20t3)b

)
V (a, b) = 3t20a

2 + 2t0t1ab+ (4t0t2 − t21)b2.

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 2.6 Soit ` un nombre premier divisant ∆ et ne divisant pas 2dD(f).
L'équation (2.8) est minimale en ` et la courbe E a réduction multiplicative
en `. De plus, v`(∆E) est multiple de p.

Démonstration : Soit ` un nombre premier impair ne divisant pas dD(f)
et divisant ∆ = 24D(f)d2c2p. Nécessairement, ` divise l'entier c. Supposons
par l'absurde que ` divise le coe�cient c4. D'après la relation (2.10), l'entier `
divise alors également 16D(f)b4. Or ` ne divise pas 2D(f), donc ` divise b. De
l'expression de F (a, b), on en déduit que ` divise t0a3. Si ` ne divise pas a, alors
` divise t0 et d'après l'expression du coe�cient c4 de la courbe E ci-dessus, il
vient que ` divise également t1. Mais alors ` divise D(f) d'après l'expression
(2.9) ci-dessus. C'est une contradiction. Donc ` divise a. Comme ` divise aussi
b et c, c'est contraire au fait que (a, b, c) soit une solution propre de (2.1). On
en déduit que ` ne divise pas c4.

La congruence v`(∆E) ≡ 0 (mod p) résulte de l'égalité v`(∆) = v`(∆E) et
de l'expression (2.9) du coe�cient ∆.

Lemme 2.7 Pour p assez grand, la représentation ρEp est irréductible. Si E a un
point d'ordre 2 rationnel sur Q, c'est le cas pour p ≥ 11. Si l'invariant modulaire
j de E est di�érent de −153 et 2553, la représentation ρE7 est irréductible.
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Démonstration : La représentation ρEp est irréductible dès que p > 163
d'après [Maz78].

Supposons que E a un point d'ordre 2 rationnel sur Q (c'est par exemple le
cas si f est réductible sur Q d'après la remarque 2.3). Si ρEp était réductible,
le groupe E(Q) possèdrait un sous-groupe d'ordre 2p stable par GQ, de sorte
que la courbe modulaire Y0(2p) aurait un point rationnel sur Q. Or, si p ≥ 11,
B. Mazur et M. Kenku ont démontré que l'ensemble Y0(2p)(Q) est vide (cf.
[Ken82]). D'où le résultat dans ce cas.

Le cas p = 7 se traite en remarquant que la courbe modulaire Y0(14) est
la courbe elliptique notée 14A1 dans les tables de [Cre97] et qu'elle possède
exactement deux points rationnels sur Q qui correspondent aux deux classes de
Q-isomorphisme des courbes elliptiques d'invariants j = −153 et 2553 ([Lig75,
p.45]). D'où le lemme.

Lemme 2.8 Si p ne divise pas dD(f), alors on a k = 2.

Démonstration : On suppose que p ne divise pas dD(f). Alors, d'après le
lemme 2.6, l'équation (2.8) est minimale en p, la courbe E a réduction semi-
stable en p et l'exposant de p dans le discriminant minimal de E est multiple
de p. D'où k = 2 ([Ser87, prop. 5]).

Le lemme suivant servira à plusieurs reprises (pour un résultat plus précis,
voir [Spr93, V.�4]).

Lemme 2.9 Soit S′ un ensemble �ni de nombres premiers. Il n'existe qu'un
nombre �ni de triplets d'entiers (u, v,m) véri�ant les trois conditions suivantes :

1. on a F (u, v) = m,

2. les entiers u et v sont premiers entre eux,

3. l'entier m a tous ses diviseurs premiers dans S′.

Démonstration : Posons S′ = {p1, . . . , pr}. Soit n ∈ Z \ {0}. L'ensemble{
(x, y) ∈ Z

[
1
S′

]2 ∣∣∣ F (x, y) = n

}

est �ni ([HS00, p.363]).
On en déduit que si N = {±pα1

1 · · · pαrr , avec 0 ≤ αi ≤ 2}, alors l'ensemble

F =

{
(x, y) ∈ Z

[
1
S′

]2 ∣∣∣ F (x, y) = n, avec n ∈ N

}
est encore �ni.

Soit (u, v,m) un triplet d'entiers véri�ant les trois conditions du lemme. Il
existe un unique entier Z > 0 ayant tous ses diviseurs premiers dans S′ tel que
m = Z3n avec n ∈ N . On a alors

F
( u
Z
,
v

Z

)
= n.

En particulier, il existe r et s tels que( u
Z
,
v

Z

)
= (r, s) ∈ F .
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Les entiers u et v étant premiers entre eux, l'entier Z est le plus petit dénom-
inateur commun > 0 de r et s. On en déduit qu'il n'existe qu'un nombre �ni
de valeurs possibles pour u et v et, par conséquent, pour m. Cela démontre le
lemme.

Notations. Soit S′ un ensemble �ni non vide de nombres premiers. On désigne
par FF,S′ l'ensemble (�ni) des triplets (u, v,m) satisfaisant aux trois conditions
du lemme 2.9. On pose alors

NF,S′ =
{

max {|m|, (u, v,m) ∈ FF,S′} si FF,S′ 6= ∅
1 sinon.

(2.11)

L'entier NF,S′ ne dépend que de F et S′.

Lemme 2.10 Il existe une constante β(d, F ) ≥ 0 ne dépendant que de d et F
telle que si p > β(d, F ), alors l'une des deux conditions suivantes est réalisée :

1. on a c = ±1,

2. il existe un nombre premier ne divisant pas 2dD(f) en lequel E a mauvaise
réduction.

Démonstration : Supposons la seconde condition non réalisée. Alors, d'après
le lemme 2.6, l'entier c a tous ses diviseurs premiers dans l'ensemble S′ des
diviseurs premiers de 2dD(f). Par ailleurs, si pgcd(a, b) désigne le pgcd de a et
b, alors (pgcd(a, b))3 divise d. Posons

a′ =
a

pgcd(a, b)
, b′ =

b

pgcd(a, b)
et d′ =

d

(pgcd(a, b))3
.

Le triplet (a′, b′, d′cp) véri�e les trois conditions du lemme 2.9, i.e. appartient à
l'ensemble �ni FF,S′ . Posons (avec les notations précédentes)

β(d, F ) =
logNF,S′

log 2
≥ 0.

L'ensemble S′ ne dépendant que de F et d, il en va de même pour β(d, F ). Si
l'on a p > β(d, F ), alors d′2p > NF,S′ . On a donc c = ±1. Cela démontre le
lemme 2.10.

Fin de la démonstration du théorème 2.5

Notons S l'ensemble des diviseurs premiers de 2dD(f) en lesquels la courbe E
a mauvaise réduction. D'après le lemme 2.7, il existe une constante γ(d, F ) ≥ 5
telle que si p > γ(d, F ), alors ρEp est irréductible. Posons, avec les notations du
lemme 2.10, α(d, F ) = max (β(d, F ), γ(d, F )). Si c 6= ±1 et p > α(d, F ), alors
p > β(d, F ) et, d'après le lemme 2.10, il existe un nombre premier de mauvaise
réduction qui ne soit pas dans S, i.e. SE \ S 6= ∅. Par ailleurs, d'après le lemme
2.6, pour tout nombre premier ` ∈ SE \ S, E a réduction multiplicative en ` et
v`(∆E) ≡ 0 (mod p). D'où le théorème.
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2.1.3 Lien avec la conjecture de Frey - Mazur

Notation. Soit A une courbe elliptique dé�nie sur Q. On pose, avec les notations
de la conjecture de Frey-Mazur,

νA = max {` | ` ∈ FA} .

D'après cette conjecture, νA ∈ N.

Proposition 2.11 La conjecture de Frey-Mazur implique la conjecture (A) pour
les formes de degré 3.

Démonstration : D'après les lemmes 2.7 et 2.8, on peut sans restriction
supposer la représentation ρEp irréductible et de poids 2. Le conducteur N(ρEp )
est majoré par une constante M indépendante du quadruplet (a, b, c, p). En
e�et, si ` est un diviseur premier de N(ρEp ), alors, d'après le lemme 2.6 et
[Kra97a, p. 28], ` divise 2dD(f). De plus, on a v2(N(ρEp )) ≤ 8, v3(N(ρEp )) ≤ 5
et si ` ≥ 5, v`(N(ρEp )) ≤ 2 (cf. [Pap93]). On peut donc, par exemple, choisir
M = (2dD(f))8.

Par ailleurs, d'après le théorème 3 de [Kra97b], il existe une constante ηd,F ne
dépendant que de d et F telle que si p > ηd,F , alors il existe une courbe elliptique
A dé�nie sur Q de conducteur NA = N(ρEp ) telle que les représentations ρEp et
ρAp soient isomorphes.

Supposons l'inégalité suivante véri�ée

p > νd,F = max {ηd,F , νA′ | A′ courbe elliptique sur Q telle que NA′ ≤M} .

L'entier M ne dépendant que de d et F , il en va de même pour νd,F . Consid-
érons alors ` un nombre premier divisant c et ne divisant pas 2dD(f)NA. En
particulier, ` divise ∆ sans diviser 2dD(f), donc, d'après le lemme 2.6, la courbe
E a mauvaise réduction multiplicative en `. De plus, comme p > νd,F ≥ νA, les
courbes E et A sont Q-isogènes d'après la conjecture de Frey-Mazur et on a

1 = v`(NE) = v`(NA) = 0, car ` ne divise pas NA.

C'est une contradiction. On en déduit que c a tous ses diviseurs premiers inclus
dans l'ensemble S′ des diviseurs premiers de 2dD(f)

∏
NA′ où le produit porte

sur l'ensemble �ni (cf. [Sil92, IX �6]) des classes de Q-isomorphisme de courbes
elliptiques A′ dé�nies sur Q de conducteur ≤M .

Si pgcd(a, b) désigne le pgcd de a et b, alors (pgcd(a, b))3 divise d. Posons

a′ =
a

pgcd(a, b)
, b′ =

b

pgcd(a, b)
et d′ =

d

(pgcd(a, b))3
.

Le triplet (a′, b′, d′cp) véri�e les trois conditions du lemme 2.9, i.e. appartient à
l'ensemble �ni FF,S′ . Posons (avec les notations (2.11))

Cd,F =
logNF,S′

log 2
≥ 0.

L'ensemble S′ ne dépendant que de F et d, il en va de même pour Cd,F . Et,
si p > Cd,F , alors d′2p > NF,S′ . On a donc c = ±1. C'est l'énoncé de la
conjecture (A) .
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2.2 Étude d'un exemple

À titre d'exemple, on applique, dans cette partie, la construction précédente
au cas particulier de la forme homogène

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3.

Soient p un nombre premier ≥ 7 et d un entier ≥ 1. Rappelons que Sp(d) désigne
l'ensemble des solutions propres et non triviales de l'équation

F (x, y) = x3 + x2y + xy2 + y3 = dzp. (2.12)

Dans toute cette partie, on fait l'hypothèse suivante :

l'entier d libre de puissance troisième.

Sous cette hypothèse, si (a, b, c) appartient à Sp(d), alors les entiers a, b et c
sont premiers entre eux deux-à-deux.

En utilisant la courbe E d'équation (2.8) associée un élément de Sp(d), et la
méthode modulaire (dont le principe est résumé au début du paragraphe 2.2.3),
on démontre plusieurs résulats sur l'équation (2.12).

Le premier concerne le cas d = 1.

Théorème 2.12 Soit (a, b, c) un élément de Sp(1). Alors, l'entier c est impair.

Pour certaines valeurs de l'entier d, on a un résultat complet.

Théorème 2.13 Les ensembles Sp(2), Sp(6), Sp(10) et Sp(22) sont vides.

Soit ` est un nombre premier ≥ 13. On souhaite montrer, comme au théorème
précédent pour ` = 3, 5 et 11, la vacuité de l'ensemble Sp(2`) (au-moins lorsque
p est grand). Cela sera le cas si ` véri�e certaines conditions. Plus précisément,
on désigne par g la fonction dé�nie sur N∗ par

g(n) =


50
13 ·

log(n)
log(2) si n < 29,

18 + 2 logn
log 2 si 29 ≤ n < 2362

50
13 ·

log(n)
log(2) si n ≥ 2362.

On dira que ` satisfait à la propriété (P) si pour tout entier k véri�ant l'inégalité

2 ≤ k < g(`),

aucun des entiers `− 1, `− 2k, `+ 2k et 2k − ` n'est un carré.
On a alors le résultat suivant.

Théorème 2.14 On suppose que ` véri�e la propriété (P). Il existe une cons-
tante κ(`) ne dépendant que de ` telle que si p > κ(`), alors l'ensemble Sp(2`)
est vide.

Remarque 2.15 On peut par exemple prendre κ(`) =
(
4
√
`+ 1 + 1

)4(`−1)
.

L'amélioration de cette borne est, dans la pratique, limitée par la connaissance
des newform (au sens de [AL70]) de poids 2 et de niveau 64`. Par exemple, pour
` = 11, on a κ(11) ≈ 7 · 1046, alors que Sp(22) est vide pour p ≥ 7 d'après le
théorème 2.13. Les nombres premiers 13 ≤ ` ≤ 200 satisfaisant à la condition
(P) sont

` = 19, 43, 59, 61, 67, 83, 107, 109, 131, 139, 149, 157, 163, 167, 179, 181 et 191.

La suite de la partie 2.2 est consacrée à la démonstration des théorèmes 2.12,
2.13 et 2.14.
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2.2.1 La courbe elliptique E

Soit (a, b, c) un élément de Sp(d). À un tel triplet on associe la courbe ellip-
tique E/Q dé�nie par l'équation (2.8) avec t0 = t1 = t2 = t3 = 1 :

y2 = x3 + (a− b)x2 + (a+ b)2x+ a3 + a2b− ab2 − b3. (2.13)

La courbe E possède un unique point d'ordre 2 rationnel sur Q, à savoir
(b− a, 0).

On a D(f) = −16 et les invariants standard (c4, c6,∆) associés à E sont les
suivants (cf. (2.9) et [Tat75]) : c4 = −32(a2 + 4ab+ b2),

c6 = −128(5a3 + 3a2b− 3ab2 − 5b3),
∆ = −28F (a, b)2 = −28c2pd2.

(2.14)

Rappelons que NE désigne le conducteur de E et ∆E son discrimant minimal.
Posons

r =
∏

`|cd, 6̀=2

`.

Lemme 2.16 La courbe E est semi-stable en dehors de 2. Elle a réduction
additive en 2. L'équation (2.13) est globalement minimale.

1. Supposons d impair. Alors, ab 6≡ 1 (mod 4) et on a

NE =
{

26r si ab ≡ −1 (mod 4),
27r si ab est pair.

L'invariant modulaire j de E est entier en 2 si et seulement si ab est pair.

2. Supposons v2(d) = 1. Alors on a

ab ≡ −1 (mod 4) et NE = 26r.

L'invariant modulaire j de E n'est pas entier en 2.

3. Supposons v2(d) = 2. Alors ab est impair et on a

NE =
{

25r si ab ≡ 1 (mod 4),
26r si ab ≡ −1 (mod 4).

L'invariant modulaire j de E est entier en 2 si et seulement si ab ≡ 1
(mod 4).

De plus, si ` est un nombre premier impair, alors p divise v`(∆E) si et
seulement si ` ne divise pas d.

Démonstration : Soit ` un nombre premier impair. Supposons tout d'abord
que l'entier ` divise ∆. D'après l'expression (2.14) ci-dessus, l'entier ` divise
alors

F (a, b) = (a+ b)(a2 + b2) = dcp. (2.15)

Remarquons que ` ne divise pas ab. Dans le cas contraire, l'entier a, par exemple,
serait divisible par `. Cela entrainerait que ` divise b (car ` divise F (a, b)) ce
qui est contraire au fait que les entiers a et b sont premiers entre eux.
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On en déduit que ` ne divise pas c4. En e�et, on a

c4 ≡
{
−26ab (mod `) si ` divise a+ b,
−27ab (mod `) si ` divise a2 + b2.

L'équation (2.13) est donc minimale en ` et la courbe E a mauvaise réduction
de type multiplicatif en `. On a v`(∆) = v`(∆E).

D'autre part, si ` ne divise pas ∆, la courbe E a bonne réduction en ` et
l'équation (2.13) est minimale en `.

Par ailleurs, on a dans les deux cas,

v`(∆E) = v`(∆) ≡ 2v`(d) (mod p).

En particulier, p divise v`(∆E) si et seulement si ` ne divise pas d.
Étudions à présent la minimalité de (2.13) et le type de réduction de E en

2.

1. Supposons ab impair. Alors,

F (a, b) ≡ 2(a+ b) (mod 8) et v2(c4) = 6.

(a) Si ab ≡ 1 (mod 4), alors v2(F (a, b)) = 2 donc nécessairement v2(d) =
2 et c est impair. On véri�e que l'on a

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (6,≥ 9, 12). (2.16)

D'après le tableau II de [Pap93], l'équation (2.13) est minimale en 2
et on est dans le cas I∗ν avec ν = 2 ou ν = 3. Avec l'algorithme de
Tate ([Tat75, p.50]) on trouve ν = 3 et on a v2(NE) = 5. De plus,
l'invariant j est entier en 2 dans ce cas.

(b) Si ab ≡ −1 (mod 4), alors v2(F (a, b)) ≥ 3, donc c est pair. De plus,

v2(∆) = 8 + 2v2(d) + 2pv2(c) ≥ 22.

Par ailleurs, on a

− c6
128
≡ 5a+ 3b− 3a− 5b ≡ 4a (mod 8).

On en déduit

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (6, 9,≥ 22).

D'après [Pap93], l'équation (2.13) est minimale en 2 et on a v2(NE) =
6. L'invariant j n'est pas entier en 2.

2. Supposons ab pair. La solution (a, b, c) étant propre, a est pair et b impair
(ou a est impair et b pair). On en déduit que c et d sont nécessairement
impairs. D'où

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (5, 7, 8). (2.17)

D'après [Pap93], l'équation (2.13) est minimale en 2 et on a v2(NE) = 7.
L'invariant j de E est entier en 2.

D'où le résultat.
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2.2.2 La représentation ρE
p

Lemme 2.17 La représentation ρEp est (absolument) irréductible.

Démonstration : La courbe E a un point d'ordre 2 rationnel sur Q, donc
d'après le lemme 2.7, la représentation ρEp est irréductible pour p ≥ 11. Posons
t = a/b. Alors, l'égalité j = −153 ou 2553 (où j est l'invariant modulaire de E)
conduit à

27 (t2 + 4t+ 1)3

t3 + t2 + t+ 1
= −153 ou 2553.

Or ces équations n'ont pas de solution rationnelle comme on le véri�e facilement.
Cela démontre l'irréductibilité de ρE7 et le lemme.

Lemme 2.18 On a k = 2 si p ne divise pas d et k = p+ 1 sinon.

Démonstration : Supposons que p ne divise pas d. Alors d'après les lemmes
2.8 et 2.16, on a k = 2.

Supposons que p divise d. D'après le lemme 2.16, la courbe E a alors ré-
duction de type multiplicatif en p et p ne divise pas vp(∆E). Cela conduit à
k = p+ 1, d'où le résultat.

Posons

r′ =
∏

`|d, 6̀=2,p

`.

Lemme 2.19 1. On suppose que d est impair. Alors, ab 6≡ 1 (mod 4) et
on a

N(ρEp ) =
{

26r′ si ab ≡ −1 (mod 4),
27r′ si ab est pair.

2. On suppose que v2(d) = 1. Alors on a

ab ≡ −1 (mod 4) et N(ρEp ) = 26r′.

3. On suppose que v2(d) = 2. Alors ab est impair et on a

N(ρEp ) =
{

25r′ si ab ≡ 1 (mod 4),
26r′ si ab ≡ −1 (mod 4).

Démonstration : Soit ` 6= p un nombre premier impair de mauvaise réduction.
D'après le lemme 2.16, ` divise cd, l'équation (2.13) est minimale en ` et E a
mauvaise réduction de type multiplicatif en `.

Supposons que ` ne divise pas d. Alors, v`(∆E) est multiple de p (loc. cit.).
On en déduit que v`(N(ρEp )) = 0 ([Kra97a, p.28]).

Supposons que ` divise d. Alors, v`(∆E) n'est pas multiple de p (lemme 2.16)
et on a v`(N(ρEp )) = 1 ([Kra97a, p.28]).

D'après le lemme 2.16, la courbe E a donc réduction additive en 2 et on a
v2(N(ρEp )) = v2(NE) (loc. cit.). D'où le lemme.
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2.2.3 Démonstrations des théorèmes 2.12, 2.13 et 2.14

On suppose dans tout ce paragraphe qu'il existe (a, b, c) ∈ Sp(d) où p est
un nombre premier ≥ 7 et d l'un des entiers considérés dans les énoncés des
théorèmes 2.12, 2.13 et 2.14.
Notations et rappels. Soit n ∈ N∗. On désigne par S+

2 (n) l'espace des newform
(au sens de [AL70]) de poids 2 pour le sous-groupe Γ0(n) de SL2(Z). On dit que
f ∈ S+

2 (n) est normalisée si son développement de Fourier à l'in�ni s'écrit

f = q +
∑
m≥2

am(f)qm, avec q = e2iπτ .

Il y a exactement dimC(S+
2 (n)) formes normalisées dans S+

2 (n). Pour une telle
forme, notons Kf le corps de rationalité des coe�cients am(f), m ≥ 2 et NKf/Q

la norme de l'extension Kf/Q.
Si A/Q est une courbe elliptique, on note

LA(s) =
∑
m≥0

am(A)m−s

sa fonction L de Hasse-Weil.
Rappelons le résultat bien connu suivant (cf. par exemple [Ser96]).

Proposition 2.20 Il existe f ∈ S+
k (N(ρEp )) normalisée telle que pour tout

nombre premier `, les conditions suivantes soient réalisées.

1. Si ` divise NE et ne divise pas pN(ρEp ), alors

p divise NKf/Q(a`(f)± (`+ 1)).

2. Si ` ne divise pas pNE, alors il existe un entier r ≤
√
l tel que

p divise NKf/Q(a`(f)± 2r).

Pour l'assertion 2, on utilise le fait que, comme E a un point d'ordre 2 rationnel
sur Q, le coe�cient a`(E) est pair. On a de plus |a`(E)| ≤ 2

√
` d'après les

bornes de Weil.
Si f , véri�ant les conditions de la proposition 2.20, a ses coe�cients am(f)

dans Z, alors elle correspond à une courbe elliptique Ef de conducteur N(ρEp )
dé�nie sur Q et les représentations ρEp et ρEfp sont isomorphes.

Soit Q(E[p])/Q l'extension de Q engendrée par les coordonnées des points
de p-torsion de E. C'est une extension galoisienne de Q. Soit e son indice de
rami�cation en 2.

Lemme 2.21 Supposons ab ≡ −1 (mod 4). On a e = 2p.

Démonstration : Supposons ab ≡ −1 (mod 4). D'après lemme 2.16, l'invari-
ant modulaire j de E n'est pas entier en 2. De plus, on a

v2(j) = 18− (8 + 2v2(d) + 2pv2(c)) ≡ 10− 2v2(d) 6≡ 0 (mod p)

car v2(d) = 0 ou 1 par hypothèse. On en déduit e = 2p ([CK02, cor. 1]).
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Démonstration du théorème 2.12

Supposons d = 1. D'après le lemme 2.19, on a

N(ρEp ) =
{

26 si ab ≡ −1 (mod 4),
27 si ab est pair.

Supposons ab ≡ −1 (mod 4). L'espace S+
2 (64) n'est constitué que d'une seule

classe deQ-isogénie de courbe elliptique de conducteur 64. Par ailleurs, la courbe
E a potentiellement réduction multiplicative en 2 et son défaut de semi-stabilité
en 2 est d'ordre 2p (lemme 2.21). Or, les courbes de conducteur 64 ont ré-
duction additive en 2 et leur invariant modulaire est entier. Si A est une telle
courbe, l'indice de rami�cation en 2 de l'extension Q(A[p])/Q est 8 (cf. [Cre97]
et [Kra90]). Les représentations ρEp et ρAp ne sont donc pas isomorphes. On en
déduit que ab est pair. D'où le théorème 2.12.

Démonstration du théorème 2.13

Supposons que d ∈ {2, 6, 10, 22}. D'après le lemme 2.19, on a ab ≡ −1
(mod 4) et

N(ρEp ) =


26 si d = 2,

26 · 3 si d = 6,
26 · 5 si d = 10,
26 · 11 si d = 22 et p 6= 11,

26 si d = 22 et p = 11.

De plus, d'après le lemme 2.21, on a e = 2p.

Supposons d = 2. On a alors N(ρEp ) = 64. On montre, avec le même argu-
ment qu'au paragraphe 2.2.3, que l'ensemble Sp(2) est vide.

Supposons d = 6. L'espace S+
2 (192) est de dimension 4 et engendré par

quatre classes de Q-isogénie de courbes elliptiques dé�nies sur Q (cf. [Ste06]).
Toutes ont réduction additive en 2 et un invariant modulaire entier en 2. Leur
défaut de semi-stabilité en 2 est d'ordre 8 ou 24 (cf. [Cre97] et [Kra90]). En
particulier, il est di�érent de 2p. On en déduit que l'ensemble Sp(6) est vide.

Supposons d = 10. L'espace S+
2 (320) est engendré par six classes de Q-

isogénie de courbes elliptiques de conducteur 320 et deux formes modulaires f1

et f2 dont les coe�cients de Fourier sont conjugués sur Q(
√

2) (cf. [Ste06]).
La forme f = f1 ou f2 est à coe�cients dans l'anneau d'entiers du corps Kf

engendré sur Q par une racine α du polynôme X2 − 8 (loc. cit.). Avec les
notations de la proposition 2.20, on a pour ` = 3, le tableau suivant.

a3(f) NKf/Q(a3(f)± 4) NKf/Q(a3(f)) NKf/Q(a3(f)± 2)
α 8 −8 −4

La forme f ne véri�e donc pas les conditions de la proposition 2.20. On en
déduit que ρEp est isomorphe à la représentation ρAp d'une courbe elliptique
A/Q de conducteur 320. C'est absurde car elles ont toutes réduction additive
en 2 et un invariant modulaire entier en 2 (leur défaut de semi-stabilité en 2
divise 24 d'après [Ser72, p.386], en particulier il est di�érent de 2p). L'ensemble
Sp(10) est donc vide.
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Supposons d = 22 et p 6= 11. L'espace S+
2 (704) est constitué de douze

classes de Q-isogénie de courbes elliptiques de conducteur 704 et de huit formes
modulaires. Chacune de ces huit formes est conjuguée par l'action de GQ à l'une
des quatre formes notées 704M1, 704N1, 704O1 et 704P1 dans [Ste06]. Avec les
notations de la proposition 2.20, on a le tableau suivant pour ` = 3.

Newform f 704M1 704N1 704O1 704P1

Polynôme Pf tel que

Kf = Q(α) et Pf (α) = 0 X2 +X − 4 X2 −X − 4 X2 +X − 4 X2 −X − 4
a3(f) α α α α

NKf/Q(a3(f) + 4) 8 16 8 16

NKf/Q(a3(f)− 4) 16 8 16 8

NKf/Q(a3(f)) −4 −4 −4 −4

NKf/Q(a3(f) + 2) −2 2 −2 2

NKf/Q(a3(f)− 2) 2 −2 2 −2

Aucune de ces formes ne véri�ant les conditions de la proposition 2.20, on en
déduit que ρEp est isomorphe à la représentation ρAp d'une courbe elliptique A/Q
de conducteur 704. C'est absurde car elles ont toutes réduction additive en 2
et un invariant modulaire entier en 2. L'ensemble Sp(22) est donc vide dans ce
cas.

Supposons d = 22 et p = 11. La représentation ρE11 est irréductible, de poids
12 (lemme 2.18) et de conducteur 64. Je remercie le referee de m'avoir signalé
que ρE11 � provient � alors d'une newform de poids 2 et de niveau 12 · 64 = 704
(voir [Rib94, (2.2)] et [Dia95, lem. 2.1]). Autrement dit, de façon analogue à la
proposition 2.20, il existe f ∈ S+

2 (12 · 64) normalisée telle pour tout nombre
premier ` 6= 2, 11, les conditions suivantes soient réalisées :

1. si ` divise NE , alors 11 divise NKf/Q(a`(f)± (`+ 1)).

2. Il existe un entier r ≤
√
l tel que 11 divise NKf/Q(a`(f)± 2r).

On contredit alors l'existence d'une telle forme par les mêmes arguments qu'à
l'alinéa précédent. On en déduit que l'ensemble S11(22) est vide.

Cela démontre le théorème 2.13.

Démonstration du théorème 2.14

Supposons d = 2`, où ` est un nombre premier ≥ 13 satisfaisant à la propriété
(P). La représentation ρEp est alors irréductible pour p ≥ 7 et de poids 2 dès que
p 6= ` (lemmes 2.17 et 2.18). On a alors ab ≡ −1 (mod 4) et N(ρEp ) = 26`.

D'après [Kra97b, th.3], il existe une constante κ(`) > ` ne dépendant que de
` véri�ant la condition suivante : si p > κ(`), alors il existe une courbe elliptique
E′ dé�nie sur Q, de conducteur N(ρEp ) = 26`, telle que les représentations ρEp
et ρE

′

p soient isomorphes.
Quitte à augmenter κ(`), on peut de plus supposer que E′ a un point d'ordre

2 rationnel sur Q (cf. démonstration du th. 4 de [Kra97b] et [Ser68, IV-6]).
Lorsqu'il n'existe pas de courbe elliptique sur Q de conducteur 64` ayant au-

moins un point d'ordre 2 rationnel sur Q, on a une contradiction. Or c'est pré-
cisément le cas lorsque ` véri�e la propriété (P) d'après un théorème deW. Ivorra

(cf. [Ivo04]). D'après [Kra97b], on peut prendre κ(`) =
(
4
√
`+ 1 + 1

)4(`−1)
. On

en déduit le théorème 2.14.
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Remarque 2.22 Pour caractériser l'existence de courbe elliptique sur Q ayant
un point d'ordre deux rationnel sur Q et un conducteur 64`, Ivorra ([Ivo04])
utilise les bornes données par Beukers (corollaires 1 et 2 de [Beu81]) sur les so-
lutions de l'équation de Ramanujan-Nagell. Ces bornes ont depuis été améliorées
par Bauer et Bennett ([BB02]). Notre dé�nition de la fonction g prend en
compte ces améliorations (lorsque 29 ≤ n < 2362 on a adapté la démonstra-
tion du corollaire 2 de [Beu81] aux nouvelles bornes).

2.3 Remarques en degré ≥ 3

2.3.1 Courbe de Frey en degré 6

Soit F un polynôme homogène de degré 6 séparable à coe�cients entiers.
Sous certaines conditions portant sur F , on peut, comme à la partie 2.1, cons-
truire une courbe elliptique ayant de bonnes propriétés de réduction, associée à
l'équation (2.1).

Par exemple, pour F (x, y) = Φ9(x, y) = x6 +x3y3 + y6, on obtient la courbe
elliptique suivante :

y2 = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

avec  a2 = 3ab,
a4 = −3(a4 − a3b+ 2a2b2 − ab3 + b4),
a6 = a6 − 9a5b+ 9a4b2 − 19a3b3 + 9a2b4 − 9ab5 + b6.

Son discriminant est ∆ = 24 · 34 · Φ9(a, b)2. Elle est semi-stable en dehors de
2 et 3. Une telle courbe devrait permettre d'obtenir des résultats analogues à
ceux de la partie 2.2 pour la forme F = Φ9.

2.3.2 Détermination des solutions entières de certaines
équations superelliptiques

Dans les parties 2.1 et 2.2, on a associé une courbe de Frey à une équation
diophantienne donnée. On illustre ici sur un exemple la possibilité de montrer
la vacuité de l'ensemble des solutions d'une équation en partant de la donnée
d'une courbe elliptique bien choisie.

Soit t une indéterminée. On considère la courbe E/Q[t] d'équation :

E : y2 + txy = x3 + (1 + t)x.

Ses coe�cients ∆(t) et c4(t) sont les éléments suivants de Q[t] :

∆(t) = t6 + 2t5 + t4 − 64t3 − 192t2 − 192t− 64,

c4(t) = t4 − 48t− 48.

De plus, si R désigne leur résultant, on a :

R = 216.

Autrement dit, après spécialisation en t entier, la courbe E est semi-stable en
dehors de 2. Si t est divisible par 4, la valuation en 2 de ∆(t) est 6. De même, si
v2(t) = 1, alors v2(∆(t)) = 4. En�n, si t est impair, ∆(t) est pair et c4(t) impair.
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Par ailleurs, (0, 0) est un point d'ordre 2 de E rationnel sur Q. La représen-
tation ρEp est donc irréductible pour p ≥ 11 (lemme 2.7). De plus, l'invariant
modulaire j de E est di�érent de −153 et 2553. On en déduit que ρE7 est égale-
ment irréductible (loc. cit.).

On suppose à présent qu'il existe un entier c tel que t véri�e l'équation
superelliptique :

∆(t) = cp,

où p est un nombre premier ≥ 7. D'après les remarques ci-dessus, t est impair.
Dans ce cas, la courbe E est semi-stable et la représentation ρEp est de poids 2
et de conducteur 1. C'est absurde. Cela contredit l'existence de c.

2.4 Annexe A � La conjecture abc implique la
conjecture (A)

Dans [Lan99a], M. Langevin montre que la conjecture abc est équivalente à
la conjecture suivante.

Conjecture 2.23 Soient F ∈ Z [X,Y ] une forme homogène séparable de degré
≥ 3 et ε un réel > 0. Il existe une constante Cε,F > 0 ne dépendant que de ε et
F telle que pour tout couple (a, b) d'entiers non nuls premiers entre eux, on a :

rad(F (a, b)) ≥ Cε,F max(|a|, |b|)deg(F )−2−ε,

où rad(n), n ∈ N∗, désigne le produit de tous les nombres premiers divisant n.

Remarque. Par convention rad(0) =∞.

L'objectif ce cetteAnnexe est d'une part de démontrer le résultat de Langevin
en suivant une méthode géométrique esquissée dans l'article de [GT02] (voir
également [Hin08, pp.244-246]) et d'autre part d'en déduire la conjecture (A).

2.4.1 Le résultat de Langevin

On commence par rappeler l'énoncé de la conjecture abc sous sa forme clas-
sique.

Conjecture 2.24 (abc) Soit ε un réel > 0. Il existe une constante C(ε) > 0
telle que pour tout triplet (a, b, c) d'entiers non nuls premiers entre eux véri�ant
a+ b = c, on ait

rad(abc) ≥ C(ε) max(|a|, |b|)1−ε.

L'objectif de ce � est de démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.25 La conjecture abc est équivalente à la conjecture 2.23.

La conjecture 2.23 implique la conjecture abc : il su�t de prendre

F (X,Y ) = XY (X + Y ).

Intéressons-nous donc à la réciproque. La démonstration requiert plusieurs
étapes.
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1. Le théorème de Mason

Notation. Étant donné un polynôme f ∈ Z[X], la notation {f = 0} désigne
l'ensemble des racines complexes de f . En particulier, |{f = 0}| est le nombre
de racines de f comptées sans multiplicité.

Théorème 2.26 (Mason) Soient a, b et c trois polynômes de Z[t] non cons-
tants et premiers entre eux véri�ant :

a(t) + b(t) = c(t).

Alors, on a :

max(deg(a),deg(b),deg(c)) ≤ |{abc = 0}| − 1. (2.18)

Démonstration. On considère a, b et c comme dans l'énoncé du théorème. L'ap-
plication

φ : t 7→ a(t)
c(t)

est une application rationnelle P1 → P1 non constante dé�nie sur Q. De plus,
remarquons que

� si φ(∞) 6= 0, alors φ−1(0) = {a = 0}
� si φ(∞) 6=∞, alors φ−1(∞) = {c = 0},
� si φ(∞) 6= 1, alors φ−1(1) = {b = 0}.

Par ailleurs, ∞ appartient à l'un, au plus, des ensembles φ−1(∞), φ−1(1) et
φ−1(0). Appliquons à présent la formule de Riemann - Hurwitz à φ qui est de
degré d = max(deg(a),deg(c)). On a :

−2 = −2d+
∑
y∈P1

(
d− |φ−1(y)|

)
.

Chacun des termes de la somme (�nie) du membre de droite de l'égalité ci-dessus
étant ≥ 0, on a la minoration suivante :

−2 ≥ −2d+
∑

y∈{0,1,∞}

(
d− |φ−1(y)|

)
. (2.19)

(Avec égalité si φ est non rami�ée hors de {0, 1,∞}.) On en déduit

−2 ≥ −2d+ 3d−
(
|φ−1(0)|+ |φ−1(1)|+ |φ−1(∞)|

)
.

Soit encore
d ≤ |φ−1(0)|+ |φ−1(1)|+ |φ−1(∞)| − 2.

Or, les polynômes a, b et c étant premiers entre eux on a d'après ce qui précède :

|φ−1(0)|+ |φ−1(1)|+ |φ−1(∞)| ≤ |{abc = 0}|+ 1. (2.20)

(Avec égalité si φ({∞}) ⊂ {0, 1,∞}.) On en déduit l'inégalité

d ≤ |{abc = 0}| − 1.

Comme par ailleurs, b = c− a, on a

deg(b) ≤ d

puis d = max(deg(a),deg(b),deg(c)). D'où le résultat.
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2. Le théorème de Belyi

Adoptons la dé�nition usuelle suivante.

Dé�nition 2.27 Soit S un ensemble �ni de P1(Q). On appelle fonction de
Belyi associée à S toute application rationnelle non constante φ : P1 → P1

dé�nie sur Q véri�ant les propriétés suivantes :

1. la fonction φ est non rami�ée hors de 0, 1 et ∞ ;

2. on a φ(S) ⊂ {0, 1,∞}.

Concernant l'existence de telles fonctions on a le résultat suivant (cf. [Ser97]).

Théorème 2.28 (Belyi) Soit S ⊂ P1(Q) un ensemble �ni. Alors, il existe
une fonction de Belyi associée à S.

Vu la démonstration du théorème de Mason donnée ci-dessus, on a le lemme
suivant.

Lemme 2.29 Soit φ une fonction de Belyi associée à {∞} et a(t), c(t) deux
polynômes de Z[t] non constants et premiers entre eux tels que φ(t) = a(t)/c(t).
Alors, on a l'égalité

max(deg(a),deg(b),deg(c)) = |{abc = 0}| − 1,

où l'on a posé b(t) = c(t)− a(t).

Démonstration. Dans la démonstration du théorème 2.26, on a deux inégalités
dont résulte celle du théorème : (2.19) et (2.20). On a égalité dans (2.19) si φ est
non rami�ée hors de {0, 1,∞}. On a égalité dans (2.20) si φ({∞}) ⊂ {0, 1,∞}.
Or c'est bien le cas par dé�nition d'une fonction de Belyi. D'où le lemme.

3. Sur certains cas d'égalité dans le théorème de Mason

Proposition 2.30 Soit f ∈ Z[t] un polynôme séparable. Alors, il existe a(t),
b(t) et c(t) trois polynômes non constants de Z[t] premiers entre eux tels que :

1. a(t) + b(t) = c(t) ;

2. max(deg(a),deg(b),deg(c)) = |{abc = 0}| − 1 ;

3. deux des trois polynômes a, b et c sont de même degré et le troisième est
de degré strictement plus petit ;

4. le polynôme f divise abc.

Démonstration. Soit S = {f = 0}∪{∞}. C'est un sous-ensemble �ni de P1(Q).
D'après le théorème 2.28, il existe une fonction de Belyi φ associée à S. Posons,
φ = a/c, où a et c sont deux polynômes de Z[t] premiers entre eux et non
constants, puis b = c − a. Comme {∞} ⊂ S, l'application φ est en particulier
une fonction de Belyi asscoiée à {∞}. D'après le lemme 2.29, les polynômes a,
b et c satisfont aux conditions 1 et 2.

Notons d = max(deg(a),deg(b),deg(c)). D'après la condition 1, les trois
polynômes a, b et c ne sont pas tous de degrés di�érents. Il y en a donc au moins
deux de même de degré, et c'est d. Par ailleurs, on a supposé que ∞ ∈ S, et
donc φ(∞) = 0, 1 ou∞. Autrement dit, il y a au plus deux des trois polynômes
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a, b et c qui sont de même degré. Finalement, parmi les trois polynômes a, b et
c, deux exactement sont de même degré d. C'est la condition 3.

Par ailleurs, soit t ∈ P1(Q) tel que f(t) = 0. Alors, par dé�nition, on a t ∈ S.
Comme φ est une fonction de Belyi pour S, on a φ(t) = 0, 1 ou ∞. Autrement
dit, t véri�e :

(abc)(t) = 0.

Le polynôme f étant séparable on en déduit qu'il divise le produit abc. Cela
démontre la proposition.

4. Fin de la démonstration

On considère F comme dans la conjecture 2.23 et on pose f(t) = F (t, 1). Le
polynôme f est séparable de degré

deg(f) ≥ deg(F )− 1. (2.21)

Soient m et n deux entiers non nuls et premiers entre eux tels que F (m,n) 6= 0.
Quitte à changer F (X,Y ) en F (Y,X), on peut supposer que l'on a m ≤ n.

De même, quitte à changer F (X,Y ) en F (−X,Y ), on peut supposer que l'on a
m > 0. On suppose donc à partir de maintenant que l'on a

0 < m ≤ n.

Le polynôme f étant séparable, il existe d'après la proposition 2.30, trois polynômes
a, b et c non constants de Z[t] premiers entre eux tels que :

1. a(t) + b(t) = c(t) ;

2. max(deg(a),deg(b),deg(c)) = |{abc = 0}| − 1 ;

3. deux des trois polynômes a, b et c sont de même degré et le troisième est
de degré strictement plus petit ;

4. le polynôme f divise abc.

Posons d = max(deg(a),deg(b),deg(c)) et homogénéisons les polynômes a, b et
c en degré d :

A(X,Y ) = Y da(X/Y ),
B(X,Y ) = Y db(X/Y ),
C(X,Y ) = Y dc(X/Y ).

D'après la condition 1, on a

A(m,n) +B(m,n) = C(m,n).

Les entiers A(m,n), B(m,n) et C(m,n) ne sont pas nécessairement premiers
entre eux. Notons D leur pgcd.

Lemme 2.31 L'entier D est majoré indépendamment de m et n.

Démonstration. Quitte à échanger les polynômes a, b et c, on peut supposer
(dans cette démonstration) que l'on a

deg a = deg b = d.
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Posons alors

a(t) = a0t
d + · · ·+ ad et b(t) = b0t

d + · · ·+ bd.

Par dé�nition, le résultant de a et b ([Bou81, A IV.71]), noté Res(a, b), est le
déterminant de la matrice de SylvesterM de a et b (de taille (2d)×(2d)) rappelée
ci-dessous :

M =



a0 . . . . . . . . . ad 0
0 a0 . . . . . . ad−1 ad

. . .
...

. . .
a0 a1 . . . . . . ad

b0 . . . . . . . . . bd
0 b0 . . . . . . bd−1 bd

. . .
...

. . .
0 b0 b1 . . . . . . bd


.

On note {Ci}1≤i≤2d les colonnes de la matrice M . D'après les propriétés du
déterminant, on a

X2d−1Res(a, b) = det



X2d−1a0 . . . . . . . . . ad 0
0 a0 . . . . . . ad−1 ad

. . .
...

. . .
a0 a1 . . . . . . ad

X2d−1b0 . . . . . . . . . bd
0 b0 . . . . . . bd−1 bd

. . .
...

. . .
0 b0 b1 . . . . . . bd


.

Puis, en ajoutant à la première colonne de la matrice ci-dessus X2d−iY i−1Ci
pour tout 2 ≤ i ≤ 2d, on ne modi�e pas la valeur du déterminant, et on obtient
ainsi

X2d−1Res(a, b) = det



Xd−1A(X,Y ) . . . . . . . . . ad 0
Xd−2Y A(X,Y ) a0 . . . . . . ad−1 ad

...
. . .

...
. . .

Y d−1A(X,Y ) a0 a1 . . . . . . ad
Xd−1B(X,Y ) . . . . . . . . . bd
Xd−2Y B(X,Y ) b0 . . . . . . bd−1 bd

...
. . .

...
. . .

Y d−1B(X,Y ) b0 b1 . . . . . . bd


.

D'où, en développant le déterminant ci-dessus par rapport à la première colonne :

X2d−1Res(a, b) ∈ (A,B)Z[X,Y ].

En raisonnant comme ci-dessus (en remplaçant la colonne C2d de la matrice M
par Y 2d−1C2d et en ajoutant à celle-ci la somme des colonnes X2d−iY i−1Ci pour
1 ≤ i ≤ 2d− 1), on montre de même que l'on a

Y 2d−1Res(a, b) ∈ (A,B)Z[X,Y ].



2.4. ANNEXE A � ABC IMPLIQUE LA CONJECTURE (A) 69

Or, le pgcd D de A(m,n), B(m,n) et C(m,n) est le même que celui de A(m,n)
et B(m,n). Donc, en spécialisant les relations ci-dessus, on a en particulier,

D | n2d−1Res(a, b) et D | m2d−1Res(a, b).

Les entiers m et n étant premiers entre eux, on en déduit que D divise le
résultant de a et b. L'entier D est donc majoré indépendamment de m et n.
D'où le lemme 2.31.

Quitte à interchanger a, b et c, on peut supposer que l'on a A(m,n) ≥ 0,
B(m,n) ≥ 0 et C(m,n) ≥ 0.

D'après le lemme précédent, on peut appliquer la conjecture abc aux entiers
positifs, A(m,n), B(m,n) et C(m,n). Pour ε > 0, on obtient :

rad(A(m,n)B(m,n)C(m,n))�ε,F max(A(m,n), B(m,n))1−ε. (2.22)

La �n de la démonstration de la proposition 2.25 consiste à minorer convenable-
ment le membre de droite de l'inégalité ci-dessus et majorer celui de gauche.

Majoration. Étant donné un polynôme H de l'anneau (factoriel) Z[X,Y ],
on désigne par rad(H) le polynôme (bien dé�ni au signe près)

rad(H) =
∏
P |H

P,

où le produit porte sur les éléments irréductibles P de Z[X,Y ].

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 2.32 Le polynôme F (X,Y ) divise rad(A(X,Y )B(X,Y )C(X,Y )).

Démonstration. Par construction, le polynôme f divise le produit abc. Posons

(abc)(t) = f(t) · g(t), où deg(g) = deg(abc)− deg(f).

On a

A(X,Y )B(X,Y )C(X,Y ) = Y 3da
(X
Y

)
b
(X
Y

)
c
(X
Y

)
= Y 3df

(X
Y

)
g
(X
Y

)
= Y 3d−deg(F )F (X,Y )g

(X
Y

)
.

Or, par construction, deux seulement des polynômes a, b et c sont de degré d et
le troisième est de degré < d. Donc on a

3d− deg(F ) ≥ deg(abc)− deg(F ) + 1,

puis d'après la formule (2.21)

3d− deg(F ) ≥ deg(abc)− deg(f) = deg(g).

Autrement dit, le polynôme

Y 3d−deg(F )g
(X
Y

)
∈ Z[X,Y ]
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et F divise le produit ABC. Or, F est séparable par hypothèse, donc F divise
rad(ABC). D'où le lemme 2.32.

D'après le lemme 2.32, posons :

rad(ABC) = F ·G,

où G ∈ Z[X,Y ]. On en déduit

rad(A(m,n)B(m,n)C(m,n)) | rad(ABC)(m,n) = F (m,n)G(m,n),

puis
rad(A(m,n)B(m,n)C(m,n)) ≤ rad(F (m,n))|G(m,n)|. (2.23)

Or, l'un des trois polynômes a, b et c est de degré < d et les deux autres sont
de degré excatement d, d'où

deg(rad(ABC)) = |{abc = 0}|+ 1.

Or, par construction |{abc = 0}| = d+ 1. D'où :

deg(rad(ABC)) = d+ 2.

On en déduit que G est de degré d+ 2− deg(F ). D'où

|G(m,n)| �F max(|m|, |n|)d+2−deg(F )

et la majoration suivante d'après l'inégalité (2.23)

rad(A(m,n)B(m,n)C(m,n))�F rad(F (m,n)) max(|m|, |n|)d+2−deg(F ).
(2.24)

Minoration. On rappelle que l'on s'est placé dans la situation où

0 < m ≤ n et A(m,n), B(m,n) et C(m,n) ≥ 0.

On a alors

max (A(m,n), B(m,n)) = nd max
(
a
(m
n

)
, b
(m
n

))
= max(|m|, |n|)d max

(
a
(m
n

)
, b
(m
n

))
≥ max(|m|, |n|)d inf

t∈C

(
max (|a(t)|, |b(t)|)

)
.

Or les polynômes a et b étant premiers entre eux, on a, d'après un lemme de
K. Mahler (cf. [Lan99b]) rappelé ci-dessous,

inf
t∈C

(
max (|a(t)|, |b(t)|)

)
> 0.

On en déduit la minoration suivante

max (A(m,n), B(m,n), C(m,n))�F max(|m|, |n|)d. (2.25)
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Lemme 2.33 (Mahler) Soient P et Q deux polynômes complexes sans zéro
commun. Alors,

inf
z∈C

(
max (|P (z)|, |Q(z)|)

)
> 0.

Démonstration. Posons

P (z) = a(z − x1) . . . (z − xp) et Q(z) = b(z − y1) . . . (z − yq).

Par hypothèse, xi 6= yj pour tout i, j. Soit z ∈ C. Supposons que l'on ait

min
j
|z − yj | ≥ min

i
|z − xi|.

Soit alors i0 tel que |z − xi0 | ≤ min
j
|z − yj |. Alors, pour tout 1 ≤ j ≤ q, on a

d'après l'inégalité triangulaire

|xi0 − yj | ≤ |xi0 − z|+ |z − yj | ≤ 2|z − yj |.

D'où |Q(z)| ≥ 2−q|Q(xi0)| puis

|Q(z)| ≥ min
i,j

(
2−p|P (yj)|, 2−q|Q(xi)|

)
.

Si min
j
|z − yj | < min

i
|z − xi|, on obtient de même

|P (z)| ≥ min
i,j

(
2−p|P (yj)|, 2−q|Q(xi)|

)
.

D'où
max (|P (z)|, |Q(z)|) ≥ min

i,j

(
2−p|P (yj)|, 2−q|Q(xi)|

)
> 0.

Cela démontre le lemme car l'in�mum d'un ensemble est le plus grand de ses
minorants.

Conclusion. En combinant les inégalités (2.24) et (2.25), on obtient

rad(F (m,n)) max(|m|, |n|)d+2−deg(F ) �ε,F max(|m|, |n|)d(1−ε).

D'où le résultat en remplaçant ε par ε/d dans (2.22). Cela achève la démonstra-
tion de la proposition 2.25.

2.4.2 La conjecture abc implique la conjecture (A)

Déduisons à présent la conjecture (A) de la conjecture abc telle qu'elle est
formulée au � précédent.

Proposition 2.34 La conjecture abc implique la conjecture (A).

Démonstration : Soient F une forme homogène séparable de degré ≥ 3 à
coe�cients entiers relatifs et d un entier ≥ 1. On considère (a, b, c) une solution
propre et non triviale de (2.1). Posons

a′ =
a

pgcd(a, b)
et b′ =

b

pgcd(a, b)
,
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où pgcd(a, b) désigne le pgcd de a et b. Les entiers a, b et c étant premiers entre
eux, on en déduit que (pgcd(a, b))deg(F ) divise d. On a alors

F (a′, b′) = d′cp, où d′ =
d

(pgcd(a, b))deg(F )
. (2.26)

Les entiers a′ et b′ étant premiers entre eux, on déduit de la conjecture ci-dessus
que pour tout ε > 0, il existe une constante Cε,F > 0 ne dépendant que de ε et
F telle que

rad(F (a′, b′)) ≥ Cε,F max(|a′|, |b′|)deg(F )−2−ε. (2.27)

Or, d'après (2.26), on a rad(F (a′, b′)) ≤ |d′c|. Par ailleurs, il existe une constante
MF ne dépendant que de F telle que

max(|a′|, |b′|)deg(F ) ≥MF |d′cp|.

On déduit alors de (2.27) l'inégalité suivante

|d′c| ≥ Cε,F (MF |d′cp|)
α
, où α = 1− 2 + ε

deg(F )
.

Supposons ε < 1. On a alors 0 < α < 1 et

|c|αp−1 ≤ |d′|1−α

Cε,FMα
F

.

Pour p su�samment grand, cela implique c = ±1. C'est le résultat voulu.

2.5 Annexe B � La conjecture abc implique la con-
jecture de Frey-Mazur

A. Kraus a montré que la conjecture de Frey et Mazur est une conséquence
d'une inégalité conjecturale de Szpiro entre le conducteur et le discriminant
minimal d'une courbe elliptique2. Rappelons-en l'énoncé ici (c.f. [Oes88, Szp90]).

Conjecture 2.35 (Szpiro) Pour tout ε réel > 0, il existe une constante C(ε)
telle que pour toute courbe elliptique E dé�nie sur Q de conducteur N et de
discriminant minimal ∆, on a

|∆| < C(ε)N6+ε. (2.28)

L'objet de cette annexe est de montrer qu'une version e�ective de la conjecture
de Szpiro implique une version e�ective de la conjecture de Frey - Mazur. Plus
précisément, on montre le résulat suivant.

Proposition 2.36 Soit E une courbe elliptique dé�nie sur Q de conducteur N .
Supposons que la conjecture de Szpiro soit véri�ée. Alors, la conjecture de Frey -
Mazur l'est également et, si p ∈ FE, on a de plus :

p ≤ max
(

log2(C(ε)) + (6 + ε)(1 + log2N), 2.6N
√

1 + log logN
)
.

2Ce résultat �gure sous forme de notes non publiées, dans les Comptes - Rendus du Sémi-
naire de Théorie des Nombres de Caen (exposé XVIII, année 1989 - 1990, c.f. [Bil08a, App.B])
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La démonstration présentée ici est celle donnée dans [Bil08a, App.B] où l'on a
employé le lemme 2.37 à la place du lemme B.2.

Commençons par un lemme général. Soient E et E′ deux courbes ellip-
tiques dé�nies sur Q de même conducteur N . Notons S l'ensemble des nombres
premiers ` en lesquels E (ou E′) a réduction multiplicative et a` 6= a′`. Suiv-
ant [Del85, C.p.253], on dé�nit alors l'entier

N(S) = N
∏
`∈S

`

et pour n ≥ 1, la fonction multiplicative

µ(n) =
n

6

∏
`|n

(
1 +

1
`

)
.

Lemme 2.37 Supposons que les modules galoisiens E[p](Q) et E′[p](Q) soient
isomorphes pour un nombre premier p ≥ 4

√
µ(N(S)). Alors, les courbes E et

E′ sont isogènes.

Démonstration. D'après [KO92, prop.3], l'hypothèse implique que l'on a

a` ≡ a′` (mod p), pour tout ` - N.

Soit ` un nombre premier ≤ µ(N(S)) n'appartenant pas à S. Si ` | N , on a
a` = a′` car E et E′ ont même réduction en ` et ` 6∈ S. Si ` - N , on a a` ≡ a′`
(mod p) d'après la congruence ci-dessus.

Dans les deux cas, p divise |a` − a′`|. Or, d'après les bornes de Weil, on a

|a` − a′`| < 4
√
` ≤ 4

√
µ(N(S)).

Or par hypothèse p ≥ 4
√
µ(N(S)), d'où a` = a′`. Par ailleurs d'après [Del85,

C. p. 253], cela implique que l'on a a` = a′` pour tout nombre premier `. On
conclut alors avec le théorème de Faltings ([Fal86, �5,cor.2]).

Démontrons à présent la proposition 2.36. Soient E une courbe elliptique
dé�nie sur Q de conducteur N et discriminant minimal ∆. Soit p > 7 un nombre
premier de bonne réduction appartenant à FE , c'est-à-dire pour lequel il existe
une courbe elliptique E(p) dé�nie sur Q, non isogène à E sur Q, telle que
les représentations ρEp et ρE

(p)

p soient isomorphes. D'après [Kra97a, p.28], si
p > log2|∆|, on a

N
(
ρEp
)

= N, (2.29)

où N
(
ρEp
)
est le conducteur de la représentation ρEp donnant l'action du groupe

de Galois Gal(Q/Q) sur la p-torsion de E (c'est la partie première à p du
conducteur d'Artin de ρEp , c.f. [Ser87, �1]). Les représentations ρ

E
p et ρE

(p)

p étant
isomorphes, on a, en particulier,

N
(
ρEp
)

= N
(
ρE

(p)

p

)
. (2.30)

On en déduit que N divise NE(p) . On écrit

NE(p) = N · up. (2.31)
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Montrons alors que upp divise le discriminant minimal ∆E(p) de E(p).
On considère pour cela un nombre premier ` 6= p. Alors

v`

(
N
(
ρE

(p)

p

))
= v` (NE(p))

sauf si E(p) a en ` réduction multiplicative et p divise v`(∆E(p)) ([Kra97a, p.28]).
Autrement dit, si ` divise up, alors, d'après les égalités (2.29) et (2.30) et la
remarque ci-dessus, E(p) a en ` réduction multiplicative et p divise v`(∆E(p)).
En particulier, v`(up) = 1.

La courbe E a bonne réduction en p par hypothèse. Donc le poids de ρEp est

2 ([Ser87]). On en déduit que la représentation ρE
(p)

p est également de poids 2
et que l'on est dans l'un des cas suivants :

1. la courbe E(p) a bonne réduction en p ;

2. la courbe E(p) a mauvaise réduction multiplicative en p et l'exposant de
p dans ∆E(p) est multiple de p ;

3. la courbe E(p) a mauvaise réduction additive en p.

Or d'après [Kra97a, p.6], si E(p) a mauvaise réduction additive en p et si ρE
(p)

p

est de poids 2, alors p ≤ 7. C'est absurde car on a supposé p > 7. Le cas 3 ne
peut donc pas se produire.

On en déduit donc, comme annoncé, que upp divise ∆E(p) . On applique à
présent l'inégalité de Szpiro à la courbe E(p). Soit ε > 0, on a :

|∆E(p) | < C(ε)N6+ε
E(p) .

Or d'après l'égalité (2.31) et le fait que upp divise ∆E(p) , on a

|up|p−(6+ε) < C(ε)N6+ε.

Donc si p > log2(C(ε)) + (6 + ε)(1 + log2N), alors up = 1. On en déduit

NE(p) = N.

D'après le lemme 2.37 appliqué aux courbes E et E(p), on a une contradiction
si

p ≥ 4
√
µ(N(S)),

où S désigne l'ensemble des nombres premiers ` où les courbes E et E(p) ont ré-
duction multiplicative et a`(E) 6= a`(E′). Comme N(S) divise N2, on a en parti-
culier une contradiction dès lors que p ≥ 4

√
µ(N2). Par ailleurs, d'après [Kra95,

(1)], on a
4
√
µ(N2) ≤ 2.6N

√
1 + log logN.

Par ailleurs, on a d'une part,

log2(C(ε)) + (6 + ε)(1 + log2N) > log2|∆|

d'après l'inégalité de Szpiro appliquée à E. D'autre part,

2.6N
√

1 + log logN > N > 7.

Donc, si p ≥ 2.6N
√

1 + log logN , alors p > 7 et p ne divise pas N . D'où le
résultat.
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Chapitre 3

Défaut de semi-stabilité des
courbes elliptiques

Ce chapitre reproduit le texte [Bil08b] soumis en juin 2008 à la revue Dis-
sertationes Mathematicae à l'exception de l'annexe C qui a été ajoutée.

Introduction

Étant donnés un nombre premier p, une clôture algébrique Qp de Qp et une
extension �nie K de Qp contenue dans Qp, on considère une courbe elliptique E
dé�nie sur K ayant mauvaise réduction de type additif sur K et dont l'invariant
modulaire j est entier. Il existe alors une plus petite extension L de la clôture
non rami�ée Knr de K dans Qp où E acquiert bonne réduction. Si En désigne le
groupe des points de n-torsion de E, on a L = Knr(En) pour tout entier n ≥ 3
non divisible par p ([ST68, 2.cor.3.]). Le groupe Φ = Gal(L/Knr) est connu
dans le cas où p ≥ 3 ([Kra90]). Lorsque p = 2, il est soit cyclique d'ordre 2, 3,
4 ou 6, soit d'ordre 8 et isomorphe à un groupe quaternionien, soit d'ordre 24
et isomorphe à SL2(F3). La détermination précise du groupe Φ lorsque p = 2
n'a été menée que dans deux cas : par A. Kraus pour K = Q2 ([Kra90]) et par
É. Cali pour toutes les extensions �nies K/Q2 non rami�ées ([Cal04]).

Le présent travail a deux objectifs : d'une part, établir en fonction de la
valuation de j modulo 12 plusieurs résultats généraux sur le groupe Φ, valables
pour toute extension �nie K/Q2 et, d'autre part, le déterminer explicitement
en fonction des coe�cients d'une équation de Weierstrass de E dans le cas des
extensions quadratiques rami�ées de Q2. Combiné avec les travaux de Cali et
Kraus, ce dernier résultat achève le calcul du groupe Φ pour toutes les extensions
de Q2 de degré ≤ 2.

3.1 Énoncés des résultats

Soient K une extension �nie de Q2 d'indice de rami�cation e, π une uni-
formisante de K et v la valuation de K normalisée par v(π) = 1. Soit E une
courbe elliptique dé�nie surK d'invariant modulaire j ayant mauvaise réduction
de type additif sur K et dont l'invariant modulaire est de valuation ≥ 0.

77
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L'article se compose de deux parties. Dans la première on établit l'ordre du
groupe Φ pour certaines valeurs de la congruence de v(j) modulo 12. Les seuls
résultats généraux connus sont les suivants ([Kra90, th.2]) :

1. si v(j) = 0, alors on a |Φ| = 2.

2. supposons v(j) ≥ 12e.

(a) Si v(j) est divisible par 3, on a |Φ| = 2 ;

(b) Si v(j) n'est pas divisible par 3, on a |Φ| = 3 si le type de Néron de
E est IV ou IV ∗ et |Φ| = 6 sinon.

En particulier, aucun résultat n'a été démontré si l'on a 0 < v(j) < 12e. Dans
ce cas, on obtient l'énoncé suivant.

Théorème 3.1 Supposons 0 < v(j) < 12e.

1. Supposons v(j) ≡ ±3 (mod 12), alors |Φ| = 8.

2. Supposons v(j) ≡ ±1 (mod 12) ou v(j) ≡ ±5 (mod 12), alors |Φ| = 24.

3. Supposons v(j) ≡ ±2 (mod 12) et |6e− v(j)| > 2e, alors |Φ| = 24.

Dans tous les autres cas, la valuation de j ne su�t pas à déterminer l'ordre du
groupe Φ (cf. [Cal04] et le Théorème 3.2 ci-dessous).

Dans la seconde partie de ce travail, on détermine le groupe Φ lorsque K est
une extension quadratique rami�ée de Q2. Il y a exactement six telles extensions
que l'on regroupe en deux ensembles de la façon suivante :

Ω1 = {Q2(
√
−1),Q2(

√
3)}

et
Ω2 = {Q2(

√
2),Q2(

√
−2),Q2(

√
6),Q2(

√
−6)}.

On suppose E donnée par une équation de Weierstrass entière, non néces-
sairement minimale, et dont (c4, c6,∆) sont les invariants standard ([Tat75]) qui
lui sont associés. On a j = c34/∆. Dans le cas où jc6 est non nul, on pose

c4 = πv(c4)c′4, c6 = πv(c6)c′6,

∆ = πv(∆)∆′ et j′ = c′34 /∆
′.

On désigne par (C1), (C1'), (C2), et (C3) les conditions suivantes :

∆′ ≡ 1 + π (mod 2) (C1)

c′4 ≡ 1 + π (mod 2) (C1')

j′ ≡ 1 + π2 (mod π3) (C2)

c′4 ≡ 1 + π2 (mod 4) ou c′4 ≡ 1 + π3 (mod 4). (C3)

Remarques.

1. Les conditions ci-dessus sont indépendantes du modèle choisi pour représen-
ter la courbe E. En particulier, il n'est pas nécessaire qu'il soit minimal.
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2. Elles ne dépendent pas non plus du choix de l'uniformisante de K.

Notations. On note ε l'unité de l'anneau des entiers de K dé�nie par

ε = 3 ·
(

2
π2

)2

.

On dé�nit alors les ensembles suivants de couples d'unités de l'anneau des entiers
de K :

L1 =
{

(−ε2 + 6 + π6 + π7,−ε), (−ε2 + 2π4 + 6 + π6 + π7,−ε+ π4)

(−ε2 + 6 + π6,−ε+ π5), (−ε2 + 2π4 + 6 + π6,−ε+ π4 + π5),

(−ε2 + 2επ2 + 6− π4 + π6,−ε+ π2), (−ε2 + 2επ2 + 6 + π4 + π6,−ε+ π2 + π4),

(−ε2 + 2επ2 + 6− π4 + π6 + π7,−ε+ π2 + π5), (−ε2 + 2επ2 + 6 + π4 + π6 + π7,

−ε+ π2 + π4 + π5), (−ε2 + 2επ3 + 6,−ε+ π3), (−ε2 + 2επ3 + 6 + 2π4,

−ε+ π3 + π4), (−ε2 + 2επ3 + 6 + π7,−ε+ π3 + π5), (−ε2 + 2επ3 + 6 + 2π4 + π7,

−ε+ π3 + π4 + π5), (−ε2 + 2επ2 + 2επ3 − π4 + 6,−ε+ π2 + π3),

(−ε2 + 2επ2 + 2επ3 + π4 + 6,−ε+ π2 + π3 + π4),

(−ε2 + 2επ2 + 2επ3 − π4 + 6 + π7,−ε+ π2 + π3 + π5),

(−ε2 + 2επ2 + 2επ3 + π4 + 6 + π7,−ε+ π2 + π3 + π4 + π5)
}

;

L2 =
{(
−1,

2
π2

)
,

(
−1 + π2 + π3,

2
π2

)
,

(
1,

2
π2

+ π2

)
,(

1 + π2 + π3,
2
π2

+ π2

)
,

(
−1 + π3,

2
π2

+ π3

)
,

(
−1 + π2,

2
π2

+ π3

)
,(

1 + π3,
2
π2

+ π2 + π3

)
,

(
1 + π2,

2
π2

+ π2 + π3

)}
.

Théorème 3.2 On suppose que l'extension K/Q2 est quadratique rami�ée. On
est dans l'un des cas suivants.

1. Si v(j) = 0, on a |Φ| = 2.

2. Si v(j) ∈ {1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22, 23}, on a |Φ| = 24.

3. Si v(j) ∈ {3, 9, 15, 21}, on a |Φ| = 8.

4. Supposons v(j) = 4.

(a) Supposons que la condition (C1) soit satisfaite.
On a |Φ| = 3 si les conditions suivantes sont satisfaites :

i. on a v(∆) ≡ 8 (mod 12) ;

ii. Si K ∈ Ω1, on a c′6 ≡ 1 + π2 (mod 4) ou c′6 ≡ 1 + π3 (mod 4) ;

iii. Si K ∈ Ω2, on a c′6 ≡ 1 (mod 4) ou c′6 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4).

On a |Φ| = 6 sinon.

(b) Si la condition (C1) n'est pas satisfaite, on a |Φ| = 24.
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5. Supposons v(j) = 6. On a

|Φ| =
{

4 si la condition (C1) est satisfaite,
8 sinon.

6. Supposons v(j) = 8.

(a) Supposons que la condition (C2) soit satisfaite.
On a |Φ| = 3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i. on a v(∆) ≡ 4 (mod 12) ;

ii. il existe (a, b) ∈ L1 tel que c′4 ≡ a (mod π8) et c′6 ≡ b (mod π6).

On a |Φ| = 6 sinon.

(b) Si la condition (C2) n'est pas satisfaite, on a |Φ| = 24.

7. Supposons v(j) = 12.

(a) Si 2v(c6) = 3v(c4) + 1, on a |Φ| = 8.

(b) Si 2v(c6) = 3v(c4) + 2.

i. Si K ∈ Ω1, on a

|Φ| =
{

4 si la condition (C1') est satisfaite,
8 sinon.

ii. Si K ∈ Ω2, on a

|Φ| =

 8 si la condition (C1') est satisfaite,
2 si la condition (C3) est satisfaite,
4 sinon.

(c) Si 2v(c6) = 3v(c4) + 3, on a

|Φ| =
{

8 si K ∈ Ω1,
4 si K ∈ Ω2.

(d) Si 2v(c6)− 3v(c4) ≥ 4.

i. Si K ∈ Ω1, on a

|Φ| =
{

2 si la condition (C3) est satisfaite et v(c4) est pair,
4 sinon.

ii. Si K ∈ Ω2, on a |Φ| = 8.

8. Supposons v(j) = 16.

(a) Supposons que la condition (C2) soit satisfaite.
On a |Φ| = 3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i. on a v(∆) ≡ 8 (mod 12) ;

ii. il existe (a, b) ∈ L2 tel que c′4 ≡ a (mod 4) et c′6 ≡ b (mod 4).

On a |Φ| = 6 sinon.

(b) Si la condition (C2) n'est pas satisfaite, on a |Φ| = 24.
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9. Supposons v(j) = 18. On a

|Φ| =
{

4 si la condition (C1') est satisfaite,
8 sinon.

10. Supposons v(j) = 20.

(a) Supposons que la condition (C1') soit satisfaite.

On a |Φ| = 3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i. on a v(∆) ≡ 4 (mod 12) ;

ii. on a c′6 ≡
π2

2 + 2 (mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + π3 (mod 4).

On a |Φ| = 6 sinon.

(b) Si la condition (C1') n'est pas satisfaite, on a |Φ| = 24.

11. Supposons v(j) ≥ 24.

(a) Si 3 divise v(∆), on a |Φ| = 2.

(b) Supposons que 3 ne divise pas v(∆).
On a |Φ| = 3 si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

i. on a v(∆) ≡ 4 (mod 12) ou v(∆) ≡ 8 (mod 12) ;

ii. on a c′6 ≡
π2

2 (mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + 2 + π3 (mod 4).

On a |Φ| = 6 sinon.

Dans l'Appendice 3.4, on montre que chacun des cas ci-dessus se réalise.

3.2 Le cas des extensions quelconques

3.2.1 Lemmes sur les carrés

On reprend les notations de la section 3.1. Il existe une unique extension
quadratique non rami�ée de K dans K. On la note N . Lorsque l'extension
K/Q2 est totalement rami�ée, le corps résiduel de N est de cardinal 4 et un
système de représentants est µ3 ∪{0}, où µ3 est l'ensemble des racines cubiques
de l'unité. On note OK (resp. ON ) l'anneau des entiers de K (resp. de N) et
UK (resp. UN ) ses unités.

Par commodité, on rappelle le résultat suivant ([Kra90, lem.7]).

Lemme 3.3 Soit x un élément de UK congru à 1 modulo 4OK . Alors, x est un
carré dans Knr.

On en déduit le résultat suivant.

Lemme 3.4 Soit x un élément de UK . Alors, x est un carré dans Knr si et
seulement si il existe un élément y de UN tel que

x ≡ y2 (mod 4ON ).
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Démonstration. La condition est nécessaire car si x est un carré dans Knr,
c'est un carré dans une extension quadratique non rami�ée de K, donc dans
N . Réciproquement, s'il existe un élément y de N tel que x ≡ y2 (mod 4ON ),
alors, d'après le lemme 3.3, x est un carré dans la clôture non rami�ée de N
dans K. Or Nnr = Knr car N/K est non rami�ée. D'où le lemme.

Lorsque l'extensionK/Q2 est totalement rami�ée, on a le résultat plus précis
suivant.

Lemme 3.5 Supposons l'extension K/Q2 totalement rami�ée. Soit x un élé-
ment de UK . Alors, x est un carré dans Knr si et seulement si il existe un
élément y ∈ UK tel que x ≡ y2 (mod 4OK). Autrement dit, x est un carré dans
Knr si et seulement si il existe des éléments a0, a1, . . . , ae−1 tels que les deux
conditions suivantes soient satisfaites :

1. on a a0 = 1 et aj = 0 ou 1 pour 1 ≤ j ≤ e− 1 ;
2. on a

x ≡
(
a0 + a1π + · · ·+ ae−1π

e−1
)2

(mod 4OK). (3.1)

Démonstration. La condition est su�sante d'après le lemme précédent.
Réciproquement, supposons que x soit un carré dans Knr. Il existe alors

y dans ON tel que x = y2. On choisit comme système de représentants du
corps résiduel de N l'ensemble µ3 des racines cubiques de l'unité. On écrit le
développement de Hensel de y modulo 2 :

y ≡ a0 + a1π + · · ·+ ae−1π
e−1 (mod 2ON ), où aj ∈ µ3 ∪ {0} .

Soit i un entier ≥ 0 et P (i) la proposition de récurrence suivante :

� a0, . . . , ai = 0 ou 1 �.

Montrons P (0). L'extension K/Q2 étant totalement rami�ée, x est congru à
1 modulo πOK , d'où y2 ≡ 1 (mod πOK). Or π est une uniformisante de N ,
donc πON est un idéal premier de ON . On en déduit y ≡ ±1 (mod πON ). Puis,
comme −1 ≡ 1 (mod π), il vient y ≡ 1 (mod πON ). Cela démontre P (0) et on
a a0 = 1. Si e = 1, cela démontre le résultat.

Supposons e > 1. Soit i ≥ 0 tel que i < e−1 et P (i) vraie. Montrons P (i+1).
Posons

z =
1

πi+1

(
y − (1 + a1π + · · ·+ aiπ

i)
)
.

L'élément z est dans ON . Calculons z2 (mod πON ) de deux façons di�érentes.
D'une part, on a

z2 =
1

π2(i+1)

(
y2 − 2y(1 + a1π + · · ·+ aiπ

i) + (1 + a1π + · · ·+ aiπ
i)2

)
.

Or

2y(1 + a1π + · · ·+ aiπ
i) ≡ 2(1 + a1π + · · ·+ aiπ

i)2 (mod πe+i+1ON ).

Comme x = y2, on en déduit donc,

z2 ≡ 1
π2(i+1)

(
x− (1 + a1π + · · ·+ aiπ

i)2

)
(mod πe−1−iON ).
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Posons

α =
1

π2(i+1)

(
x− (1 + a1π + · · ·+ aiπ

i)2

)
.

Alors, par hypothèse de récurrence, α ∈ ON ∩K = OK et on a, en particulier,

α ≡ 0 ou 1 (mod πON ).

On en déduit alors

z2 ≡ 0 ou 1 (mod πON ).

D'autre part, on a

z ≡ ai+1 (mod πON ), puis z2 ≡ a2
i+1 (mod πON ).

On en déduit ai+1 = 0 ou 1. D'où le résultat par récurrence. On a donc, x ≡
(1 + a1π + · · ·+ ae−1π

e−1)2 (mod 4ON ) avec a1, . . . , ae−1 = 0 ou 1. D'où

1
4
(
x− (1 + a1π + · · ·+ ae−1π

e−1)2
)
∈ ON ∩K = OK .

D'où la congruence annoncée.

Lemme 3.6 Soit x un élément de Knr de valuation 0. Alors, toutes les racines
cubiques de x dans K sont dans Knr.

Démonstration. L'élément x est une unité des entiers de K(x). Elle s'écrit en
particulier, x = ξ · b, où ξ est une racine de l'unité d'ordre impair et b une unité
principale des entiers de K(x), i.e. b ≡ 1 (mod πOK(x)). Or, ξ est un cube dans
Knr et le lemme de Hensel appliqué au polynôme X3 − b de OK(x)[X] montre
qu'il en va de même pour b. D'où le résultat.

On rappelle que e désigne l'indice de rami�cation de l'extension K/Q2.

Lemme 3.7 Soient K ′/Knr une extension �nie de degré n impair, x et y deux
éléments de K ′ de valuation ≥ 0 et ρ un rationnel positif. On suppose que les
conditions suivantes sont satisfaites.

1. v(x− y) = ρ ;

2. ρ = r/s, avec r et s entiers premiers entre eux et r impair ;

3. ρ ≤ 2e.

Alors, l'un au-moins des éléments x et y n'est pas un carré dans K ′.

Démonstration. Supposons que x = a2 et y = b2 soient des carrés dans K ′. On
a v(2b) = e+ v(b) = e+ v(y)/2 ≥ ρ/2 par hypothèse.

Supposons v(a− b) < ρ/2. Alors, d'après l'égalité a+ b = a− b+ 2b, on en
déduit v(a + b) = v(a − b) < ρ/2. Or, c'est absurde car v(a − b) + v(a + b) =
v(a2 − b2) = ρ. On a donc v(a − b) ≥ ρ/2 et de même, v(a + b) ≥ ρ/2. D'où,
v(a− b) = v(a+ b) = ρ/2. Mais, r et n étant impairs, ρ/2 6∈ v(K ′) ⊂ 1

nZ. D'où
une contradiction et le lemme.
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3.2.2 La courbe Ẽ

On reprend les notations de la section 3.1. En particulier, e désigne l'indice
de rami�cation de K/Q2 et on note encore v le prolongement de la valuation
normalisée v de K à une clôture algébrique K de K . On choisit une racine
cubique ∆1/3 de ∆ dans K. On note M l'extension de Knr engendrée par ∆1/3.
D'après le lemme 3.6, si v(∆) est divisible par 3, alors ∆1/3 est dans Knr, i.e.
l'extension M/Knr est triviale. Réciproquement, si ∆1/3 est dans Knr, alors
v(∆) est divisible par 3 car v(Knr) ⊂ Z.

On pose, pour t dans l'ensemble µ3 des racines cubiques de l'unité :

At = c4 − 12t∆1/3 et Bt = c24 + 12tc4∆1/3 + (12t∆1/3)2.

Lorsque t = 1, on retrouve les éléments A1 = A et B1 = B de [Kra90, th.3]. On
a également AtBt = c26. De plus, d'après le lemme 3.6, At et Bt sont dans Knr

si et seulement si 3 divise v(∆), i.e. si et seulement si 3 divise v(j). On désigne
par j1/3 la racine cubique de j dans K dé�nie par l'égalité

j1/3 = c4/∆1/3.

On fait l'hypothèse v(j) > 6e. L'équation suivante dé�nit alors un modèle
entier d'une courbe elliptique, notée Ẽ, sur K :

y2 + 2xy = x3 +
j

3(j − 1728)
x+

j

33(j − 1728)
. (3.2)

Les coe�cients standard (c̃4, c̃6, ∆̃) de Ẽ sont donnés par les égalités suivantes :

c̃4 = −24 1728
j − 1728

= −210 · 33 ∆
c26
, c̃6 = 26 1728

j − 1728
= 212 · 33 ∆

c26
(3.3)

et

∆̃ = −212 1728j
(j − 1728)3

= −218 · 33 c
3
4∆2

c66
. (3.4)

On véri�e que l'on a v(∆̃) = v(j). De plus, on a j̃ = c̃4
3/∆̃ = 17282/j, d'où en

particulier, v(j̃) = 12e− v(j).
On choisit de noter ∆̃1/3 la racine cubique de ∆̃ dé�nie par l'égalité :

∆̃1/3 = −26 · 3 j1/3

j − 1728
= −26 · 3c4∆2/3

c26
.

Pour t ∈ µ3, on dé�nit, comme pour E ci-dessus, le coe�cient

B̃t = c̃4
2 + 12tc̃4∆̃1/3 + (12t∆̃1/3)2.

À nouveau, B̃t est dans Knr si et seulement si 3 divise v(j). Posons à présent

wt = 24 · 3 · t2 ∆1/3

c6
.

Proposition 3.8 On est dans l'un des cas suivants :

1. supposons v(j) divisible par 3, alors wt appartient à Knr ;
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2. supposons v(j) non divisible par 3, alors wt n'appartient pas à Knr et wt
appartient à M qui est l'unique extension de degré 3 de Knr.

De plus, on a, pour t ∈ µ3,
B̃t = w4

tBt2 .

Démonstration. Les deux premières assertions résultent du lemme 3.6. On a

12 · ∆̃1/3

c̃4
=

1
12
· c4

∆1/3
.

D'où

B̃t

c̃4
2 = 1 + 12t

∆̃1/3

c̃4
+

(
12t

∆̃1/3

c̃4

)2

= 1 +
t

12
· c4

∆1/3
+
(
t

12
· c4

∆1/3

)2

=
(
t

c4
12∆1/3

)2
(

1 + 12t2
∆1/3

c4
+
(

12t2
∆1/3

c4

)2
)

=
(
t

c4
12∆1/3

)2

· Bt
2

c24
.

D'où, comme c̃4 = −210 · 33∆/c26, on a

B̃t = 216 · 34 · t2 ∆4/3

c46
Bt2 = w4

tBt2

et la proposition.

On note, comme j̃ 6= 0, c̃4 = πv( ec4)c̃4
′, ∆̃ = πv( e∆)∆̃′ et j̃ = πv(ej)j̃′. On véri�e

alors d'après les formules (3.3) et (3.4) que l'on a le résultat suivant.

Lemme 3.9 On a

∆̃′ = −33 ·
(

2
πe

)18
c′34 ∆′2

c′66
et j′j̃′ = 36 ·

(
2
πe

)12

.

3.2.3 Démonstration du théorème 3.1

On suppose que l'on a 0 < v(j) < 12e. On reprend les notations introduites
à la section 3.2.2 et on choisit une racine carrée B1/2 de B dans K. On pose
alors :

C = 2
(
c4 + 6∆1/3 +B1/2

)
.

La proposition suivante est à peu de choses près [Cal04, prop.1].

Proposition 3.10 Supposons c6 6= 0 et v(j) ≡ 0 (mod 3). Alors, si pour tout
t dans µ3, Bt n'est pas un carré dans Knr, on a |Φ| = 8.

Démonstration. D'après [Kra90, th.3], il s'agit de montrer que C n'est pas un
carré dans Knr(B1/2). On a AtBt = c26 qui est non nul par hypothèse. Donc At
est un carré dans Knr si et seulement si Bt l'est. De plus, on a c4 6= 0 (car Bt
n'est pas un carré dans Knr). Posons

ν = 1 +
B1/2

c4
.
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Alors, (1, ν) est une base de Knr(B1/2) sur Knr. Supposons que C soit un carré
dans Knr(B1/2). Il existe deux éléments a et b de Knr tels que

C = c4(12j−1/3 + 2ν) = (a+ bν)2. (3.5)

Or, on véri�e que l'on a ν2 = 2ν + 12j−1/3 + 144j−2/3. Mais, j1/3 ∈ Knr car
v(j) ≡ 0 (mod 3), donc d'après (3.5), il vient{

c4 = b(a+ b)
12c4j−1/3 = a2 + b2(12j−1/3 + 144j−2/3),

puis, a2 − 12abj−1/3 + 144b2j−2/3 = 0. Autrement dit, il existe t 6= 1 dans µ3

tel que a = −12tbj−1/3. D'où, c4 = b2(1− 12tj−1/3). Or, At = c4(1− 12tj−1/3),
donc At = b2(1 − 12tj−1/3)2 est un carré dans Knr et Bt l'est aussi et ceci
contredit l'hypothèse. D'où le résultat.

Démonstration de l'assertion 1

On fait l'hypothèse v(j) ≡ ±3 (mod 12). On a en particulier, v(j) ≡ 0
(mod 3), donc j1/3 ∈ Knr.

Supposons dans un premier temps, v(j) < 6e de sorte que v(12j−1/3) =
2e − v(j)/3 est impair et véri�e l'inégalité 0 < v(12j−1/3) ≤ 2e. Alors, pour
t ∈ µ3,

Bt
c24

= 1 + 12tj−1/3 + (12tj−1/3)2

est une unité de Knr et

v

(
Bt
c24
− 1
)

= v(12tj−1/3) = 2e− v(j)
3
.

D'après le lemme 3.7 appliqué à K ′ = Knr, x = Bt/c
2
4, y = 1 et ρ = 2e−v(j)/3,

Bt n'est pas un carré dans Knr. D'après la proposition 3.10, on a donc |Φ| = 8 .
Par ailleurs, si v(j) > 6e, alors la courbe Ẽ d'équation (3.2) a un invariant

modulaire j̃ de valuation 12e− v(j). Autrement dit, Ẽ satisfait aux hypothèses
précédentes. Donc, pour tout t ∈ µ3, B̃t n'est pas un carré dans Knr. Or, d'après
la proposition 3.8, cela vaut aussi pour Bt2 . Ainsi, pour tout t dans µ3, Bt2 n'est
pas un carré dans Knr. D'après la proposition 3.10, cela implique |Φ| = 8.

Cela démontre l'assertion 1 du théorème 3.1.

Démonstration de l'assertion 2

On fait l'hypothèse v(j) ≡ ±1 (mod 12) ou v(j) ≡ ±5 (mod 12). En parti-
culier, v(j) est impair et n'est pas divisible par 3.

Supposons dans un premier temps, v(j) < 6e de sorte que v(12j−1/3) =
2e− v(j)/3 est > 0. On a alors,

v

(
B

c24
− 1
)

= v(12j−1/3) = 2e− v(j)
3

=
6e− v(j)

3
≤ 2e.

Or, par hypothèse, 6e − v(j) est impair et n'est pas divisible par 3. D'après
le lemme 3.7 appliqué à K ′ = Knr(∆1/3) = M , x = B/c24, y = 1 et ρ =
(6e− v(j))/3, B n'est pas un carré dans M .



3.2. LE CAS DES EXTENSIONS QUELCONQUES 87

Par ailleurs, si v(j) > 6e, alors la courbe Ẽ d'équation (3.2) a un invariant
modulaire j̃ de valuation 12e− v(j). Autrement dit, Ẽ satisfait aux hypothèses
précédentes. Donc, B̃ n'est pas un carré dans M . Or, d'après la proposition 3.8,
cela vaut aussi pour B.

D'après [Kra90, th.3], cela implique |Φ| = 24 et l'assertion 2 du théorème 3.1.

Démonstration de l'assertion 3

On a v(j) ≡ ±2 (mod 12) de sorte que v(j) n'est pas divisible par 3. Sup-
posons tout d'abord v(j) < 6e. Alors,

B

c24
= 1 + 12j−1/3 + 144j−2/3

est une unité de M . Notons π0 une racine cubique de π dans K et supposons
que B soit un carré dans M . Il existe alors a, b et c dans Knr tels que

B

c24
= (a+ bπ0 + cπ2

0)2

= (a2 + 2bcπ) + (c2π + 2ab)π0 + (b2 + 2ac)π2
0 . (3.6)

Or, v(π0) = 1/3, donc v(a), v(bπ0) et v(cπ2
0) sont distincts puis, d'après l'égalité

0 = v

(
B

c24

)
= 2v(a+ bπ0 + cπ2

0),

il vient, v(a) = 0, v(b) ≥ 0 et v(c) ≥ 0. Posons par ailleurs

u =
j1/3

π
v(j)
0

.

On a u3 = j′ et v(j′) = 0, donc u ∈ Knr en vertu du lemme 3.6.
On distingue à présent deux cas selon la congruence de v(j) modulo 12.

Supposons v(j) ≡ 2 (mod 12). Écrivons v(j) = 12k + 2, k ≥ 0. On a alors,

j−1/3 = u−1π−12k−2
0 =

u−1

π4k+1
π0 et j−2/3 =

u−2

π8k+2
π2

0 ,

puis,
B

c24
= 1 + 12

u−1

π4k+1
π0 + 144

u−2

π8k+2
π2

0

et l'on peut identi�er dans (3.6) les coe�cients de la décomposition dans la base
(1, π0, π

2
0). Il vient en particulier (comme u ∈ Knr) :{

c2π + 2ab = 12 · u−1/π4k+1

b2 + 2ac = 144 · u−2/π8k+2.
(3.7)

Supposons 2v(b) ≥ 4e− 8k − 2 = v(144u−2/π8k+2). Alors, d'après (3.7), on
a v(2ac) = e + v(c) ≥ 4e − 8k − 2. Puis, comme e + v(b) > 2e − 4k − 1, on a
v(c2π) = 2v(c) + 1 = 2e− 4k − 1, i.e. v(c) = e− 2k − 1. Or,

e− 2k − 1 ≥ 3e− 8k − 2 =⇒ v(j) ≥ 4e.
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Si v(j) < 4e, on a une contradiction et l'hypothèse 2v(b) ≥ v(144u−2/π8k+2)
est absurde.

Supposons que tel soit le cas, i.e. v(j) < 4e. On a alors 2v(b) < 4e− 8k − 2,
puis d'après (3.7), e+v(c) = 2v(b), d'où 2v(c)+1 = 4v(b)−2e+1. On distingue
à présent trois cas.

1. Supposons 2v(c) + 1 = e + v(b). Alors, 3(v(b) − e) + 1 = 0, d'où une
contradiction en réduisant cette égalité modulo 3.

2. Supposons 2v(c) + 1 > e + v(b), i.e. 4v(b) − 2e + 1 > e + v(b). Alors,
d'après (3.7), e+v(b) = 2e−4k−1, i.e. v(b) = e−4k−1. Or, 4v(b)−2e+1 >
e+ v(b) par hypothèse. Donc v(j) < 0. C'est une contradiction.

3. Supposons 2v(c)+1 < e+v(b). Alors, d'après (3.7), 2v(c)+1 = 2e−4k−1,
puis v(c) = e− 2k− 1. Or, 2v(b) = v(c) + e, donc 2v(b) = 2e− 2k− 1. On
en déduit une contradiction en réduisant cette égalité modulo 2.

Après examen de tous les cas possibles, on a �nalement montré que l'hy-
pothèse B est un carré dans M est absurde si v(j) ≡ 2 (mod 12) et v(j) < 4e.

Supposons v(j) ≡ −2 (mod 12). Écrivons v(j) = 12k+10, k ≥ 0. On a alors,

j−1/3 = u−1π−12k−10
0 =

u−1

π4k+4
π2

0 et j−2/3 =
u−2

π8k+7
π0,

puis,
B

c24
= 1 + 144

u−2

π8k+7
π0 + 12

u−1

π4k+1
π2

0

et l'on peut identi�er dans (3.6) les coe�cients de la décomposition dans la base
(1, π0, π

2
0). Il vient en particulier (comme u ∈ Knr) :{

c2π + 2ab = 144 · u−2/π8k+7

b2 + 2ac = 12 · u−1/π4k+4.
(3.8)

On distingue trois cas.

1. Supposons 2v(b) > 2e−4k−4, i.e. v(b) > e−2k−2. Alors, d'après (3.8), on
a e+v(c) = 2e−4k−4, i.e. v(c) = e−4k−4. Donc 2v(c)+1 = 2e−8k−7,
puis 2v(c) + 1 < 4e − 8k − 7 = v(144u−2/π8k+7). Alors, d'après (3.8),
v(2ab) = e+v(b) = 2v(c)+1 = 2e−8k−7. Autrement dit, v(b) = e−8k−7,
d'où e − 8k − 7 > e − 2k − 2. Or cela équivaut à v(j) < 0. D'où une
contradiction.

2. Supposons 2v(b) < 2e− 4k− 4, i.e. v(b) < e− 2k− 2. Alors, d'après (3.8),
on a e + v(c) = 2v(b), puis 2v(c) + 1 = 4v(b) − 2e + 1. En réduisant en
modulo 3, on constate que l'égalité e+v(b) = 4v(b)−2e+1 est impossible.
De plus,

2v(c) + 1 = 4v(b)− 2e+ 1 > e+ v(b)⇐⇒ v(b) > e− 1
3
⇐⇒ v(b) ≥ e,

car e et v(b) sont entiers. Or, l'hypothèse faite entraîne v(b) < e. On a alors
2v(c) + 1 = 4v(b)− 2e+ 1 = 4e− 8k− 7, puis 2v(b) = 3e− 4k− 4. Comme
2v(b) < 2e − 4k − 4, on en déduit e < 0. C'est donc une contradiction et
l'hypothèse 2v(b) < 2e− 4k − 4 était absurde.



3.3. LE CAS DES EXTENSIONS QUADRATIQUES 89

3. On a donc �nalement 2v(b) = 2e− 4k − 4, i.e. v(b) = e− 2k − 2. Donc

e+ v(b) = 2e− 2k − 2 < 4e− 8k − 7⇐⇒ v(j) < 4e.

Autrement dit, si v(j) < 4e, il vient, d'après (3.8), 2v(c) + 1 = e+ v(b) =
2e− 2k − 2. D'où une contradiction en réduisant cette égalité modulo 2.

Après examen de tous les cas possibles, on a �nalement montré que l'hypothèse
B est un carré dans M est absurde si v(j) ≡ −2 (mod 12) et v(j) < 4e.

Il reste donc à voir que si v(j) ≡ ±2 (mod 12) et v(j) > 8e, alors B n'est
pas un carré dans M . On considère pour ce faire, la courbe Ẽ d'équation (3.2).
On a

v(j̃) = 12e− v(j) ≡ −v(j) ≡ ±2 (mod 12) et v(j̃) < 4e.

Autrement dit, la courbe Ẽ satisfait aux hypothèses précédentes, donc B̃ n'est
pas un carré dans M et B non plus, d'après la proposition 3.8.

D'après [Kra90, th.3], on a donc |Φ| = 24. Cela démontre bien l'assertion 3
du théorème 3.1 et achève sa démonstration.

3.3 Le cas des extensions quadratiques

On reprend les notations ds sections 3.1 et 3.2.1 et l'on suppose l'extension
K/Q2 quadratique rami�ée. Désignons par π0 une racine cubique de π dans K.
C'est une uniformisante de l'extension Knr(π0)/Knr.

3.3.1 Lemmes généraux

Lemme 3.11 Soit x un élément de UK . Alors,

x2 ≡
{

1 (mod 4π) si x ≡ 1 (mod 2)
1 + π2 + π3 (mod 4) si x ≡ 1 + π (mod 2).

En particulier, on a x2 ≡ 1 (mod 2).

Démonstration. Si x ≡ 1 (mod 2), alors il existe a dans OK tel que x = 1 + 2a.
Puis x2 = 1 + 4a(a + 1). Or, a(a + 1) ≡ 0 (mod π), donc x2 ≡ 1 (mod 4). De
même, si x ≡ 1 + π (mod 2), alors il existe a dans OK tel que x = 1 + π + 2a.
Puis x2 ≡ 1 + π2 + 2π (mod 4). Or, 2 est associé à π2, d'où 2π ≡ π3 (mod 4)
et la congruence annoncée. Dans les deux cas, on a x2 ≡ 1 (mod 2). D'où le
résultat.

Lemme 3.12 Soit x un élément de UK . Alors, x est un carré dans Knr si et
seulement si x ≡ 1 ou 1 + π2 + π3 (mod 4).

Démonstration. D'après le lemme 3.5, x est un carré dans Knr si et seulement
si x est un carré modulo 4OK . On conclut alors avec le lemme précédent.

Lemme 3.13 Soient x un élément de UK congru à 1 modulo 4 et
√
x une racine

carrée de x dans K. Alors, on a
√
x ≡ 1 (mod 2OKnr ).
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Démonstration. D'après le lemme 3.12,
√
x ∈ Knr. Supposons v(

√
x − 1) < 2.

Alors, d'après l'égalité,
√
x+1 =

√
x−1+2, il vient, v(

√
x+1) = v(

√
x−1) < 2.

Donc v(x− 1) < 4 ce qui est contraire aux hypothèses. D'où le lemme.

Pour chacune des six extensions quadratiques rami�ées de Q2, on indique
dans le tableau ci-dessous un choix d'uniformisante.

K Q2(
√
−1) Q2(

√
3) Q2(

√
2) Q2(

√
−2) Q2(

√
6) Q2(

√
−6)

π 1 +
√
−1 1 +

√
3

√
2

√
−2

√
6

√
−6

Avec ces choix d'uniformisantes, si K est dans Ω1, on véri�e que l'on a

2 ≡ π2 + π3 (mod 4) et − 1 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4). (3.9)

De même, si K est dans Ω2, on a

2 ≡ π2 (mod 4) et − 1 ≡ 1 + π2 (mod 4). (3.10)

Remarque. On véri�e que le développement de Hensel de 2 modulo 4 est in-
dépendant du choix de l'uniformisante de K.

On rappelle que l'on a posé

ε = 3 ·
(

2
π2

)2

. (3.11)

Lemme 3.14 On a

ε ≡
{

1 (mod 4) si K ∈ Ω1

−1 ≡ 1 + π2 (mod 4) si K ∈ Ω2.

En particulier, ε ≡ 1 (mod 2).

Démonstration. D'après les congruences (3.9) et (3.10), on a

2
π2
≡
{

1 + π (mod 2) si K ∈ Ω1

1 (mod 2) si K ∈ Ω2.

D'où le résultat en élevant au carré.

3.3.2 Carrés dans l'extension quadratique non rami�ée
de K

Par unicité d'une extension quadratique non rami�ée de K dans K, on a
N = K(ζ) où ζ est une racine primitive cubique de l'unité dans K.

Lemme 3.15 Soit x une unité de l'anneau d'entiers de K(ζ) congrue modulo 4
à l'un des éléments suivants :

1 + ζπ2, 1 + ζ2π2, 1 + ζπ2 + ζπ3, 1 + ζ2π2 + ζ2π3.

Alors, x n'est pas un carré dans Knr.
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Démonstration. On raisonne par l'absurde. D'après le lemme 3.4, il existe un
élément y dans l'unique extension quadratique non rami�ée N ′ de K(ζ) tel que

x ≡ y2 (mod 4ON ′).

NotonsR un système de représentants du corps résiduel deN ′ contenant l'ensem-
ble

{
0, 1, ζ, ζ2

}
. Le développement de Hensel de y modulo 2 s'écrit :

y ≡ a0 + a1π (mod 2ON ′),

avec a0 ∈ R \ {0} et a1 ∈ R. Les éléments 2 et π2 de K étant associés, on en
déduit

x ≡ y2 ≡ a2
0 + a2

1π
2 + a0a1π

3 (mod 4ON ′). (3.12)

Par unicité du développement de Hensel, on a,

a2
0 = 1 et a2

1 = ζ ou ζ2.

Or, les polynômes X2−1, X2−ζ et X2−ζ2 de OK(ζ)[X] ont toutes leurs racines
dans OK(ζ). On en déduit donc :

a0 = 1 et a1 = ζ ou ζ2.

En substituant ces valeurs dans l'équation (3.12), on obtient x ≡ 1 + ζπ2 + ζ2π3

(mod 4) ou x ≡ 1 + ζ2π2 + ζπ3 (mod 4). D'où une contradiction et le lemme.

3.3.3 Carrés dans l'extension cubique K(π0)

Lemme 3.16 Soit x une unité des entiers de K(π0) congrue modulo 4 à l'un
des éléments suivants

1 + π8
0 , 1 + π4

0 + π7
0 + π8

0 , 1 + π4
0 + π7

0 + π8
0 + π10

0 , 1 + π2
0 + π4

0 + π2
0h+ π4

0k,

où h et k sont, soit nuls, soit des sommes de puissances > 0 de π3
0. Alors, x

n'est pas un carré dans Knr(π0).

Démonstration. On raisonne par l'absurde. L'extension K(π0)/Q2 étant totale-
ment rami�ée, il existe, d'après le lemme 3.5, un élément y de UK(π0) tel que
x ≡ y2 (mod 4OK(π0)). Notons 1+a1π0 +a2π

2
0 +a3π

3
0 +a4π

4
0 +a5π

5
0 , avec ai = 0

ou 1, le développement de Hensel de y modulo 2. On a

x ≡ y2 ≡ 1 + a2
1π

2
0 + a2

2π
4
0 + a2

3π
6
0 + a2

4π
8
0 + a2

5π
10
0 + 2a1π0 + 2a2π

2
0 + 2a3π

3
0

+ 2a4π
4
0 + 2a5π

5
0 + 2a1a2π

3
0 + 2a1a3π

4
0 + 2a1a4π

5
0 + 2a2a3π

5
0 (mod 4OK(π0)).

Si x ≡ 1 + π2
0 + π4

0 + π2
0h + π4

0k (mod 4), alors, par unicité du développement
de Hensel, on a a1 = a2 = 1. Si a3 = 1, le coe�cient devant π6

0 dans le membre
de droite de la congruence ci-dessus est non nul, ce qui est absurde. On a donc
a3 = 0. Or, 2 ≡ π6

0 (mod π9
0) car 2 ≡ π2 (mod π3)· D'où

x ≡ 1+π2
0 +π4

0 +π2
0h+π4

0k ≡ 1+π2
0 +π4

0 +π7
0 +(a4 +1)π8

0 +π9
0 +a5π

10
0 (mod 4)

ce qui est à nouveau absurde car le coe�cient devant π9
0 est nul dans le membre

de gauche et non nul dans celui de droite.
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Donc nécessairement, x 6≡ 1 + π2
0 + π4

0 + π2
0h + π4

0k (mod 4) et a1 = 0.
Autrement dit, le coe�cient de π7

0 dans le développement de x est nul. On en
déduit x ≡ 1 + π8

0 (mod 4), i.e. a1 = a2 = a3 = 0. Comme 2 est associé à π6
0 , il

vient alors :

x ≡ 1 + a4π
8
0 + a2

5π
10
0 + 2a4π

4
0 + 2a5π

5
0 (mod 4) et a4 = a5 = 1.

Puis, comme 2 ≡ π6
0 (mod π9

0), on a x ≡ 1 + π8
0 + π11

0 (mod 4). D'où la contra-
diction et le lemme.

Lemme 3.17 L'unité 1 + π8
0 + π11

0 est un carré dans Knr(π0). On a les équiv-
alences suivantes :

1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 est un carré dans Knr(π0)⇐⇒ K ∈ Ω1

et
1 + π4

0 + π8
0 est un carré dans Knr(π0)⇐⇒ K ∈ Ω2.

Démonstration. D'après la relation 2 ≡ π2 (mod π3), on a 2 ≡ π6
0 (mod π9

0),
d'où

1 + π8
0 + π11

0 ≡ (1 + π4
0 + π5

0)2 (mod 4)

et le fait que 1 + π8
0 + π11

0 est un carré dans Knr(π0) (lemme 3.4). Par ailleurs,
on a

(1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 )(1 + π4

0 + π8
0) ≡ 1 + π8

0 (mod 4)

et 1+π8
0 n'est pas un carré dansKnr(π0) d'après le lemme précédent. Autrement

dit, si l'un des éléments 1+π4
0 +π8

0 +π10
0 et 1+π4

0 +π8
0 est un carré dans Knr(π0),

alors l'autre ne l'est pas.
Si K ∈ Ω1, d'après la relation (3.9), on a

1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 ≡ (1 + π2

0 + π5
0)2 (mod 4).

Donc 1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 est un carré dans Knr(π0) et 1 + π4

0 + π8
0 ne l'est pas.

Si K ∈ Ω2, d'après la relation (3.10), on a

1 + π4
0 + π8

0 ≡ (1 + π2
0)2 (mod 4).

Donc 1 + π4
0 + π8

0 est un carré dans Knr(π0) et 1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 ne l'est pas.

D'où les équivalences annoncées.

3.3.4 Carrés dans une extension quadratique rami�ée de K

D'après le lemme 3.12, l'unité 1 + π3 de K n'est pas un carré dans Knr.
Notons γ une solution dans K de l'équation à coe�cients dans OK

X2 − 2
π
X − π = 0. (3.13)

Lemme 3.18 L'élément γ est une uniformisante de K(
√

1 + π3)/K et on a

π ≡ γ2 + γ3 (mod 2).
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Démonstration. D'après l'équation (3.13), on a v(γ) = 1/2 et γ ∈ K(
√

1 + π3).
Donc γ est bien une uniformisante de l'extension K(

√
1 + π3)/K. Par ailleurs,

on a γ2 = (2/π)γ + π, donc γ3 = (4/π2)γ + 2 + πγ. D'où

γ2 + γ3 ≡ 2
π
γ + π + πγ ≡ π (mod 2),

car 4/π2 ≡ 2/π + π ≡ 0 (mod 2). D'où le lemme.

Lemme 3.19 Soient x un élément de UK et
√
x une racine carrée de x dans

K. On suppose x ≡ 1 +π3 (mod 4). Alors, Knr(
√
x) = Knr(

√
1 + π3) et

√
x ≡

1 + γ3 (mod 2OKnr(
√
x)).

Démonstration. La première assertion résulte du lemme 3.3. D'après le lem-
me 3.18, γ est une uniformisante de K(

√
1 + π3)/K. Notons a0 + a1γ + a2γ

2 +
a3γ

3, avec ai = 0 ou 1, le développement de Hensel de
√
x modulo 2 (il est

indépendant du choix de la racine carrée). Alors, d'après le lemme 3.18, on a
π2 ≡ γ4 + γ6 (mod 4), π3 ≡ γ6 + γ7 (mod 4) puis, comme 2 est associé à π2,
2 ≡ γ4 (mod γ6). Donc

1 + γ6 ≡ x ≡ a2
0 + a2

1γ
2 + a2

2γ
4 + a2

3γ
6 + 2a0a1γ + 2a0a2γ

2 (mod γ7)

≡ a2
0 + a2

1γ
2 + a2

2γ
4 + a0a1γ

5 + (a2
3 + a0a2)γ6 (mod γ7).

Par unicité du développement de Hensel, on en déduit :

a0 = 1, a1 = a2 = 0 et a3 = 1.

D'où le lemme.

Lemme 3.20 Soit x une unité des entiers de K(
√

1 + π3). On suppose que x
véri�e l'une des deux conditions suivantes :

1. l'unité x est congrue modulo 4 à l'un des quatre éléments

1 + γ4 + γ6 + γ7, 1 + γ4, 1 + γ6, 1 + γ7;

2. on a x ≡ 1 + γ2 + γ3 (mod 2).
Alors, x n'est pas un carré dans Knr(

√
1 + π3).

Démonstration. On raisonne par l'absurde. L'extension K(
√

1 + π3)/Q2 étant
totalement rami�ée, il existe, d'après le lemme 3.5, une unité y des entiers de
K(
√

1 + π3) telle que x ≡ y2 (mod 4). Notons 1+a1γ+a2γ
2+a3γ

3, avec ai = 0
ou 1, le développement de Hensel de y modulo 2. On a alors

x ≡ y2 ≡ 1 + a2
1γ

2 + a2
2γ

4 + 2a1γ + a2
3γ

6 + 2a2γ
2 + 2a3γ

3 (mod 4).

Par unicité du développement de Hensel, x ne véri�e pas la seconde condition
(le coe�cient de γ3 est nul). Il vient alors a1 = 0, puis

x ≡ 1 + a2
2γ

4 + a2
3γ

6 + 2a2γ
2 + 2a3γ

3 (mod 4).

Or, on a 2 ≡ γ4 (mod γ6) car 2 ≡ π2 (mod π3). Donc

x ≡


1 (mod 4) si (a2, a3) = (0, 0)
1 + γ4 + γ6 (mod 4) si (a2, a3) = (1, 0)
1 + γ6 + γ7 (mod 4) si (a2, a3) = (0, 1)
1 + γ4 + γ7 (mod 4) si (a2, a3) = (1, 1).

D'où la contradiction et le résultat.
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3.3.5 Carrés dans Knr(
√

3)

D'après le lemme 3.12 et les relations (3.9) et (3.10), 3 est un carré dans
Knr si et seulement si K est dans Ω1. Notons

√
3 une racine carrée de 3 dans

K. Soient x un élément de UK et
√
x une racine carrée de x dans K.

Lemme 3.21 Supposons K ∈ Ω1 et x ≡ 3 (mod 4). Alors, on a

√
3 ≡
√
x ≡ 1 + π (mod 2OKnr ).

Démonstration. Supposons v(
√

3−
√
x) < 2. Alors, d'après l'égalité,

√
3+
√
x =√

3−
√
x+ 2

√
x, on a v(

√
3−
√
x) = v(

√
3 +
√
x) < 2 puis v(3− x) < 4 ce qui

est absurde. D'où, v(
√

3−
√
x) ≥ 2 ou, autrement dit,

√
3 ≡
√
x (mod 2OKnr ).

L'extension K(
√
x)/K est non rami�ée (elle est même éventuellement triviale).

En particulier, on peut choisir un système de représentants R du corps résiduel
de K(

√
x) contenu dans {0, 1, ζ, ζ2}. Notons alors a0 +a1π le développement de

Hensel modulo 2OKnr de
√
x. On a a0, a1 ∈ R ⊂ {0, 1, ζ, ζ2}. Puis, d'après la

relation (3.9),

3 ≡ 1 + π2 + π3 ≡ a2
0 + a2

1π
2 + a0a1π

3 (mod 4OKnr ).

Par unicité du développement de Hensel, on en déduit, a0 = a1 = 1. D'où le
lemme.

On suppose désormais K ∈ Ω2 de sorte que 3 n'est pas un carré dans Knr.

Lemme 3.22 Supposons K ∈ Ω2. L'unité x est un carré dans Knr(
√

3) si et
seulement si x ≡ 1 (mod 2).

Démonstration. Supposons que x soit un carré dans Knr(
√

3). Il existe alors a
et b deux éléments de Knr tels que x = (a + b

√
3)2. Puis, comme (1,

√
3) est

une base de l'extension Knr(
√

3)/Knr, on a x = a2 + 3b2 et ab = 0. Si b = 0,
on en déduit que x est un carré dans Knr et si a = 0 que x/3 est un carré dans
Knr. Réciproquement, si x ou x/3 est un carré dans Knr, alors x est un carré
dans Knr(

√
3). Par ailleurs, d'après le lemme 3.12, x est un carré dans Knr si

et seulement si x ≡ 1 (mod 4) ou x ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4). De plus, d'après la
relation (3.10), on a 3 ≡ 1 + π2 (mod 4). Donc, d'après le lemme 3.12, x/3 est
un carré dans Knr si et seulement si x ≡ 1+π2 (mod 4) ou x ≡ 1+π3 (mod 4).
On en déduit le résultat avec l'équivalence précédente.

Notons η une uniformisante de K(
√

3). C'est une extension quadratique
de K.

Lemme 3.23 Supposons K ∈ Ω2 et x ≡ 3 (mod 4). Alors, Knr(
√
x) = Knr(

√
3)

et on a

π ≡ η2 + η3 (mod 2OK(
√

3)) et
√
x ≡
√

3 ≡ 1 + η2 (mod 2OKnr(
√

3))

Démonstration. L'égalité résulte du lemme 3.3. L'extension K(
√

3)/K étant
totalement rami�ée, π est associé à η2 et on a

π ≡ η2 (mod 2OK(
√

3)) ou π ≡ η2 + η3 (mod 2OK(
√

3)).
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Dans les deux cas, on a, d'après la relation (3.10), 2 ≡ η4 (mod η6). Notons
a0 + a1η + a2η

2 + a3η
3, avec ai = 0 ou 1, le développement de Hensel de

√
3

modulo 2. D'après la relation (3.10), on a alors :

3 ≡ 1 + π2 ≡ a2
0 + a2

1η
2 + a2

2η
4 + a2

3η
6

+ 2a0a1η + 2a0a2η
2 + 2a0a3η

3 + 2a1a2η
3 (mod 4).

Par unicité du développement de Hensel, comme π2 est associé à η4, il vient
a0 = 1, a1 = 0 et a2 = 1. D'où, comme 2 ≡ η4 (mod η6),

3 ≡ 1 + η4 + (a2
3 + 1)η6 + a3η

7 (mod 4)

≡
{

1 + η4 + η6 (mod 4) si a3 = 0,
1 + η4 + η7 (mod 4) si a3 = 1. (3.14)

Supposons π ≡ η2 (mod 2). Alors, d'après la relation (3.10), on a 2 ≡ π2 ≡ η4

(mod 4) et donc, 3 ≡ 1 + η4 (mod 4). D'après (3.14), c'est une contradiction.
On a donc nécessairement,

π ≡ η2 + η3 (mod 2OK(
√

3)).

D'où, 2 ≡ η4 + η6 (mod 4OK(
√

3)) et, en remplacant dans (3.14),

1 + η4 + η6 ≡ 1 + η4 + (a2
3 + 1)η6 + a3η

7 (mod 4).

On en déduit a3 = 0. D'où
√

3 ≡ 1 + η2 (mod 2OK(
√

3)).
Supposons v(

√
3−
√
x) < 2. Alors, d'après l'égalité,

√
3 +
√
x =
√

3−
√
x+

2
√
x, on a v(

√
3 −
√
x) = v(

√
3 +
√
x) < 2 puis v(3 − x) < 4 = v(4) ce qui est

absurde. D'où, v(
√

3−
√
x) ≥ 2 ou, autrement dit,

√
3 ≡
√
x (mod 2OKnr(

√
3)).

D'où le lemme.

Lemme 3.24 Supposons K ∈ Ω2. L'unité 3 + 2
√

3 de l'anneau d'entiers de
K(
√

3) n'est pas un carré dans Knr(
√

3).

Démonstration. L'extension K(
√

3)/Q2 est totalement rami�ée. Supposons que
3 + 2

√
3 soit un carré dans Knr(

√
3). Alors, d'après le lemme 3.5, il existe

une unité y des entiers de K(
√

3) telle que 3 + 2
√

3 ≡ y2 (mod 4OK(
√

3)). Or,
d'après le lemme 3.23, on a 3 + 2

√
3 ≡ 1 + 2η2 ≡ 1 + η6 (mod 4). Notons

a0 + a1η + a2η
2 + a3η

3, avec ai = 0 ou 1, le développement de Hensel de y
modulo 2. En utilsant la relation 2 ≡ 1+η4 +η6 (mod 4) déduite du lemme 3.23
et de la relation (3.10), on a

3 + 2
√

3 ≡ 1 + η6 ≡ a2
0 + a2

1η
2 + a2

2η
4 + a0a1η

5 + (a2
3 + a0a2)η6

+ (a0a1 + a0a3 + a1a2)η7 (mod 4OK(
√

3)).

Par unicité du développement de Hensel, il vient a0 = 1, a1 = 0 et a2 = 0. On
a donc

1 + η6 ≡ 1 + a2
3η

6 + a3η
7 (mod 4OK(

√
3)).

D'où une contradiction car a3 = 0 ou 1. D'où le lemme.
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Lemme 3.25 Soit y une unité des entiers de K(
√

3). On suppose que y est un
carré dans Knr(

√
3). Alors,

y ≡ 1 (mod 2OKnr(
√

3)) ou y ≡ 1 + η2 (mod 2OKnr(
√

3)).

Démonstration. L'extension K(
√

3)/Q2 est totalement rami�ée. Comme y est
un carré dans Knr(

√
3), il existe d'après le lemme 3.5, une unité z des entiers

de K(
√

3) telle que y ≡ z2 (mod 4). Notons 1 + a1η, avec a1 = 0 ou 1, le
développement de Hensel de z modulo η2. Alors,

y ≡ z2 ≡ 1 + a2
1η

2 (mod 2OK(
√

3)).

D'où le lemme car a1 = 0 ou 1.

3.3.6 Notations et préliminaires aux démonstrations

On reprend les notations introduites aux sections précédentes en explicitant
le choix de la racine cubique ∆1/3 de ∆. D'après le lemme de Hensel appliqué
au polynôme X3 −∆′ de OK [X], ∆′ possède une unique racine cubique dans
K. On la note δ. On choisit alors de prendre

∆1/3 = π
v(∆)
0 δ

de sorte que si v(∆) ≡ 0 (mod 3), on a ∆1/3 ∈ K. Notons θ l'unité de K dé�nie
par

θ = ε
δ

c′4
. (3.15)

On choisit une racine B1/2 de B dans K et on pose

C = 2(c4 + 6∆1/3 +B1/2).

Alors,
C

πv(c4)
= c′4

[
2
(

1 +
B1/2

c4

)
+ θπ

12−v(j)
0

]
(3.16)

est une unité de K(B1/2).

Cas où v(j) < 12

On a, pour t dans µ3,

Bt
c24

= 1 + 12tj−1/3 + 144t2j−2/3 = 1 + tθπ
12−v(j)
0 + (tθπ12−v(j)

0 )2, (3.17)

car 12j−1/3 = 3(2/π2)2π
12−v(j)
0 δ/c′4 = θπ

12−v(j)
0 .

Par ailleurs, l'égalité c34 − c26 = 1728∆ s'écrit

π3v(c4)c′34 − π2v(c6)c′26 = 33 · 26πv(∆)∆′,

puis
c′34 − c′26 = ε3π12−v(j)∆′, (3.18)

car 2v(c6) = 3v(c4). D'où

1− c′26
c′34

=
(
θπ

12−v(j)
0

)3

. (3.19)
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Lemme 3.26 Supposons v(j) ≤ 8. Alors,

c′4 ≡ c′34 ≡ c′26 (mod 4).

Démonstration. En réduisant l'égalité (3.19) modulo 2, on en déduit avec le
lemme 3.11, c′4 ≡ 1 (mod 2), puis c′4 ≡ c′34 (mod 4). Les congruences annoncées
résultent alors de la même égalité réduite modulo 4, car v(j) ≤ 8.

Cas où v(j) = 12

Pour t dans µ3, on a

Bt
c24

= 1 + 12tj−1/3 + 144t2j−2/3 = 1 + tθ + (tθ)2. (3.20)

Le corps K étant totalement rami�é, pour t = 1, B/c24 est une unité de OK .
Par ailleurs, l'égalité c34 − c26 = 1728∆ s'écrit comme à la relation (3.19),

1− π2v(c6)−3v(c4) c
′2
6

c′34
= θ3. (3.21)

La somme de deux unités n'en étant pas une, on a 2v(c6)− 3v(c4) > 0.

Cas où v(j) > 12

On considère alors la courbe Ẽ d'équation (3.2). Son invariant modulaire j̃
est de valuation v(j̃) = 24− v(j) < 12.

Lemme 3.27 On a

∆̃′ ≡ c′4 (mod 2) et j′ · j̃′ ≡ 1 (mod 4).

Démonstration. Cela résulte des lemmes 3.9 et 3.11.

3.3.7 Démonstration du théorème 3.2

L'assertion 1 du théorème 3.2 résulte de l'assertion (i) de [Kra90, th.2].
L'assertion 11 résulte de l'assertion (iv) de [Kra90, th.2] et de la proposition 3.69.
On suppose donc désormais que l'on a 1 ≤ v(j) ≤ 23. D'où en particulier, j 6= 0.

L' assertion 2 lorsque v(j) 6= 10 et v(j) 6= 14 ainsi que l'assertion 3 résultent
directement du théorème 3.1.

Démontrons à présent les autres assertions du théorème 3.2 (la détermination
des types de Néron est reportée à la section 3.3.8).

Démonstration de l'assertion 2 lorsque v(j) = 10 ou 14

Supposons v(j) = 10. On véri�e, avec la relation (3.17) que l'on a

B

c24
= 1 + θπ2

0 + (θπ2
0)2.

Or, ε ≡ ±1 (mod 4) (lemme 3.14), donc, d'après la relation (3.15), θ ≡ ±δ/c′4
(mod 4). D'après les relations (3.9) et (3.10), on a alors

B

c24
≡ 1 + π2

0 + π4
0 + π2

0h+ π4
0k (mod 4),
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où h et k sont, soit nuls, soit des sommes de puissances > 0 de π3
0 . D'après

le lemme 3.16, B n'est pas un carré dans M . D'où |Φ| = 24 dans ce cas
d'après [Kra90, th.3(ii)].

Supposons v(j) = 14. Alors, la courbe Ẽ d'équation (3.2) a un invariant
modulaire j̃ de valuation v(j̃) = 10. Autrement dit, B̃ n'est pas un carré dans
M . D'après la proposition 3.8, il en va de même pour B et donc |Φ| = 24
d'après [Kra90, th.3(ii)].

Démonstration de l'assertion 4

On suppose v(j) = 4.

Lemme 3.28 On a
B

c24
≡ 1 + π8

0∆′ (mod 4).

De plus, B est un carré dans M si et seulement si ∆′ ≡ 1 + π (mod 2).

Démonstration. D'après les lemmes 3.11 et 3.14, on a

ε ≡ 1 (mod 2) et δ ≡ ∆′ (mod 2).

De plus, d'après les lemmes 3.11 et 3.26, on a c′4 ≡ c′26 ≡ 1 (mod 2). D'où,
θ ≡ ∆′ (mod 2), puis θπ8

0 ≡ π8
0∆′ (mod 4). La congruence annoncée résulte

alors de l'égalité (3.17) appliquée à t = 1. On en déduit que B est un carré
dansM si et seulement si l'unité 1+π8

0∆′ de l'anneau des entiers de K(π0) l'est
(lemme 3.3). Or,

1 + π8
0∆′ ≡

{
1 + π8

0 (mod 4) si ∆′ ≡ 1 (mod 2)
1 + π8

0 + π11
0 (mod 4) si ∆′ ≡ 1 + π (mod 2).

On conclut à l'équivalence annoncée avec les lemmes 3.16 et 3.17.
Lorsque la condition (C1) n'est pas satisfaite, l'assertion 4 résulte du lemme

précédent et de [Kra90, th.3(ii)]. Lorsque la condition (C1) est satisfaite, l'asser-
tion 4 se déduit alors du lemme précédent, de l'assertion (ii) de [Kra90, th.3] et
des propositions 3.45 et 3.46.

Démonstration de l'assertion 10

On suppose v(j) = 20. La courbe Ẽ d'équation (3.2) a un invariant modulaire
j̃ de valuation v(j̃) = 4. D'après la proposition 3.8, B est un carré dans M si
seulement si B̃ l'est. Or, d'après le lemme 3.28, c'est le cas si et seulement si
∆̃′ ≡ 1 + π (mod 2). D'après le lemme 3.27, c'est équivalent à dire c′4 ≡ 1 + π
(mod 2).

Lorsque la condition (C1') n'est pas satisfaite, l'assertion 10 résulte de l'équiv-
alence ci-dessus et de l'assertion (ii) de [Kra90, th.3]. Lorsque la condition (C1')
est satisfaite, l'assertion 10 se déduit alors de l'équivalence ci-dessus, de l'asser-
tion (ii) de [Kra90, th.3] et de la proposition 3.64.

Démonstration de l'assertion 5

On suppose v(j) = 6.
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Lemme 3.29 On a, pour tout t ∈ µ3,

Bt
c24
≡ 1 + t∆′π2 (mod 4).

De plus, Bt est un carré dans Knr si seulement si

t = 1 et ∆′ ≡ 1 + π (mod 2).

Démonstration. D'après le lemme 3.14, on a ε ≡ 1 (mod 2) et d'après le lem-
me 3.11, δ ≡ ∆′ (mod 2). Puis d'après le lemme 3.26, c′4 ≡ c′26 ≡ 1 (mod 2). On
en déduit θ ≡ ∆′ (mod 2). D'où la congruence annoncée avec la relation (3.17).
De plus, Bt est un carré dans Knr si et seulement si l'unité 1 + t∆′π2 de N
l'est. Supposons que tel soit le cas. Alors, comme ∆′ ≡ 1 ou 1 + π (mod 2), on
a, d'après le lemme 3.15, t = 1, puis ∆′ ≡ 1 + π (mod 2). Réciproquement, si
t = 1 et ∆′ ≡ 1 +π (mod 2), alors 1 + t∆′π2 ≡ (1 +π)2 (mod 4) et B = B1 est
un carré dans Knr. D'où le lemme.

Supposons ∆′ ≡ 1 + π (mod 2). Alors, d'une part, d'après le lemme précé-
dent, B = B1 est un carré dans Knr, donc |Φ| = 2 ou 4, d'après [Kra90, th.3(i)].
D'autre part, Bt pour t 6= 1, n'est pas un carré dans Knr, donc |Φ| = 4 ou 8
(loc. cit.). On en déduit que nécessairement, |Φ| = 4.

Supposons ∆′ 6≡ 1 + π (mod 2). Alors, d'après le lemme précédent, pour
tout t ∈ µ3, Bt n'est pas un carré dans Knr. Donc d'après la proposition 3.10,
on a |Φ| = 8 (on a c6 6= 0 car v(j) 6= 12).

Démonstration de l'assertion 9

Supposons v(j) = 18. La courbe Ẽ d'équation (3.2) a un invariant modulaire
j̃ de valuation v(j̃) = 6. D'après la proposition 3.8, si t ∈ µ3, Bt est un carré
dans Knr si seulement si B̃t2 l'est. Or, d'après le lemme 3.29, on a

B̃t2 ∈ Knr
2 ⇐⇒ t = 1 et ∆̃′ ≡ 1 + π (mod 2).

D'après le lemme 3.27, on en déduit l'équivalence

Bt ∈ Knr
2 ⇐⇒ t = 1 et c′4 ≡ 1 + π (mod 2).

L'assertion 9 résulte alors, comme au paragraphe précédent, de l'équivalence
ci-dessus et de l'assertion (i) de [Kra90, th.3].

Démonstration de l'assertion 6

Supposons v(j) = 8.

Lemme 3.30 On a

B

c24
≡ 1 + εj′π4

0 + π8
0 (mod 4).

De plus, B est un carré dans M si et seulement si j′ ≡ 1 + π2 (mod π3).
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Démonstration. L'élément c′4/δ est une unité de K, donc d'après le lemme 3.11,
on a (

c′4
δ

)4

≡ 1 (mod 4), d'où j′ =
c′34
δ3
≡ δ

c′4
(mod 4).

D'après les lemmes 3.14 et 3.11, on a

ε2j′2π8
0 ≡ π8

0 (mod 4).

D'où la congruence annoncée d'après (3.17).
Supposons K ∈ Ω1. Alors, d'après le lemme 3.14, ε ≡ 1 (mod 4). Donc

B

c24
≡


1 + π4

0 + π8
0 (mod 4) si j′ ≡ 1 (mod π3),

1 + π4
0 + π7

0 + π8
0 (mod 4) si j′ ≡ 1 + π (mod π3),

1 + π4
0 + π8

0 + π10
0 (mod 4) si j′ ≡ 1 + π2 (mod π3),

1 + π4
0 + π7

0 + π8
0 + π10

0 (mod 4) si j′ ≡ 1 + π + π2 (mod π3).

On véri�e alors avec les lemmes 3.16 et 3.17 que B est un carré dans M si
et seulement si j′ ≡ 1 + π2 (mod π3).

Supposons K ∈ Ω2. Alors, d'après le lemme 3.14, ε ≡ −1 ≡ 1 + π2 (mod 4).
Donc

B

c24
≡


1 + π4

0 + π8
0 + π10

0 (mod 4) si j′ ≡ 1 (mod π3),
1 + π4

0 + π7
0 + π8

0 + π10
0 (mod 4) si j′ ≡ 1 + π (mod π3),

1 + π4
0 + π8

0 (mod 4) si j′ ≡ 1 + π2 (mod π3),
1 + π4

0 + π7
0 + π8

0 (mod 4) si j′ ≡ 1 + π + π2 (mod π3).

On véri�e alors avec les lemmes 3.16 et 3.17 que B est un carré dans M si et
seulement si j′ ≡ 1 + π2 (mod π3). D'où le lemme.

Lorsque la condition (C2) n'est pas satisfaite, l'assertion 6 résulte du lemme
ci-dessus et de l'assertion (ii) de [Kra90, th.3]. Lorsque la condition (C2) est
satisfaite, l'assertion 6 résulte alors du lemme ci-dessus, de l'assertion (ii) de
[Kra90, th.3] et de la proposition 3.53.

Démonstration de l'assertion 8

Supposons v(j) = 16. La courbe Ẽ d'équation (3.2) a un invariant modulaire
j̃ de valuation v(j̃) = 8. D'après la proposition 3.8, B est un carré dans M si
seulement si B̃ l'est. Or, d'après l'assertion 6 du théorème 3.2, c'est le cas si et
seulement si j̃′ ≡ 1 + π2 (mod π3). D'après le lemme 3.27, c'est équivalent à
dire j′ ≡ 1 + π2 (mod π3) car on a j′ ≡ 1/j̃′ (mod π3).

Lorsque la condition (C2) n'est pas satisfaite, l'assertion 8 résulte de l'équiv-
alence ci-dessus et de l'assertion (ii) de [Kra90, th.3]. Lorsque la condition (C2)
est satisfaite, l'assertion 8 résulte alors de l'équivalence ci-dessus, de l'asser-
tion (ii) de [Kra90, th.3] et de la proposition 3.58.

Démonstration de l'assertion 7a

On a v(j) = 12 et 2v(c6)− 3v(c4) = 1.

Lemme 3.31 On a, pour t dans µ3,

θ ≡ 1 + π (mod 2) et
Bt
c24
≡ 1 + t+ t2 + tπ (mod 2).
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Démonstration. D'après la relation (3.21), on a θ3 ≡ 1+π (mod 2). Puis, d'après
le lemme 3.11, on a θ2 ≡ 1 (mod 2), d'où θ ≡ θ3 ≡ 1 + π (mod 2). La seconde
congruence résulte alors de la première et de la relation (3.20). D'où le lemme.

Supposons t = 1. Alors, B/c24 ≡ 1+π (mod 2). Donc, d'après le lemme 3.12,
B n'est pas un carré dans Knr.

Supposons t 6= 1. Alors, v(Bt) = 1 est impair. Donc, Bt n'est pas un carré
dans Knr.

Autrement dit, pour tout t dans µ3, Bt n'est pas un carré dans Knr . D'après
la proposition 3.10, on a |Φ| = 8.

Cela démontre l'assertion 7a du théorème 3.2.

Démonstration de l'assertion 7b

On a v(j) = 12 et 2v(c6)− 3v(c4) = 2. En particulier, v(c4) est pair.

Lemme 3.32 On a,

θ ≡ 1 + π2c′4 (mod 4) et
B

c24
≡ 3 + π2c′4 (mod 4).

Démonstration. D'après la relation (3.21), on a θ3 ≡ 1 (mod 2). Donc, d'après
le lemme 3.11, on a θ ≡ θ3 ≡ 1 + π2c′4 (mod 4). La seconde congruence résulte
alors de la première et de l'égalité (3.20) appliquée à t = 1. D'où le lemme.

Lemme 3.33 Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

1. on a K ∈ Ω1 et c′4 ≡ 1 + π (mod 2) ;

2. on a K ∈ Ω2 et c′4 ≡ 1 (mod 2).

Alors, Knr(B1/2) = Knr, puis

B1/2

c4
≡ 1 (mod 2OKnr ) et

C

πv(c4)
≡ c′4 + π2 (mod 4OKnr ).

Démonstration. Sous ces hypothèses, on a, d'après les relations (3.9) et (3.10)
et le lemme 3.32,

B

c24
≡ 1 (mod 4).

D'après le lemme 3.13, il vient B1/2/c4 ≡ 1 (mod 2OKnr ). En particulier,

B1/2

c4
+ 1 ≡ 0 (mod 2OKnr ).

Donc, d'après l'égalité (3.16), on a

C

πv(c4)
≡ c′4θ (mod 4OKnr ).

Puis, d'après le lemme 3.32, c′4θ ≡ c′4 + π2 (mod 4). D'où le résultat annoncé.

On reprend les notations du �3.3.4. En particulier, γ est une uniformisante
de K(

√
1 + π3).
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Lemme 3.34 Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

1. on a K ∈ Ω1 et c′4 ≡ 1 (mod 2) ;

2. on a K ∈ Ω2 et c′4 ≡ 1 + π (mod 2).

Alors, Knr(B1/2) = Knr(
√

1 + π3) est une extension quadratique de Knr, puis

B1/2

c4
≡ 1 + γ3 (mod 2O

Knr(
√

1+π3)
)

et
C

πv(c4)
≡ c′4 + γ4 + γ6 + γ7 (mod 4O

Knr(
√

1+π3)
).

Démonstration. Sous ces hypothèses, on a, d'après les relations (3.9) et (3.10)
et le lemme 3.32,

B

c24
≡ 1 + π3 (mod 4).

D'après le lemme 3.19, on a donc Knr(B1/2) = Knr(
√

1 + π3) et B1/2/c4 ≡
1 + γ3 (mod 2O

Knr(
√

1+π3)
), d'où la première congruence. Puis, d'après l'égal-

ité (3.16), on a
C

πv(c4)
≡ c′4(2γ3 + θ) (mod 4OKnr ).

Or, 2 est associé à γ4, donc 2c′4γ
3 ≡ γ7 (mod 4). Et, d'après le lemme 3.18, on

a π2 ≡ γ4 + γ6 (mod 4). Donc, d'après le lemme 3.32, on a c′4θ ≡ c′4 + π2 ≡
c′4 + γ4 + γ6 (mod 4). D'où le lemme.

On procède comme suit pour la �n de la démonstration de l'assertion 7b.

1. SupposonsK ∈ Ω1. Si la condition (C1') est satisfaite, on est alors dans un
cas d'application du lemme 3.33. En particulier, B est un carré dans Knr.
De plus, comme v(c4) est pair, C est un carré dans Knr si et seulement
si l'unité c′4 + π2 de OK l'est. Or, d'après le lemme 3.12, ce n'est jamais
le cas car c′4 + π2 ≡ 1 + π (mod 2) (condition (C1')). On en déduit que
|Φ| = 4 dans ce cas ([Kra90, th.3(i)]).
Si la condition (C1') n'est pas satisfaite, on est alors dans un cas d'appli-
cation du lemme 3.34. En particulier, B n'est pas un carré dans Knr. De
plus, comme v(c4) est pair, C est un carré dans Knr(B1/2) si et seulement
si l'unité c′4 + γ4 + γ6 + γ7 des entiers de K(

√
1 + π3) l'est. Or, d'après le

lemme 3.18, on a

c′4 +γ4 +γ6 +γ7 ≡


1 + γ4 + γ6 + γ7 (mod 4) si c′4 ≡ 1 (mod 4),
1 + γ7 (mod 4) si c′4 ≡ 1 + π2 (mod 4),
1 + γ4 (mod 4) si c′4 ≡ 1 + π3 (mod 4),
1 + γ6 (mod 4) si c′4 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4).

D'après le lemme 3.20, C n'est donc pas un carré dans Knr(B1/2) et
|Φ| = 8 dans ce cas ([Kra90, th.3(i)]).

2. Supposons K ∈ Ω2. Si la condition (C1') est satisfaite, on est alors dans
un cas d'application du lemme 3.34. En particulier, B n'est pas un carré
dans Knr. De plus, comme v(c4) est pair, C est un carré dans Knr(B1/2)
si et seulement si l'unité c′4 + γ4 + γ6 + γ7 des entiers de K(

√
1 + π3)
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l'est. Or, c′4 + γ4 + γ6 + γ7 ≡ c′4 ≡ 1 + γ2 + γ3 (mod 2). Donc, d'après le
lemme 3.20, C n'est pas un carré dans Knr(B1/2) et |Φ| = 8 dans ce cas
([Kra90, th.3(i)]).

Si la condition (C1') n'est pas satisfaite, on est alors dans un cas d'appli-
cation du lemme 3.33. En particulier, B est un carré dans Knr. De plus,
comme v(c4) est pair, C est un carré dans Knr si et seulement si l'unité
c′4 + π2 de OK l'est. Autrement dit, d'après le lemme 3.12, C est un carré
dans Knr si et seulement si c′4 ≡ 1 + π2 (mod 4) ou c′4 ≡ 1 + π3 (mod 4).
D'après [Kra90, th.3(i)], on a donc dans ce cas :

|Φ| =
{

2 si la condition (C3) est satisfaite,
4 sinon.

Cela achève de démontrer l'assertion 7b du théorème 3.2.

Démonstration de l'assertion 7c

On a v(j) = 12 et 2v(c6)− 3v(c4) = 3.

Lemme 3.35 On a, pour tout t dans µ3,

θ ≡ 1 + π3 (mod 4) et
Bt
c24
≡ 1 + t+ t2 + tπ3 (mod 4).

Démonstration. D'après la relation (3.21), on a θ3 ≡ 1 (mod 2) et d'après le
lemme 3.11, θ2 ≡ 1 (mod 2), d'où, θ ≡ 1 (mod 2). D'après loc. cit. et la rela-
tion (3.21) on a alors, θ ≡ θ3 ≡ 1 + π3 (mod 4). La seconde congruence résulte
alors de la première et de l'égalité (3.20). D'où le lemme.

On déduit du lemme 3.35 que pour t 6= 1 dans µ3, v(Bt) = 1 est impair. En
particulier, Bt n'est pas un carré dans Knr.

On procède comme suit pour la �n de la démonstration de l'assertion 7c.

1. Supposons K ∈ Ω1. Alors, d'après le lemme 3.35 et la relation (3.9), on a

B

c24
≡ 3 + π3 ≡ 1 + π2 (mod 4).

Autrement dit, d'après le lemme 3.12, B n'est pas un carré dans Knr. Par
suite, pour tout t dans µ3, Bt n'est pas un carré dans Knr. D'après la
proposition 3.10, cela implique |Φ| = 8.

2. Supposons K ∈ Ω2. Alors, d'après le lemme 3.35 et la relation (3.10), on
a

B

c24
≡ 3 + π3 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4).

Autrement dit, d'après le lemme 3.12, B est un carré dans Knr. D'après
[Kra90, th.3(i)], on a donc |Φ| = 2 ou 4. Or, pour t 6= 1 dans µ3, Bt n'est
pas un carré dans Knr, donc |Φ| = 4 ou 8 (loc. cit.). Cela implique que
l'on a nécessairement |Φ| = 4 dans ce cas.

Cela achève la démonstration de l'assertion 7c du théorème 3.2.
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Démonstration de l'assertion 7d

On a v(j) = 12 et 2v(c6)− 3v(c4) ≥ 4.

Lemme 3.36 On a,

θ ≡ 1 (mod 4) et
B

c24
≡ 3 (mod 4).

Démonstration. D'après la relation (3.21), on a θ3 ≡ 1 (mod 2) et d'après le
lemme 3.11, θ2 ≡ 1 (mod 2), d'où, θ ≡ 1 (mod 2). D'après loc. cit. et la rela-
tion (3.21) on a alors, θ ≡ θ3 ≡ 1 (mod 4). La seconde congruence résulte alors
de l'égalité (3.20). D'où le lemme.

Lemme 3.37 Supposons K ∈ Ω1. Alors, Knr(B1/2) = Knr et on a

B1/2

c4
≡ 1 + π (mod 2OKnr ) et

C

πv(c4)
≡ c′4 + π3 (mod 4OKnr ).

Démonstration. D'après le lemme 3.36, on a Knr(B1/2) = Knr(
√

3). Or, 3 est
un carré dans Knr car K est dans Ω1. D'où l'égalité annoncée. La première
congruence résulte du lemme 3.21 et de la congruence B/c24 ≡ 3 (mod 4) du
lemme 3.36. D'après l'égalité (3.16), le lemme 3.36 et la première congruence
ci-dessus, on a

C

πv(c4)
≡ c′4(2π + 1) (mod 4OKnr ).

D'où le résultat car 2c′4π ≡ π3 (mod 4).

On reprend les notations du �3.3.5. En particulier, η désigne, lorsqueK ∈ Ω2,
une uniformisante de K(

√
3).

Lemme 3.38 Supposons K ∈ Ω2. Alors, Knr(B1/2) = Knr(
√

3) et on a

B1/2

c4
≡
√

3 ≡ 1 + η2 (mod 2OKnr(
√

3))

et
C

πv(c4)
≡ c′4(3 + 2

√
3) (mod 4OKnr(

√
3)).

Démonstration. L'égalité et la première congruence résultent des lemmes 3.36
et 3.23. La seconde résulte de la première congruence, du lemme 3.36 et de
l'égalité (3.16).

On procède comme suit pour la �n de la démonstration de l'assertion 7d.

1. Supposons K ∈ Ω1. Si v(c4) = v(C) est impair, alors C n'est pas un carré
dans Knr(B1/2) = Knr. Donc |Φ| = 4 d'après [Kra90, th.3(i)]. Si v(c4) est
pair. Alors, d'après le lemme 3.37, B est un carré dans Knr. De plus, C
est un carré dans Knr si et seulement si l'unité c′4 + π3 de OK l'est. Or,
d'après le lemme 3.12, c'est le cas si et seulement si la condition (C3) est
satisfaite. D'où le résultat d'après [Kra90, th.3(i)].
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2. Supposons K ∈ Ω2. Alors, d'après le lemme 3.38, B n'est pas un carré
dans Knr. Si v(c4) est impair, on a

C

πv(c4)−1η2
≡ c′4β(3 + 2

√
3) (mod 4OKnr(

√
3)),

où β est une unité des entiers de K(
√

3) telle que π = η2β. On en dé-
duit que C est un carré dans Knr(B1/2) = Knr(

√
3) si et seulement si

l'unité c′4β(3 + 2
√

3) de K(
√

3) est un carré dans Knr(
√

3). Or, d'après
le lemme 3.23, on a β ≡ 1 + η (mod η2). D'où c′4β(3 + 2

√
3) ≡ 1 + η

(mod η2). On en déduit, avec le lemme 3.25 que C n'est pas un carré dans
Knr(

√
3). D'où |Φ| = 8 dans ce cas d'après [Kra90, th.3(i)].

Supposons v(c4) pair. Alors, C est un carré dans Knr(B1/2) = Knr(
√

3)
si et seulement si l'unité c′4(3 + 2

√
3) de K(

√
3) l'est. Si c′4 est un carré

dans Knr(
√

3), alors C n'est pas un carré dans Knr(
√

3), car d'après le
lemme 3.24, 3 + 2

√
3 ne l'est pas. Si c′4 n'est pas un carré dans Knr(

√
3),

alors d'après le lemme 3.22, on a c′4 ≡ 1+π (mod 2). D'après le lemme 3.23,
on a alors

c′4(3 + 2
√

3) ≡ 1 + π ≡ 1 + η2 + η3 (mod 2OKnr(
√

3)).

Donc, d'après le lemme 3.25, c′4(3+2
√

3) n'est pas un carré dans Knr(
√

3)
et il en va de même pour C d'après l'équivalence ci-dessus. D'où |Φ| = 8
dans ce cas d'après [Kra90, th.3(i)].

Cela achève la démonstration de l'assertion 7d du théorème 3.2.

3.3.8 Calculs des types de Néron

D'après [Tat75], la courbe E admet un modèle de Weierstrass de la forme

Y 2 = X3 − c4
48
X − c6

864
. (W0)

Ce modèle est entier si et seulement si on a v(c4) ≥ 8 et v(c6) ≥ 10. Dans toute
cette section, on note ∆m le discriminant minimal de E.

Cas où v(j) = 4

On suppose que le modèle de Weierstrass de E véri�e v(j) = 4 et la condi-
tion (C1), i.e. ∆′ ≡ 1 + π (mod 2). D'après la formule (3.18), on a

c′34 − c′26 = ε3π8∆′, (3.22)

où l'on a posé ε = 3
(

2
π2

)2

.

Lemme 3.39 La courbe E n'est pas de type IV . Supposons qu'elle soit de ty-
pe IV ∗. Alors, on a v(∆m) = 8.

Démonstration. D'après [Kra90, th.2(i)], si E est de type IV , on a v(∆m) = 4.
C'est en contradiction avec la condition v(j) = 4. Par ailleurs, si E est de type
IV ∗, on a alors v(∆m) = 8. D'où le lemme.
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Lemme 3.40 Supposons v(∆) ≡ 8 (mod 12). Alors, v(∆m) = 8 si et seulement
si c′6 ≡ 1 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(∆) ≡ 8 (mod 12). D'après l'appendice 3.5, quitte
à faire un changement de variables, on peut supposer que l'on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 12, 20).

La courbe E correspond alors à un cas 7 de Tate ou à un cas non minimal. Le
modèle (W0) de E est entier et, avec les notations de [Tat75], on a

b2 = 0; b4 = −2
c4
48

= −6
c′4
ε2

; b6 = −4
c6

864
= −23 c

′
6

ε3
;

b8 = −
( c4

48

)2

= −32 c
′2
4

ε4
.

Examinons à présent à quelle condition le système suivant de congruences admet
une solution (r, s) dans OK :{

b8 + 3r2b4 + 3r4 ≡ 0 (mod 4π)
r ≡ s2 (mod 2).

Comme v(b8) = 0, si (r, s) est une solution, on a nécessairement r ∈ UK , donc s
est également une unité et, d'après la seconde congruence, r ≡ 1 (mod 2) (et on
peut choisir s = 1). On a alors, r2 ≡ r4 ≡ 1 (mod 4π) et de même, ε2 ≡ ε4 ≡ 1
(mod 4π). Donc

−9c′24 − 18c′4 + 3 ≡ 0 (mod 4π).

Autrement dit, le système précédent admet une solution si et seulement si c′24 +
2c′4 ≡ 3 (mod 4π). Or, d'après la relation (3.22) et le lemme 3.11, on a c′4 ≡ 1
(mod 2), puis c′24 ≡ 1 (mod 4π) et c′4 ≡ c′26 (mod 4π). Donc, on a 3 ≡ c′24 +2c′4 ≡
1 + 2c′26 (mod 4π). Mais, par ailleurs, on a

1 + 2c′26 ≡
{

3 (mod 4π) si c′6 ≡ 1 (mod 2)
3 + π4 (mod 4π) si c′6 ≡ 1 + π (mod 2).

On en déduit qu'il existe une solution (r, s) au système de congruences ci-dessus
si et seulement si c′6 ≡ 1 (mod 2). On conclut alors au lemme avec [Pap93,
prop.4].

Lemme 3.41 Supposons c′6 ≡ 1 (mod 2). Alors, on a

c′4 ≡ (1 + π4)(1− c′26 ) + 1 + π8 + π9 (mod π10).

Démonstration. On a ε ≡ ±1 (mod 4), d'où, ε2 ≡ 1 (mod π6), puis ε4 ≡ 1
(mod π8) (lemme 3.14). En réduisant l'égalité (3.22) modulo 2, on obtient c′4 ≡
1 (mod 2). Puis, d'après le lemme 3.11, on a c′4 ≡ c′34 (mod 4π) et, comme
c′6 ≡ 1 (mod 2), c′26 ≡ 1 (mod 4π). Comme d'après la relation (3.22), on a
c′34 ≡ c′26 (mod 4π), il vient c′4 ≡ 1 (mod 4π). On en déduit c′24 ≡ 1 (mod π7),
puis c′34 ≡ c′4 (mod π7). D'où c′4 ≡ c′26 (mod π7) avec la relation (3.22) réduite
modulo π7. Posons donc c′4 = c′26 + π7a, avec a ∈ OK . On a

c′34 ≡ c′66 + 3π7c′46 a (mod π10).
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Or, c′46 ≡ 1 (mod π3) et 3 ≡ 1 + π2 (mod π3), donc c′34 ≡ c′66 + π7a + π9a
(mod π10), puis

c′34 − c′26 ≡ c′66 − c′26 + π7a+ π9a (mod π10).

Mais, comme c′26 ≡ 1 (mod π5) car c′6 ≡ 1 (mod 2), on a c′26 + 1 ≡ 2 (mod π5)
et

c′66 − c′26 = c′26 (c′26 + 1)(c′26 − 1) ≡ 2(c′26 − 1) ≡ 2(c′4 − π7a− 1) (mod π10).

Autrement dit, on a c′34 −c′26 ≡ 2c′4−2−π7a+π9a (mod π10) et c′34 −c′26 ≡ c′4+c′26 −
2+π9a (mod π10). Par ailleurs, d'après l'hypothèse (C1), on a c′34 −c′26 ≡ π8+π9

(mod π10). On en déduit donc

c′4 ≡ −c′26 + 2 + π8 + π9(a+ 1) (mod π10).

Or, on a π9(a+1) = π2(c′4−c′26 +π7). Donc (1−π2)c′4 ≡ −(1+π2)c′26 +2+π8+π9

(mod π10). D'où

c′4 ≡
1 + π2

1− π2
(1− c′26 ) + 1 + π8 + π9 (mod π10).

En�n, on a (1+π2)/(1−π2) ≡ 1+π4 (mod π5) et donc le résultat car c′26 −1 ≡ 0
(mod π5). Cela démontre le lemme.

Posons

a2 =
1
π2

(
3
ε
c′6 − 1

)
; a4 =

1
π4

(
3
ε2

(
c′26 − c′4

)
− 4
)

;

a6 =
1
π6

(
c′6
ε3

(
c′26 − 3c′4 − 2

)
− 4
)
.

Proposition 3.42 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8). Alors, l'équation

y2 +
2
π
xy +

4
π3
y = x3 + a2x

2 + a4x+ a6, (W )

dé�nit un modèle de Weierstrass entier de E pour lequel on a

a4 ≡
1
π2

(
c′26 − 1

)
+ ε (mod 4), a6 ≡

ε

π2

(
c′6
ε

+ 1
)

+ π2 + π3 (mod 4)

et

a6 + εa2 ≡ π3 (mod 4), π2a2

(
a2 +

2
π2

)
≡ a4 − ε (mod 4).

Démonstration. Le changement de variables

X = x+
1
π2

c′6
ε

; Y = y +
x

π
+

2
π3

transforme le modèle (W0) de E en le modèle de la proposition.
Les éléments 2/π et 4/π3 sont entiers. D'après le lemme 3.40, on a c′6 ≡ 1

(mod 2). Donc, d'après le lemme 3.14, le coe�cient a2 est entier. Véri�ons que
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les coe�cients a4 et a6 le sont aussi et qu'ils satisfont aux congruences annoncées.
D'après le lemme 3.41, on a

π4a4 ≡
3
ε2

(
c′26 − (1 + π4)(1− c′26 )− 1

)
− 4 (mod π8)

≡ 3
ε2

(2 + π4)(c′26 − 1)− 4 (mod π8).

Or, c′26 − 1 ≡ 0 (mod π5), donc v(a4) = 0 et a4 est une unité de OK . Puis, on a
π4a4 ≡ 2(c′26 − 1)− 4 (mod π8) et

a4 ≡
(

2
π2

)
1
π2

(c′26 − 1)−
(

2
π2

)2

(mod 4).

On en déduit la congruence annoncée pour a4 car v(c′26 − 1) ≥ 5 et 2/π2 est une
unité.

Examinons à présent le coe�cient a6. On a, d'après le lemme 3.41,

π6a6 =
c′6
ε3

(
c′26 − 3c′4 − 2

)
− 4

≡ c′6
ε3

(
c′26 − 3(1 + π4)(1− c′26 )− 5

)
+ π8 + π9 − 4 (mod π10)

≡ c′6
ε3

(
(4 + 3π4)(c′26 − 1)− 4

)
+ π8 + π9 − 4 (mod π10).

Or, 4 + 3π4 ≡ 0 (mod π5) et c′26 − 1 ≡ 0 (mod π5), donc π6a6 ≡ −4c′6/ε
3 − 4 +

π8 + π9 (mod π10). Puis, comme ε2 ≡ 1 (mod π6), on a

π6a6 ≡ −4
(
c′6
ε

+ 1
)

+ π8 + π9 (mod π10).

D'où v(a6) ≥ 0 car c′6/ε+ 1 ≡ 0 (mod 2) et on a

a6 ≡ −
(

2
π2

)2 1
π2

(
c′6
ε

+ 1
)

+ π2 + π3 (mod 4).

D'où la congruence annoncée pour a6 par dé�nition de ε.
On en déduit que l'on a

3a6 ≡
ε

π2

(
3
ε
c′6 + 3

)
+ π2 + π3 (mod 4).

Or, 3 ≡ −5 ≡ −1− 4 (mod π6), donc

3a6 ≡
ε

π2

(
3
ε
c′6 − 1

)
− 4
π2
ε+ π2 + π3 (mod 4).

Or, 4 ≡ π4 (mod π6), donc, par dé�nition du coe�cient a2, on a 3a6 ≡ εa2 +π3

(mod 4). C'est la congruence voulue.
En�n, on a, par dé�nition du coe�cient a2,

π2a2

(
a2 +

2
π2

)
=

1
π2

(
3
ε
c′6 − 1

)(
3
ε
c′6 + 1

)
≡ 1
π2

(
9
ε2
c′26 − 1

)
(mod 4)

≡ 1
π2

(c′26 − 1) (mod 4) car 9/ε2 ≡ 1 (mod π6)

≡ a4 − ε (mod 4)
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d'après la première congruence. Cela achève la démonstration de la proposi-
tion 3.42.

Posons

r =
2
π2

+ π et t = π.

Notons b2, b4, b6 et b8 les invariants standard associés au modèle (W) de E.

Lemme 3.43 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8). Alors, on a

b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4 ≡ 0 (mod π5).

De plus, la courbe E correspond à un cas ≥ 7 de Tate si et seulement si on a
(a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 ≡ π2 + π3 (mod 4).

Démonstration. On considère le modèle (W ) de E de la proposition 3.42. On a

b2 =
(

2
π

)2

+ 4a2; b4 =
23

π4
+ 2a4; b6 =

(
4
π3

)2

+ 4a6;

et

b8 =
(

2
π

)2

a6 −
23

π4
a4 + 4a2a6 +

24

π6
a2 − a2

4.

On en déduit que l'on a les congruences suivantes :

b2 ≡ −επ2 + 4a2 (mod 4π), b4 ≡ 2(a4 − ε) ≡ 0 (mod 4π),

b6 ≡ π2 + 4a2 (mod 4π), b8 ≡ π2(a2 − εa6) + 1 + 4a2 ≡ 1 (mod 4π)

car a2 − εa6 ≡ 2a2 (mod π3).
L'entier r de OK est une unité de OK et on a

b8 + 3rb6 + 3r2b4 + r3b2 + 3r4 ≡ 1 + 3rπ2 + 4a2 − εr3π2 + 4a2 + 3 (mod 4π)

≡ 4 + π2(3− εr2) (mod 4π)

≡ 4 + π2

((
2
π2

)2

− r2

)
(mod 4π).

Or, r2 ≡ (2/π2)2 + π2 (mod π3). Donc 4 + π2((2/π2)2 − r2) ≡ 0 (mod 4π).
Autrement dit, r = 2/π2 + π véri�e la condition (a) de [Pap93, prop. 3]. On a
alors, d'après les congruences de la proposition 3.42,

a6 + ra4 + r2a2 + r3 = a6 +
(

2
π2

+ π

)
a4 +

(
2
π2

+ π

)2

a2 +
(

2
π2

+ π

)3

≡ π3 − εa2 +
(

2
π2

+ π

)(
ε+ π2a2

(
a2 +

2
π2

))
+
(

2
π2

+ π

)2

a2 +
(

2
π2

+ π

)3

(mod 4) (3.23)

≡ π3 − εa2 + ε

(
2
π2

)
+ πε+ 2a2

(
a2 +

2
π2

)
− εa2 +

4
π
a2 + π2a2

− ε
(

2
π2

)
+ πε+ 2 + π3 (mod 4)

≡ π3(a2 + 1) + 2a2(a2 + 1) + 2 ≡ (a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 (mod 4).
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Par ailleurs, on a v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) ≥ 3, donc en particulier,

a6 + ra4 + r2a2 + r3 ≡ 2 ≡ π2 (mod π3).

On a alors, avec t = π,

t

(
4
π3

)
+ t2 + rt

(
2
π

)
≡ π2

(
2
π2

)2

+ π2 + 2
(

2
π2

+ π

)
(mod 4)

≡ π2 + π2 + π2 + π3 (mod 4) (3.24)

≡ π2 + π3 (mod 4).

Donc, en particulier, t(4/π3) + t2 + rt(2/π) ≡ π2 (mod π3). On déduit alors
de [Pap93, prop. 3] appliqué à r et t et des congruences (3.23) et (3.24) que l'on
est dans un cas ≥ 7 de Tate si et seulement si (a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 ≡ π2 + π3

(mod 4). D'où le lemme.

Lemme 3.44 Supposons c′6 ≡ 1 (mod 2). Alors, v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) ≥ 3. De
plus, on a (a2 + 1)(π3 + 2a2) ≡ π3 (mod 4) si et seulement si a2 ≡ 0 ou 1 + π
(mod 2).

Démonstration. D'après l'hypothèse faite, le coe�cient a2 est entier et l'on a
v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) ≥ 3. De plus, (a2 + 1)(π3 + 2a2) ≡ π3 (mod 4) si et
seulement si v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) = 3. Or, v((a2 + 1)(π3 + 2a2)) = 3 si et
seulement si v(a2) ≥ 2 ou v(a2 + 1) = 1. D'où le résultat.

Proposition 3.45 Supposons K ∈ Ω1. On a |Φ| = 3 si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites

1. on a v(∆) ≡ 8 (mod 12) ;

2. on a c′6 ≡ 1 + π2 (mod 4) ou c′6 ≡ 1 + π3 (mod 4).

Démonstration. Supposons |Φ| = 3. D'après [Kra90, th.2(i)], E est de type
IV ou IV ∗. Donc, d'après le lemme 3.39, E est de type IV ∗ (cas 8 de Tate) et
v(∆m) = 8. Quitte à faire un changement de variables, on peut de plus supposer
que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8). Puis, d'après le lemme 3.40, on a c′6 ≡ 1
(mod 2). Comme on est dans un cas ≥ 7 de Tate, on a, d'après le lemme 3.43,
(a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 ≡ π2 +π3 (mod 4). Donc, comme K est dans Ω1, il vient
(a2 + 1)(π3 + 2a2) ≡ 0 (mod 4). Autrement dit, d'après le lemme 3.44, on a
a2 ≡ 1 ou π (mod 2). Or, par dé�nition du coe�cient a2, lorsque K est dans
Ω1, on a, d'après le lemme 3.14,

π2a2 ≡ −c′6 − 1 (mod 4), d'où c′6 ≡ π2a2 − 1

≡ π2a2 + 1 + π2 + π3 (mod 4).

On en déduit que l'on a c′6 ≡ 1 + π2 (mod 4) ou c′6 ≡ 1 + π3 (mod 4).
Réciproquement, supposons les deux conditions de l'énoncé satisfaites. Alors,

c′6 ≡ 1 (mod 2) et, d'après le lemme 3.40, on a v(∆m) = 8. Quitte à faire
un changement de variables, on peut supposer que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(4, 6, 8). D'après l'appendice 3.5, E correspond alors à un cas 6, 7 ou 8 (type IV ∗)
de Tate. Par ailleurs, comme K est dans Ω1, on a a2 ≡ (3c′6 − 1)/π2 (mod 2),
d'où a2 ≡ 1 ou π (mod 2). Donc, d'après le lemme 3.44, on a (a2+1)(π3+2a2) ≡
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0 (mod 4), puis, commeK est dans Ω1, (a2+1)(π3+2a2)+2 ≡ π2+π3 (mod 4).
Autrement dit, d'après le lemme 3.43, on est dans un cas ≥ 7 de Tate. Véri�ons
que l'on est alors dans un cas 8 de Tate. Toujours d'après le lemme 3.43, comme
la condition (a) de [Pap93, prop. 4] est véri�ée, on doit s'assurer qu'il existe un
entier s de OK tel que

a2 + r ≡ s2 + sπ (mod 2).

Or, c'est bien le cas car a2 ≡ 1 ou π (mod 2) et r ≡ 1 (mod 2). En e�et, on a ou
bien a2 + 1 ≡ 0 (mod 2) et on choisit s = 0, ou bien a2 + 1 ≡ 1 + π (mod 2) et
on choisit s = 1. La condition (b) de [Pap93, prop. 4] est donc véri�ée et on est
bien dans un cas 8 de Tate. On conclut alors que |Φ| = 3 avec [Kra90, th.2(i)].
Cela démontre la proposition.

Proposition 3.46 Supposons K ∈ Ω2. On a |Φ| = 3 si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites

1. v(∆) ≡ 8 (mod 12) ;

2. c′6 ≡ 1 (mod 4) ou c′6 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4).

Démonstration. Supposons |Φ| = 3. D'après [Kra90, th.2(i)], E est de type
IV ou IV ∗. Donc, d'après le lemme 3.39, E est de type IV ∗ (cas 8 de Tate) et
v(∆m) = 8. Quitte à faire un changement de variables, on peut de plus supposer
que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8). Puis, d'après le lemme 3.40, on a c′6 ≡ 1
(mod 2). Comme on est dans un cas ≥ 7 de Tate, on a, d'après le lemme 3.43,
(a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 ≡ π2 +π3 (mod 4). Donc, comme K est dans Ω2, il vient
(a2 + 1)(π3 + 2a2) ≡ π3 (mod 4). Autrement dit, d'après le lemme 3.44, on a
a2 ≡ 0 ou 1+π (mod 2). Or, par dé�nition du coe�cient a2, lorsque K est dans
Ω2, on a, d'après le lemme 3.14,

π2a2 ≡ c′6 − 1 (mod 4), d'où c′6 ≡ π2a2 + 1 (mod 4).

On en déduit que l'on a c′6 ≡ 1 (mod 4) ou c′6 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4).
Réciproquement, supposons les deux conditions de l'énoncé satisfaites. Alors,

c′6 ≡ 1 (mod 2) et, d'après le lemme 3.40, on a v(∆m) = 8. Quitte à faire un
changement de variables, on peut supposer que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(4, 6, 8). D'après l'appendice 3.5, E correspond à un cas 6, 7 ou 8 (type IV ∗) de
Tate. Par ailleurs, comme K est dans Ω2, on a a2 ≡ (c′6 − 1)/π2 (mod 2), d'où
a2 ≡ 0 ou 1+π (mod 2). Donc, d'après le lemme 3.44, on a (a2 +1)(π3 +2a2) ≡
π3 (mod 4), puis, comme K est dans Ω2, (a2 + 1)(π3 + 2a2) + 2 ≡ π2 + π3

(mod 4). Autrement dit, d'après le lemme 3.43, on est dans un cas ≥ 7 de
Tate. Véri�ons que l'on est alors dans un cas 8 de Tate. Toujours d'après le
lemme 3.43, comme la condition (a) de [Pap93, prop. 4] est véri�ée, on doit
s'assurer qu'il existe un entier s de OK tel que

a2 + r ≡ s2 + sπ (mod 2).

Or, c'est bien le cas car a2 ≡ 0 ou 1 + π (mod 2) et r ≡ 1 + π (mod 2). En
e�et, on a ou bien a2 + 1 + π ≡ 1 + π (mod 2) et on choisit s = 1, ou bien
a2 + 1 + π ≡ 0 (mod 2) et on choisit s = 0. La condition (b) de [Pap93, prop.
4] est donc véri�ée et on est bien dans un cas 8 de Tate. On conclut alors que
|Φ| = 3 avec [Kra90, th.2(i)]. Cela démontre la proposition.
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Cas où v(j) = 8

On suppose que le modèle de Weierstrass de E véri�e v(j) = 8 et la condi-
tion (C2), i.e. j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π). D'après la formule (3.18), on a

c′34 − c′26 = ε3π4∆′. (3.25)

Lemme 3.47 La courbe E n'est pas de type IV ∗. Supposons qu'elle soit de
type IV . Alors, on a v(∆m) = 4.

Démonstration. D'après [Kra90, th.2(i)], si E est de type IV ∗, on a v(∆m) = 8.
C'est en contradiction avec la condition v(j) = 8. Par ailleurs, si E est de type
IV , on a v(∆m) = 4. D'où le lemme.

Lemme 3.48 Supposons v(∆) ≡ 4 (mod 12). Alors, v(∆m) = 4 si et seulement
si c′6 ≡ 1 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(∆) ≡ 4 (mod 12). D'après l'appendice 3.5, quitte
à faire un changement de variables, on peut supposer que l'on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 12, 16).

Le modèle (W0) de E est alors entier et la courbe E correspond à un cas 7 de
Tate ou à un cas non minimal. Exactement comme dans la démonstration du
lemme 3.39, on montre qu'il n'est pas minimal si et seulement si on a c′6 ≡ 1
(mod 2). D'où le lemme.

Lemme 3.49 Supposons c′6 ≡ 1 (mod 2). On a c′4 ≡ c′26 + επ4 (mod π7).

Démonstration. On a ε ≡ ±1 (mod 4), d'où, ε2 ≡ 1 (mod π6), puis ε4 ≡ 1
(mod π8) (lemme 3.14). En réduisant l'égalité (3.25) modulo 2, on obtient c′4 ≡
1 (mod 2). Puis, d'après le lemme 3.11, on a c′4 ≡ c′34 (mod 4π) et c′26 ≡ 1
(mod 4π) car c′6 ≡ 1 (mod 2). Comme d'après la relation (3.25), on a c′34 ≡
c′26 + π4 (mod 4π), il vient

c′4 ≡ 1 + π4 (mod 4π). (3.26)

On en déduit c′24 ≡ 1 + 2π4 ≡ 1 + π6 (mod 4π3), puis

c′34 ≡ c′4 + π6 (mod 4π3). (3.27)

Par ailleurs, d'après la relation (3.26), on a, en particulier, c′4 ≡ 1 (mod 2π),
donc l'hypothèse j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π) implique

∆′ ≡ 1 + π2 (mod 2π). (3.28)

Autrement dit, on a, d'après l'égalité (3.25) et la congruence (3.27),

c′4 ≡ c′26 + επ4 (mod π7),

car ε2 ≡ 1 (mod π6) donc, en particulier, ε2 ≡ 1 (mod 2π). D'où le résultat.

Posons

a2 =
1
π2

(3εc′6 − 1) ; a4 =
1
π4

3
ε2

(
ε4c′26 − c′4

)
; .

a6 =
1
π6

c′6
ε3

(
ε6c′26 − 3c′4ε

2 − 2
)
.
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Proposition 3.50 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4). Alors, l'équation

y2 +
2
π
xy = x3 + a2x

2 + a4x+ a6, (W )

dé�nit un modèle de Weierstrass entier de E pour lequel on a a4 ≡ 1 (mod 2)
et a6 ≡ 1 (mod π).

Démonstration. Le changement de variables

X = x+
εc′6
π2

; Y = y +
x

π

transforme le modèle (W0) de E en le modèle de la proposition.
Le coe�cient 2/π est entier. D'après le lemme 3.48, on a c′6 ≡ 1 (mod 2).

De plus, d'après le lemme 3.14, le coe�cient a2 est entier. Véri�ons que les
coe�cients a4 et a6 sont entiers et satisfont aux congruences annoncées.

On a

π4a4 =
3
ε2

(ε4c′26 − c′4) ≡ 3
ε2

(c′26 − c′4) ≡ 3
π4

ε2
≡ π4 (mod π6),

car ε4 ≡ 1 (mod π6) et, d'après le lemme 3.49, c′4 ≡ c′26 + π4 (mod π6). D'où le
fait que a4 ≡ 1 (mod 2).

Examinons à présent le coe�cient a6. On a, d'après le lemme 3.49,

ε3

c′6
π6a6 ≡ ε2c′26 − 3c′4ε

2 − 2ε2 (mod 4π3)

≡ ε2(c′26 − 3c′4 − 2) ≡ ε2(−2c′4 − 2− επ4) (mod 4π3),

car ε4 ≡ 1 (mod π7). Or, −επ4 = −12 et, d'après le lemme 3.49 et la congruence
c′6 ≡ 1 (mod 2), on a c′4 + 1 ≡ 2 + π4 (mod 4π). Donc

ε3

c′6
π6a6 ≡ −2π4 ≡ π6 (mod 4π3).

Comme ε3/c′6 est une unité de OK , il en résulte a6 ≡ 1 (mod π) et la proposi-
tion.

Lemme 3.51 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4). Alors, E ne correspond
pas à un cas 4 de Tate.

Démonstration. D'après l'appendice 3.5, la courbe E correspond à un cas 3
(II), 4 (III) ou 5 (IV ) de Tate. Soit (W ) le modèle de E de la proposition 3.50.
Supposons qu'il corresponde à un cas ≥ 4 de Tate. D'après la congruence a4 ≡ 1
(mod 2), r = 1 satisfait à la première relation de divisibilité de [Pap93, prop.
2]. On a par ailleurs, avec les notations de [Tat75],

b2 ≡ π2 (mod 2π); b4 ≡ π2 (mod 2π); b6 ≡ 0 (mod 2π);

b8 ≡ π2a6 − 1 (mod 2π).

Donc, b8 +3b6 +3b4 + b2 +3 ≡ π2a6 +2 ≡ π2(a6 +1) (mod 2π). D'où le résultat
d'après [Pap93, prop. 2] et la congruence a6 ≡ 1 (mod π).
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Lemme 3.52 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4). Alors, a2 et a6 sont
entiers et on a

a2 ≡
1
π2

(εc′6 + 1) (mod 2), c′6 ≡ π2a2 − ε (mod 4).

et

a6 ≡
1
π6

(c′26 − 3c′4 − 2) (mod 2), c′4 ≡ −c′26 + 6 + π6a6 (mod π8).

Démonstration. Les éléments a2 et a6 sont entiers d'après la proposition 3.50.
On a, 3ε ≡ −ε (mod 4), d'où les deux premières congruences. De plus, on a
ε4 ≡ 1 (mod π8) et 2 ≡ 2ε2 (mod π8). Donc

a6 ≡
1
π6

c′6
ε

(
c′26 − 3c′4 − 2

)
(mod 2).

D'où la troisième congruence car c′6/ε ≡ 1 (mod 2). On en déduit

c′4 ≡ π6a6 +
1
3

(c′26 − 2) (mod π8).

Or, 1/3 ≡ −1 (mod 2π) et c′26 − 1 ≡ 0 (mod 4π) car c′6 ≡ 1 (mod 2). Donc,
(c′26 − 1)/3 ≡ 1− c′26 (mod π8). Comme par ailleurs, −1/3 ≡ 5 (mod π8), on en
déduit la dernière congruence et le lemme.

Proposition 3.53 On a |Φ| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites

1. on a v(∆) ≡ 4 (mod 12) ;
2. il existe (a, b) ∈ L1 tel que c′4 ≡ a (mod π8) et c′6 ≡ b (mod π6).

Démonstration. Supposons |Φ| = 3. D'après [Kra90, th.2(i)], E est de type IV
ou IV ∗. Donc, d'après le lemme 3.47, E est de type IV (cas 5 de Tate) et
v(∆m) = 4. La première condition est donc satisfaite et d'après le lemme 3.48,
on a c′6 ≡ 1 (mod 2). De plus, quitte à faire un changement de variables, on peut
supposer que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4). D'après la proposition 3.50,
le modèle (W ) de E est entier. Exprimons à présent le fait que l'on n'est pas
dans un cas 3 de Tate. On a a4 ≡ 1 (mod 2), donc r = 1 satisfait à la première
relation de divisibilité de [Pap93, prop. 1].

Supposons a2 ≡ 1 (mod π). Alors, t = 0 satisfait à la seconde relation. Puis,

a2 + a6 ≡ a6 + a4 + a2 + 1 ≡ 0 (mod 2),

car on est dans un cas ≥ 4 de Tate ([Pap93, prop. 1]).
Supposons a2 ≡ 0 (mod π). Alors, t = 1 satisfait à la seconde relation. Puis,

a6 + a4 + a2 −
2
π
≡ a2 + a6 + 1 + π ≡ 0 (mod 2),

car on est dans un cas ≥ 4 de Tate ([Pap93, prop. 1]). D'où a2 + a6 ≡ 1 + π
(mod 2). Autrement dit, on a a2 + a6 ≡ 0 ou 1 +π (mod 2). De plus, d'après le
lemme 3.52, on a

c′6 ≡ π2a2 − ε (mod 4) et c′4 ≡ −c′26 + 6 + π6a6 (mod π8). (3.29)
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Par ailleurs, d'après la proposition 3.50 et les congruences a2 + a6 ≡ 0 ou 1 + π
(mod 2), on a

(a2 (mod 2), a6 (mod 2)) ∈ {(0, 1 + π), (1, 1), (π, 1), (1 + π, 1 + π)}.

On déduit alors des congruences de la formule (3.29) les quatre couples (c′4 + c′26
(mod π8), c′6 (mod 4)) possibles. À chaque classe c′6 (mod 4) correspond quatre
valeurs possibles pour c′6 (mod π6). En remplaçant c′26 (mod π8) par sa valeur
dans la seconde congruence de (3.29), on obtient ainsi les seize couples (c′4
(mod π8), c′6 (mod π6)) de l'ensemble L1.

Réciproquement, supposons les conditions de l'énoncé satisfaites. Alors, on
a c′6 ≡ 1 (mod 2) et, d'après le lemme 3.48, v(∆m) = 4. Quitte à faire un
changement de variables, on peut supposer que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(4, 6, 4). Alors, d'après l'appendice 3.5, E correspond à un cas 3, 4 ou 5 de Tate.
Montrons que E ne correspond pas à un cas 3 de Tate. Comme a4 est une unité,
r = 1 satisfait à la première relation de divisibilité de [Pap93, prop.1]. De plus,
d'après le lemme 3.52, on a

a2 ≡
1
π2

(εc′6 + 1) (mod 2) et a6 ≡
1
π6

(c′26 − 3c′4 − 2) (mod 2).

On véri�e alors que pour chacun des seize couples de l'ensemble L1, on a a2 +
a6 ≡ 0 ou 1 + π (mod 2).

Supposons a2 + a6 ≡ 0 (mod 2). Alors, t = 0 satisfait à la seconde relation
de divisilité de [Pap93, prop.1] et a6 + a4 + a2 + 1 ≡ 0 (mod 2), donc on est
dans un cas ≥ 4 de Tate. De même, si a2 + a6 ≡ 1 + π (mod 2), alors, t = 1
convient et a6 + a4 + a2 − 2/π ≡ 0 (mod 2) et on est encore dans un cas ≥ 4
de Tate. Par ailleurs, d'après le lemme 3.51, on n'est pas dans un cas 4 de Tate.
On est donc dans un cas 5 (type IV ) et |Φ| = 3, d'après [Kra90, th.2(i)].

Cas où v(j) = 16

On suppose que le modèle de Weierstrass de E véri�e v(j) = 16 et la condi-
tion (C2), i.e. j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π).

Lemme 3.54 La courbe E n'est pas de type IV . Supposons qu'elle soit de ty-
pe IV ∗. Alors, on a v(∆m) = 8.

Démonstration. D'après [Kra90, th.2(i)], si E est de type IV , on a v(∆m) = 4.
C'est en contradition avec la condition v(j) = 16. Par ailleurs, si E est de
type IV ∗, alors v(∆m) = 8. D'où le lemme.

Posons

a4 = −3
c′4
ε2

et a6 = −
(

2
π2

)
c′6
ε3
.

Proposition 3.55 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8). Alors, l'équa-
tion

y2 = x3 + a4x+ a6 (W )

dé�nit un modèle de Weierstrass entier de E. De plus, les coe�cients a4 et a6

sont deux unités de OK satisfaisant aux congruences suivantes :

a4 ≡ c′4 (mod 4), a6 ≡
(
π2

2

)
c′6 (mod 4)
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et
a4 ≡ 1 (mod 2), a4 ≡ a2

6 + π2 (mod 2π).

Démonstration. Sous l'hypothèse (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8), le modèle pro-
posé n'est rien d'autre que le modèle (W0) de E. En e�et, on a

− c4
48

= −3
c′4
ε2

= a4 et − c6
864

= −
(

2
π2

)
c′6
ε3

= a6.

Les coe�cients a4 et a6 sont deux unités de OK . De plus,

a4 = − 3
ε2
c′4 ≡ c′4 (mod 4)

et

a6 = −
(

2
π2

)
c′6
ε3
≡
(
π2

2

)
c′6 (mod 4)

car ε2 ≡ 1 (mod 4). On a en�n

j′ =
(

2
π2

)8
a3

4

a2
6 + 4(a4/3)3

≡ a3
4

a2
6

(mod 2π).

D'où a3
4 ≡ a2

6 + π2 (mod 2π), d'après la condition (C2). Or, a6 étant une unité
de OK , on a a2

6 ≡ 1 (mod 2). D'où a4 ≡ 1 (mod 2) et a2
4 ≡ 1 (mod 4). D'où le

résultat.

Lemme 3.56 Supposons que E soit de type IV ∗. Alors, c′6 ≡ 2/π2 (mod 2).

Démonstration. D'après le lemme 3.54, on a v(∆m) = 8. Donc, quitte à faire
un changement de variables, on peut supposer que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(8, 10, 8). On considère alors le modèle (W ) de E de la proposition 3.55. On a
a4 ≡ 1 (mod 2) et a6 ≡ (π2/2)c′6 (mod 2). D'après [Pap93, prop.1] appliquée à
r = t = 1, on a alors, comme E correspond à un cas 8 de Tate,

0 ≡ a6 + a4 ≡ 1 +
(
π2

2

)
c′6 (mod 2).

D'où le résultat.

Lemme 3.57 Supposons que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8) et c′6 ≡ 2/π2

(mod 2). Alors, la courbe E est de type IV ∗ si et seulement si a4 + a6 ≡ 0 ou
π2 + π3 (mod 4).

Démonstration. D'après l'appendice 3.5, la courbe E correspond à un cas 3, 4,
6, 7 ou 8 (type IV ∗) de Tate. Pour le modèle (W ) de E de la proposition 3.55,
on a, avec les notations de [Tat75],

b2 = 0; b4 = 2a4 = − 6
ε2
c′4; b6 = 4a6 = −4

(
2
π2

)
c′6
ε3

;

b8 = −a2
4 = −9

c′24
ε4
.
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D'après les hypothèses faites et la proposition 3.55, on a a6 ≡ (π2/2)c′6 ≡ 1
(mod 2) et a4 ≡ 1 + π2 (mod 2π). Donc, d'après [Pap93, prop.1] appliqué à
r = t = 1, on est dans un cas ≥ 4 de Tate. De plus, comme ε ≡ ±1 (mod 4), on
a

b8 + 3b6 + 3b4 + b2 + 3 ≡ −9− 4− 18(1 + π2) + 3 ≡ 0 (mod 4π).

Donc d'après [Pap93, prop.2] appliqué à r = 1, on est dans un cas ≥ 5 de Tate.
Véri�ons que l'on n'est jamais dans un cas 7 de Tate. En e�et, d'après ce qui
précède, r = 1 satisfait à la condition (a) de [Pap93, prop. 3] et s = 1 satisfait
à la condition (b). D'où le fait que l'on n'est jamais dans un cas 7 de Tate.
Autrement dit, on est dans un cas 8 de Tate si et seulement si on n'est pas dans
un cas 6, c'est-à-dire, d'après [Pap93, prop.3(b)], si et seulement si il existe t
dans OK tel que a6 + a4 + 1 ≡ t2 (mod 4). Or, a6 + a4 + 1 étant une unité de
OK , on en déduit que t ∈ UK et on conclut avec le lemme 3.11.

Proposition 3.58 On a |Φ| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites

1. on a v(∆) ≡ 8 (mod 12) ;

2. il existe (a, b) ∈ L2 tel que c′4 ≡ a (mod 4) et c′6 ≡ b (mod 4).

Démonstration. Supposons |Φ| = 3. D'après [Kra90, th.2(i)], E est de type IV
ou IV ∗. Donc, d'après le lemme 3.54, E est de type IV ∗ (cas 8 de Tate) et
v(∆m) = 8. Quitte à faire un changement de variables, on peut supposer que
l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8). D'après le lemme 3.56, on a de plus,
c′6 ≡ 2/π2 (mod 2). Donc d'après le lemme 3.57 on a a4 + a6 ≡ 0 ou π2 + π3

(mod 4). Or, d'après la proposition 3.55, on a

a4 + a6 ≡ c′4 +
(
π2

2

)
c′6 (mod 4)

On en déduit que l'on a, ou bien c′4 ≡ −(π2/2)c′6 (mod 4), ou bien, c′4 ≡
−(π2/2)c′6+π2+π3 (mod 4). En distinguant chaque fois selon les quatre valeurs
possibles pour c′6 (mod 4), on obtient les huit couples (c′4 (mod 4), c′6 (mod 4))
possibles. On véri�e alors qu'il existe (a, b) ∈ L2 tel que a (resp. b) soit un
représentant de c′4 (resp. c′6) modulo 4.

Réciproquement, si les deux conditions de l'énoncé sont satisfaites, alors
d'après l'appendice 3.5, quitte à faire un changement de variables, on peut sup-
poser que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8). On véri�e de plus que l'on a
nécessairement c′6 ≡ 2/π2 (mod 2). D'après la proposition 3.55 et la seconde
hypothèse, il vient alors :

a4 + a6 ≡ c′4 +
(
π2

2

)
c′6 ≡ 0 ou π2 + π3 (mod 4)

Donc d'après le lemme 3.57, E est de type IV ∗. D'où |Φ| = 3 d'après [Kra90,
th.2(i)].

Cas où v(j) = 20

On suppose que le modèle de Weierstrass de E véri�e v(j) = 20 et la condi-
tion (C1'), i.e. c′4 ≡ 1 + π (mod 2).
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Lemme 3.59 La courbe E n'est pas de type IV ∗. Supposons qu'elle soit de
type IV . Alors, on a v(∆m) = 4.

Démonstration. D'après [Kra90, th.2(i)], si E est de type IV ∗, on a v(∆m) = 8.
C'est en contradiction avec le condition v(j) = 20. Par ailleurs, si E est de type
IV , alors v(∆m) = 4. D'où le lemme.

Lemme 3.60 Supposons v(∆) ≡ 4 (mod 12). Alors, on a v(∆m) = 4 si et
seulement si c′6 ≡ π2/2 (mod 2).

Démonstration. Supposons v(∆) ≡ 4 (mod 12). Alors, d'après l'appendice 3.5,
quitte à faire un changement de variables, on peut supposer que l'on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (12, 14, 16).

Le modèle (W0) de E est alors entier. D'après l'appendice 3.5, il correspond à
un cas 10 de Tate ou à un cas non minimal. Examinons donc à quelle condition
il est minimal. Avec les notations de [Tat75], on a, pour le modèle (W0) de E :

b6 = −4
c6

864
= −23π2 c

′
6

ε3
; b8 = −

( c4
48

)2

.

En particulier, on a v(b8) = 8, donc r = 0 satisfait à la condition de [Pap93,
prop.6]. S'il existe un entier x de K tel que

b6 ≡ x2 (mod π10),

alors on a nécessairement v(x) = 4, car v(b6) = 8. Puis, il vient

c′6 ≡
(
π2

2

)(
x

2π2

)2

(mod 2).

D'où c′6 ≡ π2/2 (mod 2) car x/2π2 ∈ UK .
Réciproquement, si l'on a c′6 ≡ π2/2 (mod 2), alors x = 2π2 convient. Avec

[Pap93, prop.6], cela démontre le lemme.

Posons

a4 = −3
c′4
ε2

; a6 = − 1
π2

1
ε3

((
2
π2

)
c′6 + ε3

(
2
π2

)2
)
.

Proposition 3.61 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4). Alors, l'équation

y2 +
4
π3
y = x3 + a4x+ a6, (W )

dé�nit un modèle de Weierstrass entier de E pour lequel on a a4 ≡ 1 + π
(mod 2).

Démonstration. Le changement de variables

X = x; Y = y +
2
π3
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transforme le modèle (W0) de E en le modèle de la proposition.
Le coe�cient 4/π3 est entier. Véri�ons que les coe�cients a4 et a6 sont

également entiers et que l'on a a4 ≡ 1 + π (mod 2).
On a

a4 = −3
c′4
ε2
≡ −3(1 + π) ≡ 1 + π (mod 2),

car c′4 ≡ 1 + π (mod 2) d'après la condition (C1').
D'après le lemme 3.60, on a c′6 ≡ π2/2 (mod 2). D'où

π2a6 = − 1
ε3

((
2
π2

)
c′6 + ε3

(
2
π2

)2
)
≡ 0 (mod 2),

car ε ≡ 1 (mod 2) (lemme 3.14). D'où la proposition.

Lemme 3.62 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4). Alors, E ne correspond
pas à un cas 4 de Tate.

Démonstration. D'après l'appendice 3.5, la courbe E correspond à un cas 3
(II), 4 (III) ou 5 (IV ) de Tate. Soit (W ) le modèle de E de la proposition 3.61.
Supposons qu'il corresponde à un cas ≥ 4 de Tate. D'après la congruence a4 ≡
1 + π (mod 2), r = 1 satisfait à la première relation de divisibilité de [Pap93,
prop. 2]. On a par ailleurs, avec les notations de [Tat75],

b2 = 0; b4 = −6
c′4
ε2
≡ π2 (mod 2π); b6 =

(
4
π3

)2

+ 4a6 ≡ π2 (mod 2π);

b8 = −9
c′24
ε4
≡ −(1 + π)2 ≡ −(1 + π2) (mod 2π).

Donc, b8 + 3b6 + 3b4 + b2 + 3 ≡ −(1 + π2) + 3π2 + 3π2 + 3 ≡ 0 (mod 2π). D'où
le résultat d'après [Pap93, prop. 2].

Lemme 3.63 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4). Alors, a6 est entier et
l'on a les congruences

a6 ≡
1
π2

(
1−

(
2
π2

)
c′6

)
(mod 2) et c′6 ≡

π2

2
+ 2a6 (mod 4).

Démonstration. Sous l'hypothèse faite, on a on a c′6 ≡ π2/2 (mod 2) et l'élément
a6 est entier. Comme ε ≡ ±1 (mod 4), on a de plus,

−π2a6 ≡
(

2
π2

)
εc′6 +

(
2
π2

)2

≡
(

2
π2

)2(
1 + 3

(
2
π2

)
c′6

)
(mod 4).

Or, (2/π2)2 ≡ 1 (mod 2) et v(1 + 3(2/π2)c′6) ≥ 2, d'où

π2a6 ≡ 1−
(

2
π2

)
c′6 (mod 4)

et la première congruence. On en déduit alors la seconde car π4 ≡ 4 (mod π6).
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Proposition 3.64 On a |Φ| = 3 si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites

1. on a v(∆) ≡ 4 (mod 12) ;

2. on a c′6 ≡
π2

2 + 2 (mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + π3 (mod 4).

Démonstration. Supposons |Φ| = 3. D'après [Kra90, th.2(i)], E est de type IV
ou IV ∗. Donc, d'après le lemme 3.59, E est de type IV (cas 5 de Tate) et
v(∆m) = 4. Donc, quitte à faire un changement de variables, on peut supposer
que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4). De plus, d'après le lemme 3.60, on
a c′6 ≡ π2/2 (mod 2). Les coe�cients a4 et a6 sont alors entiers d'après la
proposition 3.61. Exprimons le fait que l'on n'est pas dans le cas 3 de Tate.
On a a4 ≡ 1 (mod π), donc r = 1 satisfait à la première relation de divisibilité
de [Pap93, prop.1].

Supposons a6 ≡ 1 (mod π). Alors, t = 1 véri�e t2 − a6 ≡ 0 (mod π). Puis,

a4 + a6 − π ≡ 0 (mod 2),

car on est dans un cas ≥ 4 de Tate ([Pap93, prop. 1]). Donc a6 ≡ 1 (mod 2) car
a4 ≡ 1 + π (mod 2) d'après la proposition 3.61.

Supposons a6 ≡ 0 (mod π). Alors, t = 0 véri�e t2 − a6 ≡ 0 (mod π). Puis,

a4 + a6 + 1 ≡ 0 (mod 2),

car on est dans un cas ≥ 4 de Tate ([Pap93, prop. 1]). D'où a6 ≡ π (mod 2) car
a4 ≡ 1 +π (mod 2) d'après la proposition 3.61. La troisième condition est donc
satisfaite. Autrement dit, on a a6 ≡ 1 ou π (mod 2). Or, d'après le lemme 3.63,
on a

c′6 ≡
π2

2
+ 2a6 (mod 4).

D'où la seconde condition.
Réciproquement, supposons les deux conditions de l'énoncé satisfaites. Alors,

on a c′6 ≡ π2/2 (mod 2). D'après le lemme 3.60, on a donc v(∆m) = 4 et on
peut supposer que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4). D'après l'appendice 3.5,
E correspond à un cas 3, 4 ou 5 de Tate. Montrons que E ne correspond pas à
un cas 3 de Tate. On considère le modèle de E de la proposition 3.61. Comme
a4 est une unité, r = 1 satisfait à la première relation de divisibilité de [Pap93,
prop.1].

Par ailleurs, d'après le lemme 3.63, on a

a6 ≡
1
π2

(
1−

(
2
π2

)
c′6

)
(mod 2).

D'où, a6 ≡ 1 ou π (mod 2).
Supposons a6 ≡ 1 (mod 2). Alors, t = 1 satisfait à la seconde relation de

divisilité de [Pap93, prop.1] et a4 + a6 − π ≡ 0 (mod 2), donc on est dans
un cas ≥ 4 de Tate. De même, si a6 ≡ π (mod 2), alors, t = 0 convient et
a4 + a6 + 1 ≡ 0 (mod 2) et on est encore dans un cas ≥ 4 de Tate. Par ailleurs,
d'après le lemme 3.62, on n'est pas dans un cas 4 de Tate. On est donc dans un
cas 5 (type IV ) et |Φ| = 3, d'après [Kra90, th.2(i)].
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Cas où v(j) ≥ 24

On suppose que le modèle de Weierstrass de E véri�e v(j) ≥ 24 et que 3 ne
divise pas v(∆).

Lemme 3.65 On suppose (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 11, 10, 8). Alors, E est de

type IV ∗ si et seulement si on a c′6 ≡
π2

2 (mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + 2 +π3 (mod 4).

Démonstration. On considère le modèle (W0) de E. Sous l'hypothèse faite, ce
modèle est entier et il correspond à un cas 3, 6 ou 8 (type IV ∗) de Tate (d'après
l'appendice 3.5). De plus, on a

− c4
48

= − 3
ε2
πv(c4)−8c′4 et − c6

864
= −

(
2
π2

)
c′6
ε3
. (3.30)

Les deux premières relations de congruence de [Pap93, prop.1] sont satisfaites
par r = 0 et t = 1, puis

− c6
864
− 1 ≡

(
2
π2

)
c′6 − 1 (mod 2).

Autrement dit, on est dans un cas ≥ 4 si et seulement si c′6 ≡ π2/2 (mod 2).
Avec les notations de [Tat75], on a b8 = −(c4/48)2, donc v(b8) ≥ 6 et r = 0
satisfait la condition (a) de [Pap93, prop.3]. On conclut alors que E est de
type IV ∗ si et seulement si il existe t dans OK tel que −c6/864 ≡ t2 (mod 4).
D'après le lemme 3.11 et la seconde égalité (3.30), c'est le cas si et seulement si

c′6 ≡
π2

2 (mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + 2 + π3 (mod 4). D'où le lemme.

Lemme 3.66 On suppose v(∆) ≡ 4 (mod 12). Alors, on a v(∆m) = 4 si et

seulement si c′6 ≡
π2

2 (mod 2).

Démonstration. D'après l'appendice 3.5, quitte à faire un changement de vari-
ables, on peut supposer que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 14, 14, 16). Le mod-
èle (W0) de E est alors entier. De plus, on a v(∆m) = 4 si et seulement si ce
modèle est non minimal, c'est-à-dire, toujours d'après l'appendice 3.5, si et seule-
ment si il ne correspond pas à un cas 10 de Tate. Avec les notations de [Tat75],
on a b8 = −(c4/48)2 et v(c4/48) ≥ 6, donc v(b8) ≥ 12. On en déduit que r = 0
satisfait la première relation de congruence de [Pap93, prop.6]. Par ailleurs,
pour ce modèle, on a b6 = −4c6/864 = −8π2c′6/ε

3. Puis, le modèle (W0) est
non minimal si et seulement si il existe x dans OK tel que

−8π2 c
′
6

ε3
≡ x2 (mod π10).

Autrement dit, si et seulement si il existe x dans OK tel que 8π2c′6 ≡ x2

(mod π10). Comme c′6 est une unité de OK , si un tel x existe, on a néces-
sairement v(x) = 4 et la congruence ci-dessus équivaut à c′6 ≡ (π2/2)(x/2π2)2

(mod 2), puis c′6 ≡ π2/2 (mod 2) d'après le lemme 3.11. Réciproquement, si
c′6 ≡ π2/2 (mod 2), alors x = 2π2 satisfait à la congruence ci-dessus. Cela
démontre le lemme.

Posons

a4 = −3
c′4
ε2
πv(c4)−8; a6 = − 1

π6

(
4 + 2π2 c

′
6

ε3

)
.
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Proposition 3.67 Supposons (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 10, 8, 4). Alors, l'équa-
tion

y2 +
4
π3
y = x3 + a4x+ a6, (W )

dé�nit un modèle de Weierstrass entier de E.

Démonstration. Le changement de variables

X = x; Y = y +
2
π3

transforme le modèle (W0) de E en le modèle de la proposition. Les coe�cients
4/π3 et a4 sont entiers. Véri�ons que c'est également le cas pour a6. D'après le

lemme 3.66, on a c′6 ≡
π2

2 (mod 2). Puis,

−π6a6 = 4 + 2π2 c
′
6

ε3
≡ 4 + 2π2c′6 (mod π6).

Comme 4 ≡ π4 (mod π6), on a donc −π6a6 ≡ 0 (mod π6) et a6 est entier. D'où
la proposition.

Lemme 3.68 On suppose (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 10, 8, 4). Alors, E est de

type IV si et seulement si on a c′6 ≡
π2

2 (mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + 2 + π3 (mod 4).

Démonstration. On considère alors le modèle (W ) de E de la proposition 3.67. Il
correspond, d'après l'appendice 3.5, à un cas 3 ou 5 (type IV ) de Tate. Comme
v(a4) ≥ 2 (car v(c4) ≥ 10), r = 0 satisfait à la première relation de congruence
de [Pap93, prop.1]. On est donc dans un cas 5 de Tate si et seulement si il existe t
dans OK tel que a6 ≡ t2 + tπ (mod 2), autrement dit, si et seulement si a6 ≡ 0
ou 1 + π (mod 2). Or, comme −π6a6 ≡ 4 + 2π2εc′6 (mod π8), la congruence
a6 ≡ 0 (mod 2) équivaut à c′6 ≡ − 4

2π2ε ≡ π2/2 (mod 4). De même, a6 ≡ 1 + π

(mod 2) équivaut à c′6 ≡ − 4
2π2ε + π6

2π2ε + π7

2π2ε ≡ π
2/2 + 2 + π3 (mod 4). D'où le

lemme.

Proposition 3.69 On a |Φ| = 3 si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites

1. on a v(∆) ≡ 4 (mod 12) ou v(∆) ≡ 8 (mod 12) ;

2. on a c′6 ≡
π2

2 (mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + 2 + π3 (mod 4).

Démonstration. On suppose que l'on a |Φ| = 3. Alors, d'après [Kra90], E est
de type IV ou IV ∗. Supposons qu'elle soit de type IV . Dans ce cas, v(∆m) =
4 et quitte à faire un changement de variables, on peut supposer que l'on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 10, 8, 4). Puis d'après le lemme 3.68, on a c′6 ≡
π2

2

(mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + 2 + π3 (mod 4). D'où la première condition de l'énoncé.
De même, si la courbe E est de type IV ∗, alors, d'après [Kra90], on a v(∆m) =
8 et quitte à faire un changement de variables, on peut supposer que l'on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 11, 10, 8). D'après le lemme 3.65, on a donc c′6 ≡
π2

2

(mod 4) ou c′6 ≡
π2

2 + 2 + π3 (mod 4).
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Réciproquement, supposons que les deux conditions de l'énoncé soient sat-
isfaites. Si v(∆) ≡ 4 (mod 12), comme c′6 ≡ π2/2 (mod 2), on a v(∆m) = 4
d'après le lemme 3.66. Quitte à faire un changement de variables, on peut sup-
poser que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 10, 8, 4). On conclut avec le lemme 3.68
que la courbe E est de type IV . De même, si v(∆) ≡ 8 (mod 12), alors d'après
l'appendice 3.5, quitte à faire un changement de variables, on peut supposer
que l'on a (v(c4), v(c6), v(∆)) = (≥ 11, 10, 8) et on conclut que la courbe E est
de type IV ∗ avec le lemme 3.65. Autrement dit, E est de type IV ou IV ∗ et
|Φ| = 3 d'après [Kra90, th.2]. D'où la proposition.

3.4 Annexe A � Exemples

On montre dans cet appendice que tous les cas du théorème 3.2 se réalisent.
C'est immédiat pour les assertions 1, 2 et 3 en raison de l'existence d'une courbe
elliptique sur K d'invariant j donné. On adopte dans toute cette section les
notations de [Tat75].

3.4.1 Cas où v(j) ≥ 24

La courbe d'équation

y2 = x3 − π13

48
x− π12

864

véri�e v(j) = 27 et v(∆) = 12. D'après le théorème 3.2, on a |Φ| = 2 et le
cas 11(a) se réalise.

Véri�ons qu'il en va de même du cas 11(b). La courbe d'équation

y2 = x3 − π11

48
x− π10a

864
, avec a ∈ UK ,

véri�e v(j) = 25 et v(∆) = 8. D'après le théorème 3.2, on a donc

|Φ| =
{

3 si a ≡ 2/π2 (mod 4) ou a ≡ 2/π2 + 2 + π3 (mod 4)
6 sinon.

et le cas 11(b) se réalise également.

3.4.2 Cas où v(j) = 16, 18 et 20

Pour i = 16, 18 ou 20, l'équation

y2 + π2xy = x3 − 36π8

πi − 1728
x− π12

πi − 1728
(3.31)

dé�nit un modèle entier d'une courbe elliptique sur K d'invariant modulaire
j = πi. En particulier, on a j′ = 1. De plus, on a

c4 = π8 +
1728π8

πi − 1728
= π8

(
1− 1

1− πi

1728

)

=
π8+i

1728

1 +
∑
k≥1

(
πi

1728

)k .
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Donc, en particulier, v(c4) = 8 + i − 12 et c′4 ≡
π12

33·26 ≡ 1/ε3 ≡ 1 (mod 2).
Autrement dit, la courbe ci-dessus ne véri�e ni la condition (C1'), ni la condi-
tion (C2). Cela démontre que les cas 8(b) et 10(b) du théorème 3.2 se réalisent.

La courbe d'équation

y2 = x3 − π12(1 + π)
48

x− π15

864
(3.32)

véri�e v(j) = 18 et c′4 = 1 + π. La condition (C1') est donc véri�ée. Avec
l'exemple précédent pour i = 18, cela montre que le cas 9 se réalise également.

Cas où v(j) = 16 et la condition (C2) est véri�ée

On commence par démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.70 Supposons que E soit donnée par une équation de Weier-
strass entière de la forme

y2 = x3 + a4x+ a6,

avec a4 et a6 deux unités véri�ant a4 ≡ a2
6 + π2 (mod 2π). Alors, on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8) et j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π).

Démonstration. On a b2 = 0, b4 = 2a4, b6 = 4a6 et b8 = −a2
4. Donc,

c4 = −48a4, c6 = −864a6 et ∆ = −16(4a3
4 + 27a2

6).

Comme a4 et a6 sont deux unités deOK , on a, en particulier, (v(c4), v(c6), v(∆)) =
(8, 10, 8). De plus, on a

j′ =
a3

4

a2
6 + 4(a4/3)3

≡ a3
4

a2
6

(mod 2π).

Or, a2
4 ≡ 1 (mod 2π), car a4 ≡ a2

6 (mod 2). D'où, j′ ≡ a4/a
2
6 ≡ 1 + π2

(mod 2π). Cela démontre la proposition.

Exemple 3.71 La courbe E d'équation

y2 = x3 − x+ 1

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8), la condition (C2) et |Φ| = 3.

Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.70.
De plus, on a

c′4 =
48
π8

=
1
3
ε2 ≡ −1 (mod 4) et c′6 = −864

π10
= −25 · 33

π10
≡ 2
π2

(mod 4).

Le couple (−1, 2/π2) ∈ L2 est alors un représentant modulo 4 du couple (c′4
(mod 4), c′6 (mod 4)). On conclut que l'on a |Φ| = 3 avec l'assertion 8 du
théorème 3.2.
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Exemple 3.72 La courbe E d'équation

y2 = x3 + x+ 1 + π

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 10, 8), la condition (C2) et |Φ| = 6.

Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.70.
De plus, on a

c′6 = −864
π10

(1 + π) ≡ 2
π2

+ π (mod 2).

En particulier, il n'existe aucun couple (a, b) de L2 tel que c′6 ≡ b (mod 4). On
conclut que l'on a |Φ| = 6 avec l'assertion 8 du théorème 3.2.

Cela démontre que tous les cas de l'assertion 8 se réalisent.

Cas où v(j) = 20 et la condition (C1') est véri�ée

On commence par démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.73 Supposons que E soit donnée par une équation de Weier-
strass entière de la forme

y2 +
4
π3
y = x3 + a4x+ a6,

avec a4 ≡ 1 + π (mod 2). Alors, on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4) et c′4 ≡ 1 + π (mod 2).

Démonstration. On a b4 = 2a4 et donc v(b4) = 2. On en déduit que c4 = −24b4

véri�e v(c4) = 8, puis c′4 = − 24·3
π8 a4 = −3

(
2
π2

)4

a4 ≡ 1 + π (mod 2). De même,

on a b6 = (4/π3)2 + 4a6 et donc v(b6) = 2. D'où, c6 = −216b6 véri�e v(c6) = 8.
En�n, ∆ = −8b34 − 27b26 véri�e v(∆) = 4. D'où la proposition.

Exemple 3.74 La courbe E d'équation

y2 +
4
π3
y = x3 + (1 + π)x+ 1

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4), la condition (C1') et |Φ| = 3.

Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.73.
De plus, on a

c′6 = −432
π8

(
2 +

8
π6

)
≡ 2 +

8
π6
≡ π2

2
+ 2 (mod 4).

On conclut que l'on a |Φ| = 3 avec l'assertion 10 du théorème 3.2.

Exemple 3.75 La courbe E d'équation

y2 +
4
π3
y = x3 + (1 + π)x

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (8, 8, 4), la condition (C1') et |Φ| = 6.
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Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.73.
De plus, on a

c′6 = −3456
π6
≡ −1

3

(
π2

2

)
ε4 ≡ π2

2
(mod 4).

On conclut que l'on a |Φ| = 6 avec l'assertion 10 du théorème 3.2.

Cela démontre que tous les cas de l'assertion 10 se réalisent.

3.4.3 Cas où v(j) = 12

La courbe d'équation

y2 = x3 − π9

48
x− π14

864

véri�e v(j) = 12 et 2v(c6) = 3v(c4)+1. Cela montre que le cas 7a du théorème 3.2
se réalise.

La courbe d'équation

y2 = x3 − π10a

48
x− π16

864
, où a ∈ UK

véri�e v(j) = 12 et 2v(c6) = 3v(c4) + 2. Elle véri�e la condition (C1') si et
seulement si a ≡ 1 + π (mod 2). Elle véri�e la condition (C3) si et seulement si
on a a ≡ 1 + π2 (mod 4) ou a ≡ 1 + π3 (mod 4). Cela montre que le cas 7b du
théorème 3.2 se réalise.

La courbe d'équation

y2 = x3 − π9

48
x− π15

864

véri�e v(j) = 12 et 2v(c6) = 3v(c4)+3. Cela montre que le cas 7c du théorème 3.2
se réalise.

La courbe d'équation

y2 = x3 − π10a

48
x− π17

864
, où a ∈ UK

véri�e v(j) = 12, v(c4) = 10 et 2v(c6)−3v(c4) = 4. Elle véri�e la condition (C3)
si et seulement si on a a ≡ 1 + π2 (mod 4) ou a ≡ 1 + π3 (mod 4). Cela montre
que le cas 7d du théorème 3.2 se réalise.

Cela démontre que tous les cas de l'assertion 7 se réalisent.

3.4.4 Cas où v(j) = 4, 6 ou 8

On considère la courbe Ẽ d'équation (3.2) déduite de la courbe d'équa-
tion (3.31). Elle véri�e v(j) = 24− i, où i = 16, 18 ou 20, c'est-à-dire v(j) = 4,
6 ou 8. Ses invariants standard sont notés (c̃4, c̃6, ∆̃) et satisfont d'après le
lemme 3.27 aux congruences suivantes :

∆̃ ≡ c′4 (mod 2) et j̃′ ≡ 1 (mod 4).
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En particulier, Ẽ ne véri�e ni la condition (C1), ni la condition (C2). Cela
démontre que les cas 4(b) et 6(b) du théorème 3.2 se réalisent.

De même, la courbe Ẽ d'équation (3.2) déduite de la courbe d'équation (3.32)
véri�e v(j) = 6 et la condition (C1). Avec l'exemple précédent, cela montre que
le cas 5 se réalise également.

Cas où v(j) = 4 et la condition (C1) est véri�ée

On commence par démontrer le résultat suivant qui est une réciproque par-
tielle à la proposition 3.42.

Proposition 3.76 Supposons que E soit donnée par une équation de Weier-
strass entière de la forme

y2 +
2
π
xy +

4
π3
y = x3 + a2x

2 + a4x+ a6,

avec

a6 + εa2 ≡ π3 (mod 4) et π2a2

(
a2 +

2
π2

)
≡ a4 − ε (mod 4).

Alors, on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8), c′6 ≡ 1 (mod 2) et ∆′ ≡ 1 + π (mod 2).

Démonstration. On a tout d'abord,

b2 =
(

2
π

)2

+ 4a2; b4 =
23

π4
+ 2a4; b6 =

(
4
π3

)2

+ 4a6;

b8 =
(

2
π

)2

a6 −
23

π4
a4 + 4a2a6 +

24

π6
a2 − a2

4

On en déduit, avec la dé�nition de ε, que l'on a

b2 =
π2

3
ε+ 4a2; b4 =

2
3
ε+ 2a4; b6 =

π2

9
ε2 + 4a6

et

b8 =
π2

3
εa6 −

2
3
εa4 + 4a2a6 +

π2

9
ε2a2 − a2

4.

En utilisant les congruences a2 ≡ a6 (mod 2) et a4 ≡ ε (mod 2π), il vient alors

v(b2) = 2, v(b4) ≥ 5, v(b6) = 2 et v(b8) = 0.

On en déduit que c4 = b22 − 24b4 véri�e v(c4) = 4 et c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6
véri�e v(c6) = 6. De plus, on a c′6 ≡ −b32/π6 (mod 2), puis, comme b2/π2 ≡ 1
(mod 2), il vient c′6 ≡ 1 (mod 2).

Il reste donc à montrer que l'on a, d'une part v(∆) = 8 et, d'autre part
∆′ ≡ 1 + π (mod 2). C'est équivalent à montrer ∆ ≡ π8 + π9 (mod π10). On
utilise pour ce faire les congruences suivantes que l'on démontre ci-dessous.

b22 ≡ π4 + 2π6a2 + π8a2
2 (mod π10) (3.33)

−27b26 ≡ π4 + π8 + 2π6a6 + π8a2
6 (mod π10) (3.34)

b8 ≡ 1 + π5 + 4a2
2 + 2π2a2 (mod π6) (3.35)

9b2b4b6 ≡ 2π4(a4 − ε) (mod π10). (3.36)
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D'après les égalités précédentes, on a

b22 =
π4

9
ε2 + 16a2

2 + 8
π2

3
εa2.

Or, on a ε2/9 ≡ 1 (mod π6), 4 ≡ π4 (mod π6) et 16 ≡ π8 (mod π10). Cela
démontre la congruence (3.33). Pour les mêmes raisons, on a

b26 =
π4

34
ε4 + 16a2

6 + 8
π2

9
εa6 ≡ π4 + 2π6a6 + π8a2

6 (mod π10).

Puis, −27 ≡ −3 ≡ 1 + π4 (mod π6). D'où la congruence (3.34).
Montrons à présent la congruence (3.35). On a

b8 =
π2

3
εa6 −

2
3
εa4 + 4a2a6 +

π2

9
ε2a2 − a2

4

≡ −π2εa6 + 2εa4 + 4a2a6 + π2a2 − a2
4 (mod π6).

Or, a2 + εa6 ≡ π3 (mod 4) et a4 ≡ ε (mod 2π). En particulier, −a2
4 ≡ 1− 2εa4

(mod π6) car ε2 ≡ 1 (mod π6). On en déduit donc que l'on a

b8 ≡ π2(2a2 + π3) + 1 + 4a2
2 ≡ 1 + π5 + 4a2

2 + 2π2a2 (mod π6).

En�n, on a b2 ≡ b6 ≡ π2 (mod π6) et b4 ≡ 2(a4 − ε) (mod π6). On en déduit
alors la congruence (3.36).

Déduisons alors des congruences (3.33)-(3.36) celle annoncée pour ∆. On a

∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6.

D'après les congruences (3.33) et (3.34) et l'hypothèse a2 ≡ a6 (mod 2), on a

−27b26 ≡ b22 + π8 (mod π10).

Comme v(8b34) ≥ 10, on a, d'après la congruence (3.36) et l'égalité ci-dessus

∆ ≡ b22(1− b8) + π8 + 2π4(a4 − ε) (mod π10).

D'après les congruences (3.33) et (3.35), il vient alors

∆ ≡ π8 + π9 + 4π4a2
2 + 2π6a2 + 2π4(a4 − ε) (mod π10).

Or, d'après la congruence de l'énoncé, a4 − ε ≡ π2a2
2 + 2a2 (mod 4), on a

+2π4(a4 − ε) ≡ 4π4a2
2 + 2π6a2 (mod π10). En remplaçant dans la congruence

ci-dessus, on obtient alors

∆ ≡ π8 + π9 (mod π10),

ce qui était le résultat cherché. Cela achève de démontrer la proposition 3.76.

Exemple 3.77 Supposons K dans Ω1. La courbe E d'équation

y2 +
2
π
xy +

4
π3
y = x3 − x2 + (1 + π3)x+ 1 + π3

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8), la condition (C1) et |Φ| = 3.
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Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.76.
De plus, on a

c′6 = −37
26

π12
− 3 · 5 26

π10
+ 3

25

π8
(mod 4).

D'où c′6 ≡ ε + 2 + π2 (mod 4). Or, comme K est dans Ω1, on a c′6 ≡ 1 + π3

(mod 4). On conclut que l'on a |Φ| = 3 avec l'assertion 4 du théorème 3.2.

Exemple 3.78 Supposons K dans Ω1. La courbe E d'équation

y2 +
2
π
xy +

4
π3
y = x3 + x+ π3

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8), la condition (C1) et |Φ| = 6.

Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.76.
De plus, on a

c′6 = −37
26

π12
+ 32 25

π8
≡ ε+ 2 (mod 4).

Or, comme K est dans Ω1, on a c′6 ≡ 1 + π2 + π3 (mod 4). On conclut que l'on
a |Φ| = 6 avec l'assertion 4 du théorème 3.2.

Exemple 3.79 Supposons K dans Ω2. La courbe E d'équation

y2 +
2
π
xy +

4
π3
y = x3 − x+ π3

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8), la condition (C1) et |Φ| = 3.

Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.76.
De plus, on a

c′6 = −37
26

π12
+ 32 25

π8
≡ ε+ 2 (mod 4).

Or, comme K est dans Ω2, on a c′6 ≡ 1 (mod 4). On conclut que l'on a |Φ| = 3
avec l'assertion 4 du théorème 3.2.

Exemple 3.80 Supposons K dans Ω2. La courbe E d'équation

y2 +
2
π
xy +

4
π3
y = x3 + x2 − x+ 1 + π3

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 8), la condition (C1) et |Φ| = 6.

Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.76.
De plus, on a

c′6 = −37
26

π12
+ 3 · 5 26

π10
− 3 · 5 25

π8
(mod 4).

D'où c′6 ≡ ε + 2 + π2 (mod 4). Or, comme K est dans Ω2, on a c′6 ≡ 1 + π2

(mod 4). On conclut que l'on a |Φ| = 6 avec l'assertion 4 du théorème 3.2.

Cela démontre que tous les cas de l'assertion 4 se réalisent.
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Cas où v(j) = 8 et la condition (C2) est véri�ée

On commence par démontrer le résultat suivant.

Proposition 3.81 Supposons que E soit donnée par une équation de Weier-
strass entière de la forme

y2 +
2
π
xy = x3 + a2x

2 + a4x+ a6,

avec a4 ≡ 1 (mod 2) et a6 ≡ 1 (mod π). Alors, on a

(v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4), c′6 ≡ 1 (mod 2) et j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π).

Démonstration. On a tout d'abord,

b2 =
(

2
π

)2

+ 4a2; b4 = 2a4; b6 = 4a6; b8 =
(

2
π

)2

a6 + 4a2a6 − a2
4.

En particulier, il vient

v(b2) = 2, v(b4) = 2, v(b6) = 4 et v(b8) = 0.

On en déduit que c4 = b22 − 24b4 véri�e v(c4) = 4 et c6 = −b32 + 36b2b4 − 216b6
véri�e v(c6) = 6. De plus, on a c′6 ≡ −b32/π6 (mod 2), puis, comme b2/π2 ≡ 1
(mod 2), il vient c′6 ≡ 1 (mod 2).

En�n, on a ∆ = −b22b8−8b34−27b26 +9b2b4b6. Donc, en particulier, v(∆) = 4
et on a

j′ =
c′34
∆′
≡ − 1

b8
≡ − 1

π2 − a2
4

(mod 2π).

Or, a4 ≡ 1 (mod 2), donc a2
4 ≡ 1 (mod 2π) et j′ ≡ 1 + π2 (mod 2π). D'où la

proposition 3.81.

Exemple 3.82 La courbe E d'équation

y2 +
2
π
xy = x3 + x+ 1 + π

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4), la condition (C2) et |Φ| = 3.

Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.81.
De plus, on a

c′4 =
(

2
π2

)4

− 3
(

2
π

)4

=
1
9
ε2 − 1

3
ε2π4.

Donc, en particulier, c′4 ≡ −ε2 − 6 + π4 (mod π8). De même, on a

c′6 = − 26

π12
+ 32 25

π8
− 33 25

π6
− 33 25

π5
.

D'où, c′6 ≡ −ε/3 + 2 + 2π2 + π5 ≡ 5ε+ 2 + 2π2 + π5 (mod π6).
Supposons à présent K ∈ Ω1. Alors, on a

c′4 ≡ −ε2 − 6 + π4 ≡ −ε2 + 2π4 + 6 + π6 + π7 (mod π8)
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et
c′6 ≡ 5ε+ 2 + 2π2 + π5 ≡ −ε+ π4 (mod π6).

Autrement dit, le couple (a, b) = (−ε2 +2π4 +6+π6 +π7,−ε+π4) de l'ensemble
L1 véri�e c′4 ≡ a (mod π8) et c′6 ≡ b (mod π6). On conclut que l'on a |Φ| = 3
avec l'assertion 6 du théorème 3.2.

Supposons alors K ∈ Ω2. Alors, on a

c′4 ≡ −ε2 − 6 + π4 ≡ −ε2 + 6 + 2π4 ≡ −ε2 + 6 + π6 (mod π8)

et
c′6 ≡ 5ε+ 2 + 2π2 + π5 ≡ −ε+ π5 (mod π6).

Autrement dit, le couple (a, b) = (−ε2 + 6 + π6,−ε + π5) de l'ensemble L1

véri�e c′4 ≡ a (mod π8) et c′6 ≡ b (mod π6). On conclut que l'on a |Φ| = 3 avec
l'assertion 6 du théorème 3.2 dans ce cas également. D'où le résultat en général.

Exemple 3.83 La courbe E d'équation

y2 +
2
π
xy = x3 + x+ 1

véri�e (v(c4), v(c6), v(∆)) = (4, 6, 4), la condition (C2) et |Φ| = 6.

Démonstration. Les deux premières propriétés résultent de la proposition 3.81.
De plus, on a

c′4 =
(

2
π2

)4

− 3
(

2
π

)4

=
1
9
ε2 − 1

3
ε2π4.

Donc, en particulier, c′4 ≡ −ε2 − 6 + π4 (mod π8). De même, on a

c′6 = − 26

π12
+ 32 25

π8
− 33 25

π6
.

D'où, c′6 ≡ −ε/3 + 2 + 2π2 ≡ 5ε+ 2 + 2π2 (mod π6).
Supposons à présent K ∈ Ω1. Alors, comme dans l'exemple précédent, on a

c′4 ≡ −ε2 + 2π4 + 6 + π6 + π7 (mod π8) et

c′6 ≡ 5ε+ 2 + 2π2 ≡ −ε+ π4 + π5 (mod π6).

Il n'existe alors aucun couple (a, b) de l'ensemble L1 véri�ant c′4 ≡ a (mod π8)
et c′6 ≡ b (mod π6). On conclut que l'on a |Φ| = 6 avec l'assertion 6 du
théorème 3.2.

Supposons alors K ∈ Ω2. Alors, comme dans l'exemple précédent, on a
c′4 ≡ −ε2 + 6 + π6 (mod π8) et

c′6 ≡ 5ε+ 2 + 2π2 ≡ −ε (mod π6).

Il n'existe alors aucun couple (a, b) de l'ensemble L1 véri�ant c′4 ≡ a (mod π8)
et c′6 ≡ b (mod π6). On conclut que l'on a |Φ| = 6 avec l'assertion 6 du
théorème 3.2 dans ce cas également. D'où le résultat en général.

Cela démontre que tous les cas de l'assertion 6 se réalisent.
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3.5 Annexe B � Tableaux de Papadopoulos

On explicite dans cet appendice le Tableau V de [Pap93] dans le cas où, avec
ses notations, λ = 2 (i.e. e = 2).

Type de Néron II

Cas de Tate 3

v(c4) 4 ≥ 8 ≥ 8 4 8 8 4 8 ≥ 9

v(c6) 6 8 10 6 11 ≥ 12 6 12 11

v(∆) 4 4 8 6 10 12 7 13 10

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 4 8 6 10 12 7 13 10

Type de Néron III

Cas de Tate 4

v(c4) 4 8 8 4 8 9 9 9 9 9

v(c6) 6 8 10 6 11 8 10 12 13 ≥ 14

v(∆) 4 4 8 6 10 4 8 12 14 15

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 3 3 7 5 9 3 7 11 13 14

Type de Néron IV

Cas de Tate 5

v(c4) 4 8 ≥ 10

v(c6) 6 8 8

v(∆) 4 4 4

Conditions sup. ∗ ∗ ∗
v(N) 2 2 2

Type de Néron I∗0
Cas de Tate 6

v(c4) 8 4 8 8 4 8 ≥ 10 ≥ 10 ≥ 10

v(c6) 10 6 ≥ 12 12 6 12 10 12 13

v(∆) 8 8 12 14 9 15 8 12 14

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 4 8 10 5 11 4 8 10
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Type de Néron I∗1 I∗3
Cas de Tate 7 7

v(c4) 4 8 10 4 8 10

v(c6) 6 10 10 6 ≥ 12 12

v(∆) 8 8 8 11 12 12

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 3 3 3 4 5 5

Type de Néron I∗5 I∗7
Cas de Tate 7 7

v(c4) 4 8 10 4 8 10

v(c6) 6 12 14 6 12 15

v(∆) 13 16 16 15 19 20

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 7 7 4 8 9

Type de Néron I∗2
Cas de Tate 7

v(c4) 8 8 8 4 10 10 10 10

v(c6) ≥ 12 12 12 6 12 14 ≥ 15 15

v(∆) 12 14 16 10 12 16 18 19

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 6 8 10 4 6 10 12 13

Type de Néron I∗4
Cas de Tate 7

v(c4) 8 8 4 10 10 10

v(c6) 12 12 6 14 ≥ 15 15

v(∆) 16 17 12 16 18 20

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 8 9 4 8 10 12
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Type de Néron I∗6
Cas de Tate 7

v(c4) 4 8 10 10

v(c6) 6 12 15 15

v(∆) 14 18 20 21

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 4 8 10 11

Type de Néron I∗ν , ν ≥ 8

Cas de Tate 7

v(c4) 4 8 10

v(c6) 6 12 15

v(∆) 8 + ν 12 + ν 14 + ν

Conditions sup. ∗ ∗ ∗
v(N) 4 8 10

On notera à cet endroit que si
(
v(c4), v(c6), v(∆)

)
est le triplet

(
10, 15, 14+ν

)
et si ν est impair≥ 9, Papadopoulos ne donne pas de condition supplémentaire ∗,
mais il en existe une pour ce triplet si ν est pair ≥ 8.

Type de Néron IV∗

Cas de Tate 8

v(c4) 4 8 ≥ 11

v(c6) 6 10 10

v(∆) 8 8 8

Conditions sup. ∗ ∗ ∗
v(N) 2 2 2

Type de Néron III∗

Cas de Tate 9

v(c4) 4 8 8 11 11 11 11 11

v(c6) 6 12 ≥ 12 12 14 15 16 ≥ 17

v(∆) 10 14 12 12 16 18 20 21

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 3 7 5 5 9 11 13 14
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Type de Néron II∗

Cas de Tate 10

v(c4) ≥ 12 ≥ 12 ≥ 12 8 4 8 8

v(c6) 15 12 14 ≥ 12 6 12 12

v(∆) 18 12 16 12 11 17 16

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
v(N) 10 4 8 4 3 9 8

Type de Néron Équation non minimale

v(c4) ≥ 12 ≥ 12 ≥ 12 8 4 8 8

v(c6) ≥ 16 12 14 ≥ 12 6 12 12

v(∆) ≥ 20 12 16 12 ≥ 12 16 ≥ 18

Conditions sup. ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

3.6 Annexe C � Le cas de Q2

Dans cette annexe, on explicite le groupe Φ dans le cas où K = Q2 en termes
de la valuation de l'invariant modulaire j (autant qu'il est possible). Cette étude
a déjà été menée par Kraus ([Kra90, Cor.]) et Cali ([Cal04]). L'énoncé ci-dessous
ne di�ère donc des précédents que dans sa formulation (à ceci près qu'on ne
suppose pas le modèle minimal).

Théorème 3.84 On suppose K = Q2. On est dans l'un des cas suivants.

1. Si v(j) = 0, on a |Φ| = 2.

2. Si v(j) ∈ {1, 2, 5, 7, 10, 11}, on a |Φ| = 24.

3. Si v(j) ∈ {3, 9}, on a |Φ| = 8.

4. Supposons v(j) = 4.

(a) Supposons ∆′ ≡ −1 (mod 4). Alors

|Φ| =
{

3 si c′6 ≡ −1 (mod 4) et v(∆) ≡ 8 (mod 12),
6 sinon.

(b) Supposons ∆′ ≡ 1 (mod 4). Alors |Φ| = 24.

5. Supposons v(j) = 6.

(a) Si 2v(c6) = 3v(c4) + 1, on a |Φ| = 4.

(b) Si 2v(c6) > 3v(c4) + 1, on a |Φ| = 8.

6. Supposons v(j) = 8.

(a) Supposons c′4 ≡ −1 (mod 4). Alors

|Φ| =
{

3 si c′6 ≡ 1 (mod 4) et v(∆) ≡ 4 (mod 12),
6 sinon.
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(b) Supposons c′4 ≡ 1 (mod 4). Alors |Φ| = 24.

7. Supposons v(j) ≥ 12.

(a) Si 3 divise v(∆), on a |Φ| = 2.

(b) Supposons que 3 ne divise pas v(∆). On a

|Φ| =
{

3 si c′6 ≡ 1 (mod 4) et v(∆) ≡ 4 ou 8 (mod 12),
6 sinon.



Chapitre 4

Critères d'irréductibilité pour
les représentations
des courbes elliptiques

Introduction

Soient Q la clôture algébrique de Q dans C et K un corps de nombres
contenu dans Q. Étant donnés une courbe elliptique E dé�nie sur K et un
nombre premier p, on note E[p] le groupe des points de p-torsion de la courbe E.
C'est un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps Fp = Z/pZ muni d'une
action du groupe de Galois GK = Gal(Q/K). Cela fournit un homomorphisme

ρp : GK −→ Aut(E[p]) ' GL2(Fp).

Serre a démontré ([Ser72]) que pour toute courbe elliptique E/K sans multi-
plication complexe sur Q, il existe une constante c(E,K) telle que pour tout
nombre premier p > c(E,K), la représentation ρp est surjective. Il a également
posé la question (toujours ouverte, y compris pour K = Q) de savoir si c(E,K)
peut être choisie indépendamment de E ([Ser79]).

Étant donnée une courbe E, on dit qu'un nombre premier p est exceptionnel
si la représentation ρp est réductible. Si la courbe E est sans multiplication com-
plexe, la �nitude de l'ensemble des premiers exceptionnels résulte du théorème
de Shafarevich ([Sil92, p.265] ou �4.2.1). Sur un corps K �xé, il n'y a qu'un nom-
bre �ni de classes de Q-isomorphismes de courbes elliptiques à multiplications
complexes dé�nies surK. Par ailleurs, étant donnée une courbe à multiplications
complexes dé�nie sur K, l'ensemble des premiers exceptionnels peut être �ni ou
in�ni. Par exemple, la représentation ρp de la courbe dé�nie sur K = Q(

√
−3)

par l'équation y2 = x3 + 1, est réductible pour tout nombre premier p ≡ 1
(mod 3) (c.f. �4.6, ex. 4.36). Dans ce travail, on s'intéresse notamment à la
question suivante.

Question 1. Le corps K et la courbe E étant donnés, peut-on décider en toute
généralité si l'ensemble des nombres premiers exceptionnels est �ni et si tel est
le cas comment le déterminer explicitement ?

137
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Lorsque E est sans multiplication complexe, Masser et Wüstholz ([MW93]),
puis Pellarin ([Pel01]) ont obtenu des estimations de la constante c(E,K) comme
conséquence de leurs travaux sur le théorème d'isogénie. Ces résultats ne se prê-
tent cependant pas à une détermination explicite de l'ensemble des nombres pre-
miers exceptionnels. En utilisant des arguments de théorie du corps de classes,
on obtient un critère (théorème 4.1) portant sur la réduction de E en chaque
place �nie de K permettant d'aborder la question 1. On montre notamment que
pour toute courbe elliptique dé�nie sur un corps de degré impair, l'ensemble des
nombres premiers exceptionnels est �ni et qu'il est inclus dans l'ensemble des
diviseurs premiers d'une collection explicite d'entiers (corollaire 4.3).

Ce critère est illustré numériquement dans le �4.6 où l'on détermine ex-
plicitement l'ensemble des nombres premiers exceptionnels de plusieurs courbes
elliptiques (notamment sur des corps quadratiques).

On s'intéresse également dans ce travail à la question suivante.

Question 2. Étant donnés un corps de nombres K et un ensemble in�ni E
de courbes elliptiques dé�nies sur K, peut-on trouver une constante uniforme
α(E ,K) telle que pour toute courbe elliptique E appartenant à E , la représen-
tation ρp soit irréductible dès que p > α(E ,K) ?

Bien entendu, la réponse à cette question n'est pas toujours positive. Cela
s'explique par la présence éventuelle des courbes elliptiques à multiplications
complexes. Cependant, dans le cas où K = Q et E est l'ensemble de toutes les
courbes elliptiques dé�nies sur Q, Mazur a montré ([Maz78]) que tel est le cas
avec α(E ,Q) = 163. Momose ([Mom95]) a étendu ce résultat avec une constante
non e�ective à tous les corps quadratiques qui ne sont pas des corps quadratiques
imaginaires de nombre de classes 1. Dans le cas où E est l'ensemble des courbes
semi-stables, Kraus a également obtenu des résultats uniformes et e�ectifs pour
di�érents corps de nombres, par exemple les corps de degré 2, 3, 5, 7 ou sur ceux
de degré n sur Q dont la clôture galoisienne a un groupe de Galois sur Q isomor-
phe au groupe symétrique Sn ([Kra96, Kra07]). Dans ce travail, on généralise
aux corps de nombres plusieurs critères connus pour Q (propositions 4.5 et 4.6).
On obtient ainsi quelques résultats dans la direction de la question 2 pour des
ensembles E de courbes elliptiques ayant mauvaise réduction additive en une
place �nie de K et un � défaut de semi-stabilité � particulier. Ces résultats sont
particulièrement utiles d'un point de vue numérique et sont illustrés au �4.6.

4.1 Énoncés des résultats

4.1.1 Notations

On note MZ le sous-ensemble de Z[X] constitué des polynômes unitaires ne
s'annulant pas en 0. L'application

MZ ×MZ −→ Z[X]
(P,Q) 7−→ (P ∗Q)(X) = ResZ

(
P (Z), Q (X/Z)ZdegQ

)
où ResZ désigne le résultant par rapport à la variable Z, dé�nit une loi de
monoïde commutatif sur MZ d'élément neutre X − 1 (lemme 4.22). De plus, les
racines complexes de P ∗ Q sont exactement les produits d'une racine de P et
d'une racine de Q comptées avec multiplicités (loc. cit.).
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Soient P ∈ MZ et r ≥ 1. Il existe alors un unique polynôme P (r) ∈ MZ tel
que

P (r)(Xr) = (−1)(r+1) degP
r−1∏
k=0

P (ζkrX),

où ζr est une racine r-ième de l'unité dans C (lemme 4.23). De plus, les racines
complexes de P (r) sont exactement les puissances r-ièmes des racines complexes
de P comptées avec multiplicités et l'application P 7→ P (r) est un morphisme
de monoïdes pour la loi ∗ (loc. cit.).

4.1.2 Résultats

Soient K un corps de nombres contenu dans Q et E une courbe elliptique
dé�nie sur K. On note d le degré de K sur Q, DK son discriminant et OK son
anneau d'entiers.

Soit q un idéal premier de OK en lequel E a bonne réduction. On pose

Pq(X) = X2 − tqX +N(q) ∈ Z[X]

où N(q) est le cardinal du corps résiduel OK/q et

tq = N(q) + 1−Aq,

où Aq est le nombre de points sur le corps résiduel OK/q de la réduction de E
en q.

Soit ` un nombre premier et

`OK =
∏
q|`

qvq(`)

la décomposition de `OK en produit d'idéaux premiers de OK . On suppose que
E a bonne réduction en chaque idéal premier au-dessus de `. Dans ce cas, on
dé�nit le polynôme de P ∗` de Z[X] par la formule

P ∗` = ∗
q|`
P

(12vq(`))
q . (4.1)

Le polynôme P ∗` ne dépend que de la famille de triplets d'entiers {(tq, vq(`), fq)}q|`
où N(q) = `fq et ses racines complexes sont de module `6d (lemme 4.25). On
considère l'entier :

B
(d)
` =

[ d2 ]∏
k=0

P ∗`
(
`12k

)
où [d/2] désigne la partie entière de d/2.

Dans la direction de la question 1 de l'Introduction, on montre le critère
suivant qui est le résultat principal de ce travail.

Théorème 4.1 Soit p un nombre premier exceptionnel pour E. Alors, on est
dans l'une des situations suivantes :

1. p divise 6DK ;
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2. il existe un idéal premier p de OK divisant p en lequel E a mauvaise
réduction additive avec potentiellement bonne réduction supersingulière.

3. pour tout nombre premier ` tel que E a bonne réduction en chaque idéal
premier de OK au-dessus de `, le nombre premier p divise l'entier B(d)

`

(si d = 1, on suppose ` 6= p).

Supposons que E soit donnée par une équation de Weierstrass à coe�cients
dans l'anneau OK de discriminant ∆E et notons NK/Q la norme de l'extension
K/Q. On déduit du théorème 4.1 le corollaire suivant.

Corollaire 4.2 Soit p un nombre premier exceptionnel pour E. Alors, on est
dans l'une des situations suivantes :

1. p divise 6DKNK/Q(∆E) ;
2. pour tout nombre premier ` tel que E a bonne réduction en chaque idéal

premier de OK au-dessus de `, le nombre premier p divise l'entier B(d)
`

(si d = 1, on suppose ` 6= p).

Les racines complexes de P ∗` étant de module `6d, on a en particulier :

d impair =⇒ B
(d)
` 6= 0.

On déduit alors du théorème 4.1 le corollaire suivant.

Corollaire 4.3 (cas du degré impair) On suppose que l'extension K/Q est
de degré d impair. Alors, l'ensemble des nombres premiers exceptionnels pour
E est �ni et inclus dans l'ensemble des diviseurs premiers de l'entier non nul

6DKNK/Q(∆E)B(d)
` ,

pour tout nombre premier ` tel que E a bonne réduction en chaque idéal premier
de OK au-dessus de `.

Remarque. Plus généralement, peut-on caractériser l'ensemble des corps de nom-
bres K possédant la propriété suivante ?

� Pour toute courbe elliptique E dé�nie sur K, l'ensemble Exc(E) est �ni. �
D'après [Dav08, th. I], tel est le cas si K ne contient pas le corps de classes de
Hilbert d'un corps quadratique imaginaire.

La situation est plus compliquée dans le cas des extensions de degré pair.
Cela s'explique a priori par la présence de courbes à multiplications complexes
avec une in�nité de premiers exceptionnels.

Dans le cas particulier des corps quadratiques (d = 2), on a une description
plus explicite des polynômes P ∗` . On rappelle que pour tout entier n ≥ 1, il
existe un unique polynôme Tn appartenant à Z[X] tel que pour tout nombre
réel θ, on ait

Tn(cos θ) = cos(nθ).

Le polynôme Tn s'appelle le n-ième polynôme de Tchebychev (de première es-
pèce). On a en particulier,

T12(X) = 2048X12 − 6144X10 + 6912X8 − 3584X6 + 840X4 − 72X2 + 1

et T24(X) = 2T12(X)2 − 1.
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Proposition 4.4 Soit ` nombre premier tel que E a bonne réduction en chaque
idéal premier de OK divisant `. On est dans l'une des situations suivantes.

1. Soit ` est rami�é dans K, `OK = q2 et on a

P ∗` (X) = P
(24)
q (X) = (X − `12)2 + 2`12

(
1− T24

(
tq

2
√
`

))
X.

En particulier, on a

P ∗` (`12) = −`12t2q(t2q − `)2(t2q − 4`)(t2q − 2`)2(t2q − 3`)2(t4q − 4`t2q + `2)2.

Ainsi P ∗` (`12) = 0 si et seulement si tq ≡ 0 (mod `) (c'est-à-dire pour
` ≥ 5, si et seulement si tq = 0).

2. Soit ` est inerte dans K, `OK = q et on a

P ∗` (X) = P
(12)
q (X) = (X − `12)2 + 2`12

(
1− T12

(
tq
2`

))
X.

En particulier, on a

P ∗` (`12) = −`12t2q(t2q − `2)2(t2q − 4`2)(t2q − 3`2)2.

Ainsi P ∗` (`12) = 0 si et seulement si tq ≡ 0 (mod `), c'est-à-dire si et
seulement si tq = 0, ±` ou ±2`.

3. Soit ` est décomposé dans K, `OK = q1q2 et on a

P ∗` (X) = (Pq1 ∗ Pq2)(12)(X)

= (X2 − `24)2 − 4`12

(
T12

(
tq1

2
√
`

)
T12

(
tq2

2
√
`

)
X2 − `12

(
T12

(
tq1

2
√
`

)2

+T12

(
tq2

2
√
`

)2
)
X + `24T12

(
tq1

2
√
`

)
T12

(
tq2

2
√
`

))
X.

En particulier, on a

P ∗` (`12) = `36
(
t2q1
− t2q2

)2 (
(t2q1

+ t2q2
− 3`)2 − t2q1

t2q2

)2 (
t2q1

+ t2q2
− 4`

)2
×
(
(t2q1

+ t2q2
− `)2 − 3t2q1

t2q2

)2
.

Ainsi P ∗` (`12) = 0 si et seulement si l'une des conditions suivantes est
satisfaite :

tq1 = ±tq2 ; t2q1
+ t2q2

± tq1tq2 = 3`; t2q1
+ t2q2

= 4`.

Remarques/questions.

1. Dans le cas où d = 1 (i.e. K = Q) et ` ≥ 5, on a P ∗` (`6) 6= 0 si et
seulement si E a bonne réduction ordinaire en `. Or on sait que l'ensemble
des nombres premiers supersinguliers a pour densité 0 dans l'ensemble des
nombres premiers si E est sans multiplication complexe et 1/2 sinon. Il
existe donc une in�nité de nombres premiers ` tels que P ∗` (`6) 6= 0.
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2. Dans le cas où d = 2, on a

B
(2)
` = P ∗` (1) · P ∗` (`12) et P ∗` (1) 6= 0.

Pour autant, on ne sait pas caractériser l'ensemble des courbes elliptiques
pour lesquelles il existe un nombre premier ` tel que B(2)

` soit non nul.
Par exemple, est-ce toujours le cas si E est sans multiplication complexe ?
D'après la proposition 4.4, cela résulterait en particulier de l'énoncé suiv-
ant : il existe un idéal premier de degré 2 en lequel E a bonne réduction
ordinaire.

3. Toujours dans le cas d = 2, si E n'est pas une Q-courbe (i.e. E n'est pas
isogène à sa conjuguée galoisienne), on montre en utilisant [Ser72, th.6]
et [Fal86] qu'il existe un nombre premier ` décomposé dans K (`OK =
q1q2) tel que tq1 6= ±tq2 . Cela ne su�t pas à assurer le fait que B(2)

` soit
non nul.

4. Plus généralement, si d ≥ 2 et E est sans multiplication complexe, existe-
t-il un nombre premier ` tel que P ∗` (`6d) 6= 0 ?

Dans la direction de la question 2 de l'Introduction, on généralise aux corps
de nombres plusieurs résultats connus sur Q. Soit q un idéal premier de OK de
caractéristique résiduelle `. On a

N(q) = |OK/q| = `fq ,

où fq est le degré résiduel de q. On suppose que E a mauvaise réduction additive
en q avec potentiellement bonne réduction. Alors, pour tout nombre premier
p ≥ 3 tel que p 6= `, l'action de Iq, sous-groupe d'inertie en q, sur E[p] se fait
par l'intermédiaire d'un certain quotient �ni Φq de Iq ([ST68]) :

Iq −→ Φq ↪→ Aut(E[p]).

On a alors les deux résultats suivants. Ceux-ci sont connus pour K = Q et ont
été utilisés par Serre dans [Ser72, �5] pour traiter des exemples numériques.

Proposition 4.5 On suppose que le groupe Φq n'est pas cyclique. Alors, la
représentation ρp est irréductible pour tout nombre premier p ≥ 5.

Proposition 4.6 On suppose que pour tout entier n ≥ 0, l'ordre du groupe Φq

ne divise pas N(q)n(N(q)− 1). Alors, la représentation ρp est irréductible pour
tout nombre premier p ≥ 3 tel que p 6= `.

Remarque. Si ` ≥ 5, on peut remplacer l'hypothèse par : l'ordre du groupe Φq

ne divise pas N(q)− 1.

Comme corollaires des propositions ci-dessus, on obtient les résultats suiv-
ants dans le cas où q divise 2 ou 3.

Corollaire 4.7 On suppose que q divise 2 et que l'une des conditions suivantes
est satisfaite :

1. le groupe Φq est d'ordre 8 ou 24 ;

2. le groupe Φq est d'ordre 3 ou 6 et le degré résiduel fq est impair.
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Alors, la représentation ρp est irréductible pour tout nombre premier p ≥ 5.

Lorsque q divise 2, l'étude faite au Chapitre 3 permet parfois de calculer l'ordre
du groupe Φq directement à partir de la valuation de l'invariant modulaire de E
(théorème 3.1). Si K est une extension quadratique de Q (ou plus généralement
si le degré sur Q2 du complété de K en q est ≤ 2), le théorème 3.2 avec le
théorème 3.84 et [Cal04] fournissent en toute généralité l'ordre du groupe Φq en
fonction des coe�cients d'une équation de Weierstrass de E.

Remarque. La condition de parité dans le corollaire précédent est nécessaire. En
e�et, soient K l'extension de Q engendrée par une racine du polynôme

(X2 + 5X + 1)3(X2 + 13X + 49)− 24 · 133

32
X

et E la courbe elliptique dé�nie sur K par l'équation

y2 = x3 − x2 − 4x− 4.

Alors, le degré résiduel de K en l'unique idéal p2 de OK divisant 2, est fp2 = 2
et la courbe E a un défaut de semi-stabilité d'ordre 6 en p2. Pour autant la
représentation ρ7 : GK −→ GL2(F7) est réductible car K correspond au sous-
corps de Q laissé �xe par le stablilisateur dans Gal(Q/Q) d'un sous-groupe
d'ordre 7 de E(Q) ([KO92, p.273]).

Lorsque q divise 3, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.8 On suppose que q divise 3 et que l'une des conditions suivantes
est satisfaite :

1. le groupe Φq est d'ordre 12 ;

2. le groupe Φq est d'ordre 4 et le degré résiduel fq est impair.

Alors, la représentation ρp est irréductible pour tout nombre premier p ≥ 5.

4.2 Rappels

Dans toute cette section, on �xe un corps de nombres K contenu dans Q et
une courbe elliptique E dé�nie sur K. Soit p un nombre premier exceptionnel.
Le groupe E[p] possède alors une droite D stable par GK . Notons λ le caractère
donnant l'action de GK sur D. On l'appelle caractère d'isogénie associé à D.
Dans une base convenable de E[p] sur Fp, la représentation ρp est représentable
matriciellement par (

λ ∗
0 λ′

)
,

où λ et λ′ s'interprètent comme des caractères de GK à valeurs dans F∗p. On a

det ρp = λ · λ′ = χp, (4.2)

où χp est le caractère donnant l'action de GK sur les racines p-ièmes de l'unité
(caractère cyclotomique).

La représentation ρp se factorise à travers le groupe de Galois de l'extension
K(E[p])/K, où K(E[p]) est le corps engendré sur K par les coordonnées des
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points de p-torsion de E. On note encore ρp, λ, λ′ et χp les morphismes passés
au quotient.

Soit q est un idéal premier de OK . On note Iq un sous-groupe d'inertie en q
de Gal(K(E[p])/K). Si E a bonne réduction en q et q ne divise pas p, l'extension
K(E[p])/K est non rami�ée en q par le critère de Néron-Ogg-Shafarevich. On
note σq une subsitution de Frobenius en q de Gal(K(E[p])/K) (bien dé�nie à
conjugaison près).

Le résultat suivant est bien connu (c.f. [Sil92, Th.2.4]).

Proposition 4.9 (Hasse � Weil) Soit q est un idéal premier de OK en lequel
E a bonne réduction. Les racines complexes de Pq sont de module N(q)1/2. En
particulier, on a

|tq| ≤ 2N(q)1/2.

Si de plus q ne divise pas p, le polynôme caractéristique de ρp(σq) est Pq = Pq

(mod p) ∈ Fp[X]. En particulier, on a

Pq(λ(σq)) = 0.

4.2.1 Courbes sans multiplication complexe

Dans ce � on démontre la �nitude de l'ensemble des nombres premiers excep-
tionnels dans le cas des courbes sans multiplication complexe à partir du corol-
laire suivant du théorème de Shafarevich (lui-même conséquence du théorème
de Siegel).

Proposition 4.10 (Shafarevich) Il n'existe qu'un nombre �ni (à K-isomor-
phisme près) de courbes elliptiques E′ dé�nies sur K et isogènes à E sur K.

On a le résultat suivant ([Sil92, cor. 6.3]).

Proposition 4.11 (Serre) On suppose que la courbe E est sans multiplication
complexe. Alors, l'ensemble des nombres premiers exceptionnels pour E est �ni.

Démonstration. Soit p un nombre premier exceptionnel. Il existe alors un sous-
groupe cyclique stable d'ordre p, noté Dp, une courbe elliptique notée Ep dé�nie
sur K et une isogénie dé�nie sur K

φp : E −→ Ep

telle que kerφp = Dp. Supposons que l'ensemble des nombres premiers excep-
tionnels de E soit in�ni. D'après la proposition précédente, il existe alors une
in�nité de nombres premiers p tels que les courbes Ep correspondantes apparti-
ennent à la même classe d'isomorphisme. Soient p et p′ deux nombres premiers
exceptionnels tels que Ep ' Ep′ . La composition

E
φp−→ Ep ' Ep′

φ̂p′−→ E,

où φ̂p′ est l'isogénie duale de φp′ fournit un endomorphisme de E de degré

(deg φp)(deg φ̂p′) = p · p′.

Or, par hypothèse, End(E) = Z, donc chaque endomorphisme de E est de degré
n2 pour un certain entier n ∈ Z. D'où p = p′ et les courbes Ep sont deux-à-deux
non isomorphes. On en déduit la �nitude de l'ensemble des nombres premiers
exceptionnels.
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4.2.2 Rami�cation et caractère d'isogénie

On suppose que p est un nombre premier exceptionnel pour E. L'objectif de
ce � est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 4.12 Supposons p ≥ 5 non rami�é dans K.

1. Le caractère λ12 est non rami�é en dehors des idéaux premiers de OK
divisant p.

2. Soit p un idéal de OK divisant p. On suppose que E n'a pas mauvaise
réduction additive en p avec potentiellement bonne réduction de hauteur 2
(supersingulière). Alors, il existe un entier αp ∈ {0, 12} tel que

λ12 |Ip= χαp
p |Ip .

Remarque. Dans une base convenable, la représentation sur les points de p-
torsion de la courbe E/D est représentable matriciellement par(

λ′ ∗
0 λ

)
.

Autrement dit, d'après l'égalité (4.2), on peut toujours, si on le souhaite, rem-
placer la famille {αp}p|p par la famille {12− αp}p|p.

La proposition 4.12 se déduit de l'étude locale, donnée aux ��4.2.2�4.2.2, de
la restriction de ρp aux sous-groupes d'inertie de Gal(K(E[p])/K). Ces résultats
étant connus, nous les admettrons tout en donnant les références où trouver les
détails (voir aussi [Dav08, �1] pour une discussion similaire).

Notations. On note j l'invariant modulaire de E, SE l'ensemble des idéaux
premiers de OK en lesquels E a mauvaise réduction et S′E le sous-ensemble de
SE constitué des idéaux premiers de mauvaise réduction additive. Pour un idéal
premier q de OK , on note vq la valuation en q de K normalisée par vq(K∗) = Z.

Étude de la représentation ρp hors de p

Soit q un idéal premier de OK ne divisant pas p. Le résultat suivant résulte
du critère de Néron-Ogg-Shafarevich ([Sil92, p.184]).

Proposition 4.13 Si q n'appartient pas à SE, alors E a bonne réduction en q
et Iq agit trivialement sur E[p].

Le résultat suivant est une conséquence de la théorie de la courbe de Tate
(c.f. [Ser68, IV]).

Proposition 4.14 Supposons que q appartienne à SE et vq(j) < 0. Alors :

1. soit E a mauvaise réduction multiplicative en q et on a

ρp |Iq'
(

1 ∗
0 1

)
,

où Iq agit trivialement si et seulement si vq(j) ≡ 0 (mod p).
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2. Soit E a mauvaise réduction additive en q (avec potentiellement réduction
multiplicative) et on a

ρp |Iq'
(
ε ∗
0 ε

)
,

où ε : Iq → {±1} est un caractère quadratique.

Le résultat suivant utilise l'hypothèse p ≥ 5.

Proposition 4.15 Si q appartient à S′E et vq(j) ≥ 0, alors l'image de Iq par λ
dans F∗p est isomorphe au groupe Φq ; c'est un sous-groupe cyclique d'ordre 2,
3, 4 ou 6.

Étude de la représentation ρp en p

Soit p un idéal premier de OK divisant p. On rappelle que p est ≥ 5 et non
rami�é dans K. On note ∆p le discriminant d'une équation de Weierstrass de
E minimale en p.

Le résultat suivant se trouve dans [Ser72, ��1.11-1.12].

Proposition 4.16 Si p n'appartient pas à S′E, alors E a soit mauvaise réduc-
tion multiplicative, soit bonne réduction ordinaire en p et on a

ρp |Ip'
(
χp ∗
0 1

)
.

Le résultat suivant est l'énoncé de la prop. 10 de [Kra97a].

Proposition 4.17 Si p appartient à S′E et vp(j) < 0, alors, on a

ρp |Ip'
(
χp−αp ∗

0 χαp

)
, où α =

p− 1
2

.

Le résultat suivant résulte de [Kra97a, prop.1] et [Kra97a, lem.2].

Proposition 4.18 Si p appartient à S′E, vp(j) ≥ 0 et E a potentiellement bonne
réduction de hauteur h = 1. Alors, le nombre α = (p − 1)vp(∆p)/12 est entier
et on a

ρp |Ip'
(
χ1−α
p ∗
0 χαp

)
.

Démonstration de la proposition 4.12

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 4.19 Soit H un sous-groupe de Gal(K(E[p])/K). On suppose que dans
deux bases de E[p] sur Fp, la restriction de ρp à H est représentable matricielle-
ment par (

λ ∗
0 λ′

)
et

(
µ ∗
0 µ′

)
.

Alors, on a {λ, λ′} = {µ, µ′} (où l'on note encore λ et λ′ les restrictions des
caractères à H et où µ, µ′ sont des caractères de H à valeurs dans Fp).



4.2. RAPPELS 147

Démonstration. Notons (P1, P2) et (P3, P4) les deux bases de E[p] sur Fp où

ρp |H est représentable respectivement par les matrices

(
λ ∗
0 λ′

)
et

(
µ ∗
0 µ′

)
.

Pour 1 ≤ i ≤ 4, notons Di la droite engendrée par Pi. Si D1 6= D3, alors dans
la base (P1, P3), ρp |H est représentable matriciellement sous la forme(

λ 0
0 µ

)
.

On a alors λ = µ′ car pour tout σ dans H, les valeurs propres de ρp(σ) sont
µ(σ) et µ′(σ). D'où λ′ = µ. Si D1 = D3, alors H agit sur une même droite par
les caractères λ et µ. Donc, λ = µ et par suite, λ′ = µ′. D'où le lemme 4.19.

Démontrons à présent la proposition 4.12. On distingue deux cas.

1. Soit q un idéal premier de OK ne divisant pas p. D'après l'étude locale du
�4.2.2, on est dans l'une des situations suivantes.

(a) La courbe E a bonne réduction en q et d'après la proposition 4.13,
E[p] est non rami�é en q, donc λ également et par conséquent sa
puissance 12-ième.

(b) La courbe E a potentiellement réduction multiplicative (y compris
réduction multiplicative) en q et d'après la proposition 4.14 et le
lemme 4.19, on a

λ2 |Iq= 1.

En particulier, λ12 est non rami�é en q.

(c) La courbe E a mauvaise réduction additive en q et d'après la propo-
sition 4.15, on a

λn |Iq= 1, avec n = 2, 3, 4 ou 6.

En particulier, λ12 est non rami�é en q.

Cela démontre le premier point de la proposition 4.12.

2. Soit p un idéal premier de OK divisant p. D'après l'étude locale du �4.2.2
et les hypothèses de l'énoncé, on est dans l'une des situations suivantes.

(a) La courbe E a soit mauvaise réduction multiplicative, soit bonne
réduction ordinaire en p et d'après la proposition 4.16 et le lemme 4.19
on a

λ |Ip= χp |Ip ou λ |Ip= 1.

D'où
λ12 |Ip= χαp

p |Ip avec αp = 0 ou 12.

(b) La courbe E a mauvaise réduction additive avec potentiellement
réduction multiplicative en p et d'après la proposition 4.17 et le
lemme 4.19 on a

λ12 |Ip=
(
χp |Ip

)12−12α
ou λ12 |Ip=

(
χp |Ip

)12α
, où α =

p− 1
2

.

Or, χp |Ip est d'ordre p− 1 et 12α ≡ 0 (mod (p− 1)). Donc, on a

λ12 |Ip= χαp
p |Ip avec αp = 0 ou 12.
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(c) La courbe E a mauvaise réduction additive avec potentiellement
bonne réduction de hauteur h = 1 en p. D'après la proposition 4.18
et le lemme 4.19 on a alors h = 1 et

λ12 |Ip=
(
χp |Ip

)12−12α
ou λ12 |Ip=

(
χp |Ip

)12α
,

où α = (p − 1)vp(∆p)/12. Or, χp |Ip est d'ordre p − 1 et 12α ≡ 0
(mod (p− 1)). Donc, on a

λ12 |Ip= χαp
p |Ip avec αp = 0 ou 12.

Cela achève la démonstration de la proposition 4.12.

Remarques.

1. On peut montrer en utilisant la description locale de ρp donnée dans la
proposition [Kra97a, prop.2] que si p divise p et E a mauvaise réduction
additive en p avec potentiellement bonne réduction supersingulière, alors
il existe un entier αp ∈ {4, 6, 8} tel que

λ12 |Ip= χαp
p |Ip .

2. Dans sa thèse ([Dav08]), A. David démontre que si K ne contient pas le
corps de classes de Hilbert d'un corps quadratique imaginaire, il existe
alors une constante e�ective C(K), ne dépendant que de K (et donc pas
de E) telle que si p > C(K), on a αp = 6 pour tout idéal premier p de OK
divisant p (voir également [Mom95]). Nous n'utiliserons pas ces résultats.

4.2.3 Théorie du corps de classes et caractère d'isogénie

On reprend les hypothèses et notations précédentes. En particulier, p est
un nombre premier ≥ 5 non rami�é dans K et on suppose que pour tout idéal
premier p de OK divisant p, E n'a pas mauvaise réduction additive en p avec
potentiellement bonne réduction de hauteur 2. Étant donné un idéal premier p
de OK au-dessus de p, on désigne par

Np : (OK/p)∗ −→ F∗p

le morphisme norme. L'objectif de ce � est de démontrer la proposition ci-
dessous. Elle �gure déjà sous une forme légèrement di�érente dans la thèse
de David ([Dav08, prop.2.2.1]).

Proposition 4.20 (David) Soit ` un nombre premier 6= p et `OK =
∏

q|` qvq(`)

la décomposition de `OK en produit d'idéaux premiers de OK . On suppose que
pour tout idéal premier q de OK divisant `, E a bonne réduction en q. Alors,
on a : ∏

q|`

λ(σq)12vq(`) =
∏
p|p

Np(`+ p)αp ,

où αp ∈ {0, 12} est dé�ni à la proposition 4.12.
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Un lemme de la théorie du corps de classes

Soient L l'extension de K trivialisant le caractère λ12 et µp le groupe de
racines p-ièmes de l'unité dans Q. D'après l'accouplement de Weil, on a µp ⊂
K(E[p]). Donc L(µp) est une sous-extension abélienne de K(E[p])/K. On note
IK le groupe des idèles de K et

r : IK −→ Gal(L(µp)/K),

le morphisme de réciprocité global donné par la théorie du corps de classes. Il
est surjectif et son noyau contient les idèles principales.

Soit v une place de K. On note Kv le complété de K en v et on identi�e K
à un sous-corps de Kv. On désigne par

rv : K∗v ↪→ IK −→ Gal(L(µp)/K)

la composée de l'injection deK∗v dans IK par le morphisme de réciprocité global.
Si q est un idéal premier de OK de bonne réduction ne divisant pas p,

on rappelle que l'extension K(E[p])/K est non rami�ée en q. La restriction à
Gal(L(µp)/K) d'une substitution de Frobenius en q du groupe Gal(K(E[p])/K)
(bien dé�nie à conjugaison près) est unique. On la note encore σq. De même,
on note encore χp (resp. λ) la restriction du caractère cyclotomique (resp.
d'isogénie) à Gal(L(µp)/K).

Le résultat suivant regroupe plusieurs résultats classiques de la théorie du
corps de classes qui seront utiles à la démonstration de la proposition 4.20. La
démonstration du troisième point est tirée de [Kra07, App. 1 prop. 1].

Lemme 4.21 Soit v une place de K.

1. Si v est une place in�nie de K, on a λ12(rv(`)) = 1.

2. Si v = q est une place �nie de K ne divisant pas p, on a

rq(Uq) = {1},

où Uq est le groupe des unités de l'anneau d'entiers du corps Kq. Si de
plus, q divise `, alors

rq(πq) = σq,

où πq est une uniformisante de Kq.

3. Si v = p est une place �nie de K divisant p, alors rp(`) appartient au
sous-groupe d'inertie en p de L(µp)/K et on a

χp (rp(`)) = Np(`+ p)−1.

Démonstration. Soit v une place de K. On distingue trois cas.

1. Supposons que v soit une place in�nie de K. Soit L′ l'extension de K
trivialisant le caractère λ,

r′ : IK −→ Gal(L′(µp)/K),

le morphisme de réciprocité global donné par la théorie du corps de classes
et

r′v : K∗v ↪→ IK
r′−→ Gal(L′(µp)/K).
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L'image de l'application r′v est d'ordre ≤ 2. Par ailleurs, l'image par
λ12 d'un élément de Gal(L′(µp)/K) ne dépend que de sa restriction à
Gal(L(µp)/K). D'où :

λ12(rv(`)) = λ12(r′v(`)),

puis

λ(r′v(`))
12 = λ(r′v(`)

12) = 1.

D'où le résultat.

2. Supposons que v = q soit une place �nie de K ne divisant pas p. Alors,
d'après [Neu86], l'image par rq de Uq est un sous-groupe d'inertie en
q de l'extension L(µp)/K. Or celle-ci est non rami�ée en q d'après le
lemme 4.19. D'où l'égalité

rq(Uq) = {1}.

Si de plus q divise ` alors E a bonne réduction en q et d'après [Neu86],
l'image par rq de πq est la substitution de Frobenius en q de l'extension
L(µp)/K. Autrement dit, rq(πq) = σq.

3. Supposons que v = p soit une place �nie de K divisant p. On note Qp une
clôture algébrique de Qp. Comme p est non rami�é dans K, on identi�e
Kp à l'extension non rami�ée de Qp contenue dans Qp dont le degré sur
Qp est le degré résiduel de p sur p. On note Kab la clôture abélienne de
K dans Q, Kab

p la clôture abélienne de Kp dans Qp,

Θp : K∗p −→ Gal(Kab
p /Kp)

le morphisme de réciprocité local en p et

Resp : Gal(Kab
p /Kp) −→ Gal(L(µp)/K)

le morphisme de restriction. D'après la compatibilité entre la théorie du
corps de classes locale et globale, on a, pour tout x ∈ K∗p ,

Resp(Θp(x)) = rp(x). (4.3)

Or, d'après le corollaire de [Kra07, App. 1 prop. 1], on a

Θp(`)(ζ) = ζn
−1
,

où n est un entier tel que

Np(`+ p) = n (mod pZ).

D'où le résultat voulu, d'après l'égalité (4.3).

Cela termine la démonstration du lemme 4.21.
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Démonstration de la proposition 4.20

L'image par le morphisme de réciprocité global de l'idèle principale (`)v est
triviale, i.e. ∏

v

rv(`) = 1. (4.4)

Si v est une place in�nie de K, alors d'après le lemme 4.21, on a

λ12 (rv(`)) = 1. (4.5)

Si v = q est une place �nie de K ne divisant ni p, ni ` on a ` ∈ UKq . D'après
loc. cit. on a donc rq(`) = 1.

Si v = q est une place �nie de K divisant `. Alors,

` = u · πvq(`)
q ,

où πq est une uniformisante de Kq et u ∈ UKq . D'après loc. cit. on a donc

rq(`) = σ
vq(`)
q , puis

λ12 (rq(`)) = (λ12(σq))vq(`) = λ(σq)12vq(`). (4.6)

Si v = p est une place �nie de K divisant p, alors d'après loc. cit., rp(`) appar-
tient au sous-groupe d'inertie en p de L(µp)/K et on a

χp (rp(`)) = Np(`+ p)−1.

Or, d'après la proposition 4.12, on a

λ12 |Ip= χαp
p |Ip .

On en déduit que l'on a

λ12 (rp(`)) = Np(`+ p)−αp . (4.7)

D'après les égalités (4.4)�(4.7) ci-dessus, on a

1 =
∏
v

λ12 (rv(`))

=
∏
q|`

λ(σq)12vq(`) ·
∏
p|p

Np(`+ p)−αp .

Cela démontre la proposition 4.20.

4.3 Démonstration du théorème 4.1

Soient K un corps de nombres contenu dans Q, E une courbe elliptique
dé�nie sur K et p un nombre premier exceptionnel. On suppose p ≥ 5, p non
rami�é dansK et pour tout idéal premier p deOK divisant p, E n'a pas mauvaise
réduction additive en p avec potentiellement bonne réduction de hauteur 2.

Soit ` un nombre premier tel que E ait bonne réduction en tout idéal premier
de OK divisant `. Il s'agit de montrer que p divise B(d)

` .
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La démonstration du théorème 4.1 comporte plusieurs étapes. On commence
par dé�nir pour tout anneau intègre A une loi de monoïde commutatif sur le
sous-ensemble de A[X] constitué des polynômes unitaires ne s'annulant pas
en 0 (lemme 4.22). Cela nous permet de démontrer les propriétés suivantes du
polynôme P ∗` (lemme 4.25) :

� ses racines complexes sont de module `6d ;
� le membre de gauche de l'égalité de la proposition 4.20 est une racine de
P ∗` = P ∗` (mod p).

Le théorème 4.1 se déduit alors d'une reformulation du membre de droite de la
proposition 4.20.

4.3.1 Loi de monoïde

Soit A un anneau intègre de corps des fractions L et L une clôture algébrique
de L. On note MA le sous-ensemble de A[X] constitué des polynômes unitaires
ne s'annulant pas en 0.

Lemme 4.22 L'application

MA ×MA −→ A[X]
(P,Q) 7−→ (P ∗Q)(X) = ResZ

(
P (Z), Q (X/Z)ZdegQ

)
a une image contenue dans MA. Elle dé�nit une loi de monoïde commutatif
sur MA d'élément neutre P0(X) = X − 1. De plus, si P , Q ∈MA s'écrivent

P (X) =
n∏
i=1

(X − αi) et Q(X) =
m∏
j=1

(X − βj)

dans L[X], on a

(P ∗Q)(X) =
∏

1≤i≤n
1≤j≤m

(X − αiβj).

En particulier,

(P ∗Q)(0) = (−1)degP ·degQP (0)degQQ(0)degP .

Démonstration. Il s'agit de véri�er que pour tout P , Q et R ∈MA, on a

1. P ∗Q ∈MA ;

2. P ∗ P0 = P0 ∗ P = P ;

3. (P ∗Q) ∗R = P ∗ (Q ∗R) ;

4. P ∗Q = Q ∗ P .
On suppose que le polynôme Q s'écrit

Q(X) = Xm + bm−1X
m−1 + · · ·+ b1X + b0, avec b0 6= 0.

Alors,

Q

(
X

Z

)
Zm = b0Z

m + b1XZ
m−1 + · · ·+ bm−1X

m−1Z +Xm ∈ A[X][Z]
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et degZ(Q(X/Z)Zm) = m = degQ (car b0 6= 0). Par dé�nition du résultant de
deux polynômes ([Bou81, A IV.71 �6 Déf. 1]), on a donc P ∗ Q ∈ A[X]. Par
ailleurs, supposons que les polynômes P et Q se factorisent sur L de la façon
suivante

P (X) =
n∏
i=1

(X − αi) et Q(X) =
m∏
j=1

(X − βj).

Alors, on a

Q

(
X

Z

)
Zm = Q(0)

m∏
j=1

(
Z − 1

βj
X

)
et d'après [Bou81, A IV.75 �6 Cor. 1],

(P ∗Q)(X) = Q(0)n
∏
i,j

(
αi −

1
βj
X

)
.

Or, Q(0) =
∏m
j=1(−βj), donc

(P ∗Q)(X) =
n∏
i=1

m∏
j=1

(X − αiβj) .

C'est la formule de l'énoncé. On en déduit que l'on a :
� (P ∗Q)(0) = (−1)degP ·degQP (0)degQQ(0)degP 6= 0, donc P ∗Q ∈MA ;
� P ∗ P0 = P0 ∗ P = P ;
� P ∗Q = Q ∗ P ;

De plus, les polynômes (P ∗ Q) ∗ R et P ∗ (Q ∗ R) ont les mêmes racines dans
L comptées avec multiplicités. Comme ils sont unitaires, ils sont égaux. D'où le
lemme.

Pour tout entier r ≥ 1, on note ζr une racine r-ième de l'unité dans L.

Lemme 4.23 Soient r ≥ 1 et P ∈MA. Il existe un unique polynôme P (r) ∈MA

tel que

P (r)(Xr) = (−1)(r+1) degP
r−1∏
k=0

P (ζkrX). (4.8)

L'application P 7→ P (r) est un morphisme de monoïdes pour la loi ∗. De plus,
si P ∈MA se factorise sur L de la façon suivante

P (X) =
n∏
i=1

(X − αi),

on a

P (r)(X) =
n∏
i=1

(X − αri ) . (4.9)

Démonstration. Soit P ∈ MA. L'unicité d'un polynôme P (r) véri�ant la rela-
tion (4.8) étant immédiate, on montre l'existence à partir de la formule proposée.
On suppose :

P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0

=
n∏
i=1

(X − αi) avec αi ∈ L.
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On pose alors

P (r)(X) =
n∏
i=1

(X − αri ) .

On doit véri�er :

1. P (r) ∈MA ;

2. P (r)(Xr) = (−1)(r+1) degP
∏r−1
k=0 P (ζkrX).

Notons {σk}1≤k≤n la famille des polynômes symétriques élémentaires en n vari-
ables. Soit k un entier compris entre 1 et n. Le polynôme σk(Xr

1 , . . . , X
r
n) est

symétrique. D'après [Bou81, A IV.58 �6 Th. 1], il existe donc un polynôme
Qk ∈ A[Y1, . . . , Yn] tel que

σk(Xr
1 , . . . , X

r
n) = Qk(σ1(X1, . . . , Xn), . . . , σn(X1, . . . , Xn)).

Donc d'après les relations entre coe�cients et racines d'un polynôme, on a

σk(αr1, . . . , α
r
n) = Qk(σ1(α1, . . . , αn), . . . , σn(α1, . . . , αn))

= Qk(−an−1, . . . , (−1)na0) ∈ A.

Donc P (r) ∈ A[X]. Comme de plus, P (r)(0) = (−1)(r+1) degPP (0)r 6= 0 et P (r)

est unitaire, on a P (r) ∈MA. Véri�ons à présent que l'on a bien l'égalité (4.8) :

P (r)(Xr) =
n∏
i=1

(Xr − αri ) =
n∏
i=1

r−1∏
k=0

(
X − ζ−kr αi

)
=

(
r−1∏
k=0

ζ−kr

)n r−1∏
k=0

n∏
i=1

(
ζkrX − αi

)
=
(
ζ
r(r−1)

2
r

)−n r−1∏
k=0

P (ζkrX).

Or,

(
ζ
r(r−1)

2
r

)2

= ζ
r(r−1)
r = 1, puis

ζ
r(r−1)

2
r = (−1)r+1.

On en déduit la formule recherchée et le fait que l'application P 7→ P (r) est bien
dé�nie.

Véri�ons en�n qu'il s'agit bien d'un morphisme de monoïdes. On a P (r)
0 =

P0. Soient P et Q dans MA. D'après le lemme 4.22 et la formule (4.9), les
polynômes (P ∗Q)(r) et P (r) ∗Q(r) ont les mêmes racines dans L comptées avec
multiplicités. Ils sont donc égaux. D'où le lemme 4.23.

Lemme 4.24 Soient A et B deux anneaux intègres et ϕ : A→ B un mor-
phisme d'anneaux. L'ensemble

Mϕ
A = {P ∈MA | ϕ(P (0)) 6= 0}
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est stable pour la loi ∗. L'application ϕ : A[X]→ B[X] dé�nie par

ϕ
(∑

i

aiX
i
)

=
∑
i

ϕ(ai)Xi.

induit un morphisme de monoïdes (encore noté ϕ)

ϕ : Mϕ
A −→MB .

Soient P ∈Mϕ
A et r ≥ 1. Alors, P (r) ∈Mϕ

A et on a

(ϕ(P ))(r) = ϕ
(
P (r)

)
.

Démonstration. D'après le lemme 4.22, si P , Q ∈Mϕ
A ⊂MA, on a P ∗Q ∈MA

et
(P ∗Q)(0) = (−1)degP ·degQP (0)degQQ(0)degP .

D'où

ϕ ((P ∗Q)(0)) = (−1)degP ·degQϕ(P (0))degQϕ(Q(0))degP 6= 0

car ϕ(P (0)) 6= 0, ϕ(Q(0)) 6= 0 et B est intègre. Donc Mϕ
A est bien un sous-

ensemble de MA stable pour la loi ∗. On a ϕ(P0) = P0 et la relation

ϕ(P ∗Q) = ϕ(P ) ∗ ϕ(Q), pour P, Q ∈Mϕ
A ,

résulte de la dé�nition du résultant de deux polynômes ([Bou81, A IV.72 �6])
en termes de déterminant de Sylvester.

Soient P ∈Mϕ
A et r ≥ 1. Alors, d'après le lemme 4.23, on a P (r) ∈MA et

ϕ
(
P (r)(0)

)
= (−1)(r+1) degPϕ(P (0))r 6= 0

car ϕ(P (0)) 6= 0 et B est intègre. D'où P (r) ∈Mϕ
A . Posons :

P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 =

n∏
i=1

(X − αi) avec αi ∈ L;

P (r)(X) = Xn + bn−1X
n−1 + · · ·+ b1X + b0 =

n∏
i=1

(X − αri ) ∈ A[X];

ϕ(P )(r)(X) = Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c1X + c0 avec ci ∈ B.

Il s'agit de montrer que pour tout 1 ≤ k ≤ n, on a ϕ(bn−k) = cn−k. No-
tons {σk}1≤k≤n la famille des polynômes symétriques élémentaires en n vari-
ables. Soit k un entier compris entre 1 et n. Le polynôme σk(Xr

1 , . . . , X
r
n)

est symétrique. D'après [Bou81, A IV.58 �6 Th. 1], il existe donc un unique
polynôme Qk,A ∈ A[Y1, . . . , Yn] (resp. Qk,B ∈ B[Y1, . . . , Yn]) tel que

σk(Xr
1 , . . . , X

r
n) = Qk,A(σ1(X1, . . . , Xn), . . . , σn(X1, . . . , Xn))

(resp. σk(Xr
1 , . . . , X

r
n) = Qk,B(σ1(X1, . . . , Xn), . . . , σn(X1, . . . , Xn))).

Donc d'après les relations entre coe�cients et racines d'un polynôme, on a

(−1)kbn−k = σk(αr1, . . . , α
r
n) = Qk,A(σ1(α1, . . . , αn), . . . , σn(α1, . . . , αn))

= Qk,A(−an−1, . . . , (−1)na0).
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Or, par unicité, ϕ(Qk,A) = Qk,B . Donc,

(−1)kϕ(bn−k) = Qk,B(−ϕ(an−1), . . . , (−1)nϕ(a0)) = (−1)kcn−k

à nouveau par les relations entre coe�cients et racines d'un polynôme. D'où
l'égalité (ϕ(P ))(r) = ϕ

(
P (r)

)
et le lemme 4.24.

4.3.2 Le polynôme P ∗`
Soit

∏
q|` qvq(`) la décomposition de l'idéal `OK en produit d'idéaux premiers

de OK . On note g` le cardinal de l'ensemble {q | `}. On rappelle que E a
par hypothèse bonne réduction en tout idéal premier q de OK divisant `. Le
polynôme P ∗` donné par la formule (4.1) est alors bien dé�ni et à coe�cients
entiers.

D'après le lemme 4.24, l'application de réduction ϕ : Z → Z/pZ induit un
morphisme de monoïdes

Mϕ
Z −→ MFp

P 7−→ P .

En particulier, P ∗Q = P ∗Q pour tout P , Q ∈Mϕ
Z .

Lemme 4.25 Le polynôme P ∗` appartient à MZ et véri�e :

P ∗` (0) = `12·d·2g`−1
. (4.10)

Ses racines complexes sont de module `6d. Si de plus ` 6= p, alors P ∗` ∈ M
ϕ
Z et

on a
P ∗` (Ω) = 0, où Ω =

∏
q|`

λ(σq)12vq(`) ∈ Fp.

Démonstration. Pour tout q | `, le polynôme Pq est unitaire, à coe�cients entiers
et véri�e (prop. 4.9) :

Pq(0) = N(q) = `fq .

En particulier, Pq ∈ MZ. D'après les lemmes 4.22 et 4.23, le polynôme P ∗`
est bien dé�ni (la loi ∗ est associative) et indépendant de l'ordre des idéaux
premiers dans la décomposition de ` dans K (la loi ∗ est commutative). De
plus, P ∗` appartient à MZ ⊂ Z[X].

Soient P1, . . . , Pn ∈MA de degrés respectifs d1, . . . , dn. On montre par récur-
rence sur n, à partir de la formule pour n = 2 du lemme 4.22 que l'on a

(P1 ∗ · · · ∗ Pn)(0) = (−1)(n+1)d1···dn
n∏
i=1

Pi(0)
Q
j 6=i dj .

De plus, d'après le lemme 4.23, pour tout P ∈ MZ et tout entier r ≥ 1, on a
P (r)(0) = (−1)(r+1) degPP (0)r. Comme pour tout idéal q | `, on a degPq = 2,
on en déduit

P ∗` (0) =
∏
q|`

Pq(0)12vq(`)·2g`−1
=
∏
q|`

(
`fq
)12vq(`)·2g`−1

= `12·2g`−1 P
q|` fqvq(`).

D'où la formule car
∑

q|` fqvq(`) = d.
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Par ailleurs, d'après la proposition 4.9, les racines complexes de Pq sont de

module N(q)1/2 = `fq/2. Donc, d'après le lemme 4.23, celles de P (12vq(`))
q sont

de module `6fqvq(`). D'après le lemme 4.22, celles de P ∗` sont de module∏
q|`

`6fqvq(`) = `6
P

q|` fqvq(`) = `6d.

Supposons à présent ` 6= p. Alors, d'après la formule (4.10), on a P ∗` ∈ Mϕ
Z .

D'après la proposition 4.9, on a

Pq(λ(σq)) = 0.

Donc d'après le lemme 4.23, on a :

Pq
(12vq(`))

(
λ(σq)12vq(`)

)
= 0 (mod p). (4.11)

Puis,

P ∗` (Ω) = ∗
q|`
P

(12vq(`))
q

(∏
q|`

λ(σq)12vq(`)
)

=
(
∗
q|`
Pq

(12vq(`))
)(∏

q|`

λ(σq)12vq(`)
)

(lemme 4.24)

= 0 (mod p) (d'après le lemme 4.22 et la relation (4.11)).

D'où le lemme 4.25.

4.3.3 Fin de la démonstration du théorème 4.1

On reprend les notations de l'Introduction et des ��4.1�4.2. En particulier,
λ désigne le caractère d'isogénie associé à une droite stable.

On rappelle que l'on a supposé p ≥ 5, non rami�é dans K et pour tout
idéal premier p de OK divisant p, E n'a pas mauvaise réduction additive en p
avec potentiellement bonne réduction de hauteur 2. Il s'agit de montrer que p
divise B(d)

` .

Supposons p = `. Alors, pour d ≥ 2, par dé�nition de B(d)
p , il existe un entier

k > 0 tel que P ∗p (p12k) divise B(d)
p . D'où p divise B(d)

p car

P ∗p (p12k) ≡ P ∗p (0) (mod p)

≡ 0 (mod p) d'après le lemme 4.25.

Supposons p 6= `. D'après la proposition 4.20, on a :

Ω =
∏
q|`

λ(σq)12vq(`) =
∏
p|p

Np(`+ p)αp . (4.12)

Or, par dé�nition on a

Np(`+ p) = `1+p+···+pfp−1
(mod p)

= `fp (mod p)
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où N(p) = |OK/p| = `fp . D'où∏
p|p

Np(`+ p)αp = `
P

p|p fpαp . (4.13)

Or, αp ∈ {0, 12} d'après la proposition 4.12 et on pose

k =
∑
p|p

αp=12

fp ≥ 0

de sorte que ∑
p|p

fpαp = 12k. (4.14)

Comme p est non rami�é dans K, on a

d =
∑
p|p

fp. (4.15)

Or, d'après la remarque suivant la proposition 4.12, on peut toujours, si on le
souhaite, remplacer la famille {αp}p|p par la famille {12− αp}p|p, donc on peut
supposer que l'on a : ∑

p|p

fpαp ≤
∑
p|p

fp(12− αp).

Autrement dit, d'après les égalités (4.14) et (4.15)

12k ≤ 12(d− k)

soit encore

k ≤
[
d

2

]
.

D'après les égalités (4.13) et (4.14) on a∏
p|p

Np(`+ p)αp = `12k (mod p). (4.16)

Par ailleurs, d'après le lemme 4.25, on a

P ∗` (Ω) = 0.

Donc, d'après les égalités (4.12) et (4.16), il vient

P ∗`
(
`12k

)
= 0

c'est-à-dire

P ∗`
(
`12k

)
≡ 0 (mod p).

D'où le théorème 4.1.
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4.4 Démonstration de la proposition 4.4

On considère la famille {Tn}n≥1 des polynômes de Tchebychev. En partic-
ulier, on a

T3(X) = 4X3 − 3X; 1− T3(X) = −(X − 1)(2X + 1)2;

1 + T3(X) = (X + 1)(2X − 1)2; 2T3(X)2 − 1 = (2X2 − 1)(16X4 − 16X2 + 1).

On rappelle que pour tout entier n ≥ 1, on a :

1− T2n(X) = 2
(
1− Tn(X)2

)
ou encore 1 + T2n(X) = 2Tn(X)2. (4.17)

Soit ` nombre premier tel que E a bonne réduction en chaque idéal premier
de OK divisant `. On distingue trois cas selon la décomposition de ` dans K.

1. Supposons ` rami�é dans K avec `OK = q2 et posons

Pq(X) = X2 − tqX + ` = (X − α)(X − β).

D'après la prop. 4.9, on a |α| = |β| =
√
`. Posons donc α =

√
`eiθ avec

θ ∈ R. D'après le lemme 4.22, on a

P ∗` (X) = (X − α24)(X − β24).

D'où

P ∗` (X) = X2 − (α24 + β24)X + `24

= X2 − 2`12 cos(24θ)X + `24.

Or, cos(24θ) = T24(cos θ) et 2
√
` cos θ = tq, d'où

P ∗` (X) = X2 − 2`12T24

(
tq

2
√
`

)
X + `24

= (X − `12)2 + 2`12

(
1− T24

(
tq

2
√
`

))
X.

On en déduit immédiatement

P ∗` (`12) = 2`24

(
1− T24

(
tq

2
√
`

))
.

Or, d'après les relations (4.17), on a

1− T24 = 25(1− T3)(1 + T3)T 2
3 (2T 2

3 − 1)2.

D'où la factorisation

P ∗` (`12) = −`12t2q(t2q − `)2(t2q − 4`)(t2q − 2`)2(t2q − 3`)2(t4q − 4`t2q + `2)2

car

T3

(
tq

2
√
`

)
=

tq

2`
√
`

(
t2q − 3`

)
;

1− T3

(
tq

2
√
`

)
= − 1

2`
√
`
(tq − 2

√
`)(tq +

√
`)2;

1 + T3

(
tq

2
√
`

)
=

1
2`
√
`
(tq + 2

√
`)(tq −

√
`)2;

2T3

(
tq

2
√
`

)2

− 1 =
1

2`3
(t2q − 2`)(t4q − 4`t2q + `2).
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On en déduit que l'on a P ∗` (`12) = 0 si et seulement si

(a) soit ` ≥ 5 et tq = 0 ;

(b) soit ` = 3 et tq = 0 ou ±3 ;

(c) soit ` = 2 et tq = 0 ou ±2.

Autrement dit, si et seulement si tq ≡ 0 (mod `) car |tq| ≤ 2
√
`.

2. Supposons ` inerte dans K avec `OK = q et posons

Pq(X) = X2 − tqX + `2 = (X − α)(X − β).

D'après la prop. 4.9, on a |α| = |β| = `. Posons donc α = `eiθ avec θ ∈ R.
D'après le lemme 4.22, on a

P ∗` (X) = (X − α12)(X − β12).

D'où

P ∗` (X) = X2 − (α12 + β12)X + `24

= X2 − 2`12 cos(12θ)X + `24.

Or, cos(12θ) = T12(cos θ) et 2` cos θ = tq, d'où

P ∗` (X) = X2 − 2`12T12

(
tq
2`

)
X + `24

= (X − `12)2 + 2`12

(
1− T12

(
tq
2`

))
X.

On en déduit immédiatement

P ∗` (`12) = 2`24

(
1− T12

(
tq
2`

))
.

Or, d'après les relations (4.17), on a

1− T12 = 8(1− T3)(1 + T3)T 2
3 .

D'où la factorisation

P ∗` (`12) = −`12t2q(t2q − `2)2(t2q − 4`2)(t2q − 3`2)2

car

T3

(
tq
2`

)
=

tq
2`3

(
t2q − 3`2

)
;

1− T3

(
tq
2`

)
= − 1

2`3
(tq − 2`)(tq + `)2;

1 + T3

(
tq
2`

)
=

1
2`3

(tq + 2`)(tq − `)2.

On en déduit que l'on a P ∗` (`12) = 0 si et seulement si tq = 0, ±` ou ±2`.
Autrement dit, si et seulement si tq ≡ 0 (mod `) car |tq| ≤ 2`.
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3. Supposons ` décomposé dans K avec `OK = q1q2 et posons

Pqj (X) = X2 − tqjX + ` = (X − αj)(X − βj), avec j = 1, 2.

D'après la prop. 4.9, on a |αj | = |βj | = `. Posons donc αj = `eiθj avec
θj ∈ R. D'après le lemme 4.22, on a

P ∗` (X) = (X − α12
1 α

12
2 )(X − α12

1 β
12
2 )(X − β12

1 α12
2 )(X − β12

1 β12
2 ).

D'où

P ∗` (X) = (X2−2`12 cos(12(θ1+θ2))X+`24)(X2−2`12 cos(12(θ1−θ2))X+`24).

Or,{
cos(12(θ1 + θ2)) + cos(12(θ1 − θ2)) = 2 cos(12θ1) cos(12θ2)
cos(12(θ1 + θ2)) · cos(12(θ1 − θ2)) = cos2(12θ1) + cos2(12θ2)− 1

et cos(12θj) = T12(cos θj) et 2
√
` cos θj = tqj . D'où

P ∗` (X) = X4 − 4`12T12

(
tq1

2
√
`

)
T12

(
tq2

2
√
`

)
X3 + 2`24

(
2T12

(
tq1

2
√
`

)2

+2T12

(
tq2

2
√
`

)2

− 1

)
X2 − 4`36T12

(
tq1

2
√
`

)
T12

(
tq2

2
√
`

)
X + `48

= (X2 − `24)2 − 4`12

(
T12

(
tq1

2
√
`

)
T12

(
tq2

2
√
`

)
X2 − `12

(
T12

(
tq1

2
√
`

)2

+T12

(
tq2

2
√
`

)2
)
X + `24T12

(
tq1

2
√
`

)
T12

(
tq2

2
√
`

))
X.

C'est bien la formule de l'énoncé. On en déduit immédiatement

P ∗` (`12) = 4`48

(
T12

(
tq1

2
√
`

)
− T12

(
tq2

2
√
`

))2

.

Or, d'après les relations (4.17), on a

T12(X)− T12(Y ) = 4(T3(X)− T3(Y ))(T3(X) + T3(Y ))(T6(X) + T6(Y ))

= 8(T3(X)− T3(Y ))(T3(X) + T3(Y ))(T3(X)2 + T3(Y )2 − 1).

De plus,

T3

(
tq1

2
√
`

)
− T3

(
tq2

2
√
`

)
=

1
2`
√
`
(tq1 − tq2)(t2q1

+ t2q2
+ tq1tq2 − 3`);

T3

(
tq1

2
√
`

)
+ T3

(
tq2

2
√
`

)
=

1
2`
√
`
(tq1 + tq2)(t2q1

+ t2q2
− tq1tq2 − 3`);

et

T3

(
tq1

2
√
`

)2

+T3

(
tq2

2
√
`

)2

−1 =
1
`3

(t2q1
+t2q2
−4`)

(
(t2q1

+ t2q2
− `)2 − 3t2q1

t2q2

)
.
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D'où la factorisation

P ∗` (`12) = `36
(
t2q1
− t2q2

)2 (
(t2q1

+ t2q2
− 3`)2 − t2q1

t2q2

)2 (
t2q1

+ t2q2
− 4`

)2
×
(
(t2q1

+ t2q2
− `)2 − 3t2q1

t2q2

)2
.

On en déduit que l'on a P ∗` (`12) = 0 si et seulement si l'une des conditions
suivantes est satisfaite :

tq1 = ±tq2 ; t2q1
+ t2q2

± tq1tq2 = 3`; t2q1
+ t2q2

= 4`.

Cela achève la démonstration de la proposition 4.4.

4.5 Bornes uniformes

4.5.1 Démonstration de la proposition 4.5

Soit q un idéal premier de OK tel que le sous-groupe Φq soit non cyclique.
Compte-tenu de la structure des groupes Φ, l'idéal premier q a nécessairement
caractéristique résiduelle ` = 2 ou 3 ([Ser72, �5.6(a)]) et |Φq| = 8 ou 24 (resp. 12)
si ` = 2 (resp. ` = 3). L'irréductibilité de ρp résulte alors de la proposition 4.15.
On peut également invoquer le lemme 4.26 ci-dessous et le fait que Φq se plonge
dans Aut(E[p]) (car ` 6= p et p ≥ 3, [Ser72, �5.6(a)]).

Notation. On rappelle qu'un sous-groupe maximal de Aut(E[p]) stabilisant une
droite de E[p] est appelé sous-groupe de Borel.

Lemme 4.26 Soit H un sous-groupe de Gal(K(E[p])/K). On suppose H non
abélien �ni. Si p ne divise pas l'ordre de H, alors H ne se plonge pas dans un
sous-groupe de Borel de Aut(E[p]).

Démonstration. Supposons qu'il existe un morphisme injectif ι de G dans un
sous-groupe de Borel B de Aut(E[p]). Dans une base convenable de E[p] sur
Fp, B est représentable matriciellement par le Borel standard(

∗ ∗
0 ∗

)
.

Il contient alors le sous-groupe S d'ordre p engendré par l'élément

u =
(

1 1
0 1

)
.

C'est un sous-groupe distingué de B. Comme l'ordre de H est premier à p, le
morphisme composé

H
ι
↪→ B → B/S

est injectif. Par ailleurs, B/S est abélien. D'où une contradiction car H est
supposé non abélien.
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4.5.2 Démonstration de la proposition 4.6

Soient p ≥ 3 un nombre premier exceptionnel et q un idéal premier de OK
de caractéristique résiduelle ` 6= p en lequel E a mauvaise réduction additive
avec potentiellement bonne réduction. On souhaite montrer qu'il existe un entier
n ≥ 0 tel que l'ordre du groupe Φq divise N(q)n(N(q)− 1).

Vu la théorie du corps de classes, le caractère λ s'interprète comme un ho-
momorphisme

λ : Gal(Km/K) −→ F∗p,

où m est le conducteur de λ et Km le corps de classes de rayon m. Alors,
d'après les propositions 4.14 et 4.15, le caractère λ est rami�é en q et on a une
factorisation du type

m = m′ · qn+1, où n ≥ 0 et (m′, q) = 1.

L'ordre du groupe Φq divise l'indice de rami�cation en q de l'extension Km/K.
Or l'extension intermédiaire Km′/K est non rami�ée en q. Donc l'ordre de Φq

divise le cardinal du groupe Gal(Km/Km′). Notons hm (resp. hm′) le cardinal
du groupe Gal(Km/K) (resp. Gal(Km′/K)). Alors, d'après [Coh00, cor.3.2.4],
on a

|Gal(Km/Km′)| = hm

hm′
=

(U : Um′,1)
(U : Um,1)

N(q)n(N(q)− 1),

où Um,1 (resp. Um′,1) désigne le sous-groupe du groupe des unités U de OK
qui sont congrues à 1 modulo m (resp. m′) au sens de [Coh00, Def.3.2.2]. Or,
comme m′ divise m, l'indice de Um′,1 dans U divise celui de Um,1. Donc, l'ordre
de Gal(Km/Km′) divise N(q)n(N(q) − 1) et il en va de même en particulier
pour l'ordre de Φq. D'où la proposition 4.6.

Remarque. Lorsque ` ≥ 5, on a |Φq| = 2, 3, 4 ou 6 ([Ser72, p. 312]). Or N(q)
est premier à 12, donc |Φq| divise N(q)n(N(q) − 1) pour un certain entier n si
et seulement si |Φq| divise N(q)− 1. Cela justi�e la remarque après la proposi-
tion 4.6.

4.5.3 Démonstration des corollaires 4.7 et 4.8

Supposons que q divise 2. Lorsque |Φq| = 8 ou 24, le groupe Φq n'est pas
abélien ([Ser72, 5.6(a)]) et la conclusion résulte de la prop. 4.5. Pour |Φq| = 3 ou
6, supposons la représentation ρp réductible. Alors, d'après la prop. 4.6, l'ordre
de Φq divise 2fq(2fq − 1). Or, 2fq − 1 ≡ 1 (mod 3) car fq est impair. D'où une
contradiction et le corollaire 4.7.

Supposons que q divise 3. Lorsque |Φq| = 12, le groupe Φq n'est pas abélien
([Ser72, 5.6(a)]) et la conclusion résulte comme ci-dessus de la prop. 4.5. Pour
|Φq| = 4, supposons la représentation ρp réductible. Alors, d'après la prop. 4.6,
l'ordre de Φq divise 3fq(3fq − 1). Or, 3fq − 1 ≡ 2 (mod 4) car fq est impair,
d'où une contradiction et le corollaire 4.8.

4.6 Exemples numériques

Étant donnée une courbe elliptique E, on désigne par Exc(E) l'ensemble de
ses nombres premiers exceptionnels. L'objet de cette section est de déterminer
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explicitement, pour certaines courbes elliptiques E dé�nies sur des corps de
nombres, l'ensemble Exc(E).

4.6.1 Stratégie

Pour chacune des courbes considérées, on commence par déterminer son type
de réduction en chaque idéal premier. Si pour l'un d'entre eux, on est dans un
cas d'application des � résultats uniformes � (prop. 4.5 et 4.6 et cor. 4.7 et 4.8)
du �4.1, il ne reste plus alors à traiter que le cas p = 2 et éventuellement
p = 3 et p = ` où ` est un nombre premier ≥ 5. Sinon, on applique le critère du
théorème 4.1. On cherche alors un nombre premier ` de � bonne réduction � pour
lequel B(d)

` soit non nul. Si d est impair, c'est automatique (cor. 4.3). Si d est pair
il faut et il su�t que l'on ait P ∗` (`6d) 6= 0. Bien que l'on ne sache pas montrer que
pour une courbe sans multiplication complexe, il existe toujours un tel nombre
premier, cela ne pose aucun problème d'en trouver un dans la pratique. Après
quelques itérations du théorème 4.1, on obtient alors un ensemble très restreint
de nombres premiers contenant 2, 3 et les premiers rami�és dans le corps. On
traite alors � à la main � ceux qui restent. Soit on trouve un idéal premier q de
bonne réduction ne divisant pas p tel que Pq soit irréductible modulo p et alors
p n'est pas exceptionnel, soit on montre que E possède un sous-groupe stable
d'ordre p et alors p est exceptionnel.

4.6.2 Notations

La courbe E est donnée sous forme d'une équation de Weierstrass

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

avec ai ∈ OK . On adopte les notations standard de Tate ([Tat75]). Pour chaque
idéal premier p de OK , on note vp la valuation en p de K normalisée par
vp(K∗) = Z.

Étant donné un nombre premier `, on note S
(d)
` l'ensemble des diviseurs

premiers de B(d)
` . Lorsque E est dé�nie sur un corps quadratique, on dispose de

deux programmes pari : l'un, TraceOfFrobenius, permet de calculer la famille
{tq}q|` ; l'autre, ExceptionalPrimes, de déterminer l'ensemble S

(2)
` (et aussi

l'entier B(2)
` ).

4.6.3 Corps quadratiques

On suppose que K est un corps quadratiques, i.e. d = 2.

Courbes semi-stables et corps quadratiques

Dans le cas où E est l'ensemble des courbes semi-stables, Kraus a obtenu
plusieurs résultats en direction de la question 2 ([Kra96, Kra07]). Dans le cas
des corps quadratiques, il montre notamment le résultat suivant ([Kra96, th.
p.246]) en utilisant les bornes de Merel ([Mer96]) sur les points de torsion des
courbes elliptiques sur les corps de nombres.
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Théorème 4.27 (Kraus) Soit K un corps quadratique. Il existe une constante
e�ective c(K) ne dépendant que de K telle que pour toute courbe elliptique semi-
stable E dé�nie sur K et pour tout nombre premier p > c(K), la représentation
ρp est irréductible.

Remarque. D'après un résultat non publié de Oesterlé et en suivant la démon-
stration de loc. cit., on montre que l'on peut choisir

c(K) = max
((

1 + 3h
+
K

)2

, DK ·M(K)
)
,

où h+
K est le nombre de classes de K au sens restreint et

M(K) =
{

1 si K est imaginaire;
NK/Q(u2 − 1) si K est réel d'unité fondamentale u.

Courbes non semi-stables et corps quadratiques

Exemple 4.28 On suppose K = Q(
√

5). On considère la courbe E d'équation

y2 = x3 + 2x2 + ωx où ω =
1 +
√

5
2

.

Alors, Exc(E) = {2} et (0, 0) est un point d'ordre 2.

Démonstration. On a  c4 = 24(4− 3ω)
c6 = 26(−8 + 9ω)
∆ = −26ω.

Or, ω est une unité de OK . En particulier, la courbe E a bonne réduction en
dehors de (l'idéal premier) 2OK . On a :

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (4, 6, 6).

Donc E a mauvaise réduction additive en 2. On note Φ2 son défaut de semi-
stabilité en 2. On a v2(j) = 6 et 3v2(c4) = 2v2(c6). L'extension K/Q étant non
rami�é en 2, on a d'après [Cal04], |Φ2| = 4 ou 8. Or, avec les notations de loc.
cit. la condition (C2) n'est pas satisfaite. On en déduit que l'on a |Φ2| = 8.
Et, d'après le cor. 4.7, ρp est irréductible pour tout nombre premier p ≥ 5. La
courbe E a bonne réduction en l'idéal premier 7OK et d'après le programme
TraceOfFrobenius, on a t7 = −12. D'où

P7(X) = X2 − t7X + 49 ≡ X2 + 1 (mod 3).

Donc ρ3 est également irréductible. La représentation ρ2, en revanche, est ré-
ductible car (0, 0) est un point d'ordre 2.

Exemple 4.29 On suppose K = Q(
√
−3). On considère la courbe E d'équation

y2 = x3 + x+ 1 + 2ω, où ω =
1 +
√
−3

2
.

Alors, l'ensemble Exc(E) est vide.
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Démonstration. On a  c4 = −24 · 3
c6 = −25 · 33(1 + 2ω)
∆ = 24(77− 216ω).

En particulier, NK/Q(∆) = 28 · 157 · 229 et, ni 157, ni 229 ne divisent c4. Donc
la courbe E a mauvaise réduction multiplicative en un idéal premier au-dessus
de 157 et en un idéal premier au-dessus de 229 (157 et 229 sont tous deux
décomposés dans K). Par ailleurs, l'idéal 2OK est premier et

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (4, 5, 4).

En particulier, E a mauvaise réduction additive en 2 avec potentiellement bonne
réduction. Comme v2(j) = 8, on a d'après [Cal04], |Φ2| = 3, 6 ou 24. Or,

j′ =
j

28
≡ 1 (mod 4)

donc pour tout γ ∈ {1, ω, ω2}, j′ 6≡ γ4 + 2γ3 (mod 4). Autrement dit, avec les
notations de loc. cit., la condition (C3) n'est pas satisfaite. On en déduit que
l'on a |Φ2| = 24. Donc d'après le cor. 4.7, la représentation ρp est irréductible
pour tout nombre premier p ≥ 5. Il ne reste plus qu'à traiter les cas p = 2 et
p = 3. La courbe E a bonne réduction en chacun des idéaux premiers divisant
7 et 11 et d'après le programme TraceOfFrobenius, on a

{tq}q|7 = {0,−2} et t11 = −5.

Donc le polynôme
P11(X) = X2 + 5X + 112

est irréductible modulo 2. Et, si p7 désigne l'idéal premier de OK au-dessus de 7
tel que tp7 = 0, le polynôme

Pp7(X) = X2 + 7

est irréductible modulo 3. On en déduit le résultat annoncé.

Exemple 4.30 On suppose K = Q(
√

13). On considère la courbe E d'équation

y2 = x3 − (313 + 240ω)x− 17 où ω =
1 +
√

13
2

.

Alors, l'ensemble Exc(E) est vide.

Démonstration. On a c4 = 24 · 3(11 + 8ω)2

c6 = 25 · 33 · 17
∆ = 24 · 5(11 + 8ω)2(213629 + 167568ω).

De plus, NK/Q(213629 + 167568ω) = −1153 · 2430503 et ni 1153, ni 2430503 ne
divisent c4. Donc la courbe E a mauvaise réduction multiplicative en un idéal
premier au-dessus de 1153 et un idéal premier au-dessus de 2430503. Le nombre
premier 2 est inerte dans K et

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (4, 5, 4).
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Donc v2(j) = 8 et d'après [Cal04], on a |Φ2| = 3, 6 ou 24. Comme par ailleurs,

j′ =
j

28
≡ −1 (mod 4),

la condition (C3) de loc. cit. est satisfaite avec γ = 1 et |Φ2| = 3 ou 6 (en fait
|Φ2| = 6 d'après loc. cit.). Puisque f2 = 2 est pair, le cor. 4.7 ne s'applique pas.
Cependant, en l'idéal premier p17 = (15 + 4

√
13)OK , on a

(vp17(c4), vp17(c6), vp17(∆)) = (2, 1, 2).

Donc E a mauvaise réduction additive en p17 avec potentiellement bonne ré-
duction. Son défaut de semi-stabilité Φp17 est d'ordre 6 ([Ser72, p.312]). Or,
6 ne divise pas N(p17) − 1 = 16. Donc, d'après la prop. 4.6, la représenta-
tion ρp est irréductible pour tout nombre premier p ≥ 3 et p 6= 17. Si p3 désigne
un idéal divisant 3, alors E a bonne réduction en p3 et d'après le programme
TraceOfFrobenius, on a

tp3 = −3.

Donc le polynôme Pp3(X) = X2 + 3X + 3 est irréductible modulo 2 et 17. On
en déduit le résultat.

Exemple 4.31 On suppose K = Q(
√
−1). Pour tout entier a ∈ Z[

√
−1], on

considère la courbe Ea d'équation

y2 = x3 + ax+ a.

Supposons que l'on ait vp2(a) = 0, 1, 3, 4, 5, 6 ou 7, où p2 est l'unique idéal de
OK au-dessus de 2. Alors, l'ensemble Exc(Ea) est contenu dans {2, 3}.

Démonstration. On a  c4(Ea) = −24 · 3 · a
c6(Ea) = −25 · 3 · a
∆(Ea) = −24 · a2(4a+ 27).

En particulier, vp2(c4(Ea)) = 8 + vp2(a), vp2(∆(Ea)) = 8 + 2vp2(a) et

vp2(j(Ea)) = 16 + vp2(a) ≥ 0.

Donc Ea a mauvaise réduction additive en p2 avec potentiellement bonne ré-
duction. Par ailleurs, 2 est rami�é dans K (donc fp2 = 1 est impair) et

vp2(j(Ea)) ∈ {16, 17, 19, 20, 21, 22, 23}.

Donc, d'après [Bil08b], on a |Φp2 | ∈ {3, 6, 8, 24}. On conclut avec le cor. 4.7.

Avec les notations de l'exemple précédent, lorsque vp2(a) = 2 ou ≥ 8, le
corollaire 4.7 ne s'applique pas toujours. On traite ci-dessous un exemple dans
le cas où vp2(a) = 2.

Exemple 4.32 On suppose K = Q(
√
−1). On considère la courbe E d'équation

y2 = x3 + 2(3 + 2
√
−1)x+ 2(3 + 2

√
−1). (4.18)

Alors, l'ensemble Exc(E) est vide.
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Démonstration. On a
c4 = −25 · 3(3 + 2

√
−1)

c6 = −26 · 33(3 + 2
√
−1)

∆ = −26(3 + 2
√
−1)2 · (51 + 16

√
−1).

On a 2OK = p2
2 où p2 = (1 +

√
−1)OK et

(vp2(c4), vp2(c6), vp2(∆)) = (10, 12, 12).

Donc, d'après [Pap93], l'équation (4.18) correspond à un cas 6 ou 7 de Tate. En
particulier, il est minimal en p2 et E a réduction additive en p2. Déterminons à
présent l'ordre |Φp2 | de son défaut de semi-stabilité en p2. On a vp2(j) = 18 et
π = 1 +

√
−1 est une uniformisante de Kp2 . De plus,

c4
π10
≡ 1 + π (mod 2).

Donc, d'après [Bil08b, th.2], on a |Φp2 | = 4. On ne peut donc pas appliquer le
cor. 4.7.

Notons p13 l'idéal premier de OK engendré par 3 + 2
√
−1. On a

(vp13(c4), vp13(∆)) = (1, 2),

d'où vp13(j) = 1. L'équation (4.18) est minimale en p13 et E a mauvaise réduc-
tion additive en p13 avec potentiellement bonne réduction. Son défaut de semi-
stabilité est d'ordre 6 (c.f. [Ser72, p.312]). Comme 6 divise N(p13)− 1 = 12, la
prop. 4.6 ne donne aucune majoration de Exc(E). Par ailleurs, on a vp13(∆) = 2
et d'après [Kra97a, lem.1] (ou la prop. 4.18), E n'a pas potentiellement bonne
réduction de hauteur 2 en p13.

Notons p2857 l'idéal premier de OK engendré par 51 + 16
√
−1. La courbe E

a mauvaise réduction multiplicative en p2857. En dehors de p2, p13 et p2857, la
courbe E a bonne réduction.

Vu l'étude précédente, aucun des résultats � uniformes � du �4.1 (prop. 4.5
et 4.6 et cor. 4.7 et 4.8) ne s'appliquent. Pour cette courbe, on a donc recours
au critère du th. 4.1. Soit p ≥ 5 un nombre premier exceptionnel. D'après le
programme TraceOfFrobenius, on a

{tq}q|5 = {−2, 1} et t7 = 6.

D'après le th. 4.1 appliquée à ` = 5 et ` = 7, p divise chacun des entiers B(2)
5 et

B
(2)
7 . Or, d'après le programme ExceptionalPrimes, on a

B
(2)
5 = 228 · 316 · 539 · 112 · 17 · 61 · 73 · 277 · 397 · 557 · 653 · 757 · 23833

et
B

(2)
7 = 214 · 38 · 52 · 713 · 11 · 135 · 372 · 2089 · 2689 · 3889.

D'où
p ∈ S

(2)
5 ∩S

(2)
7 = {2, 3, 5, 11}.

Il ne reste donc plus qu'à traiter les cas p = 2, 3, 5 et 11. Or, E a bonne réduction
en l'idéal premier 3OK et d'après le programme TraceOfFrobenius, on a

P3(X) = X2 + 3X + 9.
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Donc P3 est irréductible modulo 2, 5 et 11. Et, si p5 est un idéal premier au-
dessus de 5, on a tp5 = −2 ou 1, et

Pp5(X) ≡ X2 + 2X + 2 (mod 3).

Donc Pp5 est irréductible modulo 3. On en déduit que ρp est également irré-
ductible pour p = 2, 3, 5 et 11. D'où le résultat.

Exemple 4.33 On suppose K = Q(
√
−6). On considère la courbe E d'équation

y2 = x3 − 2(5 + 6
√
−6)x− 23 · 35. (4.19)

Alors, l'ensemble Exc(E) est vide.

Démonstration. On a c4 = 25 · 3(5 + 6
√
−6)

c6 = 28 · 38

∆ = −29(3191761 + 846
√
−6)

et NK/Q(3191761 + 846
√
−6) = 7 · 249947 · 5822573. La courbe E a mauvaise

réduction multiplicative en un idéal au-dessus de 7, 249947 et 5822573. Par
ailleurs, 2 est rami�é dans K. Posons 2OK = p2

2. En p2, on a

(vp2(c4), vp2(c6), vp2(∆)) = (10, 16, 18).

Donc E a mauvaise réduction additive en p2 avec potentiellement bonne réduc-
tion. De plus, on a vp2(j) = 12 et 2vp2(c6) = 3vp2(c4) + 2. Posons π =

√
−6.

C'est une uniformisante de Kp2 et on a

c4
π10

= −5 + 6π
34

≡ 1 + π2 + π3 (mod 4Z2[
√
−6]).

Donc, d'après [Bil08b, th.2], ni la condition (C1'), ni la condition (C3) n'est
satisfaite et |Φp2 | = 4.

Vu l'étude précédente, aucun des résultats � uniformes � du �4.1 (prop. 4.5
et 4.6 et cor. 4.7 et 4.8) ne s'appliquent. Pour cette courbe, on a donc recours
au critère du th. 4.1. Les premiers rami�és dans K sont 2 et 3. Soit p ≥ 5 un
nombre premier exceptionnel. D'après le programme TraceOfFrobenius, on a

{tq}q|11 = {−4, 3} et t13 = −8.

Donc d'après le théorème 4.1 appliqué à ` = 11 et ` = 13 et le programme
ExceptionalPrimes, on a

p ∈ S
(2)
11 ∩S

(2)
13 = {2, 5, 7}.

Il ne reste donc plus qu'à traiter les cas p = 2, 3, 5 et 7 (car 3 est rami�é
dans K). D'après le programme TraceOfFrobenius, on a

{tq}q|5 = {−3,−2} et {tq}q|11 = {−4, 3}.

On désigne par p5 (resp. p5) l'idéal premier au-dessus de 5 tel que tp5 = −3
(resp. tp5 = −2). Alors,

Pp5(X) = X2 + 3X + 5
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est irréductible modulo 2 et 7. Par ailleurs, le polynôme

Pp5(X) = X2 + 2X + 5

est irréductible modulo 3. De même, on désigne par p11 l'idéal premier au-dessus
de 11 tel que tp11 = −4. Alors,

Pp11(X) = X2 + 4X + 11

est irréductible modulo 5. D'où le résultat.

Exemple 4.34 On suppose K = Q(
√

2) et on pose{
A = −33 · 5 · 173(428525 + 303032

√
2)

B = 2 · 33 · 5 · 173(62176502533 + 43965551956
√

2).

On considère la courbe E d'équation

y2 = x3 +Ax+B.

Alors, Exc(E) = {13}.

Démonstration. On véri�e que pour le modèle choisi, on a

NK/Q(∆) = −225 · 318 · 54 · 72 · 1715 · 236 · 796.

En particulier, la courbe E a bonne réduction en les idéaux premiers divisant
11, 13, 19, 29 et 41 et d'après le programme TraceOfFrobenius, on a

t11 = 4; t13 = −14 t19 = 26; t29 = 1 et {tq}q|41 = {−3, 2}.

Soit p un nombre premier exceptionnel n'appartenant pas à l'ensemble

{2, 3, 5, 7, 17, 23, 79}.

Alors, d'après le corollaire 4.2, on a en particulier

p ∈ S
(2)
11 ∩S

(2)
13 .

D'où, d'après le programme ExceptionalPrimes,

p ∈ {2, 3, 5, 7, 13}.

Autrement dit, il ne reste plus qu'à traiter les cas où p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 23 et
79. Or le polynôme P11 est irréductible modulo 5, 23 et 79. De même, P13 est
irréductible modulo 7, P19 modulo 17 et P29 modulo 2. Si p41 désigne l'idéal
premier de OK au-dessus de 41 tel que tp41 = 2, alors Pp41 est irréductible
modulo 3. On en déduit que 2, 3, 5, 7, 17, 23 et 79 ne sont pas exceptionnels. En
revanche 13 est un nombre premier exceptionnel. En e�et, la courbe modulaire
X0(13) paramétrisant les courbes elliptiques munies d'un sous-groupe stable
d'ordre 13 est de genre 0 et un isomorphisme avec P1 est donné par la fraction
rationnelle suivante ([Mes80, �2.2]) :

j(X0(13))(X) =
(X2 + 5X + 13)(X4 + 7X3 + 20X2 + 19X + 1)3

X
.

On véri�e alors que l'on a j(X0(13))(
√

2) = j. Cela montre que 13 est excep-
tionnel et le résultat annoncé.
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Exemple 4.35 On suppose K = Q(
√

3) et on pose
a1 = 22 · 7

√
3(1 + 2

√
3)(2−

√
3) = 252− 112

√
3

a4 = 2 · 32 · 72
√

3(1 + 2
√

3)2 = 10584 + 11466
√

3
a6 = 23 · 3 · 74

√
3(1 + 2

√
3)4(7− 4

√
3) = −24202080 + 15616104

√
3.

On considère la courbe E d'équation

y2 + a1xy = x3 + a4x+ a6. (4.20)

Alors, la courbe E a des multiplications complexes par le corps Q(
√
−1) et

Exc(E) = {2, 3}.

Démonstration. On a
c4 = −25 · 32 · 72 · 112(−1 + 2

√
3)(2− 3

√
3)3ε−2

c6 = 29 · 33 · 74 · 113(1 + 2
√

3)(2− 3
√

3)3ε−4

∆ = −29 · 34 · 76 · 116
√

3(2− 3
√

3)6ε−4

où ε = 2 +
√

3 est l'unité fondamentale de Q(
√

3). On en déduit que

j = 26 · 3 ·
√

3(−1 + 2
√

3)3(2− 3
√

3)3ε−2

= 76771008− 44330496
√

3

est entier de polynôme minimal sur Q

P (X) = X2 − 153542016X − 1790957481984.

Véri�ons que E a des multiplications complexes par l'ordre de Q(
√
−1) de

conduteur 3. En e�et, il n'y a qu'un nombre �ni de classes d'isomorphisme de
courbes elliptiques ayant des multiplications complexes par un ordre de discrim-
inant D �xé. De plus, le polynôme minimal sur Q de l'invariant modulaire d'une
telle courbe elliptique est

ΦD(X) =
∏
a,b,c

(
X − j

(
−b+

√
D

2a

))
,

où j désigne la fonction modulaire et (a, b, c) parcourt l'ensemble des triplets
d'entiers tels que la forme quadratique ax2 + bxy + cy2 soit primitive positive
réduite de discriminant D ([Coh93, Th. 7.2.14]). Dans le cas où D = −36,
on a exactement deux représentants des classes d'équivalence de telles formes
quadratiques donnés par

x2 + 9y2 et 2x2 + 2xy + 5y2.

On véri�e alors que l'on a

Φ−36(X) = (X − j(3
√
−1))

(
X − j

(
−1 + 3

√
−1

2

))
= X2 − 153542016X − 1790957481984 = P (X)
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et

j = j

(
−1 + 3

√
−1

2

)
.

Cela établit l'assertion.
Par ailleurs, d'après l'expression des coe�cients c4, c6 et ∆ ci-dessus, E a

réduction additive en l'idéal p3 =
√

3OK et

(vp3(c4), vp3(c6), vp3(∆)) = (4, 6, 9).

En particulier, on a d'après [Kra90, th. 1], |Φp3 | = 4 ou 12. Donc, d'après le
cor. 4.8, la représentation ρp est irréductible pour tout nombre premier p ≥ 5.
Par ailleurs, la courbe modulaire X0(3) paramétrisant les courbes elliptiques
munies d'un sous-groupe stable d'ordre 3 est de genre 0 et un isomorphisme
avec P1 est donné par la fraction rationnelle suivante :

j(X0(3))(X) =
(X + 3)3(X + 27)

X
.

On véri�e alors que l'on a j(X0(3))(243 − 162
√

3) = j. Cela montre que 3 est
exceptionnel. On véri�e en�n que le point de coordonnées a�nes{

x = −22 · 7(15 + 8
√

3)
y = 23 · 3 · 72(13 + 4

√
3)

est un point d'ordre 2 de E. En particulier, 2 est exceptionnel. D'où le résultat.

Remarques.

1. Pour montrer la �nitude de l'ensemble exceptionnel, on aurait pu appliquer
directement le cor. 4.2 (au lieu du cor. 4.8) par exemple avec le nombre
premier ` = 5 pour lequel B(2)

5 6= 0.

2. Étant donné un entier d ≥ 1, il existe un nombre �ni de classes de Q-
isomorphismes de courbes elliptiques à multiplications complexes dé�nies
sur un corps de nombres de degré ≤ d. Pour un entier � raisonnable � d
donné, il est de plus possible de calculer explicitement la liste des invariants
modulaires des courbes à multiplications complexes dé�nies sur un corps
de degré ≤ d. Nous avons entrepris de le faire dans le cas où d = 2 mais par
manque de temps nous n'avons pas �ni ces calculs. L'invariant modulaire
j de la courbe d'équation (4.20) ci-dessus fait partie de cette liste.

Exemple 4.36 On suppose K = Q(
√
−3). On considère la courbe E dé�nie

sur K par l'équation
y2 = x3 + 1.

Alors, E a mauvaise réduction additive en l'idéal premier 2OK avec un défaut
de semi-stabilité d'ordre 3 et

Exc(E) = {2, 3} ∪ {p premier | p ≡ 1 (mod 3)}.

Démonstration. Il s'agit de la courbe d'invariant modulaire nul notée 36A1 dans
les tables de Cremona [Cre97]. Sur Q elle a réduction additive en 2 et son défaut
de semi-stabilité est d'ordre 3 ([Kra90, cor. p.357]). Il en va même surK car 2 est
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non rami�é dans K. Le point de coordonnées (−1, 0) est d'ordre 2 et (0, 1) d'or-
dre 3. Soit p un nombre premier ≥ 5. Vu la théorie de la multiplication complexe,
si p ≡ 1 (mod 3), alors la représentation ρp : GQ → GL2(Fp) a pour image le
normalisateur d'un sous-groupe de Cartan déployé de GL2(Fp). Sa restriction à
GK a précisément pour image ce sous-groupe de Cartan déployé. En particulier,
elle est réductible. En revanche, si p ≡ 2 (mod 3), alors d'après [Ser72, p. 275],
l'image par ρp de GQ est le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan non dé-
ployé de GL2(Fp). La restriction de ρp à GK a alors pour image ce sous-groupe
de Cartan non déployé. En particulier, elle est irréductible. D'où le résultat.

4.6.4 Un exemple sur un corps cubique

Exemple 4.37 On suppose K = Q(α) où α est une racine dans Q du polynôme
X3 − 3X + 1. On considère la courbe E d'équation

y2 = x3 + 2(1 + α)2x+ 24α(2 + α).

Alors, l'ensemble Exc(E) est vide.

Démonstration. On a DK = 34 et 3OK = p3
3 où p3 est l'idéal de OK engendré

par 1 + α. De plus, on véri�e que l'on a c4 = −25(1 + α)5(1 + α− α2);
c6 = −28(1 + α)12(1 + α− α2)3;
∆ = −29(1 + α)6 · 5 · 11

et 1 + α − α2 est une unité de OK . La courbe E a mauvaise réduction mul-
tiplicative en les idéaux premiers 5OK et 11OK . En l'idéal premier p3, la
courbe a mauvaise réduction additive avec potentiellement bonne réduction et
vp3(∆p3) = vp3(∆) = 6. Donc, d'après [Kra90, th.1], on a |Φp3 | = 2 ou 6. En
l'idéal premier 2OK , la courbe E a mauvaise réduction additive avec potentielle-
ment bonne réduction et

(v2(c4), v2(c6), v2(∆)) = (5, 8, 9)

d'où v2(j) = 6 et 2v2(c6) = 3v2(c4) + 1. Comme de plus

j′ =
j

26
=

(1 + α)9(1 + α− α2)3

5 · 11
=

33

5 · 11
≡ 1 (mod 4),

d'après [Cal04], on a |Φ2| = 4. Partout ailleurs, la courbe E a bonne réduction.
Vu l'étude précédente, aucun des résultats � uniformes � du �4.1 ne s'ap-

pliquent. Les nombres premiers 17, 19, 37 et 53 sont (totalement) décomposés
dans K et on véri�e que l'on a

{tq}q|17 = {−3,−3, 3}; {tq}q|19 = {−5,−5, 5};
{tq}q|37 = {−7,−7, 7}; {tq}q|53 = {−3, 3, 3}.

Soit p un nombre premier exceptionnel≥ 5. D'après le th. 4.1, on a en particulier,

p ∈ S
(3)
17 ∩S

(3)
19 ∩S

(3)
37 = {2, 3, 5}.
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Il ne reste donc plus qu'à traiter les cas où p = 2, 3 ou 5. Or, si p53 désigne un
idéal premier de OK au-dessus de 53, le polynôme Pp53 est irréductible modulo 2
et 5. Par ailleurs, l'idéal 7OK est premier et t7 = −36, donc le polynôme

P7(X) = X2 + 36X + 73

est irréductible modulo 3. On en déduit le résultat annoncé.
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Résumé

Cette thèse est composée de deux parties indépendantes. Dans la première,
on s'intéresse à la résolution de certaines équations diophantiennes par la méth-
ode modulaire. On traite plus particulièrement le cas des équations de Fermat
de type (5, 5, p) ainsi que celui des équations de la forme F (x, y) = zp où p est
un nombre premier et F une cubique rationnelle.

La deuxième partie est consacrée à l'arithmétique des courbes elliptiques.
Dans le cas d'une courbe dé�nie sur une extension �nie de Q2 ayant mau-
vaise réduction additive avec potentiellement bonne réduction, on s'intéresse à
la détermination de son défaut de semi-stabilité. On énonce un résultat partiel
valable pour toute extension �nie de Q2. Dans le cas des extensions quadra-
tiques rami�ées de Q2, on obtient un résultat complet. Par ailleurs, si E est
une courbe elliptique dé�nie sur un corps de nombres K, on s'intéresse, dans le
dernier chapitre, à l'ensemble des nombres premiers p pour lesquels l'action du
groupe de Galois absolu de K sur le sous-groupe des points de p-torsion de E
est réductible. Lorsque cet ensemble est �ni, on obtient un critère permettant
en pratique de le déterminer explicitement.

Mots-clés :

Équations diophantiennes, courbes elliptiques, formes modulaires, représen-
tations galoisiennes, théorie du corps de classes.

Abstract

This thesis has two independant parts. In the �rst one, we are interested in
solving some diophantine equations using the modular method. We especially fo-
cus on Fermat equations of type (5, 5, p) and equations of the shape F (x, y) = zp

where p is prime number and F a rational cubic.
The second part deals with arithmetic of elliptic curves. We are interested

in calculating the defect of semi-stability of an elliptic curve de�ned over a
�nite extension of Q2 and having additive bad reduction with potentially good
reduction. We state a partial result valid for every �nite extension of Q2. In
the case of quadratic extensions, we get a complete result. Besides, let E be
an elliptic curve de�ned over a number �eld K. In the last chapter, we look at
prime numbers p such that the Galois action of K on the group of p-torsion
points of E is reducible. In case this set is �nite, we state a result which allows
us in practice to determine it explicitely.

Keywords :

Diophantine equations, elliptic curves, modular forms, Galois representa-
tions, class �eld theory.


