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2.3 Une propriété des fsr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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le temps nécessaire et en me laissant une grande liberté. Il m’a toujours en-
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Je remercie Wolfgang Soergel d’avoir été mon rapporteur, d’avoir suivi mon
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thèse.

Je remercie Jorge Soto Andrade pour avoir été un merveilleux premier guide
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por haberme querido y apoyado siempre y por ser tan completo.

Gracias Mati por ser mi guia matematico durante much́ısimos años. Gracias
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Introduction

Cette thèse est consacrée à l’étude de la catégorie de Soergel, une catégorification
de l’algèbre de Hecke d’un système de Coxeter. Cette catégorie interagit avec
la géométrie, la combinatoire, la théorie des représentations et la topologie
algébrique en basse dimension. Nous commençons cette introduction en ex-
pliquant le contexte historique où se situe cette catégorie.

Contexte historique

Algèbre de Hecke d’un système de Coxeter

Cette histoire commence avec une construction très générale en théorie des
groupes, due à G. Shimura, d’après une idée de A. Weil : il s’agit de l’anneau
de Hecke. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G tel que

rH : x�1Hxs   8

pour tout x P G. Le Z�module libre engendré par les H �H classes doubles
de G (du type HxH, x P G), peut être muni d’une structure d’algèbre as-
sociative (pour plus de détails voir [Sh, §7]). Cette algèbre est l’anneau de
Hecke de la paire pG,Hq, noté H̃pG,Hq. Le nom provient du fait que si
G � SL2pQq et H � SL2pZq on trouve l’anneau derrière les opérateurs de
Hecke dans la théorie des formes modulaires.

En 1964, Iwahori a considéré le couple pG,Bq, où G est un groupe de Che-
valley sur un corps fini à q éléments et B est un sous-groupe de Borel. Il a
calculé l’anneau de Hecke associé (voir [Iw]) et il a trouvé le résultat suivant :

Théorème 0.1 (Iwahori). Soit W le groupe de Weyl associé à G et S l’en-
semble des racines simples. Soit l : W Ñ Z¥0 la fonction longueur. Nous
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avons que
H̃pG,Bq �

à
xPW

Zrq, q�1sTx.

La multiplication est donnée par les formules TxTy � Txy pour tout x, y P W
tels que lpxq � lpyq � lpxyq et TsTs � q � pq � 1qTs pour tout s P S.

Il est naturel de généraliser cette construction à un système de Coxeter quel-
conque.

Un système de Coxeter (W,S) est un groupe W et une partie génératrice
S � W , tels que W admet une présentation de générateurs s P S et relations
psrqmps,rq � 1 pour s, r P S, avec mps, sq � 1, mps, rq ¥ 2 et éventuellement
mpr, sq � 8 si s � r. Si, dans la définition du théorème 0.1, on remplace le
groupe de Weyl et l’ensemble de racines simples par un système de Coxeter
arbitraire (W,S), l’algèbre ainsi définie s’appelle algèbre d’Iwahori-Hecke de
pW,Sq.

On a trouvé des relations entre les représentations des algèbres de Hecke
et les représentations des groupes de Chevalley finis, groupes quantiques,
groupes p�adiques, etc, mais ce qui nous intéresse le plus dans cette thèse
par rapport à l’algèbre de Hecke, c’est la théorie de Kazhdan-Lusztig que
nous introduirons dans la section suivante.

Théorie de Kazhdan-Lusztig

Dans l’article [KL1] Kazhdan et Lusztig introduisent une extension de sca-
laires à la définition précédente ; nous appellerons dans la suite l’algèbre de
Hecke d’un système de Coxeter

HpW,Sq � H̃pW,Sq bZrqs Zrq
1
2 , q�

1
2 s

Dans la suite on appellera simplement H l’algèbre de Hecke HpW,Sq. Dans
le même article Kazhdan et Lusztig ont défini une nouvelle base tC 1

xuxPW

de H connue sous le nom de “Base de Kazhdan-Lusztig”, et des polynômes
Px,ypqq indexés par des paires d’éléments x, y de W appelés “polynômes de
Kazhdan-Lusztig”.

Si d est l’involution de H qui envoie q
1
2 vers q�

1
2 et Tw vers pTw�1q�1, alors

les polynômes et la base de Kazhdan-Lusztig sont caractérisés par les deux
propriétés suivantes :
– Px,ypqq � 0 sauf si x ¤ y (dans l’ordre de Bruhat de W ), Px,xpqq � 1 et si
x   y, le degré de Px,ypqq est inférieur ou égal à plpyq � lpxq � 1q{2.

– Les éléments
C 1

y � q�lpyq{2
¸
x¤y

Px,yTx
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sont invariants par l’involution d.
Ces polynômes ont donné naissance à ce qu’on appelle la théorie de Kazhdan-
Lusztig, qui s’est avérée avoir des liens profonds avec la géométrie, les représentations
et la combinatoire. Ils apparaissent dans de très nombreuses conjectures et
théorèmes ; dans les sections suivantes nous énoncerons trois d’entre elles.

Conjecture de positivité de Kazhdan-Lusztig

Il y a deux conjectures qui motivent fortement l’étude de la théorie de Soergel.
La première est la conjecture de positivité des polynômes de Kazhdan-Lusztig
(voir [KL2]) :

Conjecture 0.2 (Kazhdan, Lusztig). Les polynômes Px,ypqq ont des coeffi-
cients positifs pour toute paire d’éléments px, yq de W .

Cette conjecture combinatoire est très célèbre par ses nombreuses relations
avec différents domaines mathématiques (combinatoire, représentations, géométrie)
et reste ouverte depuis 1980. Elle a été démontrée par Kazhdan et Lusztig
pour un groupe de Weyl fini ou affine dans [KL2], et dans d’autres cas par
Haddad [Had] et par Dyer [Dy].

Conjecture de Kazhdan-Lusztig

On l’appelle encore “conjecture de Kazhdan-Lusztig”, mais depuis 1980 c’est
un théorème. Il a été démontré par Beilinson et Bernstein dans [BB] et par
Brylinski et Kashiwara dans [BK]. Ce théorème prédit essentiellement que
les multiplicités des modules simples dans les modules de Verma sont donnés
par certains polynômes de Kazhdan-Lusztig évalués en 1.

Plus précisement, soit g � b � h une algèbre de Lie semisimple, une sous-
algèbre de Borel, et une sous-algèbre de Cartan. Pour λ P h� , soit Mpλq �
UpgqbUpbq Cλ, où Cλ est C comme espace vectoriel avec l’action de b � h` n

donnée par ph� nq.v � λphqv, et Lpλq l’unique quotient simple de Mpλq.

Soit R � h� l’ensemble des racines et B � R la base de R définie par b.

Pour α P R, soit sα P Autph�q la réflexion correspondante. Soit S � tsα :
α P Bu et W le sous groupe de Autph�q engendré par S. Soit � l’action
“dot”, c’est-à-dire, l’action habituelle décalé par la demi-somme des racines
positives. Pour λ intégral, si w P W alors Mpw �λq a une suite de composition
finie dont les facteurs sont parmi les Lpw1 � λq où w1 P W .

Conjecture 0.3 (Kazhdan, Lusztig). Si λ est intégral et w0 est l’élément
maximal pour l’ordre de Bruhat de W , alors Lpw1 � λq apparâıt précisement
Pw0w,w0w1p1q fois dans Mpw � λq.
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Cette conjecture a été une avancée majeure dans la théorie des représentations.
Il est probablement juste de dire que pendant la décennie de 1970, le problème
le plus important dans la théorie des représentations des algèbres de Lie se-
misimples était celui de déterminer les séries de composition des modules de
Verma. Avant cette conjecture, on avait été capable de résoudre ce problème
seulement en petit rang et dans quelques cas particuliers.

Conjecture de Lusztig

L’un des problèmes les plus importants en théorie des représentations est le
calcul des caractères rationnels irréductibles d’un groupe algébrique sur un
corps k algébriquement clos. Ces caractères sont paramétrés par l’ensemble
de poids dominants par rapport à un tore maximal et un Borel. Si k est un
corps de caractéristique zéro, ces caractères sont donnés par la formule des
caractères de Weyl et en caractéristique positive, la conjecture de Lusztig
donne une réponse dans presque tous les cas.

Plus précisement, la conjecture de Lusztig est la suivante :

Conjecture 0.4 (Lusztig). Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique
p. Soit G � B � T un groupe algébrique presque simple et simplement
connexe sur k, un sous-groupe de Borel et un tore maximal. Soient W etxW les groupes de Weyl et de Weyl affine associés. On suppose que p ¡ h,
où h est le nombre de Coxeter de W . On note w � λ l’action de W ou dexW sur Hom(T, k�) décalé par la demi-somme des racines positives et w0 le

plus long élément de W . Soit xW �,� � xW l’ensemble des éléments dominants
et restreints et soit χ le caractère de Weyl. Enfin, pour λ PHom(T, k�) soit
Lpλq le module simple associé. Alors on a la formule

chLpw � 0q �
¸

xPxW �,�

p�1qlpwq�lpxqPw0x,w0wp1qχpx � 0q

où les Px,y sont les polynômes de Kazhdan-Lusztig.

Dans les articles [KT],[KL3], [AJS] le fait suivant est démontré : si GZ est
un schéma en groupes réductif sur Z, alors il existe un entier N tel que la
conjecture est satisfaite pour Gk � GZbZ k si la caractéristique de k est plus
grande que N , mais le nombre N est connu seulement en petit rang.

Théorie de Soergel

En 1992 [So2] Soergel a catégorifié l’algèbre de Hecke H, c’est à dire qu’il a
défini une catégorie tensorielle B et un isomorphisme d’anneaux E de H vers
le groupe de Grothendieck scindé de B. Il a alors posé une belle et naturelle
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conjecture (0.8 ci-dessous) qui relie, via E , les éléments de la base de Kazhdan-
Lusztig avec les éléments indécomposables de B. Cette conjecture implique
la conjecture de positivité de Kazhdan-Lusztig (voir [So4]), une partie de la
conjecture de Lusztig (voir [So3]) et pour les groupes de Weyl elle implique
la conjecture de Kazhdan-Lusztig.

Le diagramme suivant est un résumé des implications

Conj. de Soergel

groupe de Weyl

t| rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

��

groupe de Weyl

charpkq¡h

#+PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

Conj. de KL Conj. positivite de KL Partie conj. de Lusztig

Historiquement, Soergel a introduit cette catégorie dans le cas des groupes
de Weyl pour relier la catégorie O de BGG d’une algèbre de Lie semisimple
complexe et les faisceaux pervers sur les variétés de drapeaux. Le lien avec
la géométrie lui a permis (voir [So1]) de démontrer sa conjecture dans le cas
des groupes de Weyl, et il en a déduit une nouvelle preuve de la conjecture
de Kazhdan-Lusztig.

Par ailleurs, dans un article récent [Kh], Khovanov montre qu’à partir de
certains complexes dont les termes appartiennent à B, on retrouve l’homo-
logie réduite définie dans [KR], qui est un invariant de noeuds et dont la
caractéristique d’Euler est le polynôme HOMFLYPT.

Dans cette thèse nous étudions la catégorie B. Nous calculons explicitement
ses morphismes, nous montrons que la conjecture de Soergel peut être mo-
difiée en une conjecture plus simple dans un certain sens, nous présentons
la catégorie de Soergel par générateurs et relations pour certains systèmes
de Coxeter, nous trouvons une nouvelle base de l’algèbre de Hecke pour une
famille importante de systèmes de Coxeter, et nous en déduisons des appli-
cations a la catégorie O de BGG et à la catégorification de Rouquier des
groupes de tresses.

Contenu détaillé

Théorèmes de Soergel

Nous commençons par certains rappels. Tout d’abord nous fixons un système
de Coxeter pW,Sq. Une représentation de dimension finie de W (sur un corps
k de caractéristique carpkq différente de 2) est appelée réflexion-fidèle (RF)
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si elle est fidèle et si les éléments de W qui ont un espace de points fixes
de codimension un forment exactement l’ensemble des réflexions, c’est à dire
qu’ils sont conjugués à un élément de S.

Soit V une représentation RF de W et R � SpV �q l’algèbre symétrique de V �

sur laquelle W agit par fonctorialité. L’algèbre R est graduée de la manière
suivante : R �

À
iPZRi avec R2 � V � et Ri � 0 pour i impair. Soit R � RV

la catégorie des R-bimodules Z-gradués qui sont de type fini à gauche et à
droite. Le groupe de Grothendieck scindé xRy est un anneau pour bR.

Pour chaque objet gradué M �
À

iMi, et chaque entier n, on va appeler
Mpnq l’objet décalé, c’est-à-dire, pMpnqqi �Mi�n. On note Rs le sous-anneau
de R des invariants pour l’action de s P W et on note θs � R bRs R

Dans la première section du premier chapitre nous rappelons le théorème
suivant :

Théorème 0.5 (Soergel). Il existe un et seulement un morphisme d’anneaux
E : HÑ xRy tel que Epvq � xRp1qy et EpTs � 1q � xθsy, pour tout s P S.

La catégorie BkpV q des bimodules de Soergel est la sous-catégorie de R dont
les objets sont les B P R avec xBy dans l’image de E . Cette catégorie est
l’objet d’étude de cette thèse.

Dans la section 1.2 nous présentons la preuve d’un résultat de Soergel qui
sera très important dans le chapitre 3 : la description d’un inverse à gauche
de E . Étant donné un espace vectoriel Z-gradué V �

À
Vi nous définissons

sa dimension graduée :

dimV �
¸
pdimViqv

i P Zrv, v�1s

et pour un R-module à droite Z-gradué M , nous définissons son rang gradué
par

rkM � dimpM{MR�q P Zrv, v�1s.

Théorème 0.6 (Soergel). Le morphisme η : xRy Ñ H donné par la formule

xBy ÞÑ
¸
xPW

rk HompB,Rxq Tx.

est un inverse à gauche du morphisme E : HÑ xRy.

Ici Rx est l’espace vectoriel R muni de l’action naturelle à gauche et de
l’action à droite tordue par x P W .
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Une catégorification de la relation de tresses

Dans le deuxième chapitre nous étudions une “catégorification” de la relation
de tresses dans la catégorie de Soergel. Plus précisement, pour s, r P S, l’es-
pace Hompθsθrθs � � � , θrθsθr � � � q, avec mps, rq termes de chaque coté, admet
un seul morphisme non nul (modulo scalaire) en degré zéro. Nous choisissons
un élément (nous l’appelons fsr) parmi ceux de cet ensemble, qui satisfait
une condition d’invariance. Ce morphisme fsr va être fondamental dans les
chapitres 3, 5 et 6.

Dans la section 2.1 nous démontrons que fsr est bien défini. Le fait que R est
une algèbre symétrique sur Rxs,ry est utilisé dans la section 2.2 pour trouver
une formule pour fsr. Dans la section 2.3 nous trouvons une propriété des fsr

qui va être clé dans le chapitre 6 ; elle va nous permettre de faire commuter
différentes compositions de fsr tensorisées par l’identité. Ceci est le point de
départ pour trouver une nouvelle base de l’algèbre de Hecke.

Considérons V la représentation géométrique d’un système de Coxeter pW,Sq.
Pour s P S nous définissons les complexes de pR,Rq�bimodules

Fs � 0 Ñ θs
msÝÝÑ RÑ 0,

où θs est en degré zéro, et

Fs�1 � 0 Ñ R
ηsÝÑ θsp1q Ñ 0,

où θsp1q est en degré zéro ; ms est la multiplication et ηs est le seul morphisme
non nul de degré 2 (à scalaire non nul près) de R vers θs. Il n’est pas difficile
de montrer que Fs et Fs�1 sont l’inverse l’un de l’autre dans KbpRbRq. Donc
la proposition suivante (voir [Ro]) permet de voir que la fonction s ÞÑ Fs se
prolonge en un morphisme de groupes de BW (le groupe de tresses associé à
W ) vers le groupe des classes d’isomorphie d’objets inversibles de KbpRbRq :

Proposition 0.7 (Rouquier). Soit s � r P S avec mps, rq   8. Dans
KbpR bRq on a des relations de tresses

FsFrFs � � � � FrFsFr � � �

avec mps, rq termes de chaque coté.

Rouquier a montré l’existence d’une équivalence d’homotopie entre les deux
produits de complexes. Nous construisons explicitement une telle équivalence
dans la section 2.5.
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Avec les morphismes que nous obtenons, dans la section 2.6 nous trouvons
une nouvelle formule pour fsr en passant par la géométrie. Finalement dans la
section 2.7 nous donnons des formules explicites pour fsr quand mps, rq � 2
ou 3. Le cas mps, rq � 3 est déjà très compliqué ; on obtient une somme de
15 termes.

Morphismes dans BkpV q

Le résultat central du chapitre 3 est une description “explicite“ ou combi-
natoire des morphismes dans BkpV q. On peut montrer que les objets de la
catégorie BkpV q sont les sommes directes de facteurs directs de bimodules de
la forme θs1 � � � θsn , où (s1, . . . , sn) est une suite d’éléments de S. Alors il suf-
fit de décrire l’espace Hom(θs1 � � � θsn , θt1 � � � θtp) pour deux suites arbitraires
(s1, . . . , sn) et (t1, . . . , tp) d’éléments de S.

Il n’est pas difficile de montrer que pour toute paire d’élémentsM,N P BkpV q
et tout s P S nous avons une adjonction Hom(θsM,N)� Hom(M, θsNqp2q.
Donc notre problème se réduit à décrire l’espace A �Hom(θs1 � � � θsn , R) pour
une suite arbitraire (s1, . . . , sn) d’éléments de S. Nous savons par un théorème
de Soergel que A est libre comme R-module à droite. Donc il suffit de trouver
une base. Nous expliquerons dans la suite comment trouver les éléments de
cette base, qu’on appellera la base des feuilles légères (BFL).

Nous définissons js : θsθs Ñ θs comme le seul morphisme non nul (modulo
scalaire) de Hom(θsθs, θs) de degré �2.

Les notations que nous utilisons pour décrire la BFL dans cette introduction
sont différentes des notations utilisés dans le chapitre 3 par souci de simpli-
fication. Nous allons définir par récurrence sur p la famille de morphismes
pf i

pqiPt0,1up ,

f i
p : θs1 � � � θsn Ñ θt1 � � � θtkθsp � � � θsn ,

où t1, . . . , tk est une suite d’éléments de S qui dépend de i, telle que t1 � � � tk
est une expression réduite dans W . Nous commençons par définir f 0

1 � f 1
1 �

id P Endpθs1 � � � θsnq. Supposons donné f i
p : θs1 � � � θsn Ñ θt1 � � � θtkθsp � � � θsn . Il

y a deux cas possibles :
– lpt1 � � � tkspq ¡ lpt1 � � � tkq
– lpt1 � � � tkspq   lpt1 � � � tkq.
Dans le premier cas, on pose f i,0

p�1 � f i
p et f i,1

p�1 � pidk bmsp b idaq � fp, où
a � n� p� 1.

Dans le deuxième cas, en composant des fsr (définis plus haut) tensorisés à
gauche et à droite par l’identité, nous trouvons un morphisme

F : pθt1 � � � θtkqpθsp � � � θsnq Ñ pθt11
� � � θt1k�1

θspqpθsp � � � θsnq
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où t1 � � � tk � t11 � � � t
1
k�1sp P W. Pour être précis il faudrait dire il n’y a pas

qu’un F satisfaisant cette propriété, mais nous ignorons ce problème dans
cette introduction et nous allons supposer qu’il est bien défini. Alors dans ce
cas f i,0

p�1 � pidk�1 b jsp b idaq �F � f i
p et f i,1

p�1 � pidk�1 bmsp b idaq � pidk�1 b
jsp b idaq � F � f i

p.

Finalement, si nous appelonsD � t0, 1un le sous-ensemble de t0, 1un d’éléments
d tels que fd

n P A, alors l’ensemble tfd
nudPD est une base de A comme R-

module à droite.

Pour montrer que cet ensemble engendre A, nous utilisons un corollaire du
théorème de Soergel de la section 1.2 qui donne les degrés gradués que
doit avoir une base homogène de A. Pour montrer l’indépendance linéaire
des éléments de cette base, nous montrons qu’il y a certains éléments dans
θs1 � � � θsn où la BFL agit de manière unitriangulaire.

Morphismes dans O0-proj

Soit g une algèbre de Lie semisimple complexe et W son groupe de Weyl. On
note O0�proj la sous-catégorie d’objets projectifs dans le bloc principal O0

de la catégorie O. Soit C � R{pRW
� q l’algèbre des coinvariants. On identifie C

à R{R�, et on définit BC comme la sous-catégorie pleine de C�mod, d’objets
les B bR C, avec B P B.

Dans l’article [So1], Soergel construit une équivalence de catégories :

V : O0 � proj
�
ÝÑ BC.

D’autre part, dans l’article [So2], on trouve le fait que si B,B1 P B, alors le
morphisme canonique

HompR,RqpB,B
1q bR C Ñ HomCpB bR C, B1 bR Cq

est un isomorphisme.

Avec ces deux résultats et la description de HompR,RqpB,B
1q qu’on a expliqué

dans la section précédente, on obtient explicitement les morphismes dans la
catégorie O0-proj.

Équivalences entre conjectures de Soergel

Nous pouvons énoncer précisement la conjecture de Soergel :

Conjecture 0.8. [Soergel] Soit V une représentation réflexion-fidèle de W
sur R. Pour tout x P W , il existe un pRpV q, RpV qq-bimodule indécomposable

17



Z-gradué Bx P BkpV q tel que EpC 1
xq � xBxy, où C 1

x est l’élément de la base
de Kazhdan-Lusztig associé à x défini plus haut.

Avec le théorème 0.6 il est facile de montrer que cette conjecture implique la
conjecture de positivité des polynômes de Kazhdan-Lusztig.

La conjecture de Soergel peut se généraliser pour k un corps infini de ca-
ractéristique non nulle. Dans ce cas, on sait qu’elle n’est plus vraie en toute
généralité. Cependant, dans [So3] Soergel montre que si la caractéristique de
k est plus grande que le nombre de Coxeter de W et si W est un groupe de
Weyl fini, alors la conjecture de Soergel est équivalente à une partie de la
conjecture de Lusztig.

Le résultat central du chapitre 3 est le fait que la conjecture de Soergel (sur R)
est équivalente à la même conjecture mais où on remplace l’hypothèse “V est
une représentation réflexion-fidèle” par l’hypothèse “V est la représentation
géométrique de W”.

Soergel a montré que pour tout W il existe une représentation RF sur R et
que cette représentation admet comme sous-représentation la représentation
géométrique. Ceci est le fait clé pour prouver notre théorème. Mais en fait
notre résultat est plus général que ce qu’on vient de dire ; en général nous
prouvons que si V 1 est une sous-représentation de V , une représentation RF
sur un corps infini quelconque k, et dans V 1 les réflexions simples agissent
comme des réflexions, alors les conjectures de Soergel sur BkpV q et sur BkpV

1q
sont équivalentes.

Pour montrer ceci le point clé est le théorème suivant :

Théorème 0.9. Notons RpV q � R et RpV 1q � R1. Pour tout M,N P BkpV q,
le morphisme canonique :

R1 bR HomR,RpM,Nq
�
ÝÑ HomR1,R1pR1 bR M,R1 bR Nq

est un isomorphisme de R1-modules gradués.

Pour montrer ce théorème nous utilisons le théorème central du chapitre 3,
et nous travaillons sur les corps de fractions de R et R1 parce que sur ces
corps, les bimodules de Soergel sont très faciles à comprendre.

Générateurs et relations

Raphaël Rouquier a posé le problème de trouver une présentation de la
catégorie de Soergel par générateurs et relations comme catégorie tensorielle
(voir chapitre 5). Ce problème a été une des motivations fondamentales de
cette thèse.
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En résolvant ce problème nous espérons redémontrer la conjecture de Kazhdan-
Lusztig plus facilement (mais avec une approche similaire à celle de Soergel),
et redémontrer la partie de la conjecture de Lusztig démontrée dans [AJS]
d’une manière plus naturelle et avec une approche différente.

Nous espérons aussi qu’elle pourrait peut-être aider à démontrer la conjecture
de Soergel, étant donné que c’est une information vraiment nouvelle sur la
catégorie de Soergel. Enfin ceci pourrait être un outil important pour un
certain nombre de problèmes en théorie des représentations.

Dans cette thèse nous avons résolu ce problème dans les cas des groupes de
Coxeter à angles droits (c’est-à-dire, où mps, rq � 2 ou 8 pour tout s, r P S).

Les objets de la catégorie de Soergel sont engendrés par R et l’ensemble
tθsusPS . Il faudrait préciser que ceci donne les sommes directes d’objets du
type θs1 � � � θsn et donc pour obtenir la catégorie de Soergel il manque les
facteurs directs, mais ceci peut se résoudre avec une construction formelle
d’ajout d’image d’idempotents, donc nous ne nous occuperons pas de ceci
dans cette introduction.

Nous pouvons déduire les morphismes générateurs à partir des résultats du
chapitre 3. Un ensemble de morphismes générateurs est :

P � tfsr, js,ms, αsus,rPS .

Nous avons déjà défini les morphismes fsr, js,ms, et nous pouvons définir αs

comme le seul morphisme non nul (à scalaire non nul près) de degré 2 dans
l’espace Hom(R, θsθs).

Maintenant nous nous intéressons au cas des groupes de Coxeter à angles
droits. Il faut trouver les relations entre les morphismes pour que n’importe
quelle composition de morphismes de P (éventuellement tensorisés à gauche
et à droite par l’identité) puisse être réduite, avec les dites relations, à une
combinaison linéaire sur R d’éléments de la base des feuilles légères trouvée
dans le chapitre 3.

Les huit relations en rang 1 (c’est-à-dire, où il intervient seulement une s P S)
sont quelque peu techniques. Les relations en rang 2 par contre sont faciles
à comprendre. Les quatre premières disent essentiellement que le morphisme
fsr “commute” avec tous les morphismes et la relation 5 est la relation hexa-
gonale typique des catégories symétriques monöıdales.

Quand nous avons trouvé les relations entre les morphismes, démontrer qu’elles
sont suffisantes pour engendrer toutes les relations est un problème de na-
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ture combinatoire. Dans le chapitre 5 nous utilisons plus de 20 pages pour
démontrer ce fait.

Nous commençons avec une composition quelconque d’éléments de P , et en
itérant quelques procédés nous arrivons à trouver une combinaison linéaire
sur R d’éléments de la BFL. À la fin de chaque procédé nous trouvons une
propriété de plus satisfaite par la BFL, et nous utilisons à la fin le fait que la
BFL peut-être décrite comme le seul ensemble qui satisfait quatre propriétés.

Une nouvelle base de l’algèbre de Hecke

Lorsque cela ne prête pas à confusion, nous noterons le morphisme fsr sim-
plement par f , et si le morphisme idi b fsr b idp est bien défini, nous le
noterons if ; l’ensemble de départ de ce morphisme est θs1 � � � θsi�p�mps,rq

.

La question suivante est naturelle quand on découvre l’existence des mor-
phismes fsr : soit s1 � � � sn une expression réduite d’un élément x P W . Est-ce
que si on applique if , avec i variable, “toutes les fois qu’on peut”, on obtient
un idempotent ? et si on regarde l’image de ce morphisme, est-ce que cela
donne un élément qui ne dépend pas de l’expression réduite choisie pour x ?
En d’autres termes, est-ce qu’on obtient un bimodule de Soergel bien défini
qui dépend seulement de x ?

Dans le chapitre 6 nous donnons une réponse affirmative à ces questions
quand le groupe de Coxeter de départ est un groupe de Coxeter de type
extra-large, i.e. mps, rq ¡ 3 pour tout s, r P S. En appliquant le morphisme
η (défini dans le théorème 0.6) à ce bimodule associé à x, nous trouvons une
nouvelle base de l’algèbre de Hecke H.

Perspectives

Générateurs et relations

Étant donné que nous avons résolu dans le chapitre 5 le problème de présenter
la catégorie de Soergel par générateurs et relations pour les groupes de Coxe-
ter à angles droits, la continuation naturelle c’est d’essayer de le résoudre
pour tous les groupes de Coxeter. Ce problème nous semble combinatoire-
ment assez difficile, mais nous espérons que les idées du chapitre 5 pourront
se généraliser.

Degré zéro de l’homologie de Khovanov-Rozansky
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Dans [KR] Khovanov et Rozansky ont introduit une théorie homologique tri-
plement graduée. Cette théorie associe à chaque noeud ou tresse des groupes
d’homologie triplement gradués, et ils montrent que ce sont des invariants de
noeuds. Dans un article postérieur, Khovanov [Kh] a montré que cette théorie
homologique peut être réinterprétée comme “l’homologie de Hochschild des
complexes de Rouquier” , ces derniers étant les Fσ introduits plus haut.

Le calcul de cet invariant est très difficile. Dans les articles [Ra] et [WW] la
“direction Hochschild” de cette théorie est étudiée, c’est-à-dire, le calcul de
l’homologie de Hochschild de certains bimodules de Soergel. Dans un travail
en cours avec Geordie Williamson et Ben Webster, nous nous intéressons au
degré zéro de cet invariant, c’est à dire la cohomologie de HomRbRpFσ, Rq.
Ceci est en lui même un invariant de “noeuds transverses” un ensemble de
noeuds qui ne sont pas nuls sur une certaine structure de contact (cette classe
peut-être aussi définie comme la classe d’équivalence des noeuds modulo deux
mouvements de Markov).

Ce problème se réduit finalement à la question suivante : soient t, s1, . . . , sn P
S. Si f appartient à la base de feuilles légères (BFL, introduite plus haut) de
Hompθs1 � � � θsn , Rq, comment écrire dans la BFL de Hompθs1 � � � θsi

θtθsi�1
� � � θsn , Rq

l’élément f � pidi bmt b idn�iq ?

Trouver les morphismes dans Oλ-proj

Nous voudrions généraliser les résultats de la section 3.4 pour tous les blocs
Oλ, c’est à dire, trouver explicitement les morphismes dans les catégories
Oλ-proj.

Soit λ P h�, Wλ le sous-groupe de W que laisse stable λ par l’action point du
groupe W et Cλ � CWλ , avec C l’algèbre de coinvariants. Par des résultats
implicites dans le travail de Soergel nous avons que Oλ-proj est équivalente à
la plus petite sous-catégorie additive pleine close par facteurs directs conte-
nant

Cλ bpCλqs C
λ bpCλqr C

λ b � � � bpCλqt bCC (0.0.1)

pour toute suite s, r, . . . , t d’éléments de S. Donc il suffirait de trouver les
morphismes entre les éléments du type 0.0.1, et on peut voir ceci à son tour
comme une généralisation du théorème 3.3.

Généralisation à la “Catégorie singulière de Soergel”

On espère généraliser le théorème 3.3 et les théorèmes du chapitre 4 au cas
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de la catégorie singulière de Soergel. Cette catégorie est le thème de la thèse
de Geordie Williamson [Wi].

On considère une représentation réflexion-fidèle V de W sur k un corps de
caractéristique zéro. On dit qu’un ensemble I � S est de type fini si le
sous-groupe parabolique associé WI � xs|s P Iy est fini. Étant donné un
ensemble I � S de type fini, on note RI le sous-espace de R stable par
WI . Si I, J � S sont de type fini, on note RI � Mod � RJ la catégorie des
pRI , RJq�bimodules gradués. On remarque que si I, J,K � S sont de type
fini et satisfont I � K � J , alors RI et RJ sont des sous-anneaux gradués
de RK . Alors on peut regarder RK comme un pRI , RJq�bimodule.

Finalement on définit la catégorie singulière de Soergel IBJ associée à I, J �
S. C’est la sous-catégorie pleine de RI � Mod � RJ contenant tous les
décalages, les sommes directes et les facteurs directs d’objets du type

RI1 bRJ1 R
I2 bRJ2 bR � � � bRJn�1 R

In ,

où I � I1 � J1 � I2 � J2 � . . . � Jn�1 � In � J sont tous des sous-
ensembles de type fini de S.

Si Φ � h est un système de racines cristallographique dans un espace vectoriel
réel Euclidien et V est une représentation réflexion-fidèle de W sur C, on
s’attend à ce qu’une certaine sous-catégorie tensorielle de IBI soit équivalente
à la catégorie des représentations algébriques de dimension finie du groupe
adjoint semisimple G_

a avec système de racines Φ_ dual de Φ.

Constantes de structure et idempotents

Il serait intéressant de trouver pour s1, . . . , sn P S et x � s1 � � � sn une ex-
pression réduite, les constantes de structure de la multiplication des éléments
de la BFL dans A � Endpθs1 � � � θsnq. Avec ceci, on pourrait obtenir certains
idempotents importants de cet espace, par exemple, celui qui définit le bimo-
dule indécomposable associé à x, et ainsi s’approcher d’une démonstration
de la conjecture de Soergel.

Le cas des groupes de Coxeter finis non cristallographiques est particulièrement
intéressant : on devrait pouvoir appliquer la méthode précédente à l’aide d’un
ordinateur. Des études similaires dans la combinatoire de Kazhdan-Lusztig
ont été faites par du Cloux dans [Cl], et avant par Alvis [Al] pour démontrer
la conjecture de positivité de Kazhdan-Lusztig sur H3 et H4. Le cas diédral
de la conjecture de Soergel est déjà démontré dans [So2], donc les cas qui
restent sont les types H3 et H4.
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Liste de notations et concepts
importants

pW,Sq un système de Coxeter 29
H algèbre de Hecke 29
T réflexions de W 30
Tx élément de la base standard de H 30
q notation pour v�2 dans l’algèbre de Hecke 30
V représentation réflexion-fidèle de W 30
k corps infini 30
R l’algèbre graduée des fonctions régulières sur V 30
xAy groupe de Grothendieck scindé de A 30
R une catégorie de R-bimodules 30
Mpnq objet gradué décalé 30
Rs les éléments de R fixes par s P S 30
E morphisme de H vers xRy 31
BkpV q ou B catégorie de Soergel 31
Bpsq produit de θr’s 31
Px,y polynôme de Kazhdan-Lusztig 32
C 1

x élément de la base de Kazhdan-Lusztig de H 32
Bx bimodule indécomposable de Soergel 32
Gr(x) graphe inversé 33
Gr(A) union de graphes inversés 33
RpAq anneau de fonctions régulières sur Gr(A) 33
Rx anneau de fonctions régulières sur Gr(x) 33
dim dimension graduée 33

rk,rk rang gradué 33
η inverse à gauche de E 34
VpIq variété fermée définie par I 34
Ann(m) annulateur de m 34
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supp support 34
ΓAB sections de B à support dans A 34
F∆ sous-catégorie de R d’objets ∆-filtrés 35
Γ¥

i quotient de Γ¥iB 35
∆x,∇x Rx décalé 36, 39

T̃x vlpxqTx 36
pB : ∆xpνqq multiplicité dans la ∆-filtration 36
θ
sM Rp1q bRs M 36
F∇ sous-catégorie de R d’objets ∇-filtrés 39
pB : ∇xpνqq multiplicité dans la ∇-filtration 39
xt (sauf ch.5) équation de ker(t� id) 40
Xsr, Xrs produit de θs’s et θr’s 46
fsr (sauf ch.5) catégorification de la

relation de tresses 46
FspM,Nq, GspM,Nq adjonctions 46
τ coefficient en Te d’un élément de H 47
Zk produit de Ts’s et Tr’s 48
base normale base comme R-module
élément normal élément de la base normale 50

à droite d’un produit de θ 50
Bw opérateur de Demazure 52
d élément de R 52
t̂ forme symétrisante 52
Bwpdq

� base duale 53
ξ morphisme de R vers R bRW R 53
if fsr tensorisé par l’identité 54
morphisme de composition de if ’s 54
type f (of f -type)
θs̄ produit des θ correspondant à s̄ 54
σε

i élément de W 56
Dw fonctions régulières sur Gr(¤ w) 56
βi forme linéaire dans V � � V � 57
Bs,ms (sauf ch.5) opérateurs de Demazure 56, 57
Gi,Hi morphismes entre Dw’s 57, 57
BW groupe de tresses de W 58
Fs, Fs�1 , Fw complexe de Rouquier de s, s�1 et w 58,60,61
X i, Y i, Zi morphismes 60, 62, 62
Ps, Is, Bs (sauf ch.5) endomorphismes de R 53
is0, i

s
1 morphismes entre objets de B 68
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Rpxq expressions réduites de x 69
sn suite d’éléments de S 69
P pn, t̄q suite de mouvements de tresse 69
Fnpt̄q catégorification de P pn, t̄q 69
Fn ensemble de morphismes 69
f i

j,n quatre morphismes importants 70
An, A

1
n sous-ensembles de Fn 70

xī élément de la base normale 74
fī composition de f i

j,n’s 74
  ordre dans t0, 1un 74
élément supérieur élément appartenant à R�θs̄ 74
élément normalsup l’élément normal plus un

élément supérieur 74
O catégorie de BGG 79
bonne paire paire de représentations de W 83
R1 l’algèbre graduée des

fonctions régulières sur V 1 84
Q surjection de R vers R1 84
θ1s pR1, R1q-bimodule 84
C catégorie de pR,Rq-bimodules 84
C 1 catégorie de pR1, R1q-bimodules 84
X foncteur de B vers C 1 84
K,K 1 corps de fractions de R et de R1 87
Aw anneau A tordu par w 88
F 1

spM
1, N 1q analogue de FspM,Nq dans C 1 91pR, pθs �� 97pB sous-catégorie de B 97pPs, pIs,pBs �� 98pjr, pmr, pαr �� 98pfsr, ppr,pεr, pxr �� 98

Tr catégorie T en type A1 100
C bA R catégorie tensorisée par un anneau 101
Mo ensemble de morphismes 102pchptq, xcchptq châıne de morphismes 102
good g-expression propriété sur une expression d’un morphisme 103

Attention ! Les morphismes dont nous avons mis �� sont définis comme cela
seulement dans le chapitre 5
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good order propriété sur une expression d’un morphisme
left type element élément qui peut être envoyé 103

vers la gauche
T catégorie définie par générateurs et relations 104
A sous-anneau de EndTrpRq 104

Fu foncteur de T vers pB 106
basic bimodule produit de θs 107
expression composition de morphismes 107
R-expression
term of an chaque morphisme qui apparâıt 108
expression dans la composition
ν morphisme représenté par ν 107
G R-expressions sans α 108
to apply a changer la partie gauche 108
relation par la partie droite
νr truncation de ν 109pνr suite associé à l’image de νr 109
νrbs suite de nombres associés à ν 109
m-bad, j-bad des nombres entiers associés à ν 109
Gp

r ensemble d’expressions 111
F1,F2,F3,F4,F5 applications qui envoient 110, 111, 113, 123, 123

une expression vers une autre
L ensemble d’expressions 114
cores(s̄) éléments ”invariants“ de s̄ 127
DpC,C 1q distance entre cores 127
first(C), last(C) premier et dernier élément de C 128
right core les différents types de cores 128
left core
empty core
filled core
s̄-compatible suite associé à un morphisme 129

de type f
NᾱpCq quantité de fois C est ”touché“ 129

par le morphisme associé à α
pjiq1xi¤γ les ”filled cores“ sont les Cji

129
Pi ce qui est entre deux ”filled cores“ 129
pipq1 p γ les ”empty cores“ sont les Cip 130
 
 ordre partiel entre uplets 130
V left

p , V right
p suites associés a des ”cores“ spécifiques 131, 131
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ᾱleftppq, ᾱrightppq suites de nombres associés à α et à p 131, 131
p-inflection changement dans la suite ᾱleftppq 131
p-morphism composition de produits tensoriels 132

de f ’s et des identités
morphism order ordre entre les expressions 132

des morphismes
fs̄ endomorphisme de θs̄ 133
As̄ image de fs̄ 134
Fs̄,t̄ morphisme associé à une 134

relation de tresses
as̄,t̄ morphisme de As̄ vers At̄ 134

ATTENTION : Les notations du chapitre 5 diffèrent des notations des
autres chapitres de la manière suivante : ce que nous appelonsR, θs, fsr,ms, xs,
Ps, Is, Bs dans le reste des chapitres, est nommé respectivement pR, pθs, xfsr, xms,pxs,xPs, pIs, pBs dans le chapitre 5 et les morphismes fsr, ms, . . . n’appartiennent
pas à la catégorie B dans le chapitre 5, mais à une autre catégorie (à la fin
du chapitre nous montrons que ces deux catégories sont équivalentes et c’est
pour cela que les notations sont à posteriori cohérentes).
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Chapitre 1

Théorèmes de Soergel

Dans ce chapitre nous rappelons certains résultats dus à Soergel. Nous énonçons
dans la première section le théorème de Soergel qui donne une catégorification
de l’algèbre de Hecke et nous énonçons la conjecture de Soergel. Nous don-
nons aussi la définition de la catégorie de Soergel, l’objet d’étude de cette
thèse. Dans la deuxième section nous reprenons (en donnant plus de détails)
la preuve donnée par Soergel dans l’article [So4] du théorème qui donne un
inverse à gauche de la dite catégorification.

1.1 Conjecture de Soergel

1.1.1 Théorème de Soergel

Le théorème de Soergel affirme que la catégorie de Soergel est une catégorification
de l’algèbre de Hecke d’un groupe de Coxeter. Donnons quelques définitions
avant de donner l’énoncé précis de ce théorème.

Définition 1.1. Un système de Coxeter est un couple pW,Sq où W est un
groupe et S � W une partie génératrice, tels que W admet une présentation
de générateurs s P S et relations psrqmps,rq � 1 pour s, r P S, avecmps, sq � 1,
mps, rq ¥ 2 et éventuellement mpr, sq � 8 si s � r.

Définition 1.2. Soit pW,Sq un système de Coxeter. On définit l’algèbre
de Hecke H � HpW,Sq comme la Zrv, v�1s-algèbre de générateurs tTsusPS ,
ceux-ci satisfaisant les relations T 2

s � v�2 � pv�2 � 1qTs pour tout s P S et
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TsTrTs . . . � TrTsTr . . . avec mps, rq termes de chaque côté si s, r P S et sr
est d’ordre mps, rq.

Si x � s1s2 � � � sn est une expression réduite de x, on définit Tx � Ts1Ts2 � � �Tsn

(Tx ne dépend pas du choix de la décomposition réduite). On pose q � v�2.

Soit T � W le sous-ensemble des « réflexions », c’est à dire, tous les éléments
qui sont conjugués aux éléments de S.

Définition 1.3. Une représentation de dimension finie de W (sur un corps
k de caractéristique carpkq différente de 2) est appelée réflexion fidèle (RF)
si elle est fidèle et si les éléments de W qui ont un espace de points fixes de
codimension un forment exactement l’ensemble des réflexions.

Remarque 1.4. Dans [So4] Soergel montre que si k � R, pour tout W il existe
au moins une RF.

Soit V une RF sur un corps k. Soit R � SpV �q � RpV q l’algèbre symétrique
de V �, c’est à dire l’algèbre des fonctions régulières sur V , sur laquelle W
agit par fonctorialité.

Définition 1.5. Pour toute petite catégorie additive A, on définit le groupe
de Grothendieck scindé xAy. C’est le groupe libre sur les objets de A modulo
les relations M � M 1 �M2 chaque fois que M � M 1 `M2. Chaque objet
A P A définit un élément xAy P xAy.

Remarque 1.6. Étant donné un corps k et une k-algèbre A, graduée en degrés
positifs, commutative, de type fini et avec A0 � k, le théorème de Krull-
Schmidt est vrai dans la catégorie A�modf

Z avec la même preuve que dans
[Pi, 5.4], et les classes d’isomorphisme d’objets indécomposables forment une
base de xA � modf

Zy. On a en particulier que xNy � xMy si et seulement si
N �M.

L’algèbre R est graduée de la manière suivante : R �
À

iPZRi avec R2 � V �

et Ri � 0 pour i impair. SoitR � RV la catégorie des R-bimodules Z-gradués
qui sont de type fini à gauche et à droite. Le groupe xRy est un anneau pour
bR.

Définition 1.7. Pour chaque objet gradué M �
À

iMi, et chaque entier n,
on définit l’objet décalé Mpnq par pMpnqqi �Mi�n.

On note Rs le sous-anneau de R des invariants pour l’action de s P W . Ces
définitions permettent de formuler le théorème fondamental de Soergel ([So2,
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Thm. 1.10]) :

Théorème 1.8 (Soergel). Il existe un et seulement un morphisme d’anneaux
E : H Ñ xRy tel que Epvq � xRp1qy et EpTs � 1q � xR bRs Ry, pour tout
s P S.

Définition 1.9. La catégorie BkpV q des bimodules de Soergel est la sous-
catégorie de R dont les objets sont les B P R avec xBy dans l’image de E .
Quand le corps k et la représentation V sont clairs, nous noterons simplement
B la catégorie de bimodules de Soergel.

C’est cette catégorie B qu’on étudie dans cette thèse. Notons à nouveau que
B dépend du corps k et de V . Nous sommes intéressés à un critère pour savoir
quand est-ce qu’un bimodule B appartient à B. Pour une suite arbitraire de
réflexions simples s � pr, . . . , tq nous considérons l’élément de l’algèbre de
Hecke bpsq � pTr � 1q . . . pTt � 1q et le bimodule

Bpsq � R bRr � � �R bRt R.

Lemme 1.10. Un bimodule gradué B P R appartient à la catégorie de Soergel
si et seulement si il existe des objets C,D P R, chacun des sommes directes
finies d’objets de la forme Bpsqpnq et tels qu’on a

B ` C � D

Démonstration. Comme xBpsqpnqy � Epvnbpsqq, les Bpsqpnq appartiennent à
la catégorie de Soergel. Ceci montre que la condition est suffisante. Par la
remarque 1.6 nous voyons que xBy � xDy�xCy si et seulement si B`C � D.
Comme les vnbpsq engendrent H comme groupe abélien (par récurrence sur
lpxq on peut montrer que les Tx sont dans le sous-espace engendré par les
vnbpsq), la condition est nécessaire.

Remarque 1.11. Clairement B est stable par sommes directes et décalages
des graduations. Dans [So4, Satz 6.16], Soergel montre que B est stable par
facteurs directs, donc les objets de B sont exactement les sommes directes
des facteurs directs d’objets de la forme Bpsqpnq.
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1.1.2 Conjecture de Soergel

Si d est l’involution de H qui envoie v vers v�1 et Tw vers pTw�1q�1, alors
les polynômes et la base de Kazhdan-Lusztig sont caractérisés par les deux
propriétés suivantes :
– Px,ypqq � 0 sauf si x ¤ y (dans l’ordre de Bruhat de W ), Px,xpqq � 1 et si
x   y, le degré de Px,ypqq est inférieur ou égal à plpyq � lpxq � 1q{2.

– Les éléments
C 1

y � q�lpyq{2
¸
x¤y

Px,yTx

sont invariants par l’involution d.

Conjecture 1.12 (Soergel). Pour tout x P W , il existe un R-bimodule
indécomposable Z-gradué Bx P R tel que EpC 1

xq � xBxy, où C 1
x est l’élément

de la base de Kazhdan-Lusztig associé à x.

Remarque 1.13. Dans [So4], Soergel montre que cette conjecture implique la
conjecture de positivité des polynômes de Kazhdan-Lusztig en construisant
un inverse à gauche de E . Cette construction est rappelée dans la prochaine
section 1.2.

Remarque 1.14. Dans le cas où k � C et W est un groupe de Weyl fini,
la conjecture de Soergel est démontrée dans l’article [So2]. Dans [Fi] Fiebig
démontre cette conjecture pourW un groupe de Coxeter universel. Dans [So3]
Soergel montre que si W est un groupe de Weyl fini et si la caractéristique
de k est plus grande que le nombre de Coxeter de W , alors la conjecture de
Soergel est équivalente à une partie d’une conjecture de Lusztig portant sur
les caractères des représentations irréductibles de groupes algébriques sur k
(par exemple GLnpF̄pq).

1.2 Un inverse de E

Notation 1.15. Dans cette section 1.2 nous fixons une représentation réflexion-
fidèle de pW,Sq sur un corps infini. Nous voulons trouver un inverse à gauche
explicite de l’homomorphisme d’anneaux E : H Ñ xRy. Nous commençons
avec quelques notations. Pour B,B1 P R nous posons

HompB,B1q � HomRbRpB,B
1q P R.
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Bien entendu, l’action à gauche (resp. à droite) de R dans notre espace
des Hom vient de l’action à gauche (resp. à droite) sur B ou, de manière
équivalente, surB1. En formules prfqpbq � fprbq � rpfpbqq, pfrqpbq � fpbrq �
pfpbqqr, @r P R, b P B, f P HompB,B1q. Si les bimodules B,B1 sont gradués,
alors Hom va avoir en plus une structure de R-bimodule gradué, avec

HompBpλq, B1pλ1qq � HompB,B1qpλ1 � λq (1.2.1)

Notation 1.16. Pour tout x P W nous considérons le graphe inversé :

Grpxq � tpxv, vq | v P V u � V � V

et pour tout sous-ensemble fini A � W dans V � V nous considérons

GrpAq �
¤
xPA

Grpxq.

Notation 1.17. Si on identifie RbR avec les fonctions régulières sur V �V ,
alors les fonctions régulières sur GrpAq s’identifient à un quotient de Rbk R.
Ce quotient est naturellement un pR,Rq-bimodule Z-gradué. Nous le notons

RpAq � RpGrpAqq

et il est facile de voir que RpAq P R. Pour x P W nous notons Rptxuq � Rx.

Notation 1.18. Étant donné un espace vectoriel Z-gradué de dimension
finie V �

À
Vi nous définissons sa dimension graduée :

dimV �
¸
pdimViqv

�i P Zrv, v�1s

et pour un R-module à droite Z-gradué M , nous définissons son rang gradué
par

rkM � dimpM{MR�q P Zrv, v�1s.

Nous voyons facilement que dimpV p1qq � vpdimV q et rkpMp1qq � vprkMq.
Certainement notre rang gradué n’est raisonnable que pour les modules
libres, et nous allons seulement l’utiliser pour ceux-là. Par rkM nous no-
tons l’image de rkM par la substitution v ÞÑ v�1. Maintenant nous pouvons
poser le théorème central de cette section
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Théorème 1.19. Le morphisme η : xRy Ñ H donné par la formule

xBy ÞÑ
¸
xPW

rk HompB,Rxq Tx.

est un inverse à gauche du morphisme E : HÑ xRy.

Démonstration. Ce théorème est une conséquence directe de la proposition
1.24 et du corollaire 1.31, que nous prouverons dans la suite.

1.2.1 Support

Soit X une variété affine sur k et A son algèbre de fonctions régulières sur k.
Nous utiliserons l’équivalence entre A-modules et faisceaux quasi-coherents
(voir [Har, Chapter II, corollary 5.5]). Si M est un A-module et M est le
faisceau quasi-coherent surX correspondant, alors le support deM, que nous
noterons suppM , est l’ensemble des points x P X pour lesquels Mx � 0. Le
support d’une section m P M , noté supppmq, est le support du sous-module
engendré par m.

Nous notons Ann(M) le sous-ensemble de A annulateur de M , et si I est un
idéal de A, alors nous notons VpIq la variété fermé définie par I.

Remarque 1.20. Si M est de type fini, alors supppMq � VpAnnpMqq (voir
[Har, Chapter II, Exercice 5.6(b)]). Nous avons aussi que supppmq � VpAnnpmqq,
pour tout m PM. (voir [Har, Chapter II, Exercice 5.6(a)]).

Comme AnnpMq �
�

mPM Annpmq, nous avons que

VpAnnpMqq �
¤

mPM

VpAnnpmqq,

c’est à dire,
supppMq �

¤
mPM

supppmq.

Définition 1.21. Pour tout R-bimodule B et tout sous-ensemble A � W
nous définissons le sous-bimodule

ΓAB � tb P B | supp b � GrpAqu

de tous les éléments qui ont leur support contenu dans GrpAq. Nous posons
Γ¥iB � ΓtxPW |lpxq¥iuB et définissons la catégorie

F∆ � R
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comme la sous-catégorie pleine d’objets les bimodules gradués B P R, tels
que B a son support contenu dans un ensemble de la forme GrpAq pour un
ensemble fini A � W , et tel que, pour tout i, le quotient Γ¥iB{Γ¥i�1B est
isomorphe à une somme directe finie de bimodules gradués de la forme Rxpνq
avec lpxq � i et ν P Z.

Notons que Rx n’appartient pas à la catégorie de Soergel si x � e, mais
Rx P F∆.

Lemme 1.22. Le foncteur Γ¥
i :� pB ÞÑ Γ¥iB{Γ¥i�1Bq est additif, les fac-

teurs directs d’objets de F∆ sont encore dans F∆ et ceci est vrai aussi pour
les sommes directes.

Démonstration. SoientB,C P R, b P B et c P C. La formule suivante Annpb�
cq �AnnpbqXAnnpcq est facile de vérifier. Ceci implique que VpAnnpb� cqq �
VpAnnpbqq Y VpAnnpcqq, donc on conclut

ΓApB ` Cq � ΓApBq ` ΓApCq,

et cette formule permet de conclure que Γ¥
i est additif. Ceci implique que les

sommes directes d’objets de F∆ sont encore en F∆. Pour finir nous devons
montrer la même assertion pour les facteurs directs.
– Si C est un facteur direct de B, alors AnnpCq �AnnpBq, donc supp(Cq �
VpAnnpCqq � VpAnnpBqq � GrpAq.

– Soit B P F∆, et C,D P R avec B � C `D. Comme Γ¥
i est additif, nous

avons
Γ¥

i pBq � Γ¥
i pCq ` Γ¥

i pDq �
à
xPW
lpxq�i

nx,νRxpνq

avec les nx,ν des entiers positifs. Comme Rx est cyclique, c’est un élément
indécomposable de R, le théorème de Krull-Schmidt (remarque 1.6) ap-
pliqué à la catégorie R permet de conclure qu’il existe des entiers n1x,ν tels
que

Γ¥
i pCq �

à
xPW
lpxq�i

n1x,νRxpνq.

Par conséquent, C P F∆.

Notation 1.23. Pour simplifier les notations dans la suite nous introduirons
les bimodules gradués

∆x � Rxp�lpxqq
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et nous posons T̃x � vlpxqTx. Si B P F∆, nous noterons pB : ∆xpνqq la mul-
tiplicité d’un facteur direct ∆xpνq en une (et donc en toute par la remarque
1.6) décomposition de Γ¥iB{Γ¥i�1B pour i � lpxq. Nous introduisons aussi
la notation θ
sM � Rp1q bRs M.

Proposition 1.24. Soit s P R une réflexion simple.

1. Si B appartient à F∆, alors R bRs B appartient aussi à F∆.

2. Si nous définissons l’application h∆ : F∆ Ñ H par la formule B ÞÑ°
x,νpB : ∆xpνqqv

νT̃x, alors nous obtenons deux diagrammes commuta-
tifs pour chaque s P R

F∆ ÝÝÝÑ H

θ
s

��� ���pT̃s�vq�

F∆ ÝÝÝÑ H

F∆ ÝÝÝÑ H

p1q

��� ���v�

F∆ ÝÝÝÑ H

où les flèches horizontales sont des h∆.

3. Le morphisme E se factorise via l’application E : HÑ xF∆y et l’appli-
cation h∆ : xF∆y Ñ H est un inverse à gauche de E .

Démonstration. Pour prouver cette proposition nous devons commencer par
le lemme suivant :

Lemme 1.25. Soit W un espace vectoriel de dimension finie et U, V � W
deux sous-espaces vectoriels. Alors Ext1

RpW qpRpUq, RpV qq est non nul si et
seulement si nous avons V XU � V ou bien si V XU est de codimension un
dans V . Dans ce dernier cas, Ext1

RpW qpRpUq, RpV qq est un RpU XV q-module
libre de rang 1, engendré par la classe d’une suite exacte courte quelconque
de la forme

RpV qp�2q
α
ãÑ RpU Y V q � RpUq

pour α P W � avec α|U � 0, α|V � 0.

Démonstration. Si F et G sont des modules libres de type fini sur des k-
algèbres A et B respectivement et si M et N sont des modules quelconques
sur A et B respectivement, alors (voir [Bo2, I §4 et II §11]) on a

HomApF,Mq b HomBpG,Nq
�
Ñ HomAbBpF bG,M bNq.

Si A et B sont noetheriens et M 1 (resp. N 1) est de type fini sur A (resp.
B), nous trouvons des résolutions F 
 � M 1 resp. G
 � N 1 avec F i resp. Gj
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libres de type fini sur A resp. B. Alors F 
 b G
 est une résolution libre de
M 1 bN 1 et on déduit

Extn
AbBpM

1 bN 1,M bNq � Hn HomAbBpF

 bG
,M bNq

� HnpHomApF

,Mq b HomBpG


, Nqq

�
À

i�j�n Exti
ApM

1,Mq b Extj
BpN

1, Nq

Donc on a finalement

Ext
AbBpM
1 bN 1,M bNq � Ext
ApM

1,Mq b Ext
BpN
1, Nq. (1.2.2)

Nous pouvons trouver une décomposition W � S ` U 1 ` V 1 `W 1 avec U �
S ` U 1 et V � S ` V 1. Si nous considérons les expressions
– RpW q � RpSq bRpU 1q bRpV 1q bRpW 1q
– RpUq � RpSq bRpU 1q b k b k
– RpV q � RpSq b k bRpV 1q b k,
nous obtenons

Ext
RpW qpRpUq, RpV qq � Ext
RpSqpRpSq, RpSqq b Ext
RpU 1qpRpU
1q, kqb

b Ext
RpV 1qpk,RpV
1qq b Ext
RpW 1qpk, kq.

et si nous notons la dimension de W par dimW � s � u � v � w, et nous
appliquons à nouveau l’équation 1.2.2, nous obtenons

Ext
RpW qpRpUq, RpV qq � Ext
krXspkrXs, krXsq
bs b Ext
krXspkrXs, kq

bub

b Ext
krXspk, krXsq
bv b Ext
krXspk, kq

bw,

où nous notons Mbi �M bk M bk � � � bk M , le bimodule M tensorisé i fois.
Nous allons noter Ext1 le groupe Ext1

RpW qpRpUq, RpV qq.

Comme
Ext0

krXspk, krXsq � t0u

et
Ext1

krXspk, krXsq � k,

pour que Ext1 soit non nul il est nécessaire que v ¤ 1. Il est facile de voir
que

Ext0
krXspkrXs, krXsq � krXs,

Ext0
krXspkrXs, kq � k

et
Ext0

krXspk, kq � k.

Nous concluons que si v � 1, alors Ext1 � krXsbs � RpSq.
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Maintenant nous prouvons la proposition 1.24. Soit s P S notre réflexion
simple fixée. Nous pouvons raffiner la filtration Γ¥i de B pour certains Γ¥jB
avec j P Z�0, 5 de tel sorte que pour tout i P Z les quotients Γ¥iB{Γ¥i�0,5B
(resp. Γ¥i�0,5B{Γ¥iB) sont des sommes directes de Rpxqpνq avec x ¡ sx
(resp. x   sx).

Avec ce choix, les paramètres x, y de deux sous-quotients possibles de Γ¥i�0,5B{Γ¥i�0,5B
diffèrent par une réflexion seulement si y � sx : en fait, pour une réflexion ar-
bitraire t nous avons toujours tx ¡ x ou tx   x, et sy ¡ y   x ¡ sx implique
y ¤ sx par un résultat de Deodhar connu sous le nom de la propriété Z des
groupes de Coxeter. Mais toutes les extensions en Ext1

RbRpRx, Rsxq sont zéro
après restriction à RsbR. En fait, si Rx,sx est l’algèbre de fonctions régulières
sur Grpxq Y Grpsxq, la restriction Rx,sx � Rx est scindée sur Rs b R, alors

nous avons un isomorphisme R
ps,1q
x,sx

�
Ñ Rx, où l’exposant ps,1q signifie le sous

anneau d’éléments stables par l’action de s� id.

Par le lemme 1.25, la restriction à RsbR de Γ¥i�0,5B{Γ¥i�0,5B est isomorphe
à une somme directe de bimodules du type Rxpνq avec x ¡ sx et lpxq � i, et
ceci apparâıt avec multiplicité pB : Rxpνqq�pB : Rsxpνqq. Si nous tensorisons
avec RbRs et nous considérons les suites exactes courtes Rxp�2q ãÑ R bRs

Rx � Rsx, nous obtenons la première partie de la proposition et (toujours
en supposant que x ¡ sx), les formules

pR bRs B : Rxpνqq � pB : Rxpν � 2qq � pB : Rsxpν � 2qq
pR bRs B : Rsxpνqq � pB : Rxpνqq � pB : Rsxpνqq

Nous pouvons réécrire ceci de la manière suivante :

pθ
sB : ∆xpνqq � pB : ∆xpν � 1qq � pB : ∆sxpνqq
pRp1q bRs B : ∆sxpνqq � pB : ∆xpνqq � pB : ∆sxpν � 1qq

Si maintenant nous écrivons un élément H P H sous la forme H �
°

x,νpH :

vνT̃xq v
νT̃x, alors nous obtenons, dans l’algèbre de Hecke la formule analogue :

ppT̃s � vqH : vνT̃xq � pH : vν�1T̃xq � pH : vνT̃sxq

ppT̃s � vqH : vνT̃sxq � pH : vνT̃xq � pH : vν�1T̃sxq

Ceci montre la deuxième assertion. Pour prouver la dernière assertion, nous
remarquons d’abord qu’on peut considérer xRy via l’homomorphisme d’an-
neaux E comme un H-module à gauche. La première partie de la proposition
veut dire alors que xF∆y � xRy est un H-sous-module, et la deuxième partie
que l’application h∆ : xF∆y Ñ H est un homomorphisme de H-modules.
Comme Ep1q � xRey appartient à F∆, l’application E se factorise par xF∆y,
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et comme h∆ � E : H Ñ H est un homomorphisme bijectif de H-modules,
cette composée doit être l’identité.

Pour montrer le théorème 1.19 nous avons besoin d’une approche “duale”.
Plus précisement, nous considérons la filtration de nos bimodules par les
Γ¤iB � ΓtxPW |lpxq¤iuB et nous définissons la catégorie

F∇ � R

comme la sous-catégorie pleine d’objets les bimodules gradués B P R tels
que le support est dans GrpAq pour un certain sous-ensemble fini A � W ,
et tels que pour tout i les quotients sont isomorphes à des sommes directes
finies de bimodules gradués du type Rxpνq avec lpxq � i et ν P Z. Dans ce
contexte il est naturel d’introduire

∇x � Rxplpxqq.

Pour la multiplicité de ∇xpνq dans une décomposition en facteurs directs de
Γ¤lpxqB{Γ¤lpxq�1B nous notons pB : ∇xpνqq.

Remarquons que les multiplicités pB : ∇xpνqq et pB : ∆xpνqq sont calculées
par rapport à des filtrations différentes. Même pour B P F∆ XF∇, les multi-
plicités pB : ∆xplpxq � νqq et pB : ∇xp�lpxq � νqq sont différentes en général.
Nous avons une proposition analogue à la proposition 1.24.

Proposition 1.26. Soit s P R une réflexion simple.

1. Si B appartient à F∇, alors R bRs B appartient aussi à F∇.

2. Si nous définissons l’application h∇ : F∇ Ñ H par la formule B ÞÑ°
x,µpB : ∇xpµqq v

�µT̃x, alors nous obtenons, pour chaque s P R, les
deux diagrammes commutatifs suivants

F∇ ÝÝÝÑ H

θ
s

��� ���pT̃s�vq�

F∇ ÝÝÝÑ H

F∇ ÝÝÝÑ H

p1q

��� ���v�1�

F∇ ÝÝÝÑ H

où les flèches horizontales sont des h∆.

3. La composée d � h∇ est un inverse à gauche de E : HÑ xF∇y.

Démonstration. Nous considérons le foncteur

D � Hom�Rp , Rq : RÑ R�modZ�R,
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Nous munissons l’espace d’homomorphismes de R-modules à droite avec la
Z-graduation naturelle et avec l’action de R à gauche (resp. à droite) sur DB
définie via l’action à gauche (resp. à droite) sur le bimodule B. En formules :
prfqpbq � fprbq et pfrqpbq � fpbrq pour tout b P B, r P R, f P DB.

Il est facile de vérifier que le morphisme de Rx vers DRx qui envoie r vers le
morphisme p1 ÞÑ rq est un isomorphisme de pR,Rq�bimodules. En outre, par
la formule 1.2.1 on conclut queDpMpνqq � pDMqp�νq. Notre foncteur induit
une équivalence de catégories D : F∇

�
Ñ Fopp

∆ et nous avons h∇ � h∆ � D.
Donc il suffit d’établir pour tout M P F∇ un isomorphisme θ
sDM � Dθ
sM .
Pour cela nous montrons d’abord :

Proposition 1.27. 1. Les foncteurs M ÞÑ Rp2qbRsM et M ÞÑ HomRspR,Mq,
de Rs�modZ vers R�modZ, sont naturellement équivalents.

2. Le foncteur Rp1qbRs : R�modZ Ñ R�modZ est autoadjoint.

Démonstration. Comme R est libre de type fini comme Rs-module, le fonc-
teur Hom peut-être écrit de la manière suivante

HomRspR,�q � HomRspR,Rsq bRs �.

Pour être plus précis il nous faut introduire une notation.

Notation 1.28. Pour chaque réflexion t P T nous fixons une équation de
l’hyperplan des points fixes par t et nous la notons xt P V

� (xt est bien défini
à scalaire près).

L’ensemble t1, xsu est une base de R sur Rs. Nous notons t1�, x�su la base
duale de HomRspR,Rsq sur Rs. La multiplication par xs dans cette base est
donnée par xsx

�
s � 1� et xs1

� � x2
sx

�
s . Le choix de xs définit un isomorphisme

de R-modules

Rp2q
�
Ñ HomRspR,Rsq 1 ÞÑ x�s , xs ÞÑ 1�

et ceci établit la première assertion. La deuxième assertion découle de la
première et de l’isomorphisme cher à Henri Cartan (voir [Il, prop.1.3.4]) :

Hom�RpR bRs M,Nq � Hom�RpM,HomRspR,Nqq.
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Nous avons alors les isomorphismes suivants :

θ
spDMq � Rp1q bRs DM def.
� HomRspRp1q,Hom�RpM,Rqq prop. 1.27, 1
� Hom�Rpθ



sM,Rq

� Dpθ
sMq def.

Le troisième isomorphisme se déduit de l’isomorphisme cher à Cartan.

La troisième partie de la proposition 1.26 en découle, parce que nous avons
dpT̃s�vq � T̃s�v, donc la composée d�h∇�E : HÑ H est un homomorphisme
bijectif de H-modules à gauche.

Remarque 1.29. Par le lemme 1.10, E : H Ñ xRy se factorise par le groupe
de Grothendieck scindé xBy de la catégorie additive B. Les propositions 1.24
et 1.26 impliquent B � F∆ X F∇.

Théorème 1.30. Pour M P F∆, N P B et aussi pour M P B, N P F∇,
l’espace HompM,Nq est gradué et libre comme R-module à droite. Son rang
est

rk HompM,Nq �
¸

x,ν,µ

pM : ∆xpνqqpN : ∇xpµqqv
µ�ν .

Démonstration. Nous traitons seulement le cas M P F∆, N P B, l’autre
cas est similaire. Soit i : H Ñ H l’anti-involution ipvq � v, ipT̃xq � T̃x�1 .
On considère la forme Zrv, v�1s�bilinéaire symétrique x , y : H � H Ñ
Zrv, v�1s, qui à chaque paire pF,Gq associe le coefficient de T̃e � Te dans la
représentation de ipF qG comme combination linéaire des Tw, ou de manière
équivalente, des T̃ . On peut la décrire explicitement : xT̃x, T̃yy � δxy (voir
[Lu2, §1.4]). La formule qu’on cherche alors est la suivante

rk HompM,Nq � xh∆M,h∇Ny.

Comme rkpM ` Nq � rkpMq � rkpNq et par le lemme 1.22 nous avons que
h∇pM `Nq � h∇pMq � h∇pNq, le lemme 1.10 nous permet de conclure que
nous pouvons nous restreindre au cas N � Bpsq. Par les propositions 1.24(2),
1.26(2) et 1.27, on peut voir que la formule est correcte pour pR bRs M,Nq
si et seulement si elle l’est pour pM,R bRs Nq. Il n’est pas difficile de voir
que la formule est correcte pour pMp1q, Nq si et seulement si elle l’est pour
pM,Np�1qq. En utilisant ceci on peut se ramener au cas N � Re. Nous allons
traiter ce cas. Il est facile de voir que

HompRx, Rq �

#
t0u si x � e

R si x � e.
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Ceci implique que

HompΓ¥iM{Γ¥i�1M,Rq �

#
t0u si i ¥ 1

`νRp�νq
pM :Rpνqq si i � 0

On considère la suite exacte

Γ¥i�1M Ñ Γ¥iM Ñ Γ¥iM{Γ¥i�1M Ñ 0

et on déduit la suite exacte

0 Ñ HompΓ¥iM{Γ¥i�1M,Rq Ñ HompΓ¥iM,Rq Ñ HompΓ¥i�1M,Rq
(1.2.3)

Donc si i ¥ 1 on déduit que HompΓ¥iM,Rq s’injecte dans HompΓ¥i�1M,Rq,
mais par définition de F∆, le support de M est Gr(A), avec A fini, donc il
existe un entier naturel n avec Γ¥nM � t0u. On peut alors conclure que
HompΓ¥1M,Rq � t0u. Cette égalité et la suite exacte 1.2.3 appliqué à i � 0
impliquent que

HompM,Rq � `νRp�νq
pM :Rpνqq

c’est à dire,
rk HompM,Rq �

¸
ν

pM : Repνqqv
ν

ce qui permet de finir la preuve du théorème 1.30.

Corollaire 1.31. Soit B P B dans la catégorie de Soergel. Nous avons les
formules

h∆pBq �
°

xPW rk HompB,Rxq Tx,

h∇pBq �
°

xPW rk HompRx, Bq Tx.

Démonstration. Comme Rx est l’algèbre de fonctions régulières sur Grpxq,
nous avons que supp(Rx)� ∆x.Donc nous avons que si b P Rx alors supp(b)=∆x.
Ceci implique que ΓiRx � Rx et Γ�iRx � t0u. Nous avons alors la formule

Γ¥iRx �

#
Rx si i ¤ lpxq

t0u si i ¡ lpxq
(1.2.4)

qui implique

Γ¥iRx �

#
Rx si i � lpxq

t0u si i � lpxq
(1.2.5)
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c’est-à-dire,

p∇ypµq : ∇xpνqq �

#
1 si x � y et µ � ν

0 sinon.
(1.2.6)

Par l’équation 1.2.6 et le théorème précédent 1.30 nous avons

rk HompB,Rxq � rk HompB,∇xp�lpxqqq
�
°

νpB : ∆xpνqqv
�lpxq�ν

rk HompRx, Bq � rk Homp∆xplpxqq, Bq
�
°

µpB : ∇xpµqqv
�lpxq�µ

et le corollaire 1.31 découle des définitions.
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Chapitre 2

Autour d’une catégorification
de la relation de tresses

Dans ce chapitre nous étudions une “catégorification” de la relation de tresses
dans la catégorie de Soergel. Plus précisement, pour s, r P S, l’espace
Hompθsθrθs � � � , θrθsθr � � � q, avec mps, rq termes de chaque coté, admet un
seul morphisme non nul (modulo scalaire) en degré zéro. Nous choisissons
un élément (nous l’appelons fsr) parmi ceux de cet ensemble, qui satisfait
une condition d’invariance. Ce morphisme fsr va être fondamental dans les
chapitres 3, 5 et 6.

Dans la section 2.1 nous démontrons que fsr est bien défini. Le fait que R est
une algèbre symétrique sur Rxs,ry est utilisé dans la section 2.2 pour trouver
une formule pour fsr. Dans la section 2.3 nous trouvons une propriété des fsr

qui va être clé dans le chapitre 6 ; elle va nous permettre de faire commuter
différentes compositions de fsr tensorisées par l’identité. Ceci est le point de
départ pour trouver une nouvelle base de l’algèbre de Hecke.

Pour catégorifier le groupe de tresses BW , Rouquier a montré l’existence
d’une équivalence d’homotopie entre deux complexes de Rouquier. Nous construi-
sons explicitement une telle équivalence dans la section 2.5.

Avec les morphismes que nous obtenons, dans la section 2.6 nous trouvons
une nouvelle formule pour fsr en passant par la géométrie. Finalement dans la
section 2.7 nous donnons des formules explicites pour fsr quand mps, rq � 2
ou 3.
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2.1 Définition de fsr

Dans cette section, nous définissons des morphismes correspondant aux rela-
tions de tresses et nous montrons qu’ils sont bien définis.

Dans ce chapitre nous considérerons s, r P S, s � r, avec mps, rq � m � 8.
Nous utiliserons la notation θs � R bRs R (noter que θ
sR � θsp1q). Nous
posons

Notation 2.1. t �

#
s si m est impair

r si m est pair
et u �

#
r si m est impair

s si m est pair

Nous posons

Xsr :� θsθrθs � � � θt et Xrs :� θrθsθr � � � θu,

chaque produit ayant mps, rq termes.

Définition-Théorème 2.2. Soient s � r P S avec mps, rq � 8. Il existe
un unique morphisme de pR,Rq-bimodules fsr : Xsr Ñ Xrs de degré zéro tel
que :

fsrp1b xs b xr b xs b � � � b xtq P 1b xr b xs b xr b � � � b xu �R�Xrs

Tout le reste de cette section sera dévolu à démontrer ce théorème. Nous com-
mençons par rappeler un résultat de Soergel. C’est une partie du théorème
5.15 de l’article [So4] :

Proposition 2.3 (Soergel). Si M,N P B, alors HompM,Nq est libre comme
R-module à droite gradué.

Le résultat suivant est plus précis que la proposition 1.27.

Lemme 2.4. Pour M,N P B, le morphisme

FspM,Nq : HompθsM,Nq Ñ HompM, θsNqp2q
f ÞÑ pm ÞÑ xs b fp1bmq � 1b fp1b xsmqq

est un isomorphisme de R-modules à droite gradués.

Démonstration. Nous pouvons voir facilement que R � Rs ` xsR
s. Alors, si

g P HompM, θsNqp2q, on peut écrire de manière unique gpmq � 1b g1pmq �
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xs b g2pmq, avec g1pmq, g2pmq P N . Ceci définit les morphismes g1 et g2 as-
sociés à g. Soit GspM,Nq : HompM, θsNqp2q Ñ HompθsM,Nq le morphisme
qui envoie g vers le morphisme λ bm ÞÑ λg2pmq, avec λ P R et m P M . Il
suffit de montrer que FspM,Nq et GspM,Nq sont bien définis et inverses l’un
de l’autre.

On a gpxsmq � xsgpmq, c’est à dire,

1b g1pxsmq � xs b g2pxsmq � xs b g1pmq � 1b pxsq
2g2pmq.

Par unicité de la décomposition, cette formule permet de conclure que g2pxsmq �
g1pmq. Avec cette formule on montre directement que FspM,Nq et GspM,Nq
sont inverses l’un de l’autre.

En outre, on a gpasmq � asgpmq pour as P Rs. Ceci revient à

1b g1pa
smq � xs b g2pa

smq � as b g1pmq � asxs b g2pmq
� 1b asg1pmq � xs b asg2pmq.

Ceci implique que g2pa
smq � asg2pmq et avec ceci on peut voir queGspM,Nqpgq

est bien défini. Il est direct de voir que c’est un morphisme de bimodules. Voir
que FspM,Nqpfqpm � rq � pFspM,Nqpfqpmqq � r pour r P R est aussi direct.
On veut alors FspM,Nqpfqpr �mq � r � pFspM,Nqpfqpmqq. Pour r P Rs c’est
facile, donc, avec notre décomposition R � Rs ` xsR

s il reste à le montrer
pour r � xs. Mais ceci découle directement du fait que pxsq

2 P Rs.

Nous introduisons une application importante :

Définition 2.5. Soit τ : HÑ Zrv, v�1s l’application définie par

τ

�¸
xPW

pxTx

�
� p1 ppx P Zrv, v�1sq.

Maintenant on peut énoncer un corollaire du théorème 1.19.

Corollaire 2.6. Soit ps1, . . . , snq P Sn. On définit les entiers ni par τpp1 �
Ts1q � � � p1� Tsnqq �

°
i niq

i. Alors, il existe un isomorphisme de R�modules
à droite gradués

Hompθs1 � � � θsn , Rq �
à

i

niRp2iq.
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Démonstration. Par la proposition 2.3, il existe des entiers n1i tels que Hompθs1 � � � θsn , Rq �À
i n

1
iRp2iq comme R-modules à droite, et par le théorème 1.19, on a les

équations

τpp1� Ts1q � � � p1� Tsnqq � τ � η � Epp1� Ts1q � � � p1� Tsnqq
� τ � ηpxθs1 � � � θsnyq

� rkHompθs1 � � � θsn , Rq

� rkp
À

i n
1
iRp2iqq

�
°
n1iv

�2irkR
�
°
n1iq

i.

Ceci permet de conclure que n1i � ni.

Définition 2.7. Pour un entier k ¡ 0, définissons Z2k � TrTsTr � � � (k
termes) , Z2k�1 � TsTrTs � � � (k termes) et soit Z0 � 1. p.

Dans le lemme suivant deg(p) est le degré du polynôme et on note r�s la
fonction partie entière.

Lemme 2.8. Dans l’algèbre de Hecke on a pour tout entier n l’égalité sui-
vante :

4n�1̧

j�0

pj,nZj � p1� Tsqp1� Trqp1� Tsq � � � p2n termesq

avec degppj,n)  n� rj{4s et p4n�1,n � 1.

Démonstration. Prouvons-le par récurrence sur n. Pour n � 1 est clair. Sup-
posons le lemme vrai pour n � k. Les trois équations suivantes découlent des
définitions :

TsZ2k�1 � pq � 1qZ2k�1 � qZ2k�2

TrZ2k � pq � 1qZ2k � qZ2k�3

TsTrZ2k � pq � 1qZ2k�1 � qpq � 1qZ2k�3 � q2Z2k�4.

Ces équations peuvent se réécrire de la manière suivante :

TsZj � pq � 1qZj � qZj�1 si j est impair
TrZj � pq � 1qZj � qZj�3 si j est pair
TsTrZj � pq � 1qZj�1 � qpq � 1qZj�3 � q2Zj�4 si j est pair.
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Si on utilise ces équations dans le développement du terme à droite de l’égalité
suivante

p1�Ts�Tr �TsTrq
4k�1̧

j�0

pj,kZj � p1�Tsqp1�Trqp1�Tsq � � � p2k� 2 termesq

(2.1.1)
on arrive pour tout j à exprimer explicitement pj,k�1 en fonction de l’ensemble
tpj,kuj et de q. Les inégalités de l’énoncé découlent des mêmes inégalités pour
les pj,n, de manière routinière, et la deuxième assertion découle du fait que
p4pk�1q�1,k�1 � p4k�1,k.

La proposition suivante est le point de départ pour montrer que fsr est bien
défini.

Proposition 2.9. Soient s, r P S, s � r avec m � mps, rq   8. La compo-
sante de degré zéro de

HompXsr, Xrsq

est un espace vectoriel de dimension 1.

Démonstration. Avant de commencer la démonstration, donnons d’abord
une définition :

Définition 2.10. On pose Gm :� tqm �
°

i m aiq
i pour certains ai P Z}

Par le lemme 2.4 et le corollaire 2.6, montrer la proposition 2.9 est équivalent
à montrer que

τpp1� Tsqp1� Trqp1� Tsq � � � p1� Trqq P Gm. (2.1.2)

où il y a 2m termes dans le produit.

On a (cf [GP, proposition 8.1.1])

τpTxTy�1q �

#
qlpxq si x � y

0 si x � y
(2.1.3)

Ceci implique que

τpZjq �

#
0 si 0   j   4m� 1

qm si j � 4m� 1
(2.1.4)
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Donc si on applique τ aux deux côtés de l’égalité du lemme 2.8, étant donné
par ce lemme que deg(p0,n)  n on obtient bien l’inclusion (2.1.2).

2.1.1 Base normale

On sait que pour s P S on a R � Rs ` xsR
s comme Rs-module à gauche.

Ceci nous dit que θs admet t1b1, 1bxsu comme base en tant que R-module
à gauche. Plus encore, si, pour s P S, on définit x0

s � 1 et x1
s � xs, alors

par récurrence on voit que si pt1, . . . , trq est un r-uplet d’éléments de S, alors
θt1 � � � θtr admet

t1b xi1
t1 b � � � b xir

trupi1,...,irqPt0,1ur

comme base en tant que R-module à gauche.

Définition 2.11. On appelle cette base la « base normale » de θt1 � � � θtr .
On définit 1b xt1 b xt2 b � � � b xtr (resp. 1) comme « l’élément normal » de
θt1 � � � θtr (resp. R). Si x P θt1 � � � θtr , on va appeler « partie normale de x »
le coefficient de l’élément normal dans la décomposition de x dans la base
normale.

2.1.2 Preuve de la définition-théorème 2.2

Avec les notations données dans la section 2.1.1 nous reformulons la définition-
théorème 2.2 :

Soit x l’élément normal deXsr. Il existe un unique morphisme fsr P HompXsr, Xrsq
telle que la partie normale de fsrpxq soit égale à 1.

Dans [So4], Soergel montre que si les Bx existent (voir conjecture 1.14), ils
sont uniques à isomorphisme près, et il montre cette conjecture pour un
groupe diédral fini. Soit W 1 le sous-groupe de W engendré par r et s. Soit
w0 le plus long élément de W 1 dans l’ordre de Bruhat. Dans [So2] Soergel
montre que Bw0 � R bRW 1 R. Par [Hi, ch. IV, cor. 1.11 a.] on a :

R �
à

wPW 1

RW 1

p�2lpwqq comme RW 1

�mod gradué à gauche (2.1.5)

et ceci implique

Bw0 �
à

wPW 1

Rp�2lpwqq comme R �mod gradué à gauche.
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Si M est un R-module, on note M �M{R�M . La dernière ligne montre que

Bw0 �
à

wPW 1

kp�2lpwqq comme k � ev gradué.

En particulier, Bw0 est de dimension 1 comme espace vectoriel en degré 2m :

pBw0q2m � k. (2.1.6)

On voit en outre que

t1b xi1
s b xi2

r b xi3
s b � � �upi1,...,imqPt0,1um

est une base de Xsr comme k-espace vectoriel gradué (voir définition 2.11).
En particulier on a

pXsrq2m � k (2.1.7)

parce que l’élément normal de Xsr est le seul de la base normale dont le degré
est 2m. Dans [So4, prop. 6.16], Soergel montre l’existence d’isomorphismes
de pR,Rq-bimodules gradués :

µ : Xsr
�
ÝÑ Bw0 `M (2.1.8)

et
ν : Xrs

�
ÝÑ Bw0 `M 1 (2.1.9)

pour certains bimodules M , M 1. En passant au quotient on obtient un iso-
morphisme de k-espaces vectoriels gradués

µ : Xsr
�
ÝÑ Bw0 `M. (2.1.10)

Rappelons que x est l’élément normal de Xsr. Soit sa décomposition µpxq �
x1 � x2 comme dans l’isomorphisme (2.1.8). Par les isomorphismes (2.1.6),
(2.1.7) et (2.1.10), on voit que µpxq � µpxq P Bw0 . Ceci dit que x2 P R�M �
R�pBw0 `Mq. Comme x R R�Xsr, alors µpxq R R�pBw0 `Mq, parce que µ
est un isomorphisme de R-modules. Donc on a

x1 � µpxq � x2 R R�pBw0 `Mq. (2.1.11)
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En utilisant les identifications (2.1.8) et (2.1.9), on définitK P HompXsr, Xrsq,
identité sur Bw0 et zéro sur M . Par la proposition 2.9, K est l’unique mor-
phisme de degré zéro, à scalaire près, de HompXsr, Xrsq.

On va montrer maintenant que la partie normale de Kpxq est non nulle.
Supposons qu’elle soit nulle. Comme K est un morphisme gradué de degré
zéro, Kpxq est de degré 2m et comme tous les éléments de la base normale
sauf l’élément normal sont de degré inférieur à 2m, on a Kpxq P R�Xrs.
Mais d’autre part, Kpxq � ν�1px1q. Comme ν�1 est un isomorphisme de
R�modules, (2.1.11) nous dit que ν�1px1q R R�Xrs, ce qui nous donne une
contradiction.

Finalement, comme la partie normale de Kpxq est non nulle, on choisit fsr

comme le multiple de K tel que la partie normale de fsrpxq soit 1. Ceci
démontre la définition-théorème 2.2. 2

2.2 Une formule pour fsr

Dans cette section nous trouvons une formule pour les fsr en utilisant le fait
que R est une algèbre symétrique sur Rxs,ry. Dans cette section nous fixons
un système de Coxeter diédral pW,Sq, S � ts, ru et m � mps, rq, et nous
suppossons que l’ordre de W est inversible dans le corps k.

Pour tout s P S on définit Bs : RÑ R comme il suit : Bspaq � pa� s � aq{2xs.

On rappelle le théorème suivant (voir [De, Thm. 2]) :

Théorème 2.12. 1. Si w P W et w � s1 � � � sn est une expression réduite
de w alors l’élément Bw � Bs1 � � � Bsn ne dépend pas de la décomposition
réduite.

2. Si d �
±

tPT xt, alors l’ensemble tBwpdquwPW est une base de R comme
RW -module.

Nous pouvons donc définir le RW -morphisme gradué

t̂ : R Ñ RW p�2mq°
wPW λwBwpdq ÞÑ λ1

Le lemme suivant est un résultat classique :

Lemme 2.13. R est une algèbre symétrique sur RW et t̂ est la forme symétrisante.
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Idée de la preuve : Par définition t̂ est une forme linéaire et comme R
est commutative c’est évident que t̂ est une trace. Il manque seulement de
démontrer que l’application ψ : Rp2mq Ñ HomRW pR,RW q qui envoie a vers
pbÑ t̂pabqq est un isomorphisme de R-modules gradués. Le fait que ψ est un
morphisme de R-modules est dû au fait que R est commutative.

Pour voir que ψ est injective, on utilise que t̂pBxpdqBypdqq P δxw0,y�R�, ce qui
n’est pas difficile de vérifier. Finalement, en utilisant l’isomorphisme (2.1.5)
nous concluons facilement qu’il existe un isomorphisme deRW -modules gradués :
HomRW pR,RW q � Rp2mq, et donc ψ est un isomorphisme. 2

Considérons la base duale tBwpdq
�uwPW pour la forme t̂, c’est-à-dire,

t̂pBwpdqBw1pdq�q � δw,w1 .

Les objets de cette base duale sont homogènes. Par [Br, lemma 3.2], nous
avons que

°
wPW Bwpdq b Bwpdq

� est l’élément de Casimir et il est clair que
deg(Bwpdq � Bw1pdq�)=2m, alors par [Br, proposition 3.3], l’application sui-
vante

ξ : R Ñ R bRW Rp�2mq
1 ÞÑ

°
wPW Bwpdq b Bwpdq

�

est un morphisme non nul de pR,Rq-bimodules gradués.

Considérons la décomposition R � Rs`xsR
s. Soient p1, p2 P R

s et p, q, r P R.
On définit les morphismes de Rs-modules gradués :

Ps : RÑ R, p1 � xsp2 ÞÑ p1

Is : RÑ R, p1 � xsp2 ÞÑ xsp2

Bs : Rp2q Ñ R, p1 � xsp2 ÞÑ p2

et les morphismes de pR,Rq�bimodules gradués :

ms : θs Ñ R, R bRs R Q pb q ÞÑ pq
js : θsθsp2q Ñ θs, R bRs R bRs R Q pb q b r ÞÑ pBspqq b r P R bRs R.

Maintenant nous pouvons définir deux morphismes de pR,Rq-bimodules (voir
notation 2.1) :

ι : R bRW Rp�2mq Ñ R bRt R b � � � bRs R bRW Rp�2mq � Xtu bRW Rp�2mq
ab b ÞÑ ab 1b 1b � � � b 1b b

et, avec la notation 2.1, ϑ : Xsr bR Xtu Ñ Rp�2mq définie par

ϑ � pms�jsq�pid
1bpmr�jrqbid1q�pid2bpms�jsqbid2q�� � ��pidm�1bpmt�jtqbidm�1q
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Si nous appliquons m fois l’adjonction du lemme 2.4 à ξ nous obtenons un
morphisme gradué non nul $ P HompXsr, R bRW Rq défini par

$ � pϑb idRb
RW Rq � pidXsr b pι � ξqq,

où nous identifions l’espace de départ Xsr avec Xsr bR R.

Finalement nous pouvons définir le morphisme gradué suivant

κ : R bRW R Ñ Xrs

ab b ÞÑ ab 1b 1b � � � b 1b b

Proposition 2.14. Le morphisme κ � $ P HompXsr, Xrsq est un multiple
scalaire non nul de fsr.

Démonstration. Il est clair que κ �$ est un morphisme de degré zéro, donc
par définition de fsr il nous faut seulement montrer que κ�$ � 0. Mais pour
ceci il faut simplement noter que κ �$p1b 1b � � � b 1q � 1b 1b � � � b 1.

2.3 Une propriété des fsr

Dans cette section nous prouvons une propriété des fsr qui sera utilisée dans
le chapitre 6.

Nous commençons par un corollaire évident de la proposition 2.14 :

Corollaire 2.15. fsrp1bRs θrθs � � � θtq � Rs bRr 1bRs 1b � � � 1bRu R

Définition 2.16. Nous définissons le morphisme if � idibfsrbidn�i�mps,rq P
Hompθs1 � � � θsn , θt1 � � � θtnq, si ceci est bien défini. Un morphisme g entre θs1 � � � θsn

et θt1 � � � θtn est de type f s’il existe une suite pi1, . . . , ikq tel que

g �ikf � � � � �i2f �i1f.

Définition 2.17. Soit s̄ � ps1, . . . , snq P Sn. Nous définissons θs̄ � θs1 � � � θsn .

Définition 2.18. Soit pik, . . . , i2, i1q P Nk. Nous définissons

Y pik, . . . , i1q � tp | 1 ¤ p ¤ k et ip � 0u
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Proposition 2.19. Soient t̄ � t1 � � � tp�1 et ā � a1 � � � ap�1 des expressions
réduites de x P W et g P Hompθsθt̄, θsθāq un morphisme de type f . Nous
avons l’inclusion gp1bRs θt̄q � 1bRs θā.

Preuve. Soit g �ikf � � � � �i2 f �i1 f . L’analyse des ensembles de départ et
d’arrivée de g nous permettent de conclure que Y pik, . . . , i1q a un nombre
pair d’éléments.

Soit Y pik, . . . , i1q � ty1, y2, . . . , y2αu avec y1   y2   . . .   y2α. Nous prou-
verons la proposition par récurrence double sur p et sur α. Nous noterons
V pp0, α0q si la proposition est vraie pour p � p0 et α � α0. Alors nous
devons montrer

1. V pN, 0q
2. pV pi,Nq pour tout i   pq ñ pV pp, α� 1q ñ V pp, αqq

L’assertion 1 est évidente. Nous prouverons l’assertion 2. Nous supposons
V pi,Nq pour tout i   p et V pp, α � 1q, et nous prouverons V pp, αq. Nous

définissons w �

#
t1 si mps, t1q est impair

s si mps, t1q est pair.

Nous définissons les trois morphismes H,F,G par les formules

H �iy2f � � � � �i2f �i1f �0f � F �0f �G.

Soient

– G P Hompθsθt̄, θsθt̄1q

– F P Hompθt1θsθt1 � � � θwθt̄2 , θt1θsθt1 � � � θwθā1q

– H P Hompθsθt̄, θsθā2q

Il est clair que Gp1bRs θt̄q � 1bRs θt̄1 . Par le corollaire 2.15,

0f �Gp1bRs θt̄q � Rs bRt1 1bRs 1bRt1 � � � 1b 1bRw θt̄2 .

Par hypothèse de récurrence V pi,Nq pour tout i   p, donc

F �0f �Gp1bRs θt̄q � Rs bRt1 1bRs 1bRt1 � � � 1b 1bRw θā1 ,

et finalementHp1bRsθt̄q � 1bRsθā2 . Par hypothèse de récurrence V pp, α�1q,
alors, si H 1 �ikf � � � � �iy2�2f �iy2�1f , nous avons H 1p1bRs θā2q � 1bRs θā, donc

gp1bRs θt̄q � H 1 �Hp1bRs θt̄q � 1bRs θā.

2
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2.4 Un isomorphisme clé

Dans l’article [So4] Soergel construit un isomorphisme entre certains bimo-
dules. Dans cette section nous rappelons cet isomorphisme, et nous déterminons
son inverse.

Soit W un groupe diédral fini de générateurs s, r, avec m � mps, rq et V �À
sPS kes la représentation géométrique de W sur le corps k.

Nous rappelons que xs P V
� est une forme linéaire sur V de noyau kerps� idq.

Nous rappelons aussi que R � krV s est l’algèbre des fonctions polynomiales
sur V graduée avec degpV �q � 2 et Grpwq � tpwpvq, vquvPV � V � V est
la diagonale tordue. Tous les R�modules considérés dans cette section et la
section suivante seront gradués.

Pour w P W soit Grp¤ wq �
�

w1¤w Grpw1q et Dw � krGrp¤ wqs. Il faut
remarquer que Ds � R bRs R pour s P S.

Définition 2.20. Nous posons s� � s et s� � r. i ¤ m et ε P t�,�u. Soit
σε

i � sεs�εsε � � � (i termes) et Dε
i � Dσε

i
.

Dans la preuve de la proposition 4.6 de l’article [So4], Soergel montre que
si s P S, x P W et A � ty P W |y ¤ xu, alors il y a un isomorphisme de
pR,Rq�bimodules Z�gradués

RpAq � RpAX sAqps,1qp�2q `RpAY sAqps,1q

Ici l’indice ps,1q signifie les éléments stables par ps� idq. Dans le langage qu’on
vient d’introduire ceci se traduit en

D�
i � pD�

i�1q
ps,1qp�2q ` pD�

i�1q
ps,1q (2.4.12)

Notre objectif dans cette section est de décrire explicitement l’isomorphisme
2.4.12 et son inverse.
Définition 2.21. Soit X � W un sous-ensemble s-stable. Nous définissons
Bs : RpXq Ñ RpXq de la manière suivante :

Bspfq �
f � sf

2xs b 1
, (2.4.13)

où on considère xs b 1 P R b R. Nous définissons aussi ms : RpXq Ñ RpXq
de la manière suivante :

mspfq �
f � sf

2
(2.4.14)
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Nous définissons βi P V
� � V � la seule forme nulle sur Grpσ�i�1q � Grpσ�i q

qui satisfait Bspβiq � 1, c’est-à-dire,

βi � sβi � 2xs b 1. (2.4.15)

Comme Grp¤ σ�i�1q est un ensemble s-stable, alors si g P D�
i on peut définir

Bspg|Grp¤σ�i�1q
q et il est facile de vérifier le fait que l’image de Bs appliqué à

une fonction quelconque donne un élément stable par ps, 1q. D’autre part,
le fait que βi soit nul sur Grpσ�i�1q et sur Grpσ�i q permet de conclure que
yi :� βiBspg|Grp¤σ�i�1q

q est un élément bien défini de D�
i . Il suffit de prendre

n’importe quel représentant de g|Grp¤σ�i�1q
dans D�

i et en le multipliant par

βi nous trouverons un morphisme de D�
i qui ne dépend pas du représentant

choisi. Cet argument reste valable pour définir βih P D
�
i pour tout h P D�

i�1.

Lemme 2.22. L’application Gi : D�
i Ñ pD�

i�1q
ps,1qp�2q ` pD�

i�1q
ps,1q définie

par

g ÞÑ

�
Bspg|Grp¤σ�i�1q

q,

#
ppxv, vq ÞÑ pg � yiqpxv, vqq si pxv, vq P Grp¤ σ�i q

ppxv, vq ÞÑ gpsxv, vqq si pxv, vq P pGrp¤ σ�i�1q �Grp¤ σ�i qq

�
est un isomorphisme admettant comme inverse la fonction Hi définie par la
formule

ph, fq ÞÑ f |Grp¤σ�i q
� βih.

Démonstration. Dans la preuve de la proposition 4.6 de l’article [So4] nous
trouvons les trois faits suivants :
– D�

i �M`N , où M et N sont respectivement les pRsbRq-sous-bimodules
engendrés par β̄i et 1̄ (les images dans D�

i de βi et 1).
– Le morphisme multiplication par βi est un isomorphisme pD�

i�1q
ps,1qp�2q

∼
ÝÑ

M
– La restriction pD�

i�1q
ps,1q Ñ D�

i est une injection d’image N .
Ces trois faits réunis permettent de voir que Hi est un isomorphisme. Il est
facile vérifier GiHi � id. Ceci implique d’une part, que l’application Gi est
bien définie, et d’autre part que Gi est l’inverse de Hi.

2.5 Action du groupe de tresses

Dans [Ro] Rouquier démontre qu’il existe une catégorification du groupe de
tresses en prouvant que certains complexes sont homotopiquement équivalents.
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Nous trouvons dans cette section une équivalence d’homotopie explicite entre
ces complexes.

Soit pW,Sq un système de Coxeter (avec S fini) et V � `sPSkes la représentation
géométrique de W sur le corps k. Nous supposons que cette représentation
est fidèle (c’est toujours le cas en caractéristique zéro).

Définition 2.23. Le groupe de tresses BW associé a W est le groupe en-
gendré par tsusPS avec relations

srs � � � � rsr � � � mps, rq termes

pour chaque s, r P S tel que mps, rq   8

Pour s P S on définit le complexe de pR,Rq-bimodules

Fs � 0 ÝÝÝÑ R bRs R
msÝÝÝÝÑ R ÝÝÝÑ 0

où R est en degré zéro.

Proposition 2.24 (Rouquier). Soit s � r P S avec msr   8. On a des
relations de tresses

FrFsFr � � � � FsFrFs � � � mps, rq termes

dans KbpR bRq.

Preuve. On a une décomposition V � V1`V2 sur l’action de xs, ry, avec V1 �
V xs,ry et V2 � kes ` ker. On a que V2 est la représentation de pxs, ry, ts, ruq.
On a RpV q � RpV1qbCRpV2q

s. Donc on a la proposition pour V si on l’a pour
V2 en utilisant le foncteur krV1s bk �, parce que le foncteur � bRpV qs RpV q
est isomorphe au foncteur �bRpV2qs RpV2q (et la même chose en remplaçant
s par r) . Donc on peut supposer que W est un groupe diédral fini, avec
S � ts, ru.

On définit F ε
i comme le complexe de pR,Rq-bimodules suivant

F ε
i � 0 Ñ Dε

i

�
�
�

	
ÝÝÑ Dε

i�1`D
�ε
i�1

�
� �
� �

	
ÝÝÝÝÑ Dε

i�2`D
�ε
i�2 Ñ � � � Ñ D�`D� p� �q

ÝÝÝÝÑ D1 Ñ 0

où le signe signifie si c’est la projection canonique ou moins la projection
canonique (on prend Dε

i en degré zéro).

Le complexe F ε
1 est isomorphe à Fsε (voir définition 2.20). Rouquier montre

[Ro, prop. 9.2] qu’il existe une équivalence d’homotopie entre FsεF
�ε
i et F ε

i�1

pour ε � �, et avec ceci il démontre la proposition 2.24 parce que F�
m � F�

m .
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Nous trouverons explicitement une équivalence d’homotopie entre FsεF
�ε
i

et F ε
i�1 pour ε � �. Nous montrerons que Fs�F

�
i est homotopiquement

équivalent à F�
i�1 ; l’autre cas est analogue.

Les termes de Fs�F
�
n�1 sont les suivantes :

– En � R bRs D�
n�1

– En�1 � R bRs pD�
n�2 `D�

n�2q `D�
n�1

– Ei � R bRs pD�
i�1 `D�

i�1q ` pD�
i `D�

i q pour 2 ¤ i ¤ n� 2
– E1 � R bRs D0 ` pD� `D�q
– E0 � D0

Nous commençons par définir le morphisme F :

0 // D�
n

//

fn

��

D�
n�1 `D�

n�1

fn�1

��

// � � � // D� `D�

f1

��

// D0

f0

��

// 0

0 // En
// En�1

// � � � // E1
// E0

// 0

de la manière suivante (voir la définition 2.21) :
– fnpxq � 1bmspxq � xs b Bspxq
– fn�1px, yq � p1b pmspxq,mspxqq � xs b pBspxq, Bspxqq, yq
– fipx, yq � p0, px, yqq pour 1 ¤ in� 2
– f0 � id.
Nous utilisons le même symbole pour noter une fonction f définie sur un
ensemble X et pour noter sa restriction à un sous-ensemble de X. Nous
montrerons que fn, fn�1 sont des morphismes de pR,Rq�bimodules (c’est
clair que les autres fi sont des morphismes de pR,Rq�bimodules). Pour ceci
il faut rappeler le résultat [So4, lemma 4.5, 2] :

La multiplication induit un isomorphisme

R bRs pD�
p q

ps,1q �
ÝÑ D�

p pour tout p ¤ m (2.5.16)

Avec ce résultat appliqué au morphisme Hi du lemme 2.22 et le fait que
D�

i�1 Q f � mspfq � xsBspfq, avec mspfq, Bspfq P pD
�
i�1q

ps,1q, on voit que fn

est un morphisme de pR,Rq�bimodules. Le fait que fn�1 est un morphisme
de pR,Rq�bimodules se déduit de [So4, lemma 4.5], parce que si on compose
le morphisme

D�
n�1 Ñ D�

n�2 `D�
n�2p�2q

f ÞÑ pf, 0q

avec l’isomorphismeD�
n�2`D

�
n�2p�2q

�
ÝÑ RbRsD�

n�2 on obtient le morphisme

D�
n�1 Ñ R bRs D�

n�2
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f ÞÑ 1bmspfq � xs b Bspfq

Il est facile de vérifier que F est un morphisme de complexes. Avant de
définir G, l’équivalence d’homotopie inverse à F , on a besoin de définir un
morphisme similaire à Gi. À partir de Gi et de l’isomorphisme (2.5.16) nous
trouvons le morphisme X i : R bRs D�

i�1 Ñ D�
i défini par :

X ipabgq �

#
ppxv, vq ÞÑ apxvqpg � yiqpxv, vqq si pxv, vq P Grp¤ σ�i�1q

ppxv, vq ÞÑ apxvqgpsxv, vqq si pxv, vq P pGrp¤ σ�i q �Grp¤ σ�i�1qq

Nous définissons le morphisme de pRsbRq-bimodules xi : D�
i�1 Ñ D�

i . Nous
utilisons la décomposition en espaces propres D�

j � pD�
j q

ps,1q ` pD�
j q

�ps,1q

donné par pf ÞÑ pmspfq, Bspfqqq ; ceci est un isomorphisme de pRs b Rq-
bimodules. Avec cette identification nous définissons

xi : pD�
i�1q

ps,1q ` pD�
i�1q

�ps,1q Ñ pD�
i q

ps,1q ` pD�
i q

�ps,1q

p1, 0q ÞÑ p0, 0q
p0, 1q ÞÑ pβi�1 � βi, 0q.

Par construction, la restriction de xipfq à Grpσ�i�1q, est égal à pβi�1�βiqBspfq.

Maintant on définit G :

0 // D�
n

// D�
n�1 `D�

n�1
// � � � // D� `D� // D0

// 0

0 // En

gn

OO

// En�1

gn�1

OO

// � � � // E1

g1

OO

// E0

g0

OO

// 0

de la manière suivante :
– gnpab gq � Xnpa, gq
– gn�1pab pf, gq, z1q � paxn�1pfq �Xn�1pab gq,�βn�1aBspfq � z1q
– gipabpf, gq, pz, z

1qq � paxipfq�X ipabgq�z,�βiaBspfq�z
1q si 2 ¤ i ¤ n�2

– g1pab gq, pz, z1q � pab g � z, z1q
– g0 � id
Il faut noter que dans la définition de g1, on identifie D0 et R, donc ab g P
RbRs R. Le fait que G est un morphisme de complexes est facile de vérifier.
Il est aussi facile de vérifier le fait que G � F � id. Par [Ro, prop. 9.2] nous
savons que Fs�F

�
i est homotopiquement équivalent à F�

i�1, donc on peut
conclure que G et F sont des équivalences d’homotopie. 2

On définit le complexe de pR,Rq-bimodules

Fs�1 � 0 ÝÝÝÑ R
ηsÝÝÝÑ R bRs Rp1q Ñ 0

où R est en degré �1 et ηspaq � axs b 1� ab xs.
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Proposition 2.25. Les complexes Fs et Fs�1 sont l’inverse l’un de l’autre
dans KbpR bRq.

Preuve. Soit Rp3q � R bRs Rp1q bRs R. On doit montrer que les deux com-
plexes

0 Ñ R bRs R
α
ÝÑ Rp3q `R

β
ÝÑ R bRs Rp1q Ñ 0

et
0 Ñ RÑ 0

sont homotopiquement équivalents, avec αpabbq � pab1bxsb�axsb1bb, abq
et βpa b b b c, dq � a b bc � dpxs b 1 � 1 b xsq. Pour cela on considère le
diagramme commutatif suivante

0 // R bRs R

0

��

α // Rp3q `R

f

��

β
// R bRs Rp1q //

0

��

0

0 // 0 // R

g

OO

// 0 // 0

et l’équivalence d’homotopie suivante

0 // R bRs R

�id

��

α // Rp3q `R

L0
xxqqqqqqqqqqq

g�f�id

��

β
// R bRs Rp1q

L1
wwppppppppppp

//

�id
��

0

0 // R bRs R α
// Rp3q `R β

// R bRs Rp1q // 0

où par définition, si b � b1 � b2αs avec b1, b2 P R
s,

fpab bb c, dq � �ab2c� d
gpaq � paxs b 1b 1� ab 1b αs, aq
L0pab bb c, dq � �ab2 b c
L1pab bq � �ab 1b b.

On a aussi f � g � id, ce qui permet de conclure. 2

Finalement on obtient une action ”à isomorphisme près” de BW dans KbpRq :

Théorème 2.26. La fonction s ÞÑ Fs se prolonge en un morphisme de
groupes de BW vers le groupe des classes d’isomorphisme d’objets inversibles
de KbpR bRq.
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2.6 Une formule géométrique pour fsr

Dans cette section nous trouvons une nouvelle formule pour les fsr en utilisant
la géométrie.

Dans la section précédente nous avons trouvé deux morphismes de degré zéro
X i : R bRs D�

i�1 Ñ D�
i et fi : D�

i Ñ R bRs D�
i�1. Nous pouvons changer les

rôles de s et r et définir analoguement deux morphismes Y i : RbRr D�
i�1 Ñ

D�
i et hi : D�

i Ñ R bRr D�
i�1. Nous notons

Zm �

#
Y m si m est pair

Xm si m est impair
et v1 �

#
f1 si m est pair

h1 si m est impair.

Nous avons que le morphisme suivant est un morphisme de degré zéro entre
R bRs R bRr R bRs R � � � pm foisq et R bRr R bRs R bRr R � � � pm foisq :

F �
�
pidm�1 b v1q � � � � � pid

2 b hm�2q � pidb fm�1q � hm

�
�

�
�
pZmq � � � � pidm�3 bX3q � pidm�2 b Y 2q � pidm�1 bX1q

�
(2.6.17)

Il est facile de voir que

F p1b 1b � � � b 1q � 1b 1b � � � b 1,

donc F est non nul. Par la proposition 2.9 nous concluons que F est un
multiple scalaire non nul de fsr.

Il faut avouer que dans la pratique cette formule n’est pas des plus commodes
pour trouver des propriétés de fsr (par exemple, propriétés comme la propo-
sition 2.19), étant donné qu’elle est une somme de n termes avec n qui crôıt
exponentiellement avec mps, rq. Dans la prochaine section nous donnons des
formules explicites pour les cas mps, rq � 2 et 3.

2.7 Des formules explicites de fsr pourmps, rq �

2 et 3

Dans cette section nous donnons des formules explicites pour fsr, quand
mps, rq � 2 et 3.
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2.7.1 mps, rq � 2

Nous considérons un système de Coxeter quelconque pW,Sq. Nous définissons
l’application F : θsθr Ñ θrθs comme suit : F pp1 b p2 b p3q � p1Pspp2q b 1b
p3 � p1Bspp2q b 1b xsp3

Proposition 2.27. Si s, r P S et mps, rq � 2, alors fsr � F.

Démonstration. Nous allons considérer V � `sPSCes la représentation géométrique
complexifiée. Dans la décomposition R � Rr ` xrR

r nous pouvons écrire
xs � yr � λxr avec λ P k. On voit facilement que er est dans le hyperplan de
réflexion de s, donc 0 � xsperq � λxrperq, mais comme xrperq � 0 on conclut
que λ � 0. Ceci implique que

xs P R
r. (2.7.18)

Nous savons que fsr est un morphisme bien défini de degré zéro. Donc

fsrp1b 1b 1q � αp1b 1b 1q (2.7.19)

pour α un scalaire. Par l’équation (2.7.18), nous avons que

fsrp1b xs b 1q � αp1b 1b xsq. (2.7.20)

Par les équations (2.7.19) et (2.7.20) nous concluons que fsr � αF , mais
le fait que F p1 b xs b xrq � 1 permet de conclure que α � 1, c’est-à-dire,
fsr � F.

2.7.2 mps, rq � 3

Pour trouver fsr il suffit de traiter le cas où W est un groupe de type A2,
et V � Ces ` Cer la représentation géométrique complexifié. Soient us �
es

2
� er P V

s et ur �
er

2
� es P V

r. Nous définissons txs, ysu (resp. txr, yru)
comme la base duale de tes, usu (resp. ter, uru).

Dans ce cas, il est facile de calculer les équations suivantes

xs �
3

4
yr �

1

2
xr (2.7.21)

ys � xr �
yr

2
(2.7.22)

et on obtient les équations symétriques :

xr �
3

4
ys �

1

2
xs (2.7.23)
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yr � xs �
ys

2
(2.7.24)

Proposition 2.28. Si s, r P S et mps, rq � 3, alors

fsrpp1bp2bp3bp4q � p1Pspp2qb1b1bPspp3qp4�
ys

2
p1Bspp2qb1b1bPspp3qp4

� p1Bspp2q b 1b 1b ysPspp3qp4 � p1Pspp2q b 1b 1b
ys

2
Bspp3qp4

� p1ysPspp2q b 1b 1b Bspp3qp4 � p1Bspp2q b 1b 1b x2
sBspp3qp4

�
y2

s

2
p1Bspp2q b 1b 1b Bspp3qp4 � p1Bspp2q b 1b 1b

y2
s

4
Bspp3qp4

�
ys

4
p1Bspp2q b 1b 1b ysBspp3qp4

Démonstration. Cette proposition est équivalente aux quatre équations sui-
vantes :

fsrp1b 1b 1b 1q � 1b 1b 1b 1 (2.7.25)

fsrp1b xs b 1b 1q �
ys

2
b 1b 1b 1� 1b 1b 1b ys (2.7.26)

fsrp1b 1b xs b 1q � ys b 1b 1b 1� 1b 1b 1b
ys

2
(2.7.27)

fsrp1b xs b xs b 1q � 1b 1b 1b x2
s � y2

s b 1b 1b 1�

� 1b 1b 1b
y2

s

4
�
ys

4
b 1b 1b ys (2.7.28)

Comme la conjecture de Soergel est vraie pour les groupes diédraux, nous
avons

θsθrθs � Bsrs ` θsp2q (2.7.29)

Par la formule 2.6 nous voyons que la partie de degré zéro de l’espace Hompθsp2q, θsθrθsq
est de dimension 1, donc γ � pid b εr b idq � ps est l’unique morphisme de
degré zéro de cet espace (à scalaire non nul près). Il est scindé par le mor-
phisme js � pidbmr b idq. Nous pouvons conclure que fsrpImpγqq � 0, et en
particulier fsrpγp1b 1qq � 0, ce qui donne :

fsrp1b xr b 1b 1� 1b 1b xr b 1q � 0 (2.7.30)
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La équation (2.7.25) découle (à scalaire non nul près) du fait que fsr est de
degré zéro. L’équation (2.7.26) découle des équations (2.7.25), (2.7.30) et du
fait que

θsθrθs Q 1b xs b 1b 1� p1b xr b 1b 1� 1b 1b xr b 1q �
ys

2
b 1b 1b 1�

� 1b 1b 1b ys.

Cette égalité est facile de vérifier en écrivant les deux côtés de l’équation dans
la base normale de θsθrθs, en utilisant les équations (2.7.21), (2.7.22),(2.7.23)
et (2.7.24).

L’équation (2.7.27) découle des équations (2.7.25), (2.7.30) et du fait que

θsθrθs Q 1b xs b 1b 1� p1b xr b 1b 1� 1b 1b xr b 1q � ys b 1b 1b 1�

� 1b 1b 1b
ys

2
.

L’équation (2.7.28) découle du fait que

θsθrθs Q 1b xs b xs b 1 � 1b 1b 1b x2
s � y

2
s b 1b 1b 1� 1b 1b 1b

y2
s

4
�

�
ys

4
b 1b 1b ys

À nouveau on vérifie cette équation en écrivant les deux côtés de l’équation
dans la base normale de θsθrθs, en utilisant les équations (2.7.21), (2.7.22),(2.7.23)
et (2.7.24). Finalement, on élimine l’incertitude du scalaire en calculant
l’image par fsr de l’élément normal, en calculant le résultat dans la base
normale.
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Chapitre 3

Sur la catégorie des bimodules
de Soergel

Dans ce chapitre nous nous intéressons au problème de trouver une base
pour l’ensemble de morphismes entre les bimodules de Soergel. Ce chapitre
est basé dans l’article [Li1]. L’introduction de cet article (de la section 1
jusqu’à la section 4.3) a été supprimée et nous avons ajouté des détails à la
section 3.4.

Dans la section 1, nous définissons la « base des feuilles légères » (BFL), qui
est un sous-ensemble de ces espaces d’homomorphismes. On peut regarder
la construction de la section 3.1 comme une catégorification de la formule
donnée dans le corollaire 2.6. Cette formule dit que les dimensions graduées
des espaces d’homomorphismes sont données par le coefficient en 1 d’un pro-
duit du type p1� Ts1q � � � p1� Tsnq.

Dans les sous-sections 3.1.1-3.1.3 nous construisons par récurrence la BFL,
en imitant au niveau des morphismes de la catégorie B la récurrence qui
apparâıt pour le calcul du produit p1� Ts1q � � � p1� Tsnq à partir du produit
p1� Ts1q � � � p1� Tsn�1q.

Dans la section 3.2, nous prouvons le théorème fondamental de ce chapitre :
la BFL est en fait, comme le laisse prévoir son nom, une base de l’espace
d’homomorphismes, comme module à droite sur R. Dans la section 3.3 nous
en déduisons des bases pour les morphismes dans B.

Soit O0 le bloc principal de la catégorie O de BGG. Comme corollaire
du résultat de la section 3.3, nous trouvons explicitement, dans la section
3.4.1, les morphismes dans la sous-catégorie pleine de O0 d’objets projectifs
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(O0�proj).

3.1 Construction de la base des feuilles légères

Nous commençons par exposer le problème central que nous résoudrons dans
ce chapitre.

Problème 3.1. Décrire explicitement Hompθs1 � � � θsn , θt1 � � � θtkq pour
s1, . . . , sn, t1, . . . , tk P S.

Soit C la sous-catégorie pleine de B, dont les objets sont des sommes directes
finies d’objets de la forme θs1 ...θsnpdq, pour un d P Z. Alors si on résoud le
problème 3.1, on trouve les espaces de morphismes dans la catégorie C. La
remarque 1.11 montre que B est l’enveloppe Karoubienne de C.

3.1.1 Quelques morphismes

Pour chaque s P S on va définir deux nouveaux morphismes et on va rappeler
quatre. Considérons la décomposition R � Rs ` xsR

s. Soient p1, p2 P Rs

et p, q, r P R. On rappelle les définitions des morphismes de Rs-modules
gradués :

Ps : RÑ R, p1 � xsp2 ÞÑ p1

Is : RÑ R, p1 � xsp2 ÞÑ xsp2

Bs : Rp2q Ñ R, p1 � xsp2 ÞÑ p2

Nous définissons les morphismes de pR,Rq�bimodules gradués :

ms : θs Ñ R, R bRs R Q pb q ÞÑ pq
is0 : θsθsp2q Ñ R, R bRs R bRs R Q pb q b r ÞÑ pBspqqr

is1 � js : θsθsp2q Ñ θs, R bRs R bRs R Q pb q b r ÞÑ pBspqq b r P R bRs R.

Il est facile de voir que ces morphismes sont bien définis, parce que Bspa
spq �

asBsppq pour as P Rs.

3.1.2 Quelques choix

On commence avec une définition
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Définition 3.2. Pour x P W , on définit Rpxq comme l’ensemble de toutes
les expressions réduites de x (si lpxq � n cet ensemble est un sous-ensemble
de l’ensemble des n-uplets d’éléments de S). Si 1 est l’élément unité de W ,
on pose θ1 � R et si t � pt1, . . . , tkq P Rpxq, on rappelle que θt � θt1 � � � θtk .

On va fixer jusqu’à la fin de la section 3.3 une suite ps1, s2, . . .q d’éléments
de S. On définit s0 � 1 et sn � ps1, s2, . . . , snq, pour n ¥ 1. On sait que si
x P W , s P S et lpxsq   lpxq, alors il existe une expression réduite de x ayant
s comme dernier élément. Dans [Bo1, ch.4, §1, prop. 4], on montre qu’on
peut passer d’une expression réduite d’un élément à n’importe quelle autre
par une suite de mouvements de tresse. Donc pour chaque couple pn, tq, avec
n P N, t � pt1, . . . , tkq une expression réduite de x :� t1 � � � tk P W et avec
lpxsnq   lpxq, l’ensemble de suites d’éléments de Rpxq

ppt11, . . . , t
1
kq, pt

2
1, . . . , t

2
kq, . . . , pt

l
1, . . . , t

l
kqq

où t1i � ti pour tout 1 ¤ i ¤ k, tlk � sn, et où on passe de pti1, . . . , t
i
kq vers

pti�1
1 , . . . , ti�1

k q par un mouvement de tresses, est non vide.

Alors on choisit arbitrairement et jusqu’à la fin de la section 3.3, pour chaque
couple pn, tq un élément de cet ensemble, qu’on appellera P pn, tq.

Soit P pn, tq � ppt11, . . . , t
1
kq, pt

2
1, . . . , t

2
kq, . . . , pt

l
1, . . . , t

l
kqq. Pour chaque 1 ¤

i ¤ l � 1 on a un morphisme πi associé au mouvement de tresses dans
Hompθti1

� � � θtik
, θti�1

1
� � � θti�1

k
q, du type idp b fsr b idk�p�mps,rq pour un certain

0 ¤ p ¤ k�mps, rq. On définit Fnptq � πl�1�� � ��π2�π1 P Hompθt1 � � � θtk , θtl1
� � � θtlk�1

θsnq.

3.1.3 Définition de la base des feuilles légères

On va définir par récurrence sur n ¥ 0 un sous ensemble An de

Fn :�
º
xPW

º
tPRpxq

Hompθsn , θtq

où
²

est l’union disjointe.

On pose tout d’abord A0 � tid : R Ñ Ru. On va construire maintenant An

à partir de An�1. On pose

A0
n�1 � An�1 X

����º
xPW

º
tPRpxq

lpxsnq¡lpxq

Hompθsn , θtq

���
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et A1
n�1 � An�1 � A0

n�1.

On va définir quatre morphismes, f j
i,n : Aj

n�1 Ñ Fn avec i, j P t0, 1u.

Pour les deux premiers morphismes, soient a P Hompθs1 � � � θsn�1 , θt1 � � � θtkq P
A0

n�1 et t � pt1, . . . , tkq. On pose

f 0
0,npaq : θs1 � � � θsn

abid
ÝÝÝÑ θt1 � � � θtkθsn

idkbmsnÝÝÝÝÝÑ θt1 � � � θtk

f 0
1,npaq : θs1 � � � θsn

abid
ÝÝÝÑ θt1 � � � θtkθsn .

Pour les deux derniers, soit a P Hompθs1 � � � θsn�1 , θt1 � � � θtkq P A
1
n�1 et soit

t � pt1, . . . , tkq. On a Fnptq P Hompθt1 � � � θtk , θt11
� � � θt1k�1

θsnq. On pose

f 1
0,npaq : θs1 � � � θsn

abid
ÝÝÝÑ θt1 � � � θtkθsn

Fnptqbid
ÝÝÝÝÝÑ θt11

� � � θt1k�1
θsnθsn

idk�1bis0ÝÝÝÝÝÑ θt11
� � � θt1k�1

f 1
1,npaq : θs1 � � � θsn

abid
ÝÝÝÑ θt1 � � � θtkθsn

Fnptqbid
ÝÝÝÝÝÑ θt11

� � � θt1k�1
θsnθsn

idk�1bis1ÝÝÝÝÝÑ θt11
� � � θt1k�1

θsn .

Maintenant on peut définir An

An �
¤

0¤i,j¤1

f j
i,npA

j
n�1q.

On définit A1
n comme le sous ensemble de An des éléments appartenant à

Hompθsn , Rq.

3.2 Le théorème et sa preuve

Théorème 3.3. A1
n est une R-base de Hompθsn , Rq.
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Remarque 3.4. On va appeler A1
n une « base de feuilles légères » : En tenso-

risant par l’identité on peut voir Ak � Fn pour k ¤ n. Alors on peut voir An

comme un arbre binaire parfait, dont on peut associer à chaque feuille (une
feuille est un morphisme de θs1 � � � θsn vers θt1 � � � θtk) un nombre ou « poids »
(dans ce cas le poids serait k). Avec ce point de vue, A1

n est l’ensemble de
feuilles qui ont poids zéro.

Remarque 3.5. Il faut noter que chaque morphisme de A1
n dépend du choix

des P pn, tq. On va donner un exemple dans lequel différents choix du P pn, tq
donnent des morphismes associés différents.

Soient s, r P S avec mps, rq � 3. Soient

f � pms � i
s
1q � pidbmr � i

r
1 b idq � pid2 bms � i

r
1 b id2q

et
g � f � pfr,s b id3q � pfsr b id3q

deux morphismes appartenant à Hompθsθrθsθsθrθs, Rq. On va montrer que
f � g. Pour ceci on définit

x̄ � 1b xr b 1b xr b 1b xr b 1� 1b 1b xr b xr b 1b xr b 1 P θsθrθsθsθrθs.

On voit facilement que fpx̄q � 1. Il nous reste a montrer que gpx̄q � 0. Pour
ceci il suffit de montrer que

fsrp1b xr b 1b 1� 1b 1b xr b 1q � 0. (3.2.1)

Comme C 1
sC

1
rC

1
s � C 1

srs � C 1
s, le théorème [So4, thm. 4.2] et le lemme [So2,

lemma 2] impliquent que θsθrθsp3q � R bRxs,ry Rp3q ` θsp1q, c’est-à-dire,

θsθrθs � R bRxs,ry R ` θsp�2q. (3.2.2)

Il est facile de voir que, à scalaire près, le seul morphisme de degré zéro de
RbRxs,ry R vers θsθrθs est le morphisme is,r défini par p1b1 ÞÑ 1b1b1b1q.
Par le corollaire 2.6 on voit qu’à scalaire près il y a un seul morphisme de
degré zéro de θsp�2q vers θsθrθs. Ce morphisme est le morphisme p1 b 1 ÞÑ
1b xr b 1b 1� 1b 1bxr b 1q. Donc on a (toujours à scalaire près) explicité
l’isomorphisme (3.2.2).

Comme on a vu dans le lemme 2.1.2, R bRxs,ry R � Bsrs, donc on a un
diagramme commutatif

θsθrθs
//

fsr &&MMMMMMMMMMM
R bRxs,ry R

ir,s

��

θrθsθr
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la flèche horizontale étant la surjection canonique dans l’isomorphisme (3.2.2).
Ceci permet de prouver l’équation (3.2.1), et donc de conclure que f � g.

Exemple : Dans l’exemple suivant nous avons ps1, s2, s3, s4q � ps, r, s, rq et
mps, rq � 3. Par des raisons d’espace nous montrons seulement une moitié
de l’arbre, la « moitié gauche », c’est à dire, nous ne montrons pas les mor-
phismes qui passent par l’élément encadré θrθsθr. Nous avons encerclé en bas
à droite la seule feuille légère de cette moitié d’arbre.

θsθrθsθr

id4

~~~~
~~

~~
~~

~
msbid3

%%KKKKKKKKKK

θsθrθsθr

id4

~~~~
~~

~~
~~

~

idbmrbid2

))SSSSSSSSSSSSSSSSS θrθsθr

θsθrθsθr

id4

��























id2bmRbid

��
11

11
11

11
11

11
11

1 θsθsθr

jsbid
��
�
�
�

�� 		

θsθr

id2

���
�

�
�

msbid
��

7
7

7
7

θsθrθsθr

����

fsrbid

��
�
�
� θsθrθr

����

idbjr

��
�
�
�
�
�
�
� θsθr

id2

��

idbmr

��
((

((
((

((
((

((
((

((
((

((
((

θr

id

��

mr

��
%%
%%
%%
%%
%%
%%
%%
%%
%%
%%
%%

θrθsθrθr

id2bjr

��
�
�
�

θrθsθr

id3

��~
~

~
~

id2bmr !!C
C

C
C θsθr

id2

��
�
�
�

idbmr

!!C
C

C
C

θrθsθr θrθs θsθr θs θsθr θs θr
76540123R

Démonstration du Théorème 3.3. Définissons les polynômes px
n par

p1� Ts1q � � � p1� Tsnq �
¸
xPW

px
nTx

On a les équations suivantes

p1� Ts1q � � � p1� Tsn�1qp1� Tsnq �
�¸

px
n�1Tx

	
�

�

�� ¸
lpxsnq¡lpxq

px
n�1Txsn

�
�
�� ¸

lpxsnq lpxq

px
n�1TxTsn

�
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et

¸
lpxsnq lpxq

px
n�1TxTsn �

�� ¸
lpxsnq lpxq

qpx
n�1Txsn

�
�
�

���� ¸
lpxsnq lpxq

px
n�1 TxsnTsnl jh n

Tx

pq � 1q

���
,
qui impliquent

p1� Ts1q � � � p1� Tsn�1qp1� Tsnq �

�� ¸
lpxsnq¡lpxq

px
n�1Tx � px

n�1Txsn

�
�
�

�� ¸
lpxsnq lpxq

qppx
n�1Tx � px

n�1Txsnq

�
.
Cette dernière formule, le corollaire 2.6 et la construction récursive de A1

n vont
nous montrer que les degrés gradués des éléments de A1

n sont ceux que doit
avoir une base. Avec les définitions suivantes on va dire ceci d’une manière
plus précise.

Définition 3.6. Soit X � tx1, . . . , xnu un ensemble d’éléments homogènes
d’espaces vectoriels gradués. On définit YpXq �

°
i q

degpxiq{2.

Définition 3.7. Pour x P W on définit

Anpxq � An X
º

tPRpxq

Hompθsn , θtq.

Lemme 3.8. On a l’égalité YpAnpxqq � px
n. En particulier, YpA1

nq � p1
n.

Démonstration. On va le montrer par récurrence sur n. Pour n � 1 c’est clair.
Supposons-le vrai pour n � 1. Par construction, à chaque a P pAn�1pxqq

0

on associe les deux éléments a1 P Anpxq et a2 P Anpxsnq, et à chaque
b P pAn�1pxqq

1 on associe les deux éléments b1 P Anpxq et b2 P Anpxsnq,
avec deg(a)=deg(a1)=deg(a2), et deg(b)�2=deg(b1)=deg(b2), ce qui permet
de conclure la récurrence. 2
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Supposons que l’on ait montré que les éléments de A1
n sont linéairement

indépendants pour l’action de R. Soit T le sous R-module de Hompθsn , Rq
engendré par les éléments de A1

n. Dans chaque degré, T et Hompθsn , Rq sont
de dimension finie comme k-espaces vectoriels, et ils ont la même dimension
parce que YpA1

nq � p1
n et T est libre pour l’action de R (voir corollaire

2.6), donc ils sont égaux. Cela étant vrai à chaque degré, on déduit que
T � Hompθs1 � � � θsn , Rq, et cela finit la preuve du théorème 3.3.

Donc il nous reste à montrer que les éléments deA1
n sont linéairement indépendants

pour l’action de R.

Les éléments de A1
n sont de la forme f jn

in,n�� � ��f
j2
i2,2�f

j1
i1,1pidq avec ik, jk P t0, 1u.

Soit In � tpi1, . . . inq tel que D pj1, . . . jnq avec f jn

in,n � � � � � f
j1
i1,1pidq P A

1
nu �

t0, 1un. On remarque que dans cette dernière définition le n-uplet pj1, . . . jnq
est unique, s’il existe.

On rappelle que x0
s � 1 et x1

s � xs pour s P S. Si i � pi1, . . . , inq P t0, 1u
n,

on pose xi � 1 b xi1
s1
b xi2

s2
b � � � b xin

sn
P θs1θs2 � � � θsn , et si i P In, on pose

fi � f jn

in,n � � � � � f
j1
i1,1pidq.

Sur t0, 1un, on appelle  l’ordre total suivant : Si
°

j ij ¡
°

j i
1
j alors pi1, . . . inq ¡

pi11, . . . i
1
nq. Sinon, soit r le plus petit entier tel que ir � i1r. Si ir � 0, alors

pi1, . . . inq ¡ pi11, . . . i
1
nq, et si ir � 1, alors pi1, . . . inq   pi11, . . . i

1
nq.

Pour finir la démonstration du théorème, on veut montrer que si
°

iPIn
aifi �

0, avec ai P R, alors ai � 0 pour tout i P In. Pour cela il est suffisant de
montrer les deux faits suivants :

(a) fipxiq � 1

(b) fipxi1q � 0 pour i ¡ i1

Définition 3.9. On dit qu’un élément x P θt1 � � � θtk est « supérieur », si
x P R�θt1 � � � θtk , et il est « normalsup »s’il appartient à 1b xt1 b xt2 b � � � b
xsr �R�θt1 � � � θtk . Pour f P θt1 � � � θtk , on note f; l’ensemble f �R�θt1 � � � θtk .

Si i � pi1, . . . , inq P In, on définit fm
i
� f jm

im,m � � � � � f j2
i2,2 � f

j1
i1,1pidq, et xm

i
�

1b xi1
s1
b xi2

s2
b � � � b xim

sm
P θs1θs2 � � � θsm , pour 1 ¤ m ¤ n.

Lemme 3.10. Soient i, i1 P In. Si fu�1
i

pxu�1

i1
q est supérieur, alors fu

i
pxu

i1
q est

supérieur aussi.
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Démonstration. On a fu
i
pxu

i1
q � f ju

iu,upf
u�1
i

qpxu�1

i1
bx

i1u
suq. Par hypothèse pfu�1

i
b

idqpxu�1

i1
b x

i1u
suq est supérieur, et le fait que fu

i
pxu

i1
q est l’image de cet élément

par un morphisme de bimodules, permet de conclure le lemme.

Lemme 3.11. Le morphisme Frptq envoie toujours un élément normalsup
(resp. supérieur) vers un élément normalsup (resp. supérieur).

Démonstration. Comme Frptq est un morphisme de bimodules, il envoie un
élément supérieur vers un élément supérieur.

Maintenant on veut montrer que Frptq envoie un élément normalsup vers un
élément normalsup. Il suffit à son tour de montrer ceci pour les morphismes
du type ida b fsr b idb, ce qui revient à le montrer pour les fsr, mais ceci est
vrai par définition de fsr.

Lemme 3.12. Si fm
i
P Hompθs1 � � � θsm , θt1 � � � θtrq, alors fm

i
pxm

i
q est un élément

normalsup de θt1 � � � θtr .

Démonstration. : On va le montrer par récurrence sur m. Pour m � 1, on
sait que j1 � 0.

Si i1 � 0, alors f 0
0,1pidqp1b 1q � 1 P R.

Si i1 � 1, alors f 0
1,1pidqp1b xs1q � 1b xs1 P θs1 .

Supposons le lemme vrai pour tout m   r. Pour simplifier les notations on
va appeler gj :� f j

i
. Soit gr�1 P Hompθs1 � � � θsr�1 , θt1 � � � θtkq. On note aussi

t � pt1, . . . tkq. Comme gr � f jr

ir,rpgr�1q, il y a quatre cas :

1. jr � 0, ir � 0, (donc xir
sr
� 1), alors

grpx
r
i
q � pidk bmsrq � pgr�1 b idqpxr

i
q

P pidr bmsrqp1b xt1 b � � � b xtk b 1;q
P 1b xt1 b � � � b xtk; � θt1 � � � θtk .

2. jr � 0, ir � 1, (donc xir
sr
� xsr) alors

grpx
r
i
q � pgr�1 b idqpxr

i
q

P 1b xt1 b � � � b xtk b xts; � θt1 � � � θtkθts .
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3. jr � 1, ir � 0, (donc xir
sr
� 1) alors

grpx
r
i
q � pidk�1 b isr

0 q � pFrptq b idqq � pgr�1 b idqpxr
i
q

P pidk�1 b isr
0 q � pFrptq b idqqp1b xt1 b � � � b xtk b 1;q

P pidk�1 b isr
0 qp1b xt11

b � � � b xt1k�1
b xsr b 1;q

P 1b xt11
b � � � b xt1k�1

; � θt11
� � � θt1k�1

.

4. jr � 1, ir � 1, (donc xir
sr
� xsr) alors

grpx
r
i
q � pidk�1 b isr

1 q � pFrptq b idqq � pgr�1 b idqpxr
i
q

P pidk�1 b isr
1 q � pFrptq b idqqp1b xt1 b � � � b xtk b xtr;q

P pidk�1 b isr
1 qp1b xt11

b � � � b xt1k�1
b xsr b xsr;q

P 1b xt11
b � � � b xt1k�1

b xsr; � θt11
� � � θt1k�1

θsr .

Le passage de la deuxième à la troisième ligne dans (3) et (4) vient du fait
que Frptq envoie un élément normalsup vers un élément normalsup (lemme
3.11).

Maintenant on peut finir la preuve du théorème. La première chose qu’on
peut constater est que pour s P S, le morphisme Bs est gradué de degré
�2. Donc fi � f jn

in,n � � � � � f
j2
i2,2 � f

j1
i1,1pidq est un morphisme gradué de degré°n

p�1�2jp.

Soit
Xa,b � tp|jp � a , ip � bu.

Si a P Hompθs1 � � � θsm , θt1 � � � θtkq, on pose $paq � k. Les quatre équations
suivantes sont faciles de vérifier :

$paq � $pf 0
0,rpaqq

$paq � $pf 1
1,rpaqq

$paq � 1 � $pf 0
1,rpaqq

$paq � 1 � $pf 1
0,rpaqq.

Si i P In, alors, comme $pfiq � 0, on peut déduire que cardpX1,0q �
cardpX0,1q. Donc on a

°n
p�1 jp � cardpX1,0q � cardpX1,1q

� cardpX0,1q � cardpX1,1q
�
°n

p�1 ip.
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Donc fi est un morphisme gradué de degré
°n

p�1�2ip. On a aussi que si i1 �
pi11, . . . , i

1
mq le degré de xi1 est

°
2i1p. Donc, si

°
ip ¡

°
i1p, alors fipxi1q � 0.

Maintenant supposons
°
ip �

°
i1p. Par le raisonnement précedent,

degpfipxi1qq � 0, (3.2.3)

c’est à dire, fipxi1q est un scalaire. Ceci et le lemme 3.12 permettent de
conclure la partie a), c’est à dire, que fipxiq � 1.

Pour montrer la partie b), c’est à dire que fipxi1q � 0 pour i ¡ i1, on va
supposer

°
ip �

°
i1p , i1   i, et aussi fipxi1q � 0. On va arriver à une

contradiction.

Soit r le plus petit entier tel que ir � i1r, donc ir � 0 et i1r � 1. Par le lemme
précédent, f r�1

i
pxr�1

i1
q est un élément normalsup. Donc si n est l’élément

normal de l’ensemble d’arrivée du morphisme f r
i
, on a que f r

i
pxr

i1
q appartient

à l’ensemble pn �xsrq; (voir la définition 3.9). Le lemme suivant (lemme 3.13)
nous dit que cet élément est supérieur, donc le lemme 3.10 et l’équation
(3.2.3) permettent d’aboutir à une contradiction.

Lemme 3.13. Soit pt1, . . . , trq un r-uplet d’éléments de S. Un élément x P
θt1 � � � θtk est supérieur, si et seulement si il est zéro, ou bien s’il existe une
écriture

x �
m̧

i�1

pi
0 b pi

1 b � � � b pi
k

qui satisfait la propriété suivante, qu’on appellera propriété (*M) : les pi
j P R

sont des éléments homogènes, et pour tout 1 ¤ i ¤ m, il existe ri P N0, avec°ri

j�0 degppi
jq ¥ ri � 1. Ici M � maxtri|1 ¤ i ¤ mu.

Démonstration. La direction « seulement si » est claire parce que si x est
supérieur, on a x � r� � z, avec r� P R� et z P θt1 � � � θtk . Alors si z �°m

i�1 p
i
0 b pi

1 b � � � b pi
k avec les pi

j P R des éléments homogènes, on a x �°m
i�1 r

�pi
0 b pi

1 b � � � b pi
k, qui satisfait la propriété (*0).

Pour l’autre sens, soit x �
°m

i�1 p
i
0 b pi

1 b � � � b pi
k satisfaisant la propriété

(*M). Comme pi
ri
� Ptri

ppi
ri
q � xtri

Btri
ppi

ri
q, alors

x �
m̧

i�1

pi
0 b � � � b pi

ri�1Ptri
ppi

ri
q b 1b � � � b pi

n�

� pi
0 b � � � b pi

ri�1Btri
ppi

ri
q b xtri

b � � � b pi
n.
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Si pi
0b� � �bp

i
ri�1Ptri

ppi
ri
qb1b� � �bpi

n � 0, alors
°ri�2

j�0 degppi
jq�degppi

ri�1Ptri
ppi

ri
qq ¥

ri, et si pi
0 b � � � b pi

ri�1Btri
ppi

ri
q b xtri

b � � � b pi
nq � 0, alors

°ri�2
j�0 degppi

jq �

degppi
ri�1Btri

ppi
ri
qq ¥ ri.

Ceci montre que s’il existe une écriture de x qui satisfait la propriété (*M)
alors il existe une autre écriture qui satisfait la propriété (*M�1). Par récurrence
on arrive au fait qu’il existe une écriture de x qui satisfait la propriété (*0),
ce qui est équivalent à dire que x est supérieur.

3.3 Une base de morphismes dans le cas général

Maintenant qu’on a prouvé le théorème 3.3, on finit en donnant une solution
du problème 3.1, c’est à dire, on donne une base explicite de Hompθs1 � � � θsn , θt1 � � � θtkq,
pour s1, . . . , sn, t1, . . . , tk P S..

Définition 3.14. Si i � pi1, . . . , irq P Ir on définit i
c
� p�i1�1, . . . ,�ir�1q P

Ir. On définit aussi ipopq � pir, . . . , i1q. Finalement on pose xg

i
� xi1

t1 b � � � b

xir
tr b 1 P θt1 � � � θtr et xd

i
� 1b xi1

t1 b � � � b xir
tr P θt1 � � � θtr .

Soit tfαuαPA � Hompθtk � � � θt1θs1 � � � θsnp�kq, Rq une base de feuilles légères
(noter qu’on dit « une » base parce que pour choisir cette base il faut faire
un choix du même type que dans 3.1.2). Alors avec l’isomorphisme explicite
donné dans le lemme 2.4, on trouve que$&%m ÞÑ

¸
iPIk

xg

i
fαpp1b xd

i
c
popq

q �mq

,.-
αPA

est une base de Hompθs1 � � � θsn , θt1 � � � θtkq comme R-module à droite.

3.4 Application à la catégorie O de BGG

3.4.1 Morphismes dans la catégorie O

Soit g � b � h une algèbre de Lie semisimple complexe, une sous-algèbre
de Borel et une sous-algèbre de Cartan. Soit g � n� ` b � n� ` h ` n la
décomposition de Cartan correspondante. Nous noterons les algèbres enve-
loppantes correspondantes par Upgq,Upbq, etc.
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Nous considérons la catégorieO qui est la sous-catégorie pleine de la catégorie
des Upgq�modules, et dont les objets sont les suivants :

ObpOq :�

$&% | M est de type fini comme Upgq �mod
M P Upgq �mod | M est localement fini pour n

| h agit de maniere diagonale en M

,.-
où la deuxième condition signifie que dimC Upnq �m   8 pour tout m P M
et la dernière dit que M �

À
µPh� Mµ, où Mµ � tm PM |h �m � µphqm pour

tout h P hu est l’espace de poids µ de M . On peut trouver quelques résultats
basiques sur cette catégorie en [BGG].

Pour un poids donné λ P h�, soit Cλ le Upbq�module égal à C comme espace
vectoriel et avec l’action de Upbq définie par la formule suivante :

ph� nq � c � λphqc

avec h P h et n P n. Soit Mpλq � Upgq bUpbq Cλ le module de Verma de
plus haut poids λ et tête simple Lpλq. Soit P pλq P O l’enveloppe projectif de
Lpλq.

Soit W le groupe de Weyl. Il a une action naturelle de W sur h� : pour
λ P h� nous notons w � λ � wpλ � ρq � ρ, dont ρ est la demi-somme des ra-
cines positives. Nous définissons Oλ la sous-catégorie pleine de O d’objets les
modules annulés par une puissance suffisamment grande de l’idéal maximal
AnnZMpλq dans le centre Z de Upgq. En [BGG] on montre la décomposition :

O �
à

λPh�{pW �q

Oλ

On note O0�proj la sous-catégorie d’objets projectifs dans le bloc principal
O0 de la catégorie O. Soit C � R{pRW

� q l’algèbre de coinvariants. On identifie
C à R{R�, et on définit BC la sous-catégorie pleine de C�mod, d’objets les
éléments B bR C, avec B P B.

Dans [So1, Endomorphismensatz 3], Soergel montre que si w0 est le plus long
élément de W , alors il y a un isomorphisme

C � EndOpP pw0 � 0qq,

donc on peut construire un foncteur

V � HomOpP pw0 � 0q,�q : O0 � proj Ñ C �mod.
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Lemme 3.15. La restriction du foncteur V est une équivalence de catégories :

V : O0 � proj � BC. (3.4.4)

Démonstration. Nous commençons par un théorème de Soergel

Théorème 3.16 ([So1], Theorem 10). Soit s une réflexion simple. Notons
Cs les invariants de C par l’action de s. Il existe un endofoncteur θs de O0

et une équivalence naturelle de foncteurs O0 Ñ C �mod

Vθs � C bCs V.

Pour x P W avec x � sr � � � s2s1 une expression réduite, le module P px � 0q
est isomorphe à un facteur direct de θs1 � � � θsrMp0q (voir [Ja2]), donc par le
lemme précédente on peut conclure que VP px � 0q est isomorphe à un facteur
direct de C bCs1 C bCs2 C bCs3 � � � bCsr C P BC. Comme tous les objets de
O0 � proj sont des sommes directes des modules projectifs indécomposables,
c’est-à-dire, des P px �0q, on conclut que l’image par V des objets de O0�proj
est bien dans BC, donc le foncteur du lemme est bien défini.

La proposition [So1, struktursatz] nous dit que le foncteur V : O0�proj � BC

est pleinement fidèle. Nous devons montrer seulement qu’il est essentiellement
surjectif, mais comme

Vpθs1 � � � θsrMp0qq � C bCs1 C bCs2 C bCs3 � � � bCsr C,

il faut seulement vérifier que l’image de V est stable par facteurs directs, et
ceci découle du fait que V est pleinement fidèle et induit donc une bijection
au niveau des idempotents.

D’autre part, à partir de [So2, prop. 8], on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.17. Si B,B1 P B, alors le morphisme canonique

HompR,RqpB,B
1q bR C Ñ HomCpB bR C, B1 bR Cq

est un isomorphisme.

Avec ces deux résultats et la description de HompR,RqpB,B
1q faite dans la

section 6, on obtient explicitement les morphismes dans la catégorie O0-proj.

On remarque que KbpO0 � projq � DbpO0 �modq, car gldim O0   8.
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Chapitre 4

Équivalences entre conjectures
de Soergel

Nous mettons dans ce chapitre le contenu exact de l’article [Li2].

Introduction

Dans l’article [So2] de 1992, Soergel a catégorifiéH, l’algèbre d’Iwahori-Hecke
d’un système de Coxeter pW,Sq. Ceci signifie que si k est un corps infini
et V une représentation k-linéaire de W satisfaisant certaines propriétés,
alors Soergel a construit une catégorie tensorielle BkpV q -appelée catégorie
de Soergel sur V - et un isomorphisme d’anneaux E de H vers le groupe de
Grothendieck scindé de BkpV q.

Il a alors posé une conjecture (conjecture 4.17) qui donne une correspondance
bijective, via E , entre les éléments de la base de Kazhdan-Lusztig et les
éléments indécomposables de BkpV q.

Cette conjecture implique deux résultats majeurs : d’une part, quand k � R,
la conjecture de positivité des polynômes de Kazhdan-Lusztig (voir [So4]) et
d’autre part, quand k est de caractéristique positive, une partie de la conjec-
ture de Lusztig portant sur les caractères des représentations irréductibles de
groupes algébriques en caractéristique positive (voir [So3]).

Dans la section 4.1 de ce chapitre nous donnons les notations et définitions
que nous utiliserons dans la suite. Dans la section 4.2 nous donnons l’énoncé
des trois théorèmes principaux. Nous choisissons V et V 1 une représentation
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et une sous-représentation de W satisfaisant certaines propriétés techniques.
Ces propriétés sont satisfaites en particulier quand k � R, V est une des
représentations utilisées par Soergel dans sa théorie (une représentation RF)
et V 1 est la représentation géométrique. Le premier théorème (4.12) établit
des relations entre les espaces de morphismes de BkpV

1q et ceux de BkpV q.
Le second (4.13) énonce une bijection entre les indécomposables de BkpV q et
ceux de BkpV

1q. Le troisième (4.14) nous donne un isomorphisme entre les
groupes de Grothendieck scindés de BkpV q et de BkpV

1q.

Ces deux derniers théorèmes impliquent que la conjecture de Soergel est
équivalente pour BkpV q et BkpV

1q. En particulier ceci montre que la conjec-
ture de Soergel pour k � R et V la représentation géométrique implique la
conjecture de positivité des polynômes de Kazhdan-Lusztig.

Dans la section 4.3 nous donnons les outils principaux pour démontrer ces
théorèmes : notamment nous travaillerons au niveau des corps de fractions
des anneaux de polynômes pour montrer des isomorphismes entre les espaces
de morphismes. Enfin, dans la section 4.4 nous achevons les démonstrations
des théorèmes.

J’aimerais remercier Geordie Williamson pour ses remarques, et Raphaël
Rouquier pour son encouragement et ses multiples idées et commentaires.

4.1 Définitions

4.1.1 Rappels

Donnons d’abord quelques définitions.

Définition 4.1. Un système de Coxeter est un couple pW,Sq où W est un
groupe et S � W une partie génératrice, tels que W admet une présentation
de générateurs s P S et relations psrqmps,rq � 1 pour s, r P S, avecmps, sq � 1,
mps, rq ¥ 2 et éventuellement mpr, sq � 8 si s � r.

Définition 4.2. Soit pW,Sq un système de Coxeter. Nous définissons l’algèbre
de Hecke H � HpW,Sq comme la Zrv, v�1s-algèbre de générateurs tTsusPS ,
ceux-ci satisfaisant les relations

T 2
s � v�2 � pv�2 � 1qTs

pour tout s P S et
TsTrTs... � TrTsTr...
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avec mps, rq termes de chaque côté, si s, r P S et sr est d’ordre mps, rq.

Si x � s1s2 � � � sn est une expression réduite de x, on définit Tx � Ts1Ts2 � � �Tsn

(Tx ne dépend pas du choix de la décomposition réduite). Nous posons q �
v�2. Nous pouvons montrer que tTxuxPW est une base de H sur Zrv, v�1s.

Soit T � W le sous-ensemble des réflexions, c’est à dire, tous les éléments
qui sont conjugués aux éléments de S.

Définition 4.3. Soit k un corps de caractéristique différente de 2. Une
représentation de dimension finie de W sur k est appelée réflexion fidèle
(RF) si elle est fidèle et si l’ensemble d’éléments de W qui ont un espace de
points fixes de codimension un coincide avec l’ensemble des réflexions.

Définition 4.4. Pour chaque objet gradué M �
À

iMi, et chaque entier n,
on définit l’objet décalé Mpnq par pMpnqqi �Mi�n.

Définition 4.5. Soit τ : HÑ Zrv, v�1s l’application définie par

τ

�¸
xPW

pxTx

�
� p1 ppx P Zrv, v�1sq.

Définition 4.6. Pour toute petite catégorie additive A, on définit le groupe
de Grothendieck scindé xAy. C’est le groupe libre sur les objets de A modulo
les relations M � M 1 �M2 chaque fois que M � M 1 `M2. Chaque objet
A P A définit un élément xAy P xAy.

Définition 4.7. Soit U une représentation de W sur le corps k. Soit R �
SpU�q � RpUq l’algèbre symétrique de U�, c’est-à-dire l’algèbre des fonctions
régulières sur U , sur laquelleW agit par fonctorialité. L’algèbre R est graduée
de la manière suivante : R �

À
iPZRi avec R2 � U� et Ri � 0 pour i impair.

Nous notons Rs le sous-anneau de R des invariants pour l’action de s P W .
Pour s P S nous définissons θs � R bRs R.

La catégorie de Soergel BkpUq associée à U est la catégorie des
pR,Rq�bimodules Z-gradués, dont les objets sont les facteurs directs des
sommes directes finies d’objets du type θs1 bR � � � bR θsnpdq, pour un d P Z
et s1, . . . , sn P S. Par la suite nous noterons θs1 � � � θsnpdq le pR,Rq-bimodule
θs1 bR � � � bR θsnpdq.

Définition 4.8. Nous disons qu’une paire pU,U 1q dont U est une représentation
et U 1 une sous-représentation de W est une bonne paire, si U 1 satisfait à la
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propriété que les réflexions simples agissent comme des réflexions, et U sa-
tisfait aussi que le corollaire 2.6 est valable pour R � RpUq, c’est à dire :

Propriété 4.9. Nous définissons les entiers ni par τpp1�Ts1q . . . p1�Tsnqq �°
i niq

i. Alors, il existe un isomorphisme de R�modules à droite gradués

Hompθs1 � � � θsn , Rq � `iniRp2iq.

Remarque 4.10. Dans l’article [So4] Soergel montre que la propriété 4.9 est
vraie si U est RF. Dans le même article Soergel construit une représentation
réelle RF U0 pour chaque système de Coxeter pW,Sq. Cette représentation
admet une sous-représentation U 1

0 isomorphe à la représentation géométrique.
Donc pU0, U

1
0q est une bonne paire.

4.1.2 Les catégories de Soergel qu’on utilisera

Nous fixerons jusqu’à la fin de ce chapitre une bonne paire (V, V 1). Soit
R1 � RpV 1q l’algèbre des fonctions régulières sur V 1. L’inclusion V 1 � V
induit une surjection Q : R Ñ R1 , ce qui permet de voir R1 comme R-
module. Pour s P S nous définissons θ1s � R1 bR1s R1 .

Soit B � BkpV q, B1 � BkpV
1q , C la catégorie de pR,Rq�bimodules, C1 la

catégorie de pR1, R1q�bimodules et X : B Ñ C1 le foncteur additif qui envoie
M vers R1 bR M bR R

1.

4.2 Théorèmes principaux

Nous avons que s P S agit comme une réflexion dans V et dans V 1, donc
nous pouvons trouver V 2 stable par s, avec V � V 1 ` V 2. Comme RpV q �
RpV 1q b RpV 2q, nous avons Rs � R

1s b RpV 2q. Cette dernière égalité nous
permet d’obtenir les isomorphismes suivantes dans C1 :

Xpθsq � R1 bRs R1 � θ1s (4.2.1)

Lemme 4.11. Soit M P B. Alors XpMq � R1bRM comme pR1, Rq�bimodules.

Démonstration. Il suffit de le prouver pour M � θs1 � � � θsk
, avec s1, . . . , sk P

S. Comme kerpQq � V
1K � R (ici V

1K est l’ensemble des formes linéaires
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sur V nulles sur V 1), il suffit de montrer que pR1 bR Mq � V
1K � 0. Mais

si s P S, alors s agit trivialement sur V {V 1, alors W agit trivialement sur
V {V 1, donc aussi sur V

1K � pV {V 1q�. Nous concluons que V
1K � RW , alors

pR1 bR Mq � V
1K � V

1K � pR1 bR Mq � 0 ce qui permet de conclure.

Avec ce lemme nous voyons aisément les isomorphismes dans C1 :

Xpθs1 � � � θsk
q � θ1s1

� � � θ1sk
� Xpθs1q � � �Xpθsk

q (4.2.2)

Ces isomorphismes généralisent l’isomorphisme (4.2.1) et montrent qu’on
peut regarder X comme un foncteur (tensoriel) de B vers B1. Les trois
théorèmes suivants dissent que la représentation dans V est équivalente à
la représentation dans V 1 dans la théorie de Soergel.

Théorème 4.12. Pour tout M,N P B, le morphisme canonique :

R1 bR HomCpM,Nq
�
ÝÑ HomC1pXpMq,XpNqq

est un isomorphisme de R1-modules gradués.

Théorème 4.13. M est indécomposable dans B si et seulement si XpMq est
indécomposable dans B1.

Théorème 4.14. X induit un isomorphisme au niveau des groupes de Gro-
thendieck scindés, qu’on appelle aussi X : xBy Ñ xB1y

4.2.1 Reflection faithful

Définition 4.15. Une représentation est appelée “reflection vector faithful”
(RVF) si elle satisfait que les réflexions agissent comme des réflexions et que
les différentes réflexions ont des différents p�1q-espaces propres.

Remarque 4.16. L’ensemble des représentations RF est contenu dans l’en-
semble des représentations RVF. La représentation géométrique d’un groupe
de Coxeter W est RVF mais non pas nécessairement RF, comme le montre
l’exemple du groupe diédral infini.

4.2.2 Conjectures de Soergel

Soit U une représentation RVF. Dans le théorème [So2, thm. 1.10], Soer-
gel donne un isomorphisme d’anneaux entre l’algèbre de Hecke de W et le
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groupe de Grothendieck scindé de BkpUq, E : H �
ÝÑ xBkpUqy. Nous posons la

conjecture de Soergel sur BRpUq :

Conjecture 4.17 (Soergel). Soit U une représentation RF de W sur R.
Pour tout x P W , il existe un RpUq-bimodule indécomposable Z-gradué
Bx P BkpUq tel que EpC 1

xq �  Bx ¡, où C 1
x est l’élément de la base de

Kazhdan-Lusztig associé à x.

Remarque 4.18. Dans [So4], Soergel montre que prouver la conjecture 4.17
pour un U quelconque satisfaisant les hypothèses de la conjecture 4.17 im-
plique la conjecture de positivité des polynômes de Kazhdan-Lusztig.

Remarque 4.19. La conjecture 4.17 peut se généraliser pour k un corps infini.
Dans ce cas c’est connu qu’elle n’est plus vraie en toute généralité. Cepen-
dant, dans [So3] Soergel montre que si la caractéristique de k est plus grande
que le nombre de Coxeter de W et si W est un groupe de Weyl fini, alors
la conjecture 4.17 est équivalente à une partie de la conjecture de Lusz-
tig portant sur les caractères des représentations irréductibles de groupes
algébriques sur k (par exemple GLnpF̄pq).

Remarque 4.20. Si V et V 1 (les représentations qu’on a fixé dans la section
4.1.2) sont RVF, les théorèmes 4.13 et 4.14 impliquent que la conjecture de
Soergel sur B est équivalente à la conjecture de Soergel sur B1 .

En particulier, le remarques 4.10 et 4.18 impliquent que quand k � R, si nous
démontrons la conjecture 4.17 pour U � U 1

0 (la représentation géométrique
définie dans la remarque 4.10), alors nous démontrons la conjecture 4.17
pour U � U0, et donc nous prouvons la conjecture de positivité de Kazhdan-
Lusztig.

4.3 Travail sur les corps de fractions de R et

de R1

Pour démontrer ces théorèmes, nous commençons par un lemme important :

Lemme 4.21. Soit ps1, . . . , skq P Sk et M � θs1 � � � θsk
. Ils existent un entier

n et une application surjective f P HomCpM,Rnq, tels que le morphisme
HomCpR

n, Rq Ñ HomCpM,Rq qui s’en déduit est un isomorphisme de R-
modules à droite.
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Remarque 4.22. Ce morphisme peut être regardé comme la projection Γ¥0M Ñ
Γ¥0M{Γ¡0M (voir définition de F∆).

Démonstration. Étant donné que la propriété 4.9 est valable pour R �
RpV q, dans le chapitre 3 nous montrons qu’il existe une base f1, . . . , fr P
HomCpM,Rq comme R-module, appelée base des feuilles légères, et qu’il
existe un ensemble tx1, . . . , xru �M tel que fipxjq � 0 si i   j et fipxiq � 1.
Ceci permet de conclure que n � r et f �

°
i fi satisfont les propriétés du

théorème.

Nous continuons avec les notations du lemme 4.21. Le lemme 4.21 nous donne
une suite exacte de pR,Rq�bimodules

0 Ñ kerf ÑM Ñ Rn Ñ 0. (4.3.3)

Cette suite est scindée comme suite de R�modules à gauche, Rn étant pro-
jectif. Nous obtenons donc une suite exacte de pR1, Rq�bimodules

0 Ñ R1 bR kerf Ñ R1 bR M Ñ R1 bR R
n Ñ 0

Comme M P B, par le lemme 4.11, l’action à droite de R sur R1 bR M se
factorise par R1, et comme R1bRkerf s’injecte dans R1bRM , l’action à droite
de R sur R1 bR kerf se factorise aussi par R1, donc nous pouvons considérer
R1bRkerf comme un pR1, R1q�bimodule. Finalement nous obtenons une suite
exacte de R1�modules

0 Ñ HomC1pR
1n, R1q Ñ HomC1pR1 bR M,R1q Ñ HomC1pR1 bR kerf,R1q

(4.3.4)

Proposition 4.23. HomC1pR1 bR kerf,R1q � 0

Démonstration. Avant de prouver cette proposition il nous faut prouver deux
lemmes

Définition 4.24. Nous définissons K et K 1 comme les corps de fractions de
R et R1 respectivement

Lemme 4.25. Soit M P B. Nous avons un isomorphisme de pK 1, Rq�bimodules :

K 1 bR M � K 1 bR M bR K
1.
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Démonstration. Il suffit de prouver l’isomorphisme pour M � θs. Pour ceci il
faut commencer par prouver l’isomorphisme de pK 1, Rq�bimodules suivant :

K 1 bR1s R1 � K 1 bR1s K 1 (4.3.5)

Soit in : R1
ãÑ K 1 l’injection canonique, et soit x1s l’équation de l’hyperplan

défini par s dans V 1. Alors le morphisme

idb in : K 1 bR1s R1 Ñ K 1 bR1s K 1 a pour inverse le morphisme

p1

q1
b
p2

q2
ÞÑ

p1

q1q2spq2q
b spq2qp2,

ce qui montre la formule (4.3.5).

Nous avons alors une suite d’isomorphismes de pK 1, Rq�bimodules :

K 1 bRs R � K 1 bR1 pR1 bR pR bRs Rqq
� K 1 bR1 pR1 bRs R1q plemme 4.11q
� K 1 bR1 pR1 bR1s R1q pisomorphisme p4.2.1qq
� K 1 bR1s K 1 pisomorphisme p4.3.5qq
� K 1 bRs K 1.

Donc nous avons montré le lemme pour M � θs, ce qui complète la preuve
du lemme.

Remarque 4.26. Dans la suite nous allons considérer K 1 bR M , via l’isomor-
phisme du lemme 4.25 comme un pK 1, K 1q�bimodule.

Définition 4.27. Soit A un anneau muni d’une action de W . Pour w P W ,
nous notons Aw le pA,Aq�bimodule ayant A comme ensemble sous-jacent, et
dont l’action à gauche est l’action habituel mais l’action à droite est tordue
par w, c’est-à-dire, a � a1 � awpa1q, pour tout a, a1 P A.

Lemme 4.28. Nous utilisons les notations du lemme 4.21. Il existe un en-
semble d’entiers naturels tnwuwPW , et un isomorphisme de pK 1, K 1q�bimodules :

K 1 bR M �
à
wPW

pK 1
wq

nw (4.3.6)

avec n1 � n, où 1 est l’identité de W .
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Démonstration. Nous avons une suite exacte de pR,Rq�bimodules :

0 Ñ Rs
µsÝÑ θs

msÝÝÑ RÑ 0

où ms est le morphisme multiplication et µsp1q � xs b 1 � 1 b xs, où xs

est l’équation dans V de l’hyperplan de réflexion de s. Comme R est un
R-module projectif, en tensorisant par K 1 sur R nous retrouvons une suite
exacte de pK 1, K 1q�bimodules par le lemme 4.25 :

0 Ñ K 1
s Ñ K 1 bR θs Ñ K 1 Ñ 0 (4.3.7)

La suite 4.3.7 est scindée par le morphisme νs : K 1 bR θs Ñ K 1
s donné par

pK 1 bRs R Q a b b ÞÑ aspbq{2x1sq. Donc nous avons un isomorphisme de
pK 1, K 1q�bimodules :

K 1 bR1 θs � K 1 `K 1
s. (4.3.8)

Nous avons les isomorphismes de pK 1, K 1q�bimodules :

K 1 bR θs1 � � � θsk
� K 1 bRs1 K 1 bRs2 � � � bRsk K 1 plemme 4.25q
� pK 1 bRs1 K 1q bK1 � � � bK1 pK 1 bRsk K 1q
� pK 1 `K 1

s1
q bK1 � � � bK1 pK 1 `K 1

sk
q p équation p4.3.8qq.

Donc le fait que K 1
x bK1 K 1

y � K 1
xy permet de conclure la première partie du

lemme.

Maintenant nous prouverons que n1 � n. Par la construction de l’isomor-
phisme 4.3.8, si

l � cardt1 ¤ i1   i2   . . .   ip ¤ k; si1 � � � sip � 1u,

alors n1 � l.

En outre, la propriété 4.9 dit que si nous définissons les entiers n1i par τpp1�
Ts1q . . . p1 � Tsk

qq �
°

i n
1
iq

i, alors, il existe un isomorphisme de R�modules
à droite gradués

Hompθs1 � � � θsk
, Rq � `in

1
iRp2iq.

Mais par le lemme 4.21, ceci implique que n �
°

i n
1
i. La spécialisation de

l’algèbre de Hecke en q � 1 est un morphisme ρ d’algèbres de H vers CW �
`xPW Cx, l’algèbre du groupe de W . Nous appliquons ρ des deux cotés de
l’équation

p1� Ts1q . . . p1� Tsk
q �

¸
i

n1iq
i �

¸
w�1

λwTw
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dont les λw sont des polynômes en q, et nous obtenons

p1� s1q � � � p1� skq �
¸
i

n1i �
¸
w�1

λwp1qw

Ceci implique que
°

i n
1
i � l, et ceci finit la preuve du lemme.

4.3.1 Preuve de la proposition 4.23

Dans la suite exacte (4.3.3), le fait que Rn est projectif comme R-module à
gauche nous permet de tensoriser par K 1 et obtenir encore une suite exacte
de pK 1, K 1q�bimodules, par le lemme 4.25 :

0 Ñ K 1 bR kerf Ñ K 1 bR M Ñ K
1n Ñ 0

de par le lemme 4.28 cette suite est isomorphe à :

0 Ñ K 1 bR kerf Ñ K
1n ` p

à
w�1

pK 1
wq

nwq Ñ K
1n Ñ 0

Il est facile de voir que

HomK1,K1pK 1
w, K

1q �

#
0 si w � 1

K 1 si w � 1
(4.3.9)

Donc nous pouvons conclure que

K 1 bR kerf �
à
w�1

pK 1
wq

nw .

Cet isomorphisme et (4.3.9) permettent de conclure que HomK1,K1pK 1 bR

kerf,K 1q � 0.

Supposons que g P HomC1pR1 bR kerf,R1q, et g � 0. Alors 0 � id b g P
HomK1,K1pK 1 bR kerf,K 1q, ce qui est une contradiction et permet de finir la
preuve de la proposition.

4.4 Preuves des théorèmes

Preuve du théorème 4.12 : Comme conséquence de la proposition 4.23
et de la suite exacte (4.3.4), nous concluons que

HomC1pR
1n, R1q � HomC1pR1 bR M,R1q,
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ce qui démontre le théorème 4.12 pour M � θs1 � � � θsk
et N � R.

Par le lemme 3.3 du chapitre 3, nous savons que si M,N P B, le morphisme

FspM,Nq : HompθsM,Nq Ñ HompM, θsNqp2q
f ÞÑ pm ÞÑ xs b fp1bmq � 1b fp1b xsmqq

est un isomorphisme de R-modules à droite gradués. Nous connaissons ex-
plicitement son inverse : si g P HompM, θsNqp2q, on peut écrire de manière
unique gpmq � 1 b g1pmq � xr b g2pmq, avec g1pmq, g2pmq P N . Ceci définit
les morphismes g1 et g2 associés à g. La fonction inverse de FspM,Nq est
GspM,Nq : HompM, θsNqp2q Ñ HompθsM,Nq, le morphisme qui envoie g
vers le morphisme λbm ÞÑ λg2pmq, avec λ P R et m PM .

Nous avons de même un isomorphisme de R1-modules à droite gradués.

F 1
spM

1, N 1q : HomC1pθ1sM
1, N 1q � HomC1pM 1, θ1sN

1qp2q.

Le lemme suivante découle directement des définitions des morphismes im-
pliqués.

Lemme 4.29. Nous avons le diagramme commutatif suivant :

R1 bR HomCpM, θsNqp2q //

idbGspM,Nq
��

HomC1pXpMq, θ1sXpNqqp2q

R1 bR HomCpθsM,Nq // HomC1pθ1sXpMq,XpNqq

idbF 1
spXpMq,XpNqq

OO

où les morphismes horizontaux sont les morphismes naturels.

Ce lemme démontre le théorème 4.12 pour M et N des bimodules basiques
(de la forme θs1 � � � θsk

pdq). Et ceci nous donne la preuve pour M,N P B. 2

Preuve du théorème 4.13.

Nous commençons par démontrer la partie “si” du théorème. Nous commen-
cerons par montrer que si M P B et M � 0, alors XpMq � 0. Nous savons
que XpMq � pV

1KR �MqzM (on rappelle que V
1K est l’ensemble des formes

linéaires sur V nulles sur V 1), donc il suffit de montrer que V
1KR �M � M .

Soit M � `i¥kMi ` t0u son écriture graduée, avec Mk � 0. Comme les
éléments non nuls de V

1K sont de degré 2 (voir la définition 4.7), alors les
degrés des éléments non nuls de V

1KR �M sont supérieurs à k, ce qui nous
permet de conclure que V

1KR �M �M .
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Si M est décomposable, il existent M1,M2 � 0 avec M � M1 `M2. Ceci
implique que XpMq � XpM1q`XpM2q, avec XpM1q,XpM2q � 0 par ce qu’on
vient de voir, donc XpMq est décomposable. Ceci implique la partie ”si” du
théorème.

Donc nous nous intéressons à la partie “seulement si”. Soit I un ensemble
de représentants des classes d’isomorphismes des bimodules indécomposables
de B. Nous fixons M P I jusqu’à la fin de cette preuve. Par le théorème de
Krull-Schmidt (voir remarque 1.6) il existe une suite s1, . . . , sn P S et un
d P Z tels que M est un facteur direct de θs1 � � � θsk

pdq.

Étant donné que E � EndCpθs1 � � � θsk
qpdq possède une base (finie) comme

R�module (la base des feuilles légères), il est facile de voir que E0, le C�sous
espace vectoriel de E formé par les endomorphismes de degré zéro, est une
C�algèbre de dimension finie. Ceci implique que si G � EndCpMq, alors G0

(endomorphismes de degré zéro) est aussi une C�algèbre de dimension finie.

Si G1 � EndC1pXpMqq nous avons un morphisme entre des C�algèbres de
dimension finie G0 Ñ G1

0 qui est surjectif comme conséquence du théorème
4.12. Donc nous pouvons relever les idempotents de G1

0 en des idempotents de
G0. Ceci implique que si XpMq est décomposable, alors G1

0 a des idempotents
non triviaux, et donc G0 aussi, donc M est décomposable ce qui est absurde.

2

Preuve du théorème 4.14. Nous savons que X étant un foncteur additif,
il définit bien par passage au quotient un morphisme de groupes entre les
groupes de Grothendieck scindés.

Lemme 4.30. Soient M,M 1 P I. Alors XpMq � XpM 1q ñM �M 1.

Démonstration. Supposons XpMq � XpM 1q. Soit f : XpMq Ñ XpM 1q un
isomorphisme, et g son inverse. Soient F : M Ñ M 1 et G : M 1 Ñ M des
relevés respectifs, c’est-à-dire, tels que idbF � f et idbG � g. Nous posons
E � EndCpMq, E 1 � EndC1pXpMqq et nous notons E0, E

1
0 leurs parties de

degré zéro respectives.

Comme conséquence du théorème 4.12 nous avons un morphisme surjectif
E0 Ñ E 1

0 de C�algèbres de dimension finie. Comme E0 est une algèbre
locale de dimension finie sur C et comme E 1

0 est un quotient non nul de
E0, un élément de E0 est inversible si et seulement si son image dans E 1

0

est inversible. On en déduit que G � F est inversible. De même, F � G est
inversible, donc F et G sont des isomorphismes.
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Par le théorème de Krull-Schmidt nous savons que xNy � xMy P xB1y ô
N �M P B1.

Soit M P I. Par le théorème 4.13, le bimodule XpMq est indécomposable,
donc le théorème de Krull-Schmidt et le lemme 4.30 permettent de conclure
que txXpMqyuMPI est libre comme Z�module dans xB1y. Le fait que txMyuMPI

est une base du Z�module xBy permet de conclure que X : xBy Ñ xB1y est
injectif.

La surjectivité de X se déduit du lemme suivant :

Lemme 4.31. Le foncteur X : B Ñ B1 est essentiellement surjectif.

Démonstration. Chaque objet indécomposable γ1 de B1 est un facteur direct
d’un objet X 1 � θ1s1

� � � θ1sp
pkq. Soit X � θs1 � � � θsppkq. Soit E � EndCpXq,

et E0 sa partie gradué de degré zéro. Soit E 1 � EndC1pX 1q, et E 1
0 sa partie

gradué de degré zéro. Comme E0 est une C�algèbre de dimension finie et le
morphisme E0 Ñ E 1

0 est surjectif comme conséquence du théorème 4.12, alors
tout idempotent de E 1

0 peut se relever à un idempotent de E0. En particulier
l’idempotent définissant γ1, ce qui permet de compléter les preuves du lemme
4.31 et du théorème 4.14.
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Chapitre 5

Presentation of right angled
Soergel categories by
generators and relations

5.1 Introduction

In 1979 [KL1], Kazhdan and Lusztig defined the Kazhdan-Lusztig polyno-
mials, and this gave rise to what now is known as the Kazhdan-Lusztig theory.
They stated two major conjectures involving these polynomials in [KL1] and
[KL2] : Kazhdan-Lusztig conjecture (in representation theory of Lie algebras)
and Kazhdan-Lusztig positivity conjecture (in algebraic combinatorics). The
first conjecture was proved for Weyl groups by Beilinson and Bernstein in
[BB], by Brylinski and Kashiwara in [BK] and later by Soergel [So1]. The
second conjecture has been proved for Weyl or affine Weyl groups in [KL2]
and in other cases by Haddad [Had] and Dyer [Dy].

In 1980 [Lu1], Lusztig stated a central conjecture in representation theory,
known as Lusztig conjecture. This conjecture is about the characters values of
the irreducible representations of algebraic groups in positive characteristic.
This conjecture is solved only for large characteristics.

Let us consider pW,Sq a Coxeter system and H its Hecke algebra. In 1992
[So2], Soergel categorified H. This means that he defined a tensor category B
(that depends on a field k and on a representation of W ) and an isomorphism
of rings E from H to the split Grothendieck group of B. He has then stated
a conjecture that links, via E , the Kazhdan-Lusztig basis elements in H with
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the indecomposable elements of B. This conjecture implies Kazhdan-Lusztig
positivity conjecture, and when the characteristic of k is larger that the
coxeter number h of W , it implies a part of Lusztig conjecture.

Soergel introduced this category in the case of Weyl groups to make a link
between the BGG category O of a semisimple complex Lie algebra and the
perverse sheaves over the grassmanians. This link with geometry allowed him
to prove his conjecture in the Weyl group case. He deduced in [So1] the proof
of Kazhdan-Lusztig conjecture we have mentioned.

The following diagram is a summery of the implications

Soergel Conjecture

Weyl group

t| ppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppp

��

Weyl group

charpkq¡h

$,QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

KL Conjecture KL positivity conjecture Part of Lusztig conjecture

In this chapter, we are concerned with the case where pW,Sq is a right-
angled Coxeter system. This means that mps, rq � 2 or 8 for all s, r P S. In
this case, we find a presentation as tensor category of B (called right-angled
Soergel category) by generators and relations. Our main motivation to do
this is the following. If we can extend this result to any Coxeter system we
expect to be able to do the following : to reprove Kazhdan-Lusztig conjecture
in the spirit of [So1] but (from our perspective) in a more natural way and
to reprove a part of Lusztig conjecture (comparison between quantum group
and algebraic group) in an essentially different way that the proof in [AJS].

To extend the result of this paper to the symmetric group would be a step
forward in the program of calculating Khovanov-Rozansky link homology (a
categorification of the HOMFLYPT polynomial) defined in [Kh] via Soergel
category B.

We should say that the right-angled case is very rich in topological and
geometrical terms. For example, in the introduction of [Da] Davis remarks
that the right-angled case is sufficient for the construction of most examples
of interest in geometric group theory.

This chapter is divided as follows : in sections 5.2 and 5.3 we have the basic
definitions and preliminaries. From section 5.4 to section 5.10 we prove the
central theorem 5.15. At the beginning of section 5.4 we make a summary of
the proof.
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5.2 Notations and preliminaries

5.2.1 Basic definitions

Let pW,Sq be a not necessarily finite Coxeter system (with S a finite set)
and T � W the set of reflections in W , i.e. the orbit of S under conjugation.
Let k be an infinite field of characteristic different from 2 and V a finite
dimensional k-representation of W . For w P W , we denote by V w � V the
set of w�fixed points. The following definition might be found in [So4] :

Definition 5.1. By a reflection faithful representation of pW,Sq we mean a
faithful, finite dimensional representation V of W such that, for each w P W ,
the subspace V w is an hyperplane of V if and only if w P T .

From now on, we consider V a reflection faithful representation of W . If
k � R, by the results of chapter 4, all the results in this chapter will stay
true if we consider V to be the geometric representation of W (still if this
representation in not always reflection faithful).

Let pR � RpV q be the algebra of regular functions on V . The action of

W on V induces an action on pR. For s P S consider the p pR, pRq�bimodulepθs � pR b pRs
pR, where pRs is the subspace of pR stabilized by s.

Definition 5.2. Soergel’s category BpW,V q � B is the full subcategory of

all p pR, pRq�bimodules with objects the finite direct sums of direct summands

of bimodules of the type pθs1 b pR pθs2 b pR � � � b pR pθsn for ps1, . . . , snq P Sn.

For simplicity, we will denote by pθs1
pθs2 � � �

pθsn the p pR, pRq�bimodule pθs1 b pRpθs2 b pR � � � b pR pθsn � pR b pRs1
pR b pRs2 � � � b pRsn

pR
We will use an auxiliary subcategory of B, where we do not consider the
direct summands :

Definition 5.3. pB is the full subcategory of B with objects the finite direct
sums of bimodules of the type pθs1

pθs2 � � �
pθsn for ps1, . . . , snq P Sn.
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5.2.2 Stability of V 1

Let pxs P V
� be an equation of the hyperplane Hs fixed by s P S. We have a

decomposition pR � pRs ` pxs
pRs, corresponding topR Q p �

p� s � p

2
�
p� s � p

2
.

We define pPsppq � pp�s �pq{2, pIsppq � pp�s �pq{2 and pBsppq � pp�s �pq{2pxs.

As W acts trivially over

p
¸
sPS

kpxsq
K �

£
sPS

Hs,

we have that V 1 �
°

sPS kpxs is stabilized by W , so we deduce the important

fact that pPtppxsq, pItppxsq P V
1.

5.2.3 Some morphisms

We define four morphisms in pB :

pjr : pθr
pθr Ñ pθrpR b pRr

pR b pRr
pR Q p1 b p2 b p3 ÞÑ p1

pBrpp2q b p3;

pmr : pθr Ñ pRpR b pRr
pR Q p1 b p2 ÞÑ p1p2;

pαr : pR Ñ pθr
pθr

1 ÞÑ pxr b 1b 1� 1b 1b pxr.

And finally for mps, rq � 2 we have

pfs,r : pθs
pθr Ñ pθr

pθspR b pRs
pR b pRr

pR Q p1 b p2 b p3 ÞÑ p1
pBspp2q b 1b pxsp3 � p1

pPspp2q b 1b p3.

We define the following morphisms from compositions of the previous ones :

– ppr � pidb pjrq � ppαr b idq : pθr Ñ pθr
pθr;

– pεr � pidb pmrq � pαr : pRÑ pθr;

– pxr � pmr � εrq{2 : pRÑ pR
By calculating with the explicit formulas we see that the morphism pxr P
Endp pRq corresponds to the multiplication by pxr P pR.
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5.2.4 Graphical notation

For sake of the clarity of the exposition, we will introduce a graphical notation
for the morphisms. If we write s1 s2 � � � sn in a diagram, it means pθs1

pθs2 � � �
pθsn .

We identify pR with the blank space. Here we explain what symbol means
what morphism : pfr,t �

r t

t r

pxs � �

pεr � ra
pmr � r̀

ppr �
rhnlj
r r

pjr � r rljhn
r

pαr � hkkkkj
r r

pmr � pjr � r rloooon
Pictures are to be understood up to multiplication by non-zero scalars. If we
write downwards a sequence of sequences of elements of S, it means a chain
of morphisms between the corresponding bimodules. For example if we write
r s t
t r s
r s

it means a chain of morphisms

pθr
pθs
pθt Ñ pθt

pθr
pθs Ñ pθr

pθs.

As an example,

rhnlj
r rljhn
r

means pjr �ppr. We lose some information when we look

at the picture of pxs, because we do not know by which pxs are we multiplying,
but this will not be a problem for our purposes. So when we have a morphism
we can draw its corresponding picture, but in general when we have a picture
we cannot completely recover the morphism.
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We will use bold letters when we mean a linear combination of this type of

morphisms. For example

r
�rhnlj
r r

means
°

i λippr � ppxsi
b idpθr

q, with λi P pR and

si P S.

5.2.5 The tensor category Tr

For an introduction to tensor categories and of strict tensor categories with a
presentation by generators and relations, we refer the reader to [Ka, chapters
XI and XII].

Definition 5.4. We define the strict tensor category Tr by generators and
relations. Its objects are generated by the unit R and θr as tensor category.
Its morphisms are generated by :
– jr : θr Ñ θrθr

– mr : θr Ñ R
– αr : RÑ θrθr

We define pr, εr and xr by the same formulas as in section 5.2.3 without the
hats. The relations defining Tr are the following :

1. εr � pmr b idq � αr

hkkkkj
r r̀
r

�

hkkkkj
r̀ r
r

2. pr � pjr b idq � pidb αrq

rhkkkkj
r r rljhn
r r

�

r

rljhnhkkkkjr r

r r

3. pidb pmr � jrqq � pαr b idq � id

r

r rloooonhkkkkj
r

r

�
r

4. ppmr � jrq b idq � pidb αrq � id

r

r rloooonhkkkkjr
r

�
r
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5. jr � pidb jrq � jr � pjr b idq

r r rljhn
r rljhn
r

�

r rljhn r
r rljhn
r

6. jr � αr � 0

hkkkkj
rrljhn � 0

7. idbmr � mrbid�jrxr�xrjr
r r̀
r

�
r̀ r
r
�

r rljhn
r
r�

�

r rljhn
r

�r

8. jr � pidb xr b idq �

� pmr b idq � pxr b idq � jr

r r
r�rljhn
r

�
r̀ r
r
�

r rljhn
r

�r

The following definition is needed to state the proposition 5.6.

Definition 5.5. Let A be a commutative ring and C an A�linear category.
If R is a commutative A�algebra, we define the category C bA R in the
following way : it has the same objects as C and its morphisms are defined
by the formula

HomCbARpM,Nq � HomCpM,Nq bA R

Let A be the subring of EndTrpRq generated the set txsusPS .

Proposition 5.6. Let W be a Weyl group of type A1 and let A be defined
as above. The application xs ÞÑ pxs extends to a morphism A Ñ pR and
there exists an equivalence of pR-linear tensor categories between pBpW q and

Tr bA pR.

This proposition is a special case of theorem 5.15 that will be proved in the
sequel.

5.2.6 Some notation for the morphisms

Let ps1, . . . , snq P Sn. In chapter 3 we constructed some basis (called BFL

basis) as a right pR�module of Homp pR, pRqppθs1 � � �
pθsn , pRq. We will fix one such
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basis by taking (with the notations of chapter 3) ppn, x, tq a m�tuple with
m minimal. To recall what is this basis, we start with a definition.

Definition 5.7. If they have a meaning, we define in Homppθu1 � � �
pθul
, pθt1 � � �

pθtkq
the following morphisms,

1. ipj :� idi b pjui�1
b idl�i�2

2. i pm :� idi b pmui�1
b idl�i�1

3. i pαs :� idi b pαr b idl�i

4. i pf :� idi b pfui�1,ui�2
b idl�i�2

5. ipp :� idi b ppr b idl�i�1

6. ipεs :� idi b pεr b idl�i�1

7. i pxs :� idi b pxr b idl�i�1

Let Mo � tj,m, αs, f, p, εs, xsu. For d P Mo we define pdi in almost the
same way, the only difference is that we put idi in the right. For examplepji � idl�i�2 b pjui�1

b idi.

Now we are able to define pmptq, pchptq (chain) and xcchptq (complete chain) :

– pmptq � pmt r̀

– pchptq � pjt � pf t�1 � pf t�2 � � � � � pf t1
. . .

ljhn

– xcchptq � pmt � pchptq . . .

ljhn
`
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Definition 5.8. Let No � tpm, pch, xcchu. We say that ppgqptqq, � � � , pg1pt1qq, withpgi P No, is a good g-expression of the morphism pgqptqq�� � �� pg1pt1q. If tp�1   tp
for all 1 ¤ p ¤ q then we say that the good g-expression is in the good order.

Definition 5.9. Let ν � ppgqptqq, � � � , pg1pt1qq be a good g-expression. If m ¤ q

and xgmptmq � � � � � pg1pt1q : pθs1 � � �
pθsn Ñ pθu1 � � �

pθul
we say that Imapν,mq �

pu1, . . . , ulq.

Definition 5.10. Let t̄ � pt1, . . . , tpq P Sp. We say that the ith element of
t̄ is of left type if there exists j   i, with tj � ti and mptr, tiq � 2 for all
j   r   i.

5.2.7 A basis of the morphism spaces in the right-
angled case

We start with a definition.

Definition 5.11. We say that a good g-expression in good order ppgqptqq, � � � , pg1pt1qq
satisfies property (P) if for all 1 ¤ m ¤ q such that the tthm element of

Imapν,mq is of left type, we have zgm�1ptm�1q � pchptm � 1q or xcchptm � 1q.

The following is a corollary of theorem 3.3 :

Proposition 5.12. Let pW,Sq be a right-angled Coxeter system. Let ps1, . . . , snq P
Sn. The set

xFLps1, . . . , snq � t good g�expressions in good order of morphisms in

Homppθs1 � � �
pθsn , pRq satisfying property pP qu.

is an pR-basis of Homp pR, pRqppθs1 � � �
pθsn , pRq called ”Light leaves basis”.

For every M,N P pBpW q, we define the two morphisms :

– xFspM,Nq : HomppθsM,Nq Ñ HompM, pθsNq that sends f to pidpθs
b fq �

ppαs b idMq

– xGspM,Nq : HompM, pθsNq Ñ HomppθsM,Nq that sends g to pppms � pjsq b
idNq � pidpθs

b gq
They are inverse to each other (see lemma 2.4), so we can define a basis of

Homppθs1 � � �
pθsn , pθt1 � � �

pθtkq :

xFLps1, � � � , sn; t1, � � � , tkq :� xFt1 � � � � �zFtk�1
� xFtk �

xFLps1, � � � , snq.
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5.3 The tensor category T

5.3.1

Definition 5.13. Let pW,Sq be a right-angled Coxeter system and V a
reflection faithful representation of W . We will define the tensor category
TpW,V q by generators and relations. Its objects are generated as tensor
category by the unit R and θr for all r P S. Its morphisms are generated by
– jr : θr Ñ θrθr

– mr : θr Ñ R
– αr : RÑ θrθr

– fsr : θsθr Ñ θrθs

We define pr, εr and xr by the the same formulas as in section 5.2.3 without
the hat. For s, r P S, let us write (see section 5.2.2)

pPtppxsq �
¸
rPS

λr
t,spxr , pItppxsq � µt,spxt and pBtppxsq �

pItppxsqpxt

We define in the same way

Ptpxsq �
¸
rPS

λr
t,sxr , Itpxsq � µt,sxt and Btpxsq �

Itpxsq

xt

,

where λr
t,s and µt,s are elements of the field k.

We define a monomial as a product of x1ss, and a polynomial λ P EndpRq
as a linear combination of monomials with coefficients in k. We will note
A � EndpRq the subring of polynomials.

The relations defining T are the first 7 relations of definition 5.4 and the
following new relations (from a to e we assume that mps, rq � mpr, tq �
mps, tq � 2) :

a) fsr � fr,s � id

sr

rs

sr

�
sr

b) pmr b idq � fsr � idbmr

sr

r̀s
s

�
s r̀
s
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c) pjs b idq � pidb fr,sq � fr,s � pidb jsq � pfsr b idq

s r s

s sljhn r
s r

�

s r s

r s sljhn
r s

s r

d) pidb fsrq � pαs b idq �

� pfr,s b idq � pidb αsq

rhkkkkj
s s r

s r s

�

r

r s
hkkkkj
s

s r s

e) pidb fsrq � pfs,t b idq � pidb fr,tq �

pfr,t b idq � pidb fs,tq � pfsr b idq

s r t

s t r

t s r

t r s

�

s r t

r s t

r t s

t r s

f) ft,r � pidθr b xr b idθrq �
pPtpxsqbidθrθtq�ft,r�pidθrθtbItpxsqq�ft,r

t r
t�r

r t

�

t r

r t
�r t

�

t r

r t
r t�

g) jr � pidθr b xr b idθrq � Brpxsqmr b id�

�pPrpxsqb id�xsBrpxsqb idq�jr

r r
r�rljhn
r

�
r̀ r
r
�

r rljhn
r
�r

Remark 5.14. We can say heuristically that a, b, c and d say that the fsr

”commute” with everything, e is the hexagon relation typical in the symme-
tric monoidal categories. The last two relations tells us how to ”take down”
the x1ss.

The ring EndpRq is commutative because of general results in tensor catego-
ries (see [Ka, prop. X1.2.4]). As before, for s P S, we make xs P ArrpTpW,V qq

to act in pR in the same way as pxs P pR does. We deduce an action of A in pR.

The following is the central result of this chapter :

Theorem 5.15. Let pW,Sq be a right-angled Coxeter group. The functor that

sends θs to pθs, jsb1 to pjs, etc. is an equivalence of pR-linear tensor categories
between TpW,V q bA pR and pBpW,V q.
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Proof. We repeat all definitions in sections 5.2.6 and 5.2.7 taking out the
hat, so we define id and di, for d PMo, mptq, chptq, cchptq, we define a good
g-expression and to be of left type, FL, FspM,Nq and GspM,Nq

We will put T � TpW,V q bA R and pB � pBpW,V q. We define a functor Fu

from T to pB. We define FupRq � pR, and for all s P S, Fupθsq � pθs. If M and
M 1 are objects of T, we define FupM bM 1q � FupMq b FupM 1q.

For all s P S we define Fupjs b λq � pjsλ, Fupms b λq � pmsλ, etc. As we

know explicitly all the morphisms in pB, we can easily verify that all the
relations are satisfied in pB, so by [Ka, proposition XII.1.4] we have that Fu

defines a tensor functor. By chapter 3 we know that the set of morphisms
tpjr, pmr, pαr, pfs,ru generates (as tensor category) all the morphisms in pB. So
we only need to prove that for all M,N P T, the map Fu : HomTpM,Nq Ñ
HompBpFupMq,FupNqq is injective.

We start by proving the following
Lemma 5.16. The applications FspM,Nq and GspM,Nq are inverse to each
other

Proof.

FspM,Nq �GspM,Nqpgq � FspM,Nqpppms � jsq b idNq � pidθs b gqq
� tidθs b rppms � jsq b idNq � pidθs b gqsu � pαs b idMq
�
�
pidθs b pms � jsq b idNq � pid

2
θs
b gq

�
� pαs b idMq

� pidθs b pms � jsq b idNq � pαs b gq
� pidθs b pms � jsq b idNq � pαs b idθs b idNq � g
� ptridθs b pms � jsqs � pαs b idθsqu b idNq � g
� pidθs b idNq � g
� g

If (0) is the relation pf1 b g1q � pf2 b g2q � pf1 � f2q b pg1 � g2q (relation
satisfied in all tensor categories), then all but the next to last equality are
derived from (0). The next to last equality is derived from relation 3 (see
definition 5.4). In a similar way we prove that GspM,Nq � FspM,Nqpfq � f
using relation 4. 2

Definition 5.17. Consider two morphisms g : M1 Ñ N1 and f : M2 Ñ N2.
The relation pf b idN1q � pidM2 b gq � pidN2 b gq � pf b idm1q, satisfied in all
tensor categories, will be called commutation relation.
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5.3.2

Lemma 5.18. Let us suppose that for every sequence ps1, � � � , snq, f P
Hompθs1 � � � θsn , Rq implies that f �

°
i aiλi, where ai P FLps1, � � � , snq and

the λi are polynomials. Then for every couple of sequences ps1, � � � , snq and
pt1, � � � , tkq, f

1 P Hompθs1 � � � θsn , θt1 � � � θtkq implies that f 1 �
°

i a
1
iλ

1
i, where

a1i P FLps1, � � � , sn; t1 � � � tkq and the λ1i are polynomials.

Proof. By hypothesis, Gtk�� � ��Gt1pf
1q �

°
i aiλi, where ai P FLptk, � � � , t1, s1, � � � , snq

and the λi are polynomials. Then

f 1 � Ft1 � � � � � Ftk �Gtk � � � � �Gt1pf
1q

�
°

i Ft1 � � � � � Ftkpaiλiq
� t

°
i Ft1 � � � � � Ftkpaiquλi

and by definition
°

i Ft1 � � � � � Ftkpaiq P FLps1, � � � , sn; t1 � � � tkq. 2

5.3.3

From this lemma we can conclude that to complete the proof of theorem 5.15,
it suffices to prove that for every sequence ps1, � � � , snq, f P Hompθs1 � � � θsn , Rq
implies that f �

°
i aiλi, where ai P FLps1, � � � , snq and the λi are polyno-

mials.

Definition 5.19. For a sequence s1, . . . , sn P S, we will say that θs1 � � � θsn

is a basic bimodule.

Every morphism between basic bimodules can be written as a sum of terms
of the following type : iωdω � � � � �

i1d1, with di P Lo � tjs,ms, fsr, αs | s, r P Su.

Definition 5.20. In the sequel an expression of a morphism g between basic
bimodules means a sequence piωdω, . . . ,

i1d1q, with di P Lo, such that iωdω �
� � � �i1d1 � g. If ν is an expression of g, we define ν � g, and we say that ν
is representing g. An R-expression is an expression representing a morphism
from a basic bimodule to R. Sometimes we will consider a good g-expression
simply like an expression in the obvious way. Finally, if we consider a formal
A-linear combination of expressions ν �

°
iPI λiνi, with λi P A, we define

ν �
°

iPI λiνi
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Definition 5.21. If piωdω, . . . ,
i1d1q is an expression of g, we say that the kth

term of this expression is the morphism ikdk. We say that iωdω is the last term
of this expression, i1d1 is the first term, and ω is the length of the expression.

When i is not important, we will write d instead of id, and when the s is not
important we will write for example x for xs and f for fsr.

Definition 5.22. We define G as the set of all R-expressions piωdω, � � � ,
i1d1q

with di � αs for all i and for all s P S.

Definition 5.23. We will say that ν � piωhω, . . . ,
i1h1q with hi P Mo for all

1 ¤ i ¤ ω is a generalized expression of iωhω � � � � �
i1h1.

Let
iωhω � � � � �

i1h1 �
¸
z

pu,zh1u,z � � � � �
p1,zh11,z

be one of the relations 1-8 or a-g defining the tensorial category T, where all
hi and h1i,z are elements of Mo. For all natural numbers b ¥ 0 we say that X �
piω�bhω, . . . ,

i1�bh1q is a left generalized expression and
°

zp
pu,z�bh1u,z, . . . ,

p1,z�bh11,zq
is a right generalized expression correspondig to X.

Definition 5.24. Let us consider ν a generalized expression. We will say that
we apply to ν one of the relations 1-8 or a-g, defining the tensorial category
T, and we obtain a finite sum

°
i ν

1
i of generalized expressions if

°
i ν

1
i is the

result of changing in ν a substring X that is a left generalized expression by
a right generalized expression corresponding to X.

5.4 A brief summary of what we will do

If we have an expression ν P G, we will start by defining νt#m � badu
and νt#j � badu P N, that are measures of how far is ν from being in the
light leaves basis. We will see that an expression ν is in FLps1, . . . , snq if
and only if ν is a good g-expression in the good order, and νt#m� badu �
νt#j � badu � 0.

In each section we start with an expression satisfying some properties. Then
we apply some relations to this expression and we arrive to another expression
(eventually an A-linear combination of expressions) which represents the
same morphism, but satisfying new properties. In the following list, we show
what properties satisfies the expression with which we start in each section,
and what properties satisfies the expression to which we arrive :
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– Section 4 : ν P G ; ν P G, νt#m� badu � 0

– Section 5 : ν P G ; ν P G, ν a good g-expression

– Section 6 : ν ; ν P G

– Section 7 : ν a good g-expression ; ν a good g-expression in the good
order

– Section 8.1 : ν P G ; ν a good g-expression in the good order with
νt#m� badu � 0

– Section 8.2 : ν a good g-expression in the good order with νt#m�badu �
0 ; ν a good g-expression in the good order with νt#m�badu � νt#j�
badu � 0

5.5 Some numbers associated to an expres-

sion

Definition 5.25. Let ν � pikdk, � � � ,
i1d1q be an expression for g, and let the

sequence of integers pi11, i
1
2, . . . , i

1
kq be such that ν � d

i1k
k � � � � � d

i11
1 . We define

νr � pirdr, � � � ,
i1d1q the truncation of ν at r.

If νr : θs1 � � � θsn Ñ θt1 � � � θtp , we define pνr � pt1, . . . , tpq P Sp.
For b P tj,m, α, fu we define νrbs � tp; 1 ¤ p ¤ k, dp � bu.

We say that r is m-bad (resp. j-bad) for ν if dr � m (resp. dr � j) and the
pir � 1qth element of pνr is of left type.

We define the following sets associated to ν :

– Ampνq � tr ; r is m�bad for νu

– Ajpνq � tr ; r is j�bad for νu

We define the following elements associated with ν :

– νt#m�badu �cardpAmpνqq P N

– νt#j � badu �cardpAjpνqq P N

Let νrjs � ta1, . . . , apu with a1   a2   . . .   ap.

– νtpositions of j1su � pa1 � i1a1
, . . . , ak � i1ak

q P Nk
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– νt#fu �cardpνrf sq P N

– νtf to the rightu �
°

pPνrf spipq P N

– νtdepth m and ju �
°

pPνrmsYνrjsppq P N

– νtm far from bottomu �
°

pPνrmspk � pq P N

– νtmin m� badu �

#
minAmpνq if Ampνq � H

0 if Ampνq � H

– νt#m, j after min. m�badu � cardptp ¡ νtmin m�badu | ip � 1 or ip �
2uq P N

– νtfunction of m� badsu � pνt#m, j after min. m� badu, iνtmin m�baduq P
N2

– νtmax. j � badu �

#
maxAjpνq if Ajpνq � H

0 if Ajpνq � H

If p P νr1s (resp. p P νr2s) ν̂p � pt1, . . . , tkq then we define π1ppq (resp. π2ppq)
� cardtm ¤ ip | tm � tip�1u. Finally we define

νtm, j equal to leftu �
¸

pPνr1sYνr2s

pπ1ppq � π2ppqq P N

5.6 Restriction to the case νt#m�badu � 0

Proposition 5.26. For every ν P G there exists a set ∆, polynomials λδ and
elements νδ P G such that ν �

°
δP∆ λδνδ and such that νδt#m � badu � 0

for all δ P ∆.

Proof.

We will start by constructing F1pνq,F2pνq, linear combinations of expressions
such that Fipνq � ν for 1 ¤ i ¤ 2.
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F1pνq : “Taking out the xr’s”

Definition 5.27. If ν � pipdp, � � � ,
ir�1 dr�1,

i xs,
ir dr, � � � ,

i1 d1q is a generalized
expression, with dl P Lo� tαsusPS for all 1 ¤ l ¤ p, we say that ν P Gp

r.

Let ν P Gp
r. We take xs as far to the left as possible (or down in the picture)

with commutation relations. If it does not arrive to the last term, we obtain a

string of the form

s s
s�sljhn
s

or

t r
t�r

r t

. If we are in the first case we apply relation

g and if we are in the second case, we apply relation f and we obtain

F1
1 pνq �

¸
iPI1

w1
i �

¸
bPB1

g1
b ,

with ν � F1
1 pνq, and where I1 and B1 are finite sets, g1

b P G (corresponding

to
r̀ r
r

in relation g) and

w1
i P G

p

r1
i
, with r1

i ¥ r � 1 (5.6.1)

We define Fn
1 inductively : let Fn

1 pνq �
°

iPIn
wn

i �
°

bPBn
gn

b . We define

Fn�1
1 pνq �

°
iPIn

F1
1 pw

n
i q �

°
bPBn

gn
b . By induction and inequality (5.6.1) we

deduce that wN
i P Gp

rN
i
, with rN

i ¥ r � N . We conclude that for N " 0,

FN
1 pνq � FN�1

1 pνq. We define F1pνq � FN
1 pνq.

As F1pνq �
°

iPIN
wN

i �
°

bPBN
gN

b with wN
i P Gp

p�1, and as w P Gp
p�1 ñ w �

λg with λ a polynomial and g P G, we have :

Lemma 5.28. There exists polynomials λi and elements gi P G such that
F1pνq �

°
iPI λigi,

Remark 5.29. Essentially when we take the x1rs out of ν the only thing we
change in the picture of ν is eventually changing some j1s by m1s.

5.6.1 F2pνq

Let ν P G. If νtmin m � badu � 0 we define F2pνq � ν. Now let us suppose
νtmin m � badu � 0. By definition, in the νtmin m � baduth position of ν
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we have a picture like this one : � � � r � � � r̀, where r commutes with all the
elements between the two r1s. By relation a. applied several times we obtain

� � � r � � � r̀ �

� � � r � � � r � � �

� � � r � � � r � � �

. . .

r r

r r̀ � � �
� � � r � � �
. . .

� � � r � � �

� � � r � � �

Or in formulas : ym �xf �xf �x�1f � � � � �y�2f �ym �y�2f � � � � �x�1f �xf. In the
right hand side of the picture we apply relation 7. We obtain ν � ν1 � ν2 � ν3,
where ν1 P G and ν2, ν3 P G

p
r for some r. We define F1

2 pνq � ν1 � F1pν2q �
F1pν3q.

If we write F1
2 pνq �

°
i λ

1
i g

1
i , as

cardpt1 ¤ p ¤ νtmin m� badu | ip � 1 or ip � 2uq�

� νt#m, j after min. m� badu � cardptp | ip � 1 or ip � 2uq

is a constant for all the expressions of ν, by construction we have

F1
2 pgiqtfunction of m� badsu   νtfunction of m� badsu. (5.6.2)

If FN
2 pνq �

°
i λ

N
i g

N
i , we define FN�1

2 pνq �
°

i λ
N
i F1

2 pg
N
i q, and by equation

5.6.2 and the fact that νtfunction of m � badsu ¥ p0, 0q we conclude that
there exists N " 0 such that FN

2 pνq � FN�1
2 pνq. We then define FN

2 pνq �
F2pνq. This means in particular that if F2pνq �

°
δP∆ λδνδ, then νδt#m �

badu � 0, which proves proposition 5.26 2

5.7

Proposition 5.30. For every ν P G there exists a set ∆, polynomials λδ and
elements νδ P G such that ν �

°
δP∆ λδνδ and such that

– νδt#m� badu � 0 for all δ P ∆.
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– If the kth term of νδ is if then the pk � 1qth term is i�1f or i�1j.

Remark 5.31. The second condition means that νδ is a good g-expression.

5.7.1

Proof.

We start with some definitions.

Definition 5.32. – Relation

s s r

s r s

r s sljhn
r s

�

s sljhn r
s r

r s

can be deduced from a.

and c. and will be called c’.

– Relation

r s

s r̀
s

�
r̀ s
s

can be deduced from a. and b. and will be called

b’.

– A commutation relation of type
f
j

�
j
f

or
f
m

�
m
f

will be called a

relation x.

– A commutation relation of type
if
jf

�
jf
if

will be called relation y.

5.7.2

Definition 5.33. For ν P G we define Yν to be the set of ν 1 P G such that
there exists a natural number n and a sequence pνn, . . . , ν2, ν1q satisfying that
ν1 � ν, νn � ν 1 and νi�1 is obtained by applying a relation y. to νi for all
1 ¤ i ¤ n� 1.

We say that ν satisfies property (Q) if for all ν 1 P Yν the relations a., b., b’.,
c., c’., d. or x. cannot be applied to ν 1. In other words, if ν 1 P Yν , there is
no generalized left expression in ν 1 corresponding to relations a., b., b’., c.,
c’., d. or x..

For ν P G we will define F3pνq.

Lemma 5.34. Let ν P G. There exists an expression F3pνq, with F3pνq � ν,
satisfying property (Q).
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Proof.

We start with a definition.

Definition 5.35. Let ν P G. If with y. relations applied to ν it is possible
to apply one of the relations a., b., b’., c., c’., d. or x., we say ν P L.

If with y. relations applied to ν it is possible to apply one of the relations a.,
b., b’., c., c’., d. or x., we do it and we call F1

3 pνq the resulting expression.
This is not well defined because there might be many ways of doing this,
but we choose one of these ways arbitrarily. We define recursively Fn

3 pνq �
F1

3 pFn�1
3 pνqq.

In the following table the symbol � means that the corresponding rela-
tion decreases the corresponding νt�u, the symbol �0 means that some-
times it decreases it and sometimes it maintains it equal and the symbol 0
means it always maintains it equal. By definition νtpositions of j1su P Nk,
νt#fu, νtf to the rightu, νtdepth m and ju P N.
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νtpositions of j1su νt#fu νtf to the rightu νtdepth m and ju

c’.

s s r

s r s

r s sljhn
r s

�

s sljhn r
s r

r s

—

c.

s r s

s sljhn r
s r

�

s r s

r s sljhn
r s

s r

—

a.

sr

rs

sr

�
sr

—0 —

b.

sr

r̀s
s

�
s r̀
s —0 —

b’.

r s

s r̀
s

�
r̀ s
s

—0 —

d.

s r t

s t r

t s r

t r s

�

s r t

r s t

r t s

t r s

0 0 —

x.
f

m or j
�

m or j
f

—0 0 —0 —

y.
if
jf

�
jf
if

0 0 0 0

This table shows that there exists some N P N such that FN
3 pνq R L. We put

F3pνq � FN
3 pνq, and this proves lemma 5.34 2

5.7.3

Lemma 5.36. Let ν P G. If the kth term of F3pνq is if then the pk � 1qth

term is i�1f or i�1j.
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Proof. Let F3pνq � pωkdk, � � � ,
ω1d1q. We use the following notation : if a   b

are two natural numbers, then ra, bs � ta, a� 1, a� 2, . . . , bu.

Let ap1q   bp1q   ap2q   bp2q   . . .   aprq   bprq be such that

F3pνqr4s �
r¤

i�1

rapiq, bpiqs

Let us fix 1 ¤ l ¤ r. We only need to prove

A dbplq�1 � j, ωbplq�1 � ωbplq � 1

B For al ¤ bplq �m ¤ bl we have ωbplq�m � ωbplq �m.

This means that between the aplqth term and the pbplq�1qth term, the picture

looks like this :
. . .

ljhn
We start by proving A. Because of the definition of bplq, the bpl � 1qth term
is a j or m (it can not be an α because ν P G). Because of the relation y.
the bplqth term does not commute with the bpl � 1qth term, so we have four
possibilities for the bpl � 1qth term :

(1) ωbplqm (2) ωbplq�1m (3) ωbplq�1j (4) ωbplq�1j

The cases (1), (2) and (3) are impossible respectively by relations b., b’. and
c., so we have proved A.

Now we prove B by induction on m. We suppose we have proved it for m,
we will prove it for m� 1. We will use the following picture.
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al Ñ

� � �x x � a e e � � � e c1 c x x x � � �
bl �mÑ

. . .

bl � 1 Ñ ljhn
In this picture we have drawn from the pbl�mq

th term to the pbl�1qth term.
In the pbl�m�1qth term we have put some letters, and we will explain what
they mean. We put e � bl�m�2. Let ωede�� � ��

ω1d1 : θs1 � � � θsn Ñ θu1 � � � θuq .

Let us say that a letter n P tx, a, e, c1, cu is in the place that corresponds to
θup . Then if the pbl �m� 1qth term is p�1f , by taking this term down in the
picture (using relation y all the times we are allowed), we can use relation
n, and by definition of F3pνq, this is not allowed. We conclude that if � is
in the place that corresponds to θui

, then the pbl �m� 1qth term of F3pνq is
i�1f , and so we prove B and lemma 5.36. 2

Lemma 5.36 joint with the properties of F2 allows us to finish the proof of
proposition 5.30. 2

5.8 Elimination of the α1s

We start this section by introducing some relations that will be useful for
proving proposition 5.38 :

Proposition 5.37. We have the following equalities :

N1 pidb fr,sq � pfr,s b idq � pidb αsq � pαs b idq : θr Ñ θsθsθr

N2 pidb jsq � pfsr b idq � fsr � pjs b idq � pidb fr,sq : θsθrθs Ñ θrθs

N3 pidb fr,sq � pfr,s b idq � pidb psq � pps b idq � fr,s : θrθs Ñ θsθsθr

N4 fr,s � pidb εsq � εs b id : θr Ñ θsθr
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N5 pmr b idq � pr � pidbmrq � pr � id

rhnlj
r̀ r
r

�

rhnlj
r r̀
r

�
r

N6 jr � pidb εrq � jr � pεr b idq � id

r
r raljhn
r

�

r
ra rljhn
r

�
r

N7 pidb jrq � ppr b idq �

� pjr b idq � pidb prq � pr � jr

r rhnlj
r r rljhn
r r

�

r r

r rljhnhnljr
r r

�

r rljhn
rhnlj
r r

Proof. We will give in order the relations needed to prove each one of this
equations (CR means commutation relations) :
– N1 : e, a
– N2 : c1, a
– N3 : e, N2, CR, a
– N4 : CR, e, a1

– N5 : 2, 3
– N6 : CR, 2, 3
– N7 : 2, CR, 2, 5, CR

2

Proposition 5.38. Let τ � g � ξ with g P G, ξ �i αs. There exists a set Π
and for each π P Π a polynomial λπ and gπ P G such that

τ �
¸
πPΠ

λπgπ

Proof.

We start with a lemma

Lemma 5.39. For proving proposition 5.38 it suffices to prove it for ξ �i ps

and ξ �i εs.

Proof. We have that µ1 � pF3pgq,
i αsq is an expression of the morphism τ .

With commutation relations we change µ1 in µ2, an expression where the α is
as far as possible to the left (in the picture is in the lowest place possible). Let
us say that in µ2 we have that pαs is the kth term. We have seven possibilities
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for the pk � 1qth term : p1q p�1j, p2q pj, p3q p�1j, p4q pm, p5q p�1m, p6q p�1f
and p7q p�1f.

– In the case (1), by relation 2 we are in the case ξ �p ps.

– In the case (2), by relation 6 we find that τ � 0.

– In the case (3) by definition of ps we are in the case ξ �pps.

– In the case (4) by relation 1 we are in the case ξ �pεs.

– In the case (5) by definition of εs we are in the case ξ �pεs.

– In the case (6), by remark 5.31 we have that there exists c such that the
pk � rqth term is p�rf for every 0 ¤ r   c and p�cj for r � c. But with the
relation N2 we can easily verify the following equality by induction :

p�cj�p�c�1f�. . .�p�1f � pp�c�1f�p�c�2f�� � ��p�1fq�p�1j�pp�2f�p�2f�� � ��p�cfq

So if we replace the left hand side of this equation by it is right hand side
we can take the α more to the left, and we find a new expression of τ :
pg1,

p�1j,pα, g2q, with g1, g2 P G and by the definition of ps we get to the
case ξ �p ps.

– In the case (7), by the remark 5.31 we have that the pk � 2qth term is
pf . So if we apply relation N1 we arrive to a new expression µ3 of τ :
µ3 � pg1,

p�1αs, g2q, g1, g2 P G, where g1 is a good g-expression, the α is
still in the kth term and µ3 has strictly less terms than µ2. Now we repeat
the process of taking in µ3 the α as far to the left as possible and if we
arrive another time to the case (7), we find a corresponding µ4. If we repeat
this process enough times, finally we will arrive to one of the other 6 cases.
This finishes the proof of the lemma.

2

Proof of the proposition 5.38 for ξ �i ps. The proof of this case is very
similar to the proof of lemma 5.39, but we use different relations. We have
that µ1 � pF3pgq,

ipsq is an expression of the morphism τ . With commutation
relations we change µ1 in µ2, an expression where the p is as far to the left
as possible. Let us say that in µ2 we have that the kth term is pps. We have
seven possibilities for the pk � 1qth term : p1q p�1j, p2q pj, p3q p�1j, p4q pm,
p5q p�1m, p6q p�1f and p7q p�1f.

– In the cases (1) and (3) we use relation N7, and we have that the p is more
to the left than before.
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– In the case (2) we have that τ � 0 because the relations 5 and 6 tells us
that js � ps � 0.

– In the cases (4) and (5) we use relation N5 and we find an expression of τ
that is in G.

– In the case (6), by a similar argument to that of case (6) of lemma 5.39,
we go back to case (3).

– In the case (7) by a similar argument to that of case (7) of lemma 5.39,
but using the relation N3 instead of relation N1 we see that, as in the
cases (1), (3) and (6), the p is more to the left than before. So if we repeat
enough times we will go back to one of the cases that are left, this means,
cases (2), (4) or (5).

Proof of the proposition 5.38 for ξ �i εs. We have that µ1 � F3pgq �
i εs

is an expression of morphism τ . With commutation relations we change µ1

in µ2, an expression where the ε is as far to the left as possible. Let us say
that in µ2 we have that the kth term is pεs. We have five possibilities for the
pk � 1qth term : p1q p�1j, p2q pj, p3q pm, p4q pf and p5q p�1f.

– In the cases (1) and (2), using relation N6 we find an expression of τ that
is in G.

– In the case (4), by a similar argument to that of the case (6) in lemma
5.39, we go back to case (2).

– In the case (5), by a similar argument to that of the case (7) in lemma
5.39, but using relation N4 instead of relation N1 we see that the ε is
more to the left than before. So, if we repeat enough times we will go back
to one of the cases that are left.

– Case (3) is treated in section 5.6.
2

By using proposition 5.38 repeatedly we have the following

Corollary 5.40. Let ν be an R-expression. There exists a set Π and for each
π P Π a polynomial λπ and gπ P G such that

ν �
¸
πPΠ

λπgπ
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5.9 Good order

The purpose of this section is to change a good g-expression into a good
g-expression in good order.

Proposition 5.41. Let t ¡ t1 and α, β P tm, ch, cchu. There exists u and u1

such that αptq � βpt1q � βpu1q � αpuq.

Proof.


 Let us consider the case β � ch or cch and α � m. We have two possible
cases. In the first one mptq commutes with βpt1q, and in the second one they
do not commute, so we use commutation relations and relation b.
– mptq � βpt1q � βpt1q �mpt� 1q

. . .

ljhn
`

Ñ

`

. . .

ljhn
– mptq � βpt1q � βpt1q �mptq

. . .

ljhn
`

Ñ

`

. . .

ljhn

 The case i � 1, 2 or 3 and k � 1 is easy because αptq commutes with mpt1q.


 The last case is i � 2 or 3 and k � 2 or 3. We will only treat the case
i � 2, k � 2, the other ones are similar. We will prove that chptq � chpt1q �
chpt1q � chptq. For this we need two preliminary lemmas.

Lemma 5.42. If f �iq f�� � ��i1f, g �kp f�� � ��i1f P Hompθs1 � � � θsn , θu1 � � � θul
q,

then f � g.
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Proof. Relations a. and d. are exactly the relations defining the symmetric
group. 2

Lemma 5.43. The following expressions represent the same morphism :
pji, f i�2, f i�1, f iq and pf i, f i�1, ji�1q.

Proof. In the following chain of relations we apply respectively commutation
relations, relation c. and relation a. :

ljhn
Ñ ljhn Ñ ljhn Ñ

ljhn

2

Now we are able to finish the case i � k � 2. In the following chain of equa-
lities we apply respectively commutation relations to take an j down, then
lemma 5.42 for reordering a composition of f 1s, and finally with commutation
relations we take up an j and apply lemma 5.43 :

. . .

ljhn
. . .

ljhn

Ñ

. . .

. . .

ljhn
ljhn

Ñ
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Ñ

. . .

. . .

ljhn
ljhn

Ñ

. . .

ljhn
. . .

ljhn
2

Definition 5.44. If ν is a good g-expression we will name F4pνq the good
g-expression in the good order such that F4pνq � ν

5.10 Conclusion of the proof of theorem 5.15

5.10.1

Definition 5.45. If τ �
°

i giλi, with I a finite set, λi polynomials and
gi P G, we define F3pτq �

°
iF3pgiqλi and F4pτq �

°
iF4pgiqλi.

Definition 5.46. Let ν P G. We define F1
5 pνq � F4F3F2pνq. This is well

defined, because F2pνq is a linear combination of elements of G and F3pν
1q

is a good g-expression.

We define inductively Fn
5 pνq : If Fn

5 pνqt#m�badu � 0 we define Fn�1
5 pνq �

F1
5Fn

5 pνq and if Fn
5 pνqt#m� badu � 0, we define Fn�1

5 pνq � Fn
5 pνq.

Proposition 5.47. Fn
5 pνq stabilizes for n large.

Proof. Let us suppose it doesn’t stabilize. This means that for all n P N,
we have Fn

5 pνqt#m � badu � 0. So we apply infinitely many times relation
7 in this process. When we apply relation 7 to an expression we obtain a
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sum of three expressions, the first one is
r̀ r
r

, the second one

r rljhn
r
r�

, and

the third one is

r rljhn
r

�r

. In this three expressions relation 7 always decreases

strictly νtm, j equal to leftu P N and the other relations used in F2, F3 and
F4 don’t change νtm, j equal to leftu. To see this, we make a brief review of
all relations used in defining F2, F3 and F4 :
– F2 : commutation relations, a. in the opposite sense, 7, g, f
– F3 : a., b., b’., c., c’., d., x., y.
– F4 : commutation relations, a.,b., c., d.
So we have a contradiction, which allows us to conclude the proof. 2

Remark 5.48. As F4pνq is a good g-expression in the good order, F5pνq is a
good g-expression in the good order satisfying F5pνqt#m� badu � 0.

5.10.2

We start by a useful reformulation of proposition 5.12 in our terminology :

Corollary 5.49. Let pW,Sq be a right-angled Coxeter system. Let ps1, . . . , snq P
Sn. We have the equality of sets :

FLps1, . . . , snq � tν good g-expressions in Hompθs1 � � � θsn , Rq in good order,
with νt#m�badu � νt#j � badu � 0u

In section 5.3.3 we showed that in order to prove Theorem 5.15 we only need
to prove the following proposition :

Proposition 5.50. Let ps1, . . . , snq P Sn. If f P Hompθs1 � � � θsn , Rq then
there exists I a finite set and for i P I, ai P FLps1, . . . , snq and λi polynomials
such that f �

°
i aiλi.

As f is a linear combination over A of R-expressions, we can restrict our
attention to the case where f is an R-expression. By corollary 5.40 we can
restrict to the case f P G. By proposition 5.47 and remark 5.48 we can
restrict to the case where f is a good g-expression in the good order and
with νt#m�badu � 0. So, the following lemma allows us to conclude the
proof of Theorem 5.15 :
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Lemma 5.51. If ν is a good R-expression in the good order and νt#m�badu �
0, then νt#j � badu � 0.

Proof. Suppose νt#j � badu � 0. Let us put k � νtmax. j � badu. Let
zjs be the kth term of ν. The pk � 1qth term of ν can not be zms, because
νt#m�badu � 0.

Let us define by induction the natural number Np for r ¥ p ¥ 1 (where r
will be defined in the process). We define N1 � z � 1. Let us suppose that
we have defined Np.

– If the pk � pqth term of ν is im, then Np�1 � Np.

– Suppose that the pk � pqth term of ν is ij. If i ¡ Np � 1 then Np�1 � Np

and if i � Np � 1 then r � p.

– Suppose that the pk � pqth term of ν is if . If i R tNp � 1, Np � 2u then
Np�1 � Np. If i � Np�1 then Np�1 � Np � 1 and if i � Np�2 then
Np�1 � Np � 1.

The fact that ν is a good R-expression in the good order allows us to conclude
that Np is well defined. By construction, the N th

p element of pνk�p is always
the same element of S, it is of left type, and it is evident that r is a finite
number. This contradicts the definition of νtmax. j � badu, so we have a
contradiction. We conclude that νt#j � badu � 0. 2
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Chapitre 6

A new basis for some Hecke
algebras

All the Coxeter groups considered in this chapter are extra large type Coxeter
groups (i.e. mps, rq ¡ 3 pour tout s, r P S). In this chapter we will construct,
for a reduced expression s̄ of x P W , a morphism fs̄ P Endpθs̄q, and we
will prove that the image fs̄pθs̄q is (modulo isomorphism) independent of the
reduced expression we have chosen, and that it is an element of Soergel’s
category that we call Ax. We consider the image by η of the set tAxuxPW and
we obtain a basis of the Hecke algebra.

6.1

Until the end of this chapter we will fix a reduced expression s̄ � ps1, � � � , snq P
Sn of an element of W . Every morphism will be assumed to be of f -type (see
definition 2.16). We define

coresps̄q :�

$''&''%
| 
 if i, i� 2 P I, then si � si�2

interval | 
 b� a� 1 � mpsa, sa�1q � 2
I � pa, a� 1, . . . , bq | 
 lps1s2 � � � sa�1sa�1q   lps1s2 � � � sa�1q

| 
 lpsb�1sb�1sb�2 � � � snq   lpsb�1sb�2 � � � snq

,//.//-
If C � pa, . . . , bq, C 1 � pa1, . . . , b1q P coresps̄q we say that C   C 1 if and only

if a   a1, and we say that the distance from C to C 1 is DpC,C 1q � a1� b. As
s̄ is a reduced expression, if C   C 1, DpC,C 1q ¥ 1.
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Remark 6.1. If s̄ and t̄ are two different reduced expressions of the same
element in W then coresps̄q � corespt̄q. As we can go from s̄ to t̄ with a
composition of braid relations it is enough to verify this when they differ in
one braid relation and this is trivial.

Definition 6.2. If C � pa, . . . , bq P coresps̄q we define first(C)=a and
last(C)=b. The core C is called right (resp. left) core if sb�1 � sb�1 and
sa�1 � sa�1 (resp. sb�1 � sb�1 and sa�1 � sa�1). It is called empty core if
sb�1 � sb�1 and sa�1 � sa�1 and it is called filled core if it is none of the
previous ones (i.e. sb�1 � sb�1, sa�1 � sa�1).

The following lemma is easy :

Lemma 6.3. Let coresps̄q � tC1, C2, . . . , Cku with C1   C2   . . .   Ck, and
g P Endpθs̄q of f -type. Suppose that DpCi, Ci�1q ¥ 2 for some 1 ¤ i ¤ k. If
last(Ci)=d� 1, s̄1 � s1 � � � sd, s̄2 � sd�1 � � � sn, then there exists g1 P Endpθs̄1q,
g2 P Endpθs̄2q such that g � g1 b g2.

The following proposition is very important for the sequel.

Proposition 6.4. Let us suppose that C 1, C2 P coresps̄q, C 1   C2, DpC 1, C2q �
1 and if last(C 1)=d� 1 then sd�2 � sd � sd�2. Let us put s̄1 � s1 � � � sd, s̄2 �
sd � � � sn. If g P Endpθs̄q is of f -type, there exists g1 P Endpθs̄1q and g2 P
Endpθs̄2q of f -type such that

g � pg1 b idn�d�1q � pidd b g2q � pidd b g2q � pg1 b idn�d�1q (6.1.1)

Remark 6.5. We remark that it is equivalent to say sd�2 � sd � sd�2 or to
say that C 1 is a left or a filled core and C2 is a right or a filled core.

Proof. Let b � 1 �first(C 1) and g �ikf � � � � �i2f �i1f . Consider the set X �
t1 ¤ p ¤ k | ip � b � 1 or ip � d � 1u and let X � tx1, x2, . . . , x2tu with
x1   x2   . . .   x2t. As sd�2 � sd � sd�2, we can easily deduce by induction
on c that ix2c � ix2c�1 , and that is why X has an even number of elements.
We define x0 � 0 and x2t�2 � k � 1. For 0 ¤ c ¤ t we define the sets

Yc � tx2c   p ¤ x2c�2 | ip   d� 1u

and
Zc � tx2c   p ¤ x2c�2 | ip ¥ d� 1u.

For 1 ¤ c ¤ t we define Lc �
iαf �iβf � � � � �iγf where the elements of Yc are

α   β   . . .   γ, and Rc �
iδf �iεf � � � � �iωf where the elements of Zc are
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δ   ε   . . .   ω. We define M � θs1θs2 � � � θsd�2
and N � θsd

θsd�1
� � � θsn . So

we have θs̄ �M bRsd�1 N. By proposition 2.19 we have that for all 0 ¤ c ¤ t
if mb n PM bRsd�1 N , then Lcpmb nq � mbN and Rcpmb nq �M b n,
so if 0 ¤ a ¤ t we have

Ra � Lc � Lc �Ra. (6.1.2)

If we define g1 � Lt �Lt�1 � � � � �L0 and g2 � Rt �Rt�1 � � � � �R0 then equation
(6.1.2) allows us to finish the proof 2

Before we state the following theorem we have to make a definition.

Definition 6.6. Let C P coresps̄q. We say that a tuple of elements ᾱ �
pik, . . . , i2, i1q, k P N is s̄-compatible if the morphism g �ikf � � � � �i2f �i1f P
Endpθs̄q is well defined, and in this case we say that g is the morphism
associated to ᾱ. If ᾱ is s̄-compatible we define NᾱpCq � cardptp | ip �
firstpCq � 2uq, where card stands for cardinality.

Theorem 6.7. Let ᾱ and β̄ be two s̄-compatible tuples, and g, h the mor-
phisms associated to ᾱ and β̄ respectively. We have that g � h if and only if
for all C P coresps̄q we have NᾱpCq � 0 ô Nβ̄pCq � 0.

Proof. The “only if” part is evident. We will prove the “if” part. Let
coresps̄q � tC1, . . . , Cku with C1   C2   . . .   Ck. We will prove the theorem
by induction over k.

It is easy to see using the definition of fsr that fsr � fr,s � fsr � fsr and this
allows us to prove the theorem for k � 1.

Suppose the theorem is true for k � 1 we will prove it for k. If there exists
1 ¤ i ¤ k � 1 such that DpCi, Ci�1q ¥ 2, then lemma 6.3 and the induction
hypothesis allows us to conclude. So we suppose DpCi, Ci�1q � 1 for all
1 ¤ i ¤ k � 1.

If there exists 1 ¤ i ¤ k such that NᾱpCiq � 0 we can conclude by induction,
so we suppose NᾱpCiq � 0 for all 1 ¤ i ¤ k.

Let pjiq1¤i¤γ be an ascending sequence of numbers such that the set of filled
cores is exactly tCji

u1¤j¤γ. By proposition 6.4 and the fact thatDpCi, Ci�1q �
1 we see that if Ci is a filled core, then Ci�1 can not be a filled core, so
ji�1 � ji ¥ 2. We can conclude that the set Pi � tji � 1, ji � 2, . . . , ji�1 � 1u
is non empty for all 1 ¤ i ¤ γ.

Let us suppose that there exists an integer p such that for all i P Pi the
core Ci is not an empty core. So if i P Pi, then Ci is either left or right
core. It is not possible for Ci to be a right core and Ci�1 to be a left core
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because as DpCi, Ci�1q � 1 this would contradict the definition of a core. So
if there are left and right cores in Pi then there exists an integer v such that
if jp � 1 ¤ i ¤ v then Ci is a left core and if v   i   jp�1 then Ci is a right
core. We are in the case of proposition 6.4 with C 1 � Cv and C2 � Cv�1 (see
remark 6.5), so we can conclude by induction hypothesis. If Pi has only left
cores (resp. only right cores) we are once again in the case of proposition 6.4
with C 1 � Cjp�1�1 and C2 � Cjp�1 (resp. C 1 � Cjp and C2 � Cjp�1).

So we suppose that for all integers 1 ¤ p   γ there exists some ip P Pi such
that the core Cip is an empty core. There can not be two elements i, i1 P Pi

with Ci and Ci1 empty cores, because this would contradict the definition of
Ci and Ci1 being cores, so ip is well defined for 1 ¤ p   γ. It is clear that if
jp   i   ip then Ci is a left core and if ip   i   jp�1 then Ci is a right core.

Let ᾱ � pαw, . . . , α1q, so g �αwf � � � � �α2f �α1f. If we consider the set of all
s̄-compatible tuples satisfying that g is their associated morphism, with the
partial order  
 given by the length of the tuple, we can assume without loss
of generality that ᾱ and β̄ are minimal for  
 .

Lemma 6.8. For all 1 ¤ p   γ we have NᾱpCjpq � 2.

Proof. Let us suppose the contrary, this is NᾱpCjpq ¥ 4. By definition this
means that the set Z � t1 ¤ i ¤ w | αi � firstpCjpq�2u has more than three
elements. We name a � firstpCjpq � 2. Let z1   z2   z3 be the first three
elements of Z. As Cjp is a filled core, we have that Cjp�1 is either a right or
an empty core and Cjp�1 is either a left or an empty core, we conclude that
αz3f commutes with αz3�1f � � � � �αz2�2f �αz2�1f , so by doing the corresponding
commutation relations we can put the second and the third af together. In
formules this is :

g �αwf � � � � �yαz3f � � � � �αz2�2f �αz2�1f � paf �afq �αz2�1f � � � � �α2f �α1f

where yαz3f means that we skip this term. Because of proposition 2.19 we
conclude that paf �afq commutes with αz2�1f � � � � �αz1�2f �αz1�1f , so again with
commutation relations we can put the first three af together, but the fact
that af �af �af �af contradicts the minimality of ᾱ in the  
 order. So this
proves lemma 6.8. 2

Definition 6.9. For 1 ¤ i ¤ k we define fpCiq �
yf , where y �first(Ci)�2.

We define ik�1 � γ. For 1 ¤ p ¤ γ � 1, we consider the set

V left
p � t1 ¤ i ¤ w | αif � fpCqq for jp   q ¤ ipu,
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and put V left
p � tv1, v2, . . . , vuppqu with v1   v2   . . .   vuppq. We define a

sequence ᾱleftppq � pn1, n2, . . . , nuppqq in the following way : if αvif � fpCqq,
we define nq � q � jp.

We will say that there is a p-inflection at i if ni � ni�1.

Lemma 6.10. Let 1 ¤ p ¤ γ. If there is a p-inflection at i and αvif � fpCbq,
then b � ip.

Proof. As we assumed ᾱ to be minimal in the  
 order, we know that it is
not possible to have ni � ni�1 � ni�2. As we assumed that Ci is a left core
for jp   i   ip, we deduce that if ni�1 � ni, then ni�1 � ni � 1, if ni�1   ni

then ni�1 can be equal to ni or to ni � 1 and finally, if ni�1 ¡ ni then ni�1

can be equal to ni or to ni � 1.

Let us suppose that there is a p-inflection at 1 ¤ i ¤ u, and let αvif � fpCbq
with b   ip. As NᾱpCb�1q ¡ 0, by the preceding paragraph we have that there
will exist an l ¡ i � 1 such that nl � ni ; we suppose l minimal with this
property. Because of the proposition 2.19 we deduce that with commutation
relations we can take the term αvlf of g to be immediately before the term
αvi�1f �αvif of g, and this contradicts the minimality of ᾱ in the  
 order, thus
proving the lemma. 2

From this lemma we conclude the important fact :

ᾱleftppq � p1, 2, . . . , uppq{2, uppq{2, . . . , 2, 1q, (6.1.3)

where uppq{2 � ip � jp.

We now repeat definition 6.9 but from the right :

Definition 6.11. We define i0 � 1. We now consider, for 0 ¤ p ¤ γ

V right
p � t1 ¤ i ¤ w | αif � fpCqq for ip ¤ q   jp�1u,

and put V right
p � td1, d2, . . . , deppqu with d1   d2   . . .   deppq. We define a

sequence ᾱrightppq � pm1,m2, . . . ,meppqq in the following way : if αdif � fpCqq,
we define mq � jp�1 � q.

By similar arguments as in lemma 6.10 we conclude that

ᾱrightppq � p1, 2, . . . , eppq{2, eppq{2, . . . , 2, 1q, (6.1.4)

where eppq{2 � jp�1 � ip.
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The two equations (6.1.3) and (6.1.4) allows us to conclude that for all 1 ¤
p ¤ γ � 1

ᾱleftppq � β̄leftppq � p1, 2, . . . , uppq{2, uppq{2, . . . , 2, 1q (6.1.5)

and for all 0 ¤ p ¤ γ

ᾱrightppq � β̄rightppq � p1, 2, . . . , eppq{2, eppq{2, . . . , 2, 1q (6.1.6)

To finish the proof of Theorem 6.7, we will only need equations (6.1.5) and
(6.1.6).

Before we can prove this fact we need some definitions.

Definition 6.12. We will say that a morphism δ PHom(θt1 � � � θtp , θr1 � � � θrp)
is a p-morphism if there exists a sequence of natural numbers pa1, . . . , apq
such that δ � ida1 b f b ida2 b f b � � � idap�1 b f b idap .

Definition 6.13. Let g � pgm, gm�1, . . . , g1q and g1 � pg1d, g
1
d�1, . . . , g

1
1q

be two expressions of the same morphism, such that gi is a pi-morphism
and g1i is a p1i-morphism. We say that g   g1 if and only if the sequence
pp1, . . . , pmq   pp11, . . . , p

1
dq in the lexicographical order. We will call this or-

der the “morphism” order.

We choose ḡ � pgm, gm�1, . . . , g0q an expression of g and h̄ � phd, hd�1, � � � , d0q
an expression of h, both maximal in the morphism order. We will prove that
d � m and that gi � hi for all 0 ¤ i ¤ m. In fact we will prove more, we will
explicitly determine all the gi.

We will say that ω acts on the cores T � tCn1 , Cn2 , . . . , Cnpu if ω does not
act as the identity exactly in that set of cores, and evidently ω is determined
by T .

We put yp � maxtip � jp, jp�1�ipu. For all i ¥ 0 for which this definition is
not empty we define the following sets :

T 1,p
i � Cjp�i ip Y Cjp�i¡ip�1

T 2,p
i � δi,yp � Cip

T 3,p
i � δi,yp�1 � Cip

T 4,p
i � Cip�yp�i¡jp Y Cip�i�yp jp�1
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and
Ti �

¤
1¤p¤γ

T 1,p
i Y T 2,p

i Y T 3,p
i Y T 4,p

i .

It is easy to see that if ωi acts on Ti, then the expression ω � pωm, ωm�1, . . . , ω0q
is maximal in the morphism order and satisfies equations (6.1.5) and (6.1.6).
So to prove Theorem 6.7 we only need to prove that with commutation re-
lations we can pass from ḡ to ω. We will prove the following property by
induction on i :

Property (�) : With commutation relations we can pass from ḡ to an expres-
sion of the form pbpf, . . . ,b1f, ωi, . . . , ω0q

We have that ω0 is by definition the morphism that acts on the set tCjpu1¤p¤γ,
so Property (�) is clear for i � 0.

Let us suppose that Property (�) is true for i, we will prove it for i � 1. So
we have an expression pbpf, . . . ,b1f, ωi, . . . , ω0q. Let us consider 1 ¤ p ¤ γ. We
have to consider four cases :

1. i   yp

2. i � yp

3. i � yp � 1

4. i ¡ yp

Let 1 ¤ a ¤ 4. By equations (6.1.5) and (6.1.6) we see that in case a we can
make commutation relations in the subexrpession pbpf, . . . ,b1fq, and arrive to
an expression pb

1
uf, . . . ,b

1
1f, ωp

i�1q, where ωp
i�1 is a p-morphism that acts exactly

on T a,p
i�1. The fact that ωp

i�1 commutes with ωp1

i�1 for all pair of elements pp, p1q
makes us possible to obtain ωi�1, starting from the set tωp

i�1u1¤p¤γ. 2

6.2

We can now define a special morphism fs̄ �
ikf � � � � �i2f �i1f P Endpθs̄q P

Endpθs̄q : it is the morphism characterized by the fact that, if ī � pik, . . . , i1q,
then NīpCq � 0 for all C P coresps̄q. Theorem 6.7 shows that if this morphism
exists, it is unique. Now we will show that it exists.

If x P W we know that we can pass from any reduced expression s̄ of x to any
other t̄, by a sequence of braid relations. This gives a morphism of f -type
in Hom(θs̄, θt̄). If we pass through all reduced expressions of x in any way
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we want, we obtain a morphism that satisfies the requirements for fs̄. So we
conclude that fs̄ is a well-defined morphism.

With theorem 6.7 we easily see that f 2
s̄ � fs̄. This means that fs̄ is an

idempotent and so we conclude that the bimodule fs̄pθs̄q, that we denote by
As̄, is an element of Soergel’s category.

Theorem 6.14. If s̄ and t̄ are two reduced expressions of the same element
in W then As̄ is isomorphic to At̄.

Proof. We need to find an isomorphism between As̄ and At̄ for any two
reduced expressions s̄ and t̄ of the element x P W . As we know that we
can pass from one reduced expression of x to any other by a sequence of
braid relations, it suffices to find an isomorphism between As̄ and At̄ when s̄
and t̄ differ only by one braid relation ; we will call the associated morphism
Fs̄,t̄ : θs̄ Ñ θt̄. We define is̄ : As̄ Ñ θs̄ as the natural inclusion. The morphism
f 1t̄ : θt̄ Ñ At̄ takes the same values as ft̄ : θt̄ Ñ θt̄, the difference is that we
restrict the target. We define as̄,t̄ as follows :

θs̄

Fs̄,t̄
// θt̄

f 1
t̄

��

As̄

is̄

OO

as̄,t̄

// At̄

To finish the proof of theorem 6.14 we only need to prove

at̄,s̄ � as̄,t̄ � idAs̄ ,

so we only need to prove

fs̄ � Ft̄,s̄ � ft̄ � Fs̄,t̄ � fs̄ � fs̄, (6.2.7)

but this is a direct consequence of theorem 6.7 and the definition of fs̄. 2

Notation 6.15. If s̄ is a reduced expression of w P W we define Aw � As̄,
and this is a well defined bimodule modulo isomorphism.

Lemma 6.16. Let M be a Soergel bimodule and let the polynomials pw P
Zrv, v�1s be defined by ηpMq �

°
wPW pwTw. We have the following formula :

K bR M �
¸

wPW

pwp1qKw,

where K is the fraction field of R.
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Proof. As pV, V q is a good couple (bonne paire), by formula 4.3.8 we have
that KbR θs � K`Ks. If ps1, . . . , snq is a sequence of elements of S we have
that K bR θs1 � � � θsn � pK `Ks1q bR � � � bR pK `Ksnq.

We have that ηpθs1 � � � θsnq � p1�Ts1q � � � p1�Tsnq. To specialise this element
in q � 1 is equivalent to calculate p1 � s1q � � � p1 � snq in the group algebra
krW s (identifying si with Tsi

), so the fact that Kx bR Ky � Kxy for all
x, y P W, allows us to finish the proof of the lemma for M � θs1 � � � θsn .

It is trivial to extend this result to finite direct sums of bimodules of the form
θs1 � � � θsn , and for the direct summands it is enough to use lemma 1.10. 2

Proposition 6.17. The indecomposable Soergel bimodule Bw is a direct sum-
mand of Aw and the set tηpAwquwPW is a basis of the Hecke algebra.

Proof. Let K be the fraction field of R. Let s, r P S and x � srs � � �
mps, rq times. In this proof we will use the following notation : if M is a
Soergel bimodule, M � K bR M is the corresponding pK,Kq-bimodule (see
lemma 4.25). We can find a projection π : Xsr Ñ Bx and an injection in :
Bx Ñ Xrs such that in � π � fsr P HompXsr, Xrsq.

By lemma 6.16 we know that Kx is a direct summand of Xsr, Xrs and of Bx.
So we have an injection j : Kx ãÑ Xsr. As id b π : Xsr � Bx is a surjection
and the space

HompK,KqpKu, Kvq �

#
t0u si u � v

K si u � v

we deduce an injection pid b πq � j : Kx ãÑ Bx, and by composing with the
injection id b in, we finally we obtain an injection pid b fsrq � j : Kx ãÑ
Xrs. This allow us to conclude that Kx is a direct summand of fsrpXsrq. As
Ku bR Kv � Kuv for all u, v P W, we conclude that Ku is a direct summand
of Au, for all u P W .

Let s̄ be a reduced expression of w. We have that θs̄ � Aw ` Y � Bw `X,
for some Soergel’s bimodules X, Y , so

θs̄ � Aw ` Y � Bw `X

We have seen that Kw is a direct summand of Aw and of Bw, but it is only
with multiplicity one in θs̄ so Kw is not a direct summand of X. As Bw is
indecomposable, we conclude that

Aw � Bw `X 1, (6.2.8)

with X 1 direct summand of X, thus proving the first part of the proposition.
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Lemma 6.16 allows us to conclude that

ηpAwq �
¸
v¤w

pvTv,

where pv P Zrv, v�1s. Because of Theorem 1.19 we have that pv has positive
integer coefficients for all v. As Kw appears with multiplicity one in Aw

we conclude that pw � 1, so ηpAwq � Tw �
°

v w pvTv. This triangularity
condition allows us to conclude the second part of the proposition. 2

6.2.1

If we choose for every element x P W a reduced expression psx
1 , � � � , s

x
nq of x,

then the following is a basis of the Hecke algebra :

B � tC 1
sx
1
� � �C 1

sx
n
uxPW

Proposition 6.17 makes precise the assertion that the basis A � tηpAwquwPW

is in between the Kazhdan-Lusztig basis and the B basis. We finish this thesis
with an example that shows that A is different from both basis.

Example : Let mps, rq � 4. By definition Asrsr is the image of frs � fsr,
and this is the indecomposable Soergel bimodule Bsrsr, so we conclude that
ηpAsrsrq � C 1

srsr.

On the other hand, Asrs is by definition the bimodule θsθrθs, and so ηpAsrsq �
C 1

sC
1
rC

1
s.
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[Bo2] N. Bourbaki, Algèbre I, Hermann, 1979 69
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