UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE - PARIS 6

THESE DE DOCTORAT
Spécialité :

MATHEMATIQUES

Sur quelques problémes non-linéaires
en analyse géométrique

présentée par
Nicolas SAINTIER

pour obtenir le grade de
DOCTEUR de 'UNIVERSITE PARIS 6

soutenue le § décembre 2005 devant le jury composé de :

Emmanuel HEBEY directeur
Thomas LACHAND-ROBERT rapporteur

Elisabeth LOGAK

Petru MIRONESCU rapporteur

Sami MUSTAPHA

Michel VAUGON directeur






Theése présentée a 'université Paris 6, effectuée sous la codirection
des Professeurs Emmanuel Hebey (université de Cergy-Pontoise) et
Michel Vaugon (université de Paris 6).

Publications issues de la thése :

[1] N. Saintier, Asymptotic estimates and blow-up theory for critical
equations involving the p-laplacian, a paraitre dans la revue Calculus of
Variations and Partial Differential Equations.

|2] E. Hebey et N. Saintier, Stability and perturbations of the domain for
the first eigenvalue of the 1-laplacian, a paraitre dans la revue Archiv der
Mathematik.

[3] N. Saintier, Changing sign solutions of a conformally invariant fourth
order equation in the euclidean space, a paraitre dans la revue
Communications in Analysis and Geometry.






Merci ...

Je remercie tout d’abord Emmanuel Hebey et Michel Vaugon de m’avoir
encadré pendant ces trois années de these, de m’avoir aidé et guidé lors de
mes recherches dans les moments essentiels.

Je remercie également Thomas Lachand-Rober et Petru Mironescu d’avoir
accepté d’étre les rapporteurs de ma these et Elisabeth Logak ainsi que Sami
Mustapha d’avoir bien voulu faire partie de mon jury.

Je remercie également ma meére et mes grand - parents de m’avoir toujours
encouragé et mes amis de m’avoir supporté.

Je remercie enfin Magda d’avoir été a mes cotés.



MERCI ...



Table des matiéres

Merci ...

Introduction

1 Equation critique avec le p-laplacien.
1.1 La décomposition HY . . . .. .. ... ... . ... ...

1.2 Preuve du lemme .
1.3 Positivité des bulles
1.4 DLlestimée C°. . . .
1.5 Annexe. ... ...

1.5.1 Preuvedulemme 1.1.1 . . . . .. ... ... ... ...
1.5.2  Preuve des inégalités (1.17) et (1.18) . . . .. . . . ..

2 Stabilité du ).

2.1 Stabilité de A\, o par perturbation du domaine . . . . .. . ..
2.1.1 Preuve du théoréme 2.1.1 . . . . . . . . .. ... ...
2.2 Stabilité de A\ o par perturbation du domaine . . . . . . . ..
2.2.1 Preuve du théoréme 2.2.1 . . . . . . .. .. ... ...
2.2.2 Preuve du théoréme 2.2.2 . . . . . ... ... ... ..
2.2.3 Preuve du théoréme 2.2.3 . . .. . . ... ... ... .

3 Equation critique avec le bilaplacien.
3.1 Opérateur de Paneitz-Branson . . . . . . . ... ... ... ..

3.2 Preuve du théoréme

Bibliographie

13
17
28
46
20
56
o6
o6

61
62
64
66
71
74
76

81
83
84

93



TABLE DES MATIERES



Introduction

Cette thése est composée de trois chapitres traitant de trois problémes
indépendants dans le domaine de ’analyse non-linéaire sur les variétés. Le
premier chapitre est tiré de l'article [47] a paraitre dans la revue Calculus
of Variations and PDEs. 1l est consacré au développement d’une théorie HY
de renormalisation (on parle encore de blow-up) pour un probléme critique
non-linéaire impliquant 'opérateur p-laplacien. On y établit la validité de la
décomposition HY pour une large famille d’équations construites a partir du
p-laplacien défini par Ayu = —div(|]Vu[P"?Vu) ot 1 < p < n, et n est la
dimension de l'espace. Le caractére critique des équations renvoie aux inclu-
sions de Sobolev par perte de compacité. L’aspect hautement non-linéaire de
I'opérateur p-laplacien rend I’étude techniquement plus difficile que dans le
cas du laplacien usuel, correspondant au cas ou p = 2. Le second chapitre,
écrit en collaboration avec E. Hebey, est consacré a I’étude de problémes de
perturbation de la premiére valeur propre du 1-laplacien A; sur des domaines
bornés de R™ avec condition de Dirichlet nulle au bord. Le probléme consiste
a décrire le comportement du A; lorsque I'on perturbe le domaine sur lequel
il est regardé. L’opérateur 1-laplacien est fortement dégénéré. C’est un opé-
rateur formel que l'on peut regarder comme étant la limite naturelle quand
p > 1et p — 1 du p-laplacien étudié au premier chapitre. La description
du comportement perturbatif du A; fait appel a la notion de 1-capacité d’un
domaine introduite en théorie du potentiel. Le troisiéme et dernier chapitre
est consacré a 1’étude d’un probléme non-linéaire critique d’ordre 4 dans 'es-
pace R" tout entier. On y démontre l'existence d’une infinité de solutions
changeant de signe pour I'équation A?u = |u|2ﬁ*2u7 ou 2% est critique pour
les inclusions de Sobolev, et A est le laplacien euclidien. L’étude fait appel
aux propriétés d’invariance conforme de l'opérateur de Paneitz-Branson, aux
propriétés des espaces de Sobolev de fonctions présentant des symétries, étu-
diés par Hebey-Vaugon [36], et aux techniques variationnelles d’Ambrosetti
et Rabinowitz [3|. Les deux derniers chapitres de la thése sont tirés des ar-
ticles [35] et [48] & paraitre dans Archiv der Mathematik et Communication
in Analysis and Geometry.



8 INTRODUCTION

Comme mentionné plus haut, le premier chapitre de cette thése est consa-
cré a I'étude d’une équation critique impliquant 'opérateur p-laplacien ou
1 < p < n. Le contexte est celui d’une variété riemannienne compacte
(M, g) de dimension n. Le p-laplacien (A,), associé & g s’écrit sous la forme
(Ap)gu = —divy (]Vu|§_2Vu). On considére dans ce premier chapitre une
suite convergente (h,) dans C%?(M), 0 < 0 < 1, de limite ho, pour laquelle
Vopérateur (A,), + hoo est coercif. Par coercif, suivant la définition usuelle,
on entend que I’énergie associé a 'opérateur controle la norme de I'espace de
Sobolev HY des fonctions de LP ayant leurs dérivées premiéres dans LP. On
considéere ensuite des équations du type

(A,)gu+ houP™t =P 1 (1)

ou p* = n"—_i; est 'exposant critique de Sobolev pour l'injection des espaces

de Sobolev HY(M) dans les espaces de Lebesgue L1(M). Le cas p = 2 dans
ces équations correspond aux équations dites de Yamabe. Le cas p > 1,
p — 1, renvoie a l'isopérimétrie. L’objectif que nous nous fixons est de dé-
crire de facon précise le comportement asymptotique des suites de solutions
(ou plus généralement de Palais-Smale) des équations (1). Le principe de
concentration - compacité de Lions régle facilement la question d’une théorie
L? (plus précisemment LP") pour ces équations, ot 'asymptotique est dé-
crite sous forme d’une somme de mesure de Dirac. On s’attaque pour notre
part, dans le premier chapitre, a la question d’une théorie H} en décrivant
I’asymptotique sous la forme d’'une somme de bulles. Les mesures de Dirac
de la théorie LP" sont par suite les limites (formelles) des bulles de la théorie
HY. Toujours dans le premier chapitre, on aborde également la théorie C°
en montrant qu’une estimée ponctuelle peut étre rajoutée a la description
en bulles lorsque cette description s’applique & des suites de solutions. Une
bulle (B,) en théorie H} est, en gros, une famille & un paramétre obtenue
par renormalisation d’une solution de I'équation A,u = wP ! dans R™, ou
A, est le p-laplacien euclidien. On écrira localement que

Bo(t) = R’ u (Raexp;(x))

ol u est solution de Ayu = uP"~! dans R™, R, — 400 lorsque a@ — 400, et
exp,  est 'application exponentielle en x,. On dit que les z,, sont les centres
de la bulle (B,). La puissance (n — p)/p est 'exacte puissance qui permet
la conservation de la norme LP". Dans R™, si u € LP", et u, est la fonction
donnée par uy(z) = A7 u(Az —a)), A € R, alors, comme on le vérifie
facilement, ||uy||ox = ||u|]2+. L’équation limite associée a (1) est I’équation

(Ap)gtt + hog? ™1 = w1 2)



Le principal résultat que nous obtenons dans ce premier chapitre est le sui-
vant :

Théoréme 0.0.1 Soient (M, g) une variété riemannienne lisse compacte de
dimension n, p € (1,n), et (ha)o une suite de fonctions définies sur M de
classe C% 0 < 0 < 1, convergeant dans C%*(M) vers une fonction limite
heo pour laquelle (Ap), + hoo est coercif. Soit (uy)e une suite bornée dans
HY(M) de solutions positives de (1). Il existe alors une solution u® € HY (M)
de léquation limite (2) et k bulles (B')a, i = 1...k, telles que, a sous-suite
pres,

k
ua:u0+ZBQ+Sa
i=1
0U (Sa)a est une suite de fonctions de HY (M) telles que S, — 0 dans HY (M)
quand o — +00. De plus, il existe une constante C' > 0, indépendante de o
et de x € M, telle que pour tout « et tout v € M,

n—p

(.ngﬂnkdg (wéafv)> 7 Juale) — (@) < ©

ot dy est la distance induite par la métrique riemannienne g, et les ', sont
les centres des bulles (BY),.

A titre de remarque importante, on montre de plus une propriété d’additivité
de I’énergie associée aux différents termes intervenant dans la décomposition
donnée par le théoréme. Le cas p = 2 dans le théoréme a été démontré par
Struwe [52] en ce qui concerne la décomposition HY, p = 2, et par Druet,
Hebey et Robert 23] en ce qui concerne I'estimée ponctuelle.

Le second chapitre de la thése traite de problémes perturbatifs pour la
premiere valeur propre \,q du p-laplacien sur un domaine €2 de R" avec
condition de Dirichlet nulle au bord. Si €25 est une suite d’ouverts lisses
bornés de R™ "convergeant" vers €2, on cherche & décrire le comportement de
la suite de valeurs propres correspondantes A, o,, et & montrer bien str en
premier lieu que A\, o, — A, . La notion de convergence de la suite (€25) vers
Q) est définie a partir de la p-capacité dans R™ de I’adhérence de la différence
symétrique QsAQ = (25\Q) U (2\2s) de Qs et Q. On traite dans un premier
temps le cas 1 < p < n pour une perturbation singuliére d'un domaine (2,
a savoir une perturbation de la forme Q5 = Q\K; ot K est un fermé lisse
de Q. On montre la convergence des \, o, vers A\, q, et la convergence forte
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dans HY(Q) de la suite des fonctions propres normalisées associées aux Ay o,
et ce lorsque la p-capacité de K tend vers 0. L’erreur entre A\, o, et A\, o est
estimée en terme de cette p-capacité. Ce type de résultat est bien connu dans
le cas p = 2 (voir par exemple Fliicher [26]). Un tel résultat a par ailleurs été
montré par Sango [49] dans le cas n > p > 2. La démonstration donnée ici
est plus générale (ce qui permet de passer a 1 < p < 2) et plus simple que
celle de Sango. Le cas p = 1 est traité dans un second temps. La question est
ici plus délicate et il nous faut travailler avec les espaces BV des fonctions
a variations bornées. Le A, défini par un probléme de minimisation, est
toujours atteint par la fonction caractéristique d’un ensemble de périmétre
fini. On récupére alors un lien entre la premiére valeur propre du 1-laplacien
et un probléme de nature isopérimétrique lié & la constante de Cheeger. Un
tel ensemble extrémal est dit propre. Par passage a la limite en p, A\, 0 — A1 o
quand p — 1. Comme déja mentionné, les résultats que nous obtenons font
appel a la notion de 1-capacité. La 1-capacité d’'un compact K est I'infimum
du volume du bord de domaines réguliers et bornés w sous la contrainte
K C w. Le premier résultat que nous obtenons concernant le comportement
du A\ o par perturbation du domaine est le suivant :

Théoréme 0.0.2 Soit Q un ouvert borné lisse de R, (Qs) une suite d’ou-
verts lisses bornés de R™ et K5 = adh(QQAQs). Soit As un ensemble propre
pour A qz. Si cap(Ks) — 0 quand § — 0, alors pour tout 6,

€5
A1, — Mol = mcapl(Kg) + o(capy (Ky))
ou €5 € [0,1] et |As| > C pour un certain C' > 0 et tout §. En particulier
Ao; — Ma quand § — 0. De plus, a sous-suite pres, xa; — Xa dans L*(R™)
quand § — 0, ot A est un ensemble propre pour A\ q.

Ce premier résultat est trés général. Il peut étre rendu plus précis lorsque
I’on connait la forme de la perturbation, et donc de 25 par rapport a 2. Un
exemple type, dont on a déja parlé a propos de la valeur propre A, q, p > 1,
est celui d'une perturbation singuliére de €. Par exemple, Q5 = Q\Kj, ou
K est une union de petites boules dont les rayons tendent vers zéro. C’est
le cas qui est traité dans notre second résultat énoncé ci-dessous, portant
sur la premiere valeur propre \; . Si A est un ensemble de périmeétre fini,
on notera 0*A son bord réduit. C’est en gros le sous ensemble du bord de
A qui est C' au sens de la mesure (’ensemble des points du bord pour
lesquels on peut définir une notion de normale extérieure). Pour = € R" et
r > 0, B.(r) désigne la boule euclidienne de R™ de centre x et de rayon r.
On notera par ailleurs b, le volume de By(1). Le second résultat que nous
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obtenons concernant le comportement du A; o par perturbation du domaine
est le suivant :

Théoréme 0.0.3 Soit ) un ouvert borné lisse de R™, A un ensemble propre
pour Mg, T1...T; des points de Q, (e;5)s, @ = 1...k, k suites de réels
positifs convergeant vers 0 quand § — 0, K5 = U%_ B, (¢;5), § > 0 petit, et
Qs = Q\Ks. On suppose qu’il existe iy € {1...k} tel que €, 5 = o(€;,5) pour
tout i # ig. Alors capy(Ks) = wn,le?(;; + o(€i,0) et

Wn—1 n—1

-1
|A| Eio,é + 0(6?0,6)

Ao < Ao, < Ao+

pour tout 6. De plus,

0(67‘_61) St x; € int(Q\A)
Aoy Ao+ 9w nl_ol RN 91
oAl Gios T 0(61‘0,5) S Ty, €

ot int(Q\A) est lintérieur de Q) — A.

Le théoreme ci-dessus traite du cas d’une perturbation singuliére. Notre der-
nier résultat sur le comportement du A; o par perturbation du domaine traite
du cas d’une perturbation réguliére de €2 par difféomorphismes. Dans ce cas,
on parvient & montrer la différentiabilité en 0 de I'application § — A q;.
Ce type de perturbation dans le cas du p-laplacien, p > 1, fut étudiée par
Lamberti [39] et Garcia Melian et Sabina De Lis [45]. Etant donné un ouvert
lisse borné 2 de R", nous considérons une famille de C'-difféomorphismes T}
de la forme

Ts(x) = (1 — dAN)x + R(x,9) (4)

otz €, A€ER,§ € (—b,d), d > 0 petit, et R(.,0) € CH(Q,R") vérifie
R(z,d) = o(6) et D,R(x,0) = 0(d) quand 6 — 0, uniformément en z. En
particulier, R(x,0) = 0 et, si Q5 = T5(€2), alors Qy = Q. Le troisiéme et
dernier résultat que nous obtenons concernant le comportement du A o par
perturbation du domaine est alors le suivant :

Théoréme 0.0.4 Soit Q un ouvert borné lisse de R" et Qs = T5(2) ou les
Ts sont des C*-difféeomorphismes de la forme (4). L’application § — \i o, est
alors continue et dérivable en 0, de dérivée en 0 donnée par (M.g;)o = Mg

Dans le cadre de ce résultat, il est des exemples de domaines €) et de difféo-
morphismes T pour lesquels la 1-capacité de K5 = adh(QAQs) est grande,
et donc ne tend pas vers 0. Dans d’autres exemples, la 1-capacité de K va ef-
fectivement tendre vers 0 et on se retrouve dans le cadre du premier théoréme
concernant le comportement du A\ o par perturbation du domaine.
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Le dernier chapitre de cette thése est consacré a ’étude dans R", n > 5,
de I’équation critique d’ordre 4 qui s’écrit

A%y = [u* 2 (5)
ot A est le laplacien euclidien, et 2¢ = % est 'exposant critique pour les

injections de Sobolev des espaces Hi (I'espace des fonctions de L? dont les
dérivées d’ordre 1 et 2 sont également dans L?) dans les espaces LP. L’objet
de ce chapitre est de montrer que cette équation posséde une infinité de
solutions non-équivalentes. Suivant la terminologie usuelle, nous dirons que
deux solutions u et v de (5) sont équivalentes s’il existe A > 0 et a € R™ tels

que
v(x) = A\ Fu (x;a) (6)

D’aprés un résultat de Lin [41], deux solutions positives lisses de (5) sont
toujours équivalentes. Les solutions lisses positives de (5) sont en effet toutes
de la forme

n—4

walo) = (1) 7)

14+ X2|z — al?

n—4
ot a, = (n(n—4)(n*>—4)) 5 ; A > 0 et a € R". On vérifie par ailleurs
facilement que deux solutions équivalentes ont la méme "énergie" au sens o

/ (d0)s = / (duydr

si u et v sont reliées par (6). Le théoréme que nous démontrons dans ce
troisiéme chapitre est le suivant :

Théoréme 0.0.5 [l existe une suite (uy), de solutions de (5) dont les éner-
gies tendent vers +00 quand k — +00, a savoir qui sont telles que

/ (Aug)*dr — 400

quand k — +oo. En particulier, l’équation (5) posséde une infinité de solu-
tions non-équivalentes. Ces solutions changent nécessairement de signe pour
kE>>1.

Ce résultat est I’analogue d’un résultat de Ding [17]| concernant ’équation
critique d’ordre deux Au = |u|* ™ ?u. La démonstration suit celle de Ding
avec néanmoins des difficultés propres aux équations d’ordre 4, en particulier
I'utilisation des propriétés conformes de 'opérateur de Paneitz-Branson.



Chapitre 1

Estimées asymptotiques et théorie
du blow-up pour une équation
critique avec le p-laplacien.
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14  CHAPITRE 1. EQUATION CRITIQUE AVEC LE P-LAPLACIEN.

Soit (M, g) une variété riemannienne lisse compacte de dimension n et
p € (1,n). On note HY (M) I'espace de Sobolev usuel des fonctions de L (M)
qui sont telles que leur gradient est également dans LP(M). Etant donnée
une suite de fonctions (hy)o C C%?(M), 0 < 6 < 1, on considére la famille
d’équations critiques non-linéaires s’écrivant sous la forme

(Ap)gu + hou? ™' = u?" ! (1.1)

ot (Ay),u = —div, (]Vu]Z‘QVu) est I'opérateur p-laplacien, et o I'exposant
p* = np/(n—p) est critique pour les injections de Sobolev des espaces HY (M)
dans les espaces LI(M). Par régularité standard pour le p-laplacien, voir par
exemple Druet [19], Guedda-Véron [33| et Tolksdorf [53|, si u est solution
faible de (1.1), alors u € CY¢(M). On supposera dans la suite que les h,
convergent dans C%?(M) vers une fonction ho, pour laquelle Uopérateur li-
mite associé est coercif. A savoir, on suppose qu’il existe A > 0 vérifiant que
pour tout u € H} (M),

[ (9P + bl ey = Alully (12

Puisque les h, convergent, on récupére une équation limite
(Ap)gu + hoouP™t = uP ! (1.3)

On obtient (1.3) en faisant tout simplement tendre o« — 400 dans (1.1). On
considére aussi une suite bornée (uy), C H} (M) de solutions strictement
positives de (1.1). On suppose en d’autres termes que pour tout a,

(A))gua + haug_l = ugj_l (1.4)

et que [lual/gr < A, ot A > 0 est une constante indépendante de a. Ce
chapitre est alors consacré a I’étude du comportement asymptotique de la
suite (uq) lorsque o — +00. Le cas p = 2, correspondant au laplacien usuel,
a déja fait 'objet de nombreux travaux. Brézis-Coron [7], Lions [43], Sacks-
Uhlenbeck [46], et surtout Struwe [52]| pour le type d’équation que nous
considérons, ont développé la théorie H? dans le cas euclidien en obtenant la
décomposition des u, dans HZ(R"). Le résultat s’étend au cas riemannien et
I’on obtient, a sous-suite prés, que les u, s’écrivent comme une solution de
I’équation limite (1.3), plus une somme finie de "bulles" obtenues par change-
ment d’échelle des solutions fondamentales de ’équation critique euclidienne
Au = u? 71, plus enfin un reste convergeant vers 0 dans H? quand o — +o0.
Nous étendons ici cette décomposition au cas plus général de I’équation (1.1)
sur une variété riemannienne compacte, et développons ainsi la théorie HY
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pour de telles équations. Le cadre dans lequel nous travaillons est le cadre
riemannien. La théorie H} dans le cas euclidien avec 2 < p < n a été dévelop-
pée par Alves [2]. Notre résultat, le théoréme 1.0.6 ci-dessous, est lui valable
pour tout p € (1,n). La théorie C°, consistant a étudier le comportement
asymptotique des u, dans C°(M), a été développée par Druet-Hebey-Robert
[23] dans le cas p = 2. Les estimées C° que nous prouvons dans ce chapitre
pour l'équation générale (1.1) remontent a Schoen-Zhang [50]| et Druet [18]
dans certaines situations particuliéres (entre autre quand l’énergie est mini-
male). De telles estimées ont des applications intéressantes (parmi d’autres
références possibles, nous renvoyons a Druet [18] et Druet-Hebey [22]). No-
tamment, un des aspects intéressants et prometteurs de I’étude du p-laplacien
est que le 1-laplacien, qui apparait dans les problémes d’isopérimétrie, peut
étre vu comme la limite quand p — 1 du p-laplacien. Cette remarque a déja
été utilisée par Druet [20], [21] pour montrer que les inégalités isopérimé-
triques optimales sont controlées par la courbure scalaire, démontrant ainsi
une version locale de la conjecture de Cartan-Hadamard.

Dans ce qui suit, on note i4 le rayon d’injectivité de (M, g). Sié € (0,1i,4/2)
est fixé, on considére une fonction cut-off lisse ns; dans R™ telle que ns = 1
dans By(6), et ns = 0 dans R™\ By(20). Pour = € M, on note 75, la fonction
cut-off lisse définie sur M par

N5.0(y) = s (exp; " (y))

ol exp,, est I’application exponentielle au point x. On regarde ici I’application
exponentielle exp comme étant définie sur M x R™. Une définition intrinseque
est possible si M est parallélisable. Sinon on note Q; et Q;, i =1,..., N, des
ouverts de M tels que pour tout i, ; est parallélisable et Q; C €, et tels
que M = US);. L’application exponentielle induit alors N applications exp
définie sur €2; x R", et exp est, selon les cas, I'une de ces applications. Une
propriété de exp, valable pour tout x € M doit alors étre regardée commme
une propriété vraie pour tout i et tout € Q,. Toujours dans ce qui suit, on
note DY (R™) lespace de Sobolev euclidien défini comme étant le complété
de l'espace des fonctions de classe C* a support compact pour la norme
|lul] :== ||Vull,.- On considére u € DY(R™) une solution positive ou nulle, non
triviale, de ’équation euclidienne critique

— Pl
Apu =ul 7.

Etant données une suite convergente (x,), de points de M et une suite
(Ra)a de réels strictement positifs tels que R, — +o0o quand o« — 400, on
définit une bulle comme étant une suite de fonctions (B, ), définies sur M
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par ’équation
Bo(x) = s, (2)Ra® u (Raexp,!(2)) . (1.5)

Concernant la terminologie, les suites (z,) et (R, ) sont appelées les centres et
les poids de la bulle (B,,). A titre de remarque, les solutions positives radiales
de I'équation euclidienne Ayju = u?" ! ont été classifiées par Ghoussoub et
Yuan [29] (et on renvoie aussi & Damascelli - Pacella [12| et Damascelli -
Pacella - Ramaswamy [13]). A constante multiplicative prés, on trouve pour
solutions les fonctions

n—p

1 P
ui\o(l’) = p
)\"‘ ’l’ — .TO‘E

ou A > 0 et xg € R™. Le principal résultat de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 1.0.6 Soient (M, g) une variété riemannienne lisse compacte de
dimension n, p € (1,n), et (ha)a une suite de fonctions définies sur M de
classe C%% 0 < 0 < 1, convergeant dans C%°(M) vers une fonction limite hoo
vérifiant (1.2). Soit (uy)a une suite bornée dans HY (M) de solutions positives
de (1.1). Il existe alors une solution u® € HY(M) de I’équation limite (1.3),
et k bulles (B')a, i =1...k, telles que, a sous-suite pres,

k
ua:uo—l—ZBQ—l—Sa

i=1

0l (Sa)a est une suite de fonctions de HY(M) telles que S, — 0 fortement
dans HY(M) quand o« — 400. De plus, il existe aussi une constante C' > 0,
indépendante de o et de x € M, telle que pour tout « et tout x € M,

. i B 0
Jin, dy (2}, z) |ua(z) —u'(z)| < C
ot dy est la distance induite par la métrique riemannienne g, et les z', sont
les centres des bulles (B),,.

Une remarque importante sur ce résultat est que 'on peut également mon-
trer une propriété d’additivité de 1’énergie associée aux différents termes in-
tervenant dans la décomposition donnée par ce théoréme. Nous renvoyons a
I’équation (1.8) ci-dessous pour plus de détails. On peut enfin préciser 1esti-
mée ponctuelle en montrant que
lim lim sup R’;(x)n;p |ua(z) —u(z)| =0
R—+400 a—400 1 c AN\ Q0 (R)
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ot RE(z) = i:n;linr.lkdg (z,2) et, pour R > 0, Qu(R) = UL, Bui (Rul,). Les

sections 1.1 - 1.3 sont consacrées a la preuve du théoreme 1.0.6, tandis que
la section 1.4 concerne la preuve de l'estimée C° du théoréme 1.0.6.

1.1 La décomposition H7

On démontre la premiére partie du théoréme dans cette section en passant
par la notion plus générale de suite de Palais-Smale. En particulier, on ne fait
ici aucune hypothése sur le signe des u,. Dans ce qui suit, on fixe 1 <p <n
et on considére la fonctionnelle /¢ définie sur H{ (M) par

1 1
u) = —/ |VulPdu, + —/ ho(z)|ulPdu,
P Jm P Jm

Une suite (uq)o C HY(M) est dite de Palais - Smale (P-S) pour I si les
deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1. la suite (];‘(ua))a est bornée, et

2. DIZ(uq) — 0 fortement dans HY(M)" quand o — +o0.
Etant donnée une suite (uq). de Palais-Smale pour Ig, on démontre dans
cette section l'existence de k suites (R!,)q, 7 = 1...k, de réels positifs tels que
R!, — 400 pour tout ¢ = 1...k lorsque o — +o00, de k suites convergentes
(2%)a, i =1...k, de points de M, d’une solution u® € HY(M) de I’équation
limite

A+ hoo|ulP?u = |ulP 2u, (1.6)

et de k solutions non triviales v’ € D}(R") de 'équation euclidienne critique
Aju = |ulP"?u, i = 1...k, tels que, & une sous-suite prés,

a=1u —I—Znaua—i—o et (1.7)
1%(uq) = I2(u) + Z E(u') 4 o(1) (1.8)

ou
ui(e) = (R o/ (Rl exp (@) |

Mo = Nsai,s |o(L)|lgr — 0 quand a — o0,

1 1
12°(u) = —/ \Vu\pdvg—i-—/ hoo () |u|Pdv,
PJm PJm
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et o, pour finir,

n

En admettant le fait que u° et les u’ sont positifs dés que les u, le sont, ce qui
sera démontré a la section 1.3, on vérifie facilement que les équations (1.7)

t (1.8) entrainent la premiére partie du théoréme 1.0.6. Il suffit pour cela
de remarquer qu’une suite bornée dans HY (M) de solutions de (1.1) est une
suite de Palais - Smale pour 1.

On divise la preuve de (1.7) et (1.8) en plusieurs étapes que 'on détaille
ci-dessous.

Etape 1.1.1 Toute suite de Palais - Smale pour I' est bornée dans [’espace
HY(M).

Preuve de I'étape 1.1.1. Soit (u,) une suite de Palais-Smale pour Ig. On peut
écrire, par définition méme des suites de Palais-Smale, que

Ia (ua)
1 *
/|Vua| dv, + / (x)|ua]pdvg——*/ P do,  (1.9)
P Jm

et que

DI (Ue) U,
/ |Vug|Pdu, + / (x)|ua|pdvg—/ u | dv, (1.10)
M

Dljwal s

En considérant I’équation (1.9) a laquelle on soustrait %(1.10), a savoir é fois
I'équation (1.10), on en déduit que

/M [t dvg = O(1) + o(1) [t - (1.11)

Par ailleurs, la convergence uniforme de h,, vers h permet d’écrire que

/ () o |Pdv, = / oo () e Pdvg + o(V)[ualp.  (112)
M M !
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En injectant (1.11) et (1.12) dans (1.10), on obtient que

/]Vua]pdvg+/ hoo(z)|ua|Pdy,
M M
=0(1) +o(1) (Jluallmy + luallyy )

La propriété de coercivité (1.2) donne alors que
Jually = O01) + 0(1) (Htallg + el ) (113)

Il s’ensuit facilement que la suite (u,) est bornée dans HY (M), ce qui clot la
preuve de 'étape 1.1.1.

L’étape 1.2 dans la preuve de (1.7) et (1.8) est maintenant la suivante.

Etape 1.1.2 Soit (u,), une suite de Palais-Smale pour I3 telle que ug — u®

faiblement dans HY(M). Alors u® est une solution de l’équation limite (1.6).

Preuve de I'étape 1.1.2. L’étape 1.1.2 est évidente dans le cas ot p = 2 et un
peu plus délicate lorsque p # 2. D’aprés 'étape 1.1.1, la suite (u,) est bornée
dans HY (M), d’ou, par définition d’une suite de P-S,

/|Vua|§_2VuaV¢dvg+/ BaltiaP *uapdu,
M M (1.14)

- / ’ua‘p*_zua¢dvg +0o(1)

pour toute fonction lisse ¢ définie sur M. Nous pouvons supposer, sans perdre
en généralité, que, a sous-suite prés, u, — u’ presque partout et dans LP.
On passe alors facilement a la limite dans la seconde et troisiéme intégrale
de (1.14) par des arguments de convergence faible. Par exemple, la suite

* * ’ ’
(|ua|P"?u,) convergeant presque partout vers |[ul|P"2u° et étant bornée
*

dans Lpfifl(M), elle converge faiblement vers |u°|P"~?u® dans L#(M) La
convergence forte LP régle quand a elle la question de la seconde intégrale. Il
reste donc a montrer que

/ |Vua|p_2VuaV¢dvg:/ VUl |P2VuVpdo, + o(1). (1.15)
M M

On s’inspire pour ce faire d’idées développées dans Evans [24]| et Demengel-
Hebey [15]. Notons respectivement X, et O les champs de vecteurs

Yo = |Vua[P*Vu, et © = |[Vu' P>V’
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Alors (2,)a est une suite bornée dans L1 (M) et nous pouvons donc suppo-
ser que (X4)q converge faiblement dans L7 1 (M) vers un champ de vecteurs
> € Lv-1(M). Fixons § > 0. D’aprés le théoreme d’Egorov, il existe Es C M

tel que
/ dvg <6
M\Es

et tel que la suite (ugq)q converge uniformément vers u° dans Es. Etant donné
¢ > 0, on peut choisir « suffisamment grand de sorte que |u,(z)—u’(z)| < €/2
pour tout x € Es. On définit une fonction de troncature (3, par

Bu(x) = {x si|z| <e

o szl > e
On vérifie alors facilement que
(0 —0).V (B0 (ug —u’)) >0 (1.16)

presque partout dans M. On renvoie ici & la preuve du lemme 1.1.1 en annexe
de ce chapitre. En appliquant ceci & Vu, et Vu', on obtient

(Yo — 0).V(ug —u’) >0
d’ott 'on déduit (1.16). Il s’ensuit que pour « suffisamment grand,
/ (B0 — 0).Y (g — o) dv, = / (50— 0).V (5 0 (0 — u)) do,
Es Es
< / (o — 0).V (Be 0 (g — u°)) du,.
M

En remarquant que 3, o (uq — u") converge faiblement vers 0 dans HY (M),
on peut écrire que

/ 0.V (B o (ug — u°)) dvy — 0.
M
Par ailleurs, pour « suffisamment grand,
/ YoV (65 o (g — uo)) dvg, < Ce.
M
En effet, (3 o (uq — u®)) étant borné dans HY (M) et (u,) étant une suite de

P-S pour I,
DI (ug) (Be o (ug —u”)) = o(1)
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et donc
/ 5V (Beo (ua —u’)) dvg = o(1) + I + I
M

nl - \/ "
M

< e/ ua|P" " tdv, < Ce
M

ou

P2y, (ﬁ€ o (U — uo)) dv,

et, pour « suffisamment grand,

L] = ’/ ha|ua\p’2ua (ﬁe o (g — uo)) dv,
M

< e(\|hooHoo+1)/ lua P~ dv, < Ce.
M

Il s’ensuit que I'équation annoncée ci-dessus a bien lieu, et, au final, nous
obtenons donc que

lim sup/ (B0 —0).V (uq — u°) dvy < Ce.
a—+oo JEg

Puisque € > 0 est arbitraire, nous en déduisons que (X, — 0).V(uq — u)

converge vers 0 dans L'(Fj;) et donc, a sous-suite prés, également presque

partout dans Fs. Enoncons maintenant le lemme suivant dont la preuve est

donnée en annexe :

Lemme 1.1.1 Soit (X,), C R et X € R” tels que
(X" X0 — | X|P2X) . (X0 — X) — 0.
Alors X, — X.

On déduit du lemme précédent que Vu, — Vu' presque partout dans Ej.
Puisque 6 > 0 est quelconque, nous obtenons la convergence presque partout
dans M de Vu, vers Vu' et donc, en particulier, celle de ]Vua|p_2Vua vers
O. Comme (|Vu,[P~2Vu,),, est bornée dans L7 7 (M), nous en déduisons que
(|VuaP~2Vu,),, converge faiblement vers © dans L7 T (M) puis que & = O,
ce qui prouve (1.15). Avec (1.15) on revient maintenant a (1.14) et on fait
tendre a — 400. On obtient alors que

/ ]Vuolg’_QVUOVqﬁdvg—l—/ hooluo\p_zu%dvg:/|u0\p*_2u0q§dvg
M M
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pour toute fonction lisse ¢ définie sur M. En particulier, u° est solution de
I’équation limite (1.6), ce qui achéve la preuve de 'étape 1.1.2.

Dans ce qui suit, on note I, la fonctionnelle définie pour v € HY (M) par

1
:—/ |VulPdy,
D Jm

Etant donné (E, || - ||) un espace vectoriel normé, et p > 1, on utilisera dans
la suite que pour € > 0 suffisamment petit,

[l +ylI7= (= +y) = [P~z — [lyl"~y]|

S e (1.17)
< C(lelP= =y l” + = llylP~*=*)

et

| [l +yll” = [l = lyl”|

} | (1.18)
< C (1P~ lyll” + Ny "= 1l(1°) -

pour tout x,y € F, ou la constante C' > 0 est indépendante de x et y. On
renvoit a 'annexe 1.5 pour une preuve de (1.17) et (1.18). En continuant
avec la preuve de (1.7) et (1.8), la troisiéme étape dans cette preuve est la
suivante :

Etape 1.1.3 Soit (uq)a une suite de Palais-Smale pour I3 telle que u, — u®

faiblement dans HY(M). Notons v, = u, — u’. Alors
Iy(va) = I (ua) — I°(u®) + o(1)

et (vy) est une suite de Palais-Smale pour 1.

Preuve de I’étape 1.1.3. On écrit que

I (ua) = IS (uW°) + Iy (v)

9

1
+ —/ (Ve + )P = |VU [P — |[Vua |?) du,

PJm

1 1.19
+—/ he ([va + uP — |u°7) dv (1.19)

P Jm

1 * * *

Z;/ (Jva + ulP" = oo P = [u°|P") dvy.

L’injection HY(M) — LP(M) étant compacte, nous pouvons supposer, quitte
A extraire une sous-suite, que u, — u° dans LP(M). En particulier, la seconde
intégrale dans (1.19) tend vers 0 quand o« — +o00. Nous pouvons d’autre part
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montrer, comme dans la preuve de I'étape 1.1.2, que |Vu,| — [Vu°| presque
partout. La convergence vers 0 de la premiére et troisiéme intégrale dans
(1.19) est alors une conséquence directe du théoréme 1 de Brezis-Lieb [§].
Nous obtenons donc finalement

I (ug) = 15 (u”) + Iy(va) + o(1)
et puisque I2°(u’) = I$(u°) + o(1), on peut écrire que
Iy(va) = I (ua) — I°(u®) + o(1).

On montre maintenant que (v, ), est une suite de P-S pour I,. On écrit tout
d’abord que

Li(va) = Ig(ua) — 1;°(u") + o(1)

O(1) 4+ o(1)

ce qui montre que la suite (I ;O(va))a est bornée. Il reste donc & montrer que

DI,(v,) — 0 dans H}(M)', et donc que

DIy(va).¢ = o(1)||¢ll mpar) (1.20)

pour tout ¢ € H} (M), ot o(1) ne dépend pas de ¢. Etant donné une fonction
¢ € C*(M), on a que

DI (ua).¢ — DIy(ve).¢

- —/ <I>a<;§dvg+/ ]Vua|p*2Vuanz§dvg
M M

1.21
—/ |Vva|p_2VvaV¢dvg—l—/ haltiaP 2 uapdo, (1.21)
M M

M

ou

p*—2 p 72u0'

By = |V + )P 72 (v + u®) — |vq |u”

Vo —

Soit C' > 0, donné par (1.17), tel que pour tout «
“va + U072 (Vg 4+ u°) — |val” TPva — |u0|p*_2u0|

< C (‘Ua‘p*flfeyuo‘e + ’Uaye‘uolp*flfe) .
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En utilisant I'inegalité de Holder, on obtient que

’/ O, pdv,
M
< |l (H‘Ua|p*19\u0\9 p*19‘va|9pr*l>

et, par des arguments classiques en théorie de l'intégration, il suit que

/M(I)a(bdvg = o(1)|®llp
= o(V)[|¢llar -

Puisque d’autre part u° est une solution faible de I’équation limite (1.3), on
constate qu'il suffit, pour montrer (1.20), de prouver que

1

p*—

oWlollny = [ [Vual*VuTode, ~ [ Ve 290,Vods,
— /M VUl P2 Vu'Vdu,

-I—/ ha|ua|p_2uagz5dvg—/ hoo|u0|p_2u0gbdvg.
M M

I1 suffit encore pour cela de montrer, d’aprés I'inégalité de Holder, que
/ Vo Vu, — Va7V, — |VuO]‘f"_ZVu0{ﬁ dvg =o(1) (1.22)
M

et que
/ I altta? 2t — hoo|u® P2 7T duy = o(1). (1.23)
M
La preuve de (1.22) est basée sur (1.17) comme ci-dessus, tandis que (1.23) est

une conséquence du théoréme 1 de Brezis-Lieb [8]| puisque u, — u® presque

partout et (Juq [P u,),, est bornée dans Lﬁ(M) Le tout termine la preuve
de I’étape 1.1.3.

Dans ce qui suit, on note K (n, p) la meilleure constante K dans 'inégalité
de Sobolev euclidienne

. 1/p* 1/p
(/ |ul? dx) <K </ |Vu|pdx) :
n Rn

La valeur de K (n,p) est bien connue. On trouve

K= (%) (e )
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ou I' est la fonction d’Euler, et w,_; est le volume de la sphére unité de
dimension n — 1. On définit ensuite §* par ’équation

5= K(np) " (1.24

ou K(n,p) est comme ci-dessus. La quatriéme étape dans la preuve de (1.7)
et (1.8) est la suivante :

Etape 1.1.4 Soit (v,)a une suite de Palais-Smale pour I, telle que v, — 0
faiblement dans HY(M) et I,(vy) — B quand o — +o0. Si 3 < [(* alors
B =0 et v, — 0 fortement dans H{ (M) quand oo — +oc.

Preuve de I’étape 1.1.4. On écrit que

o(l) = o) -Va

DI, (v
= /|Vva|pdvg—/ [val? du,
M M

et I,(vy) = B+ o(1). Ces deux équations et la définition de I, donnent

/ |Vua|Pdv, = nB + o(1)
M

/ [val?" dv, = nB + o(1).
M

En particulier 3 > 0. L’injection H{ (M) < LP(M) étant compacte, on peut
supposer que v, — 0 dans LP(M). Pour € > 0 donné, il existe une constante
B, telle que pour tout «,

[vallp- < (K(n,p)? + €I Vvally + Bellvall}-

On obtient alors, en passant a la limite dans cette équation, que
(nB)7* < (K(n,p)? + ) nf.
Il s’ensuit, puisque € > 0 est quelconque, que
(n3) < K(n,p)'ns3.

Si on suppose que (3 est strictement positif, alors

(nB)7 ' = (nB) " < K(n,p)’
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et par suite
K(n,p)’ = (nf") ™" < (nf)"" < K(n,p)’

ce qui est absurde. Par conséquent 3 = 0 et

/M |V, |Pdv, = o(1).

Puisque v, — 0 fortement dans LP(M), ceci montre que v, — 0 fortement
dans H{(M). L’étape 1.1.4 est démontrée.

Dans ce qui suit on note DY (R™) le complété de C°(R™), I'espace des
fonctions réguliéres & support compact dans R, pour la norme ||u|| = ||Vull,.
La cinquiéme étape dans la preuve de (1.7) et (1.8) est alors la suivante :

Etape 1.1.5 Soit u € DY(R™) une solution non triviale de I’équation eucli-
dienne critique Apu = |u|P" "?u. Alors E(u) > 3*.

Preuve de I'étape 1.1.5. On considére une suite (u,), C C(R™) telle que
|un — u|| — 0 quand n — +o00. Alors

/]Vu]p_QVuVundx:/ |ul?" 2, dx (1.25)
RTL n

et

/|Vu|p_2VuVunda:—/ |VulPdz

< / |VulP~ 1V (u, — u)|dz
R?’L
< lun = wll JJul P,

le terme de droite tendant vers 0 quand n — +oo. De la méme maniére,
I'inégalité de Sobolev relative a l'injection DY (R") — LP"(R™) donne

/|u|p*_2uundm—/ lu|P" da
n n

et on récupére une expression qui tend également vers 0 quand n — 400. On
obtient alors, en passant a la limite dans (1.25), que

/]Vu]pdx:/ Jul?" dz.
R” n

n

p*—1

Up*

< lu—un

p*
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L’inégalité de Sobolev euclidienne optimale donne ensuite que

/|Vu|pdx = / lu
< Knpy ([ vuras)
R’I’L

/ |VulPdz > K(n,p)™".

11
Blu) - (-——*) / Vuldz
p P R™
1
= —/ \Vu|Pdx
n Jrn

1
2 —K(n7p)_n:5*
n

P dx

p*
P

et il s’ensuit que

Finalement

Le tout termine la preuve de I'étape 1.1.5.

Outre les étapes 1.1.1 - 1.1.5, nous avons besoin, dans la preuve de (1.7)
et (1.8), du lemme suivant. Etant données une suite convergente (z,), de
points de M et une suite (R, ), de réels positifs tels que R, — +0o quand
a — 400, nous définissons une bulle généralisée comme étant une suite (Ea)a
de fonctions définies sur M par

n—
A

B, (z) = 775,ma(x)RaTv (Ra exp;: (x)) (1.26)

oul v est une solution, non nécessairement positive ou nulle, de ’équation
o . .« 1. *_
critique euclidienne Ayu = |ulP” 2u.

Lemme 1.1.2 Soit (v,)q une suite de Palais-Smale pour I, telle que v, — 0
dans HY (M) faiblement mais pas fortement. Il existe alors une bulle générali-
sée (By)a telle que, d une sous-suite prés, (wy)a est une suite de Palais-Smale
pour I, wo, — 0 dans HY (M) et

Iy(wa) = Iy(va) = E(v) + o(1)

0l Wo = Vo — B, etve DY (R™) est la fonction a partir de laquelle la bulle
(By) est définie suivant (1.26).
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Ce lemme est I’étape principale dans la preuve de (1.7) et (1.8). Nous
reportons sa preuve a la section suivante et montrons maintenant comment
déduire (1.7) et (1.8) du lemme 1.1.2 et des étapes 1.1.1 - 1.1.5.

Preuve de (1.7) et (1.8). Soit (uq)a une suite de Palais-Smale pour I3. D’aprés
Iétape 1.1.1, (uq)q est bornée dans HY(M). Nous pouvons donc supposer
quiil existe u® € HY(M) et ¢ € R tels que, & sous-suite pres, u, — u°
faiblement dans H} (M), fortement dans LP(M), et presque partout, et tels
que I (uy) — c. D’aprés Iétape 1.1.2, u’ est solution de I’équation limite.
En notant v, = u, —u’, et d’aprés 'étape 1.1.3, (v,) est une suite de Palais-
Smale pour [, vérifiant

L(va) = Ig(ua) — I;°(u") +o(1)
= c—I°(u’) +o(1).

Sic— [;"(uo) < (* alors, d’aprés l'étape 1.1.4, (v4), converge fortement
vers 0 dans H{ (M) et nous obtenons (1.7) et (1.8) avec k& = 0. Sinon, nous
déduisons du lemme 1.1.2 'existence d’une nouvelle suite de Palais-Smale
pour I, notée (v}), convergeant faiblement vers 0 dans HY (M) et telle que

Iy(va) = Iy(va) — E(v) + o(1)

ou v € DJ(R™) est solution de I’équation euclidienne non-linéaire critique
Ayu = |u|P"~?u. D’apres I'étape précédente, E(v) > 3* et donc

Iy(va) < Iy(va) = B+ o(1).

Sic— ]go(uo) < 2(*, nous pouvons de nouveau utiliser I’étape 1.1.4 pour
obtenir la convergence forte dans HY (M) vers 0 de (v)),. En particulier,
(1.7) et (1.8) sont vrais avec k = 1. Dans le cas contraire, i.e. dans le cas
ol ¢ — I;O(uo) > 23*, nous appliquons une fois encore le lemme 1.1.2 et
obtenons une nouvelle suite de P-S pour I,. Alors soit ¢ — I go(uo) < 3%, soit
¢ — I>°(u”) > 36*. En itérant le processus, il s’ensuit clairement que (1.7) et
(1.8) sont vraies pour un certain k > 1.

1.2 Preuve du lemme 1.1.2

On démontre le lemme 1.1.2 dans cette section. Sans perdre en généralité,
on pourra supposer, a sous-suite prés, que I;(v,) — [ quand a — +o0.
Dans la mesure ou C*°(M) est dense dans HY(M), on pourra également
supposer que les v, sont lisses. Pour le voir on considére v, € C*(M) tel
que |[va — Vallgr — 0 quand o — +o00. Alors Iy(va) = I4(va) + o(1) et

DIy(va)d = DIy(0a)d + o(1)|[ 0]y
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pour tout ¢ € H{ (M). En particulier, (7,), est une suite de P-S pour I,. De
plus 7, — 0 faiblement dans H{ (M) mais pas fortement. Reste maintenant
a vérifier que la conclusion du lemme 1.1.2 est satisfaite par la suite (vq)a
si elle I'est par la suite (T,)q. On s’en convainc en remarquant que si (B,)
est une bulle généralisée définie a partir de v € D} (R") comme dans (1.26),
et telle que, a sous-suite prés, les w, = v, — B, constituent une suite de
Palais-Smale pour I, qui satisfait [,(w,) = 1,(0s) — E(v) + 0(1), alors les w,
définis par w, = vq — By satisfont les relations I,(wa) = I,(wa) + o(1) et
DI,(wa)¢ = DI,(0)6 + o(1) 6]y pour tout ¢ € HY(M).

A partir de maintenant, comme dans 1’énoncé du lemme 1.1.2, on consi-
dére (vq)q une suite de Palais-Smale pour I, telle que v, — 0 dans HY (M)
faiblement mais pas fortement. Suite a la discussion précédente, on suppose
que I(v,) — B quand o — 400, et que les v, sont lisses. Comme on a aussi
que DIy(v,) — 0 quand o — 400, on peut écrire que

/ |Vua|Pdvy = nB + o(1). (1.27)
M
D’apreés 'étape 1.1.4 de la section 1.1, § > (*. Pour ¢ > 0, on note
o (t) = max/ |Vu,|Pdv (1.28)
reM Bz(t) g

ou B,(t) est la boule géodésique de centre x et de rayon t. Pour ¢, > 0 petit,
(1.27) donne lexistence de xg € M et A\g > 0 tels que, & sous-suite preés,

/ VoalPdv, > Ao (1.29)
Bzo(to)

pour tout a. L’application ¢ — p,(t) étant continue, on en déduit l'existence
pour tout A € (0, ) de réels t, € (0,%) tels que po(ta) = A. Il est par
ailleurs évident qu’il existe un point z, € M tel que

ta(ta) = / |V, |Pdu, . (1.30)
BIa (ta)

A sous-suite pres, la suite (z,), converge. Pour R, > 1 et z € R" tels que
|z| < i,R,, on note

Ba() = R 7 o (exp,, (Ry12)) , et
Ja(x) = (exp}, 9) (R, 'w) .

On divise dans la suite la preuve du lemme 1.1.2 en plusieurs étapes. La pre-
miére étape, préparatoire, est la suivante. Les parameétres libres dans 1’énoncé
qui suit, a fixer plus tard, sont les constantes r € (0,79) et A € (0, Ap).

(1.31)
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Etape 1.2.1 [ existe des constantes ro € (0,1,/2) et Cy € [1,2] telles que
pour r € (0,19), et ty > 0 suffisamment petit choisi de sorte que C’Ortal >1,
si A € (0,X), et les Ry > 1 sont tels CorR,' = t,, alors, pour tout z € R"
vérifiant |z| < roRq — 1, on a

/ ViaPdv, < A, et
B.(r)

/ Vi |Pdus, = A,
Bo(Cor)

ol Ao, les ty, les Uy, et les g, sont donnés par (1.28) - (1.31).

(1.32)

Preuve de 'étape 1.2.1. On définit ry € (0,4,/2) et Cy € [1, 2] par la propriété
que pour tout x € M et tout y,z € R™, si |y| < g et |z| < ry alors

dy (exp,(y), exp,(2)) < Colz —y] - (1.33)

Les constantes ry et Cy sont des éléments classiques de comparaison locale
du riemannien avec l’euclidien. On en démontre facilement l'existence. Si
maintenant |z| +r < izR,, ol R, est comme dans I’énoncé de l'étape 1.2.1,
on obtient avec (1.31) que

/ |V, |Pdvg, = / |V, |Pdu, . (1.34)
B (r) exp,,, (R;le(r))
Lorsque |z| + 7 < roRq, (1.33) permet d’écrire que
exp,,. (R;lBZ(T)) C By, (ro12) (COTR;I) (1.35)
tandis que
exp,, (Ry'Bo(Cor)) = By, (CorR,") . (1.36)

1l suit facilement des relations (1.34) - (1.36), et de I'équation CorR;' = t,,
que pour tout z € R" vérifiant |z| < rgR, — 7, on a

/ |Va|Pdvg, < X, et
B.(r)

/ Voa|Pdus, = X
Bo(Cor)

En particulier, I’étape 1.2.1 est démontrée.

On note dans ce qui suit § € (0,4,) et C; > 1 des constantes telles que
pour tout z € M et tout R > 1, si g, r(y) = exp’ g(R™'y), alors

1

— |Vul|Pdx S/ \VulPdvg, . < Cy \Vu|Pdx (1.37)
Cl R R o R
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pour tout u € DY(R™) tel que supp u C By(0R). Sans perdre en généralité
on pourra également demander que

1
a/R ]u\dxg/R u|dvg, , gCl/ |u|dx (1.38)

pour tout u € L*(R™) tel que supp u C By(dR). On note aussi 7 € C§°(R")
une fonction cut-off telle que 0 < 7 <1, 7 = 1 dans By(1/4), et 7 = 0 dans
R™\ By(3/4). On pose 7j(z) = 7 (6 'R 'z). Alors

[ 9GP, = o)

et il suit de (1.37) que la suite (7,04 )q €st bornée dans D} (R™). En particu-
lier, & sous-suite prés, il existe v € DY (R™) tel que 7,0, — v faiblement dans
D7 (R™). Toute la preuve du lemme 1.1.2 consiste maintenant a montrer que
la bulle généralisée construite a partir de cette limite v, suivant la formule
(1.26), est la bulle qu’il convient de choisir dans le lemme. Pour cela on pro-
céde en plusieurs étapes. On montre pour commencer que, quitte a prendre r
et A suffisamment petits dans I'étape 1.2.1, la convergence des 1,7, vers v est
forte dans HY. C’est 1'objet de Iétape 1.2.2 (voir aussi la remarque qui suit
la preuve de I'étape 1.2.3). Avec cette convergence forte on obtient que v est
bien solution, dans R", de Péquation Ayu = |ulP"~2u. C’est I'objet de 'étape
1.2.4. Reste alors une étape pour montrer que si V, = B, est cette bulle gé-
néralisée construite a partir de v comme dans (1.26), alors les w, = v, — Vj,
vérifient les relations annoncées dans le lemme 1.1.2. C’est 'objet de I'étape
1.2.5. L’étape 1.2.2 est la suivante.

Etape 1.2.2 Pour r et A suffisamment petits,
Nlala — v fortement dans HY (Bo(Cor)) (1.39)

quand o — +00.

Preuve de I'étape 1.2.2. Soit o € R™. Le lemme de Fatou et le théoréme de
Fubini donnent que
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ou h, et £ désignent respectivement la métrique standard sur la sphére S, (p)
et la métrique euclidienne, et ott Ne(u) = |Vu[{+|ul?. Il existe donc p € [r, 2r]
tel que, & une sous-suite preés et pour tout «,

/ Ng(f]af)a)dvhﬂ S C
Swo(p)

Soit C' = C(p) > 0 tel que pour tout ¢ € C*(R),

Ni, (815, (0)) < CNe(0)

sur S, (p). La suite ((ﬁa@a)wzo(p))a est alors bornée dans HY (S, (p)). L'in-
jection
HY (S2(p)) = Hiy—r (Sa0(p))
étant compacte, il s’ensuit qu’il existe une sous-suite 7,0, convergeant vers
v dans HY | (S, (p)). Notons A = B, (3r)\ By, (p) et considérons la fonction
1, définie ‘sur R” par
flala —v dans By, (p)
Vo =} 24 dans B, (3r) — By, (p)
0 sinon
ou z, est la solution du probléme de Dirichlet
A,u=0 dans A,
U = NoUs — v sur Sy, (p), and (1.40)
u =20 sur S,,(3r).

On renvoie a I’étape 1.2.3 ci-dessous pour 'existence de z,. Toujours d’aprés
Pétape 1.2.3, ¢, — 0 dans H(A) et 1, — 0 dans D}(R"). Fixons r < 2 et
notons ¥, € HY(M) la fonction définie sur M par changement d’échelle de
V. A savoir

&a(m) _ {R:p”wa (Ra eXp;al(:v)) si dy(q,r) < 6r

0 sinon.

Alors 77 (07 exp, () = 1 si dy(zq,z) < 6r et, si de plus |zo| < 3r, nous
avons

DI,(vo) e = DIy(flava)
- / V()22 < V(iiaiia); Viba >q. dvg,
Bg (3r)

_/ |ﬁa@a|p*—2ﬁaﬁawadvéa~
Bgy (3r)



1.2. PREUVE DU LEMME 33

La suite (1)4)a est bornée dans D7 (R™). Il suit de I'inégalité de Sobolev que
(1o )a est alors également bornée dans H”(R™). Par définition de ¢, et §a,
(1)a)a est donc bornée dans H”(M). Nous en déduisons, (v, ) étant une suite
de Palais-Smale pour /,, que

D1I,(vg).1a = o(1). (1.41)

Remarquons que si

alors I = o(1). En effet, d’aprés l'inégalité de Holder,

1l < ( / |v<ﬁa@a>r§advga) ( / |war§advga) |

Nous pouvons d’autre part supposer, quitte a diminuer r, que
supp(ts) C Byy(3r) C By(d) C Bo(0R,,), d’ott, d’aprés (1.37),

/|V¢a|§adv§a < C/ |Vipo|Pda
A A
= o(1).

De plus, par définition de 7., supp(7a0a) C Bo(%%) C Bo(0R,),
et donc

/A V(uba) L dvs, < C / 1V (a0 [P
— o)

ce qui montre que I = o(1). Nous allons maintenant prouver que

/ [V (7o) 2;2 (V(flata)-Viba);, dug,
Bay (3r)

(1.42)
:/ \Vwa@advga + o(1).
R
On remarque tout d’abord que
V (TaVa) — Vv p.p. (1.43)

La preuve de (1.43) est analogue a celle de I'étape 1.1.2 de la section 1.1. 11
suffit de montrer que, pour € > 0 quelconque, il existe C' > 0 tel que

/ YaVBeadr < Ce
Q
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0t Bea = B0 (flala — v) €t Bg = |[V(flala) [ *V (flala). Pour 6 > 0 petit fixeé
et C' > 0 donné par (1.17), on écrit que

p(p—1-0) _po_
/ Kd?)ga S C/ |V¢a|§a Pt |VU|§;1 d’l)ga
Bzo( ) Bzo(p)
p(p—1-0)
+C \V¢a| ]Vv| "t duyg,
Ba (p)

p(p—1-0)
< C/ IVthale 77 \Vv]p P dx
Ba (p)

p(p—1-0)

_po
+0/ VUl [Vl 7T da
Bzo(p)

ou
K = “V('@Da +U)|§ 2 (,lvboc +U) - |v¢o¢| V@Z)a - |VU|p QV’U}p 1 .

Puisque |V, | — 0 presque partout (d’aprés (1.43)) et (¢4)q est bornée dans
DP(R™), il suit d’arguments standard en théorie de l'intégration que

/ Kdvg, = o(1).
BIO (p)
Done, (14)a étant bornée dans DY (R™),

/ 1V (oo + 0)2% (Y +0) V),
Ba (p)

— / Va2 dus, + / Vo2~ (Vo.Viba),, |dv, (1.44)
BZQ(P) Bzo(p)

+o(1).

En utilisant (1.41), (1.44), la convergence faible de v, vers 0 dans D} (R"),
et la convergence forte 1, vers 0 dans D} (A), nous obtenons finalement que

[ V) (V0.6 dus,

By (3r)

[ T (V) V), dog, + 01
Bay (p)

_ / IV hal?. dvg, + / Vo2 (Vo.Vdy),, dug, +of1)
Bay(p) Bz (p)

:/ lvwalgadvga+o(1)
By (p)

A \Vwalgadvga +0(1)
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ce qui prouve (1.42). De la méme maniére on obtient que

/ TlaBal” *Halatiadvy,
Bg (3r)

- / Yo + V" (W0 + v)¥advg, + o(1)
Bz (p)

=/ [¢a " dvg, + o(1).

[P duy, + / (o7 2oadug, + o(1)
(p) Ba (p)

Finalement, d’aprés (1.41) et ce qui précede,

P dvg, = o(1). (1.45)

|v¢a Zadvéa - W)a
R™ R
Montrons maintenant que

- |V77Z)o¢ ga dvga
(1.46)

Fixons 0 > 0 petit et C' > 0 tels que

/ 19 (o + 0. — [V, — [Vial?. | dvg,
BIo(p)

<C [Vl Velgdu, +C [ (V6 [V0lg i,
Bro(p)

BIO (p)

< / V0[PVl da + / Ve[|V ~?da.
BIo(p)

BIQ (p)

Par théorie standard d’intégration on a que

| V@,

Bﬂvo(p)

_ / Vol?. dug, + / IVal?. dvg, + o(1).
Bmo(p)

BI() (p)
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En écrivant que

/ Vbal? dvg,

Rn

:/B (p)|V¢a|§adv§a+o(1)
zQ

- / IV (o) . dvg, — / Vuf2deg, + o(1)
Bmo(p) Bzo(p)

on obtient (1.46). Il suit en particulier de (1.46) que
Vealg vy, < [V dug, +o1). (147
R Bz (p)

Soit N € N tel que By(2) puisse étre recouverte par N boules de rayon 1
centrées en des points de By(2). Il existe alors N points xy, ..., 2y de By, (2r)

tels que
N

B, (P) C By, (QT) C U Bmi(r>

i=1
et nous déduisons de (1.32) et (1.47) que pour x et r vérifiant I'inégalité
|zo| + 3r < ro, que

A [Vtbals, dvg, < NA+o(1). (1.48)

Pour x( et r tels que |zo| 4+ 3r < 4, (1.45) et I'inégalité de Sobolev donnent
I'existence de C' > 0 tel que

p/p*
( |wa|§advga) - ( Ve
]R'n R"l

< C [ [Veal dvg, +o(1)
R”L

*

i p/p
: dvga) Fo(1)

et avec (1.48), nous obtenons 'existence d’une constante C' > 0 telle que
/R Vi, dvg, < (CAF 1+ 0(1)) /R Va2 dug, + o(1).
On choisit A > 0 suffisamment petit de sorte que C\7 ' < 1. On a alors que

i |Vi)a Sadvga =o(1).
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Donc ¢, — 0 dans DY(R™). Comme 7 < p, nous en déduisons que
Nala — v in HY (B (1)) (1.49)
et cette convergence est valable dés que

CA7 1 <1, |wo| < 3r, |xo| + 3r < min{ry, 0}

et r est suffisamment petit. Fixons r > 0 et A tels que ces contraintes soient
satisfaites. Alors (1.49) est vérifiée pour tout xy € By(2r). Puisque Cy < 2,
By (Cyr) est recouverte par N boules de rayon r centrées en des points de
By(2r). Par conséquent 7,0, — v dans H}(By(Cor)) ce qui prouve 1'étape
1.2.2.

L’étape 1.2.3 ci-dessous a été utilisée dans la démonstration de 1’étape
précédente.

Etape 1.2.3 Soit Q un ouvert borné lisse de R"™, p € (1,n) et p défini par

A

D = ;%1' Considérons également h € Hg(@ﬁ). Il existe alors une solution
u € HY(Q) au probléeme

Ayu =0 dans €,
uw="h surdfl.

Il existe de plus une constante C' > 0 indépendante de u et h telle que
[ullgr o) < CHhHHg(aQ)-

Preuve de I'étape 1.2.3. On obtient facilement, en s’inspirant de Struwe [52],
voir l'appendice A, l'existence de constantes strictement positives Ci, Cy
telles que pour tout u € HY (),

/]u\pdngl/ |Vu|pdx+02/ \ujpa|Pda. (1.50)
Q Q B

Soit h € HF(0Q). Notons H I'ensemble des fonctions v € Hy(€2) telles que
v—h € Hy?(Q) on Hy?(Q) est Padhérence dans H”(Q) de l'espace des
fonctions lisses a support compacte dans 2. Considérons

A= inf/ |VolPdx
veEH Q

et soit (v,,)m, une suite minimisante pour A. D’aprés (1.50), (vy,)m est bor-
née dans HY (). Nous pouvons donc supposer que v,, — u faiblement
dans HY(Q), fortement dans LP(Q) et LP(0N2). En particulier, v € H et
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Jo IVulPdz = X. On en déduit que u est une solution faible de A,u = 0 dans
Q et que u = h sur 02. Soit H donné par I'opérateur d’extension de Hg(f)ﬁ)
dans HY(Q2). Alors H € H{(Q2) et Hjpo = h. On montre facilement & partir
de I’équation vérifiée par u que

/ |Vu|P~*VuVuds = 0
0

ontv=u—H € Hé’p(Q). On montre ensuite, avec 'inégalité de Holder, que

/|Vu|pdx§/|VH]pdx.
Q Q

En particulier, d’aprés la continuité de 'opérateur d’extension,
I9ull, < Cllaluz oy

ou C' > 0 est indépendante de u et h. On obtient finalement, en injectant cette
inégalité dans (1.50), que [|lu||grq) < CHhHHg@Q) ott C' > 0 est indépendante
de u et h. Ceci achéve la preuve de I'étape 1.2.3.

I1 suit facilement de ’étape 1.2.2 que v # 0. Il suffit pour le voir de revenir
a (1.32) et d’écrire que

A = / 1V ()P o,
Bo(Cor)

< C’l/ |VoulPdz + o(1)
By(Cor)

d’ott v # 0. Il suit également de ’étape 1.2.2 que R, — +00 quand @ — +00.
En effet si R, — R quand o — +oo, R > 1, alors, puisque v, — 0 dans
HY (M), v, — 0 dans HY (By(Cor)). Ce qui contredit le fait que v #Z 0. Par
conséquent

R, — +oo (1.51)

quand o — +o0o. Nous pouvons alors montrer, grace a (1.51), que pour tout
R >0,
Uo — v dans HY (By(R)) (1.52)

quand o — +00. Pour voir cela, donnons nous R > 1. D’aprés (1.51), R, > R
pour « assez grand. Alors (1.32) est satisfaite pour les z € R™ vérifiant
|z| < roR—r, et il découle de la preuve de I'étape 1.2.2 que (1.49) est vraie si
|zo| < 3r(2R—1), |xo|+3r < roR et |xo|+3r < JR. En particulier, (1.49) est
vraie si |zg| < 2rR et donc 7,0, — v fortement dans H{ (By(2rR)). Comme
R > 1 est quelconque et 7,(z) = 1 pour o grand si |z| < R, nous obtenons
(1.52). L’étape suivante se montre maintenant facilement.
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Etape 1.2.4 L’équation euclidienne critique
Ayu = |ulf" "?u
est vérifiée par la limite v de [’étape 1.2.2.

Preuve de I'étape 1.2.4. Soit ¢ € C°(R"), Ry > 0 un réel strictement positif
tel que supp ¢ C By(Rp), et ¢, € C°(R™) définie par

~

$a(2) = Ra” ¢(Rax).
Alors suppquAﬁa C Bo(RoR;Y). Pour « grand, définissons ¢, € C°°(M) par

I'équation ¢, = ¢, o exp,_. Nous obtenons alors, pour a grand, que

/ V0alh™2 (Va.Va) , dvg

M

= | |Vi.2? (VEa.V),, dvg,
Rn

= [ |V(iaBa) 2% (V(7iaba). V), dvg,

R

et

/ Val? 2vadadv, = | [5a” v,
M

De plus (¢q)a est bornée dans HY (M) et donc

o(l) = DI,(va)-¢a
= | V(b5 (V(iiala).- V), dvg,

R”

- /n maﬁa’p 7277(17704(? dvg,, -

Puisque R, — oo, nous pouvons écrire que g, — & dans C'(By(R)) et donc
que dvg, = €ydz ol €, — 1 uniformément dans By(R). Par ailleurs 7,0, — v
dans DY(R™). Nous obtenons donc en passant a la limite dans I’équation
ci-dessus, que pour tout ¢ € D} (R™),

/ IVulP2VoVede = [ |o|f" 2véde
Rn

R
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i.e v est solution faible de Ayu = |u|P"~2u.
Pour § € (O,g) fixé, notons V, la fonction obtenue par changement
d’échelle de v sur M par 1’équation

n—p

Va() = 11a(2) Ra” v (Ra expz) (v))

OU Mo = N5, - Posons w, = vq — V,. La derniére étape dans la preuve du
lemme 1.1.2 est la suivante :

Etape 1.2.5 Les fonctions V,, et w, vérifient d’une part que
we — 0 dans HY(M). (1.53)
Elles vérifient d’autre part que
DI, (V,) — 0 et DIj(w,) — 0 dans HY(M)'. (1.54)
Elles vérifient pour finir que
I,(wy) = 1,(ve) — E(v) + 0(1) (1.55)
ot o(1) — 0, et toutes ces limites ont lieu lorsque o — +00.

Preuve de 'étape 1.2.5. Montrons d’abord que w, — 0 in HY(M). Il
suffit de montrer que V,, — 0 in H{(M). Remarquons que la suite (V,),
est bornée dans HY(M). L’injection HY(M) — LP(M) étant compacte, il
est donc suffisant de montrer que V,, — 0 dans LP(M). Soit f € LI(M) ou
q= 1%' Etant donné R > 0 quelconque, on note

Ba = Buo(R,'R) . Bj = By (20)\B,,(R,'R)

«

et go = exp;_ g. Nous pouvons alors écrire que

fVaduy,

Ba
< Ra" ‘f(epra (37))} [v(Ra)| dvg,
Bo(Ra'R)

< C.Ra’ (/ |0(Rax)[” dx) ’
Bo(Rz'R)
Y ( [ s, <x>>\qdvga)
Bo(R3'R)

< Il B ( / |v|pdw)P
By (R)

1
q
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et, de facon similaire que,

1
< Clfl R ( / |v|pdx)”
Bo(26Ra)\Bo(R)

1

* p*
<c(f )
Bo(20Ra)\Bo(R)

Puisque R, — oo et R > 0 est arbitraire, nous obtenons

fVadug

BS

/M fVadv, = o(1).

Comme f € Li(M) est quelconque, ceci prouve que V, — 0 faiblement dans
HY (M), et donc que (1.53) est vérifie. Montrons (1.54). Fixons ¢ € C*(M)
et écrivons

DI,(Vo)op = / [VVa P2V V, Vodu, + / IVV,[P~2VV,Védu,

_/ v,

ou B, et BS sont comme ci-dessus. D’aprés 'inégalité de Holder,

[e1

P2y bdv, — / Vol "2 V,0du, (1.56)
Ba

/ c IVV, P2V, Vdo,

p—1

< 6l ( /B rvvaV’dvg)

< 6l (/ vopas+ [ !v\p!V(ns(R;lﬂﬁ))\)
R™\ By (R) R"\ By (R)

< C||¢HHP”U||HP R"—Bo(R))
= O (||¢llgr) €r

ol eg — 0 quand R — +o0. Par ailleurs, pour « grand,
/ IVV, P2V, Vdu, = / Vol * VoV dadug,
o Bo(R)

ou

n—p

da(x) = Ra 7 ns(Ry 7)o (ea:pxa(Rglx)) )
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Comme g, — & dans C* (By(R)),
/ Vol * VoV dadug,
Bo(R)
:/ Vol 2V oV gadz + o (|6 r) (1.58)
Bo(R)
_ / Vo2 VoVada + (O(1)er + o(1)) [[6] 0.
On obtient donc, en combinant (1.57) et (1.58), que
/ |VV, P2V V,Vdo,
M
= | |VuP?VuVeada + (O(1)er + o(1)) 9] g
Rn

On montre de méme que

Wl Vv, = [ (ol Zosude + (OWen + (1) g
M R™
et v étant solution de Ayu = |ulP"~2u, (1.56) s’écrit finalement

DIy (Va)p = (O(D)er + o(1)) |9z

pour tout R > 0. Donc DI,(V,) — 0 fortement. Il reste encore a montrer
que DI (w,) — 0 fortement. Ecrivons pour cela que, pour une fonction

¢ € C*(M) donnée,
DI,(w)é = DI(va)é— DI,(Vi) + /M bV dv, — /M Yoty

— ool + [ vaVodn, ~ [ yaods,

ou
Vo = |Vwa|P 2 Vw, — |Vua P2V, + |VVLIP 2V,
et
Xa = |Wa P =200 — Ve, P2+ A 2y
On a -
' [ | < ol ( / wav’%dvg) | (1.59)
M M
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D’aprés I'inégalité (1.17), il existe 6 > 0 petit et C' > 0 tels que pour tout «

(o)

<C (/ HVwa]p_l_‘9|VVa|0 + |VVa|p_1_9]Vwa]9}% dvg)
M

p—1
P

Par suite, par définition de 7,,

(/M Wa’pfldvg>pp1

(p—1-0)
<C (/ V| 5T |VVa|Pp91dvg)
B, (26)

+c(/ A an‘p@;l;o)’v%’;eldvg) (1.60)
B, (26)

P

p—1
p
—1
p

p—1
p

- N p(p—1-0) N _pb_
sc( V(T — a0)| 5 IV(nav)lp—ldx)
Rn

(p—1-6) P
0 ([ 90 T 9 )
Rn
avec
Mo () = 15 4. (€xp2, (Ry'2)) = n3(RL ).
Nous pouvons, d’aprés (1.52), supposer que la suite des

p(p—1-0)

fo = |V (Ta — fav)| 77T

-1
est bornée dans L7 19 (R™) et converge presque partout vers 0. Par consé-
-1
quent, que f, — 0 faiblement dans L1 (R™). D’ou

p(p—1-0)

~ A~ plp=1=f) ” _po_
Ve = a0}V ) de
< C fa|U‘ppT61d£E—|—C fa‘vv|%d$ (161)
Rn R™
=o(1).

On montre de la méme fagon que

. p(p—1-9) - R _pb_
[ 900 — ) Frde o). (102
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Finalement (1.59), (1.60), (1.61) et (1.62) donnent

/ oV dvy = o(1)]6]] 2
M

On montrerait de méme que

/ Xa®dv, = o(1).
M

Par conséquent D1y(wa)¢ = o(1)||¢|| g pour tout ¢ € C°(M) i.e. DIj(ws) —
0 dans HY(M)'. On montre maintenant (1.55). On écrit que

1 1 .
() = 5 [ Vualgn, = = [l dv,
PJm P Jm

et que

/M VewalZdv, = /B VewalPdv, + /B Ve,

+ / |Vw, \’;dvg
M\ Bz, (26)

ou B, et BS sont comme ci-dessus. D’une part,

/ [Vwa|pdv, = / |V®Q—Vv|§ dvg,
Ba Bo(R) “

< C/ |V, — Voul? du.
Bo(R)

(1.63)

Puisque 0, — v dans HY(By(R)), nous en déduisons que

/ |Vwg [Pdv, = o(1). (1.64)

[e3

D’autre part, en utilisant (1.18) comme ci-dessus, on peut montrer que

J

Vv, = / Vo |Pdv, — / Vo,
e B

c c
@ @ o

/B YV, [Pdv,

J,

avec

< CHU”Hf(BO(zSRa)\Bo(R))'

Il s’ensuit que

[V, |hdv, = /B Vg bdvy + Br(a) (1.65)

[«
[
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ol Bg(«) est mis pour toute expression telle que

lim limsup Bg(a) = 0.

R—+00 g—too

Finalement, par définition de 7; . , nous pouvons écrire que
page?

/ [ Vw, ]fq’dvg
M\ Bz, (20)

:/M|Vva|§dvg—/3 |Vva|§dvg—/Bc |Vug|bdug.

Nous obtenons alors en injectant (1.64), (1.65) et (1.66) dans (1.63),

/M |Vwa[ydv, = /M |Valydvg — /B |Vua|odvg + Br(a) +o(1).

Il s’ensuit, puisque g, — & dans C° (By(R)) et 9, — v dans HY (By(R)), que

/ Vualpdv, = / |V’Ea|§advga
o Bo(R)

= /n |VulPdx + Br(a) + o(1).

(1.66)

Nous obtenons finalement que
/ Vwalbdv, = / |V, |bdv, — / |VoulPdz + Br(a) + o(1).
M M R"
On montre de la méme fagon que

/|wap*dvg:/ |Va
M M

Comme R > 0 est arbitraire, on en déduit que (1.55) est vérifié. Ceci termine
la preuve de I'étape 1.2.5.

P du, —/ |v[P"dx + Bg(a) + o(1).
Rn”

D’aprés ce qui précede, le lemme 1.1.2 est démontré pour tout ¢ tel que

0 € (0, %g) Soient §; < do dans (O, %’) On vérifie facilement a partir de la

définition de 75, 5, que
B, - B =o(1)

HY

n—

ou Bl () = 15, 2. () Ra" v (Raexp;!(z)), i = 1,2. Par exemple

N .o P
/ (B;—Bg dvg§2/ v
M Bo(202Ra)—Bo(d1Ra)

On procede de fagon similaire pour le terme en gradient. On en déduit que
le lemme 1.1.2 est vérifié pour tout § € (O, %9), ce qui en achéve la preuve.

p*d’l)ga = 0(1)
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1.3 Positivité des bulles

Le but de cette section est de montrer que si les u,, de la section précédente
sont positifs, il en est de méme de u® et des u'. Remarquons que puisque
ue — u’ presque partout, il est évident que u® > 0 dés que les u, sont
positifs. En ce qui concerne les u’, nous procédons comme suit. Fixons un
entier N dans {1, ..,k}. Nous allons montrer que u” > 0 en prouvant que

Y — u" presque partout dans R™ ot

~ n—-p
(@) = (1) (5D (32)) (1.67)
Notons pi, = 1/R!, et v, = u, — u°, et considérons 77 et a%" définis par

0N (@) = ()7 va (expyy (1l @)

i (x) = (1) 7 u’ (expyy (7)) -

Supposons pour l'instant qu’il existe un entier p, qu’il existe p suites (y),
de points de M, et qu’il existe p suites (N,) de réels positifs, 7 = 1,...,p,
tels que M, /2 — 0 quand o — +o0, la suite formée des d,(x,yd)/ul) est
bornée et telle que pour tous R, R > 0,

" dv, = o(1) + ¢(R) (1.68)

/ , |Uoz - ug
B, n (Rug )\Ujo1 B, (R'A%)

oil ¢(R) — 0 quand R — +o0. Nous déduisons alors de (1.68) que

/ Y =W de = o(1) + e(R') (1.69)
Bo(R\Uj_y B (R'C2%:)

ouyl = eXPyy (,u]aV 77). Les ¢/, étant bornés, nous pouvons supposer que g/, —
¢/ quand o — oo pour tout j. Alors (1.69) donne

~ *
oY — " dans LP

@ loc (BO(R)\{(@]:] = 17 7p})
pour tout R > 0. Nous pouvons donc supposer que

N ~O,N
(7 o

— u p.p dans R™. (1.70)
De plus, si g.(x) = ((expxév)*g) (uNx), nous pouvons écrire que pour tout
R >0,

R ey N L
Bo(R) Bo(R)

= / |’ ‘p* dv,
B~ (Bud)
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qui tend vers 0 quand o — +oo. Par conséquent @2 — 0 dans L”" (By(R))

pour tout R > 0, et nous pouvons donc également supposer que ang — 0

presque partout dans R™. Nous obtenons alors, d’aprés (1.70), que @ — u™¥
presque partout dans R™. On déduit donc de (1.68) que u° et les u’ de la
section précédente sont positifs si les u, le sont. Nous allons maintenant
déduire (1.68) de I’assertion plus générale suivante. Nous affirmons que pour
tout entier N € {1,..,k} et pour tout entier s € {0,.., N — 1}, il existe un
entier p, il existe p suites (y/,), de points de M, et il existe p suites (N de
réels positifs, j = 1,...,p, tels que M /ul — 0 quand a — +o0, la suite
formée des d,(z,y2)/ul est bornée et tels que pour tout R, R > 0,

S
Vo — E ul, —ul
i=1

ou €(R') — 0 quand R’ — +oo, (u) et (z) étant les suites, ordonnées en i,
obtenues dans la section précédente. Alors (1.68) se déduit de (1.71) quand
s = 0. On fixe un entier N dans {1, .., k} et on montre (1.71) pour tout s par
récurrence inverse sur s. Si s = N — 1, alors, d’aprés (1.52), pour tout R > 0,

/Bzg (RuX)

d’ot (1.71) avec p = 0. Supposons maintenant que (1.71) est vrai pour un
s <N —1 et fixons R, R > 0. Si dy(z%,2)) /0 quand o — oo, alors, pour
R > 0 arbitraire et & sous-suite pres,

By (R ) () Brs (Rpssy) = 0.

*

p

dvy =o(1)+€(R)  (1.71)

/Bxg(Rug NUJ=y By (%)

dvg, = o(1)

D’ou
/ a3 d,
B,y (Rpd)\Uj-, Byé (R'M)
/ it " do, (1.72)
M\B,s (Rug,)

< C/ lu®|P" da.
R™\By(R)

Puisque u® € LP" (R") et R > 0 est arbitraire, nous en déduisons que

IA

/ s dv, = of1).
By (Rud\Ui=y B, g (RN)
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D’ou
s—1 P*
/ _ Ua_zuil_ua dvg
B,y (Rud)\Uj=, B j (R'Xa) i=1
S p*
< C’/ | Va — ZUQ dvg
B,y (R \Uj_1 B,j (R'X2) i=1

+C / s
¥ (R N\USy B j (R'XL)
=o(1) +6R’)

Ceci montre (1.71) pour s — 1. Nous pouvons donc supposer dans la suite que
dy(z3,2)) — 0 quand a@ — oo. Il s’agit maintenant de comparer soigneuse-
ment les croissances respectives des distances d,(z%,xY) avec les rayons ps
et u¥. Soient rg > 0 et C' > 1 tels que pour tout x € M et tout y,z € R™, si

lyl, |z] < 1o, alors

1
5|Z —y| < dy(exp,(y), exp,(2)) < Clz —yl.

Si &% et g sont tels que

S

l’ = €XPgnN (Ma a) et ya = €XPgnN (luixvgé) s

alors
R' N, 1 . \
B (C N ) C ’u—exp N (By(@(R’)\fl)) C Bgé (R’C’—;) (1.73)
et
ci) e (wers)
Bis <) C —exp Bys (R'ul)) € Bzs | RRC—= ). 1.74
(B et (Batri) < B (RO

Etant donné R > 0, nous avons, d’aprés (1.52),

s P
/ Vg — E uy,
B.s (Rpg,) i=1

Donc d’aprés (1.71),

dvg = o(1).

o o dny = o) ()
(B (RUONUL By (RON)) 1 B (Risy)
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et on déduit de (1.73) et (1.74) que

| NP dr = o(1) + e(R). (1.75)

/(Bom)\u;-’_l By (RC2)) (1 oy (B 2

Qz‘gm

On distingue maintenant deux cas. Dans un premier cas on suppose que la
suite (dgy (x5, a)/,u ) est telle que d (x5, zY)/u — 400 quand a — oo.
Dans ce cas, dy(z2,zY)/ps — +oo puisque autrement, (1.75) entraine, pour
R suffisamment grand, que pé /ul — 0, tandis que

d (xa7$£xv) _ d( a’ a):uoc

Ha 1 pe

Par conséquent
B (Rl ) () Bos (Rpi) =0

N

pour R > 0 et nous pouvons alors procéder comme dans le cas o d, (23, z,) )

ne converge pas vers 0 pour obtenir (1.71) avec s-1. Supposons maintenant
que la suite (d, (xa, o) ul) est convergeante Dans ce cas, d’aprés (1.75), les

quotients pg,/uY sont tels que pf/pd — 0. Posons yP™! = 2% et A\2T! = ps.
Alors d’apres (1.71),

*

/ . dvg = o(1) + ¢(R')
(B NUTLL B 5 (RIO%)

s

i N

- E Uy — Uy
i=1

tandis que
/ P, < f o,
o (Rugh)\ Urii B i (/) M\Bys (R 1)
= €(R).
D’ou
s—1 P
i N /
Vo — » ul, —u,| dv,=o0(1)+¢e(R)
/Bzg(my)\u”“ , (BNL) Zl ’

t (1.71) est vrai pour s-1. Comme expliqué ci-dessus, ceci implique (1.68)
puis le fait que u” et les u! de la section précédente sont positifs si les u, le
sont.
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1.4 L’estimée C°

D’aprés le principe du maximum et les résultats de régularité classiques
(voir Druet [19], Guedda-Véron [33] et Tolksdorf [53]), on a que u® € C1¢(M)
et, soit u® > 0 partout, soit «° = 0. Il suffit donc, pour prouver I'estimée C°
du théoréme 1.0.6, de montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout « et tout
‘1.7

%

(Z:nlnnk d, (a:‘a,x)) u(z) < C (1.76)
ot d, est la distance induite par la métrique g et ot les z?, sont les centres des
bulles (B!, apparaissant dans le théoréme 1.0.6. Considérons la fonction ®,,
définie par

Soit y, € M tel que

Va(Ya) = maxv,(z).
Supposons par l'absurde que v, (y,) — 400 quand o — +o00. Considérons
e > 0 défini par g = ua(ya) /™ P). Alors piq — 0 quand a — +oo. Etant
donné § € (0,1,), ou i, est le rayon d’injectivité de (M, g), définissons la
fonction w, sur la boule euclidienne By(du,') de centre 0 et de rayon du*
par

Wa(z) = pa? o (XD, (att))
Par définition de y,,
d, (28, Yo
lim %oWara) _ (1.77)
a—+00 Mo

pour tout i. Pour R > 0, z € By(R), et 1 = 1,..., k, écrivons que

dy (25, expy, (Ha)) > dy (z a,ya) — dy (Ya, expy, (Ha?))
> Pu(Ya) — Halz]
R a
> (1 M ) a(Ya)
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D’aprés (1.77), le membre de droite dans 1’équation ci-dessus est strictement
positif. Par conséquent,

—-P
p
we(r) = Ho Vo (expya(,uax)p)

D, (eXpya (:U/ax)) P

= (1_ Ripta )_np e
Do (ya) '

Les w, sont donc uniformément bornés sur tout compact de R". Soit g, la
métrique riemannienne sur R™ définie par

go(x) = (expza g) (o).
L’équation (1.4) s’écrit alors
(D) goWa + pEhowP™ = P~} (1.78)

avec N () = hq (exp,, (tax)). Pour tout compact K de R, g, — & dans
C?*(K) quand o — +00, o £ désigne la métrique euclidienne. Nous déduisons
alors de (1.78) et du schéma itératif de De Giorgi-Nash-Moser I'existence
d’une constante C' > 0, indépendante de «, telle que pour tout «,

1/p*
sup wu(x) < C (/ wg*dvga) . (1.79)
IEBo(l) 30(2)
Indépendamment,
/ uP dv, :/ Wt dv,, (1.80)
By (2pa) Bo(2)

tandis que grace a la décomposition H} de la premiére partie du théoréme
1.0.6,

k P
/ uP dv, = / w4+ Bl + Ry | dy,
Bya (2lu‘a) Bya (2“04) =1
ot u’; les B! et les R, sont comme dans le théoréme 1.0.6. En particulier,
u® étant continue,

/ uP dv, < C’Z/ (B)P" dv, + o(1) (1.81)
Bya(Qua)

Bya QMDt
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ou C' > 0 est une constante indépendante de « et 0o(1) — 0 quand o — +oc.
Fixons i = 1,...,k, et considérons les centres et poids z’, et u’, = (R!)™*
des (B,)q (voir (1.5)). Nous distinguons deux cas. Dans le premier cas : pour
tout R > 0 et tout a,

By, (2p10) N By (Rpg,) = 0.
Dans le second cas : il existe R > 0 tel que pour tout «,
By, (24a) O\ By, (Ryi) 0.

A sous suite prés, on se trouve toujours dans 'un de ces deux cas. Dans le
premier cas on écrit que

/ (BLY du, < / (B du,
Bya (21a) M\B,; (Rpg)

En remarquant que

. . y *
lim  lim (B,)? dv, =0,
Retooamtoo Jang,, (Rui)
nous obtenons

/ (B dv, = o(1). (1.82)
Bya (2N04)

Dans le second cas, dy (2%, Vo) < 2p1a+ Rpt, et il suit de (1.77) que p1,, = o)
et dy(z%,y,) = O(p,). Ecrivons que

, 2
Bya(Q/'La) - €XPgi, <:uf;yBZa (C;j ))

a

ou ]
Za = — exp, (Vo)

converge dans R™ (& sous-suite prés) et C' > 1 est indépendante de a. Nous

obtenons alors
[ wyra,s |
Bya (2/>LOL) B

olt u est donnée par (1.5). Puisque jq = o(p?),

*
u? dvg,
2 (02“—&>
«@ p‘l

@

/B <0M> u” dvg, = o(1)

«
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d’ott de nouveau

/ (B dv, = o(1). (1.83)
Bya (21"06)

Finalement, d’aprés (1.82) et (1.83), a sous-suite prés,
/ (B dv, = o(1) (1.84)
Bya(2:u(¥)
pour tout ¢ = 1,..., k. Il suit alors de (1.80), (1.81) et (1.84) que

lim Wt dv,, = 0. (1.85)
QH+OO BO (2)

Nous pouvons alors déduire une contradiction de (1.85), (1.79) et du fait que
we(0) = 1, ce qui prouve I'estimée C° du théoréme 1.0.6.

L’estimée CY implique en particulier que les u, sont uniformément bornés
sur tout compact de M\S ou

S = { lim 2l ,i = 1k}

a— 00

est ensemble des points de blow-up géométriques des u, (S =0 s’il n’y a
pas de blow-up pour les u,). Puisque u, — 0 dans H7,;,.(M — ), le schéma
itératif de Moser donne, a sous-suite prés, que

Uq — 01in CP(M\S). (1.86)

Si S = (), la convergence a lieu sur M tout entier.

Il reste, pour conclure, a montrer la remarque suivant le théoreme 1.0.6.
A savoir, il reste & montrer que
n—p

lim lim sup  Rf(x)7
R—o00a—=400 ey Q4 (R)

}ua(:v) —u’(z)| =0 (1.87)

oit R¥(z) = 4_mink dy (z),, ) et, pour tout R > 0,

Qo(R) = Bus (Rytd,).

=1

Nous montrons (1.87) par 'absurde. Supposons qu’il existe une suite (Y4 )a
de points de M et §y > 0 telles que pour tout 1 =1,...,k,

(7 Ya)

: +00 1.88
He, (1.88)
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quand o — 400, et pour tout «,

RE (o) 7 [t (ya) — u(ya)| > b0 - (1.89)

Alors R¥(y,) — 0 quand o — o0 puisque sinon, autrement, d’aprés (1.86),
Ua(Ya) — u°(Ya) — 0 quand o — +00 ce qui contredit (1.89).
Posons jig = Ua(ys) P/ P). Nous pouvons alors réécrire (1.89) en

RE(ya)
Lo

>, (1.90)

ott 0\" /P — 5,/2. En particulier, 1, — 0 quand o — —+o00. Pour § > 0 plus
petit que le rayon d’injectivité de (M, g), définissons la fonction w, sur la
boule euclidienne By(du ;') par

Ug, (expya (uax))

et notons g, la métrique définie par

ga(®) = (exp}, g) (o).

Nous avons pour tout compact K de R", si £ désigne la métrique euclidienne,
go — & dans C?(K) quand a — +o00. D’aprés (1.90) nous pouvons écrire que
si (x4) est une suite dans By(d;/2), alors

dg(zh, expy, (Haa)) > dg(Yas 7)) — dg(Yar expy, (HaTa))
Z 51,“/0{ - |xa‘,ua

pour tout ¢ et tout a. En particulier,

dy (73, expy, (faa)) > Cpia

pour une certaine constante C' > 0 indépendante de «, et a sous-suite pres,
nous obtenons avec I'estimée C° que

we(z) < C (1.91)

pour tout z € By(d1/2) et tout o, ot C' > 0 est indépendante de a et z.
Nous pouvons maintenant procéder comme dans la preuve de I'estimée C°.
Les w, sont d’'une part solution d’une équation de la forme

(A) goWa + ugﬁawfgfl =P ! (1.92)

«



1.4. L’ESTIMEE C° 55

dans By(8,/2), avec ho(z) = ha (expy, (f1a)), et sont d’autre part bornés
dans By(61/2) d’apres (1.91). Nous pouvons donc supposer (voir [38]) que, a
sous-suite prés, w, — w dans C°(By(d;/8)) quand o — 400 ot w vérifie

_ .1
Ayw =w )

De plus
w(0) =1

puisque w,(0) = 1 pour tout «. Soit do = d;/8. Alors

p* — p*
/ ub dvy, = / wh dvg,
Byq (02p1a) Bo(62)

= / w? dx 4 o(1) ,
By(62)

ot o(1) — 0 quand o — +o0, tandis que, par la décomposition HY de la
premiére partie du théoreme 1.0.6,

(1.93)

/ u? dv, < CZ/ (BX)P dv, +0(1), (1.94)
By (62110)

BUa 52#04)

ou C' > 0 est indépendante de a. Nous avons par ailleurs, de la méme fagon
que lors de la preuve de I'estimée C°, que

/ (B dv, = o(1) (1.95)
Byo (6211a)

pour tout . On montre (1.95) de la méme fagon que (1.84) en considérant
les deux cas ot By, (02fta) N By (Rpt,) = 0 pour tout R > 0, et By, (d2/ta) N
B, (Rpt,) # 0 pour un certain R > 0. On retrouve (1.77) dans le second cas
grace a (1.88) en remarquant que (1.90) et U'intersection non vide entrainent
que 01 fiq < dafie + Rptl, d’ott po < Cpil,. Combinant (1.93)-(1.95), on obtient

finalement
/ w? dx =0
Bo(62)

ce qui est impossible, w étant continue, positive, et telle que w(0) = 1. Ceci
prouve (1.87).
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1.5 Annexe

1.5.1 Preuve du lemme 1.1.1

Nous démontrons dans cette partie le lemme 1.1.1. Soit donc (X,) C R™
et X € R” tels que

(| X2 X0 — [ XP7°X) . (Xa — X) — 0. (1.96)

Supposons la suite (X,) non bornée. Alors | X,| — 400 a une sous-suite
prés. Considérons Y, = &Z‘. Nous pouvons supposer que Y, — Y, |Y]| = 1.
Divisons alors (1.96) par | X,|? et passons a la limite & — +o00. Nous obtenons
Y| = 0 ce qui est impossible. Donc la suite (X,) est bornée. Nous pouvons
ainsi supposer que X, — Z a une sous-suite prés. Nous obtenons alors en

passant a la limite dans (1.96) que

(|1ZP7%Z — |X|P7?X;Z — X) = 0. (1.97)

Or, comme on le constate facilement,

(12722 = |XP2X5Z2 = X) = |ZIP+ X" = (X[ + [ Z2)7%) (X, Z)
> |ZIP+ X = (X2 + ] 2177) 1X|Z]
= (2P = 1X1) (12 - 1X])

de sorte que (1.97) entraine que |Z| = | X]|. Il suit que
(12722 - |XIP°X; Z - X) = | X212 - XJ?,

et avec (1.97) on obtient que Z = X. Ceci étant vrai pour toute sous-suite,
nous pouvons en conclure que la suite (X,) toute entiére converge vers X.

1.5.2 Preuve des inégalités (1.17) et (1.18)

Cette partie est consacrée a la preuve des inégalités (1.17) et (1.18). On
considére (E, ||.||) un espace vectoriel normé, et p > 1. Etant donné 6 €]0, 1]
telqued <p—1sil<p<letf< p%l si p > 2, on affirme qu’il existe une
constante C' > 0 indépendante de la norme ||.|| telle que pour tout =,y € FE,

|l + 9l + y) = =72 =yl

L L (1.98)
< C (P wll® + =l lyP~0) -

De méme, étant donné 6 < min(1,%), on affirme qu'’il existe une constante
C' > 0 indépendante de la norme ||.|| telle que pour tout z,y € F,
I {2+ yll” = =] = [ly]”]

) ) (1.99)
< C (lzP~°ligll® + ly 17~ ll]1?) -
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Les inégalités (1.17) et (1.18) suivent clairement de ces deux inégalités (1.98)
et (1.99). On démontre (1.98) et (1.99) dans ce qui suit.

On commence par la preuve de (1.98). On fixe p > 1 et § < min{1,p—1}.
On remarque pour commencer que la preuve de (1.98) se réduit, par symétrie
et homogénéité, & montrer 'existence d’une constante C' > 0 indépendante
de la norme ||.|| telle que pour tout x,y € E vérifiant ||z| = ||ly|| = 1 et pour
tout ¢ €]0, 1],

I [l + tyl["*( + ty) —x — 1" y||
t0 4 tp=1-9

<C. (1.100)

Supposons en effet (1.100) vérifiée et considérons z',3y € E quelconques.
L’inégalité (1.98) étant symétrique en z,y et trivialement vérifice si z° = 0 ou
y = 0, nous pouvons supposer que ||z’[| > [|y'|| > 0. Alors (1.100) appliquée

/
llv |l
[E

donc (1.100). Etant donnés =,y € E tels que ||z|| = |ly|]| = 1, considérons la
fonction h, ) définiesur 0 <t <1sip>2etsur0 <t <1sil<p<2par

N _ _x _ Yy _
axr = — = 5 et t =
YT

Iz’

donne, par homogénéité, (1.98). Montrons

hay(t) = llz + tylP~* - 1.

<A+t 2—-1 Vtel0,1] sip>2
(14+t)P 2 =1<hE,yt)<A—-t)P2?—-1 Vte[0,1[sil<p<?2

d’ot, pour tout t € [0,1[si 1 <p<2ette]0,1]sip>2,
‘h(%y)(t)‘ < a(t)
ou
a(t) =max {|(1+¢)P 2 = 1[,|(1 — ¢)P* — 1]}

puis

| 2+ tyllP2(z + ty) —x — t* 1y

= [|z(|lz + ty||P7> = 1) + ty(|lz + ty||P> = 1) + ty — "1y

<t A+ | Mg ()] + ey ()] + 77

=t+ (t+ Dalt) +t*71.

(1.101)

Indépendamment, pour tout ¢t € [0, 1],

lz+ty 77" + llz + 7yl
(1+t)P 1471

| [l +tyl|P~(x + ty) —z — "'y

IAIA
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Posons b(t) = (1 + )PP+ 14+t c(t) =t + (t + 1a(t) + P~ et d(t) =
min (b(t), c¢(t)). Alors

HHx—i—tpr*Q(a:—l—ty) —x—tp’lyH < d(t) (1.102)

pour tout x,y € E, ||z|| = |Jy]| = 1 et pour tout ¢t € [0,1[si 1 < p < 2 et
t € [0,1] si p > 2. La fonction d est continue sur [0, 1] pour tout p > 1. En
effet, d est continue sur [0,1] si p > 2, sur [0,1][ si 1 < p < 2 et, de plus, si
1 < p < 2, alors pour tout ¢ € [0, 1] proche de 1,

ct) = t+(+1)((1—t)P2—1)+t!
(t+1)(1—t)P 27t —1
— 400 quand t — 1

et donc, si 1 < p < 2, d(t) = b(t) pour t proche de 1. Il suffit donc, au vue
de (1.102), de montrer que la fonction e(t) = tejﬁé%, qui est continue sur
10, 1], peut étre prolongée par continuité en 0. Pour ¢ €]0, 1] proche de 0, on

a d(t) = c(t) avec a(t) ~ |p — 2|t d’on

d(t) ~ {(p—l)t sip>2

1 sil<p<?2
et
2" sif= ’%1
S AR S si 0 < 22
=170 s g > L

On vérifie alors que e(t) peut étre prolongée par continuité en 0 pour 0 <
0<p—1sil<p<2,0<0<Zlsi2<p<3,0<0<1lsip>3cequi
prouve (1.98).

Reste a démontrer (1.99). La preuve de (1.99) est analogue. Nous re-
marquons d’abord, comme précédemment, qu’il suffit de montrer ’existence

d’une constante C' > 0 telle que pour tout z,y, € E, ||z|| = ||y|| = 1, et pour
tout ¢ €]0, 1],
P_ 1 _¢p
Il +tyl” =1 -7l
tr=0 0 -
Fixons donc z,y € E tels que ||z|| = ||y|| = 1 et écrivons

I (e + ty[|” = 1) = ¢7]] < [n(t)] + ¥
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ou h(t) = ||z +ty||P —1,t €[0,1]. On a

(1—tP—1<h(t)<(1+t)P -1

d’ou
O] < F(1) = max (1407 — 1], (1 — 17 — 1]).
Pone o+ tylp —1 - 2| )+t
r+tyl|" —1— _ +
10 4 17 <o) = p e

La fonction g est continue sur |0, 1] et prolongeable par continuité en 0 dés
que § < min{1, 2}. En effet dans ce cas t + t*=% ~ % et f(t) ~ pt pour t > 0
proche de 0.
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Dans ce qui suit, §2 désigne un ouvert borné de R, n > 2, et p un réel tel
que 1 < p < n. On note A\, o la premiere valeur propre du p-laplacien définie
par

Moo=  inf / Vuldz (2.1)
we BrQ) o
Jo lufPdz =1

ol H?(9) désigne Pespace de Sobolev des fonctions de LP(Q) dont le gradient
est dans LP(2) et qui sont de trace nulle sur le bord de €. Le but de ce
chapitre est d’étudier le comportement de A, o lorsque 'on perturbe €2, la
notion de perturbation étant quantifiée par la p-capacité. La premiére section
du chapitre est consacrée aux cas 1 < p < n. On y étudie la stabilité de A\, o
sous leffet de perturbations singuliéres de €2, a savoir du type Q5 = Q\ Kjp
ou les K sont des fermés lisses de €2 de p-capacité dans €2 tendant vers 0. Le
résultat que nous obtenons généralise ceux dont on disposait jusqu’alors (qui
traitaient principalement des cas 2 < p < n). La seconde section du chapitre
est consacrée au cas p = 1. L’étude devient alors plus délicate, notamment
dans la mesure ot il nous faut travailler avec les espaces BV des fonctions a
variations bornées. Des références possibles sur les espaces BV sont les livres
écrits par Ambrosio, Fusco et Pallara [4], Evans et Gariepy [25], Giusti [31] et
Ziemer [55]. On établit dans cette seconde section trois résultats de stabilité
du A; q. Cette seconde partie est issue d’un article écrit en collaboration avec
E. Hebey et a paraitre dans Archiv der Mathematik.

2.1 Stabilité de )\, par perturbation du do-
maine

Soit 2 un ouvert borné lisse de R", et soit p réel tel que 1 < p < n.
On définit I'opérateur p-laplacien euclidien par A, = —div(|Vu[P7?>Vu) et,
suivant une terminologie maintenant usuelle, on dit qu'un réel A\ est une
valeur propre de A, dans Q s'il existe u € H?(Q) tel que

Ayu = MulP~?u.

Ici, H?(Q) désigne l'espace de Sobolev des fonctions de LP qui ont leur dé-
rivée premiére dans LP et qui sont nulles sur le bord de 2. Une fonction u
vérifiant I’équation ci-dessus est dite une fonction propre associée a la valeur
propre A. Par théorie standard de régularité (voir Tolksdorf [53] et Lieber-
mann [40]), les fonctions propres sont dans C*?(Q), 6 € (0,1), et d’aprés le
principe du maximum, voir par exemple Vazquez [54], elles sont strictement
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positives dans €2 lorsqu’elles n’y sont pas identiquement nulles. La premiére
valeur propre \,q du p-laplacaien dans €) est donnée par le probléme de
minimisation
Ap = inf /|Vu|pdx. (2.2)
u e HY(Q) Q
{ Jo lufPdz =1

On peut montrer que A\, o > 0, et que I'inf dans (2.2) est atteint par une fonc-
tion positive u, o € HY(Q)NC" (). Un résultat important, dont on trouvera
par exemple une démonstration dans Lindqvist [42] et Belloni-Kawohl [6], est
que A\, q est simple au sens ou toute autre fonction propre associée a A, o est
multiple de u, .

Etant donnés ) un ouvert borné lisse de R", et K un sous ensemble
compact de €2, on définit (voir, par exemple, Flucher [27]) la p-capacité de
K dans () par

cap,(K,Q) = inf{/ \VulPdz , w € HY(Q) , K C int {u> 1}}
Q

ce qui se définit aussi comme l'inf des expressions [, |Vu[Pdz sur les u €
C2°(£2) qui sont positives ou nulles et telles que u > 1 sur K. Si cap, (K, Q) <
+00 alors 'inf définissant cap,(K,2) est atteint par 'unique solution v €
H?(9), appelé p-potentiel harmonique, du probléme

(2.3)

Ayv =0dans Q — K
v=1 sur K.

Pour 0 < r < R donnés, on pourra montrer que

cany(Bulr). Bu( ) = (2= ;) ot (P -T2

et le p-potentiel harmonique est dans ce cas
K(zD-K(R) .
(2) = 4 KO-K® sir<|z|] <R
1silz|<r

N p—1 1-p n—p
ou K(r) == w,frir.

Le resultat que I'on obtient dans le cas d’une perturbation singuliére de
€2, a savoir de la forme Q5 = Q\ Kj, est le suivant :
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Théoréme 2.1.1 Soit 2 un ouvert lisse de R" et (Ks) une suite de sous-

ensembles fermés lisses de Q. On note Qs = Q\Ks et on suppose que
cap,(Ks,82) — 0. Alors

Mo+ O (cap,(Ks, Q %> sip>2
Ap,Q S Ap,Qg S P pp( ’ )1_1 P
Ao+ O (cap, (K5, Q) P) sip < 2.

En particulier \,o, — Apa. De plus u,q0, — upqo fortement dans HY(2)
lorsque l'on étend les uya, a €) par 0, et ot les fonctions propres u, o, €t upq
sont les solutions du probléme de minimisation (2.2).

Ce théoréme améliore des travaux précédents de Sango [49]|. La cas d'une
perturbation réguliére est par ailleurs traitée dans Lamberti [39] et Garcia
Melian - Sabina de Lis [45]. Le reste de cette premiére section, donc la sous
section suivante, est consacré a la preuve du théoréeme 2.1.1.

2.1.1 Preuve du théoréme 2.1.1

Afin d’alléger I'écriture, on note A, \s, u et us au lieu de respectivement
Ap.s Ap.sy Up €t upo,. On supposera également avoir étendu u et les u;
par 0 en dehors de € et s respectivement. Puisque €25 C €2, on a déja que
A < \s. Réciproquement, on note v; € H P(Q) le potentiel p-harmonique de
K dans Q. Alors v; est I'unique solution positive dans H? (Q) de

Ayus =0 dans Q\Kj;
Vs = 1 dans K5

et la p-capacité cap,(Ks, <)) de K; dans €2 est donnée par

capp(K(;,Q):/ |Vus|Pdx.
Q

D’aprés le principe du maximum, 0 < vs < 1. De plus, comme u € L>(£2),
ws == u(l —vs) € HY(2). On pourra alors écrire que

Vws|Pdx
As < —fm [Vers
an |ws|Pdx

. fQ ]Vw(;]pdx
fQ |ws|Pdz
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On écrit maintenant que
| Ivst = 1Vl = s = [Tl o
< C/ VU1 — v ][V d
Q
+ C/Q V|1 — vs||ulP~ | Vos|P~dx
< c/ VP [Vus|dz + c/ V| [Vos [P~ dz.
Q Q
Ici comme dans tout le reste de cette thése, la lettre C' désigne une constante

dont la valeur change a priori d'une ligne a I'autre. Par inégalité de Holder
on obtient alors que

/ Vsl — [Vul?[1 = vs]? — [ul?|Vs|?] da
Q
<C <capp(K5,Q)% + cap,(Ks, Q)lia ‘

ou la constante C' ne dépend que de A. On note ¢ le réel défini par g =1 — %

sip<2etqg= i sinon. On a alors que

/ |Vws|[Pdx
Q

= / |VulP|1 — vsPdx +/ |ulP|Vvs|Pdx + O (cap,(Ks, 2)7)
Q Q
< A+ Ceapy(Ks, Q) + O (cap, (K5, Q)7)
et donc, par suite,

/ |Vws[Pdr < X+ O (cap,(Ks,2)7). (2.7)
0

On estime maintenant le dénominateur dans (2.6) par I'inégalité de Poincaré.
On écrit que

[wslly = ully = lu = wsll,
= 1= JJuvsll,
> 1= Cllosllp
> 1= C[[Vusllp

= 11— Ceap,(K;,Q). (2.8)
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On obtient alors (2.5) en injectant (2.7) et (2.8) dans (2.6). Reste maintenant
a montrer la convergence des fonctions propres. Comme cap,(Ks,€) — 0
quand 0 — 0, on déduit de de ce qui vient d’étre dit que \s — A quand o — 0.
La suite (us) est alors bornée dans H?(Q). Nous pouvons donc supposer, i
sous suite pres, qu’il existe v € H P(Q), v >0, tel que us — v faiblement dans
H?(Q), fortement dans L1(2), ¢ < p*, et presque partout. En particulier

/ Vdr =lim [ ufdr =1 (2.9)
Q =0 /g

et on montre, comme a I’étape 1.1.2 du chapitre 1, que Vus — Vv presque
partout dans §2. De plus, par convergence faible, en raison de ce qui a été dé-
montré plus haut, et en passant & la limite dans 'équation [, |Vus[Pdz = Xs,
on voit que v résout le probléme de minimisation qui définit . Les premiéres
fonctions propres étant simples, il suit que nécessairement v = wu. D’apreés
I'inégalité (1.99) du chapitre 1, il existe # > 0 et C' > 0 tels que pour tout 6,

/ ||V (ws +u)|P — |Vws|P — |VulP| dx
Q

< 0/ \ng\p9|Vu|‘9d:v+C/ VP~ | Vw;|®dx
Q Q

oll ws = us — u. En remarquant que |Vws[P~? — 0 faiblement dans L7-7 (),
on obtient la convergence vers 0 de la premiére intégrale. Avec le méme type
de raisonnement, on obtient la convergence de la seconde intégrale vers 0.
Par conséquent

/|V(u(5—u)|pda: = /|Vu(5|pdm—/|Vu|pdx+o 1)
Q
Ap; — Apa +0(1) = o(1)

d’apreés ce qui a été démontré auparavant, ce qui prouve la convergence forte,
a sous-suite prés, de us vers u dans HY(€)). Par unicité de la limite, la suite
entiére converge. Le théoréme est démontré.

2.2 Stabilité de Ao par perturbation du do-
maine
On traite dans cette section de la stabilité de la premiére valeur propre du

1-laplacien par perturbation du domaine. Les résultats de cette section ont
été obtenus dans un travail effectué en collaboration avec E. Hebey. Comme
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ci-dessus, on considére {2 un ouvert borné de R"™. Le 1-laplacien sur €2 est
alors 'opérateur formel défini par

) \Y
Aju = —div <ﬁ) .

On peut l'obtenir par dérivation de la fonctionnelle F(u) = [, |Vul|dz, ou
bien encore en faisant tendre p — 1 dans la définition du p-laplacian, p > 1.
On définit alors, par analogie avec (2.2), la premiére valeur propre \; o de
Ay sur 2 comme étant la solution du probléme de minimisation

Ao = inf / |Vu|dz (2.10)
u € H(Q) Q
Jo luldz =1

ou H!(Q) est Pespace de Sobolev des fonctions de L' ayant leur dérivée pre-
miére dans L! et qui s’annulent sur le bord de ). Par théorie de la mesure
géomeétrique, et formule de la co-aire, on a aussi que A\ o = h(2), oi h(Q)
est défini comme étant I'infimum des quotients |[0D|/|D| ot D parcourt I'en-
semble des ouverts lisses D CC Q, et |0D| et |D| désignent respectivement
les mesures (n—1)-dimensionnelle et n-dimensionelle de 9D et D. Ce résultat
est connu sous le nom de théoréme de Cheeger [11], et h(2) est aussi appelé
constante de Cheeger de 2 (voir par exemple Chavel [10]). On remarquera
que 'inf dans h(£2) n’est pas atteint par un ouvert lisse D CC €2. Autrement,
nous pourrions le renormaliser par un facteur strictement plus grand que un,
ce qui permettrait de diminuer A, contredisant ainsi 'optimalité de D. Tout
minimiseur de h(£2) touche en fait le bord 0f2.

Un espace naturel pour étudier \; g est U'espace BV (2) des fonctions a
variations bornées. Par propriétés standard de ces espaces, A\ se définit
aussi par le probléme de minimisation

Mg = inf (/ |Vul +/ \u\da) . (2.11)
u € BV () @ 6%
Jo luldz =1

On remarquera ici que si u € BV(Q2) et u désigne l'extension de u par 0
dans R™"\(2, alors uw € BV (R") et

/ \Va|:/|w+/ luldo. (2.12)
Rn Q N
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Par semicontinuité inférieure de la variation totale, et par compacité de I'in-
jection BV (Q2) C L'(2), on déduit facilement de (2.12) que U'inf dans (2.11)
est atteint par une fonction positive u € BV (§2). Cette fonction u est alors
une solution de I'équation Aju = Ao au sens ou il existe A € L>*(Q,R"),
Ao < 1, tel que

—divA =X g,u>0,

AVu = |Vu| dans Q2 , et (2.13)

(Av)u = —|u| sur 052 ,

ou v est la normale unitaire extérieure a 0f2, et AVu est la distribution dé-
finie par intégration par partie de [,(AVu)vde quand v € C3°(Q) et divA
fait sens. De plus, voir par exemple Demengel [14], u € L>®(Q2) et, puisque
|lul]s = 1, il existe C' = C(n,Q2), C > 0, telle que [Jul|oc < C. On dit que
u est une fonction propre de \; . Définissons maintenant un ensemble de
Cacciopoli dans €2 comme étant un ensemble D C () tel que xp € BV (Q),
oll xp est la fonction caractéristique de D. Puisque Ao = h(Q2), il existe
des ensembles de Caccioppoli D C (), par exemple les ensembles de niveau
des fonctions propres, tels que v = |D|~'xp est un minimiseur du membre
de droite de (2.11). De tels ensembles sont appelés ensembles propres pour
A1 (et parfois ensembles de Cheeger). Une discussion générale concernant
I'unicité et la non-unicité des ensembles propres se trouve dans Fridman et
Kawohl [28]. Nous renvoyons également a Stredulinsky et Ziemer [51] (ainsi
qu’a Belloni et Kawohl [6] pour le cas du p-laplacien). Concernant la régu-
larité, des références possibles sont Almgren [1], De Giorgi [30], Gonzales,
Massari et Tamanini [32], et Stredulinsky et Ziemer [51]. Par symétrisation,
voir Fridman et Kawohl [28] pour les détails,

A > nw}/”|Q|’1/” ,

oll w, est le volume de la sphére unité de dimension n. On pourra par ailleurs
montrer, voir par exemple Fridman-Kawohl [28], que A\, o — Ao lorsque
p — 1, ol A\, est la premiére valeur propre du p-laplacien dont il a été
question dans la premiére section de ce chapitre.

Soit K un sous ensemble compact de R™. On définit la 1-capacité de
K, notée cap,(K), comme étant I'inf des normes L' de |Vul, ou l'inf est
pris sur lensemble des fonctions u € C{°(R™) qui sont telles que K C
int {u > 1}. Une autre définition possible (voir, par exemple, Maz’ja [44])
est que cap,(K) = inf|0w|, ou linf est pris sur 'ensemble des ouverts
lisses bornés w qui sont tels que K C w. En particulier, d’apres l'inéga-
lité isopérimétrique, |K|"~D/" < Ceap,(K), ott C' > 0 ne dépend pas de
K (mais seulement de la dimension). Etant donnés deux ensembles A et B
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de R", nous notons AAB la différence symétrique de A et B définie par
AAB = (A\B) U (B\A). Notre premier résultat traite du cas de perturba-
tions trés générales du domaine. Il s’énonce de la fagon suivante :

Théoréme 2.2.1 Soit Q un ouvert borné lisse de R™, (Qs)s-0 une suite d’ou-
verts bornés lisses de R", et K5 = adh(QQAQs) Uadhérence de la différence
symétrique QAQs. Soit As un ensemble propre pour \iq,. On suppose que
capy(Ks) — 0 quand 6 — 0. Alors pour tout §,
€s

[Aras — Al = mcam(Ka) + o (capy (K3)) (2.14)
ot g5 € [0,1], et |As| > A pour un certain A > 0 et tout 6. En particulier
A.o; — Aiq quand § — 0. De plus, a sous-suite pres, xa, — Xa dans L'(R™)
quand 6 — 0, ot A est un ensemble propre pour A\ q.

A titre de remarque, on a choisi d’énoncer la seconde partie du théoréme
2.2.1 pour les fonctions caractéristiques d’ensembles propres. La convergence
a en fait lieu pour des fonctions propres générales. Nous montrerons dans la
section 2.2.1 que si les us sont des fonctions propres pour A g, alors, & sous-
suite pres, avec les notations rappelées ci-dessus, us — u dans L'(R™) quand
0 — 0, ot u est une fonction propre pour \; o. Nous montrons également que
les mesures ps = |Vug| et p = |Vl sont telles que ps — p faiblement quand
0 — 0.

Le théoréeme suivant spécialise le théoréme précédent au cas d’'un domaine
avec trou, et donc d’une perturbation singuliére comme étudiée pour le p-
laplacien a la section précédente. Pour x € R™ et r > 0, on note B,(r) la
boule euclidienne de R™ de centre x et rayon r, et b, le volume de By(1).
Notre second résultat s’énonce alors de la fagon suivante :

Théoréme 2.2.2 Soient () C R™ un ouvert borné lisse de R™, A un ensemble
propre pour A\iq, Ti,...,Ty des points fixés de 2, (,5)s>0, @ = 1,...,k, k
suites de réels strictement positifs convergeant vers 0 quand 6§ — 0, Ks =
ULE%. (€i5), 0 > 0 petit, et Qs = Q\Ks. On suppose qu’il existe un indice
io = 1,...,k tel que €;5 = 0(giy5) pour tout i = 1,....k, i # ig. Alors

cap, (Ks) = wn_lsz;(;l + 0(5%}1) et

Wn-1 p— n—
Ao < Aos S Ao+ |T|1€i°’51 +o (gio,él) (2.15)

pour tout §. De plus
o (el) sizy, € int(Q\A)

0,0
Mo, < Ao+ o
REy — 5 wn,1—2bn71 n—1 n—1 -
Teioﬁ +o (510,5 ) 51 Tig € oA ’

ot int(Q\A) désigne lintérieur de Q\ A et 0*A désigne le bord réduit de A.

(2.16)
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Si A est un ensemble de périmétre fini, son bord réduit 0* A, voir par exemple
Evans-Gariepi [25] ou Giusti [31], est la partie du bord de A qui est réguliére
au sens de la mesure (et pour laquelle on peut définir la notion de normale
au bord). On a évidemment dans la situation du théoréme ci-dessus que
cap;(Ks5) — 0 quand 6 — 0. La convergence des ensembles propres (resp.
fonctions propres) énoncée dans le théoréme 2.2.1 est du coup vérifiée. A titre
de remarque, on peut caractériser en dimension 2 les ensembles convexes €2
qui sont tels que 2 = A, donc par suite aussi ceux pour lesquels Q\ A # (), et
donc pour lesquels I'équation (2.16) du théoréme n’est pas vide. On renvoit
a Bellettini, Caselles et Novaga [5], et a Kawohl et Lachand-Robert [37] pour
cette caractérisation. Lorsque {2 est convexe et n = 2, I’ensemble propre A =
Agq est unique. On parle d’un domaine calibrable €2 lorsque €2 = A. L’ovoide
(z2 4+ y?)? < 2% est un bel exemple dans Kawohl et Lachand-Robert [37] d’un
domaine non calibrable. Indépendamment, avec les notations du théoréme
2.2.1, on remarquera que (2.16) implique que I'on peut prendre €5 = 0 si
z;, € int(Q\A), et 5 < 1/2 si z;;, € 0*A. Quand z;, € int(A), la majoration
dans (2.15), ou €5 = 1, ne peut pas en général étre améliorée. Pour le voir on
pourra considérer les boules Q = By(r) et K. = By(e),r > 0,0 < £ < 1, puis
Panneau ). = Q\K.. Alors Q et . sont tous deux des domaines calibrables.
On renvoit & Kawohl et Lachand-Robert [37] et Demengel-De Vuyst-Motron
[16] pour ces affirmations. En particulier, A\ o = n/r, Ao est donné par
Ao, =n(r"t+e" 1) /(r" — &™), et on obtient que
M. = Mo+ Wnolon-1 g, (")
A

pour tout ¢, ot A = ) est ’ensemble propre de A\ o. Sans hypothese supplé-
mentaire, la majoration dans (2.15) est optimale.

Dans notre dernier résultats de perturbation du \; o on considere le cas
d’une perturbation réguliéere du domaine par difféomorphismes. On montre
alors la dérivabilité en 0 de l'application § — A, et la convergence des
fonctions propres sans hypothéses supplémentaires sur la 1-capacité des Ks.
Dans le cas du p-laplacien, p > 1, de tels problémes ont été considérés par
Lamberti [39] et Garcia Melian et Sabina De Lis [45]. Etant donné un ouvert
Q borné lisse de R", on considére le famille (Ts); de C'-diffécomorphismes
donnés par

Ts(z) = (1 —6A)x + S(x,0), (2.17)
otz € Q, AER, S (—6,0), b > 0 est petit, et S(.,5) € C*(Q,R") est un
terme perturbatif tel que S(x,0) = o(d) et D,S(x,0) = o(d) quand 6 — 0,
uniformément en x. En particulier S(x,0) = 0, et si Q5 = T5(Q2), on a que
Qo = . Notre troisiéme et dernier résultat portant sur la perturbation du
A1, s’énonce de la fagon suivante :
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Théoréme 2.2.3 Soient Q2 un ouvert borné lisse de R™ et Qs = T5(2), ot les
Ts sont des C'-difféomorphismes comme dans (2.17). La fonction 6 — A\ g,
est continue et dérivable en § = 0, de dérivée en 0 (M\1o;) (0) = AXiq, ot A
est comme dans (2.17).

On remarquera que dans ces exemples traités par le théoréeme 2.2.3, la 1-
capacité de K := adh(QAQys) peut étre grande. Si par exemple Q2 = By(r) et
Ts = (1—0A)x, A # 0, alors K est un anneau de rayon intérieur (ou extérieur
selon le signe de A) qui vaut r. En particulier, cap,(Ks) = w, 17" + o(1),
et cap,(Ks) 4 0 quand § — 0. Dans d’autres cas, la l-capacité de Kj
peut converger vers 0 et 'on est alors ramené a la situation étudiée dans le
théoréme 2.2.1. Si par exemple Ts(x) = (1 + 6*R(5x)) 2, a > 2, R € C§(R™),
et 0 € 012, alors on récupére que Ks C By(rgd) pour un certain ro > 0, et
cap;(Ks) — 0 quand 6 — 0. On obtient avec les théorémes 2.2.1 et 2.2.3 que
A =0 si cap,(Ks) = 0(0).

Les trois sous sections qui suivent sont consacrées aux preuves des théo-
rémes énoncés ci-dessus.

2.2.1 Preuve du théoréme 2.2.1

Soit As un ensemble propre pour A; o,, 0 > 0 fixé. Soit également ws un
ouvert borné lisse tel que K5 C ws et

cap, (Ks) < |Ows| < cap,(Ks) + €5, (2.18)

ot €5 > 0 est tel que 5 = o(cap,(Kj)). Définissons vs par vs = xa, dans
R™\@s, et vs = 0 dans ws. Alors suppvs C €2, ot suppvs est le support de vs.
Puisque vs < 1, nous pouvons écrire que

/ |Vus|dx §/ |V X 4,|dx + |Ows|
= [As|A1,0; + (1 +0(1)) cap, (K5) ,

(2.19)

ot 0(1) — 0 quand & — 0. Nous pouvons également écrire que

vsdr = |A —/ dz
/Q ’ 44 s XAs (2.20)
= |As] + O (|ws]) -

D’aprés I'inégalité isopérimetrique et (2.18),

ws| < C|Ows| =1 = o (cap,(K5))
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ou C' > 0 est une constante dimensionnelle indépendante de J. En revenant
a (2.20), on obtient que

/ vsdr = |As| + o (cap, (Ks)) (2.21)
0
et d’aprés la définition variationnelle de A\ g, (2.19), et (2.21), nous obtenons
1
Ma < Ao, + mcaM(Ké) + o (cap, (K5)) (2.22)
5

pour tout 6 > 0. Des arguments similaires permettent de montrer I'inégalité
inverse. Soit A un ensemble propre pour \; g, et soit w; la fonction définie
par ws = x4 dans R™\ws, et ws = 0 dans wy, ol ws est comme dans (2.18).
Alors suppw; C €, et, comme ci-dessus, nous pouvons écrire que

/ |Vws|dx < |AJA1 0+ (14 o(1)) cap, (Ks) , et
]Rn

(2.23)
/ wedz = | A| + o (cap, (K3)) -
Qs
En particulier, il suit de la définition variationnelle de A\ o, que
1
Ao, < Ao + capy (Ks) + o (capy (K5)) (2.24)

|A]

pour tout § > 0. Sans perte de généralité, d’apreés la semicontinuité inférieure
de la variation totale, nous pouvons choisir A = Ay dans (2.24) de volume
maximal parmi les ensembles propres pour A o.

Dans ce qui suit, nous noterons us € BV ({25) une fonction propre pour
A1, par exemple us = |As| "' x4,, et nous supposerons que cap,(Ks) — 0
lorsque § — 0. Alors, d’aprés (2.22) et (2.24), A1, — Ao quand 6 — 0.
Remarquons que |As] > C avec C' > 0 (grace par exemple a l'inégalité de
Sobolev dans BV (R™) appliquée a I'extension par 0 en dehors de Qs de la
fonction |As|~*xa,). Soit D un ouvert lisse borné de R™ tel que Q C D,
et Qs C D pour tout . Notons us lextension de us par 0 en dehors de
Q5. Par (2.24), la suite (u;) est bornée dans BV (D). On peut donc supposer,
I'injection de BV (D) dans L'(D) étant compacte, que, & sous suite prés, us —
u dans L'(D) pour un certain u € BV(D). D’aprés 'inégalité de Sobolev
pour les fonctions BV, la suite (Ts) est également bornée dans L™~V (D).
D’une part,

/ slde < [l s |05\
D\Q

< CO1Qs\QYm
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D’autre part, nous pouvons écrire avec l'inégalité isopérimétrique que
|25\Q] < K] < Ceap, (K5)7T = o (cap, (Ky))

ol, comme ci-dessus, C' > 0 est indépendante de J. Il s’ensuit en particulier
que |, D\a |us|dz = o(1). Nous considérons u comme définie dans R (en posant
u = 0 en dehors de D), et notons u = % la restriction de w a 2. Alors, d’aprés
ce qui précéde, T = u dans €, et @ = 0 dans R™\Q. On vérifie facilement que
fQ |u|dz = 1, tandis que par semicontinuité inférieure de la variation totale,
et puisque A o, — A1, nOus pouvons écrire que

)\1,Q:/ \Vﬂa\dl’—i-a(l)z/ \Valdz + o(1) .

En particulier, u est une fonction propre pour A; o et

6—0

lim [ |Vus|dx :/ \Vu|dx . (2.25)
Rr R

Soit us = |As|~*xa,. Nous pouvons supposer que |As| — A pour un certain
A >0, et Us — @ presque partout. Comme [, |u|dz = 1, nous pouvons écrire
que @ = |A|7 x4 pour un certain A C Q. En particulier, A est un ensemble
propre pour \; g, et |As] — |A| d’ou, par (2.22) et (2.24),
)
ALg; = Ao + mcam(Ké) + o (cap, (Ks)) |

ou g5 € [—1,1] (puisque |A| > |Ap|). C’est I’équation (2.14) du théoréme
2.2.1. Elle est valable pour tout § par contradiction. En remarquant que la
convergence u; — u dans L' implique que x4, — x4 dans L', le théoréme
2.2.1 est démontré.

Concernant la remarque suivant le théoréme 2.2.1, il reste encore a mon-
trer que si pus = |Vus| et p = |Val, alors us — p faiblement quand § — 0.
D’aprés la semicontinuité inférieure de la variation totale,

uU) < liminf p5(U)

pour tout ouvert U de R™. Réciproquement, supposons qu’il existe un com-
pact K de R™ et un réel € > 0 tels que pu(K)+¢e < ps(K) pour une sous suite
des 5. Soit € un ouvert de R” contenant Q, K et les ;. Quitte a extraire
une autre sous suite, par semicontinuité inférieure de la variation totale, nous

pouvons supposer que

HQ\K) < ps(Q\K) + &
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pour tout 0, oul & < e est strictement positif. Alors, si € = ¢ — &/, nous
pouvons écrire que

H(R") = ()

(K + p(X\K)
ps(K) — e+ pus(Q\K) + €'
= ps(Q) —&=ps(R") — ¢

IN

pour tout 4, d’ott nous déduisons une contradiction avec (2.25) puisque € > 0.
En conséquence, pour tout compact K de R”,

p(K) > limsup s(K)
6—0
et, voir par exemple Evans-Gariepy [25], nous venons en fait de montrer que
les mesures 5 convergent faiblement vers la mesure p.

2.2.2 Preuve du théoréme 2.2.2

On vérifie facilement avec la définition de la 1-capacité, le fait que la
1-capacité soit une mesure extérieure et l'inégalité isopérimétrique que
cap, (Ks) = wn,lgﬁ;(sl +o0 (5%?51) . (2.26)
Indépendamment, H!(Q;) € HL(Q). Dot Ay g < Ap.q,. D’autre part, d’aprés
la preuve du théoréme 2.2.1, voir (2.24), et d’aprés (2.26), on a

1
Ao, < Aet Wcapl(Ka) + o (cap; (K5))
Wn—1 n-1 -1
Ao+ A eny Fo (5%75) .
Ceci prouve (2.15). Il reste a montrer (2.16). Pour cela, nous devons étre
plus précis que dans la preuve du théoréme 2.2.1. Soit A un ensemble propre
pour Aj g et soit ws 'union pour ¢ = 1 & k des boules By, (&;5), § > 0 petit,
ol g5 < &4, €t €5 = (1 +0(1)) ;5 pour tout ¢ et 0. Pour u = x4, notons
également v} la trace de u quand u est restreinte a R™\ws, et uy la trace de
u quand u est restreinte a wg. Alors,

|A|A1,Q:/ IVuldz
R"l

et nous pouvons écrire que

/ |Vu|dx :/ |Vu|dx—|—/ |Vu|dx—|—/ luf —ug|do.  (2.27)
n R”\w(g ws Jws
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En particulier, en considérant ws définie par ws = u dans R™\@s, et ws = 0
dans ws, nous obtenons avec (2.27) que

/ \Vw5|da::/ |Vu\d:c+/ uy do
R™ R™\ws Jws

< |A|>\17Q—/ \Vu|dx+/ uy do (2.28)
ws Owg

10,0

<|AMa— | |[Vuldr+ / uydo +o (),
Bs 0Bg

ou Bs = Bxio(éio,é)- Nous avons également que

/ us do = |0Bs| —/ (1 —uy)do, et
0Bs 0Bs

(2.29)
|Vu|dx +/ (1 —uy)do = |Vdzv| ,
Bs OB R™

oil v est la fonction v = x4c dans B;, v = 0 dans R™\ By, et A° = R\ A. Si
nous supposons que x;, € int(Q\A), alors u; = 0 sur 0Bj, et il suit de la
seconde équation dans (2.23), de (2.26) et (2.28), et de la définition varia-
tionnelle de Ay q,, que la premiére équation dans (2.16) est vraie. Supposons
maintenant que z;, € 0*A. Alors la seconde équation dans (2.23), (2.26) ,
(2.28)—(2.29), et la définition variationnelle de A, o, donnent que

1
Aa; < Mg+ o (wn_le%}l — / |Vv|dx> +o () (2.30)

pour tout 4. Soit Ty le difféfomorphisme donné par
Ts(x) = x;, + 570715@ — ).

Alors, par la formule de changement de variable pour la variation totale, voir
Giusti [31], nous pouvons écrire que

A |Vuldx = 52;51/]1{ |V(voTs)|dx . (2.31)

Soit A; ensemble des x tels que T '(z) € A°. Alors v o Ty ' = x4, dans B,
et voT; ' =0in R"\B, ot B = B, (1). Puisque 9*A¢ = 0*A, z;, € 9*A°.
Par la propriété de blow-up du bord réduit (voir Evans et Gariepi [25]), nous
pouvons écrire que

XAs = XH-(w,) dans Ly, (R") (2.32)
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quand § — 0, ot H~(x;,) est 'ensemble des y € R™ tels que
VAC(‘Tio)'(y - xio) <0

et ol vac(x;,) est la normale extérieure généralisée & A® en x;,. Par (2.32),
voT; ' — o dans L*(R"), ott © = XH-(z;,) dans B, et © = 0 dans R™\B. Par
semicontinuité inférieure de la variation totale, il vient

/n V(vo T Y)|dz > /R Vélde + o(1) | (2.33)

On vérifie facilement que
1
/ |Vo|dr = JWn-1 +by1, (2.34)

ol b, est le volume de la boule unité de R™. On obtient alors la seconde
équation dans (2.16) en combinant (2.30)—(2.34). Ceci termine la preuve du
théoréme 2.2.2.

La preuve du théoreme 2.2.2, et donc le théoréeme lui-méme, peuvent étre
facilement étendus a d’autres types de trous faits dans €. Par exemple, si
I'on ne suppose plus seulement 'un des ¢; 5 dominant, ou quand on enléve
K;s C By,(gi5) au lieu de toute la boule.

2.2.3 Preuve du théoréme 2.2.3

D’aprés la formule de changement de variable pour la variation totale
(voir Giusti [31]), si T est un C'-diffeomorphisme de R™ dans R™, Q est un
ouvert lisse de R™, et u € BV (), alors

|Vu*|d:v:/|(DT)_1I/U|]DTHVu]d$, (2.35)
O Q

ou W =T(Q), u* =uoT™, v, est la dérivée de Radon-Nikodym de Vu par
rapport a |Vul, et |DT| est la valeur absolue du déterminant de DT'. D’aprés
(2.35) avec T' = Ty, en remarquant que |v,| = 1 pour |Vu|-presque tout
x, la définition variationnelle de A ,, et (2.17), on obtient facilement que
lim sups_,g A1,0, < A1,0. Réciproquement, considérons us une fonction propre
positive ou nulle pour A o,, et définissons la fonction vs; par vs = us o T5.
D’aprés (2.17), (2.35), et ce que l'on vient de dire, la suite (Ts) est bornée
dans BV (R"), avec la propriété supplémentaire que

/ |VUs|de < (14 0(1)) A1, , €t

/dea; _a +0(1))/ wsdz = 14 o(1)

Qs

(2.36)
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ot 0o(1) — 0 quand 6 — 0. Comme ci-dessus, nous adoptons la notation T
pour désigner 'extension de vs par zéro en dehors de €2. Soit D un domaine
borné de R™ contenant a la fois €2 et les €25. D’aprés la compacité de 'injec-
tion de BV(D) dans L'(D), nous pouvons supposer, a sous-suite prés, que
vs — v dans LY(D) et également presque partout quand § — 0. Notons u
la restriction de v & €. Alors u > 0 et, d’aprés la seconde équation dans
(2.36), [,udx = 1. De plus, d’aprés la premiére équation dans (2.36) et la
semicontinuité inférieure de la variation totale,

Mo < / Vil dz

< / |Voldx < liminf A\ o ,
D 6—0 ’

ou u désigne I'extension de u par zéro en dehors de 2. En particulier, A o, —
A1,0 quand & — 0, et la fonction  — Aj o, est continue en 6 = 0. Ceci prouve
la premiére assertion du théoréme 2.2.3.

Une conséquence des développements ci-dessus est que
/ |VUs|dx — |Vu|dx
R R

quand 6 — 0, et u est une fonction propre pour A\ o. En particulier, de la
méme fagon que dans la section 2.2.1, on voit que pus — p faiblement, o
ps = |VUs| et u = |Va|. Dans tout ce qui suit, nous considérons un ensemble
propre As pour Ajq, et us = |As|"*xa,. Alors (nous renvoyons encore a la
section 2.2.1 pour les arguments élémentaires utilisés ici), w = |A|"1x4, ou A
est un ensemble propre pour \; o. En particulier, |Vus| — p faiblement, et

p=]A""H" 0. A

ot 0,A est le bord au sens de la mesure de A (voir par exemple Evans-
Gariepy [25]), et H™ ! est la mesure de Hausdorff (n — 1)-dimensionelle.
Nous montrons maintenant la seconde assertion du théoréme 2.2.3, & savoir
la différentiabilité de la valeur propre A\; o, en 6 = 0 et 'équation ()\1795)/ (0) =
A\ o. Comme on le vérifie aisément a partir de (2.17), pour tout z € Q, et
tout X € R” tel que | X| =1,

|DTs(x)| =1 — nAd + o(d) , et
|(DT5) ()" X| =1+ AIX*0 + 0(6)

ou les 0(9) sont uniformes en = et X. D’aprés (2.11) et (2.35) avec T = Ty,
nous pouvons écrire que

(2.37)

Jon |(DT5) " vy | | DT| | VT|da
Jo | DT5| udx ’

Ao < (2.38)
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ol u et W sont comme ci-dessus. D’aprés (2.37),
/ DTy udz = 1 — nAS + of6) . (2.39)
Q

Puisque |v,| = 1 p-presque partout, et H"1(9,A\0*A) = 0, nous obtenons
également avec (2.37) que

1

S |(DT5) " v | |DTs| [Valde = 1 — (n — 1)A8 + o(6) . (2.40)
1,0 Jr»

En injectant (2.39) et (2.40) dans (2.38), on obtient

)\1,96 — )\LQ S A(S/\LQ + O((S) . (241)

Pour obtenir I'inégalité réciproque, nous écrivons, en utilisant toujours (2.11)
et (2.35), que

Jen |(DT5) "' ws| | DT5| |VUs|da
Jo | DT5| vsdx
Jon |VTs|d
Jo veda

ALos — Ao >
(2.42)

ou vs est la dérivée de Radon-Nikodym de V@5 par rapport a |Vus|. D’aprés
(2.37), puisque |v5| = 1 pour us-presque tout point,

|(DT5) " .vs| |DT5| | V5 |da
Rn

(2.43)
= \VUsldx — (n—1)A0 [ |VTs|dz + 0(0)
R" R®
et
/ |DT5| vsdx = / vsdx — nA5/ vsdx + o(9) . (2.44)
Q Q 0
En combinant (2.42), (2.43), et (2.44), on obtient que
fR” |V55|dl’
Ao — Ao > S— A J) . 2.45
1,0; — ALQ 2 T vada +0(d) (2.45)

Puisque [, vsdr — 1 et [o, |VT;5|dz — Ao quand 6 — 0, il suit de (2.41) et
(2.45) que
)\1796 — )\179 = A(S)\LQ + O(d)
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Cette équation est valable pour une sous-suite, mais le membre de droite de
celle-ci ne dépendant pas de la sous-suite, elle est en fait valable pour tout
§. En particulier, (A, q,) (0) = AX; g et ceci termine la preuve du théoréme
2.2.3.

La preuve de la premiére assertion du théoréme 2.2.3, et donc la continuité
de Mg, en 0 = 0, s’étend a des T; de forme trés générale. Nous avons
seulement besoin que T5 — Id en topologie C* quand 6 — 0.
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Solutions de signe non constant
pour une équation conformément
invariante d’ordre 4 dans R™.
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On étudie dans ce chapitre ’équation d’ordre 4
A2 = [ul* % (3.1)

sur R*, n > 5, ou 2¢ = % est 'exposant critique pour les injections de
Sobolev de H3 dans les espaces L?, et ot A* = AZ est I'opérateur bilaplacien
pour la métrique euclidienne &. Dans ce qui précéde, et dans la suite, Ha
désigne 1'espace de Sobolev des fonctions de L? dont les dérivées d’ordre 1 et
2 sont également dans L?. Dans [41], Lin a montré que les seules solutions

réguliéres positives de (3.1) sont les fonctions

n—4

)\ 2
a = Uy > 3.2
Una(®) = @ <1+)\2|x—a|2> (3.2)

o, = (n(n—4)(n* - 4))%l

et ot A > 0 et a € R™ sont quelconques. Ce resultat s’étend aux solutions
nontriviales positives ou nulles de (3.1) appartenant a l’espace de Beppo-Levi
D2(R™), le complété de C°(R™) pour la norme ||u|| := ||Aul|s. Nous dirons
dans ce qui suit que deux solutions u et v d’une équation du type (3.1) sont
équivalentes s’il existe A > 0 et a € R"” tels que

w(z) = A\ u (x S a) . (3.3)

D’apreés le résultat de Lin, deux solutions positives lisses de (3.1) sont toujours
équivalentes puisque toutes équivalentes a la solution u; ¢ par

ou

Una(z) = A7 uio Az — a)).

On vérifie par ailleurs facilement que deux solutions équivalentes ont la méme
énergie au sens ou si u et v sont reliées par (3.3), alors

/ (o) = / (dupdr

L’énergie des solutions u) , données par (3.2) est exactement le quanta d’éner-
gie d’une bulle apparaissant dans I’étude du blow-up des solutions positives
des équations du type Paneitz-Branson. Nous renvoyons & Hebey-Robert [34]
pour plus de détails sur cette affirmation.

L’objet de ce chapitre est de prouver le théoréme suivant, analogue du
résultat de Ding [17] lorsque 'on passe de ’équation d’ordre deux Au =
lu|/ =2y, & I’équation critique d’ordre quatre (3.1).
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Théoréme 3.0.4 Il existe une suite (uy)y de solutions de (3.1) dont l’énergie
tend vers +o00 quand k — +00, a savoir telle que

lim (Aug)*dx = +o0.
k—+o00 Rn
En particulier, l'equation (3.1) posséde une infinité de solutions non-équiva-
lentes. Ces solutions changent nécessairement de signe.

La preuve de ce théoréme s’effectue en deux temps. On raméne d’abord,
via la projection stéréographique, 'étude de 1'équation (3.1) a celle d’une
équation posée sur la sphére standard (S™, h), a savoir I’équation (3.9) ci-
dessous. On utilise pour ce faire les propriétés d’invariance conforme de 1'opé-
rateur de Paneitz-Branson. Les symétries et la compacité de S™ permettent
alors d’obtenir une infinité de solutions a cette équation, ce qui fournit en-
suite une infinité de solutions a I’équation d’origine. On utilise au cours du
processus un théoréme de type minimax dia & Ambrosetti et Rabinowitz [3],
et la compacité des injections de Sobolev en présence de symétries démontrée
par Hebey-Vaugon [36]. Cette démarche est a peu de choses prés celle utilisée
par Ding, le cas des équations d’ordre 4 étant tout de méme techniquement
plus délicat que celui des équations d’ordre 2.

3.1 Le laplacien conforme et ’opérateur de
Paneitz-Branson

Deux opérateurs conformes dans le contexte des variétés riemanniennes
ont été particuliéerement étudiés. L'un, d’ordre 2, est connu sous le nom de
laplacien conforme. L’autre, d’ordre 4, est connu sous le nom d’opérateur de
Paneitz, ou encore de Paneitz-Branson. Dans ce qui suit, (M, g) désigne une
variété riemannienne. Le laplacien conforme de (M, g) est 'opérateur L, qui
est défini par

n—2
4(n—1)

ot u € C*(M), et S, désigne la courbure scalaire de g. Cet opérateur in-
tervient dans les problémes de courbure scalaire prescrite, le plus célébre de
ces problémes étant connu sous le nom de probléme de Yamabe. Si g € [g]

Lyu = Agu + Sgu

est une métrique conforme a g, par exemple g = Qﬁﬁ gou ¢ € C®°(M) est
strictement positive, et si n > 3, I'invariance conforme du laplacien conforme
se traduit par I’équation

Lyu = ¢~ 7= Ly(ug)) (3.4)
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valable pour toute fonction u € C*(M). L’opérateur de Paneitz-Branson P}’
est quand a lui un opérateur d’ordre 4. Il est défini (lorsque n > 4) par
I’équation
n 2 . n—4 n
Plu = Aju — divg (Agdu) + TQQU

ot u € C*(M). Dans cette équation, A, est un champ de 2-tenseurs, et Q5
est une fonction. Ils sont donnés par

(n—2)%+4 4 ‘
A = _
1= 3= D —2)89 T =gl
et
1 n3 —4n? + 16n — 16 D)
@y 2(n—1)"7 gt 8(n—1)2(n—2)2 ¢ (n_2)2’ icg|”,

ou Ric, désigne le tenseur de Ricci de g, et S, la courbure scalaire de g.
Dans le cas de la sphére unité standard (S™, k), on a S, = n(n — 1) et
Ricp, = (n — 1)h. On trouve que 'opérateur de Paneitz-Branson se réduit a

P'u = A,zlu + e, Apu + dyu

ou ¢, = —”2_3”_4 et d, = —”("_41)((5"2_4)
a g, par exemple g = qbﬁg ot ¢ € C®°(M) est strictement positive, et si
n > 5, 'invariance conforme de I'opérateur de Paneitz-Branson se traduit
par I’équation

. Si g € [g] est une métrique conforme

P (ug) = ¢ni Pru (3.5)

valable pour toute fonction v € C*(M). On pourra consulter le survey [9]
par Chang et Yang pour une introduction plus compléte a 'opérateur de
Paneitz-Branson.

3.2 Preuve du théoréme 3.0.4

On note ® : S"\{N} — R la projection stéréographique de pole nord N
dans S™. Il est alors bien connu que

(@~1)'h = gnie (3.6)

ou L
41
P(r) = ——. (3.7)
(1 +|z[?) =
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Considérons une solution u € C*(R") de Péquation (3.1) et soit @ la fonction
définie sur S™, a valeurs dans R, donnée par

i = (ugp~t) o d. (3.8)

L’opérateur de Paneitz-Branson sur la sphére unité standard (S™, h) de R™,
voir la section précédente, s’écrit sous la forme

Plu = Aju+ c,Apu + dyu

ou

2_9n—4 —4)(n? -4
B el R R i) | Gtk §

2 16
L’invariance conforme (3.5) de P}’ entraine que
¢ U(Pra)o @™t = Plu
= Agu
2ﬂ—2u

o
SR (M LY

On vérifie par ailleurs facilement que

/|u|2”da;:/ 4% dup,.
n n

En particulier, si o est solution de
Pra = |a]* % (3.9)

alors u : R” — R définie par u = (4 o ®1)¢ est une solution de (3.1) telle

que
/|u|2”dg;:/ || duy,. (3.10)

On remarquera que si @ € H3(S™) est solution de (3.9), alors 4 € LP(S™)
pour tout p, et @ est en fait dans C*(S™). Nous affirmons maintenant que

/ (Agu)*dz < +oo. (3.11)

Pour le voir on considére la métrique riemannienne ¢ sur R" définie par
ng 74 . . . A
£ = ¢n—1¢. L'invariance conforme (3.4) du laplacien conforme entraine que

Agu = qu
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Par conséquent,

n— - 2 n— 2
/n (Acu)” dve = /Rn g (Ag(wﬁ"i) + —n(n4 )U¢‘2‘> dug
et nous pouvons également écrire que
_n-2 N N1
Agug™i) = Ag((@o@™)g77)
= Ag@od )¢ mT + Ag(¢ ) (a0 )
~2(V(@o &), Vo)
ou (-;-) ¢ désigne le produit scalaire pour la métrique ¢. On en déduit que

/ (AgU)Q dUg S 4/ (Ahﬁ)Q dUh + 01([1 + [2 + 13)
< Co+Ci(h + L+ I3)

ou C1,Cy > 0 sont des constantes positives, et
_ 2 2 4
I :/ (An(@77 0 @) (677 o @)y
4 9 2
I, = / (¢m 0 c1>) ’v (qrm o cp) (hduh
I3 = / (072 0 @) (uo @) dvy.

Nous pouvons écrire, grace encore une fois a l'invariance conforme du lapla-
cien conforme, que

2 2 4
L= [ (8dem0) ot
2
o R G e
- 4
< Oy / (Aep)da+Cy | ¢ dax < +o0
Rn

ou (5, C, > 0 sont des constantes positives. De la méme maniére,

L, = /qsn%
Rn

- /Rn ¢? ‘vqj—ﬁ

Vg

2d
_ Qg
é 13

2
dr < +o0o.
3
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Enfin, par (3.8), nous avons que

|Ig| S C’5/'"d’05~

= C; ¢2ﬁd:v < 400
Rn

ou C5 > 0 est une constante positive. Ceci prouve (3.11). Par ailleurs
/ |Vul* dz < 400 (3.12)

oll 2* = 2n/(n — 2) est Pexposant critique de Sobolev pour I'injection de H?
(espace des fonctions de L? dont le gradient est dans L?) dans les espaces LP.
Pour démontrer (3.12), on remarque que (3.8) permet d’écrire que

. _ 2
|V(io® 1)‘£ = ¢ |V, .
On écrit ensuite que

|Vu[*'dz < 06/ }V(ao¢—1)|§*¢2*dx+07/ V|2 da
R R

]Rn
< Cy | ¢¥do+ Cg/ |V¢|§* dr < +00
R R”
ou Cg, C7,Cs > 0 sont des constantes positives, ce qui prouve (3.12).
Soit maintenant n € C°(R") telle que 0 < n < 1, n = 1 dans By(1) et
n = 0 dans R™\ By(2), ou By(r) désigne la boule euclidienne ouverte de centre
0 et rayon r dans R™. Etant donné R > 0, on pose

nr(z) =n (%)

et soit u une solution de (3.1). Aprés multiplication de (3.1) par ngu et
intégration par parties, nous obtenons

/ nR|u]2ﬁdx = / A¢(npu)Audx
n R”
= NI(R) + L(R) — 2I3(R)

(3.13)

avec

Il(R):/B(QR) nr(Aeu)’dx

Ig(R):/A (Vnr; Vu)e(Agu)dz
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et o A désigne 'anneau Ap = By(2R)\By(R). D’apres (3.11),
IL(R) — A (Acu)® da
quand R — +o0. Nous avons également
/ nR|u]2ﬁd:z: — : ]u\zﬁdaz

quand R — +o0. Indépendamment, en notant V(R) = Vol¢(Ag), nous pou-
vons écrire, grace a 'inégalité de Holder et en remarquant que V(R) < CR",
que

[1L(R)| =

/A (Aenm)u(Acu)dz

ORlullz ( / <Agu>ff4dx)

CR2|ul,: ( /A R(Agu)2dx)1/2 V(R)

1/2
Clully (/ (Afu)de) |
Ar

Par conséquent Ir(R) — 0 quand R — +o00. Grace a (3.12), nous pouvons
également écrire que

n+4
2n

IA
3o

IA

IN

n+2

CR™Y||Vul2 (/ |A£u|f+”zdx) '
AR

CR™|Vul|2- (/AR(Agufdx);V(R)

< Cf|Vul|2- (/ (Au)%im)
AR

Nous obtenons donc également que I3(R) — 0 quand R — +o00. Finalement,
en faisant tendre R — +o00 dans (3.13), nous déduisons de ce qui précéde
que si @ est une solution de (3.9) alors u : R — R définie par u = (4o ®~1)¢
est une solution de (3.1) telle que

/ (Agu)dr = |u|* da

R

[ I5(R)]

IN

3=

IN

= |6 dvy, < +oo.
Sn
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Il suffit donc, pour prouver le théoréme 3.0.4, de montrer qu’il existe une
suite (ug)x de solutions de (3.9) telles que

/ |ﬂk|2udvh — +00
n

quand k — +o0o. Notons J la fonctionnelle associée a (3.9) définie sur H2(S™)
par

1

1
J(u) = 5/ (Apu)® + ¢ Vulp + dyu?) dvy, — ﬂ/s |u|2udvh.

Considérons également un sous groupe fermé G du groupe des isométries
Isomy,(S™) de (S™,h). Etant donnés ¢ = 1,2 et p > 1, on note H; ;(S™)
I’espace donné par ’équation

HY (S™) = {u € HY(S"), u est G invariante

ot HP(S™) est I'espace de Sobolev des fonctions de LP dont les g premiéres
dérivées sont dans LP. Posons
k = min dim O¢
TeS™
out Of désigne l'orbite de z sous 'action de GG. La composition d'une appli-
cation continue et d’une application compacte est une application compacte.

Si G est choisi de sorte que k > 1, il suit des travaux de Hebey et Vaugon
[36] que I'inclusion Hf ;(S™) C L% (S™) est compacte. La suite d’inclusions

H2o(S™) € HZ,(S™) c L¥(S™)

donne alors la compacité de I'injection Hj ;(S™) C LZ(S™). On fixe dans ce
qui suit G de sorte que k > 1 et de sorte que H. 227G(S ") est de dimension infinie.
Nous pouvons par exemple, comme Ding [17], prendre G = O(n;) x O(ns2)
ol n1,ny sont tels que ny + no = n+ 1 et ny,ny > 2. Dans ce cas on trouve
que k = min(ny, ny) —1). On affirme maintenant qu’il existe une suite (4, )m
de points critiques de la fonctionnelle J restreinte a H227G(S") tels que

/ a2 dvy, — 400 (3.14)
quand m — +o0. Notons || - || la norme sur H3(S™) définie par

ol = [ ((Bn? + ulVul + dua) doy
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On vérifie alors facilement que J est paire, que J(0) = 0, et que

(A1) il existe p,a > 0 tels que J > 0 dans By(p)\{0} et J > « sur
SO(p)a et

(A2) J vérifie la condition de Palais-Smale

ol By(p) est la boule de centre 0 et rayon p dans H3(S™), et Sp(p) est la
sphére de centre 0 et rayon p dans H2(S™). On vérifie aussi que pour tout
sous espace E C Hj ;(S™) de dimension finie,

(A3) EN{J >0} est borné.

En effet, E étant de dimension finie, il existe C' > 0 tel que pour tout u € F,
llu|| < C|lul|ge. Soit {fi,..., fn} une base orthonormée de E et soit u =
SV, aifs tel que |Jul| = 1. Alors pour R > 0,

R R¥
J(R“) = 7_WHUH§&

R2 ( 9 R2ﬁ2>
< -2t
-2 21C%
et on obtient (A3). On peut alors, compte tenu de (A1)-(A3), appliquer le
théoréeme 2.13 de type minimax dans Ambrosetti-Rabinowitz [3], duquel nous
déduisons 'existence d’une suite croissante ()., de valeurs critiques de J

données par

apm=sup inf  J(h(u)) (3.15)

hel* ueSNEL

m—1
ou S = Sy(1), E,, est engendré par {fi,.. .,fm}, E- est Porthogonal de
E., (fi)i>1 est une base hilbertienne de HQZ,G(S"), et I'™ est I’ensemble des
homéomorphismes impairs h de H3 (S™) qui sont tels que J(h(B)) > 0, ou
B est la boule de centre 0 et rayon 1 dans H227G(S”). La preuve de I'existence
d'une suite (@), de points critiques de J restreinte a Hj 4(S™) tels que
(3.14) soit vrai est alors réduite a la preuve du fait que

QU — +00 (3.16)
quand m — +o00. On note dans ce qui suit
T = {u e H3o(s") tel aue Zul® = 2/ull} }
et on note ensuite

B = inf Jull.

ueTNEL
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Alors
B — +00 (3.17)

quand m — 4o0o. En effet dans le cas contraire, il existerait une suite
(Um)m C Ep, N'T, bornée dans H3(S™), et telle que u,, — 0 dans H3 ;(S™)
puisque u,, € E,,. La compacité de linjection H3,(S") C L¥(5™) donne
alors que, & sous-suite preés, u,, — 0 dans Lzu(S"). Comme u,, € T pour
tout m, on en déduit que u,, — 0 dans H3(S™). Par ailleurs, I'inégalité de
Sobolev correspondant & l'injection H2(S™) ¢ L2 (S™) et 'appartenance de
Uy, & T pour tout m, impliquent 'existence d’une constante C' > 0 telle que
|lum|] > C pour tout m. C’est une contradiction et (3.17) est donc prouvé.
Pour u € Er-, on pose

hm(u) = %ﬁmu.

En suivant ce qui est fait dans Ambrosetti-Rabinowitz [3], on montre facile-
ment que h,,, admet une extension h,, € I'*. Etant donné u € H3 ;(S™)\{0},
considérons 3(u) € R tel que B(u)u € T. Alors, siu € SN Ex,

t—2
L (B’ B\’
P, = — | = 1-—
CORMONEE)
2 202
> LB (L
-2\ 2 2
d’ott nous déduisons (3.16) en utilisant (3.15) et (3.17). En particulier, il
existe une suite (@), de points critiques de J restreinte a H3 ;(S™) tels

que (3.14) soit vrai. Les 1, sont solutions de I’équation (3.9) restreinte a
H3 (S™) au sens ou pour tout m et tout ¢ € Hj ;(S™),

/ ((Aham)(Ahgp) + Cn<vqlm7 V@>h + dnﬁm90> dvh
— / ]ﬁm|2n_2ﬁmg0dvh.

Cette égalité est en fait vérifiee pour tout ¢ € H3(S™). Soit en effet ¢ une
fonction quelconque réguliére sur S™ (ou bien ¢ € HZ(S™)). Considérons pg
définie par

palx) = /G o (0(x)) du(o)

ou du est la mesure de Haar sur G. Clairement ¢ est réguliére et G-invariante
si @ est lisse, ou g € H3;(S™) si ¢ € H3(S™). Nous pouvons alors écrire
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que

/ ((Aptim) (Anpa) + cn Vi, Voa)n + dnimpa) duy,

_ /G ( / ((Bnin) (B0 0 0))

e Vit, V(0 0))1 + dyiin(p 0 0) dvh) du(o)
= |G‘ ((Ahﬁm)(AhSO) + Cn<Vﬂm, v@>h + dnamgp) dvp,
Sn
ou |G| est le volume de G pour du, et que

~ 9 A
|um|2 2U'mSOG’dUh
Sn

_ / ( |am|2”—2am(¢og>dvh) du(o)
G sn

=G| | || 2medup.
Sn

Il s’ensuit que

/ (At (Anp) + n (Vi Viohn + duiimp) dvn

= [ P Hmpdoy,
Sn

pour tout ¢ € HZ(S™) et tout m. En particulier, pour tout m, 4, est solution
de (3.9). Ceci achéve la preuve du théoréme 3.0.4.
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