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Introduction

Cette thèse est composée de trois chapitres traitant de trois problèmes
indépendants dans le domaine de l’analyse non-linéaire sur les variétés. Le
premier chapitre est tiré de l’article [47] à paraître dans la revue Calculus
of Variations and PDEs. Il est consacré au développement d’une théorie Hp

1

de renormalisation (on parle encore de blow-up) pour un problème critique
non-linéaire impliquant l’opérateur p-laplacien. On y établit la validité de la
décomposition Hp

1 pour une large famille d’équations construites à partir du
p-laplacien défini par ∆pu = −div(|∇u|p−2∇u) où 1 < p < n, et n est la
dimension de l’espace. Le caractère critique des équations renvoie aux inclu-
sions de Sobolev par perte de compacité. L’aspect hautement non-linéaire de
l’opérateur p-laplacien rend l’étude techniquement plus difficile que dans le
cas du laplacien usuel, correspondant au cas où p = 2. Le second chapitre,
écrit en collaboration avec E. Hebey, est consacré à l’étude de problèmes de
perturbation de la première valeur propre du 1-laplacien ∆1 sur des domaines
bornés de Rn avec condition de Dirichlet nulle au bord. Le problème consiste
à décrire le comportement du λ1 lorsque l’on perturbe le domaine sur lequel
il est regardé. L’opérateur 1-laplacien est fortement dégénéré. C’est un opé-
rateur formel que l’on peut regarder comme étant la limite naturelle quand
p > 1 et p → 1 du p-laplacien étudié au premier chapitre. La description
du comportement perturbatif du λ1 fait appel à la notion de 1-capacité d’un
domaine introduite en théorie du potentiel. Le troisième et dernier chapitre
est consacré à l’étude d’un problème non-linéaire critique d’ordre 4 dans l’es-
pace Rn tout entier. On y démontre l’existence d’une infinité de solutions
changeant de signe pour l’équation ∆2u = |u|2]−2u, où 2] est critique pour
les inclusions de Sobolev, et ∆ est le laplacien euclidien. L’étude fait appel
aux propriétés d’invariance conforme de l’opérateur de Paneitz-Branson, aux
propriétés des espaces de Sobolev de fonctions présentant des symétries, étu-
diés par Hebey-Vaugon [36], et aux techniques variationnelles d’Ambrosetti
et Rabinowitz [3]. Les deux derniers chapitres de la thèse sont tirés des ar-
ticles [35] et [48] à paraître dans Archiv der Mathematik et Communication
in Analysis and Geometry.
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8 INTRODUCTION

Comme mentionné plus haut, le premier chapitre de cette thèse est consa-
cré à l’étude d’une équation critique impliquant l’opérateur p-laplacien où
1 < p < n. Le contexte est celui d’une variété riemannienne compacte
(M, g) de dimension n. Le p-laplacien (∆p)g associé à g s’écrit sous la forme
(∆p)gu = −divg

(
|∇u|p−2

g ∇u
)
. On considère dans ce premier chapitre une

suite convergente (hα) dans C0,θ(M), 0 < θ < 1, de limite h∞ pour laquelle
l’opérateur (∆p)g + h∞ est coercif. Par coercif, suivant la définition usuelle,
on entend que l’énergie associé à l’opérateur contrôle la norme de l’espace de
Sobolev Hp

1 des fonctions de Lp ayant leurs dérivées premières dans Lp. On
considère ensuite des équations du type

(∆p)gu+ hαu
p−1 = up∗−1 (1)

où p∗ = np
n−p

est l’exposant critique de Sobolev pour l’injection des espaces
de Sobolev Hp

1 (M) dans les espaces de Lebesgue Lq(M). Le cas p = 2 dans
ces équations correspond aux équations dites de Yamabe. Le cas p > 1,
p → 1, renvoie à l’isopérimétrie. L’objectif que nous nous fixons est de dé-
crire de façon précise le comportement asymptotique des suites de solutions
(ou plus généralement de Palais-Smale) des équations (1). Le principe de
concentration - compacité de Lions règle facilement la question d’une théorie
Lp (plus précisemment Lp?) pour ces équations, où l’asymptotique est dé-
crite sous forme d’une somme de mesure de Dirac. On s’attaque pour notre
part, dans le premier chapitre, à la question d’une théorie Hp

1 en décrivant
l’asymptotique sous la forme d’une somme de bulles. Les mesures de Dirac
de la théorie Lp? sont par suite les limites (formelles) des bulles de la théorie
Hp

1 . Toujours dans le premier chapitre, on aborde également la théorie C0

en montrant qu’une estimée ponctuelle peut être rajoutée à la description
en bulles lorsque cette description s’applique à des suites de solutions. Une
bulle (Bα) en théorie Hp

1 est, en gros, une famille à un paramètre obtenue
par renormalisation d’une solution de l’équation ∆pu = up?−1 dans Rn, où
∆p est le p-laplacien euclidien. On écrira localement que

Bα(x) = R
n−p

p
α u

(
Rα exp−1

xα
(x)
)

où u est solution de ∆pu = up?−1 dans Rn, Rα → +∞ lorsque α → +∞, et
expxα

est l’application exponentielle en xα. On dit que les xα sont les centres
de la bulle (Bα). La puissance (n − p)/p est l’exacte puissance qui permet
la conservation de la norme Lp? . Dans Rn, si u ∈ Lp? , et uλ est la fonction
donnée par uλ(x) = λ

n−p
p u (λ(x− a)), λ ∈ R, alors, comme on le vérifie

facilement, ‖uλ‖2? = ‖u‖2? . L’équation limite associée à (1) est l’équation

(∆p)gu+ h∞u
p−1 = up∗−1 . (2)
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Le principal résultat que nous obtenons dans ce premier chapitre est le sui-
vant :

Théorème 0.0.1 Soient (M, g) une variété riemannienne lisse compacte de
dimension n, p ∈ (1, n), et (hα)α une suite de fonctions définies sur M de
classe C0,θ, 0 < θ < 1, convergeant dans C0,θ(M) vers une fonction limite
h∞ pour laquelle (∆p)g + h∞ est coercif. Soit (uα)α une suite bornée dans
Hp

1 (M) de solutions positives de (1). Il existe alors une solution u0 ∈ Hp
1 (M)

de l’équation limite (2) et k bulles (Bi
α)α, i = 1 . . . k, telles que, à sous-suite

près,

uα = u0 +
k∑

i=1

Bi
α + Sα

où (Sα)α est une suite de fonctions de Hp
1 (M) telles que Sα → 0 dans Hp

1 (M)
quand α → +∞. De plus, il existe une constante C > 0, indépendante de α
et de x ∈M , telle que pour tout α et tout x ∈M ,(

min
i=1,...,k

dg

(
xi

α, x
))n−p

p ∣∣uα(x)− u0(x)
∣∣ ≤ C

où dg est la distance induite par la métrique riemannienne g, et les xi
α sont

les centres des bulles (Bi
α)α.

A titre de remarque importante, on montre de plus une propriété d’additivité
de l’énergie associée aux différents termes intervenant dans la décomposition
donnée par le théorème. Le cas p = 2 dans le théorème a été démontré par
Struwe [52] en ce qui concerne la décomposition Hp

1 , p = 2, et par Druet,
Hebey et Robert [23] en ce qui concerne l’estimée ponctuelle.

Le second chapitre de la thèse traite de problèmes perturbatifs pour la
première valeur propre λp,Ω du p-laplacien sur un domaine Ω de Rn avec
condition de Dirichlet nulle au bord. Si Ωδ est une suite d’ouverts lisses
bornés de Rn "convergeant" vers Ω, on cherche à décrire le comportement de
la suite de valeurs propres correspondantes λp,Ωδ

, et à montrer bien sûr en
premier lieu que λp,Ωδ

→ λp,Ω. La notion de convergence de la suite (Ωδ) vers
Ω est définie à partir de la p-capacité dans Rn de l’adhérence de la différence
symétrique Ωδ∆Ω = (Ωδ\Ω)

⋃
(Ω\Ωδ) de Ωδ et Ω. On traite dans un premier

temps le cas 1 < p < n pour une perturbation singulière d’un domaine Ω,
à savoir une perturbation de la forme Ωδ = Ω\Kδ où Kδ est un fermé lisse
de Ω. On montre la convergence des λp,Ωδ

vers λp,Ω, et la convergence forte
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dans Hp
1 (Ω) de la suite des fonctions propres normalisées associées aux λp,Ωδ

,
et ce lorsque la p-capacité de Kδ tend vers 0. L’erreur entre λp,Ωδ

et λp,Ω est
estimée en terme de cette p-capacité. Ce type de résultat est bien connu dans
le cas p = 2 (voir par exemple Flücher [26]). Un tel résultat a par ailleurs été
montré par Sango [49] dans le cas n > p ≥ 2. La démonstration donnée ici
est plus générale (ce qui permet de passer à 1 < p < 2) et plus simple que
celle de Sango. Le cas p = 1 est traité dans un second temps. La question est
ici plus délicate et il nous faut travailler avec les espaces BV des fonctions
à variations bornées. Le λ1,Ω, défini par un problème de minimisation, est
toujours atteint par la fonction caractéristique d’un ensemble de périmètre
fini. On récupère alors un lien entre la première valeur propre du 1-laplacien
et un problème de nature isopérimétrique lié à la constante de Cheeger. Un
tel ensemble extrémal est dit propre. Par passage à la limite en p, λp,Ω → λ1,Ω

quand p → 1. Comme déjà mentionné, les résultats que nous obtenons font
appel à la notion de 1-capacité. La 1-capacité d’un compact K est l’infimum
du volume du bord de domaines réguliers et bornés ω sous la contrainte
K ⊂ ω. Le premier résultat que nous obtenons concernant le comportement
du λ1,Ω par perturbation du domaine est le suivant :

Théorème 0.0.2 Soit Ω un ouvert borné lisse de Rn, (Ωδ) une suite d’ou-
verts lisses bornés de Rn et Kδ = adh(Ω∆Ωδ). Soit Aδ un ensemble propre
pour λ1,Ωδ

. Si cap1(Kδ) → 0 quand δ → 0, alors pour tout δ,

|λ1,Ωδ
− λ1,Ω| =

εδ
|Aδ|

cap1(Kδ) + o(cap1(Kδ))

où εδ ∈ [0, 1] et |Aδ| ≥ C pour un certain C > 0 et tout δ. En particulier
λ1,Ωδ

→ λ1,Ω quand δ → 0. De plus, à sous-suite près, χAδ
→ χA dans L1(Rn)

quand δ → 0, où A est un ensemble propre pour λ1,Ω.

Ce premier résultat est très général. Il peut être rendu plus précis lorsque
l’on connait la forme de la perturbation, et donc de Ωδ par rapport à Ω. Un
exemple type, dont on a déjà parlé à propos de la valeur propre λp,Ω, p > 1,
est celui d’une perturbation singulière de Ω. Par exemple, Ωδ = Ω\Kδ, où
Kδ est une union de petites boules dont les rayons tendent vers zéro. C’est
le cas qui est traité dans notre second résultat énoncé ci-dessous, portant
sur la première valeur propre λ1,Ω. Si A est un ensemble de périmètre fini,
on notera ∂∗A son bord réduit. C’est en gros le sous ensemble du bord de
A qui est C1 au sens de la mesure (l’ensemble des points du bord pour
lesquels on peut définir une notion de normale extérieure). Pour x ∈ Rn et
r > 0, Bx(r) désigne la boule euclidienne de Rn de centre x et de rayon r.
On notera par ailleurs bn le volume de B0(1). Le second résultat que nous
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obtenons concernant le comportement du λ1,Ω par perturbation du domaine
est le suivant :

Théorème 0.0.3 Soit Ω un ouvert borné lisse de Rn, A un ensemble propre
pour λ1,Ω, x1 . . . xk des points de Ω, (εi,δ)δ, i = 1 . . . k, k suites de réels
positifs convergeant vers 0 quand δ → 0, Kδ = ∪k

i=1B̄xi
(εi,δ), δ > 0 petit, et

Ωδ = Ω\Kδ. On suppose qu’il existe i0 ∈ {1 . . . k} tel que εi,δ = o(εi0,δ) pour
tout i 6= i0. Alors cap1(Kδ) = ωn−1ε

n−1
i0,δ + o(εi0,δ) et

λ1,Ω ≤ λ1,Ωδ
≤ λ1,Ω +

ωn−1

|A|
εn−1
i0,δ + o(εn−1

i0,δ )

pour tout δ. De plus,

λ1,Ωδ
≤ λ1,Ω +

{
o(εn−1

i0,δ ) si xi0 ∈ int(Ω\A)
ωn−1−2bn−1

2|A| εn−1
i0,δ + o(εn−1

i0,δ ) si xi0 ∈ ∂∗A
(3)

où int(Ω\A) est l’intérieur de Ω− A.

Le théorème ci-dessus traite du cas d’une perturbation singulière. Notre der-
nier résultat sur le comportement du λ1,Ω par perturbation du domaine traite
du cas d’une perturbation régulière de Ω par difféomorphismes. Dans ce cas,
on parvient à montrer la différentiabilité en 0 de l’application δ → λ1,Ωδ

.
Ce type de perturbation dans le cas du p-laplacien, p > 1, fut étudiée par
Lamberti [39] et Garcia Melian et Sabina De Lis [45]. Etant donné un ouvert
lisse borné Ω de Rn, nous considérons une famille de C1-difféomorphismes Tδ

de la forme
Tδ(x) = (1− δΛ)x+R(x, δ) (4)

où x ∈ Ω̄, Λ ∈ R, δ ∈ (−δ0, δ0), δ0 > 0 petit, et R(., δ) ∈ C1(Ω̄,Rn) vérifie
R(x, δ) = o(δ) et DxR(x, δ) = o(δ) quand δ → 0, uniformément en x. En
particulier, R(x, 0) = 0 et, si Ωδ = Tδ(Ω), alors Ω0 = Ω. Le troisième et
dernier résultat que nous obtenons concernant le comportement du λ1,Ω par
perturbation du domaine est alors le suivant :

Théorème 0.0.4 Soit Ω un ouvert borné lisse de Rn et Ωδ = Tδ(Ω) où les
Tδ sont des C1-difféomorphismes de la forme (4). L’application δ → λ1,Ωδ

est
alors continue et dérivable en 0, de dérivée en 0 donnée par (λ1,Ωδ

)
′
0 = Λλ1,Ω.

Dans le cadre de ce résultat, il est des exemples de domaines Ω et de difféo-
morphismes Tδ pour lesquels la 1-capacité de Kδ = adh(Ω∆Ωδ) est grande,
et donc ne tend pas vers 0. Dans d’autres exemples, la 1-capacité de Kδ va ef-
fectivement tendre vers 0 et on se retrouve dans le cadre du premier théorème
concernant le comportement du λ1,Ω par perturbation du domaine.
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Le dernier chapitre de cette thèse est consacré à l’étude dans Rn, n ≥ 5,
de l’équation critique d’ordre 4 qui s’écrit

∆2u = |u|2]−2u (5)

où ∆ est le laplacien euclidien, et 2] = 2n
n−4

est l’exposant critique pour les
injections de Sobolev des espaces H2

2 (l’espace des fonctions de L2 dont les
dérivées d’ordre 1 et 2 sont également dans L2) dans les espaces Lp. L’objet
de ce chapitre est de montrer que cette équation possède une infinité de
solutions non-équivalentes. Suivant la terminologie usuelle, nous dirons que
deux solutions u et v de (5) sont équivalentes s’il existe λ > 0 et a ∈ Rn tels
que

v(x) = λ−
n−4

2 u

(
x− a

λ

)
. (6)

D’après un résultat de Lin [41], deux solutions positives lisses de (5) sont
toujours équivalentes. Les solutions lisses positives de (5) sont en effet toutes
de la forme

uλ,a(x) = αn

(
λ

1 + λ2|x− a|2

)n−4
2

(7)

où αn = (n(n− 4)(n2 − 4))
n−4

8 , λ > 0 et a ∈ Rn. On vérifie par ailleurs
facilement que deux solutions équivalentes ont la même "énergie" au sens où∫

Rn

(∆v)2dx =

∫
Rn

(∆u)2dx

si u et v sont reliées par (6). Le théorème que nous démontrons dans ce
troisième chapitre est le suivant :

Théorème 0.0.5 Il existe une suite (uk)k de solutions de (5) dont les éner-
gies tendent vers +∞ quand k → +∞, à savoir qui sont telles que∫

Rn

(∆uk)
2dx→ +∞

quand k → +∞. En particulier, l’équation (5) possède une infinité de solu-
tions non-équivalentes. Ces solutions changent nécessairement de signe pour
k >> 1.

Ce résultat est l’analogue d’un résultat de Ding [17] concernant l’équation
critique d’ordre deux ∆u = |u|4/(n−2)u. La démonstration suit celle de Ding
avec néanmoins des difficultés propres aux équations d’ordre 4, en particulier
l’utilisation des propriétés conformes de l’opérateur de Paneitz-Branson.



Chapitre 1

Estimées asymptotiques et théorie
du blow-up pour une équation
critique avec le p-laplacien.
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14 CHAPITRE 1. EQUATION CRITIQUE AVEC LE P -LAPLACIEN.

Soit (M, g) une variété riemannienne lisse compacte de dimension n et
p ∈ (1, n). On note Hp

1 (M) l’espace de Sobolev usuel des fonctions de Lp(M)
qui sont telles que leur gradient est également dans Lp(M). Etant donnée
une suite de fonctions (hα)α ⊂ C0,θ(M), 0 < θ < 1, on considère la famille
d’équations critiques non-linéaires s’écrivant sous la forme

(∆p)gu+ hαu
p−1 = up∗−1 (1.1)

où (∆p)gu = −divg

(
|∇u|p−2

g ∇u
)

est l’opérateur p-laplacien, et où l’exposant
p∗ = np/(n−p) est critique pour les injections de Sobolev des espaces Hp

1 (M)
dans les espaces Lq(M). Par régularité standard pour le p-laplacien, voir par
exemple Druet [19], Guedda-Véron [33] et Tolksdorf [53], si u est solution
faible de (1.1), alors u ∈ C1,θ(M). On supposera dans la suite que les hα

convergent dans C0,θ(M) vers une fonction h∞ pour laquelle l’opérateur li-
mite associé est coercif. A savoir, on suppose qu’il existe λ > 0 vérifiant que
pour tout u ∈ Hp

1 (M),∫
M

(|∇u|p + h∞|u|p) dvg ≥ λ‖u‖p
Hp

1
. (1.2)

Puisque les hα convergent, on récupère une équation limite

(∆p)gu+ h∞u
p−1 = up∗−1 (1.3)

On obtient (1.3) en faisant tout simplement tendre α→ +∞ dans (1.1). On
considère aussi une suite bornée (uα)α ⊂ Hp

1 (M) de solutions strictement
positives de (1.1). On suppose en d’autres termes que pour tout α,

(∆p)guα + hαu
p−1
α = up∗−1

α (1.4)

et que ‖uα‖Hp
1
≤ Λ, où Λ > 0 est une constante indépendante de α. Ce

chapitre est alors consacré à l’étude du comportement asymptotique de la
suite (uα) lorsque α→ +∞. Le cas p = 2, correspondant au laplacien usuel,
a déjà fait l’objet de nombreux travaux. Brézis-Coron [7], Lions [43], Sacks-
Uhlenbeck [46], et surtout Struwe [52] pour le type d’équation que nous
considérons, ont développé la théorie H2

1 dans le cas euclidien en obtenant la
décomposition des uα dans H2

1 (Rn). Le résultat s’étend au cas riemannien et
l’on obtient, à sous-suite près, que les uα s’écrivent comme une solution de
l’équation limite (1.3), plus une somme finie de "bulles" obtenues par change-
ment d’échelle des solutions fondamentales de l’équation critique euclidienne
∆u = u2∗−1, plus enfin un reste convergeant vers 0 dans H2

1 quand α→ +∞.
Nous étendons ici cette décomposition au cas plus général de l’équation (1.1)
sur une variété riemannienne compacte, et développons ainsi la théorie Hp

1
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pour de telles équations. Le cadre dans lequel nous travaillons est le cadre
riemannien. La théorie Hp

1 dans le cas euclidien avec 2 ≤ p < n a été dévelop-
pée par Alves [2]. Notre résultat, le théorème 1.0.6 ci-dessous, est lui valable
pour tout p ∈ (1, n). La théorie C0, consistant à étudier le comportement
asymptotique des uα dans C0(M), a été développée par Druet-Hebey-Robert
[23] dans le cas p = 2. Les estimées C0 que nous prouvons dans ce chapitre
pour l’équation générale (1.1) remontent à Schoen-Zhang [50] et Druet [18]
dans certaines situations particulières (entre autre quand l’énergie est mini-
male). De telles estimées ont des applications intéressantes (parmi d’autres
références possibles, nous renvoyons à Druet [18] et Druet-Hebey [22]). No-
tamment, un des aspects intéressants et prometteurs de l’étude du p-laplacien
est que le 1-laplacien, qui apparaît dans les problèmes d’isopérimétrie, peut
être vu comme la limite quand p→ 1 du p-laplacien. Cette remarque a déjà
été utilisée par Druet [20], [21] pour montrer que les inégalités isopérimé-
triques optimales sont contrôlées par la courbure scalaire, démontrant ainsi
une version locale de la conjecture de Cartan-Hadamard.

Dans ce qui suit, on note ig le rayon d’injectivité de (M, g). Si δ ∈ (0, ig/2)
est fixé, on considère une fonction cut-off lisse ηδ dans Rn telle que ηδ = 1
dans B0(δ), et ηδ = 0 dans Rn\B0(2δ). Pour x ∈M , on note ηδ,x la fonction
cut-off lisse définie sur M par

ηδ,x(y) = ηδ

(
exp−1

x (y)
)

où expx est l’application exponentielle au point x. On regarde ici l’application
exponentielle exp comme étant définie sur M×Rn. Une définition intrinsèque
est possible si M est parallélisable. Sinon on note Ωi et Ω̃i, i = 1, . . . , N , des
ouverts de M tels que pour tout i, Ω̃i est parallélisable et Ωi ⊂ Ω̃i, et tels
que M = ∪Ωi. L’application exponentielle induit alors N applications exp
définie sur Ωi × Rn, et exp est, selon les cas, l’une de ces applications. Une
propriété de expx valable pour tout x ∈M doit alors être regardée commme
une propriété vraie pour tout i et tout x ∈ Ωi. Toujours dans ce qui suit, on
note Dp

1(Rn) l’espace de Sobolev euclidien défini comme étant le complété
de l’espace des fonctions de classe C∞ à support compact pour la norme
‖u‖ := ‖∇u‖p. On considère u ∈ Dp

1(Rn) une solution positive ou nulle, non
triviale, de l’équation euclidienne critique

∆pu = up∗−1.

Etant données une suite convergente (xα)α de points de M et une suite
(Rα)α de réels strictement positifs tels que Rα → +∞ quand α → +∞, on
définit une bulle comme étant une suite de fonctions (Bα)α définies sur M
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par l’équation

Bα(x) = ηδ,xα(x)R
n−p

p
α u

(
Rα exp−1

xα
(x)
)
. (1.5)

Concernant la terminologie, les suites (xα) et (Rα) sont appelées les centres et
les poids de la bulle (Bα). A titre de remarque, les solutions positives radiales
de l’équation euclidienne ∆pu = up∗−1 ont été classifiées par Ghoussoub et
Yuan [29] (et on renvoie aussi à Damascelli - Pacella [12] et Damascelli -
Pacella - Ramaswamy [13]). A constante multiplicative près, on trouve pour
solutions les fonctions

uλ
x0

(x) =

(
1

λ+ |x− x0|
p

p−1

)n−p
p

où λ > 0 et x0 ∈ Rn. Le principal résultat de ce chapitre est le suivant :

Théorème 1.0.6 Soient (M, g) une variété riemannienne lisse compacte de
dimension n, p ∈ (1, n), et (hα)α une suite de fonctions définies sur M de
classe C0,θ, 0 < θ < 1, convergeant dans C0,θ(M) vers une fonction limite h∞
vérifiant (1.2). Soit (uα)α une suite bornée dans Hp

1 (M) de solutions positives
de (1.1). Il existe alors une solution u0 ∈ Hp

1 (M) de l’équation limite (1.3),
et k bulles (Bi

α)α, i = 1 . . . k, telles que, à sous-suite près,

uα = u0 +
k∑

i=1

Bi
α + Sα

où (Sα)α est une suite de fonctions de Hp
1 (M) telles que Sα → 0 fortement

dans Hp
1 (M) quand α → +∞. De plus, il existe aussi une constante C > 0,

indépendante de α et de x ∈M , telle que pour tout α et tout x ∈M ,(
min

i=1,...,k
dg

(
xi

α, x
))n−p

p ∣∣uα(x)− u0(x)
∣∣ ≤ C

où dg est la distance induite par la métrique riemannienne g, et les xi
α sont

les centres des bulles (Bi
α)α.

Une remarque importante sur ce résultat est que l’on peut également mon-
trer une propriété d’additivité de l’énergie associée aux différents termes in-
tervenant dans la décomposition donnée par ce théorème. Nous renvoyons à
l’équation (1.8) ci-dessous pour plus de détails. On peut enfin préciser l’esti-
mée ponctuelle en montrant que

lim
R→+∞

lim
α→+∞

sup
x∈M\Ωα(R)

Rk
α(x)

n−p
p

∣∣uα(x)− u0(x)
∣∣ = 0
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où Rk
α(x) = min

i=1,...,k
dg

(
xi

α, x
)

et, pour R > 0, Ωα(R) =
⋃k

i=1Bxi
α
(Rµi

α). Les

sections 1.1 - 1.3 sont consacrées à la preuve du théorème 1.0.6, tandis que
la section 1.4 concerne la preuve de l’estimée C0 du théorème 1.0.6.

1.1 La décomposition Hp
1

On démontre la première partie du théorème dans cette section en passant
par la notion plus générale de suite de Palais-Smale. En particulier, on ne fait
ici aucune hypothèse sur le signe des uα. Dans ce qui suit, on fixe 1 < p < n
et on considère la fonctionnelle Iα

g définie sur Hp
1 (M) par

Iα
g (u) =

1

p

∫
M

|∇u|pdvg +
1

p

∫
M

hα(x)|u|pdvg −
1

p∗

∫
M

|u|p∗dvg.

Une suite (uα)α ⊂ Hp
1 (M) est dite de Palais - Smale (P-S) pour Iα

g si les
deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1. la suite
(
Iα
g (uα)

)
α

est bornée, et
2. DIα

g (uα) → 0 fortement dans Hp
1 (M)′ quand α→ +∞.

Etant donnée une suite (uα)α de Palais-Smale pour Iα
g , on démontre dans

cette section l’existence de k suites (Ri
α)α, i = 1 . . . k, de réels positifs tels que

Ri
α → +∞ pour tout i = 1 . . . k lorsque α → +∞, de k suites convergentes

(xi
α)α, i = 1 . . . k, de points de M , d’une solution u0 ∈ Hp

1 (M) de l’équation
limite

∆pu+ h∞|u|p−2u = |u|p∗−2u , (1.6)

et de k solutions non triviales ui ∈ Dp
1(Rn) de l’équation euclidienne critique

∆pu = |u|p∗−2u, i = 1 . . . k, tels que, à une sous-suite près,

uα = u0 +
k∑

i=1

ηi
αu

i
α + o(1) , et (1.7)

Iα
g (uα) = I∞g (u0) +

k∑
i=1

E(ui) + o(1) (1.8)

où
ui

α(x) =
(
Ri

α

)n
p
−1
uj
(
Ri

α exp−1

xj
α
(x)
)
,

ηi
α = ηδ,xi

α
, ‖o(1)‖Hp

1
→ 0 quand α→ +∞,

I∞g (u) =
1

p

∫
M

|∇u|pdvg +
1

p

∫
M

h∞(x)|u|pdvg −
1

p∗

∫
M

|u|p∗dvg ,
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et où, pour finir,

E(u) =
1

p

∫
Rn

|∇u|pdx− 1

p∗

∫
Rn

|u|p∗dx.

En admettant le fait que u0 et les ui sont positifs dès que les uα le sont, ce qui
sera démontré à la section 1.3, on vérifie facilement que les équations (1.7)
et (1.8) entrainent la première partie du théorème 1.0.6. Il suffit pour cela
de remarquer qu’une suite bornée dans Hp

1 (M) de solutions de (1.1) est une
suite de Palais - Smale pour Iα

g .

On divise la preuve de (1.7) et (1.8) en plusieurs étapes que l’on détaille
ci-dessous.

Etape 1.1.1 Toute suite de Palais - Smale pour Iα
g est bornée dans l’espace

Hp
1 (M).

Preuve de l’étape 1.1.1. Soit (uα) une suite de Palais-Smale pour Iα
g . On peut

écrire, par définition même des suites de Palais-Smale, que

Iα
g (uα)

=
1

p

∫
M

|∇uα|pdvg +
1

p

∫
M

hα(x)|uα|pdvg −
1

p∗

∫
M

|uα|p
∗
dvg

= O(1)

(1.9)

et que

DIα
g (uα).uα

=

∫
M

|∇uα|pdvg +

∫
M

hα(x)|uα|pdvg −
∫

M

|uα|p
∗
dvg

= o(1)‖uα‖Hp
1

(1.10)

En considérant l’équation (1.9) à laquelle on soustrait 1
p
(1.10), à savoir 1

p
fois

l’équation (1.10), on en déduit que∫
M

|uα|p
∗
dvg = O(1) + o(1)‖uα‖Hp

1
. (1.11)

Par ailleurs, la convergence uniforme de hα vers h permet d’écrire que∫
M

hα(x)|uα|pdvg =

∫
M

h∞(x)|uα|pdvg + o(1)‖uα‖p
Hp

1
. (1.12)
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En injectant (1.11) et (1.12) dans (1.10), on obtient que∫
M

|∇uα|pdvg +

∫
M

h∞(x)|uα|pdvg

= O(1) + o(1)
(
‖uα‖Hp

1
+ ‖uα‖p

Hp
1

)
.

La propriété de coercivité (1.2) donne alors que

‖uα‖p
Hp

1
= O(1) + o(1)

(
‖uα‖Hp

1
+ ‖uα‖p

Hp
1

)
. (1.13)

Il s’ensuit facilement que la suite (uα) est bornée dans Hp
1 (M), ce qui clôt la

preuve de l’étape 1.1.1.

L’étape 1.2 dans la preuve de (1.7) et (1.8) est maintenant la suivante.

Etape 1.1.2 Soit (uα)α une suite de Palais-Smale pour Iα
g telle que uα ⇀ u0

faiblement dans Hp
1 (M). Alors u0 est une solution de l’équation limite (1.6).

Preuve de l’étape 1.1.2. L’étape 1.1.2 est évidente dans le cas où p = 2 et un
peu plus délicate lorsque p 6= 2. D’après l’étape 1.1.1, la suite (uα) est bornée
dans Hp

1 (M), d’où, par définition d’une suite de P-S,∫
M

|∇uα|p−2
g ∇uα∇φdvg +

∫
M

hα|uα|p−2uαφdvg

=

∫
|uα|p

∗−2uαφdvg + o(1)

(1.14)

pour toute fonction lisse φ définie surM . Nous pouvons supposer, sans perdre
en généralité, que, à sous-suite près, uα → u0 presque partout et dans Lp.
On passe alors facilement à la limite dans la seconde et troisième intégrale
de (1.14) par des arguments de convergence faible. Par exemple, la suite
(|uα|p

∗−2uα) convergeant presque partout vers |u0|p∗−2u0, et étant bornée
dans L

p∗
p∗−1 (M), elle converge faiblement vers |u0|p∗−2u0 dans L

p∗
p∗−1 (M). La

convergence forte Lp règle quand à elle la question de la seconde intégrale. Il
reste donc à montrer que∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇φdvg =

∫
M

|∇u0|p−2∇u0∇φdvg + o(1). (1.15)

On s’inspire pour ce faire d’idées développées dans Evans [24] et Demengel-
Hebey [15]. Notons respectivement Σα et Θ les champs de vecteurs

Σα = |∇uα|p−2∇uα et Θ = |∇u0|p−2∇u0
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Alors (Σα)α est une suite bornée dans L
p

p−1 (M) et nous pouvons donc suppo-
ser que (Σα)α converge faiblement dans L

p
p−1 (M) vers un champ de vecteurs

Σ ∈ L
p

p−1 (M). Fixons δ > 0. D’après le théorème d’Egorov, il existe Eδ ⊂M
tel que ∫

M\Eδ

dvg < δ

et tel que la suite (uα)α converge uniformément vers u0 dans Eδ. Etant donné
ε > 0, on peut choisir α suffisamment grand de sorte que |uα(x)−u0(x)| < ε/2
pour tout x ∈ Eδ. On définit une fonction de troncature βε par

βε(x) =

{
x si |x| < ε
εx
|x| si |x| ≥ ε

On vérifie alors facilement que

(Σα −Θ) .∇
(
βε ◦ (uα − u0)

)
≥ 0 (1.16)

presque partout dans M. On renvoie ici à la preuve du lemme 1.1.1 en annexe
de ce chapitre. En appliquant ceci à ∇uα et ∇u0, on obtient

(Σα −Θ).∇(uα − u0) ≥ 0

d’où l’on déduit (1.16). Il s’ensuit que pour α suffisamment grand,∫
Eδ

(Σα −Θ) .∇
(
uα − u0

)
dvg =

∫
Eδ

(Σα −Θ) .∇
(
βε ◦ (uα − u0)

)
dvg

≤
∫

M

(Σα −Θ) .∇
(
βε ◦ (uα − u0)

)
dvg.

En remarquant que βε ◦ (uα − u0) converge faiblement vers 0 dans Hp
1 (M),

on peut écrire que ∫
M

Θ.∇
(
βε ◦ (uα − u0)

)
dvg → 0.

Par ailleurs, pour α suffisamment grand,∫
M

Σα.∇
(
βε ◦ (uα − u0)

)
dvg < Cε.

En effet, (βε ◦ (uα − u0)) étant borné dans Hp
1 (M) et (uα) étant une suite de

P-S pour Iα
g ,

DIα
g (uα)

(
βε ◦ (uα − u0)

)
= o(1)
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et donc ∫
M

Σα∇
(
βε ◦ (uα − u0)

)
dvg = o(1) + I1 + I2

où

|I1| =

∣∣∣∣∫
M

|uα|p
∗−2uα

(
βε ◦ (uα − u0)

)
dvg

∣∣∣∣
≤ ε

∫
M

|uα|p
∗−1dvg ≤ Cε

et, pour α suffisamment grand,

|I2| =

∣∣∣∣∫
M

hα|uα|p−2uα

(
βε ◦ (uα − u0)

)
dvg

∣∣∣∣
≤ ε(‖h∞‖∞ + 1)

∫
M

|uα|p−1dvg ≤ Cε.

Il s’ensuit que l’équation annoncée ci-dessus a bien lieu, et, au final, nous
obtenons donc que

lim sup
α→+∞

∫
Eδ

(Σα −Θ) .∇
(
uα − u0

)
dvg ≤ Cε.

Puisque ε > 0 est arbitraire, nous en déduisons que (Σα − Θ).∇(uα − u0)
converge vers 0 dans L1(Eδ) et donc, à sous-suite près, également presque
partout dans Eδ. Enonçons maintenant le lemme suivant dont la preuve est
donnée en annexe :

Lemme 1.1.1 Soit (Xα)α ⊂ Rn et X ∈ Rn tels que(
|Xα|p−2Xα − |X|p−2X

)
. (Xα −X) → 0 .

Alors Xα → X.

On déduit du lemme précédent que ∇uα → ∇u0 presque partout dans Eδ.
Puisque δ > 0 est quelconque, nous obtenons la convergence presque partout
dans M de ∇uα vers ∇u0 et donc, en particulier, celle de |∇uα|p−2∇uα vers
Θ. Comme (|∇uα|p−2∇uα)α est bornée dans L

p
p−1 (M), nous en déduisons que

(|∇uα|p−2∇uα)α converge faiblement vers Θ dans L
p

p−1 (M) puis que Σ = Θ,
ce qui prouve (1.15). Avec (1.15) on revient maintenant à (1.14) et on fait
tendre α→ +∞. On obtient alors que∫

M

|∇u0|p−2
g ∇u0∇φdvg +

∫
M

h∞|u0|p−2u0φdvg =

∫
|u0|p∗−2u0φdvg
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pour toute fonction lisse φ définie sur M . En particulier, u0 est solution de
l’équation limite (1.6), ce qui achève la preuve de l’étape 1.1.2.

Dans ce qui suit, on note Ig la fonctionnelle définie pour u ∈ Hp
1 (M) par

Ig(u) =
1

p

∫
M

|∇u|pdvg −
1

p∗

∫
M

|u|p∗dvg .

Etant donné (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé, et p > 1, on utilisera dans
la suite que pour θ > 0 suffisamment petit,∥∥‖x+ y‖p−2(x+ y)− ‖x‖p−2x− ‖y‖p−2y

∥∥
≤ C

(
‖x‖p−1−θ‖y‖θ + ‖x‖θ‖y‖p−1−θ

) (1.17)

et

| ‖x+ y‖p − ‖x‖p − ‖y‖p|
≤ C

(
‖x‖p−θ‖y‖θ + ‖y‖p−θ‖x‖θ

)
.

(1.18)

pour tout x, y ∈ E, où la constante C > 0 est indépendante de x et y. On
renvoit à l’annexe 1.5 pour une preuve de (1.17) et (1.18). En continuant
avec la preuve de (1.7) et (1.8), la troisième étape dans cette preuve est la
suivante :

Etape 1.1.3 Soit (uα)α une suite de Palais-Smale pour Iα
g telle que uα ⇀ u0

faiblement dans Hp
1 (M). Notons vα = uα − u0. Alors

Ig(vα) = Iα
g (uα)− I∞g (u0) + o(1)

et (vα) est une suite de Palais-Smale pour Ig.

Preuve de l’étape 1.1.3. On écrit que

Iα
g (uα) = Iα

g (u0) + Ig(vα)

+
1

p

∫
M

(
|∇(vα + u0)|p − |∇u0|p − |∇vα|p

)
dvg

+
1

p

∫
M

hα

(
|vα + u0|p − |u0|p

)
dvg

− 1

p∗

∫
M

(
|vα + u0|p∗ − |vα|p

∗ − |u0|p∗
)
dvg.

(1.19)

L’injection Hp
1 (M) ↪→ Lp(M) étant compacte, nous pouvons supposer, quitte

à extraire une sous-suite, que uα → u0 dans Lp(M). En particulier, la seconde
intégrale dans (1.19) tend vers 0 quand α→ +∞. Nous pouvons d’autre part



1.1. LA DÉCOMPOSITION HP
1 23

montrer, comme dans la preuve de l’étape 1.1.2, que |∇uα| → |∇u0| presque
partout. La convergence vers 0 de la première et troisième intégrale dans
(1.19) est alors une conséquence directe du théorème 1 de Brezis-Lieb [8].
Nous obtenons donc finalement

Iα
g (uα) = Iα

g (u0) + Ig(vα) + o(1)

et puisque I∞g (u0) = Iα
g (u0) + o(1), on peut écrire que

Ig(vα) = Iα
g (uα)− I∞g (u0) + o(1).

On montre maintenant que (vα)α est une suite de P-S pour Ig. On écrit tout
d’abord que

Ig(vα) = Iα
g (uα)− I∞g (u0) + o(1)

= O(1) + o(1)

ce qui montre que la suite
(
I∞g (vα)

)
α

est bornée. Il reste donc à montrer que
DIg(vα) → 0 dans Hp

1 (M)
′ , et donc que

DIg(vα).φ = o(1)‖φ‖Hp
1 (M) (1.20)

pour tout φ ∈ Hp
1 (M), où o(1) ne dépend pas de φ. Etant donné une fonction

φ ∈ C∞(M), on a que

DIα
g (uα).φ−DIg(vα).φ

= −
∫

M

Φαφdvg +

∫
M

|∇uα|p−2∇uα∇φdvg

−
∫

M

|∇vα|p−2∇vα∇φdvg +

∫
M

hα|uα|p−2uαφdvg

−
∫

M

|u0|p∗−2u0φdvg

(1.21)

où
Φα = |vα + u0|p∗−2(vα + u0)− |vα|p

∗−2vα − |u0|p∗−2u0.

Soit C > 0, donné par (1.17), tel que pour tout α∣∣|vα + u0|p∗−2(vα + u0)− |vα|p
∗−2vα − |u0|p∗−2u0

∣∣
≤ C

(
|vα|p

∗−1−θ|u0|θ + |vα|θ|u0|p∗−1−θ
)
.
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En utilisant l’inegalité de Hölder, on obtient que∣∣∣∣∫
M

Φαφdvg

∣∣∣∣
≤ C‖φ‖p∗

(∥∥|vα|p
∗−1−θ|u0|θ

∥∥
p∗

p∗−1

+
∥∥|u0|p∗−1−θ|vα|θ

∥∥
p∗

p∗−1

)
et, par des arguments classiques en théorie de l’intégration, il suit que∫

M

Φαφdvg = o(1)‖φ‖p∗

= o(1)‖φ‖Hp
1 (M).

Puisque d’autre part u0 est une solution faible de l’équation limite (1.3), on
constate qu’il suffit, pour montrer (1.20), de prouver que

o(1)‖φ‖Hp
1

=

∫
M

|∇uα|p−2∇uα∇φdvg −
∫

M

|∇vα|p−2∇vα∇φdvg

−
∫

M

|∇u0|p−2∇u0∇φdvg

+

∫
M

hα|uα|p−2uαφdvg −
∫

M

h∞|u0|p−2u0φdvg.

Il suffit encore pour cela de montrer, d’après l’inégalité de Hölder, que∫
M

∣∣|∇uα|p−2∇uα − |∇vα|p−2∇vα − |∇u0|p−2∇u0
∣∣ p

p−1 dvg = o(1) (1.22)

et que ∫
M

∣∣hα|uα|p−2uα − h∞|u0|p−2u0
∣∣ p

p−1 dvg = o(1). (1.23)

La preuve de (1.22) est basée sur (1.17) comme ci-dessus, tandis que (1.23) est
une conséquence du théorème 1 de Brezis-Lieb [8] puisque uα → u0 presque
partout et (|uα|p−2uα)α est bornée dans L

p
p−1 (M). Le tout termine la preuve

de l’étape 1.1.3.

Dans ce qui suit, on note K(n, p) la meilleure constante K dans l’inégalité
de Sobolev euclidienne(∫

Rn

|u|p∗dx
)1/p∗

≤ K

(∫
Rn

|∇u|pdx
)1/p

.

La valeur de K(n, p) est bien connue. On trouve

K(n, p) =
1

n

(
n(p− 1)

n− p

)1− 1
p
(

Γ(n+ 1)

Γ(n/p)Γ(n+ 1− n/p)ωn−1

)1/n
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où Γ est la fonction d’Euler, et ωn−1 est le volume de la sphère unité de
dimension n− 1. On définit ensuite β∗ par l’équation

β∗ =
1

n
K(n, p)−n (1.24)

où K(n, p) est comme ci-dessus. La quatrième étape dans la preuve de (1.7)
et (1.8) est la suivante :

Etape 1.1.4 Soit (vα)α une suite de Palais-Smale pour Ig telle que vα ⇀ 0
faiblement dans Hp

1 (M) et Ig(vα) → β quand α → +∞. Si β < β∗ alors
β = 0 et vα → 0 fortement dans Hp

1 (M) quand α→ +∞.

Preuve de l’étape 1.1.4. On écrit que

o(1) = DIg(vα).vα

=

∫
M

|∇vα|pdvg −
∫

M

|vα|p
∗
dvg

et Ig(vα) = β + o(1). Ces deux équations et la définition de Ig donnent∫
M

|∇vα|pdvg = nβ + o(1)

et ∫
M

|vα|p
∗
dvg = nβ + o(1).

En particulier β ≥ 0. L’injection Hp
1 (M) ↪→ Lp(M) étant compacte, on peut

supposer que vα → 0 dans Lp(M). Pour ε > 0 donné, il existe une constante
Bε telle que pour tout α,

‖vα‖p
p∗ ≤ (K(n, p)p + ε)‖∇vα‖p

p +Bε‖vα‖p
p.

On obtient alors, en passant à la limite dans cette équation, que

(nβ)
p

p∗ ≤ (K(n, p)p + ε)nβ.

Il s’ensuit, puisque ε > 0 est quelconque, que

(nβ)
p

p∗ ≤ K(n, p)pnβ.

Si on suppose que β est strictement positif, alors

(nβ)
p

p∗−1 = (nβ)−
p
n ≤ K(n, p)p
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et par suite
K(n, p)p = (nβ∗)−

p
n < (nβ)−

p
n ≤ K(n, p)p

ce qui est absurde. Par conséquent β = 0 et∫
M

|∇vα|pdvg = o(1).

Puisque vα → 0 fortement dans Lp(M), ceci montre que vα → 0 fortement
dans Hp

1 (M). L’étape 1.1.4 est démontrée.

Dans ce qui suit on note Dp
1(Rn) le complété de C∞

c (Rn), l’espace des
fonctions régulières à support compact dans Rn, pour la norme ‖u‖ = ‖∇u‖p.
La cinquième étape dans la preuve de (1.7) et (1.8) est alors la suivante :

Etape 1.1.5 Soit u ∈ Dp
1(Rn) une solution non triviale de l’équation eucli-

dienne critique ∆pu = |u|p∗−2u. Alors E(u) ≥ β∗.

Preuve de l’étape 1.1.5. On considère une suite (un)n ⊂ C∞
c (Rn) telle que

‖un − u‖ → 0 quand n→ +∞. Alors∫
Rn

|∇u|p−2∇u∇undx =

∫
Rn

|u|p∗−2uundx (1.25)

et ∣∣∣∣∫
Rn

|∇u|p−2∇u∇undx−
∫

Rn

|∇u|pdx
∣∣∣∣ ≤

∫
Rn

|∇u|p−1|∇(un − u)|dx

≤ ‖un − u‖.‖u‖p−1,

le terme de droite tendant vers 0 quand n → +∞. De la même manière,
l’inégalité de Sobolev relative à l’injection Dp

1(Rn) ↪→ Lp∗(Rn) donne∣∣∣∣∫
Rn

|u|p∗−2uundx−
∫

Rn

|u|p∗dx
∣∣∣∣ ≤

∫
Rn

|u|p∗−1|u− un|dx

≤ ‖u− un‖p∗‖u‖p∗−1
p∗

et on récupère une expression qui tend également vers 0 quand n→ +∞. On
obtient alors, en passant à la limite dans (1.25), que∫

Rn

|∇u|pdx =

∫
Rn

|u|p∗dx.
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L’inégalité de Sobolev euclidienne optimale donne ensuite que∫
Rn

|∇u|pdx =

∫
Rn

|u|p∗dx

≤ K(n, p)p∗
(∫

Rn

|∇u|pdx
) p∗

p

et il s’ensuit que ∫
Rn

|∇u|pdx ≥ K(n, p)−n.

Finalement

E(u) =

(
1

p
− 1

p∗

)∫
Rn

|∇u|pdx

=
1

n

∫
Rn

|∇u|pdx

≥ 1

n
K(n, p)−n = β∗.

Le tout termine la preuve de l’étape 1.1.5.

Outre les étapes 1.1.1 - 1.1.5, nous avons besoin, dans la preuve de (1.7)
et (1.8), du lemme suivant. Etant données une suite convergente (xα)α de
points de M et une suite (Rα)α de réels positifs tels que Rα → +∞ quand
α→ +∞, nous définissons une bulle généralisée comme étant une suite (B̂α)α

de fonctions définies sur M par

B̂α(x) = ηδ,xα(x)R
n−p

p
α v

(
Rα exp−1

xα
(x)
)

(1.26)

où v est une solution, non nécessairement positive ou nulle, de l’équation
critique euclidienne ∆pu = |u|p∗−2u.

Lemme 1.1.2 Soit (vα)α une suite de Palais-Smale pour Ig telle que vα ⇀ 0
dans Hp

1 (M) faiblement mais pas fortement. Il existe alors une bulle générali-
sée (B̂α)α telle que, à une sous-suite près, (wα)α est une suite de Palais-Smale
pour Ig, wα ⇀ 0 dans Hp

1 (M) et

Ig(wα) = Ig(vα)− E(v) + o(1)

où wα = vα − B̂α et v ∈ Dp
1(Rn) est la fonction à partir de laquelle la bulle

(B̂α) est définie suivant (1.26).
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Ce lemme est l’étape principale dans la preuve de (1.7) et (1.8). Nous
reportons sa preuve à la section suivante et montrons maintenant comment
déduire (1.7) et (1.8) du lemme 1.1.2 et des étapes 1.1.1 - 1.1.5.

Preuve de (1.7) et (1.8). Soit (uα)α une suite de Palais-Smale pour Iα
g . D’après

l’étape 1.1.1, (uα)α est bornée dans Hp
1 (M). Nous pouvons donc supposer

qu’il existe u0 ∈ Hp
1 (M) et c ∈ R tels que, à sous-suite près, uα ⇀ u0

faiblement dans Hp
1 (M), fortement dans Lp(M), et presque partout, et tels

que Iα
g (uα) → c. D’après l’étape 1.1.2, u0 est solution de l’équation limite.

En notant vα = uα−u0, et d’après l’étape 1.1.3, (vα) est une suite de Palais-
Smale pour Ig vérifiant

Ig(vα) = Iα
g (uα)− I∞g (u0) + o(1)

= c− I∞g (u0) + o(1).

Si c − I∞g (u0) < β∗ alors, d’après l’étape 1.1.4, (vα)α converge fortement
vers 0 dans Hp

1 (M) et nous obtenons (1.7) et (1.8) avec k = 0. Sinon, nous
déduisons du lemme 1.1.2 l’existence d’une nouvelle suite de Palais-Smale
pour Ig notée (v1

α)α convergeant faiblement vers 0 dans Hp
1 (M) et telle que

Ig(v
1
α) = Ig(vα)− E(v) + o(1)

où v ∈ Dp
1(Rn) est solution de l’équation euclidienne non-linéaire critique

∆pu = |u|p∗−2u. D’après l’étape précédente, E(v) ≥ β∗ et donc

Ig(v
1
α) ≤ Ig(vα)− β∗ + o(1).

Si c − I∞g (u0) < 2β∗, nous pouvons de nouveau utiliser l’étape 1.1.4 pour
obtenir la convergence forte dans Hp

1 (M) vers 0 de (v1
α)α. En particulier,

(1.7) et (1.8) sont vrais avec k = 1. Dans le cas contraire, i.e. dans le cas
où c − I∞g (u0) ≥ 2β∗, nous appliquons une fois encore le lemme 1.1.2 et
obtenons une nouvelle suite de P-S pour Ig. Alors soit c− I∞g (u0) < 3β∗, soit
c− I∞g (u0) ≥ 3β∗. En itérant le processus, il s’ensuit clairement que (1.7) et
(1.8) sont vraies pour un certain k ≥ 1.

1.2 Preuve du lemme 1.1.2
On démontre le lemme 1.1.2 dans cette section. Sans perdre en généralité,

on pourra supposer, à sous-suite près, que Ig(vα) → β quand α → +∞.
Dans la mesure où C∞(M) est dense dans Hp

1 (M), on pourra également
supposer que les vα sont lisses. Pour le voir on considère vα ∈ C∞(M) tel
que ‖vα − vα‖Hp

1
→ 0 quand α→ +∞. Alors Ig(vα) = Ig(v̄α) + o(1) et

DIg(vα)φ = DIg(v̄α)φ+ o(1)‖φ‖Hp
1
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pour tout φ ∈ Hp
1 (M). En particulier, (vα)α est une suite de P-S pour Ig. De

plus vα ⇀ 0 faiblement dans Hp
1 (M) mais pas fortement. Reste maintenant

à vérifier que la conclusion du lemme 1.1.2 est satisfaite par la suite (vα)α

si elle l’est par la suite (vα)α. On s’en convainc en remarquant que si (B̂α)
est une bulle généralisée définie à partir de v ∈ Dp

1 (Rn) comme dans (1.26),
et telle que, à sous-suite près, les w̄α = v̄α − B̂α constituent une suite de
Palais-Smale pour Ig qui satisfait Ig(w̄α) = Ig(v̄α)−E(v)+ o(1), alors les wα

définis par wα := vα − B̂α satisfont les relations Ig(wα) = Ig(w̄α) + o(1) et
DIg(wα)φ = DIg(w̄α)φ+ o(1)‖φ‖Hp

1
pour tout φ ∈ Hp

1 (M).

A partir de maintenant, comme dans l’énoncé du lemme 1.1.2, on consi-
dère (vα)α une suite de Palais-Smale pour Ig telle que vα ⇀ 0 dans Hp

1 (M)
faiblement mais pas fortement. Suite à la discussion précédente, on suppose
que Ig(vα) → β quand α→ +∞, et que les vα sont lisses. Comme on a aussi
que DIg(vα) → 0 quand α→ +∞, on peut écrire que∫

M

|∇vα|pdvg = nβ + o(1). (1.27)

D’après l’étape 1.1.4 de la section 1.1, β ≥ β∗. Pour t > 0, on note

µα(t) = max
x∈M

∫
Bx(t)

|∇vα|pdvg (1.28)

où Bx(t) est la boule géodésique de centre x et de rayon t. Pour t0 > 0 petit,
(1.27) donne l’existence de x0 ∈M et λ0 > 0 tels que, à sous-suite près,∫

Bx0 (t0)

|∇vα|pdvg ≥ λ0 (1.29)

pour tout α. L’application t→ µα(t) étant continue, on en déduit l’existence
pour tout λ ∈ (0, λ0) de réels tα ∈ (0, t0) tels que µα(tα) = λ. Il est par
ailleurs évident qu’il existe un point xα ∈M tel que

µα(tα) =

∫
Bxα (tα)

|∇vα|pdvg . (1.30)

A sous-suite près, la suite (xα)α converge. Pour Rα ≥ 1 et x ∈ Rn tels que
|x| < igRα, on note

ṽα(x) = R
−n−p

p
α vα

(
expxα

(R−1
α x)

)
, et

g̃α(x) =
(
exp?

xα
g
)
(R−1

α x) .
(1.31)

On divise dans la suite la preuve du lemme 1.1.2 en plusieurs étapes. La pre-
mière étape, préparatoire, est la suivante. Les paramètres libres dans l’énoncé
qui suit, à fixer plus tard, sont les constantes r ∈ (0, r0) et λ ∈ (0, λ0).
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Etape 1.2.1 Il existe des constantes r0 ∈ (0, ig/2) et C0 ∈ [1, 2] telles que
pour r ∈ (0, r0), et t0 > 0 suffisamment petit choisi de sorte que C0rt

−1
0 ≥ 1,

si λ ∈ (0, λ0), et les Rα ≥ 1 sont tels C0rR
−1
α = tα, alors, pour tout z ∈ Rn

vérifiant |z| < r0Rα − r, on a∫
Bz(r)

|∇ṽα|pdvg̃α ≤ λ , et∫
B0(C0r)

|∇ṽα|pdvg̃α = λ ,

(1.32)

où λ0, les tα, les ṽα, et les g̃α sont donnés par (1.28) - (1.31).

Preuve de l’étape 1.2.1. On définit r0 ∈ (0, ig/2) et C0 ∈ [1, 2] par la propriété
que pour tout x ∈M et tout y, z ∈ Rn, si |y| ≤ r0 et |z| ≤ r0 alors

dg (expx(y), expx(z)) ≤ C0|z − y| . (1.33)

Les constantes r0 et C0 sont des éléments classiques de comparaison locale
du riemannien avec l’euclidien. On en démontre facilement l’existence. Si
maintenant |z|+ r < igRα, où Rα est comme dans l’énoncé de l’étape 1.2.1,
on obtient avec (1.31) que∫

Bz(r)

|∇ṽα|pdvg̃α =

∫
expxα(R−1

α Bz(r))
|∇vα|pdvg . (1.34)

Lorsque |z|+ r < r0Rα, (1.33) permet d’écrire que

expxα

(
R−1

α Bz(r)
)
⊂ Bexpxα

(R−1
α z)

(
C0rR

−1
α

)
(1.35)

tandis que
expxα

(
R−1

α B0(C0r)
)

= Bxα

(
C0rR

−1
α

)
. (1.36)

Il suit facilement des relations (1.34) - (1.36), et de l’équation C0rR
−1
α = tα,

que pour tout z ∈ Rn vérifiant |z| < r0Rα − r, on a∫
Bz(r)

|∇ṽα|pdvg̃α ≤ λ , et∫
B0(C0r)

|∇ṽα|pdvg̃α = λ .

En particulier, l’étape 1.2.1 est démontrée.

On note dans ce qui suit δ ∈ (0, ig) et C1 > 1 des constantes telles que
pour tout x ∈M et tout R ≥ 1, si g̃x,R(y) = exp?

x g(R
−1y), alors

1

C1

∫
Rn

|∇u|pdx ≤
∫

Rn

|∇u|pdvg̃x,R
≤ C1

∫
Rn

|∇u|pdx (1.37)
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pour tout u ∈ Dp
1(Rn) tel que supp u ⊂ B0(δR). Sans perdre en généralité

on pourra également demander que

1

C1

∫
Rn

|u|dx ≤
∫

Rn

|u|dvg̃x,R
≤ C1

∫
Rn

|u|dx (1.38)

pour tout u ∈ L1(Rn) tel que supp u ⊂ B0(δR). On note aussi η̃ ∈ C∞
0 (Rn)

une fonction cut-off telle que 0 ≤ η̃ ≤ 1, η̃ = 1 dans B0(1/4), et η̃ = 0 dans
Rn\B0(3/4). On pose η̃α(x) = η̃ (δ−1R−1

α x). Alors∫
Rn

|∇(η̃αṽα)|pdvg̃α = O(1)

et il suit de (1.37) que la suite (η̃αṽα)α est bornée dans Dp
1(Rn). En particu-

lier, à sous-suite près, il existe v ∈ Dp
1(Rn) tel que η̃αṽα ⇀ v faiblement dans

Dp
1(Rn). Toute la preuve du lemme 1.1.2 consiste maintenant à montrer que

la bulle généralisée construite à partir de cette limite v, suivant la formule
(1.26), est la bulle qu’il convient de choisir dans le lemme. Pour cela on pro-
cède en plusieurs étapes. On montre pour commencer que, quitte à prendre r
et λ suffisamment petits dans l’étape 1.2.1, la convergence des η̃αṽα vers v est
forte dans Hp

1 . C’est l’objet de l’étape 1.2.2 (voir aussi la remarque qui suit
la preuve de l’étape 1.2.3). Avec cette convergence forte on obtient que v est
bien solution, dans Rn, de l’équation ∆pu = |u|p∗−2u. C’est l’objet de l’étape
1.2.4. Reste alors une étape pour montrer que si Vα = B̂α est cette bulle gé-
néralisée construite à partir de v comme dans (1.26), alors les wα = vα − Vα

vérifient les relations annoncées dans le lemme 1.1.2. C’est l’objet de l’étape
1.2.5. L’étape 1.2.2 est la suivante.

Etape 1.2.2 Pour r et λ suffisamment petits,

η̃αṽα → v fortement dansHp
1 (B0(C0r)) (1.39)

quand α→ +∞.

Preuve de l’étape 1.2.2. Soit x0 ∈ Rn. Le lemme de Fatou et le théorème de
Fubini donnent que ∫ 2r

r

(
lim inf
α→∞

∫
Sx0 (r)

Nξ(η̃αṽα)dvhρ

)
dρ

≤ lim inf
α→∞

∫
Bx0 (2r)

Nξ(η̃αṽα)dx ≤ C
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où hρ et ξ désignent respectivement la métrique standard sur la sphère Sx0(ρ)
et la métrique euclidienne, et où Nξ(u) = |∇u|pξ+|u|p. Il existe donc ρ ∈ [r, 2r]
tel que, à une sous-suite près et pour tout α,∫

Sx0 (ρ)

Nξ(η̃αṽα)dvhρ ≤ C.

Soit C = C(ρ) > 0 tel que pour tout φ ∈ C∞(R),

Nhρ

(
φ|Sx0 (ρ)

)
≤ CNξ(φ)

sur Sx0(ρ). La suite
(
(η̃αṽα)|Sx0 (ρ)

)
α

est alors bornée dans Hp
1 (Sx0(ρ)). L’in-

jection
Hp

1 (Sx0(ρ)) ↪→ Hp
p−1

p

(Sx0(ρ))

étant compacte, il s’ensuit qu’il existe une sous-suite η̃αṽα convergeant vers
v dans Hp

p−1
p

(Sx0(ρ)). Notons A = Bx0(3r)\Bx0(ρ) et considérons la fonction

ψα définie sur Rn par

ψα =


η̃αṽα − v dans B̄x0(ρ)

zα dans B̄x0(3r)−Bx0(ρ)

0 sinon

où zα est la solution du problème de Dirichlet
∆pu = 0 dans A ,

u = η̃αṽα − v sur Sx0(ρ) , and
u = 0 sur Sx0(3r).

(1.40)

On renvoie à l’étape 1.2.3 ci-dessous pour l’existence de zα. Toujours d’après
l’étape 1.2.3, ψα → 0 dans Hp

1 (A) et ψα ⇀ 0 dans Dp
1(Rn). Fixons r < δ

24
et

notons ψ̃α ∈ Hp
1 (M) la fonction définie sur M par changement d’échelle de

ψα. A savoir

ψ̃α(x) =

{
R

n−p
p

α ψα

(
Rα exp−1

xα
(x)
)

si dg(xα, x) < 6r

0 sinon.

Alors η̃
(
δ−1 exp−1

xα
(x)
)

= 1 si dg(xα, x) < 6r et, si de plus |x0| < 3r, nous
avons

DIg(vα).ψ̃α = DIg(η̃αvα).ψ̃α

=

∫
Bx0 (3r)

|∇(η̃αṽα)|p−2
g̃α

< ∇(η̃αṽα);∇ψα >g̃α dvg̃α

−
∫

Bx0 (3r)

|η̃αṽα|p
∗−2η̃αṽαψαdvg̃α .
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La suite (ψα)α est bornée dans Dp
1(Rn). Il suit de l’inégalité de Sobolev que

(ψα)α est alors également bornée dans Hp
1 (Rn). Par définition de ψ̃α et g̃α,

(ψ̃α)α est donc bornée dans Hp
1 (M). Nous en déduisons, (vα)α étant une suite

de Palais-Smale pour Ig, que

DIg(vα).ψ̃α = o(1). (1.41)

Remarquons que si

I =

∫
A

|∇(η̃αṽα)|p−2
g̃α

(∇(η̃αṽα).∇ψα)g̃α
dvg̃α

alors I = o(1). En effet, d’après l’inégalité de Hölder,

|I| ≤
(∫

A

|∇(η̃αṽα)|pg̃α
dvg̃α

) p−1
p
(∫

A

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α

) 1
p

.

Nous pouvons d’autre part supposer, quitte à diminuer r, que
supp(ψα) ⊂ Bx0(3r) ⊂ B0(δ) ⊂ B0(δRα), d’où, d’après (1.37),∫

A

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α ≤ C

∫
A

|∇ψα|pdx

= o(1).

De plus, par définition de η̃α, supp(η̃αṽα) ⊂ B0(
3δRα

4
) ⊂ B0(δRα),

et donc ∫
A

|∇(η̃αṽα)|pg̃α
dvg̃α ≤ C

∫
A

|∇(η̃αṽα)|pdx

= O(1)

ce qui montre que I = o(1). Nous allons maintenant prouver que∫
Bx0 (3r)

|∇(η̃αṽα)|p−2
g̃α

(∇(η̃αṽα).∇ψα)g̃α
dvg̃α

=

∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α + o(1).

(1.42)

On remarque tout d’abord que

∇(η̃αṽα) → ∇v p.p. (1.43)

La preuve de (1.43) est analogue à celle de l’étape 1.1.2 de la section 1.1. Il
suffit de montrer que, pour ε > 0 quelconque, il existe C > 0 tel que∫

Ω

Σα∇βε,αdx ≤ Cε
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où βε,α = βε ◦ (η̃αṽα− v) et Σα = |∇(η̃αṽα)|p−2
ξ ∇(η̃αṽα). Pour θ > 0 petit fixé

et C > 0 donné par (1.17), on écrit que∫
Bx0 (ρ)

Kdvg̃α ≤ C

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|
p(p−1−θ)

p−1

g̃α
|∇v|

pθ
p−1

g̃α
dvg̃α

+ C

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|
pθ

p−1

g̃α
|∇v|

p(p−1−θ)
p−1

g̃α
dvg̃α

≤ C

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|
p(p−1−θ)

p−1

ξ |∇v|
pθ

p−1

ξ dx

+ C

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|
pθ

p−1

ξ |∇v|
p(p−1−θ)

p−1

ξ dx

où

K =
∣∣|∇(ψα + v)|p−2

g̃α
∇(ψα + v)− |∇ψα|p−2

g̃α
∇ψα − |∇v|p−2

g̃α
∇v
∣∣ p

p−1 .

Puisque |∇ψα| → 0 presque partout (d’après (1.43)) et (ψα)α est bornée dans
Dp

1(Rn), il suit d’arguments standard en théorie de l’intégration que∫
Bx0 (ρ)

Kdvg̃α = o(1).

Donc, (ψα)α étant bornée dans Dp
1(Rn),∫

Bx0 (ρ)

|∇(ψα + v)|p−2
g̃α

(∇(ψα + v).∇ψα)g̃α

=

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α +

∫
Bx0 (ρ)

|∇v|p−2
g̃α

(∇v.∇ψα)g̃α
|dvg̃α

+ o(1).

(1.44)

En utilisant (1.41), (1.44), la convergence faible de ψα vers 0 dans Dp
1(Rn),

et la convergence forte ψα vers 0 dans Dp
1(A), nous obtenons finalement que∫

Bx0 (3r)

|∇(η̃αṽα)|p−2
g̃α

(∇(η̃αṽα).∇ψα)g̃α
dvg̃α

=

∫
Bx0 (ρ)

|∇(η̃αṽα)|p−2
g̃α

(∇(η̃αṽα).∇ψα)g̃α
dvg̃α + o(1)

=

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α +

∫
Bx0 (ρ)

|∇v|p−2
g̃α

(∇v.∇ψα)g̃α
dvg̃α + o(1)

=

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α + o(1)

=

∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α + o(1)
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ce qui prouve (1.42). De la même manière on obtient que∫
Bx0 (3r)

|η̃αṽα|p
∗−2η̃αṽαψαdvg̃α

=

∫
Bx0 (ρ)

|ψα + v|p∗−2(ψα + v)ψαdvg̃α + o(1)

=

∫
Bx0 (ρ)

|ψα|p
∗
dvg̃α +

∫
Bx0 (ρ)

|v|p∗−2vψαdvg̃α + o(1)

=

∫
Rn

|ψα|p
∗
dvg̃α + o(1).

Finalement, d’après (1.41) et ce qui précède,∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α −

∫
Rn

|ψα|p
∗
dvg̃α = o(1). (1.45)

Montrons maintenant que∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α

=

∫
Bx0 (ρ)

|∇(η̃αṽα)|pg̃α
dvg̃α −

∫
Bx0 (ρ)

|∇v|pg̃α
dvg̃α + o(1).

(1.46)

Fixons θ > 0 petit et C > 0 tels que∫
Bx0 (ρ)

∣∣|∇(ψα + v)|pg̃α
− |∇v|pg̃α

− |∇ψα|pg̃α

∣∣ dvg̃α

≤ C

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|p−θ
g̃α

|∇v|θg̃α
dvg̃α + C

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|θg̃α
|∇v|p−θ

g̃α
dvg̃α

≤ C ′
∫

Bx0 (ρ)

|∇ψα|p−θ|∇v|θdx+ C ′
∫

Bx0 (ρ)

|∇ψα|θ|∇v|p−θdx.

Par théorie standard d’intégration on a que∫
Bx0 (ρ)

|∇(ψα + v)|pg̃α

=

∫
Bx0 (ρ)

|∇v|pg̃α
dvg̃α +

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α + o(1).
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En écrivant que∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α

=

∫
Bx0 (ρ)

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α + o(1)

=

∫
Bx0 (ρ)

|∇(η̃αṽα)|pg̃α
dvg̃α −

∫
Bx0 (ρ)

|∇v|pg̃α
dvg̃α + o(1)

on obtient (1.46). Il suit en particulier de (1.46) que∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α ≤

∫
Bx0 (ρ)

|∇(η̃αṽα)|pg̃α
dvg̃α + o(1). (1.47)

Soit N ∈ N tel que B0(2) puisse être recouverte par N boules de rayon 1
centrées en des points de B0(2). Il existe alors N points x1, ..., xN de Bx0(2r)
tels que

Bx0(ρ) ⊂ Bx0(2r) ⊂
N⋃

i=1

Bxi
(r)

et nous déduisons de (1.32) et (1.47) que pour x0 et r vérifiant l’inégalité
|x0|+ 3r < r0, que ∫

Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α ≤ Nλ+ o(1). (1.48)

Pour x0 et r tels que |x0| + 3r < δ, (1.45) et l’inégalité de Sobolev donnent
l’existence de C > 0 tel que(∫

Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α

)p/p∗

=

(∫
Rn

|ψα|p
∗
dvg̃α

)p/p∗

+ o(1)

≤ C

∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α + o(1)

et avec (1.48), nous obtenons l’existence d’une constante C > 0 telle que∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α ≤

(
Cλ

p∗
p
−1 + o(1)

)∫
Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α + o(1).

On choisit λ > 0 suffisamment petit de sorte que Cλ
p∗
p
−1 < 1. On a alors que∫

Rn

|∇ψα|pg̃α
dvg̃α = o(1).
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Donc ψα → 0 dans Dp
1(Rn). Comme r ≤ ρ, nous en déduisons que

η̃αṽα → v in Hp
1 (Bx0(r)) (1.49)

et cette convergence est valable dès que

Cλ
p∗
p
−1 < 1 , |x0| < 3r , |x0|+ 3r < min{r0, δ}

et r est suffisamment petit. Fixons r > 0 et λ tels que ces contraintes soient
satisfaites. Alors (1.49) est vérifiée pour tout x0 ∈ B0(2r). Puisque C0 ≤ 2,
B0(C0r) est recouverte par N boules de rayon r centrées en des points de
B0(2r). Par conséquent η̃αṽα → v dans Hp

1 (B0(C0r)) ce qui prouve l’étape
1.2.2.

L’étape 1.2.3 ci-dessous a été utilisée dans la démonstration de l’étape
précédente.

Etape 1.2.3 Soit Ω un ouvert borné lisse de Rn, p ∈ (1, n) et p̂ défini par
p̂ = p−1

p
. Considérons également h ∈ Hp

p̂ (∂Ω). Il existe alors une solution
u ∈ Hp

1 (Ω) au problème

∆pu = 0 dans Ω ,

u = h sur ∂Ω .

Il existe de plus une constante C > 0 indépendante de u et h telle que
‖u‖Hp

1 (Ω) ≤ C‖h‖Hp
p̂ (∂Ω).

Preuve de l’étape 1.2.3. On obtient facilement, en s’inspirant de Struwe [52],
voir l’appendice A, l’existence de constantes strictement positives C1, C2

telles que pour tout u ∈ Hp
1 (Ω),∫

Ω

|u|pdx ≤ C1

∫
Ω

|∇u|pdx+ C2

∫
∂Ω

|u|∂Ω|pdx. (1.50)

Soit h ∈ Hp
p̂ (∂Ω). Notons H l’ensemble des fonctions v ∈ Hp

1 (Ω) telles que
v − h ∈ H1,p

0 (Ω) où H1,p
0 (Ω) est l’adhérence dans Hp

1 (Ω) de l’espace des
fonctions lisses à support compacte dans Ω. Considérons

λ = inf
v∈H

∫
Ω

|∇v|pdx

et soit (vm)m une suite minimisante pour λ. D’après (1.50), (vm)m est bor-
née dans Hp

1 (Ω). Nous pouvons donc supposer que vm ⇀ u faiblement
dans Hp

1 (Ω), fortement dans Lp(Ω) et Lp(∂Ω). En particulier, u ∈ H et
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Ω
|∇u|pdx = λ. On en déduit que u est une solution faible de ∆pu = 0 dans

Ω et que u = h sur ∂Ω. Soit H donné par l’opérateur d’extension de Hp
p̂ (∂Ω)

dans Hp
1 (Ω). Alors H ∈ Hp

1 (Ω) et H|∂Ω = h. On montre facilement à partir
de l’équation vérifiée par u que∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx = 0

où v = u−H ∈ H1,p
0 (Ω). On montre ensuite, avec l’inégalité de Hölder, que∫

Ω

|∇u|pdx ≤
∫

Ω

|∇H|pdx.

En particulier, d’après la continuité de l’opérateur d’extension,

‖∇u‖p ≤ C‖h‖Hp
p̂ (∂Ω)

où C > 0 est indépendante de u et h. On obtient finalement, en injectant cette
inégalité dans (1.50), que ‖u‖Hp

1 (Ω) ≤ C‖h‖Hp
p̂ (∂Ω) où C > 0 est indépendante

de u et h. Ceci achève la preuve de l’étape 1.2.3.

Il suit facilement de l’étape 1.2.2 que v 6≡ 0. Il suffit pour le voir de revenir
à (1.32) et d’écrire que

λ =

∫
B0(C0r)

|∇(η̃αṽα)|pdvg̃α

≤ C1

∫
B0(C0r)

|∇v|pdx+ o(1)

d’où v 6≡ 0. Il suit également de l’étape 1.2.2 que Rα → +∞ quand α→ +∞.
En effet si Rα → R quand α → +∞, R ≥ 1, alors, puisque vα ⇀ 0 dans
Hp

1 (M), ṽα ⇀ 0 dans Hp
1 (B0(C0r)). Ce qui contredit le fait que v 6≡ 0. Par

conséquent
Rα → +∞ (1.51)

quand α→ +∞. Nous pouvons alors montrer, grâce à (1.51), que pour tout
R > 0,

ṽα → v dansHp
1 (B0(R)) (1.52)

quand α→ +∞. Pour voir cela, donnons nous R ≥ 1. D’après (1.51), Rα > R
pour α assez grand. Alors (1.32) est satisfaite pour les z ∈ Rn vérifiant
|z| < r0R−r, et il découle de la preuve de l’étape 1.2.2 que (1.49) est vraie si
|x0| < 3r(2R−1), |x0|+3r < r0R et |x0|+3r < δR. En particulier, (1.49) est
vraie si |x0| < 2rR et donc η̃αṽα → v fortement dans Hp

1 (B0(2rR)). Comme
R ≥ 1 est quelconque et η̃α(x) = 1 pour α grand si |x| ≤ R, nous obtenons
(1.52). L’étape suivante se montre maintenant facilement.
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Etape 1.2.4 L’équation euclidienne critique

∆pu = |u|p∗−2u

est vérifiée par la limite v de l’étape 1.2.2.

Preuve de l’étape 1.2.4. Soit φ ∈ C∞
c (Rn), R0 > 0 un réel strictement positif

tel que supp φ ⊂ B0(R0), et φ̂α ∈ C∞
c (Rn) définie par

φ̂α(x) = R
n−p

p
α φ(Rαx).

Alors supp φ̂α ⊂ B0(R0R
−1
α ). Pour α grand, définissons φα ∈ C∞(M) par

l’équation φ̂α = φα ◦ expxα
. Nous obtenons alors, pour α grand, que∫

M

|∇vα|p−2
g (∇vα.∇φα)g dvg

=

∫
Rn

|∇ṽα|p−2
g̃α

(∇ṽα.∇φ)g̃α
dvg̃α

=

∫
Rn

|∇(η̃αṽα)|p−2
g̃α

(∇(η̃αṽα).∇φ)g̃α
dvg̃α

et ∫
M

|vα|p
∗−2vαφαdvg =

∫
Rn

|ṽα|p
∗−2ṽαφdvg̃α

=

∫
Rn

|η̃αṽα|p
∗−2η̃αṽαφdvg̃α .

De plus (φα)α est bornée dans Hp
1 (M) et donc

o(1) = DIg(vα).φα

=

∫
Rn

|∇(η̃αṽα)|p−2
g̃α

(∇(η̃αṽα).∇φ)g̃α
dvg̃α

−
∫

Rn

|η̃αṽα|p
∗−2η̃αṽαφ dvg̃α .

Puisque Rα →∞, nous pouvons écrire que g̃α → ξ dans C1(B0(R)) et donc
que dvg̃α = εαdx où εα → 1 uniformément dans B0(R). Par ailleurs η̃αṽα → v
dans Dp

1(Rn). Nous obtenons donc en passant à la limite dans l’équation
ci-dessus, que pour tout φ ∈ Dp

1(Rn),∫
Rn

|∇v|p−2∇v∇φdx =

∫
Rn

|v|p∗−2vφdx
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i.e v est solution faible de ∆pu = |u|p∗−2u.

Pour δ̂ ∈
(
0, δ

8

)
fixé, notons Vα la fonction obtenue par changement

d’échelle de v sur M par l’équation

Vα(x) = ηα(x)R
n−p

p
α v

(
Rα exp−1

xα
(x)
)

où ηα = ηδ̂,xα
. Posons wα = vα − Vα. La dernière étape dans la preuve du

lemme 1.1.2 est la suivante :

Etape 1.2.5 Les fonctions Vα et wα vérifient d’une part que

wα ⇀ 0 dansHp
1 (M). (1.53)

Elles vérifient d’autre part que

DIg(Vα) → 0 et DIg(wα) → 0 dans Hp
1 (M)′. (1.54)

Elles vérifient pour finir que

Ig(wα) = Ig(vα)− E(v) + o(1) (1.55)

où o(1) → 0, et toutes ces limites ont lieu lorsque α→ +∞.

Preuve de l’étape 1.2.5. Montrons d’abord que wα ⇀ 0 in Hp
1 (M). Il

suffit de montrer que Vα ⇀ 0 in Hp
1 (M). Remarquons que la suite (Vα)α

est bornée dans Hp
1 (M). L’injection Hp

1 (M) ↪→ Lp(M) étant compacte, il
est donc suffisant de montrer que Vα ⇀ 0 dans Lp(M). Soit f ∈ Lq(M) où
q = p

p−1
. Etant donné R > 0 quelconque, on note

Bα = Bxα(R−1
α R) , Bc

α = Bxα(2δ̂)\Bxα(R−1
α R)

et gα = exp∗xα
g. Nous pouvons alors écrire que∣∣∣∣∫

Bα

fVαdvg

∣∣∣∣
≤ R

n−p
p

α

∫
B0(R−1

α R)

∣∣f(expxα
(x))

∣∣ |v(Rαx)| dvgα

≤ C.R
n−p

p
α

(∫
B0(R−1

α R)

|v(Rαx)|p dx
) 1

p

×
(∫

B0(R−1
α R)

∣∣f(expxα
(x))

∣∣q dvgα

) 1
q

≤ C‖f‖qR
−1
α

(∫
B0(R)

|v|pdx
) 1

p



1.2. PREUVE DU LEMME 41

et, de façon similaire que,∣∣∣∣∫
Bc

α

fVαdvg

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖qR
−1
α

(∫
B0(2δ̂Rα)\B0(R)

|v|pdx
) 1

p

≤ C‖f‖q

(∫
B0(2δ̂Rα)\B0(R)

|v|p∗dx
) 1

p∗

.

Puisque Rα →∞ et R > 0 est arbitraire, nous obtenons∫
M

fVαdvg = o(1).

Comme f ∈ Lq(M) est quelconque, ceci prouve que Vα ⇀ 0 faiblement dans
Hp

1 (M), et donc que (1.53) est vérifié. Montrons (1.54). Fixons φ ∈ C∞(M)
et écrivons

DIg(Vα)φ =

∫
Bc

α

|∇Vα|p−2∇Vα∇φdvg +

∫
Bα

|∇Vα|p−2∇Vα∇φdvg

−
∫

Bc
α

|Vα|p
∗−2Vαφdvg −

∫
Bα

|Vα|p
∗−2Vαφdvg (1.56)

où Bα et Bc
α sont comme ci-dessus. D’après l’inégalité de Hölder,∣∣∣∣∫

Bc
α

|∇Vα|p−2∇Vα∇φdvg

∣∣∣∣
≤ ‖φ‖Hp

1

(∫
Bc

α

|∇Vα|pdvg

) p−1
p

≤ C‖φ‖Hp
1

(∫
Rn\B0(R)

|∇v|pdx+

∫
Rn\B0(R)

|v|p|∇(ηδ̂(R
−1
α x))|

) p−1
p

≤ C‖φ‖Hp
1
‖v‖p−1

Hp
1 (Rn−B0(R))

= O
(
‖φ‖Hp

1

)
εR

(1.57)

où εR → 0 quand R→ +∞. Par ailleurs, pour α grand,∫
Bα

|∇Vα|p−2∇Vα∇φdvg =

∫
B0(R)

|∇v|p−2
g̃α

∇v∇φαdvg̃α

où
φα(x) = R

−n−p
p

α ηδ̂(R
−1
α x)φ

(
expxα(R−1

α x)
)
.
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Comme g̃α → ξ dans C1
(
B̄0(R)

)
,∫

B0(R)

|∇v|p−2
g̃α

∇v∇φαdvg̃α

=

∫
B0(R)

|∇v|p−2∇v∇φαdx+ o
(
‖φ‖Hp

1

)
=

∫
Rn

|∇v|p−2∇v∇φαdx+ (O(1)εR + o(1)) ‖φ‖Hp
1
.

(1.58)

On obtient donc, en combinant (1.57) et (1.58), que∫
M

|∇Vα|p−2∇Vα∇φdvg

=

∫
Rn

|∇v|p−2∇v∇φαdx+ (O(1)εR + o(1)) ‖φ‖Hp
1
.

On montre de même que∫
M

|Vα|p
∗−2Vαφdvg =

∫
Rn

|v|p∗−2vφαdx+ (O(1)εR + o(1)) ‖φ‖Hp
1

et v étant solution de ∆pu = |u|p∗−2u, (1.56) s’écrit finalement

DIg(Vα)φ = (O(1)εR + o(1)) ‖φ‖Hp
1

pour tout R > 0. Donc DIg(Vα) → 0 fortement. Il reste encore à montrer
que DIg(wα) → 0 fortement. Ecrivons pour cela que, pour une fonction
φ ∈ C∞(M) donnée,

DIg(wα)φ = DIg(vα)φ−DIg(Vα) +

∫
M

ψα∇φdvg −
∫

M

χαφdvg

= o(1)‖φ‖Hp
1

+

∫
M

ψα∇φdvg −
∫

M

χαφdvg

où
ψα = |∇wα|p−2∇wα − |∇vα|p−2∇vα + |∇Vα|p−2∇Vα

et
χα = |wα|p

∗−2wα − |vα|p
∗−2vα + |Vα|p

∗−2Vα.

On a ∣∣∣∣∫
M

ψα∇φdvg

∣∣∣∣ ≤ ‖φ‖Hp
1

(∫
M

|ψα|
p

p−1dvg

) p−1
p

. (1.59)
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D’après l’inégalité (1.17), il existe θ > 0 petit et C > 0 tels que pour tout α(∫
M

|ψα|
p

p−1dvg

) p−1
p

≤ C

(∫
M

∣∣|∇wα|p−1−θ|∇Vα|θ + |∇Vα|p−1−θ|∇wα|θ
∣∣ p

p−1 dvg

) p−1
p

.

Par suite, par définition de ηα,(∫
M

|ψα|
p

p−1dvg

) p−1
p

≤ C

(∫
Bxα (2δ̂)

|∇wα|
p(p−1−θ)

p−1 |∇Vα|
pθ

p−1dvg

) p−1
p

+ C

(∫
Bxα (2δ̂)

|∇Vα|
p(p−1−θ)

p−1 |∇wα|
pθ

p−1dvg

) p−1
p

≤ C

(∫
Rn

|∇(ṽα − η̂αv)|
p(p−1−θ)

p−1 |∇(η̂αv)|
pθ

p−1dx

) p−1
p

+ C

(∫
Rn

|∇(η̂αv)|
p(p−1−θ)

p−1 |∇(ṽα − η̂αv)|
pθ

p−1dx

) p−1
p

(1.60)

avec
η̂α(x) = ηδ̂,xα

(
expxα(R−1

α x)
)

= ηδ̂(R
−1
α x).

Nous pouvons, d’après (1.52), supposer que la suite des

fα := |∇(ṽα − η̂αv)|
p(p−1−θ)

p−1

est bornée dans L
p−1

p−1−θ (Rn) et converge presque partout vers 0. Par consé-
quent, que fα ⇀ 0 faiblement dans L

p−1
p−1−θ (Rn). D’où∫

Rn

|∇(ṽα − η̂αv)|
p(p−1−θ)

p−1 |∇(η̂αv)|
pθ

p−1dx

≤ C

∫
Rn

fα|v|
pθ

p−1dx+ C

∫
Rn

fα|∇v|
pθ

p−1dx

= o(1).

(1.61)

On montre de la même façon que∫
Rn

|∇(η̂αv)|
p(p−1−θ)

p−1 |∇(ṽα − η̂αv)|
pθ

p−1dx = o(1). (1.62)
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Finalement (1.59), (1.60), (1.61) et (1.62) donnent∫
M

ψα∇φdvg = o(1)‖φ‖Hp
1
.

On montrerait de même que ∫
M

χαφdvg = o(1).

Par conséquentDIg(wα)φ = o(1)‖φ‖Hp
1

pour tout φ ∈ C∞(M) i.e.DIg(wα) →
0 dans Hp

1 (M)′. On montre maintenant (1.55). On écrit que

Ig(wα) =
1

p

∫
M

|∇wα|pgdvg −
1

p∗

∫
M

|wα|p
∗
dvg

et que ∫
M

|∇wα|pgdvg =

∫
Bα

|∇wα|pgdvg +

∫
Bc

α

|∇wα|pgdvg

+

∫
M\Bxα (2δ̂)

|∇wα|pgdvg

(1.63)

où Bα et Bc
α sont comme ci-dessus. D’une part,∫

Bα

|∇wα|pgdvg =

∫
B0(R)

|∇ṽα −∇v|pg̃α
dvg̃α

≤ C

∫
B0(R)

|∇ṽα −∇v|p dx.

Puisque ṽα → v dans Hp
1 (B0(R)), nous en déduisons que∫

Bα

|∇wα|pgdvg = o(1). (1.64)

D’autre part, en utilisant (1.18) comme ci-dessus, on peut montrer que∫
Bc

α

|∇wα|pdvg =

∫
Bc

α

|∇vα|pdvg −
∫

Bc
α

|∇Vα|pdvg

avec ∣∣∣∣∫
Bc

α

|∇Vα|pdvg

∣∣∣∣ ≤ C‖v‖Hp
1(B0(2δ̂Rα)\B0(R)).

Il s’ensuit que ∫
Bc

α

|∇wα|pgdvg =

∫
Bc

α

|∇vα|pgdvg +BR(α) (1.65)
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où BR(α) est mis pour toute expression telle que

lim
R→+∞

lim sup
α→+∞

BR(α) = 0.

Finalement, par définition de ηδ̂,xα
, nous pouvons écrire que∫

M\Bxα (2δ̂)

|∇wα|pgdvg

=

∫
M

|∇vα|pgdvg −
∫

Bα

|∇vα|pgdvg −
∫

Bc
α

|∇vα|pgdvg.

(1.66)

Nous obtenons alors en injectant (1.64), (1.65) et (1.66) dans (1.63),∫
M

|∇wα|pgdvg =

∫
M

|∇vα|pgdvg −
∫

Bα

|∇vα|pgdvg +BR(α) + o(1).

Il s’ensuit, puisque g̃α → ξ dans C0 (B0(R)) et ṽα → v dans Hp
1 (B0(R)), que∫

Bα

|∇vα|pgdvg =

∫
B0(R)

|∇ṽα|pg̃α
dvg̃α

=

∫
Rn

|∇v|pdx+BR(α) + o(1).

Nous obtenons finalement que∫
M

|∇wα|pgdvg =

∫
M

|∇vα|pgdvg −
∫

Rn

|∇v|pdx+BR(α) + o(1).

On montre de la même façon que∫
M

|wα|p
∗
dvg =

∫
M

|vα|p
∗
dvg −

∫
Rn

|v|p∗dx+BR(α) + o(1).

Comme R > 0 est arbitraire, on en déduit que (1.55) est vérifié. Ceci termine
la preuve de l’étape 1.2.5.

D’après ce qui précède, le lemme 1.1.2 est démontré pour tout δ tel que
δ ∈

(
0, ig

2

)
. Soient δ1 < δ2 dans

(
0, ig

2

)
. On vérifie facilement à partir de la

définition de ηδi,xα que ∥∥∥B̂1
α − B̂2

α

∥∥∥
Hp

1

= o(1)

où B̂i
α(x) = ηδi,xα(x)R

n−p
p

α v
(
Rα exp−1

xα
(x)
)
, i = 1, 2. Par exemple∫

M

∣∣∣B̂1
α − B̂2

α

∣∣∣p∗ dvg ≤ 2

∫
B0(2δ2Rα)−B0(δ1Rα)

|v|p∗dvg̃α = o(1).

On procède de façon similaire pour le terme en gradient. On en déduit que
le lemme 1.1.2 est vérifié pour tout δ ∈

(
0, ig

2

)
, ce qui en achève la preuve.
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1.3 Positivité des bulles
Le but de cette section est de montrer que si les uα de la section précédente

sont positifs, il en est de même de u0 et des ui. Remarquons que puisque
uα → u0 presque partout, il est évident que u0 ≥ 0 dès que les uα sont
positifs. En ce qui concerne les ui, nous procédons comme suit. Fixons un
entier N dans {1, .., k}. Nous allons montrer que uN ≥ 0 en prouvant que
ũN

α → uN presque partout dans Rn où

ũN
α (x) = (µN

α )
n−p

p uα

(
expxN

α
(µN

α x)
)
. (1.67)

Notons µi
α = 1/Ri

α et vα = uα − u0, et considérons ṽN
α et ũ0,N

α définis par

ṽN
α (x) = (µN

α )
n−p

p vα

(
expxN

α
(µN

α x)
)
,

ũ0,N
α (x) = (µN

α )
n−p

p u0
(
expxN

α
(µN

α x)
)
.

Supposons pour l’instant qu’il existe un entier p, qu’il existe p suites (yj
α)α

de points de M , et qu’il existe p suites (λj
α) de réels positifs, j = 1, . . . , p,

tels que λj
α/µ

N
α → 0 quand α → +∞, la suite formée des dg(x

N
α , y

j
α)/µN

α est
bornée et telle que pour tous R,R′

> 0,∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

∣∣vα − uN
α

∣∣p∗ dvg = o(1) + ε(R′) (1.68)

où ε(R′
) → 0 quand R′ → +∞. Nous déduisons alors de (1.68) que∫

B0(R)\
⋃p

j=1 B
ỹ

j
α

(R′C
λ

j
α

µN
α

)

∣∣ṽN
α − uN

∣∣p∗ dx = o(1) + ε(R′) (1.69)

où yj
α = expxN

α
(µN

α ỹ
j
α). Les ỹj

α étant bornés, nous pouvons supposer que ỹj
α →

ỹj quand α→∞ pour tout j. Alors (1.69) donne

ṽN
α → uN dans Lp∗

loc

(
B0(R)\{ỹj, j = 1, .., p}

)
pour tout R > 0. Nous pouvons donc supposer que

ũN
α − ũ0,N

α → uN p.p dans Rn. (1.70)

De plus, si g̃α(x) =
(
(expxN

α
)∗g
)
(µN

α x), nous pouvons écrire que pour tout
R > 0, ∫

B0(R)

∣∣ũ0,N
α

∣∣p∗ dx ≤ C

∫
B0(R)

∣∣ũ0,N
α

∣∣p∗ dvg̃α

=

∫
B

xN
α

(RµN
α )

∣∣u0
∣∣p∗ dvg
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qui tend vers 0 quand α→ +∞. Par conséquent ũ0,N
α → 0 dans Lp∗(B0(R))

pour tout R > 0, et nous pouvons donc également supposer que ũ0,N
α → 0

presque partout dans Rn. Nous obtenons alors, d’après (1.70), que ũN
α → uN

presque partout dans Rn. On déduit donc de (1.68) que u0 et les ui de la
section précédente sont positifs si les uα le sont. Nous allons maintenant
déduire (1.68) de l’assertion plus générale suivante. Nous affirmons que pour
tout entier N ∈ {1, .., k} et pour tout entier s ∈ {0, .., N − 1}, il existe un
entier p, il existe p suites (yj

α)α de points de M , et il existe p suites (λj
α) de

réels positifs, j = 1, . . . , p, tels que λj
α/µ

N
α → 0 quand α → +∞, la suite

formée des dg(x
N
α , y

j
α)/µN

α est bornée et tels que pour tout R,R′
> 0,∫

B
xN

α
(RµN

α )\
⋃p

j=1 B
y

j
α

(R′λj
α)

∣∣∣∣∣vα −
s∑

i=1

ui
α − uN

α

∣∣∣∣∣
p∗

dvg = o(1) + ε(R′) (1.71)

où ε(R′) → 0 quand R′ → +∞, (ui
α) et (xi

α) étant les suites, ordonnées en i,
obtenues dans la section précédente. Alors (1.68) se déduit de (1.71) quand
s = 0. On fixe un entier N dans {1, .., k} et on montre (1.71) pour tout s par
récurrence inverse sur s. Si s = N −1, alors, d’après (1.52), pour tout R > 0,∫

B
xN

α
(RµN

α )

∣∣∣∣∣vα −
N∑

i=1

ui
α

∣∣∣∣∣
p∗

dvg = o(1)

d’où (1.71) avec p = 0. Supposons maintenant que (1.71) est vrai pour un
s ≤ N − 1 et fixons R,R′

> 0. Si dg(x
s
α, x

N
α ) 6→ 0 quand α→∞, alors, pour

R̃ > 0 arbitraire et à sous-suite près,

BxN
α
(RµN

α )
⋂

Bxs
α
(R̃µs

α) = ∅.

D’où ∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

|us
α|p

∗
dvg

≤
∫

M\Bxs
α

(R̃µs
α)

|us
α|p

∗
dvg

≤ C

∫
Rn\B0(R̃)

|us|p∗dx.

(1.72)

Puisque us ∈ Lp∗(Rn) et R̃ > 0 est arbitraire, nous en déduisons que∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

|us
α|p

∗
dvg = o(1).
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D’où ∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

∣∣∣∣∣vα −
s−1∑
i=1

ui
α − uN

α

∣∣∣∣∣
p∗

dvg

≤ C

∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

∣∣∣∣∣vα −
s∑

i=1

ui
α − uN

α

∣∣∣∣∣
p∗

dvg

+C

∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

|us
α|p

∗
dvg

= o(1) + ε(R′).

Ceci montre (1.71) pour s−1. Nous pouvons donc supposer dans la suite que
dg(x

s
α, x

N
α ) → 0 quand α → ∞. Il s’agit maintenant de comparer soigneuse-

ment les croissances respectives des distances dg(x
s
α, x

N
α ) avec les rayons µs

α

et µN
α . Soient r0 > 0 et C ≥ 1 tels que pour tout x ∈M et tout y, z ∈ Rn, si

|y|, |z| ≤ r0, alors

1

C
|z − y| ≤ dg(expx(y), expx(z)) ≤ C|z − y|.

Si x̃s
α et ỹj

α sont tels que

xs
α = expxN

α
(µN

α x̃
s
α) et yj

α = expxN
α
(µN

α ỹ
j
α) ,

alors

Bỹj
α

(
R′

C

λj
α

µN
α

)
⊂ 1

µN
α

exp−1
xN

α

(
Byj

α
(R′λj

α)
)
⊂ Bỹj

α

(
R′C

λj
α

µN
α

)
(1.73)

et

Bx̃s
α

(
R′

C

µs
α

µN
α

)
⊂ 1

µN
α

exp−1
xN

α

(
Bxs

α
(R′µs

α)
)
⊂ Bx̃s

α

(
R′C

µs
α

µN
α

)
. (1.74)

Etant donné R̃ > 0, nous avons, d’après (1.52),∫
Bxs

α
(R̃µs

α)

∣∣∣∣∣vα −
s∑

i=1

ui
α

∣∣∣∣∣
p∗

dvg = o(1).

Donc d’après (1.71),∫
(

B
xN

α
(RµN

α )\
⋃p

j=1 B
y

j
α

(R′λj
α)

) ⋂
Bxs

α
(R̃µs

α)

|uN
α |p

∗
dvg = o(1) + ε(R′)
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et on déduit de (1.73) et (1.74) que∫
(

B0(R)\
⋃p

j=1 B
ỹ

j
α

(R′C
λ

j
α

µN
α

)

) ⋂
Bx̃s

α
( R̃

C
µs

α
µN

α
)

|uN |p∗dx = o(1) + ε(R′). (1.75)

On distingue maintenant deux cas. Dans un premier cas on suppose que la
suite

(
dg(x

s
α, x

N
α )/µN

α

)
est telle que dg(x

s
α, x

N
α )/µN

α → +∞ quand α → ∞.
Dans ce cas, dg(x

s
α, x

N
α )/µs

α → +∞ puisque autrement, (1.75) entraîne, pour
R̃ suffisamment grand, que µs

α/µ
N
α → 0, tandis que

dg(x
s
α, x

N
α )

µs
α

=
dg(x

s
α, x

N
α )

µN
α

µN
α

µs
α

.

Par conséquent
BxN

α
(RµN

α )
⋂

Bxs
α
(R̃µs

α) = ∅

pour R̃ > 0 et nous pouvons alors procéder comme dans le cas où dg(x
s
α, x

N
α )

ne converge pas vers 0 pour obtenir (1.71) avec s-1. Supposons maintenant
que la suite (dg(x

s
α, x

N
α )/µN

α ) est convergeante. Dans ce cas, d’après (1.75), les
quotients µs

α/µ
N
α sont tels que µs

α/µ
N
α → 0. Posons yp+1

α = xs
α et λp+1

α = µs
α.

Alors d’après (1.71),

∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p+1
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

∣∣∣∣∣vα −
s∑

i=1

ui
α − uN

α

∣∣∣∣∣
p∗

dvg = o(1) + ε(R′)

tandis que∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p+1
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

|us
α|p

∗
dvg ≤

∫
M\Bxs

α
(R′µs

α)

|us
α|p

∗
dvg

= ε(R′).

D’où

∫
B

xN
α

(RµN
α )\

⋃p+1
j=1 B

y
j
α

(R′λj
α)

∣∣∣∣∣vα −
s−1∑
i=1

ui
α − uN

α

∣∣∣∣∣
p∗

dvg = o(1) + ε(R′)

et (1.71) est vrai pour s-1. Comme expliqué ci-dessus, ceci implique (1.68)
puis le fait que u0 et les ui de la section précédente sont positifs si les uα le
sont.
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1.4 L’estimée C0

D’après le principe du maximum et les résultats de régularité classiques
(voir Druet [19], Guedda-Véron [33] et Tolksdorf [53]), on a que u0 ∈ C1,θ(M)
et, soit u0 > 0 partout, soit u0 ≡ 0. Il suffit donc, pour prouver l’estimée C0

du théorème 1.0.6, de montrer qu’il existe C > 0 tel que pour tout α et tout
x, (

min
i=1,...,k

dg

(
xi

α, x
))n−p

p

uα(x) ≤ C (1.76)

où dg est la distance induite par la métrique g et où les xi
α sont les centres des

bulles (Bi
α)α apparaissant dans le théorème 1.0.6. Considérons la fonction Φα

définie par
Φα(x) = min

i=1,...,k
dg

(
xi

α, x
)

ainsi que la function vα définie par

vα(x) = Φ
n−p

p
α (x)uα(x).

Soit yα ∈M tel que
vα(yα) = max

x∈M
vα(x).

Supposons par l’absurde que vα(yα) → +∞ quand α → +∞. Considérons
µα > 0 défini par µα = uα(yα)−p/(n−p). Alors µα → 0 quand α→ +∞. Etant
donné δ ∈ (0, ig), où ig est le rayon d’injectivité de (M, g), définissons la
fonction wα sur la boule euclidienne B0(δµ

−1
α ) de centre 0 et de rayon δµ−1

α

par

wα(x) = µ
n−p

p
α uα

(
expyα

(µαx)
)
.

Par définition de yα,

lim
α→+∞

dg(x
i
α, yα)

µα

= +∞ (1.77)

pour tout i. Pour R > 0, x ∈ B0(R), et i = 1, . . . , k, écrivons que

dg

(
xi

α, expyα
(µαx)

)
≥ dg

(
xi

α, yα

)
− dg

(
yα, expyα

(µαx)
)

≥ Φα(yα)− µα|x|

≥
(

1− Rµα

Φα(yα)

)
Φα(yα).
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D’après (1.77), le membre de droite dans l’équation ci-dessus est strictement
positif. Par conséquent,

wα(x) =
µ

n−p
p

α vα

(
expyα

(µαx)
)

Φα

(
expyα

(µαx)
)n−p

p

≤
(

1− Rµα

Φα(yα)

)−n−p
p uα(yα)−1vα(yα)

Φα(yα)
n−p

p

=

(
1− Rµα

Φα(yα)

)−n−p
p

.

Les wα sont donc uniformément bornés sur tout compact de Rn. Soit gα la
métrique riemannienne sur Rn définie par

gα(x) =
(
exp?

yα
g
)
(µαx).

L’équation (1.4) s’écrit alors

(∆p)gαwα + µp
αh̃αw

p−1
α = wp?−1

α (1.78)

avec h̃α(x) = hα

(
expyα

(µαx)
)
. Pour tout compact K de Rn, gα → ξ dans

C2(K) quand α→ +∞, où ξ désigne la métrique euclidienne. Nous déduisons
alors de (1.78) et du schéma itératif de De Giorgi-Nash-Moser l’existence
d’une constante C > 0, indépendante de α, telle que pour tout α,

sup
x∈B0(1)

wα(x) ≤ C

(∫
B0(2)

wp?

α dvgα

)1/p?

. (1.79)

Indépendamment, ∫
Byα (2µα)

up?

α dvg =

∫
B0(2)

wp?

α dvgα (1.80)

tandis que grâce à la décomposition Hp
1 de la première partie du théorème

1.0.6, ∫
Byα (2µα)

up?

α dvg =

∫
Byα (2µα)

(
u0 +

k∑
i=1

Bi
α +Rα

)p?

dvg

où u0, les Bi
α et les Rα sont comme dans le théorème 1.0.6. En particulier,

u0 étant continue,∫
Byα (2µα)

up?

α dvg ≤ C

k∑
i=1

∫
Byα (2µα)

(Bi
α)p?

dvg + o(1) (1.81)
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où C > 0 est une constante indépendante de α et o(1) → 0 quand α→ +∞.
Fixons i = 1, . . . , k, et considérons les centres et poids xi

α et µi
α = (Ri

α)−1

des (Bi
α)α (voir (1.5)). Nous distinguons deux cas. Dans le premier cas : pour

tout R > 0 et tout α,

Byα(2µα) ∩Bxi
α
(Rµi

α) = ∅.

Dans le second cas : il existe R > 0 tel que pour tout α,

Byα(2µα) ∩Bxi
α
(Rµi

α) 6= ∅.

A sous suite près, on se trouve toujours dans l’un de ces deux cas. Dans le
premier cas on écrit que∫

Byα (2µα)

(Bi
α)p?

dvg ≤
∫

M\B
xi

α
(Rµi

α)

(Bi
α)p?

dvg.

En remarquant que

lim
R→+∞

lim
α→+∞

∫
M\B

xi
α

(Rµi
α)

(Bi
α)p?

dvg = 0,

nous obtenons ∫
Byα (2µα)

(Bi
α)p?

dvg = o(1). (1.82)

Dans le second cas, dg(x
i
α, yα) ≤ 2µα+Rµi

α, et il suit de (1.77) que µα = o(µi
α)

et dg(x
i
α, yα) = O(µi

α). Ecrivons que

Byα(2µα) ⊂ expxi
α

(
µi

αBzα

(
C

2µα

µi
α

))
où

zα =
1

µi
α

exp−1
xi

α
(yα)

converge dans Rn (à sous-suite près) et C > 1 est indépendante de α. Nous
obtenons alors ∫

Byα (2µα)

(Bi
α)p?

dvg ≤
∫

Bzα

(
C 2µα

µi
α

) up?

dvgα

où u est donnée par (1.5). Puisque µα = o(µi
α),∫

Bzα

(
C Rµα

µi
α

) up?

dvgα = o(1)
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d’où de nouveau ∫
Byα (2µα)

(Bi
α)p?

dvg = o(1). (1.83)

Finalement, d’après (1.82) et (1.83), à sous-suite près,∫
Byα (2µα)

(Bi
α)p?

dvg = o(1) (1.84)

pour tout i = 1, . . . , k. Il suit alors de (1.80), (1.81) et (1.84) que

lim
α→+∞

∫
B0(2)

wp?

α dvgα = 0. (1.85)

Nous pouvons alors déduire une contradiction de (1.85), (1.79) et du fait que
wα(0) = 1, ce qui prouve l’estimée C0 du théorème 1.0.6.

L’estimée C0 implique en particulier que les uα sont uniformément bornés
sur tout compact de M\S où

S =
{

lim
α→∞

xi
α, i = 1, ..., k

}
est l’ensemble des points de blow-up géométriques des uα (S = ∅ s’il n’y a
pas de blow-up pour les uα). Puisque uα → 0 dans Hp

1,loc(M −S), le schéma
itératif de Moser donne, à sous-suite près, que

uα → 0 in C0
loc(M\S). (1.86)

Si S = ∅, la convergence a lieu sur M tout entier.

Il reste, pour conclure, à montrer la remarque suivant le théorème 1.0.6.
A savoir, il reste à montrer que

lim
R→+∞

lim
α→+∞

sup
x∈M\Ωα(R)

Rk
α(x)

n−p
p

∣∣uα(x)− u0(x)
∣∣ = 0 (1.87)

où Rk
α(x) = min

i=1,...,k
dg

(
xi

α, x
)

et, pour tout R > 0,

Ωα(R) =
k⋃

i=1

Bxi
α
(Rµi

α).

Nous montrons (1.87) par l’absurde. Supposons qu’il existe une suite (yα)α

de points de M et δ0 > 0 telles que pour tout i = 1, . . . , k,

dg(x
i
α, yα)

µi
α

→ +∞ (1.88)
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quand α→ +∞, et pour tout α,

Rk
α(yα)

n−p
p

∣∣uα(yα)− u0(yα)
∣∣ ≥ δ0 . (1.89)

Alors Rk
α(yα) → 0 quand α→ +∞ puisque sinon, autrement, d’après (1.86),

uα(yα)− u0(yα) → 0 quand α→ +∞ ce qui contredit (1.89).
Posons µα = uα(yα)−p/(n−p). Nous pouvons alors réécrire (1.89) en

Rk
α(yα)

µα

≥ δ1 , (1.90)

où δ(n−p)/p
1 = δ0/2. En particulier, µα → 0 quand α→ +∞. Pour δ > 0 plus

petit que le rayon d’injectivité de (M, g), définissons la fonction wα sur la
boule euclidienne B0(δµ

−1
α ) par

wα(x) = µ
n−p

p
α uα

(
expyα

(µαx)
)

et notons gα la métrique définie par

gα(x) =
(
exp?

yα
g
)
(µαx).

Nous avons pour tout compact K de Rn, si ξ désigne la métrique euclidienne,
gα → ξ dans C2(K) quand α→ +∞. D’après (1.90) nous pouvons écrire que
si (xα) est une suite dans B0(δ1/2), alors

dg

(
xi

α, expyα
(µαxα)

)
≥ dg

(
yα, x

i
α

)
− dg

(
yα, expyα

(µαxα)
)

≥ δ1µα − |xα|µα

pour tout i et tout α. En particulier,

dg

(
xi

α, expyα
(µαxα)

)
≥ Cµα

pour une certaine constante C > 0 indépendante de α, et à sous-suite près,
nous obtenons avec l’estimée C0 que

wα(x) ≤ C (1.91)

pour tout x ∈ B0(δ1/2) et tout α, où C > 0 est indépendante de α et x.
Nous pouvons maintenant procéder comme dans la preuve de l’estimée C0.
Les wα sont d’une part solution d’une équation de la forme

(∆p)gαwα + µp
αh̃αw

p−1
α = wp∗−1

α (1.92)
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dans B0(δ1/2), avec h̃α(x) = hα (expyα(µαx)), et sont d’autre part bornés
dans B0(δ1/2) d’après (1.91). Nous pouvons donc supposer (voir [38]) que, à
sous-suite près, wα → w dans C0(B0(δ1/8)) quand α→ +∞ où w vérifie

∆pw = wp∗−1.

De plus
w(0) = 1

puisque wα(0) = 1 pour tout α. Soit δ2 = δ1/8. Alors∫
Byα (δ2µα)

up∗

α dvg =

∫
B0(δ2)

wp∗

α dvgα

=

∫
B0(δ2)

wp∗dx+ o(1) ,

(1.93)

où o(1) → 0 quand α → +∞, tandis que, par la décomposition Hp
1 de la

première partie du théorème 1.0.6,∫
Byα (δ2µα)

up∗

α dvg ≤ C
k∑

i=1

∫
Byα (δ2µα)

(Bi
α)p∗dvg + o(1) , (1.94)

où C > 0 est indépendante de α. Nous avons par ailleurs, de la même façon
que lors de la preuve de l’estimée C0, que∫

Byα (δ2µα)

(Bi
α)p∗dvg = o(1) (1.95)

pour tout i. On montre (1.95) de la même façon que (1.84) en considérant
les deux cas où Byα(δ2µα) ∩ Bxi

α
(Rµi

α) = ∅ pour tout R > 0, et Byα(δ2µα) ∩
Bxi

α
(Rµi

α) 6= ∅ pour un certain R > 0. On retrouve (1.77) dans le second cas
grâce à (1.88) en remarquant que (1.90) et l’intersection non vide entrainent
que δ1µα ≤ δ2µα +Rµi

α d’où µα ≤ Cµi
α. Combinant (1.93)-(1.95), on obtient

finalement ∫
B0(δ2)

wp∗dx = 0

ce qui est impossible, w étant continue, positive, et telle que w(0) = 1. Ceci
prouve (1.87).
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1.5 Annexe

1.5.1 Preuve du lemme 1.1.1

Nous démontrons dans cette partie le lemme 1.1.1. Soit donc (Xα) ⊂ Rn

et X ∈ Rn tels que(
|Xα|p−2Xα − |X|p−2X

)
. (Xα −X) → 0 . (1.96)

Supposons la suite (Xα) non bornée. Alors |Xα| → +∞ à une sous-suite
près. Considérons Yα = Xα

|Xα| . Nous pouvons supposer que Yα → Y , |Y | = 1.
Divisons alors (1.96) par |Xα|p et passons à la limite α→ +∞. Nous obtenons
|Y | = 0 ce qui est impossible. Donc la suite (Xα) est bornée. Nous pouvons
ainsi supposer que Xα → Z à une sous-suite près. Nous obtenons alors en
passant à la limite dans (1.96) que(

|Z|p−2Z − |X|p−2X;Z −X
)

= 0. (1.97)

Or, comme on le constate facilement,(
|Z|p−2Z − |X|p−2X;Z −X

)
= |Z|p + |X|p −

(
|X|p−2 + |Z|p−2

)
(X,Z)

≥ |Z|p + |X|p −
(
|X|p−2 + |Z|p−2

)
|X||Z|

=
(
|Z|p−1 − |X|p−1

)
(|Z| − |X|) ,

de sorte que (1.97) entraîne que |Z| = |X|. Il suit que(
|Z|p−2Z − |X|p−2X;Z −X

)
= |X|p−2|Z −X|2 ,

et avec (1.97) on obtient que Z = X. Ceci étant vrai pour toute sous-suite,
nous pouvons en conclure que la suite (Xα) toute entière converge vers X.

1.5.2 Preuve des inégalités (1.17) et (1.18)

Cette partie est consacrée à la preuve des inégalités (1.17) et (1.18). On
considère (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé, et p > 1. Etant donné θ ∈]0, 1[
tel que θ < p− 1 si 1 < p < 2 et θ < p−1

2
si p > 2, on affirme qu’il existe une

constante C > 0 indépendante de la norme ‖.‖ telle que pour tout x, y ∈ E,∥∥ ‖x+ y‖p−2(x+ y)− ‖x‖p−2x− ‖y‖p−2y
∥∥

≤ C
(
‖x‖p−1−θ‖y‖θ + ‖x‖θ‖y‖p−1−θ

)
.

(1.98)

De même, étant donné θ < min(1, p
2
), on affirme qu’il existe une constante

C > 0 indépendante de la norme ‖.‖ telle que pour tout x, y ∈ E,

‖ ‖x+ y‖p − ‖x‖p − ‖y‖p‖
≤ C

(
‖x‖p−θ‖y‖θ + ‖y‖p−θ‖x‖θ

)
.

(1.99)



1.5. ANNEXE 57

Les inégalités (1.17) et (1.18) suivent clairement de ces deux inégalités (1.98)
et (1.99). On démontre (1.98) et (1.99) dans ce qui suit.

On commence par la preuve de (1.98). On fixe p > 1 et θ < min{1, p−1}.
On remarque pour commencer que la preuve de (1.98) se réduit, par symétrie
et homogénéité, à montrer l’existence d’une constante C > 0 indépendante
de la norme ‖.‖ telle que pour tout x, y ∈ E vérifiant ‖x‖ = ‖y‖ = 1 et pour
tout t ∈]0, 1],

‖ ‖x+ ty‖p−2(x+ ty)− x− tp−1y‖
tθ + tp−1−θ

≤ C. (1.100)

Supposons en effet (1.100) vérifiée et considérons x′ , y′ ∈ E quelconques.
L’inégalité (1.98) étant symétrique en x, y et trivialement vérifiée si x′ = 0 ou
y
′
= 0, nous pouvons supposer que ‖x′‖ ≥ ‖y′‖ > 0. Alors (1.100) appliquée

à x = x
′

‖x′‖ , y = y
′

‖y′‖ et t = ‖y′‖
‖x′‖ donne, par homogénéité, (1.98). Montrons

donc (1.100). Etant donnés x, y ∈ E tels que ‖x‖ = ‖y‖ = 1, considérons la
fonction h(x,y) définie sur 0 ≤ t ≤ 1 si p ≥ 2 et sur 0 ≤ t < 1 si 1 < p < 2 par

h(x,y)(t) = ‖x+ ty‖p−2 − 1.

Alors{
(1− t)p−2 − 1 ≤ h(x,y)(t) ≤ (1 + t)p−2 − 1 ∀t ∈ [0, 1] si p ≥ 2

(1 + t)p−2 − 1 ≤ h(x,y)(t) ≤ (1− t)p−2 − 1 ∀t ∈ [0, 1[ si 1 < p < 2

d’où, pour tout t ∈ [0, 1[ si 1 < p < 2 et t ∈ [0, 1] si p ≥ 2,∣∣h(x,y)(t)
∣∣ ≤ a(t)

où
a(t) = max

{
|(1 + t)p−2 − 1|, |(1− t)p−2 − 1|

}
puis ∥∥ ‖x+ ty‖p−2(x+ ty)− x− tp−1y

∥∥
=
∥∥x(‖x+ ty‖p−2 − 1) + ty(‖x+ ty‖p−2 − 1) + ty − tp−1y

∥∥
≤ t+ |h(x,y)(t)|+ t|h(x,y)(t)|+ tp−1

= t+ (t+ 1)a(t) + tp−1.

(1.101)

Indépendamment, pour tout t ∈ [0, 1],∥∥ ‖x+ ty‖p−2(x+ ty)− x− tp−1y
∥∥ ≤ ‖x+ ty‖p−1 + ‖x+ tp−1y‖

≤ (1 + t)p−1 + 1 + tp−1.
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Posons b(t) = (1 + t)p−1 + 1 + tp−1, c(t) = t + (t + 1)a(t) + tp−1 et d(t) =
min (b(t), c(t)). Alors∥∥‖x+ ty‖p−2(x+ ty)− x− tp−1y

∥∥ ≤ d(t) (1.102)

pour tout x, y ∈ E, ‖x‖ = ‖y‖ = 1 et pour tout t ∈ [0, 1[ si 1 < p < 2 et
t ∈ [0, 1] si p ≥ 2. La fonction d est continue sur [0, 1] pour tout p > 1. En
effet, d est continue sur [0, 1] si p ≥ 2, sur [0, 1[ si 1 < p < 2 et, de plus, si
1 < p < 2, alors pour tout t ∈ [0, 1[ proche de 1,

c(t) = t+ (t+ 1)
(
(1− t)p−2 − 1

)
+ tp−1

= (t+ 1)(1− t)p−2 + tp−1 − 1

→ +∞ quand t→ 1

et donc, si 1 < p < 2, d(t) = b(t) pour t proche de 1. Il suffit donc, au vue
de (1.102), de montrer que la fonction e(t) = d(t)

tθ+tp−1−θ , qui est continue sur
]0, 1], peut être prolongée par continuité en 0. Pour t ∈]0, 1] proche de 0, on
a d(t) = c(t) avec a(t) ∼ |p− 2|t d’où

d(t) ∼

{
(p− 1)t si p > 2

tp−1 si 1 < p < 2

et

tθ + tp−1−θ v


2t

p−1
2 si θ = p−1

2

tθ si θ < p−1
2

tp−1−θ si θ > p−1
2
.

On vérifie alors que e(t) peut être prolongée par continuité en 0 pour 0 <
θ < p − 1 si 1 < p < 2, 0 < θ < p−1

2
si 2 < p < 3, 0 < θ < 1 si p ≥ 3 ce qui

prouve (1.98).

Reste à démontrer (1.99). La preuve de (1.99) est analogue. Nous re-
marquons d’abord, comme précédemment, qu’il suffit de montrer l’existence
d’une constante C > 0 telle que pour tout x, y,∈ E, ‖x‖ = ‖y‖ = 1, et pour
tout t ∈]0, 1],

‖ ‖x+ ty‖p − 1− tp‖
tp−θ + tθ

≤ C.

Fixons donc x, y ∈ E tels que ‖x‖ = ‖y‖ = 1 et écrivons

‖ (‖x+ ty‖p − 1)− tp‖ ≤ |h(t)|+ tp
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où h(t) = ‖x+ ty‖p − 1, t ∈ [0, 1]. On a

(1− t)p − 1 ≤ h(t) ≤ (1 + t)p − 1

d’où
|h(t)| ≤ f(t) := max (|(1 + t)p − 1|, |(1− t)p − 1|) .

Donc
‖ ‖x+ ty‖p − 1− tp‖

tp−θ + tθ
≤ g(t) =

f(t) + tp

tp−θ + tθ
.

La fonction g est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 dès
que θ < min{1, p

2
}. En effet dans ce cas tθ + tp−θ ∼ tθ et f(t) ∼ pt pour t > 0

proche de 0.
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Chapitre 2

Stabilité et perturbation du
domaine pour la 1ère valeur
propre du p-laplacien, 1 ≤ p < n.

61
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Dans ce qui suit, Ω désigne un ouvert borné de Rn, n ≥ 2, et p un réel tel
que 1 ≤ p < n. On note λp,Ω la première valeur propre du p-laplacien définie
par

λp,Ω = infu ∈ Ḣ
p
1 (Ω)∫

Ω
|u|pdx = 1

∫
Ω

|∇u|pdx (2.1)

où Ḣp
1 (Ω) désigne l’espace de Sobolev des fonctions de Lp(Ω) dont le gradient

est dans Lp(Ω) et qui sont de trace nulle sur le bord de Ω. Le but de ce
chapitre est d’étudier le comportement de λp,Ω lorsque l’on perturbe Ω, la
notion de perturbation étant quantifiée par la p-capacité. La première section
du chapitre est consacrée aux cas 1 < p < n. On y étudie la stabilité de λp,Ω

sous l’effet de perturbations singulières de Ω, à savoir du type Ωδ = Ω\Kδ

où les Kδ sont des fermés lisses de Ω de p-capacité dans Ω tendant vers 0. Le
résultat que nous obtenons généralise ceux dont on disposait jusqu’alors (qui
traitaient principalement des cas 2 ≤ p < n). La seconde section du chapitre
est consacrée au cas p = 1. L’étude devient alors plus délicate, notamment
dans la mesure où il nous faut travailler avec les espaces BV des fonctions à
variations bornées. Des références possibles sur les espaces BV sont les livres
écrits par Ambrosio, Fusco et Pallara [4], Evans et Gariepy [25], Giusti [31] et
Ziemer [55]. On établit dans cette seconde section trois résultats de stabilité
du λ1,Ω. Cette seconde partie est issue d’un article écrit en collaboration avec
E. Hebey et à paraître dans Archiv der Mathematik.

2.1 Stabilité de λp,Ω par perturbation du do-
maine

Soit Ω un ouvert borné lisse de Rn, et soit p réel tel que 1 < p < n.
On définit l’opérateur p-laplacien euclidien par ∆p = −div(|∇u|p−2∇u) et,
suivant une terminologie maintenant usuelle, on dit qu’un réel λ est une
valeur propre de ∆p dans Ω s’il existe u ∈ Ḣp

1 (Ω) tel que

∆pu = λ|u|p−2u.

Ici, Ḣp
1 (Ω) désigne l’espace de Sobolev des fonctions de Lp qui ont leur dé-

rivée première dans Lp et qui sont nulles sur le bord de Ω. Une fonction u
vérifiant l’équation ci-dessus est dite une fonction propre associée à la valeur
propre λ. Par théorie standard de régularité (voir Tolksdorf [53] et Lieber-
mann [40]), les fonctions propres sont dans C1,θ(Ω̄), θ ∈ (0, 1), et d’après le
principe du maximum, voir par exemple Vazquez [54], elles sont strictement
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positives dans Ω lorsqu’elles n’y sont pas identiquement nulles. La première
valeur propre λp,Ω du p-laplacaien dans Ω est donnée par le problème de
minimisation

λp,Ω = infu ∈ Ḣ
p
1 (Ω)∫

Ω
|u|pdx = 1

∫
Ω

|∇u|pdx. (2.2)

On peut montrer que λp,Ω > 0, et que l’inf dans (2.2) est atteint par une fonc-
tion positive up,Ω ∈ Ḣp

1 (Ω)∩C1,α(Ω̄). Un résultat important, dont on trouvera
par exemple une démonstration dans Lindqvist [42] et Belloni-Kawohl [6], est
que λp,Ω est simple au sens où toute autre fonction propre associée à λp,Ω est
multiple de up,Ω.

Etant donnés Ω un ouvert borné lisse de Rn, et K un sous ensemble
compact de Ω, on définit (voir, par exemple, Flucher [27]) la p-capacité de
K dans Ω par

capp(K,Ω) = inf

{∫
Ω

|∇u|pdx , u ∈ Ḣp
1 (Ω) , K ⊂ int {u ≥ 1}

}
ce qui se définit aussi comme l’inf des expressions

∫
Ω
|∇u|pdx sur les u ∈

C∞
c (Ω) qui sont positives ou nulles et telles que u ≥ 1 sur K. Si capp(K,Ω) <

+∞ alors l’inf définissant capp(K,Ω) est atteint par l’unique solution v ∈
Ḣp

1 (Ω), appelé p-potentiel harmonique, du problème{
∆pv = 0 dans Ω−K

v = 1 sur K.
(2.3)

Pour 0 < r < R donnés, on pourra montrer que

capp(B̄0(r), B0(R)) =

(
p− 1

n− p

)1−p

ωn−1

(
r−

n−p
p−1 −R−n−p

p−1

)1−p

(2.4)

et le p-potentiel harmonique est dans ce cas

v(x) =

{
K(|x|)−K(R)
K(r)−K(R)

si r ≤ |x| ≤ R

1 si |x| ≤ r

où K(r) = p−1
n−p

ω
1

1−p

n−1r
n−p
1−p .

Le resultat que l’on obtient dans le cas d’une perturbation singulière de
Ω, à savoir de la forme Ωδ = Ω\Kδ, est le suivant :
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Théorème 2.1.1 Soit Ω un ouvert lisse de Rn et (Kδ) une suite de sous-
ensembles fermés lisses de Ω. On note Ωδ = Ω\Kδ et on suppose que
capp(Kδ,Ω) → 0. Alors

λp,Ω ≤ λp,Ωδ
≤

λp,Ω +O
(
capp(Kδ,Ω)

1
p

)
si p ≥ 2

λp,Ω +O
(
capp(Kδ,Ω)1− 1

p

)
si p ≤ 2.

(2.5)

En particulier λp,Ωδ
→ λp,Ω. De plus up,Ωδ

→ up,Ω fortement dans Hp
1 (Ω)

lorsque l’on étend les up,Ωδ
à Ω par 0, et où les fonctions propres up,Ωδ

et up,Ω

sont les solutions du problème de minimisation (2.2).

Ce théorème améliore des travaux précédents de Sango [49]. La cas d’une
perturbation régulière est par ailleurs traitée dans Lamberti [39] et Garcia
Melian - Sabina de Lis [45]. Le reste de cette première section, donc la sous
section suivante, est consacré à la preuve du théorème 2.1.1.

2.1.1 Preuve du théorème 2.1.1

Afin d’alléger l’écriture, on note λ, λδ, u et uδ au lieu de respectivement
λp,Ω, λp,Ωδ

, up,Ω et up,Ωδ
. On supposera également avoir étendu u et les uδ

par 0 en dehors de Ω et Ωδ respectivement. Puisque Ωδ ⊂ Ω, on a déjà que
λ ≤ λδ. Réciproquement, on note vδ ∈ Ḣp

1 (Ω) le potentiel p-harmonique de
Kδ dans Ω. Alors vδ est l’unique solution positive dans Ḣp

1 (Ω) de{
∆pvδ = 0 dans Ω\Kδ

vδ = 1 dans Kδ

et la p-capacité capp(Kδ,Ω) de Kδ dans Ω est donnée par

capp(Kδ,Ω) =

∫
Ω

|∇vδ|pdx.

D’après le principe du maximum, 0 < vδ ≤ 1. De plus, comme u ∈ L∞(Ω),
wδ := u(1− vδ) ∈ Ḣp

1 (Ω). On pourra alors écrire que

λδ ≤
∫

Ωδ
|∇wδ|pdx∫

Ωδ
|wδ|pdx

=

∫
Ω
|∇wδ|pdx∫

Ω
|wδ|pdx

.

(2.6)
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On écrit maintenant que∫
Ω

||∇wδ|p − |∇u|p|1− vδ|p − |u|p|∇vδ|p| dx

≤ C

∫
Ω

|∇u|p−1|1− vδ|p−1|u||∇vδ|dx

+ C

∫
Ω

|∇u||1− vδ||u|p−1|∇vδ|p−1dx

≤ C

∫
Ω

|∇u|p−1|∇vδ|dx+ C

∫
Ω

|∇u||∇vδ|p−1dx.

Ici comme dans tout le reste de cette thèse, la lettre C désigne une constante
dont la valeur change a priori d’une ligne à l’autre. Par inégalité de Hölder
on obtient alors que∫

Ω

||∇wδ|p − |∇u|p|1− vδ|p − |u|p|∇vδ|p| dx

≤ C
(
capp(Kδ,Ω)

1
p + capp(Kδ,Ω)1− 1

p

)
.

où la constante C ne dépend que de λ. On note q le réel défini par q = 1− 1
p

si p ≤ 2 et q = 1
p

sinon. On a alors que∫
Ω

|∇wδ|pdx

=

∫
Ω

|∇u|p|1− vδ|pdx+

∫
Ω

|u|p|∇vδ|pdx+O (capp(Kδ,Ω)q)

≤ λ+ Ccapp(Kδ,Ω) +O (capp(Kδ,Ω)q)

et donc, par suite, ∫
Ω

|∇wδ|pdx ≤ λ+O (capp(Kδ,Ω)q) . (2.7)

On estime maintenant le dénominateur dans (2.6) par l’inégalité de Poincaré.
On écrit que

‖wδ‖p ≥ ‖u‖p − ‖u− wδ‖p

= 1− ‖uvδ‖p

≥ 1− C‖vδ‖p

≥ 1− C‖∇vδ‖p

= 1− Ccapp(Kδ,Ω)
1
p . (2.8)
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On obtient alors (2.5) en injectant (2.7) et (2.8) dans (2.6). Reste maintenant
à montrer la convergence des fonctions propres. Comme capp(Kδ,Ω) → 0
quand δ → 0, on déduit de de ce qui vient d’être dit que λδ → λ quand δ → 0.
La suite (uδ) est alors bornée dans Ḣp

1 (Ω). Nous pouvons donc supposer, à
sous suite près, qu’il existe v ∈ Ḣp

1 (Ω), v ≥ 0, tel que uδ → v faiblement dans
Hp

1 (Ω), fortement dans Lq(Ω), q < p∗, et presque partout. En particulier∫
Ω

vpdx = lim
δ→0

∫
Ω

up
δdx = 1 (2.9)

et on montre, comme à l’étape 1.1.2 du chapitre 1, que ∇uδ → ∇v presque
partout dans Ω. De plus, par convergence faible, en raison de ce qui a été dé-
montré plus haut, et en passant à la limite dans l’équation

∫
Ω
|∇uδ|pdx = λδ,

on voit que v résout le problème de minimisation qui définit λ. Les premières
fonctions propres étant simples, il suit que nécessairement v = u. D’après
l’inégalité (1.99) du chapitre 1, il existe θ > 0 et C > 0 tels que pour tout δ,∫

Ω

||∇(wδ + u)|p − |∇wδ|p − |∇u|p| dx

≤ C

∫
Ω

|∇wδ|p−θ|∇u|θdx+ C

∫
Ω

|∇u|p−θ|∇wδ|θdx

où wδ = uδ − u. En remarquant que |∇wδ|p−θ ⇀ 0 faiblement dans L
p

p−θ (Ω),
on obtient la convergence vers 0 de la première intégrale. Avec le même type
de raisonnement, on obtient la convergence de la seconde intégrale vers 0.
Par conséquent∫

Ω

|∇(uδ − u)|pdx =

∫
Ω

|∇uδ|pdx−
∫

Ω

|∇u|pdx+ o(1)

= λp,Ωδ
− λp,Ω + o(1) = o(1)

d’après ce qui a été démontré auparavant, ce qui prouve la convergence forte,
à sous-suite près, de uδ vers u dans Hp

1 (Ω). Par unicité de la limite, la suite
entière converge. Le théorème est démontré.

2.2 Stabilité de λ1,Ω par perturbation du do-
maine

On traite dans cette section de la stabilité de la première valeur propre du
1-laplacien par perturbation du domaine. Les résultats de cette section ont
été obtenus dans un travail effectué en collaboration avec E. Hebey. Comme
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ci-dessus, on considère Ω un ouvert borné de Rn. Le 1-laplacien sur Ω est
alors l’opérateur formel défini par

∆1u = −div
(
∇u
|∇u|

)
.

On peut l’obtenir par dérivation de la fonctionnelle F (u) =
∫

Ω
|∇u|dx, ou

bien encore en faisant tendre p→ 1 dans la définition du p-laplacian, p > 1.
On définit alors, par analogie avec (2.2), la première valeur propre λ1,Ω de
∆1 sur Ω comme étant la solution du problème de minimisation

λ1,Ω = infu ∈ Ḣ
1
1 (Ω)∫

Ω
|u|dx = 1

∫
Ω

|∇u|dx , (2.10)

où Ḣ1
1 (Ω) est l’espace de Sobolev des fonctions de L1 ayant leur dérivée pre-

mière dans L1 et qui s’annulent sur le bord de Ω. Par théorie de la mesure
géométrique, et formule de la co-aire, on a aussi que λ1,Ω = h(Ω), où h(Ω)
est défini comme étant l’infimum des quotients |∂D|/|D| où D parcourt l’en-
semble des ouverts lisses D ⊂⊂ Ω, et |∂D| et |D| désignent respectivement
les mesures (n−1)-dimensionnelle et n-dimensionelle de ∂D et D. Ce résultat
est connu sous le nom de théorème de Cheeger [11], et h(Ω) est aussi appelé
constante de Cheeger de Ω (voir par exemple Chavel [10]). On remarquera
que l’inf dans h(Ω) n’est pas atteint par un ouvert lisse D ⊂⊂ Ω. Autrement,
nous pourrions le renormaliser par un facteur strictement plus grand que un,
ce qui permettrait de diminuer h, contredisant ainsi l’optimalité de D. Tout
minimiseur de h(Ω) touche en fait le bord ∂Ω.

Un espace naturel pour étudier λ1,Ω est l’espace BV (Ω) des fonctions à
variations bornées. Par propriétés standard de ces espaces, λ1,Ω se définit
aussi par le problème de minimisation

λ1,Ω = infu ∈ BV (Ω)∫
Ω
|u|dx = 1

(∫
Ω

|∇u|+
∫

∂Ω

|u|dσ
)
. (2.11)

On remarquera ici que si u ∈ BV (Ω) et u désigne l’extension de u par 0
dans Rn\Ω, alors u ∈ BV (Rn) et∫

Rn

|∇u| =
∫

Ω

|∇u|+
∫

∂Ω

|u|dσ. (2.12)



68 CHAPITRE 2. STABILITÉ DU λ1.

Par semicontinuité inférieure de la variation totale, et par compacité de l’in-
jection BV (Ω) ⊂ L1(Ω), on déduit facilement de (2.12) que l’inf dans (2.11)
est atteint par une fonction positive u ∈ BV (Ω). Cette fonction u est alors
une solution de l’équation ∆1u = λ1,Ω au sens où il existe Λ ∈ L∞(Ω,Rn),
‖Λ‖∞ ≤ 1, tel que 

−divΛ = λ1,Ω , u ≥ 0 ,

Λ∇u = |∇u| dans Ω , et
(Λν)u = −|u| sur ∂Ω ,

(2.13)

où ν est la normale unitaire extérieure à ∂Ω, et Λ∇u est la distribution dé-
finie par intégration par partie de

∫
Ω
(Λ∇u)vdx quand v ∈ C∞

0 (Ω) et divΛ
fait sens. De plus, voir par exemple Demengel [14], u ∈ L∞(Ω) et, puisque
‖u‖1 = 1, il existe C = C(n,Ω), C > 0, telle que ‖u‖∞ ≤ C. On dit que
u est une fonction propre de λ1,Ω. Définissons maintenant un ensemble de
Cacciopoli dans Ω comme étant un ensemble D ⊂ Ω tel que χD ∈ BV (Ω),
où χD est la fonction caractéristique de D. Puisque λ1,Ω = h(Ω), il existe
des ensembles de Caccioppoli D ⊂ Ω, par exemple les ensembles de niveau
des fonctions propres, tels que u = |D|−1χD est un minimiseur du membre
de droite de (2.11). De tels ensembles sont appelés ensembles propres pour
λ1,Ω (et parfois ensembles de Cheeger). Une discussion générale concernant
l’unicité et la non-unicité des ensembles propres se trouve dans Fridman et
Kawohl [28]. Nous renvoyons également à Stredulinsky et Ziemer [51] (ainsi
qu’à Belloni et Kawohl [6] pour le cas du p-laplacien). Concernant la régu-
larité, des références possibles sont Almgren [1], De Giorgi [30], Gonzales,
Massari et Tamanini [32], et Stredulinsky et Ziemer [51]. Par symétrisation,
voir Fridman et Kawohl [28] pour les détails,

λ1,Ω ≥ nω1/n
n |Ω|−1/n ,

où ωn est le volume de la sphère unité de dimension n. On pourra par ailleurs
montrer, voir par exemple Fridman-Kawohl [28], que λp,Ω → λ1,Ω lorsque
p → 1, où λp,Ω est la première valeur propre du p-laplacien dont il a été
question dans la première section de ce chapitre.

Soit K un sous ensemble compact de Rn. On définit la 1-capacité de
K, notée cap1(K), comme étant l’inf des normes L1 de |∇u|, où l’inf est
pris sur l’ensemble des fonctions u ∈ C∞

0 (Rn) qui sont telles que K ⊂
int {u ≥ 1}. Une autre définition possible (voir, par exemple, Maz’ja [44])
est que cap1(K) = inf |∂ω|, où l’inf est pris sur l’ensemble des ouverts
lisses bornés ω qui sont tels que K ⊂ ω. En particulier, d’après l’inéga-
lité isopérimétrique, |K|(n−1)/n ≤ Ccap1(K), où C > 0 ne dépend pas de
K (mais seulement de la dimension). Etant donnés deux ensembles A et B
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de Rn, nous notons A∆B la différence symétrique de A et B définie par
A∆B = (A\B) ∪ (B\A). Notre premier résultat traite du cas de perturba-
tions très générales du domaine. Il s’énonce de la façon suivante :

Théorème 2.2.1 Soit Ω un ouvert borné lisse de Rn, (Ωδ)δ>0 une suite d’ou-
verts bornés lisses de Rn, et Kδ = adh(Ω∆Ωδ) l’adhérence de la différence
symétrique Ω∆Ωδ. Soit Aδ un ensemble propre pour λ1,Ωδ

. On suppose que
cap1(Kδ) → 0 quand δ → 0. Alors pour tout δ,

|λ1,Ωδ
− λ1,Ω| =

εδ

|Aδ|
cap1(Kδ) + o (cap1(Kδ)) , (2.14)

où εδ ∈ [0, 1], et |Aδ| ≥ Λ pour un certain Λ > 0 et tout δ. En particulier
λ1,Ωδ

→ λ1,Ω quand δ → 0. De plus, à sous-suite près, χAδ
→ χA dans L1(Rn)

quand δ → 0, où A est un ensemble propre pour λ1,Ω.

A titre de remarque, on a choisi d’énoncer la seconde partie du théorème
2.2.1 pour les fonctions caractéristiques d’ensembles propres. La convergence
a en fait lieu pour des fonctions propres générales. Nous montrerons dans la
section 2.2.1 que si les uδ sont des fonctions propres pour λ1,Ωδ

, alors, à sous-
suite près, avec les notations rappelées ci-dessus, uδ → u dans L1(Rn) quand
δ → 0, où u est une fonction propre pour λ1,Ω. Nous montrons également que
les mesures µδ = |∇uδ| et µ = |∇u| sont telles que µδ ⇀ µ faiblement quand
δ → 0.

Le théorème suivant spécialise le théorème précédent au cas d’un domaine
avec trou, et donc d’une perturbation singulière comme étudiée pour le p-
laplacien à la section précédente. Pour x ∈ Rn et r > 0, on note Bx(r) la
boule euclidienne de Rn de centre x et rayon r, et bn le volume de B0(1).
Notre second résultat s’énonce alors de la façon suivante :

Théorème 2.2.2 Soient Ω ⊂ Rn un ouvert borné lisse de Rn, A un ensemble
propre pour λ1,Ω, x1, . . . , xk des points fixés de Ω, (εi,δ)δ>0, i = 1, . . . , k, k
suites de réels strictement positifs convergeant vers 0 quand δ → 0, Kδ =⋃k

i=1Bxi
(εi,δ), δ > 0 petit, et Ωδ = Ω\Kδ. On suppose qu’il existe un indice

i0 = 1, . . . , k tel que εi,δ = o (εi0,δ) pour tout i = 1, . . . , k, i 6= i0. Alors
cap1(Kδ) = ωn−1ε

n−1
i0,δ + o(εn−1

i0,δ ) et

λ1,Ω ≤ λ1,Ωδ
≤ λ1,Ω +

ωn−1

|A|
εn−1

i0,δ + o
(
εn−1

i0,δ

)
(2.15)

pour tout δ. De plus

λ1,Ωδ
≤ λ1,Ω +

{
o
(
εn−1

i0,δ

)
si xi0 ∈ int(Ω\A)

ωn−1−2bn−1

2|A| εn−1
i0,δ + o

(
εn−1

i0,δ

)
si xi0 ∈ ∂?A ,

(2.16)

où int(Ω\A) désigne l’intérieur de Ω\A et ∂?A désigne le bord réduit de A.
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Si A est un ensemble de périmètre fini, son bord réduit ∂?A, voir par exemple
Evans-Gariepi [25] ou Giusti [31], est la partie du bord de A qui est régulière
au sens de la mesure (et pour laquelle on peut définir la notion de normale
au bord). On a évidemment dans la situation du théorème ci-dessus que
cap1(Kδ) → 0 quand δ → 0. La convergence des ensembles propres (resp.
fonctions propres) énoncée dans le théorème 2.2.1 est du coup vérifiée. A titre
de remarque, on peut caractériser en dimension 2 les ensembles convexes Ω
qui sont tels que Ω = A, donc par suite aussi ceux pour lesquels Ω\A 6= ∅, et
donc pour lesquels l’équation (2.16) du théorème n’est pas vide. On renvoit
à Bellettini, Caselles et Novaga [5], et à Kawohl et Lachand-Robert [37] pour
cette caractérisation. Lorsque Ω est convexe et n = 2, l’ensemble propre A =
AΩ est unique. On parle d’un domaine calibrable Ω lorsque Ω = A. L’ovoïde
(x2 +y2)2 < x3 est un bel exemple dans Kawohl et Lachand-Robert [37] d’un
domaine non calibrable. Indépendamment, avec les notations du théorème
2.2.1, on remarquera que (2.16) implique que l’on peut prendre εδ = 0 si
xi0 ∈ int(Ω\A), et εδ < 1/2 si xi0 ∈ ∂?A. Quand xi0 ∈ int(A), la majoration
dans (2.15), où εδ = 1, ne peut pas en général être améliorée. Pour le voir on
pourra considérer les boules Ω = B0(r) et Kε = B0(ε), r > 0, 0 < ε� 1, puis
l’anneau Ωε = Ω\Kε. Alors Ω et Ωε sont tous deux des domaines calibrables.
On renvoit à Kawohl et Lachand-Robert [37] et Demengel-De Vuyst-Motron
[16] pour ces affirmations. En particulier, λ1,Ω = n/r, λ1,Ωε est donné par
λ1,Ωε = n(rn−1 + εn−1)/(rn − εn), et on obtient que

λ1,Ωε = λ1,Ω +
ωn−1

|A|
εn−1 + o

(
εn−1

)
pour tout ε, où A = Ω est l’ensemble propre de λ1,Ω. Sans hypothèse supplé-
mentaire, la majoration dans (2.15) est optimale.

Dans notre dernier résultats de perturbation du λ1,Ω on considère le cas
d’une perturbation régulière du domaine par difféomorphismes. On montre
alors la dérivabilité en 0 de l’application δ → λ1,Ωδ

et la convergence des
fonctions propres sans hypothèses supplémentaires sur la 1-capacité des Kδ.
Dans le cas du p-laplacien, p > 1, de tels problèmes ont été considérés par
Lamberti [39] et Garcia Melian et Sabina De Lis [45]. Etant donné un ouvert
Ω borné lisse de Rn, on considère le famille (Tδ)δ de C1-difféomorphismes
donnés par

Tδ(x) = (1− δΛ)x+ S(x, δ) , (2.17)
où x ∈ Ω, Λ ∈ R, δ ∈ (−δ0, δ0), δ0 > 0 est petit, et S(., δ) ∈ C1(Ω,Rn) est un
terme perturbatif tel que S(x, δ) = o(δ) et DxS(x, δ) = o(δ) quand δ → 0,
uniformément en x. En particulier S(x, 0) = 0, et si Ωδ = Tδ(Ω), on a que
Ω0 = Ω. Notre troisième et dernier résultat portant sur la perturbation du
λ1,Ω s’énonce de la façon suivante :



2.2. STABILITÉ DE λ1,Ω PAR PERTURBATION DU DOMAINE 71

Théorème 2.2.3 Soient Ω un ouvert borné lisse de Rn et Ωδ = Tδ(Ω), où les
Tδ sont des C1-difféomorphismes comme dans (2.17). La fonction δ → λ1,Ωδ

est continue et dérivable en δ = 0, de dérivée en 0 (λ1,Ωδ
)′ (0) = Λλ1,Ω, où Λ

est comme dans (2.17).

On remarquera que dans ces exemples traités par le théorème 2.2.3, la 1-
capacité de Kδ := adh(Ω∆Ωδ) peut être grande. Si par exemple Ω = B0(r) et
Tδ = (1−δΛ)x, Λ 6= 0, alors Kδ est un anneau de rayon intérieur (ou extérieur
selon le signe de Λ) qui vaut r. En particulier, cap1(Kδ) = ωn−1r

n−1 + o(1),
et cap1(Kδ) 6→ 0 quand δ → 0. Dans d’autres cas, la 1-capacité de Kδ

peut converger vers 0 et l’on est alors ramené à la situation étudiée dans le
théorème 2.2.1. Si par exemple Tδ(x) =

(
1 + δαR(1

δ
x)
)
x, α > 2, R ∈ C1

0(Rn),
et 0 ∈ ∂Ω, alors on récupère que Kδ ⊂ B0(r0δ) pour un certain r0 > 0, et
cap1(Kδ) → 0 quand δ → 0. On obtient avec les théorèmes 2.2.1 et 2.2.3 que
Λ = 0 si cap1(Kδ) = o(δ).

Les trois sous sections qui suivent sont consacrées aux preuves des théo-
rèmes énoncés ci-dessus.

2.2.1 Preuve du théorème 2.2.1

Soit Aδ un ensemble propre pour λ1,Ωδ
, δ > 0 fixé. Soit également ωδ un

ouvert borné lisse tel que Kδ ⊂ ωδ et

cap1(Kδ) ≤ |∂ωδ| ≤ cap1(Kδ) + εδ , (2.18)

où εδ > 0 est tel que εδ = o (cap1(Kδ)). Définissons vδ par vδ = χAδ
dans

Rn\ωδ, et vδ = 0 dans ωδ. Alors suppvδ ⊂ Ω, où suppvδ est le support de vδ.
Puisque vδ ≤ 1, nous pouvons écrire que∫

Rn

|∇vδ|dx ≤
∫

Rn

|∇χAδ
|dx+ |∂ωδ|

= |Aδ|λ1,Ωδ
+ (1 + o(1)) cap1(Kδ) ,

(2.19)

où o(1) → 0 quand δ → 0. Nous pouvons également écrire que∫
Ω

vδdx = |Aδ| −
∫

ωδ

χAδ
dx

= |Aδ|+O (|ωδ|) .
(2.20)

D’après l’inégalité isopérimetrique et (2.18),

|ωδ| ≤ C|∂ωδ|
n

n−1 = o (cap1(Kδ))
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où C > 0 est une constante dimensionnelle indépendante de δ. En revenant
à (2.20), on obtient que∫

Ω

vδdx = |Aδ|+ o (cap1(Kδ)) (2.21)

et d’après la définition variationnelle de λ1,Ω, (2.19), et (2.21), nous obtenons

λ1,Ω ≤ λ1,Ωδ
+

1

|Aδ|
cap1(Kδ) + o (cap1(Kδ)) (2.22)

pour tout δ > 0. Des arguments similaires permettent de montrer l’inégalité
inverse. Soit A un ensemble propre pour λ1,Ω, et soit wδ la fonction définie
par wδ = χA dans Rn\ωδ, et wδ = 0 dans ωδ, où ωδ est comme dans (2.18).
Alors suppwδ ⊂ Ωδ, et, comme ci-dessus, nous pouvons écrire que∫

Rn

|∇wδ|dx ≤ |A|λ1,Ω + (1 + o(1)) cap1(Kδ) , et∫
Ωδ

wδdx = |A|+ o (cap1(Kδ)) .
(2.23)

En particulier, il suit de la définition variationnelle de λ1,Ωδ
que

λ1,Ωδ
≤ λ1,Ω +

1

|A|
cap1(Kδ) + o (cap1(Kδ)) (2.24)

pour tout δ > 0. Sans perte de généralité, d’après la semicontinuité inférieure
de la variation totale, nous pouvons choisir A = A0 dans (2.24) de volume
maximal parmi les ensembles propres pour λ1,Ω.

Dans ce qui suit, nous noterons uδ ∈ BV (Ωδ) une fonction propre pour
λ1,Ωδ

, par exemple uδ = |Aδ|−1χAδ
, et nous supposerons que cap1(Kδ) → 0

lorsque δ → 0. Alors, d’après (2.22) et (2.24), λ1,Ωδ
→ λ1,Ω quand δ → 0.

Remarquons que |Aδ| ≥ C avec C > 0 (grâce par exemple à l’inégalité de
Sobolev dans BV (Rn) appliquée à l’extension par 0 en dehors de Ωδ de la
fonction |Aδ|−1χAδ

). Soit D un ouvert lisse borné de Rn tel que Ω ⊂ D,
et Ωδ ⊂ D pour tout δ. Notons uδ l’extension de uδ par 0 en dehors de
Ωδ. Par (2.24), la suite (uδ) est bornée dans BV (D). On peut donc supposer,
l’injection de BV (D) dans L1(D) étant compacte, que, à sous suite près, uδ →
u dans L1(D) pour un certain u ∈ BV (D). D’après l’inégalité de Sobolev
pour les fonctions BV , la suite (uδ) est également bornée dans Ln/(n−1)(D).
D’une part, ∫

D\Ω
|uδ|dx ≤ ‖uδ‖Ln/(n−1) |Ωδ\Ω|1/n

≤ C|Ωδ\Ω|1/n .
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D’autre part, nous pouvons écrire avec l’inégalité isopérimétrique que

|Ωδ\Ω| ≤ |Kδ| ≤ Ccap1(Kδ)
n

n−1 = o (cap1(Kδ)) ,

où, comme ci-dessus, C > 0 est indépendante de δ. Il s’ensuit en particulier
que

∫
D\Ω |uδ|dx = o(1). Nous considérons u comme définie dans Rn (en posant

u = 0 en dehors deD), et notons u = u|Ω la restriction de u à Ω. Alors, d’après
ce qui précède, u = u dans Ω, et u = 0 dans Rn\Ω. On vérifie facilement que∫

Ω
|u|dx = 1, tandis que par semicontinuité inférieure de la variation totale,

et puisque λ1,Ωδ
→ λ1,Ω, nous pouvons écrire que

λ1,Ω =

∫
Rn

|∇uδ|dx+ o(1) ≥
∫

Rn

|∇u|dx+ o(1) .

En particulier, u est une fonction propre pour λ1,Ω et

lim
δ→0

∫
Rn

|∇uδ|dx =

∫
Rn

|∇u|dx . (2.25)

Soit uδ = |Aδ|−1χAδ
. Nous pouvons supposer que |Aδ| → Λ pour un certain

Λ > 0, et uδ → u presque partout. Comme
∫

Ω
|u|dx = 1, nous pouvons écrire

que u = |A|−1χA pour un certain A ⊂ Ω. En particulier, A est un ensemble
propre pour λ1,Ω, et |Aδ| → |A| d’où, par (2.22) et (2.24),

λ1,Ωδ
= λ1,Ω +

εδ

|Aδ|
cap1(Kδ) + o (cap1(Kδ)) ,

où εδ ∈ [−1, 1] (puisque |A| ≥ |A0|). C’est l’équation (2.14) du théorème
2.2.1. Elle est valable pour tout δ par contradiction. En remarquant que la
convergence uδ → u dans L1 implique que χAδ

→ χA dans L1, le théorème
2.2.1 est démontré.

Concernant la remarque suivant le théorème 2.2.1, il reste encore à mon-
trer que si µδ = |∇uδ| et µ = |∇u|, alors µδ ⇀ µ faiblement quand δ → 0.
D’après la semicontinuité inférieure de la variation totale,

µ(U) ≤ lim inf
δ→0

µδ(U)

pour tout ouvert U de Rn. Réciproquement, supposons qu’il existe un com-
pact K de Rn et un réel ε > 0 tels que µ(K)+ε ≤ µδ(K) pour une sous suite
des µδ. Soit Ω′ un ouvert de Rn contenant Ω, K et les Ωδ. Quitte à extraire
une autre sous suite, par semicontinuité inférieure de la variation totale, nous
pouvons supposer que

µ(Ω′\K) ≤ µδ(Ω
′\K) + ε′
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pour tout δ, où ε′ < ε est strictement positif. Alors, si ε̂ = ε − ε′, nous
pouvons écrire que

µ(Rn) = µ(Ω′) = µ(K) + µ(Ω′\K)

≤ µδ(K)− ε+ µδ(Ω
′\K) + ε′

= µδ(Ω
′)− ε̂ = µδ(Rn)− ε̂

pour tout δ, d’où nous déduisons une contradiction avec (2.25) puisque ε̂ > 0.
En conséquence, pour tout compact K de Rn,

µ(K) ≥ lim sup
δ→0

µδ(K)

et, voir par exemple Evans-Gariepy [25], nous venons en fait de montrer que
les mesures µδ convergent faiblement vers la mesure µ.

2.2.2 Preuve du théorème 2.2.2

On vérifie facilement avec la définition de la 1-capacité, le fait que la
1-capacité soit une mesure extérieure et l’inégalité isopérimétrique que

cap1(Kδ) = ωn−1ε
n−1
i0,δ + o

(
εn−1

i0,δ

)
. (2.26)

Indépendamment, Ḣ1
1 (Ωδ) ⊂ Ḣ1

1 (Ω). D’où λ1,Ω ≤ λ1,Ωδ
. D’autre part, d’après

la preuve du théorème 2.2.1, voir (2.24), et d’après (2.26), on a

λ1,Ωδ
≤ λ1,Ω +

1

|A|
cap1(Kδ) + o (cap1(Kδ))

= λ1,Ω +
ωn−1

|A|
εn−1

i0,δ + o
(
εn−1

i0,δ

)
.

Ceci prouve (2.15). Il reste à montrer (2.16). Pour cela, nous devons être
plus précis que dans la preuve du théorème 2.2.1. Soit A un ensemble propre
pour λ1,Ω et soit ωδ l’union pour i = 1 à k des boules Bxi

(ε̃i,δ), δ > 0 petit,
où εi,δ < ε̃i,δ, et ε̃i,δ = (1 + o(1)) εi,δ pour tout i et δ. Pour u = χA, notons
également u+

δ la trace de u quand u est restreinte à Rn\ωδ, et u−δ la trace de
u quand u est restreinte à ωδ. Alors,

|A|λ1,Ω =

∫
Rn

|∇u|dx

et nous pouvons écrire que∫
Rn

|∇u|dx =

∫
Rn\ωδ

|∇u|dx+

∫
ωδ

|∇u|dx+

∫
∂ωδ

|u+
δ − u−δ |dσ . (2.27)



2.2. STABILITÉ DE λ1,Ω PAR PERTURBATION DU DOMAINE 75

En particulier, en considérant wδ définie par wδ = u dans Rn\ωδ, et wδ = 0
dans ωδ, nous obtenons avec (2.27) que∫

Rn

|∇wδ|dx =

∫
Rn\ωδ

|∇u|dx+

∫
∂ωδ

u+
δ dσ

≤ |A|λ1,Ω −
∫

ωδ

|∇u|dx+

∫
∂ωδ

u−δ dσ

≤ |A|λ1,Ω −
∫

Bδ

|∇u|dx+

∫
∂Bδ

u−δ dσ + o
(
εn−1

i0,δ

)
,

(2.28)

où Bδ = Bxi0
(ε̃i0,δ). Nous avons également que∫

∂Bδ

u−δ dσ = |∂Bδ| −
∫

∂Bδ

(1− u−δ )dσ , et∫
Bδ

|∇u|dx+

∫
∂Bδ

(1− u−δ )dσ =

∫
Rn

|∇dxv| ,
(2.29)

où v est la fonction v = χAc dans Bδ, v = 0 dans Rn\Bδ, et Ac = Rn\A. Si
nous supposons que xi0 ∈ int(Ω\A), alors u−δ = 0 sur ∂Bδ, et il suit de la
seconde équation dans (2.23), de (2.26) et (2.28), et de la définition varia-
tionnelle de λ1,Ωδ

, que la première équation dans (2.16) est vraie. Supposons
maintenant que xi0 ∈ ∂?A. Alors la seconde équation dans (2.23), (2.26) ,
(2.28)–(2.29), et la définition variationnelle de λ1,Ωδ

donnent que

λ1,Ωδ
≤ λ1,Ω +

1

|A|

(
ωn−1ε

n−1
i0,δ −

∫
Rn

|∇v|dx
)

+ o
(
εn−1

i0,δ

)
(2.30)

pour tout δ. Soit Tδ le difféomorphisme donné par

Tδ(x) = xi0 + ε̃−1
i0,δ(x− xi0).

Alors, par la formule de changement de variable pour la variation totale, voir
Giusti [31], nous pouvons écrire que∫

Rn

|∇v|dx = ε̃n−1
i0,δ

∫
Rn

|∇(v ◦ T−1
δ )|dx . (2.31)

Soit Aδ l’ensemble des x tels que T−1
δ (x) ∈ Ac. Alors v ◦ T−1

δ = χAδ
dans B,

et v ◦ T−1
δ = 0 in Rn\B, où B = Bxi0

(1). Puisque ∂?Ac = ∂?A, xi0 ∈ ∂?Ac.
Par la propriété de blow-up du bord réduit (voir Evans et Gariepi [25]), nous
pouvons écrire que

χAδ
→ χH−(xi0

) dans L1
loc(Rn) (2.32)
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quand δ → 0, où H−(xi0) est l’ensemble des y ∈ Rn tels que

νAc(xi0).(y − xi0) ≤ 0

et où νAc(xi0) est la normale extérieure généralisée à Ac en xi0 . Par (2.32),
v ◦ T−1

δ → v̂ dans L1(Rn), où v̂ = χH−(xi0
) dans B, et v̂ = 0 dans Rn\B. Par

semicontinuité inférieure de la variation totale, il vient∫
Rn

|∇(v ◦ T−1
δ )|dx ≥

∫
Rn

|∇v̂|dx+ o(1) . (2.33)

On vérifie facilement que∫
Rn

|∇v̂|dx =
1

2
ωn−1 + bn−1 , (2.34)

où bn est le volume de la boule unité de Rn. On obtient alors la seconde
équation dans (2.16) en combinant (2.30)–(2.34). Ceci termine la preuve du
théorème 2.2.2.

La preuve du théorème 2.2.2, et donc le théorème lui-même, peuvent être
facilement étendus à d’autres types de trous faits dans Ω. Par exemple, si
l’on ne suppose plus seulement l’un des εi,δ dominant, ou quand on enlève
Ki,δ ⊂ Bxi

(εi,δ) au lieu de toute la boule.

2.2.3 Preuve du théorème 2.2.3

D’après la formule de changement de variable pour la variation totale
(voir Giusti [31]), si T est un C1-difféomorphisme de Rn dans Rn, Ω est un
ouvert lisse de Rn, et u ∈ BV (Ω), alors∫

Ω?

|∇u?|dx =

∫
Ω

|(DT )−1νu||DT ||∇u|dx , (2.35)

où Ω? = T (Ω), u? = u ◦T−1, νu est la dérivée de Radon-Nikodym de ∇u par
rapport à |∇u|, et |DT | est la valeur absolue du déterminant de DT . D’après
(2.35) avec T = Tδ, en remarquant que |νu| = 1 pour |∇u|-presque tout
x, la définition variationnelle de λ1,Ωδ

, et (2.17), on obtient facilement que
lim supδ→0 λ1,Ωδ

≤ λ1,Ω. Réciproquement, considérons uδ une fonction propre
positive ou nulle pour λ1,Ωδ

, et définissons la fonction vδ par vδ = uδ ◦ Tδ.
D’après (2.17), (2.35), et ce que l’on vient de dire, la suite (vδ) est bornée
dans BV (Rn), avec la propriété supplémentaire que∫

Rn

|∇vδ|dx ≤ (1 + o(1))λ1,Ωδ
, et∫

Ω

vδdx = (1 + o(1))

∫
Ωδ

uδdx = 1 + o(1) ,
(2.36)
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où o(1) → 0 quand δ → 0. Comme ci-dessus, nous adoptons la notation vδ

pour désigner l’extension de vδ par zéro en dehors de Ω. Soit D un domaine
borné de Rn contenant à la fois Ω et les Ωδ. D’après la compacité de l’injec-
tion de BV (D) dans L1(D), nous pouvons supposer, à sous-suite près, que
vδ → v dans L1(D) et également presque partout quand δ → 0. Notons u
la restriction de v à Ω. Alors u ≥ 0 et, d’après la seconde équation dans
(2.36),

∫
Ω
udx = 1. De plus, d’après la première équation dans (2.36) et la

semicontinuité inférieure de la variation totale,

λ1,Ω ≤
∫

Rn

|∇u|dx

≤
∫

D

|∇v|dx ≤ lim inf
δ→0

λ1,Ωδ
,

où u désigne l’extension de u par zéro en dehors de Ω. En particulier, λ1,Ωδ
→

λ1,Ω quand δ → 0, et la fonction δ → λ1,Ωδ
est continue en δ = 0. Ceci prouve

la première assertion du théorème 2.2.3.
Une conséquence des développements ci-dessus est que∫

Rn

|∇vδ|dx→
∫

Rn

|∇u|dx

quand δ → 0, et u est une fonction propre pour λ1,Ω. En particulier, de la
même façon que dans la section 2.2.1, on voit que µδ ⇀ µ faiblement, où
µδ = |∇vδ| et µ = |∇u|. Dans tout ce qui suit, nous considérons un ensemble
propre Aδ pour λ1,Ωδ

et uδ = |Aδ|−1χAδ
. Alors (nous renvoyons encore à la

section 2.2.1 pour les arguments élémentaires utilisés ici), u = |A|−1χA, où A
est un ensemble propre pour λ1,Ω. En particulier, |∇vδ|⇀ µ faiblement, et

µ = |A|−1Hn−1b∂?A

où ∂?A est le bord au sens de la mesure de A (voir par exemple Evans-
Gariepy [25]), et Hn−1 est la mesure de Hausdorff (n − 1)-dimensionelle.
Nous montrons maintenant la seconde assertion du théorème 2.2.3, à savoir
la différentiabilité de la valeur propre λ1,Ωδ

en δ = 0 et l’équation (λ1,Ωδ
)′ (0) =

Λλ1,Ω. Comme on le vérifie aisément à partir de (2.17), pour tout x ∈ Ω, et
tout X ∈ Rn tel que |X| = 1,

|DTδ(x)| = 1− nΛδ + o(δ) , et∣∣(DTδ) (x)−1.X
∣∣ = 1 + Λ|X|2δ + o(δ) ,

(2.37)

où les o(δ) sont uniformes en x et X. D’après (2.11) et (2.35) avec T = Tδ,
nous pouvons écrire que

λ1,Ωδ
≤
∫

Rn |(DTδ)
−1.νu| |DTδ| |∇u|dx∫

Ω
|DTδ|udx

, (2.38)
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où u et u sont comme ci-dessus. D’après (2.37),∫
Ω

|DTδ|udx = 1− nΛδ + o(δ) . (2.39)

Puisque |νu| = 1 µ-presque partout, et Hn−1(∂?A\∂?A) = 0, nous obtenons
également avec (2.37) que

1

λ1,Ω

∫
Rn

∣∣(DTδ)
−1.νu

∣∣ |DTδ| |∇u|dx = 1− (n− 1)Λδ + o(δ) . (2.40)

En injectant (2.39) et (2.40) dans (2.38), on obtient

λ1,Ωδ
− λ1,Ω ≤ Λδλ1,Ω + o(δ) . (2.41)

Pour obtenir l’inégalité réciproque, nous écrivons, en utilisant toujours (2.11)
et (2.35), que

λ1,Ωδ
− λ1,Ω ≥

∫
Rn |(DTδ)

−1.νδ| |DTδ| |∇vδ|dx∫
Ω
|DTδ| vδdx

−
∫

Rn |∇vδ|dx∫
Ω
vδdx

,

(2.42)

où νδ est la dérivée de Radon-Nikodym de ∇vδ par rapport à |∇vδ|. D’après
(2.37), puisque |νδ| = 1 pour µδ-presque tout point,∫

Rn

∣∣(DTδ)
−1.νδ

∣∣ |DTδ| |∇vδ|dx

=

∫
Rn

|∇vδ|dx− (n− 1)Λδ

∫
Rn

|∇vδ|dx+ o(δ)

(2.43)

et ∫
Ω

|DTδ| vδdx =

∫
Ω

vδdx− nΛδ

∫
Ω

vδdx+ o(δ) . (2.44)

En combinant (2.42), (2.43), et (2.44), on obtient que

λ1,Ωδ
− λ1,Ω ≥

∫
Rn |∇vδ|dx∫

Ω
vδdx

Λδ + o(δ) . (2.45)

Puisque
∫

Ω
vδdx→ 1 et

∫
Rn |∇vδ|dx→ λ1,Ω quand δ → 0, il suit de (2.41) et

(2.45) que
λ1,Ωδ

− λ1,Ω = Λδλ1,Ω + o(δ).
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Cette équation est valable pour une sous-suite, mais le membre de droite de
celle-ci ne dépendant pas de la sous-suite, elle est en fait valable pour tout
δ. En particulier, (λ1,Ωδ

)′ (0) = Λλ1,Ω et ceci termine la preuve du théorème
2.2.3.

La preuve de la première assertion du théorème 2.2.3, et donc la continuité
de λ1,Ωδ

en δ = 0, s’étend à des Tδ de forme très générale. Nous avons
seulement besoin que Tδ → Id en topologie C1 quand δ → 0.
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On étudie dans ce chapitre l’équation d’ordre 4

∆2u = |u|2]−2u (3.1)

sur Rn, n ≥ 5, où 2] = 2n
n−4

est l’exposant critique pour les injections de
Sobolev de H2

2 dans les espaces Lp, et où ∆2 = ∆2
ξ est l’opérateur bilaplacien

pour la métrique euclidienne ξ. Dans ce qui précède, et dans la suite, H2
2

désigne l’espace de Sobolev des fonctions de L2 dont les dérivées d’ordre 1 et
2 sont également dans L2. Dans [41], Lin a montré que les seules solutions
régulières positives de (3.1) sont les fonctions

uλ,a(x) = αn

(
λ

1 + λ2|x− a|2

)n−4
2

(3.2)

où
αn =

(
n(n− 4)(n2 − 4)

)n−4
8

et où λ > 0 et a ∈ Rn sont quelconques. Ce resultat s’étend aux solutions
nontriviales positives ou nulles de (3.1) appartenant à l’espace de Beppo-Levi
D2

2(Rn), le complété de C∞
c (Rn) pour la norme ‖u‖ := ‖∆u‖2. Nous dirons

dans ce qui suit que deux solutions u et v d’une équation du type (3.1) sont
équivalentes s’il existe λ > 0 et a ∈ Rn tels que

v(x) = λ−
n−4

2 u

(
x− a

λ

)
. (3.3)

D’après le résultat de Lin, deux solutions positives lisses de (3.1) sont toujours
équivalentes puisque toutes équivalentes à la solution u1,0 par

uλ,a(x) = λ
n−4

2 u1,0 (λ(x− a)) .

On vérifie par ailleurs facilement que deux solutions équivalentes ont la même
énergie au sens où si u et v sont reliées par (3.3), alors∫

Rn

(∆v)2dx =

∫
Rn

(∆u)2dx.

L’énergie des solutions uλ,a données par (3.2) est exactement le quanta d’éner-
gie d’une bulle apparaissant dans l’étude du blow-up des solutions positives
des équations du type Paneitz-Branson. Nous renvoyons à Hebey-Robert [34]
pour plus de détails sur cette affirmation.

L’objet de ce chapitre est de prouver le théorème suivant, analogue du
résultat de Ding [17] lorsque l’on passe de l’équation d’ordre deux ∆u =
|u|4/(n−2)u à l’équation critique d’ordre quatre (3.1).
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Théorème 3.0.4 Il existe une suite (uk)k de solutions de (3.1) dont l’énergie
tend vers +∞ quand k → +∞, à savoir telle que

lim
k→+∞

∫
Rn

(∆uk)
2dx = +∞.

En particulier, l’equation (3.1) possède une infinité de solutions non-équiva-
lentes. Ces solutions changent nécessairement de signe.

La preuve de ce théorème s’effectue en deux temps. On ramène d’abord,
via la projection stéréographique, l’étude de l’équation (3.1) à celle d’une
équation posée sur la sphère standard (Sn, h), à savoir l’équation (3.9) ci-
dessous. On utilise pour ce faire les propriétés d’invariance conforme de l’opé-
rateur de Paneitz-Branson. Les symétries et la compacité de Sn permettent
alors d’obtenir une infinité de solutions à cette équation, ce qui fournit en-
suite une infinité de solutions à l’équation d’origine. On utilise au cours du
processus un théorème de type minimax dû à Ambrosetti et Rabinowitz [3],
et la compacité des injections de Sobolev en présence de symétries démontrée
par Hebey-Vaugon [36]. Cette démarche est à peu de choses près celle utilisée
par Ding, le cas des équations d’ordre 4 étant tout de même techniquement
plus délicat que celui des équations d’ordre 2.

3.1 Le laplacien conforme et l’opérateur de
Paneitz-Branson

Deux opérateurs conformes dans le contexte des variétés riemanniennes
ont été particulièrement étudiés. L’un, d’ordre 2, est connu sous le nom de
laplacien conforme. L’autre, d’ordre 4, est connu sous le nom d’opérateur de
Paneitz, ou encore de Paneitz-Branson. Dans ce qui suit, (M, g) désigne une
variété riemannienne. Le laplacien conforme de (M, g) est l’opérateur Lg qui
est défini par

Lgu = ∆gu+
n− 2

4(n− 1)
Sgu

où u ∈ C2(M), et Sg désigne la courbure scalaire de g. Cet opérateur in-
tervient dans les problèmes de courbure scalaire prescrite, le plus célèbre de
ces problèmes étant connu sous le nom de problème de Yamabe. Si g̃ ∈ [g]

est une métrique conforme à g, par exemple g̃ = φ
4

n−2 g où φ ∈ C∞(M) est
strictement positive, et si n ≥ 3, l’invariance conforme du laplacien conforme
se traduit par l’équation

Lg̃u = φ−
n+2
n−2Lg(uφ) (3.4)
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valable pour toute fonction u ∈ C2(M). L’opérateur de Paneitz-Branson P n
g

est quand à lui un opérateur d’ordre 4. Il est défini (lorsque n ≥ 4) par
l’équation

P n
g u = ∆2

gu− divg (Agdu) +
n− 4

2
Qn

gu

où u ∈ C4(M). Dans cette équation, Ag est un champ de 2-tenseurs, et Qn
g

est une fonction. Ils sont donnés par

Ag =
(n− 2)2 + 4

2(n− 1)(n− 2)
Sgg −

4

n− 2
Ricg ,

et

Qn
g =

1

2(n− 1)
∆gSg +

n3 − 4n2 + 16n− 16

8(n− 1)2(n− 2)2
S2

g −
2

(n− 2)2
|Ricg|2 ,

où Ricg désigne le tenseur de Ricci de g, et Sg la courbure scalaire de g.
Dans le cas de la sphère unité standard (Sn, h), on a Sh = n(n − 1) et
Rich = (n− 1)h. On trouve que l’opérateur de Paneitz-Branson se réduit à

P n
h u = ∆2

hu+ cn∆hu+ dnu

où cn = n2−2n−4
2

et dn = n(n−4)(n2−4)
16

. Si g̃ ∈ [g] est une métrique conforme
à g, par exemple g̃ = φ

4
n−4 g où φ ∈ C∞(M) est strictement positive, et si

n ≥ 5, l’invariance conforme de l’opérateur de Paneitz-Branson se traduit
par l’équation

P n
g (uφ) = φ

n+4
n−4P n

g̃ u (3.5)

valable pour toute fonction u ∈ C4(M). On pourra consulter le survey [9]
par Chang et Yang pour une introduction plus complète à l’opérateur de
Paneitz-Branson.

3.2 Preuve du théorème 3.0.4
On note Φ : Sn\{N} → Rn la projection stéréographique de pôle nord N

dans Sn. Il est alors bien connu que

(Φ−1)∗h = φ
4

n−4 ξ (3.6)

où

φ(x) =
4

n−4
4

(1 + |x|2)
n−4

2

. (3.7)
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Considérons une solution u ∈ C2(Rn) de l’équation (3.1) et soit û la fonction
définie sur Sn, à valeurs dans R, donnée par

û = (uφ−1) ◦ Φ. (3.8)

L’opérateur de Paneitz-Branson sur la sphère unité standard (Sn, h) de Rn,
voir la section précédente, s’écrit sous la forme

P n
h u = ∆2

hu+ cn∆hu+ dnu

où
cn =

n2 − 2n− 4

2
et dn =

n(n− 4)(n2 − 4)

16
.

L’invariance conforme (3.5) de P n
h entraîne que

φ2]−1(P n
h û) ◦ Φ−1 = P n

ξ u

= ∆2
ξu

= |u|2]−2u

= φ2]−1(|û|2]−2û) ◦ Φ−1.

On vérifie par ailleurs facilement que∫
Rn

|u|2]

dx =

∫
Sn

|û|2]

dvh.

En particulier, si û est solution de

P n
h û = |û|2]−2û (3.9)

alors u : Rn → R définie par u = (û ◦ Φ−1)φ est une solution de (3.1) telle
que ∫

Rn

|u|2]

dx =

∫
Sn

|û|2]

dvh. (3.10)

On remarquera que si û ∈ H2
2 (Sn) est solution de (3.9), alors û ∈ Lp(Sn)

pour tout p, et û est en fait dans C4(Sn). Nous affirmons maintenant que∫
Rn

(∆ξu)
2dx < +∞. (3.11)

Pour le voir on considère la métrique riemannienne ξ̃ sur Rn définie par
ξ̃ = φ

4
n−4 ξ. L’invariance conforme (3.4) du laplacien conforme entraîne que

∆ξu = Lξu

= φ
n+2
n−4Lξ̃

(
uφ−

n−2
n−4

)
= φ

n+2
n−4

(
∆ξ̃(uφ

−n−2
n−4 ) +

n(n− 2)

4
uφ−

n−2
n−4

)
.
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Par conséquent,∫
Rn

(∆ξu)
2 dvξ =

∫
Rn

φ
4

n−4

(
∆ξ̃(uφ

−n−2
n−4 ) +

n(n− 2)

4
uφ−

n−2
n−4

)2

dvξ̃

et nous pouvons également écrire que

∆ξ̃(uφ
−n−2

n−4 ) = ∆ξ̃

(
(û ◦ Φ−1)φ−

2
n−4

)
= ∆ξ̃(û ◦ Φ−1)φ−

2
n−4 + ∆ξ̃(φ

− 2
n−4 )(û ◦ Φ−1)

−2〈∇(û ◦ Φ−1);∇φ−
2

n−4 〉ξ̃

où 〈·; ·〉ξ̃ désigne le produit scalaire pour la métrique ξ̃. On en déduit que∫
Rn

(∆ξu)
2 dvξ ≤ 4

∫
Sn

(∆hû)
2 dvh + C1(I1 + I2 + I3)

≤ C2 + C1(I1 + I2 + I3)

où C1, C2 > 0 sont des constantes positives, et

I1 =

∫
Sn

(
∆h(φ

− 2
n−4 ◦ Φ)

)2

(φ
4

n−4 ◦ Φ)dvh

I2 =

∫
Sn

(
φ

4
n−4 ◦ Φ

) ∣∣∣∇(φ− 2
n−4 ◦ Φ

)∣∣∣2
h
dvh

I3 =

∫
Sn

(
φ−2 ◦ Φ

)
(u ◦ Φ)2dvh.

Nous pouvons écrire, grâce encore une fois à l’invariance conforme du lapla-
cien conforme, que

I1 =

∫
Rn

(
∆ξ̃(φ

− 2
n−4 )

)2

φ
4

n−4dvξ̃

=

∫
Rn

φ
2n+4
n−4

(
φ−

n+2
n−4 ∆ξφ−

n(n− 2)

4
φ−

2
n−4

)2

dx

≤ C3

∫
Rn

(∆ξφ)2 dx+ C4

∫
Rn

φ2]

dx < +∞

où C3, C4 > 0 sont des constantes positives. De la même manière,

I2 =

∫
Rn

φ
4

n−4

∣∣∣∇φ− 2
n−4

∣∣∣2
ξ̃
dvξ̃

=

∫
Rn

φ2]
∣∣∣∇φ− 2

n−4

∣∣∣2
ξ
dx < +∞.
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Enfin, par (3.8), nous avons que

|I3| ≤ C5

∫
Rn

dvξ̃

= C5

∫
Rn

φ2]

dx < +∞

où C5 > 0 est une constante positive. Ceci prouve (3.11). Par ailleurs∫
Rn

|∇u|2?

dx < +∞ (3.12)

où 2? = 2n/(n− 2) est l’exposant critique de Sobolev pour l’injection de H2
1

(espace des fonctions de L2 dont le gradient est dans L2) dans les espaces Lp.
Pour démontrer (3.12), on remarque que (3.8) permet d’écrire que∣∣∇(û ◦ Φ−1)

∣∣
ξ

= φ
2

n−4 |∇û|h .

On écrit ensuite que∫
Rn

|∇u|2?

dx ≤ C6

∫
Rn

∣∣∇(û ◦ Φ−1)
∣∣2?

ξ
φ2?

dx+ C7

∫
Rn

|∇φ|2
?

ξ dx

≤ C8

∫
Rn

φ2]

dx+ C6

∫
Rn

|∇φ|2
?

ξ dx < +∞

où C6, C7, C8 > 0 sont des constantes positives, ce qui prouve (3.12).

Soit maintenant η ∈ C∞
c (Rn) telle que 0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 dans B0(1) et

η ≡ 0 dans Rn\B0(2), où B0(r) désigne la boule euclidienne ouverte de centre
0 et rayon r dans Rn. Etant donné R > 0, on pose

ηR(x) = η
( x
R

)
et soit u une solution de (3.1). Après multiplication de (3.1) par ηRu et
intégration par parties, nous obtenons∫

Rn

ηR|u|2
]

dx =

∫
Rn

∆ξ(ηRu)∆udx

= I1(R) + I2(R)− 2I3(R)

(3.13)

avec

I1(R) =

∫
B0(2R)

ηR(∆ξu)
2dx

I2(R) =

∫
AR)

(∆ξηR)u(∆ξu)dx

I3(R) =

∫
AR

〈∇ηR;∇u〉ξ(∆ξu)dx
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et où AR désigne l’anneau AR = B0(2R)\B0(R). D’après (3.11),

I1(R) →
∫

Rn

(∆ξu)
2 dx

quand R→ +∞. Nous avons également∫
Rn

ηR|u|2
]

dx→
∫

Rn

|u|2]

dx

quand R→ +∞. Indépendamment, en notant V (R) = Volξ(AR), nous pou-
vons écrire, grâce à l’inégalité de Hölder et en remarquant que V (R) ≤ CRn,
que

|I2(R)| =

∣∣∣∣∫
AR

(∆ξηR)u(∆ξu)dx

∣∣∣∣
≤ CR−2‖u‖2]

(∫
AR

(∆ξu)
2n

n+4dx

)n+4
2n

≤ CR−2‖u‖2]

(∫
AR

(∆ξu)
2dx

)1/2

V (R)
2
n

≤ C‖u‖2]

(∫
AR

(∆ξu)
2dx

)1/2

.

Par conséquent I2(R) → 0 quand R → +∞. Grâce à (3.12), nous pouvons
également écrire que

|I3(R)| ≤ CR−1‖∇u‖2?

(∫
AR

|∆ξu|
2n

n+2dx

)n+2
2n

≤ CR−1‖∇u‖2?

(∫
AR

(∆ξu)
2dx

) 1
2

V (R)
1
n

≤ C‖∇u‖2?

(∫
AR

(∆u)2dx

) 1
2

.

Nous obtenons donc également que I3(R) → 0 quand R→ +∞. Finalement,
en faisant tendre R → +∞ dans (3.13), nous déduisons de ce qui précède
que si û est une solution de (3.9) alors u : Rn → R définie par u = (û◦Φ−1)φ
est une solution de (3.1) telle que∫

Rn

(∆ξu)
2dx =

∫
Rn

|u|2]

dx

=

∫
Sn

|û|2]

dvh < +∞.
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Il suffit donc, pour prouver le théorème 3.0.4, de montrer qu’il existe une
suite (ûk)k de solutions de (3.9) telles que∫

Sn

|ûk|2
]

dvh → +∞

quand k → +∞. Notons J la fonctionnelle associée à (3.9) définie sur H2
2 (Sn)

par

J(u) =
1

2

∫
Sn

(
(∆hu)

2 + cn|∇u|2h + dnu
2
)
dvh −

1

2]

∫
Sn

|u|2]

dvh.

Considérons également un sous groupe fermé G du groupe des isométries
Isomh(S

n) de (Sn, h). Etant donnés q = 1, 2 et p > 1, on note Hp
q,G(Sn)

l’espace donné par l’équation

Hp
q,G(Sn) =

{
u ∈ Hp

q (Sn), u est G invariante
}

où Hp
q (Sn) est l’espace de Sobolev des fonctions de Lp dont les q premières

dérivées sont dans Lp. Posons

k = min
x∈Sn

dim Ox
G

où Ox
G désigne l’orbite de x sous l’action de G. La composition d’une appli-

cation continue et d’une application compacte est une application compacte.
Si G est choisi de sorte que k ≥ 1, il suit des travaux de Hebey et Vaugon
[36] que l’inclusion H2?

1,G(Sn) ⊂ L2]
(Sn) est compacte. La suite d’inclusions

H2
2,G(Sn) ⊂ H2?

1,G(Sn) ⊂ L2]

(Sn)

donne alors la compacité de l’injection H2
2,G(Sn) ⊂ L2]

(Sn). On fixe dans ce
qui suitG de sorte que k ≥ 1 et de sorte queH2

2,G(Sn) est de dimension infinie.
Nous pouvons par exemple, comme Ding [17], prendre G = O(n1) × O(n2)
où n1, n2 sont tels que n1 + n2 = n + 1 et n1, n2 ≥ 2. Dans ce cas on trouve
que k = min(n1, n2)−1). On affirme maintenant qu’il existe une suite (ûm)m

de points critiques de la fonctionnelle J restreinte à H2
2,G(Sn) tels que∫

Sn

û2]

mdvh → +∞ (3.14)

quand m→ +∞. Notons ‖ · ‖ la norme sur H2
2 (Sn) définie par

‖u‖2 =

∫
Sn

(
(∆hu)

2 + cn|∇u|2h + dnu
2
)
dvh.
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On vérifie alors facilement que J est paire, que J(0) = 0, et que

(A1) il existe ρ, α > 0 tels que J > 0 dans B0(ρ)\{0} et J ≥ α sur
S0(ρ), et

(A2) J vérifie la condition de Palais-Smale

où B0(ρ) est la boule de centre 0 et rayon ρ dans H2
2 (Sn), et S0(ρ) est la

sphère de centre 0 et rayon ρ dans H2
2 (Sn). On vérifie aussi que pour tout

sous espace E ⊂ H2
2,G(Sn) de dimension finie,

(A3) E
⋂{

J ≥ 0
}

est borné.

En effet, E étant de dimension finie, il existe C > 0 tel que pour tout u ∈ E,
‖u‖ ≤ C‖u‖2] . Soit {f1, . . . , fN} une base orthonormée de E et soit u =∑N

i=1 αifi tel que ‖u‖ = 1. Alors pour R > 0,

J
(
Ru
)

=
R2

2
− R2]

2]
‖u‖2]

2]

≤ R2

2

(
1− 2R2]−2

2]C2]

)

et on obtient (A3). On peut alors, compte tenu de (A1)-(A3), appliquer le
théorème 2.13 de type minimax dans Ambrosetti-Rabinowitz [3], duquel nous
déduisons l’existence d’une suite croissante (αm)m de valeurs critiques de J
données par

αm = sup
h∈Γ?

inf
u∈S∩E⊥

m−1

J
(
h(u)

)
(3.15)

où S = S0(1), Em est engendré par {f1, . . . , fm

}
, E⊥

m est l’orthogonal de
Em, (fi)i≥1 est une base hilbertienne de H2

2,G(Sn), et Γ? est l’ensemble des
homéomorphismes impairs h de H2

2,G(Sn) qui sont tels que J
(
h(B)

)
≥ 0, où

B est la boule de centre 0 et rayon 1 dans H2
2,G(Sn). La preuve de l’existence

d’une suite (ûm)m de points critiques de J restreinte à H2
2,G(Sn) tels que

(3.14) soit vrai est alors réduite à la preuve du fait que

αm → +∞ (3.16)

quand m→ +∞. On note dans ce qui suit

T =
{
u ∈ H2

2,G(Sn) tel que 2]‖u‖2 = 2‖u‖2]

2]

}
et on note ensuite

βm = inf
u∈T∩E⊥

m

‖u‖.
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Alors
βm → +∞ (3.17)

quand m → +∞. En effet dans le cas contraire, il existerait une suite
(um)m ⊂ E⊥

m ∩ T , bornée dans H2
2 (Sn), et telle que um ⇀ 0 dans H2

2,G(Sn)

puisque um ∈ E⊥
m. La compacité de l’injection H2

2,G(Sn) ⊂ L2]
(Sn) donne

alors que, à sous-suite près, um → 0 dans L2]
(Sn). Comme um ∈ T pour

tout m, on en déduit que um → 0 dans H2
2 (Sn). Par ailleurs, l’inégalité de

Sobolev correspondant à l’injection H2
2 (Sn) ⊂ L2]

(Sn) et l’appartenance de
um à T pour tout m, impliquent l’existence d’une constante C > 0 telle que
‖um‖ ≥ C pour tout m. C’est une contradiction et (3.17) est donc prouvé.
Pour u ∈ E⊥

m, on pose

hm(u) =
1

2
βmu.

En suivant ce qui est fait dans Ambrosetti-Rabinowitz [3], on montre facile-
ment que hm admet une extension h̃m ∈ Γ?. Etant donné u ∈ H2

2,G(Sn)\{0},
considérons β(u) ∈ R tel que β(u)u ∈ T . Alors, si u ∈ S ∩ E⊥

m,

J
(
hm(u)

)
=

1

2

(
βm

2

)2
(

1−
(

βm

2β(u)

)2]−2
)

≥ 1

2

(
βm

2

)2
(

1−
(

1

2

)2]−2
)

d’où nous déduisons (3.16) en utilisant (3.15) et (3.17). En particulier, il
existe une suite (ûm)m de points critiques de J restreinte à H2

2,G(Sn) tels
que (3.14) soit vrai. Les ûm sont solutions de l’équation (3.9) restreinte à
H2

2,G(Sn) au sens où pour tout m et tout ϕ ∈ H2
2,G(Sn),∫

Sn

((∆hûm)(∆hϕ) + cn〈∇ûm,∇ϕ〉h + dnûmϕ) dvh

=

∫
Sn

|ûm|2
]−2ûmϕdvh.

Cette égalité est en fait vérifiée pour tout ϕ ∈ H2
2 (Sn). Soit en effet ϕ une

fonction quelconque régulière sur Sn (ou bien ϕ ∈ H2
2 (Sn)). Considérons ϕG

définie par

ϕG(x) =

∫
G

ϕ (σ(x)) dµ(σ)

où dµ est la mesure de Haar surG. Clairement ϕG est régulière etG-invariante
si ϕ est lisse, ou ϕG ∈ H2

2,G(Sn) si ϕ ∈ H2
2 (Sn). Nous pouvons alors écrire
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que ∫
Sn

((∆hûm)(∆hϕG) + cn〈∇ûm,∇ϕG〉h + dnûmϕG) dvh

=

∫
G

(∫
Sn

(
(∆hûm) (∆h(ϕ ◦ σ))

+cn〈∇ûm,∇(ϕ ◦ σ)〉h + dnûm(ϕ ◦ σ)
)
dvh

)
dµ(σ)

= |G|
∫

Sn

((∆hûm)(∆hϕ) + cn〈∇ûm,∇ϕ〉h + dnûmϕ) dvh

où |G| est le volume de G pour dµ, et que∫
Sn

|ûm|2
]−2ûmϕGdvh

=

∫
G

(∫
Sn

|ûm|2
]−2ûm(ϕ ◦ σ)dvh

)
dµ(σ)

= |G|
∫

Sn

|ûm|2
]−2ûmϕdvh.

Il s’ensuit que∫
Sn

((∆hûm)(∆hϕ) + cn〈∇ûm,∇ϕ〉h + dnûmϕ) dvh

=

∫
Sn

|ûm|2
]−2ûmϕdvh

pour tout ϕ ∈ H2
2 (Sn) et tout m. En particulier, pour tout m, ûm est solution

de (3.9). Ceci achève la preuve du théorème 3.0.4.
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