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������� �
����� ��� ��� ���

���
����
� ��
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�=	����� ���� �������� ��� ������ ��� �
�	��
�� �
�
�
����� 
 ��
������ ����� ������� �=��
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	� 	�� �����	����� ���� ����� 
 ��� 	
�����	��
�� 	
������
���� ��� �� �
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������� ��%
 �������� ���� O$	7P ��� 	���� �� ������������� Q(F ) ⊂ Rd
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�L��� 	���	������������ *
�� �
���
�� ��� ��� ����&��
����

���
	��� 
 ��� ����	�� �����&
�������� ζ �� 
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����� 	���	����������� �� ζ �� �� ��

����	�� �����&
�������� �
�������� ���
	����

7��� �� ���	�	
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��	����
������� (����� �
��� ���
����
� �
����� �� ������	� ������� �
����� ��� ���
����
� ��
���� ��

�� ������
���� ����	�� �� 
 �
�����
�� �� �� ����������� S � 7� ����� 	���� ���
����
� ��������� ��� ���


������
����
 ���
��� 	�� �� ������	��
� 
 �� ������
��� ����	�� �� S ��� %�������� �� �
�������

�� �
���������
�� "��������	� �� 	���� ���
����
� ��������� ��� �� ��� ���
����� �
�� ��
���� 
 ��

	
�����	��
� ��� ���
����
�� ��
����� ��� �)��������	�� ������� �� ����
�� �� ���� T�
�� OV@P ��

O"BPU� 7��� �� 	�� ��� ������ �� 	
����� ������ �
��� �
��� �� ��� �� �����
	�� �� 	���� �� (�!���


�� 82� �
�� ��� ����	�� ����� T�
�� O(�!&82PU � �
��� ����
�� �
����� ��� 	
�����	��
� �
����� �� ��




��������	�� @I

���
����
� �������� �� �� 	
���� 
 ������ ��� ���
����� 	���	����������� �� ��� 
����� �� 	
Q�	����	�

�
����� �� 	
���� X = 0 ����� ��� 	
������ ���� �� 	L�� ������� �� ������  
�� ����� ��� ������� ��

"- �� 82� O"�&82P �� O82P�

7��� �� 	�� ����)��������� ������	����� �
�� 	
�������
�� ��� ����� ���
����
� ��
���� �� �����

(S, 0) �� ������������ �� ����
�� �� /
���� �� �������� �
�� ��� ����	��� ������ T�
�� O/&�PU� *
��

��#����
�� �� �
������� �
����� π ��� ��� ��� ���
����
� ��
���� ��������� �� ����� S � 	
�����&

������� ����
��� ���� ��� ������� �
����� �=�� ZΔ �� ��������� 	�������� ��	���� ����
	���� �� f �

�� ����� ������� �
����� �=�� ZΓ ⊂ ZΔ ��� ��� 
����� �� S ⊂ ZΔ ��� ���	��������
� T�
�� ���
���

E�FU� "� ������� ZΓ ��� �� ������� �
����� ��#��� ��� �� ����&��
��� Γ ���
	�� �� ����� (S, 0) � 3���&

������� �
�� ����
�� ��� 	
�������
� ����� 	�� ���� ���
����
�� ���������� �� �
�� �
���
�� ��� ��

�������� 	
Q�	��� ���	 �� ������	��
� �� �� �������� 
 ��� 	������� ������� ����� �� �������
� d + 1

	
������� �� ������
���� ����	�� �� S �
����� �� �
������� �
����� π ��� 	
������������ 	�
����

7�� ��������� �� ������ ����
��� �
�� 
������ ��� "�%���� �� .������ �
�� ��� ������������ ����,�	�

��� �����	�� �� �
�� ��� ������������ ��� ����	��� ������ T�
�� O"�&.P �� O"�&.BPU�

���
����  ��� ���	��� ��  ���
!��� �������

*
�� �����
��
�� �	� �������� ��������� �� ��
������ 
������ ������ � 	� ��������

7��� �� 	���� �� ������� �
�
�
����� ��� ������������� �� ����� �� ��
����� �� ���������� �� ���

�
�L��� 	���	����������� ���� �
�)�L�� �����&
�������� ���	�� ����������� �� ��������� 	
����� ��

�)�� �
�
�
����� �� �� ����������� ����� ��#���� �� ������������ ����� �� �������
� �
�� ��� ������ ��

	
����� ������ �� �� 	�� �����&
�������� ����)��������� ������	������ "� ���
����
� ��
���� ��� �
��

��#����
�� ��� �� 
���� ���
����� �
�� ��	���� �� �
�	��
� 4-�� �� �� �
�
��
��� ����� �����������

�����&
�������� ���)��������	�� +� 	
����
����
� ���	 $	+,�� �� *������ �
�� 
����
�� ��� �� ���

���������X1, . . . , Xd �
�� ���� 
��
����� �� �
�	��
� 4-�� ���
	�� 
 f = 0 	
Q�	��� ���	 	���� �� ��

	
���� ����� f = X2 = . . .Xd = 0 �

9�� ����� �����	���
� �
������ ��� ��
	���� �� ���
����
� ��
���� ��� �)��������	�� �����&
���������

��� �� 	
�����	��
� ����� ����
�� �� ���
����
� ��
���� ��� �)��������	�� ������� ������
	�� �� �����

'� ����� 
 ���������� ��� ������ ���������� �� ����������	� �� ����&��
��� ���
	�� 
 ��� �)���&

�����	� �����&
��������� 7��� �� 	�� �� �������
� ���� 1
���	�&1���� � �
���� ��� ����� ������ ��

��������� �� ����	���� �� ���� ��������� �� �� ����������� �� ��� ��
������� �� �� ���
����
� ��������

�� �� �����	� T�
�� O11BPU� !�� 
�%�	��� ��� ���
����� �
�� �
��
�� ���������� �� ��
� ���� ���
	���

�� ����&��
��� 
 ��� ����������� �����&
�������� �
� �)��������	�� 9�� ���� ��� �
������ -��� �����

�
�� 	��� ��� �� ������������
� ��� �����
�������� ��S�������� *
����� T�
�� O!�P �
�� �� 	�� ���

	
�����U�



@G 
��������	��

9�� ����� ��
����� �� �
�� �� ����
�� ���	 �� ���
��� �� ��������
� � ���&	� ��� �
�� �����

���)��������	� �����&
�������� �� ����&��
��� Γ ��� ��
%�	��
� ��������� ����� ������� �
����� �=��

ZΛ ���������� ��� �� ����&��
��� Γ [ T�
�� OVEP �� O�@P �
�� �� 	�� ��� 	
����� ������U�

"�����)�� ��� �)��������	�� �
������ ��� ������ ���)��������	� �����&
��������� 	
����	� ����

�� ����� �� 1
���	�&1���� T�
�� O11BPU �� 	
������ ������� ���� �� ������� �� 	
����
����
� ���	

/��	0� ����
�
 T�
�� O/�&/1PU� �
������ -��� ����
)� �
�� ������� �� 	
������ ��� #���� �� $���
�

T�
�� O/�&�P �
�� �� 	�� ��� 	
����� ������U�



�������� �

���	�
����
� ���������������� �������� ��

��
����� �� �� ��� �� ������������

'��� ���� (����	�� )������ � *�������	�� +,�	� -.'�/0

�������
� ���� ������	� 
�� ��

	���� F ∈ C{Sτ}[Y ] � �������	�� ��	� 
��		��� �� ������

�� ��	����	� ��
�������� �� ���	� ������
 ���	� ������� ������� ��	�� ���� ��	���
���	� � �� ���


� ��������������	 �
������� ��� ��	��
������ ����������	������ ��
� ���� �	�����	�� ���	� ���� �	�

��	���
������	 �� 
��
�������� �� �����	� �����!" �� ������� ���� �	� ��
����	 �	��� 
� ��

#���

�� �����	 �� ��������	�	� �� F ��� ������� � Y �� ��
�� �� F �� ��
�	 �� ��

�����$%��

�� &�

��� �� '������
� ()&��'�*+� ��
� 	��� ������ �	$	 �� ��
��
��" ���� ��� �
����#��� �� 	�	

����	������	��" 
�� ������� �� ��

#��� �� �����	 �� ��������	�	� � ������ �� ��
�� �� F "

�� 
�� �������	�� ��������	��	�� � ������ ��� �������	�� ��� �!����	�� �� F ��� ��	� ��	� 
��

��,��� �� ��	 ��

#��� �� �����	�

�)������ �
 
����	*
��	�� + ��	�
	��� (,#-.% �

����	�
 /-0-.�

@H



@A �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

"#" $��������	��

"� ��%�� �� �� �������� ������ �� 	� ������� ��� �� ������������
� ��� ��	���� Y (X) ����� ������
�

�
�)�L�� F (X1, . . . , Xd;Y ) = 0 ��� ��� ������ 
 ���
����� ���	��
������� �� ��� ��������� X =

(X1, . . . , Xd) � '� ������ �� ����������� �� ���
���� �� *�,�
�&1������� *
�� �
�������
�� ���� ���

����	��
� ��������� ��� $	7
���� ���� O$	7P� �� ���	��
�� ��� ����������

*
��� ����
	�� ��� ��������� ����
�� �� ��
����� ���� �� 	�� ���� �
�)�L�� F ∈ C{Sτ}[Y ] �


: C{Sτ} ��� �������� ��� ������ ��� �
�	��
�� �
�
�
����� �� �
��� ���	��� ����� ������� �
�����
�=�� 	
�����
����� 
 �� 	L�� ����
���� ����	������ 	
������ τ ⊂ (Rd)∗ � �� �������
� �� *
��

���
��
�� �� ��
������ �
����� �� ��
�����
�
� ΔY F �� F ��� ����
�� 
 Y ��� �� �� �
��� Xuε 
:

ε ��� ��� ����� ���� C{Sτ} �� u ���������� �� ������
��� Sτ := τ∨ ∩ Zd ��� �������� �� Zd ���

������������� �� 	L�� ���� τ∨ := {w ∈ Rd/〈w, u〉 ≥ 0, ∀u ∈ τ} � !�	� ��� �� ���� ��� ������������
�
�� ������� 	�������� ��� ������������ �����&
���������� ��� 	
�����
����� �� 	�� 
: τ ��� �� ��������

�
������

"� ����	��
� �� 	�� ������� 
 	� 	�� ���� ����� 
 ��� 	
�����	��
�� 	
������
���� ��� �� �
�)����

�� *�,�
� N (F ) ⊂ Rd+1 �� F � "� ���� ���
������� ��%
 �������� ���� O$	7P ��� 	���� �� ���������

���� Q(F ) ⊂ Rd �� N (F ) ��� ����
�� 
 �� ��
%�	��
� N (F ) → Rd ��� ������	� ��� ���
����� ���

�
�L��� �� X � "�� �
���� ����-��� �� Q(F ) 	
�����
����� 
 	������� 	������ ���� ��� ��-��� ��

N (F ) �

"� �
�)����&#��� ��� ��������� ����� �� �
�)���� �� *�,�
� �� ���	�������� �� F ��� ����
�� 


Y � 6� F = a0(X) + · · · + ar(X)Y r � 
� � ����	����
� �� �
�)����� �� *�,�
�

N (ΔY F ) + N (a0) + N (ar) ⊆ Q(F )

T
: �� �
��� ��� �� �
��� �� $��2
,�2�U� ���	 ��������� �
�� ��� �)�
������ �� �
�&���������	��	�

��� 	
�=	����� �� F ��� ����
�� 
 N (F ) � T���
���� @�FU�

9� 	L�� τ ⊂ (Rd)∗ ��� 	
�������� ���	 ��� �
�)����� P1, . . . ,Ps ⊂ Rd ���� ��� 	
������� ���

�
�	��
�� ��������� ��� �������� �
���� ���� ������ �������� ��� P1, . . . ,Ps �� ��� �
��� #��� p1 ∈
P1, . . . , ps ∈ Ps � 8� ��	��� �� �������� ����	����� �� ���
���� @�E� ���� �� 	�� 
: F ��� �� �
�)�L��

������ ���� �������� C{X}[Y ] � 6� τ ⊂ (Rd
+)∨ ��� �� 	L�� ����
���� ����	������ 	
����� �� �������
�

d 	
�������� ���	 ��� �
�)����� N (ΔY F ) � N (ar) �� Q(F ) � ��
�� ���
�
�
������� C{X} → C{Sτ}
�������� ����	����
� ��� �������� C[Zd

+] → C[Sτ ] ������
��� F �� �� �
�)�L�� Fτ ∈ C{Sτ}[Y ] �
��

�
���� ��� ��	���� �
�� �� �� �
��� Xuε(X) 
: u ∈ 1
k
Zd � ε(X) ��� ��� ����� ���� �������� C{ 1

k
Sτ}

�� k ��� �� ������ �
������ "� 	
�����	��
� ��� ��	���� ��� �
���� ��� �� ���
������ ��� ����������

	���� �� ���
���� �� *�,�
�&1������� T���
���� @�BU� �� ��� �
������ �� �����
���� 
 ������ ����

�
��	��� �� 	��	�� �
����� 8� ���� 	
������ �����
������ 
����� ���	 	���� �� O(&"&.P� �����
��� �
��

�� 	�� �����&
���������



���� ��������	���	�� �� �	������	��� ����	����	��	��� ���	���� @C

*
�� ������
�� 	�� ��������� �
�� �
���� ��� ���	�����
� ��� �
����� �� �
�)���� �� *�,�
� ��

��
	���
� .��Y (F,G) ��� �
�)�L��� F,G ∈ C{Sτ}[Y ] 
 ������ ��� �
�)�����&#���� Q(F ) � Q(G) ��

Q(FG) N �
�� 	��	��
�� ��#� ��� 	
�=	����� ��� �
�L��� 	
�����
������ ��� �
����� �� �
�)����

�� *�,�
� �� a0arΔY F �� �� .��Y (F,G) �
�� ��� �)�
������ �� �
� ���������	��	�� !�� 	
�=	�����

��������� ����� ������ ��� ���������� ��� ������ �� �
�)�L��� 
 ��� �������� 
������ ��&���������

�� F �� �� G ��� ��� ������ �
��� ��� ���
����� ������������� 
 ��� ������ ���������� ����-��� ��

N (F ) �� N (G) � 8� �
���� �� �������� ����
��� �
�� �� ���	��������� *
�� ��
��
�� ������ ���	 ���

����
�� ���� ��W������� ��� ��������� �� �-�� ������ ��� 	��� �� /�������� Z�����
� �� V�������2�

���� O/&Z&VP�

"#% ��������	���	�� �� �	�&�
��	��� ����	'���	��	��� ���	����

����� ��������� ��	 �����	 �� ��������	 ����������	 �
 ����� ��	����



��
��  ���
�
 �����
� �!��

6
�� τ �� 	L�� 	
����� ����
���� �� �������
� d ���� (Rd)∗ � !���� 	
�����
� �������� ��� ��

	L�� ���� τ∨ := {w ∈ Rd/〈w, u〉 ≥ 0, ∀u ∈ τ} ��� �� 	L�� ����
���� ����	������ 	
������ 1
�� 	����
����
�� 	����� ������� �� Sτ ���� ���������� 	
���� �
��� ���������� �� ������
��� Sτ ����

�
���� #�� �� ��������� "��������� ��� ������ �
������� 
 ���
����� ���� Sτ ��� �� ������� ��� �
��

�
�
�� ��� C[[Sτ ]] � "� ��
������ �� #������ ���	������ ������ �� �������� ��� ��� 	
�=	����� �� ��

����� ��
���� �
�� ��� �
�	��
�� �
�)�
������ ��� 	
�=	����� ��� ��	������ !�� ������� �
�� ��#���

���� O$	7P� �
�� 	
�������� ��� ��	���� ���� �
�)�L�� F ∈ C[X1, . . . , Xd][Y ] � 
 �� *�,�
�&1�������

8� �� �
���� ��� ������������
� ��
�������� �� 	�� ������� �� �
)�� �� �� ������� �
�����

���
	��� �� 	L�� τ ���� �� 	�� 
: τ ��� �� 	L�� ����
���� ����	������ 	
����� �� �������
� d ����

Rd �

6
�� N ⊂ (Rd)∗ �� ������ �� �������
� d � �� ������ ���� M ⊂ Rd � "� 	L�� τ ��#��� �� ����&

��
��� �� �)�� #�� Sτ : = τ∨ ∩M � 6
�� C[Sτ ] ��������� �� ����&��
��� Sτ 
 	
�=	����� ���� C �

(��
	�
�� 
 (τ,N) �� ������� �
����� �=�� Zτ := 6��	 C[Sτ ] � !����� �
��� ����� �� Zτ ��� ��#���

��� �� �
�
�
������� �� ����&��
���� Sτ → C � "� ������ �� �� �
�	��
� Xu ∈ C[Sτ ] �� �
��� x

��� x(u) � "�
����� �� �������
� 0 �� �� ������� Zτ ��� �� �
��� ���	��� zτ ��#�� ��� ���
�
�
�������

�� ����&��
���� Sτ → C ��� �������� 0 �→ 1 �� u �→ 0 �� u �= 0 � T1
�� �
�� 	�	� �
�� O3@P 
� O8�PU�

���

��	 ��
 
����
 ��
�����
��
 � ����
�
�
 ��

 Sτ � ��� �
�� �
�
�� ��� C{Sτ} � ��� ����������
��� ������ �� C[[Sτ ]] ��� �
�� ���
������ 	
���������� ���� �� �
������� �� �
��� ���	��� zτ �� ��

������� �
����� Zτ � 6� τ ��� �� 	L�� 	
����� ����
���� �� �������
� d � 
� ��#�� C{Sτ} = ∩ C{Sσ}

: σ ���	
��� ��� 	L��� ����
����� ����	������ 	
������ �� �������
� d 	
������ ���� τ �



BD �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

1���� �2�2 ��������� ������ ��
 �����
 �� ��
����

 ����������
 �	 ���
� zτ �� Zτ �
� �
�������

� C{Sτ}  

!��	�� 6
���� u1, . . . , us ��� ����������� �� ����&��
��� Sτ � "��
�
�
������� C[U1, . . . , Us] →
C[Sτ ] ��#�� ��� Ui �→ Xui ∈ C[Sτ ] ��� ���%�	���� 6
� �
)�� ��� �� ����� ������� I � !� �
�������

��#��� �� ��
������� Zτ ⊂ Cs �� �� ������� �
����� �=�� Zτ := 6��	 C[Sτ ] ��#��� ��� �� 	L�� τ � ��

������� �� �
��� ��������� zτ ��� ��
������ �� Cs � 6
�� R ��������� ��� ������ �
�	��
�� �
�
�
�����

���� �� �
������� �� zτ ���� Zτ �

.������
�� ��� ���
�
�
������� 	
��
�� C[U1, . . . , Us] → C[Sτ ] ↪→ C[[Sτ ]] ������� �� ��

�
�
�
������� χ : C{U1, . . . , Us} → C[[Sτ ]] �
�� ������� ��� C{Sτ} � +� �W��� ������� �� �
�L��
Uλ � 
: λ = (λ1, . . . , λs) ∈ Ns � ��� �� �
�L�� Xu(λ) � 
: u(λ) =

∑
λiui ∈ Sτ � 7
�	� �������

�� φ ��� �� ����� χ(φ) =
∑

u∈Sτ
(
∑

u(λ)=u cλ)X
u � ��� ��� ���� ��#��� ���	� ��� τ ��� ����	������

	
������ 6���
�
�� ��� φ ��� ���
������ 	
��������� �� �
��� x′ = (x′1, . . . , x
′
s) 	
�����
����� ��

�
��� x ∈ Zτ ��� �� ��
������� �
����� Zτ ⊂ Cs � "� ������ �� �� �
�	��
� Xu ∈ C[Sτ ] �� �
���

�� Zτ � �� ������ ��� �� ���������
�� �
�	 �� u = u(λ) � 
� � x(u) = x′λ �� �� ����� χ(φ) ���

���
������ 	
��������� �� �
��� x � !�	� �������� ��� �� ����� χ(φ) ∈ C[[Sτ ]] ��� 	
���������� (��	

�� ����
������� ����
���� 
� ���� �
����� ��� ���
�
�
������� ���������� χ : C{U1, . . . , Us} →
C{Sτ} ��� ���%�	����

1�� ��������� 
� � �
���� ����� ��� χ(φ) ��� ��� �
�	��
� �
�
�
���� ���� �� �
������� �� zτ
���� Zτ � ��#������� �� ������ ������� �� R � !���������� �
�� ��� �������� �� R �
�� 
������ ��

	���� �
���� 6� �� �
�	��
� χ(φ) ��� ����� ���� �� �
������� �� zτ ���� Zτ � �� ����� φ ��� ���� �������

�������� ��� I ���� C{U1, . . . , Us} �
�	 χ(φ) = 0 � �

!
��� 	
�������	� �� 	� ������ 
� ������ ��� �������� C{Sτ} ��� �
�������� �� �������������
	�
� ���	� ��� Zτ ��� ��� ������� �
����� T�
�� OZ�P� XH@U�

����� "#���	���	 �����	�����	

6
�� k ∈ Z �� ������ �
����� #��� !
������
�� ��� ������� N ′ = kN ⊂ N � "���� ������� �����

�����	���� �
�� M ′ = 1
k
M ⊃ M � 9� 	L�� τ ����	������ 	
����� ���� (Rd)∗ ��� ����
���� �
��

��� ���� ������� �� �-�� ������ *
�� �
�
�� Zτ T����� Z ′
τ U �� ������� �
����� ���
	��� 
 (τ,N)

T����� 
 (τ,N ′) U� "� ����&��
��� ���
	�� 
 (τ,N ′) ��� S ′
τ := 1

k
Sτ ⊂ M ′ � "��
�
�
������� ��

����&��
���� M ⊃ Sτ ↪→ S ′
τ ⊂ M ′ ��#��� �� �
������� �
����� fk : Z ′

τ → Zτ � "������ �� �
���

��������� �� Z ′
τ ��� �� �
��� ��������� �� Zτ � �
�	 
� 
������ �� �
������� �� ������ ������	������

(Z ′
τ , z

′
τ ) → (Zτ , zτ ) � +� ��������� �� ����� @�@ 
� ����#� ��� ���
�
�
������� ��� �������� ��������

���
	���� ��� C{Sτ} ↪→ C{S ′
τ} �

"��
�
�
������� ��� ����&��
���� M ↪→ M ′ ��#��� �� �
������� fk : T ′ → T 
����� ��

������������ fk ��� �
��� �����	���� �� Z ′
τ �� Zτ 8� ���� ����#�� ����	������ ��� �� �
)�� �� 	�



���� ��������	���	�� �� �	������	��� ����	����	��	��� ���	���� B@

�
������� fk |T ′ � 	
��� �
������� �� ��
���� ������������ ��� �� �
��&��
��� #�� H �� T ′ � �
���

��� �������� (w1, . . . , wd) ���� ��� wki = 1 � �
�� i = 1, . . . , d � !� �
������� ��� �� ���-������

���
����� 
 kd �������� �� �� ������� T � ���	� ��� �� ��
��� H ���� �������������� ��� ��� #����� 7
�	


� � ��� �������
� ���
������� ��� 	
��� ��� �
�	��
�� ����
������� C(T ) ↪→ C(T ′) � 8� �� �
�����

���
� � ��� �������
� ����
��� �
�� ��� 	
��� ��� �
�	��
�� ���
�
����� ��� �
���� ���������� ���

�������� �
������ 	
�����
��������

6
�� L T����� L′ U �� 	
��� ��� ���	��
�� �� C{Sτ} � T����� �� C{S ′
τ} U� "��
�
�
������� C{Sτ} ↪→

C{S ′
τ} ��#��� ��� �������
� �� 	
��� L ↪→ L′ �

1���� �2�2 ������

��
 �� ����
 L ↪→ L′ �
� �����
��

� "��� G 
�
 ���	�� �� #����
 �������


�� H 
	� ��
 ��
���
 ���
�� 	
 ���������
�� �� ���	��
 H → G �� ���

����� ��
 �����
�


G ��
�����
�
 �� ���

��	 C{S ′
τ} �
� C{Sτ}  

!��	�� !���������� L ↪→ L′ ��� ��� �������
� �
����� #���� ( 	����� w ∈ H ��� ���
	�� ���
�
�
�&

������ ���������� C{S ′
τ} → C{S ′

τ} ��� �������� X
u
k �→ w(u)X

u
k � !��� ��#��� �� �
�
�
�������

�� ��
���� H → G �

.������
�� ��� X
u
k �→ w(u)X

u
k ��#��� ���	��
� �� ��������� w ∈ H ��� �� �
�L�� �� C[S ′

τ ] � "�

	
�
������ @�@G �� O8�P �������� ��� �� �
������� Z ′
τ → Zτ 	
Q�	��� ���	 �� ��
%�	��
� �� ��
����� ��

Zτ ��� ����
�� 
 ���	��
� �� ��
��� H � !����&
&���� ��� C[Sτ ] ��� ���������� ��� �������� ����������

�� ��������� C[S ′
τ ] ��� ���	��
� �� H �

6� H ′ ��� ������� �� H ���� G 
� � �
���� ��� �� �
��&	
��� #�� �� L′ ��� H ′ 	
Q�	��� ���	

L � �
�	 (L′)G ⊂ L � 	����&
&���� ��� L ⊂ L′ ��� ��� �������
� ���
������� �� �
�	 H ′ = G � �

����$ %����
���	����� �� 	���
�����
	 �
�	�����������	 �����
�	

6���
�
�� ��� F ∈ C{X1, . . . , Xd}[Y ] ��� �� �
�)�L�� ������ ��� ��� 0 ∈ C ��� ��� ��	���

�� ��������	��� r ≥ 1 �� �
�)�L�� F (0, Y ) �� ��� �� ���	�������� �� F �
�� �� �� �
��� Xqε


: ε ��� ��� ����� �� C{X1, . . . , Xd} � 7������ �� ���
���� �� ���������
� �� K����������� �� ������
�� �����
&�
�)�L�� 
 �� K���������� H �� ����� r �� Y � �� ��� ����� ε ���� C{X1, . . . , Xd, Y }
���� ��� F = εH � 1�� ��#����
�� �� ��
%�	��
� �� ����� (X , 0) ⊂ Cd × C ��#�� ��� �� �
�)�L��

H ∈ C{X1, . . . , Xd}[Y ] ��� (Cd, 0) ��� �����&
��������� 7������ O(@P� ���
��� E� �� ������ k ∈ N ���

��� H ��� ��� r ��	���� ���� �������� C{X1/k
1 , . . . , X

1/k
d } �

8� �� ����������� �� 	
�����	��
� �� ��	���� ���
	���� 
 ��� ��
%�	��
� �����&
��������� �� 	�� 
:

�� ����� (Cd, 0) ��� ������	� ��� �� ����� �� ������� �
����� �=�� (Zτ , zτ ) �� �
��� ����������

�����
�� �2�2 !�	� ��	� ����
��� F ∈ C{Sτ}[Y ] ���	�� ��� �	� �� ��
�����
�
� �� F 
��� �� ��

����� Xu0ε $ �% ε �
� 	
� 	
��� ��

 ���

��	 C{Sτ} �� �	� 0 ∈ C 
��� 	
� ����
� �� �	����������

r ≥ 1 �	 ����
��� F (zτ , Y ) �� ���
�� k ∈ N ��� �	� F ��� r ����
�
 
�

 ����� ��

��
� ��



���

��	 C{ 1
k
Sτ}  



BB �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

!��	�� *
�� #�
�� �� �
���� #�� �� ����������� �� ����&��
��� Sτ � !��� ������ �� ��#��� ��

��
������� �� �� ������� �
����� �=�� Zτ ⊂ Cs � '� ��� ��� ���
	�� �� ����
������� ����������

χ : C{U1, . . . , Us} → C{Sτ} T�
�� �� ����� @�@U� !
������
�� �� �
�)�L�� G ∈ C{U1, . . . , Us}[Y ]

��� ��� Gχ = F � 8� � G(0, Y ) = F (zτ , Y ) � 7������ �� ���
���� �� ���������
� �� K���������� �� ������

�� �����
&�
�)�L�� 
 �� K���������� H �� ����� r �� Y � �� ��� ����� ε ���� C{U1, . . . , Us, Y }
���� ��� G = εH � !���������� ��� ������ ��#��� �� �
��� (zτ , 0) ��� F �� ��� Hχ 	
Q�	������ 7
�	�


� ���� ����
��� ��� F ��� �� �
�)�L�� ������ �� ����� r ��� ��� F (zτ , Y ) = Y r �

6
�� L �� 	
��� �� ���	��
�� �� �������� ������� C{Sτ} � "�� ��	����� Fi �� �� ��	�
������
� �� F
�� �
�)�L��� ������	������ ���� L[Y ] �
�� ���� C{Sτ}[Y ] ���	� ���� ������� �� ����� @�@� ��������

C{Sτ} ��� ������������� 	�
� �� �� 	
�=	���� �� Y r ��� ��� ����� T�
�� �� ���
���� I� XE� 	���  �

OV&6PU� 7� ����� �� ���	�������� �� Fi ������ �� ���	�������� �� F �
�	 ΔY Fi ��� �� �� �
��� Xuε 
:

ε ∈ C{Sτ} ��� ��� ������ 8� ���� �
�	 ����
��� ��� F ��� ������	������ ���������� �� ����� �������

(F ) ���� C{Sτ}[Y ] � !
������
�� �� ����� �� ������� ����)����� ������	����� (X , x) ⊂ (Zτ × C, x)

�� �
��� x 	
�����
����� 
 ��������� ������� R = C{Sτ}[Y ]/(F ) �

6
�� (X , x) → (Zτ , zτ ) �� ��
%�	��
� ��� ������� �� 	�
�����
�� �� ������������ #�� π : X → Zτ ���

��� π−1(zτ ) = {x} � "��)�
����� ��� �� ���	�������� �������� ����� ������ �� �
������� W �� �
���

zτ ���� Zτ ��� ��� π ��� �
� ����#� ��� W ∗ := W ∩ T � 1�� 	
��������� 	
��� π−1(zτ ) = {x} � 
�
���� ����
��� ��� π−1(W ) ��� �� �
��&�������� ������������ 	
���	� �� Cs+1 �

!
��� π ��� �� �
������� #��� ���������	��
� �� ������� ������� �� ���� ���	�������� �� π ���	

X ��� ��� �
��&������� ����)����� ������ ��
��� �� X � 6
� 	
������������ ��� �� 
����� X ∗ ⊂ X �
	
����� ���	� ��� X ��� ����)��������� ������	������ !�	� �
���� ��� π : X ∗ → W ∗ ��� ��

���-������ 	
����� 
 r ����������

8� ���� ����
��� ��� ��
����� W ∗ �� �
�� T ��� W ∗ = (D∗)d 
: D∗ = D(0, 1)\{0} ⊂ C∗ � 6
��

J �� �
��&��
��� �� ��
��� �
��������� π1(W
∗, w) ∼= Zd ���
	�� �� ���-������ π : X∗ → W ∗ �

1������ J ��� ������	� #��� �� ������ k ∈ N ��� ��� kZd ⊂ J � "� ���-������ fk : W ∗ → W ∗ �

��#�� ��� x �→ (xk1, . . . , x
k
d) � ��� ���
	�� �� �
��&��
��� kZd �� Zd � 7
�	� �� ������ �� ���-������

p : W ∗ → X∗ ��� ��� π ◦ p = fk � T�
�� O3BP� 	���� @EU�

!���������� p ��� �
�
�
����� �� �
��� ���� �� 	
������������ ���� W ���� �������� ����)�����

������ 	����&
&���� ��� p ��� ��� �
�	��
� ���������� �
�
�
���� ���� W � !
��� W ⊂ Zτ ���

��� ������� �
������ �
��� �
�	��
� ���������� �
�
�
���� ��� �
�
�
����� T�
�� OZ�P� XH@U� 7
�	�

p ������� �� �� �
������� W → X � "� �
�	��
� �
�
�
���� π ◦ p 	
Q�	��� ��� W ∗ ���	 ��

�
������� �
����� fk : Z ′
τ → Zτ T
: 
� 	
������� W ∗ ⊂ Z ′

τ �� ����� W
∗ ⊂ Zτ U� 7
�	� ���� ��� �����


 �� ������	��
� �� �
������� fk 
 W � *
�� �������
�� ��� p(z′τ ) = x ���	� ��� fk(z′τ ) = zτ ��

π−1(zτ ) = {x} �

+� ��������� �� ����� @�@� 
� �
�� ��� ���
�
�
������� ���������� �������� ���
	�� �� �
�������

fk ��� �
���� ���������� ��� C{Sτ} → C{S ′
τ} � !
������
�� �� �
�
�
������� ���������� R →



���� ���	��� � �� ������ ��	��� BE

C{S ′
τ} 	
�����
����� �� �
������� �� ������ p : (W, z′τ ) → (X, x) � "�������� R ��� ��� �
��&

C{Sτ} &������� �� C{S ′
τ} ���	� ��� π ◦ p = fk � *
�� ��
�� �
�	 �� ��������� �

R → C{S ′
τ}

↑ ↗
C{Sτ}

6
�� L T����� K,L′ U �� 	
��� ��� ���	��
�� �� C{Sτ} � T����� �� R,C{S ′
τ} U� 1�� 	
�����	��
�� L ⊂

K ⊂ L′ �� K = L(ζ) 
: ζ ��� ������� �� Y ∈ R ���� C{S ′
τ} � 7������ �� ����� @�B� ���������
� ��

	
��� L ↪→ L′ ��� ���
�������� �� �� ����� ζ � ��� r 	
�%����� ���� �������� C{S ′
τ} � !�� 	
�%�����

�
�� ��� ��	���� �� F ���� C{S ′
τ} ��� ������������� (X , x) � �

3������� �2"2 "� F �
� �����	������$ �
 ��	� ���
��� k = r ��

 �� �������� & & 

+� �W��� ������� �� �
�)�L�� F ��� ������	������ ������	� �� �
��&��
��� J T���� �� ������ ��

���
���� @�@U� ��� ���� 
 r � "�
���� �� �
��&��
��� �������� ��� ������� ���� ��	���� �� �� ����

	��
����� �� Zd ���� Zd/J ��� �� �������� �� r � 7
�	� 
� � rZd ⊂ J �

"#( ���	��� ) 
� 
�*��� ��	���+

��$�� &��
����� ���
��� ��� 
�  ����
� �����������

6
�� R �� ������ 	
�������� �� Γ �� ��
��� �
�������� 
��
���� 9�� �������
� ω �� R ����

Γ ��� ��� �����	���
� ω : R\{0} → Γ ��� ���

(i) ω(ab) = ω(a) + ω(b) �
�� 0 �= a, b ∈ R,

(ii) ω(a− b) ≥ ��� (ω(a), ω(b)) �
�� 0 �= a, b ∈ R �� a �= b, ���	 ������� �� ω(a) �= ω(b).

8� ���
	�� 
 	����� λ ∈ Γ ���������� Iλ = {a ∈ R/ω(a) > λ} � "��������� Iλ ��� �� ����� �� R
�� 
� � λ > β ⇒ Iλ ⊂ Iβ � "� �
�
�
��� ω &������ ��� R � ��� �� �
�
�
��� ��� ���� �� R �� ��
���

�
�
�
����� ���� �������� ���������� ��� ������ {Iλ}λ∈Γ ��� �� �)����� �
��������� �� �
��������

�� 0 ∈ R �

"� �������
� ω ��� ����������

� �� Γ ��� ��
�
���� 	
��� ��
��� �
�������� 
��
��� 
 ��

�
��&��
��� �� R � 6
�� (R,M) ��� �� ������ �
	�� �� 	
��� �� ���	��
�� L � "� �������
� ω �� L

��� ��
���� 
	� R �� ω(a) ≥ 0 �
�� a ∈ R �� ω(a) > 0 �
�� a ∈ M �

1���� �2!2 "���
� (R,M) 	
 �

��	 ����� 
��������
 �� ����
 �� �������

 L $ �� ω 	
� ���	����


����������

� �� L ��
���� 
	� R '���
$ �� ��������� M �����	� ��(
���� ���� �� ��������� ω �����	�

�� R  



BF �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

!��	�� 1������ R ��� �
��������� �� ����&��
��� ω(R\{0}) ��� ���� 
��
���� �� �� ������ �� ����
����� ������� λ �� ���������� ω(M\{0}) � 6� β ∈ ω(M\{0}) � �� ������ n ∈ N ��� ��� nλ > β �
�	

Mn ⊂ Iβ ⊂ M � �

8� ������� �� ��	���� w ∈ Rd �������

�� �� ��� 	

��
����� �
�� ������������ �������������

��� Q � (��
	�� 
 �� ��	���� ������
���� w ∈ Rd �
�� ��#����
�� �� 
���� �
��� ��� Qd ��� �

u <w u
′ ⇔ 〈u, w〉 < 〈u′, w〉.

3������� �2
2 "��� τ 	
 ��
� �����

�� 
��������
� ��
���� �� ����

��
 d ��

 Rd  )
 ����

��	� �������

�� w ∈ τ∨ ���
�� 	
� ���	����
 ����������

� �� ���

��	 ����� ������� C[[Sτ ]] ���

w(
∑

u∈Sτ
cuX

u) = ��
cu �=0(〈u, w〉)  *���� ���	����
 ������ ��
 �������
�
 �	 ����� & + 

"� (φj) ⊂ C[[Sτ ]] ������ �	� �� 
	��� (w(φj)) ⊂ R �
� 
��������
� ����

�
�� ����
 φj ��
� ���


0 ∈ C[[Sτ ]]  

8� ������� ������
�
� �
����� ����� ����� φ ∈ C[[Sτ ]] ��� ����
�� � w � �����
���� u �� φ ��� ���

w(Xu) = w(φ) � "����
���� ������� ��� �� ���� ������ �
�� ��
���� <w � ����� ��� ���
����� �� φ �

��$�� '�����	 ��������	 ���	 �� �������� �� (�)���

9� �
�)���� N ���� Rd ��� ���������	��
� ����� ������� �� ����&����	�� ��������
� 〈ω, u〉 ≥ λω �

�
�� ω ∈ Ξ ⊂ (Rd)∗ � 8� ���� ��� �� �
�)���� N ��� �����

�� �� ��� �
����� �
�� ���� �� ������ Zd

�� �� ��� ��	�� 
�� ��� ������
�� 
 	
�=	����� ���� Q � "� 	L�� τ ���
	�� �� �
���� u ���� �
�)����

����
���� N ���� Rd ��� ���������� ��� �
�	��
�� ��������� ��� ���������� ���� ������ �������� ��� N
�� �
���� u � "� 	L�� τ ��� ����
���� �� �������
� d � �� τ ��� ����	������ 	
����� �� �� ���������

�� �� �
�)���� N ��� �� �������
� d � 7��� 	� 	��� ���������� ��� 	L��� ���
	��� �� �
�)���� N �
���

�� �������� Σ ���� (Rd)∗ ���	 �� �
���� �������������� ��#�� �� 	L��� N �� ����
�� |Σ| = ∪σ∈Σ σ ��

���������� ���
	�� 
 N ����� ��� ��	����������� ������ 6� τ ⊂ |Σ| ��� �� 	L�� ����
���� ����	������
	
����� �� �������
� d � ���������� ��� 	L��� τ ∩ σ � �
�� σ ∈ Σ ��� ��� ���������
� �� τ � +�

�����	������ 	���� ���������� ���
	�� 
 �� �
��� �� $��2
,�2� τ∨ + N � !���� ���������
� ��� #���

���	� ��� �� Sd−1 ��� �������� ����� {τ ∩σ ∩Sd−1} ��� �� 	
������ �
�)����� �� ����
�� ����������
	
���	� τ ∩ σ ∩ Sd−1 �

!
������
�� Rd × R ���	 ��� 	

��
����� #���� (u, v) � 8� ���� ������ ��-�� �
���� e ����

�
�)���� N ⊂ Rd × R ��� ����

���� �� ���� ����� ��� ��������� 
 ���)������� v = 0 � 9�� ��-��

���������� ��� �� �� �
��� [pv1 , pv2 ] 
: pvi
= (uvi

, vi),∈ Rd × R ���	 v1 < v2 � *
�� ��������
�� ��

��	���� qe :=
uv1−uv2

v2−v1 ���
���
��
�
 � �� �� �
���� le = v2−v1 ∈ N �� ��
�	�	� �� ����-��� !
������
��

�� ��
%�	��
� πe : Rd × R → Rd × {0} ������������� 
 ����-�� e � ��#��� ��� πe(u, v) = u + vqe � "�

	L�� σ(e) ⊂ (Rd)∗ � ���
	�� �� �
���� πe(e) �� �
�)���� πe(N ) �� �� �������
� d �� 
� � �

1���� �242 !�	� w ∈ (Rd)∗ $ ��
 ���������
 
	���
��
 
�
� ��	�����
��
 ,



���� ���	��� � �� ������ ��	��� BI

& w ∈ σ(e)  

- �� ��
����
 ��
����� w �����
� 
� ����	� ��
����� 
	� ����	� 
�����
 v = λ �� N �	 ���
�

(u(λ), λ) �� ����.�� e  �

8� ��� ����� 	����� γ ���� ��� ��-��� �� N ⊂ Rd×R ��� ��
���
� �� 
� ���� �� ������������ ���

γ(λ) = (u(λ), λ) � 6���
�
�� ��� �� 	����� γ � �
�� �
����� {p0, pi1, . . . , pit , pn} ���	 pj = (uj, j)

�
�� j ∈ {i0, i1, . . . , it, it+1} ���	 0 = i0 < · · · < it+1 = n � *
�� �
�
�� qr ����	������
� �� �������

er = [pir , pir+1] � �
�� r = 0, . . . , t � "� 	����� �
�
�
�� γ ��� ������
� �� �� ������ w ∈ (Rd)∗ ��� ���

γ(λ) ��� �������� �
��� �� �� ��	��
� v = λ �� �
�)���� N �� ������ w ������� �� ������ ��������

��� 	���� ��	��
�� �
�� λ ∈ [0, n] �

1���� �2�2 '��� ��
 
������

 �������
��
$ 
� w ∈ (Rd)∗ �
� 	
 �����	� �������

�� ���
�

�
�

�� �����
 ��
���
� ������
� γ ��

 ��
 ��.��
 �	 �������� �����

�� N $ ����
 ��
 �
���
��
�

 ��


��.��
 �� γ ������
� ,

qt <w qt−1 · · · <w q0

!��	�� *
�
�� πs �� ��
%�	��
� ������������� �� ������� es � "� ��	���� πs−1(es−1) − πs(es) � ��

�-�� ���� ��� �� ��	���� πs(pis−1)− πs(es) � 1�� �� ����� ���	����� w ���������� 
 σ(es) � �
�	 
�

� 〈w, πs−1(es−1) − πs(es)〉 = is〈w, qs−1 − qs〉 ≥ 0 � �
�� s = 1, . . . t � �

6
�� ρ ⊂ (Rd)∗ �� 	L�� ����	������ 	
����� �� �������
� d � *
�� �
�
�� C((Sρ)) T�����

C{{Sρ}} U �������� �� ���	��
�� �� �������� C[[Sρ]] T����� C{Sρ} U �
�� ���������� ��������	���&
������ ����� 	
�����
����� ��� �
�L��� Xu �
�� u ∈ Sρ �

5�6�	�	�� �2�2 �� ρ ��������� �� /�0��
 ��	
� 
���� φ ∈ C((Sρ)) 
�
 
	��� �
� �� 
���� ��

1�
2�0
2� �� ���
������� ��
���� �� 
�
 ����
�
�
 �� �	 ��
� ρ∨  �� ρ ��������� �� /�0��
 ��	


����
��� F ∈ C((Sρ))[Y ] $ �
� �� 
���� �� 1�
2�0
2� �� ���
������� ��
���� �� 
�
 ����
�
�
 �� �	

��
� ρ∨ × {0}  

"� ρ &�
�)���� �� *�,�
� �� φ � ��� �
�� �
�
�� Nρ(φ) � ��� �� �
�)���� �� �������
� d �)��� ��

�
���� #�� �� �
������ "��������� ���
	�� ��� �� ���������
� �� 	L�� ρ ������� ��� ���������� ���
	��


 �������
��� 	
����� ��� ���
����� �� φ �

*
�� �
�
�� Nρ(F ) �� �
�)���� �� *�,�
� ���� �
�)�L�� F ∈ C((Sρ))[Y ] � .������
�� ���

�� ρ &�
�)���� �� *�,�
� �� F �� ������ ��� ��� ���
����� �� F � �� ������ ����� �� ��������

���� ������ 
� 	
������� ��� �� ��
����� ��� 	
�=	����� �� F � 1
�� �
�� 	L�� τ ⊂ (Rd)∗ ����
����

����	������ 	
����� �� �������
� d � ����	����
� ���������� C[X1, . . . , Xd] → C{{Sτ}} � ������ ��
	
�������� �� �
�)�L�� F ∈ C[X1, . . . , Xd][Y ] 	
��� ������� �� C{{Sτ}}[Y ] � "������
��� 	
�����

��� ���
����� �� F ��� �� �
�)���� 	
���	�� P(F ) � ���� �� �
�)���� Nρ(F ) ����� ��� 	
���	��



BG �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

8� ��#��� �� ������
� �������� ����� ��� ��	���� ������
����� �� 	L�� ρ � w ∼ w′ � �� �� ���������

��� ��� ��#������� �� �-�� 	����� �
�)�
��� ���� ��� ��-��� �� �
�)���� Nρ(F ) � 1�� �� ����� @�G�

	���� ������
� ��#��� �� �������� ��� ��������� �� 	L�� ρ � !�� �������� ��� ��#�� ��� �� �
�)���� ���

�
�� ���
�� ��	���� �����������

��$�$ �� ���������*��� �� �� ���+������ �
 �������� �� (�)���

6
���� P ⊆ RN �� �
�)�
�� �� π : RN → RM ��� �����	���
� �=�� ���%�	����� ������� �� P ���

�� �
�)�
�� Q � "��
������� �� 1�
2�0
2� �� �������	���
� π : P → Q ��� ���������� ��� ����������∫
Q γ ∈ RN �
����� γ ���	
��� ���������� ��� ��	��
�� �
���&���������� γ : Q → P �� π � 7������

O��&6�P� ����������� �� $��2
,�2� ��� �� �
�)�
�� 	
����� �� �������
� ����� 
 ���P − ���Q �

6� F ��� �� �
�)�L�� ���� C[X1, . . . , Xd][Y ] � �
� �
�)�
�� �� *�,�
� P(F ) ⊂ Rd+1 ��� ������&

�
��� 	
����� �� ��� ���
������ !
������
�� �� �
�)�L�� �� �� �
��� F =
∑n

k=0 akY
k � 
: ��� ak

�
�� ��� �
�)�L��� ���� C[X1, . . . , Xd] ���	 a0an �= 0 � 6
�� P(F ) �� �
�)�
�� �� *�,�
� �� F N

�
�� ���
�� ��	���� ����������� �� $��2
,�2� �� �� ��
%�	��
� π : P(F ) ⊂ Rd × R → [0, n] ⊂ R � !�	�

��� �� 	�� �����	����� �� ���
���� H�E �� O��&6�P� 9�� ��	��
� �� π ��� ��� �����	���
� �
�
�
�� ��

�� �
��� t �→ (γ(t), t ) ∈ P(F ) � �
�� t ∈ [0, n] � �� �� ��� ��� ���
	�� �� �
���
∫
[0,n]

γ ���� ����������� ��

$��2
,�2� �� π � '� ��� �
���� �� O��&6�P ��� ��� �
����� �� ����������� �� $��2
,�2� 	
�����
�����


 ��� ���������� ��� 	������ �
�
�
��� 	
������� ���� ��� ��-��� �� P(F ) �

!�� 	������ �
�� ��	���� ��� ��� 	
���	��
� {p0, pi1, . . . , pis, pn} �� �
����� �� P(F ) � ���	 pj =

(uj, j) � 
: uj ��� �� �
���� �� P(aj) �
�� j ∈ {0, i1, . . . , is, n} � ���	 0 < i1 < · · · < is < n � 6�

v < v′ 
� ���� ������������ �� ������� [(u, v), (u′, v′)] ⊂ Rd ×R � ��� γ(λ) = u+ λ−v
v′−v (u

′ − u) � ���	

λ ∈ [v, v′] � �
�	
∫
[v,v′] γ = v′−v

2
(u+ u′) �

"���������� �� 	����� γ 	
�����
����� 
 �� 	
���	��
� �� �
����� {p0, pi1 , . . . , pis, pn} ��� �∫
[0,n]

γ =

∫
[0,i1]

γ + · · ·+
∫

[is,n]

γ

=
1

2
(i1(u0 + ui1) +

s∑
k=2

(ik − ik−1)(uik + uik−1
) + (n− is)(uis + un))

=
1

2
(i1u0 + i2ui1 +

s−1∑
k=2

(ik+1 − ik−1)uik + (n− is−1)uis + (n− is)un) T@�@U

!�� 	
���������
�� �
������ �� ��#����
� �������� �

5�6�	�	�� �2�2 "���
� 	
 ��
� 
��������
� ��
���� ρ ⊂ Rd �� ����

��
 d �� F ∈ C((Sρ))[Y ]

	
 ����
��� �� ����� n �� ����� ��

��
� 
�
 
	� "��� Q ���
������� ��
���� ��
 �
�������

∫
γw

��
 �����

 ��
���
�
 γ ��

 �� �������� Nρ(F ) ���
�
 ��� ��
 �����	�
 �������

��
 w ∈ ρ  ��

ρ �������������� �� F �
� �� 
���� �� 1�
2�0
2� Qρ(F ) := 2(Q + ρ∨)  



���� ���	��� � �� ������ ��	��� BH

"� ρ &�
�)����&#��� Qρ(F ) ��� �� �
�)���� ����
����� '� ������ �� ρ &�
�)���� �� *�,�
� �� F �

"��������� Σ ���
	�� �� �
�)����&#��� Qρ(F ) ��� ��� ���������
� ����
������ #��� �� 	L�� ρ � 6� w,w′

�
�� ��� ��	����� ���� ����������� ���� 	L�� �� �������
� d �� Σ � ��� ��#������� �� �-�� 	�����

�
�)�
��� ���� ��� ��-��� �� �
�)���� Nρ(F ) �

7��� �� 	�� 
: F ��� �� �
�)�L�� ���� �������� C[X1, . . . , Xd][Y ] 
� ������� ������������� ��

F �� �
�)�
�� Q(F ) := 2Q 
: Q ��� ����������� �� $��2
,�2� �� �� �� ��
%�	��
� �� �
�)�
�� ��

*�,�
� π : P(F ) ⊂ Rd × R → [0, n] ⊂ R �

��$�, -�
����� �� (�)����%
�	�
#

8� �� ����������� �� �������� �� O$	7P�

�����
�� �2�2 "���
� ρ 	
 ��
� �����

�� 
��������
� ��
���� �� ����

��
 d �� F ∈ C((Sρ))[Y ]

	
 ����
��� 
�
 ��

��
� !�	� ��	� �����	� �������

�� w ∈ ρ �� ���
�� 	
 ��
� �����

�� 
��������
�

��
���� σw �� ����

��
 d $ �� k ∈ N ���
 �	� w ∈ σw ⊂ ρ �� �	� F 
� �������
� ��

 ���

��	

C(( 1
k
Sσw))[Y ]  

!��	�� +��� ��� ��������������� �� �-�� ��� 	���� �� O$	7P� 9� ��	���� ������
���� w ∈ ρ ⊂ (Rd)∗

��#��� �� 	����� �
�
�
�� 	
������ γ ���� ��� ��-��� �� �
�)���� ����
���� Nρ(F ) � 3��
�� ��� ��-��

e = [(u, v), (u′, v′)] ⊂ Rd×R �� 	����� γ � ���	 v < v′ � "���	������
� �� e ��� �� ��	���� q ∈ 1
l
Zd 
:

l ��� �� �
������ v′−v � "� ������	��
� �� F 
 ����-�� e ��� �� �
�)�L�� F|e =
∑

I∈e αIX
i1
1 . . .X id

d Y
id+1 �

8� ���
	�� 
 ����-�� e �� �
�)�L�� fe ∈ C[t] ��� F|e(1, . . . , 1, t) = tvfe 
: fe(0) �= 0 � "� �
�)�L��

fe ��� �� ����� l �� �
���� ��� ��	���� �
�� �
� �������

6
�� c ��� ��	��� �� fe � ��#����
�� �� �
�)�L�� F2 = F (Y + cXq) ∈ C((1
l
Sρ))[Y ] � !����������

F2 ��� �� �
�)�L�� �� ����� r �� 
� � �

F2 =
∑
I

αI

id+1∑
j=0

(
id+1

j

)
cjX i1+jq1

1 . . .X id+jqd
d Y id+1−j .

8� �� ������ ��� �

@� "�� ���
����� �� F2 �
�� �� �� �
��� I + j(q,−1) 
: I = (i1, . . . , id+1) ��� �� ���
���� �� F

�� j ∈ {0, . . . , id+1} � �
�	 πe(Nρ(F2)) ��� 	
����� ���� πe(Nρ(F )) �

B� "� 	
�=	���� �� ����� 	
������ �� F2 �����
���� ���� �� ��
��� E ��#�� ��� ����-�� e ����∑
I∈e αIc

id+1 = fe(c) � ��� ��� 	
�����	��
��

E� "� 	
�=	���� �� ����� �� F2 �����
���� pv′ 	
Q�	��� ���	 	���� �� F �

F� 6� Y �� ������ ��� F2 � �� �
�)���� �� F2 � �
�%
��� ��� �
���� ���� ���)������� v = 0 �



BA �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

I� "����
���� �� F2 ���� �� ��
��� E 	
�����
����� �� ����� �� ���� ����� ����� �� Y ��� ��

�
���� �� ρ &�
�)���� �� *�,�
� �� F2 � !�� ���
���� ��� �� �� �
��� (u,m) 
: m ��� ��

��������	��� �� c 	
��� ��	��� �� fe � +� �W��� �� ���� ������ 
��
���� ��� ���
����� �� F2

���� �� ��
��� E ��� �� �
���� m �� �
�� ����� ���� ������� �
�� ��� ∂m

∂Y m (F2 |E) � ��� �� �����

	
������ �
� ���� !
��� F2 |E = F|e(Y + cXq) �� 	
�=	���� �� ����� 	
������ �� Y ��
∂k

∂Y k (F2 |E) ��� ���� 

∑

I∈e αIid+1 . . . (id+1 − k + 1)cid+1−k = dkfe

dtk
(c) �

"� �
���� (u,m) �� �
�)���� Nρ(F2) ��#�� ��� I� ��� �� �
���� �� 	����� �
�
�
�� ��#�� ���

w ���� ��� ��-��� �� Nρ(F2) � 6� Y �� ������ ��� F2 
� �� 	
�������� �� ������ #���� �� 	����� �����

�� �
���� (u,m) �� ���)������� v = 0 �

1���� ��� �������� �� 	���� ������ #���� �� 	����� �
�)�
��� 
� 	�
���� ��� ��-�� e2 ����	������
�

q2 �� �� �
������ l2 � 8� 	�
���� ��� ��	��� c2 �� �
�)�L�� ���
	�� fe2 �� ��������	��� m2 �� 
�

��#��� F3 := F2(Y +c2X
q2) � 8� 	
������ ��� ��	�����	�� "� �
�)�L�� Fn ��� �� ������� �� ��������

C(( 1
l1...ln−1

Sρ))[Y ] �

8� 
������ ��� ����� ��	�
������� �� �
����� ������� �
������ � l ≥ m ≥ l2 ≥ m2 ≥ · · · > 0 � ���

��� �
�	 �����
������ N �� ������ n0 ∈ N ��� ��� �
�� �
�� n ≥ n0 
� � ln = mn = mn0 = m � !�	�

�������� ��� fen = θ(t − cn)
m � �� ����� ��� �� ������ #���� �� 	����� ��#�� ��� w ���� ��� ��-���

�� Nρ(Fn) ��� �� ������� en � 7� ���� ��� �
����� �� en �� en+1 ��� �� �
�� ��� ���� ���)�������

v = 0 	
Q�	������ �
�� n > n0 �

1
�� n > n0 � 
� � �� ������� en = [(un, 0), (u0, m)] ����	������
� qn = 1
m

(un−u0) � "��������	��
�

�� �� ��
��� ��#��� ��� en ���	 ���)������� v = 0 ��� �� �
��� pn := u0 + mqn � 1�� ��#����
� ��

ρ &�
�)���� �� *�,�
�� �� 	L�� σ(en0) ���
	�� �� �
���� pn0 �� �
�)���� πen0
(Nρ(Fn0)) ��� 	
�����

���� ρ � "� ����� @�G �������� ��� w ∈ σ(en0) �

8� ����#� ����� ������ k ∈ N ��� ��� ��� ��	������
�� 	
��������� �
�� ���� �� ������ 1
k
Zd � 8� ����

��� u0 = β0

k
, un0 =

βn0

k

: β0, βn0 ∈ Zd �� k = l1l2 . . . ln0−1 ��� �� ������� "���	������
� �� en0 ���

qn0 =
βn0−β0

km
= β

kλ

: β ∈ Zd �� λ ∈ N ��� ������� ���	 ��� 	

��
���� �� β � 6� (β

′
k
, h) ��� ��

���
���� �� F n0

|e 
� � qn0 =
βn0−β′

kh
= β

kλ
� !
��� λ(βn0 −β ′) = hβ � 
� ������ ��� λ ������ h �
�	

fen0
��� �� �
�)�L�� �� tλ � 1�� �������� fen = θ(t− cn)m �� 	
��� �� 	���	���������� �� C ��� 4��
�


� � λ = 1 � 1�� ��	�����	� 
� 
������ ��� qn ∈ 1
k
Zd � �
�� n ≥ n0 �� �
�	 �
�� n ∈ N �

$
���
�� ��� ��� ��	������
�� qj �
�� ���� �� 	L�� �=�� ����	������ 	
������

"� ρ &�
�)���� �� *�,�
� �� Fn0 ��� 	
����� ���� �� 	
�� �=�� �

W (en0) := {λ(u− u′) /u ∈ Nρ(Fn0), u
′ ∈ en0, λ ≥ 0},

���
	�� 
 ����-�� en0 � !
��� un0+1 ∈ W (en0) � ��� 	
�����	��
� 
� � ����	����
� Nρ(Fn0+1) ⊂
W (en0) � 1�� ��	�����	�� �� ��������� ��� �� �
���� (u0, m) �� en ��� ��� �� ��
��� ��� 	
������ ��

������� en0 � 
� �
���� ��� un ∈ W (en0) �� ��� Nρ(Fn) ⊂ W (en0) � �
�� n > n0 � !�	� ��������



���� ���	��� � �� ������ ��	��� BC

�
�� �
�� w′ ∈ σ(en0) ��� 〈w′, qn − qn0〉 = 1
m
〈w′, pn − pn0〉 ��� ≥ 0 � 7
�	 ��� ���
����� 	
��������

�
�� ���� �� 	L�� ����
���� �=�� qn0 + σ(en0)
∨ �
�� n ≥ n0 �

*
�
�� σ �
�� σ(en0) � '� ������ u0 ∈ 1
k
Zd ��� ��� ��� ��	������
�� qn ������������� 
 u0 + 1

k
Sσ �

7�#����
�� ��� �
���� ����������� φn =
∑n

j=1 cjX
qj �
�� n ∈ N � 8� � φn ∈ C(( 1

k
Sσ)) �� X−u0φn ∈

C[[ 1
k
Sσ]] � 1�� 	
�����	��
�� �� ��� �� ����� @�H� 
� ���� ��� qj <w qj+1 �
�� j ∈ N � 1�� �� ��������

@�I� 	�	� �������� ��� �� ����� �
������ φ :=
∑
cjX

qj ��� ����� 
 Xu0 limn→∞X−u0φn 
: �� ������

��� ���� �������� 	
����� C[[ 1
k
Sσ]] �

!
��� w ∈ σ ⊂ ρ � 
� ���� 	
�������� F 	
��� ������� �� C(( 1
k
Sσ))[Y ] � "� ����� �
������ φ

��� ��� ��	��� �� F � +� �W��� �� n ≥ n0 �� ����� F (φn−1) = Fn(0) � �
�� ��� ���
����� ���� �� 	L��

����
���� �=�� pn0 + σ(en0)
∨ � "�������� �������� F (φ) = Xpn0 limn→∞ F (φn−1)X

−pn0 ��� 	����� 6�

n ≥ n0 �����
���� ������� �� F (φn−1)X
−pn0 ��� ����
�� 
 w ��� pn+1 − pn = m(qn+1 − qn0) �� 
� �

limn→∞ Fn(0)X−pn0 = 0 �

8� ����#� ��� �� ��������	��� �� φ 	
��� ��	��� �� F ��� ≥ m � "� ��������	��� �� cn 	
���

��	��� �� fen ��� ≥ m � �
�	 cn ��� ��� ��	��� ��
dsfen

dtk
�
�� 1 ≤ s ≤ m− 1 � "� �
�)�L�� dsfen

dts
���

�� �
�)�L�� �� ����-�� esn �� �
�)���� Nρ(
∂sF
∂Y s ) ��� ��� ��� �� ������� −(0, . . . , 0, s) + en � "���-��

esn ��� ���������� ��� �� ��	���� ������
���� w � !
���
∂sFn

∂Y s = ∂sF
∂Y s (Y + φn−1) 
� 
������ ��� φ ���

��� ��	��� �� ∂sF
∂Y s �
�� 1 ≤ s ≤ m− 1 �

8� � �
���� ���� ���
	��� 
 	����� ��-�� e �� 	����� �
�
�
�� γ � �� ������ k ∈ N �� �� 	L��

����
���� σe ����	������ 	
����� �� �������
� d ��� ��� w ∈ σe ⊂ ρ � ���� ��� F ��� �� �
���

le ��	���� 
 �� *�,�
�&1������ ���� C[[ 1
k
Sσe ]] � 8� ���� 	�
���� k ∈ N ������� �
�� �
���� ���

��-��� �� γ � !
��� �� ��	���� w ��� ������
����� �� 	L�� ����
���� τ = ∩e∈γ σe ��� �� �������
�
d � "��������	� ���� �
�
�
������� ���������� C[[ 1

k
Sσe ]] ↪→ C[[ 1

k
Sτ ]] � �
�� 	����� ��-�� e �� γ �

�������� ��� F �� ��	
��
�� ���� C[[ 1
k′Sτ ]] � ���	� ��� ��� ���
����� �������� ��� ����
�� 
 <w ���

������ 	
�����
������� 
 �������� ��W������ �� γ �
�� ��W������� �

3������� �272 "���
� F ∈ C[[Sρ]] 	
 ����
��� �� ����� ≥ 1 �� w ∈ ρ 	
 �����	� �������

��$

���
�

�
� 	
 �����
 ������
�� γ ��

 ��
 ��.��
 �� Nρ(F )  �� ����

������
 �	 �������� & -

��
��� �	�$ �

�����
 � ����	� ��.�� e �� γ $ �� ���
�� le ����
�
 �� F �����
 �	� ��	� ����
�
� �
�����

��� ������� � w �
� ���
���
��
�
 qe  

��$�. ������� � �� ��	 �����
���	�����	 ��	 	���
�����
	 �
�	�����������	

�����
�� �2"2 "��� F =
∑n

j=0 ajY
j 	
 ����
��� ���	�� �� ����� n ≥ 1 ���� aj ∈ C{{Sρ}}  

& !�	� ��	� ��
� τ �� ����

��
 d �� �����
���� �

���� �	 �������� Nρ(anΔY F ) $ �� ���
�� k ∈ N

��� �	� F 
� �������
� ��

 ���

��	 C{{ 1
k
Sτ}}  



ED �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

- "� a0 �= 0 $ ��	� ��	� ��
� τ �� ����

��
 d �� �����
���� �

���� �	 �������� Nρ(anΔY F ) +

Qρ(F ) �� ���
�� k ∈ N ��� �	� F 
� �������
� ��

 ���

��	 C{{ 1
k
Sτ}} $ �� �� ��	
 ��
 ����
�


�� F 
�
� ��
 	
���
 

'���,�2 6
�� τ �� 	L�� �� �������
� d �� ���������� ���
	�� �� �
�)���� Nρ(anΔY F ) � 1�� ��#&

����
� �� ρ &�
�)���� �� *�,�
�� �� 	L�� τ ��� 	
����� ���� ρ � �� 
� � ���
�
�
������� ����������

C{Sρ} ↪→ C{Sτ} ��� ������ �� 	
�������� F 	
��� ������� �� C{{Sτ}}[Y ] �

�
�� ��	���� ������
���� w ∈ τ ������� �� ������ �������� ��� ��� ���
����� �� an �� �-�� �
���

un � 8� �
���� ��� ��	�����	� ��� n ����� ������ q0 ∈ Zd ��� ��� �� �
�)���� Nτ (F ) ��� 	
����� ����

�� 	L�� �=�� �

W := {(un, n) + λ(q0,−1) + (u′, 0) / λ ∈ [0, n], u′ ∈ τ∨}

6� n = 1 � �� ��=� �� ������� q ∈ Zd ��� ��� Nτ (a0) �
�� 	
����� ���� �� 	
�� �=�� un + q+ τ∨ �

6� n > 1 � ��� ��	�����	� 
� � 	
������� q �
�� �� �
�)�L�� (F−a0)Y
−1 � '� ��=� �� ������� q0 ∈ Zd

��� ��� �� �
�)���� un + nq + τ∨ + Nτ (a0) �
�� 	
����� ���� �� 	
�� �=�� un + nq0 + τ∨ �

*
�� �
�
�� p0 �� �
��� un + nq0 � e0 �� ������� [(un, n), (p0, 0)] �� πe0 : Rd × R → Rd × {0} ��
��
%�	��
� ������������� 
 ����-�� e0 � 8� � πe0(u, v) = u+ vq0 �

8� ��#��� �� 	��������� �

G = X−p0F (Xq0Y ).

8� �� ������ �

@� 6� F =
∑n

j=0 ajY
j ���	 ai ∈ C{{Sτ}} 
� 
������ ��� G =

∑n
j=0 ajX

jq0−p0Y j � �� �
�	

�����
���� �� G ��� 	
�����
�� 
 �����
���� (u, j) �� F ��� (πe0(u)−p0, j) � 1�� 	
�����	��
��

	
��� Nτ (F ) ⊂ W � �� ��	���� πe0(u)−p0 ���������� �� 	L�� τ∨ � !�	� �������� ��� G ��� ��

�
�)�L�� ���� �������� C{Sτ} � 7� ����� �����
���� �� G ��� 	
�����
�� 
 �����
���� (un, n)

�� F ��� (0, n) � �
�	 G(zτ , Y ) ∈ C[Y ] ��� �� �
�)�L�� �� ����� n �

B� "� �����&�
�
������� �� ���
�
������� �� ���	�������� ��������� ���������� ��� �� ���	����&

���� �� G ��� ����
�� 
 Y ��� �� �� �
��� ΔYG = Xu0ε 
: ε ��� ��� ����� ���� ��������

C{Sτ} �
+� ���������� �� ���
���� @�@� 
� �
�� ����� ������ k ∈ N ��� ��� G �� ��	
��
�� ���� ��������

C{ 1
k
Sτ} � "�� ��	���� 	
�����
������� �� F �
�� ���� C{{ 1

k
Sτ}} �

6
�� τ ��� �� 	L�� �� �������
� d �� �� ���������
� #��� �� ρ ������� ��� �� �
�)���� Nρ(anΔY F )+

Qρ(F ) N ����#
�� ��� ��� ��	���� 	
��������� �
�� ��� ������ ���� C{{Sτ}} �

6
�� w ∈ τ �� ��	���� ������
����� 7������ �� ���
���� @�B� �� ������ �� 	L�� ����
���� ����	������

	
����� σ ��� 	
������ w � �� k ∈ N ���� ��� �� �
�)�L�� F �� ��	
��
�� ��� �������� C(( 1
k
Sσ)) �

1������ �� ��	���� w ∈ τ ∩ σ ��� ������
����� �� 	L�� ����
���� τ ∩ σ ��� ��	����������� �� 	L��
�� �������
� d � �� �
� 	L�� ���� τ∨ + σ∨ ��� ����	������ 	
������ "������� ������� C(( 1

k
Sτ∩σ))

	
������ C(( 1
k
Sσ)) �� C(( 1

k
Sτ )) 	
��� �
��&��������



���� ���	��� � �� ������ ��	��� E@

7���
��� ��� ��	���� �� F 
������� ��� �� ���
���� @�@ �
�� ���� �������� C{{ 1
k
Sτ}} � �� �
�	

����� �
����� 	
Q�	���� ���	 ��� ��	���� 
������� 
 �� *�,�
�&1������� *
�� �=��
�� ��� 	�� ��	����

�
�� ��� �������� ����������� ���� �������� C{{ 1
k
Sτ}} � 1�� �)�
������ 	����� ������� ������
����

w ∈ τ ��#��� �� �-�� 	����� γ ���� ��� ��-��� �� Nτ (F ) � 7
�	 �����
���� ������� u ��� ����
��


 w ����� ��	��� φ �� ������ ��� �� w ∈ τ T��� �� �������� @�AU� 8� 
������ ��� φ = Xuε 
: ε

��� ��� ����� �� C{ 1
k
Sτ} � 	����&
&���� ��� φ ��� ��� ����� ���� C{{ 1

k
Sτ}} � �

8� 
������ ����� �� �����
� �
�)�
����� �� ���
���� ���	����� �

(������	�� �2#2 "��� 	
 ����
��� F =
∑
ajY

j ∈ C[X1, . . . , Xd][Y ] ���	�� �� ����� n ≥ 1  

& "� �� �������� P = P(anΔY F ) �
� �� ����

��
 d $ ��	� ��	� ��
� τ �� ����

��
 d ��

�����
���� �

���� � P �� ���
�� k ∈ N ��� �	� F 
� �������
� ��

 ���

��	 C{{ 1
k
Sτ}}  

- "� a0 �= 0 �� 
� τ �
� 	
 ��
� �

���� � 	
 
����� �	 �������� P(ΔY F ) + Q(F ) $ ��	��
 ��


����
�
 �� F 
�
� ��
 	
���
 ��

 C{{ 1
k
Sτ}}  

!��	�� 6� �� �
�)�
�� P(anΔY F ) ��� �� �������
� d � �� 	L�� τ ���
	�� 
 �� �
���� �� P(anΔY F )

��� �� �������
� d � 8� �������� �� ���
���� @�E 
 F �� 	
��� ������� �� C{{Sτ}}[Y ] �

6� �� �
�)�
�� P := P(ΔY F ) + Q(F ) ��� �� �������
� < d � �� 	L�� τ ���
	�� 
 �� �
���� ��

P ��� ����
���� �� �������
� d ���� �� ����� ��� ����	������ 	
������ "� 	L�� τ∨ ��� ����	������

	
����� �� τ ��#��� ��������� C[[Sτ ]] � 6� σ ⊂ τ ��� �� 	L�� ����	������ 	
����� �� �������
� d �


� 	
������� F 	
��� ������� �� C{{Sσ}}[Y ] �� 
� 
������ ��� �� ������ k ∈ N ��� ��� F ��

��	
��
�� ���� �������� C{{ 1
k
Sσ}} �

8� ���� ��	
����� �� 	L�� τ ��� �� �
���� #�� �� 	L��� ����
����� ����	������ 	
������ ��

�������
� �� {σi}1≥i≥s � ���� ��� σi ∩ σi+1 �
�� ����������� �
� ����� �
�� i = 1, . . . , s − 1 � !�	�

�������� ��� ��� ��	���� �� F 
������� ��� �� ���
���� @�@ 	
�����
����� 
 σi �� 
 σi+1 �
��

	
Q�	����� �� �� ����� ������� ����� ��	��� ��� ����
�� 
 �� �������
� ������� ��� �� ��	���� ������
���

w �� ������ ��� �� w ∈ σi ∪ σi+1 � 7
�	 �
���� ��� ��	���� �� F �
�� ��� ������ 
 ���
����� ����

�� ��������� �� 	L�� ∩si=1σ
∨
i = τ∨ � �

3������� �2�%2 "��� F ∈ C[X1, . . . , Xd][Y ] 	
 ����
��� �� ����� n ��� �	� 0 
��� 	
� ����
�


����� �� F (0, Y ) $ �� �������� ��
 ��
����

 ���������
 ����
��� �	��� ���
�� 	
� 	
��	� 
���� φ ∈
C{X1, . . . , Xd} ����� �	� F (φ) = 0  "� �
 � anΔY F = Xuε �% ε(0) �= 0 �� �������� & 3 ��
��� �	�

��
 ����
�
�
 �� φ 
�
� ��

 	
 ���

���� �
���� �	 ��
� �	�� �

���� �	 
����� u �� P(anΔY F )

���
�	� �� �������� �
� �� ����

��
 d  45��� ��������� &6 



EB �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

"#, -  
	���	�� ��+  �
.!���� �� 
�*��� �� �	���	�	���� ��

�� ����
����

��,�� ��	 ���������	 ��	������������	 ��
� �� �������� �� (�)���

6������ O$	7P� 
� ��� ��� �� �
�)�L�� F ∈ C((Sρ))[Y ] ����#� �� ��
�����
 ��
�����
�
���� ��

�
�� �
��� ��-�� ���������� e �� �
� ρ &�
�)���� �� *�,�
�� �� �
�)�L�� fe ��� ��� ��� ��	����

��������

�����
�� �2!2 "��� F =
∑n

k=0 akY
k 	
 ����
��� � ���7���
�
 ��

 C((Sρ)) ���
 �	� a0an �= 0  

8
 � ���
��	
��
 �� ��������


Nρ(a0) + Nρ(an) + Nρ(ΔY F ) ⊆ Qρ(F )

�% ΔY F �
� �� ��
�����
�
� �� F ��� ������� � Y  8
 � ��������� 
� F ������ �� ��
�����
 ��
����

��
�
���� 

!��	�� 8� �� ��
���� ��� 	
�����
�� ���������� ��� �
����� ����#�� ��� 	
�=	����� ��� ������ ���

������������ ���� F � �
�� �������� ��������� ���� �� ���
�����

6
�� w ∈ ρ �� ��	���� ������
����� �� �
�� γ �� 	����� �
�
�
�� ��#�� ��� w ���� ��� ��-��� �� ρ &

�
�)���� �� *�,�
�� "� 	����� γ � ��� �
����� {p0, pi1, . . . , pit , pn} ���� Nρ(F ) � ���	 pj = (uj, j)

�
�� j ∈ {0 = i0, i1, . . . , it, it+1 = n} ���	 i0 < · · · < it+1 � *
�� �
�
�� qr :=
−uir +uir−1

ir−ir−1
∈ Qd

�� lr := ir − ir−1 ����	������
� �� �� �
������ �� ������� er = [pir−1, pir ] �� 	����� γ � �
�� r =

1, . . . , t+ 1 �

7������ �� ���
���� @�B� �� ������ �� 	L�� ����
���� ����	������ 	
����� σw � �� k ∈ N ���� ���

F �� ��	
��
�� ���� �������� C(( 1
k
Sσw))[Y ] � ( 	����� ������� er = [pir−1 , pir ] �� 	����� γ �
��

���
	���� ir − ir−1 ��	���� �� F �� �� �
��� �

φj = cjX
qr + . . . ,


: qr ��� ����	������
� �� ������� er � �� cj ���	
��� ��� ��	���� �� fer 	
������ ���	 ���� ��������	����

7� ���� qr ��� �����
���� ������� ��� ����
�� 
 w ��� ������ ��� ������������ ���� φj � 8� ������

��� ��	���� φj 	
�����
����� 
 er � ��� j ∈ Ar := {ir−1 + 1, . . . , ir} �

+� ���������� �� ����� @�H� 
� �
�� ��� ����� ��� ������ ��� ������� ������R��� ���� φk − φj �

	���� �����
���� �� �� ���� ����� ��� ����
�� 
 <w ��� ���� 
 �{
(ck − cj)X

qr �� k, j ∈ Ar

cjX
qm �� k ∈ Ar, j ∈ Am �� r < m.



��!� "##�	���	�� �� #��$
���� �� ������ �� �	���	�	���� �� �� ��������� EE

!
����

ΔY F = (−1)
1
2
n(n−1)a2(n−1)

n

∏
k<j

(φk − φj)
2,

�� ����� �����
���� �� ���� ����� ��� ����
�� 
 <w ��� ���� ������R��� ���� a0anΔY F ��� ���� �

ABC 
: �
A = (−1)

1
2
n(n−1)αp0α

2n−1
pn

Xu0+(2n−1)un

B =

t+1∏
r=1

∏
ir−1<kr<jr≤ir

(ckr − cjr)
2X2qr

C =

t∏
r=1

∏
kr∈Ar

t+1∏
m=r+1

∏
jm∈Am

c2jmX
2qm .

"����
���� 	
�����
����� 
 B ��� �

2
(( i1

2

)
q1 +

(
i2 − i1

2

)
q2 + · · ·+

(
it+1 − it

2

)
qt+1

)
= (i1 − 1)(u0 − ui1) + (i2 − i1 − 1)(ui1 − ui2) + · · · + (it+1 − it − 1)(uit − uit+1)

= (i1 − 1)u0 + (i2 − 2i1)ui1 + (i3 − 2i2 + i1)ui2 + · · ·+ (n− 2it + it−1)uit + (−n + it−1)un

"����
���� 	
�����
����� 
 C ��� �

2(

t∑
r=1

(ir − ir−1)

t+1∑
m=r+1

qm(im − im−1)) = 2(

t∑
r=1

(ir − ir−1)(−un + uir))

= 2(i1ui1 + (i2 − i1)ui2 + · · · + (it − it−1)uit − itun)

"����
���� u 	
�����
����� 
 ABC 	
Q�	��� ���	 2
∫
γ � T�
�� �� �
����� T@�@U� X@�E�EU� !����������

�� 	
�=	���� 	
�����
����� 
 ABC ��� �
� ��� �� �� ��������� �� ��� �������� �� 	����� γ ����#���

�� 	
�����
� ���	������������ !�	� ������� �� ������� ���	� ��� �� ��	���� ������
���� w ��� �����������

�

(������	�� �2��2 '��� ��
 
������

 �������
��
$ �� ���7���
� �	 ����� �� �� 
���� a0anΔY F �����

��
�
� ���� � 2
∫
γ �
� ,

c(γ) := (−1)kαpi0
α2
pi1
. . . α2

pit
αpit+1

Δfe1 . . .Δfet+1 ,

�% fer = αpir−1
+· · ·+αpir

tlr �
� �� ����
��� �� ����.�� er = [pir−1 , pir ] �	 �����
 γ $ 
�
 ��
�����
�
�

�
� Δfer �� k = 1
2

(
n(n− 1) +

∑t+1
r=1 lr(lr − 1)

)
 

!��	�� +� ��������� ��� Δfer = (−1)
1
2
lr(lr−1)α

2(lr−1)
pir

∏
ir−1<kr<jr≤ir (ckr − cjr)

2 
� 
������ ��� ��

	
�=	���� �� B ���
t+1∏
r=1

(−1)
1
2
lr(lr−1)α−2(lr−1)

pir
Δfer .



EF �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

!
��� �� ��
���� ��� ��	���� �� fem ��� ���� 
 (−1)lm
αpim−1

αpim

� 
� ������ ��� �� �� 	
�=	���� �� C

���
t∏

r=1

∏
kr∈Ar

t+1∏
m=r+1

(αpim−1

αpim

)2

=

t∏
r=1

∏
kr∈Ar

( αpir

αpit+1

)2

=

t∏
r=1

( αpir

αpit+1

)2lr

7
�	 �� 	
�=	���� �� ABC ��� �

(−1)kΔfe1 . . .Δfet+1αpi0
α2n−1−2(n−lt+1)−2(lt+1−1)
pit+1

t∏
r=1

α2lr−2(lr−1)
pir

= c(γ)

�

8� ������ ��� ���
����� @�E �� @�F �

(������	�� �2��2 "��� �� ����
��� F =
∑n

k=0 akY
k $ �% ak 
�
� ��
 
����
 ��

 C((Sρ)) �����
 �	�

a0an �= 0  "� F ������ �� ��
�����
 ��
�����
�
����$ ��	� ��	� ��
� τ �� ����

��
 d �� �����
����

�

���� �	 �������� Qρ(F ) $ �� ���
�� k ∈ N ��� �	� F 
� �������
� ��

 ���

��	 C(( 1
k
Sτ )) $ �� ��

��	
 ��
 ����
�
 �� F 
�
� ��
 	
���
 �

3������� �2�"2 �� ���������� + & �� 91�:; �
�
�� 	
� <���
��
 ����
������= �
�������� �	 ���

�������� �������
� >� �
� ��� �	� ��
 ����
�
 �� F �����
��
��
�
 �	� ��
�
 �

����
 �	� 
�����


��?���
�
 �	 ������������� 
�
� ��?���
��
 "	���
�

 �	� �� �������� P := P(ΔY F )+P(an) 
��� ��

����

��
 d $ �� �	� �����
���� Σ �

���� �	 ������������� 
��� 	
� 
�	
�����
��
 
������ �� �����
����

Σ′ �

���� � P  !�� �� ���������� & @$ ��
 ����
�
 �� F �����
��
��
�
 �	� ��
�
 �� Σ �	� 
	�����
�
�

	
 ��
� τ ∈ Σ′ �� ����

��
 d ��
� ��(
����� ��

 ���

��	 C{{ 1
k
Sτ}}  A���
 
� 
���
� ��
 ��	��


��
 	
���
 ��

 ��� �

��	 45��� ��������� &6 

(������	�� �2�!2 "��� �� ����
��� F =
∑n

i=1 aiY
i �% ai 
�
� ��
 ����
���
 ��

 C[X1, . . . , Xd]

���
 �	� a0an �= 0  8
 � ���
��	
��
 �� ��������


P(a0) + P(an) + P(ΔY F ) ⊆ Q(F )

�� �
 � ��������� 
� �� 
�	����
� 
� �� ����
��� F ������ �� ��
�����
 ��
�����
�
���� 

!��	�� 6
�� ρ �� 	L�� �� �������
� d ����	������ 	
������ 8� �� 	
�������� �� �
�)�L�� F 	
���

�� ������� �� �������� C[[Sρ]][Y ] � +� ���������� �� ���
���� @�F �
�� 	����� w ∈ ρ � 
� �
�� ���

Q(F ) + ρ∨ ⊇ P(a0) + P(an) + P(ΔY F ) + ρ∨ � �� ��� ��
� � ��������� �� �� ��������� �� �
���� ���

��-��� ����������� �� �
�)���� P(F ) + ρ∨ × {0} ����#��� �� 	
�����
� ���	������������ !�	� �������
�� ������ ���	� ��� ρ ��� ����������� �

3������� �2�
2 A
 	����
�
� �� ���������� & &+ �� �� �������� B 3 �� 9C��"�;$ �
 ��	� ���	��� �� ��

�	� ������� ��
 ��������
 - -$ �� - 3$ *�� &-$ �� 9#�D�E; *�
 ��
	����
 ��

�
� �� �������� �� /�0��


�	 ��
�����
�
� ��
����	� 4���
�������� �� ��
�����
�
� �	 ����
��� F = XnY
n + . . .X1Y + X0 ∈

C[X0, X1, . . . , Xn][Y ] ��� ������� � Y 6 �� ��
 ���7���
�
 ��
 �����
 �����
��
��
� �	� 
�����
 �	

�������� 



��!� "##�	���	�� �� #��$
���� �� ������ �� �	���	�	���� �� �� ��������� EI

+� �W��� �� �
�)�
�� P(F ) ��� �� �������� �� �������
� n � �� �
����� (uj, j) ∈ Rn+1 × R � 
:

{uj}nj=0 �
�� ��� ��	����� �� �� ���� 	��
����� ���� Rn+1 � !
��� �� �
�)�L�� F ����#� �� 	
�����
�

���	����������� 
� � Q(F ) = P(X0XnΔY F ) � !����� �
��&�������� {i1, . . . , is} �� {1, . . . , n − 1}
	
�����
�� �� ������� ������ 
 �� 	����� �
�
�
�� γ{i1,...,is} ���� ��� ��-��� �� P(F ) � !
���

P(F ) ��� �� ��������� �� ������ �� ��	���� ������
���� w ∈ (Rn+1)∗ ��#������� �� 	����� γ{i1,...,is} �

"� �
���� �� ����������� �� $��2
,�2�
∫
γ{i1,...,is} ��� ��	��� ��� �� �
����� T@�@U� +� ���������� ��

	
�
������ @�@@� 
� 
������ ����� �� 	
�=	���� 	
�����
������ ��� �
����� �� �
�)�
�� �� *�,�
�

�� ���	�������� ����������

��,�� /���������� �
 �������� �� (�)��� �
 �
	
�����

8� ���� ��� ���� �
�)�L��� F,G ∈ C((Sρ))[Y ] ����#��� �� ��
�����
 ��
	���
�� �� �
�� �
���

����� ����-��� e �� Nρ(F ) �� e′ �� Nρ(G) �)��� �� �-�� ��	������
�� ��� �
�)�L��� ��� ��-���

�����	����� fe, g′e ∈ C[t] ��
�� ��� �� ��	���� �� 	
�����

6
�� w �� ��	���� ������
���� ���� �� 	L�� τ �� �������
� d �� ���������� ���
	�� �� �
�)����

Qρ(F ) + Qρ(G) � "� ��	���� w ��������� ��� 	������ �
�
�
��� ������� γ
F
�� γ

G
���� ��� ��-���

��� ρ &�
�)����� �� *�,�
� �� F �� �� G � "� 	����� γ
F
� ��� ��-��� ei ����	������
�� qi � �
��

i = 1, . . . , m �� ��� �� ����� @�H 
� � qm <w · · · <w q1 � "� 	����� γ
G
� ��� ��-��� e′j ����	������
��

q′j � �
�� j = 1, . . . , m′ ���� ��� q′m′ <w · · · <w q
′
1 �

1�� 	
����� ��
���� ��#�� ��� w ���� q1, . . . qm, q′1, . . . q
′
m′ ���� ������ �
����� w ���	
��� τ � *
��

	
������
�� �� ���������
� #��� ����
������ �� �
��� #�� �� τ �
������� �� ��
������ �������� � ���

��	����� ������
����� ��� �
�� ���� �� �-�� 	L�� �� �� ���������
� ��#������� �� �-�� 
���� ���

���������� ��� ��	������
�� q1, . . . qm, q′1, . . . q
′
m′ � 8� ��#��� �� 	���� ������� ��� ���������
� Σ ��

���������� ���
	�� 
 Qρ(F ) + Qρ(G) �

'�����	�	�� �2�42 �����
���� �

���� � ���
������� �� 1�
2�0
2� Qρ(FG) �
� ���� � Σ  

!��	�� 6
�� γ
F G

�� 	����� �
�
�
�� ���� �� �
�)���� Nρ(FG) = Nρ(F ) + Nρ(G) ��#�� ��� ��

��	���� ������
���� w ∈ τ ∈ Σ � !����� �
��� γ(t) ��� �� �
��� �� ���� �
���� ������ ���� ��� 	������

γ
F
�� γ

G
��#��� ��� w ���� ��� �
�)����� �����	����� !��������� 
� � γ

F G
(n+n′) = γ

F
(n)+ γ

G
(n′) �

6� qm ≥w q
′
m � �� ������� lm+m′ := γ

G
(n′)+em ��� 	
����� ���� γ

F G
� !� ������� ����� ��� ��� ��-��

�� γ
F G

�� �� ��������� ��� 
� � qm = q′m � 1�� ��	�����	�� 
� ��������� γF G
�� m + m′ ���������

l1, . . . , lm+m′ � ���� ����� ������ ��� ��%�	��
� {l1, . . . , lm+m′} → {e1, . . . , em, e′1, . . . , e′m′} ��� ��������
����	������
� �� �� �
������� 7� ����� γ

F G
��� 	
���������� ��������� ��� γ

F
� γ

G
�� ��
���� ���

��	������
��� !�	� �������� ��� Σ ��� �� �������� ���� #� ��� ���������� ���
	�� 
 Qρ(FG) �

.�	���
�������� �� w,w′ �
�� ��� ��	����� ������
����� ���� �� 	L�� �� ���������� ���
	�� ��

�
�)���� Qρ(FG) � ��� ��#������� �� ������ 	����� �
�
�
�� γ �� ��� �� ����� @�H ��� ��	������
��



EG �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

�� ��� ��-��� 
�� �� �-�� 
���� ��� ����
�� 
 <w �� <w′ � �
�	 w,w′ �
�� ���� �� �-�� 	L�� ��

Σ � �

'�����	�	�� �2��2 "���
� F,G ∈ C((Sρ))[Y ] ��
 ����
���
 �� �����
 n, n′ ≥ 1 ���
� ��
 �����


��

��
�
 
�
 
	�
 "� F,G ������
� �� ��
�����
 ��
	���
��$ ����
 ,

& �����
���� Σ �

���� �	 ������������� Qρ(FG) �
� 	
� 
	�����
��
 �� �����
���� �	 ρ ���������

�� /�0��
 �	 ��
	���
� �� F �� G  

- "��� τ ∈ Σ 	
 ��
� �� ����

��
 d $ ���
�

�
� ��
 �����

 ��
���
�
 γ
F

$ γ
G

�� γ
F G

��



��
 ��������
 �� /�0��
 Nρ(F ) $ Nρ(G) �� Nρ(FG)  �� 
����� �	 ρ ��������� �� /�0��
 �	

��
	���
� �� F �� G �

���� � τ �
�
∫
γ

F G
−
∫
γ

F
−
∫
γ

G
 

!��	�� 6
�� w ∈ τ ∈ Σ �� ��	���� ������
����� 
� �
���� ����
�� ��� �����
���� �� ���� ����� ���

����
�� 
 <w ��� ���� ������R��� ���� .�� (F,G) ��� �� �-�� �
�� �
�� w ∈ τ �

"� 	����� γ
F
� ��� ��-��� er = [pr−1, pr] �� ����� qr ��� �� �
������ lr �
�� r = 1, . . . , m � "�

�
�)�L�� ���
	�� 
 ����-�� er ��� fr = αpr−1 + · · · + αprt
lr � *
�� �
�
�� {c1r, . . . , clrr } ��� ��	����

	
������ ���	 ��������	����

"� 	����� γ
G
� ��� ��-��� e′s = [p′s−1, p

′
s] �� ����� q

′
s ��� �� �
������ l

′
s �
�� s = 1, . . . , m′ � "�

�
�)�L�� ���
	�� 
 ����-�� e′s ��� gs = βp′s−1
+ · · · + βp′st

l′s � *
�� �
�
�� {d1
s, . . . , d

l′s
s } ��� ��	����

	
������ ���	 ��������	����

1�� �� ���
���� @�B� �� ����� ������� ��� ����
�� 
 <w � ����� ��	��� φir �� F 	
�����
����� ��

������� er ��� cirX
qr � �� 	���� ���� ��	��� ψjs �� G 	
�����
����� �� ������� e′s ��� d

j
sX

q′s �

6� an �� bn′ �
�� ��� 	
�=	����� ��� ������ �� ����� n �� n′ �� F �� G �����	��������� 
� �

.�� (F,G) = an
′
n b

n
n′
∏

(φir − ψjs) � "� 	
�=	���� �� ����� �����
���� �� ���� ����� ��� ����
�� 
 <w

��� ���� ������R��� ���� .�� (F,G) ��� �� ��
���� ABCD 
: �� ��	���� A 	
�����
�� 
 an
′
n b

n
n′ �

A = αn
′
pm
βnp′

m′
,

B =

r,s∏
qr=q′s

∏
i=1,...,lr

∏
j=1,...l′s

(cir − djs),

C =

r,s∏
qr>wq′s

∏
j=1,...l′s

∏
i=1,...,lr

cir,

D =

r,s∏
qr<wq′s

∏
j=1,...l′s

∏
i=1,...,lr

−djs.

!
��� F �� G ����#��� �� 	
�����
� ����������� 
� � ABCD �= 0 � �� �� ����� 
����� �� �����

��� �
����� w ���	
��� τ �



��!� "##�	���	�� �� #��$
���� �� ������ �� �	���	�	���� �� �� ��������� EH

*
�� �
�
�� u
Δ(F )

� u
D(G)

�� u
Δ(F G)

�����
���� �� ���� ����� ��� ����
�� 
 <w ��� ���� ������R���

����� ��� ���
����� �� ���	�������� �� F � G �� FG �����	��������� 1�� �� ���
���� @�F 
� � �

2
∫
γ

F
= γ

F
(0) + γ

F
(n) + u

Δ(F )

2
∫
γ

G
= γ

G
(0) + γ

G
(n′) + u

Δ(G)

2
∫
γ

F G
= γ

F G
(0) + γ

F G
(n+ n′) + u

Δ(F G)

8� 	
������� ����������
�

ΔY (F ) ΔY (G)(.�� (F,G))2 = ΔY (FG) T@�BU

�� �
�	��
� ��� ��	���� �� F �� �� G �� 
� ������ ��� �� u0 ��� �����
���� ������� ��� ����
�� 
 <w

�� .�� (F,G) �

2u0 = u
Δ(F G)

− u
Δ(F )

− u
Δ(G)

= 2

∫
γ

F G
− 2

∫
γ

F
− 2

∫
γ

G
,

���	� ��� ��
� � γ
F G

(0) = γ
F
(0) + γ

G
(0) �� γ

F G
(n+ n′) = γ

F
(n) + γ

G
(n′) � �

(������	�� �2�72 :�

 ��
 �������
�
 �� �� �����
����
 & &B$ ����	� ��
� τ ∈ Σ �� ����

��
 d

���
�� 	
 
����� �	 ρ ��������� �� /�0��
 �	 ��
	���
� �� F �� G �� ���7���
� ,

αn
′
pm
βnp′m

( r,s∏
qr=q′s

α−l′s
pr
β−lr
p′s
.�� (fr, gs)

)( r,s∏
qr>wq′s

(−1)lrl
′
s

(αpr−1

αpr

)l′s)( r,s∏
qr<wq′s

(βp′s−1

βp′s

)lr)

!��	�� !
��� .�� (fr, gs) = α
l′s
prβ

lr
p′s

∏
i,j(c

i
r − djs) 
� � �

B =

r,s∏
qr=q′s

α−l′s
pr
β−lr
p′s
.�� (fr, gs).

+� ��������� ���
∏

i=1,...,lr
cir = (−1)lr

αpr−1

αpr
� �� ���

∏
j=1,...,l′s

−djs =
βp′

s−1

βp′s

� ������ �

C =

r,s∏
qr>wq′s

(−1)lrl
′
s

(αpr−1

αpr

)l′s
, D =

r,s∏
qr<wq′s

(βp′s−1

βp′s

)lr
.

�

8&����� �2�2 *�

�����

 �� ����
��� F = U4 V 2 Y 5+U3 V 2 Y 2−Y +U2 V +V 2  �� ��
�����
�
�

�	 ����
��� F ��� ������� � Y �
�

ΔY F = 108U25 V 15 + 3125U24 V 12 + 108U23 V 16 + 12500U22 V 13

− 2250U22 V 12 + 18750U20 V 14 − 4500U20 V 13 − 27U20 V 12

+ 12500U18 V 15 − 2250U18 V 14 + 1600U17 V 9 + 3125U16 V 16

+ 1600U15 V 10 − 256U12 V 6

= U12 V 6 ε

�% ε �
� 	
� 	
��� �� ���

��	 C{SΔ} $ �% Δ = ��
{(−2, 5), (2,−1)}  /�	
 ����

 ��
���� �� ��	�

��
����
 �	��� ���
�� k ∈ N ��� �	� F 
� �������
� ��

 ���

��	 C{{ 1
k
SΔ}}  



EA �������� �	 
���
������� �
�������������� �����
�� �� �������� �� ������ �
 ������������

�2 7���
��� 
� ��#��� G := U6 V 8 F (U−2 V −2) = Y 5 +U5 V 6 Y 2 −U4 V 6 Y +U8 V 9 +U6 V 10 �� 
�

����#� ��� G ∈ C{SΔ}[Y ] �� ��� G(zΔ, Y ) = Y 5 � !
��� �� ���	�������� �� F ��� ��� ����� ����

C{{SΔ}} ��� �� ���
���� @�@� �� ������ k ∈ N ��� ��� G �� ��	
��
�� ���� C{ 1
k
SΔ} �� �
�	 F ��

��	
��
�� ���� C{{ 1
k
SΔ}} �

�2 "� �
�)�L�� F ����#� �� 	
�����
� ���	����������� �
�	 
� � NΔ(U4 V 2(U2 V + V 2)ΔY F ) =

QΔ(F ) � "� Δ &�
�)����&#��� QΔ(F ) � ���� �
����� 	
�����
����� ��� 	������ �
�
�
��� 	
��&

����� (γi)i=1,2 � "� �������� γ1 � 	
�����
����� ��� ������ U4V 2Y 5, Y, V 2 �� ��#������� �� �
�&

��� 2
∫
γ1 = (8, 10) �� �
�)���� QΔ(F ) � "� �������� γ2 � 	
�����
����� 
 U4V 2Y 5, Y, U2V

�� ��#������� �� �
���� 2
∫
γ2 = (8, 9) � "��������� ���
	�� ��� �� ���������
� �� Δ ��� ��� 	L���

σ1 = �
�{(2,−1), (1, 2)} � �� σ2 = �
�{(−2, 5), (1, 2)} � 3��
�� �� ��	���� ������
���� w ∈ Δ � 6�

w ∈ σ1 � T����� w ∈ σ2 U� �� ��������� �� 	����� γ1 � T����� γ2 U�

"�� 4 ��	���� �� F 	
�����
����� �� ������� e = [(4, 2, 5), (0, 0, 1)] �� γ1 T����� �� γ2 U ��� ��

���
���� @�B 
�� �� ����� �����
���� (−1,−1
2
) � 8� ��#��� F2 = F (Y + λU−1V −1/2) 
: λ4 = 1 �

F2 := Y 5 U4 V 2 + 5 λ Y 4 U3 V 3/2 + 10 λ2 Y 3 U2 V + Y 2 U3 V 2

+10 λ3 Y 2 U V 1/2 + 2 λ Y U2 V 3/2 + 5 Y − Y

+U2 V + λ2 U V + λU−1 V −1/2 − λU−1 V −1/2 + V 2

1�� �� ������ �� ���
���� @�B ��� ���
����� ��� ��	���� 	
�����
����� 
 e �
�� ���� �� 	L�� ��&

#�� �� �
���� πe(e) = (−1, −1
2

) ��� 	
������ ��� ���
����� �� πe(NΔ(F2)) 	����&
&���� �� 	L��

(−1, −1
2

) + �
�{(2, 3), (2, 1)} � !
��� �� 	L�� �
�{(2, 3), (2, 1)} ��� 	
����� ���� Δ∨ � 	�� ��	����

�
�� ��� �������� �� C{{1
2
SΔ}} �

���� @�@ Y "�� �
����� �
��� �
�� ��� ���
����� �� F (1)
3 (U, V, 0)

1�� ��������� F (0, Y ) = −Y � �� �� ���������� �� ���
���� ��� �
�	��
�� �����	����� �� ������ �� ������
φ ∈ C{U, V } ��� ��� F (φ) = 0 � !���������� φ �
�� 	
Q�	���� ���	 �� ����� 	
�����
����� �� �������

[(0, 0, 1), (0, 2, 0)] ��������� ��� w ∈ σ1 � T����� �� ������� [(0, 0, 1), (0, 1, 2)] ��������� ��� w ∈ σ2 U�

1
�� w ∈ σ1 � 
� ��#��� F
(1)
2 := F (Y + V 2) �� 
� �������� ��� �� ����� ������� ��� �� �������
� w

�� F (1)
2 (0) = U4V 12 +U3V 6 +U2V ��� U2V � 8� ��#�� F (1)

3 := F
(1)
2 (Y +U2V ) = F (Y +V 2 +U2V ) �



��!� "##�	���	�� �� #��$
���� �� ������ �� �	���	�	���� �� �� ��������� EC

8� ���� ��� ��� ���
����� �� �� ����� φ− V 2 �
�� ���� �� 	L�� �=�� �� �
���� (2, 1) ��� 	
������

��� ���
����� ��

F
(1)
3 (0) = U3 V 6 + 2U5 V 5 + U7 V 4+

+U4 V 12 + 5U6 V 11 + 10U8 V 10 + 10U10 V 9 + 5U12 V 8 + U14 V 7

!����&
&���� �� 	L�� (2, 1) + �
�{(1, 5), (2, 1)} �

T1
�� w ∈ σ2 � 
� ��#��� F
(2)
2 = F (Y + U2V ) � 
� ����#� ��� F

(2)
3 = F

(2)
2 (Y + V 2) = F (Y +

V 2 + U2V ) = F
(1)
3 � �� ��� ��� ���
����� �� �� ����� 	
������� φ − U2V �
�� ���� �� 	L�� �=��

(0, 2) + �
�{(2, 5), (7, 2)} �U

8� 
������ ��� ��� ���
����� �� φ �
�� ���� �� 	L�� �=�� (−2,−2) + �
�{(2, 5), (1, 2)} � !
��� ��
	L�� Δ∨ = �
�{(2, 5), (1, 2)} �� ����� φ ��� ���� �������� C{{SΔ}} T�
�� �� #���� @�@U�





������� !

��� ����	���� �� � ��������������

������������

9�������2 (� ����)��	���) ������	���� �)��������	� ���� (S, 0) ⊂ (Cd+1, 0) �� �����&


������) �� �� 	�� �� ��#��� �) ��� ��������� 
� ��� ������� �
�)�
���� f ∈ C{X}[Y ]


� � ���	��
��� �
,�� ������ �� ��� ��������� X = (X1, . . . , Xd) ,��	� ��� ����������
�

��� ��
�����
� ��������4��� ��� 	�����	�� *�,�
�&1������ 	����	�������	 ���
����� 
� ���

����� ����	� 	��� Td = 1 U� K� ��
�� ���� ��� ��� 
� �����	�� 
� *�,�
� �
�)����� 
�

��� ��������� 
� f ��� h ,��� �����	� �
 ��� ������������� Y � �
� ��
�� �
�)�
����� h

,��	� ��� �
� ��������� �) f � �� � ������
�� 
� ���2 d � ��������4��� ��� 	�����	�� ����&

��
�� ��������� �� ��� ����� ����	� 	���� K� ��
, ���� �
�� 
� ��� ����������� ����



� ��� �
�)�
���� f ��� ������	���� �����&
������) �
�)�
����� ��� ���� �
������ ,���

��� 	

�������� X1, . . . , Xd ��
���� � ��� 
� �������
�� 
� ��� ������
�� ��
� ,��	� ,�

	�� ��	
��� ��� 	����	�������	 �
�
����� ��� ��	�&������ 3�����)� ,� ��
�� ���� ��� ����&

��
��� 	
�����
����� �
 ��) �,
 ���������4���
�� 
� (S, 0) ��� ��
�
����	 ��� ���� ����

������
�� �� � 	
������ ��������� 
� ��� �������� ����������� ���� 
� ��� ���� (S, 0) ��

	����	����4�� �) ��� ,
�2 
� /�� ��� "������

�#���� 0��1

� 2�����+ (,#-.% /-0-.

F@



FB �%�#��� �� �%� ���	����# �& � ����	����	���$ %$#�����&���

$��������	��

��� ��� 
� �������	��
� ��������	����� �� ��� 
����� 
� � ����� ����	� (C, 0) ,��� ��
�� 	����� ,��	�

�
 �
� 	
����� ���� ����	� �� � 	
��
���� �� � ���&������
�� 
� Z≥0 ,��	� �� �� ��	� � 	
������

��������� 
� ��� �������� �
�
�
��	�� �)�� 
� ��� ���� (C, 0) ⊂ (C2, 0) T��� O.�PU� '� f ∈ C{X}[Y ]

�� � K���������� �
�)�
���� ��#���� ��� ���� C ,� 	�� ����� � �)���� 
� �������
�� 
� ��� ������
��
�) 	
��������� ��� 	����� ��#��� �) X = 0 ��� �) ��� ��������� 
� �
�� 
� ��� ����
������ �

��


� ��� �
�)�
���� f � '� X ��#��� � ����������� ���������� ����� ��� 	���� X = 0 �� �
� 	
������� ��

��� ������� 	
�� 
� ��� ���� (C, 0) � ���� ��� 
� �������
�� �� ��� ������� 
�� T��� OVAP� O(&$P� O11@P

��� O/&1PU�

'� ���� ����� ,� ��������4� �
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������) �)��������	� ������ ( ���� 
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����� ����)��	 ������) (S, o) �� � �	�
������
��� �� �����

����� � #���� �
������ (S, o) → (Cd, 0) ��	� ���� ��� ���	�������� �
	�� �� 	
������� T����&,���U
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� ��� ���	�������� 
� � #����
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� �
 ��� �=�� ���	� T��� O"BP� OKPU�

( �����&
������) �)��������	� ���� 	�� �� ��#��� �) �� ������
� f = 0 ,���� ,���� f ∈
C{X}[Y ] �� � �����&
������) �
�)�
����� ����� �
��	 �
�)�
���� ��	� ���� ��� ���	�������� ΔY f

�� 
� ��� �
�� Xδε �
� � ���� ε T,���� X ���
��� (X1, . . . , Xd) U� ��� ����&(��)��2�� ���
���

������� ���� ��� �

�� 
� �����&
������) �
�)�
������ 	����� �����&
������) ����	���� ��� ���	��
���

�
,�� ������ �� ��� ���� C{X1/n} �
� �
�� �
������ ������� n T��� O�P ��� O(@PU� 6��	� ��� ��W����	�
ζ−ζ ′ 
� ��) �,
 �

�� 
� f ������� ��� ���	�������� �� ���� �� 
� ��� �
�� Xλε � ,���� ε ∈ C{X1/n}
�� � ���� ��� λ �� � d &����� 
� �
� �������� ����
����� ��� �
�
����� Xλ �
 
������� ��� 	�����

��� ����������
���� "����� ������ �� �������
� ����� ,��	� ���
	����� �
 ��) �����&
������) ����	�

ζ � 
������F�� �����&
������) ����	� ���������4��� ��� ���� ���� ,�
�� 	����	�������	 �
�
�����

��� 
������� ��
� ��
�� 
� ζ �) �� �������
� �
������ ������� �
 ���� 
� ��� ����� 	���� 	��� T���

O"@P ��� O/��P (�������U� ����� �
�����4�� �� � ��	���	�� 	
�����
� ,��	� �� ��� ����� 	���� 	���

����� ���� ��� 2����� 
� ��� ��
%�	��
� �� �
� 	
������� �� ��� ������� 	
�� 
� ��� ����� '� ��� �,


�������
��� 	��� "����� ��
��� ���� ��� 	����	�������	 �
�
����� 
� � �
�����4�� �����&
������)

����	� ��� �� ����)��	�� ��������� 
� ��� �����	� T��� O"@P� O"EPU� "����
 ����� ��
���� ��

� 
� ����

������ T��� O"�PU� "����� �����2��� ����� ������� ������� 
� V����2� 
� ��������
� 
� �
	�� ������ ����

��� 	����	�������	 �
�
����� 
� � �
�����4�� �����&
������) ����	� ��������� ��� �
�
�
��	�� �)�� 
�

��� ���� �� ���������4�� T��� O"FP ��� ���
 O8�P �
� ��
���� ��

�UN /�� ��
��� ��� 	
������� �����

�
�
����� ��#�� � 	
������ ��������� 
� ��� �������� ����������� ���� 
� ��� ����� /���� ��

�

���
���� "������� ������� 
� �
�
�
��	�� ���������� 
� �����&
������) �������������� ��� ���	�����
� 
�

��� �
	�� �����
� 	���� ��
�� �� ����� 
� ��� 	����	�������	 �
�
����� T��� O/��P ��� O"FPU�

K��� ��� �����&
������) �
�)�
���� f �� ������	���� ,� ��������4� �
�� 
� ��� ��
������� 
� ���



���� '���	����	���$ %$#�����&��� �	������	�	�� FE
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� ����� 	���� ����� �) ������� ��� 	
������
���� ����	���� 
� ��� ��� 
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���	� ��	�� 
� ��� *�,�
� �
�)����� 
� ��� ���������� ,��� �����	� �
 ��� ������������� Y 
� ���

�
�)�
���� f ��� �
�)�
����� �� ��� ���� C{X}[Y ] � '� �����	����� ,� ��
�� ���� ��� ��� 
� �����	��


� *�,�
� �
�)����� 
� ��� ��������� .��Y (f, h) � �
� ��
�� �
�)�
����� h ,��	� ��� �
� ��������� �)

f � �� � ������
�� 
� ���2 d T��� ���
��� B�@ ��� !
�
����) B�BU� K��� d = 1 ,� 
����� ��� 	�����	��

������
�� ���
	����� � ����� ����	�� '� ������� ,� ��
�� ���� ��� *�,�
� �
�)����� 
� ��� ����������


� f ��� 
� ��� ������� �
�)�
����� 
� �
�� �������� ����	���
�� 
� ��� ������ ζ �
������ ,��� ���

	

�������� X1, . . . , Xd � ���� 
��) 
�� ������ ��� ���� ����� �����	�� �������� ��� ������
��� ���

���� ������ �
��� ,��� ,� �����	� ��� ������� �
�)�
����� 
� ��� ����	���
�� 
� ζ �) ����
������

�

�� 
� f 
� ��� ���� �������� K� ��
�� ���� ����� ����
������ �

�� ��� ������	���� �����&
������)

�
�)�
����� ��� ���� ����� �

�� ��� ���	��
��� �
,�� ������ ,��	� 	
��	��� �� �
 ����	����� ������

,��	� ��� �
�� 
� ��� 	����	�������	 �
�
������ ,��� ��� ������ ζ T��� 1�
�
����
� B�@FU� ��� ���


� �������
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�� �� ������� ,��� ��� 	����	�������	 �
�
����� �) �
������ ������� �
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�� ,��	� ������ �� ��� ����� ����	� 	���� .������� �
 ����� �
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 ��� ��
������� 
� ���
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�� ��� � ��� 
� �������� ��� ���2 d �����	�� ���������� �) ��� 	����	�������	 �
�
������ ,��	�

,� ��� �
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������� 	����	����4��� ��
�� ������
��� ���
	����� �
 � �����&
������) ����	��
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��� B�@ ��� !
�
����) B�B �
 ��
�� ���� ��� ������
��� ���
	�����

�
 � �����&
������) ����	� ��� ��� �
�����4�� �����&
������) ����	� �) ��� �������
� ����� 
�

"����� ��� ��
�
����	� (� � 	
�������	� ,� 
����� ��
���� ��
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� ��� �������
� �
������ �
� ���

	����	�������	 �
�
������ 8�� ���� ������� ���
��� B�F� ������ ���� ��� ������
�� ,� ����� ��
�

� �����&
������) ����	� �� � 	
������ ��������� 
� ��� �������� �
�
�
��	�� �)�� T�� 	����	����4��

�) /��U� �,
 �����&
������) ����	��� ���������4��� ��� ���� �)��������	� ���� ���� ��
�
����	

������
��� ��� ���� ������
�� ���������� ��� �
�����4�� 	����	�������	 ���
������ 9� �
 ���
���

B�F� ,��	� ���� ��� 	����	����4���
� 
� ��� �
�
�
��	�� �)��� ��� ������� 
� ���� ,
�2 ��� ����� ���
 ��

��� ������
�� 	��� ,��� ,� �����	� C{X} � ��� ���� 
� ����� 
� �
�
�
����	 ���	��
�� �� ��� 
�����

� ��� �=�� 	
����� ���	�� �) ��� ���� 
� �
���� �
,�� ������ ,��� 	
�=	����� �� �� ��������	���)
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��� #��� 
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�

' �� �������� �
 �� �������� ��� 1� 1
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���� �� �� ���	
� ��� >

���	� �� 1���������	�
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��	 �
� �����

�
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� �� ����
���� �) � $���� !���� 3���
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� ��� +��
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������)
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������ \'���
���� S���� .�����	� 1
������� ��� ��� 6
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&�	
�
��	 Z�
,����� ����] �����

	
����	� ������ S1$3&!�&BDDD&DDAHH�

%#" ����	'���	���. /. �����0��� �	�&�
��	�	��

( ���� 
� 	
����� ����)��	 ������) (S, o) �� � �	�
������
��� 
�
�	������ �� ����� ����� � #���� �
�&

����� (S, o) → (Cd, 0) T	����� � �	�
������
��� ���G�����
U ��	� ���� ��� ���	�������� �
	�� ��



FF �%�#��� �� �%� ���	����# �& � ����	����	���$ %$#�����&���

	
������� T����&,���U �� � �
���� 	�
����� �����
�� ���� ����� ���� ����� ����� �
�� ����)��	��

	

�������� X = (X1, . . . , Xd) �� ��� 
����� ��	� ���� ��� ��
%�	��
� �� ������#�� 
��� ��� �
���

X1 · · ·Xd = 0 �� � ������
��

� 
� ��� 
������ ��� #���� ��� (S, o) → (Cd, 0) 	
�����
��� ����&

����	���) �
 � �
	�� �
�
�
������ C{X} → R 
� ����� ����)��	 �������� ,��	� ����� R ��� ����	����


� #���� C{X} &�
����� ��� ���� (S, o) �� � �����&
������) �����
	����� �� R �� ��������� �) 
��

�������� '� ���� 	��� ,� ���� � ���%�	��
� C{X}[Y ] → R 	
�����
����� ��
�����	���) �
 �� �����&

���� (S, o) ↪→ (Cd×C, 0) � ��� 2����� 
� ��� �
�
�
������ ��
�� �� � ����	���� ����� ��������� �)

� �
��	 �
�)�
���� f ∈ C{X}[Y ] ��	� ���� f(0, Y ) = Y n T,���� n = deg f �� ���
 ����� �
 ���

������ 
� ��� �����&
������) ��
%�	��
�U ��� ��� ���	�������� ΔY f 
� f ,��� �����	� �
 ��� ��������

Y �� 
� ��� �
�� XδH �
� � ���� H �� C{X} � K� ��) ���� � �
�)�
���� f �� C{X}[Y ] ������)���

����� 	
�����
�� �� �	�
������
��� ���	� �� ��#��� � �����&
������) �)��������	� �
� ��� ��
%�	��
�

(X, Y ) �→ X � ��� ����&(��)��2�� ���
��� T��� O(@P� ��� E �
� �� ��������	 ��

�� ��� O�PU �������

���� ��� �

�� 
� ��� �����&
������) �
�)�
���� f ��� ���	��
��� �
,�� ������ �� ��� ���� C{X1/k}
�
� �
�� �
������ ������� k ,���� X1/k = (X

1/k
1 , . . . , X

1/k
d ) � ��� �

�� 
� �����&
������) �
�)�
�����

��� 	����� �	�
������
��� ���
���
� ��� ��W����	� ζ (s) − ζ (t) 
� �,
 ������	� �

�� 
� f ������� ���

���	�������� �� C{X1/k} � ���� �� �� ��	�������) 
� ��� �
�� XλstHst ,���� Hst �� � ���� �� C{X1/k} �
K��� d = 1 ��� ���
����� λst 
������� ��� ��� 	�����	�� *�,�
�&1������ 	����	�������	 ���
�����


� ��� T����)��	���)U ������	���� 	
��
����� 
� ��� ���� (S, o) �� ������� 	

�������� ��� ��� 
�����
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��	����	� 
� ��� ���	��
��� ���������4���
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� ������	� 	
��
������

'� ��� �
�)�
���� f �� ������	���� ,� 	�� ��2� k = n := deg f T��� O"FP ���� IB ��� ��������

@ 
� O/1@PU� ��� ����)��	 ������� R = C{X}[Y ]/(f) 	�� �� ���,�� �� ��� ������� C{X}[ζ ] 
�
C{X1/n} �
� ζ ��) �

� 
� f � '� L T����� Ln U �� ��� #��� 
� ���	��
�� 
� C{X} T����� 
� C{X1/n} U�
��� #��� �������
� L ⊂ Ln �� #���� ��� /��
��� '�� /��
�� ��
�� �� 
������� ��
� ��� �	��
� 
�

d &������ (η1, . . . , ηd) 
� nth &�

�� 
� ����) ����� �) X
1/n
i �→ ηiX

1/n
i � �
� i = 1, . . . , d � '� �
��
,� ����

��� #��� �������
� 
������� ��
� R ⊂ C{X1/n} �) ��2��� #���� 
� ���	��
�� �� /��
�� ������
�� ���
�

�� 
� f ��� ��� 	
�%������ 
� ζ �) ��� ��
�� �	��
�� ��� ���	��
��� �
�
����� Xλst T����� ���

��	�
� ���
����� λst U ��� 	����� ����������
��� �� ��
��
�	�
��� �
�
����� T����� ���
�����U 
� ���

�����&
������) ����	� ζ �

'� f �� � ����	�� �����&
������) �
�)�
���� �� �
��
,� ��
� ��� ��
�����	�� ��#����
� ���� ��� ���

������	���� ��	�
�� ��� �����&
������) �
�)�
������

5�6�	�	�� �2�2 4
�� 9#!-;6 H�� ����
�����
 f (i) �
� f (j) �
 C{X}[Y ] ���� ����� �� ���
���

��
�� λ(i,j) �� f (i)f (j) �
 � �	�
������
��� ����
����� �
� λ(i,j) �
 ��� �����
� ����
�
� �� ��� 
��

{λst/f (i)(ζ (s)) = 0, f (j)(ζ (t)) = 0}  

'� �
��
,� �� ���� 	��� ���� ��� λst ��
�� ��� 
����� 
� 	
��	����	� 
� ����� 
� ��W����� ��	�
�� 
�

	����	�������	 ���
����� 
� ��� ��	�
���

��� ������� 
���� �� Qd ��#��� �) λ ≤ λ′ �� ��� 
��) �� ,� ���� ≤ 	

�������&,���� ����	�� �



���� '���	����	���$ %$#�����&��� �	������	�	�� FI

�
��� 
���� �� ��� ��� 
� 	����	�������	 ���
����� 
� � �����&
������) ����	� T��� O"FP� ����� I�GU�

K� ������� ���� �� � ������ �
�� λ1 < λ2 < · · · < λg T,���� < ����� ≤ ��� �= U�

1���� �2�2 49�3;$ ���� & I$ 9#�	;$ ���� & 36 ��� ζ =
∑
cλX

λ �� � 
�
 	
�� �
 C{X1/n}  H��


ζ �
 � �	�
������
��� ���
�� �� �
� �
�� �� ����� ���
�
 �����
�
 λi ∈ 1
k
Zd
≥0 (1 ≤ i ≤ g) 
	�� ����

& λ1 < λ2 < · · · < λg $ �
� cλi
�= 0 ��� 1 ≤ i ≤ g  

- >� cλ �= 0 ���
 λ �
 �
 ��� 
	����	� �� Qd ����
 �� Zd +
∑

λi≤λ Zλi  

3 λj �
 
�� �
 ��� 
	����	� �� Qd ����
 �� Zd +
∑

λi<λj
Zλi $ ��� j = 1, . . . , g  

>� 
	�� �����
�
 ���
�$ ���� ��� 	
��	��� �������
�� �� ζ $ �
� ���� ��� ��� ����������
��� ����
�
�


�� ζ  

3����: �2�2 ����� - & ���� 	
 � ��
�
���� 0�� �� 0����
� ��� ����
 �� � �	�
������
��� ���
��,

ζ = p0 + p1 + · · ·+ pg,

0���� p0 �
 �
 C{X} �
� Xλ ������
 �
 pi 0��� 
�
 F��� ���7���
� ������
 ���� λi ≤ λ �
�

λi+1 � λ  

'� �
��
,� ��
� ����� B�@ ���� ��� ������ p0 + p1 + · · · + pi 
������� �) ����	����� ζ ��� �����&


������) ����	��� ,��� i &	����	�������	 ���
����� �
� i = 0, . . . , g �

K� ��) ���� ��� �����&
������) ����	� ζ ��� 0��� ������� ��������
 �� ��� g &������ (λ1,i, . . . , λg,i)


� i &	

�������� 
� ��� 	����	�������	 ���
����� λ1, . . . , λg ��� 
������ ����	
������	���)� ����� ,� ����

����

(λ1,i, . . . , λg,i) ≥ 
�!�����������


 (λ1,j, . . . , λg,j) �
� 1 ≤ i < j ≤ d.

'� �� 	���� ���� ����� � �����&
������) ����	� ζ ,� 	�� ������� ��� ��������� X1, . . . , Xd �� 
���� �


������) ���� 	
�����
��

5�6�	�	�� �2�2 H�� �	�
������
��� ���
�� ζ $ �
 
������F��$ �� ��
 ����
 0��� 0��� ������� ��������


�
� �� �� �����

 ���� ��� ��
� ����������
��� ����
�
� �
 �� ��� ���� λ1 = (λ1,1, 0, . . . , 0) ���
 0�

���� λ1,1 > 1  

���� 	
�����
� �� ��� 	��� 
� ����� 	���� ����� ����� ���� ��� 2����� 
� ��� ��
%�	��
� (X, Y ) �→ X

�� �
� 	
������� �� ��� ������� 	
�� 
� ��� ����� "����� ��
��� ���� ��) �����&
������) �)��������	�

�� ���������4�� �) � �
�����4�� �����&
������) ����	� ζ T��� O"@P ��� O/��P (�������U�

K� ���
�� ��� �����	� Zd �) M ��� �) Mj ��� �����	� Zd +
∑

λi<λj+1
Zλi � �
� j = 1, . . . , g ,���

��� 	
������
� λg+1 = +∞ � 3
��
,��� "����� T��� O"FP� ���� G@U ,� ���
	���� �
 ��� 	����	�������	

���
����� ������	�� 
� �����	�� ��� ��������� '� ��� ����� ����	� 	��� ��� ������	� 
� ��������

	
��	��� ,��� ��� #��� 	
��
���� 
� ��� 	����	�������	 ����� �� ��������) 	

���������



FG �%�#��� �� �%� ���	����# �& � ����	����	���$ %$#�����&���

5�6�	�	�� �2"2 H�� ����������
��� �������
 ��� ��� �������
 Mi ���
�� ����� H�� ����������
���

�
�����
 ��� ��� ��� �
����
 nj �� Mj−1 �
 Mj ��� j = 1, . . . , g  

K� ���
�� �) ei−1 = ni · · ·ng � �
� i = 1, . . . , g ��� ,� ��� n0 := 1 �

K� ���
�� �) N ��� ���� �����	� 
� M ��� �) NR ��� ���� ��	�
� ���	� N ⊗Z R ������� �)

��� �����	� N � K� ���
�� �) ρ ⊂ NR ��� 	
�� ������� �) ��� ���� ����� 
� ��� 	��
��	�� �����


� M � ��� ���
����� 
� ��� �����&
������) ����	� ζ ���
�� �
 ��� ������
�� ρ∨ ∩ Mg ,����

ρ∨ = {u ∈ MR/〈u, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ ρ} �� ��� �	�� ��
� 
� ��� 	
�� ρ � ��� ������ ζ 	�� �� ���,�� ��

�� ������� 
� ��� ���� C{ρ∨ ∩Mg} 
� ����� 
� �
�
�
����	 ���	��
�� �� ��� ���	��� �
��� 
� ���
�7
� ����� ������� 6��	 C[ρ∨ ∩Mg] T��� O/1FPU� K� ���
�� ��� ���� C{X} �) C{ρ∨ ∩M} � ���
��������� 
� ����� �
����
�� �� ���� ,� 	�� ��#�� ���� �
�
�
������� �) 	������� ��� �����	� 
�

��� 	
���� �
� ������	� ��� ���� �������
� R = C{ρ∨ ∩M}[ζ ] → C{ρ∨ ∩Mg} �� ��� ��	����
� �� ���
�������� 	�
���� T��� 1�
�
����
� @F 
� O/1FPU�

��� #��� 
� ���	��
�� 
� R �� L[ζ ] ���	� ζ �� ��������	 
��� L �

1���� �2"2 4 9�+;$ ����� I B6 J� ���� ��� �����0�
� ��	�����, L[ζ ] = L[Xλ1 , . . . , Xλg ]  �

3����: �2!2 H�� �
�����
 nj �
� ei ��� ��� ������
 �� ��� #����
 ����

��

,

ei := [L[ζ ] : L[Xλ1 , . . . , Xλi]], ��� i = 1, . . . , g.

nj := [L[Xλ1 , . . . , Xλj ] : L[Xλ1 , . . . , Xλj−1 ]], ��� j = 1, . . . , g.
TB�@U

>
 ������	��� 0� ���� ���� deg f = e0 = n1 · · ·ng = n  

'� �
��
,� ��
� ����� B�E ���� ��� �
�)�
���� f ��� ��� ��� �

�� �� ��� #��� L[ζ ] T���	� �� �� ���


����� �
 ��� #��� 
� ���	��
�� 
� C{ρ∨ ∩Mg} U ���� ��� �������
� L[ζ ] : L[Xλ1 , . . . , Xλi] �� /��
���

��� �������
� 
� ��� ������� �
��
,� ���� ��
� ��#����
� B�E ��� ����� B�E ����� ���� ��� �������

�
�)�
���� 
� Xλj 
��� L[Xλ1 , . . . , Xλj−1 ] �� Y nj −Xnjλj �

��� /�0��
 ���������
 
� � ������ 0 �= φ =
∑
caX

a ∈ C{ρ∨ ∩ M} �� ��� 	
���� ���� 
� ���

���
⋃
ca �=0 a + ρ∨ � K� ��#�� ��� *�,�
� �
�)����
� 
� 0 �= φ ∈ C{ρ∨ ∩ M ′} �
� M ′ � �����	�

	
�������� M �� ��� ���� ,�)� '� �
��
,� ���� ��� *�,�
� �
�)����
� �
�� �
� 	����� ����� �

�����	� �������
�� ��� ��	� ���������� �) η ∈ ρ 
� ��� *�,�
� �
�)����
� N (φ) �� ��� ���

{v ∈ N (φ)/〈η, v〉 = infv′∈N (φ)〈η, v′〉} � (�� ��	�� 
� ��� �
�)����
� N (φ) 	�� �� ��	
����� �� ����

,�)� �� �����	���� ��� 	
���	� ��	�� ��� ���������� �) ��� ��	�
�� η �� ��� ������
� 
� ρ � ��� ��
�

σ(F) ⊂ ρ �

������� �� ��� ���� F 
� ��� �
�)����
� N (φ) ��

σ(F) := {η ∈ ρ /〈η, v〉 = inf
v′∈N (φ)

〈η, v′〉, ∀v ∈ F}.

��� ��� 
� 	
��� σ(F) � �
� F ������� ���
��� ��� ��� 
� ��	�� 
� ��� �
�)����
� N (φ) �� 	����� ���

�	�� /�0��
 ������� 
� φ � ��� /�0��
 ���
����� ���� φ|N 
� φ �� ��� ��� 
� ��
�� ����� 
� φ ������

���
����� �)��� 
� ��� 	
���	� ��	�� 
� ��� *�,�
� �
�)����
� T��� OZ
�P �
� ��� ������
�
�)U�



���� �%� ���	����# �& � ����	����	���$ �����% FH

%#% 1/� ���	&��� �0 � ����	'���	���. �����/

'� ��� �
��
,��� ��	��
�� ,� ����) ��� ����������) (S, o) ��#��� ���������4�� �) � �����&
������)

����	� ζ ,��� g ≥ 1 	����	�������	 ���
����� λ1, . . . , λg �

'� d = 1 ���� S �� � ����� ����	� ��� ��� ��� 
� �������	��
� ��������	����� (S, S ′)0 
� S ,��	�

��
�� ����� 	���� ����� S ′ �
� 	
�������� S �� � 	
��
���� �
��� � ���&������
�� 
� (Z≥0,+)

,��	� �� �� ��������� 
� ��� ���� S � ( ��� 
� �������
�� 
� ��� ������
�� �� 
������� ��
� ���

	����	�������	 ���
����� �) ��� �
��
,��� �
����� T��� OVAPU�

γ̄1 = nλ1, γ̄j+1 = njγ̄j + nλj+1 − nλj , �
� j = 1, . . . , g − 1. TB�BU

3
� j = 0, . . . , g − 1 � ,� �������

γ̄j+1 = n ((n1 − 1)n2 · · ·njλ1 + (n2 − 1)n3 · · ·njλ2 + · · · + (nj − 1)λj + λj+1)
7��� B�E

= n1 . . . nj ((e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · ·+ (ej−1 − ej)λj + ejλj+1)
TB�EU

K� ���
�� 1
n
γ̄i �) γi �
� i = 1, . . . , g � K� �����

γ1 = λ1, γj+1 = njγj + λj+1 − λj , �
� j = 1, . . . , g − 1. TB�FU

K� ���
	���� �
 ��� 	����	�������	 �
�
����� 
� ��� �����&
������) ����	� ζ ��� ������	� 
�

������
���

Γj = ρ∨ ∩M + γ1Z≥0 + · · ·+ γgZ≥0 �
� j = 0, . . . , g.

K� ���
�� nΓj �) Γ̄j �
� j = 0, . . . , g � '� d = 1 ��� ������
�� Γ̄g ⊂ Z≥0 �� ��� 	�����	��

������
�� 
� ��� ����� ����	� S �

1���� �2
2 4"�� 9H+;$ *������� >$ ����� - - & �
 ��� ���
� ���
�� ��
� �
� 9#!-;6

& H�� 
	��������� �� Mg ��
������ �� Γj �
 ��	�� �� Mj $ ��� 0 ≤ j ≤ g  

- H�� ����� �� ��� ����� �� γj �
 ��� ���	� Mj/Mj−1 �
 ��	�� �� nj ��� j = 1, . . . , g  

3 J� ���� ���� γj > nj−1γj−1 ��� j = 2, . . . , g  

+ >� � ������ uj ∈ ρ∨ ∩Mj ���
 0� ���� uj + njγj ∈ Γj  

I H�� ������ njγj ����
�
 �� ��� 
������	� Γj−1 ��� j = 1, . . . , g $ �������� 0� ���� � 	
��	�

�������
,

njγj = α(j) + l
(j)
1 γ1 + · · ·+ l

(j)
j−1γj−1 TB�IU


	�� ���� 0 ≤ l
(j)
i ≤ ni − 1 �
� α(j) ∈M0 $ ��� j = 1, . . . , g  



FA �%�#��� �� �%� ���	����# �& � ����	����	���$ %$#�����&���

!���� ��� #��� �������
� �
��
,� ��
� TB�FU� ��� ��	
�� �������
� �
��
,� ��
� ��� ��#����
� 
� ���

�������� ni ��� ��� ��	� ���� γi = λi mod Mi−1 �
� i = 1, . . . , g � K� ����	� ��� ����� ��
� TB�FU

��� ��� ���������)�

njγj − nj−1γj−1 = nj−1(nj − 1)γj−1 + nj(λj − λj−1)

> (nj − 1)(nj−1γj−1 + λj − λj−1)

= (nj − 1)γj,

TB�GU

��� �������
� + �� ���) �
� j = 1 � K� ����
�� �� �� ���� �
� j − 1 ≥ 1 � ( ��	�
� uj ∈
ρ∨ ∩Mj �� 
� ��� �
�� uj = αjγj + u′j �
� � ������ 0 ≤ αj < nj ��� u′j ∈ Mj−1 � �) TB�GU ���

��	�
� uj−1 := u′j + njγj − nj−1γj−1 ���
��� �
 ρ∨ ∩ Mj−1 � �) ����	��
� �)�
������ ��� ��	�
�

uj−1 + nj−1γj−1 = u′j + njγj �� �� ��� ������
�� Γj−1 ���	� ��� ��	�
� uj + njγj = αjγj + u′j + njγj

���
��� �
 ��� ������
�� Γj �

K� ����	� ��
� �
����� TB�FU ���� njγj = njnj−1γj−1 + nj(λj − λj−1). �) �������
�� & ��� - ���

��	�
� nj(λj − λj−1) �� �� ��� �����	� Mj−1 ��� �) ����� B�@ �� ���
��� �
 ρ∨ � *
, ,� ����) + �



����� ��� #��� �������
� 
� I� ��� �������	� 
� ������
�� 
� ��� �
�� TB�IU �
��
,� �) ����	��
� 
� g

����� +�	������ ������
�� 3
� g = 1 �� 	����� K� ����
�� ���� �
� g − 1 � ���� �) ����	��
� ,� ����

��� �������� ������
�� �
� j = 1, . . . , g− 1 � K� ���� ��
��� ���� njγg ∈ Γg � ���� ,� ���� � ������
��

njγg = α0 + l1γ1 + · · · + lg−1γg−1. TB�HU

K� ������ ��� �
� �������� ������� lg−1 �) ng−1 ��� ,� 
����� lg−1 = kng−1 + l
(g)
g−1 ,��� 0 ≤ l

(g)
g−1 ≤

ng−1 − 1 N ���� ,� ���������� lg−1γg−1 �) l
(g)
g−1γg−1 + +k(α

(g−1)
0

∑g−2
i=1 l

(g−1)
i γi) �� �
����� TB�HU ���

,� 
����� � �
����� 
� ��� ���� �)�� ,���� lg−1 = l
(g)
g−1 � ��� �������� �������
� �� 
������� �)

��������� ���� ��
	������ ��� ���	��) �
��
,� ��
� -� �

K� ��) ���� � ��� 
� �������
�� 
� � ������
�� �� ��
���� �� �
�� 
� ��� �������
�� ���
��� �
 ���

������
�� ������� �) ��� 
������

1���� �242 H�� 
�����	� Γg ��
 � 	
��	� ��
���� 
�� �� ��
������
 >� ζ �
 
������F�� ���
 
��

�
 ��� ��
�
���� ��
�
 �� M0 	
��
 {γ1, . . . , γg}  

!���� 6��	� ��� ������
�� Γζ �� 	
������� �� ��� 	
�� ,��� ������ ρ∨ ,� 	�� ��� ������ E�G ���

E�I� 	������  
� O+,P �
 ��

� ���� Γζ ��� � ������� ��� 
� �������
�� ,��	� �� ������� K� ��
,

���� ��� 	��
��	�� ����� ��	�
�� ��� γ1, . . . , γg ��� � ������� ��� 
� �������
�� 
� Γζ � ��� 	
�����
�


� ����� �
�����4�� ������� ���� ��� 	��
��	�� ����� ��	�
�� ��� ��� #��� �������� 
� ��� ������
��

Γζ ��������� 
� ��� ����� 
� ��� 	
�� ρ∨ � ���	� ,� 	���
� ��������� ��) 
� ���� ,���� ����������

��� ������
��� ���) �������� ��� ���������
�� Γ0 = ρ∨ ∩M0 
� Γg � '� ,� ���� � ������
� 
� ���

�
�� γk = u +
∑
ajγj ,��� u ∈ Γ0 � aj ∈ Z≥0 ��� ak = 0 � ���� �������
� 3 
� ����� B�I �������

���� aj = 0 �
� j > k � ��� ������
� 
������� 	
������	�� �������
� - 
� ����� B�I� �



���� �%� ���	����# �& � ����	����	���$ �����% FC

3����: �2�2 H�� ���������
 @� B� E� I �� ����� - I ����������F� ���
� 
������	�
 Λ �� ��� ����

Λ = ρ∨ ∩M0 + γ1Z≥0 + · · · + γgZ≥0 ��� γi ∈ ρ∨ ∩MQ, i = 1, . . . , g

0���� ��� �

������� �� ��� ����������
��� ��
�����
 �� � �	�
������
��� ���
�� 

!���� '� ���� ��

� ,� ���
�� �) Mj ��� �����	� M0 +
∑j

i=1 γiZ � �) Γj ��� ������
��� ρ∨ ∩M0 +∑j
i=1 γiZ≥0 �
� i = 0, . . . g ��� �) ni ��� 
���� 
� γi �
���
 Mi−1 �
� i = 1, . . . , g � K� ��#��

��	�
�� �� MQ � α1 := γ1 ��� αj+1 := γj+1 − γj + αj �
� j = 1, . . . , g − 1 � '� �
��
,� �) ��
����) 3

��� ����	��
� ���� αj+1 �� > αj ��� ���
��� �
 ��� ������
�� ρ∨ ∩Mg �
� j = 1, . . . , g − 1 � �)

����� B�@ ��� ������ ζ := Xα1 + · · · +Xαg �� � �����&
������) ����	� ,��� ������� �
�)�
���� ��

C{ρ∨ ∩M0}[Y ] � ,��� 	����	�������	 ���
����� αi �
� i = 1, . . . , g ��� ,��� ��� �����
���) ��#���

	����	�������	 �������� n1, . . . , ng ��� �����	�� M1, . . . ,Mg � '� �
��
,� ���� Λ = Γg � �

.�	��� ���� �� q ∈ C{X}[Y ] ��#��� � ���� 
� 	���� S ′ �� ��� 
����� ��� �������	��
� ��������	��)

(S, S ′)0 = dimC C{X, Y }/(f, q) 	
��	���� ,��� ��� 
���� �� X 
� ��� ��������� .��Y (f, q) 
� ���

�
�)�
����� f ��� q ,��� �����	� �
 Y �

'�����	�	�� �272 ��� q ∈ C{ρ∨ ∩ M}[Y ] �� �
� �����	����� �	�
������
��� ����
����� �� ������

n0n1 . . . nj ��� 0 ≤ j ≤ g − 1  H�� �����0�
� ��� ��	�����
�,

& H�� ����
����� q ��
 ����� �� ���
����
�� λj+1 0��� f

- .��Y (f, q) = X γ̄j+1εj ��� � 	
�� εj ∈ C{ρ∨ ∩M}  

3 q(ζ) = Xγj+1εj ��� � 	
�� εj ∈ C{ρ∨ ∩Mg}  

!���� ��� ������ �� ������� �
� j = 0 � 6���
�� #��� ���� q �� �� ������	���� �����&
������) �
�)�
����


� ������ ≥ 1 	
�������� ,��� f ��� ������ 
���� 
� 	
��	����	� α � 6��	� ��� �

�� {ζ (k)}nk=1 
�

f ��� � 	
������ ��� 
� 	
�%������ 
��� L ��� ��� �
�)�
���� q ��� ��� 	
�=	����� 
� ���� ����� ���

������ {q(ζ (k))}nk=1 ��� � 	
������ ��� 
� 	
�%������ 
��� L � ���� ,� �����

N (.��Y (f, q)) = N (
n∏
k=1

q(ζ (k))) = deg fN (q(ζ)). TB�AU

K� ����	� ��
� TB�AU ��� ���������	� ���,��� �������
�� - ��� 3� '� τ �� ��) �

� 
� ��� ������	����

�
�)�
���� q ,� ����	� �) �)�����) ��
� TB�AU ����

N (.��Y (f, q)) = deg qN (f(τ)).

��2� � �

� ζ (k) 
� f ��	� ���� ζ (k) − τ = Xα · ���� � �) ��#����
� 
� ��� 
���� 
� 	
��	����	�� ���
������� 	����	�������	 ���
���� 
� τ ���� �� < α � �� �� ������ �� � 	����	�������	 ���
���� λi 
� ζ (k) �



ID �%�#��� �� �%� ���	����# �& � ����	����	���$ %$#�����&���

(�) 
���� �

� 
� f �����)��� ���� ��
����) �� 
������� ��
� ζ (k) �) ��� �	��
� �� ������� 
� ���

/��
�� ��
�� 
� ��� �������
� L[Xλ1 , . . . , Xλj ] ⊂ L[ζ ] �) �����2 B�F ��� 	
�������) �����

#{.

�� ζ (l) 
� f ��	� ���� ζ (l) − τ = Xα. ����} = [L[ζ ] : L[Xλ1 , . . . , Xλi]] = ei TB�CU

(���
�
���)� ,� 
����� �����

#{.

�� ζ (l) 
� f ��	� ���� ζ (l) − τ = Xλk . ����} = ek−1 − ek, �
� k = 1, . . . , i. TB�@DU

�) TB�AU ��� TB�CU ���� ������� ���� .��Y (f, q) = Xγ · ���� ,�����

γ = deg q((e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · · + (ei−1 − ei)λi + eiα) TB�@@U

'� q �� � j &����&�

� ,� ���� ���� deg q = n1 . . . nj ��� α = λj+1 ���� i = j ��� γ = γ̄j+1 �) TB�EU�

!
�������) �� 1 ≤ i < j 
� �� α �� ≤ ���� ��) 	����	�������	 ���
���� 
� τ ,� ����	� ��
�

�
������ TB�EU ��� TB�@@U ���� α ≥ λj+1 � ���� ������� ���� λj �� < α ��� �� �� ���
 � 	����	�������	

���
���� 
� τ � 	
������	��
�� '� j < i � ,� 
����� ��
� TB�EU ��� TB�@@U ���� γ > γ̄j+1 � ������
���

γ = γ̄j+1 ������� ���� j = i ��� α = λj+1 � �
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 ��� �����
� ����
�
� δ �� ��� ��
�����
�
� �� f 40����

�
 ���
�� �� ΔY f = Xδε $ ��� ε � 	
��6 �
 ��	�� �� δ =
∑g

k=1(ek−1 − ek)λk  

��� ��

� �
��
,� ����� TB�@DU �
� ��� �

�� 
� f ��� ��� ������
� ΔY f =
∏

i�=j(ζ
(i) − ζ (j)) �

K� ���
�� �) qi ��� ������� �
�)�
���� 
� ��� ����	���
� p0+p1+ · · ·+pi 
� ��� ���������4���
�

� f �
� i = 0, . . . , g � ��� �
�)�
����� qi ��� �����&
������) �) ����� B�@ ��� deg qi = n0 · · ·ni
�
� i = 0, . . . , g �

(�) �
� 4��
 ������� 
� ��� ���� R = C{ρ∨ ∩ M}[ζ ] �� 
� ��� �
�� h(ζ) �
� � �
�)�
����

h ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] 
� ������ < n � ��� �
��
,��� ��
�
����
� T��� O/1BPU �� � ��������4���
� 
� �

������ 
� ����� ����	��� T��� OVAP� !������� ''� ��� E�CU�

������� �2�2 >� deg h < n0 . . . nj ���
 ��� /�0��
 ���
����� ���� �� h(ζ) ����
�
 �� ��� ��
� C[Γj] $

��� j = 0, . . . , g  

!���� K� ��
, ��� ������ �) ����	��
�� 3
� j = 0 � �� deg h < n0 = 1 ��� ������ �� ������� ���	�

Γ0 = ρ∨ ∩M � K� ����
�� ��� ������ ���� �
� ������� < n0 . . . nj−1 � '� deg h < n1 . . . nj � �����

+�	������ ������
� ������� ����� ,� 	�� ������ ��� �
�)�
���� h �� � ������ ,�)� ��� qj−1 &���	

�������
� 
� h �

h = a0 + a1qj−1 + · · ·+ asq
s
j−1, TB�@BU

,���� ak ��� �
�)�
����� �� C{ρ∨ ∩M}[Y ] 
� ������ < n1 · · ·nj−1 = deg qj−1 � �
� k = 0, . . . , s

��� 0 ≤ s < nj � ��� *�,�
� ����	���� ���� 
� (akq
k
j−1)(ζ) �� ��� ��
��	� 
� ��� *�,�
� ����	����
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����� 
� ��� ��	�
��� K� ���� ���� (qkj−1(ζ))|N = Xkγj ��� �) ����	��
� �)�
������ ak(ζ)|N ���
���

�
 ��� ���� C[Γj−1] � ��� ���
����� 
� ��� *�,�
� ����	���� ���� 
� (akq
k
j−1)(ζ) ���
�� �
 ��� ���

kγj + Mj−1 �
� k = 0, . . . , s � ��� �) ����� B�I ����� ���� ��� ���%
��� ���	� ��� 
���� nj 
� γj ��

��� ��
�� Mj/Mj−1 �� > s � '� �
��
,� ���� ��� ����� 
� ��� *�,�
� ����	���� ����� 
� (akq
k
j−1)(ζ)

	�� �
� 	��	�� ��	� 
���� ���� ��� �
�)�
���� h(ζ)|N �� � ��� 
� ��� ����� 
� ��� *�,�
� ����	����

����� 
� (akq
k
j−1)(ζ) �
� k = 0, . . . , s � �

(�������� �2�2 H�� /�0��
 ���
����� ���� �� K�
Y (f, h) $ ��� ���
� ����
�����
 h �
 C{X}[Y ]

0���� ��� 
�� ����
���� �� (f) $ �	

 ����	�� ��� �����
�
 �� ��� ��
� C[Γ̄g]  

H�� 
�� �� �������
 �� /�0��
 ��������� �� K�
Y (f, h) 4��
� �� h(ζ) 6 ��� h ∈ (C{X}[Y ]\(f)) $ �
 �


������	� 0��� ��
���� �� ��� �������
 0���� �
 �
�������� �� Γg  

!���� ��� ��

� �� 	
�������	� 
� �
������ TB�AU ��� 
� ���
��� B�@� �

���� 	
�
����) ����� ��� ����
�) ,��� ��� 	�����	�� ��#����
� 
� ��� ������
�� 
� � ����� ����	�

����� ��� 	��
��	�� �������
� 
� ��� �������� 	�
���� 
� ��� ���� R � K� ��) ���� ��� ������
�� Γg ��

���
	����� �
 ��� �����&
������) ����	� ζ ��� ,� ���
�� �� ���
 �) Γζ �

3����: �2�%2 '
 �����
��� 0�� �� ���
�
� ��� 
������	� Γζ �
 ����
 �� !���
�	�!���	 �
 9!!-;,

�� �
����	�� ��
� ��� 
�� Cf �� �	
����

 h ∈ C{X}[Y ]\(f) 
	�� ���� ��� /�0��
 ���������
 �� h(ζ)

��
 �
�� �
� ������ γh L ���
 �� ���
� ��� 
������	� �� Γζ = {γh/h ∈ Cf}  

3����: �2��2 '
� ����
����� h ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] ��
 �� 0�����
 �
 � 	
��	� 0�� �


h =
∑

cl1,...,lg+1q
l1
0 q

l2
1 · · · qlg+1

g TB�@EU

0��� cl1,··· ,lg+1 ∈ C{ρ∨ ∩M} $ 0 ≤ lk ≤ nk − 1 ��� k = 1, . . . , g �
� lg+1 ∈ Z≥0  

���� �
��
,� �) 	
������� ��� qg �������
� 
� h #��� ��� ���� ��� qg−1 �������
� 
� ��� 	
�=&

	����� ��� ��������� ��� ��
	����� T��� O(FP �� ��� 	��� 
� ����� ����	���U� �) ����� ����� B�I ,�

����	� ���� ��� �
��
,��� ��	� T��� O11BPU�

3����: �2��2 H�� ����
�
�
 �� ��� /�0��
 ���
����� ���� �� ��� ����
 �������
� �
 ��� 
	������
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�� ��
��� ���� ����� 

%#( 2��	'����� ��� �  ��+	���� �����

'� ��� ����� ����	� 	��� ������� ����
�� ���� ������� ��� ��
������� 
� ��
�� 	����� S ′ ��	� ����

��� �������	��
� ��������	��) ,��� S �� ��� 
����� ���
��� �
 ��� ������ ������� ��� 
� �������
��


� ��� ������
�� 
� ��� ����	� T��� OVAPU� '� O"�@P "�%���� ����
��	�� ��� �
��
� 
� 	����� 
�
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������� 	
���	� 
� ������ ����� ,��� � ����� ����� 	���� ���� �
� 	����� ��#��� 
��� � #��� 
�

��������) 	����	�������	 �� ����� 
� ��� ���
����
� T��� O"�BPU� '� ��� 	����	�������	 �� 4��
 �� �����


�� ���� �
�� �
��
�� ��� ���������� T��� O!�PU� '� ��� ��
%�	��
� (X, Y ) �� ����������� ,� 	�� ����)

����� 	����� �) ����� 
� ��� ������� �
�)�
����� 
� �������� ����	���
�� 
� ��� �

�� 
� f � K���

,� �
 ���� ,��� �����	� �
 �� ��������) ��
%�	��
� ��� 	����� ,� 
����� ��
���� � �
� ��	�������)

������� ��� 
� �������
�� 
� ��� ������
�� 
� ��� ����	� S � K� 	��� ���� 
��������
 �
��
,��� ���

������
�
�) 
� (��)��2�� ��� 1
���	�&1���� T��� O(FP ��� O11@PU� ���) ��� ���
 	����� �
�	������


�) /,
^�4��,�	4 ��� 1�
�2� T��� O/&1PU� '���������� ����
 ��� ���� �) (��)��2�� ��� $
�� T���

O(&$PU �
 
����� ������� ������� 
� ��� �
	�� ��� ��
��� ��
����) 
� ����� 	������ K� ��
, ����

��� ����
������ �

�� 
� f 
� ������� ej �
� j = 0, . . . , g ��� ����&�

�� 
� f T��� O/1BPU� K�

�
��
, ��� ����
�	� 
� ��� ����� 	���� 	��� ����� �) /,
^�4��,�	4� ��� 1�
�2� T��� O/&1PU ��� �)

1
���	�&1���� �� ��� �����) O11@P�

5�6�	�	�� �2!2 ' jth �
�������� �� f �
 �
 �����	����� �	�
������
��� ����
����� �
 C{ρ∨ ∩M}[Y ]

�� ������ n0 . . . nj 0���� ��
 ����� �� ���
����
�� ��	�� �� λj+1 0��� f $ ��� j = 0, . . . , g  

��� ������� �
�)�
����� 
� ��� �����&
������) ����	��� p0 + · · · + pj 
������� �) ����	����� ζ

�� �����2 B�B ��� jth &����&�

�� 
� f �
� j = 0, . . . , g �

'�����	�	�� �2�"2 ��� q ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] � ��
�� ����
����� �� ������ n0 . . . nj  H��
 q �
 �

j �
�������� �� f �� �
� �
�� �� q(ζ) = Xγj+1εj ��� � 	
�� εj �
 C{ρ∨ ∩Mg}  

!���� K� ���� �
 ��
, ���� �� q(ζ) �� 
� ��� �
�� Xγj+1εj �
� � ���� εj ���� q �� ��	�������) ��

������	���� �����&
������) �
�)�
���� ,��� 
���� 
� 	
��	����	� λj+1 ,��� f �

��� �
�)�
���� q �� ������	����� 6���
�� ���� �� �� ����� �
 ��� ��
��	� q1q2 
� �
�)�
����� 
�

������� < n1 · · ·nj � ���� ,� ���� ���� q(ζ) = q1(ζ)q2(ζ) = Xγj+1εj+1 �
� � ���� εj+1 ∈ C{ρ∨∩Mg} �
��� *�,�
� �
�)����
� 
� q(ζ) ��� 
��) 
�� ������ ��� ���	� ���� �
�)����
� �� ����� �
 ���

$��2
,�2� ���
∑

i=1,2 N (qi(ζ)) ��� �� �
��
,� ���� ��	� ��� �
�)����
� N (qi(ζ)) ��� 
��) 
��

������ ui � K� ����	� ���� qi(ζ) = Xuiεi �
� εi � ���� �� C{ρ∨ ∩Mg} � ���� ��
�
����
� B�@ �������
���� γj+1 = u1 + u2 ���
��� �
 Γj 	
������	���� ����� B�I�

�) ��
�
����
� B�A ��� ������ �
��
,� �) ��
���� ���� ��� �
�)�
���� q �� �����&
������)� ����� ����

��� *�,�
� �
�)����
� 
� ��� ���	�������� ΔY q ��� 
��) 
�� ������� ��� 	
�� ���
	����� �
 �

������ v 
� ��� �
�)����
� N (ΔY q) �

σv = {u ∈ ρ/min
v′∈P

〈u, v′〉 = 〈u, v〉}

�� 
� �������
� d � "�� σ ⊂ σv �� ��) 	
�� ��������� �) � ����� 
� ��� �����	� N T��� O+,P �
� ���

�������	�U� ��� ���� 	
�� σ∨ 
� σ �� ��������� �) � ����� 
� ��� ���� �����	� M ��� 	
������ ρ∨ �

K� ���� ��� �
	�� ���� �������
� C{ρ∨ ∩M} ↪→ C{σ∨ ∩M} ��#��� �) ��� ������
�� ��	����
�
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ρ∨ ∩M ↪→ σ∨ ∩M � K� 
����� � ������� �������
� �) �����	��� ��� �����	� M �) Mg � ��� ����

C{σ∨ ∩M} �� ��
�
����	 �
 ��� ���� C{T1, . . . , Td} � ��� ��
�
������ ���� Ti �
 X ti �
� t1, . . . , td
��� ����� 
� M ,��	� ����� σ∨ �� � 	
���

K� ���
�� �� ������� φ �� C{ρ∨ ∩ M} T����� �� C{ρ∨ ∩ M}[Y ] U ���,�� �� �� ������� 
�

C{σ∨ ∩M} T����� 
� C{σ∨ ∩M}[Y ] U �) φσ � ��� �
�)�
���� fσ �� �����&
������)� ��� �

�� ζ
(i)
σ �

�
� ζ (i) ������� ���
��� ��� �

�� 
� f � ��� 	
�%������ �����&
������) ����	��� ���	� ��� ��� ���

	����	�������	 ���
����� ��� �����	�� 	
��	��� �
� ζ ��� ζσ �) ����� B�@� ��� �
�)�
���� qσ ��

�����&
������) ���	� ��� *�,�
� �
�)����
� �� ����� �
 ��� $��2
,�2� ��� N (ΔY q)+σ∨ ��� �� ���

� ������ ������ v ���	� σ ⊂ σv � �) ��� �������� ����� �� ��� #��� ��������� 
� ���� ��

� ���

�
�)�
���� qσ �� ������	���� ��� �� �
��
,� ��
� ��
�
����
� B�A ���� �� �� � j &����&�

� 
� fσ � ���

������ v �� ���������� �) ��� #��� j 	����	�������	 ���
����� 
� f ��� ��� ���
	����� 	����	�������	

�������� T�
�� ���	����) ,� ���� v =
∑j

k=1(ek−1 − ek)λk �) �����2 B�CU� ���� ������� ���� ���

�
�)����
� N (ΔY (q)) ��� 
��) 
�� ������ v ��� q ∈ C{ρ∨∩M}[Y ] �� � �����&
������) �
�)�
�����

�

"�� A � ���� 	
�������� Q �� � �������� '� p �� ��) �
��	 �
�)�
���� ��� k ������� ��� ������ 
� p

����� �� � ������ �
��	 �
�)�
���� r �� A[Y ] 
� ������ deg p
k
��	� ���� deg(p−rk) < deg p− deg p

k
� K�

���
�� ���� �
�)�
���� k
√
p � 3
� ������	� �� p = Y n−a1Y

n−1 + · · ·+a0 � ,� ���� ���� n
√
p = Y − a1

n
�

'� k = k1k2 ������� deg p ���� ,� ���� ���� k
√
p = k1

√
k2
√
p � T��� ��
�
����
� E�E �� O11@PU� '�

q ∈ A[Y ] �� ��) �
��	 �
�)�
���� 
� ������ deg p
k

,� ������� p = qk + a1q
k−1 + · · · + a0, ,���

�
�)�
����� ai ∈ A[Y ] 
� ������ < deg p
k
� ��� ��� Tp ���,��� ��� ��� 
� �
��	 �
�)�
����� 
�

������ deg p
k

��#��� �)

Tp(q) = q +
1

k
a1,

�� 	����� ��� k �H
����
��	
�
 �������� � '� �� ��
,� ���� ��� k &����
������ �

�� 	�� �� 	
������

�) ��������� ��� k &��	���������� 
�����
�� ����

k
√
p =

deg p/k︷ ︸︸ ︷
Tp ◦ · · · ◦ Tp(q),

,���� q �� ��) �
��	 �
�)�
���� 
� ������ deg p
k

T��� 1�
�
����
� G�E �� O11@PU�

'�����	�	�� �2�!2 H�� ej ������������ ����
 �� f ��� j �
��������
 �� f  

!���� ���� �� ������� �
� j = 0 ��� �� �� ���
 ������� �
� j = g � ���	� ,� ���� ���� 1
√
f = f �����#��

��� 	
�����
� T�
� λg+1 = ∞ U� 6���
�� ��� ������ �� ���� �
� 1 < j < g � K� ��
, ���� �� �� ���� �
�

j − 1 � K� ���� ���� ej−1 = njej ��� ej−1
√
f = nj

√
ej
√
f � '� ,� ��� p = ej

√
f � ,� 
����� ����

ej−1

√
f =

nj︷ ︸︸ ︷
Tp ◦ · · · ◦ Tp(q),

,���� q �� ��) �
��	 �
�)�
���� 
� ������ n1 . . . nj−1 �



IF �%�#��� �� �%� ���	����# �& � ����	����	���$ %$#�����&���

'� �� ��=	���� �
 ��
�� ���� �� q �� � (j−1) &����&�

� ��� �
�)�
���� Tp(q) �� � (j−1) &����&�

��

K� ������� p = qnj + a1q
nj−1 + · · · + a0 � ,��� ai ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] �
�)�
����� 
� ������ < deg q �

�) ��� ����	��
� �)�
������ p �� � j &����&�

� 
� f ����� N (a1(ζ)q
nj−1(ζ)) ⊂ N (p(ζ)) = γj+1+ρ∨ �

'� ����� ���� �� u �� ��) ������ 
� N (a1(ζ)) ���� u ≥ γj+1 − (nj − 1)γj �� > γj �) ����� B�I� '�

�
��
,� ���� q + 1
nj
a1 �� � (j − 1) &����&�

� 
� f �) ��
�
����
� B�@E� �

%#, $����	���� �0 �/� ���	&��� ��� 	�����	�� 0����
��

'� ���� ��	��
� ��
�� ���� ��� ������
��� ���
	����� �
 � �����&
������) ����	� ζ ��� ��� �
�����4��

�) "������� �������
� ����� ��� ��
�
����	� K� 
����� ��
� ���� ��
���� ��

� 
� ��� �������
�

�
������ �������� ����� 	����	�������	 �
�
������ K� ��
, ���� ���� ���� ������
�� �� � 	
������

�
�
�
��	�� ��������� 
� ��� �������� �
�
�
��	�� �)�� 
� ��� �)��������	� ���������4�� �) ζ � ��

	����	����4�� �) ��� ,
�2 
� /�� ��� "������

'� ζ �� 
� ��� �
��� ζ = X
k/n
1 H(X

1/n
1 , . . . , X

1/n
d ) ,��� H(0) �= 0 ,��� ������� �
�)�
���� f ∈

C{X}[Y ] � ��� 
���� 
� ��� ������ f(X1, 0, . . . , 0; 0) �� ����� �
 k T�
� n = deg f U� ��� K����������

�
�)�
���� f ′ ∈ C{Y,X2, . . . , Xd}[X1] ���
	����� �
 f ��#��� ��� ���� �)��������	� ����� ���

�������
� ����� 
� "����� T��� O"@P� ����� B�E� 
� O/��P� (�������U ���������� ���� f ′ �� �����&


������) �
�)�
���� ��� �� ζ �� �
� �
�����4�� ��) �

� τ 
� f ′ ��� ���� ����� �� � ��������4���
�


� ��� 	�����	�� �������
� ����� 
� ����� ����	��� T��� OVIP ��� O(BPU�

( �

� τ 
� f ′ 	�� �� 
������� �� �
��
,�� "�� F �� � ���� ��	� ���� F k = H � ��� ������ ζ ��

����� �
 ζ = ζk0 ,���� ζ0 = X
1/n
1 F (X

1/n
1 , . . . , X

1/n
d ) � ��� ������ Y 1/k − ζ0 �� 
� 
���� 
�� �� X

1/n
1

��� �) ��� K���������� ���������
� ���
��� ����� ������ � ���� ε ��	� �����

ε(Y 1/k − ζ0) = X
1/n
1 − τ0 TB�@FU

,���� τ0 �� 
� ��� �
�� τ0 = Y 1/kF ′(Y 1/k, X
1/n
2 , . . . , X

1/n
d ) �
� � ���� F ′ �

K� ����� ��
� TB�@FU �� ��
�
�������

C{X1/n
1 , . . . , X

1/n
d } → C{Y 1/k, X

1/n
2 , . . . , X

1/n
d } TB�@IU

,��	� ���� X1/n
1 �→ τ0 � X

1/n
i �→ X

1/n
i �
� i = 2, . . . , d � ��� ��	� ���� ��� ������� ����� 
� Y 1/k

T����� 
� Y U �� ����� �
 ζ0 T����� �
 ζk0 = ζ U� 6��	� ζ �� � �

� 
� f ,� ���� f ′(ζ,X2, . . . , Xd;X1) = 0

���� ��� ����� �) TB�@IU �� f ′(Y,X2, . . . , Xd, τ
n
0 ) = 0 � ������
�� τ := τn0 �� � �

� 
� f ′ �

$
��
���� ,� ���� � 	
��������� �������

R = C{X1, X2, . . . , Xd, Y }/(f ′) ↪→ C{Y 1/k, X
1/n
2 , . . . , X

1/n
d }

↑ ↑
R = C{X1, X2, . . . , Xd, Y }/(f) ↪→ C{X1/n

1 , . . . , X
1/n
d }

TB�@GU



��!� 
�)��	���� �& �%� ���	����# ��� 	�)���	�� &������� II

,���� ��� �
��4
���� ���
,� ��� ��� ���� �������
�� ��#��� �) τ ��� ζ ��� ��� ���� �����	�� ���
,

�� ��� �������) ��� ��� ����� �����	�� ���
, �� ��� ��
�
������ TB�@IU�

'� ��� *�,�
� �
�)����
� 
� 0 �= φ ∈ {X1/n
1 , . . . , X

1/n
d } ��� 
��) 
�� ������ ��� ���� �������

�
� ��� *�,�
� �
�)����
� 
� ��� ����� 
� φ �) ��� ��
�
������ TB�@IU� �) 	
�
����) B�B ���

������
�� Γζ �� ��
�
����	 �
 ��� ������
�� 
� *�,�
� �
�)����� T,��� ��� $��2
,�2� ���U ,�
��

�������� ��� N (φ) 
� 0 �= φ ∈ R ��	� ���� N (φ) ��� 
��) 
�� ������� ��� *�,�
� �
�)����
�


� φ ∈ R �� ��#��� �� ���� 	��� �� ��� *�,�
� �
�)����
� 
� ��� ����� 
� φ �) ��� ���� �������
�

R ↪→ C{X1/n
1 , . . . , X

1/n
d } �

��� ���� �������
� �
���� ,��� �����	� �
 ��� ���� �������
� R ↪→ C{Y 1/k, X
1/n
2 , . . . , X

1/n
d } � �
�

��� ������
�� Γτ � ��� ��
�
������ TB�@IU ����	�� �� ��
�
������ 
� ������
��� Γζ ∼= Γτ ���	�

��� ������� TB�@GU �� 	
��������� ��� ��� *�,�
� �
�)����
� 
� � ��
��	� �� ��� $��2
,�2� ���


� ��� ��	�
��� K� ����	� ��
� ���� ��� �
��
,����

'�����	�	�� �2�
2 H�� 
������	�
 Γζ �
� Γτ ��� �
�������� �

�,
 �)��������	�� ����� (H, 0) ��� (H ′, 0) �� Cd+1 ���� ��� ���� �������� �
�
�
��	�� �)�� ��

��� 
��) �� ����� �� � �
��
�
������ U → U ′ � ���,��� �,
 
��� ������
��

�� 
� ��� 
������ ,��	�

���� ��������������� H ∩U �
 H ′ ∩U ′ � ��� 	����	�������	 ���
����� 
� � �����&
������) ����	� ζ

��������� ��� �������� ����������� ���� 
� ��� �)��������	� �� ��#���� ���� �� ����	�� ��
� �������


� V����2� 
� ��������
� 
� �
	�� ����� T��� OVIP� ��� O"EP� XB ��� ���
 O8�P �
� ��
���� ��

�U� /���

����� "������� ���	�����
� 
� ��� �����
� 	���� ��
�� 
� ��� ����������)� ��
��� ��� ���������	��

������� �2"2 4
�� 9#�	;$ H������ & M6 ' ���� �� �
���������� �����	����� �	�
������
��� ������


	����� ����
 (S, 0) �
� (S ′, 0) �
 (Cd+1, 0) ���� ��� 
��� ����������� ���� �� �
� �
�� �� �
� �0�


������F�� �	�
������
��� ���
���
 ���������F�
� (S, 0) �
� (S ′, 0) ��
��������� ���� ��� 
��� �����

������
��� ����
�
�
 

K� ����	� ��
� ��
�
����
� B�@I ��� /���� 	����	����4���
� ��� �
��
,��� �������

������� �2!2 >� ζ �
� ζ ′ ��� �	�
������
��� ���
���
 ���������F�
� ��� 
��� �	�
������
��� ���

���
	����� ���
 ��� 
������	�
 Γζ �
� Γζ′ ��� �
�������� H�� �
�������
� ���

 �� ���
 
������	�

�������
�
 �
� �
 �������
�� �� ��� �������� ����������� ���� �� ��� ���� (S, 0)  

!���� K� 	�� ����
�� ���� ζ ��� ζ ′ ��� ����� ,��� ,��� 
������ ���������� ��� #��� �������
� �
��
,�

��
� ��
�
����
� B�@I ��� /���� 	����	����4���
�� ���� ,� 	�� ��	
��� ��
� ��� ������ �������

��� 
� �������
�� 
� ��� ������
�� Γζ T�) ����� B�GU ��� 	����	�������	 ���
����� 
� � �
�����4��

�����&
������) ����	� ���������4��� ��� ���� �)��������	� ���� T��� �����2 B�HU� �

'� ��� 	��� 
� �����&
������) �����	�� ��� ����)��	�� ��������	� 
� ��� ������
�� �� ����	�� ,���
��

����� ��� /���� 	����	����4���
� 
� ��� �
�
�
��	�� �)��� ��� ����)��	�� ��������	� 
� ��� 	����	���&

����	 �
�
����� ����� ��
��� �) "������ �� ������ � �
� �������� ���
����
� 
� ��� �����	� �� �
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��
����
� 
� �
�
���� ��� 	�������	 ������
��� ,��	� ��� ���������� ��� ���������� ��� 	����	&

�������	 �
�
����� 
� � �
�����4�� �����&
������) ����	� ���������4��� ��� �����	� T��� O"@P� O"EPU�

( ����	� ��

� 
� ����)��	�� ��������	� 
� ��� ������
�� ���
	����� �
 � �����&
������) �����	�� ,��	�

������� ��� ��������	� ��
������� 
� ��� 	����	�������	 �
�
������ ��� ��	����) ���� ����� �) 1
���	�&

1���� T��� O11BP ��� O11EPU� '� ��� ������� 	��� ��� ������
�� ������� �� �� ��������	 ������ �)

����)����� ,��� ��� ��������4�� (��)��2���� �������
�� T��� �����2 B�@BU� �
�� ��������	 ��
�������


� ��� ������� ���
����
� 
� ��� �
�����4���
� 
� S �� ��� �������� �
���� 
� ��� ����	�� �
����

	�
����� �����
� ��#��� �) ��� ������
�� 
� ��� �������� �
	�� 
� S �

(�
���� �����	���
� 
� ��
�
����
� B�@I �� ��� �
��
,��� ��

� 
� ��� �������
� �
������ ��������

��� 	����	�������	 ���
����� 
� ζ ��� τ T������ �� O"@P ���� HA ��� O"EP ���� @HDU�

1���� �2�42 ��� ζ �� � �	�
������
��� ���
�� �� ��� ���� ζ = Xλ0H ∈ C{ρ∨ ∩ Mg} $ 0���

λ0 ∈ ρ∨ ∩M �
� H � 	
�� N�� �
� ��
����� �
����� k $ ��� 
����
 ζk �
 � �	�
������
��� ���
��

�
� ��
 ����������
��� ����
�
�
 ��� λ′j = λj + (k − 1)λ0 $ ��� j = 1, . . . , g 0���� {λj}gj=1 ��� ���

����������
��� ����
�
�
 �� ζ  

!���� 3�����)� ,� ���� ���� λ′1 < · · · < λ′g � ��� 	����	�������	 �����	�� Mi ���
	����� �
 ζ 	
��	���

,��� ��� �����	�� ,� 	�� ���
	���� �
 {λ′j}
g
j=1 �) ��� ���� �
������� K� ��
, ���� λ

′
j ��� ���
�����


� ζk � K� ������ ζ = p0 + p1 + · · ·+ pg ����� �����2 B�B� +�	� �������(
k

s

)
(p0 + · · ·+ pj−1)

k−s(pj + · · · + pg)
s

��������� �� ��� ���
���� �������
� 
� ((p0+· · ·+pj−1)+(pj+· · ·+pg))k �� 
� ��� �
�� X(k−s)λ0+sλj . ���� �

�
� s = 0, . . . , k � ��	���� λ0 < λ1 �) ��� �)�
�������

K� ���� (k − s)λ0 + sλj ≥ (k − 1)λ0 + λj = λ′j � �
� s = 1, . . . , k � ���	� ζk �� 
� ��� �
���

ζk = (p0 + · · ·+ pj−1)
k +Xλ′j . ���� .

��� ���
����� 
� ��� ����� ��������� �� (p0 + · · ·+ pj−1)
k ���
��� �
 ��� ��
�� Mj−1 �) �����

B�@� ������
�� ��� �
�
���� Xλ′j ������� �� ζk ,��� �
� 4��
 	
�=	����� '� ���
 �
��
,� ��
� ���

�
����� ��
��� ���� �� ,� ���� λ′j−1 ≤ λ ��� λ′j � λ � �
� λ ��� ���
���� 
� � ���� ��������� ��

ζk � ���� ���� ���� ������� �� (p0 + · · · + pj−1)
k � ���	� λ �� �� ��� ��
�� Mj−1 � ��� 	
�����
�� ��

����� B�@ ��� �����#�� �
� ζk ��� {λ′j}gj=1 � �

'�����	�	�� �2��2 "	���
� ���� ��� �����
�� 
	���� α = k/n �
 
�� �
 �
����� ��� {λi}gi=1 �� ���

����������
��� ����
�
�
 �� ζ  :�
��� �� λ′i ∈ Qd ��� ������ 0��� ������
���
, λ′i,1 = α−1λi,1+α
−1−1

�
� λ′i,q = λi,q ��� q = 2, . . . , d �
� i = 1, . . . , g  H��
 ��� ����������
��� ����
�
�
 �� τ ���{
λ′1, . . . , λ

′
g �� α, α−1 /∈ Z

λ′2, . . . , λ
′
g �� α−1 ∈ Z



��!� 
�)��	���� �& �%� ���	����# ��� 	�)���	�� &������� IH

!���� K� �
��
, ��� �
����
�� ��
��� "�� m �� ��� ��	��� 
� k ��� n � K� ���� k = u′m

��� n = um �
� �
������ ��������� u, u′ ,��� (u, u′) = 1 � K� 	
������ U = X
1/u
1 �� �� ��&

������������ (� � 	
�������	� 
� ����� B�@� ��� ������ ζ ��#��� � �����&
������) ����	�� ζ1 =

Uu′F u′m(U1/m, X
1/n
2 , . . . , X

1/n
d ) � ,�
�� 	����	�������	 ���
����� {λi(ζ1)}gi=2 ��� 
������� ��
� {λi}gi=2

�������)��� ��� #��� 	

������� �) u �

�) ����� B�@G ��� ������� ζ2 = UFm(U1/m, X
1/n
2 , . . . , X

1/n
d ) � �� � ����� 
������) ����	� ,���

	����	�������	 ���
����� {λi(ζ2)}gi=2 ,��� 	

��������� λi,1(ζ2) = λi,1(ζ1) − u′ + 1 = uλi,1 − u′ + 1 �

��� � λi,q(ζ2) = λi,q(ζ1) = λi,q �
� q = 2, . . . , d �

K� ��� V = Y 1/u′ � ��� ��#���

τ1 = V uGum(V 1/m, X
1/n
2 , . . . , X

1/n
d ) ��� τ2 = V Gm(V 1/m, X

1/n
2 , . . . , X

1/n
d ).

'� ��� ���� ������� ,� ����	� ���� ��� 	����	�������	 ���
������ {λi(τ)}g
′
i=2 
� τ ,��	� ��� > λ′1 �

��� ������� ,��� ��� 	����	�������	 ���
����� {λi(τ2)}g
′
i=2 
� τ2 �)� λi,1(τ2) = u′λi,1(τ) − u + 1 ���

λi,q(τ2) = λi,q(τ) � �
� q = 2, . . . , d �

'� �� ���) �
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��� ��
�����
 ���
	����� �
 � �����&
������) ��
%�	��
� (S, 0) →
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��� �
� ��� �
��
,��� �
������N

���� ,� ����� � �
��	 �
������ π ,��	� �� � ���������
�� �
��	 �������� ���
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K� ����
��	� ��� �
����
�� ��� ����	 ��#����
�� 
� �
��	 ��
����)� ,� ��#�� ��� �
��
� 
� �������

�������� ���
����
� ��� ,� ��� �� �
 ����� �������� ���
����
�� 
� �
� ��	�������) �
���� �=��

�
��	 ����������

$���� / �������� �� ����� ��������

K� ���� �
�� ��#����
�� ��� �
����
�� T��� O3@P� O+,P ��� O8�P �
� ��

��U� '� N ∼= Zd+1 �� �

�����	� ,� ���
�� �) NR ��� ���� ��	�
� ���	� N ⊗Z R ������� �) N ��� �) M ��� ���� �����	��



���� ���	� ��#�* ������ #��$%���� ��� #���	�� �������	�� �& �	������	�	�� GE

( �����
�� ��
��� ���������� ��
� σ �� NR �� ��� ��� �
� �������� ������ 	
�������
�� 
� ��	�
��

a1, . . . , as ∈ N � '� ,��� �
��
,� � ��
� ,��� ���� � ����
��� 	
���� �
�)������ 	
��� ��� 	
�� σ

�� 
������� ��
��� �� σ 	
������ �
 ������ ������	� 
� �������
� > 0 N ��� 	
�� σ �� ���	��� �� ���

��������� �
������ ������
 ��#���� ��� 1 &�������
��� ��	�� ���
�� �
 � ����� 
� ��� �����	� N � K�

���
�� �)
◦
σ ��� �������� �
������ 
� � 	
�� σ � ��� �	�� 	
�� σ∨ T����� �������
�� 	
�� σ⊥ U 
� σ

�� ��� ��� {w ∈MR/〈w, u〉 ≥ 0, T����� 〈w, u〉 = 0 U ∀u ∈ σ} � ( ��
 Σ �� � �����) 
� 
������� ��
���

��
�
 �� NR ��	� ���� ��) ��	� 
� ��	� � 	
�� �� �� ��� �����) ��� ��� �������	��
� 
� ��) �,
 
�

���� �� � ��	� 
� ��	�� ��� 
	����� 
� ��� ��� Σ �� ��� ���
⋃
σ∈Σ σ ⊂ NR � ��� i &�2����
� Σ(i) �� ���

������ 
� i &�������
��� 	
��� 
� Σ � ��� ��� Σ �� ���	��� �� ��� ��� 	
��� ��� ��������

(�) �
� ��	�������) �
���� �=�� �
��	 ������) 
��� ��� #��� C 
� 	
����� ������� �� 
� ���

�
�� ZΛ = 6��	C[Λ] ,���� Λ �� � ��
���� ����� � ���&������
�� 
� #���� �)�� 
� � �����	� −Λ + Λ

,��	� ��������� �� �� � ��
��� ��� 	�
��� �
���� 
� ZΛ 	
�����
�� �
 �
�
�
������� 
� ������
���

Λ → C ,���� C �� 	
�������� �� � ������
�� ,��� �����	� �
 ��������	���
�� ��� �
��� ��������

�� ZΛ �� ��� ��
�� 
� �
�
�
������� 
� ������
��� Λ → C−{0} ��� �	�� ��������) 
� ��� 	�
���
�
���� 
� ZΛ � ��� 
������F����
 
� ZΛ �� 
������� ��
� ��� ��	����
� Λ → R≥0Λ ∩ (−Λ + Λ)

,���� R≥0Λ �� ��� 	
�� ������� �) ��� �������� 
� Λ T��� OZZ$6PU� ��� �	��
� 
� ��� �
��� ���

� #��� �
��� �� ��� 
��) �� ��� 	
�� R≥0Λ �� ����	��) 	
����� ���� ���� �
��� �� ��#��� �) ��� �����

(Xu/u ∈ Λ − {0}) 
� C[Λ] ��� 	
��	���� ,��� ��� 0 &�������
��� 
����N ��� ����)��	 ������� C{Λ}

� ZΛ �� ���� �
��� 	�� �� ���,�� �� � ������� 
� ��� ���� C[[Λ]] 
� �
���� 	
����� �
,�� ������

,��� ���
����� �� ��� ������
�� Λ T��� O/1@P ����� @�@U�

'� �����	����� �� σ �� � 	
�� �� ��� ��� Σ ��� ������
�� σ∨ ∩M �� 
� #���� �)��� �� ����� ���

�����	� M ��� ��� ������) Zσ∨∩M � ,��	� ,� ���
�� ���
 �) Zσ,N 
� �) Zσ ,��� ��� �����	� �� 	����

��
� ��� 	
������ �� 
������

'� σ ⊂ σ′ ��� 	
��� �� ��� ��� Σ ���� ,� ���� �� 
��� �������
� Zσ ⊂ Zσ′ N ��� �=�� ���������

Zσ 	
�����
����� �
 	
��� �� � ��� Σ ���� �� �
 ��#�� ��� ����� ������� ZΣ � ��� �
���� (C∗)d+1 �

�� �������� �� �� 
��� ����� ������ Z{0} 
� ZΣ � ,��	� �	�� 
� ��	� 	���� Zσ N ����� �	��
�� �����

�
 �� �	��
� 
� ZΣ ���� ������� ��� ��
��	� 
� ��� �
���� /������ �
��	 ��������� ��� ��#��� �)

���� ��
����)� ��� �
��	 ��������� ,��	� 	�� �� ��#��� ����� ���� ��� ���	����) ��� �
���� 
��� T���

OZZ$6PU� ��� �
��	 ������) ZΣ �� �
� �������� �� ��� 
��) �� ��� ��� Σ �� ��������

K� ���	���� ��� 
����� 
� ��� �	��
� 
� ��� �
��� 
� ��� ������) ZΣ � ��� 
���� Oσ,N T,��	� ,�

���
�� ���
 �) Oσ U �� ��� V����2� 	�
��� ������ 
� Zσ ��#��� �) ��� ����� (Xw/w ∈ (σ∨−σ⊥)∩M)


� C[σ∨∩M ] � ���� 
���� �� � �
��� �
� 0 ≤ dim σ < �2N � ���	� ��� ���
	����� 	

������� ���� �� ���

C &������� 
� ��� ���&�����	� M(σ) := M ∩ σ⊥ 
� M 
� 	
�������
� ����� �
 dim σ � 8� ��� 	�
���


���� Oσ ,� 	
������ ��� 
������ ���
� oσ ��#��� �) Xu(oσ) = 1 �
� ��� u ∈M(σ) � '� dim σ = �2N

��� 
���� Oσ �� ����	�� �
 ��� ���	��� �
���� '� dim σ < �2N ,� ���� �� ���	� ������	� 
� �����	���

0 →M(σ) →M
j→ Mσ → 0.



GF �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

'� 0 → Nσ
j∗→ N → N(σ) → 0 �� ��� ���� ���	� ������	� ��� �����	� Nσ ������� �) σ ∩ N ��


� �������
� ����� �
 dim σ ��� ��� ������
�� σ∨
Nσ

���
	����� �
 ��� 	
�� σ ,��� �����	� �
 ���

�����	� Nσ �� ��
�
����	 �
 j(σ∨ ∩ M) � '� ,� 	�

�� � ��������� M ∼= M(σ) ⊕ Mσ ,� 
����� �

������
�� ��
�
������ σ∨ ∩ M ∼= M(σ) ⊕ (σ∨
Nσ

∩ Mσ) ����	��� �� ��
�
������ 
� C &��������

C[σ∨ ∩M ] ∼= C[M(σ)] ⊗C C[σ∨
Nσ

∩Mσ] ,��	� ��#��� T�
� 	��
��	���)U ��� ��
��	� ����	����

Zσ,N ∼= Oσ,N × Zσ,Nσ . TE�@U

��� ��� ���� ����� � 	
�� σ �� Σ �
 ��� 
���� Oσ ⊂ ZΣ �� � ��%�	��
� ���,��� ��� ��� Σ ���

��� ��� 
� 
������ '� σ �� � ��	� 
� τ ���� Zσ �� �� 
��� ������ 
� Zτ ��� ��� 
���� Oτ �� 	
�������

�� ��� 	�
���� 
� Oσ �� Zτ ���	� τ⊥ ⊂ σ⊥ � ���� ��� 	�
���� 
� ��� 
���� 
� σ �� ZΣ �� Oσ =
⋃

Oτ

,���� τ ���� ���
��� ��� 	
��� 
� Σ ,��	� ���� σ �� � ��	��

��� 
���� 	�
����� ��� �
���� �
��	 ��������� �) ���������� ,��� �����	� �
 ��� �����	� N(σ) � ���

	
��� 
� ��� ��� ���
	����� �
 Oσ ��� 
� ��� �
�� τ + (Nσ)R ⊂ NR/(Nσ)R �
� τ ∈ Σ 	
�������� σ

�� � ��	��

3����: "2�2 H�� 
�
�	��� ���	
 �� ZΣ �
 ��� 	
��
 �� ���
� �����
 Oσ ��� σ � 
�
 ���	��� ��
� 

���� �
��
,� ��
� �
����� TE�@U �) �
��	��� ���� ��� 
���� Oσ �� 	
������� �� ��� �������� �
	�� 
�

Zσ �� ��� 
��) �� oσ,Nσ �� � �������� �
��� 
� Zσ,Nσ �� ��� 
��) ��� 	
�� σ �� �
� � ������� 	
���

5�6�	�	�� "2�2 ' ��
 Σ′ �
 � 
	�����
��
 �� ��� ��
 Σ �� ���� ��

 ���� ��� 
��� 
	����� �
� ��

�
� ��
� �� Σ′ �
 ��
���
�� �
 � ��
� �� Σ  H�� ��
 Σ′ �
 ���	��� 
	�����
��
 �� Σ′ �
 � ���	��� ��
 

' ���	��� 
	�����
��
 Σ′ �
 � ��
��	���
 �� ��� ��
 Σ �� �
� ���	��� ��
� �� Σ ����
�
 �� Σ′  

(��
	����� �
 � ���������
� 
� ���� ����� �� � ����������
 πΣ : ZΣ′ → ZΣ ����	��� �� ��
�
������

���,��� ����� �
���

8&����� "2�2 ��� Σ �� � ���	��� 
	�����
��
 �� ��� ��
� σ := Rd+1
≥0 0��� ������� N := Zd+1  H��



	�����
��
 ���
�
 � ����������
 πΣ : ZΣ → Zσ = Cd+1 0���� 0� ��
����� �
 ������,

��� ������) ZΣ �� �
� ��������� �
� ��	� 	
�� σ 
� ������� �������
� ��� ������) Zσ �� ��
�
����	

�
 Cd+1 ��� ��� ������	��
� πσ : Zσ → Cd+1 
� ��� �
������ πΣ �� ����	�� �) ��� ������
��

��	����
� Rd+1
≥0 ∩M → σ∨ ∩M � ��� ��� 
� ��������� ��	�
�� �� ��� 1 &�2����
� σ �� � ����� 
� N

��� ��� ���� ����� �� � ������� ��� 
� �������
�� 
� ��� ������
�� σ∨ ∩M � ����� �������
�� ���� ��

	

�������� �
 ���	���� ��� ��� πσ : Zσ → Cd+1 �� ��� �
���

X1 = U
a11
1 U

a21
2 · · ·Uad+1

1
d+1

X2 = U
a12
1 U

a22
2 · · ·Uad+1

2
d+1

. . .

Xd+1 = U
a1d+1

1 U
a2d+1

2 · · ·Uad+1
d+1

d+1

TE�BU



���� ���	� ��#�* ������ #��$%���� ��� #���	�� �������	�� �& �	������	�	�� GI

,���� (ai1, a
i
2, . . . , a

i
d+1) �� ��� 	

������� 
� ��� ��������� ��	�
� ai �� ��� 1 &�2����
� 
� σ � �
�

i = 1, . . . , d + 1 � 6��	� ��� ��� Σ �� �������� �� �� ���) �
 ��� ����	��) ��
� �
����� TE�BU ���� ���

��� πΣ �� �� ��
�
������ 
��� ��� �
��� X1 · · ·Xd+1 �= 0 
� Cd+1 �

( ��
��	���
 �� 
�
�	�������
 
� � ������) Z �� � ��

�� ������) Z ′ ,��� � �
��#	���
� Z ′ → Z

,��	� �� �� ��
�
������ 
������ ��� �������� �
	�� 
� Z � ��� ���
����
� 
� ������������� 
� �
����

�
��	 ��������� �� ����	�� �
 � 	
������
���� ��
����) 
� ��	�� T��� OZZ$6PU� $
�� ���	����) ,� ����

����� /���� ��) ��� Σ ����� �� � ���
����
� Σ′ 
� Σ T��� ��#����
� E�@U� ��� ���
	����� �
��	

�
������ ZΣ′ → ZΣ �� � ���
����
� 
� ������������� 
� ��� ������) ZΣ T��� O!
P� ���
��� I�@U�

K� ���	���� �
, ��� ��	����
��� �
	�� ���
	����� �
 � ���������
� Σ′ 
� � ��� Σ � ��2��� �,�)

��� 	
�� σ ��
� ��� ��� 
� ��� 	
�� σ ����� ��
�����	���) �
 ��2� �,�) ��� 
���� Oσ ��
� ���

������) Zσ � K� ����	� �����

π−1(Oσ) =
⋃

τ∈Σ′,
◦
τ⊂◦

σ

Oτ TE�EU

'� �
��
,� ��
� TE�EU ���� ��� ��������
�� ����
� ����� ��� ���
� 
� ������������ 
� �������
� > 1 ,��	�

��� ������ �
 �
����� ��� ����� �)� ⋃
dimσ=�-N,σ/∈Σ′

π−1(Oσ)

��� ���� ��� ��������
�� ���	
� ����� ��� ������������ ���� ��� ������ 
� � ������) 
� ������� �������
��

��� ⋃
σ/∈Σ′

π−1(Oσ) =
⋃

τ ��	���
 ∈Σ′−Σ

Oτ .

��� ��
�����
�
� ���	
� ����� ��� ����� 
� ��� ��	����
��� �
	��� �� ����� �
⋃
σ ��	���
 ∈Σ−Σ′

Oσ. TE�FU

$���� (�)��� ��������� ��� ������� ��	��
���� �� 	���
�������	

��� /�0��
 ���������
 N (φ) 
� � �
� 4��
 ������ φ =
∑
caX

a ∈ C{X} ,��� X = (X1, . . . , Xd+1)

�� ��� 	
���� ���� 
� ��� ���
⋃
ca �=0 a+Rd+1

≥0 � $
�� ��������) ��� *�,�
� �
�)����
� 
� ��) �
�&4��


���� φ =
∑
caX

a 
� �
�
�
����	 ���	��
� �� ��� ���	��� �
��� oρ 
� � �
���� �=�� �
��	 ������)

Zρ = 6��	C[ρ∨ ∩M ] T�
� � ����	��) 	
���� 	
�� ρ∨ U �� ��� 	
���� ���� 
� ��� ������
⋃
ca �=0 a + ρ∨


� MR � K� ���
�� �� �) Nρ(φ) 
� �) N (φ) �� ��� 	
�� ρ �� 	�����) ���������� �) ��� 	
������

$��) 
� ��� ��
������� ���
	����� ,��� 	�����	�� *�,�
� �
�)����� �
�� �� ���� 	���N �
� ������	�� ��

0 �= φ = φ1 · · ·φs ,� ���� ���� N (φ) �� ��� $��2
,�2� ��� N (φ1) + · · ·+N (φ1) ���	� ��� ������ φi
���� 	
�=	����� �� � �
����� '� �
��
,� ��
� ���� ��
����) �����
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3����: "2�2 >� 0 �= φ = φ1 · · ·φs �
� N (φ) ��
 �
�� �
� ������ ��� 
��� ����
 ��� ���� �� ���

1�
2�0
2� ����
 N (φi) ��� i = 1, . . . , s  

��� ���� Fu �� ��� ���������
 Nρ(φ) ���
�� �� � ������ �� u ∈ ρ �� ��� ��� 
� ��	�
�� v ∈ Nρ(φ)

��	� ���� 〈u, v〉 = infv′∈Nρ(φ)〈u, v′〉 � (�� ��	�� 
� ��� �
�)����
� Nρ(φ) 	�� �� ��	
����� �� ���� ,�)�

��� ��	� 
� Nρ(φ) ��#��� �) u �� 	
���	� �� ��� 
��) �� u ∈
◦
ρ �

��� ��
� σ(F) ⊂ ρ �

������� �� ��� ���� F 
� ��� �
�)����
� Nρ(φ) ��

σ(F) := {u ∈ ρ / ∀v ∈ F , ,� ���� 〈u, v〉 = inf
v′∈Nρ(φ)

〈u, v′〉}.

��� 	
��� σ(F) � �
� F ������� ���
��� ��� ��� 
� ��	�� 
� ��� �
�)����
� Nρ(φ) � ��#�� � ���������
�

Σ(Nρ(φ)) 
� ��� ��� 
� ��� 	
�� ρ 	����� ��� �	�� /�0��
 �������� ��� �������� ������
�� 
� ���

	
��� �� ��� ��� Σ(Nρ(φ)) ��� ����� �
 ��� ���������	� 	������ 
� ��	�
�� �� ρ �) ��� ������
��

u ∼ u′ ⇔ Fu = Fu′ � K� ��) ���� � ��� Σ ����
���� 
� ��� 	
�� ρ �� ���������� ,��� � ��� 
� ������

φ1, . . . , φs ∈ C{ρ∨ ∩M} �� �� ���������� ��� ��� Σ(Nρ(φ)) ,��� φ = φ1 · · ·φs � ( 	
�� �� ��� ���

Σ(Nρ(φ1 · · ·φs)) �� �������	��
� 
� 	
��� 
� ��� ���� Σ(Nρ(φi)) ������
�� Σ �� 	
�������� ,��� ���

��� �
�)����� Nρ(φi) � '� Σ �� 	
�������� ,��� Nρ(φ) ��� ��	�
�� ��
◦
σ ��#�� ��� ���� ��	� Fσ 
�

Nρ(φ) � �
� σ ∈ Σ �

5�6�	�	�� "2�2 ��� 0 �= φ =
∑
caX

a ∈ C{ρ∨ ∩M}  H�� 
������� ��
�������
 φ|F �� φ �� ���

������� ���� F �� ��� ���������
 Nρ(φ) �
 ��� ����
����� φ|F :=
∑

a∈F caX
a ∈ C[ρ∨ ∩M ]  H��

/�0��
 ���
����� ���� φ|N �� φ �
 ��� 
	� �� ���
� ����
 �� φ ����
� ����
�
�
 ���
� �
 ��� �������

����
 �� ��� /�0��
 ���������
 Nρ(φ)

K� �
��
, ���� ��� ������
�
�) 
� OZ
�P ��� O82P� ��� *�,�
� ����	���� ���� φ|N ∈ C[ρ∨ ∩M ]

�
�� �
� 	����� �� ,� 	����� ��� ���� C[[ρ∨ ∩M ]] �) ��������� ��� �����	� M �

"�� Σ �� ��) ��� ����
���� 
� ρ ��#���� ��� �
��#	���
� πΣ : ZΣ → Zρ � "�� V �� � ���������)


� Zρ ��	� ���� ��� �������	��
� 
� ��� ���	�������� �
	�� 
� πΣ ,��� ��	� ������	���� 	
��
���� Vi

� V �� �
,���� ����� 
� Vi � 3
� ������	� �� V �� ������	���� ���� 	
�����
� �
��� �� ��� �
��� �� ��


��� ����� ������ 
� V � ��� 
����� ���

���� VΣ ⊂ ZΣ �� ��� ���������) 
� π−1
Σ (V) ��	� ���� ���

������	��
� VΣ → V �� � �
��#	���
��

'� ��� ��� Σ �� �������� ��� �
��	 ��� πΣ : ZΣ → Zρ �� � T�
��	U �������� �
�	�����
��	���
 
�

V �� ��� ������	��
� VΣ → V �� � �
��#	���
� ��	� ���� ��� ����	� ������
�� VΣ �� �
� ��������

��� ����������� �
 ��� 
���� ������#	���
� 
� ��� ��	����
��� �
	�� 
� ZΣ � ��� �
��#	���
� πΣ �� �

T�
��	U �������� ��
��	���
 
� V �� ��� ������	��
� �
 ��� ����	� ������
�� VΣ → V �� �� ��
�
������


������ ��� �������� �
	�� 
� V T��� O/&�PU� '� πΣ �� 
��) � �����
&���
����
� ,� 	�� 
��) ���������

���� ��� ��� VΣ → V �� �� ��
�
������ 
������ ��� �������	��
� 
� V ,��� ��� ���	�������� �
	��


� πΣ � '� ���� 	���� ���� ��� 	
������ ��� �������� �
	�� 
� V ��� �� �� �
� ��	�������) ����� �
 ���



���� ���	� ��#�* ������ #��$%���� ��� #���	�� �������	�� �& �	������	�	�� GH

5�6�	�	�� "2"2 >� Σ �
 � 4
�
 
���

����� ���	���6 
	�����
��
 �� ρ ��� ����� ������
� πΣ : ZΣ →
Zρ �
 � ������� 4�����6 �������� ��
��	���
 �� V �� ��� �
� ��
��	���
 Σ′ �� ��� ��
 Σ ��� ���

πΣ′ ◦ πΣ �
 �
 �������� ��
��	���
 �� V  

"�� V ⊂ Zρ �� ������	���� ���������) ��	� ���� ��� �������	��
� ,��� ��� �
��� �� �� 
��� �����

������� "�� Σ �� � ���������
� ρ 	
�������� ,��� � ��� 
� �������
�� φ1, . . . , φs 
� ��� �����


� V ⊂ Zρ � K� ���� � 	
������
���� 	
�����
� 
� ��� *�,�
� �
�)����� 
� φ1, . . . , φs �
� ���

�������	��
� 
� ��� ����	� ������
�� ,��� ��� ��	����
��� #��� ����� �
� ����)�

1���� "2"2 ��� σ � ��
� �
 Σ 
	�� ����
◦
σ⊂

◦
ρ  >� Oσ ∩ VΣ �= ∅ ���
 ��� ���� Fi �� ��� /�0��


���������
 N (φi) �� φi ���
�� �� σ �
 �� ����

��
 ≥ 1 ��� 1 ≤ i ≤ s  

!���� K� ���� ���� φi−φi|Fi
���
��� �
 ��� ����� ��������� �) {Xu/u ∈ (N (φi)−Fi)∩M} � 6��	�

Σ �� 	
�������� ,��� ��� φi ��� 	
�� σ∨ 	
������ ��� 	
�� ������� �) �������� �� ��� �
�)����
�

−u0 + N (φi) �
� ��) u0 ∈ Fi � "�� ui ∈ Fi �� � ������ ���� ,� 	�� ��	�
� �� ��� ���� C[σ∨ ∩M ] �

φi ◦ πσ = Xuiψi ��� φi|Fi
◦ πσ = Xuiψi|Fi

,��� ψi|Fi
∈ C[σ⊥ ∩M ]

�� ��	� � ,�) ���� ��� ���
���� 
� � ���� ��������� �� X−ui(φi ◦ πσ − φi|Fi
◦ πσ) ���
��� �


(σ∨ − σ⊥)∩M ��� ���� ���� ���� �������� 
� ��� 
���� Oσ � �) ��#����
� ��� �������� X−uiφ ◦ πσ
�
� 1 ≤ i ≤ s ���
�� �
 ��� ����� ��#���� ��� ����	� ������
�� 
� V � '� ��� ��	� Fi �� � ������ �
�

�
�� i ��� ����� 
� Oσ ∩ VΣ �� Zσ �� ����� �
 (1) ���� VΣ ∩ Oσ �� ����)� �

��� �
��
,��� ����� �� �� ���) 	
�������	� 
� ��� �����	�� ���	��
� ���
����

"�� ρ ⊂ NR �� � ����
��� ����	��) 	
���� 	
�� 
� �������
� ����� �
 �2 N � K� ���
�� �) Δ

��� 	
�� ρ⊕ Rg
≥0 ⊂ (NΔ)R ,���� NΔ �� ��� �����	� N ⊕ Zg ,��� ���� �����	� MΔ � ��� ������
��

Δ∨ ∩MΔ �� 
� ��� �
�� (ρ∨ ∩M) ⊕ Zg
≥0 � ��� �
�
���� 	
�����
����� �
 (α, v) ∈ Δ∨ ∩MΔ ��

���
��� �) XαUv 
� �) XαUv1
1 . . . U

vg
g �

1���� "2!2 >� φ1, . . . , φg ∈ C{Δ∨ ∩MΔ} ������ ���� φ1(oσ, U) = Ui, ��� i = 1, . . . , g ���
 �����

���
� 
����
 εi ∈ C{ρ∨ ∩M} ��� i = 1, . . . , g 
	�� ���� ��� �����
 �� C{Δ∨ ∩MΔ} ��
������ ��

φ1, . . . , φg �
� U1 − ε1, . . . , Ug − εg ���
���� 

!���� (� �
�
�
������ 
� ������
��� Zs
≥0

ψ−→ ρ∨ ∩M ������� �
 �� �
�
�
������ Zs+k
≥0

ψ×.�−→
Δ∨ ∩MΔ � '� ψ �� ���%�	���� �� ��#��� �� ����������� ��������� Zρ ⊂ Cs ,��	� ������� T�) �����

��� �
�
�
������ ψ × '� U �
 �� ����������� ��������� ZΔ = Zρ × Cg ⊂ Cs+g � '� ϕ1, . . . , ϕg ���

�
,�� ������ ��#���� �
�
�
����	 ���	��
�� �� (Cs+g, 0) ������������ φ1, . . . , φg ��� �����	�� ���	��
�

���
��� ���������� ��� �������	� 
� �
,�� ������ εi �� s ��������� ��	� ���� ��� ������ (ϕ1, . . . , ϕg)

��� (U1 − ε1, . . . , Ug − εg) 	
��	���� ��� ������ �
��
,� �) ������� �
 ��� ��
����� �) ��� ���
����

����� ��#���� ��� ��������� ZΔ ⊂ Cs+g � �



GA �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

$���$ "������� ��	��
���� �� ��� ����		����� ������ �����  �������	

K� ����� �� �������� ���
����
� 
� �
� ��	�������) �
���� �=�� �
��	 ������) ZΛ ������������)

�������� �� � �
���� �=�� �
��	 ������) Zρ T�
� ρ∨ � ����	��) 	
���� 	
��U� K� ����� #��� � �������

�������� ��
��	���
 ,��	� �� � �
��	 �
������ ��
������ �� �������� 
������F����
 ������ � �
����

�
��	 ������� ���	�� ���� ��) �
��	 ���
����
� 
� ��� ������������� 
� ��� ������� ���	�� ,��	� ��,�)�

������� ��
����� �� �������� ���
����
�� ��� ��������� �� ����
� �� ���� ��� ������� ���
����
� ��

	
�������) ���������� �) ��� ��������� ZΓ ⊂ Zρ � ���� ������ �� ��� ����� 
� ���	����
�� ,���

1�
����
� �� �������� T��� O�IP� XG� 1�
�
����
� G�F ��� O/1&�PU�

"�� Λ �� � �
�
��� (� ��	������
� �������
� 
� ZΛ �� ��� �
���� �=�� �
��	 ������) Zρ �� �����

�) � ���%�	���� �
�
�
������ 
� ������
��� ρ∨∩M → Λ ,��	� ������� �
 � �����	� �
�
�
������

ϕ : M → −Λ + Λ ��� � ��	�
� ���	� �
�
�
������ ϕR : MR → (−Λ + Λ)R � ��� �
��� 
� ZΛ ��

������������) �������� �� ��� �
��� 
� Zρ � ��� ��������� �� 
������� ��
� ��� �
�
�
������ ϕ �

��� ������ ������	� (Z��(ϕR))⊥ ⊂ NR � ���
��� �) � �� ,��� �
��
,�� �� 
� �������
� ����� �
 �2Λ

��� ��� ���� �
��� �
� ��� 	
�� σ0 := � ∩ ρ � ��� ����� 
� ��� ��������� ZΛ ⊂ Zρ �� ��������� �)

��� ���
������

Xu −Xv ∈ C[ρ∨ ∩M ] ��	� ���� ϕ(u) = ϕ(v) T��� O6�P� !������ FU� TE�IU

1���� "2
2 J��� ��� ����� 
������

 
	���
� ���� ��� ��
� ρ∨ �
 
������� ��
��� ��� Σ �� �
� ��


���������� 0��� � �
��� 
�� �� ��
����� ��	����

 Xui − Xvi = 0 ��� i ∈ I ���
�
� ��� �������
�

ZΛ ⊂ Zρ  H��
 ��� ��
 Σ �
 ���������� 0��� ��� ��
��� 
	�
���� �  >� σ ∈ Σ �
�
◦
σ⊂

◦
ρ ���


Oσ ∩ ZΛ
Σ �= ∅ ������
 ���� σ ⊂ �  1�������$ �� σ ⊂ � �
� dim σ = dim � ��� �
���
�����
 ZΛ

Σ ∩ Oσ

�
 
�����
 �
 ��� 
����� ���
� oσ �
� ZΛ
Σ ∩Zσ �
 �
�������� �� Zσ,Nσ  >� Σ �
 ���	��� ��� ������
�

πΣ �
 �
 �������� �
�	�����
��	���
 �� 
�
�	�������
 �� ZΛ ⊂ Zρ  

!���� ��� 	
�� σ0 = ρ ∩ � �� ���
	����� �
 ��� $��2
,�2� ��� 
� 	
���	� ����� 
� N (Xui −Xvi)

�
� i ∈ I ���	� 〈w, ui〉 = 〈w, vi〉, ∀i ∈ I �� ��� 
��) �� w ∈ � � 6��	� ��� ��� Σ �� 	
�������� ,���

��� ���
���� ������
�� 
� ZΛ �� �
��
,� ���� � ���������
� 
� σ0 �� 	
������� �� Σ � ����� ���� ��� ��

	
�������� ,��� ��� ������ ������	� � �

K� ����	� �) ������) ��
� ��� �������) σ0 = ρ ∩ � �����

σ∨
0 = ρ∨ + �∨ = ρ∨ + �⊥ = ρ∨ +Z��(ϕR) TE�GU

6��	� ��� 	
�� ρ∨ �� ����	��) 	
���� �
����� TE�GU ������� ����

σ⊥
0 = Z��(ϕR) TE�HU

��� ����

Z��(ϕ) ⊂ σ∨
0 ∩M TE�AU



���� ���	� ��#�* ������ #��$%���� ��� #���	�� �������	�� �& �	������	�	�� GC

"�� σ ∈ Σ ,���
◦
σ⊂

◦
ρ � ���	� Σ �� 	
�������� ,��� ��� ���
����� Xui −Xvi � ��� ����� ���������

�) 1 − Xui−vi T�� �
 ����������U �� 	
������� �� ��� ����� ��#���� ��� ����	� ������
�� ZΛ
Σ �� ���

	���� Zσ � ���� ��� ������) Z ′ � ��#��� �) Xui−vi − 1 = 0 �
� i ∈ I � 	
������ ZΛ
Σ ∩ Zσ � ���� ,�

�����

Z ′ ∩ Oσ �= ∅ ⇔ ∃p ∈ Zσ : Xui−vi(p) = 1 ∀i ∈ I,Xu(p) = 0 ∀u ∈ (σ∨ − σ⊥) ∩M ⇔
ui − vi ∈ σ⊥ ∩M, ∀i ∈ I ⇔ Z�� (ϕ) ⊂ σ∨ ⇔ σ ⊂ ρ ∩ �

��� 	���� Zσ �� ��
�
����	 �
 Oσ × Zσ,Nσ �) �
����� TE�@U�

'� σ ⊂ � ��� dim σ = dim � ,� ���� ���� σ⊥ = σ⊥
0 	
��	���� ,��� Z��(ϕR) �) TE�HU� K� ����	�

�� ��
�
������

Z ′ ∼= {oσ} × Zσ,Nσ ⊂ Zσ. TE�CU

��
� TE�@U ���	� ��� �����	� σ⊥ ∩M = Z��(ϕ) �� ��������� �) {ui− vi}i∈I � ������
�� ��� ������) Z ′

�� ������	���� ��� 
� �������
� ����� �
 �2 Λ � K� ����	� ��
� TE�CU ���� ZΛ
Σ �������	�� ��� 
����

Oσ ������������) ���	� ��� 	

������� ���� 
� ZΛ
Σ ∩ Oσ �� C � 6��	� ZΛ

Σ ∩ Zσ �� � ���������) 
� ���
������	���� ������) Z ′ ��� �
�� ��� 
� ��� ���� �������
� ���) 	
��	����

'� Σ �� ������� ,� ����	� ���� ZΛ
Σ �� ��

�� ��� �������	�� ������������) ��� 
���� ������#	���
�


� ��� ��	����
��� �
	�� 
� ZΣ ���� πΣ �� �� �������� �����
&���
����
� 
� ZΛ � �

K��� ��� �
����
�� 
� ����� E�I ,� �����

'�����	�	�� "242 "	���
� ���� ��� ��
� ρ∨ �
 
������� ��
��� ��� Σ �� � 
	�����
��
 �� ρ ��
���
�
�

��� ��
� σ0  

& H�� 
����� ���

���� ZΛ
Σ �� ZΛ �� ��� ������
� πΣ �
 �
�������� �� Zσ0,Nσ0

�
� ��� ��
�����

���
 πΣ|ZΛ
Σ : ZΛ

Σ → ZΛ �
 ��� 
������F����
 ��� 

- H�� ������
� πΣ �
 � ������� �������� ��
��	���
 �� ZΛ ⊂ Zρ  

!���� K� 2��� �
����
�� 
� ����� E�I� '� ,� 	�

�� � ��������� M ∼= Z��(ϕ) ⊕ '�(ϕ) ,� 
�����

����� TE�AU � ������
�� ��
�
������

σ∨
0 ∩M ∼= Z��(ϕ) ⊕ ϕ(σ∨

0 ∩M),

,��	� 	
�����
��� ��
�����	���) �
 ��� ��
�
������ Zσ0
∼= Oσ0 × Zσ0,Nσ0


� TE�@U�

K� ����	� ��
� TE�GU ���� σ∨
0 = ϕ−1

R (ϕR(ρ∨)) ��� �� �
��
,� ���� ��� ������
��

ϕ(σ∨
0 ∩M) = ϕR(ρ∨) ∩ ϕ(M) TE�@DU

�� ��� ��������� ������
�� R≥0Λ∩(−Λ+Λ) 
� Λ �� ��� �����	� �� �����N ������
�� ��� ������) Zσ0,Nσ0

�� ��
�
����	 �
 ��� �
�����4���
� 
� ZΛ T��� OZZ$6PU�



HD �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

"�� Σ′ �� � ���������
� 
� Σ 	
�������� ,��� ��� ������
�� 
� ZΛ � �) ����� E�I �� σ ∈ Σ′ �
◦
σ⊂

◦
ρ ��� Oσ ∩ ZΛ

Σ′ �= ∅ ���� ,� ���� σ ⊂ � � ( �
���
�� ��� ���� ��
����) �
��� �����	��� Σ′ �)

Σ �� � 	
�������	� 
� TE�EU� '� �
��
,� ���� ��� ����	� ������
�� 
� ��� ���� (ZΛ, oρ) �� 	
�������

�� ��� 	���� 	
�����
����� �
 ��� 	
�� σ0 � ���� ������� ���� ZΛ
Σ ⊂ Zσ0 ���	� ��� �
������ πΣ

�� ����������� ��� ZΛ �� ������������) ��������� '� �
��
,� ���
 ��
� ��� ��

� 
� ����� E�I ����

��� ������	��
� 
� πΣ �
 ZΛ
Σ → ZΛ 	
�����
��� ��������	���) �
 ��� ��	����
� 
� C[Λ] �� ��� ��������

	�
���� ���� �� �� ��� �
�����4���
� ����

( ���
����
� Σ′ 
� ��� ��� Σ �� ���������� �) � ������� ��� Σ′′ ,��	� �� 	
�������� ,��� ���

������
�� 
� ZΛ � �) ����� E�I ��� ��� πΣ′′ ◦ πΣ′ ◦ πΣ �� � �����
&���
����
� 
� ZΛ � ( �
���
��

��� ���� �
��� �
� pΣ′ ◦ πΣ �) TE�EU� �) ��#����
� �� σ′ ∈ Σ �� � ������� 	
�� ���� σ′ ∈ Σ′ � ����

ZΣ′ → ZΣ �� �� ��
�
������ 
��� ��� �
���� 
� ��� Oσ′ � �) �����2 E�@ ��� �������� �
	�� 
� ZΛ
Σ

�� ��#��� �) ��� �������	��
� 
� ��
�� 
����� Oσ′ �
� ��
�� 	
��� σ′ ������� ���
��� ��� ��� 
� �
�

������� ��	�� 
� σ0 � ���� ��
,� ���� ZΛ
Σ′ → ZΛ

Σ �� � ���
����
� 
� ������������� 
� ��� �
�����4���
�

ZΛ
Σ 
� ZΛ � ( �
���
�� ��� ��� ZΛ

Σ → ZΛ �� � ���
����
� 
� �������������� �

$���, "�
� ������ �������� �� �����	 �� ������ �����  �������	

6
�� ����	��� 	
������� 
� �
���� �
��	 ��������� ��� ������������ �)��	���)� �� σ �� � ����
��� 	
��

�
� N �� �� ���
 ����
��� �
� N ′ ⊂ N � ���&�����	� 
� ��� ���� ���2 ��� ,� ���� � �
�
�
������ 
�

������
��� σ∨ ∩M → σ∨∩M ′ ,���� M ⊂M ′ �� ��� ��	����
� 
� �����	�� 	
�����
����� �
 N ′ ⊂ N

�) ������)� ���� �
�
�
������ ��#��� �� ����������� �
������

Zσ,N ′ → Zσ,N TE�@@U

��������� ��� �
�
�
������ 
� �
�� T ′ → T ��#��� �) ��� �����	� �������
� M ⊂ M ′ � ,��	� ���

2����� � #���� �����
�� H 
� T ′ � +�	� w ∈ H 	
�����
��� �
 � �
������ Zσ,N ′ → Zσ,N ′ ����� �)

��� �
�
�
������ C[σ∨ ∩M ′] → C[σ∨ ∩M ′] ������� Xu �→ w(u)Xu � ��� ���� C[σ∨ ∩M ] �� ���

��� 
� ���������� 
� C[σ∨∩M ′] �) ��� �	��
� 
� ��� ��
�� H ��� ��� �
������ TE�@@U 	
��	���� ,���

	��
��	�� ��
%�	��
� 
� ��� ��
����� 
� Z ′
σ ,��� �����	� �
 ��� �	��
� 
� ��� ��
�� H �) !
�
����)

@�@G 
� O8�P� '� σ �� 
� ������� �������
� ��� 0 &
���� o′σ 
� Zσ,N ′ ��
%�	�� �
 ��� 0 &
���� oσ 
�

Zσ,N ��� ,� ���� ���� (Zσ,N ′ , o′σ) → (Zσ,N , oσ) �� � �
������ 
� ����)��	���) ������	���� ������

��� 	
�����
����� �
�
�
������ 
� ����)��	 �������� C{σ∨ ∩M} → C{σ∨ ∩M ′} ������� �
 �

�
�
�
������ L → L′ 
� ����� #���� 
� ���	��
�� 
� ������ ����� �
 ��� 	���������) 
� H � ����� ���

����� 
� M �� � �����
�� 
� M ′ � ���� #��� �������
� �� /��
�� ��� ��� /��
�� ��
�� �� 
�������

��
� ��� ���
�
������� 
� C{σ∨ ∩M ′} ��#��� �) ��� �������� 
� H T��� O/1@PU�

"�� ν1, . . . , νg ∈M ′ ��� ��#�� ��
� ���� � ������	� 
� �����	�� ��� ���������{
M0 := M,Mi := Mi−1 + νiZ, �
� i = 1, . . . , g

n0 := 1, ni = #Mi/Mi−1 �
� i = 1, . . . , g
TE�@BU



���� ���	� ��#�* ������ #��$%���� ��� #���	�� �������	�� �& �	������	�	�� H@

��� �����	�� Mi ��� ��� ���&�����	�� 
� #���� ����� 
� M ′ � K� ���� ��� ��	����
�� 
� �����	�� N ′ ⊂
Ng ⊂ · · · ⊂ N1 ⊂ N0 = N ,���� Ni ���
��� ��� ���� �����	� 
� Mi �

1���� "2�2 H�� ���� �� �������

 �� C{ρ∨ ∩ Mj} �
 L[Xν1, . . . , Xνj ]  >� λ ∈ ρ∨ ∩ M ′ ���


Xλ ∈ 3��(/��(L′/L[Xν1, . . . , Xνj ])) �� �
� �
�� �� λ ∈ ρ∨ ∩Mj  

!���� ��� �
�
�
������ 
� ����)��	 �������� C{ρ∨ ∩M} → C{ρ∨ ∩Mj} �� #���� ��� ��#��� ��
�������
� 
� ��� 	
�����
����� #���� 
� ���	��
�� 
� ������ n1 · · ·nj ����� �
 ��� 
���� 
� ��� #����
��
�� Mj/M � K� ��
�� ��� #��� �������
� �) ����	��
� 
� j � �
� j = 1 ��� �

�� 
� ��� �������

�
�)�
���� 
� Xν1 
��� L ��� ��� ��W����� 	
�%������ 
� Xν1 �) ��� �	��
� 
� ��� �������� 
� ���

/��
�� ��
�� 
� L/L′ � K� ����	� ��
� ���� ���� ��� ������� �
�)�
���� 
� Xν1 �� Y n1 − Xn1ν1

,���� n1 = #M1/M0 �� ���
 ��� ������ 
� ��� �������
� L[Xν1 ]/L � 6��	� L[Xν1] �� 	
������� �� ���

#��� 
� ���	��
�� 
� C{ρ∨ ∩M1} ��� �
�� #���� ��#�� �������
�� 
� L 
� ��� ���� ������ ���) ���

������ �) ����	��
� �)�
������ ��� #��� 
� ���	��
�� 
� C{ρ∨ ∩Mj−1} �� L[Xν1 , . . . , Xνj−1 ] ��� ,�

	�� �����	� L � ν1 ��� n1 �� ��� �����
�� �������� �) L[Xν1 , . . . , Xνj−1 ] � νj ��� nj �����	�����)

�
 
����� ��� �������
� �
� j �

'� ν ∈ ρ∨ ∩Mj �� �� 	���� ���� ν �� #��� �) ��) ������� 
� ��� /��
�� ��
�� 
� ��� �������
�

L′/L[Xν1 , . . . , Xνj ] � ��� 	
������ �
��
,� �) ��� #��� �������
� ��� !
�
����) @�@G 
� O8�P ������� �


��� ��	����
� 
� ������
��� ρ∨ ∩Mj ⊂ ρ∨ ∩M ′ � �

$���. / �������� �� �������� ���������	

"�� X �� � �
���� ������) 
� �������
� d + 1 � ��� ��� Ei �� � #���� ��� 
� �
���� �)��������	��

,��� 	
�������� U �� X � ( �������� �������
� 0����	� 
��� �
���
�����
 �� ��#��� �) ��������� ���

������ (X ,U , x) �� ��) �
��� x ∈ X �
 �� �
�����) ��
�
����	 �
 (Zσ, T = (C∗)d+1, z) �
� z � �
���

�� �
�� �
��	 ������) Zσ � ���� ����� ���� ����� �� � �
���� ��
�
������ ���,��� ��� 	
������
��


� ��� �
	�� ����� �� �����	���� �
���� ,��	� ����� ��� ����� 
� X − U ���
 ��� ����� 
� Zσ − T N

T��� OZZ$6PU� ��� ������) X �� ��������) ������#��� ,��� ������
⋂
i∈K Ei −

⋃
i/∈K Ei ��� ��� 
���

������� U �

��� 
��� �� � 
����	� S � ����S � �� ��� ���
� 
� ��� ������ 	
�������� S �� ����� 	�
����� K�

���
	���� �
 ��� ������� S ��� ��� MS 
� !������ �����
�� ����
���� 
� ����S−U � K� ���
�� �)
NS ��� ���� ��
�� S
�(MS,Z) � ��� ������
�� 
� �W�	���� �����
�� ��#��� �� ��� ���� ��	�
� ���	�

MS
R := MS⊗R � ����
��� 	
���� �
�)������ 	
�� ��� ,� ���
�� ��� ���� 	
�� �� NS

R := NS⊗R �)

ρS � '� S′ �� � ������� �� ����S � ,� ���� � ��
�� �
�
�
������ ��#��� �) ������	��
� 
� !������

�����
�� MS →MS′
,��	� �� 
��
N �) ������) ,� 
����� �� ��	����
� NS′ → NS ��� ��� 	
�� ρS′

�� ������ 
��
 � ��	� 
� ρS T��� OZZ$6PU� K� 	�� ���
	���� �� ���� ,�) �
 � �
�
���� ���������

,���
�� ����&�������	��
� � ��
�� ���������� ������� 0��� �
������ 
��	��	�� T� � � �� ,��� �
��
,�U

��� OZZ$6P� ���� ��������4�� ��� ,�) 
� ��	
������ ��
� � �
���� �
��	 ������) ��� ���
	����� ����



HB �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

���� 	
����� �� �����
��������� �
�������� �
 ��� 	
�� 
��� ��� ���� ����� 
� �������	��
� 
� ���

�����
�� Ei � K� ���� ���� ��� ������ 
� ��� ������#	���
� ��� �� 
��&�
&
�� 	
�����
����	� ,��� ���

��	�� 
� ��� 	
��	 �
�)������ 	
������ 3
� ������	�� ��� 	
��	 �
�)������ 	
����� ���
	����� �
 ���

�
�
���� ��������� ��#��� �) ZΣ ��� ��� �
���� �)��������	�� {Oσ}σ∈Σ(1) �� ��
�
����	 �
 ���

	
��	 �
�)������ 	
����� T,��� �������� ����	����U (Σ, N) ��#��� �) ��� ��� Σ ��� ��� �����	� N �

K� 	�� ��#��� �� �� ����
�
�� ������ �
 ��� 	��� 
� � ���� � ������� ���������
� 
� � 	
��	

�
�)������ 	
������ (��
	����� �
 � ���������
� ,� ���� �� ����	�� �������� ����������
 T���

OZZ$6P ��� G_ ��� A_U� ���� � �
���� ������) X ′ ,��� � �
�
���� ��������� U ⊂ X ′ ��� �

�
��#	���
� X ′ → X ��
����� ,��� � 	
��������� ��������

U → X
↓ ↗
X ′

��� �
��
� 
� �
��	 ������� �������� ���
����
� ��������4� �����) �� ��� �
�
���� 	����

(#% 1��	� ����	'���	���. �	�&�
��	�	��

K� ����
��	� �
��	 �����&
������) ������������� ��� ,� ������ �
 ���� 	��� ���) �
��
�� ��� ��
�&

������ 
� �����&
������) ��������������

"�� (S, o) �� � ���� 
� ����)��	���) ������	���� 	
����� ������) 
� �������
� d � K� ���
��

�) R ��� ���
	����� ����)��	 �������� ( ��=	�����) ����� �������������� S → S ′ 
� � #���� ���

���� (S, o) → (S ′, o′) ��� #���� #����� ��� ����� �� �� 
��� ������
��

� 
� o′ ��� ��� �������

	���������) 
� ��� #���� �� ����� �
 �
 ��� ������ 
� ��� ���� ��� ��
�����
�
� ���	
� ����� ��� ��� 
�

�
���� 
� ������ #���� 
� 	���������) ���� ���� ��� ������� �� �� ����)��	�� ���������) 
� S ′ � 8������

��� ���	�������� �
	��� ��� ��� �� �� 	
������� 	
������� K� 	�� ����2 
� ��� ���	�������� �
	�� ��

�� ����)��	 ���	� 
� �� � ���� �� o′ �

5�6�	�	�� "2!2 ' ���� �� ������� �
������ ������� (S, o) �
 � �	�
������
��� 
�
�	������ �� �����

���
� � �
��� ������
� (S, o) → (Cd, 0) 4������ � �	�
������
��� ���G�����
6 �
� 
��� �
��������

������
���
 (X1, . . . , Xd) �� 0 $ 
	�� ���� ��� ������
� �
 	
������� ���� ��� ���	
 X1 . . .Xd �= 0

�
 � 
����������� �� ��� �����
 

��� 	���� 
� �����&
������) ������������� 	
������ ��� 	���� �������������� ��� ����&(��)��2��

���
��� ���������� ���� R 	�� �� ���,�� �� � ������� 
� C{X1/m
1 , . . . , X

1/m
d } �
� �
�� ��������

������� m T��� O�P �
� � �
�
�
��	�� ��

� �� ��� �����	� 	��� ��� O(@P� ��� E �
� �� ��������	 ��

�U�

��� #���� ��� ���� (S, o) → (S ′, o′) 	
�����
��� ��������	���) �
 � �
	�� �
�
�
������ R′ → R


� ����� ����)��	 �������� ,��	� ����� R ��� ����	���� 
� #���� �
���� 
��� R′ � '� �����	���� �� R ��



���� ���	� ����	����	���$ �	������	�	�� HE

��������� 
��� R′ �) 
�� ������� ����� �� � ���%�	��
� R′[Y ] → R ,��	� 	
�����
��� ��
�����	���)

�
 �� ��������� (S, o) ⊂ (S ′ × C, (o′, 0)) � K� ��) ���� (S, o) �� �� �����
	����� �������� �� ���

��
� (S ′, o′) � K� ��#�� �
��	 �����&
������) ������������� �) �����	��� ��� ���� (Cd, 0) �) ��� ����

(Zρ, oρ) 
� �� �=�� �
��	 ������) �� ��� 4��
 
���� T�
� � ����	��) 	
���� 	
�� ρ∨ U�

5�6�	�	�� "2
2 4
�� 9#!&;6 H�� ���� (S, o) �
 � ����� �	�
������
��� 
�
�	������ �� ����� ���
� �

�
��� ������
� (S, o) → (Zρ, oρ) 	
������� ���� ��� ���	
 �
 � 
����������� �� ��� F��������� oρ

�� � 
	������ 
����� �7
� ����� ������� Zρ  

3����: "272 H�� ���

���� �	�
������
��� 
�
�	�������
 ��� �����
�� 0��
 (ρ,M) = (Rd
≥0,Z

d)  

�) ��#����
� ��� ����)��	 ������� R 
� � �
��	 �����&
������) ����������) �� � C{ρ∨ ∩M} &�������

� #���� �)��� ��� ���� (S, o) �� �� �)��������	� �������� �
 ��� �
��	 ���� �� ����� ������ x ∈ R

��	� ���� R = C{ρ∨ ∩M}[x] � ���� ��� C{ρ∨ ∩M} &������� �
�
�
������ C{ρ∨ ∩M}[Y ] → R

���� ���� Y �→ x �� ���%�	����� '�� 2����� �� � ����	���� ����� ��������� �) � �
��	 �
�)�
���� f

��	� ���� f(oρ, Y ) = Y deg f ��� deg f �� ����� �
 ��� ������ 
� ��� ��� (S, o) → (Zρ, oρ) � ���

�
�)�
���� f �� � �	�
������
��� ����
������ ����� ��� ���	�������� ΔY f 
� f ,��� �����	� �
 Y ��


� ��� �
���

ΔY f = XηH ,��� H(oρ) �= 0 .

!
�������) ��	� �
��	 �����&
������) �
�)�
���� f ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] ��	� ���� f(oρ, Y ) = Y deg f

��#��� � ���� 
� �
��	 �����&
������) �)��������	�� ��� C{ρ∨∩M} &������� �
�
�
������ C{ρ∨∩
M}[Y ] → R ��#��� �� ��������� S ⊂ Zρ×C ���� ���� o �→ (oρ, 0) � ��� �����&
������) ��
%�	��
�


� (S, o) �� ����	�� �) ��� #��� ��
%�	��
� 
� ��� ��
��	� Zρ × C �

��� ��
��	� Zρ × C �� ��� �
��	 ������) Z� ��#��� �) ��� 	
�� � = ρ× R≥0 ,��� �����	� �
 ���

�����	� N ′ ���� �
 ��� �����	� M ′ := M ⊕yZ � ���� ,� ���� �∨∩M ′ ∼= (ρ∨∩M)⊕yZ≥0 � K� ���
��

��� �
�
���� 	
�����
����� �
 u+ sy ∈ (ρ∨ ∩M) ⊕ yZ≥0 �) XuY s �

'� f �� �� ������	���� �����&
������) �
�)�
���� ��� ���
	����� ����)��	 ������� R �� ��� �
����

R = C{ρ∨ ∩M}[Y ]/(f) � ����� ������ � ���	��
��� �
,�� ������ ζ ∈ C{ρ∨ ∩ 1
n
M} ,��	� �� � �

�


� f ,���� n �� ��� ������ 
� f T��� ���
���� @�@ ��� .������� @ 
� O/1@PU� ��� ��	����
�

C{ρ∨ ∩M} ⊂ C{ρ∨ ∩ 1
n
M} 	
�����
��� �
 � ����	��� 	
������ 
� � �
���� �=�� �
��	 ������) ���

��#��� � /��
�� �������
� L ⊂ Ln 
� ����� 	
�����
����� #���� 
� ���	��
�� T��� �����	��
� E�@�FU�

��� ������� �
�)�
���� 
� ��� �

� ζ 
��� ��� #��� L �� ����� �
 f � ,� ���� R ∼= C{ρ∨ ∩M}[ζ ]
��� ��� #��� 
� ���	��
�� 
� R �� L[ζ ] ���	� ζ �� #���� 
��� L � ��� 	
�%������ ζ (i) 
� ζ �) ��� �	��
�


� ��� /��
�� ��
�� 
� L ⊂ Ln ��#�� ��� ��� �

�� 
� f ���	� ��� �������
� L[ζ ] ⊂ Ln �� /��
���

K� 	��� 4�����6 �	�
������
��� ���
���
 ��� �

�� 
� T�
��	U �����&
������) �
�)�
������

'� f �� � ����	�� �����&
������) �
�)�
���� 
� ������ n ���� �� ������ 
� C{ρ∨ ∩ 1
n!
M} � ���

��W����	� ζ (s)−ζ (t) 
� �,
 ��W����� �

�� 
� f ������� ��� ���	�������� 
� f 
� ��� ���� C{ρ∨∩ 1
n!
M} �

�) �����2 E�B� ��� *�,�
� �
�)����
� 
� ζ (s) − ζ (t) ��� 
��) 
�� ������ ������
�� ζ (s) − ζ (t) �� 
�



HF �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

��� �
�� XλstHst ,���� Hst �� � ���� �� C{ρ∨ ∩ 1
n!
M} � '� �
��
,� ���� ��� ������	���� ��	�
��


� f ��� ����� 
������) �
�)�
������ ��� �
�
����� Xλst �
 
������� ��� 	����� ����������
���

��
�����
 ��� ��� ���
����� λst ∈ ρ∨ ∩ 1
n
M ��� 	����� ��� ����������
��� ����
�
�
� '� �2M = 1

��� �� f �� ������	���� ��� 	����	�������	 ���
����� 	
�����
�� �
 ��� 	�����	�� 1������ 	����	�������	

���
����� �� ��������) 	

��������� K� �
 �
� ���� ��� 	�����	�� �������� �
 ��#�� ��� 	����	�������	

�
�
����� ,��	� ���� ��� ��	�
������) 
� ��� ���� C{X1, . . . , Xd} T��� O"EPU� � ��
����) ,��	� �
��
�
� �
�� �
� ��� ����� 
� ��� �
�� C{ρ∨ ∩M} �� �������� ��� �
��
� 
� 	����	�������	 �
�
�����
�� ��� 	�����	�� �����&
������) 	��� �� ������) ������� �� V����2��� ,
�2 T��� OVFPUN �� ��� ����)��	���)

������	���� �)��������	� 	��� ���) ��
�����	�� ��� �
�
�
��	�� �������� 
� ����� ������������� ���

���������� �� ����� 
� ��� 	����	�������	 �
�
����� �) "������ "����
� /�� ��� 
����� T��� O"@P�

O"EP� O"FP� O"�P ��� O/��PU�

K� ��#�� � ������� 
���� ≤ρ T
� ≤ �
� ��
��U 
� ��� 	
�� ρ∨ �

u ≤ρ u
′ ⇔ u′ ∈ u+ ρ∨ ⇔ ∀w ∈ ρ : 〈u′ − u, w〉 ≥ 0.

K� 	�� ������ ���� ������� 
������� �
 � �
��� 
�� 
� ��� ������ ρ∨∩M �) ��2��� �� �������
�� ��	�
�

η ∈ ρ � ����� ��� 	

�������� 
� η ,��� �����	� �
 ��) ���� 
� ��� �����	� N ��� �������) �����������


��� Q � ��� ��#���� ���� ≤η �) u ≤η u
′ ⇔ 〈η, u− u′〉 ≤ 0 �

1���� "2#2 4
�� 9E+; �
� 9�+; �
 ��� ���

���� ��
�6 ��� f1 �� �
 �����	����� ������ �� ��� ���	���

����� �	�
������
��� ����
����� f  >� f1(ζ
(s0)) = 0 ���
 0� ����,

{
λs0t/ζ

(s0) �= ζ (t), f(ζ (t)) = 0
}

=
{
λst/ζ

(s) �= ζ (t), f(ζ (t)) = 0 �
� f1(ζ
(s)) = 0

}
�
� ���
 
�� �
 ������� ������� �� ≤ρ  

!���� ��� �������) ��
�� �
��
,� ���	� ��� �������
� L[ζ (s0)] ⊂ Ln! �� /��
�� ��� ��� �������� 
�

��� /��
�� ��
�� �	� 
� � ������ �� C{ρ∨ ∩ 1
n!
M} �) 	������� ��� 	
�=	����� 
� ��� ������ ����� ��

ζ (t) �= ζ (t′) ��� �

�� 
� f ��W����� �
 ζ (s0) ,� ���� �����

Xλt′tHt′t = ζ (t′) − ζ (t) = ζ (t′) − ζ (s0) − (ζ (t) − ζ (s0)) = Xλt′s0Ht′s0 −Xλts0Hts0.

������
�� λt′t = minρ{λt′s0, λts0} ��� ��� �������
� �
��
,�� �

5�6�	�	�� "242 4
�� 9#!-;6 H0� �����	����� �	�
������
��� ����
�����
 f (i) �
� f (j) ���� �����

�� ���
����
�� λ(i,j) �� ����� ����	�� f (i)f (j) �
 � �	�
������
��� ����
����� �
� λ(i,j) �
 ��� �����
�

����
�
� �� ��� 
�� {λst/f (i)(ζ (s)) = 0, f (j)(ζ (t)) = 0}  

K� ��) ���� ��� 
���� 
� 	
��	����	� 
� f (i) ,��� ������ �� λ(i,i) := +∞ � K� ����	� ��
� ��� ��

�


� ����� E�C ��� ��#����
� E�G ��� �
��
,��� ��
����)�



���� ���	� ����	����	���$ �	������	�	�� HI

1���� "2�%2 >� f = f (1) · · · f (r) �
 ��� �������F����
 �� � �	�
������
��� ����
����� 0��� ��
��

�����	����� ������
 0� ���� ����, min{λ(i,j), λ(j,l)} ≥ λ(i,l) 0��� ��	����� �� λ(i,j) �= λ(j,l) ��� i, j, l ∈
{1, . . . , r}  �

'� �����	���� ,��� f �� ������	���� �� �
��
,� ���� ��� ��� 
� 	����	�������	 ���
����� �� �
����)


������ �) <ρ T��� O"EPU� '� ���� 	��� ,� ������� ��� 	����	�������	 ���
����� �) λ1 <ρ λ2 <ρ

· · · <ρ λg ��� ,� ���
�� λg+1 = +∞ � 3
��
,��� "����� T��� O"FP� ���� G@U ,� ���
	���� �
 ���

	����	�������	 ���
����� ������	�� 
� �����	�� ��� ��������� '� ��� ����� ����	� 	��� ��� ������	� 
�

�������� 	
��	��� ,��� ��� #��� 	
��
���� 
� ��� 	����	�������	 ����� �� ��������) 	

���������

5�6�	�	�� "2�2 H�� �������
 Mi �
� ��� �
�����
 ni �

������� �� ��� 
��	�
�� �� ����������
���

����
�
�
 λ1, . . . , λg ��� i = 0, . . . , g �� ����	��� 43 &-6 ��� ������ ����������
��� 

K� ���
�� �) ei−1 = ni · · ·ng � �
� i = 1, . . . , g ��� ,� ��� n0 := 1 � K� ���
�� �) Ng ⊂ · · · ⊂
N1 ⊂ N0 = N ��� ������	� 
� ���� �����	�� 
� M = M0 ⊂ · · · ⊂Mg �

'� f �� ����	�� ��� ��� 
� 	����	�������	 ���
����� �� �
� �
����) 
������ �) ≤ρ � �
� ������� ���

	����	�������	 ���
����� (1, 0), (3
2
, 0), (1, 3

2
) 
� f = ((Y −X1)

2 −X3
1 ))((Y +X1)

2 −X2
1X

3
2 )) ��� �
�

�
����) 
������ �
� ≤R2
≥0
�

1���� "2��2 4
�� 9�3;6 >� f �
 �
 �����	����� ����� �	�
������
��� ����
����� �
� �� ζ �
 � ���� ��

f 0� ����,

& H�� ����������
��� �
�����
 ni ������ ���� ni > 1 ��� i = 1, . . . , g �
� n1 · · ·ng = deg f  

- H�� ���� �� �������

 �� R �
 ��	�� �� L[ζ ] = L[Xλ1 , . . . , Xλg ].

!���� "�� ζ ′ �� � 	
�%����� 
� ζ �) �� ������� 
� ��� /��
�� ��
�� 
� ��� #��� �������
� Ln ⊃
L[Xλ1 , . . . , Xλj ] � '� ζ ′ �= ζ ,� ���� ζ ′ − ζ = XλkHk �
� � ���� Hk ��� k > j T���	� Xλ1 , . . . , Xλj

��� #��� �
� ���� /��
�� ��
��U� '� �����	���� �
� j = g ��� 
��) �
��������) �� ζ ′ = ζ ���� ζ ∈
L[Xλ1 , . . . , Xλg ] ���	� ��� �������
� Ln ⊃ L[Xλ1 , . . . , Xλj ] �� /��
��� !
�������) ��) ������� 
�

��� /��
�� ��
�� 
� ��� �������
� Ln ⊃ L[ζ ] #� ζ ��� ������
�� ��� ��� ����� ��������� �� ζ � ��

�����	���� Xλ1 , . . . , Xλg � ���
�� �
 L[ζ ] ���	� ��� �������
� Ln ⊃ L[ζ ] �� /��
��� '� �
��
,� ����

ni > 1 �
� i = 1, . . . , g � ��� ���� ��� ������ n 
� ��� �������
� L[ζ ] ⊃ L �� ����� �
 n1 · · ·ng � �

K� ���� ��� �
��
,��� 	
�����
�� �
� � �
,�� ������ ζ ∈ C{ρ∨ ∩ 1
n
M} �
 �� � �����&
������)

����	� T��� O"EP� ��
�� @�I 
� O/��P� ��
� @�E �� ��� 	�����	�� 	���U�

1���� "2��2 ��� ζ =
∑
cλX

λ �� � 
�
 	
�� �
 C{ρ∨ ∩ 1
m
M}  H��
 ��� ��
���� ����
����� �� ζ

���� C{ρ∨ ∩M} �
 �	�
������
��� �� �
� �
�� �� ����� ���
�
 �����
�
 λi ∈ ρ∨ ∩ 1
m
M ��� 1 ≤ i ≤ g


	�� ����

& λ1 <ρ λ2 <ρ · · · <ρ λg $ �
� cλi
�= 0 ��� 1 ≤ i ≤ g  



HG �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

- >� cλ �= 0 ���
 λ �
 ��� 
	��������� M +
∑

λi≤ρλ
Zλi �� MQ  

3 λj �
 
�� �
 ��� 
	��������� M +
∑

λi<ρλj
Zλi $ �� MQ ��� j = 1, . . . , g  

>� 
	�� �����
�
 ���
� ���� ��� 	
��	��� �������
�� �� ζ �
� ���� ��� ��� ����������
��� ����
�
�


�� ζ  

!���� '� ��� ������� �
�)�
���� 
� ζ 
��� C{ρ∨ ∩M} �� �����&
������) ���� ��� ������ �
��
,�

��
� ������ E�C� E�@@ ��� E�H ������� �
 ������	� 
� 	����	�������	 ���
������ !
�������)� �� ζ ′ ��

��� 	
�%����� 
� ζ �) �� ������� 
� ��� /��
�� ��
�� 
� Ln ⊃ L ��� �� ζ �= ζ ′ ��� �� 	
������ ���

������	� 
� �����	�� Mi ��� �������� ni ���
	����� �
 λ1, . . . , λg �) TE�@BU� ����� �� �
�� j ≥ 1

��	� ���� ��� �
�
����� Xν ��� #��� �
� ν ∈Mj−1 ��� Xλj �� �
� #��� �) ���� ������� �) �����

E�H ��� �)�
������ E� ���� �)�
������ @ ��� B ����) ���� ��� ��W����	� ζ ′ − ζ �� 
� ��� �
��

ζ ′ − ζ = XλjHj �
� � ���� Hj � �

3����: "2�"2 H�� ����������
��� �������
 �

������� �� f ������� � ��
�
���� 0�� �� 0����
� ���

����
 �� ��
 ����
,

ζ = p0 + p1 + · · ·+ pg,

0���� p0 ∈ C{ρ∨∩M} �
� ��� ��
����� Xλ ������
 �
 ��� 
	���
� pj ������
 ���� λj ≤ρ λ �
�

λj+1 �ρ λ ��� j = 1, . . . , g  

'� �� ��
,� �) "����� T��� O"FP� �����2 H�E�BU ���� �� ����)��	���) ������	���� �����&
������)

�)��������	� ���� 
� �������
� d �� 
����� �� ��� 
��) �� �� �� ��
�
����	 �
 � ���� 
� ��� �
��

Y n − X1 . . .Xc = 0 �
� �
�� 1 ≤ c ≤ d N 
����,��� �� �� ,��� 2�
,� ���� ��� �
�����4���
� �� �

�	����
� 
�
�	������ T��� O"FPUN �� ��� �,
 �������
��� 	��� �� �� ��� ���� 
� �� �=�� �
��	 �����	�

T��� O�&1& P� !������ '''� ���
��� I�BU� '� O/1BP �� ��
��� ���� ��� �
�����4���
� 
� �� ������	����

�����&
������) �)��������	� ���� �� ��
�
����	 �
 ��� ���� 
� �� �=�� �
���� �
��	 ������) �� ���

4��
 
���� ��� ���� ���� ����������) �� ���������� ��
� ��� ��� 
� 	����	�������	 ���
������ ���

�
��
,��� ��
�
����
� ��������4�� ���� ��	� �
� �
��	 �����&
������) �)��������	� ������

'�����	�	�� "2�!2 H�� �
������ ���
	�� �� ��� �
������ ������� R �
 ��
 ���� �� �������

 �
 ��	�� ��

C{ρ∨ ∩Mg}  

!���� ��� ����)��	 ������� 
� ��� �����&
������) �)��������	� �� 
� ��� �
�� R = C{ρ∨ ∩M}[ζ ] �
�) ����� E�@B ,� ���� � ���� �������
� R ⊂ C{ρ∨ ∩Mg} ,��	� �� �������� ���	� C{ρ∨ ∩Mg} ��
�������� 
��� C{ρ∨∩M} � �) ������ E�H ��� E�@@ ��� ����� R ��� C{ρ∨ ∩Mg} ���� ��� ���� #���

� ���	��
��� ����� �,
 	
�����
�� ����) ���� �
�� ����� ���� ��� ���� �������� 	�
���� 
��� �����

#��� 
� ���	��
��� ��� ���� C{ρ∨ ∩Mg} �� ���������) 	�
��� ���	� �� �� ��� ����)��	 ������� 
� ���
�
���� ������) Zρ,Ng �� ��� �
��� oρ � �



���� ���	� ����	����	���$ �	������	�	�� HH

$���� -�� "����	�0��� ���� �� � ���
��� �
�	���������� ����������

K� ����	���� ��� ��������) 
������ ��� 
� 	����	�������	 �
�
����� 
� � ����	�� �
��	 �����&
������)

�
�)�
���� �� � ������� ����� K��� �2M = 1 ��� ���� S ��#��� �) � ����	�� �����&
������)

�
�)�
���� f ∈ C{ρ∨ ∩ M}[Y ] �� ��� 
����� �� %��� � ���� 
� 	
����� ����� 	����� '� �� ,���

2�
,� ���� ��� �������	��
� ��������	����� 
� ��� ��W����� ����	��� 
� ��� 	���� �� ��� 
����� ���

��� ������
��� ���
	����� �
 ��	� 
� ���� ��� � 	
������ ��������� 
� ��� �������� ����������� ����


� ��� ����� 	���� ���� (S, 0) T��� O.�PU� +����� ��
,� ���� ���� ���
�����
� 	�� �� ��	
��� �)

����	������ �� � ������� ���� ��� 	����	�������	 ���
����� 
� ��	� ������	���� ��	�
� ��� ��� 
�����


� 	
��	����	� ���,��� ��) �,
 
� ���� T��� O+�PU� K��� T��� OK�PU ����� � ��W����� ��#����
� 
�

+������ ���� �
 ���� � ��, ��

� 
� � ���
��� 
� /��	0� ����
�
 
� ��� ����	���� 
� �
��� 	�����

T��� O/�@P 
� O/�BPU� K����� ��#����
� ��	
��� ��� ���� ��
��� 
� ���
�����
� �� +������ ��#����
�

�
�� ��� ���
���� ��� ��� 
� � ������	��� 1 &	���� 
� ��� ���� ,��	� �� ��#��� ��
� ��� ������	�


� 	����	�������	 �������� 
� ��� ������	���� ��	�
�� T��� ��#����
� E�HU� '� ��� 	��� 
� � 	�����	��

�����&
������) �)��������	�� V����2��� ������ ������ �� ����� E�C 	�� �� ���
�������� �� �
��
,�� '�

f = 0 ��#��� � 	�����	�� �����&
������) �)��������	� ��� �� f1 �� �� ������	���� ��	�
� 
� f ��� ���


� 	����	�������	 ���
����� 
� f1 ���
� ��� ��� 
� 
����� 
� 	
��	����	� 
� f1 ,��� ��� ��	�
�� 
� f

�� �
����) 
������ ,��� �����	� �
 ��� ������� 
���� ��#��� �) ��� �����������) 
� ��� 	
�����
�����

�
�
������ V����2��� 
��������
� ��� ��� ������	�� 
� 	����	�������	 �������� ��� ���	��) ,��� ��

��	�����) �
 ������ K����� ��#����
� �
 ��� �����&
������) 	��� �� ����� 
� � #��� �����&
������)

��
%�	��
� (X, Y ) �→ X � ���� �� �
�� �
�� ��������) �) 1
���	�&1���� T��� O11BPU �
� � �����&


������) �
�)�
���� f � 
�������� � ��������4���
� 
� K����� ��

� ,��	� ���	����� ��� ����	���� 
� ∂f
∂Y

�� ����� 
� ��� ���� 
� f ,��� ∂f
∂Y

�� �����&
������)� ���� ������ 
� ��� ����	���� 
� ��� ��	�
��4���
�


� ∂f
∂Y

������� ���� ,���
�� ��) �)�
������ 
� ��� ���������� T��� O/�&/1PU�

��� ��#����
� 
� ��� ���� �� 
�� 	��� ���� �� �
��
,�� "�� f = f (1) · · · f (r) �� ��� ��	�
��4���
� ��

�
��	 ������	���� �
�)�
����� 
� f � +�	� ��	�
� f (i) 
� f �� �����&
������) ��� ��� ������ θ(f (i))(0)


� ρ∨∩Mg∪{+∞} ,�
�� �������� ��� 0 � ��� 	����	�������	 ���
����� λ(i)
1 <ρ · · · <ρ λ

(i)
g(i) 
� f

(i) T��

���) �����U ��� ��� 
����� 
� 	
��	����	� 
� f (i) ,��� ��� ������	���� ��	�
�� 
� f �� �
����) 
������

�) ����� E�CN ,� ���
�� �) n(i)
k ��� e

(i)
k �
� k = 1, . . . , g(i) � ��� ������	�� 
� �������� ���
	����� �


f (i) �) ��#����
� E�H �
� i = 1, . . . , r �

K� ���
�� �) θ(f (i))(1) ��� ��� 
� 	�
��� �������� %
����� ����� 
� 	
���	����� �������� �� θ(f (i))(0)

��� �) θ(f (i)) ��� ������	� ������	��� 	
����� ,��� �����	�� 
� θ(f (i))(0) ��� ����� 
� θ(f (i))(1) �

��� ������)��� �
�
�
��	�� ���	� �� �
��
�
����	 �
 ��� ������� [0,+∞] � K� ���
�� ��� ������


� θ(f (i)) 	
�����
����� �
 λ ∈ θ(f (i))(0) �) P
(i)
λ � ��� ������	��� 	
����� θ(f) 
������� ��
� ���

���%
��� ���
�
⊔s
i=1 θ(f

(i)) �) �������)��� �� θ(f (i)) ��� θ(f (j)) ��� ���&������	��� 	
����� 	
���&

��
����� �
 P (i)
0 P

(i)
λ(i,j)

��� P
(j)
0 P

(j)
λ(i,j)

�
� 1 ≤ i < j ≤ r �� � �����

K� ���
�� �) C0(f) ��� 0 &	���� ���� ����	��� ��� ����� λ ∈ Qd ∪ {+∞} �
 ��	� ������ P
(i)
λ ��



HA �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

��� +����� ���� T	
������ ��	� ������ 
��) 
�	�U� K� ��#�� � �������� 1 &	���� C1(f
(i)) �� θ(f (i))

�) ����������� ��� 	����

P
(i)
0 P

λ
(i)
1

+ n
(i)
1 P

(i)

λ
(i)
1

P
(i)

λ
(i)
2

+ · · · + n
(i)
1 · · ·n(i)

g(i)P
(i)

λ
(i)
g

P
(i)
+∞

,��� ��� �
���� 	
�����
����� �
 ��� 
����� 
� 	
��	����	� 
� f (i) ,��� 
���� ��	�
�� 
� f ,��� �����	�

�
 ��� 
���� ��#��� �) ����� E�C� ��� ������ P
(i)
λ � �� λ �= 0,+∞ �� �
� � 	����	�������	 ���
�����


� f (i) �� ��� 
��) �� ��� ������ P
(i)
λ ������� �� �,
 �������� ,��� ��� ���� 	
�=	����� '� �
��
,�

��
� ��#����
� E�H ���� ��� 1 &	����� C1(f
(i)) ����� 
� θ(f) ��#���� � 1 &	���� C1(f) � ��� 	�����

C1(f) ��� C0(f) ��������� ��� ������ 
� ��	�
�� 
� f � ��� 	����	�������	 ���
����� 
� ��	� ��	�
�

��� ��� 
����� 
� 	
��	����	��

5�6�	�	�� "272 H�� A����
�J��� ���� �
 ��� 
��������� ������� θ(f) 0��� ��� ����

 C1(f) �
�

C0(f)  

(#( �������� ����
��	��  ��������

'� ���� ��	��
� ,� ����� �� �������� ���
����
� 
� � ����	�� �����&
������) �
�)�
���� ,��	� �� �

	
��
����
� 
� �
��	 �
������ ���������� �) ��� 	����	�������	 �
�
������

$�$�� 1�*������ �� ���� ����������	

K� ����
��	� ��� �
��
� 
� Y ����� � ���� ������
��� �� ����� 
� ��� 	
��	����	� 
� ��� ������&

���4���
�� 
� f � '� ��� �
��
,��� ��	��
� ,� ����� ��� �
��	 �
������� 
� ��� ���
����
� ����� ����

�
��
�� 7�W����� 	�
�	�� 
� �

� 	

�������� ��
���� ��
�
����	 �
��������

K� 2��� ��� �
����
�� 
� ��	��
� E�B�@� K� ����
�� ���� f �� � �����&
������) �
�)�
���� ,���

r ������	���� ��	�
�� f (1), . . . , f (r) � 7�#�� A(i) := (M ∩ {λ(i,j)})j ∪ {λ(i)
1 } �
� 1 ≤ i ≤ r � �) �����

E�C� �� ��� ��� A(i) �� �
� ����) �� �� �
����) 
������ �) <ρ �

���� ,� 	�� ��#���

λκ(i) :=

{
minA(i) �� A(i) �= ∅
+∞ 
����,���

}
�
� i = 1, . . . , r. TE�@EU

1���� "2�
2

& >� λκ(i) � λ /∈ M ��� ���� Xλ ���
 
�� ������ �
 ��� ����

��

 �� ��� ����
 �� f (i)  >


������	��� �� Xλ ������
 �
 ��� ����

��

 �� ��� ����
 �� f (j) ���
 λ �
 ≥ λ(i,j) �
� ���

��	����� λ = λ(i,j) ������
 ���� λ(i,j) = λ
(j)
1  



���� +������� �������	�� #�������� HC

- H�� ��
� λκ(i) = +∞ �����

 �� �
� �
�� �� f (i) �
 ��� �
�� ������ �� f 0����	� ����������
���

����
�
�
 �
� λ(i,j) = λ
(j)
1 ��� ��� j �= i  

3 >� λκ(i0) ∈M ���
 λκ(i0) �
 ≥ λκ(j) ��� ��� j �= i0  

+ H�� 
�� {λκ(1), . . . , λκ(r)} �
 ������� ������� �� <  

!���� '� f (i) ��� �
 	����	�������	 ���
���� ��� ����� �� ��� �������
� 
� ��� �

� ���� ���
�����

�� ρ∨ ∩M � 8����,���� λκ(i) � λ /∈ M ������� ���� λ(i)
1 � λ /∈ M ���� ��� ���� Xλ �
�� �
�

������ �� ��� �������
� 
� ��� �

�� 
� f (i) �) ����� E�@B� '� Xλ ������� �� ��� �������
� 
� ���

�

�� 
� f (j) ���� �� ������� �� ��) ��W����	� 
� �

�� 
� f (i) ��� f (j) ���� λ ≥ λ(i,j) � $
��
����

�� λ = λ(i,j) ���� λ /∈ M ������� ���� λ(i,j) ≥ λ
(j)
1 �) ����� E�@B� 6��	� λκ(i) � λ(i,j) ,� ���� ����

λκ(i) � λ
(j)
1 /∈M ��� ������
�� λ(j)

1 ≥ λ(i,j) ��� ��� �������) λ(i,j) = λ
(j)
1 �
��
,��

3
� ��� ��	
�� �������
� �
��	� ���� �� f (i) ��� f (j) ��� �,
 ��W����� ��	�
�� ,���
�� 	����	�������	

���
����� ���� λ(i,j) ���
��� �
 M ���� λκ(i), λκ(j) �= +∞ � '� λκ(i) = +∞ ���� λ(i,j) �� �
� �� M

�
� ��� j �= i N ���� ��� ���
���� λ(i,j) ������� 
� � ���� 
� ��� ���������4���
� 
� f (j) ��� ������
��

,� ���� λ(i,j) ≥ λ
(j)
1 �) ����� E�@B� ��� #��� �������
� �
� λ = λ

(j)
1 ������� ���� λ(i,j) ≤ λ

(j)
1 ���

�������) �
��
,��

*
, ����
�� ���� λκ(i0) ∈M � '� j �= i ��� ���
����� λκ(i0) ��� λ(i0,j) ��� 	
�������� �) �����

E�C� K� ����������� �,
 	�����

T�U λκ(i0) ≤ λ(i0,j) � *
��	� ���� �������
� & ������� ���� �� f (j) ��� �
�� 	����	�������	 ���
���� ����

λ
(j)
1 > λκ(i0) � '� λκ(i0) < λ(i0,j) ����� �� j �= l0 �= i0 ��	� ���� λκ(i0) = λ(i0,l0) = min{λ(i0,l0), λ(i0,j)} =

λ(j,l0) �) ����� E�@DN ���	� ��� ���
����� λ(j,l) ��� λκ(i0) ��� 	
�������� �) ����� E�C� '� λκ(i0) =

λ(i0,j) ��� l0 = j �

'� λ(j,l) < λκ(i0) ,� ����	� ��
� ����� E�@D �����

λ(j,l) = min{λ(j,l0), λ(j,l)} = λ(l,l0) = min{λ(i0,l0), λ(l,l0)} = λ(i0,l),

��� λ(j,l) �
�� �
� ���
�� �
 M �) ��#����
� 
� λκ(i0) � ���� ��
,� ���� λκ(j) = λκ(i0) �

T�U λ(i0,j) < λκ(i0) � �) ��#����
� 
� λκ(i0) ,� ���� ���� λ(i0,j) /∈M ��� ���� �������
� & ������� ����

λ(i0,j) = λ
(j)
1 � '� λ(j,l) < λ

(j)
1 ,� ����	� ����� ����� E�@D ���� λ(j,l) = min{λ(j,l), λ(i0,j)} �� ����� �


λ(i0,l) ��� < λκ(i0) � '� �
��
,� ���� λ(i0,l) /∈M � ���� λκ(j) = λ
(j)
1 < λκ(i0) �

3
� ��� ���� �������
� ,� 
��) ���� �
 ��
�� ���� �� λκ(i) = λ
(i)
1 ��� λκ(j) = λ

(j)
1 ���) ��� 	
��������

�) < � �) ����� E�C� λ(i,j) �� 	
�������� ,��� λ
(i)
1 ��� λ

(j)
1 � ��� 	��� λ(i,j) < λ

(i)
1 , λ

(j)
1 �������

���� λ(i,j) ∈ M �) ����� E�@B� ���� λκ(i) ≤ λ(i,j) � 	
������	��
�� ������
�� ,� 	�� ������ ����

λ
(i)
1 ≤ λ(i,j) � �����	��� i �) j �� ��	�����)� '� �
��
,� ��
� ��� ��#����
� 
� 
���� 
� 	
��	����	� ����

�� λ(i)
1 < λ(i,j) ���� λ

(i)
1 = λ

(j)
1 � '� λ(i)

1 = λ(i,j) ���� ��� ������ �
��
,� ��
� ����� E�C� �



AD �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

K� ������� ��� ��	�
�� f (i) 
� f �� 
���� �
 ����� λκ(1) ≤ λκ(2) ≤ · · · ≤ λκ(r) � '� λ ∈ ρ ∩M � ���

�
�
���� Xλ ������� �� ��� ��� �

�� 
� f (r) ,��� ��� ���� 	
�=	���� c(r)λ � ���� ,� ��#���

φ0 :=
∑

λκ(r)�λ∈ρ∨∩M
c
(r)
λ Xλ,

Y ′ :=

{
Y + φ0 �� λκ(r) /∈M

Y + φ0 + cXλκ(r)� �
� c ∈ C∗ ������	� �� λκ(r) ∈M.
TE�@FU

/�����	 ���� ����� ���� �� λκ(r) = λκ(l) ∈M ���� c− c
(l)
λκ(l)

�= 0 �

1���� "2�42 H�� ����� �� ���
����
�� �� ��� ����
�����
 Y ′ �
� f (i) �
 ��	�� �� λκ(i) ��� i =

1, . . . , r  

!���� '� �
��
,� ��
� ����� E�@I ���� �� λκ(i) < λκ(r) ���� λκ(i) �� ��� 
���� 
� 	
��	����	� 
� f (i)

��� f (r) T�����2 ���� λκ(i) /∈ M �) �������
� 3 
� ����� E�@I� ���� λκ(i) = λ
(i)
1 �� ≥ λ(i,r) �)

�������
� & 
� ����� E�@IN �� �
��
,� ��
� ���� ��	� ���� λ(i,r) /∈ M ���� λ(i)
1 ≤ λ(i,r) �) ����� E�@BU�

���� ������� ���� ��� 
���� 
� 	
��	����	� 
� Y ′ ,��� f (i) �� ,��� ��#��� ��� ����� �
 λκ(i) � ���

������	 	�
�	� 
� c ���������� �� ��� 	��� λκ(r) ∈M ���� ��� 
���� 
� 	
��	����	� 
� Y ′ ,��� ��
��

��	�
�� f (i) 
� f ,��� λκ(i) = λκ(r) �� λκ(r) � �

5�6�	�	�� "2#2 J� 
�� ���� Y �
 � ���� ������
��� ��� ��� ���	��� �	�
������
��� ����
�����

f ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] �� ��� ����� �� ���
����
�� �� Y 0��� f (i) �
 0��� ���
�� �
� ��	�� �� λκ(i) $ ���

i = 1, . . . , r  

'� Y �� �
� � �

� 	

������� �
� f ���� ��� C{ρ∨ ∩ M} &���
�
������ 
� C{ρ∨ ∩ M}[Y ]

���� ���� Y �→ Y ′ � �
� Y ′ ��#��� �� ��� ����� E�@G� ������
��� f �→ f ′ ∈ C{ρ∨ ∩ M}[Y ′] �

��� �
�)�
���� f ′ �� �����&
������)� f ′ ��� f ���� ��� ���� +�����&K��� ���� ��� Y ′ �� � �

�

	

������� �
� f ′ �

$�$�� -�� *�	� ����� ������	� �� ��� �������� ��	��
����

K� ����� ��� #��� �
��	 �
������ 
� ��� �������� ���
����
� ��� ,� ��
�� ���� �� ������#�� ���

����������) ���������� �� ��� ���� ���� ��� �����&
������) ����	�����

��� ���� � � ������ ���������� �	�� ���� ��� ������� ����

K� ���� #��� ,��� ��� 	��� ,��� ��� ��� ������	���� ��	�
�� 
� f ��� ���������4�� �) ������ 
� ���

�
�� Xλε ,��� ε(oρ) = c �

K� ���
�� �) Mλ ��� �����	� M + λZ �
� λ ∈ 1
n
M T����� Nλ �
� ��� ���� �����	�U� �) M ′

λ

��� �����	� Mλ ⊕ yZ T����� N ′
λ �
� ��� ���� �����	�U ��� �) nλ ��� ������� |Mλ/M | � "�� Σ �� �



���� +������� �������	�� #�������� A@

���������
� 
� � 	
�������� 	
�� σ := � ∩ � ,���� � �� ��� ������ ������	� 
� N ′
R 
���
�
��� �


��� 	
���	� ��	� [nλ, ny] 
� ��� �
�)����
� N (f) T,���� n = deg f U� ��� ���������
� Σ 
� � ��

����
��� �
� ��� �����	�� N ′
g ��� Nλ � K� ���� ��� �
��
,��� 	
��������� ������� 
� �����������

�����

ZΣ,N ′
λ

ΠΣ→ Z�,N ′
λ

↓ ↓
ZΣ,N ′

πΣ→ Z�,N ′

TE�@IU

,���� ��� �����	�� ���
,� ��� ��#��� �) �����	� �������
� ��� ��� �
��4
���� ���
,� ��� ��#��� �)

��� ���������
� Σ � 8���� ,� �
 �
� ���	��� ��� �����	� �� �� �� 	
�����
��� �
 ��� ���
, ���� 
� ���

������� E�@I�

1���� "2��2 H�� ������� ����������
� ϕ : M ′ → Mλ ���� ���
 y �→ λ �
� ���
 u ∈ M �
�	��


�
 �
�������
�,

Mσ
∼= Mλ TE�@GU

>� 0� ����
� �
 
������
� M ′ ∼= Mσ ⊕ D��(ϕ) 0� ���� � 
������	� �
�������
�,

σ∨ ∩M ′ ∼= nλ(y − λ1)Z ⊕ (ρ∨ ∩Mλ) TE�@HU

0���� �����
��
�
 �� �
 �
�������
� Zσ,N ′ ∼= Oσ,N ′ × Zρ,Nλ
 

!���� K� ��� ��� 	
������
���� ��������� �� ��� ��

�� 
� ����� E�I ��� ��
�
����
� E�G �
 ��
��

TE�@GU ����� ���� σ⊥ = Z��(ϕR) �) TE�HUN ���� TE�@HU �
��� �) TE�@DU� �

K� ���
�� �) S
(i)
Σ ��� ����	� ������
�� 
� ��� ���� S(i) ��#��� �) ��� ������	���� ��	�
� f (i) 
�

f �
� i = 1, . . . , r �

1���� "2�72 H�� �
���
�����
 S
(i)
Σ ∩ π−1

Σ (oρ) �
 ��� ���
� o1 = (c′, oρ) ∈ Oσ ��	
��� e
(i)
λ :=

(deg f (i))/nλ ����
$ 0���� c′ = cnλ �
� c �
 ��� ���7���
� �� Xλ1 �
 �
� ���� �� ��� ����
�����

f (i) ���
�
� S(i)  >
 ������	���$ ��� �
���
�����
 S
(i)
Σ ∩Oσ �
 ���

���
�� �� �
� �
�� �� e

(i)
λ = 1  H��


����� ���

���� SΣ �� S �
 � ���� �� ��� ���
� o1  

!���� �
 �������) ��� ��

� ,� ��
� ��� �����&����� (i) � '� τ ∈ Σ ,���
◦
τ⊂

◦
� ���� SΣ ∩ Oτ �= ∅

������� ���� τ = σ ���	� ��� ��	� 
� N�(f) ��#��� �) σ �� 
� �������
� ≥ 1 T�) ����� E�EU� ���

����	� ������
�� SΣ �� ��#��� 
� Zσ �) X−nλf = 0 ��� �� �
��
,� ���� ��� ����� 
� Oσ ∩ SΣ ��

��������� �) (Xnλ(y−λ) − cnλ)eλ ,���� c �� ��� 	
�=	���� 
� Xλ �� ��) �

� 
� f � ���� ������� ����

��� �������	��
� 
� ��� ����	� ������
�� SΣ ,��� π
−1
Σ (o�) �� ����	�� �
 ��� �
��� o1 = (c′, oρ) 	
�����

eλ ������ '� �����	����� ��� �������	��
� �� ����������� �� ��� 
��) �� eλ = 1 � ���� ��
,� ���
 ����

��� ����	� ������
�� SΣ �� � ���� �� ��� �
��� o1 ���	� ���� �� ��� 
��) �
��� 
� �������	��
� ,��� ���

��	����
��� #���� �



AB �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

'�����	�	�� "2�#2 H�� ��
�������
 �� ��� ���G�����
 Oσ × Zρ,Nλ
∼= Zσ,N ′ → Zρ,Nλ

�� (SΣ, o1) �


�	�
������
��� H�� ���� (SΣ, o1) �
 ���
�� �� � �	�
������
��� ����
����� fΣ ∈ C{ρ∨ ∩Mλ}[W ]

40���� W = Y nλX−nλλ−cnλ 6 0��� ����������
��� ����
�
�
 λ′−λ ��� ���
� ����������
��� ����
�
�


λ′ > λ �� f  >� λ(i,j) �
 ��� ����� �� ���
����
�� ���0��
 ��� �����	����� �����
�
�
 f (i) �
� f (j) ��

f ���
 ��� ����� �� ���
����
�� �� f
(i)
Σ �
� f

(j)
Σ �
 λ(i,j) − λ  >� (S, o) �
 �����	����� ��� 
��� ����


��� (SΣ, o1)  

!���� K� ���� #��� ,��� ��� 	��� λ ∈ M � ����� nλ = 1 � �) ����� E�@A ��� 	���� Zσ 	
������ ���

����	� ������
�� SΣ � �) �)�
������ ��� �

�� ζ (i) 
� f ��� 
� ��� �
�� ζ (i) = cXλ +
∑

λ′>λ c
(i)
λ′ X

λ′ �

����� ��� 	
�=	���� 
� ��� �
�
���� Xλ �� ��� ���� �
� ��� 
� ����� �) ����� E�@A ��� ����	�

������
�� 
� Y − ζ (i) = 0 �) ��� �
������ Zσ,N ′
g
→ Z�,N ′

g
�� ��#��� �)�

0 = Xy−λ − c+
∑
λ′>λ

c
(i)
λ′ X

λ′−λ TE�@AU

,���� ��� ����� Xλ′−λ ������ 
� ��� 
���� Oσ �
� ��� λ′ > λ � �) ����� E�@H ��� 	���� Zσ,N ′
g

T�����Zσ,N U �� ��
�
����	 �
 Oσ,N ′
g
×Zρ,Ng T����� �
 Oσ,N ′×Zρ,N U� 6��	� nλ = 1 ��� �
��	 �
������

Zσ,N ′
g
→ Zσ,N ′ ������	�� �
 �� ��
�
������ 
� ��� 
����� Oσ,N ′

g
∼= Oσ,N ′ = Oσ �) TE�@HU� ��� 	

�������

���� 
� ��� 
���� Oσ ����� ����� �
 C[Y X−λ] � K� ����) ��� ����	� ������
�� 
� Y −ζ (i) = 0 T����� 
�

S U �� ��� �
��� 
� �������	��
� ,��� ��� 
���� Oσ �) �����	��� ��� ���������� ���� Xy−λ �) ��� ����

c+W 
� TE�@AU T����� 
� X−nλf = 0 U� K� 
����� � �
�)�
���� fΣ ∈ C{ρ∨ ∩M}[W ] ��
� X−nλf

,��	� ������ �� C{ρ∨∩Mg}[W ] � fΣ =
∏n

i=1(W −τ (i)) N ,���� τ (i) =
∑

λ′>λ c
(i)
λ′ X

λ′−λ � '� �
��
,� ��
�

����� E�@B ���� ��� ������ τ (i) ��� �����&
������) ����	��� ��� ���� ����� 	����	�������	 ���
�����

��� 
������� ��
� ��
�� 
� ζ (i) �) ������	���� λ � '� f �� ������	���� ��� ���� ����� ������� �
� fΣ �

8����,���� ,� ���� τ (i) − τ (j) = X−λ(ζ (i) − ζ (j)) ��� ���� ������� ��� �������
� ��
�� ��� 
����� 
�

	
��	����	��

'� nλ > 1 ,� ����	� �
 ��� �����
�� 	��� �) ������� ���
��� ��� ������� TE�@IU�

+�	� ������	���� ��	�
� 
� f ������ ���
 nλ ������	���� ��	�
�� �� C{ρ∨ ∩Mλ}[Y ] ������ 
����


� 	
��	����	� ����� �
 λ � K� ��	�
� f �� � ��
��	� F1 · · ·Fnλ
�� C{ρ∨ ∩Mλ}[Y ] � ��� Fi �����

��#��� �) ��� ��
�������� ��� 
���� 
� 	
��	����	� 
� Fi �= Fj T����� 
� ��) �,
 ��	�
�� 
� Fi U �� = λ

T����� �� > λ U� ��� +�����&K��� ���� 
� Fi �� 
������� ��
� ��� +�����& K��� ���� 
� f �) ��������

��� ������ Pλ ��� �������� �) nλ ��� 	
�=	����� 
� ��� 	���� C1(f) ���,��� Pλ ��� ��� �������

�
���� P (j)
+∞ 
� ��� ���� T���� �
��
,� ��
� ����� E�@@ ��� ��#����
� E�HU� ���� ��� ����	� ������
���


� Fi = 0 �) ΠΣ ��� ���%
��� ����� �� ��� nλ �
���� 
� �������	��
� ,��� Oσ,N ′
λ
�) ����� E�@A�

�) ����� E�@H ��� �
��	 �
������ Zσ,N ′
λ
→ Zσ,N 	
�����
��� �
 ��� ������
�� ��	����
�

nλ(y − λ)Z ⊕ (ρ∨ ∩Mλ) → (y − λ)Z ⊕ (ρ∨ ∩Mλ).

���� ��� �� �� ������#�� 	
������ 
� ������ nλ ��� �� 	
������ ,��� ��� ��
%�	��
�� 
��
 ���

��	�
� Zρ,Nλ

� Zσ,N ′

λ
��� Zσ,N � ���� ��
����� �� ��
�
������ ���,��� ��� ����	� ������
�� 
� Fi



���� +������� �������	�� #�������� AE

�) ΠΣ ��� SΣ ,��	� 	
������ ,��� ��� ��
%�	��
� 
��
 ��	�
� Zρ,Nλ
�
� i = 1, . . . , nλ � ( �
���
��

��� ������	��
� 
� ��� ��
%�	��
� Zσ,N ′ → Zρ,Nλ
�
 SΣ �� �����&
������) ��� ��� ������ �
��
,�� �

K��� ��� ���� �)�
������ 
� ��
�
����
� E�@C ,� �����

(�������� "2�2 >� (S, o) �
 �
���������� �����	����� �
� �� λ = λ1 �
 ��� �
�� ����������
��� ����
�
�

�� ζ ��� 
����� ���

���� SΣ �� S �
 �
�������� �� ��� ���� Zρ,N1 �
� ��� ��
�������
 �� πΣ ��

SΣ → S �
 ��� 
������F����
 ��� H�� ������
� πΣ �
 � ������� �������� ��
��	���
 �� S ⊂ Z�  

>� Σ′ �
 � ��
��	���
 �� ��� ��
 Σ ��� ��� πΣ′ ◦ πΣ �
 �
 �������� ��
��	���
 �� S ⊂ Z�  

!���� '� �
��
,� ��
� ����� E�@A ���� SΣ �� ��
�
����	 �
 ��� ���� (Zρ,N1, oρ) ��� �
 ��� �
����&

�4���
� 
� (S, o) �) ��
�
����
� E�@F� K� ����� �� �� ��
�
����
� E�G ��� ����� E�I �
 ������ ���

������ �� ���� 	���� �

��� �
��
,��� �����2 �� � 	
�������	� 
� ��� ��

� 
� ��
�
����
� E�@C�

3����: "2�%2 >� f �
 �����	�����$ λ = λ1 �
� �� f1 ∈ C{ρ∨ ∩Mλ}[W ] ���
�
 � ���� ������
���

��� fΣ ���
 ��� ����� �� f1 = 0 �� πΣ �
 ���
�� �� �
 �����	����� �	�
������
��� ����
����� �


C{ρ∨∩M}[Y ] 0��� �
�� �
� ����������
��� ����
�
� λ1 �
� 0��� ������� ����� �� ���
����
�� 0���

f  

��� �
��
,��� ������ ��� ���� ��������� �) *������ ��� $	+,�� ��� TO$&*P ��� O/1&$&*PU�

1���� "2��2 H�� ������
� πΣ �� �����
����
 3 &@ �
 �
 �
�������
� ���� Z� − S  

!���� ��� ���	�������� 
� ��� �
������ ΠΣ �� ���	����� �) TE�FU� '� �
��
,� ��
� ���� �
����� ����

��� ���	��
�� Xλ ��� Y �������� 
� ��
�� 
����� 
� Z�,N ′
λ
,��	� ��� 	
������� �� ��� ���	��������

�
	�� 
� ΠΣ � ��� ����� 
� ����� 
����� �) ��� ��� Z�,N ′
λ
→ Z� �� ��� ���	�������� 
� πΣ ��� �� ��

	
������� �� S ���	� ��� ��� �

�� 
� f ��� 
� ��� �
�� Y = Xλ T�� �
 ��������	���
� �) � ����U� �

��� ������� ����

K� ����� ��� #��� �
��	 �
������ 
� ��� �������� ���
����
� �� ��� ������� 	����

K� ����
�� ��
� �
, 
� ���� Y �� � �

� 	

������� �
� f � ��� *�,�
� �
�)����
� 
� ��	�

������	���� ��	�
� f (i) ,��� λκ(i) �= +∞ �� �� ���� ,��� �����	�� (deg f (i), 0) ��� (0, deg f (i)λκ(i))

,���� Xλκ(i) �� ��� ������� �
�
���� 
� ��) �

� 
� f (i) � 6��	� ��� ��� 
� {λκ(i)} �� 	
�������) 
������
�) <ρ ��� ��� 
� 	
���	� ��	�� 
� Nρ(f) ��#��� � ��
���
� ������
�� ���� ,��� �
���
����

 �������

���
��� {λκ(1), . . . , λκ(r)}−{+∞} ������������) 
� ��� 	�
�	� 
� �

� 	

������� T��� O/1@P �
� ���
������
�
�)U� ���� ��	� �� � ���	��� ������� 
� �����&
������) ������������� ��� �� �� � ��������4���
�


� ��� ����� 	���� 	����



AF �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

��� ���� ��� Σ1 
� ��� �
�)����
� N (f) �� 
������� �) �������	���� � ,��� ��� ������ �)���������

�κ(j) := 〈y − λκ(j), u〉 = 0 �
� ��
�� λκ(j) �= +∞ � 6��	� ,� ���� ���� {λκ(j)} �� �
����) 
������ �)
<ρ ,� #�� ���� ��� 	
��� � ∩ �κ(j) ���
�� �
 Σ1 ���	� ���) 	���
� �������	� �� ��� ������
� 
�

� � /�
�����	���)� ���� ������� ���� ��� ��	����
��� �
	�� 
� πΣ1 �� � ������ 
� P1
C � ��	� 
�� 
�

���� ����� ��� 	�
���� 
� ��� 
���� O�∩�κ(j)
T,� ��) ���� � 	���� �� � ����

 �� ��� ���� ����� 
�

�������	��
� 
� ��� ������	���� 	
��
����� �� ��
�
����	 �
 ��� ���������
� 
� � �������U�

'�����	�	�� "2��2 >� λκ(i) �= +∞ ���
 0� ����,

& H�� 
����� ���

���� �� S(i) �� πΣ1 �
 � ���� (S
(i)
Σ1
, o

(i)
1 ) �� ��� ���
� �� �
���
�����
 0��� ���

��������
�� �	��� π−1
Σ1

(o�)  

- H�� A����
�J��� ���� �� � ����
����� ���
�
� ��� 
����� ���

���� SΣ1 �� ��� ���
� o
(i)
1 �


�����
�� ���� θ(f) �� ������
� ��� 
����
� [P
(j)
0 , P

(j)
λκ(i)

[ ���� ��� 
	������ �� θ(f) ����
 ��⋃
θ(f (j)) $ ��� f (j) 0��� ����� �� ���
����
�� > λκ(i) 0��� f (i)  H�� ���7���
�
 �� ��� �������


�� ��� ��
	���
� ���� ��� �����
�� �� 
	�������
� λκ(i)  H�� ���7���
�
 �� ��� �

������� 1 �����


��� �����
�� �� ������
� �� nλκ(i)
 

!���� ��� #��� �������
� �
��
,� ��
� ����� E�@A� '� �
��
,� ��
� ��
�
����
� E�@C ���� o(i)
1 = o

(j)
1 ��

��� 
��) �� ��� ������	���� ��	�
�� 
� ��� �)��
��	 ������	��
�� 
� f (i) ��� f (j) �
 ��� 	
���	� �����


� ����� *�,�
� �
�)����� 	
��	���

���� �� ���������� f (i) ��� f (j) ���� 
���� 
� 	
��	����	� > λκ(i) = λκ(j) � ��� ��	
�� �������
�

�
��
,� ��
� ��
�
����
� E�@C ���	� ��� 	����	�������	 ���
����� ��� ��� 
���� 
� 	
��	����	� 
� f (i)
Σ

��� f
(j)
Σ ��� 
������� ��
� ��
�� 	
�����
����� �
 f (i) ��� f (j) �) ������	���� λ1 � ��� ����	�

������
�� S
(i)
Σ �� � �
��	 �����&
������) �)��������	� �������� �
 ��� ���� Zρ,Nλκ(i)

�) ��
�
����
�

E�@C ��� ��� ��������� ��
�� ��� 	
�=	����� 
� ��� ���
	����� 1 &	���� �
��
,� ��
� ���� 	����� 
�

�����	� �) ����� E�H� �

3����: "2�"2 >� λκ(i) = +∞ ��� 
����� ���

���� �� S(i) �
 ��� ���� �� ��� ���
	�� �� ��� �����

�

������� �� ��� ���� yR≥0 �� ��� ���
� �� �
���
�����
 0��� ��� ��������
�� �	��� π−1
Σ1

(o�)  

��� �������
� �
��
,� ��
� ��� ���	�����
� 
� ��� ��	����
��� �
	�� ��� ��� ���	�������� �
	�� 
�

� �
��	 �
��#	���
� ����� �� ��	��
� E�@�@ 
�	� �� �� �
��	�� ���� ��� �
��� 
� �������	��
� o
(i)
1 
� S(i)

,��� π−1
Σ1

(o�) �� ��� 
���� ���
	����� �
 ��� (d+ 1) &�������
��� 	
�� 
� Σ1 ,��	� 	
������ ��� 	
��

yR≥0 �

$�$�$ -�� ����� �������� ��	��
����

K� ��
, ��� ,�) �
 ������� ��� ��
	����� 
� ��� �����
�� ��	��
� �
 ����� �� �������� ���
����
� 
�

S ⊂ Z� �) #��� ����������� ��� 	����	�������	 ���
����� ��� ���� �) ���
����� ��� �
��	 �������������


� ��� ������� ���	��



���� +������� �������	�� #�������� AI

�) ��
�
����
� E�BB� ��� ����� ��#��� �) ��� ����	� ������
�� �� ��	� 
� ��� �
���� o
(i)
1 
�

�������	��
� ,��� ��� ��	����
��� 	���� ��� ������� �
��	 �����&
������) �)��������	� ��������������

'� � #���� ������ 
� �������
�� 
� ���� ��
	����� ��� ����	� ������
�� ��	
��� � ���
� 
� r �
��	

�����&
������) �)��������	� ����� ,��� �
 	����	�������	 ���
����� �� ���� ����� �� 	
���	��
� 
� r �����


� �=�� �
��	 ��������� �� ��� ���	��� �
����� '� �
��
,� ��
� ��
�
����
�� E�@C ��� E�@F ���� ��� ����	�

������
�� 
� (S, o) �� ��� �
�����4���
�� ���� ���� ����
� ��
����� �� �������� 
������F����
 T�� �

�
���� �����
�����U 
� ��� ���� (S, o) ⊂ (Z�, o�) � K� 2��� ��� ���
�����
� 
� ��� �
��	 �������������


� ��� ������� ���	� �) ��#���� �� ��	� ����� � �
�
���� ��������� ,���
�� ����&�������	��
��

3����� ,� ���
	���� �
 ��� �
��	 �����&
������) �)��������	� (S, o) ⊂ (Z�, o�) �������� ,��� �

�

� 	

������� ��� �
�
���� ��������� ��#��� �) (Z�, N
′
0) � '�� 	
��	 �
�)������ 	
����� Θ0 ��

����� �
 (�,N0) � ����� ,� ���
	���� �
 ��	� �
��� 
� �������	��
� o
(i)
1 
� ��� ����	� ������
�� SΣ1

,��� ��� ��	����
��� #��� � �
���� �)��������	� S(i)
1 ��#��� �) ��2��� � �

� 	

������� �
� ���

�����&
������) ��
%�	��
� 
� SΣ1 
� ��
�
����
� E�@C� 8���
���)� �� o
(i)
1 = o

(j)
1 ,� ���� S(i)

1 = S
(j)
1

T��� �����2 E�BDU�

1���� "2�!2 H�� � � � Θ1 �

������� �� ��� �������� �������
� ���
�� �� ��� ������� ZΣ1 �
� ���


�� 
����� �����
	�����
 {(S(i)
1 , o

(i)
1 )}λκ(i) �=+∞ ∪{Oσ}σ∈Σ

(1)
1

�
 �����
�� ���� ��� � � � Σ1 �� ����
�

��� ���� ���
� �
 ��� 
�� {o(i)
1 }λκ(i) �=+∞

i=1,...,r ��� � � � (�,N ′
λκ(i)

) �
� ��
��
� �� �� Σ1 �� ���
�����
�

(ρ×{0}, Nλκ(i)
× {0}) 0��� (�∩ �κ(i), N�∩�κ(i)

) �� ��� ������� �
�������
� �����
��
��
� �� 43 &M6 ��

�	����� H�� � � � Θ1 �
 �
����
��
� �� ��� ������ �� ���� ������
���
 

!���� �
 �������) ��� ��

� ,� ��
� ��� ����� i � ,� ���
�� λκ(i) �) λ ��� ,� 2��� �
����
��


� ��
�
����
� E�@C ��� ������ E�@H ��� E�@A� ��� ���� (S1, o1) �� ��#��� �) ��� ��������� 
� �

�
��	 �
�)�
���� f1 ∈ C{ρ∨ ∩Mλ}[W ] 
� ������ 
�� ,���� W = Xnλ(y−λ) − c � K� ����	� ��
�

����� E�@H ���� ��� ����)��	 ������� 
� ��� ���� (ZΣ, o1) �� ��
�
����	 �
 C{�∨ ∩ M ′
λ} �) ���

��
�
������ ���� ���� f1 �→ Xy1 ��� Xu �→ Xu �
� ��� u ∈ ρ∩Mλ � 6��	� ��� 	���	� ���
	����� �


��� �
��� ��������� 
� Z�,N1 �� (�,N1) ��� ���� �
��� �
� ��� �
�
���� ��������� 	
�����
����� �


Σ
(1)
1 ��� ��� ��� 
� �
���� �)��������	�� H = {Oσ}σ∈(�∩�)(1) ∪ {S1} � ��� ���&	���	� ���
	����� �

��� �
�
���� ��������� 	
�����
����� �
 H− {S1} �� (� ∩ �, N�∩�) N �� �� ��
�
����	 �
 (ρ,N1) � ���

������� ��
�
������ ����� 
������� ��
� TE�@GU �) ������)� �

���� ,� 	
������ �� �
��
,��

'� ��� �����&
������) �
�)�
���� ��#���� ��� ���� 
� ��� ����	� ������
�� (SΣ1, o
(i)
1 ) ��� �
��

	����	�������	 ���
���� ,� ��� �� �� �

� 	

��������N ���� ��� *�,�
� �
�)����
� ��#��� � �����&

����
� 
� (�,N ′
λκ(i)

) � �
� 1 ≤ i ≤ r � ����� ���������
�� ���� �� �
 ��#�� � ���������
� Σ2 
� ���

	���	� Θ1 ���	� ��� ������� 	
��� (ρ× {0}, Nλκ(i)
) ��� �
� ����������� �
� 1 ≤ i ≤ r �

��� 	
�����
����� �
��	 �
��#	���
��� ��#��� �
	���)� ����� ���
 � �
�
���� �
��#	���
� π2 : Z2 →
Z1 N T,� ���
�� ��� ������) ZΣ1 �) Z1 � ��� �
������ πΣ1 �) π1 � ��� SΣ1 �) S1 U� �) ���������
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���� ��
	����� ,� 
������ ( �
��#	���
� πk : Zk → Zk−1 � ,���� ��� ������) Zk �� ����� ,��� ���

����	���� 
� �
�
���� ��������� TΣk ���
���� ��� ���
	����� 	���	�U� ��� ����	� ������
�� Sk 
� S

�) πk ◦ · · · ◦ π1 �� ��� �
���� 
� �������	��
� ,��� ��� ��	����
��� #��� �� ����� ,��� � �����&
������)

��
%�	��
� ��� ��� ���
	����� +�����&K��� ���� �� 
������� ��
� ��� ���������) �
� 	
���	��� ���� 
�

Sk−1 �� ����	���� �) ��
�
����
� E�BB� '� ��� �����&
������) �
�)�
���� ��#���� ��� ���� Sk �� ��)


� ����� �
���� ��� �
�� 	����	�������	 �
�
���� ,� ��#�� � � #��� �
�
���� ��������� �
� Zk T,���

	���	� Θk ��#��� �) ����� ����� E�BFU ��� � ���������
� Σk+1 
� Θk ,��� ���
	����� �
��#	���
�

πk+1 : Zk+1 → Zk � '� � #���� ������ k0 
� ����� ��� �����&
������) �
�)�
����� ��#���� ��� ����

Sk0 �� ��� �
���� 
� �������	��
� ,��� ��� ��	����
��� #��� ���� �
 	����	�������	 �
�
������ ����

�� �
��
,� ��
� 	
�
����) E�@ �����

������� "2�2 H�� ������ ������
� π = πk0 ◦ · · · ◦π1 �
 � ������� �������� ��
��	���
 �� ��� �	�
��

����
��� �����
	����� ���� (S, o) ⊂ (Zρ, oρ)  H�� ��
�������
 S ′ → S �� π �� ��� 
����� ���

����

S ′ �� S �
 ��� 
������F����
 ��� �

(� �������� ���
����
� 
� S ⊂ Z� �� 
������� �) 	
��
���� π ,��� ��) �
��	 ���
����
� 
� ���

�
�
���� ��������� Zk0 ,��� ��� 	���	� Σk0 T
� ���
 ,��� ��� 	���	� Θk0 U�

3����: "2�
2 H�� �����	����� �����
�
�
 �� ��� ��������
�� ���� π−1(o�) �� ��� ������� ��
��	���


��� ���G������ ��
�
 P1
C  H�� �	�� �
���
�����
 ����� �� ��� �����
�
�
 �� π−1(o�) �
 �����
�� ����

��� A����
�J��� ���� θ(f) �� ������
� ��� �������� 
����
�
 

8�� 
� ���� ������� %
��� ��� ���� ������ P0 �
 
�� ��#��� �) ��� #��� 	����	�������	 ���
���� 
�

��� ����	�� f ��� ��� 
����� 	
�����
��� �
 ��� ������� 	
�������� ��� �
��� P (i)
+∞ �
� i = 1, . . . , r �

$�$�, -�� ��	� �� ����� �
� � ����	

��� 	��� 
� ����� 	���� ����� 	
�����
��� �
 �2 N = 1 � K� 2��� ��� ���� �
����
��� ��� �������

���
����
� ��
	����� ������� 
��) 
� ��� +�����&K��� ���� 
� f ∈ C{X}[Y ] ,��� �����	� �
 ���

��
%�	��
� (X, Y ) �→ X 
� �
�� ���	����) 
� ��� 	�
�	� 
� ��� 	���� X = 0 � '� f �� ������	���� ����


�� 	
�����	��
� �� 	�
���) ������� �
 ��� 	
�����	��
� 
� ��� \H
����
��	
�
 ���� ��
��	���
 ��0��]


� (�!���
 ��� 82� T��� O(�!&82P� ���
��� F�IU� '� �����	���� �� ��� 	���� X = 0 �� �
� 	
�������

�� ��� ������� 	
�� 
� S ,� ��
, ���� ���� ��
	����� ����� �
 � ������� �������� ���
����
� 
� ���

	�����

"�� f ∈ C{X}[Y ] �� � ����	�� �
�)�
���� ,��� Y � �

� 	

������� �
� f � K� 2��� �
����
��


� ���
��� E�B ��� ,� ���� �
�� �
�� ��#����
�� ��� �
����
��� K� ���
�� �) Θreg
k0

��� �������

������� ���������
� 
� ��� 	���	� Θk0 T�
� ��� ������� ������� ���������
� �� ��� �
��	 	��� ���

1�
�
����
� @�@C 
� O8�PU� ���� ��
����� � ���
����
� p : ZΘreg
k0

→ C2 ,���� p := π ◦ πΘreg
k0

,��	� ��

	��
��	���) ���������� ��
� ��� ��
%�	��
� (X, Y ) �→ X �



���� +������� �������	�� #�������� AH

7��
�� �) G(p, 0) T����� G(p, f) U ��� ������ 
� Θreg
k0

,�
�� �������� ��� ��� 	
��� 	
�����
�����

�
 �
� ����) �������	��
�� 
� ����� 
� 	
��
����� 
� ��� ��	����
��� �����
� 
� ��� ���
����
� p �

T����� 
� ��� �
��� ������
�� 
� S �) p U� 7��
�� �) G(π, 0) T����� �) G(π, f) U ��� ������ 
� Θk0
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�� 	
��� 	
�����
����� �
 �
� ����) �������	��
�� 
� ����� 
� 	
��
����� 
� ��� ��	����
���

�����
� 
� ��� ������� ���
����
� π T����� 
� ��� �
��� ������
�� 
� S �) π U�

.�	��� ���� ��	� ���� 
� Θreg
k0
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� �� ��� �
�
���� ���������

��� ��) ���� 
� ����� �����
�� �������	� �� ��� 
��) �� ��� 	
�����
����� ����� ���
�� �
 ��� ����

	
��� '� �
��
,� ���� G(p, 0) T����� G(p, f) U �� 	
������
�����) ��
�
����	 �
 ��� ��
��	���
 �����

�� ��� ��
��	���
 T����� �
 ��� ����� ��
��	���
 ����� �� ��� ��
��	���
U� ,� %��� ��
� ��� �������
�


� ��� ��	�� �) 
��� K� ����	� ��
� ��
�
����
� E�BB� �����2 E�BE ��� �� ���) ����	��
� ���� ���

+�����&K��� ���� θ(f) �� 	
������
�����) ��
�
����	 �
 G(π,Xf) �

��� �����	) 
� � 	
�� e �� � 	
��	 �
�)������ 	
����� �� ��� ������ 
� 	
��� 
� ��� 	
�����

	
�������� e �� � ��	���

1���� "2�42 ��� f ∈ C{X}[Y ] �� � ���	��� ����
����� �� ������ > 1 $ 
	�� ���� Y �
 � ����

������
��� ��� f  N�� �
� ���� e �
 G(π, 0) 0� ����,

& H�� ����
�� δ(e) �� e �
 G(p,Xf) �
 ≥ 3  

- >� λ−1
κ(1) /∈ Z>1 ���
 ��� ����
�� δ(e) �� e �
 G(p, f) �
 ≥ 3  

!���� .�	��� ���� ,� ���� ������� ��� ��	�
�� 
� f �� 
���� �
 ���� λκ(1) ≤ · · · ≤ λκ(r) � K�

��
, #��� ��� �������
� �
� ��� ��	����
��� �����
�� ��������� �� ��� #��� �
��	 �
��#	���
� πΣ1 �

��� �������� ����� 
� ��� ��� Σ1 � ,��	� ��� ��#��� �) ��� ��	�
�� u1, u2 
� ��� 	��
��	�� ������

	
�����
�� �
 ��� �����
�� X = 0 ��� Y = 0 �����	�����)� '� λκ(j) �= +∞ � ����� �� �� ��	����
���

�����
� Dλκ(j)

� πΣ1 	
�����
����� �
 dλκ(j)

∈ G(π, f) � K� ���
�� �) ��� ���� ������ ��� ���� dλκ(j)


� Σ1 ��� ��� ��������� ��	�
� (nλκ(j)
, nλκ(j)

λκ(j)) 
� ���� ���� �
� ��� �����	� N ′
0 � K� ��) ���� �

�,
 �������
��� 	
�� σ �� 
� ��� ���� T����� 
� ��� �����U 
� ��� ��	�
� dλκ(j)
∈ σ �� σ ⊂ 〈dλκ(j)

, u2〉
T����� σ ⊂ 〈u1, dλκ(j)

〉 U�

�) ��
�
����
� E�BB� ��� �����
� Dλκ(j)
����� ��� ����	� ������
�� 
� S �) πΣ1 �

'� λκ(r) > λκ(j) T����� �� λκ(j) > λκ(1) U ���� ����� ����� � �,
 �������
��� 	
�� 
� ��� ���� T�����

�����U 
� dλκ(j)
�� G(p, f) � 
������� ��
� ��� ������� ������� ���������
� 
� ��� 	
�� σ ∈ G(π, f) �


� ��� ����� T����� 
� ��� ����U 
� dλκ(j)
� ������
�� �� λκ(r) > λκ(j) > λκ(1) ,� ���� δ(dλκ(j)

) ≥ 3 �

'� λκ(r) = +∞ ���� Y ������� f ��� Y = 0 �� � 	
��
���� 
� ��� ����	� ������
�� 
� S �)

πΣ1 � '� λκ(r) �= +∞ ,� �,
 	���� ��) 
		��� �U �� ��� 	
�� σ = 〈dλκ(r)
, u2〉 �� �
� ������� ,� ���� �

�,
 �������
��� 	
�� �� G(π, f) 
� ��� ���� 
� dλκ(r)
N �U ��� 	
�� σ �� ������� ���� λκ(r) ∈ M � �)

��� ��

� 
� ����� E�@I ����� ����� i �= r ��	� ���� λκ(i) = λ(i,r) = λκ(r) � �) ��
�
����
� E�BB ����



AA �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

������� ���� ��� ����	� ������
��� 
� f (i) = 0 ��� f (r) = 0 ���� ��� �����
� Dλκ(r)
�� �,
 ��W�����

�
���� �
 ���� ,� ���� δ(dλκ(r)
) ≥ 3 �

*
, ,� ���� ,��� ��� �����
� Dλκ(1)
� ��� 	
�� 〈u1, dλκ(1)

〉 ���
��� �
 G(π,Xf) ��� ,� ����	�

��
� ���� ���� δ(dλκ(1)
) ≥ 3 �� G(π,Xf) � '� ��� 	
�� 〈u1, dλκ(1)

〉 �� �
� ������� ,� 	�� ����� �� ���
��
�
 ��
, ��� �������	� 
� � �,
 �������
��� 	
�� 
� G(π, f) 
� ��� ����� 
� dλκ(1)

� 8����,��� ,� ����

nλκ(1)
λκ(1) = 1 ��� �� λ−1

κ(1) /∈ Z>1 ��� 
��) �
��������) �� dλκ(1)
= (1, 1) � ���� ,� ���� λκ(1) ∈ M

��� ���� λκ(r) = λκ(1) �) ����� E�@I� ���� 	��� ��� ������) ���� �
�����

����� ��	�� ���� ��� �������
� �
� e 	
�����
����� �
 �� ��	����
��� �����
� 
� πΣ1 � K��� ,�

�������� ��� 	���� X = 0 	
�����
��� �
 ��� ������
� 
� ��� ��	����
��� �����
� ������� ��� ����	�

������
�� ���� ����� ��� #��� ���� ,� ��� ��,�)� �� ��� 	��� & ��� ��
�
����
� �
��
,�� �

(� ��	����
��� �����
� D 
� ��� ���
����
� p �� ������
���� �� �� ��� 
�����
���
�����
 
	���� �����

�
 −1 ��� ��� 	
�����
����� ���� d ∈ G(p, 0) ��� �����	) ≤ 2 �� G(p, f) � '� ��� �����
� D ��

	
���������� ��� �
��#	���
� 
������� �) ��
,��� �
,� D �� ����� � ���
����
� ��� ��� 	
�����
��&

��� ���
����
� ����� �� 
������� ��
� G(p, 0) �) �������� ��� �
��� 	
�����
����� �
 D � ��� ����

�������	��
� 
� ��� �����
�� ,��	� ��� ������ 
� 	
���	� �����
�� ������� D �� ��	������ �) 
��� '�

� #���� ������ 
� ����� ,� 
����� � ��
���� ��
��	���
� ����� � ���
����
� �� ,��	� �
 ��	����
���

�����
� �� 	
���������� ��� ������� ���
����
� �� ������ �� �
 ��
�
������ T��� O"��PU�

(�������� "2"2 >� λ−1
κ(1) /∈ Z>1 $ �
 ������	��� �� ��� ���G�����
 (X, Y ) �→ X �
 ���

���
�� ��� ��� ���

�����
�
�
 �� f ���
 ��� ������
� p �
 ��� ��
���� ��
��	���
 

!���� ��� ���� �������	��
� ������� 
� ��� ��	����
��� �����
�� 
� ��� ������� ���
����
� 
� � �
��	

�����	� ����������) ��� ≤ −2 T��� ��
�
����
� @�@C 
� O8�PU� ���� ������� ���� ��� ��	����
��� �����
��

	
�����
����� �
 ����� �� G(p, f)−G(π, f) ��� �
� 	
���������� ���� ��� 	
�
����) �
��
,� ��
� �����

E�BG� �

3����: "2��2 H�� 
	���� �� ����� �������� ������
�
 	
�� �
 ��� ������� ��
��	���
 π �
 
��


���

����� ��	�� �� ��� ���������� �� ��� ��
��	���
 4�
 ���
�� �� 9���82;6 

3
� ������	� f = ((Y −X)2 −X3))((Y +X)2 −X5)) ��� 	����	�������	 ���
����� {1, 3
2
, 5

2
} � ���

��
%�	��
� (X, Y ) �→ X �� ����������� �
� ��� �,
 ������	���� 	
��
������ '� �
��
,� �����) ���� ���

������ 
� �
	�� �
�
���� �
������� ���� �
 ��#�� ��� ������� ���
����
� �� ���� 	

�������� �� ������

8� ��� 
���� ����� ��� ���
����
� ����� �� � ����

 �
 ���� ��� ���
����
� 	
�������) �� ����� �



���

(#, 1/� ���	&��� �����	���� �� � ���	� ����	'���	���. �����/

K� ���
	���� �
 ��� �����&
������) ����	� ζ � ������
�� Γ ,��	� �� ���������� ��
� ��� 	����	���&

����	 ���
�����N ��� 	
�����	��
� 
� Γ ���
���� ���
 � ��������4���
� 
� ��� �
��
� 
� ��� ����� 	�����



��!� �%� ���	����# �����	���� �� � ���	� ����	����	���$ �����% AC

,��� ������� 	
���	� ,��� � ����� ����	� ����� �) "�%���� O"�BP ��� ���� ������
� 	�� �� ���	�����

�) ����� ��� ����������� ����
 
� ��� �
�)�
���� f � ��� ���� ���� 
� ��� ������� ��� ��� ��

�� 
�

���� ��	��
� �� ����� �� O/1EP�

'� ��� �
��
,��� ��	��
�� ,� ����) � #��� �
��	 �����&
������) ����������) S ���������4�� �) �

�
��	 �����&
������) ����	� ζ ∈ C{ρ∨ ∩ 1
n
M} ,��� g ≥ 1 	����	�������	 ���
����� {λ1, . . . , λg}

��� ,��� ������� �
�)�
���� f ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] � '� �2 M = 1 ���� ��� ����������) S �� � �����

����	� ��� ��� ��� 
� �������	��
� ��������	����� (S, S ′)0 
� S ,��	� ��
�� ����� 	���� ����� S ′ �
�

	
�������� S �� � 	
��
���� �
��� � ���&������
�� 
� (Z≥0,+) ,��	� �� �� ��������� 
� ��� ����

S ��� ,��	� �� ��������� �) ��� �
��
,��� �������� T��� OVAPU�

γ̄1 = nλ1, γ̄j+1 = njγ̄j + nλj+1 − nλj , �
� j = 1, . . . , g − 1. TE�@CU

3
� j = 0, . . . , g − 1 � ,� �������

γ̄j+1 = n ((n1 − 1)n2 · · ·njλ1 + (n2 − 1)n3 · · ·njλ2 + · · ·+ (nj − 1)λj + λj+1)
7��� E�H

= n1 . . . nj ((e0 − e1)λ1 + (e1 − e2)λ2 + · · · + (ej−1 − ej)λj + ejλj+1)
TE�BDU

K� ���
�� 1
n
γ̄i �) γi �
� i = 1, . . . , g ��� ,� �����

γ1 = λ1, γj+1 = njγj + λj+1 − λj , �
� j = 1, . . . , g − 1. TE�B@U

5�6�	�	�� "2�%2 J� �

������ �� ��� �	�
������
��� ���
�� ζ ��� 
��	�
�� �� 
������	�
 Γj =

ρ∨ ∩M + γ1Z≥0 + · · ·+ γgZ≥0 ��� j = 0, . . . , g  

K� ���
�� Γg �) Γ ��� nΓj �) Γ̄j �
� j = 0, . . . , g � ��� 	�����	�� ������
�� 
� � ����� ����	�

�� Γ̄g �

'� ζ �� � ���

���� �����&
������) ����	� �������) 
������F���� "����� ��
��� ���� ��� ������	�


� 	����	�������	 ���
����� �� �� ����)��	�� ��������� 
� ��� ���� �� ���������4�� ,��� dimS = 2 � �)

�������� � T�
� ��������U ���
����
� 
� ��� ���� T��� O"@P� O"EPU ,��	� ���������� ��� 	����	�������	

���
������ "����
 ����� ��
���� ��

� ���
 ����� ���
����
�� T��� O"�PU� '� ��� ���� �� ����)��	���)

������	���� ��� 	����	�������	 ���
����� ��#�� � 	
������ ��������� 
� ��� �������� �
�
�
��	�� �)��


� ��� �)��������	� S ⊂ Cd+1 �� ���������4�� T��� O/��P ��� O"FPU� K� ��
��� �� O/1BP ���� ��

τ ��� ζ ��� �����&
������) ����	��� ���������4��� S ���� ��� ������
��� ���
	����� �
 ���� ���

��
�
����	 ��� �
��
��� ���� ��� ������� ��� 
� �������
�� 
� ���� ������
�� ��#��� ��� ������	�


� 	����	�������	 ���
����� 
� ��) �
�����4�� �����&
������) ����	� ���������4��� S � �) /����

	����	����4���
� �� �
��
,� ���� ��� ������
�� Γ ��#��� ��
�� �� � 	
������ �
�
�
��	�� ��������� 
�

��� �������� �
�
�
��	�� �)�� 
� ���� (S, 0) �

��� �
��
,��� ����� ��������4�� ��� ��
������� 
� ��� ������
��� 
� ����� ����	��� T��� O�FP�

!������� '� "���� B�B�@U �
 ��� �����&
������) �)��������	� 	��� T��� O/1BPU�

��� ��
 
��
 �� � ����
 ����
� ��	� 
���	�	�� �
��� ���� X = 0 	� ��� 
����	�
� 	� 	�� ��
 ����
�� 
��




CD �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

1���� "2�72 4"�� 9#!3;6

& H�� 
	��������� �� M ��
������ �� Γj �
 ��	�� �� Mj $ ��� 0 ≤ j ≤ g  

- H�� ����� �� ��� ����� �� γj �
 ��� ���	� Mj/Mj−1 �
 ��	�� �� nj ��� j = 1, . . . , g  

3 J� ���� ���� γj > nj−1γj−1 ��� j = 2, . . . , g  

+ >� � ������ uj ∈ ρ∨ ∩Mj ���
 0� ���� uj + njγj ∈ Γj  

I H�� ������ njγj ����
�
 �� ��� 
������	� Γj−1 ��� j = 1, . . . , g $ �������� 0� ���� � 	
��	�

�������
,

njγj = α(j) + l
(j)
1 γ1 + · · ·+ l

(j)
j−1γj−1 TE�BBU


	�� ���� 0 ≤ l
(j)
i ≤ ni − 1 �
� α(j) ∈M0 $ ��� j = 1, . . . , g  

'� ��� ����� ����	� 	��� ������� ����
�� ���� ������� ��� ��
������� 
� ��
�� 	����� S ′ ��	� ����

��� �������	��
� ��������	��) ,��� S �� ��� 
����� ���
��� �
 ��� ������ ������� ��� 
� �������
�� 
�

��� ������
�� 
� ��� ����	� T��� OVAPU� "�%���� ����
��	�� ��� �
��
� 
� 	����� 
� ������� 	
���	�

,��� � ����� ����� 	���� ���� �
� 	����� ��#��� 
��� � #��� 
� ��������) 	����	�������	 �� ����� 
�

��� ���
����
� T��� O"�BPU� '� ��� 	����	�������	 �� 4��
 �� ����� 
�� ���� �
�� �
��
�� ��� ����������

T��� O!�PU� '� ��� ��
%�	��
� (X, Y ) �� ����������� ,� 	�� ����) ����� 	����� �) ����� 
� ��� �������

�
�)�
����� 
� �������� ����	���
�� 
� ��� �

�� 
� f � K��� ,� �
 ���� ,��� �����	� �
 �� ��������)

��
%�	��
�� ��� 	����� ,� 
����� ��
���� � �
� ��	�������) ������� ��� 
� �������
�� 
� ��� ������
��


� ��� ����	� S � ����� 	����� 	�� �� ����������� �) �
�� 
� ��� ����������� ����
 
� ��� �
�)�
����

f T��� O(&$PU ��� ,� 	��� ���� 
��������
� �
��
,��� ��� ������
�
�) 
� O(FP� 6�� 1
���	�&1������

�����) O11@P �
� �
�� 
� ��� �
��
� 
� ����&�

��

5�6�	�	�� "2��2 ' jth �
�������� �� f �
 �
 �����	����� �	�
������
��� ����
����� �
 C{ρ∨∩M}[Y ]

�� ������ n0 . . . nj 0���� ��
 ����� �� ���
����
�� ��	�� �� λj+1 0��� f $ ��� j = 0, . . . , g  

��� ������� �
�)�
����� 
� ��� �����&
������) ����	��� p0 + · · · + pj 
������� �) ����	����� ζ

�� �����2 E�@E ��� jth &����&�

�� 
� f �
� j = 0, . . . , g �

'�����	�	�� "2�#2 4
�� 9#!-; �
� 9#!3;6 ��� q ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] � ��
�� ����
����� �� ������

n0 . . . nj  H��
 q �
 � j �
�������� �� f �� �
� �
�� �� q(ζ) = Xγj+1εj ��� � 	
�� εj  

��� �
��
� 
� ����&�

� ������� ��� ��
������� 
� ������� 	
���	� ,��� �����	� �
 ��� ���
����
�

�
 ��� �����&
������) 	��� T��� ��� ��

� 
� ���
��� E�B ��� �����2 E�BDU�

3����: "2"%2 H�� ����
����� qj �
 � j �
�������� �� f �
 �
� �
�� �� ��� 
����� ���

���� �� qj = 0

�� ��� ������
� πj ◦ · · · ◦ π1 �
 � ���� ���
�� �� � ���� ������
��� �
� ��
���
��� 



��!� �%� ���	����# �����	���� �� � ���	� ����	����	���$ �����% C@

���� �
��
,� ��
� ��� ��

� 
� ���
��� E�B ��� �����2 E�BD�

"�� A � ���� 	
�������� Q �� � �������� '���������� ����
 ��� ��#��� �) (��)��2�� ��� $
��

T��� O(&$P� O/&1P� ��� O11@PU� '� p �� ��) �
��	 �
�)�
���� ��� k ������� ��� ������ 
� p �����

�� � ������ �
��	 �
�)�
���� r �� A[Y ] 
� ������ deg p
k

��	� ���� deg(p− rk) < deg p− deg p
k
� K�

��) ���� r �� � k &����&�

� 
� p � K� 	�� ��� ��
�
����
� E�BC �
 ��
�� ���� ��� ej &����
������

�

�� 
� � �����&
������) �
�)�
���� f ��� ����&�

��� ��� ������
�� ��� ������	���� �����&
������)

�
�)�
����� ,��� � ����	����� 
���� 
� 	
��	����	� ,��� ��� �
�)�
���� f T��� O/1BP ��� O/1EPU�

$�,�� "#���	��� �� ����	 �� 	��������	

��� �������
�� �� ����� 
� ����&�

�� ��� ����
��	� �) (��)��2�� �� ��� ����� 	���� 	��� T��� O(FPU

��� ���� �) 1
���	�&1���� �� ��� 	��� 
� � �����&
������) �)��������	� ����������) T��� O11BPU�

K� #� ��
� �
, 
� � �������� 
�� q0, . . . , qg �� 
��������
 �� f Tdeg qi = n0 · · ·ni �
� i = 0, . . . , g U�

K� ������ ���� ��� 	
�=	���� 
� ��� ���� Xγj+1 ��������� �� qj(ζ) �) ��
�
����
� E�BC �� ����� �



�� �
� j = 0, . . . , g − 1 �� 
���� �
 �������) �
�� 	
�������
���

K� ��	��� �
, ��� 	�����	�� q &���	 �������
� 
� � �
�)�
���� p0 ∈ A[Y ] ,��� 	
�=	����� 
� �

�
���� A �� ����� 
� � �
�)�
���� q ∈ A[Y ] ������ ���������� ������� ���� T��� OVAPU� ��� ������	�


� +�	������ ������
���

p0 = p1q + a0, p1 = p2q + a1, . . . , ps = ps+1q + as,

T,���� s �� ��� #��� ������� �
� ,��	� ps+1 = 0 U ��
����� � ������ ��	
��
����
� 
� ��� �
��

H = a0 + a1q + a2q
2 + · · ·+ asq

s
s � �
� 0 ≤ deg ai ≤ deg q − 1.

1���� "2"�2 4
�� 9!!-;6 '
� ����
����� h ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] ��
 �� 0�����
 �
 � 	
��	� 0�� �


h =
∑

cl1,...,lg+1q
l1
0 q

l2
1 · · · qlg+1

g TE�BEU

0��� cl1,··· ,lg+1 ∈ C{ρ∨ ∩M} $ 0 ≤ lk ≤ nk − 1 ��� k = 1, . . . , g �
� lg+1 ∈ Z≥0  

>� cl1,...,lg,0 �
� cl′1,...,l′g,0 ��� �0� ��?���
� ���7���
�
 �� ��� ����

��
 ��� /�0��
 ���
����� ����


�� cl1,··· ,lg,0q
l1
0 (ζ) · · · qlgg−1(ζ) �
� cl′1,··· ,l′g,0q

l′1
0 (ζ) · · · ql

′
g

g−1(ζ) 4���0�� �
 ��� ��
� C{ρ∨ ∩Mg} 6 ���� 
�

���� �
 �����
 

!���� ��� qg &���	 �������
� 
� h �� 
� ��� �
��� h = a
(g)
0 + a

(g)
1 qg + · · · + a

(g)
sg q

sg
g � K� ����� ���

qg−1 &���	 �������
�� 
� ��� 	
�=	������

a
(g)
j = a

(g−1)
0,j + a

(g−1)
1,j qg−1 + · · · + a

(g−1)
sg−1,j

q
sg−1

g−1



CB �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

,���� 0 ≤ deg a
(g−1)
l,j ≤ n0 · · ·ng−1−1 �
� 0 ≤ l ≤ sg−1 ��� 0 ≤ sg−1 ≤ ng−1 ���	� a(g)

j �� 
� ������ <

n0 · · ·ng = n � (� �������
� ������)��� ��� �������� ��
������� �� 
������� �) ��������� ���� ��
	������

��� ���	��) �
��
,� ��
� ��� ���	��) 
� +�	������ ������
�� 3
� ��� ���� �������
�� �����2 ���� �)

����� E�BC ��� *�,�
� ����	���� ���� 
� qk−1(ζ) T���,�� �� C{ρ∨ ∩Mg} U �� ����� �
 Xγk �
� k =

1, . . . , g � '� �
��
,� ��
� - �� ����� E�BA ���� ��� *�,�
� ����	���� ����� 
� cl1,...,lg,0q
l1
0 (ζ) · · · qlgg−1(ζ)

��� 
� cl′1,...,l′g,0q
l′1
0 (ζ) · · · ql

′
g

g−1(ζ) �
 �
� ���� ��) ���� �� 	
��
� �� (l1, . . . , lg) �= (l′1, . . . , l
′
g) � �

��� �
��
,��� ��
�
����
� T��� O/1BPU ��������4�� OVAP� !������� ''� ��� E�C� �� ��� ����� ����	�

	����

'�����	�	�� "2"�2 >� h ∈ C{ρ∨ ∩M}[Y ] �
 �� ������ < n0n1 . . . nj ���
 ��� /�0��
 ���
����� ����

�� h(ζ) ����
�
 �� C[Γj] $ ��� j = 1, . . . , g  

!���� ��� ������ �� ������� �� deg h = 0 � '� deg h < n1 . . . nj ���� ��� (q0, . . . , qg) &�������
�


� h �� 
� ��� �
��� h =
∑
cl1,...,ljq

l1
0 q

l2
1 · · · qljj−1. �) ����� E�E@ ��� *�,�
� ����	���� ����� 
�

cl1,...,ljq
l1
0 (ζ) · · · qljj−1(ζ) ��� 
� cl′1,...,l′jq

l′1
0 (ζ) · · · ql

′
j

j−1(ζ) �
 �
� ���� ����� �� 	
��
�� ���� ��� �
�)&

�
���� h(ζ)|N �� � ��� 
� �
�� 
� ��� ����� �� ��� *�,�
� ����	���� ����� 
� ��� ��������

cl1,...,ljq
l1
0 (ζ) · · · qljj−1(ζ) ��� ������
�� �� ���
��� �
 ��� ���� C[Γj ] �) ��
�
����
� E�BC� �
� j = 1, . . . , g �

�

K� 	��� ��� �������
� TE�BEU ��
�� ��� (q0, . . . , qg) �����

��
 �� h �

1���� "2""2 H�� (q0, . . . , qg) �����

��
 �� q
nj

j−1 �
 �� ��� �����0�
� ����$ ��� 1 ≤ j ≤ g ,

q
nj

j−1 = c∗jqj +
∑

c
(j)
l1,...,lj

ql10 q
l2
1 · · · qljj−1 TE�BFU

0���� c∗j ∈ C∗ $ ��� ����� ���7���
�
 ����
� �� C{ρ∨ ∩ M} $ 0� ���� 0 ≤ lk ≤ nk+1 − 1 ���

k = 0, . . . , j − 1  H�� ���7���
� c
(j)

l
(j)
1 ,...,l

(j)
j−2,0

������
 �
� �� �
 �� ��� ���� Xα(j) · 	
�� 0���� ���

�
�����
 l
(j)
1 , . . . , l

(j)
j−2 �
� ��� ����
�
� α(j) ��� ����
 �� ����	�� 43 --6 1�������$ �� Xα′

������


�
 ��� ���7���
� c
(j)
l1,...,lj

���


njγj ≤ρ α
′ + l1γ1 + · · ·+ ljγj TE�BIU

�
� ��	����� ����
 �� �
� �
�� �� (l1, . . . , lj) = (l
(j)
1 , . . . , l

(j)
j−2, 0) �
� α′ = α(j)  

!���� 6��	� deg q
nj

j−1 = n1 · · ·nj ��� ���
����� �
 	��	����� ��� (q0, . . . , qg) &�������
� ������ �)

�������� qnj

j−1 �) qj � ���� ����� q
nj

j−1 = c∗j+1qj+1+rj � ,���� c∗j+1 ∈ C∗ ���	� �
�� �
�)�
����� ���� ���

���� ������� ��� qk ���� ��) ������ �� ��� �������
� 
� rj ��� ��
�� 
� ������ ≤ deg rj < n1 · · ·nj �
K� ����	� ��
� ��� ��	
�� �������
� 
� ����� E�E@ ����

N (c
(j)
l1,...,lj

ql10 (ζ) · · · qlj−1

j−1 (ζ)) ⊂ njγj + ρ∨ = N (q
nj

j−1(ζ)).

���� ������� ���� �� Xα′
������� 
� ��� 	
�=	���� c(j)l1,...,lj ���� �
����� TE�BIU �
���� '� �������)

�� TE�BIU �
��� �
� � ���� ��� ���� Xα′
��������� 
� ��� ������ c(j)

s
(j)
1 ,...,s

(j)
j

(ζ) �� �
��
,� ���� ���



��,� ����	�� �������� �������	�� �	�% ��� ���	� ���#%	�� CE

������ �� ��� �
�� Xα′ · ���� � (������
� - 
� ����� E�BA ������� ���� s
(j)
j = 0 �� ��� ������
�

njγj = αj + l1γ1 + · · · + ljγj � ���� �� �
��
,� ���� (l1, . . . , lj−2) = (l
(j)
1 , . . . , l

(j)
j−2) ��� ���� α

′ = α(j)

�) ���	��) �� TE�BBU� �

(#4 ����	�
 �������� ����
��	�� *	�/ ��� ���	� ��� /	��

'� ���� ��	��
� ,� ����� � ������� �������� ���
����
� 
� ��� �
��	 �����&
������) ���� �������� ��

�� �=�� �
��	 ������) �) ����� ��� ����&�

��� K� �
��
, ��� ����
�	� 
� O/&�P �
� ������	���� �����


� ����� 	������

K� ���
�� �) Δ ��� 	
�� ρ ⊕ Rg
≥0 ⊂ (NΔ)R ,���� NΔ �� ��� �����	� N ⊕ Zg ,��� ���� �����	�

MΔ � K� ���
�� �) u1, . . . , ug ��� 	��
��	�� ����� 
� {0}⊕Zg � (� ������� 
� Δ∨∩MΔ �� 
� ��� �
��

(α, v) ,���� α ∈ ρ∨∩M ��� v = v1u
∗
1+ · · · vgu∗g ,���� u∗1, . . . , u∗g �� ��� ���� ����� 
� u1, . . . , ug ���

vi ∈ Z≥0 � K� ���
�� ��� �
�
���� 	
�����
����� �
 (α, v) �) XαUv � XαUv1
1 . . . U

vg
g 
� Xα+

P
viu∗i

��������� 
� ��� 	
������

��� ��������� S ⊂ ZΔ ,��	� �� ������� �� ���� ��	��
� 	
�����
��� ��������	���) �
 ��� �
�
&

�
������ 
� C{ρ∨ ∩M} &���������

Ψ0 : C{ρ∨ ∩M}[U1, . . . , Ug] → R ����� �) Uj �→ qj−1(ζ), �
� j = 1, . . . , g TE�BGU

T,��	� �� ���%�	���� ���	� �� �����	���� R = C{ρ∨ ∩M}[q0(ζ)] U�

'� ��� ����� ����	� 	��� �������� ��
,� ���� ���� ��������� ���	����4�� �
 ��� ��
����� �	����

�� �=�� 	���� �
�
�����) �������� ,��� ��� ���� ������
�� T��� O�FPU� '� ��� ������� 	��� ���

��������4���
� 
� �
�
���� 	���� �� ����� �) �� ����������� ��������� ZΓ ⊂ ZΔ ,��	� �� ��#���

��
� ��� ������	��
� 
� ��� �����	� �
�
�
������

ϕ : MΔ →Mg ���� ���� α+ v �→ α + v1γ1 + · · ·+ vgγg TE�BHU

�
 ��� ������
�� Δ∨ ∩MΔ ��� ��� ����� Γ �

$�.�� ��������2����� ����
�� ������ ����	

'� ��� ����� ����	� 	��� ��� ��������� 
� ��� �
�
���� 	���� �� ���������� �) � �)���� 
� �������
��

��� ������ ��
�� ���
	����� �
 ��� ��������
 
� R ����	�� �) ��� �
,��� 
� ��� ������� ����� 
� ���

�������� 	�
���� T��� O�FPU� '� 
�� 	��� ,� ��
, ���� ��� �
�
�
������ Ψ0 	�� �� #������ �� ��	� �

,�) ���� ��� �
�
�
������ 
� ��� ���
	����� ������ ������ �
�������� ��� ������ ����	����� ��#���

��� ��������� ZΓ ⊂ ZΔ ��
���

�0

 !3�4$ ��� ��
 �
*�	�	��� ��� ����
��	
� �� 
�������	�
 ���
��� ��
� 	� ��
 �����5	�� �

�	����



CF �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

��� #������
� 
� ��� ���� C{ρ∨ ∩M} T����� 
� C[[ρ∨ ∩M ]] U ��#��� �) � ��	�
� η ∈ ρ �� �����

�) ��� �������

Ij =

{ ∑
u∈ρ∨∩M

cuX
u / min

cu �=0
〈η, u〉 ≥ j

}
�
� j ∈ η(ρ∨ ∩M).

6��	� ��� ���� C{ρ∨∩M} �� *
�������� ��� 
������ ���&������
�� η(ρ∨∩M) 
� R≥0 �� ��
�
����	

�
 Z≥0 T��� ��� ��

� 
� "���� @�F 
� O/1@PU� ��� ��	�
� η ��#��� � 0������� ��������
 
� C{ρ∨ ∩
M}[U1, . . . , Ug] T����� 
� C{Δ∨ ∩ MΔ} 
� C[[Δ∨ ∩ MΔ]] U ����� �) ��� ������ Jj ��������� �)
��
�� ������ ������ 
��) ����� XαUv 
� 0�����
 w := ϕ(α, v) ��	� ���� 〈η, w〉 ≥ j � �
� j �������

���
��� ��� ������
�� η(ρ∨ ∩Mg) � ��� �
�
�
������ Ψ0 �� ������� ���	� Ψ0(Jk) ⊂ Ik �
� ���
k ∈ η(ρ∨ ∩Mg) � ��� ���� �� ��#��� �� �
�
�
������ 
� ��� ���
	����� ������ ������

'�����	�	�� "2"!2 H�� 
��	�
�� �� ������ ��
� ����������
�
 �

������� �� ��� ������� 
��	�
��

�� ����������
�
 40��� ��� ��������

 ���
�� �� η ∈
◦
ρ 6

C{ρ∨ ∩M}[U1, . . . , Ug]
Ψ0−→ R ↪→ C{ρ∨ ∩Mg} TE�BAU

�
 �
�������� ��

C[ρ∨ ∩M ][U1, . . . , Ug] −→ C[Γ] ↪→ C[ρ∨ ∩Mg]

0���� ��� ��
� ����������
� �
 ���
�� �� XαUv �→ Xϕ(α,v) $ �
� ��� ����	����

 ��� ���
�� �� η  

>� ��� ������ η �
 �������
�� ��� 
������	� Γ �
 �������
�� �� ��� ����	����
 

!���� '� η ∈
◦
ρ ��� �)��
��	 ������	��
� φ|η 
� φ ∈ C{ρ∨ ∩Mg} �
 ��� ��	� ��#��� �) η 
� ���

�
�)����
� Nρ(φ) ���
��� �
 C[ρ∨ ∩ Mg] ���	� ���� ��	� �� 	
���	�� '� φ ∈ C{ρ∨ ∩ Mg} �����

������ � ������ ������� k ��	� ���� φ ∈ Ik − Ik+1 ��� ���� ,� ���� φ = φ|η mod Ik+1 � '� �
��
,�

��
� ��� ��
����)� φ|ηφ
′
|η = (φφ′)|η �
� 0 �= φ, φ′ ∈ C{ρ∨ ∩Mg} � ���� ��� ������ ���� ���
	�����

�
 ���� #������
� �� ��
�
����	 �
 ��� ������ ���� C[ρ∨ ∩ Mg] ,���� ��� j &�
�
����
�� ���� 
�

��� ��������
� ��
⊕

〈η,u〉=j CXu �
� j ∈ η(ρ∨ ∩Mg) � K� ����	� ����
�
���) ���� ��� ������ ����

���
	����� �
 ��� ,������� #������
� �� ��
�
����	 �
 C[Δ∨ ∩MΔ] ,���� ��� �
� 4��
 �������� ��

��� j &�
�
����
�� ���� ��� ��
�� �
�)�
����� ��	� ���� 〈η, w〉 = j �
� w ������� ���
��� ���

,������ 
� ��� �
�
����� ��������� 
� �����

9���� ����� ������#	���
�� ,� ���� �����

& ��� ������ ���� ���
	����� �
 R ,��� ��� ����	�� #������
� �� ��
�
����	 �
 ��� ������ �������


� C[ρ∨ ∩Mg] ��������� �� � C &������� �) ��� �)��
��	 ������	��
�� φ|η 
� 0 �= φ ∈ R �
 ��� ��	�

��#��� �) η 
� ��� �
�)����
� N (φ) � K� ����	� ��
� ��
�
����
� E�EB ��� ��
�
����
� E�BC ����

���� ������ ������� �� ����� �
 C[Γ] �

& ��� ������� ���� 
� Ψ0(Ui) = qi−1(ζ) �� ����� �
 Xγi T��� 	
�=	���� ��� ���� �
�����4��

�
 �� 
��U ���� ��� �
�
�
������ ��(Ψ0) 	
�����
��� �
 ��� C[ρ∨ ∩M ] &�
�
�
������ C[ρ∨ ∩
M ][U1, . . . , Ug] → C[Γ] ���� ���� Ui �→ Xγi �
� i = 1, . . . , g �



��,� ����	�� �������� �������	�� �	�% ��� ���	� ���#%	�� CI

'� ��� ��	�
� η �� �������
�� ,� 	�� ��	
��� ��� ������
�� ρ∨ ∩Mg T����� Γ U ��
� ��� ��������
�


� C[ρ∨ ∩M ] T����� 
� C[Γ] U ���	� ��	� ���� 
� ��� ��������
� �� 
� �������
� 
�� T����� 4��
 
�


��U 
��� C � ��� ��	�
� η ��#���� � �
��� 
������� 
� ρ∨ ∩Mg � �

3����: "2"
2 H�� 
��	�
�� �� ����������
�
 43 -O6 ����
�
 �� ��� 
��	�
��
,

C[[Δ∨ ∩MΔ]]
Ψ̂−→ R̂ ↪→ C[[ρ∨ ∩Mg]]

↑ ↑ ↑
C{Δ∨ ∩MΔ} Ψ−→ R ↪→ C{ρ∨ ∩Mg}

TE�BCU

0���� R̂ ��
���
 ��� ���������
 �� ��� ��
� R 0��� ��
���� �� ��� ������� ����� MR  H�� �

�����


�� �����
����
 3 3+ �����

 ��	� ��� ���� ��
� �� ��� ����� ������� 

K� �
��	� ���� R̂ 	
��	���� ,��� ��� 	
������
� ,��� �����	� �
 ��� #������
� ��#��� �) η � ,�

���� ���� M
sj

R ⊂ Ij ,���� sj �� ��� ������� �
,�� 
� MR 	
�������� ��� ��� 
� �
�
����� ��

Ij − Ij+1 ,��	� �� #���� ���	� η ∈
◦
ρ �

$�.�� "�
�����	 ��� ��� ���������	

K� ����� ������
�� 
� ��� ���������� 
� ZΓ ⊂ ZΔ ��� S ⊂ ZΔ �

'�����	�	�� "2"42 H�� ����� �� ��� �������
� ZΓ ⊂ ZΔ �
 ��
������ �� ��� ��
�����


h1 = −Un1
1 +Xα(1)

, h2 = −Un2
2 +Xα(2)

U
l
(2)
1

1 , . . . , hg = −Ung
g +Xα(g)

U
l
(g)
1

1 . . . U
l
(g)
g−1

g−1 , TE�EDU

0���� �����
��
� �� �������

 43 --6 

!���� ��� ����� I 
� ��� ��������� ZΓ ⊂ ZΔ �� ��������� �) ��� ���
����� XαUω − Xα′
Uω′


�

C[Δ∨ ∩MΔ] �����)��� T��� TE�IUU�

ϕ(α, ω) = ϕ(α′, ω′) TE�E@U

��� ���
����� h1, . . . , hg ��
�� �����) ���� 	
�����
� �) ����� E�BA� '� B �� � ���
���� �� I � ,�

	�� ��	�
� ��� 	
��
� ���� �� Ug �
 
����� � ���
���� �� I 
� ��� �
�� XαUω − Xα′
Uω′

,���

w′
g = 0 � ���� ��� ������� ωg �� � �������� 
� ng T���	� ngγg ∈Mg−1 �) ����� E�BA ,� 
����� ��
�

��� �������) TE�E@U � ������
� rγg ∈ Mg−1 ,���� r �� ��� �������� 
� ��� +�	������ ������
� 
� ωg
�) ng ��� ���� ����� E�BA ������� ���� r = 0 U� K� 	�� ��
, �) ����	��
� 
� ωg/ng ���� ���

�������� 
� ��� +�	������ ������
� 
� XαUω−Xα′
Uω′

�) hg �� �
�)�
����� �� Ug �� � ���
���� B1 ��

C[ρ∨∩M ][U1, . . . , Ug−1] � ��� ���
���� Bg 
������� �) ��������� ���� ��
	����� ���
��� �
 C[ρ∨∩M ]

��� �
 ��� ����� I � ��� ������
� TE�E@U 	
�����
����� �
 Bg �� ������� ���	� ��� �
�
�
������ ϕ ��

��%�	���� 
� M ���� Bg = 0 � ���� ������� ���� ��� ����� I �� ��������� �) h1, . . . , hg � �



CG �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

'�����	�	�� "2"�2 H�� ����� �� ��� �������
� S ⊂ ZΔ ���
�� �� 43 -M6 �
 ��
������ �� ��� �����0�
�

�����
�
 �� ��� ��
� C{ρ∨ ∩M}[U1, . . . , Ug]

Hj := −Unj

j + c∗jUj+1 + c
(j)

l
(j)
1 ,...,l

(j)
j−1,0

U
l
(j)
1

1 · · ·U l
(j)
j−1

j−1 +
∑

(l1,...,lj)�=(l
(j)
1 ,...,l

(j)
j−1,0)

c
(j)
l1,...,lj

U l1
1 U

l2
2 · · ·U lj

j , TE�EBU

��� j = 1, . . . , g 0���� ��� ���7���
�
 �
� ��� ����
�
�
 ��� ���
� �� ����	�� 43 -+6 �
� Ug+1 = 0  

H�� 0����� �� � ���� XαU l1
1 U

l2
2 · · ·U lj

j �������
� �
 ��� ����

��
 �� Hj �
 ≥ njγj �
� ��	�����

����
 �
�� ��� U
nj

j �
� Xα(j)
U
l
(j)
1

1 · · ·U l
(j)
j−1

j−1 ��� j = 1, . . . , g  

!���� '� �
��
,� ��
� ��� ��#����
� 
� ��� �
�
�
������ Ψ0 ��� �
����� TE�BFU ���� ��� �
�)�
&

����� Hi ��
�� ���
�� �
 ��� 2����� 
� Ψ0 T��� ���� �
 ��� 2������ 
� Ψ ��� Ψ̂ U� �) ��
�
����
�

E�EG ��� ����� E�EE ����� ������� �
��� ,��� �����	� �
 ��� #������
� ��#��� �) η ∈
◦
ρ ��������

Z��(��(Ψ̂)) � ���� ,� ���� ���� ��(Z��(Ψ̂)) = Z��(��(Ψ̂)) � K� ����	� ����� ���� ��� ����� Z��(Ψ̂)

�� 	
������ �
� ��� ����	�� #������
�� ���� ��� �
�)�
����� H1, . . . , Hg �������� Z��(Ψ̂) ��

6��	� ��� ��	����
� C{Δ∨ ∩MΔ} → C[[Δ∨ ∩MΔ]] �� �� �
�
�
������ 
� �
	�� ����� 	
�����
��

�
� ��� M &���	 �
�
�
���� ,��	� ������� �
 ��� �������) �
�
�
������ ���,��� ��� �����	����

	
������
��� ,� ���� ���� ��� ���� C[[Δ∨ ∩MΔ]] �� � ������	��� P�� C{Δ∨ ∩MΔ} &�
������ ���
����� J ��������� �) (H1, . . . , Hg) 
� C{Δ∨∩MΔ} �� 	
������� �� Z��(Ψ) ��� ,� ���� ��
,� ����

JC[[Δ∨∩MΔ]] = Z��(Ψ̂) � ��� ���������) `�� ��
����) ������� ���� J 	
��	���� ,��� ��� 	
����	��
�


� Z��(Ψ̂) �� C{Δ∨ ∩MΔ} �� ������
�� ,� 
����� ���� J = Z��(Ψ) �

"�� U �� ��� ������ 
� ��
�� �������� �� C{ρ∨ ∩M}[U ] ,��� �
� 4��
 	
������ ���� �� �
,��

������� ��� ����� �) Ψ0 
� � ������ �� U �� � ����� ���� ������� ���� ��� �
	���4���
� U−1Ψ0 :

U−1C{ρ∨ ∩ M}[U ] → C{ρ∨ ∩ Mg} �� � ,��� ��#��� �
�
�
������� ��� ���� �������� ��
,�

���� Z��(U−1Ψ0) �� ��������� �) H1, . . . , Hg � 6��	� U ∩ Z��Ψ0 = ∅ ,� ����	� ��
� ��� ��������

��
������� 
� ��� �
	���4���
� ���� H1, . . . , Hg �������� Z��(Ψ0) � �

$�.�$ ���
������
	 ������� �������� ��	��
����

K� ��
, ���� ��� ������� �������� ���
����
� 
� ZΓ ⊂ ZΔ ����� �� ��
�
����
� E�G �� ���
 � �������

�������� ���
����
� 
� S ⊂ ZΔ �

��� ������ ������	� � ⊂ (NΔ)R 
���
�
��� �
 Z��(ϕ) �� 
� �������
� d ��� �� ���
 
���
�
��� �


��� $��2
,�2� ��� 
� 	
���	� ����� 
� N (hi) �
� i = 1, . . . , g �

�0

 '�����	�	�� (- )� 6% 7-% 2���	��
 ���% �� !3�4$�
�0

 '�����	�	�� (8 )� .% 7/% 2���	��
 ��� �� !3�4$�
�0

 '�����	�	�� 6 )� .% 7/% 2���	��
 � �� !3�4$�



��,� ����	�� �������� �������	�� �	�% ��� ���	� ���#%	�� CH

1���� "2"72 ��� Σ0 �� ��� 
�����
� 
	�����
��
 �� Δ ���������� 0��� ��� /�0��
 ���������
 ��

H1 · · ·Hg  H�� ��
� σ0 = Δ ∩ � ����
�
 �� Σ0  H�� 
����� ���

���� SΣ0 �� S �
 ���
�� �
 ���

����� Zσ0 �� ��� ��	����

, U−ni
i Hi = 0 ��� i = 1, . . . , g  H�� �
���
�����
 SΣ0 ∩ Oσ0 �
 
�����


�
 ���	��� �� ��� 
����� ���
� oσ0  H�� ���� (SΣ0 , oσ0) �
 �
�������� �� ��� ���� �� ����� �������

Zσ0,Nσ0
�� ��� ��
��
�	�
��� ���
� >� Σ �
 �
� 
	�����
��
 �� Δ ��
���
�
� ��� ��
� σ0 �
� �� σ ∈ Σ

0���
◦
σ⊂

◦
Δ ���
 SΣ ∩ Oσ �= ∅ ������
 ���� σ = σ0  1�������$ �� Σ′ �
 � ���	��� 
	�����
��
 �� Σ

���
 ��� ��� πΣ′ ◦ πΣ �
 �
 �������� �
�	�����
��	���
 �� S  

!���� ( ��	�
� v ∈ ◦
σ0 ������ 
� Z��(ϕR) ���� �� �� 
� ��� �
�� v = ṽ ◦ϕ �
� ṽ ∈ Ng ���
����� �


◦
ρ

���	� ṽ �������� 
��) �� ��� ������ 
� ��� 	
�� ρ∨ T���� �
��
,� ��
� ϕ−1
R (ρ∨) = Δ∨ +Z��(ϕR) ���

◦
σ0⊂

◦
Δ U� K� ����	� ��
� ���� ���� ��� ��	� ��#��� �) v 
� ��� �
�)����
� N (Hi) 	
�����
��� �


��� �
�
����� 
� ,����� w ��	� ���� 〈ṽ, w〉 �� �������� �) ��
�
����
� E�EH ��� �)��
��	 ������	��
�

� Hi �
 ���� ��	� �� ����� �
 hi � !
�������)� �� hi �� ��� �)��
��	 ������	��
� 
� Hi �
 ��� ��	� ��#���

�) v �� �
��
,� ���� v ∈ � ��� ���	� ����� ��� 	
���	� ��	�� ,� ���� ���� v ∈
◦
Δ ���� v ∈ ◦

σ0 �

��� 	
��
� 4��
 �
	�� S ′ 
� ��� ���	��
�� U−ni
i Hi �
� i = 1, . . . , g 
� ��� 	���� Zσ0 	
������

SΣ0 ∩ Zσ0 � ���� ,� ����	� ��
� ��� ��

� 
� ����� E�E �����

U−ni
i Hi = U−ni

i hi + ����� ��������� 
� ��� 
���� Oσ0 � �
� i = 1, . . . , g. TE�EEU

6��	� ��� ������
�� U−ni
i hi = 0 �
� i = 1, . . . , g � ��#�� 
� ��� 	���� Zσ0 ��� ����	� ������
�� ZΓ

Σ0

,� ����	� ��
� TE�EEU ��
�� ���� S ′ ∩ Oσ0 	
��	���� �� �	����� �������	��
� ,��� ZΓ
Σ0

∩ Oσ0 � ����

�� �� ����� �
 ��� ������ �
��� oσ0 �) ����� E�I� '� ��� ���� (S ′, oσ0) �� ����)��	���) ������	���� ��

���� 	
��	��� ,��� ��� ���&���� (SΣ0 , oσ0) ���	� �
�� ��� 
� ��� ���� �������
�� K� ��
, ���� ��	�

�) ��
���� ���� (S ′, oσ0) �� ��
�
����	 �
 (Zσ0,Nσ0
, oσ0) �

K� �
��	� ���� ��� 	���� Zσ0 �� ��
�
����	 �
 Oσ0×Zσ0,Nσ0
�) TE�@U� ��� ���
����� Wi := U−ni

i hi

�
� i = 1, . . . , g � ��#�� � ������� �)���� 
� ���������� �� ��� �
��� oσ0 
� ��� 
���� Oσ0 ������
��

,� 	�� ����) ����� E�F �
 ��� ������
�� TE�EEU �
 ��
, ��� �������	� 
� φ1, . . . , φg ∈ C{ρ∨ ∩Mg}
��	� ���� ��� ���� (S ′, oσ0) �� ����� �) Wi = φi �
� i = 1, . . . , g �

"�� Σ �� ��) ���������
� 
� Σ0 	
�������� ��� 	
�� σ0 � ��� ������	��
� π : SΣ → S 
� πΣ ��

� �
��#	���
� ��� ���	� (S, oΔ) �� ����)��	���) ������	���� ��� ��	����
��� #��� �� 	
���	��� �) ���

$��� ���
��� 
� V����2� T��� O$�P ��� OVBPU� 8� ��� 
���� ���� ,� ���� ����

π−1(oΔ)=
⋃

σ∈Σ,
◦
σ⊂ ◦

Δ

(SΣ ∩ Oσ) T�) TE�EUUN

��� ,� ���� ��
,� ���� 
� ��� 
��� ��� SΣ ∩ Zσ0 
� SΣ ��� ��	����
��� #��� �� ����	�� �
 ���

�
��� oσ0 � ������
�� ��� ��	����
��� #��� π
−1(oΔ) 	
������ �
 
���� �
���� T
����,��� ,
��� �
� ��

� 	
���	��� ���U�



CA �%�#��� �� ���	� �������� �������	��� �& ����	����	���$ �	������	�	��

'� Σ′ �� � ������� ���������
� 
� Σ �� �
��
,� ���� Oσ ∩ SΣ′ �= ∅ �� ��� 
��) �� σ ⊂ σ0 � ����

,� 	�� 	
��� ��� ����	� ������
�� ,��� ��
�� 	����� Zσ �
� σ ⊂ σ0 ��� dim σ = dim σ0 � '� �
��
,�

�� �� ��� 	��� ,��� σ0 �� � ������� 	
��� ���� ��� ����	� ������
�� �� ��

�� ��� ����������� �
 ���

	��
��	�� ������#	���
� 
� ��� ��	����
��� �����
� ������
�� πΣ′ ◦ πΣ �� � �����
&���
����
�� �

������� "2!2 ��� Σ �� �
� 
	�����
��
 �� Δ ��
���
�
� ��� ��
� σ0  

& H�� 
����� ���

���� SΣ �
 � ���� �� ��� ���
� oσ0 �
�������� �� (Zσ0,Nσ0
, oσ0) �
� ��� ���


�������
 πΣ|SΣ : SΣ → S �
 ��� 
������F����
 ��� 

- H�� ������
� πΣ �
 � ������� �������� ��
��	���
 �� S ⊂ ZΔ  

!���� ��� #��� �������
� �
��
,� ��
� ����� E�EA ��2��� �� �		
��� TE�@DU T,��	� ������� ����

(Zσ0,Nσ0
, oσ0) �� ��
�
����	 �
 (Zρ,Ng , oρ) U ��� ��
�
����
� E�@F ,��	� ������� ���� ��� �������� 	�
����


� R �� C{ρ∨ ∩Mg} �

�) ����� E�EA �� Σ′ �� � ������� ���������
� 
� Σ ��� ��� πΣ′ ◦ πΣ �� � �������� �����
&

���
����
� 
� S N ,� ��
, ���� �� Σ′ �� � ���
����
� 
� ��� ��� Σ ���� ��� ������	��
� SΣ′ → S �� �

���
����
� 
� ��������������

��� ���� SΣ �� ���������4�� �) Wi = φi �
� i = 1, . . . , g � 
� ��� 	���� Zσ0
∼= Oσ0 ×Zσ0,Nσ0

����

��� ������	��
� SΣ → Zσ0,Nσ0

� ��� ��	
�� ��
%�	��
� �� �� ��
�
������ 
� ������ '� �
��
,� ����

��� �������� �
	�� 
� SΣ ���� 
��� ��� �������� �
	�� 
� ��� �
��	 ������) Zσ0,Nσ0
� '� �� ���) �
 ��� ����

��� 
���� Oτ 
� Zσ0 �� ��� ��� �)��� 
��� ��� 
���� Oτ,Nσ0

� Zσ0,Nσ0

���� ��� �������� �
	�� 
� SΣ ��

����� �

⋃

(SΣ ∩Oτ ) �
� τ ������� ���
��� ��� ��� 
� �
� ������� ��	�� 
� σ0 � '� Σ′ �� � ���
����
�


� ��� ��� Σ ��� �� σ′ ∈ Σ �� � ������� 	
�� ���� σ′ ∈ Σ′ � ���� ZΣ → ZΣ0 �� �� ��
�
������ 
���

��� �
���� 
� ��� 
���� Oσ′ �) TE�FU� ������
�� ��� ������	��
� SΣ′ → SΣ �� �� ��
�
������ 
������

��� �������� �
	�� 
� SΣ ��� ���	� SΣ′ �� ��

�� ���� �
��#	���
� �� � ���
����
� 
� ������������� 
�

��� �
�����4���
� SΣ � ( �
�����
�� ��� 	
��
��� ��� SΣ′ → SΣ �� ���
����
� 
� ������������� 
� S �

�

$�.�, �������� ���)��� ��� ������� �������� ��	��
���� ������
��	

K� ��
, ���� ��� ������� �������� ���
����
�� 
� �� ����)��	���) ������	���� �
��	 �����&
������)

���� S ��#��� �� ��	��
� E�E ��� E�I 	
��	��� ,��� ��� ��	
�� �� �������) 	�
����

'� ��	��
� E�E ,� ���� ����� � ������� �������� ���
����
� π 
� � �
��	 �����&
������) �)��������	�

S ⊂ Z� ,��	� ������� 
��) 
� ��� 	����	�������	 ���
����� 
� � �
��	 �����&
������) �
�)�
����

f ��#���� ��� ���������� 6��	� ��� ���� S �� ����)��	���) ������	����� ��� �
������ π �� ���

	
��
����
� 
� g �
�
���� �
��#	���
�� πi : Zi → Zi−1 �
� i = 1, . . . , g ��� g ��� ������ 
�

	����	�������	 ���
������ '� ��	��
� E�I ,� ���� ����� �� ��������� 
� (S, o) �� � 	
�������
� g



��,� ����	�� �������� �������	�� �	�% ��� ���	� ���#%	�� CC

���&���� 
� ��� �
��	 ������) (ZΔ, oΔ) ��� ,� ���� ��
��� ���� �� Σ �� � ���������
� 
� Δ 	
��������

,��� 	������ ������ ������	�� ��� �
��	 �
������ πΣ : ZΣ → ZΔ �� ������� �������� ���
����
� 
�

S ⊂ ZΔ � 3�������
��� ��� ������	��
� 
� π T����� 
� πΣ U �
 ��� ����	� ������
�� S ′ T����� SΣ U 
� S

�� ��� �
�����4���
� ��� T��� ���
���� E�B ��� E�F U�

��� ��������� S ⊂ ZΔ ��#��� �) TE�BGU ������� �
 �� ��������� 
� ��� ���� (S, Z�) � ��� �����


� (Z�, o�) ����� ���� ��������� �� ��� ���&���� (Z, oΔ) 
� (ZΔ, oΔ) ��#��� �) ��� ������
�� T���

TE�EBUU�

c∗jUj+1 = U
nj

j − c
(j)

l
(j)
1 ,...,l

(j)
j−1,0

U
l
(j)
1

1 · · ·U l
(j)
j−1

j−1 −
∑

(l1,...,lj)�=(l
(j)
1 ,...,l

(j)
j−1,0)

c
(j)
l1,...,lj

U l1
1 U

l2
2 · · ·U lj

j , TE�EFU

�
� j = 1, . . . , g − 1 � K� 	�� ��������� ��� ��������� U2, . . . , Ug �� ��� ������
��

Ung
g − c

(g)

l
(g)
1 ,...,l

(g)
g−1,0

U
l
(g)
1

1 · · ·U l
(g)
g−1

g−1 −
∑

(l1,...,lg)�=(l
(g)
1 ,...,l

(g)
j−1,0)

c
(g)
l1,...,lg

U l1
1 U

l2
2 · · ·U lg

g = 0, TE�EIU

��#���� ��� ��������� S ⊂ Z � �) ����� TE�EFU� K� ��	
��� �� ���� ,�) � �����&
������) �
�)�
����
��#���� ��� ��������� S ⊂ Z� �

'� Σ �� � 
	������ ���������
� 
� Δ T��� ��#����
� ���
,U ,� ��
�� ���� ��� ����	� ������
�� ZΣ 
�

Z �) ��� �
��	 �
��#	���
� πΣ �� � 
�����
 
� ��� �
��	 ������) ZΣ � ����������� �
 ��� ��	����
���

#��� 
� ��� �
��#	���
� πΣ � $
�� ��������) �� �� ����������� �
 ��� 
���� ������#	���
� 
� ZΣ ���

��� ��� 
� �
� ����) �������	��
�� ZΣ ∩ Oσ ��#�� ��� ������#	���
� 	
�����
����� �
 � �������

�
�
���� ��������� ����	���� ,��	� �� ���������� �) Σ � '� �����	���� ,� 
����� ���� ��� ������	��
�

p : ZΣ → Z 
� πΣ �
 ZΣ �� � ������� �������� ���
����
� 
� S ⊂ Z � ��� ���� ������ 
� ���� ��	��
�
�� ���� ��� ������� �������� ���
����
�� ��#��� �) π ��� �) p ��� ��
�
����	�

������� "2
2 H�� ���� (SΣ,ZΣ) �
 ��� ����� �� ��� ���� (S ′, Zg) �� �
 �������
� 
	�� ���� ���

�����0�
� ������� ����	��
,

(S ′, Zg)
∼=−→ (SΣ,ZΣ)

π ↓ p ↓
(S, Z�)

∼=−→ (S,Z)

H�������� ��� ������
� p : ZΣ → Z �
 ��� �����
����
 �� g �������� ����������

 

'� ��� ����� ����	� 	��� �� ����
�
�� ��������� T����� ���
����
� ������� 
� ������� ���
����
�U ���

���� ���
��	�� �) /
���� ��� �������� ,���
�� ��

� �� O/&�PN "�%���� ��� .������ ���� ��
,� ��

���� 	��� �
��	 ���
����
�� 
� ��� �
�
���� 	���� ��	� ���� ��� ������	��
�� �
 ��� ����	� ������
�� 
�

��� ��

�� �����	�� ,��	� 	
������ ��� ��&������� ����� ����	�� ��� ����� �
 ��� ������� ���
����
�


� ��� ����	� T��� O"�&.BPU�
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K� ����
��	� #��� ��� �
��
� 
� 
	������ ���������
�� 
� Δ � ��� �
��
,��� ������� 
� Δ ��#���

�
� 0 ≤ j < j + k ≤ g

ρj+kj = {a+ 〈a, γ1〉u1 + · · ·+ 〈a, γj〉uj + nj〈a, γj〉uj+1 + · · ·+ nj · · ·nj+k−1〈a, γj〉uj+k/a ∈ ρ} TE�EGU

��� ��� 	
��� ,��	� 	
�����
�� �) ������) �
 	������ $��2
,�2� ���� 
� ����� 
� N (Hi) �
� i =

1, . . . , k � ��� 	
�� ρk0 	
��	���� ,��� ρ× {0} ⊂ Δ �
� 1 ≤ k ≤ g �

5�6�	�	�� "2��2 J� 
�� ���� � 
	�����
��
 Σ �� Δ �
 
	������ ��� Z �� �� ��
���

 ��� 
�� Ξ 0��
�

�����
�
 ��� ��� ����
 �� ��� 2g ��
�
 �� ����

��
 d+ 1 ,

ρgj + R≥0uj, ρgj + ρgj−1 ��� j = 1, . . . , g TE�EHU

'�����	�	�� "2"#2 ��� Σ � 
	������ 
	�����
��
 �� Δ  >� σ ∈ Σ �
� ��
◦
σ⊂

◦
Δ ���
 ZΣ ∩ Oσ �= ∅

������
 ���� σ ∈ Ξ  >� σ ∈ Ξ(d+1) ���
 ZΣ ∩ Oσ �
 ���	��� �� � 
����� ���
� xσ �
� ��� ����

(ZΣ, xσ) �
 �
�������� �� (Zσ,(NΔ)σ , oσ)  H�� 
�� {ZΣ ∩ Oσ}σ∈Ξ �
 ��� 
�����������
 �

������� �� �

�������� �������
� 
��	��	�� �
 ZΣ 0���� ��
 Ξ �
 �

������� ��
�� ���������� ������� 

'� 
���� �
 ��
�� ��
�
����
� E�EC ,� 	����	����4� �� ��� ����� ���
, �
�� 	
������) ��
������� 
�

��� ��� *�,�
� �
�)����� 
� ��� �
�)�
����� H1, . . . , Hg−1 ��#���� ��� ��������� Z ⊂ ZΔ � ����

����� �� �������� �) � ������ 
� "�%���� ��� .������ �� ��� 	��� 
� ����,�	��� �����	� �������������

T��� 1�
�
����
� @�E 
� O"�&.PU� K� ���� �
�� ������ �
����
��� ��� ���
������

u∗j+1, nju
∗
j , �j := α(j) + l

(j)
1 u∗1 + · · ·+ l

(j)
j−1u

∗
j−1

��� ��� �����	�� 
� ��� �,
 �������
��� ��	� T j 
� ��� �
�)����
� NΔ(Hj) �) ��
�
����
� E�EH� ����

��	� ��� ��� �����

T j
1 := [u∗j+1, nju

∗
j ], T

j
2 := [u∗j+1, �j], T j

3 := [nju
∗
j , �j],

���) � �����#	��� �
�� �� ,��� �
��
,�� (�) 
���� ������ �′
j 
� ��� *�,�
� �
�)����
� 
� Hj

	
�����
��� �
 � �
�
���� 
� ,����� > njγj � ����� ,� ���� �′
j = α′ + l1u

∗
1 + · · · + lju

∗
j ��� α′ +

l1γ1 + · · · + ljγj > njγj �

1���� "2!%2 ��� Ei �� � ������� ���� �� N (Hi) ��� i = 1, . . . , g  >� ∩ji=1

◦
σ (Ei) �= ∅ ���

1 ≤ j ≤ g $ ���
 0� ���� Ei = T i
s(i) 0���� s(i) �
 ����
 ��,

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

s(i) = 3, 1 ≤ i ≤ j ≤ g − 1, T(U

s(i) = 3, 1 ≤ i ≤ j0 − 1; s(i) = 1, ��� j0 ≤ i ≤ j ≤ g − 1; ��� 1 ≤ j0 ≤ g − 1, T�U

s(i) = 3, 1 ≤ i ≤ j0; s(j0) = 2; s(i) = 1, j0 + 1 ≤ i ≤ j ≤ g − 1; ��� 1 ≤ j0 ≤ g − 1, T!U

s(i) = 3, 1 ≤ i ≤ j = g, T7U



��,� ����	�� �������� �������	�� �	�% ��� ���	� ���#%	�� @D@

1�������$ ��� �
���
�����
 ∩ji=1σ(T i
s(i)) �
 ��	�� ��,⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
ρj+1
j + R≥0uj+1 + R≥0uj+2 + · · · + R≥0ug, �
 ��� ��
� T(U

ρj+1
j0

+ R≥0uj0 + R≥0uj+2 + · · · + R≥0ug, �
 ��� ��
� T�U

ρj+1
j0

+ ρj+1
j0−1 + R≥0uj+2 + · · · + R≥0ug, �
 ��� ��
� T!U

ρgg �
 ��� ��
� T7U

!���� ��� 	
���	� ��	�� 
� *�,�
� �
�)����� ��� ���������� �) �������� a+ v ∈ Δ ,��	� ���
��

�
 ��� �������� ������
� 
� Δ N ����� a + v �� 
� ��� �
�� a ∈
◦
ρ ��� v =

∑g
i=1 viui ,��� vi > 0 � K�

	��	����� ��� ������ 
� a+ v 
� ��� �����	�� 
� ��� *�,�
� �
�)����
� 
� Hj �� ����� 
� ��� ,�����


� ��� 	
�����
����� �
�
����� K� ��
�� ��� ����� �) ����	��
� 
� j � �
� j = 1 ,� ��
, #���

���� ��� 	
���	� ����� 
� N (H1) ��� ���	��) T 1
i �
� i = 1, 2, 3 � K� ���� ��� �
��
,����

T�U = 〈a+ v,�1〉 = 〈a, α(1)〉 = n1〈a, γ1〉
T��U = 〈a+ v, n1u

∗
1〉 = n1v1

T���U = 〈a+ v, u∗2〉 = v2

T��U = 〈a+ v,�′
1〉 = 〈a+ v, α1 + l1u

∗
1〉 = 〈a, α′ + l1γ1〉 + l1(v1 − 〈a, γ1〉)>(n1 − l1)〈a, γ1〉 + l1v1

,���� ��� ���������) 
� T��U �
��
,� ��
� TE�BIU ���	� a ∈
◦
ρ � K� ����
�� ���� a + v ���������� �

	
���	� ���� e1 
� N (H1) � ����� 	���� �������

& '� v1 = 〈a, γ1〉 ���� T��U > T�U = T��U ���� v2 > n1〈a, γ1〉 ��� E1 = T 1
3 �

& '� v1 > 〈a, γ1〉 ���� T��U, T��U > T�U ���� v2 = n1〈a, γ1〉 ��� E1 = T 1
2 �

& '� v1 < 〈a, γ1〉 ���� T�U, T��U > T��U ���� v2 = n1v1 ��� E1 = T 1
1 �

��� �������) T�U = T��U = T���U 	
�����
��� �
 ��� �,
 �������
��� ��	� T 1 � '� �
��
,� �����

σ(E1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

ρ2
1 + R≥0u2 + R≥0u3 + · · ·+ R≥0ug, �� E1 = T 1

3

ρ2
1 + R≥0u1 + R≥0u3 + · · ·+ R≥0ug, �� E1 = T 1

2

ρ2
1 + ρ2

0 + R≥0u3 + · · ·+ R≥0ug, �� E1 = T 1
1

K� ����
�� ��� ������ ���� �
� j − 1 � K� 	
������ � ��	�
� a+ v ∈
⋂j−1
i=1

◦
σ (T i

s(i)) ����������� ��

���� Ej 
� N (Hj) � ����� a + v ∈ ◦
σ (Ej) � ��� ������ 
� a+ v 
� ��� �����	�� 
� T j

1 ����

T��U = 〈a+ v, nju
∗
j〉 = njvj

T���U = 〈a+ v, u∗j+1〉 = vj+1

K� ���� #��� ,��� ��� 	��� T(U ,���� s(i) = 3 �
� 1 ≤ i ≤ j − 1 � ���� a + v ∈ ρjj−1 ��� ��

�
��
,� �� ���
�� �����

T�U = 〈a+ v,�j〉 = nj〈a, γj〉
T��U = 〈a+ v,�′

j〉 = 〈a+ v, αj +
∑j

i=1 liu
∗
i 〉 > nj〈a, γj〉 + lj(vj − 〈a, γj〉)
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,���� ��� ���������) �� 
������� ��
� TE�BIU �) ������ ��� ������	���� ��� ���� lj〈a, γj〉 � �����
	���� ������ �� vj �� = T����� > 
� < U �
 〈a, γj〉 ��� ,� 
����� ��� ������ �) ������� �� �� ��� 	���
j = 1 �) �����	��� ����
�������) ��� ����� 1 �) j �

'� ��) 
���� 	��� �) ����	��
� �)�
������ ����� ������ 1 ≤ j0 ≤ j − 1 ��	� ���� s(i) = 3 �
�

1 ≤ i < j0 ��� s(j0) ∈ {1, 2} � '� �
��
,� ���� ��� ��	�
� a + v �� 
� ��� �
���

a + v = a+

j0∑
i=1

〈a, γi〉ui +
g∑

i>j0

viui

K� �
��� ��� ����� 
� a+ v 
� � ������ 
� ��� �
�)����
� N (Hj) �
� �)��� 
� T j
1 �

T��U = 〈a+ v,�′
j〉 = 〈a+ v, αj +

∑j
i=1 liu

∗
i 〉 =

= 〈a, αj +
∑j

i=1 liγi〉 −
∑j

i=j0
li〈a, γi〉 +

∑j
i=j0

livi >

> (nj − lj)〈a, γj〉 −
∑j−1

i=j0
li〈a, γi〉 +

∑j
i=j0

livi > · · · >
> ((· · · ((nj − lj)nj−1 − lj−1) · · · )nj0 − lj0) 〈a, γj0〉 +

∑j
i=j0

livi

TE�EAU

��� #��� ���������) �� ����� �) TE�BIU ��� ��� 
����� ��� ����	�� ��
� ��� ���������) niγi < γi+1 ��

����� E�BA�

'� 	��� T�U �) ����	��
� �)�
������ ,� ���� ���� vj0 = 〈a, γj0〉 + c �
� �
�� c > 0 ��� vi =

nj0 · · ·ni−1〈a, γj0〉 �
� j0 < i ≤ j � '� 	��� T!U ,� ���� ����{
nj0−1〈a, γj0−1〉 < vj0 < 〈a, γj0〉 �� j0 > 1

0 < vj0 < 〈a, γj0〉 �� j0 = 1

��� ���� vj = nj0 · · ·ni−1vj0 �
� j0 < i ≤ j � '� �
�� 	���� T�U ��� T!U ,��� ���������� ��� vi 
�

TE�EAU ,� ����	� ���� T��U, T�U > T��U ������
�� vj+1 = njvj ��� Ej = T j
1 �

3�����)� ,��� j = g ��� �
�)�
���� Hg ��� �
 ���� �� Ug+1 � '� �����	���� � ��	�
� a + v ∈⋂g−1
i=1

◦
σ (T i

s(i)) �
� s(i) �� 	��� T�U 
� T!U� ���������� ��� ������ ngu
∗
g 
� ��� �
�)����
� N (Hg) �

��� 
��) ��������� 	��� �� T(U ��� ���� ��� 	
�����
� 
� a + v �
 ��������� � 	
���	� ���� 
�

N (Hg) �� vg = 〈a, γg〉 N ��� ���� �� ����� �
 T g
3 = [�, ngu

∗
g] ���

⋂g
i=1 = ρgg � �

3����: "2!�2 H�� ��
�
 �� ��� ���� ∩g−1
i=1σ(T i

s(i)) ���
�� �� ����� 3 +Q 0��
 j = g − 1 ���

{
ρgk + R≥0uk, ρ

g
k + ρgk−1 ��� k = 1, . . . , g − 1.

ρgg−1 + R≥0ug

H�� ��
�
 �� ����

��
 d+ 1 �
 ��� 
�� Ξ ���
�
� 
	������ 
	�����
��

 �� Δ ��� ��� ��
� 2(g− 1)

��
�
 ����� 0��� ��� ��
�
 ρgg + R≥0ug �
� ρgg + ρgg−1 $ �����
�� �� 
	�������
� ρgg−1 + R≥0ug 0���

ρgg  
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!���� �� !����
����
 3 3@ "�� Σ′ �� ��) ���������
� 
� Σ ,��	� �� 	
�������� ,��� ��� *�,�
�

�
�)����� 
� H1, . . . , Hg−1 ��� σ ∈ Σ′ ,���
◦
σ⊂

◦
Δ � �) ����� E�E � ��	�����) 	
�����
� �
 ����

ZΣ′ ∩ Oσ �= ∅ �� ���� σ ���������� � ��	� Fi 
� �������
� ≥ 1 
� ��	� �
�)����
� N (Hi) �
�

i = 1, . . . , g − 1 � ���� ,� ���� σ ⊂
⋂g−1
i=1 σ(Fi) ⊂

⋂g−1
i=1 σ(Ei) �
� Ei ��) #��� ���� 
� ��� ��	� Fi �

��� �
������ ����� Ei ���� ��) ������ ��� ���������� �) ����� E�FD ��� �) ������) σ �� 	
�������
�� ��� ����
�� 
� Ξ � �) ����� TE�EU ,� ����	� ���� �� σ ∈ Σ − Ξ ���� Oσ ∩ ZΣ = ∅ �

��� ��

� 
� ��� ��	
�� �������
� �� ����
�
�� �
 ��� ��

� 
� ����� E�EA� "�� σ ∈ Ξ(d+1) � �
�

������	� σ = ρgj + R≥0uj T��� ��

� �� ��� 	��� σ = ρgj−1 + ρgj �� ����
�
��U �
� j = 1, . . . , g � ���

	
��
� 4��
 �
	�� Z ′ ⊂ Zσ 
� ��� ��� ���	��
�� X−m1H1, . . . , X
−mg−1Hg−1 �
�

mi =

{
�i �� i = 1, . . . , j − 1

u∗i+1 �� i = j, . . . , g − 1

	
������ ZΣ ∩ Zσ � +�	� ������ X−miHi �� 
� ��� �
��

X−miHi = Bi + ����� ��������� 
� Oσ

,����

Bi =

{
1 −Xniu∗i −mi �� i = 1, . . . , j − 1

c∗i +Xniu
∗
i −mi �� i = j, . . . , g − 1.

��� ���� Ei := [niu
∗
i , mi] �� � ��	� 
� ��� �
�)����
� N (Hi) ��� �) ����� E�FD ,� ���� σ =⋂g−1

j=1 σ(Ei) ���� σ⊥ =
⊕g−1

j=1(σ(Ei))⊥ ���	� ��� ����� Ei ��� �=���) ������������ $
��
���� ���
��	�
� niu∗i −mi �� ��������� �
� ��� �����	� MΔ ��� �� �
��
,� ���� σ⊥ ∩MΔ = ⊕g−1

i=1 (niu
∗
i −mi)Z �

'� �
��
,� ���� ��� �������	��
� Z ′ ∩Oσ �� �	������ ��#��� �) ��� ������
�� B1 = · · · = Bg−1 = 0 �

�� � ������ �
��� xσ ��� ���� B1, . . . , Bg−1 ��#�� � ������� �)���� 
� ���������� �� ��� �
��� xσ 
�

Oσ � ��� ���� (Z ′, xσ) �� ����)��	���) ������	���� ���	� �� �� ��
�
����	 �
 (Zσ,(NΔ)σ , oσ) �) �����

E�F� '� �
��
,� ���� �� 	
��	���� ,��� (ZΣ, xσ) ���	� ���� ���� �� 	
������� �� (Z ′, xσ) ��� �
��

���� ��� ���� �������
�� $
��
���� �� τ �� � ��	� 
� σ ���� ��� ��
�
������ ��
�� ����	�� ��

��
�
������ ���,��� ZΣ∩Oτ ��� ��� 
���� 	
�����
����� �
 τ �� Zσ,(NΔ)σ � K� 	
�	���� ��
� ����

���� ZΣ ��� � �
�
���� ��������� ����	���� ,��� ���
	����� 	���	� Ξ � �

K� ��	��� �
�� ��	�� ��� �
����
�� ��
�� ��� ������� �������� ���
����
� 
� �� �� �)��������	�

T��� ���
��� E�BU� 7��
�� �) (�i, N
′
i) ��� ���� 
� ��� ���� (ρ × R≥0yi,M

′
i) ,���� M

′
i ���
��� ���

�����	� Mi⊕yiZ N ��	� �i �� 
� ��� �
�� ρ×R≥0 � �
� i = 0, . . . , g−1 � ��� ������� �������� ���
����
�

�� � 	
��
����
� 
� g �
�
���� �
��#	���
�� πi : Zi → Zi−1 �
� Z0 = Z� ��� i = 1, . . . , g � +�	�

������) Zi �� ����� ,��� � �
�
���� ��������� ����	���� ������ 	���	� Σi � ��� 	���	� Σ1 �� ��
�
����	

�
 ��� ���������
� 
� (�,N ′
0) �) ��� ������ �
�� n1(y0 − λ1) ∈ M ′

0 � ��� 	���	� Σj �� 
������� ��
�

Σj−1 �) ������ ��� ���������
� 
� ��� 	
�� �j−1 ��#��� �) nj(yj−1 − λj + λj−1) ∈ M ′
j−1 N ����

���������
� ��� (d+ 1) &�������
��� 	
����

σ−
j = {(a, v) ∈ �j−1/0 ≤ v ≤ 〈a, λj − λj−1〉} ��� σ+

j = {(a, v) ∈ �j−1/v ≥ 〈a, λj − λj−1〉}. TE�ECU
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3����� E�@� ( ����������� ��	��
� 
� ��� 	
���� �
�)������ 	
����� ���
	����� �
 � �����&
������)

�����	� ,��� ����� 	����	�������	 ���
�����

'� �� ����� �
 Σj−1 �) �������)��� ��� ��	� ρ× {0} 
� σ−
j ,��� σ+

j−1 ∩ σ−
j−1 T��� ����� E�BFU�

'�����	�	�� "2!�2 H���� �
 �
 �
�������
� Σg
∼= Ξ �� ��
�� ���������� ������� 0��� �
������


��	��	�� 

!���� '� �� ��=	���� �
 ��
�� ���� ��� ���� (σ, (N ′
j−1)σ) �� ��
�
����	 �
 (τ, (NΔ)τ ) ,��� (σ, τ) ��

����� �
 (σ−
j , ρ

g
j + ρgj−1) 
� �
 (σ+

j , ρ
g
j + R≥0uj) �

'� ��� #��� 	��� ,� ��#�� �� �
�
�
������ ξ : N ′
j−1 → NΔ �)�

(a, v) �→ a +

j−1∑
i=1

〈a, γj−1〉ui +
∑
i≥j

nj · · ·ni−1w(a, v)ui TE�FDU

,���� w(a, v) = v+ nj−1〈a, γj−1〉 � '� �
��
,� ���� ξR(σ−
j ) = ρgj + ρgj−1 ���	� (a, v) ∈ σ−

j ������� ����

nj−1〈a, γj−1〉 ≤ w(a, v) ≤ 〈a, γj〉 �) TE�B@U�

'� ��� ��	
�� 	��� ,� ���� ���� N ′
j−1 = Nj ⊕ y∗j−1Z T���� �
��
,� ��
� ����� E�@H� ��� ��	����
�

Nj ↪→ N ′
j−1 �� ���� �
 ��� �
�
�
������ M ′

j−1 →Mj ���� ���� yj−1 �→ λj−λj−1 ��� #��� Mj−1 U�

���� ,� ���� (N ′
j−1)R = (Nj)R ⊕ y∗j−1R ��� ,��� ���� ��	
��
����
� ��� 	
�� σ+

j �� ���
 ��#��� �)

��� �
����� TE�ECU ��
��� ���� ,� ����� ����
�
���)� ��� 	
�����
����� �����	� �
�
�
������ ξ ��

��#��� �) TE�FDU ,��� w(a, v) = v + 〈a, γj〉 � '� �
��
,� ��
� TE�B@U ���� ξR(σ+
j ) = ρgj + R≥0uj � �

K� ���� ��� ��� ����������� �
 ��
�� ���
��� E�I�

!���� �� ������� 3 I ��� �������	��
� 
� Z ,��� ��� �
��� 
� ZΔ �� ��
�
����	 ,��� Z� ����� ���

�)��������	� ��#��� �) q0 . . . qg−1 = 0 � '� �
��
,� ��
� ����� ��#����
� ���� ��� �
������� π ��� p

��� ��
�
����	 
��� ���� ��� ,��	� �� ��� 
��� ������� 
� ��� ������#	���
� 
� Zg ��� ZΣ �

"�� oτ T����� oτ ′ U �� 0 &�������
��� ������� 
� Zg T����� 
� ZΣ U ���
	����� �
 ��� 	
���

τ ∈ Σ(d+1) T����� τ ′ ∈ Ξ(d+1) U� '� τ 	
�����
��� �
 τ ′ �) ��� ��%�	��
� ����������� �� ��
�
����
�

E�FB ,� 	�� ������ ��� ��
�
������ ��
� ��� 
��� ������ �
 �� ��
�
������ (Zg, oτ) → (ZΣ, oτ ′) �)

����� 
� ��
�
����
� E�FB ��� ����	��� ��
�
������� ���,��� ��� ������ 
� �������
�� 0 ≤ k < d+1
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���
	����� ,��� 	
�����
����� ��	�� 
� τ ��� τ ′ � ����� ������� ���� ����� �
	�� ��
�
������ �����

��� ��
���� �� ��
�
������ Zg
I→ ZΣ ,��	� ��������� ��� �
�
���� ��������� ����	����� 6��	�

p ◦ I = π �� �
��
,� ���� ��� ��
�
������ ��
�� �� �� ��	� �� ��
�
������ 
� ��� ����� (S ′, Zg) ���

(SΣ,ZΣ) � �

$�.�. /� �#�����

K� ����� � ������� �
� ��� �����&
������) �����	� ���� S ��#��� �) f = 0 ,���� f = (Y 2−X3
1 )2−

X4
1X2Y

2 � ��� �
�)�
���� f ∈ C{X1, X2}[Y ] �� �����&
������) ��� ������	����� ��� 	����	�������	

���
����� ��� �������� ��� λ1 = (3
2
, 0) � λ2 = (2, 1

2
) ��� n1 = n2 = 2 � ��� ���
	����� ������
�� ��

Γ = Z2
≥0 + γ1Z≥0 + γ2Z≥0 ,���� γ1 = (3

2
, 0) ��� γ2 = (7

2
, 1

2
) �

��� ��������� 
� S �� C4 �� ��#��� �) ��� ��������� 
� ��� �
�)�
������

H1 := U2
1 −X3

1 − U2, H2 := U2
2 −X4

1X2U
2
1 ,

,���� U1 = Y ��� U2 = Y 2 − X3
1 � K� ���
�� ��� 	

�������� 
� � ��	�
� �� Δ ,��� �����	�

�
 ��� 	��
��	�� ����� �) (v1, v2, w1, w2) N T��� 	
�� ρ
g
0 	
�����
��� �
 w1 = w2 = 0 ��� ,� ����

u1 = (0, 0, 1, 0) ��� u2 = (0, 0, 0, 1) ,��� ��� �
����
�� 
� ��� �����
�� ��	��
�U� K� ���
�� �) �2

��� ������ ������	� 
���
�
��� �
 ��� 	
���	� ���� 
� N (H2) � �) δ1 ��� 	
�� Δ∩�2∩{v1 = v2 = 0}
��� �) δ2 ��� 	
�� Δ ∩ �2 ∩ {w1 = 0} �

( �������� ���������
� Σ 
� Δ ��� 4 &�������
��� 	
����

ρ2
2 + δ1 + u2R≥0,

ρ2
2 + δ2 + u2R≥0,

ρ2
2 + ρ2

1 + δ1 + u1R≥0,

ρ2
2 + ρ2

1 + ρ2
0 + δ2,

ρ2
1 + ρ2

0 + u1R≥0.

3����� E�B� ��� ������� ���������� ��� �������� ��� Σ
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K� ���� T��� �
����� TE�EGUU�

ρ2
1 = R≥0(2, 0, 3, 6) + R≥0(0, 1, 0, 0)

ρ2
2 = R≥0(2, 0, 3, 7) + R≥0(0, 2, 0, 1)

δ1 = R≥0(0, 0, 1, 1)

δ2 = R≥0(1, 0, 0, 2) + R≥0(0, 2, 0, 1)

��� 	
�� ρ2
2 �� �������� ��� �
�����4���
� 
� ��� �����&
������) �����	� ����� ��

�� �� ����

�������� '� Σ′ �� ��) ���
����
� 
� ��� ��� Σ �� �
��
,� ���� ��� 	
�� ρ2
2 ���
��� �
 Σ ��� ��� ����	�

������
�� 
� S �) πΣ′ 
��) �������	�� ��� ��	����
��� 
���� 	
�����
����� �
 ���� 	
���

K� ����� � ������� 	
�� σ ⊃ ρ2
2 
� �������
� �
��� ,��	� ���
��� �
 �
�� ���
����
� Σ′ � ��� ,�

	
����� ��� ����	� ������
�� 
� S �) ��� �
��	 �
������ 
� ��� 	���� Zσ � ��� �������) �
 ����� σ

�� �
 #�� � ����� 
� ��� �����	� �2 ∩ Z4 ��� ���� �
 ��� ��� ������
� 
� ��� �)�������� �2 �
 #�� �

����� 
� Z4 �

K� #�� �� ���� 	���

σ = R≥0(2, 0, 3, 7) + R≥0(0, 2, 0, 1) + R≥0(1, 0, 2, 4) + R≥0(2, 1, 3, 8),

��� #��� ����� ��	�
�� ��#���� � ����� 
� �2 ∩ Z4 � ��� �
��	 �
������ ZΣ′ → C4 
� ��� 	���� ��

����� �) T��� TE�BUU�
X1 = V 2

1 V
2
3 V4

X2 = V 2
2 V3

U1 = V 3
1 V

3
3 V

2
4

U2 = V 3
1 V

7
2 V

8
3 V

4
4

��� �
��� ������
�� 
� S �� ��#��� �)

V 6
1 V

6
3 V

3
4 (V4 − 1 − V1V2V

2
3 V4) = 0

V 14
1 V 2

2 V
15
3 V 8

4 (V3 − 1) = 0

��� ����	� ������
��� ��#��� �) ��� ��������� 
� V4 − 1 − V1V2V
2
3 V4 ��� V3 − 1 � �� 	�����) ��

��

��� ����������� �
 ��� ��	����
��� �����
��
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