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INTRODUCTION

Ce travail est une contribution à l’étude des représentations lisses modulo p du groupe linéaire
général à cœfficients dans un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p. Soit F
un tel corps.

On note G = GL2(F )/πZ où π désigne une uniformisante de F . Nous montrons que, lorsque
F = Qp avec p 6= 2, le foncteur des invariants sous l’action du pro-p-Iwahori I(1) de GL2(F ) est
une équivalence entre la catégorie des Fp-représentations lisses de G engendrées par leurs I(1)-
invariants et la catégorie des modules à droite sur la Fp-algèbre de Hecke HFp

(G, I(1)). Nous
donnons en outre des exemples de corps F pour lesquels ce résultat est faux.

D’autre part, nous donnons la classification des modules simples ayant un caractère central
sur la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL3(F ). Après avoir décrit conjecturalement les
modules simples supersinguliers, nous montrons, dans l’esprit d’une correspondance de Langlands
modulo p, qu’ils sont en bijection avec les Fp-représentations irréductibles de dimension 3 du
groupe de Weil de F .

Enfin, nous donnons un critère d’irréductibilité pour les séries principales de GLn(F ) en carac-
téristique p.

Toutes les représentations considérées sont lisses.

Soit n un entier strictement positif. La théorie des représentations complexes de GLn(F ) est
bien comprise. J.N.Bernstein a montré que la catégorie des représentations complexes de GLn(F )
se décompose en un produit de catégories de modules sur des algèbres complexes, appelées blocs
de Bernstein ([5]). La théorie des types de C.J.Bushnell et P.C Kutzko ([7]) assure que pour tout
bloc de Bernstein B, il existe un sous-groupe ouvert compact K de GLn(F ) et une représentation
irréductible ρ de K tels que B coïncide avec la sous-catégorie des représentations complexes
engendrées par leurs composantes (K, ρ)-isotypiques et que cette dernière est équivalente, via le
foncteur des (K, ρ)-invariants, à la catégorie des modules à droite sur l’algèbre de Hecke de la
représentation ρ. On dit que (K, ρ)-est un type pour le bloc de Bernstein B.

En particulier, si l’on choisit pour K le sous-groupe d’Iwahori standard I de GLn(F ), et pour ρ
son caractère trivial, le couple (I, 1I) est un type : le foncteur des I-invariants est une équivalence
entre la catégorie des représentations complexes de GLn(F ) engendrées par leurs I-invariants et
la catégorie des modules à droite sur l’algèbre de Hecke-Iwahori complexe de GLn(F ) ([8]).
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La classification des représentations complexes est en partie motivée par la conjecture de Lan-
glands, qui est désormais démontrée, lorsque F est de caractéristique positive ([24]) et lorsque F
est de caractéristique nulle ([21] et [20]) : il existe une correspondance bijective naturelle entre
les représentations irréductibles supercuspidales, i.e. qui ne sont pas des sous-quotients d’induites
paraboliques, et les représentations irréductibles de dimension n du groupe de Weil de F .

Pour un nombre premier `, on fixe une clôture algébrique F` de F`. Les représentations de
GLn(F ) à cœfficients dans F`, ` 6= p, ont été classifiées par M.-F.Vignéras ([39]) qui a adapté à
ce cadre la théorie des types. Le foncteur des I-invariants met en bijection les F`-représentations
irréductibles de GLn(F ) ayant un vecteur I-invariant non trivial avec les modules simples à droite
sur la F`-algèbre de Hecke-Iwahori. Le résultat reste vrai si l’on remplace I par le pro-p-Iwahori
I(1). Enfin, la conjecture de Langlands modulo ` est vérifiée ([42]).

On ne connaît pas les représentations irréductibles à cœfficients dans Fp de GLn(F ). Travailler
en caractéristique naturelle génère nombre de difficultés. Les outils précédemment utilisés, en
particulier la mesure de Haar sur GLn(F ), ne s’adaptent pas car GLn(F ) est localement un pro-
p-groupe.

Les pionniers de la théorie des Fp-représentations de GLn(F ) ont abordé tout d’abord le cas
où n = 2. En 1994, L.Barthel et R.Livné ([1], [2]) ont classifié les représentations irréductibles de
GL2(F ) qui sont des sous-quotients d’induites paraboliques et montré qu’il existe des représen-
tations irréductibles supercuspidales, qu’ils n’ont pas classifiées et qu’ils ont appelées supersingu-
lières. En 2001, C.Breuil a classifié ces représentations supersingulières dans le cas particulier où
F = Qp ([10]).
Un enjeu majeur de la détermination des Fp-représentations irréductibles de GLn(F ) est l’explo-
ration de la possibilité d’une correspondance de Langlands en caractéristique p. Dans cet esprit,
C.Breuil a démontré que les représentations supersingulières de GL2(Qp) sont en bijection natu-
relle avec les Fp-représentations irréductibles de dimension 2 du groupe de Weil de Qp.

Faute d’un cadre théorique adapté, les résultats précédents ne sont pas généralisés à tout n ≥ 2.
Le cas, encore très mystérieux, de la caractéristique p offre toutefois une propriété particulière :
tout pro-p-groupe agissant (de façon lisse) sur un Fp-espace vectoriel admet un vecteur invariant
non trivial. Le pro-p-Iwahori I(1) de GLn(F ), c’est à dire l’unique pro-p-sous-groupe maximal de
l’Iwahori standard, retient donc l’attention : si l’on se donne une Fp-représentation V non nulle de
GLn(F ), la Fp-algèbre de Hecke HFp

(GLn(F ), I(1)) du pro-p-Iwahori agit naturellement à droite

sur l’espace V I(1) non trivial de ses I(1)-invariants. Le foncteur obtenu, de la catégorie des Fp-
représentations de GLn(F ) dans la catégorie des HFp

(GLn(F ), I(1))-modules à droite, est appelé
foncteur des I(1)-invariants.

S’inspirant du cadre des représentations complexes, ou bien à cœfficients dans F`, ` 6= p, il semble
alors naturel d’appréhender le problème de la classification des Fp-représentations irréductibles de
GLn(F ) via les deux questions suivantes :

1. L’étude des propriétés du foncteur des I(1)-invariants.
2. La classification des modules simples sur la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F ).
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L’objet du présent travail est d’apporter des éléments de réponse à ces deux questions. Rap-
pelons tout d’abord ce qui a déjà été établi dans cette voie. En 2001, M.-F. Vignéras a classifié
les modules simples sur la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL2(F ) ayant un caractère
central ([43]). Parmi ces modules, elle a identifé ceux qui proviennent, via le foncteur des I(1)-
invariants, de sous-quotients irréductibles d’induites paraboliques. Il convenait alors d’appeler les
autres des modules supersinguliers. Le bien-fondé de cette dénomination est manifeste, à la lumière
des observations suivantes. Lorsque F = Qp, le foncteur des I(1)-invariants met en correspon-
dance bijective les Fp-représentations irréductibles de GL2(Qp) ayant un caractère central avec les
HFp

(GL2(Qp), I(1))-modules simples ayant un caractère central. Cette correspondance associe les

Fp-représentations supersingulières classifiées par C.Breuil avec les HFp
(GL2(Qp), I(1))-modules

simples supersinguliers. D’autre part, pour F quelconque, les HFp
(GL2(F ), I(1))-modules simples

supersinguliers sont en bijection avec les Fp-représentations irréductibles de dimension 2 du groupe
de Weil de F . Enfin, en 2003, à l’aide de systèmes de cœfficients inspirés de [32], V.Paskunas a
associé à chaque HFp

(GL2(F ), I(1))-module simple supersingulier une représentation supersingu-
lière de GL2(F ) dont l’espace des I(1)-invariants a pour socle ce module simple supersingulier
([28]).

Les résultats présentés dans cette thèse s’organisent en deux parties, articulées autour des deux
questions que nous nous sommes précédemment posées.

Partie I

Nous travaillons avec le groupe G = GL2(F )/πZ. Par définition, la Fp-algèbre de Hecke du pro-
p-Iwahori de G est l’algèbre des entrelacements du Fp[G]-module universel Fp[I(1)\G]. Ainsi, ce
module universel définit les deux foncteurs adjoints T (1) et H(1) suivants :

– le foncteur T(1) de la catégorie des HFp
(G, I(1))-modules à droite dans la catégorie des Fp-

représentations de G engendrées par leurs I(1)-invariants :

M 7−→ M ⊗HFp
(G,I(1)) Fp[I(1)\G],

– le foncteur H(1), dit des I(1)-invariants, de la catégorie des Fp-représentations de G engendrées
par leurs I(1)-invariants dans la catégorie des HFp

(G, I(1))-modules à droite :

V 7−→ HomFp[G]( Fp[I(1)\G], V ) ' V I(1)

Le module universel Fp[I\G], relatif à l’Iwahori standard I, définit de manière analogue deux
foncteurs adjoints T et H entre la catégorie des HFp

(G, I)-modules à droite et la catégorie des

Fp-représentations de G engendrées par leurs I-invariants.

Lorsque l’on travaille avec les représentations complexes, il est bien connu que le foncteur T est
exact : le résultat repose sur le fait que le pro-ordre de I est inversible dans l’anneau sur lequel
on travaille. Ainsi, on dispose d’une mesure de Haar normalisée µ de I et, pour tout espace V sur
lequel I agit, on a V I = µV .

Notre premier chapitre s’attache à déterminer un critère d’exactitude pour le foncteur T (1),
condition sine qua non pour qu’il constitue une équivalence de catégories : nous montrons que le
module universel Fp[I(1)\G] est plat comme module sur la Fp-algèbre de Hecke de HFp

(G, I(1))

si et seulement si le cardinal q du corps résiduel de F est premier, égal à p.
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Plus précisément, on décompose T(1) en sa partie Iwahori et sa partie régulière au sens suivant.
On désigne par indG

I σ l’induite compacte d’une Fp-représentation σ de I. Puisque Fp est un
anneau dans lequel q−1 est inversible et contenant une racine q−1ème de l’unité, le Fp[G]-module
Fp[I(1)\G] se décompose en la somme directe

Fp[I(1)\G] '
⊕

γ∈Γ

indG
I σγ ,

où Γ désigne l’ensemble des orbites sous l’action du groupe des permutations S2 = {1, τ} des
Fp-caractères de I/I(1) ' (F∗

q)
2 et, pour γ ∈ Γ, on désigne par σγ la représentation de I triviale

sur I(1) donnée par σγ = ⊕
χ∈γ

χ.

Il n’y a pas d’entrelacement non nul entre les induites compactes de σγ et σγ′ si les orbites γ et
γ′ sont distinctes, de sorte que cette décomposition se traduit par l’écriture de la Fp-algèbre de
Hecke HFp

(G, I(1)) en un produit d’algèbres de Hecke (proposition 1.1.3) :

HFp
(G, I(1)) '

⊕

γ∈Γ

HFp
(G, σγ).

Le HFp
(G, I(1))-module Fp[I(1)\G] est plat si et seulement si pour chaque orbite γ ∈ Γ l’induite

compacte indG
I σγ est un module plat sur la Fp-algèbre de Hecke HFp

(G, σγ) de la représentation
σγ .

Lorsque γ est de cardinal 1 on dit que l’on est dans le cas Iwahori et l’on est ramené à l’étude de
la platitude du HFp

(G, I)-module universel Fp[I\G] (§1.2). Lorsque γ = {χ, τχ} est de cardinal 2,
on dit que l’on est dans le cas régulier dont l’étude se ramène, par équivalence de Morita, à celle
du HFp

(G,χ)-module indG
I χ (§1.3).

Nous montrons, à l’aide de l’arbre de Bruhat-Tits que le HFp
(G, I)-module Fp[I\G] est projectif

donc plat. L’induite compacte d’un caractère régulier est, quant à elle, un HFp
(G,χ)-module libre

si q = p, tandis que si q 6= p, ce n’est pas même un HFp
(G,χ)-module plat. Le défaut d’exactitude

de T(1) lorsque q 6= p provient donc de sa partie régulière.

Lorsque q 6= p, on ne saurait donc espérer que T(1) et H(1) constituent des équivalences quasi-
inverses de catégories. Est-ce une condition nécessaire et suffisante ? Qu’en est-il de T et H ?

Dans le deuxième chapitre, nous nous attelons à répondre à ces questions et établissons les
résultats suivants :

a) Supposons que F = Qp, avec p 6= 2. Les foncteurs T(1) et H(1) sont des équivalences
quasi-inverses entre la catégorie des HFp

(G, I(1))-modules à droite et la catégorie des Fp-
représentations de G engendrées par leurs I(1)-invariants.

b) Supposons que l’on est dans l’une des deux situations suivantes : q 6= p, ou bien p 6= 2 et
F = Fp((t)) est le corps des séries de Laurent en la variable t à cœfficients dans Fp.
Il existe un HFp

(G, I(1))-module à droite simple supersingulier M
(1) (qui est un Fp-espace

vectoriel de dimension 2) tel que le Fp-espace vectoriel H(1) ◦ T(1)(M(1)) est de dimension
infinie.
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Ces résultats sont à nouveau démontrés en deux temps, en considérant la partie Iwahori (§2.1)
puis la partie régulière (§2.2). Il apparaît par exemple, lorsque F = Fp((t)) avec p 6= 2, que les
foncteurs T(1) et H(1) ne sont pas des équivalences de catégories bien que T(1) soit un foncteur
exact.

Notons que le résultat a) du théorème permet en particulier de retrouver le résultat de C.Breuil
de classification des Fp-représentations irréductibles supersingulières de GL2(Qp) pour p 6= 2. Un
résultat du type de b) était annoncé dans sa remarque 4.2.6.

Lorsque F = Qp, p 6= 2, notre preuve de l’équivalence de catégories tire profit, de façon essen-
tielle, de la décomposition du module universel Fp[I(1)\G] en une somme directe de HFp

(G, I(1))-
modules projectifs de type fini. On remarque de plus que l’on est naturellement conduit à l’étape
déterminante qui consiste à vérifier que H(1) ◦ T(1)(M(1)) ' M

(1), où M
(1) est un HFp

(G, I(1))-
module à droite simple supersingulier. C’est ainsi que l’on réalise, lorsque l’on se place dans les
hypothèses b), que ce sont les modules supersinguliers qui viennent entraver l’existence d’un iso-
morphisme H(1) ◦ T(1) ' id.

Partie II

Les résultats de la première partie sont spécifiques au cas n = 2 car ils nécessitent une compré-
hension de la structure du module universel sur la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori, facilitée
par la structure d’arbre de l’immeuble de Bruhat-Tits de GL2(F ).

La deuxième question que nous avons posée au début de cette introduction apparaît, quant à elle,
plus aisément abordable en de plus grandes dimensions. Nous décrivons ici les résultats établis
dans l’espoir de comprendre la classification des modules simples ayant un caractère central sur
la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F ) et mettons en œuvre ces méthodes dans le
dernier chapitre, pour obtenir la complète classification lorsque n = 3.

Dans le chapitre 3, nous énonçons tout d’abord des résultats dus à Vignéras qui donnent un
analogue, pour l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F ), de la présentation de Iwahori-
Matsumoto pour l’anneau de Hecke-Iwahori ([45]). Si cette présentation fut suffisante pour déter-
miner les HFp

(GL2(F ), I(1))-modules simples ([43]), les calculs sont inextricables si l’on procède
de même avec n = 3. Cette difficulté a motivé la mise en place, pour le Z-anneau de Hecke du pro-
p-Iwahori de GLn(F ), d’une présentation de Bernstein entière ([45]) inspirée de la présentation
de Bernstein pour l’algèbre de Hecke-Iwahori complexe ([26]). On dispose donc désormais dans le
Z-anneau de Hecke du pro-p-Iwahori d’un sous-anneau commutatif A(1), contenant le centre, et
sur lequel l’anneau de Hecke est un module de type fini.
Soit R un anneau commutatif unitaire. Suivant les méthodes de Rogawski ([30]) pour la déter-
mination des modules simples de l’algèbre de Hecke-Iwahori complexe, on définit les R-modules
standards, c’est-à-dire les HR(GLn(F ), I(1))-modules induits par les R-caractères de A(1) (§3.3).
Ils possèdent la propriété universelle suivante : si R est un corps algébriquement clos, tout
HR(GLn(F ), I(1))-module simple ayant un caractère central est quotient d’un R-module stan-
dard. Si de plus q est inversible dans R, la R-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F ) est
un module libre de rang n! sur sa sous-algèbre commutative A(1)⊗ZR et les R-modules standards
sont de dimension n!.

On classe les Fp-modules standards en trois familles : on dit d’un Fp-caractère de A(1), du Fp-
module standard qu’il induit, et de tout HFp

(GLn(F ), I(1))-module quotient de ce module stan-
dard, qu’ils sont supersinguliers si le caractère est “aussi nul que possible” au sens de la définition
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3.3.11. Dans le cas opposé, où le caractère est “le moins nul possible”, on dira qu’ils sont réguliers.
Le cas intermédiaire sera appelé singulier.

Cette définition est légitimée tout d’abord par le fait qu’elle est en conformité avec le cas n = 2
pour lequel on connaît les modules simples supersinguliers. Elle suppose de plus implicitement
que l’on puisse identifier les I(1)-invariants de sous-quotients d’induites paraboliques avec les
HFp

(GLn(F ), I(1))-modules non-supersinguliers. Nous donnons, à la section 3.4, un résultat dans
cette direction : le HFp

(GLn(F ), I(1))-module des I(1)-invariants d’une série principale contient un

quotient non nul d’un Fp-module standard régulier. (Nous montrons même, lorsque n = 3, que le
HFp

(GL3(F ), I(1))-module des I(1)-invariants d’une série principale est isomorphe à un Fp-module
standard régulier). On exhibe alors des entrelacements entre les modules standards réguliers qui
permettent d’établir un critère d’irréductibilité pour les séries principales en caractéristique p. Il
s’énonce de la façon suivante : soit X = X1⊗ ...⊗Xn : (F ∗)n → Fp

∗
un caractère du tore déployé de

GLn(F ) ; la série principale induite par X est une Fp-représentation irréductible de GLn(F ) si et
seulement si pour tout i ∈ {1, ..., n− 1}, on a Xi 6= Xi+1. Notons que cette condition est différente
du critère d’irréductibilité pour les séries principales complexes : en effet, le critère d’irréductibilité
pour la série principale induite par X ne dépend pas uniquement de la classe de conjugaison de X

sous l’action du groupe des permutations Sn.

Le quatrième et dernier chapitre traite le cas n = 3. Nous y donnons la classification des modules
simples ayant un caractère central sur la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL3(F ) et
établissons une correspondance de Langlands numérique pour les modules simples supersinguliers.

Comme pour n = 2, nous décomposons tout d’abord l’algèbre de Hecke HFp
(GL3(F ), I(1)) selon

l’ensemble Γ des orbites sous l’action du groupe des permutations S3 des Fp-caractères du tore
fini (F∗

q)
3 ' I/I(1) : à l’orbite γ ∈ Γ on associe la Fp-représentation de I triviale sur I(1) donnée

par σγ = ⊕χ∈γχ et l’on a la décomposition en produit d’algèbres suivant :

HFp
(GL3(F ), I(1)) =

⊕

γ∈Γ

HFp
(GL3(F ), σγ).

On est ainsi ramené à l’étude des modules simples sur l’algèbre de Hecke HFp
(GL3(F ), σγ) de

la représentation σγ , selon que γ est de type Iwahori c’est-à-dire de cardinal 1, de type régulier
c’est-à-dire de cardinal 6, et enfin de type semi-régulier c’est-à-dire, de cardinal 3.

La section 4.2 est consacrée à l’étude des modules simples sur HFp
(GL3(F ), I), la Fp-algèbre de

Hecke-Iwahori de GL3(F ). Cette dernière est isomorphe à l’algèbre de Hecke de σγ pour toute
orbite γ de cardinal 1.

La semi-simplification des modules standards de HFp
(GL3(F ), I) fournit la classification des

HFp
(GL3(F ), I)-modules simples ayant un caractère central. Cette classification est donnée au

paragraphe 4.2.3.

On remarque en particulier que les HFp
(GL3(F ), I)-modules standards induits par un caractère

supersingulier sont des Fp-espaces vectoriels de dimension 12, et non 6 = |W0|. Leur étude montre
qu’il existe des Zp-modules standards qui ne sont pas des Zp-modules libres. Ainsi, il apparaît que
le Z-anneau de Hecke du pro-p-Iwahori n’est pas plat sur son sous-anneau commutatif A(1).
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Dans la section 4.3, on étudie les modules simples sur la Fp-algèbre de Hecke de la représentation
σγ lorsque γ est régulière. Un module standard pour cette algèbre de Hecke possède un unique
quotient irréductible. (Ce résultat est transposable à GLn(F ) pour n quelconque.)
La classification des HFp

(GL3(F ), σγ)-modules simples ayant un caractère central est donnée au
paragraphe 4.3.3. Parmi ces modules, les supersinguliers sont de dimension 3. On en déduit en
particulier que l’algèbre HFp

(GL3(F ), σγ) n’est pas isomorphe à une algèbre de matrices de taille 6.
Ainsi, contrairement au cas des représentations complexes de GL3(F ), il apparaît que pour toute

transposition s ∈ S3, les induites compactes indGL3(F )
I χ et indGL3(F )

I sχ ne sont pas isomorphes
comme Fp[GL3(F )]-modules.

Enfin, le cas semi-régulier est traité dans la partie 4.4. Nous ne procédons pas ici par semi-
simplification des modules standards. Soit χ : I/I(1) → Fp

∗
un caractère de l’Iwahori standard

de GL3(F ) dont l’orbite γ sous l’action du groupe des permutations S3 possède 3 éléments.
L’algèbre de Hecke HFp

(GL3(F ), σγ) est isomorphe à l’algèbre des matrices de taille 3 sur l’anneau
HFp

(GL3(F ), χ). Par des calculs élémentaires, on obtient une présentation par générateurs et
relations de l’algèbre de Hecke HFp

(GL3(F ), χ) (§4.4.1) puis la liste de ses modules simples ayant
un caractère central (§4.4.2).

On a ainsi déterminé les modules simples ayant un caractère central sur l’algèbre de Hecke du
pro-p-Iwahori de GL3(F ). Parmi eux, on distingue les supersinguliers qui sont des Fp-espaces
vectoriels de dimension 3.
Le bien-fondé de l’appellation “supersingulier” est justifié pour n = 3 par la partie 4.5. Au chapitre
3, nous avons vu que l’espace des I(1)-invariants d’une série principale de GL3(F ) est isomorphe
à un Fp-module standard régulier. On suppose ici que F = Qp de sorte que les représentations
supersingulières de GL2(Qp) et leurs espaces des invariants sous l’action du pro-p-Iwahori sont
connus ([10], [43]). On considère la représentation ρ de GL3(Qp) obtenue en induisant parabolique-
ment depuis le sous-groupe de Levi GL2(Qp)×GL1(Qp) (ou GL1(Qp)×GL2(Qp)) et en choisissant
pour représentation de GL2(Qp) une représentation supersingulière. Alors, le HFp

(GL3(Qp), I(1))-

module à droite des I(1)-invariants de ρ est un quotient d’un Fp-module standard singulier, non-
supersingulier. Nous avons donc démontré que si l’on considère une représentation de GL3(Qp)
obtenue par induction parabolique d’une représentation supersingulière d’un Levi, un constituant
irréductible de son espace des I(1)-invariants n’est pas un module supersingulier.

Enfin, dans la section 4.6, on observe une coïncidence numérique propre à nourrir l’espoir d’une
correspondance de Langlands modulo p. Puisqu’elles sont modérément ramifiées, les représenta-
tions irréductibles de dimension 3 du groupe de Weil de F sont faciles à déterminer à l’aide de
la théorie de Clifford et des caractères fondamentaux de Serre [34]. Nous démontrons le résultat
suivant, que l’on appelle correspondance de Langlands numérique pour la Fp-algèbre de Hecke du
pro-p-Iwahori de GL3(F ) :

Soit z ∈ Fp
∗
. Entre l’ensemble fini des classes d’isomorphisme des HFp

(GL3(F ), I(1))-modules
simples supersinguliers, tels que l’uniformisante agit par multiplication par z, et l’ensemble fini
des classes d’isomorphisme des représentations irréductibles de dimension 3 du groupe de Weil de
F , telles que le déterminant du Frobenius est égal à z, on peut trouver une bijection compatible
avec la torsion par le caractère fondamental de F ∗ (Théorème 4.6.4).





NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES

On désigne par F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p, de corps résiduel
Fq, avec q = p`, ` ≥ 1, par OF l’anneau des entiers de F et par O∗

F le groupe des éléments
inversibles de OF . On choisit π une uniformisante de OF , et val la valuation normalisée par
val(π) = 1.

On fixe Qp une clôture algébrique de Qp. Soient Zp son sous-anneau des entiers algébriques, et Fp

son corps résiduel. On note ιQp
: Zp → Qp l’inclusion, rp : Zp → Fp, la réduction.

Soit n ∈ N, n ≥ 1. Pour k un corps, on désigne par T (k) le tore déployé constitué par les matrices
diagonales de GLn(k), et par B(k) le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures.

On considère le groupe des permutations Sn comme un sous-groupe de GLn(F ) en identifiant un
élément de Sn avec la matrice de permutation lui correspondant. On a une action par conjugaison
de Sn sur T (Fq) qui fournit une action de Sn sur le groupe T̂ (Fq) des caractères de T (Fq) à valeurs
dans F∗

q : pour χ ∈ T̂ (Fq), w ∈ Sn, on note wχ le caractère défini par (wχ)(t) = χ(w−1tw) pour

tout t ∈ T (Fq). On note Γ l’ensemble des orbites de T̂ (Fq) sous l’action de Sn.

On désigne par R un anneau commutatif unitaire d’unité 1R. Si R contient une racine q − 1ème

de l’unité, l’ensemble des R-caractères de T (Fq) s’identifie avec le groupe T̂ (Fq) des Fq-caractères
de T (Fq).

0.1. Représentations lisses et algèbres de Hecke

Toutes les représentations considérées sont lisses : les stabilisateurs des points sont ouverts. On
appelle caractère une représentation de dimension 1.

Pour les rappels au sujet des algèbres de Hecke, on se réfère à [43, A.1].

Dans cette section on désigne par G un groupe localement fini. Par exemple G = GLn(F ).

0.1.1. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et σ : K → GL(V ) une R-représentation de
K de type fini sur R.
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0.1.1.1. On note indG
Kσ l’induite compacte de σ à G ([39, I.5.1]). Elle s’identifie à l’espace des

fonctions à support compact f : G→ V vérifiant

f( k g ) = σ(k) f(g) pour tous k ∈ K, g ∈ G

muni de la translation à droite

(g0.f) (g) = f(gg0) pour tous g, g0 ∈ G.

L’algèbre de Hecke HR(G, σ) est l’algèbre des entrelacements

HR(G, σ) = EndR[G](ind
G
K σ).

0.1.1.2. — On suppose que σ : K → R∗ est un caractère. Un base de l’induite compacte du
caractère σ est l’ensemble

{fKg,σ, g ∈ K\G}

où l’on note fKg,σ l’élément de indG
Kσ de support Kg et de valeur 1R en g. Remarquons que

fKg,σ = g−1.fK,σ de sorte que le R[G]-module indG
Kσ est engendré par fK,σ.

La composante (K,σ)-isotypique de indG
Kσ est l’ensemble des fonctions f : G→ R telles que

f(k1gk2) = σ(k1)f(g)σ(k2) pour g ∈ G, k1, k2 ∈ K.

On dit de g ∈ G qu’il entrelace le caractère σ si pour tout k ∈ K ∩ gKg−1 on a σ(k) = σ(g−1kg).
On note Sσ l’ensemble des éléments de G qui entrelacent σ. Pour tout g ∈ Sσ l’élément Tg,σ de la
composante (K,σ)-isotypique de indG

Kσ de support KgK et de valeur 1R en g est bien défini.

Par réciprocité de Frobenius ([39, I.5.7]), l’algèbre de Hecke de σ s’identifie avec la composante
(K,σ)-isotypique de indG

Kσ munie du produit de convolution décrit par [43, A.1]. Une base de
l’algèbre de Hecke de σ est l’ensemble

{Tg,σ, g ∈ K\Sσ/K}.

On appelle Sσ le support de l’algèbre de Hecke de σ.

0.1.2. — On suppose que σ est le caractère trivial de K. On note alors HR(G,K) l’algèbre
de Hecke de ce caractère et on l’appelle la R-algèbre de Hecke de K. Son support est égal à G
tout entier et l’on notera simplement Tg l’élément Tg,σ de HR(G,K) de support KgK défini au
paragraphe précédent.

0.1.2.1. — La catégorie des HR(G,K)-modules à droite est équivalente à la catégorie des
HR(G,K)-modules à gauche. En effet l’endomorphisme de R-modules de HR(G,K)

(1) T 7−→ (T˜: g 7→ T (g−1))

est un anti-isomorphisme pour le produit de convolution de l’algèbre HR(G,K). Pour tout
HR(G,K)-module à droite M , on notera [M ]g le HR(G,K)-module à gauche avec le même
espace, et sur lequel l’action de HR(G,K) donnée par

T.m := m.T˜ pour m ∈M, T ∈ HR(G,K).

Désormais, en l’absence de précision, un HR(G,K)-module sera par défaut un HR(G,K)-module
à gauche.
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0.1.2.2. — L’induite compacte indG
K1 du caractère trivial de K s’identifie avec le R[G]-module

universel R[K\G] des fonctions à valeurs dans R et à support fini dans l’ensemble des classes à
droites de G modulo K. On notera 1K l’élément fK,1 égal à la fonction caractéristique de K. C’est
un élément générateur du R[G]-module universel R[K\G].

Le module universel R[K\G] est ainsi naturellement un module à gauche sur la R-algèbre de
Hecke de K. Pour tout g ∈ G, l’action de Tg sur ce R[G]-module est entièrement déterminée par
l’action de Tg sur l’élément générateur 1K car l’action de la R-algèbre de Hecke de K commute à
celle de G. Elle est donnée par

Tg(1K) =
∑

x∈K\KgK

x−11K =
∑

x∈K\KgK

1Kx.

0.1.3. Si (ρ, V ) est une R-représentation de G, son espace des K-invariants est un module à
droite pour la R-algèbre de Hecke de K. On peut se référer par exemple à [1, 1]. Soit v ∈ V K . Il
existe un unique morphisme de R[G]-modules

Φv : R[K\G] −→ V
1K 7−→ v.

Pour tout T appartenant à l’algèbre HR(G,K), l’action à droite de T sur v est donnée par

v.T := Φv ◦ T (1K).

0.1.3.1. — Le R[G]-module universel R[K\G] définit les deux foncteurs T et H suivants :

le foncteur T de la catégorie des HR(G,K)-modules à droite dans la catégorie des R-représentations
de G engendrées par leurs K-invariants :

ModD(HR(G,K)) −→ ModK
R (G)

M 7−→ M ⊗HR(G,K) R[K\G],

le foncteur H dit des K-invariants de la catégorie des R-représentations de G engendrées par
leurs K-invariants dans la catégorie des HR(G,K)-modules à droite :

ModK
R (G) −→ ModD(HR(G,K))
V 7−→ HomR[G](R[K\G], V ) ' V K .

Le foncteur T est adjoint à gauche de H. Par conséquent, si l’un de ces foncteurs est une équivalence
de catégories, l’autre l’est aussi et en est un quasi-inverse.

Rappelons, pour M un HR(G, K)-module à droite et V une R-représentation de G engendrée par ses
K-invariants, la forme de l’isomorphisme

HomR[G](T(M), V ) ' HomHR(G,K)(M, H(V )).

A un morphisme α : T(M) → V de R[G]-modules, on associe le morphisme de HR(G, K)-modules à
droite défini par

M → V K

m 7−→ α(m ⊗ 1K).

A un morphisme β : M → V K de HR(G, K)-modules à droite, on associe le morphisme de R[G]-
modules défini par

M ⊗HR(G,K) R[K\G] → V

m ⊗ 1K 7−→ β(m).
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Pour M un HR(G,K)-module à droite et V une R-représentation de G engendrée par ses K-
invariants nous relions M et H ◦ T(M) d’une part, V et T ◦ H(V ) d’autre part.

– On a un morphisme de HR(G,K)-modules à droite

(2)
M −→ (M ⊗HR(G,K) R[K\G])K ' H ◦ T(M)
m 7−→ m⊗ 1K .

Si l’espace des K-invariants de R[K\G] en est un facteur direct comme HR(G,K)-module, alors
l’application (2) est injective.

– On a un morphisme surjectif de R[G]-modules

(3) T ◦ H(V ) ' V K ⊗HR(G,K) R[K\G] → V

défini par v ⊗ 1K 7→ v pour tout v ∈ V K .

0.1.4. — Soit I le sous-groupe d’Iwahori standard de GLn(F ), et I(1) son unique pro-p-Sylow :
I est l’image inverse, par la réduction modulo π, GLn(OF ) � GLn(Fq), du sous-groupe de
Borel B(Fq) de GLn(Fq) ; I(1) est l’image inverse du sous-groupe de B(Fq) constitué des matrices
unipotentes.

Les sous-groupes I(1) et I de GLn(F ) sont ouverts et compacts. Ils sont normalisés par l’élément
ω ∈ GLn(F ) défini par

ω =















0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

. . . . . .
0 . . . 0 1
π 0 . . . . . . 0















.

0.1.4.1. Le sous-groupe I(1) de GLn(F ) étant un pro-p-groupe, toute Fp-représentation non nulle
de GLn(F ) admet un vecteur non nul invariant par I(1). (Puisque la représentation considérée
est lisse, on peut se ramener au cas d’une représentation de dimension finie d’un p-groupe et la
propriété énoncée est alors une conséquence de la proposition 26 de [36].)

Le quotient I/I(1) s’identifie au tore fini T (Fq). D’après la propriété précédente tout Fp-caractère
de I est trivial sur I(1) et s’identifie avec un élément de T̂ (Fq).

0.1.4.2. Les propriétés du foncteur des I(1)-invariants sont encore énigmatiques. On dispose
toutefois de l’assertion suivante ([43, 4.3]) :

Proposition 0.1.1 (Critère d’irréductibilité). Soit (ρ, V ) une Fp-représentation non-nulle de

GLn(F ) engendrée par son espace V I(1) des I(1)-invariants.

Si le HFp
(GLn(F ), I(1))-module à droite V I(1) est irréductible, alors la représentation (ρ, V ) est

irréductible.
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0.1.4.3. — On choisit G = GLn(F )/πZ. On identifie le sous-groupe et I(1) de GLn(F ) avec son
image dans G. Nous allons noter T(1) et H(1) les foncteurs définis comme au paragraphe 0.1.3.1
par le Fp-module universel Fp[I(1)\G] relatif au pro-p-Iwahori.

Proposition 0.1.2. Supposons que pour tout HFp
(G, I(1))-module à droite M , l’application

(2)
M −→ H(1) ◦ T(1)(M)
m 7−→ m⊗ 1K

est un isomorphisme de HFp
(G, I(1))-modules à droite. Alors, les foncteurs T(1) et H(1) sont des

équivalences de catégories.

Démonstration. — Les foncteurs T(1) et H(1) étant adjoints l’un de l’autre, ils constituent des
équivalences de catégories si et seulement si

H
(1) ◦ T

(1) ' id et T
(1) ◦ H

(1) ' id.

Sous l’hypothèse de la proposition, le premier isomorphisme est vérifié.

Soit V une Fp-représentation engendrée par ses I(1)-invariants. On rappelle qu’on a défini au
paragraphe 0.1.3.1 un morphisme surjectif de Fp[G]-modules

(3) T
(1) ◦ H

(1)(V ) −→ V.

L’hypothèse de la proposition appliquée au HFp
(G, I(1))-module à droite H(1)(V ) dit que l’espace

des I(1)-invariants de T(1) ◦ H(1)(V ) est égal à l’ensemble {v ⊗ 1K , v ∈ V I(1)}. On en déduit que
la restriction à cet espace des I(1)-invariants du morphisme (3) est injective. Puisque tout Fp[G]-
module non nul admet un vecteur I(1)-invariant non trivial d’après les résultats du paragraphe
précédent, on en déduit que (3) est injectif. C’est donc un isomorphisme.

0.1.5. Induction parabolique. —

0.1.5.1. Soit L un sous-groupe de Levi standard de GLn(F ), et P le parabolique supérieur associé.

Soit (ρ, V ) une Fp-représentation de L. On désigne par Ind
GLn(F )
P ρ la représentation de GLn(F )

obtenue par induction parabolique de ρ ([39, II.2]). C’est la partie lisse du Fp[GLn(F )]-module
des fonctions

f : GLn(F ) → V

telles que
f(pg) = ρ(p)f(g), pour tous p ∈ P, g ∈ GLn(F )

muni de la translation à droite

(g0.f) (g) = f(gg0), pour tous g, g0 ∈ GLn(F ).

On suppose que ρ : L → Fp
∗

est un caractère de GLn(F ). Pour tout g ∈ GLn(F ), le caractère ρ
est trivial sur le pro-p-groupe P ∩ gI(1)g−1, de sorte que l’élément

fPgI(1), ρ ∈ Ind
GLn(F )
P ρ

I(1)-invariant de support PgI(1) et de valeur 1Fp
en g est bien défini.
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D’après [39, I.5.6], l’espace des I(1)-invariants de Ind
GLn(F )
P ρ est un Fp-espace vectoriel de dimen-

sion |P\GLn(F )/I(1)| de base {fPgI(1), ρ}g∈P\GLn(F )/I(1).

0.1.5.2. Exemples. — A) Pour L = T (F ), le tore diagonal de GLn(F ) et X : T (F ) → Fp
∗

un

caractère de T (F ), on considère la série principale Ind
GLn(F )
B(F ) X. Un système de représentants des

doubles classes B(F )\GLn(F )/I(1) est donné par les éléments du groupe des permutations Sn

considéré comme un sous-groupe de GLn(F ). C’est une conséquence de la décomposition de Bruhat

pour le groupe fini GLn(Fq) ([13, Théorème 2.14]). Une Fp-base de l’espace (Ind
GLn(F )
B(F ) X)I(1) est

donc donnée par {fB(F )wI(1), X}w∈Sn .

B) On suppose que n = 3. Soient B1(F ) et B2(F ) les paraboliques supérieurs respectivement
associés aux sous-groupes de Levi standards L1 ' GL2(F) × GL1(F) et L2 ' GL1(F) × GL2(F).
Soient ρ1 : L1 → Fp

∗
et ρ2 : L2 → Fp

∗
des caractères.

Pour i = 1, 2, on note si ∈ S3 la permutation (i, i+ 1).

Une Fp-base de l’espace des I(1)-invariants de la représentation paraboliquement induite par ρ1

(resp. ρ2) est donnée par

{fB1(F )wI(1), ρ1
}w∈{1,s2,s2s1} (resp. {fB2(F )wI(1), ρ2

}w∈{1,s1,s1s2}).

0.1.5.3. — On suppose que n = 3. Soit X = X1 ⊗ X2 ⊗ X3 : T (F ) → Fp
∗

un caractère du tore
déployé T (F ) de GL3(F ).

Proposition 0.1.3. L’espace des I(1)-invariants de la série principale induite par X est un
HFp

(GL3(F ), I(1))-module à droite engendré par fB(F )I(1),X.

Démonstration. — Pour g ∈ GL3(F ), on désigne comme au paragraphe 0.1.2 par Tg l’élément
de l’algèbre de Hecke HFp

(GL3(F ), I(1)) correspondant à la double classe I(1)gI(1). Décrivons
l’action à droite de tels éléments sur l’élément I(1)-invariant fB(F )I(1),X.

a) L’élément ω défini au paragraphe 0.1.4 normalise I(1). Ainsi, I(1)ωI(1) = I(1)ω et l’action à
droite de Tω sur fB(F )I(1),X est donnée par

fB(F )I(1),X.Tω = ω−1.fB(F )I(1),X.

C’est un élément I(1)-invariant de support B(F )I(1)ω = B(F )ωI(1). On écrit l’élément
ω comme le produit de la diagonale (1, 1, π) par la permutation s2s1. Ainsi, B(F )ωI(1) =
B(F )s2s1I(1).

La valeur de fB(F )I(1),X.Tω en s2s1 est donnée par

fB(F )I(1),X(s2s1ω
−1) = fB(F )I(1),X(1, 1, π−1) = X3(π

−1) 6= 0.

Par conséquent, l’élément fB1(F )s2s1I(1) appartient au HFp
(GL3(F ), I(1))-module à droite en-

gendré par fB(F )I(1),X.

b) De même, l’étude de l’action de Tω2 montre que l’élément fB(F )s1s2I(1),X appartient au
HFp

(GL3(F ), I(1))-module à droite engendré par fB(F )I(1),X.
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c) Etudions l’action de Ts1 à droite sur fB(F )I(1),X. Elle donne un élément I(1)-invariant de support
B(F )I(1)s1I(1).

Si un élément w de S3 appartient à B(F )I(1)s1I(1), alors, c’est qu’il existe un élément du sous-
groupe de Borel b ∈ B(F ) à cœfficients entiers et des éléments α, α′ ∈ I(1) tels que w = bαs1α

′.
En réduisant cette égalité modulo π et sachant que l’image dans GL3(Fq) de S3 est un système
de représentants des doubles classes de GL3(Fq) modulo son sous-groupe de Borel B(Fq), on
en déduit que w = s1. Par conséquent, B(F )I(1)s1I(1) = B(F )s1I(1). Ainsi, l’action de Ts1

à droite sur fB(F )I(1),X donne un élément I(1)-invariant de support B(F )s1I(1). Nous allons
montrer que sa valeur en s1 est égale à 1Fp

ce qui nous assurera que cet élément est égal à
fB(F )s1I(1),X. Ainsi, on aura prouvé que fB(F )s1I(1),X appartient au HFp

(GL3(F ), I(1))-module
à droite engendré par fB(F )I(1),X.

On a la décomposition (voir [43, A.3, A.7])

I(1)s1I(1) =
∐

x∈OF /πOF

I(1)s1ux avec ux =





1 x 0
0 1 0
0 0 1



 .

Supposons qu’il existe x ∈ OF tel que s1 ∈ B(F )I(1)s1ux, alors il existe un élément b ∈ B(F )
à cœfficients entiers et un élément α,∈ I(1) tels que s1uxs1 = αb. Le terme de gauche est une
matrice triangulaire inférieure à cœfficients entiers, la réduction modulo π du terme de droite
est une matrice triangulaire supérieure. Ainsi, x ∈ πOF et

[fB(F )I(1),X.Ts1 ](s1) =
∑

x∈OF /πOF

fB(F )I(1),X (s1(s1ux)−1) = fB(F )I(1),X (1) = 1,

et fB(F )I(1),X.Ts1 = fB(F )s1I(1),X.

d) L’étude des actions respectives de Tω et de Tω2 sur fB(F )s1I(1),X, menée de façon analogue aux
points a) et b), montre alors que les éléments fB(F )s1s2s1I(1),X et fB(F )s2I(1),X appartiennent au
HFp

(GL3(F ), I(1))-module à droite engendré par fB(F )I(1),X.

On a démontré la proposition car une base de l’espace des I(1)-invariants de la série principale
induite par X est l’ensemble

(4) {fB(F )wI(1),X, w ∈ S3}.

0.1.5.4. — Soit i ∈ {1, 2}. Supposons que Xi = Xi+1. On note ρ1 = X1 ◦ det ⊗ X3 (resp.
ρ2 = X1 ⊗ X2 ◦ det) le caractère du sous-groupe de Levi L1 (resp. L2). La série principale induite
par X contient la représentation paraboliquement induite par ρi.

L’élément I(1)-invariant fBi(F )I(1),ρi
de cette sous-représentation se décompose selon la base (4)

de l’espace des I(1)-invariants de la série principale induite par X. Puisque son support est

Bi(F )I(1) = B(F )I(1) ∪B(F )siI(1),

c’est une combinaison linéaire de fB(F )I(1),X et fB(F )siI(1),X. Or, on a

fBi(F )I(1),ρi
(1) = 1 et fBi(F )I(1),ρi

(si) = ρi(si) = Xi(−1), donc
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(5) fBi(F )I(1),ρi
= fB(F )I(1),X + Xi(−1)fB(F )siI(1),X.

Remarque 0.1.4. On a vu que l’espace des I(1)-invariants de la représentation induite par ρi est
de dimension 3. L’égalité (5) et la preuve de la proposition 0.1.3 montrent que cet espace a pour
base

{fBi(F )I(1),ρi
, fBi(F )I(1),ρi

Tω, fBi(F )I(1),ρi
Tω2 .}

Il est donc engendré comme HFp
(GL3(F ), I(1))-module à droite par fBi(F )I(1),ρi

.

Remarque 0.1.5. Si X1 = X2 = X3, la série principale induite par X contient la sous-représentation
de dimension 1 dite des constantes qui a pour base la fonction de support GL3(F ) et de valeur
1Fp

en l’unité de GL3(F ).

0.2. L’arbre de PGL2(F)

0.2.1. Définitions. —

0.2.1.1. — On note G = GL2(F )/πZ. On identifie les sous-groupes I, I(1), GL2(OF ) de GL2(F )
avec leur image dans G.

On désigne par T l’arbre de PGL2(F). On se réfère à [35]. Nous considérerons les arêtes de T
comme orientées.

L’ensemble des sommets de T s’identifie avec l’ensemble des réseaux de F 2 à homothétie près. Il
est muni d’une action à gauche de G qui est transitive. On note c0 le sommet correspondant au
réseau OF ⊕ OF . Son stabilisateur sous l’action de G est égal à GL2(OF). Ainsi, l’ensemble des
sommets de l’arbre s’identifie avec les classes à gauche G/GL2(OF).
Cette action de G sur l’ensemble des sommets induit une action transitive sur l’ensemble des
arêtes. On note c1 le sommet correspondant au réseau OF ⊕ πOF et u l’arête d’origine c0 et
d’extrémité c1. Son stabilisateur sous l’action de G est égal au sous-groupe d’Iwahori I, donc
l’ensemble des arêtes de l’arbre s’identifie avec les classes à gauche G/I.

Soit v une arête d’origine c et d’extrémité c′.

On désigne par ṽ et l’on appelle arête opposée à v l’arête d’origine c′ et d’extrémité c. L’application
involutive v 7→ ṽ définie sur l’ensemble des arêtes s’étend en un endomorphisme linéaire de l’espace
vectoriel de base l’ensemble des arêtes. Pour X un ensemble d’arêtes, on notera X̃ l’ensemble des
arêtes opposées.

Toute arête d’extrémité c, distincte de ṽ, sera dite incidente à v. Toute arête d’origine c ′, distincte
de ṽ, sera dite adjacente à v. On appelle faisceau issu de v et l’on note Fv l’ensemble des q arêtes
adjacentes à v. On appelle branche de v l’ensemble Bv défini inductivement par v ∈ Bv, Fv ⊂ Bv

et ∀w ∈ Bv, Fw ⊂ Bv.

L’action de G sur l’ensemble des arêtes transforme un faisceau en un faisceau.
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On distingue les arêtes de l’arbre T selon deux types : l’arête v sera dite de type 1 si v ou bien
son opposée ṽ appartient à la branche de u. Dans le cas contraire, on dira que v est de type 0.

L’ensemble des sommets de l’arbre est naturellement muni d’une distance d. On dira de l’arête
v d’origine c et d’extrémité c′ qu’elle est sortante si d(c0, c) < d(c0, c

′). Dans le cas contraire, on
dira qu’elle est rentrante.
Pour l ∈ N, on désigne par Sl la sphère de rayon l, c’est-à-dire l’ensemble des sommets à distance
l de c0. Nous dirons de l’arête v qu’elle est à distance l (sous-entendu de l’origine c0) si l’on a
l = max{d(c0, c), d(c0, c

′)}. Si v est sortante (resp. rentrante), cela signifie que son extrémité (resp.
son origine) appartient à Sl.

Remarque 0.2.1. – L’élément ω =

(

0 1
π 0

)

échange les sommets c0 et c1 et envoie l’arête u sur

son opposée ũ.

– L’élément ω2 =

(

π 0
0 π

)

agit trivialement sur l’arbre.

– L’élément ω envoie une arête sortante de type 0 à distance i ≥ 1, sur une arête sortante de type
1 à distance i+ 1.

On le vérifie d’abord pour i = 1. Une arête sortante de type 0, à distance 1, appartient au
faisceau issu de ũ. Son image par ω appartient donc au faisceau issu de ωũ = u, c’est à dire à
l’ensemble des arêtes sortantes de type 1, à distance 2. Le résultat se montre pour tout i ≥ 1
par récurrence, car toute arête sortante de type 0 à distance i + 1 est adjacente à une arête
sortante de type 0 à distance i.

Pour travailler avec l’arbre T , nous aurons besoin d’une indexation explicite de ses arêtes. Dans
ce but, nous allons donner un système de représentants des classes à gauche de G modulo I et
nous commençons par quelques rappels.

0.2.1.2. — Rappelons la construction de l’application de Teichmüller. Le corps résiduel Fq de F
étant un corps parfait, un élément x ∈ Fq admet une racine pème notée x1/p. Pour tout k ∈ N, on
choisit un élément x̃k ∈ OF dont l’image dans OF /πOF ' Fq est égale à xp−k

. On montre alors,
([33, II,§4, proposition 8], [19]), que la suite ((x̃k)

pk
)k∈N converge dans l’anneau complet OF et

que si l’on note [x] sa limite, l’application

Fq −→ OF

x 7−→ [x]

dite de Teichmüller, est l’unique système de représentants de OF /πOF vérifiant [xy] = [x][y] pour
tous x, y ∈ Fq. On identifie FN

q avec OF via

a : FN
q −→ OF

(xj)j∈N 7−→
∑

j∈N

πj[xj ].

Pour tout i ≥ 1, on plonge Fi
q dans FN

q en identifiant (x0, ..., xi−1) ∈ Fi
q avec l’élément

(x0, ..., xi−1, 0, 0, ......) de FN
q . L’image de Fi

q par a est un système de représentants de OF /π
iOF .
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Lorsque F = Fq((T )), l’identification a est un morphisme additif de FN
q , muni de l’addition coor-

donnée à coordonnée, dans OF = Fq[[T ]].

Lorsque F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq, ce n’est plus le cas, mais
l’anneau des entiers de F s’identifie alors avec l’anneau des vecteurs de Witt à cœfficients dans
Fq, ce qui permet de faire des calculs comme celui du lemme suivant. On note Q ∈ Fq[X,Y ] la
réduction modulo p du polynôme à cœfficients entiers

Xp + Y p − (X + Y )p

p
.

Lemme 0.2.2. On suppose que F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq. Soient
i ≥ 1, x = (x0, ..., xi) ∈ Fi+1

q et s ∈ Fq.

πi−1[s] + a(x0, .., xi−1, xi) = a(x0, .., s+ xi−1, xi +Q(s1/p, x
1/p
i−1)) mod πi+1OF .

Démonstration. — Le lemme s’obtient par un calcul sur les vecteurs de Witt, car l’anneau des
entiers OF s’identifie avec l’anneau des vecteurs de Witt à cœfficients dans Fq [33, §6]. (Comparer
avec le lemme [10, 3.1.8]).

0.2.1.3. —

Notation 0.2.3. Soit i ∈ N. Nous adopterons la convention suivante : tout élément de Fi+1
q se

décompose sous la forme (x, s) avec x ∈ Fi
q et s ∈ Fq. Si i = 0, alors on pose x = ∅ et (∅, s) = s.

Soient i ≥ 1, et x ∈ Fi
q, on définit

g0
x =

(

−a(x) πi−1

1 0

)

, g1
x =

(

1 0
−πa(x) πi

)

.

Pour i = 0, on pose g0
∅ = ω−1, g1

∅ = 1.

Un système de représentants des classes à gauche de G modulo GL2(OF ) est donné par ([10]) :

{1, ω, gε
xω, pour ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi

q, i ≥ 1}.

Les sommets à distance 1 de l’origine c0 sont

{c1 = ω c0, (g0
sω) c0, pour s ∈ Fq}.

Pour l ∈ N, l ≥ 1, la sphère Sl constituée des sommets à distance l de l’origine est

Sl = {(g0
xω) c0, (g1

yω) c0, pour x ∈ Fl
q, y ∈ Fl−1

q }.

Un système de représentants des classes à gauche de G modulo I est donné par :

(6) {1, gε
x, ω, g

ε
xω, pour ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi

q, i ≥ 1}.



0.2. L’ARBRE DE PGL2(F) 27

En effet, pour ε ∈ {0, 1}, i ≥ 1, x ∈ Fi
q, l’arête

uε
x := gε

xu

est l’unique arête sortante d’extrémité (gε
xω)c0. (Elle a pour origine gε

xc0 et pour extrémité gε
xc1 =

gε
xωc0. Or on vérifie que gε

xc0 = gε
yωc0, avec x = (y, s) ∈ Fi−1

q × Fq. Donc l’origine de uε
x est bien

un sommet plus proche de c0 que son extrémité.) L’arête opposée à uε
x est

ũε
x = (gε

xω)u = gε
xũ.

Le faisceau issu de uε
x est l’ensemble suivant, indexé par Fq :

Fuε
x

= {uε
(x,s), s ∈ Fq}.

Remarque 0.2.4. Pour alléger les notations lorsque l’on travaillera avec les q+1 arêtes {u, u0
s}s∈Fq

d’origine c0, on les notera simplement {u, us}s∈Fq .

Puisque l’action de G sur l’arbre transforme un faisceau en un faisceau, l’élément (g ε
xω), qui envoie

ũ sur uε
x, envoie le faisceau issu de ũ sur le faisceau issu de uε

x. Plus précisément, pour s ∈ Fq,
observons quelle est l’image de l’arête us issue de ũ : on effectue les produits matriciels

(g0
xω)g0

s =

(

−a(x) πi−1

1 0

)(

0 1
π 0

)(

−[s] 1
1 0

)

=

(

−a(x) − πi[s] πi−1

1 0

)

= g0
(x,s),

(g1
xω)g0

s =

(

1 0
−πa(x) πi

)(

0 1
π 0

)(

−[s] 1
1 0

)

=

(

1 0
−πa(x) − πi+1[s] πi+1

)

= g1
(x,s),

et l’on en déduit que l’arête us adjacente à ũ est envoyée par translation par (gε
xω) sur l’arête

uε
(x,s) adjacente à uε

x.

La branche de u est égale à Bu = {u, u1
x, x ∈ Fi

q, i ≥ 1}. Ainsi, une arête sortante v est de type
1 si v = u ou bien s’il existe i ≥ 1, x ∈ Fi

q, tels que v = u1
x. Elle est de type 0 s’il existe i ≥ 1,

x ∈ Fi
q, tels que v = u0

x.

On désigne par El l’ensemble des arêtes sortantes à distance l+1 de c0, c’est à dire dont l’origine
appartient à la sphère Sl et l’extrémité appartient à la sphère Sl+1. Il est de cardinal |El| =
|Sl+1| = ql(q + 1). On a

E0 = {u, us}s∈Fq ,

El = {u0
x, u

1
y, pour x ∈ Fl+1

q , y ∈ Fl
q} pour l ≥ 1.

L’ensemble Ẽl des arêtes rentrantes à distance l de l’origine est donné par :

Ẽ0 = {ũ, ũs}s∈Fqet

Ẽl = {ũ0
x, ũ

1
y, pour x ∈ Fl+1

q , y ∈ Fl
q}, pour l ≥ 1.
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Remarque 0.2.5. On reprend la remarque 0.2.1 et l’on se donne une arête sortante u0
x, x ∈ Fi

q, à
distance i ≥ 1. Elle est envoyée par ω sur l’arête ωu0

x = (ωg0
x)u. Or on vérifie que ωg0

x = g1
x. Donc,

l’arête u0
x est envoyée sur l’arête sortante u1

x de type 1, à distance i+ 1.

0.2.2. Action de I(1) sur l’arbre de PGL2(F ).—

0.2.2.1. —

Lemme 0.2.6. – L’action de I(1) sur les arêtes de T conserve la distance et l’orientation.
– L’action de I(1) sur les arêtes de T conserve le type des arêtes.
– Comme celle de G, l’action de I(1) sur les arêtes de T transforme un faisceau en un faisceau.

La première assertion du lemme provient du fait que I(1) est un sous-groupe de GL2(OF ) dont
l’action sur l’ensemble des arêtes conserve la distance et l’orientation.
Pour prouver la deuxième assertion, on vérifie que l’ensemble des arêtes sortantes à distance 1 est
partagé en deux orbites sous l’action de I(1) : celle de u d’une part, et d’autre part celle des q
arêtes sortantes de type 0, {us, s ∈ Fq}. Puis on procède par récurrence sur i ∈ N.

Pour comprendre comment un élément de I(1) donné agit sur une arête de l’arbre, il faut com-
prendre comment l’addition dans l’anneau OF se reflète dans FN

q via l’identification a : FN
q ' OF .

Nous illustrons cette observation au travers des exemples suivants qui décrivent l’action d’élé-

ments de la forme

(

1 β
0 1

)

(respectivement

(

1 0
πβ 1

)

), avec β ∈ OF , sur une arête de type 0

(respectivement de type 1).

Soient i ∈ N, x = (x0, ..., xi) ∈ Fi+1
q . On a :

(

1 β
0 1

)

g0
x =

(

1 β
0 1

)(

−a(x) πi

1 0

)

=

(

−(a(x) − β) πi

1 0

)

;

(

1 0
πβ 1

)

g1
x =

(

1 0
πβ 1

)(

1 0
−πa(x) πi+1

)

=

(

1 0
−π(a(x) − β) πi+1

)

.

Ces égalités montrent que, pour identifier l’image de l’arête u0
x (respectivement u1

x) sous l’action

de l’élément

(

1 β
0 1

)

, (respectivement

(

1 0
πβ 1

)

), il nous faut déterminer l’élément de Fi+1
q dont

l’image par a : FN
q → OF est égale, modulo πi+1OF , à a(x) − β.
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Exemple 0.2.7. On choisit β = −πi[s], avec s ∈ Fq. Par définition de l’application de Teichmül-
ler, on a l’égalité suivante

[x0] + π[x1] + ...+ πi[xi] + πi[s] = [x0] + π[x1] + ...+ πi[xi + s] mod πi+1OF .

Ainsi, a(x) − β = a(x0, ..., xi + s) mod πi+1OF et
(

1 −πi[s]
0 1

)

u0
x = u0

(x0,...,xi−1,xi+s),

(

1 0
−πi+1[s] 1

)

u1
x = u1

(x0,...xi−1,xi+s).

Exemple 0.2.8. On suppose que i ≥ 1 et l’on choisit β = −πi−1[s], avec s ∈ Fq.

1. Supposons que F = Fq((t)). On a l’égalité suivante :

[x0] + ...+ πi−1[xi−1] + πi[xi] + πi−1[s] = [x0] + ...+ πi−1[xi−1 + s] + πi[xi].

Ainsi a(x) − β = a(x0, ..., xi−1 + s, xi) et
(

1 −πi−1[s]
0 1

)

u0
x = u0

(x0,...,xi−1+s,xi)
,

(

1 0
−πi[s] 1

)

u1
x = u1

(x0,...,xi−1+s,xi)
.

2. Supposons que F est l’extension non ramifiée de Qp, de corps résiduel Fq. La formule donnée
par le lemme 0.2.2 permet de calculer a(x) − β :

a(x) − β = a(x0, ...xi−1 + s, xi +Q(s1/p, x
1/p
i−1))) mod πi+1OF , d’où

(

1 −πi−1[s]
0 1

)

u0
x = u0

(x0,...,xi−1+s,xi+Q(s1/p,x
1/p
i−1))

, et

(

1 0
−πi[s] 1

)

u1
x = u1

(x0,...,xi−1+s,xi+Q(s1/p,x
1/p
i−1))

.

0.2.2.2. — Puisque l’action de I(1) sur les arêtes de l’arbre conserve la distance, l’orientation, le
type des arêtes, et transforme un faisceau en un faisceau, les applications sε

A et rε
A introduites par

le lemme suivant sont bien définies. Nous énonçons leurs propriétés. On note F
(N)
q la réunion des

images de Fi
q, i ∈ N, dans FN

q .

Lemme 0.2.9. Soient ε ∈ {0, 1}, A ∈ I(1). On note rε
A : F

(N)
q → F

(N)
q , et sε

A : F
(N)
q 7→ Fq, les

applications entièrement déterminées par :

pour tous i ∈ N, i ≥ 1, x ∈ Fi
q, rε

A(x) ∈ Fi
q et

{

Auε
rε
A(x) = uε

x

Auε
(rε

A(x),sε
A(x)) = uε

(x,0).

Elles vérifient les propriétés suivantes. Soient i ≥ 1 et x ∈ Fi
q.

1. La birestriction rε
A : Fi

q → Fi
q est bijective.

2. Pour tout s ∈ Fq, on a : Auε
(rε

A(x), sε
A(x)+s) = uε

(x,s).

Ce point 2) précise comment l’action de A transforme le faisceau issu de uε
rε

A
(x) en le faisceau issu de uε

x
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3. Pour tout s ∈ Fq, r
ε
A(x, s) = (rε

A(x), sε
A(x) + s).

4. Soient A,B ∈ I(1). On a rε
AB = rε

B ◦ rε
A, sε

AB = sε
B ◦ rε

A + sε
A. En particulier,

rε
A−1 = (rε

A)−1 et sε
A−1 ◦ r

ε
A = −sε

A.

5. Si F est une extension non ramifiée de Qp, alors l’application

Fq → Fq

s 7→ sε
A(x, sp)

est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à p.

Si F = Fq((T )), alors l’application

Fq → Fq

x 7→ sε
A(x, s)

est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à 1.

6. Si F = Qp et p 6= 2, alors
∑

s∈Fp

sε
A(x, s) = sε

A(x).

Si F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq, q > p, ou bien si F = Fq((T ))
avec q 6= 2, alors

∑

s∈Fp

sε
A(x, s) = 0.

Le lemme 0.2.9 est obtenu en analysant l’action de I(1) sur les arêtes de l’arbre T selon la nature
du corps F . Avant de le démontrer, nous l’illustrons par des exemples.
Soient i ∈ N, x ∈ Fi

q, et s, t ∈ Fq.

Exemple 0.2.10. • Soit A =

(

1 πi+1[t]
0 1

)

. D’après l’exemple 0.2.7 on a A−1u0
(x,s,0) = u0

(x,s,t).

Ainsi, r0
A(x, s) = (x, s), et s0

A(x, s) = t.

• Soit A =

(

1 0
πi+2[t] 1

)

. De même, on a r1
A(x, s) = (x, s), s1A(x, s) = t.

Exemple 0.2.11. • Soit A =

(

1 πi[t]
0 1

)

.

1. Si F = Fq((T )), alors, d’après l’exemple 0.2.8, on a A−1u0
(x,s,0) = u0

(x,s+t,0) donc r0
A(x, s) =

(x, s+ t), s0A(x, s) = 0.
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2. Si F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq, alors, d’après l’exemple 0.2.8,

A−1u0
(x,s,0) = u0

(x,s+t,Q(t1/p,s1/p))
,

où Q(X,Y ) est, comme dans le lemme 0.2.2, la réduction modulo p du polynôme à cœf-
ficients entiers Xp+Y p−(X+Y )p

p . D’où

r0A(x, s) = (x, s+ t), s0
A(x, s) = Q(t1/p, s1/p).

Ainsi, l’application s 7→ s0
A(x, sp) est polynômiale de degré p− 1, inférieur à p.

• Soit A =

(

1 0
πi+1[t] 1

)

. De même, on a les résultats suivants :

1. Si F = Fq((T )), alors r1
A(x, s) = (x, s+ t), s1

A(x, s) = 0.

2. Si F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq, alors

r1A(x, s) = (x, s+ t), s1
A(x, s) = Q(t1/p, s1/p).

Les exemples précédents illustrent la propriété 5. annoncée par le lemme. Pour y lire aussi la
propriété 6., nous faisons la remarque suivante, qui interviendra par ailleurs dans la preuve de
cette propriété.

Remarque 0.2.12. Soit k ∈ {1, ..., q − 1}, alors on a
∑

x∈Fq
xk = 0 si k 6= q − 1,

∑

x∈Fq
xk = −1 si k = q − 1.

Soit t ∈ Fq. Le polynôme Q(t,X) de degré p − 1 a pour cœfficient dominant −t. On déduit des
égalités précédentes que

(7)











Si q = p, alors
∑

s∈Fq

Q(t, s) = t,

Si q > p, alors
∑

s∈Fq

Q(t, s) = 0.

• Nous reprenons la matrice A =

(

1 πi[t]
0 1

)

et l’on suppose maintenant que i ≥ 1. Nous voulons

calculer la somme des s0
A(x, s), pour s parcourant Fq.

1. Si F = Fq((T )), elle est clairement nulle et la propriété 6 est vérifiée.

2. Si F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq, il s’agit de calculer la somme
pour s parcourant Fq des Q(t1/p, s1/p), ce qui revient à calculer la somme des Q(t1/p, s).
D’après la remarque 0.2.12, on distingue deux cas :
– si q > p, on a

∑

s∈Fq
Q(t1/p, s) = 0,

– si q = p, alors t1/p = t et
∑

s∈Fq
Q(t, s) = t. Or, s0A(x) = t d’après l’exemple 0.2.10.

Dans les deux cas, la propriété 6 est vérifiée.
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Preuve du Lemme 0.2.9. — Pour montrer certaines des assertions du lemme 0.2.9, nous nous
ramènerons au cas de matrices élémentaires du type

E0(α) =

(

1 0
0 α

)

, E+(β) =

(

1 β
0 1

)

, E−(γ) =

(

1 0
πγ 1

)

avec α ∈ 1 + πOF , β, γ ∈ OF , en remarquant— c’est la décomposition d’Iwahori standard— que

tout élément A =

(

a b
πc d

)

∈ I(1), s’écrit A = aE−(πca−1)E0(a
−1(d− πcba−1))E+(ba−1).

Pour E une matrice élémentaire, nous établissons deux propriétés :

• Soient i ≥ 1, s ∈ Fq, y ∈ Fi+1
q , et E une matrice élémentaire. On a l’égalité

(8)

(

1 −πi[s]
0 1

)

E−1u0
y = E−1

(

1 −πi[s]
0 1

)

u0
y.

Pour la démontrer nous vérifions que le produit

(9) g0
y
−1

(

1 −πi[s]
0 1

)−1

E

(

1 −πi[s]
0 1

)

E−1g0
y

appartient à I(1) :

(i) pour E = E+(β), il est égal à la matrice identité ;

(ii) pour E = E0(α), il est égal à

(

1 0
(1 − α−1)[s] 1

)

qui est un élément de I(1) car 1 − α−1

appartient à πOF ;

(iii) pour E = E−(γ), il est égal, modulo une matrice à cœfficients dans π2OF , à
(

1 0
−2πγ[s]a(y) 1

)

et appartient donc à I(1).

• L’arête u0
(y,0) appartient au faisceau issu de u0

y. Puisque l’action de G transforme un faisceau
en un faisceau, il existe φE(y, s) ∈ Fq tel que

(10)

(

1 −πi[s]
0 1

)

E−1u0
(y,0) = E−1

(

1 −πi[s]
0 1

)

u0
(y,φE(y,s)).

Nous montrons que l’application s 7→ φE(y, s) est affine. D’après la remarque 0.2.4, on a u0
(y,∗) =

g0
yωg

0
∗u pour ∗ ∈ Fq. Ainsi φE(y, s) est l’unique élément de Fq tel que le produit de matrices

(11) (ωg0
φE(y,s))

−1g0
y
−1

(

1 −πi[s]
0 1

)−1

E

(

1 −πi[s]
0 1

)

E−1g0
yωg

0
0

appartient à I. On effectue le calcul de (11) en multipliant (9) à gauche par (ωg0
φE(y,s))

−1 et à

droite par ωg0
0 .

(i) Pour E = E+(β), le produit (11) est égal à l’identité pour φE(y, s) = 0.

(ii) Pour E = E0(α), le produit (11) est égal à

(

1 0
[φE(y, s)] + π−1(1 − α−1)[s] 1

)

d’après

le calcul précédent. Donc, si u ∈ Fq désigne l’élément tel que α−1 = 1 + π[u] mod π2OF ,
φE(y, s) = us convient.
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(iii) Pour E = E−(γ), le produit (11) est égal, modulo une matrice à cœfficients dans π2OF ,

à

(

1 0
[φE(y, s)] − 2γ[s]a(y) 1

)

. Donc, si y0 désigne la première coordonnée de y et v ∈ Fq

l’élément tel que γ = [v] mod πOF , φE(y, s) = 2svy0 convient.

Nous démontrons maintenant les assertions du lemme. Soit A un élément de I(1) (non néces-
sairement élémentaire). Les applications rε

A et sε
A sont bien définies car l’action I(1) stabilise

l’ensemble des arêtes de type ε et conserve la distance et l’orientation (lemme 0.2.6). Pour simpli-
fier la démonstration de leurs propriétés, nous allons considérer que ε = 0 ; les résultats obtenus
se transposeront alors automatiquement au cas ε = 1. En effet, pour tous i ≥ 1, x ∈ Fi

q, on a
ω−1u1

x = u0
x d’après la remarque 0.2.4. Ainsi,

r1A(x) = r0
ω−1Aω(x), s1A(x) = s0ω−1Aω(x).

Soient i ≥ 1, x ∈ Fi
q, s ∈ Fq.

1. Le fait que la birestriction r0
A : Fi

q → Fi
q est bijective provient du fait que pour tout x ∈ Fi

q,
r0A(x) est entièrement déterminé par Au0

rA(x) = u0
x.

2. Puisque l’action de I(1) conserve le type arêtes, la distance et l’orientation, l’égalité (8), dé-
montrée pour les matrices élémentaires, est vraie pour tout produit de matrices élémentaires.
Du fait de la décomposition d’Iwahori standard, la matrice A vérifie donc l’égalité (8), que
l’on écrit pour y = (x, 0) :

(

1 −πi[s]
0 1

)

A−1u0
(x,0) = A−1

(

1 −πi[s]
0 1

)

u0
(x,0),

c’est à dire, d’après l’exemple 0.2.7 qui dit que u0
(x,s+∗) =

(

1 −πi[s]
0 1

)

u0
(x,∗), pour ∗ ∈ Fq,

(

1 −πi[s]
0 1

)

A−1u0
(x,0) = A−1u0

(x,s),

puis sachant que u0
(r0

A(x),s0
A(x))

= A−1u0
(x,0),

u0
(r0

A(x),s0
A(x)+s) = A−1u0

(x,s).

3. Par définition de l’application r0
A, on a Au0

r0
A(x,s)

= u0
(x,s). Or, d’après la propriété 2,

u0
(x,s) = Au0

(r0
A(x),s0

A(x)+s).

On en déduit que r0
A(x, s) = (r0

A(x), s0A(x) + s).

4. Soit B ∈ I(1). On a u0
(r0

AB(x),s0
AB(x))

= (AB)−1u0
(x,0) = B−1u0

(r0
A(x),s0

A(x))
. D’après la propriété

2,
B−1u0

(r0
A(x),s0

A(x)) = u0
(r0

B◦r0
A(x), s0

B◦r0
A(x) + s0

A(x)).

On en déduit que
r0AB = r0B ◦ r0A, et s0AB = s0B ◦ r0A + s0A.

Pour la matrice identité notée Id, on a rId(x) = x et sId(x) = 0. Ainsi,

r0A−1 = (r0
A)−1 et s0A−1 ◦ r

0
A = −s0A.
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5. Supposons l’assertion 5 vérifiée pour deux éléments B et C de I(1). Par la propriété 4,
s0BC(x, s) = s0C ◦ r0B(x, s) + s0B(x, s). Or, la propriété 3 dit que r0

B(x, s) = (rB(x), sB(x) + s).
Donc l’assertion 5 est vérifiée pour le produit BC.

Par conséquent, il suffit de démontrer la propriété 5 pour les matrices élémentaires. Soit E
une matrice élémentaire. Nous avons vu au début de cette preuve qu’il existe un élément
φE(x, 0, s) qui dépend de s de façon affine tel que :

(12)

(

1 −πi[s]
0 1

)

E−1u0
(x,0,0) = E−1

(

1 −πi[s]
0 1

)

u0
(x,0,φE(x,0,s)).

– Supposons que F = Fq((T )). D’après l’exemple 0.2.8, le terme de droite de l’égalité (12)
est E−1u0

(x,s,φE(x,0,s)), qui d’après la propriété 2, est égal à u0
(r0

E(x,s), s0
E(x,s)+φE(x,0,s))

.

Etudions le terme de gauche. Par définition, on a E−1u0
(x,0,0) = u0

(r0
E(x,0),s0

E(x,0))
. Mais,

d’après l’assertion 3., r0
E(x, 0) = (r0

E(x), s0E(x)). Par conséquent, et d’après l’exemple
0.2.8, le terme de gauche de l’égalité est u0

(r0
E(x), s+s0

E(x), s0
E(x,0))

.

On en déduit que

s0E(x, s) = −φE(x, 0, s) + s0E(x, 0),

ainsi, l’application s 7→ s0
E(x, s) est bien une application affine.

– Supposons que F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq.

D’après l’exemple 0.2.8, et puisque Q(s1/p, 0) = 0, le terme de droite de l’égalité (12) est
E−1u0

(x,s,φE(x,0,s)), qui d’après la propriété 2., n’est autre que u0
(r0

E(x,s), s0
E(x,s)+φE(x,0,s))

.

Etudions le terme de gauche. Par définition, on a E−1u0
(x,0,0) = u0

(r0
E(x,0),s0

E(x,0))
.

Mais d’après l’assertion 3., on a r0
E(x, 0) = (r0

E(x), s0E(x)). Par conséquent, et d’après
l’exemple 0.2.8, le terme de gauche de l’égalité est u0

(r0
E(x), s+s0

E(x), s0
E(x,0) + Q(s1/p,s0

E(x)1/p))
.

On en déduit que

(13) s0E(x, s) = −φE(x, 0, s) + s0E(x, 0) +Q(s1/p, s0E(x)1/p)

ainsi, l’application s 7→ s0
E(x, sp) est bien une fonction polynomiale de degré inférieur

ou égal à p.

6. – Supposons que F = Fq((T )) avec q > 2. D’après la propriété 5., s 7→ s0
A(x, s) est une

fonction polynomiale en s de degré inférieur ou égal à 1. Puisque 1 < q − 1, la somme
pour s parcourant Fq de s0A(x, s) est nulle d’après la remarque 0.2.12.

– Supposons que F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq, avec q > p.
Puisque Fq est parfait, sommer les s0

A(x, s) pour s parcourant Fq revient à sommer les
s0A(x, sp) pour s parcourant Fq. La propriété 5 dit que l’application s 7→ s0

A(x, sp) est
polynomiale de degré inférieur ou égal à p. Puisque q est une puissance de p et que
q > p, on a q−1 > p, donc la somme pour s parcourant Fq de s0A(x, sp) est nulle d’après
la remarque 0.2.12.
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– Supposons que F = Qp, p 6= 2.

Supposons l’assertion 6. vérifiée pour deux éléments B et C de I(1). On a alors, d’après
les propriétés 3. et 4.,

s0BC(x, s) = s0C(r0B(x, s)) + s0B(x, s) = s0C(r0B(x), s0B(x) + s) + s0B(x, s).

Sommant cette égalité pour s parcourant Fp, on a
∑

s∈Fp

s0BC(x, s) =
∑

s∈Fp

s0C(r0B(x), s) +
∑

s∈Fp

s0B(x, s).

Puisqu’on a supposé l’assertion 6. vérifiée pour B et C, et en appliquant à nouveau la
propriété 4.,

∑

s∈Fp

s0BC(x, s) = s0C(r0B(x)) + s0B(x) = s0BC(x).

Donc le produit BC vérifie l’assertion 6.

Ainsi, il suffit de démontrer la propriété 6. pour une matrice E élémentaire. Dans ce
cas, on dispose de l’égalité (13) qui s’écrit, puisque q = p,

(13) s0E(x, s) = −φE(x, 0, s) + s0E(x, 0) +Q(s, s0E(x)).

Puisque s 7→ φE(x, 0, s) est polynomiale de degré inférieur ou égal à 1 et que p− 1 > 1,
la somme pour s parcourant Fp de φE(x, 0, s) est nulle d’après la remarque 0.2.12.

La remarque 0.2.12 dit aussi que la somme pour s parcourant Fp de Q(s, s0E(x)) est
égale à s0E(x). Ainsi,

∑

s∈Fp

s0E(x, s) =
∑

s∈Fp

Q(s, s0E(x)) = s0E(x).





PARTIE I

LE FONCTEUR DES INVARIANTS SOUS
L’ACTION DU PRO-p-IWAHORI DE GL2(F )





CHAPITRE 1

ETUDE DU MODULE UNIVERSEL RELATIF AU
PRO-p-IWAHORI DE GL2(F )

On note G = GL2(F )/πZ. On identifie les sous-groupes d’Iwahori et du pro-p-Iwahori I, I(1) ainsi
que le compact maximal GL2(OF ) avec leur image dans G. On désigne par Z le centre de GL2(F ).
Le quotient I\G s’identifie au quotient IZ\GL2(F ).

Nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 1.0.13. – Le HFp
(G, I)-module universel Fp[I\G] est plat.

– Le HFp
(G, I(1))-module universel Fp[I(1)\G] est plat si et seulement si le cardinal du corps

résiduel de F est premier, égal à p. Dans ce cas, c’est même un HFp
(G, I(1))-module projectif

et fidèlement plat.

1.1. Préliminaires

1.1.1. Décomposition de la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de G.— Soit γ ∈ Γ

l’orbite sous l’action de S2 d’un caractère χ ∈ T̂ (Fq). On considère χ comme un Fp-caractère
de I trivial sur I(1) et l’on désigne par σγ la représentation de I définie par σγ = χ si |γ| = 1,
σγ = χ⊕ τχ si |γ| = 2, où τ est l’élément non trivial de S2.

Proposition 1.1.1. – Soit χ′ : I → Fp
∗
. Si χ et χ′ ne sont pas conjugués sous l’action de S2, il

n’existe pas d’entrelacement non trivial entre les Fp[G]-modules indG
I χ, indG

I χ
′.

– On a un isomorphisme de Fp[G]-modules

(14)
indG

I τχ −→ indG
I χ

fI,τχ 7−→ ωfI,χ.
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Démonstration. — Ce sont les résultats de la proposition 2.1 de [43]. Nous rappelons la preuve
de la seconde assertion. L’élément ω défini au paragraphe 0.1.4 normalise le sous-groupe d’Iwahori
et l’action par conjugaison par ω sur un élément de I est donnée par

ω

(

a d
πc b

)

ω−1 =

(

b c
πd a

)

, pour a, b ∈ O∗
F , c, d ∈ OF .

Elle permute les éléments de la diagonale. Ainsi, un élément de I agit sur ωfI,χ par le caractère τχ
et le morphisme de Fp[G]-module (14) est bien défini. C’est un isomorphisme car ω est inversible.

Remarque 1.1.2. – Si |γ| = 1, l’espace des I(1)-invariants de indG
I χ est égal à la composante

(I, χ)-isotypique de indG
I χ, d’après la première assertion de la proposition. Par définition de

l’algèbre de Hecke de χ, c’est le HFp
(G,χ)-module libre de base fI,χ.

– Si |γ| = 2, l’espace des I(1)-invariants de indG
I χ est égal à la somme directe de sa composante

(I, χ)-isotypique et de sa composante (I, τχ)-isotypique, d’après la première assertion de la
proposition. La première est, par définition de l’algèbre de Hecke de χ, égale au sous-HFp

(G,χ)-

module libre de indG
I χ engendré par fI,χ. D’après la seconde assertion de la proposition, son

image sous l’action ω est égale à la composante (I, τχ)-isotypique de indG
I χ. Par conséquent, le

HFp
(G,χ)-module libre de base {fI,χ, ωfI,χ} est égal à l’espace des I(1)-invariants de indG

I χ.

Proposition 1.1.3. La Fp-algèbre de Hecke HFp
(G, I(1)) est isomorphe au produit, pour γ par-

courant Γ, des Fp-algèbres de Hecke HFp
(G, σγ). Plus précisément, il existe une famille (εγ)γ∈Γ

d’idempotents centraux orthogonaux telle que

1 =
∑

γ∈Γ
εγ ∈ HFp

(G, I(1)) et HFp
(G, σγ) ' HFp

(G, I(1))εγ .

Démonstration. — C’est la proposition 3.1 loc.cit. Sa preuve s’appuie sur la décomposition de
l’induite compacte du caractère trivial en la somme directe de Fp[G]-modules

(15) indG
I(1)1 '

⊕

χ∈T̂ (Fq)

indG
I χ =

⊕

γ∈Γ

indG
I σγ ,

obtenue du fait que q − 1 est inversible dans Fp et que Fp contient une racine q − 1ème de l’unité.
De plus, puisqu’il n’y a pas de morphisme de Fp[G]-modules non nul entre indG

I σγ et indG
I σγ′ si

γ 6= γ′ (proposition 1.1.1), cette décomposition se traduit par l’écriture de la Fp-algèbre de Hecke
du pro-p-Iwahori en un produit d’algèbres de Hecke :

HFp
(G, I(1)) '

⊕

γ∈Γ

HFp
(G, σγ).

On note εχ l’élément de HFp
(G, I(1)) égal à la projection indG

I(1)1 � indG
I χ. L’idempotent central

εγ ∈ HFp
(G, I(1)) de la proposition est la projection indG

I(1)1 � indG
I σγ . Il est égal à εχ si γ est

de cardinal 1, à εχ + ετχ si γ est de cardinal 2.
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1.1.2. — Nous étudions maintenant la partie régulière de l’algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori.
Soit χ ∈ T̂ (Fq) un caractère d’orbite γ sous l’action de S2 que l’on suppose régulier, c’est-à-dire
que γ est de cardinal 2. Remarquons que cela suppose que q > 2.

La proposition 1.1.1 dit que les Fp[G]-modules indG
I χ et indG

I τχ sont isomorphes. On en déduit
que l’algèbre de Hecke HFp

(G, σγ) est isomorphe à l’algèbre des matrices de taille 2 sur l’an-
neau HFp

(G,χ) : les algèbres de Hecke HFp
(G, σγ) et HFp

(G,χ) sont Morita équivalentes ([17,
§3D]). Explicitement, les foncteurs suivants constituent des équivalences quasi-inverses entre les
catégories de modules (à gauche) sur HFp

(G, σγ) et HFp
(G,χ) :

Mod(HFp
(G, σγ)) 7−→ Mod(HFp

(G,χ))(16)

M 7−→ HomFp[G](ind
G
I σγ , ind

G
I χ) ⊗HFp

(G,σγ ) M

Mod(HFp
(G,χ)) 7−→ Mod(HFp

(G, σγ))(17)

M 7−→ HomFp[G](ind
G
I χ, ind

G
I σγ) ⊗HFp

(G,χ) M.

Remarque 1.1.4. En particulier, le HFp
(G,χ)-module à gauche correspondant, par équivalence de

Morita, au HFp
(G, σγ)-module à gauche indG

I σγ n’est autre que indG
I χ puisqu’on a l’isomorphisme

(18)
HomFp[G](ind

G
I χ, ind

G
I σγ) ⊗HFp

(G,χ) indG
I χ

∼
−→ indG

I σγ

f ⊗ x 7−→ f(x).

L’équivalence de Morita préservant la platitude, le HFp
(G, σγ)-module indG

I σγ est plat si et seule-

ment si le HFp
(G,χ)-module indG

I χ est plat.

Rappelons pourquoi l’équivalence de Morita préserve la platitude. Soient A et B deux algèbres Morita équivalentes.
Soit (P, Q) une paire de Morita pour A et B au sens de [17, §3D] : P est un A-module à gauche et un B-module à
droite, Q est un B-module à gauche et un A-module à droite, et l’on a les isomorphismes de bimodules P ⊗B Q ' A,
Q ⊗A P ' B. En particulier, d’après [17, lemme (3.51)], Q est un B-module à gauche projectif.
Soit M un A-module à gauche que l’on suppose plat. Nous voulons montrer que le B-module à gauche Q⊗A M lui
correspondant par équivalence de Morita est plat. Soit X ↪→ Y un morphisme de B-modules à droite injectif. Par
platitude du B-module projectif Q, il induit un morphisme injectif de A-modules à droite

X ⊗B Q ↪→ Y ⊗B Q,

qui lui même, par platitude du A-module à gauche M , induit une application injective

(X ⊗B Q) ⊗A M ↪→ (Y ⊗B Q) ⊗A M,

c’est-à-dire, par associativité du produit tensoriel, une application linéaire injective

X ⊗B (Q ⊗A M) ↪→ Y ⊗B (Q ⊗A M).

Donc, Q ⊗A M est un B-module plat.
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1.1.3. — Nous décrivons la démarche suivie dans le premier chapitre.

D’après la proposition 1.1.3 et sa preuve, le HFp
(G, I(1))-module Fp[I(1)\G] est plat si et seule-

ment si

indG
I σγ est un HFp

(G, σγ)-module plat pour tout γ ∈ Γ.

– Lorsque γ est de cardinal 1, on dit que l’on est dans le cas Iwahori et l’on est ramené, quitte à
tordre par un Fp-caractère deG, à l’étude de la platitude du HFp

(G, I)-module universel Fp[I\G].

C’est l’objet de la partie 1.2. On y montre que Fp[I\G] est un HFp
(G, I)-module projectif. De

plus, son sous-HFp
(G, I)-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur direct.

– Lorsque γ = {χ, χτ} est de cardinal 2, c’est-à-dire que l’on est dans le cas régulier, on étudie
la platitude du HFp

(G, σγ)-module indG
I σγ . D’après la remarque 1.1.4, l’équivalence de Morita

préserve la platitude et l’on est ainsi ramené à l’étude de la platitude HFp
(G,χ)-module indG

I χ,

à laquelle la partie 1.3 est consacrée : on y montre que indG
I χ est un HFp

(G,χ)-module plat si
et seulement si q = p.

Lorsque q = p, on montre de plus que indG
I χ est un HFp

(G,χ)-module libre et que son sous-
HFp

(G,χ)-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur direct (§1.3.5). Grâce à

l’isomorphisme de Morita (18) on transpose ces résultats à indG
I σγ : lorsque q = p, c’est un

HFp
(G, σγ)-module libre et son sous-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur

direct.

Rassemblant ces résultats, on aura ainsi montré que le HFp
(G, I(1))-module Fp[I(1)\G] est plat

si et seulement si q = p.

Dans le cas où q = p, on aura même prouvé que c’est un HFp
(G, I(1))-module projectif et que son

sous-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur direct. Or ce sous-module est, par
définition, isomorphe à l’algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de G. Ainsi, pour tout idéal propre à
droite A de HFp

(G, I(1)), l’espace vectoriel quotient Fp[I(1)\G]/AFp[I(1)\G], contient une copie
du quotient de HFp

(G, I(1)) par A. Ainsi, il ne saurait être nul. Cela signifie exactement que

Fp[I(1)\G] est un HFp
(G, I(1))-module fidèlement plat, d’après [9, Chapitre 1 §3, n̊ 1 Proposition

1].
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1.2. Platitude du module universel Fp[IZ\GL2(F )] sur l’algèbre de Hecke-Iwahori

On désigne par H la Fp-algèbre de Hecke-Iwahori HFp
(G, I). Elle est engendrée par les éléments

S et T avec les relations S(S + 1) = 0, T 2 = 1, où S et T sont respectivement les éléments de
H de support IτI et Iω ([43, 1.1]). Elle se décompose dès lors en somme directe de H-modules
projectifs H = HS ⊕H(S + 1).

Le Fp[G]-module Fp[I\G] est engendré par la fonction caractéristique 1I de I. C’est un élément
invariant sous l’action de I. Une Fp-base de Fp[I\G] est donnée par l’ensemble des g.1I où g
parcourt un système de représentants des classes à gauche G/I (§0.1.2.2).
Il existe une unique identification entre les arêtes de l’arbre T et une base de l’espace Fp[I\G] telle
que l’arête u (§0.2.1.1) corresponde à 1I et qui soit compatible avec l’action de G. On considérera
dorénavant les éléments de Fp[I\G] comme des combinaisons linéaires d’arêtes de l’arbre.

Remarque 1.2.1. Par définition de l’algèbre de Hecke H, l’espace des I-invariants de Fp[I\G] est
égal au H-module libre base u.

Théorème 1.2.2. Il existe un ensemble V d’arêtes de l’arbre T tel que le H-module Fp[I\G] est
isomorphe à la somme directe de modules projectifs

Fp[I\G] = Hu⊕
⊕

v∈V

HSv ' H ⊕
⊕

v∈V

HS.

Corollaire 1.2.3. Le H-module Fp[I\G] est un H-module fidèlement plat.

La suite de la partie 1.2 est consacrée à la démonstration de ce théorème.

1.2.1. Action de la Fp-algèbre de Hecke-Iwahori de G sur Fp[I\G].— Les actions des
générateurs S et T de H sur les arêtes de l’arbre T sont entièrement déterminées par les données
de S(u) et T (u) car l’action de H commute à celle de G. Pour calculer ces dernières, on utilise les
observations du paragraphe 0.1.2.2.

Rappelons la description géométrique des actions de S et T .
– On a T (u) = ω u = ũ. Donc, l’action de T sur une arête renverse son orientation.
– On a la décomposition ([43, A.3]) :

IτI =
⋃

s∈Fq

Iτ

(

1 [s]
0 1

)

=
⋃

s∈Fq

I

(

0 1
1 [s]

)

=
⋃

s∈Fq

I(g0
s)

−1

Ainsi S(u) =
∑

s∈Fq

g0
su =

∑

s∈Fq

us.

Ainsi, l’action de S envoie une arête v d’origine c sur la somme des q arêtes d’origine c distinctes
de v.
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S(u) = ux1 + ux2 + ux3 + ux4

ux1

ux2

ux3

ux4

Pour q = 4 :
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Cette description géométrique des actions de S et T est la clef des preuves de la partie 1.2. Nous
l’utiliserons à maintes reprises sous les formes suivantes :

Soit v une arête de l’arbre d’origine c.

G1 : L’action de (S + 1) transforme v en la somme des q + 1 arêtes d’origine c.

G2 : L’action de ST transforme v en la somme des q arêtes adjacentes à v.

G3 : Soit v′ une arête adjacente à v. On a

(1 + S)Tv = (1 + S)v′.

1.2.2. Une base du Fp-espace vectoriel Fp[I\G].— Une Fp-base de Fp[I\G] est donnée par
l’ensemble des arêtes de l’arbre T . Nous allons en donner une autre en construisant les ensembles
Vl de la manière suivante.

– V0 := {u, us, s ∈ Fq} est l’ensemble des q + 1 arêtes sortantes à distance 1.

– Construisons Vl, l ≥ 1, un ensemble d’arêtes sortantes à distance l + 1.

Soit v, une arête sortante à distance l. Nous avons vu (§0.2.1.3), que le faisceau issu de v est
indexé par Fq de la façon suivante : soient ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fl−ε

q , uniques, tels que v = uε
x. Le

faisceau issu de v est l’ensemble des q arêtes

Fv = {uε
(x,s), s ∈ Fq}.

Nous appelons l’arête uε
(x,0) l’arête exceptionnelle issue de v = uε

x.

Privant le faisceau issu de v de son arête exceptionnelle on obtient l’ensemble noté Vv :

Vv = {uε
(x,s), s ∈ F∗

q}.

On pose alors
Vl :=

⋃

v

Vv,

où v parcourt l’ensemble des arêtes sortantes à distance l.

Les cardinaux des ensembles considérés sont respectivement :
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|V0| = q + 1 ; pour l ∈ N, |Vl+1| = (q + 1)(ql+1 − ql).

La réunion des (Vl)l∈N est l’ensemble des arêtes sortantes de l’arbre, privé des demi-droites d’ori-
gine un sommet à distance supérieure ou égale à 1, constituées par des arêtes exceptionnelles.

Par la suite, nous dirons aussi de l’arête u0 d’origine c0 qu’elle est exceptionnelle.

Rappelons que El désigne l’ensemble des arêtes sortantes à distance l + 1.

Lemme 1.2.4. Soit l ∈ N.
L’ensemble {(ST )iv, v ∈ Vl−i} 0≤i≤l est une base de l’espace vectoriel de base El.

L’ensemble {T (ST )iv, v ∈ Vl−i} 0≤i≤l est une base de l’espace vectoriel de base Ẽl.

Démonstration. — Posons Xl = {(ST )iv, v ∈ Vl−i} 0≤i≤l.

Notons tout d’abord, grâce à G2, que pour tout i ∈ {0, .., l} et toute arête v ∈ Vl−i, l’élément
(ST )iv est la somme des qi arêtes sortantes à distance l + 1 de la branche de v.

Ainsi, tout élément de Xl appartient à l’espace vectoriel engendré par El.

On en déduit aussi que pour i, j, éléments distincts de {0, .., l}, les ensembles {(ST )iv, v ∈ Vl−i}
et {(ST )jv, v ∈ Vl−j} sont disjoints et que le cardinal de Xl se calcule de la façon suivante :

|Xl| =
∑

i∈{0,..,l}

|Vl−i| = q + 1 +
∑

i∈{1,..,l}

(q + 1)(qi − qi−1) = ql(q + 1) = |El|.

Pour montrer le lemme, il suffit donc de montrer que Xl engendre l’espace vectoriel de base El.
Nous montrons cette assertion par récurrence sur l.

Pour l = 0 c’est clair puisque V0 = E0. Soit l ≥ 1, supposons l’assertion vérifiée pour l − 1.
Soit v ∈ El. Si v n’est pas exceptionnelle, alors v ∈ Vl ⊂ Xl. Sinon, on note v′ ∈ El−1 l’arête à
laquelle v est adjacente. D’après G2, v est une combinaison linéaire de STv ′ et des q−1 arêtes non
exceptionnelles adjacentes à v′. Ces dernières appartiennent à Xl. D’autre part, par hypothèse de
récurrence, v′ appartient à l’espace vectoriel engendré par Xl−1, donc STv′ appartient à l’espace
vectoriel engendré par STXl−1 ⊂ Xl. Ainsi, v appartient à l’espace vectoriel engendré par Xl.

Une base de Fp[I\G] est donc donnée par

(19) {(ST )kv, T (ST )kv, v ∈ Vi}i,k∈N.
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1.2.3. Expression de Fp[I\G] comme limite inductive de HFp
(G, I)-modules.— Pour

i ∈ N, on désigne par Yi le sous-espace vectoriel de Fp[I\G] de base

{(ST )kv, T (ST )kv, v ∈ Vj} 0≤j≤i, k∈N.

La famille (Yi)i∈N est croissante pour l’inclusion.

Remarque 1.2.5. D’après le lemme 1.2.4 et par définition de Yi, l’ensemble
⋃

0≤j≤i
Ej ∪ Ẽj des arêtes

à distance inférieure ou égale à i+ 1 est contenu dans Yi.

Proposition 1.2.6. Pour i ∈ N, le sous-espace vectoriel Yi de Fp[I\G] est stable sous l’action de
H.

Corollaire 1.2.7. Pour i ∈ N, le H-module Yi est engendré par
⋃

0≤j≤i
Vj.

Preuve de la proposition 1.2.6. — Nous procédons par récurrence sur i ∈ N. Puisque les
générateurs S et T de H vérifient, T 2 = 1 et S2 = −S, il suffit, pour montrer que Yi est stable
sous l’action de H, de s’assurer que

Sv ∈ Yi, pour tout v ∈ Vj , 0 ≤ j ≤ i.

– Soit v ∈ V0, Sv est la somme des arêtes appartenant à V0 différentes de v. Donc Sv ∈ Y0 et Y0

est stable sous l’action de H.

– Soit i ∈ N. Supposons que Yi est stable sous l’action de H.

Soit v ∈ Vj , j ≤ i, alors Sv ∈ Yi par hypothèse de récurrence, donc Sv ∈ Yi+1.
Soit v ∈ Vi+1. C’est une arête sortante à distance i + 2. D’après la description géométrique de
l’action de S, Sv est une combinaison linéaire d’une arête rentrante à distance i+ 1 et de q− 1
arêtes sortantes à distance i + 2. D’après la remarque 1.2.5, ces arêtes appartiennent à Yi+1,
donc Sv ∈ Yi+1.

Ainsi, on a bien démontré que Yi+1 est stable sous l’action de H.

Lemme 1.2.8. Pour tout v ∈ Vi+1, on a (1 + S)v ∈ Yi.

Démonstration. — Soit v′ ∈ Ei, l’arête sortante à distance i + 1 à laquelle v est adjacente.
D’après la remarque 1.2.5, l’arête v ′ est contenue dans Yi, qui est stable sous l’action de H d’après
la proposition précédente. Or, d’après G3, on a (1 + S)v = (1 + S)Tv′. Ainsi, (1 + S)v ∈ Yi.
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Remarque 1.2.9. La remarque 1.2.5 nous dit que Yi contient toutes les arêtes sortantes à distance
inférieure ou égale à i+ 1. Or, l’action de I(1) sur les arêtes de l’arbre commute à celle de H et,
d’après le lemme 0.2.6, elle conserve la distance et l’orientation.
Ainsi, le H-module Yi, engendré par un ensemble

⋃

0≤j≤i
Vj d’arêtes sortantes à distance inférieure

ou égale à i+ 1, est stable sous l’action de I(1).

1.2.4. Projectivité des H-modules Yi, i ∈ N.—

1.2.4.1. Projectivité de Y0.— On considère le morphisme de H-modules suivant :

Φ : H × (HS)q−1 −→ Y0

(h , (hsS)s∈F∗
q
) 7−→ hu+

∑

s∈F∗
q

hsS us.

Lemme 1.2.10. Le morphisme de H-modules Φ est un isomorphisme.

Démonstration. — Commençons par la preuve de la surjectivité de Φ. On rappelle que Y0 est
le H-module engendré par l’ensemble V0 = {u, us, s ∈ Fq} des arêtes d’origine c0. Montrons tout
d’abord que Su0 appartient à l’image de Φ. D’après G1, (1 + S)u est égal à la somme des arêtes
us pour s parcourant Fq. Puisque S(S + 1) = 0, on en déduit que

Su0 = −
∑

s∈F∗
q

Sus,

donc Su0 appartient à l’image de Φ. Ainsi, l’image de Φ contient u, et Sus, pour tout s ∈ Fq.
Pour montrer la surjectivité, il suffit de prouver qu’elle contient us pour tout s ∈ Fq. Or, d’après
G1, on a, pour tout s ∈ Fq,

us = (1 + S)u− Sus,

donc Φ est surjectif.

Montrons maintenant que Φ est injectif. Soit (h, (hsS)s∈F∗
q
) ∈ H × (HS)q−1. L’élément h ∈ H

s’écrit de façon unique

h =
∑

k∈N

ak(ST )k + bkT (ST )k + ck(ST )kS + dkT (ST )kS, avec ak, bk, ck, dk ∈ Fp.

L’élément hsS ∈ HS s’écrit de façon unique

hsS =
∑

k∈N

as
k(ST )kS + bskT (ST )kS, avec as

k, b
s
k ∈ Fp.

On a, d’après G1,

hu =
∑

k∈N

(ak(ST )ku+ bkT (ST )ku+ ck(ST )ku0 + dkT (ST )ku0 +
∑

r∈F∗
q

ck(ST )kur + dkT (ST )kur)

hsSus =
∑

k∈N

(as
k(ST )ku+ bskT (ST )ku+ as

k(ST )ku0 + bskT (ST )ku0 +
∑

r∈F∗
q ,r 6=s

as
k(ST )kur + bskT (ST )kur)
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Ainsi l’image par Φ de (h, (hsS)s∈F∗
q
) est égale à

∑

k∈N

((ak +
∑

s∈F∗
q

as
k)(ST )ku+ (bk +

∑

s∈F∗
q

bsk)T (ST )ku)

+
∑

k∈N

((ck +
∑

s∈F∗
q

as
k)(ST )ku0 + (dk +

∑

s∈F∗
q

bsk)T (ST )ku0)

+
∑

k∈N, r∈F∗
q

((ck +
∑

s∈F∗
q ,s6=r

as
k)(ST )kur + (dk +

∑

s∈F∗
q ,s6=r

bsk)T (ST )kur)

D’après le lemme 1.2.4, la famille {(ST )ku, T (ST )ku, (ST )kus, T (ST )kus}k∈N,s∈Fq est libre. Donc,
si l’image par Φ de (h, (hsS)s∈F∗

q
) est nulle, alors pour tout k ∈ N :























ak +
∑

s∈F∗
q

as
k = 0,

ck +
∑

s∈F∗
q

as
k = 0,

ck +
∑

s∈F∗
q ,s6=r

as
k = 0,∀r ∈ F∗

q

et























bk +
∑

s∈F∗
q

bsk = 0,

dk +
∑

s∈F∗
q

bsk = 0,

dk +
∑

s∈F∗
q ,s6=r

bsk = 0,∀r ∈ F∗
q,

c’est-à-dire ak = ck = 0, et as
k = 0, ∀s ∈ F∗

q, bk = dk = 0, et bsk = 0, ∀s ∈ F∗
q. Ainsi,

(h, (hsS)s∈F∗
q
) = 0 et Φ est injectif.

Le lemme 1.2.10 montre que le H-module Y0 est égal au H-module projectif

Y0 = Hu ⊕
⊕

s∈F∗
q

HS us ' H ⊕ (HS)q−1(20)

1.2.4.2. Projectivité de Yi+1, i ∈ N.— Soit i ∈ N. Supposons que Yi est un H-module projectif.
On a la suite exacte de H-modules

0 → Yi → Yi+1 → Yi+1/Yi → 0.

Ainsi, montrer la projectivité du H-module Yi+1/Yi suffit pour s’assurer de celle du H-module
Yi+1.

Lemme 1.2.11. L’application

Φi : H |Vi+1| → Yi+1/Yi

(hv)v∈Vi+1 7−→
∑

v∈Vi+1

hvv mod Yi

est un morphisme de H-modules surjectif de noyau H(S + 1)|Vi+1|.
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Démonstration. — D’après sa définition, le Fp-espace vectoriel Yi+1 se décompose en la somme
directe de Yi et du Fp-espace vectoriel de base {(ST )kv, T (ST )kv, v ∈ Vi+1}k∈N. Ainsi, Φi est
bien surjectif.

L’inclusion H(S + 1)|Vi+1| ⊂ KerΦi résulte du fait que (1 + S)v ⊂ Yi pour tout v ∈ Vi+1 (lemme
1.2.8).

Soit (hv)v ∈ Vi+1 un élément du noyau de H |Vi+1|. Pour tout v ∈ Vi+1, l’élément hv ∈ H s’écrit
de façon unique :

hv =
∑

k∈N

av
k(ST )k + bvkT (ST )k + cvk(ST )kS + dv

kT (ST )kS, avec av
k, b

v
k, c

v
k, d

v
k ∈ Fp.

Comme on vient de le rappeler, on a Sv = −v mod Yi pour tout v ∈ Vi+1. Ainsi,
∑

v∈Vi+1

hvv =
∑

v∈Vi+1

((av
k − cvk)(ST )kv + (bvk − dv

k)T (ST )kv) mod Yi.

Puisque la famille {(ST )kv, T (ST )kv, v ∈ Vi+1}k∈N est libre modulo Yi, supposer que (hv)v∈Vi+1

appartient au noyau de Φi implique, pour tout v ∈ Vi+1, k ∈ N :

av
k = cvk, b

v
k = dv

k,

c’est à dire hv ∈ H(S + 1), pour tous v ∈ Vi+1.

Ainsi, le H-module Yi+1/Yi est isomorphe à une somme de copies de H/H(S + 1) ' HS. C’est
un module projectif et l’on a la décomposition en somme directe de H-modules projectifs :

Yi+1 = Yi ⊕
⊕

v∈Vi+1

HS v ' Yi ⊕ (HS)|Vi+1|.(21)

Des isomorphismes (20) et (21) et par définition de V0 = {u, us, s ∈ Fq}, on déduit

Yi = Hu ⊕
⊕

v∈V0∪...∪Vi−{u,u0}

HS v ' H ⊕
⊕

v∈V0∪...∪Vi−{u,u0}

HS.(22)

Le H-module Fp[I\G] est la limite inductive de la famille de H-modules (Yi)i∈N croissante pour
l’inclusion. On a ainsi démontré le théorème 1.2.2 : en posant V =

⋃

i∈N
Vi − {u, u0}, on a la

décomposition en somme directe de H-modules,

Fp[I\G] = Hu ⊕
⊕

v∈V

HSv ' H ⊕
⊕

v∈V

HS.
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1.3. Platitude du module ind
GL2(F )
IZ χ sur l’algèbre de Hecke du caractère régulier χ

On suppose dans toute cette section que q > 2. et l’on se donne χ : F∗
q
2 → Fp

∗
un Fp-caractère

régulier du tore fini. On note Hχ l’algèbre de Hecke du caractère χ considéré comme un caractère
de I trivial sur I(1).

Soient t1, t2 les éléments de G définis par t1 =

(

π 0
0 1

)

, t2 =

(

1 0
0 π

)

. L’algèbre de Hecke Hχ est

la Fp-algèbre commutative de générateurs T1, T2 vérifiant T1T2 = 0, où, pour i = 1, 2, on désigne
par Ti l’élément de Hχ de support ItiI et de valeur 1 en ti ([43, 2.1]).

Nous allons montrer le théorème suivant.

Théorème 1.3.1. Soit a ∈ {1, .., q − 2}. Soit χ = 1 ⊗ χ2 : F∗
q
2 → Fp

∗
, le caractère régulier du

tore fini tel que χ2(x) = xa, ∀x ∈ F∗
q.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le Hχ -module indG
I χ est plat

2. Les coefficients des polynômes (1 −X)a et (1 −X)q−1−a ∈ Fp[X], de degrés respectifs a et
q − 1 − a, sont tous non nuls.

3. On a la suite exacte de Fp[G]-modules 0 −→ T1ind
G
I χ −→ indG

I χ
T2−→ T2ind

G
I χ→ 0.

Corollaire 1.3.2. Le Hχ-module indG
I χ est plat si et seulement si q est un nombre premier.

Preuve du corollaire. — Quitte à tordre par un caractère de G, on peut toujours se ramener
à un caractère χ de la forme décrite dans le théorème.

Si q = p la condition (2) du théorème est vérifiée.

Supposons que q > p. Soit x := max{a, q − 1 − a}. Il vérifie x > p− 1. On a

(x− p+ 1)
(

x
p−1

)

= p
(

x
p

)

.

Si p ne divise pas x−p+1, alors p divise
(

x
p−1

)

ce qui contredit la condition (2) pour le polynôme

(1 −X)x. Si p divise x− p+ 1, il divise aussi q − 1 − x, ce qui contredit la condition (2) pour le
polynôme (1 −X)q−1−x.

Nous finirons la section 1.3 par la preuve du résultat suivant.

Théorème 1.3.3. Si q = p, le Hχ-module indG
I χ est libre .

Jusqu’à la fin de la section 1.3, nous allons considérer que χ : F∗
q
2 → Fp

∗
est un caractère régulier

du tore fini comme dans l’énoncé du théorème 1.3.1, c’est-à-dire de la forme χ = 1 ⊗ χ2, avec

χ2 : F∗
q → Fp

∗
, x 7→ xa, où a ∈ {1, .., q − 2}.
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Une Fp-base de indG
I χ est donnée par l’ensemble des fonctions g.fI,χ = fIg−1,χ de support Ig−1

et de valeur 1 en g−1, où g parcourt le système de représentants (6) des classes à gauche de G
modulo I donné au paragraphe 0.2.1.

On établit une bijection entre cette base de indG
I χ et l’ensemble des arêtes de l’arbre en identifiant,

pour tout g appartenant au système de représentants (6), l’arête g u avec l’élément g.fI,χ = fIg−1,χ.
On pourra donc considérer désormais tout élément de indG

I χ comme une combinaison linéaire
d’arêtes de l’arbre. On rappelle que ũ désigne l’arête ωu = ω−1u opposée à u.

Remarque 1.3.4. Cette identification n’est pas compatible avec l’action de G car l’arête u est
invariante sous l’action de I tandis que I agit sur l’élément fI,g par le caractère non trivial χ.

1.3.1. Action de HFp
(G,χ) sur indG

I χ.—

1.3.1.1. Les actions de T1 et T2 sur indG
I χ sont respectivement entièrement déterminées par la

donnée de T1(ũ) et T2(u) car l’action de Hχ sur indG
I χ commute à celle de G. On en donne une

description géométrique :

– On a la décomposition suivante ([43, Ap. 3]) :

It1I =
⋃

s∈Fq

I

(

π 0
π[s] 1

)

.

Remarquons que

(

π 0
π[s] 1

)−1

= ω

(

−[s] 1
1 0

)

= ωg0
s . Ainsi T1(u) =

∑

s∈Fq

(ωg0
s )u et

(23) T1(ũ) = ω−1T1(u) =
∑

s∈Fq

g0
su =

∑

s∈Fq

us.

– On a la décomposition suivante :

It2I =
⋃

s∈Fq

I

(

1 s
0 π

)

.

Puisque

(

1 s
0 π

)−1

=

(

−[s] 1
1 0

)

ω−1 = g0
sω

−1, on a

(24) T2(u) =
∑

s∈Fq

g0
sω

−1 u =
∑

s∈Fq

ũs.

Ainsi, T1(ũ) est la somme des q arêtes adjacentes à ũ, et T2(u) est la somme des q arêtes incidentes
à u. Comme dans le cas Iwahori, on pourrait être tenté de généraliser cette observation, sans plus
de précautions, afin de décrire l’action de T1 et de T2 sur une arête quelconque v de l’arbre. C’est
sans compter le fait que le sous-groupe d’Iwahori agit par le caractère non trivial χ sur l’arête u.
De la description de l’action de T1 sur l’arête ũ et de T2 sur l’arête u, on peut donc seulement
déduire que :
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G
χ
1

: L’action de T1 transforme v en une combinaison linéaire à cœfficients non nuls des q arêtes
adjacentes à v.

G
χ
2

: L’action de T2 transforme v en une combinaison linéaire à cœfficients non nuls des q arêtes
incidentes à v.

Par exemple, pour s ∈ Fq, l’action de T1 sur l’arête ũs et l’action de T2 sur l’arête us sont données
par :

(25) T1(ũs) = u+
∑

z∈Fq, z 6=s

(z − s)auz.

(26) T2(us) = ũ+
∑

z∈Fq , z 6=s

(s− z)q−1−aũz.

Montrons la relation (25). D’après l’égalité (23), on a T1(ũs) = g0
sT1(ũ) = g0

s(u0 +
P

y∈F∗

q

u−y) = g0
s(g0

0 +
P

y∈F∗

q

g0
−y)u.

Or l’élément g0
sg0

0 =

„

−[s] 1
1 0

« „

0 1
1 0

«

=

„

1 −[s]
0 1

«

appartient à I(1) et fixe l’arête u. D’autre part, pour y ∈ F∗
q ,

on calcule l’action de g0
sg0

−y sur u :

g
0
sg

0
−y =

„

−[s] 1
1 0

« „

[y] 1
1 0

«

=

„

1 − [sy] −[s]
[y] 1

«

=

„

[y−1] − [s] 1
1 0

« „

[y] 1
0 −[y−1]

«

d’où

(∗∗) g
0
sg

0
−y =

„

[−s + y−1] 1
1 0

« „

1 0
[y−1] − [s] − [−s + y−1] 1

« „

[y] 1
0 −[y−1]

«

.

La première matrice de l’égalité (∗∗) n’est autre que g0
s−y−1 . La seconde appartient à I(1) et fixe l’arête u, puisque,

par définition de l’application de Teichmüller, on a [y−1]− [s]− [−s+ y−1] ∈ πOF . La troisième et dernière matrice
appartient au sous-groupe d’Iwahori et agit sur l’arête u par le caractère χ = 1 ⊗ χ2. Ainsi, on a

g
0
sg

0
−yu = χ2(−y

−1)us−y−1 .

On a donc bien démontré que T1(ũs) = u +
P

y∈F∗

q

χ2(−y−1)us−y−1 = u +
P

z∈Fq, z 6=s

χ2(z − s)uz.

Montrons la relation (26). La relation (24) nous assure que T2(us) = g0
s(ũ0 +

P

yinF∗

q

ũ0
−y) = g0

s(g0
0 +

P

yinF∗

q

g0
−y)ũ.

Comme précédemment, g0
sg0

0 ∈ I(1) fixe l’arête u ainsi que son opposée ũ.
D’autre part, pour y ∈ F∗

q , on calcule l’action de g0
sg0

−y sur l’arête ũ. La première matrice de l’égalité (∗∗) précédente

est égale à g0
s−y−1 . La seconde appartient à I(1) et fixe l’arête ũ. La troisième et dernière matrice appartient au

sous-groupe d’Iwahori I et agit sur l’arête ũ = ωu par le caractère χ2 ⊗ 1. En effet, l’élément ω normalise I et
l’action par conjugaison par ω sur un élément de I permute les éléments de la diagonale, comme on l’a vu dans la
preuve de la proposition 1.1.1. Ainsi,

T2(us) = ũ +
X

y∈F∗

q

χ2(y)ũs−y−1 = ũ +
X

z∈Fq , z 6=s

χ2(s − z)−1
ũz.
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1.3.1.2. — Souhaitant faire un changement de base adéquat pour simplifier l’expression de l’action
de T1 et T2, nous nous proposons de construire une base de l’espace vectoriel engendré par les
arêtes sortantes à distance 1 par un procédé d’analyse de Fourier.

Fixons ζ un générateur du groupe cyclique F∗
q. Le groupe des Fp-caractères de F∗

q est paramétré

par F∗
q de la façon suivante : à tout s ∈ F∗

q, on associe le caractère λs : F∗
q → Fp

∗
tel que ζ 7→ s.

Notation 1.3.5. Notons w : F∗
q → indG

I χ la transformée de Fourier de l’application

F∗
q → indG

I χ
s 7→ us.

Elle est donnée en s ∈ F∗
q par

ws =
∑

t∈F∗
q

λs(t)ut.

On pose de plus w0 := u0.

L’espace vectoriel engendré par l’ensemble {u0, us, s ∈ F∗
q} des arêtes adjacentes à ũ a pour base

l’ensemble {w0, ws, s ∈ F∗
q}.

L’élément w̃s est défini par w̃s :=
∑

t∈F∗
q
λs(t)ũt. L’espace vectoriel engendré par l’ensemble

{ũ0, ũs, s ∈ F∗
q} des arêtes incidentes à u a pour base l’ensemble {w̃0, w̃s, s ∈ F∗

q}.

Notation 1.3.6. Nous propageons dans l’arbre ces nouvelles bases obtenues par transformée de
Fourier. Soient ε ∈ {0, 1}, i ∈ N, x ∈ Fi

q. On pose, pour tout s ∈ Fq

wε
(x,s) := (gε

xω)ws.

On a alors w̃ε
(x,s) = (gε

xω) w̃s.

L’action de G transforme un faisceau en un faisceau, donc l’ensemble {wε
(x,s), s ∈ Fq} forme une

base de l’espace vectoriel engendré par l’ensemble des arêtes adjacentes à (g ε
xω)ũ = uε

x. De même,
l’ensemble {w̃ε

(x,s), s ∈ Fq} forme une base de l’espace vectoriel engendré par l’ensemble des arêtes
incidentes à ũε

x.

Ainsi, la définition suivante est naturelle :

Définition 1.3.7. On dira de l’élément w0
(x,s) (resp. w̃0

(x,s)) qu’il est de type 0, sortant (resp.

rentrant), et à distance i+ 1.

On dira de l’élément w1
(x,s) (resp. w̃1

(x,s)) qu’il est de type 1, sortant (resp. rentrant), et à distance

i+ 2.

Nous allons maintenant décrire l’action de T1 et T2 grâce aux nouvelles bases que nous venons de
définir.
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Définition 1.3.8. On note respectivement Φ1 ∈ Fq[X] et Φ2 ∈ Fq[X] la transformée de Fourier
du polynôme (1 −X)a et la transformée de Fourier inverse du polynôme (1 −X)q−1−a :

Φ1 =
∑

0≤j≤q−2

(1 − ζj)aXj , Φ2 =
∑

0≤j≤q−2

(1 − ζ−j)q−1−aXj .

Du fait de la définition des polynômes Φ1 et Φ2, on les égalités suivantes dans Fq[X] :

(27) (1 −X)a = −
∑

0≤j≤q−2

Φ1(ζ
q−1−j)Xj , (1 −X)q−1−a = −

∑

0≤j≤q−2

Φ2(ζ
j)Xj .

Lemme 1.3.9. L’action de T1 dans les bases {ũ, w̃0, w̃s, s ∈ F∗
q} et {u,w0, ws, s ∈ F∗

q} est donnée
par

T1(ũ) = w0 + w1,
T1(w̃0) = u+ wζa ,
T1(w̃1) = −u+ Φ1(1)wζa où Φ1(1) = −1,
T1(w̃ζq−1−a) = −(−1)aw0 + Φ1(ζ

q−1−a)w1 où Φ1(ζ
q−1−a) = −(−1)a,

T1(w̃s) = Φ1(s)wsζa , pour tout s ∈ F∗
q\{1, ζ

q−1−a}.

L’action de T2 dans les bases {u,w0, ws, s ∈ F∗
q} et {ũ, w̃0, w̃s, s ∈ F∗

q} est donnée par

T2(u) = w̃0 + w̃1,
T2(w0) = ũ+ (−1)q−1−aw̃ζq−1−a ,
T2(w1) = −ũ+ Φ2(ζ

q−1−a)w̃ζq−1−a où Φ2(ζ
q−1−a) = −(−1)q−1−a,

T2(wζa) = −w̃0 + Φ2(1)w̃1 où Φ2(1) = −1,
T2(ws) = Φ2(sζ

q−1−a)w̃sζq−1−a , pour tout s ∈ F∗
q\{1, ζ

a}.

Démonstration. — Nous effectuons la preuve pour l’action de T1.
– La relation (23) dit que T1(ũ) =

∑

x∈Fq

ux. Or, par définition, w1 =
∑

x∈F∗
q

ux. Donc, T1(ũ) = w0+w1.

– La relation (25) dit que T1(ũ0) = u+
∑

s∈F∗
q

saus. Par définition de wζa , on a donc T1(ũ0) = u+wζa.

– Soit s ∈ F∗
q et b ∈ {0, .., q − 2} tel que s = ζ b. On a alors

Φ1(s) =
∑

0≤j≤q−2

(1 − ζj)aζbj =
∑

t∈F∗
q

(1 − t)atb.

D’après (25) et la définition de w̃s,

T1(w̃s) =
∑

t∈F∗
q

tbT1(ũt)

=
∑

t∈F∗
q

tb[u+ (−t)au0 +
∑

z∈F∗
q

(z − t)auz]

(Dans la dernière somme, il n’est en fait pas nécessaire d’exclure le cas z = t comme on l’a fait dans l’écriture

de l’égalité (25), car a 6= 0 mod q − 1.)



1.3. PLATITUDE DU MODULE ind
GL2(F )
IZ χ SUR L’ALGÈBRE DE HECKE DU CARACTÈRE RÉGULIER χ 55

T1(w̃s) = (
∑

t∈F∗
q

tb)u+ (
∑

t∈F∗
q

(−1)ata+b)u0 +
∑

z∈F∗
q

za+buz(
∑

t∈F∗
q

(1 − tz−1)a(tz−1)b

= (
∑

t∈F∗
q

tb)u+ (
∑

t∈F∗
q

(−1)ata+b)u0 +
∑

z∈F∗
q

za+buz(
∑

t∈F∗
q

(1 − t)atb)

= (
∑

t∈F∗
q

tb)u+ (
∑

t∈F∗
q

(−1)ata+b)u0 + Φ1(s)
∑

z∈F∗
q

za+buz

= (
∑

t∈F∗
q

tb)u+ (
∑

t∈F∗
q

(−1)ata+b)u0 + Φ1(s)wsζa

– Si b 6= 0 et b 6= q− 1− a, c’est-à-dire si s 6= 1 et s 6= ζ q−1−a, les deux premiers termes sont
nuls et l’on retrouve la formule annoncée dans le lemme.

– Si b = 0, c’est-à-dire s = 1, alors b 6= q − 1 − a et le deuxième terme est nul tandis que le
premier vaut −u. Pour retrouver la formule annoncée par le lemme, il reste à montrer que
Φ1(1) = −1.
D’après la définition du polynôme Φ1 et l’égalité (27) qu’on en a déduite, −Φ1(1) est égal
au terme constant du polynôme (1 −X)a. Ainsi, Φ1(1) = −1.

– Si b = q − 1 − a, c’est-à-dire s = ζq−1−a, alors b 6= 0 et le premier terme est nul, tandis
que le deuxième vaut −(−1)au0 = −(−1)aw0. Pour retrouver la formule annoncée par le
lemme, il reste à montrer que Φ1(ζ

q−1−a) = −(−1)a.
D’après l’égalité (27), −Φ1(ζ

q−1−a) est égal au cœfficient du monôme Xa du polynôme
(1 −X)a. Ainsi, Φ1(ζ

q−1−a) = −(−1)a.

1.3.2. Expression de indG
I χ comme limite inductive de HFp

(G,χ)-modules. — A la

section 1.2, nous avons écrit le H-module Fp[I\G] comme limite inductive de H-modules de type
fini. Pour celà, nous avons fait usage de la description géométrique de l’action des générateurs de
H sur les arêtes de l’arbre considérées comme des éléments de Fp[I\G].

Nous allons adopter une démarche analogue pour écrire le Hχ -module indG
I χ comme limite in-

ductive de Hχ -modules de type fini. Nous allons utiliser les observations G
χ
1

et G
χ
2
, qui donnent

la description géométrique de l’action des générateurs T1 et T2 de Hχ sur l’ensemble des arêtes de
l’arbre, que nous avons identifié avec une Fp-base de indG

I χ. Pour l’instant nous ne nous servons
pas de la base obtenue par analyse de Fourier.

On rappelle que, pour l ∈ N, on désigne par El l’ensemble des arêtes sortantes à distance l+1. On
considère l’ensemble d’arêtes Vl construit au paragraphe 1.2.2 : V0 est l’ensemble des q+ 1 arêtes
sortantes à distance 1 et si l ≥ 1, Vl est l’ensemble El privé des arêtes dites exceptionnelles.

Lemme 1.3.10. L’ensemble {T i
1v, v ∈ Vl−i}0≤i≤l est une base du Fp-espace vectoriel de base El.

L’ensemble {T i
2ṽ, v ∈ Vl−i}0≤i≤l est une base du Fp-espace vectoriel de base Ẽl.
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Démonstration. — C’est l’analogue du lemme 1.2.4. Il se démontre de façon tout à fait sem-
blable, car l’élément de T1, qui envoie une arête sur une combinaison linéaire à cœfficients non
nuls des arêtes adjacentes, se comporte “géométriquement” comme l’élément ST de la section
précédente. De même, l’élément T2 se comporte comme T (ST ).
Nous démontrons la première assertion du lemme. La seconde se démontre de même.

Posons Xl = {T i
1v, v ∈ Vl−i}0≤i≤l.

Notons que pour tout i ∈ {0, .., l} et tout v ∈ Vl−i, T i
1v est une combinaison linéaire à cœfficients

non nuls des qi arêtes de l’intersection de El avec la branche de v.

On en déduit que tout élément de Xl appartient à l’espace vectoriel de base El.

On en déduit aussi que pour i, j deux éléments distincts de {0, ..., l}, les ensembles {T i
1v, v ∈ Vl−i}

et {T j
1 v, v ∈ Vl−j} sont disjoints et que le cardinal de Xl se calcule de la façon suivante :

|Xl| =
∑

i∈{0,..,l}

|Vl−i| = q + 1 +
∑

i∈{1,..,l}

(q + 1)(qi − qi−1) = ql(q + 1) = |El|.

Pour démontrer le lemme il suffit donc de s’assurer queXl engendre le Fp-espace vectoriel engendré
par El.
Pour l = 0 c’est clair. Soit l ∈ N, l ≥ 1. Supposons l’assertion vérifiée pour l − 1. Soit v ′ ∈ El et
v ∈ El−1 l’arête à laquelle v′ est adjacente. Si v′ n’est pas exceptionnelle, alors v′ ∈ Vl ⊂ Xl. Si v′

est exceptionelle, alors, d’après G
χ
1
, v′ est une combinaison linéaire à cœfficients non nuls de T1v

et des q − 1 arêtes non exceptionnelles adjacentes à v. Par hypothèse de récurrence, v appartient
à l’espace vectoriel engendré par Xl−1, donc T1v appartient à l’espace vectoriel engendré par
T1Xl−1 ⊂ Xl. Ainsi, v′ appartient à l’espace vectoriel engendré par Xl.

On déduit de ce lemme que indG
I χ est le Fp-espace vectoriel de base

(28) {T k
1 v, T

k
2 ṽ, v ∈ Vi}i,k∈N.

On définit la famille (Zi)i∈N de sous-Fp-espaces vectoriels de indG
I χ, croissante pour l’inclusion,

en désignant par Zi le Fp-espace vectoriel de base

{T k
1 v, T

k
2 ṽ, v ∈ Vj}0≤j≤i, k∈N.

C’est l’analogue du sous-espace vectoriel Yi de Fp[I\G] défini au paragraphe 1.2.3.

Remarque 1.3.11. D’après le lemme 1.3.10, l’ensemble
⋃

0≤j≤i
Ej (resp.

⋃

0≤j≤i
Ẽj) des arêtes sortantes

(resp. rentrantes) à distance inférieure à i+ 1 est inclus dans Zi.

Proposition 1.3.12. Pour tout i ∈ N, le Fp-vectoriel Zi est stable sous l’action de Hχ .

Corollaire 1.3.13. Le Hχ -module Zi est engendré par l’ensemble
⋃

j=0,..,i
Vj ∪ Ṽj.
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Preuve de la proposition 1.3.12. — Nous procédons par récurrence sur i ∈ N. Puisque les
générateurs T1 et T2 de l’algèbre commutative Hχ vérifient T1T2 = 0, il suffit, pour montrer que
Zi est stable sous l’action de Hχ , de montrer que

T1ṽ ∈ Zi, T2v ∈ Zi, pour tout v ∈ Vj, 0 ≤ j ≤ i.

– Pour i = 0. Soit v ∈ V0, alors, d’après G
χ
2

et G
χ
1
, T2v (resp. T1ṽ) est une combinaison linéaire

de q arêtes rentrantes (resp. sortantes) à distance 1. Ces arêtes appartiennent à Ṽ0 (resp. V0).
Donc, T2v et T1ṽ appartiennent à Z0.

– Soit i ∈ N. Supposons que Zi est stable sous l’action de Hχ .
Soit v ∈ Vj , j ≤ i. Alors T1ṽ, T2v ∈ Zi par hypothèse de récurrence, donc T1ṽ, T2v ∈ Zi+1.
Soit v ∈ Vi+1. Alors d’après G

χ
2
, T2v est une combinaison linéaire d’une arête sortante à

distance i + 1 et de q − 1 arêtes rentrantes à distance i + 2. D’après la remarque 1.3.11,
chacune de ces arêtes appartient à Zi+1, donc T2v ∈ Zi+1. De la même façon, T1ṽ ∈ Zi+1.

Ainsi, on a démontré que Zi+1 est stable sous l’action de Hχ .

Remarque 1.3.14. On déduit de la proposition et de la remarque 1.3.11, (comme nous l’avons fait
pour Yi à la remarque 1.2.9), que l’espace Zi est stable sous l’action de I(1).

Nous avons démontré que indG
I χ est la limite inductive du système Hχ -modules (Zi)i∈N où les

flèches du système inductif sont données par les inclusions.

Nous allons maintenant détailler la structure de ce système inductif et suggérer que lesHχ -modules
Zi ont été bien construits de façon à ce que leurs propriétés dépendent entièrement de celles du
Hχ -module initial Z0. Réinitialisons tout d’abord le système inductif au rang −1 en choisissant
pour Z−1 le Hχ -module engendré par u et ũ.

Remarque 1.3.15. Nous avons vu au début de ce chapitre (§1.1.2) que la partie (I, χ)-isotypique
de indG

I χ est égale au Hχ -module libre de base u, et que sa (I, χτ)-isotypique est égale au Hχ -
module libre de base ũ. On en déduit que le Hχ -module Z−1 engendré par u et ũ est libre de base
{u, ũ}. De plus, il est égal à l’espace des I(1)-invariants de indG

I χ.

On rappelle qu’on appelle les q − 1 arêtes {us, s ∈ F∗
q} les arêtes non exceptionnelles adjacentes

à ũ. On a le résultat suivant :

Lemme 1.3.16. – Le Hχ -module Z0 est engendré par Z−1 et par l’ensemble des q−1 arêtes non
exceptionnelles adjacentes à ũ et de leurs opposées.

Soit i ∈ N.
– Soit v une arête sortante à distance i+ 1. Les images dans le quotient Zi+1/Zi des q− 1 arêtes

non exceptionnelles adjacentes à v et de leurs opposées engendrent un sous-module de Zi+1/Zi

isomorphe à Z0/Z−1.
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– Le Hχ -module Zi+1/Zi est la somme directe de ces sous-modules, pour v parcourant l’ensemble
des arêtes sortantes à distance i+ 1.

Démonstration. — L’espace vectoriel Z−1 est engendré par l’ensemble {T k
1 u, T

k+1
1 ũ, T k

2 ũ, T
k+1
2 u},

ou encore d’après les relations (23) et (24) par l’ensemble

{T k
1 u, T

k
1 (u0 +

∑

s∈F∗
q

us), T
k
2 ũ, T

k
2 (ũ0 +

∑

s∈F∗
q

ũs)}.

Par définition de l’espace vectoriel Z0, cet ensemble est une base de Z−1 et le sous-espace vectoriel
de base {T k

1 us, T
k
2 ũs, s ∈ F∗

q}k∈N en est un supplémentaire dans Z0. Par conséquent, Z0 est
engendré comme Hχ -module par Z−1 et par l’ensemble {us, ũs, s ∈ F∗

q} des q − 1 arêtes non
exceptionnelles adjacentes à ũ et de leurs opposées.

Montrons la troisième assertion. Une arête sortante à distance i + 1 s’écrit de façon unique sous
la forme uε

x = gε
xu, avec ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi+1−ε

q . Grâce à la remarque 0.2.4, nous observons l’image
par translation par (gε

xω) d’un système générateur de Z0,






















(gε
xω)u = ũε

x ∈ Zi,
(gε

xω)ũ = uε
x ∈ Zi,

et, pour tout s ∈ Fq

(gε
xω)us = uε

(x,s) ∈ Zi+1,

(gε
xω)ũs = ũε

(x,s) ∈ Zi+1.

L’action de Hχ commute à celle de (gε
xω) donc l’image du Hχ -module Z0 par translation par

(gε
xω) est incluse dans Zi+1, et de plus, on peut définir le morphisme de Hχ -modules

Z0 −→ Zi+1/Zi

z 7−→ (gε
xω)z mod Zi.

Il envoie u et ũ sur 0, donc il se factorise par Z−1 et l’on note

F ε
x : Z0/Z−1 → Zi+1/Zi

le morphisme obtenu. Puisque Z0 est engendré par Z−1 et par l’ensemble {us, ũs, s ∈ F∗
q}, le Hχ -

module image de F ε
x est engendré par la projection dans Zi+1/Zi des éléments {u(x,s), ũ(x,s), s ∈

F∗
q}, c’est-à-dire des q − 1 arêtes non exceptionnelles adjacentes à uε

x et de leurs opposées. Ainsi,
le sous-module de Zi+1/Zi dont on veut démontrer qu’il est isomorphe à Z0/Z−1 n’est autre que
l’image de F ε

x. On aura donc démontré la troisième assertion si l’on montre que F ε
x est injectif.

On a vu qu’une base de l’espace Z0 modulo Z−1 est donnée par l’ensemble {T k
1 us, T

k
2 ũs, s ∈ F∗

q}.
Elle est envoyée par F ε

x sur la projection dans Zi+1/Zi des éléments {T k
1 u(x,s), T

k
2 ũ(x,s), s ∈ F∗

q},
dont on sait, par définition de Zi+1, qu’ils forment une famille libre de Zi+1 modulo Zi. Ainsi, F ε

x

est injectif.

On déduit aussi de ce qui précède que le sous Hχ -module image de F ε
x a pour base l’ensemble des

projections dans Zi+1/Zi des éléments {T k
1 u(x,s), T

k
2 ũ(x,s), s ∈ F∗

q}.
Or, par définition, l’espace vectoriel Zi+1 est la somme directe de Zi et des espaces vectoriels de
base {T k

1 u(x,s), T
k
2 ũ(x,s), s ∈ F∗

q}, pour ε ∈ {0, 1} et x parcourant Fi+1−ε
q .

Par conséquent Zi+1/Zi est la somme directe des images des morphismes F ε
x, pour ε ∈ {0, 1} et x

parcourant Fi+1−ε
q . La dernière assertion est démontrée.
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1.3.3. Considérations d’algèbre générale.— Soient K un corps commutatif et K[x, x̃] la
K-algèbre commutative de générateurs x et x̃ avec la relation xx̃ = 0. Cette K-algèbre contient
la K-algèbre K[x] des polynômes en l’indéterminée x, et la K-algèbre K[x̃] des polynômes en
l’indéterminée x̃.

1.3.3.1. Condition nécessaire de platitude pour un K[x, x̃]-module.—

Lemme 1.3.17. Si Z est un K[x, x̃]-module plat, alors la suite,

(29) 0 → xZ → Z
x̃
→ x̃Z → 0

est exacte.

Démonstration. — Soit Z un K[x, x̃]-module plat. Alors, notant (x̃) l’idéal de K[x, x̃] engendré
par x̃, l’application linéaire canonique

φ(x̃) : (x̃) ⊗K[x,x̃] Z → Z

est injective. Soit z ∈ Z tel que x̃z = 0, alors on a φ(x̃)(x̃⊗ z) = x̃z = 0, et par injectivité de φ(x̃),
on en déduit que x̃⊗ z = 0. Or, dans (x̃) ⊗K[x,x̃] Z, on a x̃⊗ z = 0 si et seulement si il existe un
ensemble fini J , une famille (zj)j∈J d’éléments de Z et une famille (aj)j∈J d’éléments de K[x, x̃]
tels que :

– pour tout j ∈ J , on a x̃aj = 0,
– z =

∑

j∈J

ajzj .

([9] Chapitre 1 §2 n◦ 11 lemme 10).

Du fait de la structure de l’algèbre commutative K[x, x̃], la première condition est équivalente à
aj ∈ xK[x, x̃] pour tout j ∈ J . Ainsi, d’après la deuxième condition z ∈ xZ. On a montré que la
suite (29) est exacte.

1.3.3.2. Condition suffisante de platitude. — Nous commençons par décrire la structure des
K[x, x̃]-modules avec lesquels nous allons travailler et montrons ensuite que pour ces modules,
la condition du lemme 1.3.17 est en fait suffisante.

Soit W un K[x]-module libre de rang fini n ≥ 1, de base V , et W̃ un K[x̃]-module libre de même
rang fini n, de base Ṽ . Puisque K[x] et K[x̃] sont des algèbres de polynômes sur le corps K, ce
sont des anneaux intègres de sorte que W et W̃ sont respectivement sans K[x]-torsion et sans
K[x̃]-torsion. On a les décompositions en sommes directes de K-espaces vectoriels suivantes :

W =< V > ⊕ xW, W̃ =< Ṽ > ⊕ x̃ W̃ ,

où < V > (resp. < Ṽ >) désigne le K-espace vectoriel de base V (resp. Ṽ ).

On se donne deux applications K-linéaires : fx de l’espace vectoriel < Ṽ > dans l’espace vectoriel
< V >, et fx̃ de l’espace vectoriel < V > dans l’espace vectoriel < Ṽ >. On suppose qu’elles
vérifient

fx ◦ fx̃ = 0, fx̃ ◦ fx = 0.
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On peut alors définir une action linéaire de x et une action linéaire de x̃ sur le K-espace vectoriel

(30) Z = W ⊕ W̃ = < V > ⊕ xW ⊕ < Ṽ > ⊕ x̃ W̃

comme suit : pour tous v ∈ V , ṽ ∈ Ṽ , w ∈W , w̃ ∈ W̃ ,

x.(v, xw, ṽ, x̃w̃) := (fx(ṽ), xv + x2w, 0, 0), x̃.(v, xw, ṽ, x̃w̃) := (0, 0, fx̃(v), x̃ṽ + x̃2w̃).

Puisque fx ◦ fx̃ = 0, fx̃ ◦ fx = 0, ces actions définissent une structure de K[x, x̃]-module sur le
K-espace vectoriel Z = W ⊕ W̃ , qui est compatible avec la structure de K[x]-module de W et la
structure de K[x̃]-module de W̃ .

Lemme 1.3.18. La suite

(29) 0 → xZ → Z
x̃
→ x̃Z → 0

est exacte si et seulement si

Ker(fx̃) = Im(fx).

Remarque 1.3.19. – Les générateurs x et x̃ de la K-algèbre K[x, x̃] jouent un rôle symétrique vis
à vis du K[x, x̃]-module Z. Le lemme reste donc vrai en échangeant les rôles de x et x̃.

– Les applications linéaires fx et fx̃ entre espaces vectoriels de même dimension finie vérifient
fxfx̃ = fx̃fx = 0. Ainsi, dire que l’image fx est égale au noyau de fx̃ est équivalent à dire que
l’image fx̃ est égale au noyau de fx.

Preuve du lemme 1.3.18. — Montrons tout d’abord que l’intersection de xZ et du sous-espace
vectoriel de Z de base V est égale à l’image par x du sous-espace vectoriel de base Ṽ , i.e, à Im(fx).
On rappelle la décomposition du K-espace vectoriel Z,

(30) Z =< V > ⊕ xW ⊕ < Ṽ > ⊕ x̃ W̃ .

Puisque l’action de x envoie le sous-espace vectoriel de base Ṽ dans le sous-espace vectoriel de
base V et est donnée par fx, le sous-espace xZ se décompose comme suit :

(31) xZ = Im(fx) ⊕ xW ⊕ 0 ⊕ 0.

Par conséquent, on a bien xZ∩ < V >= Im(fx).

Supposons que la suite (29) est exacte et montrons que Ker(fx̃) = Im(fx). Il suffit de démontrer
l’inclusion directe. Soit w une combinaison linéaire d’éléments de V dont l’image par f x̃ est nulle.
Par définition de l’action de x̃ sur le K[x, x̃]-module Z, cela signifie que x̃w = 0, et puisque la
suite (29) exacte, cela implique w ∈ xZ. Ainsi, d’après ce qui précède, l’élément w, combinaison
linéaire d’éléments de V appartenant à xZ, appartient à Im(fx).

Supposons que Ker(fx̃) = Im(fx) et montrons que la suite (29) est exacte. Soit z ∈ Z. On note

z = (v, xw, ṽ, x̃w̃), v ∈< V >,w ∈W, ṽ ∈< Ṽ >, w̃ ∈ W̃ ,
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l’écriture de z dans la décomposition de Z en somme directe de sous-espaces vectoriels donnée par
(30). Alors

x̃z = (0, 0, fx̃(v), x̃ṽ + x̃2w̃).

Supposons que x̃z = 0. D’une part, on en déduit que v appartient au noyau de fx̃ qu’on a supposé
égal à l’image de fx : il existe ṽ′ ∈< Ṽ >, tel que v = fx(ṽ

′). D’autre part, on a x̃ṽ + x̃2w̃ = 0

dans le K[x̃]-module sans torsion W̃ . On en déduit que ṽ+ x̃w̃ = 0, puis ṽ = w̃ = 0 car les espaces
< Ṽ > et x̃W̃ sont en somme directe.

On a ainsi obtenu z = (fx(ṽ
′), xw, 0, 0) ce qui, d’après (31), signifie que z ∈ xZ.

Proposition 1.3.20. Le K[x, x̃]-module Z est plat si et seulement si la suite,

(29) 0 → xZ → Z
x̃
→ x̃Z → 0

est exacte.

Démonstration. — Il faut prouver la condition suffisante. D’après ([9] Chapitre 1 §2 n◦ 3
proposition 1 a)), il suffit, pour montrer que Z est un K[x, x̃]-module plat de s’assurer que, pour
tout A idéal de K[x, x̃], l’application linéaire canonique

φA : A⊗K[x,x̃] Z → Z

est injective. A ce titre, nous verrons que l’idéal de K[x, x̃] engendré par x et x̃ se distingue
naturellement dans l’élaboration du critère de platitude pour Z. Nous allons noter (x) (resp. (x̃))
l’idéal de K[x, x̃] engendré par x (resp. x̃). Puisque xx̃ = 0, l’idéal de K[x, x̃] engendré par x et
x̃ est, comme K[x, x̃]-module, la somme directe de (x) et de (x̃), c’est pourquoi nous le noterons
(x) ⊕ (x̃). C’est un idéal maximal de K[x, x̃].

1. Nous montrons que φA est injectif lorsque A est un idéal propre de K[x, x̃] qui n’est pas
contenu dans l’idéal (x) ⊕ (x̃).

Indexons les éléments de V = {vi}i=1,..,n et de Ṽ = {ṽi}i=1,..,n, et appelons X (resp. X̃) la
matrice de fx (resp. fx̃) dans les bases Ṽ et V (resp. V et Ṽ ).

Un élément générique U de A⊗K[x,x̃] Z s’écrit
∑n

i=1 ai ⊗ vi + ãi ⊗ ṽi, avec ai, ãi ∈ A.
Du fait de la structure de l’algèbre K[x, x̃], les éléments ai et ãi s’écrivent de façon unique
ai = bi + x̃ci, ãi = xb̃i + c̃i, avec bi, b̃i ∈ K[x], ci, c̃i ∈ K[x̃]. (Ces derniers ne sont pas
forcément des éléments de l’idéal A.) Nous allons noter a, ã, b, etc... les vecteurs colonnes à
cœfficients dans K[x, x̃] de coordonnées (ai)1≤i≤n, (ãi)1≤i≤n, (bi)1≤i≤n, etc...

Sachant que xṽi = fx(ṽi) =
∑n

j=1Xjivj et x̃vi = fx̃(vi) =
∑n

j=1 X̃jiṽj, l’image de U par ΦA

est l’élément de Z égale à

n
∑

i=1

aivi + ãiṽi =
n

∑

i=1

(bivi + ci(
n

∑

j=1

X̃jiṽj) + b̃i(
n

∑

j=1

Xjivj) + c̃iṽi)

=

n
∑

j=1

(bj +

n
∑

i=1

Xjib̃i)vj +

n
∑

j=1

(c̃j +

n
∑

i=1

X̃jici)ṽj
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=
n

∑

j=1

(b+Xb̃)jvj +
n

∑

j=1

(c̃+ X̃c)j ṽj .

Le premier terme de l’égalité est la composante selon W , le second, la composante selon W̃ .
Ainsi, si l’image de U par ΦA est nulle, chacune de ces composante est nulle. Mais W est le
K[x]-module libre de base V , W̃ est le K[x̃]-module libre de base Ṽ , donc cela implique que
l’on a les égalités vectorielles

b+Xb̃ = 0, c̃+ X̃c = 0.

Puisque le produit XX̃ (resp. X̃X) est la matrice de l’application linéaire nulle fx ◦fx̃ (resp.
fx̃ ◦ fx), on en déduit que Xc̃ = 0 et X̃b = 0, donc

(32) X̃a+ x̃ã = X̃(b+ x̃c) + x̃(xb̃+ c̃) = x̃(X̃c+ c̃) = 0,

(33) Xã+ xa = X(xb̃+ c̃) + x(b+ x̃c) = x(Xb̃+ b) = 0.

Dès lors, l’action de x sur U ∈ A⊗K[x,x̃] Z est donnée par :

xU =
∑

i
xai ⊗ vi + xãi ⊗ ṽi =

∑

i
xai ⊗ vi + ãi ⊗ xṽi,

=
∑

i
xai ⊗ vi + ãi ⊗ (

∑n
j=1Xjivj) =

∑

j
(xaj +

∑n
i=1Xjiãi) ⊗ vj ,

=
∑

j
(xa+Xã)j ⊗ vj ,

= 0, d’après l’égalité (32).

Ainsi, on vient de montrer, que sous l’hypothèse que l’image de U ∈ A⊗K[x,x̃] Z par φA est
nulle, alors, l’idéal annulateur de U contient x. A l’aide de l’égalité (33) on montre de même
que l’idéal annulateur de U contient x̃.
Mais, toujours sous l’hypothèse que l’image de U par φA est nulle, tout élément de A ap-
partient aussi à l’idéal annulateur de U . En effet, pour tout a ∈ A,

aU = a⊗ (
n

∑

i=1

aivi + ãiṽi) = a⊗ 0 = 0.

Puisque l’on a supposé que A n’est pas inclus dans l’idéal engendré par x et x̃ et puisque ce
dernier idéal est maximal, on en déduit que U = 0. Ainsi, l’application φA est injective.

Remarque 1.3.21. Pour l’instant, nous ne nous sommes servis que de la structure du K[x, x̃]-
module Z. L’hypothèse d’exactitude de la suite exacte (29) n’est pas encore intervenue.

2. Montrons que φA est injective lorsque A est un idéal non nul de K[x, x̃] inclus dans l’idéal
(x) engendré par x, ou bien dans l’idéal (x̃) engendré par x̃.
Par symétrie des rôles de x et x̃, nous pouvons nous contenter de faire la démonstration dans
le cas où A est inclus dans (x).

L’idéal (x) s’identifie avec l’idéal de K[x] constitué par les polynômes en l’indéterminée x
avec un terme constant nul. Par conséquent, l’idéal A s’identifie avec un idéal (principal) de
K[x]. Soit p ∈ K[x] − {0}, tel que xp est un générateur de A.
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Un élément de A ⊗K[x,x̃] Z s’écrit px ⊗ z, avec z ∈ Z. Si son image par φA est nulle, c’est
que (px)z = 0. Or, d’après la description de l’action de x sur Z, l’élément xz appartient au
sous-espace vectoriel W de Z. Mais puisque W est sans K[x]-torsion, p(xz) = 0 implique
xz = 0. Puisque la suite (29) est exacte (ainsi que celle obtenue en échangeant les rôles de x
et x̃ d’après la remarque 1.3.19), cela signifie que z ∈ x̃Z. Mais alors dans A⊗K[x,x̃] Z, on a
px⊗ z = 0 puisque xx̃ = 0. Ainsi, φA est injectif.

3. De l’étape 2, on déduit que φ(x)⊕(x̃) est injective.
En effet, le K-espace vectoriel ((x) ⊕ (x̃)) ⊗K[x,x̃] Z s’identifie à la somme directe

(x) ⊗K[x,x̃] Z ⊕ (x̃) ⊗K[x,x̃] Z

et pour z, z̃ ∈ Z, l’image par φ(x)⊕(x̃) de x⊗ z + x̃⊗ z̃ est égale à

xz + x̃z̃ = φ(x)(x⊗ z) + φ(x̃)(x̃⊗ z̃).

Or, les espaces vectoriels xZ ⊂ W et x̃Z ⊂ W̃ sont en somme directe. Donc, si xz + x̃z
est nul, chacun des termes de cette somme est nul. Par injectivité de φ(x) et de φ(x̃), on en
déduit que x⊗ z = 0 et x̃⊗ z̃ = 0. Ainsi, φ(x)⊕(x̃) est injective.

4. Il reste à traiter le cas d’un idéal inclus dans (x) + (x̃).

On dit de Z qu’il est plat pour l’idéal B si, pour tout idéal A de K[x, x̃] inclus dans B,
l’application linéaire naturelle A⊗K[x,x̃] Z ↪→ B ⊗K[x,x̃] Z est injective.

De l’étape 2, on déduit que Z est plat pour (x) et (x̃). Avec ([9] Chapitre 1 § 2 n◦ 2 Lemme
5), il découle que Z est plat pour (x) ⊕ (x̃). Ainsi, pour tout idéal A inclus dans (x) ⊕ (x̃),
l’application

A⊗K[x,x̃] Z → (x) ⊕ (x̃) ⊗K[x,x̃] Z

est injective. D’après l’étape 3, l’application

(x) ⊕ (x̃) ⊗K[x,x̃] Z→Z

est également injective. Ainsi, φA, qui est la composée de ces applications, est injective.

1.3.3.3. Exemples. — On rappelle que la Fp-algèbre Hχ est la Fp-algèbre commutative de gé-
nérateurs T1 et T2 avec la relation T1T2 = 0. C’est donc une algèbre de type K[x, x̃] décrite au
paragraphe 1.3.3.

A) Le Hχ -module Z0 rentre dans le cadre que nous avons décrit au paragraphe 1.3.3.2. En effet,
par sa définition, il est la somme directe du Fp-espace vectoriel de base {T k

1 v, v ∈ V0}k∈N et du
Fp-espace vectoriel de base {T k

2 ṽ, v ∈ V0}k∈N, c’est-à-dire du Fp[T1]-module libre de base V0 et du
Fp[T2]-module libre de base Ṽ0.

De plus, d’après G
χ
1

et G
χ
2
, l’action de T1 (resp. T2) induit une application linéaire de l’espace

vectoriel de base Ṽ0 (resp. V0) à valeurs dans l’espace vectoriel de base V0 (resp. Ṽ0). On la notera
T1 (resp. T2).
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B) Le quotient Z0/Z−1 est un autre exemple de Hχ -module qui rentre dans le cadre du paragraphe
1.3.3.2. Pour v ∈ Z0, on désigne par v ∈ Z0/Z−1 sa projection dans le module quotient. On a vu
dans la preuve du lemme 1.3.16 qu’une base de Z0/Z−1 comme espace vectoriel est donnée par

{T k
1 us, T

k
2 ũs, s ∈ F∗

q}.

Ainsi, en posant V = {us, s ∈ F∗
q}, Ṽ = {ũs, s ∈ F∗

q}, le Fp-espace vectoriel Z0 est la somme

directe du Fp[T1]-module libre de base V et du Fp[T2]-module libre de base Ṽ .

De plus, l’action de T1 (resp. T2) induit bien une application linéaire du sous-espace vectoriel de
base Ṽ (resp. V ) dans le sous-espace vectoriel de base V (resp. Ṽ ). En effet, d’après G

χ
1
, pour tout

s ∈ F∗
q, T1(ũs) est une combinaison linéaire de u, u0, us, s ∈ F∗

q. Mais u appartient à Z−1 donc
ū = 0 et T1(ũ) est égal à la somme des arêtes us, s ∈ Fq, donc ū0 = −

∑

s∈F∗
q
ūs. Ainsi, T1(ũs)

appartient bien au sous-espace vectoriel de Z0/Z−1 de base V . On raisonne de même pour T2.

Remarque 1.3.22. On déduit du début de la preuve du lemme 1.3.18 que l’intersection des images
par T1 et T2 de Z0/Z−1 est nulle. De plus, l’intersection de T1(Z0/Z−1)⊕T2(Z0/Z−1) avec l’espace
vectoriel de base V est égal à l’image par T1 de l’espace vectoriel de base Ṽ .

1.3.4. Critère de platitude pour les Hχ -modules Zi, i ∈ N.—

Proposition 1.3.23. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le Hχ -module Z0 est plat.
2. On a la suite exacte de Hχ -modules

(34) 0 −→ T1Z0 −→ Z0
T2−→ T2Z0 −→ 0.

3. Les cœfficients des polynômes (1 − X)a, (1 − X)q−1−a ∈ Fp[X] de degrés respectifs a et
q − 1 − a sont tous non nuls.

4. Le Hχ -module Z0/Z−1 est plat.

Corollaire 1.3.24. Si Z0 est un Hχ -module plat, alors Zi est plat pour tout i ∈ N.

preuve du corollaire. — Supposant que Z0,..., Zi sont des Hχ -modules plats, nous allons
montrer que Zi+1 est un Hχ -module plat. Puisqu’on a la suite exacte de Hχ -modules

0 −→ Zi −→ Zi+1 −→ Zi+1/Zi −→ 0,

il suffit, pour prouver que Zi+1 est un Hχ -module plat, de prouver que Zi+1/Zi est un Hχ -module
plat ([9, Chapitre 1 §2 n◦ 5 Proposition 5]). D’après le lemme 1.3.16, le Hχ -module Zi+1/Zi est
une somme de copies de Z0/Z−1, qui, d’après la proposition, est un Hχ -module plat. Donc Zi+1/Zi

est plat.
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preuve de la proposition. — Nous avons vu au paragraphe 1.3.3.3 que le Hχ -module Z0

rentre dans le cadre du paragraphe 1.3.3.2. On a noté T1 (resp. T2) l’application linéaire induite
par l’action de T1 (resp. T2) de l’espace vectoriel de base Ṽ0 (resp. V0) dans l’espace vectoriel de
base V0 (resp. Ṽ0).

L’équivalence entre les assertions 1 et 2 est alors donnée par la proposition 1.3.20. Le lemme
1.3.18 nous dit par ailleurs que l’assertion 2 est équivalente à l’égalité des espaces vectoriels
ImT1 = KerT2. Nous allons montrer, par le calcul explicite des rangs des applications T1 et T2,
que cette égalité est vraie si et seulement si la troisième assertion de la proposition est vérifiée.

Au chapitre précédent, nous avons défini par analyse de Fourier, des nouvelles bases {w,w0, ws, s ∈
F∗

q} et {w̃, w̃0, w̃s, s ∈ F∗
q} de l’espace vectoriel de base V0 et de l’espace vectoriel de base Ṽ0, dans

lesquelles les actions respectives de T2 et T1 s’expriment simplement et sont données par le lemme
1.3.9. On y lit que

rang(T1) = 2 + |{s ∈ F∗
q − {1, ζq−1−a} Φ1(s) 6= 0}|,

rang(T2) = 2 + |{s ∈ F∗
q − {1, ζa} Φ2(sζ

q−1−a) 6= 0},

où Φ1 est la transformée de Fourier du polynôme (1−X)a et Φ2, la transformée de Fourier inverse
du polynôme (1 −X)q−1−a : on rappelle les formules

(27) (1 −X)a = −
∑

0≤j≤q−2

Φ1(ζ
q−1−j)Xj , (1 −X)q−1−a = −

∑

0≤j≤q−2

Φ2(ζ
j)Xj .

Elles permettent de faire des calculs explicites de valeurs de Φ1 et Φ2 comme nous l’avons vu
dans la preuve du lemme 1.3.9 (par exemple Φ1(1) = −1 6= 0, Φ1(ζ

q−1−a) = −(−1)a 6= 0 et
Φ2(1) = −1 6= 0, et Φ2(ζ

q−1−a) = −(−1)q−1−a 6= 0) dont on déduit que

rang(T1) = |{s ∈ F∗
q Φ1(s) 6= 0}|,

rang(T2) = |{s ∈ F∗
q Φ2(s) 6= 0}|.

Puisque T2T1 = 0, on a ImT1 = KerT2 si et seulement si la somme des rangs de T1 et de T2 est
égale au cardinal q+ 1 de V0. Notant r1 (resp. r2) le nombre de racines de Φ1 (resp. Φ2) dans F∗

q,
cette condition est équivalente, d’après ce qui précède, à q− 1− r1 + q− 1− r2 = q+ 1, ou encore
r1 + r2 = q − 3.

Par comparaison des degrés des polynômes, les relations (27) permettent de voir que Φ1(ζ
j) = 0

dès que j ∈ {1, ..., q − 2 − a} et Φ2(ζ
j) = 0 dès que j ∈ {q − a, ..., q − 2}. On recense ainsi

q − a − 2 racines pour Φ1 et a − 1 racines pour Φ2. Or, (q − a − 2) + (a − 1) = q − 3. Ainsi,
ImT1 = KerT2 si et seulement si Φ1 et Φ2 n’ont pas d’autre racine c’est à dire si les cœfficients
du polynôme (1 − X)a ∈ Fp[X] de degré a sont tous non nuls, et les cœfficients du polynôme
(1 −X)q−1−a ∈ Fp[X] de degré q − 1 − a sont tous non nuls. C’est la troisième assertion.

Enfin, la dernière assertion implique la première d’après [9, Chapitre 1 §2 n◦ 5 Proposition 5] car
Z−1 est un Hχ -module libre donc plat d’après la remarque 1.3.15. Il reste à démontrer que l’une
des trois premières assertions implique la dernière. Pour ce faire on rappelle que Z0/Z−1 rentre à
son tour dans le cadre du paragraphe 1.3.3.2 comme on l’a vu au paragraphe 1.3.3.3.
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Nous pouvons dès lors appliquer la proposition 1.3.20 pour dire que Z0/Z−1 est un Hχ -module
plat si et seulement si la suite de Hχ -modules suivante est exacte

(35) 0 −→ T1(Z0/Z−1) −→ Z0/Z−1
T2−→ T2(Z0/Z−1) −→ 0.

Supposons que la suite (34) de la deuxième assertion est exacte. Soit z ∈ Z0 tel que T2z ∈ Z−1 :
il existe h, h̃ ∈ Hχ , tels que

T2z = hu+ h̃u,

dont on déduit que T1hu + T1h̃ũ = 0. Puisque Z−1 est un Hχ -module libre de base {u, ũ}, cela
signifie que T1h = T1h̃ = 0, ou encore qu’il existe k, k̃ ∈ Hχ , tels que h = T2k, h̃ = T2k̃. Dès lors

T2(z − ku− k̃ũ) = 0,

ce qui, par exactitude de la suite (34), signifie que z−ku− k̃ũ appartient à T1Z0. Ainsi, z appartient
à T1Z0 modulo Z−1 et la suite (35) est exacte. Ainsi, Z0/Z−1 est plat.

1.3.4.1. Critère de platitude pour indG
I χ.—

Proposition 1.3.25. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le Hχ -module indG
I χ est plat.

2. La suite de Fp[G]-modules

(36) 0 −→ T1ind
G
I χ −→ indG

I χ
T2−→ T2ind

G
I χ −→ 0

est exacte.
3. Le Hχ -module Z0 est plat.

4. Les cœfficients des polynômes (1 −X)a et (1 −X)q−1−a ∈ Fp[X], de degrés respectifs a et
q − 1 − a, sont tous non nuls.

Remarque 1.3.26. La platitude du Hχ -module indG
I χ est ainsi équivalente à celle du Hχ -module

Z0. Or, on a vu (§1.3.3.3) que le cas de Z0 correspond exactement à celui que l’on traite dans
la proposition 1.3.20. La preuve de celle-ci montre que, l’idéal Hχ T1 +Hχ T2 engendré par T1 et
T2 se distingue naturellement dans le critère de platitude pour Z0. L’apparition de cet idéal n’est
pas anodine, puisque le Hχ -module quotient Hχ /(Hχ T1 +Hχ T2) correspond, par équivalence de
Morita (§1.1.2), au HFp

(G,χ⊕ τχ)-module simple supersingulier ([43, 3.2]).

Preuve de la proposition. — Il suffit de montrer l’équivalence entre les trois premières as-
sertions puisque l’équivalence entre la troisième et la quatrième est donnée par la proposition
1.3.23.

Supposons que Z0 est plat. D’après le corollaire 1.3.24, cela implique que chaque Hχ -module Zi

est plat. Or, on a montré au paragraphe 1.3.2 que le Hχ -module indG
I χ est la limite inductive

filtrante des Hχ -modules (Zi)i∈N. Ainsi, d’après [9, Chapitre 1,§2,n◦ 3, proposition 2, (ii)], si
chacun des Zi est plat alors indG

I χ est plat. Par conséquent, la troisième assertion implique la
première.
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Le fait que la première implique la deuxième est un résultat donné par le lemme 1.3.17.

Montrons que la deuxième assertion implique la troisième. Supposons que la suite (36) est exacte.
Puisque le Hχ -module Z0 rentre dans le cadre du paragraphe 1.3.3.2, il suffit, pour montrer que
Z0 est plat, de montrer que la suite

(37) 0 −→ T1Z0 −→ Z0
T2−→ T2Z0 −→ 0,

est exacte ou encore, d’après le lemme 1.3.18, que toute combinaison linéaire de V0 annulée par T2

est l’image par T1 d’une combinaison linéaire des éléments Ṽ0. Ceci est une conséquence immédiate
du fait que la suite (36) est exacte et que l’intersection de T1ind

G
I χ avec l’espace vectoriel de base

l’ensemble V0 des arêtes sortantes à distance 1 est égale à l’image par T1 de l’espace vectoriel de
base Ṽ0. (En effet, indG

I χ a pour base {T k
1 v, T̃

k
2 ṽ, v ∈ Vi}i∈N,k∈N. L’image par T1 de cette base

est l’ensemble {T k+1
1 v, T1ṽ, v ∈ Vi}i∈N,k∈N. Or, d’après la description géométrique de l’action de

T1, pour tous k, i ∈ N, v ∈ Vi, T
k+1
1 v est une combinaison linéaire d’arêtes sortantes à distance

supérieure ou égale à 2, et si i ≥ 1, T1ṽ est une combinaison linéaire d’une arête rentrante et
d’arêtes sortantes à distance supérieure ou égale à 2. Seuls les éléments de type T1ṽ, v ∈ Ṽ0, sont
des combinaisons linéaires d’arêtes sortantes à distance 1.)

Nous avons achevé la preuve du théorème 1.3.1.

1.3.5. Liberté du Hχ -module indG
I χ, lorsque q = p.— Lorsque le corps résiduel de F est de

cardinal q = p, nous avons montré que le Hχ -module indG
I χ est plat. Nous montrons maintenant

qu’il est, de surcroît, libre. Dans tout ce paragraphe, on suppose que q = p.

On définit le sous-ensemble J de F∗
p de cardinal p− 1 − a :

J := {ζa+1, ζa+2, ..., ζp−1}.

Le complémentaire de ζ−aJ dans F∗
p sera noté F∗

p − (ζ−aJ) ; c’est l’ensemble de cardinal a

F∗
p − (ζ−aJ) = {ζp−a, ζp−a+1, ..., ζp−1}.

Lemme 1.3.27. – Pour tout s ∈ F∗
p,

(38)
Si s ∈ F∗

p − (ζ−aJ) alors Φ1(s) 6= 0
Si s ∈ ζ−aJ alors Φ2(s) 6= 0.

– Pour tout s ∈ F∗
p n’appartenant pas à J , l’élément s′ = ζ−as appartient à F∗

p − (ζ−aJ) et

(39)

{

wζa = −u+ (Φ1(1))
−1T1(w̃1) où Φ1(1) = −1

ws = (Φ1(s
′))−1T1(w̃s′) si s 6= ζa.
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– Pour tout s′ ∈ F∗
p n’appartenant pas à F∗

p − (ζ−aJ), l’élément s = ζas′ appartient à J et

(40)

{

w̃ζ−a = −(−1)aũ+ (Φ2(ζ
−a))−1T2(w1) où Φ2(ζ

−a) = −(−1)a

w̃s′ = (Φ2(s
′))−1T2(ws) si s′ 6= ζ−a.

Démonstration. — Puisque q = p, l’écriture des polynômes Φ1 et Φ2 comme transformée de
Fourier et transformée de Fourier inverse de (1 − X)a et (1 − X)p−1−a (voir la définition 1.3.8
et les formules (27)) nous assurent que pour tout j ∈ {1, ...p − 1}, Φ1(ζ

j) 6= 0 si et seulement si
j ∈ {p − a− 1, ..., p − 1}, et Φ2(ζ

j) 6= 0 si et seulement si j ∈ {1, ..., p − 1 − a} ∪ {p − 1}, ce qui
donne la première assertion du lemme. Les deux suivantes en découlent avec le lemme 1.3.9.

Le Hχ -module Z0 est engendré, modulo Z−1, par les arêtes non exceptionnelles {us, s ∈ F∗
p}

adjacentes à ũ et par leurs opposées (lemme 1.3.16). Les éléments {ws}s∈F∗
p

ont étés obtenus par
analyse de Fourier sur ces arêtes. On en déduit que {ws, w̃s, s ∈ F∗

p} forme également un système
générateur de Z0 modulo Z−1 et le lemme précédent nous dit que cela reste vrai en éliminant
{ws, s ∈ F∗

p − J, w̃s′ , s
′ ∈ ζ−aJ}. Nous allons voir que le système alors obtenu engendre librement

le Hχ -module Z0 modulo Z−1.

Proposition 1.3.28. Le Hχ -module Z0 est la somme directe de Z−1 et du Hχ -module libre de
base

{ws, w̃s′ , s ∈ J, s
′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ)}.

Pour i ∈ N, le Hχ -module Zi+1 est la somme directe de Zi et du Hχ -module libre de base

{w0
(x,s), w̃

0
(x,s′), s ∈ J, s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ)}x∈Fi+1
p

∪ {w1
(x,s), w̃

1
(x,s′), s ∈ J, s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ)}x∈Fi
p
.

Le Hχ -module indG
I χ est libre de base

{u, ũ, ws, w̃s′ , w
ε
(x,s), w̃

ε
(x,s′), s ∈ J, s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ)}
ε∈{0,1}, x∈F

(N)
q
.

Preuve de la proposition. — D’après la preuve du lemme 1.3.16, l’espace vectoriel Z0 est la
somme directe de Z−1 et de l’espace vectoriel de base {T k

1 us, T
k
2 ũs, s ∈ F∗

q}, qui, par transformée
de Fourier, a aussi pour base l’ensemble {T k

1 ws, T
k
2 w̃s, s ∈ F∗

q}k∈N, que l’on écrit sous la forme

{T k
1 ws, T

k
2 w̃ζ−as, s ∈ J}k∈N ∪ {T k

2 w̃s′ , T
k
1 wζas′ , s

′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ)}k∈N

Soit s ∈ J . D’après le lemme 1.3.27, w̃ζ−as est égal, à un élément de Z−1 près, à Φ2(ζ
−as)−1T2(ws).

De même, pour s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ), wζas′ est égal, à un élément de Z−1 près, à Φ1(s

′)−1T1(w̃s′).

Par conséquent Z0 est la somme directe de Z−1 et de l’espace vectoriel de base

{T k
1 ws, T

k+1
2 ws, s ∈ J}k∈N ∪ {T k

2 w̃s′ , T
k+1
1 w̃s′ , s

′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ)}k∈N

Puisque Hχ est la Fp-algèbre engendrée par T1 et T2 avec la relation T1T2 = 0, on en déduit que
pour tous s ∈ J et s′ ∈ F∗

p−(ζ−aJ), les éléments ws et w̃s′ engendrent chacun un sous-Hχ -module
libre de Z0 et que Z0 est la somme directe de Z−1 et de ces Hχ -modules libres. On a montré la
première assertion du lemme.
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D’après le lemme 1.3.16 le Hχ -module Zi+1/Zi est une somme directe finie de copies de Z0/Z−1.
Il est donc libre. Explicitement, pour tout ε ∈ {0, 1} et x ∈ Fi+1−ε

p nous avons montré que le
morphisme de Hχ -modules

Z0 −→ Zi+1/Zi

z 7−→ (gε
xω)z mod Zi

a pour noyau Z−1 et que leHχ -module Zi+1/Zi est la somme directe des images de ces morphismes
pour ε ∈ {0, 1} et x parcourant Fi+1−ε

p .

Nous venons d’établir que Z0 est la somme directe de Z−1 et du Hχ -module libre de base
{ws, w̃s′ , s ∈ J, s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ)}. L’image par translation par (gε
xω) de cette base est l’en-

semble {wε
(x,s), w̃

ε
(x,s′), s ∈ J, s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ)}. On en déduit que le Hχ -module Zi+1 est la
somme directe de Zi et du Hχ -module libre de base la réunion des ensembles

{wε
(x,s), w̃

ε
(x,s′), s ∈ J, s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ)}

pour ε ∈ {0, 1} et x parcourant Fp
i+1−ε

.





CHAPITRE 2

LE FONCTEUR DES I(1)-INVARIANTS

Nous adoptons les notations du chapitre précédent. On rappelle que le Fp[G]-module universel
Fp[I(1)\G] définit les deux foncteurs T(1) et H1) suivants, introduits par les paragraphes 0.1.3.1
et 0.1.4.3 :

le foncteur T(1) de la catégorie des HFp
(G, I(1))-modules à droite dans la catégorie des Fp-

représentations de G engendrées par leurs I(1)-invariants :

M 7−→ M ⊗HFp
(G,I(1)) Fp[I(1)\G],

le foncteur H(1) dit des I(1)-invariants de la catégorie des Fp-représentations de G engendrées
par leurs I(1)-invariants dans la catégorie des HFp

(G, I(1))-modules à droite :

V 7−→ HomG( Fp[I(1)\G], V ) ' V I(1).

Le Fp[G]-module universel Fp[I\G] définit de manière analogue deux foncteurs T et H, dit des I-

invariants, entre la catégorie des HFp
(G, I)-modules à droite et la catégorie des Fp-représentations

de G engendrées par leurs I-invariants.

L’objet de ce chapitre est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.0.29. a) Supposons que F = Qp, avec p 6= 2. Les foncteurs T(1) et H(1) sont
des équivalences de catégories quasi-inverses entre la catégorie des HFp

(G, I(1))-modules à

droite et la catégorie des Fp-représentations de G engendrées par leurs I(1)-invariants.

b) Supposons que l’on est dans l’une des deux situations suivantes :
– p 6= 2 et F = Fp((T )).
– q > p.

Il existe un HFp
(G, I(1))-module à droite simple supersingulier M

(1) tel que le Fp-espace

vectoriel H(1) ◦ T(1)(M(1)) est de dimension infinie.

Sous les hypothèses b), les foncteurs T(1) et H(1) ne sont pas des équivalences de catégories. En
effet, ils sont adjoints l’un de l’autre, donc si l’un était une équivalence de catégories, l’autre le
serait aussi et en serait un quasi-inverse. Or, un HFp

(G, I(1))-module simple supersingulier est un

Fp-espace vectoriel de dimension finie, égale à 2.
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Décrivons le principe de la preuve du théorème.

Plaçons nous sous l’hypothèse F = Qp avec p 6= 2.

Pour démontrer la première assertion du théorème, il suffit, d’après la proposition 0.1.2, de s’as-
surer que pour tout HFp

(G, I(1))-module à droite M , l’application

(41)
M −→ (T(1)(M))I(1)

m 7−→ m⊗ 1I(1)

est un isomorphisme de HFp
(G, I(1))-modules à droite, où l’on désigne par 1I(1) la fonction ca-

ractéristique de I(1).

Remarque 2.0.30. Rappelons que l’espace des I(1)-invariants du Fp[G]-module universel
Fp[I(1)\G] est, par définition, égal à son sous-HFp

(G, I(1))-module libre de base 1I(1). Nous
avons démontré au chapitre précédent (voir le paragraphe 1.1.3) que c’en est un facteur direct.
Par conséquent, l’application (41) est injective. Reste à démontrer qu’elle est surjective.

Pour étudier l’espace des I(1)-invariants de T(1)(M), nous recourons comme au chapitre précédent
à la décomposition de l’unité de HFp

(G, I(1)) en une somme d’idempotents centraux orthogonaux
(εγ)γ∈Γ et aux résultats du paragraphe 1.1.1 qui nous assurent qu’on a la décomposition en somme
directe de Fp[G]-modules

(42) T
(1)(M) = M ⊗HFp

(G,I(1)) Fp[I(1)\G] =
⊕

γ∈Γ

Mεγ ⊗HFp
(G,σγ ) ind

G
I σγ .

On est ainsi conduit à démontrer que, pour tout γ ∈ Γ, l’espace des I(1)-invariants du Fp[G]-
module Mεγ ⊗HFp

(G,σγ) ind
G
I σγ est égal à l’image de l’aplication

Mεγ ⊗HFp
(G,σγ) (indG

I σγ)I(1) −→Mεγ ⊗HFp
(G,σγ) ind

G
I σγ .

Traiter le cas où γ est de cardinal 1 revient, par torsion par un caractère de G, à traiter le cas où
γ est l’orbite du caractère trivial de I. C’est ce qui est fait au paragraphe 2.1.3. On y démontre
que pour tout HFp

(G, I)-module à droite M , l’application linéaire M → (T(M))I(1), définie par
m 7→ m⊗1I , est un isomorphisme. On en déduit que l’espace des I(1)-invariants de T(M) est égal
à son espace des I-invariants et est isomorphe à M comme HFp

(G, I)-module à droite. Ainsi on
H ◦T ' id. Un raisonnement analogue à celui de la proposition 0.1.2 montre alors que T ◦H ' id.
Donc le foncteur H des I-invariants est une équivalence de catégories.

Lorsque γ = {χ, χτ} est de cardinal 2, on est ramené par équivalence de Morita (§1.1.2) à montrer
que pour tout HFp

(G,χ)-à droite M , l’espace des I(1)-invariants de M ⊗HFp
(G,χ) ind

G
I χ est égal

à l’image de l’application

M ⊗HFp
(G,χ) (indG

I χ)I(1) −→M ⊗HFp
(G,χ) ind

G
I χ.

C’est l’objet du paragraphe 2.2.3.
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Pour l’assertion b) du théorème, on se repose à nouveau sur la décomposition (42), et l’on montre
les résultats suivants.

Au paragraphe 2.1.4, on prouve que si F = Fq((t)) avec q 6= 2 ou bien si F est l’extension non
ramifiée de Qp de corps résiduel Fq avec q > p, alors l’espace des I(1)-invariants de T(M) est de
dimension infinie, où M désigne le HFp

(G, I)-module simple supersingulier. Remarquons qu’on
démontre aussi ainsi que le foncteur T n’est pas une équivalence de catégories, bien qu’on ait vu
au chapitre précédent qu’il est exact quel que soit le cardinal du corps résiduel de F .

Au paragraphe 2.2.4, on montre que si F a pour corps résiduel Fq avec q > p, alors il existe un
Fp-caractère régulier χ de l’Iwahori, tel que l’espace des I(1)-invariants de Mχ⊗HFp

(G,χ) ind
G
I χ est

de dimension infinie, où Mχ désigne le HFp
(G,χ)-caractère supersingulier. Notons γ l’orbite de χ

sous l’action de S2 et Mγ le HFp
(G, σγ)-module à droite simple supersingulier. Par équivalence

de Morita, on a ainsi démontré que l’espace des I(1)-invariants de Mγ ⊗HFp
(G,σγ) ind

G
I σγ est de

dimension infinie.

2.1. Le foncteur des I-invariants

Dans toute cette section, M désigne un H-module à droite, où comme au chapitre précédent, on
désigne par H la Fp-algèbre de Hecke-Iwahori de G. On rappelle que u est l’arête de l’arbre de
PGL2(F ) correspondant à la classe 1 ∈ I\G. Vue comme un élément de Fp[I\G], elle correspond
à la fonction caractéristique de I.

L’espace des I-invariants de Fp[I\G] est égal à son sous-H-module libre de base u. Nous avons
montré (theorème 1.2.2) que c’en est un facteur direct. Ainsi, M ⊗H Fp[I\G] contient une copie
de M notée M ⊗H u.

Nous démontrons le théorème suivant :

Théorème 2.1.1. – On suppose que F = Qp, avec p 6= 2. L’espace des I(1)-invariants du Fp[G]-

module M ⊗H Fp[I\G] est égal à M ⊗H u.

– Supposons que l’on est dans l’une des deux situations suivantes :
– q 6= 2 et F = Fq((T )),
– F est l’extension non ramifiée de Qp de corps résiduel Fq avec q > p.

On désigne par M le H-module simple à droite supersingulier. L’espace des I(1)-invariants de
M ⊗H Fp[I\G] est de dimension infinie.

Au chapitre précédent, nous avons exhibé une famille (Yi)i∈N de sous-H-modules de type fini
de Fp[I\G], croissante pour l’inclusion et dont le H-module Fp[I\G] est la limite inductive. De
plus, on a prouvé que chaque H-module Yi est un facteur direct de Yi+1, de sorte que l’on a un
isomorphisme de Fp-espaces vectoriels

(43) M ⊗H Fp[I\G] ' lim
−→
i≥0

M ⊗H Yi,
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où les flèches du système inductif sont injectives.

A la remarque 1.2.9, il est apparu que chacun des Yi est stable sous l’action du pro-p-Iwahori
I(1), ainsi M ⊗H Yi possède une structure de Fp[I(1)]-module et l’isomorphisme (43) commute à
l’action de I(1). De plus, Yi contient le H-module libre de base u comme facteur direct. Ainsi, le
M ⊗H Yi contient l’espace I(1)-invariant M ⊗H u.

Pour traiter le cas où F = Fq((T )), q 6= 2 et le cas où F est l’extension non ramifiée de Qp de
corps résiduel Fq, q > p, il suffit de montrer que chaque espace M⊗H Yi, i ≥ 2, possède un élément
I(1)-invariant non trivial, et non contenu dans M ⊗H Yi−1. C’est l’objet du paragraphe 2.1.4.

Lorsque F = Qp p 6= 2, nous montrons que l’espace des I(1)-invariants de M ⊗H Fp[I\G] est égal
à M ⊗H u en procédant par les quatre étapes suivantes.

Etape 1 : Pour tout i ≥ 3, nous déterminons l’image dans le quotient (M ⊗H Yi)/(M ⊗H Yi−2),
d’un élément I(1)-invariant de M ⊗H Yi (§2.1.3.2).

Etape 2 : On démontre à l’aide de la première étape que l’espace des I(1)-invariants de M ⊗H Y2

est égal à M ⊗H u (§2.1.3.3).

Etape 3 On utilise la première étape pour traiter le cas duH-module simple à droite supersingulier
et montrer que l’espace des I(1)-invariants de M ⊗H Fp[I\G] est réduit à M ⊗H u (§2.1.3.4).

Etape 4 : On démontre, par récurrence sur i ∈ N, que pour tout H-module à droite M , l’espace
des I(1)-invariants de M ⊗H Yi est égal à M ⊗H u. L’initialisation est donnée par l’étape 2. Le
passage du rang i au rang i+ 1 repose sur l’étape 3 (§2.1.3.5).

2.1.1. Structure du Fp[I(1)]-module Fp[I\G] . — Pour l’instant, on ne fait pas d’hypothèse
sur F .

2.1.1.1. Rappelons quelques notations du chapitre précédent.
La description géométrique de l’action des générateurs S et T de H sur les arêtes de l’arbre a été
donnée au paragraphe 1.2.1 ; on l’exploite en particulier sous la forme des observations G1, G2,
G3.
Au paragraphe 1.2.2, on a défini l’ensemble des arêtes exceptionnelles de l’arbre. On a désigné par
V0 = {u, us, s ∈ Fq}, l’ensemble des arêtes sortantes à distance 1. Il contient l’arête exceptionnelle
u0. Pour tout i ∈ N, Vi+1 est l’ensemble des arêtes non exceptionnelles à distance i+ 2.
Pour i ∈ N, le H-module Yi a été défini au paragraphe 1.2.3. Il contient toutes les arêtes à
distance i+1. Nous avons établi l’isomorphisme de Yi avec une somme directe finie de H-modules
projectifs :

(22) Yi = Hu ⊕
⊕

v∈V0∪...∪Vi−{u,u0}

HSv ' H ⊕
⊕

v∈V0∪...∪Vi−{u,u0}

HS.

On rappelle que l’on a distingué les arêtes de l’arbre selon deux types, 0 et 1 (§0.2.1.1 et §0.2.1.3).
Les arêtes de type 1 sont les arêtes de la branche de u et leurs opposées. Les autres sont dites de
type 0.
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Fixons un élément i ∈ N.

Notation 2.1.2. On considère les sous-H-modules de Yi

Y 0
i =

⊕

v∈V0∪...∪Vi−{u,u0}
v de type 0

HSv, Y 1
i = Hu ⊕

⊕

v∈V0∪...∪Vi−{u,u0}
v de type 1

HSv.

Ce sont des espaces supplémentaires dans Yi.

2.1.1.2. — Etudions l’action de ω sur Yi et ses sous-modules Y 0
i , Y 1

i .

Le H-module Hu est stable sous l’action de ω. En effet, ω envoie u sur ũ = Tu ∈ Hu. Soit
x ∈ Fi+1

q . L’action de ω envoie l’arête u1
x de type 1 sortante à distance i + 2 sur l’arête u0

x de
type 0 sortante à distance i+1, comme nous l’avons vu à la remarque 0.2.5. Elle envoie donc une
arête exceptionnelle de type 1 à distance i + 2 sur une arête exceptionnelle de type 0 à distance
i+ 1. Puisque l’action de ω commute à celle de H, on en déduit que l’image sous l’action de ω du
H-module Y 1

i+1 est égale à la somme directe de Hu et de Y 0
i . De plus, ω2 agit trivialement sur les

arêtes de l’arbre, d’où

(44) ωY 1
i+1 = Hu⊕ Y 0

i , Y
1
i+1 = Hu⊕ ωY 0

i .

2.1.1.3. Nous décrivons maintenant la structure de Yi comme Fp[I(1)]-module.

Lemme 2.1.3. – Les sous-espaces Y 1
i et Hu⊕ Y 0

i de Yi sont stables sous l’action de I(1).

– L’espace Yi/Hu se décompose en la somme directe de H-modules et de Fp[I(1)]-modules

Yi/Hu = Y 1
i /Hu ⊕ (Hu⊕ Y 0

i )/Hu.

Démonstration. — Nous démontrons la première assertion du lemme ; la deuxième s’en déduit
car Yi est la somme directe des espaces vectoriels Y 0

i et Y 1
i et que Hu est contenu dans Y 1

i .

Nous allons montrer par récurrence sur i ∈ N, que

(45) Y 1
i = Hu +

∑

v arête sortante
à distance ≤i+1

de type 1

HSv.

On en déduira que Y 1
i est stable sous l’action de I(1) car celle-ci commute à l’action de H, fixe

u et conserve la distance, l’orientation, et le type des arêtes (lemme 0.2.6). Puisque ω normalise
I(1), et du fait de l’égalité (44), on aura ainsi aussi démontré que le sous-espace Hu⊕ Y 0

i de Yi

est stable sous l’action de I(1) pour tout i ∈ N.

Pour i = 0, l’égalité (45) est claire puisque l’unique arête sortante à distance 1 de type 1 est u.

Pour i = 1, il faut s’assurer que pour toute arête v de type 1 sortante à distance 2, l’élément Sv
appartient à Y 1

1 . Par définition de Y 1
1 , seul le cas où v est exceptionnelle nécessite une vérification.

Puisque v est adjacente à u, l’arête v est d’après G2, une combinaison linéaire de STu et des
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q−1 arêtes non exceptionnelles adjacentes à u. Puisque S2 = −S, Sv est une combinaison linéaire
de STu et des images par S des q − 1 arêtes non exceptionnelles adjacentes à u. Chacun de ces
éléments appartient à Y 1

1 , donc c’est aussi le cas de Sv.

Supposons la propriété vraie au rang i, avec i ≥ 1. Pour la démontrer au rang i + 1, il suffit de
s’assurer que pour toute arête v de type 1 sortante à distance i + 2, l’élément Sv appartient à
Y 1

i+1. A nouveau, seul le cas où v est exceptionnelle nécessite une vérification. On désigne alors
par v′ l’arête sortante à distance i+ 1 à laquelle v est adjacente. Elle est de type 1. Comme dans
le cas où i = 1, Sv est une combinaison linéaire de STv ′ et des images par S des q − 1 arêtes
non exceptionnelles adjacentes à v ′, qui sont de type 1 et appartiennent à Vi+1. Ainsi, il suffit de
vérifier que STv′ appartient à Y 1

i+1. Puisque i ≥ 1, v′ est à son tour adjacente à une arête v ′′ de
type 1 sortante à distance i et l’on a d’après G3,

(1 + S)v′ = (1 + S)Tv′′, c’est-à-dire, puisque T 2 = 1, STv′ = −STSv′ + Sv′′ + STSTv′′.

Les deux premiers termes de cette somme appartiennent à Y 1
i ⊂ Y 1

i+1 par hypothèse de récurrence
car v′ et v′′ sont de type 1 à distance inférieure ou égale à i+ 1. D’autre part, STv ′′ est la somme
des q arêtes adjacentes à v′′, ou encore, puisque S2 = −S, −STv′′ est la somme des images par S
des q arêtes adjacentes à v′′. Ces dernières arêtes sont sortantes, à distance i+ 1, de type 1, donc
par hypothèse de récurrence, STv′′, puis STSTv′′, appartiennent à Y 1

i . Ainsi, STv′ appartient à
Y 1

i ⊂ Y 1
i+1.

2.1.1.4. — Les éléments suivants rappellent ceux qui ont été introduits par Breuil [10, 3.2] :

Notation 2.1.4. Pour tout i ∈ N, i ≥ 1, on définit
{

X0
0 =

∑

s∈Fq
su0

s ∈ Y0,

X0
i =

∑

x∈Fi
q

∑

s∈Fq
su0

(x,s) ∈ Yi,

{

X1
0 =

∑

s∈Fq
su1

s ∈ Y1,

X1
i =

∑

x∈Fi
q

∑

s∈Fq
su1

(x,s) ∈ Yi+1.

Pour i ≥ 1, x ∈ Fi
q, on a vu à la remarque 0.2.5 que l’action de l’élément ω envoie l’arête u1

x à
distance i+ 1 sur l’arête u0

x à distance i. On en déduit que

(46) ωX1
0 = X0

0 , ωX1
i = X0

i .

Avec les notations du lemme 0.2.9, on a :

Lemme 2.1.5. On suppose que F = Qp avec p 6= 2. Soient i ≥ 1, et A ∈ I(1). L’élément
S(AX0

i −X0
i ) appartient à Yi−1 ; l’élément S(AX1

i −X1
i ), appartient à Yi. Explicitement, on a :

S(AX0
i −X

0
i ) =

i
∑

l=1

(ST )l(
∑

x∈Fi−l+1
p

s0A(x)Su0
x)−

i−1
∑

l=1

(ST )l−1(
∑

x∈Fi−l
p

s0A(x)Su0
x)−(ST )i(S+1)

∑

x∈Fp

s0A(x)u,
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S(AX1
i −X

1
i ) =

i
∑

l=1

(ST )l(
∑

x∈Fi−l+1
p

s1A(x)Su1
x)−

i−1
∑

l=1

(ST )l−1(
∑

x∈Fi−l
p

s1A(x)Su1
x)−(ST )i(S+1)

∑

x∈Fp

s1A(x)Tu.

Le lemme 2.1.5 se montre par récurrence sur i ∈ N, i ≥ 1 grâce au lemme 0.2.9 et à la description
géométrique des actions de S et T . On se servira essentiellement de la relation G3. Les détails de
la preuve sont donnés au paragraphe 2.1.5.

2.1.2. Structure du Fp[I(1)]-module M⊗HYi.— Nous traduisons pour M⊗HYi les propriétés
structurelles du Fp[I(1)]-module Yi que nous avons établies au paragraphe précédent.

2.1.2.1. — D’après l’isomorphisme (22), l’espace vectoriel M ⊗H Yi est isomorphe à la somme
directe de M ⊗H Yi−1 et d’une somme directe finie de copies de l’espace vectoriel MS. En effet
on a la décomposition

M ⊗H Yi '
⊕

v∈Vi

M ⊗H Sv ⊕ M ⊗H Yi−1,

où l’on note M ⊗H Sv le produit tensoriel de M avec le H-module HSv. Puisque ce dernier est
isomorphe à HS, le sous-espace M ⊗H Sv de M ⊗H Yi est isomorphe à MS.

On rappelle que l’ensemble Vi est constitué par les arêtes non exceptionnelles à distance i + 1.
Ainsi, pour tout élément de M ⊗H Yi, il existe une famille {mε

(x,s)} d’éléments de M indexée par

ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi−ε
q , s ∈ F∗

q telle que cet élément s’écrit

∑

x∈Fi
q s∈F∗

p

m0
(x,s) ⊗ Su0

(x,s) +
∑

x∈Fi−1
q s∈F∗

q

m1
(x,s) ⊗ Su1

(x,s) mod M ⊗H Yi−1.

Il appartient à M ⊗H Yi−1 si et seulement si chacune de ses composantes dans M ⊗H Suε
(x,s) est

nulle, ce qui est équivalent à dire que mε
(x,s)S = 0.
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2.1.2.2. Dans M ⊗H Yi, distinguons les éléments de type 0 et les éléments de type 1.

Puisque le H-module Yi est la somme directe des H-modules Y 0
i et Y 1

i , le Fp-espace vectoriel
M ⊗H Yi est la somme directe de son sous-espace M ⊗H Y 0

i des éléments dits de type 0 et de
son sous-espace M ⊗H Y 1

i des éléments dits de type 1. Ces sous-espaces ne sont pas stables sous
l’action de I(1). Mais, le H-module libre Hu étant un facteur direct de Yi, (resp. Hu⊕ Y 0

i , resp.
Y 1

i ), on déduit de la deuxième assertion du lemme 2.1.3 la décomposition en somme directe de
Fp[I(1)]-modules :

(47) [M ⊗H Yi]/[M ⊗H u] = [M ⊗H Y 1
i ]/[M ⊗H u] ⊕ [M ⊗H (Hu⊕ Y 0

i )]/[M ⊗H u].

Ainsi, tout élément I(1)-invariant de M ⊗H Yi est égal, modulo M ⊗H u, à la somme d’un élément
de M ⊗H (Hu⊕ Y 0

i ) qui est I(1)-invariant modulo M ⊗H u, et d’un élément de M ⊗H Y 1
i qui est

I(1)-invariant modulo M ⊗H u.

Puisque u est invariant sous l’action de I(1), on en déduit que tout élément I(1)-invariant de
M ⊗H Yi est égal, modulo M ⊗H u, à la somme d’un élément de type 0 et d’un élément de type
1, tous deux I(1)-invariants modulo M ⊗H u.

2.1.3. Cas où F = Qp, avec p 6= 2 : le foncteur des I-invariants est une équivalence de
catégories.— Dans ce paragraphe, on suppose que F = Qp avec p 6= 2. Nous allons montrer que
pout tout i ∈ N, l’espace des I(1)-invariants de M ⊗H Yi est réduit à M ⊗H u.

2.1.3.1. — Soit i ≥ 1. Soit U un élément de type 1 de M ⊗H Yi. Comme on l’a vu au paragraphe
2.1.2.1, il s’écrit

∑

x∈Fi−1
p s∈Fp

m(x,s) ⊗ Su1
(x,s) mod M ⊗H Yi−1, avec m(x,s) ∈M et m(x,0) = 0.

Lemme 2.1.6. Soit A =

(

1 0
πi 1

)

. L’élément AU − U est égal, modulo M ⊗H Yi−1, à

∑

x∈Fi−1
p ,s∈Fp

(m(x,s+1) −m(x,s) −m(x,1)) ⊗ Su1
(x,s).
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Démonstration. — Pour x ∈ Fi−1
p , s ∈ Fp, l’exemple 0.2.7 dit que A agit sur l’arête u1

(x,s) de

type 1 à distance i+ 1 de la façon suivante : Au1
(x,s) = u1

(x,s−1). Ainsi,

AU =
∑

x∈Fi−1
p s∈Fp

m(x,s+1) ⊗ Su1
(x,s) mod M ⊗H Yi−1.

L’arête u1
x (ou bien u si i = 1) est une arête à distance i et appartient donc à Yi−1. D’après G2,

son image par ST est égale à la somme des p arêtes, u1
(x,s), s ∈ Fp, qui lui sont adjacentes. Ainsi,

u1
(x,0) = −

∑

s∈F∗
p

u1
(x,s) mod Yi−1, et

AU =
∑

x∈Fi−1
p s∈F∗

p

(m(x,s+1) −m(x,1)) ⊗ Su1
(x,s) mod M ⊗H Yi−1.

On en déduit le lemme.

Remarque 2.1.7. On a montré par la même occasion que pour tous m ∈ M , x ∈ Fi−1
p l’élément

m⊗ Su1
(x,0) appartient au sous-espace de M ⊗H Yi

⊕

s∈F∗
p

M ⊗H Su1
(x,s) ⊕ M ⊗H Yi−1.

Lemme 2.1.8. Supposons que U est I(1)-invariant modulo M ⊗H Yi−1, alors il existe α ∈M tel
que

U = α⊗ SX1
i−1 mod M ⊗H Yi−1.

Démonstration. — L’élément U est en particulier fixé, modulo M ⊗H Yi−1, par l’action de la
matrice A du lemme 2.1.6. On en déduit, à l’aide des observations du paragraphe 2.1.2.1, que
(m(x,s+1) −m(x,s) −m(x,1)) ⊗ Su1

(x,s) = 0, pour tous x ∈ Fi−1
p , s ∈ F∗

p, de sorte que (m(x,s+1) −

m(x,s) −m(x,1))S = 0. Ainsi,
m(x,s)S = sm(x,1)S.

Montrons que l’élément m(x,1)S ne dépend pas de x. Soit x0 ∈ Fi−1
p , fixé. On a vu au paragraphe

0.2.2.1 que l’action de B =

(

1 0
−πa(x0) 1

)

envoie l’arête u1
(x,s) sur l’élément

(

1 0
−π(a(x0, 0) + a(x, s)) πi

)

u.

C’est un élément de type 1, qui s’écrit u1
(x0,∗) à condition que a(x0, 0) + a(x, s) = a(x0, ∗), c’est à

dire, si x = 0. Dans ce cas, a(x0, 0) + a(0, s) = a(x0, s), et B envoie l’arête u1
(0,s) sur u1

(x0,s).
Par conséquent, et d’après la remarque 2.1.7, la composante de BU dans la somme directe
⊕

s∈F∗
p
M ⊗ Su1

(x0,s) est égale à

B
∑

s∈F∗
p

m(0,s) ⊗ Su1
(0,s) =

∑

s∈F∗
p

m(0,s) ⊗ Su1
(x0,s),
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ou encore, puisque, m(0,s)S = sm(0,1)S, à

∑

s∈F∗
p

sm(0,1) ⊗ Su1
(x0,s)

tandis que la composante de U dans cette même somme directe est
∑

s∈F∗
p

m(x0,s) ⊗ Su1
(x0,s) =

∑

s∈F∗
p

sm(x0,1) ⊗ Su1
(x0,s).

Puisque U est fixé, modulo M ⊗H Yi−1, par l’action de B ∈ I(1), on a, pour tout s ∈ F∗
p :

sm(x0,1) ⊗ Su1
(x0,s) = sm(0,1) ⊗ Su1

(x0,s).

On en déduit, avec les observations du paragraphe 2.1.2.1, que l’élément m(x0,1)S = m(0,1)S ne
dépend pas de x0. En posant α = m(0,1), on a démontré que, pour tous x ∈ Fi−1

p , s ∈ Fp, on a
m(x,s)S = sαS. Ainsi,

U =
∑

x∈Fi−1
p s∈Fp

m(x,s)S ⊗ u1
(x,s) =

∑

x∈Fi−1
p s∈Fp

sαS ⊗ u1
(x,s) mod M ⊗ Yi−1

=
∑

x∈Fi−1
p s∈Fp

sα⊗ Su1
(x,s) = α⊗ S

∑

x∈Fi−1
p

∑

s∈Fp

su1
(x,s) mod M ⊗ Yi−1,

c’est-à-dire U = α⊗ SX1
i−1 mod M ⊗H Yi−1.

2.1.3.2. —

Proposition 2.1.9. Supposons que i ≥ 2. Un élément I(1)-invariant de M ⊗H Yi est de la forme

α0 ⊗ SX0
i + β0 ⊗ SX0

i−1 + α1 ⊗ SX1
i−1 + β1 ⊗ SX1

i−2 mod M ⊗H Yi−2

avec α0, α1, β0, β1 des éléments de M vérifiant

α0STS = 0 et α0S = β0STS,

α1STS = 0.

Si i ≥ 3, on a de plus α1S = β1STS.

Démonstration. — On se donne un élément I(1)-invariant de M ⊗H Yi. D’après les résultats
du paragraphe 2.1.2, il est égal, modulo M ⊗H u, à la somme d’un élément de type 1 et d’un
élément de type 0 qui sont chacun I(1)-invariants modulo M ⊗H u.

Nous allons déterminer, modulo M ⊗H Yi−2, la forme d’un élément de type 1 de M ⊗H Yi que l’on
suppose I(1)-invariant modulo M ⊗H u. Notons U un tel élément.

Puisque i ≥ 2, M ⊗H Yi−1 contient M ⊗H u et l’on peut appliquer le lemme 2.1.8 à U : il existe
α ∈M , tel que

U = α⊗ SX1
i−1 modM ⊗H Yi−1.

Il existe donc un élément W de type 1 de M ⊗ Yi−1 tel que

U = α⊗ SX1
i−1 +W modM ⊗H Yi−2.
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Il s’écrit sous la forme générique W =
∑

x∈Fi−2
p

∑

s∈Fp

m(x,s) ⊗ Su1
(x,s), avec m(x,s) ∈M , m(x,0) = 0.

Pour A ∈ I(1), la composante modulo M ⊗H Yi−2 de α ⊗ S(AX1
i−1 − X1

i−1) est donnée par le
lemme 2.1.5 :

(48) α⊗ S(AX1
i−1 −X1

i−1) = αST ⊗
∑

x∈Fi−2
p ,s∈Fp

s1A(x, s)Su1
(x,s) mod M ⊗H Yi−2.

Dans le cas particulier où A =

(

1 0
πi−1 1

)

, le cœfficient s1A(x, s) est égal à Q(1, s). (C’est l’exemple

0.2.11). En particulier, il est nul pour s = 0.

Le lemme 2.1.6 appliqué à W donne la composante modulo M ⊗H Yi−2 de AW −W :

AW −W =
∑

x∈Fi−2
p s∈F∗

p

(m(x,s+1) −m(x,s) −m(x,1)) ⊗ Su1
(x,s) mod M ⊗H Yi−2.

Puisque U est I(1)-invariant modulo M ⊗H Yi−2, on en déduit que pour tous x ∈ Fi−2
p , s ∈ F∗

p,
on a

(m1
(x,s+1) −m1

(x,s) −m1
(x,1)) ⊗ Su1

(x,s) = −αQ(1, s)ST ⊗ Su1
(x,s)

ce qui, appliquant les observations du paragraphe 2.1.2.1, donne l’égalité

(m1
(x,s+1) −m1

(x,s) −m1
(x,1))S = −αQ(1, s)STS.

A x fixé, nous la sommons sur tous les s ∈ Fp. Puisqu’on travaille sur F = Qp, l’égalité (7) de la
remarque 0.2.12 dit que le terme obtenu à droite vaut −αSTS. Le terme obtenu à gauche est nul.
D’où

αSTS = 0.

Mais alors, l’égalité (48), valable pour A ∈ I(1) quelconque, montre que, comme U , l’élément
α⊗ SX1

i−1 est I(1) invariant modulo M ⊗H Yi−2. Par conséquent, c’est aussi le cas de W auquel
on applique le lemme 2.1.8 qui fournit un élément β ∈M tel que

W = β ⊗ SX1
i−2 mod M ⊗H Yi−2.

Supposons de plus que i ≥ 3. Nous travaillons maintenant modulo M⊗H Yi−3. Il existe un élément
W ′ de type 1 de M ⊗H Yi−2 tel que U est de la forme

α⊗ SX1
i−1 + β ⊗ SX1

i−2 +W ′ mod M ⊗H Yi−3,

et qui s’écrit sous la forme générique W ′ =
∑

x∈Fi−3
p

∑

s∈Fp

∑

m(x,s) ⊗ Su1
(x,s) où m(x,0) = 0.

On a vu que, puisque αSTS = 0, l’élément α⊗SX1
i−1 est I(1)-invariant modulo M ⊗H Yi−2. Pour

A ∈ I(1), le lemme 2.1.5 donne la composante de α⊗ S(AX 1
i−1 −X1

i−1) modulo M ⊗H Yi−3 :

α⊗ S(AX1
i−1 −X1

i−1) = −α⊗
∑

x∈Fi−3
p ,s∈Fp

s1A(x, s)Su1
(x,s) mod M ⊗H Yi−3.
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Celle de β ⊗ S(AX1
i−2 −X1

i−2) est, elle aussi, donnée par le lemme 2.1.5. C’est la formule (48) au
rang i− 2 :

β ⊗ S(AX1
i−2 −X1

i−2) = βST ⊗
∑

x∈Fi−3
p ,s∈Fp

s1A(x, s)Su1
(x,s) mod M ⊗H Yi−3.

On choisit maintenant A =

(

1 0
πi−2 1

)

, de sorte que les cœfficients s1
A(x, s) ci-dessus sont égaux à

Q(1, s), et donc nuls lorsque s = 0 (c’est l’exemple 0.2.11) et que l’action de A sur W ′ est donnée
par le lemme 2.1.6 :

AW ′ −W ′ =
∑

x∈Fi−3
p s∈F∗

p

(m(x,s+1) −m(x,s) −m(x,1)) ⊗ Su1
(x,s) mod M ⊗H Yi−3.

Puisque U est I(1)-invariant modulo M ⊗H u ⊂M ⊗ Yi−3, on a pour tous Fi−3
p et s ∈ F∗

p,

0 = (−αQ(1, s) + βSTQ(1, s) +m(x,s+1) −m(x,s) −m(x,1)) ⊗ Su1
(x,s),

puis Q(1, s)(αS − βSTS) = (m(x,s+1) −m(x,s) −m(x,1))S.

Sommant, à x fixé, cette égalité sur tous les s ∈ Fp, le terme de gauche devient αS − βSTS, et
celui de droite est nul. Ainsi, on a

αS = βSTS.

On a démontré qu’un élément de type 1 de M ⊗H Yi, i ≥ 2, qui est I(1)-invariant modulo M ⊗H u
est de la forme

α1 ⊗ SX1
i−1 + β1 ⊗ SX1

i−2 mod M ⊗H Yi−2

avec α1, β1 ∈M vérifiant α1STS = 0. Si de plus i ≥ 3, on a α1S = β1STS.

Nous voulons maintenant donner la forme d’un élément de type 0 de M ⊗H Yi, i ≥ 2, qui est I(1)-
invariant modulo M ⊗H u. Le résultat provient de ce qui précède, en se servant de la propriété
fondamentale de l’action de ω que l’on a vue au paragraphe 2.1.1.2 : l’action de ω envoie un
élément de Y 0

i sur un élément de Y 1
i+1.

Ainsi, un élément U de type 0 de M⊗HYi est envoyé par ω sur un élément de type 1 de M⊗HYi+1.
Si l’élément U est I(1)-invariant modulo M ⊗H u, c’est aussi le cas de ωU puisque ω normalise
I(1) et fixe l’arête u. Ainsi, on peut appliquer le résultat précédent au rang i + 1 à l’élément de
type 1 de ωU : il existe α0, β0 ∈M , avec α0STS = 0, et α0S = β0STS, tels que

ωU = α0 ⊗ SX1
i + β0 ⊗ SX1

i−1 mod M ⊗H Yi−1.

L’élément ω2 agit trivialement sur les arêtes de l’arbre, donc

U = α0 ⊗ ωSX1
i + β0 ⊗ ωSX1

i−1 mod M ⊗H ωYi−1.

Toujours par la propriété de l’action de ω, et comme on l’a vu suite à la définition des éléments
X0

i , X1
i , on a ωX1

i = X0
i , ωX1

i−1 = X0
i−1. Donc l’élément U − α0 ⊗ SX0

i − β0 ⊗ SX0
i−1 de type 0

appartient à M ⊗H ωYi−1.
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Au paragraphe 2.1.1.2 nous avons interprété la propriété de l’action de ω sous la forme : ωY 1
j+1 =

Hu ⊕ Y 0
j pour j ≥ 0. On en déduit que

ωYi−1 = ω(Y 0
i−1) ⊕ ω(Y 1

i−1) = ω(Y 0
i−1) ⊕Hu⊕ Y 0

i−2 = ω(Y 0
i−1 ⊕Hu) ⊕ Y 0

i−2 = Y 1
i ⊕ Y 0

i−2.

Ainsi, un élément de type 0 de M⊗HYi appartenant à M⊗HωYi−1 appartient en fait à M⊗HYi−2.
Par conséquent,

U − α0 ⊗ SX0
i − β0 ⊗ SX0

i−1 ∈M ⊗H Yi−2.

On a démontré qu’un élément de type 0 de M ⊗H Yi, i ≥ 2, qui est I(1)-invariant modulo M ⊗H u
est de la forme

α0 ⊗ SX0
i + β0 ⊗ SX0

i mod M ⊗H Yi−2

avec α0, β0 ∈M vérifiant α0STS = 0 et α0S = β0STS .

La proposition est démontrée.

2.1.3.3. Espace des I(1)-invariants de M ⊗H Y2. — Soit U un élément de I(1)-invariant de
M ⊗H Y2. Nous allons montrer qu’il appartient à M ⊗H u.

D’après la proposition 2.1.9, il existe α0, β0, α1, β1 ∈M , m ∈M , et {ms}s∈Fp ∈M , avec m0 = 0,
tels que

(49) α0STS = 0, α0S = β0STS, α1STS = 0, et

U = α0⊗SX0
2 +β0⊗SX0

1 +α1⊗SX1
1 +β1⊗SX1

0 +z, avec z =
∑

s∈Fp

ms⊗Sus +m⊗u ∈M ⊗Y0.

Soit A =

(

1 1
0 1

)

. Son action envoie l’arête us de type 0 sur l’arête us−1, comme le montre

l’exemple 0.2.7. La vérification (g1
s )−1Ag1

s ∈ I(1) montre que l’action de A fixe les arêtes u1
s de

type 1. Ainsi, l’action de A sur les deux derniers termes de U est :

Az − z =
∑

s∈Fp

(ms+1 −ms) ⊗ Sus

=
∑

s∈F∗
p

(ms+1 −ms −m1) ⊗ Sus −m1 ⊗ Su car, d’après G1, Su0 = −Su−
∑

s∈F∗
p

Sus,

et β1 ⊗ S(AX1
0 −X1

0 ) = 0.

Le lemme 2.1.5 décrit explicitement l’action de A sur les trois premiers termes de l’écriture de U .
On la donne ici, en tenant compte des relations (49) et en remplaçant les cœfficients s0

A(s) par
leur valeur Q(1, s) donnée par l’exemple 0.2.11 :
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α0 ⊗ S(AX0
2 −X0

2 ) = −α0 ⊗
∑

s∈Fp

Q(1, s)Sus

β0 ⊗ S(AX0
1 −X0

1 ) = α0 ⊗
∑

s∈Fp

Q(1, s)Sus − β0ST (S + 1) ⊗ u

α1S ⊗ S(AX1
1 −X1

1 ) = −α1(
∑

s∈Fq

s1A(s))S ⊗ u

Or, chacune des composantes de AU−U dans la somme directeM⊗HY0 =
⊕

s∈F∗
p

M⊗HSus⊕M⊗Hu

est nulle, donc

(50)

{

−m1S − β0ST (S + 1) − α1(
∑

s∈Fq
s1A(s))S = 0

(ms+1 −ms −m0
1)S = 0 pour tout s ∈ Fp.

On multiplie la première égalité à droite par (S + 1). Sachant que S(S + 1) = 0, on obtient
β0ST (S + 1) = 0, c’est à dire β0STS + β0ST = 0. Or α0S = β0STS, donc α0S + β0ST = 0, ce
qui, combiné avec le fait que α0STS = 0 et que T 2 = 1, donne β0S = 0 puis α0S = 0. D’où

U = α1 ⊗ SX1
1 + β1 ⊗ SX1

0 + z.

Soit A =

(

1 0
π 1

)

. La vérification (g0
s )−1Ag0

s ∈ I(1) montre que A fixe les arête de type 0 à

distance 1, donc A fixe z. Pour calculer l’action de A sur β1 ⊗ SX1
0 , on rappelle que A envoie

l’arête u1
s sur l’arête u1

s−1 (exemple 0.2.7). Ainsi, d’après la description G2 de l’action de ST ,

β1 ⊗ S(AX1
0 −X1

0 ) = β1 ⊗
∑

s∈Fp

S(su1
s−1 − su1

s) = β1 ⊗ S
∑

s∈Fp

u1
s = β1 ⊗ S(STu) = −β1 ⊗ STu.

Le lemme 2.1.5 permet de calculer l’action de A sur α1 ⊗SX1
1 , sachant, d’après l’exemple 0.2.11,

que s1A(s) = Q(1, s) et
∑

s∈Fp
Q(1, s) = 1. On a

α1 ⊗ S(AX1
1 −X1

1 ) = −α1ST (S + 1) ⊗ Tu = −α1 ⊗ Su car α1STS = 0.

On en déduit que α1S + β1ST = 0. Or, β1S = −β1ST (TS), donc β1S = α1STS = 0. Ainsi,
α1S = β1S = 0 et U = z. Mais les relations (50) donnent désormais msS = 0 pour tout s ∈ Fp,
donc U = m⊗ u ∈M ⊗H u.

2.1.3.4. Espace des I(1)-invariants de M ⊗H Fp[I\G].— Soit M le H-module à droite supersin-
gulier ([43, 3.2]). Il a pour Fp-base {v, vT} vérifiant

vS = −v, vTS = 0, et T 2 agit par 1 sur M.
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Remarque 2.1.10. Le morphisme de H-modules à droite défini par

H/(TSH + (S + 1)H) � M

1 7→ v

est un isomorphisme car le Fp-espace vectoriel H/(TSH + (S + 1)H) est de dimension 2 de base
les images [1] et [T ] de 1 et T dans le module quotient.

En effet, le Fp-espace vectoriel H a pour base

(ST )j
, T (ST )j

, S(TS)j
, (TS)j

j ∈ N

et ces éléments vérifient : pour j ≥ 1 , T (ST )j, (TS)j , S(TS)j = (S + 1)(TS)j − (TS)j ∈ TSH + (S + 1)H,

pour j ≥ 2, (ST )j = (S + 1)T (ST )j−1 − T (ST )j−1 ∈ TSH + (S + 1)H.

Proposition 2.1.11. L’espace des I(1)-invariants de M ⊗H Fp[I\G] est égal à M ⊗H u.

Démonstration. — Soit U un élément de M ⊗H Fp[I\G] que l’on suppose I(1)-invariant. Soit

i := min{k ∈ N, U ∈ M ⊗H Yk}.

Si i ≤ 2, l’élément I(1)-invariant U ∈ M ⊗H Y2 appartient bien à M ⊗H u, d’après le paragraphe
2.1.3.3. Supposons que i ≥ 3. D’après la proposition 2.1.9, il existe α0, β0, α1, β1 ∈ M vérifiant
β0STS = α0S, β1STS = α1S, tels que

U = α0 ⊗ SX0
i + β0 ⊗ SX0

i−1 + α1 ⊗ SX1
i−1 + β1 ⊗ SX1

i−2 mod M ⊗H Yi−2.

D’après la remarque précédente, STS annule tout élément du H-module à droite M. Donc, α0S =
α1S = 0 et U ∈ M ⊗H Yi−1 ce qui est en contradiction avec la définition de i.

2.1.3.5. Espace des I(1)-invariants de M ⊗H Yi, pour i ∈ N, i ∈ N . —

Proposition 2.1.12. Soit i ∈ N. Pour tout H-module à droite M , l’espace des I(1)-invariants
de M ⊗H Yi est égal à M ⊗ u.

Démonstration. — Nous montrons la proposition par récurrence sur i.

Elle est prouvée pour i = 2 au paragraphe 2.1.3.3. Supposons la proposition démontrée pour i− 1
avec i ≥ 3.

Soit U un élément de M ⊗H Yi que l’on suppose I(1)-invariant.

D’après la proposition 2.1.9, il existe α0, α1 ∈M vérifiant α0STS = α1STS = 0, tels que

U = α0 ⊗ SX0
i + α1 ⊗ SX1

i−1 mod M ⊗H Yi−1.

Si α0S = α1S = 0, alors U ∈M ⊗H Yi−1 et par hypothèse de récurrence, U ∈M ⊗H u.

Supposons que α0S 6= 0 ou α1S 6= 0. On a la suite exacte de H-modules à droite suivante,

0 → α0SH + α1SH →M
P
→M/(α0SH + α1SH) → 0

qui, par platitude du H-module Yi, donne la suite exacte de Fp[I(1)]-modules

0 −→ (α0SH + α1SH) ⊗H Yi −→M ⊗H Yi

P⊗idYi−−−−→ P(M) ⊗H Yi −→ 0.
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L’image de U par P ⊗ idYi est un élément I(1)-invariant appartenant à P(M) ⊗H Yi−1 car, par
définition, on a P ⊗ idYi(α

0 ⊗ SX0
i ) = P(α0S) ⊗X0

i = 0, et de même P ⊗ idYi(α
1 ⊗ SX1

i−1) = 0.
Par hypothèse de récurrence, appliquée au H-module à droite P(M),

(P ⊗ idYi)(U) ∈ P(M) ⊗H u,

c’est-à-dire, il existe m ∈M , tel que P ⊗ idYi(U) = P(m) ⊗H u, ou encore

U −m⊗ u ∈ Ker(P ⊗ idYi) = (α0SH + α1SH) ⊗H Yi.

Pour démontrer que U ∈ M ⊗H u, il suffit donc de s’assurer que tout élément I(1)-invariant de
(α0SH + α1SH) ⊗H Yi appartient à (α0SH + α1SH) ⊗H u.

Or pour ε ∈ {0, 1} le sous-H-module à droite deM engendré par αεS est, s’il est non nul, isomorphe
au H-module à droite supersingulier M puisque αεS(TS) = αεS(S + 1) = 0 et par l’isomorphime
exhibé à la remarque 2.1.10. Ainsi, le H-module à droite α0SH + α1SH est isomorphe à M ou
bien M ⊕ M. Le résultat est donc donné par la proposition 2.1.11.

2.1.4. Le foncteur des I-invariants n’est pas en général une équivalence de catégories.
— Soit M leH-module à droite supersingulier. On suppose que l’on est dans l’un des cas suivants :
F = Fq((T )) avec q 6= 2, ou bien F est l’extension non ramifiée de corps résiduel Fq avec q > p.

Proposition 2.1.13. Soit i ≥ 2. L’élément [1] ⊗ SX 0
i est un élément I(1)-invariant de M⊗H Yi

qui n’appartient par à M ⊗H Yi−1 .

Corollaire 2.1.14. Le H-module à droite des I(1)-invariants de M ⊗H indG
I χ est un espace

vectoriel de dimension infinie.

preuve de la proposition 2.1.13. — On rappelle que

X0
i =

∑

x∈Fi
qs∈Fq

su0
(x,s).

D’après l’isomorphisme (22) qui donne la décomposition de Yi en somme directe de H-modules
projectifs, il est clair que SX0

i est un élément de Yi n’appartenant pas à Yi−1. Ainsi, [1] ⊗ SX0
i

est un élément de M ⊗H Yi n’appartenant pas à M ⊗H Yi−1.

Montrons que [1] ⊗ SX0
i est un élément I(1)-invariant. Soit A ∈ I(1).

A−1X0
i =

∑

x∈Fi
qs∈Fq

sA−1u0
(x,s)

=
∑

x∈Fi
qs∈Fq

su0
(r0

A(x), s0
A(x)+s)

avec les notations et l’assertion 3. du lemme 0.2.9,

=
∑

x∈Fi
qs∈Fq

(s− s0A(x))u0
(r0

A(x),s)
.

Or, par bijectivité de r0
A (lemme 0.2.9-1.), X0

i =
∑

x∈Fi
qs∈Fq

su0
(r0

A(x),s)
. D’où
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A−1X0
i −X0

i =
∑

x∈Fi
qs∈Fq

(−s0A(x))u0
(r0

A(x),s)

=
∑

x∈Fi
q

(−s0A(x))
∑

s∈Fq

u0
(r0

A(x),s)

=
∑

x∈Fi
q

(−s0A(x))STu0
r0
A(x)

d’après la description géométrique G2 de l’action de ST,

=
∑

x∈Fi
q

(−s0A ◦ (r0
A)−1(x))STu0

x

=
∑

x∈Fi
q

s0A−1(x)STu
0
x avec l’assertion 4. du lemme 0.2.9.

Ainsi, puisque S2 = −S, on a dans M ⊗H Yi,

[1] ⊗ S(A−1X0
i −X0

i ) = −[1] ⊗
∑

x∈Fi
q

s0A−1(x)STu
0
x.

Chaque x ∈ Fi
q s’écrit x = (x0, ..., xi−1) et l’arête u0

x est adjacente à u0
(x0,...,xi−2)

. On utilise alors
la description géométrique G3 qui dit que

(S + 1)u0
x = (S + 1)Tu0

(x0,...,xi−2)
.

Ainsi,

[1] ⊗ S(A−1X0
i −X0

i ) = −[1]S ⊗
∑

x∈Fi
q

s0A−1(x)(T (S + 1)Tu0
(x0 ,..,xi−2)

− TSu0
x)

= −[1](STST + ST 2) ⊗
∑

x∈Fi
q

s0A−1(x)u
0
(x0,..,xi−2)

+ [1]STS ⊗
∑

x∈Fi
q

s0A−1(x)u
0
x.

Or, T 2 = 1 et, dans le H-module à droite supersingulier M, on a [1]STS = 0. Ainsi,

[1] ⊗ S(A−1X0
i −X0

i ) = −[1]S ⊗
∑

x∈Fi
q

s0A−1(x)u
0
(x0,..,xi−2)

Mais, l’assertion 6. du lemme 0.2.9 dit que, du fait du choix de la nature du corps F que nous
avons fait, on a

∑

xi−1∈Fq

s0A−1(x0, ..., xi−2, xi−1) = 0.

Ainsi,
[1] ⊗ S(A−1X0

i −X0
i ) = 0.

2.1.5. Preuve du lemme 2.1.5. — On suppose que F = Qp, p 6= 2. Soient i ∈ N, i ≥ 1,
A ∈ I(1). On démontre le lemme pour ε = 1. Le cas ε = 0 s’en déduit en effectuant une translation
par ω−1, car X1

i = ωX0
i et s1A = s0ω−1Aω (voir la preuve de lemme 0.2.9).

Nous pouvons reprendre le début de la preuve de la proposition 2.1.13 qui, avec les notations du
lemme 0.2.9, donne l’égalité suivante dans Yi+1,

AX1
i −X1

i =
∑

x∈Fi
p

s1A(x)STu1
x.
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Puisque S2 = −S, on en déduit

(51) S(AX1
i −X1

i ) = −S
∑

x∈Fi
p

s1A(x)Tu1
x

– Si i = 1, en appliquant la description géométrique G3 qui dit que T (S + 1)u1
x = T (S + 1)Tu,

on a pour tout x ∈ Fp :

S(AX1
1 −X1

1 ) = −S
∑

x∈Fp

s1A(x)(T (S + 1)Tu− TSu1
x)

= STS
∑

x∈Fp

s1A(x)u1
x − ST (S + 1)

∑

x∈Fp

s1A(x)Tu

C’est la formule du lemme au rang 1.

– Supposons que le lemme est démontré pour i ∈ N, i ≥ 1.
Pour x = (x0, ..., xi−1, xi) ∈ Fi+1

p , l’arête u1
x est adjacente à u1

(x0,...,xi−1)
, donc la description

géométrique G3 dit que Tu1
x = T (S + 1)Tu1

(x0,...,xi−1)
− TSu1

x. La relation (51) au rang i+ 1 se
traduit alors par

S(AX1
i+1 −X1

i+1) = −S
∑

x∈Fi+1
p

s1A(x)(T (S + 1)Tu1
(x0,...,xi−1)

− TSu1
x)

D’après le lemme 0.2.9-6.,
∑

xi∈Fp
s1A(x0, ..., xi−1, xi) = s1A(x0, ..., xi−1). D’où

S(AX1
i+1 −X1

i+1) = STS
∑

x∈Fi+1
p

s1A(x)u1
x − S

∑

x∈Fi
p

s1A(x)u1
x

−STS
∑

x∈Fi
p

s1A(x)Tu1
x

Ainsi en utilisant l’égalité (51) au rang i,

S(AX1
i+1 −X1

i+1) = STS
∑

x∈Fi+1
p

s1A(x)u1
x − S

∑

x∈Fi
p

s1A(x)u1
x

+STS(AX1
i −X1

i )

Par hypothèse de récurrence, on remplace dans cette formule STS(AX 1
i −X1

i ) par

i+1
∑

l=2

(ST )l(
∑

x∈Fi+2−l
p

s1A(x)Su1
x) −

i
∑

l=2

(ST )l−1(
∑

x∈Fi+1−l
p

s1A(x)Su1
x) − (ST )i+1(S + 1)

∑

x∈Fp

s1A(x)Tu

et l’on obtient

S(AX1
i+1 −X1

i+1) =

i+1
∑

l=1

(ST )lS
∑

x∈Fi+2−l
p

s1A(x)u1
x −

i
∑

l=1

(ST )l−1S
∑

x∈Fi+1−l
p

s1A(x)u1
x

−(ST )i+1(S + 1)
∑

x∈Fp

s1A(x)Tu.

C’est l’égalité souhaitée au rang i+ 1.
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2.2. Etude de la partie régulière du foncteur des I(1)-invariants

Dans toute cette section on suppose que q 6= 2. Rappelons quelques notations introduites à la
section 1.3. On fixe ζ un générateur du groupe cyclique F∗

q. Soit a ∈ {1, ..., q− 2}. On considère le

caractère régulier χ = 1 ⊗ χ2 : F∗
q
2 → Fp

∗
du tore fini tel que χ2(ζ) = ζa.

On désigne par Hχ = HFp
(G,χ) l’algèbre de Hecke du caractère χ. C’est une algèbre commutative

de générateurs T1, T2 avec la relation T1T2 = 0.

On a identifié l’arête u de l’arbre T avec l’élément fI,χ de l’induite compacte indG
I χ de support I

et de valeur 1 en l’unité de G et noté ũ = ω.u son arête opposée. L’espace des I(1)-invariants de
indG

I χ est égal au Hχ -module libre de base {u, ũ} (remarque 1.3.15). Nous avons appelé Z−1 ce
sous-Hχ -module de indG

I χ et montré, lorsque q = p, que c’en est un facteur direct (proposition
1.3.28).

Dans cette section, M désigne un Hχ -module à droite. Lorsque q = p, l’espace M ⊗Hχ Z−1

s’injecte dans M ⊗Hχ indG
I χ. Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.2.1. – On suppose F = Qp, p 6= 2. L’espace des I(1)-invariants du Fp[G]-module
M ⊗Hχ indG

I χ est égal à
M ⊗Hχ Z−1.

– Supposons que le corps résiduel de F possède q > p éléments. Il existe un caractère régulier
χ du tore fini tel que, si l’on note Mχ le Hχ -caractère supersingulier, alors l’espace des I(1)-
invariants de Mχ ⊗Hχ indG

I χ est de dimension infinie.

Nous allons faire usage de l’écriture du Hχ -module indG
I χ comme limite inductive du système

de Hχ -modules de type fini {Zi}i∈N défini à la section 1.3. On a un isomorphisme de Fp-espaces
vectoriels

(52) M ⊗Hχ indG
I χ ' lim

−→
i≥0

M ⊗Hχ Zi,

où, en désignant par ιZi l’inclusion Zi ↪→ Zi+1, les flèches du système inductif sont les applications
linéaires idM ⊗ιZi : M⊗Hχ Zi →M⊗Hχ Zi+1. A la remarque 1.3.14, il est apparu que chacun des
Zi est stable sous l’action du pro-p-Iwahori I(1), ainsi chaque M ⊗Hχ Zi possède une structure
de Fp[I(1)]-module et l’isomorphisme (52) commute à l’action de I(1).

Nous commencerons par prouver la première assertion du théorème. La proposition 1.3.28 nous
assure que, si le corps résiduel de F est de cardinal p, alors pour tout i ≥ 0, le Hχ -module Zi−1 est
un facteur direct de Zi. Ainsi, les flèches du système inductif (52) sont injectives. Les paragraphes
2.2.1 et 2.2.2 décrivent respectivement les structures des Fp[I(1)]-modules Zi et M ⊗Hχ Zi, en
supposant q = p. Puis, au paragraphe 2.2.3, on suppose que F = Qp avec p 6= 2 et l’on montre
que l’espace des I(1)-invariants de M ⊗Hχ Zi est réduit à M ⊗Hχ Z−1. La méthode utilisée est
analogue à celle que nous avons suivie pour la preuve de la première assertion du théorème 2.1.1.
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Lorsque le corps résiduel de F possède q > p éléments, nous choisissons au paragraphe 2.2.4 une
valeur de a ∈ {1, ..., q−2} telle que chaque espace Mχ⊗Hχ Zi+1 possède un élémént I(1)-invariant
qui n’appartient pas à l’espace image de idM ⊗ ιZi .

Remarque 2.2.2. Au chapitre précédent, nous avons identifié une base de l’espace vectoriel indG
I χ

avec l’ensemble des arêtes de l’arbre T : pour tout g appartenant au système de représentants
(6) des classes à gauche de G modulo I, on a identifié l’élément g.fI,χ = fIg−1,χ. avec l’arête gu.
La remarque 1.3.4 a attiré notre attention sur le fait que cette identification n’est pas compatible
avec l’action de G. Toutefois, elle est compatible avec l’action de I(1) comme nous allons nous en
assurer à présent. Cela tient au choix du système (6) de représentants de G/I. En effet on rappelle
qu’il est donné par

(6) {gε
x, g

ε
xω, pour ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi

q, i ≥ 0}

et l’on remarque que l’on a la propriété suivante : pour tous x, y ∈ Fi
q, i ∈ N,

(53) g0
x(g0

y)
−1 =

(

1 a(y) − a(x)
0 1

)

∈ I(1), g1
x(g1

y)
−1 =

(

1 0
π(a(y) − a(x)) 1

)

∈ I(1).

Soient A ∈ I(1) et uε
x une arête sortante de l’arbre, avec ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi

q, i ∈ N. Montrons
que l’élément de indG

I χ correspondant à l’arête uε
x est envoyé par A sur l’élément de indG

I χ
correspondant à l’arête Auε

x.

Puisque l’action de I(1) sur l’ensemble des arêtes conserve la distance, l’orientation et le type,
l’arête uε

x est envoyée sous l’action de A sur une arête de la forme uε
y, avec y ∈ Fi

q. L’égalité
Auε

x = uε
y s’écrit encore (gε

y)
−1Agε

xu = u, et puisque le sous-groupe d’Iwahori est le stabilisateur
de l’arête u, on a (gε

y)
−1Agε

x ∈ I. Mais la propriété (53) dit qu’il existe un élément B ∈ I(1) tel
que gε

x = Bgε
y. Ainsi,

(gε
y)

−1Agε
x = (gε

y)
−1ABgε

y ∈ I ∩ (gε
y)

−1I(1)gε
y .

Puisque I(1) est l’unique pro-p-Sylow de I, on en déduit que (gε
y)

−1Agε
x appartient à I(1).

L’élément de indG
I χ correspondant à l’arête uε

x est l’élément gε
x.fI,χ. Il est envoyé par A sur

l’élément Agε
x.fI,χ. Mais, d’après ce qui précède et puisque fI,χ est invariant sous l’action de I(1),

on a Agε
x.fI,χ = gε

y.fI,χ, qui est l’élément de indG
I χ correspondant à l’arête uε

y = Auε
x.

2.2.1. Structure du Fp[I(1)]-module indG
I χ lorsque le corps résiduel de F est égal à Fp.

— Dans tout ce paragraphe, on suppose que q = p (et p 6= 2).
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2.2.1.1. Comme au paragraphe 1.3.5 on note J le sous-ensemble de F∗
q à p− a− 1 éléments

J = {ζa+1, ζa+2, ..., ζp−1}.

L’ensemble F∗
p − (ζ−aJ) de cardinal a est

F∗
p − (ζ−aJ) = {ζp−a, ζp−a+1, ..., ζp−1}.

Au paragraphe 1.3.1.2, nous avons construit, par analyse de Fourier, une nouvelle base du Fp-
espace vectoriel engendré par les arêtes de l’arbre. Pour chaque élément, wε

∗, w̃
ε
∗, de cette nouvelle

base, nous avons défini son type, son orientation, sa distance à l’origine (définition 1.3.7).

Soit i ∈ N. Le Hχ -module Zi défini au paragraphe 1.3.2 contient toutes les arêtes à distance i+1.
C’est de plus un Hχ -module libre : Z0 est libre de base

W0 = {u, ũ, ws, w̃s′ , s ∈ J, s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ)},

tandis que Zi+1 est la somme directe de Zi et du Hχ -module libre de base l’ensemble Wi+1

d’éléments de type 0 et 1 à distance i+ 2 :

Wi+1 = {w0
(x,s), w̃

0
(x,s′), s ∈ J, s′ ∈ F∗

p−(ζ−aJ)}x∈Fi+1
p

∪{w1
(x,s), w̃

1
(x,s′), s ∈ J, s′ ∈ F∗

p−(ζ−aJ)}x∈Fi
p
.

Remarque 2.2.3. Ces résultats sont ceux de la proposition 1.3.28. On rappelle qu’elle se démontre
en étudiant tout d’abord le Hχ -module Z0/Z−1 et en utilisant le fait que le Hχ -module Zi/Zi−1

est la somme directe

Zi/Zi−1 =
⊕

x∈Fi
p

F0
x (Z0/Z−1) ⊕

⊕

x∈Fi−1
p

F1
x (Z0/Z−1),

où pour ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi−ε
p , le morphisme injectif de Hχ -modules F ε

x : Z0/Z−1 → Zi/Zi−1 est
induit par la translation par (gε

xω) comme dans la preuve du lemme 1.3.16.

Notation 2.2.4. On considère les Hχ -modules définis par récurrence :

Z0
0 =

⊕

w∈W0
w de type 0

Hχw, Z1
0 =

⊕

w∈W0
w de type 1

Hχw = Hχ u⊕Hχ ũ.

Z0
i+1 = Z0

i ⊕
⊕

w∈Wi+1
w de type 0

Hχw, Z1
i+1 = Z1

i ⊕
⊕

w∈Wi+1
w de type 1

Hχw.

Z0
i et Z1

i sont des sous-espaces supplémentaires de Zi.
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2.2.1.2. — Etudions l’action de ω sur Zi et ses sous-modules Z0
i , Z1

i .

Le Hχ -module Z−1 est stable sous l’action de ω puisque ωu = ũ et que ω2 agit trivialement sur les
arêtes de l’arbre. De plus, on rappelle que par définition des bases obtenus par analyse de Fourier,
on a pour x ∈ Fi

p, s ∈ Fp, ε ∈ {0, 1}, wε
(x,s) = (gε

xω)ws. Or, la remarque 0.2.5 dit que ωg0
x = g1

x.

On en déduit que l’élément w0
(x,s) de type 0 à distance i+ 1 est envoyé par ω sur l’élément w1

(x,s)

de type 1 à distance i+ 2. Ainsi, puisque ω2 agit trivialement sur les arêtes de l’arbre, on a

(54) Z1
i+1 = Z−1 ⊕ ωZ0

i , ωZ1
i+1 = Z−1 ⊕ Z0

i .

2.2.1.3. Nous décrivons la structure de Zi comme Fp[I(1)]-module.

Lemme 2.2.5. – Les sous-espaces Z1
i et Z−1 ⊕ Z0

i sont stables sous l’action de I(1).

– L’espace Zi/Z−1 se décompose en la somme directe de Hχ -modules et de Fp[I(1)]-modules :

Zi/Z−1 = Z1
i /Z−1 ⊕ (Z−1 ⊕ Z0

i )/Z−1.

Démonstration. — C’est l’analogue du lemme 2.1.3. Comme dans la preuve de ce dernier, il
suffit de démontrer, pour tout i ∈ N,

(55) Z1
i =

∑

v arête
à distance ≤i+1

de type 1

Hχ v.

Pour i = 0, l’égalité (55) est claire puisque les uniques arêtes à distance 1 de type 1 sont u et ũ
qui appartiennent à Z1

0 par définition.

Soit i ≥ 1. Supposons l’égalité (55) vérifiée pour Z 1
i−1 et montrons la au rang i. Il faut s’assurer

que toute arête v de type 1 à distance i + 1 appartient à Z 1
i . Ces arêtes engendrent un espace

vectoriel dont une base est donnée par {w1
(x,s), w̃

1
(x,s), s ∈ Fp}x∈Fi−1

p
. Il s’agit donc de démontrer,

à x ∈ Fi−1
p fixé, que chacun des w1

(x,s), w̃
1
(x,s), pour s ∈ Fp, appartient à Z1

i .

a) Par définition, Z1
i contient les éléments w1

(x,s), pour s ∈ J et w̃1
(x,s′), pour s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ).

b) Soit s ∈ Fp −J , s′ ∈ {0}∪ ζ−aJ . On rappelle que l’élément w1
(x,s) (resp. w̃(x,s′)) est l’image par

translation par g1
xω de ws (resp.w̃s′).

– On traite le cas où s = 0 et s′ = 0. Le lemme 1.3.9 donne, par translation par g1
xω,

T1(u
1
x) = w1

(x,0) + w1
(x,1).

Par hypothèse de récurrence, l’arête u1
x de type 1 à distance i appartient au Hχ -module

Z1
i−1 qui est contenu dans Z1

i . D’autre part, 1 = ζp−1 ∈ J , donc w1
(x,1) appartient à Z1

i

d’après a). Ainsi, w1
(x,0) appartient à Z1

i .

De la même façon, T2(ũ
1
x) = w̃1

(x,0) + w̃1
(x,1) et l’on en déduit que w̃1

(x,0) appartient à Z1
i ,

car 1 = ζp−1 appartient à F∗
p − (ζ−aJ).
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– On suppose maintenant que s ∈ F∗
p − J . Le lemme 1.3.27 dit (en effectuant la translation

par g1
xω) que w1

(x,s) est une combinaison linéaire de l’arête ũ1
x à distance i qui appartient

à Z1
i−1 par hypothèse de récurrence, et de l’image par T1 de l’élément w̃(x,ζ−as) qui, par a)

appartient à Z1
i . Ainsi, w1

(x,s) appartient à Z1
i .

De même, pour s′ ∈ ζ−aJ , le lemme 1.3.27 dit que w̃1
(x,s′) est une combinaison linéaire de

l’arête u1
x à distance i qui appartient à Z1

i−1 par hypothèse de récurrence, et de l’image par
T2 de l’élément w(x,ζas′) qui, par a), appartient à Z1

i . Ainsi, w̃1
(x,s′) appartient à Z1

i .

2.2.1.4. Soient s ∈ J , s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ), et A ∈ I(1). Puisque le Hχ -module Z0, libre de base

{u, ũ, ws, w̃s′ , s ∈ J, s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ)}, est stable sous l’action de I(1), les éléments Aws − ws

et Aw̃s′ − w̃s′ se décomposent selon cette base. Le lemme 2.2.6 donne ces décompositions, pour
un élément A ∈ I(1) choisi. Il est obtenu par le calcul explicite de Aws − ws et de Aw̃s′ − w̃s′ ,
effectué au paragraphe 2.2.5.

Lemme 2.2.6. Soit A =

(

1 1
0 1

)

.

Soit s ∈ J et j ∈ {a+ 1, ..., p − 1} tel que s = ζ j. Alors Aws −ws est une combinaison linéaire à
cœfficients non nuls de

u, T1(ũ), wζa+1 , ..., wζj−1 , T1(w̃ζp−a), ..., T1(w̃ζp−1).

Soit s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ) et j ∈ {p− a, ..., p− 1} tel que s′ = ζj. Alors Aw̃s − w̃s est une combinaison

linéaire à cœfficients non nuls de

T2(u), ũ, w̃ζp−a , ..., w̃ζj−1 , T2(wζa+1), ..., T2(wζp−1).

2.2.1.5. —

Notation 2.2.7. Dans indG
I χ, on définit les éléments suivants, pour i ≥ 1,







S0
0 = wζ1+a ∈ Z0,
S0

i =
∑

x∈Fi
p

w0
(x,ζ1+a) ∈ Zi,







R0
0 = w̃ζp−a ∈ Z0,

R0
i =

∑

x∈Fi
p

w̃0
(x,ζp−a) ∈ Zi,







S1
0 = w1

ζ1+a ∈ Z1,

S1
i =

∑

x∈Fi
p

w1
(x,ζ1+a) ∈ Zi+1,







R1
0 = w̃1

ζp−a ∈ Z1,

R1
i =

∑

x∈Fi
p

w̃1
(x,ζp−a) ∈ Zi+1,
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Remarque 2.2.8. L’élément Sε
i est une combinaison linéaire d’arêtes sortantes de type ε. D’après

le lemme 1.3.9, son image par T2 est égale à

Φ2(ζ)
∑

x∈Fi
p

w̃(x,ζ) = Φ2(ζ)
∑

s∈Fp

sũε
(x,s),

avec Φ2(ζ) 6= 0 car q = p. Par conséquent, lorsqu’on la voit comme une simple combinaison linéaire
d’arêtes de l’arbre (et non comme un élément de indG

I χ et Fp[I\G]), l’image par T2 de Sε
i est égale,

au cœfficient multiplicatif non nul Φ2(ζ) près, à l’élément X̃ε
i défini au paragraphe 2.1.1.4. De la

même façon, T1(R
ε
i) est égal, au cœfficient multiplicatif Φ1(ζ

p−a) non nul près, à Xε
i .

Notons de plus que, pour i ≥ 0, on a ωS0
i = S1

i , et ωR0
i = R1

i .

Soit i ≥ 1. On note A0 =

(

1 πi−1

0 1

)

, A1 =

(

1 0
πi 1

)

.

Lemme 2.2.9. On suppose que F = Qp, avec p 6= 2.

Alors AεSε
i − Sε

i est la somme d’un l’élément de T1ind
G
I χ et d’un élément de Zi−1+ε égal à une

combinaison linéaire à cœfficients non nuls des éléments suivants, pour x parcourant Fi−1
p :

w̃ε
(x,s′), s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ),

uε
x + T2(w

ε
(x,ζp−1)) et T2(w

ε
(x,s)), pour s ∈ J, s 6= ζp−1.

AεRε
i − Rε

i est égal à la somme d’un l’élément de T2ind
G
I χ et d’un élément de Zi−1+ε égal à une

combinaison linéaire à cœfficients non nuls des éléments suivants, pour x parcourant Fi−1
p :

wε
(x,s), s ∈ J ,

ũε
x + T1(w̃

ε
(x,ζp−1)) et T1(w̃

ε
(x,s′)), pour s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ), s′ 6= ζp−1.

La preuve de ce lemme, effectuée au paragraphe 2.2.5, fait en particulier intervenir le fait que
q = p sous la forme de la condition 3) du théorème 1.3.1 qui nous assure que l’on a la suite exacte
de Hχ -modules

0 −→ T1ind
G
I χ −→ indG

I χ
T2−→ T2ind

G
I χ −→ 0.

2.2.2. Structure du Fp[I(1)]-module M ⊗Hχ Zi.— Nous traduisons pour M ⊗Hχ Zi les pro-
priétés structurelles de Zi que nous avons établies au paragraphe précédent.
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2.2.2.1. Le Hχ -module Zi étant libre de base W0 ∪ ... ∪ Wi, l’espace vectoriel M ⊗Hχ Zi est
isomorphe à une somme directe finie de copies de M . Il s’écrit

(56) M ⊗Hχ Zi '
⊕

v∈Wi

M ⊗Hχ w ⊕ M ⊗Hχ Zi−1,

où chaque espace M ⊗Hχ w est isomorphe à M .

2.2.2.2. Dans M ⊗Hχ Zi, distinguons les éléments de type 0 et les éléments de type 1.

Puisque le Hχ -module Zi est la somme directe des Hχ -modules Z0
i et Z1

i , le Fp-espace vectoriel
M ⊗Hχ Zi est la somme directe de son sous-espace M ⊗Hχ Z0

i des éléments dits de type 0 et de
son sous-espace M ⊗Hχ Z

1
i des éléments dits de type 1. Ces sous-espaces ne sont pas stables sous

l’action de I(1). Mais, le Hχ -module Z−1 libre de base {u, ũ} étant un facteur direct de Zi, (resp.
Z−1 ⊕ Z0

i , resp. Z1
i ), on déduit de la deuxième assertion du lemme 2.2.5 la décomposition en

somme directe de Fp[I(1)]-modules :

(57) [M⊗Hχ Zi]/[M⊗Hχ Z−1] = [M⊗Hχ Z
1
i ]/[M⊗Hχ Z−1]⊕ [M⊗Hχ (Z−1⊕Z

0
i )]/[M⊗Hχ Z−1].

Puisqu’un élément de Z−1 est fixé par l’action de I(1), on en déduit que tout élément I(1)-invariant
de M ⊗Hχ Zi est égal, modulo M ⊗Hχ Z−1, à la somme d’un élément de type 0 et d’un élément
de type 1, tous deux I(1)-invariants modulo M ⊗Hχ Z−1.

2.2.2.3.

Lemme 2.2.10. Soit A =

(

1 1
0 1

)

. Si l’élément de type 0 de M ⊗Hχ Z0

(58)
∑

s∈J

ms ⊗ ws +
∑

s′∈F∗
p−(ζ−aJ)

m̃s′ ⊗ w̃s′

est invariant modulo M ⊗Hχ Z−1 sous l’action de A, alors







ms = 0, pour tout s ∈ J, s 6= ζa+1, et mζa+1T1 = 0,

m̃s′ = 0, pour tout s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ), s′ 6= ζp−a, et m̃ζp−aT2 = 0.

Démonstration. — On appelle U un élément de la forme (58). L’action de A sur U se calcule
grâce au lemme 2.2.6. Etudions les coordonnées de AU − U dans la somme directe :

M ⊗Hχ Z0 =
⊕

s∈J

M ⊗Hχ ws ⊕
⊕

s′∈F∗
p−(ζ−aJ)

M ⊗Hχ w̃s′ ⊕ M ⊗Hχ Z−1.
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a) Soit j ∈ {a+ 2, ..., p − 1}. D’après le lemme 2.2.6, pour tout s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ), la contribution

de m̃s′ ⊗(Aw̃s′ − w̃s′) à la composante de AU−U selon M⊗Hχ wζj−1 appartient à MT2⊗wζj−1 .

Ainsi, toujours d’après le lemme 2.2.6, la composante de AU − U selon M ⊗Hχ wζj−1 est égale
à la somme d’un élément de MT2 ⊗ wζj−1 et d’une combinaison linéaire à cœfficients non nuls
de

mζj ⊗ wζj−1 , ...,mζp−2 ⊗ wζj−1 ,mζp−1 ⊗ wζj−1 .

Si U est invariant modulo M ⊗Hχ Z−1 sous l’action de A, cette composante est nulle. En la
considérant successivement pour j = p− 1, p− 2,... et enfin a+ 2, on obtient

mζp−1 , mζp−2 , ... et enfin mζa+2 appartiennent à MT2.

b) De même, on observe les composantes de AU − U selon M ⊗Hχ w̃ζj−1 pour j décroissant de
p− 1 à p− a+ 1. En supposant que U est invariant modulo M ⊗Hχ Z−1 sous l’action de A, on
obtient successivement

m̃ζp−1 , m̃ζp−2 , ..., mζp−a+1 appartiennent à MT1.

c) Soit j ∈ {a + 2, ..., p − 1}. Grâce à b), au lemme 2.2.6 et puisque T1T2 = 0, il apparaît alors
que, pour tout s′ ∈ F∗

p− (ζ−aJ), s′ 6= ζp−a le terme m̃s′ ⊗ (Aw̃s′ − w̃s′) apporte une contribulion
nulle à la composante de AU − U selon M ⊗Hχ wζj−1 . Pour s′ = ζp−a, cette contribution est
égale à, un scalaire multiplicatif non nul, près à m̃ζp−aT2 ⊗wζj−1 . Par conséquent, reprendre le
raisonnement de a) donne désormais un résultat plus précis :

mζp−1 , mζp−2 , ..., et mζa+2 sont proportionnels à m̃ζp−aT2.

d) De la même façon, le point a) permet d’affiner le résultat de b) :

m̃ζp−1 , m̃ζp−2 , ..., et mζp−a+1 sont proportionnels à mζa+1T1.

e) En tenant compte du résultat de a) et de b) et puisque T1T2 = 0, le lemme 2.2.6 dit que la
composante de AU − U selon M ⊗ wζp−1 est égale, à un scalaire multiplicatif non nul près à
m̃ζp−aT2 ⊗ wζp−1 , et sa composante selon M ⊗ w̃ζp−1 est égale, à un scalaire multiplicatif non
nul près à mζa+1T1 ⊗ w̃ζp−1 . Supposant que U est I(1)-invariant modulo M ⊗Hχ Z−1, ces deux
composantes sont nulles. On en déduit que

mζa+1T1 = 0, m̃ζp−aT2 = 0.

puis, que mζp−1 ,mζp−2 , ....,mζa+2 et m̃ζp−1 , m̃ζp−2 , ...., m̃ζp−a+1 sont nuls, grâce aux résultats de
c) et d).
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2.2.2.4. Soit i ≥ 1. Nous voulons maintenant étudier les éléments de type 1 de M ⊗Hχ Zi qui
sont I(1)-invariants modulo M ⊗Hχ Zi−1.

Puisque le Hχ -module Zi−1 est un facteur direct de Zi, le Fp[I(1)]-module quotient de M ⊗Hχ Zi

par M ⊗Hχ Zi−1 s’identifie avec M ⊗Hχ Zi/Zi−1 qui d’après la remarque 2.2.3, se décompose en
la somme directe d’espaces vectoriels

M ⊗Hχ Zi/Zi−1 =
⊕

x∈Fi
p

M ⊗Hχ F0
x (Z0/Z−1) ⊕

⊕

x∈Fi−1
p

M ⊗Hχ F1
x (Z0/Z−1),

où pour ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi−ε
p , le morphisme injectif de Hχ -modules F ε

x : Z0/Z−1 → Zi/Zi−1 est
induit par la translation par (gε

xω).

Soit U un élément de type 1 de M ⊗Hχ Zi. Il existe une unique famille d’éléments de M ,
{m(x,s), m̃(x,s′)} avec x ∈ Fi−1

p , s ∈ J, s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ) telle que

(59) U =
∑

x∈Fi−1
p

∑

s∈J

m(x,s) ⊗ w1
(x,s) +

∑

x∈Fi−1
p

∑

s′∈F∗
p−(ζ−aJ)

m̃(x,s′) ⊗ w̃1
(x,s′) mod M ⊗Hχ Zi−1.

Considéré comme un élément de M ⊗Hχ Zi/Zi−1, sa composante selon M ⊗Hχ F0
x (Z0/Z−1) est

nulle pour tout x ∈ Fi
p, et pour tout x ∈ Fi−1

p , sa composante selon M ⊗Hχ F1
x (Z0/Z−1) est

∑

s∈J

m(x,s) ⊗F1
x(ws) +

∑

s∈F∗
p−(ζ−aJ)

m̃(x,s′) ⊗F1
x(w̃s′).

Remarque 2.2.11. Soit x0 ∈ Fi−1
p fixé. On pose B =

(

1 0
−πa(x0) 1

)

. Nous voulons connaître la

composante de BU selon F 1
x0

(Z0/Z−1). Soient x ∈ Fi−1
p et y l’unique élément de Fi−1

p tel que
a(x) + a(x0) = a(y) mod πi−1OF . On a

B(g1
xω) =

(

1 0
π(a(x) + a(x0)) πi−1

)

ω.

Ainsi, (g1
yω)−1B(g1

xω) appartient à I(1). On en déduit que l’image par B de la composante de
U selon F1

x(Z0/Z−1) appartient à F1
y (Z0/Z−1). Par conséquent, la composante de BU selon

F1
x0

(Z0/Z−1) est égale à l’image par B de la composante de U selon F 1
0 (Z0/Z−1), c’est-à-dire

à
∑

s∈J

m(0,s) ⊗F1
x0

(ws) +
∑

s∈F∗
p−(ζ−aJ)

m̃(0,s′) ⊗F1
x0

(w̃s′).

Lemme 2.2.12. Si U est I(1)-invariant modulo M ⊗Hχ Zi−1, alors il existe α et β ∈M tels que
αT2 = 0, βT1 = 0 et

U = α⊗R1
i−1 + β ⊗ S1

i−1 mod M ⊗Hχ Zi−1.
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Démonstration. — Considérons U comme un élément I(1)-invariant de M ⊗Hχ Zi/Zi−1. Soit

A :=

(

1 0
πi 1

)

.

Soit x ∈ Fi−1
p fixé. On a l’égalité matricielle

(g1
xω)−1A(g1

xω) =

(

1 1
0 1

)

∈ I(1).

On en déduit que l’action de A stabilise le sous-espace M ⊗Hχ F1
x (Z0/Z−1). Par conséquent,

puisque U est invariant sous l’action de A, sa composante selon F 1
x (Z0/Z−1) l’est aussi. En

appliquant la translation par (g1
xω)−1 à cette composante pour revenir à un élément de Z0/Z−1,

on a ainsi démontré que
∑

s∈J

m(x,s) ⊗ ws +
∑

s∈F∗
p−(ζ−aJ)

m̃(x,s′) ⊗ w̃s′

est un élément de M ⊗Hχ Z0 qui est invariant modulo M ⊗Hχ Z−1 sous l’action de

(

1 1
0 1

)

. Le

lemme 2.2.10 dit alors que

m(x,s) = 0, pour tout s ∈ J, s 6= ζa+1, et m(x,ζa+1)T1 = 0,

m̃(x,s′) = 0, pour tout s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ), s′ 6= ζp−1−a, et m̃(x,ζp−1−a)T2 = 0.

D’où
U =

∑

x∈Fi−1
p

m(x,ζa+1) ⊗ w1
(x,ζa+1) + m̃(x,ζp−a) ⊗ w̃1

(x,ζp−a) mod M ⊗Hχ Zi−1

avec m(x,ζa+1)T1 = 0, m̃(x,ζp−1−a)T2 = 0.

D’après la définition des élements R1
i−1 et S1

i−1, on aura prouvé le lemme si l’on démontre que
m(x,ζa+1) (resp. m̃(x,ζp−1−a)) ne dépend pas de x ∈ Fi−1

p . On désignera alors par α la valeur
commune des m̃(x,ζp−1−a) et par β la valeur commune des m(x,ζa+1).

Soit x ∈ Fi−1
p fixé. On pose B =

(

1 0
−πa(x) 1

)

. La remarque 2.2.11 dit que la composante de BU

selon F1
x(Z0/Z−1) est

m(0,ζa+1) ⊗F1
x(ws) + m̃(0,s′) ⊗F1

x(w̃s′)

Celle de BU − U est donc

(m(0,ζa+1) −m(x,ζa+1)) ⊗F1
x(wζa+1) + (m̃(0,ζp−1−a) − m̃(x,ζp−1−a)) ⊗F1

x(w̃ζp−1−a)

Puisque U est invariant sous l’action de I(1), cette composante est nulle et l’on en déduit que
m(x,ζa+1) = m(0,ζa+1) ne dépend pas de x, de même que m̃(x,ζp−a) = m̃(0,ζp−a) ne dépend pas de x.

2.2.3. Cas où F = Qp, p 6= 2. L’espace des I(1)-invariants de M ⊗Hχ indG
I χ est réduit à

M ⊗Hχ Z−1.—



2.2. ETUDE DE LA PARTIE RÉGULIÈRE DU FONCTEUR DES I(1)-INVARIANTS 99

2.2.3.1. Soit i ≥ 1.

Proposition 2.2.13. Un élément I(1)-invariant de M ⊗Hχ Zi est de la forme

α0 ⊗R0
i + β0 ⊗ S0

i + α1 ⊗R1
i−1 + β1 ⊗ S1

i−1 mod M ⊗Hχ Zi−1

avec α0, β0, α1, β1 des éléments de M tels que

α0T2 = α1T2 = 0, β0T1 = β1T1 = 0, et α0 ∈MT2, β
0 ∈MT1.

Si de plus i ≥ 2, on a α1 ∈MT2, β1 ∈MT1.

Démonstration. — On se donne un élément de M ⊗Hχ Zi. D’après les résultats du paragraphe
2.2.2, il est égal, modulo M ⊗Hχ Z−1 à la somme d’un élément de type 0 et d’un élément de type
1 qui sont chacun I(1)-invariants modulo M ⊗Hχ Z−1.

Déterminons, modulo M⊗Zi−1, la forme d’un élément U de type 1 que l’on suppose I(1)-invariant
modulo M ⊗Hχ Z−1.

Puisque i ≥ 1, M ⊗Hχ Zi−1 contient M ⊗Hχ Z−1, donc U est I(1)-invariant modulo M ⊗Hχ Zi−1

et l’on peut appliquer le lemme 2.2.12 : il existe α, β ∈M tels que αT2 = 0 et βT1 = 0, et

U = α⊗R1
i−1 + β ⊗ S1

i−1 mod M ⊗Hχ Zi−1.

Supposons de plus que i ≥ 2. Nous travaillons alors modulo M ⊗Hχ Zi−2 et l’on a

U = α⊗R1
i−1 + β ⊗ S1

i−1 +W mod M ⊗Hχ Zi−2

avec W un élément de M ⊗Hχ Zi−1 qui s’écrit de façon générique

W =
∑

x∈Fi−2
p

∑

s∈J

m(x,s)⊗w
1
(x,s)+

∑

s′∈F∗
p−(ζ−aJ)

m̃(x,s′)⊗w̃
1
(x,s′) mod M⊗Hχ Zi−2, avec m(x,s), m̃(x,s′) ∈M.

Soit A =

(

1 0
πi−1 1

)

. L’action de A sur W se calcule grâce au lemme 2.2.6 puisque, pour x ∈ Fi−2
p ,

on a w1
(x,s) = (g1

xω)ws, w̃1
(x,s′) = (g1

xω)w̃s′ et

A(g1
xω) = (g1

xω)

(

1 1
0 1

)

.

Ainsi, pour x ∈ Fi−2
p , la composante de AW −W selon M⊗w1

(x,ζp−1) appartient à MT2⊗w
1
(x,ζp−1)

et sa composante selon M ⊗ w̃1
(x,ζp−1) appartient à MT1 ⊗ w̃1

(x,ζp−1).

D’autre part, le lemme 2.2.9 décrit les composantes α ⊗ A(R1
i−1 − R1

i−1) car αT2 = 0. Ainsi, sa
composante selon M⊗Hχ w

1
(x,ζp−1) est égale, à un scalaire multiplicatif non nul près à α⊗w1

(x,ζp−1)

tandis que sa composante selon M ⊗Hχ w̃1
(x,ζp−1) appartient à MT1 ⊗Hχ w̃1

(x,ζp−1).

De même, la composante de β ⊗ A(S1
i−1 − S1

i−1) selon M ⊗Hχ w̃1
(x,ζp−1) est égale, à un scalaire

multiplicatif non nul près à β⊗w̃1
(x,ζp−1) tandis que sa composante selonM⊗Hχ w

1
(x,ζp−1) appartient

à MT2 ⊗Hχ w1
(x,ζp−1).
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Puisque i ≥ 2, U est invariant sous l’action de A modulo M ⊗Hχ Zi−2 et les composantes de
AU − U selon M ⊗Hχ w1

(x,ζp−1) et M ⊗Hχ w̃1
(x,ζp−1) sont nulles. On en déduit que α ∈ MT2 et

β ∈MT1.

Nous avons démontré, pour i ≥ 1, qu’un élement de type 1 de M ⊗Hχ Zi qui est I(1)-invariant
modulo M ⊗Hχ Z−1 est de la forme

U1 = α1 ⊗R1
i−1 + β1 ⊗ S1

i−1 mod M ⊗Hχ Zi−1,

avec α1, β1 ∈M tels que α1T2 = 0, β1T1 = 0. Si de plus, i ≥ 2, alors α1 ∈MT2, β
1 ∈MT1.

Nous voulons maintenant donner la forme d’un élément de type 0 de M ⊗Hχ Zi, i ≥ 1, qui est
I(1)-invariant modulo M ⊗Hχ Z−1. C’est le même raisonnement que celui de la preuve de la
proposition 2.1.9. D’après le paragraphe 2.2.1.2 qui décrit l’action de ω sur Zi, un élément U de
type 0 de M ⊗Hχ Zi est envoyé par ω sur un élément de type 1 de M ⊗Hχ Zi+1, qui est lui aussi
I(1)-invariant modulo M ⊗Hχ Z−1. Ainsi, on peut appliquer le résultat précédent au rang i+ 1 à
ωU : il existe α0 ∈MT2, β0 ∈MT1, avec α0T2 = 0, β0T1 = 0, tels que

ωU = α0 ⊗R1
i + β0 ⊗ S1

i−1 mod M ⊗Hχ Zi−1.

L’élément ω2 agit trivialement sur les arêtes de l’arbre, donc

U = α0 ⊗ ωR1
i + β0 ⊗ ωS1

i−1 mod M ⊗H ωZi.

Comme on l’a vu suite à la définition des éléments Rε
i , S

ε
i , on a ωR1

i = R0
i , ωS

1
i−1 = S0

i−1. Donc

U − α0 ⊗R0
i − β0 ⊗ S0

i−1 ∈M ⊗Hχ ωZi.

Toujours comme dans la preuve de la proposition 2.1.9, on déduit de l’égalité (54) du paragraphe
2.2.1.2 qu’un élément de type 0 appartenant à M ⊗Hχ ωZi appartient en fait à M ⊗Hχ Z

0
i−1. Par

conséquent,

U − α0 ⊗R0
i − β0 ⊗ S0

i−1 ∈M ⊗Hχ Zi−1.

Nous avons démontré, pour i ≥ 1, qu’un élement de type 0 de M ⊗Hχ Zi qui est I(1)-invariant
modulo M ⊗Hχ Z−1 est de la forme

U0 = α0 ⊗R0
i + β0 ⊗ S0

i mod M ⊗Hχ Zi−1,

avec α0 ∈MT2, β
0 ∈MT1 et α0T2 = 0, β0T1 = 0.
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2.2.3.2. — Nous montrons qu’un élément U de M ⊗Hχ Z1 qui est I(1)-invariant appartient à
M⊗Hχ Z−1. D’après la proposition 2.2.13 il existe des éléments deM notés α0 β0, α1, β1, {ms}s∈J ,
{m̃s′}s′∈F∗

p−(ζ−aJ), m, m̃ vérifiant

(60) α0 ∈MT2, β
0 ∈MT1, α

0T2 = α1T2 = 0, β0T1 = β1T1 = 0,

tels que
U = α0 ⊗R0

1 + β0 ⊗ S0
1 + α1 ⊗R1

0 + β1 ⊗ S1
0 +W

où W ∈M ⊗Hχ Z0 s’écrit de façon générique

W =
∑

s∈J

ms ⊗ ws +
∑

s′∈F∗
p−(ζ−aJ)

m̃s′ ⊗ w̃s′ +m⊗ u+ m̃⊗ ũ.

Nous considérons tout d’abord l’action de A =

(

1 1
0 1

)

sur U pour montrer que α0 = β0 = 0.

– La vérification (g1
s)

−1Ag1
s ∈ I(1) montre que l’action de A fixe les arêtes de type 1 à distance

2, ainsi, elle fixe S1
0 et R1

0.

– Le lemme 2.2.9 permet de décrire l’action de A sur β0 ⊗ S0
1 : en effet, il donne la forme de

AS0
1 − S0

1 modulo T1ind
G
I χ. Or, β0T1 = 0. Ainsi, β0 ⊗ (AS0

1 − S0
1) est une combinaison linéaire

à cœfficients non nuls des éléments suivants,
β0 ⊗ w̃s′ , s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ),

β0 ⊗ ũ + β0 ⊗ T2(wζp−1) et β0 ⊗ T2(ws), pour s ∈ J, s 6= ζp−1,

Mais β0 ∈ MT1, donc β0T2 = 0 et β0 ⊗ (AS0
1 − S0

1) est une combinaison linéaire à cœfficients
non nuls de :

β0 ⊗ ũ, β0 ⊗ w̃s′ , s′ ∈ F∗
p − (ζ−aJ),

– De même, α0 ⊗ (AR0
1 − R0

1) est une combinaison linéaire à cœfficients non nuls des éléments
suivants,

α0 ⊗ u, α0 ⊗ ws, s ∈ J ,

– Le lemme 2.2.6 permet de décrire l’action de A sur W .

A l’aide de ces quatre descriptions, nous reprenons un raisonnement analogue à celui de la preuve
du lemme 2.2.10.

a) Soit j ∈ {a + 2, ..., p − 1}. D’après ce qui précède, la contribution de β0 ⊗ (AS0
1 − S0

1) à la
composante de AU −U selon M ⊗Hχ wζj−1 nulle. Celle de α0 ⊗ (AR0

1 −R0
1) est proportionnelle

à α0 ⊗ wζj−1 , elle appartient donc à MT2 ⊗Hχ wζj−1 car α0 ∈ MT2. D’après le lemme 2.2.6,
pour tout s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ), celle de m̃s′ ⊗ (Aw̃s′ − w̃s′) appartient à MT2 ⊗ wζj−1 .

Ainsi, toujours d’après le lemme 2.2.6, la composante de AU − U selon M ⊗Hχ wζj−1 est égale
à la somme d’un élément de MT2 ⊗ wζj−1 et d’une combinaison linéaire à cœfficients non nuls
de

mζj ⊗ wζj−1 , ...,mζp−2 ⊗ wζj−1 ,mζp−1 ⊗ wζj−1 .

Puisque U est invariant modulo sous l’action de A, cette composante est nulle. En la considérant
successivement pour j = p− 1, p− 2,... et enfin a+ 2, on obtient

mζp−1 ∈MT2, mζp−2 ∈MT2, ..., et enfin mζa+2 ∈MT2.
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b) De même, on observe les composantes de AU − U selon M ⊗Hχ w̃ζj−1 pour j décroissant de
p− 1 à p− a+ 1, on obtient successivement

m̃ζp−1 , m̃ζp−2 , ..., mζp−a+1 ∈MT1.

c) On regarde alors la composante de AU −U selon M ⊗Hχ u. La contribution de β0 ⊗ (S1
0 −S1

0)

à cette composante est nulle. Celle de α0 ⊗ (R1
0 −R

1
0) est proportionnelle à α0 ⊗u et appartient

donc à MT2⊗u. D’après a) et b), et avec le lemme 2.2.6, celle de AW −W est égale à la somme
d’un élément de MT2 ⊗ u et d’un multiple non nul de mζa+1 ⊗ u. Puisque U est I(1)-invariant,
cette composante est nulle et l’on en déduit que mζa+1 appartient à MT2.
De même, l’observation de la composante de AU−U selonM⊗Hχ ũmontre que m̃ζp−a appartient
à MT1.

Mais alors, puisque T1T2 = 0, et toujours d’après le lemme 2.2.6, la composante de AW −W selon
M ⊗Hχ wζp−1 est nulle. Or, la contribution de β0 ⊗ (AS0

1 − S0
1) à cette composante est elle aussi

nulle d’après ce qui précède, et celle de α0 ⊗ (AR0
1 − R0

1) est égale à α0 ⊗ wζp−1 , à un scalaire
multiplicatif non nul près. On en déduit que α0 = 0. De même, l’observation de la composante de
AU − U selon M ⊗Hχ w̃ζp−1 montre que β0 = 0. Ainsi,

U = α1 ⊗R1
0 + β1 ⊗ S1

0 +W mod M ⊗Hχ Z−1.

Nous choisissons maintenant A =

(

1 0
π 1

)

pour montrer que α1 = β1 = 0.

– Comme le montre la vérification (g0
x)−1Ag0

x ∈ I(1), l’action de A fixe les arêtes de type 0 à
distance 1. Par conséquent, elle fixe W .

– On rappelle que R1
0 = w̃1

ζp−a = ωw̃ζp−a , et S1
0 = w1

ζa+1 = ωwζa+1 . Or, ω−1Aω =

(

1 1
0 1

)

, donc

le lemme 2.2.6 donne l’action de A sur α1 ⊗R1
0 et β1 ⊗ S1

0 . Sachant que α1T2 = 0 et β1T1 = 0
il nous dit que β1 ⊗ (AS1

0 −AS1
0) est égal, à un scalaire multiplicatif non nul près, à β1 ⊗ ũ et

α1 ⊗ (AR1
0 −AR1

0) est égal, à un scalaire multiplicatif non nul près, à α1 ⊗ u.

Puisque U est fixé par l’action de A, on en déduit que α1 = β1 = 0.

Ainsi, U = W et l’on peut donc appliquer le lemme 2.2.10 à l’élément I(1)-invariant W . On en
déduit que ms = 0 pour tout s ∈ J , s 6= ζa+1, m̃s′ = 0 pour tout s′ ∈ F∗

p − (ζ−aJ), s′ 6= ζp−a, et
mζa+1T1 = 0, m̃ζp−aT2 = 0. Ainsi,

U = mζa+1 ⊗ wζa+1 + m̃ζp−a ⊗ w̃ζa+1 mod M ⊗Hχ Z−1.

L’action de A =

(

1 1
0 1

)

sur U s’obtient alors grâce au lemme 2.2.6 qui nous dit que AU − U

est égal à une combinaison linéaire à cœfficients non nuls de mζa+1 ⊗ u et de m̃ζp−a ⊗ ũ. Par
conséquent, mζa+1 = m̃ζp−a = 0 et U ∈M ⊗Hχ Z−1.
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2.2.3.3. Espace des I(1)-invariants de Mχ⊗Hχ ind
G
I χ. — Soit Mχ le Hχ -module supersingulier :

d’après [43, 3.2], c’est le caractère de Hχ donné par

T1 7→ 0, T2 7→ 0.

Proposition 2.2.14. L’espace des I(1)-invariants de Mχ ⊗Hχ indG
I χ est égal à Mχ ⊗Hχ Z−1

Démonstration. — Soit U ∈ Mχ ⊗Hχ indG
I χ un élément I(1)-invariant. On note

i := min{k ∈ N, U ∈ Mχ ⊗Hχ Zk}.

Si i ≤ 1, alors d’après le résultat du paragraphe 2.2.3.2, on a U ∈ Mχ ⊗Hχ Z−1.

Supposons que i ≥ 2, alors d’après la proposition 2.2.13 il existe α0, α1 β0, β1 ∈ Mχ, tels que

U = α0 ⊗R0
i + β0 ⊗ S0

i + α1 ⊗R1
i−1 + β1 ⊗ S1

i−1 mod Mχ ⊗Hχ Zi−1

avec α0, α1 ∈ MχT2, β
0, β1 ∈ MχT1. Or, MχT1 = {0}, MχT2 = {0} donc α0, α1, β0, et β1 sont

tous nuls ce qui contredit la définition de i.

2.2.3.4. Espace des I(1)-invariants de M ⊗Hχ Zi, i ≥ 0. —

Proposition 2.2.15. Soit i ∈ N. Pour tout Hχ -module à droite M , l’espace des I(1)-invariants
de M ⊗Hχ Zi est égal à M ⊗Hχ Z−1.

Démonstration. — Nous montrons la proposition par récurrence sur i.
Elle est déjà prouvée pour i = 1 au paragraphe 2.2.3.2.

Supposons la proposition démontrée pour i − 1 avec i ≥ 2. Soit U un élément de M ⊗Hχ Zi que
l’on suppose I(1)-invariant. D’après la proposition 2.2.13, il existe α0, α1 β0, β1 ∈M , tels que

U = α0 ⊗R0
i + β0 ⊗ S0

i + α1 ⊗R1
i−1 + β1 ⊗ S1

i−1 mod M ⊗Hχ Zi−1

avec α0, α1 ∈ MT2, β
0, β1 ∈ MT1, et α0T2 = α1T2 = 0, β0T1 = β1T1 = 0. Notons N le

sous-Hχ -module de M engendré par les éléments α0, β0, α1, et β1.

Si N est nul alors U ∈M ⊗Hχ Zi−1 et par hypothèse de récurrence, U ∈M ⊗Hχ Z−1.

Supposons que N 6= {0}. On a la suite exacte de Hχ -modules à droite suivante,

0 → N →M
P
→M/N → 0

qui, par platitude du Hχ -module Zi, donne la suite exacte de Fp[I(1)]-modules

0 −→ N ⊗Hχ Zi −→M ⊗Hχ Zi

P⊗idZi−−−−→ P(M) ⊗Hχ Zi −→ 0.

L’image de U par P ⊗ idZi est un élément I(1)-invariant appartenant à P(M) ⊗Hχ Zi−1. Par
hypothèse de récurrence appliquée à P(M),

(P ⊗ idZi)(U) ∈ P(M) ⊗Hχ Z−1

c’est-à-dire qu’il existe m, m̃ ∈M , tels que P ⊗ idZi(U) = P(m) ⊗ u+ P(m̃) ⊗ ũ, ou encore

U − (m⊗ u+ m̃⊗ ũ) ∈ Ker(P ⊗ idZi) = N ⊗Hχ Zi.
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Pour démontrer que U ∈ M ⊗Hχ Z−1, il suffit donc de s’assurer que tout élément I(1)-invariant
de N ⊗Hχ Zi appartient à N ⊗Hχ Z−1. Or pour ε ∈ {0, 1} , le sous-Hχ -module à droite de M
engendré par αε (resp. βε) est isomorphe au Hχ -module à droite supersingulier Mχ : en effet on
a d’une part αεT2 = 0 et αεT1 = 0 car αε ∈ MT2 et d’autre part, βεT1 = 0 et βεT2 = 0 car
βε ∈MT1. Ainsi, le Hχ -module à droite N est isomorphe à une somme de copies du Hχ -module
supersingulier Mχ. Le résultat est donc donné par la proposition 2.2.14.

2.2.4. Cas où le corps résiduel de F est égal à q > p . — On suppose dans ce paragraphe
que le corps résiduel de F est Fq avec q > p et que χ = 1 ⊗ χ2 est le caractère régulier du tore
défini par

χ2 : F∗
q → Fp

∗
, x 7→ xa, avec a = p.

On note A l’idéal de Hχ engendré par T1 et T2 de sorte que le Hχ -module supersingulier Mχ

est égal au quotient Hχ /A et que le Fp[I(1)]-module Mχ ⊗Hχ ind
G
I χ est isomorphe à la limite

inductive
Mχ ⊗Hχ ind

G
I χ ' lim

−→
i≥−1

Zi/AZi

où les flèches du système inductif sont les applications linéaires naturelles

θi : Zi/AZi → Zi+1/AZi+1.

L’image de θi est le sous Hχ -module Zi + AZi+1/AZi+1 de Zi+1/AZi+1.

Soit i ∈ N. On définit l’élément Xi ∈ Zi de la façon suivante

Xi =
∑

x∈Fi
q

w0
(x, ζ) ∈ Zi.

Proposition 2.2.16. La projection de Xi dans le quotient Zi/AZi est un élément I(1)-invariant
qui n’appartient pas à l’image Im(θi−1) de θi−1.

Corollaire 2.2.17. L’espace des I(1)-invariants de Mχ ⊗Hχ ind
G
I χ est de dimension infinie.

Preuve de la proposition 2.2.16. — Assurons nous que l’image de X0 = wζ dans le quotient
Z0/AZ0 n’appartient à Im(θ−1), c’est à dire que X0 n’appartient pas à AZ0 + Z−1.

Nous avons décrit au paragraphe 1.3.3.3 la structure du Hχ -module Z0/Z−1. Il est apparu à la
remarque 1.3.22 qu’une combinaison linéaire des arêtes contenues dans V0 − {u, u0} appartient à
AZ0 +Z−1 = T1Z0 + T2Z0 +Z−1 si et seulement si elle appartient, modulo Z−1, à l’image par T1

du Fp-espace vectoriel de base {ṽ, v ∈ V0 − {u, u0}}. Mais le lemme 1.3.9 décrit cette image : on
y lit que wζ lui appartient, modulo Z−1, si et seulement si Φ1(ζ

q−a) 6= 0. Or, par les égalités (27),
on a

Φ1(ζ
q−a) = −(−1)a−1a = −(−1)p−1p = 0 ∈ Fp,

par conséquent, X0 = wζ n’appartient pas à AZ0 + Z−1.
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Montrons maintenant que l’image de Xi dans le quotient Zi/AZi n’appartient pas à Im(θi−1), ou
encore que Xi n’appartient pas à AZi +Zi−1. On rappelle (voir par exemple la preuve du lemme
1.3.16) que le Hχ -module Zi/Zi−1 est la somme directe

Zi/Zi−1 =
⊕

x∈Fi
q

F0
x (Z0/Z−1) ⊕

⊕

x∈Fi−1
q

F1
x (Z0/Z−1),

où pour ε ∈ {0, 1}, x ∈ Fi−ε
q , le morphisme injectif de Hχ -modules F ε

x : Z0/Zi−1 → Zi/Zi−1

est induit par la translation par (gε
xω). La projection de Xi dans le quotient Zi/Zi−1 a une

coordonnée nulle selon F 1
x (Z0/Z−1) pour tout x ∈ Fi−1

q tandis que, pour x ∈ Fi
q, sa composante

selon F0
x (Z0/Z−1) est l’image par F0

x de wζ mod Z−1.
De la décomposition précédente, on déduit que

AZi + Zi−1/Zi−1 =
⊕

x∈Fi
p

F0
x (AZ0 + Z−1/Z−1) ⊕

⊕

x∈Fi−1
p

F1
x (AZ0 + Z−1/Z−1),

et que Xi appartient à AZi + Zi−1 si et seulement si pour tout x ∈ Fi
q sa composante selon

F0
x (Z0/Z−1) appartient à F0

x (AZ0 +Z−1/Z−1). Ce n’est pas le cas puisqu’on a vu précédemment
que wζ n’appartient pas à AZ0 + Z−1. Donc Xi n’appartient pas à AZi + Zi−1.

Montrons que Xi est I(1)-invariant modulo AZi. Soit A ∈ I(1). Nous pouvons utiliser les résultats
du lemme 0.2.9 du fait de la remarque 2.2.2 qui dit que l’identification que nous avons choisie
entre l’ensemble des arêtes de l’arbre et une Fp-base de indG

I χ est compatible avec l’action de
I(1). On en déduit, avec les mêmes calculs que ceux de la preuve de la proposition 2.1.13 :

A−1Xi =
∑

x∈Fi
q

∑

s∈Fq
sA−1u0

(x,s)

=
∑

x∈Fi
q

∑

s∈Fq
su0

(r0
A(x), s0

A(x)+s)
avec les notations du lemme 0.2.9,

=
∑

x∈Fi
q

∑

s∈Fq
(s− s0A(x))u0

(r0
A(x),s)

.

Or, par bijectivité de r0
A, Xi =

∑

x∈Fi
q

∑

s∈Fq
su0

(r0
A(x),s)

. D’où, par l’assertion 4. du lemme 0.2.9,

A−1Xi −Xi =
∑

x∈Fi
q

∑

s∈Fq

(−s0A(x))u0
(r0

A(x),s) =
∑

x∈Fi
q

∑

s∈Fq

s0A−1(x)u
0
(x,s)

Or, on rappelle que T1(u
0
x) = (g0

xω)T1(ũ) = (g0
xω)

∑

s∈Fp

us =
∑

s∈Fp

u0
(x,s) d’après la remarque 0.2.4 et

la description géométrique de l’action de T1. Ainsi,

A−1Xi −Xi =
∑

x∈Fi
q

s0A−1(x) T1u
0
x = T1(

∑

x∈Fi
q

s0A−1(x) u
0
x) ∈ AZi−1 ⊂ AZi.
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2.2.5. Preuve des lemmes . —

Preuve du lemme 2.2.6. — Pour tout i ∈ {1, ..., p − 1}, on a

(61) wζi =
∑

k∈F∗
p

kiuk =
∑

k∈Fp

kiuk.

Soit i ∈ {1, ..., p− 1}. D’après l’exemple 0.2.7, l’action de A transforme l’arête uk en l’arête uk−1.
Ainsi,

Awζj −wζj =
∑

k∈Fp

((k + 1)j − kj)uk

= u0 +
∑

k∈F∗
p

(

j−1
∑

i=0

(

j
i

)

ki)uk

= u0 +
∑

k∈F∗
p

uk +
∑

k∈F∗
p

(

j−1
∑

i=1

(

j
i

)

ki)uk

= u0 + w1 +

j−1
∑

i=1

(

j
i

)

wζi d’après l’égalité (61).(62)

• Supposons maintenant que ζ j ∈ J , c’est à dire j ∈ {a+ 1, ..., p − 1}. Alors

Awζj −wζj = u0 + w1 +

a
∑

i=1

(

j
i

)

wζi +

j−1
∑

i=a+1

(

j
i

)

wζi ,

où la deuxième somme est vide si j = a+ 1.

Grâce au lemme 1.3.27, nous remplaçons, dans la première somme, l’élément u0 + w1 par
T1(ũ) , l’élément wζa par −u + (Φ1(1))

−1T1(w̃1) , et pour i ∈ {1, ..., a − 1}, l’élément wζi

par Φ1(ζ
i−a)

−1
T1(w̃ζi−a), sachant que les valeurs de Φ1 qui apparaissent ne s’annulent pas.

Ces valeurs sont du reste reliées aux cœfficients du polynôme (1 − X)a, et l’on a, pour tout

i ∈ {1, ..., a}, Φ1(ζ
i−a) = −(−1)a−i

(

a
i

)

. Ainsi,

Awζj − wζj = T1(ũ) −
(

j
a

)

u−
a

∑

i=1

(−1)a−i
(

j
i

)(

a
i

)−1
T1(w̃ζi−a) +

j−1
∑

i=a+1

(

j
i

)

wζi .

On a montré, pour j ∈ {a+1, ..., p−1}, que Awζj −wζj est une combinaison linéaire à cœfficients
non nuls de

u, T1(ũ), wζa+1 , ..., wζj−1 , T1(w̃ζp−a), ..., T1(w̃ζp−1).

• Supposons maintenant que ζ j ∈ F∗
p − (ζ−aJ), c’est-à-dire j ∈ {p − a, ..., p − 1}. Le calcul de

Aw̃ζj − w̃ζj débute comme celui de Awζj − wζj et l’on peut reprendre l’égalité (62) en passant
aux éléments opposés :



2.2. ETUDE DE LA PARTIE RÉGULIÈRE DU FONCTEUR DES I(1)-INVARIANTS 107

Aw̃ζj − w̃ζj = ũ0 + w̃1 +

j−1
∑

i=1

(

j
i

)

w̃ζi

= ũ0 + w̃1 +

p−a−1
∑

i=1

(

j
i

)

w̃ζi +

j−1
∑

i=p−a

(

j
i

)

w̃ζi ,

où la deuxième somme est vide si j = p− a.

Grâce au lemme 1.3.27, nous remplaçons, dans la première somme l’élément ũ0 + w̃1 par T2(u) ,
l’élément w̃ζp−1−a par −(−1)aũ+(Φ2(ζ

−a))−1T2(w1), et pour tout i ∈ {1, ..., p−a−2}, l’élément

w̃ζi par Φ2(ζ
i)
−1
T2(wζi+a), sachant que les valeurs de Φ2 qui apparaissent ne s’annulent pas, et

sont reliées aux les cœfficients du polynôme (1−X)p−1−a : on a, pour tout i ∈ {1, ..., p−1−a},

Φ2(ζ
i) = −(−1)i

(

p−1−a
i

)

. Ainsi,

Aw̃ζj − w̃ζj = T2(u) − (−1)a
(

j
p−1−a

)

ũ−

p−a−1
∑

i=1

(−1)i
(

j
i

)(

p−1−a
i

)

T2(wζi+a) +

j−1
∑

i=p−a

(

j
i

)

w̃ζi .

On a montré, pour j ∈ {p−a, ..., p−1}, que Aw̃ζj −w̃ζj est une combinaison linéaire à cœfficients
non nuls de

T2(u), ũ, w̃ζp−a , ..., w̃ζj−1 , T2(wζa+1), ..., T1(wζp−1).

preuve du lemme 2.2.9. — On suppose que F = Qp, p 6= 2. Soit i ≥ 1. On démontre le lemme
pour ε = 0. Le cas ε = 1 s’en déduit aisément car on rappelle que ωS1

i = S0
i , ωR1

i = R0
i et que

l’on a l’égalité matricielle ωA1ω−1 = A0.

Par définition, S0
i =

∑

x∈Fi
p

w0
(x,ζ1+a). D’après la remarque 2.2.8, on a T2(S

0
i ) = Φ2(ζ)

∑

x∈Fi
p,s∈Fp

sũ0
(x,s)

où Φ2(ζ) 6= 0.
D’après la remarque 2.2.2, on peut appliquer les résultats du lemme 0.2.9 pour étudier l’action de
A := A0 sur T2(S

0
i ) et l’on peut reprendre les calculs de la preuve de la proposition 2.2.16 pour

obtenir
AT2(S

0
i ) − T2(S

0
i ) = Φ2(ζ)

∑

x∈Fi
p

s0A(x)T2(ũ
0
x)

Puisque le corps résiduel de Qp est de cardinal p, la condition 3 du théorème 1.3.1 est vérifiée :
on a la suite exacte de Fp[G]-modules

0 −→ T1ind
G
I χ −→ indG

I χ
T2−→ T2ind

G
I χ −→ 0.

On en déduit que, modulo l’image T1ind
G
I χ de T1, on a l’égalité suivante :

AS0
i − S0

i = Φ2(ζ)
∑

x∈Fi
p

s0A(x)ũ0
x = Φ2(ζ)

∑

x∈Fi−1
p s∈Fp

s0A(x, s)ũ0
(x,s).
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D’après l’exemple 0.2.11, on a s0
A(x, s) = Q(1, s), où Q(X,Y ) est la réduction modulo p du

polynôme à cœfficients entiers Xp+Y p−(X+Y )p

p .

Ainsi, s0A(x, s) s’écrit s0A(x, s) =
∑p−1

k=1 qks
k, où chacun des qk ∈ Fp est non nul. Donc,

AS0
i − S0

i = Φ2(ζ)
∑

x∈Fi−1
p

∑

s∈F∗
p

p−1
∑

k=1

qks
kũ0

(x,s)

= Φ2(ζ)
∑

x∈Fi−1
p

p−1
∑

j=1

p−1
∑

k=1

qkζ
jkũ0

(x,ζj)

On reconnaît alors la transformée de Fourier
∑p−1

j=1 ζ
jkũ0

(x,ζj)
= w̃0

(x,ζk)
, donc

AS0
i − S0

i = Φ2(ζ)
∑

x∈Fi−1
p

∑p−1
k=1 qkw̃

0
(x,ζk)

où les qk sont tous non nuls.

On rappelle que F∗
p−(ζ−aJ) = {ζp−a, ..., ζp−1}. Pour k appartenant à {1, ..., p−a−1}, on remplace,

avec le lemme 1.3.27
w̃0

(x,ζp−1−a) par −(−1)au0
x + Φ2(ζ

−a)−1T2(w
0
(x,ζp−1)) = −(−1)au0

x − (−1)aT2(w
0
(x,ζp−1)),

w̃0
(x,ζk)

par Φ2(ζ
k)−1T2(w

0
(x,ζk+a)

).

On a alors le résultat annoncé.
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CHAPITRE 3

L’ANNEAU DE HECKE DU PRO-p-IWAHORI DE GLn(F ) ET
SES MODULES STANDARDS

3.1. Notations

Soit n ∈ N, n ≥ 2.

Le groupe réductif GLn(F ) est muni d’un système de Tits généralisé ([11]). Nous rappelons les
propriétés dont nous aurons l’usage.

Soit (X, X∨, R0, R
∨
0 , B,B

∨) la donnée radicielle affine associée à (GLn(F ), B(F ), T (F )) ([26, 1],
[11, 6]). L’ensemble X est le groupe additif des matrices diagonales dont les cœfficients diagonaux
sont des puissances de π. On dit d’un élément de X qu’il est dominant s’il est égal à la diagonale
(πv1 , πv2 , ..., πvn ) avec v1, ...vn ∈ Z, v1 ≤ v2 ≤ ... ≤ vn. On note Xdom le semi-groupe constitué
par les éléments dominants de X.

Soit N(F ) le normalisateur dans GLn(F ) du tore déployé T (F ). Le groupe de Weyl de GLn(F )
est le groupe quotient W0 = N(F )/T (F ). On considère comme précédemment le groupe des
permutations Sn comme un sous-groupe de GLn(F ) en associant à un élément de Sn la matrice de
permutation correspondante. Alors Sn est un ensemble de représentants du quotient N(F )/T (F )
et on l’identifiera désormais avec W0. Ainsi, W0 est un groupe de Coxeter de système générateur
S0 = {s1, .., sn−1} où, pour i ∈ {1, .., n− 1}, on désigne par si la transposition associée à la racine
simple αi.

Le groupe de Weyl affine Waff de GLn(F ) est le produit semi-direct Waff = W0.Xaff où Xaff est
le sous-groupe de X engendré par R0. Si α0 est la racine la plus longue et s la réflexion associée,
on note s0 = α0.s ∈Waff . A l’aide de l’élément ω défini au paragraphe 0.1.4, l’élément s0 s’écrit
s0 = ωs1ω

−1. D’après [23, Proposition 1.1], le groupe Waff est un groupe de Coxeter de système
générateur S = {s0, s1, .., sn−1}. Pour tout i ∈ {1, ..., n − 1}, on a les relations si = ω−1si−1ω et
sisi−1si = si−1sisi−1.

Pour s ∈ S, on désigne par Φs : GL2(F ) → GLn(F ) le morphisme associé ([23], [45, 1.2]), et par
Ts(Fq) le sous-groupe du tore fini T (Fq) égal à l’image du cocaractère hs : F∗

q → T (Fq) associé à s.

Pour tout α ∈ F∗
q, on rappelle que hs(α) = Φs

(

α 0
0 α−1

)

. Pour s ∈ S, on pose δs = Φs

(

−1 0
0 1

)

.

On note T (OF ) le sous-groupe du tore T (F ) constitué par les diagonales d’éléments de O∗
F . Le

groupe de Weyl affine étendu W̃ = N(F )/T (OF ) s’identifie à un sous-groupe de GLn(F ) isomorphe
au produit semi-direct W0.X. Notant < ω > le groupe cyclique engendré par ω , le groupe de Weyl
affine étendu s’écrit aussi < ω > .Waff où ω normalise Waff . Ainsi, la longueur ` du système
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de Coxeter (Waff , S) se prolonge à W̃ de façon à ce que le groupe < ω > soit l’ensemble des
éléments de longueur nulle ([26, 1.4]). Le groupe de Weyl affine étendu fournit un système de
représentants des doubles classes de GLn(F ) modulo le sous-groupe d’Iwahori standard I ([23,
Proposition 2.1]). Ainsi, une Z-base de l’anneau de Hecke-Iwahori de GLn(F ) est donnée par
l’ensemble {Tw, w ∈ W̃} avec les notations du paragraphe 0.1.2.

On note T (1+πOF ) le sous-groupe de T (OF ) constitué par les diagonales d’éléments de 1+πOF .
Rappelons que le tore fini T (Fq) s’identifie avec un sous-groupe de T (OF ) via l’isomorphisme de
Teichmüller de F∗

q à valeurs dans le groupe des racines de l’unité de O∗
F d’ordre premier à p : on

a la suite exacte scindée

0 → T (1 + πOF ) → T (OF ) → T (Fq) → 0.

Grâce à cette identification, le sous-groupe d’Iwahori standard I de GLn(F ) s’écrit comme le
produit semi-direct T (Fq).I(1).

Comme dans [45], on notera parfois X (1) le tore déployé T (F ), pour insister sur le fait qu’il
s’identifie avec le produit direct X × T (Fq). On dira de x ∈ X (1) que c’est un élément dominant

si c’est une diagonale (x1, ..., xn) telle que val(x1) ≤ ... ≤ val(xn). Le semi-groupe X
(1)
dom des

éléments dominants de X (1) s’identifie avec le semi-groupe Xdom × T (Fq).

On note W (1) le groupe quotient N(F )/T (1+πOF ). Il s’identifie avec un sous-groupe de GLn(F )
isomorphe au produit semi-direct W0.X

(1). Il fournit un système de représentants des doubles
classes de GLn(F ) modulo le pro-p-Iwahori I(1). On prolonge la longueur ` de W̃ à W (1) de
façon à ce que `(twt′) = `(w) pour tous t, t′ ∈ T (Fq), w ∈ W (1) ([45] Proposition 1). Un élément
de longueur nulle de W (1) est le produit d’une puissance de ω par un élément du tore fini. Un
élément de longueur d ∈ N de W (1) est égal au produit d’un élément de longueur d de Waff et
d’un élément de longueur nulle.

L’action de W0 sur le tore fini T (Fq) induit une action sur le groupe T̂ (Fq) des Fq-caractères de
T (Fq). On a noté Γ l’ensemble des orbites dans T̂ (Fq) sous l’action de W0. On considère l’action
de W (1) sur T̂ (Fq) qui se factorise par celle de W0 : pour w = w0x ∈W (1) = W0X

(1), χ ∈ T̂ (Fq),
on a wχ := w0χ.

On désignera par R un anneau commutatif unitaire et l’on notera R ⊃ {µq−1, (q − 1)−1} lorsque
R contient une racine q− 1ème primitive de l’unité et q− 1 est inversible dans R. On rappelle que,
dans ce cas, le groupe des R-caractères de T (Fq) s’identifie avec le groupe T̂ (Fq) des Fq-caractères
de T (Fq).

Dans ce chapitre on note G = GLn(F ).
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3.2. Présentations de l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F )

3.2.1. Présentation de Iwahori-Matsumoto.—

3.2.1.1. L’anneau de Hecke HZ(G, I(1)) du pro-p-Iwahori de G possède une présentation de type
Iwahori-Matsumoto. Pour tout w ∈W (1), on désigne, comme au paragraphe 0.1.2, par Tw l’élément
de HZ(G, I(1)) de support I(1)wI(1) et de valeur 1 en w. Les théorèmes suivants sont démontrés
dans ([45, 1.3]).

Théorème 3.2.1. L’anneau de Hecke HZ(G, I(1)) est le Z-module libre de base (Tw)w∈W (1) véri-
fiant :
(1) les relations de tresses, TwTw′ = Tww′ pour w, w′ ∈W (1) tels que `(w) + `(w′) = `(ww′),
(2) les relations quadratiques, (Ts)

2 = q + Ts(
∑

t∈Ts(Fq) TδsTt) pour s ∈ S.

Notation 3.2.2. – On note qR l’élément qR := q.1R. Désormais, on considère q comme une indé-
terminée et R comme un Z[q]-module via le morphisme d’anneaux unitaires défini par q 7→ qR.

– On note H(1) la Z[q]-algèbre de générateurs (Tw)w∈W (1) vérifiant les relations (1) et (2) du
théorème. Puisque ω et t ∈ T (Fq) sont de longueur nulle dans W (1), les éléments Tω et Tt de la
base de Iwahori-Matsumoto leur correspondant sont inversibles dans H(1).

Du fait de la présentation du groupe W (1) donnée au paragraphe 3.1, les relations de tresses
montrent qu’un système générateur de la Z[q]-algèbre H(1) est

{Ts1 , T
±1
ω , Tt ∈ T (Fq)}.

– On note H(1)[q±1/2] l’algèbre obtenue après addition d’une racine carrée et d’un inverse de q
à l’anneau des scalaires de H(1). D’après les relations quadratiques, l’élément Ts1 est inver-
sible dans H(1)[q±1/2]. Ainsi, tout élément de la base de Iwahori-Matsumoto est inversible dans
H(1)[q±1/2].

– On désigne par H(1)
R la R-algèbre H(1) ⊗Z[q]R. Elle s’identifie à l’algèbre de Hecke HR(G, I(1)).

Pour tout w ∈ W (1), l’élément T ∗
w = q`(w)(Tw)−1 appartient à H(1), où (Tw)−1 désigne l’inverse

de Tw dans H(1)[q±1/2] ([45, Remarque 7]). En particulier, pour tout s ∈ S,

(63) T ∗
s = Ts −

∑

t∈Ts(Fq)

TδsTt.

Remarque 3.2.3. Soit w ∈W (1) et s ∈ S.
Si `(ws) > `(w), alors c’est que `(ws) = `(w) + 1 et d’après les relations de tresses (1), on a
TwTs = Tws.
Sinon, c’est que `(w) = `(ws) + 1 et d’après les relations de tresses (1), TwsTs = Tw. Dans ce
cas, d’après les relations quadratiques (2) on a TwTs = TwsT

2
s = qTws +TwsTs(

∑

t∈Ts(Fq) TδsTt) =

qTws + Tw(
∑

t∈Ts(Fq) TδsTt). Puisqu’un élément du tore fini est de longueur nulle dans W (1), les
relations de tresses donnent TwTs = qTws +

∑

t∈Ts(Fq) Twδst avec `(wδst) = `(w).

Dans les deux cas TwTs est une combinaison linéaire à cœfficients dans Z[q] d’éléments de la base
de Iwahori-Matsumoto de H(1) correspondant à des éléments de W (1) de longueur inférieure ou
égale à `(w) + 1. C’est encore vrai en remplaçant s par un élément quelconque de longueur 1 de
W (1).
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3.2.1.2. — Supposons que R ⊃ {µq−1, (q−1)−1}. La preuve de la proposition 1.1.3 effectuée dans
[43, Proposition 2.1] ne fait pas intervenir le fait que n = 2. Pour G = GLn(F ), cette proposition
se traduit de la façon suivante : l’induite compacte du caractère trivial de I(1) à valeurs dans R
se décompose en la somme directe de R[G]-modules

(64) indG
I(1)1 '

⊕

χ∈T̂ (Fq)

indG
I χ.

De plus, il n’y a pas de morphisme non nul entre les R[G]-modules indG
I χ et indG

I χ
′ si χ et χ′ ne

sont pas conjugués sous l’action de W0. On obtient ainsi la décomposition de l’algèbre de Hecke
H

(1)
R en le produit d’algèbres de Hecke

H
(1)
R =

⊕

γ∈Γ

HR(G, σγ),

où pour γ ∈ Γ, on désigne par σγ la R-représentation de I triviale sur I(1) donnée par σγ = ⊕
χ∈γ

χ.

Pour χ ∈ T̂ (Fq), on note εχ l’élément de H
(1)
R égal à la projection indG

I(1)1 � indG
I(1)χ. On pose

alors εγ =
∑

χ∈γ εχ. C’est un idempotent central de H(1)
R et l’algèbre de Hecke HR(G, σγ) s’identifie

avec l’algèbre εγH
(1)
R d’unité εγ .

Lemme 3.2.4. Dans la R-base de Iwahori-Matsumoto (Tw)w∈W (1) de H
(1)
R , l’élément εχ se dé-

compose comme suit :

εχ = (qR − 1)−n
∑

t∈T (Fq)
χ(t)Tt.

En particulier, pour tout t ∈ T (Fq), on a εχTt = Ttεχ = χ(t−1)εχ.

Démonstration. — On utilise les notations et remarques du paragraphe 0.1.2.
Soient χ′ ∈ T̂ (Fq) et f l’élément de l’induite compacte indG

I(1)1 défini par f =
∑

t∈T (Fq) χ
′(t)t−11I(1),

où l’on désigne par 1I(1) la fonction caractéristique de I(1). Son support est inclus dans I et sa
valeur en l’unité de G est égale à 1Fp

car le seul élément du tore fini qui appartient à I(1) est
l’élément unité. Un élément u ∈ I agit sur f par

uf = u (
∑

t∈T (Fq)

χ′(t)t−11I(1)) =
∑

t∈T (Fq)

χ′(u)χ′(tu−1)(tu−1)−11I(1) = χ′(u)f.

Ainsi, f est l’élément de indG
I χ

′ égal à l’élément noté fI,χ′ de support I et de valeur 1Fp
en l’unité

de G.

On note pχ l’élément de H
(1)
R du lemme pχ = (qR − 1)−n

∑

t∈T (Fq)χ(t)Tt, dont on veut montrer

qu’il est égal à la projection εχ : indG
I(1)1 � indG

I χ. Nous allons calculer l’image de fI,χ′ par pχ

et montrer qu’elle est nulle si χ 6= χ′, égale à fI,χ sinon. Ainsi, puisque le R[G]-module indG
I χ

′

est engendré par fI,χ′, on aura montré que pχ et εχ coïncident sur chaque sous-espace de la
décomposition (64).
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Pour tout u ∈ T (Fq), puisque I(1)uI(1) = I(1)u, on a Tu(1I(1)) = u−11I(1). Ainsi,

pχ(fI,χ′) = (qR − 1)−n
∑

t∈T (Fq) χ
′(t)t−1pχ(1I(1))

= (qR − 1)−n
∑

t,u∈T (Fq) χ
′(t)χ(u)t−1Tu1I(1)

= (qR − 1)−n
∑

t,u∈T (Fq) χ
′(t)χ(u)t−1u−11I(1)

= (qR − 1)−n
∑

t∈T (Fq) χ
′(t)χ(t−1)

∑

u∈T (Fq) χ(ut)(ut)−11I(1)

= (qR − 1)−n(
∑

t∈T (Fq) χ
′(t)χ(t−1))fI,χ

Or, si χ 6= χ′ la somme
∑

t∈T (Fq) χ
′(t)χ(t−1) est nulle, tandis que si χ = χ′ elle vaut (qR − 1)n.

Ainsi, pχ(fI,χ′) = 0 si χ′ 6= χ, et pχ(fI,χ) = fI,χ sinon.

On déduit de ces résultats le théorème suivant. C’est le corollaire 4 de [45] adapté au cas du
groupe GLn(F ).

Théorème 3.2.5. La R-algèbre de Hecke H
(1)
R est le produit, sur les W0-orbites γ de T̂ (Fq), des

R-algèbres εγH
(1)
R , d’unité εγ et de base (Twεχ)w∈W̃ ,χ∈γ, avec les relations :

(1) pour χ, χ′ ∈ γ, χ 6= χ′, ε2χ = εχ, εχεχ′ = 0,
∑

χ∈γ
εχ = εγ ,

(2) pour w ∈ W̃ , χ ∈ γ, Twεχ = εwχTw,

(3) pour w, w′ ∈ W̃ tels que `(ww′) = `(w) + `(w′), on a TwTw′ = Tww′,
(4) pour s ∈ S, (Ts)

2εγ = qRεγ + (qR − 1)Ts
∑

χ∈γ, sχ=χ
χ(δs)εχ.

Remarque 3.2.6. Pour s ∈ S, on a

T ∗
s εγ = Tsεγ + (1 − qR)

∑

χ∈γ, sχ=χ

χ(δs)εχ.

3.2.2. Base de Bernstein entière.— On dispose d’une présentation de Bernstein de l’anneau
de Hecke H(1) qui reflète la décomposition W (1) = W0.X

(1) ([45, 1.4]). C’est une généralisation
de la présentation de Bernstein pour la Z[q±1/2]-algèbre de Hecke-Iwahori de G ([26, 3.],[7, 5.4]).

Dans l’algèbre H(1)[q±1/2], on définit les analogues des éléments de Bernstein de la Z[q±1/2]-algèbre
de Hecke-Iwahori : pour w ∈ W (1), on pose T̃w = q−`(w)/2Tw. Soit x ∈ X(1), x = y − z avec y,
z ∈ X

(1)
dom. L’élément θ(1)

x = T̃yT̃
−1
z ne dépend pas du choix de x et y. De plus, l’application

Z[q±1/2][X(1)] −→ H(1)[q±1/2]

x 7−→ θ
(1)
x

est un morphisme injectif de Z[q±1/2]-algèbres ([45, Proposition 4]). On note A(1)[q±1/2] son image.

Pour w = w0x ∈W0.X
(1), on pose

(65) Ew := q`(w)/2T̃w0θ
(1)
x .
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Notation 3.2.7. Soit I un sous-ensemble de {1, ..., n}. On désigne par xI la diagonale constituée
de π en les coordonnées qui appartiennent à I, et de 1 ailleurs. Si I est le singleton {i}, on
notera simplement xi. D’après l’appendice de [44], la longueur de l’élément xI ∈ W (1) est égale
à |I|(n − |I|). L’élément ExI

sera noté EI . En particulier, E{1,..,n} est égal à l’élément central
inversible T n

ω .

Exemple 3.2.8. – On a Ew0 = Tw0 pour w0 ∈W0, Ex = Tx pour x ∈ X
(1)
dom.

– L’inverse de l’élément x1 = s1...sn−1ω de X est dominant, donc dans H(1)[q±1/2], on a

θ(1)
x1

= (θ
(1)

x−1
1

)−1 = q(n−1)/2T−1
s1
...T−1

sn−1
Tω.

On en déduit que Tω = q−(n−1)/2Tsn−1 ...Ts1θ
(1)
x1 . Mais on reconnaît précisément dans cette

écriture l’élément Eω. Donc, Eω = Tω.

– L’élément le plus long de W0 est s = s1s2...sn−1...s2s1. L’élément s0 = ωs1ω
−1 se décompose

dans W (1) = W0.X
(1) comme suit : s0 = s x1x

−1
n . Les calculs que l’on vient de faire montrent

alors que Es0 = qT−1
s0

= T ∗
s0

.

Dans tous les cas, on remarque que les éléments E? que l’on a calculés appartiennent en fait à la
Z[q]-algèbre H(1).

Théorème 3.2.9. (1) Une Z[q]-base de H(1) est donnée par (Ew)w∈W (1).

(2) L’ensemble (Ex)x∈X(1) est une base de la Z[q]-algèbre commutative A(1) = A(1)[q±1/2] ∩ H(1).

Un système de générateurs de A(1) est donné par

E±1
{1,..,n}, (EI)I({1,..,n}, (Tt)t∈T (Fq),

avec les relations :
TtTt′ = Ttt′ , pour t, t

′ ∈ T (Fq),

et pour I, J ⊂ {1, ..., n},

(R0) EIEJ = qbcEI∪JEI∩J où |I ∩ J | = a, |I| = a+ b, |J | = a+ c.

(3) L’action naturelle de W0 sur X(1) fournit une action de W0 sur A(1)[q±1/2] qui stabilise A(1).

Le centre de H(1) est égal au sous-anneau des W0-invariants de A(1). C’est la Z[q]-algèbre de
générateurs

E±1
{1,...,n},

∑

I⊂{1,...,n}
|I|=t

EI pour t parcourant t ∈ {1, ..., n}.

La Z[q]-algèbre H(1) est un module de type fini sur son centre.

(4) On suppose que R ⊃ {µq−1, (q − 1)−1}. Soit γ ∈ Γ.

Une base de la R-algèbre H
(1)
R εγ d’unité εγ est donnée par (Ewεχ)w∈W̃ ,χ∈γ.
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Notation 3.2.10. On ne suppose pas que R ⊃ {µq−1, (q − 1)−1}. On note A
(1)
R = A(1) ⊗Z[q] R la

sous-algèbre commutative de H(1)
R . La Z[q]-algèbre A(1) agit sur tout H(1)

R -module via sa projection

A
(1)
R dans H

(1)
R .

On appellera R-caractère de A(1) un morphisme d’anneaux unitaires A(1) → R tel que q 7→ qR.

L’action de W0 sur A(1) induit une action de W0 sur les R-caractères de A(1). On considère l’action
de W (1) sur A(1) et ses R-caractères qui se factorise par celle de W0.

3.3. Modules standards de l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GLn(F )

3.3.1. Définition. —

Définition 3.3.1. Soit λ : A(1) → R un R-caractère de A(1). On appelle H
(1)
R -module standard

induit par λ le H
(1)
R -module

I(λ) = H
(1)
R ⊗A(1) λ.

Propriétés des modules standards :

1. Le H
(1)
R -module standard induit par λ : A(1) → R est un R-module de type fini.

2. Il est engendré comme H
(1)
R -module par ϕ = 1⊗1, qui est un élément propre pour A(1) pour

le caractère λ. On appellera ϕ le générateur canonique de I(λ).

3. Le H
(1)
R -module standard induit par λ possède la propriété universelle suivante : tout H

(1)
R -

module engendré par un élément propre pour A(1) pour le caractère λ est quotient de I(λ).

4. Si R est un corps algébriquement clos, tout H
(1)
R -module simple ayant un caractère central

est quotient d’un H
(1)
R -module standard.

5. Soit λ : A(1) → Zp et rpλ : A(1) → Fp sa réduction modulo p. Le H
(1)

Fp
-module standard

induit par rpλ est égal à la réduction modulo p du HZp
-module standard induit par λ :

I(rpλ) = I(λ) ⊗Zp
Fp.

6. Si R est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, le H(1)
R -module standard induit

par λ : A(1) → R est un R-espace vectoriel de dimension |W0|.

Les premières propriétés sont des conséquences directes du théorème 3.2.9 et de la définition des
modules standards. La dernière est une conséquence du théorème de Bernstein [45, Proposition
6] qui nous assure que H(1)[q±1/2] est un A(1)[q±1/2]-module libre de rang |W0|.
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3.3.2. H
(1)

Zp
-modules standards.— Soit λ : A(1) → Zp un Zp-caractère. Puisque A(1) est une

Z[q]-algèbre de type fini, l’image de λ est contenue dans une extension finie de Qp. Ceci permet,

dans l’étude des H
(1)

Zp
-modules standards, de raisonner comme si Zp était un anneau de valuation

discrète.
Le H

(1)

Zp
-module standard I(λ) est un Zp-module qui se décompose en la somme directe de sa

partie libre L(λ) et de sa partie de torsion T (λ).

Le Zp-module de torsion T (λ) est un module pour la Zp-algèbre de Hecke H(1)

Zp
. Ainsi, le Zp-module

L(λ) hérite d’une structure de H
(1)

Zp
-module quotient.

3.3.3. Structures entières de H
(1)

Qp
-modules standards.— Les propositions suivantes sont

une adaptation au cas de l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori des résultats de [44, Theorème 5]
qui traite le cas de l’anneau de Hecke-Iwahori. Les preuves se transposent directement.

Soit M0 un H
(1)

Qp
-module, de type fini sur Qp. On dit que le H(1)

Zp
-module L est une structure entière

de M0 si
– L est un Zp-module de type fini,

– L est un sous-H(1)

Zp
-module de M0,

– L contient une base du Qp-espace vectoriel M0.

Soit M un H
(1)

Fp
-module, de type fini sur Fp. On dit que le H

(1)

Qp
-module M0 relève M si M0 admet

une structure entière L telle que l’on a un isomorphisme de H
(1)

Fp
-modules : L⊗Zp

Fp 'M .

On dira d’un caractère λ : A(1) → Qp qu’il est entier s’il est à valeurs dans Zp.

Proposition 3.3.2. – Soit λ : A(1) → Qp. Le H
(1)

Qp
-module standard I(λ) admet une structure

entière si et seulement si λ est entier.
– Supposons que λ : A(1) → Qp est entier. On note L(λ) le sous-H

(1)

Zp
-module de I(λ) engendré

par son générateur canonique ϕ. C’est une structure entière de I(λ).

On appelle L(λ) la structure entière canonique de I(λ).

Proposition 3.3.3. Soit λ : A(1) → Qp un caractère entier. Soit L une structure entière de I(λ).

La semi-simplification du H
(1)

Fp
-module L⊗Zp

Fp ne dépend pas du choix de la structure entière L.

3.3.4. Soit λ : A(1) → Zp un caractère. Grâce au théorème 5 de [44], nous comparons la partie

Zp-libre du H
(1)

Zp
-module standard induit par λ avec la structure entière canonique du H

(1)

Qp
-module

standard induit par ιQp
λ : A(1) → Qp :

Proposition 3.3.4. La partie libre L(λ) du H
(1)

Zp
-module standard I(λ) est un Zp-module libre de

rang |W0|.
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Corollaire 3.3.5. Le H
(1)

Zp
-module I(λ) est sans Zp-torsion si et seulement s’il est isomorphe à

la structure entière canonique du H
(1)

Qp
-module standard induit par ιQp

λ.

3.3.5. Etude des H
(1)

Fp
-modules standards.— Soit λ : A(1) → Fp, un Fp-caractère de A(1).

Proposition 3.3.6. Il existe λ0 : A(1) → Zp qui relève λ c’est-à-dire tel que λ = rp ◦ λ0.

Corollaire 3.3.7. Un H
(1)

Fp
-module standard est la réduction d’un H

(1)

Zp
-module standard. En par-

ticulier, un H
(1)

Fp
-module standard est un Fp-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale à

|W0|.

Corollaire 3.3.8. Soit λ0 : A(1) → Zp un Zp-caractère relevant λ.

Si le module standard I(λ) est un Fp-espace vectoriel de dimension |W0|, alors le module standard

I(λ0) est un Zp-module sans torsion et est isomorphe, comme H
(1)

Zp
-module, à la structure entière

canonique du H
(1)

Qp
-module standard induit par ιQp

λ0.

La proposition 3.3.6 est prouvée en [43, Théorème 6]. Elle est illustrée par la proposition 4.2.10
du chapitre suivant qui la démontre dans le cas particulier où n = 3 et λ(Tt) = 1 ∀t ∈ T (Fq).

Remarque 3.3.9. Soit λ0 : A(1) → Zp relevant λ. Pour w ∈W0, le caractère w.λ0 relève w.λ.

Par projection dans A(1)

Fp
de la relation (R0) du théorème 3.2.9, il apparaît que si I, J ⊂ {1, ..., n}

vérifient I 6⊂ J et J 6⊂ I, alors EIEJ = 0 dans A
(1)

Fp
. On en déduit qu’il existe un drapeau, appelé

drapeau de λ,

(66) ∅ ( I1 ( ... ( Ir ( Ir+1 = {1, .., n}

tel que pour tout ∅ ( I ⊂ {1, ..., n},

λ(EI) 6= 0 si et seulement si I est l’un des éléments I1, ..., Ir+1 de ce drapeau.

On dira d’un sous-ensemble I de {1, ...n} qu’il est dominant si la diagonale xI lui correspondant
(notation 3.2.7) est un élément dominant de X. Cela signifie que I est l’un des éléments suivants

∅, {n}, {n− 1, n} , ..., {2, ..., n − 1, n} , {1, ..., n − 1, n}.

On dira du drapeau de λ qu’il est dominant s’il est constitué de sous-ensembles dominants de
{1, ..., n}. Le H

(1)

Fp
-module standard induit par λ sera alors dit de drapeau dominant.

Remarque 3.3.10. Le caractère λ est entièrement déterminé par la donnée de {λ(EIi)}i=1,..,r+1 et
de l’élément χ ∈ T̂ (Fq) tel que λ(Tt) = χ(t) ∀t ∈ T (Fq).

Définition 3.3.11. – On dit de λ qu’il est régulier si son drapeau est complet c’est-à-dire si
r + 1 = n.
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– Sinon, on dit de λ qu’il est singulier.
– Dans le cas particulier où le drapeau est trivial, i.e r = 0, on dit que λ est un caractère super-

singulier.

Lorsque λ est régulier (resp. singulier, resp. supersingulier), le H
(1)

Fp
-module standard I(λ) est dit

régulier (resp. singulier, resp. supersingulier). Tout H
(1)

Fp
-module quotient de I(λ) sera alors dit

régulier (resp. singulier, resp. supersingulier).

Remarque 3.3.12. – Si λ est régulier (resp. singulier), un caractère appartenant à son orbite sous
l’action de W0 est également régulier (resp. singulier). Si λ est supersingulier, son orbite est de
cardinal 1.

– Dans l’orbite de λ sous l’action de W0, il y a un caractère de drapeau dominant.

3.4. Critère d’irréductibilité pour les séries principales de GLn(F ) en caractéristique
p

L’objet de cette section est de démontrer le résultat suivant :

Théorème 3.4.1. Soit X = X1 ⊗ ...⊗Xn : T (F ) → Fp
∗

un caractère du tore déployé T (F ) de G.

La série principale IndG
B(F )X induite par X est un Fp[G]-module irréductible si et seulement si

Xi 6= Xi+1 pour tout i ∈ {1, .., n − 1}.

La condition nécessaire est claire. Nous allons démontrer la condition suffisante.

3.4.1. Modules standards réguliers de drapeau dominant et I(1)-invariants des séries
principales.—

3.4.1.1. —

Notation 3.4.2. On note D la sous-Z[q]-algèbre de A(1) engendrée par les éléments Tx, pour x

parcourant le semi-groupe X (1)
dom des éléments dominants de X (1).

On appellera Fp-caractère de D tout morphisme d’anneaux D → Fp qui à l’indéterminée q associe
0 = qFp

. Par exemple, la restriction à D d’un Fp-caractère de A(1) est un Fp-caractère de D.

Remarque 3.4.3. Rappelons que pour x ∈ X
(1)
dom, l’élément Ex de la base de Bernstein entière

coïncide avec l’élément de la base de Iwahori-Matsumoto Tx. Il appartient donc à D. En particulier
si I est un sous-ensemble dominant de {1, ..., n}, c’est à dire que I est un élément du drapeau

(67) ∅ ( {n} ( {n− 1, n} ... ( {2, ..., n − 1, n} ( {1, ..., n − 1, n}

alors la diagonale xI lui correspondant (notation 3.2.7) appartient à Xdom et EI = TxI
appartient

à D.

D’après [44, (1.6.5)], dans X (1)
dom, les longueurs s’ajoutent :

∀x, y ∈ X
(1)
dom, on a `(xy) = `(x) + `(y),

ainsi, d’après les relations de tresses dans H(1), on a TxTy = Txy dans D.
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Par conséquent, la Z[q]-algèbre D est engendrée par les éléments Tx pour x parcourant un système

générateur du semi-groupe X (1)
dom. Ce dernier étant engendré par l’ensemble des xI pour I parcou-

rant le drapeau (67) et des Tt, pour t ∈ T (F ), auquel on ajoute l’élément x−1
{1,...,n}, la Z[q]-algèbre

D est engendrée par les éléments

EI , pour I parcourant le drapeau (67), E±1
{1,...,n}, et Tt pour t ∈ T (Fq).

Lemme 3.4.4. Un Fp-caractère de D s’étend de façon unique en un Fp-caractère de A(1) de
drapeau dominant.

Démonstration. — Un drapeau dominant est un sous-drapeau de (67). Ainsi, d’après la re-
marque 3.3.10, un Fp-caractère de A(1) de drapeau dominant est univoquement déterminé par la
donnée de ses valeurs en les Tt pour t ∈ T (Fq), et en les EI = TxI

pour I parcourant le drapeau
(67), c’est-à-dire qu’il est univoquement déterminé par ses valeurs sur un système générateur de
la Z[q]-algèbre D.

Soit λ un Fp-caractère de A(1) de drapeau dominant. On le suppose de surcroît régulier c’est-à-dire
que le drapeau de λ est égal au drapeau (67).

Lemme 3.4.5. Soit M un H
(1)

Fp
-module. Un élément m ∈M est propre pour l’action de A(1) pour

le caractère λ si et seulement s’il est propre pour l’action de D pour la restriction de λ à D.

Démonstration. — On suppose que m est non nul et que la sous-Z[q]-algèbre D de A(1) agit
sur m par la restriction à D du caractère λ. D’après le théorème 3.2.9, la Z[q]-algèbre A(1) est
engendrée par les éléments

EI pour I ⊂ {1, ..., n}, E±1
{1,...,n}, et Tt, t ∈ T (Fq).

L’algèbre D contient les EI pour I ⊂ {1, ..., n} dominant, et les éléments Tt, t ∈ T (Fq). Ainsi, pour
s’assurer que A(1) agit sur m par le caractère λ, il suffit de vérifier que, pour I non dominant, EI

agit sur m par multiplication par le scalaire λ(EI).

Soit I ⊂ {1, ..., n} non dominant. Puisque le drapeau de λ est dominant, il ne contient pas I de
sorte que λ(EI) = 0. Il nous faut donc montrer que EIm = 0.

Il existe J ⊂ {1, ..., n} dominant tel que I 6⊂ J et J 6⊂ I. (On peut par exemple choisir l’élément du
drapeau (67) de même cardinal que I.) D’après la relation (R0) du théorème 3.2.9, cela implique

que le produit EIEJ est nul dans H
(1)

Fp
, et donc EIEJm = 0. Mais, d’autre part, puisque J est

dominant, EJ appartient au drapeau de λ donc λ(EJ) 6= 0 et EJ appartient à D donc EJm =
λ(EJ)m. Ainsi, EIEJm = λ(EJ )EIm avec λ(EJ ) 6= 0. On a démontré que EIm = 0.

Remarque 3.4.6. Lorsque λ est régulier de drapeau non nécessairement dominant, on a un résultat
analogue qui se démontre avec les mêmes arguments : l’élément m ∈ M est propre pour l’action
de A(1) pour le caractère λ si et seulement si la sous-algèbre de A(1) engendrée par les éléments

EJ , avec J ⊂ {1, ..., n} appartenant au drapeau de λ, et Tt, t ∈ T (Fq)
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agit sur m par la restriction du caractère λ.

Par la propriété universelle du module standard induit par λ, on déduit du lemme 3.4.5 que l’on
a un isomorphisme de H

(1)

Fp
-modules

(68)
I(λ) ' H

(1)

Fp
⊗D λ

ϕ 7→ 1 ⊗ 1

où ϕ désigne le générateur canonique de I(λ) et où l’on note encore λ la restriction de λ à la
sous-algèbre D de A(1).

3.4.1.2. — Soit X : T (F ) → Fp
∗

un Fp-caractère du tore déployé T (F ) de G. Puisque dans X (1)
dom

les longueurs s’ajoutent comme on l’a souligné au paragraphe précédent, X induit un Fp-caractère

de D, encore noté X, et défini par : X(Tx) := X(x), ∀x ∈ X
(1)
dom.

D’après le lemme 3.4.4, ce Fp-caractère de D s’étend de façon unique en un Fp-caractère de A(1) de
drapeau dominant que l’on notera λX. Le caractère λX est, de plus, régulier car pour tout élément
dominant x ∈ X

(1)
dom, λX(Ex) = λX(Tx) = X(Tx) = X(x) 6= 0.

On définit ainsi une bijection, de l’ensemble X des Fp-caractères du tore T (F ) dans l’ensemble Λ

des Fp-caractères de A(1) réguliers de drapeau dominant :

(69) X
∼

−→ Λ
X 7−→ λX.

L’isomorphisme (68) dit que pour tout caractère X ∈ X que l’on identifie avec un Fp-caractère de

D, on a un isomorphisme de H
(1)

Fp
-modules

(70)
I(λX) ' H

(1)

Fp
⊗D X

ϕ 7→ 1 ⊗ 1
.

3.4.1.3. — Au paragraphe 0.1.2.1, on a défini un anti-automorphisme de la Z[q]-algèbre H(1) par
la formule :

(1) Tw˜ := Tw−1 ,∀w ∈W (1).

La restriction de cet anti-automorphisme à l’algèbre commutative D est un morphisme d’algèbres
injectif d’image notée D˜. On dira d’un morphisme d’anneaux D˜→ Fp qui à l’indéterminée q
associe 0 que c’est un Fp-caractère de D .̃

Soit X : T (F ) → Fp
∗
. On le considère comme un caractère de D et l’on note X˜ le Fp-caractère de

D˜qu’il définit par composition avec l’isomorphisme D˜→ D.

Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1.
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Proposition 3.4.7. On a un isomorphisme de Fp[G]-modules

(71)
X˜⊗D˜ ind

G
I(1)1 −→ IndG

B(F )X

1 ⊗ 1I(1) 7−→ fB(F )I(1),X

Démonstration. — Notons D0 la sous-algèbre de D engendrée par les éléments Tx, pour x
parcourant l’ensemble Xdom des éléments dominants de X, et D0˜son image dans D .̃

Soit χ : T (Fq) → Fp la restriction de X au tore fini. Le théorème 4.11 de [43] dit que l’on a un
isomorphisme de Fp[G]-modules

(72)
X˜⊗D0˜ ind

G
I χ −→ IndG

B(F )X

1 ⊗ fI,χ 7−→ fB(F )I(1),X.

Il nous suffit donc de prouver que l’identification 1 ⊗ fI,χ 7→ 1 ⊗ 1I(1) induit un isomorphisme de
Fp[G]-modules entre X˜⊗D0˜ ind

G
I χ et X˜⊗D˜ ind

G
I(1)1.

– Le Fp[G]-module indG
I χ s’injecte dans indG

I(1)1 comme le montre la décomposition (64). Cette

injection induit un morphisme de Fp[G]-modules indG
I χ → X˜ ⊗D˜ind

G
I(1)1 qui se factorise par

X˜⊗D0˜ind
G
I χ car D0˜est incluse dans D .̃ On note I le morphisme de Fp[G]-modules obtenu.

– La projection indG
I(1)1 � indG

I χ induit, quant à elle, un morphisme de Fp[G]-modules

indG
I(1)1 → X˜⊗D0˜ ind

G
I χ. Montrons que ce dernier se factorise par X˜⊗D˜ ind

G
I(1)1 en un

morphisme de Fp[G]-modules que l’on notera P. Puisque D˜est engendrée par D0˜et les éléments
Tt, t ∈ T (Fq), il suffit, pour s’en assurer, de montrer que pour f ∈ indG

I(1)1 et t ∈ T (Fq), les

éléments Ttf et X (̃Tt) f ont la même image dans X˜⊗D0˜ind
G
I χ.

Nous avons appelé εχ l’élément de la Fp-algèbre de Hecke H
(1)

Fp
égal à la projection indG

I(1)1 �

indG
I χ. Ainsi, l’image de X (̃Tt) f dans X˜⊗D0˜ind

G
I χ est

1 ⊗ X (̃Tt) εχf = 1 ⊗ X(t−1)εχf.

D’autre part, on a montré que pour tout t ∈ T (Fq), εχ(Tt) = χ(t−1)εχ (lemme 3.2.4), donc
l’image de Ttf dans X˜⊗D0˜ind

G
I χ est égale à

1 ⊗ εχ(Ttf) = 1 ⊗ (εχTt)f = 1 ⊗ χ(t−1)εχf.

Or χ est la restriction de X au tore fini, donc ces deux images coïncident.

– Il est clair que la composée P ◦ I est l’identité sur X˜⊗D0˜ind
G
I χ.

Soit f un élément de l’induite compacte indG
I(1)1. Sa projection dans indG

I χ est égale à εχf ou
encore, en recourant à la forme de εχ donnée par le lemme 3.2.4, à (−1)n

∑

t∈T (Fq) χ(t)Ttf .

Ainsi, l’image de P(1 ⊗ f) = 1 ⊗ εχf par I est l’élément de X˜ ⊗D˜ind
G
I(1)1 égal à

(−1)n
∑

t∈T (Fq)

χ(t) ⊗ Ttf = (−1)n
∑

t∈T (Fq)

χ(t)X (̃Tt) ⊗ f = (−1)n
∑

t∈T (Fq)

X(t)X(t−1) ⊗ f = 1 ⊗ f.

Ainsi, la composée I ◦ P est égale à l’identité sur X˜ ⊗D˜ind
G
I(1)1.
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Par passage aux I(1)-invariants, l’isomorphisme (71) donne un morphisme de H
(1)

Fp
-modules à

droite. Le sous-H(1)

Fp
-module à droite de (X˜⊗D˜ind

G
I(1)1)I(1) engendré par 1⊗ 1I(1) est non nul et

est égal à l’image de l’application naturelle X ⊗̃D˜H
(1)

Fp
→ X ⊗̃D ĩnd

G
I(1)1. On a donc un morphisme

non nul de H
(1)

Fp
-modules à droite

X˜⊗D˜H
(1)

Fp
−→ (IndG

B(F )X)I(1).

L’anti-isomorphisme (1) permet de passer des H
(1)

Fp
-modules à droite aux H

(1)

Fp
-modules à gauche.

On vérifie sans difficulté que le H
(1)

Fp
-module à gauche correspondant à X˜⊗D˜H

(1)

Fp
n’est autre que

H
(1)

Fp
⊗D X. Or, ce dernier est isomorphe à I(λX) comme le montre l’isomorphisme (70). Ainsi, on

a un morphisme de H
(1)

Fp
-modules non nul

(73)
I(λX) −→ [(IndG

B(F )X)I(1)]g
ϕ 7−→ fB(F )I(1),X,

où ϕ désigne le générateur canonique du module standard induit par λX.

Corollaire 3.4.8. Supposons que λX et ses conjugués sous l’action de W0 induisent des H
(1)

Fp
-

modules standards isomorphes. Alors la série principale induite par X est un Fp[G]-module irré-
ductible.

Démonstration. — Sous les hypothèses de la proposition, un quotient non nul de I(λX) est
quotient de chacun des modules standards induits par les conjugués de λX. Puisque λX est un
caractère régulier, il est distinct de chacun de ses conjugués de sorte qu’un quotient non nul de
I(λX) est de dimension supérieure ou égale à |W0|. De plus, si l’on a l’égalité, alors ce quotient
est irréductible.

On rappelle que le Fp-espace vectoriel des I(1)-invariants de la série principale induite par X est
un Fp-espace vectoriel de dimension |W0| (exemple 0.1.5.2).

L’existence du morphisme non nul (73) dit en particulier qu’il existe un quotient non nul de

I(λX) qui s’injecte dans le H
(1)

Fp
-module à gauche [(IndG

B(F )X)I(1)]g. Par argument de dimension,

et d’après ce qui précède, ce quotient de I(λX) est de dimension égale à |W0|, est irréductible

comme H
(1)

Fp
-module, et est isomorphe à [(IndG

B(F )X)I(1)]g.

Ainsi, l’espace des I(1)-invariants de IndG
B(F )X est un H

(1)

Fp
-module à droite irréductible. Or le

Fp[G]-module IndG
B(F )X est engendré par l’élément I(1)-invariant fB(F )I(1),X comme le montre

l’isomorphisme (71). On conclut alors qu’il est irréductible grâce au critère d’irréductibilité 0.1.1.
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3.4.2. Entrelacements entre les modules standards réguliers.— Fixons i ∈ {1, ..., n− 1}
et un Fp-caractère régulier λ : A(1) → Fp.

On suppose que λ vérifie l’hypothèse suivante :

Hypothèse 1. Le drapeau de λ possède un élément I ⊂ {1, ..., n} qui contient i+1 et ne contient
pas i, c’est-à-dire un élément de la forme

(74) I = I0 ∪ {i+ 1}, avec I0 ⊂ {1, ..., n}, tel que i 6∈ I0.

On pose alors βi,I(λ) := λ(EI0)λ(EI0∪{i,i+1})(λ(EI0∪{i}))
−1.

3.4.2.1. — Discutons du statut de l’hypothèse 1.

Notons tout d’abord qu’elle n’est pas vraiment restrictive, puisque, si λ ne la vérifie pas, alors son
conjugué si.λ la vérifie. Supposons en effet que λ ne vérifie pas l’hypothèse. Cela signifie que tout
élément de son drapeau contenant i + 1 contient aussi i. On note alors I l’élément minimal du
drapeau de λ qui contient i. L’ensemble I0 ( I précédant I dans le drapeau de λ ne contient pas
i par minimalité de I, donc il ne contient pas non plus i+1. Puisque le drapeau de λ est régulier,
I et I0 diffèrent d’un seul élément, donc I = I0 ∪ {i}, avec i, i+ 1 6∈ I0. L’image I0 ∪ {i+ 1} de I
par la permutation si ne contient pas i et appartient au drapeau de si.λ

Remarquons de plus que λ est de drapeau dominant si et seulement s’il vérifie l’hypothèse 1 pour
tout i ∈ {1, ..., n− 1} auquel cas, pour chaque i, il y a un unique élément de la forme (74) dans le
drapeau de λ et c’est {i+ 1, ..., n}. En effet, si λ vérifie l’hypothèse 1 pour tout i ∈ {1, ..., n− 1},
on note Ii+1 l’élément du drapeau de λ minimal contenant i+ 1. Alors, i n’appartient pas à Ii+1

par l’hypothèse 1. On en déduit que Ii n’est pas inclus dans Ii+1 donc Ii+1 ( Ii et le drapeau de λ
est ∅ ( In ( In−1... ( I1 = {1, ..., n}. Ainsi, Ii+1 = {i+ 1, ..., n} et le drapeau de λ est dominant.

Lemme 3.4.9. La valeur de βi,I(λ) est nulle si et seulement si le drapeau de λ possède un élément
de la forme (74) qui est distinct de I.

Démonstration. — Dire que λ(EI0) = 0 signifie que l’élément J ( I précédant I = I0 ∪{i+1}
dans le drapeau de λ n’est pas I0. Le drapeau étant régulier, I et J diffèrent d’un seul élément, qui
n’est donc pas i+1 : l’élément J appartenant au drapeau de λ est donc de la forme J = J0∪{i+1}
avec i 6∈ J0.

Dire que λ(EI0∪{i,i+1}) = λ(EI∪{i}) = 0 signifie que l’élément K, I ( K, suivant I dans le drapeau
de λ n’est pas I∪{i}. Le drapeau étant régulier, I et K diffèrent d’un seul élément, qui n’est donc
pas i : l’élément K appartenant au drapeau de λ est de la forme K = K0 ∪ {i+ 1} avec i 6∈ K0.
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3.4.2.2. Les deux lemmes suivants seront démontrés au paragraphe 3.4.4. On est toujours sous
l’hypothèse 1, c’est-à-dire qu’il existe un élément noté I du drapeau de λ qui contient i+ 1 et ne
contient pas i. On note σi l’élément de A(1) défini par la relation (63) tel que T ∗

si
= Tsi + σi.

Lemme 3.4.10. Soit M un H
(1)

Fp
-module.

– Si m ∈ M est propre pour A(1) pour le caractère λ, alors T ∗
si
m est propre pour A(1) pour le

caractère si.λ.
– Si m′ ∈ M est propre pour A(1) pour le caractère si.λ, alors (ExIsi − βi,I(λ)σi)m

′ est propre

pour A(1) pour le caractère λ.

On désigne par χ : T (Fq) → Fp
∗

le caractère du tore fini défini par χ(t) := λ(Tt), pour t ∈ T (Fq).
On pose







αi,I(λ) := λ(EI) si siχ 6= χ,

αi,I(λ) := λ(EI) − βi,I(λ) si siχ = χ.

Lemme 3.4.11. Soit M un H
(1)

Fp
-module.

– Si m ∈M est propre pour A(1) pour le caractère λ, alors (ExIsi − βi,I(λ)σi)T
∗
si
m = αi,I(λ)m.

– Si m′ ∈M est propre pour A(1) pour le caractère si.λ, alors T ∗
si

(ExIsi−βi,I(λ)σi)m
′ = αi,I(λ)m′

Supposons que λ vérifie de plus l’une des deux hypothèses suivantes, qui s’excluent mutuellement.

Hypothèse 2. siχ 6= χ.

Hypothèse 3. siχ = χ et βi,I(λ) 6= λ(EI).

Sous chacune de ces hypothèses, αi,I(λ) est un élément non nul de Fp et l’on a le résultat :

Proposition 3.4.12. Les H
(1)

Fp
-modules standards I(λ) et I(si.λ) sont isomorphes.

Preuve de la proposition. — Par propriété universelle des modules standards, le lemme
3.4.10 permet de construire des morphismes de H

(1)

Fp
-modules I(si.λ) → I(λ) et I(λ) → I(si.λ) :

notant ϕ (resp. ϕi) le générateur canonique de I(λ) (resp. I(si.λ)), le premier est l’unique

morphisme de H
(1)

Fp
-modules qui à ϕi associe T ∗

si
ϕ, le second, l’unique morphisme de H

(1)

Fp
-modules

qui à ϕ associe (ExIsi − βi,I(λ)σi)ϕi.
Le lemme 3.4.11 dit que la composée de ces deux morphismes est égale à l’homothétie de rap-
port αi,I(λ). Puisque l’on est sous l’une des hypothèses 2 ou 3, le rapport est non nul donc ces
morphismes sont des isomorphismes.
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Remarque 3.4.13. Dans le cas particulier où le drapeau de λ est dominant, nous précisons la
signification des hypothèses 2 et 3. Grâce à la correspondance (69), un tel λ provient d’un caractère
du tore déployé T (F ) : il existe X = X1 ⊗ ...⊗ Xn : T (F ) → Fp

∗
tel que λ = λX.

Comme nous l’avons remarqué précédemment, le caractère λX vérifie l’hypothèse 1 puisque son
drapeau contient l’élément I = {i + 1, ..., n}. Par définition, la valeur de λX en EI est égale à
λX(EI) = Xi+1(π)...Xn(π). Le calcul de βi,I(λ) montre que βi,I(λ) = λX(EI)Xi(π)(Xi+1(π))−1.

Le caractère χ ∈ T̂ (Fq) tel que χ(t) = λX(Tt) pour tout t ∈ Fq n’est autre que la restriction
de X au tore fini. L’hypothèse 2 signifie donc que les Fp-caractères Xi et Xi+1 diffèrent par leur
restriction au groupe fini F∗

q. L’hypothèse 3 signifie que Xi et Xi+1 coïncident sur F∗
q mais diffèrent

par leurs valeurs en l’uniformisante π.

Ainsi, d’après la proposition 3.4.12 on a : si Xi 6= Xi+1 alors les H
(1)

Fp
-modules standards I(λX) et

I(si.λX) sont isomorphes.

3.4.3. Preuve du critère d’irréductibilité pour les séries principales. — Fixons

X = X1 ⊗ ...⊗ Xn : T (F ) → Fp
∗

un caractère du tore déployé T (F ) tel que pour tout i ∈ {1, ..., n − 1}, on a

Xi 6= Xi+1.

Proposition 3.4.14. Le H
(1)

Fp
-module standard induit par λX est isomorphe au module standard

induit par tout caractère conjugué de λX sous l’action de W0.

Corollaire 3.4.15. La série principale induite par X est un Fp[G]-module irréductible.

Le corollaire est la condition suffisante d’irréductibilité pour la série principale induite par X

annoncée par le théorème 3.4.1. Il s’obtient à l’aide du corollaire 3.4.8.

Preuve de la proposition. — Soit µ : A(1) → Fp un caractère conjugué de λX. Soit i ∈

{1, ..., n − 1}. Nous allons montrer que les caractères µ et si.µ induisent des H
(1)

Fp
-modules iso-

morphes. Puisque W0 est engendré par les transpositions, on aura démontré la proposition.

D’après le paragraphe 3.4.2.1, on peut, quitte à échanger µ et si.µ, considérer que µ vérifie l’hy-
pothèse 1 : on note I = I0 ∪ {i+ 1} un élément du drapeau de µ qui contient i+ 1 et ne contient
pas i.
– Si µ vérifie l’hypothèse 2, alors on peut appliquer la proposition 3.4.12 et I(si.µ) et I(µ) sont

isomorphes.
– Si µ ne vérifie pas l’hypothèse 2, cela signife que siwχ = wχ, où χ désigne la restriction de X au

tore fini et où w désigne l’élément de W0 tel que µ = w.λX. Vérifions que µ vérifie l’hypothèse
3. D’après la proposition 3.4.12, I(si.µ) et I(µ) seront dès lors isomorphes.

– Si βi,I(µ) = 0, alors βi,I(µ) 6= µ(EI), donc l’hypothèse 3 est vérifiée.
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– Sinon, c’est que I0 et I0 ∪ {i, i + 1} appartiennent au drapeau de µ. Or, le drapeau de µ
est l’image par w du drapeau de λX régulier à support dominant : c’est le drapeau

∅ ( {w(n)}, ( {w(n), w(n− 1)}, ( ..., ( {w(n), ..., w(2)} ( {w(n), ..., w(2), w(1)}.

Notant k− 1, k, k+1 les cardinaux respectifs de I0, I = I0 ∪{i+ 1}, et I0 ∪ {i, i+ 1} avec
k ∈ {1, ..., n − 1}, on a donc nécessairement

(75)
I0 = {w(n− k + 2), ..., w(n)} si k ≥ 2, I0 = ∅ si k = 1,

I0 ∪ {i+ 1} = {w(n− k + 1), ..., w(n)},
I0 ∪ {i, i + 1} = {w(n− k), ..., w(n)},

ce qui nous renseigne tout d’abord sur la transposition w−1siw : il apparaît en effet dans
ces égalités que i + 1 = w(n − k + 1) et i = w(n − k). Par conséquent, w−1siw est la
transposition qui échange n−k et n−k+1. Autrement dit, l’égalité siwχ = wχ se traduit
par la coïncidence de Xn−k et Xn−k+1 sur le groupe fini F∗

q. L’hypothèse de la proposition
nous assure pourtant que ces deux caractères de F ∗ sont distincts : ils ne sauraient donc
avoir la même valeur en l’uniformisante : on a Xn−k(π) 6= Xn−k+1(π).

Par définition de λX, et puisque µ = w.λX, les égalités (75) donnent aussi :

µ(EI0) = Xn−k+2(π)...Xn(π) si k ≥ 2, µ(EI0) = 1 si k = 1,
µ(EI0∪{i+1}) = Xn−k+1(π)...Xn(π),
µ(EI0∪{i,i+1}) = Xn−k(π)...Xn(π).

Ainsi, βi,I(µ)µ(EI)
−1 = µ(EI0∪{i,i+1})µ(EI0)µ(EI0∪{i+1})

−2 = Xn−k(π)Xn−k+1(π)−1.

Puisqu’on s’est assuré que Xn−k(π) 6= Xn−k+1(π), on a βi,I(µ) 6= µ(EI) si bien que µ vérifie
l’hypothèse 3.

3.4.4. Preuve des lemmes. —

3.4.4.1. Nous montrons d’abord dans H(1) les relations de commutation suivantes qui sont des
analogues des relations de Bernstein dans H

(1)

Z[q±1/2]
.

Soient i ∈ {1, ..., n − 1}, t ∈ T (Fq), I0, J0 deux sous-ensembles de {1, ..., n} ne contenant ni i, ni
i+ 1. On pose I := I0 ∪ {i+ 1}.

(76) Tsiσi = σiTsi

(77)

{

TtT
∗
si

= T ∗
si
Tsitsi ,

TtExIsi = ExIsiTsitsi ,

(78)

{

EJ0 , EJ0∪{i,i+1}, et Tsi commutent,
EJ0 , EJ0∪{i,i+1}, et ExIsi commutent,
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(79)

{

T ∗
si
EJ0∪{i+1} = EJ0∪{i}Tsi ,

EJ0∪{i+1}T
∗
si

= TsiEJ0∪{i}.

On suppose de plus que J0 ⊂ I0 ou bien I0 ⊂ J0. On a :

EJ0∪{i+1}ExIsi = ExIsiEJ0∪{i} − q|I0∪J0|−|I0∩J0|EI0∩J0EI0∪J0∪{i,i+1}σi.(80)

Nous établissons également les relations suivantes qui permettront de démontrer le lemme 3.4.11.

T ∗
si
ExIsi = EI0∪{i},(81)

ExIsiTsi = EI0∪{i+1} = EI ,(82)

ExIsiEI = TsiEI0EI0∪{i,i+1}.(83)

Démonstration. — Dans H(1), nous connaissons les relations de tresses du théorème 3.2.1, la
relation (R0) du théorème 3.2.9. Nous savons aussi que l’algèbre A(1) est commutative. Si l’on
étend les scalaires à Z[q±1/2], on dispose de plus des relations de Bernstein données par ([45,
Proposition 5]) : dans H(1)[q±1/2] on a :

(a) si j ∈ {1, ..., n}, j 6= i, i + 1, alors Tsi et θ(1)
xj commutent ;

(b) θ(1)
xi Tsi = T ∗

si
θ

(1)
xi+1 ;

(c) θ(1)
xi+1 T

∗
si

= Tsi θ
(1)
xi .

Ce sont là les ingrédients de la preuve des relations de commutation.

(76) : Cette égalité s’obtient en se plongeant dans H(1)[q±1/2] où l’élément T ∗
si

= Tsi + σi est égal
à qT−1

si
.

(77) : L’élément t est de longueur nulle dans W (1). Des relations de tresses, on déduit donc que
TtTsi = Ttsi = TsiTsitsi . Les relations s’obtiennent dès lors en se plongeant dans H(1)[q±1/2]
dans laquelle, d’une part T ∗

si
= qT−1

si
et d’autre part, par définition des éléments de la base de

Bernstein entière, ExIsi s’écrit comme le produit de Tsi et d’un élément de l’algèbre commutative
A(1)[q±1/2].

(78) : En se plongeant dans H(1)[q±1/2], l’élément EJ0 est proportionnel à un produit de θxj , avec
j 6= i, i+1. Du fait de la relation de Bernstein (a) , EJ0 et Tsi commutent. De plus, on remarque,
à l’aide de (b) et (c), que θ(1)

xi+1 θ
(1)
xi Tsi = θ

(1)
xi+1 T

∗
si
θ

(1)
xi+1 = Tsiθ

(1)
xi θ

(1)
xi+1 . Ainsi, EJ0∪{i,i+1} et Tsi

commutent.

Enfin, puisque ExIsi le produit de Tsi et d’un élément de l’algèbre commutative A(1)[q±1/2], on
en déduit que EJ0 , EJ0∪{i,i+1} et ExIsi commutent.

(79) : Les relations (79) s’obtiennent de même en se plongeant dans H(1)[q±1/2] et en appliquant
(a), (b), (c).
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(80) : Puisque i+ 1 ∈ I et i 6∈ I, on a `(xIsi) = `(xI)− 1 ([44, Appendice]). De plus, la longueur
de xI ne dépend que du cardinal de I, c’est-à-dire que xI et xI0∪{i} ont la même longueur. On
en déduit que

ExIsi = q−1+`(xI)/2TsiθxI0∪{i}
= q−1TsiEI0∪{i}.

On rappelle que T ∗
si

= Tsi + σi où σi est un élément de A(1). Ainsi

qEJ0∪{i+1}ExIsi = EJ0∪{i+1}TsiEI0∪{i}

= EJ0∪{i+1}(T
∗
si
− σi)EI0∪{i}

= TsiEJ0∪{i}EI0∪{i} −EJ0∪{i+1}EI0∪{i}σi d’après les relations (79)
= qExIsiEJ0∪{i} −EJ0∪{i+1}EI0∪{i}σi

La relation (R0) du théorème 3.2.9 donne, puisque I0 ⊂ J0 ou bien J0 ⊂ I0,

EJ0∪{i+1}EI0∪{i} = q1+|I0∪J0|−|I0∩J0|EJ0∩I0EI0∪J0∪{i,i+1}.

Ainsi, divisant par q, on a dans H(1)[q±1/2]

EJ0∪{i+1}ExIsi = ExIsiEJ0∪{i} − q|I0∪J0|−|I0∩J0|EJ0∩I0EI0∪J0∪{i,i+1}σi

qui est une égalité dans H(1) : c’est la relation (80).

(81) : L’égalité ExIsi = q−1TsiEI0∪{i} donne la relation (81) en multipliant à gauche par T ∗
si

car
T ∗

si
Tsi = q.

(82) : Grâce à la relation (79), on a ExIsi = q−1EI0∪{i+1}T
∗
si

, ce qui donne la relation (82) en
multipliant à droite par Tsi .

(83) : D’après la relation (R0) du théorème 3.2.9, EI0∪{i}EI0∪{i+1} = qEI0EI0∪{i,i+1}. Ainsi,

ExIsiEI0∪{i+1} = q−1TsiEI0∪{i}EI0∪{i+1} = TsiEI0EI0∪{i,i+1}.

3.4.4.2. Preuve du lemme 3.4.10. — Soit λ : A(1) → Fp un caractère régulier et χ : T (Fq) → Fp
∗

le caractère défini par χ(t) := λ(Tt), pour tout t ∈ T (Fq). Soit M un H
(1)

Fp
-module.

Remarque 3.4.16. Rappelons que l’élément σi de A(1) tel que T ∗
si

= Tsi + σi est égal à

σi = −Tδsi

∑

t∈Tsi (Fq)

Tt.

Ainsi, si m ∈M est un élément sur lequel A(1) agit par le caractère λ, on a

σim = −χ(δsi)
∑

t∈Tsi (Fq)

χ(t)m =

{

χ(δsi)m si siχ = χ
0 si siχ 6= χ.

On se place sous l’hypothèse 1 et l’on note I un élément du drapeau de λ de la forme I = I0∪{i+1}
avec i 6∈ I0. On se donne un élément m ∈M sur lequel A(1) agit par le caractère λ. Nous voulons
démontrer que T ∗

si
m est propre pour A(1) pour le caractère si.λ. D’après la remarque 3.4.6, il

suffit pour cela de démontrer que
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1) pour tout t ∈ T (Fq), TtT
∗
si
m = (si.λ)(Tt)T

∗
si
m.

2) pour tout J appartenant au drapeau de si.λ, EJT
∗
si
m = (si.λ)(EJ )T ∗

si
m.

Le point 1) est une conséquence de la première relation de commutation (77).

Soit J un élément du drapeau de si.λ. Puisque I0 ∪ {i} appartient aussi au drapeau de si.λ, et
que i+ 1 6∈ I0, cela signifie que si i+ 1 appartient à J alors i appartient à J .

Si l’ensemble J est fixé par l’action de si, le point 2) découle des relations (78).

Sinon, c’est que i appartient à J et i + 1 n’appartient pas à J . On pose J = J0 ∪ {i}
avec i+ 1 6∈ J0 , et on applique les relations (79) :

EJ0∪{i}T
∗
si

= EJ0∪{i}Tsi + σiEJ0∪{i} = T ∗
si
EJ0∪{i+1} + σiEJ0∪{i}.

Or, J0 ∪ {i} n’est pas dans le drapeau de λ puisqu’il ne contient pas I et n’est pas
inclus dans I, donc EJ0∪{i}m = 0. Ainsi,

EJ0∪{i}T
∗
si
m = T ∗

si
EJ0∪{i+1}m = λ(EJ0∪{i+1})T

∗
si
m = (si.λ)(EJ0∪{i})T

∗
si
m.

Soit m′ ∈ M que l’on suppose propre pour A(1) pour le caractère si.λ. Nous voulons démontrer
que (ExIsi −βi,I(λ)σi)m

′ est propre pour A(1) pour le caractère λ. Comme précédemment, il suffit
pour cela de démontrer que

1) pour tout t ∈ T (Fq), Tt(ExIsi − βi,I(λ)σi)m
′ = λ(Tt)(ExIsi − βi,I(λ)σi)m

′.

2) pour tout J appartenant au drapeau de λ,

EJ(ExIsi − βi,I(λ)σi)m
′ = λ(EJ )(ExIsi − βi,I(λ)σi)m

′.

Le point 1) est une conséquence de la deuxième relation de commutation (77) et de la remarque
3.4.16 appliquée à si.λ et m′.

Soit J un élément du drapeau de λ. Puisque I = I0 ∪ {i + 1} appartient aussi au drapeau de λ,
et que i 6∈ I0, cela signifie que si i appartient à J alors i+ 1 appartient à J .

Si J est fixé par l’action de si, le point 2) découle de la relation (78).

Sinon, c’est que i + 1 appartient à J et i n’appartient pas à J . On note alors J =
J0 ∪ {i + 1}, avec i 6∈ J0. On a J0 ⊂ I0 ou bien I0 ⊂ J0. Or J0 ∪ {i + 1} n’appartient
pas au drapeau de si.λ car il n’est pas inclus dans I0 ∪ {i} et ne contient pas non plus
cet ensemble. On a donc EJ0∪{i+1}m

′ = 0, et l’on doit démontrer que

EJ0∪{i+1}ExIsim
′ = λ(EJ0∪{i+1})(ExIsi − βi,I(λ)σi)m

′.

– Si I0 6= J0, le drapeau de λ possède deux éléments distincts qui contiennent i+1 et
ne contiennent pas i. D’après le lemme 3.4.9, cela signifie que βi,I(λ) = 0. D’autre
part, d’après la relation (80), on a, puisque |I0 ∪ J0| > |I0 ∩ J0|,

EJ0∪{i+1}ExIsim
′ = ExIsiEJ0∪{i}m

′ = (si.λ)(EJ0∪{i})ExIsim
′ = λ(EJ0∪{i+1})ExIsim

′.

– Si I0 = J0, alors J0 ∪ {i+ 1} = I et la relation (80) donne

EIExIsim
′ = ExIsiEI0∪{i}m

′ −EI0EI0∪{i,i+1}σim
′,

c’est-à-dire

EIExIsim
′ = λ(EI)ExIsim

′ − λ(EI)βi,I(λ)σim
′ = λ(EI)(ExIsi − βi,I(λ)σi)m

′.
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3.4.4.3. Preuve du lemme 3.4.11. — Sachant que EIm = λ(EI)m et que λ(EI) 6= 0, la relation
(83) dit que

ExIsim = βi,I(λ)Tsim,

tandis que la relation (82) donne
ExIsiTsim = λ(EI)m.

Ainsi, ExIsiT
∗
si
m = (λ(EI) + βi,I(λ)Tsiσi)m et βi,I(λ)σiT

∗
si
m = (βi,I(λ)Tsiσi + βi,I(λ)σ2

i )m, car
Tsi et σi commutent. D’où

(ExIsi − βi,I(λ)σi)T
∗
si
m = (λ(EI) − βi,I(λ)σ2

i )m.

Si siχ 6= χ alors σim = 0 d’après la remarque 3.4.16 et

(ExIsi − βi,I(λ)σi)T
∗
si
m = λ(EI)m = αi,I(λ)m.

Si siχ = χ alors σ2
im = χ(δsi)

2m = m car δ2si
= 1 et

(ExIsi − βi,I(λ)σi)T
∗
si
m = (λ(EI) − βi,I(λ))m = αi,I(λ)m.

D’autre part, sachant que EIm
′ = (si.λ)(EI)m

′ = 0, la relation (83) dit que

0 = βi,I(λ)Tsim
′,

tandis que la relation (81) donne

T ∗
si
ExIsim

′ = λ(EI)m
′.

Ainsi, T ∗
si
βi,I(λ)σim

′ = βi,I(λ)σ2
im

′. D’où

T ∗
si

(ExIsi − βi,I(λ)σi)m
′ = (λ(EI) − βi,I(λ)σ2

i )m
′.

On conclut comme précédemment que,

T ∗
si

(ExIsi − βi,I(λ)σi)m
′ = αi,I(λ)m′.

3.4.5. — Dans le but d’établir le critère d’irréductibilité pour les séries principales, nous avons
établi un lien entre certains H

(1)

Fp
-modules standards réguliers et l’espace des I(1)-invariants des

séries principales, puis nous avons décrit des entrelacements entre H
(1)

Fp
-modules standards régu-

liers. Nous exploitons ici ces mêmes résultats afin de donner la semi-simplification du H
(1)

Fp
-module

à droite des I(1)-invariants d’une série principale en supposant que n = 3. Nous nous contenterons
de traiter le cas d’une série principale non ramifiée pour ne pas alourdir les discussions, bien que
le cas général se traite avec les mêmes arguments.

Dans tout ce paragraphe on suppose que n = 3 et l’on se donne un caractère du tore déployé
X = X1 ⊗X2 ⊗X3 : T (F ) → Fp

∗
. On note χ : T (Fq) → Fp

∗
sa restriction au tore fini. A partir du

paragraphe 3.4.5.4, nous supposerons que χ est le caractère trivial.
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3.4.5.1. Le fait de travailler avec n = 3 permet de borner la dimension des modules standards
grâce au lemme suivant :

Lemme 3.4.17. Soit λ : A(1) → Fp un Fp-caractère de A(1). Le module standard induit par λ est

engendré comme Fp-espace vectoriel par les éléments

{Twϕ}w∈W (1), `(w)≤1,

ou encore par l’ensemble

{ϕ, Tωϕ, T
2
ωϕ, Tsiϕ, TωTsiϕ, T

2
ωTsiϕ, i ∈ {0, 1, 2}},

où ϕ désigne le générateur canonique du module standard induit par λ.

Démonstration. — a) Dans le groupe de Weyl affine étendu W̃ , un élément de longueur 2
s’écrit comme le produit d’une puissance de l’élément ω de longueur nulle, et d’un élément de
longueur 2 du groupe de Weyl affine. On rappelle que ce dernier est le groupe de Coxeter de
système générateur {s0, s1, s2}. De plus on a les relations (exemple 3.2.8),

(84)







ω = s2s1x1 = x3s2s1
ω2 = s1s2x1x2 = x2x3s1s2
s0 = s1s2s1x1x

−1
3 = s2s1s2x1x

−1
3 .

Un élément de longueur 2 du groupe de Weyl affine est l’un des éléments de l’ensemble

{s1s2, s2s1, s0s1, s1s0, s0s2, s2s0}

qui s’écrit aussi

{s1s2, s2s1, s1s2x2x
−1
3 , s2s1x1x

−1
3 , s2s1x1x

−1
2 , s1s2x1x

−1
3 }

ou encore
{ω2(x1x2)

−1, ωx−1
1 , ω2(x2x3)

−1, ωx−1
3 , ωx−1

2 , ω2(x2x3)
−1.}

Ainsi, un élément de longueur 2 de W̃ est le produit d’une puissance de l’élément de longueur
nulle ω et d’un élément de X. Par conséquent, un élément de longueur 2 de W (1) est le produit
d’une puissance de l’élément de longueur nulle ω et d’un élément de X (1) = X × T (Fq).

b) Soient v un élément de longueur 2 de W (1), et k ∈ {0, 1, 2}, x ∈ X (1) avec `(x) = 2 tels que
v = ωkx.

– Si k = 0, alors v = x et Ev = Ex.
– Si k = 1, alors v = s2s1x1x d’après les relations (84). Calculons l’élément Ev. Il est défini

dans H(1)[q±1/2] par Ev = Ts2Ts1θ
(1)
x1 θ

(1)
x . L’exemple 3.2.8 a montré que qTω = Ts2Ts1θ

(1)
x1 ,

donc Ev = qTωθ
(1)
x . D’autre part, x est de longueur 2 donc Ex = qθ

(1)
x . Ainsi Ev = TωEx.

– Si k = 2, on a de même, Ev = T 2
ωEx.

Dans les trois cas, l’action de l’élément Ev sur le générateur canonique ϕ de I(λ) est donnée
par

Evϕ = λ(Ex)T k
ωϕ.

Ainsi, puisque ω est de longueur nulle, Evϕ appartient à l’espace vectoriel engendré par
{Twϕ, w ∈ W (1) `(w) ≤ 1}. Mais l’élément Ev se décompose selon la base de Iwahori-
Matsumoto de H(1) : d’après [45, Proposition 7], c’est la somme de Tv et d’une combinaison
linéaire à cœfficients dans Z[q] d’éléments de type Tw, avec w ∈W (1), `(w) ≤ `(v) − 1 = 1.
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Par conséquent Tvϕ appartient lui aussi à l’espace vectoriel engendré par

{Twϕ, w ∈W (1) `(w) ≤ 1}.

c) L’algèbre H
(1)

Fp
ayant pour Fp-base les éléments de Iwahori-Matsumoto {Tw, w ∈ W (1)}, le

Fp-espace vectoriel I(λ) est engendré par les éléments

(85) {Twϕ, w ∈W (1)}.

Pour prouver le lemme, il faut montrer que, dans le système générateur (85), on peut éliminer
les éléments Twϕ avec `(w) ≥ 2. C’est une conséquence de l’argument suivant.

Un élément w′ ∈W (1) de longueur supérieure ou égale à 2 s’écrit w′ = w1v, avec w1, v ∈W (1),
vérifiant `(w′) = `(w1) + `(v), et `(v) = 2. Du fait des relations de tresses, on a Tw′ = Tw1Tv.
Ainsi, Tw′ϕ = Tw1Tvϕ est, d’après le b), une combinaison linéaire des éléments

{Tw1Twϕ, w ∈W (1)`(w) ≤ 1}.

Or, d’après la remarque 3.2.3, le produit Tw1Tw est égal à une combinaison linéaire à cœfficients
dans Z[q] d’éléments de la base de Iwahori-Matsumoto correspondant à des éléments de W (1)

de longueur inférieure ou égale à `(w1) + 1 < `(w′). Par récurrence descendante sur la longueur
de w′, on montre ainsi que, du système générateur (85), on peut éliminer les Tw′ϕ avec w′ de
longueur supérieure ou égale à 2.

Un élément de longueur 0 de W (1) est le produit d’une puissance de ω et d’un élément du tore
fini. Un élément de longueur 1 de W (1) est le produit d’une puissance de ω, d’un des éléments
{s0, s1, s2} et d’un élément du tore fini. Les éléments Tω3 et Tt, t ∈ T (Fq) agissent sur ϕ par
multiplication par un scalaire non nul. On déduit alors de ce qui précède que le module standard
induit par λ est engendré comme Fp-espace vectoriel par les éléments

{ϕ, Tωϕ, T
2
ωϕ, Tsiϕ, TωTsiϕ, T

2
ωTsiϕ, i ∈ {0, 1, 2}}.

Ce lemme nous permettra au chapitre suivant de calculer la dimension du module standard induit
par λ. Nous l’exploitons ici pour le cas particulier qui suit.

3.4.5.2. Soit λX : A(1) → Fp le caractère régulier de drapeau dominant associé par la bijection
(69) au caractère X. On rappelle qu’il est entièrement déterminé par les données suivantes :

(86)

{

λX(Tt) = χ(t), ∀t ∈ T (Fq),
λ(E{3}) = X3(π), λ(E{2,3}) = X2(π)X3(π), λ(E{1,2,3}) = X1(π)X2(π)X3(π).

Lemme 3.4.18. Le module standard induit par λX est un Fp-espace vectoriel de dimension 6.
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Démonstration. — L’élément E{3} de la base de Bernstein entière correspondant à l’élément
dominant x3 ∈ X est égal à Tx3 = Tωs1s2 = TωTs1Ts2 . L’élément E{2,3} de la base de Bernstein
entière correspondant à l’élément dominant x{2,3} ∈ X est égal à Tx2x3 = Tω2s2s1

= T 2
ωTs2Ts1 .

Enfin, E{1,2,3} est égal à l’élément central inversible T 3
ω . Les relations (86) disent donc en particulier

que dans le H
(1)

Fp
-module standard induit par λX de générateur canonique ϕ, on a :

TωTs1Ts2ϕ = X3(π)ϕ(87)

T 2
ωTs2Ts1ϕ = X2(π)X3(π)ϕ(88)

T 3
ωϕ = X1(π)X2(π)X3(π)ϕ(89)

Nous allons donner une Fp-base du module standard induit par λX.

On rappelle dans W (1), les relations de commutation, s1ω = ωs2, s0ω = ωs1 et s1s2s1 = s2s1s2.
Multiplions la relation (87) à gauche par TωTs1 . On obtient l’égalité entre

T 2
ωTs2Ts1Ts2ϕ = T 2

ωTs1Ts2Ts1ϕ = Ts2T
2
ωTs2Ts1ϕ et X3(π)TωTs1ϕ

qui, à l’aide de la relation (88), donne X2(π)X3(π)Ts2ϕ = X3(π)TωTs1ϕ, donc

(90) Ts2ϕ = (X2(π))−1TωTs1ϕ.

Multiplions la relation (87) à gauche par T ∗
s0

. On obtient,

X3(π)T ∗
s0
ϕ = T ∗

s0
TωTs1Ts2ϕ = TωT

∗
s1
Ts1Ts2ϕ = 0

donc T ∗
s0
ϕ = 0. Du fait de l’expression de T ∗

s0
= Ts0 + σ0 avec σ0 ∈ A(1), il apparaît que T ∗

s0
ϕ est

la somme de Ts0ϕ et d’un élément proportionnel à ϕ, donc Ts0φ est proportionnel à ϕ.

Ainsi, d’après le lemme 3.4.17, le module standard I(λX) induit par λX est le Fp-espace vectoriel
engendré par

{ϕ, Tωϕ, T
2
ωϕ, Ts1ϕ, TωTs1ϕ, T

2
ωTs1ϕ.}

Le corollaire 3.3.7 dit que I(λX) est un Fp-espace vectoriel de dimension au moins 6, donc le
système générateur que l’on vient d’exhiber est même une Fp-base de I(λX).

3.4.5.3. Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1.5.
En particulier, on note ρ1 le caractère du Levi L1 égal à X1 ◦ det⊗ X3 et ρ2 le caractère du Levi
L2 égal à X1 ⊗ X2 ◦ det. Pour i ∈ {1, 2}, si Xi = Xi+1, la représentation paraboliquement induite
par ρi est une sous-représentation de la série principale induite par X.

Proposition 3.4.19. – Le morphisme de H
(1)

Fp
-modules (73) défini par

I(λX) −→ [(IndG
B(F )X)I(1)]g

ϕ 7−→ fB(F )I(1),X

est un isomorphisme.
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– Soit i ∈ {1, 2}. Supposons que Xi = Xi+1. L’image par le morphisme (73) du sous-H
(1)

Fp
-module

de I(λX) engendré par T ∗
si
ϕ est égale à [(IndG

B1(F )ρi)
I(1)]g.

Démonstration. — La première assertion de la proposition provient des observations du para-
graphe 0.1.5.3. En effet, on y a vu que l’espace des I(1)-invariants de la série principale induite
par X est un Fp-espace vectoriel de dimension 6 de base

{fB(F )wI(1),X, w ∈ S3}

et que c’est un H
(1)

Fp
-module à droite engendré par fB(F )I(1),X. Le morphisme (73) est donc surjectif,

et injectif par argument de dimension, grâce au lemme 3.4.18.

Soit i ∈ {1, 2}. Supposons que Xi = Xi+1. D’après le paragraphe 0.1.5.4, la série principale induite
par X contient la sous-représentation induite par ρi dont l’espace des I(1)-invariants est un espace

vectoriel de dimension 3, égal au sous-H(1)

Fp
-module à droite de (IndG

B(F )X)I(1) engendré par

fB1(F )I(1),ρi
= fB(F )I(1),X + Xi(−1)fB(F )siI(1),X = fB(F )I(1),X + Xi(−1)fB(F )I(1),X.Tsi

D’autre part, la remarque 3.4.16 nous rappelle que, dans le H
(1)

Fp
module standard induit par λX

on a
T ∗

si
ϕ = Tsiϕ+ σiϕ = Tsiϕ+ Xi(−1)ϕ = Xi(−1)(ϕ+ Xi(−1)Tsiϕ).

Par conséquent, et puisque l’élément T ∗
si

est invariant par l’anti-automorphisme (1), l’image par
le morphisme (73) de T ∗

si
ϕ est égale à l’élément Xi(−1)fB1(F )I(1),ρi

. On en déduit la deuxième
assertion de la proposition.

3.4.5.4. — On suppose maintenant que X : T (F ) → Fp
∗

est un caractère non ramifié, c’est à dire
que sa restriction χ : T (Fq) → F∗

q au tore fini est le caractère trivial.

Lemme 3.4.20. – Les H
(1)

Fp
-modules standards induits par s2.λX, s1s2.λX sont isomorphes. Si

X1 6= X2, ils sont de plus isomorphes au module standard induit par s1s2s1.λX.

– Les H
(1)

Fp
-modules standards induits par s1.λX, s2s1.λX sont isomorphes. Si X2 6= X3, ils sont de

plus isomorphes au module standard induit par s1s2s1.λX.

– Soit i ∈ {1, 2}. Le morphisme de H
(1)

Fp
-modules suivant est bien défini

Fi : I(si.λX) −→ I(λX)
ϕi 7−→ T ∗

si
ϕ,

où ϕi désigne le générateur canonique du module standard induit par si.λX.

Si Xi 6= Xi+1, c’est un isomorphisme. Sinon, son image est un sous-espace vectoriel de I(λX)
de dimension 3.
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Démonstration. — C’est une application directe des lemmes 3.4.10, 3.4.11, et de la proposition
3.4.12. On rappelle que le drapeau de λX est le drapeau dominant

∅ ( {3} ( {2, 3} ( {1, 2, 3}.

Démontrons la première assertion du lemme. La seconde s’obtient de la même façon. Le caractère
s2.λX de drapeau

∅ ( {2} ( {2, 3} ( {1, 2, 3}

vérifie l’hypothèse 1 pour i = 1 : en effet l’ensemble {2} (qui contient i+ 1 et ne contient pas i)
figure dans son drapeau. De plus, il vérifie aussi l’hypothèse 3 puisque d’une part χ est le caractère
trivial du tore fini et, d’autre part β1,{2}(s2.λX) = 0 car {1, 2} n’appartient pas au drapeau de
s2.λX. D’après la proposition 3.4.12, les modules standards induits par s2.λX et s1s2.λX sont
isomorphes.

Supposons que X1 6= X2. Le caractère s1s2.λX de drapeau

∅ ( {1} ( {1, 3} ( {1, 2, 3}

vérifie l’hypothèse 1 pour i = 2 : en effet l’ensemble {1, 3} figure dans son drapeau. De plus, il
vérifie aussi l’hypothèse 3 puisque

β2,{1,3}(s1s2.λX) = (s1s2.λX(E{1}))(s1s2.λX(E{1,2,3}))(s1s2.λX(E{1,3}))
−1

= X3(π)(X1(π)X2(π)X3(π))(X2(π)X3(π))−1

= X1(π)X3(π).

Ainsi,
β2,{1,3}(s1s2.λX) 6= X1(π)X2(π) = (s1s2.λX)(E{1,3}).

Par la proposition 3.4.12, les modules standards induits par s1s2.λX et s2s1s2.λX sont donc iso-
morphes.

Démontrons la troisième assertion du lemme. Soit i ∈ {1, 2}. Le drapeau du caractère λX est
dominant, nous sommes donc dans le cadre de la remarque 3.4.13. Nous y avons noté que λX

vérifie l’hypothèse 1 de sorte que, d’après le lemme 3.4.10, le morphisme de H
(1)

Fp
-modules Fi est

bien défini. Nous y avons de plus vu que si Xi 6= Xi+1, alors λX vérifie l’hypothèse 3 et Fi est un
isomorphisme. Dans le cas contraire, la proposition 3.4.19 dit que l’image de Fi est isomorphe au
H

(1)

Fp
-module [(IndG

Bi(F )ρi)
I(1)]g, qui est un espace vectoriel de dimension 3.

3.4.5.5. — Nous donnons maintenant la semi-simplification du H
(1)

Fp
module standard induit par

λX.

Remarque 3.4.21. Puisqu’on a supposé que la restriction χ de X au tore fini est égale au caractère
trivial noté 1, l’espace des I(1)-invariants de la série principale induite par X est en fait un espace
invariant sous l’action du sous-groupe d’Iwahori.

D’autre part, l’idempotent central ε1 (défini au paragraphe 3.2.1.2) agit sur le générateur cano-
nique ϕ de I(λX) par ε1ϕ = ϕ. Ainsi ε1 agit comme l’identité sur le module standard I(λX), qui a
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donc une structure de module pour l’algèbre ε1H
(1)

Fp
dont on a vu qu’elle est isomorphe à l’algèbre

de Hecke-Iwahori de G.

Enfin, d’après la remarque 3.2.6, on a pour i ∈ {0, 1, 2},

T ∗
si
ε1 = (Tsi + 1)ε1

donc T ∗
si

agit comme Tsi + 1 sur le module standard induit par λX.

La preuve du lemme 3.4.18 a montré qu’une base de I(λX) est donnée par

(91) {ϕ, Tωϕ, T
2
ωϕ, Ts1ϕ, TωTs1ϕ, T

2
ωTs1ϕ.}

Décrivons l’action de l’algèbre H
(1)

Fp
sur I(λX) sur cette base. Suite au théorème 3.2.1, nous avons

vu que la Fp-algèbre H
(1)

Fp
est engendrée par {Ts1 , T

±1
ω , Tt, t ∈ T (Fq)}. Puisque l’élément central

T 3
ω agit par multiplication par X1(π)X2(π)X3(π) et que Tt agit par multiplication par 1, il nous

suffit de donner l’action de Ts1 sur la base de I(λX).

Les relations (87), (88), (89) et les calculs de la preuve du lemme 3.4.18 montrent que l’action de
Ts1 sur I(λX) est donnée par :

(92)































Ts1 .ϕ = Ts1ϕ,
Ts1 .Tωϕ = X2(π)−1T 2

ωTs1ϕ
Ts1 .T

2
ωϕ = −T 2

ωϕ,
Ts1 .Ts1ϕ = −Ts1ϕ,
Ts1 .TωTs1ϕ = X1(π)−1T 2

ωϕ
Ts1T

2
ωTs1ϕ = −T 2

ωTs1ϕ

Pour obtenir la semi-simplification de ce H
(1)

Fp
-module standard, nous allons utiliser à maintes

reprises l’argument suivant qui nous a déjà servi pour la preuve du corollaire 3.4.8 : le caractère
régulier λX est distinct de chacun de ses conjugués sous l’action de S3. Soient λ et λ′ deux
conjugués distincts de λX. Si les modules standards qu’ils induisent sont isomorphes, alors tout
quotient non nul de l’un possède un élément propre pour chacun des caractères λ et λ ′, il est donc
de dimension supérieure ou égale à 2.

Nous allons aussi utiliser le fait que le module standard induit par un conjugué de λX est de
dimension 6. Pour l’instant nous n’avons démontré ce résultat que pour λX lui-même (lemme
3.4.18), mais nous le démontrerons en général par la proposition 4.2.15 du chapitre suivant.

• Si X1 6= X2 et X2 6= X3, le lemme 3.4.20 dit que le module standard induit par λX est isomorphe
au module standard induit par chacun des 6 conjugués distincts de λX. Puisqu’il est de dimension
6, il est donc irréductible.
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• Supposons que X1 = X2 et X2 6= X3. Le lemme 3.4.20 dit que les modules standards induits
par λX, s2.λX, et s1s2.λX sont isomorphes d’une part, et que les modules standards induits par
s1.λX, s2s1.λX, et s1s2s1.λX sont isomorphes d’autre part. Par conséquent un quotient non nul
d’un de ces modules standards est de dimension supérieure ou égale à 3 et s’il est de dimension
3 il est irréductible. (C’est là que l’on utilise le fait que I(s1.λX) est de dimension 6).

D’après le lemme 3.4.20, l’image du morphisme F1, qui est un quotient de I(s1.λX), est un

sous-espace de dimension 3 de I(λX). On en déduit que c’est un H
(1)

Fp
-module irréductible et

que c’est le seul sous-module propre de I(λX). Il est engendré par ψ1 := T ∗
s1
ϕ et a pour base

{ψ1, Tωψ1, Tωψ1}. D’après les relations (92), l’action de Ts1 y est donnée par

(93)







Ts1 .ψ1 = 0
Ts1 .Tωψ1 = X1(π)−1T 2

ωψ1

Ts1 .T
2
ωψ1 = −T 2

ωT
∗
s1
ϕ.

Le quotient de I(λX) par son sous-module propre est engendré par ϕ̄ et a pour base
{ϕ̄, Tωϕ̄, T

2
ω ϕ̄} où ϕ̄ désigne l’image de ϕ dans le module quotient. L’action de Ts1 y est

donnée par :

(94)







Ts1 .ϕ̄ = −ϕ̄
Ts1 .Tωϕ̄ = −X1(π)−1T 2

ωϕ̄
Ts1 .T

2
ωϕ̄ = −T 2

ωϕ̄

Grâce à la proposition 3.4.19, nous avons ainsi obtenu la suite de Jordan-Hölder du
H

(1)

Fp
-module [(IndG

B(F )X)I(1)]g :

[(IndG
B(F )X)I(1)]g

(94)
[(IndG

B1(F )ρ1)
I(1)]g

(93)
0

– De même si X1 6= X2 et X2 = X3, on montrerait que le H
(1)

Fp
-module standard induit par λX

a pour unique sous-module propre le sous-module engendré par T ∗
s2
ϕ et que ce dernier est de

dimension 3. La remarque 3.4.21 et l’égalité (90) donnent T ∗
s2
ϕ = ϕ+Ts2ϕ = ϕ+X3(π)−1TωTs1ϕ

donc le sous-module engendré par ψ2 := T ∗
s2
ϕ a pour Fp-base {ψ2, Tωψ2, Tωψ2}. D’après les

relations (92), l’action de Ts1 y est donnée par

(95)







Ts1 .ψ2 = (X1(π)X2(π))−1T 2
ωψ2

Ts1 .Tωψ2 = 0
Ts1 .T

2
ωψ2 = −T 2

ωψ2

Le quotient de I(λX) par son sous-module propre est engendré par ϕ̄ et a pour base
{ϕ̄, Tωϕ̄, T

2
ω ϕ̄} où ϕ̄ désigne l’image de ϕ dans le module quotient. Elle vérifie 0 = T ∗

s2
ϕ̄ =

ϕ̄+ X3(π)−1TωTs1ϕ̄. L’action de Ts1 sur le module quotient est donnée par :
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(96)







Ts1 .ϕ̄ = −(X1(π)X2(π))−1T 2
ω ϕ̄

Ts1 .Tωϕ̄ = −Tωϕ̄
Ts1 .T

2
ω ϕ̄ = −T 2

ωϕ̄

Grâce à la proposition 3.4.19, nous avons ainsi obtenu la suite de Jordan-Hölder du H
(1)

Fp
-module

[(IndG
B(F )X)I(1)]g :

[(IndG
B(F )X)I(1)]g

(96)
[(IndG

B2(F )ρ2)
I(1)]g

(95)
0

– Enfin, supposons que X1 = X2 et X2 = X3. Pour i ∈ {1, 2}, la représentation paraboliquement
induite par ρi est une sous-représenttion de la série principale induite par X. De plus l’intersec-
tion de ces deux sous-représentations est non nulle puisqu’elle contient la sous-représentation
de dimension 1 dite “des constantes” (remarque 0.1.5). Par conséquent,

(IndG
B1(F )ρ1)

I(1) ∩ (IndG
B2(F )ρ2)

I(1) 6= {0}.

Par passage aux H
(1)

Fp
-modules à gauche, et grâce à la proposition 3.4.19 qui identifie l’image du

morphisme Fi avec [(IndG
Bi(F )ρi)

I(1)]g, on en déduit que l’intersection des images de F1 et F2

est un sous-module non nul de I(λX).

D’après le lemme 3.4.20, les modules standards induits par s1.λX et s2s1.λX (resp. s2.λX et
s1s2.λX) sont isomorphes, donc un quotient de I(s1.λX) (resp. I(s2.λX)) est de dimension su-
périeure ou égale à 2. Par conséquent, le quotient de Im(F1) (resp. Im(F2)) par l’intersection

Im(F1) ∩ Im(F2) est un espace de dimension 2 et est irréductible comme H
(1)

Fp
-module. Ainsi,

Im(F1) ∩ Im(F2) est un espace de dimension 1. De plus, la somme de Im(F1) et Im(F2) est
un sous-module de dimension 5 du module standard induit par λX.

Décrivons chacun des constituants irréductibles du module standard induit par λX que nous
venons d’exhiber. Pour cela, calculons la décomposition de l’élément

K := T ∗
s2
T ∗

s1
T ∗

s2
ϕ = T ∗

s1
T ∗

s2
T ∗

s1
ϕ

dans la base (91) de I(λX). On utilise pour cela les relations (92) et le fait que Ts2 = T−1
ω Ts1Tω.

On obtient

K = X1(π)2ϕ+ X1(π)Tωϕ+ T 2
ωϕ+ X1(π)2Ts1ϕ+ X1(π)TωTs1ϕ+ T 2

ωTs1ϕ.

C’est donc un élément non nul. Il appartient de plus à l’intersection de Im(F1) et de Im(F2)
dont on sait maintenant que c’est un espace de dimension 1. C’en est donc une base. Les actions
de Tω et Ts1 sur K sont données par

(97)

{

TωK = X1(π)K
Ts1K = 0 car TsiT

∗
si

= 0.
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On note encore ψ1 = T ∗
s1
ϕ. On remarque que K = X1(π)2ψ1 + X1(π)Tωψ1 + T 2

ωψ1. Une base
du quotient de Im(F1) par son sous-module de Fp-base K est {ψ̄1, Tωψ̄1} où ψ̄1 désigne l’image
de ψ1 dans le module quotient. Grâce aux relations (93) qui sont encore valables ici puisque
X1 = X2, les actions de Ts1 et de Tω y sont données par

(98)















T 2
ωψ̄1 = −X1(π)2ψ̄1 − X1(π)Tωψ̄1

Ts1ψ̄1 = 0
Ts1Tωψ̄1 = −X1(π)ψ̄1 − Tωψ̄1

Notons ψ2 := T ∗
s2
ϕ. Grâce à la relation (90) on l’écrit ψ2 = ϕ + X1(π)−1TωTs1ϕ. On remarque

que K = X1(π)2ψ2 + X1(π)Tωψ2 + T 2
ωψ2. Une base du quotient de Im(F2) par son sous-module

de Fp-base K est donnée par {ψ̄2, Tωψ̄2} où ψ̄2 désigne l’image de ψ2 dans le module quotient.
Grâce aux relations (95) qui sont encore valables car X2 = X3, les actions de Ts1 et de Tω y sont
données par

(99)















T 2
ωψ̄2 = −X1(π)2ψ2 − X1(π)Tωψ̄2

Ts1ψ̄2 = −ψ̄2 − X1(π)−1Tωψ̄2

Ts1Tωψ̄2 = 0

Enfin notant ϕ̄ l’image de ϕ dans le quotient de I(λX) par le sous-module Im(F1) + Im(F2),
les égalités T ∗

s1
ϕ = Ts1ϕ + ϕ et T ∗

s2
ϕ = ϕ + X1(π)−1TωTs1ϕ donnent 0 = Ts1 ϕ̄ + ϕ̄ et 0 =

ϕ̄− X1(π)−1Tωϕ. Donc les actions de Ts1 et de Tω sur ϕ̄ sont données par

(100)







Tωϕ̄ = X1(π)ϕ̄

Ts1ϕ̄ = −ϕ̄

Grâce à la proposition 3.4.19, nous avons ainsi obtenu la suite de Jordan-Hölder du
H

(1)

Fp
-module [(IndG

B(F )X)I(1)]g :

[(IndG
B(F )X)I(1)]g

(100) ������

HHHHHH

[(IndG
B2(F )ρ2)

I(1)]g

[(IndG
B1(F )ρ1)

I(1)]g

HHHHHH

������ FpK
(97)

(98)

(98) (99)

(99)

0





CHAPITRE 4

MODULES SIMPLES EN CARACTÉRISTIQUE p SUR LA
PRO-p-ALGÈBRE DE HECKE DE GL3(F )

On reprend les notations du chapitre 3 en considérant que n = 3. En particulier, G désigne
maintenant le groupe linéaire GL3(F ) et H

(1)
R désigne la R-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de

GL3(F ).

4.1. Préliminaires

Dans ce paragraphe de préliminaires, q désigne le cardinal du corps résiduel de F . Plus tard, nous
considérerons à nouveau q comme une indéterminée.

Définition 4.1.1. Soit χ ∈ T̂ (Fq) un Fq-caractère du tore fini T (Fq). On note γ l’orbite de χ
sous l’action de S3 et σγ la représentation de I triviale sur I(1) définie par

⊕

χ′∈γ

χ′.

On dit que χ et γ sont
– réguliers si γ est de cardinal 6,
– semi-réguliers si γ est de cardinal 3.

Sinon, γ est de cardinal 1 et l’on est dans le cas Iwahori.

Notons que si q = 2, seul le cas Iwahori existe ; si q = 3 seuls les cas Iwahori et semi-régulier
existent.

Le théorème 3.2.5 se traduit pour n = 3 et R = Fp par la proposition suivante :

Proposition 4.1.2. Il existe une famille d’idempotents centraux orthogonaux (εγ)γ∈Γ, indexée sur

l’ensemble Γ des S3-orbites de T̂ (Fq) telle que l’unité de l’algèbre de Hecke HFp
(G, I(1)) est la

somme de ces idempotents :

1 =
∑

γ∈Γ

εγ ∈ HFp
(G, I(1)).

Pour γ ∈ Γ, on a l’isomorphisme

HFp
(G, σγ) ' εγHFp

(G, I(1)).

De plus, pour γ, γ ′ orbites régulières (resp. semi-régulières, resp. de cardinal 1), les algèbres
HFp

(G, σγ) et HFp
(G, σγ′) sont isomorphes.

La dernière assertion de la proposition provient de [45, 1.3, Exemple 3].
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Proposition 4.1.3. Soit χ ∈ T̂ (Fq) un caractère du tore fini. On a un isomorphisme de Fp[G]-
modules

indG
I s2s1χ −→ indG

I χ
fI,s2s1χ 7−→ ωfI,χ.

C’est l’analogue, pour n = 3 de la deuxième assertion de la proposition 1.1.1. Le résultat provient
du fait que l’élément ω normalise les sous-groupes I et I(1) de G et agit sur le tore T (Fq) comme
le cycle s2s1.

4.2. Modules simples en caractéristique p sur l’algèbre de Hecke-Iwahori de GL3(F )

Soit χ ∈ T̂ (Fq). On suppose que l’on est dans le cas Iwahori c’est-à-dire que χ = χs1 = χs2.
D’après la proposition 4.1.2, on a un isomorphisme de Fp-algèbres

HFp
(G,χ) ' HFp

(G, I).

Dans le cas Iwahori, l’étude des HFp
(G,χ)-modules simples se ramène ainsi à l’étude des HFp

(G, I)-
modules simples.

4.2.1. Présentations de l’anneau de Hecke-Iwahori.— La mise en place de ces présenta-
tions a été antérieure à l’établissement des théorèmes 3.2.1 et 3.2.9 provenant de [45] qui four-
nissent des présentations de l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori. La parenté entre ces résultats
est visible dans ce paragraphe, qui “remplace” les notations (T?, θ

(1)

? , E?...) du paragraphe 3.2 par
(T?, θ?, E?...), et est précisée à travers les remarques 4.2.2 et 4.2.8.

4.2.1.1. Présentation de Iwahori-Matsumoto. — Nous rappelons les résultats de [23].

Pour w ∈ W̃ , on désigne par Tw l’élément de l’anneau de Hecke-Iwahori de G correspondant à
la double classe IwI. L’anneau de Hecke HZ(G, I) est le Z-module libre de base {Tw, w ∈ W̃}
vérifiant

(1) Les relations de tresse, TwTw′ = Tww′ , si w,w′ ∈ W̃ vérifient `(w) + `(w′) = `(ww′).

(2) Les relations quadratiques, T 2
s = (q − 1)Ts + q, pour tout s ∈ S = {s0, s1, s2}.

Notation 4.2.1. – Dans l’anneau commutatif unitaire, on note qR := q.1R. Désormais, on considère
q comme une indéterminée et R comme un Z[q]-module via le morphisme d’anneaux unitaires
défini par q 7→ qR.

– On désigne par H la Z[q]-algèbre de base {Tw, w ∈ W̃} avec les relations (1) et (2) précédentes.

Nous allons noter S0, S1, S2, Ω les éléments Ts0 , Ts1 , Ts2 , Tω. La Z[q]-algèbre H est engendrée
par Ω±1 et S1 avec les relations

(101) (S1 + 1)(S1 − q) = 0, Ω3S1 = S1Ω
3, S1S2S1 = S2S1S2,

(102) où S2 = Ω−1S1Ω. On a aussi S0 = ΩS1Ω
−1.
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– On notera H[q±1/2] la Z[q±1/2]-algèbre obtenue après addition d’une racine carrée et d’un inverse
de l’indéterminée q aux scalaires de H. D’après les relations quadratiques, les éléments S0, S1,
S2 sont inversibles dans H[q±1/2], donc tout élément de la base de Iwahori-Matsumoto de H
est inversible dans H[q±1/2].

– Enfin, on désigne par HR la R-algèbre H ⊗Z[q] R. Elle est isomorphe à la R-algèbre de Hecke
HR(G, I) de G.

Remarque 4.2.2. Soit 1 ∈ T̂ (Fq) le caractère trivial du tore fini. Si R ⊃ {µq−1, (q − 1)−1}, alors

la R-algèbre de Hecke HR est isomorphe à la R-algèbre ε1H
(1)
R d’unité ε1 via l’identification :

Tw → ε1Tw, pour tout w ∈ W̃ (voir le théorème 3.2.5).

4.2.1.2. Présentation de Bernstein entière pour l’anneau de Hecke-Iwahori de GL3(F ).— [44].
La présentation de Bernstein de la Z[q±1/2]-algèbre de Hecke-Iwahori rappelée tout d’abord ici
est fondamentale pour la détermination des HR-modules irréductibles lorsque R est un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle ([29], [30]).

Il existe un morphisme injectif de Z[q±1/2]-algèbres

Z[q±1/2][X] −→ H[q±1/2]
x 7−→ θx

tel que, pour tout x ∈ X élément dominant, θx est égal à q−`(x)/2Tx. On note A[q±1/2] son image.
D’après le théorème de Bernstein ([26, Proposition 3.7]), H[q±1/2] est un A[q±1/2]-module libre
de rang 6 de base {Tw0}w0∈W0 .

Comme au chapitre précédent, pour I ⊂ {1, 2, 3}, on désigne par xI la diagonale constituée de π
en les coordonnées qui appartiennent à I et de 1 ailleurs (voir la notation 3.2.7). Lorsque I est le
singleton {i}, on notera simplement xi. D’après l’appendice de [44], la longueur de xI ∈ W̃ est
égale à |I|(3 − |I|).

L’algèbre A[q±1/2] est la sous-algèbre commutative de H[q±1/2]

Z[q±1/2][θ±1
x1
, θ±1

x2
, θ±1

x3
].

Exemple 4.2.3. Donnons l’expression de θx1 , θx2 et θx3 en fonction des éléments Ω±1 S1 et S2

générateurs de H[q±1/2].

– L’élément x3 = ωs1s2 est dominant. Par conséquent θx3 = q−1Tx3 = q−1ΩS1S2.

– L’élément x2 s’écrit x2 = x{2,3}x
−1
3 où x3 et x{2,3} = ω2s2s1 sont des éléments dominants.

θx2 = θx{2,3}
θx3

−1 = Ω2S2S1S
−1
2 S−1

1 Ω−1 = S−1
2 ΩS1.

– L’inverse de l’élément x1 = s1s2ω est dominant, donc

θx1 = (θx−1
1

)−1 = qS−1
1 S−1

2 Ω.
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Notation 4.2.4. Pour tout w ∈ W̃ de décomposition w = w0x ∈ W0.X, on définit comme dans
[44] l’élément Ew ∈ H[q±1/2] par

Ew := q(`(w)−`(w0))/2Tw0θx.

Exemple 4.2.5. On a Ew0 = Tw0 pour w0 ∈W0, Ex = Tx pour x ∈ Xdom. Calculons les éléments
Eω, Es0 .

L’élément de longueur nulle ω s’écrit ω = s2s1x1 ∈W0.X, donc

Eω = q−1S2S1θx1 = q−1S2S1qS
−1
1 S−1

2 Ω = Ω.

L’élément s0 de longueur 1 se décompose s0 = ωs1ω
−1 = s2s1s2 x1x

−1
3 ∈W0.X, donc

Es0 = q−1S2S1S1θx1θ
−1
x3

= qS−1
0 = S0 + 1 − q.

Dans tous ces cas l’élément E∗ appartient en fait à la Z[q]-algèbre H.

Notation 4.2.6. Pour I ⊂ {1, 2, 3}, on désignera l’élément ExI
par EI . Par exemple, E{1,2,3} est

égal à l’élément central inversible Ω3.

Le résultat suivant est un cas particulier de [44, Théorème 1].

Théorème 4.2.7. 1) L’ensemble {Ew}w∈W̃ constitue une base de la Z[q]-algèbre H.

2) L’ensemble {Ex}x∈X̃ est une base de la Z[q]-algèbre A = H ∩ A[q±1/2]. De plus, un système
générateur de A est donné par

E±1
{1,2,3}, EI , pour ∅ ⊂ I ⊂ {1, 2, 3}

avec les relations : pour I, J ⊂ {1, 2, 3},

(R0) EIEJ = q(|I∪J |−|I|)(|I∪J |−|J |)EI∩JEI∪J .

3) Le centre de H est la Z[q]-algèbre de type fini

Z[q][ Ω±3, Z1, Z2 ],

où Z1 = E{1} + E{2} + E{3}, Z2 = E{1,2} + E{2,3} + E{1,3}.

L’algèbre H est de type fini sur son centre.

On désignera par AR la R-algèbre A⊗Z[q] R. La Z[q]-algèbre A agit sur tout HR-module via sa
projection AR dans HR.

Remarque 4.2.8. Soit 1 ∈ T̂3(Fq) le caractère trivial du tore fini. Si R ⊃ {µq−1, (q − 1)−1} alors

dans l’identification HR → ε1H
(1)
R , l’élément Ew de la base de Bernstein de HR que nous venons

de définir s’envoie sur l’élément ε1Ew, où Ew désigne l’élément de la base de Bernstein entière de
la Z[q]-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori H(1) définie au précédent chapitre. La comparaison des
exemples 3.2.8 et 4.2.5 illustre cette remarque.

En particulier, la R-algèbre AR est isomorphe à la sous-algèbre commutative ε1A
(1)
R de ε1H

(1)
R .
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4.2.1.3. Relations de commutation dans H.— Pour tout w ∈ W̃ , l’élément suivant appartient à
H [45, Remarque 7] :

(Tw)∗ = q`(w)(Tw)−1,

où (Tw)−1 désigne l’élément inverse de Tw dans H[q±1/2]. En particulier S∗
i = Si + 1 − q pour

i ∈ {0, 1, 2}.

Les relations de la présentation de Iwahori-Matsumoto assurent que l’application S1, S2 7→ −1,
Ω 7→ 1 s’étend de façon unique en un morphisme de Z[q]-algèbres H → Z[q] que l’on note sign.
On a alors un anti-automorphisme d’algèbres involutif ι : H → H défini par

ι(Tw) = sign(Tw)(Tw)∗

pour w ∈ W̃ [45, Corollaire 2]. En particulier, ι(Si) = −S∗
i pour i ∈ {0, 1, 2}.

Dans H, on dispose des “relations de Bernstein entières”. Comme leurs analogues (78) et (79) pour
l’algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori que nous avons démontrées au paragraphe 3.4.4, elles s’ob-
tiennent en étendant d’abord les scalaires à Z[q±1/2] puis en appliquant les relations de Bernstein
dans H[q±1/2] ([29, §5]). Soit i ∈ {1, 2}, I ⊂ {1, 2, 3}.

(B1) Si i ∈ I, i+ 1 6∈ I, alors EISi = S∗
i EI∪{i+1}−{i},

(B2) Si i 6∈ I, i+ 1 ∈ I, alors EIS
∗
i = SiEI∪{i}−{i+1},

(B3) Si i, i+ 1 6∈ I, alors EI et Si commutent.

(B4) Si i, i+ 1 ∈ I, alors EI et Si commutent.

Les relations suivantes sont les analogues des relations (82) et (83) du chapitre précédent. Soit
i ∈ {1, 2}, I ⊂ {1, 2, 3} avec i+ 1 ∈ I, i 6∈ I.

(R1) ExIsi Si = EI ,

(R2) ExIsi EI = SiEI−{i+1}EI∪{i}.

Nous voulons exhiber une symétrie dans l’expression des éléments générateurs de la Z[q]-algèbre
A. Pour ce faire, on utilise les relations de commutation (102) et l’exemple 4.2.3, et l’on obtient :

(R3) E{1} = S∗
1ΩS∗

0 , E{2} = S∗
2ΩS1, E{3} = S0ΩS2 ;

(R′
3) E{1,2} = S∗

2Ω2S∗
0 , E{2,3} = S0Ω

2S1, E{1,3} = S∗
1Ω2S2.

Notation 4.2.9. Nous adoptons la convention suivante, qui souligne la symétrie annoncée. Pour
tout i ∈ Z, on pose

si := s1, E{i} = E{1}, E{i,i+1} = E{1,2} , si i = 1 mod 3 ;
si := s2, E{i} = E{2}, E{i,i+1} = E{2,3} , si i = 2 mod 3 ;
si := s0, E{i} = E{3}, E{i,i+1} = E{3,1} , si i = 0 mod 3.

Les relations (R3) et (R′
3) se traduisent alors de la façon suivante : pour tout i ∈ Z,

(R3) E{i} = −ι(Esi)ΩEsi−1 ,
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(R′
3) E{i,i+1} = −ι(Esi+1)Ω

2Esi−1 .

On a, pour finir, les relations suivantes. Pour tout i ∈ Z,

(R4) EsiE{i,i+1} = ΩEsi−1E{i+1}.

Rappelons que Es1 = S1, Es2 = S2, Es0 = S∗
0 , et montrons l’égalité (R4) pour i = 1. D’après

(R0), qE{1,2} = E{1}E{2} . D’autre part, d’après (R3), on a Es1E{1} = qΩEs0. D’où qEs1E{1,2} =
qΩEs0E{2}, donc Es1E{1,2} = ΩEs0E{2}. Les cas i = 2 et i = 3 se démontrent de la même façon.

4.2.1.4. Relèvement des Fp-caractères de A. — On appelle R-caractère de A un morphisme d’an-
neaux λ : A → R tel que λ(q) = qR. L’action naturelle de W0 sur X fournit une action de W0 sur
A[q±1/2] qui stabilise A. On en déduit une action de W0 sur A et sur ses caractères.

Proposition 4.2.10. Soit λ : A → Fp. Il existe λ0 : A → Zp qui relève λ c’est à dire tel que
λ = rp ◦ λ0.

Preuve de la proposition 4.2.10. — Soit λ : A → Fp. On note z = λ(Ω3) ∈ Fp
∗

et z0 ∈ Zp
∗

un relèvement de z. Dans chacun des cas suivants, nous donnons un caractère λ0 : A[q±1/2] → Qp

dont la restriction à A est à valeurs entières et relève λ. (Pour s’en assurer il suffit de vérifier que,
pour tout I ⊂ {1, 2, 3}, λ0(EI) appartient à Zp et que sa réduction modulo p est égale à λ(EI).)

– Lorsque λ est régulier, il existe i ∈ N, ε ∈ {1,−1} tels que, avec la notation 4.2.9,
λ(E{i}) = y 6= 0, λ(E{i,i+ε}) = y′ 6= 0.

Soient y0 et y′0 ∈ Z
∗
p relevant respectivement y et y′. On définit λ0 : A[q±1/2] → Qp par :

λ0 : θxi 7→ q−1y0, θxi+ε 7→ y′0y
−1
0 , θxi−ε 7→ qz0y

′−1
0 .

– Lorsque λ est singulier, non supersingulier :
Premier cas : il existe i ∈ N, tel que λ(E{i}) = y 6= 0. Soit y0 ∈ Z

∗
p relevant y. On définit

λ0 : A[q±1/2] → Qp par :

λ0 : θxi 7→ q−1y0, θxi+1 7→ q1/2, θxi−1 7→ q1/2z0y
−1
0 .

Deuxième cas : il existe i ∈ N tel que λ(E{i,i+1}) = y′ 6= 0. Soit y′0 ∈ Z
∗
p relevant y′. On

définit λ0 : A[q±1/2] → Qp par :

λ0 : θxi 7→ q−1/2, θxi+1 7→ q−1/2y′0, θxi−1 7→ z0y
′−1
0 .

– Si λ est supersingulier. On définit λ0 : A[q±1/2] → Qp par

λ0 : θx1 7→ 1, θx2 7→ 1, θx3 7→ z0.
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4.2.2. Modules standards pour l’anneau de Hecke-Iwahori de GL3(F ). — Soit un R-
caractère λ : A → R.

Définition 4.2.11. On appelle HR-module standard induit par λ le HR-module

I(λ) = HR ⊗A λ.

On note φ l’élément générateur 1 ⊗ 1 de I(λ) et on l’appelle le générateur canonique.

4.2.2.1. Lien avec les modules standards pour l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GL3(F ).—

Supposons que R ⊃ {µq−1, (q−1)−1}. Les remarques 4.2.2 et 4.2.8 disent que la R-algèbre ε1H
(1)
R

d’unité ε1 est isomorphe à la R-algèbre HR d’unité via l’identification : ε1Ew 7→ Ew pour tout
w ∈ W̃ . Dans cette identification, l’algèbre commutative ε1A

(1)
R correspond à la R-algèbre AR :

ε1A
(1)
R

∼
−→ AR

ε1Tt 7−→ 1 pour tout t ∈ T (Fq)
ε1Ex 7−→ Ex pour tout x ∈ X.

Ainsi le HR-module standard induit par λ, de générateur canonique φ, a une structure de H
(1)
R -

module engendré par φ vérifiant ε1φ = φ, et
{

Ttφ = φ, pour tout t ∈ T (Fq)
Exφ = λ(Ex)φ, pour tout x ∈ X.

On note λ(1) : A(1) → R le R-caractère de A(1) défini par

λ(1)(Tt) := 1 pour tout t ∈ T (Fq), λ
(1)(Ex) := λ(Ex), pour tout x ∈ X.

Le HR-module standard induit par λ a une structure de H
(1)
R -module isomorphe au H

(1)
R -module

standard induit par λ(1). Les propriétés des H(1)
R -modules standards énoncées au chapitre précédent

se transposent donc aux HR-modules standards.

4.2.2.2. Lorsque R = Fp, on dira de λ et duHFp
-module standard qu’il induit qu’ils sont réguliers,

resp. singuliers, resp. supersinguliers, si λ(1) est régulier, resp. singulier, resp. supersingulier. On
appellera drapeau de λ le drapeau de λ(1).

Lorsque R = Qp, on dira de λ qu’il est entier si λ(A) ⊂ Zp, c’est à dire si λ(1) est entier. On notera
L(λ) le sous-HZp

-module de I(λ) induit par φ. D’après la proposition 3.3.2, c’est une structure
entière pour I(λ), que l’on appelle la structure entière canonique de I(λ).

Proposition 4.2.12. Soit λ : A → Qp un caractère entier. Pour tout w ∈ W0, le caractère w.λ

est entier et les HFp
-modules L(λ) ⊗Zp

Fp et L(w.λ) ⊗Zp
Fp ont la même semi-simplification.
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Démonstration. — Il est démontré dans [29, 2.3], à l’aide des polynômes de Kazhdan-Lusztig
([22, 5.9]), ou bien encore dans [15, proposition 1.5] que les HQp

-modules standards induits par λ
et w.λ ont la même semi-simplification. Il est de plus classique d’établir que la semi-simplification
de la réduction d’une structure entière d’un HQp

-module ne dépend que de la semi-simplification
de ce HQp

-module.

Corollaire 4.2.13. Soit λ : A → Fp. Supposons que les HFp
-modules standards induits par les

conjugués de λ sont de dimension 6. Alors ils ont la même semi-simplification.

Démonstration. — On se place sous les hypothèses du corollaire. Le caractère λ se relève en un
caractère λ0 : A → Zp comme on l’a vu par la proposition 4.2.10. Pour tout w ∈W0, le caractère
w.λ0 relève le caractère w.λ conjugué de λ.
Le corollaire 3.3.8 dit que le HFp

-module standard induit par λ est isomorphe à la réduction de
la structure entière canonique du HQp

-module standard induit par ιQp
λ0. D’après la proposition

4.2.12, il a donc la même semi-simplification que le HFp
-module standard induit par w.λ.

4.2.3. Classification des HFp
-modules simples.— Soient y, y ∈ Fp, z ∈ Fp

∗
. On désigne par

µ(z, y, y′) le caractère du centre de HFp
déterminé par :

µ(z, y, y′) : Ω3 7−→ z
Z1 7−→ y
Z2 7−→ y′.

On dit de µ(z, y, y′) qu’il est régulier si yy′ 6= 0, singulier sinon. Dans le cas particulier où
(y, y′) = (0, 0) on dit que µ(z, y, y′) est supersingulier. Nous donnons maintenant une liste de
HFp

-modules ayant un caractère central égal à µ(z, y, y ′). Pour décrire l’action de HFp
, il suffit de

définir les actions de S1 et Ω car {S1,Ω
±1} est un système générateur de HFp

.

HFp
-modules de caractère central µ(z, y, y ′) régulier :

• K6(z, y, y
′) de base {u,Ωu,Ω2u, v,Ωv,Ω2v} avec

S1(u) = v, S1(Ωu) = yy′−1Ω2v, S1(Ω
2u) = −Ω2u,

S1(v) = −v, S1(Ωv) = y′z−1Ω2u, S1(Ω
2v) = −Ω2v.

• M3(z, y, y
′) de base {u1,Ωu1,Ω

2u1}, avec y′2 = zy.

L’action de HFp
est donnée par S1u1 = 0, S1Ωu1 = y′z−1Ω2u1, S1Ω

2u1 = −Ω2u1.

Si y3 = z, alors M3(z, y, y
′) a pour sous-module le caractère de base y2u1+yΩu1+Ω2u1 suivant :

M1(0, y) : Ω → y, S1 → 0.

Le quotient obtenu est isomorphe à M2(y) de Fp-base {w1,Ωw1} déterminé par S1w1 =
0, S1Ωw1 = −yw1 − Ωw1, Ω2w1 = −y2w1 − yΩw1.



4.2. MODULES SIMPLES EN CARACTÉRISTIQUE p SUR L’ALGÈBRE DE HECKE-IWAHORI DE GL3(F )151

• M̃3(z, y, y
′) de Fp-base {ũ1,Ωũ1,Ω

2ũ1} avec y′2 = zy.

L’action de HFp
est donnée par S1ũ1 = −ũ1, S1Ωũ1 = −y′z−1Ω2ũ1, S1Ω

2ũ1 = −Ω2ũ1.

Si y3 = z, alors M̃3(z, y, y
′) a pour sous-module le module M̃2(y) de Fp-base {ṽ1,Ωṽ1} avec

ṽ1 = y2ũ1 − yΩũ1 et S1ṽ1 = −ṽ1 − y−1Ωṽ1, S1Ωṽ1 = 0 Ω2ṽ1 = −y2ṽ1 − yΩṽ1.
Le quotient obtenu est le caractère

M1(−1, y) : Ω → y, S1 → −1.

• N3(z, y, y
′) de Fp-base {u2,Ωu2,Ω

2u2}, avec y′ = y2.

L’action de HFp
-est donnée par S1u2 = yz−1Ω2u2, S1Ωu2 = 0, S1Ω

2u2 = −Ω2u2.

Si y3 = z, alors N3(z, y, y
′) a pour sous-module le caractère M1(0, y) de base y2u2+yΩu2+Ω2u2.

Le quotient obtenu est isomorphe à M̃2(y).

• Ñ3(z, y, y
′) de Fp-base {ũ2,Ωũ2,Ω

2ũ2} avec y′ = y2.

L’action de HFp
est donnée par S1ũ2 = −yz−1Ω2ũ2, S1Ωũ2 = −Ωũ2, S1Ω

2ũ2 = −Ω2ũ2.

Si y3 = z, alors Ñ3(z, y, y
′) a pour sous-module est le HFp

-module de Fp-base {ṽ2,Ωṽ2} avec

ṽ2 = yΩũ2 − Ω2ũ2 qui est isomorphe à M2(y). Le quotient obtenu est le caractère M1(−1, y).

HFp
-modules de caractère central µ(z, y, y ′) singulier, non supersingulier :

• L6(z, y, 0) de base {v,Ωv,Ω2v, w,Ωw,Ω2w} avec S1v = 0, S1Ωv = Ωw, S1Ω
2v = −Ω2v, S1(w) =

yz−1Ω2v, S1Ωw = −Ωw, S1(Ω
2w) = −Ω2w.

• L̃6(z, 0, y
′) = {v,Ωv,Ω2v, w,Ωw,Ω2w}. S1(v) = w, S1(Ωv) = 0, S1(Ω

2v) = −Ω2v, S1(w) = −w,
S1(Ωw) = y′z−1Ω2v, S1(Ω

2w) = −Ω2w.

HFp
-modules de caractère central supersingulier µ(z, 0, 0) :

• P3(z) a pour Fp-base {u,Ωu,Ω2u}. L’action de S1 donnée par S1u = S1Ωu = 0, S1Ω
2u = −Ω2u.

• P̃3(z) a pour Fp-base {v,Ωv,Ω2v}. L’action de S1 donnée par S1v = −v, S1Ωv = 0, S1Ω
2v =

−Ω2v.

L’observation du caractère central et de la trace de l’action de S1 montre que deux HFp
-modules

de dimension 6, 3 ou 1 de la liste précédente ne sont pas isomorphes.
Soit y ∈ Fp

∗
. Remarquons qu’un élément du noyau de l’action de S1 + 1 sur le HFp

-module
M2(y) est envoyé par Ω dans le noyau de l’action de S1. En revanche, l’image par Ω du noyau de
l’action de S1 + 1 sur M̃2(y) n’est pas un espace propre pour l’action de S1. Par conséquent, les
HFp

-modules M2(y) et M̃2(y) ne sont pas isomorphes.
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Théorème 4.2.14. a) Soient y, y′ ∈ Fp, z ∈ Fp
∗
. Un HFp

-module simple ayant un caractère

central égal à µ(z, y, y′) est isomorphe à l’un des HFp
-modules de la liste suivante :

M1(0, y), M1(−1, y), M2(y), M̃2(y) avec y 6= 0, y′ = y2, z = y3,

M3(z, y, y
′), M̃3(z, y, y

′) avec y 6= 0, y′2 = zy, y′ 6= y2,

N3(z, y, y
′), Ñ3(z, y, y

′) avec y 6= 0 y′2 6= zy, y′ = y2,
K6(z, y, y

′), avec yy′ 6= 0 y′2 6= zy, y′ 6= y2,

L6(z, y, 0) avec y 6= 0, L̃6(z, 0, y
′) avec y′ 6= 0,

P3(z), P̃3(z).
Deux modules simples de cette liste ne sont pas isomorphes.

b) De plus, tout HFp
-module irréductible M se relève : il existe un HQp

-module irréductible M0

admettant une structure entière L0 telle que l’on a l’isomorphisme de HFp
-modules

M ' L0 ⊗Zp
Fp.

La suite de la section 4.2 est consacrée à la démonstration du théorème 4.2.14 : il s’agit de
déterminer la semi-simplification des HFp

-modules standards.

4.2.4. Semi-simplification des HFp
-modules standards réguliers.—

Proposition 4.2.15. Soit λ : A → Fp un caractère régulier. Le HFp
-module standard induit par

λ est un Fp-espace vectoriel de dimension 6.

Démonstration. — D’après le lemme 3.4.17, que l’on peut appliquer aux HFp
-modules stan-

dards du fait des observations du paragraphe 4.2.2.1, le Fp-espace vectoriel I(λ) est engendré par
l’ensemble

{φ, Ωφ, Ω2φ, Siφ, ΩSiφ, Ω2Siφ, i ∈ {0, 1, 2}}.

Puisque Es1 = S1, Es2 = S2, Es0 = S0 + 1 − q, il est aussi engendré par

{φ, Ωφ, Ω2φ, Esiφ, ΩEsiφ, Ω2Esiφ, i ∈ {0, 1, 2}}.

Premier cas : le support de λ est de la forme {E{i},E{i,i+1}}, pour i ∈ N, avec la convention
adoptée par la notation 4.2.9. On a

E{i}φ = λ(E{i})φ 6= 0, E{i,i+1}φ = λ(E{i,i+1})φ 6= 0.

On rappelle que E{i} = −ι(Esi)ΩEsi−1 et E{i,i+1} = −ι(Esi+1)Ω
2Esi−1 : ce sont les rela-

tions (R3) et (R′
3). On en déduit que Esi+1E{i,i+1} = 0 et EsiE{i} = 0. Ainsi, Esi+1φ =

0 et Esiφ = 0. Par conséquent le Fp-espace vectoriel I(λ) est engendré par l’ensemble
{φ,Ωφ, Ω2φ, Esi−1φ, ΩEsi−1φ, Ω2Esi−1φ}. Or on sait que I(λ) est de dimension supérieure
ou égale à 6 (corollaire 3.3.7), donc I(λ) est le Fp-espace vectoriel de dimension 6 de base

{φ,Ωφ, Ω2φ, Esi−1φ, ΩEsi−1φ, Ω2Esi−1φ}.

Deuxième cas : le support de λ est de la forme {E{i},E{i,i−1}}, pour i ∈ N, avec la convention
adoptée par la notation 4.2.9. De la même façon, les relations

Esiφ = 0 car EsiEiφ = 0, Esi+1φ = λ(E{i−1,i})λ(E{i})
−1Ω−1Esi−1φ du fait de (R4).
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assurent que I(λ) est le Fp-espace vectoriel de dimension 6 de base

{φ,Ωφ, Ω2φ, Esi−1φ, ΩEsi−1φ, Ω2Esi−1φ}.

Théorème 4.2.16. Soient i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j. Soit λ : A → Fp un caractère régulier de drapeau

∅ ( {i} ( {i, j} ( {1, 2, 3}.

Notons y, y′, z les éléments non nuls de Fp tels que

λ(E{i}) = y, λ(E{i,j}) = y′, λ(Ω3) = z.

– Le HFp
-module I(λ) est irréductible si et seulement si

zy′−1 6= y′y−1 et y′y−1 6= y,

auquel cas il est isomorphe au HFp
-module K6(z, y, y

′).

– Supposons que zy′−1 = y′y−1 et y′y−1 6= y.
Alors I(λ) possède deux sous-quotients irréductibles non isomorphes. L’un est isomorphe à

M3(z, y, y
′), l’autre à M̃3(z, y, y

′).

– Supposons que zy′−1 6= y′y−1 et y′y−1 = y.
Alors I(λ) possède deux sous-quotients irréductibles non isomorphes. L’un est isomorphe à

N3(z, y, y
′), l’autre à Ñ3(z, y, y

′).

– Supposons que y′y−1 = y et zy′−1 = y′y−1. Alors I(λ) admet quatre constituants irréductibles

non-isomorphes : M1(0, y), M1(−1, y), M2(y), M̃2(y).

Démonstration. — Supposons que le drapeau de λ est dominant,

∅ ( {3} ( {2, 3} ( {1, 2, 3}.

Puisque la Fp-algèbre HFp
s’identifie avec la Fp-algèbre ε1H

(1)

Fp
d’unité ε1, le paragraphe 4.2.2.1

a montré que l’étude du HFp
-module standard induit par λ se ramène à l’étude du H

(1)

Fp
-module

standard induit par le caractère λ(1) : A(1) → Fp régulier de drapeau dominant défini par

λ(1)(E{3}) = y, λ(1)(E{2,3}) = y′, λ(1)(E{1,2,3}) = z, λ(1)(Tt) = 1 ∀t ∈ T (Fq),

et qui provient par la bijection (69) du caractère non ramifié X = X1 ⊗ X2 ⊗ X3 : T (F ) → Fp
∗

défini par
X1(π) = zy′−1, X2(π) = y′y−1, X3(π) = y

(Voir le paragraphe 3.4.1.2). La semi-simplification du module standard induit par λ(1) est donnée
par le paragraphe 3.4.5.5, selon que X1(π), X2(π) et X3(π) sont des éléments distincts ou non.
Pour retrouver les constituants irréductibles annoncés par le théorème il suffit de comparer le HFp

-

module K6(z, y, y
′) (respectivement M3(z, y, y

′), M̃3(z, y, y
′), N3(z, y, y

′), Ñ3(z, y, y
′), M1(0, y),

M2(y), M̃2(y), M1(−1, y)) avec le H
(1)

Fp
-module défini par les formules (92), (resp. (93), (94), (95),

(96), (97), (98), (99), (100).) On a ainsi démontré le théorème pour λ de drapeau dominant.
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Un conjugué de λ est régulier et induit un module standard de dimension 6 d’après la proposition
4.2.15. Par le corollaire 4.2.13, ce dernier a la même semi-simplification que le module standard
induit par λ.
Le théorème est ainsi démontré car tout Fp-caractère régulier de A est dans l’orbite sous l’action
de W0 d’un caractère régulier de drapeau dominant.

Relèvement des HFp
-modules simples réguliers.

Soient z, y, y′ ∈ Fp
∗

et λ : A → Fp le caractère régulier de drapeau dominant défini par

λ(Ω3) = z, λ(E{3}) = y, λ(E{2,3}) = y′.

Soient z0, y0, y
′
0 ∈ Zp

∗
relevant respectivement z, y, y′. D’après la preuve de la proposition 4.2.10,

le caractère A[q±1/2] → Qp défini par

θx1 7→ qz0y
′−1
0 , θx2 7→ y′0y

−1
0 , θx3 7→ q−1y0

est entier et sa restriction λ0 : A → Zp relève λ. Le HQp
-module standard I(ιQp

λ0) admet

donc une structure entière canonique L(ιQp
λ0) isomorphe au HZp

-module standard induit par λ0

(proposition 4.2.15 et corollaire 3.3.8) et l’on a L(ιQp
λ) ⊗Zp

Fp ' I(λ).

Si I(λ) est irréductible, alors zy′−1 6= y′y−1 et y′y−1 6= y, d’après la condition d’irréductibilité
du théorème 4.2.16. Dès lors, z0, y0, y′0 vérifient nécessairement les relations λ0(θx1) 6= qλ0(θx2),
et λ0(θx2) 6= qλ0(θx3). D’après le critère d’irréductibilité pour les HQp

-modules standards [30],

I(ιQp
λ0) est alors irréductible et il relève le HFp

-module standard irréductible I(λ).

Si I(λ) admet deux constituants irréductibles respectivement isomorphes à N3(z, y, y
′) et

Ñ3(z, y, y
′), alors, d’après le théorème 4.2.16, c’est que l’on a zy ′−1 6= y′y−1 et y′y−1 = y. On peut

choisir z0, y0, y
′
0 tels que λ0(θx1) 6= qλ0(θx2) et λ0(θx2) = qλ0(θx3). Dans ce cas I(ιQp

λ0) admet,

d’après [30], deux constituants irréductibles, qui relèvent dès lors respectivement N3(z, y, y
′) et

Ñ3(z, y, y
′).

Le cas où I(λ) admet deux constituants irréductibles respectivement isomorphes à M3(z, y, y
′) et

M̃3(z, y, y
′) est traité de même.

Enfin, si I(λ) admet quatre constituants irréductibles, alors, d’après le théorème 4.2.16, on peut
choisir z, y0, y

′
0 tels que λ0(θx1) = qλ0(θx2) et λ0(θx2) = qλ0(θx3). Dans ce cas I(ιQp

λ0) admet,

d’après [30] également quatre constituants irréductibles, qui relèvent respectivement M1(0, y),
M1(−1, y), M2(y), M̃2(y).

4.2.5. Semi-simplification des HFp
-modules standards singuliers, non supersingu-

liers.— Soit λ : A → Fp un caractère singulier non supersingulier. Soient y, y ′, z ∈ Fp avec
z 6= 0, (y, y′) 6= (0, 0), yy′ = 0 tels que la restriction de λ au centre de H est définie par

Ω3 7−→ z
Z1 7−→ y
Z2 7−→ y′.

Proposition 4.2.17. Le HFp
-module standard I(λ) est un Fp-espace vectoriel de dimension 6.
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Démonstration. — D’après le lemme 3.4.17, et par le même argument que pour la preuve de
la proposition 4.2.15, le Fp-espace vectoriel I(λ) est engendré par les éléments

{φ,Ωφ, Ω2φ, Esiφ, ΩEsiφ, Ω2Esiφ, i ∈ {0, 1, 2}}.

– Supposons que y 6= 0. Cela signifie que le drapeau de λ est de la forme

∅ ( {i} ( {1, 2, 3}

pour i ∈ {1, 2, 3}. La relation (R3) dit que E{i} = −ι(Esi)ΩEsi−1 . Elle donne donc Esi−1φ 6= 0
et permet aussi de remarquer que EsiE{i} = 0 donc Esiφ = 0. La relation (R4) quant à elle,
dit que Esi−1E{i−1,i} = ΩEsi+1E{i}. On en déduit que ΩEsi+1E{i}φ = 0 et donc Esi+1φ = 0. Par
conséquent, le Fp-espace vectoriel I(λ) est engendré par les éléments

{φ,Ωφ, Ω2φ, Esi−1φ, ΩEsi−1φ, Ω2Esi−1φ}.

Or on sait qu’il est de dimension supérieure ou égale à 6 (corollaire 3.3.7), donc cet ensemble
en est une base.

– Si y = 0 et y′ 6= 0, cela signifie qu’il existe i ∈ {1, 2, 3} tel que λ(E{i,i+1}) 6= 0. La relation (R′
3)

dit que E{i,i+1} = ι(Esi+1)Ω
2Esi−1 . Elle donne donc Esi−1φ 6= 0 et permet de remarquer que

Esi+1E{i,i+1} = 0, d’où Esi+1φ = 0. Enfin, la relation (R4) dit que EsiE{i,i+1} = ΩEsi−1E{i+1}

de sorte que EsiE{i,i+1}φ = 0 d’où Esiφ = 0.
Ainsi, I(λ) est un Fp-espace vectoriel de dimension 6 de base

{φ,Ωφ, Ω2φ, Esi−1φ, ΩEsi−1φ, Ω2Esi−1φ}.

Théorème 4.2.18. Le HFp
-module standard induit par λ est irréductible. Il est isomorphe à

L6(z, y, 0) si y 6= 0, à L̃6(z, 0, y
′) si y′ 6= 0.

Démonstration. — Nous montrons le théorème 4.2.18 dans le cas où le drapeau de λ est do-
minant. Comme dans la preuve du théorème 4.2.16, le cas général s’en déduit grâce au corollaire
4.2.13.

Soit M un sous-HFp
-module propre de I(λ). Supposons que S1 agit par zéro sur M . Dès lors

S0 = ΩS1Ω
−1 et S−1

2 = Ω−1S1Ω agissent également par zéro sur M et, d’après les relations (R3),
et (R′

3), les éléments centraux Z1, et Z2 agissent alors sur tout élément m ∈M par

Z1m = (ΩS∗
2S

∗
0 + ΩS∗

0S1 + ΩS1S2)m = Ωm,

Z2m = (Ω2S∗
1S

∗
0 + Ω2S2S1 + Ω2S∗

0S2)m = Ω2m,

ce qui, puisque M est non nul, est en contradiction avec le fait que I(λ) admet un caractère
central singulier. Par conséquent, M n’est pas inclus dans le noyau de l’action de S1 et, puisque
(S1 + 1)S1 = 0, il existe un élément non nul m ∈M , appartenant au noyau de l’action de S1 + 1.

Premier cas : le drapeau de λ est ∅ ( {3} ( {1, 2, 3}. Cela signifie que y 6= 0. D’après la preuve
de la proposition 4.2.17, une Fp-base de I(λ) est donnée par {φ,Ωφ, Ω2φ, S2φ, ΩS2φ, Ω2S2φ}. De
plus on y a vu que S∗

0φ = Es0φ = 0 et S1φ = Es1φ = 0. On vérifie alors à l’aide des relations (R3)



156 CHAPITRE 4. MODULES SIMPLES SUR LA Fp-ALGÈBRE DE HECKE DU PRO-p-IWAHORI DE GL3(F )

et (R′
3) que le HFp

-module I(λ) est isomorphe à L6(z, y, 0) via l’identification v 7→ φ, w 7→ S2φ.
En effet on a

– S1.φ = 0,
– S1.Ωφ = ΩS2φ,
– S1.Ω

2φ = Ω2S0φ = −Ω2φ,
– E{3} = ΩS1S2 donc S1.S2φ = z−1yΩ2φ,
– S1.ΩS2φ = ΩS2

2φ = −ΩS2φ,
– E{1,3} = S∗

1Ω2S2 donc 0 = S∗
1Ω2S2φ et S1.Ω

2S2φ = −Ω2S2φ

L’élément non nul m ∈M , appartenant au noyau de l’action de S1 + 1, s’écrit

m = αΩ2φ+ βΩS2φ+ γΩ2S2φ

avec α, β, γ ∈ Fp. On a alors ΩS1Ω.m = z(−βS2φ+ γyφ) ∈M , et S1(ΩS1Ω.m) = −βyΩ2φ ∈M .
Or φ engendre le HFp

-module I(λ). Donc, si β était non nul, M ne serait pas un sous-module
propre de I(λ). Donc β = 0. De même, on a alors γ = 0, et α = 0, et m = 0.
Par conséquent I(λ) est un HFp

-module irréductible.

Deuxième cas : le drapeau de λ est ∅ ( {2, 3} ( {1, 2, 3}. Cela signifie que y ′ 6= 0. D’après la preuve
de la proposition 4.2.17, une Fp-base de I(λ) est donnée par {φ,Ωφ, Ω2φ, S1φ, ΩS1φ, Ω2S1φ} et
l’on a S0φ = −φ, S2φ = 0. On vérifie alors à l’aide des relations (R3) et (R′

3) que le HFp
-module

I(λ) est isomorphe à L̃6(z, 0, y
′) via l’identification v 7→ φ, w 7→ S1φ. En effet, on a

– S1.φ = S1φ,
– S1Ωφ = ΩS2φ = 0,
– S1Ω

2φ = Ω2S0φ = −Ω2φ,
– S1.S1φ = −S1φ,
– E{2,3} = Ω2S2S1 donc S1.ΩS1φ = ΩS2S1 = z−1y′Ω2φ,
– E{2} = S∗

2ΩS1 donc S∗
2ΩS1φ = 0 et S1.Ω

2S1φ = ΩS2ΩS1φ = −Ω2S1φ.

L’élément m 6= 0, m ∈M non nul appartenant au noyau de l’action de S1 + 1, s’écrit

m = αΩ2φ+ βS1φ+ γΩ2S1φ

avec α, β, γ ∈ Fp. De plus, on a S1Ω
2.m = −βΩ2S1φ+ γy′Ω2φ ∈M , et (S1Ω

2)2.m = −βy′Ω2φ ∈
M . Or φ engendre le HFp

-module I(λ). Donc, β = 0, puis γ = 0, et α = 0.
Par conséquent I(λ) est un HFp

-module irréductible.

Relèvement des HFp
-modules standards singuliers, non-supersinguliers.

Soit λ : A → Fp un caractère singulier non-supersingulier. Soit λ0 : A → Zp le relèvement de
λ donné dans la preuve de la proposition 4.2.10. Puisque le module standard induit par λ est
de dimension 6, le corollaire 3.3.8 dit que le HQp

-module standard induit par ιQp
λ0 admet une

structure entière canonique L(ιQp
λ0) isomorphe au HZp

-module standard induit par λ et l’on a

L(ιQp
λ0) ⊗Zp

Fp ' I(λ).

Le critère d’irréductibilité des HQp
-modules standards [30] nous assure que le HQp

-module stan-

dard I(ιQp
λ0) est irréductible.

Ainsi, le HFp
-module standard irréductible I(λ) se relève : il est isomorphe à la réduction de la

structure entière canonique du HQp
-module irréductible I(ιQp

λ0).
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4.2.6. Semi-simplification des modules standards supersinguliers.— Soit λ : A → Fp un
caractère supersingulier. Il est entièrement déterminé par sa valeur z ∈ Fp

∗
en l’élément central

inversible Ω3. Nous allons démontrer le théorème suivant.

Théorème 4.2.19. Il existe un morphisme de HFp
-modules défini par

P : I(λ) −→ I(λ)
φ 7−→ (1 + S1 + S2)φ.

où φ désigne le générateur canonique du HFp
-module standard I(λ). C’est un projecteur et le

HFp
-module I(λ) se décompose en la somme directe de HFp

-modules

I(λ) = ImP ⊕KerP.

Le HFp
-module ImP indécomposable de longueur 2 : on a la suite exacte de HFp

-modules

0 → P̃3(z) −→ Im(P) −→ P3(z) −→ 0

et KerP est un HFp
-module isomorphe à la somme directe P̃3(z) ⊕ P̃3(z).

Corollaire 4.2.20. Le HFp
-module standard I(λ) est de dimension 12.

Corollaire 4.2.21. Soit λ0 : A → Zp un caractère de réduction égale à λ. La partie libre L(λ0)

du module standard induit par λ0 est un Zp-module libre de rang 6 et la réduction du Zp-module

de torsion T (λ) ⊗Zp
Fp est un Fp-espace vectoriel de dimension 6.

4.2.6.1. On désigne par I(λ)λ le sous-espace vectoriel de I(λ) λ-isotypique :

I(λ)λ = {v ∈ I(λ), Ex.v = λ(Ex)v ∀x ∈ X}.

Lemme 4.2.22. Le sous-espace vectoriel I(λ)λ est stable sous l’action de l’algèbre de Hecke finie
de générateurs {S1, S2}.

Démonstration. — Cela tient aux relations de Bernstein entières. La Z[q]-algèbre A est engen-
drée par les éléments Ω±3 et EI , pour I ⊂ {1, 2, 3} donc un élément appartient au sous-espace vec-
toriel λ-isotypique si et seulement si son image sous l’action de EI est nulle pour tout I ( {1, 2, 3}.
Soient v un élément de I(λ)λ, i ∈ {1, 2} et I ( {1, 2, 3}.

– Si i ∈ I, i+ 1 6∈ I, alors EISiv = S∗
i EI∪{i+1}−{i}v = 0, d’après la relation (B1).

– Si i 6∈ I, i ∈ I, alors EISiv = SiEI∪{i}−{i+1}v −EIv = 0, d’après la relation (B2).
– Dans les autres cas, Si et EI commutent donc EISiv = 0 d’après les relations (B3) et (B4).

Donc Siv appartient au sous-espace λ-isotypique.
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4.2.6.2. Soit ε ∈ {−1, 1}. Nous définissons un relèvement de λ noté λε. Soit z0 ∈ Zp
∗

relevant z.
On vérifie aisément que le caractère de A[q±1/2] à valeurs dans Qp défini par

θx1 7→ 1, θx2 7→ qε/2, θx3 7→ z0q
−ε/2

est entier et que sa restriction λε : A → Zp relève λ.

Nous noterons φε le générateur canonique du HQp
-module standard induit par ιQp

λε. On rappelle

que le sous-HZp
-module qu’il engendre est la structure entière canonique L(ιQp

λε). On notera φ̄ε

son image dans la réduction modulo p de cette structure entière.

Lemme 4.2.23. Supposons que ε = 1. La réduction modulo p de la structure entière canonique
L(ιQp

λ1) est le Fp-espace vectoriel de base

{φ̄1, Ωφ̄1, Ω2φ̄1, S2φ̄1, ΩS2φ̄1, Ω2S2φ̄1}.

L’action de HFp
y est donnée par

S1.φ̄1 = 0, S1.Ωφ̄1 = ΩS2φ̄1, S1.Ω
2φ̄1 = −Ω2φ̄1,

S1.S2φ̄1 = 0, S1.ΩS2φ̄1 = −ΩS2φ̄1, S1.Ω
2S2φ̄1 = −Ω2S2φ̄1

et l’élément central Ω3 agit par le scalaire z.

Supposons que ε = −1. La réduction modulo p de la structure entière canonique L(ιQp
λ−1) est le

Fp-espace vectoriel de base

{φ̄−1, Ωφ̄−1, Ω2φ̄−1, S1φ̄−1, ΩS1φ̄−1, Ω2S1φ̄−1}.

L’action de HFp
y est donnée par

S1.φ̄−1 = S1φ̄−1, S1.Ωφ̄−1 = 0, S1.Ω
2φ̄−1 = −Ω2φ̄−1 + ΩS1φ̄−1,

S1.S1φ̄−1 = −S1φ̄−1, S1.ΩS1φ̄−1 = 0, S1.Ω
2S1φ̄−1 = −Ω2S1φ̄−1

et l’élément central Ω3 agit par le scalaire z.

Nous démontrons ce lemme au paragraphe 4.2.6.4.

Notation 4.2.24. L’élément φ̄ε est propre pour A pour le caractère λ. On a donc un morphisme
surjectif de HFp

-modules

jε : I(λ) � L(ιQp
λε) ⊗Zp

Fp

φ 7→ φ̄ε.
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4.2.6.3. Preuve du théorème 4.2.19. — Tout d’abord nous remarquons que des calculs élémen-
taires permettent aisément de s’assurer que les HFp

-modules P3(z) et P̃3(z) sont irréductibles.

Dans le module standard induit par λ, on a, d’après les relations (R3) et (R′
3)

(103)







E{1}φ = S∗
1S

∗
2Ωφ = 0

E{2}φ = S∗
2ΩS1φ = 0

E{3}φ = ΩS1S2φ = 0







E{1,2}φ = S∗
2S

∗
1Ω2φ = 0

E{1,3}φ = S∗
1Ω2S2φ = 0

E{2,3}φ = Ω2S2S1φ = 0

D’après le lemme 4.2.22, le morphisme de HFp
-modules P est bien défini par

P : I(λ) −→ I(λ)
φ 7−→ (1 + S1 + S2)φ

Pour vérifier que c’est un projecteur il suffit de s’assurer que P 2(φ) = P(φ). Or, d’après les
relations (103), S1S2φ = S2S1φ = 0. D’où,

P2(φ) = (1 + S1 + S2)(1 + S1 + S2)φ = (1 + S1 + S2 + S1S2 + S2S1)φ = (1 + S1 + S2)φ = P(φ)

et l’on a bien la décomposition en somme directe de HFp
-modules

I(λ) = ImP ⊕KerP.

Le projecteur P vérifie :

P(S1φ) = S1(1 + S1 + S2)φ = 0,

P(S1Ωφ) = S1Ω(1 + S1 + S2)φ = ΩS2(1 + S1 + S2)φ = 0

P((S1 + 1)Ω2φ) = (S1 + 1)Ω2(1 + S1 + S2)φ
= Ω(1 + S2)Ω(1 + S1 + S2)φ
= Ω(1 + S2)ΩS1φ+ Ω(1 + S2)Ωφ+ Ω(1 + S2)ΩS2φ
= E∗

s2
ΩEs1φ+ (1 + S1)Ω

2φ+ E∗
s1

Ω2Es2φ
= E{2}φ+ (1 + S1)Ω

2φ+ E{1,3}φ
= 0 + (1 + S1)Ω

2φ+ 0.

D’après le lemme 3.4.17, le Fp-espace vectoriel I(λ) est engendré par

{φ, Ωφ, Ω2φ, Siφ, ΩSiφ, Ω2Siφ, i ∈ {0, 1, 2}} = {φ, Ωφ, Ω2φ, ΩkS1Ω
lφ, k, l ∈ {0, 1, 2}}

ou encore par S = S1 ∪ S2 où

S1 = {S1φ,ΩS1φ,Ω
2S1φ, S1Ωφ,ΩS1Ωφ,Ω

2S1Ωφ} ⊂ KerP, et

S2 = {P(φ),ΩP(φ),Ω2P(φ), (S1 + 1)Ω2φ,Ω(S1 + 1)Ω2φ,Ω2(S1 + 1)Ω2φ} ⊂ ImP.

On en déduit que les Fp-espaces vectoriels KerP et ImP sont respectivement engendrés par S 1

et S2.
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Semi-simplification du HFp
-module ImP : On pose u = (S1 + 1)Ω2φ, v = P(φ). Ce sont

deux éléments non nuls de I(λ). En effet, d’après le lemme 4.2.23, leurs images par j−1 sont
non nulles. D’après les relations (103), on a dans Im(P)

S1u = 0,
S1(Ωu) = ΩS2(S1 + 1)Ω2φ = −Ωu,
S1(Ω

2u) = Ω3S1(S2 + 1)Ωφ = −Ω2u,

S1v = 0,
S1(Ωv) = 0,
S1(Ω

2v) = u− Ω2v.

Donc le sous-module de ImP engendré par u est isomorphe au HFp
-module irréductible P̃3(z)

et le quotient de ImP par ce sous-module est isomorphe au HFp
-module irréductible P3(z). En

particulier, on en déduit que ImP est de dimension 6 et a pour Fp-base S2.

Montrons que ImP est indécomposable. Si ImP possédait un sous-HFp
-module isomorphe à

P3(z), il possèderait un élément non nul appartenant annulé par S1, S1Ω et (S1 + 1)Ω2. Or
l’intersection de ImP avec le noyau de l’action de S1 et celui de l’action de S1Ω est égale à
la droite dirigée par v mais v n’est pas annulé par (S1 + 1)Ω2. Donc ImP est un HFp

-module
indécomposable et l’on a la suite exacte annoncée dans le théorème.

Semi-simplification de KerP : On s’attache maintenant à montrer que le système générateur
S1 du Fp-espace vectoriel KerP en est une base. Grâce aux relations (103), on a

S1.S1φ = −S1φ,
S1.ΩS1φ = 0,
S1.Ω

2S1φ = −Ω2S1φ,

S1.ΩS1Ωφ = −ΩS1Ωφ,
S1.Ω

2S1Ωφ = 0,
S1.Ω

3S1Ωφ = −Ω3S1Ωφ.

Il apparaît donc que, s’ils sont non nuls, les sous-HFp
-modules de KerP engendrés respective-

ment par S1φ et ΩS1Ωφ sont isomorphes au HFp
-module irréductible P̃3(z).

Soit une combinaison linéaire nulle des éléments de S 1,

(C) α1S1φ+ α2ΩS1φ+ α3Ω
2S1φ+ β1ΩS1Ωφ+ β2Ω

2S1Ωφ+ β3Ω
3S1Ωφ = 0.

Nous allons montrer que 0 = α1 = α2 = α3 = β1 = β2 = β3.
En appliquant tour à tour l’action de (S1 + 1)Ω, S1 + 1, et (S1 + 1)Ω2, la combinaison linéaire
(C) donne

(C1) α1S1φ+ β1ΩS1Ωφ = 0, (C2) α2ΩS1φ+ β2Ω
2S1Ωφ = 0 (C3) α3Ω

2S1φ+ β3zS1Ωφ = 0.

D’après le lemme 4.2.23, l’image de la combinaison linéaire (C1) (resp. (C2) resp. (C3)) par j−1

donne α1S1φ̄−1 = 1 (resp α2ΩS1φ̄−1 = 0, resp. α3Ω
2S1φ̄−1 = 0) d’où, α1 = α2 = α3 = 0.

D’après le lemme 4.2.23, l’image de la combinaison linéaire (C1) (resp. (C2) resp. (C3)) par j1
donne alors β1ΩS1Ωφ̄1 = 0 (resp β2Ω

2S1Ωφ̄1 = 0, resp. β3S1Ωφ̄1 = 0) d’où, β1 = β2 = β3 = 0.

Par conséquent le système S1 constitue une base du Fp-espace vectoriel du KerP. On a aisni
montré que le HFp

-module KerP est isomorphe à la somme directe P̃3(z)⊕ P̃3(z). Le théorème
est démontré.
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4.2.6.4. Preuve du lemme 4.2.23. — Dans I(ιQp
λε) de générateur canonique φε, on a, d’après

(R3) et (R′
3)

E{1}φε = S∗
1S

∗
2Ωφε = qφε, E{1,2}φε = S∗

2S
∗
1Ω2φε = q1+ε/2φε,

E{2}φε = S∗
2ΩS1φε = q1+ε/2φε, E{1,3}φε = S∗

1Ω2S2φε = q1−ε/2z0φε,

E{3}φε = ΩS1S2φε = z0q
1−ε/2φε, E{2,3}φε = Ω2S2S1φε = z0qφε.

On traite le cas ε = 1. Vérifions à l’aide de ces relations que le Zp-module engendré par
{φ1, Ωφ1, Ω2φ1, S2φ1, ΩS2φ1, Ω2S2φ1} est stable sous l’action de HZp

. Pour ce faire il suffit de

vérifier que ce Zp-module est stable sous l’action de S1 et Ω±1 qui engendrent HZp
. Pour l’action

de Ω±1, cette assertion est claire car l’élément central Ω3 agit par multiplication par le scalaire
non nul z0. Observons l’action de S1.

– On a S1E{1,3} = qΩ2S2, donc, dans le HQp
-module standard induit par ιQp

λ1 qui est sans

Zp-torsion, S1.φ1 = q1/2z−1
0 Ω2S2φ1.

– On a S1Ω = ΩS2, donc S1.Ωφ1 = ΩS2φ1.
– On a S∗

1Ω2E{3} = qΩ3S2, donc S1.Ω
2φ1 = (q − 1)Ω2φ1 + q1/2S2φ1.

– On a S1.S2 = Ω−1E{3} donc S1.S2φ1 = q1/2Ω2φ1.
– On a S1ΩS2 = (q − 1)ΩS2 + qΩ donc S1.ΩS2φ1 = (q − 1)ΩS2φ1 + qΩφ1.
– On a S∗

1Ω2S2 = E{1,3} donc S1.Ω
2S2φ1 = (q − 1)Ω2S2φ1 + q1/2z0φ1.

On a donc démontré que le Zp-module engendré par {φ1, Ωφ1, Ω2φ1, S2φ1, ΩS2φ1, Ω2S2φ1}
a une structure de HZp

-module. Puisqu’il engendré par le générateur canonique φε, on en
déduit grâce à la proposition 3.3.2 qu’il n’est autre que la structure entière canonique du
HQp

-module standard induit par ιQp
λ1. En particulier, c’est un Zp-module libre de rang 6, et

{φ1, Ωφ1, Ω2φ1, S2φ1, ΩS2φ1, Ω2S2φ1} en est une base.
Par réduction modulo p des relations ci-dessus, on en déduit la structure du HFp

-module

L(ιQp
λ1) ⊗Zp

Fp annoncée par le lemme.

La cas ε = −1 se traite de même, en vérifiant tout d’abord que le Zp-module engendré par
{φ−1, Ωφ−1, Ω2φ−1, S1φ−1, ΩS1φ−1, Ω2S1φ−1} est stable sous l’action de HZp

. On utilise les re-
lations suivantes

– On a S1.φ−1 = S1φ−1.
– On a S1ΩE{2} = qΩS1, donc S1.Ωφ−1 = q1/2Ω2S1φ−1.
– On a S∗

1Ω2E{2,3} = qΩ3ΩS1, donc S1.Ω
2φ−1 = (q − 1)Ω2φ−1 + ΩS1φ−1.

– On a S2
1 = (q − 1)S1 + q donc S1.S1φ−1 = (q − 1)S1φ−1 + qφ−1.

– On a S1.ΩS1 = Ω−1E{2,3} donc S1.ΩS1φ−1 = qΩ2φ−1.
– On a S∗

1Ω2S1 = ΩE{2} donc S1.Ω
2S1φ−1 = (q − 1)Ω2S1φ1 + q1/2z0Ωφ−1.
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4.2.6.5.

Proposition 4.2.25. Soit λ0 : A → Zp un caractère relevant λ. La réduction modulo p d’une
structure entière du module standard induit par ιQp

λ0 admet deux constituants irréductibles res-

pectivement isomorphes à P3(z) et P̃3(z).

Démonstration. — Soit L une structure entière du module standard induit par ιQp
λ0. Tout

constituant irréductible du HFp
-module L⊗Zp

Fp admet un caractère central supersingulier égal à
µ(z, 0, 0). Par la propriété 4. des modules standards, on en déduit que les constituants irréductibles
de L⊗Zp

Fp sont des quotients du module standard supersingulier de caractère central µ(z, 0, 0) :

d’après le théorème 4.2.19, ce sont donc des copies de P3(z) et P̃3(z). Par argument de dimension,
il y en a 2.

D’après le théorème de Bernstein, une base du HQp
-module standard induit par ιQp

λ0, de géné-

rateur canonique φ0, est donnée par {φ0, S1φ0, S2φ0, S1S2φ0, S2S1φ0, S1S2S1φ0}. Puisque S2
1 =

(q−1)S1+q, la trace de l’action de S1 sur le module standard induit par ιQp
λ0 est égale à 3(q−1).

La trace de l’action de S1 sur L⊗Zp
Fp est donc égale à (−3). Par conséquent, les deux constituants

irréductibles de L⊗Zp
Fp sont respectivement isomorphes à P3(z) et P̃3(z).

Montrons maintenant que tout HFp
-module simple supersingulier se relève. On définit un Qp-

caractère de A[q±1/2] par

θx1 7→ q−1/4, θx2 7→ q3/4, θx3 7→ z0q
−1/2.

Sa restriction à A est un caractère entier noté λ0 : A → Zp et qui relève λ. D’après [30], le HQp
-

module standard induit par ιQp
λ0 est réductible car qλ0(θx1) = λ0(θx2). D’après la proposition

précédente, il admet deux constituants irréductibles qui relèvent respectivement P3(z) et P̃3(z).
Ainsi, tout HFp

-module simple supersingulier se relève.

Remarque 4.2.26. On choisit le relèvement λ0 : A → Zp de λ donné dans la preuve de la propo-
sition 4.2.10. D’après le critère d’irréductibilité pour les HQp

-modules standards ([30]), le HQp
-

module standard induit par ιQp
λ0 est irréductible et ne nous donne donc pas de relèvement pour

les HFp
-modules simples supersinguliers.
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4.3. Modules simples sur l’algèbre de Hecke régulière

On se donne R un anneau commutatif unitaire tel que R ⊃ {µq−1, (q − 1)−1} et l’on considère
comme précemment R comme un Z[q]-module via le morphisme d’anneaux unitaires défini par
q 7→ qR (voir la notation 4.2.1).

Soit γ l’orbite sous l’action de W0 d’un Fq-caractère régulier du tore fini T (Fq). Rappelons qu’un
Fq-caractère du tore fini s’identifie avec un R-caractère du tore fini et l’on peut considérer σγ , la
R-représentation de I triviale sur I(1) donnée par ⊕

χ∈γ
χ.

4.3.1. Présentation de HR(G, σγ). — D’après la proposition 4.1.2, la R-algèbre de Hecke de

σγ est isomorphe à la R-algèbre εγH
(1)
R d’unité εγ . Nous allons en donner une présentation.

Définition 4.3.1. Soit H(γ) la Z[q]-algèbre de base {Twεχ}w∈W̃ ,χ∈γ avec les relations :

(1) Pour χ, χ′ ∈ γ, χ 6= χ′, on a

ε2χ = εχ, εχεχ′ = 0, Σ
χ∈γ

εχ = 1.

(2) Pour w ∈ W̃ , χ ∈ γ

Twεχ = εwχTw.

(3) Pour w, w′ ∈ W̃ tels que `(ww′) = `(w) + `(w′), on a

TwTw′ = Tww′.

(4) Pour i ∈ {0, 1, 2}, on a T2
si

= q.

On pose HR(γ) := H(γ) ⊗Z[q] R.

D’après le théorème 3.2.5, la R-algèbre εγH
(1)
R d’unité εγ est isomorphe à la R-algèbre HR(γ) via

l’identification εγTw 7→ Tw pour tout w ∈ W̃ .

Remarque 4.3.2. Par définition des algèbres de Hecke, la R-algèbre de Hecke de σγ contient une
sous-algèbre isomorphe au produit d’algèbres

⊕

χ∈γ

HR(G,χ) ↪→ HR(G, σγ).

Par définition des idempotents εχ (§3.2.1.2) ce produit d’algèbres est isomorphe à la sous-algèbre

⊕

χ∈γ

εχHR(γ)εχ ↪→ HR(γ)

de l’algèbre HR(γ) d’unité εγ . D’après les relations de commutation (1) et (2), cette sous-algèbre
est commutative et a pour R-base l’ensemble {Txεχ, x ∈ X,χ ∈ γ}.
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Remarque 4.3.3. On note H(γ)[q±1/2] la Z[q±1/2]-algèbre obtenue après addition d’un inverse et
d’une racine carrée de l’indéterminée q à l’anneau des scalaires de H(γ). On considère l’application
suivante :

φ : Z[q][W̃ ] −→ H(γ)[q±1/2]

w 7−→ q−`(w)/2Tw
.

C’est un morphisme d’anneaux injectif. En effet, d’après les relations (3) et (4) de la définition
4.3.1, les éléments {φ(w)}w∈W̃ vérifient les mêmes relations que les {w}w∈W̃ .

Soit w ∈ W̃ . Par l’isomorphisme εγH
(1)
R ' HR(γ) l’élément εγEw ∈ εγH

(1)
R de la base de Bernstein

entière défini au paragraphe 3.2.2, correspond à l’élément Tw ∈ HR(γ) :

en effet, pour w = w0x ∈ W̃ = W0.X, on a défini Ew dans H(1)[q±1/2] par

Ew = q(`(w)−`(w0)+`(z)−`(y))/2Tw0TyT
−1
z ,

avec y, z ∈ X, dominants tels que x = y − z. Or, dans H(γ)[q±1/2],

q(`(w)−`(w0)+`(z)−`(y))/2Tw0TyT
−1
z = q`(w)/2φ(w0)φ(y)φ(z)−1 = q`(w)/2φ(w) = Tw.

En particulier, dans l’isomorphisme εγH
(1)
R ' HR(γ), la sous-algèbre commutative εγA

(1)
R de εγH

(1)
R

correspond à la sous-algèbre commutative de HR(γ) de R-base {Txεχ, x ∈ X,χ ∈ γ}. On note
BR(γ) cette dernière.

On appelle R-caractère de BR(γ) un morphisme de R-algèbres BR(γ) → R. On déduit de l’action
de W̃ sur A(1) (voir la notation 3.2.10) une action de W̃ sur BR(γ) et sur ses R-caractères : pour
tout w = w0x ∈ W̃ = W0.X, le caractère w.λ est défini par

w.λ(Tx) = λ(Tw−1
0 xw0

), ∀x ∈ X; w.λ(εχ) = λ(εw−1
0 .χ) ∀χ ∈ γ.

Remarquons que puisque γ est une orbite régulière, un R-caractère de BR(γ) est distinct de chacun
de ses conjugués sous l’action de W0.

4.3.2. La sous-algèbre commutative Bγ et ses caractères :— Désormais R = Fp. On note
Bγ la sous-algèbre commutative BFp

(γ) de HFp
(γ).

Pour I ⊂ {1, 2, 3}, on désigne comme précédemment par xI la diagonale constituée de π en les
coordonnées qui appartiennent à I et de 1 ailleurs. On notera TI l’élément TxI

.
En particulier, T{1,2,3} = T3

ω où ω ∈ W̃ est l’élément de longueur nulle défini au paragraphe 0.1.4.

D’après la remarque 4.3.3, la Fp-algèbre Bγ est isomorphe à la Fp-algèbre εγA
(1)

Fp
et, d’après le

théorème 3.2.9 on a le résultat suivant :

Proposition 4.3.4. – La Fp-algèbre commutative Bγ est engendrée par l’ensemble

{TI , εχ, Tω
±3}χ∈γ,I({1,2,3}

avec les relations
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TITJ = 0 si I 6⊂ J et I 6⊂ I et les relations (1) de la définition 4.3.1 entre les εχ.

– Elle contient le centre Z(HFp
(γ)) de HFp

(γ),

Z(HFp
(γ)) = Fp[T

±3
ω , Z1(γ), Z2(γ)],

où Zi(γ) =
∑

I⊂{1,2,3},|I|=i

TI , pour i ∈ {1, 2}.

– L’algèbre HFp
(γ) est de type fini sur son centre.

Soit λ : Bγ → Fp un Fp-caractère. D’après les relations de commutations dans Bγ , il existe un
drapeau, appelé drapeau de λ

∅ ( I1 ( ... ( Ir ( Ir+1 = {1, 2, 3},

tel que pour tout ∅ ( I ⊂ {1, 2, 3},

λ(TI) 6= 0 si et seulement si I est l’un des éléments I1, ..., Ir+1 de ce drapeau.

Le caractère λ est entièrement déterminé par la donnée de {λ(TIi)}i=1,..,r+1 et de l’unique élément
χ ∈ γ tel que λ(εχ) 6= 0.

On dit que λ est
- régulier si le drapeau est complet i.e. r = 2.
- singulier s’il n’est pas régulier,
- supersingulier si le drapeau est trivial, i.e. si λ(TI) = 0 pour ∅ ( I ( {1, 2, 3}.

4.3.3. Classification des HFp
(G, σγ)-modules simples :— Soient z ∈ Fp

∗
, y, y′ ∈ Fp. Soit

µ(z, y, y′) le caractère du centre de HFp
(γ) déterminé par

µ(z, y, y′) : Tω
3 7→ z, Z1(γ) 7→ y, Z2(γ) 7→ y′.

On dit de µ(z, y, y′) qu’il est régulier si yy′ 6= 0, singulier sinon. Dans le cas particulier où
(y, y′) = (0, 0) on dit que µ(z, y, y′) est supersingulier.

Nous donnons maintenant une liste HFp
(γ)-modules de caractère central µ(z, y, y ′). Pour les dé-

crire, il suffit de donner l’action de {εχ}χ∈γ , Ts1 et Tω car Tω
3 agit par le scalaire z 6= 0 et car la

Fp-algèbre HFp
(γ) est engendrée par l’ensemble {Ts1 ,Tω

±1, {εχ}χ∈γ}.
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Modules ayant un caractère central régulier :

Pour yy′ 6= 0, χ ∈ γ, on définit leHFp
(γ)-moduleK6(z, y, y

′, χ) de Fp-base {v,Tωv,Tω
2v, w,Tωw,Tω

2w}
avec εχv = v et







Ts1v = w,
Ts1Tωv = yy′−1Tω

2w,
Ts1Tω

2v = 0,







Ts1w = 0,
Ts1Tωw = y′z−1Tω

2v,
Ts1Tω

2w = 0.

Modules ayant un caractère central singulier, non-supersingulier :

– Pour y 6= 0, y′ = 0, χ ∈ γ on définit le HFp
(γ)-module L6(z, y, 0, χ) de Fp-base

{v,Tωv,Tω
2v, w,Tωw,Tω

2w} avec εχv = v,






Ts1v = 0,
Ts1Tωv = Tωw
Ts1Tω

2v = 0,







Ts1w = yz−1Tω
2v,

Ts1Tωw = 0,
Ts1Tω

2w = 0.

– Pour y = 0, y′ 6= 0, χ ∈ γ on définit le HFp
(γ)-module L̃6(z, 0, y

′, χ) de Fp-base

{v,Tωv,Tω
2v, w,Tωw,Tω

2w} avec εχv = v et






Ts1v = w,
Ts1Tωv = 0
Ts1Tω

2v = 0,







Ts1w = 0,
Ts1Tωw = y′z−1Tω

2v,
Ts1Tω

2w = 0.

Modules ayant un caractère central supersingulier :

Soit χ ∈ γ. Le HFp
-module P (z, 0, 0, χ) a pour Fp-base {v,Tωv,Tω

2v} ; Ts1 agit par zéro sur
P (z, 0, 0, χ) et εχv = v.

Théorème 4.3.5. Soient z ∈ Fp
∗
y, y′ ∈ Fp, χ ∈ γ. Pour tout w ∈ W0, on a les isomorphismes

de HFp
(γ)-modules suivants :

K6(z, y, y
′, χ) ' K6(z, y, y

′, χw) avec yy′ 6= 0,

L6(z, y, 0, χ) ' L6(z, y, 0, χw) avec y 6= 0,

L̃6(z, 0, y
′, χ) ' L̃6(z, 0, y

′, χw) avec y′ 6= 0,

P (z, 0, 0, χ) ' P (z, 0, 0, χs1s2) ' P (z, 0, 0, χs2s1).

En revanche les HFp
(γ)-modules P (z, 0, 0, χ) et P (z, 0, 0, χs1) ne sont pas isomorphes.

Pour tout HFp
(γ)-module simple ayant un caractère central égal à µ(z, y, y ′), il existe χ ∈ γ tel

que ce module est isomorphe à l’un des HFp
(γ)-modules de la liste suivante :

K6(z, y, y
′, χ) si yy′ 6= 0,

L6(z, y, 0, χ) si y 6= 0 y′ = 0, L̃6(z, 0, y
′, χ) si y = 0, y′ 6= 0,

P (z, 0, 0, χ) si (y, y′) = (0, 0).
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La suite de la partie 4.3 est consacrée à la démonstration de ce théorème.

4.3.4. Modules standards pour la Fp-algèbre HFp
(GL3(F ), σγ).—

4.3.4.1. Sous-espaces λ-isotypiques. — Soient V un HFp
(γ)-module, λ un Fp-caractère de Bγ .

Définition 4.3.6. On note Vλ le sous-espace λ-isotypique de V

Vλ = {v ∈ V, b.v = λ(b)v ∀ b ∈ Bγ}.

Lemme 4.3.7. Soit w ∈ W̃ . On a Tw.Vλ ⊂ Vw.λ.

preuve. — Il suffit de montrer que Tω.Vλ ⊂ Vω.λ et Ts1 .Vλ ⊂ Vs1.λ car W̃ est engendré par
{s1, ω

±1}. Soient χ ∈ γ, x ∈ X.

On a d’une part εχTω = Tωεω−1χ d’après les relations (2) de la définition 4.3.1, et TxTω =
Tω ω−1xω = TωTω−1xω. Par conséquent, on a bien Tω.Vλ ⊂ Vω.λ.

D’autre part, du fait des relations (2) de la définition 4.3.1, on a εχTs1 = Ts1εs1χ. De plus, si
`(xs1) = `(x) + 1, on a Txs1 = TxTs1 = Ts1Ts1xs1 ; ainsi, TxTs1 = TxTs1v = Ts1Ts1xs1 . Si
`(xs1) = `(x) − 1, on a Ts1xs1 = Ts1Txs1, Tx = Txs1Ts1 ; ainsi TxTs1 = 0 = Ts1Ts1xs1 . D’où,
Ts1 .Vλ ⊂ Vs1.λ.

On déduit du lemme 4.3.7 que si V est un HFp
(γ)-module engendré par Vλ, alors le Fp-espace

vectoriel V est la somme directe de ses sous-espaces w.λ-isotypiques non nuls, avec w parcourant
W0.

Lemme 4.3.8. Si le HFp
(γ)-module V est engendré par un vecteur v ∈ Vλ, alors on a dimVλ = 1.

preuve. — Soit χ l’unique élément de γ tel que λ(εχ) = 1. Puisque v ∈ Vλ on a εχv = v. De
plus, pour tout élément non trivial w ∈ W0, les caractères wχ et χ sont distincts donc εwχv =
(εwχεχ)v = 0.

Soit u un élément non nul de Vλ. On a en particulier εχu = u. Puisque v engendre V , il existe une
famille non nulle {βw̃}w̃ indexée par les éléments w̃ = wx ∈ W0.X = W̃ telle que u = Σ

w̃
βw̃Tw̃v.

Ainsi u = εχu =
∑

w̃
βw̃Tw̃ εw−1χ v =

∑

x∈X

βxTxv. D’où, u ∈ Fpv.
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4.3.4.2. Propriétés des HFp
(γ)-modules standards.— Soit λ un Fp-caractère de Bγ .

Définition 4.3.9. Le HFp
(γ)-module standard induit par λ est le HFp

(γ)-module

I(λ) = HFp
(γ) ⊗Bγ λ.

On note ϕλ = 1 ⊗ 1 ∈ I(λ) le générateur canonique du HFp
(γ)-module I(λ). C’est un élément

λ-isotypique.

Les propriétés suivantes proviennent du fait que HFp
(γ) est de type fini sur son centre et des

lemmes 4.3.7 et 4.3.8.

(i) Le module standard I(λ) est un Fp-espace vectoriel de dimension finie. Il est égal à la somme di-
recte de ses sous-espaces w.λ-isotypiques non nuls, pour w parcourant W0. Sa partie λ-isotypique
est la droite dirigée par ϕλ.

(ii) Tout HFp
(γ)-module simple ayant un caractère central est quotient d’un module standard.

Proposition 4.3.10. – Le HFp
(γ)-module standard I(λ) admet un unique quotient irréductible

non nul noté V λ.

– Soit w ∈ W0. On a un isomorphisme de HFp
(γ)-modules I(λ) ' I(w.λ) si et seulement si

l’espace w.λ isotypique V λ
w.λ est non nul.

– On a les isomorphismes I(λ) ' I(ω.λ) ' I(ω2.λ). Ainsi, la dimension de l’espace vectoriel V λ

est supérieure ou égale à 3.

– On a la suite exacte de HFp
(γ)-modules

0 −→
⊕

w∈W0,I(λ)6'I(w.λ)

I(λ)w.λ −→ I(λ) −→ V λ −→ 0.

La preuve de la proposition 4.3.10 repose sur les lemmes suivants :

Lemme 4.3.11. Soit w ∈W0. On suppose qu’il existe d, d′ ∈ X tels que

Tw−1d′Twdϕλ 6= 0.

Alors on a un morphisme injectif de HFp
(γ)-modules

I(λ)
A
↪→ I(w.λ)

ϕλ 7−→ Tw−1d′ϕw.λ.

En particulier, on a les isomorphismes de HFp
(γ)-modules : I(λ) ' I(ω.λ) ' I(ω2.λ).
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preuve du lemme 4.3.11. — Soient λ, w, d, d′ vérifiant les hypothèses du lemme. D’après le
lemme 4.3.7, on a des morphismes de HFp

(γ)-modules A et B bien définis par :

I(λ)
A

−→ I(w.λ)
B
−→ I(λ)

ϕλ 7−→ Tw−1d′ϕw.λ

ϕw.λ 7−→ Twdϕλ

De plus B ◦A(ϕλ) = Tw−1d′Twdϕλ : c’est un élément non nul appartenant à l’espace λ-isotypique
I(λ)λ. D’après le lemme 4.3.8, il existe β 6= 0 tel que B ◦A est égal à l’homothétie de rapport β.
Ainsi, A est une injection I(λ) ↪→ I(w.λ).

Les isomorphismes annoncés sont ensuite obtenus en choisissant w = s2s1, d = s1s2ω, d′ = s2s1ω
2,

car alors Tw−1d′Twdϕλ = Tω
3ϕλ 6= 0. D’après ce qui précède on a donc un morphisme injectif

I(λ) ↪→ I(ω.λ). L’isomorphisme est obtenu en réitérant ce raisonnement pour ω.λ puis ω2.λ et en
notant que l’élément central ω3 laisse invariant le caractère λ.

Lemme 4.3.12. Soient V un quotient irréductible non nul du HFp
(γ)-module standard I(λ).

Pour w ∈W0, on a un isomorphisme de HFp
(γ)-modules I(λ) ' I(w.λ) si et seulement si l’espace

w.λ-isotypique de V est non nul.

Un quotient irréductible non nul V de I(λ) possède un espace λ-isotypique non nul. On déduit de
ce lemme et du précédent que les espaces ω.λ-isotypique et ω2.λ-isotypique de V sont également
non nuls de sorte que V est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale à 3.

preuve du lemme 4.3.12. — D’après le lemme 4.3.8 et puisque le quotient non nul V de I(λ)
est irréductible, son espace λ-isotypique est un Fp-espace vectoriel de dimension 1. Soit v une base
de Vλ. Soit w ∈W0.

Supposons I(λ) ' I(w.λ). En particulier V est un quotient non nul de I(w.λ) donc l’espace
w.λ-isotypique de V est non nul.

Réciproquement, supposons que l’espace w.λ-isotypique de V est non nul. Puisque V est un
HFp

(γ)-module irréductible, il est engendré par v ∈ Vλ. D’après le lemme 4.3.7, le Fp-espace
vectoriel Vw.λ est engendré par les éléments de la forme {Twdv}d∈X . Il existe donc d ∈ X, tel que
u := Twdv 6= 0.
Puisque u engendre lui aussi le HFp

(γ)-module irréductible V , l’élément v s’écrit v = Σ
z∈W̃

azTzu.

Mais γ est une orbite régulière, donc, par un raisonnement analogue à celui de la preuve du lemme
4.3.8 il existe d′ ∈ X tel que Tzu 6= 0 pour z = w−1d′ . Les hypothèses du lemme 4.3.11 sont
dès lors vérifiées par w, d, d′, λ. On a donc une injection de HFp

(γ)-modules I(λ) ↪→ I(w.λ).
Par symétrie des rôles, et puisque les modules standards sont de dimension finie, on en déduit un
isomorphisme de HFp

(γ)-modules entre I(λ) et I(w.λ).

Achevons la preuve de la proposition 4.3.10. Il reste à s’assurer de l’unicité du quotient irréductible
du HFp

(γ)-module standard induit par λ.

Soient λ un Fp-caractère de Bγ , V un HFp
(γ)-module quotient irréductible non nul du module

standard I(λ). On note F la projection F : I(λ)�V . On rappelle que le module standard I(λ)
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est la somme directe comme Fp-espace vectoriel de ses composantes w.λ-isotypiques non nulles,
pour w parcourant W0.
Soit w ∈W0. D’après le lemme 4.3.12, si les HFp

(γ)-modules I(λ) et I(w.λ) ne sont pas isomorphes
alors la composante w.λ-isotypique de I(λ) est incluse dans le noyau de F . Si en revanche ils sont
isomorphes alors la composante w.λ-isotypique de I(λ) est de dimension 1 et I(λ)w.λ ∩Ker F =
{0}. D’où Ker F est déterminé par λ :

Ker F =
⊕

w∈W0, I(λ)6'I(w.λ)

I(λ)w.λ.

Par conséquent, I(λ) possède un unique quotient irréductible non nul et la proposition 4.3.10 est
démontrée.

Remarque 4.3.13. Jusqu’ici, on ne s’est pas réellement servi du fait que n = 3. Les résultats de la
partie 3 précédents se généralisent à GLn(F ) pour tout n ∈ N∗.

4.3.5. Classification des HFp
(γ)-modules simples. — Soient λ : Bγ → Fp un caractère et

χ ∈ γ tel que λ(εχ) = 1. On note z ∈ Fp
∗
, y, y′ ∈ Fp les éléments tels que

z = λ(Tω
3), y = λ(Z1(γ)), y

′ = λ(Z2(γ)).

Nous déterminons l’unique quotient irréductible du HFp
(γ)-module standard I(λ), selon la nature

du caractère λ. A cette occasion, nous déterminons l’ensemble des éléments w ∈ W0 tels que
les HFp

(γ)-modules standards I(λ) et I(w.λ) sont isomorphes. D’après la proposition 4.3.4 et les
propriétés des modules standards, cette étude fournit la classification des HFp

(γ)-modules simples
ayant un caractère central égal à µ(z, y, y ′) et prouve le théorème 4.3.5.

λ est un Fp-caractère de Bγ régulier : Puisque λ est régulier et quitte à échanger λ et
si.λ, il existe un élément I ⊂ {1, 2, 3} appartenant au drapeau de λ tel que I = I0 ∪ {i+ 1},
avec i 6∈ I0 (comparer avec le paragraphe 3.4.2.1). D’après l’appendice de [44], on a alors
`(xIsi) = `(xI) − 1, d’où TI = TxIsiTsi = Tsi xI0∪{i}

Tsi et TI0∪{i} = TsiTxIsi .

Avec w = si, d = 1, d′ = xI0∪{i}, on a alors Tw−1d′Twdϕλ = TIϕλ = λ(TI)ϕλ 6= 0. Le lemme
4.3.11 fournit alors un morphisme injectif de HFp

(γ)-modules I(λ) ↪→ I(si.λ).

En échangeant les rôles de λ et si.λ et avec w = si, d = xI0∪{i}, d
′ = 1, on obtient de même,

avec le lemme 4.3.11, un morphisme injectif de HFp
(γ)-modules I(si.λ) ↪→ I(λ).

Or, les modules standards sont de dimension finie. Ainsi I(λ) et I(si.λ) sont isomorphes.
Puisque W0 est engendré par s1 et s2, on en déduit que pour tout w ∈ W0, le module
standard induit par w.λ est isomorphe au module standard induit par λ. De plus, d’après la
proposition 4.3.10 le HFp

(γ)-module standard induit par λ est irréductible de dimension 6.

Pour décrire plus précisément le HFp
(γ)-module I(λ), on peut donc supposer que le dra-

peau de λ est dominant, c’est à dire que T{3}φλ = TωTs1Ts2φλ = yφλ, et T{2,3}φλ =

Tω
2Ts2Ts1φλ = y′φλ. De ces égalités on déduit aisément que I(λ) est isomorphe au HFp

(γ)-
module K6(z, y, y

′, χ) via l’identification ϕλ 7→ v, Ts1ϕλ 7→ w.



4.3. MODULES SIMPLES SUR L’ALGÈBRE DE HECKE RÉGULIÈRE 171

λ est un Fp-caractère de Bγ supersingulier : On définit le HFp
(γ)-module de dimension

3 suivant :
P (z, 0, 0, χ) =

⊕

k∈{0,1,2}

Fp Tω
k v

où v est un vecteur λ-propre pour Bγ et Ts1 agit par zéro sur P (z, 0, 0, χ). On vérifie, sachant
que χ est régulier, que c’est un HFp

(γ)-module irréductible engendré par v. Par conséquent,
c’est l’unique quotient irréductible de I(λ).

Remarquons que pour k ∈ {0, 1, 2}, l’espace ωk.λ-isotypique de ce module est égal à la
droite dirigée par Tω

kv. On en déduit, par la proposition 4.3.10, que les HFp
(γ)-modules

standards I(λ) et I(s1.λ) ne sont pas isomorphes et que, à z fixé, il y a deux modules
simples supersinguliers non isomorphes : P (z, 0, 0, χ) et P (z, 0, 0, s1χ).

λ est un Fp-caractère singulier non supersingulier : Puisque λ n’est ni régulier, ni su-
persingulier, le drapeau de λ est fixé par exactement une des deux transpositions s1 et s2.
Choisissons i ∈ {1, 2} tel que si ne fixe pas le drapeau de λ.

Quitte à échanger λ et si.λ, on peut supposer que le drapeau de λ possède un élément
I ⊂ {1, 2, 3} tel que I = I0 ∪ {i+ 1} et i 6∈ I0. On procède alors comme dans le cas régulier
pour montrer que l’on a un isomorphisme de HFp

(γ)-modules I(λ) ' I(si.λ).

Or nous avons vu que λ, ω.λ et ω2.λ engendrent des modules standards isomorphes et l’on
rappelle que ω agit sur le caractère λ comme le cycle s2s1. Ainsi, puisque si et s2s1 engendrent
W0, pour tout w ∈W0, le module standard induit par w.λ est isomorphe au module standard
induit par λ. De plus, c’est un HFp

(γ)-module irréductible.

Pour décrire plus précisément le HFp
(γ)-module I(λ), on peut donc supposer que

le drapeau de λ est dominant, c’est à dire que T{3}φλ = TωTs1Ts2φλ = yφλ, et
T{2,3}φλ = Tω

2Ts2Ts1φλ = y′φλ. De ces égalités on déduit aisément que I(λ) est iso-
morphe au HFp

(γ)-module L6(z, y, 0, χ) si y′ = 0, via l’identification ϕλ 7→ v, Ts2ϕλ 7→ w,

ou bien à L̃6(z, 0, y
′, χ) si λ(y) = 0, via l’identification ϕλ 7→ v, Ts1ϕλ 7→ w.

Remarque 4.3.14. Suite à la remarque 4.3.13, observons ce qu’on aurait obtenu en travaillant avec
n ∈ N, n ≥ 1 :
– On montrerait de même, pour tout n ∈ N, n ≥ 1, que le module standard induit par un caractère

régulier est irréductible ce qui est conforme aux résultats de la partie 3.4.

– Le cas où λ est supersingulier est également accessible pour tout n ∈ N, n ≥ 1.

Comme pour n = 3, on montrerait que, puisque l’action du cycle sn−1...s2s1 partitionne
γ en n!/n orbites, on a (n − 1)! module simples supersinguliers pour l’algèbre de Hecke
HFp

(GLn(F ), σγ), avec γ orbite régulière dans T̂ (Fq).

D’après [45, Théorème 5], cela revient à dire que tout HFp
(γ)-module simple supersingulier

contient un caractère pour la sous-algèbre de Hecke affine ce qui est conforme à la conjecture 2
(loc.cit).
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4.4. Modules simples sur l’algèbre de Hecke semi-régulière

Soit γ l’orbite d’un caractère semi-régulier χ ∈ T̂ (Fq). Nous allons étudier la Fp-algèbre de Hecke
de la représentation σγ . D’après la proposition 4.1.2, on peut supposer que χ = 1 ⊗ 1 ⊗ α où l’on
désigne par 1 le caractère trivial de F∗

q et par α un caractère non trivial de F∗
q.

D’après la proposition 4.1.3, la Fp-algèbre de Hecke de σγ

HFp
(G, σγ) = EndFp[G](ind

G
I χ⊕ indG

I s2χ⊕ indG
I s1s2χ)

est isomorphe à l’algèbre des matrices carrées de taille 3 à cœfficients dans l’algèbre HFp
(G,χ).

On a dès lors une équivalence de catégories abéliennes entre la catégorie des HFp
(G, σγ)-modules

et celle des HFp
(G,χ)-modules.

4.4.1. Présentation de HFp
(G,χ).— Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1.1.2. En

particulier, pour tout g ∈ G entrelaçant le caractère χ, on note Tg,χ ∈ HFp
(G,χ) l’élément de

l’algèbre de Hecke support IgI et de valeur 1Fp
en g.

Théorème 4.4.1. L’algèbre de Hecke HFp
(G,χ) est engendrée par les éléments

S = Ts1,χ, T = Tt0,χ, T
∗ = Tt−1

0 ,χ, Z
±1 = Tz±1

0 ,χ

où

t0 =





0 1 0
π 0 0
0 0 1



 , s1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



 , z0 =





π 0 0
0 π 0
0 0 π





avec les relations

S2 = −S, TT ∗ = T ∗T = 0,

T 2, T ∗2, Z sont des éléments centraux.

Les éléments Y = TS + (S + 1)T et Y ∗ = T ∗S + (S + 1)T ∗ sont également dans le centre de
HFp

(G,χ).

Le théorème 4.4.1 est démontré au paragraphe 4.4.3.

4.4.2. Classification des HFp
(G,χ)-modules simples ayant un caractère central.—

Soient y, y∗, t, t∗, z ∈ Fp vérifiant z 6= 0, tt∗ = 0. Nous donnons une liste de HFp
(G,χ)-modules

sur lesquels les éléments centraux Y, Y ∗, T 2, T ∗2, Z y agissent respectivement par multiplication
par les scalaires y, y∗, t, t∗, z.

Caractères : - M1(y, z) : S 7→ 0, T 7→ y, T ∗ 7→ 0, Z 7→ z, avec y, z 6= 0. On a alors,
(y, y∗, t, t∗, z) = (y, 0, y2, 0, z).

- M̃1(y, z) : S 7→ −1, T 7→ −y, T ∗ 7→ 0, Z 7→ z, avec y, z 6= 0. On a alors,
(y, y∗, t, t∗, z) = (y, 0, y2, 0, z).

- M∗
1 (y∗, z) : S 7→ 0, T 7→ 0, T ∗ 7→ y∗, Z 7→ z, avec y∗, z 6= 0.

On a alors (y, y∗, t, t∗, z) = (0, y∗, 0, y∗2, z).
- M̃∗

1 (y∗, z) : S 7→ −1, T 7→ 0, T ∗ 7→ y∗, Z 7→ z, avec y∗, z 6= 0.
On a alors (y, y∗, t, t∗, z) = (0, y∗, 0, y∗2, z).
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- P1(z) : S 7→ 0, T 7→ 0, T ∗ 7→ 0, Z 7→ z, avec z 6= 0.
On a alors (y, y∗, t, t∗, z) = (0, 0, 0, 0, z).

- P̃1(z) : S 7→ −1, T 7→ 0, T ∗ 7→ 0, Z 7→ z, avec z 6= 0.
On a alors (y, y∗, t, t∗, z) = (0, 0, 0, 0, z).

Modules de dimension 2 : - M2(y, t, z) avec t, z 6= 0.
Dans une base de M2(y, t, z), les actions de S, T , T ∗ sont données par les matrices :

S =

(

−1 y
0 0

)

, T =

(

0 t
1 0

)

, T ∗ =

(

0 0
0 0

)

.

On a (y, y∗, t, t∗, z) = (y, 0, t, 0, z).
C’est un module simple si et seulement si y2 6= t.
Si y2 = t, M2(y, t, z) a pour sous-module le caractère M1(y, z) et pour quotient le
caractère M̃1(y, z).

- M∗
2 (y∗, t∗, z) avec t∗, z 6= 0.

Dans une base de M ∗
2 (y∗, t∗, z), les actions de S, T , T ∗ sont données par les matrices :

S =

(

−1 y∗

0 0

)

, T =

(

0 0
0 0

)

, T ∗ =

(

0 t∗

1 0

)

.

On a (y, y∗, t, t∗, z) = (0, y∗, 0, t∗, z)
C’est un module simple si et seulement si y∗2 6= t∗.
Si y∗2 = t, M∗

2 (y∗, t∗, z) a pour sous-module le caractère M1(y
∗, z) et pour quotient le

caractère M̃1(y
∗, z).

- N2(y, y
∗, z) avec z 6= 0.

Dans une base de N2(y, y
∗, z), les actions de S, T , T ∗ sont données par les matrices :

S =

(

0 0
1 −1

)

, T =

(

0 y
0 0

)

, T ∗ =

(

0 y∗

0 0

)

.

On a (y, y∗, t, t∗, z) = (y, y∗, 0, 0, z).
C’est un module simple si et seulement si (y, y∗) 6= (0, 0).
Si (y, y∗) = (0, 0), N2(y, y

∗, z) a pour sous-module le caractère P̃1(z) et pour quotient
le caractère P1(z).

Puisqu’ils sont de dimension finie, ces HFp
(G,χ)-modules possèdent un caractère central. La lec-

ture de ce caractère central nous assure qu’il n’y a pas d’isomorphisme entre deux HFp
(G,χ)-

modules simples de la liste ci-dessus.

Théorème 4.4.2. Soit M un HFp
(G,χ)-module simple ayant un caractère central.

Alors M est isomorphe à l’un des modules de la liste précédente.

Le théorème 4.4.2 est démontré au paragraphe 4.4.4.

On appelle supersinguliers les HFp
(G,χ)-modules (resp. les HFp

(G, σγ)-modules) ayant un carac-

tère central “aussi nul que possible”. Soit z ∈ Fp
∗
.

On a deux HFp
(G,χ)-modules simples supersinguliers non isomorphes tels que l’élément central

inversible Z agit par multiplication par z. Ce sont les caractères P1(z) et P̃1(z).
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Ainsi, si l’on fixe à z l’action de l’élément central inversible εγTω3 ∈ HFp
(G, σγ), les modules simples

supersinguliers de l’algèbre de Hecke HFp
(G, σγ) sont les deux modules simples non isomorphes

provenant de P1(z) et P̃1(z) par équivalence de Morita. Ils sont de dimension 3.

Remarque 4.4.3. La détermination des HFp
(G,χ)-modules simples effectuée ici est “directe”

(preuve du théorème 4.4.2) : elle ne passe pas par la semi-simplification de modules standards.

4.4.3. Démonstration du théorème 4.4.1.—

4.4.3.1. Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1.5. On pose L := L1 où L1 est le sous-
groupe de Levi standard de G isomorphe à GL2(F )×GL1(F ). On désigne par B1(F ) le sous-groupe
parabolique supérieur de G de décomposition de Lévi B1(F ) = LU . Le sous-groupe parabolique
opposé est noté B̄1(F ) = LŪ .

On se réfère à [41, II]. Le sous-groupe d’Iwahori I de G admet une décomposition selon
(B1(F ), B̄1(F )), c’est à dire

I = I−ILI
+, IL = I ∩ L, I− = I ∩ Ū , I+ = I ∩ U.

Le caractère χ est trivial sur I− et I+.

On appelle positifs les éléments m ∈ L tels que mI+m−1 ⊂ I+ et m−1I−m ⊂ I−. On note leur

ensemble L+. Ce sont les éléments de L de la forme





a b 0
c d 0
0 0 e



 avec a, b, c, d, e ∈ F tels que

val(e) ≤ min(val(a), val(b), val(c), val(d)).

4.4.3.2. On choisit α0 : F∗
q → O∗

E un relèvement du caractère non trivial α : F∗
q → Fp

∗
où OE est

l’anneau des entiers d’une extension finie E de Qp. Le caractère χ0 = 1⊗1⊗α0 : T (Fq) → O∗
E est

un relèvement de χ. On considère χ0 comme un caractère à valeurs dans O∗
E ou bien E∗. On a :

HFp
(G,χ) = HOE

(G,χ0) ⊗OE
Fp.

On note χ0L la restriction de χ0 à IL. D’après [43, 1.], l’algèbre HE(L,χ0L) est engendrée par

T±1
0 = Tt±1

0 ,χ0L
, S0 = Ts1,χ0L

Z±1
0 = Tz±1,χ0L

où

t0 =





0 1 0
π 0 0
0 0 1



 , s1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 1



 , z =





π 0 0
0 π 0
0 0 π



 ,

avec les relations

(S0 + 1)(S0 − q) = 0, T 2
0 et Z0 sont dans le centre.

Le centre de HE(L,χ0L) est la E-algèbre engendrée par {Z0, T
±2
0 , T0S0 + (S0 + 1 − q)T0}.
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4.4.3.3. —

Lemme 4.4.4. [41, II.6, II.8]
Soit a = diag(1, 1, π−1). C’est un élément du centre de L. L’élément Ta,χ0 est inversible dans

HE(G,χ0) d’inverse q−2Ta−1,χ0
. De plus, pour tout m′ ∈ L il existe k ∈ N tel que m = akm′ ∈ L+.

L’application
F : HE(L,χ0L) −→ HE(G,χ0)

Tm′,χ0L
7−→ T−k

a,χ0
Tm,χ0

est bien définie. C’est un isomorphisme d’algèbres qui vérifie

F(Tm′,χ0L
) = q−2kc(m, k)Tm′ ,χ0

où c(m, k) désigne l’indice [I− ∩ (m′−1I−m′) : m−1I−m].

Calcul de c(m,k) :
Soient k ∈ N, x, y ∈ Z, −k ≤ min(x, y). Pour m = akm′ = diag(πx, πy, π−k) ∈ L+ ou bien
m = akm′ = s1diag(π

x, πy, π−k) ∈ L+, on a les isomorphismes compatibles suivants :

m−1I−m ' π1+k+xOF × π1+k+yOF , m′−1I−m′ ∩ I− ' π1+max(0,x)OF × π1+max(0,y)OF .

Ainsi,
c(m, k) = q2k+x+y−max(0,x)−max(0,y).

4.4.3.4. — D’après les paragraphes précédents, la E-algèbre HE(G,χ0) est engendrée par

F(T0) = Tt0 ,χ0 , F(T−1
0 ) = q−1Tt−1

0 ,χ0

F(S0) = Ts1,χ0 , F(Z±1
0 ) = Tz±1,χ0

avec les relations

(F(S0) + 1)(F(S0) − q) = 0, F(T 2
0 ) et F(Z0) appartiennent au centre.

Le centre de HE(G,χ0) est la E-algèbre engendrée par

{F(Z0)
±1,F(T0)

±2,F(T0S0 + (S0 + 1 − q)T0)}.

4.4.3.5.

Lemme 4.4.5. La OE-algèbre HOE
(G,χ0) est isomorphe à la sous-OE-algèbre de HE(G,χ0) en-

gendrée par {F(Z±1
0 ), F(S0), T (T0), F(qT−1

0 )} :

HOE
(G,χ0) ' F(OE [Z±1

0 , S0, T0, qT
−1
0 ])

Démonstration. — D’après le paragraphe précédent, les images par F des éléments Z±1
0 , S0,

T0, qT
−1
0 sont bien des éléments de HOE

(G,χ0).

D’après les résultats de [41, II.6, II.8], le support de l’algèbre de Hecke de χ0 est l’ensemble
Sχ0 = ILI (§0.1.1.2). Une base de HOE

(G,χ0) est donc l’ensemble des {Tg,χ0 , g ∈ D} où D est
un système de représentants des doubles classes I\ILI/I. On choisit

D =





πZ 0 0
0 πZ 0
0 0 πZ



 ∪





0 πZ 0
πZ 0 0
0 0 πZ



 .
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Nous voulons montrer que pour tout g ∈ D, l’élément Tg,χ0 ∈ HOE
(G,χ0) appartient à

F(OE [Z±1
0 , S0, T0, qT

−1
0 ]). Un tel g ∈ D s’écrit diag(πx, πy, πk) ou bien s1 diag(π

x, πy, πk),
avec x, y, k ∈ Z. Puisqu’alors Tg,χ0 = F(Z0)

kTm,χ0 avec m = diag(πx, πy, 1) ou bien
m = s1 diag(π

x, πy, 1), on peut se ramener au cas où k = 0.

Montrons que Tm,χ0 est un élément de F(OE [Z±1
0 , S0, T0, qT

−1
0 ]) pour m = diag(πx, πy, 1) et

m = s1 diag(π
x, πy, 1). D’après le paragraphe 4.4.3.3

Tm,χ0 = F(qmax(0,x)+max(0,y)−x−yTm,χ0L
).

Nous allons calculer qmax(0,x)+max(0,y)−x−yTm,χ0L
afin de montrer qu’il appartient à la sous-OE-

algèbre de HE(L,χ0L) engendrée par {Z±1
0 , S0, T0, qT

−1
0 }. Le lemme sera ainsi démontré.

Les lois de composition dans l’algèbre de Hecke-Iwahori de GL2(F ) [43, Ap 2], assurent que dans
l’algèbre de Hecke HE(L,χ0L) on a les relations

∀k ∈ N, (T0S0)
k = (Tt0s1,χ0L

)k = T(t0s1)k ,χ0L
, (S0T0)

k = (Ts1t0,χ0L
)k = T(s1t0)k ,χ0L

De plus, T 2
0 appartient au centre de HE(L,χ0L).

On a ainsi les relations suivantes, pour m = diag(πx, πy, 1), x, y ∈ Z.

Si x ≤ y : alors Tm,χ0L
= T 2x

0 (T0S0)
y−x. De plus, on a

- Cas 0 ≤ x ≤ y : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L
= T 2x

0 (T0S0)
y−x.

- Cas x ≤ 0 ≤ y : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L
= (qT−1

0 S0)
−x(T0S0)

y.
- Cas x ≤ y ≤ 0 : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L

= (qT−1
0 S0)

y−x(qT−1
0 )−2y.

Si x > y : alors Tm,χ0L
= T 2y

0 (S0T0)
x−y. De plus, on a

- Cas 0 ≤ y ≤ x : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L
= T 2y

0 (S0T0)
x−y.

- Cas y ≤ 0 ≤ x : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L
= (qS0T

−1
0 )−y(S0T0)

x.
- Cas y ≤ x ≤ 0 : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L

= (qS0T
−1
0 )x−y(qT−1

0 )−2x.

Soit m = s1 diag(π
x, πy, 1).

Si x ≤ y : Tm,χ0L
= S0Tdiag(πx,πy,1),χ0L

et l’on est ramené à la discussion précédente.

Si x > y : alors Tm,χ0L
= T0Tdiag(πx−1 ,πy,1),χ0L

= T 2y+1
0 (S0T0)

x−1−y.

- Cas 0 ≤ y < x : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L
= T 2y+1

0 (S0T0)
x−1−y.

- Cas y < 0 ≤ x : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L
= qT−1

0 (qS0T
−1
0 )−1−y(S0T0)

x.
- Cas y < x < 0 : qmax(0,x)+max(y,0)−x−yTm,χ0L

= (qT−1
0 )1−2x(qS0T

−1
0 )x−1−y.

On conclut la démonstration du lemme 4.4.5 en notant que HFp
(G,χ) = HOE

(G,χ0)⊗OE
Fp, donc

HFp
(G,χ) est bien engendrée par S, T, T ∗, Z±1. Les relations entre ces générateurs se déduisent

des relations dans HE(G,χ0L) car F respecte le produit.
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4.4.4. Démonstration du théorème 4.4.2.— Soit V un HFp
(G,χ)-module simple ayant un

caractère central. Les éléments centraux Y, Y ∗, Z, T 2, T ∗2 y agissent respectivement par multi-
plication par les scalaires y, y∗, z, t, t∗ avec z 6= 0, tt∗ = 0.

Nous allons noter S̃, T̃ , T̃ ∗ les endomorphismes de Fp-espaces vectoriels induits par les actions
respectives de S, T, T ∗ sur le HFp

(G,χ)-module V . On a S̃(S̃ + 1) = 0.

(1) On suppose que t 6= 0. Alors T̃ est inversible. Or TT ∗ = 0, donc T̃ ∗ = 0.

Si Ker(S̃+1) = {0}, alors S̃ = 0 et T agit comme Y sur V . Ainsi, T agit par multiplication
par y, qui est non nul car T̃ est inversible. Soit v ∈ V \{0}. Alors V = Fpv est le caractère
M1(y, z).
Si Ker(S̃+1) 6= {0}. Puisque S̃T̃ S̃ = yS̃, il existe v ∈ V \{0} tel que Sv = −v, STv = yv.
Si v et Tv sont liés, alors y 6= 0 et l’on vérifie que V = Fpv est le caractère M̃1(y, z)

Si {v, Tv} forme une famille libre, alors V = Fpv ⊕ FpTv est le module M2(y, t, z).

(2) Le cas t 6= 0 est symétrique du précédent. Il fournit deux caractères et un module de dimension
2 : le caractère M ∗

1 (y∗, z), le caractère M̃∗
1 (y∗, z), le module M ∗

2 (y∗, t∗, z).

(3) Maintenant t = t∗ = 0.

Si Ker(S̃ + 1) = {0}, alors S̃ = T̃ = T̃ ∗ = 0 et V est le caractère P1(z).
Si Ker(S̃+1) 6= {0}. Puisque S̃T̃ S̃ = yS̃, il existe v ∈ V \{0} tel que Sv = −v, STv = yv.
- Supposons que T ∗v = 0.

Si {v, Tv} forme une famille liée, c’est que Tv = 0 car t = 0. Alors V = Fpv est le
caractère P̃1(z).
Si {v, Tv} forme une famille libre, alors V = Fpv ⊕ FpTv est le module N2(y, 0, z) avec
y 6= 0.

- Supposons T ∗v 6= 0.
Si {T ∗v, ST ∗v} forme une famille liée, alors V = FpT

∗v est le caractère P1(z) ou P̃1(z)
pour z 6= 0.
Si {T ∗v, ST ∗v} forme une famille libre, alors V = FpT

∗v ⊕ FpST
∗v est le module

N2(y, y
∗, z) avec (y, y∗) 6= (0, 0).

4.5. Modules standards non-supersinguliers et I(1)-invariants d’induites parabo-
liques.

4.5.1. Modules standards réguliers. — Au paragraphe 3.4.5 on a vu que l’espace des I(1)-

invariants d’une série principale de G s’identifie avec un H
(1)

Fp
-module standard régulier de drapeau

dominant.
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4.5.2. Modules standards singuliers. — On suppose dans ce paragraphe que F = Qp. On

désigne toujours par G le groupe GL3(Qp) et par H(1)

Fp
la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de

G.

Notation 4.5.1. Pour h ∈ G la notation Th désigne comme précédemment l’élément de H
(1)

Fp
cor-

respondant à la double classe modulo le pro-p-Iwahori de G contenant h.

Pour h ∈ GL2(Qp), il n’y a pas d’ambiguité à noter Th l’élément de la Fp-algèbre de Hecke du pro-
p-Iwahori de GL2(Qp) de support la double classe modulo le pro-p-Iwahori de GL2(Qp) contenant
h.

Soit σ une Fp-représentation supersingulière de GL2(Qp). (On rappelle que ces représentations
ont été classifiées par Breuil [10].) La représentation σ admet un caractère central et l’on pose

z := σ

(

p−1 0
0 p−1

)

∈ Fp
∗
.

On note V l’espace des I(1)-invariants de σ sous l’action du pro-p-Iwahori de GL2(Qp). Au pa-
ragraphe 4.5.2.3, nous décrirons sa structure de module à droite pour l’algèbre de Hecke du
pro-p-Iwahori de GL2(Qp). On précise toutefois dès maintenant que c’est un espace vectoriel de
dimension 2 de base

{u, uTω2},

où ω2 est l’élément

(

0 1
p 0

)

de longueur nulle du groupe de Weyl affine étendu de GL2(Qp).

L’élément central Tω2
2 agit sur V par multiplication par z.

Soit ψ : Q∗
p → Fp

∗
un caractère de Q∗

p. On considère σ ⊗ ψ la représentation du sous-groupe
de Levi standard L1 ' GL2(Qp) × GL1(Qp) de G. On désigne simplement par L le Levi L1 et
par B1 (au lieu de B1(Qp)) le parabolique supérieur associé à L. Nous allons étudier l’espace des
I(1)-invariants de l’induite parabolique

IndG
B1
σ ⊗ ψ.

Lemme 4.5.2. L’espace des I(1) invariants de IndG
B1
σ⊗ψ est un Fp-espace vectoriel de dimension

6, de base

{fB1wI(1),u, fB1wI(1),uTω2
}w∈{1,s2,s2s1}

où, pour w ∈ {1, s2, s2s1}, v ∈ V , on désigne par fB1gI(1),v l’élément de IndG
B1
σ ⊗ ψ qui est

I(1)-invariant, de support B1wI(1), et de valeur v en w.

Démonstration. — C’est un résultat classique qui provient de [39, I.5.6], parce qu’un système
de représentants des doubles classes B1\G/I(1) est donné par {1, s2, s2s1} et que pour chaque
élément w de ce système, l’image de la projection

B1 ∩ wI(1)w
−1

� L ' GL2(Qp) × GL1(Qp)

est égale au produit du pro-p-Iwahori de GL2(F ) par le sous groupe 1 + pZp de GL1(Qp).



4.5. I(1)-INVARIANTS D’INDUITES PARABOLIQUES 179

4.5.2.1. On reprend les notations de la preuve du théorème 4.4.1. En particulier, on note B1 = LU
et B̄1 = LŪ la décomposition de Lévi du sous-groupe parabolique B1 et de son opposé B̄1.

On désigne par L+ le semi-groupe des éléments positifs de L relativement à la décomposition
d’Iwahori selon (B1, B̄1). On rappelle que ce sont les éléments de la forme





a b 0
c d 0
0 0 e



 ∈ L, avec val(e) ≤ min(val(a), val(b), val(c), val(d)).

Soit C la sous-algèbre de H
(1)

Fp
engendrée par les éléments {Th}h∈L+ . D’après [40, II.5], l’espace

V des invariants de σ sous l’action du pro-p-Iwahori de GL2(Qp) est un module à droite pour la

sous-algèbre C de H
(1)

Fp
défini de la façon suivante :

(104) pour tout h ∈ L+, h =





a b 0
c d 0
0 0 e



 , et tout v ∈ V, v.Th := ψ(e−1) v.T a b
c d

!.

Lemme 4.5.3. Soient h ∈ L+ et v ∈ V . L’image de l’élément I(1)-invariant fB1I(1),v sous l’action

à droite de Th ∈ H
(1)

Fp
est égale à

fB1I(1),v.Th = fB1I(1),v.Th
.

Démonstration. — D’après [40, II.4], il existe un système de représentants {ycy}y∈Y,cy∈Cy des
classes simples

(105) I(1)hI(1) =
∐

y∈Y, cy∈Cy

I(1)hycy ,

tel que Y ⊂ I(1) ∩ L, est un système de représentants des classes simples

(106) (I(1) ∩ L)h(I(1) ∩ L) =
∐

y∈Y

(I(1) ∩ L)hy,

et que pour tout y ∈ Y , on a Cy ⊂ I(1) ∩ Ū et la décomposition en classes simples

(107) I(1)hy(I(1) ∩ Ū) =
∐

cy∈Cy

I(1)hycy .

Supposons que B1I(1)hycy∩B1I(1)hy 6= ∅. Montrons qu’alors cy = 1.(Les arguments sont inspirés
de [31, §4, Proposition 7]). Notons que, par positivité de h, on a B1I(1)h = B1h

−1(I(1) ∩ Ū)h.
Ainsi, l’hypothèse se traduit par l’existence de b ∈ B1, k1, k2 ∈ I(1) ∩ Ū tels que

h−1k1hycy = bh−1k2hy.

Or, I(1) ∩ Ū est contracté par h−1. C’est de plus un sous-groupe distingué de I(1) ∩ B̄1, donc
ycyy

−1 ∈ I(1) ∩ Ū . Par conséquent, b ∈ I(1) ∩ Ū . Mais puisque b ∈ B1, on obtient b = 1 et
hycy = k−1

1 k2hy. Ainsi, I(1)hycy = I(1)hy et cy = 1.
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L’image, sous l’action à droite de Th, de fB1I(1),v est un élément I(1)-invariant de IndG
B1
σ ⊗ ψ de

support B1I(1)hI(1). Or, h−1 contracte I(1) ∩ Ū . Ainsi,

B1I(1)hI(1) = B1(I(1) ∩ Ū)hI(1) ⊂ B1hI(1) = B1I(1).

Par conséquent, fB1I(1),v .Th est un élément I(1)-invariant de IndG
B1
σ⊗ψ de support B1I(1). Pour

le déterminer entièrement, il suffit donc de déterminer sa valeur en l’unité de G.
D’après la décomposition de la double classe I(1)hI(1) donnée par (105), on a

fB1I(1),v.Th =
∑

y∈Y, cy∈Cy

(hycy)
−1.fB1I(1),v.

Si l’unité de G appartient à B1I(1)hycy , alors, puisque hy ∈ B1, on a B1I(1)hycy ∩B1I(1)hy 6= ∅
et cy = 1 d’après ce qui précède. Ainsi,

[fB1I(1),v.Th](1G) =
∑

y∈Y
fB1I(1),v((hy)

−1)

=
∑

y∈Y
(ψ ⊗ σ)((hy)−1).v car h, y ∈ L.

Par définition de l’action de l’algèbre C sur v et du fait de la décomposition (106), cet élément
n’est autre que v.Th.

4.5.2.2. On rappelle que l’espace V a pour base {u, uTω2}.

Lemme 4.5.4. L’espace des I(1)-invariants de IndG
B1
σ⊗ψ est un H

(1)

Fp
-module à droite engendré

par

fB1I(1),u.

Démonstration. — Soit v ∈ V .
a) L’image de fB1I(1),v sous l’action à droite de l’élément Tω ∈ H

(1)

Fp
est un élément non nul (car

Tω est inversible dans H
(1)

Fp
), I(1)-invariant, de support

B1I(1)ω = B1ωI(1) = B1s2s1I(1)

car ω normalise le pro-p-Iwahori et se décompose sous la forme ω = x3s2s1. Sa valeur en s2s1
est

fB1I(1),v(s2s1ω
−1) = (σ ⊗ ψ)(x−1

3 ).v = ψ(π−1)v.

b) L’image de fB1I(1),v sous l’action à droite de l’élément Tω2 ∈ H
(1)

Fp
est un élément non nul,

I(1)-invariant, de support

B1I(1)ω
2 = B1ω

2I(1) = B1s2I(1)

car ω2 = x2x3s1s2. Sa valeur en s2 est

fB1I(1),v(s2ω
−2) = (σ ⊗ ψ)(s1x

−1
2 x−1

3 ).v = ψ(π−1)σ(ω−1
2 )v = ψ(π−1)v.Tω2 .
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c) On pose h :=





0 1 0
π 0 1
0 0 1



. C’est un élément positif de L. Ainsi, d’après le lemme 4.5.3 l’image

de fB1I(1),v sous l’action à droite de l’élément Th ∈ H
(1)

Fp
est égale à l’élément

fB1I(1),vTh
= fB1I(1),vTω2

.

D’après c) (appliqué à v := u) le sous H
(1)

Fp
-module à droite engendré par l’élément fB1I(1),u

contient les éléments
fB1I(1),u, fB1I(1),uTω2

.

D’après a), il contient alors aussi les éléments

fB1s2s1I(1),u, fB1s2s1I(1),uTω2

et d’après b), les éléments
fB1s2I(1),uTω2

, et fB1s2I(1),u,

car T 2
ω2
u = zu avec z 6= 0. Du fait du lemme 4.5.2 qui donne une base de l’espace des I(1)-invariants

de IndG
B1
σ ⊗ ψ, on a démontré le lemme.

4.5.2.3. — D’après les résultats du paragraphe 3.2.1, la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori de
GL2(Qp) est engendrée par les éléments

{Ts, T
±1
ω2
, T a 0

0 b

!, avec a, b ∈ F∗
q, } où s =

(

0 1
1 0

)

.

On a noté T ∗
s l’élément suivant qui vérifie T ∗

s Ts = 0 : T ∗
s = Ts −

∑

a∈F∗
q

T a 0
0 −a−1

!.

La classification des représentations supersingulières de GL2(Qp) effectuée dans [10] (ou bien
encore le résultat de notre chapitre 2) montre que l’espace des invariants de la représentation σ
sous l’action du pro-p-Iwahori est un module simple à droite supersingulier pour la Fp-algèbre de
Hecke du pro-p-Iwahori de GL2(Qp). A l’aide des résultats [43], nous décrivons l’action à droite
de cette algèbre de Hecke sur l’espace V des invariants de σ sous l’action du pro-p-Iwahori.

– L’espace V a pour Fp-base {u, uTω2}.

– Il existe un caractère χ = χ1 ⊗ χ2 : F∗
p × F∗

p → Fp
∗

tel que pour tous a, b ∈ F∗
q,

uT a 0
0 b

! = χ1(a)χ2(b)u.

– L’élément central T 2
ω2

agit par multiplication par le scalaire non nul z−1.

– Enfin, on a uTs = 0, uTω2T
∗
s = 0.
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Remarque 4.5.5. Pour tous a, b ∈ F∗
q il découle des relations de commutation dans l’algèbre de

Hecke du pro-p-Iwahori de GL2(Qp) (voir le théorème 3.2.1) que l’élément T a 0
0 b

! agit à droite

sur uTω2 par multiplication par χ1(b)χ2(a).

Proposition 4.5.6. Le H
(1)

Fp
-module à gauche des I(1)-invariants [(IndG

B1
σ⊗ψ)I(1)]g est un quo-

tient d’un H
(1)

Fp
-module standard singulier de drapeau dominant de caractère central donné par

T 3
ω 7→ zψ(π), E{1} +E{2} +E{3} 7→ ψ(π), E{1,2} +E{2,3} +E{1,3} 7→ 0.

Remarque 4.5.7. Soit B2 le parabolique supérieur associé au sous-groupe de Lévi standard L2 '

GL1(Qp) × GL2(Qp). Le H
(1)

Fp
-module à gauche des I(1)-invariants [(IndG

B2
ψ ⊗ σ)I(1)]g est un

quotient d’un H
(1)

Fp
-module standard standard singulier de drapeau dominant de caractère central

tel que E{1} +E{2} +E{3} 7→ 0.

Preuve de la proposition 4.5.6. — Il suffit de prouver que l’élément fB1I(1),u générateur du

H
(1)

Fp
-module à gauche [(IndG

B1
σ⊗ψ)I(1)]g est un élément propre pour la sous-algèbre commutative

A
(1)

Fp
de générateurs

{T±3
ω , E{1}, E{2}, E{3}, E{1,2}, E{1,3}, E{2,3}, Tt, t ∈ T (Fq)}

pour le caractère singulier λ de drapeau dominant ∅ ( {3} ( {1, 2, 3}, déterminé par la donnée

λ(T 3
ω) = zψ(π), λ(E{3}) = ψ(π), λ(Tt) = (χ−1 ⊗ ψ)(t) ∀t ∈ T (Fq).

– Soit g un élément de G tel que g−1 ∈ L+. D’après le paragraphe 0.1.2.1, l’image de l’élément
fB1I(1),u ∈ [(IndG

B1
σ ⊗ ψ)I(1)]g sous l’action à gauche de Tg est

fB1I(1),u. Tg−1 .

L’élément g−1 appartenant à L+, le lemme 4.5.3 dit que cette image n’est autre que l’élément
I(1)-invariant de support B1I(1) et de valeur en l’unité de G égale à

uTg−1 .

Appliquons cela aux éléments t ∈ T (Fp), x3, x{2,3}, et ω3 dont les inverses sont bien des éléments
de L+. D’après (104) et la description de l’action à droite de l’algèbre de Hecke du pro-p-Iwahori
de GL2(Qp) sur V, on remarque que

– Si t = (t1, t2, t3), alors uTt−1 = χ−1(t1, t2)ψ(t3) = (χ−1 ⊗ ψ)(t),

– uT−3
ω = zψ(π),

– uTx−1
3

= ψ(π)u
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– uTx−1
2,3

= ψ(π)uT 1 0
0 π−1

! = ψ(π)uTsT
−1
ω2

= 0.

Donc Tt, T 3
ω , E{3} = Tx3 et E{2,3} = Tx2,3 agissent respectivement à gauche sur fB1I(1),u par

multiplication par (χ−1 ⊗ ψ)(t), zψ(π), ψ(π) et 0.

– D’après les relations de commutation (R0) du théorème 3.2.9, le produit E{1,2}E{3} est nul.

Donc l’action à gauche de E{1,2} sur fB1I(1),u ∈ [(IndG
B1
σ ⊗ ψ)I(1)]g est nulle, puisque E{3} agit

par multiplication par un scalaire non nul.

– L’image de fB1I(1),u ∈ [(IndG
B1
σ ⊗ ψ)I(1)]g sous l’action à gauche de E{1,3} = T ∗

s1
T 2

ωTs2 est
l’élément

fB1I(1),u. Ts2T
−2
ω T ∗

s1
.

On a Ts2T
−2
ω = Ts2ω−2 . Or s2ω−2 =





0 π−1 0
1 0 0
0 0 π−1



 appartient à L+. Par conséquent, d’après

le lemme 4.5.3, fB1I(1),uTs2T
−2
ω est égal à l’élément I(1)-invariant de support B1I(1) et de valeur

en l’unité de G

uTs2ω−2 = ψ(π)u.T 0 π−1

1 0

! = ψ(π)u.T−1
ω2

= zψ(π)u.Tω2 .

L’image sous l’action de

T ∗
s1

= Ts1 −
∑

a∈F∗
q

T0

B

B

@

a 0 0
0 −a−1 0
0 0 1

1

C

C

A

de fB1I(1),u.Tω2
est alors elle aussi obtenue par le lemme 4.5.3 car dans l’écriture de T ∗

s1
n’ap-

paraîssent que des matrices appartenant à L+ . On obtient ainsi l’élément I(1)-invariant de
support B1I(1) et de valeur en l’unité de G égale à

(u.Tω2)[Ts −
∑

a∈F∗
q

T a 0
0 −a−1

!] = (u.Tω2)T
∗
s = 0.

Ainsi, l’action à gauche de E{1,3} annule fB1I(1),u.
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4.6. Correspondance de Langlands numérique modulo p pour la pro-p-algèbre de
Hecke

4.6.1. Représentations irréductibles de dimension 3 du groupe de Weil de F . — On
note WF le groupe de Weil de F ([34], [37]). On y fixe un Frobenius géométrique. Pour z ∈ Fp

∗
, on

désigne par Irrz
Fp

(WF ) l’ensemble des classes d’isomorphisme des Fp-représentations irréductibles

de dimension 3 de WF telles que le déterminant du Frobenius géométrique est égal à z.

Soient i ∈ N∗ et Fi l’extension non ramifiée de degré i de F . En particulier, F1 = F . Soient WFi le
groupe de Weil de Fi et IFi le sous-groupe d’inertie. On fixe un isomorphisme vi : WFi/IFi

∼
→ Z.

Pour z ∈ Fp
∗
, on désigne par νi,z le caractère non ramifié de WFi défini par νi,z(w) = zvi(w), ∀w ∈

WFi .

Un caractère WF3 → Fp
∗

est modérément ramifié et s’identifie par la théorie du corps de classes
à un produit αν3,z avec z ∈ Fp

∗
, α : F∗

q3 → Fp
∗
. Pour un tel couple (z, α) on note σ(z, α) la

représentation de WF

σ(z, α) = indWF
WF3

αν3,z.

Soit O l’ensemble des orbites sous l’action du groupe de Galois de Fq des Fp-caractères réguliers
de F∗

q3 . L’application suivante est bien définie,

(108)
O −→ Irrz

Fp
(WF )

ᾱ 7−→ σ(z, α)

où ᾱ désigne l’orbite du caractère α sous l’action du groupe de Galois de Fq. C’est une bijection
d’après [40, 1.13]. D’où,

Card(Irrz
Fp

(WF )) = (q + 1)q(q − 1)/3.

Action par torsion par un caractère χ0 : F ∗ → F
∗
p.

On note µ : F ∗ → Fp
∗

le caractère obtenu par inflation de la réduction O∗
F → Fp

∗
et en choisissant

µ(π) = 1. On pourra aussi considérer µ comme un caractère deO∗
F /1+πOF ' F∗

q. C’est le caractère
fondamental de F ∗. On note µ3 le caractère fondamental de F3, construit de même.

Tout caractère χ0 : F ∗ → F
∗
p s’identifie à un produit µlνz0 , pour l ∈ Z/(q − 1)Z et z0 ∈ Fp

∗
.

L’inflation par la norme F ∗
3 → F ∗ du caractère χ0 est le caractère µl(1+q+q2)

3 ν3,z3
0
. Ainsi, la torsion

par le caractère χ0 de la représentation σ(z, α) s’écrit :

χ0.σ(z, α) = σ(zz3
0 , αµ

l(1+q+q2)
3 ) ∈ Irr

zz3
0

Fp
(WF ).

Lemme 4.6.1. Soit z ∈ Fp
∗
. L’action de {µl, l ∈ Z/(q − 1)Z} partitionne Irrz

Fp
(WF ) en :

– (q + 1)q/3 orbites de cardinal q − 1 si q 6= 1mod 3.

– 3m(m+ 1) orbites de cardinal q − 1 et de 2 orbites de cardinal m si q = 1 + 3m.
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Démonstration. — Soit ζ un générateur du groupe multiplicatif F∗
q3 . Un caractère de F∗

q3 à

valeurs dans Fp
∗

est déterminé par l’image ζk de ζ, où k ∈ Z/(q3 − 1)Z. Ce caractère est régulier
si son orbite sous l’action du groupe de Galois possède 3 éléments, c’est-à-dire si les éléments
ζk, ζqk, ζq2k sont distincts.

Ainsi, d’après (108), l’ensemble Irrz
Fp

(WF ) est paramétré par les triplets non ordonnés

{ζk, ζqk, ζq2k}k∈Z/(q3−1)Z constitués d’éléments deux à deux distincts de F∗
q3 , ou encore par

l’ensemble Pq des polynômes unitaires de degré 3 irréductibles sur Fq : soit k ∈ Z/(q3 − 1)Z,
l’élément Pk de Pq correspondant au triplet {ζk, ζqk, ζq2k} est le polynôme irréductible sur Fq,

Pk = (X − ζk)(X − ζqk)(X − ζq2k) = X3 + akX
2 + bkX + ck ∈ Fq[X].

L’action de {µl, l ∈ Z/(q − 1)Z} sur Irrz
Fp

(WF ) se traduit alors par l’action de Z/(q− 1)Z sur Pq

suivante : pour l ∈ Z/(q − 1)Z, Pk ∈ Pq,

l.Pk = (X − ζk+l(1+q+q2))(X − ζqk+l(1+q+q2))(X − ζq2k+l(1+q+q2)) = ζ3l(1+q+q2)P (ζ−l(1+q+q2)X).

Nous voulons identifier les polynômes de Pq ayant un stabilisateur non trivial sous l’action de
Z/(q − 1)Z. Soit Pk = X3 + akX

2 + bkX + ck ∈ Pq et l ∈ Z/(q − 1)Z tel que l.Pk = Pk. En
observant le terme constant de ce polynôme, on a ζ 3l(1+q+q2) = 1.

– Si q 6= 1mod 3, alors q− 1 et 1 + q+ q2 sont premiers entre eux et ζ3l(1+q+q2) = 1 implique que
l = 0 donc Pk a un stabilisateur trivial et une orbite de cardinal q − 1.

– Sinon, il existe m ∈ N tel que q = 3m+1, et m et (1 + q+ q2)/3 sont premiers entre eux. Alors
ζ3l(1+q+q2) = 1 implique que l ∈ m(Z/(q − 1)Z) ' Z/3Z. Ainsi, si Pk a un stabilisateur non
trivial, ce dernier est égal au sous-groupe de Z/(q − 1)Z engendré par m. Or, ζm(1+q+q2) 6= 1

donc ak = 0, de même ζ2m(1+q+q2) 6= 1 donc bk = 0 et Pk est de la forme X3 + ck.
Puisque l’image de l’endomorphisme x 7→ x3 du groupe F∗

q est de cardinal (q − 1)/3, il existe
2(q − 1)/3 polynômes unitaires irréductibles sur Fq de la forme X3 + c.
Ainsi, Pq contient deux 2 orbites de cardinal (q − 1)/3 : celle associée au polynôme P 1+q+q2

3

=

X3−ζ1+q+q2
, et celle associée à P 2(1+q+q2)

3

= X3−ζ2(1+q+q2). Les autres orbites sont de cardinal

q − 1.

4.6.2. HFp
(G, I(1))-modules simples supersinguliers.— Soit z ∈ Fp

∗
. On note SSz(HFp

(G, I(1)))

l’ensemble des classes d’isomorphisme de HFp
(G, I(1))-modules simples supersinguliers tels que

l’élément central inversible Tω3 agit par multiplication par z.

Soit Γ l’ensemble des S3-orbites dans T̂ (Fq). Il est de cardinal (q + 1)q(q − 1)/6. A une orbite γ,
on a associé deux éléments (M,γ) de SSz(HFp

(G, I(1))). Par conséquent,

Card(SSz(HFp
(G, I(1))) = (q + 1)q(q − 1)/3.
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Remarque 4.6.2. La notation (M,γ) signifie que M est un module simple supersingulier pour la
Fp-algèbre de Hecke de la représentation σγ . Nous avons vu par proposition 4.1.2, que si γ et γ ′

ont le même cardinal, alors les Fp-algèbres de Hecke de σγ et σγ′ sont isomorphes, de sorte que
M a une structure de module simple supersingulier pour la Fp-algèbre de Hecke de σγ′ . Ainsi,
l’ensemble SSz(HFp

(G, I(1))) contient aussi (M,γ ′).

Action par torsion par un caractère χ0 : F ∗ → F
∗
p.

On définit l’action des Fp-caractères de F ∗ sur les HFp
(G, I(1))-modules de façon à ce qu’elle soit

compatible avec l’action par produit tensoriel sur les Fp-représentations de G.

En particulier, pour (M,γ) ∈ SSz(HFp
(G, I(1))), la torsion de (M,γ) par χ0 = µlνz0 est donnée

par :
χ0.(M,γ) = (νz0 .M, µl.γ) ∈ SSzz3

0
(HFp

(G, I(1)))

où γ (resp. µl.γ ) est l’orbite sous l’action de S3 du caractère χ : F∗
q
3 → F

∗
p (resp µl χ), et νz0 agit

sur M en multipliant l’action de Ω3 par z3
0 .

Remarquons que Γ est paramétré par l’ensemble des triplets non-ordonnés {i, j, k} d’éléments
de Z/(q − 1)Z et que l’action de {µl, l ∈ Z/(q − 1)Z} sur Γ se traduit par l’action suivante de
Z/(q − 1)Z sur les triplets :

∀ i, j, k, l ∈ Z/(q − 1)Z, l.{i, j, k} = {i+ l, j + l, k + l}.

Cette description permet d’établir le lemme suivant.

Lemme 4.6.3. L’action de {µl, l ∈ Z/(q − 1)Z} partitionne Γ en :

– (q + 1)q/6 orbites de cardinal q − 1 si q 6= 1mod 3.

– 3m(m+ 1)/2 orbites de cardinal q − 1 et de 1 orbite de cardinal m si q = 1 + 3m. L’orbite de

cardinal m est celle associée au caractère χ = χ1 ⊗ χ2
1 ⊗ χ3

1 : T (Fq) → Fp
∗

avec χ1(x) = xm

∀x ∈ F∗
q.

4.6.3. Correspondance de Langlands numérique pour la Fp-algèbre de Hecke du pro-p-

Iwahori de GL3(F ). — Soit z ∈ Fp
∗
. D’après ce qui précède, l’action du caractère fondamental

de F ∗ partitionne Irrz
Fp

(WF ) d’une part et SSz(HFp
(G, I(1))) d’autre part, en :

– (q + 1)q/3 orbites de cardinal q − 1 si q 6= 1mod 3.
– 3m(m+ 1) orbites de cardinal q − 1 et de 2 orbites de cardinal m si q = 1 + 3m.
On peut donc trouver une bijection

SSz(HFp
(G, I(1))) ' Irrz

Fp
(WF )

qui soit compatible avec l’action du caractère fondamental µ de F ∗. Choisissons dans WF le
Frobenius correspondant par la théorie du corps de classes à l’uniformisante π.

Théorème 4.6.4. Il existe une bijection compatible avec la torsion par le caractère fondamental
de F ∗ entre
– l’ensemble des classes d’isomorphisme de HFp

(GL3(F ), I(1))-modules simples supersinguliers

tels que l’élément central inversible Tω3 agit par multiplication par z d’une part,
– l’ensemble des classes d’isomorphisme de Fp- représentations irréductibles de dimension 3 du

groupe de Weil de F , avec le déterminant du Frobenius égal à z, d’autre part.
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