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INTRODUCTION

Ce travail est une contribution a I’étude des représentations lisses modulo p du groupe linéaire
général a ceefficients dans un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p. Soit F
un tel corps.

On note G = GLy(F) /7% ot 7 désigne une uniformisante de F. Nous montrons que, lorsque
F = Q, avec p # 2, le foncteur des invariants sous l’action du pro-p-Iwahori I(1) de GLa(F') est
une équivalence entre la catégorie des Fp-représentations lisses de G engendrées par leurs I(1)-
invariants et la catégorie des modules a droite sur la F,-algébre de Hecke HE(G,I (1)). Nous
donnons en outre des exemples de corps F pour lesquels ce résultat est faux.

D’autre part, nous donnons la classification des modules simples ayant un caractére central
sur la Fp—algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL3(F). Aprés avoir décrit conjecturalement les
modules simples supersinguliers, nous montrons, dans ’esprit d’une correspondance de Langlands
modulo p, qu’ils sont en bijection avec les Fp—représentations irréductibles de dimension 3 du
groupe de Weil de F.

Enfin, nous donnons un critére d’irréductibilité pour les séries principales de GL,,(F) en carac-
téristique p.

Toutes les représentations considérées sont lisses.

Soit n un entier strictement positif. La théorie des représentations complexes de GL,,(F') est
bien comprise. J.N.Bernstein a montré que la catégorie des représentations complexes de GL,,(F)
se décompose en un produit de catégories de modules sur des algébres complexes, appelées blocs
de Bernstein ([5]). La théorie des types de C.J.Bushnell et P.C Kutzko (|7]) assure que pour tout
bloc de Bernstein B, il existe un sous-groupe ouvert compact K de GL,,(F') et une représentation
irréductible p de K tels que B coincide avec la sous-catégorie des représentations complexes
engendrées par leurs composantes (K, p)-isotypiques et que cette derniére est équivalente, via le
foncteur des (K, p)-invariants, a la catégorie des modules & droite sur 'algébre de Hecke de la
représentation p. On dit que (K, p)-est un type pour le bloc de Bernstein B.

En particulier, si 'on choisit pour K le sous-groupe d’Iwahori standard I de GL,,(F'), et pour p
son caractére trivial, le couple (I, 1) est un type : le foncteur des I-invariants est une équivalence
entre la catégorie des représentations complexes de GL,,(F') engendrées par leurs [-invariants et
la catégorie des modules & droite sur Ialgébre de Hecke-Iwahori complexe de GL,,(F) ([8]).
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La classification des représentations complexes est en partie motivée par la conjecture de Lan-
glands, qui est désormais démontrée, lorsque F' est de caractéristique positive ([24]) et lorsque F
est de caractéristique nulle (|21] et [20]) : il existe une correspondance bijective naturelle entre
les représentations irréductibles supercuspidales, i.e. qui ne sont pas des sous-quotients d’induites
paraboliques, et les représentations irréductibles de dimension n du groupe de Weil de F.

Pour un nombre premier ¢, on fixe une cloture algébrique F, de F,. Les représentations de
GL,,(F) & ccefficients dans Fy, £ # p, ont été classifiées par M.-F.Vignéras ([39]) qui a adapté a
ce cadre la théorie des types. Le foncteur des I-invariants met en bijection les F,-représentations
irréductibles de GL,,(F) ayant un vecteur [-invariant non trivial avec les modules simples a droite
sur la Fj-algébre de Hecke-Iwahori. Le résultat reste vrai si 'on remplace I par le pro-p-Iwahori
I(1). Enfin, la conjecture de Langlands modulo ¢ est vérifiée (|42]).

On ne connait pas les représentations irréductibles a coefficients dans F,, de GL,,(F). Travailler
en caractéristique naturelle génére nombre de difficultés. Les outils précédemment utilisés, en
particulier la mesure de Haar sur GL,,(F'), ne s’adaptent pas car GL, (F') est localement un pro-

p-groupe.

Les pionniers de la théorie des Fp-représentations de GL,,(F) ont abordé tout d’abord le cas
oun = 2. En 1994, L.Barthel et R.Livné (|1], [2]) ont classifié les représentations irréductibles de
GL2(F') qui sont des sous-quotients d’induites paraboliques et montré qu’il existe des représen-
tations irréductibles supercuspidales, qu’ils n’ont pas classifiées et qu’ils ont appelées supersingu-
lieres. En 2001, C.Breuil a classifié ces représentations supersinguliéres dans le cas particulier ou
F=Q, ([10]). 3
Un enjeu majeur de la détermination des [Fp-représentations irréductibles de GL,,(F') est l'explo-
ration de la possibilité d’une correspondance de Langlands en caractéristique p. Dans cet esprit,
C.Breuil a démontré que les représentations supersinguliéres de GL2(Q)) sont en bijection natu-
relle avec les Fp—représentations irréductibles de dimension 2 du groupe de Weil de Q,.

Faute d’un cadre théorique adapté, les résultats précédents ne sont pas généralisés a tout n > 2.
Le cas, encore trés mystérieux, de la caractéristique p offre toutefois une propriété particuliére :
tout pro-p-groupe agissant (de fagon lisse) sur un Fp—espace vectoriel admet un vecteur invariant
non trivial. Le pro-p-Iwahori I(1) de GL,,(F), c’est a dire 'unique pro-p-sous-groupe maximal de
I'Iwahori standard, retient donc I'attention : si 'on se donne une F-représentation V non nulle de
GL,,(F), la Fp-algebre de Hecke HFP(GLn(F ), 1(1)) du pro-p-Iwahori agit naturellement & droite
sur Pespace V(1) non trivial de ses I(1)-invariants. Le foncteur obtenu, de la catégorie des F,-
représentations de GL, (F') dans la catégorie des HFP(GLH(F ), I(1))-modules a droite, est appelé
foncteur des I(1)-invariants.

S’inspirant du cadre des représentations complexes, ou bien a ccefficients dans Fy, ¢ # p, il semble
alors naturel d’appréhender le probléme de la classification des [F-représentations irréductibles de
GL,,(F) via les deux questions suivantes :

1. L’étude des propriétés du foncteur des I(1)-invariants.
2. La classification des modules simples sur la [F-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL,, (F).
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L’objet du présent travail est d’apporter des éléments de réponse & ces deux questions. Rap-
pelons tout d’abord ce qui a déja été établi dans cette voie. En 2001, M.-F. Vignéras a classifié
les modules simples sur la Fp-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL2(F') ayant un caractére
central ([43]). Parmi ces modules, elle a identifé ceux qui proviennent, via le foncteur des I(1)-
invariants, de sous-quotients irréductibles d’induites paraboliques. I convenait alors d’appeler les
autres des modules supersinguliers. Le bien-fondé de cette dénomination est manifeste, & la lumiére
des observations suivantes. Lorsque F' = Q,, le foncteur des I(1)-invariants met en correspon-
dance bijective les Fp-représentations irréductibles de GL2(Q,) ayant un caractére central avec les
Hg, (GL2(Qp), I(1))-modules simples ayant un caractére central. Cette correspondance associe les

[F,-représentations supersinguliéres classifiées par C.Breuil avec les HFP(GLQ(QP)7I (1))-modules
simples supersinguliers. D’autre part, pour F' quelconque, les HFP(GLQ(F ), I(1))-modules simples
supersinguliers sont en bijection avec les Fp—représentations irréductibles de dimension 2 du groupe
de Weil de F. Enfin, en 2003, a 'aide de systémes de coefficients inspirés de [32], V.Paskunas a
associé a chaque HFP(GLQ(F ), I(1))-module simple supersingulier une représentation supersingu-
liere de GLy(F') dont lespace des I(1)-invariants a pour socle ce module simple supersingulier

(28]).

Les résultats présentés dans cette thése s’organisent en deux parties, articulées autour des deux
questions que nous nous sommes précédemment posées.

Partie I

Nous travaillons avec le groupe G' = GLo(F)/nZ. Par définition, la F,-algébre de Hecke du pro-
p-Iwahori de G est l'algébre des entrelacements du F,[G]-module universel F,[I(1)\G]. Ainsi, ce
module universel définit les deux foncteurs adjoints T et HM) suivants :

— le foncteur TM) de la catégorie des HFP(GJ (1))-modules a droite dans la catégorie des F,-
représentations de G engendrées par leurs I(1)-invariants :

M M @ (a.10)) FplI(D\G],

— le foncteur KW, dit des I (1)-invariants, de la catégorie des Fp—représentations de G engendrées
par leurs I(1)-invariants dans la catégorie des Hz, (G, I(1))-modules a droite :

V— Homg oy (Fp[[()\G], V) = VI

Le module universel FP[I \G], relatif a I'Twahori standard I, définit de maniére analogue deux
foncteurs adjoints T et H entre la catégorie des HFP (G, I)-modules a droite et la catégorie des

[F,-représentations de G engendrées par leurs I-invariants.

Lorsque l'on travaille avec les représentations complexes, il est bien connu que le foncteur 7T est
exact : le résultat repose sur le fait que le pro-ordre de I est inversible dans 'anneau sur lequel
on travaille. Ainsi, on dispose d’une mesure de Haar normalisée p de I et, pour tout espace V sur
lequel I agit, on a VI = uV.

Notre premier chapitre s’attache a déterminer un critére d’exactitude pour le foncteur TM)
condition sine qua non pour qu’il constitue une équivalence ge catégories : nous montrons que le
module universel Fp[I(1)\G] est plat comme module sur la Fy-algébre de Hecke de Hg (G,1(1))

si et seulement si le cardinal ¢ du corps résiduel de F' est premier, égal a p.
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Plus précisément, on décompose T(M) en sa partie Twahori et sa partie réguliére au sens suivant.
On désigne par ind?a I'induite compacte d’une Fp-représentation o de I. Puisque Fp est un
anneau dans lequel ¢ — 1 est inversible et contenant une racine g — 1™ de l'unité, le F,[G]-module
F,[I(1)\G] se décompose en la somme directe

F,[1(1\C] =~ @D ind§o,,
vyerl

ou I' désigne l'ensemble des orbites sous I'action du groupe des permutations Gy = {1,7} des
[F,-caractéres de I/I(1) ~ (IE‘;;)Q et, pour v € I', on désigne par o, la représentation de I triviale

sur /(1) donnée par o, = @ X.
XEY
Il n’y a pas d’entrelacement non nul entre les induites compactes de o et o, si les orbites v et

~" sont distinctes, de sorte que cette décomposition se traduit par 1’écriture de la Fp-algébre de
Hecke HE(G, I(1)) en un produit d’algébres de Hecke (proposition 1.1.3) :

Hg, (G, 1(1)) ~ PHg, (G, 05).
yel’

Le Hg (G, 1(1))-module F,[I(1)\G] est plat si et seulement si pour chaque orbite v € I' 'induite

compacte ind?aw est un module plat sur la Fp—algébre de Hecke HE (G,0,) de la représentation
oy

Lorsque v est de cardinal 1 on dit que l'on est dans le cas Iwahori et 'on est ramené & ’étude de
la platitude du HFP(Gv I)-module universel F,[I\G] (§1.2). Lorsque v = {x, 7x} est de cardinal 2,
on dit que I'on est dans le cas régulier dont I’étude se raméne, par équivalence de Morita, & celle
du HFP(G,X)—module ind¥x (§1.3).

Nous montrons, a 'aide de 'arbre de Bruhat-Tits que le HFP(Gv I)-module F,[I\G] est projectif
donc plat. L’induite compacte d’un caractére régulier est, quant a elle, un HFP(Gv x)-module libre
si ¢ = p, tandis que si ¢ # p, ce n’est pas méme un HE (G, x)-module plat. Le défaut d’exactitude

de TW lorsque ¢ # p provient donc de sa partie réguliére.

Lorsque ¢ # p, on ne saurait donc espérer que T et H(M) constituent des équivalences quasi-
inverses de catégories. Est-ce une condition nécessaire et suffisante 7 Qu’en est-il de T et H 7

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous attelons a répondre & ces questions et établissons les
résultats suivants :

a) Supposons que F' = Q,, avec p # 2. Les foncteurs TW et HD sont des équivalences
quasi-inverses entre la catégorie des HFP(G7I (1))-modules & droite et la catégorie des F-
représentations de G' engendrées par leurs I(1)-invariants.

b) Supposons que 'on est dans I'une des deux situations suivantes : ¢ # p, ou bien p # 2 et
F =TF,((t)) est le corps des séries de Laurent en la variable ¢ a coefficients dans F,,.

Il existe un HFP(G’ I(1))-module & droite simple supersingulier M™) (qui est un Fy-espace
vectoriel de dimension 2) tel que le Fy-espace vectoriel H(1) o T (9(1)) est de dimension
infinie.
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Ces résultats sont a nouveau démontrés en deux temps, en considérant la partie Iwahori (§2.1)
puis la partie réguliére (§2.2). II apparait par exemple, lorsque F' = F,((t)) avec p # 2, que les
foncteurs T et HM) ne sont pas des équivalences de catégories bien que T soit un foncteur
exact.

Notons que le résultat a) du théoréme permet en particulier de retrouver le résultat de C.Breuil
de classification des IF,-représentations irréductibles supersinguliéres de GL2(Q,) pour p # 2. Un
résultat du type de b) était annoncé dans sa remarque 4.2.6.

Lorsque F' = Q,, p # 2, notre preuve de I'équivalence de catégories tire profit, de facon essen-
tielle, de la décomposition du module universel F,[/(1)\G] en une somme directe de Hz, (G,I(1))-
modules projectifs de type fini. On remarque de plus que ’'on est naturellement conduit & ’étape
déterminante qui consiste a vérifier que H™® o T (MM ~ 1M ou MM est un ’HFP(G,I(l))—
module & droite simple supersingulier. C’est ainsi que ’on réalise, lorsque 'on se place dans les
hypothéses b), que ce sont les modules supersinguliers qui viennent entraver I'existence d’un iso-
morphisme H® o T ~ 4.

Partie II

Les résultats de la premiere partie sont spécifiques au cas n = 2 car ils nécessitent une compré-
hension de la structure du module universel sur la F,-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori, facilitée
par la structure d’arbre de I'immeuble de Bruhat-Tits de GLa(F).

La deuxiéme question que nous avons posée au début de cette introduction apparait, quant & elle,
plus aisément abordable en de plus grandes dimensions. Nous décrivons ici les résultats établis
dans l'espoir de comprendre la classification des modules simples ayant un caractére central sur
la Fp-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL,,(F) et mettons en ceuvre ces méthodes dans le
dernier chapitre, pour obtenir la compléte classification lorsque n = 3.

Dans le chapitre 3, nous énoncons tout d’abord des résultats dus a Vignéras qui donnent un

analogue, pour 'anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GL,,(F'), de la présentation de Iwahori-
Matsumoto pour 'anneau de Hecke-Iwahori (|45]). Si cette présentation fut suffisante pour déter-
miner les Hg (GLy(F), I(1))-modules simples ([43]), les calculs sont inextricables si I’on proceéde
de méme avec n = 3. Cette difficulté a motivé la mise en place, pour le Z-anneau de Hecke du pro-
p-Iwahori de GL,,(F)), d’une présentation de Bernstein entiére ([45]) inspirée de la présentation
de Bernstein pour I’algébre de Hecke-Iwahori complexe (|26]). On dispose donc désormais dans le
Z-anneau de Hecke du pro-p-Iwahori d’un sous-anneau commutatif A®), contenant le centre, et
sur lequel 'anneau de Hecke est un module de type fini.
Soit R un anneau commutatif unitaire. Suivant les méthodes de Rogawski ([30]) pour la déter-
mination des modules simples de ’algébre de Hecke-Iwahori complexe, on définit les R-modules
standards, c’est-a-dire les H p(GL,(F), I(1))-modules induits par les R-caractéres de AM) (§3.3).
Ils possédent la propriété universelle suivante : si R est un corps algébriquement clos, tout
Hr(GL,(F), I(1))-module simple ayant un caractére central est quotient d’'un R-module stan-
dard. Si de plus ¢ est inversible dans R, la R-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL,,(F') est
un module libre de rang n! sur sa sous-algébre commutative A1) @7 R et les R-modules standards
sont de dimension n!.

On classe les Fp—modules standards en trois familles : on dit d’un Fp—caractére de AW du Fp—
module standard qu’il induit, et de tout Hﬁp(GLn(F ), I(1))-module quotient de ce module stan-
dard, qu’ils sont supersinguliers si le caractére est “aussi nul que possible” au sens de la définition
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3.8.11. Dans le cas opposé, ol le caractére est “le moins nul possible”, on dira qu’ils sont réguliers.
Le cas intermédiaire sera appelé singulier.

Cette définition est légitimée tout d’abord par le fait qu’elle est en conformité avec le cas n = 2
pour lequel on connait les modules simples supersinguliers. Elle suppose de plus implicitement
que lon puisse identifier les I(1)-invariants de sous-quotients d’induites paraboliques avec les
Hy, (GL,(F),I(1))-modules non-supersinguliers. Nous donnons, a la section 3.4, un résultat dans
cette direction : le Hg (GL,(F'),I(1))-module des I(1)-invariants d’une série principale contient un

quotient non nul d’un Fp-module standard régulier. (Nous montrons méme, lorsque n = 3, que le
Hy, (GL3(F), I(1))-module des I(1)-invariants d’une série principale est isomorphe a un F,,-module
standard régulier). On exhibe alors des entrelacements entre les modules standards réguliers qui
permettent d’établir un critére d’irréductibilité pour les séries principales en caractéristique p. Il
s’énonce de la fagon suivante : soit X = X1 ®...®X, : (F*)® — F," un caractére du tore déployé de
GL,,(F); la série principale induite par X est une F,-représentation irréductible de GL,,(F) si et
seulement si pour tout i € {1,...,n— 1}, on a X; # X;11. Notons que cette condition est différente
du critére d’irréductibilité pour les séries principales complexes : en effet, le critére d’irréductibilité
pour la série principale induite par X ne dépend pas uniquement de la classe de conjugaison de X
sous 'action du groupe des permutations &,,.

Le quatriéme et dernier chapitre traite le cas n = 3. Nous y donnons la classification des modules
simples ayant un caractére central sur la Fj-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de GL3(F') et
établissons une correspondance de Langlands numérique pour les modules simples supersinguliers.

Comme pour n = 2, nous décomposons tout d’abord l'algebre de Hecke Hy (GL3(F'),1(1)) selon
I’ensemble I' des orbites sous 'action du groupe des permutations &3 des Fp—caractéres du tore
fini (IF;)?’ ~ I/I(1) : a lorbite v € I' on associe la Fj-représentation de I triviale sur /(1) donnée
par 0, = @yeyX et 'on a la décomposition en produit d’algebres suivant :

Mg (GL3(F), (1)) = @D Hg, (GL3(F), o).
el
On est ainsi ramené a 1'étude des modules simples sur 1'algébre de Hecke HFP(GLg(F ),0+) de

la représentation o, selon que 7 est de type [wahori c’est-a-dire de cardinal 1, de type régulier
c’est-a-dire de cardinal 6, et enfin de type semi-régulier c¢’est-a-dire, de cardinal 3.

La section 4.2 est consacrée a I’étude des modules simples sur HFP(GLg(F ),I), la Fp-algebre de

Hecke-Iwahori de GL3(F'). Cette derniére est isomorphe & I'algébre de Hecke de o, pour toute
orbite v de cardinal 1.

La semi-simplification des modules standards de HFP(GLg(F ),I) fournit la classification des

Hg, (GL3(F), I)-modules simples ayant un caractére central. Cette classification est donnée au
paragraphe 4.2.3.

On remarque en particulier que les HFP(GLg(F ), I)-modules standards induits par un caractére

supersingulier sont des Fp-espaces vectoriels de dimension 12, et non 6 = |Wy|. Leur étude montre
qu'il existe des Z,-modules standards qui ne sont pas des Z,-modules libres. Ainsi, il apparait que
le Z-anneau de Hecke du pro-p-Iwahori n’est pas plat sur son sous-anneau commutatif AM).
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Dans la section 4.3, on étudie les modules simples sur la Fp—algébre de Hecke de la représentation
o, lorsque v est réguliere. Un module standard pour cette algébre de Hecke possede un unique
quotient irréductible. (Ce résultat est transposable & GL,,(F") pour n quelconque.)

La classification des HFP(GLg(F ), 04)-modules simples ayant un caractére central est donnée au
paragraphe 4.3.3. Parmi ces modules, les supersinguliers sont de dimension 3. On en déduit en
particulier que ’algébre HFP(GLg(F ), 04) n'est pas isomorphe & une algébre de matrices de taille 6.

Ainsi, contrairement au cas des représentations complexes de GL3(F), il apparait que pour toute

L (F) GL3(F)

transposition s € G3, les induites compactes ind? X et ind; sx ne sont pas isomorphes

comme F,[GL3(F)]-modules.

Enfin, le cas semi-régulier est traité dans la partie 4.4. Nous ne procédons pas ici par semi-
simplification des modules standards. Soit x : I/I(1) — Fp* un caractére de I'Iwahori standard
de GL3(F) dont l'orbite 7 sous l'action du groupe des permutations &3 posséde 3 éléments.
L’algebre de Hecke HFP(GLg(F ), 0~) est isomorphe & l'algébre des matrices de taille 3 sur 'anneau
HE, (GL3(F), x). Par des calculs élémentaires, on obtient une présentation par générateurs et
relations de 'algébre de Hecke HE(GLg(F ), x) (§4.4.1) puis la liste de ses modules simples ayant
un caractére central (§4.4.2).

On a ainsi déterminé les modules simples ayant un caractére central sur ’algébre de Hecke du
pro-p-Iwahori de GL3(F). Parmi eux, on distingue les supersinguliers qui sont des Fp—espaces
vectoriels de dimension 3.

Le bien-fondé de 'appellation “supersingulier” est justifié pour n = 3 par la partie 4.5. Au chapitre
3, nous avons vu que l'espace des I(1)-invariants d’une série principale de GL3(F’) est isomorphe
a un Fp—module standard régulier. On suppose ici que F' = Q,, de sorte que les représentations
supersinguliéres de GL2(Q)) et leurs espaces des invariants sous 'action du pro-p-Iwahori sont
connus (|10, [43]). On consideére la représentation p de GL3(Q,) obtenue en induisant parabolique-
ment depuis le sous-groupe de Levi GL2(Q,) x GL1(Q)) (ou GL1(Q)) x GL2(Q))) et en choisissant
pour représentation de GL2(Qp) une représentation supersinguliére. Alors, le Hy (GL3(Qp), 1(1))-

module a droite des I(1)-invariants de p est un quotient d’un Fp-module standard singulier, non-
supersingulier. Nous avons donc démontré que si 'on considére une représentation de GL3(Q))
obtenue par induction parabolique d’une représentation supersinguliére d’un Levi, un constituant
irréductible de son espace des I(1)-invariants n’est pas un module supersingulier.

Enfin, dans la section 4.6, on observe une coincidence numérique propre & nourrir l’espoir d’une
correspondance de Langlands modulo p. Puisqu’elles sont modérément ramifiées, les représenta-
tions irréductibles de dimension 3 du groupe de Weil de F' sont faciles & déterminer a 'aide de
la théorie de Clifford et des caractéres fondamentaux de Serre [34]. Nous démontrons le résultat
suivant, que 'on appelle correspondance de Langlands numérique pour la Fp—algébre de Hecke du
pro-p-lwahori de GL3(F) :

Soit z € Fp*. Entre I’ensemble fini des classes d’isomorphisme des HE(GL?,(F),I (1))-modules
simples supersinguliers, tels que 'uniformisante agit par multiplication par z, et ’ensemble fini
des classes d’isomorphisme des représentations irréductibles de dimension 3 du groupe de Weil de
F, telles que le déterminant du Frobenius est égal a z, on peut trouver une bijection compatible
avec la torsion par le caractére fondamental de F* (Théoréme 4.6.4).
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On désigne par F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p, de corps résiduel
F,, avec ¢ = pt, ¢ > 1, par Op Panneau des entiers de F' et par O% le groupe des éléments
inversibles de Op. On choisit 7 une uniformisante de Op, et wval la valuation normalisée par
val(m) = 1.

On fixe @p une cloture algébrique de Q. Soient Z, son sous-anneau des entiers algébriques, et F,
son corps résiduel. On note g, - Zp — @p I'inclusion, ry, : Zp — Fp, la réduction.
p

Soit n € N, n > 1. Pour k un corps, on désigne par T'(k) le tore déployé constitué par les matrices
diagonales de GL,,(k), et par B(k) le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures.

On considére le groupe des permutations &,, comme un sous-groupe de GL, (F') en identifiant un
élément de &,, avec la matrice de permutation lui correspondant. On a une action par conjugaison
de &,, sur T'(F,) qui fournit une action de &,, sur le groupe T'(IF;) des caractéres de T'(F,) a valeurs
dans Fy : pour x € T(Fy), w € &,, on note wy le caractére défini par (wyx)(t) = x(w ™ w) pour
tout t € T'(F;). On note I" I'ensemble des orbites de T'(F,) sous l'action de &,,.

On désigne par R un anneau commutatif unitaire d’unité 15. Si R contient une racine g — 1™

de P'unité, I'ensemble des R-caractéres de T(F,) s’identifie avec le groupe T'(F,) des F -caractéres
de T'(IFy).

0.1. Représentations lisses et algébres de Hecke

Toutes les représentations considérées sont lisses : les stabilisateurs des points sont ouverts. On
appelle caractére une représentation de dimension 1.

Pour les rappels au sujet des algeébres de Hecke, on se référe a [43, A.1].
Dans cette section on désigne par G un groupe localement fini. Par exemple G = GL,,(F).

0.1.1. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et o : K — GL(V') une R-représentation de
K de type fini sur R.
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0.1.1.1. On note ind$-o l'induite compacte de o a G (|39, 1.5.1]). Elle s'identifie 4 I'espace des
fonctions & support compact f : G — V vérifiant

f(kg) = o(k) f(g) pour tous k € K, g€ G

muni de la translation a droite

(90-f) (9) = f(ggo) pour tous g, go € G.

L’algebre de Hecke Hr(G, o) est I'algébre des entrelacements
Hr(G,0) = Endgg (ind$ o).

0.1.1.2. — On suppose que o : K — R* est un caractére. Un base de l'induite compacte du
caractére o est ’ensemble

{fkgor 9 € K\G}

ot I'on note fxg o 'élément de ind%a de support Kg et de valeur 1z en g. Remarquons que
fKgo =9 .fK o de sorte que le R[G]-module ind?{a est engendré par fr ..

La composante (K, o)-isotypique de indf{a est 'ensemble des fonctions f: G — R telles que

f(kigks) = o(k1)f(g)o(ks) pour g € G, k1, k2 € K.
On dit de g € G qu'il entrelace le caractére o si pour tout k € KNgKg~! on a o(k) = o(g 1 kg).
On note S, 'ensemble des éléments de G qui entrelacent o. Pour tout g € S, 'élément T}, , de la
composante (K, o)-isotypique de indf{a de support KgK et de valeur 1z en g est bien défini.

Par réciprocité de Frobenius (|39, 1.5.7]), 'algébre de Hecke de o s’identifie avec la composante
(K, o)-isotypique de ind%-c munie du produit de convolution décrit par [43, A.1|. Une base de
I’algébre de Hecke de o est I’ensemble

{Tyo, g€ K\S;/K}.
On appelle S, le support de 'algébre de Hecke de o.

0.1.2. — On suppose que o est le caractére trivial de K. On note alors Hr(G, K) algébre
de Hecke de ce caractére et on 'appelle la R-algébre de Hecke de K. Son support est égal & G
tout entier et I'on notera simplement T, 1'élément T, , de Hr(G, K) de support KgK défini au
paragraphe précédent.

0.1.2.1. — La catégorie des Hpr(G, K)-modules & droite est équivalente a la catégorie des
Hr(G, K)-modules a gauche. En effet 'endomorphisme de R-modules de Hy(G, K)
(1) T— (T:g—T(g"))

est un anti-isomorphisme pour le produit de convolution de l'algébre Hpr(G, K). Pour tout
Hr(G, K)-module a droite M, on notera [M]y le Hr(G, K)-module & gauche avec le méme
espace, et sur lequel 'action de Hr(G, K) donnée par

T.m :=m.T" pour m € M, T € Hr(G, K).

Désormais, en I’absence de précision, un Hg(G, K)-module sera par défaut un ‘H (G, K)-module
a gauche.
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0.1.2.2. — L’induite compacte ind$%1 du caractére trivial de K s'identifie avec le R[G]-module
universel R[K\G] des fonctions a valeurs dans R et a support fini dans 'ensemble des classes a
droites de G modulo K. On notera 1 ’élément fx 1 égal a la fonction caractéristique de K. C’est
un élément générateur du R[G]-module universel R[K\G].

Le module universel R[K\G| est ainsi naturellement un module a gauche sur la R-algébre de
Hecke de K. Pour tout g € G, 'action de T, sur ce R[G]-module est entiérement déterminée par
I'action de T, sur I’élément générateur 1 car 'action de la R-algebre de Hecke de K commute a
celle de G. Elle est donnée par

Tg(lK) = Z IL’_llK = Z 1Kz-

0.1.3. Si (p,V) est une R-représentation de G, son espace des K-invariants est un module a
droite pour la R-algébre de Hecke de K. On peut se référer par exemple a |1, 1]. Soit v € VvE 1l
existe un unique morphisme de R[G]-modules
®,: R[K\G] — V
1x — .

Pour tout T" appartenant a l'algébre Hr(G, K), Paction a droite de T sur v est donnée par
vT:=®,0T (1g).

0.1.3.1. — Le R[G]-module universel R[K\G] définit les deux foncteurs T et H suivants :

le foncteur T de la catégorie des H (G, K)-modules a droite dans la catégorie des R-représentations
de G engendrées par leurs K-invariants :

Modp(Hr(G, K)) — Mod X (G)
M — M Q1) RIK\G],

le foncteur H dit des K-invariants de la catégorie des R-représentations de G engendrées par
leurs K-invariants dans la catégorie des H (G, K)-modules a droite :

Modf (G) — Modp(Hr(G, K))
Vv — HomR[G}(R[K\G], V) ~ VK,

Le foncteur T est adjoint a gauche de H. Par conséquent, si 'un de ces foncteurs est une équivalence
de catégories, 'autre 1’est aussi et en est un quasi-inverse.

Rappelons, pour M un Hg(G, K)-module & droite et V une R-représentation de G engendrée par ses
K-invariants, la forme de 'isomorphisme

HomR[G] (‘T(M), V) ~ HO’I?’LHR(G’K)(M, %(V))

A un morphisme a : T(M) — V de R[G]-modules, on associe le morphisme de Hr(G, K)-modules a
droite défini par

M — vE

m — a(m®lg).
A un morphisme 8 : M — V¥ de Hgr(G, K)-modules a droite, on associe le morphisme de R[G]-
modules défini par

M @ypax) RIKNG]  —  V
me 1k — ,3(’”1)
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Pour M un Hgr(G, K)-module & droite et V' une R-représentation de G engendrée par ses K-
invariants nous relions M et H o T(M) d’une part, V et T o H(V') d’autre part.

— On a un morphisme de Hr(G, K)-modules a droite

M — (M @) RIK\G)K = 3 0 T(M)
m — mQQ1lg.

(2)

Si l'espace des K-invariants de R[K\G] en est un facteur direct comme H (G, K )-module, alors
lapplication (2) est injective.

— On a un morphisme surjectif de R|[G]-modules
(3) ToH(V) = VE @y cx) RIK\G] = V

défini par v @ 1 — v pour tout v € VE,

0.1.4. — Soit I le sous-groupe d’Iwahori standard de GL,,(F'), et I(1) son unique pro-p-Sylow :
I est I'image inverse, par la réduction modulo 7, GL,(Or) — GL,(F,), du sous-groupe de
Borel B(F,) de GL,,(F;); I(1) est I'image inverse du sous-groupe de B(IF,) constitué des matrices
unipotentes.

Les sous-groupes I(1) et I de GL,(F") sont ouverts et compacts. Ils sont normalisés par 1’élément
w € GL,(F) défini par

0O 1 0 O
0O 0 1 O
w = .
0 ... 0 1
w 0 0

0.1.4.1. Le sous-groupe I(1) de GL,(F) étant un pro-p-groupe, toute F,-représentation non nulle
de GL,(F) admet un vecteur non nul invariant par I(1). (Puisque la représentation considérée
est lisse, on peut se ramener au cas d’une représentation de dimension finie d’'un p-groupe et la
propriété énoncée est alors une conséquence de la proposition 26 de [36].)

Le quotient I/1(1) s’identifie au tore fini T'(F,). D’aprés la propriété précédente tout Fp-caractére
de I est trivial sur I(1) et s’identifie avec un élément de T'(F,).

0.1.4.2. Les propriétés du foncteur des I(1)-invariants sont encore énigmatiques. On dispose
toutefois de I’assertion suivante (|43, 4.3]) :

Proposition 0.1.1 (Critére d’irréductibilité). Soit (p, V') une F,-représentation non-nulle de
GL,(F) engendrée par son espace VI des I(1)-invariants.

Si le Hy, (GL,(F),1(1))-module o droite VI est irréductible, alors la représentation (p, V) est
irréductible.
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0.1.4.3. — On choisit G = GL,,(F)/7%. On identifie le sous-groupe et I(1) de GL, (F) avec son
image dans G. Nous allons noter TM et HM les foncteurs définis comme au paragraphe 0.1.3.1
par le Fp-module universel F,[I(1)\G] relatif au pro-p-Iwahori.

Proposition 0.1.2. Supposons que pour tout 'Hﬁp(G,I(l))—module a drotte M, Uapplication

M — HO T (M)
m — m®e 1k

2)

est un isomorphisme de HFP(G,I(I))—modules a droite. Alors, les foncteurs T et HY sont des
équivalences de catégories.

DEMONSTRATION. — Les foncteurs T1) et H®) ¢tant adjoints Pun de D'autre, ils constituent des
équivalences de catégories si et seulement si

HOoTW ~ g et TWoHD ~ id.
Sous I’hypothése de la proposition, le premier isomorphisme est vérifié.

Soit V' une Fp-représentation engendrée par ses I(1)-invariants. On rappelle qu’'on a défini au
paragraphe 0.1.3.1 un morphisme surjectif de F,[G]-modules

(3) T o HW (V) — V.
L’hypothése de la proposition appliquée au HFP(Gv I(1))-module a droite HM) (V) dit que Pespace

des I(1)-invariants de TM) o HM (V) est égal a I'ensemble {v @ 1, v € VIM1. On en déduit que
la restriction a cet espace des I(1)-invariants du morphisme (3) est injective. Puisque tout F,[G]-
module non nul admet un vecteur I(1)-invariant non trivial d’aprés les résultats du paragraphe

précédent, on en déduit que (3) est injectif. C’est donc un isomorphisme.
O

0.1.5. Induction parabolique. —

0.1.5.1. Soit L un sous-groupe de Levi standard de GL,,(F'), et P le parabolique supérieur associé.

Ln(F)

Soit (p, V) une F,-représentation de L. On désigne par Indg p la représentation de GL,,(F)

obtenue par induction parabolique de p ([39, I1.2]). C’est la partie lisse du F,[GL,,(F")]-module
des fonctions

f:GLy(F) =V
telles que

f(pg) = p(p)f(g), pour tous p € P, g € GL,,(F)
muni de la translation a droite

(90-f) (9) = f(gg0), pour tous g,go € GLy(F).

On suppose que p: L — Fp* est un caractére de GL,(F'). Pour tout g € GL,(F), le caractére p
est trivial sur le pro-p-groupe P N gl(1)g~ !, de sorte que I’élément

Ipg1(1),p € IﬂdgL"(F)P

I(1)-invariant de support PgI(1) et de valeur 1p en g est bien défini.
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D’apres [39, 1.5.6], I'espace des I(1)-invariants de IndGL"(F)

sion |P\GL,,(F)/I(1)| de base {fpyr(1), p}ge P\GL,(F)/1(1)-

p est un Fp—espace vectoriel de dimen-

0.1.5.2. Ezemples. — A) Pour L = T(F), le tore diagonal de GL,(F) et X : T(F) — F,” un
caractére de T'(F'), on considére la série principale Indg%f’;)(F)x. Un systéme de représentants des

doubles classes B(F)\GL,,(F)/I(1) est donné par les éléments du groupe des permutations &,
considéré comme un sous-groupe de GL,, (F). C’est une conséquence de la décomposition de Bruhat

pour le groupe fini GL,,(F,) (|13, Théoréme 2.14]). Une F,-base de I'espace (Indg(L;)(F)DC)I(” est
donc donnée par {fg(rywr(1), x}wes, -

B) On suppose que n = 3. Soient By(F') et By(F') les paraboliques supérieurs respectivement
associés aux sous-groupes de Levi standards Ly ~ GLo(F) x GL1(F) et Ly ~ GL;(F) x GLo(F).
Soient p1 : L1 — Fp* et pg: Lo — Fp* des caractéres.

Pour i = 1,2, on note s; € S3 la permutation (7,7 + 1).

Une Fp—base de l'espace des I(1)-invariants de la représentation paraboliquement induite par p;
(resp. p2) est donnée par

{fBl (F)wI(1), p1 }we{l,sg,sgsl} (resp. {fBg(F)wI(l), P2 }we{l,sl,slsg})-

0.1.5.3. — On suppose que n = 3. Soit X = X1 @ Xy @ X3 : T(F) — Fp* un caractére du tore
déployé T'(F) de GL3(F).

Proposition 0.1.3. L’espace des I(1)-invariants de la série principale induite par X est un
Hg, (GL3(F'), I(1))-module a droite engendré par fp(r)r(1),x-

DEMONSTRATION. — Pour g € GL3(F'), on désigne comme au paragraphe 0.1.2 par T, I’élément
de 'algebre de Hecke HFP(GL;),(F ), I(1)) correspondant a la double classe I(1)gI(1). Décrivons

I'action & droite de tels éléments sur I'élément [(1)-invariant fpg)r(1),x-

a) L’élément w défini au paragraphe 0.1.4 normalise I(1). Ainsi, I(1)wI(1) = I(1)w et 'action a
droite de T}, sur fp(ry(1),x est donnée par

fra)x-To =w " faE)m.x.
C’est un élément I(1)-invariant de support B(F)I[(l)w = B(F)wI(1l). On écrit I'élément
w comme le produit de la diagonale (1,1,7) par la permutation sgsi. Ainsi, B(F)wI(1) =
B(F)SQSll(l).
La valeur de fp(r)r(1),x-1iw en s2s1 est donnée par

Ferym,a(s2siw™) = fara)x(1,L,a ) = Xg(a ) # 0.
Par conséquent, I'élément fp, (rys,s,7(1) appartient au HFP(GLg(F),I(l))—module a droite en-
gendré par fB(F)I(l),x-

b) De méme, I'étude de l'action de T,> montre que l'élément fp(pys s,r(1),x appartient au
HFP(GLg(F),I(l)) -module a droite engendré par fp(r)r(1),x
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c¢) Etudions I'action de T§, & droite sur fp(g)r(1),x- Elle donne un élément /(1)-invariant de support
B(F)I(1)s11(1).

Si un élément w de &3 appartient & B(F)I(1)s11(1), alors, c’est qu'il existe un élément du sous-
groupe de Borel b € B(F) a coefficients entiers et des éléments «, o’ € I(1) tels que w = bas1/.
En réduisant cette égalité modulo 7 et sachant que I'image dans GL3(F,) de &3 est un systéme
de représentants des doubles classes de GL3(IF,;) modulo son sous-groupe de Borel B(F,), on
en déduit que w = sy. Par conséquent, B(F)I(1)s11(1) = B(F)s1I(1). Ainsi, l'action de T,
a droite sur fp(pyr1),x donne un élément I(1)-invariant de support B(F)s1I(1). Nous allons
montrer que sa valeur en s; est égale a 1Fp ce qui nous assurera que cet élément est égal &
IB(F)si1(1),x- Ainsi, on aura prouvé que fp(pys (1),x appartient au HFP(GLg(F),I(l))—module
a droite engendré par fp(r)r(1),x-

On a la décomposition (voir [43, A.3, A.7])
1 0
I(1)s1I(1) = H I(1)sjuy avec uy, = | 0 0
2€0p/m0OF 0 1

o = 8

Supposons qu'il existe € Op tel que s1 € B(F)I(1)s1u,, alors il existe un élément b € B(F)
a coefficients entiers et un élément «, € I(1) tels que sju,s1 = ab. Le terme de gauche est une
matrice triangulaire inférieure a coefficients entiers, la réduction modulo m du terme de droite
est une matrice triangulaire supérieure. Ainsi, z € 1Op et

e Tals) = Y. femmx (si(siue) ™) = faamx (1) = 1,
CCEOF/WOF
et [r)r),x-Tsy = [BF)s11(1),%-

d) L’étude des actions respectives de T, et de T2 sur fp(r)s,1(1),x, menée de fagon analogue aux
points a) et b), montre alors que les éléments JB(F)s1s2511(1),x €0 fB(F)s,1(1),x appartiennent au
HFP(GL?;(F), I(1))-module & droite engendré par fp(r)r(1),x-

On a démontré la proposition car une base de 'espace des I(1)-invariants de la série principale
induite par X est I’ensemble

(4) {fBFrywi),x, w € &3}

0.1.5.4. — Soit i € {1,2}. Supposons que X; = X;11. On note p; = Xy o det @ X3 (resp.
p2 = X1 ® Xg odet) le caractére du sous-groupe de Levi Ly (resp. Lg). La série principale induite
par X contient la représentation paraboliquement induite par p;.

L’élément I(1)-invariant fp,(r)r(1),,, de cette sous-représentation se décompose selon la base (4)
de l'espace des I(1)-invariants de la série principale induite par X. Puisque son support est

B/(F)I(1) = B(F)I(1) UB(F)s;I(1),
c’est une combinaison linéaire de fp(pyr1),x et fB(F)s;1(1),x- Or, on a

TBiF)1(1),0: (1) = L et fB,(r)1(1),p:(5i) = pi(si) = Xi(—1), donc



24 NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

(5) BP0 = fBFY 1), + Xi(=1) fB(F)si1(1),%-

Remarque 0.1.4. On a vu que l'espace des I(1)-invariants de la représentation induite par p; est
de dimension 3. L’égalité (5) et la preuve de la proposition 0.1.3 montrent que cet espace a pour
base

{ B 1)000 B )0 00 By I(1), 00 T2}

Il est donc engendré comme Hﬁp(GLg(F), I(1))-module & droite par fp,(ryr(1),p,-

Remarque 0.1.5. Si X1 = X9 = X3, la série principale induite par X contient la sous-représentation
de dimension 1 dite des constantes qui a pour base la fonction de support GL3(F') et de valeur
1, en I'unité de GL3(F).

0.2. L’arbre de PGLy(F)
0.2.1. Définitions. —

0.2.1.1. — On note G = GLy(F)/7%. On identifie les sous-groupes I, I(1), GL2(Or) de GLo(F)
avec leur image dans G.

On désigne par 7 l'arbre de PGLo(F). On se référe a [35]. Nous considérerons les arétes de 7°
comme orientées.

L’ensemble des sommets de 7 s’identifie avec 'ensemble des réseaux de F2 & homothétie prés. 11
est muni d’une action & gauche de G qui est transitive. On note cg le sommet correspondant au
réseau O @ Op. Son stabilisateur sous 'action de G est égal & GL2(Op). Ainsi, 'ensemble des
sommets de l'arbre s’identifie avec les classes & gauche G/GLy(Or).

Cette action de G sur I'ensemble des sommets induit une action transitive sur ’ensemble des
arétes. On note ¢y le sommet correspondant au réseau Op & wOp et u Iaréte d’origine ¢y et
d’extrémité cq. Son stabilisateur sous l'action de G est égal au sous-groupe d’Iwahori I, donc
I'ensemble des arétes de l'arbre s’identifie avec les classes a gauche G/1.

Soit v une aréte d’origine ¢ et d’extrémité ¢’.

On désigne par o et I'on appelle aréte opposée a v 'aréte d’origine ¢’ et d’extrémité c. L’application
involutive v — o définie sur I’ensemble des arétes s’étend en un endomorphisme linéaire de ’espace
vectoriel de base I'ensemble des arétes. Pour X un ensemble d’arétes, on notera X l'ensemble des
arétes opposées.

Toute aréte d’extrémité c, distincte de v, sera dite incidente a v. Toute aréte d’origine ¢’, distincte
de U, sera dite adjacente a v. On appelle faisceau issu de v et I'on note F, 'ensemble des g arétes
adjacentes & v. On appelle branche de v 'ensemble B, défini inductivement par v € B,,, F, C B,
et Yw € By, Fy C By.

L’action de GG sur ’ensemble des arétes transforme un faisceau en un faisceau.
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On distingue les arétes de 'arbre 7 selon deux types : 'aréte v sera dite de type 1 si v ou bien
son opposée ¥ appartient & la branche de u. Dans le cas contraire, on dira que v est de type 0.

L’ensemble des sommets de I'arbre est naturellement muni d’une distance d. On dira de 'aréte
v d’origine ¢ et d’extrémité ¢ qu’elle est sortante si d(cg,c) < d(cg,c’). Dans le cas contraire, on
dira qu’elle est rentrante.

Pour [ € N, on désigne par S; la sphére de rayon [, c’est-a-dire ’ensemble des sommets a distance
[ de ¢g. Nous dirons de aréte v qu’elle est a distance [ (sous-entendu de 'origine ¢g) si l'on a
I = max{d(cg,c),d(co,c’)}. Si v est sortante (resp. rentrante), cela signifie que son extrémité (resp.
son origine) appartient a S;.

0 1 . R
Remarque 0.2.1. — L’élément w = <7T > échange les sommets ¢y et ¢ et envoie 'aréte u sur

0
son opposée u.

— L’élément w? = <7(;

— L’élément w envoie une aréte sortante de type 0 & distance ¢ > 1, sur une aréte sortante de type
1 a distance ¢ + 1.

7?_) agit trivialement sur l'arbre.

On le vérifie d’abord pour ¢ = 1. Une aréte sortante de type 0, & distance 1, appartient au
faisceau issu de @. Son image par w appartient donc au faisceau issu de wi = u, c’est & dire &
I’ensemble des arétes sortantes de type 1, & distance 2. Le résultat se montre pour tout i > 1
par récurrence, car toute aréte sortante de type 0 a distance 7 + 1 est adjacente & une aréte
sortante de type 0 a distance <.

Pour travailler avec 'arbre 7', nous aurons besoin d’une indexation explicite de ses arétes. Dans
ce but, nous allons donner un systéme de représentants des classes a4 gauche de G modulo I et
nous commengons par quelques rappels.

0.2.1.2. — Rappelons la construction de I’application de Teichmiiller. Le corps résiduel F, de F
étant un corps parfait, un élément x € F, admet une racine ™€ notée /P, Pour tout k € N, on
choisit un élément z, € Op dont I'image dans O /71O ~ F, est égale a 2P"". On montre alors,
(133, 11,§4, proposition 8], [19]), que la suite ((Z,)P")zen converge dans I'anncau complet Op et
que si 'on note [z] sa limite, 'application
F, — Or

dite de Teichmiiller, est 'unique systéme de représentants de Op/mOp vérifiant [zy] = [x][y] pour
tous z,y € F,. On identifie F§ avec Of via

a: IFqN — Or

(zj)jen +— Z ).
jeEN

Pour tout 7 > 1, on plonge IFfI dans Fg’ en identifiant (zg,...,zi—1) € ]Ffl avec 1’élément
(20, -y i—1,0,0, ...... ) de IFqN. L’image de Ff] par a est un systéme de représentants de Op /7 Op.
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Lorsque F' = TF,((7")), I'identification a est un morphisme additif de FqN, muni de l'addition coor-
donnée a coordonnée, dans O = F,[[T].

Lorsque F' est I'extension non ramifié¢e de @Q, de corps résiduel Fy, ce n'est plus le cas, mais
I’anneau des entiers de F' s’identifie alors avec I'anneau des vecteurs de Witt a ceefficients dans
[y, ce qui permet de faire des calculs comme celui du lemme suivant. On note @ € F,[X,Y] la
réduction modulo p du polynoéme & ceefficients entiers

XP4+YP—(X+Y)P

p .
Lemme 0.2.2. On suppose que F' est l'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel F,. Soient
i>1, x = (20,..,2;) € Fit! et s € Fy.
1/p

”i_l[s] +a(xo, .., i1, x;) = a(zg, .., S + Ti—1,x; + Q(sl/P7$l_l)) mod 7Ti+10F.

DEMONSTRATION. — Le lemme s’obtient par un calcul sur les vecteurs de Witt, car I’anneau des
entiers Op s’identifie avec 'anneau des vecteurs de Witt & ccefficients dans F, [33, §6]. (Comparer
avec le lemme [10, 3.1.8]).

O

0.2.1.8. —
Notation 0.2.8. Soit i € N. Nous adopterons la convention suivante : tout élément de IFf]*l se
décompose sous la forme (z,s) avec x € Fg et s € F,. Sii =0, alors on pose z = () et (0, s) = s.

Soient i > 1, et x € IFf], on définit

(0 )i )

Pour ¢ = 0, on pose g8 = w1, gé =1.

Un systéme de représentants des classes a gauche de G modulo GL2(OF) est donné par ([10]) :
{l,w,giw, pour e € {0,1},z € ]Fé,z' > 1}
Les sommets & distance 1 de l'origine c¢g sont
{e1 =wep, (¢°w) o, pour s € F,}.
Pour [ € N, [ > 1, la sphére S; constituée des sommets a distance [ de I'origine est

S; = {(¢%w) co, (g;w) cp, pour x € qu,y € Fé_l}.

Un systéme de représentants des classes & gauche de G modulo I est donné par :
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En effet, pour e € {0,1},i > 1, x € IF;, laréte
uy = gou
est 'unique aréte sortante d’extrémité (gSw)co. (Elle a pour origine gSco et pour extrémité gSec; =

gyweo. Or on vérifie que ggeo = gyweo, avec = = (y,s) € Fé‘l x [Fy. Donc l'origine de u$, est bien
un sommet plus proche de ¢y que son extrémité.) L’aréte opposée a uS, est

iy, = (gew) u = gy u.

Le faisceau issu de u§, est 'ensemble suivant, indexé par [F, :
Fug, = {u(z.5) 5 € Fq}-

Remarque 0.2.4. Pour alléger les notations lorsque 'on travaillera avec les g + 1 arétes {u, ug}seyq
d’origine cg, on les notera simplement {u, us}scr, -

Puisque I'action de G sur I'arbre transforme un faisceau en un faisceau, I’élément (gSw), qui envoie
U sur ug, envoie le faisceau issu de @ sur le faisceau issu de uj,. Plus précisément, pour s € F,

observons quelle est 'image de I'aréte ug issue de @ : on effectue les produits matriciels

ot (4 ) (0 0) (10 2)- (07 )

(92)92 = <—mll(x) :) <2 (1)> <_1[S] (1)> - <—m(x)1—7ri+1[s] 7r1'0+1> = 9(e.s)

et I'on en déduit que laréte us adjacente a 4 est envoyée par translation par (gSw) sur laréte

€ 1 S €
(. adjacente & u.

La branche de u est égale a B, = {u, ul,r € F;,i > 1}. Ainsi, une aréte sortante v est de type
1 si v = u ou bien s’il existe ¢ > 1, x € ]Ffl, tels que v = ul. Elle est de type 0 s’il existe i > 1,
0

T € ]Ffl, tels que v = u,.

On désigne par E; I'ensemble des arétes sortantes & distance [+ 1 de ¢, c’est & dire dont 1’origine
appartient & la sphére S; et l'extrémité appartient a la sphére S;i 1. Il est de cardinal |E;| =
1S111] = ¢! (g +1). On a

Ey = {uv us}sEan

E; = {u2, u;, pour T € IF;H, yE€ Ffl} pour [ > 1.

L’ensemble E; des arétes rentrantes a distance [ de Dorigine est donné par :
EO = {a7 as}squet

E; = {@), a,, pour z € F,™', y € F.}, pour I > 1.
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Remarque 0.2.5. On reprend la remarque 0.2.1 et 'on se donne une aréte sortante u?, = € Ffl, a
distance i > 1. Elle est envoyée par w sur I'aréte wul = (wg?)u. Or on vérifie que wg? = gl. Donc,

I'aréte ud est envoyée sur I'aréte sortante ul de type 1, a distance i + 1.

0.2.2. Action de I(1) sur l’arbre de PGLy(F').—

0.2.2.1. —

Lemme 0.2.6. — L’action de I(1) sur les arétes de T conserve la distance et l’orientation.
— L’action de I1(1) sur les arétes de T conserve le type des arétes.
— Comme celle de G, laction de I(1) sur les arétes de T transforme un faisceau en un faisceau.

La premiére assertion du lemme provient du fait que I(1) est un sous-groupe de GL2(Op) dont
I’action sur ’ensemble des arétes conserve la distance et 1'orientation.

Pour prouver la deuxiéme assertion, on vérifie que ’ensemble des arétes sortantes a distance 1 est
partagé en deux orbites sous l'action de I(1) : celle de u d’une part, et d’autre part celle des ¢
arétes sortantes de type 0, {us, s € F,}. Puis on procéde par récurrence sur i € N.

Pour comprendre comment un élément de I(1) donné agit sur une aréte de l'arbre, il faut com-
prendre comment ’addition dans 'anneau Op se refléte dans IE'qN via I'identification a : FqN ~ Op.
Nous illustrons cette observation au travers des exemples suivants qui décrivent 'action d’élé-

1B
ments de la forme <0 1

(respectivement de type 1).

. 1
> (respectivement <7T 3 (1)>), avec B € Op, sur une aréte de type 0

Soient i € N, z = (x¢,...,x;) € Fé“. On a :

o )2-6 00T D)-("" %)
(ﬂlﬁ (1)> 9 = <7r1ﬁ ?) (—mlz(x) w‘0+1> - (—W(a(glv) ~B) wio+1> '

Ces égalités montrent que, pour identifier 'image de l'aréte u? (respectivement ul) sous I'action
1 . 1 . . ;
de I’élément (O f), (respectivement <7r 3 (1)> ), il nous faut déterminer I’élément de F’qH dont

I'image par a : FqN — OF est égale, modulo 71 Op, & a(x) — 3.
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Ezemple 0.2.7. On choisit § = —7'[s], avec s € F,. Par définition de I’application de Teichmiil-
ler, on a I’égalité suivante

[wo] + w[x1] + . + 7 [2i] + 7'[s] = [wo] + wer] + ... + 7'x; + 5] mod 7 Op.

Ainsi, a(z) — 8 = a(xg, ...,z; +s) mod 7 T1Op et

1 —nxils 1 0
<O 1[ ]> ug = u(()$07...7-’2i—17$i+8)’ <_7Ti+1[8] 1> uﬂlc - u%mov“'ri—l’ri"'s)'

Ezemple 0.2.8. On suppose que i > 1 et l'on choisit 8 = —7'"![s], avec s € F.

1. Supposons que F' = F,((t)). On a I’égalité suivante :
[zo] + ... + 7 ] + wl[xs] + 7 [s] = [wo] + ... + T iy + 8] + 7l [z].

Ainsi a(z) — 8 = a(xg, ..., xi—1 + 8, 2;) et
1 =7 s]\ o 0 1 0) 1 1
<0 1 Yo = Wag,....zim1+s,2:) —7ifs] 1 Yo = Uy, i1 ts,m:)"

2. Supposons que F' est I’extension non ramifiée de Q,,, de corps résiduel F,. La formule donnée
par le lemme 0.2.2 permet de calculer a(x) — (3 :

a(z) — f = alxg,..vi—1 + s, x; + Q(sl/p,m;ﬁ))) mod 7' Op, dou

L _Fz_l[s] uwd = et 1- 0 ul =t
0 1 T M@0z bzt Qs /P2l h))’ —7is] 1) 7% V(@orwicits,zi+Q(sV/Pal/R))

0.2.2.2. — Puisque 'action de I(1) sur les arétes de l'arbre conserve la distance, 'orientation, le
type des arétes, et transforme un faisceau en un faisceau, les applications s¢ et r% introduites par
le lemme suivant sont bien définies. Nous énoncons leurs propriétés. On note FEIN) la réunion des

images de IF'fI, 1 € N, dans IE‘qN.

Lemme 0.2.9. Soient € € {0,1}, A € I(1). On note rq : FgN) — FEIN), et s : IF‘S]N) — Fy, les
applications entiérement déterminées par :

tousi €N, i >1, x € Fi (z) € Fi et {Auii(w):u;
pour toust € N, 1 > 1, x € F?, ry(x) e F, e c e
‘ ‘ Al (0),55, () = U0

Elles vérifient les propriétés suivantes. Soient i > 1 et x € ]Ffl.

1. La birestriction r€ : Ff] — Iﬁ‘é est bijective.

€

(r, @), 55 (@) +s) = U(a,s)"

Ce point 2) précise comment Paction de A transforme le faisceau issu de uii(z) en le faisceau issu de ug,

2. Pour tout s € Fy, on a : Au
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3. Pour tout s € Fy, r5(z,s) = (ry(x), s4(x) + s).
4. Soient A,B € I(1). OnarGp=rz071%, s4g = sgory +s4. En particulier,

ror = (1) et s 07Ty = —s.

5. Si F est une extension non ramifice de Qp, alors l'application
Fqg — Fq
s = s4(x,sP)
est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a p.
Si F =T4((T)), alors l’application
Fy — Fy
r = s4(x,s)
est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1.
6. Si F=Qp etp#2, alors
> sz, s) = s9().

selF,

Si F est lextension non ramifiée de Q, de corps résiduel Fq, ¢ > p, ou bien si F' = F,((T))

avec q # 2, alors
Z s4(x,s) = 0.
selF,

Le lemme 0.2.9 est obtenu en analysant I’action de I(1) sur les arétes de 'arbre 7 selon la nature
du corps F. Avant de le démontrer, nous 'illustrons par des exemples.
Soient i € N, x € Fy, et 5,1 € Fy.

i+1
Exemple 0.2.10. o Soit A = (1) T 1 [t]> . D’aprés 'exemple 0.2.7 on a A‘lu?myo) = u?x787t).
Ainsi, 74 (2, s) = (2, 8), et sY(x,s) =t.
. 1 0 A 1 1
e Soit A = X2 1) De méme, on a 7,4(x,s) = (x,5), sy(z,s)=t.

Exemple 0.2.11. o Soit A = <é Fl[t]>.

1. Si F =F,((T)), alors, d’aprés 'exemple 0.2.8, on a A~ u

(z,s,0) = u(()x,s+t,0) donc 791 (‘Tv 3) =
(z,5+1), sY(zx,s)=0.



0.2. L’ARBRE DE PGLy(F) 31

2. Si F est 'extension non ramifiée de Q,, de corps résiduel Iy, alors, d’aprés I'exemple 0.2.8,

—1.0 _ .0
A U(I,S,O) - u($,8+t,Q(tl/p7sl/p))’

o Q(X,Y) est, comme dans le lemme 0.2.2, la réduction modulo p du polynéme a ccef-
XPAYP(XAY)P s
—

(@, s) = (w5 +1), sh(z,s) = QEVP,s'/P).

ficients entiers

Ainsi, Papplication s — sY%(z, sP) est polynomiale de degré p — 1, inférieur & p.

. 1 0
1. Si F =F,((T)), alors rly(z,s) = (z,s + 1), si(z,s)=0.
2. Si F est 'extension non ramifiée de Q,, de corps résiduel F, alors

rh(e,s) = (w5 +1), shlz,s) = QEP,s'/7).

). De méme, on a les résultats suivants :

Les exemples précédents illustrent la propriété 5. annoncée par le lemme. Pour y lire aussi la
propriété 6., nous faisons la remarque suivante, qui interviendra par ailleurs dans la preuve de
cette propriété.

Remarque 0.2.12. Soit k € {1,...,q — 1}, alors on a

erﬂrqu = 0 si k#q-1,
erﬂrqu = -1 si k=gq—1.

Soit t € F,. Le polynome Q(t, X) de degré p — 1 a pour ccefficient dominant —¢. On déduit des
égalités précédentes que

Sig=p, alors Y Q(t,s) =t,
(7) sclFy

Sig>p, alors Y Q(t,s) =0.
sclFy

1 7t
0 1
calculer la somme des 5?4(33, s), pour s parcourant F,.

e Nous reprenons la matrice A = < > et 'on suppose maintenant que ¢ > 1. Nous voulons

1. Si F =T4((T)), elle est clairement nulle et la propriété 6 est vérifie.

2. Si F est I'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel F, il s’agit de calculer la somme
pour s parcourant F, des Q(tl/”, sl/p), ce qui revient & calculer la somme des Q(tl/p, s).
D’apres la remarque 0.2.12, on distingue deux cas :

—siqg>p,ona Zse]Fq Q(t'/7,s) =0,
— sig=p, alors tY/P = ¢ et Zseﬁq Q(t,s) = t. Or, sY(z) =t d’aprés I'exemple 0.2.10.
Dans les deux cas, la propriété 6 est vérifiée.
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PREUVE DU LEMME 0.2.9. — Pour montrer certaines des assertions du lemme 0.2.9, nous nous
raménerons au cas de matrices élémentaires du type

B0 =y o) B0 = (5 1) 20 =( 1)

avec « € 1 +10p, B,v € O, en remarquant— c’est la décomposition d’Iwahori standard— que

tout lément A = ( ° Z) € I(1), s’écrit A = aE~(rca ) Eg(a™(d — weba™1))ET (ba™t).

Pour E une matrice élémentaire, nous établissons deux propriétés :

e Soient i > 1, s €y, y € FfIH, et ¥ une matrice élémentaire. On a 1’égalité

b Y-

Pour la démontrer nous vérifions que le produit

9) 92—1<(1) —wli[s])‘lE <(1) —Wf[s]) Y

appartient a I(1) :
(i) pour E = ET(), il est égal a la matrice identité;

(ii) pour E = Ey(a), il est égal a <(1 _ i_l)[s] [1)> qui est un élément de I(1) car 1 — o~}
appartient & 7Op ;
(iii) pour E = E~(y), il est égal, modulo une matrice a coefficients dans 720p, a
1 0 .
et appartient donc a I(1).
(Comfsat 1) o W

e [aréte u?y 0) appartient au faisceau issu de ug. Puisque I'action de G transforme un faisceau
en un faisceau, il existe ¢g(y, s) € F, tel que

1 —m's]\ nor 0 _ e (1 =[]
(10) <0 1 >E Uyo) = E 0 1 Uy.pp(y,9))"

Nous montrons que l'application s — ¢g(y, s) est affine. D’aprés la remarque 0.2.4, on a u?y 5 =

[e=]

ggwggu pour * € Fy. Ainsi ¢g(y, s) est I'unique élément de Fy tel que le produit de matrices

0 Lot =S\ T L (1 =8\ o1 0 o
(11) (wgqu(y,s)) gy 0 1 E 0 1 E QyWQO
appartient & I. On effectue le calcul de (11) en multipliant (9) & gauche par (wggE(y S))_1 et &
droite par wg8.
(i) Pour E = E*(f3), le produit (11) est égal a I'identité pour ¢g(y, s) = 0.
1 0 d’aprés
o)+ (1 —ais] 1) T
le calcul précédent. Donc, si u € F, désigne ’élément tel que a ! =1+ 7[u] mod 7%0F,
¢p(y,s) = us convient.

(ii) Pour E = Ep(a), le produit (11) est égal a (
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(iii) Pour E = E~(v), le produit (11) est égal, modulo une matrice & ccefficients dans 720p,
1 0

a . Donc, si yg désigne la premiére coordonnée de y et v € F

<[¢E<y,s>] — 2y[sJa(y) 1> o ey ! ‘

I'élément tel que v = [v] mod 7OF, ¢r(y,s) = 2svyp convient.

Nous démontrons maintenant les assertions du lemme. Soit A un élément de I(1) (non néces-
sairement élémentaire). Les applications r¢ et s sont bien définies car 'action I(1) stabilise
I'ensemble des arétes de type € et conserve la distance et I'orientation (lemme 0.2.6). Pour simpli-
fier la démonstration de leurs propriétés, nous allons considérer que € = 0; les résultats obtenus
se transposeront alors automatiquement au cas ¢ = 1. En effet, pour tous i > 1, z € Ffl, on a
w™tul = ud d’aprés la remarque 0.2.4. Ainsi,

7314(37) = rg—lAw(m)v Six(ﬂf) = Sg—lAw(m)'

Soient i > 1, z € Fé, selfy,.

1. Le fait que la birestriction 7“94 : Ff] — Ff] est bijective provient du fait que pour tout x € ]Fé,

0 0

9 (z) est entierement déterminé par Auy () = Ug-

2. Puisque l'action de I(1) conserve le type arétes, la distance et I'orientation, I’égalité (8), dé-
montrée pour les matrices élémentaires, est vraie pour tout produit de matrices élémentaires.
Du fait de la décomposition d’Iwahori standard, la matrice A vérifie donc 'égalité (8), que
I'on écrit pour y = (z,0) :

L —m'[s]\ s-1.0  _ 41 (1 =7'[s]\ o
(0 1 >A wo=4 o 1 )ueor

i
c’est a dire, d’aprés 'exemple 0.2.7 qui dit que u?x,er*) = <(1) 7T1 [S]> u(()n*), pour * € [y,

Lo—=7'[s]\ yo10 410
<0 1 > A U(I,O) =A U(I78)7

— A_l’LLO

puis sachant que u (2,0)’

0
(% (@)% (2))

3. Par définition de I’application 7"91, on a AUB% (25) u?@s). Or, d’aprés la propriété 2,

0 _ 0
U,s) = AU (2) 50, () 49)"

On en déduit que r9(x, s) = (r%(x), s% () + s).

4. Soit Be€ I(1). Onau
2,

= (AB) ", =B 'Y

U, o) (19, (@), (=) D’aprés la propriété

0
(a5 ()% (@)
~1,0 _,0
B @), @) = Yrorty @), oot (@) + 4 @)
On en déduit que
7’943 = r% or%, et 3?43 = s% or% + 394.
Pour la matrice identité notée Id, on a r4(x) = x et syqg(x) = 0. Ainsi,

0 0y—1 0 0 0
a1 =(ra) et s 107y =—54.
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D.

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

Supposons 'assertion 5 vérifiee pour deux éléments B et C de I(1). Par la propriété 4,
%o (z,8) = s&0r%(z,8) + % (x, 5). Or, la propriété 3 dit que r%(z,s) = (rp(x), sp(z) + s).

Donc I'assertion 5 est vérifiée pour le produit BC.

Par conséquent, il suffit de démontrer la propriété 5 pour les matrices élémentaires. Soit E
une matrice élémentaire. Nous avons vu au début de cette preuve qu’il existe un élément
¢p(r,0,s) qui dépend de s de fagon affine tel que :

1 —7is] 1.0 (1 =as] o
<0 1 >E Ueoo) =E T g 1) Ue0sn@o.s)

— Supposons que F = F,((T)). D’aprés 'exemple 0.2.8, le terme de droite de ’égalité (12
pPp q q p p ) g
1.0 s 1 N <202 . s 0
est K Uly,s,6p(x,0,s)) AU d’aprés la propriété 2, est égal a u(roE(%S%S%(%SHM(I’O’S)).
Etudions le terme de gauche. Par définition, on a E_lu(()z,o,o) = U(()T% (2,05, (2,0))° Mais,
d’aprés l'assertion 3., r(x,0) = (r%(x), s%(x)). Par conséquent, et d’aprés I'exemple
E E E
0.2.8, le terme de gauche de 1’égalité est u?roE(x)y5+5%(I)y5%(%0)).
On en déduit que

S%(ZB,S) = _¢E($707 S) + 80E(£70)7

ainsi, application s — s%(x, s) est bien une application affine.

— Supposons que F' est I'extension non ramifiée de QQ,, de corps résiduel F,,.

D’aprés 'exemple 0.2.8, et puisque Q(sl/p, 0) = 0, le terme de droite de I’égalité (12) est
~1..0 D) N ciaz , 0

E Uy s d(,0,5))7 LU d’aprés la propriété 2., n’est autre que u(TOE(LS)’S%(x,sH%(z’O’s)).

Etudions le terme de gauche. Par définition, on a FE _1u?x’070) = u(()rOE (2,0),5 (2,0))°

Mais d’aprés Dassertion 3., on a r%(z,0) = (r%(z), s%(x)). Par conséquent, et d’apres

’ 52 sz 0

Iexemple 0.2.8, le terme de gauche de ’égalité est U0 (@), 452 (@), 80 (20) + Q(s1/P . (@)1/7)) "

On en déduit que

sh(a,s) = —p(x,0,5) + sh(x,0) + Q(s'/7, sk (2)'/7)

ainsi, 'application s +— S%(:E, sP) est bien une fonction polynomiale de degré inférieur

ou égal a p.

— Supposons que F' = F,((T)) avec ¢ > 2. D’aprés la propriété 5., s — s (z,s) est une
fonction polynomiale en s de degré inférieur ou égal a 1. Puisque 1 < ¢ — 1, la somme
pour s parcourant F, de 3?4(:17, s) est nulle d’aprés la remarque 0.2.12.

— Supposons que F' est I'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel F,, avec ¢ > p.
Puisque F, est parfait, sommer les 3?4(:17, s) pour s parcourant F, revient a sommer les
sY(x, sP) pour s parcourant F,. La propriété 5 dit que I'application s — s9(x, sP) est
polynomiale de degré inférieur ou égal & p. Puisque ¢ est une puissance de p et que
q > p,onaq—1>p,doncla somme pour s parcourant F, de s%(a:, sP) est nulle d’aprés
la remarque 0.2.12.
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— Supposons que F' = Q,, p # 2.

Supposons l'assertion 6. vérifiée pour deux éléments B et C de I(1). On a alors, d’aprés
les propriétés 3. et 4.,

spol(@,s) = s¢(rp(,5) + s, 5) = se(r(x), spx) + 5) + sp(@, 5).

Sommant cette égalité pour s parcourant F,, on a
0 0.0 0
ZSBC(‘TaS) = ZSC(T’B(m)vS) + ZSB(%S)‘
s€lfp s€lfp selfy
Puisqu’on a supposé 'assertion 6. vérifiée pour B et C, et en appliquant & nouveau la
propriété 4.,
0 0.0 0 0
ZSBC(xv s) = sc(rp(x)) + sp(z) = spe(x).
selFp

Donc le produit BC' vérifie ’assertion 6.

Ainsi, il suffit de démontrer la propriété 6. pour une matrice E élémentaire. Dans ce
cas, on dispose de ’égalité (13) qui s’écrit, puisque ¢ = p,

s%(x,5) = —pp(x,0,5) + s%(x,0) + Q(s, s%(x)).
Puisque s — ¢p(x,0,s) est polynomiale de degré inférieur ou égal & 1 et que p—1 > 1,
la somme pour s parcourant F), de ¢g(x,0,s) est nulle d’aprés la remarque 0.2.12.
La remarque 0.2.12 dit aussi que la somme pour s parcourant F, de Q(s,s%(x)) est
égale a s%(z). Ainsi,

D sh,s) =Y Qs sk(x)) = sh(a).

s€fFy seFp






PARTIE 1

LE FONCTEUR DES INVARIANTS SOUS
L’ACTION DU PRO-p-IWAHORI DE GLy(F)






CHAPITRE 1

ETUDE DU MODULE UNIVERSEL RELATIF AU
PRO-p-IWAHORI DE GL,(F)

On note G = GLy(F)/7%. On identifie les sous-groupes d’Iwahori et du pro-p-Iwahori I, I(1) ainsi
que le compact maximal GL2(Op) avec leur image dans G. On désigne par Z le centre de GLo(F).
Le quotient I\G s’identifie au quotient IZ\GLo(F).

Nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 1.0.13. -~ Le Hg (G, I)-module universel F,[I\G] est plat.

~ Le HFP(G,I(l))-module universel F,[I(1)\G] est plat si et seulement si le cardinal du corps
résiduel de F est premier, égal a p. Dans ce cas, c’est méme un HFP (G, I(1))-module projectif
et fidelement plat.

1.1. Préliminaires

1.1.1. Décomposition de la Fp—algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de G.— Soit v € I

Porbite sous P'action de &g d’un caractére y € T (F,). On considére x comme un Fp-caractére
de I trivial sur I(1) et 'on désigne par o, la représentation de I définie par o, = x si || = 1,
oy =x®Tx sl |y =2, ot T est 'élément non trivial de S,.

Proposition 1.1.1. - Soit ' : [ — Fp*. Six et X' ne sont pas conjugués sous l’action de Sq, il
n’existe pas d’entrelacement non trivial entre les Fp[G]-modules ind?x, ind?x’.

— On a un isomorphisme de F,[G]-modules

ind?v'x — ind?x

(14) fLTX — waX'
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DEMONSTRATION. — Ce sont les résultats de la proposition 2.1 de [43|. Nous rappelons la preuve
de la seconde assertion. L’élément w défini au paragraphe 0.1.4 normalise le sous-groupe d’Iwahori
et I’action par conjugaison par w sur un élément de I est donnée par

w(a d>w_1:<b C),poura,beO},c,dGOp.

mc b 7d a

Elle permute les ¢léments de la diagonale. Ainsi, un élément de I agit sur wfr, par le caractére 7
et le morphisme de IF,,|G]-module (14) est bien défini. C’est un isomorphisme car w est inversible.

O

Remarque 1.1.2. — Si |y| = 1, 'espace des I(1)-invariants de ind%y est égal & la composante
(I, x)-isotypique de ind?x, d’aprés la premiére assertion de la proposition. Par définition de
lalgébre de Hecke de y, c’est le HF,,(Gv x)-module libre de base fr .

— Si |y| = 2, l'espace des I(1)-invariants de ind$x est égal a la somme directe de sa composante
(I, x)-isotypique et de sa composante (I, 7Tx)-isotypique, d’aprés la premiére assertion de la
proposition. La premiére est, par définition de l'algébre de Hecke de x, égale au sous—HFp(G, X)-

module libre de ind?x engendré par fr,. D’apres la seconde assertion de la proposition, son
image sous 'action w est égale a la composante (I, 7x)-isotypique de ind?x. Par conséquent, le
HFP(Gv x)-module libre de base {fr,wfr,y} est égal a I'espace des I(1)-invariants de ind?x.

Proposition 1.1.3. La F,-algébre de Hecke HFP(G,I(l)) est isomorphe au produit, pour ~y par-
courant T', des Fy,-algébres de Hecke HFP (G,0,). Plus précisément, il existe une famille () er
d’idempotents centraux orthogonaux telle que

1= 3¢ €Hp (G,I(1)) et Hp (G,0,) ~Hp (G,I(1))e,.
’YEF p p p

DEMONSTRATION. — C’est la proposition 3.1 loc.cit. Sa preuve s’appuie sur la décomposition de
I'induite compacte du caractére trivial en la somme directe de F,[G]-modules
(15) ind?(l)l ~ @ ind¥y = @ ind§o.,

x€T(Fy) V€l

obtenue du fait que ¢ — 1 est inversible dans Fp et que Fp contient une racine ¢ — 1™¢ de l'unité.
De plus, puisqu’il n’y a pas de morphisme de FP[G]—modules non nul entre ind?aﬂ, et ind?ay si

v # ~' (proposition 1.1.1), cette décomposition se traduit par I’écriture de la Fy-algébre de Hecke
du pro-p-Iwahori en un produit d’algébres de Hecke :

Hg (G, 1(1)) =~ PHg (G, 0,).
el
On note €, 'élément de HE(G, I(1)) égal a la projection z'nd?(l)l — ind$ x. L’idempotent central
€y € Hﬁp(G, I(1)) de la proposition est la projection ind?(l)l — ind¥o.. 1l est égal a ¢, si 7y est

de cardinal 1, a €, + €, si 7y est de cardinal 2.
O
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1.1.2. — Nous étudions maintenant la partie réguliére de 'algébre de Hecke du pro-p-Iwahori.
Soit x € T(F,) un caractére d’orbite v sous I'action de &5 que 'on suppose régulier, c’est-a-dire
que v est de cardinal 2. Remarquons que cela suppose que g > 2.

La proposition 1.1.1 dit que les F,[G]-modules ind?x et ind?TX sont isomorphes. On en déduit
que l’algébre de Hecke HFP(GWW) est isomorphe & l'algébre des matrices de taille 2 sur 'an-

neau HFP(Gv X) : les algebres de Hecke HFP(Gv oy) et HFP(G7X) sont Morita équivalentes (|17,
§3D]). Explicitement, les foncteurs suivants constituent des équivalences quasi-inverses entre les
catégories de modules (& gauche) sur Hg, (G,0,) et HFP(Gv X) :

(16) Mod(HFp(G,UV)) — Mod(HFP(G,X))

M — Home[G] (Z.nd[GO"ya an?X) ®HFP(G’U'Y) M

(17) Mod(Hg (G,x)) — Mod(Hg (G,0,))

M +— Homg g (ind§x,indS o) R EN(eRY) M.

Remarque 1.1.4. En particulier, le HFP(Gv x)-module & gauche correspondant, par équivalence de

Morita, au HFP (G, 0,)-module a gauche ind?aw n’est autre que ind?x puisqu’on a I'isomorphisme

Homg @ (z’nd?x, ind?aw) ®H (Gx) md?‘x AN ind?aw
p p )

L’équivalence de Morita préservant la platitude, le H]FP(Gv o~ )-module ind?a7 est plat si et seule-

(18)

ment si le HE,(G7 X )-module ind?x est plat.

Rappelons pourquoi I’équivalence de Morita préserve la platitude. Soient A et B deux algébres Morita équivalentes.
Soit (P, Q) une paire de Morita pour A et B au sens de [17, §3D] : P est un A-module & gauche et un B-module a
droite, @ est un B-module & gauche et un A-module a droite, et I'on a les isomorphismes de bimodules PRpQ ~ A,
Q ®4 P ~ B. En particulier, d’aprés [17, lemme (3.51)], @ est un B-module & gauche projectif.

Soit M un A-module & gauche que 'on suppose plat. Nous voulons montrer que le B-module & gauche Q ® 4 M lui
correspondant par équivalence de Morita est plat. Soit X < Y un morphisme de B-modules & droite injectif. Par
platitude du B-module projectif @, il induit un morphisme injectif de A-modules & droite

X®Q—Y®sQ,
qui lui méme, par platitude du A-module & gauche M, induit une application injective
(X®Q)®aM — (Y®5Q)®a M,
c’est-a-dire, par associativité du produit tensoriel, une application linéaire injective
X (QRAM) =Y s (Q®aM).
Donc, Q ® 4 M est un B-module plat.
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1.1.3. — Nous décrivons la démarche suivie dans le premier chapitre.

D’apres la proposition 1.1.3 et sa preuve, le HE(G,I(l))—module F,[I(1)\G] est plat si et seule-
ment si

ind?aw est un HFP(G’ 0~ )-module plat pour tout v € I'.

— Lorsque v est de cardinal 1, on dit que l'on est dans le cas Iwahori et I'on est ramené, quitte a
tordre par un [Fj-caractére de G, a I'¢tude de la platitude du Hg (G, 1)-module universel I, [I\G].
C’est objet de la partie 1.2. On y montre que F,[I\G] est un HFP(G7 I)-module projectif. De
plus, son sous—HFp(G, I)-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur direct.

— Lorsque v = {x, x7} est de cardinal 2, c’est-a-dire que 'on est dans le cas régulier, on étudie
la platitude du HE(G’ 0~ )-module ind?aw. D’aprés la remarque 1.1.4, ’équivalence de Morita
préserve la platitude et I’on est ainsi ramené a ’étude de la platitude 'HE(G, X)-module ind?x,
a laquelle la partie 1.3 est consacrée : on y montre que ind?x est un HE(G’ X)-module plat si
et seulement si ¢ = p.

Lorsque ¢ = p, on montre de plus que ind?x est un HE (G, x)-module libre et que son sous-
HFP(Gv x)-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur direct (§1.3.5). Grace a
Iisomorphisme de Morita (18) on transpose ces résultats a ind?aw : lorsque ¢ = p, c’est un
HFP(G, o~ )-module libre et son sous-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur
direct.

Rassemblant ces résultats, on aura ainsi montré que le Hg (G,I(1))-module F,[I(1)\G] est plat
si et seulement si g = p.

Dans le cas ot ¢ = p, on aura méme prouvé que c’est un HFP (G, I(1))-module projectif et que son
sous-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur direct. Or ce sous-module est, par
définition, isomorphe a I'algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de G. Ainsi, pour tout idéal propre a
droite A de HFP(G7 I(1)), I'espace vectoriel quotient IF,,[1(1)\G]/AF,[1(1)\G], contient une copie
du quotient de Hﬁp(G,I (1)) par A. Ainsi, il ne saurait étre nul. Cela signifie exactement que
F,[I(1)\G] est un HFP(Gv I(1))-module fidélement plat, d’aprés [9, Chapitre 1 §3, n°1 Proposition
1].
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1.2. Platitude du module universel F,[IZ\GLy(F)] sur I’algébre de Hecke-Iwahori

On désigne par H la Fp—algébre de Hecke-Iwahori HFP(G, I). Elle est engendrée par les éléments

S et T avec les relations S(S 4+ 1) = 0, T? = 1, ot S et T sont respectivement les éléments de
H de support ITI et Iw (|43, 1.1]). Elle se décompose dés lors en somme directe de H-modules
projectifs H = HS & H(S + 1).

Le F,[G]-module F,[I\G] est engendré par la fonction caractéristique 1; de I. C’est un élément
invariant sous l'action de I. Une F,-base de F,[I\G] est donnée par I'ensemble des g.1; oil g
parcourt un systéme de représentants des classes a gauche G/I (§0.1.2.2).

I existe une unique identification entre les arétes de I’arbre 7 et une base de I'espace F,[I\G] telle
que l'aréte u (§0.2.1.1) corresponde & 17 et qui soit compatible avec l'action de G. On considérera

dorénavant les éléments de IF,[I\G] comme des combinaisons linéaires d’arétes de I’arbre.

Remarque 1.2.1. Par définition de l'algébre de Hecke H, 'espace des I-invariants de F,[I\G] est
égal au H-module libre base u.

Théoréme 1.2.2. [ existe un ensemble V d’arétes de larbre T tel que le H-module F,[I\G] est
isomorphe a la somme directe de modules projectifs

F[I\G] = Hue (PHSv ~ He PHS.
veV veV

Corollaire 1.2.3. Le H-module F,[I\G] est un H-module fidélement plat.

La suite de la partie 1.2 est consacrée & la démonstration de ce théoréme.

1.2.1. Action de la F,-algébre de Hecke-Iwahori de G sur F,[I\G].— Les actions des
générateurs S et T' de H sur les arétes de I'arbre 7 sont entiérement déterminées par les données
de S(u) et T'(u) car 'action de H commute a celle de G. Pour calculer ces derniéres, on utilise les
observations du paragraphe 0.1.2.2.

Rappelons la description géométrique des actions de S et T'.
— On a T'(u) =wu = @ Donc, 'action de T sur une aréte renverse son orientation.
— On a la décomposition (|43, A.3]) :

m= Yo §) =Y ) - Yo

scly sclFy s€lfy

Ainsi S(u) = Y ¢%u= > u,.
s€lfq s€lfy

Ainsi, I’action de S envoie une aréte v d’origine ¢ sur la somme des g arétes d’origine ¢ distinctes
de v.
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Pour g =4: Ug,
Ugy

S(u) = Ug, + Uy + Ugg + Ug, co U

Ugs
Ug,

Cette description géométrique des actions de S et T est la clef des preuves de la partie 1.2. Nous
I'utiliserons & maintes reprises sous les formes suivantes :

Soit v une aréte de I'arbre d’origine c.

G1 : L’action de (S + 1) transforme v en la somme des ¢ + 1 arétes d’origine c.

G2 : L’action de ST transforme v en la somme des q arétes adjacentes a v.

Gg3 : Soit v/ une aréte adjacente a v. On a
(1+8)Tv=(1+S).

1.2.2. Une base du F,-espace vectoriel F,[I\G].— Une F,-base de F,[I\G] est donnée par
I’ensemble des arétes de I'arbre 7. Nous allons en donner une autre en construisant les ensembles
V; de la maniére suivante.

— Vo = {u,us, s € Fy} est 'ensemble des ¢ + 1 arétes sortantes & distance 1.
— Construisons V;, [ > 1, un ensemble d’arétes sortantes a distance [ + 1.

Soit v, une aréte sortante a distance . Nous avons vu (§0.2.1.3), que le faisceau issu de v est
indexé par F, de la facon suivante : soient € € {0,1}, = € Ff]_ﬁ, uniques, tels que v = u§. Le
faisceau issu de v est ’ensemble des g arétes

fv = {UEIE,S)’ S € ]Fq}
Nous appelons 'aréte ufm 0) laréte exceptionnelle issue de v = uf,.

Privant le faisceau issu de v de son aréte exceptionnelle on obtient I’ensemble noté V, :

Vo =A{uf, 5, s € Fyl}.
On pose alors
Vii=JW,

ou v parcourt ’ensemble des arétes sortantes & distance [.

Les cardinaux des ensembles considérés sont respectivement :
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Vol =q+1; pour l €N, |[Viga| = (¢ + 1)(¢"™ — ¢).

La réunion des (V});en est I'ensemble des arétes sortantes de 'arbre, privé des demi-droites d’ori-
gine un sommet a distance supérieure ou égale & 1, constituées par des arétes exceptionnelles.

Par la suite, nous dirons aussi de I'aréte ug d’origine cg qu’elle est exceptionnelle.

Rappelons que E; désigne I’ensemble des arétes sortantes a distance [ 4 1.

Lemme 1.2.4. Soit | € N.
Lensemble {(ST)™v, v € Vi_;} o<i<i est une base de ’espace vectoriel de base Ej.

Lensemble {T(ST ), v € Vi_;} o<i<i est une base de l'espace vectoriel de base E,.

DEMONSTRATION. — Posons X; = {(ST)%, v € Vi_;} o<i<i-

Notons tout d’abord, grace & Gz, que pour tout i € {0,..,l} et toute aréte v € V;_;, 'élément
(ST)"v est la somme des ¢ arétes sortantes a distance [ + 1 de la branche de v.

Ainsi, tout élément de X; appartient a ’espace vectoriel engendré par Ej.

On en déduit aussi que pour i, j, éléments distincts de {0, .., 1}, les ensembles {(ST)w, v € Vi_4}
et {(ST) v, v € Vi_;} sont disjoints et que le cardinal de X; se calcule de la facon suivante :

1Xil= ) WViml=q+1+ > (¢+1@ -¢ ) =d(q+1)=|E
i€{0,..,1} i€{l,..,l}

Pour montrer le lemme, il suffit donc de montrer que X; engendre ’espace vectoriel de base FEj.
Nous montrons cette assertion par récurrence sur [.

Pour [ = 0 c’est clair puisque Vi = FEy. Soit | > 1, supposons 'assertion vérifiée pour [ — 1.

Soit v € E;. Si v n’est pas exceptionnelle, alors v € V; C X;. Sinon, on note v’ € E;_; laréte a
laquelle v est adjacente. D’aprés Gg, v est une combinaison linéaire de STv’ et des ¢— 1 arétes non
exceptionnelles adjacentes & v’. Ces derniéres appartiennent a X;. D’autre part, par hypothése de
récurrence, v’ appartient a l’espace vectoriel engendré par X;_1, donc STv' appartient a 'espace
vectoriel engendré par ST X;_1 C X;. Ainsi, v appartient & I’espace vectoriel engendré par X;. [

Une base de F,[I\G] est donc donnée par

(19) {(ST)*v, T(ST)*v, v € Vi}iren.
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1.2.3. Expression de F,[I\G] comme limite inductive de HFP(G,I)—modules.— Pour

i € N, on désigne par Y; le sous-espace vectoriel de F,[I\G] de base

{(ST)*v, T(ST)*v, v € Vj} 0<j<i, ken-

La famille (Y;);en est croissante pour I'inclusion.

Remarque 1.2.5. D’aprés le lemme 1.2.4 et par définition de Y;, 'ensemble |J Ej UEj des arétes
0<5<i
a distance inférieure ou égale & 7 + 1 est contenu dans Y;.

Proposition 1.2.6. Pour i € N, le sous-espace vectoriel Y; de F,[I\G] est stable sous laction de
H.

Corollaire 1.2.7. Pour i € N, le H-module Y; est engendré par |J Vj.
0<5<i

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.2.6.— Nous procédons par récurrence sur ¢ € N. Puisque les
générateurs S et T de H vérifient, T? = 1 et S? = —8, il suffit, pour montrer que Y; est stable
sous 'action de H, de s’assurer que

SveY;, pourtoutveV;, 0<j<d.

— Soit v € Vp, Sv est la somme des arétes appartenant a Vy différentes de v. Donc Sv € Yj et Y
est stable sous 'action de H.

— Soit ¢ € N. Supposons que Y; est stable sous I'action de H.

Soit v € Vj, 7 <4, alors Sv € Y; par hypothése de récurrence, donc Sv € Y.

Soit v € Vi41. C’est une aréte sortante & distance ¢ + 2. D’aprés la description géométrique de
I’action de S, Sv est une combinaison linéaire d’une aréte rentrante a distance i + 1 et de ¢ — 1
arétes sortantes a distance i + 2. D’aprés la remarque 1.2.5, ces arétes appartiennent a Y1,
donc Sv € Y;y1.

Ainsi, on a bien démontré que Y;;1 est stable sous 'action de H.

Lemme 1.2.8. Pour tout v € Vi41, on a (1 + S)v €Y.

DEMONSTRATION. — Soit v/ € Ej;, laréte sortante a distance 7 + 1 a laquelle v est adjacente.
D’aprés la remarque 1.2.5, aréte v’ est contenue dans Y;, qui est stable sous I'action de H d’apreés
la proposition précédente. Or, d’aprés G, on a (1+ S)v = (1 +S)Tv". Ainsi, (14+ S)veY;,. O
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Remarque 1.2.9. La remarque 1.2.5 nous dit que Y; contient toutes les arétes sortantes a distance
inférieure ou égale a i + 1. Or, 'action de I(1) sur les arétes de 'arbre commute a celle de H et,
d’apres le lemme 0.2.6, elle conserve la distance et 1'orientation.

Ainsi, le H-module Y;, engendré par un ensemble [J V; d’arétes sortantes a distance inférieure
0<j<i
ou égale & i + 1, est stable sous 'action de I(1).

1.2.4. Projectivité des H-modules Y;, i € N.—

1.2.4.1. Projectivité de Yy.— On considére le morphisme de H-modules suivant :
®: H x (HS)"' — Yo
(h, (hsS)ser;) —— hu+ 3 hsSus.
seFy

Lemme 1.2.10. Le morphisme de H-modules ® est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. — Commencons par la preuve de la surjectivité de ®. On rappelle que Y( est
le H-module engendré par l'ensemble Vj = {u,us, s € Fy} des arétes d’origine c¢g. Montrons tout
d’abord que Swug appartient a 'image de ®. D’aprés Gq, (1 + S)u est égal a la somme des arétes
us pour s parcourant Fy. Puisque S(S + 1) = 0, on en déduit que

Sug = — E S,
seFy

donc Sug appartient a I'image de ®. Ainsi, I'image de ® contient u, et Su,, pour tout s € F,.
Pour montrer la surjectivité, il suffit de prouver qu’elle contient us pour tout s € F,. Or, d’aprés
G1, on a, pour tout s € Fg,

us = (14 S)u — Sus,

donc ® est surjectif.

Montrons maintenant que ® est injectif. Soit (h, (hsS)ser;) € H X (HS)? 1. L’élément h € H
s’écrit de fagon unique
h = Zak(ST)k + ka(ST)k + Ck(ST)kS + dkT(ST)kS, avec ay, by, ¢, dy, € Fp.
keN
L’élément hgS € HS s’écrit de fagon unique

heS = ZCLZ(ST)kS + 6T (ST)*S, avec aj, b; € Fp.

keN
On a, d’apres G1,
hu = Y (ap(ST)*u + bpT(ST)*u + c(ST)*ug + di T(ST)*ug + > cr(ST)*u, + dp, T(ST)*u,)
keN relfy
hsSus = > (af(ST)*u+ b;T(ST)*u + a3, (ST) up + b;T(ST)kuog +  >°  ai(ST)*u, + biT(ST)*u,)

keN relfyg,r#s
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Ainsi V'image par @ de (h, (hsS)ser:) est égale a
> (ak+ D a) (ST u+ (b + Y bR)T(ST)*u)

keN seFy seFy

+> ((er+ Y ap)(ST) ug + (di + > b3)T(ST)* up)

keN seFy seFy

+ ) e+ DD @) (ST up+ (de+ Y BT(ST) uy)

keN,refF? seFy,s#r s€Fy, s#r

D’aprés le lemme 1.2.4, la famille {(ST)"u, T(ST)*u, (ST)*us, T(ST)*us }ken scr, est libre. Donc,
si 'image par ® de (h, (hsS)ser:) est nulle, alors pour tout k € N :

ag + ZCLZ:(L by, + Zbizo,
seFy seFy

¢+ ZGZZO, ot di, + ZbZ:O,
seFy seFy

e+ Y, a;=0,Vrel; dp+ > bp=0,Vrely,
s€Fy, s#r s€Fy,s#r

cest-a-dire ar, = ¢ = 0, et af = 0, Vs € F, b = dp = 0, et by = 0, Vs € Fj. Ainsi,
(h, (hsS)ser;) = 0 et © est injectif.
O

Le lemme 1.2.10 montre que le H-module Y est égal au H-module projectif

(20) Yo = Hue @ HSu, ~ Ha (HS)"!

seFy

1.2.4.2. Projectivité de Y;11, i € N.— Soit ¢ € N. Supposons que Y; est un H-module projectif.
On a la suite exacte de H-modules

0—>Yi—>Yi+1—’Yi+1/Yi—’0-

Ainsi, montrer la projectivité du H-module Y;;1/Y; suffit pour s’assurer de celle du H-module
Yi1

Lemme 1.2.11. L’application

;.  HVinl Vi)Y,
(hv)veviﬂ — > hyv modY;

veEVit1

est un morphisme de H-modules surjectif de noyau H(S + 1)M+1|.
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DEMONSTRATION. — D’aprés sa définition, le Fp—espace vectoriel Y1 se décompose en la somme
directe de Y; et du F,-espace vectoriel de base {(ST)*v, T(ST)*v, v € Viy1}ren. Ainsi, ®; est
bien surjectif.

L’inclusion H(S + 1)|Vi+1‘ C Ker ®; résulte du fait que (1 + S)v C Y; pour tout v € V; 41 (lemme
1.2.8).

Soit (hy)y € Vip1 un élément du noyau de HVit1l Pour tout v € V1, 'élément h, € H s'écrit
de fagon unique :

hy =Y _ap(ST)* + BT (ST)* + ¢ (ST)*S + dyT(ST)*S, avec af, b}, cj, dy € F.

keN
Comme on vient de le rappeler, on a Sv = —v mod Y; pour tout v € V;;1. Ainsi,
> hew= > ((af — )(ST)v + (b — dp)T(ST)*v)  mod Y.
veVit1 vEVit1

Puisque la famille {(ST)*v, T(ST)"v, v € Vi41}ken est libre modulo Y;, supposer que (hy)vev;,,
appartient au noyau de ®; implique, pour tout v € V41, k € N :

GZ = CZ:’ b% = 114):’
c’est & dire h, € H(S + 1), pour tous v € V4. O

Ainsi, le H-module Y;;1/Y; est isomorphe a une somme de copies de H/H(S + 1) ~ HS. C’est
un module projectif et 'on a la décomposition en somme directe de H-modules projectifs :

(21) Yip =Y, e P HSv = v e @HS) V1l

veEVit1

Des isomorphismes (20) et (21) et par définition de Vj = {u, us, s € F,}, on déduit

(22) Y =Hu @ ) HSv ~H & . HS.
veVpU..UV;—{u,uo} veVoU...UV;—{u,uo}
Le H-module F,[I\G] est la limite inductive de la famille de H-modules (Y;);en croissante pour
I'inclusion. On a ainsi démontré le théoréme 1.2.2 : en posant V = JV; — {u,up}, on a la
1€EN

décomposition en somme directe de H-modules,

F,[I\G] = Hu® @QHSv ~ H & P HS.
veV veV
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(F)

1.3. Platitude du module ind?ZLQ x sur P’algébre de Hecke du caractére régulier y

On suppose dans toute cette section que ¢ > 2. et I'on se donne ¥ : IF';Q — _p* un Fp-caractére
régulier du tore fini. On note H, l'algébre de Hecke du caractére x considéré comme un caractere
de I trivial sur I(1).

T
0 1 0

la Fp—algébre commutative de générateurs 17, T vérifiant 7175 = 0, ou, pour ¢ = 1,2, on désigne
par T; I'élément de H,, de support It;I et de valeur 1 en t; (|43, 2.1]).

Soient t1, t9 les éléments de G définis par t1 = < 0>, ty = <1 0>. L’algebre de Hecke H, est
T

Nous allons montrer le théoréme suivant.
Théoréme 1.3.1. Soit a € {1,..,q — 2}. Soit x = 1® x2 : F;Q — Fp*, le caractére régulier du
tore fini tel que xa(v) = 2%, Vo € Fy.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le H, -module ind?x est plat
2. Les coefficients des polynomes (1 — X)® et (1 — X)9717% € F,[X], de degrés respectifs a et
q — 1 — a, sont tous non nuls.

3. On a la suite ezacte de Fp[G]-modules 0 — Tyind$x — ind$x 2, Trind$x — 0.
Corollaire 1.3.2. Le H,-module ind?x est plat si et seulement si q est un nombre premier.

PREUVE DU COROLLAIRE. — Quitte & tordre par un caractére de (3, on peut toujours se ramener
a un caractére y de la forme décrite dans le théoréme.

Si ¢ = p la condition (2) du théoréme est vérifiée.

Supposons que g > p. Soit © := max{a,q — 1 — a}. Il vérifie z > p—1. On a

T o T
@=p+0(,5) =2 ().
Si p ne divise pas x —p-+ 1, alors p divise (pfl) ce qui contredit la condition (2) pour le polynéme

(1 —X)*. Sipdivise x —p+ 1, il divise aussi ¢ — 1 — x, ce qui contredit la condition (2) pour le
polynoéme (1 — X)9-1-2, O

Nous finirons la section 1.3 par la preuve du résultat suivant.
Théoréme 1.3.3. Siq = p, le H-module ind?x est libre .

Jusqu’a la fin de la section 1.3, nous allons considérer que Y : F;z — Fp* est un caractére régulier
du tore fini comme dans 1’énoncé du théoréme 1.3.1, c’est-a-dire de la forme y =1 ® x 2, avec

x2 : I, —>Fp*, x—x% ounac€{l,.,q—2}.
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Une Fp-base de ind?x est donnée par I'ensemble des fonctions g.f7y = f14-1, de support [ g !

et de valeur 1 en g~ !, oli g parcourt le systéme de représentants (6) des classes a gauche de G
modulo I donné au paragraphe 0.2.1.

On établit une bijection entre cette base de ind?x et I’ensemble des arétes de ’arbre en identifiant,
pour tout g appartenant au systéme de représentants (6), I'aréte g u avec I'élément g.f1 = fry-1 -
On pourra donc considérer désormais tout élément de ind?x comme une combinaison linéaire
d’arétes de I’arbre. On rappelle que @ désigne I'aréte wu = w ™ u opposée a u.

Remarque 1.8.4. Cette identification n’est pas compatible avec I'action de G car 'aréte u est
invariante sous I'action de I tandis que I agit sur I’élément f; , par le caractére non trivial x.

1.3.1. Action de Hj (G, x) sur ind$ x.—

1.8.1.1. Les actions de Ty et Ty sur ind?x sont respectivement entiérement déterminées par la
donnée de T4 (@) et Ty(u) car 'action de H,, sur ind¥y commute a celle de G. On en donne une
description géométrique :

— On a la décomposition suivante ([43, Ap. 3]) :

mi=JI1 (7:[;] ?) .

sclFy

-1
Remarquons que T 0 =w [ 1 = wg?. Ainsi T} (u) = > (wgd)u et
W[ 1 1 0 ° s€lq °

(23) Ty(i) = w ' Ty(u) = > glu= us

s€lfq s€lfy

— On a la décomposition suivante :

1 s\ [s] 1
; N -1_ 0 ,—1
Puisque <0 7r> = < 1 0>w =g,w ,ona

(24) To(u) = Zggw_l u= Zﬂs.

s€lfq selfy

Ainsi, T1 (1) est la somme des g arétes adjacentes a i, et To(u) est la somme des ¢ arétes incidentes
& u. Comme dans le cas Iwahori, on pourrait étre tenté de généraliser cette observation, sans plus
de précautions, afin de décrire ’action de T7 et de T sur une aréte quelconque v de 'arbre. C’est
sans compter le fait que le sous-groupe d’Iwahori agit par le caractére non trivial y sur 'aréte u.
De la description de I'action de 77 sur l'aréte 4 et de T sur 'aréte u, on peut donc seulement
déduire que :
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GY : L’action de T transforme v en une combinaison linéaire a ccefficients non nuls des g arétes
adjacentes awv.

GJ : L’action de T, transforme v en une combinaison linéaire a ccefficients non nuls des g arétes
1n01dentes aw.

Par exemple, pour s € Fg, I'action de T} sur 'aréte g et I’action de T5 sur I'aréte u, sont données
par :

(25) Ty (as) = u+ Z z—35)"

z€Fy, z#s

(26) To(us) =1+ Z (s — 2)01aq,,

Montrons la relation (25). D’aprés I'égalité (23), on a T1(s) = g0T1 (@) = g2 (uo + Y. u—y) = g2(g0 + 3. 9°,)u.

yeF; yerg
Or I'élément ¢%g9 = <_[8] (1)> <(1) (1)> -

1 <1 _[8]) appartient & I(1) et fixe 'aréte u. D’autre part, pour y € Fy,
on calcule 'action de g%¢° O

gSgSy:<—1[s] é) ([11/] é) (1—[y[]sy1 —1[s]>:<[y—111— 5] 3) (%1 _[y1_1]> doi
I G | (ARSI | ()

La premiére matrice de I’égalité (xx) n’est autre que gg_y_l. La seconde appartient & I(1) et fixe 'aréte u, puisque,
par définition de I’application de Teichmiiller, on a [y~ '] — [s] — [~s +y '] € mOF. La troisiéme et derniére matrice
appartient au sous-groupe d’Iwahori et agit sur 'aréte u par le caractére y = 1 ® x2. Ainsi, on a

00 —1
Gs G-yt = X2(—y~ Jus_y—1.

On a donc bien démontré que Ty (@) =u+ Y Xo(—y Dug_y-1 =u+ > xa2(z — s)u..
yeFy 2€Fq, z#s

Montrons la relation (26). La relation (24) nous assure que T2(us) = go(do + Y. @°,) = g2(g0 + > ¢%,)a
yinkFy yinkFy

Comme précédemment, ¢2gd € I (1) fixe laréte u ainsi que son opposée .

D’autre part, pour y € Fy, on calcule I’action de ggggy sur l'aréte @. La premiére matrice de 'égalité (*x) précédente
est égale a gg_y_1- La seconde appartient a I(1) et fixe 'aréte . La troisiéme et derniére matrice appartient au
sous-groupe d’Iwahori I et agit sur l'aréte & = wu par le caractére x2 ® 1. En effet, I'élément w normalise I et
l'action par conjugaison par w sur un élément de I permute les éléments de la diagonale, comme on I’a vu dans la
preuve de la proposition 1.1.1. Ainsi,

T>(us) 7u+ZX2 Ug_y-1 = U+ Z x2(s — 2) 1122.

yeFy z€Fg, z#s
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1.8.1.2. — Souhaitant faire un changement de base adéquat pour simplifier ’expression de I'action
de T7 et T3, nous nous proposons de construire une base de 'espace vectoriel engendré par les
arétes sortantes a distance 1 par un procédé d’analyse de Fourier.

Fixons ¢ un générateur du groupe cyclique Fy. Le groupe des Fp—caractéres de F est paramétré
par Fy de la fagon suivante : a tout s € Fy, on associe le caractére As : Fy — Fp* tel que ¢ +— s.

Notation 1.5.5. Notons w : Fy — ind?x la transformée de Fourier de I'application

F, — ind? X

s = ug.
Elle est donnée en s € Fy par
we = Z)\s(t)ut.
teF;

On pose de plus wq := ug.

L’espace vectoriel engendré par I'ensemble {ug,us, s € IF;} des arétes adjacentes & 4 a pour base
I'ensemble {wo, ws, s € Fy}.

L’élément w, est défini par s := Y, As(t)Us. L'espace vectoriel engendré par ’ensemble
q

{@io, is, s € F} des arétes incidentes & u a pour base I'ensemble {1, s, s € F}}.

Notation 1.8.6. Nous propageons dans l'arbre ces nouvelles bases obtenues par transformée de
Fourier. Soient ¢ € {0,1}, i € N, z € Fj,. On pose, pour tout s € IF,

Wi, o = (gow) ws.

On a alors wy, = (gSw) Ws.
L’action de G transforme un faisceau en un faisceau, donc ’ensemble {wfm BRERS F,} forme une

base de 'espace vectoriel engendré par I'ensemble des arétes adjacentes a (gSw)t = uS,. De méme,
I’ensemble {ng s S € [F,} forme une base de I’espace vectoriel engendré par 'ensemble des arétes
incidentes a .

Ainsi, la définition suivante est naturelle :

Définition 1.3.7. On dira de ’élément w? 5) (resp. w?x,s)) qu’il est de type 0, sortant (resp.

z,
rentrant), et o distance i + 1.

On dira de l’élément w(lns) (resp. w(lx,s)) qu’il est de type 1, sortant (resp. rentrant), et a distance
14+ 2.

Nous allons maintenant décrire ’action de T7 et T5 grace aux nouvelles bases que nous venons de
définir.
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Définition 1.3.8. On note respectivement ®1 € Fy[X] et ®o € Fy[X] la transformée de Fourier
du polynéme (1 — X)% et la transformée de Fourier inverse du polynome (1 — X)4-1=@ .

= Y (- X, @= Y (1-¢H)exd

0<j<q—2 0<j<q-2

Du fait de la définition des polynomes ®; et @3, on les égalités suivantes dans F,[X] :

(27) I-X)=— ) &)X, Q1-X)0 == 3 &y()X.

0<j<q-2 0<j<q-2

Lemme 1.3.9. L’action de T\ dans les bases {1, W, Ws, s € Fy} et {u,wo, ws, s € Fy} est donnée
par

Tl(ﬂ) = wo + wy,

Ty (o) = U+ wea,

Tl(ﬁ)l) = —u-+ <I>1(1)w<a ol (131(1) = —1,

Ti(Wq-1-a) = —(=1)%wo+ @1(¢CT 1wy on &1(¢717) = —(-1)7,

T (ws) = Oy(s)wya, pour tout s € Fy\{1, ¢a-1-a},

L’action de Ty dans les bases {u,wq,ws, s € Fy} et {a, W, ws, s € Fy} est donnée par

Tg(u) = wy+ w1,

Tr(wo) = a+ (1) %10,

Tg(wl) = —u-+ @2(Cq_1_a)w<q—1—a ol (I)z(cq—l—a) = _(_Dq—l—a’

Tg(wca) = —1170 + @2(1)1{71 ot (I)Q(l) = —1,

To(ws) = Po(sCI™ 1) hgrq—1-a, pour tout s € Fy\{1,(}.
DEMONSTRATION. — Nous effectuons la preuve pour ’action de T7.
— Larelation (23) dit que T4 (%) = Y ug. Or, par définition, w; = Y us. Donc, T1(4) = wo+ws.

z€lFy z€l}

— Larelation (25) dit que T' (tp) = u+ ) s%u,. Par définition de w¢a, on a donc T (tig) = u+wca.

seFy
— Soit s € Fy et b€ {0,..,q — 2} tel que s = ¢b. On a alors
Pi(s)= Y (1-¢)¢ = (-
0<j<q—2 teF;:

D’aprés (25) et la définition de ws,

Ty () = ;Fj tOT (i)
te ;
= Y tlu+ (=)o + > (2 —t)%,)]
teF; z€F

(Dans la derniére somme, il n’est en fait pas nécessaire d’exclure le cas z = ¢ comme on 'a fait dans Pécriture

de légalité (25), car a 20 mod g — 1.)
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Ty(ws) = (t;F:*tb)qu (teF*( 1)at“+b)uo+Z§F*Z (%F:*(l —ta7h)e(tz71)’
- (t;F:itb)u+ (tEFj( 1)at“+b)uo+Z§F*z (%F;ju —t)etd)
- (%F:itb)u+ (tg;( 1)) + By (s )Zg;wzﬁbiz
- (%F:itb)u+ (tGFZ( 1)1 0)ug + By ()

~Sib#0etb#q—1—a,cest-a-dire si s # 1 et s # (9717, les deux premiers termes sont
nuls et 'on retrouve la formule annoncée dans le lemme.

— Sib=0, cest-a-dire s = 1, alors b # ¢ — 1 — a et le deuxiéme terme est nul tandis que le
premier vaut —u. Pour retrouver la formule annoncée par le lemme, il reste & montrer que
®y(1) = —1.

D’aprés la définition du polynome ®; et I’égalité (27) qu’on en a déduite, —P1(1) est égal
au terme constant du polynéme (1 — X)®. Ainsi, ®;(1) = —1.

~Sib=gq—1-a, cest-a-dire s = (97172, alors b # 0 et le premier terme est nul, tandis
que le deuxiéme vaut —(—1)%uy = —(—1)%wp. Pour retrouver la formule annoncée par le
lemme, il reste & montrer que ®; (¢4 179) = —(—1).
D’aprés Dégalité (27), —®1(¢9717%) est égal au coefficient du monéme X du polynéome
(1 — X)2. Ainsi, ®1(¢9717%) = —(~1)2

O

1.3.2. Expression de ind$x comme limite inductive de HFP(G,X)-modules. — Ala

section 1.2, nous avons écrit le H-module E) [I\G] comme limite inductive de H-modules de type
fini. Pour cela, nous avons fait usage de la description géométrique de I'action des générateurs de
H sur les arétes de 'arbre considérées comme des éléments de F,[I\G].

Nous allons adopter une démarche analogue pour écrire le H, -module ind?x comme limite in-
ductive de H, -modules de type fini. Nous allons utiliser les observations G§ et GJ, qui donnent
la description géométrique de 'action des générateurs T et T> de H, sur I'ensemble des arétes de
I'arbre, que nous avons identifié avec une Fp-base de ind?x. Pour 'instant nous ne nous servons
pas de la base obtenue par analyse de Fourier.

On rappelle que, pour [ € N, on désigne par E; 'ensemble des arétes sortantes & distance [+ 1. On
considére ’ensemble d’arétes V; construit au paragraphe 1.2.2 : V est 'ensemble des ¢ + 1 arétes
sortantes & distance 1 et sil > 1, V; est 'ensemble Ej privé des arétes dites exceptionnelles.

Lemme 1.3.10. L’ensemble {va,v € Vi—ito<i<i est une base du Fp—espace vectoriel de base Ej.
L’ensemble {T50,v € Vi_;}o<i<i est une base du Fp-espace vectoriel de base Ej.
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DEMONSTRATION. — C’est 'analogue du lemme 1.2.4. Il se démontre de fagon tout a fait sem-
blable, car 1’élément de T, qui envoie une aréte sur une combinaison linéaire & coefficients non
nuls des arétes adjacentes, se comporte “géométriquement” comme 1’élément ST de la section
précédente. De méme, 1'élément T se comporte comme T'(ST).

Nous démontrons la premiére assertion du lemme. La seconde se démontre de méme.

Posons X; = {Tjv, v € Vi—ito<i<i-

Notons que pour tout i € {0,..,1} et tout v € V;_;, T fv est une combinaison linéaire & coefficients
non nuls des ¢* arétes de l'intersection de E; avec la branche de v.

On en déduit que tout élément de X; appartient a ’espace vectoriel de base Fj.

On en déduit aussi que pour 4, j deux éléments distincts de {0, ..., 1}, les ensembles {Tv, v € V;_;}
et {T{v, v € Vi_;} sont disjoints et que le cardinal de X; se calcule de la fagon suivante :

Xil= > Val=q+1+ Y @@+ —q¢ ) =d(+1)=IEl
1€{0,..,l} 1€{1,..,0}

Pour démontrer le lemme il suffit donc de s’assurer que X; engendre le Fp—espace vectoriel engendré
par Ej.

Pour [ = 0 c’est clair. Soit [ € N, [ > 1. Supposons 'assertion vérifiée pour [ — 1. Soit v’ € Ej et
v € Ej_1 laréte a laquelle v est adjacente. Si v’ n’est pas exceptionnelle, alors v’ € V; C X;. Si v/
est exceptionelle, alors, d’aprés G, v’ est une combinaison linéaire & coefficients non nuls de Thv
et des ¢ — 1 arétes non exceptionnelles adjacentes & v. Par hypothése de récurrence, v appartient
a l'espace vectoriel engendré par X;_1, donc Tiv appartient a l'espace vectoriel engendré par
T1X;_1 C X;. Ainsi, v/ appartient a ’espace vectoriel engendré par X;. O

On déduit de ce lemme que ind?x est le Fp—espace vectoriel de base

(28) {T1k7)7 150, v e Vi}z‘,keN-

On définit la famille (Z;);en de sous—Fp—espaces vectoriels de ind?x, croissante pour l'inclusion,
en désignant par Z; le F-espace vectoriel de base

k. ke
{T7v, T30, v € Vj}o<j<i, ken-

C’est 'analogue du sous-espace vectoriel Y; de F,[I\G] défini au paragraphe 1.2.3.

Remarque 1.3.11. D’aprés le lemme 1.3.10, 'ensemble | Ej (resp. |J E'j) des arétes sortantes
0<j<i 0<j<i
(resp. rentrantes) a distance inférieure a i + 1 est inclus dans Z;.

Proposition 1.3.12. Pour tout i € N, le Fp—vectom'el Z; est stable sous laction de H, .

Corollaire 1.3.13. Le H, -module Z; est engendré par l’ensemble |J V;U ‘7]
§=0,..,i
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PREUVE DE LA PROPOSITION 1.3.12. — Nous procédons par récurrence sur ¢ € N. Puisque les
générateurs 17 et Th de l'algébre commutative H, vérifient 1775 = 0, il suffit, pour montrer que
Z; est stable sous I'action de H, , de montrer que

T € Z;, Tov € Z;, pour tout v eV, 0<j5 <1,

— Pour i = 0. Soit v € Vj, alors, d’aprés G3 et GY, Thv (resp. T10) est une combinaison linéaire
de g arétes rentrantes (resp. sortantes) a distance 1. Ces arétes appartiennent a Vp (resp. Vp).
Donc, Thv et T70 appartiennent & Zj.

— Soit 7 € N. Supposons que Z; est stable sous 'action de H, .
Soit v € Vj, 7 <. Alors T10,Thv € Z; par hypothése de récurrence, donc 110, Thv € Zj41.
Soit v € V;y1. Alors d’aprés G’2<, T5v est une combinaison linéaire d’une aréte sortante &
distance i + 1 et de ¢ — 1 arétes rentrantes & distance ¢ + 2. D’aprés la remarque 1.58.11,
chacune de ces arétes appartient & Z;,1, donc Tov € Z; 1. De la méme fagon, T10 € Z; 4.

Ainsi, on a démontré que Z;1 est stable sous 'action de H,, .
O

Remarque 1.3.14. On déduit de la proposition et de la remarque 1.3.11, (comme nous ’avons fait
pour Y; a la remarque 1.2.9), que 'espace Z; est stable sous 'action de I(1).

Nous avons démontré que ind?x est la limite inductive du systéme H, -modules (Z;);en ot les
fleches du systéme inductif sont données par les inclusions.

Nous allons maintenant détailler la structure de ce systéme inductif et suggérer que les H, -modules
Z; ont été bien construits de facon & ce que leurs propriétés dépendent entiérement de celles du
H, -module initial Zy. Réinitialisons tout d’abord le systéme inductif au rang —1 en choisissant
pour Z_1 le H, -module engendré par u et .

Remarque 1.3.15. Nous avons vu au début de ce chapitre (§1.1.2) que la partie (I, x)-isotypique
de ind?x est égale au H, -module libre de base u, et que sa (I, x7)-isotypique est égale au H, -
module libre de base %. On en déduit que le H, -module Z_; engendré par u et u est libre de base
{u,@}. De plus, il est égal a I'espace des I(1)-invariants de ind¥x.

On rappelle qu’on appelle les ¢ — 1 arétes {ug, s € IFZ} les arétes non exceptionnelles adjacentes
a 4. On a le résultat suivant :

Lemme 1.3.16. - Le H, -module Zy est engendré par Z_; et par l’ensemble des ¢ —1 arétes non
exceptionnelles adjacentes a U et de leurs opposées.

Soit i € N.

— Soit v une aréte sortante & distance i+ 1. Les images dans le quotient Z;11/Z; des q — 1 arétes
non exceptionnelles adjacentes a v et de leurs opposées engendrent un sous-module de Z;1/Z;
isomorphe & Zy/Z_1.
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~ Le H, -module Zj1/Z; est la somme directe de ces sous-modules, pour v parcourant l’ensemble
des arétes sortantes a distance i + 1.

DEMONSTRATION. — L’espace vectoriel Z_ est engendré par I'ensemble {TFu, TF 4, THa, TH u},
ou encore d’aprés les relations (23) et (24) par ’ensemble

{TFu, T (uo + > _ug), To'a, Ty (g + » _1is)}-
seFy seFy
Par définition de I'espace vectoriel Zg, cet ensemble est une base de Z_q et le sous-espace vectoriel
de base {Tfus, T, s € F7}xen en est un supplémentaire dans Zy. Par conséquent, Zy est
engendré comme H, -module par Z_; et par I'ensemble {us, 4,5, s € IF;} des ¢ — 1 arétes non
exceptionnelles adjacentes a @ et de leurs opposées.

Montrons la troisiéme assertion. Une aréte sortante & distance i + 1 s’écrit de facon unique sous
la forme u$ = gSu, avec € € {0,1}, = € ]F’qﬂ_e. Grace a la remarque 0.2.4, nous observons I'image
par translation par (gSw) d’un systéme générateur de Zy,

(gSw)u = au € Z;,
(gSw)u = u € Z;,
et, pour tout s € F,

(g5)u, =, € Zi,
(giw)ts = Ul € Zit1.

L’action de H, commute a celle de (giw) donc I'image du H, -module Zj par translation par
(g5w) est incluse dans Z; 1, et de plus, on peut définir le morphisme de H, -modules

ZO — Zz'—i—l/Zi
z +— (gSw)z mod Z;.

Il envoie u et @ sur 0, donc il se factorise par Z_1 et 'on note
Fo i Zo)Z-1 — Ziy1/Z

le morphisme obtenu. Puisque Zj est engendré par Z_; et par ’ensemble {us, s, s € IFZ}, le H, -
module image de Ff, est engendré par la projection dans Z;1/Z; des éléments {u(xvs), U(z,s), S €
IE‘Z}, c’est-a-dire des ¢ — 1 arétes non exceptionnelles adjacentes a uf, et de leurs opposées. Ainsi,
le sous-module de Z;11/Z; dont on veut démontrer qu’il est isomorphe a Zy/Z_1 n’est autre que
I'image de F5. On aura donc démontré la troisiéme assertion si I’on montre que F est injectif.

On a vu qu’une base de I'espace Zy modulo Z_; est donnée par I’ensemble {leus, Tf&s, s € IFZ}
Elle est envoyée par F5 sur la projection dans Z;41/Z; des éléments {leu(ns), Tzkﬂ(m,s), s € IFZ},
dont on sait, par définition de Z;; 1, qu'’ils forment une famille libre de Z;; modulo Z;. Ainsi, F
est injectif.

On déduit aussi de ce qui précéde que le sous H, -module image de F3 a pour base I’ensemble des
projections dans Z;1/Z; des éléments {Tfu(xvs), Tfﬂ(%s), seF}.

Or, par définition, I'espace vectoriel Z; 11 est la somme directe de Z; et des espaces vectoriels de
base {leu(xvs), Tfﬂ(%s), s € Fy}, pour € € {0,1} et x parcourant IF;H_E.

Par conséquent Z;11/Z; est la somme directe des images des morphismes F¢, pour € € {0,1} et x

parcourant Fﬁfrl_e. La derniére assertion est démontrée.
O
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1.3.3. Considérations d’algébre générale.— Soient K un corps commutatif et K[z,Z] la
K-algébre commutative de générateurs x et  avec la relation xz = 0. Cette K-algébre contient
la K-algebre Kz| des polynémes en l'indéterminée z, et la K-algébre K[Z] des polynomes en
I'indéterminée .

1.3.3.1. Condition nécessaire de platitude pour un K[z, Z]-module.—
Lemme 1.3.17. Si Z est un K[z, Z]-module plat, alors la suite,

(29) 0—2Z 25370
est exacte.
DEMONSTRATION. — Soit Z un K[z, Z]-module plat. Alors, notant (Z) I'idéal de K[z, ] engendré

par Z, Papplication linéaire canonique

bz) ¢ (T) Okaz Z — Z
est injective. Soit z € Z tel que Tz = 0, alors on a ¢(3)(T ® z) = Tz = 0, et par injectivité de @z,
on en déduit que ¥ ® z = 0. Or, dans (%) ® gy 3 Z, on a T ® z = 0 si et seulement si il existe un

ensemble fini J, une famille (z;);c; d’éléments de Z et une famille (a;);cs d’éléments de K|z, Z]
tels que :

— pour tout j € J, on a Ta; =0,
- z= ) a;z.
jeJ
(|9] Chapitre 1 §2 n° 11 lemme 10).

Du fait de la structure de I’algébre commutative K[z, Z], la premiére condition est équivalente a
a; € xKx,Z] pour tout j € J. Ainsi, d’aprés la deuxiéme condition z € 2Z. On a montré que la

suite (29) est exacte.
U

1.8.8.2. Condition suffisante de platitude. — Nous commencons par décrire la structure des
K|z, z]-modules avec lesquels nous allons travailler et montrons ensuite que pour ces modules,
la condition du lemme 1.3.17 est en fait suffisante.

Soit W un K [z]-module libre de rang fini n > 1, de base V, et W un K [Z]-module libre de méme
rang fini n, de base V. Puisque K[z] et K[#] sont des algébres de polynomes sur le corps K, ce
sont des anneaux intégres de sorte que W et W sont respectivement sans K [z]-torsion et sans
K|[Z]-torsion. On a les décompositions en sommes directes de K-espaces vectoriels suivantes :

W=<V>azW, W=<V>aiW,
oil <V > (resp. < V >) désigne le K-espace vectoriel de base V (resp. V).

On se donne deux applications K-linéaires : f, de I’espace vectoriel < f{ > dans 'espace vectoriel
<V >, et fz de I'espace vectoriel < V > dans l'espace vectoriel < V' >. On suppose qu’elles
vérifient

feofz =0, faofe=0.



60 CHAPITRE 1. ETUDE DU MODULE UNIVERSEL RELATIF AU PRO-p-IWAHORI DE GL2(F)

On peut alors définir une action linéaire de x et une action linéaire de & sur le K-espace vectoriel
(30) Z=WaoW =<V>azWao <V>aiW
comme suit : pour tous v eV, 0 eV, we W, v e W,

z.(v, 2w, 7, 30) = (fo(0), zv + 22w,0,0), Z.(v, 2w, 0, 7W) := (0,0, fz(v), E0 + F2D).

Puisque f, o fz =0, fzo f, =0, ces actions définissent une structure de K|z, Z]-module sur le

K-espace vectoriel Z =W @ W, qui est compatible avec la structure de K[z]-module de W et la
structure de K[Z]-module de W.

Lemme 1.3.18. La suite
(29) 0—2Z 25320

est exacte si et seulement si
Ker(fz) = Im(fz).

Remarque 1.3.19. — Les générateurs x et & de la K-algébre K|z, Z] jouent un role symétrique vis
a vis du K|z, Z]-module Z. Le lemme reste donc vrai en échangeant les roles de x et .

— Les applications linéaires f, et f; entre espaces vectoriels de méme dimension finie vérifient
f=fi = fzf: = 0. Ainsi, dire que I'image f, est égale au noyau de f; est équivalent & dire que
I'image f7 est égale au noyau de f,.

PREUVE DU LEMME 1.3.18. — Montrons tout d’abord que I'intersection de 7 et du sous-espace
vectoriel de Z de base V' est égale a 'image par = du sous-espace vectoriel de base V', i.e, & Im(f;).
On rappelle la décomposition du K-espace vectoriel Z,

(30) Z=<V>aazWe<V>aiW.

Puisque l'action de z envoie le sous-espace vectoriel de base V dans le sous-espace vectoriel de
base V et est donnée par f,, le sous-espace £Z se décompose comme suit :
(31) xZ =Im(fy)®zW &0 0.

Par conséquent, on a bien 2ZN <V >= Im(fy).

Supposons que la suite (29) est exacte et montrons que Ker(fz) = Im(f;). Il suffit de démontrer
I'inclusion directe. Soit w une combinaison linéaire d’éléments de V' dont I'image par fz est nulle.
Par définition de l'action de & sur le K[z, Z]-module Z, cela signifie que Zw = 0, et puisque la
suite (29) exacte, cela implique w € xZ. Ainsi, d’aprés ce qui précéde, I’élément w, combinaison
linéaire d’éléments de V' appartenant a 7, appartient a Im(f;).

Supposons que Ker(fz) = Im(f;) et montrons que la suite (29) est exacte. Soit z € Z. On note

2= (v,zw,0,70), ve<V >weW,te<V > weW,
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I’écriture de z dans la décomposition de Z en somme directe de sous-espaces vectoriels donnée par
(30). Alors

2= (0,0, fz(v), 0 + F2w).
Supposons que Zz = 0. D’une part on en déduit que v appartient au noyau de fz qu’on a suppose
égal a l'image de f, : il existe &/ €< V >, tel que v = f,(¥'). D’autre part, on a & 4+ &2 = 0
dans le K [z]-module sans torsion W. On en déduit que o+ 7w = 0, puis & = @ = 0 car les espaces
<V > et ZW sont en somme directe.

On a ainsi obtenu z = (f,(?'), zw,0,0) ce qui, d’aprés (31), signifie que z € zZ. O

Proposition 1.3.20. Le K[z, Z]-module Z est plat si et seulement si la suite,

(29) 0—aZ— 25370
est exacte.
DEMONSTRATION. — Il faut prouver la condition suffisante. D’aprés ([9] Chapitre 1 §2 n° 3

proposition 1 a)), il suffit, pour montrer que Z est un K|z, Z]-module plat de s’assurer que, pour
tout A idéal de K[z, z], 'application linéaire canonique

¢A:A®K[I,i‘] Z — 7

est injective. A ce titre, nous verrons que lidéal de K[z, Z] engendré par x et T se distingue
naturellement dans 1’élaboration du critére de platitude pour Z. Nous allons noter (z) (resp. (Z))
l'idéal de K|z, ] engendré par x (resp. Z). Puisque zzZ = 0, l'idéal de K[z, ] engendré par z et
Z est, comme K[z, Z]-module, la somme directe de (z) et de (Z), c’est pourquoi nous le noterons
(x) ® (Z). C’est un idéal maximal de K|z, Z|.

1. Nous montrons que ¢4 est injectif lorsque A est un idéal propre de K[z, Z] qui n’est pas
contenu dans 'idéal (z) @ ().

Indexons les éléments de V' = {v;}i=1,. , et de V= {0i}i=1,.n, et appelons X (resp. X) la
matrice de f (resp. fz) dans les bases V et V (resp. V et V).

Un élément générique U de A ® g, 71 Z s'éerit Y1 a; ® vi + a; @ 05,  avec a;,a; € A.

Du fait de la structure de I'algébre K [m Z], les éléments a; et a; s’écrivent de fagon unique
a; = b; + Zc;, a; = xb; + &, avec b, b; € Kz], ¢;,¢; € K[z]. (Ces derniers ne sont pas

forcément des éléments de 1'idéal A.) Nous allons noter a, a, b, etc... les vecteurs colonnes a

coefficients dans K[z, Z] de coordonnées (a;)1<i<n, (@i)1<i<n, (bi)i<i<n, €tc...

Sachant que x0; = f,(0;) = E;‘:l Xjiv; et Zv; = fz(v;) = Z?:l inf)j, I'image de U par ® 4
est 'élément de Z égale a

Zaivi—i-dﬂ?i = Z bvz—i-cz Z +l~)i(Zinvj)+éﬂ~)i)
i=1 =1 j=1

j=1

= Zb +Z ZCJ+ZXJZCZ
Jj=
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n

= D (b+Xb)juj+ Y (64 Xc);iy.

J=1 J=1

Le premier terme de 1'égalité est la composante selon W, le second, la composante selon W.
Ainsi, si 'image de U par ® 4 est nulle, chacune de ces composante est nulle. Mais W est le
K[z]-module libre de base V, W est le K[#]-module libre de base V, donc cela implique que
I'on a les égalités vectorielles

b+ Xb=0, ¢+ Xc=0.
Puisque le produit X X (resp. XX ) est la matrice de I'application linéaire nulle f, o fz (resp.
fz o fz), on en déduit que Xé =0 et Xb =0, donc

Xa+7a= X(b+ @c) + #(xb+¢&) = #(Xc+¢) =0,

Xa+xa=X(xb+ &) +x(b+ zc) = x(Xb+b) = 0.
Dés lors, l'action de = sur U € A @, 7 Z est donnée par :

zU = Zazai R v; + xa; ® v; = Zﬂcai K v; + a;  xv;,
] 7

(2
= Ywa; ®vi+a;® (7 Xpivy) = Y(waj + 35 Xjids) ® vy,
1

J
= ) (ra+ Xa); ® vy,

J

0, d’aprés l'égalité (32).

Ainsi, on vient de montrer, que sous I'hypothése que I'image de U € A® g, 3 Z par ¢4 est
nulle, alors, I'idéal annulateur de U contient z. A laide de I’égalité (33) on montre de méme
que l'idéal annulateur de U contient Z.

Mais, toujours sous I’hypothése que I'image de U par ¢ 4 est nulle, tout élément de A ap-
partient aussi a 'idéal annulateur de U. En effet, pour tout a € A,

n
aU:a®(Zaivi+dif}i) =a®0=0.
i=1
Puisque 'on a supposé que A n’est pas inclus dans 1'idéal engendré par x et T et puisque ce
dernier idéal est maximal, on en déduit que U = 0. Ainsi, I’application ¢ 4 est injective.

Remarque 1.3.21. Pour l'instant, nous ne nous sommes servis que de la structure du K|z, Z|-
module Z. L’hypothése d’exactitude de la suite exacte (29) n’est pas encore intervenue.

. Montrons que ¢4 est injective lorsque A est un idéal non nul de K[z, ] inclus dans l'idéal

(z) engendré par x, ou bien dans 'idéal (Z) engendré par z.
Par symétrie des roles de x et , nous pouvons nous contenter de faire la démonstration dans
le cas ou A est inclus dans (z).

L’idéal (z) s’identifie avec 'idéal de K[z]| constitué par les polynémes en l'indéterminée x
avec un terme constant nul. Par conséquent, I'idéal A s’identifie avec un idéal (principal) de
K|[z]. Soit p € K[x] — {0}, tel que xp est un générateur de A.
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Un élément de A @, 3 Z s'éerit pr ® z, avec 2z € Z. Si son image par ¢ 4 est nulle, c’est
que (px)z = 0. Or, d’aprés la description de l'action de z sur Z, I'élément zz appartient au
sous-espace vectoriel W de Z. Mais puisque W est sans K [x]-torsion, p(zz) = 0 implique
xz = 0. Puisque la suite (29) est exacte (ainsi que celle obtenue en échangeant les roles de x
et Z d’aprés la remarque 1.5.19), cela signifie que z € £Z. Mais alors dans A ® g, 7 Z, on a
pr ® z = 0 puisque zZ = 0. Ainsi, ¢ 4 est injectif.

3. De I'étape 2, on déduit que ¢ ;) (z) est injective.
En effet, le K-espace vectoriel ((z) @ (T)) ® g[y5 Z s'identifie & la somme directe
(7) Okz3 Z D (T) OKlz3 Z
et pour z,z € Z, l'image par ¢(;)qz) de © ® 2 + T ® Z est égale a
T2+ T2 = (ﬁ(r)(l’ ® Z) + (ﬁ(j)(t’f} & 5).

Or, les espaces vectoriels xZ C W et 22 C W sont en somme directe. Donc, si xz + Tz
est nul, chacun des termes de cette somme est nul. Par injectivité de ¢(,) et de ¢z, on en
déduit que x ® 2 =0 et T ® z = 0. Ainsi, @,)g(z) est injective.

4. Tl reste a traiter le cas d’un idéal inclus dans (z) + (Z).

On dit de Z qu'il est plat pour l'idéal B si, pour tout idéal A de K[z, Z] inclus dans B,
I'application linéaire naturelle A ® k[, 5 Z — B ®|, 5 Z est injective.

De I'étape 2, on déduit que Z est plat pour (z) et (Z). Avec ([9] Chapitre 1 § 2 n° 2 Lemme
5), il découle que Z est plat pour (z) @ (Z). Ainsi, pour tout idéal A inclus dans (x) @ (),
I’application
ARz Z — (2) © (T) @Koz £
est injective. D’aprés 1’étape 3, 'application
(z) © () ®K23) Z—Z

est également injective. Ainsi, ¢ 4, qui est la composée de ces applications, est injective.
O

1.3.3.5. Exemples. — On rappelle que la F,-algebre H, est la F,-algébre commutative de gé-
nérateurs 17 et Ty avec la relation 7775 = 0. C’est donc une algebre de type K|z, Z| décrite au
paragraphe 1.3.3.

A) Le H, -module Zj rentre dans le cadre que nous avons décrit au paragraphe 1.3.3.2. En effet,
par sa définition, il est la somme directe du Fp—espace vectoriel de base {lev,v € Volren et du
@,—espace vectoriel de base {?2]"’17, v € Vo}tren, c'est-a-dire du [F,[T7]-module libre de base Vj et du
[, [T3]-module libre de base Vj.

De plus, d’aprés Gf et GJ, 'action de Ty (resp. T») induit une application linéaire de l'espace

vectoriel de base Vy (resp. Vp) & valeurs dans I'espace vectoriel de base Vo (resp. Vp). On la notera
Ti (resp. To).
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B) Le quotient Zy/Z_; est un autre exemple de H, -module qui rentre dans le cadre du paragraphe
1.3.3.2. Pour v € Zj, on désigne par U € Zy/Z_; sa projection dans le module quotient. On a vu
dans la preuve du lemme 1.3.16 qu'une base de Zy/Z_1 comme espace vectoriel est donnée par

{TF;, Ty s, s € Fi}.

Ainsi, en posant V = {u;, s € Fy}, V ={i, s € F7}, le F,-espace vectoriel Zy est la somme
directe du F,[T}]-module libre de base V' et du F,[Ty]-module libre de base V.

De plus, action de T3 (resp. T5) induit bien une application linéaire du sous-espace vectoriel de
base V' (resp. V) dans le sous-espace vectoriel de base V' (resp. V). En effet, d’aprés G¥, pour tout
sel, T () est une combinaison linéaire de u, ug, us, s € Fy. Mais u appartient a Z_; donc

@ = 0 et T(u) est égal a la somme des arétes ug, s € Fy, donc @y = — ) p« Us. Ainsi, Ty ()
q

appartient bien au sous-espace vectoriel de Zy/Z_1 de base V. On raisonne de méme pour T5.

Remarque 1.3.22. On déduit du début de la preuve du lemme 1.3.18 que l'intersection des images
par 11 et T de Zy/Z_1 est nulle. De plus, 'intersection de T1(Zy/Z_1) ®To(Zy/Z—1) avec I'espace

vectoriel de base V est égal a4 'image par T7 de I'espace vectoriel de base V.

1.3.4. Critére de platitude pour les H, -modules Z;, i € N.—
Proposition 1.3.23. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le Hy -module Zy est plat.
2. On a la suite exacte de H, -modules

(34) 0— le() i ZO g T220 — 0.

3. Les ceefficients des polynomes (1 — X)?, (1 — X)77 17 € F,[X]| de degrés respectifs a et
q — 1 — a sont tous non nuls.

4. Le Hy -module Zy/Z_; est plat.

Corollaire 1.3.24. Si Zy est un H, -module plat, alors Z; est plat pour tout i € N.

PREUVE DU COROLLAIRE. — Supposant que Z,..., Z; sont des H, -modules plats, nous allons
montrer que Z;11 est un H, -module plat. Puisqu’on a la suite exacte de H, -modules

0— Z; — Zix1 — Ziy1/Z; — 0,

il suffit, pour prouver que Z;; est un H, -module plat, de prouver que Z;1/Z; est un H, -module
plat (|9, Chapitre 1 §2 n°® 5 Proposition 5|). D’aprés le lemme 1.3.16, le H, -module Z;1/Z; est
une somme de copies de Zy/Z_1, qui, d’aprés la proposition, est un H, -module plat. Donc Z;11/Z;
est plat.

O
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PREUVE DE LA PROPOSITION. — Nous avons vu au paragraphe 1.3.3.3 que le H, -module Zj
rentre dans le cadre du paragraphe 1.3.3.2. On a noté 77 (resp. 73) lapplication linéaire induite
par laction de T} (resp. T») de l'espace vectoriel de base Vo (resp. Vp) dans 'espace vectoriel de
base Vy (resp. Vo).

L’équivalence entre les assertions 1 et 2 est alors donnée par la proposition 1.3.20. Le lemme
1.3.18 nous dit par ailleurs que l'assertion 2 est équivalente & 1’égalité des espaces vectoriels
Im7T; = Ker7s. Nous allons montrer, par le calcul explicite des rangs des applications 77 et 7o,
que cette égalité est vraie si et seulement si la troisiéme assertion de la proposition est vérifiée.

Au chapitre précédent, nous avons défini par analyse de Fourier, des nouvelles bases {w, wg, ws, s €
[y} et {w, o, s, s € F} de 'espace vectoriel de base Vj et de I'espace vectoriel de base Vo, dans
lesquelles les actions respectives de T5 et T} s’expriment simplement et sont données par le lemme
1.3.9. On y lit que

rang(Ti) = 2+ |{s € Fy — {1,(7717} @4(s) # 0},
rang(Ta) = 2+ [{seF; —{1,(} Py (sCI17%) £ 0},

ot @ est la transformée de Fourier du polynome (1 — X)* et @5, la transformée de Fourier inverse
du polynéme (1 — X)9717% : on rappelle les formules

(27) I-X)'=— > &)X, Q1-X)T10=— 3 &)X

0<j<q—-2 0<j<q—2

Elles permettent de faire des calculs explicites de valeurs de ®1 et ®5 comme nous 'avons vu
dans la preuve du lemme 1.3.9 (par exemple ®1(1) = —1 # 0, ®1(¢7717%) = —(=1)® # 0 et
Dy(1) = =1 #0, et Po(¢?717%) = —(—=1)77172 £ () dont on déduit que

rang(Th) = |{s € F, ®1(s) # 0},

rang(7T2) = |{s € F; ®a(s) # 0}.

Puisque T5T7 = 0, on a Im7; = Ker7, si et seulement si la somme des rangs de 77 et de 75 est
égale au cardinal ¢+ 1 de Vj. Notant r1 (resp. r2) le nombre de racines de ®; (resp. ®2) dans Fy,
cette condition est équivalente, d’aprés ce qui précéde, a¢q—1—1r1+q—1—179 = q+ 1, ou encore
r+re=q—3.

Par comparaison des degrés des polynomes, les relations (27) permettent de voir que ®1(¢7) = 0
dés que j € {1,...,q — 2 —a} et ®2(¢/) = 0 dés que j € {qg — a,...,q — 2}. On recense ainsi
g — a — 2 racines pour ®; et a — 1 racines pour ®5. Or, (¢ —a — 2) + (a — 1) = ¢ — 3. Ainsi,
ImT; = KerTs si et seulement si ®1 et ®9 n’ont pas d’autre racine c’est a dire si les ceeflicients
du polynoéme (1 — X)* € F,[X] de degré a sont tous non nuls, et les ccefficients du polynome
(1 - X)) 172 € F,[X] de degré ¢ — 1 — a sont tous non nuls. C’est la troisiéme assertion.

Enfin, la derniére assertion implique la premiére d’apreés [9, Chapitre 1 §2 n° 5 Proposition 5| car
Z_1 est un H, -module libre donc plat d’aprés la remarque 1.5.15. Il reste a démontrer que 'une
des trois premiéres assertions implique la derniére. Pour ce faire on rappelle que Zy/Z_; rentre a
son tour dans le cadre du paragraphe 1.3.3.2 comme on I’a vu au paragraphe 1.3.3.3.
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Nous pouvons dés lors appliquer la proposition 1.3.20 pour dire que Zy/Z_; est un H, -module
plat si et seulement si la suite de H, -modules suivante est exacte

(35) 0 — T\(Zo/Z-1) — Zo)Z—1 —2 Ty(Zo/Z—1) — 0.

Supposons que la suite (34) de la deuxiéme assertion est exacte. Soit z € Zg tel que Toz € Z_ :
il existe h, he H, , tels que

Toz = hu + iLu,
dont on déduit que Ty hu + TliNLﬂ = 0. Puisque Z_; est un H, -module libre de base {u,u}, cela
signifie que Thh = Thh = 0, ou encore qu'il existe k, k € H, , tels que h = Tk, h = Tyk. Dés lors

Ty(z — ku — ki) = 0,

ce qui, par exactitude de la suite (34), signifie que z—ku— ki appartient a T} Zy. Ainsi, z appartient
a Th1Zy modulo Z_; et la suite (35) est exacte. Ainsi, Zy/Z_; est plat.
O

1.8.4.1. Critére de platitude pour ind?x.—
Proposition 1.3.25. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le H, -module ind?x est plat.
2. La suite de F,[G]-modules

36 0 — TyindSx — ind$y -2 Tyind$y — 0
I I I

est exacte.

3. Le H, -module Zy est plat.

4. Les ceefficients des polynémes (1 — X)® et (1 — X)? 17 € F,[X], de degrés respectifs a et
q — 1 — a, sont tous non nuls.

Remarque 1.3.26. La platitude du H, -module ind?x est ainsi équivalente a celle du H, -module
Zy. Or, on a vu (§1.3.3.3) que le cas de Zy correspond exactement a celui que l'on traite dans
la proposition 1.3.20. La preuve de celle-ci montre que, I'idéal H, T1 + H, T3 engendré par T et
T5 se distingue naturellement dans le critére de platitude pour Z,. L’apparition de cet idéal n’est
pas anodine, puisque le H, -module quotient H, /(H, T1 + H, T5) correspond, par équivalence de
Morita (§1.1.2), au Hr, (G, x ® Tx)-module simple supersingulier ([43, 3.2|).

PREUVE DE LA PROPOSITION. — Il suffit de montrer ’équivalence entre les trois premiéres as-
sertions puisque 1’équivalence entre la troisiéme et la quatriéme est donnée par la proposition
1.3.23.

Supposons que Z est plat. D’aprés le corollaire 1.3.24, cela implique que chaque H, -module Z;
est plat. Or, on a montré au paragraphe 1.3.2 que le H, -module ind?x est la limite inductive
filtrante des H, -modules (Z;);en. Ainsi, d’aprés [9, Chapitre 1,§2,n° 3, proposition 2, (ii)], si
chacun des Z; est plat alors ind?x est plat. Par conséquent, la troisiéme assertion implique la
premiére.
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Le fait que la premiére implique la deuxiéme est un résultat donné par le lemme 1.3.17.

Montrons que la deuxiéme assertion implique la troisiéme. Supposons que la suite (36) est exacte.
Puisque le H, -module Zj rentre dans le cadre du paragraphe 1.3.3.2, il suffit, pour montrer que
Zo est plat, de montrer que la suite

(37) 0 — T\ Zy — Zo —2 TyZy — 0,

est exacte ou encore, d’aprés le lemme 1.3.18, que toute combinaison linéaire de Vy annulée par T5
est 'image par T7 d’une combinaison linéaire des éléments Vo. Ceci est une conséquence immédiate
du fait que la suite (36) est exacte et que l'intersection de T° 1ind?x avec l'espace vectoriel de base
I’ensemble Vy des arétes sortantes a distance 1 est égale a I'image par T de l'espace vectoriel de
base V. (En effet, ind?x a pour base {T{“v,j’fﬁ,v € Vitienken. L'image par T; de cette base
est ’ensemble {leﬂv,Tlf;,v € Vitienken. Or, d’aprés la description géométrique de 'action de
Ti, pour tous k,t € N, v € V, Tf“v est une combinaison linéaire d’arétes sortantes a distance
supérieure ou égale & 2, et si ¢ > 1, T30 est une combinaison linéaire d’une aréte rentrante et
d’arétes sortantes a distance supérieure ou égale a 2. Seuls les éléments de type 110, v € Vo, sont
des combinaisons linéaires d’arétes sortantes a distance 1.)

O

Nous avons achevé la preuve du théoréme 1.3.1.

1.3.5. Liberté du H, -module ind?x, lorsque ¢ = p.— Lorsque le corps résiduel de F' est de
cardinal ¢ = p, nous avons montré que le H, -module ind?x est plat. Nous montrons maintenant
qu’il est, de surcroit, libre. Dans tout ce paragraphe, on suppose que g = p.

On définit le sous-ensemble J de Fj de cardinal p—1—a :

J = {02 L

Le complémentaire de (~*J dans F), sera noté I, — ((7%J); c’est 'ensemble de cardinal a

F; - (C_a‘]) = {Cp_a’ gp—a—i-l’ ey Cp_l}'

Lemme 1.3.27. — Pour tout s € F),,

Si selF,—(¢7%J) alors ®1(s) #0

(38) Si se (7% alors  ®o(s) # 0.

= Pour tout s € F), n’appartenant pas a J, ’élément s = (% appartient a Fp—(¢7%J) et

(39)

{ wea = —ut (P1(1)) (1) on P1(1) = -1
ws = (@1(s) T (wy) si s # (™



68 CHAPITRE 1. ETUDE DU MODULE UNIVERSEL RELATIF AU PRO-p-IWAHORI DE GL2(F)

— Pour tout s’ € [, n’appartenant pas a F; — (¢~J), lélément s = (s’ appartient o J et

(40) We-a = —(=1)%+ (P2(¢7) " To(wr) ot Po(¢7) = —(—1)°
ws’ = (@2(8/))_11—12('[1)5) SZ S/ #C_a_
DEMONSTRATION. — Puisque ¢ = p, I'écriture des polynomes ®; et &5 comme transformée de

Fourier et transformée de Fourier inverse de (1 — X)% et (1 — X)P~17% (voir la définition 1.3.8
et les formules (27)) nous assurent que pour tout j € {1,...p — 1}, ®1(¢?) # 0 si et seulement si
je{p—a—1,....,p—1}, et ®3(¢?) # 0 si et seulement si j € {1,...,p — 1 —a} U {p — 1}, ce qui
donne la premiére assertion du lemme. Les deux suivantes en découlent avec le lemme 1.3.9. [

Le H,-module Zj est engendré, modulo Z_y, par les arétes non exceptionnelles {us,s € IF;}
adjacentes a @ et par leurs opposées (lemme 1.3.16). Les éléments {w S}sg]ﬁ‘; ont étés obtenus par
analyse de Fourier sur ces arétes. On en déduit que {ws, ws, s € IF;;} forme également un systéme
générateur de Zy modulo Z_; et le lemme précédent nous dit que cela reste vrai en éliminant
{ws,s € Fy — J, Wy, s € (7*J}. Nous allons voir que le systéme alors obtenu engendre librement
le H, -module Zy modulo Z_;.

Proposition 1.3.28. Le H, -module Zy est la somme directe de Z_1 et du H, -module libre de
base

{ws, Wy, seJ, s eFy— ()}

Pour i € N, le Hy -module Z; 1 est la somme directe de Z; et du H, -module libre de base

{5y W)y 5 €T, 8 €Fp = (T} pepint U AWy )y Wloerys s € J, 8" €Fp— ()} uemi

Le H, -module ind?x est libre de base

{u, @, ws, Wy, Wi, 5, W, ey, sEJ, s ey — (C_a‘])}ee{o,l},erFE,N)'

PREUVE DE LA PROPOSITION. — D’aprés la preuve du lemme 1.3.16, ’espace vectoriel Zj est la
somme directe de Z_; et de 'espace vectoriel de base {T" fus, TQkﬂs, s € IF:;}, qui, par transformée

de Fourier, a aussi pour base I'ensemble {Tfw,, T, s € IFZ}keN, que l'on écrit sous la forme

{TFws, T9Wi-ag, 5 € Jhpen U {T5y, Tiweay, 8" € Fy— (CJ) bren

Soit s € J. D’apreés le lemme 1.3.27, W, a4 est égal, & un élément de Z_; pres, a Do (¢ %)~y (ws).
De méme, pour s € Fy — ((T%J), w¢ay est égal, & un élément de Z_1 prés, a O1(s") Iy (wy).

Par conséquent Zj est la somme directe de Z_1 et de ’espace vectoriel de base
k k+1 k ~ k+1 -~ -
{Tws, Ty ws, s € Jhgen U {Tydy, Ty by, s’ € Fy, — () }ren

Puisque H, est la Fp—algébre engendrée par 17 et 1o avec la relation 1775 = 0, on en déduit que
pour tous s € J et s’ € Fy— (¢7*J), les éléments w, et Wy engendrent chacun un sous-H, -module
libre de Zy et que Zj est la somme directe de Z_; et de ces H, -modules libres. On a montré la
premiére assertion du lemme.
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D’aprés le lemme 1.3.16 le H, -module Z;1/Z; est une somme directe finie de copies de Zy/Z_;.
Il est donc libre. Explicitement, pour tout € € {0,1} et z € IF;,H_E nous avons montré que le
morphisme de H, -modules

Zo — Zz'—i—l/Zi

z — (gSw)z mod Z;
a pour noyau Z_; et que le H, -module Z;1/Z; est la somme directe des images de ces morphismes
pour € € {0, 1} et z parcourant F;,H_E.
Nous venons d’établir que Zp est la somme directe de Z_; et du H, -module libre de base
{ws, Wy,s € J, s € Fy — ((7*J)}. L'image par translation par (gsw) de cette base est l'en-
semble {wELS), wgm,),s € J, s € Fy — (¢7*J)}. On en déduit que le H,-module Z;;; est la
somme directe de Z; et du H, -module libre de base la réunion des ensembles

{Wiy.)» Wiz ey, 8 €, 8" €Fy = (7))}

pour € € {0,1} et x parcourant ]Fler .






CHAPITRE 2

LE FONCTEUR DES I(1)-INVARIANTS

Nous adoptons les notations du chapitre précédent. On rappelle que le FP[G]—module universel
F,[I(1)\G] définit les deux foncteurs T et HY suivants, introduits par les paragraphes 0.1.3.1
et 0.1.4.3 :

le foncteur T de la catégorie des HE(G,I (1))-modules & droite dans la catégorie des F-
représentations de G engendrées par leurs I(1)-invariants :

M M &y, (@) Fp[I(1\G],

le foncteur KW dit des I (1)-invariants de la catégorie des Fp—représentations de G engendrées
par leurs I(1)-invariants dans la catégorie des HFP(G7 I(1))-modules a droite :

V o+ Homg(F,[I(1\G], V)~ VIQ).

Le F,[G]-module universel F,[I\G] définit de maniére analogue deux foncteurs T et I, dit des I-
tnvariants, entre la catégorie des HFP(G , I)-modules & droite et la catégorie des [F)-représentations
de GG engendrées par leurs I-invariants.

L’objet de ce chapitre est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.0.29. a) Supposons que F' = Q,, avec p # 2. Les foncteurs TO et KD sont
des équivalences de catégories quasi-inverses entre la catégorie des HFP(G,I(l))-modules a

droite et la catégorie des Fp-représentations de G engendrées par leurs I(1)-invariants.

b) Supposons que l'on est dans l'une des deuz situations suivantes :

S pA£2et F=TF,((T)).
-q>p.

1l existe un HFP(G,I(l))-module a droite simple supersingulier M) tel que le F,-espace
vectoriel HI o T (MWD)) est de dimension infinie.

Sous les hypothéses b), les foncteurs TW et HD ne sont pas des équivalences de catégories. En
effet, ils sont adjoints 'un de 'autre, donc si 'un était une équivalence de catégories, 'autre le
serait aussi et en serait un quasi-inverse. Or, un HFP(G’ I(1))-module simple supersingulier est un

[F,-espace vectoriel de dimension finie, égale a 2.
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Décrivons le principe de la preuve du théoréme.

Plagons nous sous I’hypothese F' = Q,, avec p # 2.

Pour démontrer la premiére assertion du théoréme, il suffit, d’aprés la proposition 0.1.2, de s’as-
surer que pour tout HFP (G, I(1))-module a droite M, I’application

M — (TW()IM

(41) m +— m®1[(1)

est un isomorphisme de HE(G,I (1))-modules & droite, ot I'on désigne par 1;(;y la fonction ca-
ractéristique de I(1).

Remarque 2.0.50. Rappelons que lespace des I(1)-invariants du F,[G]-module universel
F,[I(1)\G] est, par définition, égal & son sous—HFp(G,I(l))-module libre de base 1(;). Nous
avons démontré au chapitre précédent (voir le paragraphe 1.1.3) que c’en est un facteur direct.

Par conséquent, application (41) est injective. Reste & démontrer qu’elle est surjective.

Pour étudier I'espace des I(1)-invariants de T (M), nous recourons comme au chapitre précédent
a la décomposition de 'unité de HFP(G, I(1)) en une somme d’idempotents centraux orthogonaux

(€y)~er et aux résultats du paragraphe 1.1.1 qui nous assurent qu’on a la décomposition en somme
directe de F)[G]-modules

(42) TO(M) = M Dt (G () FplI(D\G] = P e, O (G T O
vyerl

On est ainsi conduit & démontrer que, pour tout v € I', espace des I(1)-invariants du FP[G]—
module Me, O (Goov) ind?aﬂ, est égal a I'image de 'aplication
p

(1)

.G - 4G
Me, Dtz (Goom) (indjoy)'" — Me, Bt (Gron) indjo..

Traiter le cas ot vy est de cardinal 1 revient, par torsion par un caractére de GG, a traiter le cas ou
~ est lorbite du caractére trivial de I. C’est ce qui est fait au paragraphe 2.1.3. On y démontre
que pour tout Hﬁp(G,I)—module a droite M, Vapplication linéaire M — (T(M))!(D), définie par
m — m® 17, est un isomorphisme. On en déduit que 'espace des I(1)-invariants de T(M) est égal
& son espace des I-invariants et est isomorphe & M comme HE(G,I )-module & droite. Ainsi on

HoT ~1id. Un raisonnement analogue a celui de la proposition 0.1.2 montre alors que T oH =~ id.
Donc le foncteur H des I-invariants est une équivalence de catégories.

Lorsque v = {x, x7} est de cardinal 2, on est ramené par équivalence de Morita (§1.1.2) & montrer

que pour tout Hﬁp(Gv x)-a droite M, 'espace des I(1)-invariants de M Sz (Gx) ind?x est égal
p

a I'image de 'application

M @34 (G (indf )T — M @3 (6 ind] .

C’est 'objet du paragraphe 2.2.3.
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Pour l'assertion b) du théoréme, on se repose a nouveau sur la décomposition (42), et I'on montre
les résultats suivants.

Au paragraphe 2.1.4, on prouve que si F' = F((t)) avec ¢ # 2 ou bien si F' est 'extension non
ramifiée de Q,, de corps résiduel F, avec ¢ > p, alors I'espace des I(1)-invariants de T(9) est de
dimension infinie, ot 9 désigne le ’HE(G,I )-module simple supersingulier. Remarquons qu’on
démontre aussi ainsi que le foncteur T n’est pas une équivalence de catégories, bien qu’on ait vu
au chapitre précédent qu’il est exact quel que soit le cardinal du corps résiduel de F'.

Au paragraphe 2.2.4, on montre que si I’ a pour corps résiduel F, avec ¢ > p, alors il existe un
[F,-caractére régulier x de I'Iwahori, tel que 'espace des I(1)-invariants de 91, ®HFP (Gx) ind§ y est
de dimension infinie, ou 9, désigne le HFP(Gv X )-caractére supersingulier. Notons 7 lorbite de y
sous 'action de Gz et M, le HFP (G,0,)-module a droite simple supersingulier. Par équivalence
de Morita, on a ainsi démontré que 'espace des I(1)-invariants de 91, ®Hﬁp(G’f’w) z'nal?cr7 est de

dimension infinie.

2.1. Le foncteur des I-invariants

Dans toute cette section, M désigne un H-module & droite, o comme au chapitre précédent, on
désigne par H la ﬁp-algébre de Hecke-Iwahori de G. On rappelle que u est 'aréte de ’arbre de
PGLy(F) correspondant a la classe 1 € I\G. Vue comme un élément de F,[I\G], elle correspond
a la fonction caractéristique de 1.

L’espace des I-invariants de F,[I\G] est égal a son sous-H-module libre de base u. Nous avons

montré (theoréme 1.2.2) que c’en est un facteur direct. Ainsi, M ® g F,[I\G] contient une copie
de M notée M Qg u.

Nous démontrons le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1. — On suppose que F = Q,, avec p # 2. Lespace des I(1)-invariants du F,[G]-
module M @ F,[I\G] est égal & M @y u.

— Supposons que l'on est dans l'une des deux situations suivantes :

—q#2 et F=F((T)),
— F est l'extension non ramifiée de Q, de corps résiduel F, avec q > p.

On désigne par MM le H-module simple a droite supersingulier. L’espace des I (1)-invariants de
M Fp[I\G] est de dimension infinie.

Au chapitre précédent, nous avons exhibé une famille (Y;);eny de sous-H-modules de type fini
de F,[I\G], croissante pour l'inclusion et dont le H-module F,[I\G] est la limite inductive. De
plus, on a prouvé que chaque H-module Y; est un facteur direct de Y;;1, de sorte que 'on a un
isomorphisme de Fp-espaces vectoriels

(43) M @p Fp[I\G] ~lim M ®yY;,

>0
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ou les fleches du systéme inductif sont injectives.

A la remarque 1.2.9, il est apparu que chacun des Y; est stable sous ’action du pro-p-Iwahori
I(1), ainsi M ®p Y; posséde une structure de F,[I(1)]-module et I'isomorphisme (43) commute &
Paction de I(1). De plus, Y; contient le H-module libre de base u comme facteur direct. Ainsi, le
M ®pY; contient 'espace I(1)-invariant M ® g u.

Pour traiter le cas ou F' = Fy((T)), ¢ # 2 et le cas ot F' est I'extension non ramifiée de Q, de
corps résiduel Fg, ¢ > p, il suffit de montrer que chaque espace M®  Y;, @ > 2, posséde un élément
I(1)-invariant non trivial, et non contenu dans M @ g Y;_1. C’est 'objet du paragraphe 2.1.4.

Lorsque F' = Q, p # 2, nous montrons que l'espace des I(1)-invariants de M @ g F,[I\G] est égal
a M ®p u en procédant par les quatre étapes suivantes.

Etape 1 : Pour tout ¢ > 3, nous déterminons I'image dans le quotient (M @ Y;)/(M ®p Yi—2),
d’un élément I(1)-invariant de M @y Y; (§2.1.3.2).

Etape 2 : On démontre a l'aide de la premiére étape que 'espace des I(1)-invariants de M ® g7 Y
est égal & M ®@p u (§2.1.3.3).

Etape 3 On utilise la premiére étape pour traiter le cas du H-module simple & droite supersingulier
et montrer que l'espace des I(1)-invariants de MM @ i F,[I\G] est réduit a M @y u (§2.1.3.4).

Etape 4 : On démontre, par récurrence sur ¢ € N, que pour tout H-module & droite M, 'espace
des I(1)-invariants de M ® g Y; est égal & M ®p u. L'initialisation est donnée par 1’étape 2. Le
passage du rang i au rang i + 1 repose sur l'étape 3 (§2.1.3.5).

2.1.1. Structure du F,[I/(1)]-module F,[I\G] . — Pour linstant, on ne fait pas d’hypothése
sur F'.

2.1.1.1. Rappelons quelques notations du chapitre précédent.

La description géométrique de 'action des générateurs S et T' de H sur les arétes de l'arbre a été
donnée au paragraphe 1.2.1; on ’exploite en particulier sous la forme des observations G1, Go,
Gs.

Au paragraphe 1.2.2, on a défini I’ensemble des arétes exceptionnelles de 'arbre. On a désigné par
Vo = {u, us, s € Fg}, 'ensemble des arétes sortantes a distance 1. Il contient I’aréte exceptionnelle
ug. Pour tout ¢ € N, V; 11 est 'ensemble des arétes non exceptionnelles & distance i + 2.

Pour i € N, le H-module Y; a été défini au paragraphe 1.2.3. Il contient toutes les arétes &
distance i+ 1. Nous avons établi I'isomorphisme de Y; avec une somme directe finie de H-modules
projectifs :

(22) Y, =Hu & P HSv ~ He b  Hs
veVoU...UV;—{u,uo} veVoU...UV;—{u,uo}

On rappelle que I'on a distingué les arétes de Parbre selon deux types, 0 et 1 (§0.2.1.1 et §0.2.1.3).
Les arétes de type 1 sont les arétes de la branche de u et leurs opposées. Les autres sont dites de
type 0.
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Fixons un élément ¢ € N.

Notation 2.1.2. On considére les sous-H-modules de Y;

v = P HSv, Y;'=Hu ® b HSw.
veVoU...UV;—{u,uo} veVoU...UV;—{u,uo}
v de type 0 v de type 1

Ce sont des espaces supplémentaires dans Y;.

2.1.1.2. — Etudions l'action de w sur Y; et ses sous-modules Y2, Y;!.

Le H-module Hu est stable sous 'action de w. En effet, w envoie w sur &« = Tu € Hu. Soit
T € ]Fffl. L’action de w envoie I'aréte ul de type 1 sortante & distance i + 2 sur I'aréte u de
type 0 sortante & distance ¢z + 1, comme nous l’avons vu & la remarque 0.2.5. Elle envoie donc une
aréte exceptionnelle de type 1 & distance ¢ 4+ 2 sur une aréte exceptionnelle de type 0 & distance
i+ 1. Puisque ’action de w commute a celle de H, on en déduit que I'image sous l'action de w du
H-module Yzﬂrl est égale & la somme directe de Hu et de YZ.O. De plus, w? agit trivialement sur les
arétes de 'arbre, d’ou

(44) WY = Hu®Y?, V| = HuowY.

2.1.1.3. Nous décrivons maintenant la structure de Y; comme F,[I(1)]-module.

Lemme 2.1.3. — Les sous-espaces Y;' et Hu® Y de Y; sont stables sous Uaction de I(1).

~ L’espace Y;/Hu se décompose en la somme directe de H-modules et de Fp[I(1)]-modules

Yi/Hu = Y}'/Hu © (HuaY_)/Hu.

DEMONSTRATION. — Nous démontrons la premiére assertion du lemme ; la deuxiéme s’en déduit

car Y; est la somme directe des espaces vectoriels Yio et V' et que Hu est contenu dans Y;!.

Nous allons montrer par récurrence sur ¢ € N, que

(45) V! = Hu + > HSw.

v aréte sortante
a distance <i+1
de type 1

On en déduira que Y;! est stable sous l'action de I(1) car celle-ci commute & Paction de H, fixe
u et conserve la distance, l'orientation, et le type des arétes (lemme 0.2.6). Puisque w normalise
I(1), et du fait de 'égalité (44), on aura ainsi aussi démontré que le sous-espace Hu @ Y de V;

est stable sous l'action de I(1) pour tout i € N.

Pour i = 0, I'égalité (45) est claire puisque l'unique aréte sortante a distance 1 de type 1 est u.

Pour ¢ = 1, il faut s’assurer que pour toute aréte v de type 1 sortante & distance 2, I’élément Sv
appartient & Y;!. Par définition de Y7, seul le cas ol v est exceptionnelle nécessite une vérification.
Puisque v est adjacente & u, 'aréte v est d’aprés Gg, une combinaison linéaire de STu et des



76 CHAPITRE 2. LE FONCTEUR DES I(1)-INVARIANTS

q— 1 arétes non exceptionnelles adjacentes a u. Puisque S = —S, Sv est une combinaison linéaire
de STu et des images par S des ¢ — 1 arétes non exceptionnelles adjacentes & u. Chacun de ces
éléments appartient & Yi1, donc c’est aussi le cas de Sv.

Supposons la propriété vraie au rang i, avec ¢ > 1. Pour la démontrer au rang ¢ + 1, il suffit de
s’assurer que pour toute aréte v de type 1 sortante & distance ¢ + 2, ’élément Sv appartient a
Yiﬁrl. A nouveau, seul le cas ol v est exceptionnelle nécessite une vérification. On désigne alors
par v’ Paréte sortante a distance ¢ + 1 a laquelle v est adjacente. Elle est de type 1. Comme dans
le cas oul ¢+ = 1, Sv est une combinaison linéaire de STv’ et des images par S des ¢ — 1 arétes
non exceptionnelles adjacentes a v’, qui sont de type 1 et appartiennent a V;, 1. Ainsi, il suffit de
vérifier que ST’ appartient & YL ;. Puisque i > 1, v’ est a son tour adjacente & une aréte v” de
type 1 sortante & distance i et 'on a d’aprés Gg,

(1490 = (1+8)Tv", cest-a-dire, puisque T? =1, STv' = —STSv' + Sv" + STSTv".

Les deux premiers termes de cette somme appartiennent a YZ-1 - Ylﬁrl par hypothése de récurrence
car v’ et v” sont de type 1 a distance inférieure ou égale a ¢ + 1. D’autre part, STv” est la somme
des ¢ arétes adjacentes & v”, ou encore, puisque S? = —S, —STv" est la somme des images par S
des q arétes adjacentes a v”. Ces derniéres arétes sont sortantes, a distance 7 + 1, de type 1, donc
par hypothése de récurrence, STv"”, puis STSTv", appartiennent a Y;'. Ainsi, STv' appartient a
Y v

O

2.1.1.4. — Les éléments suivants rappellent ceux qui ont été introduits par Breuil |10, 3.2] :

Notation 2.1.4. Pour tout ¢ € N, ¢ > 1, on définit

0 _ 0 1 _ 1
XO - Zse]Fq SUg € va XO = E s€F, SUyg S Y17
0 0 1 _ 1
Xi ZzEFé Zsqu SU(%S) € Y;l7 XZ = E IEGFé E seF, SU(%S) € Y;L-i-l-

Pour ¢ > 1, z € Ff], on a vu a la remarque 0.2.5 que l'action de I'élément w envoie 'aréte ul a

distance i + 1 sur 'aréte 2 a distance i. On en déduit que

(46) wXi=XJ, wX!=XxP.

Avec les notations du lemme 0.2.9, on a :

Lemme 2.1.5. On suppose que F = Q, avec p # 2. Soient i > 1, et A € I(1). L’élément
S(AX? — X0) appartient a Y;_q ; Uélément S(AX} — X}), appartient a Y;. Explicitement, on a :

7 i—1
S(AXP-X7) = (ST)'( Y sh(@)Sud)=) (ST)' (Y shl@)sud)—(ST)'(S+1) Y sh(@)u,

=1 reFi i [

1 ZEF;;_Z z€lF,
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1

SAXI-XD) =32(ST( S shi@)sul) -3 (ST (Y sh(@)Sul)—(STY(S+1) 3 sh(@)Tu.

1 IEF;—I z€Fy,

@
<.
|

Il
—
8
m
&
Sh
iy
=
T

Le lemme 2.1.5 se montre par récurrence sur ¢ € N, ¢ > 1 grace au lemme 0.2.9 et & la description
géométrique des actions de S et T. On se servira essentiellement de la relation Gg. Les détails de
la preuve sont donnés au paragraphe 2.1.5.

2.1.2. Structure du F,[I(1)]-module M ® g Y;.— Nous traduisons pour M @y Y; les propriétés
structurelles du F,[I(1)]-module Y; que nous avons établies au paragraphe précédent.

2.1.2.1. — D’apreés l'isomorphisme (22), l'espace vectoriel M @ Y; est isomorphe & la somme
directe de M ®p Y;_1 et d’'une somme directe finie de copies de I’espace vectoriel M.S. En effet
on a la décomposition

M®ypY;, ~ @M®HSU ® MoepyYi,
veV;

ol l'on note M ®p Sv le produit tensoriel de M avec le H-module HSv. Puisque ce dernier est
isomorphe & HS, le sous-espace M Qg Sv de M ®pg Y; est isomorphe & M S.

On rappelle que I'ensemble V; est constitué par les arétes non exceptionnelles & distance 7 + 1.
Ainsi, pour tout élément de M ®p Y;, il existe une famille {mfz S)} d’éléments de M indexée par

ec{0,1}, z € }Ffl_ﬁ, s € Iy telle que cet élément s’écrit

Z m(()x,s) ® SU(()LS) + Z m%x,s) & SU%‘%S) mod M QH }/;;_1.

z€Fi seFy xeFf{lse]F;

Il appartient & M ®p Y;_1 si et seulement si chacune de ses composantes dans M ® g Sufx 5) est
nulle, ce qui est équivalent & dire que mEI’S)S = 0.
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2.1.2.2. Dans M ®pg Y;, distinguons les éléments de type 0 et les éléments de type 1.

Puisque le H-module Y; est la somme directe des H-modules YZ-O et Yil, le Fp—espace vectoriel
M ®p Y; est la somme directe de son sous-espace M ® g YZ-O des éléments dits de type 0 et de
son sous-espace M ®p Y;l des éléments dits de type 1. Ces sous-espaces ne sont pas stables sous
I'action de I(1). Mais, le H-module libre Hu étant un facteur direct de Y7, (resp. Hu® Y,?, resp.

Y!), on déduit de la deuxiéme assertion du lemme 2.1.3 la décomposition en somme directe de

[F,[I(1)]-modules :

(47) M @y Yi]/[M@gu] = [MegY']/[Mogu & Mo (Hus Y)]/[M @ ul.

Ainsi, tout élément I(1)-invariant de M ® g7 Y; est égal, modulo M @ u, & la somme d’un élément
de M @y (Hu®Y) qui est I(1)-invariant modulo M ®  u, et d’'un élément de M ®@p Y;! qui est
I(1)-invariant modulo M ® g u.

Puisque u est invariant sous l'action de I(1), on en déduit que tout élément I(1)-invariant de
M ®gY; est égal, modulo M ®g u, & la somme d’un élément de type 0 et d’un élément de type
1, tous deux I(1)-invariants modulo M ® g u.

2.1.3. Cas ou F' = Q,, avec p # 2 : le foncteur des /-invariants est une équivalence de
catégories.— Dans ce paragraphe, on suppose que F' = Q, avec p # 2. Nous allons montrer que
pout tout i € N, I'espace des I(1)-invariants de M ® i Y; est réduit & M ®p u.

2.1.8.1. — Soit i > 1. Soit U un élément de type 1 de M ® g Y;. Comme on I’a vu au paragraphe
2.1.2.1, il s’écrit

Z M(g,5) @ Su%:c,s) mod M ®@p Yi—1, avec my s € M et m(, ) = 0.

zeFL Lsel,

1 0

Lemme 2.1.6. Soit A = <7T2- 1>. L¢lément AU — U est égal, modulo M g Y;_1, a

Z (m(r,s—i-l) — Mz,s) — m(m,l)) ® Su%z,s)‘

z€F5 1 seF,
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DEMONSTRATION. — Pour z € F;_l, s € I, I'exemple 0.2.7 dit que A agit sur 'aréte u% ) de

z,s
1

type 1 & distance i 4+ 1 de la fagon suivante : Au%r ) = Uz 5-1)" Ainsi,

AU = Z M(g,s41) @ Su(, o mod M @y Yi1.
z€Fs Lsel,

L’aréte ul (ou bien u si i = 1) est une aréte a distance i et appartient donc & Y; 1. D’aprés Ga,
son image par ST est égale & la somme des p arétes, u% ) 8 € Fp, qui lui sont adjacentes. Ainsi,

Uag) = = D Uny) Mod Yioy, et
selfy
AU = Z (m(r,s—l—l) - m(x,l)) 02y Su%:c,s) mod M ®p Y; 1.

z€F}, 'sEF;,

On en déduit le lemme. O

Remarque 2.1.7. On a montré par la méme occasion que pour tous m € M, x € F;_l I’élément
m® Su](L 0) appartient au sous-espace de M ®p Y;

T,

@M ®n Sul, © MOy Y.

seFy

Lemme 2.1.8. Supposons que U est I(1)-invariant modulo M @ i Y;_1, alors il existe « € M tel
que
U=a®8X}, mod M®yY;.

DEMONSTRATION. — L’élément U est en particulier fixé, modulo M ® g Y;_1, par 'action de la
matrice A du lemme 2.1.6. On en déduit, & 'aide des observations du paragraphe 2.1.2.1, que
(M(z,541) = M(a,s) — M(z,1)) @ Su%x’s) = 0, pour tous x € IF;_I, s € T, de sorte que (m(; 41y —
m(x,s) - m(m))S =0. Ainsi,

Ma,5)S = M (z,1):

Montrons que I'élément m, 1)S ne dépend pas de x. Soit z¢ € IF‘;_I, fixé. On a vu au paragraphe

1 )
0> envoie 'aréte u% 5) Sur I’élément

0.2.2.1 que l'action de B = <—7ra(xo) 1 .,

<_7T(a(xo,01) +a(z,5)) 7?> ¢

C’est un élément de type 1, qui s’écrit u% a condition que a(zg,0) + a(z, s) = a(zg, %), c’est &

Z‘O,*)
dire, si = 0. Dans ce cas, a(z0,0) + a(0, s) = a(xo, s), et B envoie 'aréte u%o 5 Sur u%xo 5"
Par conséquent, et d’aprés la remarque 2.1.7, la composante de BU dans la somme directe

@SeF; M® Su%xo’s) est égale a

Bzm(()’s) ® Su%o’s) = Zm(o’s) &® Su%xo’s),

seFy s€Fy
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ou encore, puisque, m g 5)S = smg,1)S, &

> smpy © Sti(zy,s)

seFy
tandis que la composante de U dans cette méme somme directe est

1 _ 1
Zm(zo,s) ® Su(zg,s) - Zsm(IOvl) ® Su(x073)'

seFy sEFy

Puisque U est fixé, modulo M ®p Y;_1, par I'action de B € I(1), on a, pour tout s € I} :

1
("EONS)'

On en déduit, avec les observations du paragraphe 2.1.2.1, que I'¢lément m ;) 1)S = m(g,1)S ne

SM(30,1) @ Su%xo’s) = smyo,1) ® Su

dépend pas de zg. En posant a = mg 1), on a démontré que, pour tous x € Fé‘l, s € Fpy, on a
M(g,5)S = saS. Alnsi,

U = Y Mee)S® u%m) = >, saS® u%x’s) mod M ® Y;_y
z€Fy Lseh, z€FL1sel,
= oosa® Su%ns) = a®S > > su%ns) mod M ® Y;_1,

z€FL Lsel, xcFhtselFp
cest-a-dire U = a® SXz-l_l mod M ®pg Y;_1.

2.1.8.2. —
Proposition 2.1.9. Supposons que i > 2. Un élément I(1)-invariant de M @ g 'Y; est de la forme

PSXP+008XY | +al@SX  +4®@SX, mod M@y Y,
avec o, al, B9, 51 des éléments de M vérifiant
aVSTS =0 et oS = pYSTS,
alSTS = 0.

Sii>3, on a de plus a'S = B1STS.

DEMONSTRATION. — On se donne un élément I(1)-invariant de M ® iy Y;. D’aprés les résultats
du paragraphe 2.1.2, il est égal, modulo M ® g u, & la somme d’un élément de type 1 et d’'un
éléement de type 0 qui sont chacun I(1)-invariants modulo M ® g u.

Nous allons déterminer, modulo M ® Y;_o, la forme d’un élément de type 1 de M ® 7 Y; que 'on
suppose I(1)-invariant modulo M ® i u. Notons U un tel élément.

Puisque ¢ > 2, M ®p Y;_1 contient M ® g u et 'on peut appliquer le lemme 2.1.8 & U : il existe
a € M, tel que

U=a® SXZ-l_l mod M Qg Y;_1.
Il existe donc un élément W de type 1 de M ® Y;_1 tel que

U=a®8X} | +W mod M ®py Yi_s.
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1
(z,s

Il s’écrit sous la forme générique W =37 > m( ) ® Su

A ) AVEC Mg ) € M, m(g 0 = 0.
xcFl2s€Fp

Pour A € I(1), la composante modulo M @ Y;_o de a ® S(AX]} | — X} |) est donnée par le
lemme 2.1.5 :

(48) a®S(AX - X} ) =aST® >  si(z,5)Su,, modMeyYi.
x€FL2 s,

1

Dans le cas particulier ou A = il 0>, le coefficient sk (z, s) est égal & Q(1, s). (C’est Pexemple

1
0.2.11). En particulier, il est nul pour s = 0.

Le lemme 2.1.6 appliqué & W donne la composante modulo M Qg Y;_9 de AW — W :

AW — W = Z (M(z,541) = M(z,5) — M(z,1)) @ Su%x’s) mod M ®g Yi_a.
z€Fy, *sel;

Puisque U est I(1)-invariant modulo M ® g Y;_2, on en déduit que pour tous z € ]F;,_Q, s € Fp,
on a

(m%x,s—s—l) - m%r,s) B m%x,l)) ® Su%r,s) = —OéQ(l, S)ST ® Su%r,s)
ce qui, appliquant les observations du paragraphe 2.1.2.1, donne 1’égalité

(m%x,s—s—l) - m%r,s) - m%x,l))s = _aQ(la S)STS

A z fixé, nous la sommons sur tous les s € IF,,. Puisqu’on travaille sur F' = Q,, I'égalité (7) de la
remarque 0.2.12 dit que le terme obtenu & droite vaut —aST'S. Le terme obtenu & gauche est nul.
D’ou

aSTS = 0.

Mais alors, 'égalité (48), valable pour A € I(1) quelconque, montre que, comme U, I’élément
a®SX} | est I(1) invariant modulo M ®p Y;_o. Par conséquent, c’est aussi le cas de W auquel
on applique le lemme 2.1.8 qui fournit un élément 5 € M tel que

W=3®S5X!, modM®yY,.

Supposons de plus que 7 > 3. Nous travaillons maintenant modulo M ® g Y;_3. Il existe un élément
W' de type 1 de M ®p Y;_o tel que U est de la forme

a®SX | +B2SX 4+ W mod M ®yY; 3,

et qui s’écrit sous la forme générique W' = ZmeF;;‘3 Eser Em(x,s) ® Su%x 5) ot My ) = 0.

On a vu que, puisque aST'S = 0, 'élément a® SX} | est I(1)-invariant modulo M ® j Y;_o. Pour
A € I(1), le lemme 2.1.5 donne la composante de o ® S(AX} ; — X} |) modulo M ®p Y;_3 :

a®@SAX} | - X)) =-a® Z sk (x, s)Su%%S) mod M ®p Y;_s.

zeFs3 seF,
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Celle de 3 ® S(AX} , — X} ,) est, elle aussi, donnée par le lemme 2.1.5. C’est la formule (48) au
rang ¢ — 2 :

B@S(AX], =X} p)=pST® > sh(x,s)Suf,, mod M ®yY; .

z€FL 3 scF,

1

On choisit maintenant A = -2 , de sorte que les ceefficients sh(m, s) ci-dessus sont égaux a

0
1
Q(1,s), et donc nuls lorsque s = 0 (c’est 'exemple 0.2.11) et que 'action de A sur W' est donnée
par le lemme 2.1.6 :

AW — W' = Z (m(x75+1) —M(ys) — m(z,l)) ® Su%:c,s) mod M ®p Y;_s.

z€F}, 2seFy,

Puisque U est I(1)-invariant modulo M ® g v C M ® Y;_3, on a pour tous IF‘;_?’ et s € F),
0= (_aQ(la S) + ﬁSTQ(la 8) + M(z,s+1) = M(z,s) — m(:c,l)) & Su%x,s)’

puis  Q(1,s)(aS — BSTS) = (Mg s41) — M(z,s) — M(a,1))5-
Sommant, a x fixé, cette égalité sur tous les s € ), le terme de gauche devient aS — BST'S, et
celui de droite est nul. Ainsi, on a

aS = BSTS.

On a démontré qu’un élément de type 1 de M ®@pY;, i > 2, qui est I(1)-invariant modulo M ® g u
est de la forme
A @SX +8®S8X}E, mod M@y Y,

avec o, B € M wérifiant o' STS = 0. Si de plus i >3, on a a'S = p1STS.

Nous voulons maintenant donner la forme d’un élément de type 0 de M ® 5 Y;, i > 2, qui est I(1)-
invariant modulo M ® g u. Le résultat provient de ce qui précéde, en se servant de la propriété
fondamentale de l'action de w que l'on a vue au paragraphe 2.1.1.2 : laction de w envoie un
élément de YZ.O sur un élément de Yzﬂrl

Ainsi, un élément U de type 0 de M ® 7 Y; est envoyé par w sur un élément de type 1 de M Q@ Yii1.
Si Pélément U est I(1)-invariant modulo M ® i u, ¢’est aussi le cas de wU puisque w normalise
I(1) et fixe 'aréte u. Ainsi, on peut appliquer le résultat précédent au rang i + 1 a I'élément de
type 1 de wU : il existe a?, 30 € M, avec a’STS = 0, et a®S = 3°STS, tels que

wU=a"®SX!+4°®SX!, mod M ®yY_.
L’élément w? agit trivialement sur les arétes de 1’arbre, donc
U=a"@wsSX! + 3 ®wsSX}!, mod M @y wY_i.

Toujours par la propriété de 'action de w, et comme on 'a vu suite a la définition des éléments
X9 X} onawX! =X wX}, = XY . Donc l'élément U — a® @ SX? — 8% ® SX? | de type 0
appartient & M @y wY;_1.
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. -y sol s . . 1
Au paragraphe 2.1.1.2 nous avons interprété la propriété de ’action de w sous la forme : wY;, =
Hu & on pour j > 0. On en déduit que

WY = w2 ) owll) =wl) @ Huo Y, =w(Y?, @ Huy) @ Y2, =V @Y,

Ainsi, un élément de type 0 de M ® i Y; appartenant & M ® gwY;_1 appartient en fait &8 M @ g Y;_o.
Par conséquent,

U-a"28X) - °28XY | e M@y Y.

On a démontré qu’un élément de type 0 de M @i Y;, i > 2, qui est I(1)-invariant modulo M ® g u
est de la forme

@ SX?+ %% SXY mod M @y Yi_s
avec o, 3° € M vérifiant a°STS =0 et a°S = BYSTS .

La proposition est démontrée.

2.1.3.8. Espace des I(1)-invariants de M ®p Y>. — Soit U un élément de I(1)-invariant de
M ®pg Ys. Nous allons montrer qu’il appartient & M ® g u.

D’aprés la proposition 2.1.9, il existe a?, 3%, at, 81 € M, m € M, et {ms}ser, € M, avec mg = 0,
tels que

(49) a’STS =0, oS =6°STS, o'STS =0, et

U=a"®@SX+ 828X +a' @ SX{ + B3 @ SX} +2, avec z = Z ms®Sus +m@u € M QY.
selF,

11
01

I'exemple 0.2.7. La vérification (gl)"1Agl € I(1) montre que l'action de A fixe les arétes ul de
type 1. Ainsi, 'action de A sur les deux derniers termes de U est :

Az —z = Z(m5+l —mg) ® Sus

Soit A = (

>. Son action envoie l'aréte us de type 0 sur l'aréte us_1, comme le montre

sclFp
= E (mg11 —ms —my) @ Sus —my ® Su car, d’aprés Gp, Sug = —Su — E Sug,
sGF; sGF;

et 1 ® S(AXE — Xb) = 0.

Le lemme 2.1.5 décrit explicitement ’action de A sur les trois premiers termes de ’écriture de U.
On la donne ici, en tenant compte des relations (49) et en remplacant les ccefficients s9(s) par
leur valeur (1, s) donnée par l’exemple 0.2.11 :
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" ®S(AX5 - X9) = —a’® > Q(1,s)Su,
selfy,
B @SAX) - X)) = o"® D Q(,s)Su, — B°ST(S+ 1) @u
s€lFy
o'S®S(AX] - X]) = —al(z sh(s)S®@u
sclFy

Or, chacune des composantes de AU—U dans la somme directe M@pYy = @ M@y Sus bMRpu
seFy
est nulle, donc

(50)

S — OST(S +1) — o} (s, sh()S = 0
(Mmsr1 —ms —mY)S = 0 pour tout s € IF).

On multiplie la premiére égalité a droite par (S + 1). Sachant que S(S + 1) = 0, on obtient
BOST(S +1) = 0, c’est & dire B°STS + B°ST = 0. Or oS = B°STS, donc a’S + B9ST = 0, ce
qui, combiné avec le fait que a’STS = 0 et que T? = 1, donne 3°S = 0 puis oS = 0. D’oi

U=ao'®SX{ +p' @ SX} + 2.

Soit A = (1 0
T 1

distance 1, donc A fixe z. Pour calculer I'action de A sur 8! ® SX¢, on rappelle que A envoie

laréte ul sur Paréte ul | (exemple 0.2.7). Ainsi, d’aprés la description Go de 'action de ST,

). La vérification (¢2)~'A4¢% € I(1) montre que A fixe les aréte de type 0 a

B'®S(AX) — Xg)=B'® Y S(suly —sup) =B' @8 ul=p"'®(STu) = —p' ® STu.

s€lfp s€lfp

Le lemme 2.1.5 permet de calculer I'action de A sur a! ® SX7, sachant, d’aprés I'exemple 0.2.11,
que sk (s) = Q(1, s) et > ser, Q(1,8) =1. On a
ol @ S(AX] — X1) = —a'ST(S +1) ® Tu = —a! @ Su car a'STS = 0.

On en déduit que 'S + B1ST = 0. Or, 1S = —BLST(TS), donc B1S = a'STS = 0. Ainsi,
alS =318 =0 et U = 2. Mais les relations (50) donnent désormais msS = 0 pour tout s € F,,
doncU =meu e M Qg u.

2.1.8.4. Espace des I(1)-invariants de M @ g F,[I\G].— Soit M le H-module & droite supersin-
gulier (|43, 3.2]). Il a pour Fp-base {v,vT'} vérifiant

vS = —v, vT'S =0, et T? agit par 1 sur M.
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Remarque 2.1.10. Le morphisme de H-modules & droite défini par
H/(TSH+(S+1)H) —» M

1 — v

est un isomorphisme car le Fj-espace vectoriel H/(T'SH + (S + 1)H) est de dimension 2 de base
les images [1] et [T] de 1 et T dans le module quotient.

En effet, le Fp-espace vectoriel H a pour base

(STY, T(ST)?, S(TS)’, (TS)! jeN
et ces éléments vérifient : pour j > 1, T(ST)?, (T'S)?, S(TS)? = (S 4+ 1)(TS)? —(TS)! € TSH + (S +1)H,
pour j > 2, (ST)! = (S+ 1)T(ST) "t —T(ST)" ' € TSH + (S + 1)H.

Proposition 2.1.11. L’espace des I(1)-invariants de M @ g F,[I\G] est égal a M @5 u.

DEMONSTRATION. — Soit U un élément de MM @ i F,,[I\G] que l'on suppose I(1)-invariant. Soit
i:=min{k e N, U e Moy Y}

Si i < 2, Pélément I(1)-invariant U € M ®@ g Y appartient bien & M ® g u, d’aprés le paragraphe
2.1.3.3. Supposons que i > 3. D’aprés la proposition 2.1.9, il existe a?, 3%, al, 81 € 9 vérifiant
BYSTS = a8, BLSTS = 'S, tels que

U=a"@SX?+3°2SX) | +a' @ SX} |+ ' ®S5X}, mod Moy Y o

7

D’aprés la remarque précédente, ST.S annule tout élément du H-module a droite 9. Donc, oS =
alS=0et U €My Yi_1 ce qui est en contradiction avec la définition de i. O

2.1.3.5. Espace des I(1)-invariants de M @y Y;, pouri € N, 1 € N. —

Proposition 2.1.12. Soit i € N. Pour tout H-module a droite M, ’espace des I(1)-invariants
de M ®@pY; est égal a M ® u.

DEMONSTRATION. — Nous montrons la proposition par récurrence sur i.

Elle est prouvée pour i = 2 au paragraphe 2.1.3.3. Supposons la proposition démontrée pour ¢ — 1
avec 1 > 3.

Soit U un élément de M ® g Y; que 'on suppose I(1)-invariant.

D’aprés la proposition 2.1.9, il existe ¥, o' € M vérifiant a°STS = o' ST'S = 0, tels que
U=a"®SX?+a!®SX! |, mod M ®yY; .

Sia’§ =alS=0,alors U € M ®p Y;_; et par hypothése de récurrence, U € M Qg w.

Supposons que S # 0 ou a'S # 0. On a la suite exacte de H-modules & droite suivante,

0— a’SH +a'SH — M 2 M/(a°SH + o' SH) — 0

qui, par platitude du H-module Y;, donne la suite exacte de F,[/(1)]-modules

0 1 T@idyi
0 — («@’SH+a SH)®pyY;, — MepY, —> P(M)®yY; — 0.
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L’image de U par P ® idy, est un élément I(1)-invariant appartenant & P(M) @y Y;_1 car, par
définition, on a P ® idy, (a® ® SX?) = P(a’S) ® X? = 0, et de méme P ® idy, (o' @ SX} ;) = 0.
Par hypothése de récurrence, appliquée au H-module & droite P(M),
(P®idy;,)(U) € P(M) ®g u,
c’est-a-dire, il existe m € M, tel que P ® idy,(U) = P(m) @y u, ou encore
U-moeuc Ker(P®idy,) = (a°SH + o'SH) @ V.
Pour démontrer que U € M ®p u, il suffit donc de s’assurer que tout élément I(1)-invariant de

(a"SH + o'SH) ®p Y; appartient & (a’SH + o'SH) @ u.

Or pour € € {0, 1} le sous-H-module a droite de M engendré par oS est, s’il est non nul, isomorphe
au H-module & droite supersingulier 9 puisque aS(T'S) = a*S(S+ 1) = 0 et par I'isomorphime
exhibé a la remarque 2.1.10. Ainsi, le H-module & droite a°SH + o'SH est isomorphe a 9t ou
bien M & M. Le résultat est donc donné par la proposition 2.1.11. ]

2.1.4. Le foncteur des I-invariants n’est pas en général une équivalence de catégories.
— Soit M le H-module a droite supersingulier. On suppose que 1’on est dans I'un des cas suivants :
F =TF,((T)) avec g # 2, ou bien F est I'extension non ramifiée de corps résiduel F, avec g > p.

Proposition 2.1.13. Soit i > 2. L’élément [1] ® SX? est un élément I(1)-invariant de M@ Y;
qui n’appartient par ¢ MRy Yi_1 .

Corollaire 2.1.14. Le H-module & droite des I(1)-invariants de M Qg ind?x est un espace
vectoriel de dimension infinie.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.1.13. — On rappelle que
0 _ 0
X =) suly
z€FiscFy

D’aprés l'isomorphisme (22) qui donne la décomposition de Y; en somme directe de H-modules
projectifs, il est clair que SX? est un élément de Y; n’appartenant pas & Y;_;. Ainsi, [1] @ SX?
est un élément de MM ® g Y; n’appartenant pas A M RQy Y;_1.

Montrons que [1] ® SX? est un élément I(1)-invariant. Soit A € I(1).

A7) = > sA_lu(()x 5
zelFiselF, ’
= > SU?TO (2), 0 (2)+5) avec les notations et ’assertion 3. du lemme 0.2.9,
xE]FésG]Fq AV TA
= Z (s — sg(x))u(()rg(x)ys).
€l s€Fq
. . oy . O O _ 0 3 N
Or, par bijectivité de r} (lemme 0.2.9-1.), X7 = > SUGY (2),5)" D’ou

T€FiscFy



2.1. LE FONCTEUR DES I-INVARIANTS 87

A_IXZO - Xzo = Z (_Sg(m))u(()ro (x),5)
z€l}s€lqy AR
_ _ 0 0
- mezw( 5a(@)) 2 g @),
q
= > (=s%(x)ST u?o @) d’aprés la description géométrique Gg de l'action de ST,
zelF} A
= X (=s%0(r}) " (@)STuy
zelF}
= > %1 (2)STu avec 'assertion 4. du lemme 0.2.9.
zelFy

Ainsi, puisque S%2 = —S, on a dans M @y Y;,
1]©S(AX0 - X9 = ~[1] @ 3 i (2)STul.

z€F}

0

(0,5 2)" On utilise alors

Chaque x € IF'; s'écrit @ = (xg,...,v;_1) et Paréte u) est adjacente & u
la description géométrique Gg qui dit que

(S +Du = (S + DTuf,,

.71'2‘72)'
Ainsi,
e SA'XY -XD) = —[S® ¥ s\ (@) (TS +1)Tuly ., —TSu)
€ e
= —[1)(STST + ST?) ® Z's%,l(x)u?xowxiﬁ) + [1]STS ® Z'sg,l(x)ug.
z€lF} z€lF}
Or, T? = 1 et, dans le H-module & droite supersingulier 9, on a [1]ST'S = 0. Ainsi,
M@SA XY - X)) = —[1]S® s%,l(x)u?xowri_z)

zelF}

Mais, l'assertion 6. du lemme 0.2.9 dit que, du fait du choix de la nature du corps F' que nous
avons fait, on a

Z 8?4_1(.730, ey Ti—2, Ti—1) = 0.
z;—1€Fq
Ainsi,
[ ®SA XY - X?) =o.

2.1.5. Preuve du lemme 2.1.5. — On suppose que F' = Q,, p # 2. Soient i € N, 7 > 1,
A € I(1). On démontre le lemme pour € = 1. Le cas € = 0 s’en déduit en effectuant une translation
par w™ !, car X} = wX? et s} = 38;71,4“; (voir la preuve de lemme 0.2.9).

Nous pouvons reprendre le début de la preuve de la proposition 2.1.13 qui, avec les notations du
lemme 0.2.9, donne ’égalité suivante dans Y1,

AX! - X} = Z s (x)STul.

z€F},
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Puisque S? = —S, on en déduit
(51) SAX] - X})=-8> sh(=

xE]FZ

— Si i = 1, en appliquant la description géométrique Gg qui dit que T(S + 1)ul = T(S + 1)Tu
on a pour tout x € I,

S(AX] - X{) = =8 sy(@)(T(S+ 1)Tu—TSu})
zclFy
= STS Z sh(x ST(S+1) Z sh(x)Tu
z€Fy z€Fy

C’est la formule du lemme au rang 1.

— Supposons que le lemme est démontré pour ¢ € N, ¢ > 1.
Pour z = (zg,...,zi—1,2;) € ]F;,H, laréte ul est adjacente a u

géométrique Gz dit que Tul = T(S + 1)Tu%
traduit alors par
SAX} = XL = =9 ) sh@)(T(S+1)Tuf,,,

:cE]FH'l

%IO i1)’ donc la description
yreybe—

—TSul. La relation (51) au rang i + 1 se

L0y s Ti—1)

—TSul)

,901'—1)

D’aprés le lemme 0.2.9-6., ZzieIFp sh(@o, .oy wim1, ;) = 84 (20, ..., wi—1). D’out

S(AXL, ~XbLy) = STS Y sh@ub -8 Y sh@ul

et zeF,
—-STS Z sh(x)Tul
zelF}
Ainsi en utilisant I’égalité (51) au rang i,
SUAXL, — XLy = STS S sh(@ul— 5 3 k@)l
Rt =

+STS(AX} — X}

Par hypothése de récurrence, on remplace dans cette formule STS(AX} — X}) par

i+1 7
DT Y sh(@)Suy) =Y (ST Y sh(@)Suy) — (ST)FHS +1) Y sh(@)Tu
=2 zeF;Jr?*l =2 zeF;Jrlfl z€Fy,

et I’on obtient

S(AXE, - XL, = ZST )’s Z ZST’ s Z
—(ST) ™1 (S + 1) > sh(z)Tu.

z€elF,

C’est I'égalité souhaitée au rang i + 1.
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2.2. Etude de la partie réguliére du foncteur des I(1)-invariants

Dans toute cette section on suppose que g # 2. Rappelons quelques notations introduites a la
section 1.3. On fixe ¢ un générateur du groupe cyclique F7. Soit a € {1,...,¢ —2}. On considére le

caractére régulier y = 1 ® xo : IE‘;? — Fp* du tore fini tel que x2(¢) = ¢“.

On désigne par H, = HF,,(G , X) Palgébre de Hecke du caractére x. C’est une algébre commutative
de générateurs 17, To avec la relation T775 = 0.

On a identifié I'aréte v de 'arbre 7" avec I’élément f7, de I'induite compacte ind?x de support [
et de valeur 1 en l'unité de G et noté 4 = w.u son aréte opposée. L’espace des I(1)-invariants de
ind?x est égal au H, -module libre de base {u, 4} (remarque 1.5.15). Nous avons appelé Z_; ce
sous-H, -module de ind?x et montré, lorsque ¢ = p, que c¢’en est un facteur direct (proposition
1.3.28).

Dans cette section, M désigne un H, -module a droite. Lorsque ¢ = p, l'espace M ®@p, Z_1
s’injecte dans M ®p, ind?x. Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1. — On suppose F = Q,, p # 2. L’espace des I(1)-invariants du F,[G]-module
M ®p, ind?x est égal a
M ®HX Z_q.

— Supposons que le corps résiduel de F' posséde q > p éléments. Il existe un caractére régulier
X du tore fini tel que, si l'on note M, le H, -caractére supersingulier, alors Uespace des I(1)-
invariants de My @g, ind?x est de dimension infinie.

Nous allons faire usage de l'écriture du H, -module ind?x comme limite inductive du systéme
de H, -modules de type fini {Z; };en défini & la section 1.3. On a un isomorphisme de F-espaces
vectoriels
(52) M ®p, ind{x ~lim M @y, Z;

>0
o, en désignant par ¢z, 'inclusion Z; — Z;,1, les fleches du systéme inductif sont les applications
linéaires idy @1z, : M ®@pg, Z; — M ®p, Ziy1. A laremarque 1.5.14, il est apparu que chacun des
Z; est stable sous I'action du pro-p-Iwahori (1), ainsi chaque M ®p, Z; posséde une structure
de F,[I(1)]-module et I'isomorphisme (52) commute & l'action de I(1).

Nous commencerons par prouver la premiére assertion du théoréme. La proposition 1.3.28 nous
assure que, si le corps résiduel de F' est de cardinal p, alors pour tout 7 > 0, le H, -module Z;_; est
un facteur direct de Z;. Ainsi, les fleches du systéme inductif (52) sont injectives. Les paragraphes
2.2.1 et 2.2.2 décrivent respectivement les structures des FP[I (1)]-modules Z; et M ®p, Z;, en
supposant ¢ = p. Puis, au paragraphe 2.2.3, on suppose que I’ = Q,, avec p # 2 et I'on montre
que Pespace des I(1)-invariants de M & H, Zi est réduit & M @y, Z 1. La méthode utilisée est
analogue & celle que nous avons suivie pour la preuve de la premiére assertion du théoréme 2.1.1.
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Lorsque le corps résiduel de F posséde ¢ > p éléments, nous choisissons au paragraphe 2.2.4 une
valeur de a € {1, ..., ¢—2} telle que chaque espace M, @y, Z;11 posséde un élémeént I(1)-invariant
qui n’appartient pas a ’espace image de idy; ® ¢z, .

Remarque 2.2.2. Au chapitre précédent, nous avons identifié une base de ’espace vectoriel ind?x
avec I’ensemble des arétes de 'arbre 7 : pour tout g appartenant au systéme de représentants
(6) des classes & gauche de G modulo I, on a identifi¢ I'élément g.f7, = f1,-1 . avec l'aréte gu.
La remarque 1.5.4 a attiré notre attention sur le fait que cette identification n’est pas compatible
avec l'action de G. Toutefois, elle est compatible avec 'action de I(1) comme nous allons nous en
assurer a présent. Cela tient au choix du systéme (6) de représentants de G/I. En effet on rappelle
qu’il est donné par

(6) {95, 95w, pour € € {0,1},z € F,i > 0}

et I'on remarque que 'on a la propriété suivante : pour tous x,y € Fé, 1 €N,
_ 1 a(y) —a(x) _ 1 0
0/,0\—1 _ 1/, 1y—1 _
59 = (5 "V et ) = (L ey 1) €10

Soient A € I(1) et uf une aréte sortante de I'arbre, avec € € {0,1}, « € F}, i € N. Montrons

que 'élément de ind?x correspondant a l'aréte ug est envoyé par A sur 'élément de ind?x
correspondant a l'aréte Aus,.

Puisque laction de I(1) sur I'ensemble des arétes conserve la distance, l'orientation et le type,
l'aréte ug est envoyée sous l'action de A sur une aréte de la forme uy, avec y € Fy. L'égalité
Aul, = uy, s’écrit encore (g;)_lAg;u = u, et puisque le sous-groupe d’Iwahori est le stabilisateur
de l'aréte u, on a (g5) ' Ags € I. Mais la propriété (53) dit qu'il existe un élément B € I(1) tel

que g = Bg;. Ainsi,

(95) " Ags = (g5) ' ABgy € 10 (gy) ' 1(1)gj.
Puisque (1) est I'unique pro-p-Sylow de I, on en déduit que (gz)_lAgg appartient a I(1).
L’élément de ind?x correspondant a l'aréte uf est I'élément g5.fr,. Il est envoyé par A sur

I'élément Agf. fr . Mais, d’aprés ce qui précéde et puisque f7, est invariant sous I'action de (1),
on a Agg.frx = g;,-f1.x, qui est I'élément de ind?x correspondant a l'aréte uj, = Aug.

2.2.1. Structure du F,[I(1)]-module ind?x lorsque le corps résiduel de F est égal a I,
— Dans tout ce paragraphe, on suppose que g = p (et p # 2).
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2.2.1.1. Comme au paragraphe 1.3.5 on note .J le sous-ensemble de F} & p —a — 1 éléments

J = {¢U ¢ L)
L’ensemble F; — (¢(¢J) de cardinal a est

F; - (C_a‘]) = {Cp_a’ gp—a—i-l’ ey Cp_l}'

Au paragraphe 1.3.1.2, nous avons construit, par analyse de Fourier, une nouvelle base du Fp—
espace vectoriel engendré par les arétes de I’arbre. Pour chaque élément, w, wg, de cette nouvelle
base, nous avons défini son type, son orientation, sa distance a lorigine (définition 1.3.7).

Soit ¢ € N. Le H, -module Z; défini au paragraphe 1.3.2 contient toutes les arétes a distance 7+ 1.
C’est de plus un H, -module libre : Zj est libre de base

Wo = {u, 4, ws, Wy, se€J, s €Fy— (")},

tandis que Z;41 est la somme directe de Z; et du H, -module libre de base l’ensemble W,
d’éléments de type 0 et 1 & distance ¢ + 2 :

Wit = {wl, o, Oy ), s € J, 8" € F;—(g—aJ)}xeF;Hu{w(lx,s), Wiyeys s € s € Fy = (™) }oeri -

Remarque 2.2.3. Ces résultats sont ceux de la proposition 1.3.28. On rappelle qu’elle se démontre
en étudiant tout d’abord le H, -module Zy/Z_; et en utilisant le fait que le H, -module Z;/Z;_;
est la somme directe

Zi)Zin = D F(20/2-1) & D Fi(Zo/2-0),

eFi, weFi !

ou pour € € {0,1}, z € ]Fé_e, le morphisme injectif de H, -modules F. : Zo/Z_1 — Z;/Z;—1 est
induit par la translation par (giw) comme dans la preuve du lemme 1.3.16.

Notation 2.2.4. On considére les H, -modules définis par récurrence :

0 _ 1 _ _ ~
Zy = b Hyw, Zy = @b Hw = HyudH,a.
weEWp weWp
w de type 0 w de type 1

0 _ 0 1 _ 1
ZYy = Z}o & Hyw, Zj,, = Zlo @ Huw
weW, 11 WEW; 41
w de type 0 w de type 1

ZZQ et ZZ-1 sont des sous-espaces supplémentaires de Z;.
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2.2.1.2. — Etudions l'action de w sur Z; et ses sous-modules Z?, Z1.

Le H, -module Z_; est stable sous I'action de w puisque wu = u et que w? agit trivialement sur les
arétes de ’arbre. De plus, on rappelle que par définition des bases obtenus par analyse de Fourier,
on a pour r € IE‘ ,se€F, ec {0 1}, w = (gSw)ws. Or, la remarque 0.2.5 dit que wg) = gl.

(w s
On en déduit que 1’élément w( 5) de type 0 & distance 7 + 1 est envoyé par w sur ’élément w(x 5)

de type 1 a distance i + 2. Ainsi, puisque w? agit trivialement sur les arétes de l’arbre, on a
(54) Zh, = Z40wZ), wZi, =207

2.2.1.3. Nous décrivons la structure de Z; comme F,[I(1)]-module.

Lemme 2.2.5. — Les sous-espaces Z} et Z_1 @ Z? sont stables sous action de I(1).

~ L'espace Z;/Z_1 se décompose en la somme directe de H, -modules et de Fp[I(1)]-modules :

Zi|Z . = ZYZ L ® (Z10Z)))Z .

DEMONSTRATION. — C’est 'analogue du lemme 2.1.3. Comme dans la preuve de ce dernier, il
suffit de démontrer, pour tout i € N,

(55) zl = > H,v.
v aréte
a distance <i+1
de type 1

Pour i = 0, I'égalité (55) est claire puisque les uniques arétes a distance 1 de type 1 sont u et @
qui appartiennent a Zé par définition.

Soit i > 1. Supposons I'égalité (55) vérifiée pour Z} | et montrons la au rang 4. Il faut s’assurer
que toute aréte v de type 1 & distance 7 + 1 appartient a Zil. Ces arétes engendrent un espace
vectoriel dont une base est donnée par {w(lx 5 w(lx sy S € Fp}, eFi1- Il s’agit donc de démontrer,

are IF;_I fixé, que chacun des w(lns), u?(lx’s), pour s € [F),, appartient a Zz-l.

a) Par définition, Z! contient les éléments w( 5 bour s € J et w(x &) bour s' ey — (¢7).

b) Soit s € F, —J, s’ € {0} U(™*J. On rappelle que I’élément w(lns) (resp. Wy 1)) est 'image par
translation par glw de ws (resp.iby).
— On traite le cas ott s = 0 et s’ = 0. Le lemme 1.3.9 donne, par translation par glw
Ty (uy) = w(lx,o) + w(lz,l)‘
Par hypothése de récurrence, l'aréte ul de type 1 a distance i appartient au H, -module
Z]L 1 qui est contenu dans Z]L D’autre part, 1 = ¢(?~! € J, donc w( 1) appartient a Z]L
d’apres a). Ainsi, w( 0) appartient a Z}

De la méme facon, Ty(u)) = (1 ) (1 1 et l'on en déduit que ’(ZJ(lx 0) Appartient & zZ},

car 1 = (P~! appartient a Fy —(¢74J).
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— On suppose maintenant que s € F; — .J. Le lemme 1.3.27 dit (en effectuant la translation
par giw) que w(lx 5) est une combinaison linéaire de P'aréte @) a distance i qui appartient
a Z! | par hypothése de récurrence, et de I'image par T de I'élément W(y,c—as) qui, par a)

appartient & Z}'. Ainsi, w( 5) appartient a Z;.

De méme, pour s’ € (7%J, le lemme 1.3.27 dit que zb(l ) est une combinaison linéaire de

I'aréte ul & distance i qui appartient & Z 1 par hypothese de récurrence, et de I'image par
T de I'élément w(, caey qui, par a), appartient a Z; . 1 Ainsi, w( ) appartient & Z}.
O

2.2.1.4. Soient s € J, s" € Fy — ((7%J), et A € I(1). Puisque le H, -module Zy, libre de base
{u, @, ws, Wy, s € J, s" € Fj — ((T%J)}, est stable sous I'action de I(1), les éléments Aws — wy
et Ay — Wy se décomposent selon cette base. Le lemme 2.2.6 donne ces décompositions, pour
un élément A € I(1) choisi. Il est obtenu par le calcul explicite de Aws — ws et de Ay — Wy,
effectué au paragraphe 2.2.5.

0 1
Soits€ J etj€{a+1,...p—1} tel que s = ¢J. Alors Aws — wy est une combinaison linéaire a
ceefficients non nuls de

Lemme 2.2.6. Soit A = <1 1>.

U,Tl(ﬂ), Weatly ooy Wej—1, Tl(’lZ]Cp_a)7...7T1(,[Z]<pfl).

Soit ' € By —(C7*J) et j € {p—a,...,p—1} tel que s’ = ¢ Alors A — W, est une combinaison
linéaire & ceefficients non nuls de

TQ(U), fL, w<p7a,...,w<j—1, TQ(wCa+l),...7T2(pr71).

2.2.1.5. —

Notation 2.2.7. Dans ind?x, on définit les éléments suivants, pour ¢ > 1,

SO = w<1+a S ZO) RO - ’UJCp @ 6 ZO’

SZ = Z 'U) (z,C1+a) Zi, RO = Z (x ¢p—a) Zi)
IGFZ IEGFZ

S(])‘: 4]:1_‘_(1 EZl, Ré: Cp a EZ].?

Szl = Z 'lU (z,¢1+a) € Zit1, Rzl = Z w(gc ¢p—a) € Zit1,

IEGFZ CCE]FZ
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Remarque 2.2.8. L’élément S; est une combinaison linéaire d’arétes sortantes de type e. D’apres
le lemme 1.3.9, son image par 15 est égale &

(I)Q(C) Z w(x,{) = (I)Q(C) Z Saf:c,s)’
z€lF}, seFy,

avec Po(() # 0 car ¢ = p. Par conséquent, lorsqu’on la voit comme une simple combinaison linéaire
d’arétes de arbre (et non comme un élément de ind?x et F,[I\G]), 'image par T, de S¢ est égale,
au ceefficient multiplicatif non nul ®4(¢) prés, a I'élément Xf défini au paragraphe 2.1.1.4. De la
méme fagon, T (Rf) est égal, au ceefficient multiplicatif ®;(¢?~%) non nul pres, & X{.

Notons de plus que, pour 7 > 0, on a wS? =S}, et wR? =R}

i—1
Soit i > 1. On note A° = L JAl = 12- 0 )
0 1 w1

Lemme 2.2.9. On suppose que F' = Q,,, avec p # 2.

Alors A°S; — S¢ est la somme d’un ’élément de le'nd?X et d’un élément de Z;_11. €gal & une
combinaison linéaire & ceefficients non nuls des éléments suivants, pour x parcourant F;‘l :

W,y 8 €T = (C70),

(z,s

ug, + Tg(wfr Cp,l)) et Th(wf )), pour s € J, s# (P71

(z,s

A°RS — R est égal a la somme d’un l’élément de Tgind?X et d’un élément de Z;_14. égal a une
combinaison linéaire & cefficients non nuls des éléments suivants, pour x parcourant IFZZ,_I :

wf sed,

z,s)’

B+ (@) o T, pours' €F; = (), 8 A

La preuve de ce lemme, effectuée au paragraphe 2.2.5, fait en particulier intervenir le fait que
g = p sous la forme de la condition 3) du théoréme 1.3.1 qui nous assure que ’on a la suite exacte
de H, -modules

0 — Tyind$x — ind$x LR Tyind$x — 0.

2.2.2. Structure du F,[/(1)]-module M @y, Z;.— Nous traduisons pour M @, Z; les pro-
priétés structurelles de Z; que nous avons établies au paragraphe précédent.



2.2. ETUDE DE LA PARTIE REGULIERE DU FONCTEUR DES I(1)-INVARIANTS 95

2.2.2.1. Le H,-module Z; étant libre de base Wy U ... UW;, 'espace vectoriel M ®@p, Z; est
isomorphe & une somme directe finie de copies de M. Il s’écrit

(56) Moy, Zi ~ P Moy, w & Moy, Zi,
veEW;

ou chaque espace M ®@p, w est isomorphe a M.

2.2.2.2. Dans M ®p, Z;, distinguons les éléments de type 0 et les éléments de type 1.

Puisque le H, -module Z; est la somme directe des H, -modules ZZQ et Zil, le Fp—espace vectoriel
M ®p, Z; est la somme directe de son sous-espace M ®@pg, ZiO des éléments dits de type 0 et de
son sous-espace M @, Z} des éléments dits de type 1. Ces sous-espaces ne sont pas stables sous
'action de I(1). Mais, le H, -module Z_; libre de base {u, @} étant un facteur direct de Z;, (resp.
Z_1® ZZO , Tesp. ZZ-1 ), on déduit de la deuxiéme assertion du lemme 2.2.5 la décomposition en
somme directe de F,[I(1)]-modules :

(57) [Mou, Z|/[M&n, Z-1] = [Mon, Z})/IM@u, Z_1)® Moy, (Z162Z))]/IMeg, Z_1).

Puisqu’un élément de Z_; est fixé par 'action de I(1), on en déduit que tout élément I(1)-invariant
de M ®p, Z; est égal, modulo M ®p, Z_1, ala somme d’un élément de type 0 et d'un élément
de type 1, tous deux I(1)-invariants modulo M ®p, Z 1.

Lemme 2.2.10. Soit A = < > 51 [’élément de type 0 de M @p, Zo

(58) Y mi@uwet+ Y e @iy

seJ s'eFs—(¢aJ)

est invariant modulo M @, Z_1 sous l'action de A, alors
ms =0, pour tout s € J, s # (L et meat1Ty = 0,

mg =0, pour tout s' € By — (C74J), 8" #(P7 et mep-aTy =0.

DEMONSTRATION. — On appelle U un élément de la forme (58). L’action de A sur U se calcule
grace au lemme 2.2.6. Etudions les coordonnées de AU — U dans la somme directe :

M ®p, Zo = @M®HX ws D @ M @y, wy & M ®pg, Z-1.
s€J s'€Fy—(¢~2J)
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a) Soit j € {a +2,...,p — 1}. D’aprés le lemme 2.2.6, pour tout s’ € Fy — ((7%J), la contribution
de my @ (Awy — Wy ) & la composante de AU —U selon M ®@p, w1 appartient & MTh @ wej-1.

Ainsi, toujours d’apres le lemme 2.2.6, la composante de AU — U selon M ®p, w¢;-1 est égale
a la somme d’un élément de MTh ® wej-1 et d’une combinaison linéaire & ccefficients non nuls
de

me;j & Wej—1, ooy Myp—2 ® Wej—1, Mep—1 (024 Wej—1.

Si U est invariant modulo M ®p, Z 1 sous l'action de A, cette composante est nulle. En la
considérant successivement pour j = p — 1, p — 2,... et enfin a + 2, on obtient

Mep—1, Mep-2, .. et enfin meat2 appartiennent a MT5.

b) De méme, on observe les composantes de AU — U selon M ®p, ;-1 pour j décroissant de
p—1ap—a+1. Ensupposant que U est invariant modulo M ®p, Z_1 sous l'action de A, on
obtient successivement

Mep—1, Mep—2, .., Mep—a+1 appartiennent a MT.

c) Soit j € {a+2,....,p — 1}. Grace a b), au lemme 2.2.6 et puisque 717> = 0, il apparait alors
que, pour tout s’ € Fy —(¢7¢J), 8" # (P~ le terme my @ (Ay — Wy ) apporte une contribulion
nulle a la composante de AU — U selon M ®p, wej-1. Pour s’ = (P~®, cette contribution est
égale a, un scalaire multiplicatif non nul, prés a mep-aTh ® we;-1. Par conséquent, reprendre le
raisonnement de a) donne désormais un résultat plus précis :

Mep—1, Mep—2, -, €6 Meat2 sont proportionnels a mep—aTh.

d) De la méme fagon, le point a) permet d’affiner le résultat de b) :

Mep—1, Mep—2, <.y €6 Mep—at1 sont proportionnels a meat1Ty.

e) En tenant compte du résultat de a) et de b) et puisque 7175 = 0, le lemme 2.2.6 dit que la
composante de AU — U selon M ® wep—1 est égale, a un scalaire multiplicatif non nul pres a
Mmep-aTy @ wep-1, €t sa composante selon M ® wep—1 est égale, a un scalaire multiplicatif non
nul prés & meat1Ty ® Wep-1. Supposant que U est I(1)-invariant modulo M ®p, Z_1, ces deux
composantes sont nulles. On en déduit que

m<a+1T1 = 0, mcp—aTQ = 0
PUiS, QU Mep—1, Mp=2, ooy Meat2 €6 Mep—1, Mep—2, ...y Mep-at+1 sont nuls, grace aux résultats de

c) et d).
O



2.2. ETUDE DE LA PARTIE REGULIERE DU FONCTEUR DES I(1)-INVARIANTS 97

2.2.2.4. Soit i > 1. Nous voulons maintenant étudier les éléments de type 1 de M ®p, Z; qui
sont I(1)-invariants modulo M ®p, Z; 1.

Puisque le H, -module Z;_; est un facteur direct de Z;, le Fp [1(1)]-module quotient de M ®p, Z;
par M ®p, Z;—1 s’identifie avec M ®p, Z;/Z;i—1 qui d’aprés la remarque 2.2.3, se décompose en
la somme directe d’espaces vectoriels

M ®u, Zi/Zin= EPMon, F(Z0/Z-1) & @ Meu, Fi(Zo/Z-1),
€T, R
ou pour € € {0,1}, z € ]Ff,_e, le morphisme injectif de H, -modules F, : Zo/Z_1 — Z;/Z;—1 est
induit par la translation par (gSw).

Soit U un élément de type 1 de M ®p, Z;. Il existe une unique famille d’éléments de M,
{M(2,5), Mz, } avec z € F;_l, seJ, s’ ey —((7%J) telle que

(59) U= > > Mey@uwio+ >, > M) @By mod M Qu, Zi1.
zeF, 1 s€J zeFy, ! s'€FF—(¢7J)

Considéré comme un élément de M ®p, Z;/Z;—1, sa composante selon M ®p, FOU(Zy)Z 1) est
nulle pour tout x € IF;,, et pour tout = € F;,_l, sa composante selon M ®@p, FI(Zo/Z_1) est

Zm(xvs) ® '7:2]; (ws) + Z ﬁl(x’s’) & -7:3]; (wsl).
SGJ SeF;_(C—aJ)

1
—ma(xg)
composante de BU selon F, (Zo/Z—1). Soient x € F;_l et y 'unique élément de F;,_l tel que
a(z) + a(xg) = a(y) mod 7~ 10p. On a

Pl = <w<a<x> + afan) ni0—1> -

Ainsi, (gyw) ' B(gyw) appartient a I(1). On en déduit que l'image par B de la composante de
U selon FL(Zy/Z_1) appartient a f;(ZO/Z_l). Par conséquent, la composante de BU selon
Fao(Zo/Z_1) est égale a I'image par B de la composante de U selon Fq(Zo/Z—-1), ¢’est-a-dire
a

Remarque 2.2.11. Soit xy € F]ig_l fixé. On pose B = ( (1]> Nous voulons connaitre la

D M @ Fay(we) + Y 1ine) ® Fay ().
seJ s€F3—(C—a.)

Lemme 2.2.12. Si U est I(1)-invariant modulo M ®p,, Z; 1, alors il existe o et 3 € M tels que
Ty =0, 6Ty =0 et

U = 04®R2-1_1 + ﬁ@S}_l mod M®HX Zi 1.
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DEMONSTRATION. — Considérons U comme un élément I(1)-invariant de M ® g, Z;/Z; 1. Soit

1 0
e (10).

Soit x € IF;,_I fixé. On a I’égalité matricielle

(ko)) = (1) € 1.

On en déduit que l'action de A stabilise le sous-espace M @ g, Fy (Zo/Z-1). Par conséquent,
puisque U est invariant sous l'action de A, sa composante selon F}(Zy/Z_1) l'est aussi. En
appliquant la translation par (glw)~! & cette composante pour revenir a un élément de Zo/Z_1,
on a ainsi démontré que

D My @wst+ Y Mg ® by
seJ seF;—(¢—J)

est un élément de M ®p, Zp qui est invariant modulo M ®p, Z_1 sous I'action de <(1) 1) Le

lemme 2.2.10 dit alors que

m(g,s) = 0, pour tout s € J, s # Cotl et Mz caryT1 =0,

M(z,sy = 0, pour tout 8" € Fy — ((7¢J), s’ # ¢prlma et M (g,cr-1-a)T2 = 0.

D’ou
U = Z Mg catl) ®w(1x,<a+1) + m(x7<p—a) ®ﬁ)(1z’<p,a) mod M®Hx Zi1
xE]F;_l

avec m(x’CaJrl)Tl = 0, m(rgpflfa)TQ =0.

D’aprés la définition des élements R} | et S} |, on aura prouvé le lemme si 'on démontre que
My cat1) (resp. m(x’Cpflfa)) ne dépend pas de = € ]F;_l. On désignera alors par « la valeur
commune des 1M, p-1-a) €t par § la valeur commune des m g ca+1).

Soit x € ]F‘;,_l fixé. On pose B = <
selon F1(Zy/Z_1) est

10 .
—na(x) 1>' La remarque 2.2.11 dit que la composante de BU
Mo, catty @ Fp(ws) 41,5y ® Fp ()

Celle de BU — U est donc
(Mo oty = M garn) @ Fp(wean) + (Mgo,go-i-0) = e gr-1-0)) @ Fy (Dp-1-2)

Puisque U est invariant sous 'action de I(1), cette composante est nulle et 'on en déduit que
Mg cat1) = M ca+1) Ne dépend pas de z, de méme que My cp—ay = M(g,cp-a) Ne dépend pas de z.
O

2.2.3. Cas out F' = Qy, p # 2. L’espace des I(1)-invariants de M ®p, ind?x est réduit a
M®HX Z_1—
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2.2.3.1. Soit i > 1.

Proposition 2.2.13. Un élément I(1)-invariant de M ®p, Z; est de la forme
AR+ @8 +a' @R, +8'®S_, mod M®u, Zi
avec ¥, B9, o, B! des éléments de M tels que

ATy =a'Ty =0, BT =p8'T1 =0, eta® e MTy, 3° € MTh.

Si de plusi > 2, on a al € MT,, pB' e MTy.

DEMONSTRATION. — On se donne un élément de M ®@ g, Z;. D’apres les résultats du paragraphe
2.2.2, il est égal, modulo M ®p, Z_1 a la somme d’un élément de type 0 et d'un élément de type
1 qui sont chacun I(1)-invariants modulo M ®p, Z_1.

Déterminons, modulo M ® Z;_1, la forme d’un élément U de type 1 que I'on suppose I(1)-invariant
modulo M ®p, Z_1.

Puisque i > 1, M ®p, Z;—1 contient M ®p, Z_1, donc U est I(1)-invariant modulo M ®p, Z; 1
et I'on peut appliquer le lemme 2.2.12 : il existe o, § € M tels que aTs =0 et 811 =0, et

UZO&@RZ-I_I—I-ﬁ@S}_l InOdM@HX Zi_1.
Supposons de plus que i > 2. Nous travaillons alors modulo M ®p, Z;—2 et l'on a
U=a®R_,+B®S_ 1 +W modM®p, Zis

avec W un élément de M ®p, Z; 1 qui s’écrit de fagon générique

W = Z ZM(%S)@U}%I’S)%- Z ﬁl(z75/)®w(lx78,) mod M®HX Zi_o, avec m(LS),ﬁl(%sl) e M.

zeFi2 seJ s'eF5—(¢—2J)
. 1 . . ;
Soit A = <7ri_1 [1)> . L’action de A sur W se calcule grace au lemme 2.2.6 puisque, pour x € IF;_2,

on a w(lz’s) = (giw)ws, w(lm,) = (glw)wy et

11
Algk) = 0k (g 1)
Ainsi, pour x € F;_2, la composante de AW — W selon M®w(1r cr-1) appartient a MT5 ®w(1r cr-1)

et sa composante selon M ® ﬁj(lx’cp_l) appartient a MT; ® u?(lz’cp_l).

D’autre part, le lemme 2.2.9 décrit les composantes a ® A(Ril_1 - Rz-l_l) car a1y = 0. Ainsi, sa

composante selon M @, w(lx 1) est égale, & un scalaire multiplicatif non nul prés & a®w(1z ¢r-1)

tandis que sa composante selon M @p, w(lxyc,,_l) appartient a MT) ®p, w(lx,CP‘l)'

De méme, la composante de 8 ® A(S} | — SL ;) selon M QH, 11)(135 co-1y st égale, a un scalaire

multiplicatif non nul prés a 8 ®1D(1x7 cr-1) tandis que sa composante selon M ® g, w(lx’ cr-1) appartient

é MT2 ®HX ng,cpil).
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Puisque ¢ > 2, U est invariant sous l'action de A modulo M ®p, Z; 2 et les composantes de
AU — U selon M ®@g, w(lx cr-1) et M ®p, ZD(lx cr-1 sont nulles. On en déduit que o € MT5 et
6e MT.

Nous avons démontré, pour i > 1, qu’un élement de type 1 de M ®p, Z; qui est I(1)-invariant
modulo M @y, Z_1 est de la forme

Ul=ad'®@R_,+8'®S_, mod M ®p, Z_1,

avec ot, B € M tels que o'Ty =0, BT, = 0. Si de plus, i > 2, alors o' € MT,, f* € MT).

Nous voulons maintenant donner la forme d'un élément de type 0 de M ®p, Z;, i > 1, qui est
I(1)-invariant modulo M ®p, Z_1. C’est le méme raisonnement que celui de la preuve de la
proposition 2.1.9. D’aprés le paragraphe 2.2.1.2 qui décrit 'action de w sur Z;, un élément U de
type 0 de M ®p, Z; est envoyé par w sur un élément de type 1 de M ®p, Z;11, qui est lui aussi
I(1)-invariant modulo M ®p, Z_1. Ainsi, on peut appliquer le résultat précédent au rang i+ 1 a
wU : il existe a® € M Ty, 0 € MT,, avec aTh = 0, 9T) = 0, tels que

wU=a"®@RI+4°® S}, mod M®y, Zi.
L’élément w? agit trivialement sur les arétes de 1’arbre, donc
U=a"@wR}+°®@wS} | mod M @y wZ;.
Comme on 'a vu suite & la définition des éléments RS, S¢, on a wR} = RY, wS} | = S? |. Donc
U-a’@R) -80S, € Moy, wZ.

Toujours comme dans la preuve de la proposition 2.1.9, on déduit de I’égalité (54) du paragraphe
2.2.1.2 qu'un élément de type 0 appartenant & M ®@ g, wZ; appartient en fait a M ®@pg, Z?_l. Par
conséquent,

U-a®®R)-B"®S), e Moy, Zi_1.

Nous avons démontré, pour i > 1, qu’un élement de type 0 de M ®p, Z; qui est I(1)-invariant
modulo M ®@p, Z_1 est de la forme

U'=a’@R)+3°®S) mod M ®u, Zi1,

avec o € MTy, 0 € MT, et Ty, =0, 8T, = 0.
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2.2.3.2. — Nous montrons qu'un élément U de M ®p, Z; qui est I(1)-invariant appartient &
M®p, Z_1. D’aprés la proposition 2.2.13 il existe des éléments de M notés a® 30 al, B, {ms}ses,
{ms/}sle]y‘;_(c—aj), m, m vérifiant
(60) e MTy, 3° e MTy, o°Ty = o'Ty, =0, B8°Ty = 3'Ty =0,
tels que

U=a"@R)+3° S +a' @ R+ ' @ S§ + W
ou W e M®p, Zysécrit de fagon générique

W= m@uws+ Y  1g@iy +meu+mei.
sedJ s'€Fs—(¢aJ)

[1) }) sur U pour montrer que o' = 3° = 0.
— La vérification (gl)™1Ag! € I(1) montre que I'action de A fixe les arétes de type 1 a distance
2, ainsi, elle fixe S} et R}.

Nous considérons tout d’abord 'action de A = <

— Le lemme 2.2.9 permet de décrire I'action de A sur 3° ® SY : en effet, il donne la forme de
ASY — 89 modulo Tyind§x. Or, BTy = 0. Ainsi, 3° ® (ASY — SY) est une combinaison linéaire
a ceefficients non nuls des éléments suivants,
B @y, s eFy— (),
BOea+ 0@ To(we-1) et f0@To(ws), pour s € J, s# (P71
Mais 3% € MTy, donc 9Ty = 0 et 3° ® (ASY — S?) est une combinaison linéaire & ccefficients

non nuls de :
Fou, @by, s elFr— (),

— De méme, o’ @ (ARY — RY) est une combinaison lindaire a ccefficients non nuls des éléments
suivants,
A u, a@w, seJ,

— Le lemme 2.2.6 permet de décrire ’action de A sur W.

A Paide de ces quatre descriptions, nous reprenons un raisonnement analogue & celui de la preuve
du lemme 2.2.10.

a) Soit j € {a +2,...,p — 1}. D’aprés ce qui précéde, la contribution de 8% ® (ASY — SY) a la
composante de AU —U selon M ®p, w¢;—1 nulle. Celle de a’® (AR? — R(lj) est proportionnelle
aa®® wej-1, elle appartient donc a MTy ®p, we;—1 car a € MT,. D’aprés le lemme 2.2.6,
pour tout s" € Fy — ((7%J), celle de my ® (Awy — wy) appartient & MTh @ wej-1.

Ainsi, toujours d’aprés le lemme 2.2.6, la composante de AU — U selon M @ g, w¢;—1 est égale
4 la somme d’un élément de MTh ® Wej-1 et d’une combinaison linéaire & coefficients non nuls
de

mej X Wej—1yeeey Myp—2 X Wei—1, Mep—1 X Wej—1.

Puisque U est invariant modulo sous ’action de A, cette composante est nulle. En la considérant
successivement pour j =p — 1, p— 2,... et enfin a + 2, on obtient

mep-1 € MTo, mep—2 € MTh, ..., et enfin meata € MTs.
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b) De méme, on observe les composantes de AU — U selon M ®p, Wej-1 pour j décroissant de
p—1ap—a+1, on obtient successivement

T’hgpfl, m<p72, eey me7a+l E MTl

¢) On regarde alors la composante de AU — U selon M ®p, u. La contribution de 3°® (S} — S§)
a cette composante est nulle. Celle de o @ (R{ — R}) est proportionnelle & a® ® u et appartient
donc & MT, ®u. D’aprés a) et b), et avec le lemme 2.2.6, celle de AW — W est égale a la somme
d’un élément de M7y ® u et d’'un multiple non nul de m¢a+1 ® u. Puisque U est I(1)-invariant,
cette composante est nulle et 'on en déduit que mea+1 appartient a MT5.

De méme, I'observation de la composante de AU —U selon M ® g, & montre que 1m¢p-a appartient
a MTy.

Mais alors, puisque 17175 = 0, et toujours d’aprés le lemme 2.2.6, la composante de AW — W selon
M ®p, wep-1 est nulle. Or, la contribution de B ® (AS? - S?) a cette composante est elle aussi
nulle d’aprés ce qui précéde, et celle de a® ® (AR) — RY) est égale a o ® Wep-1, & un scalaire
multiplicatif non nul prés. On en déduit que o = 0. De méme, 1'observation de la composante de
AU — U selon M ®p, Wep-1 montre que (Y = 0. Ainsi,

U=a'®@Ry+4 @S5 +W mod M @y, Z_1.

-, . 10
Nous choisissons maintenant A = <7T 1> pour montrer que o' = B = 0.

— Comme le montre la vérification (g2)~1Ag? € I(1), action de A fixe les arétes de type 0 a
distance 1. Par conséquent, elle fixe W.

— On rappelle que R} = u?ép_a = WW¢p-a, €t S§ = wéaH = ww¢atr. Or, wlAw = <(1) i), donc

le lemme 2.2.6 donne 'action de A sur a! ® R} et 8! @ S§. Sachant que o!Ty =0 et B177 =0
il nous dit que 8! @ (AS§ — AS}) est égal, & un scalaire multiplicatif non nul prés, a ' @ @ et
al @ (AR} — AR}) est égal, a un scalaire multiplicatif non nul pres, & a! ® u.

Puisque U est fixé par I'action de A, on en déduit que ! = gt = 0.

Ainsi, U = W et 'on peut donc appliquer le lemme 2.2.10 & I'élément I(1)-invariant W. On en
déduit que m, = 0 pour tout s € J, s # (**!, 7y = 0 pour tout 5" € Fy — ((7%J), s’ # (P77, et
mCaA—lTl == 0, mcp—aTQ == 0 Ainsi,

U= Mea+1 & Weat1 + mcp—a & “74““ mod M ®HX Z_1.

. 11 . . .
L’action de A = <0 1) sur U s’obtient alors grace au lemme 2.2.6 qui nous dit que AU — U
est égal & une combinaison linéaire & ccefficients non nuls de Meat1 @ u et de ﬁle—a ® . Par

conséquent, meat1 = Mmep-a =0 et U € M @y, Z_;.
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2.2.8.3. Espace des I(1)-invariants de M, @ g, ind§x. — Soit M, le H, -module supersingulier :
d’aprés [43, 3.2|, c’est le caractére de H, donné par

Ty — 0, T +— 0.
Proposition 2.2.14. L’espace des I(1)-invariants de My @y, indx est égal a My @p, Z—1

DEMONSTRATION. — Soit U € M, ®p, ind$x un élément I(1)-invariant. On note
i:=min{k €N, U €M, ®u, Z}.
Sii <1, alors d’apres le résultat du paragraphe 2.2.3.2, on a U € M, ®@p, Z_1.
Supposons que i > 2, alors d’aprés la proposition 2.2.13 il existe a?, a! 89, g € M, tels que
U=a"@R)+8"0S)+a'®R_ +B'®5,_; mod M, @u, Zi1

avec a°, ot € M, Ty, B°, B € M, T3. Or, M, Ty = {0}, M, T = {0} donc o, al, 3%, et B sont
tous nuls ce qui contredit la définition de 3.
O

2.2.3.4. Espace des I(1)-invariants de M @y, Z;, i > 0. —

Proposition 2.2.15. Soit i € N. Pour tout H, -module & droite M, Uespace des I(1)-invariants
de M ®@p,, Z; est égal a M @p, Z_1.

DEMONSTRATION. — Nous montrons la proposition par récurrence sur i.
Elle est déja prouvée pour 7 = 1 au paragraphe 2.2.3.2.

Supposons la proposition démontrée pour ¢ — 1 avec ¢ > 2. Soit U un élément de M ® g, Z; que
I'on suppose I(1)-invariant. D’aprés la proposition 2.2.13, il existe o, o' 89, B! € M, tels que

U=a"@R)+8° @S +a' ®@R}_, +B' ® S, mod M ®py, Zi1

avec o0, ol € MT,, B9 31 € MTy, et Ty = o'Ty, = 0, %7y = B'T) = 0. Notons N le
sous-H, -module de M engendré par les éléments al, g9 ol et L.

Si N est nul alors U € M ®p, Z;—1 et par hypothése de récurrence, U € M ®@p, Z_1.

Supposons que N # {0}. On a la suite exacte de H, -modules a droite suivante,

0—N—MZ3M/N -0
qui, par platitude du H, -module Z;, donne la suite exacte de F,[I(1)]-modules

PRIidy.
0— N@u, Zi — My, Zi —P(M) @y, Zi — 0.

L’'image de U par P ® idz, est un élément I(1)-invariant appartenant a P(M) ®p, Z;—1. Par
hypothése de récurrence appliquée a P(M),

(P®idz,)(U) € P(M) ®pu, Z1
c’est-a-dire qu’il existe m,m € M, tels que P ®idz, (U) = P(m) ® u+ P(m) @ 4, ou encore
U-(meut+meu) € Ker(P®idgz,) =N ®mu, Z.
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Pour démontrer que U € M ®p, Z_1, il suffit donc de s’assurer que tout élément I(1)-invariant
de N ®p, Z; appartient & N ®pg, Z_1. Or pour € € {0,1} , le sous-H, -module a droite de M
engendré par o (resp. 3¢) est isomorphe au H, -module & droite supersingulier 91, : en effet on
a d'une part aTy = 0 et a7y = 0 car a° € MT, et d’autre part, 817 = 0 et T = 0 car
B¢ € MTy. Ainsi, le H, -module a droite N est isomorphe & une somme de copies du H, -module
supersingulier 9, . Le résultat est donc donné par la proposition 2.2.14. O

2.2.4. Cas ou le corps résiduel de F est égal 4 ¢ > p . — On suppose dans ce paragraphe
que le corps résiduel de F est Iy avec ¢ > p et que x = 1 ® x2 est le caractere régulier du tore
défini par
xz : Fy —>IF‘p*, r+— z%, avec a=p.
On note A l'idéal de H, engendré par 77 et Tb de sorte que le H, -module supersingulier 91,
est égal au quotient H, /A et que le Fp[I(1)]-module M, ®p, indfx est isomorphe & la limite
inductive
My @u, ind§ x ~ lz’_n:z Zi| AZ;
i>—1

ou les fleches du systéme inductif sont les applications linéaires naturelles
97; . ZZ/AZZ — Zi-i—l/AZi-‘rl-
L’image de 0; est le sous H, -module Z; + AZ; 11/ AZ;y1 de Zjp1/AZ;t1.

Soit ¢ € N. On définit I’élément X; € Z; de la fagon suivante

X, = Z ’LU(ZLC) € Z;.

€l

Proposition 2.2.16. La projection de X; dans le quotient Z; | AZ; est un élément I(1)-invariant
qui n’appartient pas a 'image Im(0;—-1) de 0;_1.

Corollaire 2.2.17. L’espace des I(1)-invariants de My g, ind?x est de dimension infinie.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.2.16. — Assurons nous que I'image de X = w¢ dans le quotient
Zy/AZy n’appartient & Im(0_1), c’est a dire que X n’appartient pas & AZy + Z_1.

Nous avons décrit au paragraphe 1.3.3.3 la structure du H, -module Zy/Z_;. Il est apparu a la
remarque 1.3.22 qu’une combinaison linéaire des arétes contenues dans Vy — {u,ug} appartient a
AZy+7Z 1 =T Zy+ T2 Zy+ Z_1 si et seulement si elle appartient, modulo Z_1, & I'image par T}
du Fp-espace vectoriel de base {0, v € Vj — {u,up}}. Mais le lemme 1.3.9 décrit cette image : on
y lit que w¢ lui appartient, modulo Z_1, si et seulement si ®1(¢47%) # 0. Or, par les égalités (27),
on a
1) = ~(-1)*'a= (-1 'p=0¢F,
par conséquent, Xo = w¢ n’appartient pas a AZy + Z_;.
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Montrons maintenant que l'image de X; dans le quotient Z;/AZ; n’appartient pas & Im(6;_1), ou
encore que X; n’appartient pas a AZ; + Z;_1. On rappelle (voir par exemple la preuve du lemme
1.3.16) que le H, -module Z;i/Z;—1 est la somme directe

Zi|Zi—1 = @}—g (Zo/Z-1) ® @ Fo (Zo/Z-1),

= reFi!

ou pour € € {0,1}, = € ]Fz_e, le morphisme injectif de H, -modules F; : Zo/Zi—1 — Zi/Zi—1
est induit par la translation par (¢gSw). La projection de X dans le quotient Z; i/Zi—1 a une
coordonnée nulle selon F} (Zy/Z_1) pour tout x € IE‘Z ! tandis que, pour x € [y, sa composante
selon F2 (Zy/Z-1) est I'image par F2 de we mod Z_

De la décomposition précédente, on déduit que

AZi+ Zi1)Zia = PFUAZ+ Z1/Z1) & P Fo(AZo+ Z1/Z-1),

eF} zeFi !

et que X; appartient & AZ; + Z; 1 si et seulement si pour tout z € Fé sa composante selon
FA(Zy/Z_1) appartient & FQ (AZy+ Z_1/Z_1). Ce n’est pas le cas puisqu’on a vu précédemment
que w¢ n’appartient pas & AZy + Z_;. Donc X; n’appartient pas a AZ; + Z;_1.

Montrons que X; est I(1)-invariant modulo AZ;. Soit A € I(1). Nous pouvons utiliser les résultats
du lemme 0.2.9 du fait de la remarque 2.2.2 qui dit que l'identification que nous avons choisie
entre I’ensemble des arétes de 'arbre et une Fp—base de ind?x est compatible avec 'action de
I(1). On en déduit, avec les mémes calculs que ceux de la preuve de la proposition 2.1.13 :

A_lXi = ZCEEFZ ZSEF sAT! (()x,s)
= ZmeFl Zsqu Su(r (z)
= ZmGFZ Zsqu( - (m))u(()r%(x),s)'

Or, par bijectivité de r9, X; = Y ch Zsqu S’LL?TO (2).5)" D’ou, par l'assertion 4. du lemme 0.2.9,
q A )

A~ 1X Xi= ZZ SA TA(IS ZZSA 1 u(xs

xe]Fl s€lfy xe]Fl s€lfy

avec les notations du lemme 0.2.9,

Or, on rappelle que T1(u?) = (¢0w)T1(0) = (¢2w) Y us = > u ) d’apres la remarque 0.2.4 et
s€fy s€fy
la description géométrique de 'action de T7. Ainsi,

AlX X; = ZSAl Tlu —T1 ZSAl ) g)GAZi_chZi.
xE]FZ EGFZ
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2.2.5. Preuve des lemmes . —

PREUVE DU LEMME 2.2.6. — Pour tout i € {1,...,p — 1}, on a
(61) wee = Y Kup =Y Kug.
keF keF,

Soit i € {1,...,p — 1}. D’aprés 'exemple 0.2.7, 'action de A transforme laréte uy en Paréte ug_.
Ainsi,

Awg —we = Y ((k+1) = F)u
keF,
j—1

= wo+ Y (O (1) )uk

keFy =0

j—1

= ug+ Z ug + Z(Z (i) E)uy,

kel keF: i=1
j—1
(62) = up+wi+ Z (Z) wei d’aprés 1'égalité (61).
i=1

e Supposons maintenant que ¢/ € J, c’est a dire j € {a +1,...,p — 1}. Alors

a 7—1
i=1

i=a+1
ou la deuxiéme somme est vide si j =a + 1.

Grace au lemme 1.3.27, nous remplacons, dans la premiére somme, I'élément uy + wy par
Ti(a) , Vélément  wea par —u + (®1(1)) 'T1(w1) , et pour i € {1,...,a — 1}, I'élément w;:
par @1(§i_“)_lT1 (W¢i-a), sachant que les valeurs de ®; qui apparaissent ne s’annulent pas.
Ces valeurs sont du reste reliées aux ceefficients du polynéome (1 — X)%, et 'on a, pour tout

i€ {1,.,a}, ®y(C0) = —(~1)2 (“) Ainsi,

%

= = T (2)u- S0 () () e+ S (@ ve
i=1 i=a+1

On a montré, pour j € {a+1,...,p—1}, que Awej —w¢; est une combinaison linéaire & coefficients
non nuls de

u, T1 (ﬂ), Weatly .oy Wei—1, Tl(wcp—a), ceny T1 (wcp—l).
e Supposons maintenant que (7 € Fy — (¢7%J), c’est-a-dire j € {p — a,...,p — 1}. Le calcul de
Atbgj — We; débute comme celui de Awg; — we; et 'on peut reprendre 1'égalité (62) en passant
aux éléments opposés :
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7—1
Adgy — i = o+ dr+ Y (4) g

(ig+ S () e

=1
p—a—1

= ug+wi + E
=1 i=p—a

ou la deuxiéme somme est vide si j = p — a.

Grace au lemme 1.3.27, nous remplagons, dans la premiére somme ’élément g+ w; par Th(u),
Pélément wep—1-a par —(—1)%a+(P2(¢™*)) T (wy), et pour tout i € {1, ...,p—a—2}, I'élément

We: par Po(( i)_lTQ (weita), sachant que les valeurs de @5 qui apparaissent ne s’annulent pas, et
sont reliées aux les coefficients du polynéme (1 — X)P~1=% : on a, pour tout i € {1,....,p—1—a},

Bo(CP) = —(—1)’ (Pj—“). Ainsi,

p—a—1

A~ = o)~ (-0 (, 1 )a— > (<1 () (p—i—a)T2<w<i+a>+§ () e

=1 i=p—a

On a montré, pour j € {p—a,...,p—1}, que Atj —¢; est une combinaison linéaire & coefficients
non nuls de

Tg(u), ﬂ, ’lz}cp—a7...7’lz)<j—l7 Tg(w<a+1),...,T1(pr_1).

PREUVE DU LEMME 2.2.9. — On suppose que F' = Q,, p # 2. Soit ¢ > 1. On démontre le lemme
pour € = 0. Le cas € = 1 s’en déduit aisément car on rappelle que wS} = SZQ, wR}! = R? et que
'on a I’égalité matricielle wA'w™! = A°.

Par définition, SY = w?x c1+ay- D’aprés la remarque 2.2.8, on a T5(SY) = ®5(¢) > sﬂ?w 5)

z€lF; z€lF}, selF,
ot @2(¢) # 0.
D’aprés la remarque 2.2.2, on peut appliquer les résultats du lemme 0.2.9 pour étudier ’action de
A= AY sur TQ(SiO) et 'on peut reprendre les calculs de la preuve de la proposition 2.2.16 pour
obtenir

ATy (S]) = To(S7) = ®2(C) ) sh(x)To ()
z€F},
Puisque le corps résiduel de Q, est de cardinal p, la condition 3 du théoréme 1.3.1 est vérifiée :
on a la suite exacte de F,[G]-modules
0— Tlind?x — ind?x LR Tgind?)( — 0.

On en déduit que, modulo l'image T' 1ind?x de T7, on a I’égalité suivante :

AS? =80 = () Y (@il = 8a(Q) S (ws)l, -

zeFg z€Fy Lsel,
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D’aprés exemple 0.2.11, on a sY(z,s) = Q(1,s), ot Q(X,Y) est la réduction modulo p du
N N . . XPYYP—(X+Y)P
polynoéme a coefficients entiers —

o - ~1 . =
Ainsi, s (z,s) s'écrit s9(z,s) = Py qs®, ol chacun des gi, € F), est non nul. Donc,

p—1
ASP—S) = ®(Q) > DD aestal,

xE]F;_l s€F) k=1
p—1p—1

= 20 ) DD el

zefyt J=1 k=1
A 4 . —1 ik~ ~
On reconnait alors la transformée de Fourier Z?Zl ¢ kuox o) = w(()x cky donc

ASzO_SzO = (I)2(C) Z Zk 1kar<—k)
xeFi!
ou les gj, sont tous non nuls.
On rappelle que F;—(¢7¢J) = {¢?7%, ..., ¢P~11. Pour k appartenant & {1, ..., p—a—1}, on remplace,
avec le lemme 1.3.27
w?ngpflfa) par  —(=1)%ug + @) To(wy] Wi co— 1)) = —(=1)%uQ — (=1)*Ta(w] Wiz, cr— 1))

Do) par - ®2(CH) (], gu)

On a alors le résultat annoncé.
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CHAPITRE 3

I’ANNEAU DE HECKE DU PRO-p-IWAHORI DE GL,(F) ET
SES MODULES STANDARDS

3.1. Notations
Soit n € N, n > 2.

Le groupe réductif GL, (F') est muni d’un systéme de Tits généralisé (|11]). Nous rappelons les
propriétés dont nous aurons 'usage.

Soit (X, XV, Ry, Ry, B, BY) la donnée radicielle affine associée a (GL,,(F), B(F),T(F)) (|26, 1],
[11, 6]). L’ensemble X est le groupe additif des matrices diagonales dont les ccefficients diagonaux
sont des puissances de 7. On dit d’un élément de X qu’il est dominant s’il est égal & la diagonale
(w¥1, 7v2 .., ) avee vy, .0, € Z, v1 < v2 < ... < vy, On note Xgopm le semi-groupe constitué
par les éléments dominants de X.

Soit N(F') le normalisateur dans GL,(F') du tore déployé T'(F'). Le groupe de Weyl de GL,,(F)
est le groupe quotient Wy = N(F)/T(F). On considére comme précédemment le groupe des
permutations &,, comme un sous-groupe de GL,,(F’) en associant & un élément de &,, la matrice de
permutation correspondante. Alors &,, est un ensemble de représentants du quotient N (F')/T(F')
et on l'identifiera désormais avec Wy. Ainsi, W est un groupe de Coxeter de systéme générateur
So = {81, .-, 8n—1} ou, pour ¢ € {1,..,n — 1}, on désigne par s; la transposition associée a la racine
simple a;.

Le groupe de Weyl affine Wy ¢ de GL,,(F) est le produit semi-direct Wy = Wo.Xqpr ot Xopy est
le sous-groupe de X engendré par Rg. Si ag est la racine la plus longue et s la réflexion associée,
on note so = ag.s € Wysy. A l'aide de I'élément w défini au paragraphe 0.1.4, I'élément sq s’écrit
50 = wsiw 1. D’aprés |23, Proposition 1.1], le groupe W, 7f est un groupe de Coxeter de systeme
générateur S = {sq, 51, .., 5n_1}. Pour tout i € {1,...,n — 1}, on a les relations s; = w™!s; jw et
S8iSi—18; = $i—15i5i—1-

Pour s € S, on désigne par @, : GLa(F) — GL,,(F') le morphisme associé ([23], [45, 1.2]), et par
Ts(Fy) le sous-groupe du tore fini T'(F,) égal a I'image du cocaractére hs : Fy — T(FF,) associé a s.

Pour tout o € F, on rappelle que hs(a) = @ (g oﬁl)' Pour s € S, on pose 65 = D <_01 (1)>

On note T'(OF) le sous-groupe du tore T'(F') constitué par les diagonales d’éléments de O7F. Le
groupe de Weyl affine étendu W = N(F)/T(Or) s’identifie & un sous-groupe de GL,, (F) isomorphe
au produit semi-direct Wy.X. Notant < w > le groupe cyclique engendré par w, le groupe de Weyl
affine étendu s’écrit aussi < w > .Wyrr ol w normalise Wy sr. Ainsi, la longueur ¢ du systeme
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de Coxeter (Wys¢,S) se prolonge a W de facon a ce que le groupe < w > soit l'ensemble des
éléments de longueur nulle (|26, 1.4]). Le groupe de Weyl affine étendu fournit un systéme de
représentants des doubles classes de GL,,(F') modulo le sous-groupe d’Iwahori standard I (|23,
Proposition 2.1]). Ainsi, une Z-base de l'anneau de Hecke-Iwahori de GL,,(F') est donnée par
Pensemble {T},, w € W} avec les notations du paragraphe 0.1.2.

On note T(1+7Op) le sous-groupe de T(Op) constitué par les diagonales d’éléments de 1+ 7O p.
Rappelons que le tore fini T'(IF,) s’identifie avec un sous-groupe de T'(Op) via I'isomorphisme de
Teichmiiller de Fy & valeurs dans le groupe des racines de 'unité de O}, d’ordre premier a p : on
a la suite exacte scindée

0—-T(1+70f) — T(Of) — T(F,;) — 0.
Grace a cette identification, le sous-groupe d’Iwahori standard I de GL,(F) s’écrit comme le
produit semi-direct T'(F,).1(1).
Comme dans [45], on notera parfois XM le tore déployé T'(F), pour insister sur le fait qu'il
s'identifie avec le produit direct X x T(F,). On dira de € X(!) que c’est un élément dominant
si c’est une diagonale (z1,...,x,) telle que val(z1) < ... < wal(zy). Le semi-groupe ngign des
éléements dominants de X s’identifie avec le semi-groupe X gom X T(F,).

On note W le groupe quotient N (F)/T(1+7Op). Il s’identifie avec un sous-groupe de GL,, (F)
isomorphe au produit semi-direct Wo. X1, 11 fournit un systéme de représentants des doubles
classes de GL,(F) modulo le pro-p-Iwahori I(1). On prolonge la longueur ¢ de W a W1 de
fagon & ce que £(twt’) = £(w) pour tous t,t' € T(F,), w € W1 ([45] Proposition 1). Un élément
de longueur nulle de W) est le produit d’une puissance de w par un élément du tore fini. Un
élement de longueur d € N de W) est égal au produit d’un élément de longueur d de Wapyr et
d’un élément de longueur nulle.

L’action de Wy sur le tore fini T'(F,) induit une action sur le groupe T(F,) des F,-caractéres de
T(F,). On a noté T 'ensemble des orbites dans T/(F,) sous ’action de Wp. On considére 'action
de WO sur T(]Fq) qui se factorise par celle de Wy : pour w = woz € W = Wy X®, y T(Fq),
on a wy = wox.

On désignera par R un anneau commutatif unitaire et 'on notera R O {4—1, (¢ — 1)~'} lorsque
R contient une racine ¢ — 1™ primitive de 1'unité et ¢ — 1 est inversible dans R. On rappelle que,

dans ce cas, le groupe des R-caractéres de T(F,) s’identifie avec le groupe T'(F,) des F -caractéres
de T'(IFy).

Dans ce chapitre on note G = GL,,(F).
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3.2. Présentations de I’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GL,,(F)
3.2.1. Présentation de Iwahori-Matsumoto.—

3.2.1.1. L’anneau de Hecke Hz(G, I(1)) du pro-p-Iwahori de G posséde une présentation de type
Iwahori-Matsumoto. Pour tout w € W1 on désigne, comme au paragraphe 0.1.2, par T}, I’élément
de Hz(G,1(1)) de support I(1)wI(1) et de valeur 1 en w. Les théorémes suivants sont démontrés
dans (|45, 1.3]).

Théoréme 3.2.1. L’anneau de Hecke Hz(G,1(1)) est le Z-module libre de base (Ty,), ey 1) vEri-
fiant :

(1) les relations de tresses, Ty Ty = Ty pour w, w' € W tels que L(w) + L(w') = L(ww'),

(2) les relations quadratiques, (Ts)? = q + Ts(Xier,w,) T6.Tt) pour s € 5.

Notation 3.2.2. — On note ggr 'élément qr := q.1r. Désormais, on considére ¢ comme une indé-
terminée et R comme un Z[g]-module via le morphisme d’anneaux unitaires défini par ¢ — ¢g.

— On note HW la Z[g]-algebre de générateurs (Ty), ey vérifiant les relations (1) et (2) du
théoréme. Puisque w et t € T'(IF,) sont de longueur nulle dans WM les éléments T, et T; de la
base de Iwahori-Matsumoto leur correspondant sont inversibles dans H (Y.

Du fait de la présentation du groupe W) donnée au paragraphe 3.1, les relations de tresses
montrent qu'un systéme générateur de la Z[q]-algebre H ™M) est

{Ts,, TN, Ty € T(F,)}.

sy tw o

— On note HM[g*!/?] T'algebre obtenue aprés addition d’une racine carrée et d'un inverse de ¢
a Panneau des scalaires de H(W. D’aprés les relations quadratiques, I’élément T, est inver-

sible dans HM [¢*1/2]. Ainsi, tout élément de la base de Iwahori-Matsumoto est inversible dans
H(l)[qilﬂ]'

— On désigne par Hg) la R-algébre H(") ®z[q R Elle s’identifie & I'algébre de Hecke H (G, I(1)).

Pour tout w € W), Pélément T = ¢*)(T,,)~! appartient a H"), ou (T,,)~" désigne I'inverse
de T, dans H([¢*1/2] (|45, Remarque 7]). En particulier, pour tout s € S,

(63) T:=T,— Y T,T.
teTs(Fy)

Remarque 3.2.3. Soit we WM et s € S.

Si l(ws) > L(w), alors c’est que £(ws) = ¢(w) + 1 et d’aprés les relations de tresses (1), on a
TywTs = Ts.

Sinon, c’est que {(w) = ¢(ws) + 1 et d’aprés les relations de tresses (1), TysTs = Ty. Dans ce
cas, d’aprés les relations quadratiques (2) on a T Ts = TysT? = qTws + TwsTs(X e, (Fy) Ts. Ti) =
qTws + Tw(Xter,w,) 15.T¢)- Puisqu'un élément du tore fini est de longueur nulle dans WO les
relations de tresses donnent T,,Ts = qT s + ZteTs(Fq) Tws.t avec L(wist) = L(w).

Dans les deux cas T),Ts est une combinaison linéaire a coefficients dans Z[g] d’éléments de la base
de Iwahori-Matsumoto de H) correspondant a des éléements de W1 de longueur inférieure ou
égale a f(w) + 1. C’est encore vrai en remplagant s par un élément quelconque de longueur 1 de
w,
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3.2.1.2. — Supposons que R D {ug-1,(¢g—1)"'}. La preuve de la proposition 1.1.3 effectuée dans
[43, Proposition 2.1] ne fait pas intervenir le fait que n = 2. Pour G = GL,,(F), cette proposition
se traduit de la fagon suivante : I'induite compacte du caractére trivial de I(1) a valeurs dans R
se décompose en la somme directe de R[G]-modules

(64) z'nd?(l)l ~ @ ind$ x.

x€T(Fq)
De plus, il n’y a pas de morphisme non nul entre les R[G]-modules ind$x et ind¥x’ si x et X’ ne
sont pas conjugués sous 'action de Wy. On obtient ainsi la décomposition de 1'algébre de Hecke
Hg) en le produit d’algébres de Hecke

Hy = D Hr(G,0y),
el

ot pour v € I', on désigne par o la R-représentation de I triviale sur /(1) donnée par o, = & .
XEY

Pour x € T(]Fq), on note €, I'élément de Hg) égal & la projection indﬁl)l —» ind?(l)x. On pose

alors €, = ZX@ €y. C’est un idempotent central de 'Hg) et l’algebre de Hecke HR (G, 0) s’identifie

avec l'algébre E,YHE%) d’unité e,.

Lemme 3.2.4. Dans la R-base de Iwahori-Matsumoto (Ty),,cpya) de Hg%l), I’élément €, se dé-
compose comme suit :

x=(ar =17 o X(OT.

En particulier, pour tout t € T(Fy), on a e, Ty = Tie,, = x(t71)ey.

DEMONSTRATION. — On utilise les notations et remarques du paragraphe 0.1.2.

Soient x’' € T(Fq) et f1’élément de I'induite compacte ind?(l)l défini par f = ZteT(Fq) X’(t)t_lll(l),
ot I'on désigne par 11y la fonction caractéristique de I(1). Son support est inclus dans I et sa
valeur en l'unité de G est égale & 11@ car le seul élément du tore fini qui appartient a I(1) est
I’élément unité. Un élément u € I agit sur f par

uf=u( > XOt )= > XX )t ) = X () f.

teT(Fy) teT(Fq)

Ainsi, f est I’élément de ind?x’ égal a I’élément noté f7,, de support I et de valeur 1Fp en 'unité
de G.

On note p, I'élément de Hg) du lemme p, = (qr — 1)_"ZteT(Fq)X(t)Tt, dont on veut montrer
qu’il est égal a la projection €, : indﬁl)l —» ind?x. Nous allons calculer I'image de fr,/ par py

et montrer qu'elle est nulle si x # x’, égale & fr, sinon. Ainsi, puisque le R[G]-module ind?x’
est engendré par fr,s, on aura montré que p, et €, coincident sur chaque sous-espace de la
décomposition (64).
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Pour tout u € T(F,), puisque I(1)ul(1) = I(1)u, on a Ty(1y)) = u~'1q). Ainsi,

px(frx) = (ar=1)7"Xiere,) ( )t px(lf( )
= (qr = D) 7" Xy uerm,) X Ox(@t ' Tl
= (r—1)" ZtuET ]Fq X (t)x(u )t u 111(1)
= (r—=1)7" Xierm,) X Ox (™ ) D werqr,) X(ut) (ut) " 1)
= (r—1)" (ZteT(Fq X (X)) frx

Or, si x # X' la somme 3,y X "(t)x(t~1) est nulle, tandis que si x = x’ elle vaut (qr — 1)".

Ainsi, py (fry) = 0si X' # X, et py(f1,x) = f1,x sinon.
O

On déduit de ces résultats le théoréme suivant. C’est le corollaire 4 de [45] adapté au cas du
groupe GL,,(F).

Théoréme 3.2.5. La R-algébre de Hecke Hg%) est le produit, sur les Wy-orbites v de T( q), des

R-algébres E»YHEQ), d’'unité e, et de base (Tye€y) avec les relations :

wEW,xE’y’

(1) pour x, X' €7, X # X, €& =€y, exexy =0, Y6y =€y,
XE€Y
(2) pour w € W, X €7 Twey = €wyTuw,
(3) pour w, w' € W tels que £(ww') = L(w) + L(w"), on a TyTw = Ty,

(4) pour s € S, (Ts)? &y =qrey+ (qgr —1DTs > x(0s)ey-
XE7, $X=X

Remarque 3.2.6. Pour s € S, on a

Tiey =Tsey+ (1 —qr) Z X(9s)€y-

XEY, X=X

3.2.2. Base de Bernstein entiére.— On dispose d’une présentation de Bernstein de 'anneau
de Hecke H() qui reflete la décomposition W) = Wo. XD (|45, 1.4]). Cest une généralisation
de la présentation de Bernstein pour la Z[g*'/?]-algebre de Hecke-Iwahori de G' ([26, 3.],]7, 5.4]).
Dans Palgebre H( [¢*1/2], on définit les analogues des éléments de Bernstein de la Z[q*'/?)-algebre
de Hecke-Iwahori : pour w € WM, on pose T,y = ¢~ t@/2T, . Soit z € XV, 2 = Yy — z avec ¥,
zextV

dom*

L’élément 05(,;1) = TyTZ_l ne dépend pas du choix de = et y. De plus, 'application

BEXO] — WO
0z

T —
est un morphisme injectif de Z[¢*'/?]-algebres ([45, Proposition 4]). On note A™M [¢¥1/2] son image.
Pour w = woz € Wo. X on pose

(65) By = ¢"™ /2T, o
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Notation 3.2.7. Soit I un sous-ensemble de {1,...,n}. On désigne par z; la diagonale constituée
de 7 en les coordonnées qui appartiennent a I, et de 1 ailleurs. Si I est le singleton {i}, on
notera simplement x;. D’aprés 'appendice de [44], la longueur de 1'élément z; € W est égale
a [I|(n — [I|). L’élément E,, sera noté E;. En particulier, Ey; ) est égal a I'élément central
inversible T77.

Exemple 3.2.8. — On a E,,, =T, pour wyg € Wy, B, =T, pour z € Xflcl)zn.

— L’inverse de I’élément 1 = s7...8,_1w de X est dominant, donc dans H(l)[qi1/2], on a

o) = (9;11_)1)—1 = ¢V T T,

Sp—17W
On en déduit que T, = ¢~ V2T, snfl...Tsﬁgl). Mais on reconnait précisément dans cette
écriture I’élément FE,,. Donc, E, = T,,.

— L’élément le plus long de Wy est s = $159...5,_1...5251. L’élément so = wsjw™! se décompose
dans WO = W5. XM comme suit : sg = s x12, . Les calculs que I'on vient de faire montrent
alors que Ey, = qTS_O1 =Ty,

Dans tous les cas, on remarque que les éléments E-» que 'on a calculés appartiennent en fait a la
Z[q]-algebre HW),

Théoréme 3.2.9. (1) Une Zg]-base de H(Y est donnée par (Ey) e -

(2) L'ensemble (Ey),cxa) est une base de la Z[q)-algebre commutative A = AW [¢gF1/2)] 0 1),
Un systeme de générateurs de AV est donné par

Eﬁ%wn}, (EDicqt,..mp (Toier,)
avec les relations :

T,Ty = Ty, pourt,t' € T(F,),
et pour I,J C {1,...,n},

('Ro) E]EqubcE[UJE]mJ oﬁ]IﬁJ]:a, \I\:a—i-b, \J\za—i—c.
action naturelle de Wy sur ournit une action de Wy sur q qui stabilise .
(3) L’ lle de Wy sur X1 f de Wy sur AD[gF1/?] bilise A1)

Le centre de H) est égal au sous-anneau des Wo-invariants de AV . Cest la Z[q]-algebre de
générateurs

Eﬁl > Z E; pourt parcourant t € {1,...,n}.
Ic{1,...n}
[1]=t

La Z[q]-algebre H(Y est un module de type fini sur son centre.

(4) On suppose que R D {pg—1,(q—1)7t}. Soit v € T.

Une base de la R-algebre Hg)ey d’unité e, est donnée par (Ewey), e .
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Notation 3.2.10. On ne suppose pas que R D {ug-1,(¢ —1)~*}. On note Ag%l) =AW ®z(q R 1a
sous-algébre commutative de Hg). La Z|g|-algebre AWM agit sur tout Hg)-module via sa projection
AW dans HY

R R

On appellera R-caractéere de AY) un morphisme d’anneaux unitaires A% — R tel que ¢ — g¢p.

L’action de Wy sur AM induit une action de Wy sur les R-caractéres de A, On considére 'action
de WO sur AD et ses R-caractéres qui se factorise par celle de W.

3.3. Modules standards de I’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GL,,(F)
3.3.1. Définition. —

Définition 3.3.1. Soit A : AV — R un R-caractere de AV . On appelle Hg)-module standard
o (1)
induit par A le Hyp’-module

10 =HY @40 A

Propriétés des modules standards :

1. Le Hg)—module standard induit par X : A0 — R est un R-module de type fini.

2. Il est engendré comme Hg)—module par ¢ = 1® 1, qui est un élément propre pour A® pour

le caractére A. On appellera ¢ le générateur canonique de I(\).

3. Le Hg)—module standard induit par A posséde la propriété universelle suivante : tout Hg)—

module engendré par un élément propre pour AW pour le caractere A est quotient de I (N).

)

4. Si R est un corps algébriquement clos, tout ’Hg -module simple ayant un caractére central

est quotient d’un Hg)—module standard.

5. Soit A : AD — Zy et rp) A - F, sa réduction modulo p. Le H%l)—module standard
p
induit par r,\ est égal a la réduction modulo p du Hzp—module standard induit par A :

I(rpA) = I(\) @7 T,

6. Si R est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, le Hg)—module standard induit

par X : A — R est un R-espace vectoriel de dimension [Wy|.

Les premiéres propriétés sont des conséquences directes du théoréme 3.2.9 et de la définition des
modules standards. La derniére est une conséquence du théoréme de Bernstein [45, Proposition
6] qui nous assure que H M [g*/?] est un AM [¢gF'/2]-module libre de rang |Wp|.
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3.3.2. H( )-modules standards.— Soit A : A1) — Z, un Zy-caractére. Puisque A est une
Z[ql- algebre de type fini, I'image de A est contenue dans une extension finie de Q,,. Ceci permet,
dans I’étude des H(Zp)-modules standards, de raisonner comme si Zp était un anneau de valuation
discréte.

Le H%-module standard I(\) est un Zp-module qui se décompose en la somme directe de sa
partie libre £(\) et de sa partie de torsion 7 (\).

Le Z,-module de torsion 7 () est un module pour la Z,-algébre de Hecke Y

z- . Ainsi, le Z,-module

L(\) hérite d’une structure de H(Z )_module quotient.
P

)

3.3.3. Structures entiéres de Hf@ -modules standards.— Les propositions suivantes sont

D
une adaptation au cas de 'anneau de Hecke du pro-p-Twahori des résultats de [44, Theoréme 5|
qui traite le cas de ’anneau de Hecke-Iwahori. Les preuves se transposent directement.

Soit My un H( ) -module, de type fini sur Qp On dit que le H( )_module L est une structure entiére
de Mo si

— L est un Z,-module de type fini,

— L est un sous- H( )_module de My,

— L contient une base du Qp espace vectoriel M.
Soit M un H( )—module de type fini sur F On dit que le H( )_module My releve M si My admet

une structure entiére L telle que 'on a un isomorphisme de 'HI(F )_modules : L ®z, Fp ~ M.
p

On dira d’un caractére X : AL — @p qu’il est entier s’il est a valeurs dans Zp.

Proposition 3.3.2. - Soit A : A1 — Q Le H((@) module standard 1(\) admet une structure
P

entiere si et seulement si A est entier.
— Supposons que A : A — Q, est entier. On note L(\) le sous- H( )-module de I(\) engendré

par son générateur canonique @. C’est une structure entiére de I()\)
On appelle L(\) la structure entiére canonique de I(X).

Proposition 3.3.3. Soit A : A — @p un caractére entier. Soit L une structure entiére de I(\).

)

La semi-simplification du H( -module L ®7, Fp ne dépend pas du choizx de la structure entiére L.

3.3.4. Soit \: AL — Zp un caractére. Grace au théoréme 5 de [44], nous comparons la partie

1)

Zp-libre du Hg )_module standard induit par A avec la structure entiére canonique du HY _module
P

P

standard induit par L@p)\ AL @p

Proposition 3.3.4. La partie libre L(\) du H(Zl)—module standard I()\) est un Z,-module libre de
rang |Wo).



3.3. MODULES STANDARDS DE I’ANNEAU DE HECKE DU PRO-p-IWAHORI DE GL,(F) 119

Corollaire 3.3.5. Le H(Zl)—module I()\) est sans Zy,-torsion si et seulement s’il est isomorphe
P

la structure entiére canonique du ’H% ) -module standard induit par iy A
D p

3.3.5. Etude des H%l)-modules standards.— Soit A : AY — F,, un Fy-caractére de AW,

Proposition 3.3.6. Il existe Ao : A — Zp qui reléve X c’est-a-dire tel que X = r, 0 Ag.

Corollaire 3.3.7. Un H%l)-module standard est la réduction d’un H(Zl)-module standard. En par-
p P
1)

ticulier, un HF -module standard est un IFp-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a
p

[Wo.

Corollaire 3.3.8. Soit \g: AL — Zp un Zp-camctére relevant .

Si le module standard I(\) est un Fp-espace vectoriel de dimension |Wy|, alors le module standard

I(X\o) est un Z,-module sans torsion et est isomorphe, comme H(—l)-module, a la structure entieére

ZP
canonique du H%)-module standard induit par g Ao-
D p

La proposition 3.3.6 est prouvée en [43, Théoréme 6|. Elle est illustrée par la proposition 4.2.10
du chapitre suivant qui la démontre dans le cas particulier ot n = 3 et A\(T}) =1 vt € T(IF,).

Remarque 3.3.9. Soit g : AL — Zp relevant A. Pour w € Wy, le caractére w.\g reléve w.\.

Par projection dans A%) de la relation (Rg) du théoréeme 3.2.9, il apparait que si I, J C {1,...,n}
vérifient I ¢ J et J ¢ I, alors EfE; = 0 dans A%). On en déduit qu’il existe un drapeau, appelé
drapeau de X,

(66) 0CH G Ll =1{1,n)

tel que pour tout ) C I C {1,...,n},

A(Er) # 0 si et seulement si I est 'un des éléments I, ..., [, 41 de ce drapeau.

On dira d’un sous-ensemble I de {1,...n} qu’il est dominant si la diagonale x; lui correspondant
(notation 3.2.7) est un élément dominant de X. Cela signifie que I est 'un des éléments suivants

0, {n}, {n—1,n},.., {2,...on—1,n}, {1,...n—1,n}.
On dira du drapeau de A qu’il est dominant s’il est constitué de sous-ensembles dominants de

{1,...,n}. Le H%l)-module standard induit par \ sera alors dit de drapeau dominant.
p

Remarque 3.3.10. Le caractére \ est entiérement déterminé par la donnée de {\(Ey,)}i=1,. r+1 €t
de I'élément x € T'(F,) tel que X(T}) = x(t) Vt € T(F,).

Définition 3.3.11. — On dit de A qu’il est régulier si son drapeau est complet c’est-a-dire si
r+1=n.
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— Sinon, on dit de A\ qu’il est singulier.

— Dans le cas particulier ot le drapeau est trivial, i.e r = 0, on dit que A\ est un caractére super-
singulier.

Lorsque X est réqulier (resp. singulier, resp. supersingulier), le H%-module standard 1(\) est dit

(1)

réqulier (resp. singulier, resp. supersingulier). Tout Hs -module quotient de I(\) sera alors dit
p

réqulier (resp. singulier, resp. supersingulier).

Remarque 3.3.12. — Si X est régulier (resp. singulier), un caractére appartenant a son orbite sous
laction de Wy est également régulier (resp. singulier). Si A est supersingulier, son orbite est de
cardinal 1.

— Dans l'orbite de A sous I'action de Wy, il y a un caractére de drapeau dominant.

3.4. Critére d’irréductibilité pour les séries principales de GL, (F') en caractéristique
p

L’objet de cette section est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.4.1. Soit X =X, ®...0 X, : T(F) — F," un caractere du tore déployé T(F) de G.
La série principale Indg(F)DC induite par X est un F,,[G]-module wrréductible si et seulement si
X; # Xiy1 pour tout i € {1,..,n — 1}.

La condition nécessaire est claire. Nous allons démontrer la condition suffisante.

3.4.1. Modules standards réguliers de drapeau dominant et /(1)-invariants des séries
principales.—

9.4.1.1. —

Notation 3.4.2. On note D la sous-Z[q|-algébre de AWM engendrée par les éléments T, pour z
)

., des éléments dominants de X 1),

parcourant le semi-groupe Xlgi

On appellera Fp—caractére de D tout morphisme d’anneaux D — Fp qui & I'indéterminée ¢ associe
0= a5, Par exemple, la restriction & D d’un Fp—caractére de AM est un Fp—caractére de D.
Remarque 3.4.3. Rappelons que pour =z € Xc(lizn, I’élément E, de la base de Bernstein entiére

coincide avec I’élément de la base de Iwahori-Matsumoto 7. Il appartient donc & D. En particulier
si I est un sous-ensemble dominant de {1,...,n}, c’est a dire que I est un élément du drapeau

(67) DC{n} < {n—1,n}.. €{2,...,n—1,n} € {1,...,n—1,n}

alors la diagonale x lui correspondant (notation 3.2.7) appartient & X 4., et Er = T,;, appartient
anD.

D’apres |44, (1.6.5)], dans X es longueurs s’ajoutent :

dom?

Va,y € Xc(liinﬂ on a f(zy) = l(x) + L(y),

ainsi, d’aprés les relations de tresses dans H(l), on a 1T,T, = T, dans D.
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Par conséquent, la Z[q]- algébre D est engendrée par les éléments T, pour x parcourant un systéme

générateur du semi-groupe X' Ce dernier étant engendré par ’ensemble des x pour I parcou-

dom*

rant le drapeau (67) et des T}, pour ¢t € T'(F'), auquel on ajoute 'élément x|, { e la Z[g]-algebre
D est engendrée par les éléments

E;, pour I parcourant le drapeau (67), Eﬁl nyp €t T; pour t € T(IFy).

Lemme 3.4.4. Un Fp-camctére de D s’étend de facon unique en un Fp-camctére de AM de
drapeau dominant.

DEMONSTRATION. — Un drapeau dominant est un sous-drapeau de (67). Ainsi, d’aprés la re-
marque 3.3.10, un Fp—caractére de AWM de drapeau dominant est univoquement déterminé par la
donnée de ses valeurs en les T} pour t € T(IF,), et en les Ef = T, pour I parcourant le drapeau
(67), c’est-a-dire qu'’il est univoquement déterminé par ses valeurs sur un systéme générateur de
la Z[g]-algebre D.

O

Soit A un Fp—caractére de A de drapeau dominant. On le suppose de surcroit régulier ¢’est-a-dire
que le drapeau de X est égal au drapeau (67).

Lemme 3.4.5. Soit M un H%l)-module. Un élément m € M est propre pour Uaction de AV pour

p
le caractére X\ si et seulement s’il est propre pour l’action de D pour la restriction de A a D.

DEMONSTRATION. — On suppose que m est non nul et que la sous-Z[g]-algébre D de AWM agit
sur m par la restriction & D du caractére A. D’aprés le théoréme 3.2.9, la Z[g]-algébre AW est
engendrée par les éléments

Erpour I C {1,..,n}, Bf . et T, t € T(Fy).

,n}?
L’algébre D contient les Ef pour I C {1,...,n} dominant, et les éléments T%,t € T'(F,). Ainsi, pour
s’assurer que AW agit sur m par le caractére A, il suffit de vérifier que, pour I non dominant, Ey
agit sur m par multiplication par le scalaire A(E7).

Soit I C {1,...,n} non dominant. Puisque le drapeau de A est dominant, il ne contient pas I de
sorte que A\(E7) = 0. Il nous faut donc montrer que Eym = 0.

Il existe J C {1,...,n} dominant tel que I ¢ J et J ¢ I. (On peut par exemple choisir I’élément du

drapeau (67) de méme cardinal que I.) D’aprés la relation (Rg) du théoréme 3.2.9, cela implique

(1)

que le produit E;FE; est nul dans H , et donc EfEym = 0. Mais, d’autre part, puisque J est

dominant, F; appartient au drapeau de A donc A(Ey) # 0 et Ej appartient & D donc Eym =
AEj )m. A1n51, ErEym = ANEj)Erm avec A(Ey) # 0. On a démontré que Erm = 0.
O

Remarque 3.4.6. Lorsque A est régulier de drapeau non nécessairement dominant, on a un résultat
analogue qui se démontre avec les mémes arguments : ’élément m € M est propre pour ’action
de AM pour le caractére \ si et seulement si la sous-algebre de A1) engendrée par les éléments

Ej, avec J C {1,...,n} appartenant au drapeau de A, et T}, t € T(IF,)
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agit sur m par la restriction du caractére \.

Par la propriété universelle du module standard induit par A, on déduit du lemme 3.4.5 que 'on

a un isomorphisme de H%)—modules
p

~ (1)
(68) I\ =~ HFp ®p A
%) — 1®1

ou ¢ désigne le générateur canonique de I(A) et ot 'on note encore A la restriction de A a la
sous-algebre D de AW,

3.4.1.2. — Soit X : T(F) — Fp* un Fp-caractére du tore déployé T'(F) de G. Puisque dans X;Bn
les longueurs s’ajoutent comme on ’a souligné au paragraphe précédent, X induit un Fp-caractére
de D, encore noté X, et défini par : X(T) := X(z), Vz € X((ii)

m*

D’aprés le lemme 3.4.4, ce Fp-caractére de D s’étend de fagon unique en un F-caractére de AW de

drapeau dominant que I’on notera Ay. Le caractére Ay est, de plus, régulier car pour tout élément
dominant = € X' Ax(E,) = A(Th) = X(Ty) = X(z) # 0.

dom?
On définit ainsi une bijection, de 'ensemble X des F,-caractéres du tore T'(F) dans ensemble A
des [F)-caracteres de AW réguliers de drapeau dominant
X = A

(69) X — )\x.

L’isomorphisme (68) dit que pour tout caractére X € X que 'on identifie avec un Fp—caractére de

D, on a un isomorphisme de H%l)—modules
p

I0y) =~ H% @YX

70
(70) %) — 1®1

8.4.1.8. — Au paragraphe 0.1.2.1, on a défini un anti-automorphisme de la Z[g]-algebre H () par
la formule :

(1) Ty :=Tp1,Yw e WO,

La restriction de cet anti-automorphisme a I’algébre commutative D est un morphisme d’algebres
injectif d’image notée D”. On dira d’'un morphisme d’anneaux D~ — F, qui a l'indéterminée g
associe 0 que c’est un Fj-caractére de D~

Soit X : T'(F) — Fp*. On le considére comme un caractére de D et I'on note X~ le F-caractére de
D™ qu’il définit par composition avec 'isomorphisme D™ — D.

Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1.
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Proposition 3.4.7. On a un isomorphisme de F,[G]-modules
X ®p indfy1 —  Indf X

71
(71) 1®15) — fB)1a),x

DEMONSTRATION. — Notons Dy la sous-algébre de D engendrée par les éléments T, pour x
parcourant l’ensemble X 4,, des éléments dominants de X, et Dy~ son image dans D",

Soit x : T(F,) — F, la restriction de X au tore fini. Le théoréme 4.11 de [43] dit que 'on a un
isomorphisme de F,[G]-modules
X ®@p,- indfx — IndB(F)DC

1® fry —  [BF)I1),x
Il nous suffit donc de prouver que l'identification 1 ® f;y +— 1 ® 1(1) induit un isomorphisme de
Fp[G]-modules entre X ®p,- ind¥x et X @p- ind?(l)l.

(72)

— Le F,[G]-module ind$ x s'injecte dans indﬁl)l comme le montre la décomposition (64). Cette
injection induit un morphisme de Fp [G]-modules ind?x — X ®p- z'nd?(l)l qui se factorise par

X" ®p,-ind§ x car Dy est incluse dans D~ On note J le morphisme de F,[G]-modules obtenu.

— La projection ind?(l)l —» ind?x induit, quant & elle, un morphisme de Fp [G]-modules
z'nd?ml — X" ®p,- ind?x. Montrons que ce dernier se factorise par X ®@p- z'nd?ml en un

morphisme de Fp [G]-modules que I'on notera P. Puisque D est engendrée par Dy et les éléments
Ty, t € T(IF,), il suffit, pour s’en assurer, de montrer que pour f € fmd?(l)l et t € T(F,), les

éléments Ty f et X(T}) f ont la méme image dans X" ®p,- ind?x.

)

Nous avons appelé €, 1'élément de la IF -algébre de Hecke H(
ind$y. Ainsi, I'image de XT}) f dans X ®p,-ind§x est
L@ X(Th) e f = 1@ X(E Hey f-

D’autre part, on a montré que pour tout t € T(F,), €,(T;) = x(t e, (lemme 3.2.4), donc
I'image de T3 f dans X" ®p,- ind?x est égale a

1@ e (Tif) = 1@ (6T f = 1@ x(t Ve, f.

Or x est la restriction de X au tore fini, donc ces deux images coincident.

égal a la projection indﬁl)l —»

— Il est clair que la composée P o J est I'identité sur X ®@p,- ind?x.

Soit f un élément de I'induite compacte z'nd?(l)l. Sa projection dans ind?x est égale a €, f ou
encore, en recourant a la forme de €, donnée par le lemme 3.2.4, a (=1)" 3=, e ) X(8) T3S

Ainsi, I'image de P(1® f) =1 ® €, f par J est I’élément de X~ ®D~z’ndG( )1 égal a
(D" Y XxO@Tf = ()" > xOX(T) e f=(-)" Y XXt Hef=1of

teT(Fy) teT(Fy) teT(IE‘q)

Ainsi, la composée J o P est égale a I'identité sur X~ Qp- ind?(l)l.
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(1)

Par passage aux I(1)-invariants, l'isomorphisme (71) donne un morphisme de Hs "-modules a
p

(1)

droite. Le sous-Hz, -module & droite de (3C~®D~ind?(1)1)l(l) engendré par 1 ® 17(1) est non nul et
p

est égal a I'image de I'application naturelle DC~®D~H§)
p

0
Fyp

— 3C~®D~2'nd?(l) 1. On a donc un morphisme

non nul de H~’-modules a droite

0
FP

(1)

-modules & droite aux HF -modules a gauche.
P

L’anti-isomorphisme (1) permet de passer des H

On vérifie sans difficulté que le H%l)-module a gauche correspondant & x~®D~H§) n’est autre que
P P

H%l) ®@p X. Or, ce dernier est isomorphe & I(Ay) comme le montre 'isomorphisme (70). Ainsi, on
p

a un morphisme de H%l)—modules non nul
p
IAx) — [(IndF X)W

¢ IB(FR)I11),%

ol ¢ désigne le générateur canonique du module standard induit par Ax.

(73)

Corollaire 3.4.8. Supposons que Ay et ses conjugués sous l’action de Wy induisent des H%)—
p

modules standards isomorphes. Alors la série principale induite par X est un FP[G]-module 1rré-
ductible.

DEMONSTRATION. — Sous les hypothéses de la proposition, un quotient non nul de I(Ax) est
quotient de chacun des modules standards induits par les conjugués de Ay. Puisque Ay est un
caractére régulier, il est distinct de chacun de ses conjugués de sorte qu'un quotient non nul de
I(Ay) est de dimension supérieure ou égale a |[Wy|. De plus, si l'on a I’égalité, alors ce quotient
est irréductible.

On rappelle que le Fp-espace vectoriel des I(1)-invariants de la série principale induite par X est
un [F,-espace vectoriel de dimension |Wy| (exemple 0.1.5.2).

L’existence du morphisme non nul (73) dit en particulier qu’il existe un quotient non nul de
(1)
Fp
et d’aprés ce qui précede, ce quotient de I(Ax) est de dimension égale & |Wy|, est irréductible

I(Ay) qui s’injecte dans le H—’-module & gauche [(Indg( F)I)C)I ()] g- Par argument de dimension,

1 . .
comme H%p)—module, et est isomorphe a [(Indg( F)X)I Mg

Ainsi, lespace des I(1)-invariants de Indg( X est un ’H%)—module a droite irréductible. Or le
Fp[G]—module Indg(F)DC est engendré par I'élément I(1)-invariant fp(pyr1),x comme le montre

Iisomorphisme (71). On conclut alors qu’il est irréductible grace au critére d’irréductibilité 0.1.1.
O
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3.4.2. Entrelacements entre les modules standards réguliers.— Fixons i € {1,....n — 1}
et un Fp—caractére régulier A : AL Fp.

On suppose que A vérifie ’hypothése suivante :

Hypothése 1. Le drapeau de \ posséde un élément I C {1,...,n} qui contient i+ 1 et ne contient
pas i, c’est-a-dire un élément de la forme

(74) I=1yu{i+1}, avec Iy C {1,....,n}, tel quei & Iy.

On pose alors 35 1(N) := ME)MErugiv1y) MErug) -

8.4.2.1. — Discutons du statut de I’hypothése 1.

Notons tout d’abord qu’elle n’est pas vraiment restrictive, puisque, si A ne la vérifie pas, alors son
conjugué s;.\ la vérifie. Supposons en effet que A ne vérifie pas I’hypothése. Cela signifie que tout
élément de son drapeau contenant i + 1 contient aussi 7. On note alors I 1’élément minimal du
drapeau de A qui contient i. L’ensemble Iy C I précédant I dans le drapeau de A ne contient pas
1 par minimalité de I, donc il ne contient pas non plus ¢ + 1. Puisque le drapeau de A est régulier,
I et I different d’un seul élément, donc I = Iy U {i}, avec 4,7 + 1 & Iy. L’image o U{i+ 1} de I
par la permutation s; ne contient pas ¢ et appartient au drapeau de s;.A

Remarquons de plus que A est de drapeau dominant si et seulement s’il vérifie I’hypothése 1 pour
tout i € {1,...,n — 1} auquel cas, pour chaque i, il y a un unique élément de la forme (74) dans le
drapeau de X et c’est {i + 1,...,n}. En effet, si A vérifie 'hypothése 1 pour tout ¢ € {1,...,n — 1},
on note I;;1 I'élément du drapeau de A minimal contenant ¢ 4+ 1. Alors, ¢ n’appartient pas a I;41
par 'hypothése 1. On en déduit que I; n’est pas inclus dans I; 1 donc I;+1 € I; et le drapeau de A
est 0 C I, C I, 1...C I ={1,...,n}. Ainsi, I;;1 = {i +1,...,n} et le drapeau de A est dominant.

Lemme 3.4.9. La valeur de 3; 1(\) est nulle si et seulement si le drapeau de A posséde un élément
de la forme (74) qui est distinct de I.

DEMONSTRATION. — Dire que A(Ey,) = 0 signifie que I'élément J C I précédant I = IpU{i+ 1}
dans le drapeau de A n’est pas Iy. Le drapeau étant régulier, I et J difféerent d’un seul élément, qui
n’est donc pas i+1 : ’élément J appartenant au drapeau de A est donc de la forme J = JoU{i+1}
avec 1 &€ Jy.

Dire que A(Er,ufii+13) = A(Erugiy) = 0 signifie que I'élément K, I C K, suivant I dans le drapeau

de A n’est pas TU{i}. Le drapeau étant régulier, I et K différent d’un seul élément, qui n’est donc

pas i : Pélément K appartenant au drapeau de X est de la forme K = KoU {i + 1} avec i &€ K.
O
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3.4.2.2. Les deux lemmes suivants seront démontrés au paragraphe 3.4.4. On est toujours sous
I’hypothése 1, c’est-a-dire qu’il existe un élément noté I du drapeau de A qui contient i + 1 et ne
contient pas i. On note o; I'élément de A1) défini par la relation (63) tel que Ty =T, + 0.

Lemme 3.4.10. Soit M un H%l)-module.
P

~ Sim e M est propre pour AL pour le caractere \, alors T m est propre pour AL pour le
caractére s;.\.

— Sim!' € M est propre pour AL pour le caractére s;.\, alors (Eyys; — Bir(A)oi)m/ est propre
pour AL pour le caractére .

On désigne par x : T(F,) — F," le caractére du tore fini défini par x(t) := A(T%), pour ¢ € T(F,).
On pose

a; 1(A) == AMEr1) si six # X,

a; 1(A) == XNET) — Bir(A) sisix = x.

Lemme 3.4.11. Soit M un H%l)—module.
P
— Sim e M est propre pour AV pour le caractére \, alors (Bzps; — Bit(N) o) Tim = i 1(A)m.

— Sim! € M est propre pour AV pour le caractere s;.\, alors Ty (Egps; —Big(Nog)m' = o r(N)m/

Supposons que A vérifie de plus I'une des deux hypothéses suivantes, qui s’excluent mutuellement.
Hypothése 2. s;x # x.
Hypotheése 3. six = x et Bi1(\) # ANE).

Sous chacune de ces hypothéses, a; 7(A) est un élément non nul de F, et 'on a le résultat :

Proposition 3.4.12. Les H%)—modules standards I(\) et I(s;.\) sont isomorphes.

PREUVE DE LA PROPOSITION. — Par propriété universelle des modules standards, le lemme

3.4.10 permet de construire des morphismes de H%l)—modules I(s;.A) = I(A) et I(N) — I(s;.\) -
p

notant ¢ (resp. ;) le générateur canonique de I(A) (resp. I(s;.A)), le premier est l'unique

morphisme de H%l)-modules qui a ; associe Ty, ¢, le second, 'unique morphisme de H%)

-modules
p

qui & ¢ associe (Eg,s; — Bi.1(N)oi)pi.

Le lemme 3.4.11 dit que la composée de ces deux morphismes est égale a I’homothétie de rap-

port a; r(A). Puisque 'on est sous l'une des hypothéses 2 ou 3, le rapport est non nul donc ces

morphismes sont des isomorphismes.

O
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Remarque 3.4.13. Dans le cas particulier ol le drapeau de A est dominant, nous précisons la
signification des hypothéses 2 et 8. Grace a la correspondance (69), un tel A provient d’un caractére
du tore déployé T(F) : il existe X = X1 ® ... @ X, : T(F) — F," tel que A = Ax.

Comme nous 'avons remarqué précédemment, le caractére Ay vérifie I’hypothése 1 puisque son
drapeau contient 1'élément I = {i + 1,...,n}. Par définition, la valeur de Ay en E; est égale a
Ax(Er) = X1 (m)...X, (). Le caleul de 3; 1(A) montre que B; 1(X) = Ac(Er)Xi(m)(Xiga1 (7)) L.

Le caractére x € T(F,) tel que x(t) = Ax(T}) pour tout ¢ € F, n’est autre que la restriction
de X au tore fini. L’hypothése 2 signifie donc que les Fp—caractéres X; et X;51 différent par leur
restriction au groupe fini Fy. L’hypothese 3 signifie que X; et X; 11 coincident sur Fy mais différent
par leurs valeurs en I'uniformisante 7.

Ainsi, d’aprés la proposition 3.4.12 on a : si X; # X;11 alors les H%l)-modules standards I(Ay) et
p

I(s;.Ax) sont isomorphes.

3.4.3. Preuve du critére d’irréductibilité pour les séries principales. — Fixons
X=X®.0X,:T(F)—TF,
un caractére du tore déployé T'(F') tel que pour tout i € {1,....n — 1}, on a
Xi # X1

Proposition 3.4.14. Le H%)—module standard induit par Ax est isomorphe au module standard
p

induit par tout caractére conjugué de Ay sous l'action de Wy.

Corollaire 3.4.15. La série principale induite par X est un F,[G]-module irréductible.

Le corollaire est la condition suffisante d’irréductibilité pour la série principale induite par X
annoncée par le théoréme 3.4.1. Il s’obtient & l'aide du corollaire 3.4.8.

PREUVE DE LA PROPOSITION. — Soit p : A1) — Fp un caractére conjugué de Ax. Soit ¢ €
(1
Fp
morphes. Puisque Wy est engendré par les transpositions, on aura démontré la proposition.

{1,...,n — 1}. Nous allons montrer que les caractéres p et s;.u induisent des H~~’-modules iso-

D’aprés le paragraphe 3.4.2.1, on peut, quitte a échanger u et s;.u, considérer que p vérifie I’hy-

pothése 1 : on note I = Iy U{i+ 1} un élément du drapeau de p qui contient i + 1 et ne contient

pas t.

— Si p vérifie 'hypothése 2, alors on peut appliquer la proposition 3.4.12 et I(s;.u) et I(u) sont
isomorphes.

— Si p ne vérifie pas 'hypothése 2, cela signife que s;wy = wy, ot x désigne la restriction de X au
tore fini et ot w désigne 1’élément de Wy tel que p = w.Ax. Vérifions que p vérifie 'hypothése
3. D’aprés la proposition 3.4.12; I(s;.u) et I(p) seront dés lors isomorphes.

— Si B r(p) =0, alors ;1 (i) # u(Er), donce 'hypothése 3 est vérifiée.
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— Sinon, c’est que Iy et Iy U {i,7 + 1} appartiennent au drapeau de y. Or, le drapeau de p

est 'image par w du drapeau de Ay régulier a support dominant : c’est le drapeau

0 {wm}, € {wn), win - D}, € oy © {wln) (@)} © {w(n), . w(),w(l)}.

Notant k — 1, k, k+ 1 les cardinaux respectifs de Iy, I = IoU{i+ 1}, et IpU {i,i+ 1} avec
k€ {1,..,n — 1}, on a donc nécessairement

In = {wn—k+2),...,wn)}sik>2 Iy=0sik=1,
Lu{i+1} = {wh—-k+1),..,w(n)},
Lhu{ii+1}y = {wn—k), .., wn)},

ce qui nous renseigne tout d’abord sur la transposition w~!s;w : il apparait en effet dans

ces égalités que i + 1 = w(n — k + 1) et i = w(n — k). Par conséquent, w~'s;w est la
transposition qui échange n — k et n — k+ 1. Autrement dit, I'égalité s;wyx = wyx se traduit
par la coincidence de X, et X;,—g41 sur le groupe fini Fy. L’hypothése de la proposition
nous assure pourtant que ces deux caractéres de F'* sont distincts : ils ne sauraient donc
avoir la méme valeur en 'uniformisante : on a X,,_x(7) # Xy—g41(7).

Par définition de Ay, et puisque p = w.\xy, les égalités (75) donnent aussi :

w(Er) = Xp_gao(m)..Xp(m) sik>2, u(Ep)=1sik=1,
'U(EIOU{H-l}) = xn—k+l(77)~--xn(77)7
W(Erugiivy) = Xpog(m)... Xp(m).

Ainsi, B;.r(1) p(Er) ™" = p(Eryugiivy) (B Eryuivny) > = Xno k(1) Xn_pp (1)

Puisqu’on s’est assuré que X,,_(7) # Xp—g4+1(m), on a B; 1(p) # p(Er) si bien que p vérifie
I’hypothése 3.
O

3.4.4. Preuve des lemmes. —

3.4.4.1. Nous montrons d’abord dans H@) les relations de commutation suivantes qui sont des

analogues des relations de Bernstein dans 'HZ

(1)

/2]

Soient ¢ € {1,....,.n — 1}, t € T(F,), Ip, Jo deux sous-ensembles de {1,...,n} ne contenant ni 4, ni
i+ 1. On pose I := Iy U {i+ 1}.

(76)

(77)

(78)

Tsio'i = O'Z'Tsi
* _ *
ﬂTgi - Tg,b- Tsitsi )
ﬂEx[Si - ECC[SiTSitSm

Ejys Ejutiiv1y, et Ts, commutent,
Ejys Ejufiiv1y, €t By, commutent,
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(79) {Té‘iEJou{iH} = Esup T
EnpuiiryTs, = TsiBrugy-

On suppose de plus que Jy C Iy ou bien Iy C Jy. On a :

(80) ErufiviyBags; = EIISiEJoU{i}_q‘IOUJO‘_IIOOJO‘EloﬂJoEIoUJou{z',z'+1}‘7i'

Nous établissons également les relations suivantes qui permettront de démontrer le lemme 3.4.11.

(81) T;Exzsz- = EI()U{Z'};

(82) Ey 5, Ts; = Epugiey = B,

(83) E{EISZ'EI - TSiEI()EIQU{i,i—l-l}'

DEMONSTRATION. — Dans H(), nous connaissons les relations de tresses du théoreme 3.2.1, la

relation (Rg) du théoréme 3.2.9. Nous savons aussi que lalgébre A est commutative. Si 'on
étend les scalaires a Z[g™'/2], on dispose de plus des relations de Bernstein données par ([45,
Proposition 5]) : dans H™® [¢gF'/?] on a :

(a) sije{l,...,n}, j#i,i+1, alors T, et 99%) commutent ;
(b) 05 Ty, = T2 05, ;
() 08, Ty, = Ty, 05

S
Ce sont 14 les ingrédients de la preuve des relations de commutation.
(76) : Cette égalité s’obtient en se plongeant dans H M) [g*1/?]
s o1
aqly .

ot I'élément T, = Ty, + 0; est égal

(77) : L’élément ¢ est de longueur nulle dans WM. Des relations de tresses, on déduit donc que
T Ts, = T, = Ts,Ts,1s,- Les relations s’obtiennent dés lors en se plongeant dans ’H(l)[qil/ 2]
dans laquelle, d’une part T3, = qujl et d’autre part, par définition des éléments de la base de
Bernstein entiére, E,, 4, s’écrit comme le produit de T, et d'un élément de 1’algébre commutative
A(l)[q:tl/Q]'

(78) : En se plongeant dans H (1) [qil/ 2], 'élément Ej, est proportionnel a un produit de 0z, avec
J # 1,1+ 1. Du fait de la relation de Bernstein (a) , E, et Ts, commutent. De plus, on remarque,
a l'aide de (b) et (c), que 0%11 00 T, = 9;11.11 T;Hélill = T, 0% 93(511.11. Ainsi, Ejug,ieny et T,
commutent.
Enfin, puisque E,, s, le produit de T, et d'un élément de I'algébre commutative A(l)[qil/ 2], on
en déduit que Ej, Ejugiiv1) €6 By, commutent.

(79) : Les relations (79) s’obtiennent de méme en se plongeant dans H (D [g+1/?]

(a), (b), (c).

et en appliquant
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(80) : Puisquei+1€Teti¢I,onal(rrs;)=~¢(xr)—1 (|44, Appendice]). De plus, la longueur
de zy ne dépend que du cardinal de I, c’est-a-dire que x et x,yf; ont la méme longueur. On
en déduit que

Eppsy = q POOPT0,, L = a7 T Erugy-

S T1gu{i}

On rappelle que T, = T, + 0; ol 0; est un élément de AL Ainsi

qEJoU{i—i-l}E:cIsi = EJOU{i+1}TsiEIOU{i}
= Ejuqi+y (15, — 0i) Eryua
= T, EjuiyErugy — Enugiv1y Erougiyoi - d’apres les relations (79)
= qEy;s, Epupy — Erutitny Erugiyoi
La relation (Rg) du théoréme 3.2.9 donne, puisque Iy C Jy ou bien Jy C Iy,

l+‘I()UJ()|—‘I()ﬂJ()|EJ I
0 0

EJOU{i+1}EIoU{i} =9 EIOUJOU{i7i+1}-

Ainsi, divisant par ¢, on a dans H M [g*/?]

‘IOLJJO'_‘I()OJO'EJ Al
ol 1o

Ejoutiv1y Eaysi = Expsi Egyugiy — 4 Erui001i,i11)0i

qui est une égalité dans H( : c’est la relation (80).

(81) : L'égalité E,,, = ¢~ 'Ts, Eryuqsy donne la relation (81) en multipliant & gauche par T} car
TsTs, =q.

(82) : Grace a la relation (79), on a Eu;s, = ¢~ Epyugi4137%, ce qui donne la relation (82) en

i
multipliant a droite par T,.

(83) : D’aprés la relation (Ro) du théoréme 3.2.9, Ep i Ergugiv1y = ¢E1, Ergugi,ivry- Alnsi,
Ears,Eruivny = @ T, Eroiy Erugis1y = Ts B Erugi iy

*

3.4.4.2. Prewve du lemme 3.4.10. — Soit X : A1) — T, un caractére régulier et y : T(F,) — F,
le caractére défini par x(t) := A(1}), pour tout t € T'(IF,). Soit M un H%)—module.

Remarque 3.4.16. Rappelons que Pélément o; de AD) tel que T; =Ts, + o; est égal a
Ti = _T6Si Z ;.
teTs,; (Fq)

Ainsi, si m € M est un élément sur lequel AM) agit par le caractére A, on a

ds,)m sl S;X =X
im = —x(Js, t = X( ‘ .
aim X( Z)teTg(IFq)X( ym { 0 si sX # X

On se place sous I'hypotheése 1 et ’on note I un élément du drapeau de A de la forme I = ToU{i+1}
avec i & Ip. On se donne un élément m € M sur lequel AM) agit par le caractére A. Nous voulons
démontrer que T, m est propre pour AW pour le caractére s;.\. D’aprés la remarque 3.4.6, il
suffit pour cela de démontrer que
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1) pour tout t € T(F,), T;Tym = (s;.\)(Ty) T3 m.
2) pour tout J appartenant au drapeau de s;.\, E;T;m = (s;.\)(E;)T;m.

Le point 1) est une conséquence de la premiére relation de commutation (77).

Soit J un élément du drapeau de s;.A. Puisque Iy U {i} appartient aussi au drapeau de s;.\, et
que i + 1 & Iy, cela signifie que si ¢ + 1 appartient & J alors ¢ appartient & J.

Si ’ensemble J est fixé par I'action de s;, le point 2) découle des relations (78).
Sinon, c’est que 7 appartient & J et i + 1 n’appartient pas a J. On pose J = Jo U {i}
avec i + 1 ¢ Jy , et on applique les relations (79) :

ErnuiyTs, = ExupiyTs + 0iErupy = T Erutivty + 0iEgugiy-

Or, JoU {i} n’est pas dans le drapeau de A\ puisqu’il ne contient pas I et n’est pas
inclus dans I, donc E j yg;3m = 0. Ainsi,

EjuiiyTem =15 Ejugirym = MEjoupiv1y) Tom = (8 A)(Egpuqiy) Ts,m-

Soit m’ € M que I’on suppose propre pour A1 pour le caractére s;.\. Nous voulons démontrer
que (Ey, s, — Bi,1(A)o;)m’ est propre pour AW pour le caractére A\. Comme précédemment, il suffit
pour cela de démontrer que
1) pour tout t € T(Fy), Ti(Ey,s, — Bi,1(N)oi)m' = NT3) (Ez s, — Bit(N)oi)m/.
2) pour tout J appartenant au drapeau de A,

EJ(EHCISi - ﬁ@f()‘)o-i)m, = A(EJ)(EHCISi - ﬁ@f()‘)o-i)m,'

Le point 1) est une conséquence de la deuxiéme relation de commutation (77) et de la remarque
3.4.16 appliquée a s;.\ et m’.

Soit J un élément du drapeau de A. Puisque I = Iy U {i + 1} appartient aussi au drapeau de A,
et que ¢ &€ Iy, cela signifie que si ¢ appartient & J alors ¢ 4+ 1 appartient a J.
Si J est fixé par I'action de s;, le point 2) découle de la relation (78).

Sinon, c’est que ¢ + 1 appartient & J et ¢ n’appartient pas & J. On note alors J =
JoU{i+ 1}, avec i € Jy. On a Jy C Iy ou bien Iy C Jy. Or Jy U {i + 1} n’appartient
pas au drapeau de s;.\ car il n’est pas inclus dans Iy U {i} et ne contient pas non plus
cet ensemble. On a donc F Jou{i_;’_l}m, =0, et l'on doit démontrer que

Ejutit1y Bersim’ = MEjugie1y) (Baps, — Bir(Noi)m’.

— Si Iy # Jo, le drapeau de A posséde deux éléments distincts qui contiennent i+ 1 et
ne contiennent pas i. D’aprés le lemme 3.4.9, cela signifie que §; 1(A) = 0. D’autre
part, d’apreés la relation (80), on a, puisque |Io U Jo| > |Ip N Jy|,

Ejoupit1y Baysim’ = Egys, Egounym’ = (58 N (Ejouqiy) Eaysm’ = ME jougig1y) Brps,m/

— Si Iy = Jy, alors Jo U{i + 1} = I et la relation (80) donne

EIEmlsim/ = EwISiEIOU{i}m/ — EIOEIOU{i,i-i-l}Uim,v
c’est-a-dire
EIEIISim, = )\(EI)ECCISim, - )‘(Ef)ﬂi,f()‘)gim, = )‘(EI)(EIISi - ﬂi,f()‘)gi)m/’
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3.4.4.3. Preuve du lemme 3.4.11. — Sachant que Eym = A\(Ej)m et que A(Eg) # 0, la relation
(83) dit que

Eypps;m = Bi1(N)Ts,m,
tandis que la relation (82) donne

E., s, Ts;m = ANEr)m

Ainsi, Ey 5, Tim = (MET) + Bi,1(MN)Ts,0i)m et 5 1(\)oiTym = (8i1(M\)Ts, 00 + ﬁi’[()\)(f%)m, car
T, et 0; commutent. D’otl

(Exys, — Bii(N)o))Tim = (A(Ep) — Bi,r(\)oi)m
Si s;x # x alors o;m = 0 d’aprés la remarque 3.4.16 et

(Bzrsi — Bigt(N)oi)Tim = MEr)m = ag (A)m.

Si six = x alors o?m = x(8,,)*m = m car 62, =1 et

(Earsi — Bi,i(N)oi)Tym = (MET) — Bi,r(A))m = i r(A)m.

D’autre part, sachant que Eym’ = (s;.\)(E7)m’ = 0, la relation (83) dit que
0= Bi1(\)Ts,m’,
tandis que la relation (81) donne
T;Exlsim’ = XNE)m’
Ainsi, T 35 1(N)oim’ = Bi1(N)o?m/. D’ott
T} (Beys; — Bir(No)m' = (MEr) = Bi1(A)af)m’.
On conclut comme précédemment que,

T*( xrs; 511( )Uz‘)m,:aiJ(}\)m/.

3.4.5. — Dans le but d’établir le critére d’irréductibilité pour les séries principales, nous avons

établi un lien entre certains HQ)
P

séries principales, puis nous avons décrit des entrelacements entre H-

-modules standards réguliers et I'espace des I(1)-invariants des

(1)

7 -modules standards régu-
p

liers. Nous exploitons ici ces mémes résultats afin de donner la semi-simplification du H%l)
P

a droite des I(1)-invariants d’une série principale en supposant que n = 3. Nous nous contenterons
de traiter le cas d’une série principale non ramifiée pour ne pas alourdir les discussions, bien que
le cas général se traite avec les mémes arguments.

-module

Dans tout ce paragraphe on suppose que n = 3 et 'on se donne un caractére du tore déployé
X=X ®Xy®@X3:T(F)—F,”. On note x : T(F,) — F," sa restriction au tore fini. A partir du
paragraphe 3.4.5.4, nous supposerons que Y est le caractére trivial.
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8.4.5.1. Le fait de travailler avec n = 3 permet de borner la dimension des modules standards
grace au lemme suivant :

Lemme 3.4.17. Soit A : AD — Fp un Fp-camctére de AM . Le module standard induit par \ est
engendré comme Fy,-espace vectoriel par les éléments

{Tw<ﬂ}wew<l),4(w)g17
ou encore par [’ensemble
{o, Tuw, Top, Tuip, TuTs 0, ToTsp, i € {0,1,2}},

ol @ désigne le générateur canonique du module standard induit par X.

DEMONSTRATION. — a) Dans le groupe de Weyl affine étendu W, un élément de longueur 2
s’écrit comme le produit d'une puissance de I'élément w de longueur nulle, et d’un élément de
longueur 2 du groupe de Weyl affine. On rappelle que ce dernier est le groupe de Coxeter de
systéme générateur {sg, s1,s2}. De plus on a les relations (exemple 3.2.8),

w = 89811 = 352851
(84) w2 = $189T1Ty = T9T35152
Sog = slsgslxlajgl = 528182331:1351.

Un élément de longueur 2 du groupe de Weyl affine est I'un des éléments de I’ensemble
{5182, 8251, 5051, 150, S0S2, 5250}
qui s’écrit aussi
-1 —1 -1 —1
{81827 5281, S182X2T3 , S2851X1XLg , $281T1Ly , S152L1T3 }

ou encore
{w2($1$2)_17 wxl_17 w2($2$3)_17 wx?jlv wx2_17 w2($21‘3)_1.}

Ainsi, un élément de longueur 2 de W est le produit d’une puissance de 'élément de longueur
nulle w et d’un élément de X. Par conséquent, un élément de longueur 2 de WM est le produit
d’une puissance de 1’élément de longueur nulle w et d'un élément de X (1) = X x T(F,).

b) Soient v un élément de longueur 2 de W, et k € {0,1,2}, z € XU avec £(z) = 2 tels que
v=uwkz.
- Sik=0,alorsv=zet B, = FE,.
— Si k=1, alors v = s9sjz1x d’apres les relations (84). Calculons I'élément E,,. Il est défini
dans HV[¢*1/2] par E, = T, T, 65065, L'exemple 3.2.8 a montré que ¢T,, = Ty, T, 65",
donc E, = qTWQQ(Cl). D’autre part, x est de longueur 2 donc E, = q9§51). Ainsi E, = T,F,.
~ Si k=2, on a de méme, E, = T2FE,.

Dans les trois cas, 'action de I'élément F, sur le générateur canonique ¢ de I(\) est donnée
par

Eyp = )‘(Ez)TfSO'
Ainsi, puisque w est de longueur nulle, E,p appartient & l’espace vectoriel engendré par
{Tyo, w € WO f(w) < 1}. Mais l’élément E, se décompose selon la base de Iwahori-
Matsumoto de H(M) : d’apres [45, Proposition 7|, c’est la somme de T}, et d’'une combinaison
linéaire & ceefficients dans Z[g] d’éléments de type T, avec w € W, f(w) < L(v) — 1 = 1.
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Par conséquent T, appartient lui aussi a ’espace vectoriel engendré par

{Tweo, we W g(w) < 1}.

c) L’algebre H%) ayant pour Fp-base les éléments de Iwahori-Matsumoto {7}, w € Wy, le

[F,-espace vectoriel I()) est engendré par les éléments

(85) (Twe, we W},

Pour prouver le lemme, il faut montrer que, dans le systéme générateur (85), on peut éliminer
les éléments T, avec £(w) > 2. C’est une conséquence de argument suivant.

Un élément w' € W) de longueur supérieure ou égale a 2 s’écrit w’ = wyv, avec wy, v e W,
vérifiant £(w') = £(wy) + €(v), et £(v) = 2. Du fait des relations de tresses, on a Ty = Ty, .
Ainsi, Ty = Ty, Ty est, d’aprés le b), une combinaison linéaire des éléments

{Tow, T, w e W o(w) <1}

Or, d’apres la remarque 3.2.3, le produit T, T, est égal a une combinaison linéaire & coefficients
dans Z[g] d’éléments de la base de Iwahori-Matsumoto correspondant a des éléments de W (1)
de longueur inférieure ou égale a £(wq) +1 < £(w'). Par récurrence descendante sur la longueur
de w’, on montre ainsi que, du systéme générateur (85), on peut éliminer les T\ avec w' de
longueur supérieure ou égale & 2.

Un élément de longueur 0 de WO est le produit d’une puissance de w et d’un élément du tore
fini. Un élément de longueur 1 de W) est le produit d’une puissance de w, d’un des éléments
{s0,51,52} et d'un élément du tore fini. Les éléments T, 3 et T3, t € T(F,) agissent sur ¢ par
multiplication par un scalaire non nul. On déduit alors de ce qui précéde que le module standard
induit par A est engendré comme Fp-espace vectoriel par les éléments

{o, Tup, T2p, Ts, 0, TuTs, 0, T2Ts, 0, i € {0,1,2}}.
]

Ce lemme nous permettra au chapitre suivant de calculer la dimension du module standard induit
par A. Nous 'exploitons ici pour le cas particulier qui suit.

3.4.5.2. Soit Ay : AV — Fp le caractére régulier de drapeau dominant associé par la bijection
(69) au caractére X. On rappelle qu'il est entiérement déterminé par les données suivantes :

(86) { Ax(Tt) = x(t), VteT(Fy),
A(Eq3y) = X3(m), M(Eya,33) = Xa(m)X3(m), AMEq12,3)) = X1(m)Xa(m)X3(7).

Lemme 3.4.18. Le module standard induit par Ay est un Fp—espace vectoriel de dimension 6.
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DEMONSTRATION. — L’élément F3y de la base de Bernstein entiére correspondant a ’élément
dominant z3 € X est égal a Ty = Tipsys, = T Ts, Ts,. L'élément Eyy 3, de la base de Bernstein
entiere correspondant a I'élément dominant xyp 31 € X est égal & Thyuy = T2, = T2T,Ts, .
Enfin, Ey; o3y est égal a I'élément central inversible T3. Les relations (86) disent donc en particulier

(1)

que dans le HF -module standard induit par Ay de générateur canonique @, on a :
p

(87) T,Ts,Ts,p = X3(m)e
(88) TgTSszlSD
(89) T3e = Xi(m)Xa(m)Xs(m)e

I
=
SN
3
=
el
o
S

Nous allons donner une Fp—base du module standard induit par Ay.

On rappelle dans W(l), les relations de commutation, siw = wss, Sgw = wsy et $15251 = $25182.
Multiplions la relation (87) a gauche par T,,Ts,. On obtient ’égalité entre

T2T,,Ts, Tsy o = T2Ts, T, Ts, 0 = Ts, 2T, Ts, o et X3(m)T,Ts,

S2tw

qui, a 'aide de la relation (88), donne Xo(m)Xs(m)Ts, 0 = X3(m)T,Ts, ¢, donc
(90) Top = (x2(7r))_1TwTsl ®-

Multiplions la relation (87) a gauche par T . On obtient,
:)Cg(ﬂ)T:Ogo = T:OTwTslTSQQO =TT TsTs, 0 =0

donc T ¢ = 0. Du fait de l'expression de T, = T, + 0g avec og € AW il apparait que T3, ¢ est
la somme de T, et d’'un élément proportionnel & ¢, donc T, ¢ est proportionnel a ¢.

Ainsi, d’aprés le lemme 3.4.17, le module standard I(A«) induit par Ay est le E,-espace vectoriel
engendré par

{o, Tow, T2¢, Toyp, TTs, ToTs 0.}
Le corollaire 3.3.7 dit que I(Ax) est un F,-espace vectoriel de dimension au moins 6, donc le

systéme générateur que 'on vient d’exhiber est méme une Fp-base de I(Ax).
O

8.4.5.8. Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1.5.

En particulier, on note p; le caractére du Levi Ly égal & X1 o det ® X3 et ps le caractére du Levi
Lo égal & X1 ® Xg o det. Pour i € {1,2}, si X; = X;11, la représentation paraboliquement induite
par p; est une sous-représentation de la série principale induite par X.

Proposition 3.4.19. — Le morphisme de H%l)—modules (73) défini par
P
IAx) — [(IndG X)W,
o IB(F)1(1),x

est un isomorphisme.
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- Soiti € {1,2}. Supposons que X; = X;y1. L’image par le morphisme (73) du sous—H%l)
p

de I(\x) engendré par T] p est égale [(Indgl(F)pi)I(l)]g.

-module

DEMONSTRATION. — La premiére assertion de la proposition provient des observations du para-
graphe 0.1.5.3. En effet, on y a vu que 'espace des I(1)-invariants de la série principale induite
par X est un Fj-espace vectoriel de dimension 6 de base

{fBFPywi),x; w € &3}
)

et que c’est un H( -module & droite engendré par fp(r)r(1),x- Le morphisme (73) est donc surjectif,

et injectif par argument de dimension, grace au lemme 3.4.18.

Soit i € {1,2}. Supposons que X; = X;;1. D’aprés le paragraphe 0.1.5.4, la série principale induite
par X contient la sous-représentation induite par p; dont I'espace des I(1)-invariants est un espace

(1)

vectoriel de dimension 3, égal au sous- H]F
P

-module & droite de (Indg( F) X)'M) engendré par

B 1), = B 1),x + Xi(=1) fB(F)si1(1),x = [B)I1),x + Xi(=1) fB(F)11),%- T4
(1)

D’autre part, la remarque 3.4.16 nous rappelle que, dans le HF
on a

module standard induit par Ay
p

T5p = Top + oip = Ts;p + X (1) = Xi(=1)(p + Xi(=1) T, ).
Par conséquent, et puisque I'élément 77 est invariant par 'anti-automorphisme (1), I'image par
le morphisme (73) de Ty est égale a I'élément X;(—1)fp, (F)1(1),p,- On en déduit la deuxieme

assertion de la proposition.
O

3.4.5.4. — On suppose maintenant que X : T'(F) — Fp* est un caractére non ramifié, c’est a dire
que sa restriction x : T(Fy) — Fy au tore fini est le caractére trivial.

Lemme 3.4.20. — Les H%l)-modules standards induits par so. Ay, S1S2.Ax sont isomorphes. Si

p
X1 # Xo, ils sont de plus isomorphes au module standard induit par s1S251.\x.

— Les HI(F ) -modules standards induits par s1.Ay, $251.A¢ sont isomorphes. Si Xo # X3, ils sont de
p

plus isomorphes au module standard induit par s189581.\x.

— Soit i € {1,2}. Le morphisme de 'HI(F) modules suivant est bien défini

F;: I(siAx) — I(Ay)
Pi — T,

ot @; désigne le générateur canonique du module standard induit par s;.Ay.

Si X; # Xjy1, ¢’est un isomorphisme. Sinon, son image est un sous-espace vectoriel de I(Ax)
de dimension 3.
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DEMONSTRATION. — (C’est une application directe des lemmes 3.4.10, 3.4.11, et de la proposition
3.4.12. On rappelle que le drapeau de Ay est le drapeau dominant

0c {3} < {23} £ {1,2,3}.

Démontrons la premiére assertion du lemme. La seconde s’obtient de la méme fagon. Le caractére
$9.Ay de drapeau
0C {2} € {2.3} € {1.2,3)

vérifie 'hypothése 1 pour i = 1 : en effet 'ensemble {2} (qui contient i + 1 et ne contient pas i)
figure dans son drapeau. De plus, il vérifie aussi ’hypothése & puisque d’une part y est le caractére
trivial du tore fini et, d’autre part 3 (9y(s2.Ax) = 0 car {1,2} n’appartient pas au drapeau de
s9.Ayc. D’aprés la proposition 3.4.12, les modules standards induits par ss.Ay et s1s2.Ay sont
isomorphes.

Supposons que X1 # Xo. Le caractére s1s2.\x de drapeau
0c {1} < {1,3} < {1,2,3}

vérifie I'hypothése 1 pour 7 = 2 : en effet ’ensemble {1,3} figure dans son drapeau. De plus, il
vérifie aussi I’hypothése 3 puisque

Ba2,{1,3) (8152.Ax) (3182 Ax(Epy))(s152-A00(Ep12,33)) (s152-Ac(Bp1,3)) 7!
= Xg(m)(X1 (1) X2 (1) X5 () ) (Xo () X3 (7))~
= Xy(m)Xs(m).
Ainsi,
Ba, 11,3y (s152.Ax) # X1(m)Xa(m) = (s182.A00) (Eq1,33)-
Par la proposition 3.4.12, les modules standards induits par siss.Ay et s25152. A sont donc iso-
morphes.

Démontrons la troisiéme assertion du lemme. Soit 7 € {1,2}. Le drapeau du caractére Ay est
dominant, nous sommes donc dans le cadre de la remarque 38.4.13. Nous y avons noté que Ay

vérifie 'hypothése 1 de sorte que, d’aprés le lemme 3.4.10, le morphisme de H( )_modules F; est
bien défini. Nous y avons de plus vu que si X; # X;11, alors Ay vérifie I’ hypothese 3 et F; est un
isomorphisme. Dans le cas contraire, la proposition 3.4.19 dit que I'image de F; est isomorphe au
H%lp)—module [(Indgi( F) pi)!(M]g, qui est un espace vectoriel de dimension 3.

O

1)

8.4.5.5. — Nous donnons maintenant la semi-simplification du H%
Ax.

module standard induit par
p

Remarque 3.4.21. Puisqu’on a supposé que la restriction x de X au tore fini est égale au caractére
trivial noté 1, 'espace des I(1)-invariants de la série principale induite par X est en fait un espace
invariant sous l’action du sous-groupe d’Iwahori.

D’autre part, 'idempotent central e; (défini au paragraphe 3.2.1.2) agit sur le générateur cano-
nique p de I(Ax) par e3¢ = ¢. Ainsi €1 agit comme l'identité sur le module standard I(Ax), qui a
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donc une structure de module pour ’algébre eng)
p
de Hecke-Iwahori de G.

dont on a vu qu’elle est isomorphe a 'algébre

Enfin, d’aprés la remarque 3.2.6, on a pour ¢ € {0, 1,2},
Ts* €1 = (Tgl + 1)61

i

donc Ty agit comme T}, + 1 sur le module standard induit par Ax.

La preuve du lemme 3.4.18 a montré qu’une base de I(Ay) est donnée par

(91) {o, Tup, Top, Tsy, TTs 0, ToTs 0.}

Décrivons l'action de ’algebre H% sur I(Ax) sur cette base. Suite au théoréme 3.2.1, nous avons
vu que la Fp—algébre Hg

T3 agit par multiplication par X;(m)Xa(7)X3(7) et que Ty agit par multiplication par 1, il nous
suffit de donner 'action de T, sur la base de I'(Ay).

est engendrée par {Ts,, =1, T;,t € T(F,)}. Puisque I'élément central

Les relations (87), (88), (89) et les calculs de la preuve du lemme 3.4.18 montrent que l’action de
T, sur I(Ayx) est donnée par :

T81’90 = T81S07

Tsl-TwQO = XQ(W)_ITLETNSO
(92) T81‘T590 = - 5§07

T81’T51§0 = _T51907

Ty, T.Tsp = Xa(m) T2

T81T3T81§0 = _Tu%TSlSO

)

Pour obtenir la semi-simplification de ce 'Hg -module standard, nous allons utiliser & maintes
P

reprises 'argument suivant qui nous a déja servi pour la preuve du corollaire 3.4.8 : le caractére
régulier Ay est distinct de chacun de ses conjugués sous laction de &3. Soient A et N deux
conjugués distincts de Ay. Si les modules standards qu’ils induisent sont isomorphes, alors tout
quotient non nul de I'un posséde un élément propre pour chacun des caractéres A et \’, il est donc
de dimension supérieure ou égale a 2.

Nous allons aussi utiliser le fait que le module standard induit par un conjugué de Ay est de
dimension 6. Pour l'instant nous n’avons démontré ce résultat que pour Ay lui-méme (lemme
3.4.18), mais nous le démontrerons en général par la proposition 4.2.15 du chapitre suivant.

e Si Xy # Xo et Xg # X3, le lemme 3.4.20 dit que le module standard induit par Ay est isomorphe
au module standard induit par chacun des 6 conjugués distincts de A. Puisqu’il est de dimension
6, il est donc irréductible.
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e Supposons que X1 = Xo et Xo # X3. Le lemme 3.4.20 dit que les modules standards induits
par Ay, S2.Ay, et s189.Ay sont isomorphes d’une part, et que les modules standards induits par
$1.Ax, $281.Ax, €t $18281.Ax sont isomorphes d’autre part. Par conséquent un quotient non nul
d’un de ces modules standards est de dimension supérieure ou égale & 3 et s’il est de dimension
3 il est irréductible. (C’est 14 que I'on utilise le fait que I(s1.A\y) est de dimension 6).

D’apres le lemme 3.4.20, I'image du morphisme Fy, qui est un quotient de I(s1.\y), est un
sous-espace de dimension 3 de I(Ax). On en déduit que c’est un Hgl)—module irréductible et

que c’est le seul sous-module propre de I(Ax). Il est engendré par 1/)1 := T, ¢ et a pour base
{11, Tih1, Tp1 }. D’apres les relations (92), action de T, y est donnée par
T, 1 =0
(93) Ty Tyr = Xu(m) T
To, T3¢ = =TT

Le quotient de I(Ay) par son sous-module propre est engendré par ¢ et a pour base
{0, T,¢,T2¢} ot ¢ désigne l'image de ¢ dans le module quotient. L’action de T, y est
donnée par :

T81 95 - _@
(94) Ts, Top = _xl(ﬂ)_lTu%SD
T, Top = —T59

Gréce a la proposition 3.4.19, nous avons ainsi obtenu la suite de Jordan-Hoélder du
1
H%p)-module [(IdG ) %) W]

(94) (93)

[(Indf ) X)W [(Ind, (yp1)" g

(1)

— De méme si X; # Xy et X9 = X3, on montrerait que le H —module standard induit par A«

a pour unique sous-module propre le sous-module engendre par T¢, ¢ et que ce dernier est de
dimension 3. La remarque 5.4.21 et I'égalité (90) donnent T ¢ = g0+T52g0 O+ X3(m) I, Ts, 0

donc le sous-module engendré par o := Ty ¢ a pour IF -base {1g, Tiythe, Toipo }. D’apres les
relations (92), 'action de T, y est donnée par

Tohe = (Xi(m)Xa(m)) ' T2
(95) T, Ty = 0
T2y = T,

Le quotient de I(Ay) par son sous-module propre est engendré par ¢ et a pour base
{¢, 1.6, T2p} ou ¢ désigne 'image de ¢ dans le module quotient. Elle vérifie 0 = T7 ¢ =
»+ Xg(ﬂ)_lTwTslgb. L’action de T, sur le module quotient est donnée par :
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To.p = —(Xi(m)Xa(m) T3¢
(96) Tsl-TwSE - - w@
T, T2p = -T2p

Gréace 4 la proposition 3.4.19, nous avons ainsi obtenu la suite de Jordan-Holder du H( )_module

]FP
[(Indf %) Mg

(96) (95)

[(Indf %) Mg [(Ind, (7p2)" V5

— Enfin, supposons que X1 = Xy et X9 = X3. Pour 7 € {1,2}, la représentation paraboliquement
induite par p; est une sous-représenttion de la série principale induite par X. De plus I'intersec-
tion de ces deux sous-représentations est non nulle puisqu’elle contient la sous-représentation
de dimension 1 dite “des constantes” (remarque 0.1.5). Par conséquent,

(Ind§, (yp1)"™ N (Ind, oy p2)"™ # {0}

-modules & gauche, et grice a la proposition 3.4.19 qui identifie 'image du

Par passage aux H%l)
p

morphisme Fj; avec [(Indgi( P) pi)f W] g, on en déduit que l'intersection des images de F7 et Fy
est un sous-module non nul de I(Axy).

D’apres le lemme 3.4.20, les modules standards induits par s1.Ay et s281.Ax (resp. s2. Ay et
$182.Ay) sont isomorphes, donc un quotient de I(s1.\y) (resp. I(s2.Ax)) est de dimension su-
périeure ou égale & 2. Par conséquent, le quotient de Im(Fy) (resp. Im(F>)) par U'intersection

Im(F1) N Im(F») est un espace de dimension 2 et est irréductible comme H( )_module. Ainsi,

Im(F1) N Im(F3) est un espace de dimension 1. De plus, la somme de Im(Fl) et Im(Fy) est
un sous-module de dimension 5 du module standard induit par Ax.

Décrivons chacun des constituants irréductibles du module standard induit par Ay que nous
venons d’exhiber. Pour cela, calculons la décomposition de I’élément
K =TT Tsp =T, T, T; ¢

sots1 82 s

dans la base (91) de I(Ax). On utilise pour cela les relations (92) et le fait que Ts, = T, 1T, T,,.
On obtient

K = X1(m)%¢ + X1 (m) T + Toop + X1 (1) T 0 + Xy (1) T Ty 0 + T T s -

C’est donc un élément non nul. Il appartient de plus a l'intersection de Im(F) et de Im(F»)
dont on sait maintenant que c’est un espace de dimension 1. C’en est donc une base. Les actions
de T}, et T, sur K sont données par

{ TWIC = xl(ﬂ')’C

(97) T, = 0 car T, T; = 0.

Si T+ 8;
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On note encore 91 = T3 . On remarque que K = X1 (7)1 + Xy (7)1 + T21b1. Une base
du quotient de Im(F7) par son sous-module de Fp—base K est {11, T, } ot ¥y désigne 'image
de 91 dans le module quotient. Grace aux relations (93) qui sont encore valables ici puisque
X1 = Xg, les actions de T, et de T, y sont données par

T34n = —Xi(m)*1 — Xy (m) Tt
(98) T i _ 0
T Tor = —Xi(m)r — T

Notons ¢, := T}, . Grace & la relation (90) on l'écrit ¥o = ¢ 4+ Xy (7)1, T, . On remarque
que K = X1 ()% + X1 (m)T1b2 + T21ho. Une base du quotient de I'm(F») par son sous-module
de Fp—base K est donnée par {1o, T,,1b2} ol 1o désigne I'image de 1o dans le module quotient.
Grace aux relations (95) qui sont encore valables car Xo = X3, les actions de T, et de T, y sont
données par

T2 = —Xi(m)*¢2 — Xa(m) Tty
(99) TSl"Z@ B = _'(2}2 - xl(ﬂ-)_lTw'(/_@
TslTw¢2 = 0

Enfin notant ¢ I'image de ¢ dans le quotient de I(Ax) par le sous-module Im(Fy) + Im(Fy),
les égalités T @ = Ty 0+ ¢ et Tho = ¢ + Xq(m) 1T, Ty, donnent 0 = Ty, 6 + ¢ et 0 =
@ — X1(m) "' ,¢. Donc les actions de Ty, et de T}, sur ¢ sont données par

Tw@ = xl(”)@
(100)

Tslso = —@
Gréace a la proposition 3.4.19, nous avons ainsi obtenu la suite de Jordan-Hoélder du
1
H%p)—module [(Indg(F)DC)I(l)]g :

[(Ind%(p)pz)“”]g

(98)

(10§ o )70 ]

[(Indgl(p)f’l)l(l)]g






CHAPITRE 4

MODULES SIMPLES EN CARACTERISTIQUE p SUR LA
PRO-p-ALGEBRE DE HECKE DE GL;(F)

On reprend les notations du chapitre 3 en considérant que n = 3. En particulier, G désigne

maintenant le groupe linéaire GL3(F') et Hg) désigne la R-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de
GL3(F).

4.1. Préliminaires

Dans ce paragraphe de préliminaires, g désigne le cardinal du corps résiduel de F'. Plus tard, nous
considérerons a nouveau g comme une indéterminée.

Définition 4.1.1. Soit x € T(Fq) un Fy-caractére du tore fini T(F,). On note v lorbite de x
sous laction de &3 et o la représentation de I triviale sur I(1) définie par € x'.
xX'ey
On dit que x et v sont
— réguliers si v est de cardinal 6,
— semi-réguliers si 7y est de cardinal 3.

Sinon, v est de cardinal 1 et l'on est dans le cas Iwahori.

Notons que si ¢ = 2, seul le cas Iwahori existe; si ¢ = 3 seuls les cas Iwahori et semi-régulier
existent.

Le théoréeme 3.2.5 se traduit pour n =3 et R = Fp par la proposition suivante :

Proposition 4.1.2. Il existe une famille d’idempotents centrauz orthogonauz (€~ ) er, indexée sur
Pensemble T’ des &3-orbites de T(IFy) telle que l'unité de algébre de Hecke HFP(G,I(l)) est la
somme de ces idempotents :

1= Y e, € Hg (G,I(1)).
el

Pour v € T, on a l'isomorphisme
HE(G,J,Y) ~ eﬂ,Hﬁp(G,I(l)).
De plus, pour vy, ~' orbites régulieres (resp. semi-régulieres, resp. de cardinal 1), les algebres

Hs, (G,0,) et HFP(Gv o) sont isomorphes.

La derniére assertion de la proposition provient de [45, 1.3, Exemple 3.
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Proposition 4.1.3. Soit x € T(Fq) un caractére du tore fini. On a un isomorphisme de F,[G]-

modules
ind? So81X — ind?x
f173231X | waX
C’est ’analogue, pour n = 3 de la deuxiéme assertion de la proposition 1.1.1. Le résultat provient

du fait que I’élément w normalise les sous-groupes I et I(1) de G et agit sur le tore T'(F;) comme
le cycle sos7.

4.2. Modules simples en caractéristique p sur ’algébre de Hecke-Iwahori de GL3(F)
Soit x € T (Fq). On suppose que l'on est dans le cas Iwahori c’est-a-dire que x = xs1 = xsa.
D’aprés la proposition 4.1.2, on a un isomorphisme de Fp-algébres

HFp (G, X) >~ HFP(G7 I).

Dans le cas Iwahori, P'étude des Hg (G, x)-modules simples se rameéne ainsi a I’étude des Hg, (G, I)-
modules simples.

4.2.1. Présentations de ’anneau de Hecke-Iwahori.— La mise en place de ces présenta-
tions a été antérieure a l'établissement des théorémes 3.2.1 et 3.2.9 provenant de [45]| qui four-
nissent des présentations de ’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori. La parenté entre ces résultats
est visible dans ce paragraphe, qui “remplace” les notations (7%, 0§1), E»...) du paragraphe 3.2 par
(T9, 02, Es...), et est précisée a travers les remarques 4.2.2 et 4.2.8.

4.2.1.1. Présentation de Iwahori-Matsumoto. — Nous rappelons les résultats de [23].

Pour w € W, on désigne par Ty, I'élément de 'anneau de Hecke-Iwahori de G correspondant a
la double classe TwI. L’anneau de Hecke Hz (G, I) est le Z-module libre de base {T,,, w € W}
vérifiant

(1) Les relations de tresse, Ty, Ty = Ty, si w,w’ € W vérifient £(w) + £(w') = L(ww').
(2) Les relations quadratiques, T2 = (¢ — 1)Ts + ¢, pour tout s € S = {5, 51, s2}.

Notation 4.2.1. — Dans I’anneau commutatif unitaire, on note qr := ¢.1g. Désormais, on considére
g comme une indéterminée et R comme un Z[g]-module via le morphisme d’anneaux unitaires
défini par g — qg.

— On désigne par H la Z[q]-algebre de base {T,,, w € W} avec les relations (1) et (2) précédentes.

Nous allons noter Sy, Si, S2, 2 les éléments Ty, Ts,, Ts,, T,,. La Z[g]-algébre H est engendrée
par QF! et S avec les relations

(101) (S +1)(S1 —q) =0, Q38; = 5103, 51555 = 52515,

(102) oit So = Q71S1Q. Onaaussi Sp=09Q".
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— On notera H[g*'/?] 1a Z[q*'/?]-algébre obtenue aprés addition d’une racine carrée et d’un inverse
de 'indéterminée g aux scalaires de H. D’aprés les relations quadratiques, les éléments Sy, S1,
Sy sont inversibles dans H[g*'/?], donc tout élément de la base de Iwahori-Matsumoto de H
est inversible dans H[q*/?].

— Enfin, on désigne par Hp la R-algebre H @z, R. Elle est isomorphe a la R-algébre de Hecke
Hr(G,I) de G.

Remarque 4.2.2. Soit 1 € T(F,) le caractére trivial du tore fini. Si R O {py_1,(q — 1)~} alors
la R-algébre de Hecke Hpg est isomorphe & la R-algébre eng) d’unité €7 wia 'identification :

Ty — €17, pour tout w € W (voir le théoréme 3.2.5).

4.2.1.2. Présentation de Bernstein entiére pour l’anneau de Hecke-ITwahori de GL3(F).— [44].
La présentation de Bernstein de la Z[qil/ 2)-algebre de Hecke-Iwahori rappelée tout d’abord ici
est fondamentale pour la détermination des Hp-modules irréductibles lorsque R est un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle ([29], [30]).

Il existe un morphisme injectif de Z[g*'/?]-algébres
Z[gPPX] — Hlg™?]

T — 0,

tel que, pour tout x € X élément dominant, 6, est égal & ¢ t@)/2T_ . On note A[qi1/2] son image.
D’aprés le théoréme de Bernstein (|26, Proposition 3.7]), H[g¥'/?] est un A[g*'/?]-module libre
de rang 6 de base {Ty twoecwy-

Comme au chapitre précédent, pour I C {1,2,3}, on désigne par x la diagonale constituée de 7
en les coordonnées qui appartiennent a I et de 1 ailleurs (voir la notation 3.2.7). Lorsque I est le

singleton {i}, on notera simplement x;. D’aprés 'appendice de [44], la longueur de z; € W est
égale a |I](3 — |I|).

Lalgebre A[gt1/?] est la sous-algébre commutative de H[g*/?]

Z[qzl:l/Q] [H:I:I 0:|:1 0:&1]‘

Tr1 ) X2 )7 Xx3

Exzemple 4.2.3. Donnons l'expression de 0,,, 0,, et 0., en fonction des éléments QFL S) et Sy
générateurs de H[qT'/?].

— L’¢lément x3 = ws;sy est dominant. Par conséquent 6,, = q_ng,;3 =q10S,55.

— L’élément x9 s’écrit zo = 33{2’3}:1351 ol z3 et Ty 3y = w?s981 sont des éléments dominants.

Ory = Oy 02+ = 2292515,1571Q71 = 5,108,

— L’inverse de I’élément x1 = s1sow est dominant, donc

Ouy = (6,-1) " = ¢S 1S, 9.
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Notation 4.2.4. Pour tout w € W de décomposition w = woxr € Wy.X, on définit comme dans
[44] 'élément E,, € H[g™'/?] par

By = g0 —two)/2p, g

Ezxzemple 4.2.5. On a E,,, =Ty, pour wy € Wy, E; = T, pour € X,p,. Calculons les éléments
Ey, Es,.

L’élément de longueur nulle w s’écrit w = s9s121 € Wy. X, donc
E, = q_lS2519m1 = q_lSQSqufnglQ = Q.

1

L’élément sy de longueur 1 se décompose sp = ws1w™— = 52512 xla;gl € Wy.X, donc

Es = q_ISQSlslexlo;Sl = qSo_l =5 +1—q.

Dans tous ces cas I’élément E, appartient en fait a la Z[g]-algébre H.

Notation 4.2.6. Pour I C {1,2,3}, on désignera I'élément E,, par E;. Par exemple, E 3y est
égal a ’élément central inversible Q3.

Le résultat suivant est un cas particulier de [44, Théoréme 1].
Théoréme 4.2.7. 1) L'ensemble {Ey}, i constitue une base de la Z[q]-algebre H.

2) L'ensemble {E.}, ¢ est une base de la Z[q]-algébre A = H N Alg*/?]. De plus, un systeme
générateur de A est donné par

E:l:l

{1,273}7 EI; pour @ C I C {17273}

avec les relations : pour I,J C {1,2,3},
(Ro) EjEy = g =DV =D By

3) Le centre de H est la Z|g|-algébre de type fini
ZI[ 9, 21, 22,
ot Z1 =Epy + Brgy + By, 22 =By + By + Epay-

L’algeébre H est de type fini sur son centre.

On désignera par Ag la R-algébre A ®zy R. La Z|g]-algébre A agit sur tout Hpg-module via sa
projection Ag dans Hpg.

Remarque 4.2.8. Soit 1 € Tg(Fq) le caractére trivial du tore fini. Si R D {u4—1,(¢ — 1)~} alors
dans l'identification Hg — 617’(5%1), I’élément E,, de la base de Bernstein de Hgr que nous venons
de définir s’envoie sur ’élément €1 F,,, ou F,, désigne I’élément de la base de Bernstein entiére de
la Z[ql-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori H™) définie au précédent chapitre. La comparaison des

exemples 3.2.8 et 4.2.5 illustre cette remarque.

En particulier, la R-algébre Ag est isomorphe a la sous-algébre commutative elAg) de eng).
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4.2.1.3. Relations de commutation dans H.— Pour tout w € W, I'élément suivant appartient a
H |45, Remarque 7] :
(Tw)* = qé(w)(Tw)_17

ot (Ty)~" désigne 1'élément inverse de T, dans H[g*/?]

i€{0,1,2}.

. En particulier S} = S; +1 — ¢ pour

Les relations de la présentation de Iwahori-Matsumoto assurent que 'application Sy, Sy — —1,
2 +— 1 s’étend de fagon unique en un morphisme de Z[g]-algébres H — Z[q| que l'on note sign.
On a alors un anti-automorphisme d’algébres involutif « : H — H défini par

1(Ty) = sign(Ty)(Ty)"
pour w € W [45, Corollaire 2|. En particulier, +(S;) = —S¥ pour i € {0,1,2}.

Dans H, on dispose des “relations de Bernstein entiéres”. Comme leurs analogues (78) et (79) pour
I’algébre de Hecke du pro-p-Iwahori que nous avons démontrées au paragraphe 3.4.4, elles s’ob-
tiennent en étendant d’abord les scalaires & Z[qil/ 2] puis en appliquant les relations de Bernstein
dans H[g*/?] (|29, §5]). Soit i € {1,2}, I C {1,2,3}.

(B
(B2
(Bs
(B4

Siiel i+1 € I, alors E;S; = S;E[U{i+1}_{i},
Siigl,i+1€l,alors EfS; = SiEIU{z’}—{i+1}7
Sidi, i+ 1¢1,alors Ej et .S; commutent.

~— ~— — —

Sii, i+ 1€ I, alors E; et S; commutent.

Les relations suivantes sont les analogues des relations (82) et (83) du chapitre précédent. Soit
ie{l,2}, I Cc{1,2,3} aveci+ 1€l i¢l.

(Rl) ECCISZ‘ Sz = EI;
(R2) Egps; Er = SiEr_pivnyErugay-

Nous voulons exhiber une symétrie dans 'expression des éléments générateurs de la Z[g]-algébre
A. Pour ce faire, on utilise les relations de commutation (102) et 'exemple 4.2.3, et 'on obtient :

(Rg) E{l} = STQSS, E{Q} = S;QSl, E{g} = S()QSQ;
(Ré) E{LQ} = S;QQSS, E{Q’g} = 509251, E{1,3} = STQ2SQ

Notation 4.2.9. Nous adoptons la convention suivante, qui souligne la symétrie annoncée. Pour
tout ¢ € Z, on pose

S; 1= 81, E{z} = E{l}v E{i,i+l} = E{172} s sii=1 mod 3;

S§; 1= 82, E{z} = E{2}, E{i,i+l} = E{273} s sii=2 mod 3;

S; = S0, E{z} = E{g}, E{i,i+l} = E{3,l} , sii=0 mod 3.

Les relations (Rg3) et (Rf) se traduisent alors de la fagon suivante : pour tout i € Z,

(R3) E{z} = _L(Esi)QEsi—l’
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/ — 2
(Rg) E{i,i—l—l} = _L(Esi+1)Q Esi—l .

On a, pour finir, les relations suivantes. Pour tout i € Z,
(R4) EsiE{i,i—‘rl} = QESi_lE{i-i-l}'

Rappelons que E;, = 51, E;, = S2, Eg, = S, et montrons I'égalité (R4) pour i = 1. D’aprés
(Ro), qEq1,2y = Eq13Eq2y . D’autre part, d’aprés (R3), on a Es Eqy = ¢QEg,. D'ott ¢E; Egy 9y =
qQEs E(9y, donc Eg Eqy 5y = QEs Efg). Les cas ¢ =2 et i = 3 se démontrent de la méme fagon.

4.2.1.4. Relévement des Fp-camctéres de A. — On appelle R-caractére de A un morphisme d’an-
neaux A : A — R tel que A(q) = qgr. L’action naturelle de Wy sur X fournit une action de Wy sur
A[g*"/?] qui stabilise A. On en déduit une action de Wy sur A et sur ses caractéres.

Proposition 4.2.10. Soit A : A — F,. Il existe Ao : A — Z, qui reléve X c’est a dire tel que
A= Tp© )\0.

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.2.10. — Soit A : A — F,. On note z = \(Q2%) € F,” et 2 € Z,
un relévement de z. Dans chacun des cas suivants, nous donnons un caractére g : Alg*/?] — Q,
dont la restriction a A est a valeurs entiéres et reléve . (Pour s’en assurer il suffit de vérifier que,

pour tout I C {1,2,3}, Ao(Er) appartient a Z,, et que sa réduction modulo p est égale a A(Ey).)

— Lorsque A est régulier, il existe i € N, e € {1, —1} tels que, avec la notation 4.2.9,
B AME@) =y #0, AEfii4q) =y #0. B
Soient yg et y(, € Z; relevant respectivement y et 3. On définit g : A[gt"/?] — Q, par :

— — -1
Aot 0u, = a0, Onpy. — YoYo s Oai. — q20Y o

— Lorsque A est singulier, non supersingulier : B
Premier cas : il existe i € N, tel que A(Eg;3) = y # 0. Soit yo € Z; relevant y. On définit
Xo + Alg*Y?] — Q, par :

)\0 : 0901 = q_1y07 eri+1 = q1/27 9(21'_1 = q1/2Z0y(;l'

Deuxiéme cas : il existe i € N tel que A(Eg;;413) = v' # 0. Soit y € Z; relevant 3’. On
définit A : AlgF/?] — Q, par :

—-1/2

Ao : Oy, — g2 0 Yo, O,y — zoy’al.

Ti4+1 = q

— Si A est supersingulier. On définit \g : A[qil/2] — Q, par

Aoz, — 1, Opy— 1, 04y — 2.



4.2. MODULES SIMPLES EN CARACTERISTIQUE p SUR IL’ALGEBRE DE HECKE-TWAHORI DE GL3(F)149

4.2.2. Modules standards pour ’anneau de Hecke-Iwahori de GL3(F). — Soit un R-
caractére A : A — R.

Définition 4.2.11. On appelle Hr-module standard induit par A le Hg-module
I(\) = Hr®4 .

On note ¢ ’élément générateur 1 @ 1 de I(\) et on 'appelle le générateur canonique.

4.2.2.1. Lien avec les modules standards pour l’anneau de Hecke du pro-p-Iwahori de GL3(F).—
Supposons que R D {pg-1, (¢ —1)71}. Les remarques 4.2.2 et 4.2.8 disent que la R-algébre 617’(%)
d’unité €1 est isomorphe & la R-algébre Hp d’unité via l'identification : ¢1 F,, — E,, pour tout

w € W. Dans cette identification, 'algeébre commutative elAg) correspond a la R-algébre Ap :

a Al = ap
ey — 1 pour tout t € T'(F,)
eaakb, +— E, pourtout z € X.

Ainsi le Hp-module standard induit par A, de générateur canonique ¢, a une structure de Hg)—

module engendré par ¢ vérifiant €10 = ¢, et

Ty = ¢, pour tout t € T'(F,)
E.¢ = \NE;)¢, pour tout =z € X.

On note AV : A®) — R le R-caractére de AWM défini par
AD(T}) == 1 pour tout t € T(F,), AV (E,) :== A(E;), pour tout z € X.

Le Hgr-module standard induit par A a une structure de Hg)—module isomorphe au ’Hg)—module

standard induit par A\("). Les propriétés des Hg)-modules standards énoncées au chapitre précédent

se transposent donc aux H p-modules standards.

4.2.2.2. Lorsque R = Fp, on dira de A et du Hﬁp—module standard qu’il induit qu’ils sont réguliers,
resp. singuliers, resp. supersinguliers, si \(!) est régulier, resp. singulier, resp. supersingulier. On
appellera drapeau de X le drapeau de A,

Lorsque R = @p, on dira de A qu'il est entier si A\(A) C Zp, cest a dire si A(Y) est entier. On notera
L(\) le sous—HZp-module de I(\) induit par ¢. D’aprés la proposition 3.3.2, c¢’est une structure

entiére pour I(\), que l'on appelle la structure entiére canonique de I(\).

Proposition 4.2.12. Soit A : A — @p un caractere entier. Pour tout w € Wy, le caractére w.A
est entier et les Hg -modules L(\) ®7 F, et L(w.\) @5 F, ont la méme semi-simplification.
P P P
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DEMONSTRATION. — 1l est démontré dans [29, 2.3|, a Iaide des polynoémes de Kazhdan-Lusztig
(|22, 5.9]), ou bien encore dans |15, proposition 1.5] que les H— -modules standards induits par A

et w.\ ont la méme semi-simplification. Il est de plus clasmque d établir que la semi-simplification
de la réduction d’une structure entiére d’un Hg -module ne dépend que de la semi-simplification
P

de ce H@ -module.
P
O

Corollaire 4.2.13. Soit A : A — Fp. Supposons que les Hﬁp-modules standards induits par les
conjugués de \ sont de dimension 6. Alors ils ont la méme semi-simplification.

DEMONSTRATION. — On se place sous les hypothéses du corollaire. Le caractére A se reléve en un
caractére Ag : A — Zp comme on ’a vu par la proposition 4.2.10. Pour tout w € Wy, le caractére
w.\g reléve le caractére w.\ conjugué de A.

Le corollaire 3.3.8 dit que le HFp—module standard induit par A est isomorphe & la réduction de
la structure entiére canonique du H@p—module standard induit par g Ag. D’aprés la proposition

4.2.12, il a donc la méme semi-simplification que le HFp—module standard induit par w.\.
O

4.2.3. Classification des Hﬁp-modules simples.— Soient y,y € Fp, z € Fp*. On désigne par
w(z,y,y") le caractére du centre de HJF,, déterminé par :

wzy,y): Q3 — =z
Z1 — oy
Zy — .

On dit de u(z,y,y") quil est régulier si yy' # 0, singulier sinon. Dans le cas particulier ou
(y,v') = (0,0) on dit que u(z,y,y’') est supersingulier. Nous donnons maintenant une liste de
HFp-modules ayant un caractére central égal & pu(z,y,y’). Pour décrire 'action de HFP, il suffit de

définir les actions de Sy et © car {S1, QF!} est un systéme générateur de HFP'

Hﬁp-modules de caractére central u(z,y,y’) régulier :

e Kg(z,y,y") de base {u, Qu, Q?u,v, Qv, Q%v} avec
Sl(u) =, SI(QU) = yy,_lQQU, SI(QQU) = _Q2u7
S1(v) = —v, S1(Q) =o' 2z71Q%, S1(Q%) = —Q%v.
o M;3(z,y,y') de base {u1, Quy, Q%uy}, avec y'2 = 2.
L’action de HF,, est donnée par Sju; = 0, S1Qu; = vz 1%, S190%u; = —Q%u;.
Siy? = 2z, alors M3(z,%,%') a pour sous-module le caractére de base y?uy +yQuy +Q%u; suivant :
Mi;(0,y): Q —y, S1 — 0.

Le quotient obtenu est isomorphe a Msy(y) de Fp-base {wy,Quw;} déterminé par Sjw; =
0, S1Quw; = —yw; — Qui, Q2w = —y?w; — yQu;.
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o Ms(z,y,y) de F,-base {1, Q1,021 } avec y? = zy.
L’action de HF,, est donnée par S1; = —iq, S10Q0 = —y' 27 10% 0, S190%0; = —Q%0,.
Si 3 = z, alors Ms(z,y,y') a pour sous-module le module Ms(y) de F,-base {01,070} avec
U] = y2&1 —yQuq et S107 = -7 — y_le;l, S1Q01 =0 Q2’L~)1 = —y2171 — yQvy.
Le quotient obtenu est le caractére
Ml(_lvy) Q- Y, Sl — —1.

e N3(z,y,y) de Fp-base {ug, Qua, Q*us}, avec y' = y2.
L’action de HFP—est donnée par Sius = yz~1Q%us, S1Qus = 0, S1Q%us = —Q%us.
Si y® = z, alors N3(2,y,y’) a pour sous-module le caractére M1(0,%) de base y?us+yQua+Q%us.
Le quotient obtenu est isomorphe & Mas(y).
o N3(z,y,y) de Fp-base {iz, g, %1y} avec y' =y,
L’action de HF,, est donnée par Siis = —yz 1020y, 5100y = —Qie, S10%Uy = —Q%0s.
Si y3 = z, alors N3(z,y,7') a pour sous-module est le Hﬁp—module de Fp-base {09, 00} avec

Uy = Yy — Q21z qui est isomorphe & My (y). Le quotient obtenu est le caractére Mp(—1,y).

Hﬁp-modules de caractére central u(z,y,y’) singulier, non supersingulier :

e Lg(z,y,0) de base {v, Qu, Q%v, w, Quw, Q*w} avec S1v = 0, $1Qv = Qu, 510% = -0, S1(w) =
Yz 10%0, $10w = —Qu, S1(Q*w) = —Q%w.

o Lg(2,0,1) = {v,Qu, 0%, w, Qw, Q2w}. S1(v) = w, S1(Qw) = 0, 1 (%) = —Q%v, S (w) = —w,
S1(Qw) = ' 27 10%, S1(Q%w) = —Q%w.

Hﬁp-modules de caractére central supersingulier (z,0,0) :

e P3(z) apour Fy-base {u, Qu, Q%u}. L’action de S; donnée par Sju = S1Qu = 0, $1Q%u = —Q?u.

)
e P3(z) a pour Fp-base {v, Qu, Q%v}. L’action de Sy donnée par Sjv = —v, S1Qv = 0, 51Q% =
—0%.

L’observation du caractére central et de la trace de 'action de S7 montre que deux HFp—modules
de dimension 6, 3 ou 1 de la liste précédente ne sont pas isomorphes.

Soit y € Fp*. Remarquons qu'un élément du noyau de l'action de S; + 1 sur le HFp—module
Ms(y) est envoyé par 2 dans le noyau de action de S;. En revanche, 'image par € du noyau de
action de S; + 1 sur My (y) n’est pas un espace propre pour l'action de S;. Par conséquent, les
Hyg -modules M>(y) et My(y) ne sont pas isomorphes.
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Théoréme 4.2.14. a) Soient y,y' € Fp, z € Fp*. Un Hﬁp-module simple ayant un caractére
central égal a p(z,y,y’) est isomorphe a l'un des HFP -modules de la liste suivante :
My(0,y), Mi(=1,y), Ma(y), Ma(y) avec y #0, y' = y?, z = y*,
Ms(2,9,y'), Mg(z y,y') avec y #0, y* = zy, y' # v,
N3(2,9,9), N3(z,9,9) avec y # 0 y? # zy, y =,
Ko(2,9,y), avec yy' # 0y # zy, v # v,
L6(27y70) avec y 7& 07 -Z/ﬁ(zv 07y,) avec y/ 7é 0;

P3(Z)7 P3(Z)
Deux modules simples de cette liste ne sont pas isomorphes.
b) De plus, tout H— -module trréductible M se reléve : il existe un H— -module irréductible My

admettant une structure entiere Lg telle que l'on a l’isomorphisme de Hf -modules

M ~ LQ ®Zp Fp.

La suite de la section 4.2 est consacrée a la démonstration du théoréme 4.2.14 : il s’agit de
déterminer la semi-simplification des HFP—modules standards.

4.2.4. Semi-simplification des HFp-modules standards réguliers.—

Proposition 4.2.15. Soit A : A — Fp un caractere régulier. Le HFP -module standard induit par

A est un Fp-espace vectoriel de dimension 6.

DEMONSTRATION. — D’aprés le lemme 3.4.17, que 'on peut appliquer aux HFp—modules stan-

dards du fait des observations du paragraphe 4.2.2.1, le Fp—espace vectoriel () est engendré par
I’ensemble

{6, 20, %9, Si¢, 050, Q°S;9, i € {0,1,2}}.
Puisque E;, = 51, Es, = S2, E5y = So + 1 — ¢, il est aussi engendré par

{¢, Qo, D¢, E;, 0, QE;,0, V°Es, ¢, i € {0,1,2}}.

Premier cas : le support de A est de la forme {E{i},E{W-H}}, pour i € N, avec la convention
adoptée par la notation 4.2.9. On a

Eng = MEg)e # 0, Eg i@ = MEqii413)9 # 0.

On rappelle que By = —u(Eg,)QE,, | et Eg 1y = —u(By,,)Q%Ey,_, : ce sont les rela-
tions (R3) et (Rj3). On en déduit que Ey Ef;113 = 0 et EgEy = 0. Ainsi, Ey,,¢ =
0 et E5;¢0 = 0. Par conséquent le Fp—espace vectoriel I(A) est engendré par l’ensemble

{6,909, Q%¢, E,,_, 0, OB, _ ¢, Q?E,,_,¢}. Or on sait que I()\) est de dimension supérieure
ou égale a 6 (corollaire 3.3.7), donc I(\) est le Fp-espace vectoriel de dimension 6 de base

{¢7Q¢7 Q2¢7 Esi_1¢7 QESi_1¢7 QzESi_1¢}‘

Deuxiéme cas : le support de A est de la forme {E{i}7E{i,i—1}}7 pour ¢ € N, avec la convention
adoptée par la notation 4.2.9. De la méme fagon, les relations

E,¢ =0 car EgEi¢ =0, By, 6 = MEqi_1.)MEgy) Q7 E,,_ ¢ du fait de (Ry).
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assurent que I()) est le Fp-espace vectoriel de dimension 6 de base

{¢7Q¢7 Q2¢7 ES¢_1¢7 QESi_1¢7 QzESi_1¢}‘

Théoréme 4.2.16. Soient i,j € {1,2,3}, i # j. Soit A\: A — Fp un caractere régulier de drapeau
0 < {i} < {i, i} < {1,2,3}.

Notons vy, v/, z les éléments non nuls de Fp tels que
AE@) =y, AMEuyy) =y, M) ==

~ Le Hy -module I()\) est irréductible si et seulement si

A Yy et Yy £,
augquel cas il est isomorphe au Hﬁp—module Kg(z,y,v).

1 1

— Supposons que zy' "' = y'y~t et 'y~ #£y.
Alors I(X\) posséde deux sous-quotients irréductibles mnon isomorphes. L’un est isomorphe a
Ms(z,y,y'), Uautre & Ms(z,y,y).

1 1

— Supposons que zy' "t #y'y~ et y'y~l =y.
Alors I(X\) posséde deuzr sous-quotients irréductibles non isomorphes. L’un est isomorphe a

N3(Z7y7y,); Pautre a N3(Z7y7y,)'

— Supposons que y'y~! =y et zy 1 = o'y~ Alors I(\) admet quatre constituants irréductibles
non—isomorphes 3 Ml(ovy)> Ml(_17y)7 M2(y)7 M2(y)

DEMONSTRATION. — Supposons que le drapeau de A est dominant,
0C {3} < {2.3) < {123}

Puisque la Fp—algébre HFP s’identifie avec la Fp—algébre eng)

d’unité €1, le paragraphe 4.2.2.1

a montré que I'étude du HFp—module standard induit par A\ se raméne a 1’étude du H%l)
p

standard induit par le caractere A(M) : A — Fp régulier de drapeau dominant défini par

AD(Bgy) =y, A (Epg) =y, A (Bpos) =2 AD(T) =1Vt € T(Fy),

-module

et qui provient par la bijection (69) du caractére non ramific X = X; ® Xo @ X3 : T(F) — F,
défini par
Xi(m) = 2y, Xo(m) =o'y, Xa(m) =y

(Voir le paragraphe 3.4.1.2). La semi-simplification du module standard induit par A" est donnée
par le paragraphe 3.4.5.5, selon que X (m), Xo(m) et X3(7) sont des éléments distincts ou non.
Pour retrouver les constituants irréductibles annoncés par le théoréme il suffit de comparer le HFP'
module Kg(z,1,y') (respectivement Msz(z,y,v'), Ms(z,y,v'), N3(z,vy,9"), Na(z,y,v'), Mi(0,y),
Ms(y), My(y), Mi(—1,y)) avec le H%l)—module défini par les formules (92), (resp. (93), (94), (95),

p
(96), (97), (98), (99), (100).) On a ainsi démontré le théoréme pour A\ de drapeau dominant.
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Un conjugué de A est régulier et induit un module standard de dimension 6 d’aprés la proposition
4.2.15. Par le corollaire 4.2.13, ce dernier a la méme semi-simplification que le module standard
induit par \.
Le théoréme est ainsi démontré car tout Fp-caractére régulier de A est dans I'orbite sous 'action
de Wy d’un caractére régulier de drapeau dominant.

O

Relévement des Hﬁp-modules simples réguliers.
Soient z,y,y" € Fp* et A: A — Fp le caractére régulier de drapeau dominant défini par
Q%) = 2, MEsy) =y, MEpzy) = ¢

Soient zq, Yo,y € Zp* relevant respectivement z,y,y’. D’aprés la preuve de la proposition 4.2.10,
le caractére A[gT'/?] — Q, défini par

O, = q209'5 ' Ouy = YoYs s Oay — 0 00
est entier et sa restriction \g : A — Z, reléve . Le Hg —module standard I(yg )\0) admet
donc une structure entiére canonique L(LQ Ag) isomorphe au H -module standard 1ndu1t par Ag
(proposition 4.2.15 et corollaire 3.3.8) et 'on a L(LQP)\) ®z, Fp ~ I()\).

Si I()) est irréductible, alors zy'~! # y/'y~! et y'y~! # y, d’aprés la condition d’irréductibilité
du théoréme 4.2.16. Dés lors, zq, yo, y(, vérifient nécessairement les relations \o(6z,) # g o(0z,),
et Mo(0z,) # qro(0z,). D’apres le critére d’irréductibilité pour les H— -modules standards [30],
I (L@p Ao) est alors irréductible et il releve le Hy _-module standard 1rreduct1ble I()N).

Si I(A) admet deux constituants 1rreduct1bles respectivement 1som0rphes a N3(z,y,y") et
N3(Z y,y'), alors, d’aprés le théoréme 4.2.16, c’est que 'on a zy’'~! # y/y~! et y'y~! = 3. On peut
choisir zg, yo, ¥ tels que Ao(0z,) # qAo(0z,) €t Ao(0z,) = qAo(0z,). Dans ce cas I(L@p)\o) admet,
d’aprés [30], deux constituants irréductibles, qui relévent dés lors respectivement N3(z,y,y’) et
N3(z,9,9").

Le cas ott I(\) admet deux constituants irréductibles respectivement isomorphes a M3(z,y,y’) et
M;(2,y,y’) est traité de méme.

Enfin, si I(\) admet quatre constituants irréductibles, alors, d’aprés le théoréme 4.2.16, on peut
choisir z,yo, y;, tels que Ag(0z,) = qAo(0z,) et No(0z,) = qAo(0z,). Dans ce cas I(L@p)\o) admet,
d’apres [30] égalemeznt quatre constituants irréductibles, qui relévent respectivement M;(0,y),
Mi(=1,y), Ma(y), Ma(y).

4.2.5. Semi-simplification des HFp-modules standards singuliers, non supersingu-
liers.— Soit A : A — Fp un caractére singulier non supersingulier. Soient y,y’,z € Fp avec
z#0, (y,y') # (0,0), yy' = 0 tels que la restriction de A au centre de H est définie par
03 — oz
Z y

—
Zy — 9.

Proposition 4.2.17. Le HE -module standard I(X) est un F,-espace vectoriel de dimension 6.
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DEMONSTRATION. — D’apres le lemme 3.4.17, et par le méme argument que pour la preuve de
la proposition 4.2.15, le F)-espace vectoriel I(\) est engendré par les éléments

{6,900, ¢, Es,¢, QEy,0, VE ¢, i € {0,1,2}}.
— Supposons que y # 0. Cela signifie que le drapeau de A est de la forme
0 < {i} <{1,2,3}
pour i € {1,2,3}. La relation (R3) dit que Eg;y = —1(Eg,)QE,_,. Elle donne donc Ey,_; ¢ # 0
et permet aussi de remarquer que E; Eg; = 0 donc Ez;¢ = 0. La relation (R4) quant a elle,
dit que E5;,_ E;_1 5 = QE;,  Eg). On en déduit que QE;, , Eg;30 =0 et donc Eg, ¢ = 0. Par
conséquent, le Fp—espace vectoriel I(\) est engendré par les éléments

{¢7 Q¢7 Q2¢7 Esi,1¢7 QESZ;1¢7 QQESi71¢}.

Or on sait qu’il est de dimension supérieure ou égale & 6 (corollaire 3.3.7), donc cet ensemble
en est une base.

— Siy=0ety #0, cela signifie qu'il existe i € {1,2,3} tel que A(Ey; ;413) # 0. La relation (R3)
dit que Eg; ;113 = L(EsH_l)QQEsi_y Elle donne donc E;;, ;¢ # 0 et permet de remarquer que
Es 1 Egiivy = 0, d'ott B, ;¢ = 0. Enfin, la relation (R4) dit que EyEg; ;41 = Qs Efiny
de sorte que Eg Ey; ;11360 =0 d'ou Eg;¢ = 0.

Ainsi, I(X) est un Fp-espace vectoriel de dimension 6 de base
{6,99, %9, Es,_ ¢, QE,,_ 6, QEy,_, ¢}
]

Théoréme 4.2.18. Le HFp-module standard induit par X est irréductible. Il est isomorphe a
Le(2,5,0) siy #0, a Lg(2,0,y') siy #0.

DEMONSTRATION. — Nous montrons le théoréme 4.2.18 dans le cas ol le drapeau de A est do-
minant. Comme dans la preuve du théoréme 4.2.16, le cas général s’en déduit grice au corollaire
4.2.13.

Soit M un sous—HFp—module propre de I(\). Supposons que S7 agit par zéro sur M. Dés lors

So =080 et 52_1 = 0715, agissent également par zéro sur M et, d’aprés les relations (R3),
et (Rf), les éléments centraux Zp, et Zy agissent alors sur tout élément m € M par

Zim = (28555 + QS;S1 + Q251S2)m = Qm,
Zom = (2S5 + Q25281 + Q2S5 S2)m = O?m,
ce qui, puisque M est non nul, est en contradiction avec le fait que I(A) admet un caractére

central singulier. Par conséquent, M n’est pas inclus dans le noyau de 'action de S; et, puisque
(S14+1)S1 =0, il existe un élément non nul m € M, appartenant au noyau de l'action de S; + 1.

Premier cas : le drapeau de A est 0 C {3} € {1,2,3}. Cela signifie que y # 0. D’aprés la preuve
de la proposition 4.2.17, une F,-base de I()) est donnée par {¢, Qp, Q%¢, Sa¢, Q2Sa2¢, Q2S2¢}. De
plus on y a vu que S§¢ = Es ¢ = 0 et S1¢p = E5 ¢ = 0. On vérifie alors a I'aide des relations (R3)
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et (R%) que le HFp-module I()\) est isomorphe & Lg(z,y,0) via 'identification v — ¢, w — Sa¢.
En effet on a

- 51.0=0,

- 51.Q¢ = QS50,

— 51.0%¢ = Q%S0 = —Q%¢,

— Eyg3y = 25152 donc S51.52¢ = 2~ y02e,

- 51.082¢ = Q053¢ = —Q559,

- Epgy = S028, donc 0 = S70Q2S56 et S1.0Q255¢ = —Q252¢
L’élément non nul m € M, appartenant au noyau de ’action de S + 1, s’écrit

m = aQ’¢ + NS0 + 22520

avec a, 3,7 € Fp. On a alors Q51Q.m = 2(—3526 + yyg) € M, et S1(Q51Q.m) = —ByQ%¢ € M.
Or ¢ engendre le HFp—module I()). Donc, si 8 était non nul, M ne serait pas un sous-module

propre de I(\). Donc = 0. De méme, on a alors v =0, et a = 0, et m = 0.
Par conséquent () est un Hp -module irréductible.

Deuxiéme cas : le drapeau de M est ) C {2,3} C {1,2,3}. Cela signifie que y’ # 0. D’aprés la preuve
de la proposition 4.2.17, une F,-base de I()\) est donnée par {¢, 20, Q%¢, S16, QS16, Q2S16} et
I'on a Sp¢p = —¢, Sa¢p = 0. On vérifie alors a P'aide des relations (R3) et (Rf) que le Hy -module
I(\) est isomorphe & Lg(z,0,y') via I'identification v — ¢, w — S16. En effet, on a

- Sl¢ = Sl@b,

- S510¢ = QS0 = 0,

- 51020 = Q25,9 = -9,

- 51.519 = =519,

— E{273} = 925251 donc S1.0051¢ = Q5551 = z_ly’Q2¢,

— Eqgy = 955, donc S3051¢ =0 et S51.0251¢ = Q550516 = —025,¢.
L’élément m # 0, m € M non nul appartenant au noyau de l'action de S; + 1, s’écrit

m = aQ’¢ + BS1¢ + 122516

avec a, 3,7 € Fp. De plus, on a $10%2.m = —B0%2S1¢ + vy/'Q%¢ € M, et (510%)2.m = —py' Q¢ €
M. Or ¢ engendre le HFp—module I(\). Donc, B =0, puis y =0, et a = 0.
Par conséquent I(\) est un Hg -module irréductible. O

Relévement des Hi -modules standards singuliers, non-supersinguliers.
p

Soit A : A — F, un caractére singulier non-supersingulier. Soit Ao : A — Z, le relévement de

A donné dans la preuve de la proposition 4.2.10. Puisque le module standard induit par A est

de dimension 6, le corollaire 3.3.8 dit que le H@ -module standard induit par g Ao admet une
p p

structure entiére canonique L(L@ Ao) isomorphe au Hzp—module standard induit par A et 'on a
p

L(L@pko) ®Zp Fp ~ I()\).

Le critére d’irréductibilité des H@p—modules standards [30] nous assure que le H@p—module stan-
dard I (L@p Ao) est irréductible.

Ainsi, le HFp—module standard irréductible I(\) se reléve : il est isomorphe a la réduction de la
structure entiére canonique du H@p—module irréductible I (L@p Ao)-
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4.2.6. Semi-simplification des modules standards supersinguliers.— Soit A : A — Fp un

N . L3 LN 2 . P = * 21 2
caracteére supersingulier. Il est entiérement déterminé par sa valeur z € I, en I'élément central
inversible 3. Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.19. [l existe un morphisme de Hﬁp -modules défini par

P.oIN) — o
¢ — (1+Sl+52)¢.

ol ¢ désigne le générateur canonique du HFP-module standard I(X\). C’est un projecteur et le
HFp-module I(\) se décompose en la somme directe de HE, -modules

I(\) =ImP @ KerP.
Le Hﬁp-module ImP indécomposable de longueur 2 : on a la suite exacte de HFp-modules
0 — P3(z) — Im(P) — P3(z) — 0

et KerP est un Hy -module isomorphe a la somme directe Ps(2) & Ps(2).

Corollaire 4.2.20. Le Hg -module standard I()\) est de dimension 12.

Corollaire 4.2.21. Soit Ay : A — Zp un caractére de réduction égale a \. La partie libre L(\g)
du module standard induit par Ao est un Zp—module libre de rang 6 et la réduction du Zp—module
de torsion T (X) ®z, F, est un Fp-espace vectoriel de dimension 6.

4.2.6.1. On désigne par I(\)) le sous-espace vectoriel de I(\) A-isotypique :
Iy ={velIN), Ego=\E;)vVee X}

Lemme 4.2.22. Le sous-espace vectoriel I(\)y est stable sous laction de 'algébre de Hecke finie
de générateurs {S1, Sa}.

DEMONSTRATION. — Cela tient aux relations de Bernstein entiéres. La Z[g|-algebre A est engen-
drée par les éléments Q3 et Ey, pour I C {1,2,3} donc un élément appartient au sous-espace vec-
toriel A-isotypique si et seulement si son image sous 'action de E7 est nulle pour tout I C {1,2,3}.
Soient v un élément de I(\)y, @ € {1,2} et I C {1,2,3}.

- Siiel,i+1¢ 1, alors E;1Siv = S} Erygit1y—{ipv = 0, d’aprés la relation (By).
= Siigl,iel, alors E1Siv = SiEp gy ir13v — Erv = 0, d’aprés la relation (By).
— Dans les autres cas, S; et Er commutent donc E7S;v = 0 d’apreés les relations (Bs) et (By).

Donc S;v appartient au sous-espace A-isotypique.
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4.2.6.2. Soit € € {—1,1}. Nous définissons un relévement de A noté \.. Soit zg € Zp* relevant z.
On vérifie aisément que le caractére de A[qil/ 2] a valeurs dans Q,, défini par

0x1 = 17 0172 = qE/z) 9(E3 = Zoq_E/z
est entier et que sa restriction A, : A — Zp reléve A.

Nous noterons ¢, le générateur canonique du Hg -module standard induit par lg Ae- On rappelle
D p

que le sous—HZp—module qu’il engendre est la structure entiére canonique L(L@ Ae). On notera ¢,
p
son image dans la réduction modulo p de cette structure entiére.

Lemme 4.2.23. Supposons que € = 1. La réduction modulo p de la structure entiere canonique
L(ig A1) est le Fp-espace vectoriel de base
D

{1, Qd1, Q%¢1, G261, QSa¢1, Q%5261 }.
L’action de HFP y est donnée par
S1.¢1 =0, S1.0¢1 = QS¢1, S51.0%°¢ = —Q%¢y,

S1.5201 =0, S1.085¢1 = —QSa¢1, S1.025261 = —Q%Ss¢n

et Uélément central Q3 agit par le scalaire z.

Supposons que € = —1. La réduction modulo p de la structure entiére canonique L(L@ A_q) estle
p

Fp-espace vectoriel de base
{o_1, Qd_1, D®6_1, S16_1, QS16_1, Q*S16_1}.
L’action de HFP y est donnée par
Si1.6-1=51¢_1, S1.Q¢_1=0, S1.0%_1 =—-Q%¢_1 +QS16_1,

S1.816-1 = —S16_1, S1.QS1¢_1 =0, S1.0%S1¢_1 = —Q*S16_4

et Uélément central Q3 agit par le scalaire z.

Nous démontrons ce lemme au paragraphe 4.2.6.4.

Notation 4.2.24. L'élément ¢, est propre pour A pour le caractére X\. On a donc un morphisme
surjectif de HFp-modules

je: I(A) — L(L@p)‘i)(X’Zpr
¢ = Pe.
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4.2.6.3. Preuve du théoreme 4.2.19. — Tout d’abord nous remarquons que des calculs élémen-
taires permettent aisément de s’assurer que les HFp—modules P3(z) et P3(z) sont irréductibles.

Dans le module standard induit par A, on a, d’apres les relations (R3) et (Rf)

(103) B¢ = S5051¢ =0 B3¢ = SiQ%82¢ =0

{ Epyo = 51506 =0 { B¢ = S3570¢ =0
B3y = Q51520 =0 B3¢ = 2259519 =0

D’aprés le lemme 4.2.22, le morphisme de HFp-modules P est bien défini par

P:oIN) — o
10} — (1 + 51+ S2)¢

Pour vérifier que c’est un projecteur il suffit de s’assurer que P2(¢) = P(¢). Or, d’aprés les
relations (103), S1S2¢ = S2S1¢ = 0. D’on,

PH¢) = (1+ 81 + S2)(1 + S1 + S2)¢ = (L + 51 + S + 8192 + 9251)6 = (1 + S1 + S2)p = P(¢)
et I'on a bien la décomposition en somme directe de Hﬁp-modules

IX) =ImP & KerP.

Le projecteur P vérifie :
P(S19) = S1(1+ 51+ S2)¢ = 0,
P(S102¢) = S192(1 + 51+ S2)p = QS2(1 + 51+ S2)p =0

P((S1+1)2%) = (S1+1)Q*(1+ 51+ S)¢
= Q(l + SQ)Q(I + 51 + Sg)¢
= Q1+ 5)QS1¢ + Q1 + 52)Q20 + Q(1 + 52)Q2S9¢
= E}QE; ¢+ (1+5)0% +E; Q’E,,¢
= Epyo+ (1+51)2%¢ + Epy 339
= 04 (1+S51)Q% +0.

D’aprés le lemme 3.4.17, le Fp-espace vectoriel I(\) est engendré par
{6, Qo, D¢, Sip, VS0, Q2S;0, i € {0,1,2}} = {¢, Qp, Q%¢, W S1Q¢, k1€ {0,1,2}}
ou encore par S = ST US? ou
St = {510,0516,0%5,0, 51Q¢,05,Q¢,Q025,Q¢} € KerP, et
S2 = {P(¢), AP (¢),0*P(), (S1 + 1)Q2%p, Q(S; + 1)2%p, Q%(S1 + 1)Q%¢} € ImP.

On en déduit que les Fp—espaces vectoriels KerP et ImP sont respectivement engendrés par S!
et S2.
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Semi-simplification du Hg -module ImP : On pose u = (S1 + 1)Q%¢, v = P(¢). Ce sont
deux éléments non nuls de I()). En effet, d’aprés le lemme 4.2.23, leurs images par j_; sont
non nulles. D’aprés les relations (103), on a dans Im(P)

Siu = 0, S1v = 0,
S1(Qu) = QS52(S1 +1)Q2%¢ = —Qu, Si(fw) = 0,
S1(Q%u) = Q351(Sy + 1)Q¢ = —Q%u, S$1(0%0) = u— Q3.

Donc le sous-module de ImP engendré par u est isomorphe au HFp—module irréductible P3(z)
et le quotient de Im’P par ce sous-module est isomorphe au Hﬁp—module irréductible P3(z). En

particulier, on en déduit que ImP est de dimension 6 et a pour Fp—base S2.

Montrons que ImP est indécomposable. Si ImP possédait un Sous-HFp—module isomorphe a

P3(z), il posséderait un élément non nul appartenant annulé par Sy, S1Q et (S + 1)Q2. Or
lintersection de ImP avec le noyau de I'action de Si et celui de l'action de S1€) est égale a
la droite dirigée par v mais v n’est pas annulé par (S1 + 1)Q2. Donc ImP est un H]Trp—module

indécomposable et 'on a la suite exacte annoncée dans le théoréme.

Semi-simplification de KerP : On s’attache maintenant & montrer que le systéme générateur
8! du Fp-espace vectoriel KerP en est une base. Grace aux relations (103), on a

51.51¢ = -5, 51.0510¢ = —Q5Q09,
$1.0816 = 0, 51028106 = 0,
$1.0281¢ = —Q25¢, 51038100 = —Q35,Q¢.

Il apparait donc que, s’ils sont non nuls, les sous—HFp—modules de KerP engendrés respective-

ment par S1¢ et Q251Q¢ sont isomorphes au Hﬁp—module irréductible ]53(2).
Soit une combinaison linéaire nulle des éléments de S,
(C) a1816 + xS1¢ + azQ°S16 + S12S10¢ + (225106 + F32° 5196 = 0.

Nous allons montrer que 0 = a3 = as = ag = 61 = (B2 = (5.
En appliquant tour & tour I'action de (Sy + 1), Sy + 1, et (S + 1)Q2, la combinaison linéaire
(C) donne

(Cl) 1510 + 41025100 =0, (CQ) a€)S1¢ + 52925194) =0 (Cg) a39251¢ + (B32510¢ = 0.

D’aprés le lemme 4.2.23, I'image de la combinaison linéaire (C'1) (resp. (C2) resp. (C3)) par j_1
donne a1 S1¢_1 =1 (resp aaf2S1¢_1 = 0, resp. azN2S816_1 = 0) d'oil, a; = as = az = 0.

D’aprés le lemme 4.2.23, I'image de la combinaison linéaire (C'1) (resp. (C2) resp. (C3)) par ji
donne alors 31251Q¢1 = 0 (resp (202510¢; = 0, resp. $351Q¢; = 0) d'owt, By = 2 = 3 = 0.

Par conséquent le systéme S! constitue une base du Fp-espace vectoriel du KerP. On a aisni
montré que le Hy -module KerP est isomorphe  la somme directe Ps(z) ® Ps3(z). Le théoréme
est démontré.
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4.2.6.4. Preuve du lemme 4.2.23. — Dans I(L@ Ae) de générateur canonique ¢, on a, d’aprés
p
(R3) et (R3)

E{1}¢e = 515500 = q¢e, E{1,2}¢e = S;STQQ(ﬁG = q1+€/2¢ea
Epy e = 50516 = ¢ /%, Ef1 310 = S{Q%820 = ¢! /%200,
B30 = Q81550 = 200" "¢, Epg10e = 025510 = 20q¢e.

On traite le cas e = 1. Vérifions a l'aide de ces relations que le Z,-module engendré par
{01, Qop1, D2¢1, Sop1, NSap1, 2259241} est stable sous P'action de HZP' Pour ce faire il suffit de
vérifier que ce Zp—module est stable sous 1'action de S; et Q*! qui engendrent Hzp. Pour l'action

de QF!, cette assertion est claire car I’élément central Q3 agit par multiplication par le scalaire
non nul zy. Observons 'action de S.

—On a S1FEp3 = ¢92S5, donc, dans le H@p—module standard induit par L@p)\l qui est sans
Zy-torsion, Sy.¢1 = q1/2zo_19232¢1.

- On a SlQ = QSQ, donc 51.Q¢1 = QSggbl.

— On a S{Q2E(y = ¢Q%S,, donc $1.9%¢1 = (¢ — 1)Q%¢1 + ¢'/2S2¢1.

— On a 8.8 = Q 'Ey3) donc 51.52¢1 = ¢'/?Q%¢y.

— On a 5105, = (¢ — 1)Q2S2 + ¢©2 donc 51.92S2¢01 = (¢ — 1)Q2S2¢1 + ¢

~ On a S{Q%8; = E{; 3y donc S1.0%5:¢1 = (¢ — 1)Q2S201 + q/%2061.

On a donc démontré que le Z,module engendré par {¢1, Q¢1, Q2p1, Sa1, QS2¢1, Q25261 }
a une structure de Hy -module. Puisqu’il engendré par le générateur canonique ¢., on en
déduit griace a la proposition 3.3.2 qu’il n’est autre que la structure entiére canonique du
H@ -module standard induit par ‘g, A1. En particulier, c’est un Z -module libre de rang 6, et

{p1, Qo1, Q%¢1, Sap1, DSa2¢p1, O 52¢1} en est une base.
Par réduction modulo p des relations ci-dessus, on en déduit la structure du HFp—module

L(L@p)\l) ®7, F, annoncée par le lemme.

La cas ¢ = —1 se traite de méme, en vérifiant tout d’abord que le Zp—module engendré par
{01, Qp_1, Q¢p_1,581¢_1, QS10_1, Q2S1¢_1} est stable sous I'action de HZP- On utilise les re-

lations suivantes

— On a Sl.gb_l = Slqb_l.

~ On a $1QEg) = ¢S, donc S1.Q¢_1 = ¢"/2Q%814_;.

—Ona Si“Q2E{273} = ¢3Q81, donc S1.Q%¢_1 = (¢ — 1)%¢_1 +QS1¢_1.
~OnaS?=(qg—1)S; +qdonc $1.81¢_1 = (¢ —1)S1¢_1 + qp_1.

— On a 51.Q51 = Q_IE{273} donc 51.951¢_1 = q92¢_1.

~ On a S{Q%8) = QE{y) donc $1.0251¢_1 = (¢ — 1)Q2S1¢1 + ¢/%20Q6_1.
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4.2.6.5.

Proposition 4.2.25. Soit \g : A — Zp un caractére relevant \. La réduction modulo p d’une
structure entiére du module standard induit par ‘g Ao admet deux constituants irréductibles res-
p

pectivement isomorphes o Ps(z) et Ps(z).

DEMONSTRATION. — Soit L une structure entiére du module standard induit par g Ag. Tout
p

constituant irréductible du HFp—module L ®z, F, admet un caractére central supersingulier égal a
wu(z,0, 0)._Par la propriété 4. des modules standards, on en déduit que les constituants irréductibles
de L ®z, IF,, sont des quotients du module standard supersingulier de caractére central ;(z,0,0) :

d’aprés le théoréme 4.2.19, ce sont donc des copies de Ps(z) et P3(z). Par argument de dimension,
il y en a 2.

D’aprés le théoréme de Bernstein, une base du HQ -module standard induit par ‘g, Ao, de géné-

rateur canonique ¢g, est donnée par {¢g, S1¢0, S2¢0, 515200, 525100, S15251¢0}. Puisque Sl =
(¢q—1)S1+¢q, la trace de I'action de S; sur le module standard induit par ‘g )\0 est égale a 3(¢g—1).

La trace de I'action de S sur L®Zp F, est donc égale a (—3). Par consequent, les deux constituants

irréductibles de L @7 IF, sont respectivement isomorphes a P3(2) et P3(2). O

Montrons maintenant que tout Hﬁp-module simple supersingulier se reléve. On définit un @p—

j:1/2]

caractére de Alq par

—1/4 3/4 -1/2.

9x1r—>q 70z2’_>q 70503’_’20(]

Sa restriction & A est un caractére entier noté Ao : A — Zj, et qui reléve A. D’aprés [30], le Hg -
D
module standard induit par L@p)\o est réductible car gA\o(0y,) = Ao(0,). D’aprés la proposition

précédente, il admet deux constituants irréductibles qui relévent respectivement P3(z) et Ps(z).
Ainsi, tout Hﬁp—module simple supersingulier se reléve.

Remarque 4.2.26. On choisit le relévement \g : A — Z de X\ donné dans la preuve de la propo-
sition 4.2.10. D’aprés le critére d’irréductibilité pour les H— -modules standards (|30]), le H— -

module standard induit par 'g, Ao est irréductible et ne nous donne donc pas de relévement pour
les H—p-modules simples supersmguhers



4.3. MODULES SIMPLES SUR L’ALGEBRE DE HECKE REGULIERE 163

4.3. Modules simples sur P’algébre de Hecke réguliére

On se donne R un anneau commutatif unitaire tel que R O {pg-1,(¢ — 1)7'} et I'on considere
comme précemment R comme un Z[g]-module via le morphisme d’anneaux unitaires défini par
q — qg (voir la notation 4.2.1).

Soit y l'orbite sous I'action de Wy d'un Fy-caractére régulier du tore fini T'(F,). Rappelons qu'un
[F,-caractére du tore fini s’identifie avec un R-caractére du tore fini et 'on peut considérer o, la
R-représentation de I triviale sur /(1) donnée par & .

XEY

4.3.1. Présentation de Hp(G,0,). — D’aprés la proposition 4.1.2, la R-algébre de Hecke de

o, est isomorphe a la R-algeébre eyHg) d’unité €,. Nous allons en donner une présentation.

Définition 4.3.1. Soit H(v) la Zq]-algebre de base {T e, } avec les relations :

(1) Pour x, X' €~, x # X, on a

wGVV,XG'y

2
€ =€, 6,6, =0, Y e, =1.
X X Ex€x =

(2) Pourw e W, x €5
Twey = €wyTw-
(8) Pour w, w' € W tels que {(ww') = {(w) + £(w'), on a
TuwTw = T
(4) Pouri€ {0,1,2}, on a T2 =gq.

On pose HR(y) := H(y) ®zq R.

D’aprés le théoréme 3.2.5, la R-algébre eWHg) d’unité e, est isomorphe a la R-algébre Hg(y) via

I'identification e, T}, — T, pour tout w € W.

Remarque 4.3.2. Par définition des algébres de Hecke, la R-algeébre de Hecke de o, contient une
sous-algébre isomorphe au produit d’algébres

P Hr(G,x) = Hr(G.o,).
X€Y

Par définition des idempotents €, (§3.2.1.2) ce produit d’algebres est isomorphe a la sous-algébre

@ exHr(v)exy — Hr(7)
XY

de I'algébre Hp(y) d'unité e,. D’aprés les relations de commutation (1) et (2), cette sous-algébre
est commutative et a pour R-base I’ensemble {T ¢, x € X, x € v}.
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Remarque 4.3.3. On note H(v)[qg*/?] la Z[qg*'/?]-algébre obtenue aprés addition d’un inverse et
d’une racine carrée de I'indéterminée g & 'anneau des scalaires de H (). On considére "application
suivante : _
¢: ZlgW] — HO)lg]
w N q—é(w)/2Tw :
C’est un morphisme d’anneaux injectif. En effet, d’aprés les relations (3) et (4) de la définition
4.3.1, les éléments {p(w)}, oy Vérifient les mémes relations que les {w}, 47 -

Soit w € W. Par I'isomorphisme ea,H(l) ~ Hpg(vy) l'élément e, E,, € EWHS) de la base de Bernstein

entiére défini au paragraphe 3.2.2, correspond a I’élément T, € Hg(7y) :
en effet, pour w = woz € W = Wy.X, on a défini E,, dans H(l)[qi1/2] par

B, = ¢)~two) @) ~tw)/2, 1 -1
avec y, z € X, dominants tels que z = y — z. Or, dans H(v)[¢*"/?],

q(f(w)—é(wo)+€(Z)—€(y))/2TwOTyTZ—I = "2 g(we)d(y)d(z) ! = ¢" W 2p(w) = Ty,

En particulier, dans I'isomorphisme eVH(l) ~ Hpg(v), la sous-algébre commutative E’YAS%) de 677_‘5%1)

correspond & la sous-algébre commutative de Hg(y) de R-base {Tzey, x € X, x € 7}. On note
Br(7) cette derniére.

On appelle R-caractére de Bg(7y) un morphisme de R-algebres Br(y) — R. On déduit de I'action
de W sur A (voir la notation 3.2.10) une action de W sur Bpr(y) et sur ses R-caractéres : pour
tout w = woxr € W = Wy. X, le caractére w.\ est défini par

wATy) = )\(Two_l ), Vo e X5 w.(ey) = )\(Gwo—l.x) Vx € 7.

Two

Remarquons que puisque 7y est une orbite réguliére, un R-caractére de Bg(7y) est distinct de chacun
de ses conjugués sous 'action de Wj.

4.3.2. La sous-algébre commutative B, et ses caractéres :— Désormais R = Fp. On note
By la sous-algébre commutative By (7) de Hg, (7).

Pour I C {1,2,3}, on désigne comme précédemment par x; la diagonale constituée de 7 en les
coordonnées qui appartiennent & I et de 1 ailleurs. On notera T I’élément T,.
En particulier, Ty 93y = T3 ott w € W est 'élément de longueur nulle défini au paragraphe 0.1.4.

D’aprés la remarque 4.3.5, la Fp-algébre B, est isomorphe & la F,-algebre eWAfFI) et, d’aprés le
p

théoréme 3.2.9 on a le résultat suivant :

Proposition 4.3.4. — La Fp—algébre commutative B, est engendrée par I’ensemble

+3
{T17 €xs Ty }xE'y,Ig{l,Z,?)}

avec les relations
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T/T;=0si1¢ JetlgI etlesrelations (1) de la définition 4.5.1 entre les €.

— Elle contient le centre Z(HFP (7)) de Hy, y),

Z(Hg (7)) = Fp[T5%, Z1(7), Za ()],
ot Zi(y) = > Ty, pouri € {1,2}.
1C{1,2,3},|1|=i

— L’algebre HFP (7) est de type fini sur son centre.

Soit A : By — Fp un Fp—caractére. D’apres les relations de commutations dans B, il existe un
drapeau, appelé drapeau de A

0CLC..CI Cly=1{1,23),
tel que pour tout ) C I C {1,2,3},

A(Ty) # 0 si et seulement si I est 'un des éléments Iq, ..., [,11 de ce drapeau.

Le caractére \ est entiérement déterminé par la donnée de {A\(T'1,)}i=1,. 41 et de 'unique élément
X € 7 tel que A(ey) # 0.

On dit que A\ est

- régulier si le drapeau est complet i.e. r = 2.

- singulier s’il n’est pas régulier,

- supersingulier si le drapeau est trivial, i.e. si A\(T;) = 0 pour ) C I C {1,2,3}.

=

4.3.3. Classification des HFP(G,UV)-modules simples :(— Soient z € Fp*, Y,y € Fp. Soit
w(z,y,y") le caractére du centre de Hy, (7) déterminé par

w(z,9,9) T = 2, Zi(y) =y, Za(y) = o/

On dit de u(z,y,y") qu'il est régulier si yy' # 0, singulier sinon. Dans le cas particulier ou
(y,9y") = (0,0) on dit que u(z,y,y") est supersingulier.

Nous donnons maintenant une liste Hg (7)-modules de caractére central u(z,y,y’). Pour les dé-

crire, il suffit de donner I'action de {€, } ey, T, et T, car T,? agit par le scalaire z # 0 et car la
Ip-algebre Hy (7) est engendrée par Uensemble {Ts,, Tu™, {e, }ver }-
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Modules ayant un caractére central régulier :

Pour yy’ # 0, x € 7, on définit le HE (v)-module Kg(z,y,y, x) de Fp-base {v, Ty, T, %, w, T,w, T, 2w}
avec €, v = v et

Modules ayant un caractére central singulier, non-supersingulier :
~Pour y # 0, ¥y = 0, x € ~ on définit le HFP(’y)—module Le(z,9,0,x) de F,-base

{v, T, T2v, w, Tyw, T, 2w} avec e,v = v,

Ts,v=0, T, w= yz‘lTW%,
Ts, Tyv=T,w Ts, Tow =0,
T, T,%v =0, Ty, To?w = 0.

~Pour y = 0, 3y # 0, x € v on définit le HFP(’y)—module Le(2,0,9',x) de Fy-base

{v, Tyv, T2, w, Tyw, Ty?w} avec e, v = v et

Ts,v=w, T, w=0,
Ts, Tov=0 T, Tow = y'27 1T, %0,
Ty, T,?v =0, Ts, To?w = 0.

Modules ayant un caractére central supersingulier :

Soit x € 7. Le HFp—module P(z,0,0,x) a pour F,-base {v, T v, T, 20} ; Ty, agit par zéro sur
P(z,0,0,x) et eyv =v.

Théoréme 4.3.5. Soient z € Fp* y,y € Fp, X € 7. Pour tout w € Wy, on a les isomorphismes
de Hg (v)-modules suivants :

Ko(2,9,9',x) ~ Ko(2,y,y', xw) avec yy' # 0,
Le(z,y,0,x) ~ Le(z,y,0, xw) avec y # 0,
Lg(2,0,4/,x) =~ Lg(2,0,y, xw) avec y' # 0,
P(2,0,0,x) ~ P(z,0,0,xs152) ~ P(z,0,0, xs251).
En revanche les HIF‘p (7)-modules P(z,0,0,x) et P(z,0,0,xs1) ne sont pas isomorphes.

Pour tout HFP(’y)—module simple ayant un caractére central égal a p(z,y,y’), il existe x € ~y tel
que ce module est isomorphe a l'un des Hg (v)-modules de la liste suivante :

Ko(2,9,9',x) siyy #0,

LG(Z7y707X) st Yy 7& 0 y/ = 07 Lﬁ(zv()?y,vX) st y= Oz y, 7& 07
P(2,0,0,x) si (y,y') = (0,0).
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La suite de la partie 4.3 est consacrée a la démonstration de ce théoréme.

4.3.4. Modules standards pour la F,-algébre Hg, (GL3(F), 0).—

4.8.4.1. Sous-espaces A-isotypiques. — Soient V un HFP (v)-module, A un F-caractére de B,.
Définition 4.3.6. On note V) le sous-espace A-isotypique de V

Vi={veV,bv=ADbuvVbe By}
Lemme 4.3.7. Soit w € W. On a Ty.Vy C Viys.

PREUVE. — Il suffit de montrer que T,,.Vy C V,, et Ty, .Vy C Vg, .\ car W est engendré par
{s1, wtl}. Soient x € v, v € X.

On a d'une part €, T, = T,e,-1, d’aprés les relations (2) de la définition 4.3.1, et T, T, =
T,w-120 = ToTy,-1,,. Par conséquent, on a bien T,,.V) C V,, .

D’autre part, du fait des relations (2) de la définition 4.3.1, on a €, Ts, = Ty €. De plus, si
l(xsy) = L(x) + 1, on a Tys, = TyTs, = Ty, Tyyas,; ainsi, T, Ty, = TpTgv = Ty, Toypsy- Si
lxsy) = 4(z) — 1, on a Ty ps;, = Ts,Tasyy To = Tus, Ty, 5 ainsi T, Ty, = 0 = Ty, Tyyps,- Do,
Tsl.V)\ - V;l_)\. O

On déduit du lemme 4.3.7 que si V est un HFP (7)-module engendré par V), alors le Fp—espace

vectoriel V' est la somme directe de ses sous-espaces w.A-isotypiques non nuls, avec w parcourant
Wo.

Lemme 4.3.8. Sile HF,, (v)-module V' est engendré par un vecteur v € Vy, alors on a dimVy = 1.

PREUVE. — Soit x 'unique élément de v tel que A(e,) = 1. Puisque v € V) on a ;v = v. De

plus, pour tout élément non trivial w € Wy, les caractéres wy et x sont distincts donc €,v =

(€wxex)v = 0.

Soit v un élément non nul de V). On a en particulier €, u = u. Puisque v engendre V/, il existe une

famille non nulle {83} indexée par les éléments w = wxr € Wy.X = W telle que u = X85 Tyv.
w

Ainsi u = eyu =) B3 Tq€y-1,v= 3 B Tyv. D'owt, u € Fpu. O
w0 zeX
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4.8.4.2. Propriétés des HFP (7)-modules standards.— Soit A un Fp-caractére de B,.
Définition 4.3.9. Le Hg (v)-module standard induit par X est le Hy, (7)-module

I(\) = Hg (7) @5, A

On note py = 1® 1 € I(\) le générateur canonique du Hg (7)-module I(A). C’est un élément
M-isotypique.

Les propriétés suivantes proviennent du fait que HFP (7) est de type fini sur son centre et des
lemmes 4.3.7 et 4.3.8.

(i) Le module standard I(\) est un F-espace vectoriel de dimension finie. Il est égal & la somme di-
recte de ses sous-espaces w.A-isotypiques non nuls, pour w parcourant Wy. Sa partie A-isotypique
est la droite dirigée par ¢,.

(ii) Tout Hy, (7)-module simple ayant un caractére central est quotient d’'un module standard.

Proposition 4.3.10. - Le Hy (7)-module standard I(X\) admet un unique quotient irréductible

non nul noté V.

— Soit w € Wy. On a un isomorphisme de HFP(’y)—modules I(\) ~ I(w.\) si et seulement si

lespace w.\ isotypique Vuf')\ est non nul.

~ On a les isomorphismes I(\) ~ I(w.\) ~ I(w?.\). Ainsi, la dimension de l’espace vectoriel V>
est supérieure ou égale & 3.

— On a la suite exacte de Hg (7)-modules

0— P IN)wr — I(N) — V* — 0.
weWo, I (N)ZI(w.)\)

La preuve de la proposition 4.3.10 repose sur les lemmes suivants :

Lemme 4.3.11. Soit w € Wy. On suppose qu’il existe d, d' € X tels que
Tw-14Twapr # 0.
Alors on a un morphisme injectif de HFP (v)-modules
A
I(\) < I(w.\)
ox — Ty-100wa

En particulier, on a les isomorphismes de Hg (7)-modules : I(\) ~ I(w.\) ~ I(w?.\).
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PREUVE DU LEMME 4.3.11. — Soient A, w, d, d’ vérifiant les hypothéses du lemme. D’apreés le
lemme 4.3.7, on a des morphismes de HFP (v)-modules A et B bien définis par :

I — I(w.\) — I())
25 N wald’sow.)\
Dw.A > Tuwdpa
De plus Bo A(py) = T y-14Twapx : c’est un élément non nul appartenant a l’espace A-isotypique
I(A)x. D’aprés le lemme 4.3.8, il existe § # 0 tel que B o A est égal a ’homothétie de rapport (3.
Ainsi, A est une injection I(A\) — I(w.)\).

Les isomorphismes annoncés sont ensuite obtenus en choisissant w = s351, d = 5152w, d’ = s9s51w?,
car alors T,,—1pTwapr = Tw?’go)\ # 0. D’aprés ce qui précéde on a donc un morphisme injectif
I(\) = I(w.)\). L’isomorphisme est obtenu en réitérant ce raisonnement pour w.\ puis w?.\ et en
notant que 1’élément central w? laisse invariant le caractére \.

O

Lemme 4.3.12. Soient V' un quotient irréductible non nul du Hg (v)-module standard I()\).
Pour w € Wo, on a un isomorphisme de Hy (7)-modules I(\) ~ I(w.\) si et seulement si [’espace
w.A-1sotypique de V' est non nul.

Un quotient irréductible non nul V' de I(A) posséde un espace A-isotypique non nul. On déduit de
ce lemme et du précédent que les espaces w.\-isotypique et w2 A-isotypique de V sont également
non nuls de sorte que V' est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 3.

PREUVE DU LEMME 4.3.12. — D’apreés le lemme 4.3.8 et puisque le quotient non nul V' de I(\)

est irréductible, son espace A-isotypique est un F,-espace vectoriel de dimension 1. Soit v une base
de V). Soit w € W.

Supposons I(A) ~ I(w.)\). En particulier V' est un quotient non nul de I(w.\) donc 'espace
w.A-isotypique de V est non nul.

Réciproquement, supposons que l'espace w.\-isotypique de V' est non nul. Puisque V' est un
Hﬁp(’y)—module irréductible, il est engendré par v € V). D’apres le lemme 4.3.7, le F,-espace

vectoriel V,,  est engendré par les éléments de la forme {T,qv}aex. Il existe donc d € X, tel que
= Typqv # 0.

Puisque u engendre lui aussi le Hy (v)-module irréductible V, I'élément v s’écrit v = ¥ a. T u.
P 2eW
Mais ~ est une orbite réguliére, donc, par un raisonnement analogue a celui de la preuve du lemme

4.3.8 il existe d’ € X tel que T,u # 0 pour z = w'd’ . Les hypothéses du lemme 4.3.11 sont
deés lors vérifiées par w, d, d’, \. On a donc une injection de Hyg (v)-modules I(A) — I(w.A).
Par symétrie des roles, et puisque les modules standards sont de dimension finie, on en déduit un
isomorphisme de Hg (7)-modules entre I(\) et I(w.\).

O

Achevons la preuve de la proposition 4.3.10. Il reste a s’assurer de 'unicité du quotient irréductible
du Hp (7)-module standard induit par .

Soient A un Fj-caractére de B., V un HF,, (7)-module quotient irréductible non nul du module
standard I(\). On note F' la projection F : I(A\)—V. On rappelle que le module standard I(\)
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est la somme directe comme Fp-espace vectoriel de ses composantes w.A-isotypiques non nulles,
pour w parcourant Wj.
Soit w € Wy. D’aprés le lemme 4.3.12, si les Hg_ (7)-modules I(A) et I(w.\) ne sont pas isomorphes

alors la composante w.\-isotypique de I()\) est incluse dans le noyau de F. Si en revanche ils sont
isomorphes alors la composante w.\-isotypique de I(\) est de dimension 1 et I(\),\ N Ker F =
{0}. D’ou Ker F est déterminé par \ :

KerF = P T(\)wor-
weWp, I(N)#ZI(w.\)

Par conséquent, I(\) posséde un unique quotient irréductible non nul et la proposition 4.3.10 est
démontrée.

Remarque 4.3.13. Jusqu’ici, on ne s’est pas réellement servi du fait que n = 3. Les résultats de la
partie 3 précédents se généralisent & GL,,(F') pour tout n € N*.

4.3.5. Classification des HFP(’y)-modules simples. — Soient A : B, — F, un caractére et

X € 7 tel que A(ey) = 1. On note z € Fp*, y,y' € Fp les éléments tels que

2= NT.%), y = NZ1(), ¥ = AZ2(7)).
Nous déterminons I'unique quotient irréductible du Hg (7)-module standard I(\), selon la nature

du caractére A. A cette occasion, nous déterminons ’ensemble des éléments w € Wy tels que
les Hy (7)-modules standards I(\) et I(w.\) sont isomorphes. D’aprés la proposition 4.3.4 et les

propriétés des modules standards, cette étude fournit la classification des HJF,, (7)-modules simples
ayant un caractére central égal & u(z,y,y’) et prouve le théoréme 4.3.5.

A est un Fp-caractére de B, régulier : Puisque A est régulier et quitte a échanger A et
s;.A, il existe un élément I C {1,2, 3} appartenant au drapeau de A tel que I = Iy U {i + 1},
avec © ¢ Iy (comparer avec le paragraphe 3.4.2.1). D’aprés 'appendice de [44], on a alors
Uxrs;) =l(xr) — 1, dou Ty =T,,5,Ts, =T Ts, et Troupiy = Ts; Tays,-

SiTryu{i}

Avec w = s;, d =1, d' =z, on a alors Ty,-10 Twapr = Troa = AM(T1)en # 0. Le lemme
4.3.11 fournit alors un morphisme injectif de Hg_ (7)-modules I(A) — I(s;.\).

En échangeant les roles de A et s;.A et avec w = s;, d = g4y, d =1, on obtient de méme,
avec le lemme 4.3.11, un morphisme injectif de Hg_ (7)-modules I(s;.A) — I()\).

Or, les modules standards sont de dimension finie. Ainsi I(A) et I(s;.A) sont isomorphes.
Puisque Wy est engendré par s; et sg, on en déduit que pour tout w € Wy, le module
standard induit par w.\ est isomorphe au module standard induit par A. De plus, d’aprés la
proposition 4.3.10 le HE (7)-module standard induit par X est irréductible de dimension 6.

Pour décrire plus précisément le HFP (v)-module I(X), on peut donc supposer que le dra-
peau de A est dominant, c’est a dire que Tyg19x = Ty,Ts, Ts,00 = Yo, et Traz00 =
T,2Ts, Ty, 6x = v/ éx. De ces égalités on déduit aisément que I()\) est isomorphe au HFP (7)-
module Kg(z,y,', x) via 'identification ¢y — v, Ts, o5 — w.
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A est un Fp-caractére de B, supersingulier : On définit le Hg (7)-module de dimension
P
3 suivant : B
P(2,0,0,x) = @ F, T v
ke{0,1,2}
ol v est un vecteur A-propre pour By et T, agit par zéro sur P(z,0,0, x). On vérifie, sachant
que x est régulier, que c’est un HFP (7)-module irréductible engendré par v. Par conséquent,
c’est 'unique quotient irréductible de I(\).

Remarquons que pour k € {0,1,2}, Iespace w¥ M-isotypique de ce module est égal a la
droite dirigée par T,,*v. On en déduit, par la proposition 4.3.10, que les HFP (7)-modules
standards I(\) et I(s1.\) ne sont pas isomorphes et que, a z fixé, il y a deux modules
simples supersinguliers non isomorphes : P(z,0,0, x) et P(z,0,0,s1).

A est un Fp-caractére singulier non supersingulier : Puisque A\ n’est ni régulier, ni su-
persingulier, le drapeau de A est fixé par exactement une des deux transpositions s et so.
Choisissons i € {1,2} tel que s; ne fixe pas le drapeau de .

Quitte a échanger A\ et s;.A, on peut supposer que le drapeau de A posséde un élément
Ic{1,2,3} tel que I = IpU{i+ 1} et i & Iy. On procede alors comme dans le cas régulier
pour montrer que I'on a un isomorphisme de HF,, (7)-modules I(\) ~ I(s;.\).

Or nous avons vu que \, w.\ et w?.\ engendrent des modules standards isomorphes et I’on
rappelle que w agit sur le caractére A comme le cycle s9s71. Ainsi, puisque s; et sos1 engendrent
Wo, pour tout w € Wy, le module standard induit par w.\ est isomorphe au module standard
induit par \. De plus, c¢’est un HFP (7)-module irréductible.

Pour décrire plus précisément le H@p('y)—module I()\), on peut donc supposer que
le drapeau de A est dominant, c’est a dire que T390 = TuTs Ts,00 = yoa, et
Tis10n = T,2Ts,Ts,0x = y'ér. De ces égalités on déduit aisément que I()) est iso-
morphe au HFP(V)—module L¢(2,,0,x) sty = 0, via U'identification ¢y — v, Ts,0\ — w,
ou bien a Lg(z,0,9, x) si A(y) = 0, via lidentification @y — v, Ty, @y — w.

Remarque 4.3.14. Suite & la remarque 4.5.13, observons ce qu’on aurait obtenu en travaillant avec

neN,n>1:

— On montrerait de méme, pour tout n € N, n > 1, que le module standard induit par un caractére
régulier est irréductible ce qui est conforme aux résultats de la partie 3.4.

— Le cas ou A est supersingulier est également accessible pour tout n € N, n > 1.

Comme pour n = 3, on montrerait que, puisque 'action du cycle s,_1...s981 partitionne
~v en n!/n orbites, on a (n — 1)! module simples supersinguliers pour l'algébre de Hecke
HFP(GLH(F ), 0~), avec 7y orbite réguliére dans T'(F,).

D’aprés [45, Théoréme 5|, cela revient a dire que tout HFP (7)-module simple supersingulier
contient un caractére pour la sous-algébre de Hecke affine ce qui est conforme a la conjecture 2
(loc.cit).
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4.4. Modules simples sur P’algébre de Hecke semi-réguliére

Soit v lorbite d’un caractére semi-régulier y € T(Fq). Nous allons étudier la F,-algebre de Hecke
de la représentation o.. D’apreés la proposition 4.1.2, on peut supposer que x =1 ® 1 ® « ot I'on
désigne par 1 le caractere trivial de Fy et par o un caractére non trivial de Fy.

D’aprés la proposition 4.1.3, la Fp—algébre de Hecke de o
HFP(Gv oy) = Endg ¢ (ind§x ® ind§ sox @ ind¥ s155x)

est isomorphe & 'algébre des matrices carrées de taille 3 a coefficients dans ’algébre HF,,(Gv X)-
On a dés lors une équivalence de catégories abéliennes entre la catégorie des HFP(G7 o~ )-modules
et celle des HFP(Gv X )-modules.

4.4.1. Présentation de HFP(G7 X).-— Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1.1.2. En
particulier, pour tout g € G entrelacant le caractére x, on note T, € HFP (G, x) T'élément de
I’algébre de Hecke support Igl et de valeur 1]17‘;, en g.

Théoréme 4.4.1. L’algébre de Hecke HFP(G’X) est engendrée par les éléments
S=Tsy, T=Tyy T =T, Z7' =T x

0o X’ %0 X
ol
010 010 = 0 0
to=|m™ 0 0], s1y=1(1 0 0], =10 =@ O
0 01 0 0 1 0 0 =«

avec les relations
S?=—8, TT*=T*T =0,

T2, T*2, Z sont des éléments centrauz.

Les éléments Y =TS + (S+1)T et Y* = T*S + (S + 1)T* sont également dans le centre de
HFP (G7X)

Le théoréme 4.4.1 est démontré au paragraphe 4.4.3.

4.4.2. Classification des HFP(G,X)-modules simples ayant un caractére central.—
Soient y, y*, t, t*, z € F, vérifiant z # 0, t¢* = 0. Nous donnons une liste de Hﬁp(G,X)—modules

sur lesquels les éléments centraux Y,Y™*, T2, T*2. Z y agissent respectivement par multiplication
par les scalaires y, y*, t, t*, z.

Caractéres : - My(y,2): S— 0, T — y, T*" — 0, Z — 2z, avec y,z # 0. On a alors,

(y, v*s t, t,2) = (¥,0,9%,0, 2).

- Mi(y,2) : S -1,T — —y, T" — 0, Z — =z, avec y,z # 0. On a alors,
(y7 y*a t) t*,Z) = (y707y27072)‘

- Mi(y*,2): S—0,T—0, T" —y*, Z+— z avec y*,z # 0.
On a alors (y, y*, t, t*,z) = (0, y*, 0,42, 2).

- Mi(y*,2): S— -1, T—0, T"—y*, Z— z, avec y*,z # 0.
On a alors (y, y*, t, t*,2) = (0,7%,0,y*2, 2).
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-P(2): S—0, T—0,T*—0, Z+— z, avec z # 0.
On a alors (y, y*, t, t*,2z) = (0,0,0,0, 2).

- Pl(z): S——-1,T—0,T"—0, Z— z avec z # 0.
On a alors (y, y*, t, t*,2) = (0,0,0,0, 2).

Modules de dimension 2 : - Ms(y,t,z) avec t,z # 0.
Dans une base de Ma(y,t, z), les actions de S, T, T sont données par les matrices :

(-1 y (0 1t « (0 0
=(00) = 0) = (0)

Omn a (y, y*, t, t*,2) = (y,0,t,0, 2).
C’est un module simple si et seulement si y? # ¢.
Si y? = t, My(y,t,2z) a pour sous-module le caractére Mi(y,z) et pour quotient le

caractére Mi(y, 2).
- M3 (y*,t*, z) avec t*, z # 0.
Dans une base de Mj(y*,t*, z), les actions de S, T, T* sont données par les matrices :

1y 0 0\ .. [0 t*
s=(0 0) =0 0) = (1%),
Omn a (y, y*, t, t*,2) = (0,y*,0,t%, 2)
(’est un module simple si et seulement si y*? # t*.
Siy*? =t, M3 (y*,t*, z) a pour sous-module le caractére M;(y*, z) et pour quotient le
caractére M (y*, z).
- Nao(y,y*, z) avec z # 0.
Dans une base de No(y,y™*, 2), les actions de S, T', T sont données par les matrices :

(0 0 (0 y « (0 y*
s=(1 B) 7= ) m=( %)

On a (y, y*, t, t*,2) = (y,v¥%,0,0, 2).

C’est un module simple si et seulement si (y,y*) # (0,0).

Si (y,y*) = (0,0), Na(y,y*, z) a pour sous-module le caractére Pl(z) et pour quotient
le caractére P (z).

Puisqu’ils sont de dimension finie, ces HE (G, x)-modules possédent un caractére central. La lec-
ture de ce caractére central nous assure qu’il n’y a pas d’isomorphisme entre deux HFP(G,X)‘
modules simples de la liste ci-dessus.

Théoréme 4.4.2. Soit M un HFP(G,X)-module simple ayant un caractére central.
Alors M est isomorphe a l'un des modules de la liste précédente.

Le théoréme 4.4.2 est démontré au paragraphe 4.4.4.

On appelle supersinguliers les 'HE(G, X)-modules (resp. les HFP(G, 0. )-modules) ayant un carac-

tére central “aussi nul que possible”. Soit z € Fp*.
On a deux HFP(G7 x)-modules simples supersinguliers non isomorphes tels que I’élément central

inversible Z agit par multiplication par z. Ce sont les caractéres Py (z) et Py(z).
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Ainsi, sil’on fixe a z I'action de I’élément central inversible e, T3 € HFP (G,05), les modules simples
supersinguliers de ’algébre de Hecke HFP(Gv o) sont les deux modules simples non isomorphes

provenant de Py (z) et Py(z) par équivalence de Morita. Ils sont de dimension 3.

Remarque 4.4.3. La détermination des HFP (G, x)-modules simples effectuée ici est “directe”
(preuve du théoréme 4.4.2) : elle ne passe pas par la semi-simplification de modules standards.

4.4.3. Démonstration du théoréme 4.4.1.—

4.4.8.1. Nous reprenons les notations du paragraphe 0.1.5. On pose L := Ly ou Lq est le sous-
groupe de Levi standard de G isomorphe & GLo(F') x GL1(F'). On désigne par By (F’) le sous-groupe
parabolique supérieur de G de décomposition de Lévi By(F') = LU. Le sous-groupe parabolique
opposé est noté By (F) = LU.

On se réfere a [41, II]. Le sous-groupe d’Iwahori I de G admet une décomposition selon
(B1(F), B1(F)), c'est a dire

I=I1,0% I,=InL, I =INU, I*'=INU.

Le caractére x est trivial sur I~ et IT.

On appelle positifs les éléments m € L tels que mItm™ C It et m~'I~m C I~. On note leur

a b 0
ensemble L. Ce sont les éléments de L de la forme [ ¢ d 0] avec a, b, ¢, d, e € F tels que
0 0 e

val(e) < min(val(a), val(b), val(c), val(d)).

. . < ~ . . = * ~
4-4.5.2. On choisit ag : Fy — OF un relévement du caractere non trivial o : Fy — F, ot Op est
I'anneau des entiers d’une extension finie £ de Q,,. Le caractére xog = 1®1®@a«aq : T(F,) — O} est
un relévement de . On considére xo comme un caractére a valeurs dans OF ou bien E*. On a :

Hﬁp (G7 X) = HOE(G7 XO) ®OE Fp'

On note xor, la restriction de xo & I. D’apres [43, 1.], Palgébre Hp (L, xor) est engendrée par

+1 —
TO - Tt(:)tl,XOL7 SO - TSleOL
+1
Zy =T,

ou

avec les relations
(So +1)(So — q) = 0, TZ et Zy sont dans le centre.

Le centre de Hp (L, xor) est la E-algébre engendrée par {Z, Toﬂ, ToSo+ (So+1—q)To}.
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4.4.3.3. —
Lemme 4.4.4. [41, 11.6, I1.§]
Soit a = diag(1,1,71). C’est un élément du centre de L. L’élément Ty, est inversible dans
HEe(G, xo) d’inverse q_2Ta—1,xo' De plus, pour tout m’ € L il existe k € N tel que m = a*m’ € L+.
L’application

F: Hg(L,xor) — He(G xo)

Tt xor — Ta_,fon,Xo

est bien définie. C’est un isomorphisme d’algébres qui vérifie

F (T o) = q_%c(m, k)T o

ot c(m, k) désigne Uindice [[~ N (m'~~m') : m~tT~m)].

Calcul de c(m,k) :
Soient k € N, z,y € Z, —k < min(x,y). Pour m = a*m’ = diag(r®, 7Y, 7=%) € LT ou bien
m = a*m/ = sydiag(n®, 7Y, 7 %) € LT, on a les isomorphismes compatibles suivants :

m= [ m ~ 7.[.1+k+rOF % 7T1+k+yOF, m I m' NI ~ 7T1+max(0,m)OF % 7T1+maz(0,y)OF'

Ainsi,

k

c(m k) — q2k+r+y—maz(0,z)—max(O,y).
4.4.3.4. — D’aprés les paragraphes précédents, la F-algébre H (G, xo) est engendrée par
F(To) = Ty, xo5 }—(TO_I) = q_lT*1

ty X0
-7:(50) = T517xoa f(thl) = Tzil,xo
avec les relations
(F(So) + 1)(F(So) — q) = 0, F(T3) et F(Zo) appartiennent au centre.
Le centre de Hp(G, xo) est la E-algébre engendrée par
{F(Zo)**, F(T0)**, F(ToSo + (So + 1 — ¢)T) }-

4.4.8.5.
Lemme 4.4.5. La Og-algébre Ho, (G, xo) est isomorphe a la sous-Og-algébre de Hg(G, xo) en-
gendrée par {F(Z"), F(So), T(Tv), F(qTy ")} :

How (G, x0) ~ F(Op[ZF", So, To, ¢Ty "))

DEMONSTRATION. — D’aprés le paragraphe précédent, les images par F des éléments Zgﬂ, So,
To, qTy 1 sont bien des éléments de Ho »(G, x0)-

D’aprés les résultats de [41, 11.6, I1.8], le support de l'algébre de Hecke de xq est I’ensemble
Syo = ILI (§0.1.1.2). Une base de Ho, (G, xo0) est donc 'ensemble des {Ty ,, g € D} ou D est
un systéme de représentants des doubles classes I\ILI/I. On choisit
™ 0 0 0 «* 0
D=0 72 0o JulxZ 0 0
0 0 =~ 0 o0 =~
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Nous voulons montrer que pour tout g € D, lI'élément T,,, € Ho,(G,xo) appartient a
f(OE[Z(}—Ll, So, To, qTO_l]). Un tel ¢ € D s'écrit diag(n®, 7Y, 7%) ou bien s diag(n®, m¥,7*),
avec z,y,k € Z. Puisqualors Tj,, = f(Zo)kTmXO avec m = diag(m®,mY,1) ou bien
m = sy diag(w®, 7Y, 1), on peut se ramener au cas ou k = 0.

Montrons que Tj, o est un élément de F(Og[Zi, So, To, Ty ']) pour m = diag(n®, 7Y, 1) et
m = sy diag(w®, 7Y, 1). D’apreés le paragraphe 4.4.3.3

Tm,Xo _ f-(qmax(o,x)+maz(0,y)—x—yTm’XOL).

Nous allons calculer qm‘m(O@HmM(O,y)—f—miXOL afin de montrer qu’il appartient a la sous-Og-
algebre de Hg(L, xor,) engendrée par {thl, So, To, qTO_l}. Le lemme sera ainsi démontré.

Les lois de composition dans 'algébre de Hecke-Iwahori de GLo(F) [43, Ap 2|, assurent que dans
lalgeébre de Hecke Hp (L, xor) on a les relations

VE € N, (T050)" = (Tiosiixor)” = Titosi)emop> (S0T0)" = (Tortornor)” =T

s1t0)*,x0L

De plus, T02 appartient au centre de Hg(L, xor)-

On a ainsi les relations suivantes, pour m = diag(n®,7Y,1), z,y € Z.

Six <y : alors Ty, = 22(TpSp)Y~*. De plus, on a

- Cas O S x S y : qmar(O,z)—l-max(y,O)—m—mi oL = (?x(TOSO)y_x

CCasw <0<y g0 masO sy, | (180 (Ty S )0,

-Casz<y<O0: qmar(O,z)—l-max(y,O)—m—yTm7XOL — (qTO_ISo)y_x(qTo_l)_%.
Six >y :alors Ty, = Tgy(SoTo)x_y. De plus, on a

- Cas0< y<uz: qmax(07x)+max(y,0)—x—mi%OL — TOQy(S()T())x_y.
Casy <0< : O imasu0) vy, (50T ) (S Ty)*.
- Casy<z<0: qmar(O,z)—i-max(y,O)—m—miXOL — (qSoTo_l)x_y(qTo_l)_M.
Soit m = s; diag(n”®, 7Y, 1).
Six<y:T, = S0Tdiag(x+,7v,1),xor, €t '0n est ramené a la discussion précédente.
: 2y+1 —1—

Si x>y : alors To yor, = ToTGiag(re—1 7v,1),x00 = TOer (SoTp)* 1.
- Cas0< y<x: qmax(07x)+max(y,0)—x—mi%OL — T02y+1(SoT0)x_l_y.
-Casy<0<uz: qma:c(07:c)+max(y,0)—x—mi%OL — qT()_l(qSOT()_l)_l_y(SOTO)I~
-Casy<z<0: qmax(07x)+max(y,0)—;I:—mi7XOL — (qT0_1)1_2x(qSOTO_l)z_l_y~

»XOL

On conclut la démonstration du lemme 4.4.5 en notant que H@p(G, X) = Ho (G, x0) ®0, Fp, donc
HFP (G, x) est bien engendrée par S,T,T*, Z*! Les relations entre ces générateurs se déduisent
des relations dans Hg(G, xor) car F respecte le produit.
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4.4.4. Démonstration du théoréme 4.4.2.— Soit V un HFP(G,X)—module simple ayant un

caractére central. Les éléments centraux Y, Y*, Z, T2, T*? y agissent respectivement par multi-
plication par les scalaires y, y*, z, t, t* avec z #£ 0, tt* = 0.

Nous allons noter S,T,T* les endomorphismes de Fp—espaces vectoriels induits par les actions
respectives de S, T, T* sur le HFP(G,X)-mOdule V.OnaS(S+1)=0.

(1) On suppose que t # 0. Alors T est inversible. Or TT* = 0, donc T* = 0.

Si Ker(S+1) = {0}, alors S = 0 et T agit comme Y sur V. Ainsi, T agit par multiplication
par y, qui est non nul car T est inversible. Soit v € V\{0}. Alors V = F,v est le caractére
My, 2). N

Si Ker(S +1) # {0}. Puisque ST'S = yS, il existe v € V\{0} tel que Sv = —v, STv = yv.
Si v et T'w sont liés, alors y # 0 et 'on vérifie que V = E,v est le caractére Ml(y, 2)

Si {v, Tw} forme une famille libre, alors V = F,v @ F,Tv est le module Mas(y,t, 2).

(2) Le cast # 0 est symétrique du précédent. Il fournit deux caractéres et un module de dimension
2 : le caractére M{(y*, z), le caractére M (y*, z), le module M3 (y*,t*, 2).

(3) Maintenant t = t* = 0.

Si Ker(S+1)=1{0}, alors S =T =T* =0 et V est le caractére P;(z).
Si Ker(S+1) # {0}. Puisque ST'S = ¢S, il existe v € V\{0} tel que Sv = —v, STv = yv.
- Supposons que T*v = 0.
Si {v,Tv} forme une famille lide, c’est que Tv = 0 car t = 0. Alors V = F,v est le
caractére P (z).
Si {v, Tw} forme une famille libre, alors V = F,v & F,Tv est le module Ny(y, 0, 2) avec
y # 0.
- Supposons T*v # (. .
Si {T*v,ST*v} forme une famille lice, alors V' = F,T*v est le caractére Py(z) ou Pi(z)
pour z # 0.
Si {T*v,ST*v} forme une famille libre, alors V = F,T*v @& F,ST*v est le module

Na(y,y*, 2) avec (y,y*) # (0,0).

4.5. Modules standards non-supersinguliers et I(1)-invariants d’induites parabo-
liques.

4.5.1. Modules standards réguliers. — Au paragraphe 3.4.5 on a vu que lespace des I(1)-
invariants d’une série principale de G s’identifie avec un H%l)—module standard régulier de drapeau
p

dominant.
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4.5.2. Modules standards singuliers. — On suppose dans ce paragraphe que F' = Q,. On
désigne toujours par G le groupe GL3(Q,) et par H%l)

p
G.

la Fp—algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de

Notation 4.5.1. Pour h € G la notation T}, désigne comme précédemment 1’élément de 'H%l) cor-

respondant & la double classe modulo le pro-p-Iwahori de G contenant h. ’
Pour h € GL3(Qy), il n’y a pas d’ambiguité & noter T}, I'élément de la Fp-algébre de Hecke du pro-
p-Iwahori de GL2(Q)) de support la double classe modulo le pro-p-Iwahori de GL2(Q),) contenant
h.

Soit o une F,-représentation supersinguliére de GL2(Q,). (On rappelle que ces représentations
ont été classifiées par Breuil [10].) La représentation o admet un caractére central et 1'on pose

1 .
Zi=0 <p0 p91> ek, .

On note V l'espace des I(1)-invariants de o sous I'action du pro-p-Iwahori de GL2(Q,). Au pa-
ragraphe 4.5.2.3, nous décrirons sa structure de module & droite pour l'algébre de Hecke du
pro-p-Iwahori de GL2(Q)). On précise toutefois dés maintenant que c’est un espace vectoriel de
dimension 2 de base

{u,uT,,},

ol woy est 1’élément 1> de longueur nulle du groupe de Weyl affine étendu de GL2(Qp).

0
L’¢lément central T,,,» agit sur V' par multiplication par z.

Soit ¢ @ Qp — _p* un caractére de Q). On considére o ® 9 la représentation du sous-groupe
de Levi standard L; ~ GL2(Q,) x GL1(Q,) de G. On désigne simplement par L le Levi L; et
par B; (au lieu de B1(Q))) le parabolique supérieur associé & L. Nous allons étudier I'espace des
I(1)-invariants de I'induite parabolique

Ind o ® .

Lemme 4.5.2. L’espace des I(1) invariants de Indgla@)w est un Fy-espace vectoriel de dimension
6, de base

{fBlwI(l),u7 fBlu)I(l),uTw2 }we{1,52,5231}

o, pour w € {1,s2,5251}, v € V, on désigne par fp, 4r(1),, ['élément de Indgla ® Y qui est
I(1)-invariant, de support BywI(1), et de valeur v en w.

DEMONSTRATION. — C’est un résultat classique qui provient de [39, 1.5.6], parce qu’un systéme
de représentants des doubles classes B1\G/I(1) est donné par {1, s9, s2s1} et que pour chaque
élément w de ce systéme, I'image de la projection

By NnwI(1)w™ — L~ GLy(Q,) x GL1(Qp)
est égale au produit du pro-p-Iwahori de GLo(F') par le sous groupe 1 + pZj, de GL1(Q,).
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4.5.2.1. Onreprend les notations de la preuve du théoréme 4.4.1. En particulier, on note By = LU
et B1 = LU la décomposition de Lévi du sous-groupe parabolique B et de son opposé Bj.

On désigne par LT le semi-groupe des éléments positifs de L relativement a la décomposition
d’Twahori selon (B1, B1). On rappelle que ce sont les éléments de la forme

€ L, avec wal(e) < min(val(a), val(b), val(c), val(d)).

[ecBESTRS
o OO

a
c
0

Soit C la sous-algébre de H%l) engendrée par les éléments {7} }per+. D’aprés [40, I1.5], I'espace
p

V' des invariants de o sous l'action du pro-p-Iwahori de GL2(Q)) est un module & droite pour la

sous-algébre C de H%l)

p

défini de la fagon suivante :

b
(104) pour tout h € LT, h = d
0

S0 Qe
o OO

, et tout v € V, v.T} == (e }) v.T<a by -
c d)

Lemme 4.5.3. Soienth € L™ etv € V. L’image de l’élément I(1)-invariant IBi1(1)0 SOuUs action
a droite de Ty, € H%l) est €gale a
p

IBir,wTh = [Bi1() 0.1,

DEMONSTRATION. — D’aprés [40, 11.4], il existe un systéme de représentants {ycy }yey,c,cc, des
classes simples
(105) IMpI() =[] I()hyey,

yeY,cycCy

tel que Y C I(1) N L, est un systéme de représentants des classes simples
(106) (I() N L)1) n L) = [T (I(1) N L)hy,
yey

et que pour tout y € Y, ona Cy C I(1)N U et la décomposition en classes simples
(107) IMhy(I1)nT) = J] 1(V)hyey.

cy€Cy
Supposons que By (1)hye,NB1I(1)hy # (). Montrons qu’alors ¢, = 1.(Les arguments sont inspirés
de [31, §4, Proposition 7]). Notons que, par positivité de h, on a B1I(1)h = Bih~ (I(1) N U)h.

Ainsi, 'hypothése se traduit par 'existence de b € By, ki,ko € I(1) N U tels que
h_lklhycy = bh ™ kohy.

Or, I(1) N U est contracté par h=t. Clest de plus un sous-groupe distingué de I(1) N By, donc
yeyy~t € I(1) N U. Par conséquent, b € I(1) N U. Mais puisque b € By, on obtient b = 1 et
hyc, = ki 'kahy. Ainsi, I(1)hye, = I(1)hy et ¢, = 1.
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L’image, sous l'action a droite de T}, de fp, (1), st un élément I(1)-invariant de Indgla ® 1 de
support BiI(1)hI(1). Or, h~! contracte I(1) N U. Ainsi,

BiI(1)RI(1) = By(I(1) N U)hI(1) C B1hI(1) = B1I(1).
Par conséquent, fp, 1(1),,-Th est un élément I(1)-invariant de Indgla ® 1 de support B1I(1). Pour

le déterminer entiérement, il suffit donc de déterminer sa valeur en 'unité de G.
D’apreés la décomposition de la double classe I(1)hI(1) donnée par (105), on a

IBir),o-Ih = Z (hyey) ™" FBi1(1) 00
yeY, cycCy

Si l'unité de G appartient & BiI(1)hyc,, alors, puisque hy € By, on a B1I(1)hyc, N B1I(1)hy # 0
et ¢, = 1 d’aprés ce qui précede. Ainsi,

By Thl(le) = Z;/fBlm),v((hy)_l)
ye
— g/(w ®0o)((hy)~1).w car h,y € L.

Par définition de I'action de l'algébre C sur v et du fait de la décomposition (106), cet élément

n’est autre que v.7T},.
O

4.5.2.2. On rappelle que l'espace V' a pour base {u,uT,,}.

Lemme 4.5.4. L’espace des I(1)-invariants de Indgla@)w est un HY -module & droite engendré

]FP
par
IBi1(1)u
DEMONSTRATION. — Soit v € V.
a) L'image de fp,j(1),, sous l'action a droite de I'élément T, € Hg) est un élément non nul (car
P

(1)

T,, est inversible dans HF ), I(1)-invariant, de support
P

Blf(l)w = BlwI(l) = 318281](1)

car w normalise le pro-p-Iwahori et se décompose sous la forme w = x3s5951. Sa valeur en s981
est

f311(1),v(8251w_1) = (e @) (xz!) v =p(r .

b) L’image de fp r(1),, sous l'action a droite de I'élément 7. € H%l) est un élément non nul,
p
I(1)-invariant, de support
B1I(1)w? = Biw?I(1) = BysI(1)

car w? = x9x35152. Sa valeur en s est

Foury(s207?) = (0 @ ¥)(s123 'z ).v = w(n Do(wy o = (n™ . T,



4.5. I(1)-INVARIANTS D’INDUITES PARABOLIQUES 181

c¢) On pose h :=

o3 O
o O =

0
1]. C’est un élément positif de L. Ainsi, d’aprés le lemme 4.5.3 I'image
1
n

(1)

de fp,1(1),0 SOus l'action a droite de 'élément T}, € HF est égale a ’élément
p

[0 ,vr, = fBi) v, -

D’aprés ¢) (appliqué a v := u) le sous H%l)-module a droite engendré par I'élément fp r(1).

P
contient les éléments
IBi1() s IBiI() T, -

D’aprés a), il contient alors aussi les éléments

fBlsgsl.T(l),ua fBlsgslf(l),uTw2
et d’aprés b), les éléments

fBlSQI(l),UTw27 et fBlsQI(l),ua

car T2, u = zu avec z # 0. Du fait du lemme 4.5.2 qui donne une base de I'espace des I(1)-invariants

de Indgla ® 1, on a démontré le lemme.
O

4.5.2.3. — D’aprés les résultats du paragraphe 3.2.1, la Fp—algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de
GL2(Q,) est engendrée par les éléments

+1 * N . 0 1
{1, T, T(a 0), avec a,b € Fy,} ot s = <1 NE
0 b

On a noté T l'élément suivant qui vérifie TJTs =0: T) =T, — » T/, 0\
acky ( _1>
0 —a

La classification des représentations supersingulieres de GL2(Q)) effectuée dans [10] (ou bien
encore le résultat de notre chapitre 2) montre que l'espace des invariants de la représentation o
sous 'action du pro-p-Iwahori est un module simple & droite supersingulier pour la Fp—algébre de
Hecke du pro-p-Iwahori de GL2(Q)). A 'aide des résultats [43], nous décrivons I’action & droite
de cette algébre de Hecke sur ’espace V' des invariants de o sous ’action du pro-p-Iwahori.

— L’espace V a pour Fy-base {u,uT,,}.
— Il existe un caractere x = x1 @ x2: F, x Fj; — Fp* tel que pour tous a,b € Fy,
ul /0 g\ = x1(a)xz(b)u.
0 b

— L’élément central T32 agit par multiplication par le scalaire non nul 2z~

— Enfin, on a uTs =0, vT,,T; = 0.
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Remarque 4.5.5. Pour tous a,b € Fy il découle des relations de commutation dans 'algebre de
Hecke du pro-p-Iwahori de GL2(Q)) (voir le théoréme 3.2.1) que I'élément T (a 0) agit a droite

0 b
sur uT,,, par multiplication par x1(b)x2(a).

Proposition 4.5.6. Le H%lp)—module a gauche des I(1)-invariants [(Ind§ o @ ¢)! W]y est un quo-

tient d’un H%)—module standard singulier de drapeau dominant de caractére central donné par
p

T3 — zp(m), Epy+ Epy + Egzy — (n), Epay + Epsy + By — 0.

Remarque 4.5.7. Soit By le parabolique supérieur associé au sous-groupe de Lévi standard Lo ~
GL1(Qp) x GL2(Qp). Le H%l)—module a gauche des I(1)-invariants [(Ind%zp ® o)W, est un
p
quotient d’un H%l)
p
tel que E{l} + E{2} + E{g} — 0.

-module standard standard singulier de drapeau dominant de caractére central

PREUVE DE LA PROPOSITION 4.5.6. — Il suffit de prouver que I'élément fp, 1(1),, générateur du
H%)-module a gauche [(Indglcr@w)f (1)] g est un élément propre pour la sous-algébre commutative

.AEFI) de générateurs
p

{12°, Eqyy, By, By, Eqsy, Epsy, Epagy, Tint € T(F)}

pour le caractére singulier A de drapeau dominant ) C {3} C {1, 2,3}, déterminé par la donnée

M) = 2(m), NEgy) = v(n), MTy) = (x 7" @ ¥)(t) vt € T(F).

— Soit g un élément de G tel que g~' € L. D’aprés le paragraphe 0.1.2.1, I'image de 1'élément
fBir)u € [(Indgla @) (M), sous P'action & gauche de T, est
IBir)u- Ty-1-
L’élément ¢~ ! appartenant & LT, le lemme 4.5.3 dit que cette image n’est autre que ’élément
I(1)-invariant de support B1I(1) et de valeur en 'unité de G égale a

uTg_1 .
Appliquons cela aux éléments t € T'(F),), x3, T3}, et w? dont les inverses sont bien des éléments

de LT. D’aprés (104) et la description de I’action a droite de 1’algeébre de Hecke du pro-p-Iwahori
de GL2(Qp) sur V, on remarque que

— Sit = (t1,t,13), alors uT,—1 = x " (t1, t2)h(t3) = (x " @ ¥)(¢),
- UTw_g = Zw(ﬂ-)a
- Ungl = Y(m)u
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0 n 1

Donc T3, T2, E3y = Ty et Egy 3y = Ty, , agissent respectivement a gauche sur fp, (1), par
multiplication par (x ™! ® ¥)(t), z¢(r), ¥(x) et 0.

D’apreés les relations de commutation (Ro) du théoréme 3.2.9, le produit Eyq 2y Fy3y est nul.
Donc Plaction a gauche de Egy 9y sur fp 7(1)u € [(Indgla ® w)I(l)]g est nulle, puisque Fy3y agit
par multiplication par un scalaire non nul.

L'image de fp, r(1)u € [(Indgla ® 1/1)1(1)]9 sous l'action a gauche de Fyy 33 = T3 T2T, est
I’élément

FBi1(yu T, 12T

S22 w S1°

0 7=t 0
OnaT,,T;% = Ty,,—2. Or sow2=11 0 0 X appartient & L™. Par conséquent, d’aprés
0 0 n—

le lemme 4.5.3, f5,1(1),uTs, T, * est égal a Pélément I(1)-invariant de support B11(1) et de valeur
en l'unité de G

uTy,,—2 = 1/1(7T)u.T<O 7r_l> = w(ﬂ)u.Tw_zl = zip(m)u.Ty,.
1 0

L’image sous I’action de
T=Tu=3Tr, o o
aGF; 0 -1 0
0 0 1

de fp, I(1),u.T.,, €St alors elle aussi obtenue par le lemme 4.5.3 car dans I'écriture de Ty, n’ap-

paraissent que des matrices appartenant a LT . On obtient ainsi I’élément I(1)-invariant de
support B1I(1) et de valeur en I'unité de G égale a

F* _
e \0 —a7!

(wT,)[Ts = > T (a 0 >] = (u.T,,) T = 0.

Ainsi, l'action a gauche de Fy; 3y annule fp, (1) -
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4.6. Correspondance de Langlands numérique modulo p pour la pro-p-algébre de
Hecke

4.6.1. Représentations irréductibles de dimension 3 du groupe de Weil de F. — On

note Wr le groupe de Weil de F ([34], [37]). On y fixe un Frobenius géométrique. Pour z € F,,", on

désigne par [ rr% (Wp) 'ensemble des classes d’isomorphisme des Fp-représentations irréductibles
p

de dimension 3 de W telles que le déterminant du Frobenius géométrique est égal a z.

Soient ¢ € N* et F; I'extension non ramifiée de degré ¢ de F'. En particulier, F'; = F. Soient W, le
groupe de Weil de F; et I, le sous-groupe d’inertie. On fixe un isomorphisme v; : Wg, /I, — Z.
Pour z € Fp*, on désigne par v; . le caractére non ramifié de Wg, défini par v; .(w) = 2% W) v e
Wg,.

(3

N ¥ , ’, . ’ . . ”, .
Un caractéere W, — IF,, est modérément ramifié et s’identifie par la théorie du corps de classes
N . — % — x
a un produit avs, avec z € F,, , a : IF;3 — I, . Pour un tel couple (z,c) on note o(z, ) la
représentation de Wg
— o IWF
o(z,a) = deF3 avs .

Soit O l'ensemble des orbites sous 'action du groupe de Galois de F, des Fj-caractéres réguliers
de ]FZ;;. L’application suivante est bien définie,

0O — Irr%p (Wr)

(108)

a —  o(z,a)

ou & désigne I'orbite du caractére o sous l'action du groupe de Galois de F,. C’est une bijection
d’apreés [40, 1.13]. D’ou,
Card(Irr%p(WF)) =(qg+1)q(g—1)/3.

. . N =k
Action par torsion par un caractére yg: F* — Fp.

On note p : F* — Fp* le caractére obtenu par inflation de la réduction OF — _p* et en choisissant
p(m) = 1. On pourra aussi considérer y comme un caractére de O /1+7Op >~ [F}. Cest le caractére
fondamental de F*. On note us le caractére fondamental de F3, construit de méme.

Tout caractére yo : F* — F; s’identifie & un produit ,uleO, pour [ € Z/(q — 1)Z et zy € Fp*.

. . . . (1 2 o .
L’inflation par la norme F35 — F* du caractére x est le caractére u3( tata )1/3,23. Ainsi, la torsion

par le caractére xo de la représentation o(z, a) s’écrit :

2 3
x0.0(z,a) = o223, aué(Hquq )) € Irr%io(Wp).

Lemme 4.6.1. Soit z € Fp*. L’action de {i', 1 € Z.)(q — 1)Z} partitionne Irrg (Wp) en :
p

- (q+1)q/3 orbites de cardinal ¢ — 1 si ¢ # 1mod 3.

- 3m(m+ 1) orbites de cardinal g — 1 et de 2 orbites de cardinal m si g =1+ 3m.
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DEMONSTRATION. — Soit ¢ un générateur du groupe multiplicatif F;3. Un caractére de IE‘;3 a
valeurs dans Fp* est déterminé par I'image ¢* de ¢, ot k € Z/(¢® — 1)Z. Ce caractére est régulier
si son orbite sous 'action du groupe de Galois posséde 3 éléments, c’est-a-dire si les éléments
¢k, ok, (qQk sont distincts.

2
]FP
{(k,qu,cqzk}kez/(qg_l)z constitués d’éléments deux & deux distincts de IF;, ou encore par

Ainsi, d’aprés (108), lensemble IrrZ (Wg) est paramétré par les triplets non ordonnés

I'ensemble P, des polynomes unitaires de degré 3 irréductibles sur F, : soit k € Z/(¢> — 1)Z,
'élément Py de P, correspondant au triplet {¢*, ¥, (qQk} est le polynéme irréductible sur I,

Py = (X — M) (X = (™) (X = ¢7F) = XP + ap X2 + X + ¢ € Fy[X].

L’action de {u!, | € Z/(q — 1)Z} sur Irr (W) se traduit alors par 'action de Z/(g — 1)Z sur P,
suivante : pour [ € Z/(q — 1)Z, P;, € Py,

I.P = (X — gk+l(l+q+q2))(X _ qu+l(1+q+q2))(X _ Cq2k+l(1+q+q2)) _ €3l(1+q+q2)P(C—l(l+q+q2)X)‘

Nous voulons identifier les polynémes de P, ayant un stabilisateur non trivial sous l'action de
Z/(q— 1)Z. Soit P, = X3 + ar X? + X +cx € Pyet 1 € Z)(q— 1)Z tel que l.Py = Py. En
observant le terme constant de ce polynoéme, on a ( BU(l+a+q?) — 1,

— Siq# 1mod3, alors ¢ — 1 et 1+ g+ ¢ sont premiers entre eux et (3l(1+q+q2) = 1 implique que
[ = 0 donc P a un stabilisateur trivial et une orbite de cardinal ¢ — 1.

— Sinon, il existe m € N tel que ¢ = 3m + 1, et m et (14 ¢+ ¢?)/3 sont premiers entre eux. Alors
¢30+ate®) = 1 implique que | € m(Z/(q — 1)Z) ~ Z/3Z. Ainsi, si P, a un stabilisateur non
trivial, ce dernier est égal au sous-groupe de Z/(q — 1)Z engendré par m. Or, ¢ m(1+q+q%) #1
donc a = 0, de méme ¢2m(1+4+9%) £ 1 donc by, = 0 et Py est de la forme X3 + cy,.

Puisque I'image de ’endomorphisme z — 23 du groupe [ est de cardinal (¢ —1)/3, il existe

2(q — 1)/3 polynomes unitaires irréductibles sur F, de la forme X3 + c.

Ainsi, P, contient deux 2 orbites de cardinal (¢ —1)/3 : celle associée au polynome P, 2 =
3

2 PN 2 . .
X3 — 1+ et celle associée & Py, .2, = X5 —(2149+97) Les autres orbites sont de cardinal
3

q— 1.
O

4.6.2. Mg (G,I(1))-modules simples supersinguliers.— Soit z € F,". Onnote 55:(Hg, (G, 1(1)))
I’ensemble des classes d’isomorphisme de HE(G,I (1))-modules simples supersinguliers tels que
I’élément central inversible T, 3 agit par multiplication par z.

Soit " 'ensemble des G3-orbites dans T(Fq). Il est de cardinal (¢ + 1)g(¢ — 1)/6. A une orbite ,
on a associé deux éléments (M, ) de SS, (HE(G, I(1))). Par conséquent,

Card(5S:(Hg, (G, 1(1)) = (¢ + 1)a(q — 1)/3.
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Remarque 4.6.2. La notation (M,~) signifie que M est un module simple supersingulier pour la
[F)-algebre de Hecke de la représ_entation o~. Nous avons vu par proposition 4.1.2, que si v et v/
ont le méme cardinal, alors les IF-algebres de Hecke de o, et o,/ sont isomorphes, de sorte que

M a une structure de module simple supersingulier pour la Fp—algébre de Hecke de o.,/. Ainsi,
ensemble SS.(Hg (G,1(1))) contient aussi (M, 7).

. . -~ =k
Action par torsion par un caractére yo: F* — F).

On définit Paction des Fp-caractéres de F* sur les Hz, (G, 1(1))-modules de fagon a ce qu’elle soit
compatible avec I'action par produit tensoriel sur les Fp—représentations de G.
En particulier, pour (M,~) € SSZ(HFP(G,I(l))), la torsion de (M, ) par xo = p'v,, est donnée
par :

XO'(M7 ’7) = (VZO‘M7 :ul'f}/) € SSzzg’ (HFP (G7 I(l)))

oil y (resp. p'.y ) est l'orbite sous I'action de &3 du caractére  : ]F;3 — F; (vesp u! x), et v, agit

sur M en multipliant action de Q3 par z3.

Remarquons que I' est paramétré par I'ensemble des triplets non-ordonnés {i,j, k} d’éléments
de Z/(q — 1)Z et que l'action de {u', I € Z/(q —1)Z} sur T se traduit par 'action suivante de
Z/(q — 1)Z sur les triplets :

Vi, j k1 €Z/(qg—1Z, 1{i,5k}={i+1,j+1k+1}.
Cette description permet d’établir le lemme suivant.

Lemme 4.6.3. L’action de {y', 1 € Z/(q — 1)Z} partitionne T' en :
-~ (q+1)q/6 orbites de cardinal ¢ — 1 si ¢ # 1mod 3.

- 3m(m + 1)/2 orbites de cardinal ¢ — 1 et de 1 orbite de cardinal m si ¢ = 1+ 3m. L’orbite de

cardinal m est celle associée au caractéere x = x1 ®@ X3 @ X3 : T(F,) — Fp* avec x1(x) = ™
Ve e F;.
q

4.6.3. Correspondance de Langlands numeérique pour la Fp—algébre de Hecke du pro-p-

Iwahori de GL3(F). — Soit z € Fp*. D’aprés ce qui précéde, 'action du caractére fondamental
de F™* partitionne IrrZ (Wp) d'une part et SSZ(HFP(G,I(l))) d’autre part, en :
p

— (g + 1)q/3 orbites de cardinal ¢ — 1 si ¢ # 1 mod 3.
— 3m(m + 1) orbites de cardinal ¢ — 1 et de 2 orbites de cardinal m si ¢ =1 + 3m.
On peut donc trouver une bijection

SSZ(HFP (G,I(1))) =~ Irr%p(WF)

qui soit compatible avec I'action du caractére fondamental p de F*. Choisissons dans Wp le
Frobenius correspondant par la théorie du corps de classes & I'uniformisante 7.

Théoréme 4.6.4. [l existe une bijection compatible avec la torsion par le caractére fondamental

de F* entre

— ensemble des classes d’isomorphisme de HFP(GLg(F),I(l))-modules simples supersinguliers
tels que l’élément central inversible T 3 agit par multiplication par z d’une part,

— l’ensemble des classes d’isomorphisme de Fp— représentations irréductibles de dimension 3 du
groupe de Weil de F, avec le déterminant du Frobenius égal ¢ z, d’autre part.
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