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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’étudier les structures d’algèbre à niveaux du point de vue opéradique
et les occurrences de telles structures sur les modules instables sur l’algèbre de Steenrod.

En premier lieu, nous nous intéressons aux structures d’algèbre aux puissances divisées sur une opérade
algébrique. Nous caractérisons ces structures, pour une opérade quelconque et en caractéristique quel-
conque, en terme d’opérations polynomiales et de relations, en suivant l’exemple classique de l’opérade
Com des algèbres associatives et commutatives. Nous étudions en détail par la suite le cas de l’opérade
des algèbres à niveaux, et nous comparons les résultats obtenus en caractéristique 2 pour l’opérade Com
et pour l’opérade des algèbres à niveaux.

Dans la seconde partie de cette thèse, nous faisons agir les opérades algébriques sur les modules
instables sur l’algèbre de Steenrod. Nous définissons une notion d’algèbre instable sur une opérade, par
rapport à une multiplication commutative de cette opérade. Sous certaines hypothèses, nous caractérisons
les algèbres instables libres sur une opérade. Puis, nous utilisons ces résultats pour étudier les travaux
classiques sur la théorie algébrique des modules instables. Cette relecture nous permet de comprendre
les structures à niveaux qui apparaissent naturellement sur certains modules instables, et d’obtenir des
résultats originaux qui généralisent ceux présent dans la littérature.

Mots-clés : opérades, algèbres, puissances divisées, algèbres à niveaux, algèbre de Steenrod, modules
instables, algèbres instables.
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Abstract

The aim of this thesis is the study of level algebra structures through the operadic point of view, and
of instances of these structures occurring on unstable modules over the Steenrod algebra.

In the first place, we focus on divided power algebra structures on an algebraic operad. We characterise
these structures, for any operad and on a field of any characteristic, in terms of polynomial operations
subjected to some relations, following the classical example of the operad Com of commutative, associative
algebras. We then investigate the case of the operad of level algebras, and we compare the results we
obtain in characteristic 2 with the case of the operad Com.

In the second half of this thesis, we describe an action of algebraic operads on unstable modules
over the Steenrod algebra. We define a notion of unstable algebras over an operad with respect to a
commutative multiplication of this operad. Under some hypotheses, we characterise the free unstable
algebras over an operad. We then use these results to study the classical works on algebraic theory of
unstable modules. This study sheds a light on the reasons why level algebra structures appear naturally
on certain unstable modules, and uncovers new results that generalise those appearing in the litterature.

Keywords : operads, algebras, divided powers, level algebras, Steenrod algebra, unstable modules,
unstable algebras.
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J’aimerais à présent remercier toutes les personnes qui m’ont aidé et soutenu durant les trois années
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‘Magnus’ M de représenter si bien les couleurs de notre labo dans le monde des échecs. Merci à Andrei
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3.2 Opérades de Décalage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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3.2.3 Algèbre libre sur un générateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Introduction

L’un des principaux objectifs de la topologie algébrique est la construction, l’étude, et le raffinement
d’invariants algébriques sur la catégorie des espaces topologiques. On entend par invariant algébrique sur
la catégorie des espaces topologiques un procédé qui à tout espace topologique, associe naturellement
une structure algébrique, telle que cette association ne dépend que du type d’homotopie de l’espace
topologique de départ.

Les exemples classiques de tels invariants pour un espace topologique X sont les groupes d’homotopie
πn(X), les groupes d’homologie Hn(X,A), et de cohomologie Hn(X,A), à coefficients dans un anneau
commutatif A, où ici n est un entier naturel. Les modules gradués obtenus, H∗(X,A), et H∗(X,A), sont
munis de structures algébriques supplémentaires qui raffinent l’invariant correspondant. Par exemple,
H∗(X,A) est muni d’une structure de A-algèbre (associative, commutative, unitaire) pour un produit
appelé le ‘cup’-produit. Un calcul classique montre par exemple que les espaces topologiques RP 3 et
RP 2 ∨ S3 admettent les mêmes modules gradués en cohomologie à coefficients dans R, mais que leur
structure d’anneau diffère l’une de l’autre. D’autres calculs classiques montrent que le choix de l’anneau
de coefficients A permet d’obtenir des invariants différents.

Les principales motivations qui ont conduit à notre étude se situent dans les recherches en topologie
algébrique à la fin des années 1940 et au cours des années 1950. Dans un article datant de 1947 [22],
Steenrod construit des opérations cohomologiques non triviales sur la cohomologie à coefficients sur le
corps F2 des espaces topologiques. Ces opérations sont appelées carrés de Steenrod, notamment car l’une
de ces opération est la mise au carré pour le cup-produit. Au cours des années 1950, ces opérations ont été
construite en toute caractéristique positive, et, plus tard, Steenrod et Epstein montrent [30] que les carrés
de Steenrod, ainsi qu’une opération dite de Bockstein, forment une algèbre, appelée algèbre de Steenrod,
et que cette algèbre représente l’intégralité des opérations cohomologiques naturelles qui vérifient une
propriété de stabilité par suspension.

Le séminaire Henri Cartan de l’année 1954-1955 [1] a porté principalement sur l’étude de la cohomolo-
gie des espaces d’Eilenberg et MacLane. Ces espaces étant des représentants des foncteurs de cohomologie,
leur étude apporte de nombreux renseignements sur les structures algébriques des modules de cohomolo-
gie.

Dans les articles issus de ce séminaire, Cartan remarque que la bar construction d’une DGA-F2-algèbre
strictement anticommutative - c’est-à-dire commutative et dans laquelle tout carré est nul - est munie
d’opérations additionnelles vérifiant des relations de type polynomiale, qu’il appelle puissances divisées.
Il définit une structure d’algèbre aux puissances divisées, et observe que l’homologie à coefficients dans
F2 des espaces d’Eilenberg et MacLane est munie d’une telle structure.

L’étude de la cohomologie des espaces topologiques en tant que modules sur l’algèbre de Steenrod
a permis plus tard la résolution de problèmes classiques. Notamment, Carlsson se sert dans [7] de ce
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formalisme pour résoudre la conjecture de Segal sur les anneaux de Burnside, et Miller [20] déduit des
calculs de Carlsson une solution à la conjecture de Sullivan. Leurs travaux s’appuient sur la construction
et l’étude de modules sur l’algèbre de Steenrod appelés modules de Carlsson, à partir d’autres modules,
appelés modules de Brown et Gitler [5]. Tous ces modules vérifient une propriété dite d’instabilité, qui
est partagée par les modules de cohomologie d’un espace topologiques. De plus, ces modules sont munis
d’une multiplication non associative. Une remarque de Davis (voir [11]) permet d’identifier les modules
de Carlsson à des algèbres à niveaux, au sens de Chataur et Livernet [9].

À la fin des années 1990, Fresse définit une notion d’algèbre aux puissances divisées généralisées. Il
utilise pour cela le formalisme des opérades. Une opérade, dans le cadre algébrique, est un objet qui encode
des types d’opérations sur des espaces vectoriels. À une opérade correspond une catégorie d’algèbres
qui sont les espaces vectoriels munis d’opérations du même type que celles encodées par l’opérade. Par
exemple, il existe une opérade notée Com, qui encode une opération commutative et associative, et telle
que la catégorie des Com-algèbres est exactement la catégorie des algèbres commutatives et associatives.
Dans [14], Fresse associe à toute opérade une catégorie d’algèbres aux puissances divisées généralisées.
Dans le cas de l’opérade Com, il retrouve la définition classique des algèbres aux puissances divisées, grâce
à une remarque de Roby [24].

Nous choisissons l’opérade Lev, qui encode les algèbres à niveaux, comme objet central de notre étude.
Le rôle de cet objet en topologie algébrique, remarqué par Lionel Schwartz dans les années 90, a été étudié
par Chataur et Livernet dans [9]. Dans un premier temps, nous cherchons à identifier la catégorie des
algèbres aux puissances divisées sur cette opérade, en terme d’opérations polynomiales et de relations.
Les techniques utilisées par Fresse dans [14] et par Cesaro dans [8] nous ont en fait permis d’établir
une caractérisation de ce type pour les algèbres aux puissances divisées sur une opérade quelconque.
Dans le cas de l’opérade des algèbres à niveaux, nous établissons une caractérisation plus fine. Puis, en
caractéristique 2, nous obtenons une caractérisation très compacte des puissances divisées sur l’opérade
Lev. Ces résultats sont ceux du chapitre 2. Pour une présentation détaillée des algèbres aux puissances
divisées sur une opérade et de nos résultats en la matière, nous renvoyons à la section 1.2.

Dans un deuxième temps, nous étudions les opérations à niveaux qui apparaissent sur les modules
instables de Carlsson, et sur d’autres exemples de modules instables qui apparaissent dans la littérature.
Nous adaptons le formalisme des opérades à la catégorie des modules instables sur l’algèbre de Steenrod.
Ceci permet une relecture des travaux classiques. On identifie notamment des objets étudiés par Carlsson
et Miller entre autre à des objets libres dans des catégories particulières d’algèbres. Au cours de cette
étude, on observe que l’existence de multiplications à niveaux sur les objets classiques se justifie, à
partir des structures commutatives associatives, par l’apparition d’un phénomène de décalage qui, en
modifiant la multiplication, lui fait perdre son associativité. Ces résultats sont contenus dans le 3. Pour
une présentation plus détaillée de la théorie des modules et algèbres sur l’algèbre de Steenrod, et de nos
résultats en la matière, nous renvoyons à la section 1.3.
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Chapitre 1 : Présentation des notions
étudiées et résultats de
la thèse

Dans ce chapitre, nous allons introduire certaines notions qui sont à la base de notre recherche, et
nous présenterons les résultats principaux que nous avons obtenus.

La section 1.1 a pour but de définir les opérations à niveaux, ainsi que certaines techniques que nous
utilisons pour les étudier. Contrairement au reste de cette thèse, la lecture de cette section ne requiert
aucun prérequis mathématique, et se veut à la portée du plus grand nombre.

L’objectif de la section 1.2 est d’introduire, et de décrire les résultats obtenus au chapitre 2, concernant
les algèbres aux puissances divisées.

La section 1.3 est dédiée à la description des notions étudiées et des résultats obtenus au chapitre 3,
concernant les modules et algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod.

1.1 Opérations ensemblistes

Dans cette section, qui s’adresse au plus large public possible, nous introduisons les opérations ensem-
blistes, et nous étudions leurs propriétés de base, sans attendre du lecteur une connaissance particulière
des mathématiques. Nous définissons la relation d’échange qui caractérise une opération à niveaux. L’étude
de ce type d’opérations est l’un des sujets centraux de cette thèse.

1.1.1 Les opérations ensemblistes et leurs propriétés

On entend par ‘opération’ un procédé qui, à partir d’un nombre fixé d’éléments d’un ensemble, permet
d’obtenir un nouvel élément. Parmi les exemples universels d’opérations figurent : l’addition, la multi-
plication, la soustraction des entiers, la division des nombres rationnels. Toutes ces opérations ont deux
entrées, c’est-à-dire, pour deux nombres, elles en produisent un troisième. On dit d’une telle opération
qu’elle est d’arité 2.

On peut aussi donner des exemples d’opérations en dehors du monde des mathématiques. Imaginez
une palette de peintre. Sur celle-ci, se trouve de la peinture de plusieurs couleurs. Il y a par exemple du
bleu, du rouge, et du vert. Si vous mélangez un peu de peinture bleue et rouge, vous obtiendrez du violet.
Si vous mélangez le bleu et le vert, vous obtiendrez de la peinture turquoise. Et si vous mélangez le vert
et le rouge, vous obtiendrez une couleur marron. De plus, vous pouvez mélanger à nouveau ces nouvelles
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couleurs, et obtenir des couleurs supplémentaires. Définissons le ‘mélange’ de deux couleurs a et b comme
étant la couleur obtenue en mélangeant 4 grammes de peinture de chacune des couleurs a et b jusqu’à
l’obtention d’un mélange homogène. Dans ce manuscrit, nous utilisons le package xcolor, qui permet de
mélanger les couleurs, pour représenter cette opération.

Le ‘mélange des couleurs’ est à notre sens une opération sur ‘l’ensemble des couleurs’.

Lorsque l’on étudie une opération, on s’intéresse souvent à ses propriétés. On cherche par exemple
à savoir si elle est commutative, associative, si l’ensemble possède un élément neutre, si l’opération est
inversible.

Commutativité : Reprenons l’exemple de notre palette de peinture. Si je veux mélanger du bleu et du
rouge à égale quantité, il n’y a pas vraiment de sens à demander dans quel ordre effectuer cette opération :
que je pose 4 grammes de peinture bleue sur ma palette, puis 4 grammes de peinture rouge, et que je les
mélange, ou que je pose d’abord la peinture rouge et ensuite la peinture bleue, le résultat sera le même,
on obtiendra du violet. En notre sens, l’opération ainsi définie est commutative. La multiplication des
entiers est aussi commutative : si a et b sont deux entiers, a× b = b× a. En revanche, la soustraction des
entiers n’est pas commutative (par exemple, 2− 1 = 1, mais 1− 2 = −1).

Associativité : Imaginons maintenant que nous voulions mélanger du bleu, du rouge et du vert, par le
procédé décrit plus haut. Nous avons plusieurs façons d’opérer. Dans un premier temps, nous mélangeons
d’abord 4 grammes de peinture rouge et 4 grammes de peinture bleue, puis nous prélevons 4 grammes
des 8 grammes de peinture violette obtenue, et nous les mélangeons avec 4 grammes de peinture verte. Le
résultat est une sorte de gris verdâtre. Dans un deuxième temps, nous mélangeons d’abord 4 grammes de
peinture bleue et 4 grammes de peinture verte, puis nous prélevons 4 grammes des 8 grammes de peinture
turquoise obtenue, et nous les mélangeons avec 4 grammes de peinture rouge. Le résultat cette fois-ci
est une sorte de couleur prune. Les deux procédés n’ont pas donné le même résultat. En notre sens, le
‘mélange des couleurs’ n’est pas associatif. En revanche, la multiplication des entiers est associative : si
a, b, c sont trois entiers, alors (a× b)× c = a× (b× c).

Nous aurions pu définir un autre procédé pour le mélange de trois couleurs, et mélanger 4 grammes de
bleu, de rouge et de vert d’un seul coup. Cette nouvelle opération serait alors d’arité 3. Pour information,
le résultat de ce mélange est une sorte de gris.

1.1.2 Calcul arboricole

Pour décrire une opération abstraite, et modéliser une composition ou une évaluation de cette opéra-
tion, on utilise parfois des dessins d’arbres, qui sont des graphes sans boucle, et le plus souvent, ‘enracinés’,
c’est-à-dire que l’on a désigné un sommet particulier pour jouer le rôle de la ‘racine’ de l’arbre, et que
l’on oriente toutes les arêtes en direction de cette racine. Par exemple, prenons une opération ?, d’arité
2, que l’on représente par un arbre binaire, indexé ou non par le nom de l’opération :

21

, ou

21

?.
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Ici, les chiffres 1 et 2 désignent la première entrée et la deuxième entrée de l’opération. Si cette opération
agit sur un ensemble E, et si a, b sont deux éléments de E, on pourra alors noter l’élément a ? b de E :

ba

.

A priori, il y a donc une différence entre les deux arbres suivants :

21

,

12

.

Dire que l’opération ? est commutative, c’est dire que ces deux arbres représentent la même opération.

On peut présenter la composition des opérations par la ‘greffe’ d’arbres. Par exemple, l’opération
(d’arité 3) qui, à a, b, c dans E associe (a ? b) ? c, peut-être représentée par :

3

21

.

Maintenant, rien n’indique à première vue que les deux arbres suivants représentent le même résultat :

3

21

,

32

1

.

Dire que l’opération ? est associative, c’est dire que ces deux arbres représentent la même opération.

Par convention, on considère que l’arbre qui ne contient qu’un sommet, la racine, et une seule entrée,
représente l’opération ‘identité’, qui associe à un élément a d’un ensemble, ce même élément a, sans le
modifier. Cette opération, aussi triviale puisse-t-elle parâıtre, joue un rôle important dans notre étude
des opérations ensemblistes.

1.1.3 Les opération à niveaux

Une opération à niveaux est une opération ? d’arité 2 sur un ensemble E, qui est commutative, non
nécessairement associative, et qui vérifie la relation suivante, dite ‘d’échange’, pour tout a, b, c, d dans E :

(a ? b) ? (c ? d) = (a ? c) ? (b ? d).
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Cette relation se représente par la relation suivante sur les arbres :

4321

=

4231

.

Une telle opération a été appelée à niveaux (level multiplication, voir [9]), car, en terme d’arbres, une
opération est ‘à niveaux’, si et seulement si, quel que soit l’arbre que l’on dessine, et quels que soient les
éléments que l’on utilise pour décorer les feuilles, on peut toujours échanger deux éléments qui sont à la
même ‘hauteur’, ou au même ‘niveau’ de l’arbre. Leur position exacte sur l’arbre n’est pas importante,
seul leur ‘niveau’ l’est. Par exemple, considérons l’arbre suivant :

d

cb

a

0

3

2

1

Il représente l’expression suivante : ((a ? (b ? c)) ? d). L’élément d se trouve au niveau 1 de l’arbre,
c’est-à-dire qu’en partant de la racine, il faut ‘monter’ une fois dans les ramifications pour le trouver.
L’élément a se trouve au niveau 2. Et les éléments b et c sont au niveau 3. Selon ce qui précède, la
propriété de l’opération d’être ‘à niveaux’ ne nous autorise à première vue qu’à échanger b et c dans cette
expression. Considérons maintenant l’arbre suivant :

ed

cb

a

0

3

2

1

Il représente l’opération ((a ? (b ? c))(d ? e)). Cette fois-ci, il n’y a pas d’élément au niveau 1, a, d et e
sont au niveau 2, et b et c sont au niveau 3. Si ? est à niveaux, le résultat de cette opération ne changera
pas si nous échangeons b et c, ni si nous effectuons une permutation quelconque des éléments a, d et e.

Revenons à l’exemple du mélange des couleurs. L’opération telle que définie plus haut est un exemple
de multiplication à niveaux. Démontrons cette affirmation. Notons a?b la couleur obtenue par le mélange
de 4 grammes de peinture de la couleur a avec 4 grammes de peinture de la couleur b. Notons d’un autre
côté c ? d la couleur obtenue par le mélange de 4 grammes de peinture de la couleur c avec 4 grammes de
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peinture de la couleur d. Notons finalement (a ? b) ? (c ? d) le mélange de 4 des 8 grammes de couleur a ? b
obtenus avec 4 des 8 grammes de couleur c?d obtenus. Alors, puisque notre mélange contient exactement
2 grammes de peinture de chacune des couleurs a, b, c et d, la couleur (a ? b) ? (c ? d) ne changera pas

si j’effectue mes mélanges dans un autre ordre, en permutant b et c par exemple. À titre d’exemple, le
tableau suivant montre le calcul de (a ? b)(c ? d) et de (a ? c)(b ? d) lorsque a est la couleur rouge, b est la
couleur bleue, c est la couleur verte et d est la couleur orange.

couleur de a ? b (violet) couleur de c ? d (olive) couleur de (a ? b) ? (c ? d) (brun)
couleur de a ? c (turquoise) couleur de b ? d (écarlate) couleur de (a ? c) ? (b ? d) (brun aussi)

1.1.4 Opération à niveaux et partitions

Pour représenter une opération à niveaux, nous utilisons parfois une autre représentation que celle
des arbres. Pour toute opération obtenue à partir d’une opération à niveaux, nous avons remarqué que,
dans la représentation ‘arboricole’, seul le niveau de chaque entrée importait. On peut donc désigner une
telle opération en indiquant uniquement à quel niveau chaque entrée se trouve. Par exemple, en partant
d’une opération à niveaux ?, considérons l’opération suivante :

54

32

1

0

3

2

1

Les niveaux 0 et 1 de cet arbre ne contiennent pas d’entrée pour cette opération, le niveau 2 contient
les entrées 1,4, et 5, et le niveau 3 contient les entrées 2 et 3. On représentera cette opération par la suite
d’ensembles : (∅, ∅, {1, 4, 5}, {2, 3}). Cette suite forme une partition ensembliste de l’ensemble des entrées,
ou des feuilles, de l’arbre.

Remarquons qu’une suite quelconque d’ensembles finis disjoints d’entiers ne représente pas nécessai-
rement une composition d’une opération à niveaux. Par exemple, il n’est pas possible de décrire comme
précédemment une opération dont la représentation serait (∅, {1}, {2, 3, 4}). En effet, notre opération
étant binaire (i.e. d’arité 2), tous les arbres obtenus sont eux-mêmes binaires, c’est-à-dire que chaque
nœud qui n’est pas une feuille porte deux branches (2 arêtes entrantes).

Il y a néanmoins une procédure qui permet de décider si une telle suite d’ensembles finis disjoints
détermine une composition d’une opération à niveaux. Décrivons cette procédure sans donner de preuve
complète. Pour chacun des arbres construits précédemment, et chacun des arbres binaires que vous pouvez
dessiner, effectuons le calcul suivant : à chaque niveau n de l’arbre, comptons le nombre d’entrées à ce
niveau, et divisons ce nombre par 2n. Puis additionnons les résultats de ces divisions.

Pour l’arbre dessiné plus haut, cela donne :

0

20
+

0

21
+

3

22
+

2

23
= 0 + 0 +

3

4
+

1

4
= 1.

Nous vérifions que, à chaque fois que l’on dessine un arbre binaire, le résultat de ce calcul est égal à 1.
On peut en fait prouver par récurrence que tout arbre binaire vérifie cette propriété.
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Inversement, considérons une suite d’ensembles finis disjoints (E0, E1, . . . , El), où, pour tout i ∈
{0, . . . , l}, on note ei le nombre d’éléments de Ei (le cardinal |Ei| de l’ensemble fini Ei). Supposons que
la somme e0

20 + e1
21 + · · · + el

2l
soit égale à 1. On peut alors construire un arbre binaire en appliquant

l’algorithme suivant : remarquons que e0 est nécessairement égal à 0 ou à 1, puisque sinon, e0
20 = e0 est

déjà supérieur à 1 et la condition précédente n’est pas vérifiée.

Étape 0 :

• si e0 = 1, alors ei = 0 pour tout i > 0. L’arbre binaire est juste un sommet, la racine, et a une
entrée.

• si e0 = 0, alors de la racine, on greffe deux arêtes.

Étape n→ n+ 1 :

• Tous les sommets de niveau k pour k < n sont décorés par les éléments de Ek. De plus, notre arbre
possède au moins en sommets de niveau n.

• On décore en sommets de l’arbre de niveau n avec les éléments de En.

• S’il ne reste aucun sommet non décoré, on s’arrête. S’il reste des sommets non décorés (disons qu’il
y en a m, ils sont tous de niveau n), alors on greffe deux arêtes partant de chacun de ces sommets
(on a alors créé 2m sommets non décorés de niveau n+ 1).

Par exemple, reprennons la suite d’ensemble : (∅, ∅, {1, 4, 5}, {2, 3}). L’algorithme nous donne :

Étape 0 : , Étape 1 : , Étape 2 :

541

, Étape 3 :

32

541

.

Notons A cet arbre. Il faut vérifier que A est équivalent à l’arbre décrit plus haut. Tout d’abord, la
commutativité de notre opération implique que A est équivalent à :

5

32

41

.

Puis, la relation d’échange implique que A est bien équivalent à :
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54

32

1

.

1.2 Algèbres aux puissances divisées sur une opérade

L’objectif de cette section est de présenter les notions étudiées et d’énoncer les résultats principaux
obtenus au chapitre 2.

1.2.1 Contexte

Le but du chapitre 2 de cette thèse est de donner une description explicite des structures d’algèbres
aux puissances divisées dans le cadre général des opérades.

Nous utilisons la notion générale d’algèbre aux puissances divisées introduite par Fresse dans l’article
“On the homotopy of simplicial algebras over an operad” [14]. Rappelons que la structure d’algèbre sur
une opérade P est gouvernée par une monade S(P) dans la catégorie des espaces vectoriels sur un corps
F qui est définie par une généralisation du foncteur classique de l’algèbre symétrique. Plus précisément,
pour un espace vectoriel V sur F, on a

S(P, V ) =

+∞⊕
n=0

(
P(n)⊗ V ⊗n

)
Sn

,

où (P(n)⊗ V ⊗n)Sn désigne l’espace vectoriel des tenseurs coinvariants associés à l’action diagonale du
groupe symétrique sur n lettres Sn sur le produit tensoriel P(n)⊗ V ⊗n.

Selon Fresse, la catégorie des algèbres aux puissances divisées sur l’opérade P est gouvernée par
une monade Γ(P) qui est définie en remplaçant l’espace des tenseurs coinvariants dans la définition de
S(P, V ) par l’espace vectoriel des invariants (−)Sn . On a explicitement, pour tout espace vectoriel V ,

Γ(P) =

+∞⊕
n=0

(
P(n)⊗ V ⊗n

)Sn
.

Pour pouvoir définir la structure multiplicative de cette monade, on suppose que P s’annule en arité 0.
Dans le cas de l’opérade encodant les algèbres associatives et commutatives, P = Com, on retrouve la

notion classique d’algèbre commutative aux puissances divisées avec cette approche, notamment à travers

un résultat de Roby [24] qui affirme que l’algèbre des tenseurs symétriques Γ(V ) =
⊕∞

n=0 (V ⊗n)
Sn repré-

sente l’objet libre dans cette catégorie d’algèbre aux puissances divisées engendré par l’espace vectoriel
V . Dans son article [14], Fresse a prouvé que la catégorie des Γ(Lie)-algèbres, où P = Lie est l’opérade
encodant la structure d’algèbre de Lie, s’identifie à la catégorie des algèbres de Lie p-restreintes, lorsque
le corps de base est de caractéristique p > 0. Il donne aussi une description de la structure de Γ(Pois)-
algèbres, où P = Pois encode la structure d’algèbre de Poisson, lorsque la caractéristique du corps de
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base est p = 2. Plus récemment, Cesaro a étudié le cas de l’opérade encodant la structure d’algèbre
Pré-Lie P = PreLie. En particulier, Cesaro a donné une caractérisation explicite en terme ‘d’opérations
en corolles’ [8].

Dans tous ces exemples, la notion de Γ(P)-algèbre a été explicité pour une opérade particulière. Néan-
moins, le problème de la description de la structure de Γ(P)-algèbre en terme d’opérations génératrices et
de relations pour une opérade P quelconque restait irrésolu, là où la structure de S(P)-algèbres possède
une description explicite qui découle immédiatement d’une présentation de l’opérade P.

1.2.2 Résultats obtenus

L’objectif principal du chapitre 2 est de donner une description de la structure de Γ(P)-algèbre en
terme d’opérations génératrices et de relations. On obtient notamment le :

Théorème (Theorem A). Soit P une opérade réduite (P(0) = 0). La catégorie des Γ(P)-algèbres est
isomorphe à la catégorie β′(P) des espaces vectoriels A munis d’une famille d’opérations βx,r : A×p → A,
où r = (r1, . . . , rp) est une suite finie d’entiers et x ∈ P(r1 + · · · + rp) est stable sous l’action du
groupe Sr1 × · · · ×Srp ⊂ Sr1+···+rp . Ces opérations βx,r satisfont des relations naturelles de symétrie,
d’homogénéité, et de polynomialité par rapport à leurs entrées, satisfont une relation de restriction pour
la répétition d’entrées, dépendent linéairement de x, et satisfont des relations naturelles d’unité et de
composition induite par l’unité et la composition de l’opérade (voir Definition 2.3.1.1 et Definition 2.3.1.4
pour l’expression explicite de ces relations).

Dans le cas où l’opérade P est issue d’une opérade ensembliste, P = F[B], on obtient un résultat
plus précis :

Théorème (Theorem B). Soit B une opérade ensembliste et P = F[B]. La catégorie des Γ(P)-algèbres
est isomorphe à la catégorie γ′(P) des espaces vectoriels A munis d’une famille d’opérations polynomiales
γ[x],r : A×p → A, où r = (r1, . . . , rp) est une suite finie d’entiers et [x] ∈ Sr1 × · · · ×Srp\B(r1 + · · · +
rp). Ces opérations satisfont des relations naturelles de symétrie, d’homogénéité, et de polynomialité par
rapport à leurs entrées, satisfont une relation de restriction pour la répétition d’entrées, et satisfont des
relations naturelles d’unité et de composition induite par l’unité et la composition de l’opérade B (voir
Definition 2.4.1.1 et Definition 2.4.1.4 pour l’expression explicite de ces relations).

Dans la suite du chapitre 2, nous appliquons ce résultat au cas de l’opérade des algèbres à niveaux
P = Lev. Nous donnons une description explicite de la structure de Γ(Lev)-algèbre en terme d’opérations
polynomiales. Le résultat est le suivant :

Théorème (Theorem E). Une Γ(Lev)-algèbre est un espace vectoriel A munie d’une famille d’opéra-
tions φh,(r1,...,rp) : A×p → A, paramétrées par un ensemble de fonctions h : {1, . . . , n} → N constantes
sur chaque intervalle {r1 + · · · + rk−1 + 1, . . . , r1 + · · · + rk−1 + rk}, k = 1, . . . , p, et qui satisfont la
propriété de sommation

∑n
i=1 h(i)2−i = 1. Ces opérations satisfont des relations naturelles de symétrie,

d’homogénéité, et de polynomialité par rapport à leurs entrées, satisfont une relation de restriction pour
la répétition d’entrées, et satisfont des relations naturelles d’unité et de composition induite par l’unité et
la composition de l’opérade encodant les opérations à niveaux (voir Definition 2.5.2.3 pour une expression
explicite de ces relations).

À une fonction h : {1, . . . , n} → N, constante sur chaque intervalle {r1 + . . . , rk−1 + 1, . . . , r1 + · · ·+
rk−1 + rk}, k = 1, . . . , p, et qui satisfait la propriété de sommation

∑n
i=1 h(i)2−i = 1, peut être associée

un arbre binaire, où le nombre h(i) représente le nombre de feuilles de l’arbre au niveau i, et ces arbres
peuvent être interprétés comme des monômes pour la structure d’algèbre à niveaux.

22



1.3 Modules instables sur l’algèbre de Steenrod, algèbres
instables sur une opérade

L’objectif de cette section est de présenter les notions étudiées et d’énoncer les résultats principaux
obtenus au chapitre 3.

1.3.1 Contexte

L’algèbre de Steenrod en caractéristique 2 est l’algèbre associative graduée unitaire A = A2, engendrée
par les éléments Sqi de degré i, pour i > 0, assujettis aux seules relations, appelées relations d’Adem
(voir [2]) :

SqiSqj −
[i/2]∑
k=0

(
j − k − 1

i− 2k

)
Sqi+j−kSqk,

pour tous i, j > 0 tels que i < 2j, où [i/2] est la partie entière de i/2 et où l’on s’autorise à noter Sq0

l’unité de A. Cette algèbre fut décrite par Steenrod et Epstein [30] pour représenter les opérations sur la
cohomologie des espaces topologiques. Les calculs de Cartan [1] et de Serre [26] permettent de démontrer
que A est en fait l’algèbre de toutes les transformation naturelles de la cohomologie modulo 2 qui sont
stables par suspension.

Les calculs de Steenrod et d’Adem montrent que la cohomologie modulo 2 de tout espace topologique
ou spectre topologique X est naturellement munie d’une structure de A-module. Lorsque X est un espace
topologique, le A-module H∗(X) de cohomologie à coefficients dans F2 satisfait de plus une propriété
appelée condition d’instabilité :

Pour tout x ∈ H∗(X), si i > |x|, alors Sqix = 0.

Ici, |x| est le degré cohomologique de x. Un A-module satisfaisant cette propriété est appelé un module
instable. On note U la catégorie des modules instables. Le cup-produit ∪ munit aussi H∗(X) d’une
structure d’algèbre commutative, associative, graduée et unitaire. La compatibilité entre l’action de A et
le cup-produit est donnée par la relation, appelée relation de Cartan :

Sqi(x ∪ y) =
∑
j+k=i

(Sqjx) ∪ (Sqky).

Cette relation peut être interprétée comme la A-linéarité du morphisme ∪ : H∗(X)⊗H∗(X)→ H∗(X),
où la structure de A-module sur le produit tensoriel est déduit du coproduit δ : A → A ⊗A qui envoie
Sqi sur

∑
j+k Sq

j ⊗ Sqk. La structure d’algèbre de Hopf cocommutative de A induite par le coproduit δ
a été décrite et étudiée par Milnor [21].

La A-algèbre H∗(X) ainsi définie vérifie une propriété, qui est aussi appelée condition d’instabilité :

Pour tout x ∈ H∗(X), Sq|x|x = x ∪ x.

Dans leur article [5], Brown et Gitler étudient un spectre dont les modules de cohomologie {J(n)}n∈N se
trouvent être une famille de modules injectifs de la catégorie U des modules instables. Dans [20], Miller
montre que la cohomologie d’un spectre dual, au sens de Spanier et Whitehead ([28],[29]), du spectre
de Brown et Gitler, est une famille de générateurs projectifs de la catégorie U des modules instables.
Ces générateurs sont notés {F (n)}n∈N dans cette thèse, et pour tout n ∈ N, F (n) correspond au module
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instable libre engendré par un élément ιn de degré n. Miller définit un ‘coproduit’, pour tout n,m ∈ N,
F (m+ n)→ F (m)⊗ F (n). Ce coproduit induit un produit J(m)⊗ J(n)→ J(n+m) sur les modules de
Brown et Gitler. Miller obtient le résultat suivant :

Théorème (Miller [20], ici Théorème L). L’algèbre de Brown et Gitler, J∗∗ =
⊕+∞

n=0 J(n), est l’algèbre
polynomiale F2[xi, i ∈ N], où xi ∈ J1

2i , munie de la structure de module instable sur l’algèbre de Steenrod
définie par :

Sqjxi :=

 xi si j = 0,
x2
i−1 si j = 1,

0 sinon,

et satisfaisant la relation de Cartan.

Dans [7], Carlsson se sert des travaux de Brown et Gitler et de Miller pour créer une famille {K(i)}i∈N
de modules instables injectifs, et la multiplication sur les modules de Brown et Gitler J(n) induit une
multiplication K(i)⊗K(j)→ K(i+ j) sur les modules de Carlsson. L’auteur obtient notamment le :

Théorème (Carlsson [7], [17]). , ici Théorème M L’algèbre K∗∗ =
⊕+∞

i=0 K(i) est l’algèbre polynomiale
F2[xi, i ∈ Z], où xi ∈ K1

2i , munie de l’action de A définie par

Sqjxi :=

 xi si j = 0,
x2
i−1 si j = 1,

0 sinon,

et satisfaisant la relation de Cartan.

Dans [6], Campbell et Selick définissent, pour tout s, la A-algèbre Ms qui est l’algèbre polynomiale
F[xi, i ∈ Z/sZ], où |xi| = 1. En tant que A-module, Ms est instable, vérifie la relation de Cartan, et on
a :

Sqjxi :=

 xi si j = 0,
x2
i−1 si j = 1,

0 sinon,

Les auteurs comparent cette action de A, qu’ils qualifient de tordue (twisted), à celle obtenue sur la
cohomologie de (RP∞)×s. Le module Ms est muni d’un poids ‘modulo 2s − 1’ en posant w(xi) ≡ 2i et
w(PQ) = w(P ) + w(Q). Campbell et Selick démontrent alors les résultats suivants :

Théorème (Campbell et Selick [6], ici Théorème O). En tant que modules instables, le module de Camp-
bell et Selick Ms est isomorphe à la cohomologie à coefficients dans F2 de (RP∞)×s.

Théorème (Campbell et Selick [6], ici Théorème P). Pour tout j entier positif, le module de Carlsson
de poids j, K(j) est la colimite dans U des modules de Campbell et Selick de poids j {Ms(j)}s>0 sous
des morphismes fs,ks : Ms(j)→Mks(j).

Remarquons que les A-algèbres J∗∗ , K∗∗ , et Ms sont associatives, commutatives, unitaires, graduées,
vérifient la relation de Cartan, mais ne sont pas, au sens classique, des algèbres instables. Dans tous ces
cas, on observe que la condition d’instabilité est remplacée par une propriété que l’on pourrait qualifier
d’instabilité décalée :

Pour tout x, Sq|x|x = (d(x))2, où d est un endomorphisme d’algèbre envoyant xi sur xi−1.
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1.3.2 Résultats obtenus

L’objectif du chapitre 3 est d’étudier les modules instables et les opérations algébriques internes qui
apparaissent sur ces modules, dans le cadre des opérades.

Étant donné une opérade P dans les F2-espaces vectoriels, on peut considérer les P-algèbres dans U.
Les uCom-algèbres dans U, où uCom encode la structure d’algèbre associative, commutative, unitaire,
correspondent aux algèbres associative, commutative, unitaire, graduée, vérifiant la relation de Cartan.
On observe, en fait, que les P-algèbres dans U pour une opérade P quelconque dans les espaces vectoriels,
sont les P-algèbres graduées M vérifiant une relation de Cartan généralisée :

Sqiµ(x1, . . . , xn) =
∑

i1+···+in=i

µ(Sqi1x1, . . . , Sq
inxn) ∀i ∈ N, µ ∈ P(n), x1, . . . , xn ∈M.

Étant donnée une opérade P dans les espaces vectoriels, et ? ∈ P(2)S2 une opération commutative, on
montre comment définir de manière naturelle la notion de P-algèbre instable par rapport à la multipli-
cation ?, c’est-à-dire de P-algèbre M dans U vérifiant :

Pour tout x ∈M , Sq|x|x = ?(x, x).

On définit un foncteur KP
? qui à un module instable M associe la P-algèbre instable par rapport à ?

libre engendrée par M , et l’on démontre le :

Théorème (Théorème 3.3.5.10). Soit P une opérade dans les espaces vectoriels, ? ∈ P(2)S2 , et M un
module instable réduit connexe. En supposant que ? vérifie une certaine propriété de commutativité avec
les autres éléments de P, on a un isomorphisme de P-algèbres graduées entre la P-algèbre ?-instable
KP
? (M) et la P-algèbre libre engendrée par l’espace vectoriel gradué ΣΩM .

Dans les dernières sections de cette thèse, nous étudions les travaux de Brown et Gitler, de Miller,
de Carlsson, et de Campbell et Selick, en utilisant le formalisme des algèbres instables sur une opérade.
Nous montrons que les objets J∗∗ , K∗∗ , et Ms, définis précédemment, s’identifient en effet à des algèbres
instables sur une opérade par rapport à une certaine multiplication obtenue par décalage. De plus, nous
montrons que ces objets sont libres dans la catégorie d’algèbres instable appropriée. Nous démontrons
ensuite quelques résultats qui généralisent les travaux de Brown et Gitler, Miller, Carlsson, et Campbell
et Selick.
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Chapitre 2 : Divided power over an
operad

À l’exception de la section 2.7, l’intégralité de ce chapitre fait l’objet d’une publication dans le Glasgow
Mathematical Journal, voir [16].

2.1 Introduction

The study of what has been called “divided power” algebra structures dates back to the 1950s. This
term can be found in Norbert Roby’s work (e.g. [24]) and in Henry Cartan’s presentation for his seminar
(in [1]). What was then called divided power algebra would now be called, with the language of operads,
a Γ(Com)-algebra, or a Com-algebra with divided powers (a new proof of this fact is given in Section
2.3.3). In [1], Henri Cartan shows that the homotopy of a simplicial commutative algebra is endowed
with a structure of (graded) Γ(Com)-algebra. More recently, Benôıt Fresse proved in [14] a more general
result : the homotopy of a simplicial algebra over an operad P admits a structure of (graded) Γ(P)-
algebra. Unfortunately, only very little is known about the structure of Γ(P)-algebras, given an arbitrary
reduced operad P. In [14], Benôıt Fresse describes the structure of a Γ(P)-algebra when P is one of
the classical operads As,Com,Lie and, in characteristic 2, also when P is the operad Pois. Ioannis
Dokas made explicit some non-trivial structures associated to Γ(PreLie)-algebras in [12]. More recently,
a complete explicit definition of the structure of a Γ(PreLie)-algebras in terms of brace operations was
obtained by Andrea Cesaro (in [8]).

The main goal of this article is to give a characterisation of divided power algebras over a reduced
operad P in terms of polynomial operations bound by a list of relations, following the example of the
classic definition of divided power algebras (in [24]). We shall first prove the following result :

Theorem A (Theorem 2.3.1.8). Let P be a reduced operad. The category of Γ(P)-algebras is isomorphic
to the category β′(P) of vector spaces A endowed with a family of operations βx,r : A×p → A where
r = (r1, . . . , rp) is a finite list of integers and x ∈ P(r1 + · · · + rp) is stable under the action of Sr1 ×
· · · × Srp ⊂ Sr1+···+rp . These operations βx,r are required to satisfy natural symmetry, homogeneity
and polynomiality relations with respect to the inputs, to satisfy a restriction relation with respect to the
repetition of inputs, to depend linearly on x, and to satisfy natural unit and composition relations shaped
on the internal unit and composition operation of the operad (see Definition 2.3.1.1 and Definition 2.3.1.4
for the explicit expression of these relations).

We shall also prove the following result :

27



Theorem B (Theorem 2.4.1.9). Let P be a reduced operad spanned by a set operad B. The category of
Γ(P)-algebras is isomorphic to the category γ′(P) of vector spaces A endowed with a family of polynomial
operations γ[x],r : A×p → A where r = (r1, . . . , rp) is a list of integers and [x] ∈ Sr1 × · · · ×Srp\B(r1 +
· · ·+rp). These operations are required to satisfy symmetry, homogeneity, and polynomiality relations with
respect to the inputs, a restriction relation with respect to the repetition of inputs, and unit and composition
relations shaped on the internal unit and composition structure of the operad B (see Definition 2.4.1.1
and Definition 2.4.1.4 for the explicit expression of these relations).

The operations β∗,∗ and γ∗,∗ from these theorems are to be seen as “divided power operations”. The
practical interest of the second result is that, in general, it is easier to describe the set of orbits of a G-set
than the invariant submodule of a representation of G.

The proof of these results also uncovers two results involving S-modules without operad structure :

Proposition C (Proposition 2.3.1.7). Let M be an S-module. The category Γ(M)mod of vector spaces
A equipped with a morphism

⊕
n≥0(M(n)⊗A⊗n)Sn → A is isomorphic to the category β(M) of vector

spaces A endowed with a family of operations βx,r : A×p → A where r = (r1, . . . , rp) is a finite list of
integers and x ∈ M(r1 + · · · + rp) is stable under the action of Sr1 × · · · × Srp ∈ Sr1+···+rp . These
operations βx,r are required to satisfy natural symmetry, homogeneity and polynomiality relations with
respect to the inputs, to satisfy a restriction relation with respect to the repetition of inputs, to depend
linearly on x, and to satisfy natural unit and composition relations shaped on the internal unit and
composition operation of the operad (see Definition 2.3.1.1 for the explicit expression of these relations).

Proposition D (Proposition 2.4.1.8). Let M be an S-module equipped with a basis stable under the
action of the symmetric groups (that is, M is spanned by an S-set). The category Γ(M)mod is also
isomorphic to the category γ(M) of vector spaces A endowed with a family of operations γ[x],r : A×p → A
where r = (r1, . . . , rp) is a finite list of integers and [x] ∈M(r1 + · · ·+ rp)Sr1×···×Srp . These operations
are required to satisfy symmetry, homogeneity, and polynomiality relations with respect to the inputs, a
restriction relation with respect to the repetition of inputs, and unit and composition relations shaped
on the internal unit and composition structure of the operad B (see Definition 2.4.1.1 for the explicit
expression of these relations).

More precisely, under the assumptions of the previous theorems and propositions, one has the following
diagram of categories :

Γ(M)mod

FM

��

Γ(P)alg? _oo

FP

��
β(M)

PM

��

GM

UU

β′(P)? _oo

PP

��

GP

UU

γ(M)

OM

UU

γ′(P)? _oo

OP

UU

,

where the horizontal arrows are inclusions of full subcategories and exist if P = M is endowed with a
structure of reduced operad. The functors G∗ and O∗ are inverse to the corresponding functors F∗ and
P∗.

We apply our general results to the case of level algebras.
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The notion of level algebras appeared in the study of unstable modules over the Steenrod algebra. In
[11], D.M. Davis defines non-associative “depth-invariant” algebras. Unstable modules over the Steenrod
algebra are studied into more details in Lionel Schwartz’s work [25]. Later, David Chataur and Muriel
Livernet gave the definition of a level algebra (in [9]) and described the operad Lev, whose algebras are
the level algebras. This definition coincides with that of Davis’s depth-invariant algebras. In this article,
we shall give a complete description of the structure of a Γ(Lev)-algebra. The operad Lev being spanned
by a set operad, Theorem B gives a characterisation of Γ(Lev)-algebras in terms of polynomial operations,
and we will give a finer characterisation. Our result can be reformulated as follows :

Theorem E (Theorem 2.5.2.6). A Γ(Lev)-algebra is an F-vector space A endowed with a family of
operations φh,r : A×p → A, where r = (r1, . . . , rp) is a list of integers, and h : {1, . . . , r1 + · · ·+ rp} → N
is a map that is constant on each intervals {r1 + . . . , rk−1 + 1, . . . , r1 + · · · + rk − 1}, k = 1, . . . , p,
and satisfies

∑
i∈[n] 2−h(i) = 1. These operations are required to satisfy symmetry, homogeneity, and

polynomiality relations with respect to the inputs, a restriction relation with respect to the repetition of
inputs, and unit and composition relations shaped on the internal unit and composition structure of the
operad governing level operations (see Definition 2.5.2.3 for the explicit expression of these relations).

In Section 2.2, we give the notation used in this article, as well as definitions regarding operad theory.

In Section 2.3 we give a construction of the categories β(M) and β′(P), and of the functors FM, GM, FP

and GP of the previous diagram. We prove that those two couples of functors form isomorphisms of
categories and we apply this result to the classical example of the operad Com of associative commutative
algebras.

In Section 2.4 we give the construction of the categories γ(M) and γ′(P) and of the functors
PM, PP, OM and OP of the previous diagram.

In Section 2.5, we prove Theorem E, as a refinement of Theorem B, in the case P = Lev.

In Section 2.6, we study the connections between Γ(Lev)-algebras and other types of algebras into
more details.

Appendix A is devoted to the explicit computation of the multiplication µ̃ of the monad Γ(P) for a
reduced operad P.

Notation.

• The ground field F is fixed for the whole article.

• In order to make this article more comprehensible, S-modules and operads, as well as their bases,
will be referred to with script letters (except when using Greek letters), whereas vector spaces and
their bases will be assigned print letters.

2.2 Background

In this section, we study the partitions of the set {1, . . . , n}, we define certain operations on partitions,
and we recall the basic setting of operad theory on sets and on vector spaces.

First, we explain the definition of operations on the partitions of the sets [n] = {1, . . . , n} which reflect
the shape of the composition operations associated to the structure of an algebra over an operad. The first
subsection of the section, Section 2.2.1, is devoted to this topic. In passing, we also explain our notation
and conventions for the symmetric groups and for partitions. In what follows, we use the definitions of
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this subsection in order to formulate the generalised divided power operations associated to operads. In
particular, the notation which we introduce in Section 2.2.1 are used freely throughout the paper.

In a second step, in Section 2.2.2, we study the relationship between the coinvariants and the inva-
riants for the vector space spanned by a G-set, where G is any group. To be specific, we check that the
coinvariants and the invariants coincide in this case. This observation is the crux of our description of the
structure of a Γ(P)-algebra for an operad spanned by an operad in sets.

Then, in Section 2.2.3, we review fundamental definitions of the theory of operads for operads in
vector spaces and the general definition of the monads S(P) and Γ(P) associated to an operad P.

2.2.1 Partitions

In this subsection, we explain our conventions on permutations, partitions, and we explain the defini-
tion of operations on partitions, which reflect the shape of composition operations associated to operads.

The operations are encoded by the structure of a coloured operad in sets. Therefore, we recall the
definition of such an operad structure before tackling the applications to partitions.

Notation.

• Denote by [n] the set {1, . . . , n}.

• For a set E, SE is the group of bijections E → E, and Sn is the group S[n].

• For R = (Ri)1≤i≤p a partition of [n], define SR :=
∏p
i=1 SRi ⊂ Sn.

• For X an Sn-set, for x ∈ X and for R a partition of [n], denote by [x]R, and StabR(x), the class
and the stabiliser of x under the action of the subgroup SR of Sn.

• For G a group, X a G-set and x ∈ X, denote by ΩG(x) = {g · x | g ∈ G} the orbit of x under the
action of G.

• For E ⊆ [n] and ρ ∈ Sn, denote by ρ(E) the set {ρ(x) : x ∈ E}.

• For E ⊆ N and n ∈ N, denote E + n := {x+ n : x ∈ E}.
Definition 2.2.1.1 ([3] Definition 1.7).

An E-coloured set operad P is the data, for all (x1, . . . , xp, y) ∈ Ep+1, of a set P(x1, . . . , xp; y) endowed,
for all σ ∈ Sp, with a map P(x1, . . . , xp; y)→ P(xσ−1(1), . . . , xσ−1(p), y), as well as an “identity” element
cx ∈ P(x;x) for all x ∈ E, and composition maps :

◦i : P(x1, . . . , xp; y)×P(z1, . . . , zq;xi)→ P(x1, . . . , xi−1, z1, . . . , zq, xi+1, . . . , xp; y),

and that satisfy natural conditions of unitality, associativity and equivariance.

Definition 2.2.1.2. The N-coloured set operad Π is given by :

Π(r1, . . . , rp;n) =

{
∅, if r1 + · · ·+ rp 6= n,
{R = (Ri)1≤i≤p : tpi=1Ri = [n] and ∀i ∈ [p] |Ri| = ri}, otherwise.

The identity element cn ∈ Π(n;n) is the coarse partition
(
[n]
)
. Given a permutation σ ∈ Sp, the map

Π(r1, . . . , rp, n) → Π(rσ−1(1), . . . , rσ−1(p);n) sends I to σ · I := (Iσ−1(i))i∈[p]. Compositions are given by
refinement : if R ∈ Π(r1, . . . , rp;n) and Q ∈ Π(q1, . . . , qs; ri), there exists a unique increasing bijection
b : [ri]→ Ri, and :

R ◦i Q = (R1, . . . , Ri−1, b(Q1), . . . , b(Qs), Ri+1, . . . , Rp).
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Remark 2.2.1.3. The set Π(r1, . . . , rp;n) is also endowed with an action of Sn : if R = (Ri)i∈[p] ∈
Π(r1, . . . , rp;n), then ρ(R) = (ρ(Ri))i∈[p]. This action is clearly transitive.

Notation 2.2.1.4.

• A p-tuple of non-negative integers r = (r1, . . . , rp) such that r1 + · · ·+rp = n is called a composition
of the integer n. Denote by Compp(n) the set of compositions of n into p parts and Πp(n) the set
of partitions of the set [n] into p parts. There is an injection ι : Compp(n) ↪→ Πp(n), mapping r to :

r1 + · · ·+ ri−1 + [ri] = {r1 + · · ·+ ri−1 + 1, . . . , r1 + · · ·+ ri}.

The composition r will be identified with its image ι(r). the map ι admits a left inverse pr : Πp(n)�
Compp(n), which sends R = (Ri)i∈[p] to (|Ri|)i∈[p].

• Compp(n) is endowed with the following Sp-action : if σ ∈ Sp and r ∈ Compp(n), rσ := (rσ−1(1), . . . , rσ−1(p)).
Note that ι is not compatible with this action.

• In the set Π(r;n) there is a unique element of Compp(n) (more precisely, in the image of Compp(n)
by ι), namely r, and Πp(n) =

⊔
r∈Compp(n) Π(r;n).

• If r ∈ Compp(n) and q ∈ Comps(ri), then r ◦i q = t ∈ Compp−1+s(n), with

t = (r1, . . . , ri−1, q1, . . . , qs, ri+1, . . . , rp).

Remark 2.2.1.5. Equivalently, the set Π(r;n) can be defined as the set of maps f : [n]→ [p] satisfying, for
all i ∈ [p], |f−1(i)| = ri. The identification is done as follows : a partition R = (Ri)i∈[p] of [n] is identified
with the function ∂R : [n]→ [p] mapping x ∈ [n] to the unique i ∈ [p] such that x ∈ Ri. Conversely, each
f : [n] → [p] is associated with the partition (f−1(i))i∈[p] of [n]. For σ ∈ Sp and f : [n] → [p], one has
σ · f : x 7→ σ(f(x)). Following this setting, for f ∈ Π(r1, . . . , rp;n) and g ∈ Π(q1, . . . , qs; ri), there exists
a unique increasing bijection b : f−1(i)→ [ri], so that

f ◦i g : [n] → [p+ s− 1]

x 7→

 f(x), if f(x) < i,
g ◦ b(x) + i− 1, if f(x) = i,
f(x) + s− 1, if f(x) ≥ i.

Definitions 2.2.1.6. Operations on partitions

In the next paragraphs we will define 5 operations on partitions : 1) a product B, 2) a product ⊗, 3) a
family of unitary operations (γk)k∈N, 4) a composition � and 5) a product ∧.

1) Let Q ∈ Π(q1, . . . , qs; p) and R ∈ Π(r1, . . . , rp;n). According to the previous remark, Q corresponds
to ∂Q : [p]→ [s] and R to ∂R : [n]→ [p]. Define the partition

QBR ∈ Π
( ∑
i∈Q1

ri, . . . ,
∑
i∈Qs

ri;n
)
,

associated with the function ∂Q ◦ ∂R, that is :

(QBR)i∈[s] =
( ∐
j∈Qi

Rj

)
i∈[s]

.

Note that, if q ∈ Comps(p) and r ∈ Compp(n), then qBr = t ∈ Comps(n), where t =
(∑

i∈q
1

ri, . . . ,
∑
i∈q

s

ri
)
.
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2) The operation :

⊗ : Π(r1, . . . , rp;n)×Π(q1, . . . , qs;m) → Π(r1, . . . , rp, q1, . . . , qs;n+m)

((Ri)i∈[p], (Qj)j∈[s]) 7→ R⊗Q := ((n,m) ◦2 Q) ◦1 R.

satisfies R⊗Q = (R1, . . . , Rp, Q1 + n, . . . , Qs + n) and is associative.

3) For k a positive integer and R ∈ Π(r1, . . . , rp;n), R⊗k denotes the partition :

R⊗k := R⊗ · · · ⊗R︸ ︷︷ ︸
k

∈ Π(r1, . . . , rp, . . . , r1, . . . , rp︸ ︷︷ ︸
k

; kn).

For all positive integers k and R ∈ Π(r1, . . . , rp;n), set :

γk(R) := ({i+ (j − 1)p}j∈[k])i∈[p] BR
⊗k = (

k−1∐
j=0

Ri + jn)i∈[p] ∈ Π(kr1, . . . , krp; kn).

Example. For n = 3, R = ({1, 3}, {2}), k = 3,

R⊗3 = ({1, 3}, {2}, {4, 6}, {5}, {7, 9}, {8}),

and :
γ3(R) = ({1, 3, 4, 6, 7, 9}, {2, 5, 8}).

Remark 2.2.1.7. r⊗k = u, where u = (r1, . . . , rp, . . . , r1, . . . , rp). On the other hand, it is clear that
γk(r) is not the element v ∈ Π(v;nk) with v = (kr1, . . . , krp). Note that γk(cn) = cnk and that
r = cr1 ⊗ · · · ⊗ crp .

4) Let r ∈ Compp(n) and, for all i ∈ [p], let q
i
∈ Compsi(mi). For all Q1 ∈ Π(q

1
;m1),

Q2 ∈ Π(q
2
;m2),. . .,Qp ∈ Π(q

p
;mp), set :

r � (Q1, . . . , Qp) = γr1(Q1)⊗ · · · ⊗ γrp(Qp).

Example. For r = (3, 2), q
1

= (2, 1), q
2

= (1, 2),

r � (q
1
, q

2
) = γ3(q

1
)⊗ γ2(q

2
)

= ({1, 2, 4, 5, 7, 8}, {3, 6, 9})⊗ ({1, 4}, {2, 3, 5, 6})
= ({1, 2, 4, 5, 7, 8}, {3, 6, 9}, {10, 13}, {11, 12, 14, 15}).

The operation � will add a subscripted index to the partitions : for i ∈ [p] and j ∈ [si], denote
by r � (Q1, . . . , Qp)i,j = r � (Q1, . . . , Qp)s1+···+si−1+j = r1m1 + · · · + ri−1mi−1 + (γri(Qi))j . The
previous example gives :

r � (q
1
, q

2
)2,1 = {10, 13}.

5) For R ∈ Πp(n) and Q ∈ Πs(n), set :

(R ∧Q)i∈[p], j∈[s] = (Ri ∩Qj)i∈[p], j∈[s].
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The operation ∧ also adds a subscripted index to the partitions : for example, the partition (r �
(Q1, . . . , Qp)) ∧ I has 3 indices. For instance :(

(r � (Q1, . . . , Qp)) ∧ I
)
ijk

= (r � (Qi))ij ∩ Ik.

The index i corresponds to the part of r and to the chosen Qi. The index j corresponds to the part
Qi,j and the index k corresponds to the part Ik.

Lemma 2.2.1.8. For r ∈ Compp(n) and R ∈ Πs(n), if ∂R (see Remark 2.2.1.5) is increasing on each ri,
then r ∧R ∈ Compps(n).

Proof. Let q = (|r1 ∩R1|, . . . , |r1 ∩Rs|, . . . , |rp ∩Rs|) ∈ Compps(n). We have to prove that r ∧ R = q.
For all i ∈ [p], ri ∩R1 contains q

s(i−1)+1
elements. Hence, the fact that R is increasing on r1 implies that

{1, . . . , q
1
} ⊂ R1, and so, that {1, . . . , q

1
} ∈ (r ∧ R)11. Thus, (r ∧ R)i1 = q

s(i−1)+1
. The same reasoning

shows that (r ∧R)i2 = q
s(i−1)+2

, and so on, until (r ∧R)is = q
si

.

2.2.2 Permutation representations of finite groups

This subsection aims to shed light on an isomorphism between invariants and coinvariants of a permu-
tation representation. The following general lemma will be used in our construction of generalised divided
power operations.

Let G be a finite group and let X be a G-set.

Lemma 2.2.2.1. There is a commutative diagram :

F[G\X]
φG // F[X]G

F[X]G

ψG

OO

OG

::

where the arrows are linear isomorphisms.

Proof. The map φG is induced by

G\X → F[X]G

[x] 7→
∑

y∈ΩG(x)

y,

It is easy to show that this gives an isomorphism. It is also easy to show that the map F[X]→ F[G\X],
induced by :

X → F[G\X]

x 7→ [x]

passes to the quotient by the action of G, giving an isomorphism ψG : F[X]G → F[G\X]. Set then
OG = φG ◦ ψG.
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2.2.3 S-modules and operads

This section contains the definition of an S-module, of the tensor and the composition product of
S-modules, of the Schur functor associated to an S-module and the invariant version Γ, as well as the
definition of operads, algebras over an operad and divided power algebras over a reduced operad. For
general definitions concerning operads in a symmetric monoidal category C, we refer to Sections 5.1 and
5.2 of [18], and Section 1.1 of [14].

The category of operads in Set is denoted OpSet and objects in OpSet are called set operads. Similarly,
OpF denotes the category of operads in the category of F-vector spaces and objects in OpF are just called
operads.

Definition 2.2.3.1. An S-module M is a sequence (M(n))n∈N, where for each n ∈ N, M(n) is a repre-
sentation of the symmetric group Sn. A morphism between two S-modules is a sequence of equivariant
maps. We denote by Smod the category of S-modules. The arity of x ∈M(n) is n.

Definition 2.2.3.2. For M,N two S-modules, the S-module M ⊗N is given by :

(M ⊗N)(n) :=
⊕
i+j=n

IndSn
Si×Sj M(i)⊗N(j).

The tensor product ⊗ makes Smod into a symmetric monoidal category with unit the S-module which
is F in arity 0 and is 0 in positive arity. Therefore, given an S-module M and an integer n, Sn acts on
M⊗n.

Definition 2.2.3.3. For M,N two S-modules, the S-modules M ◦N and M◦̃N are given by :

(M ◦N)(n) :=
⊕
k∈N

(M(k)⊗N⊗k(n))Sk ,

and :
(M◦̃N)(n) :=

⊕
k∈N

(M(k)⊗N⊗k(n))Sk ,

where Sk acts diagonally on M(k)⊗N⊗k(n).

The operations ◦ and ◦̃ provide as well Smod with a (non-braided) monoidal category structure, with
unit, in both cases, the S-module U which is F in arity 1 and 0 in any other arity.

Remark 2.2.3.4. An operad P is a monoid in the monoidal category (Smod, ◦,U). In other words, P
is a S-module endowed with morphisms η : U → P (the unit) and µ : P ◦P → P (the composition)
satisfying unitality and associativity axioms.

Definition 2.2.3.5. Let M be an S-module. The Schur functor associated to M is the endofunctor of
the category of F-vector spaces, mapping V to

S(M, V ) :=
⊕
n∈N

(M(n)⊗ V ⊗n)Sn ,

where Sn acts diagonally on M(n)⊗ V ⊗n. This endofunctor is denoted S(M).
Similarly, for all S-modules M, there is an endofunctor of the category of F-vector spaces, which maps

V to
Γ(M, V ) :=

⊕
n∈N

(M(n)⊗ V ⊗n)Sn ,

where the action of Sn is the same as before. This endofunctor is denoted Γ(M).
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Proposition ([14], Section 1.1.11). Given an operad P, the Schur functor S(P) is endowed with a
monad structure.

Definition. Given an operad P, a P-algebra is an algebra over the monad S(P).

Definition 2.2.3.6. An S-module M is said to be reduced (or connected) if M(0) = 0.

Definition 2.2.3.7 ([14], Section 1.1.14). For all S-modules M and N, there is a morphism of S-modules,
which is natural in M and N, called the norm map or the trace map :

TrM,N : M ◦N →M◦̃N,

inducing a natural transformation TrM : S(M)→ Γ(M).

Proposition ([14], Section 1.1.15). If N is reduced, then TrM,N is an isomorphism.

Proposition ([14], Section 1.1.18). The functor Γ(P) is endowed with a monad structure, whose unit
and multiplication transformations are denoted by η̃ and µ̃.

Definition. Given a reduced operad P, a divided power P-algebra, or Γ(P)-algebra, is an algebra over
the monad Γ(P).

Proposition ([14], Section 1.1.19). If P is a reduced operad, then TrP is a morphism of monads.

Proposition ([14], Section 1.1.1). If F has characteristic 0, then TrP is an isomorphism.

Given a reduced operad P, the composition product of Γ(P) involves the isomorphism TrP,P (see
[14], Section 1.1.18 and Appendix A). According to the foregoing, a Γ(P)-algebra is also endowed with
a structure of a P-algebra and, if the characteristic of the ground field is 0, then those two structures
coincide.

Proposition 2.2.3.8 (See Appendix A). Let P be a reduced operad and V be an F-vector space. Denote
by µ : P ◦P → P the multiplication of P and by µ̃ : Γ(P) ◦ Γ(P) → Γ(P) the multiplication of the
monad Γ(P). Consider an element t ∈ Γ(P,Γ(P, V )) of the form

t =
∑

σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
( p⊗
i=1

( ∑
σi∈Smi/Sqi

σi · xi ⊗ σi · vi
)⊗ri)

,

with r ∈ Compp(n), x ∈ P(n)Sr , and for all i ∈ [p], q
i
∈ Compki(mi), xi ∈ P(mi)

Sq
i and vi ∈

(V ⊗mi)Sqi . One then has

µ̃V (t) =
∑

τ∈SM/
∏p
i=1 Sri oSqi

µ(x⊗ [τ ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

)⊗ τ · (v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp),

where M = r1m1 + · · ·+ rpmp, and

[τ ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

∈ IndSM∏
iS
×ri
mi

⊗
i

P(mi)
⊗ri .

Proposition 2.2.3.9 ([18], Section 5.3.9). The functor Set → Fvect, sending X to the F-vector space
spanned by X, extends to a functor F[−] : Opens → OpF.
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2.3 Operations indexed by invariant elements

In this section, we describe the category of Γ(P)-algebras associated to a reduced operad P in terms
of operations parametrised by invariants elements of P(n) under the action of Young subgroups of Sn.
These polynomial operations are to be seen as generalised divided power operations.

Formally, the goal of this section is to explain the definition of comparison functors that fit in a
diagram of the following form :

Γ(M)mod

FM

��

Γ(P)alg? _oo

FP

��
β(M)

GM

UU

β′(P)? _oo

GP

UU
,

where β(M) and β′(P) will be categories of vector spaces endowed with generalised divided power
operations, and to check that the vertical functors define isomorphisms of categories.

In Section 2.3.1, we explain the definition of the categories β(M) and β′(M) with full details and
the definition of the functors FM and FP. The functor FP endows any Γ(P)-algebra with a generalised
divided power algebra structure.

In Section 2.3.2, we explain the definition of the functors GM and GP and we check that these functors
are inverse to FM and FP in order to complete the proof of our statement.

In Section 2.3.3, we examine the applications of our constructions to the case of the commutative
operad.

The main result of this section is Theorem 2.3.1.8, stated in the introduction of this article as Theo-
rem A.

2.3.1 Construction of the functors FM and FP

In this subsection, we define categories Γ(M)mod and Γ(P)alg of divided M-modules and divided P-
algebras, as well as categories β(M) and β′(P), which have objects vector spaces endowed with polynomial
operations βx,r indexed by compositions r ∈ Compp(n) of integers and invariant elements of P, x ∈
P(n)Sr . One of the main results of this article is Theorem 2.3.1.8, which states that Γ(P)alg and β′(P)
are isomorphic, and therefore, that the data of a divided power algebra over an operad is equivalent to
the data of generalised divided power operations on the underlying vector space.

In this section, we will need the notation and definitions of Section 2.2.1 to deal with compositions of
integer and partitions of the set [n].

Let M and P be an S-module and a reduced operad.

Definition 2.3.1.1. • The category Γ(M)mod has objects (A, f) where A is an F-vector space and
f is a linear morphism f : Γ(M, A)→ A. A morphism of Γ(M)mod of the form (A, f)→ (A′, f ′) is
a linear map g : A→ A′ such that f ′ ◦ Γ(M, g) = g ◦ f .

• The category β(M) has objects (A, β), where A is an F-vector space and β∗,∗ is a family of operations
βx,r : A×p → A, given for all r ∈ Compp(n) and x ∈M(n)Sr , and which satisfy the relations :

(β1) βx,r((ai)i) = βρ∗·x,rρ((aρ−1(i))i) for all ρ ∈ Sp, where ρ∗ denotes the block permutation with
blocks of size (ri) associated to ρ.

(β2) βx,(0,r1,r2,...,rp)(a0, a1, . . . , ap) = βx,(r1,r2,...,rp)(a1, . . . , ap).
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(β3) βx,r(λa1, a2, . . . , ap) = λr1βx,r(a1, . . . , ap) ∀λ ∈ F.

(β4) If r ∈ Compp(n) and q ∈ Comps(p), then

βx,r(a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
q1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
q2

, . . . , as, . . . , as︸ ︷︷ ︸
qs

) = β(∑
σ∈SqBr/Sr

σ·x
)
, qBr

(a1, a2, . . . , as).

(β5) βx,r(a0 + a1, . . . , ap) =
∑
l+m=r1

βx,r◦1(l,m)(a0, a1, . . . , ap).

(β6) βλx+y,r = λβx,r + βy,r , for all x, y ∈M(n)Sr .

The operation (β1) is a symmetry relation. Relations (β2), (β3) and (β1) express the polynomiality
of the operations, (β4) could be regarded as a repetition reduction relation, and (β6) asserts that
βx,r depends linearly on x.

The morphisms in β(M) are the linear maps compatible with the operations βx,r.

If (A, f) is an object of Γ(M)mod, or if (A, β) is an object of β(M), then the vector space A is the
underlying vector space of the object.

Remark 2.3.1.2. If (A, β) is an object in the category β(M), the operations β∗,∗ induce operations βx,R :
A×p → A, for all partitions R ∈ Π(r1, . . . , rp;n) and all x stable under the action of SR. Indeed, according
to Remark 2.2.1.3, there exists τ ∈ Sn such that τ(R) = r. Generally, the permutation τ ∈ Sn such that
τ(R) = r is not unique. One can define :

βx,R(a1, . . . , ap) := βτ ·x,r(a1, . . . , ap),

which does not depend on the chosen τ .

Remark 2.3.1.3. Relations (β2), (β3) and (β5) are expressed here by acting on the first variable, but can
be rewritten, thanks to Relation (β1), to act on any other variable. For example, from Relation (β5), one
deduces the equivalent relation :

(β5 bis) For all r ∈ Compp(n), and q ∈ Compp(m),

βx,r

(∑
i∈q

1

ai, . . . ,
∑
i∈q

p

ai

)
=

∑
k1∈Compq1 (r1),...,kp∈Compqp (rp)

βx,r◦(k1,...,kp)(a1, . . . , am).

Definition 2.3.1.4.

• The category Γ(P)alg is the category of algebras over the monad Γ(P).

• The category β′(P) is the full subcategory of objects (A, β) of β(P) satisfying :

(β7a) βidP,(1)(a) = a ∀a ∈ A.

(β7b) Let r ∈ Compp(n), x ∈ P(n)Sr and for all i ∈ [p], let q
i
∈ Compki(mi), xi ∈ P(mi)

Sq
i and

(bij)1≤j≤ki ∈ A×ki . Denote by b = (bij)i∈[p],j∈[ki] and for all i ∈ [p], bi = (bi,j)j∈[ki]. Then :

βx,r(βx1,q
1
(b1), . . . , βxp,q

p
(bp)) = β∑

τ τ ·µ
(
x⊗
(⊗p

i=1 x
⊗ri
i

))
,r�(q

i
)i∈[p]

(b),

where r�(q
i
)i∈[p] is defined in Definitions 2.2.1.6, where β·,r�(q

i
)i∈[p] is defined in Remark 2.3.1.2

and where τ ranges over Sr�(qi)i∈[p]/(
∏p
i=1 Sri oSq

i
) in the sum.
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Relation (β7a) is a unit relation, and Relation (β7b) is a composition relation.

Proposition 2.3.1.5. Let (A, f) be an object of Γ(M)mod. For all n ∈ N, all compositions r ∈ Compp(n)

and all x ∈M(n)Sr , define :

βx,r : A×p → A

(ai)1≤i≤p 7→ f
( ∑
σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ · (⊗ia⊗rii )
)
.

The mapping (A, f) 7→ (A, β) extends to a functor FM : Γ(M)mod → β(M). In particular, the operations
β∗,∗ satisfy relations (β1) to (β6) of Definition 2.3.1.1.

Proposition 2.3.1.6. Let P be a reduced operad and (A, f) be an object of Γ(P)alg. Then (A, β), as
defined in Proposition 2.3.1.5, is an object of β′(P). Hence, FM restricts to a functor FP : Γ(P)alg →
β′(P).

Proof of Proposition 2.3.1.5 and Proposition 2.3.1.6. Relations (β1), (β2), (β3), (β6) and (β7a) are clear.
Relation (β4) comes from the following fact :∑

σ∈Sn/Sr

σ · x =
∑

σ∈Sn/SqBr

σ ·
∑

τ∈SqBr/Sr

τ · x.

Relation (β5) comes from the following fact :

(a+ b)⊗u =
∑

(l,m)∈Comp2(u)

∑
σ∈Su/Sl×Sm

σ · (a⊗l ⊗ b⊗m).

Relation (β7b) makes sense, firstly because
∏p
i=1 Sri oSq

i
⊆ Sr�(q

i
)i∈[p] , and secondly because µ

(
x⊗[∑

τ∈Sr�(q
i
)i∈[p]/

∏p
i=1 Sri oSqi

τ ⊗
(⊗p

i=1 x
⊗ri
i

)])
is stable under the action of Sr�(q

i
)i∈[p] .

It comes from the fact that, f being compatible with the multiplication µ̃ of Γ(P), we have f ◦
Γ(P, f) = f ◦ µ̃A, where µ̃A : Γ(P,Γ(P, A))→ Γ(P, A) is the component of µ̃ at A, and hence, following
Appendix A :

βx,r(βx1,q
1
(b1), . . . , βxp,q

p
(bp)) =

f

( ∑
σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
( p⊗
i=1

f
( ∑
ρi∈Smi/Sqi

ρi · xi ⊗ ρi · (b⊗qi1i1 ⊗ · · · ⊗ b⊗qikiiki
)
)⊗ri))

= f

(
µ̃A

( ∑
σ∈Sn/

∏
iSri

σ · x⊗ σ ·
( p⊗
i=1

( ∑
ρi∈Smi/Sqi

ρi · xi ⊗ ρi · (b⊗qi1i1 ⊗ · · · ⊗ b⊗qikiiki
)
)⊗ri)))

= f

( ∑
σ∈S∑

i rimi
/
∏p
i=1 Sri oSqi

σ · µ
(
x⊗

[ p⊗
i=1

x⊗rii

])
⊗ σ ·

p⊗
i=1

(b⊗qi1i1 ⊗ · · · ⊗ b⊗qikiiki
)⊗ri

)
,
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= f

( ∑
σ∈S∑

i rini
/Sr�(q

i
)i∈[p]

∑
τ∈Sr�(q

i
)i∈[p]/(

∏p
i=1 Sri oSqi )

στ · µ
(
x⊗

[ p⊗
i=1

x⊗rii

])

⊗ σ · τ ·
( p⊗
i=1

(b⊗qi1i1 ⊗ · · · ⊗ b⊗qikiiki
)⊗ri

))
= β∑

τ τ ·µ
(
x⊗
(⊗p

i=1 x
⊗ri
i

))
,r�(q

i
)i∈[p]

(bij)i∈[p],j∈[ki].

Proposition 2.3.1.7. For any S-module M, the functor FM : Γ(M)mod → β(M) is an isomorphism of
categories.

Theorem 2.3.1.8. For any reduced operad P, the functor FP : Γ(P)alg → β′(P) is an isomorphism of
categories.

Plan of the proof of Proposition 2.3.1.7 and Theorem 2.3.1.8. We want to construct the functor GM :
β(M)→ Γ(M)mod, inverse of FM. Let (A,α) be an object of β(M). Lemma 2.3.2.1 gives a decomposition
of Γ(M, A) as a direct sum. Definition 2.3.2.2 shows how to define a function f : Γ(M, A)→ A from this
decomposition, which is natural in (A,α). We thereby obtain a functor GM : β(M)→ Γ(M)mod, and we
readily check that GM ◦ FM = idΓ(M)mod (Remark 2.3.2.3). Lemma 2.3.2.6 shows that FM ◦ GM is the
identity of β(M).

To prove Theorem 2.3.1.8, let us furthermore assume that M = P is endowed with a structure of
reduced operad and that the operations αx,r satisfy relations (β7a) and (β7b). It is then enough to show
that the morphism f of Definition 2.3.2.2 endows A with the structure of a Γ(P)-algebra, which implies
that GM restricts to a functor GP : β′(P) → Γ(P)alg, which will be inverse to FP. This is done in
Lemmas 2.3.2.7 and 2.3.2.8.

2.3.2 Technical lemmas

In this section, we give the construction of the functors GM and GP, and we check that these functors
are inverse to FM and FP following the argument given in the plan of the proof of Proposition 2.3.1.7 and
Theorem 2.3.1.8. Lemma 2.3.2.1 gives a decomposition of Γ(M, A) as a direct sum that depends on a choice
of a totally ordrered basis of A. Definition 2.3.2.2 gives the definition of a morphism f : Γ(M, A) → A
from that decomposition and the definition of GM. Lemmas 2.3.2.4 to 2.3.2.6 show that f , and so GM, do
not depend on the choice of the basis of A, and that GM : β(M)→ Γ(M)mod is an inverse to FM. Finally,
Lemma 2.3.2.7 and Lemma 2.3.2.8 show that, in the case where M = P is endowed with a structure of
operad, GM restricts to a functor GP : β′(P)→ Γ(P)alg that is the inverse to FP.

Let (A,α) be an object of β(M), B be a totally ordered F-vector space basis of A.

Lemma 2.3.2.1. The module Γ(M, A) is isomorphic to the direct sum :⊕
n,p,r,b1,...,bp

M(n)Sr ,
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where n ranges over N, p ranges over [n], r ranges over the set Comp′p(n) := {r ∈ Compp(n) : ∀i ∈
[p], ri > 0}, and b1 < · · · < bp ∈ B. Moreover, the isomorphism is given by the direct sum over n ∈ N,
p ∈ [n], r ∈ Comp′p(n), and b1 < · · · < bp ∈ B of the morphisms :

M(n)Sr → Γ(M, A)

x 7→
∑

σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
(⊗
i∈[p]

b⊗rii

)
.

Proof. For all n ∈ N, we can identify the Sn-module A⊗n with :⊕
p,r,b1,...,bp

IndSnSr
Tr(b

⊗r1
1 ⊗ · · · ⊗ b⊗rpp ),

where p ranges over [n], r ranges over Comp′p(n), b1 < · · · < bp ∈ B, IndSnSr
designates the induced

representation, and Tr(b
⊗r1
1 ⊗ · · · ⊗ b⊗rpp ) is the trivial Sr-module spanned by br11 ⊗ · · · ⊗ b

⊗rp
p . Remark

that IndSnSr
Tr(b

⊗r1
1 ⊗ · · · ⊗ b

⊗rp
p ) is equal, as an Sn-module, to F[Sn/Sr] ⊗ T(n)(b

⊗r1
1 ⊗ · · · ⊗ b

⊗rp
p ),

where Sn acts on Sn/Sr by translation. This Sn-module is a permutation representation with basis

{σ⊗ (b⊗r11 ⊗ · · · ⊗ b⊗rpp ) : σ ∈ Sn/Sr}. The identification
⊕

p,r,b1,...,bp
IndSnSr

Tr(b
⊗r1
1 ⊗ · · · ⊗ b⊗rpp ) ∼= A⊗n

is given by σ ⊗ (b⊗r11 ⊗ · · · ⊗ b⊗rpp ) = σ · (b⊗r11 ⊗ · · · ⊗ b⊗rpp ).

The module (M(n)⊗A⊗n)Sn decomposes as
⊕

p,r,b1,...,bp

(
M(n)⊗ IndSnSr

Tr(b1, . . . , bp)
)Sn

. Let p ∈
[n], r ∈ Comp′p(n), and b1 < · · · < bp ∈ B. Given an element t ∈M(n)⊗ IndSnSr

Tr(b1, . . . , bp), there is a

unique (xσ)σ∈Sn/Sr ∈M(n)×|Sn/Sr| such that

t =
∑

σ∈Sn/Sr

xσ ⊗ σ · (b⊗r11 ⊗ · · · ⊗ b⊗rpp ).

Suppose that t is invariant under the action of Sn. Then, for all τ ∈ Sn, the uniqueness of (xσ)σ∈Sn/Sr
implies that τ ·xσ = xτ ·σ, and in particular, if τ ∈ Sr, then τ ·xσ = xσ. Finally, we have t =

∑
σ∈Sn/Sr σ ·

xid⊗σ ·
(⊗

i b
⊗ri
i

)
, where id ∈ Sn/Sr is the class of the neutral element. Hence, an element x ∈M(n)Sr

uniquely determines the element∑
σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
(⊗

i

b⊗rii

)
∈
(
M(n)⊗ IndSnSr

Tr(b1, . . . , bp)
)Sn

.

Definition 2.3.2.2. Given (A,α) an object of β(M), there is a linear map

f : Γ(M, A) → A

t =
∑
σ∈Sn/Sr σ · x⊗ σ ·

(⊗
i b
⊗ri
i

)
7→ αx,r(b1, . . . , bp) .

Denote by GM(A,α) := (A, f).

Remark 2.3.2.3. Indeed, the expression of f is linear in x ∈M(n)Sr . With this definition, it is clear that
if GM(FM(A, g)) = GM(A,α) = (A, f), then f = g, for f and g are linear and are equal on each factor of
the decomposition of Γ(M, A) as a direct sum given by Lemma 2.3.2.1.
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To prove that this extends to a functor GM : β(M) → Γ(M)mod which is inverse to FM, one has to
show that FM ◦GM is the identity of β(M) and that GM is actually a functor, that is, the construction
of f does not depend on the basis B of A used. For that, let (A, β) = FM(A, f) where f is the morphism
of Definition 2.3.2.2. The next lemmas show that αx,r = βx,r for all r ∈ Compp(n) and x ∈M(n)Sr .

It is clear that, for all r ∈ Compp(n), all b1 < · · · < bp ∈ B and all x ∈M(n)Sr ,

βx,r(b1, . . . , bp) = αx,r(b1, . . . , bp) = f(t) (2.3.2.eq.1)

Lemma 2.3.2.4. For r ∈ Compp(n), for (bi)1≤i≤p ∈ B×p pairwise distinct and for x ∈M(n)Sr , we have
the equality :

βx,r(bi)i = αx,r(bi)i. (2.3.2.eq.2)

Proof. There exists a permutation ρ ∈ Sp such that ρ · (bi)i is ordered, and :

βx,r(bi)i
Relation (β1)

= βρ∗·x,rρ(bρ−1(i))i
Equation (2.3.2.eq.1)

= αρ∗·x,rρ(bρ−1(i))i

Relation (β1)
= αx,r(bi)i.

Lemma 2.3.2.5. Equality (2.3.2.eq.2) holds for r ∈ Compp(n), for (bi)1≤i≤p ∈ B×p and for x ∈M(n)Sr .

Proof. According to Lemma 2.3.2.4, (bi)i can be sorted in order to obtain only consecutive repetitions.
Yet, if q ∈ Comps(p) and if (b1, . . . , bs) ∈ B×s are pairwise distinct, then :

βx,r(b1, . . . , b1︸ ︷︷ ︸
q1

, . . . , bs, . . . , bs︸ ︷︷ ︸
qs

)
Relation (β4)

= β∑
σ∈SqBr/Sr

σ·x,qBr(b1, b2, . . . , bp)

Lemma 2.3.2.4
= α∑

σ∈SqBr/Sr
σ·x,qBr(b1, b2, . . . , bp)

Relation (β4)
= αx,(r1,...,rp)(b1, . . . , b1︸ ︷︷ ︸

q1

, . . . , bs, . . . , bs︸ ︷︷ ︸
qs

).

Lemma 2.3.2.6. Equality (2.3.2.eq.2) holds for r ∈ Compp(n), (b1, . . . , bp) ∈ A×p and x ∈ M(n)Sr .
The definition of f does not depend on the choice of B, and FM ◦GM = idβ(M).

Proof. For i ∈ [p], let us write bi in the basis B as

bi =

ki∑
j=1

λijxij .
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Set X = (xij)i∈[p],j∈[ki] and ΛX = (λijxi,j)i∈[p],j∈[ki]. One has :

βx,r(b1, . . . , bp)
Relation (β5 bis)

=
∑

q
1
∈Compk1 (r1),...,q

p
∈Compkp (rp)

βx,r◦(q
1
,...,q

p
)(ΛX)

Relation (β3)
=

∑
q
1
∈Compk1 (r1),...,q

p
∈Compkp (rp)

( p∏
i=1

ki∏
j=1

λ
qij
ij

)
βx,r◦(q

1
,...,q

p
)(X)

Lemma 2.3.2.5
=

∑
q
1
∈Compk1 (r1),...,q

p
∈Compkp (rp)

( p∏
i=1

ki∏
j=1

λ
qij
ij

)
αx,r◦(q

1
,...,q

p
)(X)

Relations (β3) et (β5 bis)
= αx,r(b1, . . . , bp).

According to Lemma 2.3.2.6, the map f does not depend on the choice of B and the resulting functor
GM is indeed an inverse to FM. Hence, Proposition 2.3.1.7 is proven. To prove Theorem 2.3.1.8, let us
assume that M = P is endowed with the structure of a reduced operad, and let us show that GM restricts
to a functor β′(P)→ Γ(P)alg. Denote by η and µ the unit and multiplication of S(P), and by η̃ and µ̃
those of Γ(P) (Appendix A gives the full expression of µ̃).

Lemma 2.3.2.7. The map f is compatible with η̃.

Proof. Indeed, using Relation (β7a) :

f ◦ η̃(a) = f(idP ⊗ a) = αidP,(1)(a) = a.

Lemma 2.3.2.8. The map f is compatible with µ̃.

Proof. Let us check that the following diagram commutes :

Γ(P,Γ(P, A))
Γ(P,f) //

µ̃A

��

Γ(P, A)

f

��
Γ(P, A)

f
// A

A generic element of Γ(P,Γ(P, A)) is of the form :

t :=
∑

σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
( p⊗
i=1

t⊗rii

)
,

where Sr ⊆ Stab(x) and where, for all i ∈ [p],

ti :=
∑

σ∈Sni/Sqi

σ · xi ⊗ σ · (
si⊗
j=1

a
⊗qij
ij ),

with q
i
∈ Compsi(ni) and Sq

i
⊆ Stab(xi).
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Set a := (aij)i∈[p],j∈[si] and, for all i ∈ [p], ai := (aij)j∈[si]. On one hand :

f ◦ Γ(P, f)(t) = f

( ∑
σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
(⊗

i

f(ti)
⊗ri
))

= αx,r(αx1,q
1
(a1), . . . , αxp,q

p
(ap)),

which is equal, according to relation (β7b), to :

α∑
τ∈G τ ·µ

(
x⊗
[⊗

i x
⊗ri
i

])
,r�(q

1
,...,q

s
)
(a).

On the other hand, setting H := Sr�(q
1
,...,q

p
), one has

f ◦ µ̃A(t) = f

( ∑
(σ,τ)∈

(
S∑

i rini
/H

)
×
(
H/
∏
iSri o

(∏
j Sqij

))στ ·
(
µ
(
x⊗

[ p⊗
i=1

x⊗rii

]))
⊗ σ ·

( p⊗
i=1

( si⊗
j=1

a
⊗qij
ij

)⊗ri))

Following the same computation as in the proof of relation (β7b) of Proposition 2.3.1.6 (page 39), one
gets

f ◦ µ̃A(t) = α∑
τ∈G τ ·µ

(
x⊗
[⊗

i x
⊗ri
i

])
,r�(q

1
,...,q

s
)
(a).

2.3.3 Example : the operad Com

In this section, we check how our description of the structure of a Γ(P)-algebra applies in the particular
case P = Com. We retrieve the classical definition of divided power operations on commutative algebras,
as given by H. Cartan in [1].

Definition 2.3.3.1. A divided power algebra is an associative and commutative algebra A equipped, for
every integer n ∈ N, of an operation γn : A→ A satisfying :

(C1) γn(λa) = λnγn(a) for all a ∈ Ai and λ ∈ F.

(C2) γm(a)γn(a) =
(
m+n
m

)
γm+n(a) for all a ∈ A.

(C3) γn(a+ b) = γn(a) +
(∑n−1

l=1 γl(a)γn−l(b)
)

+ γn(b) for all a ∈ A, b ∈ A.

(C4) γ1(a) = a for all a ∈ A.

(C5) γn(ab) = n!γn(a)γn(b) = anγn(b) = γn(a)bn for all a ∈ A, b ∈ A.

(C6) γm(γn(a)) = (mn)!
m!(n!)m γmn(a) for all a ∈ A.

A morphism between divided power algebras is an algebra morphism compatible with the operations γn.

Recall that the operad Com is an operad defined, in terms of S-modules, as :

Com(n) :=

{
0, if n = 0,
F (trivial representation), if n 6= 0.
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We denote by Xn the generator of the F-vector space Com(n). One can apply Theorem 2.3.1.8 on it. The
category of Γ(Com)-algebras is isomorphic to the category of F-vector spaces A equipped with operations
βλXn,r for all n ∈ N and λ ∈ F. Using the relations of Definition 2.3.1.4, it can be shown that the
family of operations (γn)n∈N := (βXn,(n))n∈N endows A with a structure of divided power algebra, with
multiplication the operation βX2,(1,1). Conversely, on any divided power algebra (A, γ) one can create a
family of operations β∗,∗ by setting, for all r ∈ Compp(n) all (ai)i∈[p], and λ ∈ F,

βλXn,r(a1, . . . , ap) = λ
∏
i∈[p]

γri(ai). (2.3.3.eq.1)

For other modern surveys on divided power algebras, see [22], Section 3, [23], Section 2 and [14], Section
1.2.2.

2.4 From invariants to coinvariants

The aim of this section is to improve the characterisation of Γ(P)-algebras given by Theorem 2.3.1.8
in the case where P is a reduced operad spanned by a set operad.

Formally, the goal of this section is to explain the definition of comparison functors that fit in a
diagram of the following form :

β(M)

PM

��

β′(P)? _oo

PP

��
γ(M)

OM

UU

γ′(P)? _oo

OP

UU
,

where the vertical functors will be shown to be isomorphisms under the right assumptions. Here, β(M)
and β′(P) are the categories of generalised divided power modules and algebras defined in Section 2.3.1.
The categories γ(M) and γ′(P) will be similar to the categories β(M) and β′(P) in that they have objects
vector spaces endowed with polynomial operations subject to a list of relations, except that the family of
operations considered and the list of relations will be somewhat smaller and easier to manipulate.

In Section 2.4.1, we explain the definition of the categories γ(M) and γ′(P) in full details, we give
the definition of the functors PM and PP, and we show that, when M is endowed with a basis stable
under the action of the symmetric groups, and when P is spanned by a set operad, these functors are
isomorphisms of categories. This is the result of Theorem 2.4.1.9. Together with Theorem 2.3.1.8, this
result implies Theorem B as stated in the introduction of this article.

In Section 2.4.2, we study the compatibility of the isomorphisms OG of Section 2.2.2, depending on a
finite group G, with the properties of restriction to and induction from a subgroup of G. We construct
morphisms that are used to prove Theorem 2.4.1.9.

In Section 2.4.3, we give a very brief summary of the results obtained in Section 2.3 and Section 2.4.

2.4.1 Construction of the functors PM and PP

In this subsection, we consider the particular case of an S-module M endowed with a basis B stable
by permutation, and the case of a reduced operad P spanned by a set operad B ( that is, P = F[B] as
in Proposition 2.2.3.9). We define categories γ(M) and γ′(P), which are similar to the categories β(M)
and β′(P) of Section 2.3 in that they have objects vector spaces endowed with polynomial operations
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γ[x]r,r satisfying some relations, except that these operations are now indexed by r ∈ Compp(n) and
[x]r ∈ M(n)Sr . We then construct a pair of functors PM : β(M) → γ(M) and PP : β′(P) → γ′(P).
The main result of this section is Theorem 2.4.1.9, which states that these functors are isomorphisms of
categories with inverse functors OM and OP. The proof of Theorem 2.4.1.9 uses results from Section 2.4.2.
Composed with the isomorphisms FM and FP of Section 2.3, these functors give a refined characterisation
of Γ(M)-modules and Γ(P)-algebras as generalised divided power algebras.

In this section, we will use the definitions and notation defined in Section 2.2.1, Section 2.2.2 and in
Section 2.3.1.

Definition 2.4.1.1. Let M be an S-module such that, for all n ∈ N, M(n) is endowed with a basis B(n)
stable under the action of Sn. The category γ(M) has objects (A, γ), where A is an F-vector space, and
γ∗,∗ is a family of operations γ[x]r,r : A×p → A, where r ∈ Compp(n) and [x]r ∈ Sr\B(n), and which
satisfy :

(γ1) γ[x]r,r(a1, . . . , ap) = γ[ρ∗·x]rρ ,rρ(aρ−1(1), . . . , aρ−1(p)) for all ρ ∈ Sp, for all ρ ∈ Sp, where ρ∗ stands
for the block permutation of blocks of size (ri) associated to ρ.

(γ2) γ[x](0,r1,r2,...,rp),(0,r1,r2,...,rp)(a0, a1, . . . , ap) = γ[x](r1,...,rp),(r1,r2,...,rp)(a1, . . . , ap).

(γ3) γ[x]r,r(λa1, a2, . . . , ap) = λr1γ[x]r,r(a1, . . . , ap) ∀λ ∈ F.

(γ4) Let r ∈ Compp(n), q ∈ Comps(p) and x ∈B(n). Then :

γ[x]r,r(a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
q1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
q2

, . . . , as, . . . , as︸ ︷︷ ︸
qs

) =
( |StabqBr(x)|
|Stabr(x)|

)
γ[x]qBr,qBr(a1, a2, . . . , as).

(γ5)

γ[x]r,r (a0 + a1, a2, . . . , ap) =
∑

l+m=r1

∑
[y]r◦1(l,m)∈Sr◦1(l,m)\ΩSr (x)

γ[y]r◦1(l,m),r◦1(l,m)(a0, a1, . . . , ap).

Relation (γ1) is a symmetry relation, Relations (γ2), (γ3) and (γ5) express the polynomiality of the
operations, and (γ4) could be regarded as a repetition reduction relation.

The morphisms of γ(M) are the linear maps which are compatible with the operations γ[x]r,r.

Notation. Objects of γ(M) will be denoted as couples (A, γ), where A is an F-vector space and γ is a
family of operations γ[x]r,r : A×p → A with r ∈ Compp(n) and [x]r ∈ Sr\B(n).

Remark 2.4.1.2. This definition depends on the chosen basis B of M. However, there is an isomorphism
of categories between two categories γ(M) coming from two different bases of the same M stable under
the actions of Sn. The proof of this fact is in the proof of Theorem 2.4.1.9.

Remark 2.4.1.3. Those operations induce, for all, r ∈ Compp(n), R ∈ Π(r;n) and all [x]R ∈ SR\B(n),
an operation γ[x]R,R : A×p → A. Indeed, according to Remark 2.2.1.3, there exists τ ∈ Sn such that
τ(R) = r. We set :

γ[x]R,R(a1, . . . , ap) := γ[τ ·x]r,r(a1, . . . , ap).

This does not depend on the choice of τ .
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Definition 2.4.1.4. Let B be a set operad and P = F[B] be the operad spanned by B, as described in
2.2.3.9. Suppose that P is reduced. Let γ′(P) be the full subcategory of γ(P) of objects (A, γ) satisfying :

(γ6a) γidP,(1)(a) = a, for all a ∈ A.

(γ6b) Let r ∈ Compp(n), x ∈ B(n) and, for all i ∈ [p], let q
i
∈ Compki(mi), xi ∈ B(mi) and ai =

(aij)j∈[ki] ∈ A×ki . Set a = (ai,j)i∈[p],j∈[ki]. Then :

γ[x]r,r(γ[x1]q
1
,q

1
(a1), . . . , γ[xp]q

p
,q
p
(ap)) =

( |Stabr�(q
i
)i∈[p]

(
µ
(
x⊗

(⊗p
i=1 x

⊗ri
i

)))
|

|Stabr(x)|
∏p
i=1 |Stabqi(xi)|

ri

)
γ[
µ
(
x⊗
(⊗p

i=1 x
⊗ri
i

))]
r�(q

i
)i∈[p]

,r�(qi)i∈[p]
(a),

where γ[
µ
(
x⊗
(⊗p

i=1 x
⊗ri
i

))]
r�(q

i
)i∈[p]

,r�(qi)i∈[p]
is defined in Remark 2.4.1.3.

Remark 2.4.1.5. Relation (γ4) is equivalent to the following relation, which is a priori weaker :

γ[x](r0,r1,...,rp),r
(a1, a1, a2, . . . , ap) =

|Stab(r0+r1,r2,r3,...,rp)(x)|
|Stab(r0,r1,...,rp)(x)|

γ[x](r0+r1,r2,r3,...,rp)
,(r0+r1,r2,r3,...,rp)(a1, . . . , ap).

Indeed, Relation (γ4) is deduced from this one by iterating it, and using relation (γ1).

Lemma 2.4.1.6. Let M be an S-module, endowed, for all n ∈ N, with a basis B(n) stable under
the action of Sn. Then the operations βOSr ([y]r),r, where OSr is the morphism of Section 2.2.2 and

[y]r ∈ Sr\B(n), generate all the operations β∗,∗.

Proof. Relation (β6) implies that any basis of M(n)Sr furnishes generating operations. The Lemma of
Section 2.2.2 shows that Sr\B(n) is a basis for M(n)Sr , and that OSr : M(n)Sr → M(n)Sr is an
isomorphism.

Proposition 2.4.1.7. Let (A, β) be an object of β(M). Let us set, for all r ∈ Compp(n) and all [x]r ∈
Sr\B(n) :

γ[x]r,r = βOr([x]r),r, (2.4.1.eq.1)

where OSr : M(n)Sr →M(n)Sr is defined in Section 2.2.2. This gives a functor

PM : β(M) → γ(M)

(A, β) 7→ (A, γ)

Proposition 2.4.1.8. Let M be an S-module such that, for all n ∈ N, M(n) is endowed with a basis
B(n) that is stable under the action of Sn. The functor PM is an isomorphism of categories.

Theorem 2.4.1.9. If P is a reduced operad spanned by a set operad B (i.e. P = F[B]), then the functor
PP restricts to a functor PP : β′(P)→ γ′(P) and the latter is an isomorphism of categories.

Proof of Proposition 2.4.1.7, Proposition 2.4.1.8 and Theorem 2.4.1.9.
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For this proof, we will need Proposition 2.4.2.1, Proposition 2.4.2.2, and Proposition 2.4.2.3. Let (A, β)
be an object of β(M). The operations β satisfy Relations (β1), (β2) and (β3) of Definition 2.3.1.1, which,
through eq. (2.4.1.eq.1), translate into (γ1), (γ2) and (γ3). To translate Relation (β4), observe that

γ[x]r,r(a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
q1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
q2

, . . . , as, . . . , as︸ ︷︷ ︸
qs

) = β
Or

(
[x]r

)
,r

(a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
q1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
q2

, . . . , as, . . . , as︸ ︷︷ ︸
qs

)

= β(∑
σ∈SqBr/Sr

σ·Or
(

[x]r

))
, qBr

(a1, a2, . . . , as)

Proposition 2.4.2.1 then implies

γ[x]r,r(a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
q1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
q2

, . . . , as, . . . , as︸ ︷︷ ︸
qs

) =

β
OSqBr (Ind

qBr
r ([x]r)), qBr

(a1, a2, . . . , as)

=
( |StabqBr(x)|
|Stabr(x)|

)
βOSqBr (OSqBr ([x]qBr)), qBr(a1, a2, . . . , as)

=
( |StabqBr(x)|
|Stabr(x)|

)
γ[x]qBr, qBr(a1, a2, . . . , as)

To translate Relation (β5), observe that

γ[x]r,r (a0 + a1, a2, . . . , ap) = βOSr ([x]r,r)(a0 + a1, a2, . . . , ap)

=
∑

l+m=r1

βOSr ([x]r),r◦1(l,m)(a0, a1, . . . , ap)

Proposition 2.4.2.2 then implies

γ[x]r,r (a0 + a1, a2, . . . , ap) =
∑

l+m=r1

βO
Sr◦1(l,m)(Res

r
r◦1(l,m)

([x]r)),r◦1(l,m)
(a0, a1, . . . , ap)

=
∑

l+m=r1

∑
[y]r◦1(l,m)∈Sr◦1(l,m)\ΩSr (x)

βOSr◦1(l,m)([y]r◦1(l,m))),r◦1(l,m)
(a0, a1, . . . , ap)

=
∑

l+m=r1

∑
[y]r◦1(l,m)∈Sr◦1(l,m)\ΩSr (x)

γ[y]r◦1(l,m),r◦1(l,m)(a0, a1, . . . , ap).

Assuming that M = P = F[B] and that (A, β) is an object of β′(P), then Relation (β7a) of Defini-
tion 2.3.1.4 translates into (γ6a) and, to translate Relation (β7b), observe that

γ[x]r,r(γ[x1]q
1
,q

1
(a1), . . . , γ[xp]q

p
,q
p
(ap)) = βOSr ([x]r),r(βOSq

1
([x1]q

1
),q

1
(a1), . . . , βOSq

p
([xp]q

p
),q

p
(ap))

= β∑
τ τ ·µ

(
OSr ([x]r)⊗

(⊗p
i=1 OSq

i
([xi]q

i
)
))
,r�(q

i
)i∈[p]

(a),

where τ ranges over Sr�(qi)i∈[p]/(
∏p
i=1 Sri oSq

i
). Proposition 2.4.2.3 implies

γ[x]r,r(γ[x1]q
1
,q

1
(a1), . . . , γ[xp]q

p
,q
p
(ap)) = β∑

τ τ ·O∏p
i=1

Sri
oSq

i
(µ′([x]r;[xi]q

i
)),r�(q

i
)i∈[p](a).
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Proposition 2.4.2.1 implies

γ[x]r,r(γ[x1]q
1
,q

1
(a1), . . . , γ[xp]q

p
,q
p
(ap)) =

( |Stabr�(q
i
)i∈[p]

(
µ
(
x⊗

(⊗p
i=1 x

⊗ri
i

)))
|

|Stabr(x)|
∏p
i=1 |Stabqi(xi)|

ri

)
γ[
µ
(
x⊗
(⊗p

i=1 x
⊗ri
i

))]
r�(q

i
)i∈[p]

,r�(qi)i∈[p]
(a).

Thus, PM(A, β) is an object of γ(M) and PP(A, β) is an object of γ′(P). It is natural in (A, β) if M and
its basis B are fixed.

Let us construct an inverse functor. According to Lemma 2.4.1.6, it is sufficient to define the operations
βOSr ([x]r),r for x ranging over Sr\B(n). Then, setting :

βOSr (x),r := γ[x]r,r,

one obtains a functor OM : γ(M)→ β(M) which restricts to a functor OP : γ′(P)→ β′(P). Indeed, we
already checked that Relations (γ1) to (γ6b) are equivalent to Relations (β1) to (β7b). Moreover, those
functors are clearly inverse to PM,B and PP,B respectively. Furthermore, since β(M) and β′(P) do not
depend on the choice of B, then changing the chosen basis would not change the isomorphism class of
the category β(M), which justifies a posteriori our choice to name the categories without referring to the
chosen basis.

2.4.2 Technical results on the map O

In this subsection, we investigate the compatibility of the isomorphism OG defined in Section 2.2.2, and
which depends on a finite group G, with the functorial properties for group representations of induction
from and restriction to a subgroup H of G. We define morphisms that we suggestively call Ind and Res,
with the appropriate groups as index, that are used in the proof of Theorem 2.4.1.9.

Let G be a finite group acting on a set X, let H be a subgroup of G. Recall that there is a unique ring
morphism Z→ F, that will be denoted n 7→ nF. Recall also that Section 2.2.2 gives a linear isomorphism
F[G\X] ∼= F[X]G, so that G\X represents a basis of F[X]G.

Proposition 2.4.2.1. Consider the morphism IndGH : F[X]H → F[X]G induced by IndGH([x]H) =(
|StabG(x)|
|StabH(x)|

)
F
[x]G. The following diagram is commutative :

F[X]H
OH //

IndGH
��

F[X]H

∑
g∈G/H g·id

��
F[X]G

OG

// F[X]G

Proof. Given two elements x, y of X, if x and y are in the same class under the action of H, then they
are in the same class under the action of G. Moreover, StabH(x) and StabH(y) are conjugated, and so

are StabG(x) and StabG(y). Hence, the map F[X]→ F[X]G sending x to
(
|StabG(x)|
|StabH(x)|

)
F
[x]G passes to the
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quotient by H. For [x]H ∈ H\X, one has∑
g∈G/H

g ·OH([x]H) =
∑

g∈G/H

g ·
∑

h∈H/StabH(x)

h · x

=
∑

g∈G/StabH(x)

g · x

=
∑

g∈G/StabG(x)

g ·
∑

h∈StabG(x)/StabH(x)

h · x

= OG

(( |StabG(x)|
|StabH(x)|

)
F
[x]G

)
.

Proposition 2.4.2.2. Let x ∈ X. The orbit of x under the action of G, denoted ΩG(x), is equipped with
an action of H induced by that of G. There is an injection H\ΩG(x) ↪→ H\X. Consider the morphism
ResGH : F[X]G → F[X]H induced by ResGH([x]G) =

∑
y∈H\ΩG(x) y. The following diagram is commutative :

F[X]G
OG //

ResGH
��

F[X]G� _

��
F[X]H

OH

// F[X]H

.

Proof. This proposition follows from the following identities :

OH

( ∑
y∈H\ΩG(x)

y

)
=

∑
y∈H\ΩG(x)

OH(y) =
∑

y∈H\ΩG(x)

∑
z∈ΩH(y)

z =
∑

z∈ΩG(x)

z = OG([x]G).

Proposition 2.4.2.3. Let P be an operad spanned by a set operad B. Let r ∈ Compp(n) and, for all
i ∈ [p], let ni ∈ N, and Hi a subgroup of Sni . Let x ∈ B(n) and, for all i ∈ [p], let xi ∈ B(ni). The

morphism µ′ : P(n)Sr ⊗
(⊗

i(P(ni)
⊗ri
Hi

)
)
→ P

(∑
i rini

)∏p
i=1 Sri oHi

induced by

µ′(x; (xi)i) :=

( |Stab∏p
i=1 Sri oHi

(
µ
(
x⊗

(⊗
i x
⊗ri
i

)))
|

|StabSr (x)|
∏
i |StabHi(xi)|

ri

)
F

µ

(
x⊗

(⊗
i

x⊗rii

))
,

makes the following diagram commute :

P(n)Sr ⊗
(⊗

i(P(ni)
⊗ri
Hi

)
) OSr⊗

(⊗
i O
⊗ri
Hi

)
//

µ′

��

P(n)Sr ⊗
(⊗

i

(
(P(ni)

Hi)⊗ri
))

µ

��

P
(∑

i rini

)∏p
i=1 Sri oHi O∏p

i=1
Sri
oHi

// P
(∑

i rini

)∏p
i=1 Sri oHi
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Proof. Set H := Stab∏p
i=1 Sri oHi

(
µ
(
x⊗

(⊗
i x
⊗ri
i

)))
. One has

µ

(
OSr (x)⊗

(⊗
i

OHi(xi)
⊗ri
))

= µ

(( ∑
g∈Sr/StabSr (x)

g · x
)
⊗
(⊗

i

( ∑
hi∈Hi/StabHi (xi)

hi · xi
)⊗ri))

=
∑

g∈
(∏p

i=1 Sri oHi
)
/StabSr (x)o

∏
i StabHi (xi)

g · µ
(
x⊗

(⊗
i

x⊗rii

))

=
∑

g∈
(∏p

i=1 Sri oHi
)
/H

g ·
∑

h∈H/StabSr (x)o
∏
i StabHi (xi)

h · µ
(
x⊗

(⊗
i

x⊗rii

))
=

∑
g∈
(∏p

i=1 Sri oHi
)
/H

g · µ′(x; (xi)i).

Since Stab∏p
i=1 Sri oHi

(
µ
(
x⊗

(⊗
i x
⊗ri
i

)))
= Stab∏p

i=1 Sri oHi
(
µ̃(x; (xi)i)

)
, one gets

µ
(
OSr (x)⊗

(⊗
i

OHi(xi)
⊗ri
))

= O∏
iSri oHi

(
µ̃(x; (xi)i)

)
.

2.4.3 Summary

For P = F[B] an operad spanned by a set operad B, Theorem 2.3.1.8 and Theorem 2.4.1.9 give
isomorphisms among the categories Γ(P)alg, β

′(P) and γ′(P). For A an F-vector space, this translates
to an equivalence between the data of a morphism f : Γ(P, A)→ A compatible with the monad structure
of Γ(P), with the two equivalent data of either :

• operations β∗,∗ such that, for all r ∈ Compp(n), x ∈ P(n)Sr and (ai)1≤i≤p ∈ A×p

βx,r(a1, . . . , ap) = f

( ∑
σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
( p⊗
i=1

arii

))
,

or,

• operations γ∗,∗ such that, for all r ∈ Compp(n), x ∈B(n)Sr and (ai)1≤i≤p ∈ A×p

γ[x]r,r(a1, . . . , ap) = f

( ∑
σ∈Sn/Sr

σ ·OSr (x)⊗ σ ·
( p⊗
i=1

arii

))
.

2.5 The Operad Lev

In this section we give a characterisation of Γ(Lev)-algebras.
In Section 2.5.1, we recall the basic definitions and notation regarding level algebras and the operad

governing this structure.
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In Section 2.5.2, we define the category Step of vector spaces A endowed with polynomial operations
φh,r : A×p → A indexed by the functions h : [n]→ N that are constant on each part of the partition r of
n and satisfying

∑
i∈[n]

1
2h(i)

= 1, subject to a list of relations. Theorem 2.5.2.6 states that the categories

Step and Γ(Lev)alg are isomorphic.
In Section 2.5.3, we give the proof of Theorem 2.5.2.6 by constructing an explicit pair of functors

U : γ′(Lev) → Step and V : Step → γ′(Lev), and proving that these functors are inverse to each other.
The functor U equips any Γ(Lev)-algebra with an explicit family of polynomial operations.

2.5.1 Level algebras : definitions

In this Subsection, we recall the definition of a level algebra, as given by D. Chataur and M. Livernet
in [9], following the definition of a depth algebra given by D.M. Davis in [11], and we recall a construction
of the operad Lev of level algebras, due to M. Livernet. We will use definitions and notation from
Section 2.2.1.

Definition 2.5.1.1 (Chataur and Livernet, [9]). A level algebra is an F-vector space A equipped with a
bilinear operation ? which is commutative (but not necessarily associative), satisfying :

∀(a, b, c, d) ∈ A×4 (a ? b) ? (c ? d) = (a ? c) ? (b ? d).

Notation 2.5.1.2. For n a positive integer, let L(n) be the set of partitions I = (Ii)i≥0 of [n] satisfying∑
i∈N

|Ii|
2i = 1. The set L(n) is endowed with the action of Sn on partitions (see Remark 2.2.1.3). For

I ∈ L(n), J ∈ L(m) and i ∈ [n], there is a unique k ∈ N such that i ∈ Ik and a unique increasing
bijection :

b : [n] \ {i} → {1, . . . , i− 1} ∪ {i+m, . . . , n+m− 1}.

The partition I ◦i J of [n+m− 1] is defined, for j ≥ 0, by :

(I ◦i J)j :=

 b(Ij), if j < k,
b(Ik \ {i}) ∪ J0 + i− 1, if j = k,
b(Ij) ∪ Jj−k + i− 1, if j > k.

Lemma 2.5.1.3. The partition I ◦i J is in L(m+ n− 1).

Notation 2.5.1.4. Set 1L := ({1}, ∅, ∅, . . . ) ∈L(1).

Remark 2.5.1.5. The set L(n) is in bijection with the set L′(n) of maps h : [n] → N satisfying∑n
i=1

1
2h(n) = 1. The bijection L(n) → L′(n) associates I to the map If , which sends x ∈ [n] to

the unique j ∈ N such that x ∈ Ij . Its inverse L′(n)→L(n) sends h to the partition hP := (h−1(j))j∈N
of [n]. From the action of Sn on L(n) one deduces σ · h(x) = h(σ−1(x)) and, for h ∈L′(n), g ∈L′(m)
and i ∈ [n] :

(h ◦i g)(x) =

 h(x), if x ∈ {1, . . . , i− 1},
h(i) + g(x− i+ 1), if x ∈ {i, . . . ,m+ i− 1},
h(x−m+ 1), if x ∈ {i+m, . . . , n+m− 1}.

The unit of this operation is the map 1L′ : [1]→ N that sends 1 to 0.

Proposition 2.5.1.6. The family (L(n))n∈N, along with the operations ◦i : L(m) ×L(n) → L(m +
n− 1) for i ∈ [m] and with 1L, forms a set operad denoted by L.
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For I ∈L(n), denote by o(I) the height of I, that is the smallest j ∈ N such that for all i > j, Ii = ∅.
If h ∈ L′(n), then o(h) is the maximum of h. Note that, here, because the partitions I ∈ Lev(n) are
indexed from 0, I can be considered as an ordered partition of [n] into o(n) + 1 parts.

Definition 2.5.1.7. Lev is the operad spanned by L, that is Lev = F[L], where the operad F[B] for a
set operad B is defined in Proposition 2.2.3.9.

Proposition 2.5.1.8. The category of Lev-algebras is exactly the category of level algebras.

2.5.2 Characterisation of divided power Lev-algebras

In this subsection, we give our notation for certain representatives of coinvariant elements of the
operad Lev, then we give a definition of a category Step of vector spaces equipped with polynomial
operations indexed by these coinvariant elements. The result of Theorem 2.5.2.6 gives a characterisation
of Γ(Lev)-algebras. More precisely, the operad Lev being spanned by a set operad, Theorem 2.3.1.8 and
Theorem 2.4.1.9 give an isomorphism between Γ(Lev)alg and γ′(Lev), and Theorem 2.5.2.6 states that
γ′(Lev) is isomorphic to Step.

In this subsection, the definitions and notation of Section 2.2.1 will be broadly used.

Notation 2.5.2.1.

• For all I ∈L(n), recall that SI =
∏
i∈N SIi . Note that SI = Stab(I).

• For all R ∈ Π(r, n), CR is the set of maps h : [n] → N which are constant on the sets Ri for all i
and satisfy

∑n
i=1

1
2h(i)

= 1. There is an inclusion CR ⊂ L′(n). For all refinements Q of R, there is

an inclusion ωRQ : CR ↪→ CQ (sometimes denoted ω, when partitions R and Q can be deduced from
the context). For R ∈ Π(r, n) and ρ ∈ Sp, there is a bijection :

CR → Cρ·R

h 7→ ρ∗ · h,

with ρ∗ ∈ Sn the block permutation deduced from ρ whose blocks have size r1, . . . , rp.

Recall that there is a map ι : Compp(n) ↪→ Πp(n) which identifies r = (r1, . . . , rp) with the partition
ι(r) such that Rk = {r1 + · · ·+ rk−1 + 1, . . . , r1 + · · ·+ rk−1 + rk}. We will abuse notation and use
the expression Cr for Cι(r).

• Every [h]r ∈ Sr\L′(n) has a unique representative h which is non-decreasing on each ri, and the
composition r ∧ h ∈ Comp(o(h)+1)p(n) (see 2.2.1.6) satisfies Stabr(h) = Sr∧h.

• The next propositions will involve operations of the type φh,r : A×p → A, indexed by r ∈ Compp(n)
and h ∈ Cr. These operations also induce operations φh,R : A×p → A for all partitions R ∈ Π(r, n)
and h ∈ CR. Indeed, following Remark 2.2.1.3, there exists τ ∈ Sn such that τ(R) = r and one
defines :

φh,R(a1, . . . , ap) := φτ ·h,r(a1, . . . , ap),

which does not depend on the chosen τ .
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Remark 2.5.2.2. The partial order on the set of compositions of n, given by r ≤ q if and only if q is a
refinement of r, induces a partial order on the set {Cr} where r ranges over the compositions of n. This
partial order is the inclusion order. The minimal element is C(n), which is empty, unless n = 2k with
k ∈ N, in which case it only contains the constant function equal to k. The maximal element is Cdn (dn
being the discrete composition (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

)), which is equal to L′(n).

Definition 2.5.2.3. A step algebra (A, φ) is an F-vector space A equipped, for all r ∈ Compp(n) and
h ∈ Cr, with an operation :

φh,r : A×p → A

satisfying the following relations :

(S1) φρ∗·h,rρ(aρ−1(1), . . . , aρ−1(p)) = φh,r(a1, . . . , ap).

(S2) φh,(0,r1,...,rp)(a0, a1, . . . , ap) = φh,(r1,...,rp)(a1, . . . , ap).

(S3) φh,r(λa1, a2, . . . , ap) = λr1φh,r(a1, . . . , ap).

(S4)
(
r1
l

)
φh,r(a1, . . . , ap) = φωr

r◦1(l,m)
(h),r◦1(l,m)(a1, a1, a2, . . . , ap) for all l,m ∈ Comp2(r1).

(S5) φh,r(a+ b, a2, . . . , ap) =
∑
l+m=r1

φωr
r◦1(l,m)

(h),r◦1(l,m)(a, b, a2, . . . , ap).

(S6) φ1L′ ,(1)(a) = a.

(S7) Let r ∈ Compp(n) and for all i ∈ [p], let q
i
∈ Compki(mi). Then

φh,r(φgi,q
i
(aij)j∈[ki])i∈[p] =( ∏

i∈[p]

1

ri!

( ∏
j∈[ki]

(riqij)!

(qij !)ri

))
φ
µ
(
h⊗
(⊗

i∈[p] g
⊗ri
i

))
,r�(q

i
)i∈[p]

(aij)i∈[p],j∈[ki],

where φ
µ
(
h⊗
(⊗

i∈[p] g
⊗ri
i

))
,r�(q

i
)i∈[p]

is defined in the last item of 2.5.2.1.

A morphism of step algebras f : A→ A′ is a linear map f : A→ A′ satisfying, for all r ∈ Compp(n),
all h ∈ Cr and all a1, . . . , ap ∈ A,

f(φh,r(a1, . . . , ap)) = φh,r(f(a1), . . . , f(ap)).

Step algebras and their morphisms form a category denoted by Step.

Remark 2.5.2.4. Relation (S7) makes sense, because µ

(
h⊗

(⊗
i∈[p] g

⊗ri
i

))
is constant on r � (q

i
)i∈[p].

Remark 2.5.2.5. Relations (S2) to (S5) are expressed here by acting on the first variable, but can be
rewritten, thanks to Relation (S1), as acting on another variable (in a similar way as in Remark 2.3.1.3).

Theorem 2.5.2.6. There is an isomorphism of categories :

Γ(Lev)alg → Step .

Proof. Since Lev = F[L], we can apply Theorem 2.3.1.8 and Theorem 2.4.1.9 to obtain an isomorphism
Γ(Lev)alg → γ′(Lev). The next section proves in four steps that there is an isomorphism γ′(Lev) →
Step.
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2.5.3 Proof of Theorem 2.5.2.6

In this subsection, we develop the proof of Theorem 2.5.2.6, by constructing an explicit pair of isomor-
phisms of categories U : γ′(Lev)↔ Step and V : Step→ γ′(Lev). The definitions and notation introduced
in Subsections 2.5.2 and 2.2.1 will be broadly used.

Step 1 : Construction of a functor U : γ′(Lev)→ Step

Let (A, γ) be an object of γ′(Lev). For r ∈ Compp(n) and h ∈ Cr, set :

ϕh,r := γ[hP ]r,r (2.5.3.eq.1)

Let us show that (A,ϕ) is a step algebra.

Relations (S1), (S2) and (S3) follow directly from relations (γ1), (γ2) and (γ3). Let us show that
relation (S4) is satisfied. By definition, one has(

r1

l

)
ϕh,r(a1, . . . , ap) =

(
r1

l

)
γ[hP ]r,r(a1, . . . , ap).

Since h ∈ Cr, we have Sr◦1(l,m) ⊆ Sr ⊆ Stab(h) and

|Stabr(hP )|
|Stabr◦1(l,m)(hP )|

=
|Sr|

|Sr◦1(l,m)|
=

(
r1

l

)
.

Thus, using relation (γ4), we get :(
r1

l

)
ϕh,r(a1, . . . , ap) = γ[hP ]r◦1(l,m),r◦1(l,m)(a1, a1, a2, . . . , ap),

which is equal to ϕωr
r◦1(l,m)

(h),r◦1(l,m)(a1, a1, a2, . . . , ap). Let us show relation (S5) :

ϕh,r(a+ b, r2, . . . , rp) = γ[hP ]r,r(a+ b, r2, . . . , rp)

Relation (γ5)
=

∑
l+m=r1

∑
I∈Sr◦1(l,m)\ΩSr (hP )

γ[I]r◦1(l,m),r◦1(l,m)(a, b, a2, . . . , ap).

One has ΩSr (h
P ) = {hP } for Sr ⊆ Stab(h), thus :

ϕh,r(a+ b, r2, . . . , rp) =
∑

l+m=r1

γ[hP ]r◦1(l,m),r◦1(l,m)(a, b, a2, . . . , ap)

=
∑

l+m=r1

ϕωr
r◦1(l,m)

(h),r◦1(l,m)(a, b, a2, . . . , ap).

Relation (S6) follows directly from (γ6a). Let us finally show relation (S7) :

ϕh,r(ϕgi,q
i
(aij)j∈[ki])i∈[p] = γ[hP ]r,r(γ[gPi ]q

i
,q
i
(aij)j∈[ki])i∈[p],
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which is equal, according to (γ6b), to :

( |Stabr�(q
i
)i∈[p]

(
µ
(
h⊗

(⊗p
i=1 g

⊗ri
i

)))
|

|Stabr(h)|
∏p
i=1 |Stabqi(gi)

ri |

)
γ[
µ
(
h⊗
(⊗p

i=1 g
⊗ri
i

))P ]
r�(q

i
)i∈[p]

,r�(qi)i∈[p]
(aij)i∈[p],j∈[ki].

Since h ∈ Cr and, for all i ∈ [p], gi ∈ Cq
i
, then Sr ⊆ Stab(h) and Sq

i
⊆ Stab(gi) and, according to

Remark 2.5.2.4, Sr�(q
i
) ⊆ Stab

(
µ
(
h⊗

(⊗p
i=1 g

⊗ri
i

)))
. It follows that

|Stabr�(q
i
)i∈[p]

(
µ
(
h⊗

(⊗p
i=1 g

⊗ri
i

)))
|

|Stabr(h)|
∏p
i=1 |Stabqi(gi)

ri |
=

|Sr�(q
i
)i∈[p] |

|Sr| ×
∏
i∈[p] |Sq

i
|ri

=

( ∏
i∈[p]

1

ri!

( ∏
j∈[ki]

(riqij)!

(qij !)ri

))
,

and

γ[
µ
(
h⊗
(⊗p

i=1 g
⊗ri
i

))P ]
r�(q

i
)i∈[p]

,r�(qi)i∈[p]
(aij)i∈[p],j∈[ki] =

ϕ
µ
(
h⊗
(⊗

i∈[p] g
⊗ri
i

))
,r�(q

i
)i∈[p]

(aij)i∈[p],j∈[ki].

Thus (A,ϕ) is a step algebra. Moreover, if (A, γ) and (A′, γ) are two objects in γ′(Lev) and if f : A→ A′

is a morphism in γ′(Lev), then, by definition, f is compatible with the operations γ[I]r,r, and so, according
to the definition of ϕh,r, f is a morphism of step algebras. As a consequence,

U : γ′(Lev) → Step

(A, γ) 7→ (A,ϕ)

is a functor.

Step 2 : Construction of a functor V : Step→ γ′(Lev)

Let (A, φ) be a step algebra. Let us set, for r ∈ Compp(n), [I]r ∈ Sr\L(n) and (a1, . . . , ap) ∈ A×p :

θ[I]r,r(a1, . . . , ap) := φIf ,r∧If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

),

where If is the representative of [If ]r which is non-decreasing on each ri. Let us show that the operations
θ[I]r,r satisfy relations (γ1) to (γ5) of Definition 2.4.1.1 and relations (γ6a) and (γ6b) of Definition 2.4.1.4,
making A into an object of γ′(Lev). Let us show that relation (γ1) is satisfied. For (a1, . . . , am) ∈ A×m
and σ ∈ Sm, set σ · (a1, . . . , am) = (aσ−1(1), . . . , aσ−1(m)). Let ρ ∈ Sp. On one hand, ρ induces a block
permutation ρ∗ ∈ Sn whose blocks have size r1, . . . , rp. On the other hand, ρ also induces a block
permutation ρ4 ∈ S(o(I)+1)p whose blocks all have size o(I) + 1 and this permutation itself induces

a block permutation (ρ4)∗ ∈ Sn whose blocks have size (r ∧ If )1,0, . . . , (r ∧ If )p,o(I). It is clear that

(ρ4)∗ = ρ∗ and that

rρ ∧ (ρ∗ · If ) = (r ∧ If )ρ
4
.
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It then follows that :

θ[ρ∗·I]rρ ,rρ(ρ · (a1, . . . , ap)) = φρ∗·If ,rρ∧(ρ∗·If )(ρ
4 · (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

))

= φ(ρ4)∗·If ,ρ4·(r∧If )(ρ
4 · (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

))

Relation (S1)
= φIf ,r∧If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

)

= θ[I]r,r(a1, . . . , ap).

Let us check (γ2). Note that :

(0, r1, . . . , rp) ∧ If = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, (r ∧ If )1,0, . . . , (r ∧ If )p,o(I)).

One has :

θ[I](0,r1,...,rp),(0,r1,...,rp)(a0, a1, . . . , ap) = φIf ,(0,r1,...,rp)∧If (a0, . . . , a0︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

)

Relation (S2)
= φIf ,r∧If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

).

Let us show relation (γ3). Let λ ∈ F. Because (Ii)0≤i≤o(I) is a partition of [n], ((r ∧ If )1j)0≤j≤o(I) is a

composition of r1, and so
∑o(I)
j=0(r ∧ If )1j = r1. One then has :

θ[I]r,r(λa1, a2, . . . , ap) = φIf ,r∧If (λa1, . . . , λa1︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

)

Relation (S3)
=

( o(I)∏
j=0

λ(r∧If )1j
)
φIf ,r∧If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

)

= λr1θ[I]r,r(a1, . . . , ap).

Let us show (γ4). Set r = (r0, . . . , rp) and r′ = (r0 + r1, r2, . . . , rp). Let J ∈ L(n) and If be a represen-
tative of [Jf ]r non-decreasing on each ri. One obtains a composition (r ∧ If )0≤i≤p,0≤j≤o(J). There exists

a permutation ρ ∈ S(o(J)+1)(p+1) which permutes the 2(o(J) + 1) first parts of r ∧ If and stabilises the
others, such that :

ρ · (r ∧ If ) = ((r0 ∩ I0), (r1 ∩ I0), (r0 ∩ I1), (r1 ∩ I1) . . . , (r0 ∩ Io(J)), (r1 ∩ Io(J)), . . . ).

The permutation ρ induces a block permutation ρ∗ ∈ Sn whose blocks have size (r∧I)00, . . . , (r∧I)po(J).

One then has ρ∗ ∈ Sr′ and ρ∗ · If is a representative of [Jf ]r′ which is non-decreasing on the r′i.
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One obtains another composition : (r′ ∧ ρ∗ · If )1≤i≤p,0≤j≤o(J). Note that :

|Stabr′(J)|
|Stabr(J)|

=

∏o(J)
j=0 |(r′1) ∩ Jj |!∏o(J)

j=0 |r0 ∩ Jj |!|r1 ∩ Jj |!
=

o(J)∏
j=0

(
(r′ ∧ ρ∗ · If )1j

(r ∧ If )0j

)
,

and that, for all j ∈ {0, . . . , o(J)} :

(r′ ∧ ρ∗ · If )1j = (r ∧ If )0j + (r ∧ If )1j .

Thus :

θ[J]r,r(a1, a1, a2, . . . , ap) = φIf ,r∧If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
o(J)+1

, a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
o(J)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(J)+1

)

Relation (S1)
= φ

ω
r′∧ρ∗·If

ρ·(r∧If )
(ρ∗·If ),ρ·(r∧If )

(a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
2(o(J)+1)

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(J)+1

)

Relation (S4)
=

o(J)∏
j=0

(
(r′ ∧ ρ∗ · If )1j

(r ∧ If )0j

)
φρ∗·If ,r′∧ρ∗·If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

)

=
|Stabr′(J)|
|Stabr(J)|

θ[J]r′ ,r
′(a1, . . . , ap).

According to Remark 2.4.1.5, this is enough to prove relation (γ4).
Let us check relation (γ5). One has :

θ[I]r,r (a+ b, a2, . . . , ap) = φIf ,r∧If (a+ b, . . . , a+ b︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

),

which is equal, according to relation (S5), to :∑
φ
ω

(r∧If )

(r∧If )ν
(If ),(r∧If )ν

(a, b, . . . , a, b︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

),

where the sum ranges over the set of families (ν1j , ν2,j) ∈
∏o(I)
j=0 Comp2((r∧ If )1j) and where (r∧ If )ν =

((. . . ((r∧If )◦io(h) (ν1o(h), ν2o(h)))◦1(o(h)−1) (ν1(o(h)−1), ν2(o(h)−1) . . . )◦10 (ν10, ν20)). Let (ν1j , ν2j)0≤j≤o(I)

be such that ν1j + ν2j = (r ∧ If )1j for all j ∈ {0, . . . , o(I)}. Set l :=
∑o(I)
j=0 ν1j and m :=

∑o(I)
j=0 ν2j . The

family of vectors (a, b, . . . , a, b) can be sorted in order to put the occurrences of a before the occurrences
of b. Let ρ ∈ S(o(I)+1)p be the permutation stabilising the integers greater than 2(o(I) + 1) and whose
graph on the first 2(o(I) + 1) integers is :(

ρ(1), . . . , ρ(2(o(I) + 1))
)

=
(
1, 3, 5, . . . , 2o(I) + 1, 2, 4, 6, . . . , 2(o(I) + 1)

)
.

The permutation ρ induces a block permutation ρ∗ ∈ Sn whose blocks have size (r ∧ If )νij , and it is an

(l,m)-shuffle. Using Lemma 2.5.3.1, one checks that ρ∗ · If is the element of Sh(l,m)If satisfying, for all
j ∈ {0, . . . , o(I)},

(ν1j)0≤j≤o(h) = |[l] ∩ (ρ∗ · If )−1({j})|,
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(ν2j)0≤j≤o(h) = |l + [m] ∩ (ρ∗ · If )−1({j})|,

and that ρ · (r ∧ If )ν = (r ◦1 (l,m) ∧ ρ∗ · If ). One then has :

θ[I]r,r(a+ b, a2, . . . , ap) =∑
l+m=r1

∑
J∈Sh(l,m)I

φJf ,(r◦1(l,m)∧Jf )(a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, a2, . . . , a2︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

),

which is equal, according to Lemma 2.5.3.1, to :∑
l+m=r1

∑
[J]r◦1(l,m)∈Sr◦1(l,m)\ΩSr (I)

θ[J]r◦1(l,m),r◦1(l,m)(a, b, a2, . . . , ap).

Relation (γ6a) is easy to check. Indeed, 1fL = 1L′ ((1) ∧ 1L′) = (1), and so :

θ[1L ](1),(1)(a) = φ1L′ ,(1)(a)
Relation (S6)

= a .

Let us now check Relation (γ6b). Let r ∈ Compp(n) and let I ∈L(n) be such that If is non-decreasing

on ri. For all i ∈ [p], let q
i
∈ Compki(mi) and let Ji ∈L(mi) be such that Jfi is non-decreasing on each

q
ij

and let (aij)j∈[ki] ∈ A×ki . One has :

θ[I]r,r(θ[Ji]q
i
,q
i
(aij)j∈[ki])i∈[p] =

φIf ,(r∧If )

(
φJf1 ,(q1∧J

f
1 )(a11, . . . , a11︸ ︷︷ ︸

o(J1)+1

, . . . , a1k1 , . . . , a1k1︸ ︷︷ ︸
o(J1)+1

), . . . , φJf1 ,(q1∧J
f
1 )(a11, . . . , a11︸ ︷︷ ︸

o(J1)+1

, . . . , a1k1 , . . . , a1k1︸ ︷︷ ︸
o(J1)+1

)

︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

,

. . . ,

φJfp ,(qp∧J
f
p )(ap1, . . . , ap1︸ ︷︷ ︸

o(Jp)+1

, . . . , apkp , . . . , apkp︸ ︷︷ ︸
o(Jp)+1

), . . . , φJfp ,(qp∧J
f
p )(ap1, . . . , ap1︸ ︷︷ ︸

o(Jp)+1

, . . . , apkp , . . . , apkp︸ ︷︷ ︸
o(Jp)+1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

)

)
,

which is equal, according to relation (S7), to :

( ∏
i∈[p],j∈{0,...,o(I)}

1

(r ∧ If )ij !

( ∏
i′∈[ki],j′∈{0,...,o(Ji)}

((r ∧ If )ij(qi ∧ J
f
i )i′j′)!

((q
i
∧ Jfi )i′j′ !)(r∧If )ij

))
φ
µ
(
If⊗
(⊗

i∈[p],j∈{0,...,o(I)}(J
f
i )⊗(r∧If )ij

))
,(r∧If )�(q

i
∧Jfi )i∈[p],j∈{0,...,o(I)}

(aii′)i∈[p],j∈{0,...,o(I)},i′∈[ki],j′∈{0,...,o(Ji)}.
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Remark 2.5.2.4 indicates that µ

(
If ⊗

(⊗
i∈[p],j∈{0,...,o(I)}(J

f
i )⊗(r∧If )ij

))
is constant on

(r ∧ If ) � (q
i
∧ Jfi )i∈[p],j∈{0,...,o(I)}, and so, that (r ∧ If ) � (q

i
∧ Jfi )i∈[p],j∈{0,...,o(I)} is a refinement of(

(r � (q
i
)i∈[p]) ∧ µ

(
I ⊗

(⊗
i J
⊗ri
i

)))
ii′k

. On one hand, we have

|
(
(r � (q

i
)i∈[p]) ∧ µ(I ⊗

⊗
i

J⊗rii )
)
ii′k
| =

∑
j+j′=k

(r ∧ If )ij(qi ∧ J
f
i )i′j′ ,

and on the other hand, we have |
(
(r ∧ If ) � (q

i
∧ Jfi )i∈[p]

)
iji′j′
| = (r ∧ If )ij(qi ∧ J

f
i )i′j′ . So, according to

Relation (S4),

θ[I]r,r(θ[Ji]q
i
,q
i
(aij)j∈[ki])i∈[p] =( ∏

k∈N

(∑
j+j′=k(r ∧ If )ij(qi ∧ J

f
i )i′j′

)
!∏

i∈[p],j∈{0,...,o(I)}(r ∧ If )ij !
∏
i′∈[ki],j′∈{0,...,o(Ji)}((qi ∧ J

f
i )i′j′ !)(r∧If )ij

)
φ
ω

(r∧If )�̂(q
i
∧Jf
i
)i∈[p]

r�(q
i
)i∧µ(I⊗(

⊗
i J
ri
i ))

µ(If⊗(
⊗
i∈[p](J

f
i )⊗ri)),r�(q

i
)i∧µ(I⊗(

⊗
i J

ri
i ))

(aii′)i∈[p],i′∈[ki],

=

( ∏
k∈N

(∑
j+j′=k(r ∧ If )ij(qi ∧ J

f
i )i′j′

)
!∏

i∈[p],j∈{0,...,o(I)}(r ∧ If )ij !
∏
i′∈[ki],j′∈{0,...,o(Ji)}((qi ∧ J

f
i )i′j′ !)(r∧If )ij

)
θ[
µ
(
I⊗
(⊗

i J
⊗ri
i

))]
r�(q

i
)i∧µ(I⊗(⊗i Jrii ))

,r�(q
i
)i∧µ(I⊗(

⊗
i J

ri
i ))

(aii′)i∈[p],i′∈[ki].

Since

|Stabr�(q
i
)i

(
µ
(
I ⊗

(⊗
i

J⊗rii

)))
| = |(r �i qi) ∧ µ

(
I ⊗

(⊗
i

J⊗rii

))
|

=
∏
k∈N

( ∑
j+j′=k

(r ∧ If )ij(qi ∧ J
f
i )i′j′

)
!,

Relation (γ6b) is satisfied.
Moreover, if A′ is a step algebra and if f : A → A′ is a morphism of step algebras, then, following

the definition of θ[I]r,r, the map f is compatible with the operations θ[I]r,r, and so, f is a morphism in
γ′(Lev). Hence,

V : Step → γ′(Lev)

(A, φ) 7→ (A, θ)

is a functor.

Step 3 : V ◦ U = idγ′(Lev)

Let (A, γ) be an object in γ′(Lev). One sets :

ϕh,r := γ[hP ]r,r,
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and :
θ[I]r,r(a1, . . . , ap) := ϕIf ,r∧If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

),

where If is a representative of [If ]r which is non-decreasing on each ri. Then one has, for all r ∈ Compp(n)
and [I]r ∈ Sr\L(n), θ[I]r,r = γ[I]r,r. Indeed, by definition, and following Relation (γ4),

θ[I]r,r(a1, . . . , ap) = γ[I]
r∧If ,r∧If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸

o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

) =
|Stabr(I)|
|Stabr∧If (I)|

γ[I]r,r(a1, . . . , ap),

and Stabr(I) = Stabr∧If (I) = Sr ∩SI .

Step 4 : U ◦ V = idStep

Let (A, φ) be a step algebra. One sets :

θ[I]r,r(a1, . . . , ap) := φIf ,r∧If (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(I)+1

),

and :
ϕh,r := θ[hP ]r,r.

Then, one has, for all r ∈ Compp(n) and h ∈ Cr, ϕh,r = φh,r.
Indeed, by definition, one has :

ϕh,r(a1, . . . , ap) = φh,r∧h(a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
o(h)+1

, . . . , ap, . . . , ap︸ ︷︷ ︸
o(h)+1

).

Since h ∈ Cr, one then has

(r ∧ h)ij =

{
ri, if j = h(k) where k ∈ ri,
0, otherwise,

and so, according to relation (S2),

φh,r(a1, . . . , ap) = ϕh,r(a1, . . . , ap).

Lemma 2.5.3.1. Let r ∈ Compp(n), let (l,m) ∈ Comp2(r1) and let h : [n] → [p] be a map non
decreasing on each ri. Then the set Sh(l,m)h := {σ · h : σ ∈ Sh(l,m)} is a set of representatives of
Sr◦1(l,m)\ΩSr (h). Moreover, an element g of Sh(l,m)h is uniquely determined by the families of integers
(ν1j)0≤j≤o(h) = |[l] ∩ g−1({j})| and (ν2j)0≤j≤o(h) = |l + [m] ∩ g−1({j})|, and those families satisfy ν1j +
ν2j = |r1 ∩ h−1({j})| for all j ∈ {0, . . . , o(h)}.

Proof. The first assertion comes from the fact that Sh(l,m) is a system of representative of Sr◦1(l,m)\Sr.
The second comes from the fact that all σ · h with σ ∈ Sh(l,m) is non-decreasing on [l] and l+ [m], and
satisfies :

|r1 ∩ (σ · h)−1({j})| = |r1 ∩ h−1({j})|.
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2.6 Divided power Lev-algebras : examples and relations
with other types of algebras

The aim of this section is to give the first examples of Γ(Lev)-algebras, and to shed light on natural
connections between Γ(Lev)-algebras and other types of algebras.

In Section 2.6.1, we will focus on the links between Γ(Lev)-algebras and other types of algebras, those
links being functorially deduced from operad morphisms to or from the operad Lev.

In Section 2.6.2, more details are given on the free level algebra, which corresponds to the free “depth-
invariant” algebra of Davis (see [11]). We show that this level algebra can also be identified with the
vector space spanned by the set of binary Huffman sequences (following the definition of [13]), on which
we define a level multiplication.

In this section, following the result of Theorem 2.5.2.6, we will completely identify Γ(Lev)-algebras
with elements of Step. We will use the definitions and notation from Section 2.2.3.

2.6.1 Relations with other types of algebras

In this section, we consider two “forgetful functors”, one from Γ(Lev)-algebras to Lev-algebras, and
the other from Lev-algebras to Com-algebras. We will use the results from Section 2.5 and Section 2.3.3.

For a reduced operad P, there is a functor Tr∗ : Γ(P)alg → Palg, deduced from the norm map
Tr : S(P, ·)→ Γ(P, ·) (see Definition 2.2.3.7 and [14], 1.1.18). For P = Lev it expresses as :

Proposition 2.6.1.1. A Γ(Lev)-algebra (A, φ) is endowed with a structure of level algebra (A, ?) such
that :

a ? b = φh,(1,1)(a, b),

where h : [2]→ N is the map sending both 1 and 2 to 1.

Proof. Let (A, φ) be a Γ(Lev)-algebra. For all a, b ∈ A, denote by a ? b = φh,(1,1)(a, b). The map h and
the composition (1, 1) being stable under the action of S2, ? is commutative. Moreover, for a, b, c ∈ A
and λ ∈ F, one then has

(a+ λb) ? c
Relation (S5)

= φh,(0,1,1)(a, λb, c) + φh,(1,0,1)(a, λb, c)

Relation (S2)
= φh,(1,1)(λb, c) + φh,(1,1)(a, c)

Relation (S3)
= λ(b ? c) + a ? c.

Hence ? is bilinear. Finally, let g : [4] → N be the constant map equal to 2. One has g = µ(h ⊗ h ⊗ h).
From Relation (S7), one checks that

(a ? b) ? (c ? d) = φg,(1,1,1,1)(a, b, c, d).

The map g and the composition (1, 1, 1, 1) are stable under the action of S4, so

(a ? b) ? (c ? d) = (a ? c) ? (b ? d),

and so, ? is indeed a level algebra multiplication.
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For P,P′ two operads, any morphism of operads ϕ : P → P′ induces a functor ϕ∗ : P′alg → Palg

(see [18], 5.2.4) and, through the norm map, a functor f∗ : Γ(P′)alg → Γ(P)alg.

Proposition 2.6.1.2. A divided power algebra (A, γ) is endowed with a structure of Γ(Lev)-algebra
(A, φ) such that

φh,r : A×p → A

(a1, . . . , ap) 7→
p∏
i=1

γri(ai),

where the product is given by the commutative algebra structure on A, and where, by convention, the
terms such that ri = 0 are omitted.

Proof. There is an operad morphism pr : Lev → Com sending I ∈ L(n) to Xn. This morphism induces
a functor pr∗ : Γ(Com)alg → Γ(Lev)alg. If (A, f) is a Γ(Com)-algebra, then pr∗(A, f) = (A, f ◦Γ(pr,A)).
Let (A, γ) be a divided power algebra (as in Definition 2.3.3.1). For r ∈ Compp(n), (a1, . . . , ap) ∈ A×p,
define

βXn,r(a1, . . . , ap) =
∏
i∈[p]

γri(ai),

as in 2.3.3.eq.1. This gives an object (A, β) of β′(Com). According to Definition 2.3.2.2, there is a mor-
phism f : Γ(Com, A) → A, such that (A, f) is a Γ(Com)-algebra, given by, for all r ∈ Compp(n),
(a1, . . . , ap) ∈ A×p :

f

( ∑
σ∈Sn/Sr

Xn ⊗ σ ·
( p⊗
i=1

arii

))
= βXn,r(a1, . . . , ap).

One then obtains a Γ(Lev)-algebra (A, f ◦ Γ(pr,A)). Note that, for all r ∈ Compp(n), I ∈ L(n)Sr and
(a1, . . . , ap) ∈ A×p,

f

(
Γ(pr,A)

( ∑
σ∈Sn/Sr

σ · I ⊗ σ ·
( p⊗
i=1

a⊗rii

)))
= f

( ∑
σ∈Sn/Sr

Xn ⊗ σ ·
( p⊗
i=1

arii

))
.

This also gives an object of γ′(Lev) such that, for all I ∈L(n), r ∈ Compp(n), (a1, . . . , ap) ∈ A×p,

γ[I]r,r(a1, . . . , ap) = f

(
Γ(pr,A)

( ∑
σ∈Sn/Sr

σ ·Or(I)⊗ σ ·
( p⊗
i=1

a⊗rii

)))
.

According to the previous Section, for all r ∈ Compp(n), h ∈ Cr and (a1, . . . , ap) ∈ A×p, since hP ∈
L(n)Sr , one has (see 2.5.3.eq.1)

φh,r(a1, . . . , ap) = γ[hP ]r,r(a1, . . . , ap) = f

(
Γ(pr,A)

( ∑
σ∈Sn/Sr

σ · hP ⊗ σ ·
( p⊗
i=1

a⊗rii

)))

= f

( ∑
σ∈Sn/Sr

Xn ⊗ σ ·
( p⊗
i=1

arii

))
= βXn,r(a1, . . . , ap) =

∏
i∈[p]

γri(ai)
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2.6.2 The free divided power level algebra on one generator

This section aims to give an explicit description of the free Γ(Lev)-algebra generated by one element.
Remark 2.6.2.1 explains why the free Lev-algebra and the free Γ(Lev)-algebra have the same underlying

vector space. In [11], D. M. Davis shows that the underlying vector space of the free level algebra generated
by one element is endowed with a structure of module over the Steenrod algebra. He denote this module by
Y1, and this module coincides with the unstable module X1 studied by Carlsson in [7]. The non-associative
multiplication used by Carlsson on X1 coincides with its level algebra product.

In Proposition 2.6.2.5, we give a new characterisation of this object, using binary Huffman sequences
of [13]. Proposition 2.6.2.10 describes the free divided level operations on this object.

Remark 2.6.2.1. Let M be an S-module such that for all n ∈ N, M(n) is equipped with a basis stable
under the action of Sn. According to Section 2.2.2, there is, for all n ∈ N, an isomorphism OSn :
M(n)Sn →M(n)Sn . Denote by Fx the one dimensional F-vector space spanned by x. One has

Γ(M,Fx) =
⊕
n∈N

(M(n)⊗ (Fx)⊗n)Sn ∼=
⊕
n∈N

M(n)Sn

⊕
n∈N O

−1
Sn∼=
⊕
n∈N

M(n)Sn
∼=
⊕
n∈N

(M(n)⊗ (Fx)⊗n)Sn .

In particular, when P is a reduced operad equipped with a basis stable under the action of the symmetric
groups, then the free Γ(P)-algebra over one generator is isomorphic, as a vector space, to the free P-
algebra over one generator. From Proposition 2.6.2.5, we readily deduce :

Definition 2.6.2.2. For all n ∈ N, let BHS(n) denote the set

{u ∈ NN :
∑
i

u(i) = n and
∑
i∈N

u(i)

2i
= 1}.

A sequence u ∈ BHS(n) is called a binary Huffman sequence (following [13], Definition 2). Denote by
BHS the union

⊔
n≥1 BHS(n). For all u, v ∈ BHS, set u · v := (0, u(0) + v(0), u(1) + v(1), . . . ) ∈ BHS.

Proposition 2.6.2.3. For all n > 0, Sn\L(n) is in bijection with BHS(n).

Proof. For all n ∈ N, let π : L(n) → BHS(n) be the map sending I to (|I0|, |I1|, . . . ). The map π is
surjective because, for u ∈ BHS(n), the composition u is in L(n), and π(u) = u. Moreover, I, J ∈ Lev(n)
satisfy π(I) = π(J) if and only if there exists σ ∈ Sn such that J = σ · I. So, π induces a bijection
π̄ : Sn\L(n)→ BHS(n).

Remark 2.6.2.4. Recall that the set operad L encodes level operations on sets. It is easy to see that
the level multiplication on BHS endowed by the identification of Proposition 2.6.2.3 is the multiplication
(u, v) 7→ u · v of Definition 2.6.2.2.

Proposition 2.6.2.5. The free level algebra on one generator is isomorphic, as an F-vector space, to
the vector space spanned by the set of binary Huffman sequences. The level multiplication on F[BHS] is
spanned by the level multiplication (u, v) 7→ u · v defined in Definition 2.6.2.2.

Proof. The identification of Proposition 2.6.2.3 linearly extend to an isomorphism ϕ and we have :

S(Lev,Fx) =
⊕
n∈N

Lev(n)Sn =
⊕
n∈N

F[Sn\L(n)]
ϕ∼=
⊕
n∈N

F[BHS(n)] = F[BHS].

Following Remark 2.6.2.4, this gives a level algebra isomorphism between S(Lev,Fx) and F[BHS] endowed
with the multiplication (u, v) 7→ u · v.
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Corollary 2.6.2.6. The free Γ(Lev)-algebra on one generator is isomorphic, as an F-vector space, to the
vector space spanned by the set of binary Huffman sequences.

Remark 2.6.2.7. Proposition 2.6.2.5 and Corollary 2.6.2.6 give two different structures on F[BHS] : a
structure of level algebra, and one of divided power level algebra. The former is given by the level
multiplication (u, v) 7→ u ·v. The latter is given by the isomorphism F[BHS]→ Γ(Lev,Fx), that associates
u ∈ BHS(n) with OSn(u)⊗x⊗n. By Proposition 2.6.1.1, this Γ(Lev)-algebra structure yields another level
multiplication on F[BHS]. We will denote it by (u, v) 7→ u ? v.

Lemma 2.6.2.8. The level algebra product given by Proposition 2.6.1.1 on F[BHS] seen as the free
Γ(Lev)-algebra spanned by one generator is given by

u ∗ v =
∏
j∈N

(
u(j) + v(j)

u(j)

)
(u · v).

Proof. Let u ∈ BHS(n), v ∈ BHS(m). Proposition 2.6.1.1 implies that the level algebra product on
F[BHS] as a Γ(Lev)-algebra is given by :

u ? v = φh,(1,1)(u, v)

with h : [2]→ N constant and equal to 1.
Unwinding the definitions, one gets :

φh,(1,1)(u, v) = φh,(1,1)(u, v)

= γ[hP ](1,1) , (1, 1)(u, v)

2.4.1.eq.1
= βOS(1,1)

(hP ),(1,1)(u, v)

= µ̃
( ∑
σ∈S2/S(1,1)

σ · hP ⊗ σ ·
(
(OSn(u)⊗ x⊗n)⊗1 ⊗ (OSm(v)⊗ x⊗m)⊗1

))
.

According to Appendix A, one then gets :

φh,(1,1)(u, v) =
∑

σ∈Sm+n/S1oSu×S1oSv

σ · µ(hP ⊗ u⊗1 ⊗ v⊗1)⊗ σ · x⊗m+n

=
|Stab

(
µ(hP ⊗ u⊗ v)

)
|

|Su||Sv|
Oµ(hP⊗u⊗v)

(
µ(hP ⊗ u⊗ v)

)
⊗ xm+n

=
∏
j∈N

(
u(j) + v(j)

u(j)

)
(u · v).

The following lemma shows that F[BHS] is indeed generated, as a Γ(Lev)-algebra, by one element :

Lemma 2.6.2.9. For all u ∈ BHS(n), one has :

u = φuf ,u(1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
o(u)+1

),

where 1L = (1, 0, 0, . . . ) ∈ BHS(1) is the element associated with 1L ⊗ x⊗1.
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Proof. Following the computations of the proof of Lemma 2.6.2.8, one has :

φuf ,u(1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
o(u)+1

) = µ̃

( ∑
σ∈Sn/Su

σ ·OSu(u)⊗ σ ·
( o(u)⊗
i=0

(1L ⊗ x)⊗u(i)
))

=
∑

σ∈Sn/
∏p
i=1 Su(i)oS1

σ · µ(u⊗ 1⊗nL )⊗ x⊗n

= OSn(u)⊗ x⊗n = u.

Finally, we get :

Proposition 2.6.2.10. The free divided power level algebra is the vector space F[BHS] equipped with
the polynomial operations :

φh,r(u1, . . . , up) =

∏
l∈N

(∑
j∈[p] rjuj(l − kj)

)
!∏p

i=1 ri!
∏
k∈N(ui(k))!ri

u,

with {ki} = h(ri), u =
(∑

j∈[p] rjuj(l − kj)
)
l∈N

, and where, for x < 0, ui(x) = 0.

Démonstration. Let r ∈ Compp(n), h ∈ Cr and for all i ∈ [p], let ui ∈ BHS(mi). Following the computa-
tions of the proof of Lemma 2.6.2.8, one has :

φh,r(u1, . . . , up) = µ̃

( ∑
σ∈Sn/Sr

σ ·Or(hP )⊗ σ ·
( p⊗
i=1

(OSmi
(ui)⊗ x⊗mi)⊗ri

))
.

Denote by M =
∑p
i=1 rimi. According to Appendix A, one then gets :

φh,r(u1, . . . , up) =
∑

σ∈SM/
∏p
i=1 Sri oSui

σ · µ(hP ⊗ u⊗r11 ⊗ · · · ⊗ u⊗rpp )⊗ σ · x⊗M

=
∑

σ∈Stab(µ(hP⊗u⊗r11 ⊗···⊗u⊗rpp ))/
∏p
i=1 Sri oSui

σ ·OSM (µ(hP ⊗ u⊗r11 ⊗ · · · ⊗ u⊗rpp )⊗ σ · x⊗M )

=
|Stab(µ(hP ⊗ u⊗r11 ⊗ · · · ⊗ u⊗rpp ))|∏p

i=1 ri!
∏
k∈N(ui(k)))!ri

OSM (µ(hP ⊗ u1)⊗r1 ⊗ · · · ⊗ up)⊗rp)⊗ x⊗M .

Since µ

(
hP ⊗

(⊗
i∈[p] u

⊗ri
i

))
=
(∑

j∈[p] rjuj(l − kj)
)
l∈N

, one gets the expected result.

Let us give an example. Let h : [2] → N be constant and equal to 1. Then, as explained in Proposi-
tion 2.6.1.1 and Lemma 2.6.2.8, φh,(1,1) plays the role of the level algebra multiplication in F[BHS] seen
as the free Γ(Lev)-algebra on one generator, and for all u ∈ BHS(n), one has

u ? u = φh,(1,1)(u, u) =
∏
j∈N

(
2u(j)

u(j)

)
(u · u)
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Note that the coefficient
∏
j∈N

(
2u(j)
u(j)

)
is even. Using Proposition 2.6.2.10, one also has :

φh,(2)(u) =

∏
l∈N(2u(l − 1))

2!
∏
k∈N(u(k))!2

(u · u) =
1

2

∏
j∈N

(
2u(j)

u(j)

)
(u · u)

In this way, φh,(2) plays the role of a divided square in any Γ(Lev)-algebra.

2.7 Caractéristique 2

Cette section a pour but de caractériser les algèbres aux puissances divisées sur les opérades Com et
Lev lorsque la caractéristique du corps de base est 2.

Le premier résultat, qui concerne les algèbres aux puissances divisées classiques, est du à Soublin [27] :

Théorème F (Soublin). En caractéristique 2, une algèbre aux puissances divisées est une algèbre asso-
ciative et commutative A, munie d’une opération γ2 : A→ A, le tout vérifiant :

1) γ2(λa) = λ2γ2(a),

2) a2 = 0,

3) γ2(a+ b) = γ2(a) + ab+ γ2(b),

4) γ2(ab) = 0.

Le second résultat, concernant les algèbres à niveaux aux puissances divisées, est le suivant :

Théorème G. En caractéristique 2, une algèbre à niveaux aux puissances divisées est une algèbre à
niveaux (A, ?), munie d’une opération ϕ2 : A→ A, le tout vérifiant :

1) ϕ2(λa) = λ2ϕ2(a),

2) a ? a = 0,

3) ϕ2(a+ b) = ϕ2(a) + a ∗ b+ ϕ2(b),

4) ϕ2(a ∗ b) = 0.

Dans la 2.7.1, nous énonçons le théorème de Cartan (Théorème 2.7.1.3) et le Théorème F de Soublin
(ici numéroté Théorème 2.7.1.4), et nous proposons une preuve alternative de celle présente dans [27],
qui ne fait intervenir que des calculs directs.

Dans la 2.7.2, nous démontrons, toujours par une preuve calculatoire directe, le Théorème G (ici
numéroté Théorème 2.7.2.7).

Notation. Dans toute cette section, F désigne un corps de caractéristique 2. Nous utilons librement les
notations introduite à l’annexe B concernant la décomposition binaire des entiers naturels.
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2.7.1 Algèbres aux puissances divisées classiques en caractéristique 2

Dans cette section, nous étudions en détail les algèbres aux puissances divisées sur l’opérade Com
en caractéristique 2. On démontrera notamment le Théorème 2.7.1.4, du à Soublin [27], par des calculs
directs. Ce théorème indique qu’une algèbre aux puissance divisées sur l’opérade Com est une algèbre
commutative et associative muni d’un ‘carré divisé’, qui satisfait quatre propriétés.

Nous utilons ici les notations et définitions introduites en 2.3.3 concernant les Com-algèbres aux
puissances divisées. Nous nous référons à l’annexe B pour ce qui concerne les calculs en caractéristique 2.

Définition 2.7.1.1. Étant donné une algèbre commutative et associative A, on définit une algèbre
associative et commutative Ā := A ⊕ F · u par (a ⊕ 0)(0 ⊕ u) = (a ⊕ 0), (0 ⊕ u)(0 ⊕ u) = (0 ⊕ u), et en
prolongeant par multilinéarité. l’algèbre Ā est alors munie d’une unité (0, u). On notera a = (a⊕ 0) pour
tout a ∈ A et λu = (0, λu) pour tout λ ∈ F.

Proposition 2.7.1.2. Soit A une algèbre aux puissances divisées. Considérons les γn comme des fonctions
A → Ā et posons γ0(a) := u, et a0 = u, pour tout a ∈ A. Alors les relations (C1) à (C6) sont valables
pour tous n,m ∈ N, à part la relation (C3), qui se réécrit :

∀n > 0 γn(a+ b) =
∑
i+j=n

γi(a)γj(b).

Démonstration. C’est une simple vérification.

Théorème 2.7.1.3 (Cartan [1]). Soit (A, γ) une algèbre aux puissances divisées sur un corps F de
caractéristique 2. Les opérations γn : A→ A sont entièrement déterminées par γ2 et par la mutliplication
associative et commutative de A.

Démonstration. Pour tout a ∈ A et n > 0, la relation (C2) donne :

s2(n)∏
i=1

γ2bin(n,i)(a) =
n!∏s2(n)

i=1 2bin(n,i)!
γn(a).

D’après le Lemme B.3, l’entier n!∏s2(n)
i=1 2bin(n,i)!

est impair, et donc, dans F, il est égal à 1.

De plus, pour tout k > 0, la relation (C6) donne :

γ2(γ2k(a)) =
2k+1!

2(2k!)2
γ2k+1(a).

D’après le Lemme B.4, 2k+1!
2(2k!)2

est impair et vaut donc 1 dans F. Par récurrence sur k, on montre que

γ2k(a) = γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
k

(a))) (remarquons que cette écriture convient aussi pour γ1(a) = a). Finallement,

on peut écrire, pour tout n > 0, a ∈ A :

γn(a) =

s2(n)∏
i=1

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
bin(n,i)

(a)))
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Théorème 2.7.1.4 (Soublin [27]). En caractéristique 2, une algèbre aux puissances divisées est une
algèbre associative et commutative A, munie d’une opération γ2 : A → A, le tout vérifiant, pour tout
λ ∈ F, a, b ∈ A :

1) γ2(λa) = λ2γ2(a),

2) a2 = 0,

3) γ2(a+ b) = γ2(a) + ab+ γ2(b),

4) γ2(ab) = 0.

Démonstration. Soit A une algèbre aux puissances divisées sur un corps F de caractéristique 2. Alors les
relations (C1), (C3) et (C5) donnent les relations 1), 3) et 4) en posant n = 2. La relation 2) s’obtient à
partir de la relation (C2) en posant m = n = 1.

Inversement, soit A une algèbre commutative et associative et soit π : A→ A une opération vérifiant
les relations 1) à 4). Supposons que A est munie d’une structure d’algèbre aux puissances divisées vérifiant
γ2 = π. D’après le Théorème de Cartan, on a nécessairement, pour tout n > 0 :

γn(a) =

s2(n)∏
i=1

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
bin(n,i)

(a))).

Reste à prouver que cette définition donne effectivement une structure d’algèbre aux puissances divisées
sur A. On vérifie que la définition précédente est aussi égale, en utilisant la décomposition binaire classique
de n (n =

∑
i∈N νi2

i), à :

γn(a) =
∏
i∈N

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
i

(a)))νi ∈ Ā,

Vérifions que la famille γn vérifie les relations (C1) à (C6). Tout d’abord, pour tout n > 0, λ ∈ F, a ∈ A,
on a :

γn(λa) =

s2(n)∏
i=1

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
bin(n,i)

(λa))),

=

s2(n)∏
i=1

λ2bin(n,i)

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
bin(n,i)

(a))),

= λ
∑s2(n)
i=1 2bin(n,i)

s2(n)∏
i=1

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
bin(n,i)

(a))),

= λnγn(a).

La relation (C1) est donc vérifiée. Vérifions la relation (C2). Soient m,n ∈ N. Considérons la décomposi-
tion binaire classique de m et n :

m =
∑
i∈N

µi2
i et n =

∑
i∈N

νi2
i,
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avec (µi)i∈N, (νi)i∈N ∈ {0, 1}N. On a :

γm(a)γn(a) =

(∏
i∈N

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
i

(a)))µi
)(∏

i∈N
γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸

i

(a)))νi
)
,

=
∏
i∈N

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
i

(a)))µi+νi .

D’après la relation 2), cela est nul s’il existe un j ∈ N tel que µj = νj = 1, et sinon γm(a)γn(a) = γm+n(a).
D’autre part, d’après le Lemme B.5,

(
m+n
n

)
γm+n(a) est nul si et seulement s’il existe un j ∈ N tel que

µj = νj = 1, et sinon, cela vaut γm+n(a).
On prouvera la relation (C3) en dernier.
La relation (C4) est immédiate. Prouvons la relation (C5). Pour n = 1 il n’y a rien a prouver. Si

n > 1, alors n! est pair. il faut prouver que γn(ab) = anγn(b) = 0 pour tous a, b ∈ A. Mais, d’après la
relation 2), a2 = 0, donc anγn(b) = a2an−2γn(b) = 0. D’autre part,

γn(ab) =

s2(n)∏
i=1

γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
bin(n,i)

(ab))).

Puisque n > 1, l2(n) > 1, donc le dernier facteur du produit est γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
l2(n)−1>0

(ab))). Or la relation 4) donne

γ2(ab) = 0, et γ2(0) = γ2(0× 0) = 0, donc γ2(γ2(. . . γ2︸ ︷︷ ︸
l2(n)−1

(ab))) = 0.

Prouvons la relation (C6). Soient donc m,n > 0. D’une part,

γm(γn(a)) =

s2(m)∏
i=1

γ2bin(m,i)

( s2(n)∏
j=1

γ2bin(n,j)(a))

)
.

D’après la relation 4), ceci est nul sauf si m = 1 ou n = 2d pour d ∈ N. Si m = 1, ceci vaut γn(a) et si

n = 2d ceci vaut
∏bin(m,i)
i=1 γ2bin(m,i)+d(a) = γ2dm(a). D’autre part, si m = 1, (mn)!

m!(n!)m = 1. Supposons que

m > 1. La formule de Legendre donne :

v(
(mn)!

m!(n!)m
) = s2(m) +m s2(n)− s2(mn)−m.

Si n = 2d pour d ∈ N, ceci est nul donc (mn)!
m!(n!)m est impair et vaut 1 dans F. De plus, en utilisant le

Lemme B.7, s2(mn) = s2(
∑s2(m)
i=1 2bin(m,i)n) ≤

∑s2(m)
i=1 s2(2bin(m,i)n) =

∑s2(m)
i=1 s2(n) = s2(m) s2(n), et

donc,

s2(m) +m s2(n)− s2(mn)−m ≥ s2(m) +m s2(n)− s2(m) s2(n)−m,
= m(s2(n)− 1)− s2(m)(s2(n)− 1),

= (m− s2(m))(s2(n)− 1).

Ce qui est positif lorsque m > 1 et s2(n) > 1.
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Finalement, (mn)!
m!(n!)m est pair sauf lorsque m = 1 ou lorsque n = 2d pour d ∈ N, et dans tous les cas,

la relation (C6) est vérifiée.
Prouvons la relation (C3) par récurrence sur la longueur de l’entier n. Le résultat est vrai pour

l2(n) = 1 c’est-à-dire pour n = 0, 1. Supposons le résultat vrai pour tout entier m vérifiant l2(m) ≤ k
pour un entier k ≥ 1 quelconque. Supposons maintenant que l2(n) = k + 1.

Si n est pair, alors n = 2m pour un entier m tel que l2(m) = k. D’après la relation (C6), γn(a+ b) =
γm(γ2(a+ b)) = γm(γ2(a) + ab+ γ2(b)). Par hypothèse de récurrence, on a donc :

γn(a+ b) =
∑

i+j=m

γi(γ2(a))γj(ab+ γ2(b)).

Puisque, pour tout j ≤ m, l2(j) ≤ l2(m), par hypothèse de récurrence,

γn(a+ b) =
∑

i+j=m

γi(γ2(a))

( ∑
i′+j′=j

γi′(ab)γj′(γ2(b))

)
.

Or, si i′ > 1, d’après la relation (C5), γi′(ab) = 0, et donc,

γn(a+ b) =

( ∑
i+j=m, j>0

γi(γ2(a))
(
γj(γ2(b)) + abγj−1(γ2(b))

))
+ γm(γ2(a)),

=
( ∑
i+j=m, j>0

γ2i(a)γ2j(b) + γ2i(a)abγ2(j−1)(b)
)

+ γ2m(a).

Pour tout nombre pair α,
(
α+1

1

)
= α + 1 est impair, donc, d’après la relation (C2), γ2i(a)a = γ2i+1(a),

bγ2(j−1)(b) = γ2j−1(b), donc,

γn(a+ b) =
( ∑
i+j=m, j>0

γ2i(a)γ2j(b) + γ2i+1(a)γ2j−1(b)
)

+ γ2m(a),

=
∑
i+j=n

γi(a)γj(b).

Si n est impair, alors puisque
(
n
1

)
= n est impair, d’après la relation (C2), γn(a+b) = (a+b)γn−1(a+b).

D’après ce qui précède, γn−1(a+ b) =
∑
i+j=n−1 γi(a)γj(b), et donc,

γn(a+ b) =
∑

i+j=n−1

aγi(a)γj(b) + bγi(a)γj(b).

Soient i, j tels que i+j = n−1. Supposons que i est pair. Puisque n−1 est pair, j est pair, et donc
(
i+1
1

)
=

i + 1 est impair,
(
j+1

1

)
= j + 1 est impair, donc aγi(a)γj(b) + bγi(a)γj(b) = γi+1(a)γj(b) + γi(a)γj+1(b).

Supposons que i est impair. Alors j est impair aussi,
(
j+1

1

)
et
(
i+1
1

)
sont pairs, et aγi(a)γj(b)+bγi(a)γj(b) =

0. Donc,

γn(a+ b) =
∑

i+j=n−1, i≡0 [2]

γi+1(a)γj(b) + γi(a)γj+1(b),

=
∑
i+j=n

γi(a)γj(b).
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2.7.2 Algèbre à niveaux aux puissances divisées en caractéristique 2

Dans cette section, nous étudions en détail les algèbres aux puissances divisées sur l’opérade Lev
lorsque le corps de base est de caractéristique 2. Nous prouvons notamment le Théorème 2.7.2.7, qui
indique qu’une Lev-algèbre aux puissance divisées en caractéristique 2 est une Lev-algèbre munie d’un
‘carré divisé’ qui satisfait 4 relations. Il est intéressant de noter que ces relations sont les mêmes que celles
qui interviennent dans le Théorème 2.7.1.4 pour décrire les Com-algèbres aux puissances divisées.

Nous utilons ici les notations et définitions introduites à la section 2.5 concernant les Lev-algèbres aux
puissances divisées. Nous utiliserons aussi librement les notations introduites à la Section 2.2.1 pour les
partitions d’entiers. Nous nous référons à l’annexe B pour ce qui concerne les calculs en caractéristique 2.

Notation. • Soit (A, φ) une algèbre à niveaux aux puissances divisées sur un corps F de caractéris-
tique 2.

• Pour tout r ∈ Compp(n), h ∈ Cr, on note hi := h−1(ri).

• Pour tout k ∈ N, notons ck : [2k]→ N la fonction constante égale à k.

• Pour tout k ∈ N, notons ϕ2k := φck,(2k) et m := φc1,(1,1). On rappelle que (A,m) est une algèbre à
niveaux.

• Pour tout r ∈ Compp(n), h ∈ Cr, on notera red(h, r) ∈ L′(
∑p
i=1 s2(ri)) la fonction qui envoie∑j−1

i=1 s2(ri) + k sur hj − bin(rj , k).

On aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.7.2.1. Pour tout r ∈ Compp(n), r′ ∈ Compp′(n
′) h ∈ Cr, h

′ ∈ Cr′ on a :

red(µ(c1 ⊗ h⊗ h′), r′′) = µ(c1 ⊗ red(h, r)⊗ red(h′, r′)).

où r′′ ∈ Compp+p′(n+ n′) est la concaténation de r et r′ (qui est aussi égale à (1, 1) � (r, r′)).

Démonstration. C’est une simple vérification : par définition, red(µ(c2⊗h⊗h′), r′′) envoie
∑j−1
i=1 s2(ri)+k

sur hj+1−bin(rj , k) pour tout j ∈ [p], k ∈ [s2(rj)], et
∑p
i=1 s2(ri)+

∑j−1
i=1 s2(r′i)+k sur h′j+1−bin(r′j , k)

pour tout j ∈ [p′], k ∈ [s2(r′j)]. Mais ceci est aussi la définition de µ(c2 ⊗ red(h, r)⊗ red(h′, r′)).

Lemme 2.7.2.2. Soit r ∈ Compp(n), h ∈ Cr. Soit i ∈ [p] tels que les ensembles {bin(ri, k)}k∈[s2(ri)]

et {bin(ri+1, k)}k∈[s2(ri+1)] sont disjoints. notons R ∈ Compp−1(n) la partition obtenue à partir de r en
fusionnant ri et ri+1. Alors il existe une permutation ρ telle que :

red(h, r) = ρ · red(h,R).

Démonstration. Tout d’abord, red(h, r) : [
∑p
j=1 s2(rj)]→ N et ρ·red(h,R) : [

∑
j∈[n],j 6=i,i+1 s2(rj)+s2(ri+

ri+1)] → N. Or, puisque {bin(ri, k)}k∈[s2(ri)] et {bin(ri+1, k)}k∈[s2(ri+1)] sont disjoints, s2(ri + ri+1) =

s2(ri) + s2(ri+1). Ces deux fonctions sont égales en dehors de {
∑i−1
j=1 s2(rj) + 1, . . . ,

∑i+1
j=1 s2(rj)}, et,

pour tout k ∈ [s2(ri + ri+1)], il existe un unique couple (ε, k′) avec ε ∈ {0, 1}, et k′ ∈ [s2(ri+ε)] tel que
bin(ri + ri+1, k) = bin(ri+ε, k

′). De plus,

h(

i−1∑
j=1

s2(rj) + k) = h(

i+ε−1∑
j=1

s2(rj)) + k′.
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Théorème 2.7.2.3. Les opérations φ∗,∗ sont entièrement déterminées par m et ϕ2.

Démonstration. Soit r ∈ Compp(n), h ∈ Cr, et (a1, . . . ap) ∈ A×p. On doit montrer que φh,r(a1, . . . , ap)
peut se réécrire comme une composition faisant uniquement intervenir m et ϕ2. Notons d = bin(rp, 1).
On va prouver les lemmes suivants :

Lemme 2.7.2.4. On a l’égalité :

φh,r(a1, . . . , ap) = φh̃,r̃(a1, . . . , ap−1, ϕ2bin(rp,1)(ap), . . . , ϕ2bin(rp,s2(rp))(ap)),

où r̃ = (r1, . . . , rp−1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s2(rp)

) et où h̃ : [n− rp + s2(rp)] est égale à h sur [n− rp] et envoie n− rp + k sur

hp − bin(rp, k).

Lemme 2.7.2.5. Pour tout g ∈ L′ l’opération φg,(1,1,...,1) peut s’écrire comme une composition faisant
uniquement intervenir m.

Lemme 2.7.2.6. Pour tout k > 0, ϕ2k = ϕ2 ◦ · · · ◦ ϕ2︸ ︷︷ ︸
k

.

En supposant ces lemmes vérifiés, on peut prouver le théorème. En effet, en combinant la relation
(S1) et le lemme 2.7.2.4, on pourra écrire :

φh,r(a1, . . . , ap) = φred(h,r),(1,1,...,1)(ϕ2bin(r1,1)(a1), . . . , ϕ2bin(r1,s2(r1))(a1), . . . , ϕ2bin(rp,s2(rp))(ap)),

et les Lemmes 2.7.2.5 et 2.7.2.6 finissent la preuve.

Preuve du Lemme 2.7.2.4. On montre cela par récurrence sur s2(rp). Si s2(rp) = 0 il n’y a rien à montrer.
Vérifions le cas s2(rp) = 1. Dans ce cas, rp = 2d. On doit montrer que :

φh,r(a1, . . . , ap) = φh̃,r̃(a1, . . . , ap−1, ϕ2d(ap)).

où r̃ = (r1, . . . , rp−1, 1) et où h̃ : [n − rp + 1] est égale à h sur [n − rp] et envoie n − rp + 1 sur hp − d.
Cela est vrai d’après la relation (S7). Supposons maintenant le lemme vérifié si s2(rp) = k pour un entier
k > 1 quelconque et supposons que s2(rp) = k + 1. Notons d = bin(rp, 1) D’après la relation (S4), on a :(

rp
rp − 2d

)
φh,r(a1, . . . , ap) = φh,(r1,...,rp−1,2d,rp−2d)(a1, a2, . . . , ap, ap).

Or, d’après le Théorème de Luca, on vérifie que l’entier
( rp
rp−2d

)
est impair. Dans F, il est donc égal à 1,

et il s’ensuit que :
φh,r(a1, . . . , ap) = φh,(r1,...,rp−1,2d,rp−2d)(a1, a2, . . . , ap, ap).

La relation (S7) donne :

φh,r(a1, . . . , ap) = φh′,(r1,...,rp−1,1,rp−2d)(a1, . . . , ap−1, ap, ϕ2d(ap)),

où h′ : [n−2d+1]→ N est égale à h sur [n−rp], envoie n−rp+1 sur hp−d, et envoie {n−rp+2, . . . , n−2d+1}
sur hp. Puisque s2(rp − 2d) = k on peut appliquer l’hypothèse de récurrence.

72



Preuve du Lemme 2.7.2.5. Puisque c1 engendre L′, pour tout g ∈ L, il existe des entiers i1, . . . , ik tels
que g = c1 ◦i1 c1 ◦i2 · · · ◦ik c1. On va prouver le résultat par récurrence sur k. Si k = 0 le résultat est
immédiat, car alors g = c1 et φg,(1,1) = m. Supposons le résultat prouvé pour toute composition de k
copies de c1, prouvons le résultat pour g = c1 ◦i1 c1 ◦i2 · · · ◦ik+1 c1. On vérifie que g ∈ L′(k + 2). Soient
a1, . . . , ak+2 ∈ A. La relation (S7) donne :

φg̃,(1,1,...,1)(a1, . . . , ak,m(ak+1, ak+2)) = φg,(1,1,...,1)(a1, . . . , ak+2),

avec g̃ = c1 ◦i1 c1 ◦i2 · · · ◦ik c1. On applique l’hypothèse de récurrence à φg̃,(1,1,...,1).

Preuve du Lemme 2.7.2.6. Ce résultat se prouve par récurrence sur k. Si k = 0, il n’y a rien à prouver.
Supposons que le résultat est vérifié pour k quelconque. Par hypothèse de récurrence, ϕ2 ◦ · · · ◦ ϕ2︸ ︷︷ ︸

k+1

=

ϕ2 ◦ ϕ2k . Or, d’après la relation (S7), ϕ2 ◦ ϕ2k = 2k+1!
2!(2k!)2

, ce qui est impair d’après le Lemme B.4.

Théorème 2.7.2.7. En caractéristique 2, une algèbre à niveaux aux puissances divisées est une algèbre
à niveaux (A, ?), munie d’une opération ϕ2 : A→ A, le tout vérifiant :

1) ϕ2(λa) = λ2ϕ2(a),

2) a ? a = 0,

3) ϕ2(a+ b) = ϕ2(a) + a ? b+ ϕ2(b),

4) ϕ2(a ? b) = 0.

Démonstration. Soit (A, φ) une algèbre à niveaux aux puissances divisées. Montrons que m,ϕ2 vérifient
les relations 1) à 4). La relation 1) est une application de la relation (S3) à ϕ2. La relation 2) est une
application de la relation (S4) à m : pour tout a ∈ A, on a :

m(a, a) =

(
2

1

)
ϕ2(a) = 0.

La relation 3) s’obtient en appliquant (S5) à ϕ2 :

ϕ2(a+ b) = φc1,(2,0)(a, b) + φc1,(1,1)(a, b) + φc1,(0,2)(a, b) = ϕ2(a) +m(a, b) + ϕ2(b).

Finalement, la relation 4) découle de la relation (S7) :

ϕ2(m(a, b)) = φc2,(2)(φc1,(1,1)(a, b)),

=
1

2!
× (2× 1)!2

(1!)4
φc2,(2,2)(a, b) = 0.

Inversement, supposons maintenant que (A, ∗) est une algèbre à niveaux munie d’une opération ϕ2 :
A → A vérifiant 1) à 4). On doit montrer qu’il existe une unique structure d’algèbre à niveaux aux
puissances divisées sur A vérifiant φc1,(2) = ϕ2. Notons ϕ2k = ϕ2 ◦ · · · ◦ ϕ2︸ ︷︷ ︸

k

. D’après le Théorème 2.7.2.3,

si φ∗,∗ est une telle structure d’algèbre à niveaux aux puissances divisées, alors on a nécessairement, pour
tout r ∈ Compp(n) et h ∈ Cr,

φh,r(a1, . . . , ap) = φred(h,r),(1,...,1)(ϕ2bin(r1,1)(a1), . . . , ϕ2bin(r1,s2(r1))(a1), . . . , ϕ2bin(rp,1)(ap), . . . , ϕ2bin(rp,s2(rp))(ap)),
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où φred(h,r),(1,...,1) est définie par la multiplication ∗ (voir Lemme 2.7.2.5). On en déduit l’unicité d’une
telle structure. Il faut maintenant montrer que cette définition induit bien une structure d’algèbre à
niveaux aux puissances divisées, vérifions que les relations (S1) à (S7) sont satisfaites.

Pour la relation (S1), soit ρ ∈ Sp, on veut montrer que :

φred(ρ∗·h,rρ),(1,...,1)(ϕ2bin(r
ρ
1 ,1)

(aρ−1(1)), . . . ,

ϕ
2bin(r

ρ
1 ,s2(r

ρ
1))(aρ−1(1)), . . . , ϕ2bin(r

ρ
p,1)

(aρ−1(p)), . . . , ϕ2bin(r
ρ
p,s2(r

ρ
p))(aρ−1(p)))

= φred(h,r),(1,...,1)(ϕ2bin(r1,1)(a1), . . . , ϕ2bin(r1,s2(r1))(a1), . . . ,

ϕ2bin(rp,1)(ap), . . . , ϕ2bin(rp,s2(rp))(ap)).

Or, en notant ρred ∈ S∑
i∈[p] s2(ri) la permutation engendrée par ρ par blocs de taille s2(r1), s2(r2), . . .,

s2(rp), on a red(ρ∗ · h, rρ) = ρred · red(h, r), et

(ϕ
2bin(r

ρ
1 ,1)

(aρ−1(1)), . . . ,

ϕ
2bin(r

ρ
1 ,s2(r

ρ
1))(aρ−1(1)), . . . , ϕ2bin(r

ρ
p,1)

(aρ−1(p)), . . . , ϕ2bin(r
ρ
p,s2(r

ρ
p))(aρ−1(p)))

= ρred · (ϕ2bin(r1,1)(a1), . . . , ϕ2bin(r1,s2(r1))(a1), . . . ,

ϕ2bin(rp,1)(ap), . . . , ϕ2bin(rp,s2(rp))(ap)),

Donc ce résultat découle de la commutativité de ∗. Pour la relation (S2) il n’y a rien à montrer. Pour la
relation (S3), on vérifie que :

φh,r(λa1, . . . , ap) = φred(h,r),(1,...,1)(ϕ2bin(r1,1)(λa1), . . . , ϕ2bin(r1,s2(r1))(λa1), . . . ,

ϕ2bin(rp,1)(ap), . . . , ϕ2bin(rp,s2(rp))(ap)).

Ce qui est égal à ( s2(r1)∏
i=1

λ2bin(r1,i)

)
φh,r(a1, . . . , ap) = λr1φh,r(a1, . . . , ap).

Montrons la relation (S4). Soient l,m deux entiers vérifiant l+m = r1. D’un côté, d’après le Lemme B.5,(
r1
l

)
est impair si {bin(l, i)}i et {bin(m, i)}i sont disjoints, et dans ce cas

(
r1
l

)
φh,r(a1, . . . , ap) est égal à

φh,r(a1, . . . , ap), et est pair sinon, auquel cas
(
r1
l

)
φh,r(a1, . . . , ap) = 0. D’autre part, on a :

φh,r◦1(l,m)(a1, a1, a2, . . . , ap) = φred(h,r◦1(l,m)),(1,...,1)(ϕ2bin(l,1)(a1), . . . , ϕ2bin(l,s2(l))(a1),

ϕ2bin(m,1)(a1), . . . , ϕ2bin(m,s2(m))(a1), . . . ,

ϕ2bin(rp,1)(ap), . . . , ϕ2bin(rp,s2(rp))(ap)).

S’il existe i, j tels que bin(l, i) = bin(m, j), alors ce produit contient un terme du type ϕ2bin(l,i)(a1) ∗
ϕ2bin(m,j)(a1) ce qui est nul d’après la relation 2).

Si {bin(l, i)}i et {bin(m, i)}i sont disjoints, d’après le Lemme 2.7.2.2, il existe une permutation ρ telle
que red(h, r) = ρ red(h, r◦1(l,m)), et par la commutativité de ∗ on en déduit que φh,r◦1(l,m)(a1, a1, a2, . . . , ap) =
φh,r(a1, a2, . . . , ap).

On montrera la relation (S5) en dernier. Pour la relation (S6), il n’y a rien à démontrer. Montrons
la relation (S7). On va montrer la relation pour p = 1, et notre démonstration pourra être utilisée pour
prouver le cas général.
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Remarque 2.7.2.8. le cas p = 1 entrâıne n = 2k, mais on ne peut pas se servir de ce fait, car alors la
démonstration ne pourrait pas être adaptée au cas p > 1.

Montrons donc que pour tout q ∈ Compk(m), g ∈ Cq,

φh,(n)(φg,q(a1, . . . , ak)) =
1

n!

( ∏
j∈[k]

(nqj)!

(qj !)n
)
φµ(h⊗g⊗n)),r�q(a1, . . . , ak).

D’une part,

φh,(n)(φg,q(a1, . . . , ak)) =

φred(h,(n)),(1...,1)

((
ϕ2bin(n,i)

(
φred(g,q),(1...,1)((ϕ2

bin(q
j
,l)(aj))j∈[k],l∈[s2(qj)])

))
i∈[s2(n)]

)
.

Supposons que n > 1. Alors il existe i tel que bin(n, i) > 0. Supposons qu’il existe i 6= j tel que qi, qj > 0,
ou que s2(q1) > 1. Alors le produit précédent contient un facteur du type φ2bin(n,i)(produit), ce qui est
nul d’après 4). Supposons que n = 1, alors φh,(n) est l’identité. Supposons que k = 1 et que s2(q1) = 1,

c’est à dire q1 = 2l pour un certain l. Alors g = cl, et

φh,(n)(φg,(2l)(a1)) = φred(h,(n)),(1...,1)

(
(ϕ2bin(n,i)(ϕ2l(a1)))i∈[s2(n)]

)
.

Ceci est égal à φµ(h⊗c⊗nl ),(2ln)(a1). D’un autre côté, d’après la formule de Legendre, on a :

v

 1

n!

( ∏
j∈[k]

(nqj)!

(qj !)n
) =

∑
j∈[k]

nqj − s2(nqj)− n(qj − s2(qj))

− n+ s2(n)

=

∑
j∈[k]

n s2(qj)− s2(nqj)

+ s2(n)− n.

D’après le Lemme B.7, on a donc :

v

 1

n!

( ∏
j∈[k]

(nqj)!

(qj !)n
) ≥

∑
j∈[k]

n s2(qj)− s2(n) s2(qj)

+ s2(n)− n

= n (s2(q1)− 1)− s2(n) (s2(q1)− 1) + (n− s2(n))

k∑
j=2

s2(qj)

= (n− s2(n))

 k∑
j=1

s2(qj)

− 1

 .

si n > 1, n−s2(n) > 0. S’il existe i 6= j tels que qi, qj > 0, ou si s2(q1) > 1, alors
((∑k

j=1 s2(qj)
)
− 1
)
> 0.

Dans tous les cas, on a vérifié la relation (S7).
On va vérifier la relation (S5), par récurrence sur l’entier r1. La relation est vraie pour l2(n) = 1, c’est

à dire pour n = 0, 1. Supposons la vérifiée pour tout r1 tels que l2(r1) ≤ k pour un entier k quelconque.
Supposons maintenant que l2(r1) = k + 1.
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Si r1 est pair, r1 = 2m, alors d’après la relation (S7),

φh,r(a+ b, a2, . . . , ap) = φh′,r′(ϕ2(a+ b), a2, . . . , ap)

= φh′,r′(ϕ2(a) + a ∗ b+ ϕ2(b), a2, . . . , ap),

où h′(i) = h1 pour tout i ∈ [m] et h′(i) = h(i − m) pour tout i > m, et r′ = (m, r2, . . . , rp). Puisque
l2(m) = k, par hypothèse de récurrence,

φh,r(a+ b, a2, . . . , ap) =
∑

i+j+l=m

φh′,r′◦1(i,j,l)(ϕ2(a), a ∗ b, ϕ2(b), a2, . . . , ap).

Ce qui est égal à :∑
i+j+l=m

φred(h′,r′◦1(i,j,l))(1,...,1)

(

ϕ2bin(i,1)+1(a), . . . , ϕ2bin(i,s2(i))+1(a), ϕ2bin(j,1)(a∗b), . . . , ϕ2bin(j,s2(j))(a∗b), ϕ2bin(l,1)+1(b), . . . , ϕ2bin(l,s2(l))+1(b), . . .

)
.

Pour tout j > 1, le terme correspondant contient ϕ2bin(j,s2(j))(a∗b), et puisque bin(j, s2(j)) > 0, la relation
4) indique que le terme est nul. Donc,

φh,r(a+ b, a2, . . . , ap) =
∑
i+l=m

φred(h′,r′◦1(i,l))(1,...,1)

(
ϕ2bin(i,1)+1(a), . . . , ϕ2bin(i,s2(i))+1(a), ϕ2bin(l,1)+1(b), . . . , ϕ2bin(l,s2(l))+1(b), . . .

)
+∑

i+l=m−1

φred(h′,r′◦1(i,1,l))(1,...,1)

(
ϕ2bin(i,1)+1(a), . . . , ϕ2bin(i,s2(i))+1(a), a ∗ b, ϕ2bin(l,1)+1(b), . . . , ϕ2bin(l,s2(l))+1(b), . . .

)
.

Or on vérifie que ceci est égal à :∑
i+l=m

φh,r◦1(2i,2j)(a, b, a2, . . . , ap) +
∑

i+l=m−1

φh,r◦1(2i+1,2j+1)(a, b, a2, . . . , ap),

=
∑

i+j=r1

φh,r◦1(i,j)(a, b, a2, . . . , ap).

Si r1 est impair, alors, puisque
(
r1
1

)
est impair, d’après la relation (S4),

φh,r(a+ b, a2, . . . , ap) = φh,r◦1(r1−1,1)(a+ b, a+ b, a2, . . . , ap)

= φh,r◦1(1,r1−1)(a, a+ b, a2, . . . , ap) + φh,r◦1(r1−1,1)(a+ b, b, a2, . . . , ap).

d’après ce qui précède, puisque r1 − 1 est pair,

φh,r(a+ b, a2, . . . , ap) =
∑

i+j=r1−1

φh,r◦1(1,i,j)(a, a, b, a2, . . . , ap) + φh,r◦1(i,j,1)(a, b, b, a2, . . . , ap)

=
∑

i+j=r1−1

(
i+ 1

1

)
φh,r◦1(i+1,j)(a, b, a2, . . . , ap) +

(
j + 1

1

)
φh,r◦1(i,j+1)(a, b, a2, . . . , ap).
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Pour i, j donnés tels que i+ j = r1−1, si i est impair, alors j est impair, donc
(
i+1
1

)
et
(
j+1

1

)
sont pair, et

le terme correspondant est nul. Si i et pair, j est aussi pair, donc
(
i+1
1

)
et
(
j+1

1

)
sont impair. Finalement,

φh,r(a+ b, a2, . . . , ap) =
∑

i+j=r1−1, i≡0 [2]

φh,r◦1(i+1,j)(a, b, a2, . . . , ap) + φh,r◦1(i,j+1)(a, b, a2, . . . , ap),

=
∑

i+j=r1

φh,r◦1(i,j)(a, b, a2, . . . , ap).
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Chapitre 3 : Algèbre de Steenrod, mo-
dules et algèbres instables,
point de vue opéradique

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier la théorie des modules instables sur l’algèbre de Steenrod en
caractéristique 2 d’un point de vue algébrique, en prenant comme point de départ les opérations internes
qui apparaissent naturellement sur ces objets. Outre les modules de cohomologie, qui sont munis du cup
produit associatif et commutatif, d’autres modules instables sont classiquement décrit avec une opération
interne, par exemple les modules de Brown et Gitler, de Carlsson, et de Campbell et Selick. En particulier,
dans [11], Davis montre que le module de Carlsson de poids 1 muni de la multiplication interne étudiée par
Carlsson, qui est commutative mais non associative et vérifie une loi d’échange, est en réalité isomorphe
à l’algèbre ‘depth-invariant’ libre engendrée par un élément de degré 1. La définition d’algèbre ‘depth-
invariant’ donnée par Davis correspond à la définition d’algèbre à niveaux de Chataur et Livernet [9].

On utilise dans ce chapitre le formalisme des opérades (symétriques) algébriques pour définir et étudier
les opérations algébriques sur les modules instables. En s’inspirant des définitions classiques, on définit
une notion d’algèbre instable relativement à une opérade munie d’une multiplication commutative. Étant
donnée une opérade P munie d’une telle opération ? ∈ P(2)S2 , un module M est dit instable si pour
tout x ∈ M , on a Sq|x|x = ?(x, x). On construira un foncteur KP

? qui, à un module instable M , associe
la ‘P-algèbre ?-instable’ libre engendrée par M .

On remarque que sur une P-algèbre ?-instable, l’opération ? commute en un certain sens avec les
autres opérations de P. En effet, pour µ ∈ P(n), x1, . . . , xn ∈M , on a :

?(µ(x1, . . . , xn), µ(x1, . . . , xn)) = Sq|x1|+···+|xn|µ(x1, . . . , xn) = µ(?(x1, x1), . . . , ?(xn, xn)).

On appelle Lev-compatible une opération ? qui vérifie cette sorte de commutativité avec toute autre
opération de P. Une opération Lev-compatible est en particulier à niveaux. Demander qu’une opération
? vérifie cette propriété de Lev-compatibilité est une hypothèse relativement forte : toute opérade ne
contient pas nécessairement une opération Lev-compatible non triviale (par exemple, l’opérade As n’en
contient pas). Néanmoins, nous verrons quelques exemples non triviaux d’opérades munies d’une telle
opération.

Dans le cas où la multiplication ? est Lev-compatible, et où M est un module réduit connexe (voir
Définition 3.3.5.1), on montre que la P-algèbre ?-instable libre KP

? (M) est libre en tant que P-algèbre :
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Théorème H (voir 3.3.5.10). Soit P une opérade dans Fvect, ? ∈ P(2)S2 une opération Lev-compatible.
Pour tout module instable réduit connexe M , on a un isomorphisme de P-algèbres graduées entre KP

? (M)
et la P-algèbre libre engendrée par ΣΩM , où Σ et Ω sont définis en 3.3.5.1.

Lorsque P est l’opérade uCom des algèbres commutatives et associatives unitaires, ce résultat était
déjà connu, notamment pour les modules instables M libres (voir par exemple [4]).

Une application directe de ce résultat montre par exemple (voir Proposition 3.6.3.4) que le module
de Carlsson de poids 1, muni de sa multiplication interne (voir [7]), est l’algèbre à niveaux instable libre
engendrée par un élément de degré 1. Ce résultat précise celui de Davis [11].

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous étudions les objets construits par Brown et Gitler [5]
(voir aussi [20]), et Campbell et Selick [6], et les résultats obtenus par ces auteurs. Ces résultats donnent
notamment des informations sur la structure de l’algèbre de Carlsson [7] et sur ses liens avec la cohomologie
des groupes abéliens élémentaires.

L’algèbre de Brown et Gitler, l’algèbre de Carlsson, et les modules de Campbell et Sélick sont tous dé-
finis avec un produit ? commutatif et associatif, ainsi qu’un endomorphisme d’algèbre d que l’on appellera
parfois ‘décalage’. Dans le cas de l’algèbre de Carlsson, d est un isomorphisme, dans le cas des modules
de Campbell et Selick, c’est un isomorphisme cyclique. En tant qu’algèbres sur l’algèbre de Steenrod,
ces objets ne sont pas considérés comme instables, car l’action de l’algèbre de Steenrod est ‘décalée’ par
l’action de d : pour tout élément x de l’une de ces algèbres, on a Sq|x|x = ?(dx, dx). Ici nous considérons
ces objets comme instables par rapport à l’opérade des algèbres associatives et commutatives munies d’un
endomorphisme d’algèbre, relativement à une multiplication ‘décalée’ (x, y) 7→ ?(dx, dy).

En s’inspirant des constructions de Brown et Gitler, de Carlsson, et de Campbell et Selick, nous
définissons des modules instables qui nous permettent de généraliser les résultats susmentionnés. Plus
précisément, pour toute opérade P munie d’une opération ? Lev-compatible, et pour tout module instable
réduit connexe N , nous construisons des algèbres, notées JfP(N), CfP(N) et, pour tout entier s > 0,
QsMfP(N). Ici fP désigne un morphisme d’opérades Lev→ P qui permet de pointer l’opération ? dans
P. Lorsque N = F (1) est le module instable libre engendré par un élément de degré 1, et lorsque fP est
un certain morphisme Lev → uCom, où uCom est l’opérade des algèbres associatives, commutatives et
unitaires, on vérifie (voir Théorème 3.6.3.1) que JfP(N) est l’algèbre de Brown et Gitler [5], on vérifie
(voir Proposition 3.6.3.5) que CfP(N) est l’algèbre de Carlsson [7], et on vérifie (voir Proposition 3.6.4.2)
que QsMfP(N) est le s-ième module de Campbell et Selick [6].

Les techniques dues à Brown et Gitler, et Carlsson nous permettent notamment d’obtenir la

Proposition I (voir 3.6.3.5). L’algèbre de Carlsson est librement engendrée par un élément de degré un
dans la catégorie des algèbres instables sur l’opérade des algèbres unitaires, commutatives, et associatives,
munies d’un automorphisme d’algèbre d, relativement à la multiplication ‘décalée’ (?; d, d).

Ce résultat est en réalité raffiné par le

Théorème J (voir 3.6.1.12). La P-algèbre CfP(N), munie de son automorphisme et de sa structure de
module instable, est isomorphe à l’algèbre instable libre engendrée par N sur l’opérade des P-algèbres
munies d’un automorphisme d’algèbre d, relativement à une multiplication ‘décalée’.

Dans [6], Campbell et Selick ont démontré que la cohomologie d’un groupe abélien élémentaire
(Z/2Z)

×s
était isomorphe, en tant que module instable, au module Ms, le s-ième module de Camp-

bell et Selick, dans lequel l’action de l’algèbre de Steenrod est ‘tordue’. En utilisant les mêmes techniques,
nous obtenons une généralisation de ce résultat dans le
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Théorème K (voir 3.6.2.2). On a un isomorphisme de modules instables entre la P-algèbre instable libre
engendrée par N⊕s et l’algèbre instable libre engendrée par N sur l’opérade des P-algèbres munies d’un
automorphisme cyclique d d’ordre s, relativement à une multiplication ‘décalée’.

Dans la section 3.2, nous définissons les principales opérades qui jouent un rôle dans ce chapitre. Après
avoir fixé quelques notations, nous expliquons comment définir les opérades ‘à décalage’ P ◦D. On étudie
les morphismes entre nos opérades, et leurs algèbres.

Dans la section 3.3, nous introduisons la théorie des opérades dans la catégorie des modules instables,
nous définissons la notion d’algèbre instable sur une opérade relativement à une multiplication commu-
tative, et la condition de Lev-compatibilité pour une opération ? ∈ P(2)S2 . Enfin, nous construisons un
foncteur ‘algèbre instable libre’ sur une opérade, et nous prouvons le Théorème 3.3.5.10.

La section 3.4 est consacrée à des rappels sur les modules à droite et bimodules sur l’algèbre de
Steenrod. On introduira une notion d’algèbre ‘bi-instable’ sur une opérade, pour élargir la définition des
algèbres instables aux bimodules sur l’algèbre de Steenrod.

La section 3.5 contient des rappels concernant les résultats obtenus par Carlsson [7], Brown et Gitler
[5], Miller [20], et Campbell et Selick [6] dans l’étude des modules instables.

Dans la section 3.6, nous utilisons le formalisme des opérades mis en place aux sections 3.3 et 3.4 pour
adapter les techniques vues à la section 3.5. Nous en déduisons les autres résultats cités en introduction
(Proposition 3.6.3.5, Théorème 3.6.1.12, Théorème 3.6.2.2).

Notation. Parmi les notations souvent utilisées dans ce chapitre,

• Pour tout entier n > 0, [n] désigne l’ensemble {1, . . . , n} des entiers compris entre 1 et n.

• F désigne le corps de base, et l’on fixe F = F2 à partir de la section 3.3.

• Fvect désigne la catégorie des espaces vectoriels sur F.

• A désigne l’algèbre de Steenrod, et l’on fixe A = A2, l’algèbre de Steenrod en caractéristique 2.
Amod désigne la catégorie des modules à gauche sur A, tandis que modA désigne celle des modules
à droite sur A avec la convention définie en section 3.4.1, et bimodA celle des bimodules, définie en
section 3.4.2.

• On note U la catégorie des modules (à gauche) instables sur A.

• Com (resp. uCom) désigne l’opérade des algèbres associatives commutatives (resp. unitaires). Lev
désigne l’opérade des algèbres à niveaux. D (resp. D±) désigne l’algèbre polynomiale sur une indé-
terminée F[d] (resp. l’algèbre de groupe F[Z] de générateur ρ), vue comme une opérade concentrée
en arité 1.

• P désigne une opérade quelconque dans Fvect, et ? ∈ P(2)S2 désigne une opération d’arité 2
commutative, qui vérifie souvent dans ce chapitre une condition de ‘Lev-compatibilité’ définie en
section 3.3.4. Dans le cas où ? est Lev-compatible, on lui associe un morphisme d’opérades fP :
Lev→ P.

• Pour toute opérade P dans Fvect, Palg désigne la catégorie des P-algèbres. S(P,−) désigne alter-
nativement l’endofoncteur Fvect → Fvect associé à P, ou le foncteur ‘P-algèbre libre’ Fvect → Palg,
lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté.
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3.2 Opérades de Décalage

Dans cette section, nous définissons les opérades qui interviennent dans le reste de ce chapitre, et nous
étudions leur propriétés. Certaines de ces opérades sont concentrées en arité 1 (ce sont donc des algèbres
au sens usuel). C’est le cas de l’opérade D, qui est en fait une algèbre polynomiale sur une indéterminée
F[d]. Une D-algèbre est un espace vectoriel muni d’un endomorphisme d.

Nous nous intéressons particulièrement à l’opérade Com des algèbres commutatives, l’opérade Lev des
algèbres à niveaux, définie par Chataur et Livernet [9], et à une structure d’opérade définie sur le produit
P ◦ D lorsque P est une opérade, dont les algèbres sont les P-algèbres munies d’un endomorphisme de
P-algèbre.

Dans la section 3.2.1, nous définissons les principales opérades qui jouent un rôle dans ce chapitre, et
nous décrivons une loi distributive qui munit le produit P ◦D d’une structure d’opérade.

Dans la section 3.2.2, nous décrivons les algèbres associées aux opérades définies précédemment, ainsi
que certains morphismes entre les opérades étudiées.

Dans la section 3.2.3, nous identifierons les algèbres libres engendrées par un élément sur ces opérades.

Notation. Pour toute opérade P, on note µP et ηP son opération de composition et son unité, et
1P = ηP(1). Si P et Q sont des opérades, ν ∈ P(n), et ξ1, . . . , ξn ∈ Q, on note :

(ν; ξ1, . . . , ξn) := [ν ⊗ ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn]Sn ∈ P ◦Q.

Lorsque Q = P, on note :
ν(ξ1, . . . , ξn) := µP(ν; ξ1, . . . , ξn) ∈ P.

Nous renvoyons à [18], ou au chapitre 2, pour les autres notations concernant les opérades.

3.2.1 Définitions

Dans cette section, nous définissons une liste d’opérades qui jouent un rôle central dans ce chapitre. Les
principales opérades qui nous intéressent sont l’opérade classique des algèbres commutatives et associatives
(unitaires et non-unitaires), l’opérade des algèbres à niveaux définie par Chataur et Livernet [9], et
l’opérade D concentrée en arité 1. Pour toute opérade P, on montre comment munir P◦D d’une structure
d’opérade dont les algèbres sont les P-algèbres munies d’un endomorphisme de P-algèbre.

Notation 3.2.1.1.

• On note Com (resp. uCom) l’opérade des algèbres associatives commutatives (resp. unitaire). On
a :

Com(n) =

{
0 si n = 0,

F ·Xn (rep. triviale) sinon,

uCom(n) = F ·Xn (rep. triviale), ∀n ∈ N.

L’unité est X1, et la composition µuCom est définie par (Xk;Xn1
, . . . , Xnk) 7→ Xn1+···+nk .

• On note Lev l’opérade des algèbres à niveaux, elle est engendrée par un élément L ∈ Lev(2)
commutatif et vérifiant L(L,L) · τ(2 3) = L(L,L), où τ(2 3) est la transposition de 2 et de 3 (voir
[9], et Definition 2.5.1.1).

• On note D l’opérade librement engendrée par un élément d ∈ D(1). De manière équivalente, D est
l’algèbre polynomiale F[d].
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• pour tout entier positif q, notons Tq D := D /(dq+1).

• Pour tout entier positif s, notons Qs D = D /(ds − 1).

• On note D± l’opérade engendrée par deux éléments ρ, ρ−1 ∈ D±(1), soumis à l’unique relation
ρ(ρ−1) = ρ−1(ρ) = 1D± . De manière équivalente, D± est l’algèbre de groupe F[Z] de générateur ρ.

Définition 3.2.1.2 (voir [18]). Soient P et Q deux opérades. Une loi distributive sur P ◦ Q est un
morphisme de S-modules Λ : Q ◦ P → P ◦ Q qui munit P ◦ Q d’une structure d’opérade pour la
composition (µP ◦µQ)(idP ◦Λ◦ idQ) : (P ◦Q)◦ (P ◦Q)→ P ◦Q. Autrement dit, Λ est une loi distributive
si les quatre diagrammes suivants commutent :

Q ◦P ◦P Λ◦IdP //

IdQ◦µP

��

P ◦Q ◦P IdP◦Λ // P ◦P ◦Q

µP◦IdQ
��

Q ◦P Λ // P ◦Q

(I)

Q ◦Q ◦P IdQ◦Λ //

µQ◦IdP
��

Q ◦P ◦Q Λ◦IdQ // P ◦Q ◦Q

IdP◦µQ

��
Q ◦P Λ // P ◦Q

(II)

Q
ηP◦IdQ

""

IdQ◦ηP

||
Q ◦P Λ // P ◦Q

(i) P
ηQ◦IdP

||

IdP◦ηQ

##
Q ◦P Λ // P ◦Q

(ii)

Proposition 3.2.1.3. Soit P une opérade. Les morphismes suivants sont des lois distributives, et mu-
nissent donc P ◦D et P ◦D± d’une structure d’opérade.

Λ : D ◦P → P ◦D

(dn; ν) 7→ (ν; dn, . . . , dn︸ ︷︷ ︸
m

),

Λ : D± ◦P → P ◦D±

(ρn; ν) 7→ (ν; ρn, . . . , ρn︸ ︷︷ ︸
m

),

où ν ∈ P(m). Par convention, Λ(dn; ν) = ν et Λ(ρn; ν) = ν si m = 0.

3.2.2 Morphismes et algèbres

Dans cette section, nous décrivons les algèbres sur les opérades que nous avons définies précédemment,
et nous construisons des morphismes entre lesdites opérades.

Nous utilisons les notations et des résultats du chapitre 2 pour ce qui concerne les algèbres à niveaux,
les notations de [18] pour les opérades et algèbres sur une opérade.
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Notation 3.2.2.1. Pour toute opérade P on note Palg la catégorie des P-algèbres et S(P,−) : Fvect →
Fvect le foncteur qui, à un espace vectoriel V , associe la P-algèbre libre engendrée par V . On a, en tant
qu’espaces vectoriels, S(P, V ) =

⊕
n≥0 P(n)⊗Sn V

⊗n. Pour ν ∈ P(n), et v1, . . . , vn ∈ V , on note :

(ν; v1, . . . , vn) := [ν ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vn]Sn ∈ S(P, V ).

Si (V, θ) est une P-algèbre, avec θ : S(P, V )→ V , on note :

ν(v1, . . . , vn) := θ(ν; v1, . . . , vn) ∈ V.

Définition 3.2.2.2. On note fuCom : Lev → uCom le morphisme d’opérades qui envoie le générateur
opéradique de Lev sur le générateur X2 du F-espace vectoriel uCom(2). Puisque Lev(0) = 0, on obtient
aussi un morphisme d’opérades fCom : Lev→ Com.

Lemme 3.2.2.3.

• La donnée d’une structure de D-algèbre (resp. de D±-algèbre) sur un espace vectoriel V est équi-
valente à la donnée d’un endomorphisme d : V → V (resp. d’un automorphisme ρ : V → V ).

• Une P ◦D-algèbre est une P-algèbre munie d’un endomorphisme de P-algèbre.

Démonstration. Cela découle des définitions.

Proposition 3.2.2.4.

On dispose de morphismes d’opérades :

fCom ◦D (resp. fuCom ◦D) : Lev ↪→ Com ◦D (resp. uCom ◦D)

L 7→ (X2; d, d),

D ↪→ D±

d 7→ ρ,

Qsγ (resp. Tqγ) : D � Qs D (resp. Tq D)

d 7→ d,

où ‘↪→’ désigne une injection et ‘�’ une surjection.

Démonstration. On va se contenter de montrer que fCom ◦D est bien défini, et est injectif. Tout d’abord,
en notant τ l’élément non-neutre de S2, on a L · τ = L et (X2; d, d) · τ = (X2 · τ ; d, d) = (X2; d, d), donc
fCom ◦D est compatible aux actions des groupes symétriques. Ensuite, la seule relation vérifiée par L est :
L(L,L) = L(L,L) · τ(2 3), où τ(2 3) est la transposition de 2 et de 3 dans S4. Puisque Λ(d,X2) = X2(d, d),
on a :

(X2; d, d)((X2; d, d), (X2, d, d)) = (X2(X2, X2); d(d), d(d), d(d), d(d)) = (X4; d2, d2, d2, d2),

et ceci est stable sous l’action de S4. Donc fCom ◦D est bien défini. Pour montrer que fCom ◦D est injectif,
on aura besoin de ces deux résultats :

84



Rappel 3.2.2.5 (voir Remark 2.5.1.5). L’ensemble gradué L′ = (L′(n))n∈N, où L′(n) désigne les fonctions
h : [n]→ N vérifiant

∑
i∈N

1
2h(i)

= 1, est une opérade ensembliste, et Lev = F[L′].

Lemme 3.2.2.6. Pour tout h ∈L′(n), on a :

fCom ◦D(h) = (Xn; dh(1), . . . , dh(n)).

Démonstration. Prouvons-le par récurrence sur n. On vérifie par le calcul que le résultat est vrai pour
n = 1, 2, 3. Supposons que le résultat est vrai pour n ≥ 3 quelconque. Soit h ∈ L′(n + 1). Puisque L′

est engendré par la fonction c1 : [2] → N qui envoie 1 et 2 sur 1, il existe g ∈ L′(n), j ∈ [n] tel que
h = g ◦j c1. Cela implique que h(j) = h(j + 1). On a (voir Remark 2.5.1.5) :

h(x) :=

 g(x) si x < j
g(j)− 1 si x = j, j + 1
g(x− 1) si x > j + 1

Donc, par hypothèse de récurrence, puisque g ∈L′(n),

fCom ◦D(h) = fCom ◦D(g ◦j c1) = (Xn; dg(1), . . . , dg(n)) ◦j (X2; d, d),

= (Xn+1; dg(1), . . . , dg(i−1), dg(i)+1, dg(i+1), dg(i+1), . . . , dg(n)),

= (Xn+1; dh(1), . . . , dh(j−1), dh(j), dh(j), dh(j+2), . . . , dh(n+1)),

ce qui est bien égal à (Xn+1; dh(1), . . . , dh(n+1)).

Puisque L′ est une base de Lev, et puisque d’après le résultat précédent, l’image de L′ par fCom ◦D

est une famille libre, fCom ◦D est injective.

Remarque. Le morphisme fCom ◦D induit un foncteur Com ◦Dalg → Levalg, qui, à une algèbre associative
et commutative (A, ·) munie d’un endomorphisme d, associe l’espace vectoriel A muni de la multiplication
à niveaux ? définie par a ? b := d(a · b).

Lemme 3.2.2.7. Pour tous k, s > 0, on a un morphisme surjectif Qks D� Qs D.

Démonstration. Cela provient du fait que dks − 1 = (ds − 1)(1 + ds + d2s + · · ·+ d(k−1)s).

Notation 3.2.2.8. Notons Qs Lev (resp. Tq Lev) l’image de Lev par le morphisme Lev → Com ◦D →
Com ◦Qs D (resp. Lev→ Com ◦D→ Com ◦Tq D).

3.2.3 Algèbre libre sur un générateur

Dans cette section, nous décrivons en détail l’algèbre libre engendrée par un élément sur les opérades
étudiées précédemment. On utilisera les résultat du Chapitre 2 pour traiter le cas de l’opérade Lev. On
définit ensuite une D-algèbre filtrée G(1) qui apparâıt dans nos constructions à la section 3.6.

Notation 3.2.3.1.

• On note F · x l’espace vectoriel de dimension 1 engendré par x.

• Pour toute opérade P, notons Px la P-algèbre libre engendrée par un élément x, c’est-à-dire :

Px := S(P,F · x)
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Rappel. La P-algèbre libre engendrée par un élément est définie par la propriété universelle suivante :
Pour toute P-algèbre A, il y a une bijection ensembliste HomPalg

(Px, A) = A naturelle en A. En effet,
la donnée d’un morphisme de P-algèbre Px → A est équivalente à la donnée de l’image de x dans A par
ce morphisme.

Proposition 3.2.3.2.

1. Levx est isomorphe à l’espace vectoriel FSBH engendré par les suites binaires de Huffmann (voir
Proposition 2.6.2.5, [13]) qui sont les suites d’entiers u = (ui)i∈N vérifiant

∑
i∈N ui2

−i = 1, muni de
la multiplication à niveaux ? définie par :

(u ? v)i =

{
0 si i = 0,
ui−1 + vi−1 sinon.

2. Dx (resp. D±x) est l’espace vectoriel engendré par {xi : i ∈ N} (resp. i ∈ Z), muni du décalage d
(resp. ρ) défini par xi 7→ xi+1.

3. (P ◦ D)x est isomorphe à la P-algèbre S(P,Dx), muni de l’endomorphisme de P-algèbre induit
par le morphisme d : Dx → Dx.

Démonstration. 1. Voir Proposition 2.6.2.5.

2. Par définition, Dx =
⊕

n∈N D(n) ⊗Sn (F · x)⊗n ∼= F[d]. En posant xi := di on obtient notre
description.

3. On a S(P ◦D,F ·x) = S(P, S(D,F ·x)) = S(P,Dx), et on vérifie que la structure de P ◦D-algèbre
correspond bien à la structure de P-algèbre munie de l’endomorphisme induit par celui de Dx.

Exemple 3.2.3.3. • (uCom ◦D)x est isomorphe à l’algèbre polynomiale F[xi, i ∈ N], munie du décalage
d : xi 7→ xi+1. (Com ◦D)x est alors la sous-algèbre de (uCom ◦D)x obtenue en enlevant l’unité
(c’est-à-dire l’algèbre des polynômes sans terme constant).

• (uCom ◦D±)x est isomorphe à l’algèbre polynomiale F[xi, i ∈ Z], munie du décalage ρ : xi 7→ xi+1.
(Com ◦D±)x est alors la sous-algèbre de (uCom ◦D±)x des polynômes sans terme constant.

• Soit G(1) la D-algèbre suivante : en tant qu’espace vectoriel, G(1) =
⊕

i∈N F · yi, et D agit sur G(1)
par d(yi) = yi−1 (avec la convention y−1 = 0). On note alors TqG(1) la sous-D-algèbre engendrée
par yq. En tant qu’espace vectoriel, TqG(1) =

⊕q
i=0 F · yi. On vérifie que l’action de D sur TqG(1)

passe au quotient en une action de Tq D, et que TqG(1) est en fait la Tq D-algèbre libre engendrée
par yq.

Schématiquement, on peut décrire ces D-algèbres par :

0
d←− [ y0

d←− [ y1
d←− [ · · · d←− [ yq

d←− [ · · ·

En tant que D-algèbres, on a une filtration :

· · · // TqG(1) �
� yq 7→dyq+1 // Tq+1G(1) // · · · // G(1) .

On utilise cette construction à la section 3.4.1.
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• Soit s > 0 un entier positif. Considérons la D-algèbre QsG suivante : en tant qu’espace vectoriel,
QsG =

⊕
i∈Z/sZ F ·yi, et D agit sur QsG par dyi = yi−1. Puisque d est un automorphisme d’ordre s,

l’action de D peut se prolonger en une action de D±, et elle passe aussi au quotient en une action de
Qs D. En tant que Qs D-algèbre, QsG est libre, engendrée par y0. On peut décrire schématiquement
cette algèbre par :

y0 �

d

66y1
�doo · · ·�doo ys−1

�doo

On utilise cette construction à la section 3.6.2.

3.3 Opérades et actions de l’algèbre de Steenrod

Dans cette section, nous allons utiliser la structure monöıdale de la catégorie des modules instables sur
l’algèbre de Steenrod (voir [25] pour la théorie générale des modules instables), pour définir les opérades
et leurs algèbres dans la catégorie des modules instables. Nous nous intéressons particulièrement aux
opérades vectorielles définies à la section précédente, vue comme des opérades dans la catégorie des
modules instables concentrées en degré 0.

Le but de cette section est de donner une définition générale d’‘algèbre instable’ sur une multipli-
cation commutative, de construire un foncteur ‘algèbre instable libre’ sur une telle multiplication, et de
caractériser les algèbres instables libres engendrées par un module instable. Pour cette étude, nous fixons
le corps de base F = F2. Si P est une opérade et ? ∈ P(2)S2 est une multiplication commutative, nous
parlons de P-algèbres ?-instables pour désigner les modules instables munis d’une structure de P-algèbre
compatible à l’action de l’agèbre de Steenrod, et dont la multiplication induite par ? vérifie de plus une
condition d’‘instabilité’ analogue à celle vérifiée par les algèbres instables classiques, Sq0x = x ? x.

On définit la notion de Lev-compatibilité pour une opération ? ∈ P(2)S2 , qui signifie que ? commute
en un certain sens avec toute autre opération de P.

Le principal résultat de cette section est le Théorème 3.3.5.10, qui donne une description compacte des
P-algèbres ?-instables libres engendrées par les modules réduits connexes, lorsque ? est Lev-compatible.

Dans la section 3.3.1, on rappelle la structure monöıdale symétrique de la catégorie des modules
instables, on montre que l’on peut considérer une opérade vectorielle comme une opérade dans cette
catégorie monöıdale en la concentrant en degré 0, et on étudie les algèbres obtenues de cette manière. On
verra que la compatibilité entre l’action d’une opérade et celle de l’algèbre de Steenrod se traduit par une
version généralisée de la relation de Cartan : Sqi(x · y) =

∑
m+n=i(Sq

mx) · (Sqny).
Dans la section 3.3.2, nous rappelons la notion d’idéal dans une algèbre sur une opérade et nous

adaptons cette définition dans le cadre des modules instables.
Dans la section 3.3.3, nous définissons la notion d’instabilité par rapport à une multiplication com-

mutative pour les algèbres sur une opérade dans les modules instables. Cette notion généralise celle,
classique, des algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod.

Dans la section 3.3.4, nous définissons la notion d’opération Lev-compatible. Dans une opérade P,
une opération ? ∈ P(2)S2 sera dite Lev-compatible si elle vérifie une sorte de commutativité avec toute
autre opération de P. Cette condition est nécessaire, par la suite, dans la preuve du Théorème 3.3.5.10.

Dans la section 3.3.5, nous construisons, pour une opérade fixée munie d’une opération commutative
? d’arité 2, un foncteur qui associe à un module instable l’algèbre instable libre engendrée par ce mo-
dule. Nous énonçons le Théorème 3.3.5.10, qui donne une description concise de l’algèbre instable libre
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engendrée par un module instable réduit connexe, lorsque ? est Lev-compatible.
La section 3.3.6 est dédiée à la preuve du Théorème 3.3.5.10.
Dans la section 3.3.7, nous présentons des exemples d’applications du Théorème 3.3.5.10, et nous

calculons explicitement l’action de l’algèbre de Steenrod sur les algèbres obtenues.
Enfin, dans la section 3.3.8, nous considérons les opérades munies d’une multiplication Lev-compatible

comme les objets d’une catégorie d’opérades ‘sous’ l’opérade Lev, et nous étudions quelques relations entre
cette catégorie en question, et les catégories d’algèbres instables déduites.

Notation. À partir de cette section, on fixe le corps de base F = F2. On rappelle qu’en caractéristique 2,
l’algèbre de Steenrod A = A2 est la F2-algèbre associative, non commutative, graduée, unitaire, engendrée
par les éléments Sqi de degré i pour i > 0, soumise aux relations d’Adem :

SqiSqj −
[i/2]∑
k=0

(
j − k − 1

i− 2k

)
Sqi+j−kSqk,

pour tout i, j > 0 tels que i < 2j, où [i/2] est la partie entière de i/2 et où on s’autorise à noter Sq0

l’unité de A. On renvoie à [25] pour toutes les notations et résultats classiques concernant l’algèbre de
Steenrod.

On note Amod la catégorie des modules sur A. On note U la sous-catégorie pleine des modules
‘instables’, c’est-à-dire les A-modules M vérifiant, pour tout x ∈M i, Sqjx = 0 pour tout j > i.

3.3.1 Algèbre sur une opérade dans U

Dans cette section, nous rapelons la définition du produit tensoriel de modules sur l’algèbre de Steen-
rod. Ce produit est symétrique et préserve la condition d’instabilité. On obtient une notion d’opérade dans
les modules instables. On s’intéresse particulièrement aux opérades dans Fvect vue comme des opérades
sur les modules instables concentrées en degré 0. On verra que les algèbres obtenues sur une opérade
algébrique P sont des P-algèbres satisfaisant une relation de Cartan généralisée.

Rappel 3.3.1.1. La catégorie des modules sur l’algèbre de Steenrod est muni d’un produit tensoriel monöı-
dal symétrique. En effet, si M,N sont deux modules sur A, on munit le produit tensoriel gradué M ⊗N
d’une action de A en posant :

Sqi(m⊗ n) :=
∑
j+k=i

Sqjm⊗ Sqkn,

pour tout m ∈ M , n ∈ N , i ∈ N. Elle provient en fait d’une structure d’algèbre de Hopf cocomutative
sur A (voir [25], [20]).

Si M et N sont des modules instables, alors M ⊗N est un module instable. En effet, soit m ∈Md1 ,
n ∈ Nd2 , alors m⊗ n ∈ (M ⊗N)d1+d2 , et si i > d1 + d2, alors :

Sqi(m⊗ n) =
∑
j+k=i

Sqjm⊗ Sqkn.

Or, si j > d1, Sqjm = 0 et si j ≤ d1, alors k > d2, donc Sqkn = 0.
On définit un foncteur Fvect → U ⊂ Amod qui, à tout F2-espace vectoriel V associe le module instable

concentré en degré 0 isomorphe à V . On a donc, pour tout v ∈ V et i > 0, Sqiv = 0. Ce foncteur est
pleinement fidèle et fortement monöıdal symétrique. Pour toute opérade P dans Fvect, on en déduit la
notion de P-algèbre dans les A-modules, et de P-algèbre dans U. On note PA

alg et PU
alg les catégories

correspondantes.
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Lemme 3.3.1.2. Une Com-algèbre dans U vérifie la relation de Cartan.

Démonstration. Soit M un module instable, θ : S(Com,M) → M un morphisme dans U qui munit M
d’une structure de Com-algèbre dans U. Alors θ est compatible à l’action de l’algèbre de Steenrod. Notons
X2 le générateur de Com(2). Rappelons que la multiplication (commutative et associative) de M est alors
donnée par (x, y) 7→ θ(X2;x, y) = X2(x, y). Pour tous x, y ∈M , i ∈ N, on a :

Sqi(X2(x, y)) =
∑

j+k+l=i

(SqjX2)(Sqkx, Sqly)

=
∑
k+l=i

X2(Sqjx, Sqky).

Le lemme précédent est en fait une application du résultat plus général suivant :

Proposition 3.3.1.3. Une P-algèbre dans U est une P-algèbre graduée M munie d’une action de
l’algèbre de Steenrod qui vérifie la relation de Cartan, c’est-à-dire telle que, pour tout µ ∈ P(n),
(xi)1≤i≤n ∈M×n,

Sqiµ(x1, . . . , xn) =
∑

i1+···+in=i

µ(Sqi1x1, . . . , Sq
inxn).

Démonstration. Une P-algèbre dans U est une P-algèbre graduée M munie d’une action de l’algèbre
de Steenrod telle que S(P,M) → M est compatible à cette action. Or, cette compatibilité correspond
exactement à la relation de Cartan. La preuve du lemme précédent montre un exemple de ce calcul.

Lemme 3.3.1.4. Le foncteur d’oubli PU
alg → U admet pour adjoint à gauche S(P,−) : U → PU

alg, où,
si M est un A-module instable, S(P,M) est un A-module instable pour l’action induite par celle de M
et la relation de Cartan.

Démonstration. Si M est un module instable, A une P-algèbre dans U, et ψ : M → A un morphisme
de modules instables, on doit prouver qu’il existe un unique morphisme ψ̂ : S(P,M)→ A de P-algèbre
dans U qui prolonge ψ. Or, S(P,M) est la P-algèbre graduée engendrée par l’espace vectoriel gradué M .

Il existe donc un unique morphisme de P-algèbres graduées ψ̂ : S(P,M)→ A qui prolonge ψ. On vérifie

que ψ est compatible à l’action de l’algèbre de Steenrod. Donc ψ̂ est bien un morphisme de P-algèbres
dans U.

Lemme 3.3.1.5. Soit M un module instable, P une opérade dans Fvect. Pour tout µ ∈ P(k), x1 ∈
Mn1 ,. . ., xk ∈Mnk , on a :

Sqn1+···+nk(µ;x1, . . . , xk) = (µ;Sqn1x1, . . . , Sq
nkxk).

Démonstration. Soit M un module instable et P une opérade dans Fvect. Pour tous µ ∈ P(k), x1 ∈
Mn1 ,. . .,xk ∈Mnk , la Proposition 3.3.1.3 montre que, en notant N := n1 + · · ·+ nk :

SqN = (µ;x1, . . . , xk) =
∑

i0+i1+···+ik=N

(Sqi0µ;Sqi1x1, . . . , Sq
ikxk).

Puisque M est instable, on a Sqixj = 0 dès que i > nj . De plus, puisque P est une opérade dans Fvect,
Sqiµ = 0 dès que i 6= 0. On en déduit le résultat annoncé.
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3.3.2 P-idéaux dans U

Dans cette section, on rappelle la définition d’un P-idéal, où P est une opérade, ainsi que du P-idéal
engendré par une partie d’une P-algèbre. Ensuite, on définira la notion de P-idéal dans U, de P-idéal
engendré par une partie d’une P-algèbre dans U. Ces objets ont les propriétés universelles désirées et
permettent la définition de quotients dans la catégorie correspondante.

Définition 3.3.2.1 ([15]). • Soit A une P-algèbre. Un P-idéal de A est un sous-espace vectoriel I
de A tel que, pour tout µ ∈ P(n), a1, . . . , an ∈ A,

an ∈ I ⇒ µ(a1, . . . , an) ∈ I.

La structure de P-algèbre de A induit une structure de P-algèbre sur l’espace vectoriel A/I.

• Soit X ⊂ A un sous-ensemble de la P-algèbre A. On appelle P-idéal engendré par X, et on note
(X)P, le plus petit P-idéal de A contenant X. Il vérifie la propriété universelle suivante : pour
toute P-algèbre (B, g) et tout morphisme de P-algèbres ϕ : A→ B, ϕ(X) = 0 si et seulement si ϕ
se factorise en un (unique) morphisme ϕ̃ : A/(X)P → B.

Remarque 3.3.2.2. On a :

(X)P =

{∑
i∈I

µi(ai,1, . . . , ai,n) : I fini, µi ∈ P(n), ai,1, . . . , ai,n−1 ∈ A et ai,n ∈ X

}
.

Définition 3.3.2.3. • Soit M une P-algèbre dans U. Un P-idéal dans U de M est un sous-module
instable I de M tel que, pour tout µ ∈ P(n), a1, . . . , an ∈M ,

an ∈ I ⇒ µ(a1, . . . , an) ∈ I.

Comme précédemment, M/I est une P-algèbre dans U.

• Soit X ∈ M un sous-ensemble de la P-algèbre M dans U. On appelle P-idéal dans U engendré
par X, et on note (X)P,U le plus petit P-idéal dans U de M contenant X.

Proposition 3.3.2.4. Soit M une P-algèbre dans U, X ⊂ M un sous-ensemble. Alors (X)P,U :=
(A ·X)P est le P-idéal dans U engendré par X.

Démonstration. Le sous-espace vectoriel (A · X)P de M est stable sous l’action de A. En effet, tout
élément est somme de monômes du type t = µ(a1, . . . , ρan) avec µ ∈ P(n), a1, . . . , an−1 ∈ M , ρ ∈ A et
an ∈ X. Pour tout i ∈ N on a alors :

Sqit =
∑

i1+···+in=i

µ(Sqi1a1, . . . , Sq
in−1an−1, Sq

inρan)

Or, pour tout in ∈ N, Sqinρ ∈ A, d’où Sqinρan ∈ A ·X, donc Sqit ∈ (A ·X)P.
Soit J ⊂M un P-idéal dans U contenant X. Soit µ ∈ P(n), a1, . . . , an−1 ∈M , SqI ∈ A et an ∈ X.

Puisque X ⊂ J , an ∈ J . Puisque J est stable sous l’action de A, SqIan ∈ J . Finalement, puisque J est
un P-idéal de M , µ(a1, . . . , an−1, Sq

Ian) ∈ J . Donc (A ·X)P ⊂ J .
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3.3.3 P-algèbres ?-instables sur l’algèbre de Steenrod

Dans cette section, on va définir une notion d’algèbre instable sur l’algèbre de Steenrod par rapport à la
donnée d’une opérade munie d’une multiplication commutative. Cette définition généralise la définition
classique des algèbres instables sur l’algèbre de Steenrod. Pour ce faire, on rappelle la définition des
endofoncteurs Φ de la catégorie des modules instables qui ‘double le degré’, et on étudie les transformation
naturelles qui lient Φ à S(P,−).

Définition 3.3.3.1 (voir [17], [25]). On définit un foncteur Φ : U→ U en posant :

(Φ(M))n =

{
M

n
2 si n ≡ 0 [2]

0 sinon.

Pour tout x ∈Mn, on note Φx l’élément correspondant de (ΦM)2n. Pour tout i ∈ N, on pose :

SqiΦx =

{
Φ(Sq

i
2x) si i ≡ 0 [2]

0 sinon.

On définit une transformation naturelle λ : Φ→ idU en posant, pour tout x ∈M , λM (Φx) = Sq|x|x.
L’application λM : ΦM →M ainsi définie est bien un morphisme de modules instables. On note :

Sq0x = Sq|x|x.

Remarque 3.3.3.2 (voir [25]). Pour vérifier que λ est une transformation naturelle, il faut notamment
montrer que pour tout M , λM : ΦM →M est compatible à l’action de A, ce qui signifie que, pour tout
x ∈M i, j ∈ N on a :

SqjSq0x =

{
Sq0Sq

j/2x si j ≡ 0 [2],
0 sinon.

Cela se vérifie à l’aide des relations d’Adem.

Lemme 3.3.3.3. Soit P une opérade, ? ∈ P(2)S2 , M un A-module. On a, dans S(P,M),

Sqi(?;x, x) =

{
(?;Sq

i
2x, Sq

i
2x) si i ≡ 0 [2]

0 sinon.

Démonstration. On vérifie que :

Sqi(?;x, x) =
∑
j+k=i

(?;Sqjx, Sqkx),

=

( ∑
j+k=i,j<k

(?;Sqjx, Sqkx) + (?;Sqkx, Sqjx)

)
+ Y,

où Y :=

{
(?;Sq

i
2x, Sq

i
2x) si i ≡ 0 [2]

0 sinon
. Or, ? étant stable par action de S2, on a (?;Sqjx, Sqkx) =

(?;Sqkx, Sqjx). D’où le résultat.

Proposition 3.3.3.4 (Proposition/Définition). Soit P une opérade, ? ∈ P(2)S2 une opération stable
sous l’action de S2. On définit une transformation naturelle α? : Φ → S(P,−) en posant, pour tout
x ∈M ,

α?M (Φx) = (?;x, x).
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Démonstration. Les applications α?M sont linéaires en caractéristique 2 car ? est stable sous l’action de
S2, et sont clairement naturelles en M . Il suffit donc de vérifier que α?M est compatible à l’action de
l’algèbre de Steenrod. Soit i ∈ N. On a :

α?M (SqiΦx) =

{
α?M (ΦSq

i
2 (x)) si i ≡ 0 [2]

0 sinon.

D’après le Lemme 3.3.3.3, on en déduit que Sqiα?M (Φx) = α?M (SqiΦx).

On en déduit une transformation naturelle αX2 : Φ→ S(uCom,−), et on a :

Lemme 3.3.3.5. Une algèbre instable sur l’algèbre de Steenrod est une uCom-algèbre (M, θ) sur U telle
que θ ◦ αX2

M = λM .

Démonstration. Par définition, une algèbre instable sur l’algèbre de Steenrod est une uCom-algèbre (M, θ)
telle que X2(x, x) = Sq|x|x pour tout x ∈M . Or X2(x, x) = θ ◦ αX2

M (Φx) et Sq|x|x = λM (Φx).

Définition 3.3.3.6. Soit P une opérade, et ? ∈ P(2)S2 . On appelle P-algèbre ?-instable sur l’algèbre
de Steenrod une P-algèbre (M, θ) sur U telle que θ ◦ α?M = λM , c’est-à-dire telle que, pour tout x ∈M ,
Sq|x|x = ?(x, x).

On appelle algèbre à niveaux instable sur l’algèbre de Steenrod une Lev-algèbre (M, θ) sur U telle
que θ ◦ αLM = λM .

3.3.4 Opérations Lev-compatibles

Dans cette section, on définit la notion de ‘Lev-compatibilité’ pour une opération ? ∈ P(2)S2 . Une telle
multiplication est dite ‘Lev-compatible’ si elle vérifie une certaine relation de commutativité avec toute
autre opération de P. On définit les P-algèbres ?-compatibles, qui sont celles sur lesquelles l’opération
? agit comme une opération Lev-compatible. On verra qu’une P-algèbre ?-instable est en particulier
?-compatible. La condition de Lev-compatibilité pour une opération ? ∈ P(2)S2 sera nécessaire dans la
preuve du Théorème 3.3.5.10 pour identifier certaines P-algèbres ?-instables libres.

Notation. Dans cette section, on fixe P une opérade dans Fvect.

Définition 3.3.4.1. • Soit ? ∈ P(2)S2 . On dira que ? est Lev-compatible si elle vérifie, pour tout
µ ∈ P(n) :

?(µ, µ) =

µ(?, . . . , ?︸ ︷︷ ︸
n

)

 · σ2n, (E)

où σ2n ∈ S2n envoie 2i sur n+ i et 2i− 1 sur i pour tout i ∈ [n].

• Soit ? ∈ P(2)S2 . On dit qu’une P-algèbre A est ?-compatible si, pour tout µ ∈ P(n), a1, . . . , an ∈
A, on a :

?(µ(a1, . . . , an), µ(a1, . . . , an)) = µ(?(a1, a1), . . . , ?(an, an)).

Exemple. Le générateur de Lev et celui de Com sont Lev-compatibles.

Remarque. Si ? est Lev-compatible dans P, alors toute P-algèbre est ?-compatible.

Proposition 3.3.4.2. Une P-algèbre ?-instable est ?-compatible.
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Démonstration. Soit M une P-algèbre ?-instable, µ ∈ P(n), x1 ∈Mk1 , . . . , xn ∈Mkn , et K :=
∑n
j=1 ki.

On a

?(µ(x1, . . . , xn), µ(x1, . . . , xn)) = SqKµ(x1, . . . , xn)

=
∑

j1+···+jn=K

µ(Sqj1x1, . . . , Sq
jnxn)

= µ(Sqk1x1, . . . , Sq
knxn)

= µ(?(x1, x1), . . . , ?(xn, xn)),

où la troisième égalité est une conséquence du Lemme 3.3.1.5.

Proposition 3.3.4.3. Soit P une opérade, ? ∈ P(2)S2 . Considérons un sous-S-ensemble F de P.
Supposons que F engendre P en tant qu’opérade.

Alors ? est Lev-compatible si et seulement si elle vérifie la relation E de la Définition 3.3.4.1 pour tout
µ ∈ F .

Démonstration. Il suffit de vérifier que si µ, ν ∈ F vérifient E, alors µ ◦i ν vérifie E, et, si de plus µ et ν
ont même arité, µ+ ν vérifie E. Soit donc µ, ν ∈ F , notons m,n les arités respectives de µ et de ν. Si µ
et ν vérifient E, alors :

?(µ ◦i ν, µ ◦i ν) = ((?(µ, µ)) ◦n+i ν) ◦i ν,
= ((µ(?, . . . , ?) · σ2m) ◦n+i ν) ◦i ν,
= ((µ(?, . . . , ?) ◦i+1 ν) ◦i ν) · σ′,

=

µ
?, . . . , ?, ?(ν, ν)︸ ︷︷ ︸

i

, ?, . . . , ?

 · σ′,
=

µ
?, . . . , ?, ν(?, . . . , ?) · σ2n︸ ︷︷ ︸

i

, ?, . . . , ?

 · σ′,
= (µ ◦i ν)(?, . . . , ?) · σ2(m+n−1).

Ici, σ′ ∈ S2m+2n−2 est une permutation par blocs, obtenue en appliquant σ à 2m blocs de taille 1, sauf
le i-ème et le i+ 1-ème, de taille n.

D’autre part, si µ et ν sont de même arité n, puisque le corps de base est de caractéristique 2, on a :

?(µ+ ν, µ+ ν) = ?(µ, µ) + ?(ν, ν),

= µ(?, . . . , ?) + ν(?, . . . , ?),

= (µ+ ν)(?, . . . , ?).

Remarque 3.3.4.4. Si ? ∈ P(2)S2 est Lev-compatible, alors elle est à niveaux. En effet on a ?(?, ?) =
?(?, ?) · σ4, et σ4 est la transposition de 2 et de 3.

Lemme 3.3.4.5. Si ? ∈ P(2)S2 est Lev-compatible, alors (?; d, d) ∈ (P ◦D)(2)S2 est Lev-compatible.
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Démonstration. Supposons que ? ∈ P(2)S2 est Lev-compatible. Soit T := (µ; di1 , . . . , din) ∈ (P ◦D)(n).
On a :

(?; d, d) (T, T ) =
(
?(µ, µ); di1+1, . . . , din+1, di1+1, . . . , din+1

)
,

=
(
(µ(?, . . . , ?)) · σ2n; di1+1, . . . , din+1, di1+1, . . . , din+1

)
,

=
(
µ(?, . . . , ?); di1+1, di1+1, di2+1, di2+1, . . . , din+1, din+1

)
· σ2n,

= µ(di1(?; d, d), . . . , din(?; d, d)) · σ2n,

= (µ; di1 , . . . , din) ((?; d, d), . . . , (?; d, d)) · σ2n.

3.3.5 Algèbre instable engendrée par un module instable

Dans cette section, on va créer, pour toute opérade P munie d’une multiplication commutative ? ∈
P(2)S2 , un foncteur qui, à un module instable M , associe la P-algèbre ?-instable libre engendrée par M .

Le résultat principal de cette section est le Théorème 3.3.5.10, qui donne une description concise de la
P-algèbre ?-instable libre engendrée par un module instable réduit connexe, lorsque l’opération ? vérifie
la condition de Lev-compatibilité définie précédemment. Sous ces conditions, on verra que cette P-algèbre
?-instable, quotient d’une P-algèbre libre, est elle-même une P-algèbre libre.

Lorsque l’on s’intéresse à l’opérade uCom, munie de sa multiplication X2 ∈ uCom(2)S2 , et que l’on
étudie les algèbres instables engendrées par un module instable libre monogène, le résultat du Théo-
rème 3.3.5.10 correspond aux calculs de J-P. Serre sur la cohomologie modulo 2 des espaces d’Eilenberg-
MacLane de Z/2Z [26].

Notation. Dans cette section, on fixe P une opérade, et ? ∈ P(2)S2 . On rappelle que F = F2. Néanmoins,
on s’autorise à noter a − b et à parler de la différence de deux éléments au lieu de leur somme, lorsque
cela simplifie la compréhension et va dans le sens de l’intuition.

Définition 3.3.5.1 (voir [30], [25], [17]). • On définit un endofoncteur Σ : U→ U qui, à un module
instable M , associe le module instable ΣM défini par (ΣM)d = Md−1, et Sqi(σx) = σ(Sqix), où
σx ∈Md+1 correspond à l’élément x ∈Md.

• Le foncteur Σ admet un adjoint à gauche que l’on note Ω.

• Soit I = (i1, . . . , ik) est une suite d’entiers. On dit que I est admissible si ih ≥ 2ih+1 pour tout
h ∈ [k − 1], et on appelle excès d’une suite admissible I l’entier e(I) := i1 − i2 − · · · − ik.

• Soit I = (i1, . . . , ik) est une suite d’entiers. On note SqI := Sqi1 . . . Sqik ∈ A.

• On note F (n) le module instable engendré par un élément ιn de degré n.

• On note Sq0 : M → M l’application linéaire qui à x ∈ M associe Sq|x|x. Rappelons (voir Section
3.3.3) que pour tout x ∈M , on a Sq0x = λM (Φx).

• Un module instable M est dit réduit si l’application Sq0 : M →M est injective.

• Un module instable M est dit connexe si M0 = 0.
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Lemme 3.3.5.2 (voir [25], [30]). Le module instable F (n) est isomorphe à

ΣnA/(SqI : I admissible et excès de I > n).

Il admet donc une base vectorielle graduée formée des SqIιn où |ιn| = n et I est admissible d’excès
e(I) ≤ n.

Remarque 3.3.5.3. • Le module instable F (1) admet pour base {jk}k∈N, où jk := Sq2k−1

. . . Sq1ι1 ∈
F (1)2k (j0 = ι1).

• On vérifie que, pour tout n > 0, ΩF (n) est isomorphe en tant que module instable à F (n− 1). En
effet, pour tout module instable M , on a une bijection ensembliste (naturelle en M) :

HomU(ΩF (n),M) ∼= HomU(F (n),ΣM) ∼= (ΣM)
n ∼= Mn−1 ∼= HomU(F (n− 1),M).

Notation 3.3.5.4.

• On note KP
? la catégorie des P-algèbres ?-instables. Pour les prochaines sections, si ? est Lev-

compatible, on s’autorise aussi la notation KfP où fP : Lev→ P est l’unique morphisme envoyant
le générateur de Lev sur ?. Ce morphisme existe car ? est à niveaux (voir Remarque 3.3.4.4).

• On définit inductivement l’élément ?k ∈ P(2k) de la façon suivante :

?0 = 1P, ?1 = ?, et, ∀k > 1, ?k = ?(?k−1, ?k−1).

• Pour tout µ ∈ P(n), x ∈M , où M est un module instable, on note (µ;x×n) l’élément (µ;x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n

) ∈

S(P,M). Si M est une P-algèbre on note aussi µ(x×n) l’élément µ(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n

) ∈M .

Proposition 3.3.5.5. Soit M un module instable. Notons :

KP
? (M) := S(P,M)/({Sq0t− ?(t, t) : t ∈ S(P,M)})P,U.

Alors KP
? (M) est une P-algèbre ?-instable, et de plus, KP

? : U → KP
? définit un foncteur adjoint à

gauche du foncteur d’oubli U : KP
? → U.

Démonstration. Soit t ∈ S(P,M). On a Sq0[t] = [Sq0t] = [?(t, t)] = ?([t], [t]) dans KP
? (M), donc KP

? (M)
est ?-instable.

Soit N une P-algèbre ?-instable, g : M → N un morphisme de A-modules. Puisque S(P,M) est
la P-algèbre dans U libre engendrée par M , il existe un unique morphisme de P-algèbres dans U,
g′ : S(P,M),→ N , qui prolonge g. Puisque N est ?-instable, g′(({Sq0t− ?(t, t) : t ∈ S(P,M)})P,U) = 0,
donc il existe un unique passage au quotient g′′ : KP

? (M) → N . Puisque KP
? (M) est ?-instable, c’est

donc la P-algèbre ?-instable libre engendrée par M .

Remarque 3.3.5.6. Le foncteur KP
? : U→KP

? peut-être défini comme un coégalisateur :

Φ ◦ S(P,−) //// S(P,−) ,

entre la transformation naturelle λ ◦ idS(P,−), et la composée :

Φ ◦ S(P,−)
α?◦idS(P,−) // S(P, S(P,−))

µP // S(P,−),

où α? : Φ→ S(P) est définie en 3.3.3.4.
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Lemme 3.3.5.7 (voir [25]). Soit M un module instable. On a un isomorphisme de modules instables
ΣΩM ∼= CokerλM . On a donc une suite, qui est exacte lorsque M est réduit :

ΦM
λM // M

pr // ΣΩM .

De plus, le morphisme pr : M → ΣΩM est l’unité de l’adjonction entre Σ et Ω.

Définition 3.3.5.8. Soit M un module instable.

• On appellera section graduée le choix pour tout d ∈ N d’une section vectorielle s : (ΣΩM)d →Md

au morphisme pr : Md → (ΣΩM)d (pr ◦ s = idΣΩM ). On note s : ΣΩM → M une telle section
graduée. Attention, une section graduée n’est en général pas compatible aux actions de A, mais est
un morphisme d’espaces vectoriels gradués.

• On appellera base graduée de ΣΩM un ensemble gradué B = (Bi)i∈N tel que pour tout i ∈ N, Bi
est une base de l’espace vectoriel (ΣΩM)i.

Remarque 3.3.5.9. Lorsque i est pair, (ΦM)i = M i/2, et selon les théorèmes classiques d’isomorphismes,
cela équivaut à choisir une rétraction linéaire r : M i →M i/2 à Sq0 : M i/2 →M i (r ◦ Sq0 = idMi/2) telle
que Sq0 ◦ r = idM − s ◦ pr, et cela équivaut aussi à définir un isomorphisme M i ∼= (ΣΩM)i ⊕ (ImSq0)i,
ce qui fournit une décomposition de tout x ∈ M i : x = Sq0 ◦ r(x) + s ◦ pr(x). Lorsque i est impair,
(ΦM)i = 0, donc pr est un isomorphisme, et on peut choisir s = pr−1 et r = 0.

Théorème 3.3.5.10. Soit P une opérade dans Fvect, ? ∈ P(2)S2 une opération Lev-compatible. Pour
tout module instable réduit connexe M , il existe un isomorphisme de P-algèbres graduées (non naturel
en M) entre la P-algèbre ?-instable KP

? (M) et la P-algèbre libre engendrée par ΣΩM .
Tout choix d’une section graduée s : ΣΩM → M et d’une base graduée B de ΣΩM (voir Défini-

tion 3.3.5.8) induit un tel isomorphisme de P-algèbres :

ϕ̂s,B : KP
? (M)→ S(P,ΣΩM).

Démonstration. Voir Section 3.3.6.

Dans la section suivante, on donne la preuve complète du Théorème 3.3.5.10. L’un des résultats menant
vers cette preuve est le suivant :

Proposition 3.3.5.11 (Lemme 3.3.6.6). Soit P une opérade munie d’une multiplication ? ∈ P(2)S2

Lev-compatible, et soit M un module instable réduit connexe muni d’une section graduée s : ΣΩM →M
et d’une base graduée B de ΣΩM (voir Définition 3.3.5.8).

On a alors :
KP
? (M) ∼= S(P,M)/

(
{Sqk0 (s(b))− (?k; s(b)×2k) : b ∈ B}

)
P
.

3.3.6 Preuve du Théorème 3.3.5.10

Le but de cette section est de présenter la preuve du Théorème 3.3.5.10.
Dans toute cette section, on fixe une opérade P dans Fvect, munie d’une multiplication Lev-compatible

? ∈ P(2)S2 , et M un module instable connexe muni d’une section graduée s : ΣΩM → M (voir
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Définition 3.3.5.8), et d’une base vectorielle graduée B = (Bi)i∈N de ΣΩM . Pour les Lemmes 3.3.6.2 et
3.3.6.3, on ne suppose pas que M est réduit.

La P-algèbre KP
? (M) étant décrite comme un quotient de la P-algèbre libre S(P,M) par un idéal,

on va, dans les Lemmes 3.3.6.2, 3.3.6.3 et 3.3.6.6, chercher à simplifier cet idéal, en le remplaçant par un
P-idéal engendré par un ensemble construit à partir de la base B.

Avec le Lemme 3.3.6.7, on construira alors l’isomorphisme de P-algèbres désiré entre KP
? (M) et la

P-algèbre libre S(P,ΣΩM).

Notation 3.3.6.1. Posons Inst := {Sq0x− (?;x, x) : x ∈M} et X = {Sq0t− (?; t, t) : t ∈ S(P,M)}.

Lemme 3.3.6.2. Dans S(P,M), on a (X)P,U = (Inst)P,U, où X et Inst sont définis en 3.3.6.1. En
particulier, on en déduit que

KP
? (M) = S(P,M)/(Inst)P,U.

Démonstration. On va montrer que Inst ⊂ X et X ⊂ (Inst)P. Il est clair que Inst ⊂ X, on va donc
prouver l’inclusion X ⊂ (Inst)P. Soit donc t := (µ;x1, . . . , xn) ∈ S(P,M) un P-monôme. D’après le
Lemme 3.3.1.5, on a :

Sq0t = (µ;Sq0x1, . . . , Sq0xn),

donc l’élément suivant est dans (Inst)P :

Sq0t− µ((?;x1, x1), . . . , (?;xn, xn)) = Sq0t− (µ(?, . . . , ?);x1, x1, . . . , xn, xn),

= Sq0t− (µ(?, . . . , ?) · σ2n;x1, . . . , xn, x1, . . . , xn).

Puisque ? est Lev-compatible, cet élément est égal à :

Sq0t− (?(µ, µ);x1, . . . , xn, x1, . . . , xn) = Sq0t− ?(t, t).

Cela prouve que X ⊂ (Inst)P.

Lemme 3.3.6.3. Dans S(P,M), on a (Inst)P,U = (Inst)P, où Inst est défini en 3.3.6.1. En particulier,
on déduit du Lemme 3.3.6.2 que

KP
? (M) = S(P,M)/(Inst)P.

Démonstration. Rappelons que par définition (voir Proposition 3.3.2.4), on a (Inst)P,U = (A · Inst)P.
L’ensemble A · Inst est constitué, par définition, des éléments du type

ρ (Sq0x− (?;x, x)) ,

où ρ ∈ A, x ∈M . On va montrer que pour tout x ∈M , j ∈ N, Sqj (Sq0x− (?;x, x)) ∈ (Inst)P.
D’un côté, d’après la Remarque 3.3.3.2, on a :

SqjSq0x =

{
Sq0Sq

j/2x si j ≡ 0 [2],
0 sinon.

Or, d’après le Lemme 3.3.3.3, on a :

Sqj(?;x, x) =

{
(?;Sq

j
2x, Sq

j
2x) si j ≡ 0 [2]

0 sinon.
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Finalement, on a :

Sqj (Sq0x− (?;x, x)) =

{
Sq0Sq

j
2x− (?;Sq

j
2x, Sq

j
2x) ∈ Inst si j ≡ 0 [2]

0 ∈ Inst sinon.

D’où le résultat.

Définition 3.3.6.4. • On note C l’ensemble gradué (Ci)i∈N où Ci := {Sqk0s(b) : k ∈ N, b ∈ Bi/2k},
avec Bi/2k = ∅ si i

2k
/∈ N.

• On note
E :=

{
Sqk0s(b)−

(
?k; (s(b))

×2k
)

: Sqk0s(b) ∈ Ci, i ∈ N
}
,

Lemme 3.3.6.5. Supposons que M est réduit. L’ensemble Ci défini en 3.3.6.4 est une base de M i.

Démonstration. Puisque Bi est une base de (ΣΩM)i, et puisque s : (ΣΩM)
i →M i est injective, il suffit

de montrer que Di := {Sqk0s(b) : k > 0, b ∈ Bi/2k} est une base de (ImSq0)i, où par convention, Bq = ∅
lorsque q 6= N. Puisque M est connexe, il n’y a rien à prouver lorsque i = 0. On va prouver le résultat
par récurrence sur la valuation 2-adique de i > 0.

Si i est impair, (ImSq0)i = 0, mais Di = ∅.
Supposons que Dj est une base de (ImSq0)j pour tout j dont la valuation 2-adique vaut v. Supposons

que la valuation 2-adique de i vaut v + 1. Par hypothèse de récurrence, puisque la valuation 2-adique de
l := i/2 vaut v, l’ensemble Dl est une base de (ImSq0)l. Donc Dl∪s(Bl) est une base de M l. Puisque Sq0

induit un isomorphisme M l → (ImSq0)i, cela implique que Sq0 (Dl ∪ s(Bl)) est une base de (ImSq0)i.
Or, on vérifie que Di = Sq0 (Dl ∪ s(Bl)).

Lemme 3.3.6.6. Supposons que M est réduit. On a (E)P = (Inst)P où E est défini en 3.3.6.4 et Inst
est défini en 3.3.6.1. On déduit donc du Lemme 3.3.6.3 que :

KP
? (M) = S(P,M)/(E)P.

Démonstration. On va montrer que E ⊂ (Inst)P et Inst ⊂ (E)P.

Montrons que Inst ⊂ (E)P.
Soit x ∈ M . D’après le Lemme 3.3.6.5, x s’écrit comme une somme d’éléments du type y := Sqk0s(b)

où k ∈ N b ∈ ΣΩM .
D’un côté, on a Sq0y = Sqk+1

0 s(b), donc l’élément α suivant est dans (E)P :

α := Sq0y −
(
?k+1; (s(b))×2k+1

)
D’un autre côté, on a (?; y, y) =

(
?;Sqk0s(b), Sq

k
0s(b)

)
. Donc l’élément suivant est dans (E)P :

β := (?; y, y)− ?
((
?k; (s(b))×2k

)
,
(
?k; (s(b))×2k

))
= (?; y, y)−

(
?k+1; (s(b))×2k+1

)
.

Finalement, les éléments du type α−β = Sq0y− (?; y, y) sont dans (E)P, donc Sq0x− (?x, x) ∈ (E)P,
et donc Inst ⊂ (E)P.

Montrons que E ⊂ (Inst)P.
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Soit k ∈ N, b ∈ B. On va montrer, par récurrence sur k ∈ N, que Sqk0s(b)−
(
?k; (s(b))

×2k
)
∈ (Inst)P.

Tout d’abord, si k = 0, on a Sqk0s(b)−
(
?k; (s(b))

×2k
)

= 0 ∈ (Inst)P. Supposons que, à l ∈ N fixé, on a

Sql0s(b)−
(
?l; (s(b))

×2l
)
∈ (Inst)P. Soit k = l + 1. Remarquons que l’élément suivant est dans Inst :

α := Sqk0s(b)− (?;Sql0s(b), Sq
l
0s(b)).

Par hypothèse de récurrence, l’élément suivant est dans (Inst)P :

Sql0s(b)−
(
?l; (s(b))×2l

)
.

Donc, l’élément suivant est dans (Inst)P :

β := ?
(
Sql0s(b)−

(
?l; (s(b))×2l

)
, Sql0s(b)−

(
?l; (s(b))×2l

))
=
(
?;Sql0s(b), Sq

l
0s(b)

)
+
(
?k; (s(b))×2k

)
.

Finalement, l’élément suivant est dans (Inst)P :

α− β = Sqk0s(b)−
(
?k; (s(b))

×2k
)
.

Lemme 3.3.6.7. Supposons que M est réduit. Il existe un isomorphisme (non-naturel en M) de P-
algèbres graduées ϕ̂s,B : KP

? (M) ∼= S(P,ΣΩM) qui dépend du choix de la section graduée s : ΣΩM →M
et de la base graduée B de ΣΩM .

Démonstration. Rappelons que le Lemme 3.3.6.5 nous fournit, pour tout i ∈ N une base Ci de M i.
Considérons le morphisme d’espaces vectoriels gradués ϕs,B : M → S(P,ΣΩM) qui envoie tout

Sqk0s(b) ∈ Ci sur (?k; b×2k) ∈ (S(P,ΣΩM))
i
. Il induit un morphisme de P-algèbres ϕ̄s,B : S(P,M) →

S(P,ΣΩM).
Montrons que ϕ̄s,B passe au quotient en un morphisme de P-algèbres ϕ̂s,B : KP

? (M)→ S(P,ΣΩM).
D’après les Lemme 3.3.6.2, Lemme 3.3.6.6, et Lemme 3.3.6.3, il suffit de prouver que l’image de tout
élément de E par ϕ̄s,B est nulle, où E est défini en 3.3.6.6. Soit Sqk0s(b) ∈ Ci. Puisque ϕ̄s,B est compatible
à l’action de P, et puisque ϕ̄s,B(s(b)) = b pour tout b ∈ ΣΩM , on a alors

ϕ̄s,B(Sqk0s(b)) =
(
?k; b×2k

)
=

(
?k

((
ϕs,B(s(b))

)×2k
))

= ϕs,B

(
?k; (s(b))

×2k
)
.

On va montrer que ϕ̂s,B est bijectif.
L’espace vectoriel (S(P,ΣΩM))i est engendré par les éléments du type :

s := (ν; b1, . . . , bm),

où ν ∈ P(n) et b1, . . . , bm ∈
∐
j>0Bj vérifient |b1|+ · · ·+ |bm| = i. Or, on a :

ϕ̂s,B(ν; s(b1), . . . , s(bm)) = (ν; b1, . . . , bm).

Donc ϕ̂s,B est surjective.
Montrons que ϕ̂s,B est injective. Pour cela, remarquons d’abord que l’on a, par définition, ϕ̄s,B ◦

S(P, s) = idS(P,ΣΩM). Donc, en notant π : S(P,M) → S(P,M)/(E)P la projection canonique, on a
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ϕ̂s,B ◦ π ◦S(P, s) = idΣΩM . On en déduit en particulier que π ◦S(P, s) est injective. Soit X ∈ S(P,M).

Puisque S(P,M) est engendré par les éléments du type (ν;Sqk10 s(b1), . . . , Sqkm0 s(bm)), où ν ∈ P(m), et
où Sqk1s(b1), . . . , Sqkms(bm) ∈

∐
d∈N Cd, X se décompose :

X =
∑
i∈I

(νi;Sq
ki,1
0 s(bi,1), . . . , Sq

ki,mi
0 s(bi,mi)),

où I est un ensemble fini et pour tout i ∈ I, νi ∈ P(mi), et Sqki,1s(bi,1), . . . , Sqki,mi s(bi,mi) ∈
∐
d∈N Cd.

On réécrit :

X =
∑
i∈I

(
(νi;Sq

ki,1
0 s(bi,1), . . . , Sq

ki,mi
0 s(bi,mi))−

(
νi(?ki,1 , . . . , ?ki,mi ); (s(bi,1))

×2ki,1
, . . . , (s(bi,mi))

×2
ki,mi

)
︸ ︷︷ ︸

∈(E)P

+
(
νi(?ki,1 , . . . , ?ki,mi ); (s(bi,1))

×2ki,1
, . . . , (s(bi,mi))

×2
ki,mi

)
︸ ︷︷ ︸

∈Im(S(P,s))

)
.

En notant Y :=
∑
i∈I

(
νi(?ki,1 , . . . , ?ki,mi ); b

×2ki,1

i,1 , . . . , b×2
ki,mi

i,mi

)
∈ ΣΩM , on remarque que la classe

modulo (E)P de X est π ◦ S(P, s)(Y ). Maintenant, si ϕ̄s,B(X) = 0, puisque ϕ̄s,B(X) = ϕ̂s,B ◦ π ◦
S(P, s)(Y ) = Y , cela implique que X est dans la classe de 0 modulo (E)P. Donc ϕ̂s,B est injective.

3.3.7 Exemples et applications du Théorème 3.3.5.10

Dans cette section, nous appliquons le Théorème 3.3.5.10 sur quelques exemples, et notamment sur
les modules instables libres F (n). Le Théorème 3.3.5.10 donne, pour tout module instable réduit connexe
M , un isomorphisme de P-algèbres graduées non naturel KP

? (M) ∼= S(P,ΣΩM), qui dépend d’une
section graduée de M (voir Définition 3.3.5.8) et d’une base graduée de ΣΩM . Dans le cas où M = F (n),
on verra qu’il existe une section graduée ‘privilégiée’ et l’on exposera quelques calculs de l’action de A

sur S(P,ΣΩM) obtenue par transfert de celle de KP
? (M). On propose ensuite un contre-exemple au

Théorème 3.3.5.10 dans le cas où M n’est pas réduit.

Remarque 3.3.7.1. Soit P une opérade dans Fvect, M un module instable réduit connexe, muni d’une
section graduée s et d’une base graduéeB de ΣΩM . D’après la construction de la preuve du Lemme 3.3.6.7,
l’inverse de ϕ̂s,B : KP

? (M) → S(P,ΣΩM) est le morphisme de P-algèbres qui envoie x ∈ ΣΩM sur
[s(x)]E ∈ KP

? (M).

Définition 3.3.7.2. Soit P une opérade dans Fvect, M un module instable réduit connexe, muni d’une
section graduée s et d’une base graduée B de ΣΩM . On définit alors une action de A sur S(P,ΣΩM)
par :

Sqi � t := ϕ̂−1(Sqiϕ̂(t)).

Exemple 3.3.7.3. • On rappelle (voir Remarque 3.3.5.3) que, pour tout n > 0, ΩF (n) ∼= F (n − 1).
Le Théorème 3.3.5.10 affirme l’existence, pour tout entier n > 0, d’un isomorphisme de P-algèbres
KP
? (F (n)) ∼= S(P,ΣF (n− 1)).

• Soit n > 0. D’après le Lemme 3.3.5.2, F (n − 1) possède une base formée des SqIιn−1 où I est
admissible d’excès e(I) < n. Cela nous donne un choix pour la base graduée B :

Bi = {σ(SqIιn−1) ∈ ΣF (n− 1) : I est admissible, e(I) < n, et |I| = i− n}.
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On en déduit aussi une section graduée s : ΣF (n−1)→ F (n) qui à σ(SqIιn−1) ∈ Bi associe SqIιn.

• Dans le cas n = 1, puisque ΣF (0) ne contient qu’un élément non-nul σι0 de degré 1, la base graduée
B1 = {σι0} est la seule base graduée, et puisque F (1)1 ne contient qu’un élément non-nul ι1, la
section graduée s : ΣF (0)→ F (1) qui envoie σι0 sur ι1 est la seule section graduée.

• On va décrire l’action de A transférée de celle de KP
? (F (1)) sur la P-algèbre S(P,ΣF (0)) par

l’isomorphisme ϕ̂s,B déduit de la base B et de la section graduée s données au point précédent.
Puisque KP

? (F (1)) et S(P,ΣΩF (1)) sont isomorphes en tant que P-algèbres, et puisque KP
? (F (1))

satisfait la relation de Cartan, il suffit de décrire l’action de A sur le générateur σι0. Puisque
Sq0�σι0 = σι0, et puisque Sqi�σι0 = 0 pour tout i 6= 0, 1, il suffit de calculer Sq1σι0. Or, puisque
KP
? (F (1)) est ?-instable, on a nécessairement Sq1 � σι0 = (?;σι0, σι0).

• Considérons l’élément x := σ(Sq4Sq2Sq1ι1) ∈ ΣF (1) ⊂ S(P,ΣF (1)). Remarquons que les re-
lations d’Adem donnent Sq1Sq4 = Sq5. Donc l’action classique de A sur ΣF (1) donne Sq1x =
σ(Sq5Sq2Sq1ι1) = 0 par instabilité de F (1). D’un autre côté, l’action déduite de celle de KP

? (F (2))
sur S(P,ΣF (1)) avec la section graduée et la base graduée décrite plus haut donne :

Sq1 � x = ϕ̂(Sq1s(x)) = ϕ̂(Sq5Sq2Sq1ι2) = ϕ̂(?;Sq2Sq1ι2, Sq
2Sq1ι2)

= ϕ̂(?; s(σSq2Sq1ι1), s(σSq2Sq1ι1)) = (?;σSq2Sq1ι1, σSq
2Sq1ι1).

Lemme 3.3.7.4. Soit P une opérade dans Fvect, ? ∈ P(2)S2 une opération Lev-compatible. Pour tout
module instable réduit connexe M , quel que soit le choix de la section graduée ΣΩM → M , l’action de
A déduite de celle de KP

? (M) sur S(P,ΣΩM) donne toujours, pour µ ∈ P(n) et x1, . . . , xn ∈ ΣΩM ,

Sq0 � (µ;x1, . . . , xn) = ? ((µ;x1, . . . , xn), (µ;x1, . . . , xn)) .

Démonstration. C’est une conséquence du fait que KP
? (M) est ?-instable. Plus précisément, on a, en

reprenant les notations de la preuve du Lemme 3.3.6.7,

Sq0 � (µ;x1, . . . , xn) = ϕ̂(Sq0µ(s(x1), . . . , s(xn)))

= ϕ̂(?(µ(s(x1), . . . , s(xn)), µ(s(x1), . . . , s(xn)))).

Puisque ϕ̂ est un morphisme de P-algèbre, on en déduit que :

Sq0 � (µ;x1, . . . , xn) = ϕ̂(Sq0µ(s(x1), . . . , s(xn)))

= ? (ϕ̂(µ(s(x1), . . . , s(xn))), ϕ̂(µ(s(x1), . . . , s(xn)))) .

La Remarque 3.3.7.1 permet d’en déduire le résultat.

Proposons un contre-exemple au Théorème 3.3.5.10 dans le cas où le module instable générateur n’est
pas réduit.

Exemple. Posons M = ΣF (0), et fixons f = idLev : Lev → Lev. Rappellons que ΣF (0) est un espace
vectoriel de dimension 1, engendré par un élément σι0 de degré 1 tel que Sq1σι0 = 0. D’un côté, dans
Kf (ΣF (0)), on a ?(σι0, σι0) = Sq1σι0 = 0. Puisque Kf (ΣF (0)) est une Lev-algèbre engendrée par ΣF (0)
il s’ensuit que Kf (ΣF (0)) est isomorphe à ΣF (0) munie du produit à niveaux trivial. D’un autre côté,
ΩΣF (0) ∼= F (0), donc S(Lev,ΣΩ(ΣF (0))) ∼= S(Lev,ΣF (0)) est la Lev-algèbre libre engendrée par un
élément de degré 1. Il est donc clair qu’en tant que Lev-algèbre, Kf (ΣF (0)) 6∼= S(Lev,ΣΩΣF (0)).
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3.3.8 Opérades multliplicatives à niveaux, opérades Lev-compatibles

Dans ce qui précède, on a étudié certains objets de la catégorie des P-algèbres ?-instables. Cette
catégorie dépend de la donnée d’une opérade, P, et d’un élément Lev-compatible ? ∈ P(2)S2 . On va
étudier ici les liens entre les morphismes entre opérades sous Lev et la catégorie d’algèbres instables
obtenues. Le résultat 3.3.8.4 nous servira plus tard à identifier certains objets.

Définition 3.3.8.1. • On appelle opérade multiplicative à niveaux une opérade P munie d’un mor-
phisme d’opérades Lev→ P. Les opérades multiplicatives à niveaux forment une catégorie, la coslice
catégorie sous Lev, que l’on note Lev \OpF, et dont les morphismes sont les triangles commutatifs :

Lev
fP

!!

fQ

}}
P

ϕ // Q.

• La donnée d’une opérade multiplicative à niveaux Lev
fP−→ P est équivalente à la donnée de l’image

par fP du générateur de Lev, donc d’une opération ? ∈ P(2)S2 vérifiant ?(?, ?) · τ(2 3) = ?(?, ?).

Lorsque cette opération est Lev-compatible, on appelle opérade Lev-compatible la donnée du mor-
phisme fP : Lev→ P. D’après ce qui précède, on peut alors définir la catégorie KfP des P-algèbres
?-instables, ou fP-instables, et le Théorème 3.3.5.10 nous donne la structure des objets libres de
cette catégorie engendrés par des modules instables réduits connexes.

Remarque 3.3.8.2. • Si ψ : P → Q est un morphisme d’opérades multiplicatives à niveaux entre
opérades Lev-compatibles, le foncteur de ‘restriction’ ψ∗ : Qalg → Palg se restreint en un foncteur
ψ∗ : KfQ →KfP .

• Soit M un module instable réduit connexe. Un morphisme ψ : P → Q d’opérades Lev-compatibles
induit un morphisme de P-algèbres fP-instables ψ∗ : KfP(M)→ ψ∗(KfQ(M)).

Proposition 3.3.8.3. Soit M un module instable réduit connexe, s : ΣΩM → M une section graduée
et B une base graduée de ΣΩM . L’isomorphisme ϕ̂s,B donné par le Théorème 3.3.5.10 est ‘fonctoriel’ en
l’opérade Lev-compatible fP, c’est-à-dire :

Soit ψ : P → Q un morphisme d’opérades multiplicatives à niveaux entre opérades Lev-compatibles. Le
Théorème 3.3.5.10 nous fournit deux isomorphismes ϕ̂s,B : KfP(M)→ S(P,ΣΩM), et ϕ̂s,B : KfQ(M)→
S(Q,ΣΩM).

Le diagramme suivant commute dans la catégorie des P-algèbres graduées :

KfP(M)
ψ∗ //

ϕ̂s,B

��

ψ∗(KfQ(M))

ψ∗(ϕ̂s,B)

��
S(P,ΣΩM)

S(ψ,ΣΩM) // ψ∗(S(Q,ΣΩM)).

Démonstration. Rappelons (voir la preuve de Lemme 3.3.6.7) que ϕ̂s,B est induit par un morphisme
ϕs,B : S(−,M) → S(−,ΣΩM), lui-même induit par un morphisme ϕs,B : M → ΣΩM . On en déduit
que le diagramme ci-dessus commute quel que soit le choix du morphisme ψ : P → Q d’opérades
multiplicatives à niveaux entre opérades Lev-compatibles.
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Opérade obtenue comme limite costationnaire en toute arité :

On se place maintenant dans le cadre suivant : soit P une opérade multiplicative à niveaux. Supposons
que P est la limite d’un diagramme D : Z≤ → Lev \OpF :

Lev
fP

vv

fi
��

fi+1

((
P

π // · · · // D(i)
mi,i+1 // D(i+ 1) // · · ·

.

Supposons que, pour tout k, le diagramme induit sur les modules d’arité k :

P(k)
π(k) // · · · // D(i)(k)

mi,i+1(k) // D(i+ 1)(k) // · · ·

est costationnaire, c’est-à-dire, pour tout k, il existe un entier nk tel que si i ≤ j < nk, le morphisme
associé D(i)(k) → D(j)(k) est un isomorphisme (et donc, P(k) ∼= D(j)(k)). On note, comme sur les
diagrammes précédents, fP : Lev → P et pour tout i ∈ Z, fi : Lev → D(i) les morphismes structurels.
On note πi : P → D(i) les morphismes canoniques, et mi,j = D(i ≤ j) : D(i) → D(j) les morphismes
du diagramme.

On suppose que toutes ces opérades sont Lev-compatibles. Pour un morphisme d’opérades Lev-
compatibles ϕ : P → Q, on rappelle l’existence d’un foncteur d’oubli ϕ∗ : KfQ → KfP , et d’un mor-
phisme ϕ∗ : KfP(M) → KfQ(M), définis en 3.3.8.2. Pour tout module instable réduit connexe M , on
obtient donc un foncteur FM : Z≤ → KfP , qui à i ∈ Z associe π∗i (Kfi(M)) et qui à tout i ≤ j associe
π∗i ((mi,j)∗) : π∗i (Kfi(M))→ π∗im

∗
i,j(Kfj (M)) = π∗j (Kfj (M)) :

· · · // π∗i (Kfi(M)) // π∗i+1(Kfi+1
(M)) // · · · .

Lemme 3.3.8.4. Dans le contexte décrit au paragraphe 3.3.8, la P-algèbre fP-instable KfP(M) est la
limite du diagramme FM .

Démonstration. Le morphisme FM (mi,j)∗ : Kfi(M) → Kfj (M) est l’identité sur M . On en déduit un
morphisme ϑ : KfP(M) → limFM qui, pour tout x ∈ M , envoie l’élément x de KfP(M) sur la famille
(x)i∈Z ∈

∏
i∈ZKfi(M). On choisit une section graduée s : ΣΩM → M et une base graduée B de ΣΩM .

D’après le Théorème 3.3.5.10, cela induit un isomorphisme KfQ(M) ∼= S(Q,ΣΩM), pour toute opérade
Lev-compatible fQ : Lev → Q. L’espace vectoriel des éléments de KfQ(M) de degré n est alors engendré
par les éléments du type t := µ(s(b1), . . . , s(bk)), avec µ ∈ P(k), (b1, . . . , bk) ∈ ΣΩM .

On va construire un morphisme ζ : limFM → KfP(M) inverse de ϑ. Rappelons que, pour tout i ∈ Z,
on a fixé un isomorphisme de P-algèbres Kfi(M) ∼= S(D(i),ΣΩM) par le choix de s et B.

Soit t ∈ limFM un élément de degré k. Pour tout i ∈ Z, la projection de t dans Kfi(M) est une
somme d’éléments

∑
j∈Ji µi,j(s(xi,j,1), . . . , s(xi,j,ki,j )) où Ji est fini, avec ki,j ∈ N, µi,j ∈ D(i)(ki,j),

xi,j,1, . . . , xi,j,ki,j ∈ ΣΩM , et
∑
l∈[ki,j ]

|xi,j,l| = k. Or, pour tout j ∈ Ji et l ∈ [ki,j ], |xi,j,l| ≥ 1. Donc

max{ki,j : j ∈ Ji} ≤ k. On a supposé qu’en toute arité a, la suite D(i)(a) était costationnaire. Il existe
donc un entier Nk ∈ Z tel que pour tout a ≤ k, si i′ ≤ i′′ ≤ Nk, mi′,i′′(a) : D(i′)(b) → D(i′′)(a) est un
isomorphisme.

En particulier, fixons l = Nk. Pour tout l′ < l, puisque ml′,l(a) est un isomorphisme, et ce en toute
arité a ≤ k, on en déduit que :∑

j∈Jl′

µl′,j(s(xl′,j,1), . . . , s(xl′,j,kl′,j )) =
∑
j∈Jl

m−1
l′,l(kl,j)(µl,j)(s(xl,j,1), . . . , s(xl,j,kl,j )).
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On a donc t =
(∑

j∈Jl νi,j(s(xl,j,1), . . . , s(xl,j,kl,j ))
)
i∈Z

, où :

νi,j :=

{
m−1
l′,l(kl,j)(µl,j) si l′ < l,

ml,l′(kl,j) si l′ ≥ l.

Pour tout j ∈ Jl, posons ρj = (νi,j)i∈Z ∈ P On pose ζ(t) :=
∑
j∈Jl ρj

(
s(xl,j,1), . . . , s(xl,j,kl,j )

)
. On vérifie

que ζ ainsi défini est bien un inverse de ϑ.

3.4 Opérades et actions à droite de l’algèbre de Steenrod

Dans cette section, nous allons rappeler les définitions de module à droite et de bimodule sur l’algèbre
de Steenrod. Suivant Miller [20], on considère des modules bigradués, la deuxième graduation étant
appelée le ‘poids’, et l’action de l’algèbre de Steenrod diminue ce poids.

Dans la section 3.4.1, on définit les modules à droite sur l’algèbre de Steenrod, et on définit des notions
d’instabilité et d’algèbre sur une opérade similaires à celles définies dans le cas des modules à gauche.

Dans la section 3.4.2, on réunit les notions d’algèbre instable à droite et à gauche pour définir une
notion de bimodule instable. Puis, en étudiant l’action des opérades sur ces bimodules, on définit une
notion d’algèbre bi-instable par rapport à une opérade munie d’une multiplication commutative. Cette
notion contient la notion de ρ-objets de Lannes et Zarati [17].

3.4.1 Modules à droite sur l’algèbre de Steenrod

Dans cette section, on rappelle la définition de module instable à droite sur l’algèbre de Steenrod, en
suivant les convention de Miller [20]. De la même manière qu’il existe un foncteur d’‘oubli’ qui, à partir d’un
module sur l’algèbre de Steenrod, ne garde qu’un endomorphisme de Frœbenius, on peut aussi oublier une
partie de l’action de A sur un module à droite, pour ne garder qu’un endomorphisme divisant le degré par
deux. Un tel endomorphisme est parfois appelé Verschiebung, ce qui se traduit littéralement par ‘décalage’.
Dans notre étude, on garde principalement la structure de D-module induite par ce Verschiebung, et on
étudie une filtration d’un A-module à droite G(1) par des D-modules monogènes {TqG(1)}q∈N.

Définition 3.4.1.1.

• Un module à droite sur A est un espace vectoriel muni d’une graduation appelée ‘poids’ M =
(Mi)i∈Z et d’une action à droite de A qui diminue le poids. Autrement dit, si x ∈Mi+j et θ ∈ Aj ,
x · θ ∈Mi. Si x est de poids n, on note w(x) = n.

• On note Amod la catégorie des modules à gauche sur A, et modA la catégorie des modules à droite
sur A.

• On dit qu’un module à droite M sur A est instable si, pour tout x ∈Mi+j et j ∈ N, si j > i, alors
x · Sqj = 0. On note Ud la catégorie des modules instables à droite.

• Comme précédemment, on obtient une structure monöıdale symétrique sur Ud, pour laquelle, si
M,N sont des modules instables à droite, alors (M ⊗N)d =

⊕
i+j=dMi ⊗Nj , et, si x ∈M,y ∈ N

et i ∈ N, on a, dans M ⊗N :

(x⊗ y) · Sqi =
∑
j+k=i

x · Sqj ⊗ y · Sqk.
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• Les espaces vectoriels s’identifient à des modules instables à droite concentrés en poids 0, et toute
opérade dans les espaces vectoriels s’identifie à une opérade dans les modules instables à droite
concentrée en poids 0.

• Si M est un module à gauche sur A, on note M ] le module à droite sur A défini par, pour tout
i ∈ N, (M ])i = (M i)], où V ] = HomF(V,F) est l’espace vectoriel dual de V , muni de l’action à
droite ‘duale’ de celle de M : − · Sqj = − ◦ Sqj : (M i+j)] → (M i)].

Remarque 3.4.1.2. • La condition (w(x) = i + j) ∧ (j > i) ⇒ x · Sqj = 0 peut être réécrite 2j >
w(x)⇒ x · Sqj = 0.

• Si un module à droite M sur A est instable, alors pour tout i < 0, Mi = 0. En effet, si x ∈ Mi,
la condition d’instabilité implique que x = x · Sq0 = 0. On pourra considérer les modules à droite
instables comme étant gradués sur N plutôt que sur Z.

Définition 3.4.1.3.

• On a un foncteur ‘d’oubli’ modA → Dalg qui, à un module à droite M , associe l’espace vectoriel⊕
n∈NMn muni du morphisme de décalage :

d : x 7→
{
x · Sq

w(x)
2 si w(x) ≡ 0 [2],

0 sinon.

• Notons G(1) := F (1)], et pour tout q ∈ N, notons TqG(1) le sous-module à droite de G(1) engendré

par l’élément yq := (Sq2q−1

. . . Sq20

ι1)] ∈ G(1)2q . On a décrit en 3.2.3.3 la structure de D-module
sur G(1) et sur TqG(1). On rappelle que l’action de D sur TqG(1) se restreint en une action de TqD,
et en tant que telle, TqG(1) est la TqD algèbre libre engendrée par yq.

• La filtration de D-algèbres décrite en 3.2.3.3 est de fait une filtration de modules à droite :

· · · // TqG(1) �
� yq 7→yq+1·Sq2

q

// Tq+1G(1) // · · · // G(1) .

3.4.2 Bimodules sur l’algèbre de Steenrod

Dans cette section, on définit les bimodules sur l’algèbre de Steenrod, et la notion de bimodule instable
sur l’algèbre de Steenrod, suivant Miller [20], et Lannes et Zarati [17]. On définit aussi leur produit
tensoriel, et l’action des opérades algébriques sur ceux-ci. On oublie parfois une partie de l’action à
droite pour ne garder que le Verschiebung, comme à la section précédente. Ceci nous permettra de
voir les bimodules instables comme des D-algèbres dans U. Étant donnée une opérade P munie d’une
multiplication ? commutative, on définira alors la notion de P-algèbre ?-bi-instable, qui étend la notion
de P-algèbre ?-instable définie précédemment en introduisant un décalage issu dudit Verschiebung.

Définition 3.4.2.1.

• Un bimodule sur l’algèbre de Steenrod est un F2-espace vectoriel bigradué M :=
⊕

i,j∈ZM
i
j muni

d’une action à gauche de l’algèbre de Steenrod qui augmente le degré i, d’une action à droite de
l’algèbre de Steenrod qui diminue le degré j, et tel que ces deux actions commutent. On note bimodA

la catégorie des bimodules sur A.
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• Soit x ∈M i
j . On dira que x est de degré i et de poids j. On note |x| = i, w(x) = j et bideg(x) = (i, j).

• On dit qu’un bimodule M sur A est bi-instable s’il est instable en tant que module à gauche et en
tant que module à droite. On note U2 la catégorie des bimodules bi-instables.

Remarque 3.4.2.2. • Autrement dit, si M est un bimodule sur A, pour tout k, k′ ∈ N, i, j ∈ Z, si
x ∈M i

j , alors Sqkx ∈M i+k
j , x · Sqk′ ∈M i

j−k′ , et Sqk(x · Sqk′) = (Sqkx) · Sqk′ .

• Comme précédemment, si M est bi-instable, alors il est concentré en degré et en poids positifs.

• Tout module à gauche (resp. à droite) M sur A peut être considéré comme un bimodule sur A

concentré en poids nul (resp. en degré nul) :

M i
j =

{
M i (resp. Mj) si j = 0 (resp. si i = 0),
0 sinon.

Si M est un module instable (resp. instable à droite), alors le bimodule ainsi obtenu est bi-instable.

Définition 3.4.2.3.

• Si M est un bimodule sur A, alors on définit un bimodule ‘dual’ M ] en posant (M ])ij := (M j
i )], et

en considérant l’action à droite (resp. à gauche) de A duale de l’action à gauche (resp. à droite) de
A sur M . Si M est instable, alors M ] est instable à droite, et réciproquement. Plus précisément,
l’action de A à droite est définie par : − · Sqj = − ◦ Sqj : (M i+j

k )] → (M i
k)], et l’action à gauche

est définie par : Sqj = ◦(− · Sqj) : (Mk
i )] → (Mk

i+j)
].

• Les structures monöıdales symétriques sur Amod et modA (resp. sur U et Ud) induisent une structure
monöıdale symétrique sur bimodA. Pour M,N deux bimodules, on a :

(M ⊗N)ij :=
⊕

i1+i2=i

j1+j2=j

M i1
j1
⊗N i2

j2
.

L’action de A à gauche et à droite sur M ⊗N est la suivante :

Sqi(x⊗ y) =
∑
j+k=i

(Sqjx)⊗ (Sqky),

(x⊗ y) · Sqi =
∑
j+k=i

(x · Sqj)⊗ (y · Sqk).

Si M et N sont des bimodules bi-instables, alors le bimodule M ⊗N est bi-instable.

• Les espaces vectoriels s’identifient à des bimodules concentrés en degré et poids nuls, et les opérades
dans les espaces vectoriels s’identifient à des opérades dans les bimodules concentrés en degré et
poids nuls. Pour une opérade P, on note PU2

alg (resp. Pbimod
alg ) la catégorie des P-algèbres dans U2

(resp. dans bimodA).
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• Le foncteur Φ : U→ U induit un foncteur Φ : U2 → U2 qui double le degré mais conserve le poids :

(Φ(M))ij =

{
M

i
2
j si i ≡ 0 [2]

0 sinon.

Pour tout x ∈M i
j , on note Φx l’élément correspondant de (ΦM)2i

j . Pour tout k ∈ N, on pose :

SqkΦx =

{
Φ(Sq

k
2 x) si k ≡ 0 [2]

0 sinon.

(Φx) · Sqk := Φ(x · Sqk).

On définit une transformation naturelle λ : Φ→ idU2 en posant, pour tout x ∈M , λM (Φx) = Sq0x.
L’application λM : ΦM →M ainsi définie est bien un morphisme de bimodules bi-instables.

Lemme 3.4.2.4. Soit ? ∈ P(2)S2 . On a une transformation naturelle α? : Φ → S(P, ·) dans U2 telle
que α?(Φx) = (?;x, x) · Sqw(x).

Démonstration. On reprend la preuve de la Proposition 3.3.3.4. Il ne manque plus qu’à montrer que α?

est compatible aux actions à droite de A. On veut montrer l’égalité suivante pour tout i ∈ N :

α?((Φx) · Sqi) = α?(Φx) · Sqi. (E)

Notons que α?((Φx) · Sqi) = (?;x · Sqi, x · Sqi) · Sqw(x)−i =
(
(?;x, x) · Sq2i

)
· Sqw(x)−i, et α?(Φx) · Sqi =(

(?;x, x) · Sqw(x)
)
· Sqi.

On termine la preuve à l’aide du lemme suivant (en posant y = (?;x, x), l = w(x)).

Lemme 3.4.2.5. Soit M un module à droite instable, y ∈ M un élément de poids 2l. Pour tout i ∈ N,
on a :

(y · Sq2i) · Sql−i = (y · Sql) · Sqi.

Démonstration. Tout d’abord, si 2i < l, on a 4i < 2l, donc 2i < 2(l− i), et d’après les relations d’Adem,

y · Sq2iSql−i =

i∑
k=0

(
l − i− k − 1

2i− 2k

)
y · Sql+i−kSqk.

Or, si k < i, alors 2l < 2(l+ i−k), et donc, par instabilité, y ·Sql+i−k = 0. Donc y ·Sq2iSql−i = y ·SqlSqi.
Dans le cas où 2i = l, Sq2iSql−i = SqlSqi donc (y · Sq2i)Sql−i = y · (SqlSqi).
Finalement, si 2i > l, alors d’une part, puisque 4i > 2l, on a par instabilité, y ·Sq2i = 0. Mais puisque

w(y · Sql) = l, et puisque 2i > l, on a, aussi par instabilité, (y · Sql) · Sqi = 0.

Définition 3.4.2.6. On appelle P-algèbre ?-bi-instable sur A un objet (M, θ) de PU2

alg tel que λM =

θ ◦ α?M . On note KU2

? la catégorie des P-algèbres ?-bi-instables sur A.

Remarque. La définition précédente signifie que si M est une P-algèbre ?-bi-instable, alors, pour tout
x ∈M , Sq0x = (?;x, x) · Sqw(x).

Lemme 3.4.2.7. • On déduit du foncteurs modA → Dalg défini en 3.4.1.3 deux foncteurs bimodA →
DA

alg et U2 → DU
alg.

107



• Pour toute opérade P, le foncteur U2 → DU
alg induit un foncteur PU2

alg → (P ◦D)Ualg. De plus, étant

donné ? ∈ P(2)S2 , le foncteur précédent induit aussi un foncteur KU2

? →K(?;d,d).

Démonstration. • Soit M un bimodule sur A. Notons M ′ l’image de M par le foncteur modA → Dalg.
Alors M ′ hérite de M une action à gauche de A. De plus, puisque les actions à gauche et à droite
de M sont compatibles, on en déduit que l’endomorphisme de décalage d : M ′ →M ′ est compatible
à cette action à gauche. On en déduit que M ′ est une D-algèbre dans les modules à gauche sur A.
Si de plus M était bi-instable, M ′ devient une D-algèbre dans les modules instables.

• Soit M un objet de PU2

alg, donc une P-algèbre dans les bimodules bi-instables. L’image M ′ du

bimodule M par le foncteur U2 → DU
alg est toujours munie d’une structure de P-algèbre. Puisque

le décalage de M ′ est défini par l’action à droite de M , et puisque la structure de P-algèbre de
M est compatible à cette action, le décalage est un endomorphisme de P-algèbre M ′ → M ′. D’où
la structure de P ◦ D-algèbre dans les modules instables. Si de plus, M était ?-bi-instable, par
définition, cela entrâıne que M ′ est (?; d, d)-instable.

Remarque 3.4.2.8. Les objets obtenus avec les foncteurs précédents sont des exemples de ‘ρ-objets’ au
sens de Lannes et Zarati ([17], section A.2.1). Pour plus de détails sur ce formalisme, voir appendice C.

3.5 Rappel de théorie classique des modules instables

Cette section est dévouée à des rappels de théorie classique des modules instables. On introduit les
modules et l’algèbre de Brown et Gitler (voir [5], [20], et [17]), les modules et l’algèbre de Carlsson (voir [7],
[17]), on rapelle le calcul de la cohomologie modulo 2 des espaces d’Eilenberg et MacLane du à J-P. Serre
([26], voir aussi [1]), on introduit les modules de Campbell et Selick (voir [6]). Toutes ces constructions
et les résultats les concernant reçoivent un traitement plus moderne, impliquant la théorie des opérades,
dans la section 3.6.

Les principaux résultats que nous énonçons dans cette section, et que nous retrouvons à la section
suivantes, sont :

Théorème L (Miller [20]). L’algèbre de Brown et Gitler, J∗∗ , est l’algèbre polynomiale F2[xi, i ∈ N], où
xi ∈ J1

2i , munie de la structure de bimodule (instable) sur l’algèbre de Steenrod définie par :

Sqjxi :=

 xi si j = 0,
x2
i−1 si j = 1,

0 sinon,

xi · Sqj :=

 xi si j = 0,
xi−1 si j = 2i−1,
0 sinon,

avec la convention x−1 = 0, et satisfaisant les relations de Cartan à droite et à gauche.

Théorème M (Carlsson [7], voir aussi [17]). L’algèbre K∗∗ est l’algèbre polynomiale F2[xi, i ∈ Z], où
xi ∈ K1

2i , munie de l’action de A définie par

Sqjxi :=

 xi si j = 0,
x2
i−1 si j = 1,

0 sinon,
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et satisfaisant la relation de Cartan.

Théorème N (Serre, [26]). Notons π(Z/2Z, n) le n-ème espace d’Eilenberg et MacLane associé à Z/2Z.
Alors, en tant qu’algèbre commutative et associative, la cohomologie à coefficients dans F2 de π(Z/2Z, n)
est l’algèbre polynomiale engendrée par les SqIιn, où I est une suite admissible (voir Définition 3.3.5.1)
d’excès inférieur strictement à n, et où |ιn| = n.

Théorème O (Campbell et Selick [6]). En tant que A-module instable, le module de Campbell et Selick
Ms est isomorphe à la cohomologie à coefficients dans F2 de π((Z/2Z)×s, 1).

Théorème P (Campbell et Selick [6]). Pour tout j entier positif, le module de Carlsson de poids j, K(j)
est la colimite dans U des modules de Campbell et Selick de poids j {Ms(j)}s>0 sous des morphismes
fs,ks : Ms(j)→Mks(j).

Dans la section 3.5.1, on rappelle la définition des modules de Brown et Gitler et de l’algèbre de
Brown et Gitler. On énonce le Théorème L, numéroté ici 3.5.1.5, qui donne la structure de l’algèbre de
Brown et Gitler. On montre ensuite comment définir les modules de Carlsson à partir des modules de
Brown Gitler, et comment définir aussi une structure d’algèbre sur la somme directe de ces derniers. On
appelle cette algèbre l’algèbre de Carlsson. On énonce le Théorème M, numéroté ici 3.5.1.9, qui décrit la
structure d’algèbre de l’algèbre de Carlsson.

Dans la section 3.5.2, on rappelle la structure de l’anneau de cohomologie modulo 2 des espaces
d’Eilenberg et MacLane de Z/2Z. C’est l’objet du Théorème N, numéroté ici 3.5.2.1. On rappelle l’action
sur ces derniers de l’algèbre de Steenrod. Ensuite, on redonne la définition des modules instables dus à
Campbell et Selick, et on énonce le Théorème O, numéroté ici 3.5.2.4, qui relie ces modules instables aux
produits tensoriels itérés de copies de la cohomologie de RP∞. Finalement, on énonce le Théorème P,
numéroté ici 3.5.2.7, qui établit un lien entre les modules de Campbell et Selick et les modules de Carlsson.

Dans la section 3.5.3, on redonne la preuve, dûe à Carlsson [7], d’un résultat qui montre que la
cohomologie réduite de RP∞ est un facteur direct du module de Carlsson K(1). Une preuve alternative
de ce résultat apparâıt dans [17]. On en profite pour donner une formule explicite en certains degrés pour
l’injection de la cohomoologie réduite de RP∞ dans K(1), en utilisant les techniques mises en places à la
section 3.5.2.

Notation. On rappelle que, dans toute cette section, F = F2.

3.5.1 Algèbres de Brown et Gitler et de Carlsson

Dans cette section, nous définissons les modules de Brown et Gitler comme dans [20] et [17], c’est-à-dire
en tant que représentants de foncteurs. La somme directe de ces modules est munie d’une multiplication
commutative et associative, ainsi que d’une action à droite de l’algèbre de Steenrod. On rappelle le
théorème de structure, numéroté Théorème L dans l’introduction de cette section, et numéroté ici 3.5.1.5,
de cette algèbre, appelée algèbre de Brown et Gitler, ou parfois algèbre de Miller, à qui ce théorème est
dû ([20]). On définira les modules de Carlsson comme dans [7], c’est-à-dire comme limite de modules
de Brown et Gitler, ou encore comme représentant d’un foncteur. Encore une fois, la somme directe
de ces modules est munie d’une multiplication interne, et on donne le théorème de structure, numéroté
Théorème M dans l’introduction de cette section, et numéroté ici 3.5.1.9, de cette algèbre, l’algèbre de
Carlsson. On verra que l’algèbre de Brown et Gitler admet un endomorphisme de Verschiebung issu de
l’action à droite de A qui induit aussi un morphisme de décalage sur l’algèbre de Carlsson, et on montre
comment définir une multiplication interne aux modules de Brown et Gitler et de Carlsson.
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Les résultats de cette section sont revus avec le point de vue des algèbres instables sur une opérade
dans les sections 3.6.1 et 3.6.3.

Définition 3.5.1.1. On note J(n) le n-ième module de Brown et Gitler, c’est-à-dire le représentant du
foncteur Hn : M 7→ (Mn)] = HomF(Mn,F).

Définition 3.5.1.2 (voir [17]). On rappelle que F (n) désigne le A-module instable libre engendré par
ιn de degré n. On munit le module bigradué F ∗∗ tel que F ji := F (i)j d’une structure de bimodule sur A

en posant, pour tout i ∈ N et x ∈ Ak, ·x : F (i+ k)→ F (i) l’unique morphisme de modules instables qui
envoie le générateur ιi+k sur x · ιi ∈ F (i)i+k.

Proposition 3.5.1.3 (voir [17]). Pour tout i, j ∈ N, on a J(i)j = (F (j)i)], et la structure à droite sur
F ∗∗ définie précédemment correspond à la structure à gauche sur les J(i). En posant Jji := J(i)j , on en
déduit sur J∗∗ = (F ∗∗ )] une structure de bimodule bi-instable sur l’algèbre de Steenrod.

Démonstration. Pour tout i, j ∈ N, on a J(i)j = HomU(F (j), J(i)) = (F (j)i)]. De plus, pour tout
module instable M et x ∈ Ak, l’application x : M i → M i+k correspond, sous l’isomorphisme M j ∼=
HomU(F (j),M) à l’application HomU(F (i),M) → HomU(F (i + k),M) obtenue en pré-composant par
·x : F (i+ k)→ F (i) tel que décrit précédemment.

Remarque. Pour tout i ∈ N, F (i)i est de dimension 1 engendré par ιi. On note ι]i le générateur de J(i)i. On
remarque que l’espace vectoriel de dimension 1 : J(i)i⊗J(j)j , est isomorphe à (J(i)⊗J(j))i+j . En effet,

J(i)j = 0 dès que j > i. On note xi,j = ι]i ⊗ ι
]
j son générateur, et x]i,j le générateur de ((J(i)⊗J(j))i+j)].

Par définition des J(i), on a ((J(i) ⊗ J(j))i+j)] ∼= HomU(J(i) ⊗ J(j), J(i + j)). Donc l’élément x]i,j
de ((J(i)⊗ J(j))i+j)] peut être considéré comme une multiplication :

x]i,j : J(i)⊗ J(j)→ J(i+ j).

Définition 3.5.1.4. On définit une multiplication interne m : J∗∗ ⊗ J∗∗ → J∗∗ telle que, si y ∈ J ij et

z ∈ Jkl , m(y ⊗ z) ∈ J i+kj+l , en posant m(y ⊗ z) := x]j,l(y ⊗ z).

Théorème 3.5.1.5 (Théorème de Miller [20]). L’algèbre (J∗∗ ,m), appelée algèbre de Brown et Gitler, ou
algèbre de Miller, est l’algèbre polynomiale F2[xi, i ∈ N], où xi ∈ J1

2i , munie de la structure de bimodule
(instable) sur l’algèbre de Steenrod définie par :

Sqjxi :=

 xi si j = 0,
x2
i−1 si j = 1,

0 sinon,

xi · Sqj :=

 xi si j = 0,
xi−1 si j = 2i−1,
0 sinon,

avec la convention x−1 = 0, et satisfaisant les relations de Cartan à droite et à gauche :

Sqi(PQ) =
∑
j+k=i

(SqjP )(SqkQ),

(PQ) · Sqi =
∑
j+k=i

(P · Sqj)(Q · Sqk),
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Définition 3.5.1.6. On note K(i) le i-ème module de Carlsson, c’est-à-dire la limite du diagramme
suivant dans U :

· · · J(2qi)oo J(2q+1i)
−·Sq2

qi

oo · · ·oo K(i)oo .

Remarque.

• De manière équivalente, K(i) est le représentant du foncteur qui à un module instable M associe
l’espace vectoriel : (

colim

{
· · · M2qi Sq2

qi

// M2q+1i // · · ·

})]
.

• Pour tout i ∈ N on a un isomorphisme K(i) ∼= K(2i). Cela permet d’étendre la définition des K(i)
à i ∈ N[ 1

2 ] : si n,m ∈ N, on pose K( n
2m ) := K(n).

Définition 3.5.1.7. On munit le module instable K :=
⊕

i∈N[ 12 ]K(i) d’un poids en posant K∗i := K(i)

pour tout i ∈ N[ 1
2 ]. Attention, contrairement à ce qui précède, on ne considère pas ici d’action à droite

de A sur K∗∗ . Soit x ∈ Ki
j . On note encore |x| = i, w(x) = j et bideg(x) = (i, j).

Proposition 3.5.1.8 ([7]). La multiplication de J∗∗ induit une multiplication sur K∗∗ . Plus précisément, à
i, j fixés, les multiplications J(2qi)⊗J(2qj)→ J(2q(i+j)) induisent une opération K(i)⊗K(j)→ K(i+j).

Théorème 3.5.1.9 (Théorème de Carlsson [7], voir aussi [17]). L’algèbre K∗∗ , appelée algèbre de Carlsson,
est l’algèbre polynomiale F2[xi, i ∈ Z], où xi ∈ K1

2i , munie de l’action de A définie par

Sqjxi :=

 xi si j = 0,
x2
i−1 si j = 1,

0 sinon,

et satisfaisant la relation de Cartan.

Définition 3.5.1.10. La relation de Cartan assure que K∗∗ est une uCom-algèbre dans U. Considérons
le morphisme d’algèbres d : K∗∗ → K∗∗ induit par xi 7→ xi−1. Ce morphisme est clairement bijectif, et
divise le poids par deux. À i ∈ N fixé, on peut définir une multiplication interne • : J(i) ⊗ J(i) → J(i)
en posant, pour x, y ∈ J(i), x • y := m(x ⊗ y) · Sqi. Ces opérations induisent aussi des multiplications

internes • : K(i)⊗K(i)→ K(i), qui correspondent à la composition K(i)⊗K(i)→ K(2i)
d→ K(i). On

remarque que la multiplication • est à niveaux.

3.5.2 Espaces d’Eilenberg-MacLane, modules de Campbell et Selick

Le but de cette section est de rappeler les résultats obtenus par Campbell et Selick dans [6]. On
commence par rappeler le théorème, dû à Serre ([26]), de structure de la cohomologie modulo 2 des
espaces d’Eilenberg et MacLane de Z/2Z. Il s’agit du Théorème N de l’introduction à cette section,
numéroté ici 3.5.2.1. En corollaire direct, on en déduit la structure de la cohomologie modulo 2 des 2-
groupes abéliens élémentaires. On construit ensuite pour tout entier s > 0, un module Ms que l’on appelle
module de Campbell et Selick, et qui est isomorphe en tant que module instable à la cohomologie modulo
2 de (Z/2Z)s. C’est l’objet du Théorème O de l’introduction à cette section, numéroté ici 3.5.2.4. On
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décrit ensuite le lien entre les modules de Campbell et Selick et les modules de Carlsson. Notamment, le
Théorème P de l’introduction à cette section, numéroté ici 3.5.2.7 indique que le module K(i) de Carlsson
est une colimite de sous-modules des modules de Campbell et Selick.

Les résultats de cette section sont revus en utilisant le formalisme des algèbres instables sur une
opérade dans les sections 3.6.2, 3.6.4, et 3.6.5.

Théorème 3.5.2.1 (Serre, [26]). Notons π(Z/2Z, n) le n-ème espace d’Eilenberg et MacLane associé
à Z/2Z. Alors, en tant qu’algèbre commutative et associative, la cohomologie à coefficients dans F2 de
π(Z/2Z, n) est l’algèbre polynomiale engendrée par les SqIιn, où I est une suite admissible d’excès infé-
rieur strictement à n (voir Définition 3.3.5.1), et où |ιn| = n.

Corollaire 3.5.2.2 (Serre, [26]). La cohomologie à coefficients dans F2 de π((Z/2Z)×s, 1) est une algèbre
polynomiale sur s indéterminées de degré 1.

Définition 3.5.2.3. Notons Ms le s-ième module de Campbell et Selick, c’est-à-dire l’algèbre polynomiale
F[xi, i ∈ Z/sZ], où |xi| = 1, munie de l’action de A engendrée par

Sqjxi :=

 xi si j = 0,
x2
i−1 si j = 1,

0 sinon,

et satisfaisant la relation de Cartan. On munit Ms d’un poids ‘modulo 2s−1’ en posant w(xi) ≡ 2i [2s−1]
et w(PQ) = w(P ) + w(Q). On remarque que l’action de l’algèbre de Steenrod conserve le poids. Ainsi
Ms se décompose en tant que module instable Ms =

⊕
w∈Z/(2s−1)ZMs(w).

Théorème 3.5.2.4 (Campbell et Selick [6]). En tant que modules instables, Ms est isomorphe à la
cohomologie à coefficients dans F2 de π((Z/2Z)×s, 1).

Définition 3.5.2.5 (Campbell et Selick [6]).

• Notons M le module instable
∏
i∈N[ 12 ]K(i), et pour tout i ∈ N[ 1

2 ], M(i) := K(i). On peut munir M

d’un produit commutatif et associatif gradué ? : Md ⊗Md′ → Md+d′ en posant, pour (ai)i∈N[ 12 ] ∈
Md, (bi)i∈N[ 12 ] ∈ Md′ , ?((ai)i ⊗ (bi)i) = (

∑
s+t=j asbt)j∈N[ 12 ]. En effet (voir [6]), il n’existe qu’un

nombre fini de s, t ∈ N[ 1
2 ] tel que s+ t = j et tels que K(s)d 6= 0 et K(t)d

′ 6= 0.

• Pour tous entiers s et k non nuls, notons fs,ks : Ms → Mks le morphisme d’algèbres qui envoie
xi sur

∑
j≡i[s] xj . On étend la définition à k = +∞, avec M = M+∞ et fs,+∞ est défini par ses

projections :

fs,+∞ : Ms → K(l)

xi 7→
{
xj si j ≡ i [s] et l = 2j ,
0 sinon.

• Pour tous entiers s, k et i non nuls, notons fs,ks(i) : Ms([i]2s−1)→Mks([i]2ks−1) la composée :

Ms([i]2s−1) �
� // Ms

fs,ks // Mks
// // Mks([i]2ks−1) ,

où les applications Ms([i]2s−1) ↪→ Ms et Mks � Mks([i]2ks−1) sont l’injection et la projection
canoniques. On peut en fait définir fs,ks(i) pour tout i ∈ N[ i2 ] car 2 est inversible dans tous les
Z/(2s − 1)Z. On étend la définition à k = +∞ en posant M+∞(i) = K(i).
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• Pour tous entiers s et k non nuls, notons γs,ks : Mks → Ms le morphisme d’algèbres qui envoie xi
sur x[i]s . On étend encore la définition à k = +∞, cette fois en définissant :

γs,+∞ : K∗∗ →Ms

xj 7→ xj .

• Pour tout entiers s, k et i non nuls, notons γs,ks(i) : Mks([i]2ks−1)→Ms([i]2s−1) la composée :

Mks([i]2ks−1) �
� // Mks

γs,ks // Ms
// // Ms([i]2s−1) ,

où les applications Mks([i]2ks−1) ↪→ Mks et Ms � Ms([i]2s−1) sont l’injection et la projection
canoniques. Pour étendre la définition à k = +∞, on définit γs,+∞ comme étant la composée :

K(i) �
� // K∗∗

γs,+∞ // Ms
// // Ms([i]2s−1) .

• Notons P le poset obtenu en considérant l’ordre de division sur N\{0} et, pour tout i entier positif,
notons F(i) : P → U le diagramme sur P obtenu en envoyant s ∈ N sur Ms(i) et en envoyant s|s′
sur fs,s′(i).

• On note Ms(j) le sous-module engendré par les polynômes sans terme constant dans Ms(j), c’est-
à-dire, Ms(j) = Ms(j) pour 1 ≤ j ≤ 2s − 1 et Ms(2s − 1) = Ms(0) est l’idéal d’augmentation de
Ms(0).

Théorème 3.5.2.6 (Campbell et Selick [6]). Avec les notations précédentes, la composée γs,s′(j)◦fs,s′(j),
restreinte à Ms(j), est l’identité de Ms(j) pour tout j ∈ [2s − 1].

Théorème 3.5.2.7 (Campbell et Selick [6]). Avec les notations précédentes, pour tout j entier positif,
on a, dans la catégorie U, colimP F(j) = K(j).

3.5.3 Splitting de Carlsson

Dans cette section, on va expliciter les calculs conduits par Carlsson dans [7], et qui permettent de
construire une injection f de la cohomologie modulo 2 de Z/2Z dans le module K(1) de Carlsson munie
d’une rétraction, ce qui implique que cette cohomologie est un facteur direct, en tant que module instable,
de ce module de Carlsson. On va retrouver cette injection à l’aide des techniques de Campbell et Selick
[6] étudiées à la section 3.5.2.

On va ensuite proposer quelques exemples de calculs de l’expression de f .
Pour tous les calculs de coefficients binomiaux en caractéristique 2, on se réfère aux résultats de

l’Appendice B.

Notation. Dans cette section, on note H̃ pour H̃∗(B(Z/2Z),Z/2Z).

Rappel 3.5.3.1. Rappelons que la cohomologie H∗(B(Z/2Z),Z/2Z) est isomorphe à l’algèbre polynomiale
F[u] ou |u| = 1, munie de l’action de l’algèbre de Steenrod donnée par Sqiun =

(
n
i

)
un+i et satisfaisant la

relation de Cartan, et que H̃ est le sous-module instable obtenu en retirant les polynômes constants. On
cite le livre de Lionel Schwartz [25] en référence.
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Proposition 3.5.3.2. On a un isomorphisme HomU(H̃,K(1)) ∼= F2. On note ϕ ∈ HomU(H̃,K(1))
l’élément non trivial.

Démonstration. Rappelons que, par définition, K(1) est la limite du diagramme :

· · · J(2q)oo J(2q+1)
−·Sq2

q

oo · · ·oo

On en déduit que HomU(H̃,K(1)) est la limite du diagramme :

· · · HomU(H̃, J(2q))oo HomU(H̃, J(2q+1))
(−·Sq2

q
)◦−oo · · ·oo

Or J(2q) représente le foncteur :

U → (F2)vect

M 7→ HomF2
(M2q ,F2),

et donc, HomU(H̃,K(1)) est la limite du diagramme :

· · · HomF2
(H̃2q ,F2)oo HomF2

(H̃2q+1

,F2)
−◦Sq2

q

oo · · ·oo

Or toutes ces flèches sont des isomorphismes, car Sq2qu2q = u2q+1

. Donc HomU(H̃,K(1)) ∼= F2.

Lemme 3.5.3.3 (Carlsson, [7]). Il existe un morphisme surjectif π : K(1)� H̃.

Proposition 3.5.3.4 ([7]). Le morphisme ϕ vérifie π ◦ ϕ = idH̃ . On en déduit que H̃ est un facteur
direct de K(1).

Démonstration. Le morphisme ϕ envoie u sur x0 ∈ K(1), donc π ◦ϕ(u) = u. Soit n un entier strictement

positif. D’après le lemme B.9, il existe k1, . . . , kj , l ∈ N tels que Sqkj . . . Sqk1(un) = u2l . Donc π ◦
ϕ(Sqkj . . . Sqk1un) = π ◦ϕ(u2l) = π ◦ϕ(Sq2l−1

. . . Sq20

u) = Sq2l−1

. . . Sq20

u = u2l . Donc π ◦ϕ(un) est un

antécédent par (Sqkj . . . Sqk1) de u2l . Donc π ◦ ϕ(un) = un.

Proposition 3.5.3.5. Le morphisme ϕ est égal au morphisme f1,+∞(1) restreint aux éléments de degré
positif, où f1,+∞(1) est défini à la section 3.5.2. Le morphisme γ1,+∞(1), co-restreint à ces même éléments,
est égal au morphisme π.

Démonstration. Le module M1 est égal à la cohomologie de Z/2Z. De plus, M1(1) = M1(0) = M1. Or,
d’après le Théorème 3.5.2.6, γ1,+∞(1) ◦ f1,+∞(1) est l’identité de M1(1), qui est la cohomologie réduite

de Z/2Z. Donc f1,+∞(1) se restreint bien en l’unique morphisme non trivial H̃ → K(1), il est en effet
injectif, et la co-restriction de γ1,+∞(1) correspond bien à π.

Proposition 3.5.3.6. Pour tout entier n positif, ϕ(un) est la somme des monômes
∏
i∈Z x

ki
i où

∑
i∈Z ki =

n,
∑
i∈Z ki2

i = 1, et où le coefficient multinomial
(

n
(ki)i∈Z

)
:= n!∏

i∈Z ki!
est impair.
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Démonstration. On a : f1,+∞(x0) =
∑
j∈Z xj . On en déduit que

f1,+∞(xn0 ) =

∑
j∈Z

xj

n

=
∑

(j1,...,jn)∈Zn
xj1 . . . xjn .

Dans cette somme n’apparaissent donc que des monômes du type
∏
i∈Z x

ki
i avec

∑
i∈Z ki = n, et le

monôme
∏
i∈Z x

ki
i apparâıt exactement

(
n

(ki)i∈Z

)
fois. Puisque f1,+∞(1) est la composée de f1,+∞ avec la

projection de M∞ sur K(1), on obtient le résultat.

Proposition 3.5.3.7. Le morphisme de modules instables ϕ : H̃ → K(1) est entièrement déterminé par

les valeurs prises sur u2k−1, pour k ∈ N \ {0}.

Démonstration. Soit m ∈ N. Notons s2(m) la somme des nombres de l’écriture de m en base 2. Remar-
quons que 2s2(m) − 1 est le plus petit entier dont la somme des chiffres en base 2 vaut s2(m). De plus, le
couple (2s2(m) − 1,m) vérifie automatiquement la condition (3) du Lemme B.8. Donc il existe une suite

I d’entiers telle que um = SqIu2s2(m)−1

. Donc ϕ(um) = SqIϕ(u2s2(m)−1).

Exemple. • L’espace vectoriel K(1)1 est de dimension 1, engendré par x0. Puisque π ◦ ϕ = idH̃ ,

ϕ(u) = x0. Il s’ensuit que, pour tout k ∈ N, ϕ(u2k) = x2k

−k.

• De même, l’espace vectoriel K(1)3 est de dimension 1, engendré par x−1x
2
−2, donc ϕ(u3) = x−1x

2
−2,

et l’image de um pour tout m tel que s2(m) = 2 peut s’en déduire. Par exemple,

ϕ(u5) = ϕ(Sq2u3) = Sq2ϕ(u3) = Sq2x−1x
2
−2 = x−1x

4
−3,

ϕ(u9) = ϕ(Sq4u5) = Sq4ϕ(u5) = Sq4x−1x
4
−3 = x−1x

8
−4.

• L’espace vectoriel K(1)7 est de dimension 9, engendré par les monômes suivants :

P1 = x−1x−2x−3x−4x−5x
2
−6 P2 = x−1x−2x−3x

4
−5 P3 = x−1x−2x

3
−4x

2
−5

P4 = x−1x
3
−3x−4x

2
−5 P5 = x−1x

2
−3x

4
−4 P6 = x3

−2x−3x−4x
2
−5

P7 = x3
−2x

4
−4 P8 = x2

−2x
3
−3x

2
−4 P9 = x−2x

6
−3

.

On va en déduire la valeur ϕ(u7) en utilisant la Proposition 3.5.3.6. Pour cela, il suffit de calculer
les coefficients multinomiaux suivants :(

7
1 1 1 1 1 2

)
= 7!

2! ≡ 0 [2]
(

7
1 1 1 4

)
= 7!

4! ≡ 0 [2]
(

7
1 1 3 2

)
= 7!

3!2! = 7× 6× 5× 2 ≡ 0 [2](
7

1 3 1 2

)
= 7× 6× 5× 2 ≡ 0 [2]

(
7

1 2 4

)
= 7× 5× 3 ≡ 1 [2]

(
7

3 1 1 2

)
= 7× 6× 5× 2 ≡ 0 [2](

7
3 4

)
= 7× 5 ≡ 1 [2]

(
7

2 3 2

)
= 7× 5× 2 ≡ 0 [2] 7

1 6 = 7 ≡ 1 [2]

Finalement, on a :

ϕ(u7) = P5 + P7 + P9 = x−1x
2
−4x

4
−5 + x3

−2x
4
−4 + x−2x

6
−3.

On en déduit l’image de um par ϕ pour tout m vérifiant s2(m) ≤ 3.
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3.6 Relecture de la théorie classique du point de vue
opéradique

Le but de cette section est de relire la théorie classique des modules instables, notamment les notions
étudiées en section 3.5, en utilisant la théorie des opérades.

Dans les deux premières sections, nous construisons des classes d’objets qui contiennent certains
modules instables classiques, notamment les modules et algèbres de Brown et Gitler ([17],[20]), l’algèbre
de Carlsson ([7]), et les modules de Campbell et Selick ([6]), qui ont reçu une étude plus précise à
la section 3.5. Dans ces constructions nous nous servons du Théorème 3.3.5.10, décrivant les algèbres
instables sur une opérade Lev-compatible (voir Définition 3.3.4.1 et Section 3.3.8 pour les définitions de
la Lev-compatibilité).

Le tableau suivant montre comment relier les objets construits aux objets classiques :

Pour fP : Lev→ P un morphisme d’opérade
tel que P est Lev-compatible, N un module
instable réduit connexe, s : ΣΩN → N une
section graduée, et B une base graduée de

ΣΩN

Pour fP = fuCom : Lev→ uCom défini en
3.2.2.2, N = F (1)

KfP(N) (défini en 3.3.5.10) H∗(Z/2Z,Z/2Z)

JfP(N) (défini en 3.6.1.1) Algèbre de Miller J∗∗ (défini en 3.5.1.3)

JfP(N)n (défini en 3.6.1.1) Module de Brown-GItler J(n) (défini en 3.5.1.1)

CfP(N) (défini en 3.6.1.9) Algèbre de Carlsson K∗∗ (défini en 3.5.1.7)

CfP(N)i (défini en 3.6.1.9) Module de Carlsson K(i) (défini en 3.5.1.6)

QsMfP(N) (défini en 3.6.2.1) Module de Campbell et Selick Ms (défini en 3.5.2.3)

QsMfP(N)i (défini en 3.6.2.1) Ms(i) (défini en 3.5.2.3)

Lors de la construction de ces modules instables, on constate un certain phénomène : à une opérade
Lev-compatible fP : Lev→ P fixée, on associe une opérade Lev-compatible fP◦D : Lev→ P ◦D obtenue
par ‘décalage’. Ce phénomène doit être comparé avec la notion de ρ-objet qui apparâıt notamment dans
[17]. On renvoie à l’appendice C pour plus de détails sur la notion de ρ-objet.

Les résultats classiques cités précédemment réapparâıssent dans les sections suivantes comme des
exemples ou des cas particuliers. Cette relecture amène deux intérêts : tout d’abord, certaines définitions
d’objets classiques se trouvent parfois simplifiées en identifiant certains de ces objets à des objets libres
dans des catégories d’algèbres instables. Notons, par exemple, que certains modules de Brown et Gitler,
le module de Carlsson K(1), l’algèbre de Carlsson, la cohomologie modulo 2 des espaces d’Eilenberg et
MacLane de Z/2Z, ainsi que les modules de Campbell et Selick, avec leurs structures multiplicatives
respectives, sont identifiés à des algèbres instables libres engendrées par un générateur, sur des opérades
Lev-compatibles. Ces affirmations correspondent aux Proposition 3.6.3.2, Proposition 3.6.3.4, Proposi-
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tion 3.6.3.5, Proposition 3.6.4.2. De plus, certains résultats qui avaient lieu dans la catégorie des modules
instables se trouvent maintenant vérifiés dans une catégorie d’algèbres instables. Par exemple, le module
de Carlsson K(i) est défini comme une limite, dans la catégorie des modules instables, des modules de
Brown et Gitler J(2qi) sous les applications ·Sq2qi : J(2q+1i)→ J(2q). Carlsson étudie ensuite une mul-
tiplication interne à K(i). On montre (voir Proposition 3.6.3.3), que K(i) avec sa multiplication peut en
fait être défini comme la limite des J(2qi) dans une catégorie d’algèbres à niveaux instables.

Dans [11], Davis a établi un résultat qui peut s’interpréter de la façon suivante :

Théorème Q. Le module de Carlsson K(1), muni de la multiplication • définie en Définition 3.5.1.10,
est l’algèbre à niveaux libre engendrée par x0.

La Proposition 3.6.3.4 affirme qu’en réalité, K(1) est l’algèbre à niveaux instable libre engendrée par
x0.

Le tableau suivant indique comment retrouver les théorèmes L, M, N, O et P énoncés dans l’intro-
duction de la section 3.5, à partir des résultats de la section 3.3.5 et de cette section, et de quelle façon
ces résultats sont généralisés :

Théorème
classique

Dans cette section (ou en 3.3.5)

Généralisations obtenues (pour
fP : Lev→ P une opérade

Lev-compatible et N un module
instable réduit, connexe, muni

d’une section graduée)

Théorème N
Théorème 3.3.5.10, avec fP = fuCom et

N = F (1)
Construction de KfP(N)

Théorème L
Proposition 3.6.1.3 avec fP = fuCom et

N = F (1), et Théorème 3.6.3.1.
Construction de JfP(N)

Théorème M
Théorème 3.6.1.12 avec fP = fuCom et
N = F (1), et Proposition 3.6.3.5

Construction de CfP(N), qui est muni
d’une structure d’algèbre fP◦D± -instable,
et isomorphisme CfP(N) ∼= Kf

P◦D±
(N)

Théorème Q Proposition 3.6.3.4 avec N = F (1)
Isomorphisme d’algèbres à niveaux
instables CfuCom(N)1

∼= KfLev(N)

Théorème O
Théorème 3.6.2.2 avec fP = fuCom et
N = F (1), et Théorème 3.6.4.3, avec

N = F (1)

Isomorphisme de modules instables
KfP(N⊕s) ∼= KfP◦Qs D

Théorème P Théorème 3.6.4.6
Théorème 3.6.5.8, pour P = Lev et

N = F (1).

Dans la section 3.6.1, on construit les algèbres bi-instables filtrées JfP(N), qui contiennent celle de
Brown et Gitler, et on construit une généralisation CfP(N) de l’algèbre de Carlsson. On obtient notam-
ment les Proposition 3.6.1.3, et Théorème 3.6.1.12.
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Dans la section 3.6.2, on construit les algèbres instables QsMfP(N), qui généralisent la construction
de Campbell et Selick. On obtient entre autre le Théorème 3.6.2.2.

Dans la section 3.6.3, on relit les résultats énoncés en 3.5.1 en utilisant les constructions introduites
en 3.6.1. On obtient notamment les Théorème 3.6.3.1 et Proposition 3.6.3.5.

Dans la section 3.6.4, on relit les résultats énoncés en 3.5.2 en utilisant les constructions introduites
en 3.6.2. On obtient entre autre les Théorème 3.6.4.3 et Théorème 3.6.4.6.

Dans la section 3.6.5, on traite l’exemple de l’opérade Lev avec les méthodes de Campbell et Selick.
On obtient notamment le Théorème 3.6.5.8.

Notation. Dans toute cette section, si fP : Lev → P est une opérade Lev-compatible (voir Section
3.3.4), et si ? est l’image du générateur de Lev dans P(2)S2 , on note KfP le foncteur précédemment noté
KP
? , qui à un module instable N associe la P-algèbre ?-instable libre engendrée par N . On note KfP la

catégorie des P-algèbres ?-instables. Sauf mention du contraire, tout morphisme d’opérades Lev → P

ci-dessous désigne une opérade Lev-compatible, et le module instable N considéré est réduit, connexe, et
sont munis d’une section graduée s : ΣΩN → N , et d’une base graduée B de ΣΩM (voir 3.3.5.8).

3.6.1 Théories de Brown et Gitler et de Carlsson sur une opérade
Lev-compatible

Dans cette section, on définit, pour toute opérade Lev-compatible fP : Lev→ P, une version ‘décalée’
fP◦D : Lev → P ◦ D de fP, qui vient accompagnée d’une cofiltration par des troncations obtenues par
quotients successifs sur D. Ensuite, pour tout module instable réduit connexe N , on construit une P-
algèbre fP-bi-instable JfP(N), que l’on considère comme une généralisation de la construction de Brown et
Gitler et de Miller, au sens où, lorsque fP est l’opérade Lev-compatible Lev→ uCom, et pour N = F (1),
on retrouve l’algèbre de Brown et Gitler (voir [20], [17]) étudiée à la section 3.5.1. Cette algèbre est
munie d’une filtration (TqJfP(N))q∈N induite par la cofiltration susmentionnée. On produit ensuite une
P ◦D-algèbre fP◦D-instable CfP(N), que l’on considère comme une généralisation de la construction de
Carlsson, au sens où, toujours dans le cas Lev → uCom et N = F (1), on retrouve l’algèbre de Carlsson
étudiée aussi à la section 3.5.1. On montre dans le Théorème 3.6.1.12, que cette algèbre admet en fait une
structure d’algèbre instable sur P ◦ D±, et qu’en tant que telle, elle est isomorphe à la P ◦ D±-algèbre
fP◦D±-instable libre engendrée par N .

Notation. Soit fP : Lev → P une opérade Lev-compatible. Notons ? ∈ P(2)S2 l’image du générateur
de Lev et notons fP◦D : Lev→ P ◦D (resp. fP◦D±) le morphisme d’opérades envoyant le générateur de
Lev sur (?; d, d) (resp. sur (?; ρ, ρ)). On note aussi fP◦Tq D le morphisme Lev → P ◦ Tq D qui envoie le
générateur de Lev sur (?; d, d).

Sauf mention du contraire, N désigne ici un module instable réduit et connexe.
On note toujours G(1) et TqG(1) les A-modules à droite définis en 3.4.1.3.

Définition 3.6.1.1. Soit fP : Lev → P une opérade Lev-compatible, N un module instable réduit et
connexe. En appliquant le Théorème 3.3.5.10, on vérifie que la P-algèbre KfP◦Tq D

(N) est isomorphe à

S(P, TqG(1)⊗ΣΩN). On note TqJfP(N) la P ◦Tq D-algèbre dans U2 obtenue en munissant KfP◦Tq D
(N)

du poids et de l’action à droite induites par S(P, TqG(1)⊗ ΣΩN).

Définition 3.6.1.2. On appelle P-algèbre de Brown et Gitler, et l’on note JfP(N) la P-algèbre dans
U2 obtenue en munissant la P-algèbre S(P, G(1)⊗ΣΩN) de la structure de module à droite induite par
la colimite des morphismes TqG(1)→ Tq+1G(1) définis en 3.4.1.3.
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Proposition 3.6.1.3. En tant que P-algèbre, JfP(N) est engendrée par les yi⊗x, où i ∈ N et x ∈ ΣΩN .
L’élément yi ⊗ x a pour degré celui de x et pour poids 2i. L’action à droite est déterminée par

(yi ⊗ x) · Sqj =

 yi ⊗ x si j = 0,
yi−1 ⊗ x si j = 2i−1,
0 sinon,

toujours avec la convention y−1 = 0, et la relation de Cartan.

Démonstration. La première partie de la proposition découle de la définition de JfP(N). L’action à droite
vérifie la relation de Cartan par rapport à P car pour tout q, S(P ⊗ TqG(1) ⊗ N) vérifie la relation
de Cartan et les morphisme de transitions sont des morphismes de P-algèbre. L’action à droite sur les
éléments du type yi ⊗ x est définie par l’action diagonale où A agit sur yi comme dans TiG(1) et agit
trivialement sur x. D’où le résultat.

Remarque 3.6.1.4. Pour décrire l’action à gauche, il faut fixer une section graduée s : ΣΩN → N et une
base graduée B de ΣΩN (voir 3.3.5.8). Le Théorème 3.3.5.10 nous donne alors, pour tout q ∈ N, un
isomorphisme de P◦Tq D-algèbres (et donc de P◦D-algèbres) ϕ̂q : KP◦TqD(N)→ S(P, TqG(1)⊗ΣΩN).
Notons aussi injq : TqG(1) → G(1) l’injection canonique de D-modules. Remarquons que pour tout
i ∈ N, yi ∈ G(1) est égal à inji(yi). Un élément du type yi ⊗ x ∈ S(P, G(1) ⊗ ΣΩN) est donc égal à
S(P, inji ⊗ΣΩN) ◦ ϕ̂i(s(x)), où s(x) est considéré comme élément de KP◦Ti D(N). L’action à gauche de
A sur S(P, G(1)⊗N) est donc déterminée par la relation de Cartan, et par : Sqj(yi ⊗ x) = S(P, inji ⊗
ΣΩN) ◦ ϕ̂i(Sqjs(x)).

La P-algèbre dans les bimodules TqJfP(N) est alors la sous-P-algèbre de JfP(N) engendrée par les
yi ⊗ x tels que i ≤ q.

On remarque que les P-algèbres dans les bimodules JfP(N) et TqJfP(N) sont fP-bi-instables. On a
une filtration de P-algèbres fP-bi-instables :

· · · // TqJfP(N)
� � // Tq+1JfP(N) // · · · // JfP(N) ,

où le morphisme TqJfP(N) ↪→ Tq+1JfP(N) identifie yi ⊗ x ∈ TqJfP(N) à yi ⊗ x ∈ Tq+1JfP(N).

Proposition 3.6.1.5. Pour tout i ≤ 2q, JfP(N)i ∼= TqJfP(N)i.

Démonstration. Rappelons que le bimodule JfP(N) est isomorphe à S(P, G(1)⊗ΣΩN). En tant qu’espace
vectoriel, il est engendré par les éléments (homogènes pour le poids) du type t := (µ; yi1⊗x1, . . . , yin⊗xn),
où µ ∈ P(n), yik ∈ G(1) est de poids 2ik et où xk ∈ ΣΩN . On a w(t) =

∑n
k=1 2ik . Notons j :=

max{ik : k ∈ [n]}. Si j > q, alors w(t) > 2q. Si j ≤ q, alors pour tout k ∈ [n], yik ∈ TqG(1), et donc
t ∈ TqJfP(N).

Lemme 3.6.1.6. Notons IfPq l’opérade image de Lev par fP◦Tq D. Pour tout w ∈ N tel que w ≤ 2q,

JfP(N)w est munie d’une structure de IfPq -algèbre instable.

Démonstration. Soit w ∈ N. D’après ce qui précède, pour tout q ∈ N tel que 2q ≥ w, JfP(N)w ∼=
TqJfP(N)w. L’opération (?; d, d) ∈ P ◦ Tq D engendre IfPq , et, dans JfP(N) elle préserve le poids, donc

TqJfP(N)w est bien muni d’une structure de IfPq -algèbre dans U. Elle est instable car TqJfP(N) est
(?; d, d)-instable.
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Définition 3.6.1.7. On note K
N[ 12 ]

fP◦D
(resp. K

N[ 12 ]

f
P◦D±

) la catégorie des P◦D-algèbres (resp. P◦D±-algèbres)

fP◦D-instables (resp. fP◦D± -instables) munies d’un poids à valeur dans N[ 1
2 ], additif pour la structure de

P-algèbre, et telles que d (resp. ρ) divise le poids par 2.

Remarque. La catégorie K
N[ 12 ]

fuCom ◦D
est exactement la catégorie des ρ-A-algèbres instables de Lannes et

Zarati [17] (voir appendice C).

Définition 3.6.1.8. Considérons maintenant le foncteur FNfP : Z≤ → K
N[ 12 ]

fP◦D
, où Z≤ désigne le poset Z

muni de l’ordre usuel, défini de la façon suivante : pour tout i ∈ Z, FNfP(i) est la P ◦ D-algèbre fP◦D-

instable JfP(N), munie du poids FNfP(i)w = JfP(N)2−iw avec la convention JfP(N)v = 0 pour v /∈ N, et

FNfP(i ≤ j)kw = dj−i : JfP(N)k2−iw → JfP(N)k2−jw.

Définition 3.6.1.9. On appelle P-algèbre de Carlsson généralisée, et l’on note CfP(N) l’objet de K
N[ 12 ]

fP◦D

obtenu comme limite du diagramme FNfP .

Remarque 3.6.1.10. Dans le diagramme FNfP , on observe deux décallages d différents : le d ‘interne’

FNfP(i)w → FNfP(i)w
2

, et le d ‘externe’, FNfP(i)w → FNfP(i+ 1)w.

...

��

...

��

...

��
. . . // FNfP(i− 1)2w

d

��

d=FNfP
(i−1≤i)2w

// FNfP(i)2w

d=FNfP
(i≤i+1)2w

//

d

��

FNfP(i+ 1)2w
//

d

��
· · · // FNfP(i− 1)w

d=FNfP
(i−1≤i)w

//

d

��

FNfP(i)w
d=FNfP

(i≤i+1)w
//

d

��

FNfP(i+ 1)w //

d

��

· · ·

. . . // FNfP(i− 1)w/2

d ��

d=FNfP
(i−1≤i)w/2

// FNfP(i)w/2
d=FNfP

(i≤i+1)w/2
//

d ��

FNfP(i+ 1)w/2 //

d ��
...

...
...

.

Lemme 3.6.1.11. Le décalage d agit sur CfP(N) par isomorphisme, donc CfP(N) peut être considéré

comme un objet de K
N[ 12 ]

f
P◦D±

.

Démonstration. C’est une conséquence presque directe de la définition : considérons un élément Y =
(Yi)i∈Z ∈ CfP(N). On a à la fois dY = (dYi)i∈Z et dYi = Yi+1 pour tout i ∈ Z. Donc dY = (Yi+1)i∈Z.
En posant d−1 : Y 7→ (Yi−1)i∈Z, il est clair que d−1 est inverse de d.

Théorème 3.6.1.12. En tant qu’objet de Kf
P◦D±

(c’est-à-dire, en oubliant le poids), CfP(N) est iso-
morphe à Kf

P◦D±
(N).
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Démonstration. Une grande partie de cette preuve repose sur le Lemme 3.6.1.13.
Soit x ∈ (ΣΩN)n. Considérons l’élément Y x = (Y xl )l∈Z ∈ CfP(N), où, pour tout l ∈ Z, Y xl correspond

à (1P; y−l⊗x) avec la convention yj = 0 pour j < 0. Ainsi, pour tout l, Y xl ∈ JfP(N)n2−l = FNfP(l)n1 , donc,

puisque dYl = Yl+1, on a Y x ∈ CfP(N)n1 . On définit un morphisme de P ◦D±-algèbres ϕ : Kf
P◦D±

(N)→
CfP(N) qui envoie x ∈ Kf

P◦D±
(N) sur Y x.

Soit maintenant n ∈ N, w ∈ N[ 1
2 ]. Notons m le plus grand entier relatif vérifiant 2n|2−mw. D’après

le Lemme 3.6.1.13, πnw(m) : CfP(N)nw → FNfP(m)nw = JfP(N)n2−mw est une bijection linéaire dont l’inverse
est noté ξnw. Considérons l’application linéaire ψnw : CfP(N)nw → Kf

P◦D±
(N)n, composée du morphisme

canonique πnw(m) : CfP(N)nw → FNfP(m)nw et de l’application $m : JfP(N)→ Kf
P◦D±

(N), qui, à (µ; yi1 ⊗
x1, . . . , yik ⊗ xk) ∈ JfP(N), associe

((µ; ρi1+m, . . . , ρik+m);x1, . . . , xk) ∈ Kf
P◦D±

(N).

On va montrer que le morphisme gradué ψ :=
∑
w∈N[ 12 ](ψ

n
w)n∈N est un inverse linéaire (gradué) de ϕ.

Montrons que ψ ◦ ϕ = idKf
∂◦D± (N)

: La P ◦D±-algèbre Kf
P◦D±

(N) est engendrée par les x ∈ ΣΩN .

elle est donc engendrée en tant qu’espace vectoriel (gradué) par les t :=
(
(µ; ρi1 , . . . , ρik);x1, . . . , xk

)
, où

k ∈ N, µ ∈ P(k), et pour tout j ∈ [k], ij ∈ Z et xi ∈ ΣΩN . Notons w =
∑
j∈[k] 2ij . On a :

ϕ(t) = (µ; ρi1 , . . . , ρik) (Y x1 , . . . , Y xk) = (µ; yi1−l ⊗ x1, . . . , yik−l ⊗ xk)l∈Z,

et cet élément est de poids w.
Notons n = |t| = |x1| + · · · + |xk|, et m le plus grand entier tel que 2n|2−mw. On a πnw(m)(ϕ(t)) =

(µ; yi1−m ⊗ x1, . . . , yik−m ⊗ xk), et donc,

ψ ◦ ϕ(t) = ((µ; ρi1−m+m, . . . , ρik−m+m);x1, . . . , xk) = t.

Montrons que ϕ ◦ ψ = idCfP (N) : On va en fait vérifier que, pour tout t ∈ JfP(N)n2−mw, l’élément

ϕ ◦ $m(t) de CfP(N)n est homogène de poids w, et que πnw(m) ◦ ϕ ◦ $m(t) = t. Cela impliquera que
ϕ ◦ψnw(ξnw(t)) = (ξnw(t)). Puisque ξnw : JfP(N)n2−mw → CfP(N)nw est une bijection linéaire, et puisque tout
élément de CfP(N) se décompose en somme finie d’éléments homogènes pour le poids, cela impliquera
que ϕ ◦ ψ = idCfP (N).

Tout d’abord, puisque, d’après le Proposition 3.6.1.3, FNfP(m)nw = JfP(N)n2−mw est engendré par les
éléments du type (µ; yi1 ⊗ x1, . . . , yik ⊗ xk) avec k ∈ N, µ ∈ P(n), et pour tout j ∈ [k], ij ∈ N et
xj ∈ ΣΩN , le tout vérifiant

∑
j∈[k] 2ij = 2−mw et

∑
j∈[k] |xj | = n, il suffit de vérifier que ϕ ◦$m(t) est

homogène de poids w dans CfP(N)n, et que πnw(m) ◦ ϕ ◦$m(t) = t pour les t de ce type. Or, pour un t
de ce type, on a $m(t) =

(
(µ; ρi1+m, . . . , ρik+m), x1, . . . , xk

)
, donc :

ϕ ◦$(t) = (µ; ρi1+m, . . . , ρik+m)(Y x1 , . . . , Y xk) = (µ; yi1+m−l ⊗ x1, . . . , yik+m−l ⊗ xk)l∈Z.

Lemme 3.6.1.13. Soit N un module instable réduit connexe, n ∈ N, et w ∈ N
[

1
2

]
. Notons m le plus

grand entier (relatif) vérifiant 2n|2−mw. L’application canonique πnw(m) : CfP(N)nw → FNfP(m)nw est une
bijection linéaire.

Démonstration. D’après la Proposition 3.6.1.3, FNfP(m)nw = JfP(N)n2−mw est engendré par les éléments
du type :

t := (µ; yi1 ⊗ x1, . . . , yik ⊗ xk),
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où k ∈ N, µ ∈ P(k), et pour tout j ∈ [k], ij ∈ N et xj ∈ ΣΩN , le tout vérifiant
∑
j∈[k] |xj | = n et∑

j∈[k] 2ij = 2−mw. On définit une application linéaire ξnw : FNfP(m)nw → CfP(N)nw en posant :

ξnw(t) = (µ; yi1+m−l ⊗ x1, . . . , yik+m−l ⊗ xk)l∈Z ,

avec la convention yi = 0 si i < 0. On a évidemment πnw(m) ◦ ξnw = idFNfP (m)nw
. On va montrer que

ξnw ◦ πnw(m) = idCfP (N)nw
.

Soit donc Y = (Yl)l ∈ CfP(N)nw. On a πnw(m)(Y ) = Ym, et, toujours d’après la Proposition 3.6.1.3,
Ym peut s’écrire comme une somme finie

∑
α∈I tα d’éléments du type :

tα := (µα; yi1,α ⊗ x1,α, . . . , yikα,α ⊗ xkα,α),

où kα ∈ N, µα ∈ P(kα), et pour tout j ∈ [kα], ij,α ∈ N et xj,α ∈ ΣΩN , le tout vérifiant
∑
j∈[kα] |xj,α| = n

et
∑
j∈[kα] 2ij,α = 2−mw.

On a donc :
ξnw(Ym) =

∑
α∈I

(Zαl )l∈Z,

où, pour tout α ∈ I et l ∈ Z,

Zαl := (µα; yi1,α+m−l ⊗ x1,α, . . . , yikα,α+m−l ⊗ xkα,α).

On a
∑
α∈I Z

α
m = Ym et pour tout l ≥ m,

∑
α∈I Z

α
l = dl−m

∑
α∈I Z

α
m = dl−mYm = Yl. Il faut vérifier

maintenant que pour l < m, on a aussi
∑
α∈I Z

α
l = Yl. Fixons l < m et notons W :=

∑
α∈I Z

α
l − Yl.

Puisque W ∈ FNfP(l)nw = JfP(N)n2−lw, toujours d’après la Proposition 3.6.1.3, on peut décomposer W en
une somme finie

∑
β∈I′ sβ , où pour tout β ∈ I ′,

sβ =

(
νβ ; yi′1,β ⊗ x

′
1,β , . . . , yi′

k′
β
,β
⊗ x′k′β ,β

)
,

avec, pour tout β ∈ I ′, k′β ∈ N, νβ ∈ P(k′β), et pour tout j ∈ [kβ ], i′j,β ∈ N, x′j,β ∈ ΣΩN , le tout vérifiant∑
j∈[k′β ] |x′j,β | = n et

∑
j∈[k′β ] 2i

′
j,β = 2−lw.

Montrons que pour tout β ∈ I ′, j ∈ [kβ ], on a i′j,β ≥ m − l : par l’absurde, soit β0 ∈ I ′ et

j0 ∈ [kβ0 ]. Supposons que i′j0,β0
< m − l. On vérifie que

(∑
j∈[kβ0 ] 2i

′
j,β0

)
− 2i

′
j0,β0 = 2−lw − 2i

′
j0,β0 =

2i
′
j0,β0 (2−l−i

′
j0,β0w − 1). D’après la définition de m, et puisque i′j0,β0

< m − l, on a 2n|2−l−i
′
j0,β0w. Cela

implique que la somme des chiffres en base 2 de 2−l−i
′
j0,β0w − 1, et donc de 2i

′
j0,β0 (2−l−i

′
j0,β0w − 1), est

supérieure à n (voir Lemme B.6). Or,
(∑

j∈[kβ0 ] 2i
′
j,β0

)
−2i

′
j0,β0 est une somme de kβ0

−1 puissances de 2

qui est égale à 2i
′
j0,β0 (2−l−i

′
j0,β0w−1). On en déduit que kβ0

> n. D’un autre côté, puisque N est connexe,
tout x ∈ ΣΩN de degré 0 est nul, donc le fait que sβ0

est un élément non nul de degré n =
∑
j∈kβ0

|x′j |
implique que kβ0 ≤ n. On a obtenu une contradiction.

Montrons que W = 0 : Considérons l’application linéaire f : JfP(N)n2−mw → JfP(N)n2−lw définie par :

f(µ; yi1 ⊗ x1, . . . , yik ⊗ xk) = (µ; yi1+m−l ⊗ x1, . . . , yik+m−l ⊗ xk).

D’après ce qui précède, on a dm−l ◦ f(W ) = W . Donc, puisque dm−lW = 0, W = 0.
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Finalement, Yl =
∑
α∈I Z

α
l . On a prouvé cela pour l > m quelconque, et aussi pour l ≤ m, donc

Y = (
∑
α∈I Z

α
l )l∈Z = ξnw ◦ πnw(m)(Y ).

Remarque 3.6.1.14. Notons ? ∈ P(2) l’image du générateur de Lev par un morphisme fP : Lev → P.
Notons IfP l’image du morphisme d’opérade fP◦D : Lev → P ◦ D associé, qui envoie le générateur de

Lev sur (?; d, d). Alors pour tout objet A ∈ K
N[ 12 ]

fP◦D
(et a fortiori pour tout objet A ∈ K

N[ 12 ]

f
P◦D±

), et tout

w ∈ N[ 1
2 ], le sous-module Aw est muni d’une structure de IfP -algèbre instable. En effet, (?; d, d) conserve

le poids. En particulier, pour tout w ∈ N[ 1
2 ], CfP(N)w est un objet de KIfP

.

Remarque 3.6.1.15. Soit n > 0 un entier. On note s2(n) la somme des chiffres de n en base 2 (voir
appendice B). En remarquant que s2(n) = s2(2n), on peut prolonger s2 à N[ 1

2 ] en posant s2(n2−i) :=
s2(n). Remarquons alors que, pour tout w ∈ N[ 1

2 ], si s2(w) > n, alors CfP(N)nw = 0. En effet, Soit
Y ∈ CfP(N)w, on peut décomposer Y en somme de monômes du type t := (µ; yi1 ⊗ x1, . . . , yik ⊗ xk). Le
fait que w(Y ) = w et que s2(w) > n implique que k > n, car on ne peut pas écrire w comme une somme
de moins de n nombres du type 2i pour i ∈ N. Mais puisque ΣΩN est connexe, x1, . . . , xk sont de degrés
au moins 1, donc |t| > n.

3.6.2 Théorie de Campbell et Selick sur une opérade Lev-compatible

Dans cette section, on étudie des versions cycliques des décalages étudiés dans 3.6.1. On obtient ces
décalages cycliques par les quotients Qs D, définis en Section 3.2.1, de l’algèbre D. Pour toute opérade
Lev-compatible fP : Lev → P, on obtiendra comme précédemment des versions décalées, ici cycliques,
fP◦Qs D : Lev → P ◦ Qs D. Pour tout module instable réduit connexe N , on construira des P ◦ Qs D-
algèbres fP◦Qs D-instables QsM(N), que l’on considère comme des généralisations des modules de Camp-
bell et Selick (voir [6]) étudiés à la section 3.5.2, au sens où, en considérant l’opérade Lev-compatible
Lev→ uCom et en posant N = F (1), on retrouve ces modules.

Définition 3.6.2.1.

• Pour tout entier s > 0, notons QsG le Qs D-module libre engendré par un élément que l’on note y0.
En tant qu’espace vectoriel, QsG est engendré par des éléments yi pour i ∈ Z/sZ, sur lesquels on
considère l’action de Qs D donnée par dyi = yi−1.

• On munit QsG d’un poids à valeur dans Z/(2s − 1)Z en posant w(yi) = 2i. L’action de d divise ici
le poids par 2.

• Remarquons que pour tout s > 0, une Qs D-algèbre est une D±-algèbre. Soient k et s deux entiers
strictement positifs. Le Lemme 3.2.2.7 montre que l’on peut aussi considérer une Qs D-algèbre
comme une Qks D-algèbre. On note gs|ks : QsG → QksG l’application linéaire qui envoie yi sur∑
j∈Z/ksZ, j≡i[s] yj . Remarquons que gs|ks ainsi définie est un morphisme de Qks D-algèbres, et donc

de D±-algèbres.

• Soit N un module instable réduit connexe. D’après le théorème 3.3.5.10, la P◦Qs D-algèbre fP◦Qs D-
instable KfP◦Qs D

(N) est isomorphe, en tant que P ◦ Qs D-algèbre, à S(P ◦ Qs D,ΣΩN). Ceci est
égal, toujours en tant que P◦Qs D-algèbre, à S(P, QsG⊗ΣΩN). On note QsMfP(N) cette P◦Qs D-
algèbre, munie du poids à valeur dans Z/(2s − 1)Z donné par celui de QsG, et additif par rapport
à l’action de P.
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• Pour tous s, k > 0, on prolonge l’application gs|ks ⊗ idΣΩN : QsG ⊗ ΣΩN → QksG ⊗ ΣΩN en un
morphisme de P ◦Qks D-algèbres fP◦Qks D-instables gs|ks : QsMfP(N)→ QskMfP(N).

• Pour tout s, k > 0 et w ∈ Z, on note gs|ks;w : QsMfP(N)[w]2s−1
→ QksMfP(N)[w]

2ks−1
le morphisme

de modules instables composé :

QsMfP(N)[w]2s−1

� � // QsMfP(N)
gs|ks // QksMfP(N)

πw // // QksMfP(N)[w]
2ks−1

,

où la dernière flèche est la projection orthogonalement à
⊕

j 6=[w]
2ks−1

QksMfP(N)j .

• On peut prolonger la définition de gs|ks;w à tout w ∈ Z[ 1
2 ], car 2 étant inversible dans Z/(2s − 1)Z,

[2qn]2s−1 a un sens.

• On note MfP(N) le module instable
∏
i∈N[ 12 ] CfP(N)i, et, pour tout i ∈ N[ 1

2 ], MfP(N)i = CfP(N)i.

• On note gs|+∞ : QsMfP(N) → MfP(N) le morphisme de P-algèbres défini par ses projections :

pour tout l ∈ N[ 1
2 ], x ∈ N ,

gs|+∞;w : QsMfP(N) → CfP(N)l

x⊗ yi 7→
{
x⊗ yj si j ≡ i[s] et l = 2j

0 sinon.

Il est compatible à l’action de D±.

Théorème 3.6.2.2. Soit fP : Lev → P une opérade Lev-compatible, telle que pour tout n ∈ N, P(n)
est de dimension finie. Soit N un module instable réduit, connexe, et graduellement fini. On a un iso-
morphisme de modules instables KfP(N⊕s) ∼= KfP◦QsD

(N).

Démonstration. Le preuve qui suit est une réécriture d’un résultat de Campbell et Selick [6] qu’elle
généralise. Le plan de la preuve est le suivant : nous allons d’abord construire un automorphisme de
P-algèbres Bij de S(P, (ΣΩN)⊕s) ⊗ F2s . Nous allons munir S(P, (ΣΩN)⊗s) ⊗ F2s d’une action de A

transférée de celle deKfP(N⊕s)⊗F2s par le Théorème 3.3.5.10, puis transférée par Bij. Nous appelleronsA
la P-algèbre dans U obtenue. Nous munirons ensuite S(P, QsG⊗N)⊗F2s d’une action de A transférée
de celle de KfP◦Qs D

(N) ⊗ F2s par le Théorème 3.3.5.10. On vérifiera que A est en fait isomorphe à
cette P-algèbre dans U. Finalement, on construira l’isomorphisme de modules instables KfP◦QS D

(N)→
KfP(N⊕s) en se servant du morphisme Bij décrit précédemment.

Construction de Bij : Notons φ : F2s → F2s l’automorphisme de Frobenius, et L le F2-espace vectoriel
engendré par t0, . . . , ts−1. L’automorphisme φ est un générateur du groupe de Galois Gal(F2s/F2). On
prolonge φ en un automorphisme

φ : S (P, L⊗ ΣΩN)⊗ F2s → S (P, L⊗ ΣΩN)⊗ F2s

par l’identité sur S(P, L ⊗ ΣΩN). D’après le théorème de la base normale primitive (voir Davenport
[10]), on peut choisir une racine primitive ω de F2s . C’est-à-dire, ω engendre le groupe multiplicatif F∗2s
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et {ω, φ(ω), . . . , φs−1(ω)} est une base du F2-espace vectoriel F2s . Notons P (X) = a0 + a1X + · · · +
as−1X

s−1 +Xs le polynôme minimal de ω. Notons :

T =


0 0 · · · 0 a0

1 0 · · · 0 a1

0 1 · · · 0 a2

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · 1 as−1


l’élément de GLs(F2) représentant la multiplication par ω dans la base {1, ω, . . . , ωs−1}. Puisque ω en-
gendre F∗2s , l’ordre de T est 2s− 1 dans GLs(F2). Considérons T comme une bijection linéaire de L⊗F2s

dans lui même en utilisant la base {t0, . . . , ts−1}. On peut étendre T à un automorphisme de P-algèbres :

T : S(P, L⊗ ΣΩN)⊗ F2s → S(P, L⊗ ΣΩN)⊗ F2s .

Puisque le polynôme caractéristique de T est P (X), ω est une valeur propre de T sur F2s . Considérons un
vecteur propre y0 ∈ L⊗ F2s pour la valeur propre ω. Posons yj = φjy0 pour j ∈ {0, . . . , s− 1}. Puisque

les coefficients de T sont dans F2, T commute avec φ. Donc Tyj = ω2jyj . Donc {y0, y1, . . . , ys−1} est une
base de L⊗ F2s sur F2s formée de vecteurs propres de T .

Pour des raisons de clarté, nous notons désormais QsG l’espace vectoriel engendré par {y0, . . . , ys−1}.
Remarquons que cela correspond à l’espace vectoriel sous-jacent au Qs D-module QsG défini en 3.2.3.3.
Considérons la bijection linéaire Bij : L ⊗ F2s → QsG ⊗ F2s qui correspond au changement de base de
la base {t0, . . . , ts−1} vers la base {y0, . . . , ys−1} (Bij envoie ti sur son expression comme combinaison
linéaire des yj et Bij−1 envoie yi sur son expression comme combinaison linéaire des tj). On étend Bij
à un automorphisme de P-algèbres :

Bij : S (P, L⊗ ΣΩN)⊗ F2s → S (P, QsG⊗ ΣΩN)⊗ F2s .

Description de l’action de A sur S(P, L⊗N) induite par celle de KfP(N⊕s) : On va appliquer
le Théorème 3.3.5.10. En reprenant les notations du Lemme 3.3.6.7 et de la Définition 3.3.6.4, on fixe
une section graduée q : ΣΩN → N , et une base graduée B de ΣΩN . On obtient une base C formée des
éléments Sqk0q(b) avec k ∈ N et b ∈ B. Le Théorème 3.3.5.10 nous donne un isomorphisme ϕ̂ : KfP(N)→
S(P,ΣΩN) inverse de π ◦S(P, q) : S(P,ΣΩN))→ KfP(N), où π est la projection S(P, N)→ KfP(N).

Puisque ΣΩ(N⊕s) = Coker(λN⊕s) est défini comme la colimite d’une somme directe, et que les
colimites commutent aux sommes directes, on a ΣΩ(N⊕s) = (ΣΩN)⊕s. On obtient une section graduée
en considérant q⊕s : (ΣΩN)⊕s → N⊕s. On applique le Théorème 3.3.5.10 : la P-algèbre KfP(N⊕s)
est isomorphe à S(P, (ΣΩN)⊕s). Ayant fixé la section graduée q⊕s, la preuve du Lemme 3.3.6.7 nous
donne un isomorphisme ϕ̂s : KfP(N⊕s)→ S(P, (ΣΩN)⊕s) inverse de πs ◦S(P, q⊕s) : S(P, (ΣΩN)⊕s)→
KfP(N⊕s), où πs est la projection S(P, N⊕s) → KfP(N⊕s). Remarquons que L ⊗ ΣΩN ∼= (ΣΩN)⊕s,
et que L⊗N = N⊕s. Munissons l’algèbre graduée S (P, L⊗ ΣΩN) de l’action de l’algèbre de Steenrod

induite par celle de KfP(L⊗N). Étendons cette action linéairement à S(P, L⊗ ΣΩN)⊗ F2s .
L’action de A que l’on a décrit sur S(P, L⊗ ΣΩN)⊗ F2s vérifie la relation de Cartan par rapport à

l’action de P, et, pour tout i ∈ {0, . . . , s− 1}, z ∈ ΣΩN , et i ∈ N, on a :

Sqi(ti ⊗ z) = ϕ̂s ◦ πs(ti ⊗ Sqiq(z)).

Puisque φ et la multiplication par ω commutent à l’action de A, ce sont des endomorphismes du module

instable S(P, L⊗ΣΩN)⊗F2s . L’isomorphisme ϕ̂ vérifie par définition ϕ̂◦π(ti⊗Sqk0q(b)) = (?k; (ti⊗b)×2k)
pour tout i ∈ {0, . . . , s}, Sqk0q(b) ∈ C.
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Description de A : Munissons maintenant la P-algèbre S(P, QsG⊗ ΣΩN)⊗ F2s d’une structure de
A-algèbre transférée de celle décrite plus haut sur S(P, L⊗ΣΩN)⊗F2s par la bijection Bij, c’est-à-dire,
pour tout x ∈ S(P, QsG⊗ΣΩN)⊗F2s , posons Sqix = Bij ◦Sqi ◦Bij−1(x). Notons provisoirement A la
P-algèbre dans les A-modules obtenue ainsi. L’action de l’algèbre de Steenrod sur A vérifie la relation
de Cartan par rapport à l’action de P, car S(P, L ⊗ ΣΩN) ⊗ F2s vérifie cette relation et Bij est un
isomorphisme de P-algèbres. Elle s’exprime sur les éléments yj ⊗ z avec z ∈ ΣΩN par :

Sqi(yj ⊗ z) = Bij ◦ Sqi ◦Bij−1(yj ⊗ z),
= Bij ◦ Sqi(Bij−1(yj)⊗ z),
= Bij ◦ ϕ̂ ◦ π ◦ S(P, Bij−1 ⊗N)(yj ⊗ Sqiq(z)).

Remarquons que Bij définit maintenant un isomorphisme de P-algèbres dans U :

Bij : KfP(N⊕s)⊗ F2s → A.

Description de l’action de A sur S(P, QsG⊗N)⊗ F2s induite par celle de KfP◦Qs D
(N)⊗ F2s :

Rappelons que pour tout espace vectoriel V , on a un isomorphisme S(P◦Qs D, V ) = S(P, QsG⊗V ). On
applique encore le Théorème 3.3.5.10 : la P-algèbre KfP◦Qs D(N) est isomorphe à S(P;QsG⊗ΣΩN), et
ayant fixé la section graduée q : ΣΩN → N , on a un isomorphisme ϕ̂′ : KfP◦Qs D(N)→ S(P;QsG⊗ΣΩN)
inverse de π′ ◦ S(P;QsG⊗ q) : S(P;QsG⊗ ΣΩN)→ KfP◦Qs D(N), où π′ est la projection S(P, QsG⊗
N) → KfP◦QsD

(N). L’isomorphisme ϕ̂′ vérifie ϕ̂′ ◦ π′(yi ⊗ Sqk0q(b)) =
(
?k; (dk)×2k

)(
(yi ⊗ b)×2k

)
=(

?k; (yi−k ⊗ b)×2k
)

pour tout i ∈ {0, . . . , s− 1}, Sqk0q(b) ∈ C. Cela nous permet de décrire une nouvelle

action de l’algèbre de Steenrod sur S(P;QsG⊗ΣΩN)⊗F2s . Elle vérifie la relation de Cartan par rapport
à l’action de P ◦QsD. Elle s’exprime sur les éléments yj ⊗ z avec z ∈ ΣΩN par :

Sqi(yj ⊗ z) = ϕ̂′ ◦ π′(yj ⊗ Sqiq(z)).

Comparaison des structures de A et de KfP◦Qs D
⊗ F2s : On va vérifier que les deux actions de

l’algèbre de Steenrod ainsi décrite sur S(P;QsG ⊗ ΣΩN) ⊗ F2s sont identiques. Pour cela, il suffit de
vérifier que les deux morphismes de P-algèbres ϕ̂′ ◦π′ et Bij◦ ϕ̂◦π◦S(P, Bij−1⊗N), de S(P, QsG⊗N)
dans S(P, QsG⊗ ΣΩN), sont identiques.

Soit j ∈ {0, . . . , s− 1} et Sqk0q(b) ∈ C. On a d’un côté, d’après ce qui précède,

ϕ̂′ ◦ π′(yj ⊗ Sqk0 b) =
(
?k; (yj−k ⊗ b)×2k

)
.

D’un autre côté, remarquons que, pour tout x =
∑s−1
i=0 λiti ∈ L ⊗ F2s , z ∈ ΣΩN , on a, dans S(P, L ⊗
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ΣΩN)⊗ F2s muni de l’action de KfP(L⊗N)⊗ F2s ,

Sq0φ(x⊗ z) =

s−1∑
i=0

λ2
iSq0(ti ⊗ z)

=

s−1∑
i=0

λ2
i ? (ti ⊗ z, ti ⊗ z)

=

s−1∑
i=0

?(λiti ⊗ z, λiti ⊗ z),

= ?(x⊗ z, x⊗ z).

Donc, dans A,

Sqk0 (yj ⊗ z) = Bij ◦ Sqk0 ◦Bij−1(φkyj−k ⊗ z)
= Bij ◦ Sqk0φk ◦Bij−1(yj−k ⊗ z)

=
(
?k; (yj−k ⊗ z)×2k

)
,

et donc,

Bij ◦ ϕ̂s ◦ πs ◦ S(P, Bij−1 ⊗N)(yj ⊗ Sqk0q(b)) = Bij ◦ ϕ̂s ◦ πs ◦ Sqk0 (Bij−1(yj)⊗ q(b)),

= Bij ◦ ϕ̂s ◦ πs ◦
(
?k; (Bij−1(yj−k)⊗ q(b))×2k

)
,

= Bij ◦ ϕ̂s ◦ πs ◦ S(P, q⊕s)
(
?k; (Bij−1(yj−k)⊗ b)×2k

)
et, puisque ϕ̂s ◦ πs ◦ S(P, q⊕s) = idS(P,L⊗N)⊗F2s

,

Bij ◦ ϕ̂s ◦ πs ◦ S(P, Bij−1 ⊗N)(yj ⊗ Sqk0q(b)) = Bij
(
?k; (Bij−1(yj−k)⊗ b)×2k

)
,

=
(
?k; (yj−k ⊗ b)×2k

)
.

On a en effet prouvé que l’action de A sur A est celle de KfP◦Qs D(N)⊗ F2s .

Construction de l’isomorphisme de modules instables KfP◦Qs D
(N) ∼= KfP(N⊕s) : Considérons

l’application linéaire :

λ : KfP(N⊕s)⊗ F2s → KfP(N⊕s)⊗ F2s

x 7→
s−1∑
i=0

φi(ωx)

D’après ce qui précède, λ est compatible à l’action de A. De plus, φ(λx) = λx, donc λx est invariant
sous l’action de Gal(F2s/F2) sur KfP(N⊕s)⊗F2s . Cela implique que l’image de λ est en fait incluse dans
KfP(N⊕s). Définissons maintenant le morphisme θ comme étant la composée :

KfP◦Qs D
(N) �
� // A

Bij−1

// KfP(N⊕s)⊗ F2s
λ // KfP(N⊕s) .
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Puisque {ω, φ(ω), . . . , φs−1(ω)} est une base de F2s sur F2, θ est injective.
On a supposé que N était graduellement fini, et que pour tout n ∈ N, P(n) était de dimension finie. On

en déduit que les modules instables N⊕s, S(P, N⊕s), S(P, QsG⊗N), et donc que les modules instables
KfP(N⊕s) et KfP◦Qs D

(N) sont graduellemment fini. Puisque θ est injective, c’est un isomorphisme.
L’inverse de θ se décrit explicitement de la façon suivante. Soit x ∈ KfP(N⊕s). On peut considérer

x ∈ KfP(N⊕s) ⊗ F2s . On peut alors décomposer Bij(x) ∈ A de manière unique en une somme ωq1 +
φ(ω)q2 + · · ·+ φs−1(ω)qs, avec qj ∈ KfP◦Qs D

(N) pour tout j ∈ [s]. On pose ψ(x) = q1. Le fait que x soit
invariant sous l’action de Gal(F2s/F2) sur KfP(N⊕s)⊗F2s implique que qj = φj−1(q1). On en déduit que
ψ = θ−1.

Lemme 3.6.2.3. Pour tous entiers strictement positifs s, s′, et s′′ ∈ (N \ {0}) ∪ {+∞}, tels que s|s′|s′′,
et pour tout w ∈ Z[ 1

2 ] non nul, on a gs′|s′′;w ◦ gs|s′;w = gs|s′′;w.

Démonstration. L’espace vectoriel QsMfP(N) est engendré par les P-monômes t := (µ; yi1⊗x1, . . . , yim⊗
xm) où µ ∈ P(m), et pour tout j ∈ [m], ij ∈ Z/sZ et xj ∈ ΣΩN . D’un côté, on a :

gs|s′′;w(t) = πw

µ;

 ∑
k1≡i1 [s]

yk1

⊗ x1, . . . ,

 ∑
km≡im [s]

ykm

⊗ xm


=
∑

(k1,...,km)∈E′′
(µ; yk1 ⊗ x1, . . . , ykm ⊗ xm),

où la somme est sur l’ensemble E′′ des m-uplets (k1, . . . , km) ∈ (Z/s′′Z)
×m

(si s′′ 6= +∞) tels que,
pour tout l ∈ [m], kl ≡ il [s] et

∑
l∈[m] 2kl ≡ w[2s

′′ − 1]. Si s′′ = +∞, E′′ est constitué des m-uplets

(k1, . . . , km) ∈ Z×m vérifiant les mêmes conditions, on vérifie alors que E′′ est fini et donc que gs|s′′;w(t)
appartient bien à CfP(N)w.

D’un autre côté, on a aussi gs|s′;w(t) =
∑

(j1,...,jm)∈E(µ; yj1 ⊗ x1, . . . , yjm ⊗ xm), où E est l’ensemble

des m-uplets (j1, . . . , jm) ∈ (Z/s′Z)
×m

tels que, pour tout l ∈ [m], jl ≡ il [s] et
∑
l∈[m] 2jl ≡ w[2s

′ − 1],
et donc,

gs′|s′′;w ◦ gs|s′;w(t) =
∑

(j1,...,jm)∈E

gs′|s′′;w(µ; yj1 ⊗ x1, . . . , yim ⊗ xm)

=
∑

(j1,...,jm,j′1,...,j
′
m)∈E′

(µ; yj′1 ⊗ x1, . . . , yj′m ⊗ xm)

où cette fois,E′ est l’ensemble des (j1, . . . , jm, j
′
1, . . . , j

′
m), avec (j1, . . . , jm) ∈ E, (j′1, . . . , j

′
m) ∈ (Z/s′′Z)

×m

(∈ Z×m si s′′ = +∞), tels que pour tout l ∈ [m], j′l ≡ jm [s′], et tels que
∑m
l=1 2j

′
l ≡ w [2s

′′ − 1].
Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que l’application suivante est une bijection :

h : E′ → E′′

(j1, . . . , jm, j
′
1, . . . , j

′
m) 7→ (j′1, . . . , j

′
m).

Tout d’abord, h est bien définie. En effet, soit (j1, . . . , jm, j
′
1, . . . , j

′
m) ∈ E′. Pour tout l ∈ [m], puisque

j′l ≡ jl [s′] et jl ≡ il [s], on a j′l ≡ il[s]. De plus,
∑
l∈[m] 2j

′
l ≡

∑
l∈[m] 2jl ≡ w[2s

′′−1]. Donc (j′1, . . . , j
′
m) ∈

E′′.
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Ensuite, montrons que h est injective. Considérons (j1, . . . , jm, j
′
1, . . . , j

′
m) et (r1, . . . , rm, . . . , r

′
1, . . . , r

′
m) ∈

E′. Pour tout l ∈ [m], si j′l = r′l, alors jl ≡ j′l ≡ r′l ≡ rl [s]. Deux éléments de E′ qui ont la même image
par h sont donc égaux.

Montrons enfin que h est surjective. Soit (k1, . . . , km) ∈ E′′. Notons, pour tout l ∈ [m], jl la classe de
kl modulo s′. Puisque

∑
l∈[m] 2jl ≡

∑
l∈[m] 2kl ≡ w [2s

′ − 1], on a bien (j1, . . . , jm, k1, . . . , km) ∈ E′. Or

h(j1, . . . , jm, k1, . . . , km) = (k1, . . . , km). Finalement h est bien surjective.

Définition 3.6.2.4. Notons P l’ensemble partiellement ordonné obtenu en considérant l’ordre de division
sur N \ {0}. Soit n > 0, w ∈ Z[ 1

2 ]. Posons FN
w : P → U le diagramme obtenu en envoyant s ∈ N sur

QsMfP(N)w, et en envoyant s|ks sur gs|ks;w.

Lemme 3.6.2.5. Pour tout w ∈ N[ 1
2 ], QsMfP(N)w est muni d’une structure de IfP -algèbre instable (voir

Remarque 3.6.1.14 pour la définition de IfP).

Démonstration. Pour montrer cela il suffit de vérifier que (?; d, d) conserve le poids. Mais cela est clair.

Remarque. L’un des résultats de l’article de Campbell et Selick [6] est l’égalité, dans le cas où P = uCom,

entre le module instable colimF
F (1)
w et CfP(F (1))w, pour tout entier w. Ce résultat, que l’on a rappelé en

3.5.2.7, est revu dans la section suivante. Nous adapterons ce résultat dans le cas P = Lev en section 3.6.5.
On a vu que les objets QsMfP(N)w et CfP(N)w étaient munis de structures de IfP -algèbres instables.

On peut alors se demander si F
F (1)
w peut-être défini dans la catégorie KIfP

. Malheureusement, de façon
générale, les morphismes gs|s′;w ne sont pas compatibles à la structure de IfP -algèbres.

Par exemple, pour fP = fuCom : Lev→ uCom, on peut montrer que IfP = Lev, et, en prenant s = 1,
s′ = 2, on a, d’un côté, dans Q2MfuCom(F (1)) :

g1|2;4(1uCom; y0 ⊗ x) = π4(1uCom; (y0 + y1)⊗ x)

= (1uCom; y0 ⊗ x),

où x ∈ ΣF (0) est l’élément non-nul, qui est de degré 1. Donc,

g1|2;4(X7; (y0 ⊗ x)×7) = π4(X7; ((y0 + y1)⊗ x)×7)

= π4

(
7∑
i=0

(
7

i

)(
X7; (y0 ⊗ x)×i, (y1 ⊗ x)×7−i))

=
(
X7; (y0 ⊗ x), (y1 ⊗ x)×6

)
+
(
X7; (y0 ⊗ x)×4, (y1 ⊗ x)×3

)
+
(
X7; (y0 ⊗ x)×7

)
,

et donc, en notant ? := (X2; d, d) ∈ uCom ◦D le générateur de IfuCom = Lev, on a :

?
(
g1|2;4(1uCom; y0 ⊗ x), g1|2;4(X7; (y0 ⊗ x)×7)

)
= ?

(
(1P; y0 ⊗ x),

(
X7; (y0 ⊗ x), (y1 ⊗ x)×6

)
+
(
X7; (y0 ⊗ x)×4, (y1 ⊗ x)×3

)
+
(
X7; (y0 ⊗ x)×7

))
=
(
X8; (y1 ⊗ x)×2, (y0 ⊗ x)×6

)
+
(
X8; (y1 ⊗ x)×5, (y0 ⊗ x)×3

)
+
(
X8; (y1 ⊗ x)×8

)
D’autre part, dans Q1MfuCom(F (1)), ?

(
(1uCom; y0 ⊗ x),

(
X7; (y0 ⊗ x)×7

))
=
(
X8; (y0 ⊗ x)×8

)
, et donc :

g1|2;4

(
?
(
(1uCom; y0 ⊗ x),

(
X7; (y0 ⊗ x)×7

)))
= π4

(
(X8; (y0 + y1)⊗ x)×8

)
= π4

(
8∑
i=0

(
8

i

)(
X8; (y0 ⊗ x)×i, (y1 ⊗ x)×8−i)) =

(
X8; (y1 ⊗ x)×8

)
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On observe que ?
(
g1|2;4(1uCom; y0 ⊗ x), g1|2;4(X7; (y0 ⊗ x)×7)

)
est une somme de trois termes indépen-

dants, et que g1|2;4

(
?
(
(1uCom; y0 ⊗ x),

(
X7; (y0 ⊗ x)×7

)))
n’est que l’un de ces trois termes.

3.6.3 Algèbres de Brown et Gitler et de Carlsson - point de vue
opéradique

Dans cette section, nous utilisons les constructions produites à la section 3.6.1 pour relire les résultats
de la section 3.5.1 en utilisant la théorie des algèbres instables sur une opérade Lev-compatible. On refor-
mule d’abord dans le Théorème 3.6.3.1 le théorème de Miller vu en 3.5.1.5 (voir [20]). Cette identification
d’apparence formelle a pour but d’éclaircir la riche structure algébrique de l’algèbre de Brown et Gitler.
Dans la Proposition 3.6.3.2, nous identifions les modules de Brown et Gitler de poids 2q à une algèbre
instable libre sur une opérade Lev-compatible. La définition des modules de Carlsson peut alors s’écrire
en terme de limite sur une catégorie d’algèbre instables et non plus seulement de modules instables. On
montre, dans la Proposition 3.6.3.4, que le module de Carlsson K(1) muni de sa multiplication interne
est en fait l’algèbre à niveaux instable libre engendrée par un élément de degré 1. Ce resultat précise le
résultat de Davis [11]. Finalement, on montre, dans la Proposition 3.6.3.5, que l’algèbre de Carlsson est
aussi une algèbre instable libre sur un générateur de degré 1 par rapport à une opérade Lev-compatible
de la forme Lev→ uCom ◦D±.

Théorème 3.6.3.1. L’algèbre J∗∗ est la uCom-algèbre bi-instable JfuCom
(F (1)) définie en 3.6.1.1.

Démonstration. Les structures de uCom-algèbres et de modules à droite de J∗∗ identifiées par Miller
dans [20] correspondent à celles de JfuCom

(F (1)) (voir 3.6.1.3). Reste à identifier les structures à gauche.
Toujours suivant la Proposition 3.6.1.3, et en reprennant la section décrite en 3.3.7.3, on obtient l’action
à gauche sur JfP(F (1)) suivante :

Sqj(yi ⊗ σι0) :=

 yi ⊗ σι0 si j = 0,
(?; yi−1 ⊗ x, yi−1 ⊗ σι0) si j = 1,
0 sinon.

Cela correspond bien à l’action à gauche de A sur J∗∗ .

Proposition 3.6.3.2. Pour tout q ∈ N, J(2q) est munie d’une structure de Tq Lev-algèbre instable,
où Tq Lev est définie en 3.2.2.8, et en tant que telle, elle est libre, isomorphe à KfTq Lev

(F (1)). Plus
généralement, pour tout module réduit connexe N , JfuCom

(N)2q
∼= KfTq Lev

(N) en tant que Tq Lev-
algèbres instables. En particulier, ce sont aussi des algèbres à niveaux instables.

Démonstration. D’après le théorème précédent, J(2q) est le sous-module de poids 2q de JfuCom
(F (1)).

Le Lemme 3.6.1.6 indique que ce module est muni d’une structure de IfuCom
q = Tq Lev-algèbre instable.

Plus généralement, soit N un module réduit connexe. D’après la Proposition 3.6.1.5, JfuCom
(N)2q

∼=
TqJfuCom

(N)2q . Rappelons que TqJfuCom
(N) est isomorphe, en tant que fuCom ◦D-algèbre, àKfuCom ◦Tq D

(N).
L’injection Tq Lev→ uCom ◦Tq D induit une injection de Tq Lev-algèbres ϕ : KfTq Lev

(N)→ KfuCom ◦Tq D
(N) ∼=

TqJfuCom
(N) envoyant le générateur x ∈ N sur (X1; yq ⊗ x). Celui-ci est de poids 2q. Or l’opération

(X2; d, d) stabilise le poids dans JfuCom
(N). Donc l’image de ϕ est contenue dans JfP(N)2q . Il reste à

prouver l’inclusion inverse. Soit donc t := (Xn; yi1 ⊗ x1, . . . , yin ⊗ xn) ∈ JfuCom
(N) un élément homogène

générique. Supposons que w(t) = 2q. On a donc
∑n
j=1 2ij = 2q. Considérons la fonction h : [n] → N qui

envoie j ∈ [n] sur q− ij . On vérifie que
∑
j∈[n]

1
2h(j)

= 2−q
∑
j∈[n] 2ij = 1, donc h correspond à un élément
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de la base L′(n) de Lev(n). De plus, h est de hauteur inférieure à q, Il appartient donc à une base de
Tq Lev(n). On vérifie que

ϕ(h(x1, . . . , xn)) = (Xn; dh(1), . . . , dh(n))((X1; yq ⊗ x1), . . . , (X1; yq ⊗ xn))

= (Xn; yq−h(1) ⊗ x1, . . . , yq−h(n) ⊗ xn) = t.

Finalement, ϕ induit bien un isomorphisme de Tq Lev-algèbres KfTq Lev
(N)→ JfuCom(N)2q .

Proposition 3.6.3.3. Pour tout entier i > 0, Le module de Carlsson K(i), muni de sa multiplication
interne (voir section 3.5.1), est la limite du diagramme suivant dans KfLev

:

· · · JfuCom(F (1))2qi
oo JfuCom(F (1))2q+1i

doo · · ·oo .

Démonstration. Pour tout i, on rappelle (voir section 3.5.1) que le module de Carlsson K(i) est défini
comme limite sur q des modules de Brown et Gitler J(2q), par rapport aux morphismes de modules
instables ·Sq2qi : J(2q+1i) → J(2qi). Par la définition même des multiplications internes à J(2qi) et à
K(i), on peut considérer cette limite dans la catégorie KfLev

. La proposition précédente montre que J(2q)
est isomorphe à JfuCom(F (1))2q , et la multiplication interne à J(2q) correspond à (?; d, d).

Proposition 3.6.3.4. Le module de Carlsson K(1), muni de sa multiplication interne, est une algèbre
à niveaux instable libre, et en tant que telle, elle est isomorphe à KfLev

(F (1)). Plus généralement, pour
tout n ∈ N, CfuCom

(N)1 est une Lev-algèbre instable isomorphe à KfLev
(N).

Démonstration. Rappelons d’abord qu’en tant que Lev-algèbre instable, CfuCom
(N)1 est la limite du

diagramme :

· · · JfuCom
(N)2q

oo JfuCom
(N)2q+1

·Sq2
q

oo · · ·oo .

Pour tout q ∈ N, JfuCom
(N)2q est isomorphe, en tant que Lev-algèbre instable, à KfTq Lev

(N). De plus les
applications JfuCom(N)2q+1 → JfuCom(N)2q sont induite par les applications de troncation Tq+1 Lev →
Tq Lev. On est dans le bon contexte pour appliquer le Lemme 3.3.8.4. On a besoin de vérifier que, pour
tout k ∈ N, la suite :

· · · Tq Lev(k)oo Tq+1 Lev(k)oo · · ·oo

est costationnaire. Rappelons qu’un arbre binaire à k feuilles est au plus de hauteur k − 1. Soit h un
élément de L′(k), considéré comme un élément de Lev(k). On a fuCom ◦Tq D(h) = (Xn; dh(1), . . . , dh(k)).
Puisque h est de hauteur au plus k−1, h(i) < k pour tout i ∈ [k]. Donc fuCom ◦Tq D(h) = fuCom ◦Tq+1 D(h)
pour tout q ≥ k. Cela implique que la suite précédente est bien costationnaire.

On va maintenant retrouver l’algèbre de Carlsson en tant que uCom ◦D±-algèbre (X2; ρ, ρ)-instable.
Rappelons que l’on dispose d’un morphisme d’opérades uCom ◦D → uCom ◦D±, qui fournit un

foncteur d’oubli KfuCom ◦D±
→ KfuCom ◦D

, ce qui nous permet de considérer KfuCom ◦D±
(N) comme une

uCom ◦D-algèbre fuCom ◦D-instable. On peut aussi considérer CfuCom
(N) comme un objet de KfuCom ◦D

en oubliant le poids.

Proposition 3.6.3.5. L’algèbre de Carlsson K∗∗ =
⊕

i∈N[ 12 ]K(i) définie à la section 3.5.1 est munie d’une

structure de uCom ◦D±-algèbre instable, et en tant que telle, elle est libre, engendrée par un élément de
degré 1.
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Démonstration. Rappelons la définition, donnée en 3.6.1.9, de CfP(N). L’algèbre de Carlsson, munie de
son décalage, est définie de la même manière que CfuCom(F (1)) (voir par exemple [25]). Le résultat découle
alors du Théorème 3.6.1.12.

3.6.4 Espaces d’Eilenberg-MacLane et modules de Campbell et Selick -
point de vue opéradique

Dans cette section, nous reformulons les résultats de la section 3.5.2 pour les adapter au point de vue
de la section 3.6.2. Nous commençons par rappeller que le résultat de J-P. Serre identifie la cohomologie
modoulo 2 du n-ième espace d’Eilenberg-MacLane du groupe Z/2Z à l’(uCom-)algèbre instable libre
engendrée par un générateur de degré n. On donne le lien entre nos modules QsMfP(N) et les modules de
Campbell et Selick. On retrouve ensuite le Théorème 3.5.2.4 comme cas particulier du Théorème 3.6.2.2.
On réécrit le Théorème 3.5.2.7 avec nos notation et on rappelle la structure de la preuve. Dans la section
suivante nous généralisons ce résultat, en utilisant d’autres méthodes, à l’opérade Lev-compatible fLev.

Proposition 3.6.4.1. On a un isomorphisme de uCom-algèbres instables :

KfuCom
(F (n)) ∼= H∗(π(Z/2Z, n),Z/2Z).

Démonstration. C’est un corollaire direct du Théorème 3.5.2.1, avec nos notations.

Proposition 3.6.4.2. Pour tout entier s > 0, le module de Campbell et Selick Ms avec son produit et
son décalage xi 7→ xi−1, est isomorphe à la uCom ◦Qs D-algèbre fuCom ◦Qs D-instable QsMfuCom

(F (1)). En
particulier, c’est une uCom ◦Qs D-algèbre fuCom ◦Qs D-instable libre engendrée par un élément de degré
1.

Démonstration. Cela découle des définitions.

Théorème 3.6.4.3. Pour tout entier s > 0, et tout module instable réduit, connexe, et graduellement
fini N , on a un isomorphisme de modules instables KfuCom(N)⊗s ∼= KuCom ◦Qs D(N).

Démonstration. Le Théorème 3.6.2.2 donne un isomorphisme de modules instables KfuCom
(N⊕s) ∼=

KuCom ◦Qs D(N). Puisque ΣΩN est graduellement fini, et puisque S(uCom) est exponentiel, on a un
isomorphisme de uCom-algèbre S(uCom,ΣΩN⊕s) ∼= S(uCom,ΣΩN)⊗s. En ayant fixé la section graduée
ΣΩN → N , la structure de module instable déduite sur S(uCom,ΣΩN)⊗s de celle de KfuCom(N⊕s)
cöıncide avec celle déduite de KfuCom

(N)⊗s.

Définition 3.6.4.4.

• Pour tout s, k > 0, on définit une application γs|ks : QksG → QsG qui envoie yi sur y[i]s . On note
aussi γs|ks : QksMfuCom(N) → QsMfuCom(N) le morphisme de uCom ◦D±-algèbres fuCom ◦D± -
instables obtenu en prolongeant par l’identité.

• Pour tout s, k > 0 et w ∈ Z, on définit γs|ks;w : QksMfuCom ◦D±
(N)[w]

2ks−1
→ QsMfuCom ◦D±

(N)[w]2s−1

par la composée :

QksMfuCom(N)[w]
2ks−1

� � // QksMfuCom(N)
γs|ks // QsMfuCom(N) // // QsMfuCom(N)[w]2s−1

.
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• On définit aussi des morphismes de uCom ◦D±-algèbres fuCom ◦D± -instables γs|+∞ : CfuCom(N)→
QsMfuCom(N) et γs|+∞;w : CfuCom(N)w → QsMfuCom(N)[w]2s−1

.

Théorème 3.6.4.5 (Campbell et Selick [6]). Pour tout s ∈ N, k ∈ (N \ 0) ∪ {+∞}), et w ∈ [2s − 1]
γs|ks;w ◦ gs|ks;w est l’identité de QsMfuCom

(F (1)).

Démonstration. Voir [6].

Théorème 3.6.4.6 (Campbell et Selick [6]). Soit P = uCom. Pour tout entier w > 0, CfuCom
(F (1))w

est la colimite de F
F (1)
w dans U, où FN

w : P→ U est défini en 3.6.2.4.

Démonstration. La preuve, dûe à Campbell et Selick [6], est la suivante : le Théorème 3.6.4.5 implique
que, pour tout w ∈ N \ {0}, si s est assez grand, alors les morphismes gs|s′;w et gs|+∞;w sont injectifs. On

en déduit un morphisme injectif de modules instables colimF
F (1)
w → CfuCom

(F (1))w. On vérifie aisément
que ce morphisme est surjectif.

Corollaire 3.6.4.7. En tant que module instable,KfLev(F (1)) est la colimite des modules {QsMfuCom(F (1))1}s∈N\{0}
sous les applications gs|s′;1.

Démonstration. On applique le théorème précédent, avec w = 1. De plus la Proposition 3.6.3.5 implique
que KfLev

(F (1)) = CfuCom
(F (1))1.

3.6.5 Modules de Campbell et Selick sur l’opérade des algèbres à
niveaux

Dans cette section, on va appliquer les méthodes utilisées par Campbell et Selick présentées en 3.5.2
et 3.6.4 sur les objets définis en 3.6.2 en se concentrant sur le cas P = Lev. On obtiendra notamment le
Théorème 3.6.5.8 qui est l’analogue du Théorème 3.6.4.6 dans le cas de l’opérade des algèbres à niveaux.

On commence par reconnâıtre que l’image du morphisme d’opérade décallé Lev → Lev ◦D est iso-
morphe à Lev, ce qui garantit notamment que les modules CfLev(F (n))w sont munis d’une structure
d’algèbre à niveaux.

On introduira une décomposition en ‘atomes’, similaire à celle de Campbell et Selick ([6]) dans le cas
des algèbres commutatives.

Ensuite, on énonce et l’on prouve le Théorème 3.6.5.8, qui identifie le module instable CfLev
(F (1))w

introduit en Section 3.6.1, à la colimite de modules QsMfLev
(F (1))w introduits en Section 3.6.2. Dans

le cas de l’opérade Lev-compatible fuCom, Campbell et Selick appuyaient leur preuve sur un résultat
d’injectivité qui est un corollaire direct du Théorème 3.6.4.5. Dans notre cas, on va relever ce même
résultat d’injectivité au cas de l’opérade Lev-compatible fLev, le long d’un morphisme d’opérades Lev-
compatibles p : fLev → fuCom.

Rappel. L’opérade Lev est ensembliste, engendrée par un élément d’arité 2. La base ensembliste L′(m)
de Lev(m) est formée des fonctions µ : [m]→ N vérifiant

∑
i∈[m]

1
2µ(i)

.

Proposition 3.6.5.1. Soit fLev ◦D : Lev → Lev ◦D le morphisme d’opérades qui envoie le générateur ?
de Lev sur (?; d, d). L’image de fLev ◦D est isomorphe à Lev.

Démonstration. Les opérades Lev et Lev ◦D étant ensemblistes, et le morphisme fLev ◦D étant lui-même
ensembliste, on se place ici dans la catégorie des opérades ensemblistes. Considérons la projection ρ :
Lev ◦D→ Lev. Je prétends que la restriction de ρ à l’image de fLev ◦D fournit l’isomorphisme recherché.
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Tout d’abord, ce morphisme est surjectif, car la composée ρ ◦ fLev ◦D, par construction, est l’identité
de Lev.

Montrons maintenant que ce morphisme est injectif. Soit h ∈L′(k) un élément de la base ensembliste
de Lev(k). On a alors : fLev ◦D(h) = (h; dh(1), . . . , dh(k)). Donc L′ est envoyée par fLev ◦D sur une famille
libre de Lev ◦D.

Remarque 3.6.5.2. On déduit en corollaire du Lemme 3.6.1.6 notamment et de la Proposition 3.6.5.1, que
les modules TqJfLev

(n)w, JfLev
(n)w, CfLev

(n)w, sont munis d’une structure d’algèbre à niveaux instable.

Définition 3.6.5.3. Soit N un module réduit connexe. On appelle ‘atome’ de CfLev
(N) tout élément

du type
(
?k; (yi ⊗ x)×2k

)
pour i ∈ Z et x ∈ ΣΩN . On appelle décomposition adéquate d’un monôme

t := (µ; yi1⊗x1, . . . , yim⊗xm) ∈ CfLev
(N) un élément de S(Lev, CfLev

(n)) du type ν(A1, . . . , Am), où pour
tout i ∈ [m], Ai est un atome, où pour tout i, j ∈ [m], si i 6= j, alors Ai 6= Aj , ou bien la transposition (i j)
n’est pas dans le stabilisateur de ν, et tels que le produit S(Lev, S(Lev, CfLev

(n))) → S(Lev, CfLev
(n))

envoie ν(A1, . . . , Am) sur t.

Notation 3.6.5.4. Lorsque N = F (1), les atomes sont du type
(
?k; (yi ⊗ σι0)×2k

)
. Cet atome, qui ne

dépend donc que de k ∈ N, i ∈ Z, est noté x?2
k

i .

Lemme 3.6.5.5. L’espace vectoriel CfLev(N) est engendré par les monômes munis d’une décomposition
adéquate du type :

t = ν

 ∏
i,j,l,α

(
?ki,j,l,α ; (yi ⊗ zi,j)×2ki,j,l,α

) ,

où i parcoure {0, . . . , s− 1} dans le produit, où pour tout i ∈ {0, . . . , s− 1}, j parcoure un ensemble fini
[pi], où l parcoure {0, . . . , o(ν)}, o(ν) étant la hauteur de ν, où, pour tout i ∈ {0, . . . , s − 1}, j ∈ [pi],

l ∈ {0, . . . , o(ν)}, α parcoure un ensemble fini [ri,j,l], où ν envoie
(∑i0

i=0

∑j0
j=1

∑l0−1
l=0 ri,j,l

)
+ β sur l0

pour tout β ∈ [ri0,j0,l0 ], où pour tout i ∈ {0, . . . , s − 1}, (zi,j)j∈[pi] est une famille croissante d’une base
ordonnée fixée de ΣΩN , et où pour tout i, j, l, (ki,j,l,α)α∈[ri,j,l] est une famille strictement croissante
d’entiers.

De plus, sous ces conditions, la décomposition est unique.

Démonstration. Rappelons que les monômes t := (µ; yi1 ⊗ x1, . . . , yim ⊗ xm) engendrent CfLev
(N), pour

µ ∈ L′(m), i1, . . . , im ∈ Z, et x1, . . . , xm appartenant à une base de ΣΩN que l’on suppose munie d’un

ordre total. À permutation près, on peut supposer que i1 ≤ · · · ≤ im. Il existe donc r ∈ Comps(m) telle
que

t = (µ; y1 ⊗ x1,1, . . . , y1 ⊗ x1,r1 , y2 ⊗ x2,1, . . . , ys ⊗ xs,rs).

À permutation près, on peut aussi supposer que pour tout i ∈ [s], la suite (xi,j)1≤j≤ri est ordonnée. Il
existe donc, pour tout i ∈ [s], une composition q

i
∈ Comppi(ri), telle que :

t =
(
µ; (y1 ⊗ z1,1)×q1,1 , . . . , (ys ⊗ zs,ps)×qs,ps

)
,

avec, pour tout i ∈ [s], zi,1 < · · · < zi,pi . Rappelons maintenant que µ ∈L′(m) est une fonction µ : [m]→
N vérifiant

∑
i∈[m]

1
2µ(i)

= 1. À permutation près, on peut supposer que, pour tout i ∈ [s], j ∈ [pi], la suite
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(µ(l))L1≤l≤L2 et croissante, où L1 = r1+· · ·+ri−1+qi,1+· · ·+qi,j−1+1 et L2 = r1+· · ·+ri−1+qi,1+· · ·+qi,j .
Il existe donc, pour tout i ∈ [s], j ∈ [pi], une composition ci,j ∈ Compo(µ)(qi,j) telle que :

t =

µ;
∏

i∈[s],j∈[pi],l∈[o(µ)]

(yi ⊗ zi,j)×ci,j,l
 ,

où pour tout i ∈ [s], zi,1 < · · · < zi,pi , et µ est croissante sur les parts de la partition q
1

+ · · · + q
s
,

et constante sur toutes les parts de ci,j . On va maintenant se servir de la décomposition binaire ci,j,l =

2bin(ci,j,l,1) + · · ·+ 2bin(ci,j,l,s2(ci,j,l)). Soit µ′ :
[∑

i,j,l s2(ci,j,l)
]
→ N la fonction qui envoie s2(c1,1,1) + · · ·+

s2(ci,j,l−1) + α sur µ(β) − bin(ci,j,l, α) pour un β ∈ ci,j,l. On a alors µ′ ∈ L′
(∑

i,j,l s2(ci,j,l)
)

, et plus

précisément :

µ = µ′

 ∏
i,j,l,α∈[s2(ci,j,l)]

?bin(ci,j,l,α)

 .

On vérifie que la décomposition suivante de t est adéquate :

t = µ′

 ∏
i,j,l,α∈[s2(ci,j,l)]

(
?bin(ci,j,l,α); (yi ⊗ zi,j,l)×2bin(ci,j,l,α)

) .

De plus, il est clair que sous les conditions demandées, cette décomposition est unique.

Lemme 3.6.5.6. L’espace vectoriel QsMfLev
(F (1)) est engendré par les monômes munis d’une décom-

position adéquate du type :

µ

∏
i,l,α

x?2
ki,j,l

i

 ,

où µ ∈L′(m), i parcoure {0, . . . , s−1} dans le produit, où l parcoure {0, . . . , o(µ)}, o(µ) := maxi∈[m] µ(i)
étant la hauteur de µ, où pour tout i ∈ {0, . . . , s− 1}, l ∈ {0, . . . , o(µ)}, α parcoure un ensemble fini [ri,j ]
avec

∑
i,j ri,j = m et pour tout i, j, ki,j,1 < · · · < ki,j,ri,j .

Démonstration. C’est la même preuve que celle du Lemme 3.6.5.5. Le fait qu’ici, n = 1, permet d’obtenir
cette décomposition plus concise.

Lemme 3.6.5.7. Soit N un module réduit connexe. Si A est un atome, alors gs|s′(A) est une somme
d’atomes distincts, où gs|s′ : QsMfLev

(N) → Qs′MfLev
(N) est définie à la section 3.6.2. De plus, si A,B

sont deux atomes distincts, alors chaque terme de la somme gs|s′(A) est un atome distinct de chaque
terme de la somme gs|s′(B).

Démonstration. Soit A = ?k

(
(yi ⊗ x)×2k

)
un atome. On a

gs|s′(A) =
∑

(j1,...,j2k )∈E

(?k; yj1 ⊗ x, . . . , yj2k ⊗ x),
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où la somme est sur l’ensemble E des 2k-uplets j1, . . . , j2k ∈ Z/s′Z tels que pour tout l ∈ [2k], jl ≡ i [s].

Or, en notant a := s′

s , on remarque que les j ∈ Z/s′Z tels que j ≡ i [s] sont les i+bs pour b ∈ {0, . . . , a−1}.
Puisque ?k est stable sous l’action de S2k , on va pouvoir réordonner les éléments de la somme, on obtient :

gs|s′(A) =
∑

r∈Compa(2k)

∣∣∣∣S2k

Sr

∣∣∣∣ (?k; (yi ⊗ x)×r1 , . . . , (yi+(a−1)s ⊗ x)×ra
)
.

Soit r ∈ Compa(2k). Le coefficient
∣∣∣S2k

Sr

∣∣∣ = 2k!
r1!...ra! est pair, sauf s’il existe b ∈ [a] tel que rb = 2k. Donc,

gs|s′(A) =
∑

b∈{0,...,a−1}

(
?k; (yi+bs ⊗ x)×2k

)
Ce qui implique le résultat demandé.

Théorème 3.6.5.8. Pour tout entier w > 0, CfLev(F (1))w est la colimite de F
F (1)
w dans U.

Démonstration. On va d’abord prouver que le morphisme colim gs|s′;w : F(1)w → CfP(F (1))w est injectif,
puis qu’il est surjectif :

Remarquons que l’on a un morphisme d’opérades ensemblistes p : Lev → uCom, qui envoie tout
élément µ ∈L′(m) sur l’élément Xm ∈ uCom(m).

Pour tout s ∈ N, on déduit du morphisme précédent un morphisme de Lev ◦Qs D-algèbres instables
p : QsMfLev(F (1))→ QsMfuCom(F (1)) qui respecte le poids.

Fixons w ∈ N \ {0}. On déduit du morphisme précédent un morphisme de modules instables pw :
QsMfLev

(F (1))w → QsMfuCom
(F (1))w (c’est même un morphisme d’algèbres à niveaux instables). On

vérifie alors aisément que le diagramme suivant commute :

QsMfLev
(F (1))w

gs|s′;w //

pw

��

Qs′MfLev
(F (1))w

pw

��
QsMfuCom

(F (1))w gs|s′;w
// Qs′MfuCom

(F (1))w

Ici, puisque n = 1, on suivra la notation introduite en 3.6.5.4 : les atomes sont du type
(
?k; (yi ⊗ σι0)×2k

)
,

ce que l’on note x?2
k

i . D’après le Lemme 3.6.5.6, tout monôme admet une unique décomposition adéquate
du type

µ

∏
i,l,α

x?2
ki,j,l

i

 ,

où µ ∈L′(m) i parcoure {0, . . . , s−1} dans le produit, où l parcoure {0, . . . , o(µ)}, o(µ) := maxi∈[m] µ(i)
étant la hauteur de µ, où pour tout i ∈ {0, . . . , s− 1}, l ∈ {0, . . . , o(µ)}, α parcoure un ensemble fini [ri,j ]
avec

∑
i,j ri,j = m et pour tout i, j, ki,j,1 < · · · < ki,j,ri,j .

Soit t = µ
(∏

i,l,α x
?2ki,j,l
i

)
, un tel monôme décomposé. Puisque le diagramme ci-dessus commute, on

a pw ◦ gs|s′;w(t) = gs|s′;w ◦ pw(t). Or, pw(t) est le polynôme
∏
i x
∑
l,α 2ki,l,α

i . En supposant s assez grand,
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puisque gs|s′;w : QsMfuCom(F (1))w → Qs′MfuCom(F (1))w est injectif, cela implique que pw ◦gs|s′;w(t) 6= 0,
donc que gs|s′;w(t) 6= 0.

D’autre part, on a

gs|s′;w(t) = πw

µ
∏
i,l,α

gs|s′
(
x?2

ki,l,α

i

) .

D’après le Lemme 3.6.5.7, µ
(∏

i,l,α gs|s′
(
x?2

ki,l,α

i

))
est une somme de décompositions adéquates dis-

tinctes. Donc gs|s′;w(t) est une somme de décompositions adéquates distinctes. Elle est non vide car
gs|s′;w(t) 6= 0.

Cela prouve que gs|s′;w est injective. En effet, si un autre monôme décomposé s avait la même image
que t par gs|s′;w, par unicité de la décomposition adéquate et par le Lemme 3.6.5.7 on en déduirait que
t = s.

Prouvons maintenant que colims gs|+∞;w : colimF
F (1)
w → CfLev

(F (1))w est surjective. CfLev
(F (1))w

est engendré par les monômes t := (µ;xi1 , . . . , xim) avec µ ∈ Lev(m), i1, . . . , im ∈ Z tels que
∑
l∈[m] 2im =

w, et xi := yi ⊗ σι0. À permutation près, on peut supposer que i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im. Soit s > log2(w)− i1.
Notons [t] := (µ;x[i1]s , . . . , x[im]s). On a :

gs|+∞;w([t]) =
∑

(j1,...,jm)∈E

(µ;xj1 , . . . , xjm),

où la somme est sur l’ensemble E des m-uplets (j1, . . . , jm) ∈ Z×m tels que pour tout l ∈ [m], jl ≡ il [s]
et
∑
l∈[m] 2jl = w. Prouvons que E = {(i1, . . . , im)}. Tout d’abord, il est clair que (i1, . . . , im) appartient

à E. Soit (j1, . . . , jm) ∈ E.
Si, pour tout l ∈ [m], jl ≤ il, alors nécessairement, (jl)l = (il)l. En effet, s’il existe de plus α ∈ [m] tel

que jα < iα, on a
∑
l 2
jl <

∑
l 2
il = w ce qui contredit le fait que

∑
l 2
jl = w.

Supposons donc qu’il existe α ∈ [m] tel que jα > iα. Puisque jα ≡ iα [s], on en déduit que jα ≥
iα + s ≥ i1 + s. Donc

∑
l 2
jl ≥ 2jα ≥ 2s2i1 . Ayant supposé que s > log2(w) − i1, on en déduit que∑

l 2
jl > w, ce qui montre finalement que jl = il pour tout l ∈ [m].

On a montré que t = gs|+∞;w([t]), ce qui montre que t est dans l’image de colims gs|+∞;w. Puisque
cela est vrai pour tout monôme t, colims gs|+∞;w est surjective.

Proposition 3.6.5.9. Pour tout entier n > 0, KfLev
(N) est un facteur direct, en tant qu’algèbre à

niveaux instable, de CfLev(N)1.

Démonstration. Rapplons que si x est un élement de ΣΩN , et si fQ : Lev→ Q désigne une opérade Lev-
compatible, x peut aussi désigner un élément (générateur) de la Q-algèbre KfQ(N). Tout d’abord, l’image
de fLev ◦D : Lev → Lev ◦D est isomorphe à Lev, donc, d’après la Remarque 3.6.1.14, CfLev

(N)1 est une
Lev-algèbre instable. Il existe donc un morphisme de Lev-algèbre instables ϕ : KfLev(N) → CfLev(N)1

qui envoie, pour tout x ∈ ΣΩN , le générateur x ∈ KfLev(N) sur l’élément (1Lev; y0 ⊗ x) ∈ CfLev(N)1. Un
élément du type (h;x1, . . . , xk) ∈ KfLev

(N), où h ∈L′(k), est envoyé par ϕ sur (h; y−h(1)⊗x1, . . . , y−h(k)⊗
xk).

D’autre part, le morphisme d’opérades Lev → uCom induit un morphisme de Lev-algèbres instables
ψ : CfLev(N)1 → CfuCom(N)1. On a :

ψ (µ; yi1 ⊗ x1, . . . , yik ⊗ xk) = (µ;x1, . . . , xk).

Il est alors clair que ψ ◦ ϕ est l’identité de KfLev(N).
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Appendice A. Proof of Proposition 2.2.3.8

This section aims to clarify the product of the monad Γ(P), when P is a reduced operad. This is the
result of Proposition 2.2.3.8.

Let us write the proposition again. Let P be a reduced operad and V be an F-vector space. Denote
by µ : P ◦P → P the multiplication of P and by µ̃ : Γ(P) ◦ Γ(P) → Γ(P) the multiplication of the
monad Γ(P). Consider an element t ∈ Γ(P,Γ(P, V )) of the form

t =
∑

σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
( p⊗
i=1

( ∑
σi∈Smi/Sqi

σi · xi ⊗ σi · vi
)⊗ri)

,

with r ∈ Compp(n), x ∈ P(n)Sr , and for all i ∈ [p], q
i
∈ Compki(mi), xi ∈ P(mi)

Sq
i and vi ∈

(V ⊗mi)Sqi .

Proposition A.1. One has

µ̃V (t) =
∑

τ∈SM/
∏p
i=1 Sri oSqi

µ(x⊗ [τ ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

)⊗ τ · (v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp),

where M = r1m1 + · · ·+ rpmp, and

[τ ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

∈ IndSM∏
iS
×ri
mi

⊗
i

P(mi)
⊗ri .

Proof. The multiplication µ̃V : Γ(P,Γ(P, V ))→ Γ(P, V ) is the composite :⊕
n≥0,M≥0(P(n)⊗P⊗n(M)⊗ V ⊗M )Sn,SM //⊕

M≥0((
⊕

n≥0 P(n)⊗P⊗n(M))Sn ⊗ V ⊗M )SM

Tr−1

��⊕
n≥0(P(n)⊗ Γ(P⊗n, V ))Sn

OO

⊕
M≥0((

⊕
n≥0 P(n)⊗P⊗n(M))Sn ⊗ V ⊗M )SM

µ

��⊕
n≥0(P(n)⊗ Γ(P, V )⊗n)Sn

ϕ

OO

(
⊕

M≥0 P(M)⊗ V ⊗M )SM

,

The isomorphism ϕ : (P(n) ⊗ Γ(P, V )⊗n)Sn → (P(n) ⊗ Γ(P⊗n, V ))Sn (see [22], Proposition 4.2) is
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given by

ϕ(t) =
∑

σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
∑

τ∈SM/
∏p
i=1 S

×ri
mi∑

(σi,j)i∈[p],j∈[ri]∈
∏p
i=1(Smi/Sqi

)×ri

[τ ⊗
( p⊗
i=1

ri⊗
j=1

σi,j · xi
)

]∏
iS
×ri
mi

⊗ τ ·
( p⊗
i=1

ri⊗
j=1

σi,j · vi
)
,

which is equal to∑
σ∈Sn/Sr

σ · x⊗ σ ·
( ∑
τ∈SM/

∏p
i=1 S

×ri
q
i

[τ ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

⊗ τ · (v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp)

)

=
∑

σ∈Sn/Sr

∑
τ∈SM/

∏p
i=1 S

×ri
q
i

(σ · x⊗ σ · [τ ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

)⊗ τ · (v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp).

Every τ ∈ SM/
∏p
i=1 S

×ri
q
i

can be decomposed as a product τ1τ
∗
2 with τ1 ∈ SM/

∏p
i=1 Sri o Sq

i
and

τ2 ∈ Sr acting by block of size mi. Yet, x is invariant under the action of τ2 and, x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp and
v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp are both invariant under the action of τ∗2 , so, one gets

∑
σ∈Sn/Sr

∑
τ2∈Sr

∑
τ1∈SM/

∏p
i=1 Sri oSqi

((στ2) · x⊗ σ · [τ1τ∗2 ⊗ x
⊗r1
1 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏

iS
×ri
mi

)

⊗ τ1τ∗2 · (v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp)

is equal to∑
σ∈Sn/Sr

∑
τ2∈Sr

∑
τ1∈SM/

∏p
i=1 Sri oSqi

((στ2) · x⊗ (στ2) · [τ1 ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

)

⊗ τ1 · (v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp)

=
∑
σ∈Sn

∑
τ∈SM/

∏p
i=1 Sri oSqi

(σ · x⊗ σ · [τ ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

)⊗ τ · (v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp).

Then, applying the inverse of the norm map TrP,P : P ◦P → P ◦̃ P, one gets∑
τ∈SM/

∏p
i=1 Sri oSqi

[x⊗ [τ ⊗ x⊗r11 ⊗ · · · ⊗ x⊗rpp ]∏
iS
×ri
mi

]Sn ⊗ τ · (v1
⊗r1 ⊗ · · · ⊗ vp⊗rp).

Finally, applying the mutliplication of the operad P gives the expected result.
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Appendice B. Calculs en base 2

Dans cette section on présente des calculs en caractéristique 2, et notamment des calculs de coefficients
binomiaux. Ces résultats sont utilisés à la 2.7 pour décrire les puissances divisées sur les opérades Com
et Lev en caractéristique 2, et à la section 3.5.3 pour décrire l’action de l’algèbre de Steenrod sur la
cohomologie modulo 2 du groupe Z/2Z.

Notation. Pour tout n ∈ N, on notera la décomposition binaire de n de la manière suivante :

n = 2bin(n,1) + · · ·+ 2bin(n,s2(n))

Par convention, on posera s2(0) = 0 et la décomposition binaire de 0 sera la somme vide. Ici s2(n) est
donc la somme des chiffres dans l’écriture en base binaire de n. On notera aussi l2(n) = bin(n, s2(n)) + 1
la longueur de l’écriture binaire de n, et v(n) = bin(n, 1) la valuation 2-adique de n. On a par convention
l2(0) = 1 et v(0) = +∞.

On utilisera aussi la décomposition binaire “classique” de n :

n = ν020 + ν121 + . . . ,

où (νi)i∈N ∈ {0, 1}N définit l’entier n de manière unique. On a alors : s2(n) =
∑
i∈N νi.

Rappelons deux résultats de congruence :

Théorème B.1 (Formule de Legendre). Pour tout entier n > 0, on a :

v(n!) = n− s2(n)

Théorème B.2 (Théorème de Lucas [19]). Pour tout entiers m,n ∈ N, notons m =
∑
i∈N µi2

i et
n =

∑
i∈N νi2

i les décompositions binaires classiques de m et n. On a :(
m

n

)
≡
∏
i∈N

(
µi
νi

)
[2],

où, par convention,
(

0
0

)
= 1 et

(
0
1

)
= 0.

On en déduit les résultats suivants :

Lemme B.3. Pour tout n > 0, l’entier :

n!∏s2(n)
i=1 2bin(n,i)!

est impair.
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Démonstration. D’après la formule de Legendre, v(n!) = n−s2(n). Or, pour tout i ∈ [s2(n)], v(2bin(n,i)!) =

2bin(n,i) − 1, donc v(
∏s2(n)
i=1 2bin(n,i)!) =

(∑s2(n)
i=1 (2bin(n,i))

)
− s2(n) = n− s2(n). D’où le résultat.

Lemme B.4. Pour tout k ∈ N, l’entier :
2k+1!

2(2k!)2

est impair.

Démonstration. D’après la formule de Legendre, v(2k+1!) = 2k+1 − 1. D’autre part, v(2!(2k!)2) = v(2) +
2v(2k!) = 1 + 2(2k − 1) = 2k+1 − 1. D’où le résultat.

Lemme B.5. Pour tousm,n > 0, l’entier
(
m+n
n

)
est impair si et seulement si les ensembles {bin(n, i)}i∈[s2(n)]

et {bin(m, i)}i∈s2(m) sont disjoints.

Démonstration. D’après le théorème de Lucas,(
m+ n

n

)
≡
∏
i∈N

(
ρi
νi

)
[2],

où m+n =
∑
i∈N ρi2

i est la décomposition binaire classique de m+n. Donc
(
m+n
n

)
est pair si et seulement

s’il existe j ∈ N tel que ρj < νj . Si, pour tout i ∈ N, µi = 0 ou νi = 0, alors pour tout i ∈ N, ρi = µi + νi,
donc ρi ≥ νi. S’il existe j ∈ N tel que µj = νj = 1, supposons que j0 est le plus petit entier satisfaisant
cette condition, alors on vérifie que ρj0 = 0 < νj0 = 1.

Lemme B.6. Pour tout k > 0, l ∈ [2k − 1], on a : s2(2k − l − 1) = k − s2(l).

Démonstration. Notons l =
∑
i∈N λi2

i la décomposition binaire classique de l. Alors λj = 0 pour tout

j ≥ k. On vérifie que 2k−l =
∑k−1
i=0 (1−λi)2i et que ceci fournit une décomposition binaire de 2k−l−1.

Lemme B.7. Pour tout a, b ∈ N, s2(a+ b) ≤ s2(a) + s2(b).

Démonstration. On va prouver, par récurrence sur l’entier k, que, pour tout k ∈ N, pour tout a, b ∈ N, si
a < 2k et b < 2k alors s2(a+b) ≤ s2(a)+s2(b). Pour le cas k = 0, il faut vérifier que s2(0+0) ≤ s2(0)+s2(0).
Or s2(0) = 0, donc cela est vrai. Supposons le résultat vérifié pour k quelconque. Soient a, b ∈ N tels que
a < 2k+1, b < 2k+1. Si a < 2k et b < 2k, alors par hypothèse de récurrence, s2(a + b) ≤ s2(a) + s2(b).
Supposons que a ≥ 2k. On va étudier les trois cas suivants : a) 0 ≤ b < 2k+1 − a, b) 2k+1 − a ≤ b ≤ 2k,
c) 2k ≤ b. Notons

∑
i∈N λi = a+ b la décomposition binaire classique de a+ b.

a) Si 0 ≤ b < 2k+1 − a, alors λk = 1. Donc s2(a + b − 2k) = s2(a + b) − 1. D’autre part, puisque
a− 2k < 2k et b < 2k+1 − a ≤ 2k, par hypothèse de récurrence, s2(a+ b− 2k) ≤ s2(a− 2k) + s2(b).
Or s2(a− 2k) = s2(a)− 1. Donc s2(a+ b) = s2(a+ b− 2k) + 1 ≤ s2(a) + s2(b).

b) Si 2k+1 − a ≤ b ≤ 2k < 2k+1 + 2k − a, λk+1 = 1 et λk = 0. Donc s2(a+ b) = s2(a+ b− 2k), et par
hypothèse de récurrence, s2(a+ b− 2k) ≤ s2(a− 2k) + s2(b) = s2(a)− 1 + s2(b) < s2(a) + s2(b).

c) Si 2k ≤ b, alors λk+1 = 1, donc s2(a+ b− 2k+1) = s2(a+ b)− 1. Mais, par hypothèse de récurrence,
s2(a+ b−2k+1) ≤ s2(a−2k) + s2(b−2k) = s2(a) + s2(b)−2. Donc s2(a+ b) = s2(a+ b−2k+1) + 1 ≤
s2(a) + s2(b)− 1 < s2(a) + s2(b).
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Lemme B.8. Soit n,m ∈ N∗, dont les décompositions binaires s’écrivent respectivement n =
∑
i∈N νi2

i

et m =
∑
i∈N µi2

i. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe une suite d’entiers I = (i1, . . . , ik) telle que SqIun = um dans H∗(Z/2Z,F2).

(2) Il existe une suite d’entiers I = (i1, . . . , ik) telle que n + i1 + · · · + ik = m et telle que les entiers(
n
i1

)
,
(
n+i1
i2

)
, . . .,

(
n+i1+···+ik−1

ik

)
sont impairs.

(3) n ≤ m, mais, pour tout entier N ∈ N,
∑N
i=0 νi ≥

∑N
i=0 µi.

Démonstration. Les assertions (1) et (2) sont clairement équivalentes.
Supposons que la condition (3) est vérifiée, et prouvons que l’assertion (2) est vraie.
Notons s2(n) =

∑
i∈N νi (resp. s2(m) =

∑
i∈N µi), et notons (bin(n, 1), . . . ,bin(n, s2(n))) (resp.

(bin(m, 1), . . . ,bin(m, s2(m)))) la suite ordonnée des i ∈ N tels que νi = 1 (resp. µi = 1). Autrement dit
on a réécrit la décomposition binaire de n et de m de la façon suivante : n = 2bin(n,1) + · · ·+2bin(n,s2(n)) et
m = 2bin(m,1) + · · ·+ 2bin(m,s2(m)). Prolongeons les suites bin(n, ·) et bin(m, ·) en posant bin(n, i) = +∞
pour i > s2(n) et de même, bin(m, i) = +∞ pour i > s2(m). La condition (3) implique que bin(n, i) ≤
bin(m, i) pour tout entier positif i, et donc que s2(n)−s2(m) ≥ 0. On va prouver le résultat par récurrence
sur l’entier s2(n)− s2(m).

On va tout d’abord prouver que l’assertion (2) est vraie si s2(n) = s2(m). Dans ce cas, il suffit de
vérifier, à l’aide du Théorème de Lucas, que la suite suivante convient :

(2bin(m,1)−1, 2bin(m,1)−2, . . . , 2bin(n,1),

2bin(m,2)−1, 2bin(m,2)−2, . . . , 2bin(n,2),

. . . ,

2bin(m,s2(m))−1, 2bin(m,s2(m))−2, . . . , 2bin(n,s2(m))).

Supposons que s2(n) > s2(m). On a donc bin(m, s2(m)) > bin(n, s2(n)), et, toujours à cause de la
condition (3), bin(m, s2(n)− 1) ≥ bin(m, s2(m)) > bin(m, s2(n)).

Considérons la suite I = (2bin(n,s2(n)−1), 2bin(n,s2(n)−1)+1, . . . , 2bin(n,s2(n))−1), que l’on note I = (i1, . . . , ik).
On vérifie que les entiers

(
n
i1

)
,
(
n+i1
i2

)
,. . .,

(
n+i1+···+ik−1

ik

)
sont impairs à l’aide du Théorème de Lucas. De

plus, l’entier n′ = n + i1 + · · · + ik a pour décomposition binaire n′ = 2bin(n,1) + · · · + 2bin(n,s2(n)−2) +
2bin(n,s2(n))+1, on note aussi n′ =

∑
i∈N ν

′
i2
i cette décomposition binaire.

On va montrer que le couple (n′,m) vérifie la condition (3). Puisque n′ vérifie s2(n′) = s2(n)− 1, par
hypothèse de récurrence, (n′,m) vérifie la condition 2. Il existe donc une suite J = (j1, . . . , jl) telle que

n′+ j1 + · · ·+ jl = m et telle que les entiers
(
n′

j1

)
,
(
n′+j1
j2

)
, . . .,

(
n′+j1+···+jl−1

jl

)
sont impairs. Cela implique

que la concaténation des suites (J, I) = (j1, . . . , jl, i1, . . . , il) convient pour prouver que (n,m) vérifie la
condition (2).

Montrons donc que (n′,m) vérifie la condition (3).
On a ν′i = νi pour i < bin(n, s2(n)−1), pour bin(n, s2(n)−1) < i < bin(n, s2(n)) et i > bin(n, s2(n))+1.

On a aussi :
ν′bin(n,s2(n)−1) = 0 νbin(n,s2(n)−1) = 1

ν′bin(n,s2(n)) = 0 νbin(n,s2(n)) = 1

ν′bin(n,s2(n))+1 = 1 νbin(n,s2(n)) = 0

.
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Donc, pour N < bin(n, s2(n)−1),
∑N
i=0 ν

′
i ≥

∑N
i=0 µi. Pour bin(n, s2(n)−1) < N < bin(n, s2(n)), puisque

s2(n) > s2(m), on a :

N∑
i=0

ν′i =

(
N∑
i=0

νi

)
− 1 = s2(n)− 2 ≥ s2(m)− 1 ≥

N∑
i=0

µi,

car bin(m, s2(m)) > bin(n, s2(n)). Pour les mêmes raisons,

bin(n,s2(n))∑
i=0

ν′i =

bin(n,s2(n))∑
i=0

νi

− 2 = s2(n)− 2 ≥ s2(m)− 1 ≥
N∑
i=0

µi,

et, finalement,

bin(n,s2(n))+1∑
i=0

ν′i =

bin(n,s2(n))+1∑
i=0

νi

− 1 = s2(n)− 1 ≥ s2(m) ≥
bin(n,s2(n))+1∑

i=0

µi.

Donc, (n′,m) vérifie la condition (3).
Reste à prouver que la condition (2) implique la condition (3). On va procéder par contraposée.
Supposons donc que la condition (3) n’est pas vérifié. Si n > m, la condition (2) n’est clairement

pas vérifiée. Supposons donc qu’il existe N ∈ N tel que
∑N
i=0 νi <

∑N
i=0 µi. Notons Nn,m le plus petit

entier vérifiant cette condition. Cela implique que νNn,m = 0 et µNn,m = 1. Soit I = (i1, . . . , ik) une suite
d’entiers tels que n+ i1 + · · ·+ ik = m.

On va prouver par récurrence (forte) sur Nn,m que l’un des entiers
(
n
i1

)
,. . .,

(
n+i1+···+ik−1

ik

)
est pair. Si

Nn,m = 0, alors n est pair, et m est impair. Donc l’un des nombres i1, . . . , ik au moins est impair. Soit
j ∈ [k] le plus petit indice pour lequel ij est impair. Puisque n + i1 + · · · + ij−1 est pair, on déduit du
Théorème de Lucas que

(
n+i1+···+ij−1

ij

)
est pair.

Supposons le résultat vrai pour tout Nn,m < k, pour un entier quelconque k > 0. Supposons que
Nn,m = k. Remarquons que m − n n’est pas divisible par 2Nn,m+1. Donc, au moins l’un des entiers
i1, . . . , ik n’est pas divisible par 2Nn,m+1. Soit j ∈ [k] le plus petit entier tel que ij n’est pas divisible par
2Nn,m+1.

Si j = k, alors ij = m − (n + i1 + · · · + ij−1). Donc bin(ij , 1) = Nn,m. Puisque l’écriture binaire de
n+ i1 + · · ·+ ij−1 est identique à celle de n jusqu’au coefficient de 2Nn,m , et puisque νNn,m = 0, on déduit

du théorème de Lucas que
(
n+i1+···+ij−1

ij

)
est pair.

Si j < k, considérons l’entier bin(ij , 1). Puisque ij n’est pas divisible par 2Nn,m+1, bin(ij , 1) ≤ Nn,m.
Deux cas peuvent se produire. Ou bien νbin(ij ,1) = 0, auquel cas

(
n+i1+···+ij−1

ij

)
est pair. Ou bien νbin(ij ,1) =

1. Dans ce cas, remarquons que (n+ i1 + · · ·+ ij ,m) ne vérifie pas la condition (3), et Nn+i1+···+ij ,m =
bin(ij , 1). Puisque bin(ij , 1) < k, par hypothèse de récurrence forte, on en déduit que l’un des entiers(
n+i1+···+ij

ij+1

)
, . . .,

(
n+i1+···+ik−1

ik

)
est pair.

Lemme B.9. Soit n ∈ N∗, dont la décomposition binaire est n = 2bin(n,1) + · · · + 2bin(n,s2(n)). Il existe
une suite d’entiers positifs k1, . . . , kj tels que k1 + · · ·+ kj +n = 2l pour un certain l ∈ N et tels que pour

tout i ∈ [j],
(
n+k1+···+ki−1

ki

)
est impair.

Démonstration. C’est un corollaire direct du Lemme B.8.

144



Appendice C. Comparaison avec les ρ-objets
de Lannes et Zarati

Dans [17] (section A.2.1), Lannes et Zarati introduisent la notion de ρ-objets, et se servent de ce
formalisme pour étudier la famille des modules de CarlssonK(i). Certains objets que nous avons construits
au chapitre 3 peuvent être identifiés à des ρ-objets, et certaines des catégories que nous avons construites
pourraient être interprétées comme des nouvelles catégories de ρ-objets.

On va ici rappeler les définitions de ρ-objets données par Lannes et Zarati, puis les comparer avec les
objets étudiés au chapitre 3.

Définition C.1 ([17]). • Un ρ-F2-espace vectoriel est une famille indexée sur N[ 1
2 ] de F-espace vec-

toriels N-gradués {(M(j)})j∈N[ 12 ], muni, pour tout j ∈ N[ 1
2 ], d’une application linéaire graduée :

ρj : M(j)→M

(
j

2

)
.

On pourra considérer M comme un module N × N[ 1
2 ]-gradué en posant M i

j := M(j)i. Ainsi, les
ρ-F2-espaces vectoriels forment une catégorie dont les morphismes sont les applications de bidegré
(0, 0) commutant avec ρ.

• Le produit tensoriel de deux ρ-F2-espaces vectoriels M,N est défini par :

(M ⊗N)(j) =
⊕

k+l=jM(k)⊗N(l) ρj =
⊕

k+l=i ρk ⊗ ρl.

Cela munit la catégorie des ρ-F2-espaces vectoriels d’une structure monöıdale symétrique.

• Un ρ-F2-espace vectoriel M est une ρ-F2-algèbre commutative associative et unitaire si l’on se donne
un morphisme de ρ-F2-espaces vectoriels M ⊗M → M qui fait de M une algèbre commutative
associative unitaire et bigraduée.

• Un ρ-A-module instable est un ρ-F2-espace vectoriel M tel que les M(j) sont des A-modules
instables, et les ρj des applications A-linéaires. Les morphismes de ρ-A-modules instables sont
les applications de bidegré (0, 0), A-linéaires, et commutant avec ρ. On définit encore un produit
tensoriel sur la catégorie des ρ-A-modules instables.

• Une ρ-A-algèbre instable est un ρ-A-module instable muni d’un morphisme de ρ-A-modules in-
stables M ⊗M → M qui fait de M une algèbre associative, commutative et unitaire, satisfaisant
la formule :

Sq0x = ρ(x2) = (ρx)2. (A)
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Les morphismes de ρ-A-algèbres instables sont les morphismes de ρ-A-modules instables respectant
le produit

Remarque C.2. • L’image d’un A-module à droite par le foncteur modA → Dalg défini en 3.4.1.3 est
un espace vectoriel muni d’un poids à valeur dans N et d’un décalage divisant ce poids par 2. C’est
donc un exemple de ρ-F2-espace vectoriel concentré en bidegrés {0} × N.

• L’image d’un bimodule instable à gauche par le foncteur bimodA → DA
alg défini en 3.4.2.7 est un

module instable muni d’un poids à valeur dans N et d’un décalage A-linéaire divisant ce poids par
2. C’est donc un exemple de ρ-A-module instable concentré en bidegrés N× N.

• L’image d’une uCom-algèbre bi-instable par le foncteur KU2

X2
→ K(X2;d,d) est un module instable

M muni d’un poids à valeur dans N, d’une multiplication A-linéaire commutative associative et
unitaire et d’un décalage A-linéaire, compatible à la multiplication, divisant le poids par 2. De plus,
puisque M est (X2; d, d)-instable, on a, pour tout x ∈M ,

Sq0x = (d(x))2 = d(x2).

C’est donc un exemple de ρ-A-algèbre instable concentrée en bidegrés N× N.

• La catégorie K
N[ 12 ]

fuCom ◦D
définie en 3.6.1.7, est la catégorie des uCom ◦D-algèbres fuCom ◦D-instables

munies d’un poids à valeur dans N[ 1
2 ], additif pour la structure de P-algèbre, et telles que d divise

le poids par 2. C’est en fait exactement la catégorie des ρ-A-algèbres instables définie plus haut.
Cela suggère la terminologie suivante :

Définition C.3. Un objet de la catégorie K
N[ 12 ]

P◦D peut-être appelé une ρ-A-P-algèbre.

Exemple C.4. • L’algèbre de Carlsson K∗∗ est une ρ-A-algèbre instable. L’algèbre de Brown et Gitler
J∗∗ est une ρ-A-algèbre instable concentrée en bidegrés N × N. En réalité, on montre (voir Défini-
tion 3.6.1.9, Théorème 3.6.3.1), que K∗∗ est la limite dans la catégorie des ρ-A-algèbres instables
des objets J∗2−i∗ par rapport aux morphismes d : J∗2−i∗ → J∗

2−(i+1)∗ , où J∗2−i∗ est une copie de J∗∗
dont on a décalé le poids par un facteur 2−i.

• On a construit (voir 3.6.1.9), pour tout module instable réduit connexe M et toute opérade Lev-
compatible fP : Lev → P, une ρ-A-P-algèbre instable CfP(M) et une ρ-A-P-algèbre instable
JfP(M) concentrée en bidegrés N× N.
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Index

P-idéal, 90
ρ-objet, 145

algèbre
P-algèbre de Brown et Gitler, 118
P-algèbre de Carlsson, 120

algebra/algèbre
?-compatible, 92
bi-instable, 107
Brown et Gitler, Miller, 110
Carlsson, 111
divided power/aux puissances divisées/Γ(P)- ,

35, 37, 43
free/libre, 85
level/à niveaux, 51
over an operad/sur une opérade/P- , 35
Steenrod, 23, 88
step, 53
unstable/instable, 92

arbre, 16
arity, 34
atome, 134

Binary Huffman sequence/Suite binaire de Huffman,
63

composition
discrete, 53
of an integer, 31
of an operad, 30, 34, 35

connected/connexe
S-module, 35
unstable module/module instable, 94

décomposition adéquate, 134

espace d’Eilenberg et MacLane, 112
excès, 94

formule de Legendre, 141

height, 52

loi distributive, 83

module
S-, 34
bi-instable, 106
Brown et Gitler, 110
de Campbell et Selick, 112
de Carlsson, 111
instable, 88
instable à droite, 104

operad/opérade, 34–35
Lev-compatible, 102
coloured, 30
multiplicative à niveaux, 102
trace, 35

operation/opération
Lev-compatible, 92
level/à niveaux, 17
on partitions/sur les partitions, 31

partition, 19, 30–33, 51
coarse, 30

poids, 104

reduced/réduit
S-module, 35
unstable module/module instable, 94

relation de Cartan, 23, 89
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relations d’Adem, 23, 88

Schur functor/foncteur de Schur, 34
section graduée, 96
suite admissible, 94

tensor product/produit tensoriel
of S-modules/de S-modules, 34

théorème de Cartan (puissances divisées en carac-
téristique 2), 67

théorème de Lucas, 141
théorème de Miller, 110

underlying vector space, 37
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Index des notations

(Ci)i∈N, 98
(X)P, 90
(X)P,U, 90
(µ;x×n), 95
(ν; ξ1, . . . , ξn), 82
(ν; v1, . . . , vn), 84
1L, 51
1P, 82
CfP(N), 120
E, 98
E + n, 30
F (n), 94
FM, 38
FP, 38
G(1), 86, 105
GM, 40
If , 51
IfPq , 119
IfP , 123
Inst, 97
J(n), 110
J∗∗ , 110
JfP(N), 118
K(i), 111
K∗∗ , 111
KP
? (M), KfP(M), 95

M ], 105
Ms, 112
MfP(N), 124
OM, 48
OP, 48
OpF, 34
PM, 46
PP, 46

QsG, 87, 123
QsMfP(N), 123
Qs D, 83
S(M,−), S(M)

unstable modules/modules instables, 89
vector spaces/espaces vectoriels, 34

Sqi, 88
Sq0, 91
StabR(x), 30
TqG(1), 86, 105
TqJfP(N), 118
Tq D, 83
TrM, 35
U (functor/foncteur), 54
V (functor/foncteur), 55
Xn, 44
[n], 30
[x]R, 30
A, 23, 88
A2, 23
Amod, 88, 104
B, 45
BHS/SBH, 63
CR, 52
Com, 43, 82
Compp(n), 31
D, 82
D±, 83
F, 29, 66
F[−] (operads/opérades), 35
F · x, 85
Fvect, 81
Γ(M)mod, 36
Γ(M,−), Γ(M), 34
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Γ(P)alg, 37
KP
? ,KfP , 95

KU2

? , 107
L, 51
L′, 51
Lev, 52
Lev \OpF, 102
M, 34
OG, 33
Ω, 94
ΩG(x), 30
P, 30, 34
P ◦D, 83
P ◦D±, 83
PU2

alg, 107
Px, 85
Palg, 84
PA

alg, 88

PU
alg, 88

Φ, 91
Π, 30
Πp(n), 31
Σ, 94
Step, 53
U, 88
U2, 106
Ud, 104
α?, 91, 107
Ā, 67
β′(P), 37
β(M), 36
βx,R, 37
βx,r, 36
bimodA, 105
bin(n, k), 141
◦ (S-modules), 34
◦i

coloured operads/opérades colorées, 30
compositions, 31
partitions, 51

�, 32
η, 34
γ′(P), 46
γ(M), 45
γn

divided power/puissance divisée, 43
partitions, 32

γ[x]R,R, 45
γ[x]r,r, 45
γs,ks, 113
γs,ks(i), 113
ϕ̂s,B , 99
ιn, 94
l2(n), 141
λM , 91, 107
≤ (compositions), 53
P, 113
Bij, 124
S∗

∗ = E a set, 30
∗ = R a partition, 30
∗ = n an integer, 30

Smod, 34
modA, 104
µ, 34
ν(ξ1, . . . , ξn), 82
ν(v1, . . . , vn), 84
ω, 125
ωRQ,ω, 52
⊗

S-modules, 34
bimodules, 106
partitions, 32
unstable modules/modules instables, 88
unstable right module/module instable à droite,

104
Ms(j), 113
∂R, 31
φh,R, 52
φh,r, 52
π(Z/2Z, n), 112
r, 31
rσ, 31
red(h, r), 71
B, 31
ρ(E), 30
s2(n), 141
FN
w , 129

σx, 94
?, 16, 51
?k, 95
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t, 35, 40
H̃, 113
◦̃, 34
µ̃, 35, 139
uCom, 82
v(n), 141
|x|, 106
ϕ2k , 71
∧, 32
ck, 71
fCom ◦D, 84
fs,ks, 112
fs,ks(i), 112
hP , 51
hi, 71
o(I),o(h), 52
s : ΣΩM →M , 96
w(x), 106
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[1] Séminaire Henri Cartan de l’Ecole Normale Supérieure, 1954/1955. Algèbres d’Eilenberg-MacLane
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