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RESUME

L’objectif de cette these est d’étudier les structures d’algebre a niveaux du point de vue opéradique
et les occurrences de telles structures sur les modules instables sur I’algebre de Steenrod.

En premier lieu, nous nous intéressons aux structures d’algebre aux puissances divisées sur une opérade
algébrique. Nous caractérisons ces structures, pour une opérade quelconque et en caractéristique quel-
conque, en terme d’opérations polynomiales et de relations, en suivant I’exemple classique de 1'opérade
Com des algebres associatives et commutatives. Nous étudions en détail par la suite le cas de 'opérade
des algebres a niveaux, et nous comparons les résultats obtenus en caractéristique 2 pour 'opérade Com
et pour 'opérade des algebres a niveaux.

Dans la seconde partie de cette these, nous faisons agir les opérades algébriques sur les modules
instables sur l’algebre de Steenrod. Nous définissons une notion d’algebre instable sur une opérade, par
rapport & une multiplication commutative de cette opérade. Sous certaines hypotheses, nous caractérisons
les algebres instables libres sur une opérade. Puis, nous utilisons ces résultats pour étudier les travaux
classiques sur la théorie algébrique des modules instables. Cette relecture nous permet de comprendre
les structures a niveaux qui apparaissent naturellement sur certains modules instables, et d’obtenir des
résultats originaux qui généralisent ceux présent dans la littérature.

Mots-clés : opérades, algebres, puissances divisées, algebres a niveaux, algebre de Steenrod, modules
instables, algebres instables.



ABSTRACT

The aim of this thesis is the study of level algebra structures through the operadic point of view, and
of instances of these structures occurring on unstable modules over the Steenrod algebra.

In the first place, we focus on divided power algebra structures on an algebraic operad. We characterise
these structures, for any operad and on a field of any characteristic, in terms of polynomial operations
subjected to some relations, following the classical example of the operad Com of commutative, associative
algebras. We then investigate the case of the operad of level algebras, and we compare the results we
obtain in characteristic 2 with the case of the operad Com.

In the second half of this thesis, we describe an action of algebraic operads on unstable modules
over the Steenrod algebra. We define a notion of unstable algebras over an operad with respect to a
commutative multiplication of this operad. Under some hypotheses, we characterise the free unstable
algebras over an operad. We then use these results to study the classical works on algebraic theory of
unstable modules. This study sheds a light on the reasons why level algebra structures appear naturally
on certain unstable modules, and uncovers new results that generalise those appearing in the litterature.

Keywords : operads, algebras, divided powers, level algebras, Steenrod algebra, unstable modules,
unstable algebras.
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Introduction

L’un des principaux objectifs de la topologie algébrique est la construction, ’étude, et le raffinement
d’invariants algébriques sur la catégorie des espaces topologiques. On entend par invariant algébrique sur
la catégorie des espaces topologiques un procédé qui a tout espace topologique, associe naturellement
une structure algébrique, telle que cette association ne dépend que du type d’homotopie de ’espace
topologique de départ.

Les exemples classiques de tels invariants pour un espace topologique X sont les groupes d’homotopie
T (X), les groupes d’homologie H, (X, A), et de cohomologie H"(X, A), & coefficients dans un anneau
commutatif A, olt ici n est un entier naturel. Les modules gradués obtenus, H, (X, A), et H*(X, A), sont
munis de structures algébriques supplémentaires qui raffinent 'invariant correspondant. Par exemple,
H*(X,A) est muni d’une structure de A-algebre (associative, commutative, unitaire) pour un produit
appelé le ‘cup’-produit. Un calcul classique montre par exemple que les espaces topologiques RP? et
RP? v S* admettent les mémes modules gradués en cohomologie & coefficients dans R, mais que leur
structure d’anneau differe I'une de 'autre. D’autres calculs classiques montrent que le choix de ’anneau
de coefficients A permet d’obtenir des invariants différents.

Les principales motivations qui ont conduit a notre étude se situent dans les recherches en topologie
algébrique & la fin des années 1940 et au cours des années 1950. Dans un article datant de 1947 [22],
Steenrod construit des opérations cohomologiques non triviales sur la cohomologie & coefficients sur le
corps o des espaces topologiques. Ces opérations sont appelées carrés de Steenrod, notamment car 'une
de ces opération est la mise au carré pour le cup-produit. Au cours des années 1950, ces opérations ont été
construite en toute caractéristique positive, et, plus tard, Steenrod et Epstein montrent [30] que les carrés
de Steenrod, ainsi qu’'une opération dite de Bockstein, forment une algebre, appelée algebre de Steenrod,
et que cette algebre représente l'intégralité des opérations cohomologiques naturelles qui vérifient une
propriété de stabilité par suspension.

Le séminaire Henri Cartan de 'année 1954-1955 [1] a porté principalement sur I’étude de la cohomolo-
gie des espaces d’Eilenberg et MacLane. Ces espaces étant des représentants des foncteurs de cohomologie,
leur étude apporte de nombreux renseignements sur les structures algébriques des modules de cohomolo-
gie.

Dans les articles issus de ce séminaire, Cartan remarque que la bar construction d’'une DG A-Fs-algebre
strictement anticommutative - c’est-a-dire commutative et dans laquelle tout carré est nul - est munie
d’opérations additionnelles vérifiant des relations de type polynomiale, qu’il appelle puissances divisées.
Il définit une structure d’algebre aux puissances divisées, et observe que 'homologie & coefficients dans
5 des espaces d’Eilenberg et MacLane est munie d’une telle structure.

L’étude de la cohomologie des espaces topologiques en tant que modules sur l'algebre de Steenrod
a permis plus tard la résolution de problémes classiques. Notamment, Carlsson se sert dans [7] de ce
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formalisme pour résoudre la conjecture de Segal sur les anneaux de Burnside, et Miller [20] déduit des
calculs de Carlsson une solution & la conjecture de Sullivan. Leurs travaux s’appuient sur la construction
et I’étude de modules sur 'algebre de Steenrod appelés modules de Carlsson, a partir d’autres modules,
appelés modules de Brown et Gitler [5]. Tous ces modules vérifient une propriété dite d’instabilité, qui
est partagée par les modules de cohomologie d’un espace topologiques. De plus, ces modules sont munis
d’une multiplication non associative. Une remarque de Davis (voir [11]) permet d’identifier les modules
de Carlsson & des algébres & niveaux, au sens de Chataur et Livernet [9].

A la fin des années 1990, Fresse définit une notion d’algebre aux puissances divisées généralisées. 11
utilise pour cela le formalisme des opérades. Une opérade, dans le cadre algébrique, est un objet qui encode
des types d’opérations sur des espaces vectoriels. A une opérade correspond une catégorie d’algebres
qui sont les espaces vectoriels munis d’opérations du méme type que celles encodées par 'opérade. Par
exemple, il existe une opérade notée Com, qui encode une opération commutative et associative, et telle
que la catégorie des Com-algebres est exactement la catégorie des algebres commutatives et associatives.
Dans [14], Fresse associe & toute opérade une catégorie d’algebres aux puissances divisées généralisées.
Dans le cas de 'opérade Com, il retrouve la définition classique des algebres aux puissances divisées, grace
a une remarque de Roby [24].

Nous choisissons 'opérade Lev, qui encode les algebres a niveaux, comme objet central de notre étude.
Le role de cet objet en topologie algébrique, remarqué par Lionel Schwartz dans les années 90, a été étudié
par Chataur et Livernet dans [9]. Dans un premier temps, nous cherchons & identifier la catégorie des
algebres aux puissances divisées sur cette opérade, en terme d’opérations polynomiales et de relations.
Les techniques utilisées par Fresse dans [I4] et par Cesaro dans [8] nous ont en fait permis d’établir
une caractérisation de ce type pour les algebres aux puissances divisées sur une opérade quelconque.
Dans le cas de 'opérade des algebres a niveaux, nous établissons une caractérisation plus fine. Puis, en
caractéristique 2, nous obtenons une caractérisation tres compacte des puissances divisées sur 'opérade
Lev. Ces résultats sont ceux du chapitre [2l Pour une présentation détaillée des algebres aux puissances
divisées sur une opérade et de nos résultats en la matiere, nous renvoyons a la section [1.2

Dans un deuxieme temps, nous étudions les opérations a niveaux qui apparaissent sur les modules
instables de Carlsson, et sur d’autres exemples de modules instables qui apparaissent dans la littérature.
Nous adaptons le formalisme des opérades a la catégorie des modules instables sur 1’algebre de Steenrod.
Ceci permet une relecture des travaux classiques. On identifie notamment des objets étudiés par Carlsson
et Miller entre autre a des objets libres dans des catégories particulieres d’algebres. Au cours de cette
étude, on observe que l'existence de multiplications a niveaux sur les objets classiques se justifie, a
partir des structures commutatives associatives, par ’apparition d’un phénomene de décalage qui, en
modifiant la multiplication, lui fait perdre son associativité. Ces résultats sont contenus dans le [3] Pour
une présentation plus détaillée de la théorie des modules et algebres sur ’algebre de Steenrod, et de nos
résultats en la matiere, nous renvoyons a la section [1.3

14



Chapitre 1 : Présentation des notions
étudiées et résultats de
la these

Dans ce chapitre, nous allons introduire certaines notions qui sont a la base de notre recherche, et
nous présenterons les résultats principaux que nous avons obtenus.

La section a pour but de définir les opérations a niveaux, ainsi que certaines techniques que nous
utilisons pour les étudier. Contrairement au reste de cette these, la lecture de cette section ne requiert
aucun prérequis mathématique, et se veut a la portée du plus grand nombre.

L’objectif de la section est d’'introduire, et de décrire les résultats obtenus au chapitre[2] concernant
les algebres aux puissances divisées.

La section est dédiée a la description des notions étudiées et des résultats obtenus au chapitre
concernant les modules et algebres instables sur I’algebre de Steenrod.

1.1 OPERATIONS ENSEMBLISTES

Dans cette section, qui s’adresse au plus large public possible, nous introduisons les opérations ensem-
blistes, et nous étudions leurs propriétés de base, sans attendre du lecteur une connaissance particuliere
des mathématiques. Nous définissons la relation d’échange qui caractérise une opération & niveaux. L’étude
de ce type d’opérations est 'un des sujets centraux de cette these.

1.1.1 LES OPERATIONS ENSEMBLISTES ET LEURS PROPRIETES

On entend par ‘opération’ un procédé qui, a partir d’'un nombre fixé d’éléments d’un ensemble, permet
d’obtenir un nouvel élément. Parmi les exemples universels d’opérations figurent : 'addition, la multi-
plication, la soustraction des entiers, la division des nombres rationnels. Toutes ces opérations ont deux
entrées, c’est-a-dire, pour deux nombres, elles en produisent un troisieme. On dit d’une telle opération
qu’elle est d’arité 2.

On peut aussi donner des exemples d’opérations en dehors du monde des mathématiques. Imaginez
une palette de peintre. Sur celle-ci, se trouve de la peinture de plusieurs couleurs. Il y a par exemple du
bleu, du rouge, et du vert. Si vous mélangez un peu de peinture bleue et rouge, vous obtiendrez du violet.
Si vous mélangez le bleu et le vert, vous obtiendrez de la peinture turquoise. Et si vous mélangez le vert
et le rouge, vous obtiendrez une couleur marron. De plus, vous pouvez mélanger a nouveau ces nouvelles
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couleurs, et obtenir des couleurs supplémentaires. Définissons le ‘mélange’ de deux couleurs a et b comme
étant la couleur obtenue en mélangeant 4 grammes de peinture de chacune des couleurs a et b jusqu’'a
I'obtention d’un mélange homogene. Dans ce manuscrit, nous utilisons le package xcolor, qui permet de
mélanger les couleurs, pour représenter cette opération.

Le ‘mélange des couleurs’ est & notre sens une opération sur ‘I’ensemble des couleurs’.

Lorsque l'on étudie une opération, on s’intéresse souvent a ses propriétés. On cherche par exemple
a savoir si elle est commutative, associative, si I’ensemble possede un élément neutre, si 'opération est
inversible.

Commutativité : Reprenons 'exemple de notre palette de peinture. Si je veux mélanger du bleu et du
rouge a égale quantité, il n’y a pas vraiment de sens & demander dans quel ordre effectuer cette opération :
que je pose 4 grammes de peinture bleue sur ma palette, puis 4 grammes de peinture rouge, et que je les
mélange, ou que je pose d’abord la peinture rouge et ensuite la peinture bleue, le résultat sera le méme,
on obtiendra du violet. En notre sens, 'opération ainsi définie est commutative. La multiplication des
entiers est aussi commutative : si a et b sont deux entiers, a X b = b x a. En revanche, la soustraction des
entiers n'est pas commutative (par exemple, 2 —1 =1, mais 1 — 2 = —1).

Associativité : Imaginons maintenant que nous voulions mélanger du bleu, du rouge et du vert, par le
procédé décrit plus haut. Nous avons plusieurs fagons d’opérer. Dans un premier temps, nous mélangeons
d’abord 4 grammes de peinture rouge et 4 grammes de peinture bleue, puis nous prélevons 4 grammes
des 8 grammes de peinture violette obtenue, et nous les mélangeons avec 4 grammes de peinture verte. Le
résultat est une sorte de gris verdatre. Dans un deuxieme temps, nous mélangeons d’abord 4 grammes de
peinture bleue et 4 grammes de peinture verte, puis nous prélevons 4 grammes des 8 grammes de peinture
turquoise obtenue, et nous les mélangeons avec 4 grammes de peinture rouge. Le résultat cette fois-ci
est une sorte de couleur prune. Les deux procédés n’ont pas donné le méme résultat. En notre sens, le
‘mélange des couleurs’ n’est pas associatif. En revanche, la multiplication des entiers est associative : si
a, b, ¢ sont trois entiers, alors (a x b) X ¢ =a x (b x ¢).

Nous aurions pu définir un autre procédé pour le mélange de trois couleurs, et mélanger 4 grammes de
bleu, de rouge et de vert d’un seul coup. Cette nouvelle opération serait alors d’arité 3. Pour information,
le résultat de ce mélange est une sorte de gris.

1.1.2 CALCUL ARBORICOLE

Pour décrire une opération abstraite, et modéliser une composition ou une évaluation de cette opéra-
tion, on utilise parfois des dessins d’arbres, qui sont des graphes sans boucle, et le plus souvent, ‘enracinés’,
c’est-a-dire que 'on a désigné un sommet particulier pour jouer le role de la ‘racine’ de 'arbre, et que
I'on oriente toutes les arétes en direction de cette racine. Par exemple, prenons une opération %, d’arité
2, que 'on représente par un arbre binaire, indexé ou non par le nom de 'opération :

1 2 1 2
\/,ou \/*.
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Ici, les chiffres 1 et 2 désignent la premiere entrée et la deuxieme entrée de 'opération. Si cette opération
agit sur un ensemble F, et si a, b sont deux éléments de E, on pourra alors noter ’élément a xb de F :

a b

V.

A priori, il y a donc une différence entre les deux arbres suivants :
1 2 2 1
\/ ) \/ .
Dire que 'opération * est commutative, c’est dire que ces deux arbres représentent la méme opération.
On peut présenter la composition des opérations par la ‘greffe’ d’arbres. Par exemple, 'opération
(d’arité 3) qui, & a,b, c dans E associe (a * b) ¢, peut-étre représentée par :

1 2

w

Maintenant, rien n’indique & premiére vue que les deux arbres suivants représentent le méme résultat :

1 2 2 3

)

Dire que l'opération x est associative, c’est dire que ces deux arbres représentent la méme opération.

Par convention, on considere que I'arbre qui ne contient qu’un sommet, la racine, et une seule entrée,
représente 'opération ‘identité’, qui associe a un élément a d’un ensemble, ce méme élément a, sans le
modifier. Cette opération, aussi triviale puisse-t-elle paraitre, joue un role important dans notre étude
des opérations ensemblistes.

1.1.3 LES OPERATION A NIVEAUX

Une opération a niveaux est une opération x d’arité 2 sur un ensemble F, qui est commutative, non
nécessairement associative, et qui vérifie la relation suivante, dite ‘d’échange’, pour tout a, b, ¢,d dans F :

(axb)*(cxd) = (axc)* (bxd).
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Cette relation se représente par la relation suivante sur les arbres :

1 2 3 4 1 3 2 4

Une telle opération a été appelée & niveaux (level multiplication, voir [9]), car, en terme d’arbres, une
opération est ‘a niveaux’, si et seulement si, quel que soit ’arbre que 'on dessine, et quels que soient les
éléments que 'on utilise pour décorer les feuilles, on peut toujours échanger deux éléments qui sont a la
méme ‘hauteur’, ou au méme ‘niveau’ de I’arbre. Leur position exacte sur I’arbre n’est pas importante,
seul leur ‘niveau’ ’est. Par exemple, considérons ’arbre suivant :

b c 3

Q
[\

S
—_

0

1l représente lexpression suivante : ((a * (b*c¢)) xd). L’élément d se trouve au niveau 1 de larbre,
c’est-a-dire qu’en partant de la racine, il faut ‘monter’ une fois dans les ramifications pour le trouver.
L’élément a se trouve au niveau 2. Et les éléments b et ¢ sont au niveau 3. Selon ce qui précede, la
propriété de 'opération d’étre ‘a niveaux’ ne nous autorise a premiere vue qu’a échanger b et ¢ dans cette
expression. Considérons maintenant I’arbre suivant :

b ¢ 3

0

Il représente opération ((a* (b*c))(d*e)). Cette fois-ci, il n’y a pas d’élément au niveau 1, a, d et e
sont au niveau 2, et b et ¢ sont au niveau 3. Si x est a niveaux, le résultat de cette opération ne changera
pas si nous échangeons b et ¢, ni si nous effectuons une permutation quelconque des éléments a, d et e.
Revenons a ’exemple du mélange des couleurs. L’opération telle que définie plus haut est un exemple
de multiplication & niveaux. Démontrons cette affirmation. Notons axb la couleur obtenue par le mélange
de 4 grammes de peinture de la couleur a avec 4 grammes de peinture de la couleur b. Notons d’un autre
cOté ¢+ d la couleur obtenue par le mélange de 4 grammes de peinture de la couleur ¢ avec 4 grammes de
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peinture de la couleur d. Notons finalement (axb) x (cxd) le mélange de 4 des 8 grammes de couleur axb
obtenus avec 4 des 8 grammes de couleur ¢xd obtenus. Alors, puisque notre mélange contient exactement
2 grammes de peinture de chacune des couleurs a, b, c et d, la couleur (a % b) * (¢ x d) ne changera pas
si jleffectue mes mélanges dans un autre ordre, en permutant b et ¢ par exemple. A titre d’exemple, le
tableau suivant montre le calcul de (axb)(cxd) et de (axc)(bxd) lorsque a est la couleur rouge, b est la
couleur bleue, ¢ est la couleur verte et d est

couleur de a * b (violet) couleur de ¢ d (olive) couleur de (a *b) * (¢*d) (brun)
couleur de a * ¢ (turquoise) | couleur de b d (écarlate) | couleur de (a* ¢) * (b*d) (brun aussi)

1.1.4 OPERATION A NIVEAUX ET PARTITIONS

Pour représenter une opération a niveaux, nous utilisons parfois une autre représentation que celle
des arbres. Pour toute opération obtenue a partir d’une opération a niveaux, nous avons remarqué que,
dans la représentation ‘arboricole’, seul le niveau de chaque entrée importait. On peut donc désigner une
telle opération en indiquant uniquement & quel niveau chaque entrée se trouve. Par exemple, en partant
d’une opération a niveaux x, considérons I'opération suivante :

2 3 3

—_
e
[
[N}

0

Les niveaux 0 et 1 de cet arbre ne contiennent pas d’entrée pour cette opération, le niveau 2 contient
les entrées 1,4, et 5, et le niveau 3 contient les entrées 2 et 3. On représentera cette opération par la suite
d’ensembles : (0,0, {1,4,5},{2,3}). Cette suite forme une partition ensembliste de I’ensemble des entrées,
ou des feuilles, de 'arbre.

Remarquons qu’'une suite quelconque d’ensembles finis disjoints d’entiers ne représente pas nécessai-
rement une composition d’une opération a niveaux. Par exemple, il n’est pas possible de décrire comme
précédemment une opération dont la représentation serait (0,{1},{2,3,4}). En effet, notre opération
étant binaire (i.e. d’arité 2), tous les arbres obtenus sont eux-mémes binaires, c’est-a-dire que chaque
neeud qui n’est pas une feuille porte deux branches (2 arétes entrantes).

Il y a néanmoins une procédure qui permet de décider si une telle suite d’ensembles finis disjoints
détermine une composition d’une opération a niveaux. Décrivons cette procédure sans donner de preuve
complete. Pour chacun des arbres construits précédemment, et chacun des arbres binaires que vous pouvez
dessiner, effectuons le calcul suivant : a chaque niveau n de 'arbre, comptons le nombre d’entrées a ce
niveau, et divisons ce nombre par 2". Puis additionnons les résultats de ces divisions.

Pour ’arbre dessiné plus haut, cela donne :

0 0 3 2 3 1

20+21+22+23 —0+0+4+4—1.
Nous vérifions que, a chaque fois que I'on dessine un arbre binaire, le résultat de ce calcul est égal a 1.
On peut en fait prouver par récurrence que tout arbre binaire vérifie cette propriété.
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Inversement, considérons une suite d’ensembles finis disjoints (Ey, F1,..., E}), o, pour tout i €
{0,...,1}, on note e; le nombre d’éléments de F; (le cardinal |E;| de 'ensemble fini E;). Supposons que
la somme £§ + 5+ + --- + 5 soit égale & 1. On peut alors construire un arbre binaire en appliquant
l'algorithme suivant : remarquons que ey est nécessairement égal a 0 ou & 1, puisque sinon, 5§ = e est
déja supérieur a 1 et la condition précédente n’est pas vérifiée.

Etape 0:

e si eg = 1, alors e; = 0 pour tout ¢ > 0. L’arbre binaire est juste un sommet, la racine, et a une
entrée.

e si eg = 0, alors de la racine, on greffe deux arétes.

Etapen—>n+1:

e Tous les sommets de niveau k pour k < n sont décorés par les éléments de Ej. De plus, notre arbre
posséde au moins e, sommets de niveau n.

e On décore e, sommets de I’arbre de niveau n avec les éléments de F,,.

e S’il ne reste aucun sommet non décoré, on s’arréte. S'il reste des sommets non décorés (disons qu'il
y en a m, ils sont tous de niveau n), alors on greffe deux arétes partant de chacun de ces sommets
(on a alors créé 2m sommets non décorés de niveau n + 1).

Par exemple, reprennons la suite d’ensemble : (0,0, {1,4,5},{2,3}). L’algorithme nous donne :

2 3
Etape 0: \/ , Etape 1: \Q/ , Etape 2: , Etape 3: .

Notons A cet arbre. Il faut vérifier que A est équivalent a l’arbre décrit plus haut. Tout d’abord, la
commutativité de notre opération implique que A est équivalent a :

2 3

Puis, la relation d’échange implique que A est bien équivalent & :
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1.2 ALGEBRES AUX PUISSANCES DIVISEES SUR UNE OPERADE

L’objectif de cette section est de présenter les notions étudiées et d’énoncer les résultats principaux
obtenus au chapitre

1.2.1 CONTEXTE

Le but du chapitre [2| de cette these est de donner une description explicite des structures d’algebres
aux puissances divisées dans le cadre général des opérades.

Nous utilisons la notion générale d’algebre aux puissances divisées introduite par Fresse dans ’article
“On the homotopy of simplicial algebras over an operad” [14]. Rappelons que la structure d’algebre sur
une opérade P est gouvernée par une monade S(P) dans la catégorie des espaces vectoriels sur un corps
F qui est définie par une généralisation du foncteur classique de 'algebre symétrique. Plus précisément,
pour un espace vectoriel V sur F, on a

“+oo
S V) =P () e V)
n=0
ou (P(n)® V®")6n désigne l'espace vectoriel des tenseurs coinvariants associés a ’action diagonale du
groupe symétrique sur n lettres &,, sur le produit tensoriel P(n) ® VO™,
Selon Fresse, la catégorie des algebres aux puissances divisées sur l'opérade &P est gouvernée par
une monade I'(%) qui est définie en remplagant ’espace des tenseurs coinvariants dans la définition de
S(9,V) par Pespace vectoriel des invariants (—)6”. On a explicitement, pour tout espace vectoriel V,

+00
N(2) =@ (Pn) o vem) .

n=0

Pour pouvoir définir la structure multiplicative de cette monade, on suppose que & s’annule en arité 0.

Dans le cas de 'opérade encodant les algebres associatives et commutatives, & = Com, on retrouve la
notion classique d’algebre commutative aux puissances divisées avec cette approche, notamment :%L travers
un résultat de Roby [24] qui affirme que I’algébre des tenseurs symétriques I'(V) = @, (Ve repré-
sente 'objet libre dans cette catégorie d’algebre aux puissances divisées engendré par l'espace vectoriel
V. Dans son article [14], Fresse a prouvé que la catégorie des I'(Lie)-algebres, o & = Lie est 'opérade
encodant la structure d’algebre de Lie, s’identifie a la catégorie des algebres de Lie p-restreintes, lorsque
le corps de base est de caractéristique p > 0. Il donne aussi une description de la structure de I'(Pois)-
algebres, ou & = Pois encode la structure d’algebre de Poisson, lorsque la caractéristique du corps de
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base est p = 2. Plus récemment, Cesaro a étudié le cas de l'opérade encodant la structure d’algebre
Pré-Lie & = PreLie. En particulier, Cesaro a donné une caractérisation explicite en terme ‘d’opérations
en corolles’ [§].

Dans tous ces exemples, la notion de I'(%)-algebre a été explicité pour une opérade particuliere. Néan-
moins, le probleme de la description de la structure de I'()-algebre en terme d’opérations génératrices et
de relations pour une opérade &P quelconque restait irrésolu, la ou la structure de S(2)-algebres possede
une description explicite qui découle immédiatement d’une présentation de 'opérade .

1.2.2 RESULTATS OBTENUS

L’objectif principal du chapitre [2 est de donner une description de la structure de I'(9)-algebre en
terme d’opérations génératrices et de relations. On obtient notamment le :

Théoréme (Theorem [A]). Soit P une opérade réduite (P(0) = 0). La catégorie des I'(P)-algébres est
isomorphe & la catégorie 5'(P) des espaces vectoriels A munis d’une famille d’opérations B , : A*P — A,
ot r = (r1,...,rp) est une suite finie d’entiers et x € P(r1 + --- + rp) est stable sous laction du
groupe &, X -+ X &, C &y y..yp,. Ces opérations B, satisfont des relations naturelles de symétrie,
d’homogénéité, et de polynomialité par rapport a leurs entrées, satisfont une relation de restriction pour
la répétition d’entrées, dépendent linéairement de x, et satisfont des relations naturelles d’unité et de

composition induite par U'unité et la composition de l'opérade (voir Definition|2.5.1.1| et Definition|2.3.1.4
pour lexpression explicite de ces relations).

Dans le cas ol l'opérade & est issue d’une opérade ensembliste, P = F[%], on obtient un résultat
plus précis :

Théoréme (Theorem [B). Soit & une opérade ensembliste et P = F[B]. La catégorie des T'(P)-algébres
est isomorphe d la catégorie v'(P) des espaces vectoriels A munis d’une famille d’opérations polynomiales
Vol : AP = A, ot r = (r1,...,7p) est une suite finie d’entiers et [x] € &y X -+ X &, \B(r1 + -+ +
rp). Ces opérations satisfont des relations naturelles de symétrie, d’homogénéité, et de polynomialité par
rapport a leurs entrées, satisfont une relation de restriction pour la répétition d’entrées, et satisfont des
relations naturelles d’unité et de composition induite par l'unité et la composition de l'opérade B (voir

Definition|2.4.1.1] et Definition|2.4.1.4) pour l’expression explicite de ces relations).

Dans la suite du chapitre [2| nous appliquons ce résultat au cas de 'opérade des algebres a niveaux
P = Lev. Nous donnons une description explicite de la structure de I'(Lev)-algébre en terme d’opérations
polynomiales. Le résultat est le suivant :

Théoréme (Theorem . Une T'(Lev)-algébre est un espace vectoriel A munie d’une famille d’opéra-
tions Gn,(ry,...r,) + AP — A, paramétrées par un ensemble de fonctions h : {1,...,n} = N constantes
sur chaque intervalle {ry + -+ rg—1 +1,...,m1 + -+ re_1 + 15}, k = 1,...,p, et qui satisfont la
propriété de sommation 2?21 h(i)2=% = 1. Ces opérations satisfont des relations naturelles de symétrie,
d’homogénéité, et de polynomialité par rapport 4 leurs entrées, satisfont une relation de restriction pour
la répétition d’entrées, et satisfont des relations naturelles d’unité et de composition induite par l'unité et
la composition de l'opérade encodant les opérations a niveaur (voir Definition POUT UNE eXPTESSION
explicite de ces relations).

A une fonction h : {1,...,n} — N, constante sur chaque intervalle {r; + ..., 7,1+ 1,...,71 + -+
re—1+ 71t k=1,...,p, et qui satisfait la propriété de sommation 2?21 h(i)2~% = 1, peut étre associée
un arbre binaire, ot le nombre h(i) représente le nombre de feuilles de 'arbre au niveau 4, et ces arbres
peuvent étre interprétés comme des monomes pour la structure d’algebre a niveaux.
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1.3 MODULES INSTABLES SUR L’ALGEBRE DE STEENROD, ALGEBRES
INSTABLES SUR UNE OPERADE

L’objectif de cette section est de présenter les notions étudiées et d’énoncer les résultats principaux
obtenus au chapitre

1.3.1 CONTEXTE

L’algebre de Steenrod en caractéristique 2 est ’algebre associative graduée unitaire &f = ofs, engendrée
par les éléments Sq* de degré i, pour ¢ > 0, assujettis aux seules relations, appelées relations d’Adem
(voir [2]) :

62
Sz’sj_ Si+j—ksk
q'Sq I;)<22k> q 7",

pour tous 7,5 > 0 tels que i < 27, ou [i/2] est la partie entiere de i/2 et oll 'on s’autorise & noter Sq°
l'unité de of. Cette algebre fut décrite par Steenrod et Epstein [30] pour représenter les opérations sur la
cohomologie des espaces topologiques. Les calculs de Cartan [I] et de Serre [26] permettent de démontrer
que & est en fait 'algebre de toutes les transformation naturelles de la cohomologie modulo 2 qui sont
stables par suspension.

Les calculs de Steenrod et d’Adem montrent que la cohomologie modulo 2 de tout espace topologique
ou spectre topologique X est naturellement munie d’une structure de &/-module. Lorsque X est un espace
topologique, le &/-module H*(X) de cohomologie & coefficients dans Fo satisfait de plus une propriété
appelée condition d’instabilité :

Pour tout x € H*(X), si i > |z|, alors Sq¢'z = 0.

Ici, |z| est le degré cohomologique de x. Un &/-module satisfaisant cette propriété est appelé un module
instable. On note % la catégorie des modules instables. Le cup-produit U munit aussi H*(X) d’une
structure d’algebre commutative, associative, graduée et unitaire. La compatibilité entre 'action de & et
le cup-produit est donnée par la relation, appelée relation de Cartan :

Sq'(xUy) = Y (S¢z) U (S¢*y).
k=i

Cette relation peut étre interprétée comme la &/-linéarité du morphisme U : H*(X) @ H*(X) — H*(X),
ou la structure de &/-module sur le produit tensoriel est déduit du coproduit § : o — & ® & qui envoie
Sqt sur Y itk S¢7 ® SqF. La structure d’algebre de Hopf cocommutative de & induite par le coproduit &
a été décrite et étudiée par Milnor [21].

La o/-algebre H*(X) ainsi définie vérifie une propriété, qui est aussi appelée condition d’instabilité :

Pour tout z € H*(X), S¢/*lz = 2 U .

Dans leur article [5], Brown et Gitler étudient un spectre dont les modules de cohomologie {J(n)}nen se
trouvent étre une famille de modules injectifs de la catégorie % des modules instables. Dans [20], Miller
montre que la cohomologie d’un spectre dual, au sens de Spanier et Whitehead ([28],[29]), du spectre
de Brown et Gitler, est une famille de générateurs projectifs de la catégorie % des modules instables.
Ces générateurs sont notés {F(n)}nen dans cette these, et pour tout n € N, F(n) correspond au module
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instable libre engendré par un élément ¢,, de degré n. Miller définit un ‘coproduit’, pour tout n,m € N,
F(m+n) — F(m)® F(n). Ce coproduit induit un produit J(m) ® J(n) — J(n +m) sur les modules de
Brown et Gitler. Miller obtient le résultat suivant :

Théoréme (Miller [20], ici Théoreme . L’algébre de Brown et Gitler, J: = @5 J(n), est algébre
polynomiale Falx;, i € N, ot x; € J21,i, munie de la structure de module instable sur l’algébre de Steenrod
définie par :
xz; st =0,
Slw; =< 2? | sij=1,
0 sinon,

et satisfaisant la relation de Cartan.

Dans [7], Carlsson se sert des travaux de Brown et Gitler et de Miller pour créer une famille { K (¢) }ien
de modules instables injectifs, et la multiplication sur les modules de Brown et Gitler J(n) induit une
multiplication K (i) ® K(j) — K (i + j) sur les modules de Carlsson. L’auteur obtient notamment le :

Théoréme (Carlsson [7], [I7]). , ici Théoréme@ L’algebre K = @5 K(i) est Ualgébre polynomiale
Falz;,i € Z], ot x; € Ky, munie de Uaction de o définie par
' xz; st =0,
S¢lw; =< a2, sij=1,
0 sinon,

et satisfaisant la relation de Cartan.

Dans [6], Campbell et Selick définissent, pour tout s, la of-algebre M, qui est l’algebre polynomiale
Flx;,i € Z/sZ], ou |x;| = 1. En tant que &/-module, M, est instable, vérifie la relation de Cartan, et on
a:

‘ z;sij =0,
S@x; =14 a2 sij=1,
0 sinon,

Les auteurs comparent cette action de &, qu’ils qualifient de tordue (twisted), & celle obtenue sur la
cohomologie de (RP>)**. Le module M, est muni d’un poids ‘modulo 2° — 1’ en posant w(z;) = 2° et
w(PQ) = w(P) + w(Q). Campbell et Selick démontrent alors les résultats suivants :

Théoréme (Campbell et Selick [6], ici Théoréme@. En tant que modules instables, le module de Camp-
bell et Selick My est isomorphe d la cohomologie a coefficients dans Fo de (RP>)**.

Théoréme (Campbell et Selick [6], ici Théoreéme [P)). Pour tout j entier positif, le module de Carlsson
de poids j, K(j) est la colimite dans % des modules de Campbell et Selick de poids j {Ms(j)}s>0 sous
des morphismes fsps : Ms(5) = Mys(4).

Remarquons que les f/-algebres J, K, et M, sont associatives, commutatives, unitaires, graduées,
vérifient la relation de Cartan, mais ne sont pas, au sens classique, des algebres instables. Dans tous ces
cas, on observe que la condition d’instabilité est remplacée par une propriété que I'on pourrait qualifier
d’instabilité décalée :

Pour tout z, Sql*lz = (d(z))?, ot d est un endomorphisme d’algebre envoyant z; sur z;_i.
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1.3.2 RESULTATS OBTENUS

L’objectif du chapitre [3] est d’étudier les modules instables et les opérations algébriques internes qui
apparaissent sur ces modules, dans le cadre des opérades.

Etant donné une opérade & dans les Fo-espaces vectoriels, on peut considérer les 9P-algebres dans %.
Les uCom-algebres dans %, ou uCom encode la structure d’algebre associative, commutative, unitaire,
correspondent aux algebres associative, commutative, unitaire, graduée, vérifiant la relation de Cartan.
On observe, en fait, que les P-algebres dans Z pour une opérade P quelconque dans les espaces vectoriels,
sont les P-algebres graduées M vérifiant une relation de Cartan généralisée :

Sq'u(xy,. .. x,) = Z w(Sqxy, ..., 8¢ x,) Vi €N, p€ P(n), x1,...,2, € M.
iy oot in =i

Etant donnée une opérade P dans les espaces vectoriels, et x € P(2)®2 une opération commutative, on
montre comment définir de maniere naturelle la notion de P-algebre instable par rapport a la multipli-
cation x, c’est-a-dire de P-algebre M dans % vérifiant :

Pour tout z € M, Sq¢i*lz = «(z, z).

On définit un foncteur K2 qui & un module instable M associe la Z-algebre instable par rapport a x
libre engendrée par M, et I'on démontre le :

Théoréme (Théoréme . Soit P une opérade dans les espaces vectoriels, x € P(2)%2, et M un
module instable réduit connexe. En supposant que * vérifie une certaine propriété de commutativité avec
les autres éléments de P, on a un isomorphisme de P-algébres graduées entre la P-algebre x-instable
KZ(M) et la P-algébre libre engendrée par l’espace vectoriel gradué LQM .

Dans les dernieres sections de cette these, nous étudions les travaux de Brown et Gitler, de Miller,
de Carlsson, et de Campbell et Selick, en utilisant le formalisme des algebres instables sur une opérade.
Nous montrons que les objets J), K}, et My, définis précédemment, s’identifient en effet a des algebres
instables sur une opérade par rapport a une certaine multiplication obtenue par décalage. De plus, nous
montrons que ces objets sont libres dans la catégorie d’algebres instable appropriée. Nous démontrons
ensuite quelques résultats qui généralisent les travaux de Brown et Gitler, Miller, Carlsson, et Campbell
et Selick.
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Chapitre 2 : Divided power over an
operad

A Texception de la section I’intégralité de ce chapitre fait I’'objet d’une publication dans le Glasgow
Mathematical Journal, voir [16].

2.1 INTRODUCTION

The study of what has been called “divided power” algebra structures dates back to the 1950s. This
term can be found in Norbert Roby’s work (e.g. [24]) and in Henry Cartan’s presentation for his seminar
(in [1]). What was then called divided power algebra would now be called, with the language of operads,
a I'(Com)-algebra, or a Com-algebra with divided powers (a new proof of this fact is given in Section
2.3.3). In [I], Henri Cartan shows that the homotopy of a simplicial commutative algebra is endowed
with a structure of (graded) I'(Com)-algebra. More recently, Benoit Fresse proved in [I4] a more general
result : the homotopy of a simplicial algebra over an operad & admits a structure of (graded) I'(%)-
algebra. Unfortunately, only very little is known about the structure of I'(9)-algebras, given an arbitrary
reduced operad 2. In [14], Benoit Fresse describes the structure of a I'(%)-algebra when & is one of
the classical operads As, Com, Lie and, in characteristic 2, also when & is the operad Pois. Ioannis
Dokas made explicit some non-trivial structures associated to I'(PreLie)-algebras in [12]. More recently,
a complete explicit definition of the structure of a I'(PreLie)-algebras in terms of brace operations was
obtained by Andrea Cesaro (in [§]).

The main goal of this article is to give a characterisation of divided power algebras over a reduced
operad & in terms of polynomial operations bound by a list of relations, following the example of the
classic definition of divided power algebras (in [24]). We shall first prove the following result :

Theorem A (Theorem. Let P be a reduced operad. The category of T'(P)-algebras is isomorphic
to the category B'(P) of vector spaces A endowed with a family of operations By, : AP — A where
r=(riy,...,rp) is a finite list of integers and x € P(r1 + -+ +rp) is stable under the action of &,, x

X &, C &y q.qr,. These operations B, are required to satisfy natural symmetry, homogeneity
and polynomiality relations with respect to the inputs, to satisfy a restriction relation with respect to the
repetition of inputs, to depend linearly on x, and to satisfy natural unit and composition relations shaped

on the internal unit and composition operation of the operad (see Definition|2.3.1. 1| and Definition|2.3.1.4
for the explicit expression of these relations).

We shall also prove the following result :
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Theorem B (Theorem . Let P be a reduced operad spanned by a set operad B. The category of
T'(P)-algebras is isomorphic to the category ' (P) of vector spaces A endowed with a family of polynomial
operations Vg, : AP — A where r = (r1,...,7p) is a list of integers and [z] € &, X --- x &, \B(r1 +

--+1p,). These operations are required to satisfy symmetry, homogeneity, and polynomiality relations with
respect to the inputs, a restriction relation with respect to the repetition of inputs, and unit and composition
relations shaped on the internal unit and composition structure of the operad B (see Definition

and Definition |2.4.1.4) for the explicit expression of these relations).

The operations B . and 7, , from these theorems are to be seen as “divided power operations”. The
practical interest of the second result is that, in general, it is easier to describe the set of orbits of a G-set
than the invariant submodule of a representation of G.

The proof of these results also uncovers two results involving G-modules without operad structure :

Proposition C (Proposition 2.3.1.7)). Let ./ be an &-module. The category I'( )04 of vector spaces
A equipped with a morphism €0, -, (#(n) ® A®™)S» — A is isomorphic to the category B(.) of vector
spaces A endowed with a family of operations Bz : A*P — A where r = (rq,...,r}) is a finite list of
integers and @ € #(r1 + --- + 1p) is stable under the action of &,, x --- x G, € 6, 1..qr,. These
operations 3, , are required to satisfy natural symmetry, homogeneity and polynomiality relations with
respect to the inputs, to satisfy a restriction relation with respect to the repetition of inputs, to depend
linearly on z, and to satisfy natural unit and composition relations shaped on the internal unit and
composition operation of the operad (see Definition for the explicit expression of these relations).

Proposition D (Proposition 2.4.1.8). Let . be an &-module equipped with a basis stable under the
action of the symmetric groups (that is, .4 is spanned by an G-set). The category I'(M)moq is also
isomorphic to the category (.4 ) of vector spaces A endowed with a family of operations [, : AP — A
where 7 = (r1,...,7p) is a finite list of integers and [z] € M#(r1 + -+ +1)s,, x---xs,, - These operations
are required to satisfy symmetry, homogeneity, and polynomiality relations with respect to the inputs, a
restriction relation with respect to the repetition of inputs, and unit and composition relations shaped
on the internal unit and composition structure of the operad & (see Definition for the explicit
expression of these relations).

More precisely, under the assumptions of the previous theorems and propositions, one has the following
diagram of categories :

where the horizontal arrows are inclusions of full subcategories and exist if P = M is endowed with a
structure of reduced operad. The functors G, and O, are inverse to the corresponding functors F) and
P,.

We apply our general results to the case of level algebras.
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The notion of level algebras appeared in the study of unstable modules over the Steenrod algebra. In
[11], D.M. Davis defines non-associative “depth-invariant” algebras. Unstable modules over the Steenrod
algebra are studied into more details in Lionel Schwartz’s work [25]. Later, David Chataur and Muriel
Livernet gave the definition of a level algebra (in [9]) and described the operad Lev, whose algebras are
the level algebras. This definition coincides with that of Davis’s depth-invariant algebras. In this article,
we shall give a complete description of the structure of a I'(Lev)-algebra. The operad Lev being spanned
by a set operad, Theorem [B|gives a characterisation of I'(Lev)-algebras in terms of polynomial operations,
and we will give a finer characterisation. Our result can be reformulated as follows :

Theorem E (Theorem . A T'(Lev)-algebra is an F-vector space A endowed with a family of
operations ¢p , : AP — A, where r = (r1,...,1p) is a list of integers, and h: {1,..., 711 +---+1p} = N
is a map that is constant on each intervals {ri + ..., 11+ 1,...;m + -+ — 1}, k. = 1,...,p,
and satisfies Zie[n] 2=m(0) = 1. These operations are required to satisfy symmetry, homogeneity, and
polynomiality relations with respect to the inputs, a restriction relation with respect to the repetition of
inputs, and unit and composition relations shaped on the internal unit and composition structure of the
operad governing level operations (see Deﬁnitionfor the explicit expression of these relations).

In Section we give the notation used in this article, as well as definitions regarding operad theory.

In Section[2.3|we give a construction of the categories (.4 ) and 8'(2), and of the functors F.4, G4, For
and Gg of the previous diagram. We prove that those two couples of functors form isomorphisms of
categories and we apply this result to the classical example of the operad Com of associative commutative
algebras.

In Section we give the construction of the categories y(.#) and +'(%) and of the functors
Py, Py,0,4 and Og of the previous diagram.

In Section we prove Theorem [E] as a refinement of Theorem [B] in the case & = Lev.

In Section we study the connections between I'(Lev)-algebras and other types of algebras into
more details.

Appendix [A]is devoted to the explicit computation of the multiplication fi of the monad T'(Z) for a
reduced operad 2.

Notation.
e The ground field F is fixed for the whole article.
e In order to make this article more comprehensible, &-modules and operads, as well as their bases,

will be referred to with script letters (except when using Greek letters), whereas vector spaces and
their bases will be assigned print letters.

2.2 BACKGROUND

In this section, we study the partitions of the set {1,...,n}, we define certain operations on partitions,
and we recall the basic setting of operad theory on sets and on vector spaces.
First, we explain the definition of operations on the partitions of the sets [n] = {1,...,n} which reflect

the shape of the composition operations associated to the structure of an algebra over an operad. The first
subsection of the section, Section is devoted to this topic. In passing, we also explain our notation
and conventions for the symmetric groups and for partitions. In what follows, we use the definitions of
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this subsection in order to formulate the generalised divided power operations associated to operads. In
particular, the notation which we introduce in Section [2.2.1| are used freely throughout the paper.

In a second step, in Section we study the relationship between the coinvariants and the inva-
riants for the vector space spanned by a G-set, where G is any group. To be specific, we check that the
coinvariants and the invariants coincide in this case. This observation is the crux of our description of the
structure of a I'(9)-algebra for an operad spanned by an operad in sets.

Then, in Section we review fundamental definitions of the theory of operads for operads in
vector spaces and the general definition of the monads S(2) and I'() associated to an operad 2.

2.2.1 PARTITIONS

In this subsection, we explain our conventions on permutations, partitions, and we explain the defini-
tion of operations on partitions, which reflect the shape of composition operations associated to operads.

The operations are encoded by the structure of a coloured operad in sets. Therefore, we recall the
definition of such an operad structure before tackling the applications to partitions.

Notation.
e Denote by [n] the set {1,...,n}.
e For a set B, & is the group of bijections F' — F, and &, is the group &,
e For R = (R;)1<i<p a partition of [n], define &g :=[[_, &g, C &,,.

e For X an &,-set, for z € X and for R a partition of [n], denote by [z]r, and Stabgr(z), the class
and the stabiliser of x under the action of the subgroup G of G,,.

e For G a group, X a G-set and x € X, denote by Qg (z) = {g-x | g € G} the orbit of x under the
action of G.

e For E C [n] and p € &,,, denote by p(E) the set {p(x) : z € E}.

e For ECNandn €N, denote E+n:={z+n:x € E}.
Definition 2.2.1.1 ([3] Definition 1.7).

An E-coloured set operad & is the data, for all (z1,...,2,,y) € EPT! of a set P(x1,...,7p;y) endowed,
for all 0 € &, with a map P(x1,...,2p;y) = P(To-1(1), -+, To-1(p),Y), as well as an “identity” element
¢z € P(x;x) for all z € E, and composition maps :

0t P(x1, .., TpyY) X P21, 2¢5Ti) = P(T1, .o, Ti1, 21y - Zq, Tty - - Tp3 ),
and that satisfy natural conditions of unitality, associativity and equivariance.
Definition 2.2.1.2. The N-coloured set operad II is given by :

_ ) ifri4+--4+rp #n,

II(ri,...,mp;n) = { {R=(Ri)i<i<p :P_R; =[n] and Vi € [p] |R;| =7}, otherwise.

The identity element ¢, € II(n;n) is the coarse partition ([n]) Given a permutation ¢ € &, the map
O(ry,...,rp,n) = I(re-1(1), .-, Tg-1(p);n) sends I to o - I := (I,-1(;))ic[p)- Compositions are given by
refinement : if R € II(ry,...,7p;n) and Q € II(qi,...,qs;7i), there exists a unique increasing bijection
b:[r;] = R;, and :

R O; Q = (Rl, ceey Ri—l; b(Ql), ceey b(Qs)7 Ri+1a ey Rp)
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Remark 2.2.1.3. The set II(r1,...,7p;n) is also endowed with an action of &,, : if R = (R;)icp €
II(rq,...,7p;n), then p(R) = (p ( ))ze[p]' This action is clearly transitive.

Notation 2.2.1.4.

e A p-tuple of non-negative integers r = (r1,...,7p) such that r1 +---4r, = n is called a composition
of the integer n. Denote by Comp,(n) the set of compositions of n into p parts and II,(n) the set
of partitions of the set [n] into p parts. There is an injection ¢ : Comp,(n) < II,(n), mapping r to :

7“1+-"+7"i_1+[7“i] = {7“1—|—-~-+ri_1+1,...,7“1—|—-~-—|—ri}.
The composition r will be identified with its image ¢(r). the map ¢ admits a left inverse pr : II,,(n) —
Comp,,(n), which sends R = (R;)ic[p) to (|Ril)ic[p)-
e Comp,(n) is endowed with the following & -action : if o € &, and r € Comp,,(n), 77 :
Note that ¢ is not compatible with this action.

e In the set II(r; n) there is a unique element of Comp,,(n) (more precisely, in the image of Comp,,(n)
by ¢), namely r, and II,(n) = |,ccomp. (n) Lz 7).

e If 7 € Comp,(n) and ¢ € Comp(r;), then r o; ¢ =t € Comp,,_;, ;(n), with

= ("1 i1, Gl oo 3 Qs Titds e -« Tp)-

Remark 2.2.1.5. Equivalently, the set II(r;n) can be defined as the set of maps f : [n] — [p] satisfying, for

all i € [p], | f~'(¢)] = r;. The identification is done as follows : a partition R = (R;);c[p of [n] is identified

with the function dg : [n] — [p] mapping = € [n] to the unique ¢ € [p] such that z € R;. Conversely, each

[+ [n] — [p] is associated with the partition (f~'(i));e[y of [n]. For o € &, and f : [n] — [p], one has

o-f:xz— o(f(x)). Following this setting, for f € II(rq,...,7p;n) and g € (g, ..., gs; r;), there exists
a unique increasing bijection b : f~1(i) — [r;], so that
foig: [n] —[p+s—1]

f(), it f(x) <i

x =< goblx)+i—1, if f(z) =4,

flx)+s—1, it f(z) >4

Definitions 2.2.1.6. Operations on partitions

In the next paragraphs we will define 5 operations on partitions : 1) a product >, 2) a product ®, 3) a
family of unitary operations (yx)kren, 4) a composition ¢ and 5) a product A.

1) Let Q € (q1,...,¢s;p) and R € II(rq, ..., ;). According to the previous remark, @ corresponds
to Jg : [p] — [s] and R to Og : [n] — [p]. Define the partition

QDREH( Z Tiyeon, Z ri;n),
1€Q1 1€Qs
associated with the function 0g o O, that is :
Qe Ryiew = ([T &)
i€[s]
JEQ:

Note that, if ¢ € Comp,(p) and r € Comp,,(n), then g>>r =t € Comp,(n), where t = (Zieq Tiyeos D icq Ti
£ - =1 -
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2)

3)

5)

The operation :

®@: H(ry,...,rpsn) x (g, ..., qgssm) — I(r1,...,7p,q1,...,¢s;n+m)
((Ri)ien) (@))jels) = R®Q = ((n,m)o2Q) o1 R.

satisfies R® Q = (Ra,..., Ry, Q1 +1n,...,Qs +n) and is associative.

For k a positive integer and R € II(rq,...,7mp;n), R®F denotes the partition :
R = R® - @RETI(ry, ...,y Ty, Tp kn).
—_——
k k
For all positive integers k and R € II(rq,...,rp;n), set :

k-1
W(R) == ({i + (j — Dp}jem)iep > R®* = (H Ri+ jn)icp) € W(kr1, ... krp; kn).
=0

Ezample. For n =3, R = ({1,3},{2}), k =3,
R® = ({173}7 {2}7 {476}7 {5}7 {779}7 {8})a

and :
v(R) = ({1,3,4,6,7,9},{2,5,8}).

Remark 2.2.1.7. r®* = u, where u = (r1,...,7p,...,71,...,7p). On the other hand, it is clear that
v&(r) is not the element v € II(v;nk) with v = (krq,...,krp). Note that vi(c,) = cnr and that
£20r1®"'®0rp.

Let r € Comp,(n) and, for all i € [p], let ¢, € Comp,, (m;). For all Q1 € II(g,;m1),
Q- € H(QZ;mQ),. LQp € H(gp;mp)7 set :

fO(Qla“'va) :’Ym(Ql) - ®7TP(QP)'

Ezample. For r = (3,2), ¢, = (2,1), ¢, = (1,2),

ro(q,.4,) = 3(g,) ®12(g,)
= ({1,2,4,5,7,8},{3,6,9}) ® ({1,4},{2,3,5,6})
= ({1,2,4,5,7,8},{3,6,9}, {10, 13}, {11,12,14,15}).

The operation ¢ will add a subscripted index to the partitions : for i € [p] and j € [s;], denote

by ro(Qu,.,Qplij =10 (Q1s- -, Qp)sytdsiy4g = T1m1 + -+ rimimi_1 + (7, (Q:));. The
previous example gives :

ro(g,,4,)21 = {10,13}.
For R € IT,(n) and @ € II;(n), set :
(R A Q)ie[p], jE[s] = (RZ n Qj)’ie[p], je[s]'
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The operation A also adds a subscripted index to the partitions : for example, the partition (r ¢
(Q1,...,Qp)) A has 3 indices. For instance :

(0o Qs Q) AT) = (20 Q)i N I

The index ¢ corresponds to the part of r and to the chosen @Q;. The index j corresponds to the part
Q;,; and the index k corresponds to the part Ij.

Lemma 2.2.1.8. For r € Comp,,(n) and R € Ils(n), if Or (see Remark [2.2.1.5)) is increasing on each r;,
then r A R € Comp,,(n).

Proof. Let ¢ = (|ry N Ral,..., |1y N Rsl, ..., |r, N Rs|) € Comp,,,(n). We have to prove that r A R = g.
For all ¢ € [p], r; N Ry contains 4oi-1)11 elements. Hence, the fact that R is increasing on r; implies that
{1,...,4,} C Ri, and so, that {1,...,¢,} € (r A R)11. Thus, (r A R)i1 = ¢_

shows that (r A R);2 = Qoti1yr2

(i—1)41° The same reasoning
and so on, until (r A R)is = ¢_,. O

2.2.2 PERMUTATION REPRESENTATIONS OF FINITE GROUPS

This subsection aims to shed light on an isomorphism between invariants and coinvariants of a permu-
tation representation. The following general lemma will be used in our construction of generalised divided
power operations.

Let G be a finite group and let X be a G-set.

Lemma 2.2.2.1. There is a commutative diagram :

FG\ X] -2~ F[X]9
Twc%
FlX]a
where the arrows are linear isomorphisms.

Proof. The map ¢¢ is induced by

yEQG ()

It is easy to show that this gives an isomorphism. It is also easy to show that the map F[X]| — F[G\X],
induced by :

X — FG\X]
x [z

passes to the quotient by the action of G, giving an isomorphism ¢¢ : F[X]¢ — F[G\X]. Set then
Oc = ¢g © Yg- O
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2.2.3 OG-MODULES AND OPERADS

This section contains the definition of an G-module, of the tensor and the composition product of
G-modules, of the Schur functor associated to an G-module and the invariant version I', as well as the
definition of operads, algebras over an operad and divided power algebras over a reduced operad. For
general definitions concerning operads in a symmetric monoidal category €, we refer to Sections 5.1 and
5.2 of [18], and Section 1.1 of [I4].

The category of operads in Set is denoted Opg.+ and objects in Opg.; are called set operads. Similarly,
Opr denotes the category of operads in the category of F-vector spaces and objects in Opy are just called
operads.

Definition 2.2.3.1. An G-module / is a sequence (M (n))nen, where for each n € N, #(n) is a repre-
sentation of the symmetric group &,,. A morphism between two G-modules is a sequence of equivariant
maps. We denote by &,,,,4 the category of G-modules. The arity of = € #(n) is n.

Definition 2.2.3.2. For /,/ two G-modules, the &-module # ® A is given by :
(M @ N)(n) = EB Indgyxej M(i) @ N (5).
i+j=n
The tensor product ® makes G,,,4 into a symmetric monoidal category with unit the &-module which

is F in arity 0 and is O in positive arity. Therefore, given an G-module 4 and an integer n, S,, acts on
V/ALR
Definition 2.2.3.3. For .,/ two &-modules, the &-modules # o A and MW are given by :
(M o W) (n) := @M (k) © V¥ (n))s,,
keN

and :
(SN )(n) = D (M (k) @ /' (n))®,
keN
where &, acts diagonally on (k) @ A ®*(n).
The operations o and & provide as well &,,,,4 with a (non-braided) monoidal category structure, with
unit, in both cases, the G-module % which is F in arity 1 and 0 in any other arity.
Remark 2.2.3.4. An operad & is a monoid in the monoidal category (&,,04,0,%). In other words, &

is a &-module endowed with morphisms 7 : % — & (the unit) and p : P o P — P (the composition)
satisfying unitality and associativity axioms.

Definition 2.2.3.5. Let  be an G-module. The Schur functor associated to 4 is the endofunctor of
the category of F-vector spaces, mapping V to

S(M, V) = @(ﬂ(n) @V,
neN
where &,, acts diagonally on . (n) ® V®™. This endofunctor is denoted S(.).
Similarly, for all G-modules ./, there is an endofunctor of the category of F-vector spaces, which maps
V to
L, V) = Pt (n) © VE)©Sr,
neN
where the action of &,, is the same as before. This endofunctor is denoted I'(./).
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Proposition ([I4], Section 1.1.11). Given an operad &, the Schur functor S(2) is endowed with a
monad structure.

Definition. Given an operad P, a P-algebra is an algebra over the monad S(P).
Definition 2.2.3.6. An G-module ./ is said to be reduced (or connected) if #(0) = 0.

Definition 2.2.3.7 ([I4], Section 1.1.14). For all &-modules .# and ./, there is a morphism of G-modules,
which is natural in /4 and /', called the norm map or the trace map :

Tragy:MoN — MN,
inducing a natural transformation Tr 4 : S(M) — T(M).
Proposition ([14], Section 1.1.15). If A is reduced, then Tr 4, 4 is an isomorphism.

Proposition ([I4], Section 1.1.18). The functor I'(%) is endowed with a monad structure, whose unit
and multiplication transformations are denoted by 7 and ji.

Definition. Given a reduced operad P, a divided power P-algebra, or T'(P)-algebra, is an algebra over
the monad I'(P).

Proposition ([14], Section 1.1.19). If & is a reduced operad, then Trg is a morphism of monads.
Proposition ([I4], Section 1.1.1). If F has characteristic 0, then T4 is an isomorphism.

Given a reduced operad &, the composition product of I'(%) involves the isomorphism T7rg o (see
[14], Section 1.1.18 and Appendix . According to the foregoing, a I'(%)-algebra is also endowed with
a structure of a P-algebra and, if the characteristic of the ground field is 0, then those two structures
coincide.

Proposition 2.2.3.8 (See Appendix. Let & be a reduced operad and V' be an F-vector space. Denote
by pn: P o P — P the multiplication of P and by i : T'(P) o T'(P) — I'(P) the multiplication of the
monad I'(2). Consider an element t € T'(P,T'(P,V)) of the form

P ®r;
= Y cwer (Q( X emeew)),
€6, /S, i=1 oieemi/Ggi

with r € Comp,(n), z € P(n)®, and for all i € [p], g, € Compy, (m;), z; € P(m;)®% and v €
(V®mi)®4; . One then has

ﬂV(t): Z Iu(x®[7.®x(lg)7‘1®®xgrp]l_[t6:;:1)®7-(ﬂ®ﬁ®®Ul®rp)7
TEG]\{/Hle 6”2627‘,

where M = rymy + --- 4+ rp,myp, and
resP"® - :cf’rp]l—[i 5 € IndH:uG,i’;i ® P ().
3

Proposition 2.2.3.9 ([I8], Section 5.3.9). The functor Set — Fyec, sending X to the F-vector space
spanned by X, extends to a functor F[—] : Op,,,, — Opp.
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2.3 OPERATIONS INDEXED BY INVARIANT ELEMENTS

In this section, we describe the category of I'(%)-algebras associated to a reduced operad & in terms
of operations parametrised by invariants elements of &(n) under the action of Young subgroups of &,,.
These polynomial operations are to be seen as generalised divided power operations.

Formally, the goal of this section is to explain the definition of comparison functors that fit in a
diagram of the following form :

F(‘%)nwd <—)F(96)alg 5

Fa ﬁ Jeo  w()e

B(ll) <——p'(P)

where () and ['(9) will be categories of vector spaces endowed with generalised divided power
operations, and to check that the vertical functors define isomorphisms of categories.

In Section we explain the definition of the categories S(.#) and '(#) with full details and
the definition of the functors F, and Fg. The functor Fg endows any I'(9)-algebra with a generalised
divided power algebra structure.

In Section [2.3:2] we explain the definition of the functors G 4 and G and we check that these functors
are inverse to F;, and Fg in order to complete the proof of our statement.

In Section we examine the applications of our constructions to the case of the commutative
operad.

The main result of this section is Theorem [2.3.1.8] stated in the introduction of this article as Theo-

rem [A]

2.3.1 CONSTRUCTION OF THE FUNCTORS F;, AND Fgy

In this subsection, we define categories I'(# )04 and I'(P) g4 of divided #-modules and divided -
algebras, as well as categories 5(#) and 8’ (), which have objects vector spaces endowed with polynomial
operations f3;, indexed by compositions r € Comp,(n) of integers and invariant elements of P, x €
P (n)®=. One of the main results of this article is Theorem which states that I'(9) 14 and 5’ (P)
are isomorphic, and therefore, that the data of a divided power algebra over an operad is equivalent to
the data of generalised divided power operations on the underlying vector space.

In this section, we will need the notation and definitions of Section to deal with compositions of
integer and partitions of the set [n].

Let A and & be an G-module and a reduced operad.

Definition 2.3.1.1. e The category I'(A)moq has objects (A, f) where A is an F-vector space and
f is a linear morphism f : T'(#, A) — A. A morphism of T'(# )04 of the form (A, f) — (A', f') is
a linear map g : A — A’ such that f'oT'(M,g) =go f.

e The category §(.#) has objects (A, 8), where A is an F-vector space and f, . is a family of operations
Bir : AP — A, given for all r € Comp,(n) and z € A (n)®z, and which satisfy the relations :

(BL) Bar((ai)i) = Bpr-zre((ap-1(:)):) for all p € &, where p* denotes the block permutation with
blocks of size (r;) associated to p.

(62) ﬁx,(o,rl,rg,..‘,rp)(am Aty ..., ap) = /BI,(TI,TQ,..‘,TP)(G:[? ) ap)-
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(B3) Por(Aai,az,...,ap) = A"'B5,(a1,...,a5) VYAET.
(B4) If r € Comp,(n) and ¢ € Comp,(p), then

Bor(a1,...,a1,a2,...,a42,...,04,...,05) =3
—_—
¢ a2 qs
(B5) /B:c,f(ao +ai,..., ap) = Zl-i—’m:ﬁ Bw,zol(l,m) (0,0, Ay, ... 7ap)'
(B6) Bratyr = ANBur + Byr , for all m,y € M ()%=,

The operation is a symmetry relation. Relations|(52)}|(53)|and [(81)|express the polynomiality
of the operations, [(84)| could be regarded as a repetition reduction relation, and |(56)| asserts that
Bz,r depends linearly on z.

The morphisms in S(.#) are the linear maps compatible with the operations 5 ;.

If (A, f) is an object of T'(M)mod, or if (A, 3) is an object of B(), then the vector space A is the
underlying vector space of the object.

Remark 2.3.1.2. If (A, B) is an object in the category S(./), the operations f, . induce operations 3, g :
A*P — A, for all partitions R € II(rq,...,7p;n) and all  stable under the action of & . Indeed, according
to Remark there exists 7 € &,, such that 7(R) = r. Generally, the permutation 7 € &,, such that
7(R) = r is not unique. One can define :

/Bw,R(a17 LR 7ap) = ﬁT'{L’,ﬁ(a17 e 7ap)7

which does not depend on the chosen 7.

Remark 2.3.1.3. Relations|(52)] |(53)| and |(55)| are expressed here by acting on the first variable, but can
be rewritten, thanks to Relation |(51)} to act on any other variable. For example, from Relation |(55)| one
deduces the equivalent relation :

(85 bis) For all r € Comp,,(n), and ¢ € Comp,,(m),

BLz(Zai,..., Zai) = Z BI’KO(EI,WEP)(QM...,am).

iEgl iEgp EIECJompq1 (rl),“.,EPECompqp (rp)
Definition 2.3.1.4.
e The category I'(P)q, is the category of algebras over the monad I'(2).
e The category 8'(2) is the full subcategory of objects (A, ) of B(P) satistying :

(B7a) Big,,y(a) =a Yae A.
(B7b) Let r € Comp,(n), x € P(n)®z and for all i € [p], let g, € Compy, (my), x; € gj(mi)egi and
(bij)i<j<k, € A*Fi. Denote by b= (bi;)icp],jelk,] and for all i € [p], b; = (b;;)je[r,]- Then :

ﬁz,z(ﬂm,gl (bl)v v »Bmp,gp (bp)) = BZT T»M(a:@)( ", w?ri))7£<>(gi)ie[p]

(0),
where ro(g, )ie[p) is defined in Definitions|2.2.1.6) where 3. ,.o(¢ ),.,, 18 defined in Remark[2.3.1.2

and where 7 ranges over &,4(q,),.,;/([[i=; &, 1 &, ) in the sum.
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Relation is a unit relation, and Relation |(57b)|is a composition relation.

Proposition 2.3.1.5. Let (4, f) be an object of I'(.#),,04- For all n € N, all compositions r € Comp,,(n)
and all z € 4 (n)®=, define :

/BI,K: AXp — A
(ai)i<i<p +> f( Z crRo- (®iaz®m))-

€S, /S,

The mapping (A, f) — (A, B) extends to a functor Fy : T'(M )moea — B(A ). In particular, the operations

B« satisfy relations to of Definition [2.3.1.1

Proposition 2.3.1.6. Let & be a reduced operad and (A, f) be an object of I'(%)q14. Then (A, §), as
defined in Proposition [2.3.1.5, is an object of 5'(9). Hence, F restricts to a functor Fop : I'(P)ay —

BU(P).

Proof of Proposition[2.3.1.5 and Proposition [2.3.1.6 Relations[(B1)}[(32)}[(33)}[(86)|and[(BTa)|are clear.
Relation comes from the following fact :

Z 0T = Z o- Z T-T.

0€6, /6, 0€EG,/Ggpr T€ES 4o/ Sy

Relation comes from the following fact :

(a+b)® = > Yoo o (@® @b

(I,m)eComp,(u) c€S, /S XS,

Relation |(7b)|makes sense, firstly because [[}_; &,, 16, €6, , and secondly because p (x ®

(gi)ie[p]

P ®r : :
[ZTEGIQ(gi)iE[p]/HfZI 164, TR ( L r )]) is stable under the action of 6£<>(gi)i€[p]'

It comes from the fact that, f being compatible with the multiplication fi of T'(Z), we have f o
(P, f)= fojia, where fig : T(P,T(P,A)) = I'(P, A) is the component of i at A, and hence, following
Appendix [A] :

ﬂx,ﬁ(ﬁmhgl (bl)a SR sz,gp (bp)) =

p ) ®r;
Ue@n/GL i=1 pie@mi/egi
P
0€&,/T1; 6r, =1 pi€6m,; /Gy,

p p
:f< Z U,u(x®[®$z®r’])®0'®(bﬁq”®®b§l’flk1)®m>’
1=1

06621 Tim'z‘/ngl 6’"1‘1611» =1
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S > > or (oo [@8m)

UEGZi Ting /Gio(gi)ié[p] TEGEO(Ei)iG[p] /(Hle 6” 2621) i=1

p
Qo -T- ( (b;giqll@@bi:jlkl)@Tl))
i=1

_y (bij )iefp] jelhi]- H

ZT T (I® ( ®f:1 $S§T1)) )1o(gi)i€[p]

Proposition 2.3.1.7. For any &-module ., the functor F g : T'(M )moq — B(M) is an isomorphism of
categories.

Theorem 2.3.1.8. For any reduced operad P, the functor Fg : T'(P)aug — B'(P) is an isomorphism of
categories.

Plan of the proof of Proposition and Theorem [2.53.1.8 We want to construct the functor G :
B(M) — T (M) moa, inverse of Fy. Let (A, o) be an object of 3(#). Lemma[2.3.2.1] gives a decomposition
of T'(M, A) as a direct sum. Definition [2.3.2.2| shows how to define a function f : I'(.#, A) — A from this
decomposition, which is natural in (A, ). We thereby obtain a functor G 4 : B(M) — T(M)moa, and we
readily check that G4 o Fy = idp(u),,,, (Remark [2.3.2.3). Lemma shows that F, o G4 is the
identity of B(A).

To prove Theorem let us furthermore assume that # = & is endowed with a structure of
reduced operad and that the operations « , satisfy relations|(57a){and [(57b)| It is then enough to show
that the morphism f of Definition endows A with the structure of a I'(Z)-algebra, which implies
that G 4 restricts to a functor G : §'(P) — ['(P)ayy, which will be inverse to Fg. This is done in
Lemmas [2.3.2.7 and [2.3.2.8] O

2.3.2 TECHNICAL LEMMAS

In this section, we give the construction of the functors G 4 and G, and we check that these functors
are inverse to F , and Fg following the argument given in the plan of the proof of Proposition and
Theorem[2.3.1.8] Lemmal2.3.2.1|gives a decomposition of I'(.#, A) as a direct sum that depends on a choice
of a totally ordrered basis of A. Definition gives the definition of a morphism f : I'(#,A) — A
from that decomposition and the definition of G 4. Lemmas[2.3.2.4] to[2.3.2.6] show that f, and so G 4, do
not depend on the choice of the basis of A, and that G,z : (M) — T'(M)moa is an inverse to Fy4. Finally,
Lemma and Lemma show that, in the case where # = % is endowed with a structure of
operad, G 4 restricts to a functor Gg : 8'(P) — I['(P)a, that is the inverse to Fg.

Let (A, @) be an object of 3(.#), B be a totally ordered F-vector space basis of A.
Lemma 2.3.2.1. The module I'(/, A) is isomorphic to the direct sum :

D an,

1n,p,7,b1,...,bp
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where n ranges over N, p ranges over [n], r ranges over the set Compj,(n) := {r € Comp,(n) : Vi €
[p],7; > 0}, and b; < --- < b, € B. Moreover, the isomorphism is given by the direct sum over n € N,
p € [n], r € Comp,,(n), and by < --- < b, € B of the morphisms :

M(n)®: = T(M,A)

T =y a«w®a~<®bf§”>.

0€6, /6, i€[p]

Proof. For all n € N, we can identify the &,-module A®™ with :

P Indg .07 @ @b,

where p ranges over [n], r ranges over Comp;(n), by <--- < b, € B, Indg:j designates the induced
representation, and T,.(b™ @ --- @ by '?) is the trivial &,-module spanned by 71)711 ®---®by'". Remark
that Indngﬁ(b?“ ® - @by™) is equal, as an &,-module, to F[&,/6,] ® Ty @+ ® b,
where &,, acts on 6,,/6, by translation. This &,,-module is a permutation representation with basis
(o0 @ - @by : 0 € &,/S,}. The identification by Indg:’Tﬂ(b?r1 ® - @bSTP) =2 A®n
is given by 0 @ (b9 @ - @by ) =0 - (B @ - @ by P). . )

The module (/(n) ® A®™)S» decomposes as @p,g,bl,...,b,, (%(n) ® InngTE(bl, e bp))bn. Let p €
[n],r € Comp;(n), and by < --- < b, € B. Given an element t € #(n) ® Indg:‘TL(bl, ...,bp), there is a
unique (74)scs, /s, € M (n)*18n/ G2l such that B

p,r,b1,..,

t= > 2,@0- (b @ @b5™).
€6, /S,

Suppose that t is invariant under the action of &,. Then, for all 7 € &,,, the uniqueness of (z4)s¢s, /s,
implies that 7-z, = 2,.,, and in particular, if 7 € &,, then 7-2, = x,. Finally, we have t = ZGGGH/GT o-

Tig®o- (®Z b?”), where id € &,,/6, is the class of the neutral element. Hence, an element x € ./ (n)®=
uniquely determines the element

Y coase (®b®) e (/%(n)®InngT£(b1,...,bP))Gn. O

€6, /6, i
Definition 2.3.2.2. Given (4, «) an object of 5(.), there is a linear map
f INO/Y) — A
t=>ce./6,0 TR0 <®Z b?”) o (br, .o, bp)
Denote by G 4 (A, a) := (A, f).

Remark 2.3.2.3. Indeed, the expression of f is linear in z € .4 (n)®=. With this definition, it is clear that
ifGu(Fu(A g) =Gu(A a)=(A,f), then f =g, for f and g are linear and are equal on each factor of
the decomposition of T'(, A) as a direct sum given by Lemma [2.3.2.1
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To prove that this extends to a functor G4 : (M) — T'(M)moq which is inverse to F 4, one has to
show that Fy o G4 is the identity of B(.#) and that G 4 is actually a functor, that is, the construction
of f does not depend on the basis B of A used. For that, let (4, 3) = F4(A, f) where f is the morphism
of Definition The next lemmas show that g, = f;, for all 7 € Comp,(n) and = € 4 (n)®=.

It is clear that, for all 7 € Comp,(n), all b; < --- <b, € B and all z € 4 (n)®r,
Bar(bi, ... bp) =g r(b1,...,bp) = f(Y) (2.3.2.eq.1)

Lemma 2.3.2.4. For r € Comp,(n), for (b;)1<i<, € B*? pairwise distinct and for z € ./ (n)®=, we have
the equality :

B (bi)i = azr(bi)i- (2.3.2.eq.2)

Proof. There exists a permutation p € &, such that p- (b;); is ordered, and :

Equation (2.3.2.eq.1|)
e (bp=13) )i = prare (bp=1(i))i

Relatign o2 (). O

Be,r(bi)i Relatign B

Lemma 2.3.2.5. Equality (2.3.2.eq.2) holds for r € Comp,(n), for (b;)1<i<p € B*P and for x € 4 (n)®-.

Proof. According to Lemma [2.3.2.4] (b;); can be sorted in order to obtain only consecutive repetitions.
Yet, if ¢ € Comp,(p) and if (by,...,bs) € B** are pairwise distinct, then :

Relation

5x,£(b17 ey bl, ey bsa sy bs) EUEGEDE/GLU'x’Ebﬂ(bl’ bQ, ey bp)
q1 qs

Lemma 2.3.2.4]
= QZUGqui/GLU.x’gbz(bl’ bQ, ey bp)

Relation -54
= [.] a:c,(rl,...,rp)(blv ceey bl, e ,bs, ey bs) O

N—— ——
q1 qs

Lemma 2.3.2.6. Equality (2.3.2.eq.2) holds for r € Comp,(n), (b1,...,b,) € AP and z € M (n)®-.
The definition of f does not depend on the choice of B, and Fyu o G4 = idgu)-

Proof. For i € [p], let us write b; in the basis B as

ki
bi: E )\ijxij.
j=1
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Set X = (z4)icp],jelk,] and AX = (Nij2i j)ic[p],jck,]- One has :
Relatio []
Buw(b1y. .. by) > Brro(ayna,) (AX)

gleCompk1 (rl),...,QPECOmpkp(rp)

Relation > (H 11 A%) Burota, ot ) (X)

13 ) Fx,ro(q, ..., 4,
g, €Compy,, (r1),--., ngCompkp(rp) 1=1j5=1
- P ki
Lemma [2.3.2.5)] 955 x
= Z HH ij %io(glwgp)( )
q,€Compy, (rl),...,gpeCompkp(rp) i=1j5=1

Relati 3)| et [(85 bis)
elations e (55 bis)| (b b)), 0

According to Lemma [2:3.2.6 the map f does not depend on the choice of B and the resulting functor
G is indeed an inverse to F,. Hence, Proposition is proven. To prove Theorem [2.3.1.8] let us
assume that # = P is endowed with the structure of a reduced operad, and let us show that G 4 restricts
to a functor §'(2) — I'(P)ag. Denote by n and p the unit and multiplication of S(2), and by 7 and fi
those of T'(9) (Appendix [A| gives the full expression of fi).

Lemma 2.3.2.7. The map f is compatible with 7.
Proof. Indeed, using Relation |(57a)|:
foii(a) = flidg ®a) = aig, 1)(a) = a. O
Lemma 2.3.2.8. The map f is compatible with f.
Proof. Let us check that the following diagram commutes :

D(2.f)

NP, T(P,A)) (@, A)
ﬂAi lf
(%, A) ; A

A generic element of I'(2,T'(2, A)) is of the form :
P
t:= Z c-rxQ0- (®tl®”),
€S, /G, i=1

where &, C Stab(x) and where, for all i € [p],
Sq
4= Z J.xi®g.(®a§{qw),
JEGni/Ggi Jj=1
with ¢, € Comp,, (n;) and &, C Stab(z;).
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Set a := (aij)icpp),jels;) and, for all i € [p], a; := (ai;);e[s,)- On one hand :

foF(g’,f)(f)=f< > 0'$®"'(®f(*i)®”)>

€6, /6

= azﬂ"(arhgl (a1)7 s 7Oémp7gp (ap))a
which is equal, according to relation |(57b)} to :

aZTeG ru(20[®, 227]) ro(q, ) (a).

On the other hand, setting H := Gro(q17.__,q ), one has
- = =P

o= > (oo [@) o (B (@) )

i=1 i=1  j=1

(o,7)€ (621. Tini/H) x (H/ I, &2 (11, quj))

Following the same computation as in the proof of relation of Proposition [2.3.1.6| (page , one
gets

fopalt)=a ]

5o (o8] ®,557] ) oty g )@

2.3.3 EXAMPLE : THE OPERAD Com

In this section, we check how our description of the structure of a I'(2)-algebra applies in the particular
case & = Com. We retrieve the classical definition of divided power operations on commutative algebras,
as given by H. Cartan in [IJ.

Definition 2.3.3.1. A divided power algebra is an associative and commutative algebra A equipped, for
every integer n € N, of an operation =, : A — A satisfying :

(C1) vn(Aa) = A"y, (a) for all @ € A; and A € F.

(C2) ym(a)yn(a) = ("™)Ym+n(a) for all a € A.

(C3) ynla+b) = yn(a) + (272 (@) yn-i(b)) +7a(b) for alla € A, b € A.

(C4) v1(a) =a for all a € A.

(C5) yn(ab) = nlyn(a)yn(b) = a™yn(b) = vn(a)b™ for all a € A, b € A.

(C6) V(7 (a)) = migagm tmn(a) for all a € A.

A morphism between divided power algebras is an algebra morphism compatible with the operations ~,,.

Recall that the operad Com is an operad defined, in terms of G-modules, as :

0, if n =0,
F (trivial representation), if n # 0.

Com(n) := {
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We denote by X,, the generator of the F-vector space Com(n). One can apply Theorem on it. The
category of I'(Com)-algebras is isomorphic to the category of F-vector spaces A equipped with operations
Brx,r for all n € N and A\ € F. Using the relations of Definition it can be shown that the
family of operations (vn)nen = (Bx,,(n))nen endows A with a structure of divided power algebra, with
multiplication the operation fx, (1,1). Conversely, on any divided power algebra (A,~) one can create a

family of operations B . by setting, for all r € Comp,,(n) all (a;);c[p), and A € F,

B>\Xn7£(a'17 s 7ap) = A H ’YTVL' (ai)' (233.eq1)

i€lp]

For other modern surveys on divided power algebras, see [22], Section 3, [23], Section 2 and [14], Section
1.2.2.

2.4 FROM INVARIANTS TO COINVARIANTS

The aim of this section is to improve the characterisation of I'(Z)-algebras given by Theorem
in the case where & is a reduced operad spanned by a set operad.

Formally, the goal of this section is to explain the definition of comparison functors that fit in a
diagram of the following form :

pll) <—p"(2)

rel Yoo nf Jor

V(M) <—7(P)

where the vertical functors will be shown to be isomorphisms under the right assumptions. Here, 5(.#)
and f'(9P) are the categories of generalised divided power modules and algebras defined in Section m
The categories v(.#) and v/ (%) will be similar to the categories B(.#) and 8'(ZP) in that they have objects
vector spaces endowed with polynomial operations subject to a list of relations, except that the family of
operations considered and the list of relations will be somewhat smaller and easier to manipulate.

In Section we explain the definition of the categories y() and +/'(2) in full details, we give
the definition of the functors P, and P, and we show that, when 4 is endowed with a basis stable
under the action of the symmetric groups, and when & is spanned by a set operad, these functors are
isomorphisms of categories. This is the result of Theorem [2:4.1.9] Together with Theorem [2.3.1.8] this
result implies Theorem [B] as stated in the introduction of this article.

In Section we study the compatibility of the isomorphisms Og of Section depending on a
finite group G, with the properties of restriction to and induction from a subgroup of G. We construct
morphisms that are used to prove Theorem

In Section we give a very brief summary of the results obtained in Section [2.3| and Section

2.4.1 CONSTRUCTION OF THE FUNCTORS P, AND Py

In this subsection, we consider the particular case of an G-module # endowed with a basis 98 stable
by permutation, and the case of a reduced operad & spanned by a set operad & ( that is, P = F[%] as
in Proposition [2.2.3.9). We define categories v(.#) and +'(2), which are similar to the categories 3(./)
and B'(P) of Section in that they have objects vector spaces endowed with polynomial operations
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(2], € M(n)s,. We then construct a pair of functors Py : B(M) — (M) and Py : B'(P) — +'(P).
The main result of this section is Theorem [2.4.1.9] which states that these functors are isomorphisms of
categories with inverse functors O 4 and Og. The proof of Theorem [2.4.1.9| uses results from Section [2.4.2]
Composed with the isomorphisms F, and Fg of Section[2.3] these functors give a refined characterisation
of I'()-modules and I'(P)-algebras as generalised divided power algebras.

In this section, we will use the definitions and notation defined in Section Section and in
Section 2.3.11

Definition 2.4.1.1. Let .4 be an &-module such that, for all n € N, .#(n) is endowed with a basis % (n)
stable under the action of &,,. The category ~v(.#) has objects (A,~), where A is an F-vector space, and
Y+ 18 a family of operations 7], , : AP — A, where r € Comp,(n) and [z], € &,\%B(n), and which
satisfy :

Via],,r Satisfying some relations, except that these operations are now indexed by r € Comp,(n) and

T

(YD) Vel (@1s- -5 ap) = Vpraalo e (Ap-1(1)s - - -, Ap-1(py) for all p € &, for all p € &, where p* stands
for the block permutation of blocks of size (r;) associated to p.

(72) 7[1’](0’7"11,,‘2 _____ Tp),(O,rl,'r‘g ..... ’l“p)(a’O) at,. .., ap) = ')/[m](T1 _____ Tp),(Tl,TQ ..... Tp) (ah cee 7ap)-

(’}/3) ’y[x]yﬂ(}\ah ag, ..., ap) = /\ﬁ’Y[m]L,g(ah L. ,ap) VA eF.

(v4) Let r € Comp,(n), ¢ € Comp,(p) and x € %B(n). Then :

|Stabg\>£(x)|
Vialpor (@15 -+ -5 A1, A2, ..., A2, .., A, -, ) = (W)v[m]gbbgbﬁ(al, ag, ..., as).
q1 q2 ds
(75)
Val, . (@0 + a1, 02, ap) = Z Z Vvl yoy (tomyoror (Lm) (00, Q1 - - ).

Hm=r1 [yl oy (1,m) EGroy (1,m) \Rs,. (T)

Relation [(v1)| is a symmetry relation, Relations |(y2)] [(v3)| and [(v5)| express the polynomiality of the
operations, and |[(y4)| could be regarded as a repetition reduction relation.
The morphisms of (.#) are the linear maps which are compatible with the operations 7y

FatYing

Notation. Objects of v(.#) will be denoted as couples (A,~), where A is an F-vector space and = is a
family of operations 7, » : A*? — A with r € Comp,,(n) and [z], € &,.\B(n).

T

Remark 2.4.1.2. This definition depends on the chosen basis % of /. However, there is an isomorphism
of categories between two categories v(#) coming from two different bases of the same .# stable under
the actions of &,,. The proof of this fact is in the proof of Theorem 2:4.1.9]

Remark 2.4.1.3. Those operations induce, for all, r € Comp,(n), R € Il(r;n) and all [z]r € Gr\B(n),
an operation v, r : A*P — A. Indeed, according to Remark [2.2.1.3} there exists 7 € &,, such that
7(R) = 1. We set :

’Y[m]R,R(alu ceey a“p) = ’Y[T'I]L,E(a‘lv cee vap)~

This does not depend on the choice of 7.
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Definition 2.4.1.4. Let & be a set operad and & = F[AB] be the operad spanned by &, as described in
2.2.3.9] Suppose that 2 is reduced. Let /() be the full subcategory of v(2) of objects (A, ) satisfying :

(v6a) Vid,,1)(a) = a, for all a € A.
(v6b) Let r € Comp,(n), € %B(n) and, for all i € [p], let g, € Compy, (m;), x; € HB(m;) and a; =
(a’ij)jE[ki] e Ain. Set a = (ai7j)i6[p]7je[ki]. Then N

V[x]g,z(’Y[xl]gl 4, (a1), ... a’)’[xp]gp a, (ap)) =

<Stabm(qi)ie[p] (M(m & ( ?:1 CC?M))))

|Stab, ()| [T, |Staby ()" (a),

7[“(95@( P=1 zf@ri))]w(gi)iem r0(g:)ie(p)

where 'y[ﬂ (I®( b o is defined in Remark [2.4.1.3

i=1%; ))] 704 ie[p] ro(qi)ie(p)

Remark 2.4.1.5. Relation is equivalent to the following relation, which is a priori weaker :

rp)7£(alaa1;a2, .. .,ap) =

|Stab(T0+r177»27r3,...,rp)($)| (a ap)
|Sta/b(7‘077’1p..,7‘p)(x)‘ ’Y[x](v'0+7'177'2,7'3,-..,7';0)7(7”0‘1'7‘1,T'2,'f‘3,...,'r‘p) 15+-+50p).

,,,,,

Indeed, Relation is deduced from this one by iterating it, and using relation

Lemma 2.4.1.6. Let ./ be an G-module, endowed, for all n € N, with a basis B(n) stable under
the action of &,. Then the operations SBs¢ ([y],).r» Where Og, is the morphism of Section and
[yl: € 6,\%(n), generate all the operations S, ..

Proof. Relation implies that any basis of .#(n)®= furnishes generating operations. The Lemma of

Section [2.2.2] shows that &,\%(n) is a basis for M(n)s,, and that Os, : M(n)s, — M (n)® is an
isomorphism. [

Proposition 2.4.1.7. Let (A, 3) be an object of (). Let us set, for all » € Comp,,(n) and all [z], €
&, \B(n) :
’Y[I]DI = 6@1([1,&)’@ (2.4.1.6(].1)

where Og, : M (n)s, — M (n)®= is defined in Section This gives a functor
Pu: Bl) —~(M)
(4,8) = (4,7)

Proposition 2.4.1.8. Let # be an G-module such that, for all n € N, #(n) is endowed with a basis
9% (n) that is stable under the action of &,,. The functor P, is an isomorphism of categories.

Theorem 2.4.1.9. If P is a reduced operad spanned by a set operad B (i.e. P = F[AB]), then the functor
Pg restricts to a functor Pg : 8/(P) = v/ (P) and the latter is an isomorphism of categories.

Proof of Proposition|2.4.1.7, Proposition|2.4.1.8 and Theorem |2.4.1.9,
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For this proof, we will need Proposition [2.4.2.1} Proposition [2.4.2.2) and Proposition [2.4.2.3| Let (A, )
be an object of B(.#). The operations 3 satisfy Relations[(31)}[(32)|and [(33)] of Definition [2.3.1.1 which,
through eq. ([2.4.1.eq.1)), translate into [(71)] [2)] and [73)] To translate Relation observe that
'y[m]mﬁ(al,...,al,a27...,a2,...,as,...,as) = 5@ ( ) (ala--~7a'170'27~-~7a27~-~7asa~--aaS)
T N e N’ N——— e ([#]r ) o1 N e N’
q1 q2 qs q1 q2 qs

(a1,az,...,as)

=p
(Zﬁeﬁgbi/ﬁlg'gl([x]i))v a>r

Proposition then implies

'y[m]mz(al,...,al,az,...,ag,...,as,...,as) =
TN —— ——
a qz qs
B@ ‘gpﬂ(Ind%DI([‘E]L))v gl>£(a1’ agz, ..., CLS)

B |Stabysr(z)]

- ( |Stab£(x)\ ) @Gg>z(@62>z([$]g>£))’ gl>£(a1; az,. .., Cls)

|Stabg>£(x)|
= (7|Stab7“ x)l )'Y[x]pp gbi(al, ag, ... ,as)
To translate Relation observe that
’Y[x]m(ao +ai,ag,... le) = 5@61(@]3@((10 +ai,ag,... aap)
= Z Boe, (1#1),ro1 (1L,m) (@0, 1, - - -, p)
I+m=rq

Proposition then implies

7[1]1,1(0“04'&1’@2’-"70’;0): Z (ao,al,...,ap)

I+m=ry

- Z Z Bﬁ@gol(l,m)([y]ﬁol(lnn)))1£°1(l,m) (ao’ CICEREE G’P)

Hm=r1[Ylro; (1,m) EGroy (1,m) \s.,. ()

= Z Z VWlroy (1,my-ro1(l,m) (a07 at, ... 7ap)'

Hm=r1 [Ylroy (1,m) EGroq (1,m) \ Qe (%)

Assuming that # = P = F[%B] and that (A4, ) is an object of 5'(F), then Relation of Defini-
tion translates into and, to translate Relation |(57b)| observe that

fY[w]L,z(’Y[wl]gl 24, (al)v s 77[&01,]1? 4, (ap)) = 6@6L([a)]ﬂ),1(6@621 ([z1]q, )-q, (al)a s 7/8@611, ([zp]gp),gp (ap))

08 oy (1) (Be5Zy (1 my (@l))z01 (1im)

> 7106, (121:)8 (®F_, Oay, (@ila,)) ) ro(a,)ie i) (@),
where 7 ranges over ,(q,),.,,/([1i=; &+, 1S ). Proposition [2.4.2.3 implies

Vialer Verla, g, (@1), 3 Vgl 0, (@0)) = B, ropp o e, (0 ((oliloida, )o@ )i (@)-

=1
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Proposition [2.4.2.1) implies

7[90]3,1(7[361]21 4, (a1),... aV[xp]gp a, (ap)) =

<|Stabr<>(qi)ie[p] (M(CL‘ ® ( f:l {L‘?n))))

|Stab, (x)| [T5_, |Staby (x:) T

(oo (@), 2o

[p]

Thus, Py (A, 8) is an object of v(#) and P»(A, 3) is an object of v'(2). It is natural in (A4, §) if A and
its basis & are fixed.

Let us construct an inverse functor. According to Lemmal[2.4.1.6] it is sufficient to define the operations
Bos, ([2],),r for = ranging over &,\%B(n). Then, setting :

Boe, (@) = Val,.r>

one obtains a functor O : y(M) — (M) which restricts to a functor Og : v/ (P) — 5'(P). Indeed, we
already checked that Relations to are equivalent to Relations to Moreover, those
functors are clearly inverse to Py g and Pg g respectively. Furthermore, since §(.#) and 8'(9) do not
depend on the choice of &, then changing the chosen basis would not change the isomorphism class of
the category (. ), which justifies a posteriori our choice to name the categories without referring to the
chosen basis. O

2.4.2 TECHNICAL RESULTS ON THE MAP O

In this subsection, we investigate the compatibility of the isomorphism O¢ defined in Section[2.2.2] and
which depends on a finite group G, with the functorial properties for group representations of induction
from and restriction to a subgroup H of G. We define morphisms that we suggestively call Ind and Res,
with the appropriate groups as index, that are used in the proof of Theorem [2.4.1.9

Let G be a finite group acting on a set X, let H be a subgroup of G. Recall that there is a unique ring
morphism Z — F, that will be denoted n — np. Recall also that Section [2.2.2] gives a linear isomorphism
FIG\X] 2 F[X]g, so that G\ X represents a basis of F[X]q.

Proposition 2.4.2.1. Consider the morphism Ind§ : F[X]g — F[X]g induced by Ind$([z]g) =

( |Staba ()]

Stabr (2] )F[m]g. The following diagram is commutative :

F[X]y —2> F[X]H
I"dgl \ngec/y g-id

FlX]o —— F[X]6

Proof. Given two elements z,y of X, if x and y are in the same class under the action of H, then they
are in the same class under the action of G. Moreover, Staby(z) and Staby(y) are conjugated, and so

are Stabg(x) and Stabg(y). Hence, the map F[X] — F[X]¢ sending z to (‘SmbG(z)l

W)F[I]G passes to the
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quotient by H. For [x]g € H\X, one has

> 9 0u(zlu)= > g >,  hz
9eG/H gEG/H  heH/Staby (x)
= Z g-x
geG/Staby (x)

Z g- Z h-x

geG/Stabg(x) heStabg (xz)/Staby (x)
|Stabg ()|
o (el ) e
G( Stabm ()] )¢ H1E
Proposition 2.4.2.2. Let z € X. The orbit of z under the action of G, denoted Q¢ (), is equipped with

an action of H induced by that of G. There is an injection H\Qg(x) — H\X. Consider the morphism
Res$ : F[X]g — F[X]y induced by Res% ([z]g) = > ye\Qe (x) Y- The following diagram is commutative :

F[X]e 26~ TF

X]6 .
wi| ]
[x]#

]F[X]H ——TF
On

Proof. This proposition follows from the following identities :

ou( X u)= X = ¥ ¥ = ¥ i-6lEle. O

yEH\Qg () yEH\Qg () yeH\ Qg (z) 2€QH (y) z€Qa(x)

Proposition 2.4.2.3. Let & be an operad spanned by a set operad %. Let r € Compp(n) and, for all
i € [p], let n; € N, and H; a subgroup of &,,,. Let x € B(n) and, for all i € [p], let x; € FB(n;). The

morphism p' : P(n)s, ® <®l(9(nz)%”)> — 9’(21 rini)np - induced by

|Stabrye_ s, m, (M(iﬁ ® (®i 33?”))))

e = ( [Stabe, (o) TT, [Stabr, (2]

(o (@)

F 7

makes the following diagram commute :

s, @ (@(m)) @ e (®: (P yem))

i=1 Sr;tHi @Hle Sy tH;
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Proof. Set H := Stabl—[f:l &1 H; (,u (x ® ( Zg;;@r))) One has

(rere (@anir))=u(( & e (@ 2w

QGGL/Stabgﬁ(z) i hiEHi/StabHi (z4)

- )3 o-u(ze (@)

g€ (ITP_, &,,2H,) /Stabe, (21, Stab, (x:)

= Z qg- Z h-,u(x@(@x?”))

g€ ( 17, 6., zHi) JH heH/Stabs,. (N[ ], Stabu, (=) i
= > g9 ' (@3 (24):)-
g€ (I, &,2H,) /H

Since Stabrpr | e, m, (u(az @ ( igg?”))) = Stabrpr_ s, . (A(; (2:)i)), one gets

1(06. ()@ (R On.(2)°™) ) = 011, 0,11 (Al (20)). O

2.4.3 SUMMARY

For & = F[%B] an operad spanned by a set operad &, Theorem and Theorem give
isomorphisms among the categories I'(P)q14, 8’ () and v'(2). For A an F-vector space, this translates
to an equivalence between the data of a morphism f : I'(%, A) — A compatible with the monad structure
of I'(9), with the two equivalent data of either :

e operations (. . such that, for all r € Compp(n)7 r € P(n)®= and (ai)1<i<p € AP
p
Bor(ai,...,ap) = f< Z 0c-rT®0- <®a?)>,
€S, /6, i=1
or,
e operations 7, . such that, for all r € Compp(n)7 r € B(n)s, and (a;)1<i<p € A*P

Vale (@155 ap) = f( Y o0s,(r)@0- (éaﬁ)

€6, /6,

2.5 THE OPERAD Lev

In this section we give a characterisation of I'(Lev)-algebras.
In Section we recall the basic definitions and notation regarding level algebras and the operad
governing this structure.
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In Section we define the category Step of vector spaces A endowed with polynomial operations
¢nr » AP — A indexed by the functions h : [n] — N that are constant on each part of the partition r of
n and satisfying > icln] 2'1% = 1, subject to a list of relations. Theorem states that the categories
Step and I'(Lev),, are isomorphic.

In Section we give the proof of Theorem by constructing an explicit pair of functors
U : v'(Lev) — Step and V : Step — +/(Lev), and proving that these functors are inverse to each other.
The functor U equips any I'(Lev)-algebra with an explicit family of polynomial operations.

2.5.1 LEVEL ALGEBRAS : DEFINITIONS

In this Subsection, we recall the definition of a level algebra, as given by D. Chataur and M. Livernet
in [9], following the definition of a depth algebra given by D.M. Davis in [I1], and we recall a construction
of the operad Lev of level algebras, due to M. Livernet. We will use definitions and notation from

Section 2.2.11

Definition 2.5.1.1 (Chataur and Livernet, [9]). A level algebra is an F-vector space A equipped with a
bilinear operation * which is commutative (but not necessarily associative), satisfying :

Y(a,b,c,d) € A (axb)* (cxd) = (axc)*(bxd).

Notation 2.5.1.2. For n a positive integer, let Z(n) be the set of partitions I = (I;);>o of [n] satisfying

D ieN l;ﬁ‘ = 1. The set Z(n) is endowed with the action of &,, on partitions (see Remark [2.2.1.3). For

I € Z(n),Je Z@m)and i € [n], there is a unique k& € N such that i € I and a unique increasing
bijection :

b:n)\{i} ={1,....i—1}U{i+m,...,n+m—1}.
The partition I o; J of [n +m — 1] is defined, for j > 0, by :

b(I;), it j<k,
(To;J)j:=14 bIx\{iHUdy+i—1, if j=k,
b([j)UJj,k—‘ri—l, if j>k.

Lemma 2.5.1.3. The partition I o; J is in &Z(m +n — 1).
Notation 2.5.1.4. Set 1o := ({1},0,0,...) € Z(1).

Remark 2.5.1.5. The set &(n) is in bijection with the set &#’(n) of maps h : [n] — N satisfying
i1 gaty = L. The bijection Z(n) — £’(n) associates I to the map I/, which sends z € [n] to
the unique j € N such that x € I;. Its inverse #'(n) — £(n) sends h to the partition h* := (h71(5)) en
of [n]. From the action of &,, on & (n) one deduces o - h(z) = h(c~1(z)) and, for h € £'(n), g € £'(m)
and i € [n] :
h(z), if ze{l,...,i—1},
(hoig)(xz)=4q h(i)+gle—i+1), if x€{i,...,m+i—1},
h(z —m+1), if ze{i+m,...,n+m—1}

The unit of this operation is the map 1g : [1] = N that sends 1 to 0.
Proposition 2.5.1.6. The family (£ (n)),en, along with the operations o, : &£ (m) x L(n) —» L(m +
n —1) for i € [m] and with 1, forms a set operad denoted by &.
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For I € &#(n), denote by o(I) the height of I, that is the smallest j € N such that for all i > j, I; = (.
If h € &'(n), then o(h) is the maximum of h. Note that, here, because the partitions I € Lev(n) are
indexed from 0, I can be considered as an ordered partition of [n] into o(n) + 1 parts.

Definition 2.5.1.7. Lev is the operad spanned by &, that is Lev = F[Z], where the operad F[%] for a
set operad % is defined in Proposition [2.2.3.9

Proposition 2.5.1.8. The category of Lev-algebras is exactly the category of level algebras.

2.5.2 CHARACTERISATION OF DIVIDED POWER Lev-ALGEBRAS

In this subsection, we give our notation for certain representatives of coinvariant elements of the
operad Lev, then we give a definition of a category Step of vector spaces equipped with polynomial
operations indexed by these coinvariant elements. The result of Theorem gives a characterisation
of T'(Lev)-algebras. More precisely, the operad Lev being spanned by a set operad, Theorem and
Theorem give an isomorphism between I'(Lev)q, and 4/(Lev), and Theorem states that
~'(Lev) is isomorphic to Step.

In this subsection, the definitions and notation of Section will be broadly used.

Notation 2.5.2.1.
e For all I € Z(n), recall that &7 =[],y &1, Note that &; = Stab([).

e For all R € II(r,n), Gr is the set of maps h : [n] = N which are constant on the sets R; for all 4
and satisfy > "' | 57y = 1. There is an inclusion € C £'(n). For all refinements @ of R, there is

an inclusion wg : Br — B¢ (sometimes denoted w, when partitions R and @ can be deduced from
the context). For R € II(r,n) and p € &,, there is a bijection :

Gr —)tgp.R
h = p"-h,

with p* € &,, the block permutation deduced from p whose blocks have size 71,...,7p.

Recall that there is a map ¢ : Comp,,(n) < II,(n) which identifies 7 = (r1,...,7,) with the partition
t(r) such that R, = {r1 +---+rp_1+1,...,71 + -+ +75_1 + 1 }. We will abuse notation and use
the expression &, for €,;).

e Every [h], € 6,\%’'(n) has a unique representative h which is non-decreasing on each r;, and the
composition 7 A h € Comp(,(p)41),(7) (see 2.2.1.6) satisfies Stab,.(h) = &,np.

e The next propositions will involve operations of the type ¢y, : A*? — A, indexed by r € Comp,,(n)
and h € €,. These operations also induce operations ¢ r : A*P — A for all partitions R € II(r, n)
and h € Bg. Indeed, following Remark [2.2.1.3] there exists 7 € &,, such that 7(R) = r and one
defines :

On.r(a1,...,ap) == ¢rpr(ai, ..., ap),

which does not depend on the chosen 7.
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Remark 2.5.2.2. The partial order on the set of compositions of n, given by r < ¢ if and only if ¢ is a
refinement of r, induces a partial order on the set {&,} where r ranges over the compositions of n. This
partial order is the inclusion order. The minimal element is €(,), which is empty, unless n = 2k with
k € N, in which case it only contains the constant function equal to k. The maximal element is €4, (d,
being the discrete composition (1,...,1)), which is equal to &’(n).
——
n

Definition 2.5.2.3. A step algebra (A, ¢) is an F-vector space A equipped, for all » € Comp,(n) and

h € €, with an operation :
Gnyr: AP — A

satisfying the following relations :

(Sl) ¢p*<h,£" (Clp—l(l)7 e ,ap-1(p)) = d)h,ﬁ(al, e ,ap).

(82) ¢h,(0,7"1,...,7"p)(a03 aiy. .., ap) = ¢h,(7"1,...,7'p)(a1, ceey ap)'
(SS) (bh,z(/\ala ag, ..., ap) = )‘Tlfbh,ﬁ(al, ceey ap)'
(S4) (Tll)d)hvﬁ(a&’ ceap) = ¢W§ol<z,m>(h)a£°1(l’m) (a1,a1,az,...,ap) for all I,m € Compy(r1).

(S5) dnrla+byaz,...;ap) =3 0y Pur (h),ror (1,m) (@ by a2, - ap).

roq (1m)
(86) 1,,,1)(a) =a.
(S7) Let r € Comp,(n) and for all i € [p], let ¢, € Compy,, (m;). Then

Pnr(Dgi.q,(0is) je i) iep) =
1 (rigi;)!
< H ﬁ( H (q;";r )>¢“(h®(®ie[p] 90")) rola, et (@ij)ietpl.setn

iclpl " jelki]

where QSH( is defined in the last item of 2.5.2.1

h® (®ig[p] g?ri))’ﬁo(gi)ie[z}]
A morphism of step algebras f: A — A’ is a linear map f : A — A’ satisfying, for all r € Comp,(n),
all h € €, and all aq,...,a, € A,

f(bnplar, ... ap)) = dnp(f(ar), ..., flap)).
Step algebras and their morphisms form a category denoted by Step.

Remark 2.5.2.4. Relation |(S7)| makes sense, because u(h ® <®i€[p] gi®n)> is constant on 1 ¢ (g,)ic[y)-

Remark 2.5.2.5. Relations [(S2)| to [(S5)| are expressed here by acting on the first variable, but can be
rewritten, thanks to Relation|(S1)| as acting on another variable (in a similar way as in Remark [2.3.1.3)).

Theorem 2.5.2.6. There is an isomorphism of categories :
I'(Lev)qg — Step.

Proof. Since Lev = F[Z], we can apply Theorem [2.3.1.8| and Theorem [2.4.1.9| to obtain an isomorphism
I'(Lev)aqy — 7'(Lev). The next section proves in four steps that there is an isomorphism 7/(Lev) —

Step. O
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2.5.3 PROOF OF THEOREM [2.5.2.6

In this subsection, we develop the proof of Theorem [2.5.2.6] by constructing an explicit pair of isomor-
phisms of categories U : v'(Lev) > Step and V' : Step — 7/ (Lev). The definitions and notation introduced
in Subsections [2.5.2] and [2:2.7] will be broadly used.

Step 1 : Construction of a functor U : v/(Lev) — Step
Let (A,~) be an object of 7'(Lev). For r € Comp,(n) and h € €, set :
Ohr = VP, (2.5.3.eq.1)

Let us show that (A, ¢) is a step algebra.
Relations [(ST)} [(S2)] and [(S3)] follow directly from relations [(y1)} [(v2)] and [(73)] Let us show that
relation |(S4)| is satisfied. By definition, one has

r r
( l1> Onr(a,...,ap) = ( ll>'y[hp}mr(a1, N

Since h € G, we have &, (1,m) € &, C Stab(h) and

|Stab.(h7)] |6, _(7“1)
|Stabyo, (1,m) (BF) 16,0, 1,m)| L)

Thus, using relation [(v4)] we get :
1
I @h,z(al, [N 7ap) = ﬂ/[hP]lol(l,nL)azol(lam) (al, ai,ag, ... ,ap),

which is equal to ¢~ oy ()01 (1 my(ai,a1,az, ..., ap). Let us show relation :
oy (1, (P01 (L,

onr(a+bre, ... ,rp) =ypey, (a+bra, ..o 1)
Relation |(v5) Z Z

l+m=r IeGlol(l,'nl) \QGL(hP)

Py[l]gol(l,'m.)vﬁol(lvm)(a’ b,as, ... 7ap)'

One has Qg, (h"") = {h"} for &, C Stab(h), thus :

Z ’y[hp]zol(l,m,)uﬁol(l,m)(a’7 b,as, ..., a'p)

l+m=r1

= Z ()Owiolaym)(h),gol(l,m) (a7 ba az, ..., a’p)'

l+m=ry

Onr(a+0b,r2,...,1p)

Relation |(S6)| follows directly from |(y6a)l Let us finally show relation [(S7)|:
Phr(Pgig,(@ij) jelki)iclp) = VnP1or (VgP1,, a, (@) i€k icl)s
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which is equal, according to to :

( |Stabroq.) e <u (h ® (®i-y g,@m))> | >

|Staby (h)|T17-, |Staby (9:)"]

i

V[u (h® (®f=1 9?”))1 70(q:)ielp) (@5 ietph et

ro(g;)ie(p]

Since h € €, and, for all i € [p], g; € €, , then &, C Stab(h) and &, C Stab(g;) and, according to

Remark [2.5.2.4) &4 ) € Stab (u (h ® (Q7_, gfp”)))- It follows that

‘Smb@(gi)"ﬂp] <,u(h®( i1 gi&n)))' |6£o(g.)ie[p]| ( H 1 ( H (MQij)'))
|Stab, (h)| TT7-, |Stabgi(gi)” 16, x Hie[p] |Ggi‘n a ieip] 7! elk] (gi) ")
and
7[#<h® (®$:1 Q?Ti))P] ,£<>((Ii)rie[p] (aij)iE[:D] J€lk] =

ro(4:)ig(p]
Pu(h0 (@uegy 7)) eota,iein )il g€l

Thus (A4, ¢) is a step algebra. Moreover, if (4,~) and (A’,v) are two objects in 7/ (Lev) and if f : A — A’
is a morphism in 7/(Lev), then, by definition, f is compatible with the operations (s, .., and so, according
to the definition of ¢y, , f is a morphism of step algebras. As a consequence,

U: +'(Lev) — Step
(A7) = (4,9)

is a functor.

Step 2 : Construction of a functor V : Step — +/(Lev)
Let (A, ¢) be a step algebra. Let us set, for r € Comp,(n), [I], € 6,\Z(n) and (a1, ...,a,) € A*P:

Oy, (a1s -y ap) = Grs pars(ar, ..o a1, ap, ... ap),
o(I)+1 o(I)+1

where I/ is the representative of [I/], which is non-decreasing on each r;. Let us show that the operations
011, satisfy relationstoof Deﬁnition and relations|[(76a)|and [(76b)| of Definition
making A into an object of 7'(Lev). Let us show that relation |(y1)|is satisfied. For (a1,...,am,) € A™
and 0 € &y, set 0 - (a1,...,am) = (Ag-1(1);- -, A5-1(m))- Let p € &,. On one hand, p induces a block
permutation p* € &,, whose blocks have size 71,...,7,. On the other hand, p also induces a block
permutation p® € & (o(1)+1)p Whose blocks all have size o(I) + 1 and this permutation itself induces
a block permutation (p©)* € &, whose blocks have size (r A I)10,...,(r A I7), o). It is clear that
(p™)* = p* and that

At I = (e AT
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It then follows that :

0[p*~l]£p,£"(p : (ala ceey ap)) = ¢p*~lf,£"/\(p*-lf)(pA : (a17 cees @1y Apy e 70‘17))
o(I)+1 o(I)+1
= ¢(pA)*.[f7pA.(IA]f)(pA . (&1, ceey @1y, Qpy e e ap))
o(I)+1 o(I)+1
Relation [(ST)|
= 1 earf (@1, a1, Ay, Gp)
—— —
o(I)+1 o(I)+1
= e[f]g,ﬂ(al’ ey ap).

Let us check Note that :

0,71, o,mp) ATT =(0,...,0, (0 AT )10, (t ATD)p o).
N—_——
o(I)+1

One has :

0[[](0 " ,.p),((),rl,‘..,rp)(a()a A1y ,a‘p) = (b]f,((),rl,...,rp)/\lf ((107 cees @0y ey Apy e 7ap)
’ —_——

.....

o(I)+1 o(I)+1

Relation |(S2)]
= 1 oarf (@1, Q1 Gy Gp).
——

o(I)+1 o(I)+1

Let us show relation |(y3)| Let A € F. Because (I;)o<i<o(r) is a partition of [n], ((r A I7)1;)o<j<o(r) is a
composition of ;, and so Z;’(:Ig (rA If)lj = r1. One then has :

G[I]Dz(/\al,az, vy p) = Qs opnars(Aar, . Aar, a0, Gy, )
o(I)+1 o(I)+1 o(I)+1
. o(I)
Relation |(S3) £,
= ( H prea) )1])¢If7£A]f(a1, 1y Gy, e, Gp)
o — N 4
J o(I)+1 o(I)+1
= )\Tle[[]yz(ah RN ap).

Let us show‘@ Set r = (ro,...,7p) and 1’ = (19 + 71,72,...,7p). Let J € £(n) and I’ be a represen-
tative of [Jf£ non-decreasing on each r,. One obtains a composition (r A If)OSiSP,OSjSO(J). There exists
a permutation p € & ,(7)+1)(p+1) Which permutes the 2(o(J) + 1) first parts of r A I/ and stabilises the
others, such that :

p-(rA If) = ((rg N 1o), (1 N 1o), (1o N I1), (ry N 1) ooy (29 N Io(J))7 (ry N Io(J))a )

The permutation p induces a block permutation p* € &,, whose blocks have size (1 A1), - - -, (T AT)po(1)-
One then has p* € &,» and p* - I/ is a representative of [J/],» which is non-decreasing on the 7.
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One obtains another composition : (' A p* 'If)lgi§p705j§o(J). Note that :

J o(J
|Staby ()] TISD I N <<r' AP ff>1j>
|Stabe (N TI0) g N Tty n i1t g N @A )og )
and that, for all j € {0,...,0(J)} :
(' Ap* I )= (e AT Yoy + (r A7)y
Thus :
9[J]T (alaalva%"'vap) = ¢If,£/\1f(a17 ey Q1,Q1, 000,150, Qpy - ~7ap)
o(J)+1 o(J)+1 o(J)+1
Relation |(S1) ( )
= ¢w§&”:1'flf(p*-lf),p~(£/\1f) Alyee ey Qlyeee s Opy ey Ap
2(0(J)+1) o(1)+1
o(J)
Relatlon- (' Ap*- 17T
( H 4 ) N O T (¢ PN TR SR )
’I’ AN If —_—— —_——
o(I)+1 o(I)+1
= — r\A1y...,0p).
|Stab, (J)| T
According to Remark [2.4.1.5] this is enough to prove relation |(v4)
Let us check relation One has :
9[ ]rr(a+b a27"'7ap) :¢If,£AIf(a+ba"'7a+b7a27‘"7a27"'aap7°"7ap)a
v S & e —_——
o(I)+1 o(I)+1 o(I)+1
which is equal, according to relation |(S5H)] to :
AL by yasb ag, . G, Ay, Ay
Dbty nany G b g O )
o(D)+1 o(I)+1 o(I)+1

where the sum ranges over the set of families (115,14 ;) € HO(I

Comp, ((r AI7)q;) and where (r AI7)Y =
(- (@A) 0i00n) (V10(h) s V20(h))) @1(0(h)—1) (V1 (o(h)—1)s 2(o(h)—1) - - - ) ©10 (V105 ¥20))- Let (v15, v25)o<j<o(r)
be such that vy; 4+ va; = (r A )y for all j € {0,...,0(I)}. Set | := Z;’(Ig v1; and m = Z;(lg va;. The
family of vectors (a,b,...,a,b) can be sorted in order to put the occurrences of a before the occurrences
of b. Let p € S(o(1)41)p be the permutation stabilising the integers greater than 2(o(I) 4+ 1) and whose
graph on the first 2(o (I) + 1) integers is :

(p(1),...,p(2(o(I) + 1)) = (1,3,5,...,20(I) + 1,2,4,6,...,2(o(I) + 1)).

The permutation p induces a block permutation p* € &,, whose blocks have size (r A I1 )Zj, and it is an
(I, m)-shuffle. Using Lemma [2.5.3.1} one checks that p* - I/ is the element of Sh(l,m)I/ satisfying, for all

j€{0,...,0(D)},
(13)o<iomy = 1010 (" - I {51,
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(v25)o<j<otny = 1L+ [m] N (p* - 1)1 ({5},
and that p- (r A I7)Y = (r oy (I,m) A p* - I7). One then has :

O, r(a+b,az,...,a,) =

Z Z ¢Jf(7‘ollm)/\Jf)( b 'ab7a27"'7a25"'aap7"'7ap)a
Itm=r1 JESh(l v v —
1L JESh(Lm)I 0(1)+1 o(D)+1  o(I)+1 o(I)+1

which is equal, according to Lemma [2.5.3.1] to :

> > 01910, 1oy sz (Lm) (@5 By G2, -5 ap).

I+m=ry [']]£01(lﬁm)66£01(l,m)\ﬂ€‘£([)
Relation |(y6a)|is easy to check. Indeed, lé =1lg (1)A1lg)=(1), and so:

Relation []
010y, (1) (@) = d1,,,1)(a) = a

Let us now check Relation |(y6b)} Let 7 € Comp,,(n) and let I € Z(n) be such that I/ is non-decreasing
onr;. For all i € [p], let ¢, € Compy, (m;) and let J; € £ (m;) be such that J! is non-decreasing on each
4 and let (a;;)jepk;) € A*F. One has :

0111, r(0111)4,.a,(@i5) e k) )ice] =

¢If,(r/\1f)<
¢J{)(q1/\J{)(a117'"7a117"'70/1]917"'70’1]61)7'")¢Jf7(q AT (@11, Q115 ey Qlhy s e -5 1y ),
o(J1)+1 o(J1)+1 o(J1)+1 o(J1)+1

o(I)+1

.
¢Jf (¢ /\Jf)(am,...,ap1,...,apkp,...,apkp),...,gb(]g’(q AJJ)(apl,...,apl,...,apkp,...,apkp)>,
=P
o(Jp)+1 o(Jp)+1 o(Jp)+1 o(Jp)+1

o(I)+1

which is equal, according to relation |(S7) to :

1 ((ﬂ/\lf) (q /\Jz )z’j/)
( I e 11 (@ ATy )>

i€[pl,j€{0,....,0(1)} i’€lki],j’€{0,...,0(Ji)}

(@iir)ie[p], €40, ...0(I)} i’ €[ks] 3 €0, nr0(Ji)} -
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Remark [2.5.2.4] indicates that M(If &® (®i€[p]’j€{0’.,‘,o(1)}(Jif)@)(?"/\lf)ij)) is constant on

(r A If) <o (gl N Jg‘)ie[p])je{oyn_7o(1)}7 and so, that (r A If) <o (gl N Jg)ie[p],je{07...,o(1)} is a refinement of

((ro( Dielp) N (I ® (R, sz’”))) . On one hand, we have
ii'k

[((zo (g,)iep) Al ® ® J?Ti))wﬂ = Z (ZA If)ij(gi A Jif)i'j”
4 j+i'=k

and on the other hand, we have |((r A I7) o (g, A Jif)ie[P])iji’j | = (ALY (g, A J)irjr. So, according to
Relation |(S4)]
011, (0111, a0, (@i3)jeihi)icp) =
( HkEN (Zj-‘y—j’: ('I"/\If)w(q /\Jl )1/‘7/) >
Iicise 0,0y @A ID)ig e re 0,0ty (@ A T iy HENDs

¢ (en1f)s(q. nal)y, ) (az’i’)ie[p],i’e[k,-]a
“roapina(ro(@ 1)) (O (Bren ) 0 ) n10(®, 1) |

_< Teen ( Zygrm@ A T igla, AT iy )! )
Hie[p],je{o,...,o(z)}(f/\ 17);;! Hi/e[ki},j’E{O,.A.,o(Ji)}((gi A J Jirji! )(M”)”

(O B R e

Since

|StabT<>(qi)i< (I@ ®J®Tz )) =| ’I“<>Zq)/\,ul(1® <®J®“>)|
=11 ( S @wath)ilgnJ! )i’j’>!7

keN  j+j'=k

Relation is satisfied.

Moreover, if A’ is a step algebra and if f : A — A’ is a morphism of step algebras, then, following
the definition of [y}, ,, the map f is compatible with the operations 67, ., and so, f is a morphism in
~'(Lev). Hence,

V: Step — 7' (Lev)
(4,0) = (4,0)

is a functor.

Step 3 : VoU =idy (rev)
Let (A,7) be an object in 7/ (Lev). One sets :

Phr = APl

59



and :
O, r(ar, ... ap) = Crf onrt (15 oy Q15 Gpy ey Gp),
B ———

———
o(I)+1 o(I)+1

where I is a representative of [I/], which is non-decreasing on each ;. Then one has, for all r € Comp,,(n)
and [I], € 6,\Z(n), 011, » = V1),.r- Indeed, by definition, and following Relation

|Stab,(I)|

on. - = =
[I]yl(ala 7ap) V[I]EMf,g/\If (ala , 41, y A 7ap) |Stab£/\1f (I)‘V[I]L,z(al’ 7ap)a
o(I)+1 o(I)+1
and Stab,(I) = Stabp;s(I) = &, NGy,
Step 4 : U oV = idstep
Let (A, ¢) be a step algebra. One sets :
9[[]£,£(017 s lp) = Ors pars (G101, Gy, Gp),
o(I)+1 o(I)+1
and :
Ph,r = O[hp]bﬁ.
Then, one has, for all r € Comp,,(n) and h € €;, Ynr = nr-
Indeed, by definition, one has :
Ohr(@1, - ap) = Opean(Q1, .o A1, Apy e, Gp).
o(h)+1 o(h)+1
Since h € €, one then has
o, if j=h(k) where ker,
(£ AR); = { 0, otherwise,
and so, according to relation |(S2)
Onr(ar, ... ap) = @prlar,... ap).

Lemma 2.5.3.1. Let r € Comp,(n), let (I,m) € Compy(r;) and let h : [n] — [p] be a map non
decreasing on each r,;. Then the set Sh(l,m)h := {o-h : 0 € Sh(l,m)} is a set of representatives of
S0, (1,m) \2e, (h). Moreover, an element g of Sh(l,m)h is uniquely determined by the families of integers
(1j)o<j<otny = 1N g7 ({7 })] and (v25)o<j<ony = |l + [m] N g~ ({j})], and those families satisfy vy; +
vo; = |ry Nh=Y({j})| for all j € {0,...,0(h)}.

Proof. The first assertion comes from the fact that Sh(l,m) is a system of representative of &, (1,m)\&.-
The second comes from the fact that all o - h with ¢ € Sh(l, m) is non-decreasing on [I] and [ 4 [m], and

satisfies :
Irs N (o -h) "G = e AT G-
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2.6 DIVIDED POWER Lev-ALGEBRAS : EXAMPLES AND RELATIONS
WITH OTHER TYPES OF ALGEBRAS

The aim of this section is to give the first examples of I'(Lev)-algebras, and to shed light on natural
connections between I'(Lev)-algebras and other types of algebras.

In Section we will focus on the links between I'(Lev)-algebras and other types of algebras, those
links being functorially deduced from operad morphisms to or from the operad Lev.

In Section[2.6.2] more details are given on the free level algebra, which corresponds to the free “depth-
invariant” algebra of Davis (see [I1]). We show that this level algebra can also be identified with the
vector space spanned by the set of binary Huffman sequences (following the definition of [13]), on which
we define a level multiplication.

In this section, following the result of Theorem we will completely identify I'(Lev)-algebras
with elements of Step. We will use the definitions and notation from Section [2.2.3

2.6.1 RELATIONS WITH OTHER TYPES OF ALGEBRAS

In this section, we consider two “forgetful functors”, one from I'(Lev)-algebras to Lev-algebras, and
the other from Lev-algebras to Com-algebras. We will use the results from Section [2.5 and Section [2.3.3

For a reduced operad &, there is a functor Tr* : F(gj)alg — Palg, deduced from the norm map
Tr:S(P, ) — T(2,-) (see Definition 2.2.3.7 and [14], 1.1.18). For & = Lev it expresses as :

Proposition 2.6.1.1. A I'(Lev)-algebra (A, ¢) is endowed with a structure of level algebra (A, *) such
that :

axb= ¢h,(1,1) (aa b))
where h : [2] — N is the map sending both 1 and 2 to 1.

Proof. Let (A, ¢) be a I'(Lev)-algebra. For all a,b € A, denote by axb = ¢, (1,1)(a,b). The map h and
the composition (1,1) being stable under the action of &s, x is commutative. Moreover, for a,b,c € A
and A € F, one then has

Relation |(S5)
Relation
Relation |(S3)

(a’ + )\b) *C ¢h,(0,1,1)(a7 )\b7 C) + ¢h,(1,0,1) (CL, )‘b7 C)
Bn,(1,1)(Ab; ) + P 1,1)(a, ¢)
Abxc)+axc.

Hence « is bilinear. Finally, let g : [4] — N be the constant map equal to 2. One has g = u(h ® h ® h).
From Relation [(S7), one checks that

(axb)x(cxd) = dg,1,1,1,1)(a; b, ¢, d).
The map ¢ and the composition (1, 1,1, 1) are stable under the action of &y, so
(axb)*(cxd) = (axc)* (bxd),
and so, * is indeed a level algebra multiplication. O
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For &, %' two operads, any morphism of operads ¢ : & — &' induces a functor ¢* : P/, 9

(see [18], 5.2.4) and, through the norm map, a functor f* : I'(%')ag —= I'(P)aig-

— galg

Proposition 2.6.1.2. A divided power algebra (A,~) is endowed with a structure of I'(Lev)-algebra
(4, ¢) such that

by AP A

P
(a1,...,ap) H’ym. (a;),
i=1

where the product is given by the commutative algebra structure on A, and where, by convention, the
terms such that r; = 0 are omitted.

Proof. There is an operad morphism pr : Lev — Com sending I € Z(n) to X,,. This morphism induces
a functor pr* : T'(Com)ag — I'(Lev)ag. If (A, f) is a I'(Com)-algebra, then pr*(A, f) = (A, f oI'(pr, A)).
Let (A,v) be a divided power algebra (as in Definition [2.3.3.1). For r € Comp,(n), (a1,...,a,) € A*P,

define
Bx,rla1,...,ap) = H Ve (i),

i€(p]

as in [2.3.3.eq.1] This gives an object (A, 8) of 8’(Com). According to Definition [2.3.2.2] there is a mor-
phism f : T'(Com, A) — A, such that (A, f) is a I'(Com)-algebra, given by, for all r € Comp,(n),

(@1,...,ap) € AXP:
P

f( 3 Xn®a~(®a;">>mer(al,...,ap).

0€6, /6, i=1

One then obtains a I'(Lev)-algebra (A, f o I'(pr, A)). Note that, for all » € Comp,(n), I € Z(n)°= and
(a1,...,ap) € AXP,

P P
H(rma( ¥ aror (@) =s( X xeo (@)
€6, /6, i=1 €6, /6, i=1
This also gives an object of 7/(Lev) such that, for all I € Z(n), r € Comp,(n), (a1,...,a,) € AP,
P
W[I]rﬂ“(alv"wap):f<r(pr7A)( Z J'@T(I)®U'(®al®m)>>'
€6, /6, i=1
According to the previous Section, for all r € Comp,(n), h € €, and (a1, ...,a,) € AP, since ht e

Z(n)®=, one has (see[2.5.3.eq.1)

Onr(ar,... ap) = V[hp]ﬂ,ﬂ(al,...,ap) = f(F(pr,A)( Z oW Qo- (é%@m)))

€6, /6, i=1
P
- f( Z X, ®0- (®a:)> = Bx, r(a1,...,ap) = H Yr; (a;) O
€6, /S, =1 1€ [p]
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2.6.2 THE FREE DIVIDED POWER LEVEL ALGEBRA ON ONE GENERATOR

This section aims to give an explicit description of the free I'(Lev)-algebra generated by one element.

Remark|[2.6.2.1]explains why the free Lev-algebra and the free I'(Lev)-algebra have the same underlying
vector space. In [IT], D. M. Davis shows that the underlying vector space of the free level algebra generated
by one element is endowed with a structure of module over the Steenrod algebra. He denote this module by
Y1, and this module coincides with the unstable module X studied by Carlsson in [7]. The non-associative
multiplication used by Carlsson on X7 coincides with its level algebra product.

In Proposition we give a new characterisation of this object, using binary Huffman sequences
of [I3]. Proposition describes the free divided level operations on this object.

Remark 2.6.2.1. Let # be an G-module such that for all n € N, #(n) is equipped with a basis stable
under the action of &,,. According to Section there is, for all n € N, an isomorphism Og,,
M (n)s, — M (n)®". Denote by Fx the one dimensional F-vector space spanned by z. One has

n

T(Ml,Fz) = ED (M (n) © (Fa)®")Sn = @ﬂ(n)‘ ED% ~ P (n) ® (Fr)*")s,.

neN neN neN neN

In particular, when & is a reduced operad equipped with a basis stable under the action of the symmetric
groups, then the free I'(P)-algebra over one generator is isomorphic, as a vector space, to the free P-
algebra over one generator. From Proposition [2.6.2.5] we readily deduce :

Definition 2.6.2.2. For all n € N, let BHS(n) denote the set

{ueNY: Z *nandzm =

% 1€EN

A sequence v € BHS(n) is called a binary Huffman sequence (following [13], Definition 2). Denote by
BHS the union | |, BHS(n). For all u,v € BHS, set u- v := (0,u(0) + v(0),u(1) + v(1),...) € BHS.
Proposition 2.6.2.3. For all n > 0, 6,\Z(n) is in bijection with BHS(n).

Proof. For all n € N, let 7w : &(n) — BHS(n) be the map sending I to (||, |I1],...). The map 7 is
surjective because, for u € BHS(n), the composition v is in & (n), and 7(u) = u. Moreover, I, .J € Lev(n)

satisfy w(I) = w(J) if and only if there exists o € &,, such that J = o - I. So, m induces a bijection
6,\Z(n) — BHS(n). O

Remark 2.6.2.4. Recall that the set operad & encodes level operations on sets. It is easy to see that
the level multiplication on BHS endowed by the identification of Proposition [2.6.2.3]is the multiplication

(u,v) — u - v of Definition [2.6.2.2

Proposition 2.6.2.5. The free level algebra on one generator is isomorphic, as an F-vector space, to
the vector space spanned by the set of binary Huffman sequences. The level multiplication on F[BHS] is
spanned by the level multiplication (u,v) — u - v defined in Definition [2.6.2.2

Proof. The identification of Proposition [2.6.2.3|linearly extend to an isomorphism ¢ and we have :

S(Lev,Fr) = P Lev(n)e, = P FIS,\Z(n)] £ (P F[BHS(n)] = F[BHS]. O

neN neN neN

Following Remark[2.6.2.4] this gives a level algebra isomorphism between S(Lev, Fz) and F[BHS] endowed
with the multiplication (u,v) — u - v.
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Corollary 2.6.2.6. The free I'(Lev)-algebra on one generator is isomorphic, as an F-vector space, to the
vector space spanned by the set of binary Huffman sequences.

Remark 2.6.2.7. Proposition and Corollary give two different structures on F[BHS] : a
structure of level algebra, and one of divided power level algebra. The former is given by the level
multiplication (u,v) — w-v. The latter is given by the isomorphism F[BHS] — I'(Lev, Fz), that associates
u € BHS(n) with Og,, (u) @ 2®™. By Proposition this T'(Lev)-algebra structure yields another level
multiplication on F[BHS]. We will denote it by (u,v) — u*v.

Lemma 2.6.2.8. The level algebra product given by Proposition [2.6.1.1{ on F[BHS] seen as the free
I'(Lev)-algebra spanned by one generator is given by

u(j) + (i ))
uxv = H ( ) (u-v).
N6
Proof. Let v € BHS(n), v € BHS(m). Proposition [2.6.1.1] implies that the level algebra product on
F[BHS] as a I'(Lev)-algebra is given by :
u*xv = ¢p,1,1)(u,0)
with h : [2] — N constant and equal to 1.
Unwinding the definitions, one gets :
¢h,(1,1)(ua v) = ¢h,(1,1)(U7U)
= 7[hP](1’1)7 (L 1)(“) U)

= ﬁ( Z o-ht Ro- ((@Gn (@) ® x®n)®1 ® (@Gm(ﬂ) ® l‘®m)®1)).
0€62/G(1,1)

According to Appendix [A] one then gets :

b, (1,1) (U, v) = Z o p(h? @ u®! @ v®) @ g - g&mHn
U€6m+7l/61163><6126£

_|Stab(u(h” @ u®wv))|
[CAIICH

1] (u(j)u?;)ﬂ(j))(u ). O

jeN

Opu(hr @uow) (1(h” @ u® v)) @ ™"

The following lemma shows that F[BHS] is indeed generated, as a I'(Lev)-algebra, by one element :
Lemma 2.6.2.9. For all u € BHS(n), one has :

u:¢gf,u(135“-a1§f)a
———

o(u)+1

where 15 = (1,0,0,...) € BHS(1) is the element associated with 15 ® z®1.
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Proof. Following the computations of the proof of Lemma [2.6.2.8] one has :

o(u)
bus u(ley- i lg) = /1( Y 0:0s,(w)@0- (®(1$ ® x)®u(i))>

o(u)+1 €S, /Gy =0
= > o pu®l1g") @ "
0€6, /1= Sui)S1
=0g, (u) @ %" = u. O

Finally, we get :

Proposition 2.6.2.10. The free divided power level algebra is the vector space F[BHS] equipped with
the polynomial operations :

— [iex (Zje[p] riu;(l — kj))!
= Hle ;! erN(ui(k))!” U,

with {k;} = h(r;), u= (Zje[p] riug(l — k‘j)>l€N, and where, for x < 0, u;(x) = 0.

Ghr(Ur, ..., up

Démonstration. Let r € Comp,(n), h € €, and for all i € [p], let u; € BHS(m;). Following the computa-
tions of the proof of Lemma [2.6.2.8] one has :

i T o050 (@n o))

€6, /6, i=1

Denote by M = >"" | r;ym;. According to Appendix [A] one then gets :

¢h’£(u1a--~7up): Z U'M(hp@)g?”®"'®Q§r”)®0':)§®M
o6/, 6,164,
= > 0 O, (uh" @uf™ @ @uf™) @ o 2®M)

oeStab(u(hP @us ™ @-®uy ™))/ [11; 61,164,
_ |Stab(u(h” @ uf" @ --- @ up™"))|
[T— 7l Tlien (ui(k)))!m

Oy, (n(h" @ u,)®" @ -+ @ w,)®"7) @ 2.

Since u(hP ® (®ie[p] ufz”)> = (Zje[p] riu; (1 — k'j))l y one gets the expected result. O
€
Let us give an example. Let h : [2] — N be constant and equal to 1. Then, as explained in Proposi-

tion [2.6.1.1| and Lemma [2.6.2.8) ¢, (1,1) plays the role of the level algebra multiplication in F[BHS] seen
as the free I'(Lev)-algebra on one generator, and for all u € BHS(n), one has

wku =g i1y (wu) = [ (2“@) (u- )

sen \uld)
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Note that the coefficient []; (2;‘(%)) is even. Using Proposition [2.6.2.10} one also has :

oL@l G
¢h’(2)( )_ Q!erN(u(k))!2< ) 2g<u(])>( )

In this way, ¢p, (2) plays the role of a divided square in any I'(Lev)-algebra.

2.7 CARACTERISTIQUE 2

Cette section a pour but de caractériser les algebres aux puissances divisées sur les opérades Com et
Lev lorsque la caractéristique du corps de base est 2.
Le premier résultat, qui concerne les algebres aux puissances divisées classiques, est du & Soublin [27] :

Théoréme F (Soublin). En caractéristique 2, une algébre aur puissances divisées est une algébre asso-
ciative et commutative A, munie d’une opération o : A — A, le tout vérifiant :

1) 72(Xa) = N*y2(a),
2) a® =0,
3) v2(a+b) =2(a) + ab+ y2(b),
4) 72(ab) = 0.
Le second résultat, concernant les algebres & niveaux aux puissances divisées, est le suivant :

Théoréme G. En caractéristique 2, une algébre d niveaur aux puissances divisées est une algébre a
niveauz (A, ), munie d’une opération o : A — A, le tout vérifiant :

1) a(Aa) = Nps(a),
2) axa =0,
3) pa(a+b) =pa(a) +axb+ pa(b),

4) p2(axb) =0.

Dans la nous énongons le théoreme de Cartan (Théoreme et le Théoreme [F| de Soublin
(ici numéroté Théoreme , et nous proposons une preuve alternative de celle présente dans [27],
qui ne fait intervenir que des calculs directs.

Dans la nous démontrons, toujours par une preuve calculatoire directe, le Théoreme (ici

numéroté Théoreme [2.7.2.7)).

Notation. Dans toute cette section, F désigne un corps de caractéristique 2. Nous utilons librement les
notations introduite & ’annexe [B] concernant la décomposition binaire des entiers naturels.
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2.7.1 ALGEBRES AUX PUISSANCES DIVISEES CLASSIQUES EN CARACTERISTIQUE 2

Dans cette section, nous étudions en détail les algebres aux puissances divisées sur 'opérade Com
en caractéristique 2. On démontrera notamment le Théoreme du & Soublin [27], par des calculs
directs. Ce théoreme indique qu’'une algebre aux puissance divisées sur 'opérade Com est une algebre
commutative et associative muni d’un ‘carré divisé’, qui satisfait quatre propriétés.

Nous utilons ici les notations et définitions introduites en [2.3.3| concernant les Com-algebres aux
puissances divisées. Nous nous référons a I’annexe [B] pour ce qui concerne les calculs en caractéristique 2.

Définition 2.7.1.1. Etant donné une algébre commutative et associative A, on définit une algebre
associative et commutative A :== A®F -u par (a®0)(0Du) = (aD0), (00 u)(0®u) = (0D u), et en
prolongeant par multilinéarité. I’algébre A est alors munie d'une unité (0, ). On notera a = (a ® 0) pour
tout a € A et Au = (0, Au) pour tout A € F.

Proposition 2.7.1.2. Soit A une algebre aux puissances divisées. Considérons les v,, comme des fonctions

A — A et posons Yo(a) := u, et a® = u, pour tout a € A. Alors les relations ) sont valables
pour tous n,m € N, a part la relation [(C3)|, qui se réécrit :

Yn>0 vy,(a+b)= Z vi(a)v;(b).
1+j=n

Démonstration. C’est une simple vérification. O

Théoréme 2.7.1.3 (Cartan [1]). Soit (A,7) une algébre aux puissances divisées sur un corps F de
caractéristique 2. Les opérations 7y, : A — A sont entiérement déterminées par o et par la mutliplication
associative et commutative de A.

Démonstration. Pour tout a € A et n > 0, la relation |[(C2)| donne :

Sz(n) '
n:

i];[ ’ygbin(n,i)(a) = W’yn(a)

D’apres le Lemme |B.3| I'entier est impair, et donc, dans F, il est égal a 1.

n!
H§3<1"> obin(n,i)]

De plus, pour tout k& > 0, la relation (C6)| donne :

2k+1!
Y2 (2 (a)) = Q(Tk!)g’hﬂl (a).

N k+1) . . .
D’apres le Lemme ;@W est impair et vaut donc 1 dans F. Par récurrence sur k, on montre que

Yor(a) = v2(72(...72(a))) (remarquons que cette écriture convient aussi pour 71(a) = a). Finallement,
—_———

k
on peut écrire, pour tout n >0, a € A :

sa(n)

(@) = [ r0a(- 12(a))
=1 bin(n,?)
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Théoréme 2.7.1.4 (Soublin [27]). En caractéristique 2, une algébre aux puissances divisées est une
algebre associative et commutative A, munie d’une opération v : A — A, le tout vérifiant, pour tout
ANeF, a,be A :

1) y2(Aa) = N72(a),

2) a® =0,

3) v2(a+b) = 72(a) +ab+12(b),
4) ~2(ab) = 0.

Démonstration. Soit A une algebre aux puissances divisées sur un corps F de caractéristique 2. Alors les
relations [(CT)], [(C3)] et [[C5)| donnent les relations et |4)|en posant n = 2. La relation |2)| s’obtient a
partir de la relation [(C2)| en posant m =n = 1.

Inversement, soit A une algeébre commutative et associative et soit m : A — A une opération vérifiant
les relations a Supposons que A est munie d’une structure d’algebre aux puissances divisées vérifiant
~v2 = w. D’apres le Théoréme de Cartan, on a nécessairement, pour tout n > 0 :

sa2(n)
(@) = I r2(r2(- - 9(a)))-
i=1 DS
bin(n,z)
Reste a prouver que cette définition donne effectivement une structure d’algebre aux puissances divisées

sur A. On vérifie que la définition précédente est aussi égale, en utilisant la décomposition binaire classique
den (n=7),nvi2"), a:

1€EN

(@) =[]0l .. 12(a)" € 4,

Vérifions que la famille +,, vérifie les relations a Tout d’abord, pour tout n >0, A € F, a € A,

on a :

sa(n)
m(Aa) = ] r20e(--12(a),
i=1 . .
bin(n,i)
L (n,i)
= H A o (2l y2(@)),
i=1
bin(n,z)
ZSQ(n) 2bin(n,7i) 32('”’)
= A==t 1T 2(2(---72(0))),
i ————
bin(n,:)
= A"y, (a).

La relation |(C1)|est donc vérifiée. Vérifions la relation [(C2)| Soient m,n € N. Considérons la décomposi-

tion binaire classique de m et n :
m = Zuﬂi et n= Zyﬂi,
i€N ieN
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avec (1;)ien, (Vi)ien € {0,1}N. On a :

Ym (H% 7a(. )(H’Yz ya(. . 72(a)))” >

1€EN 1€N

= H% (yo(. .. ya(@)))etve.

€N

D’apres la relatlon | cela est nul 8'il existe un j € N tel que p; = v; = 1, et sinon v, (a)Vn(a) = Ym+n(a).
D’autre part, d’apres le Lemme (m+")'ym+n( ) est nul si et seulement s'il existe un 5 € N tel que
w; = v; =1, et sinon, cela vaut 7m+n( )

On prouvera la relation en dernier.

La relation est immédiate. Prouvons la relation Pour n = 1 il n’y a rien a prouver. Si
n > 1, alors n! est pair. il faut prouver que 7, (ab) = a™v,(b) = 0 pour tous a,b € A. Mais, d’apres la
relation [2)| a® = 0, donc a7y, (b) = a?a™2v,,(b) = 0. D’autre part,

sa(n)
= T oa( o))

bln(n %)

Puisque n > 1, I3(n) > 1, donc le dernier facteur du produit est v2(72(. .. v2(ab))). Or la relation 4)|donne
—_————

Lo (n)—1>0
~v2(ab) = 0, et 72(0) = 72(0 x 0) = 0, donc vy (y2(. .. y2(ad))) = 0.
—_———

12 (n)fl
Prouvons la relation [(C6)l Soient donc m,n > 0. D’une part,

sa(m) sa(n)
H%WM(H%WM )

D’apres la relation [4) ceci est nul sauf si m = 1 ou n = 2 pour d € N. Si m = 1, ceci vaut v, (a) et si
bin(m,) (mn)!

n = 2% ceci vaut [, Yobin(m,iy+a (@) = Yo, (a). D’autre part, si m = 1, Tl = 1. Supposons que

m > 1. La formule de Legendre donne :

(mn)!

(

W) = so(m) + msa(n) — sa(mn) —m.

Sin = 2¢ pour d € N, ceci est nul donc est impair et vaut 1 dans F. De plus, en utilisant le

(mn)!
ml!(n!)™
Lemme sa(mn) = sp(32520m) gbin(mii)y) < §7520m) g (gbin(mi)p) — S22 (M) () — g9 (m) sy(n), et

donc,

sa(m) + msa(n) — sa(mn) —m > so(m) + msg(n) — s2(m) sa(n) —m,
=m(s2(n) — 1) — s2(m)(s2(n) — 1),
= (m —s2(m))(s2(n) — 1).

Ce qui est positif lorsque m > 1 et sy(n) > 1.
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Finalement, % est pair sauf lorsque m = 1 ou lorsque n = 2% pour d € N, et dans tous les cas,

la relation |(C6)| est vérifiée.

Prouvons la relation par récurrence sur la longueur de l'entier n. Le résultat est vrai pour
la(n) = 1 ¢’est-a-dire pour n = 0, 1. Supposons le résultat vrai pour tout entier m vérifiant 1o(m) < k
pour un entier k > 1 quelconque. Supposons maintenant que la(n) = k + 1.

Si n est pair, alors n = 2m pour un entier m tel que lo(m) = k. D’apres la relation [(C6)| y,(a +b) =
Ym (y2(a + b)) = ym(72(a) + ab + v2(b)). Par hypothese de récurrence, on a donc :

Yola+b) = > ~i(y2(a))y;(ab+2(b)).
i+j=m

Puisque, pour tout j < m, 12(j) < la(m), par hypothese de récurrence,

ot = 3 %m(a))( 3 w(ab)%'(w(b)))-

it+j=m i"+j'=j

Or, si ¢’ > 1, d’apres la relation [(C5)| ~v;/(ab) = 0, et donc,

)= (3 @) (350200 + b1 (20) ) + ()

i+j=m, j>0
(X i@ 0) +ra@abragon®)) + vem(@):

i+j=m, 7>0

Pour tout nombre pair «, (aJ{l) = a4 1 est impair, donc, d’apres la relation [(C2)] v2i(a)a = y2,41(a),
b%(]’—l)(b) = 72,-1(b), donc,

Ynla+b) > yaila)y;(b) + vzm(a)mfl(b)) + 72m(a),

i+j=m, >0

> vila)y ).

it+j=n

Sin est impair, alors puisque (') = n est impair, d’aprés la relation|(C2)} v, (a+b) = (a+b)vn—1(a+b).
D’apres ce qui précede, v,—1(a +b) = Ziﬂ‘:nq 7vi(a)7;(b), et donc,

(et b) = Y anla)i(B) +bila)y(6).
itj=n—1
Soient i, j tels que i+j = n—1. Supposons que 7 est pair. Puisque n—1 est pair, j est pair, et donc (’J{l) =
i+ 1 est impair, (7T1) = j + 1 est impair, donc av;(a)v;(b) + by;(a)v;(b) = vit1(a)y; (b) + vi(a)yj+1(b).
Supposons que ¢ est impair. Alors j est impair aussi, (]Tl) et (”1’1) sont pairs, et a7, (a); (b)+bvi(a)v,;(b) =
0. Donc,

Ynla+0) = Z Yir1(a)y; (b) + vi(a)yj1(b),
itj=n—1, i=0 [2]

= Z i(a)y; ().

i+j=n
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2.7.2 ALGEBRE A NIVEAUX AUX PUISSANCES DIVISEES EN CARACTERISTIQUE 2

Dans cette section, nous étudions en détail les algebres aux puissances divisées sur 'opérade Lev
lorsque le corps de base est de caractéristique 2. Nous prouvons notamment le Théoreme 2.7.2.7 qui
indique qu’une Lev-algebre aux puissance divisées en caractéristique 2 est une Lev-algebre munie d’un
‘carré divisé’ qui satisfait 4 relations. Il est intéressant de noter que ces relations sont les mémes que celles
qui interviennent dans le Théoreme pour décrire les Com-algebres aux puissances divisées.

Nous utilons ici les notations et définitions introduites a la section [2.5| concernant les Lev-algebres aux
puissances divisées. Nous utiliserons aussi librement les notations introduites & la Section 2:2.1] pour les
partitions d’entiers. Nous nous référons a I'annexe [B] pour ce qui concerne les calculs en caractéristique 2.

Notation. e Soit (A, ¢) une algebre a niveaux aux puissances divisées sur un corps F de caractéris-
tique 2.

Pour tout r € Comp,(n), h € ,, on note h; := h=*(r;).

Pour tout k € N, notons ¢, : [2¥] — N la fonction constante égale & k.

Pour tout k € N, notons ¢gr := ¢, (2x) €t m 1= ¢, (1,1)- On rappelle que (A, m) est une algebre a
niveaux.

e Pour tout r € Comp,(n), h € €., on notera red(h,r) € Z'(37_, s2(r;)) la fonction qui envoie

I~ sy (ri) + k sur hj — bin(r;, k).

On aura besoin des lemmes suivants :
Lemme 2.7.2.1. Pour tout r € Comp,(n), ' € Comp,, (n') h € €., h' € €, on a:
red(p(c;i @ h@ 1), r") = u(e; @ red(h,r) @ red(h’,r')).
ot r"" € Comp,,,,(n +n’) est la concaténation de r et 1’ (qui est aussi égale a (1,1) o (r,7')).

Démonstration. C’est une simple vérification : par définition, red(u(co®h®@h'), r'") envoie Zz;l sa(ri)+k

sur h;+1—bin(r;, k) pour tout j € [p], k € [sa(r;)], et S20_ sa(ri) + 212 so (1) +k sur ) +1—bin(r}, k)
pour tout j € [p'], k € [s2(r)]. Mais ceci est aussi la définition de p(co @ red(h,r) @ red(h’,1")). O

Lemme 2.7.2.2. Soit r € Comp,(n), h € €,. Soit i € [p] tels que les ensembles {bin(r;, k) }refs,(r))
et {bin(ri11,%)}refss(riyr)) sONt disjoints. notons R € Comp,,_;(n) la partition obtenue & partir de r en
fusionnant r; et r; ;. Alors il existe une permutation p telle que :

red(h,r) = p - red(h, R).

Démonstration. Tout d’abord, red(h,r) : [3°_, s2(r;)] = Net p-red(h, R) : (> ey, joiir S2(r) +s2(rit
riy1)] — N. Or, puisque {bin(r;, k) }refso(r)) €6 {DIN(rit1, k) eglss(r,rr)) sONt disjoints, so(r; + 7i41) =
s2(7i) + s2(rix1). Ces deux fonctions sont égales en dehors de {Z;;ll so(rj) +1,.. ,Z;ill sa(rj)}, et,
pour tout k € [s2(r; + 74+1)], il existe un unique couple (e, k') avec € € {0,1}, et k' € [s2(ritc)] tel que
bin(r; + i1, k) = bin(r;1., k). De plus,

i—1 ite—1
h(z s2(rj) + k) = h( Z sa(rj)) + k.
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Théoreme 2.7.2.3. Les opérations ¢, . sont entierement déterminées par m et pa.

Démonstration. Soit r € Comp,(n), h € €,, et (a1,...a,) € A*P. On doit montrer que ¢p, ,(a1, ..., ap)
peut se réécrire comme une composition faisant uniquement intervenir m et ¢o. Notons d = bin(rp, 1).
On va prouver les lemmes suivants :

Lemme 2.7.2.4. On a I’égalité :

¢h,£(a’17 oo 7ap) = d)iz,f(a’l’ ceey Gp—1, Pobin(rp,1) (ap)’ ooy Pobin(rp,sa(rp)) (ap))7
o = (ry,...,7p1,1,...,1) et olt h: [n—r, +sa(rp)] est égale & h sur [n — 7] et envoie n — 1, + k sur
——
s2(p)

hyp — bin(r,, k).

Lemme 2.7.2.5. Pour tout g € &’ 'opération bg,(1,1,...,1) Peut s’écrire comme une composition faisant
uniquement intervenir m.

Lemme 2.7.2.6. Pour tout k > 0, por = @2 0---0 pa.
—_——
k

En supposant ces lemmes vérifiés, on peut prouver le théoreme. En effet, en combinant la relation

(S1)|et le lemme [2.7.2.4] on pourra écrire :
¢h7£(a1, ey ap) = ¢red(h)£))(1’17."’1)((prin(rl,l) (al), « ooy Pobin(ry,sa(ry)) (al), oy Pobin(rp,sa(rp)) (&p)),

et les Lemmes [2.7.2.5] et 2.7.2.0] finissent la preuve. O

Preuve du Lemme[2.7.2} On montre cela par récurrence sur sa(rp). Sisa(r,) = 0il n’y a rien & montrer.
Vérifions le cas s3(r,) = 1. Dans ce cas, r, = 2¢. On doit montrer que :

d)h,ﬂ(ah o 7a’p) = d)ﬁ,i(ah s 7ap—17502d(ap))'
ou 7 = (r1,...,7p_1,1) et ot & : [n — 7, 4 1] est égale & h sur [n — 7] et envoie n — 7, + 1 sur hy, — d.

Cela est vrai d’apres la relation Supposons maintenant le lemme vérifié si so(r,) = k pour un entier
k > 1 quelconque et supposons que s3(r,,) = k + 1. Notons d = bin(r,,, 1) D’aprés la relation on a :

T
(7" P2d> ¢h,1(a'17 s 7a‘p) = (éh,(rl,...,’rp,l,2d,’r‘p72d)(a17 az, ..., apvap)-
p

Or, d’apres le Théoreme de Luca, on vérifie que ’entier (r ’E’Qd) est impair. Dans F, il est donc égal a 1,
P
et il s’ensuit que :

¢h)£(a17 te 7a17) = ¢h,(r1,...,rp,1,2d,rp72d)(a’la az, ..., 0ap, ap)'
La relation |(S7)| donne :
¢h,z(a17 D] 7ap) = d)h’,('rl,...,rp,l,l,rp72d') (ala ceey Qp—1,Qp, Pod (ap))v
ot h' : [n—2941] — N est égale & h sur [n—r,], envoie n—r,+1 sur h,—d, et envoie {n—r,+2,...,n—2%+1}
sur h,. Puisque sa(r, — 24) = k on peut appliquer I'hypothese de récurrence. O
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Preuve du Lemme[2.7.2.5 Puisque ¢; engendre &', pour tout g € &, il existe des entiers i1, ...,y tels
que g = ¢1 94, €1 9, --- 94, c1. On va prouver le résultat par récurrence sur k. Si k = 0 le résultat est
immédiat, car alors g = ¢1 et ¢4 (1,1) = m. Supposons le résultat prouvé pour toute composition de k
copies de ¢p, prouvons le résultat pour g = ¢1 0, ¢1 04, -+ 04, +1 ¢1. On vérifie que g € &'(k + 2). Soient
ai,...,apr2 € A. La relation donne :

b5,01,.. (a1, ., ak, m(ars1, arg2)) = Gg.(1,1,...,1) (a1, -+, Ary2),

avec g = c1 04, €1 9, -+ 94, c1. On applique I’hypothese de récurrence a ¢g (1,1,...,1)- O

Preuwve du Lemme[2.7.2.6. Ce résultat se prouve par récurrence sur k. Si k = 0, il n’y a rien a prouver.
Supposons que le résultat est vérifié pour k quelconque. Par hypothese de récurrence, wg o -0 @y =
—_———

k+1
2 0 war. Or, d’apres la relation [(S7)} w2 © wor = 2,2(,;;;,)'2, ce qui est impair d’apres le Lemme O

Théoréme 2.7.2.7. En caractéristique 2, une algébre a niveaur auzx puissances divisées est une algebre
a niveauz (A, *), munie d’une opération @y : A — A, le tout vérifiant :

1) p2(Aa) = Npa(a),

2) axa =0,

3) pa(a+b) = pa(a)+axb—+ pa(b),
4) pa(axb) =0.

Démonstration. Soit (A, ¢) une algébre & niveaux aux puissances divisées. Montrons que m, @y vérifient
les relations [T)] & [f)} La relation [I)] est une application de la relation [(S3)] & 2. La relation [2)] est une
application de la relation |(S4)|a m : pour tout a € A, on a :

m(a, a) = (f) pa(a) = 0.

La relation |3)| s’obtient en appliquant a g
P2(a+b) = ¢, ,(2,0)(@0) + bey,(1,1)(a, ) + @e, (0,2)(a,0) = p2(a) + m(a, b) + p2(b).
Finalement, la relation [4)| découle de la relation :
w2(m(a,b)) = ¢, ,(2)(Pe,,(1,1)(@, b)),

1 (2x1)?
= E X W¢C27(272)(a,b) == O.
Inversement, supposons maintenant que (A, *) est une algebre & niveaux munie d’une opération ¢y :
A — A vérifiant a On doit montrer qu’il existe une unique structure d’algebre a niveaux aux
puissances divisées sur A vérifiant ¢, (o) = @2. Notons por = g 0 -+ 0 py. D’apres le Théoreme [2.7.2.3
—_———

k
si @« est une telle structure d’algebre a niveaux aux puissances divisées, alors on a nécessairement, pour

tout r € Comp,,(n) et h € €,

(bh,[(al, .- aap) = (bred(h,z),(l,..‘,l) (¢2bin(T1v1) (a1)7 « ooy Pobin(ry,sa(ry)) (a1)7 ooy Pobin(rp,1) ((lp), vy Pobin(rp,sa(rp)) (ap))7
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Ol Pred(h,r),(1,...,1) est définie par la multiplication  (voir Lemme @ . On en déduit I'unicité d’une
telle structure. Il faut maintenant montrer que cette définition induit bien une structure d’algebre a
niveaux aux puissances divisées, vérifions que les relations a sont satisfaites.

Pour la relation soit p € &,, on veut montrer que :

¢red(p*»h,£/’),(1,...,1) (<)02bi11(1'f,1) (apfl(l))a )

Pobin(rf 52 (+0)) (a’p—l(l))v oo Pobin(rp,1) (ap—l(p))a <oy Pobin(rg 2 (rh)) (ap—l(p)))
= Pred(h,r),(1,...,1) (Papin(r1.1) (A1), - - -, Popintrysaer (A1), -+ -,
Pobin(rp,1) (ap), ooy Pobin(rp,sa(rp)) (ap)).

Or, en notant p™? ¢ 621{[1)] s»(r;) la permutation engendrée par p par blocs de taille sy(r1), s2(r2), .. .,
s2(rp), on a red(p* - h,r?) = p™d - red(h, 1), et

(@2bin(rf,1) (a’p_l(l))? crt

Pgbin(rf s3(rf)) (a,rlu)), ooy Pobin(rh 1) (a,rl(p)), <oy Pobin(rl 2 (rh)) (ap’l(p)»
= pred . ((prin(rl,l) (al), e ooy Pobin(ry,sa(ry)) (al), ey
g02bin(rp,1) (ap), ey <p2bin(rp,52(r,,)) (ap)),

Donc ce résultat découle de la commutativité de . Pour la relation [(S2)|il n’y a rien & montrer. Pour la

relation |(S3)| on vérifie que :

(Zsh{()\al, ey ap) = (’bred(h’z)’(l,_“’l)(sﬁzbin(rl,l) ()\al), « ooy Pobin(ry,sa(r)) ()\(11), ey

Pobin(rp,1) ((lp), ooy Pobin(rp,sa(rp)) (Clp)).

Ce qui est égal a

= (r1,)
( H AZ " )¢h,7‘(a/1a"'aa‘p):Arl¢h,T(a1a"'7ap)'
i=1
Montrons la relation |[(S4)| Soient [, m deux entiers vérifiant [ +m = 7. D’un c6té, d’apres le Lemme
("}) est impair si {bin(l,7)}; et {bin(m, i)}; sont disjoints, et dans ce cas ("})¢nr(a1,...,ap) est égal &
Onr(ai,...,ap), et est pair sinon, auquel cas (rll)(bh’i(al, ...,ap) = 0. D’autre part, on a :

¢h,£ol(l,m) (alu a1,0a2y ..., ap) = (bred(h,gol(l,m)),(l,...,l) (302‘3‘"(1)1) (al)a - ey Pobin(lsz (1) (a1)7
Pobin(m,1) (CLl), < ooy Pobin(m,sz(m)) (al), ey

Pobin(rp,1) (ap), ooy Pobin(rp,sa(rp)) (ap)).

S’il existe 4, tels que bin(l,i) = bin(m, j), alors ce produit contient un terme du type @ovina.i) (a1) *
Pgbin(m.5) (@1) ce qui est nul d’apres la relation

Si {bin(l,4)}; et {bin(m,)}; sont disjoints, d’apres le Lemme [2.7.2.2] il existe une permutation p telle
quered(h,r) = pred(h,roy(l,m)), et par la commutativité de * on en déduit que ¢y o, (1,m) (a1, 01, a2, . .., ap) =
¢h,£(a1,a2, s ,ap)'

On montrera la relation en dernier. Pour la relation il n’y a rien a démontrer. Montrons
la relation On va montrer la relation pour p = 1, et notre démonstration pourra étre utilisée pour
prouver le cas général.
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Remarque 2.7.2.8. le cas p = 1 entraine n = 2*, mais on ne peut pas se servir de ce fait, car alors la
démonstration ne pourrait pas étre adaptée au cas p > 1.

Montrons donc que pour tout ¢ € Compy,(m), g € €,

1 ng;)!
(bh,(n)((bg’g(ah-"aak)) = 7'( H %)gbu(h@g@"))’zog(alw-~7ak)'
n: jeik] (g;!)

D’une part,
Oy (Dg.q(ar, ... ar)) =
Prod 1. <(¢2bin(n’i) <¢”“d(9’q)’(1~~,1)((‘szi"ijl)(aj))je[k],le[sz(tn)])>)ie[sz(n)]> ’

Supposons que n > 1. Alors il existe 4 tel que bin(n,7) > 0. Supposons qu’il existe i # j tel que ¢;,q; > 0,
ou que sz(q1) > 1. Alors le produit précédent contient un facteur du type @gvincn,i) (produit), ce qui est
nul d’apres Supposons que n = 1, alors ¢y, () est I'identité. Supposons que k = 1 et que sz(q1) = 1,
c’est & dire ¢; = 2! pour un certain I. Alors g = ¢, et

D, (n) (Dg,21)(a1)) = Bred(n,(n)),(1....1) ((%bin(n,m(@21(@1)))i€[82(n)1) :

Ceci est égal a (bu(h@q@n) (2tn) (a1). D’un autre c6té, d’apres la formule de Legendre, on a :

$<H("qﬁ')!) = [ 3" ngj —sa(ngy) — nlg; —s2(q5)) | = n+s2(n)

Hjeim () jelk)

ZnSQ(qj)_S2(an) +Sg(n)—n,
jelk]

D’apres le Lemme on a donc :

1 (ng;)!
dol ! S

JE[K]

Z ns2(qj) —s2(n)sa2(q;) | +s2(n) —n
]

Jjelk

=n(s2(q1) — 1) —s2(n) (s2(q) — 1) + (n —52(n)) ) _s2(qy)

.
-
[\

k
(n=sa(m) | | o salay) | -1

sin > 1, n—sz(n) > 0. S’il existe ¢ # j tels que g;, g; > 0, ousisa(g1) > 1, alors ((2521 sz(qj)> — 1) > 0.
Dans tous les cas, on a vérifié la relation

On va vérifier la relation par récurrence sur l'entier . La relation est vraie pour lo(n) = 1, c’est
& dire pour n = 0, 1. Supposons la vérifiée pour tout 71 tels que la(r1) < k pour un entier k quelconque.
Supposons maintenant que lp(r1) = k + 1.
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Si rq est pair, 71 = 2m, alors d’apres la relation
dnr(a+b,as,...,ap) = op v (p2(a+b),a2,...,ap,)
= ¢p o (p2(a) + a* b+ @a(b),az,...,ap),

ou h'(i) = hy pour tout i € [m] et h'(i) = h(i —m) pour tout i > m, et r’ = (m,rs,...,r,). Puisque
lo(m) = k, par hypotheése de récurrence,

¢h,£(a+b7a’27"'7ap) = Z (bh',z’ol(i,j,l)(gpQ(a)’a*b7 @2(b),&2,...7ap)-
i+j+l=m

Ce qui est égal a :

Z ¢red(h’,r’ol(z’,j,l))(l,...,l)(

i+j+l=m
Pobin(i,1)+1 (a), c ey Pobin(i,sg (4)+1 (CL), Pobin(j,1) (a*b), c ooy Pobin(h,s2(5)) (a*b), Pobin(l,1)+1 (b), <oy Pobin(l,sa (1) 41 (b), . ) .
Pour tout j > 1, le terme correspondant contient @quini,e» 1) (a*b), et puisque bin(j, s2(j)) > 0, la relation
indique que le terme est nul. Donc,

bnr(a+bas,. .. a,) = Z ¢red(h’7r’ol(i,l))(l,...,l)(

i+l=m
Pobin(i,1)+1 (a), e ooy Pobin(i,sg (i) +1 (a)7 Pobin(l,1)+1 (b), e ey Pobin(l,sa(1)+1 (b), ce ) +
Z (bred(h/,f’ol(i,l,l))(l,...,l) (
i+l=m—1
Pobin(i,1)+1 (a), « ooy Pobin(i,sg (i) +1 (a), a * b, Pobin(l,1)+1 (b), « ooy Pobin(l,sa (1)) 41 (b), N > .

Or on vérifie que ceci est égal a :

E Bhros (2i,25) (@, b, a2, . . . ap) + E Bhyroy (2i41,25+1) (@, by az, ... ap),
i+l=m i+l=m-—1

= Z ¢h,£01(i,j)(a7 bv az, ... 7ap)'

1+j=r1
Si r1 est impair, alors, puisque (Tf) est impair, d’apres la relation [(S4)
bnr(a+byas,...,ap) = Oproy(r—1,1)(@+b,a+bas,. .. ap)
= d)h,go](l,rl—l)(a» a+ b, ag,. .., ap) + ¢h,£01(r1—1,1)(a + b7 ba ag, ... 7ap)'
d’apres ce qui précede, puisque r; — 1 est pair,

¢h,£(a + ba az, ..., a’p) = Z (rbh,zol(l,i,j) ((1, a, ba az, ... 7ap) + (rbh,gol(i,j,l) (aa b7 ba az, ... 7ap)
itj=r—1

i+1 j+1
= Z < 1 )¢h,rol(i+1,j)(a7baa25"'7ap)+( 1 )¢h,rol(i,j+1)(a7b7a27~-~>ap)~

i+j=r;—1
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Pour i, j donnés tels que i+ j = r1 — 1, si ¢ est impair, alors j est impair, dopc (“1'1) et (jJ{l) sont pair, et
le terme correspondant est nul. Si i et pair, j est aussi pair, donc (ﬁl) et (7 Tl) sont impair. Finalement,

¢h7£(a+ba a23"'7ap) = Z ¢h7£01(i+17j)(a7b3 a23"'7ap) +¢h,£o1(i,j+1)(aab7a27"'aap)v
i+j=r1—1, i=0 [2]

= Z ¢h,101(i,j) (aa b7 az, ... 7ap)'

i+j=r1

7



78



Chapitre 3 : Algebre de Steenrod, mo-
dules et algebres instables,
point de vue opéradique

3.1 INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est d’étudier la théorie des modules instables sur l'algebre de Steenrod en
caractéristique 2 d’un point de vue algébrique, en prenant comme point de départ les opérations internes
qui apparaissent naturellement sur ces objets. Outre les modules de cohomologie, qui sont munis du cup
produit associatif et commutatif, d’autres modules instables sont classiquement décrit avec une opération
interne, par exemple les modules de Brown et Gitler, de Carlsson, et de Campbell et Selick. En particulier,
dans [I1], Davis montre que le module de Carlsson de poids 1 muni de la multiplication interne étudiée par
Carlsson, qui est commutative mais non associative et vérifie une loi d’échange, est en réalité isomorphe
a lalgebre ‘depth-invariant’ libre engendrée par un élément de degré 1. La définition d’algebre ‘depth-
invariant’ donnée par Davis correspond & la définition d’algébre & niveaux de Chataur et Livernet [9].

On utilise dans ce chapitre le formalisme des opérades (symétriques) algébriques pour définir et étudier
les opérations algébriques sur les modules instables. En s’inspirant des définitions classiques, on définit
une notion d’algebre instable relativement a une opérade munie d’une multiplication commutative. Etant
donnée une opérade P munie d'une telle opération x € %(2)®2, un module M est dit instable si pour
tout 2 € M, on a Sql*lz = x(z,x). On construira un foncteur K7 qui, & un module instable M, associe
la ‘P-algebre x-instable’ libre engendrée par M.

On remarque que sur une P-algebre x-instable, 'opération * commute en un certain sens avec les
autres opérations de &. En effet, pour p € P(n), z1,...,2, € M, on a :

*(p(xy, . tn)y (T, . xn)) = SqlmlH”'H””lu(m‘l, cey Xp) = pR(xr, 1), K (T, X))

On appelle Lev-compatible une opération x qui vérifie cette sorte de commutativité avec toute autre
opération de L. Une opération Lev-compatible est en particulier a niveaux. Demander qu’une opération
* vérifie cette propriété de Lev-compatibilité est une hypothese relativement forte : toute opérade ne
contient pas nécessairement une opération Lev-compatible non triviale (par exemple, opérade As n’en
contient pas). Néanmoins, nous verrons quelques exemples non triviaux d’opérades munies d’une telle
opération.

Dans le cas ol la multiplication x est Lev-compatible, et ot M est un module réduit connexe (voir
Définition , on montre que la P-algebre %-instable libre K" (M) est libre en tant que P-algebre :
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Théoréme H (voir|3.3.5.10). Soit P une opérade dans Fyeet, x € P(2)°2 une opération Lev-compatible.
Pour tout module instable réduit connexe M, on a un isomorphisme de P-algébres graduées entre K7 (M)
et la P-algebre libre engendrée par XQM, ou X et 0 sont définis en|3.53.5.1].

Lorsque & est 'opérade uCom des algebres commutatives et associatives unitaires, ce résultat était
déja connu, notamment pour les modules instables M libres (voir par exemple [4]).

Une application directe de ce résultat montre par exemple (voir Proposition que le module
de Carlsson de poids 1, muni de sa multiplication interne (voir [7]), est l’algébre & niveaux instable libre
engendrée par un élément de degré 1. Ce résultat précise celui de Davis [11].

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous étudions les objets construits par Brown et Gitler [5]
(voir aussi [20]), et Campbell et Selick [6], et les résultats obtenus par ces auteurs. Ces résultats donnent
notamment des informations sur la structure de I’algebre de Carlsson [7] et sur ses liens avec la cohomologie
des groupes abéliens élémentaires.

L’algebre de Brown et Gitler, I’algebre de Carlsson, et les modules de Campbell et Sélick sont tous dé-
finis avec un produit x commutatif et associatif, ainsi qu'un endomorphisme d’algebre d que ’on appellera
parfois ‘décalage’. Dans le cas de l'algebre de Carlsson, d est un isomorphisme, dans le cas des modules
de Campbell et Selick, c’est un isomorphisme cyclique. En tant qu’algebres sur 'algebre de Steenrod,
ces objets ne sont pas considérés comme instables, car I’action de ’algebre de Steenrod est ‘décalée’ par
I’action de d : pour tout élément x de I'une de ces algebres, on a Sql*lz = *(dx, dx). Ici nous considérons
ces objets comme instables par rapport a 'opérade des algebres associatives et commutatives munies d’un
endomorphisme d’algebre, relativement & une multiplication ‘décalée’ (z,y) — *(dz, dy).

En s’inspirant des constructions de Brown et Gitler, de Carlsson, et de Campbell et Selick, nous
définissons des modules instables qui nous permettent de généraliser les résultats susmentionnés. Plus
précisément, pour toute opérade & munie d’une opération x Lev-compatible, et pour tout module instable
réduit connexe N, nous construisons des algebres, notées Jy, (N), Cy,(N) et, pour tout entier s > 0,
QsMy,(N). Ici fo désigne un morphisme d’opérades Lev — & qui permet de pointer I'opération + dans
P. Lorsque N = F(1) est le module instable libre engendré par un élément de degré 1, et lorsque fo est
un certain morphisme Lev — uCom, o uCom est 'opérade des algebres associatives, commutatives et
unitaires, on vérifie (voir Théoreme que Js,(N) est lalgebre de Brown et Gitler [5], on vérifie
(voir Proposition [3.6.3.5) que C, (N) est I'algebre de Carlsson [7], et on vérifie (voir Proposition [3.6.4.2)
que QsMy,(N) est le s-ieme module de Campbell et Selick [6].

Les techniques dues & Brown et Gitler, et Carlsson nous permettent notamment d’obtenir la

Proposition I (voir[3.6.3.5)). L’algebre de Carlsson est librement engendrée par un élément de degré un
dans la catégorie des algebres instables sur 'opérade des algebres unitaires, commutatives, et associatives,
munies d’un automorphisme d’algebre d, relativement & la multiplication ‘décalée’ (x;d, d).

Ce résultat est en réalité raffiné par le

Théoréme J (voir [3.6.1.12). La P-algébre Cy,(N), munie de son automorphisme et de sa structure de
module instable, est isomorphe a [’algébre instable libre engendrée par N sur l'opérade des FP-algébres
munies d’un automorphisme d’algébre d, relativement a une multiplication ‘décalée’.

Dans [6], Campbell et Selick ont démontré que la cohomologie d’un groupe abélien élémentaire
(Z/27)"* était isomorphe, en tant que module instable, au module M,, le s-itme module de Camp-
bell et Selick, dans lequel I'action de I’algebre de Steenrod est ‘tordue’. En utilisant les mémes techniques,
nous obtenons une généralisation de ce résultat dans le
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Théoréme K (voir[3.6.2.2). On a un isomorphisme de modules instables entre la P-algébre instable libre
engendrée par N®° et ’algébre instable libre engendrée par N sur l'opérade des P-algébres munies d’un
automorphisme cyclique d d’ordre s, relativement a une multiplication ‘décalée’.

Dans la section[3.2] nous définissons les principales opérades qui jouent un role dans ce chapitre. Apres
avoir fixé quelques notations, nous expliquons comment définir les opérades ‘a décalage’ % oD. On étudie
les morphismes entre nos opérades, et leurs algebres.

Dans la section [3.3] nous introduisons la théorie des opérades dans la catégorie des modules instables,
nous définissons la notion d’algebre instable sur une opérade relativement a une multiplication commu-
tative, et la condition de Lev-compatibilité pour une opération x € 9(2)®2. Enfin, nous construisons un
foncteur ‘algebre instable libre’ sur une opérade, et nous prouvons le Théoreme [3.3.5.10

La section [3.4] est consacrée & des rappels sur les modules & droite et bimodules sur lalgebre de
Steenrod. On introduira une notion d’algebre ‘bi-instable’ sur une opérade, pour élargir la définition des
algebres instables aux bimodules sur I'algebre de Steenrod.

La section contient des rappels concernant les résultats obtenus par Carlsson [7], Brown et Gitler
[5], Miller [20], et Campbell et Selick [6] dans ’étude des modules instables.

Dans la section [3.6] nous utilisons le formalisme des opérades mis en place aux sections et pour
adapter les techniques vues a la section Nous en déduisons les autres résultats cités en introduction
(Proposition Théoréme [3.6.1.12] Théoreme [3.6.2.2)).

Notation. Parmi les notations souvent utilisées dans ce chapitre,

e Pour tout entier n > 0, [n] désigne ’ensemble {1,...,n} des entiers compris entre 1 et n.

F désigne le corps de base, et 1'on fixe F = [y a partir de la section [3.3
o [F ..t désigne la catégorie des espaces vectoriels sur F.

e o/ désigne 'algebre de Steenrod, et 1'on fixe of = 5, 'algeébre de Steenrod en caractéristique 2.
Hmod désigne la catégorie des modules & gauche sur o/, tandis que mody désigne celle des modules
a droite sur of avec la convention définie en section [3:4:1] et bimod celle des bimodules, définie en
section

e On note % la catégorie des modules (& gauche) instables sur &.

e Com (resp. uCom) désigne 'opérade des algebres associatives commutatives (resp. unitaires). Lev
désigne I'opérade des algebres & niveaux. D (resp. DT) désigne I’algebre polynomiale sur une indé-
terminée F[d] (resp. lalgebre de groupe F[Z] de générateur p), vue comme une opérade concentrée
en arité 1.

e P désigne une opérade quelconque dans Fye, et * € P(2)92 désigne une opération d’arité 2
commutative, qui vérifie souvent dans ce chapitre une condition de ‘Lev-compatibilité’ définie en
section Dans le cas ou x est Lev-compatible, on lui associe un morphisme d’opérades fo :
Lev —» 2.

e Pour toute opérade P dans Fyect, Palg désigne la catégorie des P-algebres. S(P, —) désigne alter-
nativement l'endofoncteur Fyecy — Fyect associé a %, ou le foncteur ‘P-algebre libre’ Fyecy — Palg,

lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
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3.2 OPERADES DE DECALAGE

Dans cette section, nous définissons les opérades qui interviennent dans le reste de ce chapitre, et nous
étudions leur propriétés. Certaines de ces opérades sont concentrées en arité 1 (ce sont donc des algebres
au sens usuel). C’est le cas de 'opérade D, qui est en fait une algeébre polynomiale sur une indéterminée
F[d]. Une D-algebre est un espace vectoriel muni d’un endomorphisme d.

Nous nous intéressons particulierement a 'opérade Com des algebres commutatives, ’opérade Lev des
algebres & niveaux, définie par Chataur et Livernet [9], et & une structure d’opérade définie sur le produit
P o D lorsque P est une opérade, dont les algebres sont les FP-algebres munies d’un endomorphisme de
P-algebre.

Dans la section [3.2.1] nous définissons les principales opérades qui jouent un role dans ce chapitre, et
nous décrivons une loi distributive qui munit le produit & o D d’une structure d’opérade.

Dans la section [3:2:2] nous décrivons les algebres associées aux opérades définies précédemment, ainsi
que certains morphismes entre les opérades étudiées.

Dans la section [3.2.3] nous identifierons les algebres libres engendrées par un élément sur ces opérades.

Notation. Pour toute opérade &, on note ugs et ne son opération de composition et son unité, et
1le = ne(1). Si P et @ sont des opérades, v € P(n), et &1,...,&, € @, on note :

V€1, &) = VR&E R ®&]s, € P

Lorsque @ = &, on note :
v(€l, .., &) = pp(vi&e, ... &) € P.

Nous renvoyons a [I8], ou au chapitre [2| pour les autres notations concernant les opérades.

3.2.1 DEFINITIONS

Dans cette section, nous définissons une liste d’opérades qui jouent un role central dans ce chapitre. Les
principales opérades qui nous intéressent sont I’opérade classique des algebres commutatives et associatives
(unitaires et non-unitaires), 'opérade des algebres & niveaux définie par Chataur et Livernet [9], et
l'opérade D concentrée en arité 1. Pour toute opérade 97, on montre comment munir oD d’une structure
d’opérade dont les algebres sont les 9P-algebres munies d’un endomorphisme de P-algebre.

Notation 3.2.1.1.

e On note Com (resp. uCom) l'opérade des algebres associatives commutatives (resp. unitaire). On

a:
0 sin =0,
Com(n) = { F - X, (rep. triviale)  sinon,
uCom(n) =F - X,, (rep. triviale), Vn € N.
L’unité est X1, et la composition piycom est définie par (Xp; X, ..., Xn,) = Xy totng -

e On note Lev l'opérade des algebres a niveaux, elle est engendrée par un élément L € Lev(2)
commutatif et vérifiant L(L,L) - 72 3y = L(L, L), ot 7(3 3 est la transposition de 2 et de 3 (voir

[9], et Definition [2.5.1.1)).

e On note D l'opérade librement engendrée par un élément d € D(1). De maniére équivalente, D est
lalgebre polynomiale F[d].
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e pour tout entier positif ¢, notons 7, D := D /(d9*1).
e Pour tout entier positif s, notons Qs D =D /(d® —1).

e On note D* l'opérade engendrée par deux éléments p, p~' € D*(1), soumis & l'unique relation
p(p~!) = p~L(p) = 1p=. De maniere équivalente, D¥ est I’algébre de groupe F[Z] de générateur p.

Définition 3.2.1.2 (voir [1§]). Soient & et @ deux opérades. Une loi distributive sur & o @ est un
morphisme de &-modules A : @ 0 P — P o @ qui munit P o @ d’une structure d’opérade pour la
composition (pugoug)(idgoAoidg) : (Po@)o(Po@) — Po@. Autrement dit, A est une loi distributive
si les quatre diagrammes suivants commutent :

CoPop— M _gpogor TN _pogon (1)
lfdaolk@ Lu.@fﬂd(z‘
GoP A Po
oo — 1" gopoa— " L pogoa (11)
l#@OIdﬂ lldwo#@
GoP A Po@
) (i) P (i)
Id@in/ Wd@ %y won@
Gop—2 P00 GoP A Po@

Proposition 3.2.1.3. Soit & une opérade. Les morphismes suivants sont des lois distributives, et mu-
nissent donc 2 o D et P o D* d’une structure d’opérade.

A: Do —PoD
(dv) = (v;d",...,d"),
—_———

m

A: DTfo®p — PoDT
(p™v) = (v5p", . p"),
——

ou v € P(m). Par convention, A(d";v) = v et A(p";v) =v si m = 0.

3.2.2 MORPHISMES ET ALGEBRES

Dans cette section, nous décrivons les algebres sur les opérades que nous avons définies précédemment,
et nous construisons des morphismes entre lesdites opérades.

Nous utilisons les notations et des résultats du chapitre [2] pour ce qui concerne les algebres a niveaux,
les notations de [I8] pour les opérades et algeébres sur une opérade.
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Notation 3.2.2.1. Pour toute opérade & on note Py, la catégorie des P-algebres et S(P, —) : Fyoet —
Fyect le foncteur qui, & un espace vectoriel V', associe la P-algebre libre engendrée par V. On a, en tant
qu’espaces vectoriels, S(2,V) = @,v( ?(n) ®s, V. Pour v € P(n), et v1,...,v, €V, on note :

(V01,0 0) =V QUL ® - B upls, € S(P,V).
Si (V, 0) est une P-algebre, avec 0 : S(P, V) — V, on note :
v(vi,...,vn) ==0(v;01,...,0,) € V.

Définition 3.2.2.2. On note fycom : Lev — uCom le morphisme d’opérades qui envoie le générateur
opéradique de Lev sur le générateur X5 du F-espace vectoriel uCom(2). Puisque Lev(0) = 0, on obtient
aussi un morphisme d’opérades fcom : Lev — Com.

Lemme 3.2.2.3.

e La donnée d'une structure de D-algebre (resp. de D*-algebre) sur un espace vectoriel V est équi-
valente & la donnée d’un endomorphisme d : V- — V (resp. d’un automorphisme p: V — V).

e Une & o D-algebre est une P-algebre munie d’un endomorphisme de $P-algebre.
Démonstration. Cela découle des définitions. O

Proposition 3.2.2.4.

On dispose de morphismes d’opérades :

fcomoD (resp. fucomon): Lev <« ComoD (resp. uComoD)
L = (X27 d7 d)7

D < D*
d —p,

Qsy (resp. Tyy): D — QsD (resp. T; D)
d —d,

ou ‘—’ désigne une injection et ‘—’ une surjection.

Démonstration. On va se contenter de montrer que fcomop est bien défini, et est injectif. Tout d’abord,
en notant 7 I’élément non-neutre de Gy, on a L -7 =L et (Xo;d,d) -7 = (X2 - 7;d,d) = (X2;d,d), donc
fcom oD est compatible aux actions des groupes symétriques. Ensuite, la seule relation vérifiée par L est :
L(L,L) = L(L, L) - 7(23), 0l T(23 est la transposition de 2 et de 3 dans &4. Puisque A(d, X2) = X»(d, d),
on a :

(X2;d,d)((X2;d,d), (X2,d,d)) = (Xo(Xa, X2);d(d), d(d),d(d),d(d)) = (Xy;d?,d?, d* d%),

et ceci est stable sous I'action de &4. Donc foomop est bien défini. Pour montrer que foomop est injectif,
on aura besoin de ces deux résultats :
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Rappel 3.2.2.5 (voir Remark[2.5.1.5)). L’ensemble gradué &’ = (Z'(n))nen, ot &’(n) désigne les fonctions
h:[n] — N vérifiant ),y srey = 1, est une opérade ensembliste, et Lev = F[Z'].

Lemme 3.2.2.6. Pour tout h € &'(n), on a :
foomon(h) = (Xp;d"D, ... d"™).

Démonstration. Prouvons-le par récurrence sur n. On vérifie par le calcul que le résultat est vrai pour
n = 1,2,3. Supposons que le résultat est vrai pour n > 3 quelconque. Soit h € &'(n + 1). Puisque &’
est engendré par la fonction ¢; : [2] — N qui envoie 1 et 2 sur 1, il existe g € &'(n), j € [n] tel que
h = gojci. Cela implique que h(j) = h(j + 1). On a (voir Remark :

g(x) stz <j
h(z) =9 g(j) -1 siz=jj+1
glx—1) siz>j+1

Donc, par hypothese de récurrence, puisque g € Z’(n),
feomon(h) = foomon(g o) e1) = (Xn;d?™, ..., d9™M) o (Xs3d, d),
= (Xpp1; d9W @t qe+L gatl) gaGi+1) o 7dg(n))7
= (Xpyr;d"V . dhu=D ghl) gha) ghGi+2) gh(nt1)y

ce qui est bien égal & (X, 41;d" D), ... gh(+D), O

Puisque &’ est une base de Lev, et puisque d’apres le résultat précédent, I'image de &’ par fcomoD
est une famille libre, fcomop est injective. O

Remarque. Le morphisme fcomop induit un foncteur Com o Dajg — Levaig, qui, & une algebre associative
et commutative (A, -) munie d’'un endomorphisme d, associe I'espace vectoriel A muni de la multiplication
& niveaux « définie par a x b := d(a - b).

Lemme 3.2.2.7. Pour tous k,s > 0, on a un morphisme surjectif Qs D — Q4 D.
Démonstration. Cela provient du fait que d** — 1 = (d* — 1)(1 + d* + d?* + - -- + dF=1D#), O

Notation 3.2.2.8. Notons @); Lev (resp. T, Lev) I'image de Lev par le morphisme Lev — ComoD —
ComoQ@, D (resp. Lev — ComoD — ComoT, D).

3.2.3 ALGEBRE LIBRE SUR UN GENERATEUR

Dans cette section, nous décrivons en détail ’algebre libre engendrée par un élément sur les opérades
étudiées précédemment. On utilisera les résultat du Chapitre [2| pour traiter le cas de I'opérade Lev. On
définit ensuite une D-algebre filtrée G(1) qui apparait dans nos constructions a la section

Notation 3.2.3.1.

e On note F - z espace vectoriel de dimension 1 engendré par x.

e Pour toute opérade P, notons P, la P-algebre libre engendrée par un élément x, c’est-a-dire :

Py = S(P,F-x)
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Rappel. La P-algebre libre engendrée par un élément est définie par la propriété universelle suivante :
Pour toute Z-algebre A, il y a une bijection ensembliste Homg,, (%;, A) = A naturelle en A. En effet,
la donnée d’un morphisme de P-algebre P, — A est équivalente a la donnée de I'image de = dans A par
ce morphisme.

Proposition 3.2.3.2.

1.

Lev, est isomorphe a l’espace vectoriel Fgpy engendré par les suites binaires de Huffmann (voir
Proposition [2.6.2.5} [13]) qui sont les suites d’entiers u = (u;)sen vérifiant ), ;27" = 1, muni de
la multiplication a niveaux x définie par :

0sii=0,
Uj—1 + Vi1 sinon.

(uo) = {

. D, (resp. D*,) est I'espace vectoriel engendré par {z; : i € N} (resp. i € Z), muni du décalage d

(resp. p) défini par x; — x;11.

. (P o D), est isomorphe a la P-algebre S(P,D,), muni de 'endomorphisme de P-algebre induit

par le morphisme d : D, — D,.

Démonstration. 1. Voir Proposition

2.

Par définition, D, = @,y D(n) ®s, (F-2)®" = Fld]. En posant z; := d' on obtient notre
description.

. OnaS(PoD,F-z)=S5(2,5D,F-x)) =5(%,D,), et on vérifie que la structure de P o D-algebre

correspond bien a la structure de 9P-algebre munie de 'endomorphisme induit par celui de D,,.
O

Ezemple 3.2.3.3. e (uCom o D), est isomorphe a l’algébre polynomiale F[z;, ¢ € N], munie du décalage

d: xz; = xiy1. (ComoD), est alors la sous-algebre de (uComo D), obtenue en enlevant I'unité
(c’est-a-dire lalgebre des polynémes sans terme constant).

e (uCom o D%), est isomorphe & I’algébre polynomiale F[z;,i € Z], munie du décalage p : z; + i1 1.

(ComoD%), est alors la sous-algebre de (uCom o D*),, des polynomes sans terme constant.

e Soit G(1) la D-algebre suivante : en tant qu’espace vectoriel, G(1) = @,y F - 44, et D agit sur G(1)

par d(y;) = yi—1 (avec la convention y_; = 0). On note alors T,G(1) la sous-D-algebre engendrée
par y,. En tant qu’espace vectoriel, T,G(1) = @?_, F - y;. On vérifie que Paction de D sur T,G(1)
passe au quotient en une action de T, D, et que T;G(1) est en fait la T, D-algebre libre engendrée
par yq.

Schématiquement, on peut décrire ces D-algebres par :

d d d d d
04— yg sy < yg -

En tant que D-algebres, on a une filtration :

YqrdYq+1

e T O G(1) e > G(1)
On utilise cette construction a la section B.4.1]
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e Soit s > 0 un entier positif. Considérons la D-algebre QQsG suivante : en tant qu’espace vectoriel,
QG = @iez/sz F-y;, et D agit sur Q4G par dy; = y;_1. Puisque d est un automorphisme d’ordre s,
'action de D peut se prolonger en une action de DF, et elle passe aussi au quotient en une action de
Qs D. En tant que Qs D-algebre, QG est libre, engendrée par yy. On peut décrire schématiquement
cette algebre par :

d d d

d

On utilise cette construction a la section 3.6.2

3.3 OPERADES ET ACTIONS DE L’ALGEBRE DE STEENROD

Dans cette section, nous allons utiliser la structure monoidale de la catégorie des modules instables sur
lalgebre de Steenrod (voir [25] pour la théorie générale des modules instables), pour définir les opérades
et leurs algebres dans la catégorie des modules instables. Nous nous intéressons particulierement aux
opérades vectorielles définies a la section précédente, vue comme des opérades dans la catégorie des
modules instables concentrées en degré 0.

Le but de cette section est de donner une définition générale d’‘algebre instable’ sur une multipli-
cation commutative, de construire un foncteur ‘algebre instable libre’ sur une telle multiplication, et de
caractériser les algebres instables libres engendrées par un module instable. Pour cette étude, nous fixons
le corps de base F = Fy. Si & est une opérade et x € 9(2)2 est une multiplication commutative, nous
parlons de P-algebres x-instables pour désigner les modules instables munis d’une structure de 9-algebre
compatible a I'action de I'agebre de Steenrod, et dont la multiplication induite par x vérifie de plus une
condition d’‘instabilité’ analogue a celle vérifiée par les algebres instables classiques, Sqoz = = % x.

On définit la notion de Lev-compatibilité pour une opération « € 2(2)®2, qui signifie que + commute
en un certain sens avec toute autre opération de 2.

Le principal résultat de cette section est le Théoreme[3.3:5.10] qui donne une description compacte des
P-algebres x-instables libres engendrées par les modules réduits connexes, lorsque * est Lev-compatible.

Dans la section [3.3.1} on rappelle la structure monoidale symétrique de la catégorie des modules
instables, on montre que 'on peut considérer une opérade vectorielle comme une opérade dans cette
catégorie monoidale en la concentrant en degré 0, et on étudie les algeébres obtenues de cette maniere. On
verra que la compatibilité entre ’action d’une opérade et celle de I'algebre de Steenrod se traduit par une
version généralisée de la relation de Cartan : Sq¢*(z - y) = >, ,,—:(S¢™x) - (Sq"y).

Dans la section [3:3:2] nous rappelons la notion d’idéal dans une algébre sur une opérade et nous
adaptons cette définition dans le cadre des modules instables.

Dans la section [3.3.3] nous définissons la notion d’instabilité par rapport a une multiplication com-
mutative pour les algebres sur une opérade dans les modules instables. Cette notion généralise celle,
classique, des algebres instables sur ’algebre de Steenrod.

Dans la section [3.3:4] nous définissons la notion d’opération Lev-compatible. Dans une opérade &,
une opération x € 2(2)®2 sera dite Lev-compatible si elle vérifie une sorte de commutativité avec toute
autre opération de 9. Cette condition est nécessaire, par la suite, dans la preuve du Théoreme [3.3.5.10

Dans la section [3.3.5] nous construisons, pour une opérade fixée munie d’une opération commutative
* d’arité 2, un foncteur qui associe a un module instable I’algebre instable libre engendrée par ce mo-
dule. Nous énoncons le Théoréme qui donne une description concise de I’algebre instable libre
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engendrée par un module instable réduit connexe, lorsque * est Lev-compatible.

La section est dédiée a la preuve du Théoréme [3.3.5.10

Dans la section [3.3.7] nous présentons des exemples d’applications du Théoreme [3.3.5.10, et nous
calculons explicitement I'action de I’algebre de Steenrod sur les algebres obtenues.

Enfin, dans la section [3.3.8] nous considérons les opérades munies d’une multiplication Lev-compatible
comme les objets d’une catégorie d’opérades ‘sous’ 'opérade Lev, et nous étudions quelques relations entre
cette catégorie en question, et les catégories d’algebres instables déduites.

Notation. A partir de cette section, on fixe le corps de base F = F5. On rappelle qu’en caractéristique 2,
I’algebre de Steenrod & = /5 est la Fae-algebre associative, non commutative, graduée, unitaire, engendrée
par les éléments Sq* de degré i pour i > 0, soumise aux relations d’Adem :

2
PG iti—k gk
Sq'Sq kE_()( i ok >Sq Sq”,

pour tout 4,5 > 0 tels que i < 2j, ot [i/2] est la partie entiere de i/2 et ou on s’autorise & noter Sq°
l'unité de &. On renvoie & [25] pour toutes les notations et résultats classiques concernant I’algebre de
Steenrod.

On note 904 la catégorie des modules sur &/. On note % la sous-catégorie pleine des modules
‘instables’, c’est-a-dire les &/-modules M vérifiant, pour tout € M*, S¢’x = 0 pour tout j > i.

3.3.1 ALGEBRE SUR UNE OPERADE DANS %

Dans cette section, nous rapelons la définition du produit tensoriel de modules sur I’algebre de Steen-
rod. Ce produit est symétrique et préserve la condition d’instabilité. On obtient une notion d’opérade dans
les modules instables. On s’intéresse particulierement aux opérades dans Fy..; vue comme des opérades
sur les modules instables concentrées en degré 0. On verra que les algebres obtenues sur une opérade
algébrique & sont des P-algebres satisfaisant une relation de Cartan généralisée.

Rappel 3.3.1.1. La catégorie des modules sur I'algebre de Steenrod est muni d’un produit tensoriel monoi-
dal symétrique. En effet, si M, N sont deux modules sur &/, on munit le produit tensoriel gradué M & N
d’une action de & en posant :
Sq'(m@n) = Z S¢'m @ Sq*n,
jk=i

pour tout m € M, n € N, i € N. Elle provient en fait d’une structure d’algebre de Hopf cocomutative
sur o (voir [25], [20]).

Si M et N sont des modules instables, alors M & N est un module instable. En effet, soit m € M®,
ne N% alorsm@nc (M®N)h1+e et sii>dy +dy, alors :

Sq'(m®n) = Z S¢'m @ Sq*n.
k=i

Or, sij >dy, S¢?m =0 et si j < dy, alors k > do, donc Sq¢*n = 0.

On définit un foncteur Fyeey — % C Hmod qui, & tout Fo-espace vectoriel V' associe le module instable
concentré en degré 0 isomorphe & V. On a donc, pour tout v € V et i > 0, Sq'v = 0. Ce foncteur est
pleinement fideéle et fortement monoidal symétrique. Pour toute opérade & dans Fyect, on en déduit la
notion de P-algebre dans les /-modules, et de P-algebre dans %. On note Qgﬁg et g’zg les catégories
correspondantes.
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Lemme 3.3.1.2. Une Com-algebre dans % vérifie la relation de Cartan.

Démonstration. Soit M un module instable, 6 : S(Com, M) — M un morphisme dans % qui munit M
d’une structure de Com-algebre dans . Alors 0 est compatible a I’action de I’algebre de Steenrod. Notons
X5 le générateur de Com(2). Rappelons que la multiplication (commutative et associative) de M est alors
donnée par (z,y) — 0(Xo;z,y) = Xa(z,y). Pour tous z,y € M,i € N, on a:

Sq'(Xa(z,y)) = > (S¢’X:)(Sq"x, Sq'y)
jHEk+l=i

= > Xo(Sg’z, Sq*y).
k+1=1i

Le lemme précédent est en fait une application du résultat plus général suivant :

Proposition 3.3.1.3. Une P-algebre dans % est une P-algebre graduée M munie d’une action de
Palgebre de Steenrod qui vérifie la relation de Cartan, c’est-a-dire telle que, pour tout p € P(n),
(#i)1<i<n € M1,
S¢tp(xr, ... x,) = Z w(Sq¢tx,. .., 8¢ x,).
i1 g =i

Démonstration. Une P-algebre dans % est une P-algebre graduée M munie d’une action de 'algebre
de Steenrod telle que S(%, M) — M est compatible & cette action. Or, cette compatibilité correspond
exactement a la relation de Cartan. La preuve du lemme précédent montre un exemple de ce calcul. [

Lemme 3.3.1.4. Le foncteur d’oubli ‘@Z{lg — % admet pour adjoint & gauche S(#,—): % — @Z‘lg, ol,
si M est un &/-module instable, S(2, M) est un &/-module instable pour 'action induite par celle de M
et la relation de Cartan.

Démonstration. Si M est un module instable, A une P-algebre dans %, et ¥ : M — A un morphisme
de modules instables, on doit prouver qu’il existe un unique morphisme ) : S (P, M) — A de P-algebre
dans % qui prolonge ¥. Or, S(P, M) est la P-algebre graduée engendrée par ’espace vectoriel gradué M.
11 existe donc un unique morphisme de P-algebres graduées ¥ S (P, M) — A qui prolonge t. On vérifie

que ¥ est compatible & I’action de I’algebre de Steenrod. Donc % est bien un morphisme de 9P-algebres
dans %. 0

Lemme 3.3.1.5. Soit M un module instable, & une opérade dans Fye.;. Pour tout u € P(k), 1 €
M™.. .. x, €M™, ona:

Sq7z1+~~+nk (’u;x17 . 7=Tk) = (u; Sq™Mxq,..., Sq"’“xk).

Démonstration. Soit M un module instable et & une opérade dans Fyeet. Pour tous p € P(k), x1 €
M™ ...z, € M™, la Proposition [3.3.1.3| montre que, en notant N :=ny + -+ +ny, :

SqV = (31, .., 28) = Z (Sqi"u; Sqilxl,...,Sqi’“zk).
iot+i1t-+ig=N

Puisque M est instable, on a Sqixj = 0 dés que ¢ > n;. De plus, puisque & est une opérade dans Fyecs,
Sq'u =0 des que i # 0. On en déduit le résultat annoncé. O
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3.3.2 P-IDEAUX DANS %

Dans cette section, on rappelle la définition d’un 9P-idéal, ou &P est une opérade, ainsi que du P-idéal
engendré par une partie d’'une P-algebre. Ensuite, on définira la notion de 9P-idéal dans %, de P-idéal
engendré par une partie d'une P-algebre dans %. Ces objets ont les propriétés universelles désirées et
permettent la définition de quotients dans la catégorie correspondante.

Définition 3.3.2.1 ([I5]). e Soit A une P-algebre. Un P-idéal de A est un sous-espace vectoriel 1
de A tel que, pour tout p € P(n), ay,...,a, € A,

an €I = play,...,a,) €1l
La structure de P-algebre de A induit une structure de P-algebre sur l'espace vectoriel A/1.

e Soit X C A un sous-ensemble de la P-algebre A. On appelle P-idéal engendré par X, et on note
(X)), le plus petit P-idéal de A contenant X. Il vérifie la propriété universelle suivante : pour
toute P-algebre (B, g) et tout morphisme de P-algebres ¢ : A — B, ¢(X) = 0 si et seulement si ¢
se factorise en un (unique) morphisme @ : A/(X)p — B.

Remarque 3.3.2.2. On a :

(X))o = {Zﬂi(ai,h s @iy) I find, g € P(n), a0, 001 € Aet a;p € X} .
iel

Définition 3.3.2.3. e Soit M une P-algebre dans %. Un P-idéal dans % de M est un sous-module
instable I de M tel que, pour tout u € P(n), ay,...,an, € M,
an €I = pla,...,a,) €I
Comme précédemment, M /I est une P-algebre dans %.

e Soit X € M un sous-ensemble de la P-algebre M dans %. On appelle P-idéal dans % engendré
par X, et on note (X)g o le plus petit P-idéal dans % de M contenant X.

Proposition 3.3.2.4. Soit M une P-algebre dans %, X C M un sous-ensemble. Alors (X)a o =
(o - X))o est le P-idéal dans % engendré par X.

Démonstration. Le sous-espace vectoriel (o - X)g de M est stable sous 'action de /. En effet, tout
élément est somme de mondmes du type t = p(aq,...,pa,) avec p € P(n), ai,...,an—1 € M, p € o et
a, € X. Pour tout i € N on a alors :

Sq't = Z w(Sqtay,. .., Sq¢" " a,_1,Sq¢" pay)
i tin=i

Or, pour tout i,, € N, S¢inp € o, d’out Sq'*pa,, € o - X, donc Sqit € (& - X) 5.

Soit J C M un P-idéal dans % contenant X. Soit u € P(n), ai,...,a,_1 € M, Sq' € o et a, € X.
Puisque X C J, a,, € J. Puisque J est stable sous I’action de &, Sq’a,, € J. Finalement, puisque J est
un P-idéal de M, p(ay,...,an—1,59q¢"a,) € J. Donc (o - X))o C J. O
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3.3.3 P-ALGEBRES *-INSTABLES SUR L’ALGEBRE DE STEENROD

Dans cette section, on va définir une notion d’algebre instable sur 1’algebre de Steenrod par rapport a la
donnée d’une opérade munie d’'une multiplication commutative. Cette définition généralise la définition
classique des algebres instables sur 'algebre de Steenrod. Pour ce faire, on rappelle la définition des
endofoncteurs ® de la catégorie des modules instables qui ‘double le degré’, et on étudie les transformation
naturelles qui lient ® & S(%, —).

Définition 3.3.3.1 (voir [I7], [25]). On définit un foncteur ® : % — % en posant :

Pour tout € M™, on note ®z ’élément correspondant de (®M)?". Pour tout i € N, on pose :

®(Sqzx) si i=01]2
0 sinon.

Sqidx = {
On définit une transformation naturelle A : & — idy en posant, pour tout © € M, Ay (Pz) = Sqlly.
L’application Ap; : M — M ainsi définie est bien un morphisme de modules instables. On note :
Sqox = Sqllz.

Remarque 3.3.3.2 (voir [25]). Pour vérifier que A est une transformation naturelle, il faut notamment
montrer que pour tout M, Ay : PM — M est compatible a l'action de &/, ce qui signifie que, pour tout
reM', jeNona:
4 SqoSq??x sij=0[2]
J — )
5¢’Sqo { 0 sinon.

Cela se vérifie a I'aide des relations d’Adem.

Lemme 3.3.3.3. Soit & une opérade, + € 2(2)®2, M un &-module. On a, dans S(%, M),

sqi(*;x,x):{ (()*;Sqfx,swx) . i=0[2)

Démonstration. On vérifie que :

Sq'(xmx) = Y (x9¢x, Sqkx),

k=i
= ( > (xSdx, S ) + (% Sq’“m,qux)> +Y,
Jk=i,j<k
ouY := (x; Sq2 @, Sq2 ) S = 0 2] . Or, x étant stable par action de Gy, on a (x; S¢?x, S¢Fz) =
0 sinon
(x; Sq¢*z, S¢’ ). D’ott le résultat. O

Proposition 3.3.3.4 (Proposition/Définition). Soit P une opérade, x € P(2)®2 une opération stable
sous l'action de &3. On définit une transformation naturelle a* : & — S(9,—) en posant, pour tout
reM,

ay (Px) = (%2, x).
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Démonstration. Les applications o, sont linéaires en caractéristique 2 car x est stable sous I'action de
G,, et sont clairement naturelles en M. Il suffit donc de vérifier que aj,; est compatible & I’action de
I’algebre de Steenrod. Soit ¢ € N. On a :

o (Sq'dx) :{ 3;4(@5(;%(35)) sio i=0][2

sinon.

D’apres le Lemme [3.3.3.3] on en déduit que Sqia’, (®z) = o, (S¢' ®x). O
On en déduit une transformation naturelle a2 : & — S(uCom, —), et on a :

Lemme 3.3.3.5. Une algebre instable sur I'algébre de Steenrod est une uCom-algebre (M, 6) sur % telle
que f o oz]\X/f = Ay

Démonstration. Par définition, une algebre instable sur 1’algebre de Steenrod est une uCom-algebre (M, 6)
telle que Xo(z,z) = Sql*lz pour tout € M. Or Xa(z,z) = 0 ayg (®x) et Sql*le = Ny (P2). O

Définition 3.3.3.6. Soit & une opérade, et x € P(2)%2. On appelle P-algebre x-instable sur I'algébre
de Steenrod une P-algebre (M, 0) sur % telle que 0 o a3, = Ay, c’est-a-dire telle que, pour tout « € M,
Sql*lz = x(z, z).

On appelle algebre & niveaux instable sur lalgebre de Steenrod une Lev-algebre (M, 6) sur % telle
que 0 ook, = Xy

3.3.4 OPERATIONS Lev-COMPATIBLES

Dans cette section, on définit la notion de ‘Lev-compatibilité’ pour une opération « € (2)®2. Une telle
multiplication est dite ‘Lev-compatible’ si elle vérifie une certaine relation de commutativité avec toute
autre opération de &. On définit les P-algebres x-compatibles, qui sont celles sur lesquelles 'opération
* agit comme une opération Lev-compatible. On verra qu’une 9P-algebre x-instable est en particulier
x-compatible. La condition de Lev-compatibilité pour une opération x € P(2)®? sera nécessaire dans la
preuve du Théoréme [3.3.5.10] pour identifier certaines F-algebres *-instables libres.

Notation. Dans cette section, on fixe & une opérade dans Fecy.
Définition 3.3.4.1. e Soit x € P(2)®2. On dira que * est Lev-compatible si elle vérifie, pour tout
we Pn):

*(py 1) = | plx, . %) | - o2n, (E)
——

oll o3, € &%" envoie 2i sur n + i et 2i — 1 sur ¢ pour tout i € [n].

e Soit x € P(2)®2. On dit qu’une P-algebre A est x-compatible si, pour tout u € P(n), ay,...,a, €
A,on a:
*(plar, ... an), plar, ... an)) = p(x(ar, ar), ..., *(an, an)).

Ezemple. Le générateur de Lev et celui de Com sont Lev-compatibles.

Remarque. Si x est Lev-compatible dans &, alors toute JP-algebre est x-compatible.

Proposition 3.3.4.2. Une P-algebre x-instable est x-compatible.
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Démonstration. Soit M une P-algebre x-instable, u € P(n), x1 € M* ... x, € M* et K := 2?21 k
On a

*(:u(xh o 'azn)a,u‘(zla s axn)) = Squ’(xlv s 7In)
= Z :u(‘s’qjlxh)‘sanxn)

Jitetin=K
— S k1 S kn
_M( qg "T1,...,0(4 :En)
= M(*(‘rlv xl)v cee 7*(x’na (En)),
olt la troisitme égalité est une conséquence du Lemme O

Proposition 3.3.4.3. Soit & une opérade, x € P(2)°2. Considérons un sous-S-ensemble F de .
Supposons que F' engendre & en tant qu’opérade.

Alors x est Lev-compatible si et seulement si elle vérifie la relation [E] de la Définition pour tout
nekF.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que si p, v € F vérifient [E] alors u o; v vérifie [E] et, si de plus u et v
ont méme arité, p + v vérifie [E} Soit donc u,v € F, notons m, n les arités respectives de p et de v. Si u
et v vérifient [E] alors :

*(po; vy posv) = ((x(p, 1)) ongi v) 03 v,
((M(? ) 02771) On4i V )Oz v,
(%, .., %) 0ip1 V) oy v) - o,

i

_( (*,...,*) Oomy Ky ey k o',
(o

) 02(m+4n—1)-

Ici, 0/ € Gapmyon_2 est une permutation par blocs, obtenue en appliquant o & 2m blocs de taille 1, sauf
le i-eme et le i + 1-eme, de taille n.
D’autre part, si p et v sont de méme arité n, puisque le corps de base est de caractéristique 2, on a :

*p+ v, ptv) =*(p, 1) + %, v),
= pl %) F Uk ),
:(,u—l—v)( yeee %),

O

Remarque 3.3.4.4. Si x € P(2)®? est Lev-compatible, alors elle est & niveaux. En effet on a %(x,%) =
*(k, %) - 04, et 04 est la transposition de 2 et de 3.

Lemme 3.3.4.5. Si x € P(2)®2 est Lev-compatible, alors (x;d, d) € (2 o D)(2)2 est Lev-compatible.
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Démonstration. Supposons que x € 2(2)®2 est Lev-compatible. Soit T := (u;d™, ..., d"") € (o D)(n).
On a:

(kid,d) (T, T) = (*(p, p);d* oo dit dntt o dintt)
= ((px, o) ooy d T AT AT At
= (U(e, ..o o) d T @it @ett gt gt it o,
= p(d"* (x;d,d),...,d"(x;d,d)) - o2p,
= (p;d™, ..., d") ((x;d,d),...,(xdd)-oop.

3.3.5 ALGEBRE INSTABLE ENGENDREE PAR UN MODULE INSTABLE

Dans cette section, on va créer, pour toute opérade & munie d’une multiplication commutative x €
P(2)®2, un foncteur qui, & un module instable M, associe la P-algebre x-instable libre engendrée par M.

Le résultat principal de cette section est le Théoréme [3:3.5.10] qui donne une description concise de la
P-algebre x-instable libre engendrée par un module instable réduit connexe, lorsque l'opération * vérifie
la condition de Lev-compatibilité définie précédemment. Sous ces conditions, on verra que cette FP-algebre
*-instable, quotient d’'une JP-algebre libre, est elle-méme une JP-algebre libre.

Lorsque 'on s’intéresse & 1'opérade uCom, munie de sa multiplication X5 € uCom(2)©2, et que 1'on
étudie les algebres instables engendrées par un module instable libre monogene, le résultat du Théo-
reéme [3.3.5.10] correspond aux calculs de J-P. Serre sur la cohomologie modulo 2 des espaces d’Eilenberg-
MacLane de Z/27Z [26].

(SP

Notation. Dans cette section, on fixe & une opérade, et x € %(2)®2. On rappelle que F = Fy. Néanmoins,
on s’autorise a noter a — b et a parler de la différence de deux éléments au lieu de leur somme, lorsque
cela simplifie la compréhension et va dans le sens de 'intuition.

Définition 3.3.5.1 (voir [30], [25], [17]). e On définit un endofoncteur X :  — % qui, & un module
instable M, associe le module instable XM défini par (XM)? = M9~ et Sq'(ox) = o(Sq¢'z), ot
ox € M1 correspond a I’élément 2 € M¢.

e Le foncteur ¥ admet un adjoint a gauche que ’on note 2.

e Soit I = (i1,...,%x) est une suite d’entiers. On dit que I est admissible si i, > 2,41 pour tout
h € [k — 1], et on appelle exces d’une suite admissible I 'entier e(I) := iy — iz — « -+ — iy.

e Soit I = (iy,...,4x) est une suite d’entiers. On note Sq’ := Sq'* ... Sq'* € o.
e On note F(n) le module instable engendré par un élément ¢,, de degré n.

e On note Sqy : M — M Dapplication linéaire qui & € M associe S¢/*lz. Rappelons (voir Section
3.3.3) que pour tout z € M, on a Sqox = Ay (D).

e Un module instable M est dit réduit si 'application Sqg : M — M est injective.

e Un module instable M est dit connexe si M? = 0.
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Lemme 3.3.5.2 (voir [25], [30]). Le module instable F'(n) est isomorphe &
¥"of /(Sq! : I admissible et exces de I > n).

Il admet donc une base vectorielle graduée formée des Sq’t,, ol |t,| = n et I est admissible d’exces
e(I) <n.
Remarque 3.3.5.3. e Le module instable F'(1) admet pour base {ji}ren, ol ji = SqQki1 ...Sq¢" €
ko
F(1)* (jo = t1).

e On vérifie que, pour tout n > 0, QF (n) est isomorphe en tant que module instable a F'(n — 1). En
effet, pour tout module instable M, on a une bijection ensembliste (naturelle en M) :

Homg, (QF (n), M) = Homy, (F(n), SM) = (SM)" = M™ ' = Homy (F(n — 1), M).
Notation 3.3.5.4.

e On note #7 la catégorie des P-algebres x-instables. Pour les prochaines sections, si x est Lev-
compatible, on s’autorise aussi la notation #y, olt fo : Lev — & est I'unique morphisme envoyant
le générateur de Lev sur . Ce morphisme existe car * est & niveaux (voir Remarque [3.3.4.4)).

e On définit inductivement 1'élément x, € Z(2%) de la facon suivante :
*0 = 1o, x1 =%, et, Vk > 1, *p = *(*p_1,%k—1)-

e Pour tout u € P(n), x € M, ot M est un module instable, on note (p; x*™) 'élément (u;x,...,x) €
——

S(P, M). Si M est une P-algebre on note aussi p(x™™) 'élément u(z,...,z) € M.
———
n

Proposition 3.3.5.5. Soit M un module instable. Notons :
KZ(M) := S(P,M)/({Sqot — *(t,t) : t € S(P, M)} ) .

Alors K7 (M) est une P-algebre x-instable, et de plus, Ky’ : % — %7 définit un foncteur adjoint &
gauche du foncteur d’oubli U : K — %.

Démonstration. Soit t € S(P, M). On a Sqo[t] = [Sqot] = [x(t,t)] = %([t], [t]) dans KZ (M), donc KZ' (M)
est x-instable.

Soit N une P-algebre *-instable, g : M — N un morphisme de &/-modules. Puisque S(%, M) est
la 9P-algebre dans % libre engendrée par M, il existe un unique morphisme de P-algebres dans %,
g :S(P,M),— N, qui prolonge g. Puisque N est x-instable, ¢'(({Sqot —*(t,t) : t € S(P, M)})p.%) =0,
donc il existe un unique passage au quotient g” : K7 (M) — N. Puisque KZ (M) est %-instable, c’est
donc la SP-algebre x-instable libre engendrée par M. O

Remarque 3.3.5.6. Le foncteur K7 : % — K7 peut-étre défini comme un coégalisateur :
(I)OS(@’—) 3‘9(‘@)_) )
entre la transformation naturelle A o idg(g, ), et la composée :

a*oidg(p,—) Ho

PoS(P,-) — S(2,-),

5(97 S(‘@a _))
o a* : & — S(P) est définie en [3.3.3.4
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Lemme 3.3.5.7 (voir [25]). Soit M un module instable. On a un isomorphisme de modules instables
YQM = Coker A\js. On a donc une suite, qui est exacte lorsque M est réduit :

Am

OM Mo M o yOM |

De plus, le morphisme pr : M — QM est 'unité de 'adjonction entre X et Q.
Définition 3.3.5.8. Soit M un module instable.

e On appellera section graduée le choix pour tout d € N d'une section vectorielle s : (XQM)? — M?
au morphisme pr : M? — (XQM)? (pr o s = idsqar). On note s : SQM — M une telle section
graduée. Attention, une section graduée n’est en général pas compatible aux actions de &, mais est
un morphisme d’espaces vectoriels gradués.

e On appellera base graduée de XQM un ensemble gradué B = (B;);en tel que pour tout i € N, B;
est une base de I’espace vectoriel (XQM)%.

Remarque 3.3.5.9. Lorsque i est pair, (®M)? = M2 et selon les théoremes classiques d’isomorphismes,
cela équivaut a choisir une rétraction linéaire r : M* — M2 & Sqq : M"/? — M’ (r o Sqo = idyyi/2) telle
que Sqg or = idy — s o pr, et cela équivaut aussi & définir un isomorphisme M* = (XQM)* & (Im Sqp)°,
ce qui fournit une décomposition de tout x € M* : x = Sqg o 7(x) + s o pr(x). Lorsque i est impair,
(®M)* = 0, donc pr est un isomorphisme, et on peut choisir s = pr=! et r = 0.

Théoréme 3.3.5.10. Soit P une opérade dans Fyecr, x € P(2)2 une opération Lev-compatible. Pour
tout module instable réduit connexe M, il existe un isomorphisme de P-algébres graduées (non naturel
en M) entre la P-algebre x-instable K7 (M) et la P-algébre libre engendrée par QM.

Tout choiz d’une section graduée s : YXQM — M et d’une base graduée B de XQM (voir Défini-
tion induit un tel isomorphisme de P-algébres :

Gop: KZ(M) = S(2,2QM).

Démonstration. Voir Section [3.3.6
O

Dans la section suivante, on donne la preuve compléte du Théoreme[3:3:5.10} L'un des résultats menant
vers cette preuve est le suivant :

Proposition 3.3.5.11 (Lemme . Soit & une opérade munie d'une multiplication x € (2)®?
Lev-compatible, et soit M un module instable réduit connexe muni d’une section graduée s : XQM — M
et d’une base graduée B de QM (voir Définition [3.3.5.8)).
On a alors :
K7 (M) = S(2, M)/ ({Sab(s(6)) = (uai5(6)*) :b € BY) .

3.3.6 PREUVE DU THEOREME [3.3.5.10

Le but de cette section est de présenter la preuve du Théoreme [3.3.5.10
Dans toute cette section, on fixe une opérade P dans Fyect, munie d’une multiplication Lev-compatible
* € P(2)%2, et M un module instable connexe muni dune section graduée s : QM — M (voir
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Définition , et d’une base vectorielle graduée B = (B;)ien de XQM. Pour les Lemmes et
3.3.6.3 on ne suppose pas que M est réduit.

La P-algebre K7 (M) étant décrite comme un quotient de la P-algebre libre S(%, M) par un idéal,
on va, dans les Lemmes [3.5.6.2] [3.3.6.9 et [3.3.6.6] chercher & simplifier cet idéal, en le remplacant par un
P-idéal engendré par un ensemble construit a partir de la base B.

Avec le Lemme on construira alors I'isomorphisme de P-algeébres désiré entre K7 (M) et la
P-algebre libre S(P, LOQM).

Notation 3.3.6.1. Posons Inst := {Sqox — (*;x,z) : x € M} et X = {Sqot — (x;t,t) : t € S(P, M)}.

Lemme 3.3.6.2. Dans S(#,M), on a (X)gpo = (Inst)eu, ou X et Inst sont définis en [3.3.6.1] En
particulier, on en déduit que
KZ(M)=S(2,M)/(Inst)pq.

Démonstration. On va montrer que Inst C X et X C (Inst)g. Il est clair que Inst C X, on va donc
prouver l'inclusion X C (Inst)e. Soit donc t := (u;x1,...,2,) € S(P, M) un P-mondme. D’apres le

Lemme [3:3.1.5] on a :

Sth = (Ma Sqoxla .. -yS(ZOCCn)7

donc I’élément suivant est dans (Inst)ge :

SQO’L* [L((*;$1,Il), ceey (*; l’n,l’n)) = Sthf (,LL(*, s 7*);x17x17 .- -,mn,xn),

= Sqot — ((ky . ooy %) - Oon; Ty e oy Ty L1y e vy T )
Puisque x est Lev-compatible, cet élément est égal a :
Sqot — (*x(p, 1); 1y ooy Ty T, - o, ) = Sqot — *(4, 1),
Cela prouve que X C (Inst)sx. O

Lemme 3.3.6.3. Dans S(%, M), on a (Inst)p g = (Inst)s, ou Inst est défini en|3.3.6.1} En particulier,

on déduit du Lemme que
KZ(M) = S(2,M)/(Inst)x.

Démonstration. Rappelons que par définition (voir Proposition [3.3.2.4), on a (Inst)p9 = (o - Inst)x.
L’ensemble & - Inst est constitué, par définition, des éléments du type

p(Sqor — (%2, 7)),

olt p € &, x € M. On va montrer que pour tout * € M, j € N, S¢7 (Sqoxr — (x;2, 7)) € (Inst)g.
D’un c6té, d’apres la Remarque [3.3.3.2) on a :

j SqoSq’?x sij=0]2
J — )
S¢Swr = { 0 sinon.
Or, d’apres le Lemme [3.3.3.3] on a :
(4 _J Sq%x,Sq%x) sij =02
5 (7, ) { 0 sinon



Finalement, on a :

4 Lo (5 Sgh 3 Inst =02
S0 (St — (xi,)) = {050 (St Sate) €dnst g =0

D’ot le résultat. O

Définition 3.3.6.4. e On note C l'ensemble gradué (C;)ien ot C; := {Sqfs(b) : k € N,b € By},
avec Bjjor = 0 si 5 ¢ N.

e On note

E = {sqgs(b) - (*k; (s(b))XQk) . Sqks(b) € Cy,i € N} :

Lemme 3.3.6.5. Supposons que M est réduit. L’ensemble C; défini en est une base de M.
Démonstration. Puisque B; est une base de (XQM)?, et puisque s : (SQM)" — M? est injective, il suffit
de montrer que D; := {Sqks(b) : k > 0,b € B;jor} est une base de (Im Sqo)*, ou par convention, B, = 0
lorsque g # N. Puisque M est connexe, il n’y a rien a prouver lorsque i = 0. On va prouver le résultat
par récurrence sur la valuation 2-adique de 7 > 0.

Si i est impair, (Im Sqo)? = 0, mais D; = .

Supposons que D; est une base de (Im Sqp)? pour tout j dont la valuation 2-adique vaut v. Supposons
que la valuation 2-adique de i vaut v 4+ 1. Par hypothese de récurrence, puisque la valuation 2-adique de
[ :=i/2 vaut v, 'ensemble D; est une base de (Im Sqp)’. Donc D;Us(B;) est une base de M'. Puisque Sqq
induit un isomorphisme M' — (Im Sqp)?, cela implique que Sqo (D; U s(B;)) est une base de (Im Sqp)*.
Or, on vérifie que D; = Sqo (D; U s(By)). O

Lemme 3.3.6.6. Supposons que M est réduit. On a (F)e = (Inst)e ou E est défini en [3.3.6.4] et Inst
est défini en [3.3.6.1] On déduit donc du Lemme [3.3.6.3| que :

K7 (M) =8(P,M)/(E)s.

Démonstration. On va montrer que E C (Inst)p et Inst C (E)g.

Montrons que Inst C (E)g.

Soit € M. D’apres le Lemme x s’écrit comme une somme d’éléments du type y := ngs(b)
oukeNbeXOQOM.

D’un c6té, on a Sqoy = ng+ls(b), donc I'élément « suivant est dans (E)g :

o= Saoy — (%415 (s(0)) %)
D™un autre coté, on a (x;y,y) = (x; Sqfs(b), Sgfs(b)). Donc 'élément suivant est dans (E)g :
Bi= Gamny) = (o (500 (s (50" ) ) = (s59) = (s (50

Finalement, les éléments du type o — 8 = Sqoy — (%;y,y) sont dans (E)g, donc Sqoz — (xz,x) € (E)e,
et donc Inst C (E)».

Montrons que E C (Inst)g.
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Soit k € N, b € B. On va montrer, par récurrence sur k € N, que Sq¥s(b) — (*k; (s(b))mk) € (Inst) .
Tout d’abord, si k = 0, on a Sqks(b) — (*k; (s(b))xzk) = 0 € (Inst)». Supposons que, a l € N fixé, on a

Sqbs(b) — (*l; (S(b))“l) € (Inst)p. Soit k =1+ 1. Remarquons que 1'élément suivant est dans Inst :

a = Sqfs(b) — (x; Sqhs(b), Sqhs(b)).

Par hypothese de récurrence, I’élément suivant est dans (Inst)g :

Sqbs(b) — (*l; (s(b))”l) )

Donc, I’élément suivant est dans (Inst)g :

B o= (Sabs(v) — (i (s(6))** ) Sabs(b) = (x5 (s(0))%' ) ) = (3 Sahs(b), Sabs(®) + (a3 (s(6))*")

Finalement, ’élément suivant est dans (Inst)g :
k
o= B = Sabs(b) — (a3 (s(0)) ). O

Lemme 3.3.6.7. Supposons que M est réduit. Il existe un isomorphisme (non-naturel en M) de P-
algebres graduées @5 g : KZ (M) = S(P,XQM) qui dépend du choix de la section graduée s : XQM — M
et de la base graduée B de XQM.

Démonstration. Rappelons que le Lemme nous fournit, pour tout i € N une base C; de M?.

Considérons le morphisme d’espaces vectoriels gradués ¢s g : M — S(P,LQM) qui envoie tout
Sqks(b) € C; sur (*k;b“k) € (S(2,£OM))". 1l induit un morphisme de P-algebres @5 5 : S(P, M) —
S(P,ZQM).

Montrons que ¢, p passe au quotient en un morphisme de S-algebres @, B : KZ(M) — S(P,%QM).
D’apres les Lemme Lemme [3.3.6.6, et Lemme [3.3.6.9 il suffit de prouver que l'image de tout
élément de E par ¢, p est nulle, ol I est défini en 3.3.6.6} Soit Sqfs(b) € C;. Puisque @5 p est compatible
a Paction de P, et puisque @5 p(s(b)) = b pour tout b € LQM, on a alors

@s.5(9455(b)) = (*k:;bXQk) = (*k ((%73(8(6)))X2k)) =P, 5 (mc;(s(b))“k) .

On va montrer que ¢, p est bijectif.
L’espace vectoriel (S(P,XQM))" est engendré par les éléments du type :

s:= (v;by,...,bm),
o v € P(n) et b,...,by €[,y Bj vérifient [by| 4+ [bn| =i. Or, on a:
@s,8(V;8(b1), ..., 5(bm)) = (V3b1,. .., b))

Donc ¢, g est surjective.
Montrons que @5 p est injective. Pour cela, remarquons d’abord que l'on a, par définition, ¢, g o
S(P,s) = ids(» zam). Donc, en notant 7 : S(P, M) — S(P,M)/(E)g la projection canonique, on a

99



Ps,pomoS(P,s) =idsqr. On en déduit en particulier que 7o S(P, s) est injective. Soit X € S(P, M).
Puisque S(P, M) est engendré par les éléments du type (v; Sq’gls(bl), A Sqlg"‘s(bm)), ouv € P(m), et
out Sg*1s(by), ..., 5¢" s(bm) € [Tyen Ca, X se décompose :

k,‘y ki,mi
X:Z(Vi;SqO 1s(bi,1)7"~7sq0 s(bl}mi))a
i€l
ou [ est un ensemble fini et pour tout i € I, v; € P(m;), et qui’ls(bijl), L, Sghkimi 5(bi;m;) € ey Ca-
On rééerit :

X = Z<V“S‘10“ bia)s s 806" 5(bim) = (ot )3 (3(00) e (s )

i€l

e(F)gy

) 00 )

€lm(S(2,s))

+ (Vi(*ki,17 sy KKy

i

En notant Y := 3., (Vi(*kiJ?""*k ),bzxfk”a---,bzximl> € YQM, on remarque que la classe
modulo (E)g de X est m o S(P,s)(Y). Maintenant, si @5 p(X) = 0, puisque @5 5(X) = @spomo

S(P,s)(Y) =Y, cela implique que X est dans la classe de 0 modulo (E)g. Donc ¢, g est injective. [

3.3.7 EXEMPLES ET APPLICATIONS DU THEOREME |3.3.5.10

Dans cette section, nous appliquons le Théoreme [3.3.5.10] sur quelques exemples, et notamment sur
les modules instables libres F(n). Le Théoréme donne, pour tout module instable réduit connexe
M, un isomorphisme de P-algebres graduées non naturel K7 (M) = S(P,¥QM), qui dépend d'une
section graduée de M (voir Définition et d'une base graduée de QM. Dans le cas ot M = F(n),
on verra qu’il existe une section graduée ‘privilégiée’ et ’on exposera quelques calculs de I'action de &/
sur S(P, QM) obtenue par transfert de celle de K7 (M). On propose ensuite un contre-exemple au
Théoreme dans le cas ot M n’est pas réduit.

Remarque 3.3.7.1. Soit & une opérade dans F, .., M un module instable réduit connexe, muni d’une
section graduée s et d’une base graduée B de XQ2M . D’apres la construction de la preuve du Lemme|3.3.6.7
Vinverse de ¢s p : K7 (M) — S(P,LQM) est le morphisme de P-algebres qui envoie z € ZQM sur
[s(2)]p € KL (M).

Définition 3.3.7.2. Soit & une opérade dans Fyee;, M un module instable réduit connexe, muni d’une
section graduée s et d’une base graduée B de QM. On définit alors une action de & sur S(P,LOQM)
par :

Sq' @ t:= @7 (Sq' (1)

Exemple 3.3.7.3. e On rappelle (voir Remarque [3.3.5.3) que, pour tout n > 0, QF(n) = F(n — 1).
Le Théoreme [3.3.5.10] affirme ’existence, pour tout entier n > 0, d’'un isomorphisme de P-algebres
K7 (F(n)) =2 S(?,%F(n —1)).

e Soit n > 0. D’aprés le Lemme [3.3.5.2) F(n — 1) posséde une base formée des Sqli,,_; ot I est
admissible d’exces e(I) < n. Cela nous donne un choix pour la base graduée B :

Bi = {0(S¢t,_1) € ZF(n — 1) : I est admissible, e(I) < n, et [I| =i —n}.
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On en déduit aussi une section graduée s : SF(n—1) — F(n) qui a 0(Sq’t,—1) € B; associe Sq’t,,.

e Dans le cas n = 1, puisque X F(0) ne contient qu'un élément non-nul oy de degré 1, la base graduée
By = {01} est la seule base graduée, et puisque F(1)' ne contient qu’un élément non-nul ¢1, la
section graduée s : XF(0) — F(1) qui envoie oo sur ¢; est la seule section graduée.

e On va décrire l'action de & transférée de celle de K7 (F(1)) sur la P-algebre S(P,%F(0)) par
I'isomorphisme @5 p déduit de la base B et de la section graduée s données au point précédent.
Puisque K7 (F(1)) et S(,XQF(1)) sont isomorphes en tant que P-algebres, et puisque K7 (F(1))
satisfait la relation de Cartan, il suffit de décrire l'action de & sur le générateur oig. Puisque
S¢° ® oy = oup, et puisque Sq’ ® oy = 0 pour tout 7 # 0, 1, il suffit de calculer Sq'owg. Or, puisque
K7 (F(1)) est x-instable, on a nécessairement Sq* ® oy = (x; 019, 010).

e Considérons I'élément z := o(Sq*Sq?>Sqli1) € LF(1) € S(2,TF(1)). Remarquons que les re-
lations d’Adem donnent Sq'Sq¢* = S¢°. Donc l'action classique de o sur L F(1) donne Sq'z =
a(5¢°Sq*Sq'i1) = 0 par instabilité de F(1). D’un autre c6té, I'action déduite de celle de KZ'(F(2))
sur S(P, 2 F (1)) avec la section graduée et la base graduée décrite plus haut donne :

Sq' © = ¢(Sq*s(x)) = ¢(S¢°Sq*Sq 12) = G(x; Sq*>Sq' 12, S¢*Sq*12)
= ¢(%;8(08¢°Sq" 1), 5(05¢*Sq 11)) = (% 054> Sq*11,09¢°Sq" 11).

Lemme 3.3.7.4. Soit 2 une opérade dans Fyec, x € P(2)2 une opération Lev-compatible. Pour tout
module instable réduit connexe M, quel que soit le choix de la section graduée XQM — M, action de
o déduite de celle de K7 (M) sur S(2,¥QM) donne toujours, pour y € P(n) et x1,...,1, € QM,

Sqo@(u;mla"'7xn> :*((M;.’El,...7.77”),(/,6;5(51,...,.%'n))-

Démonstration. C’est une conséquence du fait que K7 (M) est x-instable. Plus précisément, on a, en
reprenant les notations de la preuve du Lemme [3.3.6.7]

Sqo © (321, - - - an) = G(Sqop(s(x1), - .. s(an)))
@(*(M(S@:l)v R S(xn))nu(s(xl)v SR s(xn))))

Puisque ¢ est un morphisme de P-algebre, on en déduit que :

Sqo © (1521, .., xn) = @(Sqop(s(z1), ..., s(zn)))
= (@(u(s(xr), - 8(xn))), @(uls(1), - -5 8(xn)))) -

La Remarque [3.3.7.1| permet d’en déduire le résultat. O

Proposons un contre-exemple au Théoreme |3.3.5.10|dans le cas ol le module instable générateur n’est
pas réduit.

Ezemple. Posons M = X F(0), et fixons f = idpe, : Lev — Lev. Rappellons que X F(0) est un espace
vectoriel de dimension 1, engendré par un élément oty de degré 1 tel que Sq'oiy = 0. D'un coté, dans
K;(ZF(0)), on a x(ctg, otg) = Sqtary = 0. Puisque K (X F(0)) est une Lev-algebre engendrée par $F(0)
il s’ensuit que K(XF(0)) est isomorphe & ¥ F(0) munie du produit & niveaux trivial. D’un autre coté,
OXF(0) = F(0), donc S(Lev, XQ(XF(0))) = S(Lev,XF(0)) est la Lev-algebre libre engendrée par un
élément de degré 1. Il est donc clair qu’en tant que Lev-algebre, K;(XF(0)) 2 S(Lev, ZQXF(0)).
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3.3.8 OPERADES MULTLIPLICATIVES A NIVEAUX, OPERADES Lev-COMPATIBLES

Dans ce qui précede, on a étudié certains objets de la catégorie des 9P-algebres *-instables. Cette
catégorie dépend de la donnée d’une opérade, P, et d'un élément Lev-compatible x € %(2)®2. On va
étudier ici les liens entre les morphismes entre opérades sous Lev et la catégorie d’algebres instables
obtenues. Le résultat nous servira plus tard & identifier certains objets.

Définition 3.3.8.1. e On appelle opérade multiplicative a niveaux une opérade & munie d’un mor-
phisme d’opérades Lev — 9. Les opérades multiplicatives a niveaux forment une catégorie, la coslice
catégorie sous Lev, que 1’on note Lev \Opr, et dont les morphismes sont les triangles commutatifs :

Lev

e La donnée d'une opérade multiplicative a niveaux Lev 17, P est équivalente a la donnée de I'image
par fg du générateur de Lev, donc d’une opération « € P(2)2 vérifiant *(x, %) - 723y = *(*, *).

Lorsque cette opération est Lev-compatible, on appelle opérade Lev-compatible la donnée du mor-
phisme fg : Lev — . D’apres ce qui précede, on peut alors définir la catégorie H#, des P-algebres
*-instables, ou fg-instables, et le Théoreme [3.3.5.10] nous donne la structure des objets libres de
cette catégorie engendrés par des modules instables réduits connexes.

Remarque 3.3.8.2. e Si: P — @ est un morphisme d’opérades multiplicatives a niveaux entre
opérades Lev-compatibles, le foncteur de ‘restriction’ * : @ag — Paig se restreint en un foncteur
P* o %f@ — e%fg,.

e Soit M un module instable réduit connexe. Un morphisme 1 : » — @ d’opérades Lev-compatibles
induit un morphisme de S-algebres fop-instables ¥, : Ky, (M) — *(Ky,(M)).

Proposition 3.3.8.3. Soit M un module instable réduit connexe, s : QM — M une section graduée
et B une base graduée de XQM. L’isomorphisme ¢, g donné par le Théoréme est ‘fonctoriel’ en
lopérade Lev-compatible fo, c’est-a-dire :

Soit ¥ : P — @ un morphisme d’opérades multiplicatives a niveaux entre opérades Lev-compatibles. Le
Théoreme [3.3.5.10| nous fournit deux isomorphismes ¢ g : Ky, (M) — S(2,SQM), et ¢s 5 : Kp, (M) —
S(@,2QM).

Le diagramme suivant commute dans la catégorie des P-algebres graduées :

Ky, (M) —— s (K, (M)

@s,B\L

S(P, LOM)

¢*(¢s,3)l

S(,S0OM
R, pr(S(@,2aM)).

Démonstration. Rappelons (voir la preuve de Lemme [3.3.6.7) que ¢, p est induit par un morphisme

Psp : S(—, M) — S(—,XQM), lui-méme induit par un morphisme s p : M — QM. On en déduit
que le diagramme ci-dessus commute quel que soit le choix du morphisme ¥ : P — @ d’opérades
multiplicatives a niveaux entre opérades Lev-compatibles. O
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Opérade obtenue comme limite costationnaire en toute arité :

On se place maintenant dans le cadre suivant : soit & une opérade multiplicative & niveaux. Supposons
que P est la limite d’'un diagramme & : Z< — Lev \Opy :

Lev
fr f‘l fit+1
PET D) — P 1) — -
Supposons que, pour tout k, le diagramme induit sur les modules d’arité k :
mw(k m; 4 k
2k) " o) (k) — Y g4 1) (k) —

est costationnaire, c’est-a-dire, pour tout k, il existe un entier ny tel que si ¢ < j < ng, le morphisme
associé D(i)(k) — D(j)(k) est un isomorphisme (et done, P(k) = D(j)(k)). On note, comme sur les
diagrammes précédents, f» : Lev — P et pour tout i € Z, f; : Lev — D(i) les morphismes structurels.
On note m; : P — D(i) les morphismes canoniques, et m; ; = D(i < j) : D(i) — D(j) les morphismes
du diagramme.

On suppose que toutes ces opérades sont Lev-compatibles. Pour un morphisme d’opérades Lev-
compatibles ¢ : & — @, on rappelle 'existence d’un foncteur d’oubli ¢* : Fy, — Hj,, et d'un mor-
phisme ¢, : K¢, (M) — Ky,(M), définis en Pour tout module instable réduit connexe M, on
obtient donc un foncteur FM : Zo — Hy,, qui a i € Z associe 7} (K, (M)) et qui a tout i < j associe
7 ((mag)-) : (K, (M) — mom? (K g, (M) = (K g, (M)

Lemme 3.3.8.4. Dans le contexte décrit au paragraphe la P-algebre fo-instable Ky, (M) est la
limite du diagramme FM.

Démonstration. Le morphisme F M (m; ;). : Ky,(M) — Ky, (M) est I'identité sur M. On en déduit un
morphisme ¥ : Ky, (M) — lim FM qui, pour tout € M, envoie I'élément = de Ky, (M) sur la famille
(7)icz € [l;ez Ky, (M). On choisit une section graduée s : QM — M et une base graduée B de QM.
D’apres le Théoreme cela induit un isomorphisme Ky, (M) = S(@,~QM), pour toute opérade
Lev-compatible fg : Lev — @. L’espace vectoriel des éléments de Ky, (M) de degré n est alors engendré
par les éléments du type t := u(s(b1),...,s(bx)), avec p € P(k), (b1,...,br) € TQM.

On va construire un morphisme ¢ : imFM — K #,(M) inverse de Y. Rappelons que, pour tout ¢ € Z,
on a fixé un isomorphisme de P-algebres Ky, (M) = S(D(i), XQM) par le choix de s et B.

Soit t € lim FM un élément de degré k. Pour tout i € Z, la projection de t dans Ky, (M) est une
somme d’éléments 3. ; i j(s(ij1)s- -, 8(@ijk ;) ot Ji est fini, avec k;; € N, p;; € D(i)(kiz),
Tij1see s Tigh, € DM, et Zle[ki‘j} |zi ;1| = k. Or, pour tout j € J; et I € [k;; ], |z; ;4] > 1. Donc
max{k; ; : j € J;} < k. On a supposé qu’en toute arité a, la suite P(i)(a) était costationnaire. Il existe
donc un entier Ny € Z tel que pour tout a < k, si i’ <" < Ny, my v (a) : D) (b) = D(i")(a) est un
isomorphisme.

En particulier, fixons [ = Nj. Pour tout !’ < I, puisque my ;(a) est un isomorphisme, et ce en toute
arité a < k, on en déduit que :

ot (s@@u )y 8@ ) = > mp (k) () (s (@) 8@k ,)-

jEJl/ JEJ
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On a done t= (S, vig(s(erga)s- o 5(@gm,)) o

1€EZL
o mea () ) sl <
i * ml,l’(kl,j) sill >l

Pour tout j € J, posons p; = (vi,j)icz € P On pose ((t) := 3, pj (s(@151),-- - s(T1jk,))- On vérifie
que ¢ ainsi défini est bien un inverse de . O

3.4 OPERADES ET ACTIONS A DROITE DE L’ALGEBRE DE STEENROD

Dans cette section, nous allons rappeler les définitions de module a droite et de bimodule sur I’algebre
de Steenrod. Suivant Miller [20], on considére des modules bigradués, la deuxieme graduation étant
appelée le ‘poids’, et I'action de ’algebre de Steenrod diminue ce poids.

Dans la section on définit les modules a droite sur 'algebre de Steenrod, et on définit des notions
d’instabilité et d’algebre sur une opérade similaires a celles définies dans le cas des modules & gauche.

Dans la section [3.4.2] on réunit les notions d’algebre instable a droite et a gauche pour définir une
notion de bimodule instable. Puis, en étudiant I'action des opérades sur ces bimodules, on définit une
notion d’algebre bi-instable par rapport a une opérade munie d’une multiplication commutative. Cette
notion contient la notion de p-objets de Lannes et Zarati [17].

3.4.1 MODULES A DROITE SUR L’ALGEBRE DE STEENROD

Dans cette section, on rappelle la définition de module instable & droite sur I’algebre de Steenrod, en
suivant les convention de Miller [20]. De la méme maniére qu’il existe un foncteur d’‘oubli’ qui, & partir d’un
module sur I’algebre de Steenrod, ne garde qu’un endomorphisme de Froebenius, on peut aussi oublier une
partie de ’action de & sur un module a droite, pour ne garder qu'un endomorphisme divisant le degré par
deux. Un tel endomorphisme est parfois appelé Verschiebung, ce qui se traduit littéralement par ‘décalage’.
Dans notre étude, on garde principalement la structure de D-module induite par ce Verschiebung, et on
étudie une filtration d’un o/-module & droite G(1) par des D-modules monogenes {T,G(1)}4en-

Définition 3.4.1.1.

e Un module & droite sur & est un espace vectoriel muni d’une graduation appelée ‘poids’ M =
(M;);ez et d’une action & droite de & qui diminue le poids. Autrement dit, si x € M;;; et 6 € ;,
x -0 € M;. Si x est de poids n, on note w(x) = n.

e On note o ,0q la catégorie des modules & gauche sur &, et mody la catégorie des modules & droite
sur .

e On dit qu'un module & droite M sur & est instable si, pour tout x € M;,; et j € N, si j > 1, alors
x-5¢7 = 0. On note %< la catégorie des modules instables & droite.

e Comme précédemment, on obtient une structure monoidale symétrique sur %%, pour laquelle, si
M, N sont des modules instables & droite, alors (M @ N)q = @ M; @ Nj, et,sizc M,y N
et i1 €N, on a, dans M Q@ N :

i+j=d

(z®vy)-Sq" = Z z-S¢ ®@y-Sq".
Jk=i
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e Les espaces vectoriels s’identifient a des modules instables a droite concentrés en poids 0, et toute
opérade dans les espaces vectoriels s’identifie a une opérade dans les modules instables a droite
concentrée en poids 0.

e Si M est un module & gauche sur &, on note M¥ le module & droite sur & défini par, pour tout
i € N, (M%); = (M")% ot V¥ = Homp(V,F) est I'espace vectoriel dual de V, muni de I'action &
droite ‘duale’ de celle de M : — - S¢7 = — o0 S¢7 : (MT7)% — (M?)E.

Remarque 3.4.1.2. e La condition (w(z) =i+ j)A(j >1i) = z- S¢? = 0 peut étre réécrite 25 >
w(z) = x-S¢? =0.

e Si un module a droite M sur & est instable, alors pour tout i < 0, M; = 0. En effet, si x € M;,
la condition d’instabilité implique que z = z - S¢° = 0. On pourra considérer les modules & droite
instables comme étant gradués sur N plutot que sur Z.

Définition 3.4.1.3.

e On a un foncteur ‘d’oubli’ mody — Dyl qui, & un module a droite M, associe ’espace vectoriel
D,,eny My, muni du morphisme de décalage :

d:z»—){ :r~Sqwszm) s% w(z) =0 [2],

0 sinon.

e Notons G(1) := F(1)¥, et pour tout ¢ € N, notons T,G(1) le sous-module & droite de G(1) engendré
par I'élément y, = (ngtk1 ...quoel)li € G(1)24. On a décrit en m la structure de D-module
sur G(1) et sur T,G(1). On rappelle que I’action de D sur T, G(1) se restreint en une action de T, D,
et en tant que telle, T,G(1) est la T, D algebre libre engendrée par y,.

e La filtration de D-algebres décrite en [3.2.3.3] est de fait une filtration de modules a droite :

q
YqYqt+1-S°

—T,G1) ——— T, 1G(1) —— - - >G(1).

3.4.2 BIMODULES SUR L’ALGEBRE DE STEENROD

Dans cette section, on définit les bimodules sur 1’algebre de Steenrod, et la notion de bimodule instable
sur l'algebre de Steenrod, suivant Miller [20], et Lannes et Zarati [I7]. On définit aussi leur produit
tensoriel, et l'action des opérades algébriques sur ceux-ci. On oublie parfois une partie de 'action a
droite pour ne garder que le Verschiebung, comme a la section précédente. Ceci nous permettra de
voir les bimodules instables comme des D-algebres dans %. Etant donnée une opérade & munie d’une
multiplication x commutative, on définira alors la notion de JP-algebre *-bi-instable, qui étend la notion
de P-algebre *-instable définie précédemment en introduisant un décalage issu dudit Verschiebung.

Définition 3.4.2.1.

e Un bimodule sur 'algebre de Steenrod est un Fi-espace vectoriel bigradué M := @, jez M j’ muni
d’une action a gauche de l'algebre de Steenrod qui augmente le degré i, d’une action a droite de
I’algebre de Steenrod qui diminue le degré j, et tel que ces deux actions commutent. On note bimod

la catégorie des bimodules sur & .
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e Soitx € M; On dira que z est de degré i et de poids j. On note |z| = i, w(x) = j et bideg(z) = (4, 7).

e On dit qu’un bimodule M sur & est bi-instable s’il est instable en tant que module a gauche et en
tant que module & droite. On note %2 la catégorie des bimodules bi-instables.

Remarque 3.4.2.2. ° Autrement dit, si M est un bimodule sur &, pour tout k, k' € N, 7,5 € Z, si
S M;-, alors qucc € MJH‘k’ T - qu c ]\4]1_71«7 ot qu(:E . qu ) = (qul‘) ) qu '

e Comme précédemment, si M est bi-instable, alors il est concentré en degré et en poids positifs.

e Tout module & gauche (resp. a droite) M sur & peut étre considéré comme un bimodule sur &
concentré en poids nul (resp. en degré nul) :

i M? (resp. M;j) sij=0 (resp.sii=0),
M. — .
! 0 sinon.

Si M est un module instable (resp. instable & droite), alors le bimodule ainsi obtenu est bi-instable.

Définition 3.4.2.3.

e Si M est un bimodule sur &, alors on définit un bimodule ‘dual’ M* en posant (Mﬁ); = (M) et
en considérant 'action & droite (resp. & gauche) de & duale de I’action & gauche (resp. & droite) de
a sur M. Si M est instable, alors M* est instable & droite, et réciproquement. Plus précisément,
Paction de & & droite est définie par : — - Sg/ = — o S¢/ : (M *7)* — (M})*, et I'action & gauche

est définie par : S¢/ = o(— - S¢’) : (MF)* — (Mi’:j)ﬁ.

e Les structures monoidales symétriques sur &y,0q4 €t mody (resp. sur % et %d) induisent une structure
monoidale symétrique sur bimodgy. Pour M, N deux bimodules, on a :

(M@N)i= & M eN:
i1+i2=1
Ji+j2=j

L’action de & a gauche et a droite sur M ® N est la suivante :

Sq'(@®y) = Y (S¢z) ® (S¢*y),

Jk=i

(@®y)-Sq' = Y (v-S¢) @ (y-S¢").
Jj+k=i

Si M et N sont des bimodules bi-instables, alors le bimodule M ® N est bi-instable.
e Les espaces vectoriels s’identifient & des bimodules concentrés en degré et poids nuls, et les opérades
dans les espaces vectoriels s’identifient & des opérades dans les bimodules concentrés en degré et

poids nuls. Pour une opérade &, on note @Z‘lz (resp. gg’fg“’d) la catégorie des P-algebres dans %2
(resp. dans bimody).
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o Le foncteur ® : % — % induit un foncteur ® : %2 — %2 qui double le degré mais conserve le poids :

0 sinon.
Pour tout = € M}, on note ®x 1'élément, correspondant de (®M)%. Pour tout k € N, on pose :

®(Sqzx) si k=02
0 sinon.

SqFEdr = {

(®x) - S¢* := ®(x - Sq*).

On définit une transformation naturelle A : ® — idy2 en posant, pour tout z € M, A\ (Pz) = Sqoz.
L’application Ay : @M — M ainsi définie est bien un morphisme de bimodules bi-instables.

Lemme 3.4.2.4. Soit x € %(2)®2. On a une transformation naturelle o* : ® — S(2,-) dans %2 telle
que o* (dz) = (%2, ) - Sq*®).

Démonstration. On reprend la preuve de la Proposition [3.3.3.4] Il ne manque plus qu’a montrer que a*
est compatible aux actions a droite de &/. On veut montrer ’égalité suivante pour tout i € N :

a*((®x) - S¢') = a*(Px) - Sq'. (E)

Notons que o*((®z) - Sq') = (x;2 - S¢', - S¢*) - Sq =" = ((x;2,z) - S¢*) - S¢¥ @D~ et a*(Pz) - S¢' =
((x;z,2) - Sg»@) - S¢'.
On termine la preuve a I'aide du lemme suivant (en posant y = (x;x, x), | = w(z)). O

Lemme 3.4.2.5. Soit M un module a droite instable, y € M un élément de poids 2. Pour tout i € N,
on a :

(y-Sq*)-Sq'~" = (y-Sq¢') - S¢".
Démonstration. Tout d’abord, si 2¢ < [, on a 4i < 2l, donc 2i < 2(I — 1), et d’apres les relations d’Adem,

i

— l—i—k—1 .
y - Sq2zsqlf7, — Z < 0 ok >y . SqlJrszqu'
k=0

Or, si k < i, alors 2] < 2(I+1i—k), et donc, par instabilité, - S¢'* =% = 0. Donc y-S¢*' Sq'~* = y-S¢' Sq'.
Dans le cas ou 2i = [, S¢*'Sq¢!' ™" = S¢! Sq’ donc (y - S¢*")S¢" ™" =y - (S¢'Sq").
Finalement, si 2i > [, alors d’une part, puisque 45 > 21, on a par instabilité, y - S¢** = 0. Mais puisque
w(y - Sq') =1, et puisque 2i > [, on a, aussi par instabilité, (y - S¢') - S¢* = 0. O

Définition 3.4.2.6. On appelle P-algebre *-bi-instable sur & un objet (M, 6) de P%.

alg tel que Ay =

0 o a};. On note %*%2 la catégorie des P-algebres x-bi-instables sur o .

Remarque. La définition précédente signifie que si M est une P-algebre x-bi-instable, alors, pour tout
r €M, Squz = (%;x,x) - Sq¥®).
Lemme 3.4.2.7. e On déduit du foncteurs mody — Dajg défini en[3.4.1.3] deux foncteurs bimody —

Df}, et %> = D,
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e Pour toute opérade 2, le foncteur %2 — folg induit un foncteur 9’2‘1; — (Po D)Z‘lg. De plus, étant

donné x € P(2)°2, le foncteur précédent induit aussi un foncteur %f‘z = F(xid,d)-

Démonstration. e Soit M un bimodule sur &. Notons M’ I'image de M par le foncteur mody — Dajg-
Alors M’ hérite de M une action & gauche de &. De plus, puisque les actions & gauche et a droite
de M sont compatibles, on en déduit que 'endomorphisme de décalage d : M’ — M’ est compatible
a cette action & gauche. On en déduit que M’ est une D-algebre dans les modules & gauche sur &.
Si de plus M était bi-instable, M’ devient une D-algebre dans les modules instables.

e Soit M un objet de ‘@Z;a donc une P-algebre dans les bimodules bi-instables. L’image M’ du
bimodule M par le foncteur %2 — Dzllg est toujours munie d’une structure de P-algebre. Puisque
le décalage de M’ est défini par I'action a droite de M, et puisque la structure de P-algebre de
M est compatible a cette action, le décalage est un endomorphisme de P-algebre M’ — M’. D’ou
la structure de & o D-algebre dans les modules instables. Si de plus, M était %-bi-instable, par
définition, cela entraine que M’ est (x;d, d)-instable. O

Remarque 3.4.2.8. Les objets obtenus avec les foncteurs précédents sont des exemples de ‘p-objets’ au
sens de Lannes et Zarati ([I7], section A.2.1). Pour plus de détails sur ce formalisme, voir appendice

3.5 RAPPEL DE THEORIE CLASSIQUE DES MODULES INSTABLES

Cette section est dévouée a des rappels de théorie classique des modules instables. On introduit les
modules et ’algebre de Brown et Gitler (voir [5], [20], et [I7]), les modules et 1'algebre de Carlsson (voir [7],
[1'7]), on rapelle le calcul de la cohomologie modulo 2 des espaces d’Eilenberg et MacLane du & J-P. Serre
([26], voir aussi [I]), on introduit les modules de Campbell et Selick (voir [6]). Toutes ces constructions
et les résultats les concernant regoivent un traitement plus moderne, impliquant la théorie des opérades,
dans la section

Les principaux résultats que nous énongons dans cette section, et que nous retrouvons a la section
suivantes, sont :

Théoréme L (Miller [20]). L’algébre de Brown et Gitler, J, est 'algébre polynomiale Falx;,i € N], ot
z; € J211-, munie de la structure de bimodule (instable) sur l’algébre de Steenrod définie par :
‘ z; st =0,
S¢lw; =14 a2 sij=1,
0 sinon,
4 x; sij=0,
2 - S¢? =1 wi_q sij =211,
0 sinon,

avec la convention x_1 = 0, et satisfaisant les relations de Cartan & droite et a gauche.

Théoréme M (Carlsson [7], voir aussi [17]). L’algébre K} est l’algébre polynomiale Falx;,i € Z], ou

xz; € K21i, munie de l'action de o définie par
z; stj =0,
S¢lx; =< a2 sij=1,
0 sinon,
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et satisfaisant la relation de Cartan.

Théoreme N (Serre, [26]). Notons w(Z/2Z,n) le n-éme espace d’Filenberg et MacLane associé a Z /2.
Alors, en tant qu’algébre commutative et associative, la cohomologie d coefficients dans Fo de w(Z/27,n
est l'algebre polynomiale engendrée par les Sq'i,, ou I est une suite admissible (voir Déﬁnition
d’excés inférieur strictement a n, et ot |t,| = n.

Théoréeme O (Campbell et Selick [6]). En tant que & -module instable, le module de Campbell et Selick
M; est isomorphe a la cohomologie a coefficients dans Fo de w((Z/27)*%,1).

Théoréme P (Campbell et Selick [6]). Pour tout j entier positif, le module de Carlsson de poids j, K(j)
est la colimite dans % des modules de Campbell et Selick de poids j {Ms(j)}s>o0 sous des morphismes

fs,ks : Ms(j) - Mks(])

Dans la section [3.5.1] on rappelle la définition des modules de Brown et Gitler et de I'algebre de
Brown et Gitler. On énonce le Théoréme [[] numéroté ici qui donne la structure de l'algebre de
Brown et Gitler. On montre ensuite comment définir les modules de Carlsson a partir des modules de
Brown Gitler, et comment définir aussi une structure d’algebre sur la somme directe de ces derniers. On
appelle cette algebre 'algébre de Carlsson. On énonce le Théoréme [M] numéroté ici qui décrit la
structure d’algebre de ’algebre de Carlsson.

Dans la section [3.5.2] on rappelle la structure de 'anneau de cohomologie modulo 2 des espaces
d’Eilenberg et MacLane de Z/2Z. C’est 'objet du Théoréme [N numéroté ici On rappelle 'action
sur ces derniers de 'algebre de Steenrod. Ensuite, on redonne la définition des modules instables dus a
Campbell et Selick, et on énonce le Théoréme [O] numéroté ici qui relie ces modules instables aux
produits tensoriels itérés de copies de la cohomologie de RP>°. Finalement, on énonce le Théoreme [P}
numéroté icif3.5.2.7 qui établit un lien entre les modules de Campbell et Selick et les modules de Carlsson.

Dans la section on redonne la preuve, diie & Carlsson [7], d’'un résultat qui montre que la
cohomologie réduite de RP> est un facteur direct du module de Carlsson K (1). Une preuve alternative
de ce résultat apparait dans [I7]. On en profite pour donner une formule explicite en certains degrés pour
Pinjection de la cohomoologie réduite de RP> dans K (1), en utilisant les techniques mises en places a la
section

Notation. On rappelle que, dans toute cette section, F = Fs.

3.5.1 ALGEBRES DE BROWN ET GITLER ET DE CARLSSON

Dans cette section, nous définissons les modules de Brown et Gitler comme dans [20] et [17], c’est-a-dire
en tant que représentants de foncteurs. La somme directe de ces modules est munie d’une multiplication
commutative et associative, ainsi que d’une action a droite de ’algebre de Steenrod. On rappelle le
théoreme de structure, numéroté Théoréme [[] dans I'introduction de cette section, et numéroté ici[3.5.1.5
de cette algebre, appelée algebre de Brown et Gitler, ou parfois algebre de Miller, a qui ce théoréme est
da ([20]). On définira les modules de Carlsson comme dans [7], c’est-a-dire comme limite de modules
de Brown et Gitler, ou encore comme représentant d’un foncteur. Encore une fois, la somme directe
de ces modules est munie d’une multiplication interne, et on donne le théoreme de structure, numéroté
Théoréme [M] dans I'introduction de cette section, et numéroté ici de cette algebre, ’algebre de
Carlsson. On verra que 'algebre de Brown et Gitler admet un endomorphisme de Verschiebung issu de
I'action a droite de &/ qui induit aussi un morphisme de décalage sur I'algebre de Carlsson, et on montre
comment définir une multiplication interne aux modules de Brown et Gitler et de Carlsson.
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Les résultats de cette section sont revus avec le point de vue des algebres instables sur une opérade

dans les sections [3.6.1] et [3.6.3]

Définition 3.5.1.1. On note J(n) le n-iéme module de Brown et Gitler, c’est-a-dire le représentant du
foncteur H" : M + (M™)* = Homp(M", F).

Définition 3.5.1.2 (voir [I7]). On rappelle que F'(n) désigne le o/-module instable libre engendré par
t, de degré n. On munit le module bigradué F; tel que FY := F (i)’ d’une structure de bimodule sur &
en posant, pour tout i € N et x € o, -2 : F(i + k) — F(i) I'unique morphisme de modules instables qui
envoie le générateur ¢;y sur - 1; € F(i)7F,

Proposition 3.5.1.3 (voir [17]). Pour tout i,j € N, on a J(i)! = (F(j)")*, et la structure a droite sur
F} définie précédemment correspond a la structure a gauche sur les J(i). En posant J! := J(i)/, on en
déduit sur J; = (F7)* une structure de bimodule bi-instable sur 1’algebre de Steenrod.

Démonstration. Pour tout 7,5 € N, on a J(i)? = Homg(F(j),J(i)) = (F(j)")* De plus, pour tout
module instable M et x € %, Papplication = : M? — M't* correspond, sous l'isomorphisme M7 =
Homgy, (F(j), M) a Papplication Homg (F (i), M) — Homy (F (i + k), M) obtenue en pré-composant par
@ : F(i+ k) — F(i) tel que décrit précédemment. O

Remarque. Pour tout i € N, F(i)? est de dimension 1 engendré par ¢;. On note LB le générateur de J(i)%. On
remarque que l'espace vectoriel de dimension 1 : J(i)* ® J(5)7, est isomorphe & (J(i) ® J(5))"*7. En effet,
J(i)) = 0 des que j > i. On note z; ; = 1} ® Lg son générateur, et xfj le générateur de ((J(i) @ J(5))"+7)8.
Par définition des J (i), on a ((J(i) ® J(5))7)* = Homgy (J(i) ® J(j), J(i + j)). Donc I’élément Jjgj
de ((J(i) ® J(5))"7)% peut étre considéré comme une multiplication :
b J(0) ® J(5) = T+ j)
Définition 3.5.1.4. On définit une multiplication interne m : J} ® JF — J telle que, si y € J; et

zeJF,mly®z) € inf, en posant m(y ® z) := xﬁl(y ® 2).

Théoréme 3.5.1.5 (Théoreme de Miller [20]). L’algébre (JF,m), appelée algébre de Brown et Gitler, ou
algébre de Miller, est l’algébre polynomiale Fox;,i € N, ot z; € J21i, munte de la structure de bimodule
(instable) sur l'algébre de Steenrod définie par :

z; s13 =0,
S@lw; =4 2? | sij=1,
0 sinon,
x; st 5 =0,
xi-Sq¢? =4 wi_q sij=2""1,
0 sinon,

avec la convention x_1 = 0, et satisfaisant les relations de Cartan a droite et & gauche :

S¢'(PQ) = Y (S¢’P)(S¢*Q),

j+k=i

(PQ)-S¢' = > (P-S¢)(Q- ¢,

Jjt+k=i
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Définition 3.5.1.6. On note K (i) le i-éme module de Carlsson, c’est-a-dire la limite du diagramme
suivant dans % :

_.5q2%
e J(2m) 2 () < K()

Remarque.

e De maniere équivalente, K (i) est le représentant du foncteur qui & un module instable M associe

I’espace vectoriel :
. #
. 21, Sq2" 9a+1;
colim¢ --- M ——s M " —— .

e Pour tout ¢ € N on a un isomorphisme K (i) 2 K (2i). Cela permet d’étendre la définition des K (i)

aieN[L]:sin,meN, onpose K(5%) := K(n).

Définition 3.5.1.7. On munit le module instable K := EBZEN[%] K (i) d’un poids en posant K := K (i)

pour tout i € N [%] Attention, contrairement a ce qui précede, on ne considere pas ici d’action a droite
de o sur K. Soit x € K;. On note encore |z| =i, w(z) = j et bideg(z) = (4, ).

Proposition 3.5.1.8 ([7]). La multiplication de J; induit une multiplication sur K. Plus précisément, a
i, j fixés, les multiplications J(2%i)®.J(2%5) — J(2%(i+)) induisent une opération K (i)@K (j) — K(i+j).

Théoréme 3.5.1.9 (Théoreme de Carlsson [7], voir aussi [17]). L’algébre K, appelée algébre de Carlsson,

est lalgebre polynomiale Fa[z;,1 € Z), ot x; € K21i, munie de l'action de & définie par

' z; s13 =0,

S@x;=1Q 2%, sij=1,
0 sinon,

et satisfaisant la relation de Cartan.

Définition 3.5.1.10. La relation de Cartan assure que K est une uCom-algebre dans %. Considérons
le morphisme d’algebres d : K} — K induit par z; — x;_1. Ce morphisme est clairement bijectif, et
divise le poids par deux. A i € N fixé, on peut définir une multiplication interne o : J(i) ® J(i) — J ()
en posant, pour x,y € J(i), z ey := m(x ® y) - Sq'. Ces opérations induisent aussi des multiplications
internes o : K (i) ® K (i) — K (i), qui correspondent & la composition K (i) ® K (i) — K(27) A K(i). On
remarque que la multiplication e est a niveaux.

3.5.2 ESPACES D’EILENBERG-MACLANE, MODULES DE CAMPBELL ET SELICK

Le but de cette section est de rappeler les résultats obtenus par Campbell et Selick dans [6]. On
commence par rappeler le théoreme, di a Serre (J26]), de structure de la cohomologie modulo 2 des
espaces d’Eilenberg et MacLane de Z/2Z. 1l s’agit du Théoreme [N| de l'introduction & cette section,
numéroté ici En corollaire direct, on en déduit la structure de la cohomologie modulo 2 des 2-
groupes abéliens élémentaires. On construit ensuite pour tout entier s > 0, un module M, que I'on appelle
module de Campbell et Selick, et qui est isomorphe en tant que module instable a la cohomologie modulo
2 de (Z/2Z)*. Cest I'objet du Théoréme [O] de I'introduction & cette section, numéroté ici On
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décrit ensuite le lien entre les modules de Campbell et Selick et les modules de Carlsson. Notamment, le
Théoreme [P|de 'introduction a cette section, numéroté ici indique que le module K (7) de Carlsson
est une colimite de sous-modules des modules de Campbell et Selick.

Les résultats de cette section sont revus en utilisant le formalisme des algebres instables sur une

opérade dans les sections [3.6.2}, [3.6.4] et [3.6.5]

Théoréme 3.5.2.1 (Serre, [26]). Notons n(Z/2Z,n) le n-éme espace d’Filenberg et MacLane associé
a Z/27. Alors, en tant qu’algébre commutative et associative, la cohomologie a coefficients dans Fo de
7(Z)27Z,n) est l'algébre polynomiale engendrée par les Sqli,, ou I est une suite admissible d’excés infé-
rieur strictement a n (voir Définition[3.3.5.1), et ot |u,| = n.

Corollaire 3.5.2.2 (Serre, [20]). La cohomologie a coefficients dans Fy de w((Z/27)*?, 1) est une algebre
polynomiale sur s indéterminées de degré 1.

Définition 3.5.2.3. Notons M, le s-itme module de Campbell et Selick, c’est-a-dire ’algebre polynomiale
Flx;,i € Z/sZ], ou |z;] = 1, munie de action de & engendrée par
‘ xz; sij =0,
Sqlx; =4 a?  sij=1,
0 sinon,
et satisfaisant la relation de Cartan. On munit M d’un poids ‘modulo 2% — 1 en posant w(z;) = 2° [2° —1]

et w(PQR) = w(P) + w(Q). On remarque que Paction de l'algebre de Steenrod conserve le poids. Ainsi
M, se décompose en tant que module instable My = ®wEZ/(2S—1)Z Mg (w).

Théoréeme 3.5.2.4 (Campbell et Selick [6]). En tant que modules instables, My est isomorphe & la
cohomologie a coefficients dans Fo de n((Z/27)**%,1).

Définition 3.5.2.5 (Campbell et Selick [6]).

e Notons M le module instable Hz’eN[%] K (i), et pour tout i € N[3], M (i) :== K(i). On peut munir M
d’un produit commutatif et associatif gradué x : M? @ M — M+ en posant, pour (ai)ieN[%] €
M9, (bi)iengz) € M, %((ai)i @ (01)i) = (X4 y4e; ashe) jengy)- En effet (voir [6]), il n'existe qu'un
nombre fini de s,¢ € N[3] tel que s+t = j et tels que K(s)? # 0 et K(t)¢ #0.

e Pour tous entiers s et £ non nuls, notons fs s : Ms — My le morphisme d’algebres qui envoie
T; sur iji[s] x;. On étend la définition a & = +o0, avec M = M, et fs yo est défini par ses
projections :

fs4o0: Ms — K(1)
. »—){ z; sij=ils|etl =27,

0  sinon.

e Pour tous entiers s, k et ¢ non nuls, notons fs k() : Ms([i]2:—1) = Mpys([¢]ars_1) la composée :

o fS, s B
MS([Z]QS—l)( MS - Mk:s Mks([Z]kafl) )

ou les applications M ([i]os_1) — M, et Mys — Mys([i]ors_1) sont l'injection et la projection
i

canoniques. On peut en fait définir fs (i) pour tout i € N[3] car 2 est inversible dans tous les
Z/(2° — 1)Z. On étend la définition & k = 400 en posant M, (i) = K(i).
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e Pour tous entiers s et k£ non nuls, notons vy, ks : Mys — My le morphisme d’algebres qui envoie z;
sur xf;),. On étend encore la définition a k = +o0, cette fois en définissant :

Vs400 1 Ki — M,
Tj T
e Pour tout entiers s, k et ¢ non nuls, notons v, ks(4) : Mys([i]ars 1) = Ms([é]2s—1) la composée :

Vs, ks

M5 ([d]rs—1)C M M M ([i]2:-1)

ou les applications My ([i]ors_1) < Mpys et My — M([i]os—1) sont 'injection et la projection
canoniques. Pour étendre la définition a k = 400, on définit v5 ;o comme étant la composée :

Vs, +oco

K(1)¢ K} M M ([i]as—1) -
e Notons P le poset obtenu en considérant I'ordre de division sur N\ {0} et, pour tout ¢ entier positif,
notons F (i) : P — % le diagramme sur P obtenu en envoyant s € N sur M(4) et en envoyant s|s’

sur fo o (4).

e On note M,(j) le sous-module engendré par les polynémes sans terme constant dans M(j), c’est-
a~dire, My(j) = M,(j) pour 1 < j < 2% —1 et M,(25—1) = M;(0) est I'idéal d’augmentation de
M;(0).

Théoréme 3.5.2.6 (Campbell et Selick [0]). Avec les notations précédentes, la composée s s (§)o fs.s(F),
restreinte o Mq(j), est Uidentité de Ms(j) pour tout j € [2°5 — 1].

Théoréme 3.5.2.7 (Campbell et Selick [6]). Avec les notations précédentes, pour tout j entier positif,
on a, dans la catégorie %, colimp F (j) = K(j).

3.5.3 SPLITTING DE CARLSSON

Dans cette section, on va expliciter les calculs conduits par Carlsson dans [7], et qui permettent de
construire une injection f de la cohomologie modulo 2 de Z/2Z dans le module K (1) de Carlsson munie
d’une rétraction, ce qui implique que cette cohomologie est un facteur direct, en tant que module instable,
de ce module de Carlsson. On va retrouver cette injection a l'aide des techniques de Campbell et Selick
[6] étudiées & la section [3.5.2]

On va ensuite proposer quelques exemples de calculs de 'expression de f.

Pour tous les calculs de coefficients binomiaux en caractéristique 2, on se réfere aux résultats de

I’ Appendice
Notation. Dans cette section, on note H pour H*(B(Z/27Z),7/2Z).

Rappel 3.5.3.1. Rappelons que la cohomologie H*(B(Z/2Z),7/2Z) est isomorphe a ’algeébre polynomiale
Flu] ou |u| = 1, munie de I’action de I'algébre de Steenrod donnée par Sqg'u™ = (})u""" et satisfaisant la
relation de Cartan, et que H est le sous-module instable obtenu en retirant les polynomes constants. On
cite le livre de Lionel Schwartz [25] en référence.
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Proposition 3.5.3.2. On a un isomorphisme Homgy (H,K (1)) = Fy. On note ¢ € Homy (H, K (1))
I’élément non trivial.

Démonstration. Rappelons que, par définition, K (1) est la limite du diagramme :

24
..%J(QQ)_&J(QQ+1)%...

On en déduit que Homy, (H, K(1)) est la limite du diagramme :

(=8¢*")o—
<

-« <— Homgy (H, J(29)) Homg, (H, J(2011)) <— - -

Or J(27) représente le foncteur :

% - (IFQ)vect
M+~ Homg, (M?*|Fy),

et donc, Homy, (H, K(1)) est la limite du diagramme :

~ —0Sq%* ~
-+ Homp, (%", F) <2 Homg, (12" F,) «— -

Or toutes ces floches sont des isomorphismes, car S¢2'u2’ = u2""". Donc Homgy (H, K (1)) = Fs. O

Lemme 3.5.3.3 (Carlsson, [7]). Il existe un morphisme surjectif m : K (1) — H.

Proposition 3.5.3.4 ([7]). Le morphisme ¢ vérifie 7 0 ¢ = idg. On en déduit que H est un facteur
direct de K(1).

Démonstration. Le morphisme ¢ envoie u sur zo € K (1), donc 7o ¢(u) = u. Soit n un entier strictement
positif. D’apres le lemme m il existe ki,...,kj,l € N tels que Sq¥i...S¢" (u") = u?'. Donc 7 o
0(Sqki ... SqFun) = mop(u?) = 770<,0(qul71 . 5¢% ) = S¢® ... S¢*u =42 Donc mop(u™) est un
antécédent par (Sq¢% ... Sq*') de u?'. Donc 7 o p(u) =um. O

Proposition 3.5.3.5. Le morphisme ¢ est égal au morphisme f1 (1) restreint aux éléments de degré
positif, ol f1,t00(1) est défini & la section Le morphisme 1 400 (1), co-restreint & ces méme éléments,
est égal au morphisme 7.

Démonstration. Le module M est égal & la cohomologie de Z/2Z. De plus, M;(1) = M;(0) = M. Or,
d’apres le Théoreme m Y1,400(1) © f1,400(1) est I'identité de M7 (1), qui est la cohomologie réduite
de Z/2Z. Donc f1 100(1) se restreint bien en 'unique morphisme non trivial H — K(1), il est en effet
injectif, et la co-restriction de 41 +00(1) correspond bien & 7. O

Proposition 3.5.3.6. Pour tout entier n positif, po(u") est la somme des monomes [ [, ., z¥ o dien ki =
n

Ny D ien k28 =1, et ott le coefficient multinomial ((ki)iez

! . .
) Sl Y] o— est impair.
iez Ri
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Démonstration. On a : fi 4oo(20) =Y .y ;. On en déduit que

JEL
n

fraco@g) =D x| = D m.w,

jEZ (jl,...,jn)EZ"

: . A . ki _
Dans cette somme n’apparaissent donc que des mondmes du type [[;c, ;" avec > .., ki = n, et le
monéme [[, ., xf apparait exactement ((k‘;L‘eZ) fois. Puisque f1 +00(1) est la composée de f1 oo avec la

projection de M, sur K (1), on obtient le résultat. O

Proposition 3.5.3.7. Le morphisme de modules instables ¢ : H— K (1) est entierement déterminé par
les valeurs prises sur u2 1, pour k € N \ {0}.

Démonstration. Soit m € N. Notons sq(m) la somme des nombres de 1’écriture de m en base 2. Remar-
quons que 2%2(™) — 1 est le plus petit entier dont la somme des chiffres en base 2 vaut s, (m). De plus, le
couple (252(m) — 1, m) vérifie automatiquement la condition du Lemme Donc il existe une suite

I dentiers telle que u™ = Squ??"™ ™" Donc p(u™) = Sqlpu??"-1). O

Ezemple. e L’espace vectoriel K(1)! est de dimension 1, engendré par xg. Puisque 7o ¢ = idg,

o(u) = xp. Il s’ensuit que, pour tout k € N, <p(u2k) = J;ij.

e De méme, I'espace vectoriel K (1)3 est de dimension 1, engendré par x_22 5, donc p(u?) = x_12%,,
et 'image de u™ pour tout m tel que sa(m) = 2 peut s’en déduire. Par exemple,

e(u®) = p(S¢*u®) = S p(u?) = SPx 12?5 = z_1al,
o(u?) = p(Sq*u®) = Sq*p(u’) = Sqg*r_12t 5y = x_128 .

e L’espace vectoriel K(1)7 est de dimension 9, engendré par les mondmes suivants :

P = JL‘_1JC_2$_3.73_41'_5ZII2_6 Py, = x_lm_gx_3$f5 P; = x_lm_gx?’_4x2_5
Py = x,1x§3x,4$%5 Ps = x,1x33x64 Ps = x§2m73$,4x35 .
Pr =23 ,2%, Py = 22 ,2% ;2% Py=x_52%,

On va en déduire la valeur (u”) en utilisant la Proposition [3.5.3.6] Pour cela, il suffit de calculer
les coefficients multinomiaux suivants :

(L1112 =5=002 (11 )=5=0[ (Liag) =g =7x6x5x2=0
(131.)=7x6x5x2=0[2]| (1 5,)=7x5x3=1] 4112 =TX6x5x2=0][2
() =7Tx5=1[2 (,4,)=Tx5x2=0]2 ==7=1[2]

Finalement, on a :
@(u7) = P5 =+ P7 + P9 = $—1$2_4xi5 + xiQxiél + x_2x6_3.
On en déduit I'image de u™ par ¢ pour tout m vérifiant so(m) < 3.
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3.6 RELECTURE DE LA THEORIE CLASSIQUE DU POINT DE VUE
OPERADIQUE

Le but de cette section est de relire la théorie classique des modules instables, notamment les notions
étudiées en section en utilisant la théorie des opérades.

Dans les deux premieéres sections, nous construisons des classes d’objets qui contiennent certains
modules instables classiques, notamment les modules et algebres de Brown et Gitler ([I7],[20]), ’algebre
de Carlsson ([7]), et les modules de Campbell et Selick ([6]), qui ont regu une étude plus précise &
la section Dans ces constructions nous nous servons du Théoréme [3:3.5.10] décrivant les algebres
instables sur une opérade Lev-compatible (voir Définition et Section [3.3.8] pour les définitions de
la Lev-compatibilité).

Le tableau suivant montre comment relier les objets construits aux objets classiques :

Pour fg : Lev — & un morphisme d’opérade
tel que & est Lev-compatible, N un module
instable réduit connexe, s: XQN — N une

Pour f = fucom : Lev — uCom défini en

section graduée, et B une l;»ase graduée de N=FQ)
YOQON
Ky, (N) (défini en[3.3.5.10) H*(Z/27,7./27)
Jy,(N) (défini en [3.6.1.1) Algebre de Miller J; (défini en[3.5.1.3)
Jt,(N), (défini en lm Module de Brown-Gltler J(n) (défini en m
Cy,(N) (défini en Im Algebre de Carlsson K (défini en lm
Cy,(N); (défini en [3.6.1.9) Module de Carlsson K (i) (défini en [3.5.1.6))
Qs My, (N) (défini en [3.6.2.1) Module de Campbell et Selick M, (défini en [3.5.2.3)
QsM;y,(N); (défini en [3.6.2.7) M,(i) (défini en [3.5.2.3)

Lors de la construction de ces modules instables, on constate un certain phénomene : a une opérade
Lev-compatible fo : Lev — & fixée, on associe une opérade Lev-compatible feop : Lev — P oD obtenue
par ‘décalage’. Ce phénomene doit étre comparé avec la notion de p-objet qui apparait notamment dans
[I7]. On renvoie a 'appendice [C| pour plus de détails sur la notion de p-objet.

Les résultats classiques cités précédemment réapparaissent dans les sections suivantes comme des
exemples ou des cas particuliers. Cette relecture amene deux intéréts : tout d’abord, certaines définitions
d’objets classiques se trouvent parfois simplifiées en identifiant certains de ces objets a des objets libres
dans des catégories d’algebres instables. Notons, par exemple, que certains modules de Brown et Gitler,
le module de Carlsson K (1), ’algebre de Carlsson, la cohomologie modulo 2 des espaces d’Eilenberg et
MacLane de Z/2Z, ainsi que les modules de Campbell et Selick, avec leurs structures multiplicatives
respectives, sont identifiés a des algebres instables libres engendrées par un générateur, sur des opérades
Lev-compatibles. Ces affirmations correspondent aux Proposition Proposition Proposi-
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tion |3.6.3.5] Proposition |3.6.4.2] De plus, certains résultats qui avaient lieu dans la catégorie des modules
instables se trouvent maintenant vérifiés dans une catégorie d’algebres instables. Par exemple, le module
de Carlsson K (i) est défini comme une limite, dans la catégorie des modules instables, des modules de
Brown et Gitler J(294) sous les applications -Sq¢>" : J(29%1) — J(29). Carlsson étudie ensuite une mul-
tiplication interne & K (). On montre (voir Proposition , que K (i) avec sa multiplication peut en
fait étre défini comme la limite des J(2%) dans une catégorie d’algebres & niveaux instables.

Dans [11], Davis a établi un résultat qui peut s’interpréter de la fagon suivante :

Théoréme Q. Le module de Carlsson K(1), muni de la multiplication e définie en Définition|3.5.1.10
est l'algebre a niveaux libre engendrée par xg.

La Proposition [3.6.3.4] affirme qu’en réalité, K (1) est 'algebre & niveaux instable libre engendrée par
Zg.

Le tableau suivant indique comment retrouver les théoremes [} [M] [N] [O] et [P] énoncés dans I'intro-
duction de la section [3.5] a partir des résultats de la section [3.3.5] et de cette section, et de quelle facon
ces résultats sont généralisés :

Généralisations obtenues (pour
fo : Lev — & une opérade

Théore
clzfs(:i‘eumee Dans cette section (ou en (3.3.5)) Lev-compatible et N un module
d instable réduit, connexe, muni
d’une section graduée)
Théoréme |E| Théoreme 3'3'5}'\,1 ?f(elc) fo = fucom et Construction de Ky, (N)
Théoreme |E| Proposition 3.6.1.3| avec fo = fucom et Construction de Jy, (N)

N = F(1), et Théoréme [3.6.3.1]

Construction de Cf, (INV), qui est muni

Théoréeme avec fo = fucom et

Théoreme - o d’une structure d’algebre fg.p+-instable,
M N = F(1), et Proposition [3.6.3.5 et isomorphisme Cy, (N) = K . (V)

Théoreme [Q] Proposition [3.6.3.4 avec N = F(1) Iisr?sril:gi?sg;ecd ?1]%[6;}1)128 ]Ez' ; IV??\?)X
W Com Lev

Théoreme 3.6.2.9 avee f» = fucom et Isomorphisme de modules instables
Théoreme [O] N = F(1), et Théoreme [3.6.4.3] avec P s o
N = F(1) Kpp(N®*) = Kjpog,

- - Théoreme [3.6.5.8] pour P = Lev et
Théoreme |E| Théoreme @ N = F(1).

Dans la section on construit les algebres bi-instables filtrées Jy,,(IN), qui contiennent celle de
Brown et Gitler, et on construit une généralisation C,(N) de I’algébre de Carlsson. On obtient notam-
ment les Proposition [3.6.1.3] et Théoreme [3.6.1.12
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Dans la section on construit les algebres instables Q. My, (N), qui généralisent la construction
de Campbell et Selick. On obtient entre autre le Théoreme [3.6.2.2

Dans la section [3.6.3] on relit les résultats énoncés en [3.5.1| en utilisant les constructions introduites
en On obtient notamment les Théoréme et Proposition [3.6.3.5

Dans la section on relit les résultats énoncés en [3.5.2] en utilisant les constructions introduites
en [3.6.21 On obtient entre autre les Théoreme [3.6.4.3 et Théoreme [3.6.4.6

Dans la section [3.6.5] on traite ’exemple de l'opérade Lev avec les méthodes de Campbell et Selick.
On obtient notamment le Théoreme [3.6.5.8

Notation. Dans toute cette section, si fe : Lev — P est une opérade Lev-compatible (voir Section
, et si x est 'image du générateur de Lev dans 9(2)®2, on note K +, le foncteur précédemment noté
K3/, qui & un module instable N associe la P-algebre *-instable libre engendrée par N. On note #, la
catégorie des P-algebres -instables. Sauf mention du contraire, tout morphisme d’opérades Lev — &
ci-dessous désigne une opérade Lev-compatible, et le module instable N considéré est réduit, connexe, et
sont munis d’'une section graduée s : XQN — N, et d’une base graduée B de QM (voir [3.3.5.8)).

3.6.1 THEORIES DE BROWN ET GITLER ET DE CARLSSON SUR UNE OPERADE
Lev-COMPATIBLE

Dans cette section, on définit, pour toute opérade Lev-compatible fo : Lev — &, une version ‘décalée’
foop : Lev = P oD de fo, qui vient accompagnée d’une cofiltration par des troncations obtenues par
quotients successifs sur D. Ensuite, pour tout module instable réduit connexe N, on construit une -
algebre fe-bi-instable Jy, (N), que 'on considere comme une généralisation de la construction de Brown et
Gitler et de Miller, au sens ot lorsque fo est Popérade Lev-compatible Lev — uCom, et pour N = F(1),
on retrouve l'algebre de Brown et Gitler (voir [20], [I7]) étudiée a la section Cette algebre est
munie d’une filtration (7;Jy,(N))qen induite par la cofiltration susmentionnée. On produit ensuite une
P o D-algebre faop-instable C'y, (N), que 'on considere comme une généralisation de la construction de
Carlsson, au sens o, toujours dans le cas Lev — uCom et N = F(1), on retrouve lalgebre de Carlsson
étudide aussi a la section[3.5.1] On montre dans le Théoréme [3.6.1.12] que cette algebre admet en fait une
structure d’algebre instable sur & o D*, et qu’en tant que telle, elle est isomorphe & la & o D*-algebre
faop+-instable libre engendrée par N.

Notation. Soit fs : Lev — & une opérade Lev-compatible. Notons x € 2(2)®2 I'image du générateur
de Lev et notons faop : Lev — P oD (resp. fgop+) le morphisme d’opérades envoyant le générateur de
Lev sur (x;d,d) (resp. sur (x;p, p)). On note aussi feor,p le morphisme Lev — & o T; D qui envoie le
générateur de Lev sur (x;d, d).

Sauf mention du contraire, N désigne ici un module instable réduit et connexe.

On note toujours G(1) et T,G(1) les o/-modules & droite définis en

Définition 3.6.1.1. Soit fo» : Lev — 9 une opérade Lev-compatible, N un module instable réduit et
connexe. En appliquant le Théoréme on vérifie que la P-algebre Ky, ., 5 (V) est isomorphe &
S(P, T,G(1) @EQN). On note T, J, (N) la P o T, D-algebre dans %2 obtenue en munissant Kfpor, (V)
du poids et de 'action & droite induites par S(2,T,G(1) ® LQN).

Définition 3.6.1.2. On appelle FP-algebre de Brown et Gitler, et 'on note Jy, (V) la SP-algebre dans
%* obtenue en munissant la P-algebre S(P,G(1) @ LQN) de la structure de module & droite induite par
la colimite des morphismes T,G(1) — T,4+1G(1) définis en [3.4.1.3
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Proposition 3.6.1.3. En tant que P-algebre, Jy, (IV) est engendrée par les y; ® z, ot i € Net v € ZQN.
L’élément y; ® x a pour degré celui de z et pour poids 2¢. L’action & droite est déterminée par

4 Yi Q@ sij =0,
(yi®x)-S¢’ = yii®@x sij=2""
0 sinon,

toujours avec la convention y_1 = 0, et la relation de Cartan.

Démonstration. La premiere partie de la proposition découle de la définition de Jy, (N). L’action a droite
vérifie la relation de Cartan par rapport a & car pour tout ¢, S(2 ® T,G(1) ® N) vérifie la relation
de Cartan et les morphisme de transitions sont des morphismes de JP-algebre. L’action a droite sur les
éléments du type y; ® x est définie par l'action diagonale ot of agit sur y; comme dans T;G(1) et agit
trivialement sur z. D’ot le résultat. O

Remarque 3.6.1.4. Pour décrire I'action a gauche, il faut fixer une section graduée s : XQN — N et une
base graduée B de QN (voir . Le Théoreme nous donne alors, pour tout ¢ € N, un
isomorphisme de & o Ty, D-algebres (et donc de o D-algebres) ¢, @ Kaor,p(N) — S(P, T,G(1) @ LQN).
Notons aussi injq : T4G(1) — G(1) linjection canonique de D-modules. Remarquons que pour tout
1 € N, y; € G(1) est égal a inj;(y;). Un élément du type y; ® z € S(P,G(1) @ ZQN) est donc égal a
S(P,inj; @ LOAN) o ;(s(x)), ot s(x) est considéré comme élément de Kgor, p(IN). L’action & gauche de
o sur S(P,G(1) ® N) est donc déterminée par la relation de Cartan, et par : S¢?(y; ® 2) = S(P,inj; ®
SON) o 4:(5¢/5(x).

La P-algebre dans les bimodules T,Jy, (IV) est alors la sous-9-algebre de Jy,(N) engendrée par les
y; @ x tels que ¢ < q.

On remarque que les P-algebres dans les bimodules Jy, (N) et TgJs, (IV) sont fe-bi-instables. On a
une filtration de P-algebres fg-bi-instables :

"HTquw(N)C—>Tq+1Jf9(N)4>"' >Jf9=(N)v

ou le morphisme Ty J, (N) < Ty41J5, (N) identifie y; @ @ € Ty Js,(N) a y; @ x € TgpqJy, (N).
Proposition 3.6.1.5. Pour tout ¢ <29, J;, (N); = T, Jy,(N),.

Démonstration. Rappelons que le bimodule Jy,, (V) est isomorphe & S(2, G(1)@XQN). En tant qu’espace
vectoriel, il est engendré par les éléments (homogenes pour le poids) du type t := (u; yi, @1, - - ., Yi, @Ty),
o p € P(n), yi, € G(1) est de poids 2 et ot 7, € XQAN. On a w(t) = Y ,_, 2%. Notons j :=
max{iy : k € [n]}. Si j > ¢, alors w(t) > 29. Si j < ¢, alors pour tout k € [n], y;, € T,G(1), et donc
teT,Jp, (N). 0

Lemme 3.6.1.6. Notons Ig@ l'opérade image de Lev par faor,p. Pour tout w € N tel que w < 29,
J,(N), est munie d’une structure de I77-algebre instable.

~

Démonstration. Soit w € N. D’apres ce qui précede, pour tout ¢ € N tel que 29 > w, Jp,(N), =
T4 J7,(N)w. L'opération (x;d,d) € P o T, D engendre Ig@’ et, dans Jy, (IV) elle préserve le poids, donc
TyJs,(N)w est bien muni d'une structure de I/7-algebre dans %. Elle est instable car T,Jr,(N) est
(%; d, d)-instable.
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1 1
Définition 3.6.1.7. On note %gf}i (resp. .%}i[:ii ) la catégorie des PoD-algebres (resp. PoD*-algebres)

faop-instables (resp. fg,p=+-instables) munies d’un poids & valeur dans N[%], additif pour la structure de
P-algebre, et telles que d (resp. p) divise le poids par 2.

1
Remarque. La catégorie & N[Qo]moD est exactement la catégorie des p-of/-algebres instables de Lannes et
Zarati [17] (voir appendice .

1
Définition 3.6.1.8. Considérons maintenant le foncteur F' fj\i /A S ?;[fli, ou Z= désigne le poset Z
muni de 'ordre usuel, défini de la fagon suivante : pour tout i € Z, F;\; (7) est la P o D-algebre fopop-
instable Jy,(N), munie du poids Ff{vﬂ(z)w = J,(N)g-iy avec la convention Jy,(N), = 0 pour v ¢ N, et
FR(i<j)y=d" T, (N)5oiy, = T, (N)5—s,-

1
Définition 3.6.1.9. On appelle P-algebre de Carlsson généralisée, et I'on note Cf, (V) I'objet de .%I\;[:g
obtenu comme limite du diagramme F]{X .

Remarque 3.6.1.10. Dans le diagramme F ;\; , on observe deux décallages d différents : le d ‘interne’
FJ{V (1) — F]{V (i), et le d ‘externe’, FJ{V (D) — FJ{V (14 1)y.
P P 2 P P

d=FF (i=1<i)20 d=FF (i<i+1)2

L F]{j(z —1)gy ——> F]{f’f (1) ——————> fy(z' + 1oy —
d d d
d=FY (i—1<i)w d=FY (i<i+1),,
. o . fo .
e PN (i = 1) — s FN (i) —— = FN (i 4+ 1)y ——> -+
d d d

_ d=Ff (i=1<4). )2 : d=F} (i<i+1)w/2
= FN (= 1)y = FP (i)uyp — = FP (i 4+ 1)y —

d d d

Lemme 3.6.1.11. Le décalage d agit sur C,(N) par isomorphisme, donc C/, (IV) peut étre considéré

1
comme un objet de E%F'[ﬂi'
Po

Démonstration. C’est une conséquence presque directe de la définition : considérons un élément ¥ =
(Yi)iez € Cp,(N). On a a la fois dY = (dY;)iez et dY; = Y;11 pour tout ¢ € Z. Donc dY = (Yi11)icz.
En posant d=1 : Y > (Y;_1)iez, il est clair que d—! est inverse de d. O

Théoréme 3.6.1.12. En tant qu’objet de Ky, , (c’est-a-dire, en oubliant le poids), Cy,(N) est iso-
morphe a Ky, . (N).
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Démonstration. Une grande partie de cette preuve repose sur le Lemme [3.6.1.13

Soit z € (XQN)™. Considérons I'élément Y* = (Y}*);ez € Cy,(N), o, pour tout | € Z, Y;* correspond
a (1p;y—1 ®x) avec la convention y; = 0 pour j < 0. Ainsi, pour tout [, ¥;* € J¢,(N)J_, = F}{\; (1)7, donc,
puisque dY; = Y41, on a Y € O, (N)?. On définit un morphisme de % o D*-algebres ¢ : Ky (N)—
Cy,(N) qui envoie x € Ky, . (N) sur Y*.

Soit maintenant n € N, w € N[%] Notons m le plus grand entier relatif vérifiant 2|27 ™w. D’apres
le Lemme [3.6.1.13} 7}l (m) : Cy, (N)2 — F;}; (m)y, = Jg,(N)5-,, est une bijection linéaire dont 'inverse
est noté &,,. Considérons I'application linéaire vy, : Cy, (N)y — Ky, (N)", composée du morphisme
canonique 7}, (m) : C¢,(N)p, — FJ{\;(m)Z et de lapplication @, : J,(N) — Ky, . (N), qui, & (459, ®
T1,. .., Y, @) € Jp, (N), associe

((15 patm ,pik+m);x1, s, Tp) € Ky, o+ (N).

On va montrer que le morphisme gradué ¢ := ZwEN[ 1 ](wg)neN est un inverse linéaire (gradué) de .

Montrons que 1) o p = idKfaoDi(N) : La % o D*-algebre Ky, . (N) est engendrée par les x € XQN.

elle est donc engendrée en tant qu’espace vectoriel (gradué) par les t := ((u; p™, ..., p");21,..., 7)), olt
k€N, p€ P(k), et pour tout j € [k], i; € Z et x; € XQN. Notons w = Y7, 2. Ona:
<lp(t> = (/’l’i pi17‘ ) Plk) (Y:Elw .. 7YIk) = (M;y’hfl ® L1yeey Yig—1 & xk)lEZa

et cet élément est de poids w.

Notons n = [t| = |z1]| + - - - + |2k|, et m le plus grand entier tel que 2"|27™w. On a 77 (m)(p(t)) =
(145 Yiy—m @ T1,y -+, Yip—m ® Tk ), et donc,

Yop(t) = ((u;pr ™™, L Ty gy ag) =

Montrons que ¢ ot = idc, (n) : On va en fait vérifier que, pour tout t € Jy, (NS
@ o wp(t) de Cf,(N)™ est homogene de poids w, et que 7 (m) o ¢ o wy,(t) = t. Cela impliquera que
o (En(t) = (5 (1)). Puisque &« Jg, (N)5—r,, = Cf,(N)7, est une bijection linéaire, et puisque tout
élément de Cf, (V) se décompose en somme finie d’éléments homogenes pour le poids, cela impliquera
que ¢ °© d) = Z.dCfP)(N)-

Tout d’abord, puisque, d’aprés le Proposition F ;\; (m)y, = Jg,(N)3_,.,, est engendré par les
éléments du type (;yi; ® ®1,...,Yi, @ k) avec k € N, p € P(n), et pour tout j € [k], i; € N et
xj € ZQN, le tout vérifiant 37, 29 = 27w et 35, 25| = n, il suffit de vérifier que ¢ o wp,(t) est

I’élément

homogene de poids w dans C, (N)", et que my,(m) o ¢ 0 @y, (t) = t pour les t de ce type. Or, pour un t
de ce type, on a @, (t) = ((; p2 ™, ..., p ™), 2q,. .., 23), donc :

pow(t) = (s p" T T (YT YR = (1 iyt @ T, - Yitm—t @ Tk)iez. O

Lemme 3.6.1.13. Soit N un module instable réduit connexe, n € N, et w € N [%] Notons m le plus
grand entier (relatif) vérifiant 2|2~ w. L’application canonique #},(m) : Cy,(N)I — FJ{; (m)? est une
bijection linéaire.
Démonstration. D’apres la Proposition FJ{X (m)y, = Jg,(N)3_..,, est engendré par les éléments
du type :

t:: (:u’yll ®$17~-~,yik ®l‘k)7
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ou k € N, 1 € P(k), et pour tout j € [k], i; € N et 2; € ZQN, le tout vérifiant } -,
Zje[k] 2% = 27™qw. On définit une application linéaire &7 : F;\; (m)p, — C,(N)2 en posant :

|lzil = n et

E;L)(t) = (M7 Yis4m—1 @ T, oy Yiptm—1 & xk)lEZ ’
avec la convention y; = 0 si ¢ < 0. On a évidemment 7 (m) o £ = idF;V (my»- On va montrer que
P w
53) o qu(m) = idcfya(N)H)'
Soit donc Y = (Y}), € C,(N)n. On a 7y (m)(Y) = Yy, et, toujours d’apres la Proposition |3.6.1.3
Y, peut s’écrire comme une somme finie ) to d’éléments du type :

ty 1= (:uom Yii o & Tiar -1 Yigy o ® xk""a)’

ot ko €N, Ha € P (ka), et pour tout j € [kal, ija € Net xjq € ZQN, le tout vérifiant 3, 1 [7j.al =n
ot Y e 29 = 27w,

On a donc :
n(Ym) =Y (Z)iez,
acl
ol, pour tout « € I et | € Z,
Z8 = (Has Yirakm—t @ Tlias -+ Yigy abm—1 @ Thya):

Onay ;2% =Yy et pour tout | >m, 3, ZF =d=™ ;2% = d=™Y,, =Y. 1l faut vérifier
maintenant que pour [ < m, on a aussi Eael Z* =Y. Fixons | < m et notons W := Eael Zr =Y.
Puisque W € FJ{\;(Z)’J) = Js,(N)3_,,,, toujours d’apres la Proposition [3.6.1.3}, on peut décomposer W en
une somme finie ZBEI’ s, ol pour tout 5 € I,

58 = (Vﬂ§yi’1,5 ®xll,ﬁ’ T ’yi;c%,a ®x;€;3”3> ’

avec, pour tout 3 € I', ki € N, vg € P(kj), et pour tout j € [kgl, i 5 € N, 2 5 € ZQN, le tout vérifiant
_ i ol
Zje[%] |2 5l = n et Eje[%] 248 = 27y,

Montrons que pour tout g € I’, j € [kg], on a 2;[3 > m — 1 : par absurde, soit By € I’ et

Jjo € [kg,]- Supposons que 29076 < m — [. On vérifie que (Zje[k%] 2%‘,&0) 90,80 = 9=l — %00 —

0

2i0.40 (27l77;./7'0v/30w —1). D’apres la définition de m, et puisque i;‘oﬂo <m-—1I,ona 2”|2’l*i.§‘o,ffo w. Cela

implique que la somme des chiffres en base 2 de 971080y — 1, et donc de 2%50.80 (2_l_i;0=f’0w —1), est

supérieure & n (voir Lemme . Or, (Zje[kﬁ ] 2’9,30) — 2%0-%0 est une somme de kg, — 1 puissances de 2
0

qui est égale a 2%i0.80 (2’1*";‘0,%11; —1). On en déduit que kg, > n. D’un autre coté, puisque N est connexe,

tout x € QN de degré 0 est nul, donc le fait que s, est un élément non nul de degré n = jeks, |x;

implique que kg, < n. On a obtenu une contradiction.

Montrons que W =0: Considérons l'application linéaire f : Jg,(N)%

2—mw

= Jp (N3

51, définie par :
Fsyi, ® 21, Yi, @ k) = (15 Yiy4m—1 © T1, -+ s Yiytm—1 @ Ts).
D’aprés ce qui précede, on a d™ ! o f(W) = W. Donc, puisque d™~'W =0, W = 0.
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Finalement, Y; = > .;Z On a prouvé cela pour [ > m quelconque, et aussi pour [ < m, donc
Y = (X aer 21 iez = & o my (m)(Y). O

Remarque 3.6.1.14. Notons x € P(2) I'image du générateur de Lev par un morphisme fg : Lev — .
Notons Iy, l'image du morphisme d’opérade fe.p : Lev — 9 o D associé, qui envoie le générateur de
1 1

Lev sur (x;d,d). Alors pour tout objet A € %I-i[i (et a fortiori pour tout objet A € (%’fRT QI])i), et tout
w e N[%}, le sous-module A,, est muni d’une structure de Iy,-algebre instable. En effet, (x;d, d) conserve
le poids. En particulier, pour tout w € N[%], Cy,(N)y est un objet de iy, -

Remarque 3.6.1.15. Soit n > 0 un entier. On note sy(n) la somme des chiffres de n en base 2 (voir
appendice . En remarquant que sa(n) = so(2n), on peut prolonger so a N[%] en posant so(n27°) :=
s2(n). Remarquons alors que, pour tout w € N[3], si so(w) > n, alors Cy,(N)% = 0. En effet, Soit
Y € C4,(N)y, on peut décomposer Y en somme de monémes du type t := (u; 43, @ 1,...,¥;, @ xg). Le
fait que w(Y) = w et que so(w) > n implique que k > n, car on ne peut pas écrire w comme une somme
de moins de n nombres du type 2° pour ¢ € N. Mais puisque QN est connexe, z1, ...,z sont de degrés
au moins 1, donc [t| > n.

3.6.2 THEORIE DE CAMPBELL ET SELICK SUR UNE OPERADE Lev-COMPATIBLE

Dans cette section, on étudie des versions cycliques des décalages étudiés dans [3.6.1] On obtient ces
décalages cycliques par les quotients Qs D, définis en Section de ’algebre D. Pour toute opérade
Lev-compatible fe : Lev — &, on obtiendra comme précédemment des versions décalées, ici cycliques,
foog.p : Lev = P o Qs D. Pour tout module instable réduit connexe N, on construira des & o Q)5 D-
algebres faoq, p-instables Q.M (N), que 'on considére comme des généralisations des modules de Camp-
bell et Selick (voir [6]) étudiés & la section au sens ou, en considérant 1’opérade Lev-compatible
Lev — uCom et en posant N = F'(1), on retrouve ces modules.

Définition 3.6.2.1.

e Pour tout entier s > 0, notons QsG le Qs D-module libre engendré par un élément que ’on note yq.
En tant qu’espace vectoriel, Q;G est engendré par des éléments y; pour i € Z/sZ, sur lesquels on
considere 'action de Q¢ D donnée par dy; = y;—_1-

e On munit QG d’un poids & valeur dans Z/(2% — 1)Z en posant w(y;) = 2¢. L’action de d divise ici
le poids par 2.

e Remarquons que pour tout s > 0, une Q, D-algebre est une D*-algebre. Soient k et s deux entiers
strictement positifs. Le Lemme montre que l'on peut aussi considérer une s D-algebre
comme une Qs D-algebre. On note ggps : Q@sG — QrsG lapplication linéaire qui envoie y; sur
> jen/ksz, j=is) Yi- Remarquons que g, ainsi définie est un morphisme de Qs D-algebres, et donc
de D*-algebres.

e Soit N un module instable réduit connexe. D’apres le théoreme[3.3.5.10} la 2oQ, D-algebre faoq, p-
instable Ky, , (V) est isomorphe, en tant que & o Q, D-algebre, & S(P o Qs D, XQN). Ceci est
égal, toujours en tant que PoQ; D-algebre, & S(P, Q,GREQN). On note Qs My, (V) cette PoQs D-
algebre, munie du poids & valeur dans Z/(2° — 1)Z donné par celui de Q;G, et additif par rapport
a 'action de 2.
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e Pour tous s,k > 0, on prolonge I'application gsis ® idson @ QsG @ AN — QpsG @ LOQN en un
morphisme de & o Q, D-algebres fooq,, p-instables ggjis : Qs My, (N) = Qs My, (N).

e Pour tout s,k > 0 et w € Z, on note 9s|ks;w * Qstgo(N)[w]gs,l — kaMf@(N)[w]
de modules instables composé :

ke le morphisme

9s|ks

QSMfF/’ (N)[w]zsfl(—> QSMfG/’ (N) - QkSMfm (N) s kaMff/‘ (N)[

w]gks,l )
ol la derniere fleche est la projection orthogonalement a €p; L) ope QesMy, (N);.
oks 1 :

e On peut prolonger la définition de g, & tout w € Z[%], car 2 étant inversible dans Z/(2° — 1)Z,

[27n]2:_1 a un sens.

e On note My, (N) le module instable HieN[%] Cy,(N);, et, pour tout ¢ € N[3], My, (N); = Cy,(N);.

1

2

e On note g0 : QsMy,(N) — My, (N) le morphisme de P-algebres défini par ses projections :
pour tout I € N[1], z € NV,

Gs|+oosw * QSMfyA(N) - Cf&/‘ (N)l

r®y; H{x@yj s%jzi[s]etl:Zj
0 sinon.

Il est compatible & 'action de D*.

Théoréme 3.6.2.2. Soit fo : Lev — P une opérade Lev-compatible, telle que pour tout n € N, P(n)
est de dimension finie. Soit N un module instable réduit, connexe, et graduellement fini. On a un iso-
morphisme de modules instables Ky, (N®*) = Ky, , (N).

Démonstration. Le preuve qui suit est une réécriture d'un résultat de Campbell et Selick [6] qu’elle
généralise. Le plan de la preuve est le suivant : nous allons d’abord construire un automorphisme de
P-algebres Bij de S(£, (LQN)P¥) ® Fas. Nous allons munir S(P, (XQN)®¥) @ Fas d’une action de of
transférée de celle de Ky, (N®5)®@F,: par le Théoréme puis transférée par Bij. Nous appellerons A
la P-algebre dans % obtenue. Nous munirons ensuite S(P, QsG ® N) ® Fos d’une action de & transtérée
de celle de Ky, , ,(N) ® Fas par le Théoreme On vérifiera que A est en fait isomorphe a
cette P-algebre dans . Finalement, on construira I'isomorphisme de modules instables Ky, ,_,, (V) —
K, (N®%) en se servant du morphisme Bij décrit précédemment.

Construction de Bij: Notons ¢ : Fos — Fo: "automorphisme de Frobenius, et L le Fy-espace vectoriel
engendré par to,...,ts—1. L’automorphisme ¢ est un générateur du groupe de Galois Gal(IFas /F3). On
prolonge ¢ en un automorphisme

¢:S(P,LRIOUN) ®Fae — S(P,L & TOUN) @ Fas

par lidentité sur S(2,L ® LQN). D’aprés le théoréeme de la base normale primitive (voir Davenport
[10]), on peut choisir une racine primitive w de Fas. C’est-a-dire, w engendre le groupe multiplicatif Fs.
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et {w,p(w),...,¢° 1 (w)} est une base du Fa-espace vectoriel Fas. Notons P(X) = ag + a1 X + -+ +
as—1X°" 1 4+ X* le polynéme minimal de w. Notons :

0 0 --- 0 ap
10 -+ 0 a
r_ o1 0 a
0 0 -+ 1 as
I'élément de GL4(F3) représentant la multiplication par w dans la base {1,w,...,w*"!}. Puisque w en-
gendre 3., Vordre de T est 2° — 1 dans GL;(Fz). Considérons T' comme une bijection linéaire de L ® Fas
dans lui méme en utilisant la base {to, ..., ts—1}. On peut étendre T & un automorphisme de P-algebres :

T:S(P,L&LOAN) @ Fae — S(P,L R IAN) @ Fye.

Puisque le polyndme caractéristique de T est P(X), w est une valeur propre de T sur Fys. Considérons un
vecteur propre yo € L ® Fas pour la valeur propre w. Posons y; = ¢’yo pour j € {0,...,s — 1}. Puisque

les coefficients de 1" sont dans [Fo, T' commute avec ¢. Donc Ty; = w? yj. Donc {yo,v1,...,ys—1} est une
base de L ® Fas sur Fos formée de vecteurs propres de 7.
Pour des raisons de clarté, nous notons désormais QG 'espace vectoriel engendré par {yo, ..., ¥Ys—1}-

Remarquons que cela correspond a l'espace vectoriel sous-jacent au @3 D-module QG défini en [3.2.3.3
Considérons la bijection linéaire Bij : L ® Fa: — QsG ® Fas qui correspond au changement de base de
la base {tg,...,ts—1} vers la base {yo,...,ys—1} (Bij envoie t; sur son expression comme combinaison
linéaire des y; et Bij~' envoie y; sur son expression comme combinaison linéaire des ¢;). On étend Bij
a un automorphisme de P-algebres :

Bij: S(#,L®2ON) @ Far — §(P,Q,G @ SON) @ Fas.

Description de I’action de & sur S(%,L® N) induite par celle de Ky, (N®%) : On va appliquer
le Théoreme [3.3.5.10] En reprenant les notations du Lemme et de la Définition on fixe
une section graduée g : XQN — N, et une base graduée B de XQ2N. On obtient une base C' formée des
éléments Sqkq(b) avec k € Net b € B. Le Théorémenous donne un isomorphisme ¢ : Ky, (N) —
S(P,LON) inverse de mo S(P,q) : S(P,LON)) — Ky, (N), o 7 est la projection S(P, N) — Ky, (N).

Puisque YQ(N®%) = Coker(Ayas) est défini comme la colimite d'une somme directe, et que les
colimites commutent aux sommes directes, on a SQ(N®%) = (LQN)®4. On obtient une section graduée
en considérant ¢®* : (XQN)®* — N®5. On applique le Théoréme : la P-algebre Ky, (N®%)
est isomorphe a S(Z,(XQN)®%). Ayant fixé la section graduée ¢®¢, la preuve du Lemme nous
donne un isomorphisme ¢ : K, (N%%) — S(2, (ZQN)9%) inverse de w50 5(P, ¢9%) : S(P, (ZQN)P5) —
Ky, (N®%), ol m, est la projection S(P, N®%) — K, (N®*). Remarquons que L ® QN = (ZQN)®s,
et que L ® N = N®. Munissons 'algebre graduée S (2, L ® LQN) de 'action de 'algebre de Steenrod
induite par celle de Ky, (L ® N). Etendons cette action linéairement & S(2, L @ SON) @ Fas.

L’action de & que l'on a décrit sur S(2, L @ XQN) ® Fas vérifie la relation de Cartan par rapport a
Paction de 2, et, pour tout i € {0,...,s— 1}, 2 € XQN, et i € N, on a :

Sq'(t; ® 2) = ¢ o ms(t; @ Sq'q(2)).
Puisque ¢ et la multiplication par w commutent & ’action de &/, ce sont des endomorphismes du module

instable S(2, LRXQN)®Fq:. L'isomorphisme ¢ vérifie par définition pom(t;@S¢kq(b)) = (%&; (ti®b)><2k)
pour tout i € {0,...,s}, Sgkq(b) € C.
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Description de A : Munissons maintenant la P-algebre S(2, QG ® ZQN) & Fos d’une structure de
of-algebre transférée de celle décrite plus haut sur S(%, L ® ¥QN)® Fas par la bijection Bij, c’est-a-dire,
pour tout x € S(P, QG @ LAN) @ Fas, posons Sqiz = Bijo S¢' o Bijfl(x). Notons provisoirement A la
P-algebre dans les of-modules obtenue ainsi. L’action de 'algebre de Steenrod sur A vérifie la relation
de Cartan par rapport & laction de P, car S(P,L ® LQN) ® Fa- vérifie cette relation et Bij est un
isomorphisme de P-algebres. Elle s’exprime sur les éléments y; ® z avec z € XN par :

Sqi(yj ®z) =Bijo Sqi o Bijfl(yj ® z),
= Bijo S¢'(Bij ' (y;) ® 2),
=BijogoroS(P,Bij ' ® N)(y; ® Sq'q(2)).

Remarquons que Bij définit maintenant un isomorphisme de P-algebres dans % :

Bij: K;,(N®) @ Fye — A.

Description de l’action de o sur S(%,Q,G ® N) ® Fy induite par celle de Ky, , ,(N)® Fa: :
Rappelons que pour tout espace vectoriel V', on a un isomorphisme S(PoQ;D,V) = S(2,Q;GRV). On
applique encore le Théoréeme : la P-algebre Ky,oq, p(IN) est isomorphe & S(P; QG ® LQN), et
ayant fixé la section graduée ¢ : XQN — N, on a un isomorphisme ¢ : K¢,00, p(IN) = S(2; Q;GRXQN)
inverse de 7’ 0 S(P; QsG ® q) : S(P; QsG @ LOAN) = Ky,00,p(N), ou 7’ est la projection S(2, QG ®

N) = Ky, (N). Lisomorphisme ¢ vérifie ¢’ o w(y; ® Safa(v) = (i (@) (g @1)**") =

(*k; (Yi—x ® b)X2k> pour tout i € {0,...,s — 1}, Sqkq(b) € C. Cela nous permet de décrire une nouvelle

action de I'algebre de Steenrod sur S(P; Q;GRLON)®@Fqs. Elle vérifie la relation de Cartan par rapport
a l'action de & o Q,D. Elle s’exprime sur les éléments y; ® z avec z € XQN par :

Sq'(y; ® z) = ¢ o' (y; ® Sq'q(2)).

Comparaison des structures de A et de Ky, , , ® Fa: : On va vérifier que les deux actions de
lalgebre de Steenrod ainsi décrite sur S(2;QsG ® LON) ® Fas sont identiques. Pour cela, il suffit de
vérifier que les deux morphismes de Z-algebres @' o7’ et BijoponoS(P, Bij 1@ N), de S(P,Q;GRN)
dans S(2,Q:G @ LQN), sont identiques.

Soit j € {0,...,5s — 1} et Sqglq(b) € C. On a d’un coté, d’apres ce qui précede,
~ k
¢l on'(y; ® Sqpb) = (*k; (yj—k ®b)** ) :

D’un autre coté, remarquons que, pour tout x = Zf;ol Ait; € L@TFas, z € XQN, on a, dans S(P, L ®
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YQN) ® Fos muni de Iaction de Ky, (L @ N) ® Fos,

s—1
Sqop(z ® z) = Z A7Sqo(ti © 2)
i=0

s—1
= Z)\?*(ti@)z,ti@z)
i=0

s—1
= Z*()\ltl X z, )\ﬂfl ® Z),
i=0
=*(r®2z,r® z).
Donc, dans A,
Sqb(y; ® z) = Bijo Sqf o Bij ' (¢Fy;_x @ 2)
= Bijo Sgf¢* o Bij "\ (y;_1 ® 2)

k
= (*k? (Yj—k ® z)** ) )

et donc,
Bijo s om0 S(P,Bij ' @ N)(y; ® Sqiq(b)) = Bijo ps 0 ms 0 Sk (Bij*(y;) @ q(b)),
= Bijo g, om0 (i (Bij " (y;-1) @ a(1) ) .
— Bijo @, o, 0 S(P, ¢®°) (*k; (Bij~ (yj—i) ® b)X2k>
et, puisque Py 0 w5 0 S(P, ¢%%) = idg(» Lo N)@F,s»
Bijo ¢, o7, 0 S(P, Bij ' @ N)(y; ® Sq5q(b)) = Bij (*k; (Bij ™ (yj—k) © b)“’“) :

= (*k; (Yj—1 ® b)xgk) .

On a en effet prouvé que laction de o sur A est celle de Ky,0q, p(N) & Fas.

Construction de I’isomorphisme de modules instables Ky, , ,(N) 2 Kz, (N®%) : Considérons
I'application linéaire :

)\: Kf@(Neas)@FQs _>Kf(}(N®é)®]F25
s—1
x — Zd)i(wx)
=0

D’apres ce qui précede, A est compatible a l'action de o/. De plus, ¢(Ax) = Az, donc Az est invariant
sous l'action de Gal(Fa: /F2) sur Ky, (N®%) @ Fa:. Cela implique que l'image de A est en fait incluse dans
K, (N®#). Définissons maintenant le morphisme 6 comme étant la composée :

Bij !

Ky n(N)—> A Kp, (N®%) @ Fae —2> Kp, (N9) .
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Puisque {w, ¢(w),...,¢* 1 (w)} est une base de Fas sur Fa, 6 est injective.

On a supposé que N était graduellement fini, et que pour tout n € N, P (n) était de dimension finie. On
en déduit que les modules instables N®* S(%, N®%) S(P Q.G ® N), et donc que les modules instables
Ky, (N®%) et Ky,,, (N) sont graduellemment fini. Puisque 6 est injective, ¢’est un isomorphisme.

L’inverse de 6 se décrit explicitement de la fagon suivante. Soit € Ky, (N®%). On peut considérer
z € Ky, (N®%) ® Fas. On peut alors décomposer Bij(z) € A de maniére unique en une somme wq; +
p(w)gz + -+ ¢* 1 (w)gs, avec q; € Ky, ,(N) pour tout j € [s]. On pose 1(x) = ¢1. Le fait que x soit
invariant sous 'action de Gal(Fa: /F2) sur Kz, (N%*) @ Fo- implique que ¢; = ¢/ ~1(g1). On en déduit que
=071 0

Lemme 3.6.2.3. Pour tous entiers strictement positifs s, s’, et s € (N\ {0}) U {400}, tels que s|s'|s”,
et pour tout w € Z[1] non nul, on a gy 5. © Gs|srsw = Gs|s -

Démonstration. L’espace vectoriel Qs My, (N) est engendré par les P-monoémes t := (u; y;, @1, ..., Yi,, @
Zm) OU 1 € P(m), et pour tout j € [m], i; € Z/sZ et xj € XQN. D’un coté, on a :

gs|s”;w(t) = Tw 122 Z Yk, oy A P Z Yk, & Tm
k1=11 [S] km=tim [S]
= Z (M7yk1 ®$1a"'7ykm ®5Em),
(k1yeeskim ) EE

oil la somme est sur 'ensemble E” des m-uplets (ki,...,kn) € (Z/s"Z)"™ (si 8" # 4+00) tels que,
pour tout [ € [m], ki = i [s] et 3 1, 2k = w[2%" — 1]. Si 8" = +o00, E” est constitué des m-uplets
(k1,... k) € Z*™ vérifiant les mémes conditions, on vérifie alors que £ est fini et donc que gy, ()
appartient bien & Cy, (N)y,.

D’un autre coté, on a aussi gs|ew(t) = Z(jl,...,jm)eE('u; Yj, @ T1,y.- ., Yj,, @ Tm), ol E est Pensemble

des m-uplets (j1,...,7m) € (Z/s'Z)"™ tels que, pour tout I € [m], j; =i [s] et Zle[m] 20t = w[QS, —1],
et donc,

gs’|su§w o gs\s';w(t) = Z gs"sﬂ;w(,u; y.h ® Tiy.no ’yim ® Im)
(J1yeesdm)EE

= Z (Y5 @1, Y51 @ Tp)

(F1sdmsdlsesdm) EE’

ou cette fois, F’ est 'ensemble des (51, - -+, Jms 1« -« s dm)s avec (J1, .., jm) € E, (ji, e gh ) e (z)s" )

1

(€ Z¥™ si 8" = +00), tels que pour tout | € [m], j| = jm [¢], et tels que Y2, 29t =w [2° —1].
Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que ’application suivante est une bijection :

h: E — E"
(jla--wjmvjia-'-vj;n) H(]i)aj:n)

Tout d’abord, h est bien définie. En effet, soit (ji1,...,Jm,J1,---+dm) € E'. Pour tout I € [m], puisque
ji = Ju[s'] et ji =i [s], on a jj = ufs]. De plus, 32y, 27 = 3 2¢n 2 = w[2° —1]. Donc (ji, ..., jm,) €
E".
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Ensuite, montrons que h est injective. Considérons (ji, . .., Jm, 1« -« »Jdim) €6 (Flye ey Py ooy Ty ooyl

E’. Pour tout | € [m], si j| = 7}, alors j; = j; = r] = r; [s]. Deux éléments de E’ qui ont la méme image
par h sont donc égaux.

Montrons enfin que h est surjective. Soit (k1,...,kn,) € E’. Notons, pour tout [ € [m], j; la classe de
ki modulo s'. Puisque 37, 20 = ieim] 2k = 25 — 1], on a bien (j1,...,5m, k1., km) € E'. Or
h(j1s-- s dmy K1y s km) = (k1,...,kn). Finalement h est bien surjective. O

Définition 3.6.2.4. Notons P ’ensemble partiellement ordonné obtenu en considérant I’ordre de division
sur N'\ {0}. Soit n > 0, w € Z[3]. Posons FJ' : P — % le diagramme obtenu en envoyant s € N sur
QsMy, (N)w, et en envoyant s|ks sur gg|s;uw-

Lemme 3.6.2.5. Pour tout w € N[3], @M, (N),, est muni d’une structure de I,-algébre instable (voir
Remarque [3.6.1.14] pour la définition de Iy,,).

Démonstration. Pour montrer cela il suffit de vérifier que (x; d, d) conserve le poids. Mais cela est clair. [

Remarque. L'un des résultats de l'article de Campbell et Selick [6] est I’égalité, dans le cas ot & = uCom,
entre le module instable colim % ) et Cy,(F(1))w, pour tout entier w. Ce résultat, que 'on a rappelé en
3.5.2.7] est revu dans la section suivante. Nous adapterons ce résultat dans le cas & = Lev en section|3.6.5

On a vu que les objets Qs My, (N)w et Cf, (), étaient munis de structures de Iy,-algebres instables.
On peut alors se demander si ?f ) peut-étre défini dans la catégorie H7 i Malheureusement, de fagon
générale, les morphismes g, .., D€ sont pas compatibles a la structure de I,-algebres.

Par exemple, pour fo = fucom : Lev — uCom, on peut montrer que Iy, = Lev, et, en prenant s = 1,
s’ =2, on a, d’'un c6té, dans Q2 My, ... (F(1)) :

gl|2;4(]—uCom; Yo ® 1') = 7T4(]-uCom; (yO + yl) ® .’t)
= (1uCOm;y0 ® I),

ou x € LF(0) est ’élément non-nul, qui est de degré 1. Donc,

g112:4(X73 (o © 2)*7) = ma(X7; (o + 1) @ 2)*7)

(50 w7 )

i=0
= (X7; (yo ® 2), (y1 ® 2)*°) + (X7; (Yo ® ), (11 ® 2)*3) + (X7 (yo ® 2)*7)
et donc, en notant x := (Xs;d,d) € uComoD le générateur de Iy . = Lev,ona :

* (g112:4(Lucom; Yo ® @), g1j2;4(X7; (o ® z)*" )
=+ ((1g;yo ® 2), (X75 (yo ® 2), (11 ® ) %) + (X75 (Yo ® ), (1 ® )"?) + (X75 (yo ® ) 7))
= (Xs; (11 @)%, (yo ©® 1) %) + (X5 (11 © 1), (o ® 1) %) + (X5 (11 © 2)*®)

Drautre part, dans Q1 My, e, (F(1)), * ((lucom yo @ @), (X7; (yo ® 2)*7)) = (Xs; (yo ® 2)*®), et donc :

91)2;4 (* ((1uCom;y0 ® ), (X7; (Yo ® x)”))) = T4 ((Xs; (Yo +uy1)® x)><8)

8. /8 . _
— (Z (}) (st @x)X“)) = (Xsi(n ©0)*)

=0
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On observe que % (91\2;4(1ucom; Yo ® x), g1j2;4(X7; (Yo ® x)”)) est une somme de trois termes indépen-
dants, et que gij2;4 (* ((1ucc>m; Yo ® ), (X7; (Yo ® :c)”))) n’est que I'un de ces trois termes.

3.6.3 ALGEBRES DE BROWN ET GITLER ET DE CARLSSON - POINT DE VUE
OPERADIQUE

Dans cette section, nous utilisons les constructions produites a la section [3.6.1| pour relire les résultats
de la section [3.5.1] en utilisant la théorie des algebres instables sur une opérade Lev-compatible. On refor-
mule d’abord dans le Théoreme le théoreme de Miller vu en [3.5.1.5] (voir [20]). Cette identification
d’apparence formelle a pour but d’éclaircir la riche structure algébrique de I'algebre de Brown et Gitler.
Dans la Proposition [3.6.3.2] nous identifions les modules de Brown et Gitler de poids 27 & une algebre
instable libre sur une opérade Lev-compatible. La définition des modules de Carlsson peut alors s’écrire
en terme de limite sur une catégorie d’algebre instables et non plus seulement de modules instables. On
montre, dans la Proposition que le module de Carlsson K (1) muni de sa multiplication interne
est en fait I’algebre a niveaux instable libre engendrée par un élément de degré 1. Ce resultat précise le
résultat de Davis [I1]. Finalement, on montre, dans la Proposition que l'algebre de Carlsson est
aussi une algebre instable libre sur un générateur de degré 1 par rapport a une opérade Lev-compatible
de la forme Lev — uCom o D*.

Théoréme 3.6.3.1. L’algébre J; est la uCom-algébre bi-instable Jy ... (F(1)) définie en|3.6.1.1]

Démonstration. Les structures de uCom-algebres et de modules a droite de J} identifiées par Miller
dans [20] correspondent & celles de Jy, ., (F(1)) (voir . Reste a identifier les structures a gauche.
Toujours suivant la Proposition [3.6.1.3] et en reprennant la section décrite en [3.3.7.3] on obtient ’action
a gauche sur Jy, (F'(1)) suivante :

, Yi ® oto sij=0,
S¢’(yi @ o) == (%91 @2, yi-1 @) sij=1,
0 sinon.
Cela correspond bien a l'action a gauche de & sur J;. O

Proposition 3.6.3.2. Pour tout ¢ € N, J(29) est munie d’une structure de Tj, Lev-algebre instable,
ot Ty Lev est définie en et en tant que telle, elle est libre, isomorphe a Ky, ., (#(1)). Plus
généralement, pour tout module réduit connexe N, Jf,.. (N)2e = K fr, Lo (N) en tant que T, Lev-
algebres instables. En particulier, ce sont aussi des algebres a niveaux instables.

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, J(29) est le sous-module de poids 29 de Jy,... (F(1)).

Le Lemme [3.6.1.6| indique que ce module est muni d’une structure de I ({“C"m = T, Lev-algebre instable.
Plus généralement, soit N un module réduit connexe. D’apreés la Proposition [3.6.1.5, Jp,gon (V)2e =

T4 fucom (IV )2a. Rappelons que Ty Jf, ., (V) est isomorphe, en tant que fucom o p-algebre, & Ky, .., oz, n (NV)-
L’injection Ty Lev — uCom o7y D induit une injection de Tj; Lev-algebres ¢ : Ky, .. (N) = K, opmor, o (V) =
TqJ fucom (N) envoyant le générateur € N sur (Xi;y, ® «). Celui-ci est de poids 27. Or I'opération
(X2;d, d) stabilise le poids dans Jy,,,. (V). Donc 'image de ¢ est contenue dans Jy,(N)gq. Il reste a
prouver I'inclusion inverse. Soit donc t := (X345, ® 21,...,¥i, ®Tn) € Jp,q,,, (V) un élément homogene
générique. Supposons que w(t) = 27. On a donc 2?21 2% = 2%. Considérons la fonction & : [n] - N qui

envoie j € [n] sur ¢ —i;. On vérifie que > =271 e 2% = 1, donc h correspond & un élément

1
JE[n] 2k ()
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de la base &’(n) de Lev(n). De plus, h est de hauteur inférieure & ¢, Il appartient donc & une base de
T, Lev(n). On vérifie que

sp(h’('rh e ,ZE")) = (Xn; dh(l)a R dh(n))((Xla yq & I1)7 cety (leyq & xn))
= (X3 Yg—h(1) @ T1, -+, Yg—h(n) @ Tn) = t.

Finalement, ¢ induit bien un isomorphisme de T, Lev-algebres Ky, 1., (V) = Jf,con (V)20 O

Proposition 3.6.3.3. Pour tout entier ¢ > 0, Le module de Carlsson K (i), muni de sa multiplication
interne (voir section [3.5.1)), est la limite du diagramme suivant dans F#y, ., :

d
S qucom (F(]-))Q‘I'L < quCom(F(l))Q‘H'li -~ e,

Démonstration. Pour tout ¢, on rappelle (voir section que le module de Carlsson K (i) est défini
comme limite sur ¢ des modules de Brown et Gitler J(2%), par rapport aux morphismes de modules
instables -Sq?** : J(29+1i) — J(2%). Par la définition méme des multiplications internes & J(2%) et &
K (i), on peut considérer cette limite dans la catégorie F#, .. La proposition précédente montre que J(29)
est isomorphe & Jy, .. (F'(1))24, et la multiplication interne & J(27) correspond & (x;d, d). O

Proposition 3.6.3.4. Le module de Carlsson K (1), muni de sa multiplication interne, est une algebre
a niveaux instable libre, et en tant que telle, elle est isomorphe & Ky, (F(1)). Plus généralement, pour
tout n € N, Cf ... (V)1 est une Lev-algebre instable isomorphe & Ky (N).

Démonstration. Rappelons d’abord qu’en tant que Lev-algebre instable, Cy ... (V)1 est la limite du

diagramme :
. 2q
ST quCom (N)Qq '%q quCom (N)2q+1 e

Pour tout ¢ € N, Jy,,,, (V)20 est isomorphe, en tant que Lev-algebre instable, a Ky, ., (V). De plus les
applications Jy, .. (N)aa+1 — Jf com (V)2 sont induite par les applications de troncation T,41 Lev —
T, Lev. On est dans le bon contexte pour appliquer le Lemme [3.3.8:4] On a besoin de vérifier que, pour
tout k € N, la suite :

w<—T,Lev(k) <— Tyy1 Lev(k) <— - --

est costationnaire. Rappelons qu’un arbre binaire a k feuilles est au plus de hauteur k — 1. Soit A un

élément de Z'(k), considéré comme un élément de Lev(k). On a fucomor, p(h) = (Xn; ar 7dh(k)).
Puisque / est de hauteur au plus k—1, h(i) < k pour tout i € [k]. Donc fucomor, p(h) = fuComor,,; D(h)
pour tout ¢ > k. Cela implique que la suite précédente est bien costationnaire. O

On va maintenant retrouver 1’algeébre de Carlsson en tant que uCom o D¥-algebre (Xo; p, p)-instable.

Rappelons que I'on dispose d’un morphisme d’opérades uComoD — uComoD*, qui fournit un
foncteur d’oubli #y . = Ff,comon, Ce qui nous permet de considérer Ky . (N) comme une
uCom o D-algebre fycom o p-instable. On peut aussi considérer Cj, .. (N) comme un objet de Ff, comon
en oubliant le poids.

Proposition 3.6.3.5. L’algebre de Carlsson K} = @ZEN[%] K (i) définie a la section est munie d’une

structure de uCom o D*-algebre instable, et en tant que telle, elle est libre, engendrée par un élément de
degré 1.
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Démonstration. Rappelons la définition, donnée en [3.6.1.9 de Cf, (IV). L’algebre de Carlsson, munie de
son décalage, est définie de la méme maniere que Cy,,. (F(1)) (voir par exemple [25]). Le résultat découle
alors du Théoreme B.6.1.12 O

3.6.4 ESPACES D’EILENBERG-MACLANE ET MODULES DE CAMPBELL ET SELICK -
POINT DE VUE OPERADIQUE

Dans cette section, nous reformulons les résultats de la section [3.5.2| pour les adapter au point de vue
de la section [3.6.2] Nous commencons par rappeller que le résultat de J-P. Serre identifie la cohomologie
modoulo 2 du n-iéme espace d’Eilenberg-MacLane du groupe Z/2Z & I’(uCom-)algebre instable libre
engendrée par un générateur de degré n. On donne le lien entre nos modules Qs My, (N) et les modules de
Campbell et Selick. On retrouve ensuite le Théoreme comme cas particulier du Théoreme [3.6.2.2
On réécrit le Théoreme avec nos notation et on rappelle la structure de la preuve. Dans la section
suivante nous généralisons ce résultat, en utilisant d’autres méthodes, a I'opérade Lev-compatible fiey.

Proposition 3.6.4.1. On a un isomorphisme de uCom-algebres instables :
Kfocom(F(n)) =2 H*(7(Z/2Z,n), 7/ 2Z).
Démonstration. C’est un corollaire direct du Théoréme [3.5.2.1] avec nos notations. O

Proposition 3.6.4.2. Pour tout entier s > 0, le module de Campbell et Selick My avec son produit et
son décalage x; — x;_1, est isomorphe & la uCom oQ); D-algebre fucom 0@, n-instable Qs My, ... (F(1)). En
particulier, c’est une uCom o@); D-algebre fcomog, p-instable libre engendrée par un élément de degré
1.

Démonstration. Cela découle des définitions. O

Théoréme 3.6.4.3. Pour tout entier s > 0, et tout module instable réduit, connexe, et graduellement
fini N, on a un isomorphisme de modules instables Ky, (N)®% = Kycomoq. D(N).

Démonstration. Le Théoreme donne un isomorphisme de modules instables Ky, (N%%) =
KyComog, D(N). Puisque QN est graduellement fini, et puisque S(uCom) est exponentiel, on a un
isomorphisme de uCom-algebre S(uCom, SQN®#) 2 S(uCom, LQN)®4. En ayant fixé la section graduée
YON — N, la structure de module instable déduite sur S(uCom, XQN)®s de celle de Ky, (N®%)

coincide avec celle déduite de Ky, (N)®5. O

Définition 3.6.4.4.

e Pour tout s,k > 0, on définit une application x5 : QrsG — QsG qui envoie y; sur y;, . On note

aussi Vojks : QrsMfycom (N) — QsMjf, .., (N) le morphisme de uCom o D*-algebres fucomoDi-
instables obtenu en prolongeant par 1'identité.

e Pour tout s,k > 0et w € Z, on définit Vy|pspw : QusMyp ., . (N)[w]w_1 = QsMy . . (N)wlas s
par la composée :

Qis M fycom (N wlyre | Qs Mo (N) ——= Qs M0 (V) —= Qs Mo (N )]s, -
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e On définit aussi des morphismes de uCom o D*-algébres fy,com o p+-instables Ysl4oo : Clucom (V) —
QSMfuCom(N) et Vs|toomw CfuCoIn (N)w — QSMfuCoIn(N)[w]25—1'

Théoréme 3.6.4.5 (Campbell et Selick [6]). Pour tout s € N, k € (N\ 0) U {+00}), et w € [25 —1]
Ys|ks;w © Is|kssw €St Uidentité de Qs My, .. (F(1)).

Démonstration. Voir [6]. O

Théoréme 3.6.4.6 (Campbell et Selick [6]). Soit » = uCom. Pour tout entier w > 0, Cy o (F(1))w
est la colimite de 95(1) dans U, ot FY P — U est défini en|3.6.2./)

Démonstration. La preuve, diie & Campbell et Selick [6], est la suivante : le Théoréme [3.6.4.5| implique
que, pour tout w € N\ {0}, si s est assez grand, alors les morphismes Gs|s'sw €6 Gs|+o00;w SONE injectifs. On

en déduit un morphisme injectif de modules instables colim F RNy fucom (F(1))w. On vérifie aisément
que ce morphisme est surjectif. O

Corollaire 3.6.4.7. En tant que module instable, Ky, . (F(1)) est la colimite des modules {Qs My, ... (F(1))1}sem {0}
sous les applications g1 -

Démonstration. On applique le théoréme précédent, avec w = 1. De plus la Proposition [3.6.3.5] implique
que Ky, (F(1)) = Cpeon (F(1)1 O

3.6.5 MOoODULES DE CAMPBELL ET SELICK SUR L’OPERADE DES ALGEBRES A
NIVEAUX

Dans cette section, on va appliquer les méthodes utilisées par Campbell et Selick présentées en [3.5.2)
et sur les objets définis en en se concentrant sur le cas # = Lev. On obtiendra notamment le
Théoréme [3.6.5.8| qui est Panalogue du Théoreme [3.6.4.6] dans le cas de 'opérade des algeébres & niveaux.

On commence par reconnaitre que 'image du morphisme d’opérade décallé Lev — LevoD est iso-
morphe & Lev, ce qui garantit notamment que les modules Cy, , (F(n)), sont munis d’une structure
d’algebre a niveaux.

On introduira une décomposition en ‘atomes’, similaire & celle de Campbell et Selick ([6]) dans le cas
des algebres commutatives.

Ensuite, on énonce et I'on prouve le Théoreme qui identifie le module instable Cy, ., (F'(1))w
introduit en Section a la colimite de modules Q My, ., (F(1)), introduits en Section Dans
le cas de 'opérade Lev-compatible fycom, Campbell et Selick appuyaient leur preuve sur un résultat
d’injectivité qui est un corollaire direct du Théoreme [3.6.4.5] Dans notre cas, on va relever ce méme
résultat d’injectivité au cas de l'opérade Lev-compatible f1e., le long d’'un morphisme d’opérades Lev-
compatibles p : frev = fucom.

Rappel. L’opérade Lev est ensembliste, engendrée par un élément d’arité 2. La base ensembliste &’(m)

de Lev(m) est formée des fonctions i : [m] — N vérifiant 3, (., ﬁ

Proposition 3.6.5.1. Soit freyop : Lev — LevoD le morphisme d’opérades qui envoie le générateur x
de Lev sur (%;d,d). L’image de frevop est isomorphe a Lev.

Démonstration. Les opérades Lev et Lev oD étant ensemblistes, et le morphisme f1eyop étant lui-méme
ensembliste, on se place ici dans la catégorie des opérades ensemblistes. Considérons la projection p :
LevoD — Lev. Je prétends que la restriction de p a 'image de fLevop fournit I'isomorphisme recherché.
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Tout d’abord, ce morphisme est surjectif, car la composée p o fLeyv oD, par construction, est 'identité
de Lev.

Montrons maintenant que ce morphisme est injectif. Soit h € &’(k) un élément de la base ensembliste
de Lev(k). On a alors : freyop(h) = (h;d"™, ... d"®)). Donc &’ est envoyée par frevop sur une famille
libre de LevoD. O

Remarque 3.6.5.2. On déduit en corollaire du Lemme [3.6.1.6| notamment et de la Proposition [3.6.5.1} que
les modules Ty J¥, ., () w, Jfie. (7)w, Cp., (7)w, sont munis d’une structure d’algebre & niveaux instable.
Définition 3.6.5.3. Soit N un module réduit connexe. On appelle ‘atome’ de Cy, . (NN) tout élément
du type (*k; (y; ® a:)XQk) pour i € Z et x € YQN. On appelle décomposition adéquate d’'un monoéme
o= (Y5, @1, ., Yip, ®Tm) € Cpp ., (N) un élément de S(Lev, Cy, ., (n)) du type v(Aq, ..., Ay,,), ot pour
tout ¢ € [m], A; est un atome, ot pour tout 4, j € [m], si¢ # j, alors A; # Aj, ou bien la transposition (¢ j)
n’est pas dans le stabilisateur de v, et tels que le produit S(Lev, S(Lev,Cy, .. (n))) = S(Lev,Cy,...(n))
envoie (A, ..., Ay) sur t.

Notation 3.6.5.4. Lorsque N = F(1), les atomes sont du type (*k; (y; ® O’Lo)xzk). Cet atome, qui ne
dépend donc que de k € N, i € Z, est noté a:l*Qk.

Lemme 3.6.5.5. L’espace vectoriel Cy, , (N) est engendré par les monémes munis d’une décomposition
adéquate du type :

ki,',,,a
= T (srenstmem) ™) ).

15,0,
ou i parcoure {0,...,s— 1} dans le produit, ot pour tout ¢ € {0,...,s — 1}, j parcoure un ensemble fini
[p:], ot I parcoure {0,...,0(v)}, o(v) étant la hauteur de v, ol, pour tout ¢ € {0,...,s — 1}, j € [pi],
1 €{0,...,0(r)}, @ parcoure un ensemble fini [r; ;;], o v envoie (ZZOZO ) 250261 ri,j,l) + B sur Iy
pour tout f € [riy o1, Ol pour tout i € {0,...,s — 1}, (2:;) c[p,) est une famille croissante d'une base
ordonnée fixée de QN et ou pour tout 1,j,1, (k?i,j,l,a)ae[m,j,l] est une famille strictement croissante

d’entiers.
De plus, sous ces conditions, la décomposition est unique.

Démonstration. Rappelons que les monémes t := (15 y;, ® x1,...,¥;, ® ) engendrent Cy,  (N), pour
we L (m), iy, ... ,im €7Z, et x1,...,2, appartenant & une base de QN que I'on suppose munie d’un
ordre total. A permutation pres, on peut supposer que i; < --- < i,,. Il existe donc r € Comp,(m) telle
que

t= (Y1 @T11,-- -, Y1 QT1,r, Y2 QT2 1, -+, Ys @ T, )-

A permutation pres, on peut aussi supposer que pour tout ¢ € [s], la suite (z; j)1<;j<r, est ordonnée. Il
existe donc, pour tout ¢ € [s], une composition q, € Comp,, (7;), telle que :

t= (,u; (yl 0y Zl,l)qu’lw ) (ys 0y Zs,ps)xqs’ps) s

avec, pour tout i € [s], z;1 < --- < z; p,. Rappelons maintenant que 1 € Z’(m) est une fonction p : [m| —

N vérifiant Zie[m] 23(1») = 1. A permutation pres, on peut supposer que, pour tout i € [s], 7 € [p:], la suite
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(u(D))r,<i<r, et croissante, ot Ly = i+ - -+ri—1+¢; 1+ - +¢ijo1+1let Lo = ri+- - +rio1+g i+ +¢ ;5.
I existe donc, pour tout i € [s], j € [p;], une composition ¢, ; € Comp,,,(g:,;) telle que :

t= 1 II (4 @ 2i5) |
i€[s],j€pil,l€[o(p)]

ol pour tout i € [s], zi1 < -+ < Zjp,, €t p est croissante sur les parts de la partition q +-+aq,
et constante sur toutes les parts de Cije On va maintenant se servir de la décomposition binaire ¢; j; =
gbin(eiji) ... 4 gbin(eigisa(eisn)) Soit pf [Zm,l SQ(Ci7j’l):| — N la fonction qui envoie sg(c111) + -+ +

sa(ciji-1) + a sur p(B) — bin(c; 1, a) pour un B € ¢; ;;. On a alors p’ € &’ (Zi,j,l SQ(Ci’j’l)), et plus
précisément :

B = :U// H *bin(ciwjyl,a)
i,5,L,a€[s2(ci,5,1)]
On vérifie que la décomposition suivante de t est adéquate :

bin(ciy,-,l,a)
t = 'u/ H <*bin(ci,j,l>a); (yl ® Zivjvl) X2 ' )

i,,l,a€[s2(cq,5,0)]
De plus, il est clair que sous les conditions demandées, cette décomposition est unique. O

Lemme 3.6.5.6. L’espace vectoriel QsMy, . (F (1)) est engendré par les monémes munis d’une décom-
position adéquate du type :

k. -
*2%,4,1
H I I ‘Tz’ ’
i,l,«

ot u € Z'(m), i parcoure {0, ...,s—1} dans le produit, ot [ parcoure {0, ...,0(u)}, o(p) := max;epm) p(i)
étant la hauteur de p, ot pour tout i € {0,...,s—1}, 1€ {0,...,0(p)}, o parcoure un ensemble fini [r; ;]
avec ), ;Ti,j = m et pour tout 4, j, kija <o <kijr ;-

Démonstration. C’est la méme preuve que celle du Lemme [3.6.5.5] Le fait qu’ici, n = 1, permet d’obtenir
cette décomposition plus concise. O

Lemme 3.6.5.7. Soit N un module réduit connexe. Si A est un atome, alors g4, (A) est une somme
d’atomes distincts, ot ggs 1 Qs My, (N) = Qo My, (N) est définie a la section De plus, si A, B
sont deux atomes distincts, alors chaque terme de la somme g, (A) est un atome distinct de chaque
terme de la somme gy, (B).

Démonstration. Soit A = xi, ((yZ ® x)XQk) un atome. On a

gs|s/(A) = Z (*k;yjl ®x,"'ayj2k ®ZL'),
(J1se-dok )EE
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oil la somme est sur 'ensemble E des 2F-uplets 71, ..., jor € Z/s'Z tels que pour tout I € [2F], j; =i [s].
Or, en notant a := %, on remarque que les j € Z/s'7Z tels que j = i [s] sont les i+bs pour b € {0,...,a—1}.
Puisque %, est stable sous ’action de G,4x, on va pouvoir réordonner les éléments de la somme, on obtient :

Gar
g (A) = Y 2| ok (1 @) (Mg (am1)s @ )T
reComp,, (2¥) r
Soit r € Comp, (2¥). Le coefficient GGQL" = hﬁi’“;a, est pair, sauf s’il existe b € [a] tel que r, = 2*. Donc,
k
g ()= 30 (i (i 0 2)°%)
be{0,...,a—1}
Ce qui implique le résultat demandé. O

Théoréme 3.6.5.8. Pour tout entier w > 0, Cy,  (F (1)) est la colimite de FEDV dans %.

Démonstration. On va d’abord prouver que le morphisme colim g,|gry, : F (1) — Cf, (F(1)) est injectif,
puis qu’il est surjectif :

Remarquons que 'on a un morphisme d’opérades ensemblistes p : Lev — uCom, qui envoie tout
élément p € F’'(m) sur élément X,,, € uCom(m).

Pour tout s € N, on déduit du morphisme précédent un morphisme de Lev oQ¢ D-algebres instables
p:QsMy ., (F(1)) = Qs My, q,.. (F(1)) qui respecte le poids.

Fixons w € N\ {0}. On déduit du morphisme précédent un morphisme de modules instables p,, :
QsMy..(F(1)w — QsMy oo (F(1))y (c’est méme un morphisme d’algébres & niveaux instables). On
vérifie alors aisément que le diagramme suivant commute :

9s|s;w

Qs My, (F(1)w ——— Qo My, (F(1))w

Qs Mf o (F(1))w 5= Qs Mo (F(1))u

9s|s’;w

Ici, puisque n = 1, on suivra la notation introduite en|3.6.5.4: les atomes sont du type (*k; (y; ® oLg) ><2k) ’

ce que l'on note xf2k D’apres le Lemme|3.6.5.6, tout mondéme admet une unique décomposition adéquate
du type

*2%i,3,1
H I | Ly ’
i,l,«

ot u € Z'(m) i parcoure {0, ...,s—1} dans le produit, ot / parcoure {0, ...,0(u)}, o(p) := max;epm) p(i)
étant la hauteur de u, ot pour tout i € {0,...,s—1}, 1€ {0,...,0(p)}, o parcoure un ensemble fini [r; ;]
avec ), i 7;; =m et pour tout 4,7, kij1 < < Kijr, ;-
Soit t = p (HZ Lo x}‘Qki’j’l), un tel mondéme décomposé. Puisque le diagramme ci-dessus commute, on
Qk’i,l,a
& Pu © Gs|ssw(t) = Gsjsrsw © Puw(t). Or, py(t) est le polynome [, J:Z-Zl’a . En supposant s assez grand,
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puisque g5 Qs Mfycom (F(1)w — Qs My, (F(1))w est injectif, cela implique que py, 0 gg|r (t) 7 0,
donc que gs|s’ w( ) 7é 0.
D’autre part, on a

ki,, Xed
gs|s’;w(t = Tw Hgs s/< ;2 l )

NN

D’apres le Lemme [3.6.5.7) u (Hz Lo Js|s’ (a:*Qki’l’“)) est une somme de décompositions adéquates dis-

?

tinctes. Donc ggjs,0(t) est une somme de décompositions adéquates distinctes. Elle est non vide car
gs\s’;w(t) 75 0.

Cela prouve que gy, est injective. En effet, si un autre monéme décomposé s avait la méme image
que t par gs|s .0, par unicité de la décomposition adéquate et par le Lemme on en déduirait que
t=s.

Prouvons maintenant que colimg gs|4 ooy : cOlim FrF® Ch.. (F(1 ))w est surjective. C' . (F'(1 ))
est engendré par les monomes t := (u; @iy, ..., @;,,) avec p € Lev(m), i1, ..., im € Z tels que 37, 2

w, et x; :=y; ® o1. A permutation prés, on peut supposer que iy < ip < - -+ < ipy. Soit s > logy (w) — i1.
Notons [t] := (p; 2,5+ -+ T[i,,].). On a:

gs\Jroo;w([tD = Z (/”';xju"'axjm)v

(J1seesJm)EE

ol la somme est sur I’ensemble E des m-uplets (j1,...,jm) € Z*™ tels que pour tout [ € [m], j; = i; [s]
et Zle[m] 2/t = w. Prouvons que E = {(i1,...,4im)}. Tout d’abord, il est clair que (i1,...,i,) appartient
a E. Soit (j1,...,jm) € E.

Si, pour tout [ € [m], j; < i;, alors nécessairement, (j;); = (4;);. En effet, §’il existe de plus o € [m] tel
que jo < ia,onay, 29 <>, 2% =w ce qui contredit le fait que }, 27" = w.

Supposons donc qu’il existe a € [m] tel que j, > i4. Puisque j, = in [s], on en déduit que j, >
ia +s > i1 +s. Donc ), 20t > 2Ja > 252U Ayant supposé que s > logy(w) — i1, on en déduit que
3,29 > w, ce qui montre finalement que j; = i; pour tout ! € [m].

On a montré que t = gy|4o0;w([t]), ce qui montre que t est dans I'image de colimg g|4oc:- Puisque
cela est vrai pour tout monome t, colimg g1 o0; €St surjective. O

Proposition 3.6.5.9. Pour tout entier n > 0, K (N) est un facteur direct, en tant qu’algebre a
niveaux instable, de C'y, . (N)1.

Démonstration. Rapplons que si x est un élement de XQN, et si fg : Lev — @ désigne une opérade Lev-
compatible, z peut aussi désigner un élément (générateur) de la @-algebre Ky, (V). Tout d’abord, I'image
de frLevop : Lev — LevoD est isomorphe a Lev, donc, d’apres la Remarque Cipo. (V)1 est une
Lev-algebre instable. Il existe donc un morphisme de Lev-algebre instables ¢ : Kp  (N) = Cp. (N)1
qui envoie, pour tout € LQN, le générateur « € Ky, (N) sur I'élément (1pev;yo ® ) € Cp, (N)1. Un
élément du type (h;x1,...,xx) € Kp (N), ot h € Z'(k), est envoyé par o sur (h; y_p1)®T1, - . ., Y—h (k)@

D’autre part, le morphisme d’opérades Lev — uCom induit un morphisme de Lev-algebres instables
UE CfLev(N)l - CfuCom(N)l' On a:

7/’(#7%1 ®z1a"'7yik ®$k) = (/“Lv'rlv -7xk)'
Il est alors clair que 9 o ¢ est l'identité de Ky, ., (N). O
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Appendice A. Proof of Proposition 2.2.3.8

This section aims to clarify the product of the monad I'(%), when & is a reduced operad. This is the
result of Proposition

Let us write the proposition again. Let & be a reduced operad and V' be an F-vector space. Denote
by p: P oP — P the multiplication of P and by i : I'(P) o T'(P) — I'(P) the multiplication of the
monad I'(2). Consider an element t € I'(2,T'(2,V)) of the form

p ®r;
= Y cwer(Q( X evmeew)),
€6, /S, i=1 oieemi/Ggi

Sy

with r € Comp,(n), 2 € P(n)®, and for all i € [p], g, € Compy, (m;), z; € P(m;)"% and v; €
(V®&mi)Sa,

Proposition A.1. One has

v (t) = Z ’u(x®[T®x(i§r1®,..®x§rp]ni6§:i)®7—.(ﬂ®r1®...®vl®rp)7
T€S M/ IT7=1 61,18y,

where M = rymy +---+rpm,, and
[T @x?’“l R ® x?”’]

M, e € Ao @ &(ma) ™.
i

Proof. The multiplication fiy : I'(#,T'(P,V)) — I'(#,V) is the composite :

Bz0.m50(P(n) @ PEN(M) @ VIM)OEM —— B 1o, (D,,50 P(n) @ PE (M) S @ VEM)Eu

T |

D,.50(P(n) @ (P, V))On B rr>0(B,50 P(n) ® PE(M))s, @ VEM)OM
D,50(P(n) @ T(P,V)E")Sn (D150 P (M) ® VEM)©Ou

The isomorphism ¢ : (P(n) @ ['(P, V)2 — (P(n) @ T(P2",V))®n (see [22], Proposition 4.2) is
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given by

o(t) = Z TR0 - Z

0€G, /6, €& M/ 10, &m}
p T i i
)y ro (@@ #)y ex o (@R ey u).
(U'i,j)ie[p],jE[Ti]eHg)Zl(Gm’i/GQ.L)X” =1 j=1 =1 j=1
which is equal to
> 0~a:®0'< > [T®wi®”®“'®$§%]n.em®T'<“®m®'”®v”®r?)>
€S, /S, Te6Mm/T1E_, 6;”
_ Z Z (J~LL‘®O"[T®$?”®’”®x?7‘p]nvgxr»i)®7—.(ﬂ@)rl®."®Up®rp)'
€60 /6r e/ 10, 6;”

Every 7 € G/ ][}, &, can be decomposed as a product 775 with 71 € &y /[[j-; &, 16, and

9 € &, acting by block of size m;. Yet, z is invariant under the action of 7 and, 27" ® - -+ ® x? "? and
1% ® -+ ®v,%"r are both invariant under the action of 75, so, one gets

2 2 > (m)escnm e e e o)

066, /6, €6, ey /[1h, 6,16,

R 71T (ﬂ@)ﬁ R ® vp®Tp)

is equal to

Z Z Z ((O’TQ)~(E®(O’TQ)~[T1 ®x§§7"1 ®®x;§>rz}]n1 ~><7‘i)

bnzi
0€6, /6, 2ES, 1S )/ Hle 67"1'1621-
QT - (ﬂ@l R ® vp®Tp)

_ Z Z (g.x®a-[T®$(1X’”®"'®$§rp]n.6§ﬁ)®7'(ﬂwl®"'®Ul®m)'
CISICEE JSICEVA | ko 6W262¢ 1 1

Then, applying the inverse of the norm map Trg o : # 0 P — P 6 P, one gets

> eled"e ey gnle, @ @ @ ©5,).
7'661\4/1_[?:1 67«1.?621

Finally, applying the mutliplication of the operad & gives the expected result.
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Appendice B. Calculs en base 2

Dans cette section on présente des calculs en caractéristique 2, et notamment des calculs de coefficients
binomiaux. Ces résultats sont utilisés & la [2.7] pour décrire les puissances divisées sur les opérades Com
et Lev en caractéristique 2, et a la section [3.5.3] pour décrire I'action de ’algebre de Steenrod sur la
cohomologie modulo 2 du groupe Z/27Z.

Notation. Pour tout n € N, on notera la décomposition binaire de n de la maniere suivante :

n = Qbin(n,l) N 2bin(n,52(n))
Par convention, on posera s3(0) = 0 et la décomposition binaire de 0 sera la somme vide. Ici so(n) est
donc la somme des chiffres dans 1’écriture en base binaire de n. On notera aussi lo(n) = bin(n,s2(n)) + 1
la longueur de I’écriture binaire de n, et v(n) = bin(n, 1) la valuation 2-adique de n. On a par convention

15(0) =1 et v(0) = +o0.
On utilisera aussi la décomposition binaire “classique” de n :

n=V02O+V121+...,
ot (1)ien € {0, 1}" définit I'entier n de maniere unique. On a alors : sp(n) = >,y Vi-
Rappelons deux résultats de congruence :
Théoréme B.1 (Formule de Legendre). Pour tout entier n >0, on a :
v(n!) =n —ss(n)

Théoréme B.2 (Théoréme de Lucas [19]). Pour tout entiers m,n € N, notons m = >,y p:2" et
n =7 cnVi2' les décompositions binaires classiques de m et n. On a :

(r)=IL(:) &

ot, par convention, (8) =1cet ((1)) =0.
On en déduit les résultats suivants :
Lemme B.3. Pour tout n > 0, 'entier :
n!

est impair.
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Démonstration. D’apres la formule de Legendre, v(n!) = n—sz(n). Or, pour tout i € [so(n)], v(2P()1)

2bin(n.4) _ 1 donc Q(Hi:(l n) gbin(n,i)}) = (252(71) 2Pm(9))) — g5(n) = n — sa(n). D'olt le résultat. O
Lemme B.4. Pour tout k € N, I'entier :

ok+1)

2(2k1)2
est impair.
Démonstration. D’apres la formule de Legendre, v(2811) = 281 — 1. D’autre part, v(2!(2¥!)?) = v(2) +
20(2k) =1 +2(2F — 1) = 281 — 1. D’ott le résultat. O

Lemme B.5. Pour tous m,n > 0, I'entier (™) est impair si et seulement si les ensembles {bin(n, i) }ie(s, ()]
et {bin(m,)};cs,(m) sont disjoints.

Démonstration. D’apres le théoréeme de Lucas,

m-+n ;
(") =10
ieN N
otm+n =7y pi2¢ est la décomposition binaire classique de m+mn. Donc (m:") est pair si et seulement
s’il existe j € N tel que p; < v;. Si, pour tout ¢ € N, p1; = 0 ou v; = 0, alors pour tout ¢ € N, p; = p; + v;,
donc p; > v;. S'il existe j € N tel que p; = v; = 1, supposons que jo est le plus petit entier satisfaisant
cette condition, alors on vérifie que p;, =0 < v;, = 1. O

Lemme B.6. Pour tout k > 0,1 € [2F — 1], on a : 3(2% — 1 — 1) = k — so(1).

Démonstration. Notons | = . Ai2' la décomposition binaire classique de I. Alors A\; = 0 pour tout

§ > k. On vérifie que 2F —1 = Zi:ol(l—)\i)f et que ceci fournit une décomposition binaire de 28 —1—1. O
Lemme B.7. Pour tout a,b € N, sa(a +b) < sa2(a) + s2(b).

Démonstration. On va prouver, par récurrence sur I'entier k, que, pour tout k € N, pour tout a,b € N, si
a < 2% et b < 2F alors so(a+b) < so(a)+s2(b). Pour le cas k = 0, il faut vérifier que so(0+0) < s2(0)+s2(0).
Or s5(0) = 0, donc cela est vrai. Supposons le résultat vérifié pour k quelconque. Soient a,b € N tels que
a < 281 b < 281G ¢ < 2% et b < 2%, alors par hypothese de récurrence, sa(a + b) < sa(a) + s2(b).
Supposons que a > 2k On va étudier les trois cas suivants : a)0<b< ok+1 _ a, b) 2kl _ g <p < 2’“7
c) 2% < b. Notons > ien Ai = a + b la décomposition binaire classique de a + b.
a) Si 0 < b < 28 — g alors Ay = 1. Donc sy(a + b — 2F) = sy(a + b) — 1. D’autre part, puisque
a—2F < 2F et b < 281 — ¢ < 2% par hypothese de récurrence, so(a + b — 2F) < sy(a — 2%) +s2(b).
Or sy(a — 2%) = sy(a) — 1. Donc sy(a + b) = sa(a + b — 2F) + 1 < sy(a) + sa(b).

b) Si 2l —q <b<2F <2k 128 g Ny =1et A\, = 0. Donc sy(a +b) = so(a + b — 2F), et par
hypotheése de récurrence, so(a + b — 2F) < so(a — 2F) +52(b) = so(a) — 1+ s2(b) < sa(a) + s2(b).

c) Si 28 < b, alors A1 = 1, donc sp(a+b—28F1) = sy(a+b) — 1. Mais, par hypothese de récurrence,
so(a+b—2F1) <sy(a—2F) +s9(b—2%) = s9(a) +s2(b) — 2. Donc sp(a+b) = sg(a+b—2F1)+1 <
Sg(a) + Sg(b) -1< SQ(G;) + Sg(b).
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Lemme B.8. Soit n,m € N*, dont les décompositions binaires s’écrivent respectivement n =3, v; 2!
et m =), 12" Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe une suite d’entiers I = (i1, ...,4;) telle que S¢/u™ = u™ dans H*(Z/27Z,F5).

(2) 1l existe une suite d’entiers I = (i1,...,4) telle que n + i3 + -+ + i = m et telle que les entiers

(Z), ("Zil), cey ("Hltf"c‘ﬂ""l) sont impairs.

(3) n < m, mais, pour tout entier N € N, Ei]io v; > Z?LO Li.

Démonstration. Les assertions|(1)| et sont clairement équivalentes.

Supposons que la condition est vérifiée, et prouvons que l’assertion |(2)| est vraie.

Notons sp(n) = > ;¥ (vesp. sa(m) = >,y i), et notons (bin(n,1),...,bin(n,s2(n))) (resp.
(bin(m, 1),...,bin(m,s2(m)))) la suite ordonnée des i € N tels que v; = 1 (resp. p; = 1). Autrement dit
on a réécrit la décomposition binaire de n et de m de la facon suivante : n = 2Pn(1) ... 4 9bin(n.s2(n)) ¢
m = 2bin(m1) ... 4 gbin(ms2(m)) Prolongeons les suites bin(n, ) et bin(m, -) en posant bin(n,i) = +oo
pour i > sa(n) et de méme, bin(m,i) = +oo pour i > sq(m). La condition implique que bin(n,i) <
bin(m, i) pour tout entier positif ¢, et donc que s2(n) —s2(m) > 0. On va prouver le résultat par récurrence
sur entier s3(n) — s2(m).

On va tout d’abord prouver que assertion est vraie si so(n) = so(m). Dans ce cas, il suffit de
vérifier, a ’aide du Théoréme de Lucas, que la suite suivante convient :

bin(m,1)—1 obin(m,1)—2 bin(n,1)
(2 2 2 ,

2bin(m72)—1’ 2bin(m,2)—27 e 2bin(n,2)7

ey

2bin(m,52(m))—1’ 2bin(m,sz('m))—27 e 2bin(n752(m))).

Supposons que s3(n) > sa(m). On a donc bin(m,sz(m)) > bin(n,sz(n)), et, toujours a cause de la
condition [(3)} bin(m, sa(n) — 1) > bin(m, sz(m)) > bin(m, sz(n)).

Considérons la suite I = (2Pin(ns2(n)=1) obin(n,s2(n)=1)+1 " obin(n.s2(n))=1) "que 'on note I = (iy, ..., ix).
On vérifie que les entiers ([), ("Zt“), . ("“1*1,';”’“*1) sont impairs & I’aide du Théoréme de Lucas. De
plus, Uentier n’ = n + iy + - -- + i, a pour décomposition binaire n/ = 2bn(w1) 4 ... 4 obin(nsa(n)=2) 4
obin(ns2(m))+1 "on note aussi n’ = 3. v12° cette décomposition binaire.

On va montrer que le couple (n’ ,lszN) \:ériﬁe la condition Puisque n’ vérifie sa(n') = sa(n) — 1, par
hypothése de récurrence, (n’,m) vérifie la condition 2. Il existe donc une suite J = (j1,..., ;) telle que
n' 4+ 71+ -+ ji = m et telle que les entiers (?1'), ("Ijtjl), - (”lﬂlz"ﬂl‘l) sont impairs. Cela implique
que la concaténation des suites (J,I) = (j1,...,J1,%1,.--,%) convient pour prouver que (n,m) vérifie la

condition |(2)|

Montrons donc que (n',m) vérifie la condition

On a v = y; pour i < bin(n,sz2(n)—1), pour bin(n,sz(n)—1) < i < bin(n,sz(n)) et ¢ > bin(n,sz(n))+1.
On a aussi :

V'}in(n,sm)fl) =0 | Vhin(nss(m)—1) = 1
Vl/)in(n,sQ(n)) = Ubin(n,sa(n)) = 1
l/bin(n,SQ(n))+1 =1 Vbin(n,sz(n)) = 0

o
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Donc, pour N < bin(n,sz(n)—1), Zi\;o vl > Zio ;. Pour bin(n, sz(n)—1) < N < bin(n, s2(n)), puisque
s2(n) > se(m), on a :

N N N
Zl/l{:(Zlﬁ)—1282(7’1)—2282(7’71)—122/%,
i=0 =0 =0

car bin(m,sg(m)) > bin(n,sz2(n)). Pour les mémes raisons,

bin(n,s2(n)) bin(n,s2(n)) N
Z v = Z Vi —2282(n)—2252(m)—122,ui,
=0 =0 =0
et, finalement,
bin(n,s2(n))+1 bin(n,sz2(n))+1 bin(n,s2(n))+1
Z v = Z vi | =1 =s3(n)—1>sz(m) > Z i
=0 =0 =0

Done, (n',m) vérifie la condition
Reste a prouver que la condition |(2)| implique la condition On va procéder par contraposée.
Supposons donc que la condition |(3)| n’est pas vérifié. Si n > m, la condition n’est clairement

pas vérifiée. Supposons donc qu'il existe N € N tel que Zio v; < Zﬁio wi. Notons Ny, ., le plus petit

entier vérifiant cette condition. Cela implique que vy, ,, = 0 et uy, ,, = 1. Soit I = (iy,...,4) une suite

d’entiers tels que n 4+ i1 + - - - + i = m.

On va prouver par récurrence (forte) sur N, ,, que I'un des entiers (Z), . (”+i1+zﬁ,;'+i""*1) est pair. Si
Np,m = 0, alors n est pair, et m est impair. Donc I'un des nombres 41, ...,4; au moins est impair. Soit
J € [K] le plus petit indice pour lequel i; est impair. Puisque n + 41 + -+ + i;_; est pair, on déduit du
Théoreme de Lucas que ("Hﬁlf;“'j ‘1) est pair.

n,m

Supposons le résultat vrai pour tout N, , < k, pour un entier quelconque k£ > 0. Supposons que
Npm = k. Remarquons que m — n n’est pas divisible par 2¥»=*+1 Done, au moins I'un des entiers
i1,...,i n'est pas divisible par 2V=m+1 Soit j € [k] le plus petit entier tel que i; n’est pas divisible par
2Nnmt1,

Sij=k,alorsi; =m— (n+i; +---+i;_1). Donc bin(i;, 1) = N, ,,. Puisque I’écriture binaire de
n+i;+---+14;_1 est identique a celle de n jusqu’au coefficient de 2Nnm et puisque UN,.. = 0, on déduit
du théoreme de Lucas que (”+i1+lf}'+ij*1) est pair.

Si j < k, considérons I'entier bin(ij, 1). Puisque i; n’est pas divisible par 2Nnm*1 "hin(ij, 1) < Ny
Deux cas peuvent se produire. Ou bien v, (;,,1) = 0, auquel cas ("+“+i']'_'+”‘1) est pair. Ou bien vy (;; 1) =
1. Dans ce cas, remarquons que (n + i1 + - -- +4;,m) ne vérifie pas la condition et Nntiytooti;m
bin(i;, 1). Puisque bin(i;,1) < k, par hypothese de récurrence forte, on en déduit que l'un des entiers
("‘”‘2;’1"”3’), - (""'iliﬁ;“’“*l) est pair. O
Lemme B.9. Soit n € N*, dont la décomposition binaire est n = 2bn(1) 4 ... 4 gbin(n.s2(n)) 1] existe
une suite d’entiers positifs kq,...,k; tels que k1 +---+k; +n = 2! pour un certain I € N et tels que pour

tout 7 € [j], ("TF T Ri-1) est impair.

Démonstration. C’est un corollaire direct du Lemme [B.8l O
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Appendice C. Comparaison avec les p-objets
de Lannes et Zarati

Dans [I7] (section A.2.1), Lannes et Zarati introduisent la notion de p-objets, et se servent de ce
formalisme pour étudier la famille des modules de Carlsson K (7). Certains objets que nous avons construits
au chapitre [3| peuvent étre identifiés a des p-objets, et certaines des catégories que nous avons construites
pourraient étre interprétées comme des nouvelles catégories de p-objets.

On va ici rappeler les définitions de p-objets données par Lannes et Zarati, puis les comparer avec les
objets étudiés au chapitre

Définition C.1 ([I7]). e Un p-Fy-espace vectoriel est une famille indexée sur N[1] de F-espace vec-
toriels N-gradués {(M(j)})jeN[%], muni, pour tout j € N[%], d’une application linéaire graduée :

m:M(j)—>M(‘é>.

On pourra considérer M comme un module N X N[%]—gradué en posant M; = M(j)%. Ainsi, les
p-Fo-espaces vectoriels forment une catégorie dont les morphismes sont les applications de bidegré
(0,0) commutant avec p.

e Le produit tensoriel de deux p-Fs-espaces vectoriels M, N est défini par :
(M®N)(j) = @k+l:j M(k)@ N() pj = @kJrl:i P & pr-
Cela munit la catégorie des p-Fo-espaces vectoriels d’une structure monoidale symétrique.

e Un p-Fo-espace vectoriel M est une p-Fo-algébre commutative associative et unitaire si ’on se donne
un morphisme de p-Fs-espaces vectoriels M ® M — M qui fait de M une algébre commutative
associative unitaire et bigraduée.

e Un p-g/-module instable est un p-Fa-espace vectoriel M tel que les M (j) sont des &/-modules
instables, et les p; des applications &/-linéaires. Les morphismes de p-&/-modules instables sont
les applications de bidegré (0,0), of-linéaires, et commutant avec p. On définit encore un produit
tensoriel sur la catégorie des p-o/-modules instables.

e Une p-of/-algebre instable est un p-o/-module instable muni d’un morphisme de p-o/-modules in-
stables M ® M — M qui fait de M une algébre associative, commutative et unitaire, satisfaisant
la formule :

Sqox = p(x*) = (px)*. (A)
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Les morphismes de p-gf-algebres instables sont les morphismes de p-&/-modules instables respectant
le produit

Remarque C.2. e L’image d'un &/-module a droite par le foncteur mody — Dy, défini en est
un espace vectoriel muni d’un poids a valeur dans N et d’un décalage divisant ce poids par 2. C’est
donc un exemple de p-Fa-espace vectoriel concentré en bidegrés {0} x N.

alg
module instable muni d’un poids a valeur dans N et d’un décalage &/-linéaire divisant ce poids par

2. C’est donc un exemple de p-&/-module instable concentré en bidegrés N x N.

e L’image d’un bimodule instable & gauche par le foncteur bimod, — D% défini en est un

e [’image d’une uCom-algebre bi-instable par le foncteur F#- ;Z{j — H(X,;d,d) est un module instable
M muni d'un poids a valeur dans N, d’une multiplication &/-linéaire commutative associative et
unitaire et d’un décalage &f-linéaire, compatible & la multiplication, divisant le poids par 2. De plus,
puisque M est (Xs;d, d)-instable, on a, pour tout = € M,

Sqor = (d(x))? = d(«?).

C’est donc un exemple de p-o/-algebre instable concentrée en bidegrés N x N.

(5]
Com o D
munies d'un poids a valeur dans N [%], additif pour la structure de 9P-algebre, et telles que d divise

le poids par 2. C’est en fait exactement la catégorie des p-o/-algebres instables définie plus haut.
Cela suggere la terminologie suivante :

e La catégorie H 2 définie en [3.6.1.7] est la catégorie des uCom o D-algebres f,com o p-instables

Définition C.3. Un objet de la catégorie %E% peut-étre appelé une p-of-P-algebre.

Ezxemple C.4. e L’algebre de Carlsson K} est une p-o/-algebre instable. L’algebre de Brown et Gitler
J¥ est une p-o/-algebre instable concentrée en bidegrés N x N. En réalité, on montre (voir Défini-
tion Théoréme [3.6.3.1)), que K est la limite dans la catégorie des p-o/-algebres instables
des objets J3_;, par rapport aux morphismes d:Jj i, — J3 (11, o0 Ji; est une copie de J§
dont on a décalé le poids par un facteur 27°.

ik ik

e On a construit (voir [3.6.1.9)), pour tout module instable réduit connexe M et toute opérade Lev-
compatible fo : Lev — P, une p-of/-P-algebre instable C, (M) et une p-o/-FP-algebre instable
J¢, (M) concentrée en bidegrés N x N.
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Index

P-idéal,
p-objet, [145]

algebre
P-algebre de Brown et Gitler,
P-algebre de Carlsson,
algebra/algebre
*-compatible,
bi-instable,
Brown et Gitler, Miller,
Carlsson, [111

divided power/aux puissances divisées/T'(P

B3} 37 @3]
free/libre,
level /& niveaux,

over an operad/sur une opérade/%- , [35]

Steenrod,

step, B3
unstable/instable,

arbre,
arity, [34]
atome, [134]

espace d’Eilenberg et MacLane, [T12]
exces,

formule de Legendre,
height,
loi distributive, [83]

module
G-,
bi-instable,

)- Brown et Gitler,

de Campbell et Selick, [[12]
de Carlsson, [111

instable,

instable a droite,

operad/opérade,
Lev-compatible, [102]
coloured,
multiplicative a niveaux, [L02

trace, [35]

operation/opération

Binary Huffman sequence/Suite binaire de Huffman, Lev-compatible, [02]

05

composition
discrete, B3|
of an integer, [31]

of an operad, [30] 34 35

connected /connexe
&-module, 37
unstable module/module instable,

décomposition adéquate,

level/a niveaux,
on partitions/sur les partitions,

partition, [I9] [B0H33] 1]
coarse, [30]
poids, [104]

reduced /réduit
G-module,
unstable module/module instable, @

relation de Cartan,
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relations d’Adem,

Schur functor/foncteur de Schur,
section graduée,
suite admissible,

tensor product/produit tensoriel
of &-modules/de &-modules,
théoréme de Cartan (puissances divisées en carac-
téristique 2), @
théoréme de Lucas,
théoreme de Miller, [T10]

underlying vector space,
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Index des notations

QsG, B7 123

QsMy,(N),|123

QsD

S(ﬂa 7)7 S(ﬂ)
unstable modules/modules instables,
vector spaces/espaces vectoriels,

Sq',[8§
Squ@
StabR( ), 13

4 G(1), 36} -
7075 )18
7,D,F3
TT%,

U (functor/foncteur),
V' (functor/foncteur),

X, A4
[n],
[z]R’
4,03
s, 23]
'Q{mody @
A, [A5)
BHS/SBH,
%Ra @
Com, [43] B2
Comp,(n),
D7
D+,
F,
F[— (operads/operades)
F-x,
]Fvectv
( )mod7 .
L, —), T(A),
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F(gj)algv

‘%;?7'-%9/”
<. b1

Lev \Opp, [102

[ RJINFY
WS R R E

e e 4 11 IR 17

BEE E

=

Bar

bimod,y,
bin(n, k),

o (&-modules),

0
coloured operads/opérades colorées,
compositions, 3]
partitions, [5]]

o, B2

n, 34

V' (2), B9

v( A ), (45

Tn

divided power/puissance divisée,
partitions, [32]

@s,B’

ln,

lp (n)7

A I@ I@

< (compositions),

P,

Bij,

6*
* = F a set, [30]
* = R a partition, [30]
* = n an integer, 30|

6m0d7
modd,
1, B4
V(§1a~-~a n)a
V(vlw"avn)a @
w, Lm
wg,w,h
®
S-modules, [34]

bimodules, [106]
partitions, [32]

unstable modules/modules instables,
unstable right module/module instable & droite,

104
M.(j), 113
aR’
én,r, [
¢h7£7
w(Z/27,n),




E

‘!;r o

e ml'

<P2k

Ckv@

fComoD,
fs ks7
fsk
hza

o(I),0(h),
s: XQM — M, 5]
w(x), [L06
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