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2.5 Principe de démonstration du théorème 1 : . . . . . . . . . . . . 24

3 Existence de fonctions extrémales, seconde inégalité fondamen-
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6.1 Méthode alternative pour conclure la première étape . . . . . . . 85
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0.1 Introduction

Préambule :
Le propos de cette introduction est de définir l’esprit dans lequel nous avons

rédigé cette thèse. Nous avons voulu profiter de l’absence de contraintes de
longueur généralement imposées aux articles publiés par les différentes revues
pour détailler autant que possible nos démonstrations. Ainsi, avant de nous
lancer dans les détails souvent très “techniques” de ces démonstrations, nous
avons tenté d’en expliciter les idées, les principes et les difficultés essentielles ;
ce que, la plupart du temps, on n’a malheureusement pas la place de faire dans
les articles soumis aux revues. Les idées, en particulier à la fin du chapitre 2,
sont parfois présentées de manière heuristique. Le lecteur est également invité
à se reporter fréquemment au dernier appendice qui reprend nos principales
notations et conventions. Nous prions le lecteur de nous excuser de rallonger
ainsi le texte, mais notre but est de rendre notre travail aussi clair et lisible que
possible.

Nous reprenons également quelques démonstrations qui ne nous appar-
tiennent pas, bien que là encore, notre thèse s’en trouve rallongée. Notre but
est triple. Tout d’abord, nous avons voulu éviter au lecteur d’avoir à se reporter
trop fréquemment à différents articles pour suivre nos démonstrations et faire
en sorte que notre exposé soit aussi “complet” que possible. Ensuite, comme
nous venons de le dire, soumises aux contraintes imposées par les revues, ces
démonstrations sont souvent présentées avec très peu de détails. Nous avons
cherché ici à les présenter de notre point de vue et avec plus de détails, à en ex-
pliquer les principes, dans le but de les mettre en valeur. Enfin, bien que peu de
modifications soient nécessaires, les résultats que nous utilisons n’apparaissent
pas, dans ces articles, dans le même cadre et avec exactement nos hypothèses.
Nous n’avons pas voulu utiliser abruptement la formule “ça marche pareil” et
risquer ainsi de donner l’impression d’occulter quelques difficultés. Nous nous
sommes efforcés d’indiquer clairement quelles étaient ces démonstrations, qui
étaient leurs auteurs et quelles modifications avaient été nécessaires à notre
travail.

Nous espérons que, rédigée dans cet esprit, notre thèse sera agréable à lire.
Voici, dans le détail, les différents chapitres :
Chapitre 1 : Définitions et énoncé des résultats : Nous donnons les

définitions et les théorèmes démontrés dans cette thèse. Ici encore nous avons



4 Introduction.

choisi un mode de présentation un peu particulier. Plutôt que de donner di-
rectement la définition la plus générale possible des fonctions critiques, nous
montrons comment, au fur et à mesure de l’obtention de nos résultats, nous
avons fait évoluer la définition initialement donnée par E. Hebey et M. Vau-
gon pour l’étude des meilleures constantes dans les inégalités de Sobolev, vers
celle de ”triplet critique” pour mettre en valeur la puissance de ce concept dans
l’étude des EDP qui nous intéressent. La présentation de ce chapitre est donc
plus chronologique que synthétique.

Chapitre 2 : Trois outils fondamentaux : le point de concentra-
tion, le changement d’echelle, le processus d’itération. Principe des
démonstrations. Ces trois outils sont à la base des méthodes utilisées pour
l’étude des phénomènes de concentration (comme le nom du premier l’indique).
Leur présentation, dans les articles sur le sujet, est malheureusement souvent
noyée au milieu des démonstrations. Nous avons voulu isoler la définition de
ces outils maintenant classiques pour les mettre en valeur et pour rendre les
démonstrations plus lisibles. Nous présentons également à la fin de ce chapitre
le principe des principales démonstrations.

Chapitre 3 : Existence de Fonctions Extrémales, Seconde Inégalité
Fondamentale. C’est le coeur de notre travail. Dans une première partie,
nous exposons les résultats sur les phénomènes de concentration valables pour
une famille générale d’EDP. Ils sont issus du travail de plusieurs auteurs, et
présentés selon le principe que nous avons exposé en préambule. Vient ensuite
une méthode que nous développons pour obtenir la “seconde inégalité fonda-
mentale” et qui permet d’aboutir au principal théorème.

Chapitre 4 : Triplet Critique 1 : Existence de Fonctions Critiques. Notre
travail portant sur les fonctions critiques, il est utile de montrer qu’il en existe !

Chapitre 5 : Triplet Critique 2 : Suivant la définition donnée d’un triplet
critique, nous regardons ce que l’on peut dire lorsque la métrique varie dans une
classe conforme.

Chapitre 6 : Triplet Critique 3 : Le dernier problème lié à l’existence des
triplets critiques est abordé. C’est une partie trés importante de notre travail,
et bien que plus courte, les résultats n’y sont obtenus que grâce à la méthode
développée dans le chapitre 3.

Chapitre 7 : La dimension 3. Les précédents chapitres portent sur l’étude
d’EDP sur des variétés de dimension au moins 4. La dimension 3 est à part, elle
est étudiée dans ce chapitre.

Chapitre 8 : Remarques sur le cas limite et le cas dégénéré. Quelques
remarques (et regrets ?) sont proposées sur le possible affaiblissement des hy-
pothèses faites dans les chapitres précédents. Quelques questions liées à ce travail
auxquelles nous aimerions répondre dans l’avenir sont exposées.

Appendice A : Démonstration des propriétés élémentaires des fonc-
tions critiques citées au chapitre 1. Reportées ici pour une plus grande
lisibilité du premier chapitre.

Appendice B : Construction d’une fonction de Green. Nous nous ser-
vons de cette notion, mais bien que souvent citée, n’ayant pas pu trouver de
références précises, nous en donnons une construction rapide.

Appendice C : Limite de Ct/
∫
u2
t . Il s’agit d’une limite apparaissant au cha-

pitre 3. Son calcul est issu d’un article de Z. Djadli et O. Druet. Conformément
à notre principe nous avons voulu l’inclure car, dans l’article de Djadli et Druet,
elle n’est pas calculée avec exactement nos hypothèses. Néanmoins le calcul étant
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assez long, nous l’avons reporté en appendice pour ne pas interrompre le cours
de notre démonstration.

Appendice D : Notations et Conventions. En espérant que cela aide le
lecteur à s’y retrouver.



Chapitre 1

Définitions et énoncés des
résultats.

Au commencement était le problème de Yamabe :
Problème de Yamabe : Etant donnée une variété Riemannienne com-

pacte (M,g) de dimension n ≥ 3, existe-t-il une métrique conforme à g dont la
courbure scalaire est constante.

Résoudre ce problème revient à prouver l’existence d’une solution u > 0 de
l’équation aux dérivées partielles :

4gu+
n− 2

4(n− 1)
Sg.u = λ.u

n+2
n−2

où Sg est la courbure scalaire de g. Nous proposons dans cette introduction
un aperçu (pas forcément chronologique et subjectivement orienté vers nos
problèmes) des développements qui suivirent l’énoncé de ce problème, dans le
but de définir la notion de fonction critique introduite par E. Hebey et M.
Vaugon [20].

Le problème de Yamabe lança l’étude d’EDP non linéaires sur des variétés
Riemanniennes compactes de la forme :

(Eh,f,g) : 4gu+ hu = fu
n+2
n−2

où ∆gu = −∇i∇iu est le laplacien riemannien de la variété riemannienne com-
pacte (M,g) de dimension n ≥ 3 et de métrique g , et où h, f ∈ C∞(M) sont
des fonctions données, l’inconnue étant u, que l’on cherche en général stricte-
ment positive. Par exemple, le cas h = n−2

4(n−1)Sg correspond aux problèmes de

courbure scalaire prescrite : en effet, si g′ = u
4

n−2 .g est une métrique conforme
à g, les coubures scalaires sont reliées par l’équation :

4gu+
n− 2

4(n− 1)
Sg.u =

n− 2
4(n− 1)

Sg′ .u
n+2
n−2

Chercher une métrique conforme à g dont f soit la courbure scalaire revient
donc à chercher une solution u > 0 de (Eh,f,g) avec h = n−2

4(n−1)Sg. Le problème
de Yamabe est un cas particulier où f est une constante.

6
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Dans l’étude de ces équations, on utilise bien sûr les espaces de Sobolev, et
T.Aubin [2] mit en évidence un lien fondamental entre l’équation (Eh,f,g) et la
notion de meilleure constante dans les inclusions de Sobolev. Notons H2

1 (M)
l’espace de Sobolev des fonctions L2(M) dont le gradient est également dans
L2(M). L’inclusion continue de H2

1 (M) dans L2∗(M), où 2∗ = 2n
n−2 est l’expo-

sant critique pour les inclusions de H2
1 (M) dans Lp(M) (compacte pour p < 2∗

et seulement continue pour p = 2∗), se traduit par l’existence de deux constantes
A et B telles que pour toute u ∈ H2

1 (M) :(∫
M

|u|
2n

n−2 dvg

)n−2
n

≤ A

∫
M

|∇u|2g dvg +B

∫
M

u2dvg (1.1)

On définit la meilleure première constante comme l’inf. des A telle qu’il existe
B > 0 avec (1.1) vraie. Sa valeur est connue :

A = K(n, 2)2 =
4

n(n− 2)ω
2
n
n

où ωn est le volume de la sphère unité de dimension n, et cet inf. est atteint
[19]. On prend alors B0(g) l’inf. des B tel que (1.1) soit vraie avec cette valeur
de A ; on montre que B0(g) < +∞ [17] . L’inégalité :(∫

M

|u|
2n

n−2 dvg

)n−2
n

≤ K(n, 2)2
∫
M

|∇u|2g dvg +B0(g)
∫
M

u2dvg (1.2)

est alors optimale en ce sens que les deux constantes ne peuvent plus être di-
minuées. Si la meilleure première constante A est connue et est indépendante
de la variété (M,g), en revanche B0(g), comme la notation l’indique, dépend
de la géométrie et sa recherche est difficile ; cela fait l’objet de plusieurs articles
et c’est dans ce but qu’ont été introduites les fonctions critiques par E.Hebey
et M.Vaugon [20].(Quand il n’y aura pas d’ambigüıté, nous noterons ces deux
constantes K et B0.)

L’objectif de notre travail est l’étude de l’existence de solutions strictement
positives aux équations (Eh,f,g) 4gu + hu = fu

n+2
n−2 dans les cas limites nor-

malement non résolus par les méthodes variationnelles. Les fonctions critiques
(h et f) apparaitront dans notre travail comme provenant de ces cas “limites”,
et c’est donc ces fonctions que nous étudierons.

Nous allons rappeler les bases de ces méthodes, ce qui mettra en évidence
le lien entre l’équation (Eh,f,g) et l’inclusion de Sobolev (1.2), et nous amènera
naturellement à la définition des fonctions critiques. Notons que grâce à la com-
pacité de l’inclusion de H2

1 (M) dans Lp(M) pour p < 2∗, les méthodes varia-
tionnelles et les théories elliptiques donnent rapidement l’existence de solutions
u > 0 à l’équation 4gu+ hu = fup−1 ; le cas p = 2∗ est donc déjà en lui-même
un cas limite (trés peu de choses sont connues pour p > 2∗ sans hypothèses
supplémentaires [20]).

L’étude des équations du type (Eh,f,g) par les méthodes variationnelles
amène à considérer la fonctionnelle définie sur H2

1 (M) :

Ih,g(w) =
∫
M

|∇w|2g dvg +
∫
M

h.w2dvg
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et le minimum de cette fonctionnelle :

λh,f,g = inf
w∈Hf

Ih,g(w)

sur l’ensemble

Hf = {w ∈ H2
1 (M)/

∫
M

f |w|
2n

n−2 dvg = 1}.

En effet, l’équation d’Euler associée au problème de minimisation de cette fonc-
tionnelle à l’aide d’une fonction u telle que

Ih,g(u) = inf
w∈Hf

Ih,g(w)

est exactement
(Eh,f,g) : 4gu+ hu = λh,f,g.f.u

n+2
n−2

où λh,f,g apparâıt comme une constante de normalisation liée à la condition∫
M

f |u|
2n

n−2 dvg = 1.

Il est parfois utile d’utiliser la fonctionnelle

Jh,f,g(w) =

∫
M
|∇w|2g dvg +

∫
M
h.w2dvg(∫

M
f |w|

2n
n−2 dvg

)n−2
n

et la partie de H2
1 (M) pour laquelle elle est définie

H+
f = {w ∈ H2

1 (M)/
∫
M

f |w|
2n

n−2 dvg > 0}.

On considère alors le problème de minimisation par une fonction u telle que

Jh,f,g(u) = inf
w∈H+

f

Jh,f,g(w),

l’équation d’Euler associée étant identique, mais sans constante de normalisa-
tion. La fonctionnelle J présente (parfois) l’avantage d’être homogène au sens
où Jh,f,g(c.w) = Jh,f,g(w) pour toute constante c. On voit donc que

inf
w∈Hf

Ih,g(w) = inf
w∈H+

f

Jh,f,g(w) = λh,f,g

Cette fonctionnelle J a la particularité, lorsque h = n−2
4(n−1)Sg, d’être invariante

par changement de métrique conforme ; elle est donc particulièrement utile dans
l’étude des problèmes de courbure scalaire prescrite. Nous utiliserons la plupart
du temps Ih,g et Hf , mais pour certains problèmes, Jh,f,g s’avèrera commode
lorsqu’on voudra s’affranchir de la contrainte

∫
M
f |u|

2n
n−2 dvg = 1.

Les meilleures constantes des inclusions de Sobolev apparurent lorsque
T.Aubin [2] montra dans l’étude du problème de Yamabe, où h = n−2

4(n−1)Sg
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et f est une constante, que l’équation admettait une solution u > 0, ce qui
résolvait le problème, si on avait :

λ n−2
4(n−1)Sg,1,g

< K(n, 2)−2

Plus précisément, cette condition permet d’éviter d’aboutir par les méthodes
variationnelles à une solution identiquement nulle. T. Aubin montra ensuite
plus généralement que pour toutes fonctions h, f ∈ C∞(M) on a :

λh,f,g ≤
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

et que, si l’inégalité est stricte, alors il existe une solution u > 0 à (Eh,f,g) qui de
plus réalise l’inf. de la fonctionnelle Ih,f,g sur Hf . Ceci montre déja l’importance
de K(n, 2) dans l’étude des équations (Eh,f,g).

Ce résultat de T. Aubin est le point de départ de tout ce qui suit.
Il permet à partir des méthodes variationnelles de montrer l’existence
de solutions sous l’hypothèse

λh,f,g < K(n, 2)−2(Sup
M
f)−

n−2
n .

Notre travail porte essentiellement sur le problème de l’existence de
solutions dans le cas limite :

λh,f,g = K(n, 2)−2(Sup
M
f)−

n−2
n ,

problème normalement non résolu par les méthodes variationnelles ;
c’est pour cette étude que nous allons introduire les fonctions cri-
tiques.

Une question naturelle concernant (1.2) est l’existence de fonctions
extrémales u, c’est à dire réalisant l’égalité dans (1.2). On montre alors par
les théories elliptiques standard que s’il en existe, u est C∞ et que u < 0 ou
u > 0 ; attention, ce cas ne correspond plus au théorème de T. Aubin car ici
λh,f,g = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

. Quitte à remplacer u par −u et à une constante

multiplicative près on a alors :

4gu+
B0(g)
K(n, 2)2

u =
1

K(n, 2)2
u

n+2
n−2 sur M , et

∫
M

u
2n

n−2 dvg = 1.

Ceci montre dans l’autre sens le lien entre (1.2) et (Eh,f,g) . (Une autre façon
d’apercevoir ce lien qui vaut d’être mentionné est de multiplier l’équation ci-
dessus par u et d’intégrer surM , on obtient alors l’égalité dans (1.2) ). On notera
souvent 2∗ = 2n

n−2 , remarquons alors que 2∗− 1 = n+2
n−2 . Cela suggère également

que la recherche d’informations sur B0(g) amène à étudier ces équations.
Ces rappels ont pour but de justifier maintenant l’introduction de la notion

de fonction critique. Reprenons d’abord précisément les données intervenant
dans l’étude des équations (Eh,f,g) :

Données : On considère une variété riemannienne compacte (M,g) de di-
mension n ≥ 3. Soit f : M → R une fonction C∞ fixée telle que Max

M
f > 0. Soit
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aussi h ∈ C∞(M) avec l’hypothése supplémentaire que l’opérateur 4g + h est
coercif si f change de signe sur M . Notons que nous ne cherchons pas ici les hy-
pothèses de régularité minimales pour h et f , la continuité étant généralement
suffisante dans la plupart des résultats que nous présentons ; dans tout notre
travail nous supposerons que h et f sont C∞.

On considère l’équation (E′h,f,g) : 4gu+ h.u = f.u
n+2
n−2 .

Convention : Nous garderons ces “notations” : g,g′,gt, g̃, etc... pour
les métriques (en gras g pour les distinguer plus clairement des fonctions) ;
h, h′, ht, etc... pour les fonctions du premier membre définissant l’opérateur
4g + h ; f, f ′, ft, etc... pour celles du second membre ; et u, ut, etc pour les
fonctions inconnues et les solutions de (E′h,f,g).

On s’intéresse aux solutions minimisantes de E′h,f,g : on dira que u ∈ H2
1 (M)

est minimisante (ou extrémale) pour (E′h,f,g) (ou par abus de langage, minimi-
sante pour h) si pour la fonctionnelle

Ih,g(w) = Ih(w) =
∫
M

|∇w|2g dvg +
∫
M

h.w2dvg

on a
Ih,g(u) = inf

w∈Hf

Ih,g(w) := λh,f,g := λh

où

Hf = {w ∈ H2
1 (M)/

∫
M

f |w|
2n

n−2 dvg = 1}.

Alors, quitte à la multiplier par une constante, u est C∞, strictement positive,
et est solution de :

(Eh) = (Eh,f ) = (Eh,f,g) : 4gu+h.u = λh.f.u
n+2
n−2 avec en plus

∫
M

fu
2n

n−2 dvg = 1.

On sait, d’après le théorème de Th. Aubin dont nous avons parlé plus haut,
qu’on a toujours

λh,f,g ≤
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

.

A partir de ces rappels, nous allons maintenant donner trois définitions
équivalentes des fonctions critiques :

Définition 1. Avec les notations précédentes :
– h est faiblement critique pour f et g si λh,f,g = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

– h est sous-critique pour f et g si λh,f,g < 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

– h est critique pour f et g si h est faiblement critique et si pour toute
fonction continue k ≤ h, k 6= h, telle que 4g + k est coercif, k est sous-
critique.

Le théorème de Th. Aubin rappelé plus haut permet d’obtenir une définition
équivalente : d’après ce théorème, si h est sous-critique, (Eh,f,g) a une solution
minimisante. On remarque alors que si h est faiblement critique et a une solution
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minimisante u , h est critique. En effet, dans ce cas, puisque u > 0, pour toute
fonction continue k ≤ h, k 6= h, on a

Ik,g(u) < Ih,g(u) =
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

donc k est sous-critique. Par conséquent, si h est critique, pour toute fonction
k′ ≥ h, k′ 6= h, (Ek′) ne peut pas avoir de solution minimisante, sinon k′ serait
faiblement critique avec une solution minimisante, donc critique et alors h serait
sous-critique.

D’où la définition équivalente à la précédente :

Définition 2. h est une fonction critique pour f et g si :
– pour toute fonction continue k ≤ h, k 6= h, telle que 4g + k est coercif

(ce qui est le cas dès que k est assez proche de h dans C0), (Ek) a une
solution minimisante,

– pour toute fonction continue k′ ≥ h, k′ 6= h , (Ek′) n’a pas de solution
minimisante.

Les fonctions critiques sont donc introduites comme séparant les
fonctions donnant une équation qui admet des solutions minimisantes
et les fonctions donnant une équation qui ne peut en avoir. L’objectif
de ce travail est donc d’utiliser la notion de fonction critique pour
étudier l’existence de solutions minimisantes aux équations (Eh,f,g).
En particulier, un problème central sera l’existence de solutions mini-
misantes pour les équations “critiques”, c’est-à-dire définies par une
fonction critique.

Faisons quelques remarques simples sur les fonctions critiques (voir appen-
dice A) :

L’opérateur 4g + h est forcément coercif pour h ∈ C0(M) si λh,f,g =
1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

et si f > 0 sur M . Indépendamment, si 4g + h est coercif,

toute fonction k continue assez proche de h dans C0(M) est telle que 4g + k
est coercif. (voir appendice A).

Si h est critique, nécessairement il existe x ∈ M tel que h(x) > 0 (il suffit
de tester la fonction 1).

On doit dire critique pour f et pour la métrique g, car g intervient fonda-
mentalement dans le laplacien 4g. Nous sous-entendrons f et/ou g quand il n’y
aura pas d’ambigüıté.

On voit sur cette définition que se pose naturellement et fondamentalement
le problème de l’existence de solutions minimisantes pour les fonctions critiques ;
ce sera l’objet de notre premier théorème.

Enfin, on peut présenter la première définition d’une autre manière :

Définition 3. On dira que h est critique pour f et g si on a

∀u ∈ H2
1 (M) :

(∫
M

f |u|
2n

n−2 dvg

)n−2
n

≤ K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n (

∫
M

|∇u|2g dvg+
∫
M

h.u2dvg)

et si cette proposition n’est plus vraie pour toute fonction continue k ≤ h, k 6= h
mise à la place de h.
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C’est cette vision qui conduisit E. Hebey et M. Vaugon à introduire la no-
tion de fonction critique dans l’étude de la meilleure seconde constante ; en
effet, d’aprés cette définition, on peut voir les fonctions critiques comme les
“meilleures fonctions”, au lieu des meilleures constantes, dans l’inégalité ci-
dessus. On voit là aussi que la recherche d’information sur B0(g) amène à étudier
les équations (Eh,f,g).

D’ailleurs, B0(g)K(n, 2)−2 est un exemple fondamental. En effet, par
définition B0(g)K(n, 2)−2 est toujours une fonction (constante) faiblement cri-
tique pour toute fonction f et toute métrique g. Si de plus f ≡ 1, si (M,g) n’est
pas conformément difféomorphe à la sphère standard et est telle que Sg = cste,
alors B0(g)K(n, 2)−2 est une fonction critique, c’est la plus petite fonction cri-
tique constante ; on le montre simplement (Voir Appendice A), mais en utilisant
deux très gros théorèmes, le théorème de Yamabe ( !), et le théorème suivant de
Z.Djadli et O. Druet, issu d’un article qui sera fondamental pour nous dans la
suite [9]. Notons d’abord qu’il est connu [7] que :

B0(g) ≥ max(
n− 2

4(n− 1)
K(n, 2)2max

M
Sg, V olg(M)−

2
n ) (1.3)

Z.Djadli et O.Druet ont montré alors que l’une des deux assertions suivantes
devait être vraie si dimM = n ≥ 4 :

a/ B0(g) = n−2
4(n−1)K(n, 2)2max

M
Sg

b/ (1.2) possède des fonctions extrémales.
D’autres questions se sont alors posées naturellement :
– peut-on avoir a/ sans b/ ?
– peut-on avoir b/ sans a/ ?
– peut-on avoir a/ et b/ simultanément ?
E. Hebey et M. Vaugon [20] ont introduit les fonctions critiques pour

répondre à ces questions. Notre but est d’utiliser cette notion, en l’adaptant,
pour l’étude des équations Eh,f,g.

Il est très important de remarquer la propriété suivante des fonctions cri-
tiques : elles se transforment dans les changements de métrique conformes
exactement comme la courbure scalaire. En effet, soit u ∈ C∞(M), u > 0 et
g′ = u

4
n−2 g une métrique conforme à g. Un calcul montre que si on pose

h′ =
4gu+ h.u

u
n+2
n−2

c’est à dire 4gu+ h.u = h′.u
n+2
n−2

on a pour toute fonction w ∈ H2
1 (M) :

Ih,g(w) = Ih′,g′(u−1.w)

et ∫
M

f |w|2
∗
dvg =

∫
M

f
∣∣∣w
u

∣∣∣2∗ dvg′ .
De plus 4g +h est coercif si, et seulement si, 4g′ +h′ est coercif. Ceci implique
que h est critique pour f et g si, et seulement si, la fonction

h′ =
4gu+ h.u

u
n+2
n−2
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est critique pour f et g′ = u
4

n−2 g. Ou d’une autre manière, h′ est critique pour
f et g′ = u

4
n−2 g si et seulement si la fonction

h = h′u
4

n−2 − 4gu

u

est critique pour f et g. Enfin, w est une solution minimisante pour Eh,f,g si,
et seulement si, wu est une solution minimisante pour Eh′,f,g′ . Voir l’Appendice
A pour les détails.

Revenons à l’évaluation de inf
w∈H+

f

Jh(w) := λh,f,g . T. Aubin introduisit dans

la fonctionnelle Jh,f,g les fonctions tests ψk suivantes :

ψk(Q) =
{

( 1
k + r2)−

n−2
2 − ( 1

k + δ2)−
n−2

2 si r < δ
0 si r ≥ δ

où : δ < injM (le rayon d’injectivité de M), P ∈M est un point fixé, k ∈ N∗,
et où l’on note r = dg(P,Q). Lorsque P est un point où f est maximum sur M ,
le calcul donne :

Si n > 4 :

Jh,f,g(ψk) =
1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

{
1 + 1

n(n−4)

(
4(n−1)
n−2 h(P )− Sg(P ) + n−4

2
4gf(P )
f(P )

)
1
k

}
+ o( 1

k )

Et si n=4 :

Jh,f,g(ψk) = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

1
2

{
1 + (6h(P )− Sg(P )) log k

8k

}
+ o( 1

k )

On en déduit :
Proposition 1 :
si h est faiblement critique (donc en particulier si h est critique) pour f

et g, comme λh,f,g = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

, nécessairement, si P est un point où f

est maximum sur M, on a :

Si n > 4 :
4(n− 1)
n− 2

h(P ) ≥ Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

Si n = 4 : 6h(P ) ≥ Sg(P )

Remarque : si f = cste cela signifie que sur tout M on a 4(n−1)
n−2 h ≥ Sg.

Nous allons maintenant donner les théorèmes prouvés dans notre travail.
Le premier résultat concerne l’existence de solutions minimisantes pour les

fonctions critiques ; comme nous l’avons vu dans leur deuxième définition, elles
sont en effet “entre” les fonctions qui ont des solutions minimisantes et les fonc-
tions qui n’ont pas de telles solutions. Cette existence arrive comme corollaire
d’un résultat plus général qui nous sera extrêmement utile pour la suite, et
dont la démonstration est au coeur de notre travail. Les outils, l’idée et les dif-
ficultés de cette démonstration seront présentés au chapitre 2, la démonstration
elle-même faisant l’objet du chapitre 3. Nous ferons dans les chapitre 3 à 6 une
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hypothèse supplémentaire fondamentale sur f et nous considèrerons des variétés
(M,g) de dimension supèrieure ou égale à 4.

Hypothèses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f : M → R,
telle que Sup

M
f > 0, est non dégénéré en chaque point de maximum de f. En

outre, les fonctions h considérées sont telles que 4g+h est coercif et l’on suppose
dimM ≥ 4. On parlera des hypothèses (Hf ) pour désigner celles concernant la
fonction f .

Théorème 1’ :
Si h est critique pour f et g, (h, f et g vérifiant (H)), et si en tout point

P où f est maximum sur M on a : 4(n−1)
n−2 h(P ) > Sg(P )− n−4

2
4gf(P )
f(P ) alors il

existe une solution minimisante pour h, c’est à dire minimisante pour (Eh,f,g).

autrement dit, pour reprendre la formulation du théorème de Djadli-Druet :

Théorème 1” :
Si h est critique pour f et g, (h, f et g vérifiant (H)), l’une des deux

assertions suivantes est vraie :
– il existe un point P où f est maximum sur M tel que 4(n−1)

n−2 h(P ) =

Sg(P )− n−4
2

4gf(P )
f(P )

– (E′h) = (E′h,f,g) : 4gu+ h.u = f.u
n+2
n−2 a une solution minimisante.

Ce théorème sera en fait une conséquence immédiate du résultat suivant, plus
général mais moins parlant. Il suffit de prendre dans ce théorème la suite ht =
h− t pour t→

>
0, ces fonctions étant sous-critiques par définition, pour obtenir

le théorème 1’ (ou 1”).

Théorème 1. Avec l’hypothèse (H), soit h une fonction faiblement critique
pour f et g. Si 4(n−1)

n−2 h(P ) > Sg(P ) − n−4
2

4gf(P )
f(P ) en tout point P où f est

maximum sur M et s’ il existe une famille de fonctions (ht), ht � h, ht sous-
critique pour tout t dans un voisinage de t0 ∈ R, telle que ht →

t→t0
h dans C0,α

alors il existe une solution minimisante pour h (i.e. pour (Eh,f,g)) et donc h est
critique pour f et g.

E.Hebey et M.Vaugon, dans le cadre de leur étude sur B0(g), ont montré ce
théorème dans le cas où f ≡ cste = 1 , la condition étant alors que 4(n−1)

n−2 h > Sg

sur toute la variété. La démonstration de notre théorème commence de la même
manière et en particulier s’appuie sur l’article de Z. Djadli et O. Druet [9],
mais la présence d’une fonction f non constante fait apparâıtre de nouvelles
difficultés dans l’étude de ce qu’on appelle les phénomènes de concentration,
présentés au chapitre 2. De plus la méthode développée pour surmonter cette
difficulté apporte des éléments nouveaux sur ces phénomènes de concentration
et semble pouvoir s’appliquer à d’autres questions similaires : voir Zoé Faget
[15]. La démonstration fera l’objet du chapitre 3.

La question suivante, naturelle, consiste bien sûr à savoir s’il existe des
fonctions critiques ! La réponse, affirmative, s’obtient comme corollaire du
théorème 1 ci-dessus :
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Théorème 2. Etant données la variété (M,g) et la fonction f , vérifiant (H),
il existe une infinité de fonctions critiques h pour f et g , qui vérifient, en tout
point P où f est maximum sur M , 4(n−1)

n−2 h(P ) > Sg(P ) − n−4
2

4gf(P )
f(P ) . Ces

fonctions critiques ont des fonctions extrémales.

Il sera de plus montré que si
∫
M
fdvg > 0, il existe des fonctions critiques

strictement positives, ce qui aura son importance pour la suite.
Ces théorèmes furent les premiers de notre travail. Ils nous amenèrent à

adopter une vision un peu différente des fonctions critiques pour mettre en valeur
leur intérêt dans l’étude des équations (Eh,f,g). Tout d’abord, on constate que
dans l’équation (E

′

h,f,g) : 4gu+h.u = f.u
n+2
n−2 , il y a trois données fondamentales

que l’on peut faire varier : les fonctions h et f , et la métrique g (dans la classe des
métriques qui lui sont conformes) ; remarquons que h et g définissent l’opérateur
4g + h. Notons en effet que si l’on change g en une métrique g′ qui lui est
conforme, par la règle de transformation du laplacien conforme, l’équation se
transforme en une autre exactement de même type : 4g′u + h′.u = f ′.u

n+2
n−2 .

Il sera alors intéressant de parler de triplet critique en adoptant la définition
suivante :

(h, f,g) est un triplet critique si h est critique pour f et g.

De manière analogue on parlera de triplet sous-critique ou faiblement cri-
tique. On dira par ailleurs que le triplet (h, f,g) a des solutions minimisantes
si l’equation (Eh,f,g) a des solutions minimisantes. La question que nous nous
poserons sera alors la suivante : étant fixées deux des données du triplet, peut-on
trouver la troisième pour obtenir un triplet critique. Nous montrerons que cela
est en effet possible, ce qui montrera a posteriori que fixer une des trois données
et chercher les deux autres pour obtenir un triplet critique est aussi possible, ce
qui n’est pas évident à priori. Ainsi par exemple, le problème de l’existence de
fonctions critiques revient à se fixer la fonction f et la métrique g et à chercher
h pour que (h, f,g) soit un triplet critique. Nous nous poserons alors les deux
autres questions possibles, en fixant d’abord les fonctions h et f et en cherchant
la métrique g, puis en fixant la fonction h et la métrique g et en cherchant la
fonction f .

Nous obtenons des réponses complètes, sous la forme des deux théorèmes
suivants :

Théorème 3. Soient données la variété (M,g) et deux fonctions h′ et f
vérifiant les hypothèses (H). Alors il existe une métrique g′ conforme à g
telle que (h′, f,g′) soit un triplet critique, ou, pour reprendre la présentation
première, il existe une métrique g′ conforme à g telle que h′ soit critique pour
f et g′. De plus (h′, f,g′) a des solutions minimisantes.

Ce théorème a été montré par E. Humbert et M. Vaugon dans le cas f =
cste = 1. Leur démonstration (chapitre 5) passe dans notre cadre plus général
une fois prouvé que l’on peut supposer l’existence d’une fonction h > 0 critique
pour f et g, résultat que nous avons cité plus haut avec l’existence de fonctions
critiques et qui sera montré dans le chapitre correspondant.

Enfin, la dernière question nous amène au résultat suivant. Nous avons
besoin pour ce théorème d’augmenter un peu la dimension de la variété :
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Théorème 4. Soient données la variété (M,g), dimM > 5, et une fonction h
telle que l’opérateur 4g +h soit coercif. Alors, il existe une fonction f (vérifiant
(Hf )) telle que (h, f,g) soit critique avec des solutions minimisantes, si et seule-
ment si (h, 1,g) est sous-critique (ou 1 est la fonction constante 1).

La démonstration, assez difficile et s’appuyant sur le principe développé
au chapitre 3, se fait en deux parties et apporte quelques résultats in-
termédiaires intéressants. En particulier elle nous amena à quelques remarques
supplémentaires sur la notion de fonction critique.

Tout d’abord, on voit sur les définitions (en utilisant par exemple la fonc-
tionnelle J) que si h est critique pour une fonction f , h est critique pour c.f
pour toute constante c > 0. Il en va de même dans le cas où h est sous-critique
ou faiblement critique. Il serait donc plus naturel de dire que h est critique
pour la “classe” de f , notée [f ], où [f ] = {c.f / c > 0}, et de considérer des
triplets (h, [f ],g). Ainsi, par exemple, dans toute “classe” on peut choisir un
représentant tel que Supf = 1 ; et pour comparer des triplets (h, f,g) et (h, f ′,g)
entre eux, il faut supposer que Supf = Supf ′. Par ailleurs on remarque que la
valeur de 4gf(P )

f(P ) est constante sur une classe [f ].
Dans la démonstration de ce dernier théorème, nous avons été amené à faire

“varier” la fonction f du second membre des équations (Eh,f,g). Cela suggéra
une autre définition possible des fonctions critiques :

Définition 4. Soient données la variété (M,g), dimM > 3, et une fonction h
telle que l’opérateur 4g+h soit coercif. On considère une fonction f ∈ C∞(M),
telle que Supf > 0. On dira que f est critique pour h si :

– a/ : λh,f,g = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

– b/ : pour toute fonction f ′ telle que Supf = Supf ′ et f ′ 	 f ,
λh,f ′,g <

1

K(n,2)2(Sup
M
f ′)

n−2
n

– Remarque : si Supf = Supf ′ et f ′ � f , λh,f ′,g = 1

K(n,2)2(Sup
M
f ′)

n−2
n

puisque Jh,f ′,g(w) > Jh,f,g(w) pour toute fonction w.

D’après ce que nous avons dit juste avant, il faut bien comparer dans cette
définition des fonctions de même Sup ; ce sont en fait les classes [f ] et [f ′] qui
importent, et là aussi on doit dire que c’est [f ] qui est critique pour h. Il est
alors naturel de poser la question suivante :

f est-elle critique pour h si, et seulement si, h est critique pour f ?

Cette question semble assez difficile. Rappelons que dans les deux cas on a
toujours en tout point P où f est maximum sur M : 4(n−1)

n−2 h(P ) > Sg(P ) −
n−4

2
4gf(P )
f(P )

Nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 5. Soient données la variété (M,g), dimM > 5, et une fonction h
telle que l’opérateur 4g+h soit coercif. On considère une fonction f ∈ C∞(M),
telle que Supf > 0 et vérifiant (Hf ). On suppose de plus qu’en tout point P où
f est maximum sur M : 4(n−1)

n−2 h(P ) > Sg(P )− n−4
2

4gf(P )
f(P ) . Alors f est critique

pour h si, et seulement si, h est critique pour f .
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Ce théorème s’obtient comme conséquence rapide de la démonstration du
chapitre 6, mais il semble difficile à obtenir sans le travail des chapitres 3 et 6.

Illustrons ces derniers résultats avec quelques exemples.
Une des applications très importante des équations (Eh,f,g) est l’étude des

courbures scalaires possibles dans une classe conforme : étant données une
variété (M,g) et une fonction f ∈ C∞(M), f est-elle la courbure scalaire d’une
métrique conforme à g ? Les théorèmes de Th. Aubin montrent que si f est
sous-critique pour Sg alors f est une courbure scalaire. Le théorème 4 appliqué
à h = n−2

4(n−1)Sg montre que
Sur une variété (M,g) non conformément difféomorphe à la sphère, il existe

des courbures scalaires de métriques conformes à g qui sont seulement faible-
ment critiques, puisque critiques.

Il serait intéressant de caractériser ces métriques critiques.
Une des conséquences de l’article de E. Hebey et M. Vaugon [20] est qu’il

existe beaucoup de variétés (M,g), dimM > 4 qui n’ont pas de fonction critique
constante pour f = 1. En appliquant le théorème 4 à toute h = cste = c <
B0(g)K(n, 2)−2 on voit que sur toute variété il existe des fonctions f pour
lesquelles c sera critique. Par contre étant données (M,g) et f , nous ne savons
pas affirmer l’existence de fonctions critiques constantes.

Le chapitre 6 traite de la dimension 3. Il faut en effet remarquer que
toute l’étude précédente portait sur des variétés de dimension > 4. De
plus la dimension 4 elle-même présente une particularité puisque le terme
n−4

2
4gf(P )
f(P ) disparâıt. D’ailleurs, bien que les théorèmes restent valables pour

dimM = 4, le résultat fondamental que nous obtenons sur les phénomènes de
concentration, présenté au chapitre suivant, n’est valable que pour dimM > 5.
Le cas de la dimension 3 est, lui, radicalement différent et sera présenté au cha-
pitre 6. O. Druet [10] a traité le cas f = cste = 1. L’introduction d’une fonction
non constante n’apporte ici pas de difficultés, nous reprendrons donc rapide-
ment la démonstration d’O. Druet pour obtenir sa généralisation au cas f non
constante. Cette dimension fait intervenir de façon fondamentale la fonction de
Green de l’opérateur 4g + h. Si cet opérateur est coercif, il existe une unique
fonction

Gh : M ×M\{(x, x), x ∈M} → R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on a
∀x ∈M :

4g,yGh(x, y) + h(y)Gh(x, y) = δx.

En dimension 3, pour un point x ∈ M , et pour y proche de x, Gh peut se
mettre sous la forme :

Gh(x, y) =
1

ω2dg(x, y)
+Mh(x) + o(1)

où o(1) est à prendre pour y → x. On appelle Mh(x) la masse de la fonction de
Green au point x.

On obtient alors facilement à partir de la méthode d’Olivier Druet les trois
résultats suivants, analogues au cas f = cste traité dans son article [10] :

Théorème 6. Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une fonc-
tion f ∈ C∞(M) telle que Supf > 0 (l’hypothèse (Hf ) n’est pas nécessaire).
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Alors pour toute fonction h faiblement critique pour f et g, et pour tout
x ∈M où f est maximum sur M , on a Mh(x) 6 0.

La condition Mh(x) 6 0 apparâıt comme l’analogue de la condition
4(n−1)
n−2 h(P ) > Sg(P ) − n−4

2
4gf(P )
f(P ) que l’on avait en dimension > 4. La par-

ticularité de la dimension 3 est alors d’offrir des fonctions critiques de toutes les
formes :

Théorème 7. Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une
fonction f ∈ C∞(M) telle que Supf > 0 (l’hypothèse (Hf ) n’est
pas nécessaire). Pour toute fonction h, posons B(h) = inf{B/ h +
B est faiblement critique pour f}. Alors h + B(h) est une fonction critique
pour f .

Enfin, en ce qui concerne l’existence de fonctions extrémales, on a le théorème
suivant :

Théorème 8. Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une fonc-
tion f ∈ C∞(M) telle que Supf > 0 (l’hypothèse (Hf ) n’est pas nécessaire).
Soit h une fonction critique pour f et g. Alors au moins l’une des deux condi-
tions suivantes est remplie :

– a/ : Il existe x ∈M où f est maximum sur M tel que Mh(x) = 0.
– b/ : (Eh,f,g) a des solutions extrémales.

Pour finir, le chapitre 8 traite du possible affaiblissement des hypothèses des
théorèmes des chapitres 3 à 6, à savoir l’hypothèse (Hf ), et l’exigence d’une
inégalité stricte dans la condition 4(n−1)

n−2 h(P ) > Sg(P ) − n−4
2

4gf(P )
f(P ) en tout

point P où f est maximum sur M . Malheureusement, seules des réponses
partielles sont obtenues. Le chapitre présente également quelques questions qu’il
nous semble intéressant de considérer à l’issue de ce travail.

Les appendices qui suivent regroupent quelques démonstrations que nous
voulions inclure par souci de complétude mais que nous avons préféré reporter
pour ne pas interrompre les raisonnements des chapitres principaux.



Chapitre 2

Trois outils fondamentaux :
le point de concentration, le
changement d’échelle, le
processus d’itération.
Principe des
démonstrations

Nous voulons isoler ici la présentation de trois “outils” que nous utiliserons
constamment dans l’étude des équations Eh,f,g. Ces outils ont été développés
par plusieurs auteurs depuis M. Vaugon [31] et P.L. Lions [26], en particulier E.
Hebey, O. Druet, F. Robert, sur les travaux desquels nous nous appuierons.

2.1 Le point de concentration

Pour prouver l’existence de solutions u > 0 à nos équations

(Eh,f,g) : 4gu+ h.u = λ.f.u
n+2
n−2 ,

le principe consistera le plus souvent à construire une famille d’équations
possédant des solutions minimisantes ut > 0 :

Et : 4gut + ht.ut = λt.f.u
n+2
n−2
t

avec
ht → h dans C0,α(M)

et λt → λ une “suite” convergente de réels, de telle sorte que l’on ait pour une
fonction u ∈ H2

1 : ut → u fortement dans des espaces Lp , p < 2∗, et ut ⇁ u
faiblement dans H2

1 , avec une contrainte de la forme∫
M

f.u2∗

t dvg = 1.

19
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Pour fixer un peu les choses nous supposerons le plus souvent dans la suite que
toutes ces convergences sont à prendre pour t → t0 = 1 ; et pour simplifier
le vocabulaire nous parlerons de suite (ut), etc. bien que ces familles soient
indexées par des réels. La difficulté sera de prouver que u est non identiquement
nulle, car dans ce cas, par le principe du maximum, u > 0, et il s’ensuit que
u est solution minimisante de (Eh,f,g). Nous procèderons par contradiction en
supposant u ≡ 0. L’idée est alors que, à cause de la contrainte

∫
M
f.u2∗

t = 1,
toute la “masse” des fonctions ut, qui convergent vers 0 dans Lp , p < 2∗, se
concentre autour d’un point de la variété. On pose ainsi :

Définition 5. x0 ∈ M est un point de concentration de (ut) si pour tout
δ > 0 :

lim sup
t→t0

∫
B(x0,δ)

u2∗

t dvg > 0

Il est facile de voir que puisque M est compacte et que l’on impose∫
M
f.u2∗

t dvg = 1, il existe forcément un point de concentration. Pour donner
une idée plus précise de l’allure du phénomène, disons tout de suite que nous
montrerons sous de bonnes hypothèses qu’il n’existe qu’un seul point de concen-
tration, que c’est un point où f est maximum sur M , qu’il existe une suite de
points (xt) convergeant vers x0 telle que

ut(xt) = max
M

ut → +∞,

et
ut → 0 dans C0

loc(M − {x0}).

En fait, l’idée est que l’on peut faire “comme si” les ut étaient à support compact
dans un voisinage de x0 lorsque t est proche de t0.

2.2 Le changement d’échelle

Grâce au point de concentration, on ramène l’étude globale des solutions ut
à ce qui se passe autour de x0. Un bon moyen d’obtenir des informations (ou des
contradictions !) est de faire un changement d’échelle, ou “blow-up” en anglais,
autour de x0. On appellera changement d’échelle de centre xt, de coefficient de
dilatation kt ∈ R, la succession de “cartes” et de changements de métriques
suivant : On choisit δ > 0 assez petit, et on considère :

B(xt, δ)
exp−1

xt→ B(0, δ) ⊂ Rn
ψkt→ B(0, ktδ) ⊂ Rn

x 7→ ktx
g → g t = exp∗xt

g → g̃ t = k2
t (ψ

−1
kt

)∗gt

où exp−1
xt

est la carte exponentielle en xt, c’est-à-dire déduite de l’application
exponentielle.

Il est important de savoir comment se transforment l’équation (Et), les
intégrales de la forme

∫
B(xt,r)

uαt dvg et vers quoi tout cela converge quand t→ t0.
Notons

ut = ut ◦ expxt

ft = f ◦ expxt
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et
ht = ht ◦ expxt

On a alors évidemment :

4gtut + ht.ut = λtft.u
n+2
n−2
t∫

B(0,r)

uαt dv g t
=

∫
B(xt,r)

uαt dvg pour tout α ≥ 1

Mais le plus important est la suite : on note

mt = Max
M

ut

ũt = m−1
t ut ◦ ψ−1

kt

h̃t = ht ◦ ψ−1
kt

f̃t = f t ◦ ψ−1
kt

g̃ t = k2
t (expxt

◦ψ−1
kt

)∗g,

ainsi en particulier

ũt(x) = m−1
t ut(

x

kt
)

g̃ t(x) = exp∗xt
g(
x

kt
).

Alors :

(Ẽt) : 4egt
ũt +

1
k2
t

h̃t.ũt =
m

4
n−2
t

k2
t

λtf̃t.ũ
n+2
n−2
t (2.1)

et :
∫
B(0,ktr)

ũαt dv eg t
=

knt
mα
t

∫
B(xt,r)

uαt dvg

Nous utiliserons très souvent les paramètres suivants : on considère une suite de
points (xt) tels que

mt = Max
M

ut = ut(xt) := µ
−n−2

2
t

et
kt = µ−1

t .

Nous verrons que µt ainsi défini pour simplifier quelques exposants est un
paramètre fondamental dans l’étude du phénomène de concentration. En no-
tant (xi) les coordonnées dans Rn (nous en aurons besoin dans certains
développements limités), on a :

(Ẽt) : 4egt
ũt + µ2

t .h̃t.ũt = λtf̃t.ũ
n+2
n−2
t (2.2)

et :
∫
B(0,µ−1

t r)

xi1 ...xip .ũαt dv eg t
= µ

−p−n+αn−2
2

t

∫
B(0,r)

xi1 ...xipuαt dv g t

Un résultat très important (voir par exemple le livre de Th. Aubin [1]) est que,
quand µt → 0 ,donc kt → +∞, les composantes de g̃t convergent dans C2

loc vers
celles de la métrique euclidienne, et (Ẽt) “converge” vers l’équation :

4eũ = λf(x0).ũ
n+2
n−2
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au sens où
ũt → ũ dans C2

loc(Rn).

Il est connu [6] qu’alors

ũ = (1 +
λf(x0)
n(n− 2)

|x|2)−
n−2

2 .

2.3 Le processus d’itération

Lorsqu’on multiplie l’équation (Et) par ut et qu’on intègre sur M on obtient∫
M

|∇ut|2g dvg +
∫
M

ht.u
2
tdvg = λt

si l’on a posé
∫
M
f.u2∗

t dvg = 1. On voit alors que, moyennant quelques hy-
pothèses sur h, on va obtenir des informations sur la norme H2

1 des ut. Poussant
plus loin cette idée, en multipliant l’équation par ukt et en intégrant, on peut
espérer obtenir des informations sur les normes Lq avec q de plus en plus grand.
C’est l’idée du processus d’itération de Möser. En fait, pour localiser l’étude au-
tour du point de concentration, qui comme nous le verrons est obligatoirement
un point où f est maximum, nous allons multiplier l’équation par η2ukt où η est
une fonction cut-off égale à 1 (resp.0) sur une boule B(x0, r) où f ≥ 0, égale
à 0 (resp. 1) sur M\B(x0, 2r), et où k ≥ 1, puis intégrer, ce qui permettra de
faire des intégrations par parties “localement”, qui resteront donc valables par
exemple après changement d’échelle. On a ainsi après quelques intégrations par
parties, quelques calculs et en utilisant l’équation (Et) :

4k
(k + 1)2

∫
M

∣∣∣∇(ηu
k+1
2

t )
∣∣∣2 = λt

∫
M

fη2u
n+2
n−2
t ukt+

∫
M

(
2

k + 1
|∇η|2+2(k − 1)

(k + 1)2
η4η−η2ht)uk+1

t

(2.3)
où les intégrales sont prises par rapport à la mesure dvg ce que nous sous-

entendrons lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités. Ensuite en utilisant l’inégalité de
Hölder, si f ≥ 0 sur Supp η on obtient :

λt

∫
M

fη2u
n+2
n−2
t ukt ≤ λt( Sup

Supp η
f)

n−2
n .(

∫
Supp η

fu
2n

n−2
t )

2
n .(

∫
M

(ηu
k+1
2

t )
2n

n−2 )
n−2

n

Puis avec l’inégalité de Sobolev :

(
∫
M

(ηu
k+1
2

t )
2n

n−2 )
n−2

n ≤ K(n, 2)2
∫
M

∣∣∣∇(ηu
k+1
2

t )
∣∣∣2 +B

∫
M

ηuk+1
t

avec B > 0. D’où :

4k
(k + 1)2

(
∫
M

(ηu
k+1
2

t )
2n

n−2 )
n−2

n ≤ λtK(n, 2)2( Sup
Supp η

f)
n−2

n .(
∫
Supp η

fu
2n

n−2
t )

2
n .(

∫
M

(ηu
k+1
2

t )
2n

n−2 )
n−2

n

+
∫
M

( 4k
(k+1)2Bη + 2

k+1 |∇η|
2 + 2(k−1)

(k+1)2 η4η − η2ht)uk+1
t

Alors :
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Q(t, k, η).(
∫
M

(ηu
k+1
2

t )
2n

n−2 )
n−2

n ≤ (
4k

(k + 1)2
B+C0+Cη)

∫
Supp η

uk+1
t

(2.4)
où

Q(t, k, η) =
4k

(k + 1)2
− λtK(n, 2)2( Sup

Supp η
f)

n−2
n .(

∫
Supp η

f.u2∗

t )
2
n

et où l’on rappelle que 2∗ = 2n
n−2 et où C0 etCη sont indépendants de k et t et

tels que ∀k ≥ 1,∀t :∥∥∥∥ 2
k + 1

|∇η|2 +
2(k − 1)
(k + 1)2

η4η
∥∥∥∥
L∞(M)

≤ Cη et ‖ht‖L∞(M) ≤ C0 .

Si f change de signe sur Supp η, on reprend l’inégalité de Hölder :

λt

∫
M

fη2u
n+2
n−2
t ukt ≤ λt( Sup

Supp η
|f |).(

∫
Supp η

u
2n

n−2
t )

2
n .(

∫
M

(ηu
k+1
2

t )
2n

n−2 )
n−2

n

et on obtient (2.4) avec :

Q(t, k, η) =
4k

(k + 1)2
− λtK(n, 2)2( Sup

Supp η
|f |).(

∫
Supp η

u2∗

t )
2
n (2.5)

Si nécessaire, on peut aussi remplacer Sup
Supp η

|f | par Sup
M
f .

Le but est de montrer que (ηut) est bornée dans L
k+1
2 2∗ et donc qu’on peut

en extraire une sous-suite qui converge fortement dans L2∗ .

2.4 Remarque

Ces trois “outils” fonctionnent exactement de la même manière pour des
familles d’équations un peu plus générales que l’on peut associer à (Eh,f,g) :

4gu+h.u = µh.f.u
n+2
n−2 . Ainsi au lieu d’équations Et : 4gut+ht.ut = λt.f.u

n+2
n−2
t

où seules les fonctions ht (et λt) varient, on peut être amené à associer à (Eh,f,g)
une famille

Et : 4gut + ht.ut = λt.ft.u
qt−1
t

où qt → 2∗ et ft → f dans un certain espace Lp, avec toujours ht →
h dansC0,α(M) et λt → λ, et où l’on demande

∫
M
ftu

qt

t dvg = 1.
x0 ∈M sera alors un point de concentration de (ut) si on a pour tout δ > 0 :

lim sup
t→t0

∫
B(x0,δ)

uqt

t > 0

Le principe du changement d’échelle est alors analogue, de même que le principe
d’itération. Les formules (2.4) et (2.5) deviennent ainsi

Q(t, k, η).(
∫
M

(ηu
k+1
2

t )qt)
2
qt 6 C

∫
Supp η

uk+1
t

où Q(t, k, η) =
4k

(k + 1)2
−λt(V olg(M))

qt
2∗−1K(n, 2)2( Sup

Supp η
|f |).(

∫
Supp η

uqt

t )
qt−2

qt
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2.5 Principe de démonstration du théorème 1 :

Nous voulons prouver l’existence d’une solution u > 0 à l’équation

(Eh,f,g) : 4gu+ h.u = λ.f.u
n+2
n−2

Comme nous l’avons dit au début de ce chapitre, nous considérons la famille
d’équations et de solutions minimisantes associées :

Et : 4gut + ht.ut = λt.f.u
n+2
n−2
t

avec
ht

�
→ h dans C0,α(M)

les ht étant sous-critiques par hypothèse.
L’idée de base est la suivante : il s’agit d’introduire dans l’inégalité de Sobolev

l’équation Et vérifiée par la fonction ut pour obtenir une contradiction si les ut
convergent vers la solution nulle. Plus précisément :

Supposons que g est plate au voisinage de x0 et pour simplifier que f ≡ 1.
Alors Sg = 0 au voisinage de x0 et notre hypothèse est :

h(x0) > 0 =
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)

Donc à partir d’un certain rang : ht(x0) > 0. Or d’une part, comme ut est
minimisante,

λht,f,g=Jht
(ut) := λt < K(n, 2)−2

et donc :∫
M

|∇ut|2 dvg +
∫
M

ht.u
2
tdvg = λt(

∫
M

u2∗

t dvg)
2
2∗ = λt < K(n, 2)−2 (2.6)

car
∫
M
u2∗

t dvg = 1 ; et d’autre part l’identité de Sobolev Euclidienne donne

K(n, 2)−2(
∫

Rn

v2∗)
2
2∗ ≤

∫
Rn

|∇v|2 . (2.7)

Or si ut → 0, nous montrerons qu’il y a un phénomène de concentration, et,
comme nous l’avons dit au premier paragraphe, cela permet de “faire comme
si” les ut étaient à support compact dans un petit voisinage B de x0 où ht > 0.
On aurait donc d’une part d’après (2.6)∫

B

|∇ut|2 < K(n, 2)−2(
∫
B

u2∗

t )
2
2∗ = K(n, 2)−2

puisque ht > 0 = Sg sur B ; et d’autre part d’aprés (2.7)∫
B

|∇ut|2 ≥ K(n, 2)−2(
∫
B

u2∗

t )
2
2∗ = K(n, 2)−2

d’où une contradiction.
Pour passer à l’application rigoureuse de cette idée, il faudra multiplier les

ut par des fonctions cut-off et faire des développements limités de la métrique
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et de f au voisinage de x0 , et utiliser les résultats sur les phénomènes de
concentration que nous montrerons au début du chapitre 3. Plus précisément,
avec la fonction f au second membre, on a∫

M

|∇ut|2g dvg +
∫
M

ht.u
2
tdvg = λt(

∫
M

fu2∗

t dvg)
2
2∗

et c’est dans cette expression que nous aurons à faire un développement limité
de f pour en faire apparâıtre le laplacien en x0, la contradiction s’obtenant par
opposition à la condition

4(n− 1)
n− 2

h(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

au point de maximum de f , puisque x0, comme nous le verrons, est un point
de maximum. C’est là qu’intervient une nouvelle difficulté par rapport au cas
f = cste . En effet, comme nous l’avons laissé entendre au paragraphe sur le
changement d’échelle, nous serons amenés à considérer une suite de points (xt)
tels que

mt = Max
M

ut = ut(xt).

Le but de l’étude de la concentration est d’étudier la “forme” des fonctions ut
quand t→ t0 autour de xt. Comme nous l’avons dit, nous montrerons que

ut → 0 dans C0
loc(M − {x0}).

En faisant un changement d’échelle en xt nous obtiendrons des informations très
précises sur l’allure des ut autour de xt. La difficulté sera alors de “relier” ces
informations en xt avec celles que nous avons en x0 sur f puisque c’est en x0

que f est maximum. Très précisément, il nous faudra obtenir une information
sur la “vitesse” de convergence de la suite (xt) des points de maximum des ut
vers x0, point de maximum de f et point de concentration. Cette vitesse sera
mesurée par rapport à la croissance du maximum des ut à savoir

mt = Max
M

ut = ut(xt) := µ
−n−2

2
t

et nous voudrons obtenir la relation

dg(xt, x0)
µt

6 C

où C est une constante. Cette relation a été nommée “seconde inégalité fonda-
mentale” par Zoé Faget [14] tant elle est utile dans l’étude des EDP à l’aide
des points de concentration ; elle a été étudiée par plusieurs auteurs, en parti-
culier ceux cités au début du chapitre. Elle est en général difficile à obtenir. La
définition de µ−

n−2
2

t = Max
M

ut = ut(xt) est faite pour simplifier l’exposant dans

la relation ci-dessus ; µt sera vraiment un paramètre fondamental dans l’étude
des phénomènes de concentration.



Chapitre 3

Existence de fonctions
extrémales, seconde
inégalité fondamentale.

Ce chapitre se divise en cinq parties. Tout d’abord nous rappelons l’objectif
principal du chapitre, la démonstration du théorème 1, et nous exposons la mise
en place de la démonstration. La deuxième partie, bien que s’incluant dans cette
démonstration, s’applique en fait au cas d’une suite quelconque de solutions
d’équations

Et : 4gut + ht.ut = λt.f.u
n+2
n−2
t

développant un phénomène de concentration, et les résultats et méthodes que
l’on y trouve seront réutilisés dans les autres chapitres. La troisième partie
constitue le coeur de la démonstration, c’est là qu’est développé le principe d’ob-
tention de la “seconde inégalité fondamentale” évoquée au chapitre précédent.
La quatrième partie reprend précisément cette inégalité, très importante pour
l’étude des phénomènes de concentration, dans le cadre général d’une suite quel-
conque de solutions d’équations

Et : 4gut + ht.ut = λt.f.u
n+2
n−2
t .

Enfin, la cinquième partie illustre l’utilité de cette inégalité pour obtenir une
autre démonstration du théorème 1.

Rappelons le théorème que nous voulons montrer :
Données : On considère une variété riemannienne compacte (M,g) de di-

mension n ≥ 4. Soit f : M → R une fonction C∞ fixée telle que Sup
M

f > 0.

Soit aussi h ∈ C∞(M) avec l’hypothèse supplémentaire que l’opérateur 4g + h
est coercif si f change de signe sur M .

On considère l’équation

(E′h) = (E′h,f ) = (E′h,f,g) : 4gu+ h.u = f.u
n+2
n−2 .

Hypothèses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f : M → R,
telle que Sup

M
f > 0, est non dégénéré en chaque point de maximum de f. En

26
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outre, les fonctions h considérées sont telles que 4g+h est coercif et l’on suppose
dimM ≥ 4. On parlera des hypothèses (Hf ) pour désigner celles concernant la
fonction f .

Notre but est de prouver le résultat suivant :
Théorème 1 :
Avec l’hypothèse (H), soit h une fonction faiblement critique pour f (et

g). Si en tout point P où f est maximum sur M on a : 4(n−1)
n−2 h(P ) > Sg(P )−

n−4
2

4gf(P )
f(P ) et s’il existe une famille de fonctions (ht), ht � h, ht sous-critique

pour tout t dans un voisinage de t0 ∈ R, telle que ht →
t→t0

h dans C0,α alors il

existe une solution minimisante pour h et donc h est critique.

3.1 Mise en place

Soit donc h une fonction faiblement critique pour f et g telle qu’en tout
point P où f est maximum sur M on ait :

4(n− 1)
n− 2

h(P ) > Sg(P )− (n− 4)
2

4gf(P )
f(P )

ce que l’on peut écrire

h(P ) >
n− 2

4(n− 1)
Sg(P )− (n− 2)(n− 4)

8(n− 1)
4gf(P )
f(P )

et telle qu’il existe une suite de fonctions (ht), ht � h, ht sous-critique pour
tout t, vérifiant ht →

t→t0
h dans C0. Pour simplifier on suppose que t0 = 1 et que

t→ 1 ce qui ne change rien. Alors pour tout t,

λt := λht,f,g <
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

et il existe une suite de fonctions ut > 0 minimisantes pour ht qui sont solutions
de

Et : 4gut + ht.ut = λt.f.u
n+2
n−2
t avec de plus

∫
M

fu2∗

t dvg = 1

On voit alors que, puisque 4g + h est coercif, la suite (ut) est bornée dans H2
1

(il suffit de multiplier Et par ut et d’intégrer sur M). Il existe donc une fonction
u ∈ H2

1 , u ≥ 0 telle que, quitte à extraire une sous-suite,

ut
H2

1⇁ u ,

ut
L2

→ u ,

ut
p.p.→ u ,

et on peut supposer que

λt
<→ λ 6

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

.
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En particulier

ut
Lp

→ u, ∀p < 2∗ =
2n
n− 2

puisque l’inclusion de H2
1 dans Lp est compacte ∀p < 2∗. Alors u est solution

faible de
4gu+ h.u = λ.f.u

n+2
n−2

donc par les théories elliptiques standard u est C∞. Le principe du maximum
nous dit alors que soit u > 0 soit u ≡ 0.

Si u > 0 alors, comme h est faiblement critique, en multipliant l’équation
ci-dessus par u et en intégrant sur M on voit que (voir appendice A) :

λ =
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

Donc u est solution de

4gu+ h.u =
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

.f.u
n+2
n−2 et

∫
M

fu2∗dvg = 1

et donc u est une solution minimisante pour h et le théorème est démontré.
Si u ≡ 0 on est dans le cas où il y a phénomène de concentration tel que

décrit précédemment. Toute l’étude de ce phénomène qui va suivre aura pour
but d’aboutir à une contradiction. Nous supposons donc à partir de maintenant
que l’on est dans ce cas :

u ≡ 0.

3.2 Etude du phénomène de concentration

De nombreux résultats sur ce phénomène de concentration, dûs à M. Vaugon,
E. Hebey, O. Druet et F. Robert entre autres, sont déja connus, mais ils sont
souvent publiés dans le cas où f ≡ 1. Nous allons les reprendre dans notre cas
sachant que la présence d’une fonction quelconque f au second membre de

Et : 4gut + ht.ut = λt.f.u
n+2
n−2
t

ne change quasiment rien à de nombreuses parties des démonstrations, mais pose
de nouveaux problèmes dans d’autres. De plus, fait très important, elle “fixe”
en quelque sorte la position du point de concentration (voir le point a/). Bien
que ces résultats fassent partie de la démonstration du théorème 1, l’étude faite
dans cette partie s’applique au cadre plus général d’une variété riemannienne
compacte (M,g) de dimension n ≥ 3 sur laquelle on considère une suite (ut) de
solutions C2,α de l’équation

4gut + htut = λtfu
n+2
n−2
t avec

∫
M

fu
2n

n−2
t dvg = 1

où f est une fonction dont le maximum est strictement positif. On suppose de
plus que ht → h dans C0,α où h est telle que 4g + h est coércif. La suite (ut)
est bornée dans H2

1 , donc ut ⇁ u faiblement dans H2
1 , et on suppose que u ≡ 0 ;
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ainsi ut → 0 dans tout Lp pour p < 2∗. La suite ut développe alors un phénomène
de concentration. Nous faisons une hypothèse dite “d’énergie minimale” (qui est
vérifiée dans le cadre du théorème 1) :

λt ≤
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

Sous ces hypothèses, cette partie est ainsi indépendante du reste de la
démonstration du théorème considéré dans ce chapitre ; elle nous servira aussi
dans les chapitres suivants. Cette étude est valable pour dimM ≥ 3, sauf la
partie d/, qui étudie la concentration L2, valable pour dimM ≥ 4. Dans toute
la suite, c, C désignent des constantes strictement positives indépendantes de t
et δ.

a/ : Proposition : Il existe, à extraction près d’une sous-famille de
(ut), un unique point de concentration x0 et c’est un point où f est
maximum sur M. De plus

∀δ > 0, lim
t→1

∫
B(x0,δ)

fu2∗

t dvg = 1

C’est une application du principe d’itération. Tout d’abord comme M est com-
pacte, il existe au moins un point de concentration. Sinon on pourrait recouvrir
M par un nombre fini de boules B(xi, δ) telles que lim

t→1

∫
B(xi,δ)

u2∗

t = 0, et on

aurait lim
t→1

∫
M
u2∗

t = 0, ce qui contredirait

1 =
∫
M

fu2∗

t dvg ≤ Sup |f |
∫
M

u2∗

t dvg

Si f change de signe sur M , montrons que si f(x) ≤ 0, alors pour δ assez
petit

lim
t→1

∫
B(x,δ)

u2∗

t = 0,

ce qui montre en particulier qu’un tel x n’est pas un point de concentration. Si
f(x) < 0, on choisit δ assez petit pour que f < 0 sur B(x, δ) et on prend η à
support dans B(x, δ). Comme les ut sont bornées indépendamment de t dans
H2

1 donc dans L2∗ , on a, d’après (2.3) (chapitre précédent, principe d’itération),
pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ 2∗ − 1 :

4k
(k + 1)2

∫
M

∣∣∣∇(ηu
k+1
2

t )
∣∣∣2 ≤ ∫

M

(
2

k + 1
|∇η|2 +

2(k − 1)
(k + 1)2

η4η − η2ht)uk+1
t ≤ C1

où C1 est indépendant de t. Donc pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ 2∗ − 1 il existe
C2 indépendant de t tel que :∫

M

∣∣∣∇(ηu
k+1
2

t )
∣∣∣2 ≤ C2

Donc ηu
k+1
2

t est bornée indépendamment de t dans H2
1 et, en utilisant l’inégalité

de Sobolev, ηu
k+1
2

t est bornée dans L2∗ pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ 2∗ − 1.
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Si f(x) = 0, par continuité de f et en choisissant δ assez petit, on a dans
(2.5) pour tout k tel que 1 ≤ k ≤ 2∗ − 1, Q(t, k, n) ≥ Q > 0. Donc avec (2.4),

on obtient là aussi que ηu
k+1
2

t est bornée indépendamment de t dans L2∗ pour
tout k tel que 1 ≤ k ≤ 2∗ − 1. Mais par l’inégalité de Hölder :

(
∫
B(x,δ/2)

u2∗

t ) ≤ (
∫
B(x,δ/2)

(u
k+1
2

t )2
∗
)

n+2
n(k+1) (

∫
B(x,δ/2)

u
n(k+1)
(nk−2)
t )

nk−2
n(k+1)

et si l’on suppose que lim
t→1

∫
B(x,δ)

u2∗

t > 0 on obtient, quand f(x) ≤ 0,

lim
t→1

∫
B(x,δ/2)

u
n(k+1)
(nk−2)
t > 0

alors que n(k+1)
(nk−2) < 2∗ si 1 ≤ k ≤ 2∗ − 1, ce qui contredit le fait que ut

Lp

→ 0,
∀p < 2∗. Donc pour δ assez petit :

lim
t→1

∫
B(x,δ)

u2∗

t = 0,

et donc si f(x) ≤ 0, x ne peut pas être un point de concentration.
Soit alors x un point de concentration : f(x) > 0 d’après ce qui précède.

Posons, pour δ > 0 assez petit pour que f ≥ 0 sur B(x, δ),

lim sup
t→1

∫
B(x,δ)

fu2∗

t = aδ

Alors aδ ≤ 1 car
∫
M
fu2∗

t = 1. Supposons qu’il existe δ > 0 tel que aδ < 1.
Puisque

λt →
6
λ 6

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

on en déduit
lim
t→1

λtK(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n aδ < 1.

Par ailleurs 4k
(k+1)2 →

k→
>

1
1. Donc pour k fixé assez proche de 1 tel que

lim
t→1

λtK(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n aδ <

4k
(k + 1)2

on vérifie, en prenant η à support dans B(x, δ), que dans (2.4) : Q(t, k, n) ≥
Q > 0 pour tout t, où Q est indépendant de t. On en déduit, toujours avec (2.4),
que

(
∫
B(x,δ/2)

u
k+1
2 2∗

t )
2
2∗ ≤ C quand t→ 1 où C est indépendant de t.

Alors, par l’inégalité de Hölder :∫
B(x,δ/2)

u2∗

t ≤ (
∫
B(x,δ/2)

u
k+1
2 2∗

t )
2
2∗ (

∫
M

u
2∗− (k−1)2∗

2∗−2
t )

2∗−2
2∗ .
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Or puisque x est un point de concentration

lim
t→1

∫
B(x,δ/2)

u2∗

t > 0

alors que pour k assez proche de 1 :

(
∫
M

u
2∗− (k−1)2∗

2∗−2
t )

2∗−2
2∗ →

t→1
0

D’où une contradiction et aδ = 1, ∀δ > 0. Donc x est l’unique point de concen-
tration que nous noterons désormais x0. Ce même raisonnement montre que
nécessairement

λ =
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

.

De la même manière, si f(x0) 6= Sup
M
f , ∃δ > 0 tel que Sup

B(x0,δ)

f < Sup
M
f . Or

λt ≤ 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

donc

lim
t→1

λtK(n, 2)2( Sup
B(x0,δ)

f)
n−2

n (
∫
B(x0,δ)

fu2∗

t )
2∗−2
2∗ < 1 .

Alors pour k assez proche de 1, en prenant η à support dans B(x0, δ), on obtient
dans l’inégalité (2.4) : Q(t, k, n) ≥ Q > 0 pour tout t où Q est indépendant de
t. On aboutit ensuite de la même manière à une contradiction. Donc f(x0) =
Sup
M
f > 0

b/ : Proposition : ut → 0 dans C0
loc(M − {x0})

Le processus d’itération prend ici tout son sens.
Première étape : Soit q > 0 fixé. On montre qu’il existe pour tout δ > 0,

C = C(δ, q) indépendant de t tel que pour t assez proche de 1 :

‖ut‖Lq(M\B(x0,δ))
≤ C ‖ut‖L2(M) .

Pour appliquer le principe d’itération, on construit η1, ..., ηm m fonctions cut-off
telles que ηj = 0 sur B(x0, δ/2) et ηj = 1 sur M\B(x0, δ) et de telle sorte que

M\B(x0, δ) ⊂ ... ⊂ {ηj+1 = 1} ⊂ Supp ηj+1 ⊂ {ηj = 1} ⊂ ... ⊂M\B(x0, δ/2)

et où m est choisi tel que 2( 2∗

2 )m > q, et on pose q1 = 2 et qj = ( 2∗

2 )qj−1. Le
processus d’itération (2.4. et 2.5) donne alors

Q(t, qj − 1, ηj).(
∫
M

(ηju
qj
2
t )2

∗
)

n−2
n ≤ (

4(qj − 1)
qj2

B + C0 + Cηj
)
∫
Supp ηj

u
qj

t .

Or pour j ≤ m on a 4(qj−1)
qj

2 ≥ c > 0 et d’aprés a/,
∫
Supp ηj

u2∗

t → 0, donc dans
(2.5),

Q(t, qj − 1, ηj) ≥ c > 0, ∀j.
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Il existe donc un voisinage Vj de 1 et une constante Cj > 0 tels que pour t ∈ Vj :

(
∫
M

(ηju
qj
2
t )2

∗
)

n−2
n ≤ Cj

∫
Supp ηj

u
qj

t .

Alors d’après le choix des ηj on a

(
∫
{ηj=1}

u
qj

2∗
2

t )
n−2

n ≤ Cj

∫
{ηj−1=1}

u
qj

t

d’où

‖ut‖Lq(M\B(x0,δ))
≤ C(

m∏
j=1

Cj) ‖ut‖L2(M) ∀t ∈ V1 ∩ ... ∩ Vm .

Deuxième étape : Le théorème (8.25) de Gilbarg-Trudinger [16] nous donne :
si u est solution d’une équation de la forme E : 4gu+ h.u = F , où 4g + h est
coercif, et si ω ⊂⊂ ω′ sont deux ouverts, pour r > 1, q > n/2 :

Sup
ω

u ≤ c ‖u‖Lr(ω′) + c′ ‖F‖Lq(ω′) .

La démonstration de ce théorème est en fait une application du principe
d’itération, nous l’utilisons ici pour gagner du temps, en l’appliquant à Et :

4gut + ht.ut = λt.f.u
n+2
n−2
t et à ω ⊂⊂ ω′ ⊂M\{x0}.

Alors avec la première étape appliquée à q n+2
n−2 , en choisissant

ω = M\B(x0, δ), ω′ = M\B(x0, δ/2), r = 2, q > n/2

on obtient

Sup
M\B(x0,δ)

ut ≤ c ‖ut‖L2(ω′) + c′λqt ‖ut‖
n+2
n−2

L
q n+2

n−2 (ω′)

≤ c ‖ut‖L2(M) + c′′ ‖ut‖
n+2
n−2

L2(M)

Or ‖ut‖L2(M) → 0, d’où la conclusion.

c/ : Estimées ponctuelles faibles

Reprenons les notations du changement d’échelle décrit au chapitre 2 : on
considère une suite de points (xt) tel que

mt = Max
M

ut = ut(xt) := µ
−n−2

2
t .

D’après ce qui précède xt → x0 et µt → 0. Rappelons que ut, f t, ht, g t désignent
les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp−1

xt
, et ũt , h̃t , f̃t, g̃ t

désignent les fonctions et la métrique “lues” après blow-up. Désormais, tous
les changements d’échelle ont pour point de départ des boules B(xt, δ) sur les-
quelles f ≥ 0 ce qui est possible puisque f(x0) > 0.

Proposition 2 :
∀R > 0 : lim

t→1

∫
B(xt,Rµt)

fu2∗

t dvg = 1− εR où εR →
R→+∞

0.

Démonstration : C’est une application directe du changement d’échelle en
xt avec kt = µ−1

t :
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ũt → ũ = (1 + λf(x0)
n(n−2) |x|

2)−
n−2

2 = (1 + f(x0)
2
n

K(n,2)2n(n−2) |x|
2)−

n−2
2 dans C2

loc(Rn).

Alors :∫
B(xt,Rµt)

fu2∗

t dvg =
∫
B(0,R)

f̃t.ũ
2∗

t dv eg t
→
t→1

f(x0)(
∫
B(0,R)

ũ2∗dx) →
R→∞

1

Proposition 3 :
∃C > 0 tel que ∀x ∈M : dg(x, xt)

n−2
2 ut(x) ≤ C.

Démonstration : Posons wt(x) = dg(x, xt)
n−2

2 ut(x). On veut montrer qu’il
existe C > 0 tel que Sup

M
wt ≤ C. Par contradiction on suppose que (pour

une sous-suite) Sup
M

wt → +∞. Soit yt un point où wt est maximum. M étant

compacte, dg(x, xt) est bornée, donc ut(yt) → ∞, donc d’après le point b/
yt → x0. Par ailleurs la définition de µt nous donne :

dg(yt, xt)
µt

→ +∞ .

On fait un changement d’échelle en yt de coefficient kt = ut(yt)
2

n−2 et avec
mt = ut(yt). On obtient :

4egt
ũt + ut(yt)−

4
n−2 .h̃t.ũt = λtf̃t.v

n+2
n−2
t .

Si x ∈ B(0, 2) :

dg(xt, expyt
(ut(yt)−

2
n−2x) ≥ dg(yt, xt)− 2ut(yt)−

2
n−2

≥ ut(yt)−
2

n−2 (wt(yt)
2

n−2 − 2) ∼ dg(yt, xt)

car wt(yt) →∞ et ut(yt) →∞, donc pour t proche de 1 :

dg(xt, expyt
(ut(yt)−

2
n−2x) ≥ 1

2
dg(yt, xt) .

Par conséquent pour tout R > 0 et pour t proche de 1 :

B(yt, 2ut(yt)−
2

n−2 ) ∩B(xt, Rµt) = ∅

Alors, d’après la proposition précédente∫
B(0,2)

f̃t.ũ
2∗

t dv eg t
=

∫
B(yt,2ut(yt)

− 2
n−2 )

fu2∗

t dvg ≤
∫
M\B(xt,Rµt)

fu2∗

t dvg

≤
∫
M

fu2∗

t dvg −
∫
B(xt,Rµt)

fu2∗

t dvg

−→
t→1,R→∞

0

Mais le principe d’itération donne alors pour 1 ≤ k ≤ 2∗ − 1 :∫
B(0,1)

ũ
k+1
2 2∗

t dv eg t
→ 0

et par récurrence on obtient ∀p ≥ 1 :∫
B(0,1)

ũpt dv eg t
→ 0
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On en déduit alors que ‖ũt‖L∞(B(0,1)) → 0 bien que ũt(0) = 1. D’où une contra-
diction.

Proposition 4 :
∀ε > 0 , ∃R > 0 tel que ∀t, ∀x ∈M :

dg(x, xt) ≥ Rµt ⇒ dg(x, xt)
n−2

2 ut(x) ≤ ε.

Démonstration : On utilise le même principe, on suppose qu’il existe ε0 > 0
et yt ∈M tels que

lim
t→1

dg(yt, xt)
µt

= +∞ et wt(yt) = dg(yt, xt)
n−2

2 ut(yt) ≥ ε0

On fait un changement d’échelle en yt de coefficient kt = ut(yt)
2

n−2 et avec
mt = ut(yt).

Alors avec ces hypothèses si x ∈ B(0, 1
2ε

2
n−2
0 ) :

dg(xt, expyt
(ut(yt)−

2
n−2x) ≥ dg(yt, xt)−

1
2
ε

2
n−2
0 ut(yt)−

2
n−2

≥ 1
2
dg(yt, xt)

Par conséquent pour tout R > 0 et pour t proche de 1 :

B(yt,
1
2
ε

2
n−2
0 ut(yt)−

2
n−2 ) ∩B(xt, Rµt) = ∅

donc comme précédemment :∫
B(0, 12 ε

2
n−2
0 )

f̃t.ũ
2∗

t dv eg t
→ 0

et on aboutit de la même manière à une contradiction.

d/ : Concentration L2

Proposition 5 :
Si dimM ≥ 4, ∀δ > 0 :

lim
t→1

∫
B(x0,δ)

u2
tdvg∫

M
u2
tdvg

= 1

Cette limite qui décrit un quotient de “normes L2” justifie la terminologie
“concentration L2”.

Démonstration :
On reprend pour commencer les deux “étapes” du point b/ pour montrer

que pour tout δ > 0, il existe c > 0 tel que :

Sup
M\B(x0,δ)

ut ≤ c ‖ut‖L2(M) .
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Il suffit de reprendre la fin de la deuxième étape de la démonstration du point
b/ :

Sup
M\B(x0,δ)

ut ≤ c ‖ut‖L2(ω′) + c′λqt

∥∥∥∥u n+2
n−2
t

∥∥∥∥
Lq(ω′)

≤ c ‖ut‖L2(M) + c′λqtSup
ω′

(u
n+2
n−2−1

t ) ‖ut‖Lq(ω′)

≤ c′′ ‖ut‖L2(M)

car on sait maintenant que Sup
ω′

(u
n+2
n−2−1

t ) → 0 et que, d’autre part, la première

étape donne ‖ut‖Lq(ω′) ≤ C ‖ut‖L2(M)

Troisième étape : Avec ce qui précède :

‖ut‖2L2(M\B(x0,δ))
≤ Sup
M\B(x0,δ)

ut.

∫
M\B(x0,δ)

ut

≤ c ‖ut‖L2(M) ‖ut‖L1(M) (3.1)

On veut maintenant montrer que

‖ut‖L1(M) ≤ c ‖ut‖2
∗−1
L2∗−1(M) . (3.2)

Si h > 0, il suffit pour cela d’intégrer l’équation Et. Sinon comme λh,f, g > 0,
pour tout q ∈]2, 2∗[, il existe ϕ > 0 solution de 4gϕ+ hϕ = λh,f, g .f.ϕ

q−1. On
pose

g′ = ϕ
4

n−2 g et ht =
4gϕ+ htϕ

ϕ
n+2
n−2

Alors pour t assez proche de 1 :

ht = ϕq−2∗ − (h− ht)ϕ2−2∗ ≥ ε0 > 0

Par ailleurs, par invariance conforme et d’après Et, on a :

4g′ut + ht.ut = λtf.ut
n+2
n−2

où ut = ϕ−1.ut. En intégrant, on obtient :

ε0

∫
M

utdvg′ ≤ λtSupf

∫
M

ut
n+2
n−2 dvg′

et il existe donc C > 0 tel que pour t assez proche de 1

‖ut‖L1(M) ≤ C ‖ut‖2
∗−1
L2∗−1(M)

où cette fois les normes sont relatives à dvg.
Quatrième étape : On conclut essentiellement avec l’inégalité de Hölder. Si

n = dimM ≥ 6, on a en effet :

‖ut‖2
∗−1
L2∗−1(M) ≤ ‖ut‖

n+2
n−2

L2(M) V olg(M)
n−6

2(n−2) .
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Avec (3.1) et (3.2), on obtient

lim
t→1

‖ut‖2L2(M\B(x0,δ))

‖ut‖2L2(M)

= 0

ce qui prouve le résultat. Si n = 5, l’inégalité de Hölder nous donne :

‖ut‖2
∗−1
L2∗−1(M) ≤ ‖ut‖

3
2
L2(M) ‖ut‖

5
6
L2(M)

et on conclut de la même manière avec (3.1) et (3.2). Si maintenant n = 4, on
utilise la proposition 4 et le changement d’échelle associé. On a

‖ut‖3L3(M)

‖ut‖L2(M)

≤ ‖ut‖L∞(M\B(x0,δ))
‖ut‖L2(M) +

∫
B(0,δµ−1

t )
ũ3
tdv eg t

(
∫
B(0,δµ−1

t )
ũ2
tdv eg t

)
1
2
.

Alors pour tout R > 0, d’après l’inégalité de Hölder et la proposition 4 on
obtient :∫

B(0,δµ−1
t )

ũ3
tdv eg t

≤
∫
B(0,R)

ũ3
tdv eg t

+ εR(
∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdv eg t

)
1
2 .

Il s’ensuit pour tout R,R′ > 0,

lim sup
t→1

‖ut‖3L3(M)

‖ut‖L2(M)

≤ εR +

∫
B(0,R)

ũ3dx

(
∫
B(0,R′)

ũ2dx)
1
2
.

Comme ũ ∈ L3(R4) et lim
R′→∞

∫
B(0,R′)

ũ2dx = +∞, on a finalement

lim sup
t→1

‖ut‖3L3(M)

‖ut‖L2(M)

= 0

et on conclut encore une fois avec (3.1) et (3.2).

e/ : Estimées ponctuelles fortes et concentration Lp forte

Proposition 6 :

∃C > 0 tel que ∀x ∈M : dg(x, xt)n−2µ
−n−2

2
t ut(x) ≤ C.

Démonstration : Elle nécessite l’utilisation de la fonction de Green, ainsi que
les estimées ponctuelles faibles. L’idée est due à O. Druet et à F. Robert [13].
Nous en profitons pour l’exposer avec quelques explications supplémentaires (et
avec notre fonction f , ce qui ne change pratiquement rien).

Rappelons les propriétés des fonctions de Green dont nous aurons besoin
(voir appendice B).

Si 4g + h est un opérateur coercif, il existe une unique fonction (au moins
C2 dans nos hypothèses)

Gh : M ×M\{(x, x), x ∈M} → R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on a :
∀x ∈M

4g,yGh(x, y) + h(y)Gh(x, y) = δx (3.3)
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De plus, il existe c > 0, ρ > 0 tels que ∀(x, y) avec 0 < dg(x, y) < ρ :

c

dg(x, y)n−2
≤ Gh(x, y) ≤

c−1

dg(x, y)n−2
(3.4)

|∇yGh(x, y)|
Gh(x, y)

≥ c

dg(x, y)
(3.5)

c et ρ varient continûment avec h

Gh(x, y)dg(x, y)n−2 → 1
(n− 2)ωn−1

quand dg(x, y) → 0 (3.6)

Principe de la démonstration de la proposition : pour montrer cette estimée
forte il suffit, d’après (3.4), de montrer que µ−

n−2
2

t ut(x) ≤ c′Gh(x, xt). On re-
marque alors que grâce aux estimées faibles, on a déja l’estimée forte dans toute
boule B(xt, Rµt) où R est fixé. Il suffit donc de montrer cette estimée dans la
variété à bord M\B(xt, Rµt) dont le bord est b(M\B(xt, Rµt)) = bB(xt, Rµt).
On applique pour cela le principe du maximum à l’opérateur :

Ltϕ = 4gϕ+ htϕ− λtfu
2∗−2
t ϕ

et à x 7−→ Gh(x, xt)− cµ
−n−2

2
t ut(x). Comme Ltut = 0 avec ut > 0, Lt vérifie le

principe du maximum [5]. Si on montre que

LtGh(x, xt) ≥ cµ
−n−2

2
t Ltut(x) = 0 sur M\B(xt, Rµt)

Gh(x, xt) ≥ cµ
−n−2

2
t ut(x) sur bB(xt, Rµt)

le principe du maximum nous donnera

Gh(x, xt) ≥ cµ
−n−2

2
t ut(x) sur M\B(xt, Rµt) .

Pour des raisons techniques, on montre d’abord que pour tout ν > 0 assez petit il
existe une constante C(ν) > 0 pour laquelle on a “l’estimée forte intermédiaire”

∀x ∈M : dg(x, xt)n−2−νµ
−n−2

2 +ν
t ut(x) ≤ C(ν) (3.7)

puis on montre ensuite que c’est encore vrai pour ν = 0.
Pour ν assez petit, il existe ε0 > 0 tel que l’opérateur

4g +
h− 2ε0
1− ν

soit encore coercif ; soit G̃ sa fonction de Green. On va appliquer le principe
décrit à G̃1−ν . Alors on aura (3.7) en prenant ν′ = (n − 2)ν. Pour montrer
LtG̃

1−ν ≥ 0 sur M\B(xt, Rµt) on va montrer que

LtG̃
1−ν

G̃1−ν
≥ 0

sur M\B(xt, Rµt). Comme G̃1−ν > 0 on aura bien LtG̃1−ν ≥ 0.
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Un calcul donne en utilisant (3.3) et δxt
(x) = 0 sur M\B(xt, Rµt) que

∀x ∈M\B(xt, Rµt) :

LtG̃
1−ν

G̃1−ν
(x, xt) = 2ε0 + ht(x)− h(x)− λtf(x)ut(x)2

∗−2 + ν(1− ν)

∣∣∣∣∣∇G̃G̃
∣∣∣∣∣
2

(x, xt)

Or pour t proche de 1, ht − h ≥ −ε0 car ht → h dans C0. Donc

LtG̃
1−ν

G̃1−ν
(x, xt) ≥ ε0 − λtf(x)ut(x)2

∗−2 + ν(1− ν)

∣∣∣∣∣∇G̃G̃
∣∣∣∣∣
2

(x, xt) (3.8)

On sépare maintenantM\B(xt, Rµt) en deux parties avec une boule B(xt, ρ), où
ρ > 0 est comme dans (3.4) et (3.5). Pour t assez proche de 1, ρ > Rµt. R > 0
sera fixé plus tard.

1/ : Comme ut → 0 dans C0
loc(M\{x0}), (3.8) donne pour t proche de 1 :

∀x ∈M\B(xt, ρ) : LtG̃1−ν(x, xt) ≥ 0.

2/ : D’après les estimées ponctuelles faibles, dans B(xt, ρ)\B(xt, Rµt) :

dg(x, xt)2ut(x)2
∗−2 ≤ εR

où εR →
R→∞

0. Alors avec (3.5) et (3.8), pour R assez grand :

LtG̃
1−ν

G̃1−ν
(x, xt) ≥ ε0 − λtf(x)ut(x)2

∗−2 + ν(1− ν)
c

dg(x, xt)2

≥ ε0 − λt( Sup
B(xt,ρ)

f).
εR

dg(x, xt)2
+ ν(1− ν)

c

dg(x, xt)2

≥ ε0 +
c′

dg(x, xt)2
≥ 0

Remarque : Dans 1/, ε0 sert à compenser −λtfut2
∗−2 dans M\B(xt, ρ) ; et

dans 2/, ν(1− ν) sert à compenser −λtfut2
∗−2 dans B(xt, ρ)\B(xt, Rµt).

On a donc bien montré que dans M\B(xt, Rµt) et pour toute constante
Ct > 0 dépendant éventuellement de t :

Lt(Ct.G̃1−ν(x, xt)) = Ct.LtG̃
1−ν(x, xt) ≥ 0 = Ltut

Enfin sur le bord b(M\B(xt, Rµt)), en utilisant (3.4), on obtient :

G̃1−ν(x, xt) ≥
c

dg(x, xt)(n−2)(1−ν) =
c

(Rµt)(n−2)(1−ν) .

Alors si on pose Ct = c−1R(n−2)(1−ν)µ
(n−2)(1−ν)−n−2

2
t , on a pour x ∈

bB(xt, Rµt) = b(M\B(xt, Rµt)) :

Ct.G̃
1−ν(x, xt) ≥ µ

−n−2
2

t = Suput ≥ ut(x)

Donc par le principe du maximum

Ct.G̃
1−ν(x, xt) ≥ ut(x) dans M\B(xt, Rµt)
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soit
G̃1−ν(x, xt) ≥ C−1

t ut(x) = c µ
n−2

2 −(n−2)(1−ν)
t ut(x)

et donc, en utilisant (3.4) :

dg(x, xt)(n−2)(1−ν)µ
n−2

2 −(n−2)(1−ν)
t ut(x) ≤ c

ce qui en changeant ν en (n − 2)ν donne bien (3.7) sur M puisque c’est vrai
dans B(xt, Rµt) d’après les estimées faibles.

On veut passer maintenant à ν = 0. Soit yt un point de
M où dg(x, xt)n−2ut(xt)ut(x) est maximum. On veut montrer que
dg(yt, xt)n−2ut(xt)ut(yt) est bornée. Soit ε0 > 0 tel que 4g + (h − ε0) soit
coercif et Ĝ sa fonction de Green. Pour t assez proche de 1, on a ht ≥ h − ε0.
En utilisant le fait que Ĝ > 0, ut > 0, Maxf > 0, on obtient :

ut(yt) =
∫
M

Ĝ(yt, x)(4gut(x) + (h− ε0)ut(x))

≤
∫
M

Ĝ(yt, x)(4gut(x) + htut(x))

= λt

∫
M

Ĝ(yt, x)f(x)ut(x)2
∗−1

≤ λtMaxf

∫
M

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1

≤ C

∫
B(xt,δ)

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1 + C

∫
M\B(xt,δ)

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1

L’estimée (3.7) , pour 0 < ν < 2
2∗−1 , nous donne :∫

M\B(xt,δ)

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1 = O(µ( n+2

2 −ν)(2∗−1)
t

∫
M\B(xt,δ)

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1)

= O(µ
n+2

2 −ν(2∗−1)
t )

= o(µ
n−2

2
t ) (3.9)

Donc
ut(yt) ≤ C

∫
B(xt,δ)

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1 + o(µ

n−2
2

t ) (3.10)

On distingue alors trois cas :
Premier cas : yt → y0 6= x0

Soit δ > 0 fixé tel que dg(y0, x0) ≥ 3δ. Alors dans B(xt, δ), Ĝ(yt, x) est
bornée et∫
B(xt,δ)

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1 ≤ C

∫
B(xt,δ)

ut(x)2
∗−1

≤ C

∫
B(xt,µt)

ut(x)2
∗−1

+Cµ
n+2

2 −ν(2∗−1)
t

∫
B(xt,δ)\B(xt,µt)

dg(x, xt)(2
∗−1)(ν+2−n)

≤ Cµ
n−2

2
t
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où l’on a utilisé (3.7) en choisissant ν < 2
2∗−1 et les formules du changement

d’échelle pour
∫
B(xt,µt)

ut
2∗−1 = µ

n−2
2

t

∫
B(0,1)

.ũ2∗−1
t dvegt

∼ Cµ
n−2

2
t . Comme

dg(yt, xt) ne tend pas vers 0 on peut écrire∫
B(xt,δ)

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1 ≤ Cµ

n−2
2

t dg(yt, xt)2−n

et donc en utilisant (3.10) et puisque ν < 2
2∗−1 :

dg(yt, xt)n−2ut(xt)ut(yt) ≤ C .

Deuxième cas : Si, quitte à extraire, on a : yt → x0 et dg(yt, xt) ≤ Cµt.
Alors il est clair que

dg(yt, xt)n−2ut(xt)ut(yt) ≤ Cut(xt)−1ut(yt) ≤ C

Troisième cas : Si, quitte à extraire, on a : yt → x0 et rt = dg(yt,xt)
µt

→ ∞
quand t→ 1.

On écrit en utilisant (3.9) et (3.10) que

dg(yt, xt)n−2ut(xt)ut(yt) ≤ Cµ
−n−2

2
t dg(yt, xt)n−2

∫
B1

t

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1

+Cµ−
n−2

2
t dg(yt, xt)n−2

∫
B2

t

Ĝ(yt, x)ut(x)2
∗−1

+O(µ2−ν(2∗−1)
t ) (3.11)

où B1
t = {x ∈ B(xt, δ) : dg(yt, x) ≥ 1

2dg(yt, xt)} et B2
t = B(xt, δ)\B1

t . On
suppose toujours ν < 2

2∗−1 et on utilise la propriété (3.4) de la fonction de
Green Ĝ. Alors (3.11) donne

dg(yt, xt)n−2ut(xt)ut(yt) ≤ Cµ
−n−2

2
t

∫
B1

t

ut
2∗−1 + o(1)

+Cµ−
n−2

2
t dg(yt, xt)n−2

∫
B2

t

dg(yt, x)2−nut(x)2
∗−1

Comme dans le premier cas, en utilisant (3.7), on obtient :

µ
−n−2

2
t

∫
B1

t

ut
2∗−1 ≤ C

et

µ
−n−2

2
t dg(yt, xt)n−2

∫
B2

t

dg(yt, x)2−nut(x)2
∗−1 ≤ 1

r
2−ν(2∗−1)
t dg(yt, xt)2

∫
B2

t

dg(yt, x)2−n

≤ C

r
2−ν(2∗−1)
t

= o(1)

dès que ν < 2
2∗−1 On déduit donc là encore que dg(yt, xt)n−2ut(xt)ut(yt) est

borné.
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7Proposition 7 :
Concentration Lp forte : ∀R > 0, ∀δ > 0 et ∀p > n

n−2 où n = dimM :

lim
t→1

∫
B(xt,Rµt)

upt dvg∫
B(xt,δ)

upt dvg
= 1− εR où εR →

R→+∞
0

Démonstration : Il suffit d’appliquer la proposition précédente dans le chan-
gement d’échelle en xt. Par changement d’échelle∫

M

upt dvg ≥
∫
B(xt,µt)

upt dvg = µ
n−n−2

2 p
t

∫
B(0,1)

ũpt dvegt

≥ Cµ
n−n−2

2 p
t

D’autre part d’après la proposition 3 :∫
M\B(xt,Rµt)

upt dvg ≤ Cµ
pn−2

2
t

∫
M\B(xt,Rµt)

dg(yt, x)(2−n)pdvg

≤ Cµ
n−pn−2

2
t Rn+(2−n)p

dès que p > n
n−2 . En quotientant on obtient le corollaire.

3.3 Argument central de la démonstration du
théorème 1

Comme exposé au chapitre précédent dans la description de l’idée de la
démonstration, on insère dans l’inégalité de Sobolev euclidienne l’équation (Et)
“lue” dans la carte exp−1

xt
.

On reprend les notations de 3.2 : ut, f t, ht,gt désignent les fonctions et la
métrique “lues” dans la carte exp−1

xt
, et ũt , h̃t , f̃t, g̃t désignent les fonctions et

la métrique “lues” après blow-up de centre xt et de coefficient kt = µ−1
t ; et on se

place sur un voisinage de x0 où f ≥ 0. On considère de plus une fonction cut-off
η sur Rn égale à 1 sur la boule euclidienne B(0, δ/2), égale à 0 sur Rn\B(0, δ),
0 ≤ η ≤ 1 avec |∇η| ≤ C.δ−1 où δ est assez petit pour que, sur les boules
B(xt, δ), f ≥ 0. L’identité de Sobolev euclidienne donne d’une part

(
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

2
2∗ ≤ K(n, 2)2

∫
B(0,δ)

|∇(ηut)|2e dx (3.12)

où |.|e est la métrique euclidienne de mesure associée dx.
Par ailleurs, une intégration par parties donne en notant que |∇η| = ∆η = 0

sur B(0, δ/2) :∫
B(0,δ)

|∇(ηut)|2e dx ≤
∫
B(0,δ)

η2ut 4e utdx+ C.δ−2

∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)

u2
tdx

En notant g ij
t les composantes de g t et Γ(g t)kij les symboles de Chrisoffel

associés, on écrit :

4eut = 4gt
ut + (g ij

t − δij)∂ijut − g ij
t Γ(g t)kij∂kut
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On obtient alors à partir de cette dernière inégalité (point (2.6) de l’idée décrite
à la fin du chapitre 2), en utilisant cette expression du laplacien comparant 4e

et 4gt
, en utilisant l’équation Et : 4gut + ht.ut = λt.f.u

n+2
n−2
t “lue” dans la

carte exp−1
xt

, et en utilisant le fait que |∇η| = ∆η = 0 sur B(0, δ/2) et en faisant
quelques intégrations par parties :∫

B(0,δ)

|∇(ηut)|2e dx ≤ λt

∫
B(0,δ)

η2f tu
2∗

t dx−
∫
B(0,δ)

η2htu
2
tdx

+C.δ−2

∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)

u2
tdx

−
∫
B(0,δ)

η2(g ij
t − δij)∂iut∂jutdx

+
1
2

∫
B(0,δ)

(∂k(g
ij
t Γ(g t)kij + ∂ij g

ij
t )(ηu2

t )dx .

On en déduit grâce à l’inégalité de Sobolev (3.12) et en utilisant le fait que
λt ≤ 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

:

∫
B(0,δ)

ht(ηut)2dx ≤ At +Bt + Ct + C.δ−2

∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)

u2
tdx (3.13)

avec :
Bt = 1

2

∫
B(0,δ)

(∂k(g
ij
t Γ(g t)kij + ∂ij g

ij
t )(ηu2

t )dx

Ct =
∣∣∣∫B(0,δ)

η2(g ij
t − δij)∂iut∂jutdx

∣∣∣
At = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

∫
B(0,δ)

f tη
2u2∗

t dx− 1
K(n,2)2 (

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

2
2∗

Ces calculs sont détaillés dans l’article de Z. Djadli et O. Druet [9] sur
lequel nous nous appuyons. Le but va être d’utiliser la “concentration L2”
étudiée en 3.2.d/, pour obtenir une contradiction ; nous diviserons ainsi (3.13)
par

∫
B(0,δ)

u2
tdx et ferons tendre t→ t0 = 1.

La concentration L2 nous donne déjà :

C.δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)

u2
tdx∫

B(0,δ)
u2
tdx

→
t→1

0 .

Z.Djadli et O.Druet [9] ont montré (voir l’appendice C) que :

lim
t→1

Ct∫
B(0,δ)

u2
tdx

≤ εδ où εδ → 0 quand δ → 0 .

De plus, comme xt → x0 on a lim
t→1

(∂k(g
ij
t Γ(g t)kij + ∂ij g

ij
t )(0) = 1

3S g (x0),

d’où, d’après la concentration L2 :

lim
t→1

Bt∫
B(0,δ)

u2
tdx

=
1
6
S g (x0) + εδ .

C’est l’expression At qui va nous donner les termes n−2
4(n−1)S g (x0) − 1

6S g (x0)

et (n−2)(n−4)
8(n−1)

4gf(x0)
f(x0)

.
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L’inégalité de Hölder nous donne :∫
B(0,δ)

f tη
2u2∗

t dx ≤ (
∫
B(0,δ)

f tu
2∗

t dx)
2
n (

∫
B(0,δ)

f t(ηut)
2∗dx)

n−2
n

D’autre part :

dx ≤ (1 +
1
6
Ric(xt)ijxixj + C |x|3)dv g t

Un développement limité nous permet alors d’écrire :

(
∫
B(0,δ)

f tu
2∗

t dx)
2
n ≤ (

∫
B(0,δ)

f tu
2∗

t dvg t)
2
n +

1

(
∫
B(0,δ)

f tu
2∗
t dv g t

)
n−2

n

2
n
{St}+C{St}2

où

{St} =
1
6
Ric(xt)ij

∫
B(0,δ)

xixjf tu
2∗

t dv g t
+ C

∫
B(0,δ)

|x|3 u2∗

t dv g t
.

On en déduit
At ≤

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

(A1
t +A2

t )

où

A1
t = (

∫
B(0,δ)

f tu
2∗

t dv g t)
2
n (

∫
B(0,δ)

f t(ηut)
2∗dx)

n−2
n −(Supf.

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

n−2
n

et

A2
t =

2(
∫
B(0,δ)

f t(ηut)2
∗
dx)

n−2
n

n(
∫
B(0,δ)

f tu
2∗
t dvg t

)
n−2

n

{1
6
Ric(xt)ij

∫
B(0,δ)

xixjf tu
2∗

t dvg t+C
∫
B(0,δ)

|x|3 u2∗

t dv g t}(1+εδ)

car {St} → 0 quand δ → 0 uniformément en t. Ainsi l’expression A2
t va donner,

par développement limité à l’ordre 2 de la métrique, le terme en S g (x0) et
l’expression A1

t donnera, par développement limité à l’ordre 2 de f , le terme en
− (n−2)(n−4)

8(n−1)
4gf(x0)
f(x0)

.

Lemme : Comme dx = (1+ 1
6Ric(xt)ijx

ixj +O(|x|3))dv g t
et puisque exp :

M × Rn → Rn est une application de classe C∞, on a pour toute fonction
α ∈ H2

1 (B(x0, 2δ)) :

lim
t→1

∫
B(xt,δ)

αdx∫
B(xt,δ)

αdv g t

= 1 +O(δ2) = 1 + εδ

Etudions d’abord l’expression A2
t :

1/ : On a lim
t→1

(
R

B(0,δ) ft(ηut)
2∗dx)

n−2
n

(
R

B(0,δ) ftu
2∗
t dv g t )

n−2
n

= 1 + εδ

2/ : D’après les estimées ponctuelles faibles, |x|2 u2∗

t ≤ cu2
t , on en déduit :∫

B(0,δ)
|x|3 u2∗

t dv g t∫
B(0,δ)

u2
tdvg t

≤ C.εδ .
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3/ : D’après les formules de changement d’échelle on écrit : pour tout R > 0 :∫
B(0,δ)

xixjf tu
2∗

t dv g t
=

∫
B(0,Rµt)

xixjf tu
2∗

t dvg t
+

∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

xixjf tu
2∗

t dv g t

= µ2
t

∫
B(0,R)

xixj f̃tũ
2∗

t dv eg t
+ µ2

t

∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

xixj f̃tũ
2∗

t dv eg t

et ∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

= µ2
t

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

.

En utilisant les estimées ponctuelles faibles, on obtient :∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

xixj f̃tũ
2∗

t dvegt
≤ εR.

∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

ũ2
tdvegt

donc : ∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)
xixj f̃tũ

2∗

t dvegt∫
B(0,δµ−1

t )
ũ2
tdvegt

≤ εR

où εR → 0 quand R→ +∞. Maintenant, si i 6= j :

lim
t→1

|
∫
B(0,R)

xixj f̃tũ
2∗

t dvegt
|∫

B(0,δµ−1
t )

ũ2
tdvegt

≤ lim
t→1

|
∫
B(0,R)

xixj f̃tũ
2∗

t dvegt
|∫

B(0,R)
ũ2
tdvegt

= 0

car

ũt → ũ = (1 +
f(x0)

2
n

K(n, 2)2n(n− 2)
|x|2)−

n−2
2 dans C0(B(0, R))

et ũ est radiale (voir le paragraphe changement d’échelle).
Si i = j :∫

B(0,R)
xixif̃tũ

2∗

t dvegt∫
B(0,δµ−1

t )
ũ2
tdvegt

=

∫
B(0,R)

(xi)2f̃tũ2∗

t dvegt∫
B(0,R)

ũ2
tdvegt

.

∫
B(0,R)

ũ2
tdvegt∫

B(0,δµ−1
t )

ũ2
tdvegt

Or dès que n > 4, en utilisant la convergence L2 forte (proposition 7), on
obtient :

lim
R→∞

lim
t→1

∫
B(0,R)

ũ2
tdvegt∫

B(0,δµ−1
t )

ũ2
tdvegt

= 1

donc

lim
R→∞

lim
t→1

∫
B(0,R)

xixif̃tũ
2∗

t dvegt∫
B(0,δµ−1

t )
ũ2
tdvegt

= f(x0)

∫
Rn(xi)2.ũ2dx∫

Rn ũ2dx
= f(x0)

n−2
n K(n, 2)2

n− 4
4(n− 1)

d’où

lim
t→1

1

f(x0)
n−2

n K(n, 2)2
A2
t∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

=
n− 4

12(n− 1)
Sg(x0) + εδ

ce qui avec lim
t→1

BtR
B(0,δ) u

2
tdx

= 1
6Sg(x0) + εδ donne

lim
t→1

(
1

f(x0)
n−2

n K(n, 2)2
A2
t∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

+
Bt∫

B(0,δ)
u2
tdx

) =
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0) + εδ
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Si n = 4 on écrit :

lim
R→∞

lim
t→1

∫
B(0,R)

xixif̃tũ
2∗

t dvegt∫
B(0,δµ−1

t )
ũ2
tdvegt

≤ f(x0)
n−2

n K(n, 2)2
n− 4

4(n− 1)

et on conclut en distinguant deux cas, Sg(x0) < 0 ou Sg(x0) ≥ 0, la
démonstration est alors terminée car 4gf(x0)

f(x0)
n’apparâıt pas (voir l’argument

à la fin de la démonstration).
Passons à l’étude de l’expression A1

t . C’est là qu’apparâıt la principale diffi-
culté due à la présence d’une fonction f non constante au second membre.

L’idée est la suivante : nous voudrions reprendre la méthode utilisée ci-
dessus pour l’expression A2

t , où nous avons utilisé un développement limité de
la métrique pour obtenir le terme Sg(x0), en faisant un développement limité de
f pour en faire apparâıtre les dérivées secondes et ainsi obtenir 4gf(x0)

f(x0)
. Mais la

difficulté qui apparâıt alors vient du fait que toutes les estimées obtenues dans
l’étude du phénomène de concentration sont centrées en xt. Si l’on développe f
en xt, ce sont les dérivées premières ∂if(xt) qui interviennent et le changement
d’échelle nous donnera alors∫

B(0,δ)

∂if(xt)xiu2∗

t dvgt
= µt

∫
B(0,δµ−1

t )

∂if(xt)xiũ2∗

t dvegt

que l’on doit diviser par

µ2
t

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

.

Il est alors nécessaire de contrôler le rapport ∂if(xt)
µt

, ce qui semble difficile. Si l’on
choisit plutôt de développer f au point de maximum x0, les dérivées premières
∂if(x0) s’annulent, mais il faut alors “transposer” les estimées faites en xt au
point x0 ce qui impose cette fois l’obtention d’une inégalité de la forme :

dg(xt, x0)
µt

≤ C .

Cette inégalité a été étudiée par les auteurs déjà cités, elle est difficile à obtenir,
et elle nécessite certaines hypothèses supplémentaires. Elle est baptisée par Zoé
Faget “seconde inégalité fondamentale” (la première étant l’estimée ponctuelle
faible). Ainsi, dans l’article de O. Druet et F. Robert [13], où f = cste, il faut
faire des hypothèses sur la “forme” des ht et sur la géométrie de la variété au
point de concentration éventuel pour obtenir le résultat. C’est l’hypothèse di-
sant que les maxima de f sont localement stricts (hessien non dégénéré) qui nous
permettra d’obtenir cette inégalité ; intuitivement cette hypothèse “fixe” la po-
sition du point de concentration x0. En fait, la méthode que nous développerons
donnera directement le résultat cherché sur 4gf(x0)

f(x0)
, et donnera cette estimée

a posteriori ; mais nous aurions pu faire l’inverse.
Notons x0(t) = exp−1

xt
(x0) = (x1

0(t), ..., x
n
0 (t)), ce qui a un sens dès que t est

assez proche de 1 pour un rayon δ fixé. Alors x0(t) → 0 quand t→ 1. Le point
x0(t) est un maximum localement strict de f t. Nous ferons tendre δ vers 0 à la
fin du raisonnement après avoir pris les limites en t.

Le développement limité de f t en x0(t) donne :

f t(x) ≤ f(x0)+
1
2
∂klf t(x0(t)).(xk−xk0(t))(xl−xl0(t))+c |x− x0(t)|3 := f(x0)+Tt
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(Tt comme Taylor) où (∂klf t(x0)) est une matrice définie négative (on notera
< 0). On notera toujours c, C des constantes indépendantes de t et δ. Rappelons
que

A1
t = (

∫
B(0,δ)

f tu
2∗

t dvgt)
2
n (

∫
B(0,δ)

f t(ηut)
2∗dx)

n−2
n −(Supf.

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

n−2
n .

En introduisant le développement limité de f t en x0(t) on obtient :

(
∫
B(0,δ)

f t(ηut)
2∗dx)

n−2
n ≤ (

∫
B(0,δ)

f(x0)(ηut)2
∗
dx)

n−2
n +

n−2
n

(
∫
B(0,δ)

f(x0)(ηut)2
∗dx)

2
n

{Ft}+C.{Ft}2

où

{Ft} =
1
2
∂klf t(x0(t))

∫
B(0,δ)

(xk−xk0(t))(xl−xl0(t))(ηut)2
∗
dx+C

∫
B(0,δ)

|x− x0(t)|3 (ηut)2
∗
dx

d’où en rappelant que Sup
M
f = f(x0) et

∫
B(0,δ)

f tu
2∗

t dvgt
≤ 1 :

A1
t ≤

n− 2
n

(
∫
B(0,δ)

f tu
2∗

t dvgt
)

2
n

(
∫
B(0,δ)

f(x0)(ηut)2
∗dx)

2
n

{Ft}(1 + εδ,t) (3.14)

car C |Ft| = εδ,t → 0 quand δ → 0 et t→ 1. Par ailleurs, on peut écrire

{Ft} =
∫
B(0,δ)

Tt.(ηut)2
∗
dx =

∫
B(0,δ)

Tt.(ηut)2
∗
dvgt

∫
B(0,δ)

Tt.(ηut)2
∗
dx∫

B(0,δ)
Tt.(ηut)2

∗dvgt

.

En faisant de même pour le premier quotient de (3.14), en utilisant le lemme
plus haut, la continuité de f en x0, et en notant εδ = lim

t→1
εδ,t on obtient :

lim
t→1

A1
t∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

≤

n−2
n (1+εδ)lim

t→1

1
2∂klft(x0)

R
B(0,δ)(x

k−xk
0 (t))(xl−xl

0(t))(ηut)
2∗dvgt+C

R
B(0,δ)|x−x0(t)|3(ηut)

2∗dvgtR
B(0,δ) u

2
tdvgt

où l’on écrit ∂klf t(x0) pour ∂klf t(x0(t)). Considérons le développement

f t(x) ≤ f(x0) +
1
2
∂klf t(x0(t)).(xk − xk0(t))(xl − xl0(t)) + c |x− x0(t)|3

A priori c dépend de t, mais par la régularité de exp−1
xt
◦ expx0

par rapport à
toutes les variables, on peut supposer que c est indépendant de t. De plus :

c |x− x0(t)|3 ≤ c′ |x− x0(t)|
∑
k

(xk − xk0(t))2

≤ 2δc′
∑
k

(xk − xk0(t))2

où l’on rapelle que δ est le rayon de la boule sur laquelle on intègre. On peut
alors écrire :

f t(x) ≤ f(x0) + (
1
2
∂klf t(x0(t)) + δCkl)(xk − xk0(t))(xl − xl0(t))
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où Ckl = cδkl = c si k = l et Ckl = 0 si k 6= l (δkl est ici le symbole de Krönecker)
est indépendant de t.

Introduisons une notation de plus :

Dkl(t, δ) =
1
2
∂klf t(x0(t)) + δCkl .

Alors :
1/ : lim

δ→0
lim
t→1

Dkl(t, δ) = 1
2∂klf1(x0(1)) où f1 = f ◦ exp−1

x0
et x0(1) = 0 =

exp−1
x0

(x0).
2/ : pour tout δ assez petit et pour t proche de 1 Dkl(t, δ) est encore (définie)

négative.
Dkl(t, δ) est le hessien de f en x0(t) perturbé sur sa diagonale par les termes

d’ordre 3. C’est pour obtenir le point 2/ que nous avons besoin de l’hypothèse
de non-dégénérescence du hessien de f en ses points de maximum. Ainsi

1
2
∂klf t(x0)

∫
B(0,δ)

(xk−xk0(t))(xl−xl0(t))(ηut)2
∗
dvgt

+C
∫
B(0,δ)

|x− x0(t)|3 (ηut)2
∗
dvgt

≤

Dkl(t, δ)
∫
B(0,δ)

(xk − xk0(t))(xl − xl0(t))(ηut)
2∗dvgt .

Si
{F ′t} = Dkl(t, δ)

∫
B(0,δ)

(xk − xk0(t))(xl − xl0(t))(ηut)
2∗dvgt

{F ′t} est analogue à {Ft} mais c’est la mesure dvgt qui intervient au lieu de dx
et on utilise Dkl(t, δ). Alors

lim
t→1

A1
t∫

B(0,δ)
v2
t dvgt

≤ n− 2
n

lim
t→1

Dkl(t, δ)
∫
B(0,δ)

(xk − xk0(t))(xl − xl0(t))(ηut)
2∗dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

(1+εδ)

Dans le développement de Dkl(t, δ)(xk − xk0(t))(xl − xl0(t)), ce qui nous
intéresse, c’est le premier terme, i.e Dkl(t, δ)xkxl (voir l’obtention de Sg(x0)
dans A2

t ), et l’on espère que les autres vont être négligeables. Le principe va
être de réarranger {F ′t} et d’utiliser le fait que Dkl(t, δ) est une forme bilinéaire
négative :

{F ′t} = Dkl(t, δ)
∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt +Dkl(t, δ)xk0(t)xl0(t)

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dvgt

−Dkl(t, δ)
∫
B(0,δ)

(xkxl0(t) + xlxk0(t))(ηut)2
∗
dvgt

.

On refactorise les deux derniers termes (en enlevant quelques δ et t et en sous-
entendant dvgt

pour éclaircir) :

Dkl.x
k
0x

l
0

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dvgt

−Dkl

∫
B(0,δ)

(xkxl0 + xlxk0)(ηut)2
∗
dvgt

=

Dkl[xk0x
l
0

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
− xl0

∫
B(0,δ)

xk(ηut)2
∗
− xk0

∫
B(0,δ)

xl(ηut)2
∗
] =
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Dkl[xk0(
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
)

1
2 .xl0(

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
)

1
2

−xl0(
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
)

1
2

∫
B(0,δ)

xk(ηut)2
∗

(
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗)

1
2
−xk0(

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
)

1
2

∫
B(0,δ)

xl(ηut)2
∗

(
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗)

1
2
] .

Ainsi, en notant (désolé) :

εk(t) =
∫
B(0,δ)

xk(ηut)2
∗
dvgt

zt = (
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dvgt

)
1
2

l’expression ci-dessus devient :

Dkl.x
k
0x

l
0

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dvgt

−Dkl

∫
B(0,δ)

(xkxl0 + xlxk0)(ηut)2
∗
dvgt

=

= Dkl[xk0(t).zt.xl0(t).zt − xl0(t).zt.
εk(t)
zt

− xk0(t).zt.
εl(t)
zt

]

= Dkl[(xk0(t).zt −
εk(t)
zt

)(xl0(t).zt −
εl(t)
zt

)− εk(t)εl(t)
z2
t

]

Par cette méthode de refactorisation du Hessien, on a ainsi obtenu :

1
2
∂klf t(x0)

∫
B(0,δ)

(xk−xk0(t))(xl−xl0(t))(ηut)2
∗
dvgt+C

∫
B(0,δ)

|x− x0(t)|3 (ηut)2
∗
dvgt ≤

Dkl(t, δ)
∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt+Dkl(t, δ)(xk0(t).zt−

εk(t)
zt

)(xl0(t).zt−
εl(t)
zt

)−Dkl(t, δ)
εk(t)εl(t)

z2
t

≤ Dkl(t, δ)
∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt

−Dkl(t, δ)
εk(t)εl(t)

z2
t

car, et c’est là le point fondamental :

Dkl(t, δ)ωkωl ≤ 0 ∀ω = (ω1, ..., ωn)

ce qui permet de supprimer de l’inégalité le terme

Dkl(t, δ)(xk0(t).zt −
εk(t)
zt

)(xl0(t).zt −
εl(t)
zt

)

C’est ce terme en fait qui donne l’estimée dg(xt,x0)
µt

≤ C (voir la partie suivante).
On a donc obtenu :

lim
t→1

A1
t∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

≤ n− 2
n

lim
t→1

Dkl(t, δ)
∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt

−Dkl(t, δ)
εk(t)εl(t)

z2t∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

(1+εδ)
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Maintenant, comme pour A2
t , on écrit :

lim
t→1

∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

= f(x0)
−2
n K(n, 2)2

n− 4
4(n− 1)

si k = l

= 0 si k 6= l

d’où

1

K(n, 2)2f(x0)
n−2

n

n− 2
n

lim
t→1

Dkl(t, δ)
∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

=

=
1

f(x0)
(n− 2)(n− 4)

4(n− 1)

∑
l

(
1
2
∂llf1(0) + cllδ)

= − (n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gf(x0)
f(x0)

+ εδ

car 4gf(x0) = −
∑
l ∂llf1(0) dans la carte exponentielle en x0.

Enfin, montrons que le terme résiduel est négligeable.∣∣εk(t)εl(t)∣∣ ≤ 1
2
(εk(t)2 + εl(t)2)

or

εk(t)2 = (
∫
B(0,δ)

xk(ηut)2
∗
dvgt

)2

= (
∫
B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt

+
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt

)2

≤ 2(
∫
B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt)

2 + 2(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt)

2

Les formules du changement d’échelle nous donnent pour R fixé :

(
∫
B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt)

2∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

≤
(µt

∫
B(0,R)

xkũ2∗

t dvegt
)2

µ2
t

∫
B(0,R)

ũ2
tdvegt

.
→
t→1

(
∫
B(0,R)

xkũ2∗dx)2∫
B(0,R)

ũ2dx
= 0

car ũ est radiale.
Enfin avec les estimées ponctuelles : dg(x, xt)

n−2
2 ut(x) ≤ ε si dg(x, xt) ≥

Rµt, et d’après l’inégalité de Hölder :

(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt

)2 ≤ ε2R(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u
2 n−1

n−2
t dvgt

)2

≤ ε2R(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u2
tdvgt

)(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u
2n

n−2
t dvgt

)

donc

(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt

)2∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

≤ ε2R(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u
2n

n−2
t dvgt) ≤ cε2R



50 Existence de fonctions extrémales. Inégalité fondamentale.

où εR → 0 quand R → ∞. En remarquant que puisque x0 est un point de
concentration :

z2
t =

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dvgt ≥

∫
B(x0,δ/4)

u2∗

t dvg ≥ c > 0

on obtient finalement ∣∣εk(t)εl(t)∣∣
z2
t

∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

→
t→1

0

La conclusion de tout cela est que si on divise par
∫
B(0,δ)

u2
tdvgt la relation

obtenue à partir de l’inégalité de Sobolev :∫
B(0,δ)

ht(ηut)2dx ≤
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

∫
B(0,δ)

f tη
2u2∗

t dx

− 1
K(n, 2)2

(
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

2
2∗

+C.δ−2

∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)

u2
tdx+Bt + Ct

et que l’on fait tendre t vers 1, on obtient :

h(x0) + εδ ≤
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gf(x0)
f(x0)

+ εδ .

On fait alors tendre δ vers 0 :

h(x0) ≤
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gf(x0)
f(x0)

.

Or on a supposé au contraire que :

h(x0) >
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gf(x0)
f(x0)

si x0 était un point de maximum de f . Donc il ne peut y avoir phénomène
de concentration, et donc la limite u des ut est strictement positive et c’est
une fonction extrémale. La fonction faiblement critique h possède une solution
minimisante, elle est donc critique.

Fin de la démonstration.

3.4 Phénomènes de concentration et seconde
inégalité fondamentale.

Nous revenons ici sur l’inégalité

dg(xt, x0)
µt

≤ C

en nous plaçant dans le cadre de l’étude générale d’une suite présentant un
phénomène de concentration, dans le but de montrer cette estimée. Les données
sont les suivantes :
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On considère sur une variété riemannienne compacte (M,g) de dimension
n ≥ 5 une suite (ut) de solutions C2,α de l’équation

4gut + htut = λtfu
n+2
n−2
t avec

∫
M

fu
2n

n−2
t dvg = 1

avec f une fonction dont le maximum est strictement positif, et dont le Hessien
est non dégénéré aux points de maximum. On suppose de plus que

ht → h dans C0,α

où h est telle que 4g + h est coercif. La suite (ut) est bornée dans H2
1 , donc (à

extraction près) ut ⇁ u faiblement dans H2
1 , et on suppose que u ≡ 0, donc que

la suite développe un phénomène de concentration. Nous faisons une hypothèse
dite “d’énergie minimale” :

λt ≤
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

Alors, si l’on reprend ce que nous avons fait en 3.2/, nous avons (quitte à extraire
des sous-suites) :

a/ : Il existe un unique point de concentration x0 et c’est un point où f est
maximum sur M.

∀δ > 0 : lim sup
t→1

∫
B(x0,δ)

fu2∗

t dvg = 1

b/ : ut → 0 dans C0
loc(M − {x0})

c/ : Estimées ponctuelles faibles :
Reprenons les notations du changement d’échelle : on considère une suite de

points (xt) tels que

mt = Max
M

ut = ut(xt) := µ
−n−2

2
t .

Alors d’après ce qui précède xt → x0 et µt → 0. Rappelons que
ut, f t, ht,gt désignent les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp−1

xt
, et

ũt , h̃t , f̃t, g̃t désignent les fonctions et la métrique “lues” après blow-up.

ũt → ũ = (1 +
f(x0)

2
n

K(n, 2)2
|x|2

n(n− 2)
)−

n−2
2 dans C2

loc(Rn)

∀R > 0 on a :lim
t→1

∫
B(xt,Rµt)

fu2∗

t dvg = 1− εR où εR →
R→+∞

0

∃C > 0 tel que ∀x ∈M : dg(x, xt)
n−2

2 ut(x) ≤ C.

∀ε > 0,∃R > 0 tel que ∀t, ∀x ∈M : dg(x, xt) ≥ Rµt ⇒ dg(x, xt)
n−2

2 ut(x) ≤ ε.

d/ : Concentration L2
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∀δ > 0 : lim
t→1

∫
B(x0,δ)

u2
tdvg∫

M
u2
tdvg

= 1

e/ : Estimées ponctuelles fortes et concentration Lp forte

∃C > 0 tel que ∀x ∈M : dg(x, xt)n−2µ
−n−2

2
t ut(x) ≤ C.

∀R > 0 , ∀δ > 0 et ∀p > n
n−2 où n = dimM on a :

lim
t→1

∫
B(xt,Rµt)

upt dvg∫
B(xt,δ)

upt dvg
= 1− εR où εR →

R→+∞
0

Signalons que l’on obtient comme conséquence relativement rapide des es-
timées fortes la convergence suivante :

µ
−n−2

2
t ut(x) = ut(xt)ut(x) → (

4

ω
2
n
n

)
(n− 2)
Sup
M
f
ωn−1Gh(x0, x) dans C2

loc(M\{x0})

où Gh(x0, x) est la valeur de la fonction de Green en (x0, x). La démonstration
reprend le schéma de la deuxième partie de celle des estimées fortes ; la présence
de f ne changeant strictement rien, nous renvoyons à l’article de O. Druet et F.
Robert. Nous ne nous servirons de cette relation qu’au chapitre 7.

Seconde inégalité fondamentale :

Le point nouveau obtenu par la présence d’une fonction f non constante
et vérifiant (Hf ) au second membre de nos équations est alors exprimé par le
résultat suivant, qui lie la vitesse de convergence du point de sup xt vers le point
de concentration x0 à la valeur du maximum des ut representée par µt :

Théorème 9 :
Il existe une constante C > 0 telle que ∀t :

dg(xt, x0)
µt

≤ C

En effet, en reprenant les calculs de la démonstration précédente, on obtient :

h(x0) ≤ n− 2
4(n− 1)

Sg(x0)−
(n− 2)(n− 4)

8(n− 1)
4gf(x0)
f(x0)

+ εδ (3.15)

+lim
t→1

n− 2
n

Dkl(t, δ)(xk0(t).zt − εk(t)
zt

)(xl0(t).zt −
εl(t)
zt

)∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

où Dkl(t, δ) est définie négative pour t voisin de 1 et pour tout δ assez petit et
où l’on rappelle que x0(t) = exp−1

xt
(x0) = (x1

0(t), ..., x
n
0 (t)). Il existe donc λ > 0

tel que ∀ω ∈ Rn :
Dkl(t, δ)ωkωl ≤ −λ

∑
k

∣∣ωk∣∣2
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et donc

Dkl(t, δ)
(xk0(t).zt − εk(t)

zt
)(xl0(t).zt −

εl(t)
zt

)

(
∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

)
1
2 (

∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

)
1
2
≤

−λ
∑
k

∣∣∣∣∣ xk0(t).zt
(
∫
B(0,δ)

u2
tdvgt)

1
2
− εk(t)
zt(

∫
B(0,δ)

u2
tdvgt)

1
2

∣∣∣∣∣
2

.

Or on a vu que :
εk(t)2

z2
t

∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

→
t→1

0

et d’autre part zt = (
∫
B(0,δ)

u2∗

t dvgt
)

1
2 , donc puisque x0 est un point de concen-

tration :
0 < c ≤ lim inf zt ≤ lim sup zt ≤ c′ < +∞.

Donc nécessairement, à cause de (3.15), pour tout k, il existe une constante
C > 0 telle que pour t→ 1 :

xk0(t)
(
∫
B(0,δ)

u2
tdvgt)

1
2
≤ C

Maintenant ∫
B(0,δ)

u2
tdvgt = µ2

t

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

.

mais les estimées ponctuelles fortes nous donnent que

lim
t→1

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

< +∞

(elles donnent en fait ũt ≤ C.ũ sur B(0, δµ−1
t )) donc∫

B(0,δ)

u2
tdvgt

∼ Cµ2
t

d’où

∀k :
xk0(t)
µt

≤ C ′

et donc
dg(xt, x0)

µt
≤ C

CQFD.
Remarque 1 : Indépendamment, s’il y a concentration, nécessairement :

h(x0) ≤
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gf(x0)
f(x0)

Remarque 2 : Si on sait de plus qu’aux points de maximum de f :

h(P ) =
n− 2

4(n− 1)
Sg(P )− (n− 2)(n− 4)

8(n− 1)
4gf(P )
f(P )
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alors on voit d’après ce qui précède que plus précisément :

dg(xt, x0)
µt

→ 0

Remarque 3 : Intuitivement, les estimées ponctuelles en xt donnent la “for-
me” des ut, le théorème 9 donne la position de leur maximum. Plus précisément,
il permet de remplacer dans les estimées fortes ou faibles et dans la concentration
Lp forte xt par x0.

Remarque 4 : La méthode que nous avons développée pour obtenir cette
seconde inégalité fondamentale semble pouvoir s’appliquer à d’autres problèmes
similaires. Voir par exemple l’article de Zoé Faget [15].

3.5 Remarque : Illustration de l’utilisation de la
seconde inégalité fondamentale

Pour montrer l’importance de l’estimée

dg(xt, x0)
µt

≤ C

nous voulons ici indiquer rapidement comment, si l’on suppose qu’on a pu
l’obtenir indépendament, cette estimée permet de conclure la démonstration
du théorème central de ce chapitre. Il ne s’agit donc pas d’une nouvelle
démonstration, mais d’une illustration de l’importance de cette estimée.

On commence de la même manière, et on arrive à l’étude de l’expression A1
t :

A1
t = (

∫
B(0,δ)

f tu
2∗

t dvgt)
2
n (

∫
B(0,δ)

f t(ηut)
2∗dx)

n−2
n −(Supf.

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

n−2
n .

En introduisant le développement limité de f on obtient

lim
t→1

A1
tR

B(0,δ) u
2
tdvgt

≤

lim
t→1

n−2
n

1
2∂klft(x0)

R
B(0,δ)(x

k−xk
0 (t))(xl−xl

0(t))(ηut)
2∗dvgt+C

R
B(0,δ)|x−x0(t)|3(ηut)

2∗dvgtR
B(0,δ) u

2
tdvgt

(1 + εδ)

où l’on écrit ∂klf t(x0) pour ∂klf t(x0(t)). En développant

1
2∂klf t(x0)

∫
B(0,δ)

(xk − xk0(t))(xl − xl0(t))(ηut)
2∗dvgt =

1
2∂klf t(x0)

∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt

+ 1
2∂klf t(x0)xk0(t)xl0(t)

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dvgt

+∂klf t(x0)xl0(t)
∫
B(0,δ)

xk(ηut)2
∗
dvgt

soit

1
2
∂klf t(x0)

∫
B(0,δ)

(xk − xk0(t))(xl − xl0(t))(ηut)
2∗dvgt ≤ 1

2
∂klf t(x0)

∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt

+∂klf t(x0)xl0(t)
∫
B(0,δ)

xk(ηut)2
∗
dvgt
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car
1
2
∂klf t(x0)xk0(t)xl0(t) ≤ 0

puisque x0 est un point de maximum de f . Quand au reste :∫
B(0,δ)

|x− x0(t)|3 (ηut)2
∗
dvgt

≤ C
∑
p+q=3

|x0(t)|q
∫
B(0,δ)

|x|p (ηut)2
∗
dvgt

.

On a déja vu que

lim
t→1

∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

= f(x0)
−2
n K(n, 2)2

n− 4
4(n− 1)

si k = l

= 0 si k 6= l

et donc

1

K(n, 2)2f(x0)
n−2

n

lim
t→1

n− 2
n

1
2∂klf t(x0)

∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

=

=
1

f(x0)
(n− 2)(n− 4)

4(n− 1)

∑
l

(
1
2
∂llf1(0) + cllδ)

= − (n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gf(x0)
f(x0)

+ εδ

Par changement d’échelle, on peut maintenant écrire

∂klf t(x0)xl0(t)
∫
B(0,δ)

xk(ηut)2
∗
dvgt

= ∂klf t(x0)xl0(t)µt
∫
B(0,R)

xkũ2∗

t dvegt

+∂klf t(x0)xl0(t)
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt

et ∫
B(0,δ)

u2
tdvgt = µ2

t

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

.

Alors
xl0(t)µt

∫
B(0,R)

xkũ2∗

t dvegt∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

=
xl0(t)

∫
B(0,R)

xkũ2∗

t dvegt

µt
∫
B(0,δµ−1

t )
ũ2
tdvegt

mais ∣∣∣∣∣
∫
B(0,R)

xkũ2∗

t dvegt∫
B(0,δµ−1

t )
ũ2
tdvegt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫
B(0,R)

xkũ2∗

t dvegt∫
B(0,R)

ũ2
tdvegt

∣∣∣∣∣ →t→1

∣∣∣∣∣
∫
B(0,R)

xkũ2∗dx∫
B(0,R)

ũ2dx

∣∣∣∣∣ = 0

car ũ est radiale et |xl
0(t)|
µt

est bornée par la seconde inégalité fondamentale.
Ensuite, par l’inégalité de Hölder et en utilisant les estimées ponctuelles faibles∣∣∣∣∣
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt

∣∣∣∣∣ ≤ εR

∣∣∣∣∣
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u
2 n−1

n−2
t dvgt

∣∣∣∣∣
≤ εR(

∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u2
tdvgt)

1
2 (

∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u
2n

n−2
t dvgt)

1
2

≤ cεR(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u2
tdvgt

)
1
2
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donc, puisque |x
l
0(t)|
µt

est bornée :∣∣∣∣∣x
l
0(t)

∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

xk(ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

∣∣∣∣∣ ≤
εR.

∣∣xl0(t)∣∣ (
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u2
tdvgt

)
1
2

(
∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

)
1
2 (

∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

)
1
2

≤ εR

∣∣xl0(t)∣∣
µt(

∫
B(0,R)

ũ2
tdvegt

)
1
2

→
R→+∞

0

Ensuite,

|x0(t)|3
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

≤ c
|x0(t)|3

µ2
t (

∫
B(0,R)

ũ2
tdvegt

)
→
t→1

0 .

car |x
l
0(t)|
µt

est bornée et |x0(t)| → 0.
Comme ci-dessus

|x0(t)|2
∫
B(0,δ)

|x| (ηut)2
∗
dvðt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

≤

|x0(t)|2 εR(
∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u2
tdvgt

)
1
2 (

∫
B(0,δ)\B(0,Rµt)

u
2n

n−2
t dvgt

)
1
2

µ2
t (

∫
B(0,R)

ũ2
tdvegt

)
1
2 (

∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

)
1
2

−→
R→+∞

0

Puis, en utilisant les estimées ponctuelles faibles, on obtient

|x0(t)|
∫
B(0,δ)

|x|2 (ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

≤ C |x0(t)|

et donc ce quotient tend vers 0 puisque |x0(t)| → 0.
Enfin, ∫

B(0,δ)
|x|3 (ηut)2

∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

≤ δ

∫
B(0,δ)

|x|2 (ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

≤ Cδ .

Avec ces limites, on peut conclure comme dans la partie 3.3 que

h(x0) + εδ ≤
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gf(x0)
f(x0)

+ εδ

d’où une contradiction, puis la conclusion.
Ainsi, la seconde inégalité fondamentale des phénomènes de concentration

dg(xt, x0)
µt

≤ C

permet d’aboutir au même résultat sans utiliser la méthode de refactorisa-
tion du Hessien présentée dans la troisième partie de ce chapitre ; mais c’est
grâce à cette méthode que nous avons pu montrer cette estimée dans la partie
précédente. Néanmoins, il est important de remarquer que si l’on suppose vraie
cette inégalité (en imaginant qu’on ait pu l’obtenir indépendamment), on n’a
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plus besoin de supposer que le Hessien est non dégénéré au points de maximum
de f . En revanche, on peut trouver une suite de solutions (ut) d’équations de la
forme

4gut + ht.ut = u
n+2
n−2
t

où au second membre la fonction f est constante et donc a un Hessien dégénéré
( !), telles que (ut) développe un phénomène de concentration mais ne vérifie pas
la seconde inégalité fondamentale. Nous en construirons un exemple au chapitre
8.

3.6 Remarque finale

Une façon “intuitive ” de voir les détails techniques des calculs est de
considérer que l’on fait un développement limité en fonction de µt des deux
membres de l’inégalité issue de celle de Sobolev, au sens où, après changement
d’échelle, on évalue les intégrales en fonction de ce paramètre fondamental.

Ainsi, en gros ∫
|x|p u2∗

t dvgt
∼ µpt

et ∫
u2
tdvgt

∼ µ2
t .

On obtient ainsi à partir de l’inégalité de Sobolev dans laquelle on introduit
l’équation vérifiée par ut :

h(x0)µ2
t ≤ (

n− 2
4(n− 1)

Sg(x0)−
(n− 2)(n− 4)

8(n− 1)
4gf(x0)
f(x0)

)µ2
t + o(µ2

t )

On divise alors cette relation par µ2
t (c’est à dire qu’on utilise “la concentration

L2”) pour obtenir une contradiction avec l’hypothèse

h(x0) >
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gf(x0)
f(x0)

.

C’est cette façon de voir qui nous a guidé dans la mise au point de la méthode
de refactorisation du Hessien.



Chapitre 4

Triplet Critique 1

Existence de fonctions critiques.
Nous montrons dans ce chapitre le résultat suivant :
Théorème 2 :
Soit (M,g) une variété de dimension n > 4 et f une fonction vérifiant

(H f ). Il existe une infinité de fonctions critiques h pour f et g, qui vérifient
4(n−1)
n−2 h(P ) > Sg(P )− n−4

2
4gf(P )
f(P ) en tout point P où f est maximum sur M .

Ces fonctions critiques ont des fonctions extrémales.

Commençons par montrer ce résultat quand f > 0.
L’idée, et c’est une façon de voir les fonctions critiques, est de trouver une

fonction h0 sous-critique et une fonction h1 faiblement critique (on pourrait dire
surcritique) et de passer continûment par un chemin de h0 à h1 ; le théorème 1
nous dit que ce chemin doit “rencontrer” l’ensemble des fonctions critiques.

Soit h une fonction C∞ faiblement critique pour f telle que en tout point
P où f est maximum sur M on ait :

4(n− 1)
n− 2

h(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

.

Il suffit de prendre h ≥ B0(g)K(n, 2)−2 . Comme f est non constante, il existe
une boule ouverte

B(y, 2δ) ⊂M\ {x/f(x) = Maxf} .

Soit alors η une fonction plateau, η = 0 surM\B(y, 2δ) , η = 1 surB(y, δ),
0 ≤ η ≤ 1. Soit

c =
(∫

f

)− 1
2∗

.

Alors
∫
fc2

∗
= 1 et Ih(c) =

∫
hc2. Pour t ∈ R+ on pose

ht = h− tη

Ainsi : ht = h sur M\B(y, δ) ⊃ {x/f(x) = Maxf}, et

Iht
(c) =

∫
htc

2 =
∫
hc2 − c2t

∫
B(y,2δ)

η .

58
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Donc en choisissant t assez grand, on obtient

Iht
(c) <

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

.

Par ailleurs, sur M\B(y, δ) qui contient {x/f(x) = Maxf}, ht = h. Donc ∀P ∈
{x/f(x) = Maxf} :

4(n− 1)
n− 2

ht(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

.

On pose

t0 = Inf{t/λht,f,g <
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

} .

Alors
λht0 ,f,g

=
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

et
λht,f,g <

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

si t > t0 .

De plus

4(n− 1)
n− 2

ht0(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

sur {x/f(x) = Maxf} .

Enfin ht →
t→t0

ht0 dans C0,α, et comme ht0 est faiblement critique pour f > 0,

4g + ht0 est coercif. Donc d’après le théorème 1, ht0 est critique avec des
fonctions extrémales.

Ceci montre le théorème dans le cas où f > 0.
La difficulté quand f change de signe est que pour une fonction h, la condi-

tion
λh,f,g =

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

ne suffit pas à garantir que l’opérateur 4g + h soit coercif, ce que nous avons
exigé dans la définition des fonctions critiques. Rappelons que 4g + h coercif
signifie qu’il existe C > 0 tel que pour toute u ∈ H2

1 ,∫
M

(|∇u|2g + hu2)dvg ≥ C

∫
M

u2dvg .

Une bonne façon d’être sûr que cet opérateur est coercif, grâce aux inclusions
de Sobolev, est d’avoir h > 0. Par ailleurs, nous avons dit que si f ≡ 1, que
(M,g) n’est pas conformément difféomorphe à la sphère standard, et que Sg est
constante, alors B0(g)K(n, 2)−2 est une fonction critique, c’est la plus petite
fonction critique constante et en particulier elle est strictement positive. Or
quand f est quelconque, il n’est pas évident qu’il existe de telles fonctions cri-
tiques. Le résultat intermédiaire suivant a donc son intérêt ; il sera fondamental
au chapitre suivant.
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Corollaire 1 :
Soit (M,g) une variété de dimension n > 4 et f une fonction vérifiant

(H f ). Si
∫
M
fdvg > 0, il existe une infinité de fonctions h, strictement positives,

critiques pour f et g, qui vérifient 4(n−1)
n−2 h(P ) > Sg(P ) − n−4

2
4gf(P )
f(P ) en tout

point P où f est maximum sur M . Ces fonctions critiques ont des fonctions
extrémales.

Démonstration :
Reprenons ce que nous avons fait pour le cas f > 0. On part de

h = B0(g)K(n, 2)−2 .

En tout point P où f est maximum sur M , d’après l’hypothèse (Hf ) :

4(n− 1)
n− 2

B0(g)K(n, 2)−2 > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

car

B0(g)K(n, 2)−2 ≥ (n− 2)
4(n− 1)

MaxSg .

Comme f est non constante, il existe une fonction η dont le support est inclus
dans M\ {x/f(x) = Maxf} et telle que 0 ≤ η ≤ 1. Soit

c =
(∫

M

fdvg

)−n−2
n

(c’est là qu’on utilise
∫
M
fdvg > 0), on a

∫
fc2

∗
dvg = 1 et en rappelant que

Ih,g(w) = Ih(w) =
∫
M

|∇w|2 dvg +
∫
M

h.w2dvg

on obtient, en notant B0K
−2 = B0(g)K(n, 2)−2

IB0K−2(c) =
∫
B0K

−2c2dvg =B0K
−2c2V olg(M) .

Pour t ∈ R+ on pose
ht = B0K

−2 − tη .

Alors ht = B0K
−2 sur {x/f(x) = Maxf}, et

Iht(c) =
∫
M

B0K
−2c2dvg−c2t

∫
M

ηdvg =
(∫

M

fdvg

)− 2
2∗

(B0K
−2V olg(M)−t

∫
M

ηdvg)

Donc si t est assez grand,

Iht
(c) <

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

.

Maintenant, on voudrait aussi que ht soit strictement positive sur M . Il faut
d’après la définition de ht et puisque Sup

M
η = 1 que

t < B0(g)K(n, 2)−2 . (4.1)



Existence de fonctions critiques. 61

Mais pour que

Iht(c) <
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

il faut aussi que

t >
1∫

M
ηdvg

(B0K
−2V olg(M)−

(∫
M
fdvg

)n−2
n

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

) . (4.2)

On peut donc trouver un tel t dès que

1∫
M
ηdvg

(B0K
−2V olg(M)−

(∫
M
fdvg

)n−2
n

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

) < B0K
−2

ce que l’on peut écrire∫
M

ηdvg > V olg(M)−
(∫
M
fdvg

)n−2
n

B0(g)(Sup
M
f)

n−2
n

. (4.3)

Rappelons qu’on veut η à support inclus dans M\ {x/f(x) = Maxf} et telle
que 0 ≤ η ≤ 1. Mais l’hypothèse que le Hessien de f est non-dégénéré en ses
points de maximum implique que {x/f(x) = Maxf}, l’ensemble des points de
maximum de f , est un ensemble de points isolés. On peut donc trouver une telle
fonction η telle que de plus

∫
M
ηdvg soit aussi proche que l’on veut de V olg(M).

Comme (∫
M
fdvg

)n−2
n

B0(g)(Sup
M
f)

n−2
n

> 0

on peut trouver η vérifiant (4.3) et donc un t, noté t1, vérifiant (4.1) et (4.2).
Sur {x/f(x) = Maxf}, ht = B0K

−2 donc ∀P ∈ {x/f(x) = Maxf} :

4(n− 1)
n− 2

ht(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

.

On pose alors :

t0 = Inf{t ≤ t1 / λht
<

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

} .

Nécessairement t0 < t1. On rappelle que

λh,f,g = λh = inf
w∈Hf

Ih(w)

où
Hf = {w ∈ H2

1 (M)/
∫
M

f |w|
2n

n−2 dvg = 1} .

Alors

λht0
=

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

et λht <
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

si t > t0.
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De plus ∀t, t0 ≤ t ≤ t1, ht > 0 sur M et

4(n− 1)
n− 2

ht0(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

pour P ∈ {x/f(x) = Maxf} .

Enfin ht →
t→t0

ht0 dans C0, et comme ht0 > 0, 4g +ht0 est coercif. Donc d’après

le théorème 1, ht0 est critique avec des fonctions extrémales.

Venons-en au cas général, c’est à dire où f peut changer de signe sur M
et où l’on ne suppose plus

∫
fdvg > 0 (mais toujours Maxf > 0). L’idée est

de modifier la fonction faiblement critique pour f , B0(g)K(n, 2)−2 non plus
par une fonction plateau η comme dans la démonstration précédente, mais par
les fonctions tests décrites au chapitre 1. On peut les présenter de la manière
suivante : Pour tout point x ∈ M et pour tout δ > 0 assez petit, il existe
une suite de fonctions (ψk) à support inclus dans B(x, δ) telle que pour toute
fonction h :

Jh,1,g(ψk) =

∫
M
|∇ψk|2 dvg +

∫
M
h.ψk

2dvg(∫
M
|ψk|

2n
n−2 dvg

)n−2
n

→
k→∞

1
K(n, 2)2

et ∫
M

ψ
2n

n−2
k dvg = 1

cette dernière condition étant obtenue en multipliant les fonctions décrites au
chapitre 1 par des constantes. Il est ici plus commode d’utiliser la fonctionnelle
J car nous aurons ∫

M

f.ψ
2n

n−2
k dvg 6= 1 .

Soit alors ψk une de ces fonctions où k et B(x, δ) seront fixés plus tard. On
considère pour t > 0 la famille

ht = B0(g)K(n, 2)−2 − t.ψ
4

n−2
k .

Tout d’abord, cherchons à quelle condition 4g + ht est coercif. Toujours en
notant B0K

−2 = B0(g)K(n, 2)−2, et en sous-entendant que les intégrales sont
prises pour la mesure dvg, pour u ∈ H2

1∫
M

(|∇u|2g + htu
2) =

∫
M

(|∇u|2g +B0K
−2.u2)− t

∫
M

ψ
4

n−2
k .u2

≥ K(n, 2)−2(
∫
M

u
2n

n−2 )
n−2

n − t

∫
M

ψ
4

n−2
k .u2

d’aprés l’inégalité de Sobolev. Or par l’inégalité de Hölder :∫
M

ψ
4

n−2
k .u2 ≤ (

∫
M

ψ
2n

n−2
k )

n−2
n (

∫
M

u
2n

n−2 )
2
n = (

∫
M

u
2n

n−2 )
2
n

car
∫
M
ψ

2n
n−2
k = 1. Donc, en utilisant l’inégalité de Hölder pour dire qu’il existe

une constante C > 0 telle que

C

∫
M

u2 ≤ (
∫
M

u
2n

n−2 )
n−2

n
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on obtient, dès que K(n, 2)−2 − t > 0∫
M

(|∇u|2g + htu
2) ≥ (K(n, 2)−2 − t)(

∫
M

u
2n

n−2 )
n−2

n

≥ (K(n, 2)−2 − t)C
∫
M

u2 .

Ainsi 4g + ht est coercif dès que t < K(n, 2)−2 ; on fixe alors t1, 0 < t1 <
K(n, 2)−2. On voudrait maintenant fixer ψk pour que ht1 soit sous-critique
pour f . Or, si l’on choisit déjà x assez proche d’un point x0 de maximum de f
et δ assez petit pour que f > 0 sur B(x, δ), on obtient :

Jht1 ,f,g
(ψk) =

∫
M
|∇ψk|2 +

∫
M
B0K

−2.ψk
2 − t1

∫
M
ψ

2n
n−2
k(∫

M
f |ψk|

2n
n−2

)n−2
n

≤
JB0K−2,1(ψk)

( Inf
B(x,δ)

f)
n−2

n

− t1

( Sup
B(x,δ)

f)
n−2

n

≤
JB0K−2,1(ψk)

( Inf
B(x,δ)

f)
n−2

n

− t1

(Sup
M
f)

n−2
n

.

Pour tout ε > 0, on peut, par continuité de f , choisir x assez proche de x0 et δ
assez petit de sorte que B(x, δ) ∩ {x/f(x) = Maxf} = ∅ et que

1

( Inf
B(x,δ)

f)
n−2

n

≤ 1

(Sup
M
f)

n−2
n

+ ε

x et δ étant fixés, on peut maintenant choisir k assez grand pour que

JB0K−2,1(ψk) ≤ K(n, 2)−2 + ε .

Par conséquent, en choisissant ε assez petit, on voit que puisque t1

(Sup
M
f)

n−2
n

> 0 :

Jht1 ,f,g
(ψk) <

1

K(n, 2)−2(Sup
M
f)

n−2
n

et donc que ht1 est sous-critique pour f . On conclut alors de la même manière
en posant :

t0 = Inf{t ≤ t1/λht
<

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

} .

Alors t0 ≥ 0, et

λht0
=

1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

et λht <
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

si t > t0.

De plus ∀t, t0 ≤ t ≤ t1,
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4(n− 1)
n− 2

ht0(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

pourP ∈ {x/f(x) = Maxf}

puisque B(x, δ)∩ {x/f(x) = Maxf} = ∅. Enfin ht →
t→t0

ht0 dans C0,α, et 4g +

ht0 est coercif. Donc d’après le théorème 1, ht0 est critique avec des fonctions
extrémales.

Remarque 1 : Après la première définition donnée des fonctions critiques
(i.e. sous la forme h est critique pour f et g) la question de l’existence de telles
fonctions est naturelle ; la notion de triplet critique ne s’impose pas vraiment...
Néanmoins, comme nous l’avons fait remarquer au chapitre 1, le problème de
l’existence se pose naturellement dans le cadre des questions que nous avons
posées au sujet de ces triplets. En effet, savoir s’il existe une fonction critique
pour f et g revient au problème suivant : On se fixe f et la métrique g et on
cherche une fonction h telle que (h, f,g) soit un triplet critique. D’où le titre
du chapitre...

Remarque 2 : Les démonstrations précédentes montrent également, en rem-
plaçant B0K

−2 par h que si (h, f,g) est faiblement critique, et si

4(n− 1)
n− 2

h(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

pour P ∈ {x/f(x) = Maxf}

alors il existe h′ 6 h telle que (h′, f, g) soit critique.
Si on a seulement

4(n− 1)
n− 2

h(P ) ≥ Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

pour P ∈ {x/f(x) = Maxf}

alors pour tout ε > 0 il existe h′ 6 h+ ε telle que (h′, f, g) soit critique.



Chapitre 5

Triplet Critique 2

On démontre le théorème 3 que l’on rappelle ici :
Théorème 3 :
Soient données la variété (M,g) et deux fonctions h′ et f vérifiant les hy-

pothèses (H). Alors il existe une métrique g′ conforme à g telle que (h′, f,g′)
soit un triplet critique, ou, pour reprendre la présentation première, il existe
une métrique g′ conforme à g telle que h′ soit critique pour f et g′. De plus
(h′, f,g′) a des solutions minimisantes.

Ce théorème repose fondamentalement sur la formule de transformation
d’une fonction critique dans un changement de métrique conforme :

(h, f ,g) est critique si et seulement si (h′ = 4gu+h.u

u
n+2
n−2

,f,g′ = u
4

n−2 g) est

critique.

Ou de façon équivalente

(h′, f ,g′ = u
4

n−2 g) est critique si et seulement si (h = h′u
4

n−2 − 4gu
u ,f ,g) est

critique.

Notons, pour u ∈ C∞+ (M) = {u ∈ C∞(M) / u > 0} :

Fh′(u) = h′u
4

n−2 − 4gu

u

Alors :

(h′, f,g′) est critique si et seulement si (Fh′(u), f,g) est critique.

Pour résoudre le problème, il suffit donc de trouver une fonction h telle que :
1/ : 4gu+ h.u = h′u

n+2
n−2 ait une solution u > 0, et

2/ : (h, f,g) soit critique.
En effet, dans ce cas h = Fh′(u) et h′ est critique pour f et g′ = u

4
n−2 g.

Pour trouver cette fonction, une première tentative naturelle est de reprendre
la méthode de la démonstration du théorème de Yamabe. D’abord, on sait qu’il
existe une fonction h critique pour f et g . On considère alors une suite

qt → 2∗, qt < 2∗.

65
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Pour tout t il existe une fonction ut > 0 solution de

4gut + h.ut = h′uqt−1
t

avec ∫
h′uqt

t dvg ≤ C indépendant de t

Après extraction, ut
H2

1⇁ u > 0. Si u > 0, alors u est solution (à une constante
multiplicative près) de

4gu+ h.u = h′u
n+2
n−2

et c’est fini. Mais le problème est encore une fois d’éviter la solution nulle...
E. Humbert et M. Vaugon ont résolu le problème dans le cas f = cste et pour

une variété non conformément difféomorphe à la sphère [21]. Leur méthode s’ap-
puie sur le fait que, pour une variété non conformément difféomorphe à la sphère,
quitte à faire un premier changement conforme de métrique, B0(g)K(n, 2)−2

est une fonction critique (quand il n’y aura pas d’ambigüıté, nous noterons ces
deux constantes K et B0). En fait, une analyse précise de leur démonstration
fait apparâıtre que l’important, c’est que B0(g)K(n, 2)−2 soit une fonction
critique strictement positive, (non qu’elle soit constante). Or nous avons jus-
tement montré au chapitre précédent que si f vérifiant (Hf ) est telle que∫
M
fdvg > 0, il existe des fonctions critiques strictement positives. Nous avions

d’ailleurs établi ce résultat pour montrer le théorème ci-dessus, mais il semblait
plus logique de le placer dans le chapitre sur l’existence de fonctions critiques.
Notons qu’avec l’hypothèse (Hf ), la démonstration fonctionne également sur la
sphère, mais que, évidemment, cette hypothèse ne s’applique pas à une fonction
constante !

Voici le principe de la démonstration d’E. Humbert et M. Vaugon. Sans
prétendre nous l’approprier, nous la présentons d’une manière un peu différente
et en intégrant notre fonction non constante. Leur idée est de partir de la
méthode naturelle exposée ci-dessus, mais de prévoir une solution dans le cas

où ut
H2

1⇁ 0. On sait qu’il existe une suite (ht) de fonctions sous-critiques pour

f et g telle que ht
C2

→ h où (h, f,g) est critique et telle qu’en tout point P où f
est maximum sur M :

4(n− 1)
n− 2

h(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

.

Pour une suite qt → 2∗, qt < 2∗ on construit une suite ut > 0 de solutions de

4gu+ h.u = h′uqt−1 avec

∫
h′uqt

t dvg ≤ C indépendant de t

telle que ut
H2

1⇁ u > 0. Ici encore, si u > 0, alors u est solution (à une constante
multiplicative près) de 4gu+ h.u = h′u

n+2
n−2 et c’est fini.

Maintenant, si u = 0, nous montrerons que les ut se concentrent et que grâce
à cela on peut trouver t0 assez proche de 1 (si on a pris t→ 1) et s assez grand de
telle sorte que Fh′(ut0) soit sous-critique et que Fh′(ust0) soit faiblement critique
(où ust0 est la fonction ut0 élevée à la puissance s), avec en plus

4(n− 1)
n− 2

Fh′(ust0)(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )
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en tout point P où f est maximum sur M . Alors, en considérant le chemin
t → Fh′(utst0), on obtient à l’aide du théorème du chapitre 3 l’existence sur ce
chemin d’une fonction critique. L’astuce consiste en ce choix du chemin, plutôt
que l’habituel chemin “linéaire”. Par ailleurs, c’est pour obtenir les conditions
sur Fh′(ust0) qu’intervient fondamentalement l’existence de fonctions critiques
positives.

Passons à la démonstration.
Tout d’abord, nous avons expliqué que nous aurons besoin d’une fonc-

tion critique positive. Or nous avons établi cette existence sous l’hypothèse∫
M
fdvg > 0. Mais Sup

M
f > 0, donc, quitte à faire un premier changement

conforme de métrique, on peut toujours supposer que
∫
M
fdvg > 0 et donc qu’il

existe des fonctions critiques strictement positives pour f et g.
Ensuite, fixons quelques notations (de plus) :

Jh,h′,g,q(w) =

∫
M
|∇w|2 dvg +

∫
M
h.w2dvg(∫

M
h′ |w|q dvg

) 2
q

inf
w∈H+

h′,q

Jh,h′,g,q(w) := λh,h′,g,q

où
H+
h′,q = {w ∈ H2

1 (M) / w > 0 et
∫
M

h′.wqdvg > 0}.

et

Ωh,h′,g,q = {u ∈ H+
h′,q/ Jh,h′,g,q(u) = λh,h′,g,q et

∫
M

h′.wqdvg = (λh,h′,g,q )
q

q−2 } .

Soit une suite (ht) de fonctions sous-critiques pour f et g telle que ht
C2

→ h
où (h, f,g) est critique, avec 4g + ht coercif. On sait que l’on peut trouver une
telle suite avec ht > 0 et h > 0, et en plus

4(n− 1)
n− 2

ht(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

en tout point P où f est maximum sur M . Mais on peut faire mieux dans le
cadre de notre problème, et c’est là qu’intervient fondamentalement l’interêt des
fonctions critiques strictement positives. En effet, pour toute constante c > 0, si
g′ = cg, alors Sg′ = c−1Sg et4g′ = c−14g et d’après la règle de transformation
des fonctions critiques :

h est (sous-, faiblement) critique pour f et g si et seulement si c−1h est
(sous-, faiblement) critique pour f et g′

Donc, quitte à multiplier g par une constante, on peut, pour toute constante
C > 0, supposer au départ :

ht > C surM

4(n− 1)
n− 2

ht(P )− Sg(P ) +
n− 4

2
4gf(P )
f(P )

> C en tout point de maximum de f
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et (h, f,g) a des solutions minimisantes d’après le chapitre 4.
Une fois ceci posé, on peut suivre le principe exposé plus haut.
Première étape : Il est connu que pour tout q < 2∗ et pour tout u ∈ Ωh,h′,g,q,

u est solution de 4gu + h.u = h′uq−1, les méthodes variationnelles classiques
fonctionnant sans problème car l’inclusion H2

1 ⊂ Lq est compacte. Nous voulons
montrer que :

∀t, ∃ q0 < 2∗ tel que ∀q ∈ [q0, 2∗[ et ∀u ∈ Ωht,h′,g,q alors Fh′(u) est sous-
critique pour f et g.

En effet, si l’on suppose le contraire alors il existe une suite qi
<→ 2∗ et des

fonctions
ui ∈ Ωht,h′,g,qi

telles que Fh′(ui) est faiblement critique pour f et g. La suite (ui) est bornée

dans H2
1 et il existe u ∈ H2

1 tel que ui
H2

1⇁ u. Les théories elliptiques standard
nous donnent alors deux possibilités : soit u 6= 0, soit u ≡ 0.

Si u est non identiquement nulle, ces même théories nous donnent que u >

0 et que u ∈ H+
h′,2∗ , puis qu’à extraction près ui

C2

→ u. Alors Fh′(ui)
C0

→ Fh′(u) et
donc Fh′(u) est faiblement critique. Or ui ∈ Ωht,h′,g,qi donc

Fh′(ui) = h′u
4

n−2
i − 4gui

ui
= h′u

4
n−2
i + ht − h′uqi−2

i

= ht + h′(u
4

n−2
i − uqi−2

i )

et, par conséquent, quand i → +∞, Fh′(ui) → ht, et finalement Fh′(u) = ht.
Or ht est sous-critique et Fh′(u) est faiblement critique, d’où une contradiction.

Si maintenant on suppose que u ≡ 0, ht étant sous-critique, il existe une
fonction φ ∈ C∞(M) telle que

Jht,f,g,2∗(φ) <
1

K(n, 2)2(Sup f)
n−2

n

.

Alors

JFh′ (ui),f,g,2∗(φ) = Jht,f,g,2∗(φ) +
∫
h′(u

4
n−2
i − uqi−2

i )φ2dvg

(
∫
fφ2∗dvg)

2
2∗

.

Or ui
L

4
n−2
→ 0 et qi 6 2∗ donc

JFh′ (ui),f,g,2∗(φ) → Jht,f,g,2∗(φ) <
1

K(n, 2)2(Sup f)
n−2

n

ce qui contredit le fait que (Fh′(ui), f,g) est faiblement critique. On peut réécrire
le résultat de cette étape sous la forme suivante :

Il existe des suites (qi), (ti), telles que

2 < qi < 2∗

qi → 2∗

ti → 1
hti → h
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et une suite (vi) ∈ Ωhti
,h′,g,qi

telle que (Fh′(vi), f,g) soit sous-critique. Notons

Ji = Jhti
,h′,g,qi

et
λi = λhti

,h′,g,qi .

Alors

Ji(vi) = λi et

∫
h′vqi

i dvg = λ
qi

qi−2

i

et vi est solution strictement positive de

4gvi + hti .vi = h′vqi−1
i .

La suite (vi) est bornée dans H2
1 et donc il existe v ∈ H2

1 tel que

vi
H2

1⇁ v, vi
L2

→ v et vi
L2∗−2

→ v.

Ici encore se présentent deux possibilités : v ≡ 0 ou v > 0.
Deuxiéme étape :
Si v > 0, comme nous l’avons expliqué dans le principe de la démonstration,

c’est terminé : à extraction près, vi
C2

→ v et donc d’une part Fh′(vi) → Fh′(v),
et d’autre part

Fh′(vi) = hti + h′(v
4

n−2
i − vqi−2

i ) → h

soit Fh′(v) = h qui est critique pour f et g avec des solutions minimisantes.
Donc h′ est critique pour f et g′ = v

4
n−2 g, avec des solutions minimisantes.

Toute la suite de la démonstration traite donc du cas où v ≡ 0.
Troisième étape : On montre qu’il y a un phénomène de concentration.
a/ : Montrons que :

0 < c 6 limλi 6 K−2(SupM h′)−
n−2

n .

Tout d’abord

λi = Ji(vi) =

∫
M
|∇vi|2 dvg +

∫
M
hti .vi

2dvg(∫
M
h′vqi

i dvg
) 2

qi

>

∫
M
|∇vi|2 dvg +

∫
M
hti .vi

2dvg

(Suph′)
2
2∗

(∫
M
v2∗
i dvg

) 2
2∗ (V olg(M))1−

qi
2∗

Or hti
C2

→ h avec 4g + h coercif. Donc, en utilisant l’inégalité de Sobolev, il
existe c, c′ > 0 indépendants de i tels que∫

M

|∇vi|2 dvg +
∫
M

hti .vi
2dvg > c. ‖vi‖2H2

1
> c′.

(∫
M

v2∗

i dvg

) 2
2∗

.

D’où
limλi > c′′ > 0.

Par ailleurs, ∀ε > 0, il existe une fonction φ > 0 telle que

Jh,h′,g,2∗(φ) 6 K−2(Suph′)−
2
2∗ + ε .
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Or lim Ji(φ) = Jh,h′,g,2∗(φ), donc

limλi 6 K−2(SupM h′)−
n−2

n

On peut donc, quitte à extraire, supposer que λi → λ > 0. Alors

λ 6 K−2(SupM h′)−
n−2

n

qui est une hypothèse “d’Energie Minimale” (voir chapitre 3).
b/ : Montrons que

0 < λ
n
2 (SupM h′)−1 6 lim

∫
M

vqi

i dvg 6 K2∗λ
n2∗
4 6 K−n(SupM h′)−

n
2

On a
∫
h′vqi

i = λ
qi

qi−2

i , donc

Ji(vi) = λi =

∫
M
|∇vi|2 dvg +

∫
M
hti .vi

2dvg(
λ

qi
qi−2

i

) 2
qi

d’où ∫
M

|∇vi|2 dvg +
∫
M

hti .vi
2dvg = λ

1+ 2
qi−2

i = λ
qi

qi−2

i → λ
n
2

et puisque
∫
M
hti .vi

2dvg → 0,∫
M

|∇vi|2 dvg → λ
n
2 .

On écrit alors (les intégrales étant prises pour la mesure dvg) :∫
M

|∇vi|2 +
∫
M

hti .vi
2 6 λi(SupM h′)

2
qi (

∫
M

vqi

i )
2
qi

6 λi(SupM h′)
2
qi (V olg(M))1−

qi
2∗ (K2

∫
M

|∇vi|2 +B0

∫
M

vi
2)

d’où quand i→ +∞ :

λ
n
2 6µ(SupM h′)

2
2∗ (lim

∫
M

vqi

i )
2
2∗ 6 λ(SupM h′)

2
2∗K2λ

n
2

soit

0 < λ
n
2 (SupM h′)−1 6 lim

∫
M

vqi

i dvg 6 K2∗λ
n2∗
4 6 K−n(SupM h′)−

n
2 .

Remarque : K2∗λ
n2∗
4 6 K−n(SupM h′)−

n
2 et si f = cste > 0 alors λ =

K−2(SupM h′)−
n−2

n .
c/ : On dira que x ∈M est un point de concentration si

∀r > 0 : lim
∫
B(x,r)

vqi

i dvg > 0.
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Reprenons rapidement les méthodes des chapitres 2 et 3 pour l’étude du
phénomène de concentration.

Tout d’abord, M étant compact, il existe au moins un point de concentration
x ∈M .

Soit η une fonction cut-off à support dans B(x, r) pour un r > 0. Le principe
d’itération vu au chapitre 2 nous donne :

Q(i, k, η).(
∫
M

(ηv
k+1
2

i )qi)
2
qi 6 C

∫
B(x,r)

vk+1
i

où

Q(i, k, η) =
4k

(k + 1)2
− (V olg(M))

qi
2∗−1K2( Sup

B(x,r)

|h′|).(
∫
B(x,r)

vqi

i )
qi−2

qi

Si lim
∫
B(x,r)

vqi

i dvg < K−n(SupM h′)−
n
2 alors pour k assez proche de 1 et i

assez grand Q(i, k, η) > Q > 0, par conséquent :

(
∫
M

(ηv
k+1
2

i )qi)
2
qi ≤ C ′

∫
B(x,r)

vk+1
i

et
∫
B(x,r)

vk+1
i → 0, donc ∫

M

(ηv
k+1
2

i )qi → 0.

Or par l’inégalité de Hölder :∫
B(x,r/2)

vqi

i dvg 6 C

∫
B(x,r/2)

v
qi

k+1
2

i dvg .

Mais si x est un point de concentration, lim
∫
B(x,r/2)

vqi

i > 0, d’où une contra-
diction, et donc

lim
∫
B(x,r)

vqi

i dvg > K−n(SupM h′)−
n
2 .

d/ : Par conséquent, en reprenant les mêmes méthodes qu’au début du cha-
pitre 3 :

1/ : lim
∫
B(x,r)

vqi

i dvg = K−n(SupM h′)−
n
2 , ∀r > 0

2/ : x est l’unique point de concentration, noté x0

3/ : λ = K−2(SupM h′)−
n−2

n

4/ : x0 est un point de maximum de h′

5/ : vi → 0 dans C2
loc(M − {x0})

Remarque : jusqu’à présent, nous avons seulement utilisé le fait que ht → h
avec (ht, f,g) sous-critique et (h, f,g) critique.

Quatrième étape :
On sait donc que la suite (vi) se concentre en x0 et que pour tout i F ′h′(vi)

est sous-critique pour f et g. On voudrait trouver un vi0 , une fonction v > 0
et un chemin continu de vi0 à v tel que Fh′(v) soit faiblement critique pour f
et g et tel que

4(n− 1)
n− 2

Fh′(v)(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )
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en tout point P où f est maximum sur M . Alors le théorème 1 nous dira que
sur le chemin ut de vi0 à v il existe un ut tel que Fh′(ut) est critique pour f et
g .

C’est maintenant que nous allons utiliser l’existence de fonctions cri-
tiques strictement positives. Ainsi, comme nous l’avons dit au début de la
démonstration, on peut supposer que les fonctions h et ht sont strictement
positives.

Soit s > 1 et soit v une fonction strictement positive. Alors

4g(vs) = svs−1 4g v − s(s− 1)vs−2 |∇v|2g .

D’où

Fh′(vsi ) = h′v
s 4

n−2
i + shti − sh′vqi−2

i + s(s− 1)
|∇v|2g
v2
i

et donc
Fh′(vsi ) > shti + h′(v

s 4
n−2

i − svqi−2
i ) .

Maintenant :
Sur {x ∈M /h′(x) 6 0} :
vi → 0 uniformément car x0 est un point où h′ est maximum sur M, donc

h′(x0) > 0 car par hypothèse 4g + h′ est coercif. De plus si s > 1 alors s 4
n−2 >

qi − 2. Par conséquent, pour i assez grand

Fh′(vsi ) > shti sur {x ∈M /h′(x) 6 0}

Sur {x ∈M /h′(x) > 0} :
considérons la fonction d’une variable réelle définie pour x > 0 par

βi,s(x) = xs
4

n−2 − sxqi−2 = xqi−2(xs
4

n−2−qi+2 − s).

Une simple étude de cette fonction montre que

pour x > 0 : βi,s(x) > −s.

Or
Fh′(vsi ) > shti + h′βi,s(vi)

donc
Fh′(vsi ) > shti − sh′ sur {x ∈M /h′(x) > 0}.

On peut donc écrire :

Fh′(vsi ) > s(hti − Sup
M

h′) sur {x ∈M /h′(x) > 0}.

Maintenant on peut utiliser le travail effectué au début de la démonstration, à
savoir que, pour toute constante C > 0, on peut supposer au départ :

ht > C surM

et

4(n− 1)
n− 2

ht(P )−Sg(P )+
n− 4

2
4gf(P )
f(P )

> C en tout point de maximum de f .
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Alors, premièrement, si on suppose déjà que h > Sup
M

h′ sur tout M , on voit que

pour i et s assez grand :

Fh′(vsi ) > B0(g)K(n, 2)−2 (5.1)

et donc Fh′(vsi ) est faiblement critique pour f et g . De plus pour tout t ∈ [1, s]
on a de même

Fh′(vti) > t(hti − Sup
M

h′) > hti − Sup
M

h′ > 0

donc 4g + Fh′(vti) est coercif.
Ensuite si l’on suppose en plus que

4(n− 1)
n− 2

ht(P )−Sg(P )+
n− 4

2
4gf(P )
f(P )

>
4(n− 1)
n− 2

Sup
M

h′ en tout point de maximum de f

alors pour tout t ∈ [1, s] :

4(n− 1)
n− 2

Fh′(vti)(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

en tout point de maximum de f

(5.2)
dès que i est assez grand.

On fixe alors un i et un s assez grands pour avoir (5.1) et (5.2) et on considère

s0 = inf{t > 1 /Fh′(vti) est faiblement critique}

On applique alors le théorème 1 au chemin t ∈ [1, s0] 7→ Fh′(vti) pour obtenir
le fait que Fh′(vs0i ) est critique pour f et g, avec des solutions minimisantes.
Donc h′ est critique pour f et g′ = (vs0i )

4
n−2 g avec des solutions minimisantes.

Ceci termine la démonstration.
Remarque : C’est à l’issue de cette démonstration que nous avons introduit le

concept de triplet critique pour étendre celui de fonction critique. M. Vaugon et
E. Hebey avaient en effet introduit la notion de fonction critique pour l’étude de
certaines questions liées à la meilleure seconde constante B0(g), questions liées
comme nous l’avons vu au chapitre 1 aux équations du type 4gu+h.u = u

n+2
n−2 .

Il était donc naturel pour eux de parler de fonction critique ”tout court”, une
fois une métrique fixée. Notre première généralisation pour l’étude d’équations
du type 4gu + h.u = f.u

n+2
n−2 nous amenait donc naturellement à parler de

fonction h critique pour f . Mais à l’issue du problème traité dans ce chapitre,
où la métrique varie dans une classe conforme, et notre but étant l’étude de
l’existence de solution à ces équations, il nous a paru intéressant pour mettre
en valeur cette notion d’introduire la notion de triplet critique.



Chapitre 6

Triplet Critique 3

Soit (M,g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3. Soit h
une fonction C∞ fixée telle que 4g + h soit coercif. La question est : peut-on
trouver f telle que (h, f,g) soit critique ?

Faisons d’abord quelques remarques. Si h > B0(g)K(n, 2)−2, h est faible-
ment critique pour toute fonction f , et donc il ne peut exister de fonction f telle
que (h, f,g) soit sous-critique. Mais plus important est la remarque suivante :

Si il existe une fonction f non constante telle que (h, f,g) soit critique avec
une solution minimisante u alors (h, 1,g) est sous-critique.

En effet, comme nous l’avons vu au chapitre 1 dans les définitions, on peut
supposer que Sup f = 1. Alors puisque u > 0

Jh,1(u) < Jh,f (u) =
1

K(n, 2)2(Sup f)
2
2∗

=
1

K(n, 2)2

et donc h est sous-critique pour 1. Notons que d’après le chapitre 3, si (h, f,g) est
critique et si

4(n− 1)
n− 2

h(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

en tout point P où f est maximum sur M , f vérifiant (Hf ), alors (h, f,g) a
des solutions minimisantes.

Nous allons montrer le résultat suivant :
Théorème 4 :
Soient données la variété (M,g), dimM > 5, et une fonction h telle que

l’opérateur 4g + h soit coercif. Alors, il existe une fonction f (vérifiant (Hf ))
telle que (h, f,g) soit critique avec des solutions minimisantes, si et seulement
si (h, 1,g) est sous-critique (où 1 est la fonction constante 1).

Nous venons de voir une des deux implications. Nous supposons donc main-
tenant que (h, 1,g) est sous-critique.

La démonstration se fera en deux étapes :
Premièrement : on montre qu’il existe une fonction f ∈ C∞(M) vérifiant

(Hf ), avec Sup
M
f = 1, et avec de plus 4gf aussi grand que l’on veut aux points

de maximum de f , telle que (h, f,g) est faiblement critique.
Deuxièmement : étant donnée cette fonction f , on montre qu’il existe sur le

chemin
t→ ft = t.1 + (1− t)f

74
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une fonction pour laquelle h est critique ; autrement dit, il existe une constante
c telle que (h, f + c,g) soit critique.

Première étape :
On procède par contradiction. Supposons que pour toute fonction f ∈

C∞(M) vérifiant Sup
M
f > 0, (h, f,g) soit sous-critique. Alors, pour toutes ces

fonctions il existe une solution strictement positive u à l’équation

4gu+ h.u = λ.f.u
n+2
n−2

où
λ = inf

w∈Hf

Ih,g(w) et
∫
M

f.u
2n

n−2 dvg = 1 .

On rappelle que

Ih,g(w) =
∫
M

|∇w|2 dvg +
∫
M

h.w2dvg

et
Hf = {w ∈ H2

1 /

∫
M

f.w
2n

n−2 dvg = 1}

La métrique g étant fixée, on sous-entendra dvg dans les intégrales.
L’idée est de construire une famille particulière de fonction ft dont le lapla-

cien tend vers l’infini aux points de maximum pour obtenir une contradiction.
L’une de ces fonctions devra donc donner un triplet (h, ft,g) faiblement critique.
De plus le raisonnement qui suit étant valable pour n’importe quelle sous-partie
de la famille que nous allons construire, cette fonction aura un laplacien aussi
grand que l’on veut en ses points de maximum.

Dans Rn, on construit pour t→ 0 une famille (Pt) de fonctions C∞, analogue
à une suite régularisante, telles que

0 6 Pt 6 1
Pt(x) = Pt(|x|)
Pt(0) = 1

‖∇Pt‖ ∼ c1
t
sur B(0, t)

|4Pt(0)| ∼ c2
t2

SuppPt = B(0, t).

Soit maintenant x0 un point de M tel que h(x0) > 0 ; ce point existe car 4g +h
est coercif. On pose

ft = Pt ◦ exp−1
x0

On suppose donc que pour tout t : (h, ft,g) est sous-critique et on cherche une
contradiction. Pour tout t on a une solution ut > 0 de

(Et) : 4gut + h.ut = λt.ft.u
n+2
n−2
t

avec
∫
ftu

2∗

t dvg = 1 et

λt < K−2(Sup
M
ft)−

n−2
n = K−2.
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Alors, (ut) est bornée dans H2
1 (M) quand t→ 0. Donc (ut) est bornée dans L2∗

et (u2∗−1
t ) est bornée dans L

2∗
2∗−1 . Après extraction, si ft

L2

→ f et ut
L2

→ u, alors

ftu
2∗−1
t ⇁ fu2∗−1.

Or ici, ft
Lp

→ 0, donc l’équation (Et) “converge” vers

4gu+ h.u = 0

au sens où u est solution de cette équation. Mais 4g +h est coercif, donc u = 0,
i.e. ut → 0 dans Lp pour p < 2∗.

La suite (ut) développe donc un phénomène de concentration tel qu’exposé
au chapitre 3. Au chapitre 3, la fonction f du second membre ne variait pas et
c’était au premier membre que nous avions une suite de fonctions (ht) ; ici c’est
l’inverse. Néanmoins, les résultats obtenus restent valables, seul le changement
d’échelle nécessaire pour les estimées faibles demande une attention particulière.
Nous allons reprendre rapidement les étapes de cette étude, ne nous arrêtant
que sur les points nouveaux.

a/ : Il existe, à extraction près d’une sous-famille de (ut), un unique point
de concentration x0 et c’est un point où f est maximum sur M. De plus

∀δ > 0, lim
t→1

∫
B(x0,δ)

fu2∗

t = 1 .

Il suffit de reprendre exactement la méthode utilisée au chapitre 2, basée
sur le principe d’itération. Notons que plus précisément, puisque le support
Supp ft = B(x0, t), on a pour tout δ > 0 et dès que t < δ :∫

B(x0,δ)

fu2∗

t = 1.

Par ailleurs, on peut supposer que

λt → λ = K−2(Sup
M
ft)−

n−2
n = K−2.

b/ : ut → 0 dans C0
loc(M − {x0})

On peut reprendre exactement la démonstration du chapitre 3
c/ : Estimées ponctuelles faibles
Reprenons les notations du changement d’échelle : on considère une suite de

points (xt) telle que mt = Max
M

ut = ut(xt) := µ
−n−2

2
t .

D’après ce qui précède xt → x0 et µt → 0. Rappelons que ut, f t, ht,gt
désignent les fonctions et la métrique “lues” dans la carte exp−1

xt
, et

ũt , h̃t , f̃t, g̃t désignent les fonctions et la métrique “lues” après blow-up de
centre xt et de coefficient kt = µ−1

t .
En regardant attentivement la démonstration des estimées ponctuelles

faibles, on constate qu’elle fonctionnera dans la situation de ce chapitre dès
qu’on aura obtenu :

∀R > 0 : lim
t→0

∫
B(xt,Rµt)

fu2∗

t dvg = 1− εR où εR →
R→+∞

0 .
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Cette relation s’obtient elle-même à partir du changement d’échelle (blow-up)

une fois que l’on a montré que ũt
C2

loc(R
n)→ ũ où ũ est solution de

4eũ = K−2ũ
n+2
n−2 .

C’est là que se présente une difficulté due au fait que l’on a une famille de
fonctions (ft). En effet, dans le changement d’échelle, l’équation

(Et) : 4gut + h.ut = λt.ft.u
n+2
n−2
t

devient
(Ẽt) : 4egt

ũt + µ2
t .h̃t.ũt = λtf̃t.ũ

n+2
n−2
t

et pour obtenir que cette dernière équation “converge” vers

4eũ = K−2ũ
n+2
n−2

il suffit de montrer que f̃t converge simplement vers 1 (ce qui est évident lors-
qu’on a une fonction constante f au second membre de (Eh,f,g)). Comme la suite
(f̃t) est uniformément bornée par 1 sur Rn (on admet qu’on prolonge les f̃t par
0 sur Rn\B(0, δµ−1

t )), on sait déjà par le théorème 8.25 de Gilbard-Trudinger
[16] et par le théorème d’Ascoli qu’il existe une fonction ũ ∈ C0(Rn) telle que,

à extraction près, ũt
C0

loc(R
n)→ ũ, avec bien sûr ũ(0) = 1.

Nous allons montrer que f̃t
p.p→ 1 sur Rn en deux étapes (nous allons même

montrer un peu plus) :
1/ : Il existe f̃ ∈ L2

loc(Rn) telle que f̃t
p.p→ f̃ sur Rn

2/ : f̃ = 1 p.p sur Rn

On rappelle qu’on prolonge les f̃t ,définies a priori sur B(0, δµ−1
t ), par 0 sur

Rn\B(0, δµ−1
t ).

Premièrement :
On a f̃t(x) = f t(µtx) et

∣∣∇f t∣∣ ≤ c
t . Donc∣∣∣∇f̃t∣∣∣ ≤ c.

µt
t
.

On distingue alors deux cas
a/ : Si (µt

t ) est bornée : Alors pour tout compact K ⊂⊂ Rn, (f̃t) est bornée
dans Hn+1

1 (K) (où n = dimM). Donc, par compacité de l’inclusion Hn+1
1 (K) ⊂

C0,α(K) pour un α > 0, après extraction, il existe f̃K ∈ C0,α(K) telle que

f̃t
C0,α(K)→ f̃K

Par extraction diagonale, on construit alors f̃ ∈ C0,α(Rn) telle que

f̃t
C0,α(K′)→ f̃

pour tout compact K ′ de Rn, et de plus f̃ ∈ Hn+1
1,loc(Rn). En particulier f̃t

p.p→
f̃ sur Rn .
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b/ : Si µt

t → +∞ : le support de f̃t est

Suppf̃t = B(
x0(t)
µt

,
t

µt
),

où x0(t) = exp−1
xt

(x0).
Si ( |x0(t)|

µt
) est bornée, on peut extraire une sous-suite pour que

x0(t)
µt

→ P ∈ Rn;

et alors
f̃t

C0
loc(R

n−{P})→ 0

Si |x0(t)|
µt

→∞, alors

f̃t
C0

loc(R
n)→ 0

Dans les deux cas, f̃t
p.p→ 0 sur Rn.

Dans le cas a/, ũ est solution faible de

4eũ = K−2f̃ ũ
n+2
n−2

avec f̃ ≥ 0 puisque f̃t ≥ 0, et f̃ ∈ Hn+1
1,loc(Rn) ⊂ C0,α(Rn).

Dans le cas b/, ũ est solution faible de

4eũ = 0.

Dans les deux cas les théories elliptiques et les théorèmes de régularité standard
nous donnent la régularité C2 de ũ , et donc 4eũ ≥ 0. Le principe du maximum
nous dit alors que soit ũ ≡ 0 soit ũ > 0. Or ũ(0) = 1 donc ũ > 0. (Rappelons
que par convention 4e = −

∑
i ∂

2
ii ).

Deuxièmement :
On commence par utiliser le principe d’itération : pour une fonction cut-off

η valant 1 autour de x0, on multiplie (Et) par η2ut, on intègre et on utilise
l’inégalité de Sobolev pour obtenir, en se souvenant que λt < K−2(Sup

M
ft)−

n−2
n

et que Sup f = 1 :

(
∫
M

(ηut)2
∗
)

2
2∗ ≤ λtK

2

∫
M

η2ftu
2∗

t + c

∫
Supp η

u2
t .

On prend η = 1 sur B(x0,
3
2δ) et η = 0 sur M\B(x0, 2δ). Alors pour t proche

de 0
Supp ft ⊂ B(x0, t) ⊂ B(xt, δ) ⊂ B(x0,

3
2
δ)

D’où
(
∫
B(xt,δ)

ut
2∗)

2
2∗ ≤

∫
B(xt,δ)

ftu
2∗

t + c

∫
M

u2
t

et après changement d’échelle

(
∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2∗

t )
2
2∗ ≤

∫
B(0,δµ−1

t )

f̃tũ
2∗

t + c

∫
M

u2
t = 1 + c

∫
M

u2
t .
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Or
∫
M
u2
t → 0 donc

lim
t→0

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2∗

t ≤ 1 .

Par ailleurs, on sait que f̃t
p.p→ f̃ avec f̃ ≤ 1 et ũt(0) = 1. Supposons alors qu’il

existe A ⊂ Rn avec mes(A) > 0 telle que f̃ < 1 sur A et écrivons Rn = A ∪ B
avec f̃ = 1 p.p sur B. Alors comme f̃t ≥ 0 et comme ũt

C2

→ ũ > 0 :

1 =
∫
B(0,δµ−1

t )

f̃tũ
2∗

t 6 lim
t→0

∫
B(0,δµ−1

t )∩A
f̃tũ

2∗

t + lim
t→0

∫
B(0,δµ−1

t )∩B
f̃tũ

2∗

t

< lim
t→0

∫
B(0,δµ−1

t )∩A
ũ2∗

t + lim
t→0

∫
B(0,δµ−1

t )∩B
ũ2∗

t

= lim
t→0

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2∗

t

soit
1 < lim

t→0

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2∗

t

d’où une contradiction, et finalement f̃t
p.p→ 1 sur Rn.

Ainsi, comme nous l’avons dit

(Ẽt) : 4egt
ũt + µ2

t .h̃t.ũt = λtf̃t.ũ
n+2
n−2
t

“converge” vers
4eũ = K−2ũ

n+2
n−2

au sens où
ũt

C2
loc(R

n)→ ũ

où ũ est solution de 4eũ = K−2ũ
n+2
n−2 . Comme ũ(0) = 1,

ũ(x) = (1 +
K−2

n(n− 2)
|x|2)−

n−2
2 .

Remarque : D’après ce que nous avons vu plus haut, f̃t
p.p→ 1 sur Rn entrâıne

que µt

t → 0. Cela peut s’interpréter ”intuitivement” en disant que les fonctions
ut se concentrent plus vite que les fonctions ft.

A partir de là, on peut reprendre exactement les démonstrations du chapitre
3 : ainsi

∀R > 0 : lim
t→0

∫
B(xt,Rµt)

fu2∗

t dvg = 1− εR où εR →
R→+∞

0

puis

∃C > 0 tel que ∀x ∈M : dg(x, xt)
n−2

2 ut(x) ≤ C.

et

∀ε > 0,∃R > 0 tel que ∀t, ∀x ∈M : dg(x, xt) ≥ Rµt ⇒ dg(x, xt)
n−2

2 ut(x) ≤ ε.
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d/ : On obtient sans changement ce que l’on appelle la concentration L2 :
Si dimM ≥ 4,

∀δ > 0 : lim
t→0

∫
B(x0,δ)

u2
tdvg∫

M
u2
tdvg

= 1

e/ : Il n’y a pas non plus de changements pour les estimées fortes :

∃C > 0 tel que ∀x ∈M : dg(x, xt)n−2µ
−n−2

2
t ut(x) ≤ C,

ni pour la concentration Lp forte :
∀R > 0 , ∀δ > 0 et ∀p > n

n−2 où n = dimM on a :

lim
t→0

∫
B(xt,Rµt)

upt dvg∫
B(xt,δ)

upt dvg
= 1− εR où εR →

R→+∞
0

Venons-en alors à l’argument central, qui repose sur la méthode développée
au chapitre 3 :

On insère dans l’inégalité de Sobolev euclidienne l’équation (Et) lue dans la
carte exp−1

xt
. Reprenant les calculs de ce chapitre (nous invitons le lecteur à s’y

reporter pour revoir les détails) :∫
B(0,δ)

ht(ηut)2dx ≤
1

K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n

∫
B(0,δ)

f tη
2u2∗

t dx

− 1
K(n, 2)2

(
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

2
2∗

+C.δ−2

∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)

u2
tdx+Bt + Ct

avec :
Bt = 1

2

∫
B(0,δ)

(∂k(g
ij
t Γ(g t)kij + ∂ij g

ij
t )(ηu2

t )dx

Ct =
∣∣∣∫B(0,δ)

η2(g ij
t − δij)∂iut∂jutdx

∣∣∣
At = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

∫
B(0,δ)

f tη
2u2∗

t dx− 1
K(n,2)2 (

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

2
2∗

On peut écrire

At ≤
1

K(n, 2)2(Sup
M
ft)

n−2
n

(A1
t +A2

t )

où A1
t = (

∫
B(0,δ)

f t(ηut)2
∗
dx)

n−2
n − (Supft.

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

n−2
n .

D’après les calculs du chapitre 3,

lim
t→0

K(n, 2)−2(Sup
M
ft)−

n−2
n A2

t + C.δ−2
∫
B(0,δ)\B(0,δ/2)

u2
tdx+Bt + Ct∫

B(0,δ)
u2
tdx

≤ n− 2
4(n− 1)

Sg(x0)+εδ

où εδ → 0 quand δ → 0.
Reste à traiter :

lim
t→0

A1
t∫

B(0,δ)
u2
tdx
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Par construction, la suite ft est décroissante quand t→ 0 au sens où :

si t ≤ t′ alors ft ≤ ft′ .

Fixons un t0. Alors pour tout t ≤ t0∫
B(0,δ)

f t(ηut)
2∗dx =

∫
B(xt,δ)

ft.(η ◦ exp−1
xt

)2
∗
.u2∗

t .(exp−1
xt

)∗dx

≤
∫
B(xt,δ)

ft0 .(η ◦ exp−1
xt

)2
∗
.u2∗

t .(exp−1
xt

)∗dx

=
∫
B(0,δ)

(ft0 ◦ expxt
)(ηut)2

∗
dx .

Notons :
f t0,t = ft0 ◦ expxt

et
f̃t0,t = f t0,t ◦ ψ

−1

µ−1
t

.

Alors :

A1
t ≤ (

∫
B(0,δ)

f t0,t(ηut)
2∗dx)

n−2
n − (Supft.

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

n−2
n

≤ (
∫
B(0,δ)

f t0,t(ηut)
2∗dx)

n−2
n − (Supft0 .

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

n−2
n

puisque Supft = Supft0 = 1 = ft0(x0) pour tout t.
On obtient alors par la même méthode qu’au chapitre 3

lim
t→0

A1
t∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

≤ − (n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gft0(x0)
ft0(x0)

+ εδ

et après avoir fait tendre δ vers 0 :

h(x0) ≤
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gft0(x0)
ft0(x0)

Or
4gft(x0) ∼ +

c

t2
→
t→0

+∞

donc en prenant t0 assez proche de 0 on obtient une contradiction.
En conséquence, on peut trouver dans la famille (ft) des fonctions avec un

laplacien en x0 : 4gft(x0) aussi grand que l’on veut telles que les équations :
4gu + h.u = ft.u

n+2
n−2 n’aient pas de solutions minimisantes et donc telles que

h soit faiblement critique pour ft et g.

Remarque : cela s’applique à h = cste < B0K
−2 ou à h = Sg si M n’est pas

la sphère. (voir le chapitre 1)

Deuxième étape :
Pour notre fonction h telle que (h, 1,g) soit sous-critique, nous savons main-

tenant qu’ il existe une fonction f , au laplacien aussi grand que l’on veut en ses
points de maximum, telle que (h, f,g) soit faiblement critique. Plus précisément,
on a donc trouvé une fonction f telle que :
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1/ : (h, f,g) est faiblement critique,
2/ : h(x0) > n−2

4(n−1)Sg(x0)− (n−2)(n−4)
8(n−1)

4gf(x0)
f(x0)

où
a/ : h(x0) > 0
b/ : {x0} = {x / f(x) = Sup

M
f} et f(x0) = 1, 0 ≤ f ≤ 1, Supp f = B(x0, r)

c/ : ∇2f(x0) < 0 .
On considère alors le chemin

t→ ft = (1− t).1 + t.f.

Notons que pour tout t : 4gft = t4g f et ft(x0) = 1 = Sup
M

ft. Posons

λt = Inf Jh,ft,g.

Alors

λ0 < K(n, 2)−2(Sup
M
f0)−

n−2
n

car (h, 1,g) est sous-critique et

λ1 = K(n, 2)−2(Sup
M
f1)−

n−2
n

car (h, f,g) est faiblement critique. Remarquons que Sup
M

ft est toujours égal à

1.
Soit

t0 = Sup{t / λt < K(n, 2)−2(Sup
M
ft)−

n−2
n }

Alors 0 < t0 ≤ 1 et
λt0 = K(n, 2)−2(Sup

M
ft0)

−n−2
n

Avant de pouvoir appliquer la méthode du chapitre 3, il faut prendre une
précaution : ft0 étant faiblement critique, on sait seulement que, au point de
maximum x0 on a

h(x0) ≥
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gft0(x0)
ft0(x0)

car 4gft0 (x0)

ft0 (x0)
= t0

4gf(x0)
f(x0)

avec t0 ≤ 1, or nous avons besoin d’une inégalité
stricte.

On considère alors la suite, baptisée (fn), que l’on peut construire à partir
de la première étape : on peut trouver une suite de fonctions (fn), toutes telles
que (h, fn,g) soit faiblement critique, avec

fn(x0) = 1 = Supfn et 4g fn(x0) → +∞.

Pour chaque fn, on note tn le ”t0” construit ci-dessus. Donc pour tout n :

h est faiblement critique pour (1− tn).1 + tn.fn et g.

Supposons que liminf tn = 0, ou, quitte à extraire, que tn → 0. Alors,

(1− tn).1 + tn.fn → 1
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uniformément sur M car 0 ≤ fn ≤ 1. Or (h, 1,g) est sous-critique, donc il existe
u ∈ H2

1 (M) tel que ∫
|∇u|2 +

∫
hu2

(
∫
u2∗)

2
2∗

< K(n, 2)−2 .

Mais alors ∫
|∇u|2 +

∫
hu2

(
∫

((1− tn).1 + tn.fn)u2∗)
2
2∗
→

∫
|∇u|2 +

∫
hu2

(
∫
u2∗)

2
2∗

< K(n, 2)−2

tandis que

K(n, 2)−2 =K(n, 2)−2(Sup
M

((1− tn).1 + tn.fn))−
n−2

n

ce qui contredit le fait que (h, (1− tn).1 + tn.fn,g) soit faiblement critique.
Donc, quitte à extraire tn → t1 > 0
Comme 4gfn(x0) → +∞, on peut trouver n assez grand tel que

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

tn
4gfn(x0)
fn(x0)

>
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)− h(x0) .

Si on baptise f cette dernière fonction fn et t0 ce tn, on a alors un chemin

t→ ft = (1− t).1 + t.f

tel que :
a/ : ∀t < t0 : (h, ft,g) est sous-critique,
b/ : (h, ft0 ,g) est faiblement critique avec de plus :
b1/ : {x0} = {x / ft(x) = Sup

M
ft} et ft(x0) = 1 pour tout t

b2/ : h(x0) > n−2
4(n−1)Sg(x0)− (n−2)(n−4)

8(n−1)

4gft0 (x0)

ft0 (x0)

b3/ : ∇2ft0(x0) < 0
Pour tout t < t0 il existe une solution minimisante ut de l’équation

4gut + h.ut = λt.ft.u
n+2
n−2
t

avec
∫
ftu

2∗

t = 1. La suite (ut) est bornée dans H2
1 donc

ut
H2

1⇁
t→t0

u

et on se retrouve dans le schéma classique :
- soit u > 0 et alors u est solution de 4gu + h.u = λt0ft0 .u

n+2
n−2 et est une

solution minimisante, donc (h, ft0 ,g) est critique.
- soit u ≡ 0 et comme d’habitude la suite (ut) se concentre. Dans ce

cas, l’étude du phénomène de concentration est néanmoins plus simple qu’à
la première étape car le chemin ft est constitué de fonctions convergeant uni-
formément vers f quand t→ t0 avec Supp ft = B(x0, r). On peut trouver δ < r
tel que f > 0 sur B(x0, δ). Alors il existe c > 0 tel que pour tout t on ait :

0 < c ≤ ft ≤ 1 sur B(x0, δ),
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De plus, les ft atteignent toutes leur maximum en x0, ce maximum valant tou-
jours 1. On peut alors reprendre toutes les étapes du chapitre 3 (ou de la première
étape), le fait de considérer une suite ft au second membre n’introduisant cette
fois-ci aucun changement. On aboutit à

h(x0) ≤
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0)−

(n− 2)(n− 4)
8(n− 1)

4gft0(x0)
ft0(x0)

d’où une contradiction.
Par conséquent (h, ft0 ,g) est critique et a une solution minimisante.
Cette démonstration montre en fait le résultat suivant, plus fort mais moins

“parlant” :
Théorème 4’ :
Si h est faiblement critique pour une fonction f et une métrique g, ces

données vérifiant :
1/ : h(x) > n−2

4(n−1)Sg(x)− (n−2)(n−4)
8(n−1)

4gf(x)
f(x) au points de maximum de f

2/ :∇2f(x) < 0 au points de maximum de f

3/ : il existe une suite ft
C2

→
t→t0

f avec Sup
M
ft = Sup

M
f telle que (h, ft,g) soit

sous-critique pour t < t0
alors (h, f,g) est critique et a des solutions minimisantes.
Comme nous l’avons dit au chapitre 1, cette démonstration nous a suggéré

une autre définition possible pour les fonctions critiques :

Définition 4 :
Soient données la variété (M,g), dimM > 3, et une fonction h telle que

l’opérateur 4g + h soit coercif. On considère une fonction f ∈ C∞(M), telle
que Supf > 0. On dira que f est critique pour h (et g) si :

a/ : λh,f,g = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

b/ : pour toute fonction f ′ telle que Supf = Supf ′ et f ′ 	 f , λh,f ′,g <
1

K(n,2)2(Sup
M
f ′)

n−2
n

.

Remarque : si Supf = Supf ′ et f ′ � f , λh,f ′,g = 1

K(n,2)2(Sup
M
f ′)

n−2
n

puisque

Jh,f ′,g(w) > Jh,f,g(w) pour toute fonction w.

Rappelons qu’il faut bien comparer dans cette définition des fonctions de
même Sup ; ce sont en fait les classes [f ] et [f ′] qui importent, et on devrait en
fait dire que c’est [f ] qui est critique pour h, (voir le chapitre 1). Il est alors
naturel de se demander si les deux définitions sont équivalentes, autrement dit :

f est-elle critique pour h si et seulement si h est critique pour f ?

Il est à noter que dans les deux cas on a toujours en tout point P où f est
maximum sur M : 4(n−1)

n−2 h(P ) > Sg(P )− n−4
2

4gf(P )
f(P )

Cette question semble difficile. Nous obtenons l’équivalence moyennant
quelques hypothèses supplémentaires :
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Théorème 5 :
Soient données la variété (M,g), dimM > 5, et une fonction h telle que

l’opérateur 4g + h soit coercif. On considère une fonction f ∈ C∞(M), telle
que Supf > 0 et vérifiant (Hf ). On suppose de plus qu’en tout point P où f
est maximum sur M :

4(n− 1)
n− 2

h(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

.

Alors f est critique pour h si et seulement si h est critique pour f .

La démonstration de ce théorème passe par la remarque suivante : on sait
que si h est faiblement critique pour f et g et que 4gu + h.u = f.u

n+2
n−2 a

une solution minimisante, alors h est critique pour f et g. De même, si f est
faiblement critique pour h (au sens où λh,f,g = K(n, 2)−2(Sup

M
f)−

n−2
n ) et que

4gu+h.u = f.u
n+2
n−2 a une solution minimisante u > 0, alors f est critique pour

h. En effet, si f ′ est une fonction telle que Supf = Supf ′ et f ′ 	 f , on a∫
f ′u2∗ >

∫
fu2∗

car u > 0. Donc

Jh,f ′,g(u) < Jh,f,g(u) = K(n, 2)−2(Sup
M
f)−

n−2
n = K(n, 2)−2(Sup

M
f ′)−

n−2
n .

A partir du travail que nous avons fait au chapitre 3 et dans ce chapitre, la
démonstration devient alors rapide :

-Si h est critique pour f, on applique le théorème du chapitre 3 : 4gu+h.u =
f.u

n+2
n−2 a une solution minimisante, et donc f est critique pour h.
-Si f est critique pour h, ces deux fonctions (et la métrique) vérifiant les

hypothèses du théorème : on a λh,f,g = K(n, 2)−2(Sup
M
f)−

n−2
n , donc h est fai-

blement critique pour f . On considère alors pour t <→ 1 la suite

t→ ft = (1− t).Supf + t.f .

On a pour tout t : Supft = Supf et si t < 1 alors ft 	 f . Donc puisque f est
critique pour h, par définition :

λh,ft,g < K(n, 2)−2(Sup
M
ft)−

n−2
n .

On applique alors le théorème 4’ donné ci-dessus pour obtenir que h est critique
pour f avec des solutions minimisantes.

6.1 Méthode alternative pour conclure la
première étape

Nous proposons très rapidement et schématiquement une méthode repre-
nant la refactorisation du Hessien et ne nécessitant plus que la suite (ft) soit



86 Triplet critique 3.

décroissante, et mettant en évidence quelques ”estimées ” pouvant être utiles
dans un autre cadre.

1/ : Comme

Suppf̃t = B(
x0(t)
µt

,
t

µt
)

et comme f̃t
p.p→ 1, nécessairement

µt
t
→ 0 .

2/ : Supposons qu’il existe ε0 > 0 tel que

|x0(t)|
t

≥ ε0 > 0 .

Alors dg(xt, x0) ≥ c0t avec c0 > 0, et par construction des fonctions ft :

∀t : ft(xt) ≤ 1− ε1

avec ε1 > 0. Donc à extraction près,

f̃t(0) = ft(xt) → 1− ε2

avec ε2 > 0. Or

4egt
ũt + µ2

t .h̃t.ũt = λtf̃t.ũ
n+2
n−2
t .

En écrivant cette équation en 0 et en faisant tendre t vers 0, on obtient

4eũ(0) =
1− ε2
K2

ũ(0)
n+2
n−2

avec

ũ(x) = (1 +
K−2

n(n− 2)
|x|2)−

n−2
2

d’où
K−2 = K−2(1− ε2)

et donc une contradiction. Par conséquent

|x0(t)|
t

→ 0 .

3/ : On rappelle que grâce aux estimées fortes∫
B(0,δ)

|x|p (ηut)2
∗
dvgt∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

∼ cµp−2
t

et ∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

∼ cµ2
t .

4/ : On reprend alors les calculs du chapitre 3 en ce qui concerne l’expression
A1
t :

A1
t = (

∫
B(0,δ)

f t(ηut)
2∗dx)

n−2
n − (Supft.

∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

n−2
n
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et

f t(x) ≤ f(x0) +
1
2
∂klf t(x0(t)).(xk − xk0(t))(xl − xl0(t)) +

c

t3
|x− x0(t)|3 .

On a alors comme dans ce chapitre

A1
t ≤ c

n− 2
n

{Ft}+ C{Ft}2

où

{Ft} =
1
2
∂klf t(x0(t))

∫
B(0,δ)

(xk−xk0(t))(xl−xl0(t))(ηut)2
∗
dx+

c

t3

∫
B(0,δ)

|x− x0(t)|3 (ηut)2
∗
dx .

En reprenant la refactorisation du Hessien mais sans absorber les termes d’ordre
3, on obtient

{Ft} =
1
2
∂klf t(x0(t))

{∫
B(0,δ)

xkxl(ηut)2
∗
dx+ (xk0(t)zt −

εkt
zt

)(xl0(t)zt −
εlt
zt

)− εkt ε
l
t

z2
t

}

+
c

t3

∫
B(0,δ)

|x− x0(t)|3 (ηut)2
∗
dx

où

εkt =
∫
B(0,δ)

xk(ηut)2
∗
dx

zt = (
∫
B(0,δ)

(ηut)2
∗
dx)

1
2

Par ailleurs

c

t3

∫
B(0,δ)

|x− x0(t)|3 (ηut)2
∗
dx ≤ c′

t3

∫
B(0,δ)

{|x|3+|x0(t)| |x|2+|x0(t)|2 |x|+|x0(t)|3}(ηut)2
∗
dx

On utilise alors
1
2
∂klf t(x0(t))wkwl ≤ − c

t2
|w|2

et ∣∣εkt εlt∣∣
z2
t

∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

→ 0

pour obtenir que

{Ft} ≤ −cµ
2
t

t2
− c |x0(t)|2

t2
+ o(

µ2
t

t2
)

+c{µ
3
t

t3
+
µ2
t |x0(t)|
t3

+
µt |x0(t)|2

t3
+
|x0(t)|3

t3
} .

Ainsi
{Ft}R

B(0,δ) u
2
tdvgt

≤ − c1
t2 −

c2|x0(t)|2
µ2

t t
2 + o( 1

t2 )

+c3{µt

t3 + |x0(t)|
t3 + |x0(t)|2

µtt3
+ |x0(t)|3

µ2
t t

3 }
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et

{Ft}2∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

≤ c4{
µ2
t

t4
+
|x0(t)|4

µ2
t t

4
+o(

µ2
t

t4
)+

µ4
t

t6
+
µ2
t |x0(t)|2

t6
+
|x0(t)|4

t6
+
|x0(t)|6

µ2
t t

6
} .

On constate alors en utilisant

|x0(t)|
t

→ 0

et
µt
t
→ 0

que tout les termes strictement positifs sont négligeables devant 1
t2 ou |x0(t)|2

µ2
t t

2 et
par conséquent

A1
t∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

→ −∞

d’où à partir de

h(x0) ≤
n− 2

4(n− 1)
Sg(x0) + lim

t→0

A1
t∫

B(0,δ)
u2
tdvgt

une contradiction, et l’on récupère bien le théorème 4’.



Chapitre 7

La Dimension 3

Ce chapitre traite de la dimension 3. Il faut en effet remarquer que toute
l’étude des chapitres précédents portait sur des variétés de dimension > 4. De
plus la dimension 4 elle-même présente une particularité puisque le terme

n− 4
2

4gf(P )
f(P )

disparâıt. D’ailleurs, bien que les théorèmes restent valables pour dimM = 4,
le résultat fondamental que nous obtenons sur les phénomènes de concentra-
tion, présenté au chapitre 3, n’est valable que pour dimM > 5. Le cas de la
dimension 3 est lui radicalement différent. O. Druet [10] a traité ce cas lorsque
f = cste = 1. L’introduction d’une fonction non constante n’apporte pas ici de
réelles difficultés, nous reprendrons donc rapidement la démonstration d’Olivier
Druet pour obtenir sa généralisation au cas f non constante. Cette dimension
fait intervenir de façon fondamentale la fonction de Green de l’opérateur 4g+h.
Si cet opérateur est coercif, il existe une unique fonction de classe C2

Gh : M ×M\{(x, x), x ∈M} → R

symétrique et strictement positive telle que, au sens des distributions, on ait
∀x ∈M :

4g,yGh(x, y) + h(y)Gh(x, y) = δx .

En dimension 3, pour un point x ∈M , et pour y proche de x, Gh peut se mettre
sous la forme :

Gh(x, y) =
1

ω2dg(x, y)
+Mh(x) + o(1)

où o(1) est à prendre pour y → x. On appelle Mh(x) la masse de la fonction de
Green au point x.

On obtient une généralisation rapide des résultats d’Olivier Druet traitant
le cas f = cste :

Théorème 6 :
Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une fonction f ∈

C∞(M) telle que Supf > 0 (l’hypothèse (Hf ) n’est pas nécessaire). Alors pour
toute fonction h faiblement critique pour f et g, et pour tout x ∈ M où f est
maximum sur M , on a Mh(x) 6 0.

89
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La condition
Mh(x) 6 0

apparait comme l’analogue de la condition

4(n− 1)
n− 2

h(P ) > Sg(P )− n− 4
2

4gf(P )
f(P )

que l’on avait en dimension > 4. Dans le cas f = cste, cette condition doit
être valable sur tout M . La particularité de la dimension 3 est alors d’offrir des
fonctions critiques de toutes les formes :

Théorème 7 :
Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une fonc-

tion f ∈ C∞(M) telle que Supf > 0 (l’hypothèse (Hf ) n’est pas
nécessaire). Pour toute fonction h ∈ C∞(M), posons B(h) = inf{B/ h +
B est faiblement critique pour f}. Alors h + B(h) est une fonction critique
pour f .

Enfin, en ce qui concerne l’existence de fonctions extrémales, on a le théorème
suivant :

Théorème 8 :
Soient (M,g) une variété compacte de dimension 3 et une fonction f ∈

C∞(M) telle que Supf > 0 (l’hypothèse (Hf ) n’est pas nécessaire). Soit h
une fonction critique pour f et g. Alors au moins l’une des deux conditions
suivantes est remplie :

a/ : Il existe x ∈M où f est maximum sur M tel que Mh(x) = 0.
b/ : (Eh,f,g) a des solutions extrémales.
Nous allons reprendre le schéma des démonstrations de l’article d’O. Druet,

l’introduction d’une fonction f non constante n’apportant pas de changements
notables ; essentiellement, la seule différence est qu’il faut se placer en un point
de maximum de f .

Notons qu’en dimension 3, l’exposant critique vaut 2∗ = 2n
n−2 = 6.

Par ailleurs, en ce qui concerne la fonction de Green, le principe du maximum
montre que si l’on a deux fonctions h, h′ telles que

h � h′,

alors pour tout x ∈M :
Mh(x) > Mh′(x).

7.1 Démonstration du Théorème 6

Elle est basée sur l’utilisation de fonctions tests particulières. Soient donc
f ∈ C∞(M) telle que Supf > 0 (l’hypothèse (Hf ) n’est pas nécessaire) et h une
fonction faiblement critique pour f et g. Par définition on a ∀u ∈ H2

1 (M) :

(∫
M

f |u|
2n

n−2 dvg

)n−2
n

≤ K(n, 2)2(Sup
M
f)

n−2
n (

∫
M

|∇u|2 dvg +
∫
M

h.u2dvg)

(7.1)
Soit x0 un point de maximum de f surM .



La dimension 3. 91

Il existe une fonction ϕ ∈ C∞(M), ϕ > 0 avec ϕ(x0) = 1 et ∇ϕ(x0) = 0,
telle que la métrique gϕ = ϕ−4g vérifie

Sgϕ
(x0) = 0

et
detgϕ = 1 +O(dgϕ(x0, x)5) (7.2)

en coordonnées normales autour de x0 (pour l’existence de cette fonction ϕ on
pourra voir l’article de Lee et Parker [25]) . Soit alors hϕ la fonction obtenue par
la loi de transformation des fonctions critiques dans un changement de métrique
conforme :

hϕ = ϕ−5(4gϕ+ hϕ) .

Alors hϕ est une fonction faiblement critique pour f et gϕ. Par la loi de trans-
formation du Laplacien conforme, on vérifie que

Ghϕ
(x0, x) = ϕ(x0)ϕ(x)Gh(x0, x)

où Ghϕ et Gh sont les fonctions de Green associées respectivement à 4gϕ +hϕ et
à 4g + h. Alors comme ϕ(x0) = 1 et ∇ϕ(x0) = 0, on a

Mh(x0) = Mhϕ(x0) .

Grâce à ces relations, il suffit donc de prouver le théorème 6 pour hϕ , f et
gϕ.On peut donc supposer sans perdre en généralité que ϕ ≡ 1 et supprimer
l’indice ϕ dans la suite.

Fixons maintenant une fonction cut-off η ∈ C∞c (B(x0, 2δ)), η ≡ 1 sur
B(x0, δ) avec δ > 0 assez petit. On peut écrire la fonction de Green Gh sous
la forme :

ω2Gh(x0, x) =
η(x)

dg(x, y)
+ β(x)

où β ∈ C∞loc(M\{x0}). Dans M\B(x0, δ), β vérifie

4gβ + hβ = −4g (
η(x)

dg(x0, x)
)− h

η(x)
dg(x0, x)

. (7.3)

Et dans B(x0, δ), β vérifie en coordonnées normales

4gβ + hβ = − 1
2dg(x0, x)2

∂r(ln(detg))− h(x)
dg(x0, x)

. (7.4)

On pourra se reporter à l’appendice B pour quelques indications sur ces pro-
priétés de la fonction de Green. Par les théories elliptiques standard, on sait que
β ∈ C0(M) ∩H2

1 (M) et on a par ailleurs β(x0) = ω2Mh(x0). Le but est main-
tenant d’introduire des fonctions tests dérivées de celles présentées au premier
chapitre dans la relation (7.1). Pour ε > 0 on définit

vε(x) = (ε2 + dg(x0, x)2)−
1
2

et
uε(x) = η(x)vε(x) + β(x) .
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Comme (h, f,g) est faiblement critique, nous avons pour tout ε > 0 d’après
(7.1)

K−2(Sup
M
f)−

1
3

(∫
M

f |uε|6 dvg
) 1

3

≤
∫
M

|∇uε|2g dvg +
∫
M

h.u2
εdvg (7.5)

où l’on note K−2 = K(3, 2)−2. Nous allons calculer les développements en ε des
deux membres de cette inégalité. On prend déjà δ assez petit pour que f > 0
sur B(x0, δ), on rappelle que x0 est un point où f est maximum sur M . Nous
aurons besoin d’évaluer les intégrales de la forme∫

B(x0,δ)

rpvqεdvg

en fonction de ε, où r = dg(x0, x). Pour cela on utilise le choix de métrique que
nous avons fait, à savoir la relation (7.2), qui permet d’écrire∫

B(x0,δ)

rpvqεdvg =
∫
B(0,δ)

rpvqεdx+
∫
B(0,δ)

O(rp+5)vqεdx

où les intégrales du second membre sont à comprendre comme étant lues dans
une carte munie de la métrique euclidienne. A partir de là, on peut écrire∫

B(0,δ)

rpvqεdx =
∫
B(0,δ)

rp
1

(ε2 + r2)
q
2
dx

= ω2

∫ δ

0

rp
1

(ε2 + r2)
q
2
r2dr

= ω2.ε
p−q+3

∫ δ/ε

0

sp+2

(1 + s2)
q
2
ds .

Alors, en écrivant
∫ δ/ε
0

=
∫ +∞
0

+
∫ δ/ε
+∞ on obtient :

Si q − p > 3 : ∫
B(0,δ)

rpvqεdx = ω2Ip,q.ε
p−q+3 +O(1) (7.6)

Si q − p ≤ 3 : ∫
B(0,δ)

rpvqεdx ∼ ω2.ε
p−q+3(cεq−p−3 + c′) (7.7)

où Ip,q =
∫ +∞
0

sp+2

(1+s2)
q
2
ds.

Notons à propos de ces intégrales que

ω2

∫ +∞

0

(1 + s2)−3s2ds =
ω3

8

et que

ω2

∫ +∞

0

(1 + s2)−2s2ds =
ω3

2
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où l’on rappelle que ωn est le volume de la sphère Sn.
Le calcul du développement du membre de droite de (7.5). ne présente stric-

tement aucune différence avec l’article d’O. Druet puisque notre fonction f
n’intervient pas. Le calcul donne :∫
M

|∇uε|2 dvg +
∫
M

h.u2
εdvg = 3ε−1ω2

∫ +∞

0

(1 + s2)−3s2ds+ ω2β(x0) (7.8)

−h(x0)ω2(
∫ +∞

0

(1 + s2)−1ds)ε

+2h(x0)ω2[
∫ +∞

0

(1 + s2)−
1
2 (s+ (1 + s2)

1
2 )ds]ε+ o(ε)

Venons-en au calcul du membre de gauche, en indiquant les différences intro-
duites dans les calculs par la présence de f .∫
M

fu6
εdvg =

∫
M

f(ηvε + β)6dvg

=
∫
B(x0,δ)

fv6
εdvg + 6

∫
B(x0,δ)

fv5
εβdvg + 15

∫
B(x0,δ)

fv4
εβ

2dvg +
∫
M

fβ6dvg + o(ε−1)

- Comme β ∈ C0(M),
∫
M
fβ6 = O(1) = o(ε−1). Il en va de même pour

toutes les intégrales bornées indépendamment de ε comme par exemple celles
du type

∫
B(x0,2δ)\B(x0,δ)

fηpvqεβ
r, d’où le o(ε−1) à la fin du développement ci-

dessus.
- Ensuite, comme β ∈ C0(M) ∩ H2

1 (M) , il existe un 0 < α < 1 tel que
β ∈ C0,α(M). Nous pourrons donc écrire

β(x) = β(x0) +O(rα)

Nous utiliserons également deux développements de f en x0 où f est maximum

f(x) = f(x0) +
1
2
∂ijf(x0)xixj +O(r3)

f(x) = f(x0) +O(r2) .

En introduisant ces développements et en utilisant (7.2), (7.6) et (7.7), on ob-
tient

- premièrement

15
∫
B(x0,δ)

fv4
εβ

2dvg = 15f(x0)β2(x0)ω2I0,4ε
−1 + o(ε−1)

- deuxièmement

6
∫
B(x0,δ)

fv5
εβdvg = 6f(x0)

∫
B(x0,δ)

v5
εβdvg + 6

∫
B(x0,δ)

O(r2)v5
εβdvg

= 6f(x0)
∫
B(x0,δ)

v5
εβdvg + o(ε−1) .

En utilisant les équations (7.3) et (7.4) vérifiées par β et le fait que

4evε = 3ε2v5
ε
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les calculs de l’article d’O. Druet donnent alors

6
∫
B(x0,δ)

fv5
εβdvg = 2ω2ε

−2f(x0)β(x0)

+2f(x0)h(x0)ω2[
∫ +∞

0

(1 + s2)−
1
2 (s+ (1 + s2)

1
2 )ds]ε−1 + o(ε−1) .

- Enfin∫
B(x0,δ)

fv6
εdvg = f(x0)

∫
B(x0,δ)

v6
ε +

1
2
∂ijf(x0)

∫
B(x0,δ)

xixjv6
ε +

∫
B(x0,δ)

O(r3)v6
ε

= f(x0)ω2I0,6ε
−3 −4gf(x0)ω2I2,6ε

−1 + o(ε−1) .

Finalement∫
M

fu6
εdvg = f(x0)ω2I0,6ε

−3 −4gf(x0)ω2I2,6ε
−1 + 15f(x0)β2(x0)ω2I0,4ε

−1

+2ω2ε
−2f(x0)β(x0) + 2f(x0)h(x0)ω2[

∫ +∞

0

(1 + s2)−
1
2 (s+ (1 + s2)

1
2 )ds]ε−1

+o(ε−1)

D’où(∫
M

f |uε|6 dvg
) 1

3

= f(x0)
1
3
ω

1
3
3
2 [ε−1 − 4gf(x0)

f(x0)
8ω2
3ω3

I2,6ε+ 20β2(x0)ε+ 16ω2
3ω3

β(x0)

+ 16
3ω3

h(x0)ω2[
∫ +∞
0

(1 + s2)−
1
2 (s+ (1 + s2)

1
2 )ds]ε+ o(ε)] .

En notant que

K−2(Sup
M
f)−

1
3 = K−2f(x0)−

1
3 =

3
4
ω

2
3
3 f(x0)−

1
3

on obtient finalement :

K−2(Sup
M
f)−

1
3

(∫
M

f |uε|6 dvg
) 1

3

=
3
8
ω3ε

−1 + 2ω2β(x0) +
15
2
ω3β

2(x0)ε−
4gf(x0)
f(x0)

I2,6ε

+2h(x0)ω2[
∫ +∞

0

(1 + s2)−
1
2 (s+ (1 + s2)

1
2 )ds]ε

+o(ε) . (7.9)

Maintenant on écrit que (h, f,g) est faiblement critique, à savoir que

K−2(Sup
M
f)−

1
3

(∫
M

f |uε|6 dvg
) 1

3

≤
∫
M

|∇uε|2 dvg +
∫
M

h.u2
εdvg (7.10)

d’où avec (7.8) et (7.9)

ω2β(x0)+h(x0)ω2(
∫ +∞

0

(1+s2)−1ds)ε+
15
2
ω3β

2(x0)ε−
4gf(x0)
f(x0)

I2,6ε+o(ε) ≤ 0 .

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, on a

ω2β(x0) ≤ 0
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et donc
Mh(x0) ≤ 0 si x0 est un point de maximum de f

Il est intéressant (et un peu surprenant) de noter que 4gf(x0)
f(x0)

apparâıt en di-
mension 3 à un ordre tel qu’il n’intervient pas dans la condition Mh(x0) ≤ 0.

7.2 Démonstration des théorèmes 7 et 8

Soit h ∈ C∞(M). D’après les définitions, il existe B > 0 tel que h + B est
faiblement critique ; il suffit que h+B ≥ B0K

−2. Si l’on pose

B(h) = inf{B/h+B est faiblement critique pour f},

alors, quitte à changer h en h+B(h), on peut supposer que B(h) = 0.
Pour t ≥ 0 posons

λt = inf
u∈H2

1 ,
R
u2∗=1

(
∫
M

|∇u|2g dvg +
∫
M

(h− t)u2dvg) .

Alors par définition de B(h), pour tout t > 0 :

λt < K−1(Sup
M
f)−

1
3

et pour t = 0
λ1 = K−1(Sup

M
f)−

1
3

Il existe donc pour tout t > 0 une fonction ut > 0 solution de

4gut + (h− t)ut = λtfu
5
t

avec ∫
M

fu2∗

t =
∫
M

fu6
t = 1

Clairement, (ut) est bornée dans H2
1 et donc quitte à extraire, ut ⇁ u0 fai-

blement dans H2
1 . Si u0 6= 0, u0 est minimisante pour (h + B(h), f,g) et donc

h+B(h) est critique.
Supposons donc maintenant que u0 ≡ 0. La suite développe un phénomène

de concentration. Comme au chapitre 3, on sait qu’il existe une suite de
points (xt)t>0 convergeant vers un point de concentration x0 ∈ M, qui est
nécessairement un point où f est maximum sur M, tels que

ut(xt) = SupMut := µ
− 1

2
t .

De plus, nous avons les estimées fortes

µ
− 1

2
t dg(x, xt)ut(x) ≤ C (7.11)

et par un résultat d’O. Druet et F. Robert que nous avons cité à la fin du
chapitre 3 :

µ
− 1

2
t ut → 2

ω2

ω3f(x0)
Gh(x0, .) (7.12)
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dans C2
loc(M\{x0}) quand t → 0 et où l’on rappelle que f(x0) = Sup

M
f . Enfin,

à partir des estimées fortes, on peut obtenir une estimée sur le gradient par les
méthodes elliptiques standard ; ce genre de méthode sera présentée à l’appendice
B lors de la construction de la fonction de Green.

µ
− 1

2
t dg(x, xt)2 |∇ut(x)|g ≤ C (7.13)

Maintenant, pour δ > 0 on se place dans des cartes exponentielles autour des
xt en posant

gt = exp∗xt
g

ut(x) = ut(expxt
(x))

et

f t(x) = f(expxt
(x))

ht = h(expxt
(x)) .

A la différence des dimensions ≥ 4, il faut utiliser l’identité de Pohozaev plutôt
que l’inégalité de Sobolev pour obtenir le résultat :∫

B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)4e utdx = δ

∫
∂B(0,δ)

[
1
2
|∇ut|2e − (∇ut, ν)2e]dσe

−1
2

∫
∂B(0,δ)

ut(∇ut, ν)edσe (7.14)

où ν est le vecteur normal unitaire extérieur. Avec (7.13) et (7.14), on obtient

f(x0)2

4ω−
2
3

3 ω2
3

lim
t→0

µ−1
t

∫
B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)4e utdx = δ

∫
∂B(0,δ)

[
1
2

∣∣∣∇G̃∣∣∣2
e
− (∇G̃, ν)2e]dσe

−1
2

∫
∂B(0,δ)

G̃(∇G̃, ν)edσe

où
G̃(x) = Gh((x0, expx0

(x)) .

On veut calculer la limite du membre de gauche. On commence par développer
le laplacien :

4eut = 4gtut + (gijt − δij)∂ijut − gijt Γ(gt)mij∂mut

et on écrit∫
B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)4e utdx =

∫
B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)4gt utdx

+
∫
B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)(g

ij
t − δij)∂ijutdx

−
∫
B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)g

ij
t Γ(gt)mij∂mutdx .
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Alors, avec l’équation vérifiée par les ut et quelques intégrations par parties,
cette expression devient∫
B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)4e utdx =

∫
B(0,δ)

((ht − t) +
1
2
xk∂kht)u2

tdx−
λt
6

∫
B(0,δ)

u6
tx
k∂kf tdx

−
∫
B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)∂jg

ij
t ∂iutdx

+
1
2

∫
B(0,δ)

xk∂kg
ij
t ∂iut∂jutdx

−
∫
B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)g

ij
t Γ(gt)mij∂mutdx

−δ
2

∫
∂B(0,δ)

(ht − t)u2
tdσe +

λt
6
δ

∫
∂B(0,δ)

f tu
6
tdσe

+
∫
∂B(0,δ)

(xk∂kut +
1
2
ut)(g

ij
t − δij)νj∂iutdσe

−δ
2

∫
∂B(0,δ)

(gijt − δij)∂iut∂jutdσe .

La principale différence avec le cas f = cste traité par O. Druet est le terme

λt
6

∫
B(0,δ)

u6
tx
k∂kf tdx .

Maintenant, grâce aux estimées fortes (7.11) à (7.13), on peut calculer la limite
que l’on cherchait, en notant que ∣∣∣∂kgijt ∣∣∣ ≤ C |x|

et
∣∣∣gijt Γ(gt)mij

∣∣∣ ≤ C |x|

ce qui permet d’appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue,
pour obtenir∫

B(0,δ)

(h̃+
1
2
xk∂kh̃)G̃2dx−

∫
B(0,δ)

(xk∂kG̃+
1
2
G̃)∂jg

ij
t ∂iG̃dx

+
1
2

∫
B(0,δ)

xk∂kg
ij
t ∂iG̃∂jG̃dx−

∫
B(0,δ)

(xk∂kG̃+
1
2
G̃)gijt Γ(gt)mij∂mG̃dx

−lim
t→0

[
f(x0)2

4ω−
2
3

3 ω2
3

λt
6
µ−1
t

∫
B(0,δ)

u6
tx
k∂kf tdx]

= δ

∫
∂B(0,δ)

[
1
2

∣∣∣∇G̃∣∣∣2
e
− (∇G̃, ν)e(∇G̃, ν)eg]dσe

−1
2

∫
∂B(0,δ)

G̃(∇G̃, ν)egdσe +
δ

2

∫
∂B(0,δ)

h̃G̃2dσe

où h̃ = h ◦ expx0
et g̃ = exp∗x0

g.
La différence par rapport au travail d’O. Druet est donc la présence de la

limite
lim
t→0

[µ−1
t

∫
B(0,δ)

u6
tx
k∂kf tdx]
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Mais par changement d’échelle

µ−1
t

∫
B(0,δ)

u6
tx
k∂kf tdx ∼

∫
B(0,R)

ũ6
tx
k∂kf̃tdvegt

+
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

ũ6
tx
k∂kf̃tdvegt

.

Or
∂kf̃t

C0
loc→ ∂kf̃(0)

et
ũt

C0
loc→ ũ

où ũ est radiale, telle que ũt ≤ cũ et
∫

Rn x
kũ < +∞. Par conséquent∫

B(0,R)

ũ6
tx
k∂kf̃tdvegt

→
t→0

0

à R fixé car ũ est radiale, et

lim
R→+∞

(lim
t→0

∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

ũ6
tx
k∂kf̃tdvegt

) = 0

car
∫

Rn x
kũ < +∞ et µ−1

t → +∞.
On a donc en fait∫

B(0,δ)

(h̃+
1
2
xk∂kh̃)G̃2dx−

∫
B(0,δ)

(xk∂kG̃+
1
2
G̃)∂jg

ij
t ∂iG̃dx

+
1
2

∫
B(0,δ)

xk∂kg
ij
t ∂iG̃∂jG̃dx−

∫
B(0,δ)

(xk∂kG̃+
1
2
G̃)gijt Γ(gt)mij∂mG̃dx

= δ

∫
∂B(0,δ)

[
1
2

∣∣∣∇G̃∣∣∣2
e
− (∇G̃, ν)e(∇G̃, ν)eg]dσe

−1
2

∫
∂B(0,δ)

G̃(∇G̃, ν)egdσe +
δ

2

∫
∂B(0,δ)

h̃G̃2dσe

c’est à dire exactement la même égalité que dans le cas f = cste. Le principe est
alors de calculer un développement de chaque terme quand δ → 0 pour trouver

ω2

2
Mh(x0) = O(δ)

c’est à dire
ω2

2
Mh(x0) = 0

La fonction f n’intervenant plus, il n’y a aucun changement, à partir de
là, avec l’article d’O. Druet (rappelons quand même qu’il faut se placer aux
points de maximum de f). Néanmoins celui-ci ne présentant que peu de détails,
et dans un souci de lisibilité de cette thèse, nous indiquons rapidement ces
développements sous l’hypothèse que la métrique g est plate au voisinage de
x0 ; le cas général est identique, seulement un peu plus long.

Il reste de l’égalité ci-dessus∫
B(0,δ)

(h̃+
1
2
xk∂kh̃)G̃2dx = δ

∫
∂B(0,δ)

[
1
2

∣∣∣∇G̃∣∣∣2
e
− (∇G̃, ν)2e]dσe

−1
2

∫
∂B(0,δ)

G̃(∇G̃, ν)edσe +
δ

2

∫
∂B(0,δ)

h̃G̃2dσe .
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On rappelle alors que, en notant r = |x|,

ω2G̃ =
1
r

+Mh(x0) + α(x)

où α(0) = 0 et α ∈ C0,η(B(0, δ)) pour tout 0 < η < 1, α ∈ C∞(B(0, δ)\{0}).
On a ν = ∇r, et on développera h̃ sous la forme

h̃ = h̃(0) + xk∂kh̃(0) + o(r) = h̃(0) +O(r) .

On utilise alors pour k entier relatif différent de -3∫
B(0,δ)

rk = cδk+3

et pour k entier relatif ∫
∂B(0,δ)

rkdσe = ω2δ
k+2 .

Ainsi
δ

2

∫
∂B(0,δ)

h̃G̃2dσe = c1δ + o(δ) = O(δ) .

Comme (h̃+ 1
2x

k∂kh̃)G̃2 est continue en 0∫
B(0,δ)

(h̃+
1
2
xk∂kh̃)G̃2dx = O(δ) .

On montre que (∇r,∇α) = O(rη−1) et cela permet d’obtenir

−1
2

∫
∂B(0,δ)

G̃(∇G̃, ν)edσe =
ω2

2
Mh(x0) +

ω2

2
δ−1 +O(δ)

et
δ

∫
∂B(0,δ)

[
1
2

∣∣∣∇G̃∣∣∣2
e
− (∇G̃, ν)2e]dσe = −ω2

2
δ−1 +O(δ) .

En ajoutant ces quatre développements, on trouve

ω2

2
Mh(x0) +O(δ) = 0

et donc en faisant tendre δ vers 0

Mh(x0) = 0

Autrement dit, si les ut se concentrent en un point x0, nécessairement Mh(x0) =
0. Mais dans ce cas, pour toute fonction h′ ≤ h, h′ 6= h, on a par le principe du
maximum

Mh′(x0) > 0

et donc, par le premier théorème (théorème 6), h′ ne peut être faiblement critique
pour f et g ; donc (h′, f,g) est sous-critique. Par définition (h, f,g) est donc
critique.

Le théorème 8 découle immédiatement de cette démonstration.



Chapitre 8

Remarques sur le cas limite
et le cas dégénéré. Quelques
questions...

8.1 Cas limite et cas dégénéré

Dans le théorème 1 démontré au chapitre 3, et dans la plupart des théorèmes
qui en découlent, nous faisons deux hypothèses importantes :

(H1) : en rappelant que si (h, f,g) est un triplet faiblement critique,
nécessairement, au points de maximum de f , h(P ) ≥ n−2

4(n−1)Sg(P ) −
(n−2)(n−4)

8(n−1)
4gf(P )
f(P ) , nous avons fait dans nos théorèmes l’hypothèse que cette

inégalité était stricte :

h(P ) >
n− 2

4(n− 1)
Sg(P )− (n− 2)(n− 4)

8(n− 1)
4gf(P )
f(P )

(H2) ou (Hf ) : Nous avons supposé que le Hessien de la fonction f était non
dégénéré en ses points de maximum.

Nous avons évidemment essayé de nous passer de ces hypothèses, sans
succés... Nous voulons proposer quelques remarques et explications concernant
ces deux hypothèses.

Tout d’abord, en gardant l’hypothèse (H1), nos théorèmes 1, 1’ et 1” restent
valables si l’on suppose que 4gf(P ) = 0 au points de maximum, ce qui implique
évidemment que le Hessien est dégénéré (il suffit de remarquer qu’avec les no-
tations du chapitre 3, partie 3.3, A1

t ≤ 0). Nous sommes donc dans la situation
où les théorèmes fonctionnent dans deux cas extrèmes, Hessien non dégénéré et
Laplacien nul.

En ce qui concerne (H1), E. Hebey et M. Vaugon [20] ont montré dans le
cadre de leur étude sur B0(g), qui correspond pour nous au cas f = cste, le
résultat suivant :

Supposons que la variété (M,g) est de dimension ≥ 7, et soit h une fonction
ctirique (pour g et 1). Notons T = {x ∈ M/h(x) = n−2

4(n−1)Sg(x)}. Rappelons
que dans ce cadre on a toujours h ≥ n−2

4(n−1)Sg sur tout M et que l’hypothèse
(H1) devient h > n−2

4(n−1)Sg. On suppose alors que pour tout point x de T :

100
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1 : le tenseur de Weyl est nul sur un voisinage de x, et
2 : ∇2(h− n−2

4(n−1)Sg) est non dégénéré en x
Alors h a des fonctions extrémales.
On remarque alors que l’on immédiatement à partir de leur démonstration

le résultat, un peu artificiel, suivant :
Supposons que la variété (M,g) est de dimension ≥ 7, et soit (h, f,g) un

triplet critique. Notons Tf = {x ∈ M/f(x) = Maxf et h(x) = n−2
4(n−1)Sg(x) −

(n−2)(n−4)
8(n−1)

4gf(P )
f(P ) }. On suppose alors que Tf n’est pas dense dans M et que

pour tout point x de Tf :
1 : le tenseur de Weyl est nul sur un voisinage de x,
2 : ∇2(h− n−2

4(n−1)Sg) est non dégénéré en x,
3 : 4gf(x) = 0 si x ∈ Tf , et on suppose de plus que le hessien de f est non

dégénéré aux points de maximum qui ne sont pas dans Tf .
Alors (h, f,g) a des fonctions extrémales.
L’intérêt de ce résultat est de montrer qu’il existe des triplet critique (h, f,g),

avec f non constante, qui ne vérifie pas (H1) et qui ont des fonctions extrémales.
Indiquons très rapidement le schéma de leur démonstration.

On choisit une fonction plateau θ dont le support est disjoint de l’ensemble
des points de maximum de f . Soit ht = h − tθ ; ht est sous-critique pour tout
t tendant vers 0. On a alors une suite de solutions minimisantes ut associées
aux équations 4gut + htut = fu2∗−1

t . Là encore la suite ut converge dans H2
1

vers une fonction u. Si u > 0 on a une solution minimisante. Si u = 0, toute
l’étude sur les phénomènes de concentration du chapitre 3 est valable. Le point
nouveau utilisé par E. Hebey et M. Vaugon est une sorte d’amélioration de la
concentration L2. Notons qu’il n’existe qu’un seul point de concentration, noté
x0, et que c’est un point de maximum de f . E. Hebey et M. Vaugon montrent
que si dimM ≥ 7 alors pour tout rayon δ > 0 :

lim
t→0

∫
M\B(x0,δ)

dg(x, x0)2u2
tdvg∫

B(x0,δ)
dg(x, x0)2u2

tdvg
= 0 (8.1)

Si le Hessien de f est non dégénéré en x0, on reprend la démonstration du
chapitre 3 pour aboutir à une contradiction. On peut donc supposer que x0 ∈ Tf .
Par l’hypothèse 1, on peut identifier B(x0, δ) munie de la métrique g à la boule
euclidienne B(0, δ) en identifiant x0 à 0. Mais alors en reprenant les calculs du
chapitre 3, partie 3.3, c’est à dire l’inégalité de Sobolev euclidienne dans laquelle
on “injecte” l’équation vérifiée par ut, on obtient∫

B(x0,δ)

ht(ηut)2 ≤ At +
c

δ2

∫
B(x0,δ)\B(x0,δ/2)

u2
t ≤

c

δ2

∫
B(x0,δ)\B(x0,δ/2)

u2
t

car Bt = Ct = 0 puisque la métrique est plate au voisinage de x0, et puisque,
c’est là le seul point à remarquer si f est non constante, At ≤ 0. L’hypothèse
2 signifie que ht, qui est égale à h sur B(x0, δ) si on choisit δ assez petit, a un
minimum strict en x0 et que ce minimum vaut 0=Sg. Un développement limité
de ht en x0 montre que∫

B(x0,δ)

ht(ηut)2 ≥ λ

∫
B(x0,δ)

|x|2 ut2
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pour un réel λ > 0. Mais alors

λ

∫
B(x0,δ)

|x|2 ut2 ≤
c

δ2

∫
B(x0,δ)\B(x0,δ/2)

u2
t ≤

c

δ4

∫
B(x0,δ)\B(x0,δ/2)

|x|2 u2
t

ce qui contredit (8.1).
Notre sentiment est alors le suivant. Reprenons la remarque finale du chapitre

3 : le principe est de faire un développement limité en fonction de µt des deux
membres de l’inégalité issue de celle de Sobolev, au sens où, après changement
d’échelle, on évalue les intégrales en fonction de ce paramètre fondamental.
On obtient ainsi à partir de l’inégalité de Sobolev dans laquelle on introduit
l’équation vérifiée par ut :

h(x0)µ2
t ≤ (

n− 2
4(n− 1)

Sg(x0)−
(n− 2)(n− 4)

8(n− 1)
4gf(x0)
f(x0)

)µ2
t + o(µ2

t )

Or en reprenant le détails des calculs fait au chapitre 3, on constate que dans les
développements limités effectués, les coefficients des termes d’ordre 2 en µt sont
les seuls qui soient intrinsèques, c’est à dire invariants dans les changements de
cartes ( exp−1

xt
). En effet, au premier membre où l’on développe h, on obtient

(après h(x0)) les dérivées premières ∂ih(x0), tandis qu’au second membre (après
4gf(x0)) ce sont les dérivées d’ordre 3 qui apparaissent ; on peut faire le même
constat pour le développement de la métrique. Maintenant, si l’on regarde les
hypothèses du résultat d’E. Hebey et de M. Vaugon, on constate qu’elles re-
viennent à assurer la nullité des termes d’ordre 2 en µt et à faire porter le poids
du développement sur les termes d’ordre 4 (la situation technique du résultat
permet de ne pas faire apparaitre de termes d’ordre 3), la contradiction s’obte-
nant grâce à la condition de non dégénérécence de ∇2(h− n−2

4(n−1)Sg), condition
intrinsèque, et portant sur les termes d’ordre 4. Ces remarques étant faites, on
peut alors constater en ce qui concerne l’hypothèse (H2), bien que cela soit
moins évident, que d’après la théorie de Morse élémentaire, seuls les points cri-
tiques non dégénérés ont un sens intrinsèque. Il semble donc, si l’on veut se
passer de H1 ou H2, qu’il faille soit trouver un autre paramètre intrinsèque à
faire apparaitre, soit trouver une méthode radicalement différente pour prouver,
ou infirmer, les théorèmes établis dans notre travail. Remarquons que l’on pour-
rait être tenté d’utiliser l’identité de Pohozahev comme en dimension 3 pour
résoudre le problème, mais en fait on tombe sur la même difficulté. En effet, si
l’on insère l’équation dont est solution ut dans cette identité, on obtient après
quelques calculs, et, pour simplifier, en supposant que la métrique est plate au
voisinage de x0 :∫
B(0,δ)

η2(2ht + xk∂kht)u2
tdx+

∫
B(0,δ)

α(η)u2
tdx+ λt

∫
B(0,δ)

β(η)f tu
2∗

t dx ≤ 0

et l’on voit que les développements limités de h ou f vont faire apparaitre les
mêmes termes au mêmes ordres.

Mais l’on peut dire plus en ce qui concerne l’hypothèse sur le Hessien de f
aux points de maximum. Comme nous l’avons vu au chapitre 3, cette hypothèse
et la démonstration du théorème 1 sont étroitement liées à la ”seconde inégalité
fondamentale”

dg(xt, x0)
µt

≤ C
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que l’on peut obtenir pour une suite (ut) de solutions d’équations4gut+ht.ut =

λtf.u
n+2
n−2
t se concentrant. Or, on peut construire une suite de fonctions solutions

d’équation de ce type vérifiant tous les phénomènes de concentration, mais ne
vérifiant pas cette estimée. Considérons en effet la sphère Sn munie de métrique
standard s. Si l’on reformule les résultats connus (c.f. par exemple [17]), il existe
une unique fonction critique pour 1 et s, à savoir

h =
n− 2

4(n− 1)
Ss =

n− 2
4(n− 1)

et cette fonction critique possède comme fonctions extrémales d’une part les
constantes, et d’autre part les fonctions de la forme

u = a(b− cos r)−
n−2

2

où a 6= 0, b > 1, et r est la distance géodésique à un point fixé de Sn. Considérons
alors sur Sn une suite de points xt convergeant vers un point x0, et posons

ut = µ
n−2

2
t (µ2

t + 1− cos rt)−
n−2

2

où rt(x) = ds(x, xt) et µt est une suite de réels convergeant vers 0. Alors∫
M

u2∗

t dvs = 1

et on obtient ainsi une suite de solutions de l’équation

4sut +
n− 2

4(n− 1)
.ut = K(n, 2)−2u

n+2
n−2
t

où le second membre ne vérifie pas (Hf ), avec

SupMut = ut(xt) = µ
−n−2

2
t .

Cette suite se concentre et vérifie toutes les propriétés a/ à d/ exposées dans la
quatrième partie du chapitre 3, ceci quelque soit le choix de la suite xt → x0

et de la suite µt → 0. Par symétrie sphérique, on peut facilement trouver deux
suites (xt) et (µt) telles que

ds(xt, x0)
µt

→ +∞

en prenant par exemple µt = ds(xt, x0)2.
Encore une fois, il semble que l’hypothèse faite sur f ”fixe” la position du

point de concentration, et ainsi ”impose” une vitesse de convergence à la suite
(xt).

8.2 Quelques questions et perspectives.

Nous avons vu que l’étude des équations 4gu+hu = fu2∗−1 était liée à celle
des meilleures constantes dans les inclusions de Sobolev de H2

1 dans L
2n

n−2 . De la
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même manière, l’étude des inclusions de Sobolev de Hp
1 dans L

pn
n−p , où pn

n−p est
l’exposant critique, et des meilleures constantes associées, passe par l’étude des
équations de la forme

4pu+ hu = fu
pn

n−p−1

où 4pu = −∇(|∇u|p−2
g ∇u) est le p-laplacien ; voir par exemple O. Druet, E.

Hebey [11] et Z. Faget [14]. Là aussi les méthodes variationnelles sont à la base
de l’étude : la fonctionnelle considérée est

I(u) =
∫
|∇u|pg +

∫
hup

d’où le lien avec l’inclusion de Sobolev

(
∫
u

pn
n−p )

n−p
n ≤ K(n, p)

∫
|∇u|pg +B

∫
up

où K(n, p) est la meilleure constante associée. Le résultat de départ est encore
le suivant : Si

InfR
u

pn
n−p =1

I(u) < K(n, p)−1(Supf)−
n−p

n

alors l’équation a une solution minimisante u > 0 (sachant que l’inégalité large
est toujours vraie). On voit donc qu’il est facile d’étendre la définition des fonc-
tions critiques à cette situation. Il serait alors intéressant de savoir si l’on peut
trouver des résultats analogues à ceux de notre travail dans ce cadre.

Rappelons également une question que nous avons soulevée à l’issue du cha-
pitre 6 :

f étant donnée, existe-t-il des fonctions critiques constantes ?

Cela donnerait en quelque sorte une ”seconde meilleure constante B0(g, f)”
liée à f .

Terminons sur une question qui s’impose à l’issue de ce travail :

-Pour une fonction h quelconque sur M , existe-t-il des solutions (non
minimisantes) à 4gu+ hu = fu2∗−1 ?

Nous avons en effet vu que cette équation avait des solutions (minimisantes)
si h est sous-critique et si h est critique avec les hypothèses (H1) et (H2). Par
contre, les théories variationnelles ne donnent aucune réponse si h est supérieure
(et différente) à une fonction critique, ou si 4g + h n’est pas coercif. Dans ce
cas, si des solutions existent, elles ne peuvent être minimisantes. Il faut donc
employer d’autres méthodes pour étudier ces cas. Voir A. Bahri [4] qui traite le
cas f = cste et 3 ≤ dimM ≤ 6.



Chapitre 9

Appendice A :
démonstrations de quelques
propriétés

Nous donnons ici quelques démonstrations des propriétés élémentaires des
fonctions critiques que nous avons exposées au chapitre 1. Nous les avons
reportées ici pour rendre plus lisible ce premier chapitre, et parce qu’elles sont
très simples (bien qu’importantes).

L’opérateur 4g + h est forcément coercif pour h ∈ C0(M) si
λh,f,g = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

et si f > 0 sur M .

En effet, par définition

∫
M

|∇u|2g dvg +
∫
M

h.u2dvg ≥ λh,f,g

(∫
M

f |u|
2n

n−2 dvg

)n−2
n

≥ λh,f,g.Inf
M
f.

(∫
M

|u|
2n

n−2 dvg

)n−2
n

≥ λh,f,g.Inf
M
f.c.

(∫
M

|u|2 dvg
)

la dernière inégalité étant obtenue par l’inégalité de Hölder.

Si 4g + h est coercif, toute fonction k continue assez proche de h dans
C0(M) est telle que 4g + k est coercif.

Simplement par continuité de l’intégrale.

Si h est critique, nécessairement il existe x ∈M tel que h(x) > 0 .

Cela découle de l’exigence que nous avons faite que ∆g + h soit coercif. Il
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suffit d’appliquer la coercivité à la fonction 1 :∫
M

hdvg =
∫
M

|∇1|2g dvg +
∫
M

h.12dvg ≥
∫
M

12dvg

> 0

Par définition B0(g)K(n, 2)−2 est toujours une fonction (constante) faible-
ment critique pour toute fonction f et toute métrique g. Si de plus f ≡ 1, que
(M,g) n’est pas conformément difféomorphe à la sphère standard et est telle
que Sg = cste, B0(g)K(n, 2)−2 est une fonction critique, c’est la plus petite
fonction critique constante.

D’après la résolution du problème de Yamabe, on a avec ces hypothèses :

λg := Inf
H2

1−{0}

∫
M
|∇u|2g dvg +

∫
M

n−2
4(n−1)Sg.u

2dvg(∫
M
|u|

2n
n−2 dvg

)n−2
n

< K(n, 2)−2

(λg est ”l’invariant de Yamabe”). Donc il existe u > 0 solution de

4gu+ h.u = λg.u
n+2
n−2 avec

∫
M

u2∗dvg = 1 .

Alors

1 = (
∫
M

u2∗dvg)
2
2∗ ≤ K(n, 2)2

∫
M

|∇u|2g dvg +B0(g)
∫
M

u2dvg

≤ K(n, 2)2(
∫
M

|∇u|2g dvg +
∫
M

n− 2
4(n− 1)

Sg.u
2dvg)

+(B0(g)− n− 2
4(n− 1)

Sg.K(n, 2)2)
∫
M

u2dvg

≤ K(n, 2)2λg + (B0(g)− n− 2
4(n− 1)

Sg.K(n, 2)2)
∫
M

u2dvg .

Or
1−K(n, 2)2λg > 0

donc

B0(g) >
n− 2

4(n− 1)
Sg.K(n, 2)2

et donc d’après le théorème de Z. Djadli et O. Druet cité au chapitre 1,
(1.2) a des fonctions extrémales. Mais cela signifie exactement que la fonction
faiblement critique B0(g)K(n, 2)−2 a des solutions minimisantes, elle est donc
critique.

Les fonctions critiques se transforment dans les changements de métrique
conformes exactement comme la courbure scalaire.
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En effet, soit u ∈ C∞(M), u > 0 et g′ = u
4

n−2 g une métrique conforme à g.
Posons

h′ =
4gu+ h.u

u
n+2
n−2

c’est à dire 4gu+ h.u = h′.u
n+2
n−2 .

Pour montrer que pour toute fonction w ∈ H2
1 (M)− {0} :

Jh,f,g(w) = Jh′,f,g′(u−1.w)

il suffit de remarquer que :

dvg′ = u
2n

n−2 .dvg = u2∗ .dvg

et
|∇w|2g′ = u−

4
n−2 |∇w|2g .

Car alors ∫
M

f |w|2
∗
dvg =

∫
M

f |w|2
∗
u−2∗dvg′ =

∫
M

f
∣∣∣w
u

∣∣∣2∗ dvg′
et ∫

M

h′(
w

u
)2dvg′ =

∫
M

h′w2u2∗−2dvg =
∫
M

h′w2u
4

n−2 dvg .

Enfin, par intégration par parties∫
M

∣∣∣∇(
w

u
)
∣∣∣2
g′
dvg′ =

∫
M

|∇w|2g dvg −
∫
M

∆gu.w
2.u−1dvg .

Ainsi

Ih′,g′(
w

u
) :=

∫
M

∣∣∣∇(
w

u
)
∣∣∣2
g′
dvg′ +

∫
M

h′(
w

u
)2dvg′

=
∫
M

|∇w|2g dvg +
∫
M

(h′u
4

n−2 − ∆gu

u
).w2dvg

= Ih,g(w)

avec
h = h′u

4
n−2 − 4gu

u
et donc

Jh,f,g(w) = Jh′,f,g′(u−1.w) .

De plus si 4g + h est coercif ∀w ∈ H2
1 (M)∫

M

|∇w|2g dvg +
∫
M

hw2dvg ≥ c

∫
M

w2dvg

et alors ∀w ∈ H2
1 (M)∫

M

|∇w|2g′ dvg′ +
∫
M

h′w2dvg′ = Ih,g(uw) ≥ c

∫
M

u2w2dvg

≥ c

Sup
M

u2∗−2

∫
M

w2.u2∗dvg

≥ c

Sup
M

u2∗−2

∫
M

w2dvg′



108 Appendice A.

et donc 4g′ + h′ est coercif. En échangeant h et g avec h′ et g′, on voit que
4g′ + h′ est coercif si et seulement si 4g + h est coercif.

Ceci implique que h est critique pour f et g si et seulement si

h′ =
4gu+ h.u

u
n+2
n−2

est critique pour f et g′ = u
4

n−2 g. Ou d’une autre manière, h′ est critique pour
f et g′ = u

4
n−2 g si et seulement si

h = h′u
4

n−2 − 4gu

u

est critique pour f et g. (Ceci est aussi valable pour les fonctions sous-critiques
et faiblement critiques). De plus, w est une solution minimisante pour (h, f,g)
si et seulement si wu est une solution minimisante pour (h′, f,g′).

Dans le chapitre 3 §3.2 (mise en place), nous avons affirmé que si ut ⇁
u > 0, alors u est une solution minimisante. On montre en fait que ut → u
dans L2∗(M). On utilise pour cela le principe d’itération 2.3 et une définition
légérement modifiée mais équivalente du point de concentration : x est un point
de concentration si ∃ε > 0 tel que ∀δ > 0 lim sup

t→1

∫
B(x,δ)

u2∗

t dvg > ε. Remarquons

que si ut → u dans L2∗ sur un voisinage de x alors x ne peut être un point de
concentration. On utilise alors la formule (2.5) de la manière suivante : si pour η
valant 1 au voisinage de x on a limsup λtK(n, 2)2( Sup

Supp η
|f |).(

∫
Supp η

u2∗

t )
2
n < 1

alors, pour k et t assez proche de 1, Q(t, k, η) > 0 et donc, avec (2.4), (ηut) est
bornée dans L

k+1
2 2∗ et on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement

dans L2∗ , donc ut → u dans L2∗ sur un voisinage de x. Le principe si ut ⇁ u > 0
est alors le suivant. S’il n’existe pas de point de concentration, on voit avec cette
méthode que pour tout x, il existe une petite boule B(x, δ) sur laquelle ut → u
dans L2∗ . Mais alors, on recouvre M par un nombre fini de telles boules, et,
par exemple en utilisant une partition de l’unité, on obtient que ut → u dans
L2∗(M). S’il existe au moins un point de concentration x, on commence par
montrer, toujours en utilisant (2.3),(2.4) et (2.5), que si f(x) 6 0, ut → u dans
L2∗ au voisinage de x, donc que x n’est pas un point de concentration. On
montre alors de même que si x est un point de concentration, nécessairement,
∀δ > 0, limsup

∫
B(x,δ)

f.u2∗

t dvg = 1, et donc qu’il n’existe qu’un seul point de

concentration x0. Mais alors on voit que ut → 0 dans L2∗

loc(M − {x0}) ce qui
contredit le fait que ut ⇁ u > 0 dans L2∗(M). Par conséquent ut → u > 0
dans L2∗(M) et

∫
M
f.u2∗dvg = 1. On utilise ensuite le fait que h est faiblement

critique pour montrer que λ = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

et donc que u est solution de

4gu+ h.u = 1

K(n,2)2(Sup
M
f)

n−2
n

.f.u
n+2
n−2 et

∫
M
fu2∗dvg = 1, ce qui montre que u

est bien une solution minimisante. Cette méthode marche aussi bien sûr, quand,
comme au chapitre 6, on a une suite ft → f .



Chapitre 10

Appendice B : construction
d’une fonction de Green

Considérons une variété (M,g) compacte, sans bord, de dimension n ≥ 3.
Soit h ∈ C∞(M) telle que l’opérateur

4g + h

soit coercif. On cherche à construire une fonction C2

Gh : M ×M\{(x, x), x ∈M} → R

strictement positive telle que, au sens des distributions, on ait ∀x ∈M :

4g,yGh(x, y) + h(y)Gh(x, y) = δx . (10.1)

De plus, Gh vérifiera les estimées suivantes : il existe c > 0, ρ > 0 tels que
∀(x, y) avec 0 < dg(x, y) < ρ :

c

dg(x, y)n−2
≤ Gh(x, y) ≤

c−1

dg(x, y)n−2
(10.2)

|∇yGh(x, y)|
Gh(x, y)

≥ c

dg(x, y)
(10.3)

c et ρ varient continuement avec h

Gh(x, y)dg(x, y)n−2 → 1
(n− 2)ωn−1

quand dg(x, y) → 0 (10.4)

Beaucoup d’articles utilisent l’existence et les propriétés d’une telle fonc-
tion de Green, mais nous n’avons pas trouvé de référence qui en donnent une
démonstration prècise. Nous proposons donc ici un schéma rapide de construc-
tion de Gh, ce qui est trés classique, mais surtout l’obtention des estimées (10.2)
et (10.3) en utilisant des méthodes proches de celles intervenant dans notre tra-
vail.
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10.0.1 Première étape

On montre :
Soit Γ ∈ Lp(M), 1 < p < ∞. Alors il existe une solution β ∈ Hp

2 (M) de
l’équation ∆gβ + hβ = Γ.

Si p ≥ 2, il suffit d’appliquer les méthodes variationnelles classiques ; il faut
faire un peu plus attention si p < 2. Pour cela, on commence par utiliser une
estimée bien connue :

Si u est solution faible de 4gu = Γ, Γ ∈ Lp(M), 1 < p < ∞, alors u ∈
Hp

2 (M) et
‖u‖Hp

2
≤ c ‖Γ‖Lp + c ‖u‖Lp .

Or, si u est solution de ∆gu+hu = Γ , on sait que u ∈ Hp
2 et par conséquent

‖u‖Hp
2
≤ c ‖∆gu+ hu‖Lp + c ‖u‖Lp . (10.5)

En fait +c ‖u‖Lp est là pour tenir compte du fait que ∆gc = 0 pour toute
constante c. Mais quand ∆g + h est coercif, on peut obtenir mieux :

Si u est solution faible de 4gu + hu = Γ, Γ ∈ Lp(M), 1 < p < ∞, et si
∆g + h est coercif, alors u ∈ Hp

2 et

‖u‖Hp
2
≤ c ‖∆gu+ hu‖Lp

On montre en fait qu’il existe une constante C > 0 telle que pour toute
fonction u ∈ Hp

2 :
‖u‖Hp

2
≤ C ‖∆gu+ hu‖Lp . (10.6)

En effet, si une telle constante C n’existe pas, sur Hp
2 − {0}

‖∆gu+ hu‖Lp

‖u‖Hp
2

n’est pas minoré par une contante c > 0. Il existe donc une suite (vm) ∈ Hp
2 ,

vm 6= 0 telle que
‖∆gvm + hvm‖Lp

‖vm‖Hp
2

→ 0 .

En prenant vm

‖vm‖Lp
, on peut supposer que ‖vm‖Lp = 1. Alors ‖vm‖Hp

2
≥ 1, donc

‖∆gvm + hvm‖Lp → 0

et par (10.5), ‖vm‖Hp
2

est bornée. Par reflexivité, il existe v ∈ Hp
2 telle que

vm
Hp

2⇁ v .

Or l’inclusion Lp ⊂ Hp
2 est compacte, donc

vm
Lp

→ v

et ‖v‖Lp = 1. De plus comme vm
Hp

2⇁ v, pour tout φ ∈ D(M)∫
vm(∆gφ+ hφ) →

∫
v(∆gφ+ hφ) .
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Or ‖∆gvm + hvm‖Lp → 0, donc pour tout φ ∈ Lp′ (p′ conjugué de p)∫
φ(∆gvm + hvm) → 0

Donc ∀φ ∈ D(M) :
∫
φ(∆gv+hv) = 0 et donc ∆gv+hv = 0 faiblement et donc

fortement. Mais comme ∆g + h est coercif,∫
v(∆gv + hv) =

∫
(
∣∣∇v2

∣∣ + hv2) = 0 ⇒ v = 0

ce qui contredit ‖v‖Lp = 1.
Montrons donc maintenant le résultat annoncé :
Soit Γ ∈ Lp(M), 1 < p < ∞. Alors il existe une solution β ∈ Hp

2 (M) de
l’équation ∆gβ + hβ = Γ.

Il existe (Γk) ∈ C∞(M) telle que Γk
Lp

→ Γ. Comme Γk ∈ L2, les méthodes
variationnelles classiques donnent l’existence de solutions βk ∈ C∞ de

∆gβk + hβk = Γk

Comme ‖Γk‖Lp est bornée, par l’estimée (10.6) la suite (βk) est bornée dans
Hp

2 . Il existe donc β ∈ Hp
2 telle que

βk
Hp

2⇁ β .

Alors ∀φ ∈ D(M) : ∫
βk(∆gφ+ hφ) →

∫
β(∆gφ+ hφ) .

Mais comme βk ∈ C∞∫
βk(∆gφ+ hφ) =

∫
φ(∆gβk + hβk) =

∫
φΓk →

∫
φΓ

et donc ∀φ ∈ D(M) : ∫
β(∆gφ+ hφ) =

∫
φΓ .

Ainsi β est solution faible de ∆gβ + hβ = Γ.

10.0.2 Deuxième étape :

Soit y ∈ M fixé. On pose r := ry := dg(x, y). Soit également une fonction
cut-off ηy = η valant 1 dans B(y, δ) et valant 0 dans M\B(0, 2δ) pour δ > 0
assez petit. On pose alors

Γy := Γ = −∆g(
η

rn−2
)− h

η

rn−2
.

Notons que ∣∣∣∣∆g
1

rn−2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣n− 2
rn−1

∂r(ln
√

detg)
∣∣∣∣ ≤ c

rn−2
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où cette expression est à “lire” dans une carte exponentielle. Donc Γy ∈ Lp(M)
pour tout p < n

n−2 .
Soit enfin βy := β une solution faible de ∆gβy + hβy = Γy
On construit alors la fonction de Green de l’opérateur ∆g + h en posant

Gy :=
1

(n− 2)ωn−1
(βy +

ηy

rn−2
y

)

Gy est C∞ sur M\{y} et est solution sur M, au sens des distribution, de

4gGy + hGy = δy

La démonstration de cette dernière identité est classique et tout à fait analogue
au cas du laplacien dans Rn ; nous serons donc rapide.

Il faut utiliser la formule de Green

−
∫
B

v∆gu+
∫
B

(∇u,∇v)g =
∫
∂B

v
∂u

∂ν

où ν est la normale extérieure au domaine B.
Soit u ∈ C∞(M) et soit ε > 0 petit. On note ν− la normale intérieure à la

boule Bε := B(y, ε). Alors∫
M

Gy(∆gu+ hu) =
∫
M\Bε

Gy(∆gu+ hu) +
∫
Bε

Gy(∆gu+ hu) .

Sur M\Bε, Gy est C∞ donc∫
M\Bε

Gy(∆gu+ hu) =
∫
M\Bε

u(∆gGy + hGy) +
∫
∂(M\Bε)

(u
∂Gy
∂ν−

−Gy
∂u

∂ν−
) .

Or par définition de Gy, sur M\Bε : ∆gGy + hGy = 0. D’où∫
M

Gy(∆gu+ hu) =
∫
Bε

Gy(∆gu+ hu) +
∫
∂Bε

(Gy
∂u

∂ν
− u

∂Gy
∂ν

) .

- Comme Gy ∈ L1(M) et que u ∈ C∞(M)∫
Bε

Gy(∆gu+ hu) →
ε→0

0

- Ensuite∫
∂Bε

(Gy
∂u

∂ν
− u

∂Gy
∂ν

) =
1

(n− 2)ωn−1

∫
∂Bε

(β
∂u

∂ν
− u

∂β

∂ν
)

+
1

(n− 2)ωn−1

∫
∂Bε

1
rn−2

∂u

∂ν
− 1

(n− 2)ωn−1

∫
∂Bε

u
∂r−(n−2)

∂ν

Comme β ∈ Hp
2 pour p > 1, β ∂u∂ν − u∂β∂ν ∈ L

1(M) et donc

1
(n− 2)ωn−1

∫
∂Bε

(β
∂u

∂ν
− u

∂β

∂ν
) →
ε→0

0 .
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On a également∣∣∣∣∫
∂Bε

1
rn−2

∂u

∂ν

∣∣∣∣ ≤ Sup
M

|∇u|
∫
∂Bε

1
rn−2

≤ cSup
M

|∇u| .ε →
ε→0

0

- Enfin
− 1

(n−2)ωn−1

∫
∂Bε

u∂r
−(n−2)

∂ν = 1
ωn−1

∫
∂Bε

u 1
rn−1

= 1
ωn−1

. 1
εn−1

∫
∂Bε

u

→
ε→0

u(y)

d’où finalement ∫
M

Gy(∆gu+ hu) = u(y)

10.0.3 Troisième étape :

C’est la partie qui intéresse le plus directement notre travail puisqu’elle
concerne les estimées sur la fonction de Green. Nous allons montrer par
récurrence que pour tout ε > 0

|βy| ≤
c

rn−3+ε
et |∇βy| ≤

c

rn−2+ε
.

Pour cela on montre que rn−3+εβy et |∇βy| rn−2+ε sont dans C0(M). Le
principe est d’étudier l’équation vérifiée par ∆(rpβ) et d’en déduire avec les
théorèmes de régularité classiques à quels Hp

k appartiennent rpβ et ∇(rpβ). Ces
estimées entrainent la propriété (10.2).

Nous traiterons le cas où la dimension n ≥ 4, le cas de la dimension 3 étant
analogue mais plus facile. Pour alléger l’écriture nous noterons u ∈(Hp

k )
− pour

dire que u ∈(Hq
k) pour tout q < p aussi proche que l’on veut. Ainsi

1
rn−2

∈ (L
n

n−2 )−

et donc
βy ∈ (H

n
n−2
2 )− .

Rappelons que :
-si 1

p ≥
1
q −

k−m
n > 0 alors Hq

k(M) ⊂ Hp
m(M)

-si 1
q <

k−m
n alors Hq

k(M) ⊂ Cm(M)
-si pour 0 < α < 1 : 1

q <
1−α
n alors Hq

1 (M) ⊂ C0,α(M)
Ainsi

βy ∈ (H
n

n−2
2 )− ⊂ (H

n
n−3
1 )− ⊂ (L

n
n−4 )−

et donc |∇βy| ∈ (L
n

n−3 )−.
Soit p un réel 1 < p ≤ 2. On a en utilisant l’équation

∆gβy + hβy = −∆g(
η

rn−2
)− h

η

rn−2

vérifiée par βy :

∆g(rpβ) = rp∆gβ + β∆gr
p − 2(∇rp,∇β)g

= −hrpβ − rp(∆g( η
rn−2 ) + h η

rn−2 ) + β∆gr
p − 2prp−1(∇r,∇β)g .
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Or :
i/ : hrpβ ∈ (L

n
n−4 )− car βy ∈ (L

n
n−4 )−

ii/ :
∣∣rp(∆g( η

rn−2 ) + h η
rn−2 )

∣∣ ≤ c
rn−2−p ∈ (L

n
n−(p+2) )−

iii/ : |β∆gr
p| ≤ crp−2 |β| ∈ (L

n
n−4 )−

iv/ :
∣∣rp−1(∇r,∇β)g

∣∣ ≤ rp−1 |∇βy| ∈ (L
n

n−3 )−.
Si 1 < p ≤ 2

L
n

n−4 ⊂ L
n

n−(p+2) ⊂ L
n

n−3 ⊂ L
n

n−(p+1)

Donc
Si 1 < p ≤ 2 : rpβ ∈ (H

n
n−(p+1)
2 )−

et on peut commencer la récurrence à un tel p.
Prenons donc comme hypothèse de récurrence que si p < n− 4 :

rpβ ∈ (H
n

n−(p+1)
2 )− .

Alors tant que p < n− 3 :

rpβ ∈ (H
n

n−(p+1)
2 )− ⊂ (H

n
n−(p+2)
1 )− ⊂ (L

n
n−(p+3) )−

et

∆g(rp+1β) = −hrp+1β−rp+1(∆g(
η

rn−2
)+h

η

rn−2
)+β∆gr

p+1−2(p+1)rp(∇r,∇β)g .

On a comme ci-dessus :
i/ : hrp+1β = hr(rpβ) ∈ (L

n
n−(p+3) )− par hypothèse de récurrence.

ii/ :
∣∣rp+1(∆g( η

rn−2 ) + h η
rn−2 )

∣∣ ≤ c
rn−3−p ∈ (L

n
n−(p+3) )−

iii/ :
∣∣β∆gr

p+1
∣∣ ≤ crp−1 |β| ∈ (L

n
n−(p+2) )− par hypothèse de récurrence.

iv/ : |rp(∇r,∇β)g| ≤ |rp∇β|. Or

rp∇β = ∇(rpβ)− β∇rp = ∇(rpβ)− p(rp−1β)∇r

or par hypothèse de récurrence, ∇(rpβ) ∈ (L
n

n−(p+2) )− et
∣∣(rp−1β)∇r

∣∣ =∣∣rp−1β
∣∣ ∈ (L

n
n−(p+2) )−.

Comme
L

n
n−(p+3) ⊂ L

n
n−(p+2)

on a finalement que ∆g(rp+1β) ∈ (L
n

n−(p+2) )− et donc rp+1β ∈ (H
n

n−(p+2)
2 )− d’où

le fonctionnement de la récurrence.
Ainsi pour tout réel 1 < p < n− 3 : rpβ ∈ (H

n
n−(p+1)
2 )−

Maintenant pour 0 < ε < 1

∆g(rn−3+εβ) = −hrn−3+εβ−rn−3+ε(∆g(
η

rn−2
)+h

η

rn−2
)+β∆gr

n−3+ε−crn−4+ε(∇r,∇β)g

i/ : hrn−3+εβ = hr2(rn−5+εβ) ∈ (L
n

2−ε )−

ii/ :
∣∣rn−3+ε(∆g( η

rn−2 ) + h η
rn−2 )

∣∣ ≤ c
r1−ε ∈ (L

n
1−ε )− ⊂ (L

n
2−ε )−

iii/ :
∣∣β∆gr

n−3+ε
∣∣ ≤ crn−5+ε |β| ∈ (L

n
2−ε )−

iv/ :
∣∣rn−4+ε(∇r,∇β)g

∣∣ ≤ ∣∣rn−4+ε∇β
∣∣ ≤ ∣∣∇(rn−4+εβ)

∣∣ + c
∣∣rn−5+εβ

∣∣ ∈
(L

n
2−ε )−
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Donc ∆g(rn−3+εβ) ∈ (L
n

2−ε )− et donc rn−3+εβ ∈ (H
n

2−ε

2 )− . Autrement dit,
pour tout 0 < ε′ << ε

rn−3+εβ ∈ H
n

2−ε+ε′
2

donc
rn−3+εβ ∈ H

n
2−ε+ε′
2 ⊂ H

n
1−(ε−ε′)
1 ⊂ C0,(ε−ε′)

et donc rn−3+εβ est bornée sur M .
Enfin

∆g(rn−2+εβ) = −hrn−2+εβ−rn−2+ε(∆g(
η

rn−2
)+h

η

rn−2
)+β∆gr

n−2+ε−crn−3+ε(∇r,∇β)g

i/ : hrn−2+εβ = hr(rn−3+εβ) ∈ C0 d’après ce qui précède
ii/ :

∣∣rn−2+ε(∆g( η
rn−2 ) + h η

rn−2 )
∣∣ ≤ crε ∈ C0

iii/ :
∣∣β∆gr

n−2+ε
∣∣ ≤ crn−4+ε |β| ∈ (L

n
1−ε )−

iv/ :
∣∣rn−3+ε(∇r,∇β)g

∣∣ ≤ ∣∣rn−4+ε∇β
∣∣ ≤ ∣∣∇(rn−3+εβ)

∣∣ + c
∣∣rn−4+εβ

∣∣ ∈
(L

n
1−ε )−

donc rn−2+εβ ∈ (H
n

1−ε

2 )−. Or (H
n

1−ε

2 )− ⊂ C1, donc ∇(rn−2+εβ) ∈ C0. Mais

∇(rn−2+εβ) = crn−3+εβ + rn−2+ε∇β

donc
∣∣rn−2+ε∇β

∣∣ ∈ C0.

10.0.4 Quatrième étape :

Il nous reste à montrer que Gy > 0 et l’estimée (10.3). Il s’agit en fait
essentiellement d’appliquer le principe du maximum. (Rappelons que notre La-
placien ∆g est le laplacien des géomètres, c’est-à-dire avec la convention “du
signe moins” : ∆g = −∇i∇i ; le principe du maximum devient donc un principe
du minimum !)

Sur M\{y} : ∆gGy + hGy = 0, donc Gy est C∞ sur M\{y}.
Notons Ut = M\B(y, t) pour t petit. Le principe du maximum appliqué à

Gy sur Ut nous dit que si Gy atteint un minimum négatif ou nul à l’intérieur de
Ut alors Gy = cste. Sinon Gy atteint son minimum sur le bord ∂Ut. Mais dans
B(y, t)

|βy| ≤
c

rn−3+ε
= r1−ε

c

rn−2

donc dans B(y, t) si t < δ

Gy(x) ∼
c

rn−2
→
x→y

+∞ .

En prenant t assez petit, ceci prouve que d’une part Gy n’est pas constante, et
d’autre part que Gy > 0.

Enfin, sur M
|∇βy| ≤

c

rn−2+ε
= r1−ε

c

rn−1

et ∣∣∣∇ η

rn−2

∣∣∣ ≤ c

rn−1
.

Donc sur M
|∇Gy| ≤

c

rn−1
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Sur B(y, δ) ∣∣∣∇ η

rn−2

∣∣∣ =
n− 2
rn−1

et donc sur B(y, δ)
c−1

rn−1
≤ |∇Gy| ≤

c

rn−1

et cette estimée est donc vraie sur tout M .
Comme par ailleurs Gy > 0 sur M , on a aussi sur tout M :

c−1

rn−2
≤ |Gy| ≤

c

rn−2
.

On en déduit (10.3).



Chapitre 11

Appendice C

Dans la partie centrale du chapitre 3, nous avons affirmé que

lim
t→1

Ct∫
B(0,δ)

u2
tdx

≤ εδ

où εδ → 0 quand δ → 0 et où

Ct =

∣∣∣∣∣
∫
B(0,δ)

η2(gijt − δij)∂iut∂jutdx

∣∣∣∣∣
Ceci est montré dans l’article de Z. Djadli et O. Druet [9], sur lequel

nous nous appuyons, dans le cas f = cste, et il n’y a pas de changements
pour une fonction f non constante. C’est pourquoi pour rendre plus lisible la
démonstration du chapitre 3 nous avons préféré reporter le calcul de cette limite.
Néanmoins, la démonstration de Z. Djadli et O. Druet se faisant dans un but et
dans un cadre différents, et avec f = cste, pour que notre travail soit “complet”,
nous reprenons rapidement pour le lecteur intéressé la démonstration dans cet
appendice.

Le développement de Cartan de la métrique g autour de xt, nous donne

Ct ≤ C

∫
B(0,δ)

η2 |Rmg(xt)(∇ut, x,∇ut, x)| dvgt

+εδ
∫
B(0,δ)

η2 |∇ut|2gt
dvgt

.

En intégrant par parties et en utilisant l’équation vérifiée par les fonctions ut et
l’estimée faible

∣∣∣x2u2∗

t

∣∣∣ ≤ cu2
t on obtient

∫
B(0,δ)

η2 |∇ut|2gt
dvgt

≤ C

∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

.

Ensuite le changement d’échelle faisant passer de ut à ũt nous donne

∇ũt = ∇(µ
n−2

2
t ut(µtx)) = µ

n
2
t (∇ut)(µtx)

117
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et par conséquent∫
B(0,δ)

η2 |Rmg(xt)(∇ut, x,∇ut, x)| dvgt = µ2
t

∫
B(0,δµ−1

t )

η2(µtx) |Rmg(xt)(∇ũt, x,∇ũt, x)| dvegt
.

On coupe l’intégrale de droite en deux∫
B(0,δµ−1

t )

=
∫
B(0,R)

+
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

.

Or sur B(0, R) : ũt
C0

→
t→t0

ũ qui est radiale, donc puisque x et ∇ũ sont colinéaires∫
B(0,R)

η2(µtx) |Rmg(xt)(∇ũt, x,∇ũt, x)| dvegt
→
t→t0

0 .

En rappelant que ∫
B(0,δ)

u2
tdvgt

= µ2
t

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

on voit que

lim
t→1

Ct∫
B(0,δ)

u2
tdx

≤ C lim
t→1

∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)
η2(µtx) |Rmg(xt)(∇ũt, x,∇ũt, x)| dvegt∫

B(0,δµ−1
t )

ũ2
tdvegt

+εδ .

Maintenant, pour des vecteurs x, y, par définition,

Rmg(P )(x, y, x, y) = K(P )(|x|g |y|g − (x, y)2g)

où K(P ) est la courbure sectionnelle au point P .
Donc en majorant K(P ) dans un voisinage de x0

|Rmg(xt)(∇ũt, x,∇ũt, x)| ≤ C[|∇(|x| ũt)|2egt
− (∇(|x| ũt), ν)2egt

]

où ν = x
|x| . En intégrant par parties, on obtient∫

B(0,δµ−1
t )\B(0,R)

η2(µtx)[|∇(|x| ũt)|2egt
− (∇(|x| ũt), ν)2egt

]dvegt

≤ C

∫
∂B(0,R)

∣∣∣∇(|x|2 ũ2
t )

∣∣∣
e
dσe

+
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)∆egt
(|x| ũt) |x| ũtdvegt

−
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)(∇(|x| ũt), ν)2egt
dvegt

+C
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0, δ
2µ

−1
t )

ũ2
tdvegt

où l’on a utilisé entre autres que

|∇η| ≤ c/δ

|∆η| ≤ c/δ2

∆(η2(µtx)) = µ2
t (∆η

2)(µtx)
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et que µ2
t |x|

2 ≤ δ2 sur B(0, δµ−1
t ).

De plus η2(µtx) → 1 uniformément sur ∂B(0, R), donc en développant
l’inégalité ci-dessus, pour t assez proche de t0 :∫

B(0,δµ−1
t )\B(0,R)

η2(µtx)[|∇(|x| ũt)|2egt
− (∇(|x| ũt), ν)2egt

]dvegt

≤ C

∫
∂B(0,R)

∣∣∣∇(|x|2 ũ2
t )

∣∣∣
e
dσe

+
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx) |x|2 ũt∆egt
ũt |x| ũtdvegt

+
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx) |x|∆egt
(|x|)ũ2

tdvegt

+C
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0, δ
2µ

−1
t )

ũ2
tdvegt

−2
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)ũt(∇ũt, x)2egt
dvegt

−
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)
[
(∇ũt, x)egt

+ ũt
]2
dvegt

.

On utilise maintenant la relation suivante :

|x|∆egt
(|x|) ≤ |x|∆e(|x|) + cµ2

t |x|
2 ≤ −(n− 1) + cµ2

t |x|
2

et l’équation vérifiée par ũt

ũt∆egt
ũt = λtf̃tũ

2∗

t − µ2
t h̃tũ

2
t

pour obtenir :∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)[|∇(|x| ũt)|2egt
− (∇(|x| ũt), ν)2egt

]dvegt

≤ C

∫
∂B(0,R)

∣∣∣∇(|x|2 ũ2
t )

∣∣∣
e
dσe + C

∫
B(0,δµ−1

t )\B(0, δ
2µ

−1
t )

ũ2
tdvegt

+
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)λtf̃tũ2∗

t |x|2 dvegt
−

∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)µ2
t h̃tũ

2
t |x|

2
dvegt

−(n− 1)
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)ũ2
tdvegt

+ C

∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)µ2
t ũ

2
t |x|

2
dvegt

−
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)
[
(∇ũt, x)egt

+ ũt
]2
dvegt

−2
∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)ũt(∇ũt, x)2egt
dvegt

Or puisque n ≥ 4

−(n−1)ũ2
t−2ũt(∇ũt, x)2egt

−
[
(∇ũt, x)egt

+ ũt
]2 = −(n−4)ũ2

t−
[
(∇ũt, x)egt

+ 2ũt
]2 ≤ 0 .

De plus avec l’estimée ∣∣∣x2ũ2∗

t

∣∣∣ ≤ εRũ
2
t
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on obtient∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)λtf̃tũ2∗

t |x|2 dvegt
≤ εR

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

et enfin∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)µ2
t (C−h̃t)ũ2

t |x|
2
dvegt

≤ Cδ2
∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

= εδ

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

où εR →
R→+∞

0 et εδ →
δ→0

0.

D’où finalement∫
B(0,δµ−1

t )\B(0,R)

η2(µtx)[|∇(|x| ũt)|2egt
− (∇(|x| ũt), ν)2egt

]dvegt

≤ C

∫
∂B(0,R)

∣∣∣∇(|x|2 ũ2
t )

∣∣∣
e
dσe + C

∫
B(0,δµ−1

t )\B(0, δ
2µ

−1
t )

ũ2
tdvegt

+εR
∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

+ εδ

∫
B(0,δµ−1

t )

ũ2
tdvegt

.

Mais maintenant, à R fixé

ũt
C1

→
t→t0

ũ = (1 +
λf(x0)
n(n− 2)

|x|2)−
n−2

2 sur ∂B(0, R)

donc
∇(|x|2 ũ2

t )∇(|x|2 ũ2) = |x|2∇(ũ2) + ũ2∇(|x|2) .

Or ∫
∂B(0,R)

∣∣∣∇(|x|2 ũ2)
∣∣∣
e
dσe ∼ C.R−(n−4)

et de plus

lim
t→1

1∫
B(0,δµ−1

t )
ũ2
tdvegt

≤ lim
t→1

1∫
B(0,R′)

ũ2
tdvegt

∼ 1∫
B(0,R′)

ũ2dx

pour tout R′ fixé, avec si n = 4
∫
B(0,R′)

ũ2dx→ +∞ lorsque R′ → +∞ .

En utilisant la concentration L2 (point d/ de l’étude du phénomène de
concentration du chapitre 3), on obtient donc en fin de compte

lim
t→1

Ct∫
B(0,δ)

u2
tdx

≤ εR + εδ + C.R−(n−4) lim
t→1

1∫
B(0,R′)

ũ2
tdvegt

d’où en faisant tendre R vers l’infini

lim
t→1

Ct∫
B(0,δ)

u2
tdx

≤ εδ

où εδ → 0 quand δ → 0 .
Comme on le voit, la présence d’une fonction f au second membre de

l’équation Eh,f,g ne pose pas de difficulté dans l’obtention de cette limite, car
on peut toujours majorer f par son Sup dans les intégrales. De plus, aucune
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dérivée de f n’apparaissant, ces calculs restent valables dans le cas d’une fa-
mille d’équations du type

∆gut + htut = ftut

où l’on a une famille de fonctions (ft) au second membre, tant que les ft sont
uniformément bornées. Nous nous servons de cela au chapitre 6.



Chapitre 12

Appendice D : notations et
conventions

Nous nous sommes efforcés de garder les notations et les conventions sui-
vantes dans notre travail.

Données : On considère une variété riemannienne compacte (M,g) de di-
mension n ≥ 3. Soit f : M → R une fonction C∞ fixée telle que Max

M
f > 0.

Soit aussi h ∈ C∞(M) avec l’hypothèse supplémentaire que l’opérateur 4g + h
est coercif si f change de signe sur M .

On considère l’équation

(E′h) = (E′h,f ) = (E′h,f,g) : 4gu+ h.u = f.u
n+2
n−2 .

On note souvent 2∗ = 2n
n−2 , remarquons alors que 2∗ − 1 = n+2

n−2 .
Convention : Nous utilisons toujours ces “notations” : g,g′,gt, etc pour

les métriques (en gras g pour les distinguer plus clairement des fonctions) ;
h, h′, ht, etc pour les fonctions du premier membre définissant l’opérateur4g+h ;
et enfin f, f ′, ft, etc pour celles du deuxième membre ; de plus u, ut, etc désignent
les fonctions inconnues ou les solutions de 4gu+ h.u = f.u

n+2
n−2 .

On s’intéresse aux solutions minimisantes de E′h,f,g : on dit que u ∈ H2
1 (M)

est minimisante pour (E′h,f,g) (ou par abus de langage, minimisante pour h) si
pour

Ih,g(w) =
∫
M

|∇w|2g dvg +
∫
M

h.w2dvg

on a
Ih,g(u) = inf

w∈Hf

Ih,g(w) := λh,f,g

où
Hf = {w ∈ H2

1 (M)/
∫
M

f |w|
2n

n−2 dvg = 1}.

On utilise aussi la fonctionnelle

Jh,f,g(w) = Jh(w) =

∫
M
|∇w|2g dvg +

∫
M
h.w2dvg(∫

M
f |w|

2n
n−2 dvg

)n−2
n

122
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et la partie de H2
1 (M) pour laquelle elle est définie

H+
f = {w ∈ H2

1 (M)/
∫
M

f |w|
2n

n−2 dvg > 0}.

Alors
inf
w∈Hf

Ih,g(w) = inf
w∈H+

f

Jh,f,g(w) = λh,f,g

L’équation d’Euler associée au problème de minimisation de Ih,g(w) sur Hf est

(Eh) = (Eh,f ) = (Eh,f,g) : 4gu+ h.u = λh,f,gf.u
n+2
n−2

où λh,f,g apparait comme une constante de normalisation liée à la condition∫
M

f |w|
2n

n−2 dvg = 1

L’équation d’Euler associée à Jh,f,g(w) et H+
f est identique, mais sans cette

constante.
Pour étudier ces équations, nous utilisons des équations associées

(Et) : 4gut + ht.ut = λtft.u
n+2
n−2
t

où en général λt = λht,ft,g et dans certains cas λt ≤ λht,ft,g.
Les théorèmes des chapitres 3 à 6 utilisent l’hypothèse suivante :
Hypothèses (H) : On suppose que le Hessien de la fonction f : M → R,

telle que Sup
M
f > 0, est non dégénéré en chaque point de maximum de f. En

outre, les fonctions h considérées sont telles que 4g+h est coercif et l’on suppose
dimM ≥ 4. On parle des hypothèses (Hf ) pour désigner celles concernant la
fonction f .

En ce qui concerne les notations les plus générales :
Nous notons

Lp(M) = Lp

l’ensemble des fonctions de puissance p-ième intégrable ; l’espace M considéré
étant sous-entendu s’il n’y a pas d’ambiguité.

‖.‖Lp(M) = ‖.‖Lp = ‖.‖p

est la norme associée.
Hp
k (M) = Hp

k

désigne l’espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées jusqu’à l’odre k sont
dans Lp et

‖.‖Hp
k (M) = ‖.‖Hp

k

les normes correspondantes. En ce qui concerne les convergences, la flèche ⇁
désigne une convergence faible, et la flèche → désigne une convergence forte.

Pour la variété Riemannienne (M,g)

dvg
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désigne l’élément de volume riemannien associé à g.Le laplacien riemannien
associé à g est noté

∆g = −∇i∇i
(attention au signe moins)

|∇u|g
est la norme de ∇u pour la métrique g. Lorsqu’il n’y a pas de doute sur la
métrique considérée, g est sous-entendue ; ainsi∫

M

|∇u| =
∫
M

|∇u|g dvg .

Par ailleurs, nous utilisons la métrique euclidienne ξ, les notations correspon-
dantes étant

∆e = −
∑
i

∂2
ii , |∇u|e , dx, dσe

où dx est la mesure de Lebesgue et dσe la mesure induite sur la sphère de
dimension n− 1.

Enfin, les meilleures constantes K(n, 2) et B0(g) sont parfois notées K et B
pour simplifier quelques expressions. Le principe général est d’ailleurs que, pour
alléger certaines expressions assez longues apparaissant dans ce travail, certains
indices sont omis lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté :

λh,f,g = λh

Jh,f,g = Jh

et ainsi de suite...
Dans le détail :
- B(x, δ) est la boule de centre x et de rayon δ pour la distance géodésique.
- x0 est toujours l’(unique) point de concentration de la suite ut.
- xt est un point de maximum de ut, et, à extraction près, xt → x0

-µt paramètre fondamental est défini par

Max
M

ut = ut(xt) := µ
−n−2

2
t

- δ désigne toujours le rayon d’une petite boule autour de xt ou de x0.
- η désigne toujours une fonction cut-off.
- les familles associées à l’équation (Eh,f,g) par les équations (Et) sont in-

dexées par un paramètre t→ t0 où nous prenons souvent t0 = 1.
- c, C, c′, C ′ désignent toujours des constantes indépendantes des paramètres

variables tels que t ou δ ou R.
-εδ →

δ→0
0, εR →

R→+∞
0, εδ,t −→

δ→0,t→1
0

Pour les équations numérotées (a.b), a est le numéro du chapitre et b est le
numéro de l’équation dans le chapitre.
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