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Le secret de I'industrie moderne, c’est 'utilisation intelligente des résidus.

Roy Lewis, Pourquoi j’ai mangé mon pére

Le feuilletage consiste a travailler la pate (détrempe) en lui incorporant du beurre par la
technique du "tourage", c’est & dire en la pliant sur elle-méme et en ’applatissant au
rouleau un certain nombre de fois, tout en la laissant reposer entre chaque opération. Plus
on fait de tours, plus les "feuillets" sont gonflés et nombreux.

Larousse Gastronomique
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Introduction

Ce travail de theése porte sur la définition et I’étude des propriétés d’un résidu de Wodzicki
pour les variétés feuilletées compactes mesurées. Pour arriver a ce but, les outils de la théorie
des algébres d’opérateurs sont utilisés de maniére essentielle, dans ’esprit de la géométrie non
commutative, développée par Alain Connes.

Le résidu de Wodzicki (appelé aussi résidu non commutatif) d’un opérateur pseudo-
différentiel sur une variété compacte de dimension n a été introduit en 1985 par Mariusz
Wodzicki [Wod87|, aprés des travaux d’Adler, Guillemin et Manin [Kas89|. Le résidu non
commutatif a de nombreuses applications & des domaines trés variés.

— (C’est un instrument analytique trés puissant pour étudier la théorie spectrale des opéra-
teurs pseudo-différentiels, la fonction ¢ d’opérateur [Wod82, Wod84] et le développement
du noyau de l'opérateur de la chaleur [Sch99, Lot92a, Gil95].

— Il permet de calculer des invariants toplogiques ou géométriques pour les variétés :
invariants de Novikov-Shubin [GI0O0b, GI00a|, invariants eta [Mel95, LP00, Wod84,
Lot92b],. ..

— Il est également devenu un élément important de la géométrie non commutative [Co94,
CL92, Co88b]. Un théoréme démontré en 1988 par Connes [Co88a| établit, par exemple,
Pégalité (a un coefficient multiplicatif prés) entre la trace de Dixmier d’un opérateur
pseudo-différentiel d’ordre —n et le résidu non commutatif de cet opérateur, et étend
ainsi la définition de la trace de Dixmier & ’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre entier. De méme, ce résidu non commutatif a permis & Connes et Moscovici de
formuler le théoréme de l'indice local, de maniére abstraite [CM95, Co81].

Le but de cette thése est de généraliser le résidu non commutatif au cas des opérateurs
pseudo-différentiels longitudinaux sur une variété feuilletée compacte munie d’une mesure
transverse invariante. Avant de proposer un plan détaillé de ce travail, introduisons en quelques
mots le résidu de Wodzicki et les feuilletages mesurés (vus comme objets de la géométrie non
commutative).

Commencons par énoncer cing propriétés qui caractérisent le résidu de Wodzicki d’un
opérateur P sur une variété compacte M de dimension n. [Sch99] :

1. C’est un objet local : il est donné par l'intégration d’une densité sur la variété ne
dépendant que du symbole d’ordre —n.

2. Il est donné par le coefficient logarithmique de ’expansion asymptotique du noyau de
Schwartz de ’opérateur au voisinage de la diagonale.

3. C’est un objet globalement défini : c’est le résidu de la fonction méromorphe définie

par z +— ﬁTT(PA_Z), ou A est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m elliptique
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admettant des puissances complexes (on peut se limiter au cas d’un opérateur différentiel
positif inversible).

4. 11 s’exprime également en termes des coefficients du développement asymptotique du
noyau de l'opérateur de la chaleur Pe'4, associé & un opérateur A admettant des puis-
sances complexes, lorsque ¢ tend vers 0.

5. Enfin, il définit une trace résiduelle sur ’algébre des opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre entier ; si la variété considérée est connexe et de dimension n > 2, c’est I'unique
trace (& constante multiplicative prés) sur l'algébre des opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre entier.

Ce résidu a été 'objet d’études et de généralisations récentes.

— Kontsevich et Vishik [KV95] ont généralisé 1'utilisation de fonctions holomorphes d’opé-
rateurs et utilisé le résidu non commutatif pour définir une notion de déterminant gé-
néralisé.

— Fedosov, Golse, Leichtnam et Schrohe [FGLS96] ont défini un résidu de Wodzicki pour
les opérateurs pseudo-différentiels de ’algébre de Boutet de Monvel pour une variété a
bords.

— Lesch [Les99]| et Schrohe [Sch97a, Sch97b| ont étendu la définition aux cas de variétés
avec des singularités coniques et a des opérateurs pseudo-différentiels avec des symboles
comportant des termes logarithmiques.

— Raphagl Ponge [Pon00] a défini le résidu non commutatif pour les variétés de Heisenberg.

Introduisons maintenant brievement un cadre approprié pour développer un résidu non
commutatif feuilleté : celui développé par Connes pour les feuilletages mesurés.

Un des premiers exemples concrets de la géométrie non commutative a été fourni par
I’étude des feuilletages. Etant donnée une variété lisse compacte M munie d’'un feuilletage
régulier F et d’une mesure transverse p, le but est d’étudier I’espace-quotient M /F, qui est
en général un espace singulier.

£ >

Le feuilletage de Kronecker

Dans ’exemple trés simple du feuilletage de Kronecker sur le tore T?, dans lequel le
feuilletage Fy est défini sur le tore par des feuilles de dimension 1 difféomorphes & R qui
s’enroulent sur le tore selon un angle 6 tel que /27 soit irrationnel, le feuilletage est ergodique.
L’espace quotient est donc un espace singulier : toute fonction continue passant au quotient
est presque partout constante, puisqu’elle est constante sur chaque feuille ; par continuité, elle
est donc constante. Ainsi, I’algébre des fonctions continues sur T?/Fy est réduite & I’algébre
C des nombres complexes.
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Pour comprendre ces objets quotients, Connes a défini, en 1978 [Co79], la C*-algebre ré-
duite et ’algébre de Von Neumann correspondant a un feuilletage, en utilisant le groupoide
d’holonomie associé & un feuilletage. Cette relation établie entre feuilletages et algébres d’opé-
rateurs non commutatives a permis d’exhiber des exemples trés variés d’algebres de
von Neumann et a fourni des exemples intéressants de C*-algébres de groupoides. Cette
construction continue de nourrir la géométrie non commutative et a été récemment géné-
ralisée par Claire Debord [Deb00] au cas des feuilletages singuliers. Les algébres non commu-
tatives des feuilletages ont été étudiées en détail, notamment par Fack, Hilsum et Skandalis
[FS82a, FS82b, FS80, HS83], et ont permis de relier certaines propriétés géométriques des
feuilletages aux propriétés de leurs algébres d’opérateurs. Connes a notammment développé
un calcul pseudo-différentiel longitudinal sur le feuilletage qui lui permet en particulier de
généraliser aux feuilletages le théoréme de 'indice d’Atiyah-Singer [Co79, Co82, CS81, CS84].
Ce calcul pseudo-différentiel est un cas particulier du calcul pseudo-différentiel sur un grou-
poide défini par Bertrand Monthubert [Mon98| (et simultanément par Nistor, Weinstein, Xu
[NWX99]). Il sera l'un des objets principaux de cette étude et sera décrit, dans le cadre des
C*-modules hilbertiens définis par Rieffel et Kasparov [Lan95]. Comme dans les travaux de
Saad Baaj [BJ83, Baa88a, Baa88b|, les opérateurs pseudo-différentiels seront vus comme des
opérateurs entre des C*-modules hilbertiens.

Donnons & présent un plan plus détaillé des chapitres composant cette thése et de leur
contenu. Les trois premiers chapitres sont essentiellement des chapitres de rappel, tandis que
les deux derniers présentent les résultats originaux. Ce texte comporte également deux appen-
dices. Dans le premier, on donne la démonstration, fournie par G. Skandalis, d’une propriété
C*-algébrique utilisée dans le chapitre 1. Dans le second on rappelle sans démonstration 1'es-
sentiel de la théorie des opérateurs sur les C*-modules hilbertiens sur la base d’un cours de
DEA dispensé par G. Skandalis [Ska96]. Nous donnons également la preuve de deux lemmes
sur les opérateurs réguliers utilisés dans le chapitre 4.

Chapitre 1 Ce premier chapitre introduit les notions essentielles sur les feuilletages qui se-
ront utilisées par la suite.
Aprés avoir donné plusieurs définitions classiques et équivalentes d’un feuilletage, on
rappelle la notion d’holonomie, et la définition du groupoide d’holonomie d’un feuille-
tage.
On aborde ensuite ’aspect mesuré du feuilletage, en rappelant les notions de mesures
longitudinales (appelées fonctions généralisées par Connes) et de mesures transverses.
Comme nous aborderons le cas de mesures longitudinales de classe C*, il sera utile
d’avoir non seulement des mesures transverses, mais également des distributions trans-
verses invariantes par holonomie. Nous relierons cette notion & une définition équivalente
en termes de courants, celle de courant fermé feuilleté.
Pour finir on rappelle les définitions des C*-algébres réduites et maximales pour le
feuilletage, et la construction d’une trace sur la C*-algébre réduite du feuilletage a
partir de la donnée d’une mesure transverse invariante par holonomie.

Chapitre 2 Ce second chapitre présente la théorie classique du résidu de Wodzicki pour les
opérateurs pseudo-différentiels sur une variété compacte. Aprés un rappel de la théo-
rie usuelle des opérateurs pseudo-différentiels, nous explicitons les cing caractérisations
possibles du résidu de Wodzicki évoquées plus haut et nous les relions entre elles, en
reprenant les travaux précédents sur le sujet [KV95, Kas89, Sch99, Pon96, Wod87].
Nous rappelons également la définition des puissances complexes d'un opérateur dif-
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férentiel, dans le cadre des opérateurs pseudo-différentiels & parameétre construit par
Shubin [Shu87].

Chapitre 3 Ce troisiéme chapitre revient sur la définition proposée par Connes pour le calcul

pseudo-différentiel longitudinal sur un feuilletage (M, F), avec M une variété compacte.
On rappelle dans ce cadre la notion de famille de classe C* (k > 0) d’opérateurs pseudo-
différentiels sur une fibration triviale, et I’équivalence démontrée dans [Co79] entre les
deux définitions possibles pour un opérateur pseudo-différentiel longitudinal & support
compact : la formulation globale, comme G-opérateur pseudo-différentiel G-équivariant
sur le groupoide équivaut a la formulation locale, comme somme de familles d’opérateurs
& support compact sur des ouverts trivialisants et d’opérateurs régularisants & support
compact.
Aprés avoir montré, comme dans [Co79], l'existence de parametrix pour les opérateurs
pseudo-différentiels longitudinaux elliptiques & support compact, on étudie les proprié-
tés de régularité des opérateurs pseudo-différentiels & support compact en utilisant la
théorie des C*-modules hilbertiens. On rappelle notamment la généralisation de la pro-
position (VIIL1) de [Co79] formulée par Monthubert et Pierrot [MP97] : les opérateurs
pseudo-différentiels & support compact d’ordre strictement négatif sur le feuilletage dé-
finissent des éléments de la C*-algébre, tandis que les opérateurs d’ordre 0 définissent
des multiplicateurs bornés.

On s’intéresse ensuite 4 la régularité des opérateurs pseudo-différentiels elliptiques d’ordre
positif & support compact et on montre que ces opérateurs définissent des opérateurs
réguliers (au sens de Baaj) sur la C*-algébre. L’image d’un opérateur régulier par une
représentation non dégénérée étant un opérateur régulier, ceci implique toutes les pro-
priétés classiques des opérateurs elliptiques considérés comme agissant sur les sections
L? d’un fibré sur le feuilletage.

Chapitre 4 Grace a ’approche du chapitre précédent en termes d’opérateurs non bornés sur
des C*-modules, nous définissons les puissances complexes d’un opérateur A différentiel
longitudinal & support compact strictement positif en utilisant le calcul fonctionnel
pour les opérateurs réguliers et le calcul pseudo-différentiel & paramétre de Shubin vu
au chapitre 2.

Nous montrons que A% s’écrit comme somme
A’ = B(s) + R(s)

d’une famille holomorphe B(s) d’opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux a sup-
port compact et d'une famille holomorphe R(s) d’éléments de la C*-algebre, telle que
pour tout opérateur P pseudo-différentiel & support compact, PR(s) et R(s)P sont des
familles holomorphes d’éléments de la C*-algébre.

Ceci nous permet de définir, pour tout opérateur P pseudo-différentiel de classe C¥
d’ordre m > 0 elliptique & support compact, et tout s € R, des modules de Sobolev
tangentiels H?(P) comme des C*-modules hilbertiens sur la C*-algébre du feuilletage.
Le module H?(P) est défini comme complétion du domaine d’un opérateur régulier
(1+ P*P)S/ 2m dans le C*-module hilbertien E pour le produit scalaire donné par

(u, v)s = (1 + P*P)*/*u, (1+ P*P)** )

Nous retrouvons alors les analogues de plusieurs propriétés classiques pour les espaces
de Sobolev.



17

1. Les modules de Sobolev H3(P) sont indépendants de 'opérateur elliptique P choisi
pour les définir.

2. Les modules H? et H-® sont des C*-modules en dualité.

3. On a H® C H* lorsque s > s'. L’inclusion est un morphisme compact au sens des
C*-modules pour s > s'.

4. Un opérateur pseudo-différentiel d’ordre de partie réelle mgy définit pour tout s € R
un morphisme H? — H>7™0,

Nous terminons ce chapitre en donnant une définition plus générale pour un opérateur
régularisant : il s’agit d’un opérateur qui est un morphisme borné de H? dans H! pour
tous s,t € R.
Ceci nous permet de définir une algébre d’opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux
sur le feuilletage qui contient 1’algébre des opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux
A support compact et qui est adaptée au calcul fonctionnel pour les opérateurs.

REMARQUES

1. Les modules de Sobolev précédemment définis généralisent les espaces de Sobolev
deéfinis par Connes dans [Co79]. Les espaces définis par Connes sont en effet les
images par la représentation réguliére des C*-modules de Sobolev réduits, définis
sur la C*-algébre réduite du feuilletage.

2. De méme, ces résultats étendent partiellement des résultats antérieurs de Kordyu-
kov [Kor85, Kor93, Kor95]. Les espaces de Sobolev H":*(M, F) définis par Kordyu-
kov sont, comme précédemment, les images, par une représentation de la C*-algébre
maximale, des modules de Sobolev H?. Kordyukov a également défini dans ce cadre,
en utilisant les résultats de Seeley [See67], les puissances complexes pour des opé-
rateurs pseudo-différentiels longitudinaux elliptiques, alors que nous n’étudions ici
le calcul fonctionnel dans le cadre des C*-modules hilbertiens que dans le cas des
opérateurs différentiels longitudinaux positifs et & support compact.

Chapitre 5 Dans ce dernier chapitre, nous étudions dans le cadre d’un feuilletage mesuré
de variété base compacte les cinq propriétés qui caractérisent le résidu non commutatif
classique.

1. Nous commencons par définir localement le résidu de Wodzicki feuilleté pour une
famille (P)ier de classe C* d’opérateurs pseudo-différentiels a support compact
dans un ouvert trivialisant pour le feuilletage de la forme L x T. On pose

ResP:/Res (Py)du(t)

en désignant par Res (P;) le résidu de Wodzicki ordinaire pour 'opérateur pseudo-
différentiel P;, et par p la mesure transverse invariante. Nous montrons ensuite,
en utilisant les propriétés de la mesure p que cette définition locale ne dépend
pas de 'ouvert trivialisant considéré, et qu’elle peut ainsi étre étendue a tous les
opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux. Nous retrouvons également le fait
que le résidu feuilleté définit une 1-densité sur le feuilletage.

2. Ce résidu non commutatif s’exprime, comme dans le cas classique, comme le coef-
ficient logarithmique de I'expansion asymptotique du noyau de ’opérateur au voi-
sinage de la diagonale.
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3. Une définition globale peut également étre retrouvée pour le résidu non commutatif
feuilleté : c’est le résidu de la fonction méromorphe définie par z — T'r(P(z)), ou
P(z) est une fonction holomorphe d’opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux
vérifiant P(0) = P et ord(P(z)) = ord(P) — z. D’aprés les résultats du chapitre
précédent, on peut en particulier choisir P(z) = %PA*Z , avec un opérateur A dif-
férentiel longitudinal & support compact d’ordre m strictement positif (par exemple
A =14 A avec A le laplacien positif).

4. Comme dans le cas classique, il est possible, a partir des propriétés du résidu non
commutatif feuilleté, de définir et d’étudier les fonctions ¢ d’opérateurs associées
aux opérateurs différentiels elliptiques positifs. En utilisant la transformée de Mel-
lin, nous retrouvons également le lien classique entre le résidu non commutatif et
les coefficients du développement de la trace de 'opérateur de la chaleur associé a
un opérateur différentiel elliptique positif.

5. Enfin, nous discutons des propriétés traciales du résidu non commutatif feuilleté.
Comme précédemment, il définit une trace résiduelle sur ’algébre des opérateurs
pseudo-différentiels d’ordre entier. Cette trace n’est pas nécessairement unique,
et nous montrons que la donnée d’une trace sur l’algebre des opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre entier transversalement de classe C* équivaut a la donnée d’une
distribution transverse invariante par holonomie et s’étendant aux fonctions trans-
verses de classe C*. En particulier, il n’y a unicité que dans le cas k = 0 et si la
variété feuilletée admet une unique mesure transverse. Ces résultats rejoignent des
résultats récents de Moulay Benameur et Victor Nistor [BN01] sur I’homologie de
Hochschild de I’algébre des symboles longitudinaux a support compact transversa-
lement lisses.

Nous relions également nos résultats a ceux trés récents de Moulay Benameur et Thierry
Fack [BFO01] sur les triplets spectraux de von Neumann. Ils démontrent notamment un
théoréme analogue au théoréme de Connes sur la coincidence entre trace de Dixmier
(définie dans ce cadre par R. Prinzis [Pri95] et par T. Guido et D. Isola [GI95]) et résidu
non commutatif pour les opérateurs longitudinaux d’ordre —p si p désigne la dimension
du feuilletage. Nous terminons enfin en donnant dans le cadre des feuilletages mesurés
un exemple de triplet spectral de Von Neumann de spectre de dimension simple qui
est un analogue de 'objet défini par Alain Connes et Henri Moscovici [CM95] pour
démontrer un théoreme de 'indice local.

Ce travail ouvre la voie & plusieurs applications.

1. Développer le calcul fonctionnel pour les opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux
dans le cadre des C*-modules hilbertiens.

2. Définir plus généralement la fonction ¢ d’opérateur, et étudier ses propriétés, ainsi que
celles de ’opérateur de la chaleur.

3. Etudier, comme dans le cas classique, les applications géométriques du résidu non com-

mutatif feuilleté : propriétés des invariants eta du feuilletage, de 'invariant de Novikov-
Shubin du feuilletage, ...

4. FEtudier en détail le théoréme de 'indice local pour les feuilletages mesurés.



Chapitre 1

Feuilletages

1.1 Variétés feuilletées

Les feuilletages, dont 1’étude a été initiée par Ehresmann et Reeb dans les années 1940,
peuvent étre multiplement définis. Nous allons donner plusieurs définitions qui, bien qu’équi-
valentes entre elles, proposent chacune un éclairage particulier sur la nature des variétés
feuilletées. Pour la démonstration de l’équivalence de ces différentes définitions, le lecteur
pourra consulter les ouvrages de Godbillon [God91] ou de Camacho et Neto [CLN85].

Donnons-nous une variété M, de classe C'*° et de dimension p + q.

DEFINITION 1.1.1 — On appelle feuilletage de dimension p sur M une variété lisse F de di-
mension p ayant méme ensemble sous-jacent que M et satisfaisant a la condition suivante.

[l existe un recouvrement de M par des ouverts (U;);cr et des homéomorphismes ¢; : U; —
Vi C RP x RY tels que la famille (U, ¢ ) iy)crxra forme un systéme de cartes pour la variété
F, avec

Uiy = ‘P;I(Rp x {y}) et @iy = Piju;,, Uiy = Viy C R? x {y}.

On dit aussi que le couple (M, F) est une variété feuilletée. La variété M est appelée variété
base, et la variété F est appelée variété feuille.

Notons que la topologie définie par la variété feuille F est plus fine que la topologie définie
par la variété base M, car sur U;, la topologie de F correspond au produit de la topologie
de RP par la topologie discréte sur R%. On appelle feuilles les composantes connexes de la
variété F, et plagques de 'ouvert U; les composantes connexes des ouverts de F de la forme
Uiy = 07 HRP x {y}) (les plaques sont les composantes connexes de I'intersection des feuilles
avec un ouvert distingué). Notons que deux plaques dans un méme ouvert U; sont disjointes
par construction. Il est clair par définition que chaque feuille est une variété lisse de dimension
p immergée dans M mais pour laquelle la topologie induite n’est pas en général la topologie
de la variété M. Remarquons que la partition en feuilles de la variété F définit sur I’ensemble
sous-jacent & M une relation d’équivalence R. Cette remarque nous fournit une autre définition
possible pour un feuilletage :

DEFINITION 1.1.2 — Un feuilletage est la donnée d'un couple (M, R) formé d’une variété lisse
de dimension p + ¢ et d'une relation d’équivalence R sur M dont les classes d'équivalence sont
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RP

e

R4

F1G. 1.1 — Un tore feuilleté

connexes, tel que M admet un recouvrement ouvert par des cartes
w;i:U; = V; CRP x RY

vérifiant la propriété que les plaques - i.e. les composantes connexes de l'intersection de toute
feuille (classe d'équivalence) avec I'ouvert U; - sont de la forme ¢; '(R? x {y}).

Nous aurons besoin, dans la pratique, d’'une définition plus maniable, faisant intervenir
explicitement un atlas. On appelle pavé ouvert dans R* tout ouvert qui s’écrit comme produit
de k intervalles ouverts (éventuellement infinis).

DEFINITION 1.1.3 — On appelle feuilletage, ou wariété feuilletée (M, F) par un feuilletage de
dimension p (de classe C*°), une variété lisse M munie d'un atlas formé d’ouverts trivialisants,
c'est-a-dire d'ouverts de la forme Q ~ L x T, ou L et T désignent respectivement des pavés
ouverts de R” et de R? vérifiant la condition suivante :

les changements de cartes sont de la forme
U'=vy(,t) t'=T(t)
ol 7 est une fonction C* et I" un difféomorphisme lisse local.

Notons que pour toute donnée d’un tel atlas distingué, il existe un unique atlas distingué
mazximal le contenant. C’est ’ensemble des ouverts U de M trivialisants pour le feuilletage
et tels que, si QN U # () pour un ouvert € de l'atlas distingué, le changement de cartes sur
QNU est de la forme précédente

U'=vy,t) t'=T(t)
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ol 7 est une fonction C* et I' un difféomorphisme lisse local.
Notons ici que nous pouvons définir des classes plus générales de feuilletages, en affaiblis-
sant les conditions imposées & la variété M.

DEFINITION 1.1.4 — Soient L et T des ouverts respectifs de R? et R7. Une application 1) de

. ; . . . . a+B .
L x T dans R™ est dite de classe C/** avec j,k € N si les dérivées partielles gla—atg(l,t) existent

et sont continues sur L x T" pour tous les multi-indices (o, 3) tels que |a| < j et |G| < k.

Pour j > k, on appelle feuilletage de classe C9* une variété M de classe C* munie d’un
atlas comme ci-dessus, avec 9(1,t) une application de classe C7* et T de classe C*.

Cette définition d’un feuilletage peut aussi étre réduite sous la forme suivante, qui met en
avant la structure transverse au feuilletage.

DEFINITION 1.1.5 — Un feuilletage F est donné par une famille maximale de paires (U;, f)icr
formées d’un ouvert U; de M et d'une submersion f; : U; — R™ P vérifiant

1. UjerU; = M.

2. SiU;NU; #0, il existe g; j un difféomorphisme local lisse de R" 7 tel que f; = g, ; f; sur
U, N Uj.

Les submersions f; sont appelées applications distinguées de F.

Evoquons enfin une derniére caractérisation d’un feuilletage par la donnée d’un sous-fibré
de dimension p du fibré tangent. Notons tout d’abord que le fibré tangent au feuilletage F
définit naturellement un sous-fibré F' du fibré tangent a la variété. On dit qu’un sous-fibré F' du
fibré tangent est intégrable s’il existe un feuilletage F pour lequel F' = T'F. Un tel feuilletage
est unique et le théoréme de Frobenius permet de caractériser les sous-fibrés intégrables.

THEOREME 1.1 — Un sous-fibré F' du fibré tangent T'M est intégrable si et seulement s’il est
involutif, i.e. tel que C°(F) = {X € C*°(M,TM),Yx € M, X, € F,} est une sous-algébre de
Lie de C>°(M,TM).

CONSTRUCTIONS DE FEUILLETAGES ET EXEMPLES

EXEMPLES —

1. Feuilletage grossier L’exemple le plus simple de feuilletage est le feuilletage de codi-
mension 0 défini par une variété M sur elle-méme. Ce feuilletage est appelé feuilletage
grossier de M.

2. Feuilletage trivial de dimension 0 On peut également considérer le feuilletage de
dimension 0 formé sur M par l'ensemble de ses points, considéré chacun comme une
feuille.

3. Feuilletage produit On appelle feuilletage produit ou feuilletage trivial le feuilletage
naturel défini sur le produit M = L x T de deux ouverts connexes respectifs de R? et
RY dont les feuilles sont les L x {t}.
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Feuilletage défini par une submersion Soit p : M — N une submersion entre deux
variétés lisses. D’apres la définition (1.1.5) et l’aspect local de la submersion, un atlas
maximal formé d’ouverts dans lesquels la submersion est une projection définit une
structure naturelle de feuilletage sur M, dont les feuilles sont les composantes connexes
de p!(z) pour z € N.

EXEMPLE — Feuilletage défini par une fibration. Soit £ = B une fibration lisse de
fibre L. Nous savons que pour tout point b € B, il existe un voisinage Uy de b dans B et
un difféomorphisme ¢y, tel que oy (7 1(Up)) = Uy x L et p1 o p(m (V') = b pour tout
b € Up. On définit alors un feuilletage sur F en prenant pour feuilles les composantes
connexes de 7 *(b) pour b € B.

Feuilletage quotient Soit I' un groupe discret agissant par difféomorphismes, librement et
proprement sur une variété M. L’ensemble M /T est muni d’une structure de variété. Si
F est un feuilletage pour M et que I' agit par difféeomorphismes sur F, son action est
également libre et propre et la variété quotient F/T" définit un feuilletage pour la variété
M/T.
Donnons un exemple d’application. Soit I" un groupe discret agissant par difféomor-
phismes sur une variété B. On sait qu’il existe V une variété sur laquelle I opére libre-
ment et proprement. Notons B® 1'ensemble B muni de la topologie discréte. La variété
V x B définit un feuilletage F' sur la variété M = V x B. Alors 'action diagonale de
T sur la variété M définie par

9-(z,y) = (9-7,9.y)

est propre et libre. De plus elle agit par difféomorphismes sur les variétés M et F.On
déduit de ce qui précede un feuilletage quotient F = F/I" sur la variété M = M /T.

EXEMPLE — Feuilletage de Kronecker du tore T2. Posons I' = Z, prenons V= R, avec
action de Z par translation : n.t = t + n. Posons B = S!, avec une action de Z donnée
par n.s = e?s. Considérons le feuilletage défini sur le cylindre M = R x S plongé dans
R?, dont les feuilles sont homéomorphes & R et qui sont invariantes par ’action que nous
venons de décrire. Nous obtenons ainsi un feuilletage sur le tore T2 = (R x S!)/Z dont

les feuilles sont homéomorphes & R et forment un angle 6 avec un méridien du tore.

Feuilletage obtenu par recollement Soient M et M’ des variétés a bord feuilletées, telles
que le feuilletage au voisinage du bord soit tangent au bord. Si les variétés M et M’
se recollent sur leur bord, et que les feuilletages sur M et dM' coincident dans ce
recollement, alors on construit un feuilletage sur la variété M U M’ en recollant les
feuilletages précédents.

EXEMPLE — Feuilletage de Reeb. Nous allons décrire un exemple de feuilletage de
la sphére S2 défini par Reeb, et obtenu par recollement. Ce feuilletage est construit a
partir de feuilletages sur D x S, ot D désigne le disque fermé de rayon 1 dans R2.
Posons 72 = 22 + 92, et donnons-nous une fonction lisse a(r?) = exp(— exp(l_lrg)) et
une application de D x R dans R, de la forme

1
1—1r2

))-

Il est clair que ’application f est une submersion, et on peut donc définir naturellement
un feuilletage de codimension 1 sur le cylindre solide D x R dont les feuilles peuvent

f(@,y,2) = a(r?)e® = exp(z — exp(
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étre paramétrées par (z,y) — (z,y,b+ exp(ﬁ)) ol b est une constante. Notons que
le bord du cylindre forme une feuille, et que ce feuilletage lisse sur D x R peut étre
étendu & R? en prenant pour feuilles les cylindres concentriques a l'extérieur de D x R.
Remarquons que les translations le long de 1’axe z laissent le feuilletage ainsi défini
invariant : toute feuille est envoyée sur une autre feuille. Nous pouvons alors définir
un feuilletage quotient sur la variété D x S' considérée comme quotient de D x R par
le groupe Z agissant par translation le long de ’axe z. On définit ainsi un feuilletage
lisse de dimension 2 sur le tore plein D x S, dont les feuilles & 'intérieur du tore sont
homéomorphes & R? et emboitées les unes dans les autres et s’accumulent sur la feuille
limite formée par le bord de la variété qui est le tore T2. En recollant deux tels tores

pleins sur leurs bords (on identifie les méridiens de 77 et les paralléles de T%) on obtient
la sphére S3. En effet, la sphére S® est paramétrée par {(zl, z9) € C2, |zl|2 + |22|2 = 1}
et on peut I’écrire comme réunion de M2 et de M3 1 ol ces ensembles sont des variétés
a bord difféomorphes & D x S!, avec

Mz ={(21,) € C|a1] < |2al 2 + |2 = 1}

et
My, = {(z1,2) € C% || < || | +|2l® = 1} .

1.2 Groupoide d’holonomie

1.2.1 Atlas réguliers

Nous commengons par distinguer une classe particuliére d’atlas, qui seront adaptés pour
les calculs que nous ferons par la suite.

On appelle transversale ou sous-variété transverse une sous-variété (non nécessairement
fermée) S telle que pour tout point z € S, on ait T, M = T,,S @ F,. Une transversale compléte
est une transversale qui rencontre toutes les feuilles.

DEFINITION 1.2.1 — Pour un ouvert distingué €2, on appelle transversale locale de 2 I'espace-
quotient T = 2/Rq de la relation d’équivalence Rq, qui a pour graphe les couples (z,y) € 02
tels que x et y appartiennent a la méme plaque du feuilletage.

Une transversale locale est donc un ensemble de plaques pour un ouvert distingué.

DEFINITION 1.2.2 — On appelle réguliére I'inclusion d'un ouvert trivialisant dans un autre, et
on note 2 <1 lorsque 'application 7 : 2 — Q' définit par passage au quotient une injection lisse
de TQ dans TQ/.

DEFINITION 1.2.3 — On appelle atlas régulier un atlas distingué (€2;,p;)ics qui vérifie les
propriétés suivantes.

1. Le recouvrement €); est localement fini.

2. Vi, j, si Q; ﬂQ_j # (), alors il existe un ouvert (2 trivialisant tel que €; <€ et Q; < (2.



24

PROPOSITION 1.2.4 — Soit (M, F) une variété feuilletée. Il existe un atlas feuilleté (€2;, ;)
régulier pour (M, F).

DEMONSTRATION— Pour simplifier, nous ne considérerons que le cas ot M est compacte.
Donnons-nous une métrique sur M et un atlas feuilleté fini ({2}, o;). Notons ¢ le nombre de Le-
besgue de ce recouvrement, c’est-a-dire le plus grand nombre positif tel que tout sous-ensemble
de M de diamétre d < € est contenu entiérement dans ’un des ouverts du recouvrement. Pour
tout = € R, fixons un j € I tel que x € O}, et un ouvert trivialisant (€, ¢;) vérifiant :

-reQ,CcQ,

= Px = 0§|Qy

— diam(Q,) < /2.
Supposons alors que €, C Q) avec k # j. Ecrivons g = (¢, I'x). Nous savons que I'j, est une
submersion

Fk : Q;c — RY

telle que I'image réciproque d’un point (une ligne de niveau) est une plaque de €}. La restric-
tion de I'y, a €, définit donc sur €2, une submersion. Celle-ci est localement constante dans le
sens longitudinal ; quitte & diminuer {2, nous pouvons donc supposer que les lignes de niveau
de ka—m sont les plaques de €, soit encore que toute plaque de € rencontre (contient) au
plus une plaque de €.

Comme le recouvrement par les Q; est fini, nous pouvons choisir les €2, de sorte que si
Q, C €, alors des plaques distinctes de Q, sont contenues dans des plaques distinctes de Q.

Extrayons a présent un sous-recouvrement fini (€2;, ;) du recouvrement de M par les
(s, ©2)wenm- Si EHQ_J # (), alors diam(ﬁiuﬁ_j) < . Il existe donc un k tel que @UQ_j C Q.
De ce qui précede, on déduit que €2; <€) et ©; <.

[ |

Notons que ’on peut construire des atlas arbitrairement fins possédant cette propriété, et
qu’un atlas régulier posséde en particulier la propriété suivante :

COROLLAIRE 1.2.5 — Si (€, ;) et (25, ¢;) sont des éléments de I'atlas, I'intérieur d’une plaque
fermée de €); rencontre au plus une plaque fermée de €;.

1.2.2 Holonomies, Groupoide maximal d’holonomie

Soit (M, F) une variété feuilletée de classe C°, avec M compacte et de dimension p + q.
Donnons-nous un atlas régulier pour (M, F). Posons I' = T'F.
Nous pouvons a présent introduire le concept d’holonomie.

DEFINITION 1.2.6 — Une holonomie H est un difffomorphisme lisse d’une transversale locale
T dans une autre 7" tel que pour tout t € T', t et H(t) sont sur la méme feuille.

La notion de transversale locale nous permet de définir naturellement un germe d’holo-
nomie en un point. L’ensemble H, , des holonomies d’une transversale locale en = vers une
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transversale locale en y telles que H(p(z)) = p/(y) peut étre muni d’une relation d’équivalence
naturelle. Si H; : Tg, — Tﬂxl et Hy : To, — TQ/2 sont deux holonomies dans H, ,, on pose
H, ~ H, s'il existe deux ouverts trivialisants € et ', avec

Q<1Q1 et QQQQ

et
Q' aQ] et Q' <

contenant respectivement x et y, tels que les restrictions de Hy et de Hy définissent la méme
holonomie de T dans Tgyr.

DEFINITION 1.2.7 — On appelle germe d’holonomie d'un point = vers un point y une classe
d’équivalence de I'ensemble H, , des holonomies d'une transversale locale en x vers une transver-
sale locale en y pour la relation d’équivalence ci-dessus.

Définissons & présent un groupoide associé naturellement & cette notion d’holonomie, le
groupoide maximal d’holonomie G. Rappelons tout d’abord la notion de groupoide.

DEFINITION 1.2.8 — On appelle groupoide G, d’espace des unités G(0), la donnée des ensembles
G et GO) = X et des applications suivantes :

- A: X — G, I'application diagonale,

— une involution i : G — G appelée inversion et notée i(u) = u~!,

— des applications source (s) et but () de G dans X,
une multiplication associative m a valeurs dans G, définie sur I'ensemble G2 C G2 des
couples (u,v) pour lesquels r(v) = s(u),
qui vérifient les relations suivantes :

1. r(A(z)) = s(A(x)) = z, et m(u, A(s(

2. r(u 1) = s(u) et m(u,ut) = A(r(u)).

3. s(m(u,v)) = s(v) et r(m(u,v)) = r(m(u)).
4

. m(u,m(v,w)) = m(m(u,v),w) si s(u) =r(v) et s(v) = r(w).

De maniére plus abstraite, on peut définir un groupoide comme une petite catégorie dans
laquelle toute fleche a une inverse. Un groupoide est dit topologique (respectivement diffé-
rentiable de classe C*, k > 1) quand les ensembles X et G sont des espaces topologiques
(respectivement des variétés C*), A est une application continue (respectivement C¥), m, r
et s sont des applications continues (respectivement des submersions de classe C*) et i un
homéomorphisme (respectivement un difféomorphisme de classe Ck).

DEFINITION 1.2.9 — On appelle groupoide mazimal d’holonomie le groupoide G de base
GO = M formé des triplets (z,y,h) avec z,y € M?, 2Ry et h le germe d'une holonomie
H € H,, (c'est-a-dire une holonomie de T}, une transversale locale en y, dans T}, une transversale
locale en x, vérifiant H(p/(y)) = p(z)).

Les applications r et s sont les submersions évidentes

r:(z,y,h) —xets: (r,y h)—y.
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L'inversion est définie pari((x,y,h)) = (y,z, h~!), et le produit est donné par (z,y, h)o(y, z, h') =
(x,z,hoh).

Nous pouvons définir une structure de variété lisse sur G compatible avec la structure de
groupoide.

PROPOSITION 1.2.10 — Le groupoide G est une variété lisse de dimension 2p + g, avec des
ouverts de la forme W (Q,Q', H), pour toute donnée d’ouverts trivialisants Q2 et Q' et d'une
holonomie H entre les transversales locales associées a ces ouverts. L'ouvert W (€, Q' H) est
formé des triplets (z,y,h) avec x € Q, y € ', xRy et h un germe d’holonomie du point y vers
le point z tel que H € h. De plus, cet ouvert est diffeomorphe a un ouvert de la forme L x L' x T
et les changements de cartes sont de la forme :

(1,1,8) — (1), 9 (I', 1), T (t))-

Cette variété est munie d’un feuilletage lisse G de dimension 2p pour lequel les ouverts précédents
forment un atlas distingué.

DEMONSTRATION—

. (4 0’
Donnons-nous deux ouverts trivialisants pour le feuilletage, Q ~ L x T et Q' ~ L' x T' et
une holonomie H : 77 — T.
Posons

t:Q—L e k:Q—=T
S =L et KO ST

avec ¢ (respectivement ¢') la composée de la premiére projection et de 6 (resp. 6'), et x (resp.
k') la composée de la seconde projection et de 6 (resp. 6’). Posons alors :

W(QQ H) = {(z.y) € 2=, aRy, r(z) = H(K'(y))}
= {(z,y,h), (z,y) € Qx X, 2Ry,
h le germe d’holonomie du point y vers le point z tel que H € h} -

L’ensemble W (Q, ', H) est homéomorphe a louvert L x L' x T' de R? x RP x R%, par
I’application

(xayah) — (I,(I), ”/(y)’“(lﬂ) = H('%,(y)) .

Il est clair que la réunion des W (Q,Q, H) est un recouvrement de G.

Donnons-nous deux ouverts Wi = W (Qq, ), Hy) et Wy = W(Qe, 2, Hz) homéomorphes
respectivement & Ly x L] x T} et & Ly x L} x Th.

Le fait que l'intersection des deux ouverts soit non vide implique que les intersections
Q1 N Qg et Q) NQY sont non vides. Etudions & présent les changements de cartes sur Wi N Wa
que nous supposons non vide, avec W1 = W (Qy,Q}, Hy) et Wo = W (Q9,Qf, Ho).

Wl N W2 = {(Ivy) € (Ql N QZ) X (Qll N 9,2)3 IRya
Hy(r1(2)) = K1 (y) = Ha(T(ka(2))) = T'(K5(y)) } ,
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ou I' et I désignent les difféeomorphismes locaux de changements de cartes par rapport a la
deuxiéme variable de T7 vers T, et de 17 vers Ty. Alors, avec les notations précédentes, pour
un point (I1,1],t1) de ®1 (W1 N W3), on a :

(I)Q © (I)l_l(llv /latl)
= ([’2 © gfl(llvtl)a Ll2 © 9/;1( llle(tl))a K2 © Ofl(llatl))
= (pr1 (0207 (11, t1)) , pry (959/1_1( ’1,H1(t1))> . Pry (92‘91_1(113751))) :

On déduit des propriétés des changements de cartes 02607 Let 056’ 1_1 dans la variété feuilletée
le fait que le changement de carte défini ci-dessus est un difféomorphisme, qui est de plus un
difféomorphisme local par rapport & la derniére variable.

[ |

1.2.3 Holonomie d’un chemin et groupoide d’holonomie

Nous avons introduit le groupoide maximal d’holonomie dans le but de donner une struc-
ture de variété a un groupoide différentiable contenant le graphe de la relation d’équivalence
définissant le feuilletage. Nous allons & présent étudier une classe particuliére d’holonomies,
les holonomies associées & un chemin tracé dans une feuille. Nous verrons a cette occasion
que nous pouvons définir un sous-groupoide ouvert du groupoide maximal d’holonomie, qui
contient toujours le graphe de la relation d’équivalence, mais qui est le "plus petit groupoide
différentiable vérifiant cette propriété" (cf [Phi87, Deb00]).

Commencons par rappeler la notion d’holonomie d’un chemin tracé sur une feuille. Donnons-
nous un chemin ~ tracé sur une feuille et reliant a a b.

DEFINITION 1.2.11 — On appelle recouvrement régulier d’'un chemin ~ : [0,1] — F un re-
couvrement fini de v par des ouverts distingués appartenant a un atlas régulier. C'est un recou-
vrement par des ouverts Q,, = Q4,Qq,,Qgy, -+ ,Qq, = Q avec a9 = 0,a1,--- ,a; tel que
Y([aj,aj11]) C Qa; et qui vérifie la propriété suivante : si 7; est une plaque dans le voisinage €, ,
il existe au plus une plaque ;1 dans le voisinage €, , qui intersecte ;.

Nous savons que tout chemin admet un tel recouvrement régulier (il suffit de prendre un
recouvrement régulier de la variété).

Donnons-nous & présent un chemin ~ et un recouvrement régulier de v et extrayons en

53) de facon & ce que chaque plaque de

Qg})) intersecte exactement une plaque de €2,,, puis restreindre Qg})) a Qg%) de fagon a ce que

chaque plaque de Qg%) intersecte exactement une plaque de €2,, qui intersecte exactement
une plaque de €2,,. On construit ainsi Qa]f)) ,dont chaque plaque intersecte exactement une
plaque de €,, qui intersecte exactement une plaque de €),,, laquelle intersecte exactement
une plaque de 2, - - -, qui intersecte une unique plaque de €2,, = 2. On fait de cette maniere

correspondre a une plaque de Qg’;) exactement une plaque de Qék) (défini comme 'ouvert de

Qp formé des plaques images de plaques de Q((l];) par le procédé précédent). Nous venons ainsi

)

de Qék). On appelle holonomie du chemin v ce difféomorphisme que I'on note H', et h(7) son
germe en a. Il est clair par construction que cette application d’holonomie ne dépend que du
recouvrement régulier du chemin, et non du chemin lui-méme. L’holonomie est ainsi définie

un sous-recouvrement : on peut restreindre €2, a €

de définir un difféomorphisme entre I’ensemble des plaques de ng et 'ensemble des plaques
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non plus seulement pour le chemin, mais pour un voisinage tubulaire transverse du chemin.
On a donc h(y) = h(7') si ' est 'image de v par une homotopie & extrémités fixes.
Enoncons quelques propriétés sur ’holonomie d’un chemin démontrées dans [God91].

PROPRIETES 1.2.12 —

1. Un recouvrement régulier différent dans la construction précédente ne modifie pas Hz b
sur un voisinage assez petit. Ceci revient a dire que h(y) est indépendant de cette
construction.

2. h(7) ne dépend que de la classe d’homotopie de 7.

3. Si deux chemins ~ et 7 sont composables (i.e. si 7(y) = s(v')) alors h(y oy) = h(y) o
h(7)-

4. En particulier, si I’on considére I’ensemble Lac(L, a) des lacets tracés a partir d’un point
a dans une feuille L, 'ensemble H(L,a) = {h(v),y € Lac(L,a)} est un groupe, appelé
groupe d’holonomie de la feuille L au point a, et I’application naturelle : m1(L,a) —
H(L,a) est un homomorphisme de groupes surjectif.

Remarquons qu’il est clair que tout couple de points sur une feuille admet un voisinage
ouvert W (€, €, H) : il suffit d’effectuer la construction précédente pour un chemin v reliant
les deux points. Notons qu’il est toujours possible de trouver un tel chemin, car les feuilles
sont, par définition, connexes et localement connexes par arcs (les plaques le sont), et donc
connexes par arcs.

Ceci nous incite également & regarder I'ouvert G de G qui est formé par la réunion des
ouverts W (€, €Y, H), avec H I’holonomie d’un chemin. Cet ouvert correspond exactement au
groupoide d’holonomie (ou graphe) d’un feuilletage, défini par Winkelnkemper [Win83|.

DEFINITION 1.2.13 — Le groupoide d’holonomie G du feuilletage est le quotient du grou-
poide fondamental de la variété feuille 7 (formé des classes de chemins tracés dans les feuilles, a
homotopie a extrémités fixes prés) par la relation qui identifie v et 7/ si h(y) = h(v/).

On déduit de ce qui précéde la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2.14 — Le groupoide G est un sous-groupoide ouvert du groupoide G, et c’est
la composante s-connexe de G. En particulier, G est une variété pour la structure de variété décrite
sur G, si I'on se limite aux ouverts de I'atlas précédemment défini de la forme W (Q, ), H), avec
H I'holonomie d’un chemin.

On note s et r les applications source et but d’un chemin sur F, G” I’ensemble des éléments
de G dont le but est =z et G, ’ensemble des chemins dont la source est . Remarquons qu’il
existe 7 tel que s(y) = z et r(y) = y si et seulement si x et y sont sur la méme feuille (on note
xRy cette relation d’équivalence) et que l'image de G dans M x M par 'application (7, s) est
exactement le graphe de la relation d’équivalence R. On a de plus la propriété suivante.

PROPOSITION 1.2.15 — Pour tout x € V, l'application s de G* sur la feuille de = est un
revétement associé au groupe d’holonomie GZ = G* N s () du feuilletage au point =, appelé
revétement d’holonomie.
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REMARQUE — Notons que le groupoide d’holonomie ainsi défini n’est pas nécessairement
un espace topologique séparé. Le cas du feuilletage de Reeb nous fournit un exemple d’un tel
feuilletage (d’autres exemples sont donnés dans [Co79, Co82|). Nous supposerons cependant
pour la suite que les feuilletages possédent cette propriété d’avoir un groupoide d’holonomie
séparé.

1.3 Mesures longitudinales

1.3.1 Deéfinitions

Dans ce paragraphe, nous expliquons comment définir une notion de mesure naturelle
sur le feuilletage, dans la direction des feuilles (cf [Co79, Co82, Co94, MS88|). Une mesure
longitudinale peut-étre définie par la donnée d’un ensemble de mesures (A”) sur les espaces
G” vérifiant certaines propriétés d’invariance et de régularité. Les mesures longitudinales
(aussi appelées “fonctions transverses”) sont une des données fondamentales de la théorie non
commutative de l'intégration [Co79]. Elles permettent notamment de définir une notion de
produit de convolution sur I’algébre C2°(G), comme nous le verrons plus tard. Commengons
par énoncer la propriété d’invariance que ces mesures doivent vérifier.

DEFINITION 1.3.1 — Soit (A”)_ . un ensemble de mesures o-finies sur les G*. On dit qu'un
tel systéme de mesures est G-équivariant & gauche si pour tous = et y dans GO, f € C,(G) et
V6 € GY,ona:

/ F(67)dX"(y) = / (1N ().
veG® vEGY

Cela implique en particulier que la mesure A" est invariante par |'action a gauche du groupe GZ%.

REMARQUE — Remarquons que la donnée d’un systéme de mesures G-équivariant & gauche
est en fait équivalente & la donnée d’une mesure dans chaque feuille. En effet, si G est le
groupoide d’holonomie d’un feuilletage, le groupe G agit librement & gauche par multiplica-
tion sur I’ensemble G*, et l'espace quotient GZ\G” peut-étre identifié, par s, a la feuille L(x)
contenant z. Si xRy (i.e. L(xz) = L(y)), alors tout élément v € G4 définit une bijection de
G* sur GY, et GY est muni d'une action libre & droite de G et d'une action libre & gauche
de Gj. De plus, G% entrelace 1'action de GZ sur G® et I’action de G} sur GY et identifie ainsi
GE\G* et Gy\GY. Ainsi la donnée d’un systéme de mesures G-équivariant & gauche permet
de définir une mesure dans chaque feuille. Réciproquement, la donnée d’une mesure A dans
chaque feuille permet de définir d’un systéme de mesures G-équivariant a gauche. Nous pou-
vons également voir cette équivalence entre donnée d’une mesure dans chaque feuille et donnée
d’un systéme de mesures G-équivariant a gauche de maniére plus synthétique, en disant que
le passage de 'une a l'autre est équivalent au relévement d’une mesure sur chaque feuille L(x)
en une mesure sur le revétement d’holonomie G* de la feuille donné par ’application s.

Nous allons décrire plusieurs types de mesures longitudinales, ayant des propriétés de
régularité différentes, qui correspondent dans un cadre classique aux fonctions boréliennes,
aux fonctions continues puis aux fonctions lisses.
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DEFINITION 1.3.2 — On appelle mesure longitudinale sur le feuilletage la donnée d’un systéme
de mesures (G-équivariant a gauche vérifiant :

pour toute fonction f € C.(G), I'application de G(©) dans C donnée par : = — M\(f) =
Jyeqe F(7)dX"(7) est borélienne.

Pour définir les “mesures longitudinales continues” la notion correcte est celle de systéme
de Haar invariant sur un groupoide localement compact G, qui est la généralisation de la
mesure de Haar sur un groupe localement compact.

DEFINITION 1.3.3 — [Ren80] On appelle systéme de Haar (invariant a gauche) sur G la donnée
d’'une famille (A*), .o de mesures positives sur G vérifiant que :

1. le support de la mesure A" est contenu dans G*;
2. (A*),cqo est un systéme de mesures G-équivariant a gauche.

3. pour toute fonction f € C.(G), I'application de G(?) dans C donnée par :

:cH/ F(V)dX* (v)
yeG®

est continue.

On peut définir de maniére similaire la notion de systéme de Haar invariant & droite et,
en utilisant 'involution, définir des systémes équivalents de mesure sur les espaces G, avec
la convention que fver F()d () = f’}/EGI FOyHdA= (7).

On a enfin une notion naturelle de “mesures longitudinales de classe C*, définie par la
donnée d'un systéme de Haar C*. Un tel sytéme est défini en remplacant la condition 2) de
la proposition par la condition suivante :

“pour toute fonction f € C¥(G), application de G(°) dans C donnée par : = — f'yEGZ F(y)dXN ()
est OF.”

1.3.2 Mesures longitudinales et densités

Nous allons & présent nous servir de l’équivalence entre la donnée d’une mesure dans
chaque feuille et celle d'un sytéme de mesures G-équivariant & gauche pour construire de
maniére naturelle, a partir de densités, des systémes de Haar C'* possédant la propriété
supplémentaire d’étre localement de Lebesgue.

Commencons par rappeler la notion de a-densité, o > 0, sur un espace vectoriel F de
dimension n.

DEFINITION 1.3.4 — On appelle a-densité sur E toute application f : A" E — R telle que pour
tout scalaire A on ait

fOw) = X" f(v).
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L'ensemble de ces densités est un espace vectoriel noté |A|* E*.

Cette notion peut étre facilement généralisée au cas d'un fibré vectoriel F : on note alors
|A|“ E* le fibré vectoriel dont la fibre est |A|* EZ.

DEFINITION 1.3.5 — Donnons-nous a présent un fibré vectoriel E de classe C'*° au-dessus d'une
variété M de classe C™°. On appelle alors a-densité toute section C*° du fibré |A|* E*.

Une a-densité positive U* sur T'M peut étre globalement représentée par une classe d’équi-
valence fv® avec f € C°°(M) et v une mesure qui est localement de Lebesgue (c’est-a-dire une
mesure qui dans toute carte locale est le produit de la mesure de Lebesgue par une fonction
(C*°) avec une relation d’équivalence donnée par :

frt=gutsig=f <dy (fﬂ))

du
ol g—z désigne la dérivée de Radon-Nikodym.
Dans un systéme de coordonnées locales (z1,--- ,x,) dans la carte (U, @), la section fr® est

définie pour g0y, A Opy A -+ A Oy, € AT, M par :

F1% (9001 A Dy A+~ ADa) = f(a) (|g| d—”L@c)) ,

ou duy, désigne I'image par ®* de la mesure de Lebesgue dzidzs - - - dz,,. Dansle cas o v = g,
on obtient donc en particulier

f:u'%(gam /\8332 ARER Aaccn) = f‘g‘a'

L’intérét du fibré des 1-densités est de donner une classe d’objets intégrables directement
sur M. En effet, si W! est une densité sur M, on définit pour une partition de I'unité (¢;)
associée a un recouvrement par des ouverts de cartes U; :

/ f\IIl = Z f¢z‘l’1(8xl N Opy N+t A 8€En)d:uL
M i M

Par la formule de changement de variables, on montre que cette définition ne dépend ni des
coordonnées locales, ni de ’atlas choisis. Cette définition est donc intrinséque, méme dans le
cas ol la variété n’est pas orientée.

Appliquons maintenant ces définitions a une variété feuilletée (M, F). Désignons par F' le
sous-fibré du fibré tangent T'M des champs de vecteurs tangents aux feuilles du feuilletage, et
donnons-nous une section lisse ¥ du fibré |A| F. Un tel élément est une application x — W(x)
ou ¥(x) : APF, — C est une fonction vérifiant ¥(x)(Av) = || ¥(x)(v). Or APF, ~ APT, L(z),
avec L(x) la feuille contenant le point z. On définit donc une mesure puy dans L(x) par :
Jyerioy f@dpe () = [,cp ) f@)¥ @)

Nous disposons ainsi d’une mesure dans chaque feuille, et donc d’un systéme G-équivariant
de mesures, qui est en fait un systéme de Haar C* sur le groupoide d’holonomie.

En fixant une 1-densité sur le fibré T'F, on définit ainsi un systéme de Haar C*° sur le
groupoide d’holonomie du feuilletage, vérifiant de plus les deux propriétés suivantes :

1. Chaque mesure A\* est localement de Lebesgue ; plus précisément, si 2 ~ L x T, alors il
existe une fonction ¢ de classe C*° sur 'ouvert L x 1" et une fonction ¢ de classe C'*°
sur 'ouvert L telles que I'on ait

Alo:bo) (19,1, t0) = (lo, to)w(1)dL.
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2. Pour toute fonction f € C°(G), 'application de G dans C donnée par :

T F(V)dX" (v)
yEG®

est C™°.

1.4 La notion de mesure transverse

L’ensemble des bases d’un espace vectoriel réel est muni d’une relation d’équivalence qui
identifie deux bases si le déterminant de la matrice de changement de base est positif. Rappe-
lons que, pour tout fibré vectoriel lisse F' de dimension p au-dessus d’une variété M, on appelle
fibré des orientations sur le fibré F' le fibré Or(F') au-dessus de M défini par I’ensemble des
couples (z,b,) ouz € M et b, est la classe d’équivalence d’une base de F; localement constante
en x. Un feuilletage est orientable si le fibré Or(F') des orientations sur le fibré des vecteurs
tangents au feuilletage admet une trivialisation globale. Dans ce cas on choisit une orientation
en choisissant une telle trivialisation. Dans le cas ou le feuilletage n’est pas orientable, on peut
se ramener au cas orienté en considérant le revétement d’orientation du feuilletage. C’est le
revétement a deux feuillets au-dessus de F' défini par 'application d’orientation, et c’est un
sous-fibré intégrable du revétement d’orientation de 7™ M. Nous supposerons donc dorénavant
que le feuilletage considéré est orienté.

La notion de mesure transverse pour un feuilletage, introduite par Plante dans [Pla75] et
par Ruelle et Sullivan [RS75], a été développée et généralisée par Connes dans [Co79, Co82].
Comme nous ’avons vu dans l'introduction, si ’on cherche & donner une théorie de la mesure
sur ’espace quotient M /F satisfaisante, pour une variété feuilletée (M, F), il apparait trés vite
que, muni de sa structure d’espace de Borel quotient, cet espace est singulier. Dans I'exemple
trés simple du feuilletage de Kronecker sur le tore 72, les fonctions mesurables sur I’espace
quotient au sens usuel sont uniquement des fonctions constantes presque partout. En effet,
le flot défini par le feuilletage étant ergodique, les fonctions mesurables constantes sur les
feuilles doivent étre constantes presque partout. L’un des intéréts des mesures transverses est
de fournir un “bon candidat” & l’intégration d’une mesure longitudinale. Si I'on tient compte
du fait que cette derniére est la donnée “borélienne” d’une mesure dans chaque feuille, une
mesure transverse devrait donc étre une “mesure sur I’espace des feuilles”. Ainsi, nous verrons
que toute mesure longitudinale (positive) peut étre intégrée par une mesure transverse, le
résultat étant éventuellement infini, pour donner une mesure sur ’espace M de départ.

Nous parlerons seulement ici des mesures transverses invariantes par holonomie, car c’est
I’outil dont nous avons besoin ; il existe cependant une théorie modulaire plus générale des
mesures transverses quasi-invariantes (cf, par exemple, [Co82, Co79, MS88]). Nous généralise-
rons un peu la théorie usuelle dans une autre direction, en parlant de distributions transverses
invariantes par holonomie.

1.4.1 Distributions transverses et courants feuilletés fermés

Nous allons & présent définir les distributions transverses invariantes par holonomie et
introduire une notion de courant fermé feuilleté, dont nous montrerons ensuite 1’équivalence.

DEFINITION 1.4.1 — Une distribution transverse invariante par holonomie est |a donnée pour
toute transversale T' d’une forme linéaire o7 sur les fonctions lisses a support compact sur 7T telle
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que si ¥ : T} — T est une holonomie dont le germe se trouve dans le groupoide d'holonomie
alors pour toute fonction f € C°(12), on a

<6T1a f> = <6T27 f077[}>'
Rappelons a présent la notion de courant (cf [RS75]).

DEFINITION 1.4.2 — Un courant de dimension d sur une variété M est une forme linéaire
continue sur I'espace de Frechet C°°(AYT:M) des formes différentielles de degré d & valeurs
complexes sur M.

Les notions de dérivée de Lie par rapport & un champ de vecteurs dx, de contraction
par un champ de vecteurs ix ou de morphisme de bord d, sont définies naturellement sur les
courants par dualité.

La restriction d'une forme différentielle w +— w|r & un sous-fibré F' du fibré tangent est
définie par la restriction de la forme linéaire w aux p-vecteurs appartenant a APF C APT M.

DEFINITION 1.4.3 — On appelle courant feuilleté un courant C' de dimension p invariant par
I'opération de restriction, i.e. tel que pour toute p-forme différentielle w on ait

Remarquons qu’un courant feuilleté de dimension p est fermé si et seulement si il vérifie :

VY e C(F) 8y C = 0.

PROPOSITION 1.4.4 — Les deux notions définies précédemment sont équivalentes : pour un
feuilletage orienté sur une variété lisse M il est équivalent de se donner

1. une distribution transverse invariante par holonomie,

2. un courant feuilleté fermé.

DEMONSTRATION— Dans ce qui suit, nous fixons un recouvrement régulier (€2;,7 € I) de la
variété feuilletée. Une distribution transverse relative & ce recouvrement est la donnée d’une
distribution T sur chaque transversale locale associée & un ouvert du recouvrement. Nous
allons considérer l'invariance par holonomie relativement & ce recouvrement, ce qui signifie
simplement que la distribution définie sur la transversale locale Tonq/ de I'intersection de deux
ouverts trivialisants du recouvrement est égale & la restriction des distributions définies sur
Tq et Tgr. La notion de courant étant indépendante du choix d’un recouvrement, il est clair
que si une distribution transverse définie sur un recouvrement permet de définir un courant
feuilleté fermé, alors on définit bien ainsi une distribution transverse invariante par holonomie
indépendamment du recouvrement.

1. Donnons-nous un courant C' fermé et de dimension p et associons-lui une distribution
transverse. Donnons-nous pour chaque i une p-forme différentielle w; & support compact
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dans un voisinage compact de €2; ~ L; x T; et telle que pour tout t € T;,

/ W; = 1
L(t)

ou L(t) désigne la feuille de ¢. Définissons a présent une distribution transverse invariante
d; sur la transversale locale T; en posant, pour une fonction f € C°(T;),

(6iy [) = (C, fuwi).

Il est clair d’aprés la définition d’un courant fermé feuilleté qu’une telle distribution
est indépendante du choix des formes w;. En effet, si f LW = f L(#) w; = 1, alors
(wi —w;)jp = 0 et donc (C, f(w; —wj)) = 0. De plus, nous voyons immédiatement que
la distribution transverse ainsi définie est invariante par holonomie car, en prenant une
p-forme w; ; a support dans un voisinage compact de €2; U {); et telle que

/ wi,j =1
L(t)

pour t € T; ou t € T}, alors on obtient

sur 1; ;.

. Montrons que la donnée d’une distribution transverse invariante par holonomie subor-

donnée au recouvrement permet de définir, dans tout ouvert trivialisant du recouvrement
0~ L x T, un courant Cq fermé feuilleté sur €.
On pose pour w une p—forme différentielle & support compact dans {2

(Ca, w) = (5, /L w5,

avec t — [ LW r(l,t) la fonction lisse & support compact obtenue sur 7" en intégrant la
p—forme différentielle w|r restreinte au feuilletage dans le sens des feuilles. Mais il est
facile d’étendre la définition de ce courant & M, car l'invariance par holonomie implique
que Cjq = Cjgr sur QN Q. 1l suffit en effet de poser

(C,w) = Z(Cﬁn piw)

i€l

avec ¢; une partition de l'unité adaptée au recouvrement (€2;);cy.

REMARQUE — Dans [Co82|, Connes a montré que, dans le cadre des mesures, ces deux
notions étaient équivalentes & une troisiéme, celle de mesure sur la variété invariante dans la
direction du feuilletage, i.e. de mesure invariante par le flot de tous les champs de vecteurs
tangents au feuilletage. Une notion de distribution invariante dans la direction du feuilletage,
équivalente aux deux notions précédentes, peut également étre définie de la méme maniére.
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1.4.2 Mesures transverses

Nous allons appliquer cette équivalence au cas particulier des mesures.

DEFINITION 1.4.5 — Une mesure transverse pour le feuilletage est une application oc—additive
B — p(B) de I'ensemble des boréliens transverses (c’est-a-dire les boréliens dans M dont I'inter-
section avec toute feuille du feuilletage est dénombrable) dans R* U {400} vérifiant que :

1. si ¢ : By — By est une bijection borélienne entre deux boréliens transverses telle que ¥ (x)
est sur la feuille de = pour tout = € By, alors u(B1) = pu(Ba);

2. pu(K) < oo si K est un compact dans une transversale.

Une telle mesure transverse est donc une distribution admettant une extension aux fonc-
tions boréliennes sur une transversale. Il lui correspond une notion particuliére de courant
feuilleté fermé : les courants fermés positifs dans la direction des feuilles.

DEFINITION 1.4.6 — On dit qu'un courant fermé de dimension p est positif dans la direction
des feuilles lorsque (C, w) > 0 pour toute p—forme différentielle dont la restriction au feuilletage
est positive.

Ces deux notions sont équivalentes. I suffit d’utiliser la proposition précédente et de
montrer que la positivité du courant équivaut au fait que la distribution transverse définie est
une mesure positive. On retrouve alors une proposition de[Co82].

PROPOSITION 1.4.7 — Pour un feuilletage orienté sur une variété lisse M, il est équivalent de
se donner

1. une mesure transverse invariante par holonomie,
2. une mesure invariante dans la direction du feuilletage,

3. un courant feuilleté fermé, positif dans la direction des feuilles.

1.4.3 Définition d’une mesure sur M

Maintenant que nous avons convenablement défini une mesure transverse, il convient de

préciser quels sont exactement les objets intégrables pour une telle mesure. Comme nous
lavons évoqué au paragraphe précédent, les “fonctions transverses” (Connes parle de fonctions
généralisées) mesurables par rapport a la mesure transverse sont les mesures longitudinales,
car elles assurent un procédé borélien d’attribution d’une valeur a chaque feuille.
Nous pouvons alors former ainsi une mesure v sur la variété de départ M, en posant v = [ Adp.
Pour cela, on se donne un borélien transverse complet (i.e. qui rencontre toutes les feuilles)
T, ainsi qu’une fonction borélienne de M dans T qui associe a chaque point x de la variété
un point situé dans 'intersection de la feuille de x et de T'. On intégre ainsi la mesure A par
rapport a p pour tout borélien £ de M en posant

= x & x
uE) = | ( [ X >) aule),
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avec Nt(z) la mesure définie sur f~'(t) C L(t) par restriction de la mesure \*(®) sur la feuille
de t.

Donnons comme exemple fondamental d’une fonction transverse la fonction transverse carac-
téristique d’une transversale T'. Il s’agit de la mesure longitudinale A7 telle que pour z € G(©)
et f € CX(G), on ait :

e (f) = / fdEm = S o).

r(y) =z
s(v) €T

Notons que la définition précédente est correcte car le support de f est compact et que
I’intersection de la feuille de x et de T" est dénombrable. De plus, si nous regardons le processus
d’intégration décrit précédemment, pour une transversale 7" mesurable nous obtenons

(M) = [ drd = ()

Remarquons enfin que la mesure définie sur une feuille L par la mesure longitudinale Ay est
exactement la mesure de comptage :

Me(1) = Card(LNT).

1.4.4 Définition d’une mesure sur GG

Nous avons vu que la donnée d’une mesure transverse u sur la variété feuilletée (M, F)
et d’une fonction transverse intégrable A nous permettent de définir une mesure v sur M.
Montrons a présent que nous pouvons alors définir une mesure (v o A) sur G qui vérifie la

e~

propriété (v o X) = (vo ), avec f(v) = f(v ).

—_

PROPOSITION 1.4.8 — On a (ro\) = (vo A), soit

Ve € C2(G), / o ()dN" () () = / oy ™)X (7)dw ().

Commengons par remarquer que [ ¢(7)d\*(y)dv(z) = By(A, ), ot By(A, X') désigne la
forme bilinéaire sur les fonctions transverses continues

By N) = (AN (¢) o 8]}

Le résultat que nous voulons montrer est en fait un corollaire de la proposition qui suit.

PROPOSITION 1.4.9 — Pour ¢, A et \' comme précédemment, on a

Bu(MN) = BN, ).

DEMONSTRATION— Par linéarité de B par rapport & ¢, il nous suffit de démontrer la
propriété recherchée pour ¢ positive. Nous pouvons voir dans ce cas qu'il suffit de se limiter,
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pour X et ) aux fonctions transverses caractéristiques. En effet, toute fonction transverse
positive mesurable est limite croissante pour la mesure p de combinaisons linéaires positives
de telles fonctions. De plus, la forme bilinéaire B, commute, dans chacune de ses composantes,
avec de telles limites croissantes. Contentons-nous donc d’étudier B, (Ar, Agv) ou T et 17
désignent deux transversales compactes contenues dans des ouverts trivialisants, et telles que
chacune rencontre au plus une fois tout élément v € Supp(y). Les éléments de Supp(¢) N G%
définissent alors une bijection continue 1) suivant les feuilles, entre une partie compacte de 77,
T] = T' N s(Supp(p) N GL,), et une partie compacte de T : Ty = T Nr(Supp(p) N GL,). On a
alors :

By(Ar M) = (0 () 0 $)Ar] = /tg S e)du(t).

r(y) =t
s(y) € 1"

Or, d’aprés notre hypothése sur T et 77, pour ¢ € T7, il existe exactement un seul chemin ~(¢)
tel que p(y(t)) #0.Sit €T — Ty, alors ¢(y) =0 si r(y) =t. On a donc

By Apr) = /tET (Y ()dp(t).

De méme on a

BoOwrdn) = [ o0/ 0)aute),

ott 7/ (t') = v(x»(#')) L. Or, par définition d'une mesure transverse, nous savons que

| e = [ cawenduue) = [ oauemue).

JteTy]
Or p[y(W(t)] = ¢ [V(Tﬁ(tl)*l] = @[y ()], on a donc bien
Bz M) = By, Ar).
[ |

Remarquons encore que grace aux propositions (1.4.7) et (1.4.8) on peut déduire le théo-
réeme suivant ([Co82] p 43) pour une fonction transverse fidéle (i.e. le support de A\* est égal
a GT).

THEOREME 1.2 — Soit A une fonction transverse fidéle intégrable. Désignons par v(u, ) la
mesure sur M déduite de ces mesures par le procédé précédent. L’application pu — v(u, A) est une
bijection de I'ensemble des mesures transverses invariantes dans |'ensemble des mesures m sur M
vérifiant

(moA)=mo\

1.5 C*-algébres du feuilletage

1.5.1 Définition a I’aide d’une 1-densité

La C*-algebre réduite du feuilletage, qui remplit le role “d’algébre des fonctions continues
sur ’espace des feuilles” est 1’élément central de la connection établie par Connes & la fin des
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années 70 entre la théorie géométrique des feuilletages et la théorie des algébres d’opérateurs
(|Co82, Co94, MS88|). Cette C*-algebre est également, avec les actions de groupes, 'un des
premiers exemples de la notion largement développée par la suite de C*-algébre d’un grou-
poide. Celle-ci est définie, par analogie avec la théorie des C*-algébres de groupes, comme la
complétion de l’algébre involutive des fonctions lisses & support compact C.(G), par rapport
a une norme dépendant des représentations de cette algébre (cf [Ren80, Ren82]). Nous allons
définir deux C*-algébres pour le feuilletage, car il existe au moins deux maniéres classiques
de compléter algébre C.(G); la premiére ne tient compte que de la représentation réguliére
gauche de ’algeébre et permet de définir la C*-algébre réduite du feuilletage C(G), tandis
que la seconde prend en compte toutes les #-représentations de C.(G) et permet de définir la
C*-algébre mazimale (ou pleine) du feuilletage C} .. (G), dont C)(G) est un quotient. Nous
utiliserons par la suite largement cette propriété que C;(G) est un quotient de C}:,. (G). En
effet, les calculs que nous effectuerons finalement auront pour cadre la C*-algébre réduite du
feuilletage, car nous verrons qu’elle a la propriété importante que ’on peut associer une trace
sur cette algébre & une mesure transverse invariante. Nous noterons C(M, F) la C*-algebre
réduite du feuilletage et C*(M, F) la C*-algébre maximale du feuilletage.

Rappelons les lois qui font de C.(G), ’algébre des fonctions continues a support compact
dans un groupoide localement compact séparé muni d’un systéme de Haar A, une algebre
involutive :

— la multiplication est définie par

(f *9)(u /f tu)dA (v) 5
— l’involution est définie par
fr(w) = flu™t);

— la topologie sur C.(G) est donnée par la famille de semi-normes

|| fll z = sup || f]|, pour K un compact dans G.
reK

DEFINITION 1.5.1 — On appelle x-représentation de C.(G) dans un espace de Hilbert H un
*-homomorphisme 7 : C.(G) — B(H) continu pour la topologie faible sur B(H) et tel que le
sous-espace vectoriel engendré par {m(f), f € C.(G),& € H} est dense dans H.

Une telle représentation est bornée lorsque l'on a m(f) < || f||; pour f € C.(G) avec

1fll = Sup{ |f (v \d/\””(v),/\f(v_l)\dkm(v)}

zeG(©O

la norme définie sur l'algébre involutive - c’est en fait un champ d’algébres - L1(G,\) =
(LI(G‘“, X’"))w cco) des fonctions intégrables sur le groupoide qui contient C.(G). L’ensemble
des #-représentations bornées R(G) permet alors de définir une C*-norme sur C,(G) : on pose

Ifll, = sup_[l=(f)].

TER(G)

Nous pouvons & présent définir la C*-algébre maximale du feuilletage.

DEFINITION 1.5.2 — Soit (M, F), une variété feuilletée, de groupoide d'holonomie G séparé.
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On définit la C*-algébre mazimale du feuilletage par C*(M,F) = C*(G), la C*-algébre du
groupoide, définie par la complétion de C2°(G) pour la norme || ||, que nous venons de définir.

La C*-algébre réduite est construite en ne prenant la complétion que parmi certaines
s-représentations. On définit pour tout z € G(© une *-représentation

et C(G) — L(L3(G®,\"))

en posant :
(ol f)9) () = / F(0)g(u~ w)dN () = [ * g(u).

Cette intégrale, bien définie pour g € L?(G%,\?) et f € C°(G), définit naturellement un
opérateur borné m,(f) sur L?(G*, A\*). On définit alors une norme sur C°(G) en posant

£ = sup (£ -

DEFINITION 1.5.3 — Soit (M, F), une variété feuilletée, de groupoide d’holonomie G séparé.
On définit la C*-algébre réduite du feuilletage par C(M,F) = C(G), la C*-algébre réduite du
groupoide, définie par la complétion de C'2°(G) pour la norme || ||, ci-dessus.

REMARQUES

1. Pour montrer que ces normes existent, il faut montrer que ces représentations sont
uniformément bornées par rapport a la norme || ||;. Le lecteur est renvoyé a [Ren82]
pour une démonstration de ce résultat.

2. Dans le cas d’une variété feuilletée, nous allons montrer, en utilisant le fibré des demi-
densités, que la C*-algébre réduite ainsi définie est indépendante du systéme de Haar
A utilisé, si ce systéme de Haar est construit & partir d’une section lisse strictement
positive du fibré des 1-densités sur le feuilletage.

3. Lanorme || ||, est dominée par la norme || ||, et 'identité sur C.(G) s’étend naturellement
en un x-homomorphisme surjectif de C*(M, F) dans C}(M, F).

1.5.2 Définition de C;(M, F) a l’aide du fibré des demi-densités

Nous avons vu dans la section sur les mesures longitudinales comment construire sur le

feuilletage le fibré des 1-densités |A|% F'. Ceci nous permet de définir un fibré naturel au-dessus
de G : ) ) )
Q2 =s*(|A[2 F) @ (A2 F)

dont la fibre en  est donnée par :
1 1 1
Q’Y = |A|2 Fs('y) ® |A‘2 Fr(fy)-

Nous pouvons alors définir une struc;uure d’x-algébre involutive sur l’ensemble des sections
continues & support compact C.(G,22). Le produit de convolution de deux telles sections est
défini par la formule suivante

(f+xg)(v) = / f(r)g(r2)-
Y1Y2=Y
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Rappelons que ’ensemble
{(71,72) e G? y V1Y2 = 7}

peut étre identifié naturellement a G") par I'application s appliquée & v ou 2 G(y) par
I’application 7 appliquée a 9. L’égalité précédente a alors le sens suivant : pour tous vecteurs
vy € A"Fy(y), va € A"Fy(), nous pouvons évaluer cette section (f*g9) (’y)(vl,vg). Rappelons
1
que f(71) € [A]Z Foy) ® \A\ Fy,) et que g(y2) € \A| Fry) ® |A\ Fy(,y; nous pouvons
alors évaluer f(v1) en vl et g(72) en vo. On obtient donc en considérant f(y1)(v1)g(72)(v2) le
(m) = |A|2 F (72)>
a support compact sur la variétée G ~ ~ (i4(4). Le produit de convolution évalué en (v1,v9),
[f*g(7)](v1,v2) est donc donné par I'intégrale de cette 1-densité sur cette variété. L’involution
sur cette variété est donnée par f*(y) = f(y1), ce qui signifie que la demi-densité f*(v)
évaluée en (v,(y),vp(y)) est définie par I'évaluation en (v,(),vy()) de la demi-densité donnée

par f(y~1), soit

produit de deux demi-densités sur |A[2 Fy c’est-a-dire une 1-densité lisse et

fr)wr,v2) = f(y=)(ve, v1).
Définissons alors l'espace L?(G*) des demi-densités de carré intégrable sur G* comme

1
I’ensemble des sections du fibré |A|2 au-dessus de G* complété pour la norme définie par

117 = [ F@se

Il existe pour tout x une représentation naturelle 7, de ’algébre CC(G,Q%) dans l’espace
L?(G*) donnée par :

@ = [ faen)  avee € € 2(G7)

Y1y2=y
Notons que, si #Ry sont sur la méme feuille, il existe une isométrie naturelle de L?(G®) dans
L?(GY) qui entrelace 7, et my. On peut alors définir, comme précédemment, la C*-algebre
réduite du feuilletage.

DEFINITION 1.5.4 — La C*-algébre réduite du feuilletage C)(M,F) est la complétion de
CC(G,Q%) pour la norme donnée par

1f1l; = sup |lmz(f)]|-
xeM

Pour voir 1’équivalence entre les deux définitions que nous avons données pour cette C*-
algeébre, il suffit de voir que toute donnée d’une 1-densité lisse et strictement positive en tout
point sur le fibré F' fournit une tr1v1a11sat10n globale du fibré QZ et permet donc d’identifier
les algebres involutives C.(G, Qz) et C.(G), ainsi que les espaces L? et les représentations
m, définies précédemment. La C*-algébre que nous venons de définir est donc isomorphe a la
C*-algébre définie a 'aide de la donnée d’une 1-densité lisse et strictement positive en tout
point sur le fibré F'.

1.5.3 C*-algébre réduite locale pour un feuilletage

Dans le cas particulier d’un feuilletage trivial, la structure de la C*-algébre réduite est plus
simple. Ceci nous permet de mieux comprendre 1’aspect local d’un feuilletage quelconque, qui
est par définition localement trivial.
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PROPOSITION 1.5.5 — Soit €2 < L x T un ouvert trivialisant. On a alors, pour G{(2) ~ Lx LxT
le sous-groupoide ouvert de GG associé au feuilletage restreint a €2,
1. CX(G(Q)) ~ Co(T) ® K, ol K désigne la C*-algebre des opérateurs compacts sur L?(L);

2. linclusion C25Y(G(Q)) — C2°(G) se prolonge en un homorphisme isométrique de C*-
algébres :
Cr(G(Q) = CH(G) = C(M, F).

DEMONSTRATION—

1. Commengons par montrer inclusion C¥(G(Q)) C Cy(T) @ K. Identifions G(Q) et
L x L xT. Un élément f € Cg° ’O(G) peut donc étre regardé comme une application
continue & support compact de 7' dans ’ensemble C2°(L x L) muni de la topologie de
la convergence uniforme. Or les éléments de C°(L x L) correspondent & des noyaux
d’opérateurs compacts sur L2(L). On a donc une inclusion continue i : C22Y(G(2)) C
Co(T) ® K o cette algebre est munie de la norme || = sup;er ||¥(z, y, )| . De plus,
si f e CYL x L xT) est de la forme f(I,I,t) = ¢(t)k(L,1') avec ¢ € Co(T) et
k€ CX(L x L) alors on a i(f) = ¢ ® k. L’injection 7 est un homorphisme d’algébres
involutives.

De plus, on a

Ifllez @y = Sup 1FC Dl = ) lcoyex -

1 se prolonge donc en un homorphisme injectif isométrique de C*-algebres.
Pour montrer que cet homomorphisme est surjectif, il suffit de montrer que tout élément
ok € Co(T) ® K est dans son image. Or c’est vrai pour tout élément ¢ ® k, avec
¢ €C.(T) et ke CX(L x L), qui est un sous-ensemble dense dans Cy(7T") ® K.

2. Soit ¢ ’homomorphisme injectif d’algebres involutives de Co>%(G(€2)) dans C2Y(G).
On souhaite montrer que cet homomorphisme se prolonge en un homomorphisme iso-
métrique de C*-algébres. Il suffit pour cela de montrer que

sup [ 7€ ()| = If ez ey = 14Dz @) = sup 1) -
e zeM
Or 75 (u(f)) est la représentation sur I'espace L?(G,, \,) donnée par

[7C ()] (9)(7) = / For g ) dra().

v e€Gy

Soit x € M, et U, I’application de L?(L) dans L?(G,). On va montrer que cette repré-
sentation peut étre décomposée en une somme directe de la représentation nulle et de

représentations de la forme 775 (Q)( f) sur les espaces L*(G, N G(Q), \,), avec y € Q.
Nous pouvons commencer par regarder la décomposition

L2(GyyAs) = L(Gy N7 H(Q), M) & L2(Gy 1 (r7 1)), A).

Il est clair que siy’ € G,N(r~1(R))°, alors 7/~ & G(Q), et donc [75(:(f))] (9)(7) = 0.
La représentation 75 (4(f)) est donc somme directe de la représentation sur G, Nr~—1(Q)
et de la représentation nulle.
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Etudions sur cet ensemble G017~ (Q2) la relation d’équivalence v, ~ v2 siv175 - € G(Q).
La partition de G, N r~1(Q) en classes d’équivalences C' € C,(f2) est la partition de
I’ensemble en composantes connexes. En effet, chacune de ces classes est ouverte, car
7+ 7, est continue et G(2) ouvert, et connexe, car si for(vy;) = (I,t) € LxT alors les
éléements de la classe d’équivalence C,; de 7 sont tels que s(y2) = z et for(y2) = (I', 1)
(t est fixé par 71 et h(y17, ") = Id). La restriction de 6 o r a la classe C,, est donc
un diffeomorphisme entre C.,, et la plaque m = r(C) ~ L x {t} de Q et C,, est
connexe car L ’est. On peut donc indexer les éléments de C par la variable t € T, =
{teT, 3leL, 0 ,t)Ra}, avec la convention que §or(Cy) = L x {t}. On sait que f
est nulle hors de G(12), cela implique donc que f(vy'~!) est nul si v o 7/. Désignons par
7, la restriction de r & G, Nr~1(Q), et r, celle de r,, & C;. La représentation 75 (¢(f))
sur G, N7~ (Q) est donc la somme directe des représentations de C2Y(G(Q)) sur les
L?(Cy) ~ L*(L x {t}) définies par

PO @0 = [ 1o haeane).
el

Or for,, est un difféomorphisme de Cy sur L x {t}, ce qui montre que la représentation

G(9)

x,t
achéve la démonstration.

précédente (f) est équivalente a la représentation 7706;_(?()1 ;) pour tout l €L, cequi

1.6 Trace associée & une mesure transverse invariante

Montrons & présent qu’une mesure transverse invariante nous permet de définir une trace
naturelle sur la C*-algebre réduite du feuilletage.
Commencons par rappeler la notion de trace (on utilise la convention habituelle 0 x co = 0).

DEFINITION 1.6.1 — Une trace sur une C*-algébre A est une application 7 : AT — [0, +0o0]
vérifiant :

1. 7 est un poids, i.e. pour A, u € RT et pour u,v € A", 7(Au + pv) = At(u) + pur(v);

2. Vue A, 7(uu*) = 1(utu).
On définit alors A, = Vect{u € A", 7(u) < +o00}.

Si 7 vérifie de plus la propriété
T(u) = sup{r(v),v <u, 7(v) < 40}
la trace est dite semi-finie.

On a alors les propriétés suivantes (cf e.g. [Dix69]).

PROPOSITION 1.6.2 — Soit A une C*-algébre, et 7 une trace sur A.
1. L'ensemble A, est un idéal bilatére de A.

2. |l existe une unique forme linéaire sur A, prolongeant 7.
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Donnons-nous & présent une mesure transverse invariante p et une 1-densité lisse stric-
tement positive sur le feuilletage A, dont I’accouplement forme une mesure v sur GO = M.
Nous avons vu que nous pouvions en déduire une mesure v o\ sur G. Désignons par L2(G) =
L2(G,v o)) les fonctions de carré intégrable par rapport a la mesure v o \. Définissons alors,
pour f € C.(G), la trace de 1’élément f* x f par

T(eh) = [ fo)
= [ @)

zeM

_ /M/Gf(V)f(W)d)\w(V)dy(x):||f\%2(G). (1.1)

PROPOSITION 1.6.3 — L'application Tr décrite précédemmment définit une trace semi-finie et
semi-continue inférieurement (s.c.i.) sur la C*-algébre réduite du feuilletage C; (M, F).

DEMONSTRATION— Nous allons démontrer ce résultat en deux étapes. La premiére consiste

a montrer, grace aux propriétés d’invariance de la mesure transverse, que Tr(f* * f) = Tr(f = f*).
La seconde est de montrer que Tr est un poids semi-fini et s.c.i. grace & la théorie générale
des poids.

1. 11 nous faut montrer que Tr(f* x f) = Tr(f * f*). Or, en reprenant les notations de
la section précédente sur les mesures transverses, nous voyons que Tr(f*xf) = voA(| f |2)

D’apres la proposition (1.4.9), on a vo A = v o\, donc

Tr(f** f) =voX(|ff) = voA(fl?)
12
= vo([f]) = T(rx ).

2. Nous allons nous appuyer sur le résultat suivant, dont une démonstration est donnée en
annexe.

PROPOSITION A.0.1 — Soit A une C*-algébre, et ¢ une application semi-continue infé-
rieurement (s.c.i.) ¢ : A — [0, 400] vérifiant pour tous A € C et a,b € A

1) g(Aa) = |A*q(a);
2) gq(a —b) +q(a+b) =2(q(a) +q(b));
3) g(ab) < ||a||* q(b).

Alors I'application de A™ dans [0, +0c] donnée par x — q(x%) définit un poids s.c.i. sur A.

Remarquons qu’il suffit de définir la fonction ¢ s.c.i. vérifiant les conditions 1), 2), 3)
précédentes sur une sous-algébre involutive dense B C A. En effet le prolongement s.c.i.
de ¢ a A vérifie alors sur A les mémes conditions. On applique ceci a la fonction ¢(x) =
|||3 définie sur la sous-algebre dense C..(G) de D'algébre C:*(M, F). Les conditions 1),
2), 3) sur ¢ sont immédiatement vérifiées, et ¢ est finie sur une sous-algébre dense de
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CH(M,F), et donc semi-finie. Il ne nous reste qu’a montrer que ¢ est s.c.i. sur C.(G).
Nous allons dans ce but introduire une unité approchée pour la convolution dans C.(G).
Supposons G muni d’une métrique et donnons-nous une suite (¢, ) de fonctions a support
compact, lisses et positives, vérifiant :

(a) Ve € GO, ne N, [e,(7)d\*(y) =1;
(b) Supp(e,) € B(G®,1/n) = {zeq, d(z,G0) < 1/n}.

On voit facilement qu’une telle suite de fonctions existe (G(O) est compact), et qu’elle
définit une unité approchée a gauche et a droite pour C.(G). C’est donc également
une unité approchée pour la C*-algébre. De plus, une telle suite de fonction posseéde la
propriété que, pour f € L2(G) :

I *&n = fllz2 — 0

En effet, remarquons tout d’abord que cette propriété définit un sous-ensemble fermé
dans £2(G). 11 suffit donc de la vérifier pour toute fonction f € C.(G). Or, pour la
norme de la convergence uniforme sur tout compact, la norme de cette suite de fonctions
f xe, — f tend vers 0 puisque &, est une unité approchée. Or cette fonction est une
fonction continue & support dans un compact indépendant de n. On en déduit donc bien
que :

If *en — f||,c2(G) — 0.

Pour montrer que ¢ est s.c.i., nous allons écrire ¢(f) comme le supremum d’une suite de
fonctions continues. Désignons par C' la mesure totale de la variété M pour la mesure v,
par || f|5, la norme de f dans L?(G*,\%) et par || f||, la borne supérieure, pour * € M
des normes | fll2,z-

— Les fonctions f +— q(f *€,) sont continues pour f € C.(G), car

1f*glly

I *enll 2y < Csup If xellyy < Cllenlly,  sup === = Cllenll, If]l-
zEM zEM HQHQ,;L«

9eL2(G®)—{0}

— On a supq(f *x&,) < q(f) par 'inégalité usuelle pour la convolution | f * 9H2,o: <
1 fllo. lglly . (f,9 € Ce(G)). Par ailleurs, nous venons de voir que, pour f € L3(@),
|f *en — fllg = 0, ce qui permet de conclure que

q(f) =supq(f * &n).

REMARQUE — Nous avons vu dans la section précédente une définition de la C*-algebre
réduite du feuilletage indépendante de la 1-densité A\ donnée sur le fibré F'. Nous pouvons ici
de méme définir la trace indépendamment du choix d’une 1-densité sur la C*-algébre réduite
du feuilletage & partir de la donnée d’une mesure transverse invariante. Commencons par
définir I'espace des sections de carré intégrable sur G, L%(G, Q%, p). Clest la complétion de

C.(G, Q%) pour la norme donnée par

5= | | T o)
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Pour expliciter cette formule, remarquons tout d’abord que l'intégrale [ . F(7)f(7) est égale
au produit de convolution f** f(x). Or la convolution f*x* f calculée sur un élément = de la
diagonale G(©) est un élément de |A\% F,® \A|% F,. Par Pévaluation, a ® b — ab, on définit
ainsi naturellement une 1-densité sur F'. D’aprés ce qui précéde, une telle densité peut étre
accouplée & la mesure transverse p pour former une mesure sur M.

On définit alors la trace de f* * f par I'intégration de cette mesure sur M.

T(f* # f) = | fI2 = /M(f* « )(@)du(z).

Comme dans la section précédente, il suffit de fixer une 1-densité lisse sur F' strictement
positive pour identifier les deux traces que nous venons de définir.
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Chapitre 2

Résidu de Wodzicki d’un opérateur
pseudo-différentiel sur une variété
compacte

2.1 Opérateurs pseudo-différentiels classiques

Nous rappelons dans cette section les éléments de base de la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels. Pour les démonstrations des propositions que nous utilisons, le lecteur est renvoyé
aux nombreux ouvrages sur cette théorie désormais classique, parmi lesquels [Shu87, Tay81,
Treg80, AGI1].

2.1.1 Espaces de symboles 8" (U)

Soient U un ouvert de R™, [ un entier et mq un réel, appelons S (U, R!) I'’ensemble des
fonctions p(z,£) € C®(U x R!) vérifiant la propriété suivante :
pour tout compact K C U, pour tous multi-indices «, 3, il existe une constante Cx o g telle
que pour tout (z,£) € K x R™, on ait :

10002 p(,€)| < C (1 + €)7o,

L’inégalité précédente permet de définir, en prenant, pour K, «, [ fixés, la borne inférieure
des constantes C o g, une famille de semi-normes qui font de S™ (U, R!) un espace de Fré-
chet. Notons aussi que si m}, < my, alors " (U, R') ¢ §™0(U, R), et définissons S~ (U, R)
comme 'intersection des S™° (U, R!) pour my € R. Nous noterons enfin $™0(U) = S™0 (U, R"),
lorsque [ = n.

DEFINITION 2.1.1 — Soient (my)r>0 une suite de réels tendant vers —oo, T, = maxy>, mj
et, pour k € N, a5 € S"*(U). On dira que a € C*°(U x R™) admet une expansion asymptotique
par rapport a la suite ay, et on écrira

a($a g) ~ Z ak(xv é.)
k=0

lorsque pour tout entier r > 1 la propriété suivante est vérifiée :

a(z,§) — iak(a:,@ e S™(U).
k=0

47
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On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1.2 — Soit une suite a; € §™#(U) telle que my — —oc. Il existe p € S0,
unique 3 un élément de S~ °(U) pres, tel que

oo
P~ an
k=0

Etudions & présent une classe de symboles généralisant les symboles polynomiaux en &
(nous verrons plus loin que les symboles polynomiaux en £ correspondent aux opérateurs
différentiels) : les symboles polyhomogénes.

DEFINITION 2.1.3 —

1. On dit qu’une fonction p € C°(U x (R™—{0})) est positivement homogéne de degré | € C
en la seconde variable si I'on a :

(2,6, € U x (R" —{0}) x R}, p(z, AE) = N'p(z, ).

2. Soit m € C et my = RNem. On désigne par ;" (U) le sous-ensemble de S™°(U) formé
par les éléments p polyhomogeénes, c’est-a-dire les éléments qui admettent une expansion
asymptotique polyhomogeéne :

il existe une suite (a,,—x)ren de fonctions de C>°(U x (R™ — {0})) dont les termes sont
respectivement positivement homogeénes de degré m — k en & et une fonction x € C*> de &

valant 0 au voisinage de { =0 et 1 si || > 1 vérifiant : Vn € N*|

n—1

pP—X Zam_k e S™MTYU).
k=0

Notons que pour tout k, on a xa,,_r € Smo_k(U). De plus, la famille a,,_; est alors
uniquement déterminée pour || > 1 : en effet la formule suivante permet de calculer chacun
de ces termes par récurrence.

(p — 3120 am—k)(z, AE)

/\EToo Am—n = am—n(,&).
Notons que pour tout m € C, on a S~°(U) C &7’ (U). De plus, l'intersection de S;” (U)

et de S (U) pour m —m' ¢ 7 est égale a S™°(U).

2.1.2 Opérateurs pseudo-différentiels classiques

A chaque élément p de §™°(U) on peut associer un opérateur P = OP(p) : C*(U) —
C>*(U) en posant :
(Pu)(x) = (271—)—71/ p(x,ﬁ)ﬁ(§)€i<x’£>d§

ou 4 désigne la transformée de Fourier de u.
En utilisant ’expression de la transformée de Fourier, on peut donner une expression de
P = OP(p) sous la forme d’un opérateur de noyau k. On peut en effet écrire

(Pu)(z) = (27) " / / P, )uy) <> 1€ dedy,
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On en déduit :

(Pu)(x) = /U/f(x,y)u(y)dy avec k(z,y) = (27r)_”/ p(z, £)ei<T¥E> .

n

Le noyau k est une distribution C* hors de la diagonale.

DEFINITION 2.1.4 —

1. On dit qu’un opérateur a noyau est proprement supporté si les projections de Supp(k) sur
U par rapport a la premiére et a la seconde coordonnées sont des applications propres.

2. Un opérateur linéaire P de C2°(U) dans C*°(U) est dit régularisant lorsque le noyau de
Schwartz k de P est une fonction C>*(U x U).

On a la propriété suivante pour les opérateurs régularisants proprement supportés.

PROPOSITION 2.1.5 — Un opérateur régularisant proprement supporté peut toujours s'écrire
sous la forme OP(p), avec p € S °°(U). Réciproquement, tout opérateur de cette forme est
régularisant.

DEFINITION 2.1.6 —

1. Un opérateur pseudo-différentiel (classique) est un opérateur de la forme P = OP(p), p €
St (U). Cette fonction p € S;*  (U) est appelée le symbole total de |'opérateur P. Le
symbole total posséde une expansion asymptotique de la forme :

P, )~ S amoi(2.)

ol a,,_ est une fonction positivement homogéne de degré m — k en £ appartenant a
C>®(U x (R™ — {0})). La donnée de cette expansion asymptotique permet de retrouver le
symbole total a une fonction S prés.

2. On appelle ordre d’'un opérateur pseudo-différentiel le nombre complexe m — k tel que

dans le développement asymptotique des symboles p € S; (U), le premier terme non

identiquement nul est positivement homogéne en £ d'ordre m — k.

3. On appelle symbole principal d'un opérateur P d’ordre m la fonction
om(P) € C*(U x (R" —{0}))
positivement homogéne de degré m en la seconde variable donnée par

o (P)(@,€) = o(p)(2,€) = lim PEAE).

A—00 ™

Le symbole principal est le premier terme du développement asymptotique précédent.
4. On notera P™(U) la classe des opérateurs pseudo-différentiels proprement supportés d’ordre
met P~ (U) = ﬂc P (U) I'ensemble des opérateurs régularisants proprement supportés.
me
On désigne par P (U) le sous-ensemble de P (U') formé des opérateurs pseudo-différentiels

a support compact, c’est a dire ceux pour lesquels le support de k(z,y) dans U x U est
compact.
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On peut donner une définition équivalente en disant qu'un opérateur pseudo-différentiel
proprement supporté P est un opérateur continu de C*°(U) vers C*°(U) pour lequel :

p(z,§) = e P(e<E7) € ), (U).

On munit l'ensemble P (U) des opérateurs pseudo-différentiels proprement supportés de la
topologie des semi-normes définies sur son symbole total.

La propriété suivante nous permet de ramener les problémes de support d’un opéra-
teur pseudo-différentiel & des problémes de support pour un opérateur régularisant. Ceci
raméne, dans de nombreux cas, I’étude des opérateurs pseudo-différentiels & celle des opéra-
teurs pseudo-différentiels proprement supportés.

PROPOSITION 2.1.7 — Tout opérateur pseudo-différentiel s’écrit comme la somme d’un opéra-
teur pseudo-différentiel proprement supporté et d'un opérateur régularisant.

2.1.3 Structure d’algébre de I’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels

Poursuivons nos rappels sur les opérateurs pseudo-différentiels en énoncant quelques pro-
priétés sur la structure d’algébre involutive de ces opérateurs. Désignons par P(U) ’espace
vectoriel engendré par les combinaisons linéaires d’opérateurs pseudo-différentiels proprement
supportés dans ’ouvert U. Remarquons tout d’abord que si la somme d’opérateurs pseudo-
différentiels proprement supportés d’ordres ne différant pas d’un entier n’est plus un opérateur
pseudo-différentiel, on peut néanmoins ’écrire sous la forme OP(a), avec un a € ™ (U), grace
a la proposition (2.1.2). Notons ensuite que ’on peut composer naturellement deux éléments de
P(U). Le noyau kpog de l'opérateur Po @ est donné par : kpog(z,y) = [ kp(z,2)kq(z,y)dz;
c’est le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel proprement supporté. D’autre part, définis-
sons l'adjoint P* de P comme 'unique application linéaire de C2°(U) sur lui-méme définie
par :

Vu,v € C°(U), (P*u,v) = (u, Pv) = /u(:c)(Pv):rdx.

On peut alors montrer que I'application * est une involution de P™(U) dans lui-méme qui
transforme le symbole de la maniére suivante :

a*(z,§) = Z é@g‘@?a(:ﬂ, £).

PROPOSITION 2.1.8 —

1. Pourtousm,n € CU{—oc} ona:P"oP"™ C P™*" De plus 0pmin(PoQ) = om(P)on(Q)
si P et () sont respectivement des éléments de ces ensembles.

2. P est une algébre involutive filtrée par R et graduée par C/Z. La propriété précédente fait
de P~°° un idéal bilatére de cette algébre involutive.

3. L’ensemble P% des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre entier est une sous-algébre invo-
lutive de P.

4. On a, pour les symboles totaux, la formule de composition suivante :

o(PQ)(,&) ~ Y (B¢ o (P))(x,8)[070(Q)](.€)

al

«
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2.1.4 Opérateurs elliptiques, parametrix

Nous pouvons & présent parler de la classe des opérateurs “presque inversibles” dans cette
algébre involutive : les opérateurs elliptiques.

DEFINITION 2.1.9 — Un opérateur P € P™ est elliptique si son symbole principal ne s’annule
pas.
La propriété essentielle des opérateurs elliptiques est de posséder un quasi-inverse.

PROPOSITION 2.1.10 — Soit P € P™ un opérateur elliptique. 1l existe alors un opérateur
pseudo-différentiel QQ € P~ appelé parametrix tel que :

PQ—-1eP>U)etQP—1ecP >U)-

DEMONSTRATION— Supposons que cet opérateur () existe. Alors ) admet un symbole
polyhomogene q(x, &) = x(£) X120 ¢—m—i1(z, &) tel que la composition du symbole p de P avec
q soit égal a 1, le symbole de l'identité. Ecrivons cette égalité pour [£| > 1 :

1
L=(poq)(x,€) ~ > —0¢pdq

oo
~  PmQ-m + Z Pm4—m—1 + Z 3?pmfk3$Q—m—j
=1 k+j+lal=1
j<l

En isolant chaque degré d’homogénéité, nous avons donc :
Pml—m = 1 et, VI >0

83? m—k a;l —m—J
Pmq—m—1+ Z [ P k]CEé' d ]] = 0.

i<l
J+k+|al=l
Nous obtenons ainsi une formule permettant de déterminer g_,, et chacun des termes q_,, ;
en fonction des p,,—j et des ¢_,,—; avec j < [. On peut donc construire par récurrence cette

suite de fonctions positivement homogénes. Ainsi, si réciproquement nous nous donnons un
opérateur proprement supporté @ = OP(q) dont le symbole total est un élément de S;?  (U)

vérifiant
Q(xa 5) ~ Z qufl(xa 6)

avec ¢_m—i(x,&) les symboles homogeénes calculés grace aux formules de récurrence précé-
dentes, alors () est bien dans P~"" et il vérifie

PQ-I=ReP ™.
De méme, on peut trouver Q' vérifiant

QP 1=R P,
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Alors,on a Q' PQ=Q"+QR=Q+ R'Q.0r QRe P~ et R'Q € P~>°. Donc Q et Q' ne
difféerent que d’un opérateur régularisant. La proposition est ainsi démontrée. |

2.1.5 Opérateurs pseudo-différentiels sur une variété
Action de difféomorphismes

Les classes d’opérateurs P™(U), P (U) et P~°°(U) sont invariantes sous l'action de dif-
féomorphismes. En effet, donnons-nous un difféomorphisme & entre deux ouverts de R",
¢ : U — V, &* le difféeomorphisme induit de C*°(V) sur C*°(U) et un opérateur pseudo-
différentiel P sur U. On peut alors définir un nouvel opérateur linéaire ®4P de C2°(V) vers
C>(V), qui soit l'opérateur rendant le diagramme suivant commutatif :

C (V) 5 e2(v)

| |+

€% (U) —5=C(U)

PP = (&*)~L o P o ®* est alors un opérateur pseudo-différentiel de méme ordre que P. On a
de plus, pour les symboles totaux, la formule de transformation suivante : si a(z,&) désigne
le symbole total de P et a®(z,£) celui de ®*P, on a :

a®(@(@),) ~ Y Lot (ae),

aeN”

ot al® (z,6) = 8?@(:5, §) et Ya(z,§) = 8@76i<pm(y)’§>‘y=za avec p;(y)

= O(y)—0(z) - (z)(y—
x) (¥’ désigne la différentielle de ®). Notons que la différentielle (dp,)
|ov

évaluée en y = x est

nulle. Ainsi ¢, (z, &) est polynomial en £ de degré plus petit que 7|, et chacun des termes

o

de la somme précédente est de degré au plus m — 5 La somme précédente est donc bien
définie.

Remarquons également que si le symbole total est modifié par ’action d’un difféomor-
phisme, le symbole principal est lui indépendant des coordonnées choisies pour ’exprimer. En
effet, en notant n = '@ ¢ et y = ®(x), on a :

P
: _ g W) o a@§)

= om(P)(z,£).

Opérateurs pseudo-différentiels sur une variété

Ainsi, la notion d’opérateur pseudo-différentiel peut étre étendue aux opérateurs agissant
sur une variété. Un opérateur linéaire P : C°(M) — C°°(M) sur une variété M est appelé
pseudo-différentiel si dans tout atlas il est localement un opérateur pseudo-différentiel de
P (U). Cela signifie que pour toute carte de M,

M>U ~U CR"
I'opérateur linéaire défini par ®*P : C*(U) — C®(U) et

(P*P) = (¢*)™' o Py o *
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est dans P™(U) (on désigne par P Topérateur de C(U) dans C*°(U) qui a f € C(U)
associe (Pf )|[~]). On notera P™ l’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels proprement
supportés. Comme nous avons vu que le symbole principal d’un opérateur ne dépendait pas de
la carte choisie pour ’exprimer, nous pouvons définir une notion globale de symbole principal
en utilisant le fibré cotangent a la variété.

DEFINITION 2.1.11 — Le symbole principal d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m sur une
variété M est une fonction lisse oy, sur le fibré cotangent privé de la section nulle : T*M — {0},
homogeéne de degré m en la seconde variable.

On peut alternativement, en divisant par |£|"™ définir le symbole principal comme une
fonction lisse oy, sur le fibré cotangent en sphére S*M.

Opérateurs elliptiques et parametrix

On peut dans cette situation appeler elliptiques les opérateurs dont le symbole principal
ne s’annule pas.
Commencons par énoncer un lemme.

LEMME 2.1.12 — Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m sur une variété M, et
U C M un ouvert de carte. On suppose que le symbole principal de P est non nul sur U. Pour
toute fonction ¢ € C2°(U), il existe alors un opérateur pseudo-différentiel @ d’ordre —m a
support compact dans U, tel que 'opérateur PQ — ¢ est un opérateur régularisant proprement
supporté dans U.

DEMONSTRATION DU LEMME Nous avons vu que ’opérateur P restreint & 'ouvert U admet
une parametrix proprement supportée @ :

PQ=1I,-R

avec R un élément de P~°°(U). Soit ¢ € C2°(U) valant 1 sur un voisinage du support de ¢ et
posons @ = @b@(p. L’opérateur @ est a support compact dans U, et les opérateurs (1 — LZJ)Q(p
et Ry sont régularisants et proprement supportés dans U. L’opérateur PQ — ¢ est donc
régularisant et proprement supporté. H

On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1.13 — Soit P € P™ (M) un opérateur elliptique. Il existe un opérateur propre-
ment supporté (), appelé parametrix, tel que les opérateurs PQ) — I et QP — I sont des opérateurs
régularisants proprement supportés.

DEMONSTRATION— Donnons-nous un atlas (U;);c; pour la variété M et (¢;);cr une par-
tition de I'unité C*° adaptée au recouvrement.

Nous avons vu qu’il existe un opérateur @); a support compact dans U; et tel que ’opérateur
P restreint a U; vérifie :

PQ; = ¢ — R;
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avec R; un élément de P~°°(U;). L’opérateur Q = > Q; est par construction un opérateur
pseudo-différentiel proprement supporté d’ordre —m sur la variété M, et c’est bien une para-
metrix a gauche pour P. Par un lemme analogue au précédent, nous pouvons construire une
parametrix & droite Q' pour P. En étudiant QPQ’, on en déduit que la différence entre Q et
Q' est un opérateur régularisant. |

Topologie pour les opérateurs classiques

Nous pouvons munir ’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels classiques d’une topo-
logie. Commencons par décrire la topologie sur S;” (U). Posons my = Rem et remarquons
tout d’abord que la topologie définie par les semi-normes sur S™°(U) n’est pas adaptée car

. (U) n’est pas fermé pour cette topologie. Nous avons besoin d’une topologie plus com-
pliquée. Le symbole principal de ce symbole peut étre considéré comme une fonction C*° sur
le fibré en sphére S*U. La topologie naturelle pour les symboles principaux est donc celle de
la convergence uniforme sur tout compact de la fonction et de toutes ses dérivées. Or nous
voulons ce type de convergence, non seulement pour le symbole principal, mais pour les sym-
boles de tous ordres. Donnons-nous une fonction x(§) nulle au voisinage de 0 et valant 1 si
|€] > 1. La topologie sur les symboles polyhomogeénes est la moins fine rendant continues les
applications y — opm—j(y) et y — o(y) — x(&) Z;‘V:o om—;(y), & valeurs respectivement dans
C>(S*U) et dans S™0~N=1(U). C’est une limite projective de toplogies métrisables, et elle
est métrisable. Pour cette topologie, une suite o(n) de symboles totaux dans S;° (U) tend
vers 0 lorsque pour tout entier NV, on a :

1. pour 0 < j < N, la suite o,,—r(n) tend vers 0 pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact de la fonction et de toutes ses dérivées;

2. la suite o(n) — x(§) Z;V:O om—j(n) tend vers 0 pour la topologie définie par les semi-

normes sur S™ N (U).

De plus, cette topologie est invariante par difféomorphismes et peut donc étre étendue aux
opérateurs pseudo-différentiels classiques sur les variétés.

2.1.6 Opérateurs agissant sur des fibrés

On peut également étendre les définitions et les propriétés que nous avons détaillées aux
opérateurs agissant sur des fibrés. Donnons-nous ainsi deux fibrés vectoriels C*°, F et F, de
rang k et | au-dessus d’une variété lisse M, notons 7 la projection naturelle 7 : T*"M — M
et 7 FE, w*F les fibrés vectoriels au-dessus de T*M correspondants. On désigne alors par
P™(M, E, F) la classe des opérateurs linéaires continus P : C*°(M, E) — C>*(M, F), tels que
pour tout couple de sections C*, s et t* de E et F™* respectivement, 1’opérateur

f= ", P(f3))

de C*°(M) dans lui-méme est un opérateur pseudo-différentiel proprement supporté d’ordre m.
Dans toute carte locale (¢, U), ces opérateurs s’écrivent comme des matrices [ x k d’opérateurs
pseudo-différentiels (p; ;) d’ordre m. Le symbole total est alors un élément de C*(T*U) ®
M, (C) qui posséde un développement asymptotique analogue a celui défini précédemment.
Le symbole principal peut lui étre globalement défini comme un homomorphisme lisse :

om(P)(x,&) : By — F,
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homogéne de degré m sur toute fibre de T*M. On dit dans ce cas qu’un opérateur pseudo-
différentiel P est elliptique lorsque son symbole principal est inversible. Un tel opérateur
posséde une parametrix.

Pour faciliter I’écriture des formules et des démonstrations, nous n’avons retenu dans la
suite que le cas ¥ = F' = C, mais le passage au cas général peut se faire pour tous les objets
étudiés.

2.2 Espaces de Sobolev

Remarquons qu’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre > 0 ne peut pas, en général, étre
étendu en un opérateur continu de L? dans L?. Les espaces de Sobolev constituent alors un
cadre naturel d’espaces de Hilbert sur lesquels les opérateurs pseudo-différentiels agissent.
Commengons par rappeler la définition de tels espaces dans R™ avant de nous intéresser au
cas des variétés compactes.

DEFINITION 2.2.1 — Soit s € R, on dit qu’une distribution tempérée u sur R™ appartient a H?,
le s-iéme espace de Sobolev, si sa transformée de Fourier 4 est une fonction localement sommable
et sion a

| iy @) de <+

Notons qu’une définition équivalente est de demander
<&>*i=[(1+[¢*)?a e L*R™),

et que pour s € N, cela équivaut & imposer : V|a| < s, 9%u € L?. Rappelons briévement les
principales propriétés de ces espaces :

THEOREME 2.1 —

1. Structure Hilbertienne Les espaces H* sont des espaces de Hilbert pour la norme |Ju||,
provenant du produit scalaire :

(1,0)s = / (1+ €2 a(E)(€)de.

2. Densité L'espace C2°(R™) est dense dans les espaces H”.

3. Dualité Soient s € R et u € H *. L'application de I'espace de Schwartz S dans C :
¢ —< u,¢ > se prolonge de maniére unique en une forme linéaire continue sur H*. Ce
procédé identifie canoniquement H * au dual de H® : pour toute forme linéaire continue L
donnée sur H?, il existe un unique u € H ™% tel que L(v) =< u,v > pour v € H".

Dans le cas d'une variété M compacte, il est possible, & ’aide d’un atlas, de transposer
cette définition et ces propriétés.

DEFINITION 2.2.2 — Soit M une variété compacte de dimension n, et {(U;, ¢;) }icr un atlas
fini. Soit (1);)icr une partition de I'unité C> adaptée au recouvrement par les ouverts U;. On dit
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alors qu'une distribution tempérée u appartient a |'espace de Sobolev H*(M) si pour tout i € I,
ona:
(Yiu) o ¢; ' € H*(R™).

Les propriétés énoncées dans le théoreme précédent sont toujours vraies, et notamment le
fait que H?® est un espace de Hilbert pour la norme issue du produit scalaire :

(w,0)s = > (i) 0 6, (iw) 0 6, ), -

i€l

Notons que les normes définies en prenant des atlas ou des partitions de 'unité différents sont
équivalentes entre elles. On peut donner une définition des espaces de Sobolev ne faisant pas
directement appel aux recouvrements. Il faut en premier lieu étendre par dualité ’action des
opérateurs pseudo-différentiels aux distributions sur la variété. On dit alors qu'une distribution
tempérée u est dans H*(M) si Pou € L?(M), oit P; est un opérateur pseudo-différentiel
elliptique d’ordre s dont le symbole principal est positif.

On a de plus les propriétés suivantes :

ProPOSITION 2.2.3 —
1. Inclusions L'opérateur naturel d’inclusion, ijl : H® — H*', est compact pour s > s'.

2. Régularité Si s > n/2 + p, alors H*(M) s'injecte continiment dans C”(M ). De plus
UsH®(M) = D'(M), I'ensemble des distributions tempérées, et N H(M) = C>(M).

Enoncgons & présent le théoréme de régularité pour les opérateurs pseudo-différentiels sur
une variété compacte :

THEOREME 2.2 — Soit P € P™ (M) un opérateur pseudo-différentiel d’ordre complexe m, alors
P s’étend pour tout s en un opérateur linéaire continu

P:H*(M)— H* (M)
oll mg = Rem.

On notera || P||, , la norme d’un opérateur linéaire continu de H* dans H".
)

COROLLAIRE 2.2.4 — Appliquons le théoréme précédent au cas s = mg = 0. L’opérateur P est
alors une application linéaire continue de L?(M) dans lui-méme.

Dans le cas d'un opérateur d’ordre de partie réelle my < 0, on obtient en combinant le
théoréme et la proposition précédente le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.2.5 — Un opérateur P d’ordre m avec mg < 0 est un opérateur compact de
tout espace de Sobolev H*(M) dans lui-méme (en particulier de L?(M) dans lui-mé&me).

Nous pouvons également énoncer un résultat reliant ’ordre d’un opérateur pseudo-différentiel
sur une variété M de dimension n & son appartenance & la classe de Hilbert-Schmidt.
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PROPOSITION 2.2.6 — Un opérateur pseudo-différentiel d'ordre de partie réelle strictement
inférieure 3 —% est de Hilbert-Schmidt. En particulier, un opérateur d’ordre strictement inférieur
a —n est a trace.

2.3 Résidu de Wodzicki

Les premiers travaux sur le résidu non commutatif proviennent de 1’étude d’un résidu
dans le cadre de la géométrie symplectique par Guillemin, et de 'introduction par Adler et
Manin du résidu non commutatif en dimension 1. Mariusz Wodzicki a repris et étendu ces
travaux dans sa thése et les a reliés & une notion analytique de résidu pour un opérateur
pseudo-différentiel classique P sur une variété compacte M de dimension n. Il montre ainsi
que le résidu

Res(P) = 2res;—oTr(AA™?)

ou A désigne un laplacien de M, est une trace sur ’algébre des opérateurs pseudo-différentiels
d’ordres entiers, qui est I'unique trace sur cette algébre si M est connexe de dimension > 1. La
géométrie des cones symplectiques permet également & Wodzicki de donner une forme locale
de ce résidu, c’est-a-dire de construire une densité res,(P) sur M telle que, si f € C°(M),
Res(fP) = [, fresy(P), et telle que, si (U, ¢) est une carte locale, alors

P resg) (P) = res, (¢*P).

Cette propriété implique en particulier 'invariance par difféomorphisme du résidu non com-
mutatif.
De plus, cette densité est donnée par la formule locale :

resu(P) = g ([ pen(w 91l au

ol p_,, désigne la partie homogéne d’ordre —n en & du symbole de I'opérateur P dans la carte
considérée, |d¢| une densité sur S"~! et du une forme volume locale sur U.

11 existe au moins cinq propriétés différentes du résidu de Wodzicki d’un opérateur pseudo-
différentiel P d’ordre r qui le caractérisent.

1. C’est un objet local, défini comme densité sur la variété M, donnée par

resu(P) = o ([ pntu) el

2. Il est donné par le coefficient logarithmique du développement asymptotique du noyau
de Schwartz de I'opérateur P au voisinage de la diagonale.

3. C’est un objet globalement défini : il est donné par le résidu en 0 d’une fonction mé-
romorphe sur C de la forme z +— Tr(P(z)) avec z — P(z) une famille holomorphe
d’opérateurs pseudo-différentiels telle que P(0) = P et P(z) est d’ordre z + 7.

4. 11 s’exprime en termes des coefficients du développement asymptotique au voisinage de
t = 0 du noyau de Schwartz de I'opérateur de la chaleur e~** associé a P.

5. Enfin il définit une trace résiduelle sur l’algebre des opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre entier; si la variété est connexe et de dimension > 1, c’est 'unique trace sur
cette algebre.
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La premiére et la cinquéme méthodes sont développées dans [FGLS96]. Nous allons étudier la
deuxiéme et montrer son équivalence avec la troisiéme, en utilisant une méthode initiée dans
[CM95] et [KV95] et expliquée en grand détail par Raphaél Ponge dans [Pon96]. Nous don-
nerons ensuite quelques indications pour y relier la quatriéme définition, étudiée notamment
par Schrohe [Sch99]. Nous utiliserons pour alléger les formules dans nos calculs la convention
que d¢ deésigne la forme volume (27)~"d§.

2.3.1 Familles holomorphes d’opérateurs pseudo-différentiels

Notons que la définition en termes de résidu n’a d’intérét que si I’on peut exhiber des
familles holomorphes d’opérateurs vérifiant les conditions précitées. Un exemple fondamental
est fourni par la famille des puissances complexes d’un opérateur pseudo-différentiel. Nous
donnons dans la section suivante une description compléte en termes d’opérateurs pseudo-
différentiels de la famille (A®)scc lorsque A est un opérateur différentiel elliptique et inversible,
pour lequel il existe un angle fermé du plan dont 'intersection avec le spectre de A est vide (par
exemple A positif). Notons que, plus généralement, 'opérateur différentiel elliptique A, dont
on prend les puissances complexes, peut étre remplacé par un opérateur pseudo-différentiel
elliptique d’ordre > 0 qui admet des puissances complexes au sens de Seeley [See67, GS95].

Nous allons donner ici un exemple dans un sens plus simple d’une famille holomorphe
d’opérateurs.

Commencons par définir la notion de famille holomorphe de symboles polyhomogénes a
support compact.

DEFINITION 2.3.1 — Soient U un ouvert de R™, D un domaine du plan complexe, et z — m(z)
une fonction holomorphe de D dans C. On dit qu’une famille z — a(z,&, 2) € C°(U xR™ x D) est
une famille holomorphe de symboles classiques d’ordre m sur D, et on note a(z,§, z) € S} (U, D)
si:

1. I'application z — a(z, &, z) est holomorphe pour tous (z,&) fixés;

. il existe pour tout j des fonctions a,,.)_;(7,&,2) positivement homogenes en { de degré
m( ) — j telles que :

(a) l'application 2 + @p(.y—;(7,&,2) est holomorphe de D dans I'ensemble C>°(S*U)
muni de la topologie de la convergence uniforme de la fonction et de toutes ses dérivées
sur tout compact;

(b) pour tout N € N, pour tous multi-indices «, 3, pour tous compacts K C U et K' C D,
il existe une constante C' = C(N,a, 8, K, K') telle que :

N-—1
0¢00[a(x. &, 2) ()i (2, €, 2)]| < O < g >m=N=lel
=0

<.

pour (z,&,2z) € K x R" x K" et m > |m(z)| sur K'.

A présent que nous avons défini les familles holomorphes de symboles, nous pouvons définir
les familles holomorphes d’opérateurs pseudo-différentiels.

DEFINITION 2.3.2 — Soit m : z +— m(z) une fonction holomorphe de D dans C.
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1. On dit qu'une famille z +— A(z) est une famille holomorphe d’ordre m sur D, et on note
A e P™(U,D),silafamille A(z) € P?(Z)(U) est une famille d’opérateurs pseudo-différentiels
a support compact dans I'ouvert U telle que le symbole de I'opérateur A(z) est donné par
un élément a(z, &, 2) € S (U, D).

2. Soit M une variété compacte. On dit qu'une famille A(z) € P(M) est holomorphe d’ordre
m si dans tout systéme de coordonnées locales U, et toute fonction ¢ € C°(U), on
peut écrire A(z)p = Ay(z) + Ry(z), avec A, € P"(U,D) et z — Ry(z) une famille
holomorphe d'opérateurs régularisants, dont le noyau k, appartient a C°°(M x M x D).
On note P™ (M, D) la classe de ces opérateurs.

On peut prouver, en utilisant des raisonnements analogues a ceux de la théorie classique des
opérateurs pseudo-différentiels, que cette classe des familles d’opérateurs pseudo-différentiels
holomorphes sur un domaine est stable pour les opérations suivantes : la composition, 1’ad-
jonction et la détermination d'une parametrix.

Donnons & présent un exemple d’une telle famille holomorphe.

EXEMPLE — Donnons-nous une variété compacte M de dimension n, munie d'un recou-
vrement par des ouverts U; et d'une partition de l'unité (9012 )ier adaptée & ce recouvrement.
Posons alors F(z) = >, ¢;Ei(2)p; avec F;i(z) € P(U;) Popérateur dont le symbole est donné

w69~ i) (1 1P

avec 1; une fonction C'*° & support compact dans U;. La famille z +— P(z) est alors une famille
holomorphe d’ordre z sur C.

2.3.2 Le coefficient logarithmique dans le développement asymptotique du
noyau

Nous voulons écrire un développement asymptotique du noyau de Schwartz d’un opérateur
pseudo-différentiel P d’ordre [ au voisinage de la diagonale. Or nous savons que le noyau est
donné par la transformée de Fourier du symbole total de ’opérateur :

k(z,y) = /n p(z, &) v O

Le symbole p(z,£) est polyhomogeéne et admet un développement asymptotique p(x,&) ~
Zjo-io p—j(x, &), avec py, positivement homogéne de degré k en &. Pour effectuer un dévelop-
pement asymptotique du noyau, il faut donc commencer par étudier les propriétés de ces
fonctions homogeénes. Rappelons que R agit sur I’espace de Schwartz S(R™) par dilatation
de la fagon suivante :

(Af)(x) = falz) = f(Az).

Cette action s’étend par dualité a I’espace S’ et A.7 = 7, est définie par I'égalité

(Tas £) =277, fa-1)-

DEFINITION 2.3.3 — On appelle distribution homogéne de degré m € C sur R™ une distribution
T telle que 7, = A™7 pour A > 0.
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LEMME 2.3.4 — [Pon96] Soit 0 € C*°(R"™ —{0}) une fonction positivement homogene de degré
m € C.

1. Sim € Z et m > —n , il existe une unique distribution homogéne 7 de degré m prolon-
geant o.
2. Sim € C — Z, il existe une unique distribution homogéne 7 de degré m prolongeant o.

3. Si m = —n, il existe une distribution homogéne étendant o si et seulement si le nombre

S IRGL

est nul. Plus généralement, on peut étendre o en une distribution tempérée 7 vérifiant,
pour tout A > 0,
™" =X "7+ X "log(\)ecsdo.

DEMONSTRATION DU LEMME

1. La fonction o est intégrable au voisinage de ’origine car m > —n, et C*° & croissance
polynomiale & 'infini. Elle définit donc naturellement une distribution tempérée, qui est
homogeéne de degré k.

2. Fixons un entier positif [ tel que [ > Rem + n + 1. Nous pouvons, comme dans [Pon96],
définir une fonction ¢ € C°(Ry) valant 1 au voisinage de 0 vérifiant la propriété
suivante

o0
/ t%)'(t)dt =0 pour a =m +mn,---, m-+n+1.
0

Le fait que m ¢ Z intervient ici directement dans la définition de la fonction . En effet,
on peut alors prendre une solution v/’ de la forme :

) ~ m+n+l . d
Y(e) =e (H (a W))g(s),

a=m-+n

avec g € C2°(R) telle que [ g = 1.
Définissons a présent, & I’aide de cette fonction 7 une distribution tempérée 7 en posant,
pour f € S(R"):

wh=[ {f@)w(a) 5 f()(i?)f} o(€)d.

|| <

Pour A > 0, on a alors

|| <1

v f) =3y = o [ { o1g) —u(e) 3 LDOATY } o(€)de

(a) e
- f(f)—u}(m)Z% o (€)de

o<t

(a)
= Y 0 (e - vonieh eotente

| <

(@) (0
= \" Z / a!( )nggpa(/\)

|| <
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avec
dt

o = a _ OO m+n+|al _ =,
oo = [ €a@)1as] et pu= [ el — v )G
On a pa(1) =0 et

) = Aot fminsiely )y

Finalement, 7 est donc homogéne de degré m si et seulement si
oo
/ t%)(t)dt =0 pour a =m +mn,--- , m+n+1,
0

ce qui est vérifié. L’unicité provient de l’observation suivante. La fonction o définit
naturellement une forme linéaire continue sur le sous-espace S{"(R") de S(R™) formé
par les fonctions f telles que f(®(0) = 0 pour |a| + Rem 4+ n < 0. La différence entre
deux distributions tempérées homogenes 7 et 7’ de degré m étendant o est donc une
distribution homogéne de degré m nulle sur S". Cette différence s’écrit donc comme
une combinaison linéaire de la forme

T—71 = Z aaé(()a)
|at|+Re m+n<0
avec &g la distribution de Dirac en 0. C’est impossible, car une telle distribution ne peut
étre homogéne de degré m si m n’est pas un entier négatif.

. Dans le cas m = —n, la fonction o définit naturellement une forme linéaire continue sur le
sous-espace S; " (R™) des fonctions de Schwartz s’annulant en 0, L(f) = [ f(£)o(€)d¢
Cette forme linéaire s’étend par le théoréme de Hahn-Banach en une forme linéaire
continue sur &, soit en une distribution tempérée. Une telle distribution étendant o
appartient & la droite affine de direction dg

D={res, nee@n="L}

Soit A > 0; si f € S;"(R™), alors fy-1 aussi et L(fy-1) = L(f), par homogénéité de
o. Comme ¢ est une distribution homogene de degré —n, on en déduit qu’il existe c¢(\)
tel que pour tout 7 € D, on a :

™ = A "7 + c(A) A" dp.

Ainsi, toute distribution 7 € D est une extension homogéne de o si et seulement si cette
fonction ¢(\) est identiquement nulle. Il ne nous reste qu’a calculer cette fonction c¢(\)
sur un exemple. Donnons-nous une fonction ¢ € C°(R,) valant 1 au voisinage de 0 et
définissons la distribution tempérée 7 par :

(7. £) = [ ~ (€D sO)a(e)de.
Il est clair que 7 € D et on a alors, pour f € S, avec f(0) =1:

cA) = (n )0 f)

= [uoo - vlieho@de - [© - vl

_ / (BOAED — B(I€D)o(E)de
= cop(N)
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avec

o= [ a©lde] et o) = [T w0 - v) -
Sn-1 0
Or on a p N
Agxp) =2 [ v = w0 = 1.

d’ott 'on tire py = In(A). On a donc bien finalement

c¢(A) = ¢co In(N).

PROPOSITION 2.3.5 — Soit U un ouvert de R et P € P"(U) un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre complexe m = mg+1im; et de symbole p(z,&). Posons | = [mg]+n. Le noyau de Schwartz
de P a alors un comportement asymptotique au voisinage de la diagonale A donné par :

l
k(z,y) = Z aj—m-n(z,x —y) —cp(x)log |z —y| + O(1).
§=0
Plus précisément, on a
l
k(z,y) =Y aj m n(z.x—y) — cp(z)loglz — y| + R(z,y),
§=0

ou les fonctions a;_,, » sont des fonctions C>°(U x (R™ — {0})) positivement homogénes de
degré j —m —n en la seconde variable. La fonction cp(x) est une fonction C'*° sur U donnée par :

or@) = [ p-aeg)lael.

avec p_, le symbole d’ordre —n de P et R(x,y) une fonction C°° sur U x U — A et continue sur
A.

Notons que dans le cas oll m n’est pas un entier supérieur & —n, la partie logarithmique
du développement précédent est nulle, puisque P a un symbole d’ordre —n nul.

DEMONSTRATION— On sait que le noyau de P s’écrit
M) = [ plag)el O

Nous savons également que les | premiers termes du développement asymptotique de p sont
des fonctions py,—j(z,£) € C*°(U x (R™—{0})) homogeénes de degré m — j, avec mo—j > —n.
Dans le cas oul cette inégalité est stricte, nous savons par le lemme précédent que, pour
tout z, il existe une unique distribution tempérée homogene 7,,_;(x) de degré m — j étendant
Pm—;(z. ). Notons de plus que, d’apres la formule définissant 7, ;, 'application  — 7,,,— ()
est lisse de U dans S’ car pp,—j(z,&) € C®°(U x (R™ — {0})). Dans le cas m — j = —n, nous
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avons vu dans le lemme précédent que la donnée d’une fonction ¢ € C°(R;) valant 1 au
voisinage de 0 permet de définir pour tout = € U une distribution tempérée 7_,, par :

(rnl@), ) = / (F(6) — (1€) £ (0))p_n(x, )dé pour [ € S.

L’expression de cette distribution montre également que ’application x — 7_,,(x) est lisse de
U dans &' car p_p(z,&) € C°(U x (R™ — {0})). Posons alors

l
) = [ 2.8 = (O Y pui(a.) | e
=0

Cette fonction est C'™° sur U x U — A et continue sur A car le symbole

l
§> Z Pm—j (xa 5)
=0

est une fonction absolument intégrable et C'*° sur U x R™. Or nous savons par construction
que si e, désigne la fonction v — (27) "€’ "€} la différence

/ X(Epm (2, )T HOTE — (1 (1), e(aoyy)

est une fonction C* sur U x U — A et continue sur A pour tout j. Ainsi

l
R(zy—kxy ZTmJ 7 zy))
7=0

est une fonction C* sur U x U — A, et continue sur A.
Il nous reste donc & calculer pour tout entier j entre O et [ I’expression

am—j(2,0) = (Tin—j(2); €v)-
— Dans le cas o mg — j > —n, nous savons que T,,—;(x) est homogeéne de degré m — j.

Donc on a

(T (), exo) = (Tm—j (), (€0)r) = X ((Tm—j ()1, €v) = X" (1 (2), €0).

Ainsi cette fonction ay,—j(2,v) = aj—m—n(z,v) est bien une fonction C* sur U x (R™ —
{0}) positivement homogeéne de degré j — m — n en la seconde variable.
— Dans le cas j = m +n, on a alors

an(z,Av) = (T-n(z), (€0)r)

(T (®))a-1, ew)

PN (- (@) + cp(x) log(A 1)), €y)
w(x,0) + cp(x) log(A™1).

En prenant A\ = |v| ', on obtient, en posant a_,(x,v) = a_,(z, ﬁ),

= A
= A°
o

Qn(T,v) = a—n(z,v) — cp(z)log [v]

ce qui permet de conclure.



64

2.3.3 Définition du résidu de Wodzicki

Revenons a présent au cas d’une variété compacte sans bord M de dimension n. Démon-
trons que le coefficient cp(z) de la proposition précédente que nous pouvons définir dans tout
systéme de coordonnées locales pour la variété M définit en fait une densité sur M.

PROPOSITION 2.3.6 — Soit P un opérateur pseudo-différentiel de degré m sur M. Le coefficient
logarithmique cp(z) de I'expansion asymptotique du noyau de Schwartz kp(z,y) de P au voisinage
de la diagonale

l
kp(iﬂ,y) = Za’jfmfn(wi - y) - Cp(l') IOg |$ - y‘ + O(l)
7=0

est invariant sous I'action d’un difféeomorphisme ¢, i.e. on a

cyep(x) = [Js(z)| cp((a))

avec Jy le jacobien associé a ¢. En particulier, ce coefficient définit une densité res,(P) sur M
qui s'exprime localement sous la forme

res,(P) = cp(x)dxr = /Snl pon(x, &) |dE| dx

avec dz une forme volume locale.

DEMONSTRATION— Donnons-nous un changement de carte locale z = ¢~!(z'). Le noyau
ky:p(,y) est celui de #*P. Tl est donc égal, par changement de variable a |J(y)| kp(¢(z), #(y)).
On a donc

!
korp(@,y) = D [Jo®)] @j—mn(d(x), d(2) = d(y)) = | Js(y)| ep(d(x)) log |é(2) — d(y)| + O(1).
j=0

Nous pouvons pour tout N € N écrire un développement de Taylor pour ¢ a l'ordre N au
voisinage de la diagonale :

N-1 )z — (k) N
6w~ oty) = Y WAL ZIDE o0y,

k=0

Nous savons d’autre part, par homogénéité de a;_,,_n, que l'on a :
) ¥ )

@i mn(B(2), (@) — $(y)) = |p(x) — W)™ " a5 mn(d(),
Ainsi nous pouvons écrire

@jmmn(B(x) = $(y)) = [z —yP " 7" Pi(=,y),

avec Pj une expression polynomiale en |z — y| au voisinage d'un point .
La seule contribution possible au terme logarithmique provient donc nécessairement du
terme

[Js(y)| cp(¢(z)) log |¢(x) — d(y)| = [Js(2)] cp(d(2))log |z — y| + O(1)
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et on obtient bien finalement

cgrp(2) = [Jy(2)] cp(d(2)).

Ceci montre que res;(P) = cp(x)dz définit bien une densité sur M. |

DEFINITION 2.3.7 — On appelle alors résidu non commutatif ou résidu de Wodzicki le nombre

Res (P) = [ ves(P) = [ [ b ade.

2.3.4 Le résidu de Wodzicki est un résidu!

Notons P! I’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre de partie réelle inférieure
strictement & —n, c’est-a-dire ceux qui sont tracables.
Démontrons & présent le théoréme principal.

THEOREME 2.3 — Soit M une variété compacte sans bord.

1. La fonctionnelle P + Tr(P) holomorphe sur P (M) admet un unique prolongement holo-
morphe TR sur PC\Z(M).
2. Soit z — P(z) une fonction holomorphe de C dans P(M) telle que I'ordre de P(z) vaut z.
La fonction z +— TR(P(z)) est alors méromorphe sur C avec au plus des péles simples sur
Z. En ces points k, le résidu est donné par I'opposé du résidu de Wodzicki de I'opérateur
P(k) :
res,—x TR(P(z)) = — Res (P(k)).

DEMONSTRATION— Notons qu’il suffit de montrer ces propriétés pour les opérateurs
pseudo-différentiels & support compact dans un ouvert de carte U, puisque Tr est holomorphe
sur ’ensemble des opérateurs régularisants.

1. Si un tel prolongement holomorphe existe, il est nécessairement unique puisque 'appli-
cation s — PFE(—s) (avec F l'opérateur défini au paragraphe 2.3.1) est holomorphe et
connecte dans PE\Z tout éléement P € PC\Z 3 P Nous savons que si P € P (U) est
de symbole p et de noyau k, on a alors

Tr(P) = /U k(z,z)dz = /U / pla, §)dsda.

Soit maintenant P € PC\Z de symbole p et d’ordre m. Posons | = [Rem] + n. Nous
avons vu dans la démonstration de la proposition (2.3.5) que nous pouvions définir
des distributions 7, j(z) positivement homogénes de degré m — j en £ prolongeant les
parties p,,_; homogenes de méme degré du symbole p, et telles que les applications
T — Tpm—j(z) solent lisses de U dans S’. Nous pouvons alors définir la trace de P en
posant

l
TR(P) = (27T)_n/U<T(I), 1)dz avec 7(x) = p(z,§) — ZTm_j(J)).
§=0
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Notons que la distribution 7 coincide sur || > 1 avec le symbole d’ordre m — [ — 1 de
partie réelle Rem — [ — 1 < —n donné par p(x,&) — E?;t Pm—j(z,§).

Donnons-nous a présent une fonction holomorphe z — m(z) d'un ouvert Q C C dans
C\Z telle qu’il existe un entier k pour lequel Rem(z) < k sur €2, et une famille holo-
morphe z — P(z) d’ordre m(z) de Q dans PC\%. La construction dans le lemme 2.3.4
de 7,,—; permet de montrer que, z — m(z) et z — Pp()—;(2)(7, &) étant des fonctions
holomorphes, ’application z +— Tr(;()z)_j (z) est holomorphe de  dans C*°(U,S’). De
plus, si j > Rem(z) 4+ n, alors on sait que TTS:()Z)—j
homogénéité, que [ ngz)_j(m)(g)df = 0. Pour tout z € €2, on a alors

(z)(&€) est intégrable sur R™ et, par

k+n

9@ )= [ | pna@@ 3 @O | de

Jj=0

Ainsi 'application
2 | TP (@) (€)dg
Rn
est holomorphe sur €2, uniformément par rapport a x, ce qui donne le résultat.

2. Etudions a présent la singularité de TR(P(z)) au voisinage de z = k pour une fonction
z + P(z) avec P(z) d’ordre z. Plagons-nous sur le demi-plan k£ < Re z. Nous devons in-
tégrer la distribution 7(z)(z)(§) sur R™. Nous savons que 'intégrale sur || > 1 coincide
avec l'intégrale du symbole d’ordre z — k —n — 1 de partie réelle fe(z) —k—n—1 < —n
donné par p(z)(z,§) — Zfig po—j(2)(z,§). Cette partie de 'intégrale est donc holo-
morphe au voisinage de z = k. De méme, le symbole de l'opérateur P(z) est intégrable
au voisinage de £ = 0 uniformément par rapport & = et holomorphe par rapport a z. Il
reste donc seulement a calculer les intégrales :

/U/|§|§1 79, (2)(§)déde

pour 0 < j < k + n. Or, dans ce cas on a Re(z) — j > —n, et donc les distributions
homogeénes Tii(m)(@ sont simplement données par les symboles p,_;(z)(z,£), qui sont
intégrables au voisinage de 1’origine.

Calculons, pour 0 < j < k + n, l'intégrale I;(z,z) = — f|£|<1pz_j(z)(x,§)d§. On a:

: /nlpz—j(z)(waf) deg|.

z—j+n S

1 .
L) == [N [ () (w6 lde] = -

Ces fonctions sont donc toutes holomorphes au voisinage de z = k, sauf si j = k + n.
Dans ce dernier cas, le résidu est donné par

- /S (k) (@, €)d¢ = ~ Res (P(K)).

Remarquons qu’un exemple d’une telle famille P(z) est fourni par P(z) = PE(z) ou E(z)
est I’exemple de famille holomorphe d’opérateurs introduit au paragraphe 2.3.1.
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2.3.5 Le résidu de Wodzicki est une trace

Nous pouvons & présent montrer que le résidu de Wodzicki permet de définir une trace
sur ’algébre des opérateurs d’ordre entier.

PROPOSITION 2.3.8 — Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre r sur une variété compacte
M de dimension n.

1. Le résidu de Wodzicki est invariant par difféomorphisme. Si ¢ : M — M’ est un difféomor-
phisme, on a pour tout P € P%(M)

Res 1/ (9" P) = Res 1 (P).

2. Le résidu de Wodzicki définit une trace sur I'algébre PZ(M).

DEMONSTRATION—
1. Découle directement de la propriété (2.3.6).
2. Pour démontrer 2) on se donne deux opérateurs P; et P» dont la somme des ordres est
un entier  (on montre ainsi un résultat un peu plus général). Comme pour s € C\Z on
a TR(PiPaE(—s)) = TR(PyE(—s)Py), les résidus en 0 de ces fonctions sont égaux, et
donc Res(P1P;) = Res(PPy).
|

Nous pouvons maintenant discuter de I’existence d’autres traces sur P%(M).

THEOREME 2.4 — Si la variété est connexe de dimension > 1 toute trace sur PZ(M)/P~ est
un multiple de Res.

Ce théoréme a été démontré de diverses maniéres. Brylinski et Getzler [BG87| ont utilisé
des méthodes homologiques. On trouve une démonstration directe et assez simple de ce ré-
sultat dans [FGLS96], que nous allons reprendre ici et qui s’appuie sur deux lemmes pour un
opérateur pseudo-différentiel P d’ordre entier & support compact dans un ouvert U C R".

DEMONSTRATION— Appelons p le symbole de I'opérateur P. Ce symbole p est & support
compact en z € U. Désignons alors, pour 1 < i < n, par o,, et o¢, des symboles d’opérateurs
pseudo-différentiels & support compact sur U tels que sur le support de P, on ait :

Oy = x; €6 0g, = ;.
Un calcul immeédiat utilisant la formule de composition des symboles nous donne alors :

Jp Op
[pa Ua:i] - 8_ et [pa U&] = _8_331

i

Ceci nous permet de montrer le lemme suivant.

LEMME 2.3.9 — Si le symbole d’ordre —n de l'opérateur P est nul, alors son symbole to-
tal s’exprime comme une somme finie de commutateurs (modulo le symbole d’un opérateur
régularisant).
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DEMONSTRATION DU LEMME La formule d’Euler appliquée a une composante p,, ; positi-
vement homogene de degré m — j en la variable { du symbole total p ~ > py,—; s’écrit :

Opm—j .
Zfz 85 = ])pm—j-
=1 d

(On obtient cette formule en prenant la dérivée en t = 1 de I’égalité p,—;(t&) = t™ I pp—;(€).)

On a alors
= = agipmf' .
> [z &pmjl = TJ = (m —j +n)pm—j-
i=1 i=1 i

Appelons p’ le symbole polyhomogéne donné par p’ ~ >

alors
n
p=> [&p, .
i=1

ﬁpmﬁ-. Le symbole p s’écrit

=

Nous savons ainsi que nous pouvons nous limiter & regarder pour la trace la partie homo-
geéne d’ordre —n. On peut de plus montrer que la trace de ce symbole est nulle si son intégrale
en ¢ sur la sphére S™ ! pour la densité usuelle |d¢| est nulle.

LEMME 2.3.10 — Si cp(z) = [gu1 P n(z,€) ‘d§| = 0, alors p_,(z,&) est une somme de
commutateurs.

DEMONSTRATION DU LEMME Pour montrer cela, on utilise, comme dans le cas précédent, le
fait qu'une dérivée partielle est un commutateur. Nous ne pouvons ici utiliser I’identité d’Euler
. . e OEiPm—i .
précédente, car le cas m—j = —n est précisément le cas dans lequel > | % = 0. Le fait
i

que l'intégrale f gn-1 Pn(z,§) ’dz ’ = 0 soit nulle montre que le symbole p_,, est orthogonal
aux fonctions constantes sur la sphére qui constituent le noyau du Laplacien Ag de la sphére
S = S"~1. Ainsi, I’équation Agq = P_p|s admet une solution ¢ sur la sphére. Posons r = [£].

. 2 P . 1 2 P
Le Laplacien de l'espace, A = Y | 63—2 s’écrit, en utilisant les coordonnées sphériques, en
éi

fonction du Laplacien sphérique :

1 0 0 1
rn=19r (T 87‘) + r2 =9

Ainsi si I'on applique A & la fonction L7, on obtient

1

q
Arn,Q = T—nAsq = 7P-n|s =P-n-

La fonction rnq,Q définit un symbole & support compact homogéne de degré n — 2, et ses
dérivées partielles par rapport a &; définissent aussi des symboles ¢; d’ordre n — 1. Le symbole

p_, s’écrit donc
n
dq;
i=1 1

n

%
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Supposons alors & présent donnée une trace T sur l'algébre des symboles complets dans
U. On obtient alors, en posant p_,(z) = (Volilsnfl) Jsn-1p—n(z, &) |dE],

7(p) = T(p-n(2,8)) = T(p-n(z) €] ")
L’application f — u(f) = 7(f|¢|™") définit donc une forme linéaire continue sur l’espace
C5°(U). On sait que p(9,,f) = 0 car (’)wjf|£|7n est un commutateur si f est & support
compact. Comme U est difféomorphe & R”, la forme linéaire i est un multiple de I'intégrale
de Lebesgue u(f) = c [;; f(z)dz. [ |

REMARQUES

1. Notons que dans les démonstrations précédemment citées, les traces étudiées le sont
sur I'algébre des symboles totaux, c’est-a-dire sur I’algébre PZ(M)/P~>(M). Dans le
cas d’une variété compacte, on peut identifier I’ensemble des opérateurs régularisants a
une algébre de matrices de taille infinie & décroissance rapide. Ceci permet de prouver
que toute trace sur '’ensemble des opérateurs régularisants est un multiple de la trace
ordinaire. Ainsi, une trace non nulle définie sur toute ’algébre P%(M) est nécessaire-
ment nulle pour les opérateurs régularisants, et il est équivalent d’étudier les traces sur
l'algébre PZ(M) ou sur le quotient P%(M)/P~>(M).

2. Alain Connes a fait du résidu de Wodzicki un élément important de la géométrie non
commutative en reliant celui-ci & la trace de Dixmier (pour la définition et les propriétés
de la trace de Dixmier, voir [CM95, Pon96, Vas97]).

THEOREME 2.5 — Connes, 1988

Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre r, avec Re r < —n, sur une variété compacte
M de dimension n. L'opérateur P est alors dans |'idéal de définition de la trace de Dixmier
Tr,, et on a I'égalité suivante :

Tr,(P) = % Res (P).

3. Notons pour finir que nous pouvons généraliser ces notions aux opérateurs agissant dans
un fibré £ au-dessus de la variété M en remplacant p_,(z, &) par tre(p—n(z,§)).

2.4 Familles d’opérateurs pseudo-différentiels

2.4.1 Familles-produit d’opérateurs pseudo-différentiels

Dans [AS71], Atiyah et Singer ont défini la notion de famille d’opérateurs pseudo-différentiels
sur un fibré vectoriel au-dessus d’un espace topologique. Nous donnons ici, dans le méme
esprit, une définition de la notion de famille d’opérateurs pseudo-différentiels indicée par une
submersion C* s:Y — X, ou X et Y sont des variétés lisses.

Commencons par rappeler la notion de famille-produit d’opérateurs pseudo-différentiels.

DEFINITION 2.4.1 — Soient U et V deux ouverts respectifs de R™ et R?, on appelle alors famille-
produit de classe C* indicée par V d’opérateurs pseudo-différentiels (d’ordre m) une application
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de classe C¥ P : V — P™(U), I'ensemble P™(U) étant muni de la topologie définie dans la
section (2.1.5). Une telle famille est déterminée par la donnée d'une fonction :

o:V—=8" (U)

vérifiant
0% : , m : TP
Va,la| <k, v+ —— est continue de V dans I'espace S;  (U) muni de la topologie définie

dans la section (2.1.5).
L’ensemble de ces opérateurs est désigné par P;"(U x V — V).

Notons qu’une telle famille P, peut également étre vue de maniére globale comme un
opérateur

P:CXRMU V) — C®FNUxV)
[ — Pf : (u,v)— (Pyf(,v))(u).

Etudions a présent le cas d’une submersion s : yntr Xp.~On sait que pour tout
élément x de X, il existe un ouvert V' de X contenant x, un ouvert U de Y, des ouverts U et

. . - - @
V, respectivement de R" et de R?, et des fonctions C*°, ¢ et @, tels que V' i VeteU~UXV
et tels qu’on a alors :
slg = Yl opryod

ou pro : U x V — V désigne la seconde projection. L’application ® établit un difféomorphisme

sTH W) NU ~ U x {v}.

DEFINITION 2.4.2 — Une famille de classe C* d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m
indicée par la submersion Y = X est une famille (P,),cx d’opérateurs appartenant respecti-
vement & P™(s71{x}), telle que pour toute donnée d’une trivialisation locale de la submersion
comme précédemment, on ait, en conservant les notations précédentes, la propriété que I'applica-
tion V. — P™(U) qui est décrite par :

v Py-iw)

est une famille-produit de classe C* indicée par V. On note P/"(Y > X) I'ensemble de ces
opérateurs.

2.4.2 Opérateurs pseudo-différentiels & paramétre

Afin d’étudier de maniére détaillée la résolvante d’un opérateur elliptique, il nous faut
introduire la notion d’opérateurs pseudo-différentiels & parameétre. Nous proposons ici une
trés légeére généralisation du travail de Shubin [Shu87|, dont nous aurons besoin pour les
feuilletages, en faisant varier le parameétre non plus dans un céne du plan complexe, mais plus
généralement dans un espace de la forme A x Y, ou Y désigne un espace compact.

DEFINITION 2.4.3 — Soient U un ouvert de R", Y un espace compact, A C C un cbne, et
m,d € R.
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1. On appelle S7*(U, A, Y') I'ensemble des fonctions p(z, &, A, y) vérifiant :
— pour tout \g € A fixé, p(z, &, Ng,y) € CO(U xR™ x Y);
— pour tout compact K C U, pour tous multi-indices «, 3, il existe une constante C' o 3
telle que pour (z,£,\,y) € K x R" x A x Y, on ait

820 p(x,€, 0, y)| < Crcap(1+ [€] + [N/ Hymlel, (2.1)

2. Soit m € C, avec Rem = myg. Par analogie avec le cas ordinaire, on peut définir la
classe gfhom(U,A,Y) des symboles polyhomogénes d'ordre complexe. Ce sont des sym-
boles a(z,&, A\, y) € S;° (U, A,Y) vérifiant la propriété suivante.

Il existe pour tout j € N une fonction a,,—;(x,&, A, y) positivement homogéne de degré
m — jen (£, \'/%), i.e. telle que

apm—j(, t&, td/\, y) = tm_jam_j(x, &NY),

avec t > 0, (), 19)\) € A2, et vérifiant
(a) pour tout j I'application
Y — am,j(x, t&, td)\, y)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme de la fonction et de toutes
ses dérivées en z et & sur tout compact W C U x (R" — {0}) x A;

(b) il existe pour tout compact K C U, tout N € N, et tous multi-indices o et 5 une
constante C,, 5 i N telle que pour x € K et y € Y, on ait

N
080 | ale, &0 y) =D am—i(@.&\y) | | < Caprev (€] + AoV,
7=0

De la méme facon que dans le cas usuel, nous pouvons définir, & 'aide d’éléments de
(U, Y x A) et de la formule :

d,hom

(Prw(a) = @0) " [ plan&d e a)ds
la notion d’opérateurs pseudo-différentiels & parameétre, d’opérateurs régularisants, d’opéra-
teurs proprement supportés, etc ...

DEFINITION 2.4.4 —

— Un opérateur & paramétre est dit proprement supporté s'il est proprement supporté uni-
formément par rapport a A x Y, c'est-a-dire s'il existe un fermé F' C U x U dont les
projections sur les composantes U x {0} et {0} x U sont propres, et tel que pour tout
(Aay) €A X Y, Supp(K)\(y)) CF.

— Un opérateur a paramétre proprement supporté P)(y) de la forme précédente est dit régu-
larisant (on notera (Pr(y))y,ney xa € P~(U,A,Y)) si son symbole appartient a

S7°(UA,Y) =0 ST(U,A,Y).

Cela revient a imposer la condition suivante sur le noyau K)(y)(z,z’) de cet opérateur.
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Pour tout A € A fixé, le noyau K (y)(z, ) est une fonction C>V telle qu'il existe pour
toute donnée d'un compact K C U, de multi-indices «, G et d'un entier N, une constante
C’ﬁaﬁ pour laquelle on a, pourz € Ketyec Y :

0200 Ky (@,0)| < CR a1+ ).

— Un opérateur pseudo-différentiel classique proprement supporté d’ordre (m,d) a para-
metre est un opérateur proprement supporté qui est localement de la forme

P = 20" [ pe&ADEEUE, pE (U AY),
On notera PJ*(U,A,Y’) I'ensemble des opérateurs d'ordre m proprement supportés.

— Un opérateur pseudo-différentiel & paramétre d’ordre (m, d), mo = Rem, est dit elliptique si
son symbole principal vérifie la propriété suivante : 3C > 0, tel que pour tous (z,&) € U xR"™
et (\,y) e AxY,

lam (2,9, N)| > C(E] + [N 7)™.

Les propriétés des opérateurs pseudo-différentiels que nous avons vues dans le cas ordinaire
se transposent de maniére naturelle dans le cadre des opérateurs & paramétre. En particu-
lier, on peut généraliser la construction des opérateurs pseudo-différentiels sur des variétés,
I’étendre au cas d’opérateurs agissant sur les sections de fibrés, utiliser la structure d’algébre
ou montrer les propriétés de composition des symboles (d étant constant). Mais la propriété
qui nous intéresse le plus est celle de ’existence de parametrix a paramétres :

PROPOSITION 2.4.5 — Soit Ay(y) € P (U, A,Y') un opérateur pseudo-différentiel proprement
supporté elliptique a paramétre;; il existe alors un opérateur By(y) € P, (U, A,Y) et des opéra-
teurs a paramétre régularisants R} (y) et RY(y) tels que :

Ax(y)Ba(y) = I + R\(y) et BA(y)Ax(y) = I + R)(y).

Un tel opérateur B)(y) est naturellement appelé une parametriz o paramétre pour Ay (y).

DEMONSTRATION—
Si la parametrix existe, les composantes positivement homogenes b; en (£, A) pour [£| +
|A| # 0 de son symbole doivent vérifier les équations

b,m(.I,g, A,y)am(fv,f, Aay) =1
et, pour [ > 0,

[agb*m*j} ($7 67 >‘7 y) [8531@771—/6] ($7 ga >‘7 y)
a!

bomat(, 6N Y am(z. &N y) + > =0. (22)

i<l
JHk+|al=l

Ces composantes homogénes n’étant a priori pas définies en 0, il faut, pour trouver le symbole
recherché, régulariser ces fonctions au voisinage de l'origine, en les multipliant, par exemple,

par
X(EN) = w(IE]* + A (2.3)
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avec w(z) une fonction C* sur R valant 0 si x < 1/2 et 1 si z > 1. On note

C(J}, ga >‘7 y) = X(ga )‘) Z b,m,j(l', 67 )‘7 y)v
J

et il ne reste alors qu’a vérifier que opérateur B)(y) = Op(c(z, &, A, y)) est bien un opérateur
pseudo-différentiel & parameétre, en montrant par récurrence que

bomi(z, 6,0 y) € S;™HUA,Y).

By(y) est alors par construction une parametrix & droite pour A)(y), car le symbole de
Ax(y)Bx(y)—1 est un élément de S, (U, A,Y"). On montre d’une maniére analogue I’existence
d’une parametrix & gauche, puis que la différence de ces deux opérateurs est un opérateur
régularisant. [ |

Remarquons qu’en procédant comme dans le cas classique, on peut généraliser cette pro-
priété aux opérateurs agissant sur une variété.

2.5 Puissances complexes d’un opérateur différentiel elliptique

Dans cette section, nous allons, en utilisant le formalisme développé par Shubin [Shu87],
rappeler la définition des puissances complexes d'un opérateur A d’ordre m > 0, elliptique
et inversible sur une variété compacte et sans bord M de dimension n, formulée par Seeley
[See67|. Nous utilisons ici les opérateurs a parameétre de la section précédente dans le cas ou
Y est un point.

2.5.1 Résolvante d’un opérateur différentiel elliptique sur une variété com-
pacte

L’exemple qui motive la définition de cette classe d’opérateurs est celui d’un opérateur
différentiel elliptique A d’ordre m sur une variété compacte M, dont le symbole principal
n’a pas de valeur propre dans une partie A du plan. On définit alors un opérateur ellip-
tique & parametre d’ordre (m,m) en posant : Ay = A — AI. Notons que la définition choisie
pour les opérateurs pseudo-différentiels & parameétre impose de choisir ici A dans la classe
des opérateurs différentiels. En effet, la condition (2.1) impose une propriété de décroissance
asymptotique polynomiale par rapport au paramétre A\, £ étant fixé, pour les dérivées du
symbole d’ordre || > m en &. Or ces dérivées sont ici constantes par rapport au paramétre
A. Elles doivent donc étre nulles pour que A — X satisfasse la condition (2.1), ce qui signifie
que le symbole doit étre un polynome de degré m, ce qui revient encore & imposer que A est
un opérateur différentiel.

Le symbole principal de cet opérateur est a,,(x,&, \) = a,,(z,£) — A, alors que les symboles
d’ordre inférieur ne dépendent pas de \. Le probléme consiste & savoir si ’existence d’'une
parametrix & parameétre permet de comprendre la résolvante de ’opérateur A.

REMARQUE — Dans [See67], Seeley a montré qu'il était néanmoins possible de construire
les puissances complexes d'un opérateur pseudo-différentiel elliptique d’ordre m > 0 vérifiant
certaines propriétés spectrales en utilisant les propriétés du “symbole” d'une “parametrix &
parameétre” pour A— )\, sans toutefois définir avec précision quelles étaient ces classes d’objets.
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Le livre de Shubin [Shu87], que nous avons suivi ici, propose une démarche plus systématique,
mais limitée comme nous venons de le voir aux opérateurs différentiels. Le probléme de la
formulation précise de ces classes d’objets n’a été résolu que plus tard par Grubb et Seeley
[GS95] et fait appel a des notions plus élaborées. Pour notre propos, nous montrerons que
le résidu de Wodzicki ne dépend pas de l'opérateur choisi pour le calculer, et donc que nous
pouvons utiliser n’importe quel opérateur différentiel elliptique & parameétre dans un secteur
A du plan complexe. En utilisant la construction de Seeley, on peut étendre le choix des
opérateurs intervenant dans la définition aux opérateurs pseudo-différentiels.

Nous aurons besoin de connaitre un résultat plus fin sur la topologie définie sur ’algébre
des opérateurs régularisants, analogue au résultat classique et démontré dans [Shu87].

PROPOSITION 2.5.1 — Les familles de semi-normes suivantes définissent la méme topologie sur
I'algébre des opérateurs régularisants a paramétre. Soit R) un opérateur régularisant a paramétre,
de noyau K)(x,y) € C°(M x M).
1. La famille
20, K (x,y)

Ry =Ssup —F————————v—
| |a,,3,N s (1 + ‘)‘D_N

avec a,  des multi-indices et N € N.

2. La famille
HRAHs,t

R = "~ 5t
olaen = T )
avec s,t € Ret N € N.

Nous pouvons & présent énoncer le théoréme principal pour la résolvante d’'un opérateur
elliptique :

THEOREME 2.6 — [Shu87] Soit A un opérateur différentiel d'ordre m > 0, de symbole principal
am(x, ), tel qu'il existe un angle A pour lequel YA € A, a,,(z,£) — X est inversible pour £ # 0.
On a alors les propriétés suivantes.

1. Il existe R > 0 tel que A — AI est inversible pour A € A = AN {|\| > R}, avec
(A= M)t € P, ™(M,AR).

2. Pour A € Ap, il existe un opérateur pseudo-différentiel a paramétre By € P, (M, AR)
qui est une parametrix a paramétre pour A — M, ne différant de (A — A\I)~! que par un
opérateur régularisant et dont le symbole est donné par c(x,&, A) = x(& \)b(z, &, \), ol
X(§, A) est donné par (2.3) et b=}, b, ; est calculé par les formules de récurrence :

bom(am —A) = 1

bomi(am =N+ > (O b-m-sll0Fam ] _ 0 1>0. (2.4)

al

g<l
JjH+k+lal=l
De plus, si I'on note By = Op(Zj-V:O C—m—j), on a pour tout N € N

(A=X)7' = By € PN (M, AR) (2.5)
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3. On a I'estimation suivante en norme L? : il existe C' > 0 tel que

C
A- XD < =

DEMONSTRATION—

1. Par la proposition 2.4.5, appliquée avec Y = pt, on sait qu’il existe une parametrix a
parameétre pour (A — X). On a (A — AI)By = I + R}, avec R}, € P~>°(U, A). Or, pour
N arbitrairement grand, nous savons que pour s,t € R,

I1RAl,, < ¢+ .

En particulier, il existe R > 0 tel que |[Ry|| < 1/2 si [A| > R, et (I + R)) est alors
inversible dans L?(M) pour A € Ag. On peut en fait montrer que (I + R),) est inversible
dans tous les espaces H*(M) (car il est elliptique et donc a méme noyau et co-noyau
dans tous les espaces H*(M) cf [Shu87]). Ceci montre donc que pour A € Agr, (A— \I)
est inversible a droite dans H*(M), d’inverse By(I + R))™!. On montre de méme qu'il
existe un inverse a gauche, et donc un inverse dans H*(M).

2. L’existence d’une parametrix & paramétre et la formule permettant de calculer son
symbole (2.2) étant connues, il reste & montrer que la différence entre la résolvante
de 'opérateur A et la parametrix & paramétre B) est un opérateur régularisant, ce
qui montrera également que (4 — \I)™' € P;™(M). Posons Q) = (I + R\)™' — I =
—R\(I + R))™L. T est clair que Q) vérifie la seconde condition du lemme précédent,
en utilisant par exemple un développement en série entiére. ) est donc un opérateur
régularisant.

3. Il suffit de montrer que
A ta-n7t <o

Or, pour A € Ap, (\"1A — I)7! est, d’aprés ce qui précéde, un opérateur pseudo-
différentiel & parameétre dans la classe Pg(M ,AR). Pour un symbole & parameétre posi-
tivement homogéne de degré 0, la condition (2.1) est indépendante du parameétre. Pour
des symboles & paramétre positivement homogeénes de degré < 0, la condition (2.1) est
plus forte que la condition habituelle pour un opérateur pseudo-différentiel classique.
On peut donc appliquer & cet opérateur le corollaire (2.2.4), en oubliant le paramétre,
et montrer que sup,cp,(Cy) est majoré par une constante indépendante de A, ce qui
nous donne le résultat.

2.5.2 Puissances complexes

A présent que nous avons posé le cadre naturel des opérateurs a parameétre (au sens de
Shubin) dans lequel évolue la résolvante d’un opérateur différentiel elliptique et inversible
d’ordre m sur une variété compacte, nous pouvons appliquer les résultats dont nous disposons
pour définir les puissances complexes d’un tel opérateur. Nous allons ainsi définir une appli-
cation C — P(M), s + A® vérifiant A°A* = A5+ pour tous s,t € Cet ot A° = A sis =k
un entier. En nous servant de la parametrix & parameétre construite a la section précédente,
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nous calculerons le symbole de ces opérateurs d’ordre ms et nous étudierons les propriétés
d’holomorphie de cette fonction par rapport & s € C.

Commencons par préciser les conditions que nous souhaitons imposer & ’opérateur diffé-
rentiel A d’ordre m. Rappelons que le spectre de 'opérateur étant choisi différent de C, c’est
un ensemble discret sans point d’accumulation. Nous savons que 'opérateur A — A appartient
a l'ensemble P/'(M,C), et nous supposons également que l'opérateur A — X est elliptique a
paramétre dans un angle fermé du plan A d’origine 0. Le théoréme précédent nous donne
Pexistence de la résolvante pour A € A = AN {|\| > R}. Pour simplifier, quitte a changer
A en ew(A + eI), nous pouvons supposer que l'opérateur A n’a pas de valeur propre dans
un voisinage de cet angle A, qui contient la droite R_. Il existe donc un secteur A’ du plan
contenant I'origine délimité par un contour I', g formé par les courbes suivantes :

— la demi-droite D_ = {z =rel™0 p<r< +oo},

— la demi-droite Dy = {z = re!=™% p <r < +o0},

— Darc de cercle C), = {z = pe, T —0 > > -1+ 6}.

a lintérieur duquel on a :

1. am(z,&) — X est inversible si € #0 et A € A’;
2. A — M est inversible pour A € A'.

Fixons & présent deux contours I' =T, o C IV =T 4, avec p > p/, vérifiant les conditions
précédentes.
Par les estimations du théoréme 2.6, page 74, l'intégrale

i
o

A, / N (A = XI)7ld),
T

oit z € C et ot \* = |\|*e**3T8* sur le contour I', converge pour la norme des opérateurs
bornés sur L2(M) pour Re z < 0. Pour Re z < 0, A, est donc un opérateur borné sur L2(M).

Nous allons maintenant montrer que la famille A, est un bon candidat pour définir les
puissances complexes de A pour Re z < 0, puis comment nous pouvons naturellement étendre
cette famille pour z quelconque et définir ainsi A*. Nous montrerons ensuite que le symbole de
AZ? est donné par un calcul que nous effectuerons sur le symbole de la parametrix & paramétre
que nous avons définie pour A— A1, et finalement que I'opérateur A* est donc bien un opérateur
pseudo-différentiel.

PROPOSITION 2.5.2 —

1. Pour Rez < 0 et Rew < 0, on a la propriété de semi-groupe
A Ay = Aty

2. Pour k un entier strictement positif, on a
A= (A Hk

3. Pour ez < 0 et pour tout s € R, la fonction z — A, a valeurs dans L(H*(M)), est
holomorphe.

DEMONSTRATION—
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1. Notons tout d’abord que la formule définissant A, ne dépend pas du contour fermé I’

ou I" choisi pour intégrer. On peut donc écrire, grace a l'identité de Hilbert :

A= A=X)" A —p) = (A=) = (A= pl) ™ (2.6)

AA, = _L/ /)\Z,uw(A—)\I)_I(A—MI)_ldud)\
4’/’(2 ™ Jr

1 AT -1 -1
= —— A—XN)"" — (A —pl) " |dudX
o [ [ anT — (4 - un
) 1

7
= — [ M4 - )"\ - — WA — 1—1/

= A +0.

z

dud\
A— U K

2. Si z = —k est entier et négatif, alors on a (re'™)* = (re”"")*. Les intégrales sur les

branches infinies se compensent donc et il reste & calculer
i —k -1
o |)\|:p)\ (A—X)""dA.
En faisant le changement de variables = 1/, et en utilisant la formule
(A-ADt=x1atr—ahH
on obtient
B iA—!

A—k — 5 / ,uk_l(,ul o A_l)_ld,u — A—l(A—l)lc—l — A—k
™ Jlpl=1/p

car dans l'intégrale précédente nous pouvons utiliser la formule de Cauchy, ’opérateur
A~! ayant toutes ses valeurs propres contenues dans le disque délimité par le cercle sur
lequel on intégre.

. Différentions A, par rapport & z. L’intégrale

L/)\Z(ln/\)(A—/\I)_ld/\
27T T

converge uniformément (en norme d’opérateur sur H%(M)) pour Rez < —& < 0. Cette

intégrale est donc bien égale & d(}iz et A, dépend bien holomorphiquement de z pour

fe z < 0.

On définit alors, & partir de A, la puissances complexe A* de A pour tout nombre complexe

z en posant

A7 = AFA,

ol k € Z est choisi tel que Re z < k.

PROPOSITION 2.5.3 —

1. La définition précédente ne dépend pas du k > e z choisi.

2. Pour tous z,w € C, on a

AAY = A7,
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3. Si z = p € Z, alors on retrouve la puissance p-iéme ordinaire de I'opérateur A.

4. Pour tous k € Z et s € R, la fonction z +— A* de {Re z < k} dans L(H*(M), H*~™(M))
est holomorphe.

DEMONSTRATION—

1. Soient k et I des entiers supérieurs a Rez, il faut montrer que A¥A,_, = AlA,_;.
Supposons que k£ > [ par exemple et posons p = k — [. Il nous faut donc vérifier que
A, = APA, ;. Mais en utilisant le fait que A™? = A_, et la propriété de semi-groupe
de la proposition précédente, on obtient ce résultat.

2. AZAY = AFA, LA'A, = AFHA, LA, = Ak+lAZ+w_(k+l) = A%tw,
3. Ce résultat est évident.

4. En utilisant le fait que A" est un opérateur linéaire de H*(M) vers H*~* et la propriété
d’holomorphie de A,, on a directement ce résultat.

Attachons-nous maintenant & décrire le symbole de cet opérateur A* que nous venons
de définir et montrons que A* est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre mz. Nous avons
vu qu’il existe une parametrix B) pour l'opérateur & paramétre A — Al qui ne différe de la
résolvante que par un opérateur régularisant & parameétre. Les formules (2.4) permettent de
calculer le symbole ¢ de cette parametrix & parameétre par c(z,&, A) = x(&, A\)b(z, &, \) avec
b(x,§,\) = E+°° b_p—j, les b_,,—; étant calculés par récurrence d’aprés les formules (2.4).

Définissons alors pour Je z < 0 les fonctions bfﬁl_ ; par

N e R ICR VA

Remarquons en premier lieu que ces fonctions sont positivement homogénes en £ de degré
mz — j. En effet, pour £ £ 0 et t > 1,

b (ztg) — - | N (6, 1) N

mEd 271' ("™ 1) by (0, T, 4™ )t dp

271' T(t)
1

= — )t b (2, & )t dp
5 F(t)( ) i )

i me—ip(e
= ]%/F()'ub_m—j(xagaﬂ)du_t ]b7(nZ ]( 6)
t

Nous avons utilisé ici la propriété que 'intégration sur I'(t) = I';-m, o est la méme que sur le
contour I' car les fonctions b_,—;(z,£{A) n’ont pas de singularités dans un disque assez petit
autour de 'origine en A\. Remarquons aussi que le calcul précédent, effectué pour ¢t > 1, est
valable pour tout £ # 0. On en déduit donc qu’il est vrai pour tout ¢ > 0.

Comme nous l'avons fait précédemment pour A,, nous pouvons montrer la proposition
suivante :

PROPOSITION 2.5.4 —
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1. Pour ez, Rew < 0 et j €N, on a la propriété de semi-groupe :

Oty (b g(©:6) (oo
3 S 2L =y (@, 6). (2.7)
lo|+p+q=j
2. Si k est un entier strictement positif alors la famille {b( W’:,)c J(x £)}jen est une famille

de composantes positivement homogénes en £ permettant de définir une parametrix pour
I'opérateur AF.

3. Pour Rez < 0, £ # 0 et tous multi-indices o et 3, la fonction 6"‘8%52 J(x €) est holo-
morphe par rapport 3 2.

DEMONSTRATION— Pour démontrer ces propriétés, il suffit de reprendre les démonstrations
des propriétés analogues (2.5.2), en remplagant les opérateurs et leur multiplication par les
séries formelles de fonctions homogénes munies de leur loi de composition. Par exemple, pour
démontrer la premiére de ces propriétés pour tout j, il suffit de montrer que

b o b)) = pEFT®) yec p2) = Zb(z) _ /)\Zb(x-f, A)dA
r

mz—j

Cela revient & montrer que :

/ /)\Z “b(x, &, A) o b(x, &, p)dAdp = —//\Z+wb(x &, N)dX
F/
Or on peut utiliser I’analogue de 'identité de Hilbert (2.6) :

(>‘ - ,u)b(x,§, )‘> o b(x7€: M) = b(xagv A) - b(xaé-vM)

démontrée tres facilement en composant par le symbole a(z, &, \) de A — A\ les deux cotés de
I’égalité. En utilisant de nouveau la formule de Cauchy, on trouve le résultat souhaité. [ |

Pour étendre, comme dans le cas des opérateurs, les propriétés précédentes & 1’ensemble
du plan complexe, on utilise les composantes homogeénes agi,)e_ j(x, ¢) du symbole a®) (z, ) de

I'opérateur A*(k > 0), ou, pour k un entier négatif, les composantes homogénes agz,)c_ i(@,8)

(2)

du symbole ak) (z,€) d’une parametrix de lopérateur A*. On peut alors définir bmz_j pour
tout z € C et tout j € N en posant

b @ = Y agall el P
ptq+|al=j

ol k est un entier choisi de sorte que Rez < k. On a alors un résultat comparable & (2.5.3)
pour 'extension a C.

PROPOSITION 2.5.5 —

1. La définition précédente ne dépend pas du k > Je z choisi.
p?)

m—j coincide avec la définition donnée

2. Si Rez < 0, la définition précédente du symbole
précédemment.
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3. Pour tous z,w € C, la propriété (2. 7) reste valide.
4. Siz=p¢€Z, alors b(mp;_j(x,g) = amp ](a: £).

5. Pour & # 0 et tous multi-indices « et 3, la fonction 8‘18ﬁl)7(;;)z ;(,€) est une fonction entiére
de z.

DEMONSTRATION— Comme dans la proposition précédente, la démonstration de ces résul-
tats consiste a reprendre celle de (2.5.3) en remplagant les opérateurs par les séries formelles.
[ |

Il nous faut a présent, pour obtenir le symbole de l'opérateur A%, régulariser en £ = 0 les
composantes homogeénes bgz’)zf ;(2,§). Définissons la fonction x(§) = w([¢]) ot la fonction w(z)
est la méme que celle utilisée dans la définition du symbole de B()), & savoir une fonction
C®> sur R nulle pour x < 1/2 et égale & 1 pour x > 1. Posons alors, pour z € C, et pour tout
JjeN,

dimh—;(@.€) = X)L (@,€).

Appelons Dﬁnl _ I’opérateur pseudo-différentiel dont le symbole est dgnl J(x €). La série
&) (z,6) = > jen dxlfj (z, &) est un symbole polyhomogéne. Notons D, 1'opérateur de P™*(M)

correspondant et Dy, 'opérateur dont le symbole est la somme partielle pour j compris entre
0 et N des d) (x,€) :

mz—j

N
D, = Op( dez _j(z.€)) et Dy, = Op( Zdisl_j(%f))
jeN 7=0

Rappelons encore que, comme dans le cas de la définition de la parametrix & parameétre, les
calculs précédents ne sont valables que dans un systéme de coordonnées fixé. Il faut en fait,
pour définir une parametrix pour A?, fixer un atlas fini pour M et un systéme de coordonnées
locales dans chaque ouvert de carte, puis définir les opérateurs précédents Dﬁnl @ j) , D(Z) et Dg)
dans chaque ouvert de carte U;. Si ((;SZ)ZE 7 est une partition de I'unité adaptée au recouvrement
et si ¢; € C3°(U;) vaut 1 au voisinage du support de ¢;, on a finalement :

() _ (2) ()
i€l

Dy. = > MDY, M,
el

D, = ZM¢1D,(zi)M¢i'
i€l

Nous pouvons alors énoncer le théoréme principal de cette section.

THEOREME 2.7 — Pour tout £t € R, et tout N € N, on a
A* — Dy, € PN (M, Rez < t). (2.8)
En particulier, pour tout z € C, on a

A® € P™E(M). (2.9)
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DEMONSTRATION—

1. Commengons par montrer que VN € N, on a
A* — Dy, € P"*N(M,Re z < 0). (2.10)

Introduisons tout d’abord une autre famille d’opérateurs, Cy ., définie, pour Rez < 0,
par son symbole :

. N
(2) _ ¢ z
CN = %A;A C—m—j(xaga A)d)‘

Remarquons qu’alors la famille Dy , — C . est une famille holomorphe d’opérateurs
régularisants sur e z < 0. En effet, le symbole de Dy, — C(N, z) est de la forme :

. N
() — ) (2, 6) = i / DX (X(E) = X(E:A) by, €, A)A.
ris

Mais le symbole que nous venons d’écrire est nul pour || > 1, ainsi que toutes ses
dérivées. Il appartient donc a I’ensemble P~°°( M) des opérateurs régularisants. De plus,
il est clair que ’on peut dériver ce symbole par rapport & z. On a donc bien montré que
Dy . — Cn,. est une famille holomorphe d’opérateurs régularisants sur e z < 0.

Pour montrer (2.10), il suffit alors de montrer que
Ry,.=A*Cn, e P N(M,Rez<0).
Le symbole 7"1(\7) de Ry . s’écrit alors, dans un systéme de coordonnées locales fixé,

@9 = 5= [ W s N

ot Ty (z,&,\) est le symbole de Ry(A) = (A — A\)™! — By . On a alors pour tous
multi-indices «, 3 et tout £ € N,

s

opalokry) = 2i / N (In \)Fag a0y (2, &, \)dA.
g .

En utilisant alors l’estimation (2.5), on sait que pour = € K, un compact dans 'ouvert
considéré, il existe une constante Cr o g avec

8?857‘1\7(%5, )\)’ < CK,a,ﬁ(l + |€‘ + |/\|1/m>—m—N—|a\,

d’ou 'on tire

OgORrN (.6, )| < Crcap(1 + €)1 4 A

En appliquant cette estimation & 1’égalité précédente, on obtient I’estimation souhaitée
pour le symbole de Ry .. En intégrant le développement asymptotique de ry(z,&, ),
(2)

on voit facilement que le symbole 7y’(z,§) admet un développement asymptotique
polyhomogéne uniformément par rapport & z sur tout compact. On a donc bien (2.10).
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2. On en déduit (2.8) en utilisant la structure de groupe des puissances A® et des sym-
boles bf,'?z_ 1

holomorphe.

3. On en déduit enfin (2.9) en utilisant le fait que D, € P™*(M). En fixant ¢t > Re z dans
(2.8) et en faisant tendre N vers I'infini, on obtient

et le fait que la composition de deux familles holomorphes est une famille

A* — D, e P °(M).

2.5.3 Résidu de Wodzicki, puissances complexes, fonction ( et développe-
ment du noyau de la chaleur

Les théorémes 2.3, page 65 et 2.7, page 80 nous permettent de déduire, comme corollaire
immédiat, le théoréme suivant.

THEOREME 2.8 — Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 7 sur une variété compacte M
de dimension n. Soit A un opérateur différentiel elliptique d’ordre m, choisi comme dans la section
précédente (on peut se limiter, par exemple au cas ou A est positif et inversible). La fonction
s +— TR(PA™®) est méromorphe sur C avec au plus des péles simples aux points de la forme
Sk = % , k € N et des résidus donnés par

1
ress—s, TR(PA™°) = — Res (PA™F).
m
En particulier cette fonction n’a éventuellement un résidu en 0 que dans le cas ol r est un entier
supérieur ou égal 3 —n, et ce résidu est alors donné par

ress—o TR(PA %) = 1 Res (P).

m

Fonction ( d’opérateur

Dans [See67] Seeley a défini les puissances complexes d’un opérateur pseudo-différentiel
A sur une variété compacte M de dimension n, d’ordre m > 0, dont le symbole n’a pas de
valeurs propres dans un angle vectoriel A du plan. Il montre alors que la fonction (4(s) définie
pour Re(ms) > n par

Ca(s) = Tr(A™)

s’étend en une fonction méromorphe avec au plus des poles simples situés aux points de la
forme k_?”, avec k € N. Il montre également que la fonction (4 est en fait holomorphe au
voisinage de s = (. Ces résultats peuvent étre retrouvés ici comme une conséquence directe des
théorémes 2.3, page 65 et 2.8, page 82 sur le résidu de Wodzicki. En particulier, on obtient la
formule suivante, pour les puissances complexes d’un opérateur pseudo-différentiel A d’ordre
m définies par Seeley [See67] :

1
res 5=, CA(Ss) = p— Res (A™%).
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Wodzicki utilise cette formule pour définir le résidu non commutatif en posant pour tout
opérateur pseudo-différentiel P d’ordre r

Res (P) = mdi( res s=1CA+uP(8))ju=0
u

pour un opérateur pseudo-différentiel A admettant des puissances complexes et d’ordre m >
Re .

Développement du noyau de opérateur de la chaleur

Nous pouvons également relier le résidu de Wodzicki d’un opérateur au noyau de 'opé-
rateur de la chaleur e *4 si A est un opérateur dont le symbole principal est défini positif.
Rappelons que, pour t > 0, Vopérateur et est un opérateur a trace, qui peut étre défini par
I'intégrale fonctionnelle

et = / e AMA - Nl
T

et qu’il est solution de I’équation de la chaleur généralisée : 9; — A = 0. L’identité

1 o0
A5 = / 5 letAdt
I'(s) Jo

montre que la transformée de Mellin de Tr(e *4) en s vaut I'(s)Ca(s). D’aprés ce qui précede,
cette fonction I'(s)C4(s) est méromorphe sur C avec des poles donnés. Or on sait que la
transformée de Mellin M f(s) = [;* ¢5 1 f()dt d'une fonction C* sur ]0, +oo| est une fonction
méromorphe avec un pole d’ordre k£ + 1 au point sy si et seulement si la fonction f admet un
terme de la forme

t%0(Int)*

dans son développement asymptotique lorsque t — 0. En utilisant la transformée de Mellin
inverse et le fait que les poles de I' sont simples et situés aux points entiers négatifs, nous
pouvons donner un développement asymptotique de Tr(e*tA).

La fonction Tr(e~*4) admet un développement asymptotique, lorsque ¢ — 0, de la forme :

Tr(e™) ~ an(A)+ Y ay (A + 3 Bi(A)FInt.
n#j=0 k=1

Notons que dans cette formule, les G;(A) sont nuls si m ¢ N. Notons encore que le terme
Bo(A)Int est nul car (4 est holomorphe au voisinage de 0. Pour la méme raison, les termes
Br(A)t* Int sont nuls si A est un opérateur différentiel. En effet, on a la formule suivante pour

les Bi(A) :
B B (_1)k+1
Br(A) = res s—_I'(s) res s—_rCa(s) = i

Ceci nous donne une autre égalité vérifiée par le résidu de Wodzicki : on obtient

res s——,Ca(S).

Res (A) = mpBi(A).

On peut, de méme que précédemment, utiliser cette formule pour définir le résidu de Wodzicki
d’'un opérateur pseudo-différentiel, en posant :

Res (P) = m-(B(A+ uP))juo.
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Cela revient a chercher un développement asymptotique pour Tr(Pe™t4), que 'on peut re-
trouver directement grace a I’étude que nous avons faite sur TR(PA™?). En utilisant la méme
propriété de la transformation de Mellin inverse que précédemment, et les mémes propriétés
sur I', on obtient un développement asymptotique, lorsque ¢ — 0, de la forme

Te(Pe) ~ an(PA) + Y aj(A)t T+ Bu(A, P)t* Int.
n#j=0 k=0

Dans ce développement asymptotique, le coefficient [ (A, P) de Int est donné par :
1
Bo(A, P) = res s—ol'(s) res s—o TR(PA™®) = — Res (P),
m

ce qui nous donne une autre définition possible pour le résidu de Wodzicki.

Précisons pour finir que si nous étudions, & I'inverse de ce que nous faisons ici, les propriétés
du noyau de Iopérateur e 4 et son développement asymptotique autour de 0, nous pouvons
retrouver les résultats que nous avons obtenus sur la fonction (4.



Chapitre 3

Opérateurs pseudo-différentiels
longitudinaux sur un feuilletage

Nous allons maintenant définir, comme dans [Co79|, la classe des opérateurs pseudo-
différentiels longitudinaux sur un feuilletage. Nous donnons d’abord une définition générale
et abstraite de cette classe d’opérateurs, puis nous en donnerons une définition locale plus
maniable.

3.1 G-opérateurs pseudo-différentiels

Nous rappelons ici la notion de G-opérateur pseudo-différentiel G-équivariant pour un
groupoide différentiable G. Cette notion a été introduite par Connes pour les feuilletages
[CoT79] avant d’étre généralisée par Monthubert et Pierrot [MP97] (voir aussi l’article de Nistor,
Weinstein et Xu [NWX99]).

DEFINITION 3.1.1 — Soit (M, F) une variété feuilletée, et G son groupoide d’holonomie. On
appelle G-opérateur de classe C* (ou opérateur longitudinal ou opérateur tangentiel) sur (M, F)
tout opérateur P de CS7F(@) dans lui-méme, tel qu'il existe une famille d’applications linéaires
(Py)went, de C°(G) dans lui-méme, vérifiant : Vf € CoF(G),Vy,m € G,

(PO = (PsnfiG,) (V)5 (3.1)
Py [f(v)l(v) = (Pryu)f)(y11) (Invariance par holonomie). 3.2

Notons ¢, la distribution sur C2>F(G) qui, a f € C2%(@), associe (Pf)(7), et notons K,
le noyau correspondant sur G,, avec x = s(v) :

0 (f) = PF() = (Pofie)(7) = / Ko (37 (4 )dAe (7):

v EGy

L’holonomie agit & droite sur la famille g, de la fagon suivante : si v est un élément de (77, alors
pour f dans C2F(G,), on a : Ry1(q,)(f) = ¢, (9) ot g est définie par g(v') = f(v/77}). La
propriété d’invariance par holonomie de la famille (P,),cns est équivalente a Pexistence d’une

distribution kp sur G telle que le noyau distribution associé & P, (dans GG; muni de la densité
d);) est de la forme K,(v,7") = kp(yy/~!). En effet, on doit avoir : (P, f)(v) = Py(g)(ym)-

85
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Oron a:

%@wmz/

Ky(yy, ) (Y Hdry () = / Ky(yv1, Y 7) f()dAa ().
7' E€GYy

v eGy

Cette derniére égalité est induite par les propriétés d’invariance de la famille des densités
Az (voir la section 1.3). Sachant que (P.f)(y) = fv,er K. (v,7")f(7)d z(7), on peut en
déduire que les deux noyaux sont égaux, a savoir : K(v,7) = K,(yy1,7'71). Le noyau
distributionnel kp défini sur G par K,(v,v') = kp(yy 1) permet donc bien de caractériser
la famille P. On a finalement : Vo € M, Vf € C°(G,), Vv € Gy,

P50 = [ ke DI = [ kO a6,
v el Y

reGr(M)

REMARQUE — Le choix de ’action & droite de I’holonomie a été fait & I’envers de la convention
adoptée par A. Connes dans [Co79]| et reprise notamment par Moore et Schochet dans [MS88|.
Ce choix, rigoureusement équivalent & celui de Connes, privilégie 1’écriture de l'action d’un
opérateur pseudo-différentiel sur le produit de convolution de deux fonctions. En effet, P
apparait ainsi comme un opérateur de convolution & gauche par un noyau distributionnel : on
a

(P = ¢, (f) = (kx f)(7)

et ainsi, si la formule a un sens,

0 (f*g) = (kpx fx [))(7),

alors que la convention inverse implique

(Pf)(y) = (f *kp)(7)
(ot kp(y) = kp(y™1)).

DEFINITIONS 3.1.2 —

1. On dit que P est un opérateur a support compact si le support de P est contenu dans un
compact K de G pour la topologie de la variété, c’est-a-dire si pour tout f € c§°”“(G), on
a Supp(Pf) C KoSupp(f). Notons que dans ce cas le noyau kp est nul en dehors de K.

2. Un G-opérateur est dit régularisant a support compactsi kp € C’go’k(G). On note \I/c_oo’k(G)
I'espace de ces opérateurs.

3. Un G-opérateur P est dit pseudolocal si pour tout voisinage W de G(©) = M dans G, il
existe un G-opérateur régularisant R tel que Supp(P + R) C W.

4. On dit que P est un G-opérateur pseudo-différentiel a support compact d’ordre m et de
classe k si P est un G-opérateur a support compact et si la famille (P,), ) associée
est une famille de classe C¥ d'opérateurs pseudo-différentiels indexée par la submersion

G % G = M. On note U7 (G) cet espace d'opérateurs.

Remarquons que la forme du noyau du G-opérateur et la définition d’une famille indexée
par une submersion d’opérateurs pseudo-différentiels impliquent la pseudo-localité des G-
opérateurs pseudo-différentiels.
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3.2 L’algébre V.(G) des opérateurs pseudo-différentiels longitu-
dinaux a support compact sur un feuilletage

3.2.1 Familles d’opérateurs a support compact dans un ouvert trivialisant

. 0
Considérons maintenant un ouvert trivialisant pour le feuilletage Q0 C M, avec Q) ~ LxT C

R? xRY et L connexe. Définissons les opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux sur I’ouvert
Q.

DEFINITION 3.2.1 — L'espace P (€2) des opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux de
classe k d’ordre m sur 'ouvert trivialisant €2 est I'ensemble des familles-produit de classe C*
d’opérateurs pseudo-différentiels a support compact iindexées par T, c’est a dire I'ensemble des
familles & support compact (dans L x L x T') (P;)er d'opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m
sur C°(L x {t}).

Cette définition implique en particulier que ’ensemble Sp = {t € T\, P, # 0} est compact.
Vérifions qu’un opérateur P dans P}, (€2) peut étre considéré comme un opérateur pseudo-
différentiel & support compact dans \I/Z”k(G)

PROPOSITION 3.2.2 — Une famille d’opérateurs dans P}, (€2) est un G-opérateur a support
compact.

DEMONSTRATION—

1. On appellera noyau distributionnel la famille, indexée par ¢t € T', formée des distributions
qui sont les noyaux des opérateurs pseudo-différentiels P;. Le noyau distributionnel k
associé a P est & support compact dans L x L x T, et peut étre prolongé par une
distribution % sur G nulle en dehors de l'ouvert trivialisant G(Q) = W(Q,Q,1d) ~
L x L x T. On obtient ainsi un G-opérateur pseudo-différentiel P € U™ (G). En effet,
la formule 7

B0 = [

v Gy

K™ (Y )dda () = / () ) A O ()

Py’EGT('Y)
permet de définir une famille d’opérateurs invariante par holonomie.

2. Etudions le lien entre (P;)icr et (f’x)xe . 11 est clair, d’apreés la définition de k, que P
est nul en dehors de 7~1(£2). On peut donc se limiter & décrire P, sur l'intersection G, N
r~1(Q). Etudions sur cet ensemble la relation d’équivalence y; ~ v si 7175 - € G(Q). La
partition de G,,Nr~1(Q) en classes d’équivalence C' € C,() est la partition de I’ensemble
en composantes connexes. En effet, chacune de ces classes est ouverte, car v — vy, ! est
continue et G(€2) ouvert, et connexe, car si f or(yy) = (I,t) € L x T alors les éléments
de la classe d’équivalence C.,, de y; sont tels que s(72) = x et or(y2) = (I, t) (t est fixé
par 71 et h(y17; 1) = Id). La restriction de r & la classe C,, est donc un difféomorphisme
entre C, et la plaque m = 7(C') >~ L x {t} de Q2 et C,, est connexe car L ’est. On peut
donc indexer les éléments de C par la variable t € T, = {t eT,3lel, O*I(Z,t)Rx},
avec la convention que 6 or(Cy) = L x {t}. On sait que k, la distribution définissant P,
est nulle hors de G(£), cela implique donc que k(77 ~!) est nul si v 4 7. Désignons par
7, la restriction de r & G, Nr~1(Q), et Tz celle de 7, & Cy.
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Soient alors f un élément de C°(G,) et v un élément de G, N7~ (2). Notons C; =
(@orys) YL x {t}) la classe de . On a :

PO = [ R
= [ R i)

= / k(uo,u, t)fo (OOTz,t)il(u’t)du
uel

= [Pi(forg o000 ora(y).

x
Algébriquement, on a : C2°(G, Nr 1)) =@ C(Cy). Ceci nous permet de réaliser
tely,
P, comme 'opérateur diagonal sur cet espace, égal sur C2°(C}) a P4, le relevé de P, par
Ooryy: . .
P, = Diag(F,).
3. Il nous reste a vérifier que le G-opérateur & support compact P ainsi défini est pseudo-

différentiel et de classe C*, autrement dit que la famille (Px)xeg@ est une famille de
classe C* d’opérateurs pseudo-différentiels indexée par la submersion

G- GO,

@
Cela revient & montrer que pour toute carte locale trivialisant la submersion O ~ L x
Lo x T" et toute fonction ¢ & support compact dans L, x Ly x T”, application

(12, t/) — M¢P(l],t’)M¢

est une application de classe C* de Ly xT" dans P™ (L, ). Dans le cas ot Supp(¢ o ®) N G(Q)
est nul, ces opérateurs sont tous nuls. Sinon, d’aprés la relation entre P, et (Py)ter dé-
crite précédemment, ’opérateur M¢P(zl,t/)M¢ ne dépend pas de I3 et correspond, par un
changement de carte éventuel, & un opérateur de la forme M1 P.M1), ce qui permet de
conclure. On a ainsi défini, pour tout ouvert €2, une injection i : Pz (€2) — U7 (G).

3.2.2 (G-opérateurs pseudo-différentiels & support compact

Montrons réciproquement qu’un G-opérateur pseudo-différentiel & support compact est
une combinaison linéaire d’opérateurs régularisants et de familles-produit d’opérateurs pseudo-
différentiels & support compact.

Donnons-nous un recouvrement régulier (£;);cr de M et montrons que l’on peut définir
la classe U7 () comme l’ensemble des combinaisons linéaires (finies) d’éléments de Pz ()
et de G-opérateurs régularisants & support compact, c’est-a-dire que :

T(G) CCPFG) + ) a, (PR ().
Q;

PROPOSITION 3.2.3 — Soit P € U™ (G). |l existe des opérateurs P; € Pr.(€2;) et un opérateur
R régularisant a support compact tels que :

ﬁ’: Z'LQI(B) + R.

i
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DEMONSTRATION—

1. Munissons M d’une métrique. Définissons a présent la longueur () d’un élément
de G. Nous avons défini G comme un quotient du groupoide fondamental de M ; un
élément v de G est donc une classe d’équivalence de chemins tracés dans les feuilles de
M. On définit alors une notion de longueur naturelle en prenant :

I(y) = inf{l(c), c € 7}

ou l(c) désigne la longueur d’un chemin. Donnons-nous un atlas sur M, appelons &
son nombre de Lebesgue, et désignons par P un G-opérateur pseudo-différentiel. La
définition des G-opérateurs pseudo-différentiels implique la pseudo-localité. Il existe ainsi
un G-opérateur régularisant a support compact R tel que le support de P— R est contenu
dans le voisinage W, de M dans G défini par :

We={y€G, l() <e/4}.

Cela signifie en particulier que le noyau k de P — R est nul en v dés que d(s(7), (7)) >
/4. Considérons maintenant un recouvrement de M par des boules ouvertes B; de rayon
/4 ; chacune de ces boules est, par définition du nombre de Lebesgue, contenue dans un
ouvert trivialisant de notre atlas de départ. Appelons (;) une partition C°** de 'unité
sur G définie sur les ouverts r—1(B;).

2. Etudions les opérateurs Pi = M,,(P— R). Nous savons qu’il existe un ouvert trivialisant
Q) ~ L x T de l'atlas tel que B! C €, ou B/ désigne la boule de rayon ¢/2 de méme
centre que B;.

D’apreés la formule permettant d’exprimer P, on peut calculer Pi. En effet, pour toute
fonction f € C?o’k(G) et tout élément v de G, on a :

FHO = [ k7 DI )i ()
Y E€Gs(y)

On sait que k(yy' ™) =0 si [(y7/~1) > &/4. Donc si o;(7)k(yy'~1) # 0, cela implique :

s(v) = s(7);

r(y) € Bi;
(™) < e/4;
d(r(y),r(v)) < e/4.

De plus, si nous reprenons, en fixant z € G(©, 1a partition de G.Nr~1(Q) en composantes
connexes effectuée dans le paragraphe précédent par la relation d’équivalence v ~ 7/ si et
seulement si vy'~! € G(£), nous pouvons définir une famille d’opérateurs P! = (P} )iy
telle que P* = iq(P"). En effet, nous avons défini Cy comme étant la classe d’équivalence
difféomorphe par 7+ & la plaque L x {t}. Définissons la famille (Pf);cr par :

Vf € C(Lx {t}), (PLf)(Lt) = [Plu(f ora)](rot(1,t)).

La propriété d’invariance par holonomie du G-opérateur P permet de montrer que P}
est bien défini et ne dépend pas du x choisi, si 7, existe.

Nous obtenons bien ainsi une famille-produit de classe C* d’opérateurs pseudo-différen-
tiels & support compact indexée par 1, soit un opérateur pseudo-différentiel longitudinal
sur un ouvert trivialisant €2 du feuilletage.
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3. Finalement, P = Yoiel Pi + R est bien une combinaison linéaire d’opérateurs apparte-
nant a iq, (P2 (€%;)), ott les ; sont des ouverts trivialisants, et d’opérateurs régularisants
a support compact.

[ |
EXEMPLE — Les opérateurs différentiels longitudinaux sont les opérateurs différentiels sur
M qui s’écri-vent dans tout ouvert trivialisant {2 ~ I x T" sous la forme
8&
D=2 togm

Remarquons que, grace a ’équivalence de la définition locale et de la définition globale des
opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux, ces opérateurs différentiels longitudinaux sont
naturellement des G-opérateurs pseudo-différentiels & supports compact.

3.2.3 Structure d’algébre involutive de VU, ;(G)

Commencons par expliquer la structure d’algebre involutive de ’espace vectoriel Pr x(§2),
engendré par les combinaisons linéaires finies d’éléments de P]T_-rf i(Q) (2 ~ L xT est un
ouvert trivialisant). Rappelons que, comme dans le cas classique, la somme de deux opérateurs
P e PE(Q) et P e }”;C(Q) n’est pas une famille-produit d’opérateurs pseudo-différentiels,
mais que cette somme est tout de méme définie comme un opérateur Op(a(zx, &, t)) avec, pour
tout ¢,

a(z,&,1) = (p(x,&,1) +p(z,€,1)) € CF(T, gmaxRemFem’) (1))

On a alors :

PROPOSITION 3.2.4 —
1. Pour tous m,n € CU {—oc}, on a: P () o Pr,(Q2) C P}”;”(Q)

2. L'espace Pr 1 (€2) muni de la composition est une algébre involutive filtrée par R et graduée
par C/Z. La propriété précédente fait de Pz 77 (€2) un idéal bilatére de cette algébre involutive.

3. L'ensemble PZ, () des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre entier est une sous-algebre
involutive de Pr 1 ().

DEMONSTRATION— Ces propriétés se déduisent immédiatement de la proposition (2.1.8)
et de la définition des familles-produit d’opérateurs. |

Décrivons maintenant la structure d’algébre de I'espace vectoriel ¥, ;(G), engendré par les
combinaisons linéaires finies d’opérateurs pseudo-différentiels de classe C* & support compact
et d’opérateurs régularisants de classe C* & support compact. Un calcul rapide montre que
deux G-opérateurs pseudo-différentiels de classe C* & support compact P et @ sont toujours
composables, que Supp(PoQ) C Supp(P)oSupp(Q), et que le noyau kpog de Po( est donné
par :

kpoa(yy ) = / k(16 Dko(6y 1)dAe () si s(v) = 2.

Gz
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D’autre part, Papplication P — P?, qui transforme le noyau k de P en k*, avec kE*(v) = k(1)
permet de définir une involution sur I’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels de classe
C* a support compact d’ordre m.

PROPOSITION 3.2.5 —
1. Pour tous m,n, on a : W73 (G) o W7, (G) C \Ifznlj"(G)

2. L’espace vectoriel W, ;(G) muni de la composition est une algébre involutive filtrée par R et
graduée par C/Z. La propriété précédente fait de W_°(G) un idéal bilatére de cette algébre
involutive.

3. L'ensemble \Il%k(G) des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre entier est une sous-algébre
involutive de ¥, (G).

DEMONSTRATION— Il suffit de montrer que la composée d’un G-opérateur régularisant R de
classe C* & support compact et d’un G-opérateur pseudo-différentiel P de classe C* & support
compact est un G-opérateur régularisant. Nous savons qu'un G-opérateur pseudo-différentiel
de classe C* envoie Co° ’k(G) dans lui-méme. La formule permettant de calculer le noyau de
la composée de deux opérateurs a support compact montre donc bien que la composée d’un
G-opérateur régularisant R de classe C* a support compact et d’un G-opérateur pseudo-
différentiel P de classe C* a support compact est un G-opérateur régularisant.

On peut alors se ramener au cas d’opérateurs de Pr 1 (£2), dont nous avons vu les propriétés
au paragraphe précédent. En effet, on sait exprimer tout G-opérateur pseudo-différentiel de
classe C* & support compact, & un G-opérateur régularisant de classe C* a support compact
prés, comme une combinaison linéaire d’opérateurs de Pr(€2;), o les ; désignent des ouverts
trivialisants pour le feuilletage. Composer deux G-opérateurs revient donc & composer des
opérateurs dans les Pr(£2;). I1 suffit de choisir un recouvrement par des ouverts trivialisants,
plus fin que les recouvrements formés par les €); et Q;-, et tel que si deux ouverts de ce
recouvrement sont & distance nulle, ils sont contenus dans un ouvert du recouvrement. Alors
P; 0 Q) est une composition dans Pr(£2) ou est identiquement nul. La proposition précédente
découle donc des résultats sur Pr(Q). |

3.2.4 Opérateurs longitudinaux agissant sur des fibrés

Nous pouvons, comme dans le cas classique, définir des G-opérateurs pseudo-différentiels
longitudinaux agissant sur les sections de fibrés vectoriels.

Commengons par étudier le cas de fibrés triviaux au-dessus de M. Nous pouvons dans ce
cas étendre facilement la notion de G-opérateur de C? dans CL.

DEFINITION 3.2.6 — Un G-opérateur de C7 dans C! est la donnée d'une matrice [ x j de
G-opérateurs.

En particulier, il est clair qu’un G-opérateur pseudo-différentiel & support compact d’ordre
m envoyant ensemble des sections C°* du fibré trivial C/ dans ’ensemble des sections C'°F
du fibré trivial C! peut étre simplement défini par la donnée d’une matrice [ x j de G-opérateurs
pseudo-différentiels & support compact d’ordre m, P € Ml](\Ilg”‘k(G))
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Expliquons maintenant comment la donnée d’un fibré £ au-dessus de la variété M permet
de construire un fibré au-dessus de G, pour tout x. Ce fibré est donné par r*(£), ou r est
I’application but. La fibre au-dessus d’un tel élément v € G, est simplement donnée par
7*(€)y = &,()- Nous cherchons donc & présent & définir la notion de G-opérateur agissant sur
les sections de fibrés au-dessus de G, du type r*(€) avec £ un fibré au-dessus de la variété
M. Grace a un lemme classique (cf Atiyah dans [Ati67]), M étant compacte, il existe pour
tout fibré vectoriel complexe de dimension finie £ au-dessus de M un fibré supplémentaire
orthogonal £ de £ dans un fibré trivial :

EpE =,
Il existe alors une section
eo € C(M, M;(C)) ~ M;(C*(M))

qui est un projecteur orthogonal, d’image £ et de noyau &£. On sait qu’une application
f € C*°(M) agit naturellement par multiplication sur Cc° ’k(G), et peut donc étre considérée,
par composition avec I'application but 7, comme un élément de M (C*(M, F)), l'algébre des
multiplicateurs sur la C*-algébre C*(M,F). On note alors e = ep o r le projecteur correspon-
dant de M;(M(C*(M, F))).

Donnons-nous deux fibrés vectoriels hermitiens lisses, £ et £, au-dessus de la variété M.
Définissons a présent les G-opérateurs de £ dans £’. Nous pouvons, comme ci-dessus, écrire
& et £ comme deux sous-fibrés admettant un supplémentaire orthogonal dans un méme fibré
trivial C/. Notons e et €’ les projections de M;(M(C*(M,F))) correspondant & ces fibrés.

DEFINITION 3.2.7 — Un G-opérateur P de £ dans &’ est défini par
P =¢Pe
ol P est un G-opérateur agissant sur les sections du fibré trivial C/.

En particulier, on appelle G-opérateur pseudo-différentiel a support compact d’ordre m et
de classe C* de £ dans £ un opérateur de la forme P = ¢/Pe, avec P une matrice dans
M;(V.(G)). On notera W (G, €,&") I'ensemble de ces opérateurs.

REMARQUES

1. L’équivalence vue entre la définition locale et la définition globale des opérateurs pseudo-
différentiels longitudinaux & support compact permet de déduire une équivalence ana-
logue pour les opérateurs agissant sur les sections de fibrés.

2. Les opérateurs agissant sur les sections de fibrés peuvent étre construits de la méme
maniére avec des projecteurs sur la C*-algébre réduite : e, e, € M;(M(C}(M,F))).
On peut en effet projeter toutes les constructions précédentes en utilisant la projection
de C*(M,F) sur C}(M,F).

Rappelons pour finir la définition de ’adjoint formel d’'un G-opérateur agissant sur les
sections de fibrés. Si P est un G-opérateur de £ dans &', il s’écrit sous la forme €' Pe. Le



93

noyau K (7,7') de P est donc de la forme €' (v)K (v,~')e(7). Alors, le noyau K%(v,~') donné
par

ey — 1) "K((Y,)e'(v7)
définit un opérateur P% = ePle’ tel que pour tout € M et toutes sections v € CX(Gy,7*(E))
et u € C°(Gy,r*(E')) on ait

(Pu, V) (g) = (U PO)pery.- (3.3)

On appelle adjoint formel de P cet opérateur PP,

3.3 Opérateurs longitudinaux elliptiques

Intéressons-nous & présent a ’extension des notions classiques de symbole, d’ellipticité,
de parametrix pour les opérateurs longitudinaux. Dans le cadre des opérateurs classiques sur
une variété, nous avons vu que le symbole total d’un opérateur ne pouvait étre défini comme
une fonction que dans une carte locale, mais que son symbole principal pouvait étre globale-
ment défini. Nous allons voir que ces propriétés demeurent. Nous savons que, localement, un
opérateur pseudo-différentiel longitudinal a support compact de £ dans £’ peut étre exprimé
sous la forme d’un opérateur P’ € P2 (Q2,E,£") ou Q ~ L x T désigne un ouvert trivialisant.
Un tel opérateur est en fait une famille-produit d’opérateurs classiques P; ayant chacun un
symbole total, dans cette carte, de la forme o(z,&,1).

DEFINITION 3.3.1 — Le symbole total de I'opérateur P’ dans la carte donnée par Q ~ L x T
est la famille (o(z,&,t)),cp-

Nous allons définir le symbole principal d’un opérateur longitudinal & support compact
comme étant le symbole principal de 'opérateur r*(P) associé & P de la maniére suivante :
r*(P) est lopérateur de C*°(F, &) dans C*°(F,E’) donné par :

r(P)(f)(x) = Pyy(for)(y)  avecy e G™.

La propriété d’invariance par action de I’holonomie montre que cette formule ne dépend pas de
v pour 7(7y) = z. Le fait que P soit un G-opérateur pseudo-différentiel implique, par définition,
que dans toute carte locale pour F, l'opérateur r*(P) est un opérateur pseudo-différentiel
de méme degré que P. Remarquons que cette application 7* : W (G, E, &) — P (F,E,E)
vérifie de maniére immeédiate r*(PoQ) = 7*(P)or*(Q), et transforme un opérateur régularisant
4 support compact en un opérateur régularisant & support compact. En effet, si P est un G-
opérateur de noyau k, I'opérateur 7*(P) a pour noyau

r(k)(y.x) = > k().
vEGE
Or, dans le cas ou P est régularisant, k est une section C°* & support compact sur G du
fibré £* ® £’ deéfini au-dessus de G par (£* ® &), = s ® 5;(7), et 7*(k)(y, x) est donc une
section C* du fibré &7 ® E! au-dessus de F x F. De plus, cette application P — r*(P) est
injective pour les opérateurs dont le support est inclus dans un voisinage ouvert W de G©)

tel que 'application (r,s) : W — M x M soit injective.
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Nous pouvons a présent définir le symbole principal o, (P) d’un opérateur longitudinal P
d’ordre m comme celui de lopérateur r*(P) pseudo-différentiel classique & support compact
sur la variété F.

DEFINITION 3.3.2 — Un opérateur pseudo-différentiel longitudinal est elliptique si son symbole
principal est inversible, c’est-a-dire si I'opérateur 7*(P) qui lui est associé est elliptique.

La propriété classique des opérateurs elliptiques est de posséder un quasi-inverse (une
parametrix). Vérifions que cette propriété demeure dans le cas des opérateurs longitudinaux.

PROPOSITION 3.3.3 — Soit P € V7", (G, &,£") un opérateur elliptique. Il existe alors un opéra-
teur Q € V(G &', E) qui est une parametrix pour P :

PQ—]g:R et QP—Ig/:R/

avec R et R’ des opérateurs régularisants a support compact sur £ et £’ respectivement.

DEMONSTRATION— Pour montrer cette propriété, nous allons nous ramener au cas d’opé-
rateurs longitudinaux agissant dans des ouverts trivialisants.
Commencons par étudier le cas d’un opérateur P € P (Q2,E€,€") ou Q@ ~ L x T est un

ouvert trivialisant. Soit ¢ € Co° k(Q) On note M, l'opérateur de multiplication par ¢ o 7.
Supposons que P soit elliptique sur un voisinage )V du support de ¢, c’est-a-dire que son
symbole principal oy, (r*(P)) soit inversible. Nous voulons montrer qu'il existe un opérateur
Q € Pr, () tel que PQ — M, est un opérateur longitudinal sur le fibré £ régularisant &
support compact sur ’ouvert trivialisant €. Le symbole total de I’opérateur P est donné par
la famille (o(P)(l,&,t)),cp- L'inversibilité du symbole principal se traduit donc ici par le fait
que pour tout ¢t € TNV, le symbole principal o,,(P)(l,&,t) est inversible sur Lx{t}N). Comme
dans la théorie ordinaire, nous pouvons résoudre 1’équation symbolique o(P) o 0(Q) = ¢lg :

om(P)o-m(Q) = ¢ et , VI>0
on(Pra(@ + Y Tt PO (@

j<t
J+k+|al=l
Il est clair que les symboles 0(Q)_,,—1(1, €, t) sont positivement homogénes en £ de degré —m—1

et dépendent de maniére C* du paramétre t. Comme dans le cas ordinaire, un opérateur Q
ayant un symbole o(Q) admettant une expansion asymptotique de la forme

O(Q) ~ Z U—m—l(Q)(l7 3 t)
l

vérifie donc bien :
PQ — M, € Prio ().
Considérons a présent un opérateur elliptique P € W (G,&,&’). Donnons-nous un atlas
formé d’ouverts trivialisants (£2;);cr et une partition de 'unité C*>* adaptée a ce recouvrement

(¢i)ier- Donnons-nous également pour tout ¢ une fonction ¢} € Cc° k(Qz) valant 1 sur le
support de ¢;, et un voisinage compact W de G(© dans G vérifiant, pour tout i :

{veW.s(v) € Supp(¢})} C G() = L; x L x T;.
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L’opérateur P étant pseudo-local, on peut supposer que le support de P est contenu dans
W ; la distribution k; associée & P, = PM; (avec M; = M% I'opérateur de multiplication
par ¢} or) est alors & support dans G(§;); Uopérateur P; peut donc étre considéré comme
un opérateur longitudinal sur l'ouvert trivialisant €2;. De plus, le symbole principal de P; est
inversible sur un voisinage du support de ¢; ; en effet,
om(B) = om (1" (PM;)) = om (r*(P)r* (M;)) = om (r*(P)) @5 = om(P)#;.

Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent et il existe des opérateurs Qz = @Q;M,, & support
compact dans G(£2;) tels que les opérateurs R; = PZQZ — M, sont régularisants & support
compact dans G(€;). L’opérateur Q = > M;Q; M., est donc bien une parametrix a droite pour
P, a support compact. On peut de la méme maniére montrer ’existence d’une parametrix
a gauche pour P, puis montrer que la différence des deux est un opérateur régularisant &
support compact. |

3.4 Reégularité des G-opérateurs pseudo-différentiels

La théorie des opérateurs non bornés sur les C*-modules hilbertiens (exposée succintement
en annexe) permet de généraliser certains résultats de [Co79] dont nous avons besoin.

3.4.1 Fibrés vectoriels et modules hilbertiens

Etant donné un fibré vectoriel hermitien lisse £ sur M, nous pouvons naturellement lui
associer un C*-module E = C*(M,F,E) sur C*(M,F). Considérons en effet le module sur
C.(G) formé par les sections C.(G,r*(£)), sur lesquelles C.(G) agit par convolution. Nous
pouvons définir sur C.(G,7*(€)) un produit scalaire & valeur dans C.(G) en faisant le produit
scalaire en chaque point de deux sections

(m, 1)Y(7) = (), 7' (7)) (o)

Ceci nous permet de définir une norme sur C.(G,r*(£)) en posant

H77||2 = [|{m, 77>HC*(M,f) :
On définit alors un C*-module £ = C*(M,F,&) sur C*(M,F) en complétant C.(G,r*(&))

pour cette norme.

Nous avons vu précédemment que nous pouvons associer un projecteur e € M;(M(C* (M, F)))
a tout fibré vectoriel £ lisse hermitien et de dimension finie. Dans ce cadre, le C*(M, F)-module
E peut simplement étre décrit comme le sous-C* (M, F)-module hilbertien

E = e(C*(M, F))

du module hilbertien (C*(M, F))?, dont le produit scalaire dans C*(M, F) est donné par

J
(X, Y)=> XV,
=1

Comme précédemment, toute ces notions peuvent étre projetées sur la C*-algébre réduite.
Dans le cas de ce module induit par la surjection C*(M,F) — C}(M,F) nous pouvons
méme décrire explicitement la forme des représentations. On désigne par L?(Gy, Az, 7*(E))
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les sections L? du fibré pour la norme ||Z|| = me HE||3*(5) dX;. Un élément n € C.(G,r*(E))
définit alors naturellement un opérateur borné de L?(G,, ;) dans L?*(G., Az, 7*(€)), donné
par

ra(n)(f)(7) = j/ () ) AN,

T

On considére alors la complétion E, = C(M,F,£) du module C.(G,r*(£)) pour la norme
Inll = sup |7 ()]l

I1 est facile de vérifier que ce module & droite sur C,(G) est aussi un module sur C} (M, F). De
plus, c’est un C¥(M, F)-module hilbertien pour le produit scalaire associé au produit scalaire
hermitien sur €. Si n,n" € C°(G,r*(£)), on pose :

(0 )(y) = ()s 1" (V) ()

Ce C¥(M, F)-module hilbertien coincide, 1a encore, avec celui défini par le sous-C (M, F)-
module hilbertien .
E,. =e.(C*"(M,F))?

du module hilbertien (C}(M,F))? dont le produit scalaire dans C;(M, F) est donné par

J
(X, ¥) =YXV
i=1

Fixons £ et £ deux fibrés vectoriels hermitiens et lisses de dimension finie, et notons e et
¢ les projecteurs correspondant dans la C*-algebre M;(M(C*(M, F))).

Tout G-opérateur P de £ dans £’ peut alors étre considéré comme un opérateur non-borné
de E dans E’ de domaine C2°(G). De plus, pour le produit scalaire défini sur (C*(M, F))/,
I'adjoint formel P! du G-opérateur P défini précédemment coincide avec I’adjoint P* de
I’opérateur P sur les sections Ce° F au sens suivant :

LEMME 3.4.4 — Pour toutes sections v € C2F (G, 7*(E')) et u € C2F (G, 7*(€)), on a l'égalité
suivante dans C*(M, F)
(PPu, v) = (u, Pv).

DEMONSTRATION DU LEMME On sait que u et v peuvent s’écrire u = €'U et v = eV, avec
U, V des éléments de (C2°"(G))7. Or on a

(Plu, v) =Y (PLUN Ve = > U; Py iVi = (u, Pv),
par définition de P¥. =

Ce lemme implique en particulier le fait que P est fermable.

REMARQUE — Dans la suite de notre exposé, nous avons pris le parti d’énoncer les résultats
pour les opérateurs agissant sur les sections de fibrés seulement lorsque ceux-ci ne sont pas
une généralisation directe des résultats pour les opérateurs scalaires, afin de ne pas alourdir
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inutilement les notations. Indiquons rapidement comment traduire les énoncés. Si P est un
opérateur agissant sur les sections d'un fibré £, nous avons vu qu’il lui correspond un certain
projecteur lisse e € M;(M(C*(M,F))); il faut alors remplacer dans les énoncés concernant
P le C*(M,F)-module hilbertien £ = C*(M, F) par le C*(M, F)-module hilbertien projectif
E =C*(M,F,£) =e(C*(M,F)).

3.4.2 Opérateurs d’ordre de partie réelle négative et multiplicateurs

Enoncons & présent une proposition fondamentale sur la régularité des G-opérateurs
pseudo-différentiels d’ordre de partie réelle < 0, démontrée par Connes [Co79]| dans le cas
de C¥(M,F), et généralisée par Monthubert et Pierrot au cas des groupoides de Lie [MP97].

PROPOSITION 3.4.5 — Soit P € U} (&), un opérateur pseudo-différentiel longitudinal a support
compact et mg = Rem.

1. Simgy < 0, alors P s'étend en un opérateur P € E = C*(M, F).

2. Simg =0, alors P s'étend en un morphisme borné P appartenant & Mor(E).

DEMONSTRATION—

1. Nous allons montrer ceci par récurrence.

— Si Pordre de P est de partie réelle my < —p, alors le noyau de P est une fonction
continue & support compact sur le groupoide. En effet, il suffit de voir cela localement
(dans un ouvert trivialisant) puisque d’aprés ce que nous avons vu précédemment
tout noyau a support compact s’écrit comme somme de noyaux & support compact
dans des ouverts trivialisants et d’'un noyau régularisant a support compact. Dans un
ouvert trivialisant, on utilise la propriété usuelle de la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable. Un tel opérateur s’étend donc naturellement en un opérateur
PcE=C*M,F).

— Si Vordre de P est de partie réelle my < —p/2, alors par ce qui précéde, le noyau
de PP est une fonction de C,(G). L’opérateur P!P s’étend donc en un opérateur
PiP e C*(M,F). Or P et P% sont des opérateurs densément définis sur F, et si
fe C’go’k(G), Vopérateur PIP étant borné, on a pour la norme de F

IPFI* < ClIfIP

Ceci montre que P se prolonge continiment en un opérateur P sur E. On peut de la
méme maniére prolonger l’adjoint formel Pt de P, qui coincide alors avec l'adjoint de
P dans E. L'opérateur P est ainsi un élément de Mor(E). On sait que PiP = P' P

car ces éléments de Mor(F) coincident sur C.(G). Le fait que P!P € E implique alors

que la racine carrée de PP est aussi dans F, et donc P € E (grace & la décomposition
polaire).

— Dans la démonstration précédente, nous avons vu qu’il suffisait, pour montrer que
P € E, de montrer que PP € E. Par récurrence, il suffit donc de montrer qu’il existe
un entier [ tel que (W)Ql € E. Orsi mg < 0, il existe [ € N tel que mo2! < —p,
donc d’aprés ce qui précede (W)Ql €FE.
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2. Nous savons que la composée d’un opérateur longitudinal pseudo-différentiel & support
compact avec un régularisant & support compact est toujours un régularisant a support
compact. De plus, la convolution est associative, et il est alors clair que tout opérateur
longitudinal pseudo-différentiel & support compact définit un multiplicateur de I’algebre
cr k(G) Il reste & montrer que P s’étend par continuité en un multiplicateur de E.

— Désignons par o(P) € CX(S*F) le symbole principal de l'opérateur P. Quitte &
diviser P par une constante, on peut supposer o(P) < 1. Il existe alors un opérateur
pseudo-différentiel Q € V7'(G) tel que

PP+Q*Q=1+R

avec R d’ordre de partie réelle strictement négative. Nous pouvons facilement construire

un tel opérateur Q de la facon suivante. Donnons-nous la fonction o(Q) = 1/1 — |o(P)[%,

et choisissons un opérateur @ dont le symbole principal est o(Q). Alors cet opérateur
vérifie bien P*P 4+ Q*Q =1+ R.
— Donnons-nous un élément f € C:>%(@). On a alors

(P*P(f), f) = IPfI* < 1+ |RI)ISI*

L’opérateur P est donc prolongeable par continuité sur £ et la méme propriété est
vérifiée par P*,Q et Q*. Comme P, @, P*, Q" sont densément définis, et majorés en
norme, ils sont continus sur F et s’étendent donc en des morphismes.

COROLLAIRE 3.4.6 — Soient P; et P> dans U, (G), avec P elliptique. Il existe alors une

constante c telle que pour toute fonction u € C2°F(G), on ait, pour la norme de C* (M, F),

[Prufl < e[ Prull + [[ul])-

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. Soit Q2 € V7"(G) une parametrix pour P,. Alors P1Q2 €
WY(G), d’ot 'on tire, d’aprés la proposition précédente, I’existence d’une constante c; telle
que | P1Q2(Pou)|| < c1 ||Paul|. De plus, Py(Q2P2 — I) est régularisant & support compact et il
existe donc une constante co telle que ||PiQ2Pou — Pyu|| < c2||ul|. Donc on a

[Prull < [|P1QaPou — Pru|| + [[PAQ2(Pou)|| < e(|| Pyul| + [|ul)-

=

Les mémes propriétés sont vraies, par projection, pour la C*-algébre réduite du groupoide.

PROPOSITION 3.4.7 — Soit P € \Iﬂc”k(G) un opérateur pseudo-différentiel longitudinal a support
compact et mg = Rem.

1. Simg <0, alors P € E, = C}(M,F).

2. Simg =0, alors P s’étend en un morphisme borné P appartenant 3 Mor(E,.).
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COROLLAIRE 3.4.8 — Soient P; et P, dans ¥, (G), avec P elliptique. Il existe alors une

constante ¢ telle que pour toute fonction u € C2>" (@), on ait, pour la norme de CHM,F),

[Prul] < e[| Poull + [lul])-

3.4.3 Régularité des opérateurs elliptiques d’ordre de partie réelle positive

Donnons-nous & présent un G-opérateur pseudo-différentiel P, d’ordre m de partie réelle
mg > 0. L’opérateur P peut étre considéré comme un opérateur non borné densément défini
sur ’espace de Banach F, de domaine C:° k(G) On peut I’étendre en un opérateur fermé P
dont le graphe est donné par

G(P) = {(z,9) € (C*(M, ), 3(up) € CZH(G), |lun — 2]l = 0 et [|Puy — y]l =0}

Le graphe G(P) de P ainsi défini est bien un sous-C*(M, F)-module de E. Cette extension
est la plus petite extension de P dont le graphe est un sous-C*(M, F)-module fermé de F,
et nous verrons plus loin que cette extension est aussi I’extension fermée maximale de cet
opérateur, dans le cas ol cet opérateur est elliptique. Notons que ’on peut appliquer le méme
raisonnement & I’adjoint formel de P et définir ainsi un opérateur P4 de graphe

G(PE) = {(w.y) € (C*(M, F)), 3 (un) € CZH(G), llun — ] = 0 et Hpﬂun - yH —0}.

Nous avons vu précédemment que ’adjoint formel P% est un opérateur pseudo-différentiel
de méme ordre que P et tel que
(Pu, v) = (u, P%)

pour u,v € C:2%(G). On a alors pour tous couples (u,v) € G(P) et (z,y) € G(PY), égalité
(u, y) = (v, z).

Par continuité, cette égalité reste vraie pour (u,v) € G(P) et (z,y) € G(Ph). Lopérateur Ph
est donc inclus dans ’adjoint de I'opérateur non borné P : Pi C P*.
L’opérateur P est donc densément défini, et son adjoint I'est également densément défini.

PROPOSITION 3.4.9 — Soit P un opérateur pseudo-différentiel elliptique d support compact.
L'opérateur P est un opérateur régulier (au sens de Baaj) de FE dans E.

DEMONSTRATION— Il suffit de considérer le cas feem > 0, car on a vu que sinon P €
Mor(F). D’aprés les remarques précédentes, il suffit de montrer que le graphe de P est ortho-
complémenté dans E & E. Soit () une parametrix d’ordre —m pour P, et R, S les opérateurs
régularisants tels que

QP=1—-Set PQ=1—-R.

Ces opérateurs @, R, S sont, d’aprés la proposition (3.4.5), des éléments de Mor(FE). Avec les
notations précédentes, on a :

LEMME 3.4.10 —
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1. PQ=PQet PS=PS;
2. DomP = ImQ + ImS’;
3. P8 = P~

DEMONSTRATION DU LEMME

1. Démontrons la premiére égalité, la seconde peut étre montrée avec la méme méthode.

Commencons par montrer que PQ C P Q.
Soit (,y) € G(PQ). Par définition, il existe une suite z,, € C2=*(G) telle que :

|@p —z|| — 0 et ||PQz, —y|| — 0.

Or l'opérateur @ s’étend en un morphisme continu Q. Il existe donc un élément z € F
tel que ||Qx, — z|| — 0. Par définition de P, le couple (z,y) est dans le graphe de P.
On a donc bien

PQC PQ.
Or PQ est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre nul, et donc il s’é¢tend en un mor-
phisme PQ € Mor(E). Ceci prouve donc que G(P Q) = G(PQ) et donc

PQ=PQ.

. Montrons que que DomP = ImQ + ImS.

Soit € DomP, Pz € E. Nous savons que « est limite en norme d’une suite u, de
fonctions CE2(@), telle que la suite de fonctions C2F(G) Pu, converge en norme vers
Pzx. Or QPu,, = u, — Suy,, avec @ et S continus, et on obtient Q(Px) = x — Sx d’on

l'on tire x = Q(Px) + Sz € ImQ + ImS. Réciproquement, si z € Im@_—i— ImS, on a,
d’aprés la premiére partie de ce lemme, ImQ) C DomP et ImS C DomP.

. Montrons que Ph = P*. On sait déja que Ph ¢ P*. 1l nous reste donc & montrer que

DomP* C DomP*. Or nous savons que PQ = I + R, et donc (PQ)* = I + Rx. Par
ailleurs on a toujours Q*P* C (PQ)* et, en utilisant la propriété précédente, on en
déduit que

DomP* C ImQ* + ImR*.
Or @ et R sont des opérateurs d’ordre de partie réelle strictement négative. D’apres ce
que nous avons vu précédemment, on a alors @ = Q* et Rf = R*. Or, en appliquant la
propriété 2 & P!, on sait que :

Dom P! = Im@ + Imﬁ,

ce qui permet de conclure.
=

On a donc G(P) = {(Qxz+ Sy. PQxz + PSy),(z,y) € E x E}. Considérons a présent

l’opérateur de ¥ ¢ F dans lui-méme défini par

_(Q S
(2 5).

C’est un morphisme appartenant & Mor(E @ E) car Q, S, PQ, PS et leurs adjoints sont des
opérateurs pseudo-différentiels & support compact d’ordre de partie réelle négative ou nulle,
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donc s’étendent en des éléments de Mor(FE). De plus ce morphisme est & image fermée dans
E @& FE, et son adjoint vérifie la méme propriété. Alors G(P) = ImU est un sous-module
orthocomplémenté de F @ E (par la proposition (B.2.6)).

[ |

REMARQUES

1. Nous avons énoncé cette propriété pour C*(M, F). Elle reste vraie, par projection, pour
FE, le module hilbertien réduit.

PROPOSITION 3.4.11 — Soit P un opérateur pseudo-différentiel elliptique a support com-
pact. L'opérateur P est un opérateur régulier (au sens de Baaj) de E, dans E,.

2. Cette proposition implique notamment P = ((P)*)*, et donc en particulier que la fer-
meture minimale de P est aussi son extension fermée maximale.

3. Cette derniére propriété demeure vraie dans un module obtenu en tensorisant par une
représentation de C*(M,F) (ou de C(M,F) dans le cas du module réduit). On peut,
par exemple, retrouver le résultat suivant de [Co79].

L’opérateur P, restreint & D, = C2°(G¥) peut étre considéré comme un opérateur
linéaire non borné sur L?(G%), et on a :

PROPOSITION 3.4.12 — L'opérateur P, p, est fermable, et le domaine de sa fermeture
est maximal, i.e. DomP,p = {u € L*(G"), P,u € L*(G")} (au sens des distributions).

DEMONSTRATION— Soit 7, la représentation de la C*-algébre C):(M,F) dans
L?(G™, \¥) par convolution & gauche décrite au chapitre 1. La représentation 7, est non
dégénéreée, et opérateur P régulier sur £, = C*(M, F). Nous pouvons donc appliquer la
proposition (B.3.11) & 'opérateur P : il existe un opérateur Py, de E, ®,, L?(G%,\¥) =
L?(G*,\*) dont le domaine est l'image du produit tensoriel algébrique DomP ® D,,
qui est fermable, et dont la fermeture P ®,_ 1 est un opérateur régulier. Nous savons de
plus que pour tous f € DomP, ¢ € D,, on a

P&, U(f®&)=PRa(fof =P ¢

L'opérateur P ®,, 1 coincide donc avec 'opérateur P, sur D ® D,, avec D = C°(G),
et définit ainsi une extension fermée de P,.

Il nous reste & montrer que P, = P ®,, 1. Il nous suffit pour cela de montrer que le
produit tensoriel algébrique D ® D, est un domaine essentiel pour P ®;,, 1. Or D est
un domaine essentiel pour P. D’aprés la proposition (B.3.12), nous savons que l'image
du produit tensoriel algébrique D ® D, dans E ®,, L?(G*,\?) est un domaine essentiel
pour F,. Or cette image est dense dans D, ce qui permet de conclure. ]
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Chapitre 4

Puissances complexes, modules de
Sobolev longitudinaux et structure de
I’algébre des opérateurs
pseudo-différentiels longitudinaux

4.1 Puissances complexes d’un opérateur longitudinal différen-
tiel elliptique positif et inversible

4.1.1 Résolvante et parametrix a paramétre

Nous allons définir les puissances complexes d'un G-opérateur A de classe C* différentiel

elliptique, positif, inversible et d’ordre m > 0. L’exemple typique, et que nous garderons &
I’esprit, d’un tel opérateur est I’opérateur différentiel d’ordre 2, 1 + A, ou A est le Laplacien
longitudinal (positif) associé & une structure riemannienne sur le feuilletage.
Pour construire ces puissances complexes, il suffit essentiellement d’adapter la méthode ex-
posée dans la section (2.5). Nous venons de voir qu’un tel opérateur A est régulier sur le
C*(M, F)-module E = C*(M,F). Son spectre est donc fermé et positif, et nous noterons
e = inf(Sp(A)). Nous savons de plus que sa résolvante (A — \)~! est une fonction holomorphe
sur C — [e, +00[, & valeurs dans Mor(F). Notons encore que pour A € D, = {z,Rez < p},
avec p < g, on a la propriété suivante.

PROPOSITION 4.1.1 — SiRe A < e, et A\#¢,0n a

DEMONSTRATION— L’opérateur (A — A\)~! est un opérateur de Mor(E) normal. On sait
donc que sa norme H (A— )t H est égale & son rayon spectral

p(A=N"H= sup |
pe Sp(A-N)~1
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Or p € Sp(A — \)~! équivaut & p=! + X =7 € SpA. Donc on a

_ 1
“ A=

(A= =p((A=N") = sup (r—N7"
rESpA

Nous savons que l'opérateur A — X est elliptique pour A € C — [e,+o0[. Nous allons
construire une parametrix B) a support dans un compact W indépendant de .

PROPOSITION 4.1.2 — L'opérateur A — X admet pour A € C — [, +0o0o[ une parametrix B)
a support dans un compact W indépendant de A vérifiant la propriété suivante. Les opérateurs
Ry = (A—)X)By—TIet Sy = By(A—\) — I sont des opérateurs régularisants de classe C* a
support dans un compact W indépendant de )\, et, pour tout G-opérateur pseudo-différentiel P
de classe C* et tout entier N € N, il existe une constante Cy(P) telle que

IPRA|l < Cn(P)(1+ A7 et [[SyP]| < On(P)(1 + M),

DEMONSTRATION —
— Donnons-nous un atlas formé d’ouverts trivialisants (£2;);c; et une partition de 'unité
C>* adaptée & ce recouvrement (¢;);c;. Donnons-nous également pour tout i une fonc-
tion ¢} € Cc° k(Qz) valant 1 sur le support de ¢; et un voisinage compact W de G
dans G vérifiant, pour tout ¢ :

{v €W, s(y) € Supp(¥))} C G(Q) =~ L; x L; x T

L’opérateur A étant local, on sait que le support de A est contenu dans W ; la distribu-
tion k; associée a A; = AM; (avec M; = ng I'opérateur de multiplication par ¢} o r)
est alors & support dans G(§2;); opérateur A; — AM; peut donc étre considéré comme
un opérateur longitudinal sur 'ouvert trivialisant €2;. De plus le symbole principal de
F; est inversible sur un voisinage du support de ¢; ; en effet

Im(Ai = AM;) = om (r*(A = Nr™(My)) = om (r*(A = X)) ¢ = om(A = Mg

Nous pouvons alors, comme dans la proposition (3.3.3), définir pour tout ¢ un opérateur
Bj tel que
Ry, = (A - A)MiBg\M%’ — M,

est un opérateur régularisant a support dans WNG(€);). En additionnant les opérateurs
Bj on obtient une parametrix B) & support compact dans W pour (A — ) telle que les
opérateurs

Ry=(A—-XN)By—Tet Sy=B\(A—-\) -1

sont des opérateurs régularisants de classe C* & support dans W. De plus le symbole
de B, est localement de la forme

b(l’, ga A) = X(ga )‘) Z bl—m—](xa 57 A)a
=0
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avec X (€, 1) = x(I€] + |[AIY™), ot x(u) est une fonction C> valant 0 si u < 1/2 et 1
siu>1,etd,, ; (x,&, A) les symboles & paramétre positivement homogenes de degré

—m — j en (&, \Y/™) vérifiant les équations (2.4) :

bom(am —A)= 1

08b_ym—;][05 apm—
bomet(@m — A+ > 1% fj,[ 2 = 0 I>0.

i<l
JH+k+|al=l

— Montrons & présent que nous avons une estimation de la norme des opérateurs Ry et S).
On sait en reprenant les notations précédentes que Ry = ) Rf\ avec Rg\ des opérateurs
régularisants de classe C* & support compact dans G(£;), tels que R} = (A—\)M,;BS —
M,,. Nous savons, par ce que nous avons vu au chapitre 2 sur les opérateurs pseudo-
différentiels a paramétre, que chacun des opérateurs AM,, est une famille de classe
C* (et donc continue, en particulier) indicée par ¢ d’opérateurs différentiels Al sur
L x {t}. Par conséquent, si ©!(l) est la fonction C* & support compact égale & ¢;(l,t)
en [, Vopérateur A; — A\l est un opérateur pseudo-différentiel & paramétre, au sens
de la section (2.4.2). En particulier, d’aprés la proposition (2.4.5) sur les parametrix a
paramétre, nous savons que le noyau de 1'opérateur Rf\ est une fonction ¥ 3 support
compact vérifiant pour tout compact K C T, et tout ¢t € K, la propriété du noyau d’un

opérateur régularisant & parametre :

Va, 3 VN €N, 305K,

af*aﬁkg(z,z’,t)H < CEOPE (L LA,

— Donnons-nous un opérateur longitudinal pseudo-différentiel P d’ordre m a support com-
pact dans 'ouvert ;. Si Rem < 0 alors HPRf\H < ||P]| HR@\H car P est borné. Or on
a
[RAg|| < Ch(1+ AN o]

pour toute fonction ¢ € C¢° ’k(G (2;)). Par ailleurs, la propriété est vraie pour les opé-
rateurs différentiels, puisqu’elle est vraie pour toutes les dérivées partielles du noyau de
R.

Si Rem > 0, donnons-nous un opérateur différentiel elliptique D d’ordre [ > Rem, et
une parametrix ) pour U'opérateur D, avec [ = QD +T', oit T est régularisant & support
compact. On peut alors écrire

PRy = P(QD + T)Ry = (PQ)DR, + (PT)Rx.

Les opérateurs PQ et PT sont de partie réelle négative ou nulle. De la propriété pour
les opérateurs différentiels et pour les opérateurs d’ordre de partie réelle négative, on
déduit la propriété.

[ |

4.1.2 Puissances complexes

Nous allons, comme dans le chapitre 2, définir les puissances complexes d’un opérateur
différentiel elliptique positif et inversible, en utilisant le calcul fonctionnel et la formule d’in-
tégration de Cauchy
i A$
Com Jrt— A

t dX.
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REMARQUE — Nous nous sommes ici limités au cas d’opérateurs différentiels positifs. On
peut, en utilisant les outils de la section (2.5), développer les puissances d’opérateurs diffé-
rentiels elliptiques non nécessairement positifs.

Notons par ailleurs que Kordyukov [Kor95| a défini, en utilisant les outils développés par
Seeley [See67], les puissances complexes d’opérateurs pseudo-différentiels elliptiques vérifiant
certaines propriétés spectrales comme des opérateurs non bornés sur L2(M).

Donnons-nous un contour I' formé par la droite
D, ={z=u—1iv, veR}
avec u € RT,0 < u < &. Soit s un nombre complexe de partie réelle négative. La fonction

i
2 Ft*)\

dX\

t—t° =

est une fonction continue et bornée sur [e, +oo[. Par le théoréme de calcul fonctionnel pour les
opérateurs réguliers normaux (B.2, page 149), nous savons que ’opérateur A® est un opérateur
de Mor(E). De plus, la convergence en norme de l'intégrale

— [ A In(\)(4 - \)"ta)

ol RALIVCEPY
montre que la famille s — A® est holomorphe sur le demi-plan Re s < 0, & valeur dans Mor(E).
Nous savons également, par le calcul fonctionnel, que nous pouvons définir A* comme un
opérateur régulier normal pour Re s > 0. La formule A° = A5* A utilisée avec k € N, k > Re s
permet de montrer que la famille s — A® admet un prolongement analytique & C.

Définissons & présent la notion de famille holomorphe de symboles polyhomogénes longi-
tudinaux & support compact.

DEFINITION 4.1.3 — Soient L et T des ouverts respectivement de R? et de R%, D un domaine
du plan complexe et m : z — m(z) une fonction holomorphe de D dans C. On dit qu’une famille
2 a(l,€,2,t) € CF(L x RP x D x T) est une famille holomorphe de symboles classiques
d’ordre m sur D, et on note a(l,&, z,t) € S (L, T,D) si:

. I'application z +— a(l,&, z,t) est holomorphe pour tous (I,&,t) fixés;

hom, k

2. il existe pour tout j € N des fonctions a,,(.)—; (I, é—|,z, t) € C®F(L x (R —0) x D x T),
positivement homogénes en & de degré m(z) — j, telles que :
(a) Iapplication z +— @, (z)—;(l, €, 2,t) est holomorphe de D dans I'ensemble des fonctions
a support compact de classe C* de T' dans C*>°(S*L);
(b) pour tout N € N, pour tous multi-indices «, 3, v, |y| < k, pour tous compacts

K cL,K' c Det K" C T, il existe une constante C = C(N,«, 3,v, K, K', K")
pour laquelle :

N-—1
020, 9] [a(l. €, 2.1) )i (L€ 2, )] < O < & >m=N=lel,
j=0

pour ([,&,2,t) € K x RP x K" x K" et m > |m(z)| sur K'.
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A présent que nous avons défini les familles holomorphes de symboles longitudinaux, nous
pouvons définir les familles holomorphes d’opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux.

DEFINITION 4.1.4 — Soit €2 ~ L x T un ouvert trivialisant. Soit z +— m(z) une fonction
holomorphe de D dans C. On dit qu’une famille z — A(z) est une famille holomorphe d’ordre
m(z) sur D, et on note A(z) € P, (2, D), si la famille A(z) € 73;1(;)((2) est une famille
d’opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux a support compact dans 'ouvert Q) telle que le

symbole de I'opérateur A(z) est donné par un élément a(l,§, z,t) € Sgém,k(lj’T’,D)'

Montrons & présent que nous pouvons exprimer l'opérateur régulier A® & 1’aide d’une
famille holomorphe d’opérateurs pseudo-différentiels.
Nous pouvons écrire, pour A € I,

(A — /\)_1 = B) + R,\ avec ff,\ = —(A — /\)71R,\ = —S,\(A — )\)71.
Pour Re s < 0, posons

B(s) = — / X Byd\ et Ry(s) = — / X* Ryd.
r 2m Jr

2

Enoncons deux lemmes nous permettant de comprendre ces opérateurs B(s) et Ry (s).

LEMME 4.1.5 — La fonction s — B(s) s’écrit comme une somme
B(s) = B(s) + Ra(s).

avec s — Ra(s) une fonction holomorphe de {fes < 0} dans I’ensemble des G-opérateurs
régularisants a support dans le compact W et B(s) une fonction holomorphe de {fes < 0}
dans I’ensemble des G-opérateurs pseudo-différentiels elliptiques & support dans le compact
W.

DEMONSTRATION DU LEMME Si nous nous placons, comme précédemment, dans un ouvert
trivialisant, le symbole by de B) est localement de la forme

b>\($, 3 t) = X(gv )‘) Z b(lm—j (Iv A, t)
7=0

avec b, ; la composante positivement homogene de degré —m —j en (£, A) d’une parametrix

a paramétre pour [(A — A\)M;];. On définit

(s) _ L $1.0 -
b—ms—j(mvgv t) T or /I‘A b_m_J(w,f,A,t)d/\

la composante positivement homogéne de degré —ms—j en £. Nous pouvons alors définir B(s)
comme étant 'opérateur a support dans K ayant localement bs = x(|¢]) Z;io b(_s%m_ j(@,&1)

pour symbole. L'opérateur Ry(s) = B(s) — B(s) a donc un symbole qui est localement de la
forme

rafe€5.0) = 5 | X (x(El+ ™) = x(€D) 301 (a6 1A
=0
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et est donc nul dés que [£| > 1. H

LEMME 4.1.6 — Pour tout G-opérateur P pseudo-différentiel de classe C* & support compact
les applications s — PRi(s) et s — R1(s)P sont des fonctions holomorphes de {Res < 0}
dans C*(MF).

DEMONSTRATION DU LEMME Nous savons que (A — \)~! € Mor(E), pour tout A € T.
De plus Mor(E) est I’ensemble des multiplicateurs de la C*-algébre C* (M, F). Il nous suffit
donc de montrer que d’une part PRy € C*(M,F) et S\R € C*(M,F), et que d’autre part
ces opérateurs sont bornés en norme par une fonction de A\ dont le produit par A*In()) est
intégrable sur I'. La premiére assertion est évidente car ces opérateurs sont des (G-opérateurs
régularisants & support compact, et donc en particulier des éléments de C*(M, F). La seconde
provient de la proposition (4.1.2) sur les normes des opérateurs R) et S). H

On déduit de ce qui précéde la proposition suivante.

PROPOSITION 4.1.7 — Soit s un nombre complexe de partie réelle négative. L'opérateur régulier
Af s'écrit

A® = B(s) + R(s)
avec B(s) un G-opérateur de classe C* d’ordre ms a support dans le compact W et R(s) un
élément de £ = C*(M, F) tel que PR et RsP sont aussi des éléments de £ = C*(M, F) pour

tout G-opérateur P pseudo-différentiel & support compact. Les fonctions s — B(s), s — PR(s)
et s — R(s)P sont holomorphes sur {fe s < 0}.

Notons que, B(s) étant dans C*(M, F), Uopérateur A® est un élément de C*(M, F) pour
Re s < 0. Etendons & présent la proposition précédente & I’ensemble du plan complexe.

LEMME 4.1.8 — On a la propriété de semi-groupe B(s + s') = B(s)B(s') & un opérateur
régularisant de classe C* & support compact prés pour Res < 0 et Res’ < 0.

DEMONSTRATION DU LEMME On a
AT = B(s+ ') + R(s +s') = A*A* = B(s)B(s') + B(s)R(s") + R(s)B(s') + R(s)R(s").

L’opérateur Q = B(s + s') — B(s)B(s') est donc un G-opérateur pseudo-différentiel de classe
C* & support compact qui vérifie que PQ et QP sont dans C*(M, F) pour tout G-opérateur
pseudo-différentiel & support compact P. C’est donc un opérateur régularisant & support
compact de classe C*. B

Soit s un complexe de partie réelle positive et soit [ > Re s un entier. On a A% = A5~ Al
avec Re(s — 1) < 0. On peut donc écrire

AL =B(s — 1)+ R(s — 1).

On a donc
A®=B(s — )A' + R(s — 1) AL.
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L’opérateur B'(s) = B(s — ) Al est un opérateur pseudo-différentiel de classe C* d’ordre
ms. Localement, le symbole de cet opérateur s’écrit b'(x, &, s,t) =V, (z,§,5,t) + b_(z,&,5,t)

avec
[Res

] o0
My = x(©bs = x(O) S8 et b =x(©) S b
j=0

j=[Re s]+1

L’opérateur B(s) de symbole localement égal a b = by + b est un G-opérateur pseudo-
différentiel de classe C* & support dans le compact K, d’ordre ms et ne différant de B'(s)
que par un opérateur R”(s) régularisant a support dans le compact W. De plus, l'opérateur
B(s) est elliptique et son symbole principal est égal & (a,,)®. Nous pouvons donc écrire

A® = B(s) + R(s)

avec B(s) comme ci-dessus, et R(s) un élément de C*(M,F) tel que, pour tout G-opérateur
P pseudo-différentiel de classe C* & support compact, on a PR(s) et R(s)P dans C*(M, F).
D’aprés le lemme précédent, cette décomposition ne dépend pas du nombre entier ! choisi
pour 'exprimer, et B(s + s’) = B(s) + B(s’) & un opérateur régularisant & support compact
prés, pour tous s et s’. On déduit alors de ce qui précéde le théoréme suivant.

THEOREME 4.1 — L’opérateur régulier A% s’écrit
A’ = B(s) + R(s)

avec B(s) un G-opérateur pseudo-différentiel de classe C* d’ordre ms & support dans le compact
K et R(s) un élément de F = C*(M,F) tel que PR(s) et R(s)P sont aussi des éléments de
E = C*(M, F) pour tout G-opérateur P pseudo-différentiel de classe C'* a support compact. Les
fonctions s — B(s), s — PR(s) et s — R(s)P sont holomorphes sur C.

4.2 Modules de Sobolev longitudinaux

4.2.1 Définition des modules de Sobolev longitudinaux

Considérons a présent un opérateur P elliptique & support compact, d’ordre réel m > 0 et
de classe C*. L’opérateur 1+ P* P est un G-opérateur pseudo-différentiel elliptique d’ordre 2m
qui est un opérateur régulier bijectif dont le spectre est inclus dans [1,4oc[. Nous pouvons
donc utiliser, comme dans la section précédente, le calcul fonctionnel pour les opérateurs
réguliers pour définir pour tout nombre réel positif s 'opérateur régulier (1 + P*P)ﬁ, car la
fonction f : t — tZm est une fonction continue au voisinage de [1,+00[. Le domaine de cet
opérateur est un sous-C*(M, F)-module fermé de E. Nous pouvons alors définir les modules
de Sobolev tangentiels associés & P de la maniére suivante.

DEFINITION 4.2.1 — On appelle modules de Sobolev tangentiels associés a P les modules
hilbertiens H:(P*P) définis par les sous-C*(M, F)-modules Dom(1 + P*P)2m complétés pour
le produit scalaire donné par

(z,y)s = (14 P*P)amz, (1 + P*P)any).
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Notons que dans le cas s > 0, les modules ainsi définis sont des sous-C*(M, F)-modules
stricts de £, qui sont complets pour la norme précédente. Dans le cas s < 0, au contraire,
les modules HZ(P*P) sont des complétions de F pour des produits scalaires dominés par le
produit scalaire usuel de E.

4.2.2 Equivalence des modules de Sobolev longitudinaux

Nous allons montrer, en nous appuyant sur les deux lemmes suivants démontrés en appen-
dice, que la définition précédente ne dépend pas de 'opérateur P. Commencons par énoncer
un lemme classique démontré & ’aide de la transformée de Mellin.

LEMME—B.3.14 Soient A et B deux éléments positifs de Mor(F) vérifiant
A<B.

Pour tout s €]0, 1], on alors
A’ < B°.

Enoncons & présent le lemme principal.

LEMME—B.3.15 Soient S et T des opérateurs réguliers bijectifs sur un module hilbertien FE.
Considérons les assertions suivantes.

(i) 3A € Mor(FE), tel que ||A|| <1let AT CS.
(i) DomT C DomsS et Vz € DomT, ||T(x)| > ||S(x)|.
(iii) (S*S)~t > (T*T) L
(iv) Ja > 1, (S*S)~* > (T*T)~“.
On a alors (iv) = (i) & (1) = (4i7).

THEOREME 4.2 — Les modules de Sobolev H?(P* P) sont indépendants de I'opérateur elliptique
P a support compact d’ordre strictement positif choisi.

DEMONSTRATION—

1. Le Laplacien positif A est différentiel d’ordre 2, elliptique et positif, et (1 + A) est
un opérateur régulier bijectif dont le spectre est inclus dans [1,+oo[. Pour montrer la
proposition, nous allons utiliser les lemmes précédents sur les opérateurs réguliers et la
transformation de Mellin.

2. Commencgons par montrer que cette propriété est vraie pour tout s multiple entier
positif de 2m. L’opérateur (14 P*P)* est un G-opérateur pseudo-différentiel elliptique
& support compact d’ordre 2km. On veut montrer que cet opérateur a méme domaine
que lopérateur (1 + A)*™ et que les normes ainsi définies sont équivalentes.
— Si m est un entier, (14 A)*™ est un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2mk. Le
corollaire (3.4.6) montre que

|+ PPyt < ead @+ ay e vl en (Lt A)me| < o+ PP e el
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De plus, on sait que pour tout ¢ € Dom(l + P*P)* = Dom(1l + A)*™ on a
(1 4+ A)rmeg]| > JI€]] et [[(14 P*P)*¢|| > [I€]|. On en tire Texistence de constantes
C et C' telles que pour tout £ € Dom(1 4+ P*P)* = Dom(1 4+ A)*™", on a

c H(1 + A)’“msH < H(l + P*P)kEH <

(1+ A)kmgH .
— Si m n’est pas entier, nous savons par le théoréme 4.1, page 109 que
(1+ A)f™ = B(2km) + R(2km),

avec R(2km) un élément de C*(M,F) et B(2km) un G-opérateur pseudo-différentiel
elliptique & support compact d’ordre 2km. On a donc

Dom(1 + A)*" = DomB(2km) = Dom(1 + P*P)F.

De plus, si nous utilisons, comme précédemment, le corollaire (3.4.6), en tenant compte
du fait que

|+ ayme] = el et ||+ PeP)<e]| = el

nous obtenons, en choisissant ¢ > ||R(2km)||, pour £ € DomB(2km),

|+ 2y —elel < IBErmEl < c |1+ PP)e]| +cléll,

On a de méme une inégalité dans le sens opposé.

ce qui donne

(1+ 8y <3ef @+ Prpye).

|1+ P Pye] < ciBRmE] + €] < 3¢

(1+ A)’mgH.

3. Nous allons & présent montrer cette propriété pour tout réel s > 0. Posons S(k) = S2™
avec S = cs(1+ P*P)ﬁ et T(k) = T?*™ avec T = cp(1 + A)% Nous venons de voir
que pour des constantes cg et cp bien choisies, S(k) et T'(k) veérifient 1’assertion (i7) du
lemme (B.3.15). Comme (i7) = (7i?), nous savons que l’assertion (iii) est vérifiée, i.e.
que T~2(k) < S72(k) soit encore

T—4km < S—4km‘

Choisissons & présent un entier k tel que s < 2km. L’assertion (iv) du lemme précédent
est donc vérifiée pour les opérateurs 7 et S* avec un nombre a = 2km/s. On en déduit
’assertion (ii) pour ces opérateurs, soit

DomT?® C DomS? et Vo € DomT?, ||T%(x)|| > ||S*(x)]|,

soit encore
Dom(1l + A)2 € Dom(1 + P*P)m

et
Vz € Dom(1 4+ A)3,

](1 +A)%(:c)H > 0H(1 +P*P)%(I)H.

Comme nous pouvons échanger dans cette démonstration les roles de (1 + P*P)ﬁ et

(1+ A)% en modifiant les constantes, on obtient bien 1'égalité entre les modules de
Sobolev.
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4. Etudions a présent le cas s < 0. Remarquons pour commencer que, dans ce cas, on a
toujours

Dom(1 + P*P)zm = Dom(1 4+ A)z = E.

Les modules hilbertiens H7 , (P*P) et H? ; (A) sont donc des complétions de £ pour des
normes a priori plus petites que la norme usuelle sur E. Nous devons donc montrer que
les normes correspondant a ces deux modules sont équivalentes.

~ Dans le cas s = 0, on a H, (P*P) = H?,(A) = E muni de sa norme usuelle.

— Dans le cas s < 0, nous devons montrer ’assertion (i7) du lemme précédent pour
S(s) = S* et T(s) = 1%, avec S = cg(1 + P*P)ﬁ et T = cp(1+ A)% Or ici,
Dom(S*¥) = Dom(7*) = E, puisque ces opérateurs sont des morphismes. On doit
donc montrer que

[S(s)z| < IT(s)z]

pour tout z € E. Cela revient a montrer que S*(s)S(s) < T%(s)T'(s) puisque ces
opérateurs sont des morphismes. Or nous avons montré ci-dessus que cette inégalité
est vérifiée, avec un choix approprié des constantes cg et ¢y, pour tout s de la forme
—2km, avec k un entier positif. En effet, nous avons vu qu’il existe une constante C'
telle que :

(1+ A < C(1+ P*P)*,

soit encore

(1+ PPy F<C@+ A

Gréace au lemme (B.3.14), on en déduit que l'inégalité S*(s)S(s) < T*(s)T(s) est
vraie pour tout s < 0. Comme précédemment, nous pouvons échanger les roles de S
et de 1" dans cette démonstration, et on en déduit le résultat.

4.2.3 Propriétés des modules de Sobolev

Remarquons tout d’abord que la proposition précédente montre en particulier que, pour
s > 0, si nous nous donnons un opérateur pseudo-différentiel longitudinal P(s) elliptique et
d’ordre s, le module de Sobolev H? est égal au module hibertien DomP(s) muni de la norme
|P(s)z]l + ]l

Nous pouvons & présent étendre la classe des opérateurs régularisants & support compact.

DEFINITION 4.2.2 — On appelle opérateur régularisant un opérateur R qui est pour tous

7 u / p— 1 Y 7 1
nombres s, s’ réels un morphisme de H? dans H?. On note W~°° I'algébre formée par I'ensemble
de ces opérateurs.

Remarquons que cette algébre W~>° contient, pour tout k € N, ¥_* comme sous-algebre
dense, et est naturellement incluse dans Mor(F). Comme dans le cas classique, les modules
de Sobolev sont inclus les uns dans les autres.

PROPOSITION 4.2.3 — Soient s > s’ deux réels. L'identité de C.(G) s’étend en une inclusion
igs 2 HY — Hj’, qui est un morphisme compact entre les deux modules hilbertiens.
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DEMONSTRATION— L’inclusion des domaines est claire puisque
(1+A)" =(1+A)"(1+A4)

et que (1 + A)SI_S est un morphisme. Nous savons de plus que ce morphisme est compact
puisque s — s’ < 0 et donc (1 + A)¥ % € C*(M, F) = K(E) . |

Nous noterons alors :
Hfr)o = DSGRH;? et HT_OO = USERH;?'

Nous pouvons également placer, pour tout s, les modules H? et H° en dualité.

PROPOSITION 4.2.4 — Soit s > 0 un réel positif. L'application C*(M, F)-sesquilinéaire continue
H:x E— C*(M,F)

(u,v) — (u, v)g

s'étend en une application C*(M, F)-sesquilinéaire continue H: x H=% — C*(M, F).

DEMONSTRATION— Donnons-nous un G-opérateur P d’ordre s > (0. Nous savons, par la
proposition B.3.10, que le domaine de cet opérateur régulier est DomP = Im(1 + P*P)_%.
Ainsi, on obtient

H = DomP = (1+ P*P)"%(E).

Tout élément u € H? s’écrit donc v = (1 + P*P)’%z, avec z € F.
On a donc pour (u,v) € H? x E,

(u, v)p = (1 + P*P) 2z, v)p = (2, (1 + P*P) 20)p.

On en déduit que pour tout élément u € H? Papplication £ — C*(M,F) qui & v € F associe
(u, v) g est continue pour la norme de H_*, et se prolonge donc par continuité a H_*.
[

Comme dans le cadre classique, les modules de Sobolev forment un cadre naturel pour
I’action des G-opérateurs pseudo-différentiels.

PROPOSITION 4.2.5 — Soit P un G-opérateur pseudo-différentiel a support compact d’ordre m
de partie réelle mg. L’opérateur P définit pour tout s un morphisme de H? dans HZ~"™0,

DEMONSTRATION— Il revient au méme de montrer que

s—mq

2 P(1+A) 2 € Mor(E).

(1+A)

En utilisant le théoréme4.1, page 109, nous pouvons écrire

(1+A) 2" =B(s—mg) + R(s —mg) et (1+A)"3 =B(—s) + R(—s)
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avec B(—s) et B(s —myg) des G-opérateurs pseudo-différentiels & support compact d’ordres
respectifs —s et m — s, et R(—s) et R(s — m) des éléments de C*(M,F) régularisants. On
obtient alors

(1+A) 2 P(1+A)"% = B(s — mo)PB(—s) + B(s — mg)PR(—s)
+ R(s — mg)PB(—s) + R(s — mg)PR(—s).

Dans le second membre de 1’égalité, le premier terme est un G-opérateur pseudo-différentiel &
support compact d’ordre de partie réelle nulle, donc un morphisme par la proposition (3.4.5).
Les autres termes sont des éléments de C*(M, F), donc également des morphismes. |

4.2.4 Modules de Sobolev réduits

Nous pouvons, comme nous ’avons fait dans les sections précédentes, projeter les C* (M, F)-
modules de Sobolev que nous venons d’étudier sur la C*-algébre réduite du feuilletage, et dé-
finir ainsi des modules de Sobolev réduits HZ, qui sont des C¥(M, F)-modules hilbertiens. Les
propriétés précédentes restent vraies par projection : les modules de Sobolev définis a 1’aide
d’opérateurs elliptiques de classe C* différents sont toujours égaux. De méme, I'inclusion

/
H; CH;

est un opérateur compact pour s > s’ et les modules de Sobolev réduits H2 et H,® sont en
dualité au-dessus de C; (M, F). On retrouve également la propriété suivante.

PROPOSITION 4.2.6 — Soit P un G-opérateur pseudo-différentiel d'ordre m de partie réelle my.
L'opérateur P définit pour tout s un morphisme de H? dans HZ~"0.

Nous allons maintenant relier les modules de Sobolev réduits et la trace que nous avons
étudiée au chapitre 1 sur C(M,F). Commencons par une proposition sur l'intégrabilité du
noyau.

PROPOSITION 4.2.7 — Soit P € ‘IJZ”k(G) un opérateur pseudo-différentiel longitudinal a support
compact et my = Rem. Si my < —p/2 (p = dim(F)), alors le noyau k associé a P est une
fonction mesurable sur G telle que

o, f P < e

DEMONSTRATION— Remarquons d’abord qu’il suffit de montrer cette propriété pour
P e P(Q), ot  ~ L x T est un ouvert trivialisant, car elle est linéaire et évidente pour les
opérateurs régularisants & support compact. Or on sait que k(I,I',t) = fei<l_l/’5>a(l,£, t)dg.
L’inégalité |a(l,&,t)| < C < £ >™0 implique que Ha(l,t)HZ = [la(l,¢, t)|? d¢ est majoré uni-
formément par C' (le couple (I, t) varie dans un compact de €2 sur lequel 'opérateur est non
nul). On déduit alors le résultat de 1'égalité de Parseval

Jagall3 = [latte.0de = [ kev.ofar.
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On a alors

PROPOSITION 4.2.8 —

1. Si P est un G-opérateur pseudo-différentiel a support compact de classe C* d’ordre de partie
réelle R'em < —p, alors P est a trace. De plus, si nous désignons par v la mesure sur M
formée au chapitre 1 par intégration de la densité A\ par rapport a la mesure transverse u et
par kp le noyau de Schwartz de I'opérateur P, on a la formule suivante :

Tr(P) = /A hp()i (o) (4.1)

2. Si R est un opérateur régularisant, R est a trace.

3. Si T est un élément de C)(M,F) s'étendant en un morphisme de H*® dans H: pour
s> p/2, alors T est a trace, et on a

| Te(T) < |77

§,—S8°*

DEMONSTRATION—
1. — Nous savons, par la définition 1.6.3 de la trace, que si f € L2(G, A ov), alors

T ) = 1l = [ £ T @)dvia)

Par ailleurs, la proposition 4.2.7 montre que tout opérateur d’ordre de partie réelle
Rem < —p/2 a un noyau L£2. Ainsi la formule (4.1) est vérifiée pour le noyau f* * f
de tout opérateur de la forme P*P, avec P d’ordre de partie réelle Rem < —p/2. Par
linéarité, la formule

To(P) — /N kp(a)dv(o)

peut étre étendue & tout opérateur s’écrivant comme un produit P = P; P> d’opéra-
teurs d’ordres m; et my tels que Remy < —p/2 et Rems < —p/2.

— Cette expression 4.1 de la trace reste vraie pour un opérateur régularisant R a support
compact. En effet, donnons-nous un opérateur elliptique P d’ordre m < —p/2, et une
parametrix @ pour P. L’opérateur R s’écrit donc :

R=(1- PQ)R+ PQR.

Or les opérateurs P, = 1 — PQ, P, R et QR sont des opérateurs dont 1’ordre est de
partie réelle strictement inférieure & —p/2. D’aprés ce qui précéde, l'opérateur R est
donc a trace, et sa trace satisfait la relation 4.1.

— On déduit de ce qui précede la propriété pour un G-opérateur P pseudo-différentiel
a support compact de classe C* d’ordre de partie réelle Rem = mg < —p. En effet P
s’écrit alors

P =PPQ1+ PRy,

avec P; un opérateur elliptique d’ordre —m(/2 et @1 une parametrix pour P; et
Ry =1— P1Q:. L’opérateur PR, est régularisant & support compact et donc a trace,
et sa trace vérifie 4.1. La méme propriété est vraie pour 'opérateur PP, @1, et donc
pour P.
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2. Commencons par montrer que pour tout entier n > p/2, Popérateur (1 + A)™" est a

trace. Pour cela, donnons-nous une parametrix @) pour 'opérateur différentiel (1+ A)™.
Soit R l'opérateur régularisant & support compact tel que

1+A)"Q=1-R.

On peut alors écrire
1+A)™=Q+(1+A)™"R.

Cette formule montre tout d’abord que (14 A)™™ € C}(M,F), puisque c’est un mul-
tiplicateur borné de C}(M,F) et que @, R € C*(M,F). De plus, nous savons que @
et R sont dans l'idéal des opérateurs a trace, et on en déduit donc que (1 + A)™"™ est
également & trace.

Donnons-nous & présent un opérateur régularisant R. Par définition, nous savons que R
est dans l'intersection des domaines des opérateurs (1+ A)™ pour n € N. En particulier,
on a

(1+ A)'R € C*(M, F).

En écrivant alors

R=(1+A)"(1+A"R,

on en déduit que R est & trace puisque (14 A)~" est dans 'idéal des opérateurs a trace.

. Si l'opérateur T' est un morphisme de H:* dans H?, cela signifie que l'opérateur S =

(1+ A)*2T(1 + A)*/? est un morphisme S € Mor(E,) tel que 151l g, =T, - Pour
montrer la proposition, il nous suffit donc de montrer que 'opérateur (14+A)~* est dans
I'idéal des opérateurs a trace. En effet, S est un morphisme et si (1 + A)~*% est a trace,
il est clair que

Tr((1+A) 7251+ A)~*/?)| < Te((1 + A) %) ||S]) .

Pour montrer que 'opérateur (1+ A) ° est & trace, nous pouvons simplement utiliser le
théoréme 4.1, page 109 qui montre que (1 + A)™* s’écrit comme somme d’un opérateur
pseudo-différentiel d’ordre —2s et d’'un opérateur régularisant, qui sont tous deux dans
I'idéal des opérateurs a trace :

(14+ A)™% = B(—s) + R(—s).

4.3 L’algébre V;(G) des opérateurs pseudo-différentiels longi-

tudinaux de classe C*

Nous avons vu au chapitre précédent que W, était munie d’'une structure d’algébre involu-

tive. Nous pouvons généraliser cette structure, en étendant la notion d’opérateur régularisant.
Appelons W (G) D'espace vectoriel engendré par V. (G) et ¥W~°°(G). Notons que les opéra-
teurs de Uy (G) agissent naturellement sur H->° en laissant H2° invariant.

PROPOSITION 4.3.1 —
1. Pour tous m,n on a : U'(G) o W (G) C U (G).
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2. L’espace vectoriel Wi (G) muni de la composition est une algébre involutive filtrée par R et
graduée par C/Z. La propriété précédente fait de W~°°(() un idéal bilatére de cette algébre
involutive.

3. L'ensemble WZ(G) des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre entier est une sous-algebre
involutive de W (G).

DEMONSTRATION— Il suffit de montrer que la composée d’un G-opérateur régularisant R
et d’un G-opérateur pseudo-différentiel P de classe C* & support compact est un G-opérateur
régularisant. Nous avons vu cela pour R a support compact au chapitre précédent. Dans le
cas général, donnons-nous deux nombres réels s et s’. L’opérateur P est un morphisme de H?
dans H?™ ™ ; 'opérateurR est un morphisme de H’~"™ dans Hf_/. Ainsi RP est un morphisme
de H? dans H® . Avec un raisonnement analogue, on montre que PR est aussi un morphisme
de H? dans Hﬁl. Les opérateurs PR et RP sont donc bien des régularisants. |

REMARQUES
1. Comme précédemment, nous pouvons faire agir les opérateurs de cette algébre sur H_*°
(ils laissent H>° invariant).
2. Nous noterons ‘I”,;T I’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux de classe
C* dont l'ordre est de partie réelle strictement inférieure & —p, la dimension du feuille-
tage.
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Chapitre 5

Résidu de Wodzicki d’un opérateur
pseudo-différentiel longitudinal sur un
feuilletage

Dans tout ce chapitre, nous considérons une variété compacte feuilletée (M, F), de grou-
poide d’holonomie G séparé, munie d’'une mesure transverse p invariante par holonomie et
d’une 1-densité positive définissant un systéme de Haar C'™° (A¥),enr (voir le chapitre 1). Rap-
pelons notamment qu’un tel systéme de Haar définit sur tout ouvert trivialisant 2 ~ L x T
une mesure d\ dans la classe de Lebesgue sur L. Nous commencons par étudier la définition
du résidu non commutatif pour un opérateur pseudo-différentiel sur un ouvert trivialisant €.
Nous allons, comme dans le cas d’une variété compacte, proposer plusieurs caractérisations
pour le résidu non commutatif feuilleté. Nous énongons une définition & partir de la formule
locale du résidu. Nous montrerons ensuite que, comme dans le cas ordinaire, le résidu de
Wodzicki d’'un opérateur peut s’exprimer en terme du développement du noyau de 1’opéra-
teur au voisinage de la diagonale. Nous étudierons ensuite la propriété résiduelle du résidu de
Wodzicki feuilleté, nous ferons le lien avec ’expansion asymptotique du noyau de la chaleur,
et nous étudierons enfin la propriété de trace sur ’algébre des opérateurs pseudo-différentiels
longitudinaux, dont nous discuterons 1'unicité.

5.1 Définition du résidu de Wodzicki feuilleté

5.1.1 Cas d’un opérateur de Pr;(2)

Remarquons que la formule locale du résidu non commutatif (2.3.7) permet de voir la
continuité du résidu par rapport a P pour la topologie définie sur P™ (M ). Plus précisément,
ona:

PROPOSITION 5.1.2 — Soit (P;)scr une famille-produit de classe C* d’opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre m a support compact dans U indicée par T'. Alors, la fonction t — Res(F;)
est une fonction de classe C*.

DEMONSTRATION— La continuité en ¢o de la fonction t — a(u,&,t) de T dans S} (U) im-
plique notamment la convergence uniforme vers 0 pour tous «, (3, sur tout compact de R" pour
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u et sur tout compact de R"—{0} pour £ et pour tout 7 € N, de 858? [am—j(u, &, 1) — am—j(u, &, to)],
lorsque t — ty. En particulier on a

sup  Ja—n(u,&,t) —a—p(u, & tg)| — 0 sit — 1o
uekK,|¢[=1

et donc la continuité en ¢y de la fonction Res(P;) = fueUm:l a_n(u,&,t)|d€| |du|. En rem-

placant am,;(u,&,t) par 8lam,—j(u,&,t), on démontre facilement de la méme fagon que t +—
Res(P;) est une fonction de classe C. [ |

DEFINITION 5.1.3 —
Soit P un opérateur de Px(2) ot =~ LxT estun ouvert trivialisant. On sait que P = (P})ter

est une famille d'opérateurs pseudo-différentiels agissant sur C>°(L x {t}), I'espace L x {t} étant
muni de la densité définie par A, et que ¢t — Res(P;) est une fonction continue (comme composée
de deux fonctions continues).

On appelle résidu de Wodzicki de I'opérateur P le nombre

Res(P) :/ Res(P;)du(t)
teT

ol le symbole Res(P;) dans I'intégrale désigne le résidu de Wodzicki de I'opérateur P; sur L muni
de la mesure définie par \.

REMARQUE — Remarquons que nous n’avons a priori défini le résidu de Wodzicki classique
que pour un opérateur pseudo-différentiel sur une variété compacte. Cependant, les ouverts
trivialisants que nous avons considérés sont des ouverts dans une variété compacte. On peut
donc plonger pour tout ¢ les ouverts de la forme L x {¢t} dans une variété compacte. Comme
Vopérateur pseudo-différentiel P; est a support compact dans L x {t}, la formule locale pour
le résidu de Wodzicki montre que le calcul ne dépend pas de la variété compacte dans laquelle
on plonge L x {t}, a condition de prendre en compte les changements éventuels de mesure
d’une variété & l'autre.

Vérifions & présent que cette définition est consistante.
Donnons-nous un ouvert trivialisant €/ = L' x T contenant I'ouvert Q2. L’opérateur P peut

étre naturellement considéré comme un opérateur pseudo-différentiel longitudinal P’ sur €.
Ceci nous donne une autre fagon de calculer le résidu de Wodzicki et nous allons vérifier que
ces deux calculs donnent un résultat identique.

PROPOSITION 5.1.4 — Si Q C ' sont deux ouverts trivialisants, alors on a :

Res(P) = Res(P').

DEMONSTRATION— Appelons (P, )ye7 la famille d’opérateurs définie sur L' x {t'}. Nous
savons que nous pouvons associer un G-opérateur pseudo-différentiel P a P. Nous avons vu
que P est nul hors de 7~1(€2) et que P, est en fait nul hors des composantes connexes de
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'ensemble G, Nr~1(Q), que 'on peut indicer par ¢ € T. On a alors, pour f un élément de
CX(Gy) et v un élément de G, Nr~1(€Q) :

(Pof)(y) = [Pfobor)globor(y)

ou Cy = r~1o @~ (L x {t}) désigne la composante connexe de . On peut faire de méme pour
la famille (P},), avec le méme G-opérateur P et on a, pour f un élément de C°(G,) et v un
élément de G, Nr~1(QY) :

(Bof)(y) = [Po(f 08 or)cr,] 08 or(v)

ou C!, = r~Lo@~1(L' x {t'}) désigne la composante connexe de ~y. L’'opérateur P est uni-
quement déterminé et ne dépend pas de la forme choisie, P; ou P}, pour 'exprimer. On en
conclut que I'ensemble Sy des t' € T tels que P}, est non identiquement nul est contenu dans
I’ensemble {¢/,C}, N Q # (1} des composantes connexes qui intersectent 2.

En effet, si on suppose qu'il existe t’ € 7" avec C},NQ =0, ¢ € C°(L' x {t'}) et ' € L' tels
que (P o)(l',t") # 0, alors, en notant f une fonction C2°(G,) vérifiant (f o € o T)\C;/ = ¢ et

v € G, tel que 0'(r()) = (I',), on a (P f)(7) # 0 et v & G, Nr~ (), ce qui est impossible.

Appelons T la projection naturelle de T' sur 7", parallélement aux feuilles. C’est un dif-
féomorphisme local, qui & un élément ¢ € St associe I'élément ' € Sy tel que Cy C CJ, N QL.
Sachant que St est compact dans 7', on peut, d’un recouvrement de Sp par des ouverts de T’
difféomorphes a des ouverts de 17" par I', extraire un recouvrement fini. Quitte a considérer
une partition de 'unité adaptée & ce recouvrement, on peut se restreindre a étudier le cas
ou I' est un difféomorphisme, car le résidu de Wodzicki est linéaire. Par construction, I' est
I’holonomie d'un chemin.

LEMME 5.1.5 — En reprenant les notations précédentes, si I' est I’holonomie d’un chemin
établissant un difféomorphisme entre 7" et 7", on a :

Res(P) )du(t') = Res(P;)du(t).
ter’ teT

DEMONSTRATION DU LEMME
D’aprés les formules précédentes, les opérateurs Pf(t) et P; ne différent que par un chan-
gement de cartes :

(Be/)(7) = [P(fobor)globor(y) =[Pi(fol or)c,] o or(y).

Le résidu de Wodzicki étant invariant par difféeomorphisme, on a donc Res(Pli(t)) = Res(F)
d’ou

Res(P) = | Res(Pp)autt) = |

Res(Pf))Jdu(0(0) = | Res(P)du(T (o).
teSrt

teSt

Or T est un difféomorphisme qui laisse les feuilles invariantes et p une mesure invariante par
holonomie. On a donc bien du(T'(t)) = du(t) et donc :

Res(P'):/teS Res(P;)du(T'(t)) :/

Res(P)dp(t) = / Res(P)du(t) = Res(P).
teSt

teT
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=

On a ainsi démontré que la définition que nous avons donnée du résidu de Wodzicki d’un
opérateur pseudo-différentiel longitudinal dans P (€2) est compatible avec 'inclusion naturelle
73]:(9) C P]:(Q/). |

5.1.2 Cas d’un opérateur de V,(G)

Donnons-nous & présent P un G-opérateur pseudo-différentiel ; comme nous 'avons vu
précédemment, P peut s’écrire comme combinaison linéaire d’opérateurs pseudo-différentiels
longitudinaux P; sur des ouverts trivialisants €2; et d’un opérateur régularisant R.

g 7 i p

DEFINITION 5.1.6 — On appelle alors résidu de Wodzicki de lopérateur P le nombre

Res(P) =) Res(P)

i€l

ol le symbole Res dans le membre de droite est le résidu défini dans la section précédente. Si R
est un opérateur régularisant, on pose Res(R) = 0.

Montrons & présent que cette définition est cohérente, & savoir qu’elle ne dépend pas de la
combinaison linéaire considérée. Supposons donc que l’on peut écrire :

P=Y P+R=> Q;+R.

i€l j€J

Dans cette formule, les P; et les () désignent respectivement des opérateurs pseudo-différentiels
longitudinaux définis sur des ouverts trivialisants €2; et Q}, et R et R des opérateurs régu-
larisants. On peut supposer sans perte de généralité que les ouverts €2; et {); forment deux
recouvrements de la variété M, quitte a rajouter des ouverts dans ces ensembles. Munissons
M d’une métrique, appelons € le plus petit des nombres de Lebesgue de ces recouvrements et
considérons un troisiéme recouvrement formé par des boules ouvertes By de rayon /4. Appe-
lons (¢ )kex une partition de 'unité adaptée au recouvrement de G par les By. Pour tout
G-opérateur pseudo-différentiel P, on sait qu’a un opérateur régularisant a support compact
prés, My, P est un opérateur pseudo-différentiel de Px(Bj), ou By, est la boule ouverte de
méme centre que By et de rayon £/2; qui est un ouvert trivialisant contenu dans un ouvert
de chacun des deux atlas.

Il est évident, d’aprés la définition, que pour des opérateurs pseudo-différentiels longitudi-
naux définis sur un méme ouvert trivialisant le résidu est linéaire. En utilisant cette propriété,
et le fait que le résidu d’un opérateur régularisant est nul, on voit immédiatement que

> Res(P) =Y Res(d M, P) =) Res(M,,P).
i i k ik
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On a la méme formule pour les (); et on voit donc que :

Z Res(P;) — Z Res(Q;)
= Z Res(M,, P, ZRes M, Q;)
ik

— Z ZRGS(M%Pi)—ZReS(M%QJ ZReS on ZP ZQj)>
= ZReS M, (R —R)) =0.

On démontre ainsi la cohérence de la définition précédente.

5.2 Développement asymptotique du noyau au voisinage de la
diagonale

Comme dans le cas classique, nous pouvons relier le résidu feuilleté au développement
asymptotique du noyau au voisinage de G(?). Nous savons que localement le noyau d’un G-
opérateur pseudo-différentiel est donné, & un opérateur régularisant prés, par le noyau d’un
opérateur longitudinal local & support compact. Donnons-nous un ouvert trivialisant pour le
feuilletage 2 ~ L x T" et un opérateur pseudo-différentiel P € Px(€2). Son noyau est, pour tout
t € T, le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel classique & support compact dans L x {t}.
D’apreés la proposition (2.3.5) nous savons qu’il existe un développement asymptotique au
voisinage de la diagonale I’ = [ pour chaque opérateur P; de la forme

T
KLU ) =D aj_mep(l.t, 1= 1) = cp,()log |l = | + R(1,T', ),
j=0

ol les fonctions a;_,,_, sont des fonctions C°°*(L x T x (RP — {0})) positivement homogenes
de degré j — m — p en la troisiéme variable. La fonction cp(l,t) = cp,(l) est une fonction de
CF sur L x T donnée par :

D)= [ o pLEne,
JSsp—1
avec o_, le symbole d’ordre —p de P;. La fonction R(I,I’,t) est une fonction C°* sur (L x

L) x T en dehors de la diagonale A, x T ou elle est continue. Ceci démontre la proposition
suivante.

PROPOSITION 5.2.1 — Le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel P € Prm(€2) admet, pour
un ouvert trivialisant donné Q ~ L x T, un développement asymptotique dans G(*)(Q) ~ A}, de
la forme (en conservant les notations précédentes) :

ll’ Ai_m— ltl U —cp(l,t)lo l—l'—l—Rl,l’,t.
Jj— p g

On a, de plus, I'égalité

/teT /leL cp(l,t)dA(l)du(t) = Res (P).
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Démontrons maintenant que ce coefficient logarithmique cp(l,t) permet de définir une
1-densité sur le fibré tangent au feuilletage. Autrement dit, montrons que le coefficient loga-
rithmique de I’expansion asymptotique précédente ne dépend pas de la carte locale choisie
pour ’écrire. Donnons-nous deux ouverts trivialisants €2y ~ L1 x T} et {29 >~ Lo x T d’inter-
section non nulle, et 2 ~ L x T" un ouvert trivialisant tel que 2 <€ et 2 <. Nous savons
que, dans chaque ouvert G(1) ~ Ly x L1 x T} et G(22) ~ Lo x Lo x Tj, le noyau k de
I'opérateur P admet deux expansions asymptotiques

KO0, t) =Y 6l (bl — ) — ) (1 ) log 1 — |+ RO (1, 1, 1)
j=0

et

r

KD (I, 1, t2) =Y al? (o, ta, 1y — 1) — 2 (I, 1) log |la — 1| + R (1, 1, 1).
j=0

De plus, le difféeomorphisme sur L x L x T' défini par le changement de cartes de G(£);) vers
G(2) s’écrit sous la forme

S ) — (I, I, t2) = (Y(1,1), (', 1), T (2)).

Si on désigne par |J;¢| le jacobien associé, pour [ et t constants, & ¢, on sait qu’on doit avoir

KO 8) = [l (EP @ (1 0), (0, ),D(2)).
En effet, pour [ et t constants, les noyaux kD et k@ définissent le méme opérateur pseudo-

différentiel sur L x {t} :si f € C*(L), on a

D@V 0 (1) = (Prg (1, 1)) = / K3 Iy, Uy, ta) f(15)

lhel

mnw= |

l'elL
et les noyaux distributionnels k() et k() définissent donc la méme densité.

PROPOSITION 5.2.2 — Le coefficient logarithmique cp(z) définit une 1-densité sur le feuilletage.
Avec les notations précédentes, on a :

cB(1,8) = [Tl ()2 (@ (1, 1), T(8))-

DEMONSTRATION— Comme dans le cas classique, on peut, pour tout j, écrire

2) (I, t9,lo —1}) sous la forme

@j—m—p

ol ta, 1y — 1) = a'P(1,0),T(0), (1. 1) — ' (I, 1)).

2)

Nous savons que a;_,,
Alors, lorsque |l}, — 3| — 0, on obtient :

_p est positivement homogene de degré j —m —p en la derniére variable.

) "N Hi—m—p 1y o (2) lo — 1
aj_m_p(lz,t2,l2 - l2) = |l —1 ’ Pj(l,l )aj_m_p(lg,tg, m),
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avec Pj(l,1") une expression polynomiale en |l — I’| au voisinage d’un point (/,t) donné. Ainsi,
ces termes ne contribuent pas au terme logarithmique. Le terme R®3) (15, I5,t2) est borné sur
Lo x Ly x Ty et ne contribue pas au terme logarithmique. Il reste donc a étudier le terme

P (ly,t2)log Iy — 1. Or on a

log |lo — 1| = log |1 — '] + log (W(l’,t) — zb(l,t)) |

Ut

Nous savons que le second terme du second membre de 1’égalité est borné, et on obtient donc

el ()R (1, 6), T(8)) = 9 (1, 8).
[ |

Ceci nous permet de décrire la situation de maniére globale pour le noyau de P. Appelons
F T’espace total du fibré tangent au feuilletage. Donnons-nous un difféomorphisme ¥ d’un
ouvert U de F contenant M vers un ouvert V de G contenant G(©) = M qui vaut lidentité
sur M (le point (z,0) est envoyé sur le lacet nul au point z), dont 'image d’un point (z,§)
est un chemin tracé sur la feuille passant par = (i.e. 7(V(z,&))Rz et s(¥(x,&))Rx), et tel que
la restriction de sa différentielle en un point de G(¥) & la composante normale & G(©) en un
point z est l'identité (on identifie 7,,G/ T,GO) et F,). Le difféomorphisme est donc, dans tout
ouvert trivialisant pour le feuilletage Q ~ L x T, de la forme :

lIl(lat', g) - (fl(latag)va(lvtag)vt)
avec fl(l7t7 0) = f2(l7t70) =let fl(latag) - fQ(l:taS) = 5 +0(€)

La forme locale de la proposition 5.2.1 et la formule précédente de transformation du
coefficient logarithmique sous ’action d’un difféomorphisme montre que ’on a la propriété
globale suivante :

PROPOSITION 5.2.3 —
1. On peut écrire k(¥ ~1(~)) sous la forme :

k(2,8) =) ajom—p(@,£) — cp(z)log [¢| + R(,€),
=0

avec les notations suivantes : les a;_,, sont des sections du fibré positivement homogénes
de degré j —m — p en la seconde variable, la fonction R(¥~1()) est une fonction continue
sur U, et la fonction 2 — cp(z) est une fonction C°°* sur M.

2. Le coefficient cp(z) définit une 1-densité res . (P) sur le feuilletage qui est localement donnée
par res,(P) = cp(z)dA(l), avec dA(I) la forme volume locale dans les feuilles provenant de
la mesure de Haar \”.

5.3 Le résidu de Wozicki est un résidu!

Commencons par donner la définition d’une famille holomorphe d’opérateurs pseudo-
différentiels longitudinaux, en utilisant la définition de famille holomorphe d’opérateurs lon-
gitudinaux & support compact dans un ouvert trivialisant que nous avons vue au chapitre
précédent (4.1.4).
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DEFINITION 5.3.4 —
— On dit qu’une famille (R(z)),cp d'opérateurs régularisants est holomorphe sur D si pour
tout élément zy € D il existe un opérateur régularisant R'(z;) tel que, pour tous nombres

réels s et ¢,
1

Z— 20

[R(2) — R(20)] — R'(20)|| —

z—20 0.

st
— Soit z — m(z) une fonction holomorphe de D dans C. On dit qu’une famille z — P(z) est

une famille holomorphe d’ordre m(z) sur D, et on note P(z) € RO k(G, mathcal D), si la

famille P(z) € \IJZl(z) (G) est une famille d’opérateurs pseudo-différentiels longitudinaux de
classe C* qui est combinaison linéaire (a coefficients constants)

P(z) =) Pi(2) + R(2)

de familles d'opérateurs pseudo-différentiels holomorphes d’ordre m(z)
Pi(2) € P}, (D)

a support compact dans des ouverts trivialisants €2; et d'une famille holomorphe R(z) d’opé-
rateurs régularisants.

Munis de cette définition, nous allons montrer un analogue du théoréme 2.3, page 65, en
nous appuyant sur celui-ci pour notre démonstration.

THEOREME 5.1 — Soit (M, F) une variété compacte feuilletée, munie d'une mesure transverse
invariante u, et de groupoide d'holonomie G.

1. La fonctionnelle P — Tr(P) est holomorphe sur ¥ () et admet un unique prolongement
analytique TR sur WC\Z((@).

2. Soit z + P(z) une famille holomorphe d’'opérateurs longitudinaux, de C dans ¥ (G) telle
que l'ordre de P(z) vaut z. La fonction z — TR(P(z)) est alors méromorphe sur C avec
au plus des péles simples sur Z. En ces points kg, le résidu est donné par |'opposé du résidu
de Wodzicki feuilleté de I'opérateur P(ko) :

res.—i, 1R(P(z)) = —Res (P(kop)).

DEMONSTRATION—

1. L’inégalité 3 de la proposition (4.2.8) montre que la trace est une fonctionnelle holo-
morphe sur ’ensemble des opérateurs régularisants. 11 suffit donc de nous limiter au cas
des opérateurs longitudinaux & support compact dans un ouvert trivialisant. Donnons-
nous un tel ouvert Q ~ L x T et un opérateur P = P, € P%(Q). Nous avons vu dans
la proposition 4.2.8 qu’un tel opérateur était a trace et que sa trace était donnée par la
formule :

Te(P) = /tET /ZELka,z,t)dA(odu(t) Te(P)du(t).

ou k(l,1',t) désigne le noyau de P, et ou Tr(P;) désigne la trace ordinaire de l'opé-
rateur pseudo-différentiel P;. Donnons-nous & présent une famille holomorphe P(z) €

terT
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IP);?(Z)(Q, D) de degré une fonction holomorphe m(z) telle que Rem(z) < —p. La trace
de P(z) est donnée par

Tr(P(2)) = Tr(Fi(2))dp(t).
tel

I est clair que la définition 4.1.4 de ’holomorphie pour la famille P(z) implique que
chaque famille z — P;(z) est holomorphe au sens de la définition (2.3.1). Ainsi, la
fonctionnelle Tr est bien une fonctionnelle holomorphe sur P4 (€2).

Par la méme remarque que dans le cas ordinaire, si un prolongement analytique de cette
fonctionnelle existe sur Pg\Z(Q), il est nécessairement unique. En effet, nous savons
qu’il existe une famille holomorphe B(z) d’opérateurs pseudo-différentiels telle que

(14 A)*2 = B(z) + R(z),

avec R(z) une famille holomorphe d’opérateurs régularisants. Si B|o(—2) désigne I'opé-
rateur Y B(—z)p, avec 1 et ¢ des applications C°* & support compact dans €, alors
Papplication z — PBjg(—z) est holomorphe et connecte P¥ () et ’PC\Z(Q).

Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme 2.3, page 65 & chaque famille P;(z). Il

existe un unique prolongement analytique TR pour la trace ordinaire pour les opérateurs
P, € POZ(L x {t}), donné par

TR(P,) = (zw)—p/L<T(z,t), 1)d\(l) avec 7(1) = o(1,&,t) ZTm ~i(,1),

ou les 7,,—;(l,t)) sont les distributions positivement homogénes de degré m — j en &
prolongeant respectivement les parties o,,,—; homogenes de méme degré du symbole o.
La régularité du symbole o(l,&,t) par rapport a [ et ¢ implique que les applications
(I,t) = Ty—j(L,t) sont de classe C°°* de L x T dans S'.

Ainsi l’application t — TR(P;) est de classe C*, et donc intégrable. La fonctionnelle
définie par TR(P fteT TR(P;)du(t) est donc bien 'unique prolongement analytique

de Tr sur PC\Z(Q)

2. Etudions a présent la singularité de TR(P(z)) au voisinage de z = ko pour une fonction
z +— P(z) avec P(z) d’ordre z. Plagons-nous sur le demi-plan {ko < Re z}. On sait que
pour chaque famille P;(z) la fonction z — TR(P;(z)) admet au plus un pole simple en
z = kg dont le résidu est donné par Res,—;, TR(P:(z)) = —Res (P;(ko)). Cette limite
est de plus uniforme par rapport a la composante transverse : pour tout compact K C T’
on a

lim <sup {(z — ko) TR(P(2)) + Res (Pt(ko))}> =0.
z—ko \teK

On obtient donc bien pour la fonction z — TR(P(z)) au plus un pdle simple au point

ko € Z, dont le résidu est donné par

res,—r, TR(P(2)) = — Res (P(ko)).
|

On déduit immédiatement de ce théoréme et du théoréme 4.1, page 109 le théoréme
suivant, analogue du théoréme 2.8, page 82.
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THEOREME 5.2 — Soient A un opérateur longitudinal différentiel elliptique positif et inversible
d’ordre m sur le feuilletage mesuré (M, F, A, 1) et P un opérateur pseudo-différentiel longitudinal
d’ordre r. La fonction s — TR(PA™*) est méromorphe sur C avec au plus des poles simples aux

points de la forme s; = j*;;:p, j € N et des résidus donnés par

1
ress—s; IR(PA™") = - Res (PA™%7).

En particulier cette fonction n'a éventuellement un résidu en 0 que dans le cas ol 7 est un entier
supérieur ou égal a —p, et ce résidu est alors donné par

ress—o TR(PA™%) = % Res (P).

5.4 Reésidu Non-Commutatif, fonction ( et développement du
noyau de la chaleur

Dans cette section, nous étudions, comme dans le cas classique, les liens entre le résidu
de Wodzicki, la fonction ¢ d’'un opérateur A et le développement du noyau de 'opérateur
de la chaleur e *4. Nous n’étudions ici la fonction (4 et Popérateur de la chaleur e *4 que
pour un opérateur différentiel longitudinal A positif, elliptique et inversible, car c’est le cadre
dans lequel nous avons développé les puissances complexes. Comme nous 1’avons déja noté,
en utilisant un cadre plus général, comme celui fourni par le calcul pseudo-différentiel faible-
ment paramétrique de Grubb et Seeley [GS95], ou les calculs directs de Kordyukov [Kor95],
il est possible de définir les puissances complexes d’opérateurs pseudo-différentiels elliptiques
si ceux-ci vérifient certaines conditions. Les résultats exposés ici peuvent alors étre générali-
sés grace a ces calculs plus élaborés. Notons encore que nous avons systématiquement omis
dans cette section de mentionner la classe de régularité transverse des opérateurs pseudo-
différentiels, car les propriétés que nous démontrons n’en dépendent pas.

5.4.1 La fonction (

En appliquant le théoréme 2.8, page 82 & 'opérateur A = [, on peut trouver un analogue
du théoréme de Seeley [See67].

THEOREME 5.3 — Soit A un opérateur longitudinal différentiel elliptique positif et inversible
d’ordre m sur le feuilletage mesuré (M, F, A\, u). La fonction (4(s) définie pour Rems > n par

Ca(s) =Tr(A™?)

s'étend alors en une fonction méromorphe avec au plus des péles simples situés aux points de la

forme s; = I=P pour j € N, et des résidus qui sont de la forme

m 1
p—J

1 p=i
res s—s,Ca(s) = p” Res (A™=").

En particulier la fonction (4 est en fait holomorphe au voisinage des points entiers s; = [ (i.e.
Jj = p—1m) pour les entiers [ € [0, p].
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5.4.2 Deéveloppement du noyau de l'opérateur de la chaleur et résidu de
Wodzicki feuilleté

Nous pouvons également relier le résidu de Wodzicki feuilleté au noyau de I’opérateur de la
chaleur e~ si A est un opérateur différentiel longitudinal positif, elliptique et inversible. Pour
t > 0 Popérateur e 4 peut étre défini par le calcul fonctionnel sur les opérateurs réguliers du
théoréeme B.2, page 149. La fonction = — e~ étant bornée sur R, 'opérateur ainsi défini
est un morphisme de C}(M,F). Les fonctions = + x’/e ** étant bornées sur Ry pour tout
j > 0, cet opérateur est dans le domaine de A7 pour tout j > 0. En particulier, en écrivant
et = AT ATe " il est clair que cet opérateur est & trace. Comme dans le cas classique, il
est solution de ’équation de la chaleur généralisée : 0; — A = 0. L’identité

1 o0
I'(s) Jo

montre que la transformée de Mellin de Tr(e™*4) en s vaut I'(s)4(s). D’aprés ce qui précéde,
cette fonction I'(s)Ca(s) est méromorphe sur C avec des poéles donnés. Or on sait que la
transformée de Mellin M f(s) = [~ ¢*~! f(t)dt d’une fonction C™ sur ]0, +oo[ est une fonction
méromorphe avec un pole d’ordre k + 1 au point sg si et seulement si la fonction f admet un
terme de la forme

t50(Int)*

dans son développement asymptotique lorsque ¢ — 0. En utilisant la transformée de Mellin
inverse et le fait que les pdles de I' sont simples et situés aux points entiers négatifs, nous
pouvons, comme dans le cas classique, donner un développement asymptotique de Tr(e™t4).

THEOREME 5.4 — La fonction Tr(e~*4) admet un développement asymptotique, lorsque t — 0,
de la forme :

Tr(e™™) ~an(A) + > aj(A)tF + 3 Br(A)F Int.
n#j=0 k=1

Notons que dans cette formule, les G;(A) sont nuls si m ¢ N. Notons encore que le terme
Bo(A)Int est nul car {4 est holomorphe au voisinage de 0. Pour la méme raison, les termes
Br(A)t* Int sont nuls car A est un opérateur différentiel. En effet, on a la formule suivante

pour les G;(A) :

(_1)k+1
Br(A) = res s—_I'(s) res s——rCa(s) = T Tes s=—kCA(S).

Ceci nous donne une autre égalité vérifiée par le résidu de Wodzicki : on obtient
Res (A) = mp(A).

On peut, de méme que précédemment, utiliser cette formule pour définir le résidu de Wodzicki
d’un opérateur pseudo-différentiel, en posant :

Res (P) = m-i(61 (A + uP)) o

Cela revient & chercher un développement asymptotique pour Tr(Pe*tA), que l'on peut re-
trouver directement grace a I’étude que nous avons faite sur TR(PA™?). En utilisant la méme
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propriété sur la transformation de Mellin inverse, et les mémes propriétés sur I', on obtient
en effet un développement asymptotique, lorsque ¢ — 0, de la forme

Tr(Pe ™) ~an(PA) + Y aj(A)tm + 3 Bi(4, P)i* Int.
n#j=0 k=0

Dans ce développement asymptotique, le coefficient §;(A, P) de Int est donné par :
1
Bo(A, P) = res s—oI'(s) res s—o TR(PA™°) = — Res (P),
m

ce qui nous donne encore une autre définition possible pour le résidu de Wodzicki.

5.5 Le résidu de Wodzicki est une trace sur ¥Z(G).

5.5.1 Propriété traciale du résidu de Wodzicki

En reprenant la démonstration du chapitre 2, nous pouvons montrer de maniére identique
la proposition suivante :

PROPOSITION 5.5.1 — Le résidu de Wodzicki définit une trace sur I'algébre W%(() des opérateurs
longitudinaux a coefficients entiers.

DEMONSTRATION— Donnons-nous deux opérateurs P; et P dont la somme des ordres est
un entier 7. Comme pour z € C\Z, on a TR(PP2(1+ A)™%) = TR(P(1 + A)"*Py), les
résidus en 0 de ces fonctions sont égaux, et donc Res (P P2) = Res (P P). [

5.5.2 Résidu non commutatif, traces et commutateurs

Nous avons vu dans le cas d’'une variété compacte que le résidu de Wodzicki définissait
I'unique trace (4 un scalaire prés) existant sur P%, I’algébre des opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre entier. Dans le cas des feuilletages, ceci n’est en général plus vrai, mais nous allons
voir que la donnée d'une trace 7 sur l'algébre WZ (G) nulle sur les opérateurs régularisants
est en fait équivalente & la donnée d’un courant C; de dimension p agissant dans le sens des
feuilles. On obtient ainsi, en général, une distribution transverse invariante par holonomie 9,
telle que pour tout opérateur longitudinal P :

7(P) = (Res (), 67).

THEOREME 5.5 — Il est équivalent de se donner
1. une trace sur I'algébre WZ (G) nulle sur ¥=°°(G),
2. une distribution transverse invariante par holonomie,

3. un courant fermé feuilleté.
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Ce résultat rejoint un résultat trés récent démontré par Benameur et Nistor par des mé-
thodes homologiques ([BN01])

DEMONSTRATION— Nous avons déja vu que les points 2) et 3) étaient équivalents (1.4.4).

Donnons-nous un recouvrement régulier du feuilletage. Placons-nous dans un ouvert trivia-
lisant 2 ~ L xT', et donnons-nous un symbole dépendant d’un paramétre ¢ auquel correspond
un opérateur pseudo-différentiel P = (P;)ier. En reprenant la démonstration de l'unicité dans
le cas classique et en ajoutant un parameétre, dans les lemmes 2.3.9 et 2.3.10, on montre que
seule la partie homogéne de degré —p du symbole contribue dans le calcul de la trace, le
reste du symbole s’exprimant comme une somme de commutateurs de symboles. On montre
également de la méme maniére que 7(0) = 7(5—, |£|77), avec

o) = [ o601l

Ainsi la trace T peut étre identifiée & une distribution sur I x T. Nous allons montrer que
cette distribution est bien déterminée dans le sens des feuilles (sur la coordonnée | € L).

LEMME 5.5.2 — Si [, (I, t)d\(l) = 0, alors 7(c) = 0.

DEMONSTRATION DU LEMME Il suffit de montrer que si [, 7, (I,2)dA(l) = 0, alors 7—,(I, 1)
s’exprime comme somme de dérivées partielles par rapport & des coordonnées dans L. En
effet, nous avons vu dans la démonstration de I'unicité de la trace , dans le cas classique,
que les dérivées partielles par rapport aux coordonnées dans L s’exprimaient sous forme de
commutateurs. Ainsi leur trace est nulle. Cela signifie alors que (I, ) s’écrit comme sommes
de commutateurs dans ’algébre des symboles d’ordre entier, et donc que sa trace est nulle. Le
fait qu'une fonction C'*° & support compact d’intégrale nulle sur R soit nulle ou bien s’écrive
comme somme de dérivées partielles se démontre trés simplement, en vérifiant cela sur R, puis
en utilisant une récurrence et le théoréme de Fubini. H

Pour une fonction ¢ positive lisse & support compact sur L et qui vaut 1 au voisinage du
support de 3—,(I,t), on a alors :

¢(l)
fL u)

La trace 7 définit donc en fait, sur les opérateurs a support dans ’ouvert trivialisant, une
forme linéaire sur les fonctions lisses & support compact sur T, c’est-a-dire une distribution
transverse. Pour voir cela, il suffit de montrer que la famille des fonctions Res(F;), pour P;
parcourant les familles lisses d’opérateurs longitudinaux & support compact dans €2, engendre
C(T). Or on peut choisir une famille d’opérateurs de la forme P, = Py f(t), avec Py un
opérateur pseudo-différentiel & support compact sur L, de résidu non nul, et f(¢) une fonc-
tion lisse quelconque a support compact sur 7". Dans ce cas, Res(P;) = f(t)res (Fy), ce qui
démontre la propriété requise. Nous voyons donc qu’il est équivalent de se donner une trace
sur les symboles longitudinaux d’ordre entier transversalement lisses dans 'ouvert {2 ou une
distribution transverse sur 7. Pour montrer que cette distribution transverse est invariante

T (L) [€]77) = mﬂ/f_p(u’t)d/\w) €177 (1)) = 7(Res (F) |€|

par holonomie, nous avons vu au chapitre 1 qu’il suffisait de le faire pour un recouvrement
régulier donné. Il suffit donc de montrer que les restrictions des distributions ¢ et ¢’ sur les
transversales locales T' et 7" de deux ouverts trivialisants €2 et {2 coincident sur la transversale

")
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locale de ouvert Q N €. Or il est clair que la trace ne dépend pas de I'ouvert trivialisant
choisi pour exprimer 'opérateur. Cette propriété est donc immeédiatement vérifiée. |

REMARQUES

1. Le résultat nous permet aussi de comprendre la situation dans les cas ol la régularité
transverse imposée aux opérateurs est moins grande. Si nous prenons k < 400, il faut
imposer & la distribution transverse invariante que celle-ci s’étende aux fonctions de
classe C*. En particulier, dans le cas k = 0, les seules distributions transverses sont les
mesures transverses invariantes. Moore et Schochet rappellent dans [MS88] la correspon-
dance entre ’espace des mesures transverses invariantes et la cohomologie de degré p du
feuilletage. Dans le cas des feuilletages n’admettant qu’une mesure transverse invariante,
on retrouve exactement le méme résultat que dans le cas classique.

2. Remarquons que dans le cas des feuilletages, il n’est plus nécessairement vrai qu’une
trace définie sur ’algébre des opérateurs régularisants & support non compact soit pro-
portionnelle & la trace ordinaire. Ainsi nous devons supposer que la trace est nulle sur
les opérateurs régularisants pour trouver le résultat précédent.

5.5.3 Reésidus non commutatifs et distributions transverses

Le théoréme 5.5, page 130 nous permet d’associer, plus généralement, un "résidu non
commutatif" & une distribution transverse (ou, de maniére équivalente, & un courant fermé
feuilleté). Si ¢ est une distribution transverse invariante par holonomie sur les fonctions trans-
verses de classe C™ s’étendant aux fonctions de classe C*, nous pouvons, comme ci-dessus,
définir une trace Res; sur Wi (G). Il suffit de définir cette trace sur les opérateurs longitudi-
naux de classe C* a support compact dans des ouverts trivialisants. Si Q ~ L x T est un tel
ouvert, on pose alors, pour P € Pz (),

Ress(P) = (9, Res(P,)).

On retrouve dans ce cas, en reprenant les démonstrations précédentes, certaines des propriétés
du résidu non commutatif que nous avons défini a 1’aide d’'une mesure transverse :

— cette trace Res s posséde bien évidemment la propriété d’étre localement défini par une
densité sur le feuilletage ;

— il s’exprime également en termes du coefficient logarithmique dans ’expansion asymp-
totique du noyau de Schwartz de P au voisinage de la diagonale;

— comme nous ’avons vérifié dans le paragraphe précédent, Ress définit une trace sur
I'algebre VZ(G);

— On peut définir une trace non positive 75 sur les opérateurs longitudinaux & support
compact d’ordre de partie réelle mg < —p. Pour un opérateur P comme ci-dessus, cette
trace est donnée par

75(P) = (0, Tr(R))

avec Tr la trace ordinaire définie sur L muni de la mesure A. On retrouve alors un
analogue du théoréme 2.3, page 65 :
1. La fonctionnelle P — 75(P) est holomorphe sur P¥ (), pour € un ouvert trivia-

lisant, et admet un unique prolongement analytique & P;CF_\,CZ ().
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2. Si P(z) est une famille holomorphe d’opérateurs & support compact dans un ouvert
trivialisant, telle que ord(P(z)) = z, alors 'application

z — 15(P(2))

est holomorphe sur C — Z, avec au plus des poles simples sur Z. En ces points, le
résidu éventuel est donné par

res ,—,Ts(P(z)) = —Ress(P(ko)).

Notons cependant que la trace définie précédemment ne pouvant pas étre étendue, a priori,
en une trace positive sur C;(M,F), cette trace n’est pas nécessairement définie pour les
opérateurs régularisants & support non compact. En particulier, les caractérisations en termes
de résidu de 75(PA %) ou de coefficients du développement asymptotique de ’opérateur PetA
ne peuvent pas étre données en général.

5.5.4 Résidu non commutatif et Trace de Dixmier

Comme dans le cas classique, le résidu non commutatif s’interpréte en termes de trace de
Dixmier pour les opérateurs pseudo-différentiels d’ordre critique (ici —p, avec p la dimension
du feuilletage). La trace de Dixmier a été généralisée aux algébres de von Neumann de type
I1 par R. Prinzis [Pri95] (voir aussi [GI95]). Ces travaux sont repris dans le preprint de M.
Benameur et T. Fack [BF01] : ils démontrent notamment une formule locale pour la trace de
Dixmier sur un feuilletage, analogue au théoréme de Connes (2.5, page 69).

THEOREME 5.6 — [BFO01] Soient (M, F) un feuilletage de dimension p sur une variété com-
pacte muni d’une mesure transverse invariante p et P un opérateur pseudo-différentiel longitudinal
d’ordre —p agissant sur les sections d'un fibré vectoriel £ au-dessus de M. On désigne par o_,
son symbole principal. On a alors :

1. I'opérateur P est dans I'idéal de Dixmier généralisé LI’OO(W; (M, F,E)) associé a |'algébre
de von-Neumann W (M, F, E) et a la trace définie par la mesure transverse 1 ;

2. pour toute moyenne invariante w, la trace de Dixmier de P est donnée par

1

TP = [ Res(Rdu)

On déduit immédiatement de ce théoréme et de la définition du résidu non commutatif
feuilleté le théoréme suivant.

THEOREME 5.7 — Soient (M, F) un feuilletage de dimension p sur une variété compacte muni
d’une mesure transverse invariante p et P un opérateur pseudo-différentiel longitudinal d'ordre —p
agissant sur les sections d'un fibré vectoriel £ au-dessus de M. Alors on a

Tr,(P) = % Res (P).
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5.5.5 Reésidu non commutatif et formule de ’indice local

Dans le preprint mentionné ci-dessus, M. Benameur et T. Fack définissent également un
cadre approprié pour décrire les familles mesurées de géométries non commutatives, en éten-
dant les triplets spectraux définis par Connes dans le cadre C*-algébrique au cadre des algébres
de von Neumann.

Rappelons que la premiére définition dun t¢riplet spectral donnée par Connes dans [Co94]
est la donnée d'un triplet (A, H, D), avec

— 'H un espace de Hilbert

— A une sous-*-algébre d’une C*-algébre représentée sur H,

— D un opérateur auto-adjoint non borné sur H a résolvante compacte
vérifiant certaines propriétés :

1. Ya € A, a préserve le domaine de D et [D,a] est borné;

2. Va € A, les opérateurs a et [D,a] sont dans Iintersection ﬂN Dom(™) des domaines
ne

des puissances de la dérivation non bornée définie sur £L(H) par :
6(b) = [|DI, 8],

avec |D| le module de 'opérateur D dans la décomposition polaire D = F'|D|.

Connes définit de plus [CL92, Co94| une notion de dimension pour une telle donnée d’une
géométrie non commutative, en imposant une condition de décroissance asymptotique aux
valeurs singuliéres de l'opérateur D~!. Un triplet spectral est de dimension d lorsque les
valeurs singuliéres de D~! vérifient :

pn(D7H) = O(n~Y9),

Cette condition revient & demander que lopérateur D~¢ soit dans 'idéal de la trace de
Dixmier, et permet & Connes de faire de la trace de Dixmier un analogue non commutatif de
I'intégration. Notons que dans le cas du triplet spectral défini pour une variété riemannienne
compacte, cette dimension spectrale coincide avec la dimension de la variété.

Cette construction a des applications importantes en physique, et pour le calcul des théo-
rémes d’indice. Dans [Co94], Connes explique notamment comment définir le caractére de
Chern du triplet spectral comme la classe de cohomologie cyclique du cocycle cyclique défini
par

7(a’,al, ..., a") = Trace(a’[F,a']... [F,a")),

ot Trace désigne la trace ordinaire, les a’ sont quelconques dans A et n > d — 1 et n impair.
Dans le cas pair, on utilise la supertrace au lieu de la trace, et la Z/2-graduation v sur H; le
cocycle cyclique est défini pour n pair et n > d — 1 par

7(a®,a',... a") = Trace(ya’[F,a']...[F,d").

Connes démontre dans [Co94] une formule locale pour la classe de cohomologie de Hochschild
du cocycle 7. Il donne un cocycle de Hochschild possédant la méme classe de cohomologie de
Hochschild que celle de 7, et construit a ’aide de la trace de Dixmier.

Dans [BF01] M. Benameur et T. Fack reprennent ’ensemble de cette construction dans le
cadre des algébres de von Neumann de type Il,.. L’idée essentielle est de remplacer dans le
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cadre précédent ’algébre L£(H) des opérateurs bornés munie de la trace ordinaire sur I’espace
de Hilbert par une algébre de von Neumann M C L(H) fidélement représentée dans un
espace de Hilbert H, et munie d’une trace 7 (positive) fidéle, normale et semi-finie. Dans
ce formalisme, et & ’aide de la trace de Dixmier 7,, définie précédemment, ils définissent de
maniére analogue un triplet spectral de von Neumann, et montrent un analogue du théoréme
précédent pour la cohomologie de Hochschild du cocycle cyclique dont la classe de cohomologie
cyclique définit le caractére de Chern du triplet spectral de von Neumann.

THEOREME 5.8 — [BF01] La classe de cohomologie de Hochschild du cocycle cyclique ¢ dont
la classe de cohomologie cyclique définit le caractére de Chern du triplet spectral (A, M, D) est
donnée par la classe de cohomologie de Hochschild du cocycle de Hochschild ¢ défini par :

gp(ao, at, ..., a") = Tw(aO[D, al] ...[D,a"|D|™")

w(a®,d,...,a") = 1,(va’[D,a']...[D,d"] |D|™")

dans le cas ou la dimension est paire.

Parmi les nombreux exemples de triplets spectraux de von Neumann, celui des feuilletages
mesurés compacts est particuliérement intéressant. Dans ce cas, si nous notons £ un fibré
hermitien au-dessus du feuilletage, I’algébre A est 1’algébre des fonctions C'* sur la variété base
M, Valgebre de von Neumann M = W*(M,F,E) est celle définie par Connes [Co79], munie
de la trace que nous avons définie sur C*(M,F, &) (qui s’étend a W*(M, F,E)) ; Vopérateur
D est Vopérateur de Dirac généralisé associé a £.

Cependant dans le cadre original des triplets spectraux classiques, la formule locale de
calcul de I'indice donnée par la classe de cohomologie de Hochschild du cocycle de Hochschild
 ne permet pas de recouvrer la totalité de l'application d’indice. Ce probléme difficile qui
consiste a exprimer localement la classe de cohomologie cyclique du caractére de Chern a été
résolu par Connes et Moscovici [CM95]. L’ingrédient essentiel de ce théoréme d’indice local
réside dans la définition d’une notion plus fine de la dimension spectrale d’un triplet spectral,
qui est basée sur un analogue abstrait du résidu de Wodzicki : le résidu non commutatif.

DEFINITION 5.5.3 — [CM95] Un triplet spectral a un spectre de dimension discret Sd, si Sd C C
est discret, et si pour tout élément b de |'algébre 3 engendrée par les 0" (a) et les commutateurs
[D,al, a € A, la fonction

G(2) = Trace(b|D| )

s'étend holomorphiquement a C — Sd.

On dit que le spectre de dimension est simple, lorsque les poéles des fonctions (, ci-dessus
aux points de Sd sont simples. Cette définition permet & Connes et Moscovici de trouver un
cocycle cyclique qui se calcule localement et qui définit la classe de cohomologie cyclique du
caractére de Chern. Posons, pour a un opérateur sur H,

V(a) = [D? d] et a¥) = V(a).
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Connes et Moscovici montrent alors le théoréme suivant.

THEOREME 5.9 — [CM95] Soit (A, H, D) un triplet spectral de spectre de dimension simple.

1. On définit un cocycle impair dans le (b, B)-bi-complexe en posant pour n € N non nul,

on(a,...,a") =" V2ic, i Res (a’(dat) ™) .. (da™) ) [ D] F2IED) (5.1)
ki >0

avec les notations suivantes :
— Res (b) désigne le résidu en z = 0 de la fonction (;, associée a b;
k n
R =Sk et g — (=DMr (k| + %) _
EWky + 1) (k1 +ka+2)...(k1+ ...+ kn+n)
2. La classe de cohomologie cyclique de ¢,, coincide avec le caractére de Chern en cohomologie
cyclique ch.(A, H, D).

REMARQUES

1. Ce théoréme reste vrai méme dans le cas ol le spectre de dimension n’est pas simple,
mais la définition du cocycle est un peu plus compliquée.

2. On peut donner un analogue de cette formule en dimension paire [CM95, Ska01].

Nous pouvons, de méme, proposer une généralisation de la notion de triplet spectral pro-
posée par M. Benameur et T. Fack.

DEFINITION 5.5.4 — Un triplet spectral de von Neumann de dimension d, et de spectre de
dimension simple Sd, est un triplet (A, M, D) avec :
— M une algébre de von Neumann munie d’une trace 7 (positive) fidéle, normale et semi-finie,
— A une sous-algébre involutive de M,
— D un opérateur auto-adjoint non borné affilié a M et 7-mesurable,
vérifiant certaines propriétés :
1. Ya € A, a préserve le domaine de D et [D,a] € M;

2. Va € A, les opérateurs a et [D,al] sont dans |'intersection ﬂN Dom(0™) des domaines des
ne

puissances de la dérivation non bornée définie sur M par :
6(b) = [|DI, 0],

avec |D| le module de I'opérateur D dans la décomposition polaire D = F'|D|;
3. Va € A, I'opérateur a(D + i)~ est dans I'idéal £1>°(M) de la trace de Dixmier;

4. notons B l'algébre engendrée par les opérateurs 6" (a) et les commutateurs [D,a] pour
a € A;'ensemble Sd est discret, et pour b € B la fonction ((b) = 7(b|D|™*) est holomorphe
sur C — Sd avec au plus des péles simples aux points de Sd.

Notons que nous pouvons également donner une notion graduée de cette définition.
Dans le cas, évoqué plus haut, des triplets spectraux de von Neumann définis par un feuille-
tage compact mesuré, l'algébre B étant dans ce cas formée d’opérateurs pseudo-différentiels
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longitudinaux d’ordre négatif ou nul, nous voyons immédiatement en utilisant les propriétés
du résidu non commutatif feuilleté que 1’on peut montrer le théoréme suivant.

THEOREME 5.10 — Soit (M, F) une variété feuilletée de dimension p, munie d’'une mesure
transverse invariante p. Donnons-nous un fibré hermitien £ sur le feuilletage, et un opérateur D
différentiel d’ordre 1, formellement autoadjoint, et elliptique le long des feuilles agissant sur les
sections de £. Alors le triplet

(C(M),W*(M,F,E),D)

est un triplet spectral de von Neumann de dimension p et de spectre de dimension simple contenu
dans Z.

Ce théoréme ouvre la voie pour une formule de 'indice locale dans le cadre des feuilletages
mesurés, identique & celle formulée par Connes et Moscovici. La démonstration de Connes et
Moscovici du théoréme 5.9, page 135 semble en effet pouvoir étre adaptée sans difficultés
majeures au cas des triplets spectraux de von Neumann.
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Annexe A

Construction d’un poids semi-continu
inférieurement sur une C*-algébre

PROPOSITION A.0.1 — Soit A, une C*-algébre, et ¢ une application semi-continue inférieure-

ment (s.c.i.) ¢ : A — [0, +00] (on utilise la convention 0 x +00 = 0) vérifiant pour tous A € C et
a,be A

1) ¢(ha) = A g(a);
2) q(a —b) + q(a +b) = 2(q(a) + q(b));
3) q(ab) < |lal* q(b).
On a alors les propriétés suivantes.
1. Pour a,b € A, avec a*a < b*b, on a g(a) < q(b).

2. Posons A, = {a € A, g(a) < +00}. A, est un idéal a gauche dans A et il existe alors

un espace hilbertien H,, une représentation 7, de A dans H, et une application linéaire
&+ Ay — H, telles que

Va € A, z € Aq, &laz) = mo(a)éy(z) et |Eq(2)]1F, = a(2).

3. Soient a,b,c € A tels que a*a + b*b = c*c; alors on a g(a) + ¢q(b) = ¢(c).

4. L'application de A™ dans [0, +0oc] donnée par = — q(x%) définit un poids s.c.i. sur A.

DEMONSTRATION—

1. Nous savons que A peut étre regardée comme un idéal de la C*-algébre avec unité
A = A C. Les éléments de la forme y(z*x + %)_1 sont donc dans A si z et y y sont.
Donnons-nous & présent a et b vérifiant a*a < b*b. Définissons u,, € A par :

1
u, = b(b*b + =) la*-
n

On a alors : uyb — a. En effet,
1 1 1 1 1
a—ub=a—albb+—-)b=a—a+—adb+ )"t =—ab+ )"
n n n n n

139
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dont la norme tend vers 0.
De plus ||uy|| < 1. En effet,
Upuy, = b(b*b+l)—1a*a(b*b+1)—lb* < b(b*b+l)—1b*b(b*b+1)—1b* = (bb*)Q(bb*Jrl)—2
nen n n - n n n’

La derniére égalité se démontre facilement en multipliant & droite par (bb* + %)2 et
permet de conclure.
En utilisant la propriété 3) de ¢, et la semi-continuité, on obtient donc :

g(a) = liminf g(u}b) < liminf ||u,|* ¢(b) < q(b)-

. L’ensemble A, est un espace vectoriel, grace aux deux premiéres propriétés de ¢g. La
q b

troisiéme en fait un idéal & gauche de A. La forme quadratique ¢q engendre une R-forme
bilinéaire par la formule g(a + b) — g(a) — g(b). On construit alors une forme bilinéaire
hermitienne < , >, sur A, en posant

<a,b>,= i [q(a +b) — g(a —b) —ig(a +ib) + iq(a — ib)] .

Cette forme est positive, car < a,a >,= ¢(a). Notons H, l’espace hilbertien séparé,
complété de 'espace préhilbertien (A,, <, >4), et &, : A, — H, l'injection canonique.
Pour tout a € A, la multiplication & gauche par a définit un opérateur borné m,(a) de H,,.
Il est clair que 7, est linéaire et multiplicative. Il reste & montrer que m,(a*) = m4(a)*.
Pour cela, il est suffisant de voir que m,(a) est hermitien pour tout élément hermitien
a € A. Or, pour tout b € A, et a hermitien,

(b +iab)* (b + iab) = b*(1 + a®)b = (b — iab)*(b — iab),

dont on déduit, par (a), ¢(b+1iab) = q(b—iab). En faisant la différence ¢(b+iab) —q(b—
iab), on obtient 0 = 2i(< ab,b >, — < b,ab >,), ce qui prouve que m,(a) est hermitien.

. Posons a,, = c(c*c+1/n)"ta* et b, = c(c*c+ 1/n)~1b*. Alors on a

anal + bpbl = (cc*)?((cc* +1/n) "2
En particulier, ||a,|| <1 et ||b,| < 1. En outre,
a = lim(ayc), b =lim(b}c) et ¢ = lim(an,a + byb).

Sice A;,ona

A(@0) + q(B5) =< £4(), Tq(anl + bub)Eq(0) < alc)
et

q(a) +q(b) < liminf(g(ayc) + q(bjc)) < g(c).
Réciproquement, soit T, € L(H, & H,, H,) défini par T5,(¢,n) = mg(an)C + my(bn)n.
Alors T, Ty = g(anal, + byb}), donc ||T5,]| < 1. Ainsi, si z,y € A2, on a
A(an + bu) =< (E4(2), €0 (0), TaT5(E4(2), E4(0)) >o< a(z) + a(y).

En particulier, on obtient, pour (z,y) = (a,b)

q(c) <liminf g(ana + bybd) < q(a) + q(b).

. o(x) = q(x/?) est positive, s.c.i., additive et positivement linéaire sur A*. C’est donc

bien un poids s.c.i.sur A.
[ |



Annexe B

Opérateurs sur les C*-modules
hilbertiens

Nous regroupons ici quelques résultats “classiques” sur les modules hilbertiens et les opé-
rateurs sur ces modules. Nous n’incluons pas de démonstration, sauf pour les résultats que
nous n’avons pas trouvés dans la littérature. Pour les preuves, le lecteur pourra consulter par
exemple [Ska96, Lan95, WN92|.

B.1 Modules hilbertiens

Donnons-nous une C*-algébre A, et £ un A-module & droite. Une application sesquilinéaire

positive est une application
(,):ExE—A

antilinéaire en la premiere variable et linéaire en la seconde telle que pour tout « € F,
(x, ) > 0. Un produit scalaire sur E est une application sesquilinéaire positive telle que
lapplication y — (z, y) est A-linéaire.

PROPRIETE B.1.2 — Soit (, ) une application sesquilinéaire positive.
1. Pour tous z,y € E, on a (y, z) = (z, y)*.
1
2. L'application p : x — ||(z, z)||2 est une semi-norme sur E.

3. La forme sesquilinéaire ( , ) se prolonge en une forme sesquilinéaire positive au séparé
complété F, de I/ pour la semi-norme p.

DEFINITION B.1.3 — Un A-module préhilbertien est un A-module muni d’un produit scalaire
et un A-module hilbertien est un A-module préhilbertien séparé et complet.

EXEMPLES —
1. Si A = C, un module hilbertien est un espace de Hilbert.
2. La C*-algebre A munie du produit scalaire (a, b) = a*b est un A module hilbertien.

3. Si E et E' sont deux A-modules hilbertiens, la somme hilbertienne E @ E’ des deux
modules est le module hilbertien défini sur le A-module F @ E’ par le produit scalaire

(zoy, 2 ®y) = (x, )+ (y, ).
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On peut généraliser cette construction et définir une somme directe infinie de modules
hilbertiens.

4. En particulier, si E est un A-module hilbertien, on note Hz le module hilbertien ¢?(N, E)
formé des suites (z,)nen dans E telles que la série de terme général (z,, x,) converge
dans A :

Hp=0C(NE)=E

neN

est un module hilbertien pour le produit scalaire

<(In)n€N7 (yn)n€N> = Z<Inv yn>

neN

5. Un sous-module fermé d’un A-module hilbertien est un A-module hilbertien.

Soit £ un A-module hilbertien. On définit 'orthogonal S+ d’une partie S de F comme le
sous-module fermé de F tel que

St={yeE,Vxeb, (z,y) =0}.

Notons que méme si F' est un sous-module fermé de F, on n’a pas nécessairement F & F+ = E.

B.2 Morphismes de A-modules hilbertiens

B.2.1 Définition et propriétés des morphismes

DEFINITION B.2.2 — Soient A une C*-algébre, F et E’ des A-modules hilbertiens; une appli-
cation T : E — FE’ est appelée un morphisme de F vers F’ s'il existe une application S : F/ — F
telle que pour tous (z,y) € E x E', on ait

<TJ:, y> = <.T, Sy>

On note Mor(E, E') I'ensemble de ces morphismes et Mor(E) = Mor(E, E)

PROPOSITION B.2.3 — Soient E et E’ deux A-modules hilbertiens, et 7' € Mor(E, E').
1. L'application S de E’ dans E vérifiant la propriété que pour tous (z,y) € E x E’, on ait

<Txa y> = <.’E, Sy>

est unique. On l'appelle adjoint de 7' et on la note 7*. Ona T* € Mor(E', E) et (T*)* =T.

2. L'application T est linéaire, A-linéaire, continue; de plus, on a
2 2
IT))= = T[] = | T} -

3. L'ensemble Mor(E, E') est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, E').

4. Soient E” un autre A-module hilbertien et 7" € Mor(E', E"), alors T'T € Mor(E,E") et
(T/T)* — T*T/*
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5. L'ensemble Mor(E), muni des lois ci-dessus pour I'addition, la composition et I'involution
est une C*-algébre pour la norme d’opérateur.

Notons que dans le cas particulier A = E, on a Mor(A) = M(A) l'algébre des multiplica-
teurs de A.

PRrROPOSITION B.2.4 — Soit E un A module hilbertien.
1. Un élément 7' € Mor(F) est auto-adjoint s.s.i pour tout € F, on a (T'z, z) = (z, T'x)*.
2. Un élément T' € Mor(E) est positif s.s.i pour tout z € E, ona (Tz, z) € A,.

Un sous-module fermé F' d'un A-module hilbertien E est dit orthocomplémenté lorsque
FaoFt=E.

PROPOSITION B.2.5 — Un opérateur T, A-linéaire d’'un A module E dans un A module F’,
est un morphisme de E dans FE’ si et seulement si le graphe G(T') de T est un sous-module
orthocomplémenté de £ @ E'.

PROPOSITION B.2.6 — Soit 7' € Mor(E, E').
1. (a) Si T est surjectif alors TT* est inversible dans Mor(E') et E = KerT & ImT™.
(b) Si T est bijectif, il en va de méme pour 7*. On a T=! € Mor(E’, E) et

(T—l)* _ (T*)_l.

2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) ImT est fermé dans E'.
(b) ImT™ est fermé dans FE.
(c) O est isolé dans le spectre de T*T.
(d) O est isolé dans le spectre de TT™.

Si ces conditions sont satisfaites, Im7" et KerT™ sont des sous-modules orthocomplémentés
de E' et ImT™* et KerT sont des sous-modules orthocomplémentés de F.

Nous pouvons définir comme dans le cas des opérateurs linéaires sur des espaces hilbertiens
une notion d’isométrie partielle.

DEFINITION B.2.7 —
1. On appelle isométrie partielle de E dans E' un élément u de Mor(FE, E') tel que u = uu*u.
2. On appelle module d’un morphisme T' € Mor(E, E') le morphisme |T'| € Mor(E, E') défini
par |T'| = (T*T)z.

Ces définitions nous permettent de définir la décomposition polaire.

PROPOSITION B.2.8 — Soit 7' € Mor(FE, E'), tel que les adhérences de ImT" et ImT™ soient
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orthocomplémentés respectivement dans E’ et E, alors il existe un unique v € Mor(E, E’) dont
la restriction & KerT est nulle et tel que

T =ul|T|.
De plus, u est une isométrie partielle de support initial I'adhérence de ImT™ et de support final

I'adhérence de ImT, et I'on a

IT| =uw'T =T, |T"| =Tu" =uT" et T" = |T|u=u"Tu" =u"|T"|.

B.2.2 Composition de modules hilbertiens

PROPOSITION B.2.9 — Soient A et B deux C*-algébres, ' un A module hilbertien et H un B-
module hilbertien, et ¢ : A — Mor(H) un homomorphisme involutif positif. Pour z,y € E, £,n €
H et b e B, posons

(@&b=z®bet (@ yan = (& oz, y))n).

Le produit tensoriel algébrique £ ® H muni de la structure de B-module a droite et du produit
scalaire ainsi défini est un B-module prehilbertien

On notera £ ®, H (ou £ ®4 H s'il n’y a pas d’ambiguité sur ’homomorphisme ¢ le
B-module hilbertien séparé complété du B-module préhilbertien £¥ ® B. Le lemme suivant
permet de montrer le résultat principal sur la composition de modules hilbertiens.

LEMME B.2.10 — Soient A et B des C*-algébres et Hy un B-module préhilbertien. Appelons H
le module hilbertien séparé complété de Hy et p : Hy — H ’application canonique. Supposons
donné un homorphisme d’algébres ¢ de A dans l'algébre Endp(H() des endomorphismes du
B-module & droite Hy qui vérifie, pour tout a € A et tous x,y € Hy,

(pla)z, y) = (z, p(a")y).

11 existe alors une unique représentation = : A — Mor(H) telle que, pour tout a € A, on a

m(a) o p=po¢(a).

PROPOSITION B.2.11 — Soient A et B deux C*-algébres, £ un A module hilbertien et H un
B-module hilbertien, et ¢ : A — Mor(H) une représentation.
— Pour tout T' € Mor(E) I'application 2 ® £ — Tz ® £ définit un morphisme

T ®-1€ Mor(E @, H).

L’application 7' — T ®, 1 est un homorphisme de C*-algébres, injectif si 7 |'est.
- Si S € Mor(H) commute a 7(A), I'application z ® £ — x ® S¢ définit un morphisme

1®,;S € Mor(E ®, H)
qui commute 3 7' ®, 1 pour tout 7" € Mor(E).
Notons que dans le cas particulier ot £ = A, le module hilbertien £ ®, H est égal a

m(A)H. Ainsi, si 7 est non dégénérée, tout 7' € Mor(A) ~ M(A) définit par ce procédé un
opérateur borné sur H.
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B.3 Opérateurs non bornés dans les modules hilbertiens

B.3.1 Rappels sur les opérateurs non bornés dans les espaces de Banach

DEFINITION B.3.2 — Soient E et F' des espaces de Banach.

1. Un opérateur de E dans F est donné par un sous-espace vectoriel DomT de E appelé
domaine de T et par une application linéaire de DomT dans F'.

2. Le noyau et 'image de T sont les sous-espaces vectoriels respectifs de F et de I’ donnés
par
KerT'= {x € DomT, Tx = 0} et ImT = T(DomT).

3. Le graphe de T est le sous-espace de E x I défini par G(T') = {(z,Tz), x € DomT}.

Rappelons qu'il existe une correspondance bi-univoque entre les opérateurs de E dans F'
et les sous-espaces G de E x F' tels que G N ({0} x F') = {0}. On appelle alors extension de
Popérateur T' tout opérateur S tel que G(T') C G(S), ce que 'on note T' C S.

Opérations sur les opérateurs

Restriction Soit 7' un opérateur et D un sous-espace vectoriel de Dom7'. On note T|p
Vopérateur tel que Tjp C 1" et DomT|p = D.

Somme Soient S et T' des opérateurs de F dans F. On définit 'opérateur S + T' en posant
Dom(S +T) = DomS N DomT, et pour x € Dom(S +7T), (S+T)(x) = S(z)+T(x).
OnaS+T=T+S,et (R+S)+T =R+ (S+T)si R est un autre opérateur de F
dans F'.

Produit Soient 7" un opérateur de E dans F' et S un opérateur de F' dans (G. On définit
Vopérateur ST en posant DomST = {x € Dom7,Tz € DomS} et, pour tout = €
DomST, (ST)(z) = S(T'(x)). Si R est un opérateur de G dans H, on a (RS)T' = R(ST).

Distributivité Soient 1" et U des opérateurs de F dans F' et R et S des opérateurs de F'
dans G. On a (R+ S)T = RT + ST et, en général, seulement RT + RU C R(T + U).

Inverse Un opérateur T' de E dans I est dit injectif lorsque ’application 7' : DomT — F est
injective. L’inverse T~' d’un opérateur injectif est 'opérateur de F' dans F de domaine
Dom7 ! = ImT et de graphe G(T ') = {(y,z) € F x E,(z,y) € G(T)}. L’opérateur
T~! est injectif, et on a (T~!)™' =T. Si S : F — G est injectif, alors ST est injectif,
et (ST) t=1"15"1

Un opérateur T' de ' dans F' est densément défini lorsque Dom7' est un sous-espace dense

de F.

DEFINITION B.3.3 — Soit T un opérateur de ' dans F'. On dit que T est fermé si son graphe
est un sous-espace fermé de E x F. Un opérateur est dit fermable lorsqu’il admet une extension
fermée.

Soient 7' un opérateur fermable et S une extension fermée de 7. On a G(T') C G(T') C
G(S). On déduit de cette suite d’inclusions que G(7T') est le graphe d’un opérateur fermé,
appelé fermeture de T et noté T. Un sous-espace D de DomT est un domaine essentiel pour
T si les opérateurs T' et T|p ont méme fermeture.

La proposition suivante est une conséquence directe des définitions.
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PROPOSITION B.3.4 — L'inverse d'un opérateur injectif fermé est fermé

Nous pouvons a présent définir le spectre d’un opérateur.

DEFINITION B.3.5 — On appelle valeur réguliére d’un opérateur T d’un espace de Banach F
dans lui-mé&me tout nombre complexe X tel que I'application 7' — Al est une application linéaire
bijective de DomT' dans F, dont |'application réciproque R)(T'), appelée résolvante, est une
application linéaire continue de F dans lui-méme. Le spectre de I', SpT’, est le complémentaire
dans C de I'ensemble des valeurs réguliéres.

En utilisant le théoréme du graphe fermé, on a la proposition suivante.

PROPOSITION B.3.6 — Donnons-nous un opérateur T' densément défini et fermé d'un espace
de Banach FE dans lui-méme.

1. Le spectre de T est formé des complexes A tel que T'— X n'est pas bijectif de DomT dans
L.

2. Si T est injectif, et si \ est une valeur réguliére non nulle de 7', alors A\~ ! est une valeur

réguliére de 7! et on a :

Ry-1(T7Y) = =AXT'R\(T) = =\ — N> Ry\(T).
On en déduit la proposition suivante.

PROPOSITION B.3.7 — Soit T un opérateur densément défini fermé d’un espace de Banach E
dans lui-méme.

1. Le spectre de T est une partie fermée de C.

2. L'application A — Ry(T') est analytique de C — SpT dans L(E), I'ensemble des endomor-
phismes continus de £ dans lui-méme.

3. La famille {R\(T"), A € C — SpT'} est une partie commutative de £L(E), et on a :

RA(T) ~ Ru(T) = (A — ) RA(T) R, (T).

B.3.2 Cas des modules hilbertiens
Opérateurs réguliers

Soit A une C*-algebre, E et £’ des A-modules hibertiens. Un opérateur de E dans E’ est
dit A-linéaire si son graphe est un sous-A-module de E & E’. Soit maintenant 7' un opérateur
de F dans F', tel que orthogonal dans F de DomT soit réduit & {0}. On définit I’adjoint T*
de T comme étant 'opérateur A-linéaire de £’ dans F dont le graphe est

G(T*) = {(y.z) € E' x E,Yz € DomT, (z, z) = (y, Tz2)} .

Soit Uy € Mor(E' & E, E® E') qui & (y,z) € E' ® E associe (z,—y). Alors G(T™) est
l'orthogonal dans E' @ E de U (G(T).
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Remarquons que, par définition, T* est A-linéaire et fermé. Alors si (DomT)* = {0} et
(DomT*)* = {0}, on a T C (T*)* et donc T est fermable.

PROPOSITION B.3.8 — Soient E, E', E” des A-modules hilbertiens.

1. Soient S et T des opérateurs de E dans E’ tels que (DomS N DomT)* = {0}. Alors
S*+T*C (S+T)*. Si S e Mor(E, E') alors S* +T* = (S +T)*.

2. Soit 7" un opérateur injectif de E dans E’ tel que (Dom7)+ = {0} et (ImT)+ = {0}. Alors
T* est injectif et (T%)~! = (T~1)*.

3. Soient T un opérateur de E dans E’ et S un opérateur de £’ dans E” tels que
(DomST)* = {0} et (DomS)* = {0}.

Alors on a T*S* C (ST)*. Si S est un morphisme ou si T est |'inverse d’'un morphisme
injectif, alors 7%S* = (ST')*.

Un opérateur T' de F dans lui-méme est autoadjoint si T = T™*. Un tel opérateur est positif
si pour tout z € DomT', on a (z, Tx) € AT.

PROPOSITION B.3.9 — Donnons-nous a présent un opérateur densément défini et fermé T de
E dans E', tel que T™ est densément défini. Notons U € Mor(E’' @ E, E & E’) le morphisme
(y,x) — (z,—y). L'image de (1 + T*T) est alors {z € E, (z,0) € G(T) + UyG(T*)}. De plus
les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L'image de (1 + 7™*T) est dense dans E.

2. 1+ T*T est une application surjective.

3. Le graphe de T est un sous-module orthocomplémenté de £ & E'.

Si ces conditions sont vérifiées, elles le sont aussi pour 7%, et on a (7™)* = T'. Un opérateur T’
vérifiant ces conditions est appelé régulier.
Opérations sur les opérateurs réguliers

Somme Soient S € Mor(FE, E’) et T un opérateur régulier de £ dans E’. L’opérateur S+ T
est régulier.

Produit Soient 7' un opérateur régulier de £ dans £’ et S € Mor(E’, E'), un morphisme
inversible. L’opérateur ST est régulier. Il en va de méme si S est un opérateur régulier
de I’ dans E” et T un morphisme inversible de £ dans E’.

Inverse Soit 7" un opérateur régulier de E dans F'.
1. Si DomT = E, alors T € Mor(FE, E').

2. Si les images de T' et T™* sont denses dans E’ et F respectivement, alors T est
injectif et T~! est un opérateur régulier de £’ dans F.

3. Si T est bijectif de DomT dans E', T~ € Mor(£', E).
4. Si E = F', Vapplication A — R)(T) est analytique de C — SpT dans Mor(F).
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Transformation de Woronowicz

PROPOSITION B.3.10 — Soit 7" un opérateur régulier de E dans E’. Notons p : G(T') — FE la
premiére projection, e, g € Mor(E @ E') les projecteurs orthogonaux d’images respectives F et
G(Ietgq=e+g—1¢€ Mor(E@ E').
1. —1 est une valeur réguliere de T*T et (1 + T*T)~! = pp* € Mor(E). On définit alors
(1+T*T)"% par (1 +T°T)"% = [(1+T°T)"1]% = |p*|.
2. Le domaine de T™7T" est un domaine essentiel pour 7.
3. L'opérateur T*T est autoadjoint régulier et Sp(7T*T) C R,.

4. L'image de q est dense dans E & E', et ¢ admet une décomposition polaire ¢ = w|q|, ou w

est un morphisme unitaire de carré 1 de Mor(E & E').
_1

5. Ona DomT = Im(1+T*T)"2 et T(1+ T*T)"% € Mor(E, E').

6. On a wE = G, et la matrice de w est donnée par

(NI

[ Q+TT)r T+ TT)T
“\ra+rmm)2 —Q+TT)E )

Cette proposition nous permet d’énoncer le théoréme suivant, essentiel pour la compré-
hension des opérateurs réguliers.

THEOREME B.1 — Soit 7" un opérateur régulier de E dans E’. On pose Q(T') = T'(1 +T*T)_%.
1. Ona Q(T) € Mor(E), 1 —Q(T)*Q(T) = (1 +T*T) L et Q(T)* = Q(T™).
2. La correspondance 7' — Q(T') est une correspondance bi-univoque entre I'ensemble des

opérateurs réguliers de £ dans E’ et I'ensemble des opérateurs Q € Mor(E, E') tels que
Q| <1et Im(1—Q*Q) est dense dans E. L’application réciproque est

Q—Q(1-Q'Q)>

De ce théoréme, nous pouvons déduire les propriétés suivantes pour un opérateur régulier.
Image On a Im7 = ImQ(7T) et KerT' = KerQ(T). Donc T est bijectif si et seulement si
Q(T) Pest.
Eléments autoadjoints Si F = F’, T est autoadjoint (repectivement normal) si et seule-
ment si Q(7T") est.
Décomposition polaire Si F = E’, il existe un unique opérateur régulier |T'| tel que
Q(T|) = |Q(T)|. Cet opérateur est autoadjoint, positif, de domaine DomT’, et
IT|* = T*T. Si Q(T) admet une décomposition polaire Q(T') = « |Q(T)|, alors T admet
une décomposition polaire 7' = u|T|.

Image d’un opérateur régulier par composition de modules hilbertiens

Soient A et B des C*-algébres, F et F' des A-modules hilbertiens, T' un opérateur régulier
de F dans F', H un B-module hilbertien, 7 : A — Mor(H ) une représentation de A et H un
sous-espace dense de H.
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PROPOSITION B.3.11 — |l existe un opérateur Ty de £ ®, H dans I'®, H, de domaine I'image
dans F ®,; H du produit tensoriel algébrique de Dom’l" par H tel que pour tous x € Dom’T et
& €H, on ait

To(z®@&) =Tre¢E.
Cet opérateur est fermable et sa fermeture est un opérateur régulier de £ ®, H dans F @, H
noté T'®, 1. On a, de plus, QT ®, 1) =Q(T) @l et (T ®, 1)* =T* @, 1.

Cette proposition nous permet de déduire la proposition suivante pour £ = F' :

PROPOSITION B.3.12 —
1. Si T est normal ou autoadjoint, il en va de méme pour 7' ®, 1.
220na (TR, 1) =T*®@,1let (TR, 1) (T ®,;1)=T"T @, 1.
3. Si D C DomT est un domaine essentiel pour T, alors I'image dans F¥ ®, H du produit
tensoriel algébrique de D par H est un domaine essentiel pour T'® 1.
4. On a Sp(T ®, 1) C SpT, avec égalité si 7 est injective.

B.3.3 Calcul fonctionnel pour les opérateurs réguliers normaux

Soient A et B des C*-algébres, H un B-module hilbertien, et 7 : A € Mor(H) une repré-
sentation non dégénérée. Notons 7 : M(A) — Mor(H) son extension aux multiplicateurs. Le
B-module A ®, H s’identifie & H au moyen de l'opérateur unitaire a ® = — m(a)x.

Pour un morphisme 7' € Mor(A) = M(A), on a 7(T) = T ®; 1 par cette identification. Si
T est maintenant un opérateur régulier sur le A-module hilbertien A, on note 7(7) =T @, 1
I’opérateur régulier correspondant sur le B-module hilbertien H. Le domaine de cet opérateur

régulier est 'image de 7 [(1 + T*T)_ﬂ soit l'ensemble {m(a)z, a € DomT, z € H}. On a
alors 7(T)w(a)x = w(Ta)x.

THEOREME B.2 — Soit A une C*-algébre, £ un A-module hilbertien, X un espace localement
compact et m : Cop(X) — Mor(FE) une représentation non dégénérée. On note 7 : Cp(X) —
Mor(E) I'extension aux multiplicateurs de cette représentation et 7 I'application de C'(X) dans
les opérateurs réguliers de F dans lui-méme définie comme précédemment.

1. Pour toute fonction f € C(X), I'opérateur 7(f) est normal. On a

#(f)* = #(F), et Q) ==lF(1+ 11773

De plus on a Sp(7(f)) C f(X) avec égalité si 7 est injective.

2. Pour toute fonction g € C.(X), ona 7(f)n(g) = 7(fg) et 'ensemble {7 (g)z,g € C.(X),z € E}

est un domaine essentiel pour 7(f).

3. Si f € Cy(X), #(f) = 7(f).

4. Si T est un opérateur régulier de I dans £ tel que T'w(g) = 7(fg) pour toute fonction
g € C.(G), alorson a T = 7(f).

5. Pour f,g € C(X), on a #(f +g) = 7(J) + 7(g) et #(fg) = F(/)7(9)-
Sig(lf +gl+1) 1 € Cp(X), alors 7(f +g) = 7(f) +7(g): si g(|fg| +1) 1 € Cp(X),
alors (fg) = 7(f)7(g).-
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PROPOSITION B.3.13 — Soient 7" un opérateur régulier normal d’'un A-module hilbertien £
dans lui-méme et X une partie fermée de C contenant Sp7. Notons z € C(X) la fonction
identique A — . Il existe une unique représentation non dégénérée 7 : Cp(X) — Mor(E) telle
que 7(z) = T. Le noyau de 7 est formé des fonctions de Cy(X) nulles sur Sp7T'.

Soit T" un opérateur régulier normal d’'un A-module hilbertien F dans lui-méme, et X
une partie fermée de C contenant Sp7. Notons z € C(X) la fonction identique A — X et
m: Cp(X) — Mor(F) la représentation telle que 7(z) = T. Pour f € C(X), on note f(T)
Vopérateur 7(f). Si f est une fonction définie sur une partie de C contenant SpT et dont la
restriction g & SpT est continue, on définit alors f(7') = g(T"). On déduit du théoréme et de
la proposition qui précédent le théoréme suivant.

THEOREME B.3 — L'application f — f(T) ainsi définie posséde alors les propriétés suivantes :

1. Pour toute fonction f continue sur X contenant SpT’, I'opérateur f(7') est un opérateur
régulier normal de £ dans E. De plus, on a f(T)* = f(T).

2. Spf(T) est I'adhérence dans C de f(SpT).
3. Pour toute fonction continue bornée f,ona f(7T) € Mor(E) et || f(T)| = sup{|f(A)|, A € SpT'}.

4. Pour tout couple (f, g) de fonctions continues, (f + ¢)(T') est la fermeture de f(T") 4+ g(T)
et (fg)(T) celle de f(T')g(T). De plus, si g(|f + g| + 1) ! est bornée, on a (f + g)(T) =
f(T) +g(T). De méme, si g(|fg| + 1)~! est bornée, on a (fg)(T) = f(T)g(T).

5. Pour f,g € C(C), on a f(T) = g(T) si et seulement si f et g coincident sur SpT.

6. Pour f,g € C(C), ona fog(T) = f(g(T)).
7. Si T € Mor(FE), I'application ainsi définie coincide avec le calcul fonctionnel continu défini
sur la C*-algébre Mor(E).

Démontrons a présent quelques résultats supplémentaires dont nous avons besoin pour
I’étude des G-opérateurs pseudo-différentiels.

LEMME B.3.14 — Soient A et B deux éléments positifs de Mor(F) vérifiant
A<B.

Pour tout s €]0, 1], on alors

DEMONSTRATION DU LEMME Pour tout s €]0, 1], on a

) 00 NSt dA
t_ﬂQA WY

avec f(s) =1/ f0+°° ﬁ;%. Or on sait que si A < B, on a

AA+XN)T<BB+N
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En effet A(A+X)~! = I—\(A+))~! donc la propriété précédente est équivalente a (B+\)~! <
(A + X))~ qui est claire car (A + \) < (B + \). H

Enongons & présent le lemme principal.

LEMME B.3.15 — Soient S et T" des opérateurs réguliers bijectifs sur un module hilbertien F.
(i) 3A € Mor(E), tel que ||Al| <1let AT CS.
(ii) DomT C DomS et Vz € DomT, ||T(z)|| > ||S(z)|l.
(iii) (S*S)~t > (1*1) L.
(iv) da > 1, (S*S)=2 > (T*T)~“.
On a alors (iv) = (i) < (1) = (iii).

DEMONSTRATION DU LEMME Posons Ty = (T*T)% et Sop = (S*S)% et appelons T et
S1 les morphismes qui sont les inverses respectifs de ces opérateurs réguliers positifs. Nous
savons, grace a la décomposition polaire pour les opérateurs réguliers, que nous pouvons écrire
S =u(S)Sy et T = u(T)Ty, avec u(S) et u(T') des opérateurs unitaires dans Mor(F).
1. (iv) = (i) Posons A = ST~ et Ag = ST, *. L'égalité A = u(S)Agu(T)~* prouve qu’il
suffit, pour montrer que A est un morphisme de norme ||A| < 1, de le montrer pour
Ap. L'opérateur Ag est fermable sur E et admet un adjoint Af. Il est densément défini,
car il contient (T, 1)*Sg, qui est densément défini. Montrons que le domaine de Ay est
dense avec
DomA = Tp( DomSy N DomTy) = To(ImT; N ImSy).

Pour cela, prouvons que la suite A, = (S1 + %)ﬂTf est une suite de Cauchy pour la
topologie de la norme dans Mor(E). On a par hypothése T2 < 5?7 et par conséquent

1

(An - Am)(An - Am)*

n

IN

n n

IN

[Fn(S1) = Fn(S1)]?

avec [}, (t) la fonction
t(l
T
t+ 1

t—

La suite de fonctions F}, converge uniformément sur tout compact de R vers la fonction
t%~1 par le théoréme de Dini. Ainsi la suite A,, est bien de Cauchy. Donnons-nous &
présent un x € F, posons y = 17z et z, = Apz. La suite z, converge vers z € F. On a
alors, puisque S est continue,

1
y=(51+ E)Zn — Siz.

Nous obtenons donc ImS; = Im7T} C ImT7, et I'opérateur Ag est alors bien densément
défini, par densité de I'image de I'opérateur S;. Montrons maintenant que Ay et Ag sont
prolongeables par continuité sur E tout entier. Grace au lemme (B.3.14) nous savons
que (iv) = (ii). Donnons-nous = € Dom(T; *)*S*; on a alors, en posant y = Six

(147 = (S ) 781 7 = Sk )

|

[(S1 5T s+ %)—1} g% [(51 Cha sy %)_1]
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1452l = (T5 )"y, (Tg ) y) = (T 1) "hy, y) < ((579)7hy. v) = (. @).

On a donc ||Ajz|| < ||z|| sur une partie du domaine dense dans E. Aj est donc prolon-
geable par continuité a £. On peut également montrer que ||Az|| < ||z|| pour « dans le
domaine de Ay. En effet, on a pour € DomAjAy = Dom Ay,

[ Aoz = sup [(Aoz, y)l-
lyll<1

Or on sait que
[(Aoz, y)| = [{z, Aoy)| < [l=] [| Aol Iyl <[] -
L’opérateur Ag = SpT}; ' est donc bien un morphisme de norme ||Ag|| < 1.

2. (i) = (i) Si AT C S, avec A € Mor(FE) et ||A]| < 1, alors on a bien Dom7" C DomS
et ||Sz|| < ||Tz| pour x dans DomT'.

3. (i1) = (i) Posons A = ST~!. Comme T~ est un morphisme de £, et DomT C DomS,
A est un opérateur de domaine DomA = FE. De plus, on a DomS* C DomA*, et son
adjoint est donc densément défini. Par ailleurs, on a

A=) _ ISyl |
EE

Ceci montre donc que A est bien un morphisme de norme || Al < 1, et il est clair que
AT C S.
4. (i) = (i7i) On a AT C S, d’ott I'on tire T~! = S~!1 A et donc

(T*T)—l _ T—l(T—l)* _ S—lAA*(S—l)* S S—l(S—l)* _ (S*S)—l
=

Remarquons qu’en modifiant 1égérement 1’énoncé de ce lemme, nous pouvons démontrer
un résultat plus général.

PROPOSITION B.3.16 — Soient S et T' des opérateurs réguliers, sur un module hilbertien £, T
étant bijectif.

(i) 3A € Mor(E), tel que ||A| <1et AT C S.
(i) DomT C DomS et Vz € DomT, ||T'(x)| > ||S(z)]-
(i) 1+ 5*S)~t > (1 +7T*T)~L.
(iv) da>1, (1+8*S)"*> (1+T*T)"“.
On a alors (iv) = (i) < (it) = (ii).

DEMONSTRATION— Posons Sy = (1 + S*S)% et Ty = (1 + T*T)2.

1. (iv) = (i) D’apres le lemme précédent, la propriété est vérifie pour Sy et Tp : il existe
un morphisme Ay, de norme [|Ag|| < 1 tel que Sy = AgTp. Nous savons par le lemme
(B.3.14) que (iv) = (iii), et donc S;? > T, . Or les morphismes Q(S) = SS, ! et
Q(T) = TT, * vérifient la propriété suivante :

QT QT) +T5% =1 =Q(5)"Q(S) + 557
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On en tire I'inégalité Q(T)*Q(T') >
écrire A = ST~! sous la forme A =
norme ||A] < 1.

(5)*Q(S) et donc [[Q(S)] < [|Q(T)]|- Or on peut
S

Q
Q(S)ApQ(T)™!. A est donc bien un morphisme de

. (11) < (i) se démontre de la méme maniére que dans le lemme.

. (#i) = (i77) Nous savons que DomSy = DomS et Dom7T; = Dom7. La condition (i7)
pour les opérateurs S et T' est donc équivalente a la condition (iz) pour les opérateurs Sy
et Tp. Or cette derniere implique, d’apres le lemme précédent, la condition Sy 2> Ty 2
soit la condition (ii).

[ |
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