
Université Paris VII - Denis Diderot

École Doctorale Paris Centre

Thèse de doctorat
Discipline : Mathématiques

présentée par

Nguyen Thi Kim Ngan

Modules de cycles et classes non
ramifiées sur un espace classifiant

dirigée par Bruno Kahn

Soutenue le 9 juillet 2010 devant le jury composé de :

M. F. Bogomolov Courant Institut Rapporteur
M. J.-L. Colliot-Thélène Université Paris XI Examinateur
M. F. Déglise Université Paris XIII Examinateur
M. B. Kahn Université Paris VII Directeur de thèse
M. N. Karpenko Université Paris VI Examinateur
M. E. Peyre Université de Grenoble I Rapporteur
M. B. Totaro University of Cambridge Rapporteur



ii

Institut de Mathématiques de
Jussieu
175, rue du Chevaleret
75 013 Paris

École doctorale Paris centre
Case 188
4 place Jussieu
75 252 Paris cedex 05



REMERCIEMENTS

J’ai eu la chance de travailler avec Bruno Kahn depuis le stage de
Master 2. Il m’a initié à la K-théorie, à la cohomologie motivique et au
problème intéressant de Noether. Il est bien évident que cette thèse lui
doit beaucoup. Je voudrais le remercie non seulement pour toutes les
mathématiques qu’il m’a apprises mais aussi pour les valeurs qu’il m’a
transmises.

Fedor Bogomolov, Emmanuel Peyre et Burt Totaro m’ont fait le grand
honneur d’être les rapporteurs de cette thèse. Ce sont leurs résultats qui
m’ont motivé à ce travail. Je leur remercie aussi pour les remarques qui
m’ont permis d’en améliorer la qualité. Je suis également très heureuse
d’avoir Jean-Louis Colliot-Thélène, Nikita Karpenko et Frédéric Déglise
dans mon jury. Je les remercie tous.

Je tiens à remercier Ngo B.-C. d’avoir me présenté à Kahn et et pour
ses encouragements ainsi que ses conseils utiles pendant ma thèse. Je
voudrais remercier Ming-Chang Kang de m’avoir indiqué ses résultats ré-
cents sur le problème de Noether et pour une remarque importante dans
ma démonstration du théorème principal ainsi que l’article de Saltman
[Salt84]. Je remercie Georges Maltsiniotis et Bernhard Keller, organ-
isateurs du groupe de travail ”Algèbre et Topologie Homotopiques” dans
lequel j’ai pu exposer mes travaux en détail. Je remercie aussi D. Hebert,
F. Déglise, J. Wildeshaus, les organisateurs du groupe de travail ”Coho-
mologie étale et formalisme des six opérations” où j’ai pu renforcer mes
connaissances en maths et rencontrer les grands frères mathématiques:
Frédéric, Joseph, Joël. Je ne peux pas non plus oublier les séances au
séminaire des thésards de l’équipe Théorie des nombres et des “Bour-
bakettes” (séminaire pour les filles et maintenant pour les garçons aussi).



iv REMERCIEMENTS

Un grand merci à l’IMJ, à l’équipe Théorie des nombres pour l’am-
biance et de bonnes conditions de travail, à l’université Paris VII, à
l’université Paris XII pour des expériences dans l’enseignement, ainsi
que les secrétaires enthousiastes: M. Wasse, M. Proper, A. Dupouy. Je
voudrais remercier aussi l’IHÉS, l’ICTP à Trieste, l’université de Regens-
burg, l’université de Münster, l’IHP, MFO, l’université de Strasbourg
pour leur hospitalité à l’occasion de congrès.

J’ai des moments heureux et des bons souvenirs avec les amis au 7ème
étage à Chevaleret. Je les remercie tous pour tous. Merci Claire et Martin
pour les séances en dehors des maths. J’aimerais remercier également les
amis vietnamiens d’avoir partagé les difficultés loin de la famille.

J’exprime toute ma gratitude à mes parents, à la petite famille de mon
grand frère et à Duong pour leur soutien constant.



TABLE DES MATIÈRES

Remerciements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1. Une construction de F (BG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1. Rappel sur les torseurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2. Une construction de F (BG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3. Fonctorialité en F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.4. Fonctorialité en G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.5. Une extension: F (BG×BH) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.6. Exemples de F (BG) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2. Modules de cycles de Rost et classes non ramifiées . . . . 35
2.1. Module de cycles de Rost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2. Classes non ramifiées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.3. Représentabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.4. Résidus géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.5. Résidu d’un cup-produit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.6. Classes non ramifiées sur un espace classifiant . . . . . . . . . . . . . . 57
2.7. Théorème principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.8. Lemmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.9. Démonstration du théorème 2.7.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.10. Démonstration de la proposition 2.7.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.11. Un raffinement du théorème principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74



2 TABLE DES MATIÈRES

3. Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.1. Zéro-cycles sur le compactifié de BG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.2. Théorèmes de Bogomolov et de Peyre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

A. Cohomologie motivique étale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
A.1. Représentabilité de la cohomologie motivique étale . . . . . . . . 91
A.2. Cohomologie motivique étale de BG, I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
A.3. Rappels sur la cohomologie motivique étale d’un corps . . . . 95
A.4. Cohomologie motivique étale de BG, II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
A.5. Localisation de la cohomologie motivique étale . . . . . . . . . . . . 98

Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101



INTRODUCTION

Cette thèse est composée de deux chapitres théoriques, un chapitre
d’applications et un appendice de Bruno Kahn.

L’idée initiale vient du problème de Noether: Soient G un groupe fini
et W une représentation fidèle de G sur un corps k. Donc G opère
sur le corps des fonctions rationnelles k(W ). Est-ce que le corps des
invariants k(W )G est transcendant pur sur k? La réponse en général
est non. Saltman a utilisé la cohomologie non ramifiée de degré 2 de ce
corps H2

nr(C(W )G,Q/Z) (appelée aussi le groupe de Brauer non ramifié)
pour trouver un contre-exemple sur le corps des nombres complexes C
[Salt84]. Bogomolov [Bog87],[CTS, rem. p.159] et récemment Peyre
[Pey08] ont réussi à donner des contre-exemples sur C en faisant le lien
entre cette cohomologie et celle du groupe G en degré 2, 3 respectivement.
En particulier, Peyre a donné un p-groupe d’ordre p12 (p impair) dont la
cohomologie non ramifiée de degré 2 est nulle mais celle de degré 3 ne
l’est pas.

Ici nous pensons à la cohomologie sur les espaces classifiants “BG” et
espérons établir des formules comme celles de Bogomolov et Peyre en
degré plus grand sur un corps quelconque. Cela nous amène à donner
un sens précis à F (BG) dans le premier chapitre. L’idée de cette con-
struction vient de Totaro [Tot], remonte à Bogomolov [Bog92]. Totaro
a défini F (BG) pour F = CH∗. On généralise sa construction pour les
foncteurs F de la catégorie des schémas lisses Sm(k) vers une catégorie
quelconque satisfaisant:

- Homotopie: Si V → X est un fibré vectoriel, alors F (V )
∼−→ F (X).
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- Pureté: Si U ⊂ X est un ouvert dont le fermé complémentaire est
de codimension ≥ c (un entier donné), alors F (U)

∼−→ F (X).
On dit alors que F est homotopique et pur en coniveau ≥ c. En utilisant
la double fibration

U/G← U × U ′/G→ U ′/G

où U,U ′ sont des G-torseurs linéaires de coniveau ≥ c ( définition 1.2.1),
on a

F (U/G)
∼−→ F (U ′/G).

On définit alors
F (BG) = lim−→F (U/G).

Les axiomes de cette construction sont dus à Bruno Kahn. Il me laisse le
travail de les vérifier. Dans ce chapitre, je donne aussi la condition sur c
pour que F (BG) existe pour certains F : cohomologie étale, cohomologie
motivique, cohomologie motivique étale, homologie motivique.

Dans le second chapitre, nous établissons une formule pour la coho-
mologie non ramifiée de “BG” à l’aide de “résidus géométriques” inspirés
par le travail de Peyre [Pey08, déf. 5]. Plus généralement, nous travail-
lons avec les modules de cycles de Rost [Rost]. Pour X lisse de corps
des fonctions K et M un module de cycles, on note

A0
nr(X,Mn) := A0

nr(K,Mn) =
⋂

A∈P(K/k)

Ker(Mn(K)
∂A−→Mn−1(κA))

où ∂A est un résidu classique au sens de [CTO], [Rost] attaché à un
anneau A de valuation discrète de type géométrique. On montre que
A0

nr(BG,Mn) est bien défini (proposition 2.2.4). D’autre part, on définit
des résidus géométriques ∂FD,g( définition 2.4.7) sur un corps k contenant
µm où m est inversible dans k et G d’exposant divisant m. Et puis, nous
définissons

A0
NR(BG,Mn) =

⋂
D⊂G, g:µm→ZG(D)

Ker(A0(BG,Mn)
∂FD,g−→ A0(BD,Mn−1))

où A0(X,Mn) est le groupe des éléments non ramifiés sur X (définition
2.1.7). Dans une lettre à Serre [GMS], Totaro a montré

A0(BG,Mn) = Invk(G,Mn)
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où Invk(G,Mn) est le groupe des invariants de G à valeur dans Mn défini
par Serre.

Le théorème principal de cette thèse est ( théorème 2.7.1)

A0
NR(BG,Mn) = A0

nr(BG,Mn).

Cela nous permet de retrouver et généraliser le théorème de Bogomolov
[CTS, thm. 7.1] et de Peyre [Pey08, thm. 1] dans le chapitre 3. De
plus, on définit (définition 2.11.2)

A0
nab(BG,Mn) =

⋂
A

Ker(A0(BG,Mn)→ A0(BA,Mn))

où A parcourt les sous-groupes abéliens de G. Et un raffinement du
théorème principal (corollaire 2.11.5)

0→ A0
nr(BG,Mn)→ A0

nab(BG,Mn)
∂D,g−→

⊕
D,g

A0
nab(BD,Mn−1).

Cela généralise “Bogomolov faible” i.e. la formule comme Bogomolov mais
sur les sous-groupes abéliens et non pas sur les sous-groupes bicycliques:

i) Brnr(BG) = Brnab(BG).
ii) 0→ A0

nr(BG,H
4
ét(Z(2)))→ A0

nab(BG,H4
ét(Z(2)))→

⊕
D,g Brnr(BD).

Cette suite (2.11.1) donne aussi (théorème 2.11.6)
i) Si A0

nab(BG,Mn) = 0, alors A0
nr(BG,Mn) = 0.

ii) SiM est connectif (i.e.Mn = 0 pour n assez petit) et ∀H ⊂ G,∀n ∈
Z, A0

nr(BH,Mn) = 0, alors

∀H ⊂ G,∀n ∈ Z, A0
nab(BH,Mn) = 0.

D’autre part, nous avons (théorème 3.2.2): B̃rnr(BG) ↪→ Brnr(BGks).
D’autres applications dans le troisième chapitre sont la suite duale du

théorème principal (3.1.1)⊕
D,g

H−1(BD,Z(−1))→ H0(BG,Z)→ CH0(BG)→ 0

et des conditions équivalentes pour avoir des groupes non ramifiés trivi-
aux (partie 3.1.2).

Enfin, l’appendice sur la cohomologie motivique étale qui est utilisé
dans la démonstration les théorèmes de Bogomolov et de Peyre, est écrit
par Bruno Kahn.





CHAPITRE 1

UNE CONSTRUCTION DE F (BG)

1.1. Rappel sur les torseurs

Dans cette section, je rappelle les définitions et les propriétés des
torseurs dont nous aurons besoin.

1.1.1. Quotients. — Soit k un corps.

Définition 1.1.1 (Mumford [MFK, déf. 0.6 ii, p.4])
Soit G un k-groupe algébrique et soit X un k-schéma de type fini sur

lequel G opère par le morphisme µX : G×X → X.
a) Un quotient géométrique de X par G est un k-schéma Y muni d’un

k-morphisme f : X → Y tel que:
(i) Le diagramme suivant est commutatif:

(1.1.1)

G×X p2−−−→ X

µX

y f

y
X

f−−−→ Y.

(ii) f et le morphisme ϕ : G×X → X ×Y X défini par ϕ(g, x) =

(gx, x) sont surjectifs.
(iii) f est submersif, i.e. U ⊂ Y est ouvert si et seulement si

f−1(U) est ouvert dans X.
(iv) Le faisceau OY est isomorphe au sous-faisceau de f∗OX formé

des fonctions G-invariantes.
b) f est un quotient géométrique universel s’il le reste après tout change-

ment de base.
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Si ce schéma Y existe, il est unique à isomorphisme unique près. On
le note Y = X/G.

1.1.2. Existence de quotients. —

Proposition 1.1.2. — Soit G opérant sur X et soit N un sous-groupe
distingué de G. Supposons que X admette un quotient géométrique uni-
versel f : X → Y relativement à l’action de N . Alors G/N opère sur Y
et les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) X admet un quotient géométrique universel Z relativement à l’action
de G.

(ii) Y admet un quotient géométrique universel Z ′ relativement à l’action
de G/N .

Si c’est le cas, alors Z est isomorphe à Z ′.

Démonstration. — On peut vérifer que cette proposition est vraie en
remplaçant “quotient géométrique” par “quotient catégorique” (cf. [MFK,
déf. 0.5, p.3]). En particulier, les deux quotients coïncident si l’un des
deux existe par la propriété universelle des quotients catégoriques. Sup-
posons donc que Z soit un quotient catégorique universel de X par G et
de Y par G/N , et notons g : Y → Z, h = g ◦ f : X → Z.

Appliquons le critère [MFK, (3), p.6]: Il suffit de vérifier la submersion
de g, h et la surjectivité de ϕX , ϕ̄Y dans le diagramme commutatif suivant:

N ×X
ϕ′X // //

��

X ×Y X

��
G×X

ϕX //

π×f
����

X ×Z X
f×f

����
G/N × Y ϕ̄Y // Y ×Z Y.

D’abord, comme f est un quotient géométrique universel, il est uni-
versellement submersif; par conséquent, g est universellement submersif
si et seulement si h l’est.

D’autre part, comme f est surjectif, f × f est surjectif; donc si ϕX est
surjectif, ϕ̄Y est surjectif.
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Inversement, si ϕ̄Y est surjectif, alors on peut vérifier que ϕX est sur-
jectif sur les k̄-points grâce au diagramme ci-dessus. Et puis, d’après
[EGA I, prop. 7.1.8, p. 331], ϕX est surjectif.

Corollaire 1.1.3. — Dans la situation de la proposition 1.1.2, sup-
posons que l’action de N sur X soit triviale. Alors l’action de G sur
X en induit une de G/N . De plus, le quotient géométrique de X par G
existe si et seulement si celui par G/N existe, et alors ils coïncident.

1.1.3. Torseurs. —

Définition 1.1.4 (Mumford [MFK, déf. 0.10, p.17])
Soit X un k-schéma sur lequel G opère et soit f : X → Y un k-

morphisme. On dit que f est un G-torseur de base Y et d’espace total
X si

(i) Y est un quotient géométrique de X
(ii) f est plat
(iii) ϕ (cf. déf. 1.1.1 a) (ii)) est un isomorphisme.

Remarque 1.1.5. — On peut montrer (Kahn, non publié) que cette
définition est équivalente à celle de Colliot-Thélène et Sansuc [CTS, déf.
2.9].

Théorème 1.1.6 ([DG, III.2.6.1, p. 313]). — Si G est fini et opère sur
un schéma X tel que toute orbite ensembliste soit contenue dans un ou-
vert affine de X, alors

1. Le carré (1.1.1) est cocartésien dans la catégorie des espaces locale-
ment annelés.

2. La projection f : X → Y := X/G est entière et le morphisme ϕ est
surjectif.

3. Si G opère librement sur X, f est fini localement libre et ϕ est un
isomorphisme. En particulier, X est l’espace total d’un G-torseur.

Définition 1.1.7. — Un G-schéma X est G-irréductible si, pour toute
décomposition X = F1 ∪ F2 où F1, F2 sont des fermés G-stables, on a
X = F1 où X = F2.
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Lemme 1.1.8. — Soit G opérant sur X de type fini. Alors on peut
écrire X =

⋃
β∈BXβ où les Xβ sont des fermés G-irréductibles. On

appelle les Xβ les composantes G-irréductibles de X.

Démonstration. — Soit Xα une composante irréductible de X, et soit
Xβ est le plus petit fermé G-stable de X qui contient Xα. Alors Xβ est
G-irréductible. En effet, supposons que Xβ = F1 ∪ F2 où F1, F2 sont des
fermés G-stables. Comme Xα est irréductible, Xα ⊂ F1 ou Xα ⊂ F2. Par
minimalité de Xβ, F1 = Xβ ou F2 = Xβ. D’autre part, on a clairement
X = ∪Xβ, ce qui démontre le lemme.

Lemme 1.1.9. — Soient G,H deux groupes algébriques et UG, UH les
espaces totaux d’un G et d’un H-torseur. Alors UG × UH est l’espace
total d’un G×H-torseur.

Démonstration. — La projection

UG × UH → UG/G× UH/H
∼−→ UG × UH/G×H

est fidèlement plate puisque UG → UG/G et UH → UH/H sont fidèle-
ments plates. De plus, le morphisme

(G×H)× (UG × UH)→ (UG × UH)× (UG × UH)

qui envoie (g, h, x, y) vers (gx, hy, x, y) est un isomorphisme à cause des
isomorphismes (g, x) 7→ (gx, x) et (h, y) 7→ (hy, y). Alors

UG × UH → UG × UH/G×H

est un G×H-torseur.

1.1.4. Propriétés de permanence des torseurs. —

Proposition 1.1.10. — Les G-torseurs ont les propriétés suivantes:

1. Stabilité par changement de base: si on a le diagramme suivant

X ′ = Y ′ ×Y X
g′−−−→ X

f ′

y f

y
Y ′

g−−−→ Y,
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et si f est un G-torseur, alors f ′ l’est aussi pour tout g.
Réciproquement, si f ′ est un G-torseur et g est fidèlement plat, alors
f est un G-torseur.

2. Formule de la dimension: si X est G-irréductible (cf. déf. 1.1.7),
alors

dimX = dimY + dimG.

3. Soit f : X → Y un G-torseur et soit π : E → X un fibré vectoriel
sur X avec G-action linéaire équivariante, alors E/G existe et est
un fibré vectoriel sur Y .

Démonstration. — 1. La première assertion est grâce à la condition: f
plat. La deuxième assertion résulte de la descente fidèlement plate.

2. L’hypothèse implique que Y est irréductible. Comme f est plat, on
peut appliquer [Har, chap. III, cor. 9.6, p.257]: on a

dimX − dimY = dimXy,

où Xy est la fibre d’un point quelconque de Y (elle est équidimen-
sionnelle). D’après [MFK, (4), p. 6/7], on a dimXy = dimG.

3. Cela résulte de la descente fidèlement plate [SGA 1, VIII, cor. 1.3
et prop. 1.10].

Remarque 1.1.11. — : Soient f : X → Y un G-torseur et π : X ′ → X

un morphisme G-équivariant avec l’action de G sur X ′. Alors, X ′/G
existe dans certains cas:

– π est un fibré vectoriel (Proposition 1.1.10, 3).
– Dans [MFK, prop. 7.1].
– π est une immersion ouverte ou fermée (Colliot-Thélène).

Lemme 1.1.12 (Colliot-Thélène). — Soit X l’espace total d’un G-
torseur de base Y avec X de type fini. Soit U un ouvert non vide de
X, stable par G. Posons Z = (X − U)red. Alors, U et Z sont aussi les
espaces totaux de G-torseurs.
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Démonstration. — Comme U est G-stable, alors Z est G-stable aussi.
Considérons le diagramme suivant

(1.1.2)

X⊃ U

f

y f

y
Y ⊃f(U)

où f(U) est un ouvert de Y car f est plat. On a U ⊂ f−1(f(U)) et
aussi l’égalité car U est G-stable. En effet, il nous suffit de montrer pour
tout K ⊃ k, K algébriquement clos, on a f−1(f(U))(K) = U(K) (cf.
[EGA I, prop. 7.1.8, p.331]). Soit x ∈ X(K) tel que f(x) ∈ f(U)(K)

i.e. f(x) = f(u) pour u ∈ U(K). Comme f est un G-torseur, f(K) l’est
aussi (au sens discret). Alors, il existe g ∈ G(K) tel que x = gu et donc
x ∈ U(K). Donc le diagramme (1.1.2) est cartésien et donc U → f(U)

est un G-torseur (par la proposition 1.1.10).
Posons Z ′ = Y − f(U). Alors f−1(Z ′) = f−1(Y ) − f−1(f(U)) =

X − U = Z car f est fidèlement plat. De manière analogue, on a que
Z → Z ′ est un G-torseur.

1.1.5. Coniveaux. —

Définition 1.1.13. — Soit U un k-schéma intègre de type fini. Pour
une immersion ouverte ∅ 6= U ′

j
↪→ U , on définit

(1.1.3) δ(j) = δ(U,U ′) = codimU(U − U ′).

C’est le coniveau de j (ou de U ′ dans U).

On a (cf. [Har, Exercise 3.20,(d), p.95]):

δ(U,U ′) = codimU(U − U ′) = dimU − dim(U − U ′).

Lemme 1.1.14. — Soit U un k-schéma intègre de type fini.

1. Toute immersion ouverte U ′
j
↪→ U , où U ′ est non vide, est composée

d’immersions ouvertes Ui
ji
↪→ Ui+1 avec Ui+1 − Ui irréductible.

2. Si G opère sur U et U ′ est G-invariant, j est composée d’immersions
ouvertes Vi

ji
↪→ Vi+1 où Vi est G-stable et Vi+1−Vi est G-irréductible

pour tout i.
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3. Si k est parfait, on peut choisir les ji dans (1) et dans (2) de com-
plémentaire lisse.

Démonstration. —

1. On voit que (2)⇒ (1) car (1) est le cas particulier G = {1}. Donc
il suffit de démontrer (2).

2. Posons Z = U − U ′. Considérons les composantes G-irréductibles
Z1, . . . , Zm de Z (cf. lemme 1.1.8). Posons

Fm+1 = ∅, Fm = Zm, Fm−1 = Zm ∪ Zm−1 . . .

Alors on a une chaîne de fermés Fm ⊂ Fm−1 ⊂ · · · ⊂ F1 ⊂ Z où
Fi − Fi+1 = Zi \ Zi+1 est G-irréductible comme ouvert non vide
du G-irréductible Zi. Posons Vi = U − Fi, alors on a une chaîne
d’ouverts V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vm ⊂ U avec Vi − Vi−1 = Fi−1 − Fi
G-irréductible.

3. Considérons la chaîne de fermés . . . Z2 ( Z1 ( Z où Zi = (Zi−1)sing
est lisse. D’après [EGA IV, cor. 17.15.13], cette chaîne est stricte-
ment décroissante. Il existe m tel que Zm = ∅ car Z est noethérien.
Alors, on a une chaîne de fermés Zm ⊂ Zm−1 ⊂ · · · ⊂ Z ⊂ U .
Posons Ui = U − Zi, on a une chaîne d’ouverts U = Um ⊃ · · · ⊃
U1 ⊃ U ′. Et Ui −Ui−1 = Zi−1 −Zi est lisse par la définition des Zi.
En appliquant (1) et (2) pour chaque immersion ouverte Ui−1 ↪→ Ui,
on obtient une nouvelle chaîne d’ouverts U = U ′m ⊃ · · · ⊃ U ′1 ⊃ U ′

où U ′i − U ′i−1 G-irréductible lisse.

Lemme 1.1.15. — Soit U un k-schéma lisse et soit c un entier positif.

1. Soient U ′′
j′

↪→ U ′
j
↪→ U des immersions ouvertes. On a

δ(j) ≥ c et δ(j′) ≥ c⇔ δ(jj′) ≥ c.

2. Soit X un autre schéma lisse, on a U ′×X
j×1X
↪→ U×X et δ(j×1X) =

δ(j).
3. Si U est un G-torseur et que G laisse stable U ′ ↪→ U , on a

δ(U/G,U ′/G) = δ(U,U ′).
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Démonstration. — Seul le point (3) mérite une démonstration.
(3) D’après le lemme 1.1.12, U ′/G existe et U ′ → U ′/G est un G-

torseur.
(i) Si U − U ′ est G-irréductible, alors on a

δ(U/G,U ′/G) = dim(U/G)− dim(U/G− U ′/G)

= dim(U/G)− dim((U − U ′)/G)

= dimU − dim(U − U ′) ( cf. prop. 1.1.10 (2))

= δ(U,U ′).

(ii) Sinon, posons Z = U − U ′. D’après le lemme 1.1.14, U ′ ↪→ U

est composée d’immersions ouvertes Ui
ji
↪→ Ui+1 avec Ui+1 − Ui

G-irréductible. D’après la partie (i) ci-dessus, on a δ(Ui+1, Ui) =

δ(Ui+1/G,Ui/G). Et d’après (1), pour Ui−1 ↪→ Ui ↪→ Ui+1, on a

δ(Ui+1, Ui−1) ≥ c⇔ δ(Ui+1, Ui) ≥ c et δ(Ui, Ui−1) ≥ c

⇔ δ(Ui+1/G,Ui/G) ≥ c et δ(Ui/G,Ui−1/G) ≥ c

⇔ δ(Ui+1/G,Ui−1/G) ≥ c.

C’est vrai pour tout c > 0, donc on a aussi

δ(Ui+1, Ui−1) = δ(Ui+1/G,Ui−1/G).

Par récurrence, on obtient δ(U,U ′) = δ(U/G,U ′/G).

1.2. Une construction de F (BG)

L’idée de cette construction vient de celle de Totaro (cf. [Tot, déf.
1.2]). Indépendamment, Morel et Voevodsky ont construit aussi BG en
géométrie algébrique [MV, prop. 2.6]. Ici les axiomes de la construction
de F (BG) sont dus à Bruno Kahn, il me laisse le travail de les vérifier.

1.2.1. Représentations très fidèles. —

Définition 1.2.1. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire. Soient E
une représentation linéaire de G et c un entier ≥ 0. On dit que E est
une représentation très fidèle de G de coniveau ≥ c s’il existe un ouvert
U de E, stable par G tel que le quotient géométrique U/G existe, que
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U → U/G soit un G-torseur et que δ(E,U) ≥ c.
On dit que U est un G-torseur linéaire de coniveau ≥ c s’il est obtenu de
cette manière.

Remarque 1.2.2. — Une telle représentation très fidèle de coniveau
aussi grand qu’on veut existe toujours d’après Totaro (cf. [Tot, rem.
1.4, p.4] ou [CTS, lemme 9.2]).

Rappelons la construction dans [CTS, lemme 9.2]: Soit G ⊂ GLn une
représentation k-linéaire fidèle de G. Soit N ≥ 1 un entier. Soient W
l’espace des matrices carrées (N + n)× (N + n) sur k et V l’espace des
matrices n × (N + n) sur k. Soit U ⊂ V l’ouvert dense de V formé des
matrices de rang n. La projectionW → V induit un morphisme surjectif
de G-variétés

π : GLN+n →→ U.

On note G̃ ∼= G le sous-groupe de GLN+n des matrices de la forme(
IN 0

0 D

)
où D ∈ G et IN est la matrice identique N × N . On note H ⊂ GLN+n

le sous-groupe formé des matrices de la forme(
A B

0 In

)
où A ∈ GLN et In est la matrice identique n×n. Alors H est une exten-
sion de GLN par un sous-groupe invariant unipotent dont la variété sous-
jacente est un espace affine ANn. De plus, π induit un G-isomorphisme
GLN+n /H

∼−→ U . Comme le produit Γ = HG̃ ∼= H o G est un sous-
groupe fermé de GLN+n, le morphisme canonique

GLN+n → GLN+n /Γ

se factorise par π et induit un G-torseur GLN+n /H → GLN+n /Γ. Alors
U/G existe et U est un G-torseur sur U/G:

GLN+n /H //

∼=
��

GLN+n /Γ

∼=
��

U // U/G.
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D’autre part, c’est clair que la codimension du fermé complémentaire
S = V − U tend vers l’infini quand N tend vers l’infini.

En particulier, d’après Waterhouse [Wat, p. 121-122], un quotient
d’un groupe algébrique linéaire par un sous-groupe fermé est une variété
quasi-projective lisse. Donc U/G est quasi-projective lisse.

1.2.2. Représentations très fidèles d’un groupe fini. — Soient
G un groupe fini et W une représentation très fidèle de G sur k. Pour
g ∈ G, on note

W g = W 〈g〉 = {x ∈ W | gx = x}.

Considérons U = W −
⋃
g 6=1W

g. C’est un ouvert G-stable de W . Alors
U est l’espace total d’un G-torseur (cf. thm. 1.1.6).

Définition 1.2.3. — On note

ν(W ) := δ(W,U) = inf
g 6=1
{codimW W g}.

Lemme 1.2.4. — On a

∀n ≥ 1, ν(W n) = nν(W ).

Démonstration. — D’abord

(W n)g = {(w1, . . . , wn) ∈ W n | gwi = wi ∀i = 1, . . . , n} = (W g)n.

D’où on a

ν(W n) = inf
g 6=1
{codimWn(W n)g}

= inf
g 6=1
{codimWn(W g)n}

= nν(W ).

Remarque 1.2.5. — Ce lemme 1.2.4 est une autre manière d’obtenir
un G-torseur linéaire de coniveau aussi grand qu’on veut (pour G fini).
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1.2.3. La construction principale. —

Définition 1.2.6. — Soit Sm(k) la catégorie des k-schémas lisses, sé-
parés et de type fini. Notons Smdom(k) la catégorie ayant les mêmes
objets, mais dont les morphismes sont les morphismes dominants.

Soit F un foncteur de Smdom(k) vers une catégorie C et soit c un entier
≥ 0. On dit que F est homotopique et pur en coniveau ≥ c s’il vérifie les
deux axiomes suivants:

1. Homotopie: Si f : V → X est un fibré vectoriel, alors F (f) :

F (V )→ F (X) est un isomorphisme.
2. Pureté: F (U)

∼−→ F (X) si U est un ouvert de X tel que δ(X,U) ≥
c.

Remarque 1.2.7. — Ici le foncteur F est covariant. Dans la suite, on
utilisera souvent des foncteurs contravariants. Mais on passe des uns aux
autres en remplaçant C par Cop (catégorie opposée).

Exemple 1.2.8. — Supposons que k soit parfait. Si F est homotopique
et pur en coniveau ≥ c, alors

Y 7→ F (X × Y )

l’est aussi.
En effet, soit U un ouvert de Y tel que le fermé complémentaire Z =

Y − U soit lisse, de coniveau ≥ c. Alors X × U est aussi un ouvert de
X × Y et son fermé complémentaire est aussi de coniveau ≥ c. Alors
d’après l’hypothèse de F , on a

F (X × U)
∼−→ F (X × Y ).

Si E → Y est un fibré vectoriel, alors X ×E → X × Y l’est aussi. Donc

F (X × E)
∼−→ F (X × Y ).

Remarque 1.2.9. — Si k est parfait, il suffit d’exiger la condition de
pureté dans le cas particulier où X −U est lisse et irréductible. En effet,
d’après le lemme 1.1.14, U ↪→ X est composée d’immersions ouvertes
Ui ↪→ Ui+1 avec Ui+1 − Ui irréductible lisse. Donc F (Ui)

∼−→ F (Ui+1)

et par récurrence, F (U)
∼−→ F (X). De plus, d’après le lemme 1.1.15,
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pour Ui−1 ↪→ Ui ↪→ Ui+1, on a δ(Ui+1, Ui−1) ≥ c ⇔ δ(Ui+1, Ui) ≥
c et δ(Ui, Ui−1) ≥ c. Par récurrence,

δ(X,U) ≥ c⇔ δ(Ui+1, Ui) ≥ c.

Définition 1.2.10. — Soit c un nombre entier ≥ 0. Soient U,U ′ deux
k-schémas lisses irréductibles munis d’une action de G. On dit que le
couple (U,U ′) est admissible de coniveau ≥ c si

(a) U est l’espace total d’un G-torseur.
(b) U ′ est un ouvert non vide d’une représentation E ′ de G tel que le

quotient géométrique U ′/G existe et que δ(E ′, U ′) ≥ c.

Remarque 1.2.11. — (U,U) est admissible de coniveau ≥ c si et seule-
ment si U est un G-torseur linéaire de coniveau ≥ c (cf. déf. 1.2.1).

Construction 1.2.12. — Soit F un foncteur homotopique et pur en
coniveau ≥ c. Alors il existe une famille de morphismes canoniques

ϕU,U ′ : F (U/G)→ F (U ′/G)

pour tout couple admissible U,U ′ de coniveau ≥ c, ayant les propriétés
suivantes:

1. Réflexivité: si (U,U) est admissible, alors ϕU,U = IdF (U/G).
2. Symétrie: si (U,U ′) et (U ′, U) sont admissibles, alors

ϕU,U ′ϕU ′,U = 1

et ϕU,U ′ est un isomorphisme.
3. Transitivité: si (U,U ′), (U ′, U ′′) et (U,U ′′) sont admissibles, alors

ϕU ′,U ′′ϕU,U ′ = ϕU,U ′′ .

Démonstration. — C’est la construction de la double fibration qui re-
monte à Bogomolov et d’autres (“lemme sans nom”, cf. [CTS, §3.2]).

Comme U est l’espace total d’un G-torseur et que U × E ′ → U est
un fibré vectoriel G-équivariant, d’après la proposition 1.1.10 (3), U ×E ′
est aussi l’espace total d’un G-torseur et U × E ′/G→ U/G est un fibré
vectoriel. D’après le lemme 1.1.12, comme U × U ′ ↪→ U × E ′ est une
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immersion ouverte, il existe (U × U ′)/G ↪→ (U × E ′)/G. On a donc un
diagramme

U × E ′

G

j
⊃ U × U ′

G

pU,U
′

U′−−−→ U ′

G

p

y pU,U
′

U

y
U

G

U

G
.

Dans ce diagramme, p est un fibré vectoriel, donc par l’axiome d’ho-
motopie (cf. déf. 1.2.6), F (p) est un isomorphisme. D’autre part, δ(U ×
E ′/G,U × U ′/G) ≥ c (d’après la définition 1.1.13 de δ(j) et le lemme
1.1.15), donc l’inclusion j définit un isomorphisme par l’axiome de pureté.
Finalement, on définit ϕU,U ′ par la composition

F (U/G)
F (p)−1

−→ F (U × E ′/G)
F (j)−1

−→ F (U × U ′/G)
F (pU,U

′
U′ )
−→ F (U ′/G).

Notons que ϕU,U ′ = F (pU,U
′

U ′ )F (j)−1F (p)−1 = F (pU,U
′

U ′ )F (pU,U
′

U )−1, ce
qui montre que ϕU,U ′ ne dépend que de U ′ et pas de l’immersion U ′ ↪→ E ′.

Il reste à vérifier les trois propriétés.

Réflexivité: ϕU,U = F (pU,UU )F (pU,UU )−1 = 1.

Symétrie: ϕU,U ′ϕU ′,U = F (pU,U
′

U ′ )F (pU,U
′

U )−1F (pU,U
′

U )F (pU,U
′

U ′ )−1 = 1. Et
ϕU,U ′ est un isomorphisme. C’est évident par la définition de ϕU,U ′ .

Transitivité: On considère deux autres diagrammes:

U ′ × E ′′

G

j′

⊃ U ′ × U ′′

G

pU
′,U′′

U′′−−−−→ U ′′

G

p′

y pU
′,U′′

U′

y
U ′

G

U ′

G
.
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et
U × E ′′

G

j′′

⊃ U × U ′′

G

pU,U
′′

U′′−−−→ U ′′

G

p′′

y pU,U
′′

U

y
U

G

U

G
.

On a

ϕU ′,U ′′ϕU,U ′ = ϕU,U ′′

⇔ F (pU
′,U ′′

U ′′ )F (pU
′,U ′′

U ′ )−1F (pU,U
′

U ′ )F (pU,U
′

U )−1 = F (pU,U
′′

U ′′ )F (pU,U
′′

U )−1.

De plus, on a le diagramme commutatif suivant:

U × U ′ × U ′′

G

pU,U
′,U′′

U′,U′′−−−−−→ U ′ × U ′′

G

pU,U
′,U′′

U,U′

y pU
′,U′′

U′

y
U × U ′

G

pU,U
′

U′−−−→ U ′

G
.

Il en résulte que

(1.2.1) F (pU,U
′

U ′ )F (pU,U
′,U ′′

U,U ′ ) = F (pU
′,U ′′

U ′ )F (pU,U
′,U ′′

U ′,U ′′ ).

D’autre part, on a
U × U ′ × E ′′

G

j0
⊃U × U

′ × U ′′

G

p0

y
U × U ′

G
.

Comme U,U ′ sont des espaces totaux de G-torseurs, U ×U ′ l’est aussi
d’où on déduit que p0 est un fibré vectoriel et donc F (p0) est inversible par
l’axiome d’homotopie de F . De plus, j0 est une immersion ouverte avec
δ(U ×U ′×E ′′/G,U ×U ′×U ′′/G) ≥ c (cf. lemme 1.1.15), donc F (j0) est
inversible par l’axiome de pureté de F . Alors, F (pU,U

′,U ′′

U,U ′ ) = F (p0)F (j0)

est inversible. Ainsi,

(1.2.1)⇔ F (pU
′,U ′′

U ′ )−1F (pU,U
′

U ′ ) = F (pU,U
′,U ′′

U ′,U ′′ )F (pU,U
′,U ′′

U,U ′ )−1.
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De manière analogue, on a

F (pU,U
′′

U )−1F (pU,U
′

U ) = F (pU,U
′,U ′′

U,U ′′ )F (pU,U
′,U ′′

U,U ′ )−1.

Alors,

ϕU ′,U ′′ϕU,U ′ =ϕU,U ′′

⇔F (pU
′,U ′′

U ′′ )F (pU
′,U ′′

U ′ )−1F (pU,U
′

U ′ ) =F (pU,U
′′

U ′′ )F (pU,U
′′

U )−1F (pU,U
′

U )

⇔F (pU
′,U ′′

U ′′ )F (pU,U
′,U ′′

U ′,U ′′ )F (pU,U
′,U ′′

U,U ′ )−1 =F (pU,U
′′

U ′′ )F (pU,U
′,U ′′

U,U ′′ )F (pU,U
′,U ′′

U,U ′ )−1

⇔F (pU
′,U ′′

U ′′ )F (pU,U
′,U ′′

U ′,U ′′ ) =F (pU,U
′′

U ′′ )F (pU,U
′,U ′′

U,U ′′ ).

Cela est vrai grâce au diagramme commutatif suivant

U × U ′ × U ′′

G

pU,U
′,U′′

U,U′′−−−−−→ U × U ′′

G

pU,U
′,U′′

U′,U′′

y pU,U
′′

U′′

y
U ′ × U ′′

G

pU
′,U′′

U′′−−−−→ U ′′

G
.

On a donc montré
ϕU ′,U ′′ϕU,U ′ = ϕU,U ′′ .

Définition 1.2.13. — On note F (BG) la limite inductive des F (U/G),
où U est un G-torseur linéaire de coniveau ≥ c, par rapport au sytème
transitif d’isomorphismes ϕU,U ′ .

Remarque 1.2.14. — Pour tout U G-torseur linéaire de coniveau ≥ c,
F (U/G)

∼−→ F (BG) donc la définition de F (BG) permet simplement de
ne choisir aucun U .

1.2.4. Propriétés “universelles” de F (BG). —

Lemme 1.2.15. — (a) Si U est l’espace total d’un G-torseur, on a un
morphisme canonique ϕU : F (U/G)→ F (BG).

(b) Si f : U ′ → U est un morphisme de G-torseurs, ϕU ′ = ϕU ◦ F (f̄)

avec F (f̄) : F (U ′/G)→ F (U/G).
(c) Si U vérifie la condition (b) de la définition 1.2.10, on a un mor-

phisme canonique ψU : F (BG)→ F (U/G).
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(d) Si f : U ′ → U est un morphisme avec U, U ′ vérifie la condition (b)
de la définition 1.2.10, alors ψU = F (f̄)ψU ′.

(e) Si U est un G-torseur linéaire de coniveau ≥ c, ϕU et ψU sont des
isomorphismes inverses l’un de l’autre.

Démonstration. — Choisissons un G-torseur linéaire U0 de coniveau ≥ c.
On a un morphisme canonique ϕU0 : F (U0/G) → F (BG) qui est un
isomorphisme d’après la propriété (2) de la construction 1.2.12.

(a) Si U est l’espace total d’un G-torseur, alors (U,U0) est admis-
sible. Donc par la construction 1.2.12, il existe un morphisme
ϕU,U0 : F (U/G)→ F (U0/G). Posons ϕU = ϕU0ϕU,U0 .

Ce morphisme ne dépend pas du choix de U0. En effet, prenons
un autre G-torseur linéaire U1 de coniveau ≥ c, et considérons le
morphisme associé ϕU1 : F (U1/G) → F (BG). Puisque (U0, U1)

et (U1, U0) sont admissibles, ϕU0,U1 est inversible. Et on a ϕU1 =

ϕU0ϕ
−1
U0,U1

par la propriété de la limite inductive. Donc

ϕU = ϕU0ϕU,U0 = ϕU0ϕ
−1
U0,U1

ϕU0,U1ϕU,U0

= ϕU1ϕU,U1 (par la propriété transitivité de ϕ).

(b) Considérons le diagramme suivant

F (
U ′

G
)

F (p
U′,U0
U′ )−1

−−−−−−−→ F (
U ′ × U0

G
)

F (p
U′,U0
U0

)

−−−−−→ F (
U0

G
)

F (f̄)

y F (f×idU0
)

y =

y
F (
U

G
)

F (p
U,U0
U )−1

−−−−−−→ F (
U × U0

G
)

F (p
U,U0
U0

)

−−−−−→ F (
U0

G
).

Les deux rectangles sont commutatifs par fonctorialité, donc on a

ϕU ′,U0 = F (pU
′×U0

U0
)F (pU×U0

U )−1

= F (pU×U0
U0

)F (f × idU0)F (pU
′×U0

U ′ )−1

= F (pU×U0
U0

)F (pU×U0
U )−1F (f̄)

= ϕU,U0F (f̄).

Alors, ϕU ′ = ϕU ◦ F (f̄).
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(c) Si U vérifie la condition (b) de la définition 1.2.10, (U0, U) est ad-
missible. Donc il existe ϕU0,U : F (U0/G)→ F (U/G). Alors il existe
un morphisme ψU de F (BG) dans F (U/G) comme suit

F (BG)← F (U0/G)
ϕU0,U−→ F (U/G).

(d) De manière analogue à b), on a ψU = F (f̄) ◦ ψU ′ .
(e) Si U est linéaire de coniveau ≥ c, par la propriété de symétrie de ϕ,

on a ϕUψU = ψUϕU = 1.

Remarque 1.2.16. — Nous avons les deux premières applications sui-
vantes:

1. Si H ⊂ G est un sous-groupe fermé de G, alors G → G/H est
un H-torseur. Donc pour tout F (covariant), on a un morphisme
canonique (cf. lemme 1.2.15 a))

F (G/H)→ F (BH).

2. Appliquons (a) et (b) du lemme 1.2.15 à F = CHn(−)op (groupe de
Chow en degré n) avec

CHn(−)op : X 7→ CHn(X) ∈ Abop,

donc F est covariant, on retrouve le théorème 1.3 de Totaro dans
[Tot]:

Théorème 1.2.17 (Totaro). — [Tot, thm. 1.3, p.4] Soit G un
groupe algébrique sur un corps k. Alors le groupe CH i(BG) est
identique à l’ensemble des symboles α associant à chaque variété
quasi-projective lisse X et à un G-torseur E → X un élément
α(E) ∈ CH i(X) tel que pour tout morphisme f : Y → X, on
ait

α(f ∗E) = f ∗(α(E)).

D’abord on vérifie que

CH i(BG) = {α | ∀ G-torseur E → X, α(E) ∈ CH i(X)}.

D’après le lemme 1.2.15, pour F = CH i (contravariant) on a

ϕE : CH i(BG)→ CH i(E/G).
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Donc pour x ∈ CH i(BG), on définit α(E) = ϕE(x). Pour chaque α
comme dans l’hypothèse, on définit x = α(EG) où EG est l’espace
total d’un G-torseur de base “BG”. Concrètement, fixons U un
G-torseur linéaire de coniveau ≥ c et prenons EG = U , on a

CH i(BG) = CH i(U/G).

De plus, d’après le lemme 1.2.15, pour f ∗ = F (f) : CH i(X) →
CH i(Y ), on a

ϕf∗E = ϕE ◦ F (f)

ou
α(f ∗E) = f ∗(α(E)).

1.3. Fonctorialité en F

Lemme 1.3.1. — Soient F, F ′ deux foncteurs homotopiques et purs en
coniveau ≥ c. Si f : F → F ′ est une transformation naturelle, alors f
induit

fBG : F (BG)→ F ′(BG).

Démonstration. — Soient U,U ′ des G-torseurs linénaires de coniveau ≥
c, on a le diagramme commutatif suivant d’après le lemme 1.2.15:

F (U/G)

o
��

// F ′(U/G)

o
��

F (U ′/G) // F ′(U ′/G)

Donc en passant à la limite inductive, on a un morphisme F (BG) →
F ′(BG).

Lemme 1.3.2. — Soient F, F ′, F ′′ des foncteurs homotopiques et purs
en coniveaux ≥ c, c′, c′′. Si f : F × F ′ → F ′′ est une transformation
naturelle, alors f induit

fBG : F (BG)× F ′(BG)→ F ′′(BG).

Démonstration. — Posons c0 = sup(c, c′, c′′), alors F, F ′, F ′′ sont purs en
coniveau ≥ c0. Soit U un G-torseur de coniveau ≥ c0, on a

F (U/G)× F ′(U/G)→ F ′′(U/G).
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En passant à la limite inductive, on a un morphisme

fBG : F (BG)× F ′(BG)→ F ′′(BG).

Exemple 1.3.3. — Utilisons les lemmes 1.3.1 et 1.3.2 pour F = CH i,
F ′ = CHj, F ′′ = CH i+j, on trouve la structure d’anneau de CH∗(BG).

Remarque 1.3.4. — Soit (Fn) un système inductif de foncteurs ho-
motopiques et purs en coniveau ≥ cn (peut-être cn → +∞) vers une
catégorie C admettant des limites inductives dénombrables. Pour X ∈
Smdom(k), posons F (X) = lim−→Fn(X). Ceci définit un nouveau fonc-
teur F = lim−→Fn. Alors F (BG) a un sens même si F n’est pur d’aucun
coniveau. En effet, pour tout n, d’après le lemme 1.3.1, on a bien un
morphisme

Fn(BG)→ Fn+1(BG)

ne dépendant d’aucun choix, donc on peut définir

F (BG) = lim−→Fn(BG).

1.4. Fonctorialité en G

Définition 1.4.1. — Soient f : G → H un morphisme des k-groupes
algébriques linéaires et X un schéma sur lequel H opère. On note f ∗(X)

le schéma X muni de l’action de G via f : c’est l’image réciproque de X
par f .

Proposition 1.4.2. — La loi G 7→ F (BG) définit un foncteur de la
catégorie des k-groupes algébriques linéaires vers C. Autrement dit:

– à tout k-homomorphisme f : G → H est associé un morphisme
F (Bf) : F (BG)→ F (BH);

– si g : H → K est un autre homomorphisme, on a F (B(gf)) =

F (Bg)F (Bf).

Démonstration. — Soient U0 un G-torseur linéaire de coniveau ≥ c et U ′0
un H-torseur linéaire de coniveau ≥ c. Donc G opère aussi sur E ′0 via f
et laisse stable U ′0. On décompose f comme suit:

G→→ G/N ↪→ H,
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où N = Ker(f). D’après le corollaire 1.1.3, U ′0 est l’espace total d’un
f(G/N)-torseur et U ′0/(f(G/N)) → U ′0/H est fidèlement plat. On note
f ∗(U ′0) l’image réciproque de U ′0 relative à f (cf. déf. 1.4.1). Donc

f ∗(U ′0)/(G/N)
∼−→ U ′0/(f(G/N))→ U ′0/H

est fidèlement plat et f ∗(U ′0) est aussi l’espace total d’unG/N -torseur (i.e.
f ∗(U ′0) est l’espace total d’un G-torseur potentiel). D’après la proposition
1.1.2, le quotient géométrique f ∗(U ′0)/G existe et égal à f ∗(U ′0)/(G/N).
Notons πU

′
0

f : f ∗(U ′0)/G → U ′0/H. Donc on a un morphisme ψU0,U ′0
de

F (U0/G) à F (U ′0/H) comme suit:

F (U0/G)
ϕG
U0,f

∗(U′0)

−−−−−−→ F (f ∗(U ′0)/G)
F (π

U′0
f )

−−−−→ F (U ′0/H).

Considérons le diagramme suivant

F (BG) = lim−→F (U/G)← F (U0/G)
ψU0,U

′
0−→ F (U ′0/H)

→ F (BH) = lim−→F (U ′/H).

Comme U0 est G-torseur linéaire de coniveau ≥ c, donc F (U/G)
∼−→

F (BG). Alors il existe un morphisme F (Bf) : F (BG) → F (BH) grâce
au diagramme au-dessus.

De plus, ce morphisme ne dépend pas des choix de U0, U
′
0. En effet, soit

U1 (resp. U ′1) un autre G-torseur (resp. H-torseur) linéaire de coniveau
≥ c. Considérons le diagramme suivant

F (U0/G) −−−→ F (f ∗(U ′0)/G)
F (π

U′0
f )

−−−−→ F (U ′0/H)

ϕGU0,U1

y ϕ
G/N

f∗(U′0),f∗(U′1)

y ϕH
U′0,U

′
1

y
F (U1/G) −−−→ F (f ∗(U ′1)/G)

F (π
U′1
f )

−−−−→ F (U ′1/H).
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Le rectangle à gauche est commutatif grâce au diagramme commutatif
suivant

F (U0/G) // F (f ∗(U ′0)/G)
∼ // F (f ∗(U ′0)/(G/N))

F (U0 × U1/G)

o

OO

o
��

// F (f ∗(U ′0)× f ∗(U ′1)/G)

o

OO

o
��

∼ // F (f ∗(U ′0)× f ∗(U ′1)/(G/N))

o

OO

o
��

F (U1/G) // F (f ∗(U ′1)/G)
∼ // F (f ∗(U ′1)/G).

Le même argument pour le rectangle à droit. Alors, le morphisme de
lim−→F (U/G) dans lim−→F (U ′/H) construit par F (U1/G)→ F (U ′1/G) coïn-
cide avec le morphisme provenant des applications F (U0/G)→ F (U ′0/G)

ci-dessus. Donc, F (f) ne dépend pas des choix de U, U ′.

Si g : H → K est un autre morphisme, on a

F (B(gf)) = F (Bg)F (Bf).

En effet, soit U ′′0 un K-torseur linéaire de coniveau ≥ c. Il nous faut
montrer que

F (π
U ′′0
gf )ϕGU0,(gf)∗(U ′′0 ) = F (πU

′′
0

g )ϕHU ′0,g∗(U ′′0 )F (π
U ′0
f )ϕGU0,f∗(U ′0).

Considérons le diagramme suivant

(1.4.1)

F (
U0

G
)

ϕG
U0,f

∗(U′0)

−−−−−−→ F (
f ∗(U ′0)

G
)

ϕG
f∗(U′0),(gf)∗(U′′0 )

−−−−−−−−−−→ F (
(gf)∗(U ′′0 )

G
)

F (π
U′0
f )

y F (π
U′′0
f )

y
F (
U ′0
H

)
ϕH
U′0,g

∗(U′′0 )

−−−−−−→ F (
g∗(U ′′0 )

H
)

F (π
U′′0
g )

y
F (
U ′′0
K

).

On a

ϕGU0,(gf)∗(U ′′0 ) = ϕGf∗(U ′0),(gf)∗(U ′′0 )ϕ
G
U0,f∗(U ′0)
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(propriété de transitivité de ϕ dans la construction 1.2.12) et

F (π
U ′′0
gf ) = F (πU

′′
0

g )F (π
U ′0
f ).

Donc il nous reste à montrer le rectangle dans le diagramme (1.4.1) ci-
dessus est commutatif. Considérons encore le diagramme suivant

F (
U ′0
G

) ←−−− F (
U ′0 × U ′′0

G
) −−−→ F (

U ′′0
G

)y y y
F (
U ′0
H

) ←−−− F (
U ′0 × U ′′0

H
) −−−→ F (

U ′′0
H

).

Il est commutatif. Donc le rectangle dans le diagramme (1.4.1) est com-
mutatif aussi. On a donc démontré F (B(gf)) = F (Bg)F (Bf).

Grâce à la fonctorialité en F (cf. lemme 1.3.1 et 1.3.2) et à la foncto-
rialité en G (cf. prop. 1.4.2), on obtient:

Corollaire 1.4.3. — a) Si f : F → F ′ est une transformation na-
turelle, alors fBG : F (BG)→ F ′(BG) est naturelle en G.

b) Si F = lim−→Fn, G 7→ F (BG) est un foncteur en G où F (BG) est
défini comme dans la remarque 1.3.4.

D’après l’exemple 1.2.8 et la proposition 1.4.2, on a:

Corollaire 1.4.4. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire, F (X ×
BG) est bien défini et

G 7→ F (X ×BG)

est un foncteur en G.

Comme première application de la fonctorialité, on définit:

Définition 1.4.5. — Soit F un foncteur de Smdom(k) vers une caté-
gorie karoubienne C (dont tout endomorphisme idempotent a un noyau).
Pour tout k-groupe algébrique linéaire G, on pose

F̃ (BG) = Ker(F (Bε))

où ε est l’idempotent G→ Spec(k)→ G donné par l’unité de G.
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1.5. Une extension: F (BG×BH)

Définition 1.5.1. — Soient G,H deux k-groupes algébriques linéaires
et UG (resp. UH) un G-torseur (resp. H-torseur) linéaire (déf. 1.2.1). De
G 7→ F (BG), on définit G×H 7→ F (BG×BH) par:

F (BG×BH) = lim−→
UG,UH

F (UG/G× UH/H).

On peut vérifier que cette loi définit un bifoncteur par la même méth-
ode de la proposition 1.4.2.

D’après le lemme 1.1.9 et la définition 1.2.13, on a:

F (B(G×H)) = F (UG × UH/G×H)
∼−→ F (UG/G× UH/H).

Il en résulte que:

Lemme 1.5.2. — On a un isomorphisme canonique et fonctoriel:

(1.5.1) F (B(G×H))
∼−→ F (BG×BH).

1.6. Exemples de F (BG)

Le corps k est maintenant supposé parfait.
Soit j : U ↪→ V une immersion ouverte de coniveau δ(j) = c (cf. déf.

1.1.13). On va chercher ici des conditions sur c pour que F (j) soit un
isomorphisme pour un certain nombre de foncteurs F . D’après le lemme
1.1.14, on peut se limiter aux immersions ouvertes j : U ↪→ V telles que
le fermé complémentaire Z

i
↪→ V soit lisse, irréductible et de codimension

c.

1.6.1. Cohomologie étale. —

Proposition 1.6.1. — Supposonsm soit inversible dans k. Pour F (X) =

Hq
ét(X,M) où M est un faisceau localement constant (constructible),

d’ordre divisantm (cohomologie étale cf. [Mil, III, §1, déf. 1.5]), F (V )
∼−→

F (U) si c > q+1
2
.

Démonstration. — C’est grâce à la longue suite exacte [Mil, III, §1, prop.
1.25]

· · · → Hq
Z(V,M)→ Hq(V,M)→ Hq(U,M)→ Hq+1

Z (V,M)→ . . .
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et [Mil, VI, §5, thm. 5.1 (cohomological purity), cor. 5.3 (Gysin se-
quence)]. Ou on a

Hq
Z(V,M) = Hq−2c(Z,M ⊗ TZ/V )

où TZ/V (cf. [Mil, déf. p.243]) est un faisceau doncHq−2c(Z,M⊗TZ/V ) =

0 si c > q/2.

1.6.2. Cohomologie motivique. — Edidin et Graham ont défini la
cohomologie motivique de BG dans [EG, 2.7, 2.8] en généralisant la déf-
inition CH∗(BG) de Totaro. En particulier, ils définissent des groupes
de Chow supérieurs équivariants au sens de Bloch, lors que nous définis-
sons des groupes isomorphes à l’aide de la cohomologie motivique de
Voevodsky (et un théorème de comparaison non trivial du à lui). Ici
nous donnons directement une définition de H i(BG,Z(n)) comme un
exemple de F (BG) construit ci-dessus.

1.6.2.1. Catégorie des motifs effectifs géométriques. — [Voe00b]
Soit k un corps. On note Sm(k) la catégorie des schémas lisses sur

k et SmCor(k) la catégorie des schémas lisses de type fini sur k où
les morphismes sont les correspondances finies. On note [X] l’objet de
SmCor(k) correspondant à un schéma lisse X. Considérons la catégorie
homotopique Hb(SmCor(k)) des complexes bornés sur SmCor(k). Soit
T la classe d’objets de Hb(SmCor(k)) formée des complexes des deux
formes suivantes:

1. Pour tout schéma lisse X sur k, le complexe

[X × A1]→ [X]

est dans T .
2. Pour tout schéma lisse X et tout recouvrement ouvert X = U ∪ V

de X, le complexe

[U ∩ V ]→ [U ]⊕ [V ]→ [X]

est dans T.

Définition 1.6.2. — ([MVW, déf. 9.1]) Une sous-catégorie C de la
catégorie triangulée T est épaisse si:
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(i) Soit A → B → C → A[1] un triangle exact dans T . Si deux entre
A,B,C sont dans C, le troisième l’est aussi.

(ii) Si A⊕B ∈ C, alors A ∈ C, B ∈ C.

Notons T̄ la sous-catégorie épaisse minimale de Hb(SmCor(k)) qui
contient T .

Définition 1.6.3. — [Voe00b, déf. 2.1.1] Soit k un corps. La ca-
tégorie triangulée DMeff

gm(k) des motifs géométriques effectifs sur k est
l’enveloppe pseudo-abélienne du quotient de la catégorie homotopique
Hb(SmCor(k)) par la sous-catégorie épaisse T̄ . On note M le foncteur
Sm(k)→ DMeff

gm(k).

Définition 1.6.4. — [Voe00b, p. 192] On définit la catégorie des mo-
tifs géométriques DMgm(k) comme la catégorie obtenu de DMeff

gm(k) en
inversant Z(1). De plus, le foncteur

DMeff
gm(k)→ DMgm(k)

est pleinement fidèle grâce au théorème de simplification de Voevodsky
[Voe10].

1.6.2.2. Complexe motivique et cohomologie motivique. —

Définition 1.6.5. — [MVW, déf. 3.1] Pour tout entier q ≥ 0, le com-
plexe motivique Z(q) est défini comme le complexe des préfaisceaux avec
transfert:

Z(q) = C∗Ztr(G∧qm )[−q] = M(G∧qm )[−q]

où Ztr(X) est un préfaisceau avec transfert représenté par X [MVW,
déf. 2.8] et Ztr(X)(U) = Cor(U,X), et

Ztr(G∧qm ) = Coker(

q⊕
i=1

Ztr(Gm× . . . Ĝm · · ·×Gm)→ Ztr(Gm×· · ·×Gm))

[MVW, déf. 2.12].

Convention: Z(q) = 0 si q < 0.
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Définition 1.6.6. — [MVW, déf. 3.4] La cohomologie motivique Hp(X,Z(q))

est défini comme l’hypercohomologie des complexes motiviques Z(q) dans
la topologie de Zariski:

Hp(X,Z(q)) = Hp
Zar(X,Z(q)),

ou [MVW, prop. 14.16]

Hp(X,Z(q)) = HomDMeff
gm(k)(M(X),Z(q)[p]).

1.6.2.3. Pureté motivique. —

Proposition 1.6.7. — Pour F (X) = Hq(X,Z(n)) avec q ∈ Z, F (V )
∼−→

F (U) si c > n. De plus, F est homotopique.

Démonstration. — D’abord, on a une longue suite exacte de Gysin [MVW,
thm. 15.15]:

Hq−2c(Z,Z(n−c))→ Hq(V,Z(n))→ Hq(U,Z(n))→ Hq+1−2c(Z,Z(n−c))

De plus, Z(q) = 0 si q < 0 (cf. convention après [MVW, déf. 3.1]), donc
Hq−2c(Z,Z(n − c)) = 0 si n < c. Et donc Hq(V,Z(n))

∼−→ Hq(U,Z(n))

si c > n.
D’autre part, soit E → X un fibré vectoriel. D’après [MVW, cor.

13.16], M(E)
∼−→M(X). Donc

Hq(E,Z(n)) = HomDMeff
gm(k)(M(E),Z(n)[q])

∼−→ HomDMeff
gm(k)(M(X),Z(n)[q]) = Hq(X,Z(n)).

Donc F est homotopique.

Exemple 1.6.8. — Pour q = 2n on a H2n(X,Z(n)) = CHn(X) (cf.
[MVW, §17]) et donc on retrouve que CHn(BG) est défini si c > n

comme Totaro [Tot, déf. 1.2].

1.6.3. Cohomologie motivique étale. —

Proposition 1.6.9. — Pour F (X) = Hq
ét(X,Zét(n)) (cohomologie mo-

tivique étale, cf. déf. A.1.1), F (V )
∼−→ F (U) si c > sup(n, (q + 1)/2).

De plus, F est homotopique.

C’est le lemme A.2.1 dans l’appendice A.
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Remarque 1.6.10. — D’après les propositions 1.6.1, 1.6.7, 1.6.9, les
foncteurs Hq

ét(−,M), Hq(−,Z(n)), Hq
ét(−,Zét(n)) satisfont aux axiomes

de la définition 1.2.6, donc F (BG) existe pour c assez grand et est con-
travariant en G.

1.6.4. Homologie motivique. —

Définition 1.6.11. — L’homologie motivique est défini [FV, p. 182]

Hi(X,Z(n)) = HomDMgm(k)(Z(n)[i],M(X)).

Proposition 1.6.12. — Hi(−,Z(n)) est homotopique et pur en coniveau
c > i− n+ 1.

Démonstration. — D’après [MVW, thm. 15.15], on a un triangle de
Gysin:

M(U)→M(V )→M(Z)(c)[2c]→M(U)[1]

D’où une longue suite exacte de Hom

. . .Hom(Z(n− c)[i+ 1− 2c],M(Z))→ Hom(Z(n)[i],M(U))

→ Hom(Z(n)[i],M(V ))→ Hom(Z(n− c)[i− 2c],M(Z))→ . . .

D’après la définition 1.6.11, ceci implique

. . . Hi+1−2c(M(Z),Z(n−c))→ Hi(M(U),Z(n))→ Hi(M(V ),Z(n−c))
→ Hi−2c(M(Z),Z(n− c))→ . . .

De plus, pour X lisse

Hi(X,Z(n)) = 0 si i < n [Kah10, prop. 6.1].

Donc Hi(U,Z(n))
∼−→ Hi(V,Z(n)) si c > i− n+ 1.

D’autre part, Hi(X,Z(n)) est invariant par homotopie par le même
argument que dans la démonstration de la proposition 1.6.7.

Remarque 1.6.13. — D’après la proposition 1.6.12, Hi(BG,Z(n)) est
bien défini et covariant en G.

Au chapitre suivant, on calculera le coniveau des groupes de Chow à
coefficients de Rost (cf. cor. 2.1.12).





CHAPITRE 2

MODULES DE CYCLES DE ROST ET
CLASSES NON RAMIFIÉES

2.1. Module de cycles de Rost

Dans cette partie, je rappelle la définition des modules de cycles de
Rost et leurs propriétés principales. Pour plus de détails, on peut se
référer à l’article de Rost (cf. [Rost]).

Soit k un corps. On note F(k) la classe des corps de type fini sur k.

2.1.1. Prémodules de cycles. —

Définition 2.1.1. — [Rost, déf. 1.1, p.328] Un prémodule de cycles M
associe à tout F ∈ F(k) un groupe abélien gradué

M(F ) =
⊕
n∈Z

Mn(F )

muni les données D1-D4 et les conditions R1a-R3e suivantes:

D1: Pour tout ϕ : F → E, ϕ∗ : M(F )→M(E) de degré 0.
D2: Pour tout ϕ : F → E fini, ϕ∗ : M(E)→M(F ) de degré 0.
D3: Pour chaque F , le groupeM(F ) est muni d’une structure de KM

∗ F -
module (ici KM

∗ F est l’anneau de Milnor de F ), notée x · ρ où
x ∈ KM

∗ F et ρ ∈M(F ). Le produit KM
n F ·Mm(F ) ⊂Mn+m(F ) est

gradué.
D4: Soit v une valuation discrète de rang un de F de type géométrique

(au sens de Rost, cf. rem. 2.1.2) , il existe ∂v : M(F ) → M(κ(v))
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de degré −1. Pour une uniformisante π de v sur F , on pose:

sπv :M(F )→M(κ(v))

ρ 7→ sπv (ρ) = ∂v({−π}.ρ).

R1a: Pour ϕ : F → E, ψ : E → L, on a (ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗.
R1b: Pour ϕ : F → E, ψ : E → L finis, on a (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗.
R3a: Soient ϕ : E → F et v une valuation de F , au dessus d’une valuation

non triviale w de E avec l’indice de ramification e. Soit ϕ̄ : κ(w)→
κ(v) le morphisme induit. Alors

∂v ◦ ϕ∗ = e · ϕ̄∗ ◦ ∂w.

R3b: Soient ϕ : F → E fini et v une valuation de F . Pour une valuation
w de E au dessus de v, soit ϕw : κ(v)→ κ(w) le morphisme induit.
Alors

∂v ◦ ϕ∗ =
∑
w

ϕ∗w ◦ ∂w.

R3c: Soient ϕ : E → F et v une valuation de F qui est triviale sur E.
Alors

∂v ◦ ϕ∗ = 0.

R1c, R2a, R2b, R2c, R3d, R3e (cf. [Rost, p. 329]).

Remarque 2.1.2. — [Rost, p. 328] On dit qu’une valuation discrète
v de rang un de F est de type géométrique si l’anneau Ov de v est une
localisation d’un anneau intègre de type fini en un point régulier de codi-
mension 1. Dans ce cas, on a

tr.deg.(F |k) = tr.deg.(κv|k) + 1.

Définition 2.1.3. — Un prémodule de cycles M est dit connectif s’il
existe n0 ∈ Z tel que Mn = 0 pour tout n < n0.

2.1.2. Modules de cycles. — Soit X un schéma sur k, on écrit
M(x) = M(k(x)) pour x ∈ X. Si X est normal, alors l’anneau lo-
cal de X en x ∈ X(1) est un anneau de valuation discrète de rang un;
soit ∂x : Mn(ξX) → Mn−1(x) l’homomorphisme résidu associé, où ξX
est le point générique de X. Pour x, y ∈ X, on a aussi un morphisme
∂xy : M(x)→M(y) (cf. [Rost, p. 337]).
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Définition 2.1.4. — [Rost, déf. 2.1, p.337] Un module de cycles M
sur k est un prémodule de cycles M sur k satisfaisant des conditions
(FD) et (C) suivantes:

(FD): “SUPPORT FINI”. Soient X un schéma normal et ρ ∈M(ξX), alors
∂x(ρ) = 0 pour tout x ∈ X(1) en dehors d’un ensemble fini.

(C): “FERMETURE”. Soit X intègre et local de dimension 2, alors

0 =
∑
x∈X(1)

∂xx0
◦ ∂ξx : M(ξX)→M(x0)

où ξX est le point générique et x0 est le point fermé de X.

Exemples 2.1.5. — 1. La K-théorie de Milnor, la cohomologie ga-
loisienne, la cohomologie étale sont des modules de cycles [Rost,
rem. 2.4 et 2.5].

2. D’après [Deg, 6.2.1], tout foncteur additif de DMeff
gm(k)op (cf. déf.

1.6.3 ) vers la catégorie des groupes abéliens fournit des modules de
cycles (un pour chaque r ∈ Z par la formule de [Deg, 6.2.1]).

Soit DM(k) comme dans [CD, Ex. 6.25]. On a un foncteur
DMeff

gm(k) → DM(k). Si C est un objet de DM(k), il définit un
foncteur

C ′ 7→ Hom(C ′, C)

par composition un foncteur contravariant sur DMeff
gm(k), et donc un

module de cycles. En regardant la formule de Déglise, ce module de
cycles est donné par la formule

Mn(F ) = Hn(F,C(n+ r))

où on pose, pour une k-variété lisse X

Hn(X,C(n+ r)) = HomDM(k)(M(X), C(n+ r)[n])

d’où
Hn(F,C(n+ r)) = lim−→Hn(U,C(n+ r))

où U parcourt les modèles lisses de F/k.
3. D’après la proposition A.1.2 (Appendice A), remplaçons C dans la

partie précédente (cohomologie motivique) par Rα∗Z, on déduit que
la cohomologie motivique étale définit un module de cycles.
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Proposition 2.1.6. — [Rost, prop. 2.2] Soit M un module de cycles
sur k. Alors les propriétés (H) et (RC) suivantes sont satisfaites pour
tout corps F de type fini sur k.
(H): HOMOTOPIE POUR A1. La suite suivante est exacte:

0→Mn(F )→Mn(F (t))
∂x−→

⊕
x∈(A1

F )(0)

M(x)→ 0

où F (t) est le corps des fonctions de A1
F .

(RC): RÉCIPROCITÉ POUR LES COURBES. Soit X une courbe propre
et lisse sur F . Alors

M(ξX)
∂x−→

⊕
x∈X(0)

M(F (x))→M(F )

où ξX est le point générique et la flèche M(F (x)) → M(F ) est de
(D2), est un complexe.

Si X est intègre et satisfait (FD), on pose:

d = (∂ξx)x∈X(1) : Mn(ξX)→
⊕
x∈X(1)

Mn−1(x).

Définition 2.1.7. — On note:

A0(X,Mn) = Ker d =
⋂

x∈X(1)

Ker ∂ξx ⊂Mn(ξX).

On peut voir A0(X,M) comme le groupe des éléments non ramifiés sur
X.

2.1.3. Complexes de cycles et groupes de Chow. —

Définition 2.1.8. — ([Rost, 3.2, p.346]) SoientM un module de cycles
sur X et p un entier. Posons

Cp(X,Mn) =
⊕
x∈X(p)

Mn+p(x).

On définit
d = dX : Cp(X,Mn)→ Cp−1(X,Mn)
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par dxy = ∂xy avec ∂xy comme dans [Rost, 2.1.0]. Cette définition est bien
déterminée par l’axiome (FD). On a dX ◦ dX = 0 ([Rost, lem. 3.3]).

Le complexe C∗(X,Mn) = (Cp(X,Mn), dX)p≥0 est appelé le complexe
de cycles homologique sur X à coefficients dans Mn.

On pose aussi
Cp(X,Mn) =

⊕
x∈X(p)

Mn−p(x)

et on définit:
d = dX : Cp(X,Mn)→ Cp+1(X,Mn)

par dxy = ∂xy comme dans [Rost, 2.1.0]. On a aussi d ◦ d = 0.

Le complexe C∗(X,Mn) = (Cp(X,Mn), dX)p≥0 est donc appelé le com-
plexe de cycles cohomologique sur X à coefficients dans M .

On note Ap(X,Mn) (resp. Ap(X,Mn)) le p-ième groupe d’homologie
(resp. de cohomologie) du complexe C∗(X,Mn) (resp. C∗(X,Mn)). De
plus, Rost l’appelle le groupe de Chow des cycles de dimension p (resp.
de codimension p) avec coefficients dans M . Ceci généralise la définition
2.1.7.

Remarque 2.1.9 (Groupes de Chow classiques)
On a [Rost, rem. 5.1]:

Ap(X;KM
∗ ,−p) = CHp(X) et Ap(X;KM

∗ , p) = CHp(X).

Par exemple, on a CH0(X) = A0(X,KM
0 ).

Remarque 2.1.10. — Si X est équidimensionnel et de dimension d,
alors X(p) = X(d−p) et Cp(X,Mn) = Cd−p(X,Mn−d), donc Ap(X,Mn) =

Ad−p(X,Mn−d).

Lemme 2.1.11. — [Rost, (3.10), p.350] Soient U ↪→ X une immersion
ouverte et Z le fermé complémentaire. Soit p un entier positif. On a une
suite exacte de complexes:

0→ C∗(Z,Mn)→ C∗(X,Mn)→ C∗(U,Mn)→ 0.
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D’où une suite exacte de localisation [Rost, §5, p. 356]:

· · · → Ap(Z,Mn)→ Ap(X,Mn)→ Ap(U,Mn)→ Ap−1(Z,Mn)→ . . .

C’est grâce à X(p) = Z(p) ∪ U(p). De plus, posons

δ(M) = inf{i|Mi 6= 0}.

On a:
i) Si n+ p < δ(M): ∀X, Cp(X,Mn) = 0 donc Ap(X,Mn) = 0.
ii) Si n− p < δ(M): ∀X, Cp(X,Mn) = 0 donc Ap(X,Mn) = 0.
Donc on a le corollaire suivant:

Corollaire 2.1.12. — 1. Sous l’hypothèse du lemme 2.1.11, alors

Ap(X,Mn)
∼−→ Ap(U,Mn) si dimZ < p− 1.

2. De plus, si X est équidimensionnel, alors

Ap(X,Mn)
∼−→ Ap(U,Mn) si codimX Z > inf{n− δ(M), p+ 1}.

Démonstration. — 1. C’est à cause de

Ap(Z,Mn) = 0 si Z(p) = ∅ i .e. dimZ < p.

2. Du lemme 2.1.11 et (1), en supposant que Z soit irréductible lisse,
on déduit que

Ap(X,Mn)
∼−→ Ap(U,Mn) si codimX Z > p+ 1.

De plus, si x ∈ X(p)∩Z, alors x ∈ Z(p−c) donc on a une suite exacte
de localisation:

· · · → Ap−c(Z,Mn−c)→ Ap(X,Mn)→ Ap(U,Mn)→ Ap−c+1(Z,Mn−c)→ . . .

Si n− c < δ(M) i.e. c > n− δ(M), alors Mn−c = 0, donc on a aussi
Ap(X,Mn)

∼−→ Ap(U,Mn). On en déduit (2).

Du corollaire 2.1.12, on déduit le corollaire suivant:

Corollaire 2.1.13. — Ap(−,Mn) est un foncteur contravariant sur Sm(k),
homotopique de coniveau ≥ inf{n− δ(M) + 1, p+ 2}.

D’après [Rost, §12, p.382], Ap(−,Mn) est un foncteur contravariant et
l’invariance par homotopie est démontrée dans [Rost, prop. 8.6, p.370].
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Corollaire 2.1.14. — Considérons F (X) = Ap(X,Hq(Z(n))) le terme
E2 de la suite spectrale de coniveau [BO]. Alors

Ap(X,Hq(Z(n)))
∼−→ Ap(U,Hq(Z(n))) si c > inf{n, p+ 1}.

On applique le corollaire 2.1.12 et dans ce cas δ(M) = 0.

2.2. Classes non ramifiées

Dans cette partie, on introduit la notion suivante:

Définition 2.2.1. — 1. Pour tout corps de fonctions K sur un corps
k, on définit:

A0
nr(K/k,Mn) =

⋂
A∈P(K/k)

Ker(Mn(K)
∂A−→Mn−1(κA)),

où P(K/k) est l’ensemble des anneaux de valuation discrète A de
rang un de type géométrique de K sur k tels que K = Frac(A).

2. Si X/k est un schéma lisse de corps des fonctions K, on note:

A0
nr(X/k,Mn) = A0

nr(K/k,Mn).

Remarque 2.2.2. — 1. S’il n’y a pas d’ambiguïté, on note simple-
ment

A0
nr(K,Mn) = A0

nr(K/k,Mn).

2. De plus, on a

A0
nr(K,Mn) = A0

nr(X,Mn) ⊂ A0(X,Mn).

3. Si Mn(K) = Hn(K,Q/Z(n+ i)), A0
nr(K,Mn) est le groupe de coho-

mologie non ramifiée de K défini par Colliot-Thélène et Ojanguren
[CTO, déf. 1.1.1, p. 143]:

Hn
nr(K,Q/Z(n+ i))

=
⋂

A∈P(K/k)

Ker(Hn
ét(K,Q/Z(n+ i))

∂A−→ Hn−1
ét (κA,Q/Z(n+ i− 1))).

Lemme 2.2.3. — Soit f : K ↪→ L une extension de corps. Alors f∗ :

Mn(K)→Mn(L) envoie A0
nr(K,Mn) dans A0

nr(L,Mn).
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Démonstration. — Soit B ∈ P(L/k). Si B est trivial surK, alors d’après
(R3c) (cf. déf. 2.1.1), on a ∂B ◦ f∗ = 0. Si B est au dessus A ∈ P(K/k)

avec l’indice de ramification e, alors d’après la propriété (R3a) (cf. déf.
2.1.1), le diagramme suivant est commutatif:

Mn(L)
∂B−−−→ Mn−1(κB)

f∗

x e·f̄∗

x
Mn(K)

∂A−−−→ Mn−1(κA).

Soit x ∈ A0
nr(K,Mn). Alors ∂A(x) = 0 pour tout A ∈ P(K/k) et donc

∂B(f∗(x)) = 0 pour tout B ∈ P(L/k) i.e. f∗(x) ∈ A0
nr(L,Mn). Donc

A0
nr(K,Mn) est bien envoyé dans A0

nr(L,Mn).

Soit Smdom(k) la catégorie des schémas lisses de type fini sur k dont les
morphismes sont dominants (cf. déf. 1.2.6). SoitX → Y dans Smdom(k),
alors k(Y ) ↪→ k(X) et donc le lemme 2.2.3 donne un morphisme:

A0
nr(Y,Mn)→ A0

nr(X,Mn)

tel que A0
nr → A0 soit une transformation naturelle. On en déduit que

A0
nr(−,Mn) est un foncteur contravariant sur Smdom(k). De plus, ça fait

de A0
nr(−,Mn) un sous-foncteur de A0(−,Mn) sur Smdom(k).

Proposition 2.2.4. — Le foncteur

X 7→ A0
nr(X,Mn)

est homotopique et pur en coniveau 1 sur Smdom(k).

Démonstration. — Il nous faut vérifier deux propriétés:

i) Pureté: Soit U ↪→ X une immersion ouverte. D’après la définition
de A0

nr(−,Mn) on a tout de suite:

A0
nr(X,Mn)

∼−→ A0
nr(U,Mn)

car k(X) = k(U). C’est vrai pour tout ouvert dense de X, donc
A0

nr(−,Mn) est de coniveau 1.
ii) Homotopie: on utilise la même méthode que Colliot-Thélène et

Ojanguren (cf. [CTO, prop. 1.2]).



2.2. CLASSES NON RAMIFIÉES 43

Soit p : V → X un fibré vectoriel. Soit U un ouvert deX. D’après
i), on a:

A0
nr(V,Mn)

∼−−−→ A0
nr(f

−1(U),Mn)

p∗
x x

A0
nr(X,Mn)

∼−−−→ A0
nr(U,Mn).

Quand U est assez petit, on a f−1(U) ∼= U×Am. Donc pour montrer
que p∗ est un isomorphisme, on peut se limiter au cas V = X ×A1.

D’après le lemme 2.2.3, on a:

A0
nr(X/k,Mn)→ A0

nr(V/k,Mn).

D’après la propriété (H) (cf. prop. 2.1.6), on a:

A0
nr(k(V )/k(X),Mn)

∼←−Mn(k(X)).

Et donc grâce au diagramme commutatif suivant:

A0
nr(V/k,Mn) � � //

))RRRRRRR
A0

nr(V/k(X),Mn)

A0
nr(X/k,Mn) � � //

OO

Mn(k(X))

∼=

OO

on a:
A0

nr(X/k,Mn) ↪→ A0
nr(V/k,Mn).

Réciproquement, soit ζ ∈ A0
nr(V/k,Mn). Si B ∈ P(k(V )/k) est

trivial sur k(X), alors d’après (R3c) (cf. déf. 2.1.1), le morphisme
composé suivant est trivial:

Mn(k(X))→Mn(k(V ))
∂B−→Mn−1(κB).

Donc, en utilisant (H), on obtient que ζ vient d’un élément bien
déterminé, que nous noterons encore ζ, de Mn(k(X)). Soit A ∈
P(k(X)/k). Il existe B ∈ P(k(V )/k) au dessus de A tel que κB =

κA(t) (cf. [Bour1, prop. 2, p.157]). On a le diagramme commutatif
suivant:

ζ ∈Mn(k(X))
∂A−−−→ Mn−1(κA)

p∗
y p̄∗

y
Mn(k(V ))

∂B−−−→ Mn−1(κB)
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parce que dans ce cas, l’indice de ramification de B sur A (R3a) est
égal à 1.

De plus, d’après la propriété (H) (cf. prop. 2.1.6), p̄∗ est in-
jectif. D’où on a ∂A(ζ) = 0 pour tout A ∈ P(k(X)/k) et donc
ζ ∈ A0

nr(X,Mn). Ainsi,

A0
nr(X,Mn)

∼−→ A0
nr(V,Mn).

Définition 2.2.5. — Soient k un corps et X une k-variétée intègre (ou
lisse). On dit que

- X est k-rationnel si elle est k-birationnel avec un espace affin i.e.
k(X)

∼−→ k(An
k).

- X est stablement k-rationnel si X ×k An est k-rationnel.

Corollaire 2.2.6. — Si X est stablement k-rationnel, alors

A0
nr(k(X),Mn) = Mn(k).

Démonstration. — Si X est stablement rationnel, utilisant la propriété
(H) de la proposition 2.1.6 par récurence, on a

Mn(k) = A0
nr(k(Am),Mn) = A0

nr(k(X × Al),Mn) = A0
nr(k(X),Mn).

Si X/k est lisse et propre, Rost a montré que A0(X,Mn) est un invari-
ant birationnel (cf. [Rost, cor. 12.10]). On a un résultat plus précis:

Proposition 2.2.7. — Si X/k est lisse et propre, alors

A0
nr(X,Mn) = A0(X,Mn).

Démonstration. — On utilise [CT, prop. 2.1.8 e)] qui dit que: Soient F
un foncteur de la catégorie des k-algèbres vers une catégorie abélienne et
X/k une variété intègre de corps des fonctions k(X). Posons:

F1(X) = {α ∈ F (k(X)) | ∀P ∈ X(1), α ∈ ImF (OX,P )}
Fnr(k(X)/k) = {α ∈ F (k(X)) | ∀A ∈ P(k(X)/k), α ∈ ImF (A)}.
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Si F satisfait la condition de la pureté en codimension un pour les an-
neaux locaux réguliers A de corps des fractions K i.e.

(2.2.1) Im(F (A)→ F (K)) =
⋂

p, ht(p)=1

Im(F (Ap)→ F (K))

où p est de hauteur un dans A, alors

F1(X) = Fnr(k(X)).

Considérons F = A0(−,Mn), on a:

F1(X) =
⋂

x∈X(1)

Im(A0(SpecOX,x,Mn)→ A0(k(X),Mn))

= A0(X,Mn)

Fnr(k(X)/k) =
⋂

A∈P(k(X)/k)

Im(A0(SpecA,Mn)→ A0(k(X),Mn))

= A0
nr(k(X),Mn)

grâce à la définition 2.1.7 et A0(k(X),Mn) = Mn(k(X)).
Donc il nous faut vérifier (2.2.1) pour F = A0(−,Mn) i.e.

(2.2.2) Im(A0(SpecA,Mn)→ A0(K,Mn))

=
⋂

p, ht(p)=1

Im(A0(SpecAp,Mn)→ A0(K,Mn))

D’après la définition de A0(−,Mn) (cf. déf. 2.1.7), on a A0(K,Mn) =

Mn(K) et

A0(SpecA,Mn) =
⋂

p, ht(p)=1

Ker(Mn(K)→Mn−1(κp)),

A0(SpecAp,Mn) = Ker(Mn(K)→Mn−1(κp)).

D’où on en déduit (2.2.2). Enfin, en appliquant [CT, prop. 2.1.8 e)], on
a:

A0
nr(X,Mn) = A0(X,Mn).
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2.3. Représentabilité

Merkurjev a défini aussi le groupe A0
nr(K,Mn) et il le note Mn(K)nr

[Mer, §2.2] . En particulier, il a montré [Mer, thm. 2.10] que: pour X
lisse et propre, le foncteur

M 7→ A0
nr(k(X),M) = A0(X,M)

de la catégorie des modules de cycles vers une catégorie abélienne est
coreprésentable par KX où

KX
n (F ) = A0(XF , K

M
n )

pour tout corps de fonctions F/k et KX
0 (F ) = CH0(XF ).

Mais Kahn vient de montrer un résultat plus général [Kah10, thm.
1.3]: pour X lisse,

M 7→ A0(X,M)

est coreprésentable par HX où

HX
n (F ) = H−n(XF ,Z(−n))

pour tout corps de fonctions F/k et HX
0 (k) = H0(X,Z(0)) = HS

0 (X)

(homologie de Suslin). Si X est projectif, on a HX = KX .

Lemme 2.3.1. — Le foncteur X 7→ HX est homotopique et pur en-
coniveau ≥ 2. Donc HBG est bien défini pour G un k-groupe algébrique
linéaire. De plus, HBG ⊗ Z[1

p
] est connectif (cf. déf. 2.1.3) où p est

l’exposant caractéristique de k.

Démonstration. — La première assertion résulte de la proposition 1.6.12.
Donc d’après la définition 1.2.13, HBG est bien défini. De plus, on a

HBG
n = HUG/G

n

où UG est un G-torseur linéaire de coniveau ≥ 2 (cf. déf. 1.2.1). Comme
UG/G est une variété lisse, HUG/G⊗Z[1

p
] et donc HBG⊗Z[1

p
] est connectif

d’après [Kah10, prop. 6.7].

Remarque 2.3.2. — Supposons k de caractéristique p et G fini d’ordre
premier à p. On a Hi(k,Z(n)) = 0 si n > 0, donc

H̃i(BG,Z(n)) = Hi(BG,Z(n)).
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Ce groupe est annulé par l’ordre de G qui est premier à p. Donc on peut
enlever ⊗Z[1

p
] dans le lemme 2.3.1.

Théorème 2.3.3. — Pour G un groupe algébrique linéaire, on a

A0(BG,M0)
∼−→ HomCM(HBG,M)

∼−→ HomHI(h
Nis
0 (BG),M0)

oùM0(U) = A0(U,M0).

C’est grâce à [Kah10, thm. 1.3, thm. 1.4] et au lemme 2.3.1 en
remarquant que

HI→ PST

où HI est la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts invariants
par homotopie et PST est la catégorie des préfaisceaux Nisnevich avec
transferts, est pleinement fidèle, donc HomHI = HomPST.

2.4. Résidus géométriques

Je présente ici les résidus géométriques construits par Bruno Kahn,
inspiré par Peyre et Voevodsky.

2.4.1. La construction F−1 de Voevodsky. —

Définition 2.4.1. — Soit F un foncteur contravariant de Smdom(k)

vers la catégorie des groupes abéliens. On définit pour X ∈ Smdom

(cf. [Voe00a, 3.1] ):

(2.4.1) F−1(X) = Coker(F (X × A1)→ F (X × (A1 − {0})))
et on note

∂F : F (X ×Gm)→ F−1(X).

Si F est défini sur Sm tout entier, on note

sF : F (X ×Gm)→ F (X)

défini par 1 ∈ Gm.

Lemme 2.4.2. — Si F est invariant par homotopie et fonctoriel sur la
catégorie des k-schémas lisses Sm(k), alors

(sF , ∂F ) : F (X ×Gm)→ F (X)⊕ F−1(X)

est un isomorphisme pour tout X.
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Démonstration. — Comme F est invariant par homotopie, F (X)
∼−→

F (X × A1). De plus, on a le diagramme commutatif suivant

F (X × A1) // F (X ×Gm)

sF

wwnnnnnnnnnnnn

∂F // F−1(X) // 0

F (X)

o

OO

p∗

::

où p : X ×Gm → X est la projection sur X. Comme sF ◦ p∗ = id, on a

F (X ×Gm)
∼−→ F (X)⊕ F−1(X).

Exemples 2.4.3 (F−1(X) pour certains foncteurs F )
1. Soit F (X) = H i(X,Z(n)) (cohomologie motivique). Considérons

l’immersion fermée {1} ↪→ A1, alors on a un triangle de Gysin
[MVW, thm. 15.15]

M(Gm)→M(A1)→M({1})(1)[2]
+1−→

D’où la longue suite exacte suivante

H i(X × A1,Z(n))→ H i(X ×Gm,Z(n))
(1)−→ H i−1(X,Z(n− 1))

(2)−→ H i+1(X × A1,Z(n))
(3)−→ H i+1(X ×Gm,Z(n))

D’après le lemme 2.4.2, (3) est injectif scindé donc (2) est nul et
donc (1) est surjectif, soit

F−1(X) = H i−1(X,Z(n− 1)).

On a le même résultat pour la cohomologie étale, cohomologie
motivique étale i.e.

- Si F (X) = H i
ét(X,M), alors F−1(X) = H i−1

ét (X,M(−1));
- Si F (X) = H i

ét(X,Z(n)), alors F−1(X) = H i−1
ét (X,Z(n− 1)).

2. Soit F (X) = A0(X,Mn). On a une suite exacte de localisation (cf.
la preuve du cor. 2.1.12)

A0(X × A1,Mn)→ A0(X ×Gm,Mn)
(4)−→ A0(X,Mn−1)

(5)−→ A1(X × A1,Mn)
(6)−→ A1(X ×Gm,Mn)
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D’après le corollaire 2.1.13 et le lemme 2.4.2, (6) est injectif scindé
donc (5) est nul et donc (4) est surjectif, soit

F−1(X) = A0(X,Mn−1).

Lemme 2.4.4. — Si F est homotopique et pur en coniveau ≥ c, alors
F−1 l’est aussi. Par conséquent, pour G un k-groupe algébrique linéaire,
F−1(BG) est bien défini.

Démonstration. — Soit E → X un fibré vectoriel, d’après l’hypothèse
sur F , on a un diagramme commutatif de suites exactes

F (X × A1) //

o
��

F (X ×Gm) //

o
��

F−1(X)

∃
���
�
�

// 0

F (E × A1) // F (E ×Gm) // F−1(E) // 0.

Donc il existe un morphisme F−1(X)→ F−1(E) et c’est un isomorphisme
grâce au diagramme ci-dessus.

De plus, soit U ↪→ X une immersion ouverte de coniveau δ(X,U) ≥
c, comme F est homotopique et pur de coniveau ≥ c, on a aussi un
diagramme commutatif de suites exactes

F (X × A1) //

o
��

F (X ×Gm) //

o
��

F−1(X)

∃
���
�
�

// 0

F (U × A1) // F (U ×Gm) // F−1(U) // 0.

Donc F−1(X)
∼−→ F−1(U). Ainsi, F−1 est homotopique et pur de coniveau

≥ c.
D’où F−1(BG) est bien défini d’après la définition 1.2.13.

2.4.2. Résidus géométriques à la Kahn. —

Construction 2.4.5 (B. Kahn). — Soient k un corps et m un entier
inversible dans k. Soit X un schéma lisse sur k. Soit F un foncteur
homotopique et pur en coniveau ≥ c. Le morphisme résidu

(2.4.2) ∂Fm : F (X ×Bµm)→ F−1(X)
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où F (X × Bµm) est comme dans le corollaire 1.4.4, est défini de la
manière suivante:

Utilisant la remarque 1.2.16 (1) pour µm ⊂ Gm en remarquant que
Gm/µm

∼−→ Gm et l’exemple 1.2.8, on obtient une composition:

F (X ×Bµm)→ F (X ×Gm)→ F−1(X).

De manière équivalente, soit U un Gm-torseur linéaire de coniveau ≥ c.
Considérons le diagramme:

Gm

��

U ×Gm
π1oo π2 //

��

U

��
Gm Gm/µm∼

×moo (U ×Gm)/µm
π̄1oo π̄2 // U/µm.

La ligne du bas induit un diagramme

F (X × (U/µm))→ F (X × (U ×Gm)/µm)
∼←− F (X × (Gm/µm))

∼←− F (X ×Gm)→ F−1(X).

D’où on déduit (2.4.2).

Lemme 2.4.6 (B. Kahn). — Suppposons que F soit défini sur Sm(k).
Le morphisme résidu (2.4.2) est compatible avec celui considéré par Peyre
dans [Pey08, (13) p. 207] i.e. le morphisme ∂Aχ dans la démonstration
du théorème 2.7.4 (voir ci-dessous).

Démonstration. — Soit U = An − {0} et faisons opérer Gm sur An et
donc sur U par homothéties. Choisissons un point rationnel x ∈ U(k):
ce point définit un morphisme Gm-équivariant ϕ : Gm → U , d’où un
morphisme:

ϕ̄ : Gm
∼←− Gm/µm → U/µm.

Soit γ : Gm → U × Gm le transposé du graphe de ϕ: c’est une section
µm-équivariante de π1 telle que π2 ◦ γ = ϕ. Par conséquent γ induit une
section γ̄ de π̄1 telle que π̄2 ◦ γ̄ = ϕ̄, ce qui implique que la composition:

F (X × (U/µm))
ϕ̄∗−→ F (X ×Gm)→ F−1(X)

est égale à (2.4.2).
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De plus, l’inclusion d’une droite L dans An induit un morphisme Gm-
équivariant L − {0} → U , qui correspond à ϕ par le choix d’un point
rationnel de L − {0}. Ceci montre que le résidu (2.4.2) est compatible
avec celui considéré par Peyre dans [Pey08, (13) p. 207].

2.4.3. Résidus géométriques à la Peyre. — À partir de main-
tenant, on suppose que µm ⊂ k.

Définition 2.4.7. — Soient G un groupe fini, I = µm, D ⊂ G et g :

I → ZG(D) un homomorphisme. On note ϕ : D × I → G défini par
ϕ(d, i) = d.g(i). On définit un morphisme:

∂FD,g : F (BG)
ϕ∗−→ F (B(D × I))

∼−→ F (BD ×BI)
∂Fm−→ F−1(BD)

où ∂Fm est comme dans (2.4.2), l’isomorphisme est de (1.5.1) et F−1(BD)

est comme dans le lemme 2.4.4.

Exemples 2.4.8. — D’après les exemples 2.4.3, on a des résidus sui-
vants:

∂FD,g : Hn
ét(BG, µ

⊗j
m )→ Hn−1

ét (BD,µ⊗(j−1)
m ),

∂FD,g : Hn
ét(BG,Z(q))→ Hn−1

ét (BD,Z(q − 1)),

∂FD,g : Hn(BG,Z(q))→ Hn−1(BD,Z(q − 1)),

∂FD,g : A0(BG,Mn)→ A0(BD,Mn−1).

Proposition 2.4.9. — ∂FD,g est canonique et fonctoriel en F .

Démonstration. — Soit F → F ′ une transformation naturelle. Comme
G 7→ F (BG) est un foncteur en G (cf. prop. 1.4.2), on a tout de suite le
diagramme commutatif suivant

F (BG) //

��

F ′(BG)

��
F (BD ×BI) //

∂Fm
��

F ′(BD ×BI)

∂F
′

m
��

F−1(BD) // F ′−1(BD)

d’après la définition de ∂Fm, ∂F
′

m comme (2.4.2).
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2.5. Résidu d’un cup-produit

2.5.1. Cas particulier. — Soient X ∈ Sm(k) et f : X → Gm (f ∈
Γ(X,O∗)). Soit Γf : X → X × Gm le graphe de f . Soit F un foncteur
contravariant homotopique et pur en coniveau ≥ c. On a le diagramme
suivant:

F (X × A1) // F (X ×Gm) //

Γ∗f
��

F−1(X) // 0

F (X)

∼

ggPPPPPPPPPPPP

Si f = 1, alors Γ∗f = sF (la section dans le lemme 2.4.2) et donc on a

(2.5.1) F (X ×Gm)
∼−→ F (X)⊕ F−1(X).

Posons {f}∗ := Γ∗f − Γ∗1. Alors {f}∗ = 0 sur F (X × A1) et donc induit
un morphisme

(2.5.2) {f}∗ : F−1(X)→ F (X).

Maintenant, soit la diagonale ∆ : Gm → Gm ×Gm. On a le morphisme

(1X ×∆)∗ : F (X ×Gm ×Gm)→ F (X ×Gm).

Par transport de structure, il définit un morphisme ∆̃:

F (X ×Gm ×Gm)
(1X×∆)∗

//

o
��

F (X ×Gm)

o
��

F (X)⊕ 2F−1(X)⊕ F−2(X)
∆̃ // F (X)⊕ F−1(X)

où F−2 = (F−1)−1 et l’isomorphisme à gauche est comme (2.5.1) en ap-
pliquant deux fois f = 1.

On va calculer ∆̃ dans le cas particulier où F provient d’un foncteur
sur DMeff

gm(k) (cf. déf. 1.6.3). Le lemme suivant jusitifie la notion (2.5.2):

Lemme 2.5.1. — Si F provient d’un foncteur sur DMeff
gm(k) et X =

Spec k, alors {f}∗ est induit par le cup-produit par {f} ∈ KM
1 (k) pour

f ∈ k∗.

Démonstration. — Dans ce cas, Γ∗f − Γ∗1 provient de

M(X)
Γf−Γ1−→ M(X ×Gm) = M(X)⊕M(X)(1)[1]

pr−→M(X)(1)[1]
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pour f ∈ Γ(X,O∗X). Si on considère X = Spec k d’où f ∈ k∗, alors

Γf − Γ1 ∈ Hom(Z,Z(1)[1]) ∼= KM
1 (k) [MVW, thm. 5.1].

Donc on a un isomorphisme qui identifie Γf−Γ1 à {f} ∈ KM
1 (k) ∼= k∗.

Proposition 2.5.2. — Supposons que F se factorise en

Sm(k)op
Mop

−→ DMeff
gm(k)op

F−→ Ab.

Alors ∆̃ est égale à (
1 0 0

0
∑
{−1}

)
.

Démonstration. — On choisit la décomposition M(Gm) = Z ⊕ Z(1)[1]

donné par le point 1 ∈ Gm. Cela donne exactement (2.5.1) sur F (X ×
Gm) et F−1(M(X)) = F (M(X)(1)[1]). On a le diagramme commutatif
suivant:

F (M(X)⊗M(Gm ×Gm))
(1X×∆)∗

//

o
��

F (M(X)⊗M(Gm))

o
��

F (M(X)⊗ (Z⊕ Z(1)[1])⊗2) //

o
��

F (M(X)⊗ (Z⊕ Z(1)[1]))

o
��

F (M(X))⊕ 2F−1(M(X))⊕ F−2(M(X))
∆̃ // F (M(X))⊕ F−1(M(X))

Dans ce cas, la nature de ∆̃ est induite par

M(∆) : Z⊕ Z(1)[1]→ Z⊕ 2Z(1)[1]⊕ Z(2)[2]

et on a

Hom(Z(j)[j],Z(i)[i]) = Hom(Z,Z(i− j)[i− j]) = KM
i−j(k) si i ≥ j,

= 0 si i < j.

D’après [HK, lem. 7.4 et cor. 7.9(b)], on trouve que ∆̃ est de la forme(
1 0 0

0
∑
{−1}

)
où
∑

: 2F−1(M(X)) → F−1(M(X)) est induit par Z(1)[1] → 2Z(1)[1]

et {−1} : F−2(M(X)) → F−1(M(X)) est induit par {−1} : Z(1)[1] →
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Z(2)[2] (cf. lemme 2.5.1), qui est compatible avec celui de [HK, cor.
7.9(b)].

2.5.2. Cas général. — Soient F,G,H dans la catégorie des foncteurs
contravariants de Sm(k) vers les groupes abéliens et supposons que pour
tous schémas X, Y ∈ Sm(k), on ait un produit externe:

(2.5.3) F (X)⊗G(Y )→ H(X × Y )

bifonctoriel en (X, Y ). D’où un produit interne:

F (X)⊗G(X)→ H(X ×X)→ H(X)

où la dernière flèche est donnée par la diagonale X → X ×X.
Considérons le diagramme commutatif de suites exactes:

F (X × A1)⊗G(Y ) //

��

F (X ×Gm)⊗G(Y ) //

��

F−1(X)⊗G(Y ) //

∃
���
�
�

0

H(X × Y × A1) // H(X × Y ×Gm) // H−1(X × Y ) // 0

Donc il existe un morphisme

(2.5.4) F−1(X)⊗G(Y )→ H−1(X × Y ),

et de manière analogue

(2.5.5) F (X)⊗G−1(Y )→ H−1(X × Y ).

Pour Y = X, on a

F (X)⊗G−1(X)⊕ F−1(X)⊗G(X)→ H−1(X ×X)→ H−1(X).

Considérons encore le diagramme commutatif de suites exactes suivant:

F (X × A1)⊗G−1(Y ) //

��

F (X ×Gm)⊗G−1(Y ) //

��

F−1(X)⊗G−1(Y ) //

∃
���
�
�

0

H−1(X × Y × A1) // H−1(X × Y ×Gm) // H−2(X × Y ) // 0

Donc il existe un morphisme

(2.5.6) F−1(X)⊗G−1(Y )→ H−2(X × Y ).
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Théorème 2.5.3. — Soient x ∈ F (X×Gm) et y ∈ G(X×Gm), notons
xy leur cup-produit dans H(X ×Gm), on aura

(2.5.7) ∂H(xy) = ∂F (x)sG(y) + sF (x)∂G(y) + {−1}∂F (x)∂G(y).

Démonstration. — Appliquons ce qui précède, on a des diagrammes com-
mutatifs:

F−1(X)⊗G(Y ×Gm) //

1×∂G
��

H−1(X × Y ×Gm)

∂H−1

��
F−1(X)⊗G−1(Y ) // H−2(X × Y )

et

F−1(X)⊗G(Y ×Gm) //

1×sG
��

H−1(X × Y ×Gm)

sH−1

��
F−1(X)⊗G(Y ) // H−1(X × Y )

où sG, sH−1 sont des spécialisations comme dans le lemme 2.4.2.
Maintenant considérons le diagramme commutatif:

F (X ×Gm)⊗G(Y ×Gm)
∼ //

��

(F (X)⊕ F−1(X))⊗ (G(Y )⊕G−1(Y ))

��

H(X ×Gm × Y ×Gm)

o
��

H(X × Y ×Gm ×Gm)

(1X×Y ×∆)∗

��

∼ // H(X × Y )⊕ 2H−1(X × Y )⊕H−2(X × Y )

∆̃
��

H(X × Y ×Gm)
∼ // H(X × Y )⊕H−1(X × Y )
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où la longue flèche de droite est construite à partir de (2.5.3), (2.5.4),
(2.5.5), (2.5.6). D’où le diagramme commutatif

F (X ×Gm)⊗G(Y ×Gm)

��

∂F×sG+sF×∂G

+∂F×∂G
// F−1(X)⊗G(Y ) ⊕F (X)⊗G−1(Y )

⊕F−1(X)⊗G−1(Y )

��
H(X × Y ×Gm ×Gm)

(1X×Y ×∆)∗

��

// 2H−1(X × Y )⊕H−2(X × Y )

∆̃
��

H(X × Y ×Gm)
∂H // H−1(X × Y )

Si Y = X, on aura

F (X ×Gm)⊗G(X ×Gm)

��

∂F×sG+sF×∂G

+∂F×∂G
// F−1(X)⊗G(X) ⊕F (X)⊗G−1(Y )

⊕F−1(X)⊗G−1(X)

��
H(X ×X ×Gm ×Gm)

(1X×X×∆)∗

��

// 2H−1(X ×X)⊕H−2(X ×X)

∆̃
��

H(X ×X ×Gm)
∂H //

(∆X×1)∗

��

H−1(X ×X)

(∆X)∗

��
H(X ×Gm)

∂H // H−1(X)

où ∆X est la diagonale X ∆X−→ X ×X. Du diagramme ci-dessus et de la
proposition 2.5.2, on a:

∂H(xy) = ∂F (x)sG(y) + sF (x)∂G(y) + {−1}∂F (x)∂G(y).

Corollaire 2.5.4. — Comme les résidus géométriques se factorisent par
F (X ×Gm)→ F−1(X), nous avons la formule (2.5.7) dans tous les cas:
∂F de la définition 2.4.1, ∂Fm de (2.4.2), ∂FD,g de la définition 2.4.7.

Remarque 2.5.5. — La formule (2.5.7) est analogue à celle de Rost
[Rost, P3, p. 331] (Un signe apparaît en plus chez Rost parce que les
modules de cycles sont gradués).
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2.6. Classes non ramifiées sur un espace classifiant

Remarque 2.6.1. — Soient G un groupe algébrique linéaire et W une
représentation très fidèle de G sur un corps k (cf. déf. 1.2.1).

D’après le corollaire 2.1.13, la proposition 2.2.4 et la définition de
F (BG) (cf. déf. 1.2.13), A0(BG,Mn) et A0

nr(BG,Mn) ont un sens et
sont contravariants en G.

De plus, comme A0(−,Mn) est homotopique et pur en coniveau ≥ 2

(cf. cor. 2.1.13), on écrit A0(BG,Mn) = A0(U/G,Mn) pour un ouvert U
de W qui est l’espace total d’un G-torseur et de coniveau δ(W,U) ≥ 2.

Totaro a une remarque similaire sur le coniveau [GMS, appendix C].
De plus, l’argument de [GMS, appendix C] démontre:

Théorème 2.6.2. — Pour tout groupe G algébrique linéaire sur un corps
k, on a

A0(BG,Mn)
∼−→ Invk(G,Mn)

où Invk(G,Mn) est le groupe des invariants de G à valeur dans Mn défini
par Serre [GMS, déf. 1.1], c’est l’ensemble des morphismes de foncteurs
A→Mn où

A : Corps/k → Ens, A(F ) = H1(F,G).

2.6.1. Le foncteur A0
NR(−,Mn). —

Définition 2.6.3. — Soit k un corps contenant le groupe des racines
de l’unité I = µm où m est inversible dans k. Soit G un groupe fini et
supposons que l’exposant de G divise m. On définit:

A0
NR(BG,Mn) =

⋂
(D⊂G, g:I→ZG(D))

Ker(A0(BG,Mn)
∂D,g−→ A0(BD,Mn−1)),

où ∂D,g est comme dans la définition 2.4.7.

Remarque 2.6.4. — A0
NR(BG,Mn) est indépendant du choix dem. En

effet, supposons quem divisem′ et que µm′ ⊂ k. Comme l’exposant de G
divise m, il divise m′. Si g : µm → ZG(D), soit g′ : µm′ →→ µm

g−→ ZG(D)

la composition de la surjectivité µm′ →→ µm et de g. Donc ∂D,g = ∂D,g′ .
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Réciproquement, si g′ : µm′ → ZG(D), alors g′(µm′) est un sous-groupe
cyclique de G donc d’ordre divise m. D’où g′ se factorise par

µm′
g′ //

����

ZG(D)

µm

g

::vvvvvvvvv

Alors ∂D,g = ∂D,g′ .

Proposition 2.6.5. — La loi

G 7→ A0
NR(BG,Mn)

est un foncteur contravariant.

Démonstration. — Soit f : G → H un homomorphisme de groupes. Si
D ⊂ G est un sous-groupe de G et s ∈ ZG(D), on pose DH = f(D) et
sH = f(s). Pour tout dH ∈ DH , il existe d ∈ D tel que dH = f(d), on a

sHdH = f(s)f(d) = f(sd) = f(ds) = f(d)f(s) = dHsH .

Donc sH ∈ ZH(DH). Soit g : µm → ZG(D), nous avons

gH : µm
g−→ ZG(D)

f−→ ZH(DH).

D’où le diagramme commutatif suivant

A0(BG,Mn) // A0(BD ×Bµm,Mn) // A0(BD ×Gm) // A0(BD,Mn−1)

A0(BH,Mn) //

OO

A0(BDH ×Bµm,Mn) //

OO

A0(BDH ×Gm) //

OO

A0(BDH ,Mn−1)

OO

parce que A0(BG,Mn) est contravariant en G (cf. rem. 2.6.1). On en
déduit un morphisme

Ker(∂HDH ,gH )→ Ker(∂GD,g).

D’où finalement un morphisme

A0
NR(BH,Mn)→ A0

NR(BG,Mn).

D’autre part, soit G f−→ H
f ′−→ K une composée de morphismes de

groupes. On a aussi une composée

A0
NR(BK,Mn)→ A0

NR(BH,Mn)→ A0
NR(BG,Mn)
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grâce au diagramme commutatif suivant:

A0(BG,Mn)
∂GD,g // A0(BD,Mn−1)

A0(BH,Mn)
∂HDH,gH//

F (Bf)

OO

A0(BDH ,Mn−1)

F (Bf)

OO

A0(BK,Mn)
∂K
DH
K
,gH
K//

F (Bg)

OO

A0(BDH
K ,Mn−1)

F (Bg)

OO

où DH
K = g(DH) = gf(D) et gHK = f ′ ◦ gH = f ′ ◦ f ◦ g.

2.6.2. Une formule simplifiée pour A0
NR(BG,Mn). —

Lemme 2.6.6. — Soient D′ ⊂ D ⊂ G et g : I → ZG(D), on note
g′ : I → ZG(D) ↪→ ZG(D′). Alors Ker ∂FD,g ⊂ Ker ∂FD′,g′.

Démonstration. — C’est grâce au diagramme commutatif suivant

F (BG) //

=

��

F (BD ×BI) //

��

F (BD ×Gm) //

��

F−1(BD)

��
F (BG) // F (BD′ ×BI) // F (BD′ ×Gm) // F−1(BD′)

Du lemme 2.6.6, on déduit:

Proposition 2.6.7. — On a

A0
NR(BG,Mn) =

⋂
g: µm→G

Ker(∂ZG(g),g)

où ZG(g) est le centralisateur de g(µm) ⊂ G.

2.7. Théorème principal

Le but de ce chapitre est de montrer le théorème suivant:

Théorème 2.7.1. — On a:

A0
NR(BG,Mn) = A0

nr(BG,Mn).
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Pour cela, on va définir un groupe intéressant contenant A0
NR(BG,Mn)

avec les conditions: SoitW une représentation linéaire fidèle de G. Soient
A ∈ P(k(W )G/k) et B ∈ P(k(W )/k) au dessus de A. Soient D le groupe
de décomposition de B dans G et I son groupe d’inertie.

Remarque 2.7.2. — Comme l’exposant de G divise m, l’ordre de G
divise une puissance de m et donc |G| est inversible dans k. D’après
[Ser68, IV, §2, cor.2, cor.3], I est cyclique canoniquement isomorphe à
µq avec q|m et central dans D.

Définition 2.7.3. — On définit:

A0
NR,sp(k(W )G,Mn) =

⋂
(D⊂G, g:I→ZG(D))

Ker(A0(BG,Mn)
∂D,g−→ A0(BD,Mn−1)),

où l’intersection porte sur l’ensemble des sous groupes D, I relatifs à
A ∈ P(k(W )G/k) comme ci-dessus et ∂D,g est comme dans la définition
2.4.7.

Il est clair que

A0
NR(BG,Mn) ⊂ A0

NR,sp(k(W )G,Mn).

On va montrer dans les sections suivantes les résultats:

Théorème 2.7.4. — Supposons que k ⊃ µm et que m soit inversible
dans k. Soient G un groupe fini d’exposant m et W une k-représentation
fidèle de G. Soient A ∈ P(k(W )G/k) et B ∈ P(k(W )/k) au-dessus de
A. Soient D le groupe de décomposition de B dans G et I son groupe
d’inertie. Soit g : I → ZG(D). Considérons les résidus suivants:

A0(BG,Mn)
∂D,g−→ A0(BD,Mn−1) (cf. déf. 2.4.7)

et
Mn(k(W )G)

∂A−→Mn−1(κA)

où κA est le corps résiduel de A. Si x ∈ A0(BG,Mn) est tel que ∂D,g(x) =

0, alors ∂A(x) = 0. D’où on déduit:

A0
NR,sp(k(W )G,Mn) ⊂ A0

nr(BG,Mn) (cf. déf. 2.7.3 et déf. 2.2.1).
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Proposition 2.7.5. — Soient G un groupe fini et W une représentation
fidèle de G. Alors,

A0
nr(BG,Mn) ⊂ A0

NR(BG,Mn)

(cf. déf. 2.2.1 et déf. 2.6.3).

D’où on déduit le théorème principal 2.7.1 et un peu plus précisément:

Corollaire 2.7.6. —

A0
NR(BG,Mn) = A0

NR,sp(k(W )G,Mn) = A0
nr(BG,Mn).

Corollaire 2.7.7. — Si M est la cohomologie galoisienne, alors

Hn
nr(k(W )G,Q/Z) = A0

NR,sp(k(W )G, Hn
ét(Q/Z)) = A0

NR(BG,Hn
ét(Q/Z)).

De plus, comme A0
nr(BG,Mn) et A0

NR(BG,Mn) sont des foncteurs con-
travariants en G (cf. rem. 2.6.1 et prop. 2.6.5), on obtient:

Corollaire 2.7.8. — On a aussi un résultat équivalent au théorème 2.7.1
pour la partie réduite (cf. déf. 1.4.5):

Ã0
NR(BG,Mn) = Ã0

nr(BG,Mn).

2.8. Lemmes

Dans cette partie, on garde les hypothèses de la définition 2.6.3 et les
notations précédentes.

Pour montrer le théorème 2.7.4, on a besoin des lemmes suivants:

Lemme 2.8.1. — Soit k un corps contenant le groupe µq des racines
de l’unité où q est inversible dans k. Soient G un groupe fini et N un
groupe cyclique d’ordre q. Soit G′ une extension centrale de G par N .
Soit k′/k une extension de groupe de Galois G. Soit χ : N

∼−→ µq un
caractère fidèle de N sur k. Notons Wχ la k-représentation de dimension
un correspondante. Soit W = IndG

′

N χ la représentation de G′ induite de
Wχ. Alors W est fidèle et

k′(W )/k′(W )G
′ ∼−→ Frac(S ′(k′/k))/Frac(R(k′/k))
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où G′ opère sur k′(W ) par son action sur k′ (via G) et sur W , et
S ′(k′/k), R(k′/k) sont comme dans Saltman [Salt84, p.74,75].

Rappelons que l’extension S ′(k′/k)/R(k′/k) de [Salt84, p.74,75] est
donnée par:

- S ′′(k′/k) := k′[y(g) | g ∈ G](1/s) où s =
∏

g∈G y(g). Et G opère sur
S ′′(k′/k) par son action sur k′ et par

gy(h) = y(gh) ∀g ∈ G.

- S(k′/k) := S ′′(k′/k)[x(g) | 1 6= g ∈ G]/(x(g)q = y(g)/y(1)). Notons
x(1) = 1. Alors l’action de G sur S(k′/k) s’étend celle sur S ′′(k′/k)

via
gx(h) = [x(gh)/x(h)]χ(c(g, h))

où c(g, h) ∈ N et forme un G 2-cocycle dans N .
- S ′(k′/k) := S(k′/k)[γ]/(γq = y(1)). Donc N opère sur S ′(k′/k) par
son action triviale sur S(k′/k) et par

nγ = χ(n)γ.

Alors G′ opère sur S ′(k′/k) via N et G.
- R(k′/k) := S(k′/k)G

et le diagramme suivant:

S ′(k′/k)

k′ // S ′′(k′/k) // S(k′/k)

N

OO

k

G

OO

// R(k′/k).

G

OO

Démonstration. — Considérons la suite exacte:

1 // N // G′ π
// G //

stt
1

où s est une section ensembliste. On définit c(g, h), pour g, h ∈ G, par
la relation:

s(g)s(h) = s(gh)c(g, h).
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Alors c(g, h) ∈ N . On peut choisir s telle que s(1) = 1 et donc c(1, g) =

c(g, 1) = 1 pour tout g ∈ G. Soit g′ ∈ G′, on écrit g′ = n(g′)sπ(g′) avec
n(g′) ∈ N ⊂ Z(G′).

D’après la définition des représentations induites, on a

W = k[G′]⊗k[N ] Wχ

de base {s(g) ⊗ w|g ∈ G} où w est une base de Wχ. L’action de G′ sur
W est:

g′ ∈ G′, g′(s(g)⊗ w) = g′s(g)⊗ w
= n(g′)sπ(g′)s(g)⊗ w
= n(g′)s(π(g′)g)c(π(g′), g)⊗ w
= s(π(g′)g)⊗ n(g′)c(π(g′), g).w

= s(π(g′)g)⊗ χ(n(g′)c(π(g′), g))w

= χ(n(g′)c(π(g′), g))s(π(g′)g)⊗ w.

En particulier:

- Si n ∈ N , on a:

n(s(g)⊗ w) = χ(n)s(g)⊗ w.

- Si h ∈ G, on a:

s(h)(s(g)⊗ w) = χ(c(h, g))s(hg)⊗ w.

Alors IndG
′

N χ est une représentation fidèle de G′ i.e. pour tout 1 6=
g′ ∈ G′, il existe x ∈ W tel que g′x 6= x. En effet, soient 1 6= g′ ∈ G′ et
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x =
∑

g∈G λgs(g)⊗ w ∈ W, λg ∈ k, on a:

g′x = x⇔g′
∑
g∈G

λgs(g)⊗ w =
∑
g∈G

λgs(g)⊗ w

⇔
∑
g∈G

λgg
′s(g)⊗ w =

∑
g∈G

λgs(g)⊗ w

⇔
∑
g∈G

λgχ(n(g′)c(π(g′), g))s(π(g′)g)⊗ w =
∑
g∈G

λgs(g)⊗ w

⇔
∑
g∈G

λgχ(n(g′)c(π(g′), g))s(π(g′)g)⊗ w =
∑
g∈G

λπ(g′)gs(π(g′)g)⊗ w

⇔λgχ(n(g′)c(π(g′), g)) = λπ(g′)g ∀g ∈ G.

Si 1 6= g′ = n(g′) ∈ N , alors χ(n(g′)) 6= 1 et donc

g′x = x⇔ λgχ(n(g′)) = λg ∀g ∈ G⇔ λg = 0 ∀g ∈ G⇔ x = 0.

Si 1 6= g′ = n(g′)sπ(g′) ∈ G′ − N i.e. π(g′) 6= 1, soit m le nombre
d’éléments de G, on a:

g′x = x⇔ λgχ(n(g′)c(π(g′), g)) = λπ(g′)g ∀g ∈ G.

Ici on a m variables λg mais il y a au maximum m−1 équations indépen-
dantes. Donc on peut trouver des λg hors des solutions i.e. des λg tels
que g′x 6= x.

Remarque 2.8.2. — Si on note W g′ = {x ∈ W |g′x = x} (pour g′ ∈
G′ −N), alors dimW g′ = [G : 〈π(g′)〉]. Donc

ν(W ) = 1⇔ ∃g′ : |G| − [G : 〈π(g′)〉] = 1⇔ |G| = | 〈π(g′)〉 | = 2.

(cf. déf. 1.2.3).

Fin de la démonstration du lemme 2.8.1:
Posons

γ = 1⊗ w et x(g) =
s(g)⊗ w

1⊗ w
∈ k(W ) ∀g 6= 1.
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Si h ∈ G, on a

s(h)x(g) =
s(h)s(g)⊗ w
s(h)⊗ w

=
χ(c(h, g))s(hg)⊗ w

s(h)⊗ w
= χ(c(h, g))x(hg)/x(h).

Si n ∈ N , on a

nx(g) =
χ(nc(1, g))s(g)⊗ w
χ(nc(1, 1))1⊗ w

= x(g) car c(1, 1) = c(1, g) = c(g, 1) = 1.

Ainsi, N opère trivialement sur {x(g)|g ∈ G}.

Pour n ∈ N , nγ = χ(n)γ.
Pour h ∈ G,

s(h)γ = s(h)⊗ w

= (1⊗ w)
s(h)⊗ w

1⊗ w
= γx(h).

Ainsi, on a les mêmes générateurs et relations que ceux de Saltman, et
donc

k′(W )/k′(W )G
′ ∼−→ Frac(S ′(k′/k))/Frac(R(k′/k)).

Lemme 2.8.3 (“Lemme sans nom tordu”). — Soient G,N,G′ com-
me dans le lemme 2.8.1. Soit k′/k une extension de groupe de Galois G.
Soient W,W ′ deux représentations fidèles de G′ sur k. Alors k′(W )G

′ et
k′(W ′)G

′ sont stablement équivalents sur k. Si l’un est pur, l’autre est
stablement pur.

Démonstration. — Soit U un ouvert de W tel que U soit un G′-torseur
(cf. rem. 1.2.2). Alors Uk′ = U ×k Spec(k′) est encore un G′-torseur
puisque Spec(k′) est un k-schéma affine (cf. [SGA 1, VIII, cor. 7.9] ou
[Mil, chap. 1, thm. 2.23]). Donc Uk′ ×kW ′/G′ est un fibré vectoriel sur
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Uk′/G
′. Et donc k′(W ⊕W ′)G

′
= k′(Uk′×W ′)G

′ est transcendant pur sur
k′(W )G

′ . Alors, on a le diagramme:

k′(W ⊕W ′)G
′

k′(W )G
′

pur
77ooooooooooo

k′(W ′)G
′
.

pur
ggOOOOOOOOOOO

D’où k′(W )G
′ et k′(W ′)G

′ sont stablement équivalents sur k.

Lemme 2.8.4. — Soient G,N,G′ comme dans le lemme 2.8.1. Soient
K un corps complet pour une valuation discrète v de rang un. Soit A
l’anneau de valuation de v. On suppose:

K
G−→ Knr

N−→ K ′

où K ′/K est galoisienne de groupe G′, d’inertie N . Soit B ⊂ Knr

au-dessus de A. Soient κA, κB des corps résiduels de A,B. Supposons
que µq ⊂ κA et que q soit inversible dans κA. Alors l’image de [G′] ∈
H2(G,N) est triviale dans le groupe de Brauer Br(κA).

Démonstration. — Considérons le diagramme suivant:

[G′] ∈ H2(G,N) //

��

H2(G, κ∗B) � � //

ϕvvm m m m m m
Br(κA)

H2(G,K∗nr)� _

��
Br(K).

Il existe un morphisme ϕ : H2(G, κ∗B) → H2(G,K∗nr) faisant commuter
le triangle et il est injectif (cf. [Ser68, p. 192-194]). En effet, on a la
suite exacte:

1→ UKnr → K∗nr
v−→ Z→ 0

et on peut choisir une uniformisante deK telle que cette suite soit scindée.
Donc on en déduit la suite exacte scindée:

0→ H2(G,UKnr)→ H2(G,K∗nr)→ H2(G,Z)→ 0.
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De plus, on a une autre suite exacte:

1→ U1
Knr → UKnr → κ∗B → 1

où U1
Knr

est le sous-groupe de UKnr formé des a ∈ UKnr tels que v(1−a) ≥
1. On a Hq(G,U1

Knr
) = 0 pour tout q ≥ 1 [Ser68, lemme 2, p. 193].

Donc
H2(G, κ∗B)

∼← H2(G,UKnr) ↪→ H2(G,K∗nr).

Comme K ′/K est une extension de groupe de Galois G′ induite par
Knr/K de groupe G (“the embedding problem"), d’après [Salt84, prop.
1.1], l’image de [G′] dans H2(G,K∗nr) est triviale. Elle est donc triviale
dans H2(G, κ∗B) ↪→ Br(κA).

2.9. Démonstration du théorème 2.7.4

Remarque 2.9.1. — La représentationW ′′ intervenant à la fin de la dé-
monstration ci-dessous provient du lemme 2.8.1, elle joue un rôle-clé dans
la démonstration. En principe, on pourrait utiliser W ′′ ⊕W ′′ à la place
de W ′ ci-dessous mais cela rendrait la vérification du lemme 2.9.2 plus
compliquée. Pour cette raison, nous préférons procéder indirectement en
passant par la représentation régulière de D.

Démonstration du théorème 2.7.4
D’après la remarque 2.7.2, I est cyclique (I ∼−→ µq où q|m) et central

dans D. Rappelons aussi que

I = Ker(D → Gal(κB/κA)).

Soit W ′ une k-représentation fidèle de D, qui est somme directe d’au
moins deux représentations régulières de D (cf. lem. 1.2.4 et rem. 2.6.1).
Soit

χ : I
∼−→ µq ↪→ k∗

le caractère fidèle de I (cf. [Pey08, dém. prop. 3, p.207]). Soit π une
uniformisante de B telle que πq ∈ k(W )I (un tel π existe d’après [Lang,
chap. II, prop. 12]). Alors, k(W ) = k(W )I [π] et

(2.9.1) σπ = χ(σ)π

pour σ ∈ I, parce que µq ⊂ k(W )I donc l’extension est kummerienne.
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On note ϕ : D × I → G le morphisme défini par (d, i) 7→ di. Alors
D × I opère sur W via ϕ.

Considérons le diagramme suivant:

k(W ) // k(W ⊕W ′ ⊕ χ) k(W ′ ⊕ χ)oo

k(W ) //

OO

k(W ⊕W ′ ⊕ χ)

OO

k(W ′ ⊕ χ)oo

OO

k(W )G //

G

OO

k(W ⊕W ′ ⊕ χ)D×I

D×I

OO

k(W ′ ⊕ χ)D×Ioo

D×I

OO

où D× I opère sur W ⊕W ′⊕χ par l’action de D× I sur W , l’action de
D sur W ′ et l’action de I sur χ. D’après [Bour1, lemme 1, p. 156], il
existe une unique valuation discrète de rang un w1 prolongeant vB dans
k(W )(X1) avec X1 ∈ W ′ telle que

w1(P ) = w1(
∑
j

ajX
j
1) = inf

j
{vB(aj) + jξ}

où aj ∈ k(W ) et ξ ∈ Z. On choisit ξ = 0 et donc w1(X1) = 0. De
plus, d’après [Bour1, prop. 2, p.157], le corps résiduel κw1 de w1 est
transcendant pur sur κB = κvB et plus précisément κw1 = κB(t1) où t1
est l’image de X1 dans κw1 . Par récurrence, il existe une unique valuation
discrète w prolongeant vB dans k(W ⊕W ′) telle que

w(
∑
J

aJX
J) = inf

J
{vB(aJ)} où J = (j1, . . . , js), X

J = Xj1
1 . . . Xjs

s , aJ ∈ k(W ).

Donc w(Xi) = 0, i = 1, . . . , s pour Xi ∈ W ′ et κw = κB(t1, . . . , ts) où ti
est l’image de Xi dans κw pour tout i. Notons la formule:

(2.9.2) w(λ1X1 + · · ·+ λsXs) = 0 si ks 3 (λ1, . . . , λs) 6= (0, . . . , 0).

Enfin, il existe une unique valuation discrète de rang un vB′ prolongeant
w donc prolongeant vB dans k(W ⊕W ′ ⊕ χ) = k(W ⊕W ′)(T ) telle que

vB′(
∑
J,l

aJ,lX
JT l) = inf

l
{w(

∑
J

aJ,lX
J)+l} = inf

J,l
{vB(aJ,l)+l}, aJ,l ∈ k(W ).

Donc vB′(T ) = 1 (on choisit ξ = 1). Et donc vB′(T/π) = 0 où π

engendre l’idéal maximal mB de B. D’où κB′ = κvB′ = κB(t1, . . . , ts, t)
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où t est l’image de T/π dans κB′ . Ainsi l’anneau B′ de vB′ prolonge B
dans k(W ⊕W ′ ⊕ χ). Posons A′ = B′ ∩ k(W ⊕W ′ ⊕ χ)D×I .

Lemme 2.9.2. — Le groupe de décomposition D′ de B′ dans D× I est
D′ = D × I et son groupe d’inertie est I ′ = 1× I.

Démonstration. — D’abord on va montrer que DB′ = B′. Soit g ∈ D.
Comme D est le groupe de décomposition de B, on a gB = B. De
plus, comme W ′ est une somme de k-représentations régulières de D, on
a gXi = Xj pour Xi, Xj ∈ W ′ et donc gXJ = g(Xj1

1 . . . Xjs
s ) = XgJ .

Alors, on a:

vgB′(
∑
J,l

aJ,lX
JT l) = vB′(g(

∑
J,l

aJ,lX
JT l)) = vB′(

∑
J,l

(gaJ,l)X
gJT l)

= inf
J,l
{vB(gaJ,l) + l} = inf

J,l
{vgB(aJ,l) + l}

= inf
J,l
{vB(aJ,l) + l} = vB′(

∑
J,l

aJ,lX
JT l).

Grâce à l’unicité de B′, on a gB′ = B′ pour tout g ∈ D, donc DB′ =

B′. Et on a aussi que W ′ ⊂ B′. Grâce à l’équation (2.9.2), on a
vB′(

∑
λiXi) = 0 avec λi ∈ k et donc W ′ ↪→ κB′ . Posons W ′ = Im(W ′),

c’est le sous-espace vectoriel de κB′ de base t1, . . . , ts etD opère librement
sur W ′. Notons que W ′ → W ′ est un ismorphisme D × I-équivariant de
k-espaces vectoriels.

Comme I ⊂ D et I = 〈σ〉 opère sur T par σT = χ(σ)T où χ(σ) ∈ k∗.
De manière analogue, on a

vσB′(
∑
J,l

aJ,lX
JT l) = vB′(σ(

∑
J,l

aJ,lX
JT l)) = vB′(

∑
J,l

(χ(σ)(σaJ,l))X
JT l)

= inf
J,l
{vB(χ(σ)(σaJ,l)) + l} = inf

J,l
{vσB(aJ,l) + l}

= inf
J,l
{vB(aJ,l) + l} = vB′(

∑
J,l

aJ,lX
JT l).

Ainsi IB′ = B′. En conclusion, (D × I)B′ = B′.
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D’autre part, I opère trivialement sur κB à cause de la définition de I
et D opère librement sur {t1, . . . , ts}. De plus,

σt = σ(T/π) = χ(σ)T/χ(σ)π = t

où π est choisi comme en (2.9.1). Ainsi 1 × I opère trivialement sur
κB(t1, . . . , ts, t).

Soient Bχ la restriction de B′ à k(W ′ ⊕ χ) = k(W ′)(T ) et vBχ sa
valuation associée. Alors vBχ est nulle sur k(W ′) et vBχ(T ) = 1 (donc
c’est le même anneau que Peyre a considéré dans [Pey08, p.207]). Posons
Aχ = Bχ ∩ k(W ′+χ)D×I . On a aussi que le groupe de décomposition de
Bχ est D × I et son groupe d’inertie est 1× I. On a des diagrammes:

B // B′ Bχ
oo

A //

OO

A′

OO

Aχoo

OO

κB // κB′ κBχoo

κA //

D/I

OO

κA′

D

OO

κAχ .oo

D

OO

Lemme 2.9.3. — L’indice de ramification (cf. déf. 2.1.1, R3a) de A′|A
est 1.

Démonstration. — D’abord, d’après notre construction, l’indice de rami-
fication de B|A est eB|A = |I| = q et celui de B′|B est eB′|B = vB′(πB) = 1

où πB est une uniformisante de B. D’après le lemme 2.9.2, eB′|A′ =

|1× I| = |I| = q. Enfin, grâce à la relation:

eB′|A = eB′|BeB|A = eB′|A′eA′|A,

on en déduit eA′|A = 1.
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Il vient donc le diagramme commutatif suivant:

A0(BG,Mn) //
� _

��

A0(BD ×BI,Mn)
(2.4.2)

//
� _

��

� _

��

� w

**UUUUUUUUUUUUUUUUU
A0(BD,Mn−1)

� _

��
Mn(k(W )G) //

∂A
��

Mn(k(W ⊕W ′ ⊕ χ)D×I)

∂A′
��

Mn(k(W ′ ⊕ χ)D×I)
∂Aχ //

∂Aχ
��

oo Mn−1(k(W ′)D)

=
uukkkkkkkkkkkkkk

Mn−1(κA) // Mn−1(κA′) Mn−1(κAχ).
eA′|Aχ ·oo

En effet, la commutativité du rectangle en haut à gauche et du trian-
gle en haut au milieu est à cause de la définition du foncteur A0(−,Mn)

et des morphismes Ap(X,Mn)→ Ap(Y,Mn) pour Y → X (cf. “the pull-
back map” [Rost, §12]). Le trapèze en haut à droite est commutatif pour
les morphismes résidus de (2.4.2) et plus précisément par le lemme 2.4.6.
Enfin, la commutativité des rectangles en bas est à cause du lemme 2.9.3
et de la propriété (R3a) (cf. déf. 2.1.1).

Si l’image de x ∈ A0(BG,Mn) est nulle dans A0(BD,Mn−1), alors son
image dans Mn−1(κAχ) et donc dans Mn−1(κA′) est aussi nulle. On veut
démontrer que son image soit nulle dans Mn−1(κA).

Considérons le diagramme suivant:

κB // κB′ = κB(t1, . . . , ts, t)

κB //

=

OO

(κB′)
I = κB(t1, . . . , ts)

I(t)

I

OO

κA //

D/I

OO

κA′ = (κB(t1, . . . , ts, t))
D.

D/I

OO

Soit W ′′ = IndDI χ (vue comme k-représentation). Comme χ est un
facteur direct de la représentation régulière de I, W ′′ est un facteur di-
rect de la représentation régulière de D, donc W ′′ ⊂ W ′. D’après le
lemme 2.8.1, W ′′ est fidèle. On note W ′′ l’image de W ′′ dans κB′ (i.e.
W ′′ = Im(W ′′ − {0}) ∪ {0}). D’après le lemme 2.8.3, κA′ = κB(W ′, t)D
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et κB(W ′′, t)D sont stablement équivalents sur κA.

De plus, d’après [Salt84, thm. 1.5], κB(W ′′, t)D = κA([D])(y) où y

est une variable et [D] ∈ Br(κA). D’après le lemme 2.8.4, cette classe
d’algèbre centrale simple [D] est triviale, donc κB(W ′′, t)D est transcen-
dent pur sur κA. D’après le lemme 2.8.3, κA′ est stablement pur sur κA.
Posons

E = κB(W ′′, t)D(y1, . . . , yp) ∼= κA′(z1, . . . , zl).

On a le diagramme suivant:

E

κB(W ′′, t)D

99ssssssssss
κA′

``BBBBBBBBB

κA

pur

eeKKKKKKKKKK st.pur

==|||||||||

En utilisant la propriété d’homotopie pour A1 (cf. prop. 2.1.6, (H))
par récurrence, on a le diagramme:

Mn−1(E)

Mn−1(κB(W ′′, t)D)

( �

66lllllllllllll

Mn−1(κA′)
4 T

ggNNNNNNNNNNN

Mn−1(κA)
6 V

hhRRRRRRRRRRRRR

77ppppppppppp

Comme l’image de x est nulle dans Mn−1(κA′), alors elle est bien nulle
dans Mn−1(κA).

2.10. Démonstration de la proposition 2.7.5

Soit x ∈ A0
nr(k(W )G,Mn) ⊂ A0(BG,Mn) i.e. ∂A(x) = 0 pour tout

A ∈ P(k(W )G/k). Maintenant remplaçons la notation ∂FD,g (cf. déf.
2.4.7) par ∂GD,g pour garder la trace de G. On veut montrer que pour
tout le couple (D, g), on a ∂GD,g(x) = 0.
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Soit ϕ : D × I → G le morphisme défini par ϕ(d, i) = d.g(i). D’après
la définition des résidus géométriques (cf. déf. 2.4.7), ∂GD,g se factorise
par ∂D×ID,g par le diagramme commutatif suivant:

A0(BG,Mn)

ϕ∗

��

∂GD,g

))SSSSSSSSSSSSSS

A0(BD ×BI,Mn)
∂D×ID,g // A0(BD,Mn−1),

donc on a ∂GD,g(x) = ∂D×ID,g (ϕ∗(x)). On va montrer ∂D×ID,g (ϕ∗(x)) = 0 par
le même argument que Peyre dans ([Pey08, p. 207]): Soient W ′ une
représentation fidèle de D et χ la représentation fidèle de dimension 1
de I (cf. [Pey08, p. 207]). On a le diagramme commutatif suivant (cf.
lemme 2.4.6):

A0(BD ×BI,Mn)
∂D×ID,g //

� _

��

A0(BD,Mn−1)
� _

��

Mn(k(W ′ ⊕ χ)D×I)
∂Aχ // Mn−1(k(W ′)D) = Mn−1(κAχ)

où Aχ ∈ P(k(W ′ + χ)D×I/k). Donc on va montrer que l’image de x par
∂Aχ est nulle.

D’abord, considérons:

i : K = k(W )G ⊂ k(W )D×I ⊂ L = k(W ⊕W ′ ⊕ χ)D×I .

D’après le lemme 2.2.3, on a:

i∗(A
0
nr(k(W )G,Mn)) ⊂ A0

nr(k(W ⊕W ′ ⊕ χ)D×I ,Mn).

On a aussi le diagramme commutatif:

A0
nr(k(W )G,Mn)

i∗ //
� _

��

A0
nr(k(W ⊕W ′ ⊕ χ)D×I ,Mn)

� _

��
A0(BG,Mn)

ϕ∗ //
� _

��

A0(BD ×BI,Mn)
� _

��
Mn(k(W )G) // Mn(k(W ⊕W ′ ⊕ χ)D×I)



74 CHAPITRE 2. MODULES DE CYCLES ET CLASSES NON RAMIFIÉES

donc ϕ∗(x) = i∗(x).
De plus, les groupes A0

nr(K,Mn) sont des invariants k-birationnels
d’après leur définition (cf. déf. 2.2.1), donc

A0
nr(BD×BI,Mn) ∼= A0

nr(k(W⊕W ′⊕χ)D×I ,Mn) ∼= A0
nr(k(W ′⊕χ)D×I ,Mn).

Alors, i∗(x) ∈ A0
nr(k(W ′ ⊕ χ)D×I) et donc ∂Aχ(i∗(x)) = 0.

2.11. Un raffinement du théorème principal

Concernant le problème de rationalité, rappelons un résultat bien connu
de Fischer:

Théorème 2.11.1 (Fischer). — Soient k un corps contenant le groupe
µm des racines m-ième de l’unité où m est inversible dans k et A un
groupe abélien fini d’exposant m. Si U est un A-torseur, alors U/A est
stablement rationel (cf. déf. 2.2.5). En particulier, Ã0

nr(BA,Mn) = 0

pour tout module de cycles Mn.

Définition 2.11.2. — Soient k un corps contenant µm où m est in-
versible dans k et G un groupe fini d’exposant m. On définit

A0
nab(BG,Mn) =

⋂
A

Ker(A0(BG,Mn)→ A0(BA,Mn))

où A parcourt les sous-groupes abéliens de G.

Lemme 2.11.3 (“Lemme de Bogomolov”). — Pour tout D ⊂ G et
g : I = µm → ZG(D), on a

∂D,g(A
0
nab(BG,Mn)) ⊂ A0

nab(BD,Mn−1).

Démonstration. — Soit AD un sous-groupe abélien de D. Posons A =

〈AD, g(µm)〉, on a le diagramme commutatif suivant

A0(BG,Mn) −−−→ A0(BA,Mn)y y
A0(BD ×BI,Mn) −−−→ A0(BAD ×BI,Mn)y y
A0(BD,Mn−1) −−−→ A0(BAD,Mn−1).



2.11. UN RAFFINEMENT DU THÉORÈME PRINCIPAL 75

Si x ∈ A0
nab(BG,Mn), alors son image dans A0(BA,Mn) et donc dans

A0(BAD,Mn−1) est nulle pour tout AD ⊂ D. Donc x ∈ A0
nab(BD,Mn−1).

Lemme 2.11.4. — Avec l’hypothèse de la définition 2.11.2, on a

A0
nr(BG,Mn) ⊂ A0

nab(BG,Mn).

Démonstration. — D’après le théorème 2.7.1, on a

A0
nr(BG,Mn) = A0

NR(BG,Mn).

De plus, pour tout sous-groupe abélien A de G, on a le diagramme com-
mutatif suivant par fonctorialité:

A0
NR(BG,Mn) � � //

��

A0(BG,Mn)

��
A0

NR(BA,Mn) � � // A0(BA,Mn).

D’après Fischer (cf. thm. 2.11.1) et le corollaire 2.2.6, A0
nr(BA,Mn) = 0

pour tout A abélien. Donc d’après le théorème principal 2.7.1, on a aussi
A0

NR(BA,Mn) = 0. Si x ∈ A0
nr(BG,Mn), alors son image est nulle dans

A0(BA,Mn) pour tout A ⊂ G à cause du diagramme ci-dessus. Donc
x ∈ A0

nab(BG,Mn).

Corollaire 2.11.5. — On a la suite exacte suivante

(2.11.1) 0→ A0
nr(BG,Mn)→ A0

nab(BG,Mn)
∂D,g−→

⊕
D,g

A0
nab(BD,Mn−1).

Démonstration. — D’après le théorème 2.7.1, le lemme 2.11.3 et le lemme
2.11.4, on a le diagramme suivant

0 // A0
nr(BG,Mn)� u

((QQQQQQQQQQQQQ
// A0(BG,Mn) //

⊕
D,g A

0(BD,Mn−1)

A0
nab(BG,Mn) //

?�

OO

⊕
D,g A

0
nab(BD,Mn−1)

?�

OO

où la première ligne est une suite exacte. D’où (2.11.1).

Théorème 2.11.6. — Avec l’hypothèse de la définition 2.11.2, soit M
un module de cycles et n ∈ Z, on a
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i) Si Ã0
nab(BG,Mn) = 0, alors Ã0

nr(BG,Mn) = 0.
ii) Si M est connectif (cf. déf. 2.1.3) et

∀H ⊂ G,∀n ∈ Z, Ã0
nr(BH,Mn) = 0,

alors
∀H ⊂ G,∀n ∈ Z, Ã0

nab(BH,Mn) = 0.

Démonstration. — On a tout de suite (a) grâce au lemme 2.11.4. On
montre (b) par récurrence sur n. Comme M est connectif, c’est évident
pour n petit. Supposons que ce soit vrai pour n − 1. Utilions la suite
exacte (2.11.1) avec A0

nab(BD,Mn−1) = 0 ∀D, on a

A0
nab(BG,Mn)

∼←− A0
nr(BG,Mn) = 0.

Et c’est vrai aussi pour tout sous-groupe H de G.



CHAPITRE 3

APPLICATIONS

3.1. Zéro-cycles sur le compactifié de BG

Rappellons le problème de la résolution des singularités:

Théorème 3.1.1 (Hironaka). — [Har, V, §3, rem. 3.8.1] Soit V une
k-variété. Si k est de caractéristique zéro, il existe un morphisme bira-
tionnel propre f : V ′ → V avec V ′ lisse.

3.1.1. Le foncteur CH0. —

Définition 3.1.2. — Soient X ∈ Sm(k) et une compactification j :

X ↪→ X̄ où X̄ est projectif et lisse. On définit

CH0(X) = CH0(X̄) = A0(X̄,KM
0 ).

Proposition 3.1.3. — Si k est de caractéristique zéro, CH0(X) ne dé-
pend que de X et CH0 définit un foncteur homotopique et pur en coniveau
≥ 1.

Démonstration. — Notons Smproj la sous-catégorie pleine de Sm formée
des schémas projectifs, Sb la classe des morphismes birationnels de Sm

et S−1
b Sm (resp. S−1

b Smproj) la catégorie des fractions de Sm (resp. de
Smproj) dont les morphismes dans Sb sont inversibles (cf. [G-Z, chap. 1]).
D’après Kahn et Sujatha [KS, thm. 2.1], on a le diagramme commutatif
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suivant
Smproj

��

� � // Sm

��

S−1
b Smproj ∼ // S−1

b Sm .

Considérons le foncteur F : Sm → Ab donné par F (X) = H0(X,Z)

(homologie de Suslin cf. déf. 1.6.11). Il vérifie les hypothèses de [KS,
§3] par rapport au digramme ci-dessus. En effet, pour X projectif et
lisse, F (X) = H0(X,Z) = CH0(X) et d’après Fulton [Ful, ex. 16.1.11,
p .312], CH0(X) = CH0(Y ) pour tout X → Y dans Sb. Donc on a un
isomorphisme naturel:

(Smproj → Sm
F−→ Ab) ∼= (Smproj → S−1

b Smproj CH0−→ Ab).

En appliquant [KS, §3 et thm. 2.1], on a une transformation naturelle
de foncteurs

H0(X,Z)→ CH0(X)

où CH0(X) := CH0(X̄) pour X̄ une compactification lisse de X. C’est
exactement le foncteur défini dans la définition 3.1.2.

De plus, CH0 est homotopique et pur en coniveau ≥ 1. En effet, soit
U ↪→ X une immersion ouverte, alors X̄ est aussi un compactifié de U :

U ↪→ X ↪→ X̄.

Donc
CH0(U) = CH0(X̄) = CH0(X).

D’autre part, soit f : E → X un fibré vectoriel. Soit U un ouvert de
X, on a le cartésien suivant

j∗E � �
o //

��

E

f

��
U

� � j
o // X

où j∗E ∼= U × An quand U est assez petit. Alors

CH0(j∗E)
∼ //

��

CH0(E)

��

CH0(U)
∼ // CH0(X).
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Il nous amène à considérer le cas E = X × An.
Soit j : X ↪→ Y une compactification de X, nous avons le diagramme

commutatif suivant:

E = X × An � � //

��

Y × An � � // Y × Pn

��
X

� � // Y

où Y × Pn est une compactification lisse de E. D’après [Ful, III, thm.
3.3], on a CH0(Y × Pn)

∼−→ CH0(Y ). Donc

CH0(E) = CH0(X).

Ainsi, CH0 est homotopique et pur en coniveau ≥ 1.

Remarque 3.1.4. — La démonstration de la proposition 3.1.3 fournit
un morphisme de foncteurs

H0(−,Z)→ CH0.

Ce morphisme est surjectif d’après [Kah10, prop. 6.1].

Remarque 3.1.5. — Soit G un groupe fini sur un corps k de caractéris-
tique zéro . D’après la proposition 3.1.3 et la définition 1.2.13, CH0(BG)

est bien défini et on a une surjection (cf. rem. 3.1.4)

H0(BG,Z)→→ CH0(BG).

3.1.2. Un résultat dual du théorème 2.7.1. —

Proposition 3.1.6. — Si k est de caractéristique zéro, on a la suite
exacte suivante:
(3.1.1) ⊕

D⊂G,g:I→ZG(D)

H−1(BD,Z(−1))→ H0(BG,Z)→ CH0(BG)→ 0.

Démonstration. — D’après le théorème 2.7.1, on a:

0→ A0
nr(BG,M0)→ A0(BG,M0)→

⊕
D,g:I→ZG(D)

A0(BD,M−1).
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Soient UG un G-torseur linéaire de coniveau ≥ c et X̄ une compactifica-
tion lisse de UG/G. D’après la définition 2.2.1 et la proposition 2.2.7, on
a

A0
nr(BG,M0) = A0

nr(UG/G,M0) = A0(X̄,M0).

De plus, d’après [Kah10, thm. 1.3], pour X lisse, on a

A0(X,M0) ∼= HomCM(HX ,M)

où CM est la catégorie des modules de cycles et pour tout corps F/k,

HX
n (F ) = H−n(XF ,Z(−n)).

Donc on a la suite exacte:

0→ HomCM(HX̄ ,M)→ HomCM(HUG/G,M)

→
⊕

D,g:I→ZG(D)

HomCM(HUD/D[1],M).

Comme CM est une catégorie abélienne, utilisons le lemme de Yoneda,
on a la suite exacte⊕

D,g:I→ZG(D)

HUD/D[1]→ HUG/G → HX̄ → 0.

D’où la suite exacte suivante sur le corps de base k:⊕
D,g:I→ZG(D)

H−1(BD,Z(−1))→ H0(BG,Z)→ H0(X̄,Z)→ 0

où H0(X̄,Z) = A0(X̄,KM
0 ) = CH0(BG) (cf. déf. 3.1.2).

Le morphismeH−1(BD,Z(−1))→ H0(BG,Z) est donné explicitement
par

H−1(BD,Z(−1))= HomDMgm(k)(Z,M(UD/D)(1)[1])y
HomDMgm(k)(Z,M(UD/D)⊗M(Gm))

(∗)
y

HomDMgm(k)(Z,M(UD/D)⊗M(Uµm/µm))y
H0(BG,Z) = HomDMgm(k)(Z,M(UG/G))
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où (∗) est donné par Gm → Bµm.

Remarque 3.1.7. — Si k est de caractéristique p, la suite exacte (3.1.1)
donne une définition de “CH0(BG)”.

3.1.3. Conditions équivalentes pour des groupes non ramifiés
triviaux. —

Définition 3.1.8. — Soient k un corps et X un schéma lisse sur k. On
dit que X n’a pas d’invariants non ramifiés (de type motivique à cause
des invariants dans le groupe de Witt) si pour tout module de cycles M ,

Mn(k)
∼−→ A0

nr(X,Mn).

Théorème 3.1.9. — Si k est de caractéristique zéro, alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes:
a) X n’a pas d’invariants non ramifiés (déf. 3.1.8);
b) L’application deg : CH0(XF )→ Z est bijective pour toute extension

F/k.

Démonstration. — D’après le théorème 3.1.1 et la définition 3.1.2, on a

CH0(XF ) = CH0(X̄F )

où X̄ est une compactification propre et lisse de X. Donc ce théorème
est exactement [Mer, thm. 2.11].

Corollaire 3.1.10. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire. Si k est
de caractéristique zéro, alors les conditions suivantes sont équivalentes:
a) “BG” n’a pas d’invariants non ramifiés (déf. 3.1.8);
b) C̃H0(BGF ) = 0 pour toute extension F/k (déf. 1.4.5).

Démonstration. — Remarquons que pour Spec k → G, on a

CH0(BGF ) // Z

CH0(B1)

OO

∼

::uuuuuuuuuuu

D’où le résultat d’après le théorème 3.1.9.
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Corollaire 3.1.11. — Soit G un groupe fini d’exposant m sur un corps
k contenant µm, m est inversible dans k. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes:

a) “BG” n’a pas d’invariants non ramifiés (déf. 3.1.8);
b) Pour tout module de cycles M et pour tout n,

Ã0(BG,Mn)
∂D,g−→

⊕
D,g

A0(BD,Mn−1)

est injectif.
c) Pour toute extension F/k,⊕

D,g

H−1(BDF ,Z(−1))→→ H̃0(BGF ,Z).

Démonstration. — (a) ⇔ (b) grâce au théorème 2.7.1 et à la définition
3.1.8. Et (a) ⇔ (c) à cause de la proposition 3.1.6 et du corollaire
3.1.10.

Corollaire 3.1.12. — Soit G un groupe fini d’exposant m sur un corps
k contenant µm, m est inversible dans k. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes:

i) Pour tout H ⊂ G, “BH” n’a pas d’invariants non ramifiés (déf.
3.1.8);

ibis) Comme i) mais à valeurs dans un module de cycles connectif (déf.
2.1.3).

ii) Pour tout H ⊂ G et pour toute extension F/k,⊕
A⊂H

H0(BAF ,Z)→→ H0(BHF ,Z)

où A parcourt les sous-groupes abéliens de H.

Démonstration. — On va montrer (i)⇒ (ibis)⇒ (ii)⇒ (i).
(i)⇒ (ibis) est évident.
(ibis) ⇒ (ii): Pour tout H ⊂ G et pour tout M connectif, d’après le

théorème 2.11.6, on a

A0(BH,Mn) ↪→
⊕
A

A0(BA,Mn).
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D’après le théorème 2.3.3, ceci implique

HomCM(HBH ,M [n]) ↪→
⊕
A

HomCM(HBA,M [n])

pour tout M connectif. Comme HBH , HBA sont connectifs (cf. lemme
2.3.1), ceci implique par le lemme de Yoneda

∀H ⊂ G,
⊕
A

HBA →→ HBH .

En évaluant H0 sur un corps F , on a

∀H ⊂ G,∀F/k,
⊕
A⊂H

H0(BAF ,Z)→→ H0(BHF ,Z).

(ii)⇒ (i): Pour tout module de cycles M , on a (cf. thm. 2.3.3)

A0(BH,M0)
∼−→ HomCM(HBH ,M)

∼−→ HomHI(h
Nis
0 (BH),M0).

Donc (ii) implique⊕
A⊂H

hNis0 (BA)(SpecF )→→ hNis0 (BH)(SpecF )

pour tout F/k. Ensuite, on a besoin le lemme suivant:

Lemme 3.1.13. — Soient F ,G ∈ HI deux faisceaux Nisnevich avec
transferts invariants par homotopie et f : F → G. Alors,

f est un épimorphisme⇔ ∀F/k, fF est surjectif.

Démonstration. — C’est évident pour⇒. Pour⇐, posons H = Coker f ,
on a HSpecF = 0 ∀F/k. D’après [MVW, cor. 11.2], H = 0. D’où f est
épimorphisme.

Appliquons le lemme 3.1.13 pour F = ⊕AhNis0 (BA), G = hNis0 (BH),
on a

∀H ⊂ G,
⊕
A⊂H

hNis0 (BA)→→ hNis0 (BH).

Ceci implique

∀H ⊂ G,A0(BH,Mn) ↪→
⊕
A

A0(BA,Mn)

pour tout module de cycles M . On en déduit (i) grâce au lemme 2.11.4.
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3.2. Théorèmes de Bogomolov et de Peyre

On retrouve ici les théorèmes de Bogomolov [CTS, thm. 7.1] et de
Peyre [Pey08, thm. 1].

3.2.1. Généralité du théorème de Bogomolov. —

Lemme 3.2.1. — Soit k un corps contenant I = µm où m est inversible
dans k. Soient G un groupe fini d’exposant divisant m. On a

A0
nr(BG,H

2
ét(Z)) = A0

nab(BG,H2
ét(Z)) = 0.

Démonstration. — On a

A0
nab(BG,H2

ét(Z))

= Ker(A0(BG,H2
ét(Z))→

⊕
A

A0(BA,H2
ét(Z))) (déf. 2.11.2)

= Ker(H2
ét(BG,Z)→

⊕
A

H2
ét(BA,Z)) (lemme A.5.1)

= Ker(H2(G,Z)⊕H2
ét(k,Z)→

⊕
A

H2(A,Z)⊕H2
ét(k,Z)) (cf . (A.4.2))

= Ker(Hom(G,Q/Z)⊕H2
ét(k,Z)→

⊕
A

Hom(A,Q/Z)⊕H2
ét(k,Z))

= 0

où A parcourt les sous-groupes abéliens de G. D’après le lemme 2.11.4,
on a aussi

A0
nr(BG,H

2
ét(Z)) = A0

nab(BG,H2
ét(Z)) = 0.

Théorème 3.2.2. — Soit k un corps contenant I = µm où m est in-
versible dans k. Soient G un groupe fini d’exposant divise m et W une
k-représentation fidèle de G. On a

B̃rnr(k(W )G) =
⋂
A∈BG

Ker(H2(G, k∗)→ H2(A, k∗)).(3.2.1)

où BG est l’ensemble des sous-groupes bicycliques de G et B̃rnr(k(W )G)

est la partie réduite de Brnr(k(W )G) = Brnr(BG) (cf. déf. 1.4.5).
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En particulier, si k = ks est séparablement clos, on a [Bog87]

(3.2.2) Brnr(ks(W )G) =
⋂
A∈BG

Ker(H2(G,Q/Z)→ H2(A,Q/Z)).

En général (µm ⊂ k),

B̃rnr(k(W )G) ↪→ Brnr(ks(W )G).

Démonstration. — Rappelons que

Br(k(W )G) = H2
ét(k(W )G,Q/Z(1)) = A0(BG,H3

ét(Z(1))).

Utilisons le corolaire 2.11.5 et le lemme 3.2.1 , on a

(3.2.3) Brnr(BG) = Brnab(BG)

⊂
⋂
A∈BG

Ker(A0(BG,H3
ét(Z(1)))→ A0(BA,H3

ét(Z(1)))).

En fait, on a l’égalité. En effet, soit γ appartenant à la partie droite
de (3.2.3), on raisonne comme Peyre [Pey08, rem. 4]. Soient D ⊂ G et
g : I = µm → ZG(D). Soit x ∈ D, alors A = 〈x, I〉 est un sous-groupe
bicyclique de G. On a le diagramme commutatif suivant

H3
ét(BG,Z(1)))

∂FD,g //

��

H2
ét(BD,Z))

��

(A.4.2)
Hom(D,Q/Z)⊕H2

ét(k,Z)

��
H3

ét(BA,Z(1)))
∂F〈x〉,g // H2

ét(B 〈x〉 ,Z))
(A.4.2)

Hom(〈x〉 ,Q/Z)⊕H2
ét(k,Z).

Comme l’image de γ dans H3
ét(BA,Z(1)) et donc dans H2

ét(B 〈x〉 ,Z)

est nulle pour tout x ∈ D, son image dans H2
ét(BD,Z) l’est aussi. Alors

γ ∈ Brnr(k(W )G). Ainsi, on obtient

B̃rnr(k(W )G) =
⋂
A∈BG

Ker(Ã0(BG,H3
ét(Z(1)))→ Ã0(BA,H3

ét(Z(1))))

=
⋂
A∈BG

Ker(H̃3
ét(BG,Z(1))→ H̃3

ét(BA,Z(1))) (cf. (A.5.1)).

D’après (A.4.3), on a H̃3
ét(BG,Z(1)) = H2(G, k∗). D’où on obtient

(3.2.1).
Si k est séparablement clos, on a

H3
ét(ks,Z(1)) = H2(ks,Gm) = Br(ks) = 0.
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De plus, comme µm ↪→ k∗ pour tout sous-groupe des racines de l’unité,
k∗/µm est divisible et donc H2(G,Q/Z) ↪→ H2(G, k∗). D’où on obtient
(3.2.2).

En général, on a B̃rnr(ks(W )G) = Brnr(ks(W )G) car Br(ks) = 0. Con-
sidérons la longue suite exacte suivante:

H1(G, k∗)→ H1(G, k∗s)→ H1(G, k∗s/k
∗)→ H2(G, k∗)→ H2(G,K∗s )

Comme µm ⊂ k∗ ⊂ k∗s , on a

H1(G, k∗)
∼←− H1(G, µm)

∼−→ H1(G, k∗s).

Donc la suite

0→ H1(G, k∗s/k
∗)→ H2(G, k∗)→ H2(G,K∗s )

est exacte. D’où le diagramme commutatif de suites exactes:

0

��

0

��
B̃rnr(BG) //

��

Brnr(BGks)

��

0 // H1(G, k∗s/k
∗) //

���
�
�

H2(G, k∗) //

��

H2(G, k∗s)

��

0 //
⊕

A∈BG H
1(A, k∗s/k

∗) //
⊕

A∈BG H
2(A, k∗) //

⊕
A∈BG H

2(A, k∗s).

La flèche fragmentée est injective parce que

H1(G, k∗s/k
∗) = Hom(G, k∗s/k

∗) ↪→
⊕
A∈BG

H1(A, k∗s/k
∗) =

⊕
A∈BG

Hom(A, k∗s/k
∗)

(si f : G→ k∗s/k
∗ et f(x) = 0 ∀x ∈ G, alors f = 0). D’où on obtient

B̃rnr(BG) ↪→ Brnr(BGks).
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3.2.2. Une généralisation de A0
NR(−,Mn) inspirée par Bogomolov.

—

Définition 3.2.3. — Soit F : Sm(k)op → Ab. On définit

Fneg(X) :=
⋃
U

Ker(F (X)→ F (U)) = Ker(F (X)→ F (Spec k(X)))

où U parcourt les ouverts de X et k(X) est le corps des fonctions de X,
et

Fst(X) := F (X)/Fneg(X) = Im(F (X)→ F (Spec k(X))).

Lemme 3.2.4. — Supposons k infini. Si F est homotopique et pur en
coniveau ≥ c (cf. déf. 1.2.6), alors Fneg, Fst le sont aussi.

Démonstration. — Soit E → X un fibré vectoriel. Soit U un ouvert de
X. Considérons le diagramme des cartésiens suivant

E

��

⊃ EU

��

Eη? _oo

��

k(E)? _oo

X ⊃ U ⊃ k(X)

D’après l’hypothèse sur F , on a le diagramme commutatif

F (E) // F (EU) // F (Eη) // F (k(E))

F (X) //

o

OO

F (U) //

o

OO

F (k(X))

o

OO

D’où Fneg(X)
∼−→ Fneg(E)′ où Fneg(E)′ = Ker(F (E)→ F (Eη)). En fait

Fneg(E)′ = Fneg(E). En effet, on va montrer F (Eη) ↪→ F (Spec k(E)).
On peut se ramener au cas X = Spec k. Pour tout ouvert V de Eη = An

k ,
V (k) est non vide. Donc F (k) → F (V ) admet une section et F (k) ↪→
F (k(E)). Alors, on a Fneg(X)

∼−→ Fneg(E).
Soit U ⊂ X un ouvert de X de coniveau δ(X,U) ≥ c (cf. déf. 1.1.13).

On a aussi le diagramme commutatif suivant:

0 // Fneg(U) // F (U) // F (Spec k(U))

0 // Fneg(X) //

OO�
�
�

F (X) //

o

OO

F (Spec k(X))

o

OO



88 CHAPITRE 3. APPLICATIONS

car k(U) = k(X). D’où Fneg(X)
∼−→ Fneg(U). Ainsi, Fneg est homo-

topique et pur en coniveau ≥ c.
Donc d’après la définition de Fst, on en déduit tout de suite qu’il est

homotopique et pur en coniveau ≥ c.

Remarque 3.2.5. — Si G est un groupe fini sur un corps infini k con-
tenant µm où m est inversible dans k, alors Fneg(BG), Fst(BG) sont bien
définis (cf. déf. 2.6.3).

Définition 3.2.6. — On définit

FNR(BG) := {x ∈ F (BG) | ∀(D, g), ∂FD,g(x) ∈ (F−1)neg(BD)}.

Exemple 3.2.7. — [Bog92] Soit F = H i
ét(−,Z(n)). Pour X lisse, no-

tons l’ensemble des classes k-négligeables de H i
ét(X,Z(n)):

H i
neg(X,Z(n)) = Ker(H i

ét(X,Z(n))→ H i
ét(k(X),Z(n))),

et la cohomologie stable de H i
ét(X,Z(n)):

H i
st(X,Z(n)) = H i

ét(X,Z(n))/H i
neg(X,Z(n)).

Donc d’après la proposition 1.6.1, l’exemple 2.4.3,1) et la définition
3.2.6, on a

(3.2.4) H i
NR(BG,Z(n))

= {x ∈ H i
ét(BG,Z(n)) | ∀(D, g), ∂FD,g(x) ∈ H i−1

neg (BD,Z(n− 1)).}

3.2.3. Théorème de Peyre. —

Définition 3.2.8. — Soit G un groupe fini sur un corps k contenant
µm où m est inversible dans k.

On définit le groupe H3
p (G,Q/Z) des classes permutation négligeables

comme le groupe [Pey08, déf. 4]∑
H⊂G

CoresGH(Im(H1(H,Q/Z)⊗2 ∪−→ H3(H,Q/Z))).

Notons H4
Ch(BG,Z(2)) = 〈c2(ρ)〉 le sous-groupe de H4

ét(BG,Z(2)) en-
gendré par les classes de Chern des représentations ρ de G.

Utilisant [Pey08, prop.1 et prop. 2] et le corollaire A.4.1, on obtient
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Lemme 3.2.9. — Si k est séparablement clos, alors

H3
p (G,Q/Z)⊗ Z[

1

2
] = H4

Ch(BG,Z(2))⊗ Z[
1

2
].

Théorème 3.2.10. — Soit k un corps contenant µm où m est inversible
dans k. Soient G un k-groupe fini d’exopsant m et W une représentation
fidèle de G. On a un isomorphisme:

(3.2.5) H4
NR(BG,Z(2))/H4

Ch(BG,Z(2))
∼−→ H4

nr(k(W )G,Z(2))

où H4
NR(BG,Z(2)) est comme dans (3.2.4) et H4

Ch(BG,Z(2)) comme
dans la définition 3.2.8.

Démonstration. — D’après le théorème 2.7.1, on a:

H3
nr(k(W )G,Q/Z(2)) = A0

NR(BG,H3
ét(Q/Z(2))).

Pour X un k-schéma lisse, on a une suite exacte (cf. prop. A.5.2)

0→ CH2(X)→ H4
ét(X,Z(2))→ A0(X,H4

ét(Z(2)))→ 0.

Remplaçons X = U/G où U est un G-torseur linéaire de coniveau > 2

(condition de pureté cf. prop. 1.6.7, prop. 1.6.9 et cor. 2.1.13 ), on a

0→ CH2(BG)→ H4
ét(BG,Z(2))→ A0(BG,H4

ét(Z(2)))→ 0.

Alors, on a le diagramme commutatif suivant

0 // CH2(BG) // H4
ét(BG,Z(2)) //

∂FD,g
��

A0(BG,H4
ét(Z(2)))

∂FD,g
��

// 0

H3
ét(BD,Z(1))

∼ // A0(BD,H3
ét(Z(1)))

où l’isomorphisme est de (A.5.1). D’après [Tot, p. 257], CH2(BG) est
engendré par des classes de Chern des représentations de G. D’où on
obtient (3.2.5).

Remarque 3.2.11. — En particulier, si k est algébriquement clos de
caractéristique zéro, d’après le lemme A.3.1, 1) et le corollaire A.4.1, on
a

H4
ét(BG,Z(2)) ∼= H3(G,H1

ét(k,Z(2)) = H3(G,Q/Z),

et H3
ét(BD,Z(1)) = H3(D,Z) = H2(D,Q/Z).
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Donc d’après le lemme 3.2.9 et (3.2.5), on a:

H3
nr(G,Q/Z)/H3

p (G,Q/Z)→→ H3
nr(k(W )G,Q/Z(2)),

et son noyau est annulé par une puissance de 2, où

H3
nr(G,Q/Z) =

⋂
D⊂G, g:I→ZG(D)

Ker(H3(G,Q/Z)
∂FD,g−→ H2(D,Q/Z)).

On peut sans doute montrer que ce groupe est égal à celui de Peyre
[Pey08, déf. 5].

Remarque 3.2.12. — Grâce à la suite exacte (2.11.1) et au théorème
3.2.2, on obtient une généralisation du théorème de Bogomolov en degré
3 sur Q/Z (ou en degré 4 sur Z)
(3.2.6)

0→ A0
nr(BG,H

4
ét(Z(2)))→ A0

nab(BG,H4
ét(Z(2)))

∂D,g−→
⊕
D,g

Brnr(BD).



APPENDICE A

COHOMOLOGIE MOTIVIQUE ÉTALE

Bruno Kahn

A.1. Représentabilité de la cohomologie motivique étale

Soit k un corps parfait. Rappelons d’abord le diagramme de catégories
en jeu ici:

Sm(k)
M−−−→ DMeff

gm(k) −−−→ DMgm(k)y y
DMeff(k)

ι−−−→ DM(k)

α∗

y
DMeff

ét (k)

cf. définition 1.6.3 pour DMeff
gm(k) et M . Voir [KL, C.4] pour α∗ et son

adjoint à droite Rα∗, et [CD, ex. 7.15] pour DM(k) et le foncteur ι (noté
LΣ∞ dans loc. cit.).

Définition A.1.1. — Soit X une variété lisse sur un corps k. Pour
(i, n) ∈ Z× Z et pour un groupe abélien A, on pose

Hq
ét(X,A(n)) = HomDMeff

ét (k)(α
∗M(X), A⊗ Z(n)ét[q])

où

Z(n)ét =

{
α∗Z(n) si n ≥ 0

(Q/Z)′(n)[−1] si n < 0
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où (Q/Z)′ :=
⊕

l 6=car kQl/Zl, cf. [HK, Déf. 3.1].

Rappelons que pour A = Z/m ou A = Ql/Zl (m, l inversibles dans k),
on retrouve la cohomologie étale ordinaire à coefficients dans des racines
de l’unité tordues [MVW, prop. 10.6].

Proposition A.1.2. — Soit Rα∗ : DMeff
ét (k) → DMeff(k) l’adjoint à

droite de α∗ : DMeff(k)→ DMeff
ét (k) [KL, C.4]. Alors X 7→ Hq

ét(X,A(n))

est représenté par CA ∈ DM(k), image de Rα∗A ∈ DMeff(k) par le fonc-
teur ι : DMeff(k)→ DM(k).

Démonstration. — Il suffit de fabriquer des isomorphismes

HomDMeff
ét (k)(α

∗M,A⊗ Z(n)ét) ' HomDM(k)(ιM,CA(n))

naturels en M ∈ DMeff(k).
Supposons d’abord n ≥ 0. Par la formule de projection, on a un

isomorphisme

Rα∗A⊗ Z(n) ' Rα∗(A⊗ α∗Z(n))

et l’isomorphisme cherché en découle par adjonction et par la pleine fidé-
lité de ι, qui résulte du théorème de simplification de Voevodsky [Voe10].

Supposons maintenant n < 0. Alors

HomDM(k)(ιM,CA(n)) ' HomDM(k)(ιM(−n), CA)
∼←− HomDMeff(k)(M(−n), Rα∗A) ' HomDMeff

ét (k)(α
∗M(−n), A).

L’isomorphisme résulte alors de [HK, prop. A.4] (adapté aux coeffi-
cients A).

A.2. Cohomologie motivique étale de BG, I

Lemme A.2.1. — Soit (i, n) ∈ Z. Alors le foncteur

X 7→ Hq
ét(X,Z(n))

est homotopique et pur en coniveau ≥ inf(n, q+1
2

), au sens de la définition
1.2.6.
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Démonstration. — L’axiome d’homotopie découle immédiatement de la
proposition A.1.2. Pour l’axiome de pureté, soit X une variété lisse
et soit Z un fermé lisse purement de codimension c. En appliquant la
proposition A.1.2 au triangle exact de Gysin

M(X − Z)→M(X)→M(Z)(c)[2c]
+1−→

on trouve:

Hq
Z,ét(X,Z(n)) = HomDM(ιM(Z), CZ(n−c)[q−2c]) = Hq−2c

ét (Z,Z(n−c)).

Si c > n, ce groupe est la cohomologie étale d’un complexe de faisceaux
concentré en degré 1: il est donc nul dès que q− 2c− 1 < 0, soit q− 2c ≤
0.

Soit G un k-groupe algébrique linéaire. D’après le chapitre 1, les
groupes Hq

ét(BG,Z(n)) sont définis et fonctoriels en G. On va les calculer
quand G est un groupe fini (constant):

Le raisonnement approximatif est le suivant. Soit EG l’espace total
du G-torseur universel de base BG. Alors EG → BG est un revête-
ment étale; la suite spectrale de Hochschild-Serre associée (à coefficients
Z(n)ét) peut se décrire comme la suite spectrale d’hypercohomologie as-
sociée au complexe de G-modules

RΓét(EG,Z(n)).

Comme EG est contractile, la projection EG → Spec k induit un
quasi-isomorphisme G-équivariant

RΓét(Spec k,Z(n))
∼−→ RΓét(EG,Z(n))

qui montre que H∗ét(BG,Z(n)) s’identifie à l’hypercohomologie (à coeffi-
cients G-triviaux )

H∗(G,RΓét(Spec k,Z(n))).

Il est bien connu que, dans la catégorie dérivée des groupes abéliens,
tout complexe est isomorphe à la somme directe de ses groupes de coho-
mologie décalés. La suite spectrale correspondante

(A.2.1) Ep,q
2 = Hp(G,Hq

ét(k,Z(n)))⇒ Hp+q
ét (BG,Z(n))

dégénère donc en E2 (quoique pas canoniquement).
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Pour rendre le raisonnement ci-dessus rigoureux, il faut le faire à des
niveaux “finis", c’est-à-dire en remplaçant EG → BG par U → U/G

où U est l’espace total d’un G-torseur linéaire de coniveau tendant vers
l’infini. En effet, on vérifie facilement que le lemme A.2.1 est optimal,
c’est-à-dire que pour n fixé, le coniveau de Hq

ét(−,Z(n)) tend vers l’infini
avec q. Ceci force à appliquer une version de la remarque 1.3.4. Cela
peut se faire de la manière suivante:

Soit n ∈ Z. pour tout q ∈ Z, considérons le foncteur

(A.2.2) X 7→ τ≤qRΓét(X,Z(n))

à valeurs dans la catégorie dérivée des groupes abéliens. Le lemme A.2.1
implique qu’il est homotopique et pur en coniveau ≥ inf(n, q+1

2
).

À tout G-torseur p : U → U/G, associons maintenant la suite spectrale

(q)E
p,q
2 (p) = Hp(G,Hq(τ≤qRΓét(U,Z(n)))⇒ Hp+q(G, τ≤qRΓét(U,Z(n)).

Ceci définit un foncteur contravariant de la catégorie des G-torseurs
vers celle des suites spectrales, qui est homotopique et pur en coniveau ≥
inf(n, q+1

2
), en un sens qui généralise celui de la définition 1.2.6 (axiomes

relatifs à la base du G-torseur). De plus, les (q)E forment un système
inductif, de limite la suite spectrale de Hochschild-Serre habituelle.

Les mêmes raisonnements qu’au chapitre 1 fournissent alors que les
(q)E prennent un sens sur le “G-torseur universel" EG → BG, et con-
vergent quand q →∞ vers une suite spectrale de Hochschild-Serre pour
ce torseur. Enfin, la propriété d’homotopie pour les (A.2.2) justifient la
forme (A.2.1) de cette suite spectrale, et donc sa dégénérescence.

On peut résumer la discussion ci-dessus par le théorème suivant:

Théorème A.2.2. — Soit G un groupe fini, et soit n ∈ Z. Alors la
cohomologie H∗ét(BG,Z(n)) est l’aboutissement d’une suite spectrale de
la forme (A.2.1) (action triviale sur les coefficients), qui dégénère en
E2.
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A.3. Rappels sur la cohomologie motivique étale d’un corps

Si p est un nombre premier, un groupe abélien A est dit p′-divisible
(resp. uniquement p′-divisible) si, pour tout entier m premier à p, la
multiplication par m sur A est surjective (resp. bijective).

Lemme A.3.1. — Soit p l’exposant caractéristique de k.
1) Supposons k séparablement clos. Pour n ∈ Z − {0}, Hq

ét(k,Z(n)) est
nul pour q > n et uniquement p′-divisible pour q ≤ n, sauf pour q = 1. Le
groupe H1

ét(k,Z(n)) est p′-divisible, de torsion isomorphe à (Q/Z)′(n).
2) Supposons k quelconque, et n 6= 0.
a) Hq

ét(k,Z(n)) est uniquement divisible pour q ≤ 0.
b) Pour q ≥ n+ 2, l’homomorphisme

Hq−1
ét (k, (Q/Z)′(n))→ Hq

ét(k,Z(n))

est bijectif.
c) Sous la conjecture de Bloch-Kato en degré n, on a

Hq(k,Z(n))
∼−→ Hq

ét(k,Z(n)) pour q ≤ n

Hn
ét(k,Z(n)) ' KM

n (k)

Hn+1
ét (k,Z(n)) = 0.

Démonstration. — Il suffit de démontrer 2): 1) en est un cas particulier.
On a un triangle exact

Z(n)ét → Q(n)ét → (Q/Z)′(n)
+1−→ .

Comme (Q/Z)′(n) est un faisceau concentré en degré 0, cela démontre
a) sauf pour q = 0, où on n’a a priori qu’une suite exacte

H0
ét(k,Q(n))→ H0

ét(k, (Q/Z)′(n))→ H1
ét(k,Z(n)).

Pour prouver la nullité de la première flèche, on peut raisonner comme
suit (cf. preuve de [Kah97, th. 3.1]). Il suffit de montrer que, pour tout
corps k0 ⊂ k, de type fini sur le corps premier, l’homomorphisme

H0
ét(k0,Q(n))→ H0

ét(k0, (Q/Z)′(n))

est nul. Mais c’est évident, puisque le terme de gauche est divisible et le
terme de droite est fini. (Ici on utilise que la cohomologie motivique étale
à coefficients rationnels et de torsion commute aux limites inductives de
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corps: pour la seconde c’est standard, et pour la première cela résulte
du théorème de comparaison avec la cohomologie Nisnevich [MVW, th.
14.24].)

b) provient du fait que le complexe (de faisceaux Nisnevich) Z(n) n’a
pas de cohomologie en degré > n. Quant à c), le premier isomorphisme
est l’énoncé “Bloch-Kato ⇒ Beilinson-Lichtenbaum" [Su-Vo, G-L], le
second résulte du premier et de l’isomorphisme canonique KM

n (k) '
Hn(k,Z(n)) [MVW, th. 5.1] et le dernier est “Hilbert 90 en poids n".

Remarque A.3.2. — Pour référence ultérieure, donnons une reformu-
lation triangulée de la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum (utilisée dans
le lemme ci-dessus): pour n ≥ 0, la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
est vraie en poids n si et seulement si le triangle

Z(n)→ Rα∗Z(n)ét → τ≥n+2Rα∗Z(n)ét
+1−→

est exact dans DMeff(k).

A.4. Cohomologie motivique étale de BG, II

A.4.1. Cas d’un corps séparablement clos. — On déduit du lemme
A.3.1 et du théorème A.2.2 le corollaire suivant, qui précise un résultat de
Peyre [Pey99, prop. 4.2.1] (ici, la conjecture de Bloch-Kato n’intervient
pas):

Corollaire A.4.1. — Supposons k séparablement clos. Pour tout (n, q)

∈ Z× Z, on a un isomorphisme canonique

H̃q
ét(BG,Z(n)) ' Hq(G,Z)′(n)

où ′ désigne la partie de torsion première à l’exposant caractéristique de
k.

Démonstration. — L’énoncé est évident pour n = 0, on peut donc sup-
poser n 6= 0. Appliquons le lemme A.3.1: dans la suite spectrale (A.2.1),
les seuls termes Ep,q

2 non nuls sont pour p = 0 ou q = 1. On obtient donc

H̃q
ét(BG,Z(n)) '

{
Hq−1(G,H1(k,Z(n))) si q 6= 1

0 si q = 1.
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En réappliquant le lemme A.3.1, on obtient un homomorphisme

Hq−1(G, (Q/Z)′(n))→ Hq−1(G,H1(k,Z(n))

qui est bijectif pour q 6= 1. Toujours pour q 6= 1, on peut écrire

Hq−1(G, (Q/Z)′(n)) ' Hq−1(G,Q/Z)′(n)
∼−→ Hq(G,Z)′(n).

On conclut en observant que H1(G,Z) = 0 et que H0(G,Z) = Z est
sans torsion.

Dans les numéros suivants, on décrit le groupe Hn+2
ét (BG,Z(n)) pour

n ≤ 2, sur un corps k parfait quelconque.

A.4.2. n < 0. — Par définition, Z(n)ét = (Q/Z)′(n)[−1]. On en dé-
duit:

(A.4.1) H̃n+2
ét (BG,Z(n)) = 0.

A.4.3. n = 0. — On a Z(0)ét = Z, d’où

(A.4.2) H̃2
ét(BG,Z(0)) = H2(G,Z).

(Rappelons que H1
ét(k,Z) = 0.)

A.4.4. n = 1. — On a Z(1)ét = Gm[−1], d’où

(A.4.3) H̃3
ét(BG,Z(1)) = B̃r(BG) = H2(G, k∗).

(Rappelons que H1
ét(k,Gm) = 0: théorème 90 de Hilbert.)

A.4.5. n = 2. — Dans ce cas, on obtient une suite exacte (scindée)

0→ H2(G,H2
ét(k,Z(2)))→ H̃4

ét(BG,Z(2))→ H3(G,H1
ét(k,Z(2)))→ 0.

D’après le lemme A.3.1, on a H2
ét(k,Z(2)) ' KM

2 (k) = K2(k). Il reste
un groupe à décrire:

Lemme A.4.2. — On a un isomorphisme

H1
ét(k,Z(2)) ' K3(k)ind

où K3(k)ind := Coker(KM
3 (k)→ K3(k)).
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Démonstration. — Cela résulte de [BL, th. (7.2)], du lemme A.3.1 2)
c) et du théorème de Voevodsky comparant cohomologie motivique et
groupes de Chow supérieurs [Voe02]. Une autre manière de conclure est
d’utiliser la suite spectrale de Bloch-Lichtenbaum

Ep,q
2 = Hp−q(k,Z(−q))⇒ K−p−q(k)

[BL, Lev]. Comme Ep,q
2 = 0 pour p < 0 et q = 0,−1, cette suite

spectrale donne une suite exacte

H3(k,Z(3))→ K3(k)→ H1(k,Z(2))→ 0

c’est-à-dire un isomorphisme K3(k)ind
∼−→ H1(k,Z(2)). On utilise alors

l’isomorphisme H1(k,Z(2))
∼−→ H1

ét(k,Z(2)) du lemme A.3.1.

Soit k0 le sous-corps des constantes de k, c’est-à-dire la fermeture al-
gébrique du sous-corps premier. Alors K3(k0)ind → K3(k)ind est injectif,
de conoyau uniquement divisible (cf. [Kah93, (1.4)]). Comme dans
[Kah93, th. 2.1], on en déduit:

Proposition A.4.3. — On a une suite exacte scindée:

(A.4.4) 0→ H2(G,K2(k))→ H̃4
ét(BG,Z(2))→ H3(G,K3(k0)ind)→ 0

où k0 est le sous-corps des constantes de k.

A.4.6. n > 2. — La situation est plus compliquée. Pour n = 3, le
groupe H̃5

ét(BG,Z(3)) admet une filtration à trois crans, commençant
par H3(G,KM

3 (k)).

A.5. Localisation de la cohomologie motivique étale

Soit X une k-variété lisse. On va décrire le noyau et le conoyau de
l’homomorphisme

(A.5.1) Hn+2
ét (X,Z(n))→ A0(X,Hn+2

ét (Z(n)))

pour de petites valeurs de n. Notons que, d’après le lemme A.3.1 2) b),
le second membre peut aussi s’écrire A0(X,Hn+1

ét ((Q/Z)′(n))).
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A.5.1. n ≤ 1. — Si n < −1, les deux membres sont nuls. Si n =

−1, ils valent H0(k, (Q/Z)′(−1)). Si n = 0, le membre de gauche vaut
H2

ét(X,Z)
∼←− H1

ét(X,Q/Z). Si n = 1, le membre de gauche n’est autre
que Br(X). Dans chaque cas, on en déduit ou il est bien connu que:

Lemme A.5.1. — Pour n ≤ 1, (A.5.1) est un isomorphisme.

Démonstration. — On a les suites exactes suivantes [CT, §3.4, (3.7) et
(3.9), p. 24]

0→ H1
ét(X,Q/Z)→ H1

ét(k(X),Q/Z)→
⊕
x∈X(1)

H0
ét(k(x),Q/Z(−1))

0→ Br(X)→ Br(k(X))→
⊕
x∈X(1)

H1(k(x),Q/Z)

où X est un schéma lisse et

Br(X) := H2(X,Gm) = H3
ét(X,Z(1)).

A.5.2. n = 2. — Dans ce cas:

Proposition A.5.2. — On a une suite exacte courte

0→ CH2(X)→ H4
ét(X,Z(2))→ A0(X,H4

ét(Z(2)))→ 0.

Démonstration. — Si on remplace Z(2)ét par Γ(2), c’est la suite exacte
(9) de [Kah96, th. 1.1]. Donnons-en une démonstration qui évite le
complexe de Lichtenbaum.

Pour n = 2, en évaluant le triangle exact de la remarque A.3.2, on
obtient une suite exacte

0 = H3(X, τ≥4Rα∗Z(2)ét)→ H4(X,Z(2))

→ H4
ét(X,Z(2))→ H4(X, τ≥4Rα∗Z(2)ét) = H0(X,H4

ét(Z(2))

→ H5(X,Z(2)).

Le groupeH4(X,Z(2)) est canoniquement isomorphe à CH2(X) [MVW,
cor. 19.2], et H5(X,Z(2)) = 0 [MVW, th. 19.3]. Enfin, l’isomorphisme
H0(X,H4

ét(Z(2)) ' A0(X,H4
ét(Z(2))) provient de la conjecture de Ger-

sten [CT, th. 4.1.1, (a) ⇐⇒ (c)].
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Remarque A.5.3. — On aurait pu démontrer le lemme A.5.1 de la
même manière.

A.5.3. n = 3. — Le même raisonnement que pour la proposition A.5.2
donne:

Proposition A.5.4 (cf. [Kah03, rem. 4.10]). — Sous la conjecture de
Bloch-Kato en degré 3, on a une suite exacte

0→ A2(X,KM
3 )→ H5

ét(X,Z(3))→ A0(X,H5
ét(Z(3)))

→ CH3(X)→ H6
ét(X,Z(3))

où A2(X,KM
3 )

∼−→ H5(X,Z(3)) par la suite spectrale de coniveau pour
la cohomologie motivique.
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