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INTRODUCTION

Cette these est composée de deux chapitres théoriques, un chapitre
d’applications et un appendice de Bruno Kahn.

L’idée initiale vient du probléme de Noether: Soient G un groupe fini
et W une représentation fidéle de G sur un corps k. Donc G opére
sur le corps des fonctions rationnelles k(W). Est-ce que le corps des
invariants k(W)Y est transcendant pur sur k? La réponse en général
est non. Saltman a utilisé la cohomologie non ramifiée de degré 2 de ce
corps H2 (C(W)% Q/Z) (appelée aussi le groupe de Brauer non ramifi¢)
pour trouver un contre-exemple sur le corps des nombres complexes C
[Salt84|. Bogomolov [Bog8T7|,|CTS, rem. p.159] et récemment Peyre
[Pey08| ont réussi & donner des contre-exemples sur C en faisant le lien
entre cette cohomologie et celle du groupe G en degré 2, 3 respectivement.
En particulier, Peyre a donné un p-groupe d’ordre p'? (p impair) dont la
cohomologie non ramifiée de degré 2 est nulle mais celle de degré 3 ne
I’est pas.

Ici nous pensons a la cohomologie sur les espaces classifiants “ BG” et
espérons établir des formules comme celles de Bogomolov et Peyre en
degré plus grand sur un corps quelconque. Cela nous améne a donner
un sens précis a F(BG) dans le premier chapitre. L’idée de cette con-
struction vient de Totaro |[Tot|, remonte & Bogomolov [Bog92|. Totaro
a défini F(BG) pour ' = CH*. On généralise sa construction pour les
foncteurs F' de la catégorie des schémas lisses Sm(k) vers une catégorie
quelconque satisfaisant:

- Homotopie: Si V — X est un fibré vectoriel, alors F(V) — F(X).
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- Pureté: Si U C X est un ouvert dont le fermé complémentaire est
de codimension > ¢ (un entier donné¢), alors F(U) — F(X).

On dit alors que F' est homotopique et pur en coniveau > c. En utilisant
la double fibration

UG« UxU/G—U/G

ot U, U’ sont des G-torseurs linéaires de coniveau > ¢ ( définition 1.2.1),
on a

FU/G) — F(U'/G).
On définit alors

F(BG) = th(U/G)
Les axiomes de cette construction sont dus & Bruno Kahn. Il me laisse le
travail de les vérifier. Dans ce chapitre, je donne aussi la condition sur ¢
pour que F(BGQG) existe pour certains F: cohomologie étale, cohomologie
motivique, cohomologie motivique étale, homologie motivique.

Dans le second chapitre, nous établissons une formule pour la coho-
mologie non ramifiée de “BG” a l'aide de “résidus géométriques” inspirés
par le travail de Peyre [Pey08, déf. 5]. Plus généralement, nous travail-
lons avec les modules de cycles de Rost [Rost|. Pour X lisse de corps
des fonctions K et M un module de cycles, on note

AL(X, M) = A (K, M) = () Ker(Mo(K) 2% M,_i(k4))
AEP(K/K)

ol J4 est un résidu classique au sens de [CTO|, [Rost| attaché a un
anneau A de valuation discréte de type géométrique. On montre que
A% (BG, M,) est bien défini (proposition 2.2.4). D’autre part, on définit
des résidus géométriques 857“[,( définition 2.4.7) sur un corps k contenant
[tm OU m est inversible dans k et G d’exposant divisant m. Et puis, nous
définissons

aF
A% (BG, M,) = N Ker(A%(BG, M,) =% A°(BD, M,_,))
DCG, g:um—Zg(D)

ou A°(X, M,) est le groupe des ¢léments non ramifiés sur X (définition
2.1.7). Dans une lettre & Serre [GMS], Totaro a montré

A°(BG, M,) = Inv,(G, M,,)
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ou Invg (G, M,,) est le groupe des invariants de G a valeur dans M,, défini
par Serre.
Le théoréme principal de cette thése est ( théoréme 2.7.1)

Ar(BG, M,) = A° (BG, M,,).

Cela nous permet de retrouver et généraliser le théoréme de Bogomolov
[CTS, thm. 7.1] et de Peyre [Pey08, thm. 1| dans le chapitre 3. De
plus, on définit (définition 2.11.2)

ADn(BG, M,) = (| Ker(A°(BG, M,) — A°(BA, M,))

A
ol A parcourt les sous-groupes abéliens de G. Et un raffinement du
théoréme principal (corollaire 2.11.5)

0 — A%(BG, M,) — A% (BG, M,) 224 @) A%, (BD, M, ).
D.g
Cela généralise “Bogomolov faible” i.e. la formule comme Bogomolov mais
sur les sous-groupes abéliens et non pas sur les sous-groupes bicycliques:
i) Bry,(BG) = Brp.,(BG).
i) 0 — A%, (BG, HA(Z(2))) — ALy, (BG, HY(Z(2))) » @, Bru(BD).
Cette suite (2.11.1) donne aussi (théoréme 2.11.6)

i) Si A%, (BG, M,,) = 0, alors A® (BG, M,,) = 0.

ii) Si M est connectif (i.e. M,, = 0 pour n assez petit) et VH C G,Vn €
Z,A% (BH, M,) = 0, alors

VH C G,Vne€Z,A°, (BH, M,) = 0.

nab

D’autre part, nous avons (théoréme 3.2.2): B\;nr(BG) — Bry, (BGg,).
D’autres applications dans le troisiéme chapitre sont la suite duale du
théoréme principal (3.1.1)

& H-.(BD, Z(~1)) — Hy(BG,Z) — CHy(BG) — 0
D.g
et des conditions équivalentes pour avoir des groupes non ramifiés trivi-
aux (partie 3.1.2).
Enfin, 'appendice sur la cohomologie motivique étale qui est utilisé
dans la démonstration les théorémes de Bogomolov et de Peyre, est écrit
par Bruno Kahn.






CHAPITRE 1

UNE CONSTRUCTION DE F(BG)

1.1. Rappel sur les torseurs

Dans cette section, je rappelle les définitions et les propriétés des
torseurs dont nous aurons besoin.

1.1.1. Quotients. — Soit k un corps.

Définition 1.1.1 (Mumford [MFK, déf. 0.6 ii, p.4])
Soit G un k-groupe algébrique et soit X un k-schéma de type fini sur
lequel G opére par le morphisme py : G x X — X.

a) Un quotient géométriqgue de X par G est un k-schéma Y muni d’un
k-morphisme f: X — Y tel que:
(i) Le diagramme suivant est commutatif:

GxX 24 X

(1.1.1) ”Xl fl

x sy

(ii) f et le morphisme ¢ : G x X — X Xy X défini par ¢(g,z) =
(gx, ) sont surjectifs.

(iii) f est submersif, i.e. U C Y est ouvert si et seulement si
fHU) est ouvert dans X.

(iv) Le faisceau Oy est isomorphe au sous-faisceau de f.Ox formé
des fonctions G-invariantes.

b) f estun quotient géométrique universel s’il le reste apreés tout change-
ment de base.
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Si ce schéma Y existe, il est unique a isomorphisme unique prés. On
le note Y = X/G.

1.1.2. Existence de quotients. —

Proposition 1.1.2. — Soit G opérant sur X et soit N un sous-groupe
distingué de G. Supposons que X admette un quotient géométrique uni-
versel f: X —Y relativement a l'action de N. Alors G/N opére sur'Y
et les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) X admet un quotient géométrique universel Z relativement a l’action
de G.

(i) Y admet un quotient géométrique universel Z' relativement a l’action
de G/N.

Si c’est le cas, alors Z est isomorphe a Z'.

Démonstration. — On peut vérifer que cette proposition est vraie en
remplagant “quotient géométrique” par “quotient catégorique” (¢f. [IMFK,
déf. 0.5, p.3]). En particulier, les deux quotients coincident si I'un des
deux existe par la propriété universelle des quotients catégoriques. Sup-
posons donc que Z soit un quotient catégorique universel de X par G et
de Y par G/N,et notons g: Y — Z, h=gof: X — Z.

Appliquons le critéere [MFK, (3), p.6]: Il suffit de vérifier la submersion
de g, h et la surjectivité de v x, @y dans le diagramme commutatif suivant:

Nx X —% X xy X

| |

Gx X 22X Xz X
foi ifxf
G/NxY -2y x,V.

D’abord, comme f est un quotient géométrique universel, il est uni-
versellement submersif; par conséquent, g est universellement submersif
si et seulement si h 'est.

D’autre part, comme f est surjectif, f x f est surjectif; donc si px est
surjectif, @y est surjectif.
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Inversement, si @y est surjectif, alors on peut vérifier que px est sur-
jectif sur les k-points grace au diagramme ci-dessus. Et puis, d’aprés
[EGA I, prop. 7.1.8, p. 331], px est surjectif. O

Corollaire 1.1.3. — Dans la situation de la proposition 1.1.2, sup-
posons que l'action de N sur X soit triviale. Alors action de G sur
X en induit une de G/N. De plus, le quotient géométrique de X par G
existe si et seulement si celui par G /N eziste, et alors ils coincident.

1.1.3. Torseurs. —

Définition 1.1.4 (Mumford [MFK, deéf. 0.10, p.17])
Soit X un k-schéma sur lequel G opére et soit f : X — Y un k-

morphisme. On dit que f est un G-torseur de base Y et d’espace total
X si

(i) Y est un quotient géométrique de X
(i) f est plat
(iii) ¢ (cf. déf. 1.1.1 a) (ii)) est un isomorphisme.

Remarque 1.1.5. — On peut montrer (Kahn, non publié¢) que cette
définition est équivalente a celle de Colliot-Théléne et Sansuc [CTS, déf.
2.9].

Théoréeme 1.1.6 (|IDG, 111.2.6.1, p. 313]). — Si G est fini et opére sur
un schéma X tel que toute orbite ensembliste soit contenue dans un ou-
vert affine de X, alors

1. Le carré (1.1.1) est cocartésien dans la catégorie des espaces locale-
ment annelés.

2. La projection f: X — Y = X/G est entiére et le morphisme ¢ est
surjectif.

3. 851 G opére librement sur X, [ est fini localement libre et ¢ est un
isomorphisme. En particulier, X est ’espace total d’un G-torseur.

Définition 1.1.7. — Un G-schéma X est G-irréductible si, pour toute
décomposition X = F} U F, ou Fi, F, sont des fermés G-stables, on a
X = F1 ou X = FQ.
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Lemme 1.1.8. — Soit G opérant sur X de type fini. Alors on peut
écrire X = Ugep Xp ot les X sont des fermés G-irréductibles. On
appelle les Xz les composantes G-irréductibles de X.

Démonstration. — Soit X, une composante irréductible de X, et soit
Xp est le plus petit fermé G-stable de X qui contient X,. Alors Xz est
G-irréductible. En effet, supposons que Xz = Fy U F;, ou Fy, F; sont des
fermés G-stables. Comme X, est irréductible, X, C F; ou X, C F,. Par
minimalité de X3, F} = X ou Fy, = Xj3. D’autre part, on a clairement
X = UXg, ce qui démontre le lemme. ]

Lemme 1.1.9. — Soient G, H deux groupes algébriques et Ug, Uy les
espaces totauxr dun G et d’un H-torseur. Alors Ug x Uy est l’espace
total d’un G x H-torseur.

Démonstration. — La projection
UG X UH—>Ug/GX UH/H%UG X UH/GX H

est fidelement plate puisque Ug — Ug/G et Uy — Uy /H sont fidéle-
ments plates. De plus, le morphisme

(GXH)X(UOXUH)—>(U(;XUH)X(UGxUH)

qui envoie (g, h, z,y) vers (gz, hy, z,y) est un isomorphisme a cause des
isomorphismes (g, ) — (gz,x) et (h,y) — (hy,y). Alors

U0XUH—>UGxUH/G><H

est un G X H-torseur. O

1.1.4. Propriétés de permanence des torseurs. —

Proposition 1.1.10. — Les G-torseurs ont les propriétés suivantes:

1. Stabilité par changement de base: si on a le diagramme suivant
X' =Y xy X 2 X

| /]

Y’ 45y,
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et si f est un G-torseur, alors [’ l'est aussi pour tout g.
Réciproqguement, si f' est un G-torseur et g est fidélement plat, alors
f est un G-torseur.

2. Formule de la dimension: si X est G-irréductible (cf. déf. 1.1.7),
alors

dim X =dimY +dimG.

3. Soit f: X =Y un G-torseur et soit m : E — X un fibré vectoriel
sur X avec G-action linéaire équivariante, alors E/G existe et est
un fibré vectoriel sur'Y .

Démonstration. — 1. La premiére assertion est grace a la condition: f

plat. La deuxiéme assertion résulte de la descente fidélement plate.

2. L’hypothése implique que Y est irréductible. Comme f est plat, on
peut appliquer [Har, chap. III, cor. 9.6, p.257]: on a

dim X —dimY = dim X,

ot X, est la fibre d’un point quelconque de Y (elle est équidimen-
sionnelle). D’aprés [MFK, (4), p. 6/7], on a dim X, = dim G.
3. Cela résulte de la descente fidélement plate [SGA 1, VIII, cor. 1.3
et prop. 1.10].
O

Remarque 1.1.11. — : Soient f: X — Y un G-torseur et 7 : X' — X
un morphisme G-équivariant avec 'action de G sur X'. Alors, X'/G
existe dans certains cas:

— m est un fibré vectoriel (Proposition 1.1.10, 3).
— Dans [MFK, prop. 7.1].
— m est une immersion ouverte ou fermée (Colliot-Théléne).

Lemme 1.1.12 (Colliot-Théléne). — Soit X [’espace total d’un G-
torseur de base Y avec X de type fini. Soit U un ouvert non vide de
X, stable par G. Posons Z = (X — U)yeq. Alors, U et Z sont aussi les
espaces totaux de G-torseurs.
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Démonstration. — Comme U est G-stable, alors Z est (G-stable aussi.
Considérons le diagramme suivant

Xo U
(1.1.2) fl fl

Yo fU)

ou f(U) est un ouvert de Y car f est plat. On a U C f~Y(f(U)) et
aussi ’égalité car U est G-stable. En effet, il nous suffit de montrer pour
tout K D k, K algébriquement clos, on a f~'(f(U))(K) = U(K) (cf.
[EGA I, prop. 7.1.8, p.331]). Soit z € X(K) tel que f(z) € f(U)(K)
ie. f(z) = f(u) pour u € U(K). Comme f est un G-torseur, f(K) l'est
aussi (au sens discret). Alors, il existe g € G(K) tel que = = gu et donc
x € U(K). Donc le diagramme (1.1.2) est cartésien et donc U — f(U)
est un G-torseur (par la proposition 1.1.10).

Posons Z' =Y — f(U). Alors f74(Z") = f7YY) — f7Yf(U)) =
X — U = Z car f est fidélement plat. De maniére analogue, on a que
Z — Z' est un G-torseur. O

1.1.5. Coniveaux. —
Définition 1.1.13. — Soit U un k-schéma intégre de type fini. Pour
une immersion ouverte () # U’ LU , on définit
(1.1.3) 6(j) =o0(U,U") = codimy (U — U").
C’est le coniveau de j (ou de U’ dans U).
On a (cf. [Har, Exercise 3.20,(d), p.95]):
(U, U") = codimy (U — U') = dim U — dim(U — U").
Lemme 1.1.14. — Soit U un k-schéma intégre de type fini.

1. Toute immersion ouverte U’ < U, ou U’ est non vide, est composée
d’immersions ouvertes U; iy U1 avec U1 — U; irréductible.

2. Si G opére sur U et U' est G-invariant, j est composée d’immersions
ouvertes V; XN Vig1 ou V; est G-stable et Vi1 —V; est G-irréductible
pour tout 1.
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3. Si k est parfait, on peut choisir les j; dans (1) et dans (2) de com-

plémentaire lisse.
Démonstration. —

1. On voit que (2) = (1) car (1) est le cas particulier G = {1}. Donc
il suffit de démontrer (2).

2. Posons Z = U — U’. Considérons les composantes G-irréductibles
1y ooy L de Z (cf. lemme 1.1.8). Posons

Fm—l—l:@; Fm:Zma Fona1=2nUZ ...
Alors on a une chaine de fermés F,, C F,,_1 C --- C F; C Z ou
F, — Fi\1 = Z; \ Z;i;1 est G-irréductible comme ouvert non vide
du G-irréductible Z;. Posons V; = U — Fj, alors on a une chaine
douverts V;, c Vo, € --- C V,, C U avec V; —V,_y = F;,_1 — F;
G-irréductible.

3. Considérons la chaine de fermés ... Zy C Z1 C Z o0 Z; = (Zi—1) sing
est lisse. D’aprés [EGA IV, cor. 17.15.13], cette chaine est stricte-
ment décroissante. Il existe m tel que Z,, = () car Z est noethérien.
Alors, on a une chaine de fermés 2,, C Z,,.1 C --- C Z C U.
Posons U; = U — Z;, on a une chaine d’ouverts U = U,,, D --- D
U DU. EtU;—U,_y = Z;_1 — Z; est lisse par la définition des Z;.
En appliquant (1) et (2) pour chaque immersion ouverte U;_; — Uj,
on obtient une nouvelle chaine d’ouverts U = U} D --- D Ul D U’
ou U] — U]_, G-irréductible lisse.

]
Lemme 1.1.15. — Soit U un k-schéma lisse et soit ¢ un entier positif.
1. Soient U" <5 U' <% U des immersions ouvertes. On a

5(4) > cetd(j) > ce6(j5) > e

2. Soit X un autre schéma lisse, on a U' x X TS UXX et (jxly) =

6(j).

3. Si U est un G-torseur et que G laisse stable U' — U, on a

S(U/G, UG = §(U,T).
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Démonstration. — Seul le point (3) mérite une démonstration.
(3) D’aprés le lemme 1.1.12, U'/G existe et U’ — U'/G est un G-
torseur.

(i) Si U — U’ est G-irréductible, alors on a

S(U/G,U'/G) =dim(U/G) — dim(U/G - U'/QG)
=dim(U/G) — dim((U — U")/G)
=dimU — dim(U — U") ( ¢f. prop. 1.1.10 (2))
=6(U,U").

(ii) Sinon, posons Z = U — U’'. D’aprés le lemme 1.1.14, U' — U
est composée d’immersions ouvertes Uj; <J—> Uiy avec U1 — U
G-irréductible. D’apreés la partie (i) ci-dessus, on a §(U;.1,U;) =
0(Uis1/G,U;/G). Et d’aprés (1), pour U;_1 < U; < U;4q, on a

d(Uit1,Uizq) > ¢ < 6(Uiyq,U;) > cet §(U;, Ui—y) > ¢
< (U1 /G, U /G) > cet 6(U;/)G,U;—1/G) > ¢
< 0(Uis1/G,U;1/G) > c.
C’est vrai pour tout ¢ > 0, donc on a aussi
5(Ui+1, Ui—l) = 5(Uz’+1/G> Ui—l/G)'
Par récurrence, on obtient §(U,U’) = §(U/G, U’ /G).

1.2. Une construction de F(BG)

L’idée de cette construction vient de celle de Totaro (cf. |[Tot, déf.
1.2]). Indépendamment, Morel et Voevodsky ont construit aussi BG en
géométrie algébrique [MV, prop. 2.6]. Ici les axiomes de la construction
de F(BG) sont dus a Bruno Kahn, il me laisse le travail de les vérifier.

1.2.1. Représentations trés fidéles. —

Définition 1.2.1. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire. Soient F
une représentation linéaire de GG et ¢ un entier > 0. On dit que £ est
une représentation trés fidéle de G de coniveau > c s’il existe un ouvert
U de E, stable par G tel que le quotient géométrique U/G existe, que
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U — U/G soit un G-torseur et que 6(E,U) > c.
On dit que U est un G-torseur linéaire de coniveau > c¢ s’il est obtenu de
cette manieére.

Remarque 1.2.2. — Une telle représentation trés fidéle de coniveau
aussi grand qu’on veut existe toujours d’aprés Totaro (c¢f. [Tot, rem.
1.4, p.4] ou [CTS, lemme 9.2]).

Rappelons la construction dans [CTS, lemme 9.2]: Soit G C GL,, une
représentation k-linéaire fidéle de G. Soit N > 1 un entier. Soient W
I'espace des matrices carrées (N 4+ n) X (N +n) sur k et V' l'espace des
matrices n X (N + n) sur k. Soit U C V l'ouvert dense de V' formé des
matrices de rang n. La projection W — V induit un morphisme surjectif
de G-variétés

m: GLyy, = U.

On note G = @ le sous-groupe de GL ~N+n des matrices de la forme

Iy 0

0 D
ou D € G et Iy est la matrice identique N x N. On note H C GLy,
le sous-groupe formé des matrices de la forme

A B
(o 1.)
ou A € GLy et I,, est la matrice identique n x n. Alors H est une exten-
sion de GLy par un sous-groupe invariant unipotent dont la variété sous-
jacente est un espace affine AN". De plus, 7 induit un G-isomorphisme
GLyyn /H — U. Comme le produit I' = HG =~ H x G est un sous-
groupe fermé de GLy.,, le morphisme canonique

GLN+n — GLN+n /P

se factorise par 7 et induit un G-torseur GLy ., /H — GLy4, /. Alors
U/G existe et U est un G-torseur sur U/G:

FF

U U/G.
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D’autre part, c’est clair que la codimension du fermé complémentaire
S =V — U tend vers l'infini quand N tend vers 'infini.

En particulier, d’aprés Waterhouse |[Wat, p. 121-122|, un quotient
d’un groupe algébrique linéaire par un sous-groupe fermé est une variété
quasi-projective lisse. Donc U/G est quasi-projective lisse.

1.2.2. Représentations trés fidéles d’un groupe fini. — Soient
G un groupe fini et W une représentation trés fidéle de G sur k. Pour
g € GG, on note

WI=W9 ={zeW|gz=z}

Considérons U = W — g1 W7, Clest un ouvert G-stable de W. Alors
U est l'espace total d'un G-torseur (cf. thm. 1.1.6).

Définition 1.2.3. — On note

v(W): =W, U) = ;gg{codimw W9y,

Lemme 1.2.4. — On a

Vn > 1, v(W") = nv(W).

Démonstration. — D’abord
(W9 ={(wy,...,w,) € W" | gw; =w; Vi=1,...,n} = (WI)".
D’ott on a

v(W"™) = inf{codimy (W")9}

g#1
= inf{codimy~ (W7)"}
g#1
= nv(W).
O
Remarque 1.2.5. — Ce lemme 1.2.4 est une autre maniére d’obtenir

un G-torseur linéaire de coniveau aussi grand qu’on veut (pour G fini).
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1.2.3. La construction principale. —

Définition 1.2.6. — Soit Sm(k) la catégorie des k-schémas lisses, sé-
parés et de type fini. Notons Smyg.n (k) la catégorie ayant les mémes
objets, mais dont les morphismes sont les morphismes dominants.

Soit F' un foncteur de Smgon, (k) vers une catégorie C et soit ¢ un entier
> 0. On dit que F' est homotopique et pur en coniveau > c s’il vérifie les
deux axiomes suivants:

1. Homotopie: Si f : V — X est un fibré vectoriel, alors F(f) :
F(V) — F(X) est un isomorphisme.

2. Pureté: F(U) — F(X)si U est un ouvert de X tel que 6(X,U) >
c.

Remarque 1.2.7. — Ici le foncteur F' est covariant. Dans la suite, on
utilisera souvent des foncteurs contravariants. Mais on passe des uns aux
autres en remplacant C par C° (catégorie opposée).

Exemple 1.2.8. — Supposons que k soit parfait. Si F' est homotopique
et pur en coniveau > ¢, alors

Y s F(X xY)

I’est aussi.

En effet, soit U un ouvert de Y tel que le fermé complémentaire Z =
Y — U soit lisse, de coniveau > ¢. Alors X x U est aussi un ouvert de
X x Y et son fermé complémentaire est aussi de coniveau > c. Alors
d’aprés ’hypothése de F', on a

F(XxU) = F(X xY).
Si F — Y est un fibré vectoriel, alors X x E — X x Y l’est aussi. Donc

F(X xE) = F(X xY).

Remarque 1.2.9. — Si k est parfait, il suffit d’exiger la condition de
pureté dans le cas particulier ou X — U est lisse et irréductible. Fn effet,
d’aprés le lemme 1.1.14, U — X est composée d’immersions ouvertes
U; = Uiy avec Uy — Uy irréductible lisse. Donc F(U;) — F(Usyy)
et par récurrence, F(U) — F(X). De plus, d’aprés le lemme 1.1.15,
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pour Uiy = U; — Uiy, on a 6(Uiy1,Uim1) > ¢ & (Ui, Us) >
cet 6(U;,U;_1) > c. Par récurrence,

(S(X, U) >cs 5(Ui+l>Ui) > c.

Définition 1.2.10. — Soit ¢ un nombre entier > 0. Soient U, U’ deux
k-schémas lisses irréductibles munis d’une action de G. On dit que le
couple (U, U") est admissible de coniveau > c si

(a) U est l'espace total d'un G-torseur.
(b) U’ est un ouvert non vide d’une représentation E’ de G tel que le
quotient géométrique U'/G existe et que 6(E',U’) > c.

Remarque 1.2.11. — (U,U) est admissible de coniveau > ¢ si et seule-
ment si U est un G-torseur linéaire de coniveau > ¢ (cf. déf. 1.2.1).

Construction 1.2.12. — Soit F' un foncteur homotopique et pur en
coniveau > c. Alors il existe une famille de morphismes canoniques

SOU,U’ . F(U/G) — F(U//G)

pour tout couple admissible U, U’ de coniveau > ¢, ayant les propriétés
sutvantes:

1. Réflexivité: si (U,U) est admissible, alors oy = Idpwc).

2. Symétrie: si (U,U") et (U',U) sont admissibles, alors

wuurpvu =1
et pyyr est un isomorphisme.
3. Transitivité: si (U, U"), (U',U") et (U, U") sont admissibles, alors

SOU’,U” SOU,U/ et SOU,U” .

Démonstration. — C’est la construction de la double fibration qui re-
monte & Bogomolov et d’autres (“lemme sans nom”, c¢f. [CTS, §3.2]).

Comme U est l'espace total d’'un G-torseur et que U x E' — U est
un fibré vectoriel G-équivariant, d’aprés la proposition 1.1.10 (3), U x E’
est aussi l'espace total d'un G-torseur et U x E'/G — U/G est un fibré
vectoriel. D’aprés le lemme 1.1.12, comme U x U’ < U x E’ est une
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immersion ouverte, il existe (U x U')/G < (U x E')/G. On a donc un
diagramme

UxE i UxU o U

7

G G G
(I
U U
G - G

Dans ce diagramme, p est un fibré vectoriel, donc par I'axiome d’ho-
motopie (cf. déf. 1.2.6), F(p) est un isomorphisme. D’autre part, §(U x
F'/G,.U x U'/G) > ¢ (d’apres la définition 1.1.13 de 6(j) et le lemme
1.1.15), donc l'inclusion j définit un isomorphisme par I’axiome de pureté.
Finalement, on définit ¢y par la composition

-1 N1 F U,IU’
F/e) "5 rw < Bq) " ro < vie) T P a).

Notons que g = FUL PG Fp)™ = PRI FGET), co
qui montre que ¢y ne dépend que de U’ et pas de 'immersion U’ — E'.

Il reste & vérifier les trois propriétés.
Réflexivité: opy = F(pl " )F(p¥) ' = 1.

Symétrie: puupu v = Flpg! VFpg” ) Fog” ) Fpg” )™ = 1. Et
¢y, est un isomorphisme. C’est évident par la définition de gy .

Transitivité: On considére deux autres diagrammes:

/ "
UxE" ¢ UxU" p;0 U

a - G G
I e
U v

G G



20 CHAPITRE 1. UNE CONSTRUCTION DE F(BG)

et
"
UxE" g Uxu" vy U"

G G
p” J{ pg’U”

U

G

—Q

Ql

On a
Yo .urPuu = Puur

UL U U"\=1 1, UU’ UUN-1 _ v UU"\ -1
< Flpy:™ VE(pg ) Fpg )F(pg™ )™ = Flpyn ) F(y™ )™

De plus, on a le diagramme commutatif suivant:

UxU xU" Pg’/%’fﬁ U xU"

G G

e | 2|

uxu WU

G G’

Il en résulte que
U,U, U,UI,UN U/,U” U,U/,U”
(121) F(pU/ )F(pU,U’ ) == F(pU/ )F(pU/,U" )
D’autre part, on a
UxU’xE”jDonU’x U’
G G
pol
UxU
o
Comme U, U’ sont des espaces totaux de G-torseurs, U x U’ I'est aussi
d’ott on déduit que py est un fibré vectoriel et donc F'(pg) est inversible par
I’axiome d’homotopie de F'. De plus, jy est une immersion ouverte avec
Y(UxU xE"/G,UxU xU"/G) > ¢ (cf lemme 1.1.15), donc F(jo) est
. . y . , uuu” .
inversible par I'axiome de pureté de F. Alors, F(p; 5 ) = F(po)F (jo)
est inversible. Ainsi,

U'\U"— uU,u’ uu’,.u” UU'\U"—
(1.2.1) & Flpy ) 'Fpy ) = Flpgign VF (g™ )™
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De maniére analogue, on a

UU"\— U’ uuu UU U —
F(py™ ) 1F<10U )= F(pU,U” )F(pU,U’ )7t

Alors,

Yur.urPuUU’ =pu,u”
SFpp "V Fog " ) e’ =Fg Y Feg” ) Fpp”)
S Vi Fege" )™ =Fep e ) Fege )™
SFpp VFpg) =F(pp VF (o).

Cela est vrai grace au diagramme commutatif suivant

U,U’,U”
UxU xU" piyi . UxU"
7

G G
uv,u’,.u’ u,u’
pU”,U}’ pd//
! "
Uxut e U
G G

On a donc montré
Yo urPuu = Puur
[

Définition 1.2.13. — On note F(BG) la limite inductive des F(U/G),
ou U est un G-torseur linéaire de coniveau > ¢, par rapport au sytéme
transitif d’isomorphismes @y .

Remarque 1.2.14. — Pour tout U G-torseur linéaire de coniveau > c,
F(U/G) — F(BG) donc la définition de F/(BG) permet simplement de
ne choisir aucun U.

1.2.4. Propriétés “universelles” de F(BG). —

Lemme 1.2.15. — (a) Si U est l’espace total d’un G-torseur, on a un
morphisme canonique py : F(U/G) — F(BG).
(b) Si f: U — U est un morphisme de G-torseurs, oy = oy o F(f)
avec F(f): F(U'/G) — F(U/G).
(c) Si U wvérifie la condition (b) de la définition 1.2.10, on a un mor-
phisme canonique Yy : F(BG) — F(U/G).
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(d) Si f:U" — U est un morphisme avec U, U’ vérifie la condition (b)
de la définition 1.2.10, alors Yy = F(f)y.

(e) Si U est un G-torseur linéaire de coniveau > ¢, @y et Yy sont des
isomorphismes inverses l'un de 'autre.

Démonstration. — Choisissons un G-torseur linéaire Uj de coniveau > c.
On a un morphisme canonique ¢y, : F(Uy/G) — F(BG) qui est un
isomorphisme d’aprés la propriété (2) de la construction 1.2.12.

(a) Si U est lespace total d'un G-torseur, alors (U,U) est admis-
sible. Donc par la construction 1.2.12, il existe un morphisme
vy, : F(U/G) — F(Up/G). Posons py = ¢u,u,u,-

Ce morphisme ne dépend pas du choix de Uy. En effet, prenons
un autre G-torseur linéaire U; de coniveau > ¢, et considérons le
morphisme associé ¢y, @ F(Uy/G) — F(BG). Puisque (Up,Uy)
et (Uy,Up) sont admissibles, ¢y, v, est inversible. Et on a ¢y, =
PU, 905;,U1 par la propriété de la limite inductive. Donc

YU = PUPUU, = <PU0€0{]01,U190U0,U1 CU,U,
= @u,puu, (par la propriété transitivité de ).

(b) Considérons le diagramme suivant

U FGUUY U X Uy, Fo™) U,
= > F( ) » F(=)
G G

F(’)J F(ifxiduo)l =l
U, Fello- UxUy. Flog") Uy

F(—= >y F y F'(—).
&) Lth &

Les deux rectangles sont commutatifs par fonctorialité, donc on a

wvu, = F(pl ) F (phUe)
= F(piX ) F(f % idy, ) F(p5, <)
= F(py ") F(pg ") ' F(f)

)
= PU,Uy (f)

AIOI'S, Yyr = Yy © F(f)
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(c) Si U vérifie la condition (b) de la définition 1.2.10, (Uy, U) est ad-
missible. Donc il existe ¢y, v : F'(Up/G) — F(U/G). Alors il existe
un morphisme ¢y de F(BG) dans F(U/G) comme suit

F(BG) « F(Uy)G) 228 F(U/G).

(d) De maniére analogue a b), on a ¥y = F(f) o ¢y
(e) SiU est linéaire de coniveau > ¢, par la propriété de symétrie de ¢,
on a gy = Yupy = 1.
]

Remarque 1.2.16. — Nous avons les deux premiéres applications sui-
vantes:

1. Si H C G est un sous-groupe fermé de G, alors G — G/H est
un H-torseur. Donc pour tout F' (covariant), on a un morphisme
canonique (cf. lemme 1.2.15 a))

F(G/H) — F(BH).
2. Appliquons (a) et (b) du lemme 1.2.15 & F' = CH"(—) (groupe de
Chow en degré n) avec
CH"(—)?: X — CH"(X) € Ab*?,
donc F' est covariant, on retrouve le théoréme 1.3 de Totaro dans

[Tot|:

Théoréme 1.2.17 (Totaro). — [Tot, thm. 1.3, p.4| Soit G un
groupe algébrique sur un corps k. Alors le groupe CH'(BG) est
wdentique a l'ensemble des symboles o associant a chaque variété
quasi-projective lisse X et a un G-torseur E — X un élément
a(F) € CHY(X) tel que pour tout morphisme f :'Y — X, on
ait
o(f*E) = f*(a(E)).

D’abord on vérifie que

CH'(BG) = {a |V G-torseur £ — X, a(E) € CH'(X)}.
D’apres le lemme 1.2.15, pour F' = CH' (contravariant) on a

op: CH'(BG) — CH'(E/Q).
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Donc pour z € CH*(BG), on définit a(E) = pg(x). Pour chaque «
comme dans ’hypothése, on définit x = a(EG) ou EG est I'espace
total d’'un G-torseur de base “BG”. Concrétement, fixons U un
G-torseur linéaire de coniveau > c¢ et prenons EFG = U, on a
CH'(BG) = CH'(U/G).

De plus, d’aprés le lemme 1.2.15, pour f* = F(f) : CHY(X) —

CH'(Y), on a
¢rE=9roF(f)

ou

a(f*E) = [*(a(E)).

1.3. Fonctorialité en F

Lemme 1.3.1. — Soient F, I’ deux foncteurs homotopiques et purs en
coniveau > c¢. Si f : F'— F' est une transformation naturelle, alors f
induit

fBG : F(BG) — F/(BG)
Démonstration. — Soient U, U" des G-torseurs linénaires de coniveau >
¢, on a le diagramme commutatif suivant d’aprés le lemme 1.2.15:

FU/G) — F'(U/G)
| )
F(U'/G)— F'(U'/G)
Donc en passant a la limite inductive, on a un morphisme F(BG) —
F'(BG). O

Lemme 1.3.2. — Soient F, F', F" des foncteurs homotopiques et purs
en coniveaur > c,c,c’. Si f : F x F' — F" est une transformation
naturelle, alors f induit

fse : F(BG) x F'(BG) — F"(BG).

Démonstration. — Posons ¢y = sup(c, c, "), alors F, F’, F" sont purs en
coniveau > ¢g. Soit U un G-torseur de coniveau > ¢y, on a

F(U/G) x F'(UJG) — F"(U/G).
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En passant a la limite inductive, on a un morphisme
fBa : F(BG) x F'(BG) — F"(BG).
m

Ezxzemple 1.3.3. — Utilisons les lemmes 1.3.1 et 1.3.2 pour F' = CH",
F'=CH’, F" = CH™, on trouve la structure d’anneau de C H*(BG).

Remarque 1.3.4. — Soit (F,,) un systéme inductif de foncteurs ho-
motopiques et purs en coniveau > ¢, (peut-étre ¢, — +00) vers une
catégorie C admettant des limites inductives dénombrables. Pour X &
Smyom(k), posons F(X) = lian(X ). Ceci définit un nouveau fonc-
teur F7 = lim F,,. Alors F(BG) a un sens méme si F' n’est pur d’aucun
coniveau. En effet, pour tout n, d’aprés le lemme 1.3.1, on a bien un
morphisme
F.(BG) — F,11(BG)
ne dépendant d’aucun choix, donc on peut définir

F(BG) = lig F,(BG).

1.4. Fonctorialité en GG

Définition 1.4.1. — Soient f : G — H un morphisme des k-groupes
algébriques linéaires et X un schéma sur lequel H opére. On note f*(X)
le schéma X muni de 'action de G via f: c’est 'image réciproque de X
par f.

Proposition 1.4.2. — La loi G — F(BG) définit un foncteur de la
catégorie des k-groupes algébriques linéaires vers C. Autrement dit:
— a tout k-homomorphisme f : G — H est associé un morphisme
F(Bf): F(BG) — F(BH);
—sig: H — K est un autre homomorphisme, on a F(B(gf)) =
F(Bg)F(Bf).

Démonstration. — Soient Uy un G-torseur linéaire de coniveau > c et U]
un H-torseur linéaire de coniveau > c¢. Donc G opére aussi sur £ via f
et laisse stable Uj. On décompose f comme suit:

G —» G/N — H,
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ou N = Ker(f). D’apreés le corollaire 1.1.3, U] est 'espace total d'un
f(G/N)-torseur et U)/(f(G/N)) — U}/H est fidélement plat. On note
F5(U]) I'image réciproque de Uy relative a f (cf. déf. 1.4.1). Donc

FHU)/NGIN) — Up/(f(G/N)) = Up/H

est fidélement plat et f*(U}) est aussi 'espace total d'un G/N-torseur (i.e.
F(U]) est I'espace total d'un G-torseur potentiel). D’aprés la proposition
1.1.2, le quotient géométrique f*(U))/G existe et égal a f*(U])/(G/N).
Notons W?O : f*(Up)/G — Up/H. Donc on a un morphisme 9y, g; de
F(Uy/G) a F(U}/H) comme suit:

Uo
F(7rf

F(F(U)/G) — Py i),

G
Pug, £+ U})

F(Uo/G)

Considérons le diagramme suivant

wUO,U’

F(BG) = lim F(U/G) « F(Up/G) ~*5° F(U}/H)
— F(BH) = lim F(U'/H).

Comme Uy est G-torseur linéaire de coniveau > ¢, donc F(U/G) —
F(BG). Alors il existe un morphisme F(Bf) : F(BG) — F(BH) grace
au diagramme au-dessus.

De plus, ce morphisme ne dépend pas des choix de Uy, Uj. En effet, soit

Uy (resp. Uj) un autre G-torseur (resp. H-torseur) linéaire de coniveau
> c¢. Considérons le diagramme suivant

!

F(r50)
F(Up/G) —— F(f*(U})/G) — F(U,/H)
‘nglel (p?*/(]\ljf{p,f*(U{)l wSévUil
Pl

F(UL/G) — F(f1(U])/G) ——
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Le rectangle a gauche est commutatif grace au diagramme commutatif
suivant

F<Uf/G> F(f*((Tfé)/G) - F(f*(Ué)T/(G/N))
F(Uo >1U1/G) — F(f*(Up) >1f*(U{)/G) — F(f*(Ug) % fl*(U{)/(G/N))

F(U,/G) F(f(U1)/G) - F(f(U1)/G).

Le méme argument pour le rectangle a droit. Alors, le morphisme de
liﬂF(U/G) dans @F(U’/H) construit par F'(U,/G) — F(U;/G) coin-
cide avec le morphisme provenant des applications F(Uy/G) — F(U}/G)
ci-dessus. Donc, F'(f) ne dépend pas des choix de U, U’.

Si g: H— K est un autre morphisme, on a

F(B(gf)) = F(Bg)F(Bf).

En effet, soit U} un K-torseur linéaire de coniveau > c¢. Il nous faut
montrer que

Ug\ @ . U’ H [/ Se
F(myf )00, ) ey = F (750 Vo0 g wmF (T )0, p+wpy-

Considérons le diagramme suivant

U ‘PS PR (U f*(U, S‘??*(U’),(gf)*(U”) af)” Uy
F(go) 0 0 F( Go)) 0 0 (( )0( O))
rlh | ret)|
1.4.1 U PUp.0 ) g (UY
( ) F(ﬁo) 0 0 F( <]¥0))
riat |
U//
F(?ﬂ).

On a
G _ G G
PUo(gf)(UY) = PrUy).(af)*(U§) PUo,f*(U)
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(propriété de transitivité de ¢ dans la construction 1.2.12) et

U// 7 Ul
F(ﬂg]? )= F(WgUO )F(?Tfo).

Donc il nous reste a& montrer le rectangle dans le diagramme (1.4.1) ci-
dessus est commutatif. Considérons encore le diagramme suivant

Ui Uy x U Uy
U U x Uy vy

I1 est commutatif. Donc le rectangle dans le diagramme (1.4.1) est com-
mutatif aussi. On a donc démontré F(B(gf)) = F(Bg)F(Bf).
O

Gréce a la fonctorialité en F' (cf. lemme 1.3.1 et 1.3.2) et a la foncto-
rialité en G (cf. prop. 1.4.2), on obtient:

Corollaire 1.4.3. — a) Si f : I — F' est une transformation na-
turelle, alors fpq : F(BG) — F'(BQG) est naturelle en G.
b) Si F = lim F,, G — F(BG) est un foncteur en G ou F(BGQG) est

défint comme dans la remarque 1.3.4.
D’apres I'exemple 1.2.8 et la proposition 1.4.2, on a:

Corollaire 1.4.4. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire, F(X X
BGQG) est bien défini et
G — F(X x BG)

est un foncteur en G.
Comme premiére application de la fonctorialité, on définit:

Définition 1.4.5. — Soit F' un foncteur de Smygen (k) vers une caté-
gorie karoubienne C' (dont tout endomorphisme idempotent a un noyau).
Pour tout k-groupe algébrique linéaire GG, on pose

F(BG) = Ker(F(Be))
ou € est I'idempotent G — Spec(k) — G donné par 'unité de G.
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1.5. Une extension: F(BG x BH)

Définition 1.5.1. — Soient G, H deux k-groupes algébriques linéaires
et Ug (resp. Uy) un G-torseur (resp. H-torseur) linéaire (déf. 1.2.1). De
G — F(BG), on définit G x H — F(BG x BH) par:
F(BG x BH) = hﬂ F(Ug/G x Uy /H).
UGvUH

On peut vérifier que cette loi définit un bifoncteur par la méme méth-
ode de la proposition 1.4.2.

D’apres le lemme 1.1.9 et la définition 1.2.13, on a:

F(B(Gx H))=F(UgxUy/Gx H) -~ F(Ug/G x Uy /H).

Il en résulte que:

Lemme 1.5.2. — On a un isomorphisme canonique et fonctoriel:

(1.5.1) F(B(G x H)) = F(BG x BH).

1.6. Exemples de F(BG)

Le corps k est maintenant supposé parfait.

Soit j : U < V une immersion ouverte de coniveau §(j) = ¢ (cf. déf.
1.1.13). On va chercher ici des conditions sur ¢ pour que F'(j) soit un
isomorphisme pour un certain nombre de foncteurs F. D’aprés le lemme
1.1.14, on peut se limiter aux immersions ouvertes j : U < V telles que

2 . . 1 . . ., . . .
le fermé complémentaire Z — V soit lisse, irréductible et de codimension
c.

1.6.1. Cohomologie étale. —

Proposition 1.6.1. — Supposons m soit inversible dans k. Pour FI(X) =
H{ (X, M) ou M est un faisceau localement constant (constructible),
d’ordre divisant m (cohomologie étale cf. [Mil, 111, §1, déf. 1.5]), F(V) —
F(U) sic>

Démonstration. — C’est grace a la longue suite exacte [Mil, I11, §1, prop.
1.25]

oo HLY(V,M) — HY(V,M) — HY(U,M) — HL™(V,M) — ...
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et [Mil, VI, §5, thm. 5.1 (cohomological purity), cor. 5.3 (Gysin se-
quence)]. Ou on a

HL(V,M)=H"*(Z,M @ Tyv)

ot Tzv (cf. [Mil, déf. p.243|) est un faisceau done H9™?*(Z, M QT ) =
0sic>q/2.
O

1.6.2. Cohomologie motivique. — Edidin et Graham ont défini la
cohomologie motivique de BG dans [EG, 2.7, 2.8] en généralisant la déf-
inition CH*(BG) de Totaro. En particulier, ils définissent des groupes
de Chow supérieurs équivariants au sens de Bloch, lors que nous définis-
sons des groupes isomorphes a l'aide de la cohomologie motivique de
Voevodsky (et un théoréme de comparaison non trivial du a lui). Ici
nous donnons directement une définition de H*(BG,Z(n)) comme un
exemple de F'(BG) construit ci-dessus.

1.6.2.1. Catégorie des motifs effectifs géométriques. — [Voe0ODb]|

Soit k un corps. On note Sm(k) la catégorie des schémas lisses sur
k et SmCor(k) la catégorie des schémas lisses de type fini sur k ou
les morphismes sont les correspondances finies. On note [X]| l'objet de
SmCor(k) correspondant a un schéma lisse X. Considérons la catégorie
homotopique H°(SmCor(k)) des complexes bornés sur SmCor (k). Soit
T la classe d’objets de H?(SmCor(k)) formée des complexes des deux
formes suivantes:

1. Pour tout schéma lisse X sur k, le complexe
(X x A'] = [X]

est dans 7.
2. Pour tout schéma lisse X et tout recouvrement ouvert X = U UV
de X, le complexe

UnNV]—=[Ule[V] = [X]
est dans T.

Définition 1.6.2. — (IMVW, déf. 9.1]) Une sous-catégorie C de la
catégorie triangulée T est épaisse si:
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(i) Soit A - B — C' — A[1] un triangle exact dans 7. Si deux entre
A, B, C sont dans C, le troisiéme l’est aussi.

(ii) SSA@ B eC,alors AeC, BeC.

Notons T' la sous-catégorie épaisse minimale de H°(SmCor(k)) qui
contient 7T'.

Définition 1.6.3. — [Voe00b, déf. 2.1.1] Soit k& un corps. La ca-
tégorie triangulée DMg?n(k) des motifs géométriques effectifs sur k est
I’enveloppe pseudo-abélienne du quotient de la catégorie homotopique

H®(SmCor(k)) par la sous-catégorie épaisse T. On note M le foncteur
Sm(k) — DMgh (k).

Définition 1.6.4. — [Voe00b, p. 192| On définit la catégorie des mo-
tifs géométriques DMy, (k) comme la catégorie obtenu de DMZ?H(/{) en
inversant Z(1). De plus, le foncteur

DM¢h (k) — DMy (k)
est pleinement fidéle grace au théoréeme de simplification de Voevodsky
[Voel0].

1.6.2.2. Complexe motivique et cohomologie motivique. —

Définition 1.6.5. — [MVW, déf. 3.1] Pour tout entier ¢ > 0, le com-
plexe motivique Z(q) est défini comme le complexe des préfaisceaux avec
transfert:

Z(q) = Oy (G)1) [—q] = M(G)7)[—q]

ou Z(X) est un préfaisceau avec transfert représenté par X [MVW,
def. 2.8] et Zy(X)(U) = Cor(U, X), et

—

q
Z(G)) = Coker(P Zun (G x ... G+ X ) = Zip (G X -+ X Gy))
=1

IMVW, déf. 2.12].

Convention: Z(q) = 0si ¢ < 0.
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Définition 1.6.6. — [MVW  déf. 3.4] La cohomologie motivique H?(X,Z(q))
est défini comme 1’hypercohomologie des complexes motiviques Z(q) dans
la topologie de Zariski:

Hp(X, Z(q)) = H;%ar(X? Z<q))7
ou [IMVW, prop. 14.16|
HY(X, Z(q)) = Hompygg oo (M (X), Z(g) ).
1.6.2.3. Pureté motivique. —

Proposition 1.6.7. — Pour F(X) = HY(X,Z(n)) avecq € Z, F(V) —
F(U) si ¢ >n. De plus, F' est homotopique.

Démonstration. — D’abord, on a une longue suite exacte de Gysin [MVW,
thm. 15.15|:

H*?(Z, Z(n—c)) — H(V,Z(n)) — HY(U, Z(n)) — H™'*(Z, Z(n—c))
De plus, Z(q) = 0si ¢ < 0 (¢f. convention aprées [ MVW, déf. 3.1]), donc
HY2¢(Z Z(n —¢)) = 0sin < c. Et donc HY(V,Z(n)) — HY(U,Z(n))
sl c > n.

D’autre part, soit F — X un fibré vectoriel. D’aprés [MVW, cor.
13.16], M(E) — M (X). Donc

HY(E,Z(n)) = HomDMgﬂm(k)(M(E)a Z(n)q))

— HomDMgﬁ(k)(M(X)a Z(n)lql) = HY(X, Z(n)).

Donc F' est homotopique. O
Exzemple 1.6.8. — Pour ¢ = 2n on a H*(X,Z(n)) = CH"(X) (¢f.
[IMVW, §17]) et donc on retrouve que CH"(BG) est défini si ¢ > n
comme Totaro [Tot, déf. 1.2].

1.6.3. Cohomologie motivique étale. —

Proposition 1.6.9. — Pour F(X) = H{ (X, Z&(n)) (cohomologie mo-
tivique étale, cf. déf. A.1.1), F(V) — F(U) si ¢ > sup(n, (¢ + 1)/2).
De plus, F' est homotopique.

C’est le lemme A.2.1 dans I'appendice A.
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Remarque 1.6.10. — D’aprés les propositions 1.6.1, 1.6.7, 1.6.9, les
foncteurs HY, (—, M), HY(—,Z(n)), H{ (—, Z¢(n)) satisfont aux axiomes
de la définition 1.2.6, donc F(BG) existe pour ¢ assez grand et est con-
travariant en G.

1.6.4. Homologie motivique. —

Définition 1.6.11. — L’homologie motivique est défini [F'V, p. 182]
H;(X,Z(n)) = Hompw,,, k) (Z(n)[i], M(X)).
Proposition 1.6.12. — H;(—,Z(n)) est homotopique et pur en coniveau

c>1—n+1.

Démonstration. — D’aprés [MVW, thm. 15.15], on a un triangle de
Gysin:
MU) = M(V) = M(Z)(c)[2¢] = M(U)[1]
D’ot une longue suite exacte de Hom
...Hom(Z(n —¢)[i + 1 —2¢|, M(Z)) — Hom(Z(n)[i], M (U))
— Hom(Z(n)[i], M(V)) — Hom(Z(n — ¢)[i — 2|, M(Z)) — ...
D’aprés la définition 1.6.11, ceci implique
— HZ'_QC(M(Z), Z(n — C)) — ...
De plus, pour X lisse
H;(X,Z(n)) =0sii < n Kahl0, prop. 6.1].
Donc H;(U,Z(n)) — H;(V,Z(n)) sic>1i—n+ 1.
D’autre part, H;(X,Z(n)) est invariant par homotopie par le méme
argument que dans la démonstration de la proposition 1.6.7. O]

Remarque 1.6.13. — D’aprés la proposition 1.6.12, H;(BG,Z(n)) est
bien défini et covariant en G.

Au chapitre suivant, on calculera le coniveau des groupes de Chow a
coefficients de Rost (cf. cor. 2.1.12).






CHAPITRE 2

MODULES DE CYCLES DE ROST ET
CLASSES NON RAMIFIEES

2.1. Module de cycles de Rost

Dans cette partie, je rappelle la définition des modules de cycles de
Rost et leurs propriétés principales. Pour plus de détails, on peut se
référer a larticle de Rost (cf. [Rost]).

Soit k un corps. On note F(k) la classe des corps de type fini sur k.

2.1.1. Prémodules de cycles. —

Définition 2.1.1. — [Rost, déf. 1.1, p.328] Un prémodule de cycles M
associe & tout F' € F(k) un groupe abélien gradué

M(F) = @ M, (F)

nez
muni les données D1-D4 et les conditions Rla-R3e suivantes:

D1: Pour tout ¢ : F — E, ¢, : M(F) — M(E) de degré 0.

D2: Pour tout ¢ : ' — E fini, ¢* : M(F) — M(F) de degré 0.

D3: Pour chaque F, le groupe M (F) est muni d’une structure de K F-
module (ici KMF est 'anneau de Milnor de F), notée z - p oil
r€ KMF et pe M(F). Le produit KMF - M,,(F) C My, m(F) est
gradué.

D4: Soit v une valuation discréte de rang un de F' de type géométrique
(au sens de Rost, c¢f. rem. 2.1.2) , il existe 0, : M(F) — M(k(v))
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de degré —1. Pour une uniformisante 7 de v sur F', on pose:
st M(F) — M(k(v))
p = sy(p) = ({—7}.p).
Rla: Pour p: F - E, ¢ : E— L,on a (¢ o), =1, 0 p,.
R1b: Pour ¢ : F — E, ¢ : E — L finis, on a (1) o ¢)* = ¢* o ™.
R3a: Soient ¢ : £ — F' et v une valuation de F', au dessus d’une valuation

non triviale w de E avec 'indice de ramification e. Soit ¢ : k(w) —
k(v) le morphisme induit. Alors

avogp*ze'@*oaw-

R3b: Soient ¢ : F' — FE fini et v une valuation de F'. Pour une valuation

w de E au dessus de v, soit ¢, : k(v) = k(w) le morphisme induit.
Alors

&,ogo*:Zgofﬂo@w.

R3c: Soient ¢ : ' — F' et v une valuation de F' qui est triviale sur E.
Alors
0, 0w, = 0.
Rlc, R2a, R2b, R2¢, R3d, R3e (¢f. [Rost, p. 329|).

Remarque 2.1.2. — |[Rost, p. 328| On dit qu’une valuation discréte
v de rang un de F' est de type géométrique si 'anneau O, de v est une
localisation d’un anneau intégre de type fini en un point régulier de codi-
mension 1. Dans ce cas, on a

tr.deg.(F|k) = tr.deg.(k,|k) + 1.

Définition 2.1.3. — Un prémodule de cycles M est dit connectif s’il
existe ng € Z tel que M, = 0 pour tout n < ng.

2.1.2. Modules de cycles. — Soit X un schéma sur k, on écrit
M(z) = M(k(x)) pour x € X. Si X est normal, alors 'anneau lo-
cal de X en € X est un anneau de valuation discréte de rang un;
soit 0, : M,({x) — M,_1(x) 'homomorphisme résidu associé, ou &y
est le point générique de X. Pour z,y € X, on a aussi un morphisme
Oy M(z) — M(y) (cf. [Rost, p. 337]).
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Définition 2.1.4. — |Rost, déf. 2.1, p.337] Un module de cycles M
sur k est un prémodule de cycles M sur k satisfaisant des conditions
(FD) et (C) suivantes:

(FD): “SUPPORT FINI". Soient X un schéma normal et p € M (£x), alors
9x(p) = 0 pour tout € X en dehors d’un ensemble fini.
(C): “FERMETURE”. Soit X intégre et local de dimension 2, alors

0= > 95 005 : M(&x) — M(xo)

zeXx @)

ou {x est le point générique et zq est le point fermé de X.

Ezxemples 2.1.5. — 1. La K-théorie de Milnor, la cohomologie ga-
loisienne, la cohomologie étale sont des modules de cycles |Rost,
rem. 2.4 et 2.5].

2. D’aprés [Deg, 6.2.1], tout foncteur additif de DMZ?H(/’{;)OP (cf. déf.
1.6.3 ) vers la catégorie des groupes abéliens fournit des modules de
cycles (un pour chaque r € Z par la formule de [Deg, 6.2.1]).

Soit DM(k) comme dans [CD, Ex. 6.25]. On a un foncteur
DMgﬁl(k‘) — DM(k). Si C est un objet de DM(k), il définit un
foncteur

C' — Hom(C',C)

par composition un foncteur contravariant sur DMggl(k:), et donc un
module de cycles. En regardant la formule de Déglise, ce module de
cycles est donné par la formule

M,(F)=H"(F,C(n+r))
ol on pose, pour une k-variété lisse X
H"(X,C(n+r)) = Hompn (M (X),C(n +1)[n])
d’ou
H"(F,C(n+r)) = @H”(U, Cn+r))

ot U parcourt les modeles lisses de F'/k.

3. D’apreés la proposition A.1.2 (Appendice A), remplagons C' dans la
partie précédente (cohomologie motivique) par Ra,Z, on déduit que
la cohomologie motivique étale définit un module de cycles.
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Proposition 2.1.6. — [Rost, prop. 2.2| Soit M un module de cycles
sur k. Alors les propriétés (H) et (RC) suivantes sont satisfaites pour
tout corps F' de type fini sur k.

(H): HOMOTOPIE POUR A'. La suite suivante est exacte:
0 — M,(F) = M,( = P M@
CISE(A )(0)

ou F(t) est le corps des fonctions de AL.

(RC): RECIPROCITE POUR LES COURBES. Soit X une courbe propre

et lisse sur F'. Alors
M(ex) 2 @ M ) — M(F)
IGX(O)
ou Ex est le point générique et la fleche M(F(x)) — M(F) est de
(D2), est un complexe.

Si X est intégre et satisfait (FD), on pose:
d = (ag)xeX(U P M (Ex) — @ M (z)
zeX ™)
Définition 2.1.7. — On note:
A% X, M,) =Kerd = () Kerd$ C M,({x).
zex @)

On peut voir A°(X, M) comme le groupe des éléments non ramifiés sur
X.

2.1.3. Complexes de cycles et groupes de Chow. —

Définition 2.1.8. — (|[Rost, 3.2, p.346]) Soient M un module de cycles
sur X et p un entier. Posons

M) = @ Muop(a)
Z‘GX@)

On définit
d=dx : Cy(X,M,) — C'p_l(X, M,)
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par dy = 0 avec J; comme dans [Rost, 2.1.0]. Cette définition est bien
déterminée par I'axiome (FD). On a dx o dx = 0 (|[Rost, lem. 3.3]).

Le complexe C,(X, M,) = (C,(X, M,,),dx),>0 est appelé le compleze
de cycles homologique sur X a coefficients dans M,,.

On pose aussi

CP(X, M) = @ M,_p(z)
zeX (@)
et on définit:

d=dy : CP(X, M,) — C**'(X, M,)
par d; = 05 comme dans [Rost, 2.1.0]. On a aussi dod = 0.

Le complexe C*(X, M,,) = (CP(X, M,,), dx),>0 est donc appelé le com-
plexe de cycles cohomologique sur X a coeflicients dans M.

On note A, (X, M,) (resp. A?(X,M,)) le p-iéme groupe d’homologie
(resp. de cohomologie) du complexe C, (X, M,) (resp. C*(X, M,)). De
plus, Rost I'appelle le groupe de Chow des cycles de dimension p (resp.

de codimension p) avec coefficients dans M. Ceci généralise la définition
2.1.7.

Remarque 2.1.9 (Groupes de Chow classiques)
On a [Rost, rem. 5.1]:

Ap(X; KM, —p) = CHy(X) et AP(X; KM, p) = CHP(X).
Par exemple, on a CHy(X) = Ag(X, KJ7).

Remarque 2.1.10. — Si X est équidimensionnel et de dimension d,
alors X®) = X4, et CP(X, M,) = Cy_p(X, M,,_q), donc AP(X, M,) =
Agp(X, My_a).

Lemme 2.1.11. — |Rost, (3.10), p.350| Soient U — X une immersion
ouverte et Z le fermé complémentaire. Soit p un entier positif. On a une
suite exacte de complexes:

0— C\(Z,M,) = C.(X,M,) = C.(U,M,) — 0.
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D’ot une suite exacte de localisation |[Rost, §5, p. 356]:
= A2 M,) = Ay(X, M,,) = AU, M,) — Ay i (Z,M,) — ...
C’est grace a X(,) = Z(,) U U(y. De plus, posons
(M) = inf{i|M; # 0}.

On a:
i) Sin+p<d(M): VX, Cp(X, M,) =0 donc A,(X, M,) = 0.
i) Sin—p<dM): VX, CP(X,M,) =0 donc AP(X,M,) =0
Donc on a le corollaire suivant:

Corollaire 2.1.12. — 1. Sous l’hypothése du lemme 2.1.11, alors

Ay(X, M,)) — A,(U,M,) si dimZ < p— 1.
2. De plus, st X est équidimensionnel, alors
AP(X, M,)) — AP(U, M,,) si codimyx Z > inf{n — §(M),p+ 1}.
Démonstration. — 1. C’est a cause de
Ap(Z, M) =0si Zpy =@ i.e. dimZ < p.

2. Du lemme 2.1.11 et (1), en supposant que Z soit irréductible lisse,
on déduit que

AP(X, M,,)) — AP(U, M,,) si codimx Z > p+ 1.

De plus, siz € X®P'NZ, alors z € Z?®=9 donc on a une suite exacte
de localisation:

o APT(Z M) — AP(X, M) — AP(U, M,) — AP~ "YZ M, _.) — ...

Sin—c<d(M)ie c>n—0(M),alors M,,_. =0, donc on a aussi
AP(X, M) 5 AP(U, M,,). On en déduit (2).
0

Du corollaire 2.1.12, on déduit le corollaire suivant:

Corollaire 2.1.13. — AP(—, M,,) est un foncteur contravariant sur Sm(k),
homotopique de coniveau > inf{n — §(M) + 1,p + 2}.

D’aprés [Rost, §12, p.382|, AP(—, M,,) est un foncteur contravariant et
I'invariance par homotopie est démontrée dans [Rost, prop. 8.6, p.370].
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Corollaire 2.1.14. — Considérons F(X) = AP(X, HY(Z(n))) le terme
E5 de la suite spectrale de coniveau |BO]. Alors

AP(X, HY(Z(n))) = AP(U, HY(Z(n))) si ¢ > inf{n,p + 1}.

On applique le corollaire 2.1.12 et dans ce cas 6(M) = 0.

2.2. Classes non ramifiées

Dans cette partie, on introduit la notion suivante:

Définition 2.2.1. — 1. Pour tout corps de fonctions K sur un corps
k, on définit:

ALKk, M) = () Ker(M(K) 2% M,_y(k4)),
AEP(K/k)

ot P(K/k) est I'ensemble des anneaux de valuation discréte A de
rang un de type géométrique de K sur k tels que K = Frac(A).
2. Si X/k est un schéma lisse de corps des fonctions K, on note:

AR (X[ k, My) = Ay (K [k, My).

Remarque 2.2.2. — 1. S’il n’y a pas d’ambiguité, on note simple-
ment
AIOIT(K7 Mn) - Agr(K/k7 Mn)
2. De plus, on a
A?lr(K7 MTL) = A?II'(X’ Mn) - AO(Xv M’n)
3. Si M,(K) = H"(K,Q/Z(n+1)), A% (K, M,) est le groupe de coho-

mologie non ramifiée de K défini par Colliot-Théléne et Ojanguren
[CTO, déf. 1.1.1, p. 143]:

Hi (K, Q/Z(n + 1))

= (| Ker(HA(K,Q/Z(n +)) % HE Y(ka, Q/Z(n+i—1))).
AeP(K/k)

Lemme 2.2.3. — Soit f : K — L une extension de corps. Alors f, :
M, (K) — M,(L) envoie A° (K, M,) dans A° (L, M,).
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Démonstration. — Soit B € P(L/k). Si B est trivial sur K, alors d’aprés
(R3c) (cf. déf. 2.1.1), on a dp o f, = 0. Si B est au dessus A € P(K/k)
avec 'indice de ramification e, alors d’aprés la propriété (R3a) (cf. déf.
2.1.1), le diagramme suivant est commutatif:

M,(L) 225 M, i(kp)

f* ef*/l\
My (K) —2 M,_y(ra).
Soit z € AY (K, M,). Alors da(z) = 0 pour tout A € P(K/k) et donc
Ip(f«(x)) = 0 pour tout B € P(L/k) i.e. fu(x) € A (L, M,). Donc
AY (K, M,) est bien envoyé¢ dans A% (L, M,,). O

Soit Smyom (k) la catégorie des schémas lisses de type fini sur k& dont les
morphismes sont dominants (cf. déf. 1.2.6). Soit X — Y dans Smgom(k),
alors k(YY) < k(X) et donc le lemme 2.2.3 donne un morphisme:

0

nr

tel que A% — A° soit une transformation naturelle. On en déduit que

AY (—, M,,) est un foncteur contravariant sur Smgen, (k). De plus, ¢a fait
de AY (—, M,) un sous-foncteur de A°(—, M,,) sur Smgon, (k).

Proposition 2.2.4. — Le foncteur
X A (X, M,)
est homotopique et pur en coniveau 1 sur Smgey (k).

Démonstration. — 1l nous faut vérifier deux propriétés:

i) Pureté: Soit U < X une immersion ouverte. D’apreés la définition
de A° (—, M,) on a tout de suite:

A?lr(X7 MTL) ;> Agr(U7 Mn)

car k(X) = k(U). C’est vrai pour tout ouvert dense de X, donc
AY (=, M,,) est de coniveau 1.

ii) Homotopie: on utilise la méme méthode que Colliot-Théléne et
Ojanguren (cf. [CTO, prop. 1.2]).
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Soit p : V' — X un fibré vectoriel. Soit U un ouvert de X. D’aprés
i), on a:

A?lr<v7 Mn) % A?lr(f_l(U)? Mn)

p*T T
A (X, M) ——  AY(U, M,).

Quand U est assez petit, on a f~1(U) = U x A™. Donc pour montrer
que p* est un isomorphisme, on peut se limiter au cas V = X x Al

D’apres le lemme 2.2.3, on a:
AL (X [k, M,) — A (V/k,M,).
D’aprés la propriété (H) (c¢f. prop. 2.1.6), on a:
A (k(V)/K(X), My) «— My (k(X)).
Et donc grace au diagramme commutatif suivant:

Ane(V/k, My, ) —— A (V/E(X), My,)

AR (X[ ke, My ) ——— My (k(X))
on a:
AV (X )k, M) — AY(V/k, M,).
Réciproquement, soit ¢ € A% (V/k, M,). Si B € P(k(V)/k) est
trivial sur k(X), alors d’aprés (R3c) (¢f. déf. 2.1.1), le morphisme
composé suivant est trivial:

M, (K(X)) = Mo(k(V)) 22 M,_\(k5).

Donc, en utilisant (H), on obtient que ¢ vient d’un élément bien
déterminé, que nous noterons encore ¢, de M, (k(X)). Soit A €
P(k(X)/k). Il existe B € P(k(V)/k) au dessus de A tel que kg =
ka(t) (¢f. [Bourl, prop. 2, p.157]). On a le diagramme commutatif
suivant:

¢ € My(K(X)) =" Myoa(sa)

sl 7|

My (k(V))  —225 M, 1(kp)
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parce que dans ce cas, l'indice de ramification de B sur A (R3a) est
égal a 1.

De plus, d’aprés la propriété (H) (cf. prop. 2.1.6), p* est in-
jectif. D’ott on a d4(¢) = 0 pour tout A € P(k(X)/k) et donc
¢ € A% (X, M,). Ainsi,

AV (X, M,) — ALV, M,).

]

Définition 2.2.5. — Soient k un corps et X une k-variétée intégre (ou
lisse). On dit que

- X est k-rationnel si elle est k-birationnel avec un espace affin i.e.
k(X) — k(AD).
- X est stablement k-rationnel si X x; A™ est k-rationnel.

Corollaire 2.2.6. — Si X est stablement k-rationnel, alors
Ane(k(X), My) = My (k).
Démonstration. — Si X est stablement rationnel, utilisant la propriété
(H) de la proposition 2.1.6 par récurence, on a
M, (k) = AQ (k(A™), M) = AQ (k(X x A"), M) = A} (k(X), My).
O

Si X/k est lisse et propre, Rost a montré que A°(X, M,,) est un invari-
ant birationnel (cf. [Rost, cor. 12.10]). On a un résultat plus précis:

Proposition 2.2.7. — Si X/k est lisse et propre, alors
A (X, M,) = A°(X, M,).
Démonstration. — On utilise [CT, prop. 2.1.8 )] qui dit que: Soient F

un foncteur de la catégorie des k-algébres vers une catégorie abélienne et
X/k une variété intégre de corps des fonctions k(X). Posons:

F(X)={ac F(k(X))|VP e XW acImF(Oxp)}
Fo(k(X)/k) = {o € F(k(X)) | VA € P(k(X)/k), a € ImF(A)}.
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Si F' satisfait la condition de la pureté en codimension un pour les an-
neaux locaux réguliers A de corps des fractions K i.e.

(2.2.1) Im(F(A) —» F(K)) = m Im(F(Ay) — F(K))
p, ht(p)=1
ou p est de hauteur un dans A, alors
F(X) = Fu(k(X)).
Considérons F' = A%(—, M,,), on a:
Fi(X)= () Im(A°(SpecOx,, M,) — A°(k(X), M,))

zeXx@)

= A"(X, M,)

Fulk(X)/k)= ()  Im(A%(Spec A, M,) — A°(k(X), M,))
AeP(k(X)/k)
= An(k(X), M,)

grace a la définition 2.1.7 et A°(k(X), M,,) = M, (k(X)).
Donc il nous faut vérifier (2.2.1) pour F = A%(—, M,,) i.e.
(2.2.2) Im(A%(Spec A, M,,) — A°(K, M,,))
= () Im(A°(SpecA,, M,) — A°(K, M,))

p, ht(p)=1
D’aprés la définition de A°(—, M,,) (¢f. déf. 2.1.7), on a A°(K, M,) =
M, (K) et

A’(Spec A, M) = (] Ker(M,(K) — M,_1(r,)),

A°(Spec A,, M,,) = Ker(M,,(K) — M, _1(k,)).

D’ott on en déduit (2.2.2). Enfin, en appliquant [CT, prop. 2.1.8 e)], on
a:

AR (X, My) = A(X, My).
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2.3. Représentabilité

Merkurjev a défini aussi le groupe A% (K, M,,) et il le note M, (K)y,,
[Mer, §2.2] . En particulier, il a montré [Mer, thm. 2.10] que: pour X
lisse et propre, le foncteur

M — A (k(X), M) = A°X, M)

de la catégorie des modules de cycles vers une catégorie abélienne est
coreprésentable par KX ot

K (F) = Ao(Xp, K')

n

pour tout corps de fonctions F/k et K (F) = CHy(XF).

Mais Kahn vient de montrer un résultat plus général [Kah10, thm.
1.3]: pour X lisse,
M — A (X, M)
est coreprésentable par HX ot
H (F) = H_(Xp, Z(—n))

pour tout corps de fonctions F/k et HX(k) = Ho(X,Z(0)) = HJ(X)
(homologie de Suslin). Si X est projectif, on a H* = K.

Lemme 2.3.1. — Le foncteur X + HX est homotopique et pur en-
coniveau > 2. Donc HPC est bien défini pour G un k-groupe algébrique
linéaire. De plus, HP® ® Z[%] est connectif (cf. déf. 2.1.3) ot p est
[’exposant caractéristique de k.

Démonstration. — La premiére assertion résulte de la proposition 1.6.12.
Donc d’aprés la définition 1.2.13, HPY est bien défini. De plus, on a

HBG — HUG/G

ou Ug est un G-torseur linéaire de coniveau > 2 (cf. déf. 1.2.1). Comme

Ug/G est une variété lisse, HV¢/9QZ[;] et donc HP“®Z][}] est connectif
d’aprés [Kah10, prop. 6.7]. ]

Remarque 2.3.2. — Supposons k de caractéristique p et G fini d’ordre
premier & p. On a H;(k,Z(n)) = 0 si n > 0, donc

H,(BG,Z(n)) = Hy(BG,Z(n)).
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Ce groupe est annulé par I'ordre de G' qui est premier & p. Donc on peut
enlever ®Z[1—1)] dans le lemme 2.3.1.
Théoréme 2.3.3. — Pour G un groupe algébrique linéaire, on a
A%(BG, My) = Homen (HPY, M) =5 Hompy(h)*(BG), My)
ot My(U) = A°(U, My).
C’est grace a [Kah10, thm. 1.3, thm. 1.4] et au lemme 2.3.1 en

remarquant que
HI — PST

ou HI est la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts invariants
par homotopie et PST est la catégorie des préfaisceaux Nisnevich avec
transferts, est pleinement fidéle, donc Homy; = Hompgr.

2.4. Résidus géométriques

Je présente ici les résidus géométriques construits par Bruno Kahn,
inspiré par Peyre et Voevodsky.

2.4.1. La construction F'; de Voevodsky. —

Définition 2.4.1. — Soit F' un foncteur contravariant de Smgem (k)
vers la catégorie des groupes abéliens. On définit pour X € Smyoy
(cf. [Voe00a, 3.1] ):

(2.4.1) F_1(X) = Coker(F(X x A" = F(X x (A' —{0})))
et on note
OF 1 F(X x G,,) — F_1(X).
Si F' est défini sur Sm tout entier, on note
s F(X x G,,) — F(X)
défini par 1 € G,,.

Lemme 2.4.2. — Si F est invariant par homotopie et fonctoriel sur la
catégorie des k-schémas lisses Sm(k), alors

(s7,07) : F(X x G,,) = F(X)® F_(X)

est un isomorphisme pour tout X .
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~

Démonstration. — Comme F' est invariant par homotopie, F(X) —
F(X x A'). De plus, on a le diagramme commutatif suivant

F(X xAY) — = F(X x Gp) L= F_|(X) —>0

oup: X xG,, = X est la projection sur X. Comme s’ o p* =id, on a

F(X x Gp) =5 F(X) & F_y(X).

Ezemples 2.4.3 (F_1(X) pour certains foncteurs F))

1. Soit F(X) = HYX,Z(n)) (cohomologie motivique). Considérons
I'immersion fermée {1} < A' alors on a un triangle de Gysin
[MVW, thm. 15.15]

M(Gp) = M(AY) = M{1H(1)[2] =

D’ou la longue suite exacte suivante

Hi(X x AL, Z(n)) — HI(X x G, Z(n)) 5 HYX, Z(n — 1))

B qH (X x AL Z(n) 2 HY(X x G, Z(n))

D’aprés le lemme 2.4.2, (3) est injectif scindé donc (2) est nul et
donc (1) est surjectif, soit
F i (X)=H"YX,Z(n—-1)).

On a le méme résultat pour la cohomologie étale, cohomologie
motivique étale i.e.
- Si F(X) = H, (X, M), alors F1(X) = H,; (X, M(-1));
- Si F(X) = H, (X, Z(n)), alors F_1(X) = H, Y(X,Z(n — 1)).
2. Soit F(X) = A°(X, M,). On a une suite exacte de localisation (cf.
la preuve du cor. 2.1.12)

AY(X x AL M) = AYX x Gy, M) - A(X, M,,_))
O AL(x x AL M,) % AYX x G, M)
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D’apreés le corollaire 2.1.13 et le lemme 2.4.2; (6) est injectif scindé
donc (5) est nul et donc (4) est surjectif, soit,

F_(X)=A%X, M,_,).

Lemme 2.4.4. — Si F est homotopique et pur en coniveau > ¢, alors
F_1 Dest aussi. Par conséquent, pour G un k-groupe algébrique linéaire,

F_1(BG) est bien défini.

Démonstration. — Soit & — X un fibré vectoriel, d’aprés ’hypothése
sur F, on a un diagramme commutatif de suites exactes

F(X xAY) —= F(X xG,,) —= F_1(X) —=0

HE£A3>HE£GM»F}E)»O

Donc il existe un morphisme F_;(X) — F_1(F) et ¢’est un isomorphisme
grace au diagramme ci-dessus.

De plus, soit U < X une immersion ouverte de coniveau §(X,U) >
¢, comme F' est homotopique et pur de coniveau > ¢, on a aussi un
diagramme commutatif de suites exactes

F(X x A)) —= F(X x Gp,) —= F_1(X) —= 0

!
J{z J{z 31
v
F(U x A — F(U xG,,) —= F_1(U) —0.
Donc F_1(X) — F_1(U). Ainsi, F_; est homotopique et pur de coniveau

> cC.
D’ou F_1(BG) est bien défini d’aprés la définition 1.2.13.

2.4.2. Résidus géométriques a la Kahn. —

Construction 2.4.5 (B. Kahn). — Soient k un corps et m un entier
inversible dans k. Soit X un schéma lisse sur k. Soit F' un foncteur
homotopique et pur en coniveau > c. Le morphisme résidu

(2.4.2) OF - F(X X Bpiy) — F_1(X)
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ot F(X X Buy,) est comme dans le corollaire 1.4.4, est défini de la
mansiere swvante:

Utilisant la remarque 1.2.16 (1) pour p, C G,, en remarquant que
G/ — G,y et Uezemple 1.2.8, on obtient une composition.:

F(X X Buy) = F(X x G,,) = F_1(X).
De maniere équivalente, soit U un G, -torseur linéaire de coniveau > c.

Considérons le diagramme:

1 2

G,, U x G,, U

| A

G, 4 G/ tm - (U x Gm)/NmL U/ .

La ligne du bas induit un diagramme

FX < (U/pm)) = FX X (U X Gp)/ pim)
+— F(X x (G /i) +— F(X x G,,) = F_1(X).
D’ow on déduit (2.4.2).

Lemme 2.4.6 (B. Kahn). — Suppposons que F soit défini sur Sm(k).
Le morphisme résidu (2.4.2) est compatible avec celui considéré par Peyre
dans |Pey08, (13) p. 207| i.e. le morphisme 04, dans la démonstration
du théoreme 2.7.4 (voir ci-dessous).

Démonstration. — Soit U = A™ — {0} et faisons opérer G,, sur A" et
donc sur U par homothéties. Choisissons un point rationnel z € U(k):
ce point définit un morphisme G,,-équivariant ¢ : G,, — U, d’ou un
morphisme:

?: G — G/t — U/ pim.

Soit v : G,, — U x G, le transposé du graphe de ¢: c’est une section
Im-€équivariante de 7 telle que my 0y = . Par conséquent 7 induit une
section 4 de 7, telle que Ty 0y = @, ce qui implique que la composition:

F(X x (U/pim)) 2 F(X x Gp) — F_y(X)
est égale a (2.4.2).
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De plus, I'inclusion d’une droite L dans A" induit un morphisme G,,-
équivariant L — {0} — U, qui correspond & ¢ par le choix d’un point
rationnel de L — {0}. Ceci montre que le résidu (2.4.2) est compatible
avec celui considéré par Peyre dans [Pey08, (13) p. 207]. O

2.4.3. Résidus géométriques a la Peyre. — A partir de main-
tenant, on suppose que f,, C k.

Définition 2.4.7. — Soient G un groupe fini, I = p,,,, D C G et g :
I — Zg(D) un homomorphisme. On note ¢ : D x I — G défini par
©(d,i) = d.g(i). On définit un morphisme:
* F
05, F(BG) == F(B(D x I)) = F(BD x BI) On B (BD)
ot OF est comme dans (2.4.2), l'isomorphisme est de (1.5.1) et F_;(BD)

est comme dans le lemme 2.4.4.

Ezxemples 2.4.8. — D’aprés les exemples 2.4.3, on a des résidus sui-
vants:

Ohy + Hit(BG, pil) = Hi (BD, pgV=Y),
dp.,4 - Hi(BG, Z(q)) — Hy '(BD, Z(q — 1)),
0,4« H'(BG,Z(q)) - H" '(BD,Z(q — 1)),
054« A°(BG, M,) — A°(BD, M,_).

Proposition 2.4.9. — 8579 est canonique et fonctoriel en F.

Démonstration. — Soit F' — F’ une transformation naturelle. Comme
G — F(BG) est un foncteur en G (cf. prop. 1.4.2), on a tout de suite le
diagramme commutatif suivant

F(BG) F'(BG)

i |

F(BD x BI) — F'(BD x BI)

iaﬁ iai’

F_1(BD) F',(BD)

d’aprés la définition de 9, 05" comme (2.4.2). O

m)m
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2.5. Résidu d’un cup-produit

2.5.1. Cas particulier. — Soient X € Sm(k) et f: X — G, (f €
I'(X,0%)). Soit I'y : X — X x G, le graphe de f. Soit F' un foncteur
contravariant homotopique et pur en coniveau > ¢. On a le diagramme
suivant:

F(X x AY) — F(X x G,,) —= F_1(X) —=0
T v
F(X)
Si f =1, alors T’} = s™ (la section dans le lemme 2.4.2) et donc on a
(2.5.1) F(X xG,,) — F(X)® F4(X).
Posons {f}* := Ty = T}. Alors {f}* = 0 sur F(X x A') et donc induit

un morphisme

(2.5.2) {f}: F1(X) = F(X).

Maintenant, soit la diagonale A : G,, — G,, X G,,. On a le morphisme
(Ix x A)": F(X x G, x G,) = F(X x Gp).

Par transport de structure, il définit un morphisme A:

(1X XA)*

F(X x G, x Gyp,) F(X x Gy,)

F(X) @ 2F 1(X) @ F_o(X) 2> F(X) & F_,(X)

ou F 9 = (F_1)_; et 'isomorphisme a gauche est comme (2.5.1) en ap-
pliquant deux fois f = 1.

On va calculer A dans le cas particulier ot F provient d’un foncteur
sur DME?H(/’{:) (cf. déf. 1.6.3). Le lemme suivant jusitifie la notion (2.5.2):

Lemme 2.5.1. — Si F' provient d’un foncteur sur DMz?n(k) et X =
Speck, alors {f}* est induit par le cup-produit par {f} € KM (k) pour
fekr.

Démonstration. — Dans ce cas, I'; — I'] provient de

ry—T

M(X) 15" M(X xG,,) = M(X)® MX)(1)[1] = M(X)(1)[1]



2.5. RESIDU D’UN CUP-PRODUIT 53

pour f € I'(X,O0%). Si on considére X = Speck d’ou f € k*, alors

Iy — Ty € Hom(Z,Z(1)[1]) = KM (k) [MVW, thm. 5.1].
Donc on a un isomorphisme qui identifie 'y~ a {f} € KM (k) 2 k*. O
Proposition 2.5.2. — Supposons que F se factorise en

Sm(k)” *5 DM (k)P - Ab.

( 10 0 )

0% (-1} )

Démonstration. — On choisit la décomposition M(G,,) = Z & Z(1)[1]
donné par le point 1 € G,,. Cela donne exactement (2.5.1) sur F'(X X
Gn) et F1(M(X)) = F(M(X)(1)[1]). On a le diagramme commutatif
sulvant:

Alors A est égale o

(IX XA)*

FM(X)® M(G, x G,)) FM(X)® M(G,,))

F(M(X)) ®2F (M(X))® F_o(M(X)) 22— F(M(X)) & F_{(M(X))

Dans ce cas, la nature de A est induite par
M(A):ZoZ(1)[1] —» Z o 2Z(1)[1] @ Z(2)[2]
et on a
Hom(Z()[j], Z()[i)) = Hom(Z, Z(i — )i — J]) = KM (k) si i >
=0slz <.
D’aprés [HK, lem. 7.4 et cor. 7.9(b)], on trouve que A est de la forme
( 1 0 0 )

0 > {1}

ou Y :2F {(M(X)) = F_1(M(X)) est induit par Z(1)[1] — 2Z(1)[1]
et {—1} : Fo(M(X)) —» F_1(M(X)) est induit par {—1} : Z(1)[1] —
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Z(2)[2] (cf lemme 2.5.1), qui est compatible avec celui de [HK, cor.
7.9(b)].
[

2.5.2. Cas général. — Soient F, GG, H dans la catégorie des foncteurs
contravariants de Sm(k) vers les groupes abéliens et supposons que pour
tous schémas X,Y € Sm(k), on ait un produit externe:

(2.5.3) FX)®GY)— H(X xY)
bifonctoriel en (X,Y’). Dot un produit interne:
F(X)® G(X) = H(X x X) — H(X)

ou la derniére fleche est donnée par la diagonale X — X x X.
Considérons le diagramme commutatif de suites exactes:

F(X xAY®GY) —= F(X X G,) @ G(Y) —= F_(X) @ G(Y) — 0

| | g

H(X xY x A!) H(X xY x G,,) H (XXY)——=0

Donc il existe un morphisme
(2.5.4) Fi(X)®GY)— H (X xY),
et de maniére analogue
(2.5.5) FX)®@G 1(Y)—= H (X xXY).
Pour Y =X,o0n a
FX)G@ (X)) F1(X)®G(X) = H (X xX)— H1(X).
Considérons encore le diagramme commutatif de suites exactes suivant:
FIXxAY®G (V) —=F(X xG,,) @G 1(Y) —=F1(X)®@G_1(Y) —=0
|
i l |

H (X xY x Al) H (X xY xG,) H (X xY)

0
Donc il existe un morphisme

(2.5.6) F(X)®G_1(Y) = Hoo(X x Y).
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Théoréeme 2.5.3. — Soient x € F(X xG,,) ety € G(X xG,,), notons
xy leur cup-produit dans H(X x G,,), on aura

(25.7) 0" (zy) = 0"(2)s%(y) + s" (2)0% (y) + {—1}0" ()0 (y).

Démonstration. — Appliquons ce qui précéde, on a des diagrammes com-

mutatifs:

F1(X)®GY xG,) — H (X XY xGy)

llxac \L(‘)Hl

FLi(X) @ G(Y) H_5(X xY)

et

Fi(X)G(Y xGy) — H (X XY xGy)

llxgc \LSH_I

F(X)®G(Y) H (X xY)

ot s, sf-1 sont des spécialisations comme dans le lemme 2.4.2.
Maintenant considérons le diagramme commutatif:

F(X X Gp) @ G(Y % Gry) — = (F(X) & F_1(X)) ® (G(Y) ® G_1(Y))

H(X x G, xY xGy,)
l
HXXY XG,xG,) —=HXXY)®2H (X XY)® H (X xY)
(Ixxy xA)” A

H(X XY x Gy,) = HXXY)® H (X xY)
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ou la longue fleche de droite est construite a partir de (2.5.3), (2.5.4),
(2.5.5), (2.5.6). D’ou le diagramme commutatif

OF xsG+sF x 9% F_l(X) X G(Y) @F(X) (%9 G_l(Y)
F(X xGp) @ GY xGy) Tt BF(X)® Gy (Y)

|
H(X xY x G, xGy,,) 2H (X XY)@® H o(X xY)
e s
H(X XY % Gy,) o" H (X xY)
SiY = X, on aura

OF xsC 457 x G F_l(X) X G(X) @F(X) X G_l(Y)
F(X xGp) ® G(X x Gy,) Tt BF(X)® Gy (X)

H(X x X x G, x Gy,) 2H (X x X)® H 5(X x X)
(Lixx XA)* A
H(X x X x Gyp) or H_1(X % X)
(Axx1)* (Ax)*
H(X x Gy,) 0" H_y(X)

ou Ay est la diagonale X 2% X x X. Du diagramme ci-dessus et de la
proposition 2.5.2, on a:

0" (wy) = 0" (2)s%(y) + 5" (2)0° (y) + {-1}0" ()0 (y).
O

Corollaire 2.5.4. — Comme les résidus géométriques se factorisent par
F(X x G,,) = F_1(X), nous avons la formule (2.5.7) dans tous les cas:
oF de la définition 2.4.1, OF de (2.4.2), 859 de la définition 2.4.7.

Remarque 2.5.5. — La formule (2.5.7) est analogue a celle de Rost
[Rost, P3, p. 331] (Un signe apparait en plus chez Rost parce que les
modules de cycles sont gradués).
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2.6. Classes non ramifiées sur un espace classifiant

Remarque 2.6.1. — Soient G un groupe algébrique linéaire et W une
représentation trés fidéle de G sur un corps k (cf. déf. 1.2.1).

D’aprés le corollaire 2.1.13, la proposition 2.2.4 et la définition de
F(BQG) (cf. déf. 1.2.13), A°(BG, M,,) et AY (BG, M,) ont un sens et
sont, contravariants en G.

De plus, comme A°(—, M,,) est homotopique et pur en coniveau > 2
(cf. cor. 2.1.13), on écrit A°(BG, M,,) = A°(U/G, M,,) pour un ouvert U
de W qui est l'espace total d'un G-torseur et de coniveau §(W,U) > 2.

Totaro a une remarque similaire sur le coniveau |[GMS, appendix C].
De plus, 'argument de [GMS, appendix C| démontre:

Théoréme 2.6.2. — Pour tout groupe G algébrique linéaire sur un corps
k, on a

A°(BG, M,) — Invi(G, M,,)
ot Invg (G, M,,) est le groupe des invariants de G a valeur dans M,, défini

par Serre [GMS, déf. 1.1], c’est ’ensemble des morphismes de foncteurs
A— M, ot

A: Corps/k — Ens, A(F) = H'(F,Q).

2.6.1. Le foncteur A{y(—,M,). —

Définition 2.6.3. — Soit k un corps contenant le groupe des racines
de 'unité I = p,, ou m est inversible dans k. Soit G un groupe fini et
supposons que 'exposant de G divise m. On définit:

A% (BG, M,) = N Ker(A%(BG, M,) 224 A%BD, M,_,)),
(DCG, g:I—Zc(D))

ol Op 4 est comme dans la définition 2.4.7.

Remarque 2.6.4. — A (BG, M,,) est indépendant du choix de m. En
effet, supposons que m divise m’ et que pi,,y C k. Comme l'exposant de G
divise m, il divise m'. Si g : py, — Zg(D), 801t ' & fiys —» fm SN Za(D)
la composition de la surjectivité ,,,, — i, et de g. Donc dp 4 = Op 4.
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Réciproquement, si ¢’ : iy — Zg(D), alors ¢’ (i, ) est un sous-groupe
cyclique de G donc d’ordre divise m. D’ou ¢’ se factorise par

ftmy —2> Z(D)

| A

Hm,
Alors Op 4, = 0p g
Proposition 2.6.5. — La loi
G — A% (BG, M,)
est un foncteur contravariant.

Démonstration. — Soit f : G — H un homomorphisme de groupes. Si
D C G est un sous-groupe de G et s € Zg(D), on pose Dy = f(D) et
sy = f(s). Pour tout dy € Dy, il existe d € D tel que dy = f(d), on a

sadp = f(s)f(d) = f(sd) = f(ds) = f(d)f(s) = dusn-
Donc sy € Zy(Dy). Soit g : p, — Zg(D), nous avons
911 fm — Za(D) L5 Zy(Dp).
D’oti le diagramme commutatif suivant
AY(BG, M,,) —— A°(BD X By, M,,) — A*(BD x G,,) — A%(BD, M,,_,)
AY(BH, M,)) — A°(BDy x By, M) —= A°(BDy x G,,) — A°(BDy, M,,_1)

parce que A°(BG, M,) est contravariant en G (cf. rem. 2.6.1). On en
déduit un morphisme

Ker(é)gH@H) — Ker((“)g’g).
D’otu finalement un morphisme
A (BH, M,,) — A¥g(BG, M,,).
D’autre part, soit G SNy 7} L K une composée de morphismes de
groupes. On a aussi une composée

AR (BK, M,) — ANx(BH, M,)) — A{r(BG, M,,)
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grace au diagramme commutatif suivant:

o8¢
AYBG, M,) —2% A%(BD, M,_;)
F(Bf)T TF(Bf)
agH»QH
AY(BH, M,)) —="A"(BDy, M,,_,)
F(BQ)T X« TF(BQ)
DE i
AY(BK, M,) —="A(BD®. M, _,)
ot Dif = g(Du) = gf(D) et gif = f'ogu =f'ofog. O
2.6.2. Une formule simplifiée pour A%y (BG,M,). —

Lemme 2.6.6. — Soient D' C D C G et g : 1 — Zg(D), on note
g 1 = Zag(D) — Za(D'). Alors Kerdp, , C Ker 0, -

Démonstration. — C’est grace au diagramme commutatif suivant

F(BG) —— F(BD x BI) —= F(BD x G,,) —= F_{(BD)

. | | |

F(BG) —= F(BD' x BI) —= F(BD' x G,,) —= F_(BD')

Du lemme 2.6.6, on déduit:

Proposition 2.6.7. — On a
ARr(BG M) = () Ker(9z4(9),)

g: pm—G

o Z(g) est le centralisateur de g(pm,) C G.

2.7. Théoréme principal
Le but de ce chapitre est de montrer le théoréme suivant:
Théoréme 2.7.1. — On a:
AR (BG, M,,) = A° (BG, M,,).
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Pour cela, on va définir un groupe intéressant contenant A%y (BG, M,,)
avec les conditions: Soit W une représentation linéaire fidéle de G. Soient
A e Pk(W)C/k) et B e P(k(W)/k) au dessus de A. Soient D le groupe
de décomposition de B dans G et I son groupe d’inertie.

Remarque 2.7.2. — Comme l'exposant de G divise m, 'ordre de G
divise une puissance de m et donc |G| est inversible dans k. D’apres
[Ser68, IV, §2, cor.2, cor.3|, I est cyclique canoniquement isomorphe &
g avec g|m et central dans D.

Définition 2.7.3. — On définit:

A (R(W)E, M) = N Ker(A%BG,M,) 224 A(BD, M, ,)),

(DCG, g:I—Zc(D))

ou l'intersection porte sur I’ensemble des sous groupes D, I relatifs a
A € P(k(W)%/k) comme ci-dessus et Op, est comme dans la définition
2.4.7.

Il est clair que
AXr(BG, My) C Adg o (W)Y, M,,).
On va montrer dans les sections suivantes les résultats:

Théoréme 2.7.4. — Supposons que k D i, et que m soit inversible
dans k. Soient G un groupe fini d’exposant m et W une k-représentation
fidele de G. Soient A € P(k(W)Y/k) et B € P(k(W)/k) au-dessus de
A. Soient D le groupe de décomposition de B dans G et I son groupe
d’inertie. Soit g : I — Zg(D). Considérons les résidus suivants:

AY(BG, M,) 2% A%BD, M,_,) (cf. déf. 2.4.7)
et
M, (k(W)) 225 M, (k.4)

ot K4 est le corps résiduel de A. Siaz € A°(BG, M,,) est tel que Op 4(z) =
0, alors 04(x) = 0. D’ot on déduit:

A op(kKW), M,,) C AV (BG, M,) (cf. déf. 2.7.3 et déf. 2.2.1).
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Proposition 2.7.5. — Soient G un groupe fini et W une représentation
fidele de G. Alors,

AY.(BG, M,) C ARg(BG, M,)
(cf. déf. 2.2.1 et déf. 2.6.3).
D’ott on déduit le théoréme principal 2.7.1 et un peu plus précisément:
Corollaire 2.7.6. —
AR(BG, My) = AR o ((W)%, My) = AL(BG, M,).
Corollaire 2.7.7. — Si M est la cohomologie galoisienne, alors
H (k(W)%,Q/Z) = Ap o (k(W)?, HE(Q/Z)) = Axr(BG, Hi(Q/Z)).

De plus, comme A° (BG, M,,) et A% (BG, M,,) sont des foncteurs con-
travariants en G (cf. rem. 2.6.1 et prop. 2.6.5), on obtient:

Corollaire 2.7.8. — On a aussi un résultat équivalent au théoréeme 2.7.1
pour la partie réduite (cf. déf. 1.4.5):

A%r(BG, M,) = A° (BG, M,,).

2.8. Lemmes

Dans cette partie, on garde les hypothéses de la définition 2.6.3 et les
notations précédentes.

Pour montrer le théoréme 2.7.4, on a besoin des lemmes suivants:

Lemme 2.8.1. — Soit k un corps contenant le groupe p, des racines
de l'unité ou q est inversible dans k. Soient G un groupe fini et N un
groupe cyclique d’ordre q. Soit G' une extension centrale de G par N.
Soit k'/k une extension de groupe de Galois G. Soit x : N — p, un
caractere fidéle de N sur k. Notons W, la k-représentation de dimension
un correspondante. Soit W = Ind%/ x la représentation de G’ induite de

W,. Alors W est fidéle et
K(W) /K (W) =5 Frac(S'(k'/k))/ Frac(R(K'/k))
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ou G' opere sur K'(W) par son action sur k' (via G) et sur W, et
S'(K'/k), R(K'/k) sont comme dans Saltman [Salt84, p.74,75].

Rappelons que l'extension S'(k'/k)/R(K'/k) de [Salt84, p.74,75] est
donnée par:

- S"(K'[k) = K'y(g) | g € GI(1/s) ott s = [[ e y(g)- Et G opére sur
S"(K'/k) par son action sur k" et par
gy(h) = y(gh) Vg € G.

L S(k/K) = S"(KRxlg) | 1 # g € C)/(2(0)" = u(g)/u(1)). Notons
x(1) = 1. Alors l'action de G sur S(k'/k) s’é¢tend celle sur S”(k'/k)
via

g (h) = lz(gh)/x(h)]x(c(g, h))
ot ¢(g,h) € N et forme un G 2-cocycle dans V.
- S'(K'/k) = S(K'/K)[Y]/(v* = y(1)). Donc N opére sur S’(k'/k) par
son action triviale sur S(k’/k) et par
ny = x(n)y.
Alors G’ opére sur S'(k'/k) via N et G.
- R(K' k) :== S(K' k)¢

et le diagramme suivant:

S'(K'/k)

E

K — S"(K /k) — S(K'/k)

¢ E

k R(K' /).
Démonstration. — Considérons la suite exacte:
1 N G=—=a 1

™

ol s est une section ensembliste. On définit ¢(g, h), pour g,h € G, par
la relation:

s(g)s(h) = s(gh)c(g, h).



2.8. LEMMES 63

Alors ¢(g,h) € N. On peut choisir s telle que s(1) =1 et donc ¢(1, g) =
¢(g,1) = 1 pour tout g € G. Soit ¢’ € G', on écrit ¢ = n(g')sn(g’) avec
n(g) e N C Z(G).

D’apres la définition des représentations induites, on a
W = k[G/] ®k[N] WX

de base {s(g) ® w|g € G} o w est une base de W,.. L’action de G’ sur
W est:

g e, ¢g(s(g) @w) =g's(g)@w

En particulier:

- Sin€ N, ona:
n(s(g) @ w) = x(n)s(g) @ w.
- Sihe G, ona:
s(h)(s(g) ® w) = x(c(h, g))s(hg) © w.

Alors Ind%/ X est une représentation fidéle de G’ i.e. pour tout 1 #
g € G, il existe z € W tel que ¢g'x # x. En effet, soient 1 # ¢’ € G’ et
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T =3 caNs(9) @wEW, A\g €k, on a:

Jdr =z <4 Z Ags(g) @ w = Z Ags(g) @ w

geG geG
& Z Ad's(g) @ w = Z Ags(g) ® w
geG geG
&Y Agx(n(g)e(w(g),9))s(m(g)g) @w =Y Ags(g) @ w
geG gelG
&Y Ax(n(g)e(m(g), 9)s(m(g)g) @ w = Angys(m(g)g) ® w
geG geG

SAx(n(g)e(m(g'), 9)) = Arn(gng V9 € G-
Sil# ¢ =n(g) € N, alors x(n(g’')) # 1 et donc
Jr=zeXx(ng)=X\VgeG N\, =0Vge G x=0.

Sil# ¢ =n(¢)sn(gd) € G — N ie w(g) # 1, soit m le nombre
d’éléments de G, on a:

g/ZE =T < )‘QX(n(g,)C(ﬂ-(g,)ag)) = /\ﬂ(g’)g Vg €aG.

Ici on a m variables A\; mais il y a au maximum m — 1 équations indépen-
dantes. Donc on peut trouver des A, hors des solutions i.e. des A, tels

que ¢’z # x.

Remarque 2.8.2. — Si on note W9 = {x € W|g'x = z} (pour ¢ €
G’ — N), alors dim W9 =[G : (n(¢))]. Donc

v(W)=1& 3¢ :[G| =[G : (n(¢))] =1 = |G| = |(x(g)) | = 2.

(cf. déf. 1.2.3).

Fin de la démonstration du lemme 2.8.1:
Posons
s(g) @w
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Sihed,ona

_s(h)s(g) @w
el g))s(hg) @ w
s(h) ® w
= x(c(h, g))x(hg)/x(h).

Sinée N,ona

x(nc(1, 9))s(g) ® w
x(ne(1, D)1 @ w
=x(g) car ¢(1,1) = ¢(1,9) = c(g,1) = 1.

Ainsi, N opére trivialement sur {z(g)|g € G}.

nw(g) =

Pour n € N, ny = x(n)y.
Pour h € G,

s(h)y =s(h) @ w
s(h) @ w

= (1
lew)—

= ~yz(h).

Ainsi, on a les mémes générateurs et relations que ceux de Saltman, et
donc

k(W) /K (W) =5 Frac(S' (k' /k))/ Frac(R(K /k)).
]

Lemme 2.8.3 (“Lemme sans nom tordu”). — Soient G, N, G’ com-
me dans le lemme 2.8.1. Soit k' [k une extension de groupe de Galois G.
Soient W, W' deux représentations fideles de G' sur k. Alors k'(W)" et
k’(W’)G/ sont stablement équivalents sur k. Si l'un est pur, 'autre est
stablement pur.

Démonstration. — Soit U un ouvert de W tel que U soit un G’-torseur
(cf rem. 1.2.2). Alors Uy = U xj Spec(k’) est encore un G'-torseur
puisque Spec(k’) est un k-schéma affine (¢f. [SGA 1, VIII, cor. 7.9] ou
[Mil, chap. 1, thm. 2.23|). Donc Uy x; W’ /G" est un fibré vectoriel sur
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Uy /G'. Et donc K'(W @ W) = k' (Upy x W) est transcendant pur sur
E'(W)%. Alors, on a le diagramme:

k(W oW

K(WHe
D’ou k' (W) et ' (W')¢ sont stablement équivalents sur k. O
Lemme 2.8.4. — Soient G,N,G comme dans le lemme 2.8.1. Soient

K un corps complet pour une valuation discréte v de rang un. Soit A
l’anneau de valuation de v. On suppose:

K%K, YK

ou K'/K est galoisienne de groupe G', d’inertie N. Soit B C K,
au-dessus de A. Soient ky, kg des corps résiduels de A, B. Supposons
que pg C k4 et que g soit inversible dans k4. Alors l'image de [G'] €
H?*(G, N) est triviale dans le groupe de Brauer Br(ky).

Démonstration. — Considérons le diagramme suivant:

|G'] € H*(G,N) — H*(G, k})— Br(ka)

lﬁ/tp

H*(G, K,)

Br(K).

Il existe un morphisme ¢ : H*(G, k%) — H*(G, K},) faisant commuter
le triangle et il est injectif (cf. [Ser68, p. 192-194]). En effet, on a la
suite exacte:

1= Uy, — K —=7Z—0

et on peut choisir une uniformisante de K telle que cette suite soit scindée.
Donc on en déduit la suite exacte scindée:

0— H*G,Ug,,) — H*G,K},) = H*(G,Z) — 0.
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De plus, on a une autre suite exacte:
1> Uk — Uk, —kKy—1

ot Uj est le sous-groupe de Uk, formé des a € Uk, tels que v(1—a) >
1. On a HY(G,Uj ) = 0 pour tout ¢ > 1 [Ser68, lemme 2, p. 193|.
Donc

H*(G, k%) <& H*(G,Ug,,) — H*(G,K},).

Comme K’/K est une extension de groupe de Galois G’ induite par
K,./K de groupe G (“the embedding problem"), d’aprés [Salt84, prop.
1.1], l'image de [G'] dans H?*(G, K},) est triviale. Elle est donc triviale
dans H*(G, k%) < Br(ka). O

2.9. Démonstration du théoréme 2.7.4

Remarque 2.9.1. — La représentation W intervenant a la fin de la dé-
monstration ci-dessous provient du lemme 2.8.1, elle joue un role-clé dans
la démonstration. En principe, on pourrait utiliser W” & W a la place
de W' ci-dessous mais cela rendrait la vérification du lemme 2.9.2 plus
compliquée. Pour cette raison, nous préférons procéder indirectement en
passant par la représentation réguliére de D.

Démonstration du théoreme 2.7.4
D’aprés la remarque 2.7.2, I est cyclique (I — p, o g|m) et central
dans D. Rappelons aussi que

I =Ker(D — Gal(kp/ka)).

Soit W' une k-représentation fidéle de D, qui est somme directe d’au
moins deux représentations régulieres de D (cf. lem. 1.2.4 et rem. 2.6.1).
Soit

il py =k
le caractére fidele de I (c¢f. [Pey08, dém. prop. 3, p.207|). Soit 7 une
uniformisante de B telle que 77 € k(W) (un tel 7 existe d’aprés |Lang,
chap. II, prop. 12]). Alors, k(W) = k(W)![x] et
(2.9.1) om = x(o)m

pour o € I, parce que 1, C k(W)" donc l'extension est kummerienne.
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On note ¢ : D x I — G le morphisme défini par (d,i) — di. Alors
D x I opere sur W via ¢.

Considérons le diagramme suivant:

EW)———=k(W e W' ® x) k(W' & x)
T T |
W)—k(WaW oy k(W' & x)
TG TDXI TDXI
k(W)E —= k(W e W' & )P <—— k(W' & x)P!
ou D x I opére sur W & W' @ x par 'action de D x I sur W, 'action de
D sur W’ et 'action de I sur x. D’aprés [Bourl, lemme 1, p. 156, il

existe une unique valuation discréte de rang un w; prolongeant vg dans

E(W)(X,) avec X; € W’ telle que
wn(P) = wi (3 a,X{) = inf{vn(a) + )
J

k(

ou a; € k(W) et & € Z. On choisit £ = 0 et donc w;y(X;) = 0. De
plus, d’aprés [Bourl, prop. 2, p.157|, le corps résiduel k,, de w; est
transcendant pur sur kg = Ky, et plus précisément k,, = rp(t1) ou t
est I'image de X; dans k,,,. Par récurrence, il existe une unique valuation
discréte w prolongeant v dans k(W @ W) telle que

w( e, X7) = inf{vp(as)} o J = (ji,....js), X7 = X' X ay e k(W).
J

Donc w(X;) =0, =1,...,s pour X; € W et k, = kp(ty,...,ts) out;
est I'image de X; dans k,, pour tout . Notons la formule:

(292) WXL+ FAX) =0 sk D ApeeouAy) £ (0,...,0).

Enfin, il existe une unique valuation discréte de rang un vg: prolongeant

w donc prolongeant vg dans k(W & W' @ x) = k(W & W’)(T) telle que
UB’(; CLJ',I‘XJTYl) = Hllf{w(g CLJJXJ)—H} = i}lf{vB(aJ,l)+l}, ajr € k(W)
Donc vp(T) = 1 (on choisit £ = 1). Et donc vp/(T/7) = 0 ou 7
engendre l'idéal maximal mp de B. D’otl kpr = Ky, = kp(ly, ..., ts,t)
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ou t est 'image de T'/m dans kp/. Ainsi I'anneau B’ de vp prolonge B
dans k(W @& W' @ x). Posons A’ = B'Nk(W & W' @ x)P*L.

Lemme 2.9.2. — Le groupe de décomposition D" de B" dans D x I est
D' = D x I et son groupe d’inertie est I' =1 x I.

Démonstration. — D’abord on va montrer que DB’ = B’. Soit g € D.
Comme D est le groupe de décomposition de B, on a ¢B = B. De
plus, comme W’ est une somme de k-représentations régulicres de D, on
a gX; = X; pour X;,X; € W' et donc gX’ = g(X]*... XF) = X9,
Alors, on a:

e (Y anX'TY) = vp (9> anX'T") = vp (> _(9an) X*'T")

7l 71 il
= i§1lf{v3(ga],l) +1} = i?;{UgB(aJ’l) + 1}

— 3 _ , Jrpl
= 1(1;lf{vB(aJ,l) + l} = UB (Z CLJJX T )

Jl

Grace a l'unicité de B’, on a ¢B’ = B’ pour tout ¢ € D, donc DB’ =
B'. Et on a aussi que W' C B’. Grace a l’équation (2.9.2), on a
vp (3N X;) = 0 avec \; € k et donc W’ < kp. Posons W/ = Im(W’),
c’est le sous-espace vectoriel de kg de base tq, ..., ts et D opére librement
sur W’. Notons que W’ — W est un ismorphisme D x [-équivariant de
k-espaces vectoriels.

Comme I C D et I = (o) opére sur T par T = x(o)T ou x(o) € k*.
De maniére analogue, on a

UUB’(Z aJ,zXJTl) = UB’(U(Z aJ,lXJTl)) = UB’(Z(X(U)(UGJJ))XJTI)

7l 71 g
= i?f{vg(x(o)(an’l)) +1} = i?f{vaB(aJ,l) +1}

— _ , Jrl
= 1?;{UB(GJJ) —+ l} = UBRB (; aJJX T )

Ainsi IB' = B’. En conclusion, (D x I)B' = B'.
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D’autre part, I opére trivialement sur kg & cause de la définition de [
et D opére librement sur {¢y,...,ts}. De plus,

ot = o(T/m) = x(0)T/x(0)7 =1

ou 7 est choisi comme en (2.9.1). Ainsi 1 x I opére trivialement sur
HB(tl,...,ts,t>. ]

Soient B, la restriction de B" a k(W' @ x) = k(W')(T) et vp, sa
valuation associée. Alors vp,_ est nulle sur k(W) et vp (T') = 1 (donc
c’est le méme anneau que Peyre a considéré dans [Pey08, p.207|). Posons
A, = B, Nk(W'+x)P*I. On a aussi que le groupe de décomposition de
B, est D x I et son groupe d’inertie est 1 x I. On a des diagrammes:

B — B'<— B,

1]

AHA/%AX

H}B H}B/ /{BX
D/IT TD TD
KA KAt RA,-

Lemme 2.9.3. — L’indice de ramification (cf. déf. 2.1.1, R3a) de A'|A
est 1.

Démonstration. — D’abord, d’aprés notre construction, I’'indice de rami-
fication de B|A est epgja = |I| = q et celui de B'|B est epp = vp(1p) =1
ou mp est une uniformisante de B. D’aprés le lemme 2.9.2, epar =
|1 x I| = |I| = q. Enfin, grace a la relation:

€B'|A = €B/|BEB|A = €B/|A’€A/|A,

on en déduit ey 4 = 1.
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11 vient donc le diagramme commutatif suivant:

(2.4.2)

ANBG, M,)

AY(BD x BI, M,)

|

M, (K(W)G) —= M (k(W & W @ x)PT) < M (k(W' @ y)?*T) 22 m M, (B(W7)P)

laA laA/ lan /

eA’|AX'
M,—1(ka) M, 1 (ka) M, —1(ka,).

AY(BD, M,_,)

En effet, la commutativité du rectangle en haut & gauche et du trian-
gle en haut au milieu est a cause de la définition du foncteur A°(—, M,,)
et des morphismes AP(X, M,,) — AP(Y, M,) pour Y — X (cf. “the pull-
back map” [Rost, §12|). Le trapéze en haut a droite est commutatif pour
les morphismes résidus de (2.4.2) et plus précisément par le lemme 2.4.6.
Enfin, la commutativité des rectangles en bas est a cause du lemme 2.9.3
et de la propriété (R3a) (cf. déf. 2.1.1).

Si 'image de z € A°(BG, M,,) est nulle dans AY(BD, M,,_;), alors son
image dans M,,_1(r4,) et donc dans M,_;(ka/) est aussi nulle. On veut
démontrer que son image soit nulle dans M,,_1(k4).

Considérons le diagramme suivant:
Kp — kp = kp(t1,. .., ts,t)
- TI
kg — (kp) = kp(ty,... . ts) (1)

D/I TD/I

KA —— Kqa = (H3<t1, R ,ts,t))D.

Soit W” = Ind? x (vue comme k-représentation). Comme Y est un
facteur direct de la représentation réguliere de I, W est un facteur di-
rect de la représentation réguliére de D, donc W” C W’'. D’aprés le
lemme 2.8.1, W” est fidéle. On note W” I'image de W” dans kp' (i.e.
W” = Im(W"” — {0}) U{0}). D’aprés le lemme 2.8.3, ka = (W’ t)P
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et kp(W”,t)P sont stablement équivalents sur 4.

De plus, d’aprés [Salt84, thm. 1.5], kg(W”, )P = k4([D])(y) ot y
est une variable et [D] € Br(ks). D’aprés le lemme 2.8.4, cette classe
d’algébre centrale simple [D] est triviale, donc kz(W?”,t)P est transcen-
dent pur sur k4. D’apres le lemme 2.8.3, k4 est stablement pur sur x4.
Posons

E = /{B(W,t)D(yl, ) ERa(z, ., 2).

On a le diagramme suivant:
Aur

En utilisant la proprié¢té d’homotopie pour A! (cf. prop. 2.1.6, (H))
par récurrence, on a le diagramme:

\

Kp (W”, t)D

(B)
/ \)
M, _1(kg(W" 1) M, 1 (ka)
\ )/’
1(ka

Comme l'image de x est nulle dans Mn_1(/€ a), alors elle est bien nulle
dans M,,_1(k4).

2.10. Démonstration de la proposition 2.7.5

Soit & € A% (k(W)% M,) C A%(BG, M,) i.e. da(z) = 0 pour tout
A € P(k(W)%/k). Maintenant remplagons la notation 85, , (cf. déf.
2.4.7) par 8§’g pour garder la trace de G. On veut montrer que pour
tout le couple (D, g), on a 95 (x) = 0.
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Soit ¢ : D x I — G le morphisme défini par ¢(d,i) = d.g(i). D’apres
la définition des résidus géométriques (cf. déf. 2.4.7), 810)79 se factorise
par 83;] par le diagramme commutatif suivant:

A(BG, M,)

l ) %
©
aDXI

A%BD x BI, M,) 2~ A%BD, M,_+),

donc on a 9F (x) = 83;1(4,0* (x)). On va montrer ﬁgzlw*(x)) = 0 par
le méme argument que Peyre dans (|[Pey08, p. 207|): Soient W' une
représentation fidéle de D et y la représentation fidéle de dimension 1
de I (cf. [Pey08, p. 207]). On a le diagramme commutatif suivant (cf.
lemme 2.4.6):

DxI
aD,g

A%BD x BI, M,)

|

M (KW' @ 0)PX) 2 My 3 (§(W)P) = My (5a,)

AY%BD, M,_;)

ou A, € P(k(W' + x)P*!/k). Donc on va montrer que 'image de z par
04, est nulle.

D’abord, considérons:
i K =k(W)Y ckW)P'Cc L=k(WaoW o).
D’apres le lemme 2.2.3, on a:
i (AL (W), My)) € AL (R(W & W' @ x)7*!, M,).

On a aussi le diagramme commutatif:

AQ ((W)C, M,) —> AS (k(W & W' & x)P*I, M,)

R

A%(BG, M,) A%BD x BI, M,)

| |

My (k(W)S) ———— My (k(W & W' & x)P*)
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donc ¢*(z) = i.(x).

De plus, les groupes A% (K, M,) sont des invariants k-birationnels
d’aprés leur définition (cf. déf. 2.2.1), donc
A% (BDxBI, M) = A% (k(We&W'ex)PT, My) 2 A%, (k(W'e)P*", M,).

Alors, i, (z) € A (E(W' @ x)P*!) et donc 94 (i(x)) = 0.

2.11. Un raffinement du théoréme principal

Concernant le probléme de rationalité, rappelons un résultat bien connu
de Fischer:

Théoréme 2.11.1 (Fischer). — Soient k un corps contenant le groupe
tm des Tacines m-iéme de ['unité ou m est inversible dans k et A un
groupe abélien fini d’exposant m. Si U est un A-torseur, alors U/A est
stablement rationel (cf. déf. 2.2.5). En particulier, A% (BA, M,) = 0
pour tout module de cycles M, .

Définition 2.11.2. — Soient k un corps contenant p,, ou m est in-
versible dans k et G un groupe fini d’exposant m. On définit

A (BG, M,) = (| Ker(A(BG, M,) — A°(BA, M,))
A

nab

ou A parcourt les sous-groupes abéliens de G.

Lemme 2.11.3 (“Lemme de Bogomolov”). — Pour tout D C G et
g: 1=, — Zag(D), on a

Op.g(Anan(BG, M,,)) C AD,,(BD, M,,_1).
Démonstration. — Soit Ap un sous-groupe abélien de D. Posons A =

(Ap,g(tm)), on a le diagramme commutatif suivant

AYBG,M,) ——  AY%BA,M,)

l l

AYBD x BI,M,) — A"(BAp x BI, M,)

| l

AO(BD,Mn_l) — AO(BAD,Mn_l).
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Si z € A%, (BG, M,), alors son image dans A°(BA, M,) et donc dans

nab

A%(BAp, M,,_1) est nulle pour tout Ap C D. Doncx € AY , (BD, M,_;).
]

Lemme 2.11.4. — Awvec Uhypothése de la définition 2.11.2, on a
A° (BG, M,) c A, (BG, M,).

nab
Démonstration. — D’aprés le théoréeme 2.7.1, on a
A® (BG, M,) = AAx(BG, M,,).

De plus, pour tout sous-groupe abélien A de GG, on a le diagramme com-
mutatif suivant par fonctorialité:

| i

A0 (BA, M) A(BA, M,).

D’apres Fischer (¢f. thm. 2.11.1) et le corollaire 2.2.6, A% (BA, M,) = 0
pour tout A abélien. Donc d’apreés le théoréme principal 2.7.1, on a aussi
AQr(BA, M,) = 0. Si z € A% (BG, M,,), alors son image est nulle dans
A%(BA, M,,) pour tout A C G a cause du diagramme ci-dessus. Donc
v € A (BG, M,). O

nab

Corollaire 2.11.5. — On a la suite exacte sutvante

(2.11.1) 0 = A% (BG, M,) — A% (BG, M,) 223 € AS,,(BD, M, ).

nab nab
D.g

Démonstration. — D’apres le théoréme 2.7.1, le lemme 2.11.3 et le lemme
2.11.4, on a le diagramme suivant

0 — A% (BG, M,,) — A°(BG, M,)) — @®p ,A%(BD, M,,)

A?lab(BG7 MTL) e ®D,g A(r)lab(B‘D7 Mn_1>
ou la premiére ligne est une suite exacte. D’ou (2.11.1). O

Théoreme 2.11.6. — Awvec ’hypothése de la définition 2.11.2, soit M
un module de cycles et n € Z, on a
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i) 8i A%, (BG, M,) =0, alors A% (BG, M,,) = 0.

ii) Si M est connectif (cf. déf. 2.1.3) et
VH c G,¥n € Z,A° (BH, M,) = 0,

alors
VH C G,Vn € Z,A°,,(BH, M,) = 0.
Démonstration. — On a tout de suite (a) grace au lemme 2.11.4. On

montre (b) par récurrence sur n. Comme M est connectif, c’est évident
pour n petit. Supposons que ce soit vrai pour n — 1. Utilions la suite

exacte (2.11.1) avec A%, (BD, M,_1) =0 VD, on a

nab
A% (BG, M,) <— A° (BG, M,) = 0.

Et c’est vrai aussi pour tout sous-groupe H de G. O



CHAPITRE 3

APPLICATIONS

3.1. Zéro-cycles sur le compactifié de BG

Rappellons le probléme de la résolution des singularités:

Théoréme 3.1.1 (Hironaka). — [Har, V, §3, rem. 3.8.1] Soit V une
k-variété. Si k est de caractéristique zéro, il existe un morphisme bira-
tionnel propre f : V' — V avec V' lisse.

3.1.1. Le foncteur CH,. —

Définition 3.1.2. — Soient X € Sm(k) et une compactification j :
X < X ot X est projectif et lisse. On définit

CHy(X) = CHy(X) = Ao(X, K{1).

Proposition 3.1.3. — Si k est de caractéristique zéro, CHy(X) ne dé-
pend que de X et C'Hqy définit un foncteur homotopique et pur en coniveau
> 1.

Démonstration. — Notons SmP™® la sous-catégorie pleine de Sm formée
des schémas projectifs, S, la classe des morphismes birationnels de Sm
et S, ' Sm (resp. S, ' Sm”™) la catégorie des fractions de Sm (resp. de
Sm”"*7) dont les morphismes dans Sj, sont inversibles (cf. [G-Z, chap. 1]).
D’aprés Kahn et Sujatha [KS, thm. 2.1|, on a le diagramme commutatif
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suivant
Smproj . Sm

| |

S, SmP —== S' Sm.

Considérons le foncteur F' : Sm — Ab donné par F(X) = Hy(X,Z)
(homologie de Suslin cf. déf. 1.6.11). Il vérifie les hypothéses de [KS,
§3] par rapport au digramme ci-dessus. En effet, pour X projectif et
lisse, FI(X) = Ho(X,Z) = CHy(X) et d’aprés Fulton [Ful, ex. 16.1.11,
p .312], CHy(X) = CHy(Y) pour tout X — Y dans S,. Donc on a un
isomorphisme naturel:

(Sm” — Sm £, Ab) 2 (Sm”"” — S, ' SmP"* oy Ab).

En appliquant |[KS, §3 et thm. 2.1, on a une transformation naturelle
de foncteurs
Hy(X,Z) — CHy(X)
ott CHy(X) := CHy(X) pour X une compactification lisse de X. C’est
exactement le foncteur défini dans la définition 3.1.2.
De plus, CH, est homotopique et pur en coniveau > 1. En effet, soit
U — X une immersion ouverte, alors X est aussi un compactifié¢ de U:

U— X < X.

Donc
CHy(U) = CHo(X) = CHy(X).
D’autre part, soit f : F — X un fibré vectoriel. Soit U un ouvert de
X, on a le cartésien suivant

L
U= X

ou j*E =2 U x A" quand U est assez petit. Alors

| l

CHo(U) —— CHo(X).
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Il nous améne a considérer le cas £ = X x A",
Soit j : X — Y une compactification de X, nous avons le diagramme
commutatif suivant:

EFE=XXxA"——Y x A"——Y x P"

| l

X Y

ou Y x P" est une compactification lisse de E. D’aprés [Ful, III, thm.
3.3|, on a CHy(Y x P*) — CHy(Y). Donc

Ainsi, C H, est homotopique et pur en coniveau > 1. ]

Remarque 3.1.4. — La démonstration de la proposition 3.1.3 fournit
un morphisme de foncteurs

H()(—, Z) — CHO
Ce morphisme est surjectif d’aprés [Kah10, prop. 6.1].
Remarque 3.1.5. — Soit GG un groupe fini sur un corps k de caractéris-

tique zéro . D’apreés la proposition 3.1.3 et la définition 1.2.13, CHy(BG)
est bien défini et on a une surjection (cf. rem. 3.1.4)

Hy(BG,Z) — CHy(BG).

3.1.2. Un résultat dual du théoréme 2.7.1. —

Proposition 3.1.6. — Si k est de caractéristique zéro, on a la suite
eracte suivante:

(3.1.1)
B  H.(BD,Z(-1)) - Hy(BG,Z) — CHy(BG) — 0.

DCG,g:1—Zg (D)
Démonstration. — D’aprés le théoreme 2.7.1, on a:

0 — A% (BG, My) - A°(BG, M) - € A%BD,M_y).

D,g:I—Z¢(D)
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Soient Uy un G-torseur linéaire de coniveau > ¢ et X une compactifica-
tion lisse de Ug/G. D’apreés la définition 2.2.1 et la proposition 2.2.7, on
a
A(r)lr(BGv MO) = A?lr(UG/Gu MO) = AO(Xa MO)
De plus, d’apres [Kah10, thm. 1.3|, pour X lisse, on a
A% (X, My) = Homey (HX, M)
ot CM est la catégorie des modules de cycles et pour tout corps F/k,
HY(F) = H_,(Xp, Z(—n)).
Donc on a la suite exacte:
0 — Homey (HY, M) — Homen (HUS/%, M)
- €  Homeu(H"/P[1], M).
D,g:T—Z¢ (D)

Comme CM est une catégorie abélienne, utilisons le lemme de Yoneda,
on a la suite exacte

P HPR - HYC — HY 0.
D,g:I—Zg(D)
D’ou la suite exacte suivante sur le corps de base k:
& H-(BD,Z(-1)) — Hy(BG,Z) — Hy(X,Z) — 0

D,g:I—Zg(D)

ott Hy(X,Z) = Ao(X, KM) = CHo(BG) (cf. déf. 3.1.2).
Le morphisme H_,(BD,Z(—1)) — Hy(BG, Z) est donné explicitement

par

H_(BD,Z(=1))=  Hompu,,,x)(Z, M(Up/D)(1)[1])

Homp,,, k) (Z, M(Up/D) @ M(G,))
(%)
HomDMgm(k)<Za M(Up/D) ® M<Uum/,um)>

Hy(BG,Z) = Hompui,,, k) (Z, M (Ug/G))
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ou () est donné par G,,, — Biy,. O

Remarque 3.1.7. — Si k est de caractéristique p, la suite exacte (3.1.1)
donne une définition de “CHy(BG)".

3.1.3. Conditions équivalentes pour des groupes non ramifiés
triviaux. —

Définition 3.1.8. — Soient k un corps et X un schéma lisse sur k. On
dit que X n’a pas d’invariants non ramifiés (de type motivique & cause
des invariants dans le groupe de Witt) si pour tout module de cycles M,

M, (k) = A° (X, M,).

Théoréme 3.1.9. — Si k est de caractéristique zéro, alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

a) X n’a pas d’invariants non ramifiés (déf. 3.1.8);
b) L’application deg : CHy(Xp) — Z est bijective pour toute extension
Démonstration. — D’apres le théoréme 3.1.1 et la définition 3.1.2, on a

CHy(Xr) = CHy(XF)

ot X est une compactification propre et lisse de X. Donc ce théoréme
est exactement [Mer, thm. 2.11]. O

Corollaire 3.1.10. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire. Si k est
de caractéristique zéro, alors les conditions suivantes sont équivalentes:

a) “BG” n'a pas d’invariants non ramifiés (déf. 3.1.8);
b) CHy(BGr) = 0 pour toute extension F/k (déf. 1.4.5).

Démonstration. — Remarquons que pour Speck — G, on a

| <

CHy(B1)

D’oul le résultat d’aprés le théoréme 3.1.9. O
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Corollaire 3.1.11. — Soit G un groupe fini d’exposant m sur un corps
k contenant p,,, m est inversible dans k. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes:

a) “BG” n'a pas d’invariants non ramifiés (déf. 3.1.8);

b) Pour tout module de cycles M et pour tout n,

A(BG, M) 2% @) A°(BD, M,,_1)
D.g
est injectif.
c¢) Pour toute extension F/k,

& H_1(BDp, Z(-1)) — Hy(BGr,Z).

Démonstration. — (a) < (b) grace au théoréme 2.7.1 et a la définition
3.1.8. Et (a) & (c¢) a cause de la proposition 3.1.6 et du corollaire
3.1.10. 0

Corollaire 3.1.12. — Soit G un groupe fini d’exposant m sur un corps
k contenant p,,, m est inversible dans k. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes:
i) Pour tout H C G, “BH” n’a pas d’invariants non ramifiés (déf.
3.1.8);

i) Comme i) mais a valeurs dans un module de cycles connectif (déf.

2.1.3).
i1) Pour tout H C G et pour toute extension F'/k,

&P Ho(BAp,Z) — Ho(BHy,Z)
ACH

ot A parcourt les sous-groupes abéliens de H.

Démonstration. — On va montrer (i) = (i%) = (ii) = (4).

(i) = (") est évident.

(%) = (ii): Pour tout H C G et pour tout M connectif, d’apres le
théoréme 2.11.6, on a

AY(BH, M,) — @ A%(BA, M,).
A
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D’aprés le théoréme 2.3.3, ceci implique

Homey (H?", M{n)) — @5 Homew (HP#, M(n))

pour tout M connectif. Comme HPH HP4 sont connectifs (cf. lemme
2.3.1), ceci implique par le lemme de Yoneda

VH c G, HP* - HM.
A

En évaluant Hy sur un corps F', on a
VH C G,VF/k, @ Ho(BAr,Z) — Ho(BHp,Z).
ACH
(i1) = (i): Pour tout module de cycles M, on a (cf. thm. 2.3.3)

A°(BH, My) — Homey (HPH, M) 5 Homy (h) ™ (BH), My).
Donc (7i) implique
D 1" (BA)(Spec F) = h{**(BH)(Spec F)
ACH

pour tout F/k. Ensuite, on a besoin le lemme suivant:

Lemme 3.1.13. — Soient F,G € HI deux faisceauxr Nisnevich avec
transferts invariants par homotopie et f : F — G. Alors,

f est un épimorphisme < VF/k, fr est surjectif.

Démonstration. — C’est évident pour =. Pour <=, posons H = Coker f,
on a Hgpeer = 0 VE/k. D’aprés [MVW, cor. 11.2], H = 0. D’ou [ est
épimorphisme. O

Appliquons le lemme 3.1.13 pour F = @ah)**(BA), G = hl’*(BH),
on a

VH C G, @ h)**(BA) — hy"*(BH).
ACH

Ceci implique

VH C G, A°(BH,M,) — @ A°(BA, M,)
A

pour tout module de cycles M. On en déduit (i) grace au lemme 2.11.4.

]
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3.2. Théorémes de Bogomolov et de Peyre

On retrouve ici les théorémes de Bogomolov [CTS, thm. 7.1 et de
Peyre [Pey08, thm. 1].

3.2.1. Généralité du théoréme de Bogomolov. —

Lemme 3.2.1. — Soit k un corps contenant I = ji,, ot m est inversible
dans k. Sotent G un groupe fini d’exposant divisant m. On a

An(BG, Hi () = Ay, (BG, He (Z)) = 0.

nab
Démonstration. — On a

Ana(BG, H,(Z))

nab

= Ker(A%(BG, H(Z)) — @5 A°(BA, H(Z))) (déf. 2.11.2)
A
= Ker(HZ(BG, Z) — @D HZ(BA,Z)) (lemme A.5.1)
A
= Ker(H*(G,Z) ® H(k,Z) — @ H* (A, Z) @ HZ (k, 7)) (cf . (A4.2))

= Ker(Hom(G, Q/Z) & HZ (k, Z) — @) Hom(A, Q/Z) @ H, (k, 7))

=0

ou A parcourt les sous-groupes abéliens de G. D’aprés le lemme 2.11.4,
on a aussi

An(BG, HL(Z)) = A,

nab

(BG, H2(Z)) = 0.
O
Théoreme 3.2.2. — Soit k un corps contenant I = p,, ot m est in-

versible dans k. Soient G un groupe fini d’exposant divise m et W une
k-représentation fidéle de G. On a

(3.2.1) Bro,(k(W)%) = (1] Ker(H*(G, k") — H*(A k"))
A€Bg

o Bg est Uensemble des sous-groupes bicycliques de G et Bry (k(W))
est la partie réduite de Bry,(k(W)) = Bry.(BG) (cf. déf. 1.4.5).
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En particulier, si k = ks est séparablement clos, on a |Bog87|
(3.2.2) Bry, (ks (W)%) = ﬂ Ker(H*(G,Q/Z) — H*(A,Q/7Z)).
A€Bg
En général (i, C k),
Br, (k(W)) < Bry, (ks (W)%).
Démonstration. — Rappelons que
Br(k(W)®) = Hg (k(W)®,Q/Z(1)) = A°(BG, H{(Z(1))).

Utilisons le corolaire 2.11.5 et le lemme 3.2.1 , on a

(3.2.3) Bry,(BG) = Bru.,(BG)
C () Ker(A°(BG, Hi(Z(1))) — A°(BA, Hj,(Z(1)))).
A€Bg
En fait, on a 1’égalité. En effet, soit v appartenant a la partie droite
de (3.2.3), on raisonne comme Peyre |Pey08, rem. 4|. Soient D C G et
g: 1= p, = Zg(D). Soit x € D, alors A = (x,I) est un sous-groupe
bicyclique de G. On a le diagramme commutatif suivant

ap ., 4.
H3(BG,Z(1))) —2~ H2(BD, Z)) —==2 Hom(D, Q/Z) & H (k. Z)

H3.(BA,Z(1))) 2% H2.(B (3}, 2)) ~““om((2) , Q/Z) & H2, (k. ).

Comme l'image de v dans Hg’t(BA,Z(l)) et donc dans HZ (B (x),Z)
est nulle pour tout z € D, son image dans HZ(BD,Z) 'est aussi. Alors
v € Bry, (k(W)%). Ainsi, on obtient

Bro.(k(W)%) = (] Ker(A"(BG, HZ(Z(1))) — A°(BA, H;(Z(1))))

A€eBg
= [ Ker(F3(BG,Z(1)) — FL(BAZ(1)) (cf. (A5.1).
AeBg
D’aprés (A.4.3), on a H3(BG,Z(1)) = H*(G,k*). D’ou on obtient

(3.2.1).
Si k est séparablement clos, on a

Hgt(ksu Z(l)) = HQ(kw Gm) = Br(ks> =0.
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De plus, comme p,,, — k* pour tout sous-groupe des racines de 1'unité,
k*/ i est divisible et donc H?*(G,Q/Z) — H?*(G,k*). D’olt on obtient
(3.2.2).

En général, on a Bry, (ks(W)%) = Bru (ko (W)E) car Br(k,) = 0. Con-

sidérons la longue suite exacte suivante:
HYG,k*) — HY (G, k) — HY(G, k! /k*) — H*(G,k*) — H*(G, K})
Comme p,, C k* C k}, on a
HY G, k*) «— H"(G, ) — H'(G, k).
Donc la suite
0 — H'(G,k/k*) — H*(G,k*) — H*(G,K})

est exacte. D’ou le diagramme commutatif de suites exactes:

0 0
B~rnr(BG) Brnr(BGks)
0 Hl(G,kZ/k*) H2(G, k*) H2(G, k¥)
|
A
1

0 —> Duene H'(AK/E) — DB acp H (A F) — D acp, H (A EY).
La fleche fragmentée est injective parce que

H' (G, k:/k*) = Hom(G, K} /k*) — @) H'(A,k/k") = @ Hom(A, k;/k")
AeBg A€Bg

(si f:G—=ki/k* et f(x) =0Vz € G, alors f =0). D’ou on obtient

Br,,(BG) < Bry,(BGL.).
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3.2.2. Une généralisation de A}y (—, M,,) inspirée par Bogomolov.

Définition 3.2.3. — Soit F': Sm(k)®? — Ab. On définit
Freg(X) == UKer(F(X) — F(U)) = Ker(F(X) — F(Speck(X)))
U
ou U parcourt les ouverts de X et k(X) est le corps des fonctions de X,

et
Fu(X) 1= F(X)/Fueg(X) = Im(F(X) — F(Speck(X))).

Lemme 3.2.4. — Supposons k infini. Si F est homotopique et pur en
contveau > ¢ (cf. déf. 1.2.6), alors Feq, Fst le sont aussi.

Démonstration. — Soit E — X un fibré vectoriel. Soit U un ouvert de
X. Considérons le diagramme des cartésiens suivant

E D Ey F, k(E)

X D U D k(X)

D’apres 'hypotheése sur I, on a le diagramme commutatif

F(E) — F(Ey) —— F(E,) —— F(k(E))

R

F(X) — F(U) — F(k(X))

D0 Flog(X) = Foeg(E)' olt Fpeg(E) = Ker(F(E) — F(E,)). En fait
Freg(E) = Fpeg(E). En effet, on va montrer F(E,) — F(Speck(E)).
On peut se ramener au cas X = Spec k. Pour tout ouvert V de E,, = A},
V (k) est non vide. Donc F'(k) — F(V) admet une section et F'(k) —
F(k(E)). Alors, on a Fpe,(X) — Fey(E).

Soit U C X un ouvert de X de coniveau §(X,U) > ¢ (¢f. déf. 1.1.13).
On a aussi le diagramme commutatif suivant:

0~ Foeg(U) —= F(U) — F(Speck(U))

. i

0 > Fuey(X) —= F(X) —> F(Spec k(X))
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car k(U) = k(X). Dot Feg(X) — Fpey(U). Ainsi, Fe, est homo-
topique et pur en coniveau > c.

Donc d’aprés la définition de Fy;, on en déduit tout de suite qu’il est
homotopique et pur en coniveau > c. O

Remarque 3.2.5. — Si G est un groupe fini sur un corps infini & con-
tenant ji,, ott m est inversible dans k, alors F,.,(BG), F:(BG) sont bien
deéfinis (cf. déf. 2.6.3).

Définition 3.2.6. — On définit
Fan(BG) = {& € F(BG) |¥(D, 9),05 ,(2) € (F_1)ey(BD)}.

Ezemple 3.2.7. — [Bog92| Soit F' = H}(—,Z(n)). Pour X lisse, no-
tons 'ensemble des classes k-négligeables de H, (X, Z(n)):

H,,., (X, Z(n)) = Ker(Hg, (X, Z(n)) — Hg (k(X), Z(n))),

neg

et la cohomologie stable de HZ (X, Z(n)):
Hy(X,Z(n)) = H (X, Z(n))/ Hyey(X, Z(n)).
Donc d’aprés la proposition 1.6.1, 'exemple 2.4.3.1) et la définition
3.2.6, on a
(3.2.4) Hix(BG,Z(n))
— (v € HL(BG, Z(n) | (D, 9), 05, () € Hi(BD, Z(n — 1)) }

neg

3.2.3. Théoréme de Peyre. —

Définition 3.2.8. — Soit G un groupe fini sur un corps k& contenant
[ O m est inversible dans k.

On définit le groupe H3(G,Q/Z) des classes permutation négligeables
comme le groupe [Pey08, déf. 4|

> Cores§j(Im(H'(H,Q/Z)®* — H*(H,Q/Z))).

Notons H¢, (BG,Z(2)) = (ca(p)) le sous-groupe de Hi (BG,Z(2)) en-
gendré par les classes de Chern des représentations p de G.

Utilisant [Pey08, prop.1 et prop. 2] et le corollaire A.4.1, on obtient
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Lemme 3.2.9. — Si k est séparablement clos, alors

H(G,Q/Z) © 73] = H4,(BC,2(2) © Z[3).

Théoreme 3.2.10. — Soit k un corps contenant f,, ot m est inversible
dans k. Soient G un k-groupe fini d’exopsant m et W une représentation
fidéle de G. On a un isomorphisme:

(32.5)  Hyp(BG,Z(2)/Hin(BG, Z(2)) — Hy(k(W)©, Z(2))

ot Hig(BG,Z(2)) est comme dans (3.2.4) et H,(BG,Z(2)) comme
dans la définition 3.2.8.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2.7.1, on a:
Hy (k(W)9,Q/Z(2)) = Ar(BG, Hy (Q/Z(2))).

Pour X un k-schéma lisse, on a une suite exacte (cf. prop. A.5.2)
0— CH*(X) — H4(X,Z(2)) — A°(X, H;(Z(2))) — 0.
Remplagons X = U/G ou U est un G-torseur linéaire de coniveau > 2

(condition de pureté cf. prop. 1.6.7, prop. 1.6.9 et cor. 2.1.13 ), on a
0 — CH?*(BG) — HZ(BG,Z(2)) — A’(BG, H(Z(2))) — 0.
Alors, on a le diagramme commutatif suivant
0 — CH?*(BG) — H{(BG,Z(2)) — A°(BG, H4(Z(2))) —=0
. .
HE(BD,Z(1)) — A°(BD, H3(Z(1)))
ou Iisomorphisme est de (A.5.1). D’apres [Tot, p. 257|, CH?*(BG) est
engendré par des classes de Chern des représentations de GG. D’oul on

obtient (3.2.5).
[

Remarque 3.2.11. — En particulier, si k est algébriquement clos de
caractéristique zéro, d’aprés le lemme A.3.1, 1) et le corollaire A.4.1, on
a

Hy(BG,Z(2)) = H*(G, Hy(k, Z(2)) = H*(G,Q/Z),
et H(BD,Z(1)) = H3(D,Z) = H2(D,Q/Z).
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Donc d’aprés le lemme 3.2.9 et (3.2.5), on a:
H;(G.Q/Z)/H)(G,Q/Z) — Hy.(k(W)%, Q/Z(2)),

et son noyau est annulé par une puissance de 2, ou

F
HLG.Q/Z) = () Ke(HG.Q/Z) ™% H(D,Q/2))
DCG, g:I—Za(D)
On peut sans doute montrer que ce groupe est égal a celui de Peyre
[Pey08, déf. 5].

Remarque 3.2.12. — Gréce a la suite exacte (2.11.1) et au théoréme
3.2.2, on obtient une généralisation du théoréme de Bogomolov en degré
3 sur Q/Z (ou en degré 4 sur 7)
(3.2.6)

0 — AS(BG, HA(Z(2))) — A (BG, HA(2(2))) 4 @) Bru(BD).

D,g



APPENDICE A

COHOMOLOGIE MOTIVIQUE ETALE

Bruno Kahn

A.1. Représentabilité de la cohomologie motivique étale

Soit k£ un corps parfait. Rappelons d’abord le diagramme de catégories
en jeu ici:

Sm(k) — DM (k) —— DMgu (k)

! l

DMT(k) —— DM(k)

o |
DM (k)

cf. définition 1.6.3 pour DM (k) et M. Voir [KL, C.4] pour a* et son

adjoint & droite Ra, et [CD, ex. 7.15] pour DM (k) et le foncteur ¢ (noté
L¥:* dans loc. cit.).

Définition A.1.1. — Soit X une variété lisse sur un corps k. Pour
(i,n) € Z x 7 et pour un groupe abélien A, on pose
Hi(X, A(n)) = HomDMgg(k)(a*M(X), A®Z(n)lq])
ou
a*Z(n sin>0
Zn)e = A .
(Q/Z) (n)[-1] sin<0
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ol (@/Z), = @l;ﬁcark Ql/Zl, cf. [HI(7 Déf. 31]

Rappelons que pour A =Z/m ou A = Q;/Z; (m, [ inversibles dans k),
on retrouve la cohomologie étale ordinaire & coefficients dans des racines
de l'unité tordues [MVW, prop. 10.6].

Proposition A.1.2. — Soit Ro, : DMST (k) — DM (k) ladjoint
droite de o* : DM (k) — DM (k) [KL, C.4]. Alors X — HZ(X, A(n))
est représenté par Cy € DM(E), image de Ra,A € DM (k) par le fonc-
teur ¢ : DM (k) — DM(k).

Démonstration. — 11 suffit de fabriquer des isomorphismes
Homp et () ("M, A ® Z(n)er) = Hompniy (1M, Ca(n))

naturels en M € DM (k).
Supposons d’abord n > 0. Par la formule de projection, on a un
isomorphisme

Ra,A®Z(n) ~ Ra,(A® a*Z(n))

et I'isomorphisme cherché en découle par adjonction et par la pleine fidé-
lité de ¢, qui résulte du théoréme de simplification de Voevodsky [Voel0].
Supposons maintenant n < 0. Alors

Hompigy (1M, Ca(n)) o~ Hompye) (¢M(—n), Ca)
«— Hompyper gy (M (—n), Ra, A) =~ Hompyger 1y (@M (=n), A).

L’isomorphisme résulte alors de [HK, prop. A.4]| (adapté aux coeffi-
cients A). O

A.2. Cohomologie motivique étale de BG, 1

Lemme A.2.1. — Soit (i,n) € Z. Alors le foncteur

X — H{(X,Z(n))

g+1

est homotopique et pur en coniveau > inf(n, &5~

1.2.6.

), au sens de la définition
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Démonstration. — L’axiome d’homotopie découle immédiatement de la
proposition A.1.2. Pour I'axiome de pureté, soit X une variété lisse
et soit Z un fermé lisse purement de codimension c¢. En appliquant la
proposition A.1.2 au triangle exact de Gysin

M(X = Z) = M(X) = M(Z)(c)[2] =
on trouve:
H} (X, Z(n)) = Hompn (1M (Z), Co(n—c)[q—2¢]) = HE (2, Z(n—c)).

Si ¢ > n, ce groupe est la cohomologie étale d’un complexe de faisceaux
concentré en degré 1: il est donc nul dés que ¢ —2c—1 < 0, soit ¢ —2¢ <
0. O

Soit G un k-groupe algébrique linéaire. D’aprés le chapitre 1, les
groupes HY (BG,Z(n)) sont définis et fonctoriels en G. On va les calculer
quand G est un groupe fini (constant):

Le raisonnement approximatif est le suivant. Soit EG l'espace total
du G-torseur universel de base BG. Alors EG — BG est un revéte-
ment étale; la suite spectrale de Hochschild-Serre associée (& coefficients
Z(n)s) peut se décrire comme la suite spectrale d’hypercohomologie as-
sociée au complexe de G-modules

R« (EG,Z(n)).
Comme EG est contractile, la projection EG — Speck induit un
quasi-isomorphisme G-équivariant
RT¢(Speck,Z(n)) — RU«(EG,Z(n))
qui montre que Hf,(BG,Z(n)) s’identifie a I'hypercohomologie (a coeffi-
cients G-triviauz)
HE (G, RTa(Speck, Z(n))).

Il est bien connu que, dans la catégorie dérivée des groupes abéliens,
tout complexe est isomorphe a la somme directe de ses groupes de coho-
mologie décalés. La suite spectrale correspondante

(A2.1) EYY = HP(G, H(k,Z(n))) = HY (BG, Z(n))

dégéneére donc en Ey (quoique pas canoniquement).
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Pour rendre le raisonnement ci-dessus rigoureux, il faut le faire a des
niveaux “finis", c’est-a-dire en remplagant FG — BG par U — U/G
ou U est I'espace total d’'un G-torseur linéaire de coniveau tendant vers
Iinfini. En effet, on vérifie facilement que le lemme A.2.1 est optimal,
c’est-a-dire que pour n fixé, le coniveau de HE, (—, Z(n)) tend vers l'infini
avec q. Ceci force a appliquer une version de la remarque 1.3.4. Cela
peut se faire de la maniére suivante:

Soit n € Z. pour tout ¢ € Z, considérons le foncteur

(A.2.2) X 5 72, RD4 (X, Z(n))

a valeurs dans la catégorie dérivée des groupes abéliens. Le lemme A.2.1
implique qu’il est homotopique et pur en coniveau > inf(n, &21)

A tout G-torseur p : U — U/, associons maintenant la suite spectrale
@EY!(p) = H'(G, H(7<(RT&(U, Z(n))) = H"™(G, 7<, Rl & (U, Z(n)).

Ceci définit un foncteur contravariant de la catégorie des G-torseurs
vers celle des suites spectrales, qui est homotopique et pur en coniveau >
inf(n, qzil), en un sens qui généralise celui de la définition 1.2.6 (axiomes
relatifs & la base du G-torseur). De plus, les ) E forment un systéme
inductif, de limite la suite spectrale de Hochschild-Serre habituelle.

Les mémes raisonnements qu’au chapitre 1 fournissent alors que les
(9 & prennent un sens sur le “G-torseur universel" EG — BG, et con-
vergent quand ¢ — oo vers une suite spectrale de Hochschild-Serre pour
ce torseur. Enfin, la propriété d’homotopie pour les (A.2.2) justifient la
forme (A.2.1) de cette suite spectrale, et donc sa dégénérescence.

On peut résumer la discussion ci-dessus par le théoréme suivant:

Théoreme A.2.2. — Soit G un groupe fini, et soit n € Z. Alors la
cohomologie H},(BG,Z(n)) est l'aboutissement d’une suite spectrale de

la forme (A.2.1) (action triviale sur les coefficients), qui dégénere en
Es. [
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A.3. Rappels sur la cohomologie motivique étale d’un corps

Si p est un nombre premier, un groupe abélien A est dit p’-divisible
(resp. uniquement p'-divisible) si, pour tout entier m premier a p, la
multiplication par m sur A est surjective (resp. bijective).

Lemme A.3.1. — Soit p exposant caractéristique de k.
1) Supposons k séparablement clos. Pour n € Z — {0}, H{ (k,Z(n)) est
nul pour ¢ > n et uniquement p'-divisible pour ¢ < n, sauf pour g = 1. Le
groupe HY. (k,Z(n)) est p'-divisible, de torsion isomorphe a (Q/Z) (n).
2) Supposons k quelconque, et n # 0.
a) HY (k,Z(n)) est uniquement divisible pour q < 0.
b) Pour ¢ > n+ 2, ’homomorphisme
Hi (k, (Q/2)' (n) — HE(k, Z(n))

est bijectif.
c¢) Sous la conjecture de Bloch-Kato en degré n, on a

HY(k,Z(n)) — HL(k,Z(n)) pour ¢ <n

Hy (k. Z(n)) ~ K" (k)

H Y (k,Z(n)) = 0.
Démonstration. — 11 suffit de démontrer 2): 1) en est un cas particulier.
On a un triangle exact

Z(n)e, = Qn)e = (Q/Z) (n) =5 .
Comme (Q/Z)'(n) est un faisceau concentré en degré 0, cela démontre
a) sauf pour ¢ = 0, ot on n’a a priori qu’une suite exacte
Hg (k, Q(n)) — Hg(k, (Q/Z)'(n)) — He(k, Z(n)).
Pour prouver la nullité de la premiére fléche, on peut raisonner comme

suit (cf. preuve de [Kah97, th. 3.1]). 1l suffit de montrer que, pour tout
corps ko C k, de type fini sur le corps premier, I’lhomomorphisme

He, (Ko, Q(n)) — Heg (Ko, (Q/Z)'(n))

est nul. Mais c’est évident, puisque le terme de gauche est divisible et le
terme de droite est fini. (Ici on utilise que la cohomologie motivique étale
a coefficients rationnels et de torsion commute aux limites inductives de
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corps: pour la seconde c’est standard, et pour la premiére cela résulte
du théoréme de comparaison avec la cohomologie Nisnevich [MVW,| th.
14.24].)

b) provient du fait que le complexe (de faisceaux Nisnevich) Z(n) n’a
pas de cohomologie en degré > n. Quant a c), le premier isomorphisme
est 1’énoncé “Bloch-Kato = Beilinson-Lichtenbaum" [Su-Vo, G-Lj, le
second résulte du premier et de l'isomorphisme canonique KM (k) =~
H™(k,Z(n)) IMVW, th. 5.1] et le dernier est “Hilbert 90 en poids n". [

Remarque A.3.2. — Pour référence ultérieure, donnons une reformu-
lation triangulée de la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum (utilisée dans
le lemme ci-dessus): pour n > 0, la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
est vraie en poids n si et seulement si le triangle

Z(n) = RauZ(n)s — TonsoRouZ(n)e 5

est exact dans DM (k).

A.4. Cohomologie motivique étale de BG, 11

A.4.1. Cas d’un corps séparablement clos. — On déduit du lemme
A.3.1 et du théoréme A.2.2 le corollaire suivant, qui précise un résultat de
Peyre [Pey99, prop. 4.2.1] (ici, la conjecture de Bloch-Kato n’intervient

pas):

Corollaire A.4.1. — Supposons k séparablement clos. Pour tout (n,q)
€ Z X 7, on a un isomorphisme canonique

]:Igt(BG,Z(n)) ~ HY(G,Z) (n)
ot désigne la partie de torsion premiére a l’exposant caractéristique de

k.

Démonstration. — L’énoncé est évident pour n = 0, on peut donc sup-
poser n # 0. Appliquons le lemme A.3.1: dans la suite spectrale (A.2.1),
les seuls termes E5? non nuls sont pour p = 0 ou ¢ = 1. On obtient donc

HT™Y G, H (k,Z(n))) siq#1

H!(BG,Z(n)) ~
A (n)) {0 Sg—1
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En réappliquant le lemme A.3.1, on obtient un homomorphisme
H*Y(G,(Q/Z) (n)) — H* (G, H' (k, Z(n))
qui est bijectif pour ¢ # 1. Toujours pour g # 1, on peut écrire
HYG,(Q/2) (n)) ~ H™(G,Q/Z) (n) — HYG,Z) (n).

On conclut en observant que H*(G,Z) = 0 et que H°(G,Z) = Z est
sans torsion. OJ

Dans les numéros suivants, on décrit le groupe Hi"?(BG, Z(n)) pour
n < 2, sur un corps k parfait quelconque.

A.4.2. n < 0. — Par définition, Z(n)s = (Q/Z)'(n)[—1]. On en dé-
duit:
(A.4.1) HZ(BG, Z(n)) = 0.

A.4.3. n=0. — OnaZ(0) = 2%, don
(A.4.2) H2(BG,Z(0)) = H*(G,Z).
(Rappelons que Hj (k,Z) = 0.)

A44. n=1. — OnaZ(l)g = G,[—1], d’ou
(A.4.3) H?(BG,Z(1)) = Br(BG) = H*(G, k*).
(Rappelons que Hj (k,G,,) = 0: théoréme 90 de Hilbert.)

A.4.5. n=2. — Dans ce cas, on obtient une suite exacte (scindée)
0— HZ(G> Hgt(kaz(z))) - ]Z[ét(BGa 2(2)) - Hg(Ga Hgt(ka 2(2))> — 0.

D’aprés le lemme A.3.1, on a HZ (k,Z(2)) ~ K (k) = Ky(k). 1l reste
un groupe a décrire:

Lemme A.4.2. — On a un isomorphisme
H;t(k:7Z(2)) = K3(k:)ind
ot K3(k)ina := Coker(KM (k) — K3(k)).
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Démonstration. — Cela résulte de [BL, th. (7.2)], du lemme A.3.1 2)
c¢) et du théoréme de Voevodsky comparant cohomologie motivique et
groupes de Chow supérieurs [Voe02|. Une autre maniére de conclure est
d’utiliser la suite spectrale de Bloch-Lichtenbaum

B3t = HP(k, Z(—q)) = K_pq(k)

[BL, Lev]. Comme EY? = 0 pour p < 0 et ¢ = 0,—1, cette suite
spectrale donne une suite exacte

H?(k,7(3)) — Ks(k) — H'(k,Z(2)) — 0

c’est-a-dire un isomorphisme K3(k)ing — H'(k,Z(2)). On utilise alors
I'isomorphisme H'(k,Z(2)) — H}(k,Z(2)) du lemme A.3.1. O

Soit kg le sous-corps des constantes de k, c’est-a-dire la fermeture al-
gébrique du sous-corps premier. Alors K3(kq)ina — K3(k)ina est injectif,
de conoyau uniquement divisible (cf. [Kah93, (1.4)]). Comme dans
[Kah93, th. 2.1], on en déduit:

Proposition A.4.3. — On a une suite exacte scindée:

(Ad4) 0— HYG, Ky(k)) — HL(BG,Z(2)) — H*(G, K3(ko)ina) — 0
ol ko est le sous-corps des constantes de k. [
A.4.6. n > 2. — La situation est plus compliquée. Pour n = 3, le

groupe ﬁé’t(BG,Z(S)) admet une filtration & trois crans, commencant
par H3(G, KM (k)).

A.5. Localisation de la cohomologie motivique étale

Soit X une k-variété lisse. On va décrire le noyau et le conoyau de
I’homomorphisme

(A5.1) HIP(X,Z(n)) — A°(X, HZP?(Z(n)))

pour de petites valeurs de n. Notons que, d’apreés le lemme A.3.1 2) b),
le second membre peut aussi s’écrire A°(X, Hi P ((Q/Z) (n))).
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Ab51. n < 1. — Sin < —1, les deux membres sont nuls. Si n =
—1, ils valent H°(k,(Q/Z)'(—1)). Si n = 0, le membre de gauche vaut
HZ(X,Z) +— H!(X,Q/Z). Sin =1, le membre de gauche n’est autre
que Br(X). Dans chaque cas, on en déduit ou il est bien connu que:

Lemme A.5.1. — Pourn <1, (A.5.1) est un isomorphisme.

Démonstration. — On a les suites exactes suivantes |[CT, §3.4, (3.7) et
(3.9), p. 24|
0= Hy(X,Q/Z) » Hy(k(X),Q/Z) » D Hi(k(x), Q/Z(-1))
zex®
0 — Br(X) — Br(k(X)) = €P H'(k(z),Q/Z)
zeX®

ou X est un schéma lisse et

Br(X) := HX(X,Gy,) = H3.(X, Z(1)).

O
A.5.2. n=2. — Dans ce cas:
Proposition A.5.2. — On a une suite exacte courte
0 — CH*(X) — H(X,Z(2)) — A°(X, H4(Z(2))) — 0.
Démonstration. — Si on remplace Z(2)g par I'(2), c’est la suite exacte

(9) de [Kah96, th. 1.1]. Donnons-en une démonstration qui évite le
complexe de Lichtenbaum.

Pour n = 2, en évaluant le triangle exact de la remarque A.3.2, on
obtient une suite exacte

0= H*(X,m>4Ra,.Z(2)s) — HY(X,Z(2))
— Hi (X, Z(2)) = HY (X, 724 Rov.Z(2)e) = HO(X, He (Z(2))
— H°(X,7Z(2)).
Le groupe H*(X, Z(2)) est canoniquement isomorphe & C H?(X) [MVW,
cor. 19.2], et H5(X,Z(2)) = 0 [MVW, th. 19.3|. Enfin, 'isomorphisme

HOY (X, H2(Z(2)) ~ AY(X, H(Z(2))) provient de la conjecture de Ger-
sten [CT, th. 4.1.1, (a) < (c)]. O
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Remarque A.5.3. — On aurait pu démontrer le lemme A.5.1 de la
méme manieére.

A.5.3. n =3. — Le méme raisonnement que pour la proposition A.5.2
donne:

Proposition A.5.4 (cf. [Kah03, rem. 4.10]). — Sous la conjecture de
Bloch-Kato en degré 3, on a une suite exacte
0 — A*(X, K3") — HZ(X,Z(3)) — A%(X, H(Z(3)))
— CHY(X) - HS(X,Z(3))

on A*(X, KM) = H5(X,7Z(3)) par la suite spectrale de coniveau pour
la cohomologie motivique.
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