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Introduction

Tout au long de ce travail, nous considérons que C' est une courbe algébrique
lisse de genre g sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0.

Le probleme de Brill-Noether consistait a l’origine a déterminer a quelles
conditions il existe un fibré vectoriel en droites L sur C', de degré d et possédant
k sections globales indépendantes. On obtenait ainsi un morphisme de la courbe
C dans I'espace projectif *~1 et la résolution du probléeme de Brill-Noether dans
ce cas a permis de faire considérablement avancer la classification des courbes
et I'étude de la variété de modules de courbes M, . Les premiers résultats
remontent a la fin du siecle dernier. On trouve une approche moderne de ce
probleme avec une démonstration de tous les théoremes connus dans 'ouvrage
de Arbarello, Cornalba, Griffiths et Harris (cf [A-C-G-H)).

Avec I'apparition des variétés de modules U, 4 (resp. l?]“n’d) de fibrés vectoriels
stables (resp. semi-stables) de rang n et de degré d, le probleme de Brill-Noether
se généralisait: a quelles conditions existe-il des fibrés stables de rang n de degré
d possédant k sections globales indépendantes?

En généralisant les constructions faites dans le cas des fibrés en droites, on est
amené a poser (voir le chapitre 0):

Wri={E €Una|h"(E) >k}

’W:j ={[E] € ﬁn,d | hO(gr E) > K} .

L’apparition de 'exposant k—1 est due au cas des fibrés en droites: on cherchait
un morphisme C' — ¥~1. Mais pour les fibrés de rang supérieur, cette notation
est particulierement malheureuse.

On donne a Wjj’;l (resp. Wf;ll) une structure de sous-schéma fermé de U, 4

(resp. Upn.q) (cf [L], [A-C-G-H] ou [B-G-N]). Le probléme de Brill-Noether
consiste alors a trouver quand ces espaces sont vides, quelle est leur dimension,
s’ils sont irréductibles etc...

Il résulte de la construction que si W:’gl # () et si erf,gl # Uy, 4, alors on sait
que

dim(Wh3') = plg.d,n k= 1) = n*(g = 1) + 1 — k(k — d +n(g — 1))

Jusqu’au début des années 90, nous avions tres peu de résultats (cf [Se]) pour
les fibrés de rang supérieur a un. Monserrat Teixidor i Bigas démontre en 1991
un théoreme qui donne une solution assez générale au probleme. La formulation
de ce résultat était complexe et n’a été simplifiée que plus tard par Grzegorczyk,
King, Newstead...: il fallait introduire une nouvelle notation. Nous poserons:
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u:%et)\:%

Les solutions du probleme de Brill-Noether vont alors s’écrire sur un graphique
avec p en abscisse et A en ordonnée: un fibré stable de rang n et de degré
d possédant k sections globales indépendantes sera représenté par le point de
coordonnées (%, %) La plupart des résultats vont parfaitement s’exprimer en
fonction de ces deux variables. Par exemple, la dimension attendue des espaces
Wj,f’(_jl est p(g,d,n,k — 1). Pour que ces espaces soient non vides, on peut

demander que cette dimension soit plus grande que 0: on obtient alors
p(gad;n;k_ 1) > 1 <:>:0(g7,u/>17)‘_ 1) >1

On appelle la courbe d’équation p(g, u, 1, A\ —1) = 1, la courbe de Brill-Noether.
De plus, le théoreme de Teixidor devient en fonction des variables pu et A (cf
théoreme B-2 du chap. 0)

Théoreme: Soit C' une courbe lisse générique.

Si pour des valeurs entiéres Ao et po, p(g, po, 1, A0 — 1) > 1, alors pour toutes
valeurs p = % > o et A= % < Ao, Wfﬁl (resp. W:;l) est non vide et posséde
une composante irréductible de la bonne dimension.

Si p(g, o, 1, A0 — 1) = 1, assertion est encore vraie, sauf pour p = pg ot l'on
doit se restreindre aux fibrés semi-stables.

On se reportera a la figure ¢ pour 'interprétation graphique. Ce théoreme est
encore aujourd’hui le résultat le plus général que nous possédons. Cependant il
n’est pas entierement satisfaisant: il n’est valable que pour une courbe générique
(dans un sens tres vague) et des résultats plus récents montrent qu’il ne donne
pas une solution optimale. C’est le cas du théoreme suivant qui est du a
Brambila-Paz, Grzegorczyk et Newstead (cf [B-G-N]):

Théoreme: Soit C une courbe lisse. On suppose que 0 < % < 1.
ij;ll est non vide irréductible de la bonne dimension et vérifie

Sing W:’;l = Wf;d
si et seulement sid >0, n <d+ (n—k)g et (n,d, k) # (n,n,n).
W:;l est non vide et irréductible si et seulement si (d =0etk< n) ou (d >0
etn<d+(n—k)g).
L’inégalité n < d + (n — k)g peut s’écrire 1 < pu + g(p — \), ou encore
A<1+ é(u — 1). On notera A la droite d’équation A = 1 + %(,u —1). La
droite A est en fait la tangente a la courbe de Brill-Noether p(g, u, \,k—1) =1

au point (1,1). Pour 0 < p < 1, les espaces de Brill-Noether correspondants a
des points au-dessus de cette droite sont vides.

Une grande partie de ce travail consiste en fait a généraliser ce théoreme au cas
des fibrés stables de pente 1 < u < 2. Nous nous inspirons tres largement des
idées contenues dans [B-G-N], pour démontrer le théoréme suivant:
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Théoreme: Soit C' une courbe lisse. On suppose que 1 < % < 2. Alors les

espaces de Brill-Noether W:;l sont non vides et possedent une composante de
dimension p(g,d,n,k — 1) si et seulement si k <n + é(d —n).

En posant y = % et A = %, on reconnait I’équation de la droite A, et le théoreme
de [B-G-N] se prolonge donc en quelque sorte au cas 1 < p < 2.

Pour démontrer ce théoreme, nous commencons dans le chapitre 1 par étudier
les fibrés vectoriels engendrés par leurs sections: si F' est un fibré vectoriel de
rang [ et de degré d engendré par ses sections, alors on note D(F') le dual du
noyau du morphisme d’évaluation:

O——D(F)*——H"(F)® 0 F 0

Alors, nous obtenons que si F' est stable de rang [ et de pente ‘Ti > 29, D(F)
est un fibré stable de rang n = d — gl et de degré d possédant n + [ sections
globales indépendantes. La condition % < 2g implique que % < 2. Ces fibrés
D(F) se trouvent sur la droite A et on obtient un isomorphisme

W: ;l_l ~ U, l,d
Ceci donne un plongement ,

Ua — Ud—gi,d
A notre connaissance, l’existence de tels morphismes entre des variétés de
modules de fibrés stables étaient inconnus jusque la: mnous y consacrerons
ultérieurement une étude.
De plus, on re-démontre que si K est le fibré canonique, alors D(K) est un
fibré stable si la courbe C' est non hyperelliptique (semi-stable sinon). Une
démonstration de cette assertion a déja été faite par Paranjape et Ramanan
(cf [P-R]), mais celle que nous donnons nous semble plus élémentaire. On en
déduit la non-existence de fibré stables de pente < 2 au-dessus de la droite A.

Le chapitre 2 est le chapitre technique de ce travail: le chapitre 1 donne
I’existence de fibrés stables correspondant a des points sur la droite A et alors
le rang et le degré vérifient d — n = gl; il reste donc a traiter le cas des fibrés
de rang n et de degré d tels que d — n n’est pas divisible par g. Pour cela on
va utiliser I'existence de fibrés stables sur la droite A; nous sommes conduits a
faire des calculs de parametres un peu lourds et complexes, mais nous n’avons
pas trouvé d’échappatoire.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons aux fibrés vectoriels stables de pente
2. La situation est alors particulierement délicate.

Enfin, le chapitre 4 expose une conjecture qui pourrait donner une solution
globale au probleme de Brill-Noether du point de vue de 'existence de fibrés
stables. Cette conjecture fera 1’objet de toute notre attention pour les mois a
venir.



Chapitre 0: Le probleme de Brill-Noether

Dans ce chapitre nous définissons les espaces de Brill-Noether (partie A), puis
nous donnons un panorama des différents résultats connus jusqu’a aujourd’hui
(partie B). La partie C a pour objet de donner certains théorémes dont nous
aurons besoin par la suite.

A- Les espaces de Brill-Noether

Soit C' une courbe algébrique lisse de genre g > 2 sur un corps algébriquement
clos de caractéristique 0.

Notations: On notera O = O¢ le fibré trivial, K le fibré canonique sur C, et
LF=L® --®L (resp. L = L®---® L) la somme (resp. le produit tensoriel)
de k fois le fibré L.

Un gij est un fibré vectoriel en droites de degré d possédant k + 1 sections
globales indépendantes.

Si E est un fibré vectoriel algébrique de rang n et de degré d sur C, u(F) =
est la pente de E.

Si F' est un fibré vectoriel sur C, on notera np et dp le rang et le degré de F.
On pose h'(E) = dimH'(E).

d
n

On rappelle qu'un fibré E sur C est dit stable (resp. semi-stable) si pour tout
sous-faisceau propre F' de E on a pu(F) < p(E) (resp. u(F) < p(E)).

Tout fibré F semi-stable admet une filtration
O=EyC---CE,=F

telle que E;/E;_; est stable et u(E;/E;—1) = p(E) pour 0 < j < p. Le
fibré gradué associé @;F;/E;_1 est appelé le gradué de E et est noté gr E. La
filtration est appelée filtration de Harder-Narasimhan. Pour les fibrés non semi-
stables on a une filtration analogue ou les quotients sont supposés semi-stables
de pentes strictement décroissantes. Cette filtration est aussi appelée filtration
de Harder-Narasimhan.

On note U, 4 (resp. ﬁn,d) la variété de modules des fibrés vectoriels stables (resp.
semi-stables) de rang n et de degré d sur C. Les points de U, 4 sont les classes
d’isomorphisme de fibrés stables tandis que les points de ﬁn,d représentent les
classes d’équivalences de fibrés semi-stables, o E ~ F si et seulement si leurs
gradués gr E' et gr F' sont isomorphes (cf [Se] ou[L]) . On notera [E] la classe
d’équivalence contenant FE.



Les espaces de Brill-Noether: Les espaces de Brill-Noether W:;l et W:;l
sont définis en tant qu’ensembles par:

WE = {E € Upa | h°(E) > k}
W:El = {[E] € ijn,d | hO(gr E) > k}

On donne a Wf’gl (resp. fWVTf;l) une structure de sous-schéma fermé de U, 4
(resp. ﬁn,d) (cf [L], [A-C-G-H] ou [B-G-N]). Le probleme de Brill-Noether
consiste a trouver quand ces espaces sont vides, quelle est leur dimension, s’ils
sont irréductibles etc...
Il résulte de la construction que si W:El # () et si W:;l # Uy, q, alors:

- sa dimension est 7 ’

dim(Wr3") = p(g.dink—1) =n*(g— 1) + 1 — k(k —d+n(g — 1))

- son espace des points singuliers Sing W:El vérifie

Wff’d C Sing W:’;l
- son espace tangent en un point F tel que h°(E) = k est le noyau du
morphisme
p* : Ext'(E, F)——H(E)* @ HY(E)

dual du morphisme de Petri
p:HY(E) ® HY(E* @ K)——H°End(F) ® K)

donné par la multiplication des sections.

On déduit de cette derniere propriété que si le morphisme de Petri est injectif en
un tel point F, alors W: ;1 est lisse en ce point et que la composante irréductible
contenant E est de dimension plg,d,n,k—1).

On ne sait pas en général quand W:El est non vide, irréductible et quand le

morphisme de Petri est injectif. On sait encore moins de choses sur W:El. En
fait, Wfél n’est méme pas la cloture de W' dans (N]md (cf [B-G-N]).

Il est coutume de poser p = % et A = % L’idée est due a A. King. Ceci permet
de se ramener a un probleme a deux variables (p et A) au lieu des trois variables
d, n et k et donne une certaine analogie avec le cas des fibrés en droites, comme
nous le verrons par la suite. De plus, les résultats vont pouvoir s’interpréter
sur des graphiques (p en abscisse et A en ordonnée). Si E est un fibré sur C
de rang n et de degré d possédant k sections globales indépendantes, on associe
a E le point de coordonnées (%, %), et le probleme de Brill-Noether devient:
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en un point de coordonnées (%, %) existe-t-il des fibrés E de rang n, de degré

d possédant k sections globales indépendantes? Et quelle est la stucture de
I’espace de Brill-Noether erf:ll constitués par tous ces fibrés?

Les théoremes de Riemann-Roch et de Clifford permettent de dégager une zone

ou le probleme n’est pas trivial:

A-1 Théoreme de Riemann-Roch: Soit E un fibré vectoriel de degré d et
de rang n sur C, alors h°(E) —hl(E) =d +n(1 —g).

D’ott h®(E) > d+n(1—g) ou encore A > p+1—g. Donc en dessous de la droite
A= pu+1— g, les espaces de Brill-Noether sont les espaces U, 4 tout entiers.

A-2 Théoreme de Clifford: Soit E un fibré semi-stable de rang n et de degré
d sur C, tel que 0 < pu(FE) < 2g — 2. Alors on a

h'(E) <n+

(VS

avec éqalité st et seulement st [’on est dans l'un des cas sutvants:
-E~O"
-E~K"
- C est hyperelliptique, E ~ L®5®--- L9 et L 'unique g3 et 0 < s < g—1.

Or, hO(E) < n+ g S A< 1+ % Donc au-dessus de la droite d’équation
A =14 &, les espaces de Brill-Noether sont vides.

Notons que ’on trouve une démonstration du théoreme de Clifford par G. Xiao
dans [B-G-N] hormis la démonstration des cas d’égalité que I'on peut lire dans
un article de R. Re (cf [Re]). Dans cet article auteur précise le théoreme de
Clifford. Nous donnons ici une version simplifiée des différents théoremes:

A-3 Théoreme: Soit C une courbe non-hyperelliptique et soit E un fibré
vectoriel semi-stable de rang n et de degré d tel que 1 < p(E) < 2g — 2. Alors
on a

d
W(E) < 10

qui peut aussi s’écrire X < %1

D’autre part, il est clair qu’un fibré semi-stable de degré négatif n’a pas de
sections globales: l'existence d’une section globale d’un fibré F implique un
morphisme du fibré trivial de degré 0 dans E. Donc on peut se restreindre a
> 0 et bien sir a A > 0. De plus, si E est un fibré semi-stable de pente
p > 29— 2, H(E) = H°(E* @ K) = 0 puisque la pente de E* @ K est
strictement négative. D’apres le théoreme de Riemann-Roch on obtient dans ce
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cas H(E) =d —n(g — 1). Donc si 1 > 2g — 2 tous les fibrés se trouvent sur la
droite de Riemann-Roch A =y — g+ 1.

On déduit de ce qui précede une premiere zone délimitée par la droite de
Riemann-Roch, celle de Clifford, les axes et la droite u = 2g — 2 (cf figure
a). La droite de Re n’intervient que pour le cas non-hyperelliptique. En dehors
de cette zone, les espaces de Brill-Noether sont soit vides soit la variété de
modules U, 4 toute enticre.

Enfin, pour que W:;l soit non vide, on peut escompter que sa dimension
théorique, p(g,d,n,k —1) =n?(g—1)+1—k(k —d+n(g — 1)), soit positive.
En fait cette inégalité ne s’exprime pas qu’en fonction des variables p et \ et
dans la pratique l'inégalité p(g,d,n,k — 1) > 1 a un role essentiel. Déja elle
s’exprime parfaitement avec les seules variables p et A:

et
a(plgdnk=1) 1) =g—1-3(; —a+g-1)=g-AA-p+g-1)-1

Donc
p(g;danak_l) 2 1<:>/0(97,U717)\—1) 2 1

On appelle la courbe d’équation p(g, u, 1, A\ —1) = 1, la courbe de Brill-Noether.
Cette équation est notée dans de nombreux articles p = 0. L’équivalence ci-
dessus montre que l'existence d’un fibré stable de pente % avec k sections est
liée a l'existence de fibrés en droites de ”degré” p avec A sections (il faudrait que
ces valeurs soient entieres): c’est dans ce sens qu’il faut comprendre le théoreme
de Teixidor (théoreme B-2 de ce chapitre).

Sous cette courbe les espaces de Brill-Noether sont escomptés étre non vides (cf
figure a).

Remarquons ici que le théoreme de Riemann-Roch et la dualité de Serre
impliquent une certaine symétrie dans le graphique: si E de pente p a k sections,
alors h%(K @ E*) = h'(E) = k+n(g—1) —d. Donc si E correspond & un point
(1, A), alors K ® E* se place en (2g — 2 — u, A+ g — 1 — p). 1l suffit donc de
traiter le cas 0 < p < g — 1, le reste se déduisant par symétrie.

Le probleme de Brill-Noether se ramene ainsi a ’étude de la région que l'on a
dégagée précédemment et il faut déterminer pour quels triplets (n, d, k) de cette
région (et pour quelles courbes!) on a bien:

- W:’gl (resp. W:;ll) est non vide
- W:fgl (resp. Wf;l) est irréductible, de dimension p(g,d,n,k — 1).

- Le lieu des points singuliers de Wff;l vérifie
Sing Wy, =W,
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Ceci a fait ’objet de nombreux articles et I'on possede déja un certain nombre
de résultats. Nous en donnons un panorama dans la partie suivante.

B- Panorama des résultats connus

Pour les fibrés en droites, la situation est particulierement satisfaisante. Tous
les résultats se trouvent dans [A-C-G-H] chap.V et sont dus & une liste
impressionnante de mathématiciens. Les principaux résultats dont nous aurons
besoin par la suite peuvent se mettre sous la forme du théoréeme suivant:

B-1 Théoreme: Si C est une courbe algébrique lisse de genre g et si
p(g,d, 1,k — 1) > 0, alors Wlk,;l # (. Si C est une courbe algébrique lisse
générique de genre g, alors

Wit A0S p(g,d,1,k—1) >0

et si p(g,d,1,k — 1) > 1, on a dimWﬁgl = plg,d,1,k — 1) ainsi que
SingWﬁgl = Wlk’d.

Pour les fibrés de rang supérieur, le théoreme le plus général que nous connais-
sons est dit a M. Teixidor i Bigas (cf [Te-1] 1990). La formulation en était
fort complexe et n’a été ”simplifiée” que ultérieurement (Grzegorczyk, King,
Newstead...) avec I'introduction des parametres A et u. Ici, nous en donnons
une version plus courte, mais compléte grace a la symétrie de Riemann-Roch
signalée a la fin de la partie A (cf figures b et c):

B-2 Théoreme: Soit C' une courbe lisse générique.

Si pour des valeurs entiéres Ao et po, p(g, po, 1, A0 — 1) > 1, alors pour toutes
valeurs p = % > g et A = % < Ao, W:El (resp. W:;l) est non vide et posseéde
une composante irréductible de la bonne dimension.

Si p(g, po, 1, Ao — 1) = 1, lassertion est encore vraie, sauf pour p = pg ou l'on
doit se restreindre aux fibrés semi-stables.

La démonstration de Teixidor utilise des techniques de dégénération de courbes.
Elle construit une variété de modules U, 4 (resp. U, q sa compactification) de
familles de fibrés vectoriels stables (resp. semi-stables) de rang n et de degré d
indexée par une famille de courbes ”locale”: on considere une famille projective
et plate de courbes m : X — S avec X lisse et S le spectre d'un anneau
de valuation discrete (complet ou Hensélien cf [E-H-1] p. 347 et suivantes)
telle que la fibre générique soit non singuliere et la fibre spéciale n’ait comme
singularité que des points doubles ordinaires. Une famille de fibrés stables (resp.
semi-stables) est alors un faisceau cohérent sur X tel que sa restriction a la fibre
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générique soit un fibré stable (resp. semi-stable) et que sa restriction a la fibre
spéciale soit un faisceau de profondeur 1 b-stable (resp. b-semi-stable) (cf [Se]
Chap. 7). Ceci nécessite de polariser la courbe spéciale puisqu’elle n’est pas
lisse. La construction ne différe alors en rien de celle donnée dans [Se | Chap. 8.
Puis elle suppose que la fibre spéciale T est composée d’une courbe rationnelle
lisse intersectée par g courbes elliptiques. La partie technique est alors de donner
des conditions pour qu’un fibré b-stable sur 1" avec k sections se prolonge en
une famille de fibrés sans perdre de sections. C’est en fait la généralisation des
séries linéaires limites introduites par Eisenbud et Harris (cf [E-H-1-2-3)).
Notons que la variété de modules ﬁn,d étant projective, un fibré semi-stable F,
sur la fibre générique se prolonge en un faisceau JF sans torsion sur X tel que sa
restriction Fy a la fibre spéciale soit un faisceau de profondeur 1. Aux points
singuliers, Fy peut ne pas étre localement libre. Il faut alors utiliser des blowing
up pour obtenir un fibré au-dessus de la courbe spéciale. Mais si I’'on suppose
que la courbe spéciale est lisse, Fy est immédiatement un fibré et le théoreme
de semi-continuité implique que h%(Fy) > h%(F,) (cf [H] théoreme 12.8 p. 288).
On en déduit le lemme suivant:

B-3 Lemme: Soit g,n,d, k des entiers tels que, pour une courbe lisse générique
de genre g, il existe un fibré semi-stable E de rang n, de degré d et possédant
au, moins k sections globales. Alors 'existence d’un tel E est vraie pour toutes
les courbes lisses.

Démonstration: 11 faut alors comprendre le terme générique comme ”il existe
un ouvert V' de la variété de modules de courbes M, tel que sur toute courbe
lisse dans V il existe un bon fibré”. Soit C' une courbe lisse, alors il existe une
famille projective et plate de courbes 7 : X — S comme ci-dessus telle que la
fibre générique géométrique soit dans V' et la fibre spéciale égale a C'. Alors le
fibré semi-stable E sur la fibre générique se prolonge a X pour donner un fibré
semi-stable sur la courbe C' et il possede au moins autant de sections globales
que E. &

Ce lemme est faux pour les fibrés stables: la variété U, 4 n’est pas compacte.
Le lemme A-3 du chapitre 1 (cf plus loin) montre par exemple que pour C non-
hyperelliptique il existe un fibré stable, noté Ex, de rang g — 1 de degré 2g — 2
possédant g sections globales alors que si la courbe est hyperelliptique, il n’existe
que des fibrés semi-stables non stables qui possedent au moins g sections. Ce
cas n’est pas unique.

L’existence de fibré stables dans le théoreme de Teixidor, comme on vient de le
voir, n’est valable que pour une courbe générique. Par contre, pour les fibrés
de petite pente, de pente < 1, on trouve une description précise et valable pour
toutes les courbes des espaces de Brill-Noether de fibrés stables. Le théoreme
suivant est démontré dans [B-G-N] (cf graphique d):
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B-4 Théoreme: Soit C une courbe lisse. On suppose que 0 < % <1.
Wj,f;il est non vide irréductible de la bonne dimension et vérifie
Sing W:ﬁl = Wff d
si et seulement sid >0, n <d+ (n—k)g et (n,d, k) # (n,n,n).
/Wv/:;ll est non vide et irréductible si et seulement si (d =0etk< n) ou (d >0
etn<d+(n—k)g).

L’inégalité n < d + (n — k)g peut s’écrire 1 < p + g(u — A\), ou encore
A< 1+ é(u — 1). On notera A la droite d’équation A = 1 + %(u —1). La
droite A est en fait la tangente a la courbe de Brill-Noether p(g, u, \,k—1) =1
au point (1,1). Pour 0 < p < 1, les espaces de Brill-Noether correspondants a
des points au-dessus de cette droite sont vides.

De plus, la clef de voute de la démonstration est: si E est un fibré semi-stable de
pente < 1 avec k sections globales indépendantes, alors il peut s’écrire comme
une extension de fibrés

0 ok E F 0.

Et on vérifie que ces extensions sont paramétrées par une variété irréductible de
dimension attendue (aux automorphismes pres de OF). On voit que ce théoreme
donne une solution complete pour les courbes de genre 2 grace a la symétrie
de Riemann-Roch (cf figure e). C’est la raison pour laquelle dans les chapitres
suivants, nous supposerons que g > 3, méme si les résultats restent le plus
souvent valables dans le cas g = 2.

Enfin, le travail qui suit a en partie pour objet de montrer que I'inégalité ci-
dessus est encore valable pour une pente p comprise entre 1 et 2 (cf figure

f).

Il existe de nombreux autres résultats moins généraux comme par exemple:
-Si0<d<g—1, W) ; est irréductible de la bonne dimension (cf [Su]) et

Sing Wr?,d = erb,d (cf [L]).
- Le cas des fibrés de rang 2 est en partie traité dans [Su|, [Te-2-3] et [T].
- Les variétés Wf et Wgﬁgl sont décrites dans [B-N].

L’étude de ces cas particuliers fait apparaitre que Wf;l peut avoir une dimen-

sion plus grande que p, peut ne pas étre réduit et avoir un lieu de singularité
distincts de ij 4> €t ceci méme pour C générique.

C- Préliminaires

On aura besoin par la suite de certains résultats plus ou moins connus sur les
fibrés. Afin d’alléger les démonstrations des chapitres suivants, ils se trouvent

12



réunis ici, mais n’ont pas de relations directes entre eux. Cependant, ils donnent,
dans des cadres plus simples, une bonne idée des différentes méthodes que nous
utiliserons. Les deux premiers lemmes sont tres bien connus, mais nous les
redonnons car nous y ferons appel a plusieurs reprises et ne connaissons pas de
référence.

C-1 Lemme: Soit E un fibré vectoriel de rang n engendré par ses sections.
Alors E est engendré par n + 1 sections globales.

Démonstration: Si E est un fibré en droites, on montre que dans tout sous-
espace de sections globales V' C HY(E) qui engendrent E, on peut trouver
deux sections qui engendrent F. On peut supposer dimV > 3. Soit s € V
s’annulant aux points x1,---,z;. On note V; C V I’espace des sections de V' qui
s’annulent en z;. Comme V engendre E, dim V; = dim V — 1, pour tout i. Donc
Ui=1,....Vi # V et une section t € V' \ U;=1,...; V; avec la section s conviennent.
Si E est de rang supérieur, d’apres un lemme de Serre, on a une suite exacte

0——On ! E det E 0

On peut donc trouver deux sections globales de E' qui engendrent det E' et ces
deux sections plus les n — 1 correspondant a l'injection du fibré trivial ©O™!
engendrent F. &

C-2 Définition et lemme: Soit

0 H E G 0

une extension de faisceauxr cohérents. Cette extension est représentée par un
élément e € Extl(G,H). On dit qu’un morphisme de faisceauxr s : M — G
remonte a E si et seulement si s € Im(Hom(M, E) — Hom(M,G)).

En appliquant le foncteur Hom (—, H), on obtient un morphisme ¢ induit par s
de Ext' (G, H) dans Ext'(M, H). Le morphisme s remonte & E si et seulement
si limage de e par ce morphisme est nulle, c.-a-d. ¢(e) = 0.

Démonstration: On peut calculer ¢(e) par une autre méthode. On applique
le foncteur Hom (M, —) a D'extension ci-dessus pour obtenir une suite exacte
longue
0 — Hom(M, H) — Hom(M, E) — Hom(M, G)
— Y S Ext' (M, H) — Ext' (M, E) — Ext'(M,G) — 0
et on a ¢(e) = 1(s). Et la suite exacte longue ci-dessus montre bien que 1 (s) = 0
si et seulement si s remonte a E. <

C-3 Lemme: Soit C' une courbe lisse complexe, V et W deux fibrés semi-
stables. Alors V @ W est semi-stable.
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Démonstration: La démonstration est due a Sundaram (cf [Na] lemme 2-3
p.181). Sundaram introduisait la condition p(W) — u(V) > 0, mais celle-ci ne
joue aucun role dans la démonstration de la semi-stabilité (le lemme comporte
d’autres assertions): en utilisant la correspondance entre les fibrés semi-stables
sur C et les représentations unitaires du groupe fondamental de C, on montre
que W @ W* et V ® V* sont semi-stables et que si V; et V5 sont deux fibrés
semi-stables tels que deg V; = deg V5 = 0, alors V; ® V5 est semi-stable (cf [Na-
Se] et [Se] Théoreme 39 p.41). Donc V @ V* @ W ® W* est semi-stable. Soit
T C W®YV un sous-fibré. Alors T@W*@V* C VoW V*® W*. Dou
pT W@ V") = puT) = p(W) —pu(V) <0et u(T) < p(VeoW). Cequi

termine la démonstration. &

C-4 Lemme: Pour un fibré F' générique dans Uy, 4, toute extension non triviale

0 F E ) 0

d’un faisceau de torsion © de degré 1 et de support x € C par F vérifie E stable.

Démonstration: Ce résultat est déja connu, mais en ’absence de référence, nous
en redonnons une démonstration: supposons que E est non stable, il possede
un quotient G stable de pente u(G) = Z—g < u(E) = 1. Soit H le noyau de
ce morphisme:

0
!
H
!
0O — F — FEFE — 06 — 0
l
G
l
0

On a un morphisme non nul de F' dans G et comme F' est stable on en déduit
que u(G) = i—g > 4 = |(F) (car F # G). L'inégalité
d_dg _d+
n  ng n
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montre que pour ng fixé, il ne peut y avoir au plus qu’une seule valeur possible
pour dg. Or le faisceau image du morphisme F' — G est de rang celui de G
et il doit aussi vérifier I'inégalité ci-dessus (il n’est pas isomorphe a F'). On
en déduit que ce morphisme est surjectif. Soit M son noyau. On obtient un
diagramme commutatif:

0
!

0 — — — 06 — 0
!
O — 0
!
0

— G —

0 0
! !
M H
! !

O — F — E —
! !
G G
! !
0 0

Pour conclure, il suffit de compter le nombre de parametres I' dont dépendent
les extensions

0 M F G 0

avec G stable et de montrer que ce nombre est inférieur & n?(g — 1) + 1, la
dimension de U, 4.

On suppose ng et dg fixés. G dépend de nZ (g — 1) 4+ 1 parametres. Soient nyy
et dys le rang et le degré de M. La famille des M forme une famille limitée
puisque celle-ci est incluse dans la famille des noyaux des morphimes entre deux
familles limitées (cf [LP] lemme 7.3). D’apres le lemme 4.1 de [BGN], cette
famille dépend de au plus n3,;(g — 1) + 1 parametres. Et pour M et G fixés les
extensions

0 M F G 0

sont paramétrées par Ext'(G, M) ~ h!(G*®@M). F et G étant stables, il n’existe
pas de morphisme non nul G — F, donc h°(G* ® M) = 0. En appliquant le
théoreme de Riemann-Roch, on obtient:

h'(G* @ M) = nyrdg — nadar +ngnar(g — 1)
De plus dans le diagramme ci-dessus G contredit la stabilité de FE, donc

p(H) = wutl > de — (@), On en déduit

np T NG

nyda — nedy < ng
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Ce qui donne
hW'(G* @ M) <ng +ngna(g —1) .

Le nombre de parametres total I' doit donc vérifier pour certaines valeurs de
ng, da, na et dyy:

F<nZ(g—1)+1+n3(g—1)+14+ng+nunglg—1)—1
et avec n = ng + njas, on obtient
F<n?(g—1)+1-ng(ny(g—1)—1)<n*(g—1)+1

Ce qui termine la démonstration. &

C-5 Lemme: Soientn > 1 et d > 0 deux entiers tels que ©L < g. Si L est un

n
fibré en droites générique de degré d, alors une extension générique

0 or—1 E L 0

vérifie i°(E) =n — 1.

Démonstration: Soit une extension

0——O" 1 E L 0 (%)

Il est clair que h%(E) > n—1. Si h°(E) > n — 1, alors une section de L remonte
a FE. Sid< g—1, on peut supposer que L n’a pas de sections et c’est fini. Pour
d > g — 1, on peut supposer que h'(L) =0 et alors h®(L) =d+1 —g.

Soit donc une section s de L, s : O — L. Le conoyau de ce morphisme est un
faisceau de torsion T' de degré d:

0 0O—[ T 0

En appliquant le foncteur Hom (O™~1, —), on obtient une suite exacte longue

0 — Hom(T, 0" ') — Hom(L, 0" ') — Hom(0O, 0" 1)
— BExt!(T,0" ') — Ext'(L,0" ') — Ext'(0,0" 1) — 0

qui devient

0 — H°(O" 1) — Ext' (T, 0" 1)
—>H1(L* ®On—1)L}H1(On—1) 50

La section s remonte & F si et seulement si 1’élément dans H'(L* @ O"1)
représentant 1’extension (*) a pour image 0 par ¢ (cf lemme C-2). Donc le sous-
espace vectoriel de H!(L* @ O™~1) représentant les extensions pour lesquelles
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la section s remonte est de dimension dim Ker¢. Or, on calcule facilement
dim Ker ¢ a partir de la suite exacte longue ci-dessus:

dimKer¢p =din—1)—(n—1)=(d—-1)(n—1)

Par hypothese L a un espace de sections globales de dimension d 4+ 1 — g. Donc
le sous-espace de H(L* ® O™~ 1) constitué des extensions

0 or—1 E L 0

avec hY(E) > n — 1 est de dimension au plus (d — 1)(n — 1) +d + 1 — g. Pour
conclure, on montre que

dmHY (L*@ 0" ) > (d-1)(n—-1)+d+1—g.
Or dimHY(L* ® O™ 1) = (n — 1)(d + g — 1), et on calcule que
dmHY(L* 0" H—(d-1)(n—-1)+d+1—-g=ng—d—1.
d+1

Par hypothese <= < g, ce qui termine la démonstration. %
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Chapitre 1: La droite a

Nous montrons dans ce chapitre que pour une pente pu, 1 < p < 2, les
variétés de Brill-Noether W:;l sont vides si le point de coordonnées (£, %)
se trouve au dessus de la droite A. De plus, pour tout point ayant un sens
sur cette droite, nous donnons une description complete des espaces de Brill-
Noether correspondants. Il résulte de la partie B que les points sur la droite A
correspondent a des fibrés de rang n de degré n + gl possédant n + [ sections
globales, ou [ est un entier. Nous montrons alors que pour tout entier k,
0 < k < n+1, il existe une composante irréductible de W:;fr gl de la bonne
dimension (cf figure f). Les points sous la droite A ne pouvant étre atteints par
cette méthode, c’est-a-dire sid = n+ gl +1' avec 0 < I’ < g, seront traités dans

le chapitre 2.

La partie A traite la non-existence.

La partie B traite I’existence et décrit les espaces de Brill-Noether correspon-
dants pour les points qui se trouvent sur la droite A.

La partie C traite ’existence aux points qui se déduisent de ceux de la partie

B.

A- Non-existence de fibrés stables.

Rappelons tout d’abord que la droite A a pour équation A = 1 + é(,u —1).
Le théoreme ci-dessous implique qu’au dessus de cette droite les espaces de
Brill-Noether sont vides.

A-1 Théoreme: Si E est un fibré semi-stable sur C' de rang n et de pente p,
0</L=%<2, alors

ce qui s’écrit aussi

ouk=h"(E) et \=E.

Par la suite, nous aurons besoin d’un résultat plus général. L’hypothese de
la semi-stabilité du fibré E est souvent difficile a vérifier. La proposition ci-
dessous permet de contourner ce probleme dans certains cas. Le théoreme A-1
s’en déduit immédiatement.
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A-2 Proposition: Soit E un fibré vectoriel de rang n et de degré d tel que:

- son sous-fibré semi-stable maximal est de pente < 2;
- W(E*) = 0.
Alors .
hW(E)<n+-(d—n) ()
g

Nous aurons besoin du lemme suivant qui est di a Paranjape et Ramanan (cf
[P-R]), dont nous donnons ici une autre démonstration:

A-3 Lemme: Soit K le fibré canonique, Ex le fibré vectoriel de rang g — 1 et
de degré 2g — 2 dual du noyau du morphisme d’évaluation H*(K) ® O — K :

0 Ej, H(K)® O K 0.

Alors Eyi est stable si la courbe C n’est pas hyperelliptique, sinon on a
Ex ~L®---®L ot L est l'unique g3 de C. Dans ce cas, Ex est semi-stable,
non stable.

Enfin, pour les fibrés de pente 2, on a le corollaire suivant de la proposition A-2:
A-4 Corollaire: Si E est stable de pente 2, l'inégalité (xx) est toujours valable

pour E % Ex et C non hyperelliptique ou E % L et C hyperelliptique de g2
isomorphe a L.

Démonstration du lemme: Dans le cas ou C' est non hyperelliptique, considérons
la suite exacte

0 Ej. H(K)® 0 K 0.
et supposons que Ex n’est pas stable. Il admet alors un fibré quotient stable
de pente u(G) = Z—g < u(Eg)= % = 2. Le dual de la suite exacte ci-dessus

montre que Ek, donc G, est engendré par ses sections, d’ou u(G) > 0.

On a h(E3) = 0. Donc h%(G*) = 0 et u(G) > 0 (le seul fibré stable de degré 0
engendré par ses sections est le fibré trivial). D’apres le lemme C-1 du chap. 0,
G est engendré par ng + 1 sections. On obtient une suite exacte

0 T* onratl G 0

et T est un fibré en droites de degré degT = dg < deg Ex = 2g — 2 et le dual
de la suite exacte ci-dessus montre que h®(T) > ng + 1. Or le théoréme de
Clifford (cf [A-C-G-H] p. 107) implique que

hO(T)§1+d7G
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Donc p
nc+1§1+§,

ce qui équivaut a

e
wG) = —=>2=p(Exk) ,
ng
et Fx est au moins semi-stable.
De plus, les cas d’égalité du théoreme de Clifford pour une courbe non-
hyperelliptique sont:

- T ~ O (impossible car degT > 0);
- T ~ K (impossible car degT < 2g — 2)

Et on obtient alors u(G) > 2, ce qui est impossible par hypothese et Ey est
stable.
Si la courbe est hyperelliptique de ga , L, on a une suite exacte

0 K* 09 L®---® L——0

ou la somme comporte g — 1 termes et en prenant le dual de cette suite exacte,
on voit que
Ex~L&---aL

puisqu’ils correspondent tous les deux au dual du noyau du morphisme
d’évaluation
O @ H(K) K 0

ce qui termine la démonstration du lemme. &

Démonstation de la proposition A-2 et de son corollaire: Considérons la suite
exacte

0 Ej. H(K)® O K 0

On tensorise cette suite par un fibré £
0——E;E——H(K)® E——K® E—0
pour obtenir une suite exacte longue:
0—H(E®Ey) — HY(E)®H(K) — H(E® K)
— H (E®Ej)) — H(E) @ HY(K) — H(E® K) — 0
Supposons que h®(E ® E%) = 0 et que h'(E ® K) = 0. Alors d’une part,

on a h%(F @ K) > gk avec h°(E) = k et d’autre part, d’apres le théoreme de
Riemann-Roch, on a
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WE®K) =h(E®K)+n(29—2)+d—n(g—1)

=ng—n+d
Donc,
kg <ng—n-+d
d’ou
d—n
E<n+——
g

3|

Ce qui donne en divisant par n et en posant u = % et A =

1
A<+ —=(p—1)
g

Ce que nous voulions.

Il reste donc a montrer que dans les conditions de la proposition on a bien
hW(E® E)=hl(E® K)=0.

Si le sous-fibré maximal de FE est de pente < 2, alors il n’existe pas de morphisme
non nul de Ex semi-stable de pente 2 dans F, donc h%(E% @ F) = 0. Si F
est stable de pente 2, le méme raisonnement est valable dans les conditions du
corollaire.

D’apres le théoréme de dualité de Serre, on a: h'(E ® K) = h°(E*). Par
hypotheése h’(E*) = 0, ce qui termine la démonstration. <

A-5 Remarque: Supposons d > 0. On a montré en fait qu’en un point (%, %)
au-dessus de la droite A, il ne peut exister de fibré semi-stable E de rang n,
de degré d et possédant k sections indépendantes que si h%(E ® E%) # 0 et
que h°(E ® E%-) mesure en fait le nombre maximal de sections supplémentaires
possibles.

B- Les points de la droite A

Un fibré vectoriel stable (resp. semi-stable) E de pente p, 1 < p < 2
correspondant a un point sur la droite A doit vérifier

kg=d+n(g—1)
On posera avantageusement k£ = n + [. Alors
kg=d+n(g—1)<gn+l)=d+n(lg—1) <= d=n+gl
De plus, 1 < p(F) = % =1+ %l < 2 implique

l
0<® <1,
n
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ce qui montre que [ > 0 et n > gl.

Les espaces de Brill-Noether que 1’on se propose de décrire ici sont donec W1

— n,n—+gl
(resp. Wgtﬁ:gll), pour I > 0 et n > gl (cf figure f).
Nous utiliserons la notation suivante: Soit F' un fibré vectoriel engendré par ses

sections, alors on notera
D(F) =Ker(ev: O @ H'(F)——F)"

le dual du noyau du morphisme d’évaluation.
Le théoreme suivant donne la description annoncée:

B-1 Théoreme: Soit n,l des entiers, | > 0 et n > gl. Alors on a des
1somorphismes

~ n+l—1
Ul,n+gl Wn,n+gl

F— D(F)

et
Wn—&—l—l

Ul,n+gl n,n+gl

F — D(F)

Démonstration: On donnera une démonstration du théoreme essentiellement
pour les fibrés stables. Le cas semi-stable est identique a quelques détails pres,
que nous nous efforcerons d’indiquer.

Soit F' un fibré stable (resp. semi-stable) de degré d = n+ gl et de rang . On a
‘TZ = ntgl > 2¢, puisque par hypothese n > gl, F' est engendré par ses sections,

hi1(F)=0et h%(F)=d—1(g — 1) =1+ n. On a une suite exacte

0 E* O ®H(F) F 0

oll E est un fibré vectoriel de rang n, de degré d tel que h°(E) > n +1 et
h%(E*) = 0. De plus, comme n > lg, p(E) = ¢ = 1+ % < 2. L'énoncé
du théoreme est donc cohérent. On va d’abord montrer que E est stable
(resp. semi-stable), puis on définit le morphisme Uj,4q1 — Wgzl;qll (resp.
Uintgr — W:ﬂ;}ll) et pour terminer on montre que c¢’est un isomorphisme (la

stabilité de E a déja été démontrée par David Butler dans [Li)).

Stabilité de E: On se restreint maintenant au cas F' stable. Supposons que E
n’est pas stable. Deux cas se présentent

i) F est semi-stable non stable, alors il existe une suite exacte

0 H E G 0
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ou G et H sont des fibrés semi-stables non nuls tels que u(G) = pu(H) = p(E);

ii) E n’est pas semi-stable, alors on considére la filtration de Harder-
Narasimhan de E:

O:E()CElC"‘CEp:E

et il existe un unique j tel que p(E;/E;_1) > p(E) et p(E;+1/E;) < p(E). On
pose H = E; et G = E/E;. On a une suite exacte:

0 H E G 0

et le sous fibré maximal semi-stable de G est par construction E;,;/FE;, donc
de pente < u(E) < 2. Notons ici que ceci implique que u(G) < u(E) et donc
p(H) = p(E).

On a vu que h%(E*) = 0, donc dans les deux cas h%(G*) = 0. D’apres la
proposition A-2, on a, toujours dans les deux cas:

1
hO(G) < ng-+ ;(dG — n(;)

Le fibré G est engendré par ses sections, on peut poser h(G) = ng + lg, ol lg
est un entier strictement positif. L’inégalité précédente s’écrit

—_

la < —(dg —ng)

<

et donc

da > ng +9gla .

Ordg =d—dy et ng =n —npg. L’'inégalité devient
d—dg >n—ng+9lg

et avec d =n + gl
g(l—lg)+ng >dy

d
L(l—lg)+1> 2. (%)
Par hypothese u(H) > u(E) =1+ %l > 1, donc [ > lg.
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D’autre part le diagramme
0
l
H
l
0 — F* — O ~H(F)*®@O0 — E — 0
!
G
!
0

peut se compléter en un diagramme commutatif de la maniere suivante: on a
un morphisme H?(O"*+) — H(G) qui est la composée de HY(O"*!) — HO(E)
et de HY(E) — H°(G). Soit V I'image de ce morphisme; comme O"*! engendre
E, on en déduit que V' engendre G et donc que 'on peut écrire dim V' = ng + 1
avec l; > 0. De plus V < HY(G), donc I, < lg < I. Et le noyau du morphisme
surjectif O™ — V ® O est un fibré trivial de la forme O™# !k ¢’est un sous-
espace de sections de HY(H). Ce qui donne le diagramme:

0 0 0
| | |
0 — M* — Ot — H
| | |

0O — F* — ot — FE — 0
| | |

0 — N* — 0@V — G — 0
| |
0 0
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ou M* et N* sont les noyaux des morphismes d’évaluation correspondant
aux espaces de sections. On a [ = Iy + l;;, et comme lg > I, on obtient
Uy >1l—1g>0.

De plus, dys < dpg: en effet, dg —dj est le degré du coker de Onatly H:siH
est semi-stable (cas i)) alors il est nécessairement positif, sinon (casii)) H a pour
filtration de Harder-Narasimhan Ey C --- C E; = H et pu(E;/E;j—1) > p(E),
et le lemme ci-dessous montre que c’est encore vrai (la démonstration en est
triviale):

B-2 Lemme: Soit E un fibré vectoriel de filtration de Harder-Narasimhan
0 =FEy C -+ C E, = E. Alors tout fibré quotient de E est de pente
> W(Ep/Ep-1).

Retournons au diagramme: F* étant stable, on doit alors avoir l'inégalité
u(F)=%l<u(M)=Z—ﬁ (notons que M % 0 car ly > 0et M % F car N
est non nul). Or dy < dpy et ny > Iy, donc % < u(M) < ‘ll,—;f.
l'y > (I —1g) (cf plus haut),

D’ou, avec

l
(I ~16) < ly < dr

Si 'on introduit cette inégalité dans 1'inégalité (x), on obtient

gtdm | dn

dnH ng

= l.d
gt ag

1>01—-L)—=

>( d)TLH

Ord=n+gl, donc 1 — %l = 7 et l'inégalité ci-dessus devient

d_d
> 2

n ng

Ceci contredit I'hypothese p(H) < u(E). Donc E est stable.

Si F' est semi-stable, on se place dans le cas ii) et le seul changement qui
intervient remplace la derniere inégalité par:

Z_

d_ dn
n ng

et E est alors semi-stable.

25



Définition du morphisme U}, g1 — Wgtll;gl]: On considere la variété R*

qui parametre une famille £ de fibrés de rang [ et de degré n + gl, et qui sert a
construire la variété de modules U 5,1 ¢ (cf [LP] ou [Se]): le morphisme déduit
de £

R — Ul,n—i—gl

est un bon quotient par un groupe du type PGL(N). Soit 7 : R®* x C — R?®
la projection. Alors m,& est un fibré vectoriel de rang n + [, et le morphisme
canonique sur R®* x C'

7r*7r*5—1/)——>
est surjectif. On pose
F = Ker(¢)" .

C’est une famille de fibrés stables de rang n et de degré n + gl, paramétrée par
R?. On en déduit un morphisme

s
R *Un n+4gl

qui est en fait dans ng;i:;l Ce morphisme étant PGL(N) invariant, on en

déduit un morphisme (cf [M-F]):

n+l—1
U l,d — Wn’ d
Le méme raisonnement est valable pour les fibrés semi-stables et un raison-
nement analogue permettra de définir le morphisme inverse.

n+l—-1

Le morphisme Uy, g1 — VVmnJrgl

a donc par définition:

est un isomorphisme: Pour n > gl, on

n+l—1
Ul,n+gl Wn,n—i—gl

F— D(F)

Ce morphisme est injectif car si ’on a deux suites exactes
0—-E*—-OxHF)—F—0

et
0—-E*"—-O0OxHF)—F -0

alors h%(E) = n + [ et le dual du noyau du morphisme d’évaluation
O®HYE) - E—0
est isomorphe & F et a F’, donc F ~ F’.
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Pour montrer que ce morphisme est un isomorphisme, il faut montrer que, pour
n+l—1
tout E dans anﬂﬂ,
- F est engendré par ses sections,
- Le noyau F* du morphisme d’évaluation O"*! — E est stable.

En utilisant les propriétés universelles des différents schémas, le morphisme
réciproque est alors donné par

E— D(E)

et il en est de méme pour les fibrés semi-stables.

Soit donc E € W:fﬂ:g% et supposons que F n’est pas engendré par ses sections.

Soit I'm le faisceau image du morphisme d’évaluation
O@H(E)——F

On pose Im =~ Im/ @ O° o h%(Im'*) = 0 (comme Im est engendré par ses
sections, c’est possible). On a h(Im’) > nyp + 1.

De plus, tout sous-fibré de I'm’ est un sous-faisceau de E et donc de pente
< u(E) < 2. On est donc dans les conditions de la proposition A-2, il en résulte
que:

1
hO(Im') < nim + E(dlm/ - nlm’)
Comme h®(Im’) > ny, + [, on obtient
1
Nim: +1 < Ny + Q(dlm’ — Nm)

dont on déduit sans difficulté

z l
u([m’)21+nf / 21+5—EZM(E)

et ceci contredit la stabilité de E. Donc E est engendré par ses sections. Pour
E semi-stable, on déduit ny,,, = n, donc dj,,» = d, d’ou Im’ ~ E.

Il reste a montrer que le fibré F = D(FE) tel que
0—F*—-0OxH"(E)—E—0

est un fibré stable.
On montre tout d’abord que h(F) = n+1: il est clair que h®(F) > n+1 puisque
h?(E*) = 0 et que l'on a la suite exacte duale

0—-E" - O0xHE)* - F —0
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De plus, h?(F*) = 0.
Supposons que h®(F) = n+1+ s; alors la suite exacte donnée par le morphisme
d’évaluation

0-Q* - 0OxHF)—-F—0
a pour noyau un fibré vectoriel () vérifiant:

-1g@Q =n+ s et degQ = d;

- @ est engendré par ses sections;

- hO(Q*) = 0;

-h%(Q) > n+1+s (car hO(F*) =0).

Cette suite exacte s’inscrit dans le diagramme commutatif suivant:

0 0 0
| l
0O — E* — o — F — 0
l l !
0 — Q* — Ontlts _ F — 0
l l !
0O — 0 — o — 0
| l
0 0

qui nous donne une suite exacte
0—-0°"—-Q—FE—0.

Notons que Q n’admet pas O comme facteur direct puisque h®(Q*) = 0.
On déduit alors facilement de la suite exacte ci-dessus que le sous-fibré semi-
stable maximal de @ est de pente strictement comprise entre 0 et p(F). On est
donc encore dans les conditions de la proposition A-2, il en découle que:

1
h(Q) <n+s+ g(d— (n+s))
Comme h%(Q) >n+1+ s et d=n+ gl, on obtient

s
n+l+s<n+s+1——
g
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qui donne la contradiction attendue.

On vient de montrer que h®(F) =n+1=d—1(g — 1), donc h(F) = 0.
Supposons maintenant que F' n’est pas stable. On a alors une suite exacte

0 N F M 0

telle que N est semi-stable et fb—z = u(N) > p(F) = % > 2g. N est engendré
par ses sections et h!(N) = 0. On en déduit que

H(F) ~ HY(N) @ H°(M)

et donc un diagramme commutatif

0 0 0
! ! !

0 — G* — O®HN) — N — 0
! ! !

0 — E* — ot — F — 0
! ! !

0 — H* — O@H (M) — M — 0
! ! !
0 0 0

avec H* et G* les noyaux des morphismes d’évaluation. Le rang de G, n¢, vérifie
ng = h°(N) —ny. Mais on a vu que h'(N) = 0, donc h®(N) = dy —nn(g—1).
Il en découle que ng = dy — gnn.

Comme F est stable, on doit avoir u(G) > u(FE), ce qui s’écrit

d d
N Z
dy —gny  n

Or n =d — lg, I'inégalité précédente est équivalente a

l l
agnn > 14 g nn

1+ ——— & >
+dN—nNg d—lg dy —nyg d—lg
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dTLN — ldN
(dn —nng)(d—lg)
d

ce qui contredit ’hypothese p(N) = £ > %l. Donc F est stable.

Pour E semi-stable, on obtient dny — ldy > 0, mais I’hypothese de non-semi-
stabilité est Z—JJ\; > ‘Ti, ce qui est encore contradictoire.

Le théoreme B-1 est entierement démontré.

On a considéré que les espaces W:’j;l était réduit. En fait, c’est le cas, car on

vfifie facilement (cf partie C) que le morphisme de Petri en tout point de W::l'l
est injectif. &

C- Les fibrés stables de rang n de pente 2t& < 2,

Nous avons montré dans la partie B qu’il existe des fibrés stables de rang n, de
degré d = n + gl possédant n + [ sections globales. Un tel fibré s’inscrit dans
une suite exacte

0 F* ontl E 0

avec F' stable et ’espace de Brill-Noether ngfgll est isomorphe a Uj 4 41. Nous

traitons ici la structure des espaces W:;}F g1 bour 0<k<n+l

C-1 Théoreme: Soit n, | des entiers vérifiant %gl <2et0<k<n+l
Alors W:;igl a une composante de la bonne dimension.

C-2 Corollaire: On suppose que l'on a une suite exacte comme ci-dessus avec
FE et F' stables mais les hypothéese sur le degré d et le rang n de E ne sont plus
que u(E) < g—1 et il faut p(F) > 2g — 1. Alors, l'assertion sur les espaces de
Brill-Noether du théoréeme est encore vraie.

Démonstration: Nous démontrons d’abord le théoreme C-1. La démonstration
se traite en trois parties, lecas 0 < k <n, k=netlecasn <k <n+1, et
utilise la suite exacte ci-dessus:

0 F* ontl E 0

Pour le cas 0 < k < n: le fibré F est engendré par ses sections, donc en adaptant
le lemme de Serre qui affirme que F s’inscrit dans une suite exacte

0——On ! FE det 0
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on obtient que pour tout k < n, il existe un fibré Hy et une suite exacte

0 ok E Hy, 0

et pour k = n, il existe un faisceau de torsion T' et une suite exacte

0 o E T 0.

Dans ce dernier cas, on sait que la variété paramétrisant les faisceaux de torsion
de degré d quotient de O™, Quot?(n,C), est irréductible (cf [Rego] théoreme
A”). De plus, pour tout T' € Quot?(n,C), Ext!(T,0") = nd. On en déduit
qu’il existe une variété irréductible paramétrisant toutes les extensions ci-dessus
pour T décrivant Quot?(n,C) (cf [Se]). Les extensions correspondant & des
fibrés stables est un ouvert non vide (il contient au moins E). D’autre part, en
prenant une somme de n fibrés en droites de degré 1 ou 2 ne possédant chacun
qu’une seule section globale, on voit qu’il existe des extensions

0 o E’ T 0

avec hY(E’) = n. D’apres le théoréme de semi-continuité, on peut supposer E’
stable.

Alors HY(E) @ HY(E”* @ K) ~ HY(O") 9 HY(E* @ K) ~ H)(O" ® E"™* ® K) (cf
[B-G-N]). Et comme H(O" @ E"™* ® K) — HY(E' @ E"* @ K), on en déduit
que le morphisme de Petri associé a E’ est injectif, et donc que W:;}r gl & une
composante irréductible de la bonne dimension (cf chapitre 0 partie A).

Si 0 < k < n, on procede exactement de la méme maniere. On a une suite
exacte

0 ok E Hy 0.

La famille des fibrés H de rang n — k de degré n + gl tels que h°(H*) = 0 est
limitée. Cette famille est donc paramétrée par une variété Z irréductible et les
fibrés stables sont denses dans Z (cf [Na-R] proposition 2.6). On en déduit
qu’il existe un fibré projectif sur Z, F, qui paramétrise toutes les extensions
de H par OF, H dans la famille ci-dessus (cf [Se] prop. 2 p.190). F contient
I’extension donnée par E et donc il existe un ouvert de l’espace total de la
fibration de F tel qu’en tout point I’extension correspondante donne un fibré
stable (ces arguments se trouvent dans [B-G-NJ).

Il suffit alors de montrer que parmi les extensions dans F il en existe une qui
donne un fibré F) tel que h°(E}) = k: en effet, d’apres le théoreme de semi-
continuité, on peut supposer que Ej est stable et comme précédemment, le
morphisme de Petri associé a E), est injectif.

Trouver les fibrés E; est un peu plus technique que dans le cas k = n. Les
sections de F), doivent ne pas s’annuler et le conoyau doit vérifier HO(H*) = 0.
Si —4- < (g —1) on prend une extension

0 ok E; H 0
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avec H stable sans section globale. On peut donc supposer que ﬁ >g—1.
Alors on considere n — k fibrés Ef,...,E,’fﬁk de rang nq,...,n,_ et de degré
dy,...,d,_ tels que:

-d;n; =n

- @id; =d
- % est inférieur a la partie entiere de % +1

Pour cela on utilise la division euclidienne de n et d par n — k et on ”distribue”

les restes: on suppose une premiere répartition faite. Si I'un des quotients %

est strictement supérieur a p(E) alors il existe un rapport % < wu(E) et on
J

peut remplacer o par = — et n_i par ——
les pentes g—i > pu(E) alors %=1 < ,(E) et que pour les pentes z—; < u(E),

i

et donc on peut supposer que pour

alors dil—jl > u(FE). La nouvelle distribution vérifie alors toutes les conditions.
Comme p(F) < 2, tous ces rapports sont inférieurs a deux.

Il résulte alors du lemme C-5 du chapitre 0, que si n; > 1, alors on peut choisir
les E¥ comme des extensions

0——Omi~! E¥ det (EF)——0

avec h(EF) = n; — 1.

Si n; = 1, on choisit un fibré en droites sans section (comme son degré d; est
inférieur ou égal a 2 < g — 1, c’est toujours possible).

Et ’hypothese n;fk > g — 1 implique que les E¥ sont tous de degré strictement
positif. On pose E} = @1Ezk Par construction, on a bien une suite exacte

0 OF E'* @; det (EF)——0
et h'(@,det (E¥)*) = 0. Ce qui termine la démonstration du cas 0 < k < n.

On suppose maintenant que n + [ > k > n et on considere a nouveau la suite
exacte

0 F* onti E 0

olt E et F sont stables et h%(E) = n+1. On peut considérer que F est générique.
Un sous-espace vectoriel générique OF € H°(E) engendre E (cf lemme C-1 du
chap. 0). On obtient un diagramme commutatif

0 0 0
! ! !

0o — F* — oL — F — 0
! l !

0 — F* — ot — F — 0
! ! !

0 — On—i—l—k _ On+l—k _ 0
! l
0 0
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et la suite exacte verticale de gauche donne une extension

0——QOQnti-k F F’ 0

F étant générique, on peut supposer que F’ est stable: comme dans la
démonstration du cas 0 < k < n , il existe un fibré projectif F’, au dessus d’une
variété irréductible Z’ qui paramétrise la famille des fibrés F’ avec h?(F'"*) = 0,
tel que F’ paramétrise toutes les extensions des fibrés F’ par O" =% F montre
que parmi les fibrés ainsi obtenus, il en existe des stables. Donc sur un ouvert de
I’espace total de la fibration de F les fibrés obtenus en chaque point sont stables
et en projetant sur Z’, c’est encore un ouvert; il contient des fibrés stables.

Dans le diagramme ci-dessus, la suite exacte horizontale supérieure

0 F'* oF E 0

vérifie par hypothese: E, F' stables, u(F') > u(F) > 2g .

On considere maintenant le schéma de Hilbert, Quot, 4(O¥), des quotients
localements libres de OF de rang n et de degré d (cf [G]). Soit un point x
de Quot,, 4(OF) représentant une extension

0 M* ok N 0

telle que M soit stable. Comme on a vu que u(F') = u(M) > 2g, tout fibré
stable de rang k —n et de degré d est engendré par ses sections et donc s’inscrit
bien dans une suite exacte comme ci-dessus.

Par dualité de Serre Ext'(M*, N) ~ HY(M @ N)* et la suite exacte

0——M @ M* MPF Mo N——0

montre que h! (M ®@N) = 0, puisque h! (M) = 0. Il résulte alors de I’étude locale
des schémas de Hilbert que le schéma Quot,, 4(OF) est lisse en y de dimension
h'(M @ N)=(n+k—n)d—n(n—k)(g—1) (cf [G] ou [LP] théoréme 9.9 p.
123). Et en fait, (n + k —n)d —n(n — k)(g — 1) = p(g,d,n, k — 1) + (k* — 1).

Dans le méme esprit que précédemment, on va montrer qu’il existe un fibré
quotient stable Fj, de rang n et de degré n+ gl avec un noyau M, stable tel que
hY(E}) = k; on en déduit alors facilement que le morphisme de Petri associé a Ey,
est injectif: HO(Ey) @ HO(F; @ K) ~ HY(O*) @ HY(E; @ K) ~ HY(O*® E; @ K),
et la suite exacte

0 M} oF Ey, 0
tensorisée par F; @ K
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0——MQFE @ K——O"®E; ® K——F;, ® B ® K——0
montre que

HO(on ®E/* ®K) SN HO(E/ ®El* ®K)
puisque h’(M} ® Ef ® K) =h' (M, ® E;) = 0.

Il reste donc a montrer l'existence des Ej. On procede par récurrence
décroissante sur k:
- Pour k = n +1, il existe un E tel que h°(E) = n + [ et E s’inscrit dans
une extension
0 F* ontl E 0

ou F et F sont stables.
- On suppose qu’il existe Fxi1 tel que hO(EkH) = k+ 1 et que Fyiq
s’inscrit dans une suite exacte

Ok—l—l

0——M;,, Epp1——0

ou Ej41 et My1 sont stables.
Alors on veut montrer que la méme chose est vraie pour k. De la méme maniere
que précédemment pour E, Fj,; s’inscrit dans une suite exacte

0—— MY, OF Ejiq 0

avec Mj_, stable. Au voisinage de cette suite exacte le schéma de Hilbert
Quot,, 4(OF) est de dimension p(g,d,n,k — 1) + (k* — 1) et un fibré donné par
un quotient dans ce voisinage (assez petit) a au plus k+1 sections. De plus, pour
un fibré R fixé dans un voisinage assez petit de Ey 1 dans WF ; (h%(R) = k+1),
les extensions

0 S ok R 0

correspondent & un choix de k sections globales dans H°(R) de dimension
k + 1, c’est-a-dire & un hyperplan dans H°(R). Or, par récurrence, Wﬁf 4 est de
dimension p(g,d,n, k) au voisinage de Ej41, donc au voisinage du quotient

0——M*, ok Epi1 0

dans Quotnvd(Ok), les quotients stables avec k + 1 sections indépendantes
dépendent de au plus k — 1 + k2 + p(g,d,n, k) parametres (on ne considere
pas l'action de Gl(k)). On en déduit que si

p(g7d7n7k_1)+k2_1_ (p(g7d7n7k)+k_]‘+k:2) >0
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il doit exister au voisinage de Fx41 un fibré Ej, stable avec exactement k sections
globales indépendantes et quitte a changer Ej, on peut supposer que son noyau
My,

0 My, o* Ey 0

est stable, puisque M;* ; I'était.
L’inégalité ci-dessus s’écrit

k—d+n(g—1)+1>0

d—k—1
- <yg-1

Etant donné que par hypothese % < 2, 'inégalité est vérifiée et la démonstration
du théoreme est terminée.

Remarquons que dans la démonstration ci-dessus nous avons utilisé les faits
suivant:

-(E) =5 <g-1

- 4l < g (lemme C-5 du chap. 0);

d=1 < g —1 (inégalité ci-dessus avec k = 0);

- La partie entitre de p(E) plus un < g — 1 (choix des 4);

- Tous les fibrés F' sont engendrés par leurs sections et h'(F) = O (c’est ce
qui nous permet de calculer la dimension du schéma Quot(O**1);

Les hypotheses du corollaire impliquent que toutes ces conditions sont satis-
faites, sauf dans le cas u(F) = g — 1: la partie entiére de u(E) plus un est égal a
g > g—1. Mais alors il est clair que ’on peut choisir tous les rapports % égaux
a g — 1 et on peut encore choisir les Ef comme on voulait. Ce qui termine la

démonstration du corollaire. &

Le corollaire n’a pas les conditions optimales, mais nous suffira pour la suite.
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Chapitre 2: Fibrés vectoriels de pente <2

Nous avons vu que au-dessus de la droite A, il n’existe pas de fibrés stables
de pente < 2 (Chap. 1 théoreme A-1). De plus, pour une pente 1 < pu < 2,
un fibré stable correspondant & un point sur la droite A est de rang n et de
degré d = n + gl et possede n + [ sections, pour un entier [. Le théoreme B-1
du Chap.1 montre qu’il existe de tels fibrés. Il est maintenant naturel de se
poser le probleme de 'existence pour des fibrés stables de rang n et de degré
d=n+gl+1" avec 0 < I’ < g possédant k sections globales indépendantes. Ces
fibrés ont en fait au plus n + [ sections. Nous procéderons en deux étapes: on
traite d’abord le cas o [ = 0, c’est-a-dire d < n + g (partie A), puis le cas ou
[ > 0 (partie B). On aura ainsi traité tous les cas possibles pour 1 < p < 2.

A- Fibrés vectoriels avec peu de sections.

Dans cette partie, on considere que d < n+get 1 < % < 2. On montre alors
qu’il existe des fibrés stables de rang n, de degré d possédant n sections globales
et on donne une description des espaces de Brill-Noether associés:

A-1 Théroreme: Sin, d et k vérifient n < d <n+ g, % <2etk<n, alors
ij;ll est irréductible de la bonne dimension et le lieu des singularités est celui

attendu. De plus, Wf;l est dense dans Wf;l .

Démonstration: La démonstration reprend exactement les mémes arguments
que ceux donnés dans [B-G-N]| pour démontrer le théoréeme B-4 du chapitre 0.
On va montrer que si E est un fibré semi-stable de rang n et de degré d, n et d
comme ci-dessus et si h°(E) = k, alors on a une suite exacte de faisceaux:

0—0O —SFE—85-—0

ou S peut avoir de la torsion. Ensuite, le probleme se ramene a compter ces
extensions. Le lemme ci-dessous montre 1’existence de telles suites exactes:

A-2 Lemme: Soit E un fibré vectoriel semi-stable de rang n, de degré d tel que
d<n-+get % < 2. Soit V.C HY(E), un espace vectoriel de sections globales.
Alors on a un morphisme injectif de faisceauz:

VeO—E

Démonstration du lemme: C’est une conséquence direct du théoreme A-1 du
chapitre 1. En effet, si M, le faisceau image du morphisme V ® O — FE, n’est
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pas le faisceau trivial, alors il admet un sous-faisceau M’ tel que h®(M"™*) = 0
et comme M’ est un sous-faisceau de F, on a u(M') = z—/, < 2. Le théoreme

A-1 du chap. 1 dit alors que

1
hO(M/) S n/ + _(d/ . n/)
g
Par hypothese h®(M’) > n’, donc l(al’ n') > 1, mais alors % >
ceci contredit la semi-stabilité de E: u(M') > 1+ % > 1+ 2 > pu(E
termine la démonstration du lemme. <

Notons que si S est un faisceau cohérent, comme on est sur une courbe, S peut
s’écrire S >~ G @& T ou G est un fibré vectoriel et T" est un faisceau de torsion
(c’est le théoreme de décomposition d’'un module de type fini au-dessus d’un
idéal principal).

On va donc étudier les extensions

0—0OF SE—GoaT —0

ou:
- F est un fibré stable de rang n et de degré d.
- G est un fibré vectoriel avec h?(G*) = 0 car G est un quotient de FE.
- T est un faisceau de points de degré §.

Ces extensions sont paramétrées par Ext'(G @ T, 0%) ~ k.Ext' (G & T, 0).
Pour calculer la dimension de Extl(G @ T,0), on utilise la dualité de Serre

Ext' (GeT,0)~H ((GeT)® K)" ~H'(G*) & HY(T)*
Comme par hypothése h®(G*) = 0, et que h%(T) = 6, on en déduit que
dimExt' (G & T,0)=d+ (n—k)(g—1) .

Donc ces extensions sont paramétrées par des k-uplets (e1,---,ex), e; €
Ext' (G @ T,0) et deux de ces extensions donnent deux fibrés isomorphes si
les k-uplets correspondants sont dans la méme orbite par ’action naturelle du
groupe GL(k). On en déduit que si (eq,---,ex) sont linéairement dépendants,
on peut supposer que e; = 0, mais alors O est un facteur direct de E, ce qui
contredit la stabilité de E. On remarque que (eg,---,e) sont nécessairement
dépendants si k > d+ (n — k)(g — 1) ou encore si n > d + (n — k)g. Ce qui ne
peut arriver que si n > d, c.-a-d. si pu < 1, cas traité dans [B-G-N].

Les extensions telles que F n’admettent pas O comme quotient, sont donc

classifiées par la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension k de
Ext'(G& T,0). On a:

dim <Grassk (Ext'(GaT, (’)))) =k(d+(n—Fk)g—mn) .
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Nous utiliserons cette grassmanienne pour la question de l’existence, mais
pour le calcul de dimension, il faut diminuer le nombre de parametres dont

dépendent ces extensions. Il est alors nécessaire de préciser ’action du groupe
Aut(OF) x Aut(G @ T) sur Ext'(G @ T, OF):

Soit
0—0OF —SE—GoT —0

une extension avec E stable. Alors le stabilisateur de cette action en ce point
est I’ensemble {(Aldpx,1/Aldger) | A € }, donc il est de dimension 1.
En effet, soit (I,h) € Aut(O*) x Aut(G & T). L’action de (I, h) sur 'extension

0— OF : E i GoT —0

donne 'extension

joh

0— OF_ . p GoT — 0.

Ces deux extensions représentent le méme élément dans Ext!(G @ T, OF) si et
seulement si il existe un diagramme commutatif:

0—>Ok—i—>E—j—>G6§T—>O

|| | - ||

0—>Oki—0l>Eﬂ>G@T%O

@ étant un automorphisme de F, donc ¢ = Aldg par hypothese. Au niveau des
fibres en un point x, on obtient le diagramme commutatif de O, -modules:

0 — (’)’; =, E, LN G.oT, — 0
|| | e ||

et il est clair que [, = Aldpr et que h, = 1/)\Id(G@T)E, d’ou le résultat.
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Donc si U est I'ouvert de Ext!(G @ T, OF) correspondant aux E stables, la
propriété universelle de la variété de modules U, 4 implique l'existence d'un
morphisme

U—ﬁUn,d

dont les fibres sont de dimension supérieure a
dim Aut OF + dim Aut (G T) -1 .

Pour G et T fixés, on en déduit que I'image de ce morphisme dépend de au plus

x=k(d+(n—k)g—n)—dimAuw(GaT)+1
parametres, si elle est non vide. On va minorer dim Aut(G & 7)) = m:

-SiT =0, dim Hom(G,G) > 1, donc m > 1 et x < k(d+ (n —k)g —n)

-SiT,G # 0, on a: Hom(T, G)=0, dim Hom(G, G) > 1, dim Hom(G,T') =
d(n — k) et les automorphismes de T" sont réduits aux homothéthies en chaque
point, c.-a-d. dim Aut7T > nombre de points du support de 7. Donc
m>6(n—k)+2etx <k(d+(n—-—Fk)g—n)—35n—Fk)—1

- Si G =0, alors k = n et m > nombre de points du support de 7', et donc
x<n(d—n)—m+1.

On peut alors montrer que I'espace de Brill-Noether, Wff ;1, est irréductible, de
la bonne dimension avec un bon lieu de singularité s’il est non vide.

En effet, le lemme A-2 montre que tout fibré stable E possédant k sections
globales indépendantes s’écrit comme une extension

0—0F —-F—GaoT —0.

Supposons k < n, c’est-a-dire G # 0. Pour G et T fixés, ces extensions
dépendent de au plus k(d + (n — k)g — n) parametres, (k(d+ (n —k)g —n) —
§(n — k) — 1 parametres si T # 0), et comme H(G*) = 0 pour d, k et T fixés
I’ensemble des G considérés forment une famille limitée, cette famille dépend de
au plus (n — k)2(g — 1) + 1 parametres (cf [B-G-IN] lemme 4.1). Le choix de T'
pour ¢ fixé rajoute § parametres donc on obtient la majoration

dilrnT/I/'jﬂf’;1 < (n-k*(g-1)+1+k(d+(n—k)g—n)
< p(gadanak_l)

et on en déduit que si Wf;l est non vide alors il est de la bonne dimension.

De plus on remarque qué si T # 0, alors les extensions dépendent de au
plus p(g,d,n,k — 1) — 1 parametres. Or on sait que toute composante
irréductible de W:ﬁl est de dimension au moins p(g, d, n, k—1) donc toute com-

posante de W,,]f:ll contient un sous-ensemble dense V' contenant les extensions
0—0OF —FE—G—0.
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Ces extensions sont paramétrées par une variété projective irréductible (cf
démonstration du théoréme C-1 du Chap.1 ou [N-R] proposition 2.6 ou encore
[B-G-N]). L’ouvert de cette variété correspondant aux fibrés stables s’envoie
surjectivement sur V C W:El. On en déduit l'irréductibilité de W:’;l. Pour
un fibré stable tel que h’(E) = k, le morphisme de Petri est injectif (cf dém.
du théoreme C-1 du Chap. 1 ou [B-G-N]). Ce qui montre l'assertion sur les
points singuliers de Wff’;l (cf Chap. 0).

Si k =n, alors G =0, § = d et on peut fixer le nombre p de points du support
de T et le degré en chacun de ces points. Ces valeurs sont discréetes. Alors,
d’apres les calculs précédents, les suites exactes

0—0OF — FE—T—0

dépendent de au plus n(d — n) — p + 1 parametres et le choix de T' ajoute p
parametres. On retrouve bien

dimWﬁgl <n(d—-n)+1=p.

L’injectivité du morphisme de Petri en un fibré stable E tel que h®(E) = n est
acquise (la démonstration est la méme que ci-dessus). Pour 'irréductibilité, les
arguments sont encore les mémes: Quot?(n,C) (cf démonstration du théoréme
C-1 du Chap. 1) est irréductible; on en déduit l'existence d’une variété
irréductible qui paramétrise toutes les extensions ci-dessus et 'ouvert corre-
spondant aux fibrés stables s’envoie surjectivement sur W:’gl.

Pour l'existence, on adapte encore des idées qui se trouvent dans [BGN].
On étudie les extensions

0—O0O" —FE—0—0

ou:

- © est un faisceau de torsion de degré d: par exemple © est de support d
points distincts.

- E est un fibré tel que O ne soit pas un facteur direct de F.

D’apres ce qui précede, il existe de tels fibrés et ces extensions sont paramétrées
par la grassmanienne

Grass,Ext' (0, 0)
qui est une variété de dimension n(d —n) > 0.
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Si F est non stable, alors il existe un fibré stable F' quotient de E tel que
pu(F) < p(E). On obtient un diagramme commutatif

0 0 0
! | !

O — M — F — 0 — 0
! !

!

0O — O — FE
! l !

F

!

0

0O — M —

ou M est 'image de O™ — F, M’ et F’ sont les noyaux des morphismes
verticaux et ©" et ©” sont des faisceaux de torsions de degré d' et d — d’.

F étant stable et pu(F') < u(E) = 1+ 2, le lemme A-2 implique que 1'on a encore
un morphisme injectif

H(F)® O« F .

M est un sous-faisceau de F' engendré par ses sections, on doit donc avoir
M ~ O!. Notons que F 2 O puisque O n’est pas un facteur direct de E.

Le diagramme devient:

0 0 0
| | |

0O — ot — ' — 0 — 0
| | |

o — O — E — O — 0
| | |

0O — O — F — 0 — 0
| | |
0 0 0
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Comme dans [BGN], on a un morphisme surjectif
Ext'(0©,0) — Ext'(0",0)

et 'existence de la suite exacte horizontale supérieure implique que I'image du
n-uplet (e, --,e,) € Ext'(0,0) représentant I’extension

0 o" E S 0

a pour image par ce morphisme un n-uplet dont au plus n — [ éléments
sont indépendants. Ceci détermine une sous-variété Z de @"Ext'(©,0) de
codimension I(d —d' — n +1).

Or, par hypothese, d > n et % > dT/. De plus, la suite exacte horizontale du
bas montre que F est un fibré stable de rang [ possédant [ sections globales
indépendantes donc que d’ > [ (cf théoreme A-1 du Chap. 1). Donc,

/

d—d > ( —1)d':(n—l)d7>(n—l).

n
[

On en déduit que
codim Z > [

Il existe donc des extensions

0 o E S 0

qui ne peuvent se compléter en un diagramme comme ci-dessus pour aucune
valeur de d’ et le fibré E correspondant est stable et posseéde n sections globales
indépendantes. Le théoreme A-1 est ainsi entierement démontré. &

B- Fibrés vectoriels avec beaucoup de sections.

Ici, on consideére que d = n + gl + I, avec % <2,0<l' <getl>0. Lidée
est de déduire 'existence de fibrés F, de rang n et de degré d, de 'existence de
fibrés stables correspondant a des points sur la droite A (cf figure g). Notons
tout d’abord que le théoreme A-1 du Chap. 1 implique que

0 1o
hO(B) <n+(d—n)

et comme d = n + gl +1’, on en déduit que h®(E) < n+1. On va donc chercher
des fibrés stables E tel que h®(F) = n + 1. On déduira de I'existence de ces
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fibrés E le théoreme ci-dessous, qui termine I’étude des fibrés vectoriels stables
de pente < 2:

B-1 Théoréme: On suppose que d = n + gl + 1" ot n, [, I” sont des entiers
vérifiant % <2,0<l'<getl>0. Alors W:gl est non vide et posséde une
composante irréductible de la bonne dimension, pour 1 < k < n + 1.

Démonstration: Le théoreme B-1 du Chap. 1 donne I'existence de fibrés stables
E’ de rang m = n + 1’ et de degré d = n + gl + I’ tel que E’ s’inscrit dans une
suite exacte

0 F" omt! E' 0
avec F' ~ D(E') stable.

On va en fait chercher les fibrés E' comme des quotients de £ (I' < 7):

0 o E' E 0

Il est clair que si E est stable, alors E vérifie toutes les propriétés voulues.

Avant de s’occuper de la stabilité de E, nous allons préciser les propriétés des
fibrés E’. Nous avons montré que l'on a un isomorphisme entre ng‘rf;;l
et Upm4gi- Cet isomorphisme étant défini, avec les notations ci-dessus, par
E’ — F’. On dira que E’ est générique dans Wn”f;l;;l si F’ est générique dans
le sens habituel dans Uj 41

Pour illustrer cette correspondance, nous allons démontrer le lemme suivant:

B-2 Lemme: Soit E' € W:gfnl;;l un fibré stable générique et soit un fibré
quotient M de E’

0——O(z1) B -+ & O(x4) E M 0

ot O(z;) est le fibré en droites de degré un associé au diviseur x; € C, les x;
étant distincts deuz a deux et a vérifie % < 2. Siles x; sont assez généraux
et si le quotient est générique, alors M est stable. Pour a=1, il suffit de supposer
que E' est générique. Le résultat est alors vrai pour tous les quotients.

Remarque: Avec les notations précédentes, on peut prendre a = I’ et on
obtient donc une suite exacte

0——O(z1)® -+ & O(ay) E’ M 0

avec M stable. Ceci montre qu’un quotient de £/ par un sous-espaces de sections
engendrés par 7’ sections qui s’annulent” est stable. Nous recherchons des
quotients de E’ par I’ sections qui ne s’annulent pas.
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Démonstration du lemme: En prenant les extensions duales, on déduit facile-
ment du lemme C-4 du chapitre 0 que, pour F’ générique dans U; 4 et pour a

points généraux x1,---,x, sur la courbe, il existe des extensions
0 F" F’ S} 0
ol O est un faisceau de torsion de degré a et de support zi,---,z, tel que

F” soit stable (pour a = 1, F’ générique, toutes les extensions non triviales
ci-dessus vérifient "’ stable). L’hypothese sur a implique que pu(F") > 2g. Par
Riemann-Roch, on obtient que F’ et F” sont engendrés par leurs sections et
que les a sections globales de © remontent & F’. On en déduit un diagramme
commutatif

0 0 0
! ! |

0 — E' — E’ — N* — 0
! ! |

0 — O®H(F") — OHF) — 0* — 0
! ! |

0 — ad — F — 0 — 0
! ! |
0 0 0

Toujours d’apres le théoreme B-1 du Chap.1, on sait que E” est stable (puisque
F" est stable de pente > 2g). De plus, il est clair que le noyau N*du morphisme
d’évaluation associé a © est isomorphe & (O(z1)®- - -@O(ma))*. Donc le dual de
la suite exacte horizontale supérieure termine la démonstration du lemme. <

Pour prouver l'existence des fibrés E, nous allons utiliser des arguments du
méme type. Soit une extension

/7

0 o' E E 0.

Et supposons que E n’est pas stable. Soit G un fibré quotient stable de pente
minimale:

0 H E G 0.
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Le fibré G est stable de pente pu(G) = & < p(E) = bl — g 4 gl o o

ng —

Le théoreme A-1 du Chap. 1 implique que
O ].
h"(G) < ng + E(dG —ng) .
En posant h?(G) = ng + g, on obtient

u(G)21+gl—G.
na

Et comme u(G) < u(E) =1+ ngHl, on en déduit que Ig <1 (on a l’ < g).

Expliciter directement sur F le fait que E ne soit pas stable semble fort complexe
et ne pas aboutir. L’idée est d’étudier les conséquences de F non stable sur les
fibrés E’ dont nous avons une bonne description. C’est ce que nous permet
de faire le diagramme commutatif ci-dessous obtenu a partir des deux suites
exactes précédentes:

Diagramme 1

ou @ est le noyau du morphisme E’ — G et Iapparition du fibré H en bas a
gauche est donnée par le lemme d’algebre appelé ” Le diagramme du serpent”
(cf [Pe]). Q est de pente pu(Q) = 42

ng’
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Pour démontrer 'existence de fibrés stables ' comme annoncés, nous allons
d’abord étudier les fibrés ), ensuite les compter dans le cas I’ = 1. On obtiendra
que I'on n’a pas assez de fibrés () pour ”englober” toutes les sections de E’. Puis
on fait une récurrence sur [’.

Etude des fibrés Q: L’objet essentiel de cette étude est de montrer que @
est génériquement engendré par ses sections. En fait on ne pourra le montrer
directement. On donne ici tous les éléments nécessaires et il nous faudra
reprendre cette étude quand on aura posé les hypotheses de la récurrence. On
note h'(Q) = ng + lg. Comme g <, on en déduit que lg > 0. @ a donc au
moins ng sections.

Tout d’abord montrons que h®(Q*) = Z’Q < I': en effet, le fibré H a, par
hypothese, une filtration de Harder-Narasimhan (cf partie A du Chap. 0) dont
les quotients sont tous de pente > p(G) > 0. Donc h°(H*) = 0. Dans le
diagramme 1, le dual de la suite exacte verticale de gauche

0 H* Q* o 0

montre que h(Q*) < I'. L’existence de Iy sections se traduit par un morphisme

/
O'a — Q*. Le schéma ci-dessous

Ole
}
0O — H* — @ — Ol/ — 0

montre alors que Ola — Ol/, puisque h°(H*) = 0 et donc que @ admet
O'@ en facteur direct. On note Q ~ Ola @ Q'. Si h°(Q*) = I’ alors on
obtient ) ~ O' @ H. Or QQ est un sous-fibré de E’ stable et par hypothese
p(H) > p(E) > pw(E’). H ne peut donc pas étre un sous-fibré de E’ et on a
bien h(Q*) < I'.

On a deux suites exactes

et
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qui s’imbriquent dans un diagramme commutatif

0 0 0
! ! !
0 — 0 — 0 — Ok
! ! !
0 — Q@ — E — & — 0
! ! !
0 — Q — E — G — 0
! ! !
Ol — 0 0
!
0

Le fibré G’ étant le conoyau du morphisme Q' — E’. G’ est un quotient de E’,
donc h%(G’*) = 0. De plus, la suite exacte verticale de droite montre que le
sous-fibré maximal de G’ est de pente < u(G) < 2. D’apres la proposition A-2
du Chap. 1, on obtient

1
hO(G/) < ng + f_](dG/ —ng) .

On a la méme inégalité pour Q' puisque par construction h®(Q*) = 0 et que
Q' est un sous-fibré de E’:

1
Q) < ng + E(dQ’ —ngr) .

Dans le diagramme ci-dessus, la suite exacte horizontale du milieu

0 Q' E' G’ 0
montre que
0 / 0 / 0 / 1 1
h?(E") <h%(G’)+h (Q)Sncf+§(daf—ncf)+nQ'+§(dQ'—nQ')-
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Comme, par hypothese, h®(E’) = m + é(d —m) (rappelons que rg ' =n+1' =
m), m =ng + ng et d =dg + dgs, 'inégalité ci-dessus implique que

1
Q") =ng + E(dcz' —ngr)

et que
1
hO(G/) =ng + ;(dG/ — nG/) .

Les fibrés G’ et @' correspondent a des points sur la droite A. Comme
h(Q") + Iy = h%(Q) et dgr = dg, on en déduit que h*(Q') = ng + I et
que dg = ng — Z’Q + glg. De la méme fagon, on obtient h®(G’) = ng: + lg et
da :n(;-l—glg-i-l’Q.

Nous allons proceder de la facon suivante: on va donner I'y une majoration

du/ nombre de parametres dont dépendent les fibrés @)'. Les sous-espaces
O'e «— HO(E') sont classifiés par Grassy,, (H°(E")), la grassmannienne des sous-

espaces de dimension I, dans HO(E'"), et donc dépend de
lgm+1—1g) =lg(ng +ng +1— 1)
parametres. On en déduit que les fibrés ) dépendent de au plus
Ty +ig(ng +ne +1-1g) ,

et chacun de ces fibrés @) a ng + lg sections globales et donc engendrent
dans Grassl/(HO(E’ )) un sous-espace de dimension celle de la grassmanienne
Grassy (H°(Q)), c’est-a-dire de dimension I'(ng + lg —U').

Le sous-espace de Grassy (HO(E’ )) engendré par tous les fibrés () dépend alors
de au plus

L =T1+Igng+nae+1—Ilg)+1'(ng+1g—1)

parametres.
Or, la grassmanienne Grassy (H°(E’)) est de dimension !'(ng + ng +1—1'),
donc si I'on montre que

l'(nQ+nG+l—l’)>F,

alors il existe des sous-espaces O ¢ HO (E’) qui ne s’injectent pas dans un fibré
() comme ci-dessus et donc le conoyau de I'injection OV < E' est génériquement
un fibré stable, ce que nous voudrions. Comme [ = [y + [g, I'inégalité ci-dessus
se simplifie:

U'(ng +1g) > T1 +lg(ng +ng +1— 1) (*)
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Il faut donc trouver une bonne majoration I'y du nombre de parametres dont
dépendent les fibrés Q'. Pour cela nous aurons besoin du fait que @, donc Q’,
est génériquement engendré par ses sections.
Sil’ = 1, la premiere étape de la récurrence, alors h(Q*) < I’ donne h®(Q*) = 0
et donc Q =Q et G =G et

-dg =ng +9lg; dg = ng + glg.

- hO(Q) =ng +lg; hO(G) =ng +lg.
De plus, dans ce cas, @) s’inscrit dans une suite exacte (cf diagramme 1)

0 0] Q H 0

ou H contredit la stabilité de E, c’est-a-dire pu(H) > p(E) > u(E’). Ceci
implique que u(H) = nZQ—l =1+ % > u(E").
Soit F, le sous-faisceau de @ engendré par ses sections. On a h?(F) = ng +g.

Si le rang de F est strictement inférieur a ng, on déduit de la proposition A-2

g9(lg+1)
rg F

un sous-faisceau de E’ stable de pente > 1 + % > u(H) > p(E'), ce qui
est absurde. Donc F est de rang ng. On obtient bien que ) est génériquement
engendré par ses sections.

du Chap. 1 que F a un sous-faisceau F’ de pente > 1+ . F' serait alors

Pour éviter de faire deux fois les mémes calculs, on va supposer que pour I’ < g
quelconque et pour E’ et OV assez généraux, alors @) est génériquement engendré
par ses sections (ceci sera montré avec la récurrence). L’étude des fibrés ) peut
alors étre avantageusement completer:

Remarquons tout d’abord que Q' est aussi génériquement engendré par ses
sections et comme h%(Q"*) = 0, on en déduit que tout fibré quotient de Q' est
de pente > 1.

Soit gr@’ = Q1 ® --- ® Qp le gradué de Q' (cf Chap. 0) ou les Q; sont semi-
stables de pente strictement décroissante avec i. D’apres le théoreme A-1 du
Chap. 1, chaque Q; vérifie

1
h%(Qi) < ng, + E(in —ng,) ,

et I'on a h(Q") < ®;h%(Q;).
Mais, comme par hypothese h®(Q’) = ngr + é(d@z —ngr), on en déduit que

1
h(Qi) = ng, + E(in —ng,) ,

et les (Q; étant semi-stables, on sait avec le théoreme B-1 du Chap. 1 que si
1(Q;) > 1 alors @; est engendré par ses sections. Or toutes les sections des Q;
"remontent” a Q.
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Ceci implique que si u(Q,) > 1, alors Q" est engendré par ses sections.
Si u(Qp) = 1, alors on écrit la suite exacte

0 N Q Q, e,

et par hypothese N est engendré par ses sections et on a un morphisme injectif
HY(Q,) ® O < Q,, c’est-a -dire une suite exacte

0——HY(Q,) ®0 Q,p 0 O

ol © est un faisceau de torsion de degré de = dg, = nq,-

Aparté: Nous allons majorer dg: le diagramme 1 nous donne une suite exacte

0 or Q~0kaq H o)

dont on déduit la suite exacte

0——0O o Q' H 0.

On obtient un morphisme ol'-le — Qp dont on note le conoyau M:

0
!
N
’ / l
0 — OVl — Q/ — H — 0
1 ! !
ot — @ — M
! !
0 0

Et M est au plus de pente W. Or, par hypothese les quotients de H ont
Q

une pente > u(G) (G et H participent a la filtration de Harder-Narasimhan de
E). On doit donc avoir

-1 la +1;
#:14_%214_%—@,
d@—(l —ZQ) d@—(l —lQ) nag

ce qui est équivalent a
(" = lg)ng + (I = lg)(gle +1g) > de (gl +1g)
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ou encore a

nag

(l/ — l/Q)(l + m

) > de ("magjoration de dg”)

ce qui termine ’aparté. Dans le cacul de parametres qui va suivre, c’est cette
inégalité qui va nous donner la bonne majoration quand [y = 0. Nous l'avons
introduite des maintenant, car toutes les notations sont ici en place.

Revenons au fibré Q’': on déduit de ce qui précede que le morphisme d’évaluation
de @' s’inscrit dans une suite exacte

O F//* HO (Ql) ® O Q/ @ O

ou F” = D(Q') est le fibré qui complete la suite.
On obtient alors un diagramme commutatif:

0 0 0
| l l
0 — F"* — F'™* — F*
! l l
0 — H@Q)®0 — H F)®0O — H(G)®O — 0
| ! l
0 — Q' — E’ — G’ — 0
! l l
G} — 0 0
!
0

Diagramme 2
Le diagramme 2 montre que ’on peut établir une correspondance bijective entre
les suites exactes

0 Q' E’ G’ 0
et les suites exactes

0 F'™ F™ F* ) 0.
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Pour majorer le nombre de parametres dont dépendent les fibrés Q' comme-ci-
dessus, on va calculer combien on peut avoir de telles suites exactes F, F’, F"
et © variants.
Par construction, on a ngp = lg, npr =1, npr = lg. De plus:

-dp =dg =ng +glc +1g

- dpr :nQ—Fng—lb—d@

I faut distnguer 2 cas: si lg =0 ou si lg > 0.

si lg = 0: alors F”' = 0 et il suffit de compter pour F” fixé les suites exactes

0 F™ F* ) 0.

Pour O fixé, ces extensions sont classifiées par Ext! (0, F’*) qui est de dimension
lade. Et le choix de © rajoute dg parametres. On va donc poser

I =de(lg+1)—1.
L’inégalité (x) que I'on veut obtenir s’écrit alors
'(ng+la) >de(lg +1) —1+1g(ng +nag +1— 1)
ou encore avec lg =l et dg =ng — Z’Q, puisque lg = 0,
(I'=lgng > (I+1g +1)de + (I = ')l — 1.

Or, on a montré que

do < (I' —1L)(1+ 16
0 S (= I+ )
et donc faut vérifier si
nag 1
ng>(1+1,+1)(1+ —1— ,
(g +1)( lb%—gl) =1
c’est-a dire, si
nag 1

Mais u(G) =1+ lQn—J;gl < 2, implique l’nTGgl > 1; il suffit donc de montrer que
Q

Oou encore l/ 2
+
> 9 1

g—1 U=l
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ce qui est vrai puisque Iy <’ <g—1letl>1.

On peut donc supposer que génériquement 1g > 0.
On scinde la suite exacte

O F/I* F/* F* @ 0

en deux:

O F/I* F/* [m* O

et
0 Im* F* ) 0

ou I'm* est le conoyau du morphisme F"* — F’*.

Il est clair que ny,, = np = lg et que dy,, = dp + do = ng + glg + Z'Q + do.
On commence par compter le nombre de parametres dont dépendent les
extensions

0 Im F’ F" 0.

Comme les fibrés I’ sont stables, les familles des F” et des I'm sont limitées.
Le choix du fibré I'm dépend de I%(g — 1) + 1 parametres; le choix du fibré F”/
dépend de lé (9 — 1) + 1 parametres. Pour F et F” fixés les extensions sont
paramétrées par Ext!(F”,Im) = h'(F"* @ Im); F’' devant étre stable on a
h(F"™* @ Im) = 0.
Le théoreme de Riemann-Roch implique alors que

h! (F”* X Im) = l(;(nQ-l-ng—l’Q—d@)—ZQ(ng-i-gl(;-l-l’Q+d@)+lng(g—1)

= lGnQ — lQnG + lng(g — 1) — l(d@ + ZIQ)

Le nombre total de parametres dont dépendent les extensions ci-dessus est donc
inférieur ou égal a

2(g—1)+1 —l—lé(g —1)+1+1lgng —lgnag +lgla(g —1) — l(de —|—l'Q) —1;
apres simplification et avec [ = lg + g, I'expression ci-dessus est encore égale a
Plg—1)+1+1lgng —lgne — lola(g — 1) — l(de + 1) ,

et pour une extension

0 Im F’ F” 0
fixée et O fixé, les extensions

0 Im* F O 0

sont paramétrées par Ext!(©, Im*), qui est de dimension lgdg. Le choix de ©
dépend de au plus dg parametres.
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On en déduit que les suites exactes

O F//* F/* F* @ 0

dépendent de au plus
Pg—1)+1+lgng — long —lola(g — 1) —de(l — lg — 1) — Ulf,

parametres.
Or F’ dépend de [?(g — 1) + 1 parametres, donc pour un F’ fixé assez général,
les suites exactes comme ci-dessus doivent dépendre de au plus

lGnQ — lQnG — lng(g — 1) — d@(l — lG — 1) — ll/Q

paramétres et comme | = lg + lg et que l'on suppose que lg > 0, on peut
"oublier” le terme dg(l — lg — 1): on pose

Fl = lGnQ — ZQTLG — lng(g — 1) — llb .

On peut supposer que I'y est positif car sinon il n’y a plus rien a faire; ceci
donne une inégalité

lGnQ — lQnG > lng(g — 1) + ll/Q (**)
L’inégalité (x) que I'on veut démontrer s’écrit
l’(nG + lg) > lGnQ — lQnG - lng(g — 1) — llb + Z,Q(TLQ +ng+1— lb)
ou encore

(' —lp)ng — lgng > lang — logne — lola(g — 1) — 13 — Ul .

Or, p(H) = 2o = retslo”le > 14 95 — (@) implique que

nQ—l’ nQ—l’ na
ng(l' +glg —lp) > nqlgle +1g) —'(gla +1g)
donc que

L. / ' lllé»?
lgng —lgng < E[U —Dng — lQnQ] +Ulg + 7 (5 * %)

et il nous suffira de prouver

. 1 /l/
5’7[(1' —Dng — lpyng] > 'l + 769 —lola(g—1) — 1y —'lg
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L’expression a droite du signe > se simplifie en

Ul
7@ —lglalg —1) =g

et est négative puisque I, <1’ < g.
On en déduit que pour démontrer I'inégalité (x), il nous reste a prouver que

(l/ — l)?’LG — lan Z 0 y
ce qui se fait facilement a partir des ingalités (sx) et (x % *) mutipliées par g:
(I' = Dna —lgng + gl'la + 'l > glgla(g — 1) + gllg

puisque I’ <g—1,1>1, 19 > 0 et donc

/

l
(' = Dna —lgng > glalle(g — 1) = U] + glg[l — E] >0

On vient donc de montrer que si le fibré @) est génériquement engendré par ses
sections pour 7 () assez général” | alors génériquement un sous-espace de sections
O € Grassy (H°(E’)) ne s’envoie dans aucun fibré @ comme ci-dessus et donc
le conoyau E de l'injection serait stable.

Pour I’ =1, on a fini.

La récurrence: L’hypothése de récurrence est: Soit E’ un fibré générique
comme ci-dessus et soit @'~ ¢ HO(E’) un sous-espace vectoriel de dimension
I — 1 générique dans la grassmanienne, Grassl/_l(HO(E’ )), des sous-espaces
vectoriels de dimension I’ — 1 dans H°(E"). Alors, le conoyau E

0 oV -1 E' E 0

est stable.

Maintenant, soit @ < HO(E') un sous-espace vectoriel de dimension [’
générique dans la grassmanienne, Grass; (HO(E’ )), des sous-espaces vectoriels
de dimension !’ dans HY(E’). On veut montrer que le conoyau F

0 o E' E 0

est stable.
On a vu que la non-stabilité de E impliquait I'existence d’une suite exacte

0 H E G 0
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ou G est stable de pente < p(FE) et donne, par le Diagramme 1, une suite exacte

0 Q E G 0

D’apreés ce qui précede, il nous reste & montrer que si E’ et OV sont assez
généraux, alors () est génériquement engendré par ses sections

On peut supposer que génériquement un sous-espace de sections @' ~1 ¢ O
vérifie: le conoyau R

0 o1 E' R 0

est stable.
Cette suite exacte se place dans un diagramme commutatif

0
!
0 0O — O
I ! !
o — o' —w FF — R — 0
| ! !
0o — O — F — E — 0
! ! i
@) — 0 0
!
0
dont on retient la suite exacte
0 @) R FE 0

qui, avec la suite exacte en F/, G et H, donne un nouveau diagramme commutatif

0
|
0 0 — H
! ! |
O — 0 — R — FEF — 0
! ! |
0 — Qg — R — G — 0
! ! |
H — 0 0
!
0
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Diagramme 3

ou g est le noyau du morphisme R — G
Comme p(H) > u(E) > pu(R), on en déduit que h®(Qg) = 0 (sinon, H serait
un sous-fibré de R stable). On a encore un dernier diagramme

0
l
O 0 — Qo
| ! !
0o — o' — B — R — 0
il il i
0 — Q — F — G — 0
il l l
Qo — 0 0
l
0
dont on retient la suite exacte
0 o1 Q Qo 0.

On en déduit que p(Qp) =1+ %@7%71. Comme h%(Q}) = 0 et que Qg est
un sous-fibré de R stable de pente < 20, la proposition A-2 du chap. 1 implique
que h°(Qo) = ng, + lg. Toutes les sections de Qo remontent donc & Q. On va
montrer que )y est génériquement engendré par ses sections et ce sera fini.

C’est la suite exacte donnée par le diagramme 3:

0 6] Qo H 0

: BT N . PR . glo+l'—1g
qui nous permet de conclure: d’apres ce qui précede, on a u(H) = 14———=.

et comme H contredit la stabilité de E, on a aussi par hypothese p(H) > u(R).
Comme dans le cas I’ = 1, on en déduit que Qg est génériquement engendré par

ses sections (sinon @)y contient un sous-faisceau de pente > 1 + g(an—;l) et ceci
contredit la stabilité de R).

Pour terminer la démonstration du théoreme, il suffit de remarquer que 'on a

0 F™ HY(E)® O E 0

et F’ est stable par hypothese. Le corollaire C-2 du Chap. 1 permet de
conclure. &

Pour terminer cette partie, nous donnons l'existence de fibrés E de rang n, de
degré d = n + gl + 1" avec n + [ sections globales indépendantes et I’ > 0 qui
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ne sont pas engendrés par leurs sections. La situation pour I’ = 0 est donc
vraiment différente de celle ou I’ > 0:

B-3 Théoréme: Pour tout entier positif | > 0 et l’ > 0, il existe un fibré stable
E derangn = gl+1'+1 et de degré d = n+gl+1' = 2n—1 tel que h°(E) = n+1
et E n’est pas engendré par ses sections sil’ > 0.

Démonstration: On suppose que [ est fixé et on fait une récurrence sur .
pour I’ =0, on a d —n = gl et donc 'existence d’un tel fibré E est démontrée
dans la proposition B-1 du Chap. 1.
Supposons que ’assertion est vraie pour [/, c¢’est-a-dire, qu’il existe un fibré Ej/
de rang ny =gl +1'+ 1 et de degré dy =ny +gl+1'. On a u(Ey) =2 — n%/
On étudie les extensions non triviales d’un fibré en droites O(2) de degré 2 par
El/

0 Ey E 0(2) 0.

Notons que E est de rang n = ny +1 = gl + (I’ + 1) + 1 et de degré
d=d/+2=ny+14+gl+{"+1) =n+gl+ ('"+1). On va montrer
que I'on peut choisir E tel que E soit stable et h’(E) = n + L.

Supposons que E n’est pas stable. Alors E admet un quotient stable G de pente
w(G) = Z_g < u(E)=2— 1. Le diagramme

0O — Ey — E — 02 — 0
|

G
l
0

montre que le morphisme ¢ : E;; — G est non nul: sinon on aurait un morphisme
non nul de O(2) dans G. Ej et G étant stables, on doit donc avoir u(Ep) < u(G)
ou EFy ~ G. Cette deuxieme éventualité est exclue, puisque ’extension est
supposée non triviale. On obtient finalement une double ingalité pour u(G)

1

nl/

1
nl/“l_]_

2— = u(Er) < w(G) = °€ < (E) =2 -

qui n’a pas de solution pour ng < ny41—1. On a montré que E est stable pour
toutes les extensions non triviales.

Il reste & montrer que pour certaines extensions, on a bien h®(E) = n + [.
Comme h°(Ey) = ny +1 = n — 141, il faut montrer qu'une section de O(2)

peut remonter a E. On utilise le lemme C-2 du Chap. 0: Soit s : O — O(2) (on
peut toujours supposer que O(2) a une section). On en déduit un morphisme:

¢ : Ext'(O(2), Ey)——Ext' (0, Ey)
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et la section s remonte & F si et seulement si ¢(e) = 0 ol e € Ext'(O(2), Ey)
représente ’extension

0 Ey E O(2) 0.

Il suffit donc de montrer que ¢ n’est pas injective pour terminer.
On considere la suite exacte associée a s:

0 o 0(2) T 0.

T est un faisceau de torsion de degré 2. En appliquant le foncteur Hom (—, Ej/)
a cette suite exacte on obtient (comme dans la démonstration du lemme C-5 du
Chap. 0) une suite exacte longue

0 — HY(E)) — Ext!(T, Ey)

— HYO(-2)" ® By)—2—H(E)) — 0

Or dim Ext! (T, Ey) = 2n > n+1 = H°(Ey). ¢ n’est pas injective et le théoréme
est démontré. &

Il semble que 'on devrait pouvoir assez simplement montrer 'irréductibilité des
espaces Wg:ﬂ:g% 4~ En effet, avec la proposition A-2 du chap. 1, on vérifie
facilement qu’un fibré dans 'un de ces espaces est génériquement engendré par
ses sections. Le conoyau du morphisme d’évaluation est un faisceau de torsion

et un calcul identique a la partie A devrait permettre de conclure.
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Chapitre 3: Fibrés vectoriels de pente 2

Tous les résultats sur les fibrés de pente < 2 sont valables pour toutes les
courbes. Le lemme A-3 du Chap. 1 montre déja qu’il n’en est pas de méme
pour les fibrés stables de pente 2: le fibré Ei est stable si et seulement si la
courbe C' n’est pas hyperelliptique. On a aussi le phénomene inverse: il est déja
connu que 'existence d’un fibré en droites avec ”plus” de sections globales (par
exemple si la courbe est hyperelliptique) implique l'existence de fibrés stables
avec plus de sections globales que dans le cas d’une courbe générique (cf [Re]).
Ici, il va résulter de ’étude des fibrés stables de pente 2, que le cas du fibré Ex
n’est pas isolé. Pour commencer nous allons énoncer les résultats que I'on peut
déduire des précédents chapitres. Cela demande certaines précautions. Nous
avons utilisé a maintes reprises que si F est un fibré semi-stable de rang n, de
degré d de pente p < 2, alors

0 n E -n
b(E)sn+(d=n)

(cf théoreme A-1 du chap. 1), mais ce lemme n’est pas vrai pour les fibrés de
pente 2, comme nous l'avons déja indiqué dans le corollaire A-4 du chap. 1:
il faut supposer h°(E} ® E) = 0 pour une courbe non hyperelliptique et
h%(L* ® E) = 0 pour une courbe hyperelliptique de g3 L. Pour une courbe
non hyperelliptique, Ex est en fait 'unique fibré stable de pente 2 qui ne vérifie
pas l'inégalité ci-dessus: ceci implique, entre autres, qu’un fibré stable de rang
< g — 1 ne peut pas étre engendré par ses sections.

Dans la partie A, nous étudions les fibrés stables ou semi-stables de pente 2 qui
correspondent au point de la droite A d’abscisse 2: F est un fibé de rang n = gl
et h%(F) = n + 1. L’étude est complete.

Dans la patie B nous étudions le cas des fibrés E stables de rang gl + I, de
pente 2 avec 0 < I’ < g: on alors h°(E) < gl + I; c’est I’équivalent de 1’étude
faite au chapitre 2. Malheureusement, la situation est particulierement délicate
et les démonstrations n’ont pas toutes abouti.

A- Etude au point de la droite A d’abscisse 2

Comme dans le cas des fibrés semi-stables de pente < 2, on s’intéresse d’abord
aux fibrés E qui correspondent au point de la droite A d’abscisse 2: E est de
rang gl, de degré 2gl et h°(E) = gl + [ avec [ > 0.

Les résultats se démontrent d’une maniere absolument identique a celle que
nous avons employée pour les fibrés stables ou semi-stables de pente < 2. Les
modifications des énoncés sont dues a la remarque en introduction de ce chapitre.
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A-1 Théoréeme: Soit F' un fibré semi-stable de pente 2g et de rang l, alors
D(F), le dual du noyau de son morphisme d’évaluation, est semi-stable:

0——D(F)*——0O @ H'(F) F 0.

Démonstration: Notons tout d’abord que d’apres le théoréeme de Riemann-Roch,
le fibré D(F) est de rang gl, de degré 2gl et h®(D(F)) > gl+1: D(F) correspond
a un point qui est sur la droite A ou éventuellement au-dessus. Si D(F') n’est
pas semi-stable alors il admet un fibré quotient G stable de plus petite pente
u(G) < 2; alors on peut appliquer le théoreme A-1 du chap. 1 et tous les
arguments donnés dans la démonstration du théoreme B-1 du chap. 1 sont
encore valables. &

Si on voulait montrer que pour F stable, D(F') est stable, il faudrait envisager
le cas u(G) = 2 et le théoreme A-1 du chap. 1 n’est plus valable. On va en
fait montrer que dans le cas d’une courbe hyperelliptique D(F') ne peut pas
étre stable. Mais il existe quand méme une sorte de réciproque au théoreme
ci-dessus. Nous avons d’abord besoin du lemme ci-dessous:

A-2 Lemme: Soit E un fibré stable de rang gl, de pente p = 2 et tel que
h%(E) =n+1. Alors E est engendré par ses sections.

Démonstration: Soit I'm le faisceau image du morphisme d’évaluation
H o0 - E.

Quitte & écrire I'm ~ O% @ Im/, on peut supposer que h’(Im*) = 0. On a
par définition h®(Im) =n +1l et n = gl. Si Im % E, alors u(Im) < 2 et ceci
contredit le théoreme A-1 du chap. 1 ou plutot la proposition A-2 du méme
chapitre. &

On peut maintenant montrer le théoreme suivant qui donne d’une certaine
maniere une réciproque au théoreme A-1:

A-3 Théoreme: Soit E un fibré stable de rang gl et de pente 2 tel que
R (E) = gl + 1, alors D(E), le dual du noyau de son morphisme d’évaluation,

0——D(E)*——0 @ H*(E) E 0

est stable.

Démonstration: Tout d’abord, d’apres le lemme A-2, on sait que E est engendré
par ses sections. Dans la démonstration du théoreme B-1 du chap. 1, partie
le morphisme U yq4q1 — W::i{; est un isomorphisme, nous démontrons un
un résultat analogue pour les fibrés de rang n, de degré n + gl et possédant
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n + [ sections. Reprenons cette démonstration: sans changer une virgule nous
aboutissons a une suite exacte

0 o Q E 0

et comme F est stable de pente 2, () a encore un sous-fibré de pente maximal
< 2 (on a montré que h°(Q*) = 0). (Remarquons que si E n’était que semi-
stable, ce ne serait plus vrai). On peut donc encore appliquer la proposition
A-2 du chap. 1. Et on reprend la suite de la démonstration sans rien changer.
La seule modification a faire est de comprendre que dans la démonstration on

a F = D(E). o

Notons qu’un fibré semi-stable de rang gl, de pente 2 et possedant gl +1 sections
n’ a a priori aucune raison d’étre engendré par ses sections (prendre une somme
de Ef assez nombreux et d’un fibré stable de pente 2 sans section). De plus,
il est clair que méme si on suppose que F est un fibré semi-stable de pente
2 engendré par ses gl + [ sections, D(FE) n’est pas nécessairement semi-stable
(prendre une somme de Ex et d'un fibré de pente 2 engendré par ses sections:
le dual du noyau du morphisme d’évaluation est isomorphe a une une somme
de K et d’un fibré de pente 2¢g). Par contre, on a le lemme suivant:

A-4 Lemme: Soit E un fibré semi-stable de rang gl, de pente 2 tel que
W(E) = gl +1. Sile gradué de E (cf chap. 0) ne contient pas de terme
isomorphe a FEx (L si la courbe est hyperelliptique), alors D(E), le dual du
noyau du morphisme d’évaluation de E, est semi-stable.

Démonstration: Soit gr E = &; F; le gradué de E. On peut encore appliquer a
E et aux E; la proposition A-2 du chap. 0 (car h°(E% @ E;) = 0)

1
h(E;) < np, + E(dEi —ng,)

et comme par hypothese on est dans le cas d’égalité pour F, on en déduit que
I'on a égalité pour F;, quelque soit i. Le théoreme A-3 implique alors que le
gradué de D(F) est ®; D(F;): D(E) est semi-stable. &

La situation des fibrés de pente 2 est donc plus délicate que dans le cas d’une
pente < 2. Le lemme ci-dessous en donne une illustration encore plus frappante:

A-5 Lemme: Si la courbe C' est hyperelliptique, alors il n’existe pas de fibrés

stables de rang gl et de pente 2 possédant gl +1 sections globales indépendantes:

gl+l—-1
ng,2gl =0.

Démonstration: Supposons qu’il existe un fibré F comme ci-dessus: alors il est
engendré par ses sections et d’apres le théoreme A-3, il s’inscrit dans une suite
exacte

0 F* O ®HY(E) E 0
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ou F' est stable.
On prend la duale de cette suite exacte, que I’'on tensorise par L, 'unique g5 de
la courbe C' supposée hyperelliptique:

0——LQE*——LH(E)*——L® F——0.
On obtient une suite exacte longue
0—-H(L®E)—H(L)oH'(E)* - H(L®F) — -
et comme L ® F' est stable de pente 2g + 2, on a
hW(L®F)=2gl4+20—1(g—1) =gl +3l .
De plus, h%(L) = 2 et h%(E) = gl + [ et donc
h(L).h(E) =2(g+1) >h(Le F) .

Ceci implique que h%(L ® E*) # 0, et donc qu’il existe un morphisme non nul
E — L ou E et L sont stables de pente 2; donc F ~ L, c’est impossible par
hypothese. &

Remarquons que si l’on avait pris un fibré stable E de pente < 2 correspondant a
un point sur la droite A, le méme raisonnement montre que I’on a un morphisme
surjectif E — L ou il faut comprendre L comme un g} de plus petit degré § pour
la courbe (il n’est pas nécessaire de se restreindre aux courbes hyperelliptiques).
Il est maintenant naturel de se poser le probleme de l'existence de tels fibrés
pour des courbes non hyperelliptiques:

A-6 Théoreme: Pour une courbe non hyperelliptique, les variétés de Brill-
Noether ngl;él_l sont non vides, irréductibles, de la bonne dimension et lisses.

Démonstration: On a vu qu'un fibré stable de rang gl et de pente 2 a au
plus gl + [ sections globales indépedantes et qu’il est nécessairement engendré
par ses sections. Enfin, d’apres le lemme A-3, D(E) est stable. On est donc
naturellement amené a étudier les quotients

0 F* Q9! E 0

ou I est supposé stable de rang [ et de pente 2g. Comme nous ’avons déja
fait dans les chapitres précédents, nous allons déduire de 1’étude du schéma
Quot gy 251 (O9FY), que I'on peut trouver de tels quotients avec E stable. On
sait déja d’apres le théoreme A-1 que E est semi-stable. Comme dans la partie
C du chap. 1, on montre que les quotients tels que F' et E soient semi-stables
correspondent a un ouvert irréductible et lisse du shéma Quot 24 (O09 ). On
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en déduit que si les espaces de Brill-Noether sont non vides, ils sont irréductibles
et on montre que les morphismes de Petri sont injectifs (cf partie C du chap.
1), donc ces espaces sont lisses.
Il ne reste plus qu’a démontrer que ces espaces de Brill-Noether sont non vides.
Pour cela, on va procéder en deux étapes étapes:

- On résoud le probleme pour [ = 1. Ce qui donne l’existence d’un fibré E;
stable de degré 2g, de pente 2 et tel que h’(E;) = g + 1.

- On en déduit que dans le cas général, on peut supposer que les quotients
E vérifient hO(E) = gl + [ (ce n’était pas évident!) et alors on peut conclure
simplement.

Premiére étape: Si O(2g) est un fibré en droites de degré 2¢g, on sait que O(2g)
est engendré par ses sections et que h%(O0(2g)) = g + 1. On a encore une suite
exacte

0——D(0(29))* —— 09T 0(29) 0

et D(O(2g))est semi-stable d’apres le théoreme A-1. De plus, comme D(O(2g))
est un fibré de rang g et est engendré par ses sections, il est clair que D(O(2g))
n’est pas stable si et seulement si D(O(2g)) admet EFx comme quotient (la
courbe n’est pas hyperelliptique). Donc on va supposer que D(O(2g)) s’écrit
comme une extension

0——0(z + y)——D(0(29)) Fx 0

Et le morphisme 09 — FEk se prolonge en un morphisme 09 — D(O(2g)),
puisque h®(D(O(2g))) = g + 1. On en déduit que 1’élément

e € Ext'(Ex, O(z +y))

représentant 'extension ci-dessus a pour image 0 dans Ext' (09, O(z + y)) (cf
lemme C-2 du chap. 0). Or la suite exacte courte

0 K~ oI Ex 0
implique une suite exacte longue
0—-HY(Ex®0(@+y) >H (0@ 0@ +y) - H (K Oz +y)) —

H' (E; @Oz +y)) - H (0® Oz +y)) > H (K@ O(z +y)) — 0

et comme h°(Ej @ O(x + y)) = 0, h%(09 ® Oz + y)) = g et que
h'(K ® O(z +y)) = g + 1, le noyau du morphisme

Ext' (Ej,O(z +y)) — Ext' (09, 0(z + y))
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est de dimension 1. Ceci implique que pour x et y fixés, il existe au plus
une extension de Ex par O(z + y) a isomorphisme preés pour laquelle toutes
les sections de Fx remontent. Or, on peut choisir O(2g) quelconque dans la
jacobienne qui est de dimension g > 2. On en déduit que ’on peut choisir O(2g)
tel que D(O(2g)) soit stable. Soit £ 1'un de ces D(O(2g)).

Deuziéme étape: On note U, 'ouvert irréductible du schéma Quotg a4 (O9'F)
constitué des quotients tels que les noyaux et les conoyaux soient semi-stables.
Si I’on considere une somme de [ fois le fibré E7, ce nouveau fibré est semi-stable
de pente 2, de rang gl , possede gl + [ sections globales indépendantes et est
engendré par ses sections. De plus D(E 1 &--- @ E;) = O(29)&---&0O(2g), donc
D(E) est semi-stable. Enfin, h°(E; ® Ej) = 0 et h%(Ex ® Ef) = 0. D’apres
le théoréme de semi-continuité, on sait alors que 'ouvert U’ C U des quotients
tel que h°(E) =gl +1, h%(E ® E}) =0 et h°(Ex ® E*) = 0 est non vide. Soit
donc un tel quotient dans U’

0 F* Q9! E 0

et supposons que E est semi-stable non stable: E admet un quotient E’ stable
de pente 2 et donc s’inscrit dans une suite exacte

0 E" E E’ 0.

Par hypothese, E' # Ex et h®(E} ® E”) = 0. On en déduit que I'on a deux
inégalité:
1
hO(E/> S ng: + —(dE/ — nE/)
g

et
1
hO(EH) S nE// + —(dE// — TI,E//)
g

qui doivent étre en fait des égalités puisque 1’on a aussi par hypothese
0 1

Ceci montre que H°(E) ~ HY(E’) @ H(E”). On en déduit un morphisme
D(E') — F et le théoreme A-3 dit que D(E’) est stable de pente 2g. Ceci
implique que F' ne peut pas étre stable. On en déduit une contradiction: on a
certes seulement supposé que les quotients de U’ devaient vérifier F' semi-stable;
mais avec un calcul comme dans la partie C du chap. 1, on vérifie facilement
que le schéma Quoty 2, (097! au voisinage d’un point de U’ est de dimension
I12(g — 1) + 1 & I'action preés du groupe des automorphismes de Q9. Si I’on
n’avait que des fibrés semi-stables, on devrait avoir une dimension strictement
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inférieure. Ou encore, on peut utiliser 'existence d’'un fibré stable R de rang
gl + 1, de degré gl + 1 + gl possedant gl + 1 + [ sections globales (cf chap. 1).
Il existe une section non nulle de R qui s’annule, donc R possede un sous-fibré
de la forme O(z). Le fibré R/O(x) est engendré par ses sections, semi-stable et
D(R/O(z)) est stable; c’est la méthode que nous allons employer dans la partie

B. &

Les fibrés E que l'on vient d’exhiber sont donc engendrés par leurs sections
et D(FE) est encore stable. Le corollaire C-2 du chap. 1 implique le corollaire
suivant:

A-7 Corollaire: Si C' n’est pas une courbe hyperelliptique, alors pour tout
Il >0 et tout k < gl +1, les espaces de Brill-Noether W;};lgl sont non-vides et
possedent une composante de la bonne dimension.

B- Etude des fibrés de rang gl+1 et de pente 2

Cette partie traite des fibrés stables stables de pente 2, qui ne peuvent atteindre
le point d’abscisse 2 de la droite A. Nous allons utiliser des méthodes
sensiblement identiques a celles de la partie précédente. Notons que 'on est
dans le cas ou n = gl + 1’ avec 0 < I’ < g. Un fibré stable de rang n et de
pente 2 non isomorphe & Ex (ou L si la courbe est hyperelliptique) possede
au plus n + [ sections globales indépendantes. Comme dans la partie A, nous
commencons par montrer qu’il existe des fibrés semi-stables de rang n de pente
2 avec n + [ sections.

En effet, nous avons montré qu’il existait des fibrés stables E’ de rang gl +1' +1
et de degré 2gl + 21" + 1 qui s’inscrivent dans une suite exacte (cf partie B du
chap. 2)

0——D(E')*——0O" ! E' 0
ot D(E’) est un fibré stable. En remarquant que u(E’') = 2 — RLEI, on montre
que tout quotient F

0 O(x) E’ E 0

est semi-stable: tout quotient G de E’ (donc de E) a nécessairement une pente
telle que u(G) > pu(E') =2 — RLE/ et donc u(G) > 2 = u(E). De plus, on vérifie
facilement que l'on a une suite exacte

0——D(E')——D(E) © 0

ou O est le faisceau de torsion de degré 1 et de support x. D’apres le lemme
C-4 du chap. 0, on peut supposer que D(FE) est stable. Ceci montre le lemme
suivant
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B-1 Lemme: Pour toute courbe lisse C, pour tour tout choix des entiers [ > 0
et 0 <l' < g, il existe un fibré semi-stable E de rang gl +1', de pente 2 et tel
que WO (E) > gl +1. On peut supposer de plus que D(E) est stable.

Ce résultat est valable pour toutes les courbes. Il est normal que l'existence
d'un g5 (si la courbe est hyperelliptique) modifie les conditions d’existence de
fibrés stables. Mais, fait étonnant, nous obtenons encore dans ce cas la non
existence de fibrés stables:

B-2 Lemme: Si la courbe C' est hyperelliptique, il n’existe pas de fibré stable
FE de rang n et de pente 2 génériquement engendré par ses sections et tel que
R(E) > n, ormis L, l'unique g3 de la courbe.

Démonstration: C’est une généralisation du lemme A-5 de ce chapitre: sup-
posons qu’il existe un tel fibré E. Alors il est génériquent engendré par n + 1
sections. On en déduit une suite exacte

0 N* ontl E &) 0

ou O est un faisceau de torsion et N un fibré en droites. En dualisant, on
obtient une suite exacte

0 E* ol — S N®&O——0
que 'on tensorise par L, le g2 de la courbe, pour obtenir une suite exacte longue
0— H(L®FE*) - H (L) H*(O"") = H (L@ N©O) — ---

et on a: h%(0) = dg, h°(L).(n+1) = 2(n+1) et h°(L ® N) est majoré, d’apres
le théoreme de Clifford, par 1 + dTN, sidy <2g—1letestégalady—(g—1)
sinon. Comme dy + do = dg = 2n, on en déduit que l'on a

h(L).(n+1) >h%(L® N @ 0)

sauf si K = N = L.
Donc, comme dans le lemme A-5, on a un morphisme non nul £ — L, ce qui
contredit la stabilité de F. &

On en déduit par exemple le lemme suivant:

B-3 Lemme: 5S¢ la courbe C' est hyperelliptique et st n < 2g + 1, alors
-
n,2n — ¥

Démonstration: Supposons qu’il existe un fibré stable £ de rang n < 2g + 2,
de pente 2 tel que h°(E) > n. Alors, d’aprés le lemme ci-dessus, E n’est
pas génériquement engendré par ses sections. Donc le sous-faisceau I'm de
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FE engendré par ses sections possede au moins njy, + 2 sections globales
indépendantes et on en déduit, (cf proposition A-2 du chap. 1), que ny,, > 2¢
et donc n > 2¢g + 2, ce qui contredit ’hypothese. &

En fait, il ne serait pas impossible que lemme ci-dessus soit valable pour n
quelconque. On peut par exemple montrer que si n = gl + 1" avec 0 < I’ < g,
alors les espaces W;};ﬁi_l sont vides (s’ils ne I’étaient pas, les fibrés stables
correspondants seraient génériquement engendrés par leurs sections).

Par contre, on a un théoreme similaire au théoreme A-1 du chap. 2 pour les

fibrés de petit rang et pour une courbe non hyperelliptique:

B-4 Théoreme: Supposons C non hyperelliptique et soit n un entier tel que
1<n<g-—1. Alors, pour k < n, les espaces de Brill-Noether W,’jgg sont non
vides, irréductibles, de la bonne dimension et leur lieu de singularité est bien

k
Wn,Zn

Démonstration: La démonstration est identique a celle du théoreme A-1 du
chap. 2 puisque l'on a I’équivalent du lemme A-1 du méme chapitre: pour un
fibré stable dans les conditions du théoréeme, on a toujours

H(E)® O — E

et il n’y a donc rien a changer. &

Il semble que pour les fibrés de rang supérieur (et pour une courbe non
hyperelliptique), on doit avoir un résultat analogue au théoreme B-1 du chapitre
2: sin=gl+1" avec 0 <’ < g, alors Wﬁié:%(gl+l') est non vide et possede une
composante de la bonne dimension. Le lemme B-1 ci-dessus donne un début de
démonstration: on a 'existence de fibrés semi-stables E de rang gl + I’ et de

pente 2 qui s’inscrivent dans une suite exacte

0——D(E)*——0" E 0

Comme dans la partie A, on étudie le schéma Quot,, 2,(O™*!). On montre alors
que l'on peut supposer h?(E) = n+1, h®(Ex®F) = h°(E*® Ex) = 0; ensuite on
devrait pouvoir conclure a ’aide d’une récurrence comme dans le chap. 2 partie
B, mais n’avons pas encore abouti. La question sera réglée ultérieurement.
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Chapitre 4: La conjecture

Nous allons dans ce chapitre exposer une conjecture qui pourrait donner une
solution au probleme de Brill-Noether pour ce qui est de ’existence de fibrés
stables de rang n, de degré d possedant k sections globales indépendantes.
Le résultat ne serait pas vrai pour toutes les courbes, mais pour une courbe
générique; nous préciserons ce que nous entendrons alors par générique. Avant
de formuler la conjecture elle-méme, nous allons revenir sur les résultats que
nous avons déja a notre disposition. Nous ne possedons pas encore d’éléments
pour une réelle démonstration de cette conjecture mais espérons aboutir a
"court” terme.

Remarquons tout d’abord que les résultats de [B-G-N] ajoutés a ceux des
chapitres précédents résolvent completement le probleme de I'existence pour les
fibrés stables ou semi-stables de pente u, 0 < p < 2. La symétrie de Riemann-
Roch permet alors de traiter le cas g = 3 (cf figure h). La zone d’existence
est valable pour toutes les courbes, sauf en pu = 2 et il apparait déja, méme si
I’étude n’est pas terminée, que les conditions d’existence de fibré stables avec un
nombre de sections donné sont plus larges pour une courbe non hyperelliptique
que pour une courbe hyperelliptique. Cette situation devrait étre unique.

Il semble alors que la zone d’existence est déterminée par une ligne polygonale
dont les pentes ont un coefficient directeur de la forme £.

De plus, comme le suggere le théoreme de Teixidor, I'existence de fibrés stables
de pente p avec un certain nombre de sections ne devrait dépendre que du genre
g de la courbe et de l'existence de fibrés en droites de degré inférieur a u avec
suffisamment de sections.

L’idée est donc de partir des cas résolus (g = 2, g = 3...) et d’utiliser la symétrie
de Riemann-Roch pour trouver la valeur de %, le coefficient directeur de la ligne
polygonale suivante (cf figures i et j). On obtient ainsi une ligne polygonale
continue, qui est invariante par la symétrie de Riemann-Roch. De plus, la
zone ainsi derteminée englobe la zone de Teixidor et semble particulierement
bien longer la courbe de Brill-Noether. Ceci nous conduit a faire la conjecture
suivante:

Conjecture: Soit C' une courbe lisse de genre g.

On pose ay, = 2k et B zﬁk_1+2$7k pour 0 < k < 2g — 2 etﬁozl—é. Les
points (o, Br) définissent une ligne polygonale P. Pour une courbe générique,
la zone de Brill-Noether est exactement déterminée par la ligne P, la droite de
Riemann-Roch, et les axes p = 0, A = 0. Aux points de coordonnées entiéres sur
P, une étude plus précise doit étre faite: on ne devrait avoir que des fibrés semi-
stables non-stables. Sous la ligne P, les espaces de Brill-Noether ont toujours
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une composante de la bonne dimension. Enfin, il faut comprendre par le terme
générique la chose suivante: si la courbe C admet un g}, avec § < %g (cf
théoréeme B-1 du chap. O), la conjecture est encore vraie pour p < 0 et pour
> 0, il peut exister des fibrés stables correspondants a des points au-dessus de
la ligne P.

En effet, dans I’étude des fibrés stables E de rang n et de pente 1 < pu < 2, nous
avons introduit la notation h(E) = n + [, ot [ pourrait étre appelé I’exzcédent
de sections de E. Pour [ et n fixés, on peut alors chercher le plus petit d, tel
qu’il existe un fibré stable E de rang n, de degré d avec | comme excédent
de sections. Nous pensons qu’avec des arguments du méme type que dans
les chapitres précédents, on peut montrer que sous certaines conditions F est
engendré par ses sections et que D(FE) est stable; ce fibré devrait correspondre
a un point sur la ligne P ou juste sous cette ligne (cf chap. 2). Le corollaire
C-2 du chapitre 1 prouverait alors I’assertion sur une composante de la bonne
dimension. Enfin, pour prouver qu’au-dessus de la ligne P, il n’existe pas de
fibrés stables, nous pensons qu’une étude plus précise du fibré Fx est nécessaire,
afin d’obtenir une bonne majoration de h?(E}- ® E) avec E stable (cf remarque
A-5 du chap. 1). Notons que Ek est loin d’étre un fibré quelconque, il contient
des informations importantes sur la courbe (cf [P-R]). Ceci sera étudié plus en
détails dans les mois a venir, afin de voir quelles modifications il faudrait faire
pour obtenir la bonne description.
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Annexe:
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