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Chapitre 1

Introduction

Dans toute cette thése nous notons M, 'espace de modules des faisceaux semi-stables de
rang 2 et de classes de Chern ¢; = 0, co = n sur le plan projectif Po. Ce travail se compose
de quatre chapitres, outre cette introduction :

1. le chapitre 2 rassemble les notions et les résultats essentiels sur les espaces de modules
de faisceaux semi-stables et de systémes cohérents ;

2. dans un troisiéme chapitre, on s’intéresse a la sous-variété des courbes de Poncelet.

Soient n un entier supérieur ou égal a 4, C' une conique lisse du plan projectif complexe.
Soit C une courbe plane lisse de degré n du plan projectif.

Définition 1 Le couple (C,C) est dit de Poncelet si C passe par les sommets d’un
polygone général a n+ 1 cotés tangents a la conique C.

La courbe C passe donc par n(n; U Sommets. Un théoréme de Poncelet, généralisé par
Darboux (cf [Da], [Tra]), énonce que le couple (C,C) est de Poncelet si et seulement si il
existe un pinceau de diviseurs effectifs sur C, de degré n+ 1, vérifiant la méme propriété
(pour un diviseur générique). Poncelet avait considéré des paires de conique (cas n = 2),
et des triangles inscrits dans 1'une et circonscrits a 'autre. L’étude de telles paires de
Poncelet de coniques (on peut parler plus généralement de conique m circonscrite & une
autre, m € N*, lorsqu’il existe un m—polygone inscrit dans I'une et circonscrit a autre)
est intéressante et fait intervenir des points de torsion sur des courbes elliptiques (cf [GH|
ou est présentée un critére explicite de Cayley sur les équations des coniques).

Prendre un tel pinceau de diviseurs signifie choisir un sous-espace de dimension 2 de
I’espace vectoriel des sections d'un fibré inversible de degré n 4+ 1 sur C. Trautmann
donne ainsi I'équation d’une courbe générale de Poncelet dans [Tra]. Cela lui permet de
montrer que pour une conique C fixée, I'ensemble des courbes de Poncelet de degré n
associées & C' s’identifie bien & une grassmanienne de sous-espaces de dimension 2 d'un
espace vectoriel. Plus exactement, le plongement de cette grassmanienne dans ’espace
projectif C, des courbes de degré n s’identifie au plongement de Pliicker.



Si I'on considére la famille des courbes de Poncelet associées & des coniques lisses, on ob-
tient une partie localement fermée de C,, dont on peut prendre '’adhérence. On obtient
ainsi une sous-variété projective Ponc, intégre de dimension 2n + 5, appelée variété
des courbes de Poncelet. Lorsque n = 4, cette variété est de codimension 1 dans Cy4,
et se nomme I'’hypersurface des quartiques de Liiroth. Si S,, C C, est I’hypersurface
des courbes singuliéres, c’est une question & priori difficile de connaitre l'intersection
S, N Pong,,, autrement dit de déterminer les courbes singuliéres de Poncelet.

La variété des courbes de Poncelet n’est ni normale, ni & priori Cohen-Macaulay pour
n > b, et 'on ne connait pas de systémes d’équations explicites définissant son idéal
dans C,.

C’est. pourquoi plusieurs auteurs ont cherché a trouver un modéle projectif birationnel
de Ponc,, afin de I’étudier. Ce modéle est donné par une compactification de ’ensemble
des paires (I',©), on © est un faisceau localement libre sur une conique lisse de degré
n + 1, et I' un pinceau de sections de ©. En termes plus précis, on construit un espace
de modules de ces paires (qu’on appelle plus loin systémes cohérents), soumises & une
condition plus générale de semi-stabilité; c’est une variété projective S,, munie d’'un
morphisme birationnel surjectif sur la variété des courbes de Poncelet. C’est le point de
vue adopté dans [LePT| ou les auteurs établissent les premiéres propriétés de Sy,.

Nous appelons les faisceaux semi-stables F' de rang 2 et de classes de Chern (0,n), tels
que F(1) posséde deux sections linéairement indépendantes des faisceaux de Poncelet.
A partir d’une paire (', ©) précédente, telle que © soit de support une conique lisse,
on obtient de facon naturelle un faisceau de Poncelet, et on montre que la courbe de
Poncelet associée a la paire est la courbe des droites de saut de F' (cf [Ba|), c’est-a-dire
la courbe du plan projectif dual définie par les droites [ telles que F|; 2 O; & O; (le fait
qu’il s’agisse bien d’une courbe projective est un résultat de Grauert et Miilich). Ceci
est montré dans [LePT].

La condition de semi-stabilité de F' permet d’introduire de fagon naturelle la définition
de semi-stabilité pour les systémes cohérents. Ainsi il apparait que S, est aussi un mo-
déle birationnel du sous-schéma fermé irréductible P, de M,,, dont les points sont les
classes de faisceaux de Poncelet. Le morphisme de P, sur Ponc, se factorise alors par le
morphisme de Barth 5 : P, — C,. A noter que quand n = 4 on a Py = My.

Nous montrons ici le résultat suivant.

Proposition 1 L’espace de modules S, n’est pas localement factorielle pour n > 5
(pour n =4 c’est vrai).

Nous sommes donc encore assez loin de trouver une désingularisée de la variété Ponc,,.
Toma a démontré (cf [Tom]) que la restriction du morphisme de Barth & P, est généri-
quement injective pour n > 5. Sa démonstration ne marche cependant pas pour n = 4.
La preuve dans ce cas a été apportée récemment par Le Potier et Tikhomirov : le théo-
réme principal de leur article est que le morphisme de Barth est génériquement injectif
sur M, (cf [LePT)).

Nous calculons ensuite le degré de Ponc,, relativement a son plongement dans C,,. Grace
au résultat de Toma, on rameéne le calcul de ce degré a celui d’un nombre d’intersection
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sur P, puis sur S,,. On montre alors que .5,, est isomorphe, aprés une suite d’éclatements
et de contractions & une grassmanienne relative. On est donc amené & calculer des
formules de saut du nombre d’intersection comme dans [MinH|, [MinH2|, ou l'auteur
raméne le calcul du nombre de Donaldson & celui d’'un nombre d’intersection sur un
schéma de Hilbert de sous-schémas finis du plan.

Les espaces de modules de systémes cohérents que Min He utilise concrétement sont
différents des notres : a un faisceau semi-stable F et & un sous-espace I' de HO(F (1))
de dimension 1, il associe le systéme cohérent (I', F'(1)). Les éclatements et contractions
qu’il effectue pour aboutir & un schéma de Hilbert ont des centres lisses (consulter aussi
a ce propos |[LeP1]), mais ces espaces de modules ne sont pas adéquats pour calculer le
degré de Ponc,. Notre cadre est par contre adapté mais les centres des éclatements que
nous utilisons ne sont plus lisses, ce qui complique un peu les choses.

Nous trouvons des formules valables pour tout n; le calcul pour n pair est un peu
plus difficile. Nous avons fait quelques applications numériques. On obtient le théoréme
suivant, dont le premier point est connu depuis longtemps.

Théoréme 1 Pourn =4 et n =25, on obtient le degré de la variété des quartiques de
Liiroth et des quintiques de Poncelet :

(a) pour n =4, on obtient le nombre de Donaldson q13 = 54,

(b) pour n =75, ce degré est 6867.

. Dans un quatriéme chapitre, on s’intéresse a des diviseurs de My et a la dimension de
leurs systémes linéaires.

Quand n = 4, une base du groupe de Picard Pic(My) est donnée par les classes des
fibrés D et A, que nous précisons plus loin (D est le fibré déterminant de Donaldson).
Nous caractérisons le cone ample, une question qui a déja été résolue par Strgmme (cf
[Strg|) dans le cas n impair, et dont la réponse se formule dans une autre base que celle
de Drézet. Nous montrons également que le fibré inversible D®™ @ A®P, pour m,p € Z,
posséde des sections non nulles si et seulement si p 4 2[%#] > 0 (la notation [ ] désignant
la partie entiére).

On calcule ensuite la dimension de I'espace des sections H(My, D™ ® A), pour m € Z.
Pour m < 0, cette dimension est nulle. Nous calculons en fait la fonction polynoéme

P :m — x(My, D™ @ A)

définie pour m € Z. Pour m > 0 il est facile de voir que P(m) est la dimension cherchée.
On commence par remarquer que pour calculer P il revient au méme de calculer la
caractéristique d’Euler de I'image réciproque du fibré D™ @ A sur Sy (on a en effet un
morphisme birationnel 7 : Sy — Py = My).

La méthode utilisée est la méme que celle du premier chapitre : grice a trois éclatements
et contractions, on passe de l’espace de modules de systémes cohérents Sy & une grass-
manienne relative sur la conique universelle. Nous faisons des calculs de saut au passage
de chaque valeur critique. On aboutit alors au théoréme suivant :
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Théoréme 2 La dimension de I’espace vectoriel H'(My, D®™ @ A), pour m > 0, est
égale a

10
9
o [[(m+i)- (2m+11) - (3m® + 33m + 104)
Toi=1

On remarque que le polynéme P vérifie I’équation fonctionnelle
Pm—5)=—-P(—6—m), VmeZ

ce qui peut s’interpréter aussi comme le fait que x(OMy, D™ ®@ A1) = 0 pour m € Z,
ou OMy est le bord de 'espace de modules My, i.e I'hypersurface des classes de faisceaux
non localement libres. Nous ne savons malheureusement pas expliquer directement ce
fait, qui est équivalent & ce que les images directes R73,(A~"') soient nulles pour j > 0
(ot 3 est le morphisme de Barth).

Pour m =1, on a P(1) = 105, ce qui permet de vérifier un cas particulier de la conjecture
de dualité étrange : il existe un morphisme de dualité étrange

D :HOPY! (detL¥)®2)* - HO(My, D ® A)

ol P[24] est le schéma de Hilbert des sous-schémas finis de longueur 4 du plan projectif

et L est le fibré vectoriel de rang 6 sur P[24] défini par L = pr,(0=(2)), ot E est le

sous-schéma universel de P[24] x Py et pr est la projection sur le premier facteur. Le
travail fait par Le Potier dans [LeP4| permet de dire que D est un isomorphisme.

. Dans un cinquiéme chapitre, nous nous intéressons a deux questions indépendantes qui
viennent compléter ’étude des diviseurs du chapitre précédent.

Tout d’abord, on se demande si il existe une surface de M,,, c’est-a-dire une sous-variété
compléte de dimension 2, ne rencontrant pas le bord 0M,, 7

Dans [LePH]|, Le Potier et Hulek répondent négativement a la question pour n = 3. On
utilise la propriété trés particuliere de M3 d’étre lisse, isomorphe a 1’éclaté d’une grass-
manienne. On se raméne donc & des calculs dans "anneau de cohomologie H*(M3) qui
est simple & décrire (cf [F]). Mais on utilise également le fait que sur 'ouvert M3\ OMs,
les fibres du morphisme de Barth 3 sont de dimension < 1. Ceci n’est pas vrai pour
n > 4, mais nous ne faisons pas dans ce travail I’étude des fibres de .

Pour n = 4, cas que nous considérerons encore ici, la situation semble plus compliquée.
L’espace de modules M, n’est que localement factoriel, son ensemble singulier étant de
dimension 8 (fermé des points strictement semi-stables). D’aprés ce qui précéde, une
premiére idée est donc de considérer la méme question & propos des surfaces de S4. De
plus les systémes cohérents étudiés sont portés par des coniques, et I’on dispose donc
d’un morphisme support o : S4 — P5. Nous montrerons le théoréme suivant :

Théoréme 3 SiY est une sous-variété compléte de Sy ne rencontrant pas le bord 0Sy,
la restriction oy est un morphisme fini sur son image au dessus de l'ouvert des coniques
réduites.



Au dessus des coniques doubles la situation semble un peu plus compliquée. II n’est
d’ailleurs pas exclu que ’on puisse construire des courbes contenues dans une telle fibre
et évitant le bord. En faisant varier la conique double on pourrait espérer ainsi construire
une surface qui évite 9.5j.

Dans une seconde section, on s’intéresse & un diviseur remarquable de My, noté D; dans
[LePT].

Soit H = B(M,) I'hypersurface de C4 des quartiques dites de Liiroth. Le diviseur 571(Sy)
de My, out Sy est le diviseur des quartiques singuliéres, est réunion de plusieurs compo-
santes intégres, dont certaines avec multiplicité (cf [LePT] théoréme 6.10). On met ainsi
en évidence des diviseurs intégres D1 et Do dont 'image par § sont des hypersurfaces
L1 et Lo et sont appelées quartiques de Liiroth singuliéres de type I et II.

Il est déja montré dans [LePT| que la restriction 3|p, est génériquement injective. Un
représentant générique de Lo vérifie une condition géométrique simple : c’est une quar-
tique singuliére en un point ordinaire, dont le cone tangent coupe la quartique en deux
points sommets d’une bitangente.

Une quartique générique de L1 est aussi singuliére ordinaire, et nous calculons une de
ses équations dans un repére bien choisi. Nous remarquons alors qu'une telle quartique
est aussi caractérisée par une relation entre cone tangent au point singulier et une de
ses bitangentes. Nous montrons ainsi & la suite la proposition suivante :

Proposition 2 La restriction 3|p, est injective.

On connait ainsi le degré de L1, et 'on retrouve également le fait que 3 : My — C4 est
génériquement injective : en effet, la formule donnant 1’expression du diviseur 571(Sy)
fait intervenir D avec la multiplicité 1, ce qui montre que le rang générique de la
différentielle d3 le long de D est 13.
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Chapitre 2

Espaces de modules de faisceaux et de
systémes cohérents semi-stables sur le
plan projectif

Si X est une variété projective lisse, on note K (X) le groupe de Grothendieck des Ox —modules
cohérents. C’est le groupe abélien libre engendré par ’ensemble des classes d’isomorphisme de
faisceaux algébriques cohérents sur X quotienté par le sous-groupe engendré par les éléments
de la forme F' — G — H, dés que l'on a une extension 0 — G — F' — H — 0. Les éléments de
K (X) sont appelées des classes de Grothendieck.

Le produit tensoriel sur les fibrés vectoriels s’étend en une loi d’algébre sur K (X) :si F, G
sont des Ox—modules cohérents, on pose

F.-G= Z )" Toryy (F,G)

ou la somme précédente est finie (tout faisceau cohérent sur X admet une résolution de
longueur finie par des faisceaux localement libres). On peut se reporter a [Se| pour plus de
détails.

Sur K(X) est définie une forme quadratique ¢ : u ~— x(u?). On note Kuum(X) =
K(X)/Ker(q). Lorsque ¢ est une classe dans K(X), on note ¢ = ¢* - wx, 'opération no-
tée * étant 'opération qui a la classe d’un fibré vectoriel associe son dual. On vérifie en effet
que * se prolonge de fagon unique en une opération définie sur K (X) (en utilisant I’existence
de résolutions localement libres finies pour tout module cohérent).

Exemple: Le groupe de Grothendieck K (P3) est isomorphe & Z3. En effet, & la classe d'un
faisceau cohérent F' on associe le triplet (rg(F'),c1(F), x(F)). Cette application se prolonge
en un morphisme de groupes de K (P3) dans Z*, dont on peut montrer qu’il est bijectif.

La forme quadratique ¢ définie précédemment est ici : ¢(F) = 2ry + ¢ —r2. O

2.1 Faisceaux semi-stables sur le plan projectif

Rappelons aussi la notion de multiplicité d’'un module cohérent (cf [Se]).

Définition 1 Soit X un schéma projectif, muni d’un faisceau inversible tres ample Ox (1)
donné par un plongement dans un espace projectif Py, N > 0. Soit F un Ox —module cohérent,
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on pose la fonction P :n — x(F(n)), pour n € Z. Alors P est une fonction polynomiale, dont
le terme dominant s’écrit r-n?/d!, avec d = dim(Supp(F)). L’entierr est appelé la multiplicité
de F'.

Lorsque le support de F' est X, la multiplicité est appelé le rang de F'. En conservant les
notations de la définition, nous appelerons le polynéme p(F) = @ polyndéme de Hilbert

réduit de F'.

Définition 2 Un faisceau algébrique cohérent ' de dimension d et de multiplicité r sur une
variété projective lisse X est dit semi-stable (resp. stable) si :

1. il est pur de dimension d, i.e si F' n’a pas de sous-faisceau cohérent non nul de dimension
<d

2. Pour tout sous-faisceau cohérent F' C F de multiplicité 0 <" <, on a

P.. P
= <=L (resp. <)
r r

L’ordre considéré sur les polyndémes est 'ordre lexicographique. La catégorie additive des
faisceaux semi-stables est une catégorie abélienne et artinienne (toute suite décroissante est
stationnaire). Tout faisceau semi-stable F' admet une filtration de Jordan-Holder dans cette
catégorie, i.e une suite décroissante {0} = Fy C Fy C ... C F, = F dont les gradués sont
stables. Le gradué total de cette filtration est unique, et deux faisceaux semi-stables sont dits
S—eéquivalents si leurs gradués de Jordan-Holder sont les mémes.

Soit ¢ € Kpum(X) une classe représentée par un module cohérent non nul de dimension d.
Considérons le foncteur contravariant S — M y(c)(S) qui & une variété algébrique S associe
I’ensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux cohérents F sur S x X, plats sur 5, tels
que pour tout point fermé s € S le faisceau F(s) soit semi-stable de dimension d et de classe
de Grothendieck c.

Théoréme 1 Il eziste pour le foncteur M x(c) un espace de modules grossier Mx(c), dont
les points fermés sont les classes de S—équivalence de faisceaux semi-stables de classe c. C’est
un schéma projectif.

Exemple: Soit h la classe dans K (P3) donnée par le faisceau O;, ot [ est une droite du
plan. Le théoréme précédent, appliqué a ¢ = 2 — nh?, donne l'espace de modules M,, des fais-
ceaux sur Ps, semi-stables de rang 2 et de classes de Chern ¢; = 0, co = n. C’est une variété
projective localement factorielle de dimension 4n — 3. Quand n est pair, son lieu singulier est
de dimension 2n, c’est le fermé des classes de faisceaux strictement semi-stables. [

On prend X = P> dans la suite et h la classe de la section hyperplane. La famille des
faisceaux semi- stables de classe ¢ donnée étant limitée, il existe un entier m tel que F(m)
soit engendré par ses sections et HY(F(m)) = 0 pour tout F' semi-stable de classe ¢ et tout
g > 0. On obtient alors Mx(c) en prenant le bon quotient au sens de Mumford (cf [MuF], ou
[LeP]| chapitre 6) d’un ouvert de points semi-stables du schéma de Hilbert des quotients d’un
faisceau localement libre E = H® Ox(—m), avec dim H = dim H°(F(m)) sur lequel agit le
groupe linéaire GL(H) (cf [LeP]).
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Remarque : En fait, on établit une équivalence entre la propriété d’étre un point semi-
stable pour l'action du groupe et d’étre semi-stable en tant que faisceau avec de plus la
condition d’isomorphisme H°(E(m)) ~ H°(F(m)) (pour plus de détails, cf [LeP] lemme 7.2.4).

A noter que dans |[Gie|, auteur donne une autre construction de M, comme bon quo-
tient d’une sous-variété d’un espace projectif, dit espace de Gieseker, paramétrant des formes
bilinéaires alternées (a valeurs dans un espace vectoriel). Cet espace est plus gros que notre
schéma des quotients. []

Pour tout n > 2, M,, est une variété intégre de dimension 4n — 3. Quand n impair, elle
est lisse et il y a un faisceau universel sur M, x Py, qu’on note en général F. Dans ce cas,
si 'on considére deux faisceaux universels F et F l, il existe alors un faisceau inversible L sur
M, tel que F ~L®ZF. Pour n =3 on dispose méme d’une description explicite de M3 en
tant qu’éclaté d’une grassmanienne (cf [LePH]).

Pour n = 2 on a un isomorphisme My ~ Pj (cf ci-dessous). Quand n > 4 est pair, il n’y a
plus de faisceau universel sur M,, X P2, méme au dessus de I'ouvert des points stables.

La construction de M,, comme bon quotient d’une variété a dans ce cas des conséquences
importantes sur le type de singularités de cet espace de modules.

Définition 3 Soit Y une variété normale. On dit que Y est a singularités rationnelles si il
existe une désingularisation, i.e un morphisme birationnel f : Z — Y avec Z lisse, telle que
l'une des deux conditions équivalentes suivantes soit satisfaite

1. R'f(Oz) =0 pouri >0
2. X est Cohen-Macaulay, et f.(wz) = wy

ot wy et wy sont les faisceaur dualisants de'Y et Z.

Pour la théorie de la dualité, on peut se reporter & [Ha2| ou a [Mor| pour un bref résumé des
résultats principaux. Pour la preuve de I’équivalence des deux conditions, on se reportera a
[Ke|. De plus, on a le théoréme suivant (cf [Bout]) :

Théoréme 2 Soit G un groupe réductif opérant sur une variété Y a singularités rationnelles
et soit Y = Yl//G un bon quotient de Y. Alors Y est & singularités rationnelles.

Ceci permet de voir que M, est a singularités rationnelles. En effet, d’aprés un théoréme de
lissité des schémas de Hilbert de quotients, on montre que 'ouvert des points semi-stables
dont on prend le quotient par l'action du groupe est lisse (cf [LeP| chap. 8); on a en effet
Ext?(F,F) = 0 si F est semi-stable de classes de Chern (0,n), car par dualité de Serre cet
espace vectoriel est isomorphe au dual de Hom(F, F(—3)), et le polynéme réduit de F(—3)
est strictement inférieur & celui de F'. Ces deux faisceaux étant semi-stables, tout morphisme
de F dans F(—3) est nul.

Supposons un instant que la surface X soit juste projective lisse. En un point correspondant
& la classe d’isomorphisme d’un faisceau stable F' de classe ¢, on a une description explicite
de l'espace tangent Tz M. x(c), et on a aussi un critére pour savoir si ce point est lisse.

Théoréme 3 [l existe un isomorphisme canonique T(pMx (c) ~ Ext!(F, F). Au voisinage
d’un tel point, l'espace de modules Mx (c) est isomorphe au schéma des zéros d’un morphisme

d’un germe de schéma lisse d’espace tangent de Zariski Ext*(F, F) & valeurs dans Ext?(F, F).
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Ceci permet par exemple de prouver que I'espace de modules Mx (c) est localement intersection
compléte au voisinage d’un point stable, lorsqu’il a la “bonne” dimension. Pour X = Ps et
c1 =0, co = n, 'énoncé dit simplement que 'ouvert des points stables de M, est lisse.

2.2 Modules de saut des faisceaux semi-stables et morphisme
de Barth

A toute classe de faisceau semi-stable F' dans M,,, on associe sa courbe de droites de saut,
qui est une courbe de degré n dans IP5. Les points de cette courbe sont les droites | € P5 telles
que HY(F(—1)|;) # 0, autrement dit tels que F|; soit non isomorphe au fibré trivial (cf [Ba]).
En effet le théoréme de Grauert-Miilich permet d’affirmer que ’ensemble de ces droites est
une courbe.

On définit ainsi le morphisme dit de Barth

B: M, —C,
de M, dans l’espace projectif C,, de dimension @ des courbes planes de degré n de P3.

Lorsque n = 2, B : My — Cy ~ P5 est un isomorphisme. La classe d’un faisceau semi-stable
de rang 2 et de classes de Chern (0,2) est donc déterminée par sa conique de saut.

Cette définition de droite de saut n’est en fait qu’'un cas particulier de la notion de module
de saut. Un Ox—module cohérent G semi-stable est dit de saut pour F' semi-stable de classe
de Grothendieck (2,0,2 — nh?), si :

1. F est transverse a G, i.e E?X (F,G) =0 pour i > 1,

2. la classe de Grothendieck [G] est orthogonale & (2,0,2 — n) pour la forme quadratique
usuelle, i.e x(F ® G) = 0 en vertu de (1), avec de plus H?(F ® G) = 0,
3. on a H'(F ® G) # 0, ou de fagon équivalente H(F @ G) # 0.

La condition 1. implique que [F]-[G] = [F'® G| dans I'algebre K (X), et la condition 2. est
toujours satisfaite lorsque le support de G est de dimension 1. Une droite [ est donc de saut
pour F' si et seulement si le faisceau O;(—1) est un module de saut pour F.

L’hypothése de semi-stabilité de G dans la définition sert & définir les morphismes de
dualité étrange (voir section ci-aprés).

2.3 Groupe de Picard des espaces de modules de faisceaux semi-
stables

On se reporte a [LeP3| pour cette section. On note h la classe dans K (P2) de la section
hyperplane.

Proposition 1  Soit une classe de Grothendieck v € K(P3) orthogonale a la classe 2 — nh?.
1l existe un fibré inversible D, sur M, unique & isomorphisme prés et vérifiant la propriété
universelle suivante : si S est une variété algébrique et F un faisceau sur S x Po, S— plat,
paramétrant des faisceaur semi-stables sur Py de classe de Grothendieck ¢ = 2 — nh?, et si
f:8 — M, est le morphisme modulaire associé, on a la relation

AF(v) = det(pry(F - v)) ~ f*(Dy)
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ot le produit de K-théorie F-v a lieu dans K (S xPs). Ceci a un sens méme si S est singuliére
car on utilise des classes de faisceaux plats sur S. Le morphisme

pr;: K(S x Py) — K(95)

est le morphisme qui associe a la classe d’un faisceau algébrique cohérent F plat sur S la classe
de o
> (=1)'Ripr,(F)

%

Dans I’énoncé précédent, le déterminant a un sens méme si S est singuliére en vertu du lemme
suivant. On note dans toute la suite D, = Ay, (v).

Lemme 1 Dans la catégorie dérivée D(S) associée a la catégorie abélienne des Og—modules
cohérents, le complexe Rpr, (F ®ép2 v) € D(S) est isomorphe a un complexe borné de fibrés
vectoriels sur S.

Preuve: Soit un entier mg tel que Ym > mg on ait HZ(F(m)) = 0 pour tous ¢ > 0 et F
semi-stable de classe de Grothendieck fixée. D’aprés le théoréme A de Serre relatif, le faisceau
F admet une résolution R par des faisceaux localement libres du type Og ® O(—n)*, avec
n >> 0 suffisamment grand. L’élément v est un élément de la catégorie dérivée bornée D?(Ps)
des faisceaux cohérents sur Po, et est représenté par un complexe V- borné de fibrés vectoriels.
Choisissant n assez grand il est clair que I'image directe Rpr, dans D(S) du complexe de fibrés
R ® V" sera représentée par un complexe borné de fibrés. [

Lorsque n est impair, le fibré D, se construit en prenant un faisceau universel défini sur
M,, x Py et en appliquant la formule de I’énoncé.

Lorsque n est pair, c’est un peu plus délicat : I’espace de modules M, est le bon quotient
d’un ouvert U d’un schéma de Hilbert. Cet ouvert U est formé de points semi-stables pour
I'action d’un groupe réductif linéaire. Soit F un faisceau universel sur U x Py, on définit le
faisceau inversible det(pr (F - (v))) sur U. L’action du groupe se linéarise a ce fibré (pour la
définition d’une linéarisation cf [MuF]).

Lemme 2 En un point p d’orbite fermée, le stabilisateur de p agit trivialement sur la fibre
du fibré inversible précédent.

Preuve: D’une fagon générale le stabilisateur en un point est isomorphe au groupe des auto-
morphismes du faisceau associé a ce point (cf [LeP| Lemme 8.3.1).

Si p est stable ce stabilisateur est trivial car un faisceau stable a pour groupe d’automor-
phismes C*. Si p est un point correspondant & un faisceau F' strictement semi-stable, alors F’
est nécessairement un faisceau polystable par hypothése, i.e il s’écrit comme somme directe
& Fy, ou F; est un faisceau de multiplicité 1, nécessairement stable et de classe de Grothen-
dieck 1 — %hQ. Alors le stabilisateur en un tel point est : soit C* x C*; soit GLo(C), dans le
cas ou Fy| ~ Fj.

Dans le premier cas, 'action du couple (o, 3) sur la fibre est la multiplication par «
ou <, > désigne la forme quadratique sur K (P3). Or < ¢,v >= 0, ce qui permet de conclure.

Dans le second cas, I’action d’une matrice A sur la fibre est la multiplication par det(A)<%V~,
ce qui permet de conclure. [

<c/2,v>ﬁ<c/2,v>
)
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Le lemme de descente de Kempf (cf [LeP| ex. page 138) s’applique donc, et on peut véri-
fier que le fibré quotient obtenu satisfait & la propriété universelle. Pour une preuve détaillée
on peut consulter [LeP3| théoréme 2.5 page 220. Nous reprendrons l'idée de la construction
précédente pour définir des fibrés inversibles sur les espaces de modules de systémes cohérents.

On définit ainsi deux fibrés inversibles sur M, : D = Ay, (—h + h?), et B = Ay, (u),
avec u = 2 + 2h + (n — 4)h? (ces fibrés seront éventuellement indicés par n dans la suite). Le
théoréme suivant est di & Drézet (cf [Dre]).

Théoréme 4 Lorsque n est impair, les classes des deux fibrés D et B forment une base du
groupe de Picard Pic(M,). Lorsque n est pair, la classe de B est divisible par 2, et si on pose
A= 1B le couple (D,.A) est une base de générateurs.

Le fibré D s’appelle le fibré déterminant de Donaldson. Il est isomorphe a l'image réci-
proque du fibré O(1) par le morphisme de Barth /3. Cela lui donne des propriétés intéressantes
comme celle d’étre nef et big (il n’est pas ample car 3 posséde des fibres de dimension > 1). A
noter que cette preuve du fait que D est big s’appuie sur le théoréme de Le Potier-Tikhomirov
qui dit que S est birationnel sur son image.

Revenons maintenant au cadre de la section 2.2. Etant données deux classes orthogonales ¢
et c¢* telles que tout couple de faisceaux semi-stables de classes ¢ et ¢* vérifient les conditions de
définition de module de saut, on peut définir des fibrés inversibles D, .« et D« . respectivement
sur M. et M.~ avec la formule de la définition 1. On peut aussi définir (cf [Dan|) une section
canonique du fibré D, o« XD« . sur M. x M.+ dont le lieu des zéros est précisément formé des
couples ([F],[G]) tels que HY(F ® G) # 0. On définit ainsi un morphisme canonique

HO(MC* y Dc*,c)* - HO(Mca Dc,c*)

C’est une question ouverte de savoir quand un tel morphisme est un isomorphisme. Jusqu’a
présent quelques cas particuliers ont été examinés et la réponse a été positive.

2.4 Systémes algébriques et familles de systémes cohérents sur
P,

2.4.1 Définitions

Soit S un schéma. On appelle systéme algébrique au dessus d’un schéma de base S la
donnée d’un triplet A = (T',7,©®) tel que O soit un module cohérent sur S x X, tel que I soit
un Og module cohérent, et tel que i : T' — pr,(©) soit un morphisme de faisceaux cohérents.

Pour deux systémes algébriques A’ = (I‘/,i/,@/) et A = (I‘",i",@//) sur S, on peut
définir un faisceau cohérent Ho_mpr(A/,A") sur S, dont les sections au dessus de l'ouvert
U C S sont données par les couples (f,o) ou f : G')/’pr—l(U) — 9//|pr_1(U) est un morphisme
de Oy x modules et o : I — I'" un morphisme de Oy modules tels que I'on ait un diagramme
commutatif




ou pr, (f) est le morphisme induit par f sur les images directes. Le préfaisceau de Og—modules
ainsi défini est un Og—module cohérent. En particulier, on désigne par Hom(Al, AN) I’espace
vectoriel des sections globales du faisceau Ho_mpr(A/, AN). L’ensemble des systémes algébriques
sur un schéma .S forme donc une catégorie.

Dans [MinH], [MinH2|, I'auteur prouve que la catégorie des systémes algébriques sur S est
une catégorie abélienne avec assez d’objets injectifs. Cela nous permet de parler de noyau,
conoyau, image d’un morphisme de systémes algébriques sur S. Etant donnée un systéme
algébrique A’ sur S, on peut définir le iéme foncteur dérivé du foncteur Ho_mpr(A/, —), ce
qui permet donc d’introduire les faisceaux @;r(A/, AN). Dans le cas oul S est un point, on
obtient pour deux systémes algébriques A" et A" les espaces vectoriels Exti(A/ , AN), pour ¢ > 0.

Introduisons maintenant la notion de systéme cohérent.

Définition 4  On appelle systéme cohérent un couple A = (I', F') formé d’un faisceau cohérent
F de dimension d sur X = Py et d’un sous-espace vectoriel I' C HO(F).

Un systéme cohérent est donc en particulier un systéme algébrique au dessus d’un point. On
peut donc parler de morphismes de systémes cohérents en tant que morphismes de systémes
algébriques.

Le noyau d’un morphisme de systémes cohérents est un systéme cohérent, mais en général
le conoyau d’un morphisme de systémes cohérents n’est pas un systéme cohérent. Néanmoins
si on se donne un sous-faisceau F' C F et qu'on pose I' = TNHY(F) et A" = (I', F'), le
conoyau de injection 7 : A" < A est un systéme cohérent A" = ()T, F/F'). Si ¢(F) = c et
dim(T") = &, on dit que A est de type (c, k).

On peut aussi introduire des familles de systémes cohérents sur une base quelconque, mais
nous souhaitons rappeler que nous prenons plus de précautions pour cette définition que pour
celle des systémes algébriques sur une base.

Définition 5 Une famille plate sur S de systémes cohérents de type (c, k), avec ¢ € K(X)
et k € N*, est un couple (T, ®) tel que © soit un faisceau cohérent sur S x Pay, qui soit un
Og module plat, et T' un sous-faisceau localement libre de rang k du faisceau cohérent pr,(©)
tel qu’en un point s de S on ait :

1. Le faisceau ©(s) est de classe de Grothendieck c,

2. le morphisme composé d’espaces vectoriels T'(s) — pr,(©)(s) — H(O(s)) est injectif.

Une telle famille plate sur S de systémes cohérents est en particulier un systéme algébrique sur
S. La catégorie des familles plates sur une variété donnée S de systémes cohérents se plonge
naturellement dans la catégorie abélienne des systémes algébriques au dessus du schéma de
base S. Lorsqu’on aura deux familles plates A et A” sur S de systémes cohérents, les iémes
foncteurs dérivés Mf)r(A/, A") et Ext?(A",A"), pour i > 0, seront donc calculés dans la caté-
gorie des systémes algébriques.

La proposition suivante sera souvent utilisée pour calculer explicitement ces objets dans
ce cas.
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Proposition 2 Soit S une variété algébrique, et A = (T,0) et A = (I',0") deuzx familles
S—plates de systémes cohérents sur S x X, avec S une variété, on a une suite exacte

0 — Hom (A, A") — Hom (©,0") — Hom(T', pr,(©")/I")
— Ext}, (A, A") — Ext}, (©,0") — Hom(T',R'pr, (@) — ...

Signalons enfin que nous disposons de la notion d’image réciproque d’un systéme algé-
brique, et d’une famille plate de systémes cohérents.

Définition 6 Soit A = (T',i,0) un systéeme algébrique sur S, et soit f : S — S un mor-
phisme de schémas. Alors on note f*(A) le systéme algébrique sur S donné par le triplet
(*(T), £(0), *(©)).

Avec cette définition si de plus A est une famille plate sur S de systémes cohérents, le
systeme algébrique f*(A) est une famille plate sur S’ de systemes cohérents.

Dans I’énoncé précédent, le morphisme f*(i) est donné par la composée f*(I') — f*(pr,(®)) —
pr.(f*(®)). Le second point est alors clair, car en s € S d’'image s par f, on a le diagramme
commutatif suivant

! !

s') = pr.(f*(©))(s) —=H(f*(©)(s)

A

r pr.(©)(s) H(©(s))

f*

1

Par exemple, si S C S est linclusion d’un sous-schéma de S, et si A est un systéme
algébrique sur S (respectivement une famille plate sur S de systémes cohérents), on pourra
parler du systéme algébrique sur S’ (respectivement de la famille plate sur S’ de systémes
cohérents) "restreint(e)" Algr.

2.4.2 Systémes cohérents a semi-stables

Pour une systéme cohérent de type (¢, k) on peut définir une notion de a— semi-stabilité
lorsque « est un polynoéme strictement positif a coefficients rationnels.

Définition 7 Un systéme cohérent A = (I', F') est o semi-stable (resp. stable) si F' est pur de
multiplicité r et si pour tout sous-faisceau F' C F de multiplicité r' < r on a

dim(T’ P,  dim(T P
dim@) | P @) PP e, <)
T T T T

o T" =T NHY(F").

Pour un systéme cohérent A, on note pj o le membre de droite de I'inégalité. Ce polynome
sera appelé simplement pente du systéme cohérent A. Si deg(a) > dim(F') la condition de
semi-stabilité équivaut a

dim(T") _ dim(T") P _Pp

; < et si = alors < —.
r T r r

On dira simplement dans ce cas que le systéme cohérent (I', F') est semi-stable (car le paramétre
a n’intervient plus).

Si A est « semi-stable, il existe une filtration de Jordan-Hélder dont les gradués sont des
systéemes cohérents A; stables tels que pa, o = paa-
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Théoréme 5 ([MinH2|) Pour une classe ¢ € K(P3) donnée et un entier k fizé, il existe un
espace de modules grossier Sy k. pour le foncteur contravariant Sy, . qui a une variété algébrique
S associe I’ensemble des classes d’isomorphisme de familles plates sur S de systémes cohérents
a semi-stables de type (c,k). Les points fermés de Sq . correspondent auz classes de S—
équivalence.

L’espace de modules S, j . se construit d'une fagon similaire & celle de Mx(c) : on montre
que la famille des systémes cohérents de type donné est limitée, et on obtient S, ;. en prenant
le quotient par un groupe linéaire GL(H) d’un ouvert de points semi-stables d’un produit
d’un schéma de Hilbert des quotients avec une grassmanienne (on tient en effet compte du
sous-espace I'). Nous donnerons quelques précisions de plus dans le premier chapitre.

Ces espaces de modules de systémes cohérents ont un lien avec les espaces de modules de
faisceaux semi-stables (qui sont réellement les objets que nous voulons étudions). Ceci sera bien
stir précisé dans cette thése. Pour le moment nous nous contentons de rappeler des résultats
connus sur les espaces de modules de systémes cohérents semi-stables pour un parameétre.

2.5 Questions de lissité et schémas de quotients de systémes
cohérents

Voici un critére suffisant de lissité pour les espaces de modules de systémes cohérents «
semi-stables, qui ressemble beaucoup & celui des espaces de modules de faisceaux.

Théoréme 6 ([MinH2] Thme 3.12) Soit A un systéme cohérent a— stable, de type (k,c), et
p le point qu’il définit dans Sq k. Alors :
— lespace tangent de Zariski T, Sq k.. est isomorphe & Ext!(A,A),

— si Ext?(A,A) = 0, alors p est un point lisse de Sa k-

De plus, au voisinage de p, l'espace de modules S, 1 . est isomorphe au schéma des zéros
d'un germe de schéma lisse d’espace tangent Ext'(A, A) & valeurs dans Ext?(A, A).

Sur une variété S paramétrant des systémes cohérents a—stables, il peut étre utile de
savoir si la partie localement fermée des points de S correspondant & des systémes S—instables
(6 > «) est lisse et de connaitre son fibré normal. Pour cela on dispose d’un critére pratique
faisant intervenir la notion suivante.

On considére des objets filtrés dans une catégorie abélienne A ayant assez d’objets injectifs.
On suppose que les gradués de cette filtration sont indexés par le méme ensemble fini.

Définition 8 Pour A, B € A, on note Hom_(A, B) les morphismes de A vers B respectant
la filtration, et Hom, (A, B) = Hom(A, B)/Hom_(A, B).

On définit le foncteur Ext’ (A, —) comme le iéme foncteur dérivé de Hom_ (A, —) dans la
catégorie des objets filtrés.

Soit B — I* est une résolution de 'objet B par des objets injectifs filtrés dont les gradués
sont injectifs, tels que le complexe formé par les gradués de degré k soit une résolution du
kieme gradué de B (il en existe toujours). On a alors Ext’ (A, B) = H (Hom* (4, I*)) et on
pose de plus Ext’, (A, B) = H'(Hom (A, I*)).

La proposition suivante est immeédiate.
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Proposition 3 Sous les hypothéses précédentes, on a une suite exacte
.. — Ext’ (4, B) — Ext'(A, B) — Ext', (A, B) — Ext™ (A4, B) — ...
Pour calculer en pratique ces groupes Ext* filtrés, on utilise une suite spectrale.

Proposition 4  Sous les hypothéses précédentes, on note gri(C) le i—éme gradué d’un objet
filtré C € A. On a une suite spectrale de terme

P _ 0 ‘ ' si p<O
L7 @ExtPT(gr'(A),gr"P(B)) si p>0

qui converge vers Ext’i+q(A, B) en degré p+q. De méme, il existe une suite spectrale de terme

P _ @ ExtPT(gri(A), gr' P(B)) si p<0
710 si p>0

qui converge vers Extzf_q(A, B) en degré p + q.

Nous pouvons enfin énoncer notre critére.

Proposition 5 Supposons que A soit une famille plate sur S de systémes cohérents a— semi
stables. Soit s € S correspondant a une classe A = A(s) a—stable et f—instable. On munit A
de sa filtration d’Harder-Narasimhan relative 6 3. Supposons que :

— le morphisme TsS — Ext!(A, A) est surjectif,

— on a Ext? (A, A) = Exti(A,A) = 0.

Alors le liew Sz C S des points B—instables est lisse en s, d’espace normal isomorphe a

Ext} (A, A).

Il arrive que de telles strates de points S— instables apparaissent comme des schéma de
quotients de Hilbert relatifs au dessus de S (cf chapitres 2,3).

Nous utilisons aussi les groupes Ext filtrés dans un cadre relatif, ¢’est-a-dire que 1’on peut
parler de foncteurs dérivés filtrés @;r + appliqués a des familles de systémes algébriques A

sur une base S munies d’une filtration dans la catégorie considérée. Nous tenons juste a rappe-
ler ici au lecteur les rudiments sur ces schémas de quotients de familles de systémes cohérents
que nous utilisons.

Le schéma de Hilbert des faisceaux quotients de polyndéme de Hilbert donné d’un faisceau
cohérent donné vérifie une propriété universelle qu’on peut trouver dans |Gro| ainsi que sa
construction. On peut adapter un tel théoréme-définition au cas d’une famille S— plate de
systémes cohérents.

En effet, soit A = (', ®) une telle famille, avec ® un faisceau sur S x X. Soit le foncteur
qui & un morphisme a : S — S de variété algébriques associe I'ensemble des familles S’ —plates
de systémes cohérents A" quotients de (o X idx)*(A) sur S" x X, tels que pour tout s € S,
le systéme cohérent A'(s) soit de type (k, c).

Dans [MinH2|, Min He prouve que ce foncteur est représentable par un schéma projectif sur
S. De plus il montre la proposition suivante qui donne des informations sur I’espace tangent en
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un point de ce schéma des quotients, et qui est adaptée de la proposition 15.2.1 de [LeP] (voir

aussi [HuLe| annexe du chapitre 2), dont 1’énoncé porte sur les faisceaux (c’est le théoréme
1.26 de [MinH]).

Proposition 6 Avec les notations précédentes, soit un point t = (s, A/) du schéma de Hilbert
des quotients Quoty .(A/S). On note A" le noyau du morphisme quotient A(s) — A'. On

obtient ainsi une filtration de A(s) de gradués (A", N"). On a alors une suite exacte d’espaces
tangents (ot les groupes Ext filtrés sont relatifs a la filtration précédente) :

0 — Ext(A(s), A(s)) — TQuoty .(A/S) — TS s Ext! (A(s), A(s))

Le morphisme wy se déduit du morphisme infinitésimal de Kodaira-Spencer w : T3S —
Ext!(A(s), A(s)).

On a par ailleurs dans I'énoncé précédent Ext9 (A(s), A(s)) = Hom(A", A"), et Ext} (A(s), A(s)) =
Ext' (A", A)).

21



22



Chapitre 3

Faisceaux semi-stables sur le plan
projectif et variété des courbes de
Poncelet

3.1 Généralités et notations

Tous les schémas considérés ici sont des schémas de type fini sur C. Par variété on entend
schéma de type fini et réduit.

1. A chaque fois que I'on considére un produit 7' x X, ou T et X sont des schémas, pr dé-
signe la projection sur 7', et pry la projection sur X. On appelle D la variété d’incidence
dans IP5 x Py, des couples (I, z) avec z € [. On note donc pr la projection de D sur P3.
La notation A désignera la diagonale réduite de Py x Py, ou du méme produit avec P35,
selon le cas.

Lorsqu’on se donne un morphisme f : X — Y, et F' un faisceau cohérent sur Y, on
note parfois F = f*(F') (en gras) I'image réciproque sur X lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Si X est un schéma de type fini sur C, on note DT (X), D~ (X) les catégories dérivées
des complexes bornés a gauche et a droite respectivement des faisceaux cohérents sur
X.

2. On note @ le fibré quotient de rang 2 sur P4. Rappelons que l'on a @ ~ pr,(Op(1)).
Le fibré Q X Ops sur P x P; admet une section canonique sa dont le schéma des zéros
est la diagonale A. Enfin sauf mention explicite h désigne la classe dans K (P2) de la
section hyperplane de Py, c’est a dire la classe [O;], ou [ est une droite du plan.

3. Soit X un schéma projectif muni d’une polarisation Ox(1). Pour tout faisceau F' de
multiplicité » > 0, on note P(F') son polynéme de Hilbert, et p(F) = @ son poly-
noéme de Hilbert réduit. La relation d’ordre que l'on prend sur les polynémes est ’ordre
lexicographique donné par les termes de plus haut degré. Si la codimension du support
de Fest ¢ (i =0,1,2), on note en outre F' = Ext'(F, Ox).
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. ’ " . .
Soient F', F' deux faisceaux cohérents sur X. On pose

X(F',F')y =Y (~1)'dim Ext'(F', F")

)

Ce nombre est bien défini car les dimensions des espaces vectoriels Ext’(F', ") sont fi-
nis. Si A, A” sont deux systémes cohérents sur Ps (cf chapitres 0,1), on note également
x(A',A") = 32,(—1)dim Ext? (A", A").

4. Pour un faisceau cohérent E sur un schéma X, on note
P(E) = Proj(Sym E)

le schéma projectif associé a E comme dans [EGA2|. Il est muni d’une projection 7 sur
X, et aussi d’'un faisceau inversible O(1), quotient de 7*(E). Le schéma P(E) satisfait a la
propriété universelle suivante. Soit f : Y — X un morphisme de schémas et f*(E) — L
un quotient localement libre sur Y de rang 1 de f*(F), il existe un unique morphisme
g:Y — P(E) au dessus de X tel que le quotient g*7*(E) — ¢*(O(1)) coincide avec
f*(E) — L. En d’autres termes, le schéma P(E) paramétre les quotients inversibles du
faisceau L.

Lorsque FE est un faisceau localement libre de rang r 4+ 1 sur une variété X de dimension
d, on note P(E) = P(EY) le fibré projectif des droites du fibré E. Le dual O(—1) du
faisceau canonique est alors un sous-fibré de rang 1 de 7*(E).

)ieme

5. Sous les hypothéses ci-dessus, on appelle (k — r classe de Segré de F, et on note

Sk—r(F), I'élément
sk—r(B) = m(c1(0(1))* N [P(E)]) € Ag_(p—p)(X).

On note s(E) = ) . si(E) € A (X) la classe de Segré totale. Quand X est lisse, on
note de la méme fagon sj_,.(F) dans le groupe de Chow Ag_(;_,)(X) et son image
dans H?*=27(X, Z) par I'application cycle, bien définie dans ce cas. D’autre part, on a la
relation de multiplicativité bien connue s(E) - ¢(E*) = 1 dans l'algébre de cohomologie
de X. Les suites exactes de fibrés vectoriels donnent une relation multiplicative sur les
classes de Segré totales, car ceci est vérifié par les classes totales de Chern.

Lorsque E n’est plus localement libre, on peut toujours définir les classes de Segré de
FE de la méme fagon, mais il faut prendre garde que la relation de multiplicativité et la
relation avec la classe de Chern n’est plus forcément vérifiée (cf [F| chap. 4 exemples
4.1.6, 7 pour plus de détails).

3.2 Faisceaux de Poncelet

Soit n un entier > 4. On note M, 'espace de modules des faisceaux semi-stables sur Py
de classe de Grothendieck ¢ = 2 — nh?, c’est-a-dire de rang 2 et de classes de Chern (0,7).

3.2.1 La sous-variété des faisceaux de Poncelet

On s’intéresse & une certaine catégorie de faisceaux semi-stables de classe ¢, appelés
faisceaux de Poncelet. Notre but dans cette section est de rappeler certains résultats, que 'on
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peut trouver dans [LePT|. Le sous-ensemble des classes de faisceaux de Poncelet est muni
d’une structure naturelle de sous-schéma fermé de M,,, qui en fait une sous-variété intégre
normale P,,. De plus l'intersection de P, avec 'ouvert des points correspondant & des classes
de faisceaux stables est de Cohen-Macaulay.

Définition 2 Un faisceau semi-stable F' de classe de Grothendieck c est de Poncelet si
dim HY(F(1)) > 2 ou, de fagon équivalente dim H*(F (1)) > n — 4.

A T’aide de la formule de Riemann-Roch, on montre en effet que pour tout faisceau semi-stable
F de classe ¢, on a dim H?(F(1)) < 3. Cela provient de la stricte décroissance des nombres de
Hodge j + dim H*(F(j)) pour un faisceau semi-stable (cf [LePH]). Lorsque dim H(F (1)) = 3,
on dit que F' est un faisceau spécial.

Soit © = Hilb’(H ® O(—m)) le schéma de Hilbert paramétrant les faisceaux quotients de
H ® O(—m) de classe ¢, ot m est un entier tel que pour tout F' semi-stable de classe ¢ on a

1. dim H= H(F(m)) et F(m) est engendré par ses sections,
2. HY(F(m)) = 0 pour tout ¢ > 0.

Soit 2% C Q l'ouvert des faisceaux quotients F' semi-stables tels que le quotient induise un
isomorphisme H ~ H?(F(m)). Alors on prouve que M, est le bon quotient de £2°° par I'action
de GL(H).

Sur 2°° x P3y on dispose de la restriction du faisceau quotient universel F. Soit le fermé
de €2°° donné par l'idéal de Fitting d’indice n — 5 (cf |Eis| chapitre 20) du faisceau cohérent
Rlpr,(F(1)); I'idéal de ce fermé est invariant par ’action du groupe et paramétre les faisceaux
semi-stables F' de classe ¢ tels que dim H'(F (1)) > n — 4.

L’image dans le quotient M,, de ce fermé est donc un fermé P, muni d’une structure
naturelle de schéma.

Proposition 3  Le sous-schéma fermé P, de M, est irréductible et normal de dimension
2n + 5.

Preuve: voir proposition 4.8 de [LePT]. Dans cette proposition on montre également que 1'ou-
vert des points stables de P, est de Cohen-Macaulay. On s’appuie en particulier sur le lemme
qui suit. O

On reprend le faisceau universel F sur 2% x Ps.

lemme 1 [l existe deux fibrés vectoriels A et B sur §2°° de rang respectifs a et a +n — 6 et
un morphisme de ces fibrés dont le noyau est le faisceau pr,(F(1)) et le conoyau le faisceau
Rlpr, (F(1)).

Preuve: Il existe d’aprés la dualité de Serre un morphisme surjectif de fibrés W K O(—1) —
F(—1) avec W un fibré sur Q°° et [ >> 0. Prenant le dual de ce morphisme, et compte tenu

de l'injection naturelle F(1) — F (1), on obtient une suite exacte
0= F1) = M—=N—0

ol M est un fibré sur 2% x P5. Ajoutons également que si ¢ est un point de V, la restriction
de la suite exacte précédente a {q} x Pg reste exacte par construction.
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En prenant les images directes par la projection pr : 2°° x Py — 2% on obtient la suite
exacte

0 — pr,(F(1)) — pr,(M) — pr,(N) — R'pr,(F(1)) — 0

En un point ¢ de 2%, l'espace vectoriel H’(M,) est de dimension a = rg(W) - r, avec r =
dim HY(O(1)). D’aprés le théoréme de Grauert ([Ha], chap III, cor. 12.9)) le faisceau A =
pr, (M) est localement libre. De plus le faisceau N est plat sur Q%% car si ¢ € Q2° on a la
suite exacte

0 — Torg,,., (N, C(q)) — F4(1) — M,

et le morphisme de droite est injectif donc le Tor de gauche est nul. On a également une suite
exacte

0— HO(}_q(l)) - HO(Mq) - HO(Nq) - Hl(]:q(l)) —0

Compte tenu de ce que x(F,(1)) = 6 —n, on a dim HY(N;) = a + n — 6. Le théoréme de
Grauert permet de conclure que B = pr,(N) est localement libre. Le lemme est donc prouvé.

Le fermé P, est alors I'image dans le quotient du fermé P;l des points de €2°° ot le mor-
phisme de fibrés de A dans B est de rang < a — 2. L’action du groupe est libre sur 'ouvert des
points stables, la codimension de l'intersection P;l NQ° (ouvert des quotients stables) dans Q°
est donc 2n — 8. Donc P;l est de Cohen-Macaulay d’aprés la proposition 5 ci-dessous.

Dans le cas n impair, on peut faire tout le raisonnement précédent avec une famille univer-
selle sur M,, x P9, prouvant par la que P,, est Cohen-Macaulay. Quand n est pair, on conclut
en invoquant la proposition suivante (cf [EGA4,2]|, corollaire 6.3.5).

Proposition 4 Soit f : X — Y un morphisme plat et surjectif entre deur schémas, et
supposons X de Cohen-Macaulay. Alors Y est de Cohen-Macaulay.

Ce résultat permet de conclure car le morphisme de passage au quotient est lisse au voisinage
de P, (Paction est libre, les fibres sont lisses isomorphes a GL(H)).

Soit X une variété complexe lisse, et F et F' des fibrés vectoriels de rangs m et n. Soit
¢ : E — F un morphisme de fibrés. Pour k entier positif inférieur & m, n, le sous-schéma fermé
X de X d’idéal les mineurs d’ordre k + 1 de ¢ a pour support ’ensemble des points x dans
X ot ¢(x) est de rang inférieur ou égal & k. On sait (cf [ACG|) que l'on a codim (X, X) <
(m—k)(n— k).

Proposition 5 Si Xj est de codimension (m — k)(n — k) exactement, ce schéma est de
Cohen-Macaulay.

Preuve: cf [ACG].

Nous allons dans la section suivante rappeler le lien qui existe entre faisceaux de Poncelet
et courbes de Poncelet.

3.2.2 Systémes cohérents semi-stables et faisceaux de Poncelet

La proposition suivante justifie I'introduction des systémes cohérents semi-stables (cf
chapitre 1) dans I’étude des faisceaux de Poncelet.
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Proposition 6 A un systéme cohérent de type (2h + nh?,2) semi-stable on peut associer un
faisceau de Poncelet de classe de Grothendieck 2 — nh?. Mais cette application n’est bijective
qu’au dessus des faisceaux mon spéciaux. Plus précisément :

1. Soit F un faisceau de Poncelet de rang 2 et de classes de Chern (0,n). Soit T* C
HO(F (1)) un sous-espace de dimension 2. Alors le morphisme d’évaluation T'* ® Op, —
F(1) est injectif, et son conoyau © est tel que © = Ext!(©,0) est un faisceau pur de
dimension 1, de classe de Grothendieck 2h + nh?.

De plus, on a une inclusion naturelle d’espaces vectoriels T C HY(O) et le couple (T, ©)
est un systéme cohérent semi-stable (stable si F' est stable).

2. Réciproquement, soit (I',0) est un systéme cohérent semi-stable (respectivement stable)
avec T', © wvérifiant les conditions de (1). Alors Uinclusion T' C HY(©) fournit un vecteur
non nul de ’espace vectoriel Extl(@, '™ ® ), i.e une extension non scindée

0-T"®0 - F(1)—06 -0

Le faisceau F est alors semi-stable (respectivement stable) de classe de Grothendieck
2 — nh?, et de Poncelet.

Autrement dit, dans (1), le faisceau © a pour support une conique (éventuellement singuliére),
n’a pas de sous-faisceau porté par un point, et on a de plus x(0) = n + 2. Cette application
qui & un systéme cohérent semi-stable associe un faisceau de Poncelet n’est pas bijective car
pour un faisceau spécial dim H?(F(1)) > 2. Pour la démonstration de cette proposition, on se
reporte & [LeP2| et [LePT].

Soit S, I'espace de modules des systémes cohérents semi-stables de type (2h + nh?,2) (cf
chapitre 1). C’est un schéma projectif dont on prouve dans [LePT] qu'il est irréductible et
normal. L’application précédente permet de définir un morphisme modulaire 7 : S,, — M,, (cf
section 3.3.2) dont l'image est au moins ensemblistement la sous-variété P, (on montre & la
section 3.4.1 que S, est intégre).

Ce morphisme est birationnel au dessus de 'ouvert des faisceaux non spéciaux.

Rappelons qu’un faisceau spécial est obligatoirement stable et que les classes d’isomor-
phisme des faisceaux spéciaux forment une partie fermée de M,. On note X, le sous-schéma
fermé réduit associé.

Proposition 7  Une fibre de m en un point de X,, munie de sa structure réduite, est iso-
morphe au plan projectif dual.

Preuve: D’aprés la proposition 4.4 de [LePT], pour tout faisceau spécial F' il existe une unique
droite [ et une suite exacte

0-Q"—=F—0(l—-n)—0

La droite [ est I'unique droite de saut d’ordre n — 1 et définit un point de multiplicité n — 1 sur
la courbe des droites de saut de F' (voir plus loin). Dans ce cas, tout sous-faisceau de F(1) de
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la forme I'* ® Op, correspondant au choix d'un sous-espace de I'* C H°(F(1)) de dimension
2, est nécessairement un sous-faisceau de Q).

On en déduit que si un systéme cohérent stable (I',©) définit un point de S, dans la
fibre de m au dessus du point de M, défini par F', alors la droite [ appartient & la conique
support de ©. Cette conique est donc singuliére et ’autre droite I' qui la compose est déter-
minée par le conoyau de 'injection I'"*®@Op, — @, qui s’écrit O, . Ceci prouve la proposition. [

Nous ignorons si la fibre de I’énoncé précédent est réduite (il faudrait par exemple étudier
le rang de la différentielle de 7 en un point de 7=!(3,,)). Cependant nous montrerons plus
loin que le sous-schéma fermé 7=1(%,,) de S, est une hypersurface intégre et lisse, qui n’est
pas un diviseur de Cartier pour n > 5, prouvant ainsi que la fibre de 7 en un point générique
de X, est lisse et que S,, n’est pas localement factorielle. On ne peut donc pas factoriser le
morphisme 7 par 1’éclatement 13n — P, de P, le long de X,, pour n > 5.

Le cas n = 4 est différent : on a Py = My et le fermé X4 est de codimension 3 dans M,. On
prouve que 7 : Sy — M, est I'éclatement de My le long de ¥4. Nous y reviendrons au chapitre
3.

3.2.3 La variété des courbes de Poncelet

On rappelle qu’une courbe plane C est dite de Poncelet si elle est lisse et si il existe une
conique lisse C', marquée de n + 1 points (z;), tels que les sommets du polygone qui a pour
cOtés les tangentes a C' en x; appartiennent a C.

Soit C' une conique lisse du plan projectif dual P3 (nous éclairons ci-dessous notre choix de

% et non de P3). On sait qu’a tout pinceau de diviseurs de degré n+ 1 sur C' on peut associer

une courbe de Poncelet. Concrétement, si © est un faisceau inversible de degré n + 1 sur la

conique duale C, et T' C HY(O) est un sous-espace de dimension 2, le lieu des droites [ du plan

P, telles que le morphisme naturel d’espaces vectoriels I' — H?(©];) n’est pas inversible est
une courbe de degré n dans P3, qui est de Poncelet pour la conique C.

Il est clair quici, pour tout choix d'un sous-espace I' € H?(©) de dimension 2, le couple
(', ©) est un systéme cohérent stable. Soit donc F le faisceau de Poncelet stable image par
7 du point défini par le systéme cohérent (I', ©). Soit maintenant D C P3 x Py la variété
d’incidence droite-points, et pr et pry les projections sur les premiers et second facteurs. On a
la proposition suivante :

Proposition 8 La courbe des droites de saut de F est donnée par l'idéal de Fitting du
conoyau du morphisme canonique sur P3

¢ : T ®P5 — pr,(pr3(0))

Une droite | appartient & la courbe des droites de saut de F si et seulement si application
naturelle T — H°(O|;) est non inversible.

Preuve: La preuve est assez technique. La premiére assertion se prouve en montrant que 1’idéal
de Fitting est celui du faisceau Rlpr, (pri(F(—1))), qui définit le lieu des droites I telles que
HY(F(—1)|;) # 0, autrement dit le lieu des droites de saut de F' (cf chapitre 1). C’est la pro-
position 5.3 de [LePT]. Le deuxiéme point est conséquence du point (iii) du lemme 5.1 du
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méme article. La proposition en découle.

Dés lors il est clair que I'image par le morphisme de Barth § de la sous-variété P,, contient
un ouvert de la sous-variété des courbes de Poncelet, plongée dans ’espace projectif des courbes
de degré n. L’'image (B(P,) est donc cette sous-variété, et on sait que la restriction 3|p, est
génériquement finie car la dimension est 2n + 5 dans les deux cas. D’aprés les résultats prin-
cipaux de [Tom] et [LePT], on peut dire en fait que §|p, est génériquement injectif.

Les observations précédentes sont fort utiles si I’on cherche & calculer le degré de la sous-
variété des courbes de Poncelet de degré n. En effet, le fibré déterminant de Donaldson D sur
M,, (cf chapitre 1) est 'image réciproque §*(O(1)). 1l suffit donc de savoir calculer le nombre
d’intersection

L, = a1 (D) NP,

ou [P,] désigne 1’élément dans le groupe de Chow des 2n + 5 cycles de M,,.

La stratégie suivie pour répondre & cette question est la suivante : le nombre précédent
est aussi un nombre d’intersection sur I'espace de modules S,,. Comme dans [LeP1] et [MinH]|
(ot les situations sont tout de méme différentes), S, peut étre mis en relation avec d’autres
espaces de modules de systémes cohérents semi-stables pour un choix de paramétre (cf chapitre
1). Cela consiste a faire des éclatements puis des contractions. Sur chacun de nos espaces de
modules, on définit un analogue naturel de notre nombre d’intersection. Nous calculons aussi
les variations de ce nombre & chaque éclatement / contraction. Le but est d’arriver ainsi a une
situation ou ce calcul devient classique, griace par exemple au calcul de Schubert.

3.3 Espaces de modules de systémes cohérents a semi-stables

3.3.1 Les espaces de modules S, ,
Valeurs critiques

On considére toujours des polynémes & coefficients rationnels strictement positifs, com-
parés avec la relation d’ordre lexicographique. Il découle directement de la définition de «
semi-stabilité que si o < v < (@ est un triplet ordonné de polynémes, tout systéme cohérent o
semi-stable et § semi-stable, est v semi-stable.

Définition 3  On dit que « est un paramétre ou une valeur critique si pour tout oy > a, il
existe des systémes cohérents o semi-stables mais non ay semi-stables.

On peut formuler le lemme suivant.

lemme 2 Quelque soit n, et a > 0 un polyndéme constant, o est une valeur critique si et
seulement si Sy, contient des systémes strictement semi-stables S-équivalents (T, 0)®(0,0"),
avec O et ©" de multiplicité 1, et

\©)=F—a+1; x(@)=Z+a+l.

Donc « critique si et seulement si « rationnel et n — 2« € 2Z, et > 2.
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Preuve: Supposons a > 0 une valeur critique. Pour tout ay > «, il existe un systéme
cohérent (I',©) qui est a semi-stable, et un sous-faisceau © C O de multiplicité 1, tel que
o (1 — dimI") < x(©) — 5 — 1, avec I' = T NH%O). On a toujours a(l — dimI") >
x(©) — 5 —1. On a donc dimT" = 2. Les valeurs des y(0) — 5 — 1 appartenant a Z ou Z + %,
et ceci étant valable quelque soit oy > «, on en déduit qu'il existe (I', ©) qui est o semi-stable,
muni d’un sous-faisceau ©" de multiplicité 1 , tel que x(0') = g—a+let dim(T") = 2.

Réciproquement, si o est rationnel et n — 2a € 27, et > 2, le systéme cohérent polystable
(L,01(5 —a)) ® (0,0, (5 +)), ou l, I sont deux droites, définit une classe de S-equivalence,
et ce systéme cohérent est non o semi-stable pour a; > a.

Soit n donné, et soient «; les valeurs critiques rangées dans ’ordre croissant, ¢ étant entier.
I1 découle de la définition d’une valeur critique que quelques soient «, 5 €], aio+1], avec ig
donné, tout systéme cohérent est o semi-stable si et seulement si il est 3 semi-stable.

Construction des espaces de modules, premiéres propriétés

Soit oo un polynome & coefficients rationnels strictement positifs. Au chapitre 1 nous avons
défini une notions de a semi-stabilité, et nous avions rappelé 'existence d’espaces de modules
de systémes cohérents o semi-stables et de type fixé. Dans la suite nous notons donc S,
I'espace de modules de systémes cohérents de type (2h 4 nh?,2) et a semi-stables. Il est clair
que les schémas S, ,, sont tous isomorphes a .S,, pour a de degré > 1.

lemme 3 Soit (I',©) un systéme cohérent o semi-stable. Alors on a HY(©) = 0; de plus le
faisceau © est engendré par ses sections globales.

Preuve: Soit (I', ©) un systéme cohérent o semi-stable de type (2h+nh?,2). Remarquons
que si [ est une droite de Py, et que O;(b) est un quotient de ©, nécessairement b > 0. En
effet, si I est le sous-espace image de I' par le morphisme ©® — O;(b), la condition de «
semi-stabilité implique que b > § + (1 — dimF/). Or on peut supposer n — 2a > 0 d’aprés le
lemme précédent.

Si le faisceau © n’est pas semi-stable, on écrit sa filtration d’Harder-Narasimhan

0—Op(a) -0 — Op(b) —0

avec a > b > 0. Le lemme est clair dans ce cas.
Si le faisceau © est semi-stable, on a par dualité de Serre HY(0(i)) = 0 pour i > —1. Cela
prouve aussi que © est engendré par ses sections.

Le lemme précédent permet de donner une construction explicite de ’espace de modules
Sa,n en tant que bon quotient d’'un schéma. Cette propriété sera utile dans beaucoup de
démonstrations ultérieures.

Proposition 9 Soit a un polynome a coefficients rationnels strictement positifs, n un entier,
H un espace vectoriel de dimension n+2. Soit e la classe de Grohendieck donnée par 2h+nh?.
On consideére le schéma de Hilbert des quotients H = Hilb®(H ® Op,), qui paramétre les
faisceauz cohérents quotients de H® Op, de classe de Grothendieck e.
Désignons par R, Uowvert du schéma R, = Grass(2,H) x H des couples (I, ©) tels que :

1. HY(©) =0;
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2. Uapplication linéaire H — H°(O) est inversible ;
3. le couple (I', ©) définit un systéme cohérent o semi-stable.

Alors Uowvert R}, est invariant par l'action naturelle de GL(H) ; de plus il existe une pola-
risation Lo de R, telle que pour (I',©) vérifiant (1), il y ait équivalence entre vérifier (2) et
(3) et étre semi-stable pour laction de GL(H) et la polarisation L,.

Alors Sap est isomorphe au bon quotient de Ry, par laction de GL(H); de plus cette

action est libre sur Uouvert Rg, ,, C Ry, des couples o stables.

Pour la preuve de cette proposition, on se référe a [MinH2| (I'article [MinH] est plus succint
sur les détails techniques).

On note dans la suite gq,p @ RS

an — Sa,n le morphisme de passage au quotient.

On peut aussi rappeler que si n est impair, les points de S, , paramétrent des classes
d’isomorphisme de systémes cohérents « stables. Si n est pair, il existe des systémes cohérents
strictement « semi-stables. On a & ce propos le lemme suivant.

lemme 4 Si [ est une valeur non critique, et si A = (I',0) est un systéme cohérent [3
strictement semi-stable, alors n est pair et A est S-équivalent a (I, O, (5)® T, 0, (%)), ot
U',1" sont deuz droites, et T',T" des sous-espace de sections de dimension 1.

Preuve: On peut supposer que 3 est compris entre deux valeurs critiques consécutives, et donc
selon que n est pair ou impair 3 ¢ Z ou ¢ Z + % (cf lemme 2). Supposons que A posséde un
sous-systéme cohérent A" = (I',0) avec ©' = Oy (i), i € Z et

/ 2
i+t146-dimD = n; +8
Du fait que 1 —dim I" € {—1,0, 1}, I'hypothése sur 3 entraine dimI" = 1. On a alors i = §
ce qui justifie ’énoncé. O

Le lemme suivant est immédiat.

lemme 5 Soit n donné, et soient oy les valeurs critiques rangées dans l'ordre croissant, i
étant entier. Alors quelque soit o, 8 €|y, aig+1], avec ig donné, il existe un isomorphisme
naturel

Sa,n = Sﬁ,n

Preuve: Pour un tel couple a, 3, on a Ry, = R%Sn On en déduit le résultat par passage au
quotient.
- ) . os os . .

Pour «a critique, et ay > a proche, on a Uinclusion RZ’ ,, C Rg’,, ce qui fournit un mor-
phisme S, n — San que nous étudierons. De méme, pour un parametre a— < « et proche
de o, on a une inclusion RZ® , C Ry, et donc un morphisme canonique So_ n — Sa,n-

On s’interroge maintenant sur l’existence d’une famille universelle de systémes cohérents o
semi-stables pour «;, n donnés, c’est a dire d’une famille plate de systémes cohérents paramétrée
par 'espace de modules S, ,, telle que le morphisme modulaire associé soit I'identité.
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Proposition 10  Pour n impair et o non valeur critique, il existe une famille universelle
(', ®) de systémes cohérents o semi-stables sur Sq n X Pa.

Preuve: Pour n impair et o non valeur critique, tous les points de S, sont stables. Sur
R}, , x Py, on a un faisceau quotient universel @, et on note I' C pr, (@) le sous-fibré universel

de rang 2 provenant de la grassmanienne. On note 7' = pr,(®), qui est un fibré de rang
n+ 2 sur R} ,,. On peut trouver une résolution GL(H) équivariante de ©. On prend le noyau
du morphisme canonique surjectif GL(H) équivariant pr* (pr*(C:))) — ©, qui est un GL(H)
faisceau. On prend ensuite un GL(H) faisceau localement libre qui le domine par un morphisme
GL(H) équivariant, et on construit ainsi une résolution £~ — e.

Posons n + 2 = 2k + 1. Soit le fibré inversible L = (A2f‘)®_k ® A" 2T sur R, ,,. Quelque
soit i, les GL(H) faisceaux £!® pr*(L") descendent par le lemme de Kempf sur Sy, X Pg; en
effet le stabilisateur en un point de R , est isomorphe & C*, et 'action d’un scalaire A sur
une fibre de L est la multiplication par A=2¥ - A"*2 = \. Le complexe £ ® pr*(L") se descend
également en un complexe sur S, X Pa.

On appelle O le conoyau de la derniére fléche du complexe. Le fibré I'® LY descend en
un fibré de rang 2 noté I" sur S, 5. Le couple (I', ®) est une famille universelle sur S, ,, x Py. O

Pour n pair, en revanche, S,, n’a pas de famille universelle. La preuve est essentiellement
la méme que celle qui montre que ’espace de modules M,, n’admet pas de famille universelle
pour n pair (cf [DN]).

3.3.2 Fibré déterminant D, , sur S,,

Dans cette section nous allons construire 1’analogue pour les espaces de modules S p,
avec « non critique, du fibré déterminant D,, sur M,,.

Supposons tout d’abord que « est supérieur a la plus grande valeur critique, autrement
dit considérons S,. Sur R;’, x P2, on dispose d’une famille (T',®) de systémes cohérents o
semi-stables. On a également une extension canonique sur S, X Ps :

0—-T*ROp, —» F(1) - O —0

Le faisceau cohérent F sur R3’, x Py obtenu est plat sur R}, , et parametre des faisceaux semi-

stables de Poncelet de classe 2 — nh? (cf section 3.2.2). On a donc un morphisme modulaire
Ja : RS, — My, qui est GL(H) invariant (par passage au quotient, on définit le morphisme
7 Sy, — M, de la section 3.2.2).

On peut donc écrire, par la propriété universelle du fibré déterminant, que

fa(Dy) = det(pr(©(~1) - (~v))) ® det(T)*

et I'on sait que ce fibré provient d’un fibré sur S,,.
On va donc poser, pour tout a non valeur critique, le fibré¢ inversible sur R3’,

Da,n = f;(Dn)

Nous avons 'intention de prouver que ce fibré se descend en fait sur I'espace de modules S, .
Ceci sera clair grace au résultat suivant.
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Proposition 11  Sous les hypothéses précédentes :

1. on a ’égalité

Dan = det(pry(© - h) @ det(T)".
2. le fibré ﬁam est l'tmage réciproque d’un fibré inversible sur S, par le morphisme qo n-

Preuve: Commencons par rappeler le résultat classique de dualité relative & un morphisme
lisse. Dans [Ha2| on trouvera un exposé sur des morphismes plus généraux. Ceci généralise la
dualité de Serre & un cadre relatif.

Théoréme 4 Soient X,Y deux variétés algébriques, et f : X — Y un morphisme projectif
lisse de dimension relative n. On définit f': DH(Y) — DH(X) par

(G = (@) ® wx/y[n]

ol wy/y = A"Qﬁ(/y (faisceau dualisant de f). Alors quelque soit le couple (F*,G") € D™(X) x
DT(Y), on a un isomorphisme de dualité fonctoriel

67 : Rf«(RHomp, (F", '(G"))) — R Homp, (RS.(F),G").
Montrons que si u € K(P2) est un élément de 1'algébre de Grothendieck,
pry(© - u) = —pr(© - @)

ot u — u* est I'involution de K(P3), qui a la classe d’un fibré, associe son dual. Rappelons
d’ailleurs que @ = u* ® wp,. On peut donc supposer que la classe u est représentée par un
faisceau localement libre de rang 1. Alors le produit de K-théorie ® - u est représenté par
la somme alternée des groupes de cohomologie du complexe RHom(®,u) dans la catégorie
dérivée. Alors d’aprés le théoréme,

Rpr, (RH()_m(@, u)) = Rpr, (RHO_IH(G‘) ®, WP2))
= Rpr, (RHom(© @ @, pr'(Ogg,)))[—2]
= RHom(Rpr, (© ® @), Opgs, )[~2]

La somme alternée des groupes de cohomologie du complexe de gauche est bien —pr!(@ ),
car RHom(®, u) a sa cohomologie concentrée en degré 1. En effet le faisceau © étant réflexif,
on a Ext!(®,0) = 0 si i = 0,2. D’autre part on a h* = —h — h?. On en déduit 1. en prenant
les déterminants des deux membres.

Montrons maintenant 2. Quelque soit « non critique, le fibré inversible ﬁam est muni d’une
action naturelle de GL(H) ; cette action se factorise par le groupe PGL(H) car tout scalaire A
agit sur une fibre de D, ,, par la multiplication par

AX(©:h) | \—dimD' _ q

ou O est une fibre de ® en un point de RZ’,.

Si « est une valeur non critique, montrons que ce fibré inversible inversible passe au quo-
tient. L’espace de modules S, ,, est le bon quotient de Rp’, par I'action de GL(H), donc S,
parametre les orbites fermées de Rg’,. Il suffit donc de vérifier qu’en un point d’orbite fermée,
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le stabilisateur agit trivialement sur la fibre de 15&,71 pour pouvoir ensuite appliquer le lemme
de descente de Kempf (cf [LeP]| ex. page 138).

Le stabilisateur d’un point de Rp%, s’identifie au groupe des automorphismes du systéme
cohérent correspondant. En un point « stable, le stabilisateur est isomorphe & C*, et on sait
que Daction d’un scalaire est I'identité. Soit donc un point strictement o polystable A" @ A",
avec

’ ’ n " " n
N =00, A =(",00(3)

avec dim(I") = dim(I")=1. Si ' £ 1" oul =1" et I £ T'", le stabilisateur est isomorphe a
C* x C* car tout morphisme u : A" — A" est nul (et idem avec A" et A” échanges). Sil' =1" =1
et I' =T, le stabilisateur est isomorphe a GLy(C). Dans ce cas, I'action de g € GLy(C) sur
une fibre est la multiplication par det(g)X(®)/2 . det(g)~! = 1. En effet, pour la contribution
au terme det(pr|(® - h)) on note que g agit sur x(© - h)/2 copies de 0;(2) ® O;(2), et pour
celle de det(T')* on obtient évidemment det(g)~!. Ceci achéve de prouver la proposition. [J

On peut donc poser la définition suivante.

Définition 4  Le fibré inversible obtenu ainsi par passage au quotient s’appelle fibré déter-
minant de Sqa,n. On le notera Dy, .

On peut également énoncer la proposition suivante.

Proposition 12 Soit S une variété algébrique et (T', ®) une famille plate sur S de systémes
cohérents o semi-stables. Si l’on note fs : S — Sun le morphisme modulaire associé, et que
lon pose Dg = det(pr(© - h) ® det(T')* dans Pic(S), alors on a f§(Dan) ~ Ds. De plus le
fibré Dq,p, est l'unique élément du groupe de Picard de Sy, vérifiant cette propriété pour tout

S.

La démonstration est du méme type que celle effectuée dans [LeP3|, § 2.13 page 224.

Remarque 1  Pour «a critique, considérons un systéme cohérent dans R, dont la classe
de S-équivalence est (I',0y(% — ) ® (0,07 (% + «)), ou l,I' € P5. Le stabilisateur d’un tel
point est isomorphe & C* x C* sil # l', et un couple (A1, A2) opére sur la fibre de Dq.y par
multiplication par :\\—f Le lemme de Kempf ne s’applique pas, et on ne peut plus descendre le
fibré ﬁam sur Sa.n-

3.3.3 Des fermés remarquables dans S, , et S, ,, pour «a critique

On a vu que les S, ,, sont des bons quotients d’ouverts de points « semi-stables de R,
par 'action de GL(H). Si « est critique, et a4, a_ sont deux valeurs supérieures et inférieures
a «, dans un petit voisinage de «, on a des inclusions R7’ ;, C R, et RS’ , C Ry, qui donnent
deux morphismes

a,n
m—: Sa_n — a,n-
Définition 5  On appelle :
— Ya,n le fermé de Sq n des points non ay  semi-stables.
- X3, le fermé des points de Sq, n mon a_  semi-stables.
- X, le fermé des points de S, n non oy semi-stables.
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Les parties ainsi définis sont bien des fermés de Zariski dans les espaces de modules considé-
rés. En effet, la condition de semi-stabilité étant une condition ouverte, les parties en question
sont les images par des morphismes de passage au quotient de parties fermées invariantes par
I'action du groupe. On munit X, , de sa structure réduite. On va munir dans la suite ¥,
et X3, de structures schématiques naturelles. On aura d’ailleurs les égalités de sous-schémas
fermés 7-" (San) = 35, et 77 (San) = 51,

Rappelons que I'on note D C P5 x P, d’incidence des couples droites-points. Soit G le fibré
en grassmaniennes sur P5 donné par Grass(2,pr,(Op(5 — @))). On note dans la suite :

1. T le fibré universel de rang 2 sur la grassmanienne G,

2. p1,p2 les projections naturelles de G' x IP; sur chacun des facteurs P,

3. D;, pour i = 1,2, le sous-schéma fermé de G x P3 x Py image réciproque de D par p;,
4

. A" et A" les familles de systémes cohérents paramétrées par la variété X, , = G x P3,
plates au dessus de X, 5, qui sont données par

A'=(D.0p,(5 ~ ), A" =(0,0p,(5 +a))

Le fermé X, ,

L’objet de cette section est ’énoncé et la preuve du résultat suivant.

Proposition 13 [l existe un plongement fermé de G x P35 dans S, d’image les points de
Yon-

Preuve: Sur G x P3, il existe une famille de systémes cohérents A, somme directe de deux
sous-familles A" = (T, Op, (2 — a)) et A" = (0, Op, (% + a)). Il est clair qu'ont peut associer
a A un morphisme modulaire o : G x P5 — S, 5, qui ensemblistement est une bijection sur
son image Y, . Montrons que o est un plongement fermé. Sur R, X Py, on a la restriction
d’une famille universelle de quotients Agr de systémes cohérents, et cette famille paramétre
des systémes cohérents o semi-stables. Posons X la classe de K (P2) égale a h+ (% 4+ a)h?. Soit
Q = Quot* (AR) le schéma de Hilbert relatif qui paramétre les systémes cohérents quotients
de la famille Ag de type A = (h + (% 4+ @)h?,0); autrement dit les quotients de la forme
(I',0) — (0,0,(5 + @). Le schéma Q est projectif au dessus de R;’,, et son image dans Rp’,
donne par passage au quotient le fermé >, ,, d’apres le lemme 2.

Le morphisme ¢ : Q — R, est un plongement fermé. En effet, considérons un point de
ce schéma de Hilbert qui détermine & isomorphisme prés une suite exacte

0—A —([,0) A -0 (x)

avec ' = (0, (5 — a)), A" = (0, Oy (5 +a)). On a Hom(A',A") = 0 d’aprés les rappels
du chapitre 1, car un morphisme non nul de A" sur A” induirait un morphisme injectif sur les
faisceaux correspondant, et I'image du sous-espace I' ne pourrait étre 0. D’aprés la proposition
6 du chapitre 1, le morphisme Q — Rp?, est non ramifié. Il est de plus injectif car tout systéme
cohérent (I', ©) de R’ admet un unique sous-systéme cohérent de la forme (I', Oy (5 —a)). En
effet, la filtration de Harder-Narasimhan de (I', ©) relativement au paramétre a_ est unique.
D’aprés le lemme 7.4 de [Hal, chapitre II, le morphisme o est un plongement.
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Soit G’ I'image dans Sa,n du sous-schéma fermé Q C R;%,. On note ce plongement fermé
oG = San- 1l existe aussi un morphisme h : @ — G x P3 qui a un quotient associe les
deux termes (A/,AN) de la filtration de Harder-Narasimhan pour a. Par passage au quotient
on obtient 1’ : G — G x P35, et un diagramme commutatif :

1"

G/% San

i
G x P

On en déduit que k' est un plongement fermé, et donc que o est un plongement fermé. Ceci
prouve la proposition. O

lemme 6 Le fermé ¥, est le lieu des points a_ stables, s’écrivant comme extension non
b

n

scindée n n
0— (T ,011(5 —a)) — (I,0) — (0»(9;”(5 +a)) =0 (%)
oul,l" e Pj.
De méme Z(‘;n est le lieu des points ay stables, s’écrivant comme extension non scindée

0= (0.0p/(5 +a)) = (1,0) = (I',0p (5 — ) = 0 (+3)

Dans les deuz cas, Uapplication induite ' — T est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Les suites exactes définissent la filtration de Harder-Narasimhan (cf chapitre 1) de (T',©)
relativement au paramétre considéré. Dans le premier cas (I',©) est a— stable, dans le second
il est ay stable.

Dans les deux énoncés, nous avons noté de la méme fagon les sous-espaces I' qui interviennent.
Cela signifie que les morphismes de systémes cohérents considérés induisent des isomorphismes
Sur ces sous-espaces.

Preuve: Soit (I, ©) un systéme cohérent «_ semi-stable mais non « semi-stable. De plus
(T',®) est a semi-stable (car la propriété de semi-stabilité est valable pour tout paramétre
a_ suffisamment proche de «); la preuve du lemme 2 montre qu’il existe un sous-systéme
(', Oy (5 — @)) de (I',©) (les deux sous-espaces de sections sont isomorphes, c’est pourquoi
nous les notons de la méme fagon).

Comme (I', ©) est o semi-stable, le support du conoyau de I'injection de faisceaux O;(% —
a) — O est pur de dimension 1. Le conoyau de l'injection de systémes cohérents (I', O (5
a)) C (I',©) s’écrit donc (0, Oy (5 + a)).

On obtient bien l'extension de I’énoncé, forcément non scindée d’aprés la propriété de
a_ semi-stabilité. Réciproquement, une extension non scindée du type () définit un systéme
cohérent av_ stable, et non oy semi-stable. Montrons le deuxiéme point. Soit (I', ©) un systéme
cohérent «; semi-stable mais non «_ semi-stable. Comme dans la preuve du lemme 2, on
note que (I, ©) posséde un sous-systéme cohérent (I',0) avec O un sous-faisceau de © de
multiplicité 1, tel que 'on ait les inégalités

a_(1—dimT') < x(0) — g —1<a;(1—dimT)
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Ceci impose I = 0, et X(@/) = % 4+ 1+ «. On peut conclure comme précédemment, ce qui

prouve le lemme.

Remarque 2 D’aprés ce lemme, il est clair que les morphismes m_ et my définis précédem-
ment envoient X, ,, et Zg’n SUr Y-

On suppose maintenant que « est valeur critique.

Description de ¥,

Dans cette section nous allons donner a 3, une structure de schéma qui le rend iso-
morphe & un fibré en espaces projectifs au sens de Grothendieck. Nous montons qu’en général,
ce schéma posséde deux composantes irréductibles.

Commencons par faire quelques remarques ensemblistes. Lorsqu’on fixe un couple I',1" de
droites distinctes, et I' € HY(O, (% — )) un sous-espace vectoriel de dimension 2, les classes
d’extensions non scindées de systémes cohérents du type (*) (cf lemme 6) sont paramétrées
par l'espace projectif associé a I'espace vectoriel Ext!(Op (% + a), Oy (% — a)). Ce dernier est
de dimension 1, par conséquent dans ce cas la donnée de T, " et I" fixe un point de S,_ ,, dans
Yon:

Lorsque I = 1" = [, la situation est différente. Si on se donne T, les classes d’extensions de
type (*) sont paramétrées par I'espace projectif associé a I'espace vectoriel Ext!(0;(2a), O;),
de dimension 2a — 2, isomorphe a H°(O;(2a — 3))*.

Nous voyons donc ce qui se passe ensemblistement sur les fibres de l'application 7_ :
Yon = Yan- 1l nous reste maintenant a traduire cela en termes de famille.

Proposition 14  On suppose o > 1/2, soit D, ,, le faisceau cohérent sur Yo donné par
Mll)r(ODl,(’)D2 (2ac — 3)). Pour a > 1 on a l'isomorphisme
D, ~T3%(2a — 1,2a — 2),

a,n —

ou Ia est lidéal de 'image réciproque par (p1,p2) de la diagonale dans P5 x P5. Pour a = %

le faisceau D, est inversible.

a,n

Preuve: Sur IP5 x Py, le faisceau structural Op de la variété d’incidence D C P35 x Py admet
la présentation suivante :

0— Op;xPQ(—l, -1) — Opzxp, — Op — 0.
On a donc la suite exacte suivante sur X, ,, :
pr,(Op, (2a = 3)) — Op;(1) K pr,(Op(2a - 2)) — Dy, — Exty, (O, Op, (2 — 3))

On a en outre I'isomorphisme Mér((), Op, (2a—3)) = Rlpr,Op, (2a—3)). On distingue deux
cas :

a,n’

1. lorsque o = 1/2, le faisceau R'pr, (Op,(—2)) est inversible et isomorphe a D

2. lorsque a > 1/2, la derniére fléche est surjective car Rlpr,(Op,(2a — 3)) = 0.
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Dans ce dernier cas, on obtient la résolution suivante de D, ,, :
O RS 3Q 5 Ops (1) S*2Q — D, — 0
La résolution de Koszul du faisceau d’idéaux I :
0 — Opy(—2) BA?Q(—2) — Op;(-1) K Q(—1) = Ia — 0
permet d’obtenir la résolution de Koszul du faisceau IzAO‘_2 :
0 — Ops (=204 1) K S**2Q(—2a + 2) — Ops(—20 4 2) K S**?Q(—2a +2) - I > — 0

soit donc la présentation suivante :

0— ORS™3Q L Op: (1) RS 2Q — X ?(20 — 1,200 — 2) — 0
On est ramené a prouver :
lemme 7  Les deuz morphismes p et p sont égaus.

Preuve: En un point z de G x P5 au dessus du couple de droites (l/, ZN), I’application linéaire
entre les fibres p(z) est le morphisme canonique

HO(O) (20 —3)) @ C -2 — HY(Op (20 — 2))

ou 2 € H(Op,(1)) est une équation de I'. D’aprés lidentification pr,(Op,(1)) = @, on en
déduit que c’est également 1'expression de p'(z).

On pose finalement P_ = P(D, ), et on note p_ : P_ — ¥, ;, le morphisme canonique.
Sur P_, notons O(1) le faisceau inversible canonique p_ ample, et hy et hg les deux faisceaux
inversibles images réciproques par la projection p_ des deux faisceaux O(1,0) et O(0,1) sur
P35 x P3. Commengons par expliciter les composantes irréductibles de P_.

Proposition 15 Lorsque la valeur critique o est inférieure ou égale a 3/2, le schéma P_
est irréductible. Lorsque o > 3/2, ce schéma a deux composantes lisses :

1. L'une, A, ,, de dimension n — 2a + 2, isomorphe a U'éclaté de Y, le long du fermé
défini par l'idéal IQAa_z,
2. lautre, B, de dimension n — 2, isomorphe a P(S?*72N), ou N est le fibré normal de

la sous-variété de X, , = G x P35 donnée par lidéal In (notation P : fibrés paramétrant
les droites vectorielles, cf section Notations).

Preuve: Lorsque a > 1, le morphisme canonique surjectif de faisceaux Sk(IQAa_z) — Iz(za_m

pour tout entier k positif fournit un plongement de I'éclaté de X ,, suivant l'idéal IQAO‘_Q dans
P_. On obtient ainsi une composante irréductible A, ,, de X7 |, de dimension n—2a+2. Le divi-

seur exceptionnel E,, de cet éclaté est isomorphe au schéma projectif Proj (ano I(AQO‘_Q)H / I(AQa_m(nH)).

L’image réciproque de la sous-variété "diagonale" de X ,, (d’idéal In) dans P_ par m_ est
isomorphe au schéma projectif P(I3* 2 /T3* 3 (4a — 3)) (cf [EGA2] pour la "compatibilité" par
changement de base de la construction du fibré projectif au sens de Grothendieck). Ce dernier
est aussi isomorphe a P(S?*2N). C’est un fermé de dimension n —2 qu’on note B, ,,- Lorsque
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a > 3/2, le fermé B, ,, est une seconde composante irréductible. Ceci prouve la proposition.

Soit E,, le sous-schéma fermé de P_ intersection de B, ,, avec A, c’est-a-dire le sous-
schéma de P_ d’idéal la somme des idéaux définissant les deux composantes de la proposition.
On conserve les notations de I’énoncé précédent et de sa preuve. On définit la multiplicité d’une
composante irréductible Y dans un schéma X comme la longueur de I'anneau artinien local
Oy, x. Lorsque Y est la seule composante irréductible, on parle de la multiplicité géométrique
de X.

Proposition 16 Le sous-schéma E; de P_ est le sous-schéma réduit associ€ a E,,, ce dernier
étant un schéma irréductible de multiplicité géométrique 2a — 2. De plus, le plongement fermé

E, C B, s’identifie a un plongement de Veronese d’ordre 2a — 2.

Preuve: Par hypothése on a l'isomorphisme

E,, ~ Proj()_ 8"(=2)(1,/13))

n>0

Le plongement fermé de cette intersection dans B, , peut se voir comme associ¢ au mor-
phisme surjectif de faisceaux en algébre graduée, défini en degré n > 0 par la fléeche natu-
relle S7(82*~2(N*)) — §™2¢=2)(N*). Le noyau de ce morphisme définit précisément I'idéal de
I'image de P(N) dans P(S?*~2(N)) par le plongement de Veronese d’ordre 2c — 2 (cf [Ha]
chap. IT Ex. 5.13). Le schéma E,, est donc isomorphe a P(N).

En vertu de I'inclusion Iga_Q)(nH) - Iga_z)nﬂ pour tout n, on a un morphisme canonique
de passage au quotient

Iga—Q)n/Iga—Q)(n—&-l) R I(AQa—Z)n/I(AQa—2)n+l

qui donne par passage au Proj un plongement fermé E, = P(N) C E, (cf [Ha| chap. II Ex.
2.14 (b)).

La multiplicité géométrique de F, est 2a—2 car I'idéal définissant E; dans F,, est nilpotent
et engendré par sa partie de degré 0 qui est In/ IQAC“_Q. On en déduit que F, est irréductible.
O

Soit S est un schéma, et A = (T',®) une famille de systémes cohérents sur S x Po. Si
L € Pic(S), on note L ® A la famille de systémes cohérents (L @ T', pr*(L) ® @) sur S x Ps.

Proposition 17 Sur P_ x Py, on a une suite exacte de familles de systéemes cohérents
0-LOA A —A —0

ot A" est Uimage réciproque sur P_ x Py de la famille (T, Op, (5 — @) sur X n x P, et A
image réciproque de la famille (0,Op, (5 + @)).

Preuve: On peut supposer o > 2. Par définition, sur P_, on a un morphisme surjectif de
faisceaux D, ,, — L. Ce qui donne une section non nulle s € HYP_,L® D;’nv). La dualité
de Serre relative permet d’écrire 'isomorphisme suivant sur P_ :

D, ~ Mér(ODz (2(1), OD1)‘

an —
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Maintenant on a sur P_ les isomorphismes de faisceaux cohérents

p (Mér(ODz (20), Op, ) ~ Mér(pt (ODz (2a)), p* (ODI )
P(Dg ) = Exty, (p (Op, ), p* (Op, (20 — 3)))

d’aprés le lemme de changement de base 4.9 de [LeP2|; on applique ensuite a nouveau le

théoréme de dualité de Serre relative pour obtenir que ’élément s fournit une extension
0—-L3A -A_—>A —0

On peut noter A_ = (I'_,0_), avecI'_ = LR T. O

lemme 8 Le faisceau O_ est Op_—plat, et A définit une famille de systémes cohérents a—
stables.

Preuve: Remarquons que ®_ est le terme du milieu d’une suite exacte de faisceaux sur P_ x Py
qui sont des images réciproques de faisceaux plats X, ,,. Le premier point est donc clair.
A chaque point x € P_ est associée une extension non scindée

0— (I, 04 (5 =) = (I,0) = (0,0 (5 +0)) =0

qui définit clairement un systéme cohérent a_ stable mais non o semi-stable d’aprés le lemme
5. O

La famille A de systémes cohérents est donc plate sur P_ au sens du chapitre 1, et définit
donc un morphisme modulaire o_ : P_ — S,_, dont I'image est ensemblistement le fermé
Yo n- On a la proposition suivante :

Proposition 18  Le morphisme o_ est un plongement.

Preuve: La démonstration est un peu différente, car nous ne savons pas & priori si P_ est
un schéma réduit. On va jouer sur le fait que les points de 3 ,, sont des classes de systémes
cohérents a_ stables, ce qui n’était pas le cas pour ¥, ,. Soit & nouveau Q = Quot*(AR)
le schéma de Hilbert relatif au dessus de Rj® , paramétrant point par point les quotients de
type A = (h + (5 + a)h?,0) de la famille universelle de quotients Ap paramétrée par R
On a déja vu que l'on a un plongement fermé Q C R7’ . Sur Q x Pj, on a une extension
universelle de systémes cohérents

O—>A/R—>AR|Q—>A};L—>O (1)

qui paramétre point par point la filtration de Harder-Narasimhan de la famille Ar relative-
ment au paramétre ay. On peut voir la surjection Ar|g — A/}/2 comme le quotient universel,
et AIR comme son noyau.

Considérons maintenant la fibration au dessus de P_ donnée par
H =Isom(H® O, pr,(©_))

dont la fibre en un point paramétre les isomorphismes H ~ H%(0), avec © le faisceau fibre de
©_. Le groupe GL(H) opére librement sur H.
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Soit Q' le schéma obtenu par le changement de base

Q/ t Q

]

P.—"% S0

L’image réciproque sur Q' x Py de la famille AR|o paramétre point par point les mémes
classes de systémes cohérents a_ stables que ¢*(A_). On peut donc supposer, moyennant
torsion par un faisceau inversible sur Q, que t*(Ag|o) ~ ¢*(A_). Par la propriété universelle
du schéma de Hilbert, on a un morphisme f : H — Ql7 et par conséquent un morphisme
g=tof:H— Q.

L’extension (1) permet de définit un morphisme h : @ —P_, puis un morphisme k : Q —
H, également GL(H) équivariant. Il reste a remarquer que g o k et k o g sont les morphismes
identité ; en effet le premier est associé a la famille universelle Ag|o, le second a la famille A_
(qui provient de extension universelle sur P_). Pour conclure, on fait passer l'isomorphisme
g:H = Q au quotient par I’action de GL(H). Le quotient de H est P_. D’ou ’énoncé. O

Dorénavant, on note donc m_ : P_ — ¥, , le morphisme de projection car p_ s’identifie
a la restriction du morphisme 7_ : S,_, — S, au sous-schéma fermé E;,n qu’on prend
isomorphe & P_. On peut voir (bien que nous n’en aurons pas besoin) que 'on a aussi I’égalité
schématique 7~ (Z,.,,) = Yon
Description de X7,
On suppose toujours dans ce paragraphe que « est une constante > 0 critique.

On note toujours (cf § précédent) A’ et A" les familles de systémes cohérents paramétrées
par la variété X, , données par

’ n " n
A= (F70D1(§ _a))v A = (070]32(5_'_@))
lemme 9 Soit le faisceau cohérent sur X, donné par @ér(AN, A/). C’est un fibré vectoriel

de rang n + 2a + 3.

Preuve: La définition (cf chapitre 1) du faisceau Mér(A”,A/) implique si p = (I,1,1") est
un point de X, ,, on a I'isomorphisme

Exty, (A", A')(p) ~ Ext! (A", A)

o A" =A'(p), A" = A"(p) (ceci vient du fait que on travaille avec des familles de systémes
cohérents plates au dessus d’une variété ; pour plus de détails cf [MinH2|). On a donc la suite
exacte

0 — Hom(Oy (& — a),0p (2 + ) — Hom(I', HO (O (2 + a))) — Ext! (A", A")
— Ext'(Oy (% — a),0p (2 +a)) — 0

Dans le cas o [ #* ZN, I’espace vectoriel de gauche est nul, et ’on trouve que la dimension de
Pespace vectoriel Ext'(A”,A") est n + 2a + 3. Dans celui o I’ =", le membre de gauche est
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isomorphe & H(Oy (2a)) et celui de droite est H?(Oy (2a + 1)), et le compte des dimensions
donne aussi n + 2a + 3. Ceci prouve le lemme. O

On pose maintenant
D(—;n = Mll)r(A”?Al)*v Py = ]P)(Dctn)

P est un fibré projectif sur ¥, d’aprés ce qui précéde. Soit L' le faisceau inversible Py—
ample, avec py : Py — g 5. Sur la variéte P(D,,) X P2, on a une suite exacte de familles de
systémes cohérents

0L oA AL —A =0

On montre que la famille de systémes cohérents A est plate sur P4, que sa fibre A4 en un
point de P, s’insére dans une suite exacte 0 — (0,0 (5 + ) — Ay — (I, Oy (5 — a) — 0.
D’apres le lemme 6, le systéme cohérent A; est ay semi-stable et ar_ instable.

Proposition 19 La famille plate sur Py de systémes cohérents A, donne un morphisme
modulaire o4 : Py — So, pn qui est un plongement fermé d’image les points de Z;t’n.

Preuve: La preuve ne comporte pas de surprises. Soit Ag la restriction d’une famille de
quotients universels a Ry’ |, X Pa. Soit H = Quot’(AR) le schéma de Hilbert paramétrant les
systémes cohérents quotients de la famille A de type t = (h + (% — a)h?,2). Ce schéma est
projectif sur Ry’ . et son image dans R, est formé des systémes cohérents A admettant
un quotient de la forme (I', Oy (§ — «)), avec dimI' = 2, ce qui donne alors une suite exacte
0— (0,00 (5+a) —=A—(,0/(5 —a)) —0.

D’aprés la proposition 6 du chapitre 1, le schéma H se plonge dans R, ; en effet soit
A le systéme cohérent précédent, on a Hom(A”,A") = 0, avec A" = L,0p (5 — ), A =
0,0y (5 + «)). Des lors le morphisme H — Rg’ ,, est non ramifié, et il est de plus injectif
car A n’admet qu’un seul sous-systéme cohérent «v_ destabilisant.

Sur Quot!(Ag) x P, on a donc une suite exacte de familles de systémes cohérents
0—A —Agly —A" =0

Les familles Al, A" définissent un morphisme de H vers ¥, ,, qui se factorise par oy : P, —

Sayn en vertu de la suite exacte ci-dessus. Le morphisme canonique ‘H — Rgi », Dasse au
b

quotient pour donner un plongement fermé H < S, +.n» et ce plongement fermé se factorise
encore par o4. Le schéma P, étant intégre, on en déduit que P, ~ H' et par suite ’énoncé
de la proposition. O

On munit donc le fermé Zj;n d’une structure schématique qui en fait une variété intégre
isomorphe & P . Signalons que I'on a encore E;ﬂn = WII(Ea,n) au sens des schémas.

Un lien entre ¥, et X1,

n

Lorsque (3 est un paramétre compris entre deux valeurs critiques a — 1 et a consécutives,

. s . . . + _
on sait que l'on a les isomorphismes Sg;, ~ Sa_n = S(a—1), n- Les fermés X7 | et X7
peuvent étre considérés comme deux fermés du méme espace de modules Sg,,. On conserve

les notations de la proposition 15.

42



Proposition 20 On a linclusion de fermés de S,_ ,, suivante :

Ay, cxd

a—1,n

Preuve: Les deux schémas étant réduits, on est ramené a démontrer une inclusion ensembliste.
De plus il suffit de prouver cette inclusion sur 'ouvert des couples de droites distinctes. On
suppose donc que (I', ©) s’insére dans une suite exacte courte non scindée

0= (0,0y(5 =) = (1,0) & (0,00 (5 +a)) = 0 (+)
avec ', I distinctes. Si {z} = I'n1", on peut aussi écrire une extension
n i n
0— Ol”(§ +a-1)— Ol”(§ +a) = C(zx) =0

On a Ext' (O (2o — 1),0y) =~ C(z)(2 — 2a) en tant que faisceaux sur Py. Soit le foncteur
Hom( (0,0 (5 +a—1)),—) de la catégorie des systémes cohérents (non abélienne) dans celle
des espaces vectoriels, qu’on applique a la suite exacte (*). On obtient le morphisme de liaison

HO(OZ// (1)) — Extl(ol// (204 — 1), Ol’)

qui est le cup-produit par 1'élément de l'espace vectoriel Ext! (O, (2a), Oy ) déterminé par ().
De fagon précise le morphisme d’évaluation H(Or (1)) — H(C(z)(1)) est composé avec la
multiplication naturelle

HY(C(2)(1) ® HY(C(2)(1 — 20)) — H(C(2)(2 — 20v))

La section de H?(O, (1)) correspondant a ¢ s’annule précisément en x.
Il existe donc un relévement de ¢ par 7

0— (I, 0p (5 — a)) (I, ) = (0,00 (3 +a)) ——0

(0, él'}, (2+a—1))

|

0

La proposition est donc claire. O

On peut aussi montrer qu’au moins ensemblistement, on a X7 | N Yon = Ag, (voir plus
la stratification du fermé Sing(Sa_ ) N, )

3.4 Normalité et points singuliers des espaces de modules S,

Nous allons étudier les points singuliers de I’espace de modules S, , pour « non valeur
critique. Nous allons en particulier démontrer que cet ensemble est un fermé de codimension
> 2, ce qui nous permet de montrer que ce sont des variétés normales.

Puis nous nous intéressons aux points singuliers de S,_ , qui appartiennent au fermé 3 .
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3.4.1 Normalité de S, ,, a non critique

On rappelle le théoréme suivant (cf chapitre 1) qui a été montré par MinHe (cf [MinH2|)
en adaptant la preuve d’un résultat similaire sur ’espace de modules M,,.

Théoréme 5 Soit 5 un polyndme a coefficients rationnels > 0. Soit A un systéme cohérent
B stable. Au voisinage du point défini par la classe [A], l'espace de modules est isomorphe au
schéma des zéros d’un morphisme d’un germe de schéma lisse d’espace tangent Extl(A,A) a
valeurs dans Ext®(A, A). De plus Uespace tangent Sgn en A est isomorphe a Ext!(A,A).

La derniére assertion permet de remarquer que dans les conditions de ’énoncé, [A] est un point
singulier de Sg, si et seulement si Ext?(A, A) # 0. En effet, le nombre y(A, A) est indépendant
de A, ce qui montre que Ext?(A, A) # 0 si et seulement si dim Ext!(A,A) > 2n + 5.

Le fermé des points non stables, pour n pair, est de codimension > 2. Ce sont des systémes
cohérents (8 semi-stables qui s’insérent dans une extension du type

0—(I',0;(3)) = (1.0) = ", 0p(5)) = 0

avec I',T" de dimension 1. Si I'on veut vérifier la condition Re de Serre, on peut donc se
restreindre a 'ouvert des points 3 stables.

Théoréme 6 Les espaces de modules Sgp, sont des variétés irréductibles et normales, pour
G non critique.

Preuve: Soit un point singulier de Sg, donné par la classe d'un systéme cohérent (I',O)
qui est (3 stable, avec Hom(©,©(—3)) # 0 (par dualité de Serre). Le faisceau © ne peut étre
semi-stable, car p(0(—3)) < p(O). Il posséde donc une filtration de Harder-Narasimhan

0— (’)l/(a) — 0 — Olu(b) — 0 (*)

On a par définition @ > b, et de plus I = 1" car il existe un morphisme non nul de u : © —
©(—3) qui se factorise en un morphisme v : Oy (b) — Oy (a — 3). C'est donc que a > b+ 3;
comme a + b =mn on en déduit que a > (n+ 3)/2.

Soit I = I' N HY(Oy(a)), la condition de 3 semi-stabilité donne a < 5 + B(1 — dim ).
Donc % < B(1 — dim F/), et par suite I' =0 et 3 > % Si « est la plus grande valeur critique
en dessous de 3, onaaZ%etaS %—i—a,bzg—a.

On a donc une suite exacte de systémes cohérents

0—(0,0(a)) = (I',©) = (I, 0y(b)) — 0 (%)
Cette suite exacte ne peut étre scindée par la propriété de 3 stabilité.

Soit maintenant (a,b) un couple d’entiers tels que a +b =n, b+3 < a < 5 + a. On pose

a = a— 3, quiest > 0 et correspond & une valeur critique. Alors tout systeme cohérent (3

stable s’'insérant dans une suite exacte de type (*) est a:r stable et o instable, et appartient
a l'image X/ 5, du fermé intégre Z:, . bar le morphisme rationnel S, =~— —— > Sg,.

Une classe d'un systéme cohérent 3 stable définissant un point singulier de Sg, appartient
nécessairement a l'image d’un de ces morphismes rationnels pour un couple (a,b), ou encore
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pour une valeur . Ces images sont toutes irréductibles de dimension 2n + 2, leurs adhérences
sont donc des fermés de codimension > 2.

Soit R, l'ouvert du schéma R, (cf proposition 9), paramétrant des quotients (3 semi-
stables. On va prouver que RSS est une variété normale, et localement intersection compléte.
La preuve qui suit provient de [LePT], ou elle est faite pour R,. Soit (I',®) un systéme
cohérent et la donnée d'un quotient H ® Op, — © dont on note le noyau K.

Il existe alors un morphisme d’un germe de schéma lisse d’espace tangent de Zariski
Hom(T', H(0)/T) x Hom(K, ©) a valeurs dans le groupe Ext! (K, ©) dont le schéma des zéros
est isomorphe & un voisinage du point de R,, correspondant. Ceci prouve que les composantes
irréductibles sont de dimension supérieures a

2n + dim Hom(K, ©) — dim Ext' (K,0) = 2n + x(K,0) = 2n 4+ 4 + (n + 2)*

En effet x(K,0) = dimH - x(©) — x(6,0). Nous allons montrer que Rj’, est un schéma
irréductible de dimension 2n + 4 + N2, avec N = n + 2.

Considérons pour cela le morphisme support o : Rf;sn — P35 qui & un point correspondant
& un faisceau quotient © associe sa conique support. Au dessus de 'ouvert des coniques lisses,
o est lisse et ses fibres sont de dimension 2n + N2 — 1; en effet si la conique est fixée la
classe d’isomorphisme du faisceau © est fixée (il est inversible sur la conique de degré n + 1),
et la classe d’isomorphisme d’'un quotient H ® O — O est déterminée par un isomorphisme
H ~ H°(©). Donc I'image réciproque par o de I'ouvert des coniques lisses est irréductible de
la bonne dimension. On peut dire mieux.

lemme 10 Les fibres de o sont de dimension < 2n+N?—1 au dessus de 'ouvert des coniques
réduites.

Preuve: Si la conique est singuliére réduite, réunion de deux droites distinctes, il n’existe
donc qu’un nombre fini de faisceaux ©; (& isomorphisme prés) tels qu'’il existe un pinceau de
sections T'; € HY(6;) tels que (T;,©;) soit 3 semi-stable. En effet tout quotient © — O,(a)
vérifie @ > 0 (cf lemme 3). Dés lors la fibre de o en cette conique est recouverte par les images
des morphismes

fi : Grass(2,H) x Isom(H,H°(©;))/Aut(0;) — R,

restreints aux ouverts des points 3 semi-stable. En effet, d’aprés [LeP| chapitre 8 le stabi-
lisateur d’'un quotient HRO — O, est isomorphe au groupe des automorphismes de ©;. Le
membre de gauche est de dimension < 2n + N? — 1, le lemme est donc prouvé.

Il est donc clair que I'image réciproque des coniques réduites dans R;sn est de dimension
< 2n 4 N? + 4, et a donc la bonne dimension.

lemme 11 Soit (I, ©) un systéme cohérent 3 semi-stable de support une conique singuliére
C, tel que © soit un faisceau stable. Alors n est impair et © est isomorphe a (’)C("‘H)
Réciproquement si le faisceau © est de cette forme, il est stable.

Preuve: Supposons n pair. Le faisceau @(% — 1) posséde une section non nulle, i.e il existe un
morphisme non nul u : O¢ — ©(5 —1); on a donc un morphisme non nul @ : © — O¢(5 +1).
On a d’autre part une suite exacte

0— (’)l/(g) — (90(E +

n
2 1)—>Ol//(§+1)—>0
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et on peut considérer le morphisme composé v : © = Oc(2 +1) — O (% +1). Si v est nul,
@ se factorise par un morphisme non nul © — Oy (%), dont le noyau a un polynéme de Hilbert
réduit > p(©). Si v est non nul et non surjectif, le noyau de v donne encore un sous-faisceau
de © de polynéme de Hilbert réduit > p(0). Ces deux cas conduisent a une contradiction.
Donc © s’insére dans une suite exacte

O—>Ol/(g—l)—>@—>0l//(g+1)—>0 (1)

Une preuve presque identique & celle de la proposition 20 montre alors que © posséde un sous-
faisceau de la forme O/ (), absurde (quand ' =1" =1, Pextension (1) définit un morphisme
HO(0;(1)) — Ext}(O;(1),0;) ~ C qui a un noyau non nul). Donc n est impair.

Le faisceau (:)("T_?’) posséde une section non nulle, on a donc un morphisme non nul

uw: 0 — (’)C(”TH). Les deux faisceaux sont stables, et de méme polynéme de Hilbert ré-
duit, ils sont donc isomorphes. Ceci montre le lemme.
Revenant au théoréme, soit C' = [? une conique double fixée, 'adhérence de la partie
localement fermée des points de R, de support C tels que © soit stable est de dimension
< 2n+ N2 — 1, car la classe d’isomorphisme de © est alors fixée (cf lemme 11) et son groupe
d’automorphismes est de dimension 1. Donc I'adhérence dans R, de la partie localement
fermée des systémes cohérents (I', ©) tels que © soit stable de support une conique double est
de dimension < (2n + N2 — 1) 4+2 =2n + N? + 1.

Reste le cas des faisceaux non stables de support une conique double. Si le faisceau © est
non stable, il s’insére dans une extension éventuellement scindée de faisceaux

0— O(a) = O — Ob) = 0 (x)

avec a > b > 1. Les extensions non scindées sont paramétrées par 'espace projectif P,; =
P(Ext!(O;(b), 0y(a))), dont on peut calculer la dimension grace a I'isomorphisme Ext!(O;(b), O;(a)) ~
H%(O;(a — b+ 1)). La dimension est donc a — b + 1. Soit donc @, la famille de faisceaux
paramétrée par P, et soit la fibration au dessus de P, donnée par

Wep = Grass(2,H) x Isom(H® O, pr,(®g))

dont la fibre au dessus d’'un point z de la base paramétre les isomorphismes H ~ H%(©,;(z)),
et les pinceaux de H. Par la propriété universelle du schéma de Hilbert, il existe un morphisme
GL(H) équivariant f, 5 : Wap — R, que l'on restreint a 'ouvert des points [ semi-stables; la
fibre de v : ;Sb — P4 en un point x de P, est isomorphe au groupe d’automorphismes de
O, (). Ce groupe est de dimension a — b+ 2. Le sous-schéma fermé f, ,(v—1(z)) est donc de
dimension < 2n+ N2 — a +b — 2. Par suite '’adhérence de I'image fap( ;‘Z) est de dimension
<2n+N?—1=2n+N?—a+b—2)+(a—b+1), car elle est recouverte par les f, ,(v—1(x)),
pour x dans I'image v(W?>3).

Reste enfin le cas des extensions scindées. Pour chaque couple (a,b), on pose O, = Oi(a) D
Oy(b). 11 existe un morphisme GL(H) équivariant

Gap : Vap = Grass(2, H) x Isom(H,H(0,,4)) — Rn

Comme précédemment, chaque isomorphisme H ~ H%(6,;) donne un quotient H® O —
ap, et I'ensemble des classes d’isomorphisme des quotients obtenus est en bijection avec
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GL(H)/Aut(6,4). Le groupe d’automorphisme de 6, est de dimension a — b+ 3 si a > b, et
de dimension 4 si a = b (il est alors isomorphe & GLs) ; il est donc toujours de dimension > 2.
Donc gq,5(V,%5) est de dimension < 2n + N2 — 1.

L’image réciproque par le morphisme gg,, : R, — Spn du fermé des classes strictement
semi-stables est de codimension > 2. Ailleurs le morphisme gg,, est lisse de dimension relative
N2 —1. D’aprés ce qui précéde, le fermé des points singuliers de R%S est de codimension > 2.
Par la critére de Serre, R est irréductible et normal, donc Sg,, 'est également. Le théoreme
est montré. o

Remarque 3  Pour n pair, l'ouvert des classes stables est lisse pour les espaces de modules
So— p €t Si- p, et Sy. Les seules singularités de Sy proviennent du fermé des classes strictement
semi-stables. Pour n impair, les espaces Syo- €t S3/9- , sont lisses.

Nous ne connaissons pas le fermé des points singuliers de S,_ 5, pour une valeur « critique.
Mais on peut caractériser le sous-schéma fermé des points singuliers dans ¥_ ,,. C’est 1'objet
b
des sous-sections suivantes.

3.4.2 Variété de sécantes

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension 2, (u,v) une base de V, (u,v) sa base
duale. On pose P; = P(V) la droite projective paramétrant les quotients non nuls de V, ou
encore les droites vectorielles de V*. Soit d > 1 un entier. On pose Py = P(S?V), qui est un
espace projectif de dimension d.

Soit le plongement de Veronese v4 : P; <— Py qui a la classe de au + bv, ou a,b sont des
nombres complexes non tous deux nuls, associe celle de (au + bv)?.

Le plongement v; est le morphisme induit sur les Proj par le morphisme naturel d’algébres
graduées @; S*(S4V) — @; S¥V. L’image du plongement v4 est une courbe rationnelle lisse de
P4, qu’on note Cj.

Définition 6 Soit C' une courbe irréductible compléte de Py. Pour tout entier i tel que 2 <
2i < d+ 1, on appelle i-eme variété des sécantes a la courbe C, et on note Sec;(C), le fermé
de Py adhérence de 'union des sous-espaces projectifs de dimension ¢ — 1 qui rencontrent la
courbe C' en i points.

Nous allons maintenant montrer que Sec;(Cy) est irréductible de dimension 2i — 1. Pour
cela nous utilisons une description explicite de Sec;(Cy) comme variété déterminantielle.

La proposition qui suit est classique (cf [Har|, chap. 9 prop. 9.7) et intervient dans des
théorémes plus généraux (th. 1.43, 1.56 de [lar]).

Proposition 21  La points de Sec;(Cy) sont les classes des formes binaires F' € STV* telles
que Uapplication linéaire de contraction associée mp : S'V — S¥=V* soit de rang < i.

Lorsque 2i = d+ 1, ceci est toujours vérifié quelque soit F', on en déduit que Seca+1 (Cy) =
2

P,.

Preuve: Un point de la iéme variété de sécantes Sec;(Cy) est la classe d’'une forme bi-

naire s’écrivant » % =1 J, ol [; est une forme linéaire sur V. Choisissons pour chaque j un
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vecteur v; dans le noyau de [, et posons v = vy - - - v;. Alors mp(v) s’écrit comme la somme

d d=i . oy )
doi<j<i () Li(v1) - - 1i(wy) 157", dont les termes sont tous nuls. Ceci prouve la condition né-
cessaire.

Réciproquement, supposons que mg ait un noyau non nul. Soit v # 0, un vecteur du noyau
de mp ; on peut écrire v = v - - - v;, ol les v; sont dans V, car le corps de base est algébri-
quement clos. Supposons que les v; soient deux a deux linéairement indépendants; on veut
montrer qu’il existe alors des formes linéaires [;, pour 1 < j <4, telles que F' s’écrive comme
une somme » i )\jl?, ol les \; sont des scalaires et les [; sont des formes linéaires s’annulant
en v;. Soit déja 1 une forme linéaire non nulle telle que I (vy) = 61 pour tout k.

Raisonnons maintenant par récurrence sur ¢. Pour ¢ = 1 le résultat est clair car dire que
mp s’annule en v = vy signifie que v est un zéro d’ordre d du polynéme homogéne F'. On écrit
donc F' = )qlil, oll A1 est un scalaire.

Pour i > 2 contractons F par v;. On obtient une forme binaire Fj dans S*1V*, et par
hypothése le morphisme de contraction

mpg, §ily — gd—iy*

posséde un noyau non nul, qui contient vs - - - v;. Par hypothése de récurrence au rang i — 1 on

peut écrire F} = EQSjSi Iy l;l_l, on pose ensuite pour 2 < 5 <14
Ky
Aj = ——
J d lj (al)

Par construction la contraction de la d-forme G = F — % 5., )\jl? par vy est nulle. C’est
donc que G = Allf. La preuve est faite dans le cas ol les v; sont deux a deux non liés.

Pour finir, soit ¥ le sous-schéma fermé de P(S? V) x P(S?V) dont les points sont les
couples ([v], [F]) tels que mp(v) = 0. Le fermé XY, est muni de deux projections

. T,
i bry

Prll

P(S'V)

P(S9V)

Si v € S'V est fixé non nul, la fibre pry ! ([v]) s’identifie a I'espace linéaire noyau du morphisme
de contraction ¢(v) par v : ‘
c(v) : SV* — ity

qui est surjectif. En effet, la transposée de c¢(v) n’est autre que la multiplication par v, et
Palgebre S*V est intégre. C’est donc que le morphisme pr; est lisse de dimension relative ¢ — 1.
Par suite ZZ est irréductible lisse de dimension 27 — 1.

Comme nous ’avons vu au début de cette preuve, on a une inclusion Sec;(Cy) C X%, et de
plus les deux fermés coincident au dessus de Pouvert de P(S*V) formé des classes de formes
symétriques ne comportant pas de facteur multiple. C’est donc que Sec;(Cy) = ZQ et cela
prouve la proposition. O
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Nous aurons & adapter ce que nous venons de voir & une situation relative. Soit p : £ — X
un fibré vectoriel de rang 2 sur une variété X. On peut considérer le plongement de Veronese
relatif v : P(E) — P(S?E). On note alors Sec;(F) la sous-variété de P(S?E), dont la fibre
en chaque point z de X est la iéme variété de sécantes de P(SYE(x)).

Nous allons décrire dans la section suivante I'intersection du fermé singulier de S, ,, et de
B, = P(S?*72N) comme la vari¢té de sécantes d’ordre 2a— 2 de P(N). Nous mettrons aussi
en évidence des strates de points singuliers, qui sont également des variétés de sécantes.

3.4.3 Strates de points singuliers dans Y|, pour a critique

On rappelle que N est le fibré normal de la sous-variété diagonale A C P3 x P3. Le fermé
Yoy Pour @ > 2, comporte deux composantes irréductibles A, , et By ,,. La composante B,
est isomorphe au changement de base du fibré projectif P(SQa 2N) — P par le morphlsme

G = Grass(2,527°Q) — P}

L’intersection A, N B, est isomorphe a P(N), et le plongement de cette intersection dans
B, ,, s’identifie au plongement de Veronese.

Comme nous I'avons vu a la section 3.4.1, les points singuliers de S,_ ,, correspondant a des
systémes cohérents a_ stables ont pour image par ¢ des coniques doubles, et appartiennent a

N / . . ~ . .
des fermés ¥ o O a est une valeur critique < a— 1. Il reste & confronter cette condition

avec celle d’appartenir a By,

Proposition 22 Le lieu Sing(Sa_ ) N ¥y, des points de X5, singuliers pour S_, est

isomorphe a la variété des sécantes Sec[a_g](N) C P(S?*2N). Ce fermé est donc intégre et
2

lisse dimension n — 4 si n est impair, et n — 5 sin est pair.

Preuve: Soit A = (I, ©) un systéme cohérent a_ stable tel que [A] soit un point singulier de
Sa_n- On sait que I'on a alors une suite exacte non scindée de systémes cohérents

0—(0,01(a)) = A= (I',Oy(b)) = 0 (1)

ott (a,b) est un couple d’entiers tels que a +b=netb+3<a< 5 +a—1 (car a — 1 est la
plus grande valeur critique < a_). Si de plus [A] € X
systémes cohérents

a,n» O @ une suite exacte non scindée de

0— (005 —) = A= (0,05 +a) =0 (2)

Le fibré projectif B, ,, parametre les classes d’extensions de type (2) ; on voit donc que le lieu

des points de X ,, singuliers pour S,_, sont les classes d’extension de type (2) telles qu'il

”TJF?’, et un relévement j de i

o,n
existe une injection i : Oj(a) — O)(§ + a), avec a >

@—>Ol(% +a)

N

Oi(a)
La condition a < § + o — 1 est automatiquement vérifiée par hypothese de a_ stabilité.
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Si a est fixé, on peut encore formuler cette condition en disant que si 'on pose e €
Ext!(O)(% + @), 0;(% — «)), définie par une extension de type (2), le morphisme de multipli-
cation par e

HO((’)Z(g +a—a)) — Ext!(Oa), ol(g —a)) (3)

a un noyau non nul. Les espaces vectoriels HY(O)(% 4+ a — a)) et Extl(Ol(a),Ol(% — )
s'identifient respectivement aux fibres de S2T*7%Q et S*T%~ 2 2Q* en [. Quant 4 e il appartient
a la fibre de S2*72QQ en [ également. En posant d = 2a — 2, et i = 5 +a —a, on voit dés lors
que le fermé des points de B, ,, vérifiant la condition (3) est le lieu B; des points de P(S4Q*)
ou le morphisme de fibrés

O(-1)KS'Q — siQ*

n’est pas injectif (on a noté O(1) le fibré canonique sur P(S?Q*)). D’aprés la section 3.4.2, on
en déduit que B; est isomorphe a la variété de sécantes Sec;(N). Lorsque a varie entre ["TH]
et 5 + a — 1, on obtient une suite de fermés emboités

P(N) = Seci(N) C ... C Sec;(N) C Sec;+1(N) C ... C Sec[a_%](N)

La variété Secy,_3;(N) est le fermé Sing(Sa_ n) N2, ,- L'étude de la iéme variété des sécantes
2 b
a la courbe rationnelle lisse effectuée & la section précédente permet de conclure. O

La preuve met en évidence une stratification du fermé Sing(S,_ ) N, ,,, la dimension de
Ext?(A, A) restant constante sur chacune des strates B; \ B;_1 (pour i = 0 on pose By = 0)).
A noter que si i = 1, By est précisément I'intersection A7, N B, (il n’est pas difficile de voir
en adaptant la preuve de la proposition 20 au cas =1 que c’est aussi ZI_Ln N B,;n).

La dimension de la iéme strate (i.e la dimension de B;) est n—2a+2i—1 d’aprés la section
précédente. Cette observation nous permet de montrer plus loin que lorsqu’on éclate ’espace
de modules S,_ ,, le long de X, 'image réciproque de B, ,, est irréductible et fournit une

composante du diviseur exceptionnel.

a,n

3.5 Les formules de saut

3.5.1 Introduction

On cherche & calculer le nombre I, = ¢1(D)?"*5 N [P,], qui resprésente le degré de la
variété des courbes de Poncelet (D est le fibré de Donaldson).
Soient les nombres

Ia,n :/ Cl(Da,n)2n+5
Sa,n

Pour o de degré > 1, ce nombre est égal a [ ¢ (7*(D))** ™ qui est égal a I, (on rappelle

que w : S, — P,). La fonction o — I, reste constante sur chaque intervalle entre deux
valeurs critiques.

Soit donc a une valeur critique, et a— < a < a4 deux autres valeurs proches de «. Dans
cette section nous allons calculer le "saut" défini par la différence

Acx,n = Iour,n - Ia,,n
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L’idée est de trouver une variété projective S munie de deux morphismes birationnels sur
Sa_n et Sa, n, de sorte que 'on puisse exprimer A, , comme nombre d’intersection sur S.
Ceci va étre réalisé en éclatant S,_,, et S, n le long des fermés exceptionnels ¥, et ¥ .
L’idée n’est pas neuve : voir [Tha| pour un calcul sur des espaces de modules de fibrés sur
des courbes, et [LeP1]|, [MinH]| pour une situation déja plus semblable a celle rencontrée ici.

3.5.2 [Eclatements de S,_, et S, ,

Nous essayons tout d’abord d’en savoir plus sur I’espace normal en un point du sous-
schéma fermé X7, de So_ p (et idem pour ¥, et So n).

Proposition 23 Soit z un point de X ,,, correspondant a la classe d’un systéme cohérent A
qui est a_ stable. On a une suite exacte d’espaces vectoriels

0— ToX;, — TaSa_n =5 Ext'(A,A")

a,n

ot (A/,AH) est la filtration de Harder-Narasimhan de A. On a de plus un isomorphisme
T.X5,, ~ BExtl (A, A), au sens de la filtration (A", A") (cf chapitre 1).

a,n —

Preuve: Le fermé ¥_ , s’obtient comme quotient d’une sous-varié¢té fermée de R;® . Plus
I’ -

précisément, soit A une famille universelle de systémes cohérents quotients sur R , x P9
(cf proposition 9). On considére le schéma des quotients relatifs H = Hilb*(Ap) — RS* n qui
paramétre les quotients de la famille Ag de type A = (h + (5 + a)h?,0), dont les points sont
les systémes cohérents (I',©) € Ry’ ,, munis d'une suite exacte

0= (0,04 (5 = ) = (T,8) = (0,0 (5 + ) =0

Soit ¢ un point de H au dessus d'un point p de R’ . On note A le systéme cohérent o

. ., ’ " . . . N
semi-stable associé et (A, A") la filtration de Harder - Narasimhan relative au parameétre oy .
Nous savons que ’on a une suite exacte d’espaces vectoriels :

0 — T,H — T,RY , 5 Ext'(A,A") (%)

a_,n
ot w est la composée T, Ry = Ext' (A, A) — Ext! (A, A), avec w le morphisme de Kodaira-
Spencer, et Extl(A, A) — Ext}r(A, A) le morphisme canonique dans la suite exacte longue des
groupes Ext filtrés.

L’image par le morphisme de passage au quotient de H est précisément ., .. Le morphisme
w est la différentielle du morphisme quotient qo 1 : R’ , — Sa_, au point g. L’action du
groupe linéaire GL(H) étant libre sur Pouvert de R, ,, des points o stables, et du fait que

q;in(E;’n) = H, on en déduit que l'on a le diagramme commutatif suivant de suites exactes

0 T, M TpRS , — = Ext (A, A")
| | |
00— T;%, , — BExt!(A,A) — Ext' (A", A")
Les fléches verticales du diagramme sont surjectives. On a également une suite exacte cano-

nique

0 — Ext! (A, A) — Ext’(A,A) — Ext} (A, A)
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La fleche de droite est précisément celle du diagramme en bas a droite. Ceci prouve la propo-
sition.

Notons que dans I’énoncé de la proposition précédente, le morphisme T, S,_ p = Extl(A/, A")
n’est pas toujours surjectif. En effet, son conoyau est l'espace vectoriel noyau du morphisme
canonique Ext? (A, A) — Ext?(A, A). Il existe des points de Yo n bour lesquels les deux espaces
vectoriels ne sont pas nuls.

En revanche, sur 'ouvert de X, des points lisses pour la variété S, , et pour le schéma

Y n» l'espace vectoriel Ext' (A", A") est la fibre du fibré normal.
Soit maintenant x un point de Zg’n correspondant & la classe d'un systéme cohérent A qui
s'insére dans une suite exacte

0— (0,0 (5 +0) = A— (I,0,(5 —a) =0

On note (AN , A/) la filtration de Harder-Narasimhan de A pour la propriété de ay semi-stabilité
ainsi définie. Alors on a une suite exacte d’espaces vectoriels

0—-T,XF — TeSarn — Extl(A",A/) —0

a,n

La preuve est semblable a la précédente, nous ne la reproduisons pas. Nous remarquerons
simplement que la fléeche de droite est surjective, car elle s’identifie & la fléche canonique
Ext!(A,A) — Extl(A,A) (pour la filtration (A”,A")). Or I'espace vectoriel Ext? (A, A) est
nul, car d’aprés le chapitre 1 la suite spectrale EY*? qui permet de le calculer a ses termes sur
la droite p+¢g = 2 tous nuls : en effet on a ExtQ(A/ , A/) = 0 (idem pour A"), et Extz(A/ , A”) =0,
car ces espaces vectoriels sont d’aprés la proposition 2, chapitre 1 appliquée au cas d’un point,
isomorphes respectivement a Ext?(O,,0y) et Ext*(O;, Op (2a)).

Donnons maintenant un résultat général sur les éclatés de S, _ ,, et S, », suivant les fermés

—_—~—

Yon et 5. On les note So_ et Sa, n

Théoréme 7 Sous ces hypothéses,

—~—

— il existe un isomorphisme canonique : So_ n =~ Sain
— on suppose maintenant o < %, notant Sq.pn la classe d’isomorphisme commune, il existe
deur morphismes @y et p_ canoniques, et un diagramme cartésien
— ey
S,

Sa,n a4,n

-

Sa_ no Sa,n

Preuve: On note encore Ag la restriction de la famille de systémes cohérents sur R, x P
a louvert R;® , qui paramétre les systémes cohérents a_ semi-stables. Soit H C R3’ |, le
sous-schéma, fermé isomorphe & un schéma de Hilbert relatif des quotients de la famille Ag de
la forme (0, 0;(5 + «)) (cf proposition précédente).

Soit A_ la famille de systéme cohérents a_ stables mais a4 instables, paramétrée et plate
sur P_, construite a la proposition 17. On rappelle que qo_ , : RS ,, — Sa_ n est le morphisme

a_,n
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de passage au quotient, et q;in(Z a,n) = 'H. On note également g,_ , la restriction de ce méme
morphisme au sous-schéma H. On peut supposer que 'on a

AR|'H = q;_,n(A—)

En effet, les deux familles paramétrent des systémes cohérents a_ stables, et en chaque point
q € H, les deux fibres sont des systémes cohérents sur Py isomorphes. On en déduit, d’aprées
[MinH2|, qu'il existe un fibré inversible L tel que Agrly ~ L®q;, ,(A-) (I'hypothése que les
familles parameétrent des systémes cohérents stables est essentielle). On peut supposer que L
est trivial. Sur P_ x Py on a une suite exacte de familles de systémes cohérents

0—>£®Al—>A_—>A”—>O

(cf proposition 17). On en déduit que I'on a une surjection canonique

17

AR"H - QZ_,n(A )

On peut remarquer que les familles de systémes cohérents précédentes sont plates sur leur
support qui est H, mais peuvent étre aussi considérées comme des systémes algébriques sur
R, Clest ce point de vue que nous adoptons ci-dessous.

Soit maintenant R_ l'éclaté de RZ® , le long du fermé H. Soit ¢ : R — R , le
morphisme canonique, et E le diviseur exceptionnel. Considérons le morphisme surjectif de
systémes algébriques sur R_ donné par la composée

¢~ (AR) = ¢~ (ARlH) = (Ga_m o d-)"(A") ()
Le systéme algébrique ¢* (Ag|z) a pour support le fermé ¢~ (H) qui est F, et sa restriction a
ce support est une famille plate de systémes cohérents. Il en va de méme du systéme algébrique

(Ga_no@-)* (A”)-

Soit A _ le systéme algébrique noyau de la fleche (x). On a le résultat fondamental suivant :

Proposition 24 Le systéme algébrique Ag_ sur R_, est une famille de systémes cohérents
oy stables, plate sur cette base.

Preuve: On pose Ap = (I'r, ®r), ainsi que Ag_ = (I'r_, O%_). Dans cette preuve, on
note en gras D;, pour ¢ = 1, 2, I'image réciproque par le morphisme 7_oq,_ , o ¢_ de la sous-
variété de X, ,, x P> donnée par la variété d’incidence droite-point relative au iéme facteur P
de ¥4,n. On a donc D; C E x Py, et de plus

% ’ n * " n
(tn 02 6-)" (A) = (.0, (2~ 0)), (g0 9-)"(A") = (0.0p, (2 + )
On a par définition de Ag_ un isomorphisme I'g_ ~ ¢* (I'g).
Sur Vouvert R_ \ E, les deux systémes algébriques Ag_ et ¢* (Ag) sont isomorphes.
Partons de la suite exacte de faisceaux de Ox_ modules donnée par

0— Or_ — ¢*(Of) — ODZ(g +a)—0

et tensorisons par le faisceau Og. On obtient une suite exacte longue

o n n
0 — Tor, "~ (OF. Op, (5 +a)) = Or_|p — ¢Z(Or)|r — Op,(5 +a) =0

2
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Pour calculer le membre de gauche, on utilise la résolution de Og en tant que faisceau
structural d’'un diviseur de Cartier : 0 — O(—E) — O — O — 0. Le Og_ module

O
Tor, - (OF, Op, (5 + a)) est donc le faisceau de cohomologie de gauche du complexe
0= Op,(—E, 5 +a) = Op, (5 +a) % Op,(5 +a) = 0

qui est Op,(—E, 5 + ).
D’autre part on a la suite exacte

0~ L& 0p, (5~ 0) = 6" (O)lr — Op,(5 +a) =0

ou le faisceau L est I'image réciproque sur R_ du faisceau inversible du méme nom sur P_. Il
a pour support E. On en déduit finalement que le faisceau @ _|g s’insére dans la suite exacte

n

5 a)—0

0— ODQ(—E,g—i-Oé) — GR,’E —>£®OD1(

En un point p de £ d’image ¢ = (T, U, l”) dans X, 5, on dispose de deux suites exactes courtes :
I'une qui est une suite exacte de faisceaux

0 Op(§ +a) > Or_(p) = Oy (5 ) =0
et lautre qui est une suite exacte de systémes cohérents
n . n
0= I,0 (5 —a)) = ¢Z(Ar)(p) = (0,0 (5 + @) = 0

On en déduit que l'on a un isomorphisme naturel d’espaces vectoriels I'g _(p) ~ I, une inclu-
sion naturelle I' C HY(@x_ (p)), et une suite exacte de systémes cohérents

0 (0,0p/(5 +0)) = Ag_(p) = (I, O (5 @) =0

On a le lemme suivant (cf [MinH]) :

lemme 12 Cette extension est non scindée, et Ag_(p) est un systéme cohérent oy semi-
stable (et en fait stable).

Nous n’en ferons pas la preuve. Il reste & montrer que le faisceau O _ est Or_ plat. Ceci
est clair par le critére de platitude utilisant la constance du polynoéme de Hilbert sur les fibres
(cf [Hal, chap.III théo. 9.9).

La proposition 24 fournit donc un morphisme modulaire ¢ : R — S, , et le diviseur
exceptionnel a pour image ensembliste le fermé Z;n.

lemme 13 On a ¢~ Y(E},) = E au sens des schémas.

Preuve: En effet soit H — R_ le schéma de Hilbert relatif sur R_ paramétrant les quotients
de la famille Az_ de type (I',O;(5 — «)). On a un plongement fermé H C R_, et en un
point ¢ de H', le systéme cohérent noyau du quotient Ar_(q) — (I, Op (5 — ) est de la
forme (0, O, (5 4+ a)) ; 'image de ce systéme cohérent par le morphisme canonique Az _(q) —
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AR (¢p_(q)) est nécessairement nulle car le systéme cohérent A (¢—_(q)) est a— semi-stable. Sur
H x P2, on a un quotient universel de la famille Az _|,, et ce quotient s’injecte naturellement
dans Ag|,s. On a donc une famille quotient de Ag|,, paramétrant des quotients de type
(0,0;(5 + «)). Par la propriété universelle vérifiée par le schéma de Hilbert, on a donc un
morphisme canonique f : H — E. En effet le diviseur exceptionnel E est le schéma de Hilbert
paramétrant les quotients de la famille ¢* (Ar) de la forme (0, 0;(5 + «)). Ceci se voit en
notant que le diviseur exceptionnel F s’insére dans le diagramme cartésien

E——R_

|k

s8
H— Ra, n

On voit ainsi directement que le couple (F,¢* (Ar)|g) vérifie la propriété universelle d’un
schéma de Hilbert.

On construit ensuite de méme un morphisme ¢ : £ — H' et on vérifie que ces deux mor-
phismes sont des isomorphismes réciproques I'un de 'autre. En effet, f o g et g o f sont des
morphismes de schémas de Hilbert définis par les familles quotients universels de ¢* (Ag) et
de A . O

De plus le quotient de R_ par 'action du groupe est isomorphe a 1’éclaté 5/’6;/” En effet,
le diviseur exceptionnel E a pour image par ¢ le fermé X7 |, qui est inclus dans 'ouvert des
points correspondant & des classes de systémes cohérents stables. Il existe donc un voisinage
de X ,, au dessus duquel le morphisme de passage au quotient o : Ry’ ,, — Sa_ n est lisse
de fibres isomorphe au groupe GL(H). On a le diagramme cartésien

Ro—— Scx,,n

.

ss
Ra,,n - Scx,,n

P

qui montre que le morphisme canonique R_ — S,_, est lisse au dessus d’un voisinage de
I'image réciproque de 3, de fibres isomorphe & GL(H).

a,n’

—~

Par la propriété universelle de I’éclaté, on obtient donc un morphisme 7 : So_ n — Sa, -

P

On construit également un morphisme r Saymn — Sa_n, dont il est clair qu’il est I'applica-
tion réciproque ensemblistement de r. Les deux variétés étant intégres, la premiére partie du
théoréme en découle.

Enfin, le deuxiéme point résulte de la proposition 23. En effet, dans ce cas X, est lisse

et la suite exacte de la proposition provient d’une suite exacte de fibrés vectoriels.

n

3.5.3 Le diviseur exceptionnel de I’éclatement : cas général

Pour « une valeur critique < 3/2, on a vu que le diviseur exceptionnel de ’éclatement
de So_ n le long du fermé Yon (qui est isomorphe a celui de I’éclatement de S, 5, le long de
¥4 ) tait lisse et intégre.
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Il n’en va plus de méme si o > 2, car dans ce cas le fermé X, n’est plus lisse, et
si a > 5/2, c’est l'espace de modules S,_, qui posséde de plus des singularités sur Yon:
Signalons que l'on ne posséde plus qu'un morphisme canonique birationnel sur son image
¢ San = Sa_n XSan Saym, et image de E par ¢ est un fermé de X7, xx, , X4,

D’autre part, s’il est clair que I'on a déja au moins deux composantes irréductibles dans le
diviseur exceptionnel £, qui sont les adhérences d’images réciproques d’ouverts lisses de A, ,

g, . .
et By, il n’est pas clair que ce soient les seules.

La stratification du fermé Sing(S,_ ) N %, ,, (cf proposition 22) va permettre de majorer

la dimension de I'image réciproque de ce fermé dans ’éclaté. On montrera ainsi que ce ne peut
étre une composante irréductible car elle n’est pas de codimension 1.

Soit (X5,,)" C X5, Vouvert des points non singuliers pour Sq_ . Aucun point de (3,,)"

n’appartient a A, N B, ,, on peut donc écrire sans ambiguité (Z(;n)l = (A7 ) 11 (B )N

a,n a,n

Remarquons que (A ,,)! n’est autre que Aim privé de son intersection avec B, ,. D’autre

a,n
I est localement

L. On obtient

part le faisceau normal Ny (dual du conormal) de X7, restreint a (37 ,)

libre. On note E! I'ouvert du diviseur exceptionnel image réciproque de (Z;,n)

un plongement localement fermé E' — X7, x5, 3f ..

En effet I'image réciproque de (A(;,n)l dans E' a pour image par le plongement précédent
un ouvert de la composante irréductible Fy = A7, x=,, , zj;’n du produit fibré X7, xx, E;"n.
L’adhérence de cette image réciproque dans Sf',;/n est une composante irréductible de E, notée
FE1. On obtient un morphisme naturel birationnel et surjectif de £y sur F;. De méme l'image
réciproque de (B(;’n)l dans F a pour image une partie localement fermée de la composante
irréductible lisse F» = B, ,, X5, , Zj;n du produit fibré. L’adhérence de cette image réciproque
donne une composante irréductible E5 de E. Le morphisme ¢ induit un morphisme birationnel
de E5 sur un fermé irréductible F2/ de codimension 2« — 4 dans Fs.

Nous allons maintenant calculer la classe fondamentale de cohomologie de F, dans Fb,
mais nous le ferons explicitement dans un petit nombre de cas, & savoir « = 5/2 si n est
impair, et a = 2,3 si n est pair.

Les images réciproques sur B, Xx,, Xt de faisceaux sur ¥q n, X ,, ou X, seront
notées identiquement mais en gras. On identifie également [P} avec son image par le plongement
diagonal dans P5 x P5. On note [ = ¢;(£) la premiére de Chern du fibré inversible canonique
L sur ¥, (et donc sur B, ), et I celle de £, ainsi que t celle de Ops (1).

Proposition 25 La classe fondamentale de FQI dans Fy est donnée par le terme de degré
2a0 — 4 de [’expression
C(s2a—3Q* ® £®2 QL )
c(N@L® L)
ou N désigne l'image réciproque sur la composante Iy du fibré normal de la diagonale P35 C
P35 x Ps.

Preuve: Si n est impair, on a prouvé a la proposition 22 que le fermé des points singuliers
de S,_ ., appartenant a B, ,, est de codimension 2; si n est pair, il est de codimension 3. On

note A" = (T, Op, (5 —)) et A" = (0, Ob, (5 + @)) les restrictions des familles de systémes
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cohérents (paramétrées et plates sur P_ = X7 ) & la composante B, ,,, cf proposition 17). On
a donc la suite exacte
0—-L®A - A_—-A —0

. . ~ ’ / , . 2
Sur ouvert U des points lisses appartenant a B, ,,, le fermé F, C Fj s’écrit comme schéma
des zéros d’une section d’un fibré de rang 2a — 4. Plus précisément, ce fibré est la restriction
a U du conoyau K du morphisme canonique de faisceaux cohérents donné par

Exth(A—,A_) — Ext!  (A_,A_) = Exth(L© A", A")

ou le faisceau Extlljr 4+ (A=, A_) est calculé relativement a la filtration (£ ® A A")Yde A_;la
section de K que l'on considére est I'image de la section canonique de Ext%)r(ﬁ & Al, AN) par
le quotient. Ceci découle de la proposition 23.

Nous savons d’aprés les rappels du chapitre 1 sur les groupes Ext filtrés, que le conoyau
K s’insére dans la suite exacte

0— K —Ext], (A ,A)—Extp (A ,A)—0

Créce & la suite spectrale EP? aboutissant & Ext”"? (A_, A_) on montre que ce dernier est

==pr/+

nul pour p+ g = 2. De plus la restriction du faisceau Mgr(A_, A_) alouvert U est nulle car
c’est un ouvert de points lisses.

Nous allons trouver une présentation du faisceau EXtir /—(A—, A_) sur Vouvert B, ,\ A,

qui montrera que ce faisceau cohérent y est de plus localement libre de rang 2o — 4 . La suite

spectrale usuelle montre que ce faisceau est le conoyau de la différentielle d%! : E? 1, El1 ’17

et que le noyau de d%' est Mll)r/_(A_, A_); on a d’ailleurs
E?,l _ Mér(Al,A/) @M}l)r(AII7A//), Ell,l - C ®M12)r(AH’A/)

D’aprés la proposition 23, le faisceau Extll)r /_(A_, A _) est isomorphe au faisceau tangent de
By, sur By, \ A . Linclusion Ker(d”!) C E?’l s’identifie donc a la différentielle dm_ de

a,n
T_ Z(;’n — Ygan. L'image de dm_| Ban\Aan est le faisceau tangent de la diagonale de X,
(qui est I'image réciproque dans cette variété de la diagonale de P4 x P3). Donc le morphisme

d®! induit sur B, \ A, , un morphisme injectif de fibrés vectoriels
N — SQa—SQ* QL

dont le conoyau est Mﬁr/_(A_, A).

Sur la sous-variété ouverte U xx, , ¥ ., on a une injection de fibrés L't -sL'e
Mll)r(A/, A") (par définition de ¥4, comme fibré projectif sur ¥, ). Le morphisme canonique
L' Mll)r(A/,A") — Mﬁr/_ (A_,A_), quon compose avec cette injection, fournit une
section du fibré

LoLoExt? (A ,A) (+)

dont le schéma des zéros est F2/|U Le complémentaire de FQIIU dans FQI est de codimension au
moins 2« — 6 dans Fy. Ceci montre que la classe fondamentale cherchée est la classe de Chern
d’ordre 2ae — 4 du fibré (). La présentation de ce fibré calculée ci-dessus fournit I’énoncé de
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la proposition. [l

Pour n pair et a = 2, cette classe est 1 (terme de degré 0) ; si « = 3, on note que N ~ Q(1),
et on calcule le termé d’ordre 2 de ’expression
o(SPQ* @ L2 ® L)
c(RQ)®L®L)

En écrivant I'isomorphisme S3Q ~ pr,(Op(3)), on arrive a la résolution suivante du fibré
S3Q* -
0—83Q" -0 - 015 -0
On en déduit )
(1+20+1)10
(142041 +1)5

(SPQ o L L) =

de méme )
(1+1+10 +1)3
14+1410

(QL)@LeL) =
Finalement, la classe fondamentale de le dans ce cas est donnée par
[Fy] =112 +61-1' =390 -t+1 2 —9l -t + 45t
Pour n impair, on a o = 5/2, cette classe est celle d'une hypersurface
[Fy] =4l +1 — 6t

Proposition 26  Lorsqu’on éclate So_, suwant le fermé ¥,
ceptionnel E avec deuxr composantes seulement, a savoir Eq et Es.

on obtient un diviseur ex-

Preuve: D’aprés le théoréme 5, au voisinage d’un point [A] de Y.,.n appartenant a la strate
Sec;(N) \ Sec;—1(N) de points singuliers (cf proposition 22), 'espace de modules S,_, est
isomorphe a une intersection compléte de codimension ExtQ(A,A) dans un germe d’espace
affine V' de dimension Ext!(A, A). Pour un tel A, en posant a = 5 +a—i,ona

dim Ext'(A,A) = n + 2a + 3, dim Ext>(A,A) =a —b—2

En effet, le nombre de droite se déduit directement du fait que que tout morphisme f : © —
©(—3) se factorise un morphisme g : O;(b) — O;(a—3) ; le membre de gauche se déduit du fait
que x(A,A) = 1—(2n+5) = —2n—4, par suite dim Ext!(A, A) = 2n+5+(a—b—2) = n+2a+3
(car a4+ b =n).

On a la suite exacte fondamentale (cf [Ha| chapitre 8)

I/IQIB;JL - Q%/’B;n - ng;’n’B;m —0 (1)

le terme de gauche désignant le faisceau conormal de X, dans V restreint & B, ,. Soit le
bl bl
morphisme surjectif canonique de faisceaux conormaux

NE;,n/V|B;,n - Nzg,n/sa,,JB;,n -0 (2)
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(ne pas oublier que l'on travaille toujours sur des voisinages, et que l'on peut considérer
Ny /s comme un module cohérent sur V). Si J désigne le faisceaux d’idéaux de ¥,

dans S,_ 5, on a d’aprés (2) un plongement fermé naturel
P(T/T%5-.) € PT/T? 5 )

Le terme de gauche représente I'image réciproque du fermé B, ,, dans I'éclaté de S, _ p, le long
de X7 ,,. L’ensemble singulier du faisceau Z /77| p- . est de codimension > 2 (son support est

Ay N Bg ), donc ce module cohérent est sans torsion car B, est lisse. Le noyau de la fléche
de gauche dans (1) est donc nul, car de torsion, et on note alors que le long de la iéme strate
de B, pour i > 2, le faisceau I/IQ|B;n est localement libre de rang n + 5 + 2a — 2¢ (on se

sert de (1) et du fait que X7, est lisse de dimension n — 2 sur la strate) ; cette strate est de
dimension n — 1 — 2a + 24, par conséquent son image réciproque dans 1’éclaté est de dimension
< 2n+ 3.

Pour ¢ = 1, on se trouve sur I'intersection A, , N B, qui est donc formée de points
singuliers pour X, ,. Nous ne calculerons pas les dimensions de I'espace tangent a ¥, en
ces points, mais nous invoquerons plutot le corollaire 6.9.3 d’[EGA4,2|, qui permet d’écrire
que A, ,, N B, est réunion de sous-schémas fermés integres S; sur lesquels les restrictions du
faisceau QIE_ sont localement libres, de rang > n—2 ; par conséquent les calculs de dimensions
d’images régi;)roques des iémes strates pour i > 2 reste valable.

On en déduit que I'image réciproque de ce lieu dans l'éclaté de S,_, suivant le fermé
Y5 » ne peut pas étre une composante irréductible. Celle-ci serait en effet obligatoirement de
dimension 2n + 4, et elle serait localement dominée par un fermé de dimension < 2n + 3 d’'un
espace affine. O

3.5.4 L’espace de modules S, n’est pas localement factoriel pour n > 5

Soit n un entier. Considérons le morphisme 7 : S, — P,. Soit X, le sous-ensemble
fermé de P, des faisceaux spéciaux. Ce sont les faisceaux F' semi-stables sur P; de rang 2 et
classe (0,n), qui admettent une droite de saut d’ordre n — 1. D’aprés [LePT| proposition 4.4,
le fermé ¥,, muni de sa structure réduite est isomorphe au fibré en espaces espaces projectifs
P(M;T(Op(l —n),Q*)Y) au dessus de P3. Il est clair que %, est en fait contenu dans 1'ouvert
des points stables de M,,.
lemme 14 On a [’égalité au sens schématique 7=1(3,) =

Qm,n’

Preuve: Considérons S,, comme bon quotient d’un schéma R:* (cf proposition 9). Notons par
abus 7 : R;}? — P, le morphisme composé. Sur R;° x P il existe une famille universelle Ap =
(T, ®) de systémes cohérents semi-stables. Restreignons cette famille au fermé 771(%,,) x Py.
On a deux suites exactes sur 77 1(%,,) x Py :

0——>T*RO(-1) —> 7*(F) O(-1)

H v

0 —— 7(Q) —— 7*(F) —= 7" (Op(1 — 1)) —=0

qui fournissent un morphisme surjectif représenté en pointillés. On a donc un morphisme
naturel de 771(%,,) vers le schéma de Hilbert relatif paramétrant les quotients de systémes
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cohérents (I',0) — (0,0;(1)) — 0, avec (', ©) semi-stable. Ce morphisme est un plongement
fermé car 7=1(3,,) est un sous-schéma fermé de RS°. Par passage au quotient, le plongement
fermé de 771(%,,) dans S, se factorise par ¥4, ne On en déduit 'énoncé car le fermé X

Qm,, 1
est intégre et 7~1(%,,) posséde au moins une composante irréductible de la bonne dimension
d’aprés la proposition 7 et [EGA4,2| (prop. 5.6.5). O

Remarque 4  Pour n = 4, l’espace de modules Sy se décrit comme éclaté de My suivant
le fermé X4 (cf [LeP2]). L’énoncé du lemme est alors immédiat.

La remarque précédente n’est plus valable pour n > 5. On en vient & I'objet de cette
sous-section.

Proposition 27 Pour n > 5, l’espace de modules S,, n’est pas localement factoriel.

Preuve: Pour n = 5, si S5 était factoriel, I’éclatement de S5 suivant E;/Q serait isomorphe a
S5. Ce qui n’est pas car le morphisme 7_ : Z??/z — Yi3/2 n’est pas un isomorphisme.
Pour n > 6, c’est & peu prés la méme chose : I’éclatement de S, le long du fermé critique

xr serait isomorphe & S;,, en particulier le diviseur exceptionnel E de S, serait isomorphe
Qmax,N )
a Xt . Ornous avons vu que E posséde deux composantes irréductibles, et & est
maxs maxs

intégre. Ceci prouve la proposition.

3.6 Calcul des sauts

Dans cette section nous donnons des formules pour calculer les sauts Ay, = Io, n—Ia_ -

La premiére étape consiste a remarquer que les fibrés ¢* (Do_ ) et ¢} (Da, n) sont iso-
morphes sur 'ouvert 5/*;1 \ E (cf théoréme 7). On passe donc de I'un a 'autre de ces deux
fibrés par tensorisation par un multiple de O(FE). C’est 'objet de la premiére sous-section.

Le nombre A, se raméne donc & un calcul de nombre d’intersection sur . Ce dernier di-
viseur posséde deux composantes Fq et Fo. On se raméne d’aprés les observations précédentes
a un calcul sur Fj et Fy (c’est 1a que la classe du fermé FQI intervient). Les composantes Fj
étant des produits fibrés faisant intervenir X, », ¥ ,,, et Z;ﬂn, on se raméne par application
de la formule de projection (cf [F]) & des calculs d’images directes de puissances de classes de
Chern d’un fibré universel sur une grassmanienne relative, ce que nous faisons explicitement.
Ces étapes forment les seconde et troisiéme sous-sections.

3.6.1 Le saut du fibré déterminant

Les notations de la preuve du théoréme 7 sont conservées dans la suite. On rappelle en
outre que h désigne la classe de Grothendieck du faisceau structural d’une droite de Ps.

Dans cette section on note, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, les images réciproques par les
morphismes ¢_ et ¢4 des fibrés déterminants D,_ , et Dy, , par les mémes symboles. On
rappelle que la variété R_ est I'éclaté de Rp ,, suivant le fermé H paramétrant les systemes
cohérents a_ semi-stables mais v instables. Sur R_ x Py on a une suite exacte de familles
de systémes cohérents

0= Ar_ = 6" (Ar) = (0,0p, (5 +a)) = 0 (+)
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Proposition 28 Sur la variété 5/*;1 on a un isomorphisme
,Doz,,n = Da+,n ® O(E)

Preuve: Sur R_ on a par la propriété universelle du fibré déterminant (cf proposition 12)
les isomorphismes

Do = det(pr,(¢Z(Or) - h)) @ det(¢~ (I'r))",
Doy = det(pr,(Or_ - h)) @ det(T'r_ )"

On a donc la relation

Do = Doy @ det(pry (O, (5 + ) - b))

Les produits de K-théorie sont pris dans le groupe K(R_ x IP3) (ces produits sont licites car
on se limite & la K-théorie des modules plats sur R_).

Plagons nous sur l'ouvert U C E complémentaire du fermé de E constitué des points dont
I'image dans X, 5, a pour projection sur le second facteur P3 le point [ déterminé par la droite
l. Le fermé complémentaire de U dans F est de codimension > 2 dans R_. Soit la résolution
de Op, (5 + a) donnée par

0—>h§®(’)ﬂm2(g+a—l)—>(’)(g+a)—>(’)D2(g+a)—>0

Cette résolution reste exacte par tensorisation par O; au dessus de 'ouvert U, en effet dans
ce cas les modules O; et Op, (% + «) sont transverses (ce qui signifie que les Tor supérieurs
sont nuls). On a donc la résolution suivante valable sur U C E :

0 — h3lu @ HAOW(5 +a—1)) = Oy @ H(O1(5 +a)) = pr.(Op, (5 +) © Oy — 0

Le déterminant du membre de droite coincide donc sur un ouvert de R_ dont le complémen-
taire est de codimension > 2 avec le faisceau inversible

det(Og)®2 Tt @ det(hy)®~2

Le terme précédent est isomorphe au fibré O(FE) en vertu du lemme suivant. La proposition
est prouvée.

lemme 15 Soit L un faisceau inversible sur un diviseur de Cartier effectif E sur un schéma
projectif X inteégre. Alors L est un faisceau de dimension homologique 1 et on a :

det(L) ~ O(E)

Preuve: Il existe un faisceau localement libre de rang fini A sur X et une surjection A — L —
0. Soit B son noyau. Le faisceau B est localement libre sur X, car en tout point x € E, on
Torg”” (Lg,C(z)) = 0 en vertu de la présentation 0 — O(—FE) — O — O — 0 du faisceau Op.
On a donc un morphisme de fibrés, injectif sur les faisceaux de sections, donné par f : B — A,
et le schéma des zéros de det(f) est E. En effet il suffit de considérer un recouvrement ouvert
fini (U;) de X tel pour chaque ¢ on ait

Lly, ~ Og|v,

La restriction de la résolution localement libre de L a chaque U; est alors une résolution de
Og, ce qui prouve le lemme. O
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3.6.2 Expression de A, ,

Commencons par un préliminaire. On rappelle que L et L' sont les fibrés inversibles
canoniques sur les fibrés en espaces projectifs ¥, et Z;Zn. De plus I" est toujours le sous-fibré
universel de rang 2 sur ¥, ,. On désigne encore par h la classe d'une section hyperplane de
Ps.

lemme 16 On a lexpression suivante des restrictions des fibrés déterminants aux fermés
— + .
Yon et X,

a,n

1. sur ¥

a,n’

Do nlyz, =L @bt “@hi " @ det(I)

2. SurXt ona:

a,n’
«

Da+,n|2;fn ~ L'® h1§_
Preuve: On part de la suite exacte de familles sur X7, x Pg :

0 A ®L—>A_ A =0

Comme remarqué a la proposition 17, ona A_ = (I'_ =T'® £,0_). On en déduit, toujours
d’aprés la propriété universelle du fibré déterminant

Do nly-, = det(pr,(©— - h)) @ det(T' ® L£)*.
Dans le groupe de Grothendieck K (¥, x P2), on a

6_-h:(E®Opl(g—a)-h)+(’)p2(g+a)-h

On choisit une résolution du faisceau O; donnée par 0 — O(—1) — O — O; — 0 ce qui nous
permet d’écrire

n n n
0D2(§ —i—Oé)-h: 0D2(§+O‘) _OD2(§ + o — 1)

et une décomposition similaire pour le produit d’intersection (£® Op, (5 —«)) - h. On obtient
finalement

det(pr,(©@_-h)) ~LA@ (Lo hTHP @ hY

ou A= (%_ +2) — (%_SH), B = —(%_QQH) + (%;a), C= (%+§+1) — (%;a) C’est-a-dire que

o
2
A=%—-a+1, B=a—-1%, C=1%+a On arrive &

det(pr,(© - b))~ L@ h? “@h "

Maintenant, det(T' ® £) ~ det(T") ® £L%?, ce qui donne le premier point. Pour le second, le
calcul est strictement identique. Mais cette fois la famille T' n’est plus tensorisée par £, ce qui
explique la différence du résultat.

On doit évaluer A, ,, = fsfv c1(Day )" =1 (Do n)?"+5. En écrivant l'identité c; (Dapn)—

c1(Do_n) = —c1(O(F)), d’aprés la proposition 28, on remarque que A, , s’écrit comme un

62



nombre d’intersection sur E. On pose maintenant v; = ¢;(T'), ¢ = 1,2. On note | = ¢1(£),
' =c (L), etv= (5 —a)hy + (5 +a)hy —71. On a:

(D als,) =1t
C1 (DaJr,n’Zi’,n) = ll + v
On a la relation formelle
2n+5 i—1 m, + 5 ' '
(l + U)2n+5 _ (—l + U)2n+5 — (l + l) Z Z(_l)k< ' >U2n+5—zlkl i—1—k
1
i=1 k=0

de laquelle on tire I'expression de A, :

2n+4 q o+ 5
A - _ -1 k U2n+4—ilkl’i—k‘ %
==X S0 () [ )
i=0 k=0
D’aprés la proposition 3.5.3, le saut A, , se décompose donc en somme de deux intégrales,
a savoir celles sur Ey et Eo, notées Af, ,, @ = 1,2. Par définition Fy désigne le produit fibré
Agn XSan E;n. On a donc un diagramme cartésien

P+ +
Fl > Za,n

l“" |

Aa,n 71—75 Eaun

et de plus la restriction du morphisme ¢ : 5/*;1 — Sa_n XSan Sain &la composante Ey de B
est birationnelle sur Fj. Par les formules de projection et de changement de base (cf [F]), on a

K _2§4zi:(_1)k<2n+5>A1 (i k)
o =0 k=0 i+1 o

avec Al (i, k) égal a :
ALK = [ o 1) (),
Ea,n

Les images directes (7_).(1%), (71)(I"""%) s’interprétent comme des classes de Segré de fibrés
pour o < 3/2; en effet dans ce cas les faisceaux D, et D;;n sont localement libres.

On pose maintenant G, = Grass(2, pr,(Op (5 —a))). On désigne par t le fibré Op; (1) sur
Ga,n- De méme, pour calculer A?x,n’ on remarque que ¢ induit un morphisme birationnel de
E, sur son image F, C Fy, dont on connait la classe fondamentale f,. On peut donc & nouveau

appliquer la formule de projection et les formules de changement de base au diagramme

+
F2 > Ea,n

L

Ba,n T > Eav”
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pour nous ramener & une intégrale sur Fo. On peut écrire :

A2 ——2§4i(—1)’f 215N A2 (i )
a,n T Z—l—l a\”

1=0 k=0

avec A2 (i, k) égal a :
B3(0k) = [ (=t
I
Nous ferons les calculs explicites un peu plus loin selon les cas.

3.6.3 Calculs de A}, et AZ |

a,n
: 1
Expression de A, ,

Lorsque a = 1/2,1, le faisceau D ,, est localement libre sur ¥, ,,, isomorphe respective-
ment & O(0, —1) = h3 et O(1,0) = hy. Ce sont les cas pour lesquels 7_ : X7, — %, est un
isomorphisme. La classe de cohomologie [ est celle d'un faisceau sur ¥, ,. Nous avons donc

An(i k) = / VR s n—sa—2(W)
Za,n

ot W est le fibré Extll)r(Al, A")) (cf section Généralités et notations).

Lorsque a > 3/2, le faisceau D ,, est isomorphe a IX72(2a — 1,2 — 2). La restriction
T_ A;,n — Ya,n s'identifie & I’éclatement de I'image réciproque dans Y, du fermé P35 x P}
d’idéal la puissance 2a — 2iéme de la diagonale.

Avec les notations de la preuve de la proposition 15, on a | = —¢1(O(E,)) ; en travaillant
dans les groupes de Chow de A, (qui peut-étre une variété singuliere), on peut énoncer ce

qui suit.

lemme 17 On a les relations
1. (7). (%) = [AZ ), (m)«(1) =0,
2. pour k > 2, (7_).(I¥) = —(2a — 2)sp_2(N(da — 3)), ou N est le fibré normal a la

diagonale.

Preuve: Le morphisme induit 7_|g, est une contraction, ce qui justifie le premier point. Le
second se justifie ainsi : on a (7_).(I*) = —(7|g, )«(1*~1); or le second terme est une compo-
sante de la classe de Segré du cone normal au sous-schéma d’idéal IQAO‘_2 (pour la définition
générale de la classe de Segré d’'un cone, cf [F| chapitre 4). D’aprés la preuve de la proposition
15, ce cone normal est non réduit, de sous-schéma réduit associé isomorphe & P(N(4a — 3))
(c’est I'intersection de A, ,, et B ), et sa multiplicité géométrique est 2 — 2. On peut alors
conclure grace a la proposition 4.1 (b) de [F]. O

On peut donc écrire que pour a > 3/2,

Aiy(@ 0) = fza n U2n+4_i : Si—n—2a—2(w)
AL(i k) = —(2a = 2) g, (nt = M)* sk a(Q(4a = 2)) - Sik—n—2a—2(W)

si k> 2.

64



Expression de A, ),

Pour calculer A2, on doit calculer I'image directe (m_| B;n)*(lk). On sait que B ,, est
isomorphe au fibré projectif P(S?*~2N(3 — 4a)). Par conséquent Iimage directe précédente

est la classe de Segré d’ordre k — 2 + 2 du fibré S2072Q(1 — 2a).

Il s’agit maintenant de calculer la classe de segré totale s(W) = s(Dg7,). C'est 'objet de
la proposition suivante.

Proposition 29 On a :

(B+a+1)(B+a)
(14 hy — hp) @tV (1 — ) — 20y 4+ 45 + B3 + yihe) 2
(G +at+2)(§+atl)

(1 4 hl)(a+1)(2a+3) (1 _ h2)a(2a+l) (1 — i+ ,},2) 5

(Do) =

Preuve: On pose ici @ = Op, (5 —a), et 0" = Op, (5 + a). On sait que D7, s’insére dans
la suite exacte
0 —T*RS"/**Q — DI}, — Ext},(6,0") — 0.

n

En effet, le faisceau Hompr(G)/, 9//) est de torsion, et inclus dans un fibré, donc nul. On note
dans K (2., x Pg) la différence Hompr(@/7 e") - mll)r(G)/,C-)") par x(©',0"). On a donc
dans K (X4, x Pg) :

DI =-—x(©®,0") +I*ms"/*eq.
Or
X(®,0") = pr,(Op,(2a)) — Op; (1) K pr, (Op (20 + 1)),

et donc

DiF =aa+Dhy' +(a+1)(2a+3)h — (a+1)(2a+1)(h B Ay

(%+a+2)2(%+oz+l)r* _ (%-i—a-i—é)(%-i—a) (I* X hz_l) LH

_l’_

ot H est une somme de fibrés triviaux sur 3, . On est ramené a calculer ¢(I' X hy). Or
c(T®hy) =1+ (1 + 2h2) + (72 + h3 + y1ho) + ..

on en déduit finalement par multiplicativité le résultat annoncé.

3.6.4 Calculs d’images directes de classes de cohomologie

Dans les calculs précédents, on se trouve face & des produits de classes de Chern de fibrés

universels sur des grassamaniennes. Pour pouvoir avoir des résultats explicites, il nous faut un
préliminaire de calcul de Schubert.
Soit X un schéma, et W un fibré vectoriel de rang r sur X. On note Grass(2, W) la grassma-
nienne relative des plans vectoriels de W, x € X. On note 7 : Grass(2, W) — X la projection
canonique, et S C 7" (W) le sous fibré universel de rang 2. On utilise pour les classes de Segré
les conventions données en début de chapitre.
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Proposition 30 On a :

k
k
Te(c2(S)™ e1(S)F) = ) Ak

J
avec

Apij = Sm+j—r+2(W) Sk—j+m—r+3(W)’

Smtj—r+1 (W) Sk—jtm—r+2(W)

Preuve: Soit Drapm(W) la variété des drapeaux relatifs, qui au dessus d’un point = € X,
parameétre les couples de sous-espaces vectoriels F} C Fy C Wy, tels que dim(F;) = 4. On a un
diagramme commutatif naturel

Drap; o(W) 7. Grass(2, W)

P(W)

Le morphisme ¢ associe au couple I} C Fo C W, le sous-espace F», et 1 associe Fj. Ainsi
Drap; o(W) peut aussi s’identifier & P(Q1), ot le fibré Q1 est défini par la suite exacte

0= L1 = m(W)—=Q1—0,

Ly étant le fibré inversible universel sur P(W). Sur Drap; (W), on a donc une suite exacte
canonique de fibrés
0— ¢*(L1) — ¢*(S) — Ly — 0.

Notons a1, as les classes de Chern de Lq et Lo. Alors on a les relations

©* c1(S) = *(a1) +ap
©* c2(S) = ¢ (a1) - az

Et par conséquent

Te(c2(S)™ c1(S)F) = 0w (0" 2(S)™ - ©* c1(S)F - ag)
= ps (¥ (@)™ - (¥*(a1) + az)* - ay' ™)
= SN O pe (4 (ag)™H - af T

avec de plus
i k—j 1 j k—j 1
P (§* (@)™ - ay T = (m)a (@) (0 ) (%)
D’aprés les conventions sur les classes de Segré :

/(/]* (ak_j+m+l) —_ (_1)k—]+m+1

2 Sk—j+m—r+3 (QT)

Or on a la relation suivante sur les classes de Segré et de Chern totales s(Q7) = ¢(Ly1)-nw7 s(W™).
Donc

Sk—jtm—r+3(Q1) = a1 - 71 (Sk—jpm—rt2 (W) + 71 (Sk—jpm—ry3 (W)
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soit
(0) = (CDFTE @ (ke g2 (W)
+ a s -1 (Sk—jtm—r+3(W7)))
= (D g (V) - St ria(WF)
= Smtj—rt1(W) - Sk—jrm—rt3(W7))
On reconnait dans cette derniére expression les mineurs de 1’énoncé de la proposition.

On prend maintenant pour base X le produit IP3 x IP5. Soit le fibré W = pr,(Op(5 —a))X
Ops. Soit 7 : Grass(2, W) — P% x P} la projection canonique. Les notations h; et hg désignent
les images réciproques du faisceau inversible O]p;(l) par les projections sur le premier et le
deuxiéme facteur. On note aussi v;, pour ¢ = 1,2, les deux classes de Chern du fibré S.

lemme 18 Soitr =5—a+1let A= @ Alors dans l’algébre de cohomologie de P35 xP% -
k A A
ma(ql AR = Z <k:> (m—l—jA—'r—s—Q) (k—j+7g—r+3) | pher2m=2r+4
= M (m+j—r+1) (k—j+m—r+2)

Preuve: Il suffit de remarquer que

s(W) = (14 hp)? i( )

k=0

d’out 'on tire

On utilise alors la proposition précédente.

On peut donc calculer explicitement A, .

3.7 Calcul de l'intégrale I.,, pour n quelconque

Les préliminaires précédents vont également étre utiles pour le calcul de I ,,, le parameétre
€ étant inférieur a la plus petite valeur critique. Cela fera 1’objet de cette derniére section.

3.7.1 Le cas n impair

Supposons n impair. On s’intéresse & ’espace de modules Se ,, pour un paramétre 0 < € <
%, c’est-a-dire inférieur strictement & la plus petite valeur critique. Tous les systémes cohérents
€ semi-stables sont stables, et s’écrivent (I', ©), avec © un faisceau stable.

Soit € C P5 x Py la conique universelle, c’est & dire la sous-schéma fermé intégre de P5 x Py
formé des couples (C,z) composés d’'une conique C' et d’un point = sur C. Le schéma € est
muni de deux projections pr et pry sur Ps et Py respectivement. On peut donc considérer sur
¢ les faisceaux inversibles

Oc(i; 7) = pr'(Op; (1)) ® pr3(Op, (7))

Soit p entier positif défini par la relation 2p +1 =n + 2, et A = @. Soit W le fibré
vectoriel de rang 2p + 1 sur P5 défini par

W= pr*(OQ(Ovp))'
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Proposition 31 Suivant les hypothéses et notations précédentes on a un isomorphisme :
Sen =~ Grass(2, W)

Preuve: Sur Grass(2, W) xPs il existe une famille universelle de systémes cohérents (I, O¢(p)),
de type (2h+nh?,2). D’aprés le lemme 11, le morphisme modulaire f : Grass(2, W) — S, ,, as-
socié est bijectif. L’ouvert U de S ,, des classes de systéemes cohérents de support une conique
lisse est non singulier, d’aprés [Ha| il existe donc un ouvert V' dans U tel que le morphisme
induit f : f~1(V) — V est lisse, donc est un isomorphisme. Le morphisme f est donc un
morphisme fini birationnel de schémas et le schéma cible est normal d’aprés le théoréme 6,
c’est donc un isomorphisme. O

Posons maintenant G' = Grass(2, W). Soit ¢ : Grass(2, W) — Ps la projection canonique.
Notons ¢ le faisceau inversible donné par Op,(1). On utilisera cette notation pour désigner
également la classe de cohomologie dans H?(PP5,Z) donnée par sa premiére classe de Chern.
On note t (en gras), 'image réciproque de ¢t sur G. Enfin on note ~; la premiére classe de
Chern du fibré T'.

Proposition 32 On a lexpression suwante de I, :

- znif zk:(_ I <2n 1: 5> (?) (o — 1)tk

k=2n j=0

(j—%—i—l) (k—j—jzpw)

j—2p (k—j—2p+1)
Preuve: Le fibré déterminant D, ,, sur S, , a pour expression
De =~ t2@P=D @ det(T)*
En effet soit la résolution suivante sur G x Py du faisceau O :
0—t XK Op,(p—2) = Og X Op,(p) — a*(Oc(0,p)) — 0.

L’expression du fibré déterminant est alors immédiate. On a donc dans H?(G, Z), la relation
c1(Depn) = (p—1) -t —1. On en déduit :

2n+5 o +5
Ie,n _ Z (_1)k< N )(p o 1)2n+5—k/Gt2n+5—k . ,Y{C

k=0

k

I est clair que s(W) = (1 +t)4. D’aprés la section 3.4, on a 0. (7F) = >i—0 (’;) Aok j, avec :

Aok = Sj—2p+1(W)  Sk—j—opt2(W) ‘
" Sj—jp(W) 3k;j—2p+l(W)
_ ‘ (j—2 +1) (k—j—Azp+2) th—2n
(j—?p k—j—2p+1
La proposition est donc claire. O

On peut maintenant achever la calcul de I,, pour n impair.
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3.7.2 Le cas n pair

Soit n > 4 un entier pair. Cette fois le calcul de I'intégrale en dessous de la plus petite
valeur critique 1 va étre un peu plus fastidieux. En effet, nous n’avons pas de description
de S, aussi simple que pour n impair. Il y a également le probléme de I’absence de famille
universelle de systémes cohérents.

Soit & nouveau € C P5 xP; la conique universelle de la section précédente. Soit d=c xps €
le schéma paramétrant les coniques marquées de deux points. Notons I¢ C Oy le faisceau
d’idéaux de la diagonale du produit € xp, €. Soit p; : ¢ — ¢ la projection sur le premier
facteur. Posons la grassmanienne relative G = Grass(2, p1«(I¢(5 + 1))), qui est un schéma
lisse en grassmaniennes au dessus de €, de dimension 2n + 6. Soit 7 : G — € la projection
canonique.

Soit la famille Ag = (I',Zg) de systémes cohérents sur Po, paramétrée par la variété G,
qui en chaque point de G' détermine le systéme cohérent (I', I, (% + 1)) oil 2 est un point d’une
conique singuliére C, I, est le O¢ module idéal du point {z}, et I" est un pinceau de sections
du faisceau I, (% + 1). En d’autres termes, si I'on considére que ¢ est naturellement plongée
dans le produit € x [Py, le faisceau Z¢ est I'image réciproque du Oy module cohérent I¢(5 +1)
par le morphisme (m,Id) : G X Py — € x Ps.

Il est clair qu'il existe un morphisme rationnel ¢ : G — — > S¢,, ; on s’intéresse dans ce qui
suit & son domaine de définition, c’est-a-dire au fermé de G des points correspondant a des
systémes cohérents € instables.

lemme 19 Un systéme cohérent (I',1.(5 + 1)), ot x est un point d'une conique C, est €
instable si et seulement si il s’insére dans une suite exacte

= (0.0y(3)) = (0 L(5 +1) = (0.0(3)) =0,

ot l/, ZN, sont deux droites du plan.

Preuve: Supposons que x soit un point d'une conique C, et posons A = (I, Oc (5 + 1)) —
(0,C(x)), Ay = (I',I(5 + 1)). Considérons la suite exacte canonique de systémes coherents

0—A, —A—(0,C(x)) — 0,

ot C(z) est le faisceau structural du point {z}. Soit © C I (5 + 1) un sous-module cohérent
de multiplicité 1. Le systéme cohérent (I', "), avec I' = TNH(O"), est sous-systéme cohérent
de Ay = (I, I.(5 + 1)), et donc de A = (I', Oc(% + 1)). Le faisceau Oc (5 + 1) est stable, on
a donc selon les cas
1. SiT" =0, 0nap@) < p(Oc(% +1)), soit done p(0') < p(Ly (2 +1) < p(I(Z +1) +e
oue>0;
2. si dim(I'") = 1, la condition de € semi-stabilité se réduit a p(©") < p(I,(
vérifié ;

+ 1) qui est

o3

3. Si dim(I") =2, le systéme cohérent (I'",0") est e destabilisant pour A, si et seulement
si on a p(@®) = p(I (5 +1)), en effet si p(@) < p(I.(5 4+ 1)) — 1, on a nécesairement

p(©) < p(Iu(§ +1)) — € pour € <
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I1 en ressort que le systéme cohérent (T,
un sous-systéme cohérent de la forme (T,

(% + 1)) est € instable si et seulement si il admet
Oy (5)). Cela justifie I'énoncé du lemme. O

L’extension du lemme est scindée lorsque ! %+ ZN7 et z=10n1". Sila conique est double
égale a 12, toute classe [w] d’une extension non scindée dans I'espace projectif P(Ext!(O;, O;))
définit le faisceau d’idéaux d’un point dans la conique, qui est le point ou s’annule la classe
de la section de H(0;(1)) ~ Ext'(0;, 0;) qui correspond a [w].
De maniére générale le point x dans I’énoncé 19 appartient a la droite l", et les deux sys-
témes cohérents (I', Oy (5)), (0,0, (7)) forment la filtration de Harder-Narasimhan pour le
paramétre €. Notons X _. le sous-schéma fermé de G, des points € instables, qu’on munit de
sa structure réduite. On dispose donc d’un morphisme naturel ¢ : ¥_. — Gg x D, avec
Go = Grass(2, pr,(Op(%))), et ou la seconde composante de 1) associe a un systéme cohérent
de Y _ le point sur I” dont on consideére l'idéal.

Il est presque clair que v est bijectif. On va montrer que ¥_. est en fait isomorphe a
G x D. Commencgons par établir la proposition suivante :

Proposition 33 Soit p un point de G, le morphisme de déformation infinitésimal de Kodaira-
Spencer r : TG — Ext'(Ag(p), Ac(p)) est surjectif.

Preuve: Supposons que 7w(p) = (C,z), ou (C,z) € €. Posons pour simplifier A = Ag(p). Soit
toujours I, le Oc—module idéal du point x. D’aprés les rappels du chapitre 1 ’espace vectoriel
Ext!(A, A) s’insére dans une suite exacte

0 — Hom(T',H°(A)/T") — Ext'(A,A) — Ext!(I,,1,) — 0.
D’autre part, on a la suite exacte d’espaces tangents associée a une fibration
0 — Hom(I', H°(A)/T") — T,G — T (¢,)€ — 0,

le terme de gauche correspondant a l’espace tangent de la fibre au dessus de (C,x). Le mor-
phisme k s’insére dans le diagramme commutatif

Hom(T', HY(A)/I') T,G Tcx)€

| b £

Hom(T, H(A)/T) — Ext!(A, A) — Ext!(I,, 1)

On est amené a prouver le lemme :
lemme 20 Dans le diagramme précédent le morphisme k : T (¢ )€ — Ext!(I,,1,) est sur-
jectif.

Preuve: La variété d’incidence € est une hypersurface de P5 x Py, qui est le schéma des zéros
d’une section du fibré inversible Op, (1) X Op,(2), on a donc une suite exacte de fibrés tangents
sur € :

0 — TC — T(Ps x Py)|e — O¢(1,2) — 0.

Considérons le complexe formé par le faisceau I, placé en degré 0, qui est quasi-isomorphe au
complexe & deux termes placés en degré 0 et 1 :

R =0—0¢c—C(z) —
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ot C(z) est le faisceau structural du point z. On a donc (cf [GeM]) une suite spectrale d’abou-
tissement Ext"(I;,1,) en degré n :

BV = 3" Ext!(R', R™*P) = Ext? (L, 1,)
7

On a donc
E2—1,2 _ HO[ 0 — Hom(O¢, C(x))* — Hom(C(z),C(z))* ]
Eg,l _ HO[ Extl((C(x), Oc) — Eth(OCH Oc) @ Extl((C(x),(C($)) — Eth(OCH(C(x)) ]
B’ = H’[ Hom(Oc, O¢) & Hom(C(z), C(x)) — Hom(Oc, C(x)) — 0]

ot I'on note H° le foncteur consistant a prendre la cohomologie en degré 0 d’un complexe.
On voit tout de suite que Ey L2 — E21’0 = 0. Il est clair d’autre part que cette suite spectrale
dégénére au niveau Ey. On remarque également que Ext!(Og, C(z)) ~ C, et que c’est préci-
sément la fibre du faisceau inversible O¢(1,2) au point (C,x). On en déduit donc que 'on a

une surjection naturelle Ti¢ € — Eg’l. Comme on a Eg’l ~ Ext!(I,,1,), le lemme s’ensuit.
O

Proposition 34 Le fermé Y_ est lisse et équidimensionnel de dimension n + 3.

Preuve: Plagons nous toujours en un point p de ¥_., et conservons les notations de la propo-
sition précédente. Montrons que

Ext? (A, A) =0, Ext>(A,A) =0

les groupes Ext filtrés étant relatifs & la filtration de A dont les gradués sont donnés par
A = (I, 0, (%)) et A = (0,0,(%)). Or on a clairement Ext?(A",A") = Ext?(A",A") = 0,
ainsi que Ext?(A”,A") = Ext?(A",A") = 0. D’aprés les suites spectrales d’aboutissement les
groupes Ext filtrés, on obtient le résultat. On sait dés lors que ¥ _. est lisse en p, et que son
espace normal & G en un de ses points z est isomorphe & Extl(A", A/) (le théoréme du chapitre
1 s’applique car la famille Ag est compléte). C’est un espace vectoriel de dimension toujours
égale a n + 3 d’aprés un calcul identique a celui de la proposition 9. L’énoncé s’en déduit car
dim G = 2n + 6. O

On rappelle qu’on note toujours Gy = Grass(2, pr,(Op(%))) la grassmanienne relative. On
note également T’ le sous-fibré universel de rang 2 sur Gy. Notons enfin A I'image réciproque
de la diagonale de Py x P, dans D x Py par la projection naturelle sur les deux derniers facteurs.
On note encore A I'image réciproque de cette variété dans Gy x D x Py. Cela ne devrait pas
générer de confusion dans la suite. Notons h I'image réciproque du fibré inversible Op, (1) sur
le facteur D du produit précédent.

Proposition 35 Le morphisme ¢ : X._. — Gg x D est un isomorphisme.

Preuve: Sur G x D x Py, notons D;, pour i = 1,2, I'image réciproque de la variété d’incidence
relative au 7 éme facteur IP5 dans G xD. On a alors une suite exacte universelle sur GoxD x Py :

0— (’)Dl(g)&hgl . Og(g 1) - (’)Dz(g+1) ~0
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Cette suite exacte paramétre en un point de Gy x D, au dessus du couple de droites (l/, ZN),
toutes les extensions non scindées 0 — Oy (5) — Oc(5 +1) — Op (5 + 1) — 0. Alors C est
la conique dégénérée en l/, .1 s’agit maintenant d’introduire le point sur l"7 et de considérer
cette situation "en famille". C’est le but du lemme suivant.

lemme 21 Soit D' le fermé de D x Py image réciproque de la variété d’incidence relative au
premier et troisieme facteur par la projection naturelle. On a l’isomorphisme de faisceauz sur
D:

Ext!, (Oa, Op/(—1)) = O(~1,1)

ot pr: D x Py — D est la projection sur le premier facteur.

Preuve: On utilise encore la résolution de la diagonale A sur Py x Ps :
0—-0(-2)KO(-1) - O(-1) Q" — Op,xp, — Oa — 0
Le faisceau MIIDT((’)A, Op (—1)) est donc le noyau du morphisme de faisceaux sur D
h® pr, (O (—1) ® Q) — h®2.

Cette fleche est la fleche naturelle O(—1,1) — O(0,2) qui est nulle sur D. D’ou le lemme. O

On a donc sur D xPy une suite exacte universelle
0— Op;(1) ® h™ ® Op (1) = Op — Oa — 0.

On en déduit une suite exacte sur Gy X D x Py de familles de systémes cohérents, donnée par

—_ n _ _ n
0— (I‘0®h21,(’)D1(§) Xhy') — Ag —»hy@h™! @ Op,(5) = 0 (F)
La famille A est plate et paramétre des systémes cohérents e instables, s’écrivant (I', I (541)),
ol x est un point d’une conique dégénérée, et I, est I’'idéal de ce point dans la conique. Il existe
donc un morphisme og : Gg x D — G d’image les points de X_.. En fait o( se factorise par
I'inclusion ¥_ C G, il est clair dés lors que 1 est un isomorphisme de réciproque og. O

Remarque 5 L’énoncé précédent prouve également la lissité de >_.. Cependant la propo-
sition qui établit la complétude de la famille Ag|x._. permet de plus la description de l’espace
normal & X _. en un point.

Sur G x P9, on a une suite exacte de familles de systémes cohérents

0— (L Le(5 +1) = (0,0¢ (5 +1) = (0,0a(5 +1)) = 0

ott la famille (T',I¢(5 + 1)) n’est autre que la famille universelle Ag.

Considérons a présent I'éclatement ¢ : G—Gle long de la sous-variété lisse ¥_.. On note
Ey le diviseur exceptionnel sur G. On pose encore A" = (T, Op, (5)) et A = (0, Op,(%5)). On
a lemme suivant :

lemme 22 Sur G x Py, on a une famille universelle A¢, plate sur é, de systémes cohérents
semi stables de type (2h + nh?,2).
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Preuve: Sur G x Py, on a une suite exacte de familles de systémes cohérents
0— A — ¢*(Ag) — ¢*(A") — 0.

Un raisonnement déja effectué montre qu’en un point z du diviseur exceptionnel de G, le
systéme cohérent A.(z) s’insére dans une extension du type

0= (0,04 (3)) = Ad) = ([.0y(5)) = 0. (+)

Cette extension est nécessairement non scindée et elle représente le point de I’espace projec-
tif P(Ext'(A'(z), A" (2))), qui détermine le point z sur le diviseur exceptionnel d’aprés la
description de ’espace normal & ¥_. en un de ses points. Une extension non scindée comme
ci-dessus est nécessairement € semi-stable. Il est clair d’autre part que la famille A, est plate
au dessus de G. O

On en déduit un morphisme modulaire ¥ : G — Sen. Notons Z; le fermé de Sc,, des
systémes cohérents e semi-stables s’écrivant comme extension non scindée du type (x). Soit le
fibré en espaces projectifs P = P(M}W(Al, A")) sur £y = Gy x P5. 11 existe un morphisme
modulaire ¢ : P — Z; qui est un isomorphisme au dessus de 'ouvert des points e stables
de support une conique réduite. En revanche le critére de plongement habituel ne s’applique
pas au dessus du fermé des classes de systémes cohérents de support une droite double, ou de
classe de S—équivalence strictement semi-stable (voir & ce propos le chapitre suivant).

D’apres la description de l'espace normal Ny /¢ en un point de ¥_, on en déduit que
I'on a le diagramme cartésien suivant

Ey——P

‘| |

Y. o Yo

On rappelle que 'on note Ag = (T, Z) la famille universelle de systémes cohérents sur G x Ps.
Posons le fibré inversible sur G égal a

D¢ = det(pr(Zg - h)) @ det(T")*
Avec les notations précédentes,on a l'isomorphisme
D = det(T)" @ det(pr(Og (5 +1) - h))  det(pry(Oa (5 +1) - b))~ (1)
Soit la résolution du faisceau Oy par des faisceaux localement libres sur G x P :
0 — O¢(—1,0) M Op,(—2) — Ogxp, — Oy — 0

ot on a utilisé la notation Og(—1,0) pour désigner I'image réciproque sur G de la restriction
du fibré O(—1,0) a la sous-variété € C P5 x Py. On en tire I'isomorphisme de fibrés inversibles
sur G :

det (pr (O (g +1)-h)) =~ Og(1,0)205).

On déduit aussi de la résolution la diagonale A que

det(pri(Oa (5 +1) - b)) = Oc(0,1))
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On a donc finalement, compte tenu de (1)
De ~ det(T)* @ oc(g, 1) (2

Par fonctorialité de la construction du fibré déterminant, on en tire Dg|y_ . ~ det(T')*|y_, ®
h:1®2 ® hy®2 @ h—L.
Il est clair également que si Ag est la famille plate sur Gg x D de systémes cohérents e
instables définie par la suite exacte (F) ci-avant, on a un isomorphisme de familles A|s, _ ~ Ayp.
D’apres la suite exacte on a

DG|EE ~ det(Fo)* ® h1®% ® h2®%+2 & h™!

Ecrivons A = (T, ©,), ou I' est I'image réciproque sur ’éclaté G du fibré canonique de
rang 2 sur G. Par la propriété universelle du fibré déterminant, on a

Y*(De,n) =~ det(pr(Oc - h)) ® det(T')*.

La démonstration de la formule de saut aux valeurs critiques strictement positives pour le
fibré déterminant est encore valable. On a donc

¢" (D) = 9" (Pen) @ O(Eo)

On pose dans la suite ¢1.¢ = ¢1(Dg) € H2(G, Z). On peut considérer I'élément de K (Ps)
noté h, qui est la classe d'une droite, comme un élément de K(€), donc de K(G). Soit donc

le nombre d’intersection
2n+5
IG,n = /G Cl,ng “h

Le morphisme ¢ : G — G est birationnel, on a donc aussi Ion=Jg ¢*(c1,6)?" > - h. D’autre
part notons que

2/ c1(Den)?" ™ = /~¢*(01 (Den))* 2 -1
Se,n G

Briévement, cela provient du fait qu'une droite coupe une conique en deux points. Pour calcu-
ler I ,, il nous suffira donc de calculer Ig, et la difference Ag = Ig, — [5¢*(c1 (Den))?" ™5 - h.

D’aprés les sections précédentes, on a
V*(Den)|p, = £ @ hZ @ hi © det(T)Y,

Dans la formule précédente L est I'image réciproque sur Ey du fibré inversible canonique
sur P relativement ample, et I' est I'image réciproque sur Ey du fibré canonique de rang 2

sur Xo. On a également lidentité c1gls_, = —c1(T') + Gh1 + (5 + 2)ha — h. Posons encore
v = —c1(I') + §h1 + §hy. On a comme dans la troisiéme section :
2n-+4 3 2n+5 . o ’
AG —_ 2128- Z;{ZO(Z:-I)]‘EO(QhQ_h)z k_v2n+4 1,lk

= I Ym0 CI) S, v pr(2h — B)R) e (1F)
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oll pr : X_. — X est la projection naturelle et r : P — Yy est le morphisme structural. Le
terme 7, (I'%) est égal a la partie de degré k —n — 2 de

n(n+2)
“(D (4 —ho) (1 =y —2hy + 72+ h3 +11hg) s
5(#"(Den)) = N CES D)
I+ =y +9) s

On utilise ensuite les relations sur la variété d’incidence [, h3-h = [ he - h* =1.

Dans la suite on pose A = (%;1) On rappelle que 7 : G — € est la projection canonique,
et t est 'image réciproque du fibré inversible Op, (1) par la projection pr: € — Psj.

Proposition 36 On a [’expression :

- S ()
o = Xndy o1 (00 - () -G | VR
m—j—n— m—j)—n
A A
(=1)™2n+5—m)—n) ((j_z—l) ((J'Zn) ) )
m—j—n m—j—n+1

Preuve: De la relation ¢; ¢ = —c1(T) + ¢1(O¢(%,—1)) dans H?(G, Z) on tire :

2n+5
Ign= Z (=)™ <2n + 5) /QW*(CI(F)m) . CI(OC(S, _1))2n+5—m B

m
m=0

Des paragraphes précédents on tire

me(er(T)™) = i <m> Bo,m,j

i=0 N7
avec Agm,j = Sj—n(W) - Sm—jn(W) = Sj—n_1(W) - sm—j—nt1 (W), ot W est le fibré vectoriel
p1«(Ie(5 + 1)) sur € de rang n + 2 (py : ¢ — € est la projection sur le premier facteur, cf
début section). De la suite exacte sur ¢ :

0—1Le(5+1) = Op (5 +1) = Oal5 +1) =0,

on déduit I’expression de la classe de Segré totale de W :

s(W) = s(p1(Og (5 +1)) - c(p1+(Oa(5 +1))7)
(14h
= (Oﬁ(l 0))A 1_’_2__’_}12)
(1+t)4(1 - 3h)
Pour un entier [ donné, on a donc sl(W) ( ) tt—3 (lfl) t=1 . h. D’autre part, on a les
valeurs suivantes des intégrales sur €, [(t°-h=2et [,t* - h? = 1. Ces remarques combinées
avec ’expression ci-dessus de I, conduit & la formule de I'énoncé de la proposition. U

Des calculs explicites pour n = 4,5 permettent d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 8 1. Le degré de la sous-variété des quartiques planes de Liiroth est le nombre
de Donaldson q13 de My (cf Introduction) ; le calcul de l'intégrale 1g donne —6006, celui
du saut en 0 donne 6558, et le saut a la valeur critique 1 est —222,
2. pour n =5, le degré de la sous-variété des quintiques de Poncelet est 6867 ; il y a deux
valeurs critiques o« = 3/2,1/2 ; Uintégrale 1. vaut —5148, le premier saut en 1/2 vaut
13347, le second —1332.
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Chapitre 4

Systémes linéaires associés a des
diviseurs de '’espace de modules M,

4.1 Notations

1. On note d C P35 x Py la variété d’incidence droite-points au lieu de D, ceci afin de ne
pas confondre avec les hypersurfaces Dy et Do que nous rencontrerons plus loin. L’image
réciproque sur d, ou plus généralement 1'image réciproque sur tout schéma de la forme
X X Pg, du fibré Op, (1) par la projection sur le second facteur, est notée h (en gras).
Cette notation ne devrait ainsi pas préter a confusion avec le h précédent.

On note d;, pour i = (1, 2), le fermé de P3 x P35 x Py égal a la variété d’incidence relative
au ¢ éme facteur P5. On note également h; I'image réciproque du fibré C’)p;(l) sur le 4
éme facteur de P35 x P3.

Le fermé (réduit) noté A C Py x Py désigne la "diagonale" du produit, déterminé par
I'ensemble des couples (z,x) avec x € Py.

Le fibré @ sur Ps est le fibré tautologique quotient de rang 2, qui s’insére dans une suite
exacte

0—-0(-1) - 03—=Q—0

Dans ce qui précéde, il se peut qu’on ait P3 au lieu de Ps.

2. Lorsque Z C X est un sous-schéma fermé d’un schéma X, on note Iy le Ox—module
idéal de Z. Si f : Y — X est un morphisme de schémas, et F' un Ox —module cohérent,
on note parfois F' le Oy —module f*(F') s’il n’y a pas d’ambiguité.

Lorsque E est un fibré vectoriel sur un schéma Y, on note P(E) — Y le fibré projectif
associé paramétrant les droites vectorielles des fibres de FE, i.e si £ est le Oy —module
localement libre des sections de F, on a P(FE) = Proj(S*£Y) (cf [Ha| IL,7).

3. On identifie le fibré en grassmanniennes Grass(2, pr, O4(2)) — P35 avec le fibré en plans
projectifs P(S% Q*) — P%. Le fibré T’ canonique de rang 2 sur la grassmanienne est alors
isomorphe au dual du conoyau de l'injection O(—1) — S% Q*.
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4. On note A} et A] les familles (plates) de systémes cohérents paramétrés par P x P
données par A} = (0,04, (3)), A] = (0K Q, Oy, (1)).
On note également Al2 et Ag les familles paramétrées par Py x P(S? Q*) de systémes
cohérents données par Ay = (0, 0y, (2)), Ay = (T, 0g,(2)).

5. H désigne 'hypersurface des quartiques de Liiroth; c’est une hypersurface de ’espace
projectif paramétrant les quartiques planes.

On rappelle que par variété on entend un schéma de type fini réduit sur un corps. Enfin
que tous les schémas que 'on considére sont de type fini sur C.

On rappelle la notion d’image directe d’'un diviseur de Weil par un morphisme propre
birationnel de schémas.

Définition 9 Soit f : X — Y un morphisme propre birationnel de schémas et D C X une
hypersurface intégre de X non contenue dans le lieu exceptionnel E de f. On appelle image
directe de D par f, et on note f.(D) Uhypersurface intégre adhérence de f(D \ E) dans Y .

Il est montré dans [F|, proposition 1.4, que cette application f, passe au quotient par la
relation d’équivalence rationnelle entre diviseurs de Weil. Si en particulier D est un diviseur
de Cartier, on note f,(D) I'image directe de la classe de D en tant que diviseur de Weil.

4.2 Les espaces de modules M, et S,

On commence par rappeler briévement la construction de I’espace de modules M,, ce qui
sert de passage de référence pour tout le reste du chapitre.

Soit k£ un entier suffisamment grand tel que pour tout faisceau semi-stable F' de classe de
Grothendieck ¢ = 2 — nh?, le faisceau F(k) soit engendré par ses sections, avec H (F(k)) = 0
pour ¢ > 0. On choisit alors un espace vectoriel H de dimension x(F'(k)), et on considére le
schéma de Hilbert Hilb(H® O(—k)) qui paramétre les quotients de H® Op, (—k) de classe de
Grothendieck c. Ce schéma des quotients est muni d’une polarisation définie par le plongement
dans une grassmanienne, et le groupe linéaire GL(H) opére sur lui.

On sait alors (cf rappels des chapitres 0, 1 ou voir [LeP]) que 'ouvert V des points semi-
stables pour cette action coincide avec les faisceaux semi-stables F tels que H ~ H°(F(k)).
L’espace de modules M, est le bon quotient obtenu.

Dans toute la suite on fait n = 4. Il ne nous intéresse pas ici de déterminer un entier k
explicite, nous voulons juste pouvoir faire référence dans la suite & 'ouvert V du schéma de
Hilbert ci-dessus qui est utile pour certaines preuves.

4.2.1 Présentation et propriétés générales

On note dans cette section h la classe d’une section hyperplane de Py. Nous nous intéres-
sons ici & des systémes cohérents de type (¢ = 2h + 4h% k = 2), autrement dit des couples
(T',©) avec © de multiplicité 2 et de caractéristique d’Euler 6 (de support une conique), et
I' € H%(©) un pinceau de sections, soumis & des conditions de semi stabilité selon un paramétre
Q.

Comme exposé au chapitre 1, & chaque paramétre « est associé un espace de modules
grossier Sy ¢ 2; pour o > 1, ces espaces de modules sont isomorphes a une méme variété notée
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Sy, la valeur 1 est critique (c’est a dire qu'il existe des systémes cohérents 1 semi-stables mais
non « semi-stables pour o > 1), et pour 0 < o < 1, les schémas S, .2 sont isomorphes & une
méme variété qu’on note Se.

On dispose de morphismes support o : Sy — Co = Pj5, et idem pour S, qui a la classe
d’un systéme cohérent associe sa conique support.

Dans le premier chapitre, nous avons vu qu’il existait un morphisme 7 : Sy — Py surjectif
sur la sous-variété P, de M, des classes de faisceaux semi-stables de Poncelet. On aici Py = My
car ces deux variétés sont intégres de dimension 13.

L’image H = 3(M,) est une hypersurface de I'espace des quartiques P14, appellée hyper-
surface des quartiques de Liiroth. Ces courbes planes sont des courbes de Poncelet (cf chapitre
1). Nous retrouvons plus loin que 3 est génériquement injectif (cf [LePT]).

Il est connu (cf [LeP2|) que 7 est I’éclatement de My le long de la sous-variété ¥ des
faisceaux spéciaux (i.e les F' tels que F'(1) ait trois sections linéairement indépendantes, ou
encore tels que F' posséde une droite de saut d’ordre 3, cf [LePT]| proposition 4.4).

Remarquons que X est incluse dans le lieu des points lisses de My : en effet tout faisceau
spécial est stable. Nous en déduisons que Sy est une variété localement factorielle, et ses points
singuliers sont les classes de systémes cohérents strictement semi stables. Il est en effet facile de
vérifier que (I', ©) strictement semi-stable si et seulement si le faisceau F' donné par I’extension
canonique

0-T*"®0 - F(1) -0 -0

est strictement semi-stable.

De plus, on a un morphisme canonique 7_ : S;4 — Se qui est ’éclatement de S, le long
du fermé des points « instables, pour a@ > 1 qu’on note Y, dans la suite. Ce fermé est de
dimension 4 (voir section 4.2.2).

Proposition 7 Un point de S, ou Sy correspondant a la classe d’un systéme cohérent A =
(T, ©) stable est lisse. De plus ces deux espaces de modules sont a singularités rationnelles.

Preuve: On a prouvé au chapitre 1 que si (I',0) était un systéme cohérent o semi-stable,
on a H'(O) = 0 et © est engendré par ses sections. On sait donc que S, et S; s’obtiennent
respectivement comme quotients de deux ouverts V. et V;+ du produit des deux schémas
suivants :

1. un schéma de Hilbert des quotients Hilb°(H ® O) (qui paramétre les quotients du fais-
ceau H ® Op, de classe ¢ = 2h + 4h?, avec dim(H)= 6,

2. une grassmanienne Grass(2,H) qui paramétre les sous-espaces de dimension 2 de H.

En effet le groupe linéaire GL(H) agit sur les deux facteurs de ce produit, et les schéma Se
et S, s’obtiennent respectivement comme quotients de 'ouvert V. des points € semi-stables,
respectivement de 'ouvert V;+ des points semi-stables. Or soit (I, ©) un systéme cohérent «
semi-stable, avec 0 < a =€ < 1, ou a > 1, et supposons que ’on ait un quotient de H®O

0—-K—-H®Op, -0 —0

79



L’étude différentielle des schémas de Hilbert (cf [LeP] théoréme 8.2.1) montre que si Ext! (K, F) =
0, le schéma Hilb“(H ® O) est lisse au point ainsi défini. Or comme H!(©) = 0, ceci équivaut
a Ext?(0,0) =0 (*).

La condition (x) est encore équivalente par dualité de Serre a la condition Hom (0, ©(—3)) =
0, qui est toujours vérifice. En effet, lorsque © est un faisceau semi-stable, c’est une consé-
quence directe de la propriété de semi-stabilité, et si © est instable, il admet une filtration de
Harder-Narasimhan dont le premier terme est de la forme Oy (3); en effet on aurait sinon une
suite exacte

O—>Ol/(4)—>@—>0lu — 0

et par conséquent, le sous-espace vectoriel 'MHY(Oy (4)) contiendrait une droite vectorielle A ;
le sous-systéme cohérent (A, Oy (4)) serait destabilisant pour (I', ©), absurde. Donc © s’insére
dans ce cas dans une suite exacte

0—-0,3)—0—=0/(1)—0
et la condition (1) est alors claire.

Donc les deux ouverts dont on prend le quotient sont lisses. Le groupe GL(H) opérant
librement sur 'ouvert des points stables, on en déduit la premiére assertion. Pour la seconde,
on invoque le théoréme de Boutot (cf [Bout]). O

A noter qu’il est probable que I’espace de modules S,, ne soit pas a singularités rationnelles
pour n > 5. Le probléme vient des points provenant de systémes cohérents A s’insérant dans
une suite exacte

0— (0,0;(5 +a)) = A — (IO (5 —a)) =0

avec o > 3/2. On sait déja, d’aprés le chapitre 1, que S, n’est pas localement factorielle pour
n > 5.

4.2.2 Le diviseur exceptionnel E de 1’éclaté S,

D’aprés |LePT| proposition 4.4, la variété lisse ¥ est isomorphe au fibré en espaces pro-
jectifs s : P(W) — P35, ou W est le fibré sur P35 donné par @})r(od(o, —3),0 K Q*). Sur
P(W) x Py on a une suite exacte définissant une famille plate sur ¥ de faisceaux spéciaux :

0—-LKQ"—F— 04(0,-3) =0 (1)

avec L = OP(W)(l). Les faisceaux spéciaux sont stables, et leurs classes d’isomorphisme sont
donc des points lisses de I'espace de module My. On peut donc parler du fibré normal Ny, py, .
Le diviseur E est alors isomorphe au fibré en espaces projectifs P(Ny, / M, )- On a la proposition
suivante :

Proposition 8  Le fibré Ny, est isomorphe o (L* @ Opy(—1)) @ H(Q)*.

Preuve: Soit V l'ouvert du schéma de Hilbert introduit en 4.2. On note p : V — My le
morphisme de passage au quotient. Sur V x Ps il existe un faisceau quotient universel F
paramétrant des faisceaux semi-stables de rang 2 et de classes de Chern (0,4). D’aprés un
lemme du chapitre 1, il existe deux fibrés vectoriels A et B sur V de rangs respectifs a et a — 2
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et un morphisme de ces fibrés dont le noyau est le faisceau pr, (F(1)) et le conoyau le faisceau
Rlpr, (F(1)). Par conséquent le sous-schéma p~1(X) est isomorphe au sous-schéma défini par
I’idéal des mineurs maximaux du morphisme précédent.

Soit Fy le faisceau sur ¥ x Py donné par la suite exacte (1). On sait que Mll)r(fl,fl)
est la restriction du fibré tangent TM, & X ; en effet la sous-variété ¥ ne paramétre que des
faisceaux stables.

On peut considérer le morphisme de Petri

¢ : Ext} (F1, 71) — Hom(pr, (71 (1)), R pr,(F1(1)))

car d’aprés ce qui précéde on peut considérer un tel morphisme sur p~1(X), étant donné que
le faisceau cohérent p*(F;) qui a pour support p~*(X) est la restriction du faisceau cohérent
F (a torsion pres). Ce morphisme passe au quotient et donne (.

Le morphisme (¢ se factorise par le fibré normal Ny, pz,. Il est clair que pr,(Fi(1)) ~
L ®H°(Q) et que Rlpr,(F1(1)) ~ Op;(—1), la proposition revient donc a montrer que ¢ est
surjectif.

Mais ceci est clair car Hom(pr, (F1(1)), Ripr, (Fi(1))) ~ @ér(LﬁQ, 04(—2)), et Cest la
composée des deux morphismes

Ext), (F1, F1) — Ext} (LR Q, F1(1)) — Ext} (LK Q, 04(—2))

qui se déduisent de la suite exacte (1). Les conoyaux du premier morphisme et du second sont
respectivement

mgr(od(_2)7fl(1))v mgr(L XQ,LKX Q)

qui sont nuls. Ceci achéve la preuve. [

Le morphisme 7_ : S4 — S, est aussi un éclatement, il est fondamental de remarquer que
E et le diviseur exceptionnel de w_ coincident. Ceci fait I’objet de la proposition suivante.

Proposition 9  On a légalité E = 71 (X,).
Preuve: Soit F' un faisceau spécial. Il existe une droite [/, et une suite exacte non scindée
0—-Q—F(1)—0O(-2)—0

Toute point de S4 dans la fibre de m au point de M, défini par F', est la classe d’un systéme
cohérent semi-stable (I', ©), avec I'* C H°(F (1)) un sous-espace vectoriel de dimension 2 (cf
chapitre 1).

De la suite exacte 0 — I ® O — F(1) — © — 0, on tire un morphisme surjectif
© — O)(—2); par conséquent le faisceau © posséde un sous-faisceau de la forme O;(3) =
Ext!(0;(—2),0). La propriété de (', ©) d’étre semi-stable implique que I’on a une suite exacte
non scindée de systémes cohérents

0— (0,0,(3)) = (I,©) — (C?, 0y (1)) = 0
D’aprés le chapitre 1, de tels systémes cohérents sont € instables, et comme les deux hyper-

surfaces de I’énoncé sont lisses et irréductibles, elles sont égales (au sens schématique). O
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Rappelons que le fermé ¥, est isomorphe a P35 x P53, et est contenu dans 'ouvert des points
e stables (ouvert lisse). On rappelle qu’on note A} et A les familles (plates) de systémes
cohérents paramétrés par P5 x P3 données par A] = (0,04, (3)), A] = (0K Q, Oy, (1))

Sur ¥ x Po on a une suite exacte de familles de systémes cohérents

’

0—- 0L, 1) @A) = Ax, » Ay —0 (1)

qui en tout point ¢ de ¥, donne la filtration de Harder-Narasimhan du systéme cohérent
A'Ee (Q) ° ” ,

Le diviseur E de Sy est donc isomorphe au fibré projectif P(Mér(Al ,A7)) sur .. Si on
note £ le fibré inversible relativement ample associé & ce fibré, on a O(E)|g ~ L' @h; ' ®@hy '

4.2.3 Groupes de Picard de M, et S,

Lorsqu’on se donne une variété S, et une famille S plate (T, ®) de systémes cohérents
semi-stables, on calcule ici explicitement en termes de la famille les fibrés f*(D) et f*(A), ou
f S — M, est le morphisme modulaire et (D,.A) est le systéme générateur du groupe de
Picard Pic(My) ~ Z? (voir chapitre 1).

On rappelle que pour toute classe de Grothendieck v € K(P2) orthogonale a la classe
2 — 4h?, il existe un fibré inversible D, sur M, unique & isomorphisme prés et vérifiant la
propriété universelle suivante : si S est une variété algébrique et F un faisceau cohérent sur
S x Poy, qui soit un Og module plat, paramétrant des faisceaux semi-stables sur Po de classe
2 —4h? et si f: S — My est le morphisme modulaire associé, on a la relation

Ae(v) = det(pry (F - 0)) =~ f*(D,)

ot le produit de K-théorie F-v a lieu dans K (S xP32) (ce produit a un sens lorsqu’interviennent
des classes de faisceaux plats sur S). Le déterminant précédent a un sens méme si S est
singuliére. On note par la suite D, = Ay, (v).

On définit ainsi les fibrés suivants sur My :

1. D = Ay, (—h + h?) (fibré déterminant de Donaldson)
2. A= -y, (u), avec u =1+ h.

Le morphisme 7 : S; — My est un éclatement, on a donc Pic(Sy) ~ Z3, les images
réciproques (D), 7*(A), et le diviseur exceptionnel E sont générateurs. Soit (T',®) une
famille plate paramétrée par une variété lisse S de systémes cohérents semi-stables de type
(2,2h + 4h?), et f : S — S4 le morphisme modulaire. L’injection naturelle de faisceaux
I' — pr,(®) donne une extension canonique de faisceaux sur S x Py :

0—T*XOp, — F(1) = O — 0.

Le faisceau F est plat sur S et paramétre des faisceaux semi- stables sur Py de classes de
Chern (0,4). Soit g le morphisme modulaire g : S — M, associé qui se factorise par f.

Etant donnée une classe v € K(P32), associons lui le couple (v*(—2), —x(v(—1))) dans
K(P3) x Z, ou ¢ — ¢* est 'homomorphisme de conjugaison, qui envoie la classe d’un faisceau
localement libre sur son dual (on a ¢ = ¢*(—3)). On a alors d’aprés le théoréme de dualité
relative :

g*(Dy) = det(pr(© - v(—1)))* @ det(T)®x(-1)
= det(pr (O - v*(-2))) ® det(l“)®—x(v(—1))
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11 est clair que le fibré 7*(D,,) vérifie une propriété universelle semblable a la précédente : soit
(T, ®) une famille de systémes cohérents vérifiant les hypothéses précédentes, alors

£ (7 (Dy)) = det(pry(@ - v*(~2)) © det (1) X1

On note toujours D le fibré sur Sy défini par 7*(D), ot D est le fibré déterminant de Donaldson
(i.e v = —h + h?). La formule suivante a déja été vue au chapitre 1 :

f*(D) = det(pr(® - h)) ® det(T")* (1)

On a de méme g*(A) = det(pr)(® - v))* @ det(T*)®X®(=1D) si v désigne la classe duale de
u(—1). On a x(u(—1)) = 0, et v s’exprime comme la différence 2[O(—2)] — [O(—1)] dans
K (P3). On en déduit

FH (7" (A)) = det(pr,(©(~2)))* % @ det(pry(©(—1))) (2)
On note également A I'image réciproque par 7* du méme fibré si il n’y a pas d’ambiguité.

On note t = 0*(Op,(1)). On rappelle ici le (i7) du corollaire 6.5 de [LePT].
Lemme 3 On a 7m*(A) =t® O(E) dans Pic(Sy).

On a également Pic(S.) ~ Z2. Grace aux formules (1) et (2) on peut définir des fibrés D,
et A. sur S, vérifiant la méme propriété universelle. On a A = (7_).(A) (au sens de I'image
directe d'un diviseur), donc A, = t. On a également D, = (7_).(D), et 7* (D) = D @ O(E).
On obtient aussi la formule de saut suivante :

7 (A) = 7 (A) — E

4.3 L’hypersurface D, de My

Nous allons dans cette section décrire et donner quelques propriétés de I’hypersurface
remarquable de My des classes de faisceaux semi-stables admettant une droite de saut d’ordre
> 2. Ces faisceaux ont des quartiques de saut singuliéres, qui vérifient génériquement une
propriété géométrique remarquable.

4.3.1 Systémes cohérents de support une conique singuliére

L’ensemble des classes de systémes cohérents semi stables de support une conique sin-
guliére forment une hypersurface de Sy ; en effet, le fermé Sy des coniques singuliéres est une
hypersurface de Cy. Munissons ce sous-schéma fermé de sa structure réduite : le diviseur de
Cartier associé a pour fibré t¥3 = o*(Op, (3)) (cf [LePT] lemme 6.7). En effet 'hypersurface
des coniques réductibles est de degré 3. Cette hypersurface est réunion de deux hypersurfaces :

1. L’une est notée Do, elle représente 'adhérence de la partie localement fermée des classes
de systémes cohérents (I',©), tels que © soit un faisceau semi stable de support une
conique singuliére réduite,

2. Pautre est le diviseur exceptionnel E.
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D’aprés ce qui précede, les points du diviseur E sont les classes de systémes cohérents stables
(I, ©) tels que © soit un faisceau instable.

D’apres la premiére assertion, un point général de Do représente un systéme cohérent (', ©)
tel qu’il existe une suite exacte

0—-0/(2)—6—-0x2) —0

En effet, le faisceau ©® admet pour quotient un faisceau porté par une droite; si © s’insére
dans une suite exacte non scindée de la forme

0—-0;/(1) -6 —=0x(3)—0

alors on montre facilement que © admet un sous-faisceau de la forme O, (2). Il suffit en effet
de considérer 'injection de faisceaux canoniques i : O (2) — Op(3) d’image le faisceau
des sections s’annulant au point z intersection de ' et I”. Cette injection ¢ se reléve suivant
la surjection ©® — O, (3). Cette observation va nous permettre dans la section suivante de
construire un fibré projectif et un morphisme surjectif de ce fibré dans Dy (cf section 4.3.2).

On rappelle (cf lemme 4 du chapitre 1) que les points de Sy strictement semi stables
correspondent aux classes de S-équivalence (7', Oy (2)) @ (v, O (2)) avec v',~" des espaces
vectoriels de dimension 1.

Corollaire 1 L’hypersurface Do contient le fermé des points strictement semi-stables de Sy,
de dimension 8.

Preuve: Dans le cas 1. du début de cette section, il y a deux possibilité : soit la fléche naturelle
I — H(O,/(2)) est injective, soit elle posséde un noyau de dimension 1. En effet, le systéme
cohérent (I', ©) étant semi-stable, il ne peut posséder de sous-systéme cohérent de la forme
(I', Oy (2)). La seconde possibilité montre que I'’hypersurface Do contient le fermé des points
strictement semi stables. [

On note maintenant ¢t = 0*(Op,(1)). Dans [LePT| proposition 6.8, on rappelle que dans
Pic(S4), on a la relation
Dy = t%3 ® O(-E)

4.3.2 Description de I’hypersurface D, de 5,

On note Q = P35 x P5\ A Pouvert complémentaire de la diagonale. On désigne toujours
par A’y et A"y les familles de systémes cohérents paramétrées par P} x P(S5?Q*) et données
respectivement par

Ay =(0,042), A'y=(T,04(2)

(cf Notations).
Soit le fibré en espaces projectifs P = P(Mér(Ag,A;)) sur P3 x P(S? Q*). On note
o : P — P35 x P3 le morphisme "support" obtenu en composant la projection naturelle
P(S% Q*) — P3 avec le morphisme structural du fibré P.
Le fibré @ér(Ag, A5) est de rang 7 et s’insére dans une suite exacte sur P4 x P(S2Q*)
(cf chapitre 1)
0— S2Q XTI — mll)r(A;,Alz) —IA(1,2) =0
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en vertu de l'isomorphisme Mll)r((’)dy(’)dl) ~ Ia(1,2). En effet, de la suite exacte 0 —
O(-1,-1) - O — O4, — 0, on tire la suite exacte longue suivante sur P35 x P}

0—0—QKRO(1) — Ext} (04,,04) — 0

ot 'on reconnait la résolution du faisceau Ia(1,2).

On note Op(1) le faisceau inversible relativement ample associé, et Ap la famille de sys-
témes cohérents paramétrée par P. On a une suite exacte

0— Op(1)®Ay — Ap — Ay — 0 (1)

La suite exacte (2) détermine un morphisme modulaire ¢ : P — S.. L’image de ¢ est le fermé
des classes de systémes cohérents A qui s’insérent dans une suite exacte non scindée de la
forme

0— (0,0,(2) = A— (T,0,(2) —0 (1)

Proposition 10 Le morphisme ¢ est un plongement au dessus de l'ouvert des classes de
systemes cohérents stables de support une conique singuliére réduite. Cependant @ n’est pas un
plongement.

Preuve: On prouve en effet, cf chapitre 1, que le morphisme ¢ est non ramifié sur 'ouvert de
o~1(Q) C P déterminant des systémes cohérents stables. En effet, supposons que A soit stable
et s'insére dans une suite exacte non scindée de type (1') (cf ci-dessus), avec I’ et I distinctes.
Alors Hom(O,, O;r) = 0 et la proposition 6, chapitre 1 montre que ¢ est non ramifié¢ (on omet
les détails ici). Comme ¢ est de plus injectif sur un tel ouvert, on en déduit le premier point.

Les hypothéses stable et de support une conique réduites sont essentielles dans ce qui
précéde, en effet sur 'ouvert o~1(Q) le morphisme ¢ n’est méme pas injectif. En effet, soit la
classe de S-équivalence d’un systéme cohérent strictement semi-stable. On suppose que cette
classe s’écrit (7/,011(2)) @ ('yl/,(’)lu (2)) avec I', I distinctes. Considérons un point dans la
fibre de ¢ correspondante, déterminé par la classe d’une extension du type (1l). D’apres Le
systéme cohérent A admet un sous-systéme cohérent de la forme (v, O, (2)) (cf chapitre 1).
Cest donc que D'extension de faisceaux précédente est scindée. Notons A’ = (0,0,(2)), et
A = (T, O, (2)). D’aprés les préliminaires (chapitre 1), on a une suite exacte

0 — Hom(T', H*(0, (2))) — Ext}(A",A") — Ext! (O, 0,) — 0

La classe de I'extension (1') définit donc la classe d’un morphisme w : T’ — H°(Oy (2)) de rang
1. En effet, le noyau de w est le sous-espace vectoriel 7. L’image de w est un sous-espace
vectoriel v C H(Oy(2)) de dimension 1.

La fibre de ¢ au point = contient donc deux composantes irréductibles. La premiére a
ses points en correspondance biunivoque avec les couples (T, [w]) ou I' C H°(O;»(2)) est un
sous-espace vectoriel de dimension 2 et [w] est la classe & homothétie prés d’un morphisme
w: ' — HY(Oy(2)) d’espaces vectoriels de noyau 7" et d’image ~'. Ces couples parameétrent
les points de la droite projective P((H*(Op(2))/ 7")*). La seconde composante se caractérise

de fagon identique en inversant les roles de et l”. Ceci prouve que ¢ n’est pas un plongement.
O
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. .. / . . 2
L’image de ¢ est donc un diviseur X, de S, qui contient X, : en effet, comme remarqué au
chapitre 1, tout faisceau © s’insérant dans une suite exacte non scindée

0—0p(1)—6—0,3)—0 (2)
avec [ et " distinctes, s’insére également dans une suite exacte
0—-0,(2)—06—=0/(2) =0 (2/)

Si I'on suppose de plus que le sous-espace I' C H°(O) est I'image de l’espace vectoriel
H(O,+(1)) par l'injection dans la suite exacte (2), on obtient un systéme cohérent (I',0)

€ stable qui définit un point de X.; alors dans la suite exacte (2/) on a nécessairement
I NHY(Oy(2)) = 0.

Soit P — P I'éclatement suivant le fermé Yp = 0 Y(2,). Par la propriété universelle de
I’éclaté, il existe un morphisme ¢ : P — Sy (on le note par abus de la méme fagon). L’image
de ¢ dans Sy est par définition le diviseur Do d’aprés la section 4.3.1. On peut montrer que
le fermé YXp est isomorphe a I'éclatement de P35 x P35 suivant la diagonale. Ce morphisme ¢
sera utilisé dans une section ultérieure pour déterminer si il y a des courbes dans les fibres de
o évitant le bord 054.

4.3.3 L’hypersurface D, de M,

On en vient au but de cette section, qui est d’introduire ’hypersurface Dy et d’énoncer
quelques propriétés.

Définition 10  On note Dy C My le fermé adhérence des classes de faisceauzx stables pos-
sédant une droite de saut d’ordre > 2. C’est une hypersurface de My.

I1 est montré dans [LePT| que Dj est 'image par le morphisme 7 de 'hypersurface Do que
nous avons explicitée ci-dessus. Le morphisme 7 induit un isomorphisme sur des voisinages
des points correspondant & des classes strictement semi stables; en effet la sous-variété ¥ ne
contient que des classes stables. On en déduit d’aprés 1’'étude sommaire de ¢ que les deux
hypersurfaces Dy et Do sont probablement singuliéres le long du fermé des classes strictement
semi-stables. Nous n’en ferons pas la démonstration cependant.

Les faisceaux spéciaux sont les faisceaux possédant une droite de saut d’ordre > 3. On a
donc X C Ds.

Proposition 11  L’hypersurface Do est singuliére en tout point de 3.

Preuve: Soit Z C My x P35 la sous-variété formée des couples (F, 1) tels que Hom(F, O;(—2)) #
0. Cette condition est encore équivalente & H'(F|;) # 0. Soit V I'ouvert du schéma de Hilbert
introduit dans la preuve de la proposition 8. Soit F le faisceau universel sur Vx Py, paramétrant
des faisceaux semi-stables de rang 2 et de classes de Chern (0,4). Soit Z' C V x P} la sous-
variété dont le support est le lieu des points ol le morphisme

u: R'pr,(F(—1)) K O(-1) — Rlpr,(F)

est de rang < 1. Le fibré de gauche est de rang 4, et celui de droite de rang 2. Par passage au
quotient, I'image de Z' est Z. Le morphisme de projection p : Z — Doy étant fini, et les fibres
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du morphisme 7' — Z étant de dimension inférieures ou égal & la dimension du groupe qui
agit, on en déduit que la sous-variété Z' est irréductible de codimension 3.

L’image réciproque de la sous-variété X par la projection p est est le lieu des couples (F' 1)
tels que [ soit une droite de saut d’ordre 3 de F, c’est-a-dire tels que Hom(F, O;(—3)) # 0,
i.e tels que H'(F(1)|;) # 0. Cette condition entraine que dim(H'(F|;)) > 2, c’est & dire que
p~1(2) est inclus dans le lieu des points ot le morphisme u est nul.

Au desssus d’un point correspondant & un faisceau spécial Fp, la fibre de la projection
p est réduite au point {(Fo,lp)}, ot Iy est la droite de saut d’ordre 3. En effet, cette fibre
est un fermé du sous-schéma de P; donné par 'annulation du morphisme de fibrés usp,y :
HY (Fy(-1)) ® Op;(—1) — H'(Fy) ® Opy. On dispose d’une application différentielle de Petri

§ : Tj, P} — Hom(H' (Fy(-1)), H' (Fp))

Soit zy une équation de la droite [y, I’espace tangent T[0P§ est isomorphe a ’espace vectoriel
H%(Op,(1))/(20). A une classe A de ce quotient correspondant & une forme linéaire A, la
différentielle ¢ associe le morphisme d’espaces vectoriels qui est la multiplication par A. Si 0
n’est pas injective il existe une droite [ # lp qui soit de saut d’ordre > 2 pour Fy, ce qui
est absurde. Ceci montre que la fibre de p en Fy est lisse donc réduite & un point. D’aprés le
corollaire 4.6.7 (i) ’[EGA3], le morphisme p est une immersion fermée au voisinage de (Fp, lp).

Si Dy est lisse au point {Fy}, alors Z est lisse au point {(Fp,lp)}, ce qui n’est pas. En effet,
I’action du groupe étant libre sur I'ouvert des points stables et les faisceaux spéciaux étant
stables, on se raméne & prouver que Z mn’est pas lisse en un point au dessus de {(Fo,10)}
Mais c’est une conséquence du fait qu’il est défini comme le lieu des points ot un morphisme
de fibrés vectoriels a son rang de codimension au moins 2. (cf [ACG]). O

Il est donc clair que le diviseur Dy est trés singulier. Il est cependant normal : en effet les
singularités de Doy sont concentrées aux classes strictement semi-stables, éventuellement aux
points dont I'image par ¢ est une conique double, et le fermé X est de codimension 3 dans My ;
de plus on sait que M, est de Cohen-Macaulay, car c’est une variété localement factorielle,
donc Dy est de Cohen-Macaulay.

Pour finir cette section, on peut rappeler que dans [LePT], les auteurs prouvent que la
restriction du morphisme de Barth 8 & Dy est génériquement injective (Théoréme 8.3). Les
auteurs utilisent pour la preuve le diviseur Do de Sy et la description de ses points généraux
grace au fibré P. L’image ((Dz) est une hypersurface de H, dite des quartiques de Liiroth
de type II. De telles quartiques génériques vérifient une propriété géométrique simple qui les
caractérisent.

4.4 Une variété lisse dominant 1’espace de modules S,

Nous allons construire ici une variété lisse munie d’un morphisme surjectif sur S.. Dans le
premier chapitre, nous avons déja rencontré une grassmanienne relative qui domine ’espace
de modules Sc ,, lorsque n est pair. Il nous reste & apporter ici des compléments, non sans faire
d’abord quelques rappels.

Soit € C P5 x Py la conique universelle. Soit ¢ =c xps € la variété paramétrant les
coniques marquées de deux points. Notons p; la projection sur le premier facteur. Soit 7 le
faisceau d’idéaux de la diagonale de ¢
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Soit maintenant le fibré en grassmaniennes sur € donné par
G = Grass(2,p1(Z(3))) > ¢

Cette variété projective lisse paramétre les systémes cohérents de la forme (I',1,(3)), ou I,
est le faisceau d’idéaux d’un point z dans une conique. Elle est de dimension 14, la dimension
d’une fibre en un point de € est 8. On note I'g le fibré canonique de rang 2 sur G. On définit
ainsi une famille universelle de systémes cohérents Ag = (I'g, ®¢g) paramétrée par G.

Dans ce qui suit, on note encore h la classe de la section hyperplane dans K (P3) et h (en
gras) I'image réciproque du fibré Op, (1) sur la variété d’incidence d par la projection sur le
second facteur.

Soit le fermé ¥ _. C G des points représentant des systémes cohérents e instables, pour
0 < e < 1. Ces points sont les systémes cohérents (I',1,(3)) tels que 'on ait une suite exacte
de systémes cohérents

0— (I, 00(2)) — (T,1:(3)) — (0,0, (2)) — 0 (%)

Dans ce cas la conique est donc singuliére et I, est le faisceau d’idéaux d’un point sur I
Le fermé ¥ _, est isomorphe a la variété d x P(S2Q*). En effet, la suite exacte (x) définit la
filtration de Harder-Narasimhan de (I',1,(3)), qui est unique. On note h; et hg les images
réciproques sur X du fibré Op; (1) provenant des facteurs d et P(S2Q*), et T' C S2Q le fibré
canonique de rang 2 sur P(S2Q*).

Proposition 12 On a un isomorphisme
®2 * 1 " /
Ns_.jg=hi” ® h" ® Ext, (A, Ay)
le fibré de droite étant considéré comme un fibré sur d x P(S2Q*) aprés changement de base.

Preuve: Ceci a en fait déja été vu au chapitre 1, sans toutefois avoir été énoncé. On construit
une famille A de systémes cohérents paramétrée et plate sur X _, telle que au point (l/, x, F", ZN)
de la base, la fibre A(z) soit isomorphe au systéme cohérent (I',1;(3)) s’insérant dans la suite
exacte (x) (cf ci-dessus). On obtient la suite exacte

0—=n® (T 042)—=A—h @h"®(0,04(2) =0 (x)

La famille A est la restriction (& torsion prés), de la famille Ag. En effet, on a une extension
canonique dans Ext!(Oy, (3), hf ® Oy, (2)), qui détermine en chaque point (I1,ls) de P} x P
une extension définissant le faisceau O¢(3), ot C' est la conique réunion des /;. On a d’autre
part I'injection de faisceaux sur d x Py :

h1 @ h* ® Oy, (2) — Oy, (3)

dont le conoyau est Oa(3), out A est le fermé des points (I, z,y) de d x Py tels que x = y. Il est
dés lors clair que 'extension (x) sur les faisceaux paramétre en un point (I',z,1") de d x P
le faisceau I,(3).

La famille Ag est compléte (i.e le morphisme de Kodaira-Spencer est surjectif). Les
membres de gauche et de droite dans la suite exacte ci-dessus jouant le réle point par point de
la filtration de Harder-Narasimhan (pour le paramétre €) du systéme cohérent correspondant,
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la proposition du chapitre 1 portant sur le fibré normal d’une strate de points instables pour
un paramétre permet de conclure. [

On a clairement un morphisme dominant ¢ : G\¥_. — S, dont les fibres sont des coniques
lisses au dessus d’un point général de Sc. En effet, au dessus d’un point de S, correspondant &
un classe de systéme cohérent de support une conique lisse, un point de la fibre de ¢ correspond
au choix d’un point sur la conique. Soit 7 : § — G l'éclatement de G suivant la sous-variété
> _¢. Il existe un morphisme surjectif ¥ : G — S. dont la restriction a E' est induite par
p: P — S.. L'image de E' par v est donc I’hypersurface Z;.

Remarque : 1l faut prendre garde cependant que 'image réciproque w_l(E;) n’est pas,
méme ensemblistement, le diviseur E : il existe en effet, des systémes cohérents (T, I,(3)) de
support une conique singuliére avec I, le faisceau d’idéaux du point x € I, tels que la suite
exacte (dont la classe est unique a scalaire prés) 0 — O (2) — 1.(3) — Oy (2) — 0 soit
non scindée, et telle que le morphisme induit I' — HY(Oy (2)) soit injectif. Alors le systéme
cohérent (I',1,(3)) définit un point de G\ ¥_ qui détermine aussi une classe dans X.. On a
ainsi défini une partie localement fermée dans G\X._, dont 'image par ¢ a pour adhérence Z;. (Il

Le lemme suivant sera utilisé dans le calcul des sauts dans une section ultérieure visant &
calculer des dimensions de systémes linéaires.

Lemme 4 On a ¢.(0g) = Og, et Riw*((’)g) = 0 pour i > 0.

Preuve: On considére la factorisation de Stein de 1; qui fournit le diagramme commutatif

g — Spec(% (Og))

Ny

Se

Le morphisme 1 est projectif, le morphisme f est donc fini. Soient V' C Get W C 5. les
ouverts des classes d’isomorphisme de systémes cohérents de support une conique lisse. On a
Y~ (W) =V, le morphisme 9|y est lisse; la fibre de 1) en un point de W est isomorphe & la
conique support du systéme cohérent correspondant. On a donc l'isomorphisme w*((’)g)h/v ~
Os,|w- Donc f est birationnel et est donc un isomorphisme car S est une variété normale (cf
[Hal, IIT cor.11.4). Notons que 9 est donc a fibres connexes.

Il semble délicat de prouver la seconde assertion directement, par exemple & 1’aide du
théoréme des fonctions formelles (cf [Ha| III, Thme 11.1), car les fibres du morphisme 1)
semblent délicates a étudier (cf remarque ci-dessus), et certaines de ces fibres peuvent étre de
dimension > 2 et non réduites. Nous invoquerons donc le théoréme suivant, di a Kollar (cf
[Kol], thme 7.1).

Théoréme 7 Soit f : X — Y un morphisme surjectif de variétés projectives complezes,
avec X lisse. On suppose que la fibre générique de f est connexe. Les conditions suivantes
sont alors équivalentes :

1. Rif.(Ox) = 0 pour i > 0,
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2. Y est a singularités rationnelles, et H'(F,Op) = 0 pour i > 0.

La condition d’étre & singularités rationnelles pour Y implique 1. lorsque f est une résolution
des singularités, c’est-a-dire lorsque f est birationnel.

La fibre de v au dessus d'un point général de S¢ donné par la classe du systéme cohérent
(T', ©) est la conique support du faisceau ©. De plus S, est & singularités rationnelles (cf pro-
position 7). Il suffit d’appliquer le théoréme. O

Comme & la section 4.2.3, on définit les fibrés inversibles Dg et Ag par les formules
Dg = det(pr; Og - h) @ det(T'g)*, Ag = det(pr; Og(—2))®"2 ® det(pr) Og(—1))

Ces fibrés inversibles vérifient des propriétés universelles analogues a celles de D, A, D, et
Ae.

On a la formule dite de "saut" suivante : 7*(Dg) = ¢*(D.) ® O(E), qu’on a justifiée au
chapitre 1.
Lemme 5 On a lisomorphisme Ag ~ t, ou t désigne par abus l'image réciproque du fibré
Op, (1) par le morphisme support, composé des morphismes G LeBps.
Preuve: En effet on a 7*(Ag) ~ 1*(A.) sur louvert G \ E". Or A, ~ ¢, donc on a 7*(Ag) ~

7 (t) sur G \ E'. En prenant I'image directe 7, de cet isomorphisme, et compte tenu de ce que
7+(Og) = Og, on peut conclure. [J

4.5 Calcul de dimensions de systémes linéaires sur M,

Pour n > 3, le groupe de Picard des fibrés inversibles de ’espace des modules M, est
isomorphe & Z2. Pour n > 4, on introduit la classe du fibré B = — Xy, (2 + 2h + (n — 4)h?) (cf
section 4.2.3). On distingue deux cas :

1. lorsque n est impair le couple (D, B) forme une base de Pic(M,),

2. lorsque n est pair, il existe un fibré A tel que 24 = B et le couple (D, A) est alors une
base.

Les bases précédentes ont été introduites par Drézet. Dans la suite nous donnons un critére
d’amplitude et nous examinons le cas des diviseurs non amples.

4.5.1 Diviseurs généraux

Le lemme suivant est utile.
Lemme 6 Le fibré A posséde des sections non nulles. On a en fait dim HY(A) = 6.

Preuve: L’image réciproque 7*(A) est isomorphe a t ® O(E). Une section de 7*(A) s’écrit
donc comme produit d’une section de ¢ et de la section non nulle (unique & scalaire prés)
donnée par le diviseur exceptionnel. On obtient aussitot 1’énoncé. [

On note |D| = HY(O(D)) le systéme linéaire associé a une classe de diviseur D de compo-
santes (m,p) dans la base de Drézet.
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Proposition 13 On a |D| # 0 si et seulement si m >0 et p+ 2[%] > 0.

Preuve: Si m et n vérifient la condition de droite, alors soit kK € N le quotient de la division
de m par 5. Alors D = k(5D — 2A) 4+ (m — 5k)D + (p + 2k)A et m — 5k, p + 2k > 0. Comme
OM, est un diviseur effectif, ainsi que D et A, la condition est suffisante.

Pour la condition nécessaire, considérons le fibré 7*(O(D)) sur S4. Soit C une conique lisse,
la restriction du fibré précédent & la sous-variété o~ 1({C}) isomorphe & une grassmanienne,
est isomorphe a det(I'™*)®™ ou T est le sous-fibré universel de rang 2 de cette grassmanienne.
Ce fibré est encore isomorphe a la restriction de O(m) par le plongement de Pliicker. Si
m < 0, alors tout diviseur effectif de classe D contiendrait nécessairement o~1({C}), et C
étant lisse arbitraire c’est absurde. On en déduit que le systéme linéaire |D| contient le bord,
éventuellement avec multiplicité. On peut donc écrire

D=k(5D-24)+E

ou k € N*, et E est un diviseur effectif ne contenant pas le bord. Donc E a pour composantes
(m/,pl) dans la base de Drézet, avec m > 0, et p’ > 0. On a donc m > 5k, donc [m/5] > k.
Comme p + 2k > 0, on en déduit I’énoncé. [

Proposition 14  Les systémes linéaires |[D®™ @ A®P|, avec m > 0 et p > m, ont pour fermé
de base la sous-variété des faisceaur spéciaux 3.

Preuve: Rappelons que le fibré projectif P(W), ot W est le fibré sur P donné par
W = Extp, (04(=3), 0K Q"))

est isomorphe & X. Les restrictions des fibrés D et A & une fibre sont isomorphes respectivement
a O(1) et O(—1) en vertu du lemme ci-dessous. Alors la restriction du fibré D™ @ A®P est
isomorphe & O(m — p), et m —p < 0. Ceci prouve que chaque fibre appartient a tous les
diviseurs du systéme linéaire de I’énoncé, et par suite X est inclus dans le fermé de base.

Réciproquement, soit un point x de My hors de X. D’aprés le lemme 3, on a 7%(A) = t+ E
dans Pic(Sy), par conséquent il existe une section de A, et méme de A®P, qui ne s’annule
pas en z. De méme en considérant une section hyperplane de Oy (1) évitant le point 3(z),
on obtient une section de D®™ ne s’annulant pas en z. On a donc construit une section de
D™ @ A®P dont le lieu des zéros évite x, ce qui prouve la proposition. [

Lemme 7 Les fibrés D et A ont pour restriction a la sous-variété X :

Dls = Opw)(1) ® Op; (4), Als = Opu(—1)
Preuve: On reprend la suite exacte sur P(W) x Py donnée par :
Op)(1) K Q" — F — O4(=3) = 0

On pose v = [O;(—1)] la classe de Grothendieck du faisceau Oj(—1), ou [ est une droite, et
u =1+ h. On a donc, par fonctorialité du fibré D :

D|y = —det(pr; F - v)
= Opu) (—x(Q[i(—2))) ® det(pr; Og(—3) - v) !
= Opuw) (1) ® Opz (—x(0O1(—5)))
= Opuw) (1) ® Op3(4)
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le passage de la deuxiéme a la troisiéme ligne venant de la suite exacte 0 — O(—1,—4) —
O(—=3) — 04(—3) — 0, et le reste se justifiant grace a x(Q|;(—2)) = x(Q(—2)) — x(Q(-3)) =
—1, et x(O;(=5)) = —4; on a de méme :

Als = —det(pr) F - u)
= Op(w)(—1) ® det(pr) Og(=3) - u) ™"
= Opw)(—1) ® Opz(x(u(—4)))
= Opu)(—1)

Ce sont bien les formules annoncées. [

Définition 11  Soit X une variété projective de dimension d. Un fibré inversible O(D) sur
X associé a un diviseur de Cartier D est dit big si

dim H°(X, O(kD)) > c- k¢
avec ¢ > 0 et pour k >> 1.

Si f 1Y — X est birationnel et si O(D) est un fibré inversible sur X qui est big, alors
f(O(D)) est big. On remarquera que si f est fini, alors O(D) est ample si et seulement si
f*O(D) est ample (cf [Ha3]). La propriété d’étre big est donc une sorte d’analogue birationnel
d’étre ample. En l'occurence le fibré inversible D = 5*(O(1)) sur My est big car 8 : My — Cy
est birationnel sur son image. Nous rappelons ces définitions en vue d’énoncer le théoréme de
Kawamata-Viehweg dans la prochaine section.

Commencons par examiner le cas du fibré D ® A qui est intéressant. On note e la classe
dans K (P2) d’un faisceau de la forme 17(2), ou I est le faisceau d’idéaux d’un sous-schéma
fini Z de longueur 4 du plan. La classe e est orthogonale & la classe ¢ = 2 — 4h? qui est celle
des faisceau semi-stables que nous considérons. D’aprés les rappels du chapitre 1, & la classe
e est associée un fibré inversible D, = Ay, (e) sur My. Dans ce cas le fibré D, n’est autre que
D® A

Soit P[24] le schéma de Hilbert paramétrant les sous-schémas finis du plan de longueur
4. On peut voir P[24] comme l'espace de modules des faisceaux semi-stables de rang 1 et de
classes de Chern (2,4) (ici la condition de semi-stabilité se résume & étre sans torsion). Sur

P[24] on peut définir également un fibré inversible D, associé a la classe ¢ orthogonale & e : soit

= C P[24] x P le sous-schéma universel, et Iz son faisceau d’idéaux ; on pose
D, = det(pr (I=(2) - ¢))

Il existe une section globale sur M, X P[24] du fibré inversible D, X D, dont le lieu des
zéros est I'ensemble des couples ([F], Z) tels que HO(F @ 1£(2)) # 0, ou ce qui est équivalent
HY(F ®1£(2)) # 0. La section du fibré D, X D, peut se voir comme une famille de sections
de D, paramétrée par P[24]. Pour vérifier que D, est engendré par ses sections, il suffit donc
de vérifier que pour toute classe de faisceau semi-stable [F], il existe un sous-schéma Z de
longueur 4 tel que HY(F ® 1(2)) = 0. C’est ce que l'on fait dans la proposition ci-dessous.

Proposition 15 Le fibré inversible D ® A est big et engendré par ses sections (donc nef).
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Preuve: La propriété d’étre big est claire; il suffit de remarquer que dim H°((D ® A)®™) >
dim H(D®™) et d’utiliser le fait que D est big.

Il est clair également qu’au moins en dehors de X, le fibré D ® A est engendré par ses
sections. D’apreés les remarques précédentes, il suffit de montrer que pour tout faisceaux spécial
F, il existe un sous-schéma fini Z de longueur 4 tel que HY(F ®1z(2)) = 0. Partons de la suite
exacte suivante

0—-Q"—F—0O(-3)—0

On peut choisir un sous-schéma fini Z de longueur 4 tel que H*(Q*®1(2)) = 0. En effet il suf-
fit de trouver quatre points distincts tels que toute section globale du fibré Q(1) s’annulant en
ces points soit nulle. Mais toute section globale de (1) (qui est le fibré tangent Tp,) provient
d’une section globale du fibré HY(Q) ® Op,(1), qui s’annule soit en un sous-schéma fini de
degré < 3, soit en une droite. Il suffit donc de choisir quatre points distincts dont trois d’entre
eux sont non alignés. Si ces quatre points sont hors de I, on a aussi H*(0;(—3) ® 12(2)) = 0.
U

Stromme (dans le cas n impair) a caractérisé les classes de fibrés amples, c’est-a-dire le
cone ample de Pic(M,,).

Pour cela il introduit dans [Strg| une base (¢,%) du groupe de Picard, qu’il définit a
I’aide d’'une monade dont la cohomologie est le faisceau universel F concentré en degré 0. Il
montre que la classe v est effective ; en fait cette classe est linéairement équivalente au n—iéme
multiple de la classe de I'hypersurface des faisceaux possédant une conique de saut. Il montre
également que pour a >> 0 la classe ap + b est le multiple d’une classe ample, donnée par
I'image réciproque d’un fibré O(1) par un plongement de Gieseker de M,,. Ceci prouve que le
cone ample coincide avec les classes ap + by, a,b > 0.

On peut prouver que dans ce cas on a les formules suivantes permettant de passer de la
base de Strgmme & la base de Drézet :

D=y, B=v—2n-3)p

ce qui permet de conclure que les diviseurs de classe mD + pB sont amples si et seulement si
p >0 et m > 2p(n — 3). On peut adapter la preuve de Strgmme dans le cas n pair, bien que
nous n’ayons plus de faisceau universel, mais nous ne le ferons pas. On va plutét montrer a
I’aide du critére de Nakai-Moishezon le résultat suivant d’amplitude sur My.

Théoréme 8 Le fibré D™ @ A est ample pour m > 2.

Preuve: Les fibrés D ® A et A sont engendrés par leurs sections. Ceci montre que si Y C My
est une sous-variété intégre de dimension d, les nombres d’intersection pour i > 0

a; = / cl(D)icl (D & .A)d_i
Y

sont positifs ou nuls. En effet, ce nombre d’intersection est obtenu en coupant successivement
Y par d—i sections de D ® A, chaque fois non nulles sur les intersections successives, puis par
1 sections de D vérifiant la méme propriété.

On sait maintenant que D®™ ® A est ample pour m >> 0 (cf [LeP3| corollaire 3.10).
Dans l'article [LeP3], on considére le morphisme naturel det : M, — Pic®(X) qui a la classe
d’un faisceau F' semi-stable associe son déterminant det(F) qui est un fibré inversible sur
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la surface X, de classe de Chern 0. On montre alors que le fibré D™ @ A est ample pour
m >> 0 relativement a det (on fait intervenir, comme Strgmme dans sa preuve d’amplitude,
un plongement de Gieseker). Comme ici Pic?(X) est trivial, le résultat s’ensuit.

C’est donc que I'un des nombres a; est > 0. En effet,

d
(D@ A) = (m —1)"e;(D)iey (D @ A
=0

Par conséquent [y, c1(D®? ® A)? > 0, et le critére de Nakai-Moishezon (cf [Ha3] permet de
conclure. L’énoncé est démontré pour m > 2 car D est engendré par ses sections. [

4.5.2 Calcul de la dimension des systémes linéaires |D¥" ® A| sur M,
Théoréme d’annulation cohomologique

L’énoncé original du théoréme d’annulation de Kodaira porte sur la cohomologie du dual
d’un fibré inversible ample sur une variété projective lisse. Il y a eu depuis de nombreuses
généralisations (cf [Mor|) & des fibrés nef et big, avec certains types de singularités.

Il existe un premier théoréme d’annulation de la cohomologie en degré > 0 du fibré L& K x,
lorsque X est lisse et L est ample. Cet énoncé peut-étre beaucoup généralisé (cf [Mor|), nous
n’utiliserons qu’une version un peu plus élaborée.

Théoréme 9 (Kawamata-Viehweg) Soit X une variété projective lisse. Soit L un fibré in-
versible numériquement équivalent a un fibré nef et big sur X. Alors H'(X, L ® wx) = 0 pour
1> 0, avec wy le faisceau dualisant de X .

On peut en fait déduire du théoréme précédent un énoncé semblable lorsque X est une variété
projective, normale & singularités rationnelles, et le fibré L est numériquement équivalent a un
diviseur nef et big. Il suffit en effet de considérer une résolution des singularités f: Y — X,
et le fibré f*(L) sur Y, puis d’utiliser la formule de projection et la suite spectrale de Leray.

Notons que le faisceau dualisant wy est défini pour toute variété projective. Si I’on suppose
que X est une variété normale, et que 'on note Kx le diviseur canonique (diviseur de Weil
que 'on définit grice a I'ouvert des points lisses, dont le complémentaire est de codimension
>2),onawx ~ O(Kx) (cf [Mor| proposition 5.75). Le faisceau dualisant n’est donc pas tou-
jours inversible. Cependant, dans notre cas, les espaces de modules considérés sont localement
factoriels, et les faisceaux dualisants sont inversibles. On a en particulier :

Proposition 16 On a wyy, ~ D5,

Preuve: Voir [Dan| proposition 4.1.4 qui est trés générale. [

On en déduit le corollaire suivant.
Corollaire 2 Le fibré D6 est le faisceau dualisant ws, de S..

Preuve: Ceci se voit en notant que wg,[s,\g =~ Wi, |v,\x- On a donc wg, = wyy, ® O(VE) pour
i € Z. Comme 7, (ws,) = wpr, (car Sy est & singularités rationnelles), on sait que i« > 0 : en
effet si i < 0, on a 7, (O(E)) C Ix.
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Par conséquent, les fibres de 7m_|g étant des espaces projectifs de dimension 8, et S, étant
a singularités rationnelles, on peut écrire

(m-)x(ws,) = ws.
= (7).(DE° 2 O((6 +1)E))
= D®—6

€

Ceci prouve I’énoncé. [

En pratique, le corollaire précédent ne sera utilisé que pour montrer la proposition 17. Il
semble plausible que I'on ait wg, = D®~% mais nous ne traiterons pas cette question.

Principe du calcul et premiéres remarques

Nous allons en fait nous ramener a calculer la fonction P(m) = x(D®™ ® A).
Lemme 8 La fonction P est polynéomiale de degré 13.

Preuve: On sait déja que P est polyndmiale est de degré < 13. Il suffit en effet d’appliquer
le théoréme de Riemann-Roch pour les variétés singuliéres (plus précisément, cf [F| exemple
18.3.6). Soit f : X — M, une résolution des singularités (nécessairement rationnelle). Le fibré
f*(D) est big; comme de plus A est un fibré effectif (lemme 6), on en déduit que

dim HY(X, f*(D®" @ A)) > ¢-m'3 ()

pour ¢ > 0 et m suffisamment grand.

On remarque ensuite que le fibré f*(D®™ @ A) est nef et big sur X pour m > 1 d’aprés la
proposition 15. En effet, le fibré D™ @ A est ample pour m > 2 d’aprés le théoréme 8, donc
nef et big, et f est birationnel. D’apreés le théoréme de Kawamata-Viehweg on a pour m > —5
et 1 >0:

H(X, f* (D" ® A) =0

En appliquant la formule de projection, on obtient H*(My, D®™ @ A) = 0 pour i > 0.
Pour m > —5, on a donc x(D®™ @ A) = dim HY(D®™ @ A), comme le membre de gauche
est un polyndme, I'inégalité (x) prouve le lemme. O

Pour m = —6, on peut prouver que la cohomologie est encore nulle, mais il faut trouver
une démonstration différente, car le fibré A n’est ni nef ni big. Celle ci m’a été signalée par J.
Le Potier.

Proposition 17  La cohomologie H*(My, D%~ ® A) = 0 est nulle.
Preuve: Sur S4 on a la relation dite de saut sur les fibrés inversibles
A @D¥ 2 O(TE) ~ A® D¢

Le morphisme 7_|g : E — Y. a pour fibres des espaces projectifs de dimension 8, on peut
donc écrire grace a l'isomorphisme R(7_).(O(TE)) = Og. et a la suite spectrale de Leray
I’isomorphisme

H*(S.,t @ D®7%) ~ H*(S,,D® 0 ® A)
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D’aprés le théoréme de Leray appliqué au morphisme support o : S¢ — Ps5, le terme de gauche
est ’aboutissement d’une suite spectrale de terme

EZQNI — I-IP(P57 0(1) X Rqa*(wSe))

d’aprés le corollaire 2. Comme P35 est lisse, et que S. est a singularités rationnelles, on a
d’aprés le théoréme de Grauert-Riemenschneider les égalités

ox(ws,) = wp,, Rlow(ws,)=01i>0

Comme wp, = O(—6), et que la cohomologie du fibré O(—5) est nulle, on en déduit la propo-
sition. [J

Ces cas particuliers ayant été examinés, nous allons calculer la fonction P en introduisant
les fonctions polynomiales

P : ml—>X(S€,'D;®m®A€), Fg: mHX(gvpgm@)Ag)

La derniére fonction est polynomiale de degré 14 (nous le prouvons plus loin), et son calcul
explicite est possible grace a un préliminaire de calcul de Schubert et la formule de Riemann-
Roch.

Mais on calcule auparavant les sauts Ay = P, — P, et Ag = Pg — P.; pour se faire on
utilise les formules dites de "saut" des différents fibrés et on se raméne a des calculs de carac-
téristiques d’Euler-Poincaré sur 3+ . Cette méthode n’est évidemment pas sans rappeler celle

que nous avions utilisée pour calculer le degré de la variété des courbes de Poncelet.
Dans la suite on note en abrégé GRR le théoréme de Grothendieck-Riemann-Roch (cf [F]).

Calcul de A,

Commengons par calculer le saut Aj(m) = x(DE" @ A.) — x(D®™ ® A),
pour m € Z. Cette fonction est polyndémiale de degré < 13.

Proposition 18  On a Ay(m) = 33 - Hz:_7(m — k) - Q(m), ou Q(m) est un polynome de
degré 2 égal & 3Tm? + 330m + 818.

Preuve: Pour tout m € Z, on a x(D™ ® A.) = x(S4, D" @ A® O((m —1)E)). En effet, les
formules de saut sur Sy :

(D) =7 (D) @ O(—E), 7*(A) =7 (A) ® O(E)

et le théoréeme GRR (ici on a (7_)«(Og,) = Os,, et R{(1_)«(Os,) = 0 pour i > 0) justifient
ce fait.

Supposons maintenant m > 0. Pour 1 < k < m — 1 (cet ensemble d’entiers étant vide si
m = 0,1), considérons la suite exacte

0—-D*"RA®O((k—1)E) - D" ® A® O(KE) —» D" @ A® O(kE)|g — 0

on a alors
A1(m) X(DE™ @ A) — x(DP" @ A)

o X (D" @ A® O(KE)|g)
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Pour m = 0, 1 nous avons vu que la somme précédente est nulle. De plus la fibration projective
m: E — ¥ est de rang 2, donc chaque terme de la somme précédente est nul si m — 1 < 2,
soit m < 3. Ceci nous donne 4 zéros de Aj.

Sim >0, ona

Ai(—m) =x(DE @A) - x(DP ™2 A @ O((m + 1)E)
= P2 @ A, @ O(KE)|g)

On remarque ensuite que la fibration projective 7_ : E — X, a ses fibres de dimension 8. On
en déduit que pour m + 1 < 8, soit m < 7, tous les termes de la somme précédente sont nuls.
Ceci nous prouve que les entiers —7, ..., —1 sont zéros de Aj.

Nous disposons donc déja de 11 zéros. Il reste & déterminer les valeurs de A; en deux
autres points et son terme dominant. Ce dernier est égal &

1
13!

222
Cl(De)l?) . Cl(D)13 — _1_3'

cf le chapitre 1 (derniére section) ot nous avons calculé le saut du nombre de Donaldson a la
valeur 1.

On pose ici £ le faisceau 7 ample sur E = P(Ny/y7,). On rappelle que ¥ = P(W) 5 P,
ou W est le fibré vectoriel sur P35 donné par

W = Ext}, (04(0,-3), O K Q)

et qu’'on note L le fibré inversible s ample sur P(W).
Pour m = 4, on trouve par le théoréme GRR :

A1(4) =x(E, D% @ A® O(3E))

x(2, D®4 ® A® R2m, (L273))

X(Z, L% @ Op; (16) © L&' @ L¥3 ®@ Opy(—3))
X(Pz

Op;(13))

On s’appuie en effet sur I'expression du fibré normal de ¥ dans My (cf proposition 8) et des
expressions des restrictions des fibrés D et A & ¥ (cf 7). On trouve donc A;(4) = 105.

On rappelle aussi que X est isomorphe a P35 x P3, et que si 'on note £ le fibré inversible
relativement ample canonique sur P(Mér(Al{, A})), on a lisomorphisme O(E)|g ~ £~ ®
hl_l ® hy L Qapres la section 4.2.2. On a les expressions des restrictions

Dels, = 3h1 — ha, Acls, = h1 + ho
Pour m = —8, on trouve donc

A1(-8) =x(E,D¥°® A ® O(9E))
X (B, h§™33 @ £'®9)
X

(e, hY ™3 @ det(W*))

ou W est le fibré Mér(A/{, A}) sur X.. On obtient finalement A;(—8) = —21. O
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Calcul de A

On cherche maintenant & calculer pour m € Z le second saut
Ag(m) = x(Dg™ ® Ag) — x(DE™ @ A.)

Cette fonction est polynémiale de degré < 14. Nous allons voir dans la suite qu’elle est de
degré 14, mais a priori nous ne pouvons en donner de preuve directe car les fibrés qui inter-
viennent ne sont plus ni bigs, ni nefs.

On note dans la suite (certains sont des rappels) :

1. T lesous-fibré universel de rang 2 sur la grassmanienne relative Grass(2, S?Q) = P(S%Q*)
(cf introduction du chapitre), et v = det(T),

2. Y la variété Pj x Grass(2, S?Q), et W le fibré sur ¥ défini par Mér (A5, Ay) (cf section
4.3.2),

3. h;, pour i = 1,2, désigne les images réciproques de Op; (1) sur ¥¢ et P par la projection
sur le éme facteur P3, et 7 = hy + ho.

4. t I'image réciproque 0*(Op, (1) sur S, G, ou QN, avec o le morphisme support ; en parti-
culier t|y,__ =T.

On rappelle que P = P(W), et que sur P x Pg, on a une suite exacte
de familles de systémes cohérents

0— Op(1)®Ay, — Ap — Ay — 0
On a un morphisme modulaire ¢ : P — ¥ C S..

Lemme 9 L’image réciproque ¢*(De|s) a pour expression

Op(l) ®T®2 ®’Y*

Preuve: Tout découle encore de la propriété universelle du fibré déterminant D.. Si Ap =
(Tp,Op) est la famille de systémes cohérents paramétrée par P, le fibré cherché est

det(pr, ©p - h) @ det(I'p)* = Op(1) ® [, o det(pr, Oy, (2) - h) @ 7*
=0p(1) @ T2 @ *

ce qui prouve le lemme. [

D’aprés le chapitre 1 et la section 4.4, le fermé Y_. de G des systémes cohérents einstables
est isomorphe a d x P(S2Q*), et le diviseur exceptionnel E' est isomorphe a P aprés change-
ment de base; de plus on a les relations sur G données par

Dg=D.+E, Ag=A. =t

Le lemme 9 permet de retrouver le résultat suivant du chapitre 1 (obtenu d’une fagon un peu
différente) :

Lemme 10 On a lexpression suivante de la restriction :

Dgls_ = h{? @72 @+" @h*
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Preuve: la proposition 12 permet d’écrire que (’)(E/)|E/ = h?Q ®@h*® Op(—1). 1l suffit ensuite
d’utiliser la formule de 9 et la formule de saut

Dgly =O0p(1) @72 @7* @h{? @ h* @ Op(-1)
=n?2r®? ®~y*@h*

pour obtenir I’énoncé aprés projection sur X_.. [J

D’apres le lemme 4 déduit du théoréme 7 (Kollar), on sait que X(QN,@D*(D?’” ®A)) =
X(Se, DE™ @ Ac)) (conséquence du théoréme GRR). Ceci nous permet de déterminer le saut
Ag par des calculs sur G. D’aprés ce que nous avons écrit, on a Dg_m ® O(mE') = pE-—m
pour m € Z. Pour m > 0 on a donc :

m

—Ao(—m) = ZX(Dg—m RT® O(kE/”E')
k=1

la somme précédente étant nulle si m = 0. Le moprhisme 7 : E' — X__ a ses fibres de
dimension 6, on en déduit que pour 1 < m < 6, chaque terme de la somme précédente est nul,
et donc Ag(—m) = 0.

De plus le faisceau dualisant relatif du morphisme 7|y est celui de P — Xy aprés chan-
gement de base. Il est donc isomorphe & Op(—rg W) @ det(W)*. Pour m = 7 on obtient
donc :

~Ao(=7) =xX(E,0p(-T) @797 © %)
= X(Zo, det(W) @ 78713 @ 4%7)

la seconde ligne étant la dualité relative. On rappelle la suite exacte 0 — S2Q X IT'* — W —
Ia(1,2) — 0. On a donc

det(W) = det(Ia(1,2)) ® det(S2Q X I')
= (det(Q) K O(2)) ® (O(6) X ~*~?)
=0(MR (¥ ®0(2))

ce qui fournit, grace a I’expression du fibré normal de X_, :

—Ao(=T7) = x(S0,hT 7 @ hGTH @ #)
= x(Z0, kY0 @ hy ® 1274)
= x(20, ¥ O R (WY 72 ® S2Q*))
=0

les deux derniéres lignes venant du théoréme de dualité relative au morphisme P(S2Q*) — P3
dont le faisceau dualisant relatif est (73 ® h§®3, et du fait que x(S2Q*(—2)) = 0.
Si maintenant on cherche Ag(1), on écrit que

Ao(1) = x(E', Dg @ tlg)
=X(E-e,Dgls_, ®T)
= xX(T_, A2 @ 793 @ 4* ® h¥)

Cette derniére expression est un multiple de x(d, O4(5, —1)) qui est nul. On a donc trouvé 9
zéros entiers de Aj : les entiers compris entre -7 et 1. Il n’y en en fait pas d’autres. Il reste un
polynéme R de degré 5 a déterminer puisque le degré de Ag est < 14. On choisit de faire les
calculs pour m = —10, -9, —8, 2, 3,4, ce qui permet de trouver R par interpolation.
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Proposition 19 La fonction m +— Ag(m) est un polynome de degré 14 qui s’écrit X -
Hjl-:_7(m —Jj) - R(m), ou X et R(X) = 22:0 re X" sont un rationnel et un polynome a
coefficients entiers de degré 5 qu’on peut déterminer.

Preuve: Pour m > 0, on écrit

Ag(m) (D®m D) - X(D§™ @t ® O(—mE'))
—E X(E', D®m®T®O(—zE))
= Ei:(} X(E »h?z(m ) @ 7@2mHl @ A8-m @ W™ @ Op (1))

On utilise une premiére fois le théoréme de Grothendieck-Riemann-Roch pour le morphisme
7:E — X_.. On désigne par [ le fibré¢ inversible quotient de I'injection 0 — I' — S2Q sur
Crass(2,5%Q). On a v = det(S?Q) ® ™' = h5® ® I~'. On a donc

=yl ( . h®2(m V@ hg=m @ rE2mtl @ 18m @ hEimm @ S

Soit o : ¥ — Y la projection naturelle ; on a (7). (h®=™) = S™=1=2Q*(—1) = S~ ~2Q(1+
i —m). On peut écrire, grace au theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch :

m—1
Z X 20’ ®m i+1 ® h® 3m ® 7_®2m+1 ® (Sm—i—QQ X l®m) ® SZW*)
=0

On s’intéresse maintenant & la classe dans K (P3) du fibré S‘W*. A partir de la suite exacte
faisant intervenir W, on peut aboutir & une décomposition générale de cette classe, mais
l'expression qui en résulte est trés lourde, c’est pourquoi nous nous cantonnons a i < 3.

On a S'W = Z;:o ST(S2QRT*) ® S (Ia(1,2)). On a

J
F(SPQRT*) =) (- HSPQRS*QY) @ (A'SPQRI¥TF)

k=0

Si P est un polynome a deux variables U et V, ne contenant que des monomes du type U?V7,
avec ¢ > j, on note P? le symétrisé de ce polyndéme, c’est-d-dire I'unique polynoéme tel que
le coefficient devant U*V/, avec i > j, est le méme que P, et le coefficient devant U'V/, avec
i < j, est celui de P devant U7V’. On utilise cette notation pour des sommes de produits
tensoriels en h et hj. Cela nous évite d’écrire des lignes trop longues dans ’énoncé qui suit.
On note toujours 7 = hy X hg.

Lemme 11 Pour m < 3, la classe du fibré A,, = S™(S?Q X S%2Q) dans K(P3) a pour
expression :

1. m=1, (36 — 18h7' + 977 1)7,
2. m =2, (666 — 648h; " + 153h 2 + 648771 — 1620 2 K hy ' + 457972)7,

3. m =3, (8436 4+ 176587 +45367® 2 + 165793 — 11988h ' —8536h; 2K hy ' —810h > K
hy % + 5508h72 + 1377h 3 K hy ' — 816h3)7.

100



Preuve: On part de la suite exacte canonique sur P35 donnée par
0—0(-1) - 0°—852Q -0

On écrit ensuite

STMSPQRSPQ) =D (1S PO K SPQ) @ AP (h}P K S*Q)
p=0
cette derniére expression étant égale a
> (—pte <m Spoar 35) (18> hy ™9 @ AP(h}? R S?Q)
o< m—p—q q
<p+gs<m
On écrit ensuite
AP(RPRIS?Q) = 30 o(—1)" AP (R1™®) @ S7(7*)
= S () R P ag

ce qui nous donne finalement comme expression de S™(S2Q X S2Q) :

Z (_1)p+q+r m—p—q+35 18 18 r+8 h®_p®h®_q_r
m—p-—q ¢)\p—r)\ r ) ?

0<p+qg<m
0<r<p

autrement dit

! " _ " 1 1 _ / -~ =
ST I (1Y) (08 )
m-—p p —pP/\P p—p

0<p' <p<p”<m

oll 'on a posé pour passer de la premiére a la seconde ligne p/ =p-—r, p" =p+q.

Les expressions obtenues doivent étre symétriques en les h;. Nous avons calculé explici-
tement les termes jusqu’a m = 3. Cela donne I’énoncé. On remarquera que les formules se
compliquent trés vite. [

Lemme 12 Dans le groupe de Grothendieck K(P3) on a la décomposition suivante pour
a>0:

2
sa(1,2) = 1" o (] %) —ar !
Preuve: La résolution du faisceau Ia(1,2) donnée par la suite exacte 0 — O — QX O(1) —
IA(1,2) — 0 permet d’obtenir la résolution de suivante de la puissance symétrique :

0—S1QRO(a—1) — S"QXO(a) — SYIa(1,2)) — 0

Dans K (P3) on a la relation S°Q = (aJQFQ) - (‘”2“1)(9(—1) valable pour a > 0; on peut écrire a

présent dans le groupe K (P5 x P%) les identités
S?(Ia(1,2)) =S°QRAY* — S+ QX Y
— (a;_Q)h?a o (a-gl) h?—l ® hé@a _ (a;l)h?a_l + (g)hl—l ® hé@a—l
= 5" B ((*52) + ()7 - ()
=h'® [(a;—Z) —ar 1]
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Ceci donne 1’énoncé. O

Les deux lemmes précédents permettent de calculer une décomposition de la classe de
SW*, pour 7 < 3. On calcule I’expression

Eoékéjéi(_l)kA;—k @ (A2 Q" RI%F) @ h%?j_.%_i ® [(i_§+2,) T (J —i)r] =
Sockej<i(—DFAT L ® (AFSPQRISH) @ hy™ ™ @ 79720 @ [(4%) + (j — i)7]

en vertu du fait que A*S2Q* = AFS2Q(—2k).

On finit par aboutir & ’expression suivante, toujours a ’aide de Grothendieck-Riemann-
Roch : Ag(m) = Zogkgjgigm—l(_l)kFiJ}k’ ou Fj j 1 est le nombre

| o it
X(P32 WY @ py 3= g p@2m=ktl g A% | @ By, ® [(Z ‘72+ > +(j —i)7]

avec .
By = AF(S2Q) @ 8™ 2Q B (19 )
—_ Ak(sQQ) ® Sm—i—QQ X Sm-i-stQ

ot on a noté r : P(S2Q*) — P} la projection canonique. Il résulte maintenant de la formule
de Pieri que

STHRS2Q = Bagem i P TMQ @ det(Q)H

Selon les cas k = 0,1,2,3, on écrit que S?Q(k) est isomorphe & O, S2Q, S2Q(1) ou O(2). On se
raméne donc & calculer des sommes de produits de caractéristiques d’Euler-Poincaré de fibrés
S*Q(a), avec a < 6 et o un entier relatif. On peut donc facilement calculer cette somme pour
m < 3.

Finalement la fonction m — Ag(m) est polyndomiale de degré 14 et ses 9 racines sont
~7,-6,...,0, 1. Elle s'écrit Ag(m) = A[[;__(m—j)-R(m), ot A € Qet R(X) =Y} rp X* €
Z[X] de degré 5 a coefficients entiers. On trouve avec Maple

A= £ rs =2-11-13-23;
rq =412 - 4T; r3 = 2-140111 ro = —101117;
ro=—2-3%.19.797; ro=—23-3-158791;

ce qui achéve de prouver la proposition. [

Calcul de Fg

On rappelle qu’on note g : G — € le morphisme structural du fibré en grassmaniennes sur
la conique universelle. On a G = Grass(2, W), ou W désigne dans la suite le fibré vectoriel
P1x(Z(3)) (cf section 4.4). On note dans la suite :

1. v le déterminant du fibré I'g,
2. t les images réciproques sur € et G du fibré Op, (1),

3. h les images réciproques du fibré Op, (1) sur € (grace a la seconde projection) et G.
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Il reste donc a évaluer la fonction Pg(m) = X(Q,ng ® t) pour m € Z. D’apreés 'étude
faite au chapitre 1 a la derniére section, on a

Dg =~* @t%?® h*
Par conséquent, le théoréme de GRR donne
X(G, DG @ 1) = x (€, 1% @ h®" @ (v¥T™)) (%)

Le lemme suivant est un cas particulier d’un résultat classique (cf [Bo|, [Dem| pour des cas
bien plus généraux). Nous faisons une bréve démonstration.

Lemme 13 Lorsque m > 0, on a g.(y®~™) =~ S™™W* od l'on note S"™™W* le noyau du
morphisme canonique de contraction surjectif

S"W* @ S"W* — ST g ST
Dans ce cas, on a également Rig,(v®~™) = 0, pour i > 0.

Preuve: On considére la variété de drapeaux D(W) qui paramétre en un point z € € les
couples V. C T' C W (x) de sous-espaces avec dimV = 1 et dimI’ = 2. On a un diagramme
commutatif

D(W)—¢

la g

PW)-2—s¢

Sur la variété D(W) on dispose de deux fibrés [;, i = 1,2, tels que [; provienne du dual du
fibré inversible canonique relativement ample sur P(W), et tels que I'image réciproque de ~y
sur D(W) soit isomorphe & 1 ® la.

On a a,(I$™™) = S™(W'™), ou W est le fibré canonique quotient de W sur P(W), et
bo(IP~™) = S™(W™).

Il ne reste plus qu’a prendre le dual de la résolution suivante de Sm(W/) :

’

0—S" ' W)®il — S™(W) - S™*(W') -0

et & appliquer by, on obtient alors I’énoncé. Pour une preuve élémentaire du fait que le mor-
phisme de contraction est surjectif, on peut consulter [Dan| proposition 2.1.4.

Pour le second point, on le déduit directement du théoréme de Kodaira-Nakano-Akizuki
(voir [Dem]). O

Pour m = 1, on trouve par exemple g,(7®~™) = A2W*. Cela permet d’obtenir assez rapi-
dement la dimension de HY(Dg ® t) (voir plus loin).

Remarque : Soit F un fibré vectoriel sur une variété complexe X. Plus généralement, si
on prend une partition A = (A\; > Ay > ..\, > 0) de longueur 7, on définit le fibré vectoriel
S*(E*) associé a E comme étant I'image directe sur X du fibré []}_, l;@/\i sur une variété de
drapeaux D(E) — X paramétrant en chaque point 2 de X les suites de longueur 7 de sous-
espaces vectoriels emboités de F(z) de dimension Ay, .., A,. En P'occurence le fibré précédent
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est obtenu avec la partition & deux termes (m, m). Pour un exposé sur les foncteurs de Schur,
qui interviennent en théorie des représentations, on peut se reporter a [FH]|. O

D’aprés la décomposition de Pieri on a STW*®@S™W* = @o<i<y ST IW* et STHW*®
gm—lpy* — GBOSiSm_lSmH“’m_l_ZW*. Le morphisme de contraction correspond alors a la
somme des projections canoniques dans les deux décompositions. On a aussi S™™MW* ~
(Sm,mw)*.

Lemme 14 Lorsque m < 0, on a g(y®~™) = ST 6=m=61) & det(W)®2.

Preuve: On a dans ce cas g;(7®~™) = R8¢, (y®~™). Le faisceau dualisant du morphisme g est
@) @ det(W)®~2, par conséquent le théoréme de dualité relative nous donne

RPg.(v97™)" = g.(7™*) @ det (W)~
Donc gi(y®~™) est bien la classe du fibré S™6""=611/ & det(W)®? en vertu des remarques

précédentes. [

Lorsque —5 < m < —1, la classe ¢(y®~™) est donc nulle. Lorsque m = —6, on obtient
det(W)®2, et pour m = —7, on obtient A’W ® det(W)®2. Cela fait 9 entiers ot le calcul est
relativement aisé : —7,..,1 (voir ci-apreés).

D’aprés le chapitre 1 (derniére section ou l'on introduit les fibrés en grassmanienne), le
fibré W s’insére dans une suite exacte

0— W — p1.(Op (3)) — p1+(Oa(3) — 0

oll 'on rappelle que @ est la conique universelle avec deux points marqués, et que A est le
sous-schéma fermé de € image réciproque de la diagonale de Py x Py. On a une inclusion
naturelle ¢’ C € x Py (donnée par le second point marqué), et donc la résolution suivante de

P1+(Oy (3)) sur € :
0— (9717 = 0% = p1(Og (3)) = 0 ()

Pour p14(Oa(3)), on utilise la résolution usuelle de la diagonale. On a déja la résolution
suivante de O (3) sur € x Py :

0-h®?RO2) -h®'TRQ2) - 0KOB) -0
ce qui donne par image directe la résolution suivante de p1.(Oa(3) :
0 — (R®2)86 _ (WO 1)®15 _, 0810 _, () (44)
Ceci nous permet de calculer

det(W) = det p1+(Oy (3)) ® det p1.(Oa(3)~!
_ 493 o h®-3

Pour m < 0, nous avons donc

Pg(m)

X(€, 182+ @ h®—m @ §=m=06,-m=6y7 & det(W)%2)
X(€7 t®2m+7 ® h®—m—6 ® S—m—ﬁ,—m—ﬁw)
X (€, 18727 @ h¥m+6 @ §=m—6—m=6yp @ ()
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La derniére ligne vient de la dualité de Serre. Maintenant € est une hypersurface dans Ps x Po
de fibré O(1,2)|¢ = t®h®2. On a donc we = wp, Mwp,|¢ @t @h%? =¥ @h~!. On a donc
pour m < 0, si 'on pose m =—-m-—6:

Pg(m) — X(€7t®2m ® h®—m —1 ® gm .m W*)
Pour m = —6, on a m = 0, et Pg(—6) = x(€, t®_5) =0.

Posons maintenant W' = P1+(O (3)), et L = p14(Oa(3). On a pour tout a > 0, S*W* =
SeW’™* — e~ 1" @ L* dans le groupe K (€) (bien que € ne soit pas une variété lisse, on peut
considérer un tel groupe et utiliser 'additivité des caractéres de Chern définis sur ce groupe,
cf [F]).

On a également pour b > 0 I'égalité

& b—c+9) (3
St =Y "(~1)° £
e ("))

c=0

en vertu de la suite exacte (), et aussi L* = 10 — 15h + 6h®2 en vertu de (*x). Ces for-
mules combinées permettent d’exprimer finalement S*W* pour a > 0 ainsi que S™™W*. Par
exemple, pour m = 1, on obtient pour SU1W* = A2W* 'expression

45 — 150 h + 285 h®% — 180 h®3 + 36 h®* + (6 — 45 h + 18 h®?) ¢

On écrit pour finir la formule de Riemann-Roch, en intégrant sur € la multiplication du

caractére de Chern de t®?m*1 @ h® ™ @ S™™IV* ou de t&?™ ® h®~™ —1 g §™ ™ J* selon
le cas, par la classe de Todd de € qui est

Td(€) = T(t)° - T(h)® / T(t + 2h)

avec T(x) = 2/(1 —e™*). On conclut en notant que [, t*-h/ est égal a 2si (i =4,j =2) et 1
si (i =5,j = 1). Par exemple, pour m = 1, on obtient Pg(1) = 105.

Proposition 20 Le polynéme Pg(m) est égal a
33 7 4
m-Hmﬂ [[(m+ )% (m+1)- (46m* + 97m® — 613m> — 160m + 5040)
T =5 j=2

Le polynome Pg — Ag— A est égal a la caractéristique d’Euler du faisceau D™ ® A, pour
m € Z. On obtient finalement

Théoréme 10 On a P(m) = ;- Hzml(m +1i) - (2m 4+ 11) - (3m? 4 33m + 104).

De cette formule il nous a semblé utile de tirer deux remarques :

1. on a une relation de symétrie P(m — 5) = —P(—6 — m), ce qui implique que l'on a
la relation x(OMy, D™ @ A~') = 0 (*), en vertu de la dualité de Serre et de la suite
exacte de faisceaux

0D PA— A = A Yop, — 0
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Nous ne savons pas traiter cette question liée au fait que les images directes par § du
faisceau .A_l|3M4 sont nulles. Cela semble plausible car la restriction du fibré A a la
fibre générique de [|gps, est isomorphe a Op, (1).

L’auteur a tenté de montrer (x) en considérant que le bord dMy est birationnel & un
fibré en espaces projectifs (au sens de Grothendieck) sur 0Ms x P2 (en vertu du lemme
de Strgmme, cf lemme (4.2) de [Strg|), mais il s’est heurté au fait que le bord OMy n’est
pas une variété normale : en effet la sous-variété de codimension 2 dans My des classes
de faisceaux singuliers en au moins deux points est formée de points singuliers pour 0My.

. Le morphisme naturel o : HY(D) @ H°(A) — H%(D ® A) (dont on montre facilement
qu’il est injectif) n’est pas un isomorphisme (on le savait déja en vertu de la proposition
15), et 'image de « est formée précisément des sections de D ® A nulles sur X. 11 suffit
en effet de remarquer que l'on a

HDoAxly) =H (Do A® O(-E))

et le calcul de la dimension du membre de gauche est tout & fait similaire & celle de
HY(D ® A). Elle est égale a 90.

En fait le calcul de la dimension de ’espace des sections globales est utile pour la conjecture

de dualité étrange.

4.5.3 Conséquence : dualité étrange sur P,

On suit dans ce paragraphe ce qui est exposé dans [LeP4]. Certaines généralités y sont

exposées dans les premiéres parties, valables sur une surface projective lisse X générale de
genre p, = 0, mais on se limitera encore ici a X = P».

On prend deux classes ¢, c* € K(P3) orthogonales, de dimension > 1. On suppose que ¢

et ¢* satisfont aux conditions du chapitre 1 ot 'on définit les modules de saut.

A la classe c¢* est associée un fibré inversible D, .+ sur I'espace de modules M., qui est

I'unique fibré inversible tel que pour toute variété algébrique S, si F est un faisceau sur
S x Po, plat sur S, paramétrant des faisceaux semi-stables de classe ¢, alors si f : S — M,
est le morphisme modulaire associé, on a

f*(Dc,c*) = det(pr! F - C*)

De méme on définit ainsi un fibré inversible D« . sur M.«. Alors on a la proposition suivante.

Proposition 21 [l existe une section s canonique du fibré inversible D¢ o+ X Dex o sur
M. x M dont le schéma des zéros a pour support le fermé des couples ([F],[G]) tels que
HY(F ®G) #0.

Remarque : Au vu des conditions sur ¢ et c¢*, ce lieu est aussi celui des couples tels que
HY(F®G)#£0.0

Il en résulte I'existence du morphisme de dualité dite étrange.
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Définition 12 La section s. .~ permet de définir un morphisme
Dc,c* . HO(MC*aDc*,c)* - HO(Mca Dc,c*)
qu’on appelle morphisme de dualité étrange.

On cherche & savoir & quelles conditions ce morphisme est un isomorphisme. Jusqu’a présent
seuls quelques résultats sont connus. Donnons un premier exemple. On choisit la classe ¢ =
2 — nh?, de sorte que M. = M,. Soit c¢* la classe de O;(—1), avec | une droite. L’espace
de modules M+ est alors isomorphe & P35 car il paramétre exactement les faisceaux du type
Oi(—1). De plus D, = D (fibré de Donaldson), et D+ . = O(n). Le morphisme de dualité
étrange est alors une application linéaire

HY(P3,0(n))* — H%(M,, D)

Le terme de gauche est isomorphe & H(C,,, O(1)). C’est en fait le morphisme 5* transposé¢ du
morphisme de Barth §: M, — C,. L’idée est en effet que si F' est un faisceau semi-stable, [
est une droite de saut pour F si et seulement si H!(F|;(—1)) # 0. On prouve dans [Dan] le
résultat suivant :

Théoréme 11 Pour 2 <n <19, le morphisme B* est un isomorphisme.

Le second exemple est celui dans lequel le calcul de la section précédente intervient et
généralise le cas particulier de dualité que nous avons vu juste avant ’énoncé de la proposition
15. Soit L un fibré associé a un diviseur effectif sur P, et deux entiers m et n tels que
n 4+ m = x(L). On considére I'espace de modules M, des faisceaux semi-stables de classe
c¢=(2,0,2—2n). On prend ¢* = (1,¢1(L), x(L) —m) qui est bien orthogonale & c¢. L’espace
de modules M. est isomorphe au schéma de Hilbert des sous-schémas finis de longueur m,
noté P[Qm]7 car il parametre les faisceaux du type I¢ ® L, avec § € P[Qm].

Les conditions du début du paragraphe sont satisfaites. En effet si F' semi- stable, on a
bien H?(F ® I¢(L)) ~ Hom(F, L* ® O(—3))* = 0. Le fibré inversible D« . est isomorphe &
(det LIM)®2 ou LI est le faisceau localement libre de rang m sur P[Qm] défini comme suit :

L ] m 4 . . . .
soit & C P[2 I« P le sous-schéma universel, muni des projections

— p
=—Py

]

p."
on définit alors L™ = pr,(p*(L)). On obtient donc un morphisme de dualité étrange
D s HOPY, (det LIM)®2)* - HO(M,, Do)

dont on se demande si c¢’est un isomorphisme.

Lorsque n = 2,d = deg(L) = 1,2 et m = x—2, avecici x = (szrQ), le terme HO(P[Qm], (det LIm)®2)
peut-étre décrit en termes de représentation symétrique de I'espace vectoriel H?(L). On prouve
également (cf [LeP4|) que le morphisme de dualité étrange est injectif.
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Pour d = 1, les dimensions des deux membres est 6 : le fibré D, .~ est en effet isomorphe
a A, et Dex . = Op,(2), car L = O(1). De I'isomorphisme naturel H(My, A) ~ H(Sy,t), on
déduit que le morphisme de dualité étrange s’identifie a la transposée

o : H(Op,(2))* = HO(Sy,t)

Pour d = 2, la dimension des deux membres est 105 (d’aprés [LeP4| et la section précédente),
et le morphisme de dualité est encore un isomorphisme. Nous ignorons si cela est vrai pour
d > 3, faute déja de pouvoir calculer la dimension du terme de gauche.
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Chapitre 5

Etudes de deux diviseurs remarquables
de 'espace de modules M,

Ce chapitre peut étre vu comme une sorte de complément au précédent. Il rassemble deux
résultats :

1. le premier porte sur les sous-variétés de My évitant I’hypersurface M, des classes de
faisceaux non localement libres. La question originale que nous nous sommes posés por-
tait sur les surfaces, tentant de trouver un analogue de la réponse donnée dans [LePH]
pour l'espace de modules M3 ; nous ne sommes parvenus qu’a un résultat trés partiel
qui laisse la question ouverte, mais qui a l'avantage d’étre général.

2. Le second résultat répond & une question posée dans [LePT| : est ce que la restriction
du morphisme de Barth 8 & I’hypersurface irréductible D; de M, est génériquement
injective 7 nous en profitons pour signaler une caractérisation géométrique des quartiques
de Liiroth génériques de type I.

5.1 Sous-variétés de M, évitant 0M,

On s’intéresse ici au probléme suivant annoncé dans 'introduction de ce chapitre : toute
surface de My, i.e toute sous-variété compléte de dimension 2, rencontre t’elle I’hypersurface
des classes de faisceaux singuliers 7. Cette question est équivalente & la suivante : existe-t’il
une famille compléte de dimension 2 de fibrés vectoriels de rang 2 sur Po, semi-stables et de
classes de Chern (0,4) ? Nous ne répondons pas ici & cette question, sans doute assez difficile.
On note toujours ¢ : Sy — Pj5 le morphisme qui & la classe d'un systéme cohérent semi-
stables (I', ©) associe la conique support de ©. La notation ¢ pourra aussi désigner par abus
le morphisme support défini de la méme fagon sur S.. Nous considérons le méme probléme
dans 'espace de modules Sy et nous établissons un petit résultat en fin de partie, qui montre
qu’une sous-variété évitant le bord ne contient pas de courbes dans une fibre de o, du moins
au dessus de 'ouvert des coniques lisses. Il n’est pas impossible que 'on puisse construire
des courbes dans une fibre de o au dessus d'une conique double. Cela pourrait permettre de
construire une surface qui évite 05 et de répondre négativement au probléme posé.

Proposition 22 Si C est une conique lisse, la restriction du fibré inversible 3S4 a la fibre
o L({C}) est ample. Si C est une conique singuliére, la restriction du fibré dSy au sous-schéma

109



o ' ({C}) NE est ample également.

Preuve: Si C est lisse isomorphe & P, tout systéme cohérent s’écrit (I', ©) avec © ~ Op, (5).
Un point oo a l'infini étant choisi sur cette droite, les sections globales du faisceau © s’in-
terprétent donc comme des polynémes de degré 5 & coefficients complexes. Deux sections
5,5 € H°(©) auront un zéro commun sur C' si et seulement si leur résultant R(s,s’) en tant
que polynomes est nul (cf [La] chap V, § 10). Le diviseur 9S4 N o~({C}) est donc la section
de Grass(2,H"(0)) par une hypersurface de P(A2H%(0)) de degré 5.

Pour le second point, commencgons par remarquer que d’aprés la description de E comme
fibré projectif sur X, ~ P} x P%, le sous-schéma o0~ ({C}) N E posséde au plus deux compo-
santes irréductibles, isomorphes chacune & un espace projectif. Si C' est réunion de I et ZN,
I'un des deux espaces est P Ext!(A", A"), avec A" = (C?, Oy (1)) et A" = (0, O, (3)). L'autre
se définit avec les roles de I et I” échangés.

On peut montrer I’énoncé pour 'une de ces composantes qu’on note Py. On a une suite
exacte de familles de systémes cohérents définie sur Py x Py

0— (0,0p,(1) XO;(3)) — (I',O) — (C*® Op,, O (1)) = 0 (%)
D’aprés la propriété universelle des fibrés D et A, on a
Tl (D) = det(pr, © - )
= OPo(l)
Tlp, (A) = det(pr) ©(-2))% "2 @ det(pr, O(—1))

= OPO(_4) ® OPO (3)
= OPO(_l)

On a alors 'expression 0S4|p, ~ Op, (7). Ce fibré est donc trés ample. [J

On introduit maintenant le diviseur de Cartier 0S. de S, défini comme I'image directe du
diviseur 9S4 par w_ (cf Introduction du chapitre précédent). Comme 7_ est un morphisme bi-
rationnel de Sy \ E sur S\ X, et que X est de codimension > 2, le diviseur 0S5, = (7_)+(9S4)
a pour fibré associé¢ D®® ® A2, L'hypersurface 05, est formée des classes de systémes cohé-
rents € semi-stables possédant un point de base.

On s’intéresse maintenant aux courbes de Dy contenues dans une fibre de o.
Lemme 15 On a dans Pic(Sy) :
(m_)*(0S.) = 0S4+ TE

Preuve: On sait que 7* (D) = D+ E et que 7* (A.) = A — E. En écrivant les expressions des
bords, on obtient le lemme. [

Avant de poursuivre, nous voudrions signaler ici un fait concernant le morphisme ¢ : P —
S, que nous avons posé au début du chapitre précédent. On pose Yp = p~1(Z,).

Proposition 23 Le fermé Xp est isomorphe a l’éclatement de P35 x P35 suivant la diagonale.
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Preuve: Soient I',1" deux droites du plan, et soient A" = (0, 0 (2)) et A = (1", O, (2)) deux
systémes cohérents. Soit A = (I', ©) un systéme cohérent donné par une extension non scindée

0-A SASA —o.

Le systéme cohérent A définit un point de P. Son image par ¢ est dans Y. si et seulement si il
existe un sous-systéme cohérent i : (C%, Oy (1)) — T, O, (2)) tel que I'on ait un relévement

de i par «
«

A A

\‘ T//

(C%,0p (1))

On a une suite exacte de la forme 0 — (C?, Oy (1)) 4 (F",(’)lu (2)) 4, (0,C(z)) — 0, on
T € ZN, et 'image de A par ¢ est dans X, si et seulement si I’extension non scindée qui le
définit est dans 'image de l'injection d’espaces vectoriels

0 — Ext'(C(x), 0, (2)) L Ext!(A",A)

induite par j. On doit donc choisir en outre x € 'nil”.

Partons maintenant de la sous-varié¢té Z de P35 x P35 x Py égale a l'intersection d; N da
des variétés d’incidence relatives aux premier et second facteurs. Cette sous-variété Z est
isomorphe a I'éclaté de P35 x P3 le long de la diagonale. On peut considérer que Z C P35 x
Grass(2,pr,(O4(2))), en effet un triplet (I1,l2,2), ou les l; sont des droites et z € ly définit
aussi le sous-espace I' C H?(O},(2)) des sections s’annulant en .

Ci-dessous on identifie Z avec son plongement naturel dans Z x P5. On a une suite exacte
naturelle de faisceaux sur Z x Py donnée par

0—-J—-0KO4L(2) -0z —0

et soit T le sous-fibré de rang 2 sur Z noyau de la surjection naturelle O KX pr,(04,(2)) —
pr.(Oz). On obtient une suite exacte de familles de systémes cohérents sur Z x Py donnée
par

0— (T, J) = (I", 0ROy (2)) — (0,07) — 0

ce qui nous permet d’écrire l'injection de fibrés sur Z :
0— Mllar(()z? OK Odz (2)) L Mér((rllv OK Odz (2))7 (07 Odl (2) X O))

le premier terme étant un fibré inversible. D’aprés les remarques précédentes 'image par ¢
d’un point du projectif du fibré de droite, qui n’est autre que la restriction du fibré projectif
P au fermé Z de P} x P(S2Q*), appartient & Y si et seulement si il est dans I'image de p.

On en déduit qu’on peut voir Z comme un fermé de P, et ce fermé est précisément =1 (3,).
O

Soit maintenant C une conique singuliére réduite, décomposée en deux droites distinctes
o . ’ " . " . . . " .
I',1". Soit {z} =1 NI . Dans la suite, on note Iy le pinceau des formes binaires sur I qui
s’annulent en .
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La grassmanienne Grass(2, HY(O,»(2))) est isomorphe au plan projectif dual P(W*), ou W =
H°(0,+(2)). On note Q le fibré quotient de rang 2 sur P(W*).
Les restrictions des familles A, et Ay a P(W*) C P x P(S2Q*) sont données par

A%’P(W*) = (0,0p; KOy (2))
Aslpay+) = (QF,0py KO (2))

Proposition 24 Le fermé o~ ({C}) N Dy posséde deux composantes irréductibles, dont les

images réciproque par le morphisme ¢ : P — Sy sont chacunes isomorphes a l’éclaté en un
point du fibré projectif P(E) de rang 6 sur P35, ou & = Op; ® Q® C3.

Preuve: Considérons le morphisme composé o = o o @. Alors le fermé o~ ({C}) de P (cf §
1.1) posséde deux composantes irréductibles. L'une d’elles parameétre les classes d’extensions
non scindées de systémes cohérents

0 — (0,04(2)) — (I,0) — (I, 0, (2)) — 0 (2)

et autre les mémes extensions avec les places de I et l” échangées. Appelons P¢ l'espace
projectif paramétrant les extensions (2). Notons Xp C P le fermé image réciproque ¢~ (3,).
Le fermé ¥p est isomorphe a I'éclaté de P35 x P35 suivant la diagonale d’aprés la proposition
23. Le fermé Yp N P¢ est réduit a un point, noté {p}.

On peut choisir un isomorphisme Extl((’)lu ,Op) ~ C. On a une suite exacte de fibrés sur
P

1 " ’
0 —H°(0y(2)) ® Q — Exty, (Ag|paw+), Aglpw+)) — Opaw=) — 0

Cette suite exacte est scindable car H'(Q) = 0. On choisit un isomorphisme H%(0, (2)) ~ C3,
et on introduit le fibré en espaces projectifs Po = P((’)p; ®C3®Q) — P3. On a un plongement
naturel Po C P, qui donne un plongement naturel Po C f); ou P¢ est I'éclaté de P en p.
En effet c’est la transformeée stricte de P par I'éclatement P — P.

L’image par ¢ du fermé P¢ est une des deux composantes irréductibles cherchées. Pour
la seconde, il suffit d’inverser les roles de Uetl!”. O

Remarquons que toute section de e donne une section r : P5 — P(&).

Lemme 16 Soit A — P% le fibré en espaces affines, ouvert dans le fibré projectif P(E) (cf
proposition ci-dessus) des points dont la coordonnée donnée par la projection e est non nulle.
Alors :

1. Ce fibré a des sections passant par p.

2. L’image de toute section passant par p est associée & une section de e.

Preuve: On va construire une section o de e. Soit un scindage 7 de la surjection HY(O(2)) —
N . .. " " I N A
H(0,+(2)); a tout pinceau de formes binaires I sur [ est associé ainsi un systéme linéaire

I c HY(O(2)) induisant sur I le pinceau I
On a un morphisme canonique p : Ext! (A", A/) — Ext!(L, A/), ot L est le systéme cohérent
(T, 0(2)). 1l est de rang 6, et I'isomorphisme

Hom(F”, HO(C’)l/ (2))) = Hom(lt‘\;, HO(OI” (2)))

112



permet de construire point par point un scindage o (le raisonnement s’adapte en utilisant les
familles A;IP(W*) et A/2/|P(W*))~ Le sous-fibré T' C pr,(®), ou © est le faisceau de la suite
exacte de familles de systémes cohérent donnée par le scindage, est obtenu comme 'image de
I Cc HY(O(2)) ® Op(w+), par la fleche naturelle O K O, (2) & Opw+) K O(2) — O (on peut
considérer en effet que 1'on s’est choisit un scindage pr, (®(—2)) ~ O & O sur P(W*)).

On peut supposer que le scindage 7 est défini par le sous-espace vectoriel des formes
binaires en (z,t), ou z = 0 est I’équation de ",y = 0 celle de I, et t ne s’annulant pas a
I'intersection. Au dessus du point py € P(W™*) défini par le pinceau Fg des formes binaires
at, 22, le pinceau de quadriques est engendré par x2, 2t. Ces sections s’annulent sur la droite
I'. Donc [0(Ty)] = p.

Pour les autres sections de e, on ajoute a la section précédente une section du fibré
Q ® H°(Oy(2)) qui s’annule en py. Une telle section correspond & une application linéaire
H°(0,#(2)) — H%(Oy(2)) qui s’annule sur le sous-espace Ty = (22, xt). Nécessairement, en
un autre point ¢ de P(W*), I'application linéaire associée I'" (q) — H(O,(2)) est de rang 1. O

Soit donc P¢ I'une des composantes de ¢! (c71(C)NDy). On a un diagramme commutatif

PCL)SZL

|, b

Pc——5.

On note également E le diviseur exceptionnel dans 1327 qui est I'image réciproque par ¢ du
diviseur du méme nom sur S;. L’image directe sur P¢o du diviseur 054 de P¢ coincide sur
louvert P \ {p} des points stables avec le diviseur 5Dy — 2.4. Compte tenu des expressions
de ces deux fibrés en termes des familles de systémes cohérents, on obtient ici

Dy =0p.(1)®Ops(1), A~O
On en déduit que 95, >~ Op(5) ® Op;(5).

L’éclaté :S'\; de S, en p est un fermé intégre de 15\8 Choisissons r vérifiant la condition du
lemme. La restriction Op(1)|s, est le fibré trivial. On a donc 9S|s, ~ Op; (5).

Proposition 25 1] existe des surfaces de 155 contenant une infinité de courbes intégres sur
lesquelles le degré du bord 0S4 est nul (mais contenues dans 0Sy).

Preuve: Considérons a présent une courbe intégre C de PNC7 non contenue dans E. Soit C'
I'image de C par le morphisme 7w_. La relation 9S4 - C = 0, compte tenu de la proposition 15,
est équivalente & :

50p,(1)-C —TE-C+50p;(1)-C' =0 (%)

Remarquons que E-C = mp(C,), ol mp(C/) désigne la multiplicité de C’ en p. Soit C" la courbe
de P} (intégre), définie comme 'image de C' par le morphisme structural P — P3. Le terme
Op,(1) - C est alors égal a deg(C'/C") - deg(C").

Soit une courbe C de S,, dont I'image par r—! est une courbe plane de degré 7, avec
m,(C) = 5. Elle vérifie la relation (x), et donc son éclaté C en p vérifie Sy -C = 0. O

113



Proposition 26 Le diviseur 834];,; est réunion de deux hypersurfaces 01 et Oy, dont les
fibrés associés sont Ops(2) — E et Op(5) + Op3(3) — 6 E.

Preuve: Sur Po x Ps, on a une suite exacte de familles de systémes cohérents
0—(0,0p.(1) KOy (2)) = (I'0) — (I',Op, KO (2)) — 0 (1)

Soit un point de P35 donné par un sous-espace r” ayant un point de base sur . 11 est clair
que la fibre en " de Po — P3 ne paramétre que des systémes cohérents & point de base. Le
lieu de ces sous-espaces I a point de base dans P3 = Grass(2,H°(O;(2))) est une conique
lisse.

En effet en considérant 1'isomorphisme naturel Grass(2, W) =~ P(A%2W), cette conique a
pour équation dans le systéme de coordonnées [u, v, w] de Pliicker de 'espace projectif P(A2W)
(associé a une base de W) I'équation uv — w? = 0. L'image réciproque de cette conique dans
P¢ est donc un diviseur intégre et lisse noté B, de fibré associé Ops (2), qui est une composante
de 0S..

Ce diviseur contient le point p construit a la proposition 24. En effet, le point p définit
un systéme cohérent (I';®) qui admet un unique quotient a isomorphisme prés de la forme
(T, 0,(2)), ot TV est le systéme linéaire des sections s’annulant en {z} =" N{". De plus, ¢
est un plongement au voisinage des points correspondant a des systémes cohérents stables de
support une conique réduite. Comme B est lisse au voisinage de p, il en résulte que I'image
réciproque de B dans P¢ contient 1’éclaté de B de B au point p et le diviseur exceptionnel E
avec la multiplicité 1.

L'éclaté B est donc une composante de 854];,; que 'on note 9;. Son fibré associé est
Op;(2) ® O(—E). L’énoncé de la proposition s’en déduit. [J

Proposition 27 L’intersection d’une courbe dans o~(C) N Dy avec le diviseur Sy est non
vide.

Preuve: On se raméne au probléme similaire dans 15\8 Une courbe intégre C de 15\8 ne ren-
contre pas 054 si et seulement si elle ne rencontre pas 0;, ¢ = 1,2. On obtient donc I’équation
20p; (1) -C' —m,(C") = 0. Supposons que I'image de C" dans P% soit une courbe C". On aurait
alors 2 deg(C'/C")deg(C") = m,(C"). Or on a la proposition suivante (cf [Eis| lemme 11.12) :

Proposition 28 Soit f : C' — C un morphisme fini de degré d entre deuz courbes C,C’
projectives, intégres éventuellement singuliéres. Soit ¢ € C, on a

d-mg(C)> > my(C)

pE€f~(a)
la somme portant sur les points de la fibre f~1(q).

Preuve: Commencgons par normaliser C' et C". On obtient deux courbes C~’7 (' lisses, et un
diagramme commutatif

c—=C

)
C

_—

Q
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La courbe C' étant plongée dans un espace projectif Py, pour chaque section hyperplane A
passant par ¢, la multiplicité d’intersection de h et de C' en ¢ est supérieure ou égale & m,(C),
et égale & ce nombre pour h générique.

Soit donc A = O¢ 4 'anneau local de C' en ¢, et z € A\ {0} tel que 1g4(A/zA) = m,(C)

(la notation lg 4 (M) est la longueur d’'un A—module M). Soient également (¢;)i<i<r € C et

(pj)i<j<s € C” les ensembles finis des antécédents de g et des points de la fibre f~1(g) par les

morphismes de normalisation, et posons A; = O B; =0~

C#]i’ C ,pj.

Lemme 17 Soient A un anneau local intégre de dimension 1 avec K = Frac(A), et A la
cloture intégrale de A dans K, qu’on suppose de type fini sur A. Alors pour tout a € A\ {0},
on a

lga(A/ad) = ZlgA,- (Ai/adi) - [k(A;) : k(A)]

la somme portant sur les anneaux valuation discréte A; dans K qui dominent A. Les A; sont
les localisés de A en ses idéaur mazrimaux.

Preuve: cf [Bou|. On peut aussi consulter 'appendice A de [F|. O

On rappelle également que si A — B est un morphisme d’anneaux locaux et d est le degré
de l'extension des corps résiduels (supposé fini), alors un B—module M de longueur finie est
de longueur finie sur A et Ig (M) = d - lgg(M).

Ici tous les anneaux ont pour corps résiduels C, on a donc la relation 1g,(A/zA) =
D oi<i<r184,(Ai/24;), le nombre Ig 4 (A;/2A;) étant par ailleurs égal & I'ordre de z dans I'an-
neau de valuation discréte A;. Maintenant I'extension des corps de fractions K = K(C) C

K =K (Cl) est de degré d, il en est donc de méme pour les corps de fractions de Cet C'.On
peut écrire (cf [Bou| ou [F])

D lga,(B;/2B;) = d-1ga,(Ai/2A;)
Je€J;

la somme de gauche portant sur I’ensemble J; des antécédents de g; par f Appliquant encore le

lemme 17, on voit que lasomme ;3 c ;. 184, (B;/2B;) est aussiaégale a 3 r—1y18(Opr ,/20¢r ).
Oronalg(Oy /20 ) = m,(C"), ce qui prouve la proposition. []

D’aprés le lemme 28 on a

1"

my,(C') < deg(C'/C" my(C")

ol ¢ est le point correspondant & I'y. On aurait donc 2deg(C") < mq(CH), ce qui est absurde.
Donc C’ est contenue dans une fibre de P¢, et elle rencontre nécessairement la restriction de
0y d’aprés la proposition 26. [

Les résultats de cette section permettent d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 12 Si une sous-variété Y compléte de Sy me rencontre pas le diviseur 0S4, la
restriction oy est un morphisme fini de Y sur son image au dessus de l'ouvert des coniques
réduites.
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Soit maintenant C' une conique d’équation {z? = 0}, ou {z = 0} est I’équation d’une
droite I. Le fermé (o o p)~1({C}) C P (éventuellement schéma non réduit comme fibre d’un
morphisme) posséde une composante irréductible isomorphe au fibré projectif P(€) — P3,
paramétrant les extensions non scindées de systémes cohérents 0 — (0,0;(2)) — (I',0) —
(T,0(2) — O.l

Le fermé ¥p = Xp N P(E) est cette fois isomorphe & une droite projective, car il est
paramétré par les points de la droite [. L’image par ¢ de Z/P est un point de X.. De plus
Pimage de ¥p par le morphisme structural du fibré P(£) — P} = Grass(2, H(0;(2))) est une
conique de P3, qui parameétre les pinceaux de sections a point de base.

Soit maintenant P (&) 'éclaté de P(E) suivant le fermé Yp. Il est facile de voir que comme
ce qui précéde, 'image réciproque ¢*(954)|p(g) est réunion de deux hypersurfaces, dont I'une
a pour fibré associ¢ Op;(2) ® O(—E). On ne peut pas raisonner comme précédemment, car
les nombres qui interviennent ne sont plus des multiplicités de points sur des courbes. Nous
ne savons donc traiter la question pour le moment.

5.2 Diviseur D; de M, et quartiques de Liiroth de type I

On étudie dans cette section le diviseur Dy de My. Si Sy est 'hypersurface des quartiques
planes singuliéres, I'hypersurface 571(S;) est ensemblistement la réunion des diviseur Dy, Dy
et My (en fait, ces composantes apparaissent avec des multiplicités, cf [LePT| théoréme 6.10).

Nous ferons intervenir 14 aussi I'image réciproque D1 de D7 dans Sy. Un point générique
de D représente la classe d'un systéme cohérent (I', ©) de support une conique lisse, tel que I'
contienne une section ayant deux zéros doubles sur la conique (I" contient toujours une section
avec un zéro double).

Nous en déduisons que 'hypersurface £1 = B(D;) C H est constituée génériquement
de quartiques planes ayant une singularité ordinaire, et vérifiant une propriété géométrique
remarquable (cependant moins "parlante" que pour les quartiques de Liiroth de type II).
C’est grace a cette propriété que I'on pourra trouver des équations locales de L1, et nous nous
servirons de ces équations explicites pour montrer qu’a une quartique ¢ de Liiroth de type I
générique correspond une unique classe de faisceau semi-stable de Dy dans la fibre 371(q).

Ceci prouve que la restriction (3|p, est génériquement injective. D’aprés le théoréme 6.10
de [LePT], on en déduit alors que le morphisme 3 est génériquement injectif. C’est une preuve
plus courte que celle proposée dans 'article cité ci-dessus, qui s’appuie sur le calcul du rang
de la différentielle d§ en un point général du diviseur Ds.

5.2.1 Les hypersurfaces D; et £,

Dans 'espace de modules S; on considére la partie localement fermée des points corres-
pondant & des classes d’isomorphisme de systémes cohérents (I', ©) telles que le support de ©
soit lisse, et qu’il existe une section s de I' s’annulant en deux points a 'ordre 2; autrement
dit, telles qu’il existe une droite [ d’équation z = 0 telle que I' N 22H°(©(—2)) # 0.

On prend ensuite 'adhérence de cette partie dans Ss. Soit D; le fermé (réduit) obtenu.

Proposition 29 Le fermé Dy est une hypersurface intégre.

Preuve: Prouvons l'irréductibilité. Considérons la restriction du faisceau ® sur € x Py (cf
chapitre précédent) a louvert U C € des coniques lisses marquées. Si u € U est un point

116



représentant une conique lisse marquée, le faisceau ©(u) est inversible sur son support, de
caractéristique d’Euler 6.

On considére alors I'injection naturelle de fibrés vectoriels sur U x P35 donnée par

On consideére le fibré projectif P’ = P(pr,(©(-2))XOps(—2)) — U x Pj puis le fibré projectif
P’ = P(pr,(©)/O(-1)) — P’, ou O(1) est le fibré de rang 1 relativement ample de P’. Il
existe un morphisme modulaire f : P” — S, dont I'adhérence de 'image est Dq par définition.
Comme P” est intégre, le fermé D; est intégre.

Il est clair d’autre part que la fibre générique de f en un point de D; coincide avec la
conique support du systéme cohérent associé a isomorphisme prés. [

L’image m(D1) est également un diviseur de My. On le note D; comme annoncé dans
I'introduction de cette section. Pour calculer la quartique de saut associée a un point général
de Dy, on va se servir de I'unique classe de systéme cohérent (I, ©) qui lui correspond par
7. On se rappelle (cf premicres sections du chapitre 1), que cette quartique coincide avec
'ensemble des droites [ telles que le morphisme naturel d’espaces vectoriels I' — H°(©|;) ne
soit pas bijectif. Autrement dit, la quartique de saut est le sous-schéma fermé de P? des points
otll le morphisme canonique de faisceaux

'@ Op; @ HO(@(—D) ® OP;‘(—l) - HO(@) ® Op; (%)

est non inversible. Dans la proposition ci-dessous on explicite donc, pour une conique lisse
donnée, des bases des espaces vectoriels HY(©(—1)) et H°(©), afin de calculer le déterminant
du morphisme précédent. On obtient ainsi la forme de ’équation d’une quartique générale de
Liiroth de type I.

Proposition 30 La sous-variété intéegre L1 de Cy4 est l'adhérence de la partie localement
fermée donnée par les quartiques d’équation q¢ = 0, ayant une singularité ordinaire en un point
O, et tel qu’il existe une bitangente de points de contact x1 et xo tels que les droites (Oxq) et
(Ox3) soient orthogonales pour la forme hessienne de q en O.

Preuve: Supposons que z, ¥, z soit une base de I'espace vectoriel HO(OP; (1)), et notons u, v, w
la base duale associée. Soit C' une conique lisse, qu’on peut supposer d’équation zz — y? = 0.
On suppose que p € C' est le point de coordonnées homogenes [1, 1, 1]. Considérons la droite [
d’équation y = 0. Elle coupe C en deux points de coordonnées [1,0,0] et [0,0,1]. Les droites
d’équation x = 0 et z = 0 sont tangentes & C' aux points précédents.

Soit le faisceau © = Iy;,1(3), c’est-a-dire le Oc—idéal du point p dans C'. L’espace vectoriel
HY(©(—2)) est de dimension 2, engendré par les sections ¢ = x —y et T = y — 2, restreintes &
C. L’espace vectoriel H’(©(—1)) est de dimension 4, et est engendré par les sections zo, yo, zo
et xT,yT, 2T, soumises aux conditions yo — x7 = 0, zo — y7 = 0. On choisira donc zo, yo, zo
et 2T comme base de H(©(—1)). De méme ’espace vectoriel HY(0), de dimension 6, posséde
une base donnée par x20, xyo, x20, 2T, Y2T, 2°T.
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Le morphisme H°(©(—1)) ® Op;(—1) — H(©) ® Op; a pour matrice

coog e g
cogego
og e g oo
g e g ooco

dans les bases considérées. On considére la section ¢ € H?(©) donnée par la restriction a C
de la section de O(3) définie par (z — 2)y?, qui s’annule au point p. Cette section posséde
deux zéros doubles aux points [1,0,0] et [0,0, 1], et un zéro simple en [1, —1, 1]. On peut écrire
¢ = zz(0 + 7). Soit une autre section ¢ € H(©) non liée a la précédente, de coordonnées
(a,b,c,d, e, f) dans la base précédente, et soit I" I'espace vectoriel de dimension 2 engendré
par ¢ et ¢". Le déterminant du morphisme canonique de faisceaux sur P35 donné par () (cf
ci-dessus) définit la quartique de saut du systéme cohérent (I',0). C’est le déterminant de la
matrice

corR R, OO
w00 o9
coog g
cog e g o
og e oo
g e g oo0oO

dont I'expression notée q(u,v,w) est
(fu? — aw®)v?® + [—fu® — ev’w + buw? + aw®lv + (e — fludw + (d — e)uw? + (a — b)uw?

Le point O = [0,1,0] qui correspond & la droite y = 0 est point singulier de la quartique,
ordinaire si et seulement si a # 0 et f # 0, ce qu'on supposera désormais. La condition que
I' soit de dimension 2 étant que ¢ # d ou que a,b,e ou f soit non nul. On suppose que
a,b,c,d,e, f sont donnés génériquement. Le point O est alors 'unique point singulier de la
quartique.

La quartique passe par les points lisses [1, 0, 0], [0,0, 1], et [1,1, 0] et [0, 1, 1]. Les deux points
précédents correspondent par dualité aux droites joignant [1,—1,1] et [0,0, 1], et [1,—1,1] et
[1,0,0]. Ils sont sur la droite v — v —w = 0 qui est bitangente & la quartique. En effet, on
vérifie que

dq B dq B dq B B
au(lvlao)_ f7 av(lalvo)_fv 8'(,0(171’0)_ €—|-€ f_ f
et que
Jq _ _Oq _ g _
9 0,1,1)=b+a—-b=a, ™ (0,0,1) = —a, 0 (0,0,1) =a

L’équation de la conique duale C' de C' est 4uw — v> = 0. Elle passe par [1,0,0] et [0,0, 1],
et est tangente aux droites w = 0 et u = 0 en ces points. La droite v — u — w = 0 est de
plus tangente a C' au point [1,2,1], qui correspond par dualité au point [1,—1,1] de C. Cela
signifie que Pon peut retrouver C, et donc C, a partir de la quartique de saut.

En [0,1,0], le cone tangent a la quartique est la conique d’équation fu? — aw?. Ce cone
définit deux points de Py identifié au projectif de ’espace normal en O & Ps. L’équation du
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cone traduit que ces points sont échangés par I'involution ¢ : P; — P71 de points fixes u = 0
et w = 0. On peut encore dire que les droites u = 0 et w = 0 sont orthogonales pour la forme
quadratique définie par la hessienne de g en O.

Réciproquement, soit une quartique plane Q avec un unique point singulier ordinaire O,
telle qu’il existe une bitangente a la quartique vérifiant la propriété suivante : les droites reliant
les points de contact de la bitangente a O sont orthogonales pour la forme quadratique définie
par le cone tangent en O. Alors Q est une quartique de Liiroth de type 1.

En effet, on peut supposer que les points de contact de la bitangente sont [1,1,0] et [0, 1, 1],
et que les droites joignant O a ces points coupent Q respectivement en [1,0,0] et [0,0, 1]. Ceci
implique que O = [0,1,0]. Les hypothéses précédentes permettent d’écrire 1’équation de la
quartique sous la forme

(au? — Bu*)v® + [—au® — yuPw + Suw?® + pudlv + (7 — a)uPw + euw? + (B — §)uw?

ou a, (3,7, 9, € sont des nombres complexes, avec «, 3 # 0. D’aprés ce qui précéde, Q est bien
de Liiroth de type I. OJ

Dans la preuve précédente, on a reconstruit a partir de la quartique et d’une bitangente
appropriée la conique duale de celle de départ, et on a retrouvé la section s’annulant en deux
zéros doubles. Dans la suite, on notera (H) la propriété pour une bitangente d’une quartique
dont on a fixé un point singulier, de satisfaire a la propriété de la proposition 30.

5.2.2 La restriction de § a D,

Voici donc la résultat principal de cette section. On note =y la composée Som. Les hypersur-
faces D; et Dy n’étant pas contenus dans les fermés exceptionnels, toute propriété générique
de I'une sera vraie pour 'autre.

Proposition 31 La restriction |p, est génériquement injective.

Preuve: Il suffit de montrer qu’il existe un ouvert non vide de £; formé de quartiques sin-
guliéres en un point non triple, telles qu’il existe une unique bitangente satisfaisant a (H).
Soient donc @, y, z trois points distincts de Py, non alignés. Soit ¢ un élément de H(Op, (4)).
On peut supposer que x, ¥, z sont dans un ouvert affine isomorphe a AQ, de sorte que ¢ peut
étre vu comme polyndéme & deux variables. On note d,g 'application linéaire différentielle de
g en un point o du plan affine et J(l)q son jet d’ordre 1 en o, c’est-a-dire la partie de degré
< 1 du développement de Taylor de q en o. De plus dgq( —, —) désigne la forme quadratique
hessienne de ¢ en o. Dire que x est un point singulier de la quartique d’équation {g = 0}, que
la droite (y, z) est une bitangente & cette quartique vérifiant (H) équivaut a écrire le systéme
suivant

J iq =0

(5)d 4 =a(z) =0
dyq(yz) = dzq(yz) = 0
d2q(zy,22) =0

La seconde ligne signifie que la droite (y,z) a un ordre de contact > 2 en y et z. Notons
S%2(P3) le schéma paramétrant les couples non ordonnés de points de Py. Notons SZ(Ps3)
I'ouvert de cette variété des couples de points distincts. Considérons le sous-schéma fermé
Z C Py xS%(P3) xS2(P3) x Py formé des quadruplets (¢, {y1, 21}, {y2, 22}, 7) tels que x soit un
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point singulier de la quartique d’équation {q = 0} et les droites (y;, z;) soient des bitangentes
A cette quartique vérifiant (H), pour i = 1,2. La projection p : Z — S2(P53) x S?(P3) x P3 a
pour fibres des sous-variétés linéaires de P14, de dimension > 1 d’aprés le nombre d’équations
requises pour ¢ (le fermé Z est donc non vide). Nous allons montrer qu’au dessus d’un point
générique la fibre de p est de dimension 1, ce qui prouvera la proposition.

Soit donc (q,{y1, 21}, {y2, 22}, 2) un point générique de S?(P3) x S2(P2) x P3. On peut
choisir un systéme de coordonnées du plan tel que z = [0,1,0], y1 = [0,0,1], 23 = [1,0,0], et
on peut supposer que q s’écrit

(u? + Aw?)v? + (Bu® 4+ Cu’w + Duw?® + Ew®)v + Fulw?

On peut supposer que ys et zo ne sont sur aucune des droites (x,y1) et (z,21), et donc que
y2 = [1,1,1] et que 22 = [a, 1, 3], ot v, B sont des nombres complexes non nuls, car ni ys ni
z9 ne sont sur la droite (yi, 21).

La deuxiéme ligne du systéme (.S) conduit donc aux égalités

1+A+B+C+D+E+F=0 (1)
o+ A+ a*B + o?BC + af?D + BPE + o?3*F =0 (2)

Par ailleurs on a

% (yy) = 2+ 3B +2C + D + 2F,

g—g(yz) =2A+C+2D +3E 4 2F

%—3(22) = 2a + 3a’B + 2a8C + %D + 2a3*F,
q

28A + a2C + 208D + 332E + 202 BF

a—w(ZZ)

la troisiéme ligne du systéme (5) se traduit donc par les égalités

2—-1)+2(—1DA+3(c—1)B+ (2a+8-3)C+ (a+26—-3)D+3(B—-—1)E
+2(a+3—-2)F =0 (3)

2a(a — 1) +26(8 — 1)A + 3a(a — 1)B + [af(3a — 2) — a?]C + B(3a3 — 2a. — 3)D
+33%(8 —1)E +2a8(2ap —a— B)F =0 (4)

0%¢q
) w2

Etant donné que g—ig(x) =2
a+pBA=0 (5).

Il reste a vérifier que le systéme d’équations (1) & (5) est bien de rang 5. Si 'on calcule
le mineur d’ordre 5 relativement aux variables A, B,C, D, E, on obtient —#(ac — 3)5. Si ce
mineur est nul, c¢’est que § = 0 ou que a = b. Ces deux cas sont exclus d’aprés le choix de yo

et de z9 qui n’est pas sur la droite (zys2). O

(x) = 2A, la derniére ligne de (5) se traduit par 'égalité

Comme annoncé dans I'introduction, on aboutit & la démonstration suivante d’un résultat
classique.

Proposition 32 Le morphisme de Barth 8 : My — C4 est génériquement injectif.
Preuve: 11 suffit de noter que d’aprés la formule dans [LePT] donnant 'expression de 371(S;),

ol Sy est le diviseur des coniques singuliéres, la composante Dy apparait avec la multiplicité
1. C’est donc que le rang générique de la différentielle d§ sur D; est maximal égal a 13. O
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