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Chapitre 1

Introduction

1.1 Version francaise

1.1.1 Présentation de la thése

Cette thése s’inscrit dans la théorie de la classification non linéaire des espaces de
Banach. Ceux-ci possédent deux structures : linéaire et métrique. La classification non
linéaire des espaces de Banach cherche & savoir dans quelle mesure la métrique d’un espace
détermine sa structure linéaire. Les deux résultats « extrémaux » de cette théorie sont le
théoréme de Mazur-Ulam qui montre que toute isométrie surjective entre espaces de Banach
est affine (voir le théoréme 14.1 de [7]) et le théoréme de Kadets [34] qui prouve que deux
espaces de Banach séparables de dimension infinie sont homéomorphes. Entre ces deux
extrémes, il est naturel de se demander ce que donne la classification des espaces de Banach
4 homéomorphisme uniforme ou lipschitzien prés. On peut également discrétiser le probléme
et considérer des réseaux dans chaque espace (c’est-a-dire des ensembles dont les points sont
a une distance toujours supérieure & un nombre € > 0 fixé et desquels tout point de 1’espace
est & une distance inférieure & un autre nombre > 0) et se demander si I’équivalence
(métrique) des réseaux entraine l'isomorphisme entre les espaces. Ces questions aménent
naturellement a définir quatre relations d’équivalence entre espaces de Banach :

Définition : Soit X et Y deux espaces de Banach.

— Les deux espaces X et Y sont isomorphes quand il existe une application linéaire
continue bijective de X sur Y.

— S’il existe une bijection lipschitzienne d’inverse lipschitzien de X sur Y, on dit que
ces deux espaces sont Lipschitz-homéomorphes.

— Deux espaces X et Y reliés par une bijection uniformément continue ainsi que sa
réciproque sont dits uniformément homéomorphes.

— Quand X et Y admettent des réseaux Lipschitz-homéomorphes, on dit que X et Y
ont des réseaux équivalents.

Les relations lipschitziennes ou de réseaux se quantifient aisément. La distance de Lip-
schitz dy, entre deux espaces X et Y est la borne inférieure des produits des constantes de
Lipschitz de f et de f~! pour f : X — Y un homéomorphisme lipschitzien. La distance
de réseaux dp est, quant a elle, égale a la borne inférieure des distances de Lipschitz entre
des réseaux de X et de Y. Il est également possible de quantifier les relations uniformes.
En effet, les applications uniformément continues vérifient une condition de Lipschitz aux
grandes distances : si u est une application uniformément continue, il est licite de définir



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

sa constante de Lipschitz en l'infini par la formule

, —
lipy, (u) = inf  sup w
>0 o gzn |2~

La distance uniforme dy; entre X et Y est la borne inférieure des produits lip. (u)-lips, (u™1)
ol u est un homéomorphisme uniforme de X sur Y.

En dehors des relations d’équivalence, on peut définir des relations d’ordre non linéaires.
S. Bates, W.B. Johnson, J. Lindenstrauss, D. Preiss et G. Schechtman ont introduit [6] la
notion de quotient non linéaire entre espaces de Banach. Ce sont des surjections uniformé-
ment continues ou lipschitziennes jouissant d’une propriété d’ouverture de méme nature.
Plus précisément, un quotient uniforme est une application f : X — Y telle que, pour tout
e > 0, il existe d, A > 0 vérifiant :

Vze X, By(f(z),0) C[f(Bx(x,¢)) CBy(f(x),A)

Lorsqu’on peut choisir § > ¢/C et A < le, le quotient est dit lipschitzien. On dit alors que
Y est un quotient uniforme ou lipschitzien de X.

Dans la suite du texte, on distingue deux types de problémes : les relations non linéaires
non quantifiées (c’est-a-dire avec une distance correspondante inconnue) et les problémes
4 faible distance.

1.1.1.1 Relations non quantifiées

Au regard du théoréme de Rademacher en dimension finie (une application lipschit-
zienne de R dans RP est presque partout différentiable), il semble naturel de chercher &
résoudre un probléme de linéarisation d’application lipschitzienne par différentiation. Cette
technique repose sur la propriété de Radon-Nikodym et devient donc délicate & utiliser en
son absence. On peut tout de méme tenter de raisonner par différentiation, soit en affai-
blissant le sens donné au mot différentielle (notamment au moyen de mesures invariantes,
voir le théoréme 7.2 de [7] et le théoréme 3.1 de [22]), soit en ne cherchant pas & dériver
I’homéomorphisme de départ mais en se ramenant & des fonctions & valeurs réelles qu’on
sait dériver. Cette derniére méthode ameéne & des considérations subtiles sur la négligea-
bilité en dimension infinie. Les deux résultats les plus spectaculaires dans cette direction
sont le théoréme de Preiss [52] (si X™* est séparable, toute application lipschitzienne de
X dans R admet au moins un point de différentiabilité au sens de Fréchet) et les travaux
de J. Lindenstrauss et D. Preiss [45] qui introduisent une notion de négligeabilité en di-
mension infinie pour laquelle il devient vrai que toute application lipschitzienne de ¢, dans
un espace vérifiant la propriété de Radon-Nikodym est presque partout différentiable au
sens de Fréchet. Ces techniques sont utilisées dans la suite du texte afin de prouver un
résultat partiel de stabilité de la classe des quotients linéaires de ¢, par homéomorphisme
lipschitzien.

G. Godefroy, N.J. Kalton et G. Lancien [23] ont démontré que la classe G(c,) des sous-
espaces de ¢, est stable par Lipschitz-homéomorphisme. Un résultat de D. Alspach [2]
prouve que, a quasi-isométrie pres, la classe Q(c,) des quotients isométriques de ¢, peut
étre envisagée comme une partie de G(c,). La question de la stabilité par homéomorphisme
lipschitzien de Q(c,) se pose alors naturellement. Pour résoudre ce probléme, on utilise une
représentation des sous-espaces de ¢, jouissant de la propriété d’approximation métrique
sous forme de quotient d’une somme de leurs propres quotients de dimension finie [25].
On se raméne ainsi & des applications lipschitziennes de ¢, dans R" qu’on peut dériver.
La preuve repose sur un controle exact de toutes les constantes d’isomorphismes et de
quotients qui apparaissent. On obtient ainsi le résultat suivant :
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Théoréme A :
Soit X un espace de Banach dont le dual a la propriété d’approximation. Si X
est Lipschitz-homéomorphe a un quotient linéaire de c¢,, alors X est lui-méme
un quotient linéaire de c,.

Dans le cadre des relations non quantifiées, on peut également appliquer des techniques
de théorie descriptive. Celles-ci donnent des controles universels (non explicites) de certains
indices.

La catégorie des espaces de Banach séparables admet une représentation sous forme
d’ensemble qu'il est possible de munir d’une structure borélienne standard (voir la these
de B. Bossard [9]). On peut alors démontrer des résultats analogues a ceux que B. Bossard
a obtenus pour les relations linéaires entre espaces de Banach :

Théoréme B :
Sur I’ensemble des espaces de Banach séparables, les relations suivantes sont
analytiques :
— L’homéomorphisme lipschitzien.
— L’homéomorphisme uniforme.
— L’équivalence des réseaux.
— Le quotient lipschitzien.
— Le quotient uniforme.

On pourrait poursuivre une étude descriptive poussée de ces relations en en minorant
la complexité topologique ou combinatoire. Des résultats trés partiels sont donnés en ce
sens.

Théoréme C :
Les relations d’homéomorphisme et de quotient lipschitziens ne sont pas boré-
liennes. De plus, il n’existe pas de groupe polonais G agissant boréliennement
sur ’ensemble des espaces de Banach séparables de sorte que I’ensemble des
espaces Lipschitz-homéomorphes 4 un espace X donné coincide avec I’orbite de
X sous ’action de G.

On déduit du théoréme de Preiss que si un espace de Banach posséde un dual séparable,
il en est de méme de tous ses quotients lipschitziens. W. Szlenk a introduit un indice ordinal
qui permet de quantifier cette propriété.

Définition : Soit X un espace de Banach et B une partie préfaiblement fermée de son
dual. Soit € > 0 un nombre.

— La dérivation de Szlenk consiste & retirer & B les points z* tels que tout ouvert
préfaible contenant z* a une trace sur B de diamétre supérieur ou égal a €. On peut
itérer transifiniment cette dérivation en prenant l'intersection aux ordinaux limites.
On note B les dérivés ainsi obtenus. Le premier ordinal « tel que (BX*)[EO‘] =g
(s’il existe) est appelé l'indice de Szlenk de X relatif & €. La borne supérieure de ces
indices quand € varie est I'indice de Szlenk de X et on le note Sz (X).

— En considérant uniquement les demi-espaces préfaiblement ouverts (et non pas tous
les ouverts préfaibles) dans la définition précédente, on définit I'indice de dentabilité
préfaible de X, noté §*(X).

— Enfin, en raisonnant non pas dans X* mais dans X lui-méme avec B = Bx et des
demi-espaces ouverts, on définit l'indice de dentabilité de X, qu’on désigne par §(X).
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Lorsque X est séparable, il est équivalent de dire que §*(X) (ou Sz (X)) est dénombrable
ou que X* est séparable. En ce sens, les indices de Szlenk et de dentabilité préfaible
quantifient la propriété de dual séparable. Le raisonnement de théorie descriptive tenu
ci-dessus permet de montrer les résultats suivants :

Théoréme D :
11 existe des fonctions universelles 11,19 et 13 de wy dans lui-méme tels que, si
X, Y sont deux espaces de Banach, alors :

Sz (X) < wy }:>{ Sz (Y)

Y est un quotient lipschitzien de X

5(X) < wq

< .
Y est Lipschitz-homéomorphe a X } = oY) < 93(0(X))

On pourrait appeler structure asymptotique d’un espace X « ’ensemble des propriétés
de l’espace qui deviennent vraies lorsqu’on oublie un nombre fini de dimensions ». Cette
définition reste trés floue car ce concept n’est pas rigoureusement défini et on ne s’en
sert ici qu’a titre explicatif. L’indice de Szlenk est une donnée asymptotique de 1’espace :
calculé & I’aide de convergences préfaibles, il oublie un nombre fini de dimensions. Une idée
générale serait de montrer que la structure asymptotique est un invariant lipschitzien. Le
controle universel précédemment établi de 'indice de Szlenk va dans ce sens. Le module de
lissité asymptotique uniforme de Milman fournit un autre exemple d’indice asymptotique
conservé par homéomorphisme lipschitzien.

Définition : Soit X un espace de Banach et 7 > 0. Le module de lissité asymptotique
uniforme de X est le nombre

px(T) = su inf sup |z + Ty| — 1.
px(r)=sup | nt s eyl

La norme est asymptotiquement uniformément lisse lorsque

lim Px(7)
T7—0 T

=0.

Il a été démontré (voir [40] et [24]) qu’un espace admet une norme asymptotiquement
uniformément lisse si et seulement si Sz (X) < w. Dans [24], il est prouvé que cette derniére
condition est stable par homéomorphisme uniforme. En suivant la méme méthode, on
montre que l'indice p est conservé par homéomorphisme lipschitzien. La technique suivie est
celle du transfert de G. Godefroy, N.J. Kalton et G. Lancien : si f est un homéomorphisme
lipschitzien de X sur Y, la formule

Vy* c Y*, ‘y*| — Sup{|<y*af($,) _f($)>| oz 75.1‘/ dans X}

" — =]

définit une norme duale sur Y* équivalente & la norme de départ. Celle-ci jouit de propriétés
de lissité asymptotique grace au principe de Gorelik (voir le théoréme 10.12 de [7]) :
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Lemme (Gorelik) :
Soit f : X — Y une bijection continue d’inverse uniformément continu. Soit
X, un sous-espace de codimension finie de X et b,d > 0 des constantes telles
que

a>sw{ [1710) 1w 3 v — vl <b}.

11 existe alors une partie compacte K de Y telle que

bBy C K + f (2dBy,) .

Ce principe permet d’assurer que la composée par f d’une suite préfaiblement conver-
gente est asymptotiquement normée par un sous-espace de codimension finie arbitraire. On
peut ainsi démontrer le résultat suivant :

Théoréme E :
Soit X et Y deux espaces de Banach tels que dp,(X,Y) < M < oo. Il est alors
possible de renormer Y de sorte que :

T

VT >0, ﬁy<m) <2 px(7)-

Dans certains cas, la structure asymptotique permet de caractériser complétement un
espace (ou tout du moins une classe d’espaces) de Banach. Ainsi, il est prouvé dans [23]
(avec d’autres notations) que X admet une norme équivalente satisfaisant

37’0 > O, ﬁX(TO) =0

exactement lorsque X est isomorphe & un sous-espace de ¢,. C’est cette caractérisation
qui permet de montrer le résultat de stabilité des sous-espaces de ¢, par homéomorphisme
lipschitzien mentionné ci-dessus.

1.1.1.2 Proximité non linéaire de deux espaces de Banach

La méthode suivie dans cette partie de la thése est essentiellement géométrique. Partant
d’une situation ou la distance de Lipschitz, uniforme ou de réseau entre deux espaces X et
Y est proche de 1, on plonge isométriquement Bx et By dans un espace métrique commun
de sorte que ces deux boules soient proches géométriquement.

Définition :
— Soit A et B deux parties non vides d’un espace métrique (M,d). La distance de
Hausdorff entre A et B est égale a la quantité :

max( (sllelg ggg d(a,b) , 22}}; ;Ielfl d(b, a)) .

— La distance de Gromov-Hausdorff dgy entre deux espaces de Banach X et Y est
égale & la borne inférieure des distances de Hausdorff entre Bx et By prise sur tous
les plongements isométriques de Bx et By dans un méme espace métrique.

— La distance de Kadets dg est calculée de fagon similaire mais en se limitant aux
plongements linéaires isométriques de X et Y dans un méme espace de Banach.
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La distance de Gromov-Hausdorff est plus faible que les distance non linéaires précé-
demment introduites :

Théoréme F :
Soit X et Y deux espaces de Banach. On a :

1+dgr(X,Y) <dp(X,Y) < dpy(X,Y) <dp(X,Y)

et 1+dK(X,Y) <dBM(X,Y)

Notons qu’on ajoute 1 au premier terme car dg, dy, dr, et dpps sont des « distances
multiplicatives » et non des distances usuelles. La méthode qui sera suivie dans toute I’étude
des faibles distances non linéaires entre espaces de Banach sera de démontrer un résultat
sur la distance de Gromov-Hausdorff. Celui-ci sera alors valable pour les autres distances.
Le cadre des K,-espaces permet de se ramener a la distance de Kadets ce qui constitue une
linéarisation partielle du probléme.

Définition :
— Une forme quasi-linéaire sur un espace de Banach X est une application h: X — R
homogéne, bornée sur Bx et telle que, pour tous z,y € Bx, on ait :

Wz +y) = h(z) = h(y)| <l +llyll-

— Un Ky-espace est un espace de Banach X pour lequel il existe une constante k telle
que, pour toute forme quasi-linéaire h : X — R, il existe une forme linéaire z* telle
que :

Ve e X, |h(z)— (2%, 2)| <k|z|.

On regroupe ci-dessous les deux résultats les plus utiles dans le cadre de ’étude de la
proximité non linéaire de deux espaces de Banach. Ils sont dus & N.J. Kalton, J.W. Roberts
et M. Ostrovskii (voir [37] et [36]) :

Théoréme (Kalton, Ostrovskii et Roberts) :

— Tout espace de classe L, ) est un Ky-espace avec constante k < 100\. En
particulier, les espaces de fonctions continues sur un compact sont des Ko-
espaces avec constante k < 100.

— I existe une fonction universelle { de limite nulle en 0 telle que, si X est un
Ko-espace de constante k et Y un espace de Banach, alors

dx(X,Y) < % - ((den(X,Y)).

Supposons démontré un résultat sous '’hypothése que dg(X,Y") est assez petite. Si X
ou Y est un K,-espace alors cela se généralise dés que dgg(X,Y) (et donc dg, dy et dr)
est assez petite.

Si, maintenant, X et Y sont deux espaces de Banach séparables proches au sens de
la distance de Kadets alors, & isométries prés, on peut supposer que ce sont deux sous-
espaces d’un méme sur-espace F séparable et que leurs boules unité sont géométriquement
proches. Si (z}) est une suite de Bx+ convergeant préfaiblement vers z*, le théoréme de
Hahn-Banach permet de relever chaque élément z; en un élément e; € Bg+. Comme FE
est séparable, la boule Bg~ est préfaiblement métrisable et compacte donc (e}) admet une
suite extraite préfaiblement convergente (qu’on confond avec la suite initiale pour alléger
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la notation). Il est clair que sa limite e* prolonge z*. On peut simplement définir y; et y*
comme les restrictions de e}, et e* a Y. La convergence préfaible est évidemment respectée
et la proximité géométrique de Bx et By dans E assure que les normes des combinaisons
des z; ne sont pas trop modifiées quand on passe aux formes linéaires y,,. Ce raisonnement
est au centre du résultat suivant :

Théoréme G :

L’indice de Szlenk et l'indice de dentabilité préfaible sont semi-continus infé-
rieurement pour la distance de Kadets.

La classification isomorphique des espaces de fonctions continues sur des compacts
métrisables se ramenant au calcul de I'indice de Szlenk de l'espace [57], ce raisonnement
permet de montrer :

Théoréme H :
Soit K et L deux espaces compacts métrisables. Si la distance de Kadets sépa-
rant C(K) de C(L) est strictement inférieure a 1, alors ces deux espaces sont
isomorphes.

Ce résultat est optimal puisque la distance de Kadets est trivialement majorée par 1.
Dans le cas ol les deux compacts sont dénombrables, la classification isométrique s’obtient
par un raffinement de I'indice de Szlenk.

Définition : Soit K un compact dénombrable.

— Le dérivé de Cantor de K est ’ensemble de ses points d’accumulation. Par récurrence
transfinie, on définit K (® pour tout o en prenant le dérivé de Cantor aux ordinaux
successeurs et l'intersection aux ordinaux limites. Par compacité, il existe un plus
grand ordinal o tel que K(® # & Il est nommé indice de Cantor’ de K et noté
o(K).

— Notant v(K) = #K (@(K)) on introduit le systéme caractéristique de K. C’est le
couple s¢(K) = (o(K),v(K)). Munissant w; X w de son ordre lexicographique, on dit
qu’un compact dénombrable L est plus simple que K lorsque sc(L) < sc(K).

— La décomposition o(K) = w* + --- + w avec ai > --- > a1 permet de définir le
nombre de patriarches de K. C’est l'entier p(K) = k.

Ces notations permettent d’énoncer un équivalent quantitatif du résultat de C. Samuel
[57]. Il se démontre par récurrence sur p(K) en caractérisant les antécédents de fonctions
atteignant leur maximum sur le dernier dérivé de Cantor non vide.

Théoréme I :

Soit K et L deux compacts dénombrables. On suppose qu’il existe un sous-
espace X de C(K) tel que

dpm (C(L), C(K)/X) <1+ oomm—

Alors le compact L est plus simple que K.

!Usuellement, I'indice de Cantor est 'ordinal o(K) 4+ 1 mais cette notation convient mieux & notre
étude.
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En raffinant la démonstration du théoréme H, on peut prouver que si la distance de
Kadets entre C(K) et C(L) est assez petite, chacun des deux espaces C(K) et C(L) est
quotient de l'autre (avec des constantes calculables explicitement en fonction de la distance
de Kadets). Le théoréme I permet alors de montrer :

Théoréme J :
Il existe une fonction universelle p : w* x w* —]0, 1] telle que, si K et L sont
deux compacts dénombrables, alors :

den(C(K),C(L)) < p(p(K),p(L)) = K est homéomorphe a L.

Ce résultat n’est toutefois pas tout a fait satisfaisant puisque la borne u(p(K),p(L))
n’est pas universelle. Une autre méthode, fondée sur I’étude directe des applications quasi-
linéaires, donne un meilleur résultat. Supposons que K, L sont des compacts métrisables
et que C(K) et C(L) sont proches en distance de Kadets. Quand on a plongé C(K) et
C(L) dans un espace de Banach commun FE, il est possible de construire des applications
positivement homogenes T : C(K) — C(L) et S : C(L) — C(K) conservant la norme et
telles que, pour tout € Be(k), le point T'z est proche de z (et respectivement, pour tout
y € Be(r), Sy est proche de y). Les applications T' et S ainsi construites sont quasi-linéaires
et leurs composées sont proches de 'identité. On développe alors une méthode qui permet
de « transposer » T et S comme si elles étaient linéaires (sans dériver). Ceci améne & une
situation similaire & celle du théoréme de Banach-Stone : étant donné k € K, I'image de
la masse de Dirac en k par la transposée de S a une masse essentiellement concentrée en
un point [ € L. L’application k + [ ainsi construite est un homéomorphisme de K sur L.
On démontre alors le résultat suivant :

Théoréme K (avec N.J. Kalton) :
Il existe une constante universelle €1 > 0 telle que, si K et L sont deux compacts
métrisables vérifiant dgy (C(K),C(L)) < €1, alors K et L sont homéomorphes.

1.1.2 Plan du texte

Le corps de cette thése est séparé en deux parties. Dans la premiére sont regroupés
les résultats valables sur des espaces de Banach généraux. Dans la seconde, on étudie plus
précisément le cas des fonctions continues sur un compact.

Dans les chapitres 2 & 4, on introduit les principales notations utilisées dans cette thése.
Les relations non linéaires, les métriques correspondantes et les distances géométriques y
sont définies. Ces chapitres ne contiennent pas de résultat nouveau.

Le chapitre 5 est dédié & l’estimation de la complexité topologique des relations non
linéaires.

Dans le chapitre 6, on étudie les indices de dérivation Sz, 6* et ¢ ainsi que les indices
de Milman. On prouve le controle universel donné par la théorie descriptive développée au
chapitre 5, la semi-continuité inférieure des indices de Szlenk et de dentabilité préfaible par
rapport & la distance de Kadets ainsi que la conservation de ’indice p par homéomorphisme
lipschitzien.

La seconde partie débute par le chapitre 7 oul la stabilité des quotients de ¢, par homéo-
morphisme lipschitzien est démontrée (modulo I’hypothése que I’espace dual a la propriété
d’approximation). Il y est également prouvé que si X vérifie la propriété d’approximation
meétrique et que la distance de Lipschitz de X a ’ensemble des quotients isométriques de ¢,
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est assez petite, alors X est proche en distance de Banach-Mazur des quotients isométriques
de ¢,.

Le chapitre 8 contient des rappels et des compléments sur la classification linéaires des
espaces C(K) lorsque K est un compact dénombrable.

Enfin, le dernier chapitre étudie le cas ol deux espaces de fonctions continues sur des
compacts métrisables sont proches au sens des distances de Kadets, de Gromov-Hausdorff,
de réseau, uniforme ou de Lipschitz.

L’étude de la complexité topologique des relations non linéaires et de ses conséquences
sur le contréle universel de I'indice de Szlenk est parue dans Commentationes Mathematice
Universitatis Carolinee [17]. Le contenu du chapitre 7 a fait I'objet d'une publication dans
Houston Journal of Mathematics [18]. Enfin, la troisiéme section du chapitre 8 est le fruit
d’une collaboration avec N.J. Kalton lors de son séjour a l'université Pierre et Marie Curie
en mai 2002.

1.2 English version

1.2.1 Summary

The global frame of this work is the nonlinear classification of Banach spaces. This
theory studies how much the linear structure is determined by the metric one. The two
“extremal” results are Mazur-Ulam Theorem (see Theorem 14.1 of [7] : an onto isometry
between two Banach spaces is affine) and Kadets Theorem (see [34] : two infinite dimen-
sional separable Banach spaces are homeomorphic). Therefore, one can wonder what is
the classification of Banach spaces up to Lipschitz or uniform homeomorphism. Nets are a
discrete analogue of this problem. A net is a set A in a Banach space X such that every two
points of A are uniformly far away and every point of X is uniformly near from A. One can
investigate whether the metric equivalence between two nets implies the linear equivalence
of the spaces. This leads us to four equivalence relations between Banach spaces.

Definition : Let X and Y be two Banach spaces.

— The spaces X and Y are isomorphic when there exists a linear continuous bijection
between X and Y.

— If there is a Lipschitz bijection with Lipschitz inverse between X and Y, we say that
these two spaces are Lipschitz equivalent.

— If there is a uniformly continuous bijection with uniformly continuous inverse between
X and Y, we say that these two spaces are uniformly equivalent.

— When X and Y have Lipschitz homeomorphic nets, we say that they are net equiva-
lent.

It is easy to quantify Lipschitz and net equivalences. The Lipschitz distance dy, between
two spaces X and Y is the infimum of the product of the Lipschitz constants of f and f~!
when f : X — Y is a Lipschitz homeomorphism. The net distance dg is the infimum of
the Lipschitz distances between nets of X and Y. It is also possible to quantify uniform
equivalence. Indeed, uniformly continuous maps satisfy a Lipschitz condition for large dis-
tances : when u : X — Y is uniformly continuous, one can define its Lipschitz constant at
infinity by the formula

: . I1f (") — f(=)]]
TPl =30 R, T el

The uniform distance dyy between X and Y is the infimum of lip,, () - lipy, (u™!) when u
is a uniform homeomorphism between X and Y.
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Not only equivalence relations but also nonlinear orders can be defined between Banach
spaces. S. Bates, W.B. Johnson, J. Lindenstrauss, D. Preiss and G. Schechtman introduced
in 6] the notion of nonlinear quotient. A uniform quotient is a map f : X — Y such that,
for every € > 0, there exist 6 > 0 and A > 0 such that

Vz € X, By(f(2),9) C f(Bx(z,¢)) C By(f(x),A)

When we can choose § > ¢/C and A < le, then f is called a Lipschitz quotient.
Hereafter, we distinguish two kinds of problems : unquantified nonlinear relations (that
is to say with no information about the relevant distance) and the short distance problems.

1.2.1.1 Unquantified relations

Considering the classical finite dimensional Rademacher Theorem (Lipschitz maps from
R" to RP are almost everywhere differentiable), it seems natural to try to solve a Lipschitz
problem by differentiation. This technique relies on the Radon-Nikodym property. When
this property fails, the situation is not hopeless but it becomes tricky : we have to take a
weaker definition of the notion of derivative (see, for example, the use of invariant means
in Theorem 7.2 of [7] or Theorem 3.1 of [22]) or we have to differentiate only real-valued
functions related to the original homeomorphism. This leads to subtle notions of infinite
dimensional null sets. The most spectacular results in this direction are the Theorem of
Preiss [52] (when X * is separable, then every real-valued Lipschitz function on X is Fréchet-
differentiable at some point) and the notion of I'-null set due to J. Lindenstrauss and
D. Preiss [45] : every Lipschitz map from ¢, to a space with the Radon-Nikodym property
is I'-almost everywhere differentiable. These techniques will be used to prove a partial result
on the stability of linear quotient of ¢, under Lipschitz homeomorphism.

G. Godefroy, N.J. Kalton and G. Lancien showed [23] that the class G(c,) of the sub-
spaces of ¢, is stable under Lipschitz homeomorphism. A result of D. Alspach [2] proves
that, up to quasi-isometry, the class Q(c,) of the isometric quotients of ¢, can be seen as
a subclass of G(¢,). Then, the question of the Lipschitz stability of Q(c,) arises naturally.
In order to solve this problem, we use a representation of subspaces of ¢, with the metric
approximation property as linear quotients of a sum of their own finite dimensional linear
quotients [25|. This lemma allows us to study only Lipschitz maps from ¢, to R” which
can be differentiated. The proof needs a complete control of all isomorphism and quotient
constants that appear.

Theorem A :
Let X be a Banach space whose dual has the approximation property. If X
is Lipschitz equivalent to a linear quotient of c,, then X is actually a linear
quotient of c,.

When no quantification is needed, we can also use techniques of descriptive set theory.
These ones give universal (but non explicit) controls of some indices. The category of
separable Banach spaces admits a representation as a set on which it is possible to define a
standard Borel structure [10]. We can prove results on nonlinear relations similar to those
that B. Bossard obtained for linear equivalences.

Theorem B :
The following relations are analytic on the set of separable Banach spaces :
— The Lipschitz equivalence.
— The uniform equivalence.
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— The net equivalence.
— The Lipschitz quotiemnt.
— The uniform quotient.

A complete descriptive study of these relations could be carried out by giving a lower
bound on their topological and combinatorial complexity. Very partial results are provided
in this area.

Theorem C :
Lipschitz equivalence and Lipschitz quotient are non Borel. Moreover there
exists no Polish group G which acts in a Borel measurable way on the set of
separable Banach spaces such that Y is Lipschitz equivalent to X if and only
if thereisag € G withY =g - X.

The Preiss Theorem that we recalled before implies that the property of having a se-
parable dual is stable under Lipschitz quotient. W. Szlenk gave an ordinal characterization
of this property.

Definition : Let X be a Banach space, B a weak*-closed subset of X* and € > 0.

— The e-Szlenk derivative of B is the set of all £* € B such that every weak*-
neighbourghood of * in B has diameter greater than €. We can iterate this derivation
transfinitely by taking the intersection at the limit ordinals. We denote by B£"“] the
sets that we obtain. The first ordinal « such that (B X*)La} = @ (if it exists) is called
the e-Szlenk index of X . The upper bound of these indices for positive € is the Szlenk
index of X and denoted by Sz (X).

— Considering weak*-slices of B containing z* instead of any weak*-neighbourghood,
we define the weak*-dentability index of X and we write §*(X).

— Proceeding similarly in X with the unit ball and open slices, we define the dentability
index of X which is denoted by §(X).

When X is separable, it is equivalent to say that Sz (X) < wi, §*(X) < w; or X*
is separable. Then, in a sense, the Szlenk and the weak*-dentability indices quantify the
separable dual property. The descriptive set theory gives

Theorem D :
There exist three universal functions 11, ¥o and 3 from w to itself so that, if
X and Y are Banach spaces, then :

Sz (X) < wr } N { Sz (Y) < 1(Sz (X))
Y is a Lipschitz quotient of X 0*(Y) < 9o (6*(X)).

(5(X) < w

Y is Lipschitz equivalent to X } = 0(Y) < 93(6(X).

Roughly speaking, one can call asymptotic structure of the space X “all the properties
on X which are true up to finitely many dimensions”. This definition is very vague and we
only use it as an explanation tool. The Szlenk index is a perfect example of an asymptotic
data of the space X since it is computed using weak*-convergence. A general idea would
be to show that the asymptotic structure is Lipschitz invariant. The universal control that
we gave on the Szlenk index supports this feeling. Another example is given by the Milman
moduli.
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Definition : Let X be a Banach space and 7 > 0. The modulus of asymptotical uniform
smothness of X is the number

px(T) = sup inf sup ||z + Tyl — 1.
x(7) z€Bx dim(X/Y)<oo yeBy | |

The norm is called asymptotically uniformly smooth when

lim Px(T) _ g,

7—0 T

It has been shown (see [40] and [24]) that a Banach space has an equivalent asympto-
tically uniformly smooth norm if and only if Sz (X) < w. In [24], it is proved that this last
condition is stable under uniform equivalence. This is done thanks to the transfer method
of G. Godefroy, N.J. Kalton and G. Lancien : if f is a Lipschitz homeomorphism between
X and Y, the formula

[(y*, f(z') = f(=))]

" — x|

Vy* € Y*, |y*|:sup{ ;:C;éa:'inX}
defines a dual equivalent norm on Y*. It has smoothness properties thanks to the Gorelik
principle (see Theorem 10.12 of [7]) :

Lemma (Gorelik) :
Let f : X — Y be a homeomorphism with uniformly continuous inverse. Let

X, be a finite codimensional subspace of X and b,d positive constants such
that

d> sup{ 1) =7 @) 5 [lv - < b}-
Then it exists a compact subset K of Y such that

bBy C K + f (2dByx,) .

This principle ensures that the composition by f of a weak*-convergent sequence is
asymptotically normed by any finite codimensional subspace. Using the technique from
[24], we can prove

Theorem E :
Let X andY be two Banach spaces such that dr,(X,Y) < M < oo. It is possible

to renorm Y in order to have

V7T >0, ﬁy(

.
— ) < 2px (7).

In some cases, the asymptotic structure gives a complete characterization of a space
(or, at least, of a class of spaces). For example, it is proved in [23] (with another notation)
that X has an equivalent norm with

37’0 > 0, pX(TO) = O

if and only if X is isomorphic to a subspace of ¢,. This equivalence is the key to show that
G(co) is stable under Lipschitz homeomorphism.

1.2.1.2 Nonlinear proximity of two Banach spaces

In this part of the text, we follow an essentially geometric approach. Considering a
situation where the Lipschitz (uniform or net) distance between two Banach spaces X and
Y is almost 1, we construct a metric space containing isometrically By and By such that
these two balls are geometrically close to each other.
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Definition :
— Let A and B be two nonempty subsets of a metric space (M,d). The Hausdorff
distance between A and B is the number

inf d(a,b inf d(b,a) ) .
maX( sup inf (a, ),23}; inf (,a)>

— The Gromov-Hausdorff distance dgp between two Banach spaces X and Y is the infi-
mum of all Hausdorff distances between Bx and By when X and Y are isometrically
embedded in a common metric space.

— The Kadets distance dg is calculated similarly but we restric ourselves to Banach
spaces M and linear isometric embeddings.

The Gromov-Hausdorfl distance is weaker than the other nonlinear distances that we
introduced before.

Theorem F :
Let X and Y be two Banach spaces. We have

14+dau(X,Y) <dr(X,Y) <dy(X,Y) <dr(X,Y)

and l—l—dK(X,Y) <dBM(X,Y)

It is not surprising that we add 1 to the Gromov-Hausdorff distance since dg, dy and df,
are multiplicative metrics. When studying small distances between Banach spaces, we use
to prove the result for dgy and it will then be automatically true for the other distances.
The K,-spaces make it possible to linearize the problem by comparing the Kadets and the
Gromov-Hausdorff distances.

Definition :
— A quasi-linear functional on a Banach space X is a map A : X — R which is
homogeneous, bounded on Bx and such that, for every x,y € Bx, we have :

|h(z +y) = h(z) = h(y)| <zl +llyll-

— A K,-space is a Banach space X for which there is a constant k such that for any
quasi-linear functional A, there exists a linear functional z* with

Vze X, |h(z)—(z" z)| <rlll.

The following theorem is the combination of different results about K,-spaces that will
be useful to us. They were proved by N.J. Kalton, J.W. Roberts and M. Ostrovskii (see
[37] and [36]).

Theorem (Kalton, Ostrovskii and Roberts) :
— Every L x-space is a Ko-space with constant x < 100\. In particular, every
C(K)-space is a Ko-space with constant k < 100.
— There is a universal function ( which tends to 0 at 0 and such that, if X is
a Ko-space with constant k and Y is a Banach space, then

dx(X,Y) < k- C(den(X,Y)).
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Hence, if we show a result about C'(K)-spaces with the Kadets-distance, then we have
it for any of the preceeding nonlinear distances.

Now, suppose X and Y are Kadets close separable Banach spaces. Up to isometries,
we can suppose that they are subspaces of a separable Banach space E such that Bx and
By are Hausdorff close. If (z}) is a sequence in Bx» weak*-converging to z*, then we can
extend each z; as a linear functional e;, € Bg~. Since E is separable, it is possible, up
to extraction, to suppose that (e}) weak*-converges to some e* € Bp-. It is clear that
e* extends z*. We can define ¥, and y* as the restriction of e}, and e* to Y. The weak*-
convergence is preserved and the proximity of Bx and By ensures that the norms of the
combinations of the y; have not changed too much. This argument is the center of the
proof of the following result :

Theorem G :
The Szlenk index and the weak*-dentability index are lower semi-continuous
for the Kadets distance.

The isomorphic classification of C(K)-spaces for metrizable K depending only on the
Szlenk index [57], this allows us to prove

Theorem H :
Let K and L be two metrizable compact spaces. If the Kadets distance between
C(K) and C(L) is smaller than 1, then these two spaces are isomorphic.

This result is optimal since the Kadets distance is always at most 1. When K is coun-
table, the isometric classification of C(K) relies on a refinement of the Szlenk index.

Definition : Let K be a countable compact space.

— The Cantor derivative of K is the set of all cluster points of K. By transfinite induc-
tion, we can define K(® by taking the Cantor derivative at successor ordinals and
intersection at limit ones. By a compactness argument, there is a greatest ordinal «
such that K(®) # @. It is called the Cantor index? of K and we denote it by o(K).

— Writing v(K) = #K(K)) we define the characteristic system of K to be the couple
sc(K) = (o(K),v(K)). We say that a countable compact space K is simpler than
another one L when sc(K) < sc(L) (we chose the lexicographic order on w; X w).

— The Cantor normal form o(K) = w® + --- + w* with o > --- > a3 allows us to
define the number of patriarchs of K as the integer p(K) = k.

With this piece of notation, we can state a quantitative version of the result of C. Samuel
[57]. It is proved by induction on p(K) by finding the preimage of the functions on C(L)
which take their maximum on L(®(L)

Theorem I :

Let K and L be two countable compact spaces. We suppose that there is a
subspace X of C(K) such that

dpu (C(L), C(K)/X) <1+ pmy—

Then L is simpler than K.

2The usual Cantor index is ¢(K) + 1 but we find it more convenient for our purpose to chose this
terminology.
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By refining the proof of theorem H, we can prove that, if the Kadets distance between
C(K) and C(L) is small enough, then each one of the spaces C(K) and C(L) is a linear
quotient of the other one with small constants. Theorem I allows us to conclude that

Theorem J :
There exists a universal function p : w X w —]0, 1] such that, if K and L are
countable compact spaces with

dan (C(K),C(L)) < u(p(K),p(L)),

then K and L are homeomorphic.

However, this result is not completely satisfactory since the constant u(p(K),p(L)) is
not universal. Another argument using directly the quasi-linear maps gives a better result.
Let us suppose that K, L are metrizable compact spaces and that C(K) and C(L) are
Kadets close. When C(K) and C(L) are embedded in an appropriate separable Banach
space E, it is possible to construct positively homogeneous maps 7' : C(K) — C(L) and
S: C(L) = C(K) which are norm-preserving and such that, for every = € B¢k, the point
Tz is near from z (and respectively, for every y € Be(r, Sy is near from y). The maps T
and S are quasi-linear and their compositions are close to the identity. Then, we develop a
way to take the “conjugate” of T' and S as if they were linear, without differentiation. This
leads us to a situation similar to the one of the Banach-Stone theorem : given any k € K,
the image of the Dirac mass in k by the transposition of S is concentrated almost exactly
at a point [ € L. The map k — [ is a homeomorphism between K and L. This shows the
result :

Theorem K (with N.J. Kalton) :
There exists a universal constant €1 > 0 such that, if K and L are metrizable
compact spaces with dgy (C(K),C(L)) < €1, then K and L are homeomorphic.

1.2.2 Structure of this memoir

This memoir has two parts. In the first one, we put the results which are true for general
Banach spaces. In the second one, we study more precisely questions related to the spaces
of continuous functions on compact spaces.

In chapters 2 to 4, we introduce the main notation. The nonlinear relations, the cor-
responding metrics and the geometric distances are defined here. These chapters contain
no new result.

Chapter 5 is dedicated to the study of the topological complexity of the nonlinear
relations. In chapter 6, we investigate the indices Sz, §*, § and the Milman moduli. We
show the universal control induced by the result of descriptive set theory that we proved
in chapter 5, the lower semi-continuity of the Szlenk and weak*-dentability indices for the
Kadets distance and the conservation of p under Lipschitz homeomorphism.

The second part begins with chapter 7 where the stability of the class of the linear
quotients of ¢, is shown (under the additional assumption that the dual space has the
approximation property). It is also proved that, if X has the metric approximation property
and that the Lipschitz distance between X and the class of all isometric quotients of ¢, is
small enough, then X is near to an isometric quotient of ¢, in the Banach-Mazur sense.

Chapter 8 contains complementary results on the linear classification of C'(K)-spaces
when K is countable.
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The last chapter studies the case where two C'(K)-spaces (with metrizable K) are close
in a nonlinear sense.

The study of the topological complexity of the nonlinear relations and its consequences
on the Szlenk index has appeared in Commentationes Mathematice Universitatis Carolinge
[17]. Chapter 7 has been published in Houston Journal of Mathematics [18]. Finally, the
third section of chapter 9 has been written in collaboration with N.J. Kalton during his
stay in the University Pierre et Marie Curie in May 2002.
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Relations non linéaires entre espaces
de Banach généraux
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Chapitre 2

Quelques rappels rapides sur les
relations linéaires

2.1 Notations utilisées

Tous les espaces vectoriels de cette thése seront réels. Par ailleurs, sauf en de trés rares
endroits ol cela sera précisé, on ne considérera que des espaces de Banach.

Soit X un espace de Banach. La norme sur X est usuellement notée ||-|| . Plus simple-
ment, on écrit ||-|| lorsqu’un seul espace est en jeu. La boule fermée de centre z et de rayon
r > 0 dans l'espace X sera notée Bx (z,r) ou B(z,r) lorsque cela ne préte pas a confusion.
La boule ouverte sera, quant a elle, désignée par bx (z,7) ou b(x, ). Les notations Bx et bx
représenteront les boules unités fermée et ouverte de ’espace X. Enfin, Sx sera la sphére
unité de X, c’est-a-dire I’ensemble des vecteurs de X de norme 1.

Si Y est un autre espace de Banach, on note L(X,Y’) ’ensemble des applications li-
néaires continues de X dans Y. La norme subordonnée aux normes de X et Y définie
par

VT e L(X,Y), || =sup{[ITzly ; llz]x <1},

munit L(X,Y) d’une structure d’espace de Banach.

Dans le cas particulier ot Y = R, on obtient le dual topologique de ’espace de Banach
X. Il est noté X*. On affaiblira parfois la topologie normique sur ’espace X & l'aide de la
topologie faible. Celle-ci, notée w, est la topologie initiale de X* (c’est-a-dire la topologie la
moins fine qui rende continus tous les éléments de X*). De méme, on considérera la topolo-
gie préfaible sur X*. Notée *, elle est la topologie initiale de I’injection canonique de X dans
X**. Désigner les topologies & l'aide d’'un symbole permet des notations plus compactes.
Par exemple, pour dire que la suite de formes linéaires (z}) converge préfaiblement vers
la forme linéaire x*, on écrira :

ncw

. *
lim* z; =z* ou =z, — z*.
Les principaux espaces de Banach considérés dans la suite seront :

Les espaces de suites

Si E et I' sont deux ensembles quelconques, les familles d’éléments de F indexées par
I forment un ensemble désigné par E'. On utilisera la notation z pour représenter
la famille (2~ )er. Supposons ici E = R. Pour 1 < p < 0o, on écrit

1/p

lzll, = | D |zl
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De plus, on note

2]l oo = sup |z4].
yel’

Dés lors, £,(T') (pour 1 < p < 0o) représente 'espace des familles z telles que ||z ||, soit
finie (muni de cette norme). Par ailleurs, ¢, (I") est le sous-espace de £ (L") constitué
des familles z qui convergent vers 0 & I'infini, c’est-a-dire telles que, pour tout € > 0,
I'ensemble {y €' ; |z,| > €} est fini.

Dans le cas particulier ou I' est égal a I'ensemble w des entiers naturels (ou parfois a
Pensemble w* des entiers naturels non nuls), les notations précédentes se simplifient
en £, et co,.

Les espaces de fonctions continues

Soit K un espace topologique compact. On désigne par C(K) 'espace des fonctions
continues de K dans R muni de la norme de la convergence uniforme

Ifllx = sup [f(K)]-
keEK

Parmi les compacts usuels, citons les ordinaux dénombrables successeurs (1 = {0},
2={0,1}, ..., n+1={0,...,n}, ..., w+ 1, w+2,...), le continuum [0, 1] et le
compact dyadique de Cantor A = 2¢. L’espace C(w+ 1) est plus usuellement noté c.

Les espaces de fonctions intégrables

Soit (2, M, p) un espace mesuré. Pour 1 < p < oo et f une fonction M-mesurable,

on note
1/p
171l = ( / If(t)l”du(t)) .
On écrit également

1l = inf {m >0 u(f* (R\[=m,m)) ) =0}

Pour 1 < p < oo, lespace Ly(u) représente alors ’ensemble des classes modulo
I'égalité p-presque stire de fonctions M-mesurables telles que || f[|,, < co. Dans le cas
particulier o Q = [0,1], M est la tribu de Lebesgue et y est la mesure de Lebesgue,
la notation L,(u) se simplifie en L,.

L’espace de Tsirelson

Considérons l'espace vectoriel (non normé) co, des suites de réels nulles & partir d’un
certain rang. Sa base canonique est (en),., Ol e, est la fonction caractéristique
du singleton {n}. Si A est une partie quelconque de w, on note P4 : R — R¥ la
projection sur les coordonnées de A :

Py(z) = Py (Z znen) = Z Tpen.-
new neA

Une collection finie B = {A41,...,Ap} de parties finies non vides de w est dite ad-
missible si les conditions suivantes sont remplies :

n<minAd; < maxA; < minA4ds <maxA; < min A3 <--- <maxA4,_1 <minA,.

L’ensemble des collections admissibles est noté .A. On peut alors définir par récurrence
une famille de normes sur ¢, par : |z|, = ||z]|, et

1
], = max {Izlm,g sup > IPA(z)\m} :

AeB
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Etant croissante et majorée par ||z|;, la suite (|z|,,)

mew

29

converge. Soit ||z||;« sa

limite. Le dual de ’espace de Tsirelson est le complété de coo, pour la norme ainsi
obtenue (il s’agit bien d’un dual). Cet espace a été construit par B.S. Tsirelson [59]
en 1974 dans le but de construire un espace qui ne contienne ni ¢, ni aucun espace £,
(1 < p < ). La construction présentée ici est due a T. Figiel et W.B. Johnson [20].
Les principales propriétés de ’espace de Tsirelson sont regroupées dans la proposition
ci-dessous :

Proposition 1 (Tsirelson) :

1.
2.

T* est réflexif.

T = T** est un espace de suites en identifiant uw € X** et la suite
(u(en))new- Dés lors, T et T* sont en dualité par l’application bili-
néaire :

oo
Vz eT, Vy e T", <§,g> = anyn.

La suite e est alors une base de Schauder de T et de T™.

La norme ||-||p. vérifie 'identité suivante, pour tout x € T* :

£ ZmaX{H&IIoo 5 Sup Y IPalz ||T*}'

AEB

T (et de méme T*) ne contient isomorphiquement ni ¢, ni ¢, (pour
tout 1 < p < 00).

T* se « comporte asymptotiquement » comme £1. Plus précisément, si
les supports des vecteurs uq, .. ., u, sur la base e forment une collection
admissible, alors :

1
s+ 4wl > 5 (Nl + -+ Junllz )-

T se « comporte asymptotiquement » comme c,. Plus précisément, si
les supports des vecteurs u1, . . ., up sur la base e forment une collection
admissible, alors :

s + -+ unlly < 2max (Jfually - lunlly)-

Sommes selon un espace de suites :

Soit (X

(lznllx,)
1<p<

)'IZEUJ

une suite d’espaces de Banach. Soit z € [[X,. Notons z la suite

. Soit Y un espace de suites, c’est-a-dire 1'un des espaces, ¢, £, (avec
oo% ou T. L’ensemble des z tels que = € Y muni de la norme ||z|| = ||Z||y
est un espace de Banach noté

(@)
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2.2 Relations linéaires

Lorsque X et Y sont deux espaces de Banach et que T' € L(X,Y) est bijectif, on dit
que T est un isomorphisme. Le théoréme de I’application ouverte assure que ’inverse 7!
de T est automatiquement continu. Lorsqu’il existe un isomorphisme de X sur Y, on dit
que X et Y sont isomorphes et on note X ~ Y.

Lorsqu’il existe un sous-espace fermé Z de Y tel que X et Z soient isomorphes, on dit
que X s’injecte dans Y et on note X — Y.

Soit T € L(X,Y). Si T est surjective, le théoréme de 1’application ouverte assure qu’il
existe r > 0 tel que

T(Bx) D %By.

La borne inférieure des quantités r admissibles ci-dessus est appelée la conorme de T et
notée y(T'). Si T, désigne 'isomorphisme que 7' induit entre X/kerT et Y, alors ||T0_ 1”
et y(T) coincident. Lorsqu’il existe une application linéaire surjective de X sur Y, on note
X — Y et on dit que Y est un quotient linéaire de X.



Chapitre 3

Relations non linéaires

3.1 Equivalences non linéaires

3.1.1 Applications lipschitziennes

Soit (E,d) et (E',d") deux espaces métriques. Une application u : E — E' est dite
lipschitzienne s’il existe un nombre [ > 0 tel que

Vo,y € E, d(u(z),uly)) <I-d(z,y).

La plus petite constante [ admissible ci-dessus est appelée constante de Lipschitz de u et
notée lip(u).

Lorsque u est bijective et lipschitzienne ainsi que son inverse, on dit que u est bilip-
schitzienne, que E et E' sont Lipschitz-homéomorphes et on note E ~; E’'. Le produit
lip(u) - lip(u~?!) est désigné par Lip(u).

3.1.2 Applications uniformément continues

Soit (E,d) et (E',d') deux espaces métriques. Une application u : E — E' est dite
uniformément continue lorsqu’il existe une fonction continue croissante ¢ : Ry — Ry nulle
en 0 telle que

Ve,ye E, d (u(w),u(y)) < c(d(m,y)).

Bien que la propriété de continuité uniforme soit plus faible que la propriété de Lip-
schitz, la proposition suivante montre que, sur des espaces de Banach, elles coincident aux
grandes distances.

Proposition 2 :
Soit X etY deux espaces de Banach. Toute application uniformément continue
u : X — Y est lipschitzienne aux grandes distances, c’est-a-dire :

[u(z) — u(z)|ly

e — '] x

Vn >0, lip,(u) :sup{ i le—2|| 27]} < 00.

On notera également lip,,(u) = ir>1£ lip,, (u).
n
DEMONSTRATION — Soit z,z’ € X tels que ||z — ||y > n. Posons :

)
m:[wJ—l—l et T =1To,T1,...,Tm =1 tels que Vi <m, ||z — 71| x < 7-
n
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Alors : [Ju(z) — u(z)ly <mc(n) < (c(n)/n) |z — 2"l x +c(n) < 2(cn)/n) lz —a'llx . O

Lorsque u : E — E’ est bijective, uniformément continue ainsi que son inverse, on dit
que u est un homéomorphisme uniforme, que E et E’ sont uniformément homéomorphes
et on note E ~y E'. Si, de plus, E et E' sont des espaces de Banach, alors on désigne par
Lip, (u) le produit lip, (u) - lipn(u_l) pour 0 < 1 < oo.

3.1.3 Réseaux équivalents

Soit (E,d) un espace métrique et R une partie de E. Fixons ¢ < 7 deux nombres
strictement positifs. La partie R est un réseau d’écartement ¢ et de précision 1 lorsque les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Va,b€e R, a #b = d(a,b) > ¢.

2. Vz € E, Ja € R, d(z,a) <.

Deux réseaux R dans (E,d) et S dans (E',d') sont équivalents lorsqu’il existe deux
constantes ¢ et C positives et une bijection o de R sur S telles que

Va,b€ R, c-d(a,b) <d'(c(a),o(b)) <C-d(a,b).

Cela signifie que les deux espaces métriques (R, d) et (S, d ) sont Lipschitz-homéomorphes.

Dans un espace de Banach de dimension infinie, J. Lindenstrauss, E. Matouskova et
D. Preiss ont montré (voir [43] et la proposition 10.22 de [7]) qu’il n’y a, & équivalence prés,
qu’un seul réseau.

Théoréme 3 (Lindenstrauss, Matouskova et Preiss) :
Sur un espace de Banach de dimension infinie, tous les réseaux sont équivalents.

Dans toute la suite, dés qu’il s’agira de réseaux, il sera sous-entendu que les espaces
considérés sont de dimension infinie.

Lorsque deux espaces de Banach X et Y possédent des réseaux équivalents (ce qui
est bien défini sans faire référence a des réseaux donnés d’aprés le théoréme 3), on écrit
X ~pr Y. Cette relation est plus faible que les deux relations précédentes comme le prouve
la proposition suivante :

Proposition 4 :
Soit X et Y deux espaces de Banach. Si X ~y Y, alors X ~gpY.

DEMONSTRATION — Soit R un réseau dans X d’écartement e et de précision 7. Soit
% : X — Y un homéomorphisme uniforme. Soit ¢ et ¥ deux fonctions strictement croissantes
continues nulles en 0 telles que :

Va,o! € X, ute) ~u(@)], <e(la—],)
et Vyy' €Y, [[umt (o) —u @)y <7 (lv-vlly)-

On a alors, pour tous @ # b dans R, |la —b||x < v(|lu(a) —u(b)|y) d’ou il résulte

directement
lu(a) = u(®)lly =7 (e)-

De méme, étant donné y € Y, soit a € R tel que ||a—u*1(:c)||X < 7. On obtient
immeédiatement l'inégalité |[u(a) — y|ly < c(n).

Par conséquent, u(R) est un réseau dans Y d’écartement v *(g) et de précision ().

Par ailleurs, puisque u est lipschitzienne aux grandes distances, la restriction de u
A R est lip,(u)-lipschitzienne. De méme, la restriction de u ' & u(R) est lip,y—1(¢) (u1)-
lipschitzienne. Par suite, les deux réseaux sont équivalents. O
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3.1.4 Liens entre les équivalences non linéaires

On peut classer les relations d’équivalence précédentes de la plus fine & la moins fine :

— L’isomorphisme linéaire (~).

— L’homéomorphisme lipschitzien (~p).

— L’homéomorphisme uniforme (~).

— L’équivalence entre réseaux (~pg).

Dans ’état actuel des connaissances, on sait que ’homéomorphisme lipschitzien n’im-
plique pas l'isomorphisme linéaire et que 'homéomorphisme uniforme n’implique pas le
lipschitzien. En revanche, la question de savoir si deux espaces de Banach possédant des
réseaux équivalents sont uniformément homéomorphes reste ouverte.

Voici une liste non exhaustive de résultats frappants sur les liens entre ces différentes
relations d’équivalence.

I. Aharoni et J. Lindenstrauss (1978, [1]) : Notons 2<% I’ensemble des suites finies
de 0 et de 1 (y compris la suite vide, notée &). Si s € 2<%, soit I; 'ensemble des
suites infinies de 0 et de 1 qui commencent par s et w; la fonction caractéristique de
I, (w; est définie sur 2¢). Pour ¢ € 2, soit z; la fonction caractéristique du singleton
{t}. Muni de la topologie de la convergence ponctuelle, I’ensemble

K ={ws; s€2¥}U{z; tec2“}U{0}

est compact. I. Aharoni et J. Lindenstrauss ont montré que C(K) et co(2%) sont
Lipschitz-homéomorphes sans étre isomorphes.

R. Deville, G. Godefroy et V. Zizler [15] ont caractérisé les compacts K tels que
Pespace C'(K) soit Lipschitz-homéomorphe & ’espace ¢, (I") correspondant (le cardinal
de I' étant nécessairement le caractére de densité de C(K)).

S. Heinrich et P. Mankiewicz (1982, [28]) : Considérons X et Y deux espaces de Ba-
nach séparables dont 1’un a la propriété de Radon-Nikodym. Si X et Y sont Lipschitz-
homéomorphes, alors X et Y sont tous deux isomorphes & un sous-espace complé-
menté de lautre. En particulier, si X est isomorphe & £, ou & L,(u) pour 1 < p < 0o
et u une certaine mesure de probabilité, alors X et Y sont Lipschitz-homéomorphes
si et seulement s’ils sont isomorphes.

G. Godefroy, N.J. Kalton, G. Lancien (2000, [23]) : Si X est un espace de Banach
Lipschitz-homéomorphe & c,, alors X est isomorphe & c,.

W.B. Johnson, J. Lindenstrauss et G. Schechtman (1996, [32]) :

- Si X est un espace de Banach admettant un réseau équivalent a un réseau de £,
(1 < p < 00), alors X est isomorphe & £,. En revanche, si on se donne deux réels
1<p<oetl<qg< oo ainsi quune suite (py)new tendant vers p en décroissant
strictement, alors les espaces £, et £, ® ( @ Epn) t sont uniformément homéomorphes
sans étre Lipschitz-homéomorphes. Le cas p = 1 avait été préalablement traité par
M. Ribe [54].

- Si K est un espace topologique compact et que C(K) est uniformément homéo-
morphe & ¢,, alors C(K) est isomorphe a c,.

Parmi les trés nombreux problémes ouverts qui demeurent sur la question des relations
non linéaires entre espaces de Banach, on peut citer les suivants :

1. Deux espaces de Banach séparables Lipschitz-homéomorphes sont-ils isomorphes ?
2. Deux espaces de Banach réflexifs Lipschitz-homéomorphes sont-ils isomorphes ?

3. Soit X un espace de Banach et K un espace topologique compact. Si X est Lipschitz-
homéomorphe & C(K), lui est-il nécessairement isomorphe ?
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4. Soit K et L deux espaces topologiques compacts. Si C(K) et C(L) sont Lipschitz-
homéomorphes, sont-ils isomorphes ?

5. On peut reformuler certaines des questions précédentes en remplagant I’hypothése
de Lipschitz-homéomorphisme par celle d’homéomorphisme uniforme (ou encore par
celle de I’équivalence de réseaux). En particulier, un espace de Banach uniformément
homéomorphe & ¢, lui est-il nécessairement isomorphe ?

6. Deux espaces de Banach ayant des réseaux équivalents sont-ils uniformément homéo-
morphes ?

3.2 Relations de quotients non linéaires

3.2.1 Quotients lipschitziens

Considérons deux espaces métriques (E,d) et (E',d'). Une application u : E — E’ est
colipschitzienne de rapport c si, pour tout x € E et tout r >0, on a :

f(BE(w,r)) > By (f(w), %) .

Il s’agit de la propriété dont jouissent automatiquement les applications linéaires surjec-
tives d’aprés le théoréme de l'application ouverte. La borne inférieure des constantes c
admissibles ci-dessus (non nécessairement atteinte) est désignée par y(u). Remarquons que
ceci est cohérent avec la notation retenue pour la conorme d’une application linéaire.

Une application u : E — E' est un quotient lipschitzien (on dira alors également que
E' est un quotient lipschitzien de E) lorsque u est lipschitzienne et colipschitzienne. Le
produit de la constante de Lipschitz lip(u) par la constante y(u) est noté I'(u). Le nom de
quotient lipschitzien est justifié car, dés que E est non vide, un quotient lipschitzien est
automatiquement surjectif : si u est un tel quotient, u(E) contient la réunion des boules
centrées en u(z) (ol z est un point quelconque de E) et de rayon r/c (pour tout r > 0)
donc u(E) = E'. Lorsque E' est un quotient lipschitzien de E, on écrit E —», E'.

On peut se demander pourquoi un quotient lipschitzien n’est pas simplement défini
comme une application lipschitzienne et surjective. Dans la mesure ou 1’on souhaite ap-
pliquer cette notion & des espaces de Banach, une telle définition serait vide d’intérét. En
effet, S.M Bates a montré dans [5] (voir également le théoréme 11.1 de [7]) que, si X et ¥
sont deux espaces de Banach séparables de dimension infinie, alors il existe une surjection
lipschitzienne de classe C* de X sur Y.

3.2.2 Quotients uniformes

Considérons deux espaces métriques (E,d) et (E',d'). Une application u : E — E’ est
uniformément cocontinue lorsqu’il existe une fonction croissante p : Ry — Ry, strictement
positive sur R et telle que, pour tout z € E et tout r > 0, on ait :

1 (Bu(@,1)) > B (f(@),p))-

Une application v : E — E' qui est a la fois surjective, uniformément continue et
uniformément cocontinue est appelée un quotient uniforme (dans cette situation, on dira
également que E' est un quotient uniforme de E). Ici, la surjectivité n’est plus automatique.
En effet, prenons E = R et E' = {0, 2} munis de la distance usuelle dans R, u =0 et p = 1;
toutes les hypothéses sont vérifiées a I'exception de la surjectivité. Notons en revanche que
la surjectivité est une conséquence de la cocontinuité uniforme dés que p diverge en ’infini
ou que E' est connexe. En effet, dans ce dernier cas, il suffit de vérifier que u(E) est a
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la fois ouvert et fermé. La propriété de cocontinuité uniforme prouve que 'application u
est ouverte ('image directe d’'un ouvert est un ouvert) donc u(E) est ouvert. Montrons
maintenant que u(E) est fermé. Considérons une suite z dans E et un élément y € E’ tels
que (u(zy))new converge vers y. Puisque p(1) > 0, on a en particulier, pour n assez grand,
d'(y,u(z,)) < p(1). Or, d’apres la propriété de concontinuité uniforme, u(E) contient les
boules Bgr(u(zy), p(1)). Par conséquent y € u(E).

A Timage de la proposition 2, le résultat suivant montre qu’une application uniformé-
ment cocontinue entre deux espaces de Banach est colipschitzienne aux grandes distances.

Proposition 5 (Bates, Johnson, Lindenstrauss, Preiss et Schechtman) :
Soit X et Y deux espaces de Banach et u : X — Y uniformément cocontinue.
L’application u est colipschitzienne aux grandes distances, c’est-a-dire qu’elle
vérifie :

V6 >0, 3¢ >0, Yz € E, Vr > 4, f(BX(a:,r)) S5 By(f(x),g).

La borne inférieure des constantes ¢ valables ci-dessus est notée y5(u) et la
limite quand 0 tend vers +oo de 75(u) est Yoo(u). Par ailleurs, si u est un
quotient uniforme, on écrira ' (u) = lipy (u) - Yoo (u).

DEMONSTRATION — Fixons § > 0. D’aprés la définition de la cocontinuité uniforme,
on peut introduire € > 0 fixé tel que

Ve X, u (BX (x, g)) D By (u(z),¢). (3.1)

Soit r > § et m la partie entiére de 2r /4. Fixons = € E, posons y, = u(z) et choisissons
y € By (Yo, (2r/d — 1)¢) arbitrairement. Introduisons alors y1,...,y, € Y tels que y, = y
et ||yi — yi—1|ly < €. En appliquant la relation (3.1) en z, on peut choisir z; € Bx(z,d/2)
tel que u(z1) = y1. De proche en proche, on construit des vecteurs zo, ..., x, tels que
u(z;) = yi et ||z; — zi—1]|x < 6/2. Finalement, on a u(z,) =y et ||z — zp|| x < nd/2 < 7.
Comme (2r/6 — 1)e > re/d, on obtient :

Vz € E, Vr > 6, u(BX(a:,r)) > By('u(m),rg).

O

Les notions de quotients lipschitzien et uniforme entre espaces de Banach ont été intro-
duits par S.M. Bates, W.B. Johnson, J. Lindenstrauss, D. Preiss et G. Schechtman dans
[6]. Les preuves des propositions 2 et 5 se trouvent dans cet article. Elles n’ont été rappelées
ici qu’afin d’expliciter les constantes lip, (u) et s(u).

3.2.3 Reésultats connus sur les quotients non linéaires

On sait trés peu de choses sur une « linéarisation » éventuelle des quotients non linéaires
hormis qu’elle n’est pas automatique. En effet, dans le contre-exemple de I. Aharoni et
J. Lindenstrauss du paragraphe 3.1.4, on peut montrer que C(K) n’est pas un quotient
lindaire de c,(2%°). De méme, le contre-exemple de W.B. Johnson, J. Lindenstrauss et
G. Schechtman montre que £1 @ (€ £141/n)e, est un quotient uniforme de (€D £141/n)e,-
Toutefois, ce ne peut pas étre un quotient linéaire puisque le deuxiéme espace est réflexif
tandis que le premier ne 1’est pas.
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Parmi les rares résultats positifs connus, on trouve dans [6] la démonstration des deux
théorémes suivants :

Théoréme 6 (Bates, Johnson, Lindenstrauss, Preiss et Schechtman) :
Soit H un espace de Hilbert et Y un quotient uniforme de H. L’espace Y est
hilbertien. En particulier, a4 isomorphisme prés, le seul quotient uniforme de
dimension infinie de ¢y est {9 lui-méme.

Théoréme 7 (Bates, Johnson, Lindenstrauss, Preiss et Schechtman) :
Soit 1 < p < 0o et X un espace de Banach. Si X est un quotient uniforme de
L, alors X est un quotient linéaire de L.

Citons quelques questions générales qui restent ouvertes :

— Soit X un espace de Banach séparable et Y un quotient lipschitzien de X. Peut-on
en déduire que Y est un quotient linéaire de X 7

— Soit 1 < p < oo. Tout quotient lipschitzien (uniforme) de £, est-il un quotient linéaire
de 4,7

— Tout quotient lipschitzien (uniforme) de ¢, est-il un quotient linéaire de ¢, ?



Chapitre 4

Distances entre espaces de Banach

A chacune des relations définies au chapitre précédent, on peut associer une distance
(Uexponentielle d’une pseudo-distance en fait) afin de quantifier I’équivalence.

4.1 Distances liées a une relation d’équivalence

Distance de Banach-Mazur

La distance de Banach-Mazur entre deux espaces de Banach X et Y est notée
dpp(X,Y). Clest la quantité :

inf{ Tl - ”T_1|| ; T est un isomorphisme de X sur Y}.

Distance de Lipschitz

La distance de Lipschitz entre deux espaces de Banach X et Y est notée dr(X,Y).
C’est la quantité :

inf {Lip(u) ; u est un homéomorphisme lipschitzien de X sur Y}.

Rappelons simplement que Lip(u) est le produit des constantes de Lipschitz de u et
de w~1. On pourrait définir sans aucun changement la distance de Lipschitz entre
deux espaces métriques.

Distance uniforme

La distance uniforme entre deux espaces de Banach X et Y est notée dy(X,Y"). Cest
la quantité :

inf {Lipoo(u) ; w est un homéomorphisme uniforme entre X et Y}.

La notation Lip (u) représente le produit des constantes de Lipschitz a 'infini de u
et de u~!. Remarquons que, dans le calcul de la distance uniforme entre deux espaces
de Banach, on peut considérer Lipn(u) pour un nombre 1 > 0 quelconque au lieu de
Lipy,(u). En effet, si u est un homéomorphisme uniforme tel que Lip,,(u) < a, alors
il existe 6 > 0 tel que Lips(u) < a et 'homéomorphisme uniforme

Uil?f—)ﬁu(d—m)
4 n

vérifie Lip, (v) < a.
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Distance de réseau

La distance de réseau entre deux espaces de Banach X et Y est notée dgr(X,Y). C’est
la quantité :

inf {d (R,S); R et S sont des réseaux dans X et Y respectivement}.

Comme précédemment, en remarquant que la distance de Lipschitz entre les deux
réseaux R et R/m (pour m > 0) égale 1, on peut ne considérer que des réseaux
de précision donnée (ou d’écartement donné) pour le calcul de la distance de réseau
entre X et Y.

Ces distances ont été rangées de la plus précise a la plus grossiére. En effet, si X et YV
sont deux espaces de Banach, on a :

dr(X,Y) <dy(X,Y) <dp(X,Y) <dpu(X,Y).

Les deux derniéres inégalités sont évidentes. La premiére est une conséquence directe de la
preuve de la proposition 4

Dans la suite, on considérera souvent des classes d’espaces de Banach. En particulier,
on utilisera la classe S des espaces de Banach séparables (on verra au chapitre 5 que cela
ne pose pas de problémes ensemblistes) et, pour tout espace de Banach X, les classes G(X)
des sous-espaces de X et Q(X) des quotients isométriques de X, c’est-a-dire

Q(X) ={X/Y ; Y est un sous-espace fermeé de X}.
Si C est une classe d’espaces de Banach, on écrira :
dpy(X,C) =inf{dpy(X,Y); Y €C}

et de méme pour les autres distances introduites précédemment.

4.2 Distances géométriques

Les distances géométriques entre deux espaces de Banach X et Y qu’on va introduire
permettent de plonger isométriquement X et Y dans un sur-espace de sorte que X et Y
soient « bien placés ». Elles ont été étudiées en détail par N.J. Kalton et M. Ostrovskii
dans [36].

Soit donc (M, d) un espace métrique et A, B deux parties de M. La distance de Haus-
dorff entre A et B est égale a

max (sup d(a, B) ; sup d(b, A)) .
acA beB

On la note dg (A, B).

Soit F et F' deux espaces métriques. La distance de Gromov-Hausdorff métrique entre
E et F est égale a la borne inférieure des quantités dg(i(E),j(F)) ou i et j sont deux
isométries de E et F' dans un méme espace métrique M. On la note dg,(E, F). Lorsque
X et Y sont deux espaces de Banach, la distance de Gromov-Hausdorff vectorielle (qu’on
appellera plus simplement la distance de Gromov-Hausdorff) entre X et Y est égale a la
distance de Gromov-Hausdorff métrique entre Bx et By. On la note dgg(X,Y).
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Soit E un espace de Banach et G, H deux sous-espaces de E. L’écart entre G et H
dans E, qu’on désignera par Ag(G, H), est égal a la distance de Hausdorff entre Bx et By
(ou, de fagon équivalente, entre Sx et Sy). Si, maintenant, X et Y sont deux espaces de
Banach quelconques, la distance de Kadets entre X et Y, notée dg(X,Y), est égale a la
borne inférieure des quantités Ag(i(X),7(Y)) ot i et j sont deux isométries linéaires de X
et Y dans un méme espace de Banach F.

Etant donnés deux espaces de Banach X et Y, on a toujours dg(X,Y) < 1. En effet,
il suffit de munir X @Y de la norme :

V(z,y) € X XY, |[(z,y)|| = max([lz[x, lylly)-

La distance de Gromov-Hausdorff est la moins fine des distances introduites jusqu’a présent
comme le montre la proposition suivante :

Proposition 8 :
Soit X et Y deux espaces de Banach. On a :

dep(X,Y) <drg(X,Y) <dpu(X,Y)—1 et deu(X,Y)<dr(X,Y)—1

Avant de commencer la preuve de ce résultat, on remarque que « petit » pour les
distances de Banach-Mazur, Lipschitz, uniforme ou de réseau signifie « proche de 1 » tandis
que « petit » pour les distances de Gromov-Hausdorff ou de Kadets signifie « proche de
0 ». En effet, il faut prendre le logarithme de dpys, dr, dy et dg pour obtenir des pseudo-
distances.

DEMONSTRATION — L’inégalité dgp(X,Y) < dg(X,Y) est triviale.
Montrons dg (X,Y) < dpym(X,Y) — 1. Soit C une constante strictement supérieure a
dpy(X,Y). 11 existe un isomorphisme linéaire 7': X — Y tel que

Vee X, |Tzlly <lzlx < ClTzly -

On pose S =T~!/C. On munit X @Y de la norme

n m
(2, )| = inf { 1ol x + [9olly + (C = 1) [ D il x + D lyjlly
i=1 j=1
ol la borne inférieure est prise sur toutes les familles (z;)o<i<n €t (Yj)ogj<m telles que

n m m n
x:in—I—ZSyj et y:Zyj—l—ZTwi.
i=0 j=1 =0 i=1

Ceci définit bien une norme. Vérifions qu’elle prolonge les normes de X et de Y. On le fait
pour X, la démonstration étant la méme pour Y. Soit € X. On introduit (z;)ogicn €t
(yj)ogj<m deux familles telles que

n m m n
:c:z:ci—i—ZSyj et O:Z:ljj‘l‘ZT.'I)i.
=0 j=1 j=0 i=1

Alors, on peut écrire

n m n m n m n
S+ Y syl <|Sore+ Y u| <D Tzi+ Syl +© DY llnlly
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

X Y Y
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puisque [|S|| < 1 et ||T']| < 1. Comme le premier terme vaut ||z — z,||x et que le dernier
vaut ||yolly + (C —1) Y ||zi|| x, il vient :

n
lzllx < llzollx + llyolly +(C = 1) Y llzillx < lI(z,0)]-
i=1

L’autre inégalité étant évidente, cela montre que la nouvelle norme prolonge la norme
initiale de X. Enfin, si x € Sx, on choisit : =1, 7 =0, z, =0, yo = 0, z1 = = ci-dessus
pour montrer directement que ||(z,0) — (0,Tz)|| < (C —1). Ainsi, Axey(X,Y) < C -1,
ce qui démontre le résultat voulu.

Montrons maintenant que dgg(X,Y) < dgr(X,Y) — 1. Fixons A > dg(X,Y) quel-
conque et n > 0 arbitraire. Il existe un réseau (e;);es de précision n dans X et un réseau
(fi)ier de précision n dans Y tels que :

Vi,j €1, |lei—ejllx <Ifi = filly < Allei —ejllx -

Notons 0 I'un des éléments de I. Aprés translation, on peut supposer e, = 0 et f, = 0. Soit
maintenant J = {i € I ; |le;||x < 1+ n}. Soit z € Bx. Par définition du réseau (e;)icr,
il existe 7 € T tel que ||z — e;|| y < 1. Mais alors ||e;||y < 1+ 7 donc i € J. De méme, si
y € By, il existe ¢ € I tel que ||y — filly < 1. Mais alors

leill x = lleo —eilly < Ifo = filly = lfily <1+

A nouveau, on a4 € J. Posons A= Bx U{ej; je€J} et B=ByU{f;j; jeJ}
On définit sur M, réunion disjointe de A et B, une métrique prolongeant celles de A et
B en posant, pour z € A et y € B,

d@,y) =inf { o~ ejllx +a+ly—filly 5 5 €T},

ol « est un réel strictement positif qu’on va choisir afin que d soit bien une distance. La
seule vérification & faire concerne 1’inégalité triangulaire. Plusieurs cas sont & distinguer.
On traite le plus compliqué d’entre eux. Soit z € A et y,y' € B. On doit prouver que
d(y,z) + d(z,y") = |ly — ¢|ly. Il suffit de montrer qu’étant donnés 7,j € J arbitraires, on
a Ay 2 |ly—y'lly ot

Aij=lly = fily +a+llei — zllx +llz —ejll x +a+ [y = £y -

D’apres I'équivalence des réseaux, on a

1 1
Aij = 2o+ lly— filly +||v = Filly + 3 1fi = Filly = 2a+ 3 v =9l -

Or, comme e, = 0 et f, = 0, la définition de J et I’équivalence entre les réseaux entraine
B C A1+ n)By donc ||y — ¢'|ly < 2X(1+ 7). Par conséquent, l'inégalité A;; > |ly — ¢y
est vraie dés que @ > (A — 1)(1 4+ n). Le nombre 1 étant arbitraire, on trouve finalement
dep(X,Y) < dr(X,Y) — 1. O

Le cas particulier des K,-espaces offre un cadre ou les distances de Gromov-Hausdorff
et de Kadets sont topologiquement équivalentes.
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4.3 Les K,-espaces

Les notions de K-espace (qu’on n’utilisera pas ici) et de Ko-espace ont été étudiées
principalement par N.J. Kalton (on se reportera a [35], [37] et au chapitre 16 de [7]).

Définition : Soit X et Y deux espaces de Banach.

1. Pour toute application homogéne h: X — Y, on note
I#ll = sup { Ia@)ly ; @ € Bx}.

2. Une application h : X — Y est dite quasi-linéaire lorsque les trois conditions suivantes
sont réunies :

(a) h est homogéne.

(b) [Ir]} < oo.

(c) Vai,22 € X, |h(z1 + 22) — h(z1) — h(z2)lly < |21l x + |22l x-
Une forme quasi-linéaire est une application quasi-linéaire & valeurs réelles.

3. Soit k > 0. Une application quasi-linéaire h : X — Y est x-linéarisable s’il existe
T € L(X,Y) telle que ||f — T < &.

4. L’espace X est un K,-espace lorsqu’il existe une constante x > 0 telle que toutes les
formes quasi-linéaires sur X sont k-linéarisables. La borne inférieure des constantes
k admissibles ci-dessus est notée xq(X).

La définition retenue ici d’une application quasi-linéaire n’est pas homogéne. C’est
volontaire. La condition est plus forte pour les applications de grande norme. En effet,
toute application homogéne de norme inférieure ou égale & 1/2 est quasi-linéaire. Toute
application quasi-linéaire f est ||f||-linéarisable (prendre 7" = 0). La propriété des K,-
espaces réside dans 'uniformité de la linéarisation.

Parmi les espaces classiques, nombreux sont les Ky-espaces. Le théoréme suivant montre
que C(K) (pour tout espace topologique compact K), £, (1 < p < 00), ¢, et leurs quotients
sont des K,-espaces.

Théoréme 9 (Kalton et Roberts) :
1. Tout espace de type non trivial est un K,-espace.

2. Tout espace X de classe L ) est un Ky-espace avec rq(X) < 100A.
3. Si X est un Ky-espace et que Y est un sous-espace de X, alors X/Y est
un Ky-espace et ko(X/Y) < 2k0(X).

4. L’espace ¢1 n’est pas un K,-espace.

1. La premiére assertion, due & N.J. Kalton, est prouvée dans [35]. On rappelle qu'un
espace de Banach X est dit de type p > 1 lorsqu’il existe une constante C' > 0 telle
que :

1/p 1/p

1 - p -
ZZEESS S D DN DT I IRl 3t
7j=1

ce{£1}n  j=1

Par simple inégalité triangulaire, tout espace de Banach est de type 1. On dit donc
qu’il est de type non trivial lorsqu’il est de type p > 1. Le type de £, étant égal & p
sip<2eta2si2gp< oo, tous ces espaces sont des Ky-espaces.
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2. La deuxiéme assertion a été démontrée par N.J. Kalton et J.W. Roberts dans [37].
On rappelle qu’un espace de Banach X est de classe L4, \ lorsque tout sous-espace
de dimension finie de X est inclus dans un autre sous-espace G de dimension finie
tel que dpn (G, €oo(dimG)) < A. Les espaces C(K) (pour tout compact K), £ et
¢, étant de classe L1+ pour tout € > 0, ce sont des K,-espaces de constante 100.

3. La démonstration du troisiéme point se trouve en substance dans [37]. Toutefois,
le résultat établi n’est pas exactement celui-ci. On en donne donc ici une preuve
autonome.

DEMONSTRATION — Soit k > Kko(X) et s : X — X/Y la surjection canonique. Soit
h: X/Y — R une forme quasi-linéaire. La forme ho s est quasi-linéaire donc il existe
z} € X* telle que ||h o s —z7|| < k. Dés lors, la restriction de z7 & Y est de norme
inférieure ou égale & k. Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe 5 € X* de norme
inférieure ou égale & k et coincidant avec ] sur Y. Comme la transposée de s identifie
isométriquement (X/Y)* avec 'orthogonal Y+ de Y, il existe z* € (X/Y)* tel que
z] — x5 = 2" o 5. On fixe maintenant € > 0 et z € By/y arbitraires. Soit z € X tel
que z = s(z) et ||z]|y <1+¢€. On a alors :

h(z) = (2%, 2)| < |h(s(2)) — (a1, 2)| + [(22, )] < 26(1 + ).

Lorsque ¢ tend vers 0 et k vers ko(X), on obtient le résultat. O

4. Ce contre-exemple est di & M. Ribe [53].

Comme annoncé précédemment, les Ky-espaces permettent de « linéariser » la distance
de Gromov-Hausdorff.

Théoréme 10 (Kalton et Ostrovskii) :
1l existe une fonction continue croissante ¢ : R, — R, s’annulant en 0 telle
que, si X est un K,-espace et Y un espace de Banach, alors :

dr(X,Y) < Ko(X) - C(dG’H(XaY))

En particulier, sur tout ensemble de K,-espaces, les distances de Kadets et de
Gromov-Hausdorff sont topologiquement équivalentes.

Ce théoréme est di a N.J. Kalton et M. Ostrovskii [36]. On ne connait aucune forme
explicite pour la fonction ¢ qui est obtenue par un argument de compacité.



Chapitre 5

Complexité topologique des relations
non linéaires entre espaces de
Banach séparables

5.1 Rappels de théorie descriptive

5.1.1 Ordinaux dénombrables

On utilisera les notations classiques de Cantor sur les ordinaux :

— 0 est I’ensemble vide.

— Pour tout n fini, n+1 = {0,...,n}.

— L’ensemble des ordinaux finis est w. C’est le premier ordinal infini.

L’ensemble des ordinaux dénombrables est noté w;. C’est le premier ordinal non
dénombrable.

Ajoutons & ces notations classiques ’ensemble w* = w\ {0}. On utilisera les écritures
P(E), Ps(E) et Poo(E) pour désigner ’ensemble des parties, I’ensemble des parties finies
et ’ensemble des parties infinies de FE.

5.1.2 Notions de théorie descriptive

Un espace mesurable est un couple (B, M) oit M est une tribu de parties de B (c’est-
a-dire une partie de P(B) contenant & et stable par union dénombrable et passage au
complémentaire). On dit de deux espaces mesurables (B, M) et (B', M') qu’ils sont iso-
morphes lorsqu'il existe une bijection f : B — B’ telle que f et f~' soient mesurables
pour M et M'. Un espace borélien standard est un espace mesurable (B, M) qui est soit
dénombrable soit isomorphe a [0, 1] muni de sa tribu de Borel. Si B et B’ sont deux espaces
boréliens standards, alors B x B’ et B (munis des tribus-produits) sont des espaces boré-
liens standards. Si A € M, alors la tribu trace munit A d’une structure d’espace borélien
standard.

Soit (B, M) un espace borélien standard :

— Les éléments de M sont communément appelés les boréliens de B.

— Une partie A de B est dite analytique s’il existe un espace borélien standard B’ et
un borélien H de B x B’ tels que A soit la projection sur B de H.

— Une partie C' de B est coanalytique lorsque son complémentaire est analytique.

Soit B un espace borélien standard et | une relation binaire sur B. On dit que L
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est borélienne (respectivement analytique) lorsque I’ensemble {(z,y) € B? ; = L y} est
borélien (respectivement analytique). Lorsqu’une relation est analytique et non borélienne,
on dit qu’elle est analytique vraie. Pour plus de précisions sur ces questions, on se reportera
au livre de J.P.R. Christensen [14].

5.1.3 Arbres

Soit £ un ensemble. Rappelons que E“ est ’ensemble des suites d’éléments de E. La
notation E<¥ désigne I’ensemble des suites finies d’éléments de E.

Soit s = (s1,...,8,) € E<*. L’entier n est appelé la longueur de s et noté |s|. Rap-
pelons que |@| = 0. Pour simplifier, lorsque s = (a) est une suite de longueur 1, on écrit
fréquemment s = a. Avec cette convention, E s’identifie & la partie de E<% constituée des
suites de longueur 1. Si ¢t = (¢1,...,%y,) est une autre suite finie, la concaténation de s et
t est la suite st = (81,...,8n,%1,---tm). Si A et B sont deux parties de 2<%, on définit
ATB ={s"t; s € A, t € B}. Lorsque A est le singleton s, ’ensemble {s} "B se note
encore s~ B. Ceci permet de définir sur E<“ une structure d’ordre en posant :

s<t < tes EY.
Un arbre sur E est une partie T' de E<¥ qui vérifie :
VieT, s<t=>sel.

Notons que tout arbre non vide contient la suite @. Deux arbres T et S sont dits isomorphes
s’il existe une bijection croissante de T sur S. Un sous-arbre de T' est une partie de T qui
est un arbre. L’ensemble des arbres sur E est noté 7 (E) ou plus rapidement 7 lorsque
E=w.

Si s,t € T sont tels que s < t et |t| = |s| + 1, on dit que ¢ est un successeur de s
ou que s est le prédécesseur de t. L’ensemble des successeurs de s se note s tandis que
le prédécesseur de t se note t~. Les feuilles de T sont les éléments de T' sans successeur.
L’ensemble T” égal a T privé de ses feuilles est appelé le premier effeuillée de T'. C’est un
sous-arbre de T'. On peut itérer transfiniment cette dérivation (et définir ainsi les a-émes
effeuillés de T' pour tout ordinal o) :

!
7O =7, Tl2t]) = (T(a)) et, lorsque « est un ordinal limite, T(®) = m T8,
B<la

La hauteur de T est alors le plus petit ordinal (8’il existe) a < w; tel que le a-éme effeuillé
de T soit vide. On la note ht(T'). Lorsque cet ordinal n’existe pas, on écrit ht(T) = oo
(ou, de fagon équivalente ht(T') = wy lorsque E est dénombrable puisqu’une considération
évidente de cardinal montre alors que si la hauteur existe, elle est dénombrable).

A toute partie coanalytique d’un espace borélien standard, on peut associer un IT}-rang.
Il s’agit d’une application & valeurs ordinales ayant un certain nombre de propriétés dont
la proposition suivante ne précise que les plus utiles.

Proposition 11 (cf p. 140 de [38]) :
Soit C' une partie coanalytique d’un espace borélien standard B et soit r un
}-rang pour C. Les assertions suivantes sont vérifiées :
-VzeB, z€C < r(z) <w.
— Pour tout ordinal dénombrable £, I'ensemble C¢ = r—1(€) est borélien.
— Tout partie analytique de C est incluse dans l'un des ensembles C¢ avec
¢ <wi.
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Un exemple fondamental d’ensemble coanalytique non borélien est I’ensemble des arbres
bien fondés sur w. Une branche d'un arbre T est une partie finie ou infinie {b1,...,by,...}
de T telle que, pour tout %, on ait b1 € b;L. Lorsqu’un arbre T' ne posséde aucune branche
infinie, on dit que T est bien fondé et on écrit T € WF. Dans le cas contraire, T' est dit
mal fondé. On peut démontrer ’équivalence suivante dans 7 :

TeWF < ht(T) < w.

En munissant 'ensemble P (w<“) de la topologie-produit naturelle, 'ensemble 7~ des arbres
sur w apparait comme un espace compact métrisable. Sa tribu de Borel fait de lui un espace
borélien standard. Dans cette structure, ’ensemble W F' est un coanalytique non borélien
dont ht est un ITj-rang.

5.1.4 Structure borélienne d’Effros

Soit E un espace polonais (c’est-a-dire dont la topologie est séparable et engendrée par
une métrique compléte). Soit 2 une base dénombrable de la topologie de E. L’ensemble F
des fermés de E est muni d’une structure borélienne standard appelée structure borélienne
d’Effros et engendrée par les ensembles

{FeF; FNQ# @} oudécrit O.

La structure borélienne ainsi obtenue ne dépend pas de la base O choisie.

Bien que cela ne serve pas par la suite, on peut remarquer qu’'un théoréme de J. Saint-
Raymond [56] prouve que la structure borélienne d’Effros est un espace borélien standard
si et seulement si F est réunion d’une partie polonaise et d’une famille dénombrable de
compacts.

Soit maintenant X un espace de Banach. Lorsque F' est un sous-espace vectoriel fermé
(ou plus rapidement un sous-espace) de X, on écrit F' C X. L’ensemble des sous-espaces de
X est appelé grassmannienne de X. On le notera G(X). Lorsque X est séparable, on peut
munir I’ensemble F de ses fermés de sa structure borélienne d’Effros. La grassmannienne
G(X) est alors un borélien de F et hérite de sa structure borélienne standard.

Parler sans plus de commentaire de la « classe des espaces de Banach séparables » pose
un probléme ensembliste. Ce probléme est levé généralement de deux maniéres.

Un espace universel est un espace de Banach séparable contenant isométriquement tous
les espaces de Banach séparables. Dans la suite, on fixe un espace universel E (par exemple
E = C(A)) et on considére la grassmannienne G(E) comme « l’ensemble » des espaces de
Banach séparables. On écrit donc G(E) = S.

L’autre solution, qui n’a pas été retenue ici (mais qui méne aux mémes résultats) serait
de considérer S comme ’ensemble Q(¢1) des quotients linéaires de #;.

Lorsqu’on étudie une relation binaire entre espaces de Banach séparables, il est toujours
sous-entendu qu'il s’agit de la relation induite sur la grassmanienne G(E).

Dans le prolongement des travaux de B. Bossard qui a démontré [10] que les relations ~
et —» entre espaces de Banach séparables étaient analytiques vraies, nous montrons que les
relations ~y, ~g et =y sont analytiques tandis que ~ et =+ sont analytiques vraies.
Nous conjecturons que les relations ~y, ~g et =y sont également non boréliennes.
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Analyticité des relations non linéaires entre espaces de
Banach séparables

Afin de démontrer que les relations considérées sont analytiques, il faut se ramener a
des suites. Dans ce but, introduisons quelques notations :

Soit z et y deux suites de vecteurs.

Lorsque_ tous les éléments de z sont dans X, on note z C X.

Soit n > 0. Lorsque tout élément de X est & distance inférieure ou égale a n de
{zn ; n € w}, on écrit X C z[n]. Avec ces notations, la suite z est dense dans X si
et seulement si z C X C z[0].

Lorsqu’il existe un entier k > 0 tel que deux termes distincts de la suite z sont & une
distance supérieure ou égale a 1/k, on note E(z).

Lorsqu’il existe une constante [ € w telle que

Vn,p €w, llyn = ypll < llzn — 2l

on écrit L(z,y).
Lorsqu’on a

bl

=

= [lyn — wpll <

| =

Vgew", Ik e w™, Vn,p €w, ||zg — zp| <

alors on note U(z,y).

Si ¢ est une injection croissante de w dans w, on désigne par z, la suite extraite
(p(n) Inew-

On écrit T'(z,y) lorsqu’il existe une constante v € Q% telle que, pour tout triplet
(n,p,r) € w? x Qf vérifiant ||y, — yp|| < r/7, il existe une suite extraite convergente
T, € Bx(zn,7)" telle que y,, converge vers yp.

Enfin, on note Y(z,y) lorsque, pour tout ¢ € w*, il existe k € w* tel que, pour tout
couple (n,p) € w? vérifiant ||y, — y,|| < 1/k, il existe une suite extraite convergente
T, € Bx(Tn,1/q)* telle que la suite y,, converge vers yp.

Remarquons qu’il est inutile de préciser dans quel espace on calcule les distances puisque
tous les espaces de Banach séparables sont supposés isométriquement plongés dans E. Le
lemme 12 fait le lien entre ces notions et les relations non linéaires.

Lemme 12 :

Soit X et Y deux espaces de Banach séparables.

1. X etY ont des réseaux équivalents si et seulement s’il existe deux suites de
vecteurs z et y et un nombre 1 > 0 tels que z C X C z[n], y CY C y[n],

E(z), E(y), L(z,y) et L(y, z).

2. X etY sont Lipschitz-homéomorphes si et seulement s’il existe deux suites
de vecteurs z et y denses dans X et Y respectivement telles que L(z,y)
et L(y,z). B B

3. X etY sont uniformément homéomorphes si et seulement s’il existe deux
suites de vecteurs x et y denses dans X et Y respectivement telles que
U(z,y) et Uy, z).

4. 'Y est un quotient lipschitzien de X si et seulement s’il existe deux suites
de vecteurs z et y denses dans X et Y respectivement telles que L(z,y)
et I'(z,y).
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5. Y est un quotient uniforme de X si et seulement s’il existe deux suites de
vecteurs z et y denses dans X et Y respectivement telles que U(z,y) et

Y(z,y)-

DEMONSTRATION — La preuve de I'affirmation 1 est évidente. Les preuves des asser-
tions 2 et 3 sont identiques. Le sens direct est trivial, la suite y étant simplement ’image par
I’homéomorphisme d’une suite arbitraire z dense dans X. Pour la réciproque, supposons
qu’il existe deux telles suites z et y. La condition L(z,y) (respectivement U(z,y)) asssure
qu’il existe une unique application_lipschitzienne (respgctivement uniformément continue)
f telle que f(z,) = yn pour tout n € w. Cette application est clairement bijective et sa
réciproque est lipschitzienne (respectivement uniformément continue).

Montrons maintenant ’assertion 4. Considérons donc f une application [-lispchitzienne
et y-colipschitzienne de X sur Y. Choisissons une suite dense quelconque z dans X et
définissons la suite y comme l'image de la suite z par ’application f. La densité de y
et la propriété L(g,@ sont évidemment vérifiées. Par ailleurs, soit n,p € w et r € @’5:
tels que |lyp — ynl| < /7. Alors y, € By (f(zy),7/v) C f (Bx(zn,r)) donc y, posséde un
antécédent € Bx (zy,7). Il existe alors une suite extraite z,, dans Bx (zn,r) qui converge
vers . Puisque f est continue, on a lim Y, = Yp- Par conséquent, la propriété I'(z,y) est
vérifiée.

Réciproquement, supposons que z et ¢ sont deux suites denses respectivement dans X
et Y telles que L(z,y) avec constante I et T'(z,y) avec constante . On peut définir sans
équivoque 1'unique aBplication [-lipschitzienne f_qui vérifie

Vn€w, [f(zn) = yn
Il est clair que f a la propriété suivante :

Vn,p € w, Vr € @17 ||yp - yn” < = dze€ BX(-Tnar)a f(.’L') = Yp- (5'1)

==

On va montrer que f est colipschitzienne avec v(f) < <y en deux étapes.

Fait 13 :
Pour chaque z € X, p € w, r > 0 et v' > « vérifiant ||y, — f(z)|| < r/v', il
existe un vecteur z € Bx(z,r) tel que f(z) = yp.

Soit z, une suite extraite de z convergeant vers x et vérifiant

p

Vn € w, H:B - w(p(n)” < kr

ou k > 0 est choisi tel que Lk + 1/9" < 1/4" < 1/ avec ry/v" € Q. Pour tout n € w,
on a l'inégalité Hyp —f (ww(n))|| <r/y". D’aprés (5.1), il existe 2, € Bx (Ty(m),17/7") tel
que f(zn) = yp- Puisque z,, tend vers z, on a 2, € Bx(,r) & partir d’'un certain rang. En
choisissant z = z, pour n assez grand, on obtient bien le résultat du fait 13.

Le fait suivant achévera la démonstration de 1’assertion 4.

Fait 14 :
Soit v' > ~y. f est ~'-colipschitzienne.
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Soit e > 0 tel quey'/(1+¢€) > . Soit z € X,y € Y et r > 0 tels que ||y — f(z)]| < r/v'.
Soit y, une suite extraite de y tendant vers y et telle que

ET ET
1y = o] < oy o Vn€w 9o m+1) = ol < gty

Posons alors z, = 2. On a ||y(p(1) — f(@)|| < /7' +er/(2') donc, d’apres le fait 13, il existe
z1 tel que

1+¢/2
|21 — 20| < 1T e et f(z1) = Yuq)-
Par récurrence, on peut ensuite construire une suite z telle que
27"l

Vn 21, ||zne1 — 2l < v et f(2n) = Yp(n)-

Soit alors z = limz. On voit immédiatement que ||z —z| < r et f(z) = y, ce qui prouve
que f est ¥/-colipschitzienne et achéve la preuve.

La preuve de 'assertion 5 est tout a fait similaire & celle de I'affirmation 4. Elle suit les
mémes étapes avec des changements mineurs. Elle est donc omise. O

Dans le lemme suivant, il est prouvé que chacune des conditions précédemment intro-
duites définit un ensemble analytique.

Lemme 15 :
L’ensemble A1 = {x € E“ ; E(z)} est borélien.

L’ensemble Ay = {(X,z) € S x E¥ ; £ C X} est borélien.
Soit 7 > 0. L’ensemble A3 = {( z) €S x E¥; X C z[n]} est borélien.
L’ensemble Ay = {(z,y) € (E¥); L(z,y)
L’ensemble As = {(z, z,y)} est borélien.
L’ensemble Ag = {(z, z,y)
(

} est borélien.

} est analytique.

,

(z
2. Y(z ,_g)} est analytique.

NS ok N

—~ o~ o~
&S|
)
vvvv
N
’_J

Avant de démontrer ce lemme, introduisons quelques notations complémentaires.

— 80it G = Poo(w)*¥* T et H = Poo(w)¥’*“)” L’ensemble Py (w) étant un borélien
du compact 2%, c’est un espace borélien standard. Il en est de méme de G et H.

— Soit z et y deux suites de vecteurs et W € G. On écrit C(z,y, W) pour signifier que
la condition I'(z,y) est vérifiée en choisissant comme extraction ¢ (dépendant de n,
p et r) celle qui énumere les éléments de W, ., ce qui revient a dire qu’il existe
v € @ tel que, pour tous n,p € w et r > 0 vérifiant ||y, — yp| < /7, on ait :

Vm € Wn,p,r, ||-'17m — -TnH <r et
Vgew*, 3Q e Prlw), Ym,m' € Wy, \Q, |Zm — Zm| + ||ym — ypll <

— Soit z et y deux suites de vecteurs et W € H. On écrit Y(z,y, W) pour signifier que
la condition Y(z,y) est vérifiée en choisissant comme extraction ¢ (dépendant de n,
P, q et k) celle qui énumeére les éléments de W, p 4 &, ce qui revient & dire que, pour
tout ¢ € w*, il existe k € w* tel que, pour tous n,p € w vérifiant |y, — yp|| < 1/k,
on ait :

1
Vm € Whpgks [|Tm — 2all < 4 et

. 1
View', 3IQe€ Pf(w)a Vmaml € Wn,p,q,k\Qa ”-'If'm’ - -Tm“ + ||ym yp” =

.



5.2. ANALYTICITE 49

DEMONSTRATION — Montrons 1’assertion 1. L’ensemble A; s’écrivant
1
U m P lzn — 2l 2 E(
kEw* n#p
il est manifestement borélien.

Montrons 'assertion 2. Introduisons O une base dénombrable d’ouverts de la topologie
normique de F. La condition z C X équivaut & :

Vnew, VQeO, [xneﬁ]: [XnQ;A@].

Par conséquent, on a :
NN {&2);emeofu{xe; xno+s})
new Qeo

ce qui prouve que As est borélien.

Montrons I’assertion 3. La condition X C z[n] équivaut a :
V€0, [XnQ#o| = [Iew, do,) <n|.
Par conséquent, on peut écrire Az de la facon suivante :
As= ) ({(X’@ ; XNQ= 9} ulJ {(Xaz) s d(zn, Q) < n})
Qeco new

d’on il résulte que Ajg est borélien.

Montrons ’assertion 4. On peut écrire A4 de la facon suivante :
A= { 5 llyn — ypll < l||:1:n—:1:p||}
l€w n,pEw

Cette forme montre que A4 est borélien.

Montrons I’assertion 5. On a :
1 1
=N U N [{@; lea—zll> 1 U3 @05 v —wll <~ ¢
gEw* kEw* m,pEw q
ce qui prouve que Ajs est borélien.
Montrons l’assertion 6. Il est clair que la condition I'(z,y) est remplie si et seulement

s'il existe W € G tel que la condition C(z,y, W) soit vérifice. Comme G est un espace
borélien standard, pour démontrer que Ag est analytique, il suffit de montrer que

6 ={(z,y,W) € (B“)’ x G ; Clz,y, W)}

est borélien. Or on peut écrire Af comme la réunion selon v € Q% des intersections selon
(n,p,7) € w? x Q' des ensembles

An’p7r7,y U ﬂ [Bm7n’p’r U Cm’n’r] m ﬂ U ﬂ [Dm’m’5n7p77‘ U Em,"””q’p]
mew gew*  QePys(w) m,m €W\Q
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ou ’on a posé :

Anpir = {(@9, W) € (B2 X G yn —pll > 2 }
Bunpr =1{ (@3, W) € (B2 xG; m¢ Wy, |
Crmnr = { (@4, W) € (B*)? X G ; |lam — ull <7}
Diminpr =3(@y, W)€ (EY)? xG; m¢ Wy, ou m' ¢ Wn,p,T‘}
Enmigp ={(@3,W) € (B X G; [m — o + lym — vpll < L.

Les cing ensembles ainsi définis sont manifestement boréliens donc I’ensemble Af est bo-
rélien et Ag est analytique.

Montrons I'assertion 7. La condition Y (z, y) est remplie si et seulement s’il existe W € H
tel que la condition Y(z,y, W) soit vérifice. Comme H est un espace borélien standard,
pour montrer que A7 est analytique, il suffit de montrer que

A7 ={(z,y, W) € (B¥)? x H; Y(z,y, W)}

est borélien. Or A} s’écrit comme 'intersection selon g € w* de la réunion selon k € w* des
intersections selon (n,p) € w? des ensembles

Appi U ﬂ [Bm,n,p,q,k U Cm,n,q] N n U ﬂ [Dm,m’,n,p,q,k U Em,m',p,j]
mew JEW* QEPf(w) m,m!€w\Q

ou ’on a posé :

Anpge = {2, W) € (B x M5 llyn — pll > £}
Brnpak =1 (9, W) € (B x H; m ¢ Waper}
Crna = { (@3, W) € (B x H; |om — ol < §}
Dok = (@5, W) € (B x Hs m ¢ Wapgr ou m' ¢ Woper}
Bt =@y, W) € (B)? x M ; ||z - wmn + llgm — wpll < 1}
Comme tous ces ensembles sont boréliens, A’ est borélien et A7 est analytique. O

Grace & ces préliminaires, ’analyticité des relations non linéaires entre espaces de Ba-
nach séparables se démontre aisément.

Théoréme 16 :
Les relations binaires ~p,, ~y, ~r, =1, et =y sont analytiques.

DEMONSTRATION — D’aprés le lemme 12, I'ensemble {(X,Y) € S? ; X =1 Y} est
la projection sur les deux premiéres coordonnées de I’ensemble

{(X,Y,z,y); zC X Cz[0], y CY Cy[0], L(z,y), I'(y,z)}

D’apres le lemme 15, cet ensemble est analytique. Par conséquent, la relation —+p est
analytique. La démonstration est totalement similaire pour les autres relations. O
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5.3 Analyticité vraie

L’objet de ce paragraphe est de démontrer que les relations binaires ~, et —»7, sont non
boréliennes. Pour ce faire, il suffit de trouver une classe non borélienne de ~, et —,, c’est-
a-dire un espace de Banach X, tel que {X € §; X ~p X} et {X € §; X —1 X} sont
non boréliens. Pour trouver un tel espace X,, on utilise une construction due & Bossard.
On lira [9] ou [10] pour plus de détails.

Théoréme 17 (Pelczynski) :
Il existe un espace universel U muni d’une base de Schauder u = (u;)icw
telle que, pour toute suite basique z dans un espace de Banach X, il existe
une sous-suite u, de u équivalente a z et telle que la projection naturelle sur
M{uga(i) ; 1 € w} est bornée. De plus, U est, a isomorphisme prés, le seul es-
pace de Banach séparable contenant une copie complémentée de chaque espace
de Banach séparable a base.

Cet espace a été construit par A. Pelczynski [51] (voir également la démonstration de
G. Schechtman [58], le théoréme 2.d.10 de [46] et I’appendice 1 de [9]). A partir de Us,
B. Bossard a introduit les espaces Us(T) pour T' € T dont il a démontré qu’ils étaient ré-
flexifs siT' € W F et isomorphes a Us sinon. La définition et le théoréme suivants regroupent
ces résultats.

Définition :

— Notons ¢oo(w<*) I'ensemble des fonctions de w<* dans R dont le support est fini.

— Pour s € w<¥, soit x; la fonction caractéristique du singleton {s}, c’est-a-dire x4(t) =
1sit = set xs(t) = 0sit# s. L'espace coo(w<¥) est 'enveloppe vectorielle algébrique
de {xs; s € w¥}.

~ Un intervalle de w<“ est une partie finie ou infinie {s1,s9,...} ol s;41 € sZ?L pour
chaque i. Un choiz admissible d’intervalles de w<“ est un ensemble fini J d’intervalles
de w<¥ tel que toute branche infinie de w<¥ rencontre au plus un de ces intervalles.
Notons J I’ensemble des choix admissibles d’intervalles de w<.

— On munit ¢ye(w<*) de la norme suivante :

1/2

> yls)uy

sel

lyll] = sup
Jeg 2

IeJ

2
U
ou l’espace U et la suite u sont ceux du théoréme précédent. Le complété de coo(w<¥)

pour cette norme est noté Us.
— Si T € T est un arbre, Uy(T') désigne le sous-espace vect{xs ; s € T} de Us.

Théoréme 18 (Bossard) :
Soit T' un arbre.
— Si T est bien fondé, alors Us(T) est réflexif.

— Si T est mal fondé, alors Ua(T) est isomorphe a Us.
T = S

Par ailleurs, 'application © : { T o Uy(T) est borélienne.

On en déduit directement le résultat sur les homéomorphismes et quotients lipschitziens.
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Théoréme 19 :
Les relations binaires ~j, et —»1, sont analytiques vraies.

DEMONSTRATION — Il reste seulement & montrer qu’elles sont non boréliennes. Rai-
sonnons par l’absurde en supposant que ~j, [resp. —>1| est borélienne. Alors, ’ensemble
{Xe€8; X ~p Us} [resp. {X € §; X =1, Uz} est borélien. Par conséquent, il en est de
méme de {T' € T ; Ua(T) ~r Uz} [resp. de {T' € T ; Ua(T) —+1 Us}| puisque © est une
application borélienne. Or, si T' € T est mal fondé, alors Uy (T') et Us sont isomorphes donc
Lipschitz-homéomorphes [resp. Ua(T") —>1, Uz]. Si T est bien fondé, alors U (T') est réflexif.
En particulier, Uy(T)* est séparable. D’apres le théoréme 3.18 de [6] (voir le théoréme 23),
il s’ensuit que tout espace Lipschitz-homéomorphe & Us(T') [resp. tout quotient lipschitzien
de Us(T)| a un dual séparable. Or, Uy étant universel, Uj n’est pas séparable donc Uy n’est
pas Lipschitz-homéomorphe & Uz(T) [resp. n’est pas un quotient lipschitzien de Usa(T)].
Par conséquent, il vient :

{T c T; @(T) ~T, UQ} = {T € T; UQ(T) 7, UQ} = WF.
Comme W F est non borélien, on obtient une contradiction. O

Complétons cette partie par une remarque sur la complexité combinatoire de la rela-
tion d’homéomorphisme lipschitzien. La notion de complexité combinatoire d’une relation
d’équivalence repose sur une relation d’ordre tenant compte de la structure borélienne (voir
p. 15 de [29]).

Définition :
— Soit R et R’ deux relations d’équivalence sur des espaces boréliens standards B et
B'. On dit que R se réduit boréliennement a R’ et on note R <g R’ lorsqu’il existe
une application f : B — B’ borélienne telle que

Vr,y€ B, zRy <= f(z)R f(y).

11 s’agit d’une relation d’ordre sur les relations d’équivalence qui permet de discerner
laquelle est la plus complexe combinatoirement. En effet, dire par exemple qu’une
relation R se réduit boréliennement & 'égalité sur w veut simplement dire que le
calcul borélien d’un entier code intégralement la relation d’équivalence. Elle est donc
trés simple combinatoirement.

— Un peu plus complexe est la relation E, définie sur 2“ par :

Vs, t€2¥, sE,t < dn€w, Vm=n, Sy, = tm.-
— La relation F; est définie sur (2¥)“ par :
Va,p € (2), aFBE1f <= In€w, Ym = n, oy = Bm.

— Soit G un groupe polonais et B un espace borélien-standard. On dit que G agit
boréliennement sur B lorsqu’il existe une action

_{GxB — B
L (g:0) — g-b

telle que I'application « soit borélienne. La relation induite par ’action de G sur B
est la relation suivante :

:cEgy <~ dgelG, y=g-=z.
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Lorsqu’il existe un groupe polonais G et un espace borélien standard B tels que
la relation R se réduise boréliennement a Eg , on dit que R est réductible & une
action de groupe. La réductibilité & une action de groupe est un critére de simplicité
combinatoire de la relation. En effet, si R se réduit boréliennement & R’ et que R’
est réductible a une action de groupe, alors il en est de méme de R.
— Notons (¢;)icw la base canonique de ’espace de Tsirelson T et (t})ic., sa base duale.
Pour A C w, on écrit X4 = vect {t;; i € A} et Y4 = vect {t} ; i € A}.
La relation E7, bien que borélienne, est de complexité combinatoire assez élevée. En
effet, le théoréme 4.2 de [39] de Kechris et Louveau montre que E; n’est pas réductible a
une action de groupe.

Théoréme 20 (Rosendal) :
Il existe une application borélienne f de (2¥)“ dans P(w) telle que les assertions
suivantes soient équivalentes pour tous «, 3 € (2¥)% :

L Yy(@) = Yi(p):
2. Les suites basiques (t)ic (o) €t (¢} )icf(g) sont équivalentes.
3. « E1 ﬂ

Ce théoréme, di a C. Rosendal [55] montre en particulier que E; se réduit borélienne-
ment & la relation d’isomorphisme entre espaces de Banach séparables.

Théoréme 21 (Lindenstrauss et Preiss) :
Soit A une partie de w. Si'Y est un espace de Banach Lipschitz-homéomorphe
a X4, alors Y est isomorphe a X 4.

Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 4.4 et du corollaire 3.12 de
[45] dus & J. Lindenstrauss et D. Preiss.

Puisque la base canonique de ’espace de Tsirelson est inconditionnelle, X7 et Y4 sont
isomorphes. Comme T est réflexif, il en est de méme de ses sous-espaces donc X4 est
isomorphe a Xp si et seulement si Y4 est isomorphe a4 Yg. On en déduit le résultat suivant :

Proposition 22 :
I existe une application borélienne f : (2¥)¥ — P(w) telle que, quels que soient
a et B dans (2“)%, les espaces X(,) et X ) sont Lipschitz-homéomorphes si
et seulement si o Ey .

Cette proposition montre que FE; se réduit boréliennement & ~p. En particulier, la
relation ~p est non réductible & une action de groupes, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun
groupe polonais agissant boréliennement sur la grasmannienne de E en envoyant chaque
sous-espace sur ’ensemble des espaces qui lui sont Lipschitz-homéomorphes.
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Chapitre 6

Conservation des indices par les
relations non linéaires

6.1 Indices de dérivation

6.1.1 Définition des indices

Soit X un espace de Banach et C une partie de X. On se donne un nombre € > 0 et
une collection 7 d’ouverts de X. Le e-dériwé de C relatif a T est la partie

D..(C) = {w €C;zeAec] = [diam(ANC) > g]}.
L’opérateur D, , peut étre itéré transfiniment en posant, pour tout ordinal « :

D.(C)=C, D (C)=D.. (D2,(C))

et, si a est un ordinal limite, D¢, (C) = ﬂ DE’T(C).
B<a

Lorsqu'il existe des ordinaux a tels que D¢, (C) = &, on notera I ,(C) le plus petit
d’entre eux. Dans le cas contraire, on écrira I, ;(C') = oo (c’est une convention, le symbole
oo étant simplement supposé supérieur a tous les ordinaux). Cet ordinal est appelé indice
de C relatif & 7 et & . La borne supérieure des I, ;(C) lorsque € > 0 varie est notée I(C)
et appelée indice de C relatif & 7.

Les dérivations usuelles et les indices correspondants sont tous construits selon ce mo-
déle.

Indice de dentabilité
Il est obtenu selon la construction précédente en choisissant C = Bx et 7 égal a
la collection des demi-espaces affines ouverts de X, c’est-a-dire des ensembles de la
forme
{re X ; (z%,z) <m}

ou r* € X* et m € R. Les dérivés de la boule, nommés « dérivés édentés » sont notés
(BX)ga) et les indices 6(X;¢) et 6(X).

Indice de dentabilité préfaible
Il est calculé dans ’espace dual X* en choisissant C' = Bx~ et 7 égal a la collection
des demi-espaces affines préfaiblement ouverts de X*, c’est-a-dire des ensembles de

la forme
{z* € X*; (z%,z) <m}
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ouz € X et m € R Les dérivés de la boule duale, appelés « dérivés édentés pré-
faibles » sont notés (Bx-)¢ et les indices §*(X;¢) et 0*(X).

Indice de Szlenk
Il est calculé dans I’espace dual en choisissant C = Bx~ et 7 = * (rappelons que * est

la collection des ouverts préfaibles de X*). Les ensembles (B X*)La] ainsi obtenus sont
les « dérivés de Szlenk ». Les indices correspondants sont notés Sz (X;¢) et Sz (X).

6.1.2 Propriétés quantifiées par les indices

La Propriété d’Asplund :
L’indice de Szlenk et I'indice de dentabilité préfaible permettent de quantifier la
propriété d’Asplund dont on rappelle ci-dessous des formes équivalentes dans le cas
séparable.

Définition : Un espace d’Asplund est un espace de Banach dont tous les sous-
espaces séparables ont un dual séparable.

Soit X un espace de Banach séparable. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. X est un espace d’Asplund.
2. X* est séparable.

3. Etant donnés un ouvert convexe non vide 2 de X et une fonction convexe u

définie sur €2, u est différentiable au sens de Fréchet sur une partie résiduelle de
Q.

4. Etant donnés un ouvert non vide Q2 de X et une fonction lipschitzienne u définie
sur 2 et & valeurs réelles, il existe au moins un point en lequel u est différentiable
au sens de Fréchet.

5. Toute norme équivalente sur X admet au moins un point de différentiabilité au
sens de Fréchet.

6. Il existe une norme équivalente sur X différentiable au sens de Fréchet en tout
point de Sx.

7. L’identité de Bx+ munie de la topologie préfaible dans B x+ munie de la topologie
normique est de premiére classe de Baire.

8. Sz (X) < wi.
9. 5*(X) < wi.

L’assertion 2 est une reformulation évidente de la définition. L’assertion 3, souvent
utilisée comme définition, lui est équivalente sans ’hypothése que X est séparable
(de méme que 4). Pour sa démonstration, on se reportera au paragraphe 1.5 de [16].
L’assertion 4 constitue un théoréme trés profond de D. Preiss. La démonstration
originale [52] a été simplifiée [44] mais reste ardue. Les propositions 5 et 6 montrent
que la propriété d’Asplund est une propriété de lissité. Elles sont démontrées dans
les paragraphes 1.5 et I1.3 de [16]. Enfin, I’équivalence des trois derniéres assertions
avec la définition est prouvée dans [9].

Il est & noter que ’hypothése de séparabilité de l'espace est trés importante. Si on
abandonne cette hypothése, la situation devient plus complexe et seules demeurent
les implications et équivalences suivantes :
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9 = 8 = 1 <« 6

4 & 5

La propriété de Radon-Nikodym :
L’indice de dentabilité est associé a la propriété de Radon-Nikodym dont on rappelle
la définition.

Définition : On dit que ’espace de Banach X jouit de la propriété de Radon-
Nikodym lorsque, pour tout espace probabilisé (2, M, i) et toute mesure vectorielle
v: M — X, la continuité absolue de v par rapport a yu implique ’existence d’une
densité f : Q — X vérifiant

1. La fonction w + || f(w)]| x est dans Ly (u).
2. Pour tout A € M, on a:

v(4) = /A £ (@) duw).

La propriété de Radon-Nikodym a de nombreuses formulations. Contentons-nous
d’énumérer quelques équivalences qui seront utiles.

Chacune des assertions suivantes est équivalente & la propriété de Radon-Nikodym
de 'espace X. Dans certain cas, I’équivalence annoncée n’est vraie que modulo une
hypothése supplémentaire. Celle-ci est alors précisée entre parenthéses.

1. Toute fonction lipschitzienne de [0, 1] dans X est différentiable en au moins un
point.

2. Toute fonction lipschitzienne d’un ouvert U de R™ dans X est différentiable
presque partout au sens de Lebesgue.

3. Y est un espace d’Asplund . .......... ... (lorsque X =Y™)

4. Pour tout € > 0 et pour toute partie convexe fermée C' de By, il existe un
demi-espace affine ouvert S tel que SNC # & et diam (SNC) < e.

D O(X) Wl et (lorsque X est séparable)

6.2 Controle universel des indices de dérivation

6.2.1 Propriété d’Asplund et indices duaux

L’objet de ce paragraphe est de préciser le résultat suivant de S.M. Bates, W.B. Johnson,
J. Lindenstrauss et D. Preiss (théoréme 3.18 de [6]) :

Théoréme 23 (Bates, Johnson, Lindenstrauss, Preiss et Schechtman) :
Tout quotient lipschitzien d’un espace d’Asplund a la propriété d’Asplund.

Ceci implique bien sir que la propriété d’Asplund est conservée par homéomorphisme
lipschitzien. En revanche, elle n’est pas conservée par homéomorphisme uniforme puisque
b6 ® (D liviym) ,, st uniformément homéomorphe & (B lis1/m) R
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Au regard de ce théoréme et de 1’équivalence entre la propriété d’Asplund et la dénom-
brabilité des indices ¢*(X) et Sz (X), il semble naturel de se demander si ces indices sont
conservés par quotient lipschitzien. Cette question reste ouverte. Seuls des cas particuliers
ont été traités.

— Pour tout espace de Banach X, la condition §*(X) = w équivaut a la super-réflexivité
de X. Par ailleurs, d’aprés les résultats de S. Heinrich et P. Mankiewicz pour les
homéomorphismes lipschitziens [28] généralisés aux quotients lipschitziens dans [6]
par S.M. Bates, W.B. Johnson, J. Lindenstrauss, D. Preiss et G. Schechtman, la
super-réflexivité est conservée par quotient lipschitzien.

— La condition Sz (X) = 1 équivaut & dim X < oo. Elle est donc conservée par quotient
lipschitzien.

— La condition Sz (X) = w admet une caractérisation en termes de renormage unifor-
mément asymptotiquement lisse. Ceci permet de montrer que, si Sz (X) = w et que
X ~1 Y, alors Sz (Y) < w (voir [24]). On reviendra sur ce cas particulier dans la
suite du chapitre.

L’application de la théorie descriptive des ensembles va permettre de donner un controle

universel (mais non explicite) de I'indice Sz (Y") [resp. 6*(Y")] en fonction de Sz (X) [resp.
0*(X)] lorsque Y est un quotient lipschitzien de X.

Théoréme 24 :
11 existe deux fonctions universelles 11 : w1 — w1 et o : w1 — w1 telles que, si
X etY sont des espaces de Banach, que l'indice de Szlenk de X est dénombrable
et que X —»1 Y, alors :

Sz(Y) <¢1(Sz (X)) et (V) < 4h2(07(X)).

DEMONSTRATION — Dans [41] et [42], G. Lancien a montré l’existence d’une fonction
P 1 w; — wy telle que, si Sz (X) < wy, alors §*(X) < ¥(Sz (X)). Il suffit donc de montrer
le résultat pour l'indice de Szlenk.

Lemme 25 :
11 existe une fonction universelle croissante 11 : w1 — w1 telle que, si X est un

espace de Banach & dual séparable et que Y est un quotient lipschitzien de X,
alors Sz (Y') < ¢¥1(Sz (X)).

DEMONSTRATION DU LEMME 25 — Puisque l'indice de Szlenk est un invariant iso-
morphique, on peut raisonner avec des sous-espaces d’un espace universel E. Dans [10],
B. Bossard prouve que ’ensemble A des sous-espaces de E dont le dual est séparable est une
partie coanalytique de la grassmannienne S de E et que I'indice de Szlenk est un I}-rang
pour A. Si £ < w; est un ordinal, on note A¢ 'ensemble des sous-espaces de E dont I'indice
de Szlenk est inférieur ou égal & . On désigne ensuite par P ’ensemble des sous-espaces
de E qui sont quotient lipschitzien d’un élément de A¢. D’aprés le théoréme 23, ’ensemble
Py est inclus dans A. Par ailleurs, comme Sz est un [}-rang pour A, I'ensemble Ag est
borélien. D’aprés le théoréme 16, I'ensemble {(X,Y) € 8% ; X € A¢et X —»p Y} est
analytique. Il en est de méme de sa projection sur la deuxiéme coordonnée, c’est-a-dire de
P, C A. Utilisant & nouveau que Sz est un [I}-rang pour A, on en déduit qu’il existe un
ordinal minimal ¢ < w; tel que P C S¢. Ceci permet de définir 4 (£) = ¢. La fonction %
ainsi définie est clairement croissante. Ceci conclut la preuve du lemme 25. O
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Soit X et Y deux espaces de Banach tels que Sz (X) < wy. Soit f un quotient lipschitzien
de X sur Y. D’aprés la proposition 4.12 de [42], lorsque la borne supérieure des indices de
Szlenk des sous-espaces séparables de Y est dénombrable, celle-ci est égale & Sz (Y). Soit
Y, un sous-espace séparable arbitraire de Y. D’aprés le corollaire 3.17 de [6], il existe des
sous-espaces séparables X1 C X et Y, C Y; CY tels que f induise un quotient lipschitzien
de X7 sur Y7. On peut alors appliquer le lemme 25 :

5z (Y,) < 82(Y1) < 1(S2(X1)) < 9h1(Sz (X))

La borne supérieure des indices Sz (Y,) est donc dénombrable et on obtient par conséquent :

$4(Y) < ¢1(S2 (X)). :

En particularisant le théoréme 24 aux homéomorphismes lipschitziens, on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 26 :
11 existe des fonctions universelles 13 : w1 — wy et P4 : w1 — wy telles que, si
X et Y sont deux espaces de Banach Lipschitz-homéomorphes et que l'indice
de Szlenk de X est dénombrable, alors

Sz(Y) < 43(52(X)) et §°(Y) < ha(07(X)).

Le contre-exemple d’I. Aharoni et J. Lindenstrauss (voir page 33) fournit deux es-
paces de Banach d’indices de Szlenk dénombrables, Lipschitz-homéomorphes mais non
isomorphes. Par conséquent, le corollaire 26 s’applique & des situations intrinséquement
non linéaires.

6.2.2 Propriété de Radon-Nikodym et indice de dentabilité

La démonstration du paragraphe précédent peut se décomposer comme suit :
1. La relation —», est analytique.
2. La propriété d’Asplund est stable par —+r,.
3. Pour les espaces de Banach séparables, la propriété d’Asplund coincide avec la dé-
nombrabilité de 'indice de Szlenk.
4. L’indice de Szlenk est séparablement déterminé.
5. L’ensemble des espaces d’Asplund séparables est un coanalytique dont lindice de
Szlenk est un ITj-rang.
Ces différentes conditions permettent d’assurer un contrdle universel de l'indice de
Szlenk des quotients lipschitziens d’un espace ayant un indice de Szlenk dénombrable.
De méme, en considérant la relation ~p, la propriété de Radon-Nikodym et I'indice de
dentabilité, les conditions 1 & 3 sont vérifiées (voir [28] pour la condition 2).
Par ailleurs, 'indice de dentabilité est séparablement déterminé. En effet, on a le résultat
classique suivant :

Fait 27 :
Soit X un espace de Banach et C une partie convexe fermée de X . Fixons e > (.

~ Siz e Y, alors il existe une suite z d’éléments de C\bx(z,e/2) telle que
x soit limite de combinaisons convexes des termes de .
— Si z est dans ’enveloppe convexe fermée des termes d’une suite x d’éléments

de C\bx(z,¢), alors x € ch,

La proposition suivante en découle par une récurrence transfinie directe.
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Proposition 28 :

Soit X un espace de Banach et a < wy. Si © € (Bx)ga), alors il existe un

(@)
€/2"

En particulier, si sup {5(Y) ;Y C X est séparab]e} < w1, alors

sous-espace séparable Y C X tel que = € (By)
§(X) =sup {6(Y); Y C X est séparable}.

La condition 4 est donc satisfaite par I'indice de dentabilité. De plus, il est démontré
dans [10] que I’ensemble des espaces séparables jouissant de la propriété de Radon-Nikodym
et un coanalytique. Hélas, on ne sait pas si l'indice de dentabilité en est un IIi-rang.
Toutefois, les propriétés des ITi-rangs rappelées a la proposition 11 (et qui sont les seules
dont on ait besoin) sont vérifiées par § (voir le théoréme 4.16 de [10]). Par conséquent, le
raisonnement du paragraphe précédent donne :

Théoréme 29 :
11 existe une fonction universelle 15 : w1 — wy telle que, si X et Y sont des
espaces de Banach d’indices de dentabilité dénombrables et que Y est Lipschitz-
homéomorphe a X, alors :

§(Y) < p5(6(X)).

6.3 Controéle géométrique des indices de dérivation

L’objet de cette section est de démontrer que les indices Sz et * sont semi-continus
inférieurement pour la distance de Kadets. Le théoréme suivant précise cette affirmation.

Théoréme 30 :

Soit § > 0 et € > 4n deux nombres. Si X et Y sont deux espaces de Banach
séparables vérifiant di (X,Y) < n, alors

Sz (Y;§—277) >S5z (X;e) et & (X;%—Zn) > 0" (X;e).

En particulier, si X et (Xp), ., sont des espaces de Banach séparables tels que
drg(Xp,X) — 0, alors

lim Sz(X,)>Sz(X) et lim 6" (X,) > 0*(X).

L’application du théoréme 10 donne immédiatement :

Corollaire 31 :
Soit X un K,-espace séparable et (X, )nen une suite d’espaces de Banach ten-

dant vers X pour la distance de Gromov-Hausdorff (c’est en particulier le cas
si dp(Xp, X), dy(Xy,X) ou dr(X,,X) tend vers 1). On a alors :

lim Sz(X,)>Sz(X) et lim 6" (X,) > 0*(X).



6.3. CONTROLE GEOMETRIQUE 61

Pour démontrer ce théoréme, une caractérisation en termes d’arbres des indices de
Szlenk et de dentabilité préfaible est nécessaire.
On définit par induction transfinie la famille (7} )q<y, d’arbres sur w en posant :

o
To={@} et Top1={2}U|Jn T

n=0

Pour chaque ordinal limite «, on choisit une suite strictement croissante (£%)ne., d’ordinaux
qui converge vers a. On achéve la définition de la famille (7)., en posant alors

o0
T, ={o}u | n T

n=0

A isomorphisme d’arbres prés, la définition de la famille (T, )a<w, reste inchangée si on
choisit d’autres suites (£%)nen- Tous les arbres T, sont bien fondés et ht(T,) = a. Pour
tout s € Ty, on note hqo(s) la hauteur de l'arbre {t € w<*; s7t € T, }.

Ces arbres permettent d’introduire de nouveaux indices, semblables & Sz et §* mais
mieux adaptés au propos de ce paragraphe.

Définition : Soit X un espace de Banach et € > 0 un nombre.
— On note S(X;e¢) le plus petit ordinal « tel qu’il n’existe pas de famille (z%)ser, dans
By~ vérifiant :

1) VseT., z*estpréfaiblement adhérent a {z}; t € sT}.
o s t
(2), VseT,, Vtest, |z;j—ai||>e

— On note D(X;¢€) le plus petit ordinal « tel qu’il n’existe pas de famille (z%)ser, dans
Bx~ vérifiant :

[L] Si ha(s) est un ordinal limite, alors pour tout t € s™, z} = z*.
[S] Si hqa(s) est un ordinal successeur, alors :

S1)  z* est préfaiblement adhérent & conv {z} ; t € sT}.
s t
(S2), Vvtest, |zi-—zil|>e.

La proposition suivante est due & G. Lancien. Elle reformule les lemmes 2.7 & 2.10 de
[41] & l’aide des indices S et D.

Proposition 32 (Lancien) :
Soit X un espace de Banach séparable et € > 0. Les indices Sz, S, 6* et D sont
liés par les inégalités :
€

S(X;e) < 82(X;e) < 5(X; 5) et D(X;e) < 6*(X;e) < D(X; g) :

Dans les lemmes 2.7 et 2.8 de [41], la condition (1) est remplacée par la condition a
priori plus forte :
(1) VseT., =i, — .

Cependant, puisque ’espace X est séparable, la topologie préfaible sur Bx» est métrisable
et il est possible d’extraire des sous-suites. Ainsi, une récurrence transfinie sur a prouve que
si la condition (1) est vérifiée, alors il existe un sous-arbre S, de T, isomorphe & celui-ci et
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tel que la famille (z%)4cs, vérifie la condition (1'). On se contentera donc ici de la condition
(1), mieux adaptée au cadre de cette étude.

Le lemme suivant étudie la possibilité, lorsque E est un espace de Banach et X C E,

de relever un arbre dans X™* en un arbre de méme nature dans E*.

Lemme 33 :

Soit E un espace de Banach séparable et X un sous-espace de E. Soit € > 0 et
« < wy un ordinal.

1. On suppose qu'’il existe dans Bx~ une famille (z3) cy vérifiant (1) et
(2).. I existe alors dans Bg« une famille (e3) ., prolongeant (z3) . et
satisfaisant les conditions (1) et (2)..

2. On suppose qu'il existe dans Bx~ une famille (z}),cr,, vérifiant [L], (S1)

et (S2),. Il existe alors dans B~ une famille (€;) .7, prolongeant (z7),.r.
et satisfaisant les conditions L], (S1) et (S2)..

DEMONSTRATION DU LEMME 33 — On montre les deux assertions par une récurrence

transfinie sur «. L’initialisation est la méme dans les deux cas et n’est qu'une simple
reformulation du théoréme d’Hahn-Banach.

1. La démonstration est la méme que « soit un ordinal limite ou un successeur. Pour

unifier les notations, on pose ¢ = 8 si @« = 8 + 1. Pour chaque n € w, comme
&2 < a, 'hypothése de récurrence assure qu’il existe une famille (e’s‘,n) 5E€Tga dans
B~ prolongeant (z7,~)ser,, et vérifiant (1) et (2).. Comme X est séparable, il
existe une suite extraite (w,’;n)n ¢, convergeant préfaiblement vers z 3. Par compacité
et métrisabilité de Bg+, on peut, quitte & extraire & nouveau une sous-suite, supposer

que (e*g k ) est préfaiblement convergente. On pose alors :
M new

PR T a * %
€y = nli)rgo €% ki et Vn€w, Vs €&y, ep~5 =€y

Il est alors clair que e}y € B~ prolonge x}. De plus, les conditions (1) et (2) sont
trivialement vérifiées.

. La construction est évidente si « est un ordinal limite. On suppose donc que @ = f+1

est un ordinal successeur. D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe pour chaque
n € w une famille (€} ,)se, dans Bp prolongeant (z~)ser, et vérifiant [L], (S1)
et (52).. Comme X est séparable, il existe pour chaque n des poids positifs ou nuls

AL, ..., /\Z(n) tels que :

q(n) q(n)
Z Ay =1 et nli)ng: Z Ap Ty = Tgy.
p=1 p=1

Comme F est séparable, on peut supposer, quitte & extraire & nouveau une sous-suite,
que la limite suivante existe :

q(n)
% n _*
S 2% <o
p=1

On note alors e}, cette limite et

a * _ %
Vn€w, Vs €&y, ep~g =€y



6.4. MODULES ASYMPTOTIQUES 63

Il est alors clair que e} € Bg+ prolonge zj;. De plus, les conditions [L], (S1) et (S2).
sont trivialement vérifiées. O

Grace au lemme 33, on va montrer que les indices S et D sont semi-continus inférieu-
rement pour la distance de Kadets en « passant de X 4 Y » par un jeu de relévement et
de restriction des arbres.

Lemme 34 :
Soit 7 > 0 et € > 2n deux nombres. Si X et Y sont deux espaces de Banach
séparables vérifiant dx(X,Y) < 7, alors

S(X;e—2n) > S(X;e) et D(X;e—2n) > D(X;e).

DEMONSTRATION — La démonstration est la méme pour les indices S et D. On se
contente donc de la rédiger pour S. Soit E un espace de Banach contenant des copies
isométriques de X et Y (qu’on notera encore X et Y) telles que Ag(X,Y) < 7. Soit
a < S(X;e). Il existe une famille (z%)ser;, dans By~ vérifiant (1) et (2).. La famille
(e})ser, étant donnée par le lemme 33, pour tout s € T,, on note y; la restriction de e
a4 Y. L’application de restriction & un sous-espace étant préfaiblement continue, la famille
(y¥)ser, vérifie toujours la propriété (1). Soit s € T}, et t € sT. On introduit z € Sx tel
que (zj — z¥,z) > e. Comme Ag(X,Y) < 7, il existe y € Sy tel que ||z — y||z < 7. Alors :

vy —vsll 2 (Wi — s, ) = (af —z5,2) — (ef —e5, 7 —y) >e— 2.
Par conséquent, la famille (y})ser, vérifie (2).—2, ce qui prouve que S(Y;e—2n) > a. Voila
qui achéve la preuve du lemme. O

Le théoréme 30 est une conséquence directe de la proposition 32 et du lemme 34.

Ajoutons deux remarques & ce paragraphe :

1. Cette technique ne permet pas de savoir si l'indice de dentabilité § est semi-continu
inférieurement pour la distance de Kadets (sauf évidemment dans le cas réflexif) par
manque de compacité faible.

2. Il existe une autre « caractérisation » des dérivés édentés préfaibles de Bx+ lorsque
X est séparable :

— S’ existe une suite (z})ne, dans (B X*)[a], restant & une distance supérieure ou
égale a ¢ de z* telle que, pour tout z € X, lim(z},z) > (z*,z), alors z* €
(BX* )La—l—l] )

— Réciproquement, si z* € (B X*)LO‘H], alors il existe une suite (27 )new dans (Bx-)!,
restant & une distance supérieure ou égale a € de z* telle que, pour tout z € X,
lim (z}, ) > (z*, z).

Toutefois, cela n’est pas adapté & la démonstration du lemme de relévement 33 car

la propriété précédente ne passe pas aux suites extraites.

6.4 Controle des modules asymptotiques

On cherche dorénavant & préciser ce qui se passe dans le cas oul les indices sont finis.
Les conditions 6(X) = w et 6*(X) = w sont équivalentes & la super-reflexivité de X. Les
travaux de H. Knaust, E. Odell et T. Schlumprecht [40] ont permis de caractériser les
espaces ayant des indices de Szlenk finis.
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Définition : Soit X un espace de Banach.
1. On dit que la norme ||-|| a la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme lorsqu’il
existe une fonction ¢ : [0, co[— [0, 00| continue, strictement croissante et valant 0 en
0 telle que, si () )new est une suite de Bx» convergeant préfaiblement vers z*, alors :
lim ||z* — zi|| < (1 —|z¥]).
T [la” — 3] < p(1—[la])
2. Lorsque la norme posséde la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme et qu’il est
possible de choisir ¢ linéaire, alors on dit que ||-|| posséde la propriété de Lipschitz-
Kadec-Klee préfaible.

3. Lorsque ||-|| posséde la propriété de Lipschitz-Kadec-Klee préfaible avec ¢ = Id, on
dit que la norme posséde la propriété de Kadec-Klee préfaible métrique.

Ces affirmations sont des propriétés de la norme |[|-|| qui sont lues sur sa norme duale,
encore notée ||-||. Le théoréme suivant caractérise ces propriétés :

Théoréme 35 (Godefroy, Kalton et Lancien) :
Soit X un espace de Banach.

1. On a Sz (X) < w si et seulement s’il existe une norme équivalente sur X
possédant la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme.

2. L’espace X admet une norme ayant la propriété de Lipschitz-Kadec-Klee
préfaible si et seulement si X est isomorphe & un sous-espace de c,.

3. On désigne par G(c,) la classe des sous-espaces de c¢,. Avec ces notations,
la norme de 'espace X a la propriété de Kadec-Klee préfaible métrique si
et seulement si dpy(X,G(co)) = 1.

I’équivalence 1 est due a H. Knaust, E. Odell et T. Schlumprecht. Elle est prouvée
dans [40]. Une autre méthode développée par G. Godefroy, N.J. Kalton et G. Lancien
dans [24] fournit une version quantitativement optimale. Les assertions 2 et 3 sont dues a
G. Godefroy, N.J. Kalton et G. Lancien. Elles constituent le théoréme 2.4 de [23].

La propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme peut se reformuler directement dans X
a I'aide du comportement asymptotique de la norme. Pour cela, on introduit les modules
de Milman :

Définition : Soit X un espace de Banach et 7 > 0.
— Pour z € Sx et Y C X, on note :

t d(r;z,Y) = inf ||z + 7y| — 1.
yeSy

@

p(r;z,Y) = sup ||z + Tyl — 1
yESy

— Pour z € Sx, on note :

p(T;x) = inf o(r;z,Y et o(r;x) = sup o(r;z,Y).
(3) dim(X/Y)<00( ) (i) dim(X/Y)<oo( )

— Enfin, on note :

p(T) = sup p(7; ) et 0(r) = inf &(7;x).
TESx T€Sx
Si plusieurs espaces sont en jeu, on peut écrire py(7) et dx (7). Par ailleurs, ces
modules étant des invariants isométriques, il est pratique d’écrire px (7, ||-||) lorsqu’on
renorme l’espace.
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Il s’agit, avec d’autres notations, des modules introduits pas V.D. Milman dans [49].
Selon sa terminologie, on a aussi :

Définition :

— Une norme ||-|| est dite asymptotiquement uniformément lisse lorsque
tim 27 _ .
70 T

— Une norme ||-|| est dite asymptotiquement uniformément convexe lorsque

Vr >0, 6&(r)>0.

Les notations retenues ici sont celles de 'article [31] ou sont démontrés les résultats de
base sur ces indices. On définit un dernier indice dont I’introduction répond & des nécessités
techniques :

Définition : Soit X un espace de Banach et z € Sx. On note :
n(r;z) =sup Lm ||z + 24 — 1
n—oQ

ou la borne supérieure est prise sur I’ensemble des suites (zp)ne, convergeant faiblement
vers 0 et telles que, pour tout n € w, ||z,|| < 7. On pose également

n(7r) = sup n(7;z).
TESx

La proposition suivante, essentiellement connue, fait le lien entre les propriétés de
Kadec-Klee préfaible uniforme et la lissité uniforme asymptotique.

Proposition 36 :

Soit X un espace de Banach séparable. Les deux assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. La norme ||-|| posséde la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme.

2. La norme ||-|| est asymptotiquement uniformément lisse.

Commencons par quelques remarques préliminaires.

— Tout d’abord, si X est séparable et posséde une norme ayant la propriété de Kadec-
Klee préfaible uniforme, alors les topologies normiques et préfaibles coincident sur
Sx=, ce qui entraine que X* est séparable.

— Le lemme suivant montre la place jouée par l'indice n(7;z) dans la démonstration.

Lemme 37 :

Soit X un espace de Banach a dual séparable. Pour tout x € Sx et 7 > 0, on
a légalité n(r;z) = p(t; x).
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DEMONSTRATION DU LEMME 37 —
— Montrons que n(7;z) < p(7;%).
Soit (zp)new convergeant faiblement vers 0 telle que, pour tout n € w, ||z, < 7.
Fixons ¢ > 0 et Y C X de codimension finie. La suite (d(zy,Y))necw tend vers 0
donc, pour n assez grand, il existe y, € Y tel que ||z, — yn|| < €. Alors |ly,|| < 7+¢
et
[n + 2l =1 < |2+ ynll =1+ llon —ynll <P(7 +&52,Y) + €

Comme Y est quelconque, on a :
|20 + ]| =1 < B(T + &52) + ¢

Lorsque ¢ tend vers 0, on obtient le résultat.
~ Montrons que n(t;z) = p(7; ).
Soit (ac;‘) jew une suite dense dans X*. Pour tout n € w, on pose

n
Y, = ﬂ ker :1:;‘
Jj=0

On fixe ¢ > 0. Soit z,, € Y}, tel que
[znll <7 et [z + @] - 1+e 2 p(r52,Yn) 2 p(7;2).

11 suffit de montrer que (zy)ne, tend faiblement vers 0. Soit z* € X* et a > 0. Soit
j € w tel que ||z — z*|| < /7. Alors [(z*,zn)| < a pour tout n > j, ce qui achéve
la démonstration.

O

Le lemme suivant sera également utile pour prouver la proposition 36.

Lemme 38 :
1. Soit X un espace de Banach et Y C X un sous-espace de codimension
finie. Pour tout ¢, il existe une partie compacte K, telle que tout élément
de Bx puisse s’écrire comme somme d’un élément de (2+ ¢)By et de K.
2. Soit (z})new une suite de X* tendant préfaiblement vers 0 telle que
|lzy|| — 1. Pour tout Y C X de codimension finie, il existe une suite
(Yn)new dans By telle que (z},yn) — /2.

DEMONSTRATION DU LEMME 38 —

1. D’apres le théoreme de Bartle-Graves, la surjection canonique s : Bx — Bxjy
admet un inverse & droite continu S tel que S(BX/Y) C (1 + €)Bx. On pose alors
K. = S(Bx/y)- C’est bien un compact. Pour tout z € Bx, on pose y = z—S(s(z)) et
k = S(s(z)). Il est immeédiat de vérifier que y € Y et |ly|| < ||| +||S(s(z))]| £ 2+e.
Par conséquent, on a bien z =y + k € (2+ ¢)By + K.

2. On fixe € > 0 et on introduit K, tel que ci-dessus. D’aprés le théoréme d’Ascoli,
(2} )new tend uniformément vers 0 sur K. Etant donnée une suite (2, )new dans Bx
telle que (z}, z,) —> [, on écrit z, = (2+¢)y; + ki, avec ki € K, et y5, € By. Alors
(zr,y5) — 1/(2+¢€). Soit donc, pour p € w*, N(p) tel que, pour tout n > N(p), on

ait
l
x . 1/p
<$na n >_ 1
24+ »

On peut bien siir supposer que, pour tout p € w*, N(p+1) > N(p). Dés lors, la suite

définie par y, = y,ll/p avec N(p) <n < N(p+ 1) convient.

1

X
p
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Ceci achéve la preuve du lemme 38 |

Enfin, le lemme suivant permet de se limiter aux formes linéaires atteignant leur norme
pour démontrer que ||-|| a la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme.

Lemme 39 :
Si on suppose que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute forme
linéaire z* € X* atteignant sa norme et pour toute suite (z})ne, de Bx=
convergeant préfaiblement vers x*, on a

lz*| >1 -6 = lim ||z* —z}| e,
n—o0

alors ||-|| vérifie la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme.

DEMONSTRATION DU LEMME 39 — D’aprés le théoréme de Bishop-Phelps, I’ensemble
des formes linéaires atteignant leur norme est dense dans X*. Soit donce > 0et § > 0
donnés par I’hypothése. Soit * € X* de norme strictement supérieure & 1 —3/2 et (2} )new
une suite de Bx- convergeant préfaiblement vers z*. Soit y* € X* une forme linéaire
atteignant sa norme telle que |lz* — y*|| < §/2. Alors z¥ + y* — z* — y* et ||y*|| > 1 — 4.
Par conséquent, on a :

lim [z} +y* — 2" —y*| = Iim [z* —2}] <e
n—00 n—o00

ce qui prouve le lemme. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 36 —
— Supposons que ||-|| posséde la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme. Le dual
X* est alors séparable. D’aprés le lemme 37, il suffit donc de montrer que
lim M = 0.
=0 T
Soit (p)new une suite tendant faiblement vers 0 telle que ||z, || < 7 pour tout entier
n. Soit £ € Sx. On introduit z} € Sx« tel que (z},z+ z,) = ||z + z,|. Quitte
& changer z, en —x, chaque fois que cela augmente la norme, on peut supposer
|z + z,|| > 1. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer z — z* et
|z} — z*|| — I. Comme ||-|| a la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme, on a
I < (1 — ||z*|]). Puisque (z},z) = ||z + z,|| — (z},zn) et que ||z + x| > 1, on
obtient, en passant a la limite : ||z*|| > (z*,z) > 1 — 7. Puisque ¢ est croissante, il
vient [ < ¢(7). On a donc les inégalités asympotiques suivantes, valables lorsque n
tend vers l'infini :

I+ Zall = @ + n) = {55, — 5%, 5+ 5a) + (", 5+ 50)
= (zp, — ", 25) + (2%, 7) + 0(1)
<lt+14001) <1+ 70(7) +0(1).

Il en résulte lim ||z + z,|| — 1 < 7¢(7). Comme (1) = o(1) au voisinage de 7 = 0,
on en déduit que ||-|| est asymptotiquement uniformément lisse.
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— Supposons maintenant que ||| est asymptotiquement uniformément lisse. Soit € > 0
fixé. On introduit 7 > 0 tel que p(7) < § = 7¢/4. D’aprés le lemme 39, il suffit de
vérifier que la conjonction des conditions suivantes entraine lim ||z* — || < € :

o La suite (2} )nen de Bx+ converge préfaiblement vers z*.

o La forme linéaire z* atteint sa norme.

o |lz*|| >1—4.

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que ||z}, — z*|| — [. Soit z € Sx
tel que (z*,z) = ||z*||. Comme p(7) < e7/4, il existe un sous-espace Z de X de
codimension finie tel que

Vz € Sy, |z+7z <1+ZT.

On pose Y = Z Nkerz*. D’apres le lemme 38, on peut construire une suite (yn)new
dans Sy telle que (z} — z*,y,) — /2. On a alors, d’une part :

€
‘ <$;,$+Tyn) ‘ g ||$+7-yn|| < 1 + ZT’
et, d’autre part, lorsque n tend vers l'infini :

(zr,z+T1yn) = (&%, ) + (z), — z*,z) + (z), — =%, Tyn) + (=", Tyn)

N Tl
= ||=*|| + 0} + o(1).

Par conséquent, il s’ensuit

l l €
-0+ <z’ + = <1+57 dot I<e.
2 2 4
Ceci démontre que ||-|| a la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme et achéve la
démonstration. O

En combinant la proposition 36 et le théoréme 35, on obtient directement le corollaire
suivant :

Corollaire 40 :
Soit X un espace de Banach séparable. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Les indices de Szlenk de X sont finis : Ve >0, Sz(X;e) < 0.

2. 1l existe une norme équivalente sur X asymptotiquement uniformément
lisse.

En particulier, si X est séparable et admet une norme asymptotiquement uniformément
lisse, son dual X* est séparable. La proposition 2.4 de [31] donne un bien meilleur résultat.
On la rappelle ici :

Proposition 41 (Johnson, Lindenstrauss, Preiss et Schechtman) :
Si p(7,||‘|l) < 1 pour une certaine norme sur X et un certain 0 < 7 < 1, alors
X est un espace d’Asplund.

On ne connait pas de caractérisation & l'aide de 1’équivalent faible de I’indice de Sz-
lenk du fait d’admettre une norme asymptotiquement uniformément convexe, la compacité
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faisant une nouvelle fois défaut. La situation n’est pas totalement symétrique de toutes fa-
cons puisque M. Girardi a montré qu’il existe un espace de Banach séparable n’ayant pas la
propriété de Radon-Nikodym mais admettant une norme asymptotiquement uniformément
convexe [21].

G. Godefroy, N.J. Kalton et G. Lancien ont démontré que le fait d’admettre une norme
équivalente ayant la propriété de Kadec-Klee préfaible uniforme est stable par homéomor-
phisme uniforme. La proposition suivante permet de redémontrer une partie de ce fait (&
savoir la stabilité par homéomorphisme lipschitzien). En effet, elle permet de « transpor-
ter » une norme asymptotiquement uniformément lisse par homéomorphisme lipschitzien.

Proposition 42 :
Soit X etY deux espaces de Banach. On suppose qu’il existe une norme ||-|| sur
X qui est asymptotiquement uniformément lisse et que X et Y sont Lipschitz-
homéomorphes. Soit M > dr(X,Y). Il existe une norme équivalente sur Y,
notée |-| telle que :

vrelol, py(g3 ) <2ax(mIH)-

DEMONSTRATION — La preuve utilise la technique de renormage développée dans la
section 5 de [24]. On voit aisément que p(-) est séparablement déterminé, c’est-a-dire que
pourtout 0 <7< 1,0ona:

p(7T) = sup {ﬁZ(T) ; Z sous-espace séparable}.

D’aprés le corollaire 3.17 de [6], étant donnés deux sous-espaces séparables X, C X, Y, CY
et un homéomorphisme lipschitzien f : X — Y, il existe deux sous-espaces séparables
X1 CX,Y1 CY telsque X, C X1, Y, CVY; et f(X1) =Y. Par conséquent, on peut
supposer que X et Y sont séparables dans la démonstration. Comme 'inégalité p(7) < 7 est
toujours vraie et qu’il y a égalité pour tout 0 < 7 < 1 lorsque 'espace n’a pas la propriété
d’Asplund d’apreés la proposition 41, on peut supposer que X* est séparable. Dans ce cas,
le théoreme 23 entraine que Y* aussi est séparable. Posons alors o = 7/(4M). Soit (o)
I'indice 5 correspondant & une nouvelle norme |-| sur Y et p(7) l'indice p correspondant
a la norme ||-|| sur X. D’aprés le lemme 37, il suffit de trouver une norme || telle que
n(o) < 2p(7). Soit f : X — Y un homéomorphisme lipschitzien tel que lip(f) < 1 et
lip(f~!') < M. Pour tout y* € Y*, on pose :

|y*| = sup {|<y*,f($) _f($,)>| T 7é£E, dans X} )

Iz — ']

On vérifie aisément que |-| est une norme équivalente sur Y* et qu’elle est préfaiblement
semi-continue inférieurement. Il en résulte aussitot (voir le fait 5.4 de [16]) que |-| est la
norme duale d’une norme équivalente sur Y, encore notée |-|. Soit maintenant y € Sy tel
que |y| =1 et (yn)new € Y convergeant faiblement vers 0 et vérifiant |y,| < o pour tout
n € w. Il suffit de montrer que

lim |y + yn| — 1< 2p(7). (6.1)
Soit maintenant, pour chaque n € w, une forme linéaire y} € Y™ telle que |y;| = 1 et

(yr,y+yn) = |y+ yn|- Aprés extraction de sous-suites, on peut supposer que la suite
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(Y )new converge préfaiblement vers y* et que [ = lim|y* —y| existe. On a bien sir
ly*| < 1. Fixons € > 0 et introduisons z # z’ dans X tels que

(' f@) = f@) = @ =) ly"[ ||« — '] -

Quitte a effectuer des translations sur f, on peut supposer z' = —z (et donc z # 0) et
f(z") = —f(z). On a alors :

(", f(@)) 2 A=) [y| ll=] - (6.2)

Soit maintenant 8 > p(7) arbitraire. Il existe alors un sous-espace de codimension finie
X, C X tel que :

vzeX, [ldl<rlzl] = [lo+2l < +p)lall]. (6.3)

On fixe b < 7||z||/(2M) arbitraire et d = 7 ||z|| /2. Rappelons le principe de Gorelik, énoncé
sous cette forme dans la proposition 2.7 de [23] :

Lemme 43 (Gorelik) :
Soit f : X — Y une bijection continue d’inverse uniformément continu. Soit
X, un sous-espace de codimension finie de X et b,d > 0 des constantes telles
que d soit strictement supérieure a w(f~',b), oscillation uniforme de f~! en b.
11 existe alors une partie compacte K deY telle que

bBy C K + f (2dBy,) .

Comme f~! est M-lipschitzienne (pour la norme |-|), son oscillation en b est majorée
par Mb donc on a bien w(f~!,b) < d. En appliquant le principe de Gorelik, on voit qu’il
existe K C Y une partie compacte telle que bBy C K + f (2dBx,). En raisonnant comme
dans la preuve du lemme 38, on voit qu’il existe une suite (z,)pew dans X, telle que :

Vnew, |ml<Tlzl et {yn =y, fzn)) — bl (6.4)

On va estimer de deux facons différentes la quantite W,, = (y;, f(z) — f(zn)) lorsque n
tend vers l'infini. Tout d’abord, d’aprés la définition de |-| et (6.3), on a :

Wi < |ypl llz — znll < (14 8) [ (6.5)
Par ailleurs, la décomposition
Wi =y, f(z) = f(zn)) + {yn — ", f(2)) = (Yn — "5 F(2n))
entraine, étant donné que 7 — y*, que f(—xz) = —f(z) et en utilisant (6.4) :
Wi =2(y", f(@)) = (y", f(2n) = f(=2)) + bl + o(1). (6.6)

Comme
(W f(zn) — f(=2)) < |y*|len + 2| < [y (X +B) 2],

la combinaison des relations (6.6) et (6.2) donne

Wi 2 2(1 =) [y*| l=]| — [y (1 + B) [|l=]| + bl + o(1) (6.7)
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Finalement, les deux estimations (6.5) et (6.7) fournissent l'inégalité :
A+8) 2l 2 (1 =B —2¢) |yl ||z + bl
qui, en faisant tendre € vers 0, b vers 7 ||z|| /(2M) et 8 vers p(7) < 1, devient :

1< T ~ T o

Distinguons deux cas.

Tl
P i : 2p —_
remier cas : 2p(7) < M
L’inégalité (6.8) donne alors
1 7l
1<l— ——ro——<1—-0l
vl < 1—p(ryam S °

Ainsi, lorsque n tend vers I'infini, on obtient le développement asymptotique suivant :

1Y + Ynl = (Yn, ¥ + Yn)
= (Yn — YY) +Un — ¥ Un) + (¥, ¥ + yn)
< YTyl + lyn — 7| ynl +o(1)
<l—ol+lo+o(l)=1+0(1).

1l s’ensuit que lim |y + y,| < 1 et I'inégalité (6.1) est trivialement vérifiée.
Tl

aM
D’aprés le méme calcul que ci-dessus, on obtient

Deuxiéme cas : 2p(7) >

lim |y + yn| < o lim |y}, — y*| + |y

ce qui établit I'inégalité (6.1) recherchée et achéve la démonstration. O

On ne sait pas en toute généralité si le module § est stable par homéomorphisme
lipschitzien. Toutefois, on peut noter que cette conservation est triviale lorsque I'un des
espaces posséde la propriété de Radon-Nikodym.

Proposition 44 :
Soit X un espace de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym et admettant
une norme ||| asymptotiquement uniformément convexe. Si Y est un espace
de Banach Lipschitz-homéomorphe 4 X, alors il admet une norme équivalente
|-| telle que, pour tout 0 < 7 <1 :

Sy (o)) = dx (n|I]l)-

DEMONSTRATION — Comme précédemment, on peut supposer que X et Y sont sé-
parables. Soit f : Y — X un homéomorphisme lipschitzien. D’aprés la généralisation en
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dimension infinie du théoréme de Rademacher (voir le théoréme 48 ci-apreés), il existe un
point de différentiabilité au sens de Gateaux de f. La différentielle 7" est un isomorphisme
de Y sur son image Z C X. Pour y € Y, posons |y| = ||T'y||. 11 est clair que

Sy (1, 1) = az(r, 1) = ox (7, [,
ce qui achéve la preuve. O

Au regard des résultats de ce chapitre, il est tentant de formuler une conjecture générale
sous cette forme : « la structure asymptotique d’un espace de Banach est invariante par
homéomorphisme lipschitzien ». Pour autant qu’elle paraisse naturelle, cette conjecture est,
pour l'instant du moins, mal posée puisqu’on ne dispose pas d’une définition générale de
la structure asymptotique d’un espace de Banach.
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Chapitre 7

Quotients de ¢, et homéomorphismes
lipschitziens

7.1 Introduction

Dans [23], G. Godefroy, N.J. Kalton et G. Lancien ont démontré que la classe des
sous-espaces de ¢, est stable par homéomorphisme lipschitzien :

Théoréme 45 (Godefroy, Kalton et Lancien) :

On rappelle que G(c,) désigne la classe des sous-espaces de c,. Soit X un espace
de Banach.

1. Sidr(X,G(co)) < 00, alors dpa(X,G(co)) < 0.

2. Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, si dp(X,G(co)) < 1+ 6, alors
dpm(X,G(co)) < 1+e.

Par ailleurs, W.B. Johnson et M. Zippin ont montré [33] que tout quotient linéaire
de ¢, était isomorphe & un sous-espace de c,. D. Alspach a prouvé [2] ensuite que tout
quotient isométrique de ¢, était quasi-isométriquement un sous-espace de c,. La notation
Q(co) désignant la classe des quotients isométriques de ¢,, on peut énoncer :

Théoréme 46 (Johnson, Alspach et Zippin) :
Si X € Qlcyo), alors dpar(X,G(co)) = 1.

A isomorphisme prés, on peut donc voir Q(c,) comme une partie de G(c,) et il semble
naturel de se demander si, & 'instar de G(c,), la classe Q(z,) est stable par homéomor-
phisme lipschitzien. Dans ce chapitre, un équivalent du théoréme 45 est prouvé sous une
hypothése supplémentaire d’approximation.

7.2 Quotients lipschitziens de dimension finie de c,

Dans [45], des méthodes extrémement fines prouvent que toute application lipschit-
zienne de ¢, dans un espace vérifiant la propriété de Radon-Nikodym est presque partout
(dans un sens précisé dans cet article) différentiable au sens de Fréchet. Tous les résultats
de ce paragraphe sont donc une conséquence de [45]. Il semble toutefois utile d’en donner
une démonstration élémentaire autonome.
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Définition : Soit X et Y deux espaces de Banach. On dit qu’une application f: X —» Y
admet une différentielle de Fréchet approchée d’ordre ¢ > 0 en z € X lorsqu’il existe un
nombre § > 0 et un opérateur T' € L(X,Y’) tels que :

Vh e Bx(0,0),  [[f(z+h) = f(z) =Thlly <ellh]x-

Lemme 47 :
Toute application lipschitzienne de ¢, dans un espace de dimension finie admet
des différentielles de Fréchet approchées d’ordres quelconques.

DEMONSTRATION — Soit E un espace de dimension finie et f : ¢, — E une application
lipschitzienne. Quitte & renormer E, on peut supposer que ||-||; est hilbertienne et que
lip (f) < 1. Soit & > 0 fixé. On choisit @ > 0 tel que 1302 + 12a < 2.

Le résultat suivant constitue une généralisation classique du théoréme de Rademacher
au cas de la dimension infinie (voir la page 155 de [7] et les préliminaires de [28]) :

Théoréme 48 (Aronszajn, Christensen et Mankiewicz) :
Soit X et Y deux espaces de Banach. On suppose que X est séparable et que' Y
posséde la propriété de Radon-Nikodym. Soit f : X — Y une application lip-
schitzienne. L’ensemble D des points ot f est différentiable au sens de Gateaux
a un complémentaire négligeable au sens d’Aronszajn. De plus

lip (f) = sup || f'(=)| -

zeD

En appliquant ce résultat, on trouve un point z, € ¢, ot f est différentiable au sens de
Gateaux et ou la différentielle est de grande norme : ||f'(z)|] > 1 — a. Par des translations
dans ¢, et E, on peut se ramener au cas ou z, = 0 et f(0) = 0. Soit maintenant = € S, a
support fini tel que ||f'(0)(z)||z > 1 — e. On note U ’ensemble des vecteurs de ¢, dont le
support est inclus dans celui de = et V' son supplémentaire canonique. Pour tous u € U et
veV,ona

o+l oo = max ([0l - ] ) (7.1)

Soit P la projection sur U parallélement & V. On pose T' = f'(0) o P. Puisque Sy est
compacte, on voit immédiatement que la restriction f|y de f & U est différentiable au sens
de Fréchet en l'origine et que (f|r) (0) = T|y. Par conséquent, il existe § > 0 tel que

Vu € By(0,26),  |[f(w) = Tully < elullo - (7.2)

Soit y € B, (0,0) quelconque. On pose t = ||y||,, v = Py et v = y — Py. On a alors
t = max(||u|| o, ||v]ls)- En utilisant I'inégalité ||T'(tz)||; > (1 — a)t et (7.2), on trouve

[f(t2)llg =2 (1 =2a)t et |[|f(tz)+ f(—tz)|p < 20t
En utilisant (7.2) puis (7.1), on remarque que :

1f(u+v) = Tu— f(£ta)||p <[[f(u£tz) - T(u+ta)|p+
[T (£tz) — f(£tz)| g + |1 f (v +v) — fluttz)|p
S allu £tz| + altz] + ||v F to|
< (1 + 3a)t.
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On obtient par conséquent la majoration
|f(u+v) —Tu+ f(tz)| 5z < (1 + 5a)t.
Comme ||-|| 5 est hilbertienne, 'identité du parallélogramme donne :
1f (u+ ) = Tu— f(t2)|5 + | f (w +v) = Tu+ f(tz)|3 =
2|1 (utv) = Tullp +2| £ ()| -
Il s’ensuit alors
21 f(u+v) — Tul|% < 2 [(1 +3a)2+ (1+5a)2 —2(1— 2a)2],
ce qui donne l'inégalité attendue
1f () = Tyllp = |If (u+v) = Tullp < (1307 + 120)'/% < e |ly| o

et conclut la preuve du lemme. O

Proposition 49 :
Si E est un espace de dimension finie et que f : ¢, — FE est un quotient
lipschitzien, alors on a :

dpm(E, Q(co)) < T'(f).

On rappelle' que T'(f) est la constante de quotient lipschitzien de f.

DEMONSTRATION — Soit C > I'(f) et 0 < € < 1 arbitraires. On peut supposer que
lip(f) < C et y(f) < 1. D’aprés le lemme 47, f admet une différentielle de Fréchet T
approchée & l'ordre € en un certain point £ € c¢,. Aprés translations, on peut supposer
z =0et f(0) =0. Il existe alors § > 0 tel que

Vh € Be,(0,0),  |If(h) =Thllp <ellhll- (7.3)

Oun fixe y € Bg. D’aprés le caractére colipschitzien de f, il existe h € B, tel que f(h) = y.
On pose alors z, = h. D’aprés (7.3), on a ||y — Tz||p < €. En répétant ce raisonne-
ment inductivement, on contruit une suite (z,)new dans ¢, telle que, pour tout n € w,
ly—T(zo+ -+ 2n)|lg < ™! et ||zn]l, < € Dés lors, le vecteur z = Y z, vérifie
2]l < (1 —€)7! et T2z = y. Ceci prouve que T est surjective et (7)) < (1 —e)7".
L’inégalité ||T'|| < C + € étant évidente, on obtient finalement

dpm(E,co/ker T) < (1}+ ‘.

— &

Comme C > I'(f) et € > 0 sont arbitraires, on trouve dpn(E, Q(co)) < IT'(f). O

Voir page 34
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7.3 Sous-espaces de ¢, et propriétés d’approximation

Sans chercher & étre exhaustif sur les propriétés d’approximation, on se contente ici de
rappeler les résultats qui seront utiles par la suite.

Définition : Soit X un espace de Banach. On note I 'application identité de X dans
lui-méme et R I’ensemble des endomorphismes de X de rang fini.

1. La topologie de la convergence compacte sur L(X) est notée 7.. Elle est engendrée
par les semi-normes ||, ot K est une partie compacte quelconque de X et

VT € L(X), |T|x=sup{||Tz|yx ; z € K}.

2. On dit que X a la propriété d’approximation lorsque I est adhérente a R selon 7.

3. On dit que X a la propriété d’approximation bornée lorsque I est séquentiellement
adhérente & R selon 7.. Si (T}, )new € R tend vers I selon 7., le théoréme de Banach-
Steinhaus implique que A = sup ||T},|| est fini. On dit alors que X vérifie la propriété
d’approximation avec borne A.

4. La propriété d’approximation avec borne 1 est encore appelée propriété d’approxi-
mation métrique.

5. On dit que X vérifie la propriété d’approximation commutative avec borne A lorsqu’il
existe une suite (7}, )pew dans R vérifiant :
(a) T, = I
(b) Vn < m, TmTh =TpTy = Tp.
(€) Vnew, |[Tall <A

On a regroupé dans le théoréme suivant les propositions qui seront utiles :

Théoréme 50 (Grothendieck) :
Soit X et Y deux espaces de Banach.

1. Si X* est séparable et a la propriété d’approximation, alors X et X* ont
la propriété d’approximation métrique.

2. Si X a la propriété d’approximation métrique, alors X a la propriété d’ap-
proximation commutative avec borne 1.

3. Si X est un sous-espace de ¢, ayant la propriété d’approximation commu-
tative avec borne A\ < 2, alors X a la propriété d’approximation métrique.

L’assertion 1 est due & A. Grothendieck. Elle est un corollaire direct du théoréme 8 et de
la proposition 40 de [27]. Elle est démontrée directement & la page 39 de [46]. L’affirmation
2 est due a P.G. Casazza et N.J. Kalton. Elle est prouvée au théoréme 2.4 de [13]. Enfin,
le 3 est une conséquence immédiate du corollaire 4.5 de [26] puisque les sous-espaces de ¢,
sont des M-idéaux de leur bidual.

Sous 'hypothése supplémentaire que I'espace vérifie la propriété d’approximation mé-
trique, G. Godefroy, N.J. Kalton et D. Li ont établi une sorte de réciproque du
théoréme 46.
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Lemme 51 (Godefroy, Kalton et Li) :
Soit X un sous-espace de ¢, jouissant de la propriété d’approximation métrique.
Pour tout C' > 1, il existe des espaces (Ep)necw de dimensions finies et des
applications linéaires surjectives @, : X — E, et Q : (G}En)c0 — X telles
que :

new, |[Qull-v(@n)<C et [Q-¥(Q) <C.

Il s’agit de laffirmation duale du lemme 3.1 de [25].

7.4 Stabilité lipschitzienne des quotients linéaires
On peut maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 52 :
1. Soit X un espace de Banach dont le dual jouit de la propriété d’approxi-
mation. Si dr,(X, Q(co)) < 00, alors dpm (X, Q(co)) < 0.
2. Pour tout o > 1, il existe 8 > 1 tel que, si X est un espace de Banach
possédant la propriété d’approximation métrique et que dr, (X, Q(co)) < B,
alors dpy (X, Qo)) < .

DEMONSTRATION —

1. Soit Z € Q(c,) un quotient isométrique de ¢, et f un homéomorphisme lipschitzien
de Z sur X. On introduit une constante 8 supérieure ou égale & lip (f) - lip (f 1).
D’aprés le théoréme 46, Z est isomorphe & un sous-espace de ¢,. En appliquant le 1 du
théoréme 45, il existe donc un sous-espace Y de ¢, qui est isomorphe & X. Soit 7' un
isomorphisme de X sur Y. On pose 8 = ||T|- ”T_1 ” Puisque X et Y sont isomorphes,
il en est de méme de X* et Y*. Par conséquent, Y* a la propriété d’approximation.
L’assertion 1 du théoréme 50 prouve alors que Y a la propriété d’approximation
métrique. On est donc dans le cadre ou s’applique le lemme 51. On pose C' > 1
quelconque et on considére les espaces FE, et les quotients linéaires @, et ) tels
que dans le lemme 51. Soit S la surjection canonique de ¢, sur Z. Les applications
fn=QnoTofoS :c, — E,sont des quotients lipschitziens et I'(f,) < COB.
Pour tout K > C, la proposition 49 assure alors l'existence de quotients linéaires
Sn € = Ey tels que ||Sp|| - v(Sn) < K6B. On considére maintenant le schéma
suivant :

00 00
-1
o —» (@co) — (@En> g X
n=0 c n=0 ¢

| o o

A — (‘Tn)nEw — (S”(xn))new — T_IQ((Sn(iBn)))

ol ( est une isométrie de ¢, sur (@co)c . L’application V ainsi définie est linéaire
0
et surjective, ce qui prouve la premiére assertion du théoréme. Par ailleurs, on peut

remarquer que :
Vi) < [1Q1-%(@)] - [I71l- 7)) - [iggusnn -v<sn>] < CK62B.

Il peut paraitre inutile de préciser toutes les constantes intervenant dans la démons-
tration puisque S (et donc @) n’est pas connue. Cela va cependant servir pour le 2
puisqu’on va maintenant pouvoir controler 8 et 3.
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2. Pour démontrer ’assertion 2, il suffit d’appliquer le raisonnement du 1 en contrélant
B et 8 et en montrant que Y a la propriété d’approximation métrique afin d’étre a
méme d’appliquer le lemme 51. Les Ky-espaces vont étre utiles dans ce contexte.

On fixe @ > 1 arbitraire et on choisit 0 < ¢ < 1/4 tel que

1_48<a .

(7.4)

Comme ¢, est un espace de classe L« 2, les assertions 2 et 3 du théoréme 9 montrent
que tout quotient isométrique Z de ¢, est un Ko-espace avec ko(Z) < 400. D’apres
le théoréme 10, il existe alors 8 < al/3 tel que, si X est un espace de Banach et
que dp(X,Z) < B, alors dx(X,Z) < e. L’hypothése assure maintenant qu’il existe
un quotient isométrique Z de ¢, tel que dr(X,Z) < B. Dés lors, on peut injecter
isométriquement X et Z dans un espace de Banach séparable E tel que Ag(X, Z) < e.
Comme Z est un quotient isométrique de c¢,, le théoréme 46 prouve qu’il existe
i : Z — ¢, qui est un isomorphisme sur son image avec [|il| < 1+¢ et |[i7!| < 1.
Le théoréme de Sobczyk (voir le théoréme 64) montre qu’il existe un prolongement
j de i & E veérifiant ||j|| < 2||i]] < 4. Soit z € Sx. On introduit z € Sz tel que
|z — 2|z < €. On a alors :

17()loo = 115 ()l o ‘ Sde et 1< i(2)llo <1 +e

d’ou 1—4e < ||j(2)|lo < 1+ 5e.

Soit alors 7' la restriction de j & X et 8 = ||T|- ||T_1||. L’inégalité précédente et (7.4)
montrent que Y = T'(X) est un sous-espace de ¢, et #?8 < a. On peut maintenant
continuer le raisonnement tenu au 1. Il suffit pour cela de prouver que Y posséde la
propriété d’approximation métrique.

Puisque X a la propriété d’approximation métrique, I’assertion 2 du théoréme 50 assure
que X posseéde la propriété d’approximation commutative avec borne 1. Dés lors, Y jouit
de cette méme propriété avec borne 6. Comme 6 < « et qu'il est licite de supposer a < 2,
I'affirmation 3 du théoréme 50 permet d’imposer que Y a la propriété d’approximation
métrique. Les constantes C et K peuvent étre choisies arbitrairement proches de 1 donc
on peut supposer CK6?8 < «, ce qui achéve la preuve du résultat. O

Il faut remarquer qu’il existe des sous-espaces de ¢, n’ayant pas la propriété d’approxi-
mation [46]. Par conséquent, ’hypothése faite au théoréme 52 est réellement restrictive. On
peut ajouter qu’'un résultat récent de G. Godefroy et N.J. Kalton [22] prouve en toute géné-
ralité que si X a la propriété d’approximation bornée et que Y est Lipschitz-homéomorphe
a X, alors Y a la propriété d’approximation bornée.



Chapitre 8

Relations linéaires entre espaces de
fonctions continues

8.1 Rappels sur la théorie non quantitative

8.1.1 Isomorphismes

Définition : Soit K un espace topologique compact. Le dérivé de Cantor de K, noté
K', est I'ensemble des points d’accumulation de K. On peut itérer transfiniment cette
dérivation en posant, pour tout ordinal « :

!
Kt — (K (a)> et, lorsque « est un ordinal limite, K® = ﬂ K®).
B<a

Un compact K est dit clairsemé lorsqu’il existe o tel que K(® = @. Le plus petit de
ces ordinaux est un successeur. On note o(K) son prédecesseur et on le nomme indice de
Cantor! de K. Lorsque K n’est pas clairsemé, on convient d’écrire o(K) = oo. L’écriture
normale de Cantor permet d’écrire o(K) = w* + -+ +w® oll @1 > +++ > ap. L'ordinal oy
est noté o(K). Enfin, si 0(K) < w1, on dit que K est dénombrablement clairsemé.

Un compact est dénombrable si et seulement s’il est & la fois métrisable et clairsemé. Il
est alors dénombrablement clairsemé. L’espace de Banach C(K) est séparable si et seule-
ment si K est métrisable. C’est un espace d’Asplund si et seulement si K est clairsemé.
Dans le cas séparable, la classification isomorphique des espaces de fonctions continues est
connue depuis 1966.

Théoréme 53 (Bessaga, Milutin et Pelczynski) :
Soit K et L deux compacts métrisables.

1. Si K et L sont tous deux non dénombrables, alors C(K) et C(L) sont
isomorphes.

2. Si K et L sont dénombrables, alors C(K) est isomorphe a C(L) si et
seulement si o(K) = o(L).

La premiére assertion est due a A.A. Milutin (I’article original [50] étant en russe, on
renvoit au théoréme II1.D.19 de [60]) et la seconde & C. Bessaga et A. Pelczynski [8].

'On appelle en général indice de Cantor de K Pordinal i(K) = o(K) + 1 mais cette notation convient
mieux au propos de ce chapitre.
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8.1.2 Sous-espaces et quotients linéaires

C. Samuel a étendu les travaux de C. Bessaga et A. Pelczyriski aux cas des sous-espaces
et des quotients linéaires [57].

Théoréme 54 (Samuel) :
Soit K et L deux compacts dénombrables. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

1. C(K) est isomorphe a un sous-espace de C(L).
2. C(K) est un quotient linéaire de C(L).
3. o(K) < o(L).

Ce théoréme permet & C. Samuel de calculer I’indice de Szlenk des espaces de fonctions
continues sur des compacts dénombrables. Ceci a par la suite été généralisé au cas des
compacts dénombrablement clairsemés par G. Lancien [42].

Théoréme 55 (Lancien) :
Soit K un compact dénombrablement clairsemé. L’indice de Szlenk de C(K)
est donné par la formule :

Sz (C(K)) = w°FO+1,

Il est & remarquer que, d’apreés la proposition 5.4 de [42], I'indice de Szlenk d’un espace
de Banach quelconque est toujours une puissance de w.

8.2 Théorie quantitative

8.2.1 Isométries

Le théoréme classique de Banach-Stone assure que toutes les isométries entre un espace
C(K) et un espace C(L) proviennent d’un homéomorphisme entre K et L. Ceci a été
étendu au cas ou dppa(C(K),C(L)) < 2 par D. Amir [3] et M. Cambern |11, 12] :

Théoréme 56 (Amir et Cambern) :
Soit K et L deux espaces topologiques compacts. Si dgy(C(K),C(L)) < 2,
alors K est homéomorphe a L et C(K) est donc isométrique a C(L).

Dans un premier temps, on souhaite généraliser le théoréme d’Amir-Cambern au cas
des quotients linéaires et des sous-espaces. Dans le chapitre suivant, on étudiera une version
non linéaire de ce théoréme.

8.2.2 Quotients linéaires

Définition : Soit K un compact clairsemé. On note v(K) le cardinal du dernier dérivé
de Cantor non vide de K : v(K) = #K (@(K)) . On nomme classiquement systéme caracté-
ristiqgue du compact K le couple sc(K) = (o(K),v(K)). On dira que K est plus simple que
L et on écrira K < L lorsque sc(K) < sc(L) (selon 'ordre lexicographique sur wy X w*).
Lorsque sc(K) < sc(L), K est dit strictement plus simple que L et on note K < L.
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Le théoréeme de Mazurkiewicz et Sierpinski [48] montre qu'un compact dénombrable
infini de systéme caractéristique (@, n) est homéomorphe a 'ordinal w*- n + 1 muni de sa
topologie de 'ordre. Il s’ensuit que, modulo homéomorphisme, les compacts dénombrables
sont bien ordonnés par la relation de simplicité et que cette relation coincide avec « K
est homéomorphe & un ouvert-fermé de L ». En particulier, on considérera K comme un
ouvert-fermé de L dés que K < L.

Définition : Un compact dénombrable K est dit patriarcal lorsque son systéme caracté-
ristique est de la forme (w®(F) 1).

Une telle dénomination est choisie pour mettre en évidence le role particulier du pa-
triarche (I'unique point de K (o(K ))). Un compact patriarcal est le plus petit des compacts
dont I'espace des fonctions continues est isomorphe & un espace C(L) donné. On peut refor-
muler le théoréme 54 en disant que si le compact K est patriarcal et que L est strictement
plus simple que K, alors C(K) n’est pas un quotient linéaire de C(L).

Le but de ce paragraphe est de trouver une constante r telle que, si C(L) est un quotient
linéaire de C(K) avec constante r, alors L est plus simple que K. On va obtenir un tel
résultat par récurrence. Afin d’itérer cette récurrence, on a besoin du schéma suivant :

Définition :
— Soit X et Y deux espaces de Banach, »r > 0 et T : X — Y un quotient linéaire tel
que Y(T') < r. On dit que z € X est un r-antécédent si ||z|| x < r||Tz|y .
— Pour r > 1, on note po(r) = 1 puis, par récurrence sur l'indice j € w, on définit
pj+1(r) = 2pj(r) — r. On obtient immédiatement :

1
27 —1

pi(r) =27 — (29 = 1)r donc pi(r) >0 <= 1<r<A(G) =1+

— Soit K, L, et R des compacts dénombrables. Soit 7 € w et » > 1. On affirme que
le quintuplet (K, L, R, j,r) vérifie le schéma H lorsqu’il existe un quotient linéaire
T : C(R) — C(L) tel que les conditions suivantes soient remplies :

H1— K est un ouvert-fermé de R.
Ho— [T < Lety(T) <r.
Hs— Tout r-antécédent g € C(R) satisfait ||g|k |l = p;(r) | T9llL -

Ce schéma donne une quantification de la propriété suivante : K est suffisamment
gros par rapport a L pour qu'il existe un bon quotient linéaire de C'(R) sur C'(L) pour
lequel aucun bon antécédent n’est trop petit sur K. En particulier, il est immédiat de
vérifier que (K, L, K,0,r) vérifie le schéma H si et seulement s’il existe un quotient
linéaire T': C(K) — C(L) tel que ||T|| - y(T') < r.

Cette interprétation du schéma H trouve sa traduction exacte lorsque le compact K
est fini.

Lemme 57 :
Soit R et L des compacts dénombrables et K une partie finie de R. Soit j € w et
r > 1 tels que le quintuplet (K, L, R, j,r) satisfasse le schéma H. Si r < A(j),
alors #L < #K.
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DEMONSTRATION — On commence par rappeler le lemme suivant (voir le lemme 2.c.8
de [46]) :

Lemme 58 :
Soit X un espace de Banach et E, F des sous-espaces de X tels que dim FE < oo
et dim F < dim F'. Il existe alors z € F tel que ||z|| =1 et d(z, E) = 1.

Par dualité, on en déduit le fait suivant :

Fait 59 :
Soit X un espace de Banach, V un sous-espace de codimension finie et U un
sous-espace de codimension strictement supérieure a celle de V. Pour toutt > 1,
il existe un vecteur v € V tel que ||v|| =1 et d(v,U) > 1/t.

Afin de démontrer ce fait, on considére les sous-espaces E = V+ et F = Ut de X*.
On a dimFE < o et dimFE < dimF. En appliquant le lemme 58, on voit qu’il existe
f € F tel que ||f|| =1 et d(f,E) =1. On fixe ¢t > 1 arbitraire. Comme X*/FE s’identifie
isométriquement & V*, il existe v € V tel que [|v]| = 1 et (f,v) > 1/t. Comme f est de
norme 1 et nulle sur U, cette assertion entraine directement d(v,U) > 1/t. Cela achéve la
preuve du fait 59.

On considére maintenant un quotient linéaire T' de C(R) sur C(L) vérifiant les hy-
pothéses Ho et Hs avec r < A(j). On se donne un nombre ¢ > 1 tel que ty(T) < r.
On suppose par 'absurde que #L > #K. Enfin, on pose U = kerT' et V le sous-espace
{g € C(R) ; g|k = 0}. La codimension de V est finie et celle de U est strictement supé-
rieure & celle de V. En appliquant le fait 59, on trouve un vecteur v € V tel que ||v||p =1
et d(v,kerT') > 1/t. Dés lors, la factorisation canonique de T' & travers son noyau donne :

1 1 1
——dw,kerT) > —— > — ||v|| -

T >
” UHL = t’)’(T)

En conséquence, v est un r-antécédent. D’aprés Hs, on a Hv| K” x = pj(r). Puisque
r < A(j), il vient p;(r) > 0, ce qui contredit le fait que v € V. |

Le lemme suivant va permettre de se ramener & la situation du lemme 57 aprés un
nombre fini d’itérations.

Lemme 60 :
Soit K, L, R des compacts dénombrables, j € w et r > 1. On note a = w?K),
Si (K,L,R,j,r) vérifie le schéma H, alors il en est de méme du quintuplet
(K@, L) R, j+1,7).

DEMONSTRATION — On introduit 7' un quotient linéaire de C'(R) sur C(L) et on
suppose vérifiées les propriétés Hi, Ha et Hz. Soit P : C(L) — C (L)) I'application
de restriction et 79 = PoT. On a ||[T'|| < 1 et ¥(T") < r. 1l suffit de prouver que 7"
vérifie les hypotheses Hy et Hs. Soit f1 € C (L("‘)) un vecteur de norme 1 et g € C(R) un
r-antécédent de fi par T'. On veut prouver que

91 k@ || ey = it (r)-
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On fixe € > 0 et n > ||| g || g (o) arbitraires. Il suffit de montrer que
0> (2 - 2)p;(r) — . (8.1

On pose f = Tg et on introduit un réel s vérifiant v(T') < s < r tel que r+s < (2—2¢)r.
I existe un voisinage ouvert-fermé W de K@ dans K tel que ||glw|lyy < 7. On définit
M = K\W. On sait que M(®) = @.

Par ailleurs on a ||f||, < 1 et Pf = f;. Par conséquent, la fonction |f| atteint la
valeur 1 = ||f||, en un point w € L{®. On peut évidemment supposer f(u) = 1. Soit
maintenant A un voisinage ouvert-fermé de u dans L tel que f|p > 1 — e. Puisque u € A
et ue L@ ona o(A) > a. Par conséquent, il existe une partie ouverte-fermée @ de A qui
est patriarcale et telle que o(Q) = . Soit P’ : C(L) — C(Q) I'application de restriction
et =P oT:C(R)— C(Q). On a clairement ||S]| <1 et y(S) < s.

Fait 61 :
Il existe h € C(R) tel que ||hl|p < s, [|Shllg =2 1—¢ et hls = 0.

DEMONSTRATION DU FAIT 61 — Par ’absurde, on suppose qu’il n’existe pas de tel
vecteur h. Alors l'implication suivante est vraie pour tout vecteur h € C(R) :

1llR < s _

hla = 0 = ||Shllg <1—e.

On fixe arbitrairement f, € S¢(q)- Soit by € C(R) tel que ||hy||p < s et Th = f,. On
deéfinit la fonction h; € C(R) en posant :

() = R (v) s? veM

0 sivé¢ M.
La fonction ki est bien continue puisque M est ouvert-fermé. On a ||h1 — || < s et
(h1 —hy) M = 0. Par conséquent, on obtient ||fo —Shil[g < 1 —¢. On peut ensuite
aisément itérer cette construction et obtenir par récurrence une suite (hy)nen+ de vecteurs

de C(R) tels que

1hnll e < s,
1fo =8 (b1 + -+ ha)llg < (1 —€)",
et hn'R\M =0.

Ceci étant fait, on définit h = Y hy,. On a h|pas = 0 et Sh = f,. Cela montre que S induit
un quotient linéaire de C(M) sur C(Q). Or M < @ et @ est patriarcal donc, d’aprés le
théoreme 54, il n’existe aucun quotient linéaire de C'(M) sur C(Q). Cette contradiction
achéve la preuve du fait 61. O

Soit maintenant h un vecteur donné par le fait 61. En considérant au besoin —h & la
place de h, on peut supposer qu’il existe ¢t € @) tel que Sh(t) > 1 —e. Dés lors, on a

IT(g+ M)l = f(2) + Sh(t) > 2 - 2e.

Puisque, d’autre part, ||g + k|| < 7+ s, le choix de s permet d’assurer que g + h est un
r-antécédent pour 7T'. D’aprés la condition H, il s’ensuit que

g+ Pkl = (2 =2¢)p;(r).
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Par ailleurs, on a également :

o+ W)l < max (supla + Alsuply + 1) <7+ 1,
Voila qui établit 1'inégalité 8.1 et achéve la preuve du lemme 60. O

On peut maintenant énoncer le résultat principal sur les quotients entre espaces de
fonctions continues. Celui-ci se démontre par récurrence.

Définition : Soit K un compact dénombrablement clairsemé. On écrit son indice de
Cantor sous sa forme normale : 0(K) = w® +--- + w* avec a1 > -+ > ay. L'entier k est
appelé nombre de patriarches de K et noté p(K).

Si on définit une nouvelle dérivation en posant K8 = K (“’O(K)), I'indice associé & cette
dérivation est I’entier p(K).

Théoréme 62 :
Soit K et L deux compacts dénombrables. On suppose qu’il existe un quotient
linéaire T : C(K) — C(L). Si ||T|| - v(T') < A(p(K)), alors L est plus simple
que K.

DEMONSTRATION — On va en fait montrer par récurrence sur p(K) le résultat suivant :

Fait 63 :
Soit K, L, R trois compacts dénombrables, j € w et r > 1 tels que (K, L, R, j, 1)
vérifie le schéma H. Sir < A(j + p(K)), alors L < K.

Le théoréme 62 est un cas particulier de ce résultat avec R = K et 5 = 0.

Si p(K) = 0, alors o(K) = 0 et K est fini. Par conséquent, le lemme 57 initialise la
récurrence.

Pour démontrer I’hérédité, on écrit o(K') sous sa forme normale o(K) = w* +- - -+ w
avec a1 = -+ > qp et on pose @ = w*. Une récurrence transfinie immédiate montre que,
pour tous ordinaux S et v, on a : (K (ﬂ))(” = KB+ 11 gensuit immédiatement que
o(K@) =w® 4 ... 4w et p (K(a)) =p(K)—1.

Or, d’aprés le lemme 60, le quintuplet (K(®, L(®) R, j+1,7) vérifie le schéma H. Selon
I'hypothése de récurrence, on a donc L{® < K{(®)_ On voit immédiatement que cela entraine
L<XK. O

8.2.3 Sous-espaces
On va ramener 1’étude des sous-espaces a celle des quotients.
Définition : Soit C une classe d’espaces de Banach et X € C. On dit que X est in-

jectif pour la classe C lorsque, dés que X est sous-espace d'un élément Y de C, X est
automatiquement complémenté dans Y.
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Théoréme 64 (Sobczyk et Zippin) :
L’espace c, est 'unique (a isomorphisme prés) espace injectif pour la classe S
des espaces de Banach séparables. Plus précisément, si cc € X et que X est
séparable, alors il existe une projection de norme au plus 2 de X sur c,.

Le sens direct est un résultat classique di & A. Sobczyk (voir, par exemple, le théoréme
2.£.5 de [46]). L’unicité a été prouvée par M. Zippin [61]. Les espaces de fonctions continues
autres que ¢, ne peuvent bien siir pas étre injectifs pour la classe des espaces séparables.
F. Cabello Sanchez, J.M.F. Castillo, N.J. Kalton et D. Yost ont montré qu’il existe un
espace de Banach X contenant une copie non complémentée Z de C(w® + 1) telle que
X/Z soit isomorphe a ¢,. De plus, la surjection ainsi construite de X sur ¢, est strictement
singuliére (c’est-a-dire qu’aucune de ses restrictions n’est inversible).

Proposition 65 :

Soit K un compact dénombrable et E un espace de Banach séparable. S’il existe
un isomorphisme R d’un sous-espace de X sur C(K), alors il existe un quotient
linéaire S de E sur C(K) vérifiant ||S|| - v(S) < ||R|| - HR_IH. On a donc :

dpm (C(K), Q(X)) < dpm(C(K),G(X)).

La démonstration se fait par dualité.

Définition : Soit K un espace topologique compact. Pour k£ € K, on note d(k) la masse
de Dirac en k. L’application § : K — Bgk)« est un homéomorphisme sur son image
lorsqu’on munit Bg(g)~ de sa topologie préfaible.

Lemme 66 :

Soit X un espace de Banach et K = {z, ; n € w} un compact dénombrable de
Bx+. On suppose que (z},),c, est équivalente & la base canonique de {1 avec
constante r. Alors il existe un quotient linéaire T : X — C(K) tel que |T|| <1

et y(T) <.

DEMONSTRATION — Si z € X, on note Tz la restriction de z € X** & K. Il est clair
que T prend ses valeurs dans C(K) et que ||T|| < 1. La transposée de T est ’application

él(K) - X*
T": 9 Qdnew = > Az
new

Puisque la suite (z})) est équivalente a la base canonique de #; avec constante r, on voit

que H(T*)A” < r. Par conséquent, y(T) < 7. O

Les deux lemmes suivants permettent de relever des compacts dénombrables en raffinant
le raisonnement tenu au lemme 33.
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Lemme 67 :

Soit E un espace de Banach séparable et X un sous-espace de E. On munit
Bg~ d’une distance d* qui engendre la topologie préfaible. On désigne par A*
le diamétre selon la distance d*. Enfin, on note P : E* — X* Dapplication de
restriction a X.

Soit K un sous-compact dénombrable de Bx~ munie de la topologie préfaible.
On écrit o = o(K) et on suppose que K@ = {r}. On fixe un nombre ¢ > 0. II
existe une partie K de K et une partie L de Bg~ telles que :

(K1) K est homéomorphe a K .

2) A*(K) <e.

3) rekK.

L1 L est un sous-compact préfaible de Bpx.

(

(

(L1)

(L2) A(L)<e.
(L3)

(

=~ =

L3) L@ est un singleton et, notant L(® = {s}, on a Ps = r.

KL) L’application P induit un homéomorphisme de L sur K.

DEMONSTRATION — On remarque tout d’abord que la condition (K2) est évidente.
En effet, la boule fermée (pour la distance d*) centrée en r de rayon /2 est homéomorphe
a4 K. On peut donc supposer que le diamétre de K lui-méme est majoré par €.

Le résultat se montre par récurrence transfinie sur a. L’initialisation correspond au cas
ot K = {r}. Il suffit alors de construire, grace au théoréme de Hahn-Banach un relévement
s de méme norme que r puis de poser K = {r} et L = {s}.

Montrons 'hérédité. D’apres le résultat de S. Mazurkiewicz et W. Sierpiriski [48], K
est homéomorphe & 'ordinal w® 4+ 1. Si o = 8+ 1, on pose a,, = [ pour tout n € w. Si «
est un ordinal limite, il s’écrit comme limite d’une suite strictement croissante d’ordinaux
(@n)pew- Dans l'un et 'autre cas, on peut aisément vérifier que w® + 1 est égal a :

w*+1= (i(wa"—kl)) +1.

n=0

Soit ¢ : w* 4+ 1 — K un homéomorphisme. Pour n € w, on pose

n—1 n n
Kn=<,0<{t; Z(wak+1)<t<2(wa’“+l)}> et rn:<,0<2(wak+1)>.

k=0 k=0 k=0

I1 est clair que K, est une partie ouverte-fermée de K, homéomorphe & w®" +1. Par ailleurs,
la suite (rp)new converge vers r.

D’aprés ’hypothése de récurrence transfinie, il existe des parties I?n de K,, et L,, de Bg-~
vérifiant les conditions (K1) a (KL) avec £/2"%2 4 la place de ¢. Notant {s,} = L%U(L")), la
compacité de Bg+ permet d’affirmer qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers
(nk)kew telle que (sn; )y, vérifie d*(sn,, snyy,) < £/3F*1. Sa limite s appartient & Bp-.
On pose alors

K={r}U|JKn, et L={s}u|] Ln,.
kEw kEw

On vérifie maintenant les conditions (K1) & (KL).

(K1) Commencgons par montrer que K est compact. Soit (0,)necw une suite de K. Deux
situations (non incompatibles) peuvent se produire :
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— Il existe un indice k € w tel que I’E'nk contienne une infinité de termes de la suite
(0n)new- La compacité de ’ensemble I?nk assure alors que la suite (6,)ne, a une
valeur d’adhérence.

— On peut trouver deux suites strictement croissantes d’entiers (pg)recw €t (gk)kew
telles que 6, € IN(nqk. Dés lors, on a :

* * * € *
d (Opk,’f') < d (ka,rnqk) +d (rnqk,r) < W + d (ank’r).

Puisque la suite (7, )new converge vers 7, la suite (6n)new admet r comme valeur
d’adhérence. Ceci prouve la compacité de K. ~
Puisque K C K et que K@ est un singleton, pour prouver que K et K sont ho-
méomorphes, il suffit de montrer que o(K) > a. Ceci est vrai puisque K contient les
ensembles K,,, dont les indices de Cantor tendent vers c.

(K2) C’est évident puisqu’on s’est préalablement ramené au cas ou A*(K) < €.
(K3) Cest clair.

(L1) Les ensembles Ly, sont compacts et leurs diamétres tendent vers 0. La suite (sp; )¢,
converge vers s. Ces éléments permettent de démontrer la compacité de L exactement
comme on a démontré la compacité de K.

(L2) Le diameétre de L est manifestement majoré par la quantité

oo
" " " 3 3 3
sup (A" (Ln,) + A" (Lng) + " (3n,1n,)) < § 45 +; 5i=¢

(L3) Puisque s est la limite préfaible de la suite (sy, )rew €t que 'opérateur P est préfai-

blement continu, Ps est la limite préfaible de la suite (ry, ), ¢’est-a-dire 7.

(KL) L’application de restriction P induit un homéomorphisme de chaque ouvert-fermé
L, sur 'ouvert-fermé I?nk et Ps = r. De plus, les ensembles K, étant disjoints,
il en est de méme des ensembles I~{nk et Ly,. Par conséquent, P est bijective. Elle
est clairement préfaiblement continue. Comme K et L sont compacts, il s’agit d'un
homéomorphisme.

Ceci achéve la preuve du lemme 67. O

On peut s’affranchir de I’hypothése qu’il n’y a qu’un seul point dans le dernier dérivé
non vide du compact K.

Lemme 68 :
Soit E un espace de Banach séparable et X un sous-espace de E. Soit K un
sous-compact dénombrable de Bx+« muni de la topologie préfaible. Il existe un
sous-compact K de K , homéomorphe & K, et un sous-compact L de B~ tels
que application de restriction 4 X induise un homéomorphisme de L sur K.

DEMONSTRATION — Soit @ = o(K) et n = #K(@_ Tl existe une partition de K en
n parties ouvertes-fermées Kj,..., K, qui ont chacune un indice de Cantor égal & « et
un seul point dans le dernier dérivé non vide. L’application du lemme 67 a chacune des
parties K; fournit des ensembles disjoints K; et des parties disjointes L; de Bp- vérifiant,
en particulier, les conditions (K1), (L1) et (KL). En définissant K = K; U--- U K, et
L=LiU---U Ly, on obtient le résultat. O
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La proposition 65 est une conséquence directe des trois lemmes précédents.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 65 — Soit K un compact dénombrable, E
un espace de Banach, X un sous-espace de E et R un isomorphisme de X sur C(K).
L’ensemble M = R*(4(K)) est un sous-compact de Bx+ munie de la topologie préfaible.
Il est homéomorphe & K. On peut supposer ||R|| = 1 et on pose ||R_1H = r. Puisque les
éléments de §(K) forment une suite isométriquement équivalente a la base canonique de
£1, il est clair que les éléments de M forment une suite équivalente & la base canonique
de ¢1 avec constante r. En appliquant le lemme 68, on construit un sous-compact L de
Bpg+, homéomorphe & M (et donc & K) et dont les éléments forment une suite équivalente
4 la base canonique de ¢ avec constante r. Par conséquent, le lemme 66 et le fait que
C(K) et C(L) soient isométriques fournissent un quotient linéaire S de E sur C(K) tel
que ||S][-y(S) <. O

La proposition 65 permet d’énoncer un résultat sur les sous-espaces semblable au théo-
reme 62.

Corollaire 69 :

Soit K et L deux compacts dénombrables. Si dpp(C(K),G(C(L))) < A(p(L)),
alors K est plus simple que L.

DEMONSTRATION — En vertu de la proposition 65, les hypothéses du corollaire as-
surent qu’il existe un quotient linéaire S : C(L) — C(K) tel que ||S| - v(S) < A(p(L)).
Par conséquent, le théoréme 62 implique que K est plus simple que L. O



Chapitre 9

Perturbations d’isométries entre
espaces de fonctions continues

L’objet de ce chapitre est d’étudier la situation ou deux espaces de fonctions continues
sont proches au sens de la distance de Gromov-Hausdorff. Ceci s’applique en particulier
lorsque ces deux espaces sont proches au sens des distances de Lipschitz, uniforme ou de
réseau, généralisant ainsi le résultat de K. Jarosz [30] rappelé au paragraphe 9.2. Ce travail
a été réalisé en collaboration avec N.J. Kalton lors de son séjour & 1'Université Pierre et
Marie Curie en mai 2002. Avant de mener cette étude, on présente les conséquences qui
découlent directement des faits établis dans les chapitres précédents.

9.1 Compilation des résultats précédents

9.1.1 Controéle universel de ’indice de Cantor

Proposition 70 :
1l existe une fonction universelle ¥ : w1 — w1 telle que, si K est un compact
dénombrablement clairsemé et L un compact, alors

C(K) »1 C(L) = o(L) < ¢(o(K)).

DEMONSTRATION — D’aprés les théorémes 24 et 55, ’existence d’un quotient lipschit-
zien de C(K) sur C(L) entraine (on peut bien siir supposer que la fonction 1); donnée par
le théoréme 24 est croissante) :

o(L) < WP = 84 (C(L)) < 41 (82 (C(K))) = b1 (w* M) < 1 (oK) - ).

Il suffit donc de prendre, pour tout & < wi, (&) = 1 (€ - w). O

9.1.2 Classification isomorphique

Proposition 71 :
Soit K et L deux espaces compacts métrisables. Si la distance de Kadets sé-
parant C(K) de C(L) est strictement inférieure a 1, alors C(K) et C(L) sont
isomorphes.
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L’énoncé de cette proposition n’est pas totalement satisfaisant puisqu’on s’attend plutot
& ce qu'un seul des deux compacts soit supposé métrisable. Ce probléme est grice au fait
76 au prix d’une constante 1/2 a la place de 1 au niveau de la distance de Kadets.

DEMONSTRATION — Si K et L sont tous deux non dénombrables, le théoréme 53 de
Milutin assure que C(K) et C(L) sont isomorphes. On peut donc supposer K dénombrable.
Soit n un nombre tel que dx(C(K),C(L)) < n < 1. En appliquant le lemme 34, on voit
que

5(C(L);2) < S(C(K);2 — 2n).

D’aprés la proposition 32 et le théoréme 55, on trouve
S(C(L);2) < Sz(C(K)) < woFO+L, (9.1)

Soit @ = o(L). Par une récurrence transfinie immédiate, on construit une famille ()
dans L telle que :

sET,,

1. Vs,te€Ty, s#t=ls#1.
2. VseT., lsg~p—>1s.

La famille (6(I5)),cy, vérifie les conditions (1) et (2)2 définies page 61. Par conséquent,
S(C(L);2) > a. En tenant compte de l'inégalité (9.1), ceci montre que L est dénombrable-
ment clairsemé et que o(L) < o(K). Comme L est métrisable, le compact L est lui aussi
dénombrable. La situation est donc symétrique et o(K) = o(L), ce qui implique que C(K)
et C'(L) sont isomorphes d’apres le théoréme 53. O

Ce résultat est optimal puisqu’une distance de Kadets est toujours inférieure ou égale
a 1. Afin d’étendre ce résultat aux compacts dénombrablement clairsemés, on montre un
lemme de saturation séparable.

Lemme 72 :

1. Soit X etY deux sous-espaces d’un espace de Banach E et AC X, BCY
des sous-espaces séparables. Pour tout ¢ > Ap(X,Y), il existe des sous-
espaces séparables A, et B, tels que A C A, C X, B C B. CY et
AE(AE,BE) < E.

2. Soit K, L deux compacts et € > 0 un nombre tel que dg (C(K),C(L)) < €.
Soit A C C(K), B C C(L) des sous-espaces séparables. Il existe deux
compacts K et L tels que :

(a) 1l existe des surjections continues pg de K sur K et pr de L sur L.

(b) Le sous-espace {f opr; [ € C(I?)} contient A tandis que B est in-
clus dans {g opL; g€ C(z)}

(c) K et L sont métrisables.

(d) dx(C(K),C(L)) <e.

DEMONSTRATION —

1. Soit € > Ag(X,Y). On pose A, = A et B, = B puis, en supposant que A, et By,
sont des sous-espaces séparables de X et Y déja construits, on introduit une famille
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(Tnp)pe, dense dans Sy,. Il existe alors ynp € Sy tel que [[Zpp — Ynplly < €. On
définit ensuite :

Bpi1 = vect [Bn U {yn,p S w}] .

L’espace Bpy1 est séparable. Soit donc (zpp),c,, une suite dense dans Sg,,,. Pour
chaque p € w, il existe wy, € Sx tel que ||wpp — znpll; < €. L'espace

Apy1 = vect [A” U {wn,p i pE w}]

est séparable et on peut donc poursuivre la construction. Lorsque celle-ci est achevée,
on pose :

A5=UAn et BE:UBn.

Il est alors clair que A, et B, sont des sous-espaces séparables de X et Y contenant
A et B respectivement et tels que Ag(A¢, B:) < €.

2. Soit € un nombre tel que dx (C(K),C(L)) < € < 1. Soit E un espace de Banach conte-
nant des copies isométriques de C(K) et C(L) (copies confondues avec les espaces
eux-mémes) de sorte que Ag(C(K),C(L)) < e. Rappelons un lemme bien connu :

Lemme 73 :
Soit K un compact et A C C(K) un sous-espace séparable. Il existe un
compact métrisable K| et une surjection continue r : K — K; telle que le
sous-espace {f or; f € C(K1)} contienne A.

On applique une premiére fois ce lemme et on note Kj et L; les compacts ainsi
obtenus, r et s les surjections continues et

Al={for; feC(K)}, B'={gos;gecC(L)}

On applique alors I’assertion 1 & ces deux sous-espaces, ce qui fournit A2 = A} et
B? = B! séparables, contenant A', B! et tels que Ag(A%, B?) < e. Une nouvelle
application du lemme 73 permet de construire A3 et B3. On poursuit par récurrence.
On pose enfin

Al = U A2n+1 — U A2n+2 et B = U B2n+1 — U B2n+2

new new new new

Chaque sous-espace A%"T! est une sous-algébre unifére de C'(K). Il en est donc de méme
de A'. Soit ~ la relation d’équvalence sur K :

Va,be K, a~b <= VfeA, f(a)=f(b)

Soit K I’espace-quotient et pg : K — K la surjection canonique. Le théoréme de Stone-

Weierstrass prouve alors que A’ = {fopx; f€C (I? )}. Le méme raisonnement peut étre
tenu avec B'. Enfin, A’ et B’ sont proches géométriquement : Ag(A’, B') < €. En effet, il
suffit de calculer cet écart sur les familles de vecteurs (zyp) et (2,,) qui sont denses dans
Sar et Spr. Comme les espaces C(K) et C(L) sont isométriques a A’ et B' respectivement,

on obtient dx(C(K),C(L)) < e. O
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Corollaire 74 :
Soit K et L deux compacts. Si on suppose que K est dénombrablement clair-
semé et que dig (C(K),C(L)) < 1, alors Sz (C(K)) = Sz (C(L)).

DEMONSTRATION — Soit € un nombre tel que dx(C(K),C(L)) < ¢ < 1. Soit E un
espace de Banach contenant des copies isométriques de C(K) et C'(L) (copies confondues
avec les espaces eux-mémes) de sorte que Ag(C(K),C(L)) < e. Soit A et B des sous-
espaces séparables arbitraires de C(K) et C'(L) respectivement. D’aprés l'assertion 2 du
lemme 72, il existe des compacts métrisables K et L et des sous-espaces A’ de C(K) et B’
de C(L) tels que :

1. ACA'et BC B'.
2. A’ est isométrique a C(K) et B est isométrique a C(L).
3. di (C(K),C(L)) <e<1.

D’aprés la proposition 71, les deux espaces C(K) et C(L) sont isomorphes. Il ont donc
le méme indice de Szlenk. En particulier, on trouve Sz (B) < Sz (C(K)). Puisque 'indice
de Szlenk dénombrable est séparablement déterminé (voir la proposition 4.12 de [42]) et
que le sous-espace B est arbitraire, on obtient Sz (C(L)) < Sz(C(K)). En particulier, L
est dénombrablement clairsemé. La situation étant symétrique, un raisonnement identique
fournit I'inégalité inverse et on obtient finalement Sz (C(K)) = Sz (C(L)). O

Corollaire 75 :
1l existe une constante universelle § > 0 ayant les propriétés suivantes dés que
K et L sont compacts :

K est métrisable

den(C(K),C(L)) < 6 } = C(K) = C(L).

K est dénombrablement clairsemé

den(C(K),C(L)) < 6 } = Sz (C(K)) = Sz(C(L)).

DEMONSTRATION — La fonction ¢ ayant été introduite au théoréme 10, on peut définir
6 = ¢~1(1/200). D’aprés le théoréme 9, les espaces de fonctions continues sur des compacts
sont des K,-espaces avec constante 100 donc, lorsque K et L sont deux compacts quel-
conques, dgu (C(K),C(L)) < § implique dx(C(K),C(L)) < 1/2 < 1. Dés lors, la seconde
assertion résulte du corollaire 74. Pour établir la premiére, il suffit de montrer que L est
métrisable (et donc que C(L) est séparable) afin d’appliquer la proposition 71. Cela résulte
immeédiatement du fait suivant :

Fait 76 (Ostrovskii) :
Soit X et Y deux espaces de Banach. On suppose que X est séparable et que
dr(X,Y) < 1/2. Alors Y est séparable.

Pour montrer ce fait, supposons par ’absurde que Y n’est pas séparable. Soit € > 0 et
n > 0 deux nombres tels que di (X,Y) <e <1/2 et 1—n—2¢ > 0. Soit (y;);c; une famille
maximale dans By telle que pour tous i # j dans I, ||y; — y;|ly = 1 —n. Soit E un espace
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de Banach contenant des copies isométriques de X et Y (encore notées X et Y) telles que
Ag(X,Y) < e. Pour chaque ¢ € I, on peut trouver z; € Bx tel que ||z; — yi|| p < €. Alors,
deés que ¢ # j dans I, il vient :

lzs — il = llyi —yilly —26 >1—-n—2e>0.

Puisque X est séparable et que la famille (z;);c; ne s’accumule pas, I'ensemble I est dé-
nombrable. Le sous-espace Z de Y engendré par {y; ; i € I'} est alors séparable et est donc
distinct de Y. Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe alors y* € Sy« tel que y* = 0
sur Z. Soit y, € By tel que (y*,yo) > 1 — n. Cela entraine immédiatement que la famille
(i);er nétait pas maximale. Cette contradiction prouve le fait 76. O

La méthode suivie ici est trés détournée et ne fournit pas le meilleur théoréme possible.
Le corollaire 75 sera nettement amélioré dans la suite de ce chapitre. Toutefois, les résultats
intermédiaires sur la distance de Kadets (proposition 71 et corollaire 74) sont optimaux.

9.1.3 Classification isométrique

Proposition 77 :
Il existe une fonction universelle p : w* X w* —]0, 1] telle que, si K et L sont
deux compacts dénombrables, alors :

dan(C(K),C(L)) < p(p(K),p(L)) => K est homéomorphe a L.

DEMONSTRATION —
Soit p et ¢ deux entiers non nuls. La fonction A étant celle introduite au paragraphe
8.2.2 et la fonction ( étant donnée par le théoréme 10, on pose :

plp,q) = ¢ (1 — [A(max(p q))]_1> :

200
Soit K et L deux compacts dénombrables tels que

dan(C(K),C(L)) < u(p(K),p(L)).

D’apres le théoreme 9, C'(K) et C(L) sont des Ko-espaces avec constante 100. En appliquant
le théoréme 10, on voit que

1-— [A( max(p, q))]

ax(C(K), C(I)) < :

= To*

Il existe donc un espace de Banach séparable E et des copies isométriques X et Y de
C(K) et C(L) dans E tels que Ag(X,Y) < n,. En appliquant le lemme 68 au compact
§(K) C Bx~, on trouve un sous-compact K de §(K) et un sous-compact L, de Bp- tels que
la restriction P : E* — X* induise un homéomorphisme de L, sur K. Soit Q : E* — Y~
I'application de restriction 4 Y et L= Q(L,). Les propriétés vérifiées par L sont regroupées

dans les faits suivants :

Fait 78 :
Q) induit un homéomorphisme de L, sur L. En particulier, les compacts K, K
et L sont homéomorphes.
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DEMONSTRATION DU FAIT 78 — La continuité et la surjectivité étant acquises, il
suffit de démontrer que Q|r,, est injective. Soit e} et el deux éléments distincts de L,. Soit
vy = Q(e7), ys = Q(e3), 7 = P(e}) et x5 = P(e}). Puisque P induit un homéomorphisme
de Lo sur K, les formes linéaires z} et x5 sont distinctes. Comme z7, z5 € §(K), on a
|lz7 — z5|| = 2. On fixe ¢ > 0. Il existe alors z € Sx tel que (z7 — z5,z) > 2 — e. Soit
maintenant y € Sy tel que ||z —y| gz < 7o. On trouve (y; —y3,y) > 2 — ¢ — 27,. Puisque
Mo < 1/2, il est possible de trouver € > 0 tel que 2 — e — 27, > 0. Par conséquent, y] # vs.
Cela prouve l'injectivité de Q|- O

Fait 79 :
Les éléments de L forment une suite équivalente a la base canonique de ¢1 avec
constante strictement inférieure 8 A(max(p(K),p(L))).

DEMONSTRATION DU FAIT 79 — On indexe les éléments de L, en une suite (e;),,c,,

et, pour tout » € w, on pose z; = P(e}) et yi = Q(e}). Soit y € Sy. On introduit 7 < 7
et on fixe ¢ > 0. Soit (\,) une suite presque nulle de scalaires telle que

o0
Z|/\n| = 1.
n=0

Puisque {z;, ; n € w} C §(K), la suite (z},),,c,, est isométriquement équivalente & la base
canonique de #1. Par conséquent, il existe £ € Sx tel que

new

o0

Z (Anzy,z) > 1—c¢.

n=0
On introduit ensuite y € Sy tel que ||y — z||z < 7. Il vient :

o0 o

> (At v)

n=0
o0

2 Z <An$:7$> - 277
n=0

=21—e—2n.

Ay
0

n=

En faisant tendre ¢ vers 0, on voit que la suite (y;;),,c,, est équivalente & la base canonique
de ¢; avec constante (1 — 27) ! < A(max(p(K),p(L))). O

En appliquant le fait 79 et le lemme 66, on voit qu’il existe un quotient linéaire T' de
C(L) sur C(L) tel que |T| - y(T) < A(max(p(K),p(L))) < A(p(L)). Par conséquent,
d’aprés le théoréme 62, L < L. Comme K est homéomorphe & L d’aprés le fait 78, K
est plus simple que L. La symétrie de la situation fournit donc 1’égalité des systémes
caractéristiques de K et L. Enfin, le théoréme de Mazurkiewicz et Sierpiriski montre que
K et L sont homéomorphes. O

Corollaire 80 :
On considére la méme fonction p qu’a la proposition 77. Si K et L sont des
compacts dénombrablement clairsemés, alors :

den(C(K),C(L)) < u(p(K),p(L)) = sc(K) = se(L).
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DEMONSTRATION — Le corollaire 80 se déduit de la proposition 77 en se ramenant
a des sous-espaces séparables. Cette généralisation se fait comme au corollaire 74 pour
I'indice de Szlenk. On se contente de préciser les endroits ol les deux preuves différent. La
proposition 4.12 de [42] sur la détermination séparable de 'indice de Szlenk ne sert plus. A
sa place, on utilise le fait suivant sur la détermination séparable du systéme caractéristique :

Fait 81 (Baker) :
Soit K un compact dénombrablement clairsemé. Si K, est un compact dénom-
brable de méme systéme caractéristique que K, alors K, est 'image continue
de K.

Ce résultat est da a J.W. Baker [4]. Il entraine trivialement que C(K) contient une
copie isométrique de C(K,) et donc que le systéme caractéristique peut étre calculé en ne
considérant que les sous-espaces séparables. Le reste de la preuve est inchangg. O

Signalons un résultat de G.M. Lovblom [47] qui montre que, si K et L sont deux
compacts métrisables et que f : C(K) — C(L) est une isométrie (non nécessairement
surjective) telle que f(0) = 0, alors il existe un sous-compact M de K tel que I’application
x +— f(z)|p soit une isométrie linéaire de C'(K) dans C(M). En particulier, lorsque K et L
sont dénombrables, cela entraine que K est plus simple que L. Ce résultat a été généralisé
a tous les espaces de Banach séparables par G. Godefroy et N.J. Kalton [22] : si X est un
espace de Banach séparable et Y un espace de Banach contenant une partie isométrique a
X, alors Y contient un sous-espace isométrique a X.

9.2 Le théoréme de Jarosz

K. Jarosz a démontré [30] que le théoréme d’Amir-Cambern pouvait se généraliser au
cas lipschitzien.

Théoréme 82 (Jarosz) :
11 existe une constante universelle ¢, > 0 telle que, si K et L sont deux compacts
vérifiant dr,(C(K),C(L)) < 1 + €, alors K et L sont homéomorphes.

Tous les résultats du paragraphe 9.1.3 sont des généralisations partielles de ce théo-
réme. Certes, ceux-ci s’appliquent lorsque les espaces C(K) et C(L) sont uniformément
homéomorphes (ou méme encore lorsqu’ils possédent des réseaux équivalents) mais ils ne
fournissent pas de constante universelle. L’approche développée dans la partie suivante est
plus directe et permet de résoudre ce probléme.

9.3 Espaces de fonctions continues et distance de Gromov-
Hausdorff (avec N.J. Kalton)

9.3.1 Homogénéité positive et quasi-linéarité

Définition : Soit X et Y deux espaces de Banach.
— On dit que f : X — Y est positivement homogene lorsque f(tx) = tf(z) pour tout
t > 0 et tout z € X. La notion de norme d’une application homogéne est étendue
sans changement aux applications positivement homogénes :

£l = sup |If(z)lly -
rEBx
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— Soit € > 0. On dit d’une application f : X — Y qu’elle est de type Q(e) lorsqu’elle
satisfait les trois propriétés suivantes :

1. f est positivement homogeéne.
2. Ifl < 1.

3. Va,x2 € X, |[f (214 22) = f(21) = f (22)lly <elllzillx + |22l x)-

Lemme 83 :
Soit X un K-espace et k > ko(X). Si f : X — R est une application de type
Q(e), alors il existe z* € X* telle que ||f — z*|| < (1 + K)e.
En particulier, si K est un compact et que f : C(K) — R est de type Q(e),
alors il existe yu € C(K)* telle que || f — p|| < 101e.

DEMONSTRATION — Soit f : X — Y une application de type Q(¢). Pour tout z € X,
on pose :

2¢

Des vérifications triviales montrent que g est quasi-linéaire. Par conséquent, puisque X est
un Ko-espace, il existe y* € X* telle que ||g — y*|| < &. La condition 3 de la définition du
type Q(e) appliquée avec 1 = z € Bx et x9 = —z donne |f(z) + f(—z)| < 2¢. En posant
¥ = ey*, on obtient donc :

If =2 <IIf —egll +ellg =97l < (1 + K)e.

Le cas de ’espace C(K) est un conséquence triviale de cette premiére affirmation puisque,
d’apres le théoreme 9, C'(K) est un Ky-espace avec ko(C(K)) < 100. O

9.3.2 Mesurabilité universelle

Définition : Soit (B, M) un espace borélien standard.

— Soit A une mesure signée finie sur M. Une partie A de B est dite négligeable lorsqu’elle
est incluse dans un élément M € M tel que |A| (M) = 0.

— Pour toute mesure signée finie A, on note M la tribu formée par les réunions M UN
ou M € M et N est négligeable.

— On dit d’une partie A de B qu’elle est universellement mesurable lorsqu’elle est dans
toutes les tribus My pour A une mesure signée finie quelconque sur M. On peut
montrer que toute partie analytique de B est universellement mesurable.

— Si B’ est un autre espace borélien standard, on dit qu'une fonction f : B — B’ est
universellement mesurable lorsque 'image réciproque de tout borélien est universel-
lement mesurable. Lorsque B’ = R, que f est universellement mesurable et bornée,
on peut définir [ f(b) dA(b) pour toute mesure signée finie A sur M.

On rappelle le théoréme suivant qui sera utile :

Théoréme 84 :
Soit A et B deux espaces polonais et A’ C A, B' C B des parties analytiques
de A et B. Si m est une surjection continue de A’ sur B', alors m admet un
inverse a droite universellement mesurable.

Il s’agit d’une forme légérement simplifiée du théoréeme 4.3 de [14].
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9.3.3 Proximité géométrique

Voici le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 85 :
Soit K et L deux compacts métrisables et € > 0 un nombre. On suppose qu’il
existe deux applications continues T : C(K) — C(L) et S : C(L) — C(K) de
type Q(e) vérifiant :

15Tz — 2l < ellllk
V(z,y) € C(K) x C(L), (9:2)
TSy —ylL <ellyllr

Si € < a, alors il existe un homéomorphisme 6 : K — L et une application
continue ¢ : K — {1} satisfaisant :

Vye C(L), |Sy—-(yob)llx <belylly (9-3)

ol a et b sont des constantes universelles strictement positives.

En bref, ce théoréme affirme que, entre des espaces de fonctions continues sur des
compacts meétrisables, les seuls couples d’applications presque linéaires de norme 1 qui
sont proches d’étre inverses 1'une de 'autre sont des perturbations d’isométries linéaires
inverses l'une de l'autre.

DEMONSTRATION — Dans un but de clarté, on rappelle que, pour k € K, on note 6(k)
la masse de Dirac au point k. En tant que mesure sur K, c’est un élément de C(K)* de
norme 1. On considére de méme (1) lorsque [ € L. La preuve se décompose en six étapes.

1. « Transposition » de T et S

Pour u € S¢(k)-, on peut introduire I'application yo S : C(L) — R. Elle est clai-
rement de type Q(¢g). D’apreés le lemme 83, il existe des formes linéaires v € C(L)*
telles que

|[v—poS| < 101e.

On note N (p) 'ensemble de ces formes linéaires v. L’ensemble

W = {(MaV) 5 1€ So(ryr, V GN(M)}

est normiquement fermé. Il est donc analytique pour la topologie préfaible (c’est
I'image continue d’un fermé). Soit II; et IIs les deux projections :

V(p,v) eW,  Ih(p,v)=p et I(p,v)=v.

Puisque W est analytique et que II; est continue, le théoréme 84 assure que II; admet
un inverse a droite universellement mesurable ¢. L’application S* : S¢(g)» — C(L)*
définie par S* = Ils o ¢ est alors universellement mesurable.

On étend la définition de S* a tout C(K)* par homogénéité positive. On définit de
méme T* : C(L)* — C(K)*, universellement mesurable et telle que :

Vv e C(L)*, |[T"v—voT| <101le. (9.4)
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2. Représentation intégrale approchée

Comme les applications 7™ et S* sont universellement mesurables, on peut considérer,
pour toute mesure p € C(K)*, I'intégrale

[ 157509 ati)
K

Celle-ci est définie au sens préfaible, c’est-a-dire que la mesure intégrale est 1'unique
mesure vérifiant, pour tout y € C(L) :

</K [S*(K)] du(k)ay> = /K (S*5(k),y) du(k).

On a alors, pour tout u € C(K)* :

5= [ [5°509) aut®)| < 18° — o 1+

| 160 0 5) dut - [ 1576007 dut)|
< 202¢||p|

De méme, lorsque v € C(L)*, on trouve :

i

3. Fonctions multivaluées entre K et L

T*u—/L 7*5(1)] du(l)H <202¢][v]. (9.5)

L’objet de cette partie est de démontrer que les mesures images des masses de Dirac
par T* et S* ont une masse significative en au moins un point. Pour [ € L et k € K,
on pose :

T76(1) = ag()o(k) + pe et S*0(k) = Bi(k)d(1) + vk

avec i ({k}) = 0 et v ({l}) = 0. Comme S* et T™ sont universellement mesurables,
il en est de méme des fonctions a4 et §;. On cherche & minorer les bornes supérieures
des fonctions |ag| et |G;|. Pour ce faire, on fixe k € K et on définit v = S*6(k). En
utilisant les relations (9.4) puis (9.2), on obtient les inégalités suivantes :

IT*v —6(k)|| < |lveoT —6(k)|| +101¢
< ||6(k) o ST — 6(k)|| +202¢
<203¢

L’application de la propriété (9.5) donne alors :

Ha(k)— /L 7°5()] dz/(l)H < 405¢. (9.6)

Puisque la mesure intégrale est définie au sens préfaible, il n’est pas a priori licite
d’appliquer l'inégalité précédente en xj, fonction caractéristique du singleton {k}.
Toutefois, puisque le compact K est métrique, il existe une suite (fp),,c,, de fonctions
continues sur K, positives, majorées par 1 et convergeant simplement vers xj. Le
théoréme de convergence dominé appliqué a cette suite permet d’écrire :

</L [T*6(1)] du(l),Xk> = /L (T*5(1), xx) dv(l) = /Lak(l) dv(l).
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L’inégalité (9.6) implique donc :

‘1—/akdu(l)‘<405e Qotr agll V]l =
L

/L onl) du(l)‘ > 1405,

Comme ||v|| < 1+ 101 ¢ d’apres la propriété (9.4), on obtient :

1—-405¢
>—>1- . 9.7

Pour k € K, on pose alors
O(k) = {z €L; o) =1~ 5065}-

L’application © est une fonction multivaluée de K dans P(L)\{@}. On définit de
méme ¥ : L — P(K)\{@} par :

$(1) = {k cK; |Bik)] >1 —5065}-

En utilisant la majoration |7*§(l)|] < 1 + 101e, on remarque que si [ € O(k)
[respectivement ke E(l)], alors :

||k ]| < 607¢ [respectivement IVl < 607 6]. (9.8)

4. Applications entre K et L
On fixe k € K et [ € ©(k). D’apreés les inégalités (9.8) et (9.4), on a :

le (D)o (k) = 6(1) o T|| < llaw(D)o(k) = T*6()]| + [ T*6(1) — 6(1) o T|| < 708e.

Comme |ag(l)| = 1 — 506e > 1/2, on trouve :

1
(k) — 6(1) oT|| < 1416¢. 9.9
Jst - 07| o)
Puisque
16(k) 0 S — S*0(k)|| < 101¢ et que ||——5(1) o5 — H <2¢
h k(1) ap(l) | =
'inégalité (9.9) donne :
a(1) H
S*o(k) — < 1519e¢.
‘ (®) ax(l)
En utilisant (9.8), il s’ensuit aussitot que
1 8(1)
— < ||S* - — < 2128€.
) — | < 570 = 2G|+ ol < 2128
Par conséquent, ’hypothése [ € O(k) entraine :
1Bi(k)| > 1 —2634¢. (9.10)

On suppose maintenant que [ # I’ sont deux éléments distincts de ©(k). En écrivant

S*8(k) = Bi(k)d(1) + By (k)o(I") + v avec v({l,I'}) = 0, la propriété (9.10) donne :
1+10Le > [S*5(k)|| > |Bi(k)| + |Br ()| > 2 — 5268 ¢.

Si on impose a < 1/5369, cette inégalité est absurde. Cela prouve que ©(k) est un

singleton et permet de définir la fonction § : K — L en écrivant, pour tout & € K :

O(k) = {6(k)}. De méme, on peut définir une fonction o : L — K en posant, pour
tout l € L : (1) = {o(l)}.
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5. Bijectivité de 0 et o

Fait 86 :
Soitl € L et k= o(l). Alors 0(k) = 1.

DEMONSTRATION DU FAIT 86 — On suppose par ’absurde que [ # 6(k). On peut
alors écrire :

§*0(k) = Bi(k)d(1) + Boey (k)3 (0(k)) + v
ou v({l,0(k)}) = 0. La définition de o et la propriété 9.10 entrainent :

14 101€ > [|S*6(k)|| > |Bi(k)| + |Boqwy (k)| > 2 — 3140¢.
Si on impose a < 1/3241, c’est absurde. Cette contradiction démontre le fait 86. O
Le fait 86 prouve que 0 est l'inverse & gauche de 0. De méme, on montrerait que o

est l'inverse a gauche de 6. Il s’ensuit que @ et o sont bijectives et inverses I'une de
I’autre.

6. Continuité de 0 et o

Soit F' un fermé de K arbitraire. Pour montrer la continuité de o, il suffit de montrer
que O(F) est fermé.

Considérons | ¢ 6(F). Le point k = o(l) est alors en dehors de F'. Puisque celui-ci
est fermé, il existe une fonction fi qui « sépare k et F' » au sens suivant :

fe€ O, Milx=1=1k), filr=0 et /K il d ] < ¢

Dans ce cas, il est possible de minorer |T fi(1)|.

|Tfk |—‘/Tfkd5 ‘ ‘/ fde* ‘—1016

+ / fr A,
K

On considére maintenant au contraire I’ € 8(F) et k' = o(I). On majore |T fi(I')| :

—101¢

> | (1) fi (k)

=>1-608¢

T fr(I')| = ‘/ T fr, do(l'

‘/ e d(T*5( ‘—I—lOle

+101¢

\

o () fre(k / frdpy
< |lpep || + 1016 < 708 €.

Si on impose a < 1/1316, il apparait que
= (" {V eL; |Tfl)]| < T708¢} .
kg F

Comme T est continue, ’ensemble §(F') est fermé donc o est continue. Il en est de
méme de 0. Par conséquent, K et L sont homéomorphes.
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7. Proximité avec une isométrie linéaire
Pout tout k € K, on note (k) = signe (By(x)(k)) et Sp 'isométrie linéaire donnée
par :
Vy € C(L), Soly) =1 (yo0).
Soit y € S¢(r), k € K et | = (k). A l'aide de I'écriture S*0(k) = By (k)d(l) + vy et
la propriété (9.4) appliquée a S*, on trouve :

Bi(k)y(k) +/Lydukl — Sy(k)‘ < 101e.

Selon la majoration (9.8), il vient par ailleurs :

‘/ ydvg
L

Enfin, la définition de ¥ prouve que

181 (k)y(1) — (k)y(1)] < 506¢ [y(D)] -

En regroupant ces trois inégalités, il vient :

S ||Vkl|| < 607 €.

|Sy(k) — Sp(y) (k)| < 1214e.
En choisisant g identiquement égal a 1 ci-dessus, on obtient :
lp(k) — Sg(k)| < 1214¢,

ce qui entraine que 1) est continue puisqu’elle est & valeurs dans {£1}. On obtient
finalement :
IS — Sp|| < 1214e.

Cette septiéme étape achéve la preuve du théoréme. La démonstration donne les valeurs
a =1/5369 et b = 1214. O

Corollaire 87 :
11 existe une constante universelle e1 > 0 telle que, si K et L sont deux compacts
métrisables vérifiant dgy (C(K),C(L)) < €1, alors K et L sont homéomorphes.

Il faut remarquer qu’on ne connait pas la valeur de la constante 1 puisque celle-ci est
obtenue via la fonction (, elle-méme non explicite.

DEMONSTRATION — Soit a la constante du théoréme précédent et ¢ la fonction uni-
verselle définie au théoréme 10. On pose g1 = ¢ !(a/400). On introduit 0 < € < 1. Soit
K et L deux compacts métrisables tels que dgp(C(K),C(L)) < e. Comme C(K) et C(L)
sont des K,-espaces, il existe un espace de Banach E contenant des copies isométriques de
C(K) et C(L) (encore notées C(K) et C(L)) telles que Ag(C(K),C(L)) < ¢/4. On note
||I-|| la norme sur E. Elle prolonge les normes ||-|| x- et |||,

Pour tout = € S¢(k), on note c(z) = {y € C(L) ; ||z —yl| < e/4}. L’ensemble c(x)
est un convexe fermeé et la fonction ¢ : Sg(x) — P(C(L)) est semi-continue inférieurement.
D’apres le théoreme de sélection de Michael (voir le théoréme 1.16 page 22 de [7]), il existe
une fonction continue ¢ : S¢(xy — C(L) telle que

Vz € Sc(xys |z — ()] <

=] M
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Cela implique en particulier que la norme de ¢(z) est toujours supérieure ou égale 4 1 —¢/4
et donc que ||z — ¢(z)/ |l¢(2)] || < €/2. On pose alors, pour tout z € C(K) :

o= 1ot (2D,

¢ (/=[]

Ceci définit une application positivement homogéne de norme 1 vérifiant :

vz € C(K), |lz—-Tz| <3 l-

3
2
Siz,z' € C(K), on trouve :

|7 + ) = To = Ta'| < G [lo || + 5 ol + 5 [|#]] < eCllall + [l2'])-

Par conséquent, T est de type Q(e). On définit de méme 'application S : C(L) — C(K)
de type Q(e) telle que

£
Vye C(L), |ly— Syl < 2 lyll -

La propriété (9.2) est facile a vérifier. Dés lors, on peut appliquer le théoréme 85, ce qui
montre que K et L sont homéomorphes. O

Terminons par quelques remarques et questions :

— L’hypothése de métrisablité des compacts K et L sert a plusieurs reprises (mesurabi-
lité des « transposées », théoréme de convergence dominée dans la troisiéme étape de
la preuve). Toutefois, cette hypothése apparait plus comme techniquement simplifica-
trice que comme réellement nécessaire. On peut donc naturellement conjecturer que
le théoréme 85 et son corollaire 87 restent valables lorsque K et L ne sont plus sup-
posés métrisables. Une technique similaire a celle du corollaire 80 montre que si K et
L sont deux compacts dénombrablement clairsemés tels que dgg (C(K),C(L)) < €1,
alors sc(K') = sc(L).

— La partie de la conclusion du théoréme 85 qui permet de contrdler la taille de la
perturbation entre 1’isométrie linéaire et 7' n’a pas de traduction dans le corollaire 87
puisque la distance de Gromov-Hausdorff ne donne pas naturellement d’applications
T et S. Toutefois, lorsqu’il existe un homéomorphisme uniforme u : C(K) — C(L)
tel que Lip,,(u) soit proche de 1, il semble naturel de se demander s’il est possible
de trouver une isométrie linéaire v : C(K) — C(L) telle que

—u(sz) —v(z)|| < Me

S

L

pour une constante universelle M, s assez grand et z € Bg(k). Il y a a priori une
obstruction qui vient de l'utilisation de la fonction universelle { dont on ignore les
valeurs. Cela est-il dans la nature des choses ?

— Soit M un espace métrique et A, G deux parties non vides de M. On suppose que
A est bornée. Le rayon de Chevyshev de A relativement & G est noté rg(A4). Clest
la borne inférieure des nombres r > 0 tels qu'il existe y € G vérifiant A C Bps(y, 7).
Lorsque G = M, on note plus simplement rg(A) = r(A). Les points e € M tels que
A C Bp(e,r) sont appelés les r-centres de Chebyshev de A. Ils forment un ensemble
éventuellement vide qu’on désigne par E"(A). L’intersection des E"(A) pour r > r(A)
est noté E(A). R. Espinola, A. Wisnicki et J. Wosko ont montré [19] qu’un espace de
Banach X était isométrique a 'espace Co(Q) des fonctions continues tendant vers 0
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en l'infini sur un espace localement compact @ si et seulement si, pour toute partie
non vide G C X et tout ensemble borné non vide A C X, on a :

ra(A) =r(A) +inf {d(e,g) ; e € E(A), g € G}.

Cette caractérisation permet de prouver que si () est localement compact, que X est
un espace de Banach et que dr(Co(Q), X) = 1, alors X est isométrique & C,(R) pour
un certain R localement compact. Les deux espaces @ et R sont-ils homéomorphes ?
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